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I.  P r o b l e m e  d e r  m o d e r n e n  A s t r o n o m i e .  

Die Astronomie hat den Vorteil, dab sie sich nicht nur des Interesses 
breiterer Bildungsschichten erfreuen kann, sondern dal3 sie auch in ihrer 
Entwicklung yon den Nachbarwissenschaften stark beachtet wird. Ge- 
rade gegenw~irtig befinden wir uns in einer Zeit lebhafter und frucht- 
bringender Wechselwirkung yon Physik und Astronomie. Die Atom- 
theorie erst hat eine sichere Deutung der Spektren der Himmelsk6rper 
erm6glicht. Dabei sind die physikalischen Verh~iltnisse im Kosmos yon 
denen im Laboratorium so verschieden, dab die astronomische Beob- 
achtung fiir die Physik eine ganz wesentliche Erweitenmg der Erfah- 
rungstatsachen bedeutet und dadurch eine unabhkngige Prtiftmg der im 
Laboratorium gewonnenen Gesetzm~iBigkeiten m6glich macht. 

Freilich stehen wir in dieser Zusammenarbeit erst am Anfang, und 
es ist, wenigstens ftir den Astronomen, keineswegs fiberraschend, wenn 
neuerdings aus den Kreisen der Physik heraus eine st~irkere Kritik der 
astronomischen Arbeiten auf diesen Gebieten einsetzt. Die Anwendtmg 
yon Laboratofiumsgesetzen auf kosmische Probleme bedeutet eine un- 
geheuere Extrapolation, von der wir nicht wissen, wie welt sie zul~sig 
ist. Kommen wir hierbei zu Widerspriichen mit der physikalischen Er- 
fahrung, so zeigt dies nur, dab unser Wissen zur Deutung der kosmischen 
Erscheinungen noch nicht hinreicht. Erinnern wit uns im besonderen 
an die Frage des Aufbaues der Sterne. Wir gelangen unter naheliegenden 
Annahmen fiber die KonstKution des Sternes als eines im Strahltmgs- 
gleichgewicht sich befindenden Gasballes zu gewissen Forderungen fiber 
die im Sterninnern notwendigen Energiequellen. Stehen diese Forde- 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII.  I 
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rungen mit unserer gegenw~rtigen Kenntnis der Natur der Energie- 
quellen in Widerspruch, so ist damit ein Angriffspunkt aufgedeckt, so- 
wohl zur weiteren Kl~rung der Voraussetzungen der Theorie als auch 
zur Nachprtifung der Deutung der physikalischen Tatsachen selbst. 
Durch eine fortgesetzte Zusammenarbeit zwischen Physik und Astronomie 
sind auf diese Weise fiir beide Wissenschaffen wesentliche Fortschritte 
zu erwarten. 

Doch erweckt ein solch enges Zusammenarbeiten mit einer Nachbar- 
wissenschaft auch erhebliche Bedenken. Jede Wissenschaft hat ein 
Eigenleben, das sie nicht einseitig nach einer Richtung bin entwickeln 
daft, ohne dab sie auf die Dauer im ganzen Schaden leidet. Die Astro- 
nomie scheint augenblicklich von dieser Gefahr nicht frei zu sein. Be- 
trachten wir einen Augenblick ihre Entwicklung in den letzten hundert  
Jakren. Wir bemerken in den Problemen einen lJbergang vom Planeten- 
system zum Sternsystem. Diese Entwicklung ist eine durchaus nattir- 
liche, nicht yon auBen aufgedr~ngte. Wir kennen das Planetensystem 
im ganzen, k6nnen die Bewegungen mit groBer Genauigkeit vorhersagen; 
keinerlei wesentliche ~lberraschungen sind zu erwarten. Freilich hat  die 
Relativit~tstheorie gezeigt, dab die Frage nach der Gt~ltigkeit des NEW° 
TONschen Gravitationsgesetzes sogar ffir das Sonnensystem noch keines- 
wegs als erledigt anzusehen ist. Noch harrt  die Theorie der groBen, so- 
wie der kleinen Planeten und der Satelliten des weiteren Ausbaues. Eine 
F0ale dringender und interessanter Probleme liegt vor. Abet in ge- 
wissem Sinn ist innerhalb des Planetensystems unsere Neugierde be- 
friedigt. Wir k6nnen uns der gr6Beren Aufgabe des Sternsystems zu- 
wenden. 

Das Problem ist hier ein zweifaches. Wir fragen nach dem statischen 
Aufbau ulld der Dynamik des ganzen kosmischen Systems, und wir 
fragen nack dem physikalischen Aufbau und der Entwicklung des ein- 
zelnen Himmetsk6rpers. Wenn wir die so oft miBbr~uchlich angewandten 
Bezeichnungen Astronomie und Astrophysik hier benutzen wollen, wt~rde 
der erste Problemkreis der Astronomie, der zweite der Astrophysik an- 
geb6ren. Beide stehen in enger Verbindung miteinander und unter- 
scheiden sich vielfach nicht einmal durch die Arbeitsmethoden. Die 
Ausmesslmg yon Sternspektren z .B.  dient in gleicher Weise astrono- 
mischen wie astrophysikalischen Problemen. Die Zusammenh~nge 
zwischen den beiden Teilgebieten der Astronomie sind aber vielfach 
noch tiefere. So ist der rAumliche Aufbau der Sterne ftir die einzelnen 
Spektraltypen verschieden; oder wir mfissen, um ein anderes Beispiel 
zu nelmen, die trigonometrischen Parallaxen tier planetarischen Nebel 
bestimmen, um die VorgAnge beim Leuchten dieser K6rper ergrtinden 
zu k6nnen. 

Das Problem, das die Physik interessiert, ist also nut  ein Tell des 
groBen Problems des Sternsystems. Wir mfissen alle Teile vorw~rts 
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treiben, wenn wir nicht Gefahr laufen wollen, dab einmal die Aufgaben 
an verschiedenen Stellen zugleich zum Stocken kommen. Diese Mt~glich- 
keit kann gerade bei der Astronomie leichter als bei anderen Wissen- 
schaften eintreten. Hier besteht ja nicht die M6glichkeit des Experimen- 
tierens; die Beobachtungsdaten miissen vielmehr oft in ausgedehnten 
Beobachtungsreihen gesammelt werden, die an gr613ere Zeitintervalle ge- 
bunden sind. Dabei ist es selbstverst~indlich, dab die Beobachtungen 
einer bestimmtell Fragestellung dienen mtissen ; aber die Frage nach dem 
Aufbau des Sternsystems ist ebenso wichtig, wie die nach dem Aufbau 
des einzelnen Sternes, und die Beobachtungen sind gleich wertvoll, ob 
sie dem ersten oder zweiten Problemkreis angeh6ren. Auf dem Gebiet 
der Erforschung des Sternsystems kennen wir nicht moderne und un- 
moderne Probleme. Es besteht keill Unterschied, ob ein Astronom am 
Meridiankreis Positionen bestimmt, oder ob er mit Photometer und 
Spektrograph arbeitet. Vielleicht ist es yon Interesse, gerade an einer 
zentralen Aufgabe der Astronomie, derjenigen der fundamentalen Posi- 
tionsbestimmung, ztl zeigen, wie heute noch die Arbelten am Meridian° 
kreis (bzw. am Passagenillstrumellt und Vertikalkreis) zu den modernsten 
geh6ren, die wir durchftihren k6nnen, und wie deren Bedeutung sogar 
welt tiber die engeren Probleme des Sternsystems hinausreicht. 

I I .  D a s  f u n d a m e n t a l e  K o o r d i n a t e n s y s t e m  d e r  

A s t r o n o m i e .  

Das fundamentale Koordinatensystem bildet in der Astronomie die 
Grundlage fiir die Erforschung aller Vorg~inge im Weltall; wir brauchen 
es zur r~iumlichen Festlegung aller kosmischen Erscheinungen und Be- 
wegungen. Nun fehlen aber im Weltenraum unver~inderliche Punkte, 
auf die wir die Koordinaten der Gestirne beziehen k6nllten, ganz. Wir 
miissen also eiI1 Koordinatensystem dutch Definition in bezug auf die 
bewegten K6rper des Kosmos festlegen. 

Hierbei bestehen zweierlei M6glichkeitenk Wit k6nnen die Gewin- 
nung eines auf die Sterne gegrtindeten, rein empirisehell Systems an- 
streberl ulld es dadureh definierell, dal3 in ihm die Sterne relativ zueillan- 
der im Durchschllitt ruhei1 sollei1. Wegen der geringen Geschwindigkeit 
der Sterne im Vergleich zu ihrer Entfernung hat ein solches System als 
Grundlage der heliozentrischen oder geozentrischen Koordinaten durch- 
aus einen bestimmten Sinn. Wir k6nnen auch versuchen, das fundamell- 
tale System theoretisch auf den Grundlagen der Newtonschen ll/Iechgnik 
aufzubauen. Ill ihm mtil3tei1 dann die gesamten Bewegungen der K6rper 
des Planetensystems restlos durch die NEwTOXsche Mechanik innerhalb 
der Grenzen der Beobachtungsfehler dargestellt werden; wir k~imen also 

z Enzyklop. der Math. Wiss. 6, 2, Nr. I. 

I* 
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mit fortschreitender Beobachtungsgenauigkeit dem Inertialsystem der 
klassischen Mechanik immer n~ther, vorausgesetzt, dab diese zur Dar- 
stellung tier Erscheinungen hinreicht. 

Da wir yon der rotierenden Erde aus beobachten, ist der Himmels- 
~iquator fiir die Beobachtungen die nattirliche Fundamentalebene des 
Systems, und nur fiir besondere Zwecke gehen wir zu anderen Koordi- 
naten tiber. Doch selbst innerhalb des Planetensystems behalten wir 
jetzt vielfach das ~tquatoriale System ftir die ersten Bahnbestimmungen 
und ftir die Berechnung spezieller St6rnngen bei, wenn wir auch ftir die 
allgemeineI1 St6rungen yon dem Vorteil der kleinen Neigungen der Pla- 
netenbahnen gegen die Ekliptik Gebrauch machen miissen. Als Null- 
richtung in der Aquatorebene w~ihlen wir diejenige nach dem t~rtihlings- 
punkt,  der durch die Schnittlinie zwischen der Ebene des momentanen 
.~quators und der yon den kurzperiodischen Schwankungen befreiten 
Ebene der Erdbahn festgelegt wird. Beide Ebenen, und damit auch der 
Frtihlingspunkt selbst, zeigen zeitliche Lagetinderungen, welche durch 
die St6rungen verursacht sind, die yon den Planeten auf die Bewegung 
der Erde in ihrer Bahn, sowie yon Sonne und Mond auf den Erdk6rper 
ausgetibt werden (Pr~izession und Nutation). 

Das so definierte System des ~quators  ist nun zu den der direkten 
Beobachtung zug~inglichen Himmelsk6rpern in Beziehung zu setzen. AI.~: 
solche bieten sich die Fixsterne yon selbst dar, deren Koordinaten re- 
lativ zu ~quator  und Frtihlingspunkt zu bestimmen sin& Die Dekli- 
nationen sowohl wie die DiHerenzen der Rektaszensionen kBnnen wir 
allein aus den Beobachtungen der Sterne herleiten. Die Lage des Frtih- 
lingspunktes (d. h. des Nullpunktes der Rektaszensionen) ist durch Sonnen- 
beobachtungen zu ermitteln. Wit  haben also in der Tat  die M6glichkeit, 
auf rein empirischem Weg ein auf den Beobachtungen der Sterne und 
der Sonne aufgebautes Fundamentalsystem festzulegen. 

Andererseits aber gibt uns die NEWTONsche Mechanik auch die MBg- 
lichkeit, die Anderungen der Lage yon Aquator und Frtihlingspunkt 
theoretisch zu ermitteln. Wir k6nnten also von einem gegebenen An- 
fangszustand ausgehend, fiir den eine gewisse Gruppe von Sternen mit  
dem Fundamentalsystem verbunden ist, die Lage des Koordinaten- 
systems zu diesen Sternen ftir die Folgezeit berectmen. Hierbei ist aller- 
dings angenommen, dab wir die Eigenbewegungen der Sterne aus den 
Beobachtungen kennen. 

In Wirklichkeit benutzen wir in der Astronomie keine der beiden an- 
gegebenen Methoden zur Aufstellung eines Fundamentalsystems; das 
letztere ist vielmehr ein gemischtes. Der wesentliche Grund ftir diese 
Wahl liegt in folgendem. Wir k6nnen die Bewegung des Aquators und 
Frtihlingspunktes theoretisch aus den bekannten Massen des Sonnen- 
systems nut  sower hinreichend darstellen, als es sich um die ldeinen 
Glieder yon Pr~zession und Nutation handelt. Die rechnerische Ermit t -  
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lung dieser Glieder ist sogar derjenigen auf rein empirischem Weg tiber- 
legen. Aber unsere Kenntnis vom Massenaufbau des Erdinnern reicht 
keineswegs bin, um die gesamte Lagever~nderung der Rotationsachse des 
Erdellipsoids mit der den astronomischen Beobachtungen entsprechen- 
den Genauigkeit herzuleiten. Wir sind gerade ftir die Bestimmung der 
Hauptglieder der Pr~zession und Nutation, die durch die Konstante der 
Pr~zession bzw. Nutation festgelegt sind, auf den empirischen Weg an- 
gewiesen. So kommen wir ftir die Festlegung des fundamentalen Ko- 
ordinatensystems zu einer Kombination tier beiden Methoden. 

Bei der Bestimmung der Pr~zessionskonstante (yon der Nutation k6n- 
nen wir hier absehen, da diese ja eine verh~tltnism~tf3ig kurze Periode 
hat, und ein Fehler in der Konstante bei der Festlegung des Fundamental- 
systems eine untergeordnete Rolle spielt) tritt nun eine sehr erhebliche 
Komplikation auf. WAren die Sterne unter sich und gegen die Sonne 
yon einer relativen Bewegung frei, so w~re die J~nderung der Koordinaten 
der Sterne eine reine Erscheinung der Prazession und Nutation. Aber 
die Sterne bewegen sich selbst, und zwar ist diese ,,Eigenbewegung" 
eine zweifache : einmal infolge der Bewegung der Sonne eine scheinbare, 
parallaktische, und dann eine dem einzelnen Stern zugeh6rende, peku- 
liare Eigenbewegtmg. Die Beobachtung liefert jedoch nicht die Eigen- 
bewegung, sondern lediglich die gesamte ~mderung der sph~trischen Ko- 
ord:naten. Es bleibt Aufgabe der weiteren Bearbeitung, die Pr~zessions- 
bewegung des Koordinatensystems, bzw. deren Hauptglied yon der pa- 
rallaktischen und pekuliaren Bewegung zu trennen. Diese Aufgabe ist 
streng nicht zu 16sen; wir mtissen uns vielmehr mit einer Ann~hernng 
an die Wirklichkeit begniigen. Der Beobachtung zug~.nglick ist ja immer 
nut eine begrenzte Gruppe yon Sterllen, sodaB die Bestimmung der Pr~i- 
zessionskonstante nicht zu einem absoluten Wert fiihren kann. Diesei 
wird yon der Auswahl der bei der Bestimmung benutzten Sterne ab- 
h~ingen, ebenso wie wir auch nicht die Bewegung der Sonne im Welten- 
raum, sondern nur deren Bewegung in bezug auf die gerade ausgew~ihlte 
Gruppe yon Sternen festlegen k6nnen. 

Die Bestimmung der Pr~izessionskonstante gibt die erste Grundlage des 
Fundamentalsystems. Hinzu kommen geschlossene Beobachtungsreihen 
yon Stern6rtern zu verschiedenen Zeiten (Sternkataloge), welche die 
~nderung dieser 0rter Iestzulegen gestattei1, und zwar die timderungen, 
wie sie durch die Verlagerung des Koordinatensystems sowohl wie durch 
die Eigenbewegungen bedingt sind. Als ,,Eigenbewegung" betrachten 
wir dabei denjenigen Tell der allein beobachtbaren Gesamt~inderung, der 
nack Abzug des durch die Pr~izessionsbewegung bestimmten Teiles iibrig 
bleibt. Die Eigenbewegung ist also ihrem Betrag nach an die Pr~izessions- 
konstante gebunden. Eine Trennung in eine parallaktische und eine 
pekuliare Bewegung finder hierbei nicht statt. Kennt man die 0rter 
und Eigenbewegungen einer Anzahl yon Sternen, bezogen auf das System 
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des Jkquators, und kenilt mail die zeitlicheil Jknderungen des letzteren, 
so hat man damit ein fundamentales Koordinatensystem der Astronomie 
gewonnen. Wie schon hervorgehoben, k6nnen die kleineren Xuderungen 
des Systems mittels der bekailnteil Massen der KSrper des Sonnensystems 
rechnerisch hergeleitet werden. Sieht man yon der Nutationskoilstante 
ab, so kallil man also sageil, dab ein Fundamentalsystem in der Astro- 
nomie fox eiilen bestimmten Zeitpunkt (Aquinoktium) durch die Koor- 
dinateil uild Eigeilbewegungen einer ausgew~ihlten Gruppe von Sternen 
in bezug auf den Aquator und durch die Pr~izessionskonstante festgelegt 
ist. Man bezeichilet die Gesamtheit dieser Gr6Beil als Fundamental-  
katalog, mit dessen Entstehung wir uns im folgeilden besch~iftigen wotlen. 

I I I .  D i e  G e w i n n u n g  d e r  e i n z e l n e n  S t e r n k a t a l o g e .  

Zur Schaffung eines Fundamentalsystems oder Fundamentalkata-  
logs brauchen wir m6glichst fehlerfreie Beobachtungsreihen von Rekt- 
aszensionen und Deklinationen einer gr6Beren Anzahl-vonSternen fox 
welt auseinailder liegende Epochen bezogen auf den wirldichen Aquator 
und Frtihlingspunkt. Die Beobachtungen, welche diesen Anforderungen 
nur  in mehr oder weniger groBer Ann~therung zu gentigen verm6gen, 
werden fast ausschlieBlich mit dem Meridiankreis erhalten, der fox die 
Beobachtung der R~ktaszensionen durch die Uhr erg~nzt wird. Wenn 
neuerdings auch die Konstruktion der Instrumente und Uhren einen 
hohen Grad yon Vollkommenheit erreicht hat,  so mtissen wir doch gerade 
fOx die Herstellung yon Fundameiltalkatalogen zu ~ilteren Beobachtungs- 
reihen zurtickgreifen. Hier ist eine sorgf~ltige Diskussion der Fehler- 
quellen, auf die ira folgenden kurz hingewiesen sei, yon besonderer Wich- 
tigkeit. 

Bei den Rektaszensionen, die aus der zeitlichen Reihenfolge tier 
Durchg~nge der Gestirne durch den Meridian ermittelt werden, liegt die 
Hauptschwierigkeit in der Uberbriickuilg gr6Berer Zeitiiltervalle yon der 
Dauer voil mehreren Stuildeil bis zu einem Tag oder sogar dariiber. 
Die grol~en Illtervalle kommeil vor allem danil in Frage, wenll es sieh 
um die Bestimmung eiller Kette  -con Hauptsternen l~ings des Aquators 
handelt, die im AilschluB an die Sonlle das Rektaszeilsiollssystem in 
seiilem gailzen Verlallf festlegeil sollell, uild all welche dani1 alldere 
Sterile angeschlosseil werden. Hierbei maeht sieh der EiilfluB der Tem- 
peratur~iilderungeil auf Instrument uild Uhr be~onders geltend und fiihrt 
zu t~iglichen uild j~ihrliehell Periodeil in den Beobachtullgsreihen, die 
dailil als periodisehe Fehler nach der Rektaszensioil in den eillzelllen 
Katalogell zutage treten. Da gerade in frtihereil Jahren (z. I3. bei den 
Greenwicher Beobaehtungsreiheil) sich oft eli1 Katalog auf den Gruild- 
lagen des vorhergeheildeil aufbaute, hat es viele Jahrzehilte gedauert, 
ehe es gelang, die durch die ~iltesteil Kataloge ill die Rektaszensiollen 
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hineingetragenen periodischen Fehler durch neue Beobachtungen abzu- 
schleifen. Zu diesen durch Instrument  und Uhr bedingten Fehlern kom- 
men noch die der Person des Beobachters. Die Koinzidenzen zwischen 
Sternen und Mikrometerfiiden werden yon verschiedenen Beobachtern 
und ftir verschiedene Objekte in oft recht verschiedener Weise bestimmt; 
auch der Unterscllied in der Art der Beleuchtung der lVleBvorriehtungen 
bzw. der Unterschied zwisehen den Beobachtungen am Tag- und Nacht- 
himmel macht sich in den ]3eobachtungsreihen stark bemerkbar. 

Ahnlich liegen die Verh~Itnisse bei den Beobachtungen der Dekli- 
nationen, die aus Messungen der Zenitdistanzen im Meridian erhalten 
werden. Flier tritt  zu der Anderung des Instrumentes durch die Tem- 
peratur noch dessen Deformation durch die Schwerkraft als ganz wesent- 
licher Faktor  hinzu. Durehbiegung des Fernrohres und des Kreises sind 
Instrumentalfehler, yon deren Beherrschung wir noch recht weit ent-  
fernt sind. Gerade in letzter Zeit hat  mall diesem die Beobaehtungen 
stark verfiilschenden EinfluB der ,,Biegung" besondere Aufmerksamkeit 
gesehenkt. Wie auch sonst vielfach bei der Bestimmung instrumenteUer 
Fehler in der Astronomie wendet man hierbei zwei verschiedene Arten 
yon Verfahren an, die jedoctl sehr h~iufig zu widersprechenden Resul- 
taten fiihren. Die eine Gruppe yon Methoden sucht die Fehler auf rein 
physikalischem Weg zu bestimmen; meist zeigt sieh dabei aber, dab die 
erreichte Genauigkeit in der Fehlerbestimmung in keiner Weise derjeni- 
gen entsprieht, die dann bei den astronomischen Messungen selbst er- 
reictlt werden soil. Die zweite Gruppe yon Methoden ermittelt die 
Fehler aus astronomischen Beobaehtungen, ist aber oft sehwerer clurch- 
zufiihren und nicht frei von Voraussetzungen. Ftir die Bestimmung 
der Biegung eines Meridianinstrumentes im besonderen bedient man sich 
einmal geeigneter Hilfsinstrumente, meist der im Meridian anfgesteUten 
Kollimatoren. Man hat neuere Meridiankreise aber auch so konstruiert, 
dab man den Objektiv- und Okularteil vertauschen kann; bei Beobach- 
tungen in beiden Lagen hebt sieh im Mittel die Biegung heraus, voraus- 
gesetzt, dab sie einen regelm~Bigen, durch Fourier-Reihen darstellbaren 
Verlauf hat. Beim Vergleieh grSBerer Messungsreihen untereinander 
zeigt sich jedoch, dab beide Methoden nicht hinreichen, um den EinfluB 
der Biegung auf die Deklinationen unseNidlieh zu machen. 

Erhebliche Sehwierigkeiten bei der Bestimmung eines Deklinations- 
systems liegen auch in der Refraktion. Die Theorien der Refraktion, 
auf Grund deren die ftir die praktische Benutzung bestimmten Refrak- 
tionstafeln berechnet sind, haben alle mehr oder weniger interpolatori- 
schen Charakter. Unter Benutzung der Gasgesetze bauen wir, yon dem 
am Erdboden beobachteten Zustand ausgehend, eine Atmosph~ire auf 
und berechnen fttr die jeweiligen VerhMtnisse den Weg, den ein Licht- 
strahl yore Eintri t t  in die Atmosphere bis zum Objektiv des Fernrohres 
zurticklegt. Dieser berechnete Weg wird mit dem wirklichen nicht v6Uig 
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fibereinstimmen, weil fiber den Zustand vor ahem der h6heren Luft-  
schichten Annahmen von zum Teil s ta rk  hypothetischer Natur  gemacht 
werden miissen. Um eine AnnXherung an die Wirklichkeit zu schaffen, 
werden die Konstanten der Theorie teilweise aus den Beobachtungen 
selbst bes t immt:  die Refraktionskonstante aus Beobachtungen der Zenit- 
distanzen derselben Sterne in oberer und unterer Kulmination, und viel- 
fach auch der Wert  der Luftdichte aus Beobachtungen bei s tark ex- 
tremen Bodentemperaturen.  Ganz neuerdings erst hat  P. HARZER I den 
Versuch gemacht,  die Refraktionstheorie der Wirklichkeit starker an- 
zupassen. Bisher war als NAherung immer angenommen worden, dab 
demselben Zustand am Boden aucl~ derselbe Zustand der ganzen Atmo- 
sphAre entspricht. HARZER benutzt  nun zum erstenmal die Ergebnisse 
der Drachen- und Ballonaufstiege. Es zeigt sich, dab auBer den mit  den 
Zust~i~-lden am Boden parallel laufenden Anderungen in h6heren Schich- 
ten dort noch weitere Schwankungen von t~tglicher und j~hrlicher Periode 
vorhanden sind, die bei der gegenw~tigen ]3eobachtungsgenauigkeit 
wenigstens ftir die gr6Beren Zenitdistanzen in Frage kommen. Eine wohl 
auch merkbare Abh~_ugigkeit des Refraktionsbetrages vom jeweiligen 
Witterungscharakter hat  in den neuen Tafehl yon HARZER noch keine 
Berticksichtigung gefunden. Zu dieseil allgemeinen Eiilfltissen kommen 
noch solche lokaler Art;  das umgebende Gel~nde bis auf  gr6Bere Ent -  
femungen hin und die engereil 6rflichen Verh~ltilisse (Saalrefraktioil) 
k6nneil einen recht merklichen EinfluB auf den Weg des Lichts t rahles  
austiben. So ist die Best immtmg der Refraktion eine auBerordentlich 
verwickelte Aufgabe, yon deren L6sung wit noch erheblich en t femt  skid. 
Vor allem zeigen die ~flteren Detdinatioilsreihen ausgesprochene Schwan- 
kungen periodischen Charakters, die nach der Rektaszension laufen, und 
die durch die Unsicherheiten in der Bes t immung der tAglichen und j~thr- 
lichen /~alderungen der Refraktion bedingt sind. Man wird heute das 
Fehlen solcher Schwankungen innerhalb eines Katalogs als ein wesent- 
liches Kri ter ium ffir die Gtite der Deklinationsreihe ansehen dfirfen. 

Um diese verschiedeilartigen Schwierigkeiten zu umgehen, die gerade 
bei der Bestimmung der Deklinationen sich in s tarkem MaBe geltend 
machen, hat  man zu dem Ausweg gegriffen, Deklinationsbeobachtungen 
unter anderen Bedingungen und mit  andersartigen Instrumenten aus- 
zuffihren. Durch Beobachtung mittels eines im ersten Vertikal auf- 
gestellten Durchgangsinstrumentes kann man die Messlmg yon Diffe- 
renzen der Zenitdistanzen auf eine Best immung yon Zeitdifferenzen zu- 
rtickffthren. Man kann sich also yon den Teilungsfehlern des Kreises 
und yon den Fehlern der Biegung frei machen. Eine andere in den letzteil 
Jahreil v o n d e r  Sternwarte in Leiden welter verfolgte Methode bes t immt 
mittels eines azimutal aufgestellten Instrumentes  die Dekliilationen 
durch gleichzeitige 3lessung yon Azimut und Zenitdistanz von Sternen 

Publ. der Sternwarte in Kiel. XIII und XIV. 192o_--24 . 
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in der N/ihe des Horizontes. Durch geeignete Anlage der Beobachtungen 
kann man den EinfluB der Fehler der Zenitdistanzen und damit der Re- 
fraktion stark herabdrticken. Doch beschr/tnkt sich der Vorteil dieser 
Methoden fiir einen Beobachtungsort immer nur auf Deklinationsstreifen 
von engerer Begrenzung, und man muB, wie es yon Leiden aus auch ge- 
plant ist, dutch geeignete Wahl mehrerer Beobaehtungsstationen den 
ganzen Bereich des Fixsternhimmels zu erfassen suchen. Alle solche 
Beobachtungsreihen sind als Erg/inzung zu den Meridiankreisreihen sehr 
wertvoll, well sie die Beobachtungsbedingungen stark zu variieren ge- 
statten, und damit wenigstens teilweise zur Aufkl/irung der systemati- 
schen Fehler der einzelnen Verfahren beizutragen verm6gen. Die Haupt-  
masse der Beobachtungen wird aber auch in Zukunft dem l~eridiankreis 
verbleiben. Er  gestattet die Bestimmung beider Koordinaten bei ge- 
ringstem Zeitaufwand und erm6glicht in einfachster Weise den AnschluB 
der Sternbeoabchtungen an die Sonne und damit den Ubergang zu einem 
absoluten Rektaszensionssystem. 

DaB bei der ]3eobachtung der Sonne zu den bereits genannten Schwie- 
rigkeiten noch neue hinzutreten, die yon der Beschaffenheit des Sonnen- 
bildes herrfihren, bedarf kaum der Erw/~hnung. Die Beobachtung des 
ptmktf6rmigen Sternes am Nachthimmel einerseits, und die der Sonnen- 
scheibe am Taghimmel andererseits, ffihrt zu stark ausgesprochenen 
pers6nlichen Fehlern, die wir erst in den letzten Jahrzehnten zu meistern 
anfangen. 

Trotz aller VorsichtsmaBregeln bei der Beobachtung und aller Sorg- 
falt bei der Diskussion des Materials werden wir die Forderung, ein 
fehlerfreies System yon Rektaszensionen und Deklinationen zu erhalten, 
niemals roll  erffillen k6nnen. Der Vergleich yon irgend zwei Beobach- 
tungsreihen zeigt immer wieder Abwe~chungen, die darauf hinweisen, dab 
jede Beobachtungsreihe ein in sich abgeschlossenes System darstellt, das 
,,System des Instrumentes und Beobachters", und es bleibt der weiteren 
Bearbeitung vorbehalten, dann solche Systeme zu einem Fundamental-  
system zusammenzufassen. 

I V .  D i e  B i l d u n g  e i n e s  F u n d a m e n t a l k a t a l o g e s .  

Die Herstellung eines Fundamentalkataloges aus einer Reihe von 
einzelnen Sternkatalogen kann sich in mannigfacher Weise vollziehen; 
auch hier sollen wieder nur die Prinzipien, die dabei maBgebend sind, 
dargelegt werden. Der einzelne Sternkatalog gibt die aus einer Anzahl 
von Beobachtungen hergeleiteten 0r te r  einer Auswahl yon Sternen fiir 
eine gewisse Epoche, die fiir jeden Stern verschieden ist und der Mitte 
der Zeiten der Einzelbeobachtungen entspricht. Die 0r te r  beziehen sich 
auf eine mittlere Lage yon Aquator und Friihlingspunkt (das Jiquinok- 
tium) und gelten fiir das System des Instrumentes und Beobachters. 
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Teilweise werden auch die 0rter mittels bekannter Eigenbewegungen 
auf eine geineinsame Epoche gebracht, iedoch wird hierdurch iininer ein 
fremdes Element in den Katalog getragen. 

Das System des Katalogs kann Inehr oder weniger selbst/indig 
sein. Wir besitzen Kataloge, die v611ig unabh~ngig yon vorhergehenden 
Katalogen sind, bei denen also keine freinden Beobachtungen, sei es der 
Sonne oder irgendwelcher bereits fundamental festgelegter Sterne, be- 
nutzt sind. Doch sind solche Kataloge ~uBerst selten. Meist lehnen sich 
die Kataloge in irgendeiner Weise an vorhergehende Beobachtungen an. 
Schon die Ubernahine der Refraktionskonstante aus anderweitigen Be- 
stiininungen bedeutet eine solche Anlehnung. Ebenso wird h/iufig auf 
eine unabh/ingige Verbesserung des Frfihlingspunktes verzichtet, und 
statt dessen der Anschlul3 an ein fundamentales Rektaszensionssystem 
gesucht. Ein grol3er Tell unserer Sternkataloge ist rein differentiell an 
schon bestehende Fundamentalsysteme angeschlossen, womit aber noch 
keineswegs gesagt ist, dab das System des Instrumentes mit dem ge- 
w~hlten Fundainentalsystein nun wirklich identisch ist. Die 0rter der 
photographischen Kataloge sind ebenfalls auf streng differentiellein Weg 
aus am Meridiankreis beobachteten Stern6rtern erhalten. 

Ein Vergleich zweier Sternkataloge zeigt nun, auch im Fall differen- 
zieller Anschlfisse derselben, wesentliche Unterschiede in den ange- 
gebenen Koordinaten. Sehen wir yon der Eigenbewegung der Sterne 
ganz ab, vergleichen also nut solche Kataloge, die zur gleichen Epoche 
gewonnen sind, so zeigen sich einmal individuelle Abweichungen, die 
yon den zufAlligen Fehlern der einzelnen Beobachtung herrtihren. Vor 
allem aber treten systeinatische Fehler auf, die meist, bei guten Katalogen 
wenigstens, einen verhAltnisin~il3ig einfachen Verlauf haben. In beiden 
Koordinaten zeigen sich Abweichungen" der Katal0ge voneinander, die 
sowohl mit der Rektaszension als auch mit der I)eklination variieren; 
man kann sie tabellarisctl durch je eine Tafel mit doppeltein Eingang 
(nach Rektaszension und Deklination) darstellen. Doch zeigen die Ab- 
weichungen meist noch einen besonderen Charakter. Zufolge den fffiher 
(S. 6) auseinander gesetzten Griinden ist der Veflauf nach Rektaszension 
von wenigstens genAhert periodischem Charakter. Mittelt man deshalb 
die Abweichungen fiber alle Rektaszensionen, so erh~tlt man Zun~chst 
einen mittleren Verlauf nach Deklination, fiber den sich dann aus 
den Resten hergeleitete, nun nach Rektaszension laufende Zus/ttze 
lagern. Man bezeichnet diese Abweichungen gew6hnlich mit Aa~, Aa, 
bzw. A~, A6~. Sie rfihren, wie bereits ausgeffihrt wurde, yon syste- 
matischen, dutch die Beobachtung nicht erfaBbaren Aufstellungsfehlern 
des Instrumentes und unbekannten Einflfissen der Refraktion her, teils 
liegen pers6nliche Fehler des Beobachters vor (S. 7)- Diese letzteren 
Fehler physiologischer Natur /iuBern sich besonders dafin, dab Sterne 
von verschieden groBer Helligkeit von den einzelnen Beobachtern in 
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systematisch verschiedener Weise beobachtet werden, und man kommt 
auf diese Weise zu Unterschieden zJam und z13,, die eine Abh~ingigkeit 
der Katalogunterschiede allein von der scheinbaren Gr6Be mder  Sterne 
angeben (Helligkeitsgleichung). Man legt deshalb neuerdings auf genaue 
Gr6Benangaben in den Sternkatalogen erh6htes Gewicht und begniigt 
sich nicht mit rohen Helligkeitssch~itzungen. So hat vor allem F. KOST- 
I~ER in dem groBen Katalog yon 19oo die Sternhelligkeiten in einem 
exakten photometrischen System festgelegt. DaB unabh~ingig yon den 
Positionsbestimmungen in photometrischen Katalogen die Sternhellig- 
keiten in aller erreichbaren Genauigkeit gegeben werden, sei hier nur 
erwahnt. 

Sind nun die Sternkataloge nicht gleichzeitig beobachtet, so ist ein 
Vergleich der Systeme der einzelnen Kataloge zun~tchst gar nicht m6g- 
lick. Wir miissen vielmehr die Eigenbewegungen der einzelnen Sterne 
berficksichtigen und stehen mit deren Bestimmung bereits am Beginn 
tier Aufgabe, die zur Bildung eines Fundamentalkataloges ftihrt. Zwei 
zeitlich auseinander liegende Kataloge liefern uns die Eigenbewegungen 
nur dann fehlerfrei, wenn wir die systematischen Fehler der Kataloge 
schon kennen. Andernfatls sind auch die daraus hergeleiteten Eigen- 
bewegungen selbst noch mit unbekannten systematischen Fehlern be- 
haftet. Man kann dann nur anstreben, dureh ein N~iherungsverfahren 
ein solches System von 0rtern und Eigenbewegungen zu ermitteLn, das 
sick einer Gesamtheit von vorliegenden Sternkatalogen m6glichst gut 
anschmiegt. Von besonderem Wert ftir die Bestimmung yon Eigen- 
bewegungen shad deshalb auch solche Kataloge, die zu verschiedenen 
Zeiten mit demselben Instrument unter denselben ~tuBeren Bedingungen 
entstanden sin& Hier ist anzunehmen, dab die systematischen Fehler 
der einzelnen Kataloge sich nut wenig voneinander unterscheiden, also 
yon geringem EinfluB auf die Eigenbewegungen sin& Solche Beobach- 
ttmgsreihen liegen z. B. in Greenwich und Pulkowa vor. Man k6nnte 
yon diesen Eigenbewegungen ausgehend, dann durch ein N~therungs- 
verfahren die 0rter und Eigenbewegungen weiter verbessern. Doch 
soil dieser heute sehr wohl gangbare Weg nicht weiter verfolgt werden. 

Wir wollen vielmehr in groBen Ziigen betrachten, in welcher Weise 
A. AUWERS dutch die Kombination zahlreicher einzelner Sternkataloge 
zur Herstellung eines Fundamentalkataloges gekommen ist, den er dann 
weiter verbessert hat. Das Verfahren yon AUWERS ist ill vielen Einzel- 
keiten tlistorisch durch die besondere Art des zuerst nur lfickenhaft vor- 
handenen Materials bedingt. Die Anf~nge des Fundamentalkataloges 
yon AUWERS gehen auf das Jahr 1869 zuriick; Vorarbeiten liegen zum 
Teil noch etwas friiher. Damals ring das Vorbild yon BESSEL, dem wit 
die Einleitung einer neuen Epoche in der Bestimmung fundamentaler 
Sternpositionen verdanken, gerade an sich auszuwirken. Die ersten 
grol3en Reihen fundamental bestimmter Stern6rter liegen vor (vor allem 
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die Kataloge Pulkowa 1845, 1865 und in Arbeit 1871 ). AUWERS nahm 
zun~chst der Geschlossenheit wegen das System der Pulkowaer Rekta- 
szensionen und Deklinationen ftir 1865 als System ftir seinen Fundamen- 
talkatalog an. Um andere Kataloge aus etwa derselben Zeit damit ver- 
gleichen zu k6nnen, muJ3te er sich die Werte der Eigenbewegungen 
wenigstens in guter Anniherung verschaffen. Hierbei kam ihm ein gltick- 
licher Umstand sehr zustatten. Hundert Jahre vorher hatte J. BRADLEY 
in Greenwich fundamentale Beobachtungen yon einer ftir die damalige 
Zeit ganz auBergew6hnlichen Genauigkeit angestellt, und ~hnliche, aller- 
dings weniger genaue Beobachtungen liegen aus etwa derselben Zeit yon 
TOBIAS MAYER in G6ttingen vor. AUWERS hat zun~ichst die Beobach- 
tungen von BRADLEY einer neuen Bearbeitung unterzogen und konnte 
aus den mehr als hundert Jahren (im Mittel 114 Jahre) auseinander lie- 
genden Beobachtungen von BRADLEY und Pulkowa 1865 Eigenbewe- 
gungen herleiten, die trotz der systematischen Fehler wenigstens fttr 
einige jahrzehnte als hinreichend anzusehen waren. Diese Eigenbewe- 
gungen dienten dazu, die bereits erw~hnten, in den sechziger und sieb- 
ziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts entstandenen Kataloge auf 
das gemeinsame System von Pulkowa 1865 zu reduzieren. Der auf diese 
Weise entstandene erste Fundamentalkatalog von AUWERS (FC) bemht 
also in den 0rtern auf einer beschr~nkten Anzahl gut ausgew~hlter Kata- 
loge aus der Mitte des 19. Jahrhunderts, wAhrend die Eigenbewegungen 
die nnter Benutzung der Beobachtungen yon BRADLEY hergeleiteten sind. 

Hiermit war eine Grundlage geschaffen, die AUWERS in den n~chsten 
Jahrzehnten durch die Hinzunahme der neu entstehenden, sowie der 
aus der ersten H~lfte des 19. Jahrhunderts herrtihrenden Sternkataloge 
welter ausbauen konnte. Jeder der Kataloge konnte nun mit dem Fun- 
damentalkatalog ftir die Zeit der Be0bachtungsepoche des Einzelkata- 
loges verglichen und die Beziehung zum FC-System hergeleitet werden. 
Die Reduktion aller Kataloge auf dasselbe System gab die M6glichkeit, 
ftir jeden Stern die individuelle Verbesserung von Ort und Eigenbewe- 
gung im System des FC zu berechnen und lieferte schlieBlich auch die 
Gmndiage fiir eine Verbesserung des Systems des FC selbst, der inzwischen 
yon AUWERS auf den siidlichen Sternhimmel ausgedehnt worden war. 
W~ihrend der FC sich im System noch auf Pulkowa aufgebaut 
hatte, fiihrte nun AUWERS ein wahrscheinlichstes System ein, das sich 
der Gesamtheit der einzelnen voneinander unabhangigen Instrumental- 
systeme am besten anschmiegte. Allerdings iiberwiegen auch hier noch 
die Reihe der bis 1892 reichenden Pulkowaer Kataloge, denen bei der 
Mittelbildung ein besonders hohes Gewicht gegeben wurde. Der so um 
die Jahrhundertwende entstandene ,,Neue Fundamentalkatalog" yon 
AUWERS (NFK) mit 925 Sternen hat noch heute vollen Weft als funda- 
mentales Koordinatensystem und bildet gegenwArtig noch die Grund- 
lage der Sternephemeriden des Berliner Astronomischen Jahrbuches. 
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Freilich machen sich teilweise, besonders im systematischen Ver- 
halten des Kataloges, bei der heutigen Beobachtungsgenanigkeit schon 
merkliche Abweichungen ftihlbar. Es schien deshalb, nachdem ein Vier- 
teljahrhundert  neuer Beobachtungen vorliegt, an der Zeit, den N F K  
einer Revision zu unterziehen. Zwei Grtinde sind hierftir mattgebend. 
Einmal  bedeuten die Beobachtungen des letzten Vierteljahrhunderts 
aul3erordentlich viel ftir die Sicherung der individuellen Eigenbewegungen 
und damit ftir die Sicherheit des Fundamentalsystems.  Die Eigenbe- 
wegungen des N F K  bauten sich zu einem erheblichen Teil noch auf den 
vor 186o liegenden Beobachtungen aaf, deren systematisches Verhalten 
wit im allgemeinen doch recht wenig kennen. Je tz t  aber liegen gute 
Beobachtungsreihen vor, die, wenn mall etwa yon 186o ab rechnet, fiber 
einen Zeitraum yon 60 Jahren recht gteichmal3ig verteilt sind. Dieses 
Material ist dem sich noch s tark  auf BRADLEY stiitzenden erheblich tiber- 
legen; denn dort hatten wir nu t  einen einzigen Katalog, der zeitlich 
zwar weit zurtickliegt, abet doch ganz isoliert steht. Der zweite Grund 
ftir die Revision des NFK ist ein mehr  ~iul3erlicher. Nach einer Zwischen- 
zeit yon etwa einem halben Jahrhunder t  hat  eine Anzahl deutscher In- 
stitute, sowie die russisctle Haup t s t emwar t e  in Pulkowa sich entschlossen, 
die Kataloge der Astronomischen Gesellschaft zu wiederholen. Diese 
Kataloge enthalten die genauen Orter der Sterne bis zur neunten Gr61te 
und bilden damit die erste Grundlage ftir eine Untersuchung der Be- 
wegungen dieser Sterne. Eine Wiederholung in angemessenem Zeitraume 
war yon vornherein in Aussicht genommen, da erst hierdarch auch die 
Altere Beobachtungsreihe ihren Weft  erhtilt. Ftir diese Wiederholung, 
die mit  HiKe photographischer Aufnahmen (unter Zwischenschaltung 
eines ausgedehnten Netzes v o n a m  Meridiankreis zu bestimmenden An- 
haltsternen) hergestellt werden soil, ist ein m6glichst gesichertes Bezugs- 
system zu beschaffen, und es schien deshalb auch dadurch der geeignete 
Zeitpunkt  zu der wtinschenswerten Verbesserung des AuwERsschen Fun- 
damentalsystems gekommen zu sein. Sie wird zur Zeit am Astrono- 
mischen Recheninstitut in Berlin-Dahlem durchgeftihrt. 

Bei dem hohen Weft, der dem N F K  immer noch zukommt,  war es 
zweifellos am richtigsten, den yon AUWERS eingeschlagenen Weg welter 
fortzusetzen. Die in der Zwischenzeit neu hinzugekommenen Kataloge 
waren also wiedemm mit  dem Fund'amentalkatalog zu vergleichen, um 
die Systemunterschiede zu ermitteln. Eine neue Verbesserung der in- 
dividuellen 0r ter  und Eigenbewegungen im System des N F K  war vor- 
zunehmen, und schliel31ich war der Versuch zu machen, auf Grund des 
neuen Materials das System selbst zu verbessern. Die individuelle Ver- 
besserung der 0r ter  ist nahezu fertiggestellt und hat  gezeigt, d a b  die 
Orter und Eigenbewegungen der Sterne des Nordhimmels schon yon 
AUWERS mit groi3er Sicherheit ermit tel t  worden sind; die Verbesserungen 
der Sterne des Stidhimmels sind naturgem~il3 in vielen F~illen erheblich 
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gr6Ber. Die systematische Verbesserung des NFK st613t auf bedeutende 
Schwierigkeiten. Der Zeitraum der letzten 25 Jahre ist zu kurz, um auf 
dem hier gesammelten Material eine Verbesserung der Eigenbewegungen 
aufbauen zu k6nnen. Es geniigt zwar im ganzen zu einer Korrektion 
des Systems in der Gegenwart; fiir die Eigenbewegungen muB man jedoch 
wieder auf das/iltere Material zuriickgreifen. Freilich gestatten die neuen 
Beobachtungen, jenes Material mit sch~rferer Kritik zu behandeln, als 
dies AUWERS selbst m6glich war. Abet immer noch fehlt uns in wichtigen 
F/illen ein tieferer Einblick in die systematischen Beobacktungsfehter, 
die jenen ~lteren Katalogen anhaften und yon denen auch unsere besten 
modernen Reihen noch durchaus nicht frei sind. Auf weitere Einzel- 
heiten zur Verbesserung des NFK wird im Abschnitt VI (S. 2o) einge- 
gangen werden 

Neben dem NFK yon AUWERS steht als wichtigster Fundamental-  
katalog der , ,Preliminary General Catalogue" yon LEwis Boss, der aus 
/ihnlichem Material wie der NFK aufgebaut ist. Er  ist erst um 19oo 
entstanden und ist in seinem Aufbau gesch!ossener als der NFK. Er  
enth~It eine bedeutend h6here Zahl yon Sternen (6188) und damit fiir 
viele Zwecke ein umfassenderes Material, besonders ffir die statistische 
Untersuchung der Eigenbewegungen der helleren Sterne. Allerdings ver- 
dert er damit zugleich an Sicherheit, da ftir eine so groBe Sternzahl die 
Eigenbewegungen gegenw~rtig nicht mit der letzten Genauigkeit er- 
mittelt werden k6nnen. Hier ist dem NFK der Vorzug zu geben. Dies 
auch noch aus einem anderen Grund. Die Kontrolle der 0r te r  eines 
Fundamentalkataloges durch regelm~Big sich wiederholende Beobach- 
tungsreihen (yon j eweils etwa acht Einzelbeobachtungen ftir j eden Stern) ist 
nur bei einer beschr~nkteren Anzahl yon Sternen praktisch durchfi~hrbar. 

Zu erw/ihnen sind schlieBlich noch zwei weitere Fundamentalkata-  
loge. Der eine wurde kurz vor 19oo von NEWCOMB fiir die American 
Ephemeris geschaffen, hat aber nur  vor/ibergehende Bedeutung gehabt. 
Der andere ist tier gerade jetzt yon W. S. EICI~ELBERCER hergestellte 
Katalog, der gegenwartig als Grundlage ffir die Sternephemeriden des 
Nautical Almanac yon Greenwich sowie Washington, der Connaissance 
des Temps und einiger anderer Ephemeriden dient. Er  bernht ftir die 
0rter auf je zwei modernen Katalogen yon Washington und der Kap- 
Sternwarte und stiitzt sich f/ir die Eigenbewegungen auf den Fundamen- 
talkatalog yon L. Boss. Der Katalog yon EICHELBERGER hat also einen 
noch durchaus vorl~ufigen Charakter. 

V. Die Bedeutung des Fundamentalsystems ftir die 
Astronomie. 

Wir haben ein Fundamentalsystem als die Gesamtheit einer Gruppe 
von Sternen bezeichnet, ftir welche die 0r te r  und Eigenbewegungen 
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einschlieBlich der Pr~izessionskonstante gegeben sind. Dieses Funda- 
mentalsystem bildet die Grundlage fiir die Untersuchung aller Be- 
wegungsvorg~nge im Kosmos; es ist der Repr~isentant des durch die 
jeweilige Lage yon Jkquator und Frfihlingspunkt fiir ein beliebiges Aqui- 
noktium festgelegten Koordinatensystems. 

Zun~ichst k6nnen auf differentiellem Weg an den Fundamental- 
katalog (FK) durcll visuelle oder photographische Beobaclltungen weitere 
Sterne angesclllossen werden. Eine Wiederholung solcher Beobachtungen 
gibt dann die M6glichkeit, die Eigenbewegungen schw~icherer Sterne im 
System des Fundamentalkataloges herzuleiten, um auf diese Weise zur 
Kenntnis der absoluten Eigenbewegungen des ganzen Sternsystems zu 
kommen. Die bereits S. 13 erwlihnte Wiederholung der Kataloge der 
Astronomischen Gesellschaft soll ja gerade die Grnndlage ftir die Er- 
mittlung der Eigenbewegungen der schw~icheren Sterne bieten. Dabei 
ist stets zu beacllten, dab die Sicherheit unserer Kenntnisse der Eigen- 
bewegungen der Sterne iiberhaupt in letzter Linie yon der Zuverl~issig- 
keit des Fundamentalsystems abh~ingt. DaB freilich durch die differen- 
tieUen AnschluBbeobachtungen der schw~icheren Sterne an die des FK 
neue systematische Fehler entstehen, l~il3t sicll heute immer noch nicllt 
vermeiden. 

Eine Frage dr~ingt sich nun bier zunAchst auf. K6nnen wit gegen- 
w~rtig die Eigenbewegungen der Sterne iiberllaupt mit solcher Sicherheit 
bestimmen, wie es ftir das Studium der Bewegungsverh~iltnisse im Uni- 
versum notwendig ist? Vor allem fiir die schwachen Sterne ist eine 
solche Fragestellung durchaus notwendig, da flier wegen der Kleinheit 
der Eigenbewegungen diese schlieBlich durch die Beobachtungsfehler 
v611ig verfMscht werden k6nnen, •APTEYN und VAN RHIJN I haben diese 
Frage in den letzten Jallren angescllnitten. Es kommt freilich bei den 
Untersucllungen fiber die Bewegungsgesetze der Sterne im ganzen 
oder ausgew~thlter Sterngrnppen nicht auf die einzelne Eigenbewegung 
an; wit fragen deshalb auch nach der Genauigkeit, die wir ftir die einzelne 
Eigenbewegung erreichen mfissen, damit der Mittelwert der Eigenbe- 
wegungen einer Sterngruppe ftir statistische Untersucllungen brauchbar 
ist. SteUt mall die Forderung, dab der wallrscheinliche Fehler der mitt- 
leren Eigenbewegung einer Gruppe yon IOO Sternen unter einem Zehntel 
des Wertes selbst liegt, so shad gegenw~rtig nut die Eigenbewegungen 
der Sterne bis zur siebenten Gr6Be (also wenig unterhalb des Helligkeits- 
bereiches unserer Fundamentalkataloge) geniigend genau bekannt. Ftir 
die schwlicheren Sterne besitzen wir nur in einigen Ausnallmef~llen eine 
hinreicllende Kenntnis der Gr6Be der Eigenbewegungen. Die Photo- 
graphie ermSglicht uns allerdings in allern~cllster Zukunft (sobald die 
Zeitdifferenz gegen die ~lteren Aufnahmen llinreichend groB geworden 

3. Report on the Progress of the Plan of Selected Areas. Groningen 1923. 
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ist) eine sehr genaue Best immung der relativen Eigenbewegungen der 
Sterne verschiedener Helligkeiten tier einzelnen Platten. Um aber zu 
absoluten Eigenbewegungen zu kommen,  bediirfen wit immer wieder des 
Anschlusses an die gut gesicherten Eigenbewegungen eines Fundamental-  
kataloges. Gegenw~trtig ist unsere Kenntnis der Bewegungen schwacher 
Sterne jedenfalls noch aul3erordentlich l t ickenhaft  

Abet auch die Sicherheit der Eigenbewegungen der Fundamental-  
kataloge lA13t noch sehr zu wiinschen iibrig. Von grol3er Genauigkeit 
sind zweifellos die relativen Eigenbewegungen innerhalb des Systems, 
abet  es zeigt sich immer wieder, wie wichtig das Studium der systemati-  
schen Fehler ist, mi t  denen die Eigenbewegungen auch tier besten Fun- 
damentalsysteme noch behaftet  sind. Auf diesen Umstand hat  H .C .  
KAPTEYN x in einer seiner letzten Arbeiten besonders eindringlich hin- 
gewiesen. Er  beschMtigte sich im besonderen mit  dem Boss-System; 
seine Untersuchungen gelten aber fast unver~indert auch fiir das yon 
AUWERS. Seit 1/ingerer Zeit war es aufgefallen, dab die Bestimmung des 
Apex der Sonnenbewegung zu s tark  verschiedenen Werten ftihrt, wenn 
man einerseits von den beobachteten scheinbaren Eigenbewegungen 
an der Sphlire, andererseits yon den Radialgeschwindigkeiten ansgeht. 
Die Deklination des Sonnenapex zeigte zwischen beiden Methoden eine 
Differenz von etwa ioo. Die beste Best immnng des Apex aus den Radial- 
geschwindigkeiten, die yon W. W. CAMPBELL aus 1193 Sternen, ergab 
eine Deklination yon +25,°3; ein Mittelwert aus den Bestimmungen von 
Boss und EDDINGTON aus den Eigenbewegungen des Boss-Kataloges 
dagegen fiihrte auf +35°2 .  KAPTEYN konnte nun zuerst zeigen, dab 
dieser Unterschied zum Verschwinden gebracht werden kann, wenn man 
den Eigenbewegungen des Boss-Kataloges in Detdination einen syste- 
matischen Fehler von der Form G cos ~ zuschreibt, wo G etwa den Be- 
trag + o i ' o l  3 hat.  Auf einen solchen Fehler schfenen auch eine Reihe 
yon Beobachtungen yon fundamentalen Deklinationen wirldich hinzu- 
weisen. 

Die nachfolgenden Untersuchungen haben diese Vermutung yon 
KAPTEYN im ganzen best~ttigt. Die Nachpriifung ist auf zwei verschie- 
denen Wegen erfolgt. Einmal  ist am DuDLEY-Observatory in Albany 
sowohl yon H. RAYMOND 2 als auch yon B. Boss und H. JENIilNS 3 das 
Verhalten des Deklinationssystems des Boss-Kataloges auf Grund von 
ausgedehnten Beobachtungsreihen am Meridiankreis yon neuem unter- 
sucht worden. Es ergaben sich recht merkliche Verbesserungen, die fiir 
die Stern6rter in der Aquatorgegend auf etwa 2/xo Bogensekunden 
(J~quin. 19oo ) anwachsen und fiir die hundertj/ihrigen Eigenbewegungen 
teilweise den Betrag yon x/2 Bogensekunde iibersteigen; die letzteren 

i Bullet. Astron. Institutes of Netherl. x, 69. 1922. 
2 Astronom. Journ. 36, 129. 1926. 
3 Astronom. Journ. 37, 173- 1927. 
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Betr~ige haben freilich nicht den einfachen Verlauf G cos 8, entsprechen 
aber doch dem Sinn nach den yon •APTEYN geforderten Verbesserungen. 
Vielleicht sind die angegebenen Betr~ige noch zu klein. W. S. EICHEL- 
BERGER x erh~ilt z. B. ffir die Verbesserungen der Deklinationen des Boss-  
Systems ftir 1925 in der Niihe des Aquators Betr~ige yon etwa I/z Sekunde 
und ebenso auch gr6Bere Werte ftir die Verbesserungen der Eigenbewe- 
gungen. Doch diirften, wie man gelegentlich vermutet ,  wesentlich gr6Bere 
Fehler des Boss-Systems kaum anzunehmen sein. Fiir den Neuen Funda-  
mentalkatalog yon AUWERS stellen sich die Betr~ige durchweg kleiner. 

Die Verbesserungen der Eigenbewegungen sind dann, wenigstens der 
Gr6Benordnung nach, von einer ganz anderen Seite her best~itigt worden. 
Die verwendete Methode geht in ihrem Prinzip wieder auf H. C. KAP- 
TEYN zuriick. Die Aufnahmen, die mall gegenw~irtig mit  langbrenn- 
weitigen Fernrohren herstellt, um die Parallaxen heller Sterne im An- 
schluB an eine Gruppe schwacher Sterne zu bestimmen, geben bei einer 
Zwischenzeit yon nur wenigen Jahren  bereits gesicherte Werte der re- 
lativen Eigenbewegung der schwachen Sterne gegen den heUen Zentral- 
stern. Is t  letzterer ein Boss-Stern, so ist dessen absolute Eigenbewegung 
his auf dell erst noch zu best immenden systematischen Fehler be- 
kannt.  Man kann nun die ~Srkliche Eigenbewegung des Zentralsternes 
(d. h. die Summe aus der Boss-Eigenbewegung und der unbekannten 
Korrektion) der Summe aus der beobachteten relativen Eigenbewegung 
und der ebenfalls unbekannten parallaktischen Bewegung einer Gruppe 
schwacher Sterne gleichsetzen. Durch geeignete Kombination der ein- 
zelnen Gruppen l~iBt sich die unbekannte  parallaktische Bewegung eli- 
minieren, und man kommt  so zu einem Weft  ftir die Verbesserung 
des Deklinationssystems. Das Beobaehtungsmaterial  reicht gegenw~irtig 
allerdings zu einer praktischen Durchftihrung der Methode noch nicht 
aus. P . J .  VAN RHIJN und P. vA~ DE KAMP 2, sowie neuerdings B. J.  
BOK 3 haben jedoch die Methode noch etwas modifiziert und erhalten aus 
gewissen Sterngruppen durch ein NAherungsverfahren Verbesserungen, 
welche die yon RAYMOND und Boss  ermittelten durchaus bestlttigen. 

Wichtig ist nun, dab die Best immung des Sonnenapex mit  den 
systematisch verbesserten Eigenbewegungen zu einer Deklination ge- 
ffihrt hat,  die mit  der aus den Radialgeschwindigkeiten ermittelten in 
viel besserer ]3bereinstimmung als friiher steht. Dies zeigen vor ahem 
die Untersuchungen yon R. E. WILSON*, der die Apexbestimmung auf 
Grund der von RAYMOND durchgefiihrten Verbesserung der Deklinationen 
des Boss-Systems durchgeffihrt hat .  E r  hat  vor allem ffir die Radial- 
geschwindigkeiten und die Eigenbewegungen dieselbe Gruppe yon Sternen 

As~roaom. Papers of Am. Ephem. and Nautical Aim. Io, i. 1925. 
Bull. Astron. Institutes of Nethefl. x, 2o 9. 1923 • 

3 Ebenda 5, I. I928. 
• Astronom. Journ. 36, 138. 1926. 
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ausgewAhlt, um auf diese Weise durch beide Methoden wirldich ver- 
gleichbare Werte zu erhalten, und in der Tat  ergibt sich als Apex aus 
einer Gesamtheit von fiber 2000 Sternen 

mittels der Radialgeschwindigkeiten : A =270.  ~ 9 D-----+2772, 
mittels der Eigenbewegungen: A =27o.° 8 D----- +27  o o. 

Eine wesentliche Ursache ffir die Unstimmigkeiten in der Bestimmung 
des Sonnenapex war also in den systematischen Fehlern des I)eklinations- 
systems zu suchen, und wit erkennen an diesem besonders auffallenden 
Beispiel, wie die Sicherung des Fundamentalsystems die erste Grund- 
forderung fttr alle stellardynamischen Untersuchungen ist. Fehler im 
Fundamentalkatalog fibertragen sich auch immer wieder auf die diffe- 
rentiell angeschlossenen schwachen Sterne und verfAlschen hier wegen 
der Kleinheit der Eigenbewegungen die Ergebnisse noch viel starker als 
es bei den hellen Sternen des Fundamentalsystems schon der Fall ist. 

Abet auch ffir den engeren Bereich des Planetensystems bedeutet 
eine immer welter gehende Verbesserung des Fundamentalsystems eine 
dringende Notwendigkeit. In wesentlichen Fragen der Himmelsmechanik 
ist ein Fortschritt  nur dutch eine Erh6hung der Genauigkeit der, Stern- 
6rter zu erlangen. Dies gilt sowohl ffir die einzelnen 0r ter  als auch ffir 
das systematische Verhalten des zugrunde liegenden Fundamental-  
systems im ganzen. Der Sternkatalog, an den auf differentiellem Weg 
die K6rper des Sonnensystems angeschlossen werden, bildet ja das fun- 
damentale Koordinatensystem ffir alle Bewegungsvorg~tnge innerhalb 
dieses Systems. 

ZunAchst tr i t t  uns hier eine ganz prinzipielle Frage entgegen. Im 
zweiten Abschnitt wurde hervorgehoben, wie das in der Astronomie 
verwendete Fundamentalsystem sich nut  zum Tell auf der NEWTON- 
schen Mechanik aufbaut, wie es abet in seinem wesentlichen Tell als 
rein empirisches System anzusehen ist, weil vor allem die PrAzessions- 
konstante sich allein auf Beobachtungen grfindet. Reicht nun die NEW- 
TONsche 1Viechanik zur I)arstellung der BewegungsvorgAnge im Planeten- 
system hin, so mul3 innerhalb des Bereiches der Beobachtungsfehler das 
empirische System dennoch mit dem Inertialsystem zusammenfallen. 
Vor 1Angerer Zeit bereits hat jedoch E. ANDING gezeigt, dab beide Sy- 
sterne nicht identisch sind, sondern dab bei der Darstellung der be- 
obachteten Bewegung der Planeten Reste verbleiben. Diese weisen auf 
eine I)rehung des empirischen durch die NEwcolviBsche PrAzessionskon- 
stante festgelegten Koordinatensystems gegen das Inertialsystem hin, 
die um den Pol der Ekliptik mit einer Geschwindigkeit yon etwa 7 Bogen- 
sekunden im Jakrhundert  erfolgt. Eine Verbesserung der PrAzessions- 
konstante in diesem Betrag ware mit den Be0bachtungen nicht vereinbar. 
Es ist vielmehr von J. BAUSCI-IINGER x dargelegt worden, dab diese Dre- 

Enzykl. d. Math. Wissensch. 6, 2, Nr. 17. 
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hung nicht zutage tritt ,  sobald man fiir die Bewegungsvorg~inge inner- 
halb des Planetensystems die NEWTONsche Mechanik durch die der all- 
gemeinen Relativit~ttstheorie ersetzt. So ist also eine m6glichst genaue 
Festlegung des fundamentalen Koordinatensystems schon ftir die weitere 
Diskussion des Gtiltigkeitsbereiches der NEWTONschen Mechanik yon 
wesentlicher Bedeutung. 

Im einzelnen zeigen dann auch die numerischen Untersuchungen der 
St6rungstheorie, dab eine weitere Kl~irung der Bewegungsverh~tnisse 
der Planeten nur durch eine Steigerung der Beobachtungsgenauigkeit, 
d. h. abet in erster Linie dutch eine Verbesserung der 0r te r  der AnschluB- 
sterne zu erreichen ist. Dies ergibt sich unter anderem aus den umfang- 
reichen Rechnungen, die neuerdings H. OSTEN ~ :[fir die Planeten (447) 
Valentine und (II) Parthenope ausgeftihrt hat. Mit Recht weist OSTEN 
darauf bin: ein ,,Fortschritt in der Erkenntnis kann heute schwerlich 
mehr aus den Bogenminuten herausgeholt werden, sondern aus den ]30- 
gensekunden und deren 13ruchteilen". Letztere sind abet selbst in den 
Fundamentalkatalogen noch nicht als gesichert anzusehen. In Wirk- 
lichkeit liegen die Verh~tltnisse vor allem auch ftir die kleinen Planeten 
noch wesentlich ungtinstiger. Denn bier sind die 0 r te r  zum weitaus 
gr6Bten Teil all die alten Beobachtungen der Kataloge der Astronomi- 
schen Gesellschaft angeschlossen, fiir welche die Kenntnis der Eigen- 
bewegungen ~iuBerst ltickenhaft ist, und deren System keineswegs fest- 
liegt. So darf man sich nicht wundern, wenn bei der reehnerischen Dar- 
stellung der Beobachtungen ungekl~irte Reste bleiben, und wenn einer 
Verbesserung der Planetenmassen, deren genaue Kenntnis zur Priifung 
der Frage nach der Gfiltigkeit der NEWTONschen Meehanik notwendig 
ist, erhebliche Schwierigkeiten im W-ege stehen. Hier dtirfte wohl dutch 
die S. 13 erw~thnte Wiederholung der Kataloge der Astronomischen Ge- 
sellschaft ein Fortschritt zu erwarten sein. Wie welt wir durch aus- 
gedehnte Beobachtungsreihen einzelner, besonders geeigneter kleiner 
Planeten eine Verbesserung des Fundamentalsystems selbst erreichen 
k6nnen, ist eine Frage, der wir erh6hte Aufmerksamkeit zuwenden 
miissen. 

Wie leicht die Unsicherheit der Stern6rter zu Fehlschlfissen zu fiihren 
vermag, sei schlieBlich noch an einem besonders krassen Fall hervor- 
gehoben. Der Komet 1886 1 bereitete bei der definitiven 13ahnrechnung 
erhebliche Schwierigkeiten, und A. SVEDSTRUP zeigte, dab man die Be -  
obachtungen befriedigend darstellen kann, wenn man start  der gew6hn- 
lichen Sonnenmasse eine verminderte Sonnenattraktion annimmt;  dieses 
Resultat erregte zuerst groBes Aufsehen, und die Untersuchung yon 
SV~-I)STRUI" wurde sogar mit einem hervorragenden Preis ausgezeichnet. 

Astron. Nachr. 232, 225, 1928 und Astron. Abhandl. (Erg~inzungshefte zu 
Astron. Nachr.) 5, Nr. 6. 1928. 
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SchlieBlich aber stellte es sich herausL dab schon eine Neubearbeitung 
der zugrunde liegenden Stern6rter vollkommen hinreichte, um die Ko- 
metenbewegung unter Annahme der gew6hnlichen Sonnenattraktion 
restlos zu erkl/iren. 

V I .  D i e  g e g e n w ~ i r t i g e n  B e s t r e b u n g e n  z u r  V e r b e s s e r u n g  

d e r  F u n d a m e n t a l s y s t e m e .  

Aus den vorstehenden Ausfiihrungen dtirfte wohl zu erkennen sein, 
dab die Verbesserung und der weitere Ausbau yon Fundamentalkata-  
logen immer noch eine zentrale Aufgabe der Astronomie ist, und dab 
im AnschluB hieran die Sicherung eines Netzes schw/icherer Sterne tells 
als Grundlage ftir die Untersuchung der Eigenbewegungen, tells ffir die 
der Bewegungsvorg~nge im Planetensystem, zu den notwendigsten For- 
derungen der gegenw~irtigen Astronomie geh6rt. 

Der Hauptteil  an der L6sung dieser Aufgabe f~illt dem Beobachter 
zu, und zwar vor allem dem Beobachter am Meridiankreis, der durch 
fundamentale Beobachtungen die Hauptpunkte  an der Sph/tre in immer 
gr6Berer Genauigkeit festzulegen suchen muB. Das engere Netz tier 
Zwischensterne kann dann durch AnschluBmessungen erhalten werden, 
und hierzu wird schon jetzt in immer wachsendem MaBe die Himmels- 
photographie herangezogen. Betrachten wit lediglich die fundamentalen 
Messungen, so wird das Augenmerk sich noch mehr als bisher auf die 
Ausschal~ung syst~matischer Fehler bei den Bobachtungen richten miissen; 
hier wird man in der n~chsten Zukunft den eigentlichen Fortschritt  zu 
erreichen suchen. 

Die Zeit, in der der Meridiankreisb-ebbachter Massenarbeit anstrebte 
und dutch eine solche auch Resultate yon einem gewissen Wert erzielen 
konnte, ist vortiber. Hente kommt es in erster Linie darauf an, das 
~uBerste an Genauigkeit zu leisten, was das Instrument zulABt. Der 
Meridiankreis muB sich unter Ausschaltung veralteter Instrumente und 
unbrauchbarer Meridians/ile vor allem der absoluten astronomischen 
Ortsbestimmung zuwenden, wo er allein die L6sung der vorliegenden 
Aufgaben in gr6Berem AusmaBe durchf/lhren kann. Hier gilt es im Geist 
yon BESSEL und GAUSS dadurch weiterzuarbeiten, dab die yon diesen 
beiden Begrtindem der modemen Positionsastronomie aufgestellten Ge- 
sichtspunkte nun auf die in der Gegenwart ftir den Meridiankreisbeob- 
achter bestehenden Probleme fibertragen werden. 

Schon GAuss, der sick in der tetzten Periode seines astronomischen 
Schaffens dem Meridiankreis zugewendet hat,  betont, dab jedes einzelne 
Instrument ein besonderes Individuum ist, dessen Verhalten in allen 
Einzelheiten erst studiert werden muB, ehe die eigentlichen Beobach- 

x REDLICFI, E., As±run. Nachr. x8 7, 193. I 9 I n  
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tungen einsetzeI1 k6nnen. DaB tats~ichlich durch das genaue Studium 
des Verhaltens des Instruinentes ein Fortschritt  in der Genauigkeit der 
Beobachtungsergebnisse zu erreichen ist, zeigt vor allem ein Uinstand. 
Vergleicht man die Beobachtungsreihen der letzten 25 Jahre in bezug 
anf ihre Genauigkeit, so zeigt sich, dab ein gr6Berer Fortschritt  im ganzen 
bei den Deklinatiollen und nicht bei den Rektaszensionen erreicht worden 
ist. Das scheint auf den ersten Augenblick verwunderlich. Denn das 
Beobachtungsverfahren an sich ist bei den Deklinationen unver~ndert 
geblieben, wahrend bei den Rektaszensionen durch die Einftihrung des 
selbstregistfierenden Mikroineters eine Steigerung der inneren Genauig- 
keit erlangt wurde. Nun ist aber der Diskussion gerade der Deldinations- 
beobachtungen in den letzten Jahrzetmtei1 die gr6Bte Sorgfalt zuge- 
wendet worden, und hierauf ist die Steigerung der Genauigkeit iin ganzen 
zurfickzufiihren. Trotzdein ist das Detdinationssystem noch mit unbe- 
kallnten systematischen Fetflern behaftet,  und seine weitere Sicherung 
bleibt immer noch eine der dringendsten, aber auch am schwierigsten zu 
16senden Aufgaben. 

Neben dein Studiuin der Eigenart und neben der gellauen Kontrolle 
des Verhaltens des Instruinentes w~hrend der Beobachtungen ist die 
scharfe Berficksichtigung der Refraktion am Beobachtungsort notwendig. 
Zweifellos ist der Meridiansaal ein ganz wesentlicher Bestandteil des 
gesainten Instruinentariuins, der die Beobachtungen ausschlaggebend 
beeinflussen kann. Deshalb geht auch das Bestreben Inehr und Inehr 
dahin, den Einflul3 des Saales durch besondere Konstruktionell In6g- 
lichst anszuschalten und die Ineist recht zweifelhaften Diskussionen ~iber 
Saalrefraktion fiberflfissig zu machen. Schwierigkeiten bleiben danll hier 
durch unsere Unkenntnis des Aufbaues der freien AtinosphAre iininer 
noch genug bestehen. DaB die neu~n Refraktionstafehl yon P. HARZER, 
die zum ersteninal den wirklichen Zustand wenigstens der unteren Schich-. 
ten der Atinosphlire in st~irkerein Mal3e als bisher beriicksichtigen, einen 
Fortscllritt fiir die Verbesserung des Deklinationssysteins bedeuten, 
wurde schon fr0.her (S. 8) betont.  

Ebenso bedeutungsvoll ist die genaue Kenntnis der besonderen Eigen- 
art des Beobachters. Auch hier bedarf es eines noch eingehenderen 
Studiulns des Verhaltens der systeinatischen Fehler. Von den Einfliissen 
der ,,Helligkeitsgleichung" (vgl. S. IX) sucht Inan sich auf verschiedene 
Weise zu befreien. Dutch Vorschalten yon Git tern  mit bekannter 
Durchllissigkeit hat man iinmer die M6glichkeit, die hellen Sterne auf 
die Gr613e der schwachen herabzudriicken. Trotz des v611ig einwand- 
freien Vorbildes, das F. Kf3STNER bereits in den neunziger Jahren des 
vergangenen Jahrhunderts gegeben hat, wird allerdings auch heute noch 
die Methode Ineist in unzul~lglicher Weise angewendet. Es geniigt nicht, 
die hellsten Sterne urn einige Gr613enklassen abzuschw~ichen, sondern 
man gelangt zu einer wirklichen Elimination der Helligkeitsgleichung 
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nur dadurch, dab man die hellen Sterne in bekanntem MaBe bis zur 
Gr6Be der schw~chsten Sterne hinab abblendet. Nut durch ein solches 
Verfahren ist eine interpolatorische Behandiung der Kelligkeitsgleichung 
m6glich. DaB man den systematischen Unterschieden zwischen den Tag- 
und Nachtbeobachtungen und zwischen den Beobachtungen der Sterne 
einerseits, der Sonne und Planeten andererseits erhShte Aufmerksamkeit 
zuwendet, macht sich in den neueren groBen Katalogen yon fundamen- 
talem Charakter mehr und mehr bemerkbar. Versuche sind auch im 
Gange, sich von den pers6nlichen Einfliissen des Beobachters beim Me- 
ridiankreis tiberhaupt m6glichst zu befreien. Erinnert sei nur an die 
Experimente von B. STROMGREN, die DurchgAnge durch den Meridian 
lichte!ektrisch zu registrieren. Hierher gehSren auch die verschiedenen 
Bestrebungen zur photographischen Registrierung der Beobachtungen 
im Meridian. 

Nicht immer wird man nun am Meridiankreis streng absolute Beob- 
achtungen ausftihren kSnnen. Sogar in der Mehrzahl der F~lle handelt 
es sich in irgendwelcher Richtung um AnschluBmessungen an ein be- 
stehendes System, dessen teilweise Verbesserung dutch die Beobachtun- 
gen anzustreben ist. Stets wird es hierbei darauf ankommen, die Be- 
ziehung des zugrunde liegenden Fundamentalsystems zu dem durch In- 
strument und Beobachter bedingten individuellen System (System des 
Instrumentes) mSglichst sicher zu ermitteln. Dies ist ohne weiteres 
immer dann erreicllbar, wenn nur Sterne des Fundamentalsystems be- 
obachtet werden. Werden jedoch andere Sterne an ein solches System 
angeschlossen, so ist nach dem Vorbild yon Ki3STNER die Beziehung 
zwischen Fundamentalsystem und System des Instrumentes durch be- 
sondere ,,Reihen" festzulegen, innerhalb deren ausschliel31ich Funda- 
mentalsterne tiber m6glichst ausgedetmte Gebiete hinweg beobachtet 
werden. KI3STNER hat dieses Verfahren zum erstenmal bei dem groBen 
Bonner Katalog yon 19oo in mustergiiltiger Weise durchgeftihrt, und 
er hat dadurch die Positionsastronomie auf eine neue Stufe der Genauig- 
keit gehoben. DaB selbst nach 30 Jahren das Verfahren nicht in der 
Regel, sondern nur ausnahmsweise durchgeftihrt wird, zeigt wieder ein- 
real, wie die Pflege der , ,Tradition" dem wirklichen Fortschritt  so oft 
hinderlich irn Wege steht. 

In zweiter Linie ist es dann die Aufgabe des Bearbeiters, die einzelnen 
durch die Beobachtung erhaltenen Kataloge zu einem einheitlichen Fun- 
damentalsystem zusammenzufassen. Da wir in den Systemen yon AI;- 
WEI~S und Boss bereits Fundamentalkataloge yon hoher Genauigkeit 
besitzen, dtirfte man sich, wie bereits S. 13 betont,  in der Zukunft mit  
dem Ausbau dieser Systeme begntigen kSnnlen, wenn auch yon einzelnen 
Seiten die Auffassung vertreten wird, dab die Aufstellung eines gAnzlich 
neuen Systems der Verbesserung bestehender Systeme vorzuziehen sei. 
Die Vorarbeiten jedoch, die in den bestehenden Fundamentalkatalogen 
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bereits niedergelegt wurden, sind so erheblich, dab mall diese zweck- 
mABigerweise nicht beiseite schieben wird. 

Die Hauptschwierigkeit sowohl bei der Verbesserung eines bestehen- 
den Systems, als auch bei der Aufstellung eines neuen, liegt in der Be- 
wertung des einzelnen Beobachtlmgskataloges in bezug auf sein syste- 
matisches Verhalten. Wenn wir eillen Fundamentalkatalog als ein 
System auffassen, dab sich der Gesamtheit der vorhandenen Kataloge 
am besten anschmiegt, so diirfen wir hierbei die einzelnen Kataloge nicht 
als systematisch gleich gut ansehen. Diese sind vielmehr mit Fehlern 
systematischer Natur behaftet, fiber deren Ursachen wir vielfach gar 
nichts aussagen k6nnen. Infolge dieses Umstandes bleibt flit die Be- 
wertung der Kataloge nur ein rohes AbschAtzungsverfahren fibrig, auf 
Grund dessen AUWERS z. B. den Katalogen einfache Gewichtszahlen zu- 
ordnete. Auch heute besitzen wir noch kein Mittel, um fiber dieses 
Verfahren im wesentlichen hinauszukommen. Wit haben allerdings 
dutch die vorhandenen Fundamentalkataloge bereits Anhaltspunkte ffir 
die Brauchbarkeit der neu hinzukommenden Kataloge. Wir bemerken, 
dab gerade die am sorgfAltigsten beobachteten modernen Kataloge hAufig 
in derselben Weise systematisch yon den bestehenden Fundamentalkata-  
logen abweictlen und diirfen daraus wohl mit Recht schlieBen, dab die 
Ursache hierfiir in den Fehlern der Fundamentalkataloge zu suctlen sind. 
Es ist also damit eine M6glichkeit der Verbesserung der letzteren wirklich 
gegeben. Zum Tell aber streuen diese Abweichungen so stark, dab wir 
auch gegenw~irtig noch auf eine rohe AbschAtzung angewiesen bleiben, 
und dab unter UmstAnden eine einfache Mittelung zwischen den am 
sorgfiiltigsten beobachteten und diskutierten Einzelkatalogen als letzter 
Ausweg tibrig bleibt. Im ganzen kann man jedoch sagen, dab die Be- 
obachtungen der letzten 25 Jahre -s'ehr wohl imstande sind, die Otter 
unserer Fundamentalkataloge ffir die Gegenwart zu verbessern. Weniger 
gfinstig liegen die VertlAltnisse fiir die Verbesserung tier Eigenbewegungen. 
Hier reicht der Zeitraum yon einem Vierteljahrhundert zu einer Ver- 
besserung keineswegs aus. Wir sind bier ganz wesentlich auf die Beob- 
achtungen mit angewiesen, die auch schon frtiher bei der Herleitung des 
Fundamentalsystems herangezogen wurden. DaB wit zum Tell wenig- 
stens die M6glichkeit haben, das systematische Verhalten der ~ilteren 
Kataloge sicherer zu beurteilen, als dies frtitler m6glich war, wurde schon 
S. 14 erw~ihnt, und so k6nnen wir hoffen, durctl eine bessere Be- 
wertung einzelner Kataloge auch die Eigenbewegungen systematisch 
starker zu sichern. Von diesen Gesichtspunkten aus hat z. 13. neuer- 
dings A. KAHRSTEDT eine Verbesserung tier Eigenbewegungen des Neuen 
Fundamentalkataloges von AUWERS in Rektaszension durchzufiihren 
unternommen. 

Man wird freilich bei der bloBen Verbesserung eines vorhandenen 
Fundamentalkataloges nicht stehen bleiben dtirfen, sondern wird ver- 
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suchen mtissen, ihn den bestehenden Bedtirfnissen ill immer weiterem 
Umfang anzupassen. Dabei zeigt sich vor al!em ein Mangel, der den 
gegenw~irtig vorhandenen Fundamentalkatalogen durchweg anhaftet. 
Es fehlen in ihnen die schw~icheren Sterne zwischen der sechsten und 
neunten Gr613enklasse, und dieser Nachteil wird in den letzten Jahren 
immer starker empfunden. Besonders aus einem Grund. Ftir die weitere 
Untersuchung des Aufbaues und der dynamischen Verh~ltnisse des Uni- 
versums ist ja die genaue Kenntnis der Eigenbewegungen yon ausschlag- 
gebender Bedeutung. Das Studium der Eigenbewegungen der schw~i- 
cheren Sterne, etwa yon der neunten Gr613e abwiirts, nun kann sich auf 
die Ergebnisse der Photographie grtinden. Wir besitzen jetzt bereits 
fiir einzelne ausgew~illlte Felder relative Eigenbewegungen der Sterne 
zehnter Gr6Be und darunter und werden in kurzer Zeit durch das Ma- 
terial der Selected Areas yon KAPTEYN eine wesentlich gr613ere Kenntnis 
erlangen. Wir kennen ebenso mit ausreichender Genauigkeit die Eigen- 
bewegung der hellsten Sterne bis zur sechsten Gr613e. Dazwischen klafft 
eine Liicke, die wesentlich daher riihrt, dab uns die Kenntnis der syte- 
matischen Fehler der ~ilteren Kataloge gerade ftir die Sterne der zwischen- 
liegenden Grt~13en fehlt. Diese systematischen Fehler sind erst dann fest- 
zustellen, wenn wir in unseren Fundamentalkatalogen wenigstens eine 
Anzahl schw~icherer Sterne aufgenommen haben. 

Auch wenn in Zukunft photographische Aufnahmen mit welt gr6i3e- 
rem Gesichtsfeld als bisher mit  hinreichender Genauigkeit sich werden 
ausmessei1 lassen, sind die Sterne zwischen der sechsten und neunten 
Gr6tte in einem Fundamentalkatalog von ausschlaggebendem Wert. 
Denn man wird ftir weitere photographische Anschliisse gerade diese 
und nicht die schwer meBbaren Sterne der gegenwlirtigen Fundamental- 
kataloge als Anhaltsterne heranziehen~ Eine Erweiterung des Funda- 
mentalsystems nach der angegebenen Richtung hin ist also eine drin- 
gende Notwendigkeit, und erste Vorarbeiten ftir ihre Durchffihrung 
beim Fundamentalkatalog yon AUWERS sind bereits in Angriff genommen 
worden. 
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I .  E i n l e i t u n g .  

Das Gebiet der Thermoelektrizit~t besitzt noch den Reiz des unvoll- 
st~udig Erforschten. Es haben sich die bedeutendsten Theoretiker des 
19. und 20. Jahrhunderts  mit  diesen Fragen eingehelld besch~ftigt, ohne 
dab eine zufriedenstellende Theorie zustande gekommen w~re, wie dies 
stets dann der Fall ist, wenn die grundlegenden Kenntnisse mangelhaft  
sin& Dieser Mangel ist besonders an folgenden Tatsachen kenntlich: 
WAhrend im zweimetallischen Kreis der SEEBECK-Effekt die Umkehrung 
des PELTIER-Effektes darstellt, wurde im e~nmetallischen Kreise ein zu 
erwartellder Effekt, wetcher die Umkehrung des THoMsoN-Effektes dar- 
stellen wtirde, yon dem Gesetz yon  MAGNUS entschieden verneint. 

Aufgabe des Folgendell ist es zun~chst, dell "Werdegang der bisherigen 
Auffassungen bezfiglich der M6glichkeit eines solchen Effektes - -  d. h. 
des Entstehens yon Thermostr6men im homogenell, einmetallischen 
Kreis - -  kurz zu schildern. Dann soll eine Darstellung gegeben werden 
der verschiedenen thermoelektrischen Arbeiten des Verfassers, durch 
welche, wie es ibm scheint, die fragliche Vervollst~indigung auf diesem 
Gebiete vorltiufig erreicht worden ist. Im  n~chsten Abschnitt  solten 
einerseits die Einw~inde, andererseits die Bestatigungen berficksichtigt 
werden. Das 5. und 6. Kapitel bringt eine ph~inomenologische 13ber- 
sicht fiber thermoelektrische Effekte und berichtet  fiber die vom Ver- 
fasser ausgeftihrten e lek t ro thermischen  I - -  d.  h .  i nve r s  thermoe lek t r i schen  

- -  Arbeiten. SchlieBlich sollen die Erscheinungen vom Standpunkt  der 
phoretischen Elektronentheorie erl~iutert werden. 

AuBerhalb des Rahmens dieser Arbeit liegt alles, was sich bezieht auf 
die Best immung der Konstante der bisherigen thermoelektrischen Ef- 
fekte ffir verschiedene Metalle und Legicrungen, deren Abh~ingigkeit von 
~iuBeren Faktoren usw., sowie rein theoretische Arbeiten. 

I I .  G e s c h i c h t l i c h e s  b e t r e f f e n d  T h e r m o s t r ~ m e  i m  
e i n m e t a U i s c h e n  K r e i s e .  

i .  Vermeint l iche Vorl~ufer yon Seebeck. I m  Schrifttum findet sich 
die Angabe 2, es w~ren thermoelektrische Erscheillungen schon vor SEE- 
BECK(I82I) beobachtet  worden: von 3.W.RITTER 1798(1 ) und 3.SCHWEIG- 
GER 1810 (2). Eine Nachprfifung der Spannungsempfindlichkeit des da- 
maligen Galvanometers, des Froschpr~iparates, hat  aber ergeben, dab die 
Reizschwelle eines frischen nach RITTER hergestellten Froschpr~iparates 
etwa bei 25 Millivolt liegt (C. BENEDICKS [~2a] ) .  Dieser Wert  ist ent- 
schieden h6her als die bei dem benutzten Metalle (Zink) auch in oxy- 

Die Benennung schon yon LE Roux (1. C.) gebraucht. 
2 W I E D E M A N N ,  G." Die Lehre yon der Elektrizit~.t, 2. Aufl., 2, 29I. 

Braunschweig 1894. - -  PETERS, FR. : Thermoelemente uncl Thermos~iulen, 
S . I .  Halle a. S. 19o8. 
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diertem Zustande (ohne Fliissigkeit) zu beobachtenden Thermospan- 
nungen (maximal 9 Millivolt). Die yon den genannten Autoren beob- 
achteten Ausschl~ige sind auf die Temperaturver~iaaderlichkeit der (elek- 
trolytischen) Potentiale Metall/Fltissigkeit zurtickzuftihren. TH. J. SEE- 
BECK (3, 4) ist deshalb mit vollem Recht als der Entdecker der Thermo- 
elektrizit~it anzusprechen, d .h .  zun~ichst des Entstehens elektrischer 
Str6me in einem zweimetallischen Kreise bei unsymmetrischer Erhitzung 
tier beiden Bertihrungsstellen (SEEBECK-Effekt). 

2. I. Periode. Forschungen Seebecks und seiner n~ichsten Nach- 
folger (x 8 2 I - - i  833) an einmetall ischen Kreisen. SEEBECK hatte  eben- 
falls Beobachtungen angestellt an einmetallischen (,,einfachen") Kreisen 
und hob hervor, dab Metalle, welche als homogen galten, ebenso Thermo- 
str6me (,,magnetische Polarisation durch Temperaturdifferenz") ergaben, 
wie zweimetallische Kreise, ilur ware zu ihrer Entstehung ,,eine bedeu- 
tend st~irkere partielle Temperaturerh6hung" n6tig. Es wurde die Ent-  
stehung eines durch die Magnetnadel festzusteUenden Thermostromes be- 
obachtet ,,wenn das eine glfihend gemachte Ende eines nicht oxydier- 
baren Metallbogens mit dem anderen kalten Ende in Bertihrung gebracht 
wurde".  

Diese Beobachtungen SEEBECKS schienen bald vergessen zu sein, 
denn gew6hnlich wird A. C. BECQUEREL 1823 (a, 6) angeftihrt als der 
erste, welcher an einmetallischen Kreisen ThermostrSme beobachtet hat. 
E r  lehrte, dab in einer metallischen Substanz ein (schroffes) Temperatur- 
gefiille eine elektrische Spannungsdifferenz hervorrufen k6nne. 

In demselben Jahre (I823) meinte J. K. YELI,X (7) bewiesen zu haben, 
dab aUe Metalle thermoelektrisch wirken, wShrend H. C. OERSTED (8) - -  
welcher die Benennung ,,thermo-elektrischer Kreis" einfiihrte - -Th e rmo -  
str6me im einmetallischen Kreise auf kristallinische oder andere Hetero- 
genit~it zurtickffihrte. Dieser ersten Periode, in der man im allgemeinen 
geneigt war, die Realit~it yon Thermostr6men im homogenen Kreise an- 
zunehmen, geh6ren weiter L. NOmLI 1828 (9) und W. STURGEON 1831 
(10, 11) an. 

3. II. Periode. Heranziehen yon flfissigem Metall; Ents tehung  
des , ,Magnusschen Gesetzes" (urn I835- -z885) .  Es 1/iBt sich eine 
zweite Periode (urn 1835 bis 1885) abtrennen, welche durch das Einbe- 
ziehen von fltissigem Metall gekennzeichnet werden kann: nur so lieBen 
sich die friihzeitig beobachteten, dem Arbeiten' mit festem Metalle an- 
haftenden Fehlerquellen in bezug auf Heterogenit~it und innere Span- 
nungen vermeiden. Bemerkenswert ist schon die Aussage yon J. P. EM- 
'MET 1834 (12) : ,,Diese Resultate bewe i sen . . ,  dab die Metalle fiihig sind, 
einen der beiden Elektrizitiitszust~nde anzunehmen je nach der Rich- 
tung des WSrmeflusses; die Wirkung einer Kombination yon verschie- 
denen Metallen wird yon diesen elementaren Kr/iften abh~ingig sein." 
Diese Worte stellen eine Pr~izisierung der Annahme BECQUERELS dar. 
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GroBen EinfluB iibte das von C. MATTEUCI 1837 (13) erhaltene Re- 
sultat aus, dab Hg keine thermoelektrischen Str6me abgibt. P . O . C .  
VORSSELMANN DE HEER 1840 (lg) erhielt bei Hg ein positives Resultat. 
Dies Ergebnis wurde aber yon F. C. HENRICI 1850 (1.5) auf Erhitzung der 
ZuleitungsdrXhte zurfickgeffihrt. Ihm schien fibrigens die Annahme zu 
gewagt, dab die ThermostrSme, die im homogenen Kreise entstehen, 
ebensowohl mit dem W~trmestrom, als gegen ihn verlaufen. 

Sehr sorgfa!tige Versuche wurden dann yon H. G. MAGNUS 1851 (17) 
angestellt. Nit  einem ffir diese Zeit sehr empfindlichen Galvanometer 
war es nicht mSglich, bei Hg einen Thermostrom zu erhalten; im. festen 
Metall beobachtete Ausschlage wurden ausschlieBlich einer Heterogenit~t 
zugeschrieben. 

Von den nachfolgenden Forschern, A. F. SVANBERG 1851 (18, 19), 
R. FRANZ 1851 (20, 21), R. ADIE I852 (22), J. M. GAUG.a2IN 1853 (23, 24), 
wiederholte und bestatigte der letztere das Resultat yon MAGNUS beztig- 
lich Hg. 

Von grundlegender Bedeutung ffir die Thermoelektrizitat ist die Ent-  
deckung der ,,elektrischen Mitffihrung yon Warme" durch W. TI-IOMSOVr 
(Lord KELVIN 1856 [25]), und zwar vor allem weil festgestellt wurde, daft 
diese Mitftihrung in gewissen Metallen (Cu) in der elektrischen Strom- 
richtung stattfindet, in anderen aber (Fe, Pt) merkwtirdigerweise in der 
entgegengesetzten Richtung. Erst dadurch wurde die MSglichkeit ge- 
scha//en, eine rationdle Au//assztng betre//end ThermostrSme im einmetal- 
lischen Kreis zu erhallen. 

Der schwerstwiegende Einwand (HENRICI ; MAG~'S, GAUGAIN) gegen 
die BECQUERELsche Auffassung war der, dab es unwahrscheinlich sei, 
dab der Warmestrom einen elektrischen Strom erzeugen sollte, der in 
verschiedenen Metallen richtungsverschieden ware. Durch die Feststel- 
lung THOMSONS wurde dieser Einwand hinf~llig. 

Einen starkeren EinfluB auI die Entwicklung iibte jedoch, wie es 
scheint, die Feststellung TI~OMSONS aus, dab zwei sonst identisehe Dr~hte, 
yon denen der eine, wenn auch nur  vorfibergehend, mechanisch bean- 
sprucht wird, Thermostr6me ergeben. AuBerdem nahm T~tOMSON 1854 ~ 
das Resultat yon MAGNIJS bezfiglich des Nichtvorhandenseins yon Ther- 
mostr6men in homogenen Metallen als eine der Grundlagen seiner Theorie 
fiber Thermoelektrizitat an. 

Es sei an dieser Stelle an die Entdeckung yon PELTtER 1834 erinnert. 
Der PELTIER-Effekt, d .h .  eine kalorisch feststellbare ,,Mitffihrung der 
W~rme" in einem zweimetallischen Kreise, stellt die genaue Umkehrung 
des SEEBECK-Effektes dar. Der Gedanke an eine Umkehrbarkeit mug 
demnach auch ffir den einmetallischen Kreis nahe liegen. 

x THOMSON, W.: 3/Iathem. a. physical papers. I. Cambridge i882, 
S. 246; OSTWALDS Klassiker Nr 193, S. 83. 
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Es ist das Verdienst von F. P. LE Roux  1867 (26), den THOMSON- 
Effekt  durch Messungen an verschiedenen Metallen festgestellt zu haben. 
E r  hat  sich viel mit  der Frage nach Thermostr6men im einmetallischen 
Kreise besch~iftigt. In  den Vordergrund schob er dabei eine neue Fehler- 
quelle: die bei der Erhitzung entstehenden inneren Spannungen. 

F. KOHLRAUSCI-I 1875 (27) nahm an, ,,dab mit  einem W~irmestrom in 
bes t immtem vonde r  Natur  des Leiters abh~ingigem lViaBe ein elektrischer 
Strom verbunden sei". Es gelang aber KOHLR.a_USCH nicht, diese An- 
nahme experimentell zu stfitzen: ,,es scheint . . . .  als ob die direkte er- 
fahrungsm~iBige Priifung all der Unm6glichkeit scheitert, tiber die Ober- 
fl~chentemperatur eines K6rpers im ersten Augenblick nach der Bertih- 
rung mit  einem zweiten K6rper yon anderer Temperatur  etwas be- 
s t immtes auszusagen." 

KOHLRAUSCHS Annahme wurde von ihm als Grundlage fiir eine Theo- 
fie des PELwlER-Effektes benutzt.  Abgelehnt wurde sie namentlich yon 
R. CLAUSIUS ~ und ]~. BUDDE~. 

J. L. HOORWEG 1880 (28) studierte die Thermostr6me, die in einem 
langen Draht  bei asymmetrischer Erhitzung zustande kommen, und 
ftihrte sie auf ,,zeitweise Strukturverschiedenheiten" zuriick; in ~hn- 
licher Weise betrachtete er den THo~soN-Effekt als durch vorfiber- 
gehende Strukturverschiedenheiten vorget~tuscht. 

Aach R. OVERBECK 1884. '(29) ffihrt den Thermostrom im einmetalli- 
schen Kreis ausschlieBlich auf Heterogenit~ten zurtick. 

F. BRAUN I885 (80) bemerkt,  dab die frfiheren Versuche an flfissigem 
Metall s~mtlich mit  Hg ausgeftihrt worden waren. Versuche, die er des- 
halb mit  bei Zimmertemperatur  fliissigem Amalgam (I Tell Pb + I Bi + 
3 Hg) anstellte, ergaben jedoch keine Thermospannung, die mehr als 
o,5 Mikrovolt betragen h~tte - -  was die Grenze des MeBbaren darstellte. 

Durck den negativeu Befund yon BRAU.~* erschienen die frtiheren ~hn- 
lichen Resultate fiJr fltissiges, also sicher homogenes, Metal! in dem MaBe 
sichergestellt, dab E. MASCART trod J. JOVBERT 1886 (32) in ihrem be- 
kannten Handbuch auf Grund des negativen Ergebnisses ein zweites 
Grundgesetz der Thermoelektrizit~tt aufstellten. Dieses ,, Gesetz" oder 
dieser ,,Satz yon MAGNUS" besagte: , ,In einem homogenen Kreis kommen 
permanente Str6me hie vor bei noch so variierender Gestalt und Tem- 
peraturverteilung des Leiters ''3. 

4- I I I .  Periode. Zweifel am , ,Magnus -Gese t z "  (seit 1898 ). IAngere 
Zeit hindurch behielt das MAGNUS-Gesetz allgemeine GiJltigkeit. Erst  um 

i CLAUSIUS, R. : Pogg. Ann. x6o, 42o (I877). Die mechanische W~irme- 
theoAe, 2. Aufl. II, S. 334. Braunschweig I879. Vgl. auch WIEDE~AN~, G.: 
Die Lehre yon der Elektrizitgt 2, 383. Braunschweig I894. 

BUDDE, E. : Wied. Ann. zI, 277 (I884) ; z5, 564 (I885) ; 3 o, 664 (I887). 
Vgl. KO~LRAUSCH, F. : Ebenda 23, 477 (I884). 

3 a . a .O . :  I. Ed., S. 298; 2. Ed., S. 316. 
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19oo beginnt eine dritte Periode, gekennzeichnet durch Auftauchen yon 
Zweifeln an der Richtigkeit des ,,MAGNus-Gesetzes". 

Anzuffihren sind hier zwei Arbeiten yon B. ROSlNG 1898 (33) und 
yon H. EGG-SIEBERG 19OO (34). Beide Verfasser lehnen sich an die Theo- 
fie yon KOHLRAUSCI-I an; die angeftihrten Versuche sind abei- wenig be- 
weisend. Besonders gilt dies yon denen des zuletztgenannten Verfassers. 
Als Stfitze ffir seine Behauptung betreffend das Auftreten von Thermo- 
str6men im einmetallischen Kreise wird angeffihrt, dal3 Thermostr6me 
entstehen, wenn eine F lamme an einem ausgespannten Eisendraht ent- 
langgefiihrt wird, dessen Enden galvanometrisch verbunden sind. Es  
ist geradezu ffir dieses Gebiet charakteristisch, dab diese Wirkung 
die yon der bekannten Altotropie des Eisens verursacht wird - -  immer  
noch aufs neue beschrieben wird (BECQUEREL 1829, HENRICI 1850, GAU- 
GAIN 1858 [ffir Zn], LE CHATELIER 1886, TROUTON 1887, BARRETT 19OO; 
als allotrope Bestimmungsmethode BENEDICKS 1916 ; EVE 1923, McALI- 
STER 1925 ). 

ES soll um dieselbe Zeit E. T. W. RASCI-I das Auffreten yon Thermo- 
str6men im homogenen Kreise beobachtet  haben-*. 

SchlieBlich wurden von H. HORIG 1913 (Bd) Versuche angestellt, um 
zu entscheiden, ob zwischen warmem und kaltem Metall eine melBbare 
Potentialdifferenz vorhanden ist. Das Resultat  blieb negativ. Dabei muB 
aber beachtet  werden, dab die MelBgenauigkeit ftir den fraglichen Zweck 
ungenfigend war. 

Von dieser eben erw~hnten Periode l~ilBt sich sagen, dab ein, wenn 
auch sp~trliches, kritisches Interesse hervortrat ,  die Richtigkeit des 
,,Satzes yon MAGNUS" nachzuprfifen, ohne dab dabei etwas wesentlich 
Neues gefunden wurde. 

Eingehendere Angaben fiber die benutzte Methodik usw. k6nnen hier 
leider nicht gemacht werden, wenngleich sie viel Bemerkenswertes bieten 
wfirden 2. 

Es muB nur noch hinzugeftigt werden, dab aus dem oben Angefiihrten 
hervorgeht, wie wenig Beweiskraft den bisherigen experimentellen Be- 
funden zugesprochen werden kann. An festem Meta]l, an dem ein schrof- 
fes Temperaturgef~lle leicht herzustellen ist, wurden Thermostr6me im- 
mer beobachtet,  abet  verschiedenen Fehlerquellen zugeschrieben - -z .  B. 
dem yon der Erhitzung stets bedingten inneren Spannungszustand. Bei 
flfissigem Quecksilber, bei dem diese Fehlerquellen ausgeschlossen sind, 
waren die Resultate zwar negativ; das kann abet wohl davon abh~ngen, 
dab ein Temperaturgef~ille yon derselben Schroffheit wie bei dem festen 
Metall nicht erreichbar ist. 

Nach mfindlicher Angabe yon Ingenieur J. HXRD~N. 
"- Hingewiesen wird bier auf die ausffihrliche Darstellung des Verf. (4 2 b). 
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I l L  T h e r m o e l e k t r i s c h e  A r b e i t e n  v o n  C.  B E N E D I C K S .  

i .  Die phorefische Grundauf fassung  der Leitung. Eine systema-  
tische Durcharbeitung des ganzen Beobachtungsmaterials bezt~glich der 
elektrischen Leitf~ihigkeit der Metalle zeigte, dab die gaskinetische Elek- 
tronentheorie den tats~chlichen Verh~ltnissen keineswegs entspricht. In 
mancher Richtung kl~rend wirkt dagegen eine - -  an friihere Aasfiih- 
rungen des Verfassers betreffend Konsti tut ion der festen K6rper (Agglo- 
merationstheorie) ~ sich anlehnende - -  phoretische Auffassungsweise, wel- 
che besagt, dab die metallische Lei tung dadz~rch zustande kommt, da~ die 
Elektronen unter E inwi rkung  eines elektrischen Fddes  von A tom zu Atom 
iibergehen bei den Zusammenst6~en der Atome'~. 

Als Beleg fiir die Fruchtbarkei t  dieser Auffassung - -  welche sich ftir 
das Weitere yon grundlegender Bedeutung erweisen wird - -  sei folgendes 
angefiihrt : Die 
elektrische Leit- I to ~ho 
f~higkeit ~ ist fiir 
einen rationellen ,a 
Vergleich der ver- c~ E 
schiedenenMetalle ~o ~ A 

J durchaus ungeeig- so N~* 
net. Stat t  dessen . aof, . . . .  
ist die ,,atomare go i [ ~  j . ~ .  ;\' 
Leitf~higkeit" ~at 1o ~ ,F~ ~b, ~ t ' ~  

e . 3c? ~ P~ L~ Pr #g~p#! 
einzuftihren, d . h .  _ _ sb _ -~ ~ L ~ - ~ A  

die ,,Leitf~higkeit ~a ~o se aa ~ae tea ~ ~e 18a 2aa e20 
pro Atom",  weI- Abb. i. Elektrische Leiff~higkeit z als Funktion yon 
che erhalten wird, Atomgewicht A. Unfibersichtlich! 

wenn ~ durch die Anzahl der &tome pro Kubikzentimeter  dividiert wird, 
s 

d. tx. durch den Quotienten ~ aus spez. Gewicht s und Atomgewicht A : 
.A 

XAt = Z-- . 

8 

WAhrend n, gegen A abgetragen, ein uutibersichtliches Bild ergibt 
(Abb. I), wobei die guten Leiter Cu, Ag,  A u  yon den iibrigen Metallen 
welt abstehen, ist ~a~ fibersichtlicher. Nach der phoretischen Auffassung 
muB aber in ~at die Schwingungszahl (Frequenz) v des Metalles als Faktor  
eingehen, d .h .  wir mt~ssen schreiben k6nnen 

X A t  = C • 11 

wo der Faktor  C atomare elektrische Lei tungskapaz#~t  bedeutet. Diese 
Gr613e stellt etwa das Mal3 der Leichtigkeit dar, mit  der ein Atom Elek- 

BEZ~DrCI,ZS, C. : Ann .  P h y s i k  42, 133 (1913). C. r. Acad.  Sci. Pa r i s  z56, 
1 5 2 6  (I913). 

BENEDICKS, C.: Jb .  R a d i o a k t .  u. E l e k t r o n i k  13, 351 (1916). 
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tronen aufzunehmen bzw. abzugeben fAhig ist; sie steht offenbar zur 
ElektroaffinitAt des Atoms in naher Beziehung. 

Die elektrische Leitungskapazit~t 

C = ×at/V 

muB nach der phoretischen Anschauungsweise'eine rationelle Vergleichs- 
gr6Be sein. Dav  nunmehr gut bekannt  ist, l~Bt sich C leicht auswerten. 
Wie aus Abb. 2 ersichtlich, ist die somit erhaltene l~bersichtlichkeit eine 
geradezu iiberraschende; tats~chlich diirfte keine andere Eigenschaft be- 
kannt sein, welche der Anordnung der Elemente im periodischen System 
in so hohem MaBe entspricht. Besonders charakteristisch ist die H6he 
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Abb.  2. E lek t r i sche  Le i tungskapaz i t i i t  z ~ / y  
als Funk~ion yon Atomgewicht 2~. 

der C bei Alkalimetallen 
- -was  offenbar mit ihrer 
groBen ElektroaffinitAt 
in w~serigen L6sungen 
zusammenh~ngt i. 

Andere Vorteile der 
phoretischen Anschau- 
ung beziehen sich auf 
TemperaturabhAngig- 

keit (spez. Supraleitung), 
DruckeinfluB, Natur  der 
JouzE-WArme. 

Vorerst erschien es 
indessen unm6glich, das 

, ,WIEDEMANN- FRANZ- 

sche Gesetz" der Pro- 
p0rtionalitAt zwischen 

thermischer und elektrischer LeitfAhigkeit phoretisch herzuleiten; die 
Ableitung dieses Gesetzes ist ja die Hauptleistung der gaskinetischen 
EIektronentheorie. 

Um der fraglichen - - i n  sicix nur sehr groben - -  ProportionalitAt 
theoretisck Rechnung zu tragen, stellte Verfasser2 1916 die - -  wolff recht 
kiihne - -  Hypothese auf, es ware ,,die hohe WArmeleitfAhigkeit der 
guten ElektrizitAtsleiter etwa durch eine inhere THOMSON-WMme ZU er- 
tdAren: Ahnlich wie in einem heterogenen, ungleich temperierten Leiter 
d u r c h  PELTIER-Ef fek t  e in  gesteigerter Temperaturausgleich zustande 
kommt, wfirde wolff auch in einem homogenen, ungleich temperierten 
Leiter durchTI~o~soN-Effekt ein erh6hter Temperaturausgleich zustande- 
kommen k6nnen; die betreffenden elektrischen Str6me wfirden dabei zwar 

' N~here  E inze lhe i t en :  Siehe C. BENEDICKS Jb .  R a d i o a k t .  u. E l e k t r o n i k  
:t3, 351 (I916).  ~vVeitere Aus f f ih rungen ,  i n s besonde re  m i t  de r  Ve rbes se rung ,  
dab ~. (bei Zimmertemperatur) dutch eine Temperaturfunktion ersetzt wurde, 
bei E. GI~0NEISEN: Verb. dtsch, physik. Ges. 2o, 53 (1918). 

2 BE17EDICKS, C.: 1. c. S. 367. 
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sehr stark, aber wohl etwa als Mikro-Wirbelstr6me auftreten, so dab 
man ihre Existenz bis jetzt noch nicht hat feststellen k6nnen". 

Diese Annahme, welche die Existenz der vom MAGNl~'sschen Satze 
in Abrede gestellten Thermostr6me im homogenen Metall voraussetzt,  
bildete den Ausgangspunkt der Experimentaluntersuchungen, welche 
vom Verfasser namentlich in den Jahren 1916 bis 1921 ausgeftihrt 
wurden (86--41). 

2. Untersuchungen  fiber Thermost rOme im homogenen,  ein- 
metal l ischen Kreise. a) Versuche betre//end die Beziehung zwischen 
Wgrmeleitung und Heterogene//ekten. Die Inangriffnahme der experimen- 
tellen Arbeit schlol3 sich der besprochenen Fragestellung unmittelbar  an. 

Der erste Schritt war der experimentelle Nachweis, dab in einer zu- 
sammengesetzten Plat te  eine meBbare Vergr6Berung des W~trmetrans- 
port durch den SEEBECK-PELTIER-Effekt tatsXch- 
lich stattf indet.  Ein Konstantan-  und ein Cu-Band 
wurden so gebogen, wie es Abb. 3 zeigt. Die B~nder 
waren lXngs A B dffnn verl6tet, l~ngs BC dutch ein 
dtinnes Glimmerblat t  isoliert. Wenn ein in B an- 
gebrachter Cu-Draht D durch ein Fl~imrnchen E 
erhitzt worden ist, zeigt das Thermoelement I, I I ,  
dab die Strecke A B thermisch merkbar  besser leitet 
als B C -  was ja auf Grund der Theorie zu er- 
warten war. 

In  ithnlicher Weise wurde gezeigt, dab ein aus 
Cu und Fe (der L~inge nach) zusammengesetzter 
Stab merklich besser ieitet, wenn die HXlften sich 
bertihren, als wenn sie isoliert s ind , . in  dem Fall 
kommen die fragliehen w~trmetransportierenden 
SEEBECK-Str6me nicht zustande. 

b) Versuche betre//end die Beziehung zwischen W~rmeleitung und 
Homogene//ekt. Is t  null die vorher ge~ui3erte Vermutung richtig, dann 
muB auch /i~r einen homogenen Leiter die Wgrmeleit/ghigkeit merkbar 
herabgesetzt werden, wenn durch geniigende Unterteilung da/iir gesorgt 
wird, daft die angenommenen Thermostr6me stark geschwiicht werden. 

Von der grol3en .AmzahI der mit  aller kritischen Sorgfalt ausgeftihrten 
Versuche sei folgendes erw~hnt (Abb. 4) : 

C ist ein Cu-Block, an den ein Btindel A aus durch Emaille iso- 
liertem, 0,0 7 m m  Cu-Draht und ein massives Cu-Rohr A' yon dem- 
selben Cu-Gewicht und ~tuBeren Durchmesser angel6tet sind; B, B' sind 
zwei angel6tete Cu-B16ckchen, die L6tstelle eines Thermoelementes 
enthaltend. A, A' sind in identischer Weise bedeckt;  sie haben dieselbe 
elektrische Leitf~higkeit (A jedocla absichtlich ein wenig h6her als A').  
C wird erhitzt mittels einer Mikroflamme C; da es schwierig ist, die- 
selbe streng symmetrisch anzubringen, werden die Temperaturdifferenzen 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 3 

It~ ii 
Abb. 3" WArmelei- 
tung einer hetero- 
genen Platte, durch 
isoliertes Aufteilen 

erniedrigt. 
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(t~,--t.a) bei verschiedenen Lagen (L) der Flamme bestimmt.  Aus den 
beiden unten dargestellten Beobachtungsreihen geht hervor, dab tB, 
stets h6her ist als ta; bei zentraler I.age betr~tgt die gefundene Tempe-  
raturdifferenz etwa 2,5--3 0 C. Es besitzt also der massive Leiter eine 

entschieden h6here Wiirmdeit/iihigkeit als tier 

,q A' 

~ - "1 
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Abb.  4. W~rrne le i tung  eines 
i so l ie r ten  C u - D r a h t b f i n d e l s  A 

i s t  ge r inger  als die eines mas -  
s i r e n  Cu-Rohres  A'  de r se lben  

Masse. 

unierteilte, obgleich die eillzelnen Dr~hte 
nicht  feiner waren als 0,07 ram. 

Dies wichtige Resultat  l~tgt sich mit- 
telst hitzeempfindlicher Farbe demon- 
strieren. 

Einer der benutztell Apparate  ent- 
Melt zwei Pt-B~inder (Dicke 0,0075 ram;  
Iooo × 25 ram). Das eine Band A war zu 
einem Rohre aufgerollt ullter Zusatz yon 
feillell Glimmerpulver, so dab die einzelnen 
Lagen sich llicht bertihrten. Das andere 
Band A' war so dicht wie m6glich auf- 
gewulldell; AuBendurchmesser bzw. elek- 
trische Leitfithigkeit, waren identisch. Es 
stellte sich heraus, dab A' entschieden besser 
als A thermisch Ieitete. 

Angesichts der grol3ell experimentellen 
Schwierigkeiten wurden quanti tat ive Re- 
sultate nicht angestrebt. Quali tat iv ist 
aber Iestgestellt worden, dab eine Au/tei- 
lung bei gleichzeitiger Isolierung - -  welche 
die elektrische Leitfiihigkeit keineswegs be- 
einfluBt--die Wiirmeleit/i~higkeit erniedrigt. 

Dies ergibt eine Stfitze unserer Ausgangsanllahme, dab ein Tell der 
W~irmeleitf~higkeit der Metalle zurfickzuftihrei1 ist auf Thermostr6me, 
welche durch dell TI-IOMsobr-Effekt einen "W~trmetransport hervor- 
bringen ~. 

c) Die Beziehung zwischen Wdrmdeitjiihigkeit und THOMSON-Koe//i- 
zienten. Wenn dem so ist, dann k61111en wir weiter folgern, dab unter  
sonst ~thnlichen Umstalldell der yon den Thermostr6men besorgte 
W~trmetransport mig der GrSfle des THoMsox-Koe//izienten ansteigen 
muff. DaB dies tats~chlich zutrifft ,  geht aus Abb. 5 hervor, welche ellt- 
standen ist auf Grand eines Aufsatzes von J. RADAKOVITS 2. 

Als Abszissen silld die TI~o~soI~-Koeffizientell o der absoluten Gr6Be 
nach aufgefiihrt, als Ordinaten die W~rmeleitf~higkeit k. 

x L&NGEL, J . W . :  D . R . P .  ~2'{r. 329 545 K1.21 b 192o, gab  an,  d a b  bei  
geringem Querschnitt eines Drahtes der Wgrmedurchgang, nicht zu =rL 
sondern zu rr# proportional wgre. 

a t{ADAKOVITS, J ."  Physik. Z. 8, 5o5 (19o7). 



Jetziger Stand der grundlegenden I4enntnisse der Thermoelektrizit/it. 35 

Wenn abgesehen wird von Bi und Sb, welche ja etwa als Halbmetal le  
zu betrachten sind, ist es auffallend, dab Pb die niedrigste W~irmeleit- 
f~ihigkeit besitzt unter s~imtlichen Metallen. Anscheinend h~ingt dies da- 
mit  zusammen, dab ftir Pb sehr ann/ihernd o - -  o ist : ein dutch (ungleich- 
m/iBig erhitztes) Pb verlau- 1,z 
fender elektrischer Strom k 
transportiert  eben keine l,a 
W/irme. Von diesem - -  so 
zu sagen - -  Nullpu~,kt der '~ 0,a 
metallischen W/irmeleitung ~o,e 
steigt k mit  o symbat ,  und - 
es ist auffallend, dab die ~ 
Zunahme yon k viel gr6Ber ~ o,~, 
ist ftir die guten Leiter Ag, 
Cu, A1 als ftir die elektrisch o,2 
weniger gut leitenden Me- 
talle Cd, Zn, wie dies zu 
erwarten war. 

Im  folgenden soll ein 
sp~iteres Resultat  erw/ihnt 

0 

Abb. 

,AZ 

5 n j  

m 2o 30 qo 50 60 a 70 
Thomson effekf (±) 

5. W~irmeleitf/ihigkeit k als Funktion 
yon THo~soN-Koeffizienten. 

werden, welches in gleicher Richtung auf die Rolle der Thermostr6me 
in der metallischen Warmeleitung hinweist (S. 47)- 

d) DireMer elektromagnetischer Nachweis der Thermostr~me im ]esten 
homogenen Metalle. Die bisherigen Untersuchungen ergaben nnr in- 
direkte Beweise ftir die Existenz 
der vermutetenThermostr6me.  Es 
handelt sich jetzt um ihren direMen 
Nachweis. Leitender Gesichtspunkt 
war dabei, zun/ichst nur eine Me- 
thodik zu benutzen, bei der even 
tuelle Resultate nicht etwa auf ein- 
unbekannte Oberfl~ichenschichte 

usw. zurtickgeftihrt werden k6nn- 
ten. Es wurde ein uns3nnmetrisch 
zu erhitzender flacher Leiter in 
einem Magnetfeld aufgeh/ingt; ein 
zustandekommender Thermostrom 
mul3 dann - -  wie in BoYs' Radio- 
meter  - -  Ausschl~ige ergeben. Das 
aufgeh~ingte System ist in Abb. 6 
dargestellt. Ein dtinner Streifen 
(Cu; Pb; Konstantan) ist wie a 

a b e d 
Abb. 6. Im Magnetfelde aufgeh/ingter 
Leiter, bei unsymmetrischer Erhitzung 

Thermostr6me ergebend. 

zugeschnitten und oben bzw. unten senkrecht umgebogen. Zwei solche 
(spiegelbildliche) Streifen wurden mit  Glasdr/ihten so angebracht, wie 

3* 
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an c und d ersichtlich; unten ist ein Spiegel vorhanden. Die um- 
gebogenen Halbkreise k6nnten oben oder unten mittels der bei d sicht- 
baren Heizdr5hte erw~irmt werden. Das Temperaturgef~ille muBte bei R 
schroffer ausfallen als bei L (b) ; ein elektrischer Wirbelstrom ist dem- 
gem~il3 zu erwarten. Fehlerquellen, wie eine Schraubenwirkung yon auf- 
steigenden Luftstr6men, wurde sorgfiiltig aufgesucht und ausgeschaltet. 

Sehr regelm~iBige Ausschl~ige wurden erhalten; fiir Kons tan tan  
waren sie entgegengesetzt deuen ffir Cu. Das wichtigste Resultat  war  
die im folgenden erl~iuterte nahe Beziehung zum THo.~so.~-Effekt. 

In  nachstehender Zusammenstellung sind angegeben die bei einem 
Magnetfelde yon 14oo GauB (und konstanter  Intensitiit der Erhitzung) 
erhaltenen Ausschl~ige; zugeftigt sind die THoxsox-Koeffizienten der 
betreffenden Metalle. 

C ~  . . . . . .  

•b  . . . . . .  
K o n s t a n t a n  . . 

T h o m s o n k o e f f i z i e n t e n ,  
M i k r o k a l .  

p r o  C o u I .  G r a d  

+ 0 , 3 8  
+ O,O43 
-5,5 

Ausschlgge der 
Thermostr6me im 
homogenen Metall, 

m m  

+25 
+ 1,2 

- -  9 3  

Es besteht demgemiifl eine au[/allende Parallelitiit zwischen dem THOM- 
soN-E//ekte und dem thermoelektrischen E//ekt des betreffenden Metalles, 
was zu erwarten war. 

e) Direkte galvanometrische Versuche. - -  Drosselprinzip. Der n~ichste 
Schritt war der Nachweis yon Thermostr6men im homogenen Kreise 
mittels des Galvanometers. Es war yon vornherein einleuchtend, 
wenigstens in Anbetracht der historischen Entwicklung, dab wirklich 
beweisende Versuche an festen Metallen kaum zu erreichen sind, da 
ja eine solche Heterogenit~itsqnelle wie ,,dutch die Erhitzung erzeugte 
mechanische Spannungen" offenbar nie ausgeschlossen werden kann. 
Es war aber aus diesem Grunde n6tig, die gesuchten Thermostr0me 
so kriiflig wie nur m~glich zu erzeugen. 

Die n6tige Vorbedingung schien offenbar folgende zu sein: Es muB 
im homogenen Kreis - -  z. B. in einem tiber dem Galvanometer  ge- 
schlossenen Cu-Draht - -  die Temperaturver te i lung eine solche sein, 

d a b  der Kreis an einer Stelle einen so schro//en Temperaturgradienten 
au/weist, wie nur m~glich. 

Wenn a und d (Abb. 7) die konstante  Temperatur  T~ der Draht -  
enden darstellt, mul3 erwartet  werden, dal3, bei gegebener H6chst-  
tempera tur  T,., eine Temperaturvertei lung wie abed wirksam ist. 

Das somit n6tige, schroffe Temperaturgef~lle b c i s t  nun einfach 
dadurch zu erhalten, dab der Leiter eine schar/e Veriiingung oder Drosse- 
lung au/weist. Dies kann dadurch erzielt werden, dal3 der Draht  ab- 
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geschnitten wird, die Enden sph~irisch geformt und dann in Beriihrung 
gebracht werden (wie bei 0 angegeben). 

Es muB abet zu genau demselben Ergebnis fiihren, wenn die beiden 
zylin$rischen Enden gekreuz! aneinandergelegt werden. 

Durch dieses Drosselprinzip 
haben wir auf die Methode zurtick- 
gegriffen, welche yon den meisten 
der ~lteren Forscher - -  oft als die 
einzige - -  benutzt wurde ; diese 
Methode des Drosselkreuzes ist tat- 
sAchlich yon folgenden Forschern 
benutzt worden" BECQUEREL, 

F. b 

Le#erachse 'l " - "  
I 
I 

i 

~z/../////,Hr.,,/zz//, . ,FH~IH'~// 'H~Z/ ' 'H~/~/I /]  
0 

Abb. 7. 
Versinnlichung des Drosselprinzipes. 

YELIN, NOBILI, EMMET, MATTEUCCI, HENRICI, MAGNUS, GAUGAIN, LE 
]Roux, KOHLRAUSCH, ROSING, EGG-SIEBERG u. a. 

Von dieser Methode ist nicht viel zu erhoffen, da zu viele Fehler- 
quellen mitwirken k6nnen, wie I. Bitdung einer Oxydschicht, 2. eine 
durch Kaltbearbeitung oder andere Umst~nde hervorgebrachte, ab- 
weichende Oberfl~chenbeschaffenheit usw. 

Wenn trotzdem diese Methode herangezogen wurde, geschah es, 
well die Art der Anwendung erheblich verbessert werden kann:  einmal 
kann man Stoffe benutzen, welche nicht oxydieren, wie Graphit, Au,  
Pt; weiter kann man dafiir sorgen, dab eine Kaltbearbeitung nicht zu 
beffirchten ist. Als besonders geeignet in dieser Hinsicht ist ebenfalls 
Graphit zu bezeichnen, wo eine Kaltbearbeitung kaum auftritt  (58) x. 

Be i  Pt  l~iBt sich ein Drosselkreuz ausgliihen, so dab die Dr~hte zu- 
sammenschweiBen nnd etwaige Wirkung der Kaltbearbeitung zu ver- 
nachl~sigen ist. 

Unter den ausgefiihrten Versuchen seien nut folgende bier erw~hnt. 
Ein Drosselkreuz aus reinem ACI~ESoN-Graphit (Enddurchmesser 

2 mm) ergibt, wenn das eine freie Ende durch eine Bunsenflamme er- 
hitzt, das andere - -  lose aufliegende - -  nur durch die Luft gekiihlt 
wird, eine station~ire Spannung yon lO, 7 Millivolt, w~hrend ein 7~t-P~Rh - 
Thermoelement bei derselben Temperatur 8 Miliivolt ergibt. 

Die in einem gedrosselten homogenen Kreis aus Graphit au[tretende 
Thermos•anm,ng i2bertriHt also sogar den im heterogenen Pt-PtRh-Kreis  
erhaltenen SEEBECK-Effekt (etwa im VerhXltnis 1,3:1 ). 

f) Thermos~ule aus Graphit. - -  Drosselkreuz az~s Pt. Dieser Urn- 
stand wurde benutzt, um eine Thermos~ule zu bauen, die ausschlieBlich 
aus Graphit besteht. Die erhaltene EMK dieser Thermos~ule, deren 
Konstruktion aus Abb. 8 ersichtlich ist, war so erheblich, dab sie an 
einem gewShnlichen Pr~zisions-Volt- und Ampermesser abzulesen war. 

An einem Drosselkreuz aus 0,25 mm Pt-Draht (Abb. 9. oben), ~urden 
die unten angegebenen regelm~Bigen Galvanometerausschl~ge erhalten, 

Vgl. RINNE, V.: Zbl. Mineral. usw. x924, 513 . 
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wenn eine (zu diesem Zweck konstruierte) minimale Mikroflamme unter  
dem Kreuze yon a zu b und weiter yon b zu c geftihrt wurde (Ioo m m  
entspricht 5,3 • lO-6 Volt). 

In diesem Falle waren die Dr~thte frei, nur  leise gegeneinander gepreBt. 
Durch besondere Versuche wurde festgestellt, daB die unter sonst 

konstanten Bedingungen erhaltenen Thermokr~ifte mit  zunehmender 
Gr6Be der Kontaktfl~tche schnell abnehmen (vgl. Abb. IO), wo P die 
momentane Belastung darstellt, a die Thermoausschl~tge). Die ersicht- 

liche, schnelle Abnahme yon 
bei steigendem P w~ire nicht 
zu erwarten, wenn die Wirkung 
yon einer fremden Oberfl~ichen- 
schicht herriihrte. 

Bemerkenswert waren die 
Resultate, die mit  einem aus 
o,o5 mm Pt-Draht  hergestell- 
ten Drosselkreuze erhalten 
wurden. Die Ausschi~igehatten 
ganz den Charakter wie die in 
Abb. 9; die Wirkung ist auBer- 
ordentlich regelm~iBig auch 
dann, wenn die untergeste!lte 
Mikroflamme das Kreuz zum 
Gliihen bringt. Es ware wohl 
sinnlos, in diesem Falle anzu- 
nehmen, daB die Thermowir- 
kung dadurch zustandekommt,  
daB in dem g!iihenden o,o5 m m  
Drahte  ,,Wttrmeverbreitungs- 
spannungen" entstehen ! 

Abb. 8. AuBerordentlich groBe 
Thermosiiule aus homogenem Graphit. Thermokr~ifte, etwa 19 Milli- 

volt, ergibt ein Drosselkreuz aus o,2 m m  WOLFRA.~I-Draht. In diesem 
Falle wird eine Oxydschicht gebildet. Es konnte aber festgestellt werden, 
daB das Oxyd thermoelektrisch unwirksam ist (nur verursacht es einen 
Widerstand, welcher die Ausschl~tge allm~ihlich vermindert).  

g) Ein/luB einer Oxydschicht. Wenn demgem~iB fiir W eine diinne 
Oxydschicht belanglos ist, ist dies keineswegs ftir jedes Material der Fall. 

Bezeichnen wir als positiven Thermost rom den, der im Galvanometer 
vom heiBen zum kalten Metall geht, in dem also im schroffen Temperatur-  
gef~ille die Elektronen sich in derselben Richtung bewegen wie die Wiirme. 

Es zeigt sich dann, daB Kupfer  immer positive Ausschl~ige ergibt, 
auch wenn eine diinne Oxydschicht vorhanden ist. Bei dickeren Oxyd- 
schichten bekommt  man aber deutlich negative Ausschl~ige. 
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Tantal  ergibt bei reiner Oberfl~iche kr~iftige negative Ausschl~ige, bei 
auch nur dtinner Oxydbelegung aber positive, geringere Ausschl~ige. 

Eisen verhtilt sich bisweilen negativ, eine Oxydschicht ergibt abet  
sehr leicht positive Ausschl~ige. 

Natr ium ist s tark negativ, in oxydiertem Zustande aber schwach positiv. 
Es ist verh~iltnism~iBig einfach, die Einwirkung einer Oxydschicht 

zu eliminieren. Wenn der Galvanometer  empfindlich ist - -  so dab 

' 

r"l [\i,l,. 
+ ¢0o 1 ~ ; 

' X I 
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I I 
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Abb. 9- Festes Drosselkreuz 
aus Pt. 

auch bei gr6Berer Bertihrungsfl~che Aus- 
schl~ge entstehen - - b r a u c h t  man nur 
die zusammengedrfickten Drahtenden 
gegeneinander zu reiben, um die Oxyd- 
wirkung auszuschalten. 

h) Vorzeichen der Thermokrii/te in 
einigen Metallen und Legierungen. Ftir 
Cu-, Pb-Konstantan wurde festgestellt, 

\ 
, , . . .  

o p  
0 1 2 9 5 0 • lOOffr 

Abb. zo. Abnahme des Therlnostromes 
eines Drosselkreuzes bei vergr6Berter Kon- 

taktflAche (Belastung p). 

dab das Vorzeichen des Effektes mit  demjenigen des THoMsoN-Koeffi- 
zienten iibereinstimmt (S. 36). Es ist aber wichtig zu erfahren, ob dies 
ein allgemeingtiltiges Gesetz ist. Nun sinddieTHo.~isoN Koeffizientennur 
ftir eine beschr~inkte Zahl yon Metallen gemessen worden. Bekanntlich 
sind die TI~oMsol~-Koeffizienten aber nach W. THO~ISON symbat  mit  dem 
thermoelektrischen Koeffizienten fl, definiert dadurch, dab die Thermo- 
kraft  eines Metalles gegen Pb als a + f i t  geschrieben wird. Nach der Zu- 
sammenstellung yon K. BAEDEKER I sind in der folgenden Tabelle die 

x B A E D E K E R ,  K.: Die elektrischen Erscheinungen in metallischen Lei- 
tern. S. 66. Braunschweig 1911. 
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T a b e l l e  I. V o r z e i c h e n  d e s  E f f e k t e s  b e i  Z i m m e r t e m p e r a t u r .  

Stoff 

Cu 
dg 

d u  
M g  . . . . . . .  

~ n  

Cd 

d l  
C, G r a p h i t . . .  

C, Bogenkohle  . 
S i  (Kristall) . . 
S ~ / ,  . . . . . .  

_Pb . . . . . .  
Ta . . . . . .  

B ~  . . . . . .  

W . . . . . .  

/re, rein . . . .  
Fe, C - G e h a l t . .  
C O  . . . . . .  

N i  . . . . . .  
_Pd . . . . . .  

Chromnickel  
I o %  C r . . .  

Kons t an t an  . . 

Manganin  . . . 
P t  l r  2 0 % . . .  
P t l r  25 % • • • 
P t R h l o %  . . . 

Thermoelektr .  
Koeffizienten 

+ + 
+ + 

+ + 
- -  q -  

+ + 
+ + 

- + 

- , ( - )  

+ 

_ + (21 
+ 

+ 

+ + 

+ + 
+ (+) 
+ + 
+ 

Gef. Vor- 
zeichen des 

Effektes 

+ 
+ 

+ 

+ 

+ 

]3emerkungen 

Oxyd  ergibt  + 

mi t  Schmirgel  ger iebem 
Oberil~che ergibt  oft - 

(vgl. sp~teren Abschnitt ! 

Oxyd ergibt  + 

Oxyd  ergibt  + 

V o r z e i c h e n  v o n  f l -  sowie  a u c h  v o n  a -  a n g e g e b e n .  E i n g e t r a g e n  s ind  

w e i t e r  die  V o r z e i c h e n  des E f f e k t e s  f i ir  v e r s c h i e d e n e  Stoffe ,  wie  sie d u r c h  

die  M e t h o d e  des  Drosse lkreuzes ,  m i t  e i n e m  empf inc l l i chen  G a l v a n o m e t e r  

(und e iner  M i k r o f l a m m e )  l e i ch t  zu  b e s t i m m e n  s in& 

Bez t ig l i ch  M a t e f i a l a n g a b e  usw.  i s t  a u f  das  Or ig ina l  (39) zu  ve r -  

we isen .  
D i e  Para l le l i t i i t  zw i schen  dem Vorze i chen  yon  fl u n d  dem Vorze i chen  

des thermoelek t r i schen  E f f e k t e s  i s t  e ine au f fa l l ende .  

3- O n t e r s u c h u n g e n  f ibe r  T h e r m o s t r 6 m e  i m  f t f i s s igen  Q u e c k s i l b e r .  
a) E i n I e i t u n g .  D u t c h  die  v o r a n g e h e n d e n  V e r s u c h e  d t i r f te  die  E x i s t e n z  

der  T h e r m o s t r 6 m e  i m  h o m o g e n e n ,  u n s y m m e t f i s c h  e r h i t z t e n  Meta l I  

wen ig s t ens  als r ech t  p laus ibe l  e r sche inen .  S i che r  b e w i e s e n  w i r d  sie a b e r  

n u t  d a n n  sein,  w e n n  auch  im  fl t issigen M e t a l l  T h e r m o s t r 6 m e  b e o b a c h t e t  
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werden ~. Es wurden deshalb Versuche mit flfissigem Metall, insbesondere 
Hg angestellt, obgleich es von vornherein klar war, dab solche Versuche 
sehr schwierig sind. 

b) Existenz, bzw. negatives Vorzeichen des E//ektes in Hg. In einem 
geeigneten dfinnwandigen GlasgefXB (Abb. I ! )  wurde eine unsymmetrisch 
zu erhitzende, ditnne Quecksilbermasse im Magnetfelde aufgeh~ingt, wie 
bei dem unter I I I  2d angeffihrten Versuche. Es wurden, z. B. im Felde 
H = 5 o o  Gaul?, Ausschl~ge yon etwa 19 mm erhalten; die absolute 
Gr613enordnung war ungef~hr dieselbe wie bei Cu (strikter Vergleich 
ausgeschlossen !). Dieser Versuch (vom 14. Dez. 1916 ) 
wurde als Beweis dafiir betrachtet ,  daft der E//ekt 
auch in Quecksilber au/tritt. 

Bezfiglich des Zeichens des Effektes ergab sich 
durchweg, dab es dem des Cu entgegengesetzt, dem 
des Konstantans  gleichgerichtet war. 

Nach dem ffir Hg angegebenen Werte des THOM- A 
soN-Koeffizienten war gerade das Entgegengesetzte 
zu erwarten. Nach K. BAEI)EKER ~- sind diese Koeffi- 
zienten : ftir Hg + 1,62, Cu + o,38, K o n s t a n t a n - -  5,5o 
(Mikrocal/Coulomb. Grad). Diese auffallende Unstim- 
migkeit konnte durch wiederholte sowie abgeXnderte 
Versuche nicht beseitigt werden : das gefundene Vor- 
zeichen des Thermoeffektes in Hg wurde durchweg 
als ein negatives Iestgestellt. Es blieb keine andere Abb.~i. ImMagnet- 
M6glichkeit iibrig, als die Annahme, dag der THOM- felde aufgehAngter 
SoN-Koeffizient des benutzten Hg nicht positiv son- Hg-Streif, bei Er- 
dern negativ sei. Eine fiir diesen Zweck vorgenom- hitzung Thermo- 

str6me ergebend. 
mene Bestimmung ergab, dab der TI-IO~iSoN-Koef/i- 
zient tats&hlich ein negativer sei, w~thrend ein Kontrollversuch ffir Cu 
das positive Zeichen ergab. 

Ein Zurtickgreifen auf die Originalliteratur ergab, dab s~mtliche 
/riihere Forscher [iir Hg eben/alls das negative Vorzeichen ge/unden batten. 
Es war also in der benutzten - - s o n s t  sorgfgltigen - -  Zusammenstellung 
ein Vorzeichenfehler vorhandenl Die Diskrepanz war somit in die 
sch6nste Harmonie iibergegangen. 

Obgleich ~V. THOMSON dutch sorgf~ltige Experimentaluntersuchungen 
die reale Existenz des yon ihm theoretisch erschlossenen elektrothermischen 
Effektes bewiesen hatte (I856), und obgleich der Effekt, wie oben angeffihrt, 
ffir eine ganze Anzahl Metalle yon LE RolJx (1867) gemessen worden war, 
bestand lange Zeit hindurch Zweifel daran, dab der THO~iSoN-Effekt etwas 
grunds~.tzlich neues ware (CLAUSlIJS u.a.). Erst nachdem HAOA (1887) die 
Existenz des THoMSON-Effektes an einem fiiissigem Metali, Hg, festgestellt 
hatte, konnte den Einw~nden jeder sachliche Grund entzogen werden. Vgl. 
HAOA, H. : VVied. Ann. 32, 131 (1887). 

-~ a. a. O., S. 76. 
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Es wurden weiter einige Versuche gemacht, die Thermostr6me mit 
dem Galvanometer nachzuweisen, und zwar mittels einer Glaskapillare, 
die in seitlicher Richtung ausgezogen wurde, so dab eine scharfe, dtinn- 
wandige Drosselstelle entstand I. Man glaubte Ausschl~ge yon der 
Gr6Benordnung 2o.  lO -8 Volt wahrzunehmen; mit Sicherheit nach- 
gewiesen wurde jedoch nur, dab die W~irmeleitung des die Drosselstelle 
umgebenden Mediums ihre Wirkung stark herabsetzt. 

4. Vorl iuf iges Ubersichtsschema fiber Thermoelektrizit~it.  Wer sieh 
eingehend mit dem gesamten Material beschMtigen will, sei auf das 
Original (39) verwiesen. Die HauptschluBfolgerung war die, dab der 
lange Zeit hindurch bestrittene, nunmehr wohl als festgestellt anzu- 
sehende Effekt den Komplex der iibrigen drei thermoelektrischen Effekte 
,,in recht symmetrischer Weise" vervollst~indigt, so dab folgendes fJber- 
sichtsschema gegeben werden konnte:  

Vor l~uf iges  U b e r s i c h t s s c h e m a  t iber  T h e r m o e l e k t r i z i t ~ t .  

Anzahl im Leiterkreis vorhandener 
Metalle (Stoffe) 

Unsymmetrische Temperaturvertei- 
lung ergibt elektrischen Strom 

Elektrischer Strom ergibt unsym- 
metrische Temperaturverteilung 

I 
(homogener Kreis) 

BE.X[EDICKS 
(1916) 

THOMSON) 
(1856) 

2 
(heterogener Kreis) 

SE:EBECK 
(1821) 

PELTmR 
(1834) 

Hinzugeffigt ist das Erscheinungsjahr der ersten den betreffenden 
Effekt feststellenden VerSffentlichung. 

I V .  E i n w ~ i n d e ,  b z w .  B e s t ~ i t i g u n g e n  d e s  
t h e r m o e l e k t r i s c h e n  H o m o g e n e f f e k t e s .  

i .  Erste erhobene Einw~inde (Bridgman,  Haga  und Zernike,  
Borelius). Es dauerte nicht lange, bis Einsprfiche erhoben wurden 
gegen die oben besprochenen Resultate. P . W .  BRIDGMAN I9Z8 (43) 
konnte durch schroffes Temperaturgefiille an einem in einer Quecksilber- 
kapillare eingeschlossenem Hg-Faden keine Thermospannung nach- 
weisen; er schloB: ,,der Effekt, wenn tiberhaupt vorhanden, ist autler- 
ordentlich gering". 

H. HAGA und F. ZERNIKE I9I 9 (44, 4~) suchten ein brauchbares 
Thermokreuz aus fltissigem Hg dadurch zu erzielen, dab sie zwei Hg- 
Strahlen kreuzten, von denen der eine erhitzt war. Durch diesen Kunst- 
griff wurde der oben betonte, die Wirkung herabsetzende Einflul3 einer 
Gef~iBwand in sinnreicher Weise vermieden. Das Resultat war nach der 
Meinung dieser Autoren, dab ,,die Untersuchung das Nichtvorhanden- 
sein eines Effektes wie des yon BENEmCKS beschriebenen beweist". 

Vgl. is9), s .  Hs .  



Jetziger Stand der grundlegenden Kenntnisse der Thermoelektrizit~it. 43 

G. BORELIUS 1919 (46) ist ebenfalls fiir die Giiltigkeit des MAGNUS- 
schen Satzes eingetreten, indem er durch gewisse Beobachtungen an 
kaltbearbeiteten Metallen zum SchluB gefiihrt wurde, dab die als Homo-  
geneffekt beschriebenen Erscheinungen von gewissen hypothetischen 
Oberfl~ichenerscheinungen vorget~iuscht w~iren. 

Betreffs der Untersuchung yon HAGA und ZERNIKE ist nun folgen- 
des zu bemerken. Diese Forscher beobachteten tats~ichlich einen Mehr- 
ausschlag yon 1,5 m m =  3 ,5 . Io -8  Volt (bei einer Temperaturdifferenz 
yon etwa 3ooo ° C), wenn die Bertihrung der Strahlen so gering wie 
m6glich war; der iibrige Ausschlag (etwa 3 m m =  7.1°-8 Volt) s t ammte  
yon einem vorhandenen Druckeffekt.  

Nun steht dieser Mehrausschlag der Gr~flenordnung nach in bester 
l:3bereinstimmung mit  den im ntichsten Abschnitt  anzuftihrenden 
Arbeiten, bei denen mit  verschiedenen Drosselgef~iBen galvanometrisch 
Spannungen gewonnen wurden yon 1, 9 his 3,8 • Io  -8 Volt, bei geringe- 
rer Temperaturdifferenz abet  wohl etwas gtinstigerem Drosselverhttltnis 
- -  muB doch die Kapillarit~it zweier Fltissigkeitsstrahlen einer scharfen 
Drosselung hinderlich sein. 

Welter war der fragliche Mehrausschlag so gerichtet wie zu erwarten 
bei dem vom Verfasser durchwegs gefundenen Vorzeichen des Homogen- 
effektes in fig. 

Es ist somit tats~ichlich dieL!bereinstimmung eine zufriedenstellende. 
W'enn HAGA und ZERNIKE den fraglichen ,,unerkl~irten" Mehrausschlag 
a]s davon verursacht annehmen, da/3 im schnell gektihlten Queck- 
silber ,,das inhere Gleichgewicht zwischen Elektronen und Metall 
gest6rt  wird, so dab es sich wie eine thermoelektrisch verschiedene 
Substanz verh~ilt" - -  zeigt das nur, mit  welchen unklaren Griinden 
man nunmehr den MAGXUSschen Satz zu stiitzen bestrebt ist.' 

Der Einwand yon BORELIUS deckt sich mit  den friiheren yon 
MOUSSON, I-IENRI¢I, MAGNUS, GAUGAIN USW., welche oben beriicksichtigt 
wurden. 

Nach einer Untersuchung der von BORELIUS beobachteten zeit- 
lichen .'~nderung der Thermokraf t  bei bearbeiteten Metallen bemerkte  
J.  TI~IELE I923 (47), dab die yon BORELIOS angenommene Einwirkung 
der Oberfl~iche sich nicht hat te  nachweisen lassen. 

2. Bestiitigung des V o r k o m m e n s  yon The rmos t r6men  im fliissi- 
gen  Metall (Benedicks, Gouineau) .  Wegen der soeben elw~ihnten 
Einspriiche erschien ein mit  verbesserten Hilfsmitteln ausgefiihrter 
galvanometrischer Nachweis der Thermostr6me im fliissigen Metall 
recht wfinschenswert. 

Eine solche Untersuchung wurde yon C. BENEDtCKS I919 (48, 49) 
ausgeftihrt, unter Benutzung yon Drosselgef~iBen aus verschiedenem 
Material. Da es sich offe.nbar bei Hg nur um einen sehr schwachen 
Thermoeffekt  handelte, wurden zuerst einige Versuche ausgefiihrt 
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mit dem von F. BRAUN (30) benutzten fltissigen Bi-Pb-Amalgan, wo 
eine st~rkere Wirkung erwartet werden konnte. 

Dieses Amalgam ergab tatsachlich sehr erhebliche ThermostrSme, 
150 
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Abb. 12. Mit fliissigem Bi-Fb-Amalgam 
erhaltene Thermostr6in~,. 

wie aus Abb. 12 ersicht- 
lich. Die benutzte Tem- 
peraturdifferenz At fiber- 
stieg nicht A t =  4-11o°;  
die Aasschl~ige hatten einen 
HSchstwert von 14o mm 
----- 0, 7 . 10 -6 Volt. 

Das somit erhaltene 
Resultat widersprach nicht 
dem von BRAu~rerhaltenen ; 
bei ihm fiel die Beobach- 
tungsgrenze mit diesem 
Wert naheza zusammen. Es 
erschien abet zweifeihaft, 
ob das Amalgam ganz ho- 
mogen wRre. Die erhaltene 
Kurve ist tats~chlich ftir eilz 
MetM1 charakteristisch, bei 

dem die Homogenititt unvollst~ndig ist. Wie wir sehen werden, ergibt ein 
homogenes Metall eine Kurve dritten Grades ; in Abb. 12 handelt es sich 
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Abb. 13. Mit flfissigem Hg erhaltene 
Thermostr6me. 

um eine Kurve dritten Grades, die 
aber tiber eine Gerade gelagert 
ist; diese entspricbt einer Hetero- 
genit~t. Aus diesem Grunde 
wurden dieVersuche mit vakuum- 
destilliertem Hg fortgesetzt. Das 
somit erhaltene Resultat ist aus 
Abb. I3 ersichtlich. Sehr deut- 
liche, reproduzierbare Ausschl~ge 
wurden erhalten (I mm = 4,8 
• lO--9 Volt)~. 

Wichtig war, dab sich die ge- 
/undenen Thermospannungen der 
dr#ten Potenz des Temperatur- 
ge/dlles (durch die Temperatur- 

differenz gemessen) proportional erwiesen; die gezeichneten Kurven sin4 

u = k (At )  3, 

x Wegen der Geringfiigigkeit des Effektes - -  was die ~lteren negativerz 
Resultate verst~ndlich macht - -  ist ein hochempfindlicher Galvanometer 
nOtig; der hier benutzte war yore Verfasser besonders hergestellt worden. 



Jetziger Stand der grundlegenden Kenntnisse der Thermoelektrizit~it. 45 

wo ftir die Beobachtungen ak = 0,39- lO -6 war (u in mm;  die Tempe-  
raturdifferenz A t in o C). 

Diese Temperah~rabhdngigkeit ist die theoretisch er/orderte - -  wie 
nnten dargelegt wird. 

Weiter wird das Vorzeichen der Ausschlage durchweg negativ - -  
wie frtiher ftir Hg festgestellt. 

Die erlaaltenen Ausschlage sind von jedem merklichen Druckeffekt 
frei. 

DaB die verschiedenen Materialien des Drosselgef~tBes (Schiefer, 
Asbest, Glas) merkbar  einwirken k6nnen, ist aus der zufriedenstellenden 
Ubereinstimmung bez~glich GrSBe und Riehttmg unwahrscheinlich. 
Das Resultat konnte somit als eine gute Best~tigung der Existenz 
yon ThermostrSmen in fliissigem Hg bezeichnet werden. 

Eine erhebliche Vergr6Berung der Ausschlage wurde yon GouI-  
•EAU 1920 (60) erhalten und zwar unter  Benutzung der schon oben 
( I I I : 3 b )  beschriebenen Methode. Die Anordnung wurde aber insofern 
erheblich verbessert, dab der ungleichmAl3ig erwArmte Hg-Leiter  aus 
einer geschlossenen Quecksilberschleife bestand, an der eine Drossel- 
stelle vorgesehen war. Die erhaltenen Ausschl~ige bei H = 2ooo GauB 
waren etwa 5oo mm, bei einem Skalenabstand yon I5oo m m  und bei 
einer Temperaturdifferenz von etwa I5ooC.  GOUINEAU schrieb: 

,,Verfasser schliegt, dab der BENEDICKSeffekt in Quecksilber ein- 
wandfrei nachgewiesen ist, dab er also nicht als darch HeterogenitXt 
der bellutzten Metalle hervorgerufen gedeutet werden kann."  

3- Weitere  Einw/inde (Benade, Pechinger,  Rumpf) .  Von J.-M. 
BENADE 1921 (51) ~alrden Versuche mit  Hg so ausgefiihrt, dab zwei 
/-/g-Mengen miteinander in Verbindung stanclen durch ein kleines, 
in einer Glimmerscheibe gebohrtes Loch. Die ,,einzigen erhaltenen Aus- 
schlAge betrugen vier oder ftinf Skalenteile, und waren offenbar ganz 
und gar durch einen l~;bertritt des Heizstromes verursacht ."  Daraus 
wurde gesclflossen, dab kein wirklicher Effekt vorhanden wAre. Zu 
bemerken ist aber, dab der mi t  dem benutzten Galvanometer zu er- 
wartende Ausschlag gerade yon der GrSflenordnung yon fiinf Skalenteilen 
ware - -  d. h. yon der GrSBe der noch tolerierten Uberleitung - - ,  
wenn alas erhaltene Temperaturgef~tlle dasselbe bliebe, wie bei den eben 
S. 44 angegebenen Versuchen. DaB durch Vergr6Berung der Hg- 
Massen eLn erheblich vergrSBertes TemperaturgefAlle zu erhalten ge- 
wesen ware, erscheint recht fraglicb. 

Unter  Hinweis auf die Auffassung von BENADE hat  L. PECHINGER 
1922 (52) einige Versuche durchgefiihrt an Metalldrahten, welche mit  
Einschntirungen versehen waren. 

Gefunden wurde mit Fe-, N i -  und Konstantandr~hten,  dab die 
erhaltenen Thermospannungen recht variabel waren je nach der Lage 
der Einschntirung. Geschlossen wurde, wohl mit  Recht, dab dies auf 
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Heterogenit~it der Metalle zuriickzuftihren w~re; mit Unrecht, dab der 
Effekt deshalb nicht in homogenem Metall vorkommen k6nne. 

Von E. Ru~PF 1923 (53) wurden einige Versuche mitgeteilt, welche 
auf ,,das Verschwinden des BENzDICI<seffektes im Vakuum" hin- 
deuteten. Es w~ire derselbe von einer Gasbelegung an der Oberfl~iche 
des Leiters vorget~iuscht. Dies sollte daraus hervorgehen, dal3 die Aus- 
schl~ige eines Drosselkreuzes aus Cu im Vakuum betr~iglich herab- 
gesetzt wtirden. Sp~iter bemerkt derselbe Autor (54), dab ,,die Ab- 
h~ingigkeit des BENEDICKSeffektes vom Gasdruck durch (seine) Ver- 
suche nicht erwiesen", sei, da gewisse StSrungen in der W~irmetiber- 
tragung von der benutzten Heizspirale sich vorf~inden. 

4- Wei tere  Best~itigungen (Shaw, Neuman,  Shaw und Adney, 
Benedicks und Phragm6n . . . Terada,  Reinhold).  Von A. N. SHAW 
1923 (55) wurde festgestellt, dab unsvmmetrisches Temperaturgef~ille 
in als homogen zu betrachtenden Leitern Thermokr~ifte erzeugt, 
welche im Cu gering, in Fe groB sin& Hervorgehoben wurde, dab 
dutch den fragiichen Homogeneffekt eine einiache Erklarung des 
SEEBECKeffektes gewonnen wird, und zwar als das Resultat der Span- 
nungsdifferenz, welche in den Gebieten mit fallender Temperatur  ent- 
stehen mtissen. 

Ahnliches wurde yon L . J .  NEUMAN 1925 (56) hervorgehoben. 
Unter  Hinweis auf die Tatsache, dab die thermodynamische Theorie 

sowie die bisherige Elektronentheorie nur in einem kleinen Temperatur-  
gebiet in Llbereinstimmung mit den Beobachtungen zu bringen ist, 
wurden von A. M. SI<AW und F. G. ADNEY 1925 (57) einige Experi-  
mente erw~hnt, als Best~itigung des Vorhandenseins yon Thermo- 
strSmen im homogenen, u n s ~ e t r i s c h  erhitzten Leiter. ,,N~iheres 
ist aus dem kurzen Bericht nicht zu ersehen, auch ist neuerdings der 
BENEDICKSeffekt wieder in Frage gestellt"I. 

Der oben erw~ihnte Einwand yon RU~I'F (53) wurde zwar yon seinem 
Urheber entkr~iftet (54) ; es erschien jedoch wfmschenswert, demVerhalten 
des Drosselkreuzes im Hochvakunm mit besseren Hilfsmitteln nach- 
zugehen. 

Dies geschah dutch C. BE.~'EDICKS und G. PHm~G.~I~N 1925 (58). 
Als Material wurde Graphit gew~ihlt, da dabei die yon Oxydation und 
Kaltbearbeitung zu befiirchtenden Fehlerquellen gering sind (vgl. 
oben S. 37). Die Erhitzung erfolgte durch Spulen mit hochfrequentem 
Wechselstrom; das nach Gasabgabe erhaltene Hochvakuum betrug 
lO -5 mm Hg. Es wurden sehr erhebliche Ausschlage erhalten, und 
zwar st immten sie mit den bei p = 760, bzw. p ---- 4,5 mm Hg erhalte- 
nen recht gut fiberein. So wurde bei einer Temperaturdifferenz yon 
9 °0 eine Spannung von I , I .  io-3 Volt erhalten. Wichtig war die Fest- 

x Referat von F. KAEMPF: Physik. Ber. 7, 1146 (I926). 
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stellung - -  die erste ftir festes Material - - ,  dab die auftretende Thermo- 
spannung durch eine Funktion dritten Grades darstellbar w~re - -  was 
bei einer hypothetischen Oberfl~tchenschicht ausgeschlossen w~tre. 

Von R. MECKE und A. LAI~BERTS 1926 (89) wurde empfohlen, 
bei Vorftihrung des BENEDICKSeIfektes zwei an einen Galvanometer 
angeschlossene Bogenlampenkohlen zu verwenden. ,,Erhitzt man eine 
Kohle und bertihrt mit der heiBen Spitze die kalte Kohle, so entsteht  
ein Strom." 

In einem Aufsatz ,,BENEDICKS- und KNUDSENeffekt" machte 
W. BURSTYN 1927 (60) auf eine interssante Analogie aufmerksam. 
,,Beim Erw~rmen der (3bergangsstelle zwischen einem weiten und einem 
sehr engen Querschnitt eines Leiters entsteht eine elektrische Spannung 
(BENEDICI<Seffekt), Wenn der Leiter ein Metalldraht ist, eine Druck- 
differenz (KNoDSE~effekt), wenn der Leiter ein gasgeffilltes Rohr ist. 
Beide Effekte sind einander nach der Elektronentheorie analog." 

Eine unerwartete Best~ttigung der Auffassung, dab ein Teil der 
W~trmeleitung eines gew6hnlichen Metalles auf W~irmetransport durch 
Wirbelstr6me zurtickzuftihren ist (vgh III ,  2 c), erfolgte dutch eine 
Untersuchung von C. BENEDICKS und P. SEDERHOLM 1926 (61). Bei 
dem Versuche, genaue Bestimmungen tier W~trmeleitung an (geteilten) 
sph~irischen Probek6rpern aus Stahl durchzufiihren, ergab sich, dab eine 
sehr geringftigige Inhomogenit~it in bezug auf elektrische Leitf~thigkeit 
mit einer sogar paradoxen Unregelm~fligkeit der thermischen Leitf~thig- 
keit verkntipft war. W~hrend die elektrische Leitf~ihigkeit in einem ge- 
gebenen Falle wie 1:1,o5 variierte, standen die entsprechenden Tempe- 
raturvariationen im VerhXltnis 1 :8 ,5  H, wie sehr genau festgestellt 
wurde. Diese Anomalien der WXrmeleitung in einer Kugel mtiBten 
unverst~indlich sein, w~re nicht die W~rmeleitung der technischen 
Metalle in hohem Grade yon - -  mehr oder weniger unregelm~tl3igen - -  
elektrischen "vVirbelstr6men abh~ngig. 

In einer ersten Abhandlung von T. TERADA, T. TSUTSOI und M. 
TAMANO 1927 (62) (die im Original nicht eingesehen werden konnte) 
wurde (nach einem Referat) geschlossen, ,,dab der BEI'~EDICKSeffekt 
verursacht wird durch die systematische Verschiedenheit in der Orien- 
tierung der Mikrokristalle." Dieser ablehnende Standpunkt wird in 
einer zweiten Abhandlung 1927 (68), wie es scheint, nicht aufrecht 
erhalten; denn hier wird die Vermutung ausgesprochen, ,,dab auger 
dem BENEDICKSeffekt betr~tc'htliche E M K  anderen Ursprunges vor- 
handen sind." 

Interessante Beobachtungen sind yon T. TERADA, S. TANAKA und 
S. KUSABA 1927 (64) ausgeftihrt an (5 bis IO # dlcken) durch Kathoden- 
zerst~ubung dargestellten Metallfilmen. GleichmXl3ig dicke A g-Filme 
zeigen bei lokaler Erhitzung (Bild eines Gltihfadens!) keine Thermo- 
krMte. Bei einem keilf6rmigen Film fliel3t beim Erhitzen ein Thermo- 
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strom vom dtinnen zum dicken Teile; er w~ichst mit dem Dickenanter- 
schied. 

H6chst bedeutungsvoll ist schliel31ich eine Untersuchung yon H. 
REINHOLD 1928 (65) tiber die thermodynamische Energiebilanz fester 
Ketten vom Typus A g/A gf/A g. Es wurde mittels sorgfiiltig durch- 
geftihrter Bestimmungen festgestellt, dab die wie bisher theoretisch 
berechneten E M K  keineswegs mit den beobachteten iibereinstimlnten; 
es ist vielmehr eine , ,Restkomponente" vorhanden, yon der zusammen- 
fassend folgendes gesagt wird. ,,Die Restkomponente wird in eine 
Surnme von zwei thermoelektrischen Homogeneffekten (BENEDICI~S- 
effekte) zerlegt, die im elektrolvtisch leitenden und im metallisch 
leitenden Teile einer Thermokette auftreten. Beide Effekte sind yon 
gleicher Gr6Benordnung. Bei kationisch l¢itenden Thermoketten sind 
sie gleich gerichtet, so dab die , ,Restkomponente" bedeutende Betr~ige 
erreicht. Bei den anionisch leitenden Ketten sind sie einander ent- 
gegengerichtet und heben sich deshalb fast vollkommen auf. Es l~tBt 
sich berechnen, dab der BENEDIClCSeffekt in Metallen etwa halb so 
grof3 ist, wie die , ,Restkomponente" der Thermokraft  in kationisch 
leitenden festen Thermoketten." 

DaB nach REINHOLD der thermoelektrische Homogeneffekt in festen 
Elektrolyten erheblich gr6Ber ist als der in den Metallen, erscheint 
recht plausibeh 

5. Einige weitere Arbeiten (Eve, Mc Alister, Tsutsui, Brandsma,  
Seth . . .). Um die Darstellung der Arbeiten beziiglich einmetallischer 
Kreise so volist~tndig wie mSglich zu gestalten, ist noch folgendes zu 
erwShnen. 

Die schon oben besprochene Tatsache, dab eine an einem Draht  
entlanggeftihrte Flamme durch Erhitzen Thermospannungen auslSsen 
kann (vgl. S. 3o), ist von A. S. EVE 1923 (66) best~itigt worden. Bei 
seinen Versuchen wurde die Erhitzung durch lokale Ktihlung mit fltissi- 
get Luft  ersetzt. Die besonders fiir Nichrom erheblichen Galvanometer- 
ausschl~ige werden einem bei asymetrischer Erhitzung entstehenden 
thermoelektrischen Homogeneffekt zugeschrieben. 

.'4hnliche Versuche, jedoch in der gewShnlichen Weise mittels lokaler 
Erhitzung, wurden ausgeftihrt von E. D. Mc ALISTER 1925 (67) an 
einer Anzahl Metalldr~ihten yon T. TSUTSOI 1928 (68) an einem Hg- 
Faden, welcher in eine Kapillare aus Natronglas eingeschlossen war. 
Einige noch nicht beendete Beobachtungen ergaben gewisse Aus- 
schl~ige, welche zurtickgef(ihrt wurden auf den Kontrakt  zwischen Hg 
und Glas - - w a s  allerdings bemerkenswert erscheint. 

Schlieftlich hat W. F. BRANDSMA 1928 (69) die Thermokraft  zwi- 
schen kaltbearbeitetem und bei verschiedenen Temperaturen rekri- 
stallisiertem Cu verfolgt. J . B .  SETH, C. ANAND und M. R. ANAND 
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1929 (70) haben die Thermospanmmg untersucht, welche im unsymme- 
trisch erhitzten Cu bei longitudinalen Spannungen entsteht. 

Aus der oben gegebenen iJbersicht fiber das im Schrifttum nunmehr 
niedergelegte Ffir und Wider scheint hervorzugehen, dab eine gewisse 
Tendenz sich bemerkbar macht, die Realit~it des thermoelektrischen 
Homogeneffektes anzuerkennen, dab aber die Sachlage kaum als eine 
endgfiltig gekl~irte aufgefal3t wird. 

V. Ph~nomenologische Darstellung der 
t h e r m o e l e k t r l s c h e n  E f f e k t e .  

i. Einleitung. W~hrend s~mtliche oben angeffihrte Arbeiten sich 
eigentlich nur mit der Frage nach der Existenz des thermoelektrischen 
Homogeneffektes (,,BENEDICKS-Effektes") besch~ftigten, wurde in- 
zwischen yon C. BENEDICKS 1918, I92I (71--7~) ein ganz abweichender 
Weg betreten. 

Die anregende Problemstellung war die folgende. Das unter An- 
nahme der Realit~t des thermoelektrischen Homogeneffektes gewonnene 
~bersichtsschema (S. 42) e, gibt zwar eine symmetrische Vervoll- 
st~ndigung des Gebietes der Thermoelektrizit~t: den zwei elektro- 
thermischen Effekten entsprechen zwei thermoelektrische Effekte. Es 
befriedigt jedoch nicht, dab zwischen dem thermoelektrischen Homogen- 
effekt und dem THoMSoN-Effekt keine vollst~ndige Umkehrbarkeit 
besteht, w~ihrend die Umkehrbarkeit zwischen SEEBECK-Effekt und 
PELTIER-Effekt eine vollstttndige ist. In der Tat wurde ja bei dem 
TI~oMsoN-Effekt immer das Vorhan-densein eines Temperaturgef~illes 
als Voraussetzung angenommen. Vollst~_ndige Umkehrbarkeit wiirde 
offenbar erfordern, daft ein elektrothermischer Homogene//ekt auch bei 
urspriinglich streng gleichmdfliger Temperatur sich feststellen lieBe, d. h. 
eine ,,W~irmemitftihrung" durch den elektrischen Strom bei gleich- 
m~iBiger Temperatur. 

Umfassende Versuche, yon denen die wichtigsten sp~iter anzuffihren 
sind, haben die Richtigkeit dieser SchluBfolgerung erwiesen. 

Es erscheint aber zweckm~ii3ig, die gewonnene Einsicht sofort nutzbar 
zu machen, um bier einen ph~inomenologischen Llberblick fiber das ge- 
samte Gebiet zu geben. Erst dann soll tiber die erw~ihnten Versuche 
berichtet werden. 

SchlieBlich sei der Gegenstand durch die phoretische Elektronen- 
theorie des n~iheren erl~iutert. 

2. Ph~inomenologische Darstellung der thermoelektrischen Effekte. 
a) Die Wirkungen ersten bzw. dritten Grades. Es ist von vornherein 
wahrscheinlich, dal3 die gegenseitige Beziehung zwischen Materie und 
Elektrizit~it (d. h. die Affinittit zwischen Atom und Elektron) yon der 

Ergebnisse der exakten Naturwlssenschaften. VIII. 4 



5 o C. BE.~EDICKS : 

Temperatur  abh~ngen muI3. Ist dies tats~chlich der Fall, mul] in einem 
ungleich temperierten Leiter eine gewisse vom Temperaturgefiille ab- 
h~ngige, ungleiche Verteilung der Elektrizit~t zustande kommen, d . h .  
eine elektrische Spannungsdifferenz auftreten. 

Dieselbe sei, fiir die Enden des Leiters, mit E bezeichnet. Das eben 
Gesagte kann mathematisch ausgedriickt werden durch eine Gleichung 
wie 

l l ! 

+ . . .  

o o o 

wo t----Temperatur, x=L/ ingenkoordinate  des Leiters, yon der L~nge 
x = l und k~, k~, k 3 gewisse Konstanten sind. 

Nun ist  es ja aus Gr~inden der Symmetrie einleuchtend, dab ein 
dt 

ZeichenwechseI yon ~ einen Zeichenwechsel yon E herbeifiihren muB, 
clt 

d .h .  dab nur ungerade Dignit~ten yon dx eingehen k6nnen. Die (zu- 

nRchst rein formale) Grundgleichung wird also 
l l 

E= jtdx)" 
o o 

wenn nu t  die ersten Glieder mitgenommen werden (73). Hier sind k 
und K (in einem gegebenen Temperaturintervall) Konstanten, deren 
Festlegung durcb das Experiment erfolgen muB; es erscheint ja m6g- 
lich, dab dabei  eine oder beide als Null sich erweisen. 

Zeigt es sich nun m6glich, fiir einen gegebenen Leiter bestimmte, 
yon Null verschiedene Werte yon k bzw. K experimentell iestzulegen, 
dann muB es auch gestattet sein anzunehmen, daI3 den entsprechenden 
Gliedern yon (I) physikalische Bedeutung zugeschrieben werden kann. 
Wit werden im folgenden bezeichnen: 

(2) 

als thermoelektrische Wirkung ersten Grades; 

als thermoelektrisehe Wirkung dritten Grades. 
Demnach ist 

E=E~ + E  3 

(wenn h6here Glieder vemachI~ssigt werden). 
b) Die Grunderscheinungen. Wir wollen nun als eigentliche thermo- 

elektrische Grunderscheinung folgendes annehmen. 
Es liege ein homogener Leiter I vor (Abb. 14, A). Seine Temperatur-  

verteilung (B) sei dutch die Gerade b versinnbildlicht. Ist nun ft~r den 
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Leiter ein gewisses (von Null verschiedenes) k festgestellt worden, dann 
muB nach (2) eine EMK E~ im Leiter auftreten (C), welche durch die 
Gerade c~ dargestellt sei. Einem zweiten in gleicher Weise temperierten 
Leiter 9, dessen k ein entgegengesetztes Vorzeichen besitzt, wird ebenso 
eine Gerade c2 zukommen. 

A I .  - -  Die Linie c~ bzw. c2 ist als der Ausdruck des grundlegenden 
thermoelektrischen Homogene//ektes ersten Grades des betreffenden 
Metalles I bzw. 2 zu betrachten. 

Diesen Effekt hat H6RIG (85) - -  mit  vollem Recht mittels des Elek- 
trometers - -  festzustellen versucht (vgl. S. 3o); jedoch war dessen 
Empfindlichkeit  zu gering. 

Einen deutlichen Nachweis dieses Homogeneffektes ersten Grades 
zu bringen ist anscheinend neuerdings REII~'HOLD (6•) gelungen, der 
Kreise aus Metall + f e s t e m  Elektrolyt  benutzte (S. 48). 

In einem geschlossenen, homogenen Kreise 
ist es - -  etwa mit dem Galvanometer  - -  un- A 
m6glich, diesen Effekt nachzuweisen, wie wir 2 
sehen werden, t ~  

A I I .  - -  Wird nun der Grundsatz der Um- a 
kehrbarkeit  angewandt, erscheint folgende Um- 
kehrung des genannten Effektes, d. h. folgen- 
der grundlegender elektrothermischer Homogen- c. / 
e//ekt ersten Grades wenigstens einigermal3en 
plausibel : C' 

Es sei dem Leiter (1) ein elektrischer Span- ce 
nungsgradient wie c~ - -  mittels eines durchge- Abb. I4.ZurThermoelek- 
sandten elektrischen Stromes - -  aufgelegt. Dann trizitXt eines offenen 
kommt im Leiter ein Tem~eraturgradien~ zu- homogenen Leiters. 

stande, dessen Neigung zu b entgegengesetzt, d. h. etwa in der Richtung 
yon b' verl~iuft I. 

Ftir einen Leiter (2) mit  einem Spannungsgradienten c,. ist der ent- 
stehende Temperaturgradient ebenfalls wie b' gerichtet, d. h. der thermo- 
elektrische Homogeneffekt ersten Grades mug demjenigen des Leiters (1) 
entgegengerichtet sein. 

Der Existenzbeweis dieses elektrothermischen Homogeneffektes 
ersten Grades ist nach der Meinung des Verfassers durch die im folgenden 
Abschnitt  besprochenen Versuche erbracht  worden; dort werden auch 
einige vorl~tufige Messungen gegeben. 

B I .  - -  Betrachten wir nun wieder den homogenen Leiter 1. Es 
muB im allgemeinen auch nach (3) eine EMK E 3 im Leiter auftreten 
k6nnen. Dieser Effekt, welchen wir unten n~iher betrachten werden, 
sei als der thermoelektrische Homogene//ek~ dritten Grades bezeichnet. 

Die stattfindende Ver~inderung ist (nach LE CHATELIER-BRAUN) SO 
gerichtet, dab sie der vorgenommenen Ver~inderung entgegenwirkt. 

4* 
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Er  kann nach der Meinung des Verfassers als durch die oben (nI) 
beriicksichtigten Untersuchungen bewiesen erachtet werden und wurde 
yon verschiedenen Verfassern a ls  BENEDICKS-Effekt bezeichnet. 

Auch 1/iBt er sich in einem geschlossenen homogenen Kreis mit  dem 
Galvanometer  nachweisen, wovon sp/iter die Rede sein wird. 

B H .  - -  Seine Umkehrung sei als elektrothermischer Homogene//ekt 
dritlen Grades bezeichnet, bleibe aber vorl/iufig unberticksichtigt. 

c) Die thermoelektrischen Erscheinungen in einem homogenen bzw. 
heterogenen geschlossenen Kreise. Wir sind nunmehr  in der Lage, die 
thermoelektrischen bzw. elektrothermischen Effekte pr/izisieren zu 
k6nnen, welche in einem geschlossenen Leiter (ein Galvanometer  darf 
eingeschaltet werden) auftreten k6nnen, und zwar in ganz einheitlicher 
Weise ffir homogene und ffir heterogene Kreise. 

AI I 

8 

~ X  

FI / t z i ~' i .z" 

H z E,~ 

_ .  

Abb. 15. Zur Thermoelektrizit~,t eines geschlos- 
senen homogenen, bzw. heterogenen Kreises. 

I .  Homogene r  ge- 
schlossener Kreis.  Gege- 
ben sei ein homogener Lei- 
ter I (deren Durchmesser 
variabel sein m6ge [Abb. 15, 
A]). Seine Temperatur  sei 
an den Enden konstant,  
kann aber sonst beliebig 
variieren z. B. wie in der 
Kurve b angegeben. 

A I. - -  Der thermoelek- 
trische Homogene//ekt ersten 
Grades wird dann nach (2), 

da 

E, = kf( )dx = kfd,, 
zur Folge haben, dab im Leiter eine Spannungsverteilung etwa wie c~ 
zustande kommt.  Zwischen den Enden muB dann, wie auch die Kurve b 
bzw. cx geformt sein m6ge, die Spannungsdifferenz Null werden : es liiflt 
sich aus dem Kreise nicht der geringste Strom entnehmen. 

Fiir den zweiten homogenen Leiter (2) sei die Spannungsverteilung 
die yon e2 angegebene; das Resultat  wird genau dasselbe sein. 

Dies sei als ,,revidierter MAGNUsscher Satz" bezeichnet; er kann 
etwa folgendermal3en formuliert werden: 

In  einem geschlossenen homogenen Kreis, es m~ge die Temperatur 
beliebig variieren, ist der resultierende thermodektrische Homogene[/ekt 
ersten Grades gleich Null. 

x = l  kJ( a E ~ =  x----o, 
~ o  

bei ]edem k. 
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A I I .  - -  Der elektrothermische HomogeneHekt ersten Grades ist aber 
keineswegs gleich Null. Ein durch den Leiter geschlossener elektrischer 
Strom wird vielmehr nach dem, was oben ausgeftihrt wurde, tiber die 
angenommene Temperaturverteilung b einen gewissen Temperatur- 
gradienten tiberlagern, dies wird im altgemeinen als eine horizontale 
Verschiebung der in b vorhandenen Temperaturgradienten sich bemerk- 
bar machen, in der einen oder in der entgegengesetzten Richtung. 

Diese elektrothermische Wirkung ist offenbar mit dem THoMso~- 
Effekt Zll identifizieren (eine n~ihere Ausftihrung mul~ bier unterbleiben). 

B I .  - - W e i t e r  wird der thermoelektrische Homogene//ekt dritten 
Grades nactl (3) ftir einen geschlossenen Leiter wie 1 eine elektrische 
Spannungsverteilung (D) ergeben wie die dutch dz dargestellte, fiir 
einen Leiter 2 eine Spannungsverteilung wie d2. 

Wie aus der Abbildung (D) ersichtlich, kommen in diesem Falle 
endliche Spannungsdifferenzen E 3 zustande. 

Sie stellen die als BENEDICKS-Effekt bezeichnete Erscheinung dar. 
B I I .  - -  SchlieBlich wird der thermoelektrische Homogene//ekt drit ten 

Grades gewisse Temperaturanderungen 'herbeiftihren k6nnen, deren 
systematische Darstellung aber bier unterbleibe. 

2. Heterogener,  geschlossener Kreis. ]Es seien die besprochenen 
zwei Metalle I bzw. 2 zu einem heterogenen Kreise (Thermoelement) 
verbunden, wie dies in Abb. 15, F die Normalform I oder I I  versinn- 
bildlicht. Es sei nun ftir I eine gewisse Temperaturverteilung vorhanden, 
etwa wie bei G angegeben. 

A I.  - - W i r d  nun fiir jeden homogenen Teil des zusammengesetzten 
Kreises der thermoelektrische Homogeneffekt ersten Grades ins Auge 
gefal3t, bekommen wir einen Kurvenzug wie I bei H. (Dabei sind ja 
jede , , K o n t a k t - E M K "  zwischen den zwei Metallen hinf~llig, wie wohl 
besonders von TAIT dargetan worden ist.) Wie ersichtlich, kommt im 
allgemeinen eine resultierende EMK E~ zustande; ftir den heterogenen 
Kreis I I  wird E1 die entgegengesetzte. 

Quantitativ wird ja E~ folgendermal3en ausgedriickt: 
x t  x z  1 

o ~ t  x2  

wo xi bzw. x2 die Endkoordinaten des mittleren Stiickes sind, mit den 
Temperaturen t~ bzw. t2. Dies ergibt 

E~s = (k~ -- k~) (t2 -- t~) (5) 

und ist die Fundamentalformel des SEEBECt<-Effektes. 
A I I .  ~ Der elektrothermische Homogenellekt ersten Grades wird in 

jedem homogenen Tell einen Temperaturgradienten hervorrufen ; werden 
die Enden x = o bzw. x----I bei konstanter Temperatur gehalten, miissen 
wie leicht ersichtlich die Temperaturgradienten in den einzelnen Teilen 
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(fiir die Kombination I) so zusammenwirken, dab z. B. bei x~ eiae Er- 
hitzung, bei x2 eine" Abkiihlung stat tf indet (wenn die Richtung des 
Stromes mit derjenigen des yon g hervorgerufenen SEEBEcK-Stroms 
uzsammenf/illt). 

Die entstehende Temperaturdifferenz muB der Stromst~irke pro- 
portional sein. 

Dies stellt den PELTIER-Effekt dar. 
B I. - -  Der thermoelektrische HomogeneJ/ekt drilten Grades wird in 

diesem Falle, wo im allgemeinen keine besonders schroffen Temperatur- 
gradienten (bei G) vorhanden sind, nut  eine geringftigige resultierende 
E 3 ergeben, wie bei f graphisch dargestelIt. 

Dies wird ausgedriickt durch den Satz, dab die Temperah~rverleilung 
l~ngs den Driihten eines Thermoetemenles im allgemeinen bdanglos ist. 

B I I .  - - E i n e  eventuelle Einwirkung eines elektrothermischen Homo- 
geneffektes dritten Grades sei auBer acht gelassen. 

V I .  E l e k t r o t h e r m i s c h e  U n t e r s u c h u n g e n  

v o n  C.  B E N E D I C K S  (71)--(74). 

i. Einleitung. Der fiihrende Gesichtspunkt ist schon oben angedeutet 
worden (S. 49). Als am ntichsten 1legend wurde folgender Punkt  an die 
Spitze der experimentelIen Arbeit gesetzt : Da ein Drosselkreuz oder ein 

Abb. 16. Drosselzylinder. 

erst fo!gendes angeftihrt. 

gedrosselter Zylinder sich als 
das einfachste Mittel erwiesen 
hatten,  um in einem homogenen 
Leiter Thermostr6me entstehen 
zu lassen, konnte vermutet  wer- 
den, dab umgekehrt ein durch- 
gesandter Strom eine Tempera- 
turdifferenz herbeiftihren miisse. 

2. Einige Versuche mit  
festem Metalle. Die Erfahrung 
hat diese Folgerung durchaus 
best~itigt. Als Beispiel sei zu- 

AB (Abb. 16) stellt schematisch einen langen Metalldraht dar (z. B. 
iCe; L~inge 500 mm, Durchmesser 1,5 ° ram) ; in der Mitre ist eine Drosse- 
lung (zylindrische Verjiingung) durch vorsichtiges Drehen vorgesehen. 
Die entstehende Temperaturdifferenz wird mit einem Cu-Konstantan- 
Thermoelement gemessen (I mm Galvanometerausschlag = 5.IO - s  Volt), 
dessert Kontaktstellen an zwei Kupferftitterungen I und I I  anget6tet 
sind; diese ergeben guten W~irmeiibergang bei vollst~indiger elektrischer 
Isolierung (paraffiniertes Papier !). Ein Sammler wird an den Klemmen 
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C, D angeschlossen; die Stromst~irke i wird an einem Pr~izisionsampere- 
meter  abgelesen. 

Nachdem bei konstantem i ein station~irer Zustand eingetreten ist, 
wird die Stromrichtung in regelm~Bigen Zeitabschnitten (4 Minuten) urn- 
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Abb. 17. 

Elektrotherrnischer Homogen- 
effekt (Kohlenstoffstahl). 

gekehrt ,  der Galvanometer .wird nach 
jeder halben Minute abgelesen. Die er- 
haltenen, sehr regelm~tBigen Resultate 
sind aus Abb. 17 ersichtlich, ftir ver- 
schiedene i. Die TemperaturausschI~ige u 
werden dutch graphische Interpolation 
erhalten. 

Die Tatsache, dab sich u genau pro- 
portional zu i erweist, geht aus Abb. 18 
hervor (ffir i bis 1,2o Amp.). Es gilt 
also 

u = k . i ,  

w o k  = Konstante ist. 
Es wurde festgestellt, dab die zu- 

stande gekommene Temperaturdifferenz 

t / r / l / /  J 

/(  
/ so ~ 

20 

,o  / 
/ 

/ 
o o~zo 

/ 
/ 

/ 

~ . ~  
o, ~ o 46o oA o ,a ~/z 

Abb. 18. Elektrothermischer Homogen- 
effekt u (Abb. I7), yon der Stromst~rke i 

linear abh~ngig. 

so gerichtet war, wie nach dem Prinzip von LE CHATELIER-BRAUN 
ZU erwarten. Wenn also bei I in Abb. 16 schwach erhitzt wurde, 
entstand ein wie der Pfeil a gerichteter Thermostrom (der thermo- 
elektrische Effekt war positiv). Ein in dieser Richtung durchgesandter 
Strom ergab andererseits bei Z Abkfihlung, bei I I  Erhitzung. Wit  sehen 
also, dab der beim Erhitzen von I entstehende Thermostrom zum Ab- 
kfihlen yon I beitragen muB. 

Gegen diesen an sich sehr sauberen Versuch (der spAter sehr oft 
wiederholt wurde) k6nnte eingewandt werden, dab die Drosselstelle sich 
m6glicherweise yon dem dickeren Metall unterscheiden k6nne, so dab 
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eine Art PELTIER-Effekt zustande k~me. Um einen solchen naheliegen- 
den Einwand nicht aufkommen zu lassen, wurden einige vorbereitende 
Versuche so ausgeftihrt, dal3 ein gleichm~Biger, isolierter Konstmltan-  
draht  mit  zwei l~nglichen (isolierten!) Verdickungen aus Cu versehen 
wurde. Der Strom verlief also ausschliel3lich im gleichm~13igen Kon- 
s tantandraht .  Es ergab sich abet auch in diesem Falle, dab der zu i 
proportionale Effekt vorhanden war. 

Die elektrothermisch zustande kommenden Temperaturdifferenzen 
an beiden Seiten einer Drosselstelle (aneinander grenzende kugelige Ober- 
flAchen aus PL) wurden auch in einem Falle lhermoskopisch /estgestellL 

3- Versuche mi t  fltissigem Quecksilber.  Um den immer wieder 
herangezogenen Einwand der Heterogenit~t von vornherein auszuschal- 
ten, wurden einige Yersuche mit  flfissigem Hg angestellt. Es vcurde ein 
Strom durch eine o,62 m m  lange Drosselstelle, die sich (in Fiber herge- 

u 
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Abb. 19. Elektrothermischer Homogeneffekt eines 
Drosselzylinders aus Hg. (Bei hSheren i tritt 

THo.~moN-Effekt hervor.) 

stellt) zwischen zwe i  
dfinnen Glasr6hren be- 
land. Das sebr charak- 
teristische Resultat  ist 
auf Abb. 19 ersichtlich. 
In diesem Falle ist das 
Gebiet des elektrother- 
mischen Homogeneffek- 
tes ersten Grades sehr 
beschr~nkt x - -  zu i ge- 
ringer als 0,3 Amp. ; es 
wurde vermutet ,  dab die 
bei hSherem i auftreten- 
den Verh~ltnisse yon 
einem spontan einset- 
zenden THoMsoI~-Effekt 

verursacht worden waren. Die ganze Erscheinung war aber fiir den 
elektrischen W~rmetransport  so charakteristisch, dab es lohnte, auf die 
Kurvenform n~her einzugehen. 

4. Unte r suchungen  tiber den e lek t ro thermischen Invers ionspunkt .  
Wie leicht ersichtlich, war dabe i  die zu beftirchtende Fehlerquelle ein 
spontaner  THoMsoN-Effekt, yon der JouLE-WArme der verjtingten Hg- 
Masse verursacht. Gliicklicherweise ergibt ein solcher spontaner THOMSO-~- 
Effekt Ausschl~ge, welche denen entgegengerichtet sind, die vom elektro- 
thermischen Homogeneffekt ersten Grades herrtihren mtissen (wenn der 
stromgehitzte Tell zwischen den LStstellen des Thermoelements liegt). 

Theoretisch unschwierige Auseinandersetzungen - -  ftir welche auf 
die Originalabhandlung hingewiesen werden mul~ -- ergaben fotgendes 

Dies hAngt zweifelsohne mit der geringen LAnge der Verjtingung zu- 
sammen. ~ (74), S. 47. 
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Resultat.  Der Temperaturunterschied u zwischen den beiden Seiten einer 
Drosselstelle muB ffir ein Metall mit  positivem W~rmetransport  (wo die 
W~rme in der positiven Stromrichtung bewegt wird), als Funktion yon i 
folgender Gleichung gehorchen: 

u = k i i - - k  3 i 3 - k  5 i 5 . . .  (6) 

Ftir ein Metall mit  negativem W~irmetransport gilt 

u =  - - k ~ i + k  3 i 3 + k  s i S +  . . . ,  (7) 

wo k~, k 3, k s im allgemeinen ÷so 
positive Konstanten sind. u Au i _.J_.., ÷gO 

Das erste Glied rechts ge- +~o ~ / ~ \ 
h6rt  zum elektrothermischen ,11 °~ 

ersten Gra- o ~ - - - -  \ Homogeneffekt 
des, das zweite dazu entge- -la " ' "  - , ,  

, \  
" ,  \ \  

gengesetzte zum spontanen -e, 
THoMsou-Effekt ,  welcher -3o ~'~ \ 
v o n d e r  Erhitzung der Dros- \ ~  
selstel leverursachtwird;  das -~o f ' \  ° 
dritte Glied entspricht der -sob 1 e s ~ s ~ ~ s s la//~p. 
Tatsache, daBderWiderstand Abb. 20. Wie 19, Drosselkreuz aus Au. 
der Drosselstelle (wenigstens 
ftir Metalle) mit  der Tempe- 
ra tur  zunimmt, mit  ent- m~r 

+50 
sprechender Zunahme des l 
T~IoMSoN-Effektes. ÷ ~a . ]  

m 

"7 Bemerkenswert ist der .3o ,, 
Umstand, dab im allgemeinen / 
u ftir einen bestimmten (In- ,2a. 
versions-) Wert von i ver- *1o~ - . / / / / t  
schwindet. ~ 1  / 

Es zeigte sich, dab die °i" ~ 
Gleichungen mit den Messun- -10 ~ / 
gen gut tibereinstimmen, so- ~ ' " ' - - - ,  ~ / 
wohl far  Hg, wo der Inver-  .----~ 
sionsplmkt bei i----- 0,7 Amp. -s  1 e s ~ s 5 z s//ap. 
beobachtet  wurde, als auch Abb. 2 i. Wie 19 und 20, Drosselkreuz aus Pt. 
ftir Drosselkreuze aus I m m  
Au-Draht  : Abb. 2o (Inversion bei 8,5 Amp.) mid aus I mm Pt-Draht  : 
Abb. 21 (Inversion bei 7,2 Amp.). 

Der dabei benutzte Apparat  ist aus Abb. 22 ersiehtlich; die Mikro- 
meterbewegung erlaubt, die Drosselstelle symmetrisch zwischen die L6t- 
stellen I und I I  des Thermoelements einzustellen. Die Bestimmungen 
wurden bei einem H6chstwert yon i begonnen, um eine nachherige merk- 
tiche Verfinderung (Verschweil3ung) der Drosselstelle auszuschlieBen. 
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Die in Abb. 2o und 21 ausgezogenen Kurven sind nach (6) bzw. (7) 
berechnet.  Die gestrichelten Kurven  geben an, wie die Vertinderungen 
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Abb. 22. Bei Abb. 20, 2I benutztes Abb. 23. Elektrothermischer 

justierbares Drosselkreuz. Homogeneffekt in Graphit. 

yon u ausfallen wiirden, wenn der elektrothermische Homogeneffekt  
ersten Grades nicM existieren wiirde. Die tats~ichliche Form der Kurven 

(Abb. 19, 20, 21) stellt eine aul- 50 
/allend gute Stiitze seiner Exi-  u . y 
stem dar. ~o 

SchlieBlich muB bemerkt  wer- 
/20 

8 ~  

'/0 

/ 

- 8 0 0 - 1 0 0  0 500 2 0 0  Temp. 

Abb. 24. Elektrothermischer 
Homogeneffekt in Graphit 

als Temperaturfunktion. 
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Abb. 25. Elektrothermischer Homogen- 
effekt, als Funktion des Durchschnittes 

der Verjiingung. 5Teusilber. 

den, dab die Richtung der elektrothermischen Homogeneifekte  ersten 
Grades mit  der Theorie t ibereinstimmt, d . h .  mit  dem Vorzeichen des 
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thermoelektrischen Homogeneffektes,  welches fiir I-Ig und Pt  - - ,  fiir 
A u  + ist. 

5- Einflul3 der Tempera tu r .  Wurde der obige Versuch mit  Graphit  
ausgeftihrt - -  der wie Au trod Pt  zu diesem Zweck besonders geeignet ist 
- - s o  wurde kein Anzeichen eines Inversionspunktes erhalten, was aus 
Abb. 23 hervorgeht. Dies wurde so gedeutet, dab fiir Graphit der Koeffi- 
zient k~ des elektrothermischen Homogeneffektes 

u = k~ i (8) 

mit  steigender Temperatur  betr~ichtlich anw~tchst. Diese Auffassung 
wurde dadurch besonders erh/irtet, dab k~ ftir Graphit bei einigen ver- 
schiedenen Temperaturen gemessen wurde (Abb. 24). Wie ersichtlich, 
steigt k~ sogar viel schneller als proportional zur absoluten Temperatur .  

6. Proportionalit~it zur S t rom-  -K 
dichte. Viel Arbeit wurde ur- ~zoo 
sprtinglich aufgewendet um zu er- ma 
fahrefl, wie die elektrothermische 
Wirkung yon dem Durchmesser d, 1oo0 
bzw. Dtnge l einer zylindrisch aoa 
verjtingten Drosselstelle abh~ingt 8oo 

bei konstantem Durchmesser do 700 
des Drahtes. Derartige Messungen soo 
wurden fiir Kohlenstoffstahl, 
Kupfer,  Neusilber, Graphit, Kon- soo 
s tantan und Manganin ausge- ~oo 
ftihrt. Als Beispiel seien die Mes- 3oo 
sungen an Neusilber (Abb. 25) 2oo] 
sowie an Graphit (Abb. 26) ang¢- ~o0' 
ftihrt. Abszissen sind die Vern~lt- 

S d ~ u 0 
nisse~o = ~o~, Ordinaten kx = ~. 

Die Auslegung der Resultate 
bereitete anfangs erhebliche 

I 

T 

o/ q2 q: 4~, o,s o,e q7 q8 ~9 go 
S/So 

Abb. 26. Wie Abb. 25. Graphit. 

Schwierigkeiten, da zuerst als selbstversffindlich angenommen wurde, dal3 

Verh~iltnis ~-~ = 1 auch u = 0 geh6ren wiirde. Physikalische Bedeu- Zllm T 

tung gewannen die Versuche, als ein unter (8) beschriebenes Resultat  
vorlag. Es mul3 daraus vorweggenommen werden, dab tats~ichlich sogar 

S 
zu So = 1 ein bestimmter U-Wert  geh6rt. 

. 

Die experimentellen Kurven nehmen die einfache hyperbolische Ge- 
stalt  an u , 

Y -- S/So ' 
wo g = Konstante. Die physikalische Bedeutung kommt  zum Ausdruck 
wenn geschrieben wird i 

u = c ~ S o . ~  (9) 
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d. h. es erweist sich die an den Enden  der Verjfingung auftretende Tem- 
i 

peraturdi//erenz u ein/ach zur Stromdichte ~ proportional. 

Dies Gesetz trifft zu, wenn die zylindrische Verjfingung einen n ich t  
gar  zu geringen Diameter  besitzt.  I n  diesem Falle, d. h. bei sehr erheb- 
lichen Stromdichten,  kommen  gewisse Abweichungen vor. 

Der erste, gew6hnlichste Fall wird bei Neusilber (Abb. 25) beobach-  
te t :  bei hoher  Stromdichte  wird u geringer, als die Proportionali t t i t  zu  
i erfordern wtirde (vgl. dicke Hyperbelkurve! ) .  Dieser Fall entspr icht  
den Abb. 20 bzw. 21 (der yon der Erh i t zung  herrtihrende spon tane  
THoMsotq-Effekt ergibt bald eine A b n a h m e  yon  u). 

Der zweite Fall wird yon  Graphi t  reprttsentiert (Abb. 26) : bei hoher  
Stromdichte  ist u erheblich grSfler, als es die Proportionali t t t t  zu i er- 
fordert  (vgl. die Hyperbelkurve  [). Dieser Fall  entspricht  genau dem in 
Abb. 23 wiedergegebenen Verhalten des Graphits.  

7- B e z i e h u n g  zwischen  de m  e l e k t ro the rmi schen  H o m o g e n e f f e k t  
und  dem T hom sone f f e k t .  Nach der Gleichung (9) ist Soa flit die ver-  
schiedenen Metalle ein charakterist ischer,  zum Vergleich geeigneter Koef-  
fizient. 

In  der folgenden Tabelle sind angeffihrt  die verschiedenen an der  
zylindrischen Drosselstelle (Ltinge l = 0,6 ram) nach Beobachtungen wie 

S 
auf Abb.  25 und 26 (ffir So = 0,3 bis I,O) gewonnenen Messungen. 

T a b e l l e  2. 

do 
m m  do" 

Thomsonkoeffi- 
Mikrokal. 

zient Coulomb. o 

Verhtiltnis- 
zahl 

Kohlenstoffstahl, 0,75 % C] 3,00 + 7,9 
Kupfer . . . . . . . . .  3,00 + 0,63 ] 
Manganin . . . . . . .  1,76 2'5 I 
Neusilber . . . . . . . .  1,57 J-  4,0 I 
Konstantan . . . . . . .  1,51 I - 11,4 I 
Graphit . . . . . . . .  2,30 [-42,o j 

( +  2,2, ffir 27e) 
+ 0,29-- + 0,38 

- -2 ,  5 
- 5 ,5-- -6 ,0  

m 

+ 1 ,7- -  + 2,2 

+ 1,6 
+ 1, 9 -  + 2,I 

Soa ist dabei durch d~oa ersetzt.  
Angefiihrt  sind ebenfalls die THoMSoN-Koeffizienten, welche nicht  ga r  

zu unsicher sindL 

Es ist auffallend, dab die Koeffizienten d~ a des elektrothermischen 
Homogeneffektes  sowohl beziiglich Zeichen als auch relativer GrSfle raft: 
den Koe//izienten des THOMSOX-E[[ektes iibereinstimmen. 

Nach G. BORELIUS: Ann. Physik (g) 56, 388 (I918), sowie nach I~. 
BAEDEKER und L. GRAETZ: Handbuch der Elektrizit~t und Magnetismus x. 
699. Leipzig 1 9 1 8 . -  LnsI~I, G.: Thermoelektrizit~t. In :  GEmER, H. und 
K. SCHEEI.,: Handbuch der Physik 13, I83. Berlin 1928. 
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8. EinfluB der L~inge 1 der Drosselstelle. - -  Extrapolation zu 1 = o. 
Als nXchstes war zu erforschen, wie die L~tnge l des verjtingten Teiles 
die Temperaturdifferenz u beeinflul3t, bei konstant gehaltenem Durch- 
messer d, bzw. do. Eine betr~ichtliche Anzahl ( >  6o) zylindrisch ver- 
jiingter Probezylinder in Kohlenstoffstahl, Messing, Neusilber bzw. 
Zink wurden hergestellt. 

u 
Wenn T gegen l abgetragen wurde, stellte es sich heraus, daf3 Iiir 

einen gegebenen Wert yon d Geraden erhalten wurden. Es wurde 

mit anderen Worten gefunden, dab u mit  l in line~rer Weise zunimmt .  

Sehr auffallend war nun der Umstand, dab diese bei verschiedenen 
Werten yon d erhaltenen Geraden im allgemeinen gegen einen be- 

stimlnten Punkt der ~-Achse konvergieren. 

Dies war allerdings nicht u 
immer der Fall. So liegen die fiir 7-¢s 
Blessing erhaltenen Zahlenwerte 

b bei d=: o,57mm an einerGeraden la 
(Abb. 27, a), die bei d = 0,87 mm 
erhaltenen auf einer anderen Ge- s 
raden; diese konvergieren in die- 
sem Falle gegen einen Punkt o 
auBerhalb der Ordinatenachse. 

Diese Tatsache wurde den in s ~Z 

dem Messingdraht vorhandenen 
KaItbearbeitungsspannungen zu- eo ~ ~., ~;  
geschrieben. Vor den definitiven 

$I 

I 

d =, ~.~ 

Messungen wurden die Proben 
deshalb in sorgf~ltiger Weise bei 
590 o C ausgegltiht. Das dann er- 
haltene Resultat ist bei Abb. 27, b 
ersichtlich. 

Nunmehr schneiden sich die 

_.....7.-.--- 7 ~ ~ 
2aa a,z ~ a,a a,a l,a ~,zmm 

Abb. 27. Elel~crotherlnischer Homogen- 
effekt, als Funkt-ion der L~nge der 

DrosselsteUe. 

mit d = 0,55, bzw. mit d - - o , 8 2  erhaltenen Geraden genau an der 

u -Achse.  Die meisten Versuche waren nicht so regelm~Big wie bei dem - - -7  

ausgegltihten Messing - -  es ist der Effekt far vorhandene Inhomogeni- 
t~ten offenbar sehr empfindlich - -  die Tendenz der verschiedenen 
d-Geraden war aber in jedem Falle die einander in  einem von Nu l l  ver- 

schiedenen Punkte  der u - A c h s e  zu  schneiden. 

Dies anfangs als entschieden paradox aufgefaBte Resultat besagt 
offenbar folgendes: eine gewisse Ternperaturdifferenz u, zur ersten Digni-  
tat von i proportional, kommt auch bei l = 0 zustande, d. h. in  einem 
Zyl inder mit  i~berall gleichmd/3igem Durchschnitt.  
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Dies scheinbare Paradoxon wiirde offenbar eine UnmSglichkeit 
sein, wenn nicht zwischen den fiir die Messung yon u benutzten L6t- 
stellen noch bei l----o ein gewisser Abstand (3 ram) vorhanden w~i~e 
(wegen der angel6teten Cu-Fiitterungen I u n d  II ,  Abb. I6). 

9. Elektrothermischer  Homogeneffekt  in einem Leiter gleich- 
miiBigen Durchschnit ts .  Abb. 28 stellt einen langen, gleichm~iBigen 

Abb. 28. Zur Festlegung des elek- 
trothermischen Homogeneffektes 
in einem langen gleichmliBigen 

Draht. 

Draht dar, dutch welchen ein Gleich- 
strom in der einen oder anderen Rich- 
tung gesandt wird. Die zwei elektrisch 
sorgf~iltig isolierten L6tstelleneines Cu- 
Konstantanelementes befinden sich ein- 
ander gegeniiber wie aus der Abb. er- 
sichtlich; sie sind mit einem empfind- 
lichen Galvanometer verbunden ( I m m  
= 4, i .  lO-9 Volt). Das ganze ist gegen 
Luftstr6mungen und W~irmestrahlung 
sorgf~iltig geschiitzt. Als Materialwurde 
I mm Konstalltandraht benutzt - -  wo 

eine erhebliche W~irmemitfiihrung erwartet werden konnte - -  und zwar 
einmal yon der L~inge L = 5 m, weiter yon der L~inge L = I m. Die be- 
nutzte Stromst~irke war 0,25 his 0,50 Amp. 

ZB 

29 

?#  

12 

-i 
ZOo ~ 2 3 4 l ~ $ 

Abb. 29. Elektrothermischer I-Iomogeneffel~ (links!) in einem 5 m 
Konstantandraht; Peltiereffekt (rechts!). 

Das bemerkenswerte Resultat ist aus Abb. 2 9 ersichtlich. 
Fassen wir zuerst den lXngeren Draht (L = 5 m) ins Auge. Bei 

gr613erem (l~tngs des Drahtes gemessenen)Abstand l zwischen den LSt- 
stellen, d. h. in der N~the der Enden des Drahtes, tritt eine erhebliche 
elektrothermische Wirkang auf. Dies stellt offenbar den wohlbekannten 
Peltiereffekt dar (Cu-Zuleitungen!). W~.re nun, wie man bisher ange- 
nommen hat, der Peltiereffekt die einzige elektrothermische Wirkung, 
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welche in einem Leiter von (m'sprtinglich) gleichm~il3iger Tempera tu r  

auftreten kann, dann miil3te ~u mit  l symba t  abnehmen,  um schlieBlich 

in der Mitte des Drahtes  zu verschwinden.  
Stat t  dessen ersehen wir, dab schon bei l = 3,8 m eine Art  Inversi-  

U 
onspunkt  auftri t t ,  w o ~ - =  o. Das Zeichen yon u (ftir i = 1) ~indert 

sich dann  und u wachst  al[m~ihlich zu einem HSchstwert  (wo u von l 
unabhangig  wird). Schliel31ich bei kleinem l, etwa yon 50 his o ram, 
f indet  sich eine strikte Proportionalit~t Zwischer~ u und l. Dies ist als 
das Gebie~ des ungemischten elektrothermischen Homogene//ektes zu be- 
zeichnen, wie aus den obigen Versuchen hervorgeht .  

Derjenige u-Wert  eines gegebenen MetaIIes, welcher z. B. in Abb. 2 7 
dutch Extrapola t ion ftir l' = o ~ erhal ten wurde - -  der abet einer ta t -  
sachlichen Mefll~inge yon 3 m m  entsprach - -  erwies sich als nahezu iiber- 
einst immend mit dem u-Wert ,  welcher im Gebiet der strikten Propor-  
t ionali tat  l = 3 m m  entsprach. 

Von dem ktirzeren Draht  (L = I m ) ,  lai3t sich sagen, dal3 die ganze 
Erscheinung dem vorigen gleieh ist, nur  ist der L~ingenmagstab ein 
geringerer. 

Exper imente  dieser Art  wurden auBer mit  Konstantan ,  noch mit  
Neusilber und 0,75% Kohlenstoffstahl  ausgeftihrt. Das Resul ta t  war  
in allen Fallen beztiglich des charakterist ischen Aussehens der Kurve,  
nahezu identisch2. 

Io .  Tempera tu rd i f f e renz  p ropor t iona l  zur  Spannungsd i f fe renz .  
Ein  Riickblick auf die soeben angefiihrten Versuche ergibt folgendes : 
a) Zuerst wurde festgestellt, dab die thermische Wirkung u pro- 

port ional  zur Stromstarke i is t :  
u = const  i. 

b) Es wmde  dann gefunden, dab u zur  Stromdichte proport ional  is t :  
i 

u = const  ~ .  

c) Schliel31ich wurde festgestellt, dab u ebenfalls propor t ional  
zur Lange l i s t .  DemgemaB gilt fiir den mitt leren Teil eines gleich- 
fSrmigen Leiters die Gleichung 

i 
u = const  ~-- l .  

Andererseits ist die elektrische Spannungsdifferenz zwischen den 
zwei berticksichtigten Punkten  ebenfalls 

l 
V = const  i .  ~ .  

l' = L~nge des verjfingtell Teiles, mit: dem jetzigen/nicht zu verwechselll. 
Es sei noch bemerkt, dab sich ill einem zylindrisch verjiingtell Draht  

eill geringer Ullterschied zwischen dell zentralen und peripherischen Teilen 
bemerkbar machell kann, es ist aber nicht eillzuselaen wie ein solcher im Falle 
eines unverjtingten Drahtes eillwirkell kSnnte. 
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Demgem~il3 wird das sehr einfache Resultat gewonnen 
u = const V. 

Der elektrothermische Homogeneffekt ergibt in einem gegebenen 
Metall zwischen zwei Punkten eine Temperaturdi//erenz, die zur Span- 
nungsdi//erenz proportional ist. 

VII. Die  phoretische Elektronentheorie erfordert die 
Existenz des elektrotherrnischen Homogeneffektes.  
Wie oben angegeben, wurden die Arbeiten des Verfassers auf dem 

thermoelektrischen Gebiete durch die phoretische Grundauffassung 
der metallischen Leitung veranlaBt (S. 31). Demgem~il3 ist es von Inter- 
esse zu erfahren, in wie weit die gewonnenen experimentellen Resultate 
aus der phoretischen Grundauffassung ableitbar sind. 

Es hat sich tats~ichlich herausgestellt, dal3 eine erstaunliche Kl~irung 
in dieser Weise gewonnen wird. Hier soil dies jedoch nur gestreift werden'.  

Wie schon hervorgehoben (S. 32), gestattet  die phoretische Theorie 
ohne irgendwelche besondere Hilfsannahme eine quantitative Her- 
leitung des Jouleeffektes - - w a s  durch die gaskinetische Elektronen- 
theorie nicht m6glich war s. Die Grundannahme, dab die Elektronen 
nicht frei sind, sondern an die Atome gebunden (und nur bei den Zu- 
sammenst613en yon Atom zu Atom iibergehen), ergibt tats~ichlich eine 
einfache Erkl~irung der JouI.z-W~irme: sie stellt denjenigen Zuwachs 
an kinetischer Energie der Atome dar, welcher davon herriihrt, dab 
die Elektrizitatsladung des Atomes - -  sei sie negativ oder positiv - -  
im angelegten e!ektrischen Felde bei jeder Hin- lmd Herbewegung eine 
Akzeleration erleiden mul3; die geleistete elektrische Arbeit mul3 dem- 
nach im Zuwachs der kinetischen Energie der Atome zum Ausdruck 
kommen. 

Dieser Energiezuwachs der Atome mul3 nun, wie eben gesagt, genau 
derselbe, zu i 2 proportional sein, sei es, dab die Atome leichter eine 
positive Ladung armehmen als eine negative, oder sei ihre Tendenz die 
umgekehrte. 

In einer anderen Hinsicht aber ist es keineswegs gieichgtiltig, ob 
die Atome des Leiters d{e eine oder andere Ladungsart leichter auf- 
nehmen. 

I .Wir wollen zuerst annehmen, dab die Atome eines gegebenen Metalles 
ausschlieBlich positive Ladung annehmen oder iiberhaupt keine Ladung, 
d .h . ,  dab sie entweder als l~ositive Jonen, oder aber als Neutralatome 
auflreten. Wir betrachten ein Atom, welches zwischen zwei Nachbar- 
atomen bin und hersch~ngt ,  d. h. zwischen zwei Durchschnittslagen 
I u n d  I I  oszilliert. 

, Vgl. weiter (75), S. lO8. 
Vgl. L. DECOMBE: J. de Physique (5) 4, 116 (1914). 
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Nun sei ein elektrisches Feld hergestellt, welches bestrebt ist, einen 
positiven Strom in der Richtung I zu I I  zu geben. Nach der phoreti- 
schen Auffassung sowie der gemachten Vorsausetzung wird das Atom 
in der Lage I positive Ladung annehmen. W~hrend des Zurtickpralles 
muB seine Geschwindigkeit deshalb immerfort  akzelerieren bis zu dem 
Moment, wo das Atom die Lage I I  erreicht. Die Ladung wird dann 
(zum Nachbaratom) abgegeben und das Atom prallt gegen I zurtick 
trod zwar rnit konstanter Geschwindigkeit - -  da es nach der Hypothese 
nun ungeladen ist. Wiederum in die Lage I zuriickgekehrt, n immt 
das Atom yon neuem eine positive Ladung auf, wird beschleunigt usw. 

Es geht aus diesem Leitungsmechanismus direkt hervor, daft das 
Atom in der Lage I I  einen h6heren Durchschnittswert der kinetischen 
Energie besitzen muff als in der Lage I .  Seine kinetische Energie steigt 
ia immer - -  so lange das elektrische Feld vorhanden bleibt - -  w~thrend 
des Anpralles von I u n d  H ,  nicht abet  yon H zu I .  (Wird die Ladung 
als e, die Potentialdifferenz zwischen I u n d  H als V bezeichnet, muB 
der durchschnittliche Energieiiberschul3 in der Lage I I  offenbar 

V 
e • - -  

2 

betragen.) 
Dies aber bedeutet o/[enbar, daff die Temperatur in I I  h6her sein muff 

als in I.  Dieselbe Betrachtung ergibt - -  vorausgesetzt, dab keine frem- 
den Einfltisse sich geltend machen - -  dab die Temperatur immer[ort (line~r) 
ansteigen muff, wenn wir in der Richtung des positiven Stromes [ortschreiten. 

Dieser Zuwachs der Temperatur  mul3 offenbar in umgekehrter 
Richtung erfolgen, wenn die Richtung des elektrischen Feldes, also 
der Stromst~trke i, umgekehrt  wird.-. Es folgt schon aus diesem Um- 
stand, dab dieser Temperaturzuwachs von i und nicht etwa yon i ~ 
abh~tngig ist. 

Es ist einleuchtend, dab dieser in der Stromrichttmg zustandekom 
mende Temperaturzuwachs .als ein elektrothermischer Homogenef[ekl 
ersten Grades mit negativem Vorzeichen erscheinen muff, wie ein solcher 
z. B./i~r Konstantan oder P t  ge[unden wurde. 

2. Wir wollen nun annehmen, dab die Atome des Metalls aus- 
schlieBlich negative oder keine Ladung annehmen, d. h. dab sie ent- 
weder als negative Ionen, oder aber als NeutraIatome auflreten. Es ist 
dann einleuchtend, dab die Temperatur ansteigen muff, wenn wir in 
der Richtung des negativen Stromes ]ortschreiten. 

Dies ist ein dektrothermischer Homogene//ekt ersten Grades mit 
positivem Vorzeichen, wie er z. B. in C u beobachtet wurde. 

3. Nun ist der Fall ja auch denkbar,  dab die Atome eines Grund- 
stoffes ebenso leicht positive wie negative Ladungen annehmen, d .h .  
ebenso leicht positive wie negative Ionen bilden (oder abet iiberhaupt 
keine elektrische Ladung annehmen). 

E r g e b n l s s e  d e r  e x a k t e n  N a t u r w i s s e n s c h a f t e n .  V I I I .  5 
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In diesem Falle wird offenbar keine zu i proportionale thermische 
Wirkung merkbar. 

Wir dfirfen annehmen, dab dieses Verschwinden des elektrothermi- 
schen Homogeneffektes ersten Grades ftir Pb zutrifft (wo bekanntlich 
der TI-IOMsoNkoeffizient nahezu verschwindet). 

Die einzige vom phore~isehen Standf)unkt aus er/orderliche Annahme 
is~ also, da/3 den Atomen eines K~rpers eit~ bevorz~gter elektrischer Zu- 
stand zukommt: der elektrolhermische Homogene]/ek~ ersle~, Grades ist 
dann eine nOtige Konsequenz. 

N c h l u l ~ b e m e r k u n g .  

Wir haben nun gesehen, dab die Schltisse beztiglick der Existenz 
des elektrothermischen Homogeneffektes, der yon phganomenologischem 
Gesichtspunkt aas als wahrscheinlich vorhanden anzunehmen war 
(Abschnitt V), in mehrfacher Weise experimentelle BestAtigung ge- 
funden haben (Abt. VI) ; so ist er im fltissigen Hg und in langen gleich- 
m/il3igen Dr~hten geftmden worden. SchlieBlich wurde gezeigt, dab 
die phoretische Auffassung der metallischen Leitung - -  die den Anfangs- 
punkt der Untersuchungen des Verfassers fiber den thermoelektrischen 
Homogeneffekt bildete - -  auch den elektrothermischen Homogeneffekt 
in einfacher Weise herzuleiten gestattet.  

Es ist also wohl nicht unberechtigt zu behaupten, dab der Erschei- 
nungskomplex der Thermoelektrizit~t an Umfang, aber zugleich an 
innerer Koherenz gewonnen hat. 

Auffallend viele Probleme erwarten allerdings noch eine n~there 
experimentelle Behandlung. 

Es sei gestattet, an dieser Stelle als AbschluB die folgenden Worte 
SENECAS anzuffihren : 

,,Unsere Vorl~tufer haben viel ausgezeichnete Arbeit geleistet, nichts 
jedoch ganz vollendet. Viele Arbeit bleibt noch auszuftihren und das 
wird immer so bleiben." 
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I.  D i e  A B B E s c h e  D a r s t e l l u n g  der T h e o r i e  der opt i schen  
I n s t r u m e n t e  und  ihre F o r t b i l d u n g  i m  e i n z e l n e n .  

Wollte man tiber die Entwicklung der Theorie der optischen Instru- 
mente seit ABBE nut  so schreiben, dab man die seit ABBES Tode oder 
seit der Beendigung seiner T~tigkeit erschienenen Arbeiten nach irgend- 
einem Grundsatze ordnete und bespr/iche, so w~ire bei der groBen Menge 
eine LTbersicht schwer zu erreichen, aber man wtirde auch vielleicht der 
Stellung ABBES nicht ganz gerecht werden. Wie jedes wissenschaftliche 
Gebiet, bedarf auch die Theorie der optischen Instrumente von Zeit zu 
Zeit einer Bearbeitung nach neuen Grunds/itzen. Die Fortschritte der 
Wissenschaft in der Zwischenzeit ftigen sich entweder ein oder sie bleiben 
gewissermaBen als getrennte Nebengeb~tude neben dem Hauptbau stehen, 
his eine Neuaufftihrung ein gemeinsames Dach schafft. 

Die geometrische Optik hatte am Ende des 18. Jahrhunderts durch 
L. EULER I eine zusammenfassende, dem damaligen Stande der Wissen- 
schaft entsprechende Darstellung gefunden. Dieses Werk und seine mehr 
gemeinverst~ndliche Bearbeitung durch G. S. KLUGEL 2 galten der n/ich- 
sten Zeit als der eigentliche Bau, an dessen innerer Ausf~hrung weitere 
Arbeiter t/itig waren. 

Das 19. Jahrhundert  brachte viele Entdeckungen: A. F. MOEBIUS, 
F. W. BESSEL, J. B. BLOT, C. F. GAUSS, E. ABBE behandelten die Bild- 

x Dioptr ica . . .  3 Teile. Petersburg. Akad. d. Wiss. 1769--1771. - -  
Neuausgabe: Euleri opera o m n i a . . .  Ser. I n ,  3 und 4. Leipzig und ]Berlin: 
B. O. Teubner 1911/1912. 

2 Analytische Dioptrik in zwey Theilen. Leipzig: J. F. Junius 1778. 
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entstehung nach neuen Grunds~itzen, L. J. SCHLEIERMACHER, E. _A_BBE 
bearbeiteten die Lehre von der Strahlenbegrenzung, W. R. HAMILTON, 
L. J. SCHLEIERMACHER, J. PETZVAL, L. SEIDEL, E. ABBE die Lehre von 
den optischen Fehlern. Dadurch, dab der alte FERMATsche Satz in eine 
neue Form gegossen wurde, die wir nach E. L. MALUS benennen, regte 
sich das Bestreben, allgemeine Gesetze ftir die optische Abbildung auf- 
zustellen. Endlich war die Theorie h~iufig durch Fortschrit te der Praxis 
gen6tigt, nachzufolgen. So war eine neue Auffassung des Gesamtgebiets 
notwendig geworden. ABBE hat  freilich selbst nur Aufs~itze fiber einzelne 
Ins t rumente  und fiber Einzelfragen ver6ffentlicht;  in seinen Vorlesungen 
hat  er seine gesamten Anschauungen vermittel t ,  der 0ffentlichkeit sind 
sie yon seinen Schiilern und dell Angeh6rigen der ZEISSischen Werkst~itte 
iibergeben worden~. Man kann wohl sagen, dab die ABBEsche Grund- 
auffassung in den jetzigen Darstellungen herrschend ist, m6gen sie nun 
yon unmittelbaren oder mit telbaren Schtilern ABBES oder von Aul3en- 
stehenden herrtihren. Daran ~indert auch die Tatsache nichts, daI3 h~ufig 
die Meinung verbreitet ist, die Leistungen einzelner Vorg~uger, wie 
HAMILTON und SCHLEIERMACHER, seien nicht ausreichend berticksichtigt. 
So sollen in diesem Abschnitte haupts~ichlich die Dinge zusammengestellt  
werden, die Einzelheiten der ABBEschen Auffassung erg~inzen oder ver- 
bessern; in den folgenden seien einige grunds~itztiche Fragen behandelt,  
deren Untersuchung vielleicht in eine Entwicklung hineingehOrt, die ein- 
real den Rahmen der ABBEschen Darstellung sprengen kann. 

Die Theorie der optlschen Ins t rumente  ruht  auf drei Grundlagen, der 
Lehre yon den optischen Bildern, der Lehre v o n d e r  Strahlenbegrenzung 
und Strahlungsvermittlung, und der Lehre yon den Fehlern optischer 
Bilder. I m  Grunde beruht alles auf der Verfolgung einzelner Strahlen. 
Schon im Altertum konnte man die Richtung feststellen, in der ein Punkt  
in einem Spiegel gesehen wird. In  sp~iterer Zeit 16ste man die n~imliche 
Aufgabe fiir alas Sehen durch eine Linse. Man konnte dann auch ffir 
einen ausgedehnten Gegenstand die scheinbare Gr6Be und das iiber- 
blickte Gesichtsfeld angeben. Dagegen gab man die Entfernung, in der 
man dell Gegenstand mit der Vorrichtung sieht, unvollkommen oder 
falsch an. Sp~iter beachtete man, dab yon einem Dingpunkte nicht ein 
einzelner Strahl, sondem ein Btindet ausgeht, und begann dann zum 

x Haupts~ichlich in zwei VVerken: I) CZAPSKI, S. : Theorie der optischen 
Instrumente nach ABLE. Breslau : E. Trewendt 1893. (Handbuch der Physik 
v o n  A .  WINKELMANN.) 2. A u f l .  : Grundziige der Theorie der optischen Instru- 
mente nach ABBE. (Herausgeg. yon O. EPPENSTEIN.) Leipzig: J. A. Barth 19o 4. 
- -  3-Aufl. : (S. Cz.<PSKI und O. EPPENSTEIN)... (Herausgeg. von H. ERFLE und 
H. BOEGEHOLD.) Ebenda i924. - -  Die letzteAuflage hat natiirlich viele Neu- 
erscheinungen verwertet. (Im folgenden mit Cz. angefiihrt.) 2) v. ROHR, M. : 
DieTheorie der optischen Instrumente. I. Bd. : Die Bilderzeugung in optischen 
Ins t rumen ten . . .  (mehr nicht erschienen; yon den wissenschaftlichen Mitar- 
beitern tier ZEIssischen Werkstatt  bearbeitet). Berlin : Julius Springer 1904. 
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Dingpunkte die Stelle des Augenraums in Beziehung zu setzen, wo das 
Strahlenbfindel einen m6glichst engen Querschnitt hat  ; insbesondere wo, 
in der Sprache der modernen Mathematik,  benacbbarte Strahlen ein- 
ander schneiden. Die Lehre yon diesen Punkten,  den Bildpunkten, ge- 
wann im 17. und 18. Jahrhunder t  best~indig an Bedeutung; haupts~ich- 
lich aus zwei Grtinden, einer Beschrfi_nkung und einer Erweiterung der 
optischen Instrumente.  Einer Beschr~nkung: Mehr und mehr traten die 
Vorrichtungen hervor, die symmetrisch zu einer Achse angeordnet sind 
(Umdrehungsfolgen) ; bei ihnen kann wenigstens ffir jeden Achsenpunkt 
ein einzelner Bildpunkt angegeben werden.. In den ersten Jalrrzehnten 
nach der Entdeckung des Brechungsgesetzes land man die Formeln, die 
Ding- und Bildort miteinaI~der verbinden. Einer E rweiterung: Wenn 
auch im 17. und I8. Jahrhundert  die Vorrichtungen, bei denen das Auge 
unmit telbar  mitwirkt (Fernrohr, Mikroskop), bei weitem die gr6gere Be- 
deutung hatten,  so mul3te man sich doch gelegentlich mit den F~illen 
besch~ftigen, wo das Bild an seinem Orte aufgefangen wird oder sonst 
in Erscheinung tr i t t  (dunlde Kammer ,  Zauberlaterne), wo daher die Be- 
s t immung des Bildortes eine unbedingte Notwendigkeit ist~. Noch wich- 
tiger aber war wohl, dab man neben den kfinstlichen optischen Instru-  
menten das Auge behandeln lernte, wo das beim deutlichen Sehen auf 
der Netzhaut  entstehende Bild die Hautsache zu sein schien. Die Lehre 
vom Orte, der Gr613e und der Helligkeit des optischen Bildes, die nach 
EULERS Zusammenfassung noch vielfach weitergef6rdert war, land 1841 
dutch C. F. GAUSS einen gewissen Abschlul3. 

Die Abbildung in der Achse wird bes t immt durch die Lage der Brenn- 
punkte  3, F '  und die beiden Brennweiten f, ]', deren Verh~tltnis durch 
die Brechzahlen in Ding- und Bildraum gegeben ist ([' : / ---- ( - - I ) "  + ' .  n '  : n, 
w o m  die Zahl der Spiegelungen ist). Sind ~, ~' die Entfernung des 
Ding- und des Bildpunktes yon den entsprechenden Brennpunkten, so 
besteht  die NEWTOI~sche Formel:  

~ ' =  I1'. (~) 
Sind u, u '  die ding- und bildseitige (halbe) 0ffnung eines dfinnen Bfin- 
dels, so ist die Winkelvergr6Berung 

tgu' ~ ]" 
r = , g ~  = p = ? "  (2) 

Ffir den Fall eines unendlieb fernen Gegenstandes oder Bildes tr i t t  an 
die Stelle der Winke16ffmlng 2u die lineare 0ffnung 2h, 2h',  und man 
kommt  zu der GAussischen Definition der Brennweiten: 

h' h 
[ = t ~ u '  (2a) ,t' tgu '  (2b) 

Der Unterschied deckt sich gr613tenteils, aber doch nicht v611ig mit der 
alten Einteilung in Instrumente zu subj ektivem und zu obj ektivem Gebrauch, 
genauer mit der Unterscheidung der unterbrochenen Abbildung yon der un- 
unterbrochenen (v. ROI~R, M. : Die optischen Instrumente, 3. Aufl., B.G. 
Teubner, Leipzig und Berlin 1918, S. 34)- 



7 2 H. BOEGEHOLD : 

Endlich kann man bei Beschr~nkung auf den,,fadenf6rmigen Raum um 
die Achse" - -d0nne  Bondel, geringe AchsenabstAnde--annehmen,  dab ein 
achsensenkrechtes Liniensttickchen oder Fl~chenstiickchen auf ein eben- 
solches Punkt  ftir Punkt  abgebildet werde; dabei gilt ftir das Verh~ltnis der 
AchsenabstAnde (dieLateralvergr6Berung oder einfacher dieVergrSBerung): 

t~=~ ~- - - / ~ = - F -  (3) 
Man hat  sich gew~hnt, die Beziehungen (I) bis (3) ftir eine erste An- 

nAherung so zu benutzen, als w~ren sie ftir den ganzen Ranm giiltig. 
Dann kann man zu jedem Dingpunkte den Bildpunkt dutch Rechnung 
oder Zeichnung finden. Um die Brennweiten und die Lagen der Brenn- 
pankte  zu finden, mul3 man die Formeln haben, die sie aus den Bestim- 
mungsstiicken, dell Brechzahlen, den AbstAnden der brechenden und 
spiegelnden Fl~chen, endlich deren Kriimmungshalbmessern in derAcbse 
ableitell lassen. Es ist auf dieser Stufe gleich, ob die Fl~chen Kugel- 
fl~chen oder andere Umdrehungsfl~chen sind. L~ngst bekannt,  werden die 
Glelchungen doch immer noch gelegentlich in eine andere Form gegossen. 

Die GAussische Abbildung ist yon ABBE in einer besonderen Form 
dargestellt worden : Wenn tiberhaupt der Dingraum Punkt  ftir Punkt  ab- 
gebildet sein solI, so rnal3 die Abbildung aus rein mathematischen Grtin- 
den besondere Eigenschaften haben (mul3 kollinear, projektivisch sein); 
setzt man aul3erdem Achsensymmetrie voraus, so kann man selbst ohne 
Jnwendung  des Brechungsgesetzes die Formeln (I) his (3) ableiten. 

Die Ableitung der Gesetze der GAossischen Abbildung ist in jedem 
Lehrbuch ein wichtiger und wohl unentbehrlicher Tell. Wirldich Neues 
kann auf diesem Gebiete kaum mehr gefunden werden. Die Darstellungen 
kann man in solche eintei!en, bei denen n ach ABBE von dem mathematischen 
Grundsatze der Kollineation ausgegangefl wird, und in solche, wodie  Ab- 
lei tungvon vornherein physikalisch, aus dem Brechungsgesetz erfolgt. Von 
den mathematischen Ableitungen sind hier die erw~hnenswert, bei denen 
s ta t t  des analytischen Verfahrens das synthetische angewandt ist~. 

Von den anderen Arten der Darstellung sei die in England nnd Ame- 
rika iibHche erwfihnt, die nicht von der SNELLschen Form des Brechungs- 
gesetzes, sondem yon der Fortpflanzung der Wellenfl~che ausgeht ~. Eine 
besondere Art, die Formein in manchen F~llen bequemer zu schreiben, 

x BOGER, R. : Die optische Verwandtschaft in projektiver Darstellung. 
Hamburg: M. Baumann I9O7.--Optische Geometrie. Z. mathem, u. natur- 
wiss. Unterr. 5 I, 11o--118, 148--164 (I92o). - -  Sou:rHALL, J. P. C.: The 
principles and methods of geometrical optics. New York: Macmillan Comp. 
19Io. - -  Mirrors, prisms and lenses. Ebenda, I. Aufl. 1918 ; 2. Aufl. 1923. - -  
BOEGEHOLD, H. : Cz. S. 65--71. (Mit Cz. ist iiberall die 3- Aufl. des CZAPSKI- 
schen Lehrbuchs gemeint.) - -  Geometrische Optik. Berlin : Gebr. Borntr~iger 
1927. 375, S. lO8 + .  (Sammlung Borntr~ger, II.) 

Als Beispiel sei auch hier die Ableitung von J.  P. C. SOUTHALL angeffihrt: 
Mirrors, prisms and lenses 266, vgl. meine "~Viedergabe : Geom. Opt., S. 169. 
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ist die GULLSTRANDsche Dioptrienrechnung% die namentlich yon den 
Brillentheoretikern angewandt wird (s. u.). Auf die verzerrte, sogenannte 
anamorphotische Abbildung sei nur im Voriibergehen hingewiesen. 

Die Einseitigkeit der Darstellung, die in der bloBen Ableitung der 
optischen Bilder liegt, wo gar keine Riicksicht darauf genommen wird, 
welche Strahlen nun tats~ichlich wirken, ist nattirlich zu allen Zeiten be- 
kannt  gewesen; die Fragen der Helligkeit, des Gesichtsfelds; die Lehre 
yon den optischen Fehlern muBten immer wieder besprochen werden; 
auch finden sich, namentlich in Bfichern von L. EULER und L . J .  
SCHLEIERMACHER 2 Gesamtdarstellungeu der hierher geh6rigen Aufgaben. 
Sie h~itten, wenn auch nut  zum Tell gelungen, doch die Erkenntnis  f6r- 
dern k6nnen, wenn man sie nur mehr beachtet h~itte. Das Begriffs- 
geMiude der Strahlenbegrenzung und der Strahlungsvermittlung ist im 
wesentlichen durch E. ABBE 3 und seine Nachfolger, namentlich M.v .  
ROHR, ausgebaut worden. 

An die wichtigsten Begriffe: 0ffnungsblende, Eintri t ts-  und Aus- 
trittspupille, Gesichtsfeldblende, Eintr i t ts-  und Austrittsluke, Haupt -  
strahl, mad an die Bestimmung der 0ffnung der Strahlenbt~ndel sowie 
die des wahren und scheinbaren Gesichtsfeldes sei nur kurz erinnert. 
Dagegen sei auf die Anderung verwiesen, die alle Darstellungen im ersten 
Jahrzehnt  des neuen Jahrhunderts  durch eine Anregung yon auBen erhalten 
muBten. Bei denVorfichtungen zu subj ektivemGebraucb war man gewohnt, 
zu den 0ffnungen des Instruments  die Augenpupille hinzuzufiigen und nun 
anzunehmen, dab sie entweder als Austrittspupille oder als Austrittsluke 
wirke, wenn nicht etwa eine frfihere 0ffnung diese Rolle iibernehme 4. 

Der Hinweis auf die Bedeutung der Augendrehung und des Angen- 
drehpunktes, den die Theoretiker der Optik yon den Augen~irzten 
F. OSTWALT, M. TSCHERNING und A~ 'GuLLSTRAND erhielten 5, veranlaBte 
eine v611ige Umarbeitung und die scharfe Unterscheid~ng der beiden 
F~itle: Wenn die Austrittspupille des Instruments  zug~inglich ist, wirkt 
sie wie ein Schliisselloch, das Auge wird in die N~ihe gebracht, und die 
verschiedenen Teile des Bildes werden nacheinander durch kleine Augen- 
und Kopfbewegungen beobachtet.  Im  anderen Falle erfolgt die Strahlen- 
begrenzung durch das Auge, die Pupillc best immt im allgemeinen die 

z GULLSTRAND, A.: l~ber die Bedeutung der Dioptrie. Graefes Arch. 49, 
46--7 ° (1899). - -  Zus~itze zur 3. Aufl. von HEL,~mOLTZ, H. : Handbuch der 
physiologischen Optik 1. Hamburg und Leipzig: L. Voss 19o9. 

2 EULER, L.: Dioptrica, siehe S. 69. - -  SCIlLEIERMACHER, L. J.: Ana- 
lytische Optik. Darmstadt: G. Jonghaus 1842. 

3 Ober die Bestimmung der Lichtst~irke optischer Instrumente (I87I). 
Ges. Abh. x, 14--44. Jena: Gustav Fischer 19o 4. 

* Vgl. z. B. CZAPSKI, S. : Das Gesichtsfeld des GALILEI'schen Fernrohres. 
Z. Instrumentenkde 7, 409--411 (1887); 8, lO2 (1888). 

s Vgl. die geschichtliche Darstellung bei v. RoI~R, M. : Die Brille als 
optisches Instrument, 3. Aufl., § 74 (siehe S. 77, Anm. i). 
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Helligkeit, w~thrend als Kreuzpunkt der Hauptstrahlen der Augendreh- 
punkt anzusehen ist; das Gesichtsfeld wird in der Regel durch die/iuBere 
Vorrichtung bestimmtL W~hrend die Theor/e des GALILEIschen Fern- 
rohrs hierdurch eine Neubearbeitung erfuhr, konnte die Lehre yon den 
Sehhilfen (Brillen usf.) erst jetzt ausgebildet werden. Das erste prak- 
tische Ergebnis war die Herstellung des Veranten. 

Schon frfiher hatte M. v. ROHR die Bedeutung der Einstellebene und 
Mattscheibenebene, besonders ftir die Darstellung yon Gegenst/inden 
nicht ebener Gestalt, festgestellt 2. Hiertiber wird noch zu sprechen sein. 

Mit der Strahlenbegrenzung h~ngt die Perspektive bei optischen In- 
strumenten zusammen. Die verschiedenen Begriffe der Vergr6Berung, 
die ja schon seit zwei Jahrhunderten im Gebrauch waren, sind im letzten 
Jahrzehnt an der Hand der neuen Erkenntnisse behandelt worden 3. 

Verwickeltere Fragen der Perspektive hat  M. v. RoHR 4 behandelt. 
Von demselben Verfasser r/ihrt eine Gesamtdarstellung des fraglichen 
Gebietes her 5. Endlich sei auf seine groBe Arbeit tiber binokulare In- 
strumente hingewiesen 6. Hier waren H. WENI-IA~ 1853 und E. ABBE seit 
188o vorausgegangen, hatten sich aber auf den Bildraum beschr/inkt. 
Die neueste Entwick[ung dieser Vorrichtungen geh6rt mehr dem prak- 
tischen Gebiete an. 

Was die Fehler der optischen Instrumente anlangt, so ist die Lehre 
yon den reinen Farbenfehlern im wesentlichen seit dem 18. Jahrhundert 
fertig, der Fortschritt ist hier Sache der PraMs, und zwar besonders der 
Glashtitten. FRAUNHOFERS Vorversuche, die auf ABBES Veranlassung er- 
zielten Forts6hritte yon O. SCHOTT und seinen Mitarbeitern sind bekannt. 
Jedoch ist auf die grunds/ttzliche Untersuchung hinzuweisen, die A. K6- 
mG 19o 4 der M6glichkeit gewidmet hat, rnehr als zwei Farben zu ver- 
einigen 7. 

Der Farbenunterschied der sph~rischen Abweichung wurde vor ABBE 

' Vgl. v. ROHR, l~I. : Die optische nlnstrumente, 3- Aufl. Leipzig und 
Berlin: B. G. Teubner 1918. (Aus Natur u. Geisteswelt. 88, 24/25 ) oder Cz. 
386/387 . Auf SCHLEIERMACHERS friihere Entdeckung habe ich gelegentlich 
hingewiesen. 

Zur Geschichte und Theorie des photographischen Teleobjectivs. 
Weimar: K. Schwier 1897. 

3 ERFLE, H.: Lupenvergr6Berung, Fernrohrvergr6Berung und Vergr6Be- 
rung. Dtseh. opt. Wschr. 7, 345--349 (1921). Vgl. die tBearbeitung durch 
O. EI'PENSTEIN, Cz. I59--I62. 

4 Die beim beidAugigen Sehen durch optische Instrumente m6glichen 
Formen der Raumanschauung. Mfinch. Sitzgsber. 36, 487--5o6 (19o6). 
Ferner bei Cz. 384--411. 

5 Die Strahlenbegrenzung. Zztg Opt. u. Mech. 41 (I92O), auch in der 
Sammlung optischer Aufs~itze, herausgeg, von H. HARTI~'G, Heft 3- 

6 Berlin: J. Springer, I. Aufl. 19o7; 2 Aufl. 192o. 
7 Bei v. ROHR, M. : Die Theorie der optischen Instrumente, S. 358--363. 

Siehe auch Cz. 295--3o0. 
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von A. C. CLAIRAUT, J. D'ALEMBERT, S. $TAMPFER, C. F. GAUSS behan- 
delt. ABBE hat ihn bekanntlich beim Mikroskopobjektiv erfolgreich be- 
k~impft. A. KERBER schrieb 1890 dartiber. Weitere Untersuchungen 
dieses Fehlers sind mir nicht bekannt.  Die Frage des Farbenunterschie- 
des der Vergr613erung ist gekI/irt, neuere Fortschrit te iiegen i~uf prakti-  
schem Gebiet; doch kann bemerkt  werden, dab F. GTAEBLE t und M. BE- 
REK 2 ataf die Ahnlichkeit der Formeln hinwiesen, die ftir die Hebung 
dieses Fehlers und ffir die Hebung der Koma gelten. 

Die yon der 0ffnung der Linsen abh~ingigen Fehler, die man wegen 
der Kugelgestalt der meist en Linsenfl~ichen als sph~irische Abweichungen 
im weiteren Sinne bezeichnet, werden bekanntlich nach einern doppelten 
Verfahren untersucht. Das gewissermaBen urwtichsigere Mittel ist, eine 
geniigende Anzahl Strahlen rechnerisch (allenfalls auch zeichnerisch) 
durch eine Reihe yon Fl~ichen zu verfolgen. Es ist nu t  dann anwendbar,  
wenn eine bereits wirklich oder doch auf dem Papier fertige Linsenfolge 
untersucht werden soll. Fiir den wichtigsten Fall, die Durchrechnung 
yon Strahlen, die yon einem Achsenpunkte einer ausgerichteten Folge 
yon Kugelfl~ichen ausgehen, sind die Formeln, wie wir sie im wesent- 
lichen heute noch anwenden, mindestens seit G. S. I~LOGEL (1810) im 
Gebrauch. Die Verallgemeinerung auf andere Fltichen, achsensymmetri-  
sche (sogenannte asph~irische Fl~ichen), doppelt-symmetrische nnd allge- 
meine, ist in den beiden Sammelwerken (S. 7 o) ausfiihrlich behandelt,  und 
die lJbersicht tiber hierher geh6rende Arbeiten ist bei Cz. bis 1924 fort- 
geffihrt ; ebenso sind die Formeln ftir Astigmatismus und Korea dort an- 
gegeben. Eine Wiederholung dtirfte sich hier ertibrigen. 

Besonders h~iufig ist der in der Praxis nicht allzu oft vorkommende 
Fall eines windschief durch eine K ugelfl~iche gehenden Strahles behan- 
delt worden. Die bis etwa 19o 4 ver6ffentliehten Formeln sind yon 
A. KONIG und M. v. ROHR zusammengestellt  worden. Seitdem hat  A. KER- 
BER noch wiederholt in der Richtung gearbeitet 3. Neue Versuche dieser 
Art hat  M. HERZBERGER 4 gemacht.  

WAre die GAussische Theorie nicht nur  ann~ihernd, sondern genau 
richtig, so wtirde ffir eine Umdrehungsfolge eine achsensenkrechte Ebene 

: Isoplanatische Korrektion und Proportionalit~itsbedingung. Mtinch. 
Sitzgsber. I919, 163--196 (auf S. 189--191). 

2 Studie zur Anwendung der Isoplanasiebedingung. Zztg Opt. u. Mech. 
47, 37--42 (I926). 

3 Vgl. auBer Cz. auch meinen Ged~ichtnisartikel. Z. Instrumentenkde. 
4 0 ,  199--2Ol (192o). 

4 Die Anwendung der Vektoralgebra auf die geometrische Optik. Zztg 
Opt. u. Mech. 45, 193--194 (I924)- 3 +  " - - l~be r  die Durchrechnung wind- 
schiefer Strahlen durch ein System zentrierter Linsen. Ebenda 46, lOO--lO5 
(I 925). 6 + -  - -  l~ber die Durchrechnung von Strahlen durch optische Systeme. 
Z. Physik 43, 75o--768 (1927). 8 + .  - -  In diesen Arbeiten linden sich auch 
noch andere Durchrechnungsformeln. 
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in einer anderen, der Bildebene, scharf und ~ihnlich wiedergegeben wer- 
den. Tats~ichlich aber treffen im allgemeinen Strahlen, die yon einem 
beliebigen Dingpunkte ausgehen, die GAussische Bildebene mehr oder 
weniger vom GAussischen Bildpunkte entfernt, so dab die Sch~irfe und 
Treue der  Abbildung leidet. Die Abweichlmgen sind yon der 0ffnung 
und vom Gesichtsfeld abh~ingig und lassen sich - -  beide als klein an- 
gesehen - - n a c h  Potenzen beider entwickeln. Dies ist das zweite Ver- 
fahren, die Fehier zu behandeln. Seit L. SEIDEL kennen wir die ffinf Fehler, 
die die niedrigste, dritte Ordnung in 0ffnung und Gesichtsfeld enthalten. 
Seine Ableitung, die im ganzen auf der Durchrechnung aufbaut, ist von 
A.. KERBER ZU weiteren Forschungen benutzt  worden. ABBE setzte ihr 
ein anderes Verfahren an die Seite, das auf der Unvertinderlichkeit ge- 
wisser Ausdrticke bei der Brechung beruht. Diese Untersuchungen sind 
nach den verscbiedensten Richtungen fortgeftihrt worden. Einen 13ber- 
blick tiber die wichtigsten, hierher geh6renden Untersuchungen bis 1924 
habe ich im CzAPsKIschen Lehrbuche gegeben. Hier werde ich in sp~i- 
teren Abschnitten teils seitdem erschienene Arbeiten berticksichtigen, 
tells einige Grundffagen er6rtern, beispielsweise die Abweichungen h6he- 
rer Ordnung. 

Hier sind wir bereits beim l~bergang zu einem anderen Gebiete: Der 
Feststellung allgemeiner Gesetze : Ich habe auch hier tiber die Geschichte 
im CzAPsKIschen Lehrbuch ausftihrlich berichtet und erw~ihne deshalb 
nur das zum Verst~i.ndnis sp~terer Stellen n6tige: Um die Jahrhundert-  
wende wurde yon H. BRUNS und F. KLEIN der allgemeine Beweis ftir 
die Unm6glichkeit geliefert, ein dreifach ausgedehntes Gebilde im Sinne 
der GAussischen Lehre projektiv abzubilden. Im Verein mit ~ilteren 
S~itzen yon MAXWELL folgte die Tatsache, dab auch zwei verschiedene 
Fl~ichen im allgemeinen nicht durch dieselbe Folge scharf abzubilden 
sind. H. BRUNS zeigte andererseits, dab fiir die scharfe Abbildung einer 
Fl~iche ein Eikonal oder vielmehr unendlich viele erhalten werden, diese 
also mit dem Satze von MALUS nicht unvereinbar ist. Es ist aber die 
Frage noch nicht entschieden, ob jedes Eikonal durch eine Folge opti- 
scher Fl~ichen herstellbar ist, oder ob Beschr~inkungen bestehen. Das 
Eikonal selbst, eine ¥erallgemeinerung yon Hilfsmitteln, die auf W. R. 
HAMILTON zurtickgehen, ist im neuen Jahrhundert  viel benutzt worden. 

Einen der wichtigsten S~itze land E. ABBE 1873, die Sinusbedingung 
ftir die scharfe Abbildung eines achsensenkrechten Linien- oder Fl~ichen- 
sttickchens. Dieser Satz ist best~indig Gegenstand von Verallgemeine- 
rungen gewesen, in doppelter Weise, indem man itm einmal auf nicht 
achsensymmetrische Folgen ausgedetmt und andererseits Gesetze daftir 
gesucht hat, dab ein unendlich kleines oder selbst endliches Linien- oder 
Fl~chenstiick, zwar nicht scharf, aber doch gleichm~iBig abgebildet wird. 

Auf den Gesetzen der optischen Bilder, der Strahlenbegrenzung und 
der optischen Fehler baut sich die Theorie der einzelnen Instrumente auf, 
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wie sie in den Lehrbtichern ausftihrlich behandelt ist. Im neuen Jahr-  
hundert hat vor allem die Anregung A. GULLSTRANDS dahingefiihrt, dab 
auch die Sehhilfen, besonders die verschiedenen Arten von Brillen, die 
bisher stark vernachlassigt waren, eine ausfiihrliche theoretische Beh and- 
lung erfahren haben, die viele praktische Fortschritte herbeigeftihrt hat 
und durch die Praxis immer wieder neu befruchtet worden ist. Hier 
war nur die Erkenntnis der Bedeutung des Augendrehpunktes imstande, 
die Hebung des Astigmatismus schiefer Biindel zu erm6glichen. Im Zu- 
sammenhang damit gelang die richtige Wertung der Bildfeldfehler, bei 
einer vollkommenen Brille w~re die Bildfeldw61bung nicht gehoben, son- 
dern h~itte sich einer bestimmten Kugel, der Scharfenkugel, anzupassen. 
Da Astigmatismus schiefer Biindel und Bildfeldfehler nicht gleichzeitig 
zu heben sind, entstand die Frage, was das Wichtigere sei. Die Aufgabc, 
auch bei den st~irksten Brillen (Starbrillen) den Astigmatismus schiefer 
Biindel zu heben, ftihrte auf GULLSTRANDS Anregung zur haufigen Be- 
nutzung asph~irischer Flttchen und regte zur Ausbildung ihrer Theorie an. 
Ebenso hat die Notwendigkeit, ftir astigmatische Augen den Fehler nicht 
nut  in der Achse, sondern auch auBerhalb zu heben, die Untersuchung 
zweifach symmetrischer Folgen gef6rdert. Es seien bier nur die erfolg- 
reichsten Bearbeiter der Briltenfrage zusammengestellt ~. 

In einigen Fallen sind durch Bedtirfnisse der Praxis neue Instrumente 
in Gebrauch gekommen oder alte erheblich verbessert worden. Die 
Theorie muBte in solchen Fallen Schritt halten oder doch bald nach- 
folgen. Es sei bier auf die Entwicklung der medtzinischen H6hlen- und 
R6hrengucker, insbesondere des Kystoskops, hingewiesenL 

DaB die geometrische 0pt ik  nicht immer gentigt, war bekannt, schon 
1835 hat F. M. SCHWERD fiir das Fernrohr die Beugung berticksichtigt. 
K. STREHL hat ein Menschenalter hindurch darauf hingewiesen, dab die 
Beschr~nkung auf die geometrische Optik h~iufig zu irrttimlichen Schliis- 

TSCHERNING, i~I. : Verres de lunettes orthoscopiques. Arch. Opt. i, 4Ol 
bis 414 (19o7/19o8). - -  v. ROHR, 1V[.: Die Brille als optisches Instrument, 
I. Aufl. Leipzig : Wilhelm Engelmann 191I ; 3. Aufl. Berlin : Julius Springer 
1921. - -  Das Auge und die Brille. (Aus Natur u. Geisteswelt 372.) Leipzig 
und Berlin, 2. Aufl. 1918. --WEiss,  E. : Analytische Darstellung des Brillen- 
problems ftir sph~irische Einzellinsen. Zztg. Opt. u. 3iech. 4I (I92O), auch 
in der Sammlung optischer Aufs~itze, herausgeg, von H. HARTIN'G, Heft 5. 

Viele Einzelfragen sind yon englischen Schriftstellern behandelt worden, 
l~ingere Reihen yon Ver6ffentlichungen dutch A. WHITX'v'ELL und W. S\¥AINE 
hat die Zeitschrift ,,Optician" in den letzten Jahren gebracht. Zusammen- 
fassende Darstellungen findet man in den neuen Lehrbiichelm, so bei Cz. 
(M. v. RoHR) ; i m  Handbuch der Physik yon GEIGER und SCHEEL. XVlII.  
Bd. (M. v. ROHR}; bei H. BOEGEHOLD (siehe S. 72, Anm. I). 

" Die Fortschritte und auch verschiedene ausffihr]iche Darstellungen 
verdankt man O. RINC-LEB und ~vI. v. ROHR. Ganz knappe Darstellungen 
laabe ich gegeben: Cz. 506--509 (mit Quellenangaben) und Geometrische 
Optik (S. 72, Anm. I) 319/32o. 
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sen ftihrt, er hat Helligkeitsverteilungen sowohl ftir scharfe Abbildung, 
als auch fiir das Bestehen der verschiedenen Abweichungen berechnet 
und uns viele Aufkl~rungen fiber die Bedeutung der verschiedenen opti- 
schen Fehler gegeben. Einen ganz unabh~ngigen Nachfolger hat er in 
A. E. CONRADY gefunden ~. 

Ffir die Abbildung nicht-selbstleuchtender Gegenst~inde hat E.ABBE 
bekanntlich eine besondere Bedeutung der Wellennatur des Lichts fest- 
zustellen gesuctlt und auf die Bildentstehung beim Mikroskop angewandt. 
Seine Auffassung ist in atle Lehrbficher iibergegangen; neuerdings hat  
ein Tell der Forscher ihre Bedeutung freilich mehr oder weniger ein- 
schr~nken wollen. 1927 babe ich selbst kurz fiber die hierher geh6renden 
Ver6ffentlichungen berichtet t  Zu einem genaueren Eingehen auf die 
Untersuchungen dtirfte auch hier nicht der geeignete Ort sein, da sie 
nicht nur theoretischer, sondern auch experimenteller Art sind, ferner 
eine volle Kl~irung noch nicht erfolgt ist, die Meinungen vielmehr ein- 
ander scharf gegenfiberstehen 3. 

Weniger die Theorie der optischen Instrumente als ihre Anwendung 
zu Mel3zwecken wird durch gewisse physiologische Untersuchungen, 
namentlich zur Kontrastlehre berfihrt. Es mag also auch bier die Er- 
innerung gentigen (vgl. Cz. 318/319). 

n. Begriff und Einteilung optischer Instrumente. 
Optische Abbildung und optische Projektion. 

Die im ersten Teile dieses Abschnitts zu besprechenden Fragen sind 
esonders f/Jr Darstellungs- und Lehrzwecke yon Bedeutung. S. CZAP- 

SKI ~ h~t erkl~irt, ,,optische Instrument~ seien Instrumente, die Bilder 
von ~iul3eren Gegenst~nden entwerfen". - -  Damit sind Refraktrometer, 
Spektrometer, fiberhaupt alle Vorrichtungen ausgeschlossen, mit denen 
die Lichtstrahlung selbst untersucht wird. Diese Einschr~nkung des Be- 

f3ber die hierher geh6renden Arbeiten ist von mir bei Cz. S. 3o8--319 
berichtet worden, ferner yon F. JENTZSCH, Handbuch der Physik 18, 272 bis 
285. K. STREHL hat seine Anschauungen neuerdings im Zusammenhang 
dargestellt: Ztzg Opt. u. Mech. 47/48 (I926/1927). 

2 Im x v n I .  Band des Handbuches der Physik, S. 511--515, vgl. auch 
F. JENTZSCH, Ebenda S. 268--272. 

3 Von neuen Abhandlungen (seit 1927) sei erw~ihnt: SIEDENTOPF, H.: 
l~ber die optische Abbildung yon Nicht-Selbstleuchtern. Z. Physik 5o, 297 
his 3o9, 15 Abb., Taf. I (1928). - -  BoAs, H.: l~ber die optische Abbildung 
yon Nichtselbstleuchtern. Bemerkungen zur Arbeit yon Herrn SIEDENTOPF. 
Ebenda 52, 287--298. - -  BEREK, ~-~I. : 13ber die wirkliche Abbildung yon 
IXlich%selbstleuchtern und ihre Grenzen. Ebenda 53, 483--493 • - -  LAKE~IAN, 
C. und GROOSMULLER, TH. : 7Jber mikroskopische Abbildungserscheinurigen. 
Ebenda 53, 574--580. 

4 Theorie der optischen Instrumente (1893). Vorwort. (In der zweiten 
und drit£en Auflage wieder abgedruckt) 
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griffs ist wohl allgemein anerkannt.  - -  Ich selbst habe 1924 ~ eine ~ihn- 
liche Erkl~irung gegeben. Gegenw~irtig wtirde ich es ftir richtiger halten, 
den Zweck, nicht das Mittel ftir mal3gebend zu erkl~iren. 1927 habe ich, 
wie folgt, zusammengefaBt~: ,,Alle diese Vorrichtungen sotlen unserem 
Sehwerkzeug ~iuBere Gegenst~nde in ver~inderter Gestalt, Gr6Be, zu ande- 
rer Zeit, an anderen Orten zeigen." Wollte man verlangen, dab die Wie- 
dergabe des Gegenstandes als ,,Bild" bezeichnet werden kann, so mtiBte 
man nicht nur Vorrichtungen, wie etwa die Lochkammer ausschlieBen, 
man ktime auch in den F~illen in Schwierigkeiten, wo nur ein Teil des 
Gesichtsfeldes wirklich abgebildet wird (vgl. die Beispiele auf den fol- 
genden Seiten). Es w~ire auch wohl nicht folgerichtig, ein MindestmaB 
der technischen Mittel zu verlangen, etwa Vorrichtungen auszuschlieBen, 
die nur ebene Fl~ichen benutzen : Ich m6chte einen ebenen Spiegel ruhig 
als optisches Instrument,  und zwar, wie sich aus dem folgenden ergibt, 
als das einfachste Beispiel eines wiederholenden Instruments  bezeichnen. 

IV[. v. ROHR hat an mehreren Stellen 3 einen ?Jberblick tiber das flag- 
liche Gebiet gegeben. Seit 1913 hat er die friiher tibliche Haupteinteilung 
durch eine andere ersetzt. Meine Auffassungen sind durch M.v. ROHR 
stark  beeinfluBt und stimmen im wesentlichen mit  den seinigen tiberein. 
Auch von mir liegen schon zwei VerSffentlichungen vor*, eine dritte wird 
in nicht ferner Zeit erscheinenL Ich beschr~inke reich daher auf eine 
kurze Zusammenfassung. 

Zweckm~iBig wird die Klasse yon Vorrichtungen abgesondert, die 
~inem fehlsichtigen - -  yon der Regel abweichenden - -  Auge mSglichst 
die Leistung eines rechtsichtigen geben sollen, die Sehhilfen (Brillen). 
Der Sprachgebrauch ist nicht lest, ob man sie als optische Ins t rumente  
bezeichnen soil, die Frage ist sogar  Gegenstand eines Rechtsstreits 
gewesen, eine englische Spruchbeh6rde hat sie 1927 verneint 6. 

Die eigentlichen optischen Ins t rumente  teilt M.v .  ROHR in ver- 
deutlichende und wiederholende. Die verdeutlichenden geben ein merk- 
lich grSBeres Netzhautbild als das freie Auge und lassen daher Einzel- 
heiten erkennen, die dieses nicht unterscheiden kann. Die Grenze 
setzt M. v. ROHR, einer gewissen Willktir bewuBt, bei einer zweifachen 
VergrSBerung. Die wiederholenden Ins t rumente  dienen dazu, den 
Gegenstand zu Zeiten oder an Orten, oder in Bewegungszust~inden zu 

x Cz . ,  S.  14. 
2 Geometrische Optik (S. 72, Anm. I) 114/115. 
s Die optischen Instrumente. Leipzig und Berlin: B. O. Teubner. (Aus 

Natur und Geisteswelt 88, i. Aufl. 19o6, S. 28/29; 2. Aufl. 1911, S. 3o/31; 
3- Aufl. 1918, S. 33--$5.) - -  Richtlinien in der Entwicklung, Erkenntnis und 
Wertung der optischen Instrumente. lN-atul~viss. 1, 417--421, 445--45o 
(I913). 

4.Cz., S. 14--16. Geometrische Optik, S. 112--116. 
5 In der zweiten Auflage des Handw6rterbuchs der Physik. 
6 Siehe Z. ophthalm. Opt. I6, 86--87 (1928). 
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sehen, wo dies sonst nicht m6glich ist, z. B. auch den Blick in oder 
dutch enge R6hren oder H6hlen zu lenken, in die er ohne kfinstliches 
Hilfsmittel nicht dringen kann. Verdeutlichende Instrumente sind 
(wenigstens bei ihrer gew6hnlichen Anwendung) das Fernrohr, das 
Mikroskop (einschliel3Iich astrophotographischer und mikrophoto- 
graphischer Aufnahmen), wiederholende sind Zeichenvorrichtungen, 
die Aufnahmelinse (das photographische Objektiv), der Bildwerfer (ein- 
schliel31ich des Kinematographen), die H6hlen- und R6hrengucker, 
Periskope, die Zeitlupe usf. 

Die Einteilung ist insofern nicht vollst~indig, als grunds~itzlich auch 
eine Verkleinerung des Netzhautbildes oder fiberhaupt keine Gr613en-, 
sondern eine Form~inderung (Verzerrung) bezweckt sein kann. Der 
erste Fall kommt gelegentlich vor, wenn die gleichzeitig auftretende 
~mderung der Perspektive untersucht werden soil; der zweite hat etwas 
mehr Anwendung gefunden (bei den sog. Anamorphoten), zuweilen 
dienen beide Anderungen scherzhaften Wiedergaben, jedenfalls handelt 
es sich um Nebenklassen yon geringerer Bedeutung. 

Zur Unterteilung der Hauptklassen empfiehlt M. v. Rom~ die un- 
endliche oder endliche Entfernung des Gegenstandes, weiter die alte 
Unterscheidung zwischen Vorrichtungen zu objektivem und subjektivem 
Gebrauch. Meist, abet nicht immer, wird bei der erstgenannten Klasse 
ein zug~tngliches Bild entworfen und aufgefangen, h~ufig auch dauernd 
(als Zeichnung, Lichtbild, photographische Aufnahme) festgehalten. 
,,Man darf aber nicht vergessen, dab ein solches nach allen Seiten strah- 
lendes Bild in einem gewissen Sinne unabh~ngig wird yon dem erzeu- 
genden Instrument . . . .  Hier kann man zweckm~13ig den Begriff der 
unterbrochenen Abbildung einftihren,-mit dem eine neue, vom Augen- 
orte des Beschauers bedingte Regelung des Verlaufs der Hauptstrahlen 
zu verbinden ist":. 

Die Wiedergabe eines Gegenstandes erfolgt durch Abbildung oder 
durch optische Projektion (GuLLSTRAND), es kann auch bei einem Teile 
des Gesichtsfeldes das eine, bei dem Rest das andere der Fall sein. 
Ein einzelner Punkt wird ,,abgebildet", wenn ihm auf der Bildseite 
ein ,,Bildpunkt" entspricht, wo sich wenigstens ein unendlich dtinnes 
Btindel vom Dingpunkte ausgehender Strahlen vereinigt. Ein Ding- 
ptmkt in der Achse einer Umdrehungsfolge wird stets abgebildet. Wenn 
sich das ganze Btindel, nachdem es die Folge durchlaufen hat, im Bild- 
punkte schneidet, so heiBt die Abbildung scharf. Die Abweichung der 
Bildstrahlen yon der verlangten Vereinigtmg ist der Fehler, der fiir den 
Achsenpunkt einer Umdrehungsfolge die sph/irische Abweichung ge- 
narmt wird. Eine andere Klasse yon Fehlern entsteht, wenn kein einzel- 
ner Punkt, sondem ein Gegenstand wiedergegeben werden soll: .Den 

v. ROt{R, i~I.: Die optischen Instrumente (siehe S. 7t), 3. Aufl. S. 34. 
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Punkten auBer der Achse brauchen fiberhaupt keine wirklichen Bild- 
punkte zu entsprechen, es entstehen die als Korea und Astigmatismus 
bezeichneten Fehler. Bei L[nsenfolgen ohne Symmetrieachse wird im 
allgemeinen fiberhaupt kein Dingpunkt abgebildet. Gleichwohl ist 
bei unterbrochener Abbildung auf der Auffangfl~iche h~ufig eine mehr 
oder minder deutliche Wiedergabe des Gegenstandes zu erkennen, 
und noch h~ufiger wird das Auge, wenn es unmittelbar durch die Folge 
beobachtet, eine solche Wiedergabe sehen k6nnen. Diese Art Dar- 
stellung entsteht dadurch, dab die 0ffnungsblende (im zweiten Falle 
die Augenpupille) ein Teilbfindel aussondert ; dem einzelnen Dingpunkte 
entspricht dann auf dem Xul3eren Schirme oder der Netzhaut zwar kein 
Punkt,  aber doch nur ein kleiner Fleck, so dab die Teile des Gegen- 
standes noch einigermal3en gesondert erscheinen. Aui3er der mehr oder 
minder grol3en Undeutlichkeit shad bier die Vergr6Berung und die Fehler 
gegen die Treue der Wiedergabe (Verzerrungen und Verzeichnungen) 
zu untersuchen. Man verf/ihrt so, dal3 man die Blende als Punkt  an- 
nimmt und jeden Dingpunkt dutch den Schnitt des an den einzelnen 
Fl~chen gebrochenen oder zuriickgeworfenen Liehtstrahls Dingpunkt- 
Blende mit der Auffangfl/iche wiedergegeben denkt. Diese Wiedergabe 
bezeichnet GULLSTRAND als optische Projektion, die Untersuchung 
ihrer Gesetze hat GULLSTRAND allgemein durchgeftihrt~. Eine optische 
Projektion tri t t  auch dann auf, wenn zwar yon einer Abbildung des 
Gegenstandes gesprochen werden kann, aber nicht yon einer BildflAche, 
oder wenn Bildfl~.che und Auffangfi/iche verschieden sind. 

Einzelf/file der optischen Projektion waren schon vor GULLSTRAND 
untersucht worden, so die Scheinbilder bei Zylinder- und Kegelspiegeln, 
auch bei zylindrischen Linsen 2. Ffir Umdrehungsfolgen sind die Gesetze 
yon den Schtilern ABBES unter der Annahme abgeleitet worden, dab 
ffir die Darstellung jedes Dingpunktes der dutch die Mitte der 0ffnungs- 
blende gehende Strahl (der Hauptstrahl) mal3gebend ist (i. und 2. Aufi. 
des CZAPSKIschen Lehrbuchs). 

Bei unterbrochener Abbildung wird der Gegenstand auf einer Flache, 
meist einer Ebene (Mattscheibe, photographische Platte, Bildschirm) 
wiedergegeben. Der Gegenstand wird aber meist keine einfaehe Fl~che 
sein. Hier ist eine Betrachtung anzuwenden, die M. v. ROHR 1897 
eingeffihrt ha th  Man nehme zun~chst an, dab im Sinne der GAussi- 
schen Abbildung eine Ebene auf eine Ebene abgebildet werde. Der 
Auffangebene (Mattscheibenebene) wird dingseitig also eine Ebene ent- 

Die reelle optische Abbildung. Sv. Vetensk. Hdl. 41, Nr 3, 18 ff. (19o6). 
- -  Tatsachen und Fiktionen in der Lehre yon der optischen Abbildung. 
Arch. Opt. :, 1--41, 81--97 (S. 15 ff.) (19o7). 

Siehe die Zusammenstellung Cz. S. 141--I45. Ich wfirde wfinschen, 
dab der Ausdruck ,,Scheinbild" ffir diesen Fall, nicht abet ffir ein nicht auf- 
fangbares (unzugAngliches, ,,virtuelles") Bild gebraucht wfirde. 

3 Vgl. S. 74, Anm. 2. 
Ergebnlsse der exakten Naturwlssenschaften. Viii. 6 
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sprechen, die Einstellebene heil3t. Denkt man sich die Eintrittspupille 
yon jedem Dingpunkte auf die Einstellebene projiziert und den Pro- 
jektionskreis dutch die Linsenfolge abgebildet, so hat  man die Wieder- 
gabe des Gegenstandes: Die Unsch~rfe wird durch die Gr6i3e des Bild- 
kreises bestimmt, und die Frage der Abbildungstiefe (Scharfentiefe) 
ist mit seiner Hilfe zu erledigen. Andrerseits zeigt sich, dab die Treue 
der Darstellung die eines perspektivischen Bildes ist - -  Verzeichnungs- 
freiheit vorausgesetzt. - -  Die Betrachtungen lassen sich auf den Fall 
verallgemeinem, dab eine Ebene zwar abgebildet wird, aber nicht auf 
eine Ebene (Bildfeldw61bung) oder dab die Auffangfl~tche nicht eben ist. 
Bei Vorrichtungen zu subjektivem Gebrauch tr i t t  an die Stelle der Auf- 
fangfl~tche die Netzhaut oder bei bewegtem Auge die Sch~rfenkugel 
(s. S. 77), doch ist hier die Betrachtung nicht ganz von derselben Wich- 
tigkeit, da die AkkommodationsfAhigkeit des Auges bei der Betrachtung 
des Bildes zu Hilfe kommt. 

A. OULLSTRAND hat auf F~tlle hingewiesen, wo an die Stelle der opti- 
schen Projektion eine Abbildung tri t t .  Bei einer Umdrehungsfolge 
wird der Achsenpunkt des Gegenstandes ohne Astigmatismus, wenn auch 
im allgemeinen mit sph~rischer Abweichung abgebildet. Einem seit- 
lichen Punkte entsprechen auf dem dutch die Blendenmitte gehenden 
Hauptstrahl  zwei sog. astigmatische Bildpunkte, d .  h. fiberhaupt kein 
eigentlicher Bildpunkt - -  es sei denn, dab durch besondere Einrichtung 
der Folge tier Astigmatismus gehoben oder doch unmerklich gemacht  
wurde. Bei endlicher Blenclen6ffnung wird abet der Astigmatismus 
ffir einen die Blende seitlich treffenden Strahl gehoben sein, so lange 
der Dingpunkt nicht zu weir aul3erhalb der Achse liegt. Nicht not-  
wendig ist es, dab dieser Strahl die Achse schneidet. Der n~mliche Fall 
liegt bei einer nicht achsensymmeti-iscl~en Folge in der Nahe eines Ding- 
punktes vor, der nicht zwei sog. astigmatische Bildpunkte, sondern 
einen wirklichen ,,anastigmatischen" Bildpunkt hat.  GULLSTRAND 
hat diese Art der Abbildung wiederholt behandelt: .  

Eine Abbildung - -  immer in bezug auf Gr6t3en erster Ordnung - -  
kommt weiter zustande, wenn der Gegenstand aus einer Reihe bestimmt 
angeordneter Linien besteht. Jeder Dingfl~che entsprechen in bezug 
auf ein Hauptstrahlenbfindel zwei sog. astigmatische Bildfl~chen. Ein 
ebenes noch so enges Bfischel, das yon einem Punkte aus verfolgt wird, 
schneider bildseitig den Hauptstrahl  im allgemeinen nicht. Eine Aus- 
nahme bilden zwei Bfischel, die im Bildraume in zwei zueinander senk- 
rechten Ebenen verlaufen~ Ihre Schnit tpunkte mit dem Hauptstrahle 
sind die beiden astigmatischen Bildpunkte, ihre Gesamtheit die Bild- 

Die reelle optische Abbildung, S. 111/112. Zur %Vfirdigung der PETZ- 
VALschen Bedingung. Z. Instrumentenkde 3o, 97--1o5 (191o).--Optische 
Systemgesetze zweiter und drifter Ordnung. Sv. Vetensk. Hdl. 63, Nr 13, 
35--37 (1924). 
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flHchen. Den beiden ebenen Btischeln entsprechen auf der Dingseite 
ebene Btischel, die aber im allgemeinen nicht aufeinander senkrecht 
sein werden. GULLSTRAND hat  I diese bekannten Tatsachen neu ab- 
geleitet, die Beziehungen zwischen Dingpunkt und astigmatischen 
Bildpunkten,  die Stellung der fraglichen Ebenen (der beiden Haup t -  
schnitte) allgemein festgestellt und wichtige Schliisse gezogen : Err ichte t  
man auf der Dingfl~iche in jedem Punkte  die Senkrechten auf den Haup t -  
schnitten, so bekommt man insgesamt zwei Kurvenscharen, die im all- 
gemeinen nicht zueinander senkrecht sind. Nennt man willktirlich 
einen der beiden Hauptschni t te  den ersten, ebenso die Bildpunkte,  
Bildfl~tchen usf., so entspricht der auf dem ersten Hauptschni t te  senk- 
rechten Kurve eine Kurve auf der ersten Bildfl~iche, und wie sich zeigen 
l~itlt, gehen alle yon einem beliebigen Punkte  der fraglichen Dingkurve 
kommenden Strahlen eines engen Bfiindels bis auf GrSl3en h6herer Ord- 
nung durch Punkte der Bildkurve, obwohl beide Kurven (nach GULL- 
STRAND ,,abbildbare Linie" und ,,Bildlinie") nicht etwa Punkt  ftir Punk t  
aufeinander abgebildet werden. - -  Zu einer Dingfl~tche die Bildfl~ichen 
best immen, ist im allgemeinen eine Aufgabe h6herer Ordnung, n u t  die 
Lage der Bildpunkte und die Stellung der Hauptschni t te  auf einem 
gegebenen Strahl (Hauptstrahl) sind mit  Hilfe der GrSl3en erster Ord- 
m m g  festzulegen. Geht man auf dem Haupts t rahl  yon - -  co his + oo, 
so ~ndert sich die Lage der Bildpunkte und im atlgemeinen die Stellung 
der Hauptschnit te .  Die Gesetze sind Verallgemeinerungen der GAl~ssi- 
schen Abbitdung des fadenfSrmigen Raums um die Achse einer Um-  
drehungsfolge, GOLLSTRAND hat sie allgemein abgeleitet ~. 

H a t  die Blende eine endliche (3ffnung, so wird 3 einerseits die 
Abbildung der Linien durch die-Abweichungen h6herer Ordnung 
unscharf  erscheinen, andrerseits wird, da verschiedene auBer der 
Blendenmitte  verlaufende Strahlen an die Stelle des Haupts t rahls  
t reten k6nnen, eine Linienabbildung auf verschiedenen Bildfl~chert 
eintreten k6nnen. 

Bei Umdrehungsfolgen waren die entsprechenden Gesetze z . T .  
schon friiher benutzt worden und erscheinen nun als Sonderfall. 

Die Bildfl~ichen beriihren einander in der Achse. Die Hauptschni t te  
sind in Ding- und Bildraum iiberall die Meridianebene und die dazu 
senkrechte Ebene (Sagittalebene). Auf jeder achsensymmetrischen 
Dingfl~iche besteht die eine Schar abbi ldbarerLin ien  aus Kreisen um 
die Achse, die entsprechenden Bildlinien, ebenfalls Kreise um die Achse, 
liegen auf der ersten, von den meridionalen (tangentialen) Strahlen- 

Die reelle optische Abbildung, S. I i  ff. und 25 ff. Tatsachen und Fik- 
tionen (siehe S. 81, Anm. I), S. 88 und 17 ff. 

2 Das allgemeine optische Abbildungssystem. Sv. Vetensk. Hdl. 55, I 
his 139 (1915). 

s Optische Systemgesetze zweiter unddritter Ordnung (siehe S. 82) S. 32 ff. 

6* 
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btischeln gebildeten Bildfi~che. Die andere Schar abbildbarer Linien 
und Bildlinien verl~uft senkrecht zur ersten, speichenrecht, die Bild- 
linien liegen auf der yon den sagittalen Strahlenbfischeln erzeugten 
Bildflache. HAufig ist der Gegenstand eine Teilung, deren kurze Striche 
Kreise um die Achse beriihren, und daher als Stficke solcher, d . h .  
als abbildbare Linien betrachtet  werden k6nnen. In diesem Falle braucht  
man den Astigmatismus nicht zu heben;  will man aber die Teilung auf 
einer Schirmebene auffangen, so ist die Hebung der tangentialen Bild- 
feldw61bung n6tig. Ferner hat  man  die Fehler h6herer Ordnung un- 
schAdlich zu machen. 

Ein besonderer Fall dieser Art  ist von K. SCHWARZSCHILD~ behandeh 
worden. Der Gegenstand sei ein durch ein Prisma entworfenes Spektrum 
mit  FRAUNHOFERsChen Linien, yon denen dasselbe gilt, was eben yon 
den Strichen der Teilung gesagt wurde. Da aber das Licht, das yon 
Punkten aul3er der Achse in die Linsenfolge einfiillt, eine andere Wellen- 
I~nge hat,  als das yon Achsenpunkten kommende, so werden die Bild- 
linien auf einer Fl~che liegen, deren Krt immung v o n d e r  tangentialen 
Bildfeldw61bung einerseits, yon der Farbenabweichung andrerseits 
abh~tngt. SCHWARZSCHILD zeigt, wie man  beide Abweichungen bei 
einem Objektiv ohne jede Hebtmg der Farbenabweichung so gegenein- 
ander  ausgleichen kann, dab das Bild des Spektrums in einer zur Achse 
schiefen Ebene entsteht, dabei kann man auch die Koma und die sphari- 
sche Abweichung unsch~tdlich machen. 

H a t  also der Begriff der optischen Abbildung in mancher Weise 
eine Erweiterung erfahren, so ist damit  die Untersuchung der Abbil- 
dung und ihrer Fehler nicht fiberfliissig. A. GULLSTRAND hat  hier 
eine andere Ableitung gew~hlt als die Vorganger. Diese sind aul3er 
HAMILTON Wolll durchweg von einer Umdrehungsfolge (meist einer 
Folge yon Kugelflachen) ausgegangen und haben die Abweichungen 
yon der ,,idealen" GAussischen Abbildung eines Gegenstandes nach 
Potenzen der 0ffnung und des Gesichtsfeldes entwickelt, meist sich 
aber mit  den niedrigsten Gliedern begnfigt. GULLSTRAND geht zun~tchst 
yon einem beliebigen Strahl aus, dessen Umgebung er b e t r a c h t e t l  
Er  bedient sich des Satzes yon MALUS. 

Is t  n die Strecke zwischen einer Wellenfl~che und einem Punkte  
der brechenden Fl~tche, so kann man  setzen: 

n 'z '  --  nz  = J n x  = const., (I) 
wenn man die Wellenfl~che fiir das zweite Mittel nach rfickw~rts ge- 
legen zeichnet. 

Die Gesetze der optischen Abbildung und Projektion leitet GULL- 
STRAI~D ab, indem er die Gleichung (I) differentiiert. Kommen die 

x ~Yber Spektrographenobiektive. ]Berlin. Sitzgsber. I912, S. 122o--1239. 
2 Die reelle optische Abbildung (19o6). Die anderen auf den letzten 

Seiten angeffihrten Abhandlungen enthalten weitere Ausffihrungen. 
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den Ausgangsstrahl umgebenden Strahlen mit ihm yon demselben 
Dingpunkte her, so bilden sie mit  ihm nach dem Durchgang dutch eine 
Anzahl brechender Fl~tchen ein Normalenbfindel, eine zweifach unend- 
liche Mannigfaltigkeit. Die Gesetze ffir die Abbildung eines Punktes 
erh~lt man, indem man (I) nach zwei die Strahlen des Bfindels kenn- 
zeichnenden Ver~tnderlichen differentiiert. Eine Dingfl~tche bildet aber 
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit yon Punkten, ihr entspricht 
also eine zweifach unendliehe Mannigfaltigkeit yon NormalenbfindeLrl, 
die dutch zwei weitere Ver~tndefliehe gekennzeichnet werden. GULL- 
STRAND wXhlt die Ver~tuderlichen so, dal3 er ffir jedes Normalen- 
btindel einen Hauptstrahl  so annilnmt, dab diese Hauptstrahlen sich 
irgendwo (ira Blendenraume) schneiden. Ffir ein Hauptstrahlenbiindel 
gelten zun~tchst dieselben Gesetze wie ftir ein Dingstrahlenbfindel. 
Indem GULLSTRAND abet Differentiationen nach den Ver~inderlichen 
des Dingstrahlenbfindels und Variationen nach denen des t Iaupt -  
strahlenb/indels miteinander verkntipft, gelangt er zu den verschiedenen 
yon 0ffnung und Bildfeld abhfiangenden Gesetzen; die Ordnung der 
Differentialquotienten bestimmt die Ordnung der Gesetze und in der 
fiblichen Spraehe die Ordnung der Fehler. 

a) Dutch einmalige Differentiation (oder Variation) yon (I) ent- 
steht d ie  Invariante erster Ordnung. Sie ftihrt auf das SNELLSChe 
Brechungsgesetz. 

b) Invarianten zweiter Ordnung (Gesetze erster Ordnung). Die 
Differentiation nach den Ver~.ndertichen des Dingstrahlenbfindels er- 
gibt die beiden sog. astigmatischen Bildpunkte, sowie die Hauptschnit te .  
Variation nach dem Hauptstrahlenbtindel kann ftir die Bildfl~ichen 
noch nichts ergeben, sondern nur  die Gesetze der optischen Projektion, 
aus denen GULLSTRAND die Linienabbildung ableitet. 

c) Invarianten drit ter Ordnung (Gesetze zweiter Ordnung). GULL- 
STRAND beschr~inkt sich auf den Fall, dab die Linsenfolge eine Symme- 
trieebene hat, in der der Ausgangsstrahl liegt. Die Regeln erster Ord- 
nung liefern auf ibm die beiden Bildpunkte, die Symmetrieebene ist 
Hauptschnitt .  Die weitere Differentiation fiihrt zu zwei Asymmetrie- 
oder Komawerten, deren geometrische Bedeutung GULLSTRAND fest- 
stellt i. 

Verbindung mit Variationen gibt die Neigtmg der Bildfl~ichen, 
ferner die Krfimmung der einen Klasse der Bildlinien usf., endlich ftir 
die optische Projektion die Asymmetrie der Vergr613erungen. Ein  
Sonderfall ist die Wirkung einer Umdrehtmgsfolge aul3erhalb der Achse. 

Gibt es keine Symmetrieebene, so sind vier Komawerte vorhanden. 
Die Formeln ffir ihre ]Berechnung hat GULLSTRAND schon 189o gegeben. 
Als neue Ableitung der Asymmetriewerte sei erw~khnt: HERZBERGER, M. : 
~ber  die Durchrechnung der Gr613en zweiter Ordnung durch ein optisches 
System. Z. angew. Mathem. u. Mech. 8, 396--402 (I928). 
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d) Invar ianten vierter Ordnung (Gesetze dritter Ordnung). GULL- 
STRAND beschr~inkt sich auf den Fall, dab die Folge zum Ausgangs- 
strahl  doppelt symmetrisch ist. Auf dem Ausgangsstrahl sind die Sym- 
metrieebenen Hauptschnit te .  I m  Sonderfall der Umdrehungsfolge er- 
halt  GULLSTRAND die ftinf SEIDELschen Bildfehler. Allgemein kommen 
15 Gr613en in Frage, darunter  ftir den Achsenpunkt drei Werte, Ver- 
allgemeinerungen der sph~rischen Abweichung. 

Ein Teil der Ergebnisse GOLLSTRANDS wird in den folgenden Ab- 
sctmitten auf andere Weise abgeleitet werden. Es soll yon dem BRUNSi- 
schen Eikonal ausgegangen werden. Verfahren und Ergebnisse sind 
zum Tell Arbeiten yon T. SMITH entnommen.  Das Eikonal wird einmal 
allgemein, sodann fiir den Sonderfall yon Umdrehungsfl~ichen an- 
gewandt. 

Eine wichtige Klasse der neuen Untersuchungen ist yon der ABBE- 
schen Sinusbedingung ausgegangen. Allgemein ist die Frage gestellt, 
warm mit  der scharfen Abbildung eines Punktes die scharfe Abbildung 
eines Linien- oder Fl~ichenstfickchens vereinigt ist oder wann bei un- 
scharfer Abbildung eines Punktes ein solches Stfickchen wenigstens 
gleichm~iBig abgebildet wird. Die Geschichte dieser Untersuchungen 
hat  M. HERZBERGER ktirzlich zusammengestellt .  Ich habe mich an dem 
Meinungsaustausch fiber diese Fragen wiederholt beteiligt. Hier sollen 
nur die Ergebnisse im letzten Abschnit te kurz abgeleitet und z u s a m m e n -  
gestellt werden. 

III. Die  verschiedenen Formen des Eikonals und ihre 
Benutzung  im al lgemeinen.  

Zur Entwicklung der Regeln fiir die optische Abbildung sind in den 
letzten Jahrzehnten h~iufig die Eikonale genannten Funktionen ver- 
wandt  worden. Name und allgemeiner Begriff riihrt yon H. BRU•S 
her (I895), doch handelt es sick um eine Verallgemeinerung yon Funk-  
tionen, die schon in den zwanziger und dreil3iger Jahren des vorigen 
Jahrhunder ts  yon W. R. HA~ILTON ausftihrlich behand~lt und zur Ab- 
leitung von Gesetzen verwandt  worden sind. Es soll hier nicht auf die 
Geschichte eingegangen, und nur  die einfachste Ableitung benutzt  
werden. Vielfach schliel3e ich reich im folgenden an T. SMITH an x. 

Ich stelle hier die fraglichen Abhandlungen von T. SMITH zusammen, 
die ich im folgenden einfach mit der beigeffigten Zahl anffihre: 

1. The changes in aberrations when the object and stop are moved. Trans. 
Opt. Soc. Lond. 23, 311--322 (I921/22). [Besprochen yon H. BOEGE- 
HOLD. Zztg Opt. u. Mech. 46, 23/24 (1925).] 

2. The optical cosine law. Trans. Opt. Soc. Lond. 24, 31--4o (1922/23). 
[Besprochen yon H. BOEGEHOLD: Naturwiss. rr, 892 (1923) ; Yon M. 
HERZBERGER: Zztg Opt. 11. Mech. 44, 211/212 (1923). ] 



Uber die Entwicklung der Theorie der optischen Instrumente seit ABBE. 8 7 

Optische Ltinge oder Lichtweg heif3t bekanntl ich die Strecke:  

J = n~s~ + ~ s 2  + . .  • n ~ s k ,  (z) 

wo hi, n~ , . . ,  die Brechungsverh~iltnisse der yon einem Strahle durch- 
querten Mittel bedeuten, si, s = . . .  die in jedem Mittel durchlaufene 
Strecke. Bei stetiger Anderung des Brechungsverh~iltnisses t r i t t  an die 
Stelle von (I) 

J = f n d s .  (Ia) 

Die vierfach unendliche Mannigfaltigkeit  der Geraden (si, sk; auch 
s,s') irn Ding- und Bi ldraum wird durch  je vier Koorctinaten gekenn- 
zeichnet. Man kann  hierzu (bei beliebigen, im allgemeinen beiderseitig 
unabh~ngig zu w~ihlenden Koordinatensystemen)  die Schni t tpunkte  
mit  einer Koordinatenebene,  e twa x----0 (also yo, zo; y'o, Z'o) und die Rich- 
tungskosinus mit  den entsprechenden Achsen cos (s y) = M, cos (s z) = N ;  
cos (s'y') = M ' ,  cos (s'z') =: N '  w~ihlen. Der letzte Richtungskosinus  
cos (s x) = L, cos (s'x') = L '  ist bestirnrnt dutch : 

L 2 = I --  M r -  N 2 ,L '  ~ = I --  M '  ~ -  N '2 .  (2) 

Es seien nun s, s' Teile eines Lichtstrahls ,  der die gegebene optische 
Fl~chenfolge durchquerL IBM Auswahl  zweier dingseitiger und  zweier 
bildseitiger Koordinaten ist der Strahl best immt.  Die Eikonale  sind 
Funkt ionen  solcher passend gew~ihlter Koordinaten,  und  zwar  Licht-  
wege zwischen Punkten  im Dingraum und  solchen im Bildraum. I m  
allgemeinen verl~iuft zwischen zwei solchen Punkten  0 und  P '  nur  ein 
Lichtweg (oder allenfalls eine endliche Anzahl). Is t  freilich P '  das Bild 
yon O, so geh t  rnindestens ein dtinnes Biindet, ist P '  ein ast igmatischer  
Bildpunkt,  so doch ein diinnes Biischel durch beide Punkte .  In  diesen 
F~tllen kann  man die betreffenden Eikonale  nicht  anwenden.  

3. The distribution of corrective duties in optical instruments. Trans. Opt. 
Soc. Lond. 24, 168--183 (I922/23). 

4. A reference system for primary aberrations. Ebenda 25, 13o--134 
(1923/24). 

5. The addition of aberrations. Ebenda 25, 177--199 (1923/24). 
6. A general solution of the first order aberrational equations. Ebenda 25, 

273--282 (1923/24). E3.--6. besprochen yon H. BOXGEHOLD: Zztg Opt. 
u. Mech. 46, (verschiedene Stellen) (1925).] 

7. Some uncultivated optical fields. Trans. Opt. Soc. Lond. 28, 225--284 
(I926/27). 

8. On toric lenses. Ebenda 29, 71--87 (1927/28): 
9. Canonical forms in the theory of asymmetrical optical systems. Ebenda 

29, 88--98 (1927/28) . 
10. The primordial coefficients of asymmetrical lenses. Ebenda 29, 167--178 

(1927/28). 
11. The theory of aplanatic surfaces. Ebenda 29, 179--186 (1927/28). 

[7.---11. besprochen yon H. BOE~;EHOLD: Z. Instrumentenkde 48/49 
(verschiedene Stellen) (1928/29).] 
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a) Die Punkte der beiden Koordinatenebenen x = o und x ' =  o m6gen 
nicht im Verh~iltnisse yon Ding und Bild zueinander stehen. Dann geht yon 
(yo, zo) nach (Y'o, Z'o) ein Lichtweg (oder h6chstens eine endliche Anzahl). 
Dessen optische L~inge (oder eine der in Frage kommenden) sei V, so ist 

v - -  ! (yo, Zo; y;, <)  (3) 
(Streckeneikonal, charakteristische Funktion). 

F~llt man in Ding- und Bildraum vom Koordinatenanfang Senk- 
rechte auf den Strahl, so ist der Lichtweg zwischen den FuBpunkten: 

E -~ n (Myo + Nzo) + V - -  n ' ( M ' y "  + N ' z ' ) .  (4) 

Die beiden Ebenen 

L x  + M y  + N z = o ,  L'x" + M'y '  + N ' z ' = o  

bertihren Wellenfl~tchen, auf denen der Strahl senkrecht steht. Aus der 
Betrachtung dieser Wellenfl~tchen karm man folgern, dab die Variation 
von E nach den Punktkoordinaten verschwindet: 

OE OE OE d E  
- - -  ~ 0 o  

~ o  = -g~o - ~ y "  - O z'o 
Ov ~ v  

- -  - -  n ' M '  = - - -  ( 5 )  n M = ~yo Oy% ' 
c~V 0V 

n N =  - - - -  n ' N ' = - - .  
dzo 0z" 

b) O, P '  m6gen im Unendlichen liegen. Ein Strahl wird durch M, 
N;  M',  N '  bestimmt. Es muB der Fall ausgeschlossen werden, dab einem 
unendlich fernen Ptmkte ein unendlich Ierner Punkt  als wirldicher 
oder astigmatischer Bildpmakt entspricht (die Folge darf nicht afokal - -  
brennpunktlos - -  oder hemiafokal sein). Der Lichtweg yon O nach P '  
ist unendlich, man kann ihn aber durch, einen endlichen ersetzen, indem 
man fibera21 eine gleiche Strecke abzieht. Man fitlle auf beiden Seiten 
yore Koordinatenanfang aus auf jeden Strahl das Lot und setze ftir den 
Lichtweg zwischen den FuBpunkten: 

E = [ (M, N;  M', N') (6) 

(Winkeleikonal, auch einfach Eikonal). 
Die Wegl~-age zwischen den YZ-Ebenen ist bestimmt dutch: 

V = -- n (Myo + Nzo) + E + n" (M'y'o + N'z'o).  (7) 

Aus dem Satze von 1VIALUS ist wieder zu folgern: 
Ov ~v Ov Ov  
0 M - - - - O - N = 0 M ' - - 0 N  ~ = ° "  

BE aE  
nyo = OM n' y'o = -- BM" 

OE BE 
n Zo = ~ n ' z "  = - -  - O - N '  " 

c) Unter entsprechenden Einschr~inkungen 
punkten) karm man zur Kennzeichnung auch 

(8) 

(Ausschaltung yon Brenn- 
yo, zo; M',  N '  oder M,  N;  
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Yo, Z'o benutzen. Die Funktionen (gemischte Eikonale) sind gekenn- 
zeichnet dutch : 

W = / ( Y o ,  zo; M'~ N') und W ' =  [ ( M ,  N ;  y ' ,  z') ;  (9) 
dabei wird 

V = W + n' (M'y 'o  + N ' z ' )  ---- - -  n ( M y o  + N z o )  + W ' ,  
E = n ( M y o  + N z o )  + W =  W ' - - n '  ( M ' y ' o + N ' z ' o ) .  (IO) 

OW , , ~ W  OW' n' M '  OW' 
n M  = --  ~yo' n y o  = - -  OM' ; nyo  --~ - ~ f ,  - -  ~y'o ' 

OW OW OW' OW' (Ioa) 
n N  = - -  0-~o' n' z" - -  ~ N ' ;  nZo = ~ ,  n ' N '  = Oz-~o " 

Die Eikonale geben also die M6glichkeit, mit  Hilfe der Gleichungen 
(5, 8, IO, Ioa)  aus vier bekannten Koordinaten die vier tibrigen ftir 
jeden Strahl zu bestimmen. Sind die dingseitigen Werte M, N, yo, zo 
gegeben, so sind die Gleichungen nach M ' ,  N ' ,  Y'o, z'o aufzul6sen. Ein 
Eikonal kennzeichnet also die Verwandtschaft,  die zwischen den Strahlen 
im Dingraume und denen im Bildraume besteht. Es muB daher auch 
erkennen lassen, ftir welche Punkte eine anastigmatische Abbildung, 
fiir welche zwei astigmatische Bildpunkte bestehen, welche Vergr613e- 
rungen, Verzerrungen und Abweichungen auftreten. Am einfachsten 
ist dies am Eikonal W zu erkennen. Aus (IO a) sieht man, dab die Ebene 

0W 0W 
x = o ohne Abweichung auf x ' =  o abgebitdet wird, wenn ~ u n d ~  N '  

nur yon yo, Zo, nicht yon M ' ,  N" abh~ngen; es mug also W in M ' ,  N '  
O w  O w  

linear sein. Is t  ~ . -~ C~o, ~ = CZo, so ist die Abbildung auch noch 

~hnlich. 
Andererseits ist das Eikonal E in den meisten F/~llen am leichtesten 

abzuleiten, daher sollen E und W-im folgenden vorzugsweise benutzt  
werden. 

E i n e  Verallgemeinerung. Schon BRU•S hat noch weitere Eikonale 
angegeben. Es sei hier auf folgende allgemeine Form der Darstelhmg 
hingewiesen. Im Ding- wie im Bildraume seien die Strahlen durch die 
Koordinaten der Schnit tptmkte mit  zwei Fl~chen 

! t r .  t t t 
x I ~ y I }  2 I ;  X2~ y 2 ~  Z 2 ;  " ~ I ~ Y X ~ g X ,  ~'~27 y 2 ~ Z 2 *  

best immt;  die F1Achen seien durch Parameterdarstellungen 

x2 = x ~  ( ~  v 2 )  • • • 

.'X:'~ = X~ t (Tit t ,  7)x p) . . . ( I I )  

t r t x ~  = x ~  ( u ~ ,  v~') . . 

gegeben, so dab in der Tat  ein Strahl durch vier yon den Koordinaten 
t t t u~, v~, u~, v~" u~, v~, u~, w festgelegt wird. Der Lichtweg zwischen den 

' sei F1/ichen ux, v~; u'~, v~ 
t t V~ =/(u~,  v~, u,, v~), 

so hat man ftir den Weg zwischen u~, v~ und u'~, v'~: 
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v ~  = v ~  - n ]/ (x~  - x ~ )~  + (y~ - y~)~  + (z~ - z~) 2 

+ n '  ~/(x', - x ' )  2 + (y" - y , ) 2  + (z" - z')-C. 

Bei passende r  Wah l  der  F1Achen u n d  P a r a m e t e r  wi rd :  

u, V(x~ - x~)~ + (y~ - yi)* + (z~ - z~)~ 0 u~ 

_ n (y~  - y ~ )  • 0 Y ~  ( 1 2 )  

l/(x~ - x~)~ + (y~ - y~)~ + (z~ - z~)~ 0u~ 
n ( z ,  - z , )  O z ,  

- -  V (x._ - x,)~ + (y~ - y~)~ + (z~ - z )~"  Ou~ 

und  drei  wei tere  Gleichungen. Auch  hier  s ind  u~, v~ ; u~, v', du tch  u~, v~; u' I, v,' 
ausgedrf ickt .  Man kann  aber  auch sch re iben :  

0 V~ - -  n L 0 x~ Oy~ 0 z~ 
O u-~ = ~ --  n M ~ - -  n N ou~-- , (I2a) 

ftir x~ = o, uz = yo, v~----zo geht  dies in (5) fiber. 
Der  Hinweis  auf diese a l lgemeinere  F o r m  mag  bier  genfigen. 
,ffnderung des Koordinatensystems. Die opt i sche  Wegl~nge E ~nder t  

sich be i  e iner  Drehung  nicht ,  es s ind  also aLtf L,  M ,  N einfach die be-  
k a n n t e n  Fo rme ln  der  ana ly t i schen  Geomet r i e  anzuwenden.  Verschiebt  
man  den Koord ina t enan fang  im D i n g r a u m e  yon  (o, o, o) nach (a, b, c), 
i m  B i ld raume  nach (a', b', c'), so ~indert sich E um die Zusa tzg l ieder :  

E~ --  E = --  n ( L a  + M b  + Nc)  + n' (L'a' + M'b '  + N'c') .  (13) 

L,  L '  s ind  nach  (2) durch M ,  N ;  M ' ,  N '  auszLldrficken. 
Die L~nge V ~tndert sich bei  e iner  D r e h u n g  u m  die X-Achse  und  

be i  einer Verschiebung inne rha lb  der  YZ-Ebene  nicht ,  es s ind also die 
F o r m e l n  der  K o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i 6 n  anzuwenden .  

Ff i r  eine Verschiebung in der  R i c h t u n g  der  X-Achse  ha t  m a n :  

V ~  - -  V ~ n a n '  a ~ 
L + L ' '  (I3a) 

wo aber  L,  L '  mit  Hilfe yon  (5) u n d  (2) zu b e s t i m ~ e n  sind. Ahnl ich  
i s t  bei  e iner  Drehung  zu verfahren,  be i  de r  s ich die  R ich tung  der  X-Achse  
~nder t .  

Der Ubergang yon einem Eikonal  z u m  andern. Um z. B. yon V zu E 
f iberzugehen,  h a t  man  die  F o r m e l  (4) anzuwenden  u n d  wel te r  mi t  Hi l fe  
yon  (5) Yo, Zo ; y'o, z'o zu el iminieren.  E i n  solcher  ~3bergang is t  von 
K.  SCHWARZSCHILD t ausgefi ihrt  worden ,  auch  T. SMITH (9) ha t  Regeln 
ffir ihn  angegeben.  Da  er b ier  n ich t  we i t e r  v e r w a n d t  wird ,  sei nur  da r au f  
ve~viesen.  

Endl ich  sei iaoch da rauf  a u f m e r k s a m  gemach t ,  dab  bei  allen E iko-  
na len  nu r  die  Di f fe ren t ia lquot ien ten  v e r w a n d t  werden.  Auf  kons t an t e  

z LTntersuchungen zur geometrischen Optik.  I.  Einlei tung in die Fehler- 
rheorie auf Grund des Eikonalbegriffs. G6tting. Abh. r9o 5, 1%. F. 4, Nr. I. 
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Glieder k o m m t  es daher nicht  an, sie werden im folgenden gelegentlich 
stiUschweigend weggelassen. 

Das E ikona l  bei Brechung oder Zur i ickwer /ung  an einer e inze lmn  
Fliiche. Die Flache habe die Gleichung [ (x, y, z ) =  o, dann erh~tlt man  
nach  den Defini t ionen:  

E = n ( L x  + M y  + N z )  --  n ' ( L ' x  + M ' y  + N 'z ) .  (14) 

V = n ~/x ~ + (3' - -  3'0) 2 + (z --  Zo) ~ -- n '  ]/x 2 + (y --  y~) = + (z --  Zo')2. (14a) 

W = n ~ x  2 + (y --  Yo) ~ + (z - -  zo) 2 -- n'  (L ' x  + M ' y  + N 'z ) .  (i4b) 

W ' = n ( L x + M y + N z ) - - n ' } / x = + ( y , y ' o ) 2 + ( z - - z ' ) ~ .  (I4C) 

Aus diesen Gleichungen sind x, y, z zu eliminieren. Nun folgt (ira 
FaUe 14) aus dem FERMATschen Lehrsatze:  

OE dx  + 3 E  3 E  3--x ~ d y + ~  d z  = o f i ~ r d ] ( x , y , z )  = o,  (15) 

also: 
( n ' L ' - - n L ) : ( n ' M ' - - n M ) : ( n ' N ' - - n N ) =  3 f  3 /  3 /  ~ :  ~ : ~ .  (15a) 

Mit Hilfe von (15 a) und ] (x, y, z) = o (3 Gleichungen) kann  m a n  
x, y, z durch M ,  M ' ,  N ,  N '  ausdrticken und in (14) einsetzen, womit  
man  das Eikonal  erh~tlt. Wenn  [ eine algebraische Funkt ion  ist, so kann  
man  nach  T. SmlTI~ (7) so verfahren.  Man ftihre eine Variable a ein, 
die / homogen  macht ,  unter U m s t ~ l d e n  sp/iter I zu setzen ist und  bilde 

die vier Differentialquotienten /~, /v, [~, /a ( ~  = f~). Es ist dann 
x 

x[~ + Y/v + z[ ,  + a/~ = o ,  (16) 
wegen (I5a) und (14) also: 

E n'L'  - n L  n ' M ' - n M  n ' N ' - n N  
. . . .  (I6a) 

a/~ = /~ Iv / ,  
Nun kann  man aus (16) und  den vier homogenen Funkt ionen 

/~, =/,~ (a, x ,  y ,  z ) ; / ~  = .t~ (a, x ,  y ,  ~ ) ; /v  = / ~  (a, x ,  y ,  z); 
1~ = / , ( a , x , y ,  z) 

die Gr613en a, x, y, z eliminieren, man  erhAlt eine homogene Gleichung: 

* (/~,/ . ,  t~,/,) = o ,  (~7) 
und  nach  (I6a) folgt daraus fOr das Eikonal :  

q) (aE--, ~ ,  ~)~, ~)  = o ,  (18) 

wo zur Abktirzung ~ = n'  L '  - -  n L ,  ~f~ = n'  M '  - -  n M ,  ~ --- n '  N '  - -  n N 
gesetzt  ist. Ftir eine Kugelfl/~che, deren Mit telpunkt  auf der X-Achse 
liegt, ha t  m a n :  

](x,  y , z ) =  (x - -p )= + y~ + z ~ - -  r ~ = o,  
homogen  [ (x, y,  z, a) = x ~ + y* + z ~ --  2 a p x  + a2p ~ - -  a~r ~ ---- o, 
[(x) = 2 x - -  2 a p , [ v  = 23' , [~ = 2 z , / ~  = - -  2 x p  + 2 a p * - -  2 a r L  

Die Elimination liefert 
q) ([~, t z ,  t v ,  [,) ----'.]~ + 2 /  J z p  - -  t~  ( r~ --  P~) - -  (f~ + / z )  ~r~ = o,  

E = --  ~ p  -*- r ( ~  + ~2~* + ~ )  ,/2. (ISa) 
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Die  be idenVorze ichen  s ind zu wAhlen, je n a c h d e m  d ieF l~che  als e rhabene  
oder  als hohle  Fl~che wirkt .  

F i i r  eine Umdrehungsf l~che  h a t  m a n  aUgemein zu setzen,  i n d e m  
m a n  die Achse  zur  X-Achse  w~hlt .  

at  y = w c o s g ,  z = w s i n g ; / ( x , w ) - - - -  o , ~ = o  

dy = dw cos T - -  w sin Td<p dw = dy cos cp + dz sin 9 
oder  

d z = d w s i n g + w c o s g d c  p w d g =  - - d y s i n T + d z c o s (  p 

a! at a/ a/ a-y = ~ c o s T '  ~ = bw sin T ,  nach  (15a) a lso:  

a/ o1 - -  ~ cos cp = tg cp = Uz : ~-~ = ~ : ~X, sin 9 r ~Z~+ ~ '  ] / ~ = "  

Se tz t  m a n  in (14) und  (15) ein, so b e k o m m t  m a n :  

E = - -  ~ x  - -  ]/~2= + ~ w .  (14") 
0E #E 
-O-~dx + ~,~,dw = o f i i r / ( x ,  w) = o .  (15b) 

~ : 3 / ~ + ~  at a/ = a~:  aw" (15c). 

Die gleiche Behand lung  wie oben e rg ib t :  
@ (/a , /~,  ]w) = o .  ( i y b  } 

w ( ~ ,  ~ , ~ ) =  o. (,~ = f ~  + ~ ) .  (18b) 

I s t  die Gle ichung der  b rechenden  Fl~che  in der  F o r m  gegeben:  

x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v), (19) 
(Sonderfal l :  S t a t t  u, v t r e t en  zwei K o o r d i n a t e n ,  e twa  y, z), so h a t  m a n  
aul3er Gle ichung (14) noch:  

aE ax a y az 
au = ~ 3u + ~ ~uu + ~ Y~ = ° 
aE ax ay ~ az (20) 

- -  a--# = ~-O~ + ~ ~ + a v = O  

Hieraus  s ind  u und  v als F u n k t i o n e n  yon  ~, ~7~, ~ zu erhal ten ,  aus  
(19) dann  x, y, z; (14) g ib t  E als F u n k t i o n  yon  ~, ~ ,  ~ .  Bei  Umdrehungs -  
flAchen h a t  m a n  s t a t t  (19) und  (2o): 

x = x (u), w = w (u). ( i9a)  
OE ax aw 
au = ~ + 2 B ~  - = ° ( ~  = 1/~)~ + ~ ' ) "  (2oa) 

I s t  die Mer id iankurve  durcb  P o l a r k o o r d i n a t e n  gegeben:  

x : R (~p) cos ~p, w = R (tp) sin tp, (21) 
so wird :  

aE  
a ~p = ~ (R~o cos ~p -- R sin tp) + ~ (R,~ sin ~p + R cos ~O) = o.  (22) 

~R,p + Yg3R Y~R~o + 2BR 
tg~0 = ~ R _ ~ R ~ v , s i n ~ O  = -4- 

] / ~  + ~ ) ( R ~  + R$) ' (23) 
cos ~ = -{- £ R -  ~R,p  
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Setzt man in (I4") ein, so hat  man:  

E = -~ (~2 + ~ ) , 1 2  R , (R 2 + R ,~ ) - ' / 2 .  (24) 
d R  

I m  allgemeinen ist hier ~p aus (23) zu bestimmen, R und R ,  - -  d~p 

aus (21). Ffir R----const----r (Kugel, auf den Mittelpunkt bezogen) wird 
fibereinstimmend mit  (18 a) : 

E =  -T r ( ~  + ~X~ + ~2)I/~. 

Folgen mehrere brechende Fldchen aufeinander, und sind die Eiko- 
hale gegeben : 

Ez (Mz, Nx, M : ,  N'I), EII (MIx, Nx~, M~:, N::), . . . E~ (Mk, Nk, M~, N~), 

so lasse man in jedem Mittel die beiden Koordinatenebenen zusammen- 
fallen. Das Eikonal der Abbildung ist dann laut Definition: 

E-~ Et  + EH + .  •. + E~. (25) 

Welter ist M) = Mxz, N ~ =  Nxz . . .  M~_, = Mk, N~._: = Nk. Es ist 
abe t  n6tig, diese Zwischenwerte fortzuschaffen, um 

E (Mz, N~; M~, N~) 

zu erhalten. Dem dienen die Gleichungen (vgl. 8) : 
0 E r 0 E l i  0 E 1 ~ E l ;  . . . .  (26) 
c) M~ -~ 0 MiI  ' 0 N~ = 0 Nit  

Die Ausftihrung der Elimination ist abet  meist mit  Schwierigkeiten 
verbunden, man wird sie fast nut  dann ausffihren k6nnen, wenn man 
alas Eikonal in eine Reihe entwickeln kann. 

Besteht die FoIge aus lauter Umdrehungsfl~chen, so sind die Eiko- 
nale Er, E x ~ . . .  E~ Funktionen yon £z, ~9i usf. wo (s. I4",  ISb) : 

2~z = ~(n 'zM' t -  n zM3  ~ + ( n ' r N ) -  n:N:)~. 

Denkt  man sich Ex usf. in Potenzen entwickelt, so k6nnen aus 
Symmetriegrfinden (wenigstens, werm die betreffende Fl~che in der 
Achse keine SingularitAt hat) nut  gerade Potenzen vorkommen, und 
aus den Formen far  ~t und 29i geht hervor, daI3 alle Glieder Potenzen 
v o n  

¢ I y t  

sind. Welter wird: 

O EI O E I M}  O E z n'IM'I- nzM z , 
~M'  z 0~.  2,~ n'~+ O~3~ ~ z  nz 

0 E~z _ O Ez = 0 Ez2 M'~ n'~ 0 Ez~ n~z M h -  n~ ~ n, t 
O M±z 3-M'~ - -  -O ~zz " ~-7f - -  O~----z " ~ i t  

entspreehend far N~. Die Elimination nactx (26) liefert ffir M'z ~ + N ~ ,  
M~M'z + N~N'z GIeichungen, die auch nur  

My + Ny, M'~} + N'~-, Mz  M'~z+ N t  N'~: 
enthalten. So ergibt die Elimination schliel31ich den Satz: 
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Das Eikonal E einer Folge yon Umdrehungsfktchen ist, wenn man 
es auf die Achse bezieht, eine Funktion der drei Gr613en 

M ~ +N2~ M '~ + N  '~, M M ' + N N ' .  

Beschr~nkt man sich auf die Umgebung der Achse, so kann man E 
als Potenzreihe dieser drei Gr6gen darstellen. Die Koeffizienten dieser 
Reihe mtissen die Eigenschaften der Abbildung bestimmen. Bevor dies 
n~iher untersucht wird, soll aber das Eikonal  allgemein betrachtet  
werden. 

Die Reihenentwicklung des Eikonals allgemein. Wir nehmen nun an, 
dab die Umgebung eines Strahles zu betrachten sei, den wit als Haup t -  
strahl betrachten. Wir w~thlen diesen Strahl im Ding- und Bildraum 
als X-Achse. Nactl S. 91 brauchen wir in E kein konstantes Glied an- 
zunehmen. Aus (8) folgt aber weiter, dab bei unserer Wahl des Koordina- 

c)E c)E r_?E c)E tensystems ftir M = N = M ' =  N ' =  o auch ~ = -- = o 
• O N  - - O M '  

ist, d .h .  es mtissen auch alle linearen Glieder verschwinden. Dagegen 
k6nnen vom quadratischen Gliede ab s~mtliche Verbindungen der Po- 
tenzen vorkommen. Man kann einen Teil durch Verschiebung der 
Koordinatensysteme in Richtung der X-Achse oder durch Drehungen 
u m  diese Achse zum Verschwinden bringen. Tut  man dies, so wird man 
die Vergr6Berungen, Verzerrungen bei der optischen Projektion und 
Abbildung erhalten. Will man jedoch auch fiber die r~umliche Lage 
yon Ding- und Bildraum etwas aussagen, so ist die letzte Vereinfachung 
nicht immer zweckm~il3ig. 

Die niedrigsten Glieder der Reihenentwicklung schreiben wir mit  
T. SMITH (8, 9, 10): 

E = ! a M  ~ + i 2 2 b N  2 + ~ c M  '2 + & t i N  ' ~ + e M N + J M ' N '  
2 2 ( 2 7 )  

-- g M N '  -- h M ' N  -- i M M ' - -  i N N '  

und untersuchen zun~chst, welche Form sie bei Brechung an einer 
Fl~iche annehmen. 

Die niedrigsgen Glieder der Eikonalentwicklung bei Brechung an einer 
Fl~che. Ffir das Eikonal haben wir die Gleichung (14)" 

- - E  = E x + g J l y  + ~ z ,  

die Gleichung der Fl/iche sei: 

x =  ~ ( r /  + 2 s y z  + t z  ~) + . .. (28) 

Das Koordinatensystem sei also zun~chst so gew~hlt, dab die fl~chen- 
normale X-Achse, der Einfallspunkt Koordinatenanfang ist. 

Nach (15a) wird: 

~ : ~ : ~ - - - - - - - I :  O-Vj : O7 (29) 

oder mit  BeschrS_nkung auf die niedrigsten Glieder: 
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oder  aufgel6st  : 

r y  + sz----  - -  - -  ~ '  

s y  + t z  . . . .  
(30) 

~ ( r t  - -  s~) ~ . . . .  t ~  + s ~  

~ ( r t - s ~ ) z  = s ~ X - r ~  (31) 

oder ,  wenn man  in (28) e inse tz t :  

~ 2 ( r t  - -  s ~) x = ~ (t~)~ ~ - -  2 s~.)~9~ + r g ~ - ) ,  ( 3 1  a)  

u n d  d a m i t  for das E ikona l :  

2 ~ (rt  - -  s*) E = t~7~ 2 - -  2 s ~ . ~  + r ~  ~. (32) 

Der  H a u p t s t r a h l  b i lde  mi t  der  F l~che  im Ding raume  den W i n k e l  i, 
im B i l d r a u m  i' (n sin i = n '  sin i ' ) ,  m a n  "drehe nun das K o o r d i n a t e n -  
s y s t e m  in beiden R~umen u m  diese Winkel .  D a b e i  w~hle m a n  der  
E in fachhe i t  ha lber  die Einfa l l sebene  als X Z - E b e n e :  

L = L~ cos i - -  M~ sin i L '  = L ~' cos i ' - -  M'~ sin i' 
(33) M = L~ sin i + M~ cos i M ' =  L', sin i ' +  M',  cos i .  

2 (r t - -  s ~) {(n' cos i ' . L'~ - -  n cos i L x) - -  (n '  sin i ' M "  - -  n sin i M,)} E = 

t { (n' sin i 'L '~- -  n sin i L~) + (n' cos i' M'~ - -  n cos i .  M, )  } 2 _ (34) 

- - 2  s { ( n ' s i n  i 'L '~ - -  n s in iL~)  + ( n ' c o s i ' M ' ~ - -  n c o s i .  M ~ ) } ( n ' N ' - -  n N )  + 

+ r ( n ' N '  - -  n N )  ~. 

Nun seien 3 I i ,  N~,  M'~,  N "  kleine Gr6Ben, nach  denen man  en twicke ln  
kann .  Die Glieder ers ter  Ordnung  verschwinden  und  for  die zwei te  
Ordnung  ble ib t  : 

2 (n'  cos i ' - -  n cos i) ( r t  - -  s ~) E = t (n '  cos i' M'~ - -  n cos i M~)" 

- -  2 s (n' cos i' M'~ - -  n cos i M x  ) (n '  N ' - -  n N )  + r (n'  N ' - -  n N )  ~ = 

= t n  ~ cos" i M ~ - -  2 s n  ~ cos i M ~ N  + r n ' N  ~ + t n  '~ cos" i ' M "  ~ 
(35) 

- -  2 s n  '~ c o s i '  M ' ~ N '  + ~ n ' ~ N  '~ + 

+ 2 s n n ' c o s i M ~ N ' +  2 s n n ' c o s i ' M ' , N - -  2 t n n ' c o s i c o s i ' M , M ' ,  - -  

- -  2 r n n ' N N ' .  

D a m i t  s ind  die S~ITIdschen Koeff iz ien ten  (27) bes t immt .  
D i e  Z u s a m m e n s e t z u n g  m e h r e r e r  F l i i c h e n .  Die E ikona le  fOr jede Fl~che  

s ind  nach  (35) zu bes t immen,  beziehen sich dann  aber  auf den Einfa l l s -  
p u n k t .  Urn die Gleichungen (26) anwenden  zu k6nnen,  mug  m a n  z. 13. 
den  Koord ina t enan fang  des ers ten  E ikona l s  u m  die vom H a u p t s t r a h l  
durchmessene  Strecke z verschieben.  Dies g ib t  nach  (13): 

E, - -  E -= n '  L ' r  = n ' ~  - -  ! n ' ~  M ' ~  _ ! n ' z N ' ~ .  
2 2 

Bezeichnet  man  die neuen Koeff iz ienten  m i t  a~ usf., so i s t :  

c , = c - - n ' v ,  d , = d - - n ' r ,  (36) 

w~thrend alle t ibrigen Koeff iz ienten ble iben.  
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Ftir die Zusammensetzung zweier Abbildungen liefern die Glei- 
chungen (26) ein Ergebnis, das hier in der yon SMITH (8) angegebenen 
Form geschrieben sei: Die Koeffizienten der Eikonale seien a . . . / ' ;  
a ' . . . / " ;  die des zusammengesetzten Eikonals A . . . J ,  so kann man 
ableiten: 

A - - a = - - i 2 u  + 2 g i v  --g*w 
B - - b = - - h ~ u  + 2hiv  - - i~w 

C -- c'= -- i'2u + 21,'i'v -- h'~w 

D - - d ' =  --g'2u + 2g'j'V --j '~w 

E - - e = - - h i u  + ( g h  +i~)v  --g~w 

F - - [ ' =  - -g ' i ' u+(g 'h '  +i'~')v --h'~'w 

G =  ig ' u - - (gg '  + i i ' ) v  + g i ' w  
H =  h i l u - -  (hh' +~i ' )v  + i h ' w  

I =  i i ' u - - ( g i '  + ih ' ) v  + g h ' w  

f =  g'hu-(ig' +hi')v +ii'w 
U 7.0 

(37) 

d+b ' - -  /+e '  - - c+ a '  
(37 a) 

I 

(c + a')  (d + b') - (]  + e') 2 
[SMITH (8), S. 74]. 

Diese GleichungeI1 gelten fiir die Zusammensetzung zweier Abbil- 
dungen, die einzeln durch beliebig viele Fl~ichen vermittelt werden 
k6nnen. 

Allgemeine Betrachtungen i2ber die Glieder zweiter Ordnung. Da die 
Funktion (27) zehn Konstanten enth~tlt, durch eine Fl~tche aber nur ftinf 
eingeffihrt werden k6nnen (aul3er r; s,-t; i i s t  allgemein noch der Winkel 
gegen die XZ-Ebene willktirlich), so k6nnen nicht alle m6glichen Eiko- 
hale dutch eine Fl~che hergestellt werden. In der Tat haben alle Bre- 
chungen durch eine Fl~tche die Besonderheit, dab der Einfallspunkt sich 
selbst entspricht, und zwar als anastigmatischer Bildpunkt. Dasselbe 
gilt yon allen unendlich dfinnen Folgen; SMITH best~tigt, dab in den 
Werten der Konstanten hier noch eine Besonderheit besteht. 

Besonders untersucht SMITH den Fall, dab der Hauptstrahl alle 
Ft~chem senkrecht trifff (i = i' = o). Hier zeigt der Vergleich.von (27) 
und (35) fiir eine Fl~che: 

$ ¢ r 2 a  -~- ~'Z.2 C = ~ 'T / , " i  

~z'2b = n=d = n.n'~ (38) 
t e l  nI2C-~- n2[ = n~ o = nnrh 

es sind also nut  drei unabh~tngige Konstanten (r, s, t) vorhanden. 
Eine solche Brechung t~13t nicht nut  den Einfallspunkt als Bildpunkt 

sich selbst entsprechen, es ist dort obendrein die Vergr613erung I, und 
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ferner liegen ftir s~imtliche Punkte  des Hauptstrahls  die beiden Haupt -  
schnitte des gebrochenen Biindels in den Hauptschnit ten der brecbenden 
Fl~iche. Dies l~ttt sich aus den Gleichungen (3S) ableiten. SMITH zeigt, 
dab diese auch bestehen bleiben, wenn eine donne Fl~ichenfolge belmtzt  
wird, also gilt sodann das gleiche. Bei Folgen mit Abstand wird aber 
im allgemeinen keinem Punkte ein wirklicher, anastigmatischer Bild- 
punkt  entsprechen und, wenn nicht alle brechenden Fl~ichen dieselben 
Hauptschni t te  haben, so werden sich die Hauptschnit te  des bildseitig 
einem Punkte des Hauptstrahls  entsprechenden Biindels beim Fort-  
gehen auf dem Hauptstrahl  in der Regel von Punkt  zu Punkt  ~indern, 
die Gestalt des Abbildungssystems wird die allgemeine, im folgenden 
Abschnitt  zu betrachtende sein. 

Das Koordinatensystem ist bis jetzt so gewtthlt, dab die Grund- 
ebenen vom Ding- his zum Bildraum zusammenfallen. Dadurch wird 
nicht nur die Vergr613erung und Verzerrung, sondern auch eine Drehung 
der Wiedergabe in dell Konstanten bestimmt.  S:vlrrH fragt, inwieweit 
einem Astigmatismus des Auges dureh eine Brille - -  bei dieser wirkt 
nur eine torische Fl~iche--gehoben werden kann. Betrachtet man einen 
fernen Dingpunkt in der Achse, so gibt die Gleichung (27) (M = N  = o). 

- -  ~'y" = c M '  + / N '  
r p - - n z o = ] M '  + d N ' .  

Ftir den Sctmittpunkt mit  einer anderen der YZ-Ebene parallelen 

, M '  ~(, hier aber kann man bei Beschr~nkung Ebene hat  man y ' =  yo + L ' - - '  

auf die niedrigsten Glieder L ' =  1 setzen, so wird: 

~ 'y '  = -- (c =- ~*2"X) M ' - -  I N '  
n'z' - - / M ' - - ( d , n ' X ' )  (39) 

Nimmt  man nun an, X '  sei die Entfernung der Netzhaut yon der 
letzten Fl~iche der Kristallinse, so wird eine Folge Brille--Auge dann 
ihren Zweck fiir ferne Achsenpunkte erftillen, wenn c = d = n'X',  / =  o 
ist. Diese drei Gleichungen lassen sich stets durch den Zusatz einer 
torischen Brille zum Auge erftillen. 

Fiir unendlich ferne Punkte auBer der Achse wird aber werden: 

n ' y ' = i M  + h N .  
n ' z '=  g M + ] N .  (40) 

I m  allgemeinen wird also eine Verzerrung (ein Vergr6Berungsunter- 
schied) eintreten und eine Verdrehung stattfinden, die nur dann ver- 
schwinden, wenn g = h = o, i = ~" ist. SMITH berechnet die Werte unter 
gewissen Annahmen ffir die Kristallinse und die Hornhaut.  Es ist in- 
dessen der Vergr0Berungsunterschied, der schon bei blol]em Hornhaut-  
astigmatismus auftritt,  sowie die Brille nicht als Haftglas benutzt  wird, 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 7 
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schon friiher bekannt gewesen. Man vergleiche meine unten crw~hnte 
Arbeit ' ,  sowie die ]3ehandlung der sogenannten anamorphotischen 
(richtiger verzerrten) Abbildung bei Cz. (S. 138/4o ). 

In einigen weiteren Arbeiten (9, IO) gibt S~IITI~ den Koeffizienten 
des Eikonals und der charakteristischen Funktion noch andere, ge- 
legentlich bequemere Formen. Es soll bier nur auf die Vereinfachungen 
eingegangen werden, die m6glich sind, wenn man auf die Darstellung 
der Lagenbeziehung zwischen Ding- und Biidraum verzichtet. 

Man kann in (27) oder (35) noch in beiden R~umen eine Drehung 
um die X-Achse und eine Verschiebung in der Richtung der X-Achse 
vornehmen. Eine Drehung /indert die Koeffizienten, man kann sie so 
vornehmen, dab e=f----o ist. Die Bedeutung wird am Anfang des 
n~chsten Abschnitts festgestellt. Durch eine Verschiebung werden nur 
a, b; c, d ge~ndert (/ihnlich wie in 36) ; es soll b = - - a ,  d =  - - c  gemacht 
werden, allerdings ist diese Vereinfachung yon geringer Bedeutung und 
die Formeln des folgenden Abschnitts wtirden ohne sie nur wenig ver- 
wickelter werden. 

IV. Die allgemeinen Gesetze der Abbildung und der 
optischen Projektion ~. 

Nact~ dem Schlusse des vorhergehenden Abschnittes kann man dem 
Eikonal bei Beschr/inkung auf die Glieder zweiter Ordnung die Form 
geben : 

E = i a  i 
2 ( M 2  - -  N ~ )  + 2 c ( M  '~ - -  N '~) - -  g M N ' - -  h M ' N  (I) 

- -  i M M ~  ~ ~ N N ' .  

Dies gibt die Gleichungen: 

OE . , , , OE 
n y o = ~ = a M - - g N ' - - * M , n y o - -  ~ , - ~ - - c M ' + h N + i M .  

O E  OE (2) 
- -  - -  h M - - ] N , n z o =  - -  ~ c N '  + g M  + j N .  n zo ~ N a N - -  ' " ' " ' -O~r 

Diese Gleichungen geben die M6glichkeit, aus den dingseitigen 

Bildgr6Be und Sehsch~rfe beim brillenbewaffneten Auge. Ein Abschnitt 
aus der Geschichte der Lehre yon der Bri]le. Z. ophthalm. Opt. Io, 1 2 9 - - 1 4 4 ,  
161--174 (1922). Namentlich der SchluB kommt in ~rage. 

Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind zum groBen Teile von A. GULL- 
STRAND au~ ganz anderem Wege abgeleitet worden (vgl. den II. Abschnitt 
und die dort angef~hrten Abhandlungen). Ziemlich gleichzeitig mit mir hat 
mein Kollege ~.  HERZ~ERGER ~hnliche Untersuchungen augestellt wie ich, 
auch sein Verfahren ist etwas anders. Da zwischen uns beiden ein reger 
Gedankenaustausch stattgefunden hat, so hat sicher der eine den andern 
gef6rdert, es mag nicht immer m6glich sein zu sagen, wer eiu Ergebms 
zuerst gefunden hat. 
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' *' M' ,  ~\" zu bes t immen Koord ina ten  yo, Zo, M, N die bi ldseit igen yo, ~o, 
u n d  umgekehrt .  Bedingung ist g h - -  i ?" ~ o ~. 

Xlz  ;v 'z '  Die Schni t tpunkte  eines Strahls mi t  der X Z - , .  ~ -, __ _ -, X '  Y' -Ebene 
haben  die Abszissen x~, x2; x',, x'2, diese s ind bes t immt  durch:  

- - ' = -  ' = - i ~ x 2 ,  ( 3 )  yo = Mx,  ~ zo = N x ~ ;  yo  M x1 ,  Z'o "' ' 

also : 
nx, M = - - a M + i M '  + g N ' ,  ,J . , . 'M'= c M ' - - i M - - h N .  
~ x ~ N =  a N + h M ' + ; i N ' ~  n ' x ' ~ N ' = - - c N ' - - g M - - j N .  (4) 

N i m m t  man  an, der Strahl  schneide dingseitig die X-Achse, so ist 
x~ = xz = x;  also geben die beiden l inken  Gleichungen:  

M = ~ (iM' + gN') N ~ (hM' + iN'), (5) 
n x  + a ~ n . v  - -  a " 

u n d  setzt  m a n  dies in die rectlten Gleichungen (2) und  (4) ein, so wird:  

' ' = - + n.,,; - ~ , ,  7 . ~  + ~ x  - ~, /  ( 6 )  

n x ~ = + c - -  ~ + n x _ a /  . ~  + ~ - a  "AI-'" 
, ,  ( g~ ? ) ( ~i hi ) M' (7) 

Nach (6) wird ftir x = o~, N' = o werden Z'o = o. Der Strahl  verl~tuft 
bildseitig in der X'  Y'-Ebene. Nach (7) schneidet  er die X'-Achse im 

P u n k t e  x~ ---- ~,. Ftir  x = oo, M' ---- o wird y' = o, u n d  der Strahl sctmeidet 

, c Diese P u n k t e  entsprechen dem unendl ich  die X' -Achse  in x~ = - - n -  5 . 

fernen Punk te  des Haupts t rah!s  als as t igmatische Bi ldpunkte ,  die 
zwischen ihnen liegende Strecke heii3t die Hauptfokals trecke.  Bei der 
Wah l  des Koordinatensys tems ist also der Koord ina tenanfang  die Ni t t e  
der Hauptfokalstrecke,  ferner s ind die X ' Y ' -  und  X ' Z ' - E b e n e  die Haup t -  
schni t te  des dem unendl ich fernen P u n k t e  entspreehenden Strahlen-  
biindels.  Doch werden wir ba ld  auf  eine Ausnahme  stoBen. 

Andererseits  wird nach (6) u n d  (7) x '  = o~ ffir x = _a u n d  x = - - a .  
n n 

Denk t  m a n  sich n u n  Ding- u n d  B i ld raum vertauscht ,  so erscheinen 
die hierdurck bes t immten  P u n k t e  der X-Achse als ast igmatische Bild- 
p u n k t e  des unendl ich fernen Punk tes  der X'-Achse.  Aus (5) folgt aber 
ftir den ersten N = o, den zweiten M = o, so dab die X Y- u n d  XZ-Ebene  
Haup t schn i t t e  sind. 

Die Oleichungen (2) zeigen auch, dab E ftir eine afokale oder hemiafokale 
l~'olge nicht anwendbar ist. Bei einer solchen geht durch die unendlich Iernen 
Punkte  der X- und X'-Achse (iV/= N = M '  = N" = o) mindestens ein 
Strahlenbtischel, es dtirfte also aus M ---- N = M" = N" = o nicht Yo = Zo 

' = o hervorgehen. Die meisten Gesetze des Abschnittes gelten a.uch = y ;  = z o 

ftir diese Folgen, wie aus anderen Formen des Eikonals zu schliegen ist. 

7* 
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Allgemein wird die Stellung der bildseitigen Hauptschni t te  bes t immt,  
wenn man in (6) x'~-~--x'~ = x '  setzt  und beide Gleichungen voneinander  
sabtrahier t  : 

IN' 1~'/( gi h j  / i ~ - ~  ~,~-j~ . . . . . .  o. (8) ~ }  \ n ~ - a .  a + nx - a/ 2 c + n x + a -r- nz  - a 
% 

Dies ist eine quadrat ische Gleichung, deren L6sungen reziprok nnd  

entgegengesetzt  sind. Sie sollen zur Abkiirzung a' und - - J -  genannt  •t. t 

werden, a '  ~ - -  fl ' .  Es folgt, dab die beiden Hauptschni t te  allgemein ¢r  

aufeinander senkrecht stehen. 
SonderfMle. a) Or t h o g o n a l s y s t eme  heiBen nach GULLSTRAND solche 

Folgen, bei denen die Stellung der Hauptschni t t e  ftir alle Punk te  des 
Haupts t rah ls  dieselbe ist. a) Ftir a =  o, c----o tri t t  das verlangte nach  
(8) ein, doch fallen die Haup tschn i t t e  bier nicht  mit  den Koordinaten-  
ebenen zusammen.  Hier entspr icht  dann  nach (7) dem Punkte  x = o  
der Punk t  x ' -~  oo, dem Punkte  x =  oo, der P u n k t  x ' =  o als anast igmati -  
scher Bildpunkt .  Solche Punk te  nennt  man  Fokalpunkte ,  es g ib t  
also zwei Paare. 

i~) Fall c = o, a ~ o .  
Hier wird:  

i 2 _ g2 h ~ _ 1'2 
N '  M '  n x  +~-~a + n~x---a n ( g 2 - h 2 - i 2 + j 2 ) x - ( g  2 + h ~ - i 2 - j ~ - ) a  
M '  N '  = - -  g i  h i = n ( g i + h j )  x - ( g i - h j ) a  (8a) 

¢ 4 X  + a ~ X  - -  tZ 

Dies Verh~ltnis ist unabh~ingig yon  x fiir: 

(g" - -  h~  - -  i~  + i ' ) ( g i  - -  h i )  = (g"  + h ~ - -  i ~ - -  j ~ ) ( g i  + h / )  

oder 
- -  g ' h j  - -  g h H  + h i " j  + g i j  ~ = o, oder wegengh  - -  i j ~  o :  

E c = o ] , h i + g i =  o 

7) Fall a = o, c ~> o. 
Hier  mtissen, wie oben abgeleitet,  bildseitig die Hauptschni t te  mi t  

der X '  Y ' -  u n d  X ' Z ' - E b e n e  zusammenfa l len ;  d. tl. in (7) muB der F a k t o r  
N '  M '  yon  M--~, ~ -  identisch verschwinden:  

[ a = o ] , g i + h ] = o .  

8") F a l l  a ~ .  o , c >.~ o .  

Auch tlier muB derselbe F a k t o r  identisch verschwinden. Wegen 
g h - - i j  ~ o gibt dies jetzt  entweder  g = h = o oder i = / "  = o. 

Beide M6glichkeiten unterscheiden sich nur  dutch die Koordina ten-  
wahl. 

Bei Vertauschung yon  Ding- und  13ildraum ver tauscht  sich a gegen 
c, g gegen h, jede Fl~ichenfolge wirkt  also entweder in keiner oder in 
beiden Richt lmgen als Orthogonalsys tem.  
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An die bekannte Tatsache, dab es bei einem Orthogonalsystem zwei, 
einen oder keinen reellen Fokalpunkt  gibt, dab aber auch alIe Punkte 
Fokalpunkte sein k6nnen, sei nur  kurz erinnert, ebenso daran, dab im 
zweiten und vierten Falle eine Abbildung ohne Verzerrung entsteht 
(Cz. 138/9 ). Auf eine Ableitung sei verzichtet. 

N '  
b) F o k a l p u n k t e .  Damit  alle Strahlen dutch x unabh~ngig yon M- v 

die Achse schneiden, muB gleichzeitig (nach 8): 

I.  n ( g i  + h i , ) x  + ( h i  - -  g i )  a = o 

und 

I1. 2 c  ( n ~ x  2 - -  a s) + n x  (g2 _ h 2 i 2 + j~) - -  a (g2 + h ~ _ i ~ _ ]~) = o 

sein. Aus (I) folgt : 

I I I .  nx~--~ g i  - h i  
g i  + h~ a~ 

setzt man in (II) ein, so wird: 

2 a ~ c  I( : i  - hT/° / + g / - h ¢  - t~ g-~-~o (g~--h~--io+ ? / - - a  (g~+ t~--i~--j~/= o. 
I \g i  + h i t  

Abgesehen vom Faktor  a gibt dies die Bedingung: 

- -  8 a c g h i  i + ( g ~ i  ~ - -  h~.'~)(g~ - -  h~ _ i2 + I.'2) 

- ( g i  + h i )  ~ ( e  ~ + h ~ - i ~ - ? )  = o 

oder auch- 

I V .  A = - -  4 a c f i h i i  - -  g ~ h ~ i  ~ - -  g~-h~] ~ + g~ i~ j  ~ + h~i~i~ 

- g h i i  ( g  ~ + h~  - i s - ? )  - -  o .  

IVa. 4 a c  --~ (i ~ + 1 "~) k -~1! (g2 + 

_ (g i  + h i )  ( g / +  hi) (gh - i j ~ .  

g h i i  

Aul3erdem aber ist ftir a = o  und nach (8) ffir c = o ein Fokalpunkt 
vorhanden, a =  o: Bildseitig im Unendlichen, c = o dingseitig. 

DaB auch hier Vertauschbarkeit  yon D i n g -  und Bildseite besteht, 
ist eigentlich selbstverst~ndlich. 

c) Aus der Form der Gleichung (8) folgt, dab zu iedem Dingpunkte, 
j edem x ,  ein Weft  yon/3' geh6rt. G e h 6 r t  u m g e k e h r t  z u  j e d e m / 3 '  e i n  D i n g -  

p u n k t ?  (8) kann man anch schreiben: 

2 c n ~ x  ~ + n x ( g  ~ -  h ~ - i  ~ + i ~ -  f ~ g i  + h i ]  ) 
(9) - -  2a~-c - -  a ( g  ~ + h ~ - i °- - -  j~ - -  f [gi  - -  hj]) = o. 

Die Determinante ist: 

D = ( g ~ - - h  ~ - i  ~ + ~ - l ~ ' ~ g i + h i ] )  ~ + i 6 a ~ c  °- 
(9 a) + s a c  (g~ + h ~ - -  i ~ - -  ? - - / / '  [ g i  - -  hj~) .  

Ftir gro/3e Werte yon/3 '  (a '  ~ o oder oo) hat  (9) offenbar reelle L6sungen. 
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Es k6nnen also Werte yon/~ '  nur  ausfalten, wenn die Determinante  der 
Gleichung D = o  positiv ist. Diese Determinante  hat  den Wer t :  

_(1 = B ~ - -  4 ~ q  F ,  wobei 
. ,4 = I 6 a ~ c  ~ + 8 a c ( g ~ -  + h 2 - -  i 2 - -  j~-) + ( ~  - -  h ~- - -  i ~- + f~)~.  

B = - -  2 ( g i  + h i )  (g2 _ h~_ _ i ~. + i~.) _ S a c  ( g i  - -  h i ) .  

1" .= ( g i  + h i )  ~. 

Also" 

z / =  4{ I 6 a ~ c ~ ( g  i - -  h i )  2 + 8 a c ( g  2i2 - h2J  °') ( ~  - -  h~ - -  i2 + i ~) 

+ ( g i  + h i )  ~ (g2 _ h~ _ i ~_ + i~_)~ 

- -  j ) . ,  ( g i  + h j ) 2 [ ! 6 a ~ - c  ~ + 8 a c  (go + h ~ _ i~ _ j~) + (g~ _ h~ _ i" + ~ ~-=' 

---- 64{- -  4 a ~ c ~ g h l i  + a c ( g i  + h i ) ( - -  g ~ h  i - -  g h ' - i  + h i~ . i  + g,j" ~)J .  

~J = 6 4 a c  { - -  4 a c g h i ]  - -  g ~ h ~ i ~  _ g , h , j ~  + g'i~-] °- + h~-i~]" 
( i o )  

- g h i i  (g~ + h ~ - -  i ~- - -  i ~) } .  

Dies ist also dieselbe Gr61?e, deren Verschwinden nach (IV) den 
Foka lpunk t  bedeutete, und der Fak to r  a c  zeigt an, daI3 

V . H = o  

sogar die allgemeine Bedingung for  den Foka lpunkt  ist. 
Man hat  hiernach die drei GULLSTRANDschen Klassen yon Abbildungs- 

sys temen;  es ist zu beachten,  dab wieder das Gleiche ding- und bild- 
seitig gilt : 

l .  _Fall  : z l  < o .  

D ist stets positiv, ftir jeden \Vert y o n / / '  gibt  es zwei Werte yon  x ,  

die nie zusammenfallen. GULLSTRAND: Tordierte Systeme. 

2.  F a l l :  A = o. Nach  GULLSTRAND : Semitordierte Systeme. 

• D ist positiv, ftir einen Wer t  yon  15' aber Null. Ferner  hat  D die 
Form : 

( D = F J +  . 

Die LOsung yon (9) l~il3t sich allgemein schreiben" 

+ 4~1~- [~, 4- ~ ] 1)-. (9 b) 
4c 

Daraus folgt, dal3 in unserem Fall  die eine der beiden LOsungen yon 
3'  unabMngig  ist, und zwar wird sie: 

g~ - h~ - i ~- + ~'~ 1~ _ g i  - h]" 
VI. ~zx = --  4c 8c1 I" g ~ + 7 [ J  a~ 

d . h .  alle Stellungen kommen einmal im bildseitigen Foka lpunk t  For, 
auBerdem entspricht jedes senkrechte Paar  ~'  noch  einem Punkt .  Aus- 
genommen ist das Paar,  das dem Wer te  D = o, d. h. : 



Uber die Entwicklung der Theorie der optischen tnstrumente seit ABBE. I O 3 

V I I .  [~' - -  B g~ - h~ - # + i= g i  - h i  
2 1 " - -  g i  + /,] + 4 a c  ( -g i -+- I~  - -  

I I I I 

_ g~h~i2-g2h2l'=-g~i~]'=+h2i2]~ = _ ~- - I ?  i 2 + ]2 (nach IVa) 
( g i + h ] ) g h i ]  I I 

F gi hi 
entspr icht .  Dieses E b e n e n p a a r  k o m m t  nur  dem Foka lpunk te  zu. 

3. F a l l :  J ~ o. Nach GULLSTRAND : Retordier te  Systeme.  
D wird ftir zwei Wer te /5 '  Null. Dem entsprechen zwei Ebenenpaa re ,  

die vo rkommende  Ebenen  von nicht  vo rkommenden  abgrenzen.  Aus 
(9 a) folgt fiir die Grenzwerte:  

und  ffir die entsprechenden Dingpunkte  aus (9 b) (D = o) 

g= - k= - i= + # B } "7  g i  - h /  ~ J  
lz x = - -  4 a 8 c ~ - "  S c ¢ ~  g* + h / a  -4- 8 c (gi + hi)"  (9d) 

d) Orthogona lpunk t e .  Aus (5) folgt nun  die dingseitige Lage der durch 
einen P u n k t  x gehenden Hauptschn i t t e"  

M'  M' 
M~ - -  (i + g a'); N~ - -  (h + ?'a') 

n x  + a n x -  a ( I I )  

M~ n x + a  i - -  ; N ~  = h - -  

Die Stellung der Ebenen  ist  durch M1 l t~ unfl 7~T. gegeben. Sie stehen 

nur  dann aufeinander  senkrecht ,  wenn 
N~ M~ 
~ + ~ = o ist~ oder: 

i _ _  g 
n x + a  h + f e d  n . v - - a  a' 

+ = 0  
n x - a  i + g d  n x + a  h I_, 

**'] " "[ '/C { --¢~7)j I,{ I "( ' --(~7 I)} / , ,x + a/" Lh i" + + / , - *  - a/" ti" - g" + g* = o .  

Ffir a ' - - -  I - - / 5 '  ist je tz t  der Wer t  aus (8) einzusetzen:  

( • ~ ,  [ g i  h i  t ~,=(,~ - *  = ) \ ~ g ,  + ~.h/- ~/'/+ (~x _ a). (i2 _ ~ j k ~  + **_ ~j (ux + a) 

+ i ( n x + a ) 2 h i + ( n x - - a ) ~ - g i ~  c = o 
n x  + a n x  - a/  

2c  ( n x  + a)~ h i  + 2c  ( n x - -  a)" g i  + ( n x  + a) {(h = - -  ]=)gi - -  (i ~ - -  g=) h i }  

+ (nx - -  a){(i~ --  g=)h i - -  (h ~ - -  ]~)gi}  = o 

c n = x = ( g i + h ? ) + 2 a c ( h ] - - g i ) n x + a 2 c ( g i + h ]  ") I 

+ a [(h" - i ~) g i  - ( i  ~ - g~) h . ~  = o .  1 ( ~ 2 )  

Die De te rminan te  dieser Gleichung ergibt  sich zu J ,  d. h. bei tordier ten 
Sys temen gibt  es keine Or thogonalpunkte ,  bei re tordier ten zwei, bei 
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semitordierten einen. Weiter  zeigt die Gleichung sofort, dal3 bei semitor-  
dierten Systemen der Or thogonalpunkt  eben der Foka lpunkt  ist. 

Die L6sung der Gleichung (12) ist :  

g i -  h /  i l /  z l  (I2a) n x  = g-W4~/a +--~ ~ ( ~  + h/)  " 

Also der n~mliche Wert ,  der schon in (9d) erhalten wurde. Dem 
Orthogonalpunkte  entspricht  auf der anderen Seite ein Paar  Grenzhaupt-  
schnitte,  wie schon GULLSTRAND abgeleitet hat .  Man kann  es auch 

d f  
so erhalten, dab man fl' nach n x differentfiert,  man  bekommt  ftir ~ - - - -  o 

die Gleichung (12). 
e) D ie  Gleichung / i ir  e inander  entsprechende Punk te .  Jedem Punkte  x 

werden bildseitig zwei sogenannte astigmafische Bildpunkte x '  ent-  
sprechen und  umgekehrt .  Eine Gleichung zwischen x und x '  mul3 
also in beiden vom zweiten Grade sein. Aus (8) kann man den Wer t  
ftir a '  ableiten: 

hi 

2 C + n x + ~  n x - a  

I 1 /  " o _a, 

Da die beiden L6sungen der Gleichung a' und - -  i . j smd, kann man  

aueh a p i • + ~7- hleraus ableiten : 

i~{ gi . t,/ ~ =  

(I3a) 

2 c P n x  + a n x  - a/ 

Da die in Frage kommenden  Strahlen die Achse schneiden, so ist 
in (7) zu setzen x', =x'2 = x ' ,  also 

h,+/~ ( + 7,/\n_V~d + ) (I4) - - 2 n ' x ' =  g~+i~ + - -  + c/ ~ {  gi  h /  
$'l x + a n , ~ - -  a n . v  - -  a 

{2n'x' (n~x~ - -  a~) + nx(g~ + h~ + i~ + i~) - -  a(g~--  h~ + i~ - -  7 "~)} ~ = /  

{ 2 c ( n ~ x ~ - - a ~ ) + n x ( g ~ - - h ~ - - i ~ + ] ~ ) - T a ( g ~ + h ~ - - i ~ - - ] ~ ) } ~  i ( I 4 a )  

+ 4 {nx (gi + h/) - ~ (gi hi)} ~. 
Brhagt man die Gleichung auf o und  l~iBt zun~chst die mit  n 2 x  2 -  a ~ 

multiplizierten Glieder beiseite, so kann  man  wie folgt vereinfachen:  

Faktor  yon n ~ x ~ : (g~ + h ~ + i ~ + 2"2) ° - -  (g~ --  h ~ - -  i ~ +/~)~--  4 (gi + h/) ~- = 

4g~h ~ + 4g~i  ~ + 4 h ~ i  ~ + 4 i ~ F  - -  4g~i  ~ - -  8 g h i ]  - -  4h~/~ = 4 (gh  - -  i;) ~. 

F a k t o r v o n 2 a n x : - - 2 ( g ~ + h  ~ + i ~ + / ~ ) ( g ~ -  h ~ + i ~ -  /~) 

+ 2(g ~ -  h ~ - i ~  + i ~ ) ( g ~ +  h ~ -  i ~ - i ~ ) +  8 ( g : i  ~- - h~-i. ~) = 

= - s g ' i  ~ + 8 h ~ F  + 8(g~i 2 - h ~ ]  ~ )=  o.  
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Faktor  yon a ~- : (g" - -  h" + i" - -  .7")" - -  (g" + h" - -  i'- --/.2), _ 4 (gi - -  hi) 2 

- -  4g 'h"  + 4 g ' i "  + 4 h ' j "  - -  4 i ' i  " -  4g' i ' -  - -  4 h ' j "  + 8 g h i f  = 

- -  4 (gh  - -  i i ) ' .  

Danach kann man in (14 a) den Fak to r  4 ( n ' x ' - - a ' ) ,  der nicht  all 
gemein Null wird, herausnehmen und  beh~ilt: 

n " x ' "  (n 'x"  - -  a') + n n ' x x '  (g" + h" + i" + ~') - -  a n 'x '  (g" - -  h" + i" --  ~') 

- -  c n x  (g" - -  h" - -  i"  + ~') - -  c" (n 'x"  - -  a') + ac (g" + h" - -  i" - -  !"') 
+ ( g h - - i l ) "  = o.  

HierfOr kann man auch schreiben: 

(n"x ' "  - -  c ' ) ( n ' x "  --  a') + n n '  x x '  (g" + h" + i" + ~o_)_ 

a n ' x ' ( g ' - - h ' + i ' - - j ' ) - - c n x ( g ' - - h ' - - i ' +  i') + a c ( g ' + h ~ - - i ' - - ~  ") (15) 
+ (gh - -  i l)" = o, 

oder auch:  

( n " x ' "  - c ' ) ( n ' x "  - -  a ' )  + ( n ' x '  - c ) ( n x  - a ) g "  + 

( n ' x ' +  c)(nx  + a)h" + (n'x' + c ) ( n x  - -  a ) i ' +  (n'x'  - -  c ) (nx  + a ) ?  (16) 
+ ( g h  - i i ) "  = o .  

FOr das Orthogonalsystem zerf~illt die Gleichung (16) in zwei, die 
beim GAussischen System (a = c - ~  o) in die bekannte  NEwToNsche 
Gleictlung iibergehen. 

f) Die abbildbaren L in ien .  Wir bet rachten nun allgemeiner einen 
Strahl, der durch den P lmkt  x, y,  z geht und die Richtungskosinus 
M, N hat.  

Es ist y - - y o = M x ,  z - - z o = N x ,  aus (2) folgt also: 
n ' y '  -~- n y  = (nx  + a) M --  i M" - -  g N '  n%' (n'x'  - -  c) M '  + i M  + h N  

n z  -= ( n x - -  a ) N - -  h M ' - - j N "  -~ ( n ' x ' + c ) N ' + g M + j N ,  (17) 

wo y' ,  z' der Schni t tpunkt  des bildseitiger/Strahles mit  einer zum Haup t -  
strahle senkrechten Ebene ist ;  aus (17) kann  man  ~ihnlich wie aus (I) 
M ' ,  N ' ,  y' ,  z' durch x, y, z, M ,  N best immen.  

Es ergibt sich weiter:  

M - -  i i n x + a  (ny + i M ' + g N ' } T N = n x - - - ( n z a  + h M ' + i N ' ) .  (I8) 

Setzt man  dies in die rechten Gleichungen ein, so t reten offenbar 
wieder dieselben Koeffizienten auf, wie in (6) und  (7). Schreibt man 
zur Abkiirzung : 

n x + a +  n x - a  7°- ~ x + a +  n x  a ' v = - +  a '  (19) - n x + a n x - 

s o  lauten die entstehenden Gleichungen: 
i n y  h n z  

n 'y '  = (n'x'  - -  c) M '  + q M '  + o-N' + ~ + n x  - a ' 

i ~  (20) g n y  
n ' z '  = (n'x '  + c) N '  + e M '  + ~ N '  + ~ + n - x ~ a "  
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Wir nehmen zun~ichst an, der Strahl schneide dingseitig die Achse 
in (x, o, o), so dab die beiden letzten Glieder verschwinden und betrachten 
die Schnittpunkte des Strahls mit den zum Hauptstrahl senkrechten 
Ebenen dutch die beiden , , B i t d p u n k t e " ,  setzen also 

! i a) n x = c ,o a c:' -~ - -  c - -  T - -  a . 

( ' / = - -  (2oa) n ~ o- (c~' M '  - -  N ' )  ; n '  z'  = ~ M '  - -  - ~ " 

G 
- -  -- ~ - - C - - T  +GCe' .  b) n 'x '=* :  o +  , 

o-(M  ) n ' y '  = \ , + N '  ; n ' z '  = e ( M '  + a ' N ' ) .  (2oh) 

Es ist also unabh~ingig yon M '  und N ' "  

Z' I Z' 
a) y, , ,  b) y~= a' .  

d. h. bis auf Gr6Ben haherer Ordnung liegt (x', y', z') in der Ebene, die 
senkrecht steht auf dem durch den entsprechenden Punkt  gehenden 
Btischel. Dies gilt auch, wenn man ffir x' Werte x ' + J x '  setzt, wo J x '  
yon der Gr6Benordnung M ' . . .  ist. Hierin ist die Lehre yon den SZVRM- 
schen Brennlinien und ihre Kritik durch GULLSTRAXD enthalten (s. Cz. 
S. 23ff.). 

y ' ,  z '  Damit auch ftiry ~ o, z ~ o der Punkt  x ' ,  in derselben Ebene 
liegt, ist notwendig: 

n x + a + n x _ a / : \ n x + a + ~ /  - - ~ ; : I  
(21) 

z n x - a  i + _ g , '  M~ [vg]. (II)]. (22a) 

entsprechend im anderen Falle: 

z _ M~ (22b) 
y N~" 

(x, y, z) muB also in einer Ebene liegen, die auf der Ebene (M~, N~) oder 
( M ~ ,  N~) ,  der ,,Ebene fokaler Projektion",  senkrecht steht. 

Hierin ist die GULLSTRANDsche Lehre yon den abbildbaren Linien 
enthalten. 

g) D i e  Wiedergabe  e ines  a s t i g m a t i s c h e n  Strahlenbi~ndels .  Es gibt ding- 
seitig eine dreifach unendliche IVIannigfaltigkeit astigmatischer Strahlen- 
bttndel (Normalenbtindel), in denen die X-Achse enthalten ist. Jedes 
Biindel ist gegeben durch die Stellung der beiden Hauptschnitte und durch 
die beiden Punkte, in denen die betreffenden dttnnen Biischel die X-Achse 
treffen (die Punkte der Kaustik). Es soll aber zun~ichst yon der Wellen- 
fl~iche im Koordinatenanfang ausgegangen werden. Ihre Gleichung sei" 

x = ~ ( R y  ~ +  2 S y z +  T z  ~). . . ,  



13ber die EntwicMung der Theorie der optischen Instrumente seit ABBE. I o 7 

t ! 

so geht  (27) tiber in" 
t 

~ N .  Yo = -- ~ ' M ' +  ~ ' N ' ,  -o--  ~' --  ~ ' .17 ' - -  ~ '  ' 

dann  wird das Biindel gekennzeichnet  durch '  

M =  - -  R ) , o - -  SZo 
N = --  S y o -  T z o  (23) 

[vg]. (31) und (3Ia)]. 

R ,  S ,  T dienen zur Bes t immung des Btindels. Man kann nach yo, zo 
aufl6sen : 

T M  - S N  S M  - R N  
yo = R T _ S ~ .  , Zo = - R T _ : S ~  - , (24) 

woftir wit abgekttrzt schreiben: 

yo = - -  ~ M  + ~ N ,  Z o - ~ G 3 [  - -  . ~ N .  (24a) 

Aus (2) folgt dann  als Verallgemeinerung yon (5)" 

( n ~  + a) M - -  n ® N  = i M '  + g N ' ,  

- -  n ~ M  + ( n ~  - -  a) N = h M '  + i N ' .  (25) 

Die L6sung nach M und N kann  man schreiben: 

M - =  I 
( n ~  + a)(n~Jt  - a) - n ~ :  X 

t. ) (26) 
N =  I x (~ • + a) (n '~ - a) - n~ 7 :  

f [(:,~. + a) h + n ® i] M' + [(~ ~ + a) j + ~ ®g]  N'  ] • / 

Setzt man dies in die rechten Gleichungen (2) ein, so erh~tlt man  ab 
Verallgemeinerung yon (6): 

n yo = -- c ; i '  + (n ~ a~nTj~ 2_~: ~,-~ ~ n~ ~7a + ~ ~- (.n~ + all (n~ - a) 

[ gi hi n~(#~+-// ') I N ' } .  
+ n ~  + 1~1~ Za + (n ~ + a) (n'3~ - a;, 

, ,  , ( n T ~ + a ) ( n ~ i - a ) .  f[ g i  h i  n ~ ( g h + i ? )  ] M '  

]'z 2 n ~ g ~  
+ [n~:_d  + n,j~_a + ( n ~ . ~ _ ~ _  a>] N, } " (27) 

In  (27) kehrt  ebenso wie in (6.) und (23) ein Koeffizient wieder, dies 
ver langt  der Satz yon MALUS. Schreibt man :  (28) 

(n% +a) (n.9{ - all f i °- k~ 2 n'.~ h i  
(nZ+a)(n~J{-a) -nz~ z i n~£ + a  ~ n ' ) ~ - ~  + (n~. +a) ( n ~ - a ) t  

(n~+a)(n~'){--a) I ~i  h /  n ~ ( g h + i ] )  I 
(n~+a)  ( n 9 ~ - a ) - ~ z 2 ~  z l n ~  + ~  + ni}T~-a -+- ( n ~  + a ) ( n ~ - a ) J  

(n%+a)(n~- -a)  f g~ 7 ~ 2 n ® g ]  I 
( n ~  + a) (n~3{-a)-nz~ z I i~-~ ~ "b n ' 3 t - ~  + (nT. + a ) (n~--~ j  ' 

(29) 
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Nach  (24a) und (29) entsprechen }R und ,~', ® und ~ ' ,  ~ und F~' 
einander, die Beziehung zwischen Ding- und Bi ldraum wird durch (28) 
gekennzeichnet.  

Nach  (24) und (24a) ist :  
R S T 

- - R T - S  ~ ' ~ - -  R T - S  2 ' ~ = R T - S ~  (30) 

In  einem Ptmkte  der Weltenfl~che Xo, yo, Zo, der dem Koordinaten-  
anfang benachbar t  ist, wird die Gleichung der Normalen" 

Y -  yo Z -  zo 
X - -  Xo --  R y o + S z o  = --  Syo+ TZo (31) 

Xo ist zweiter Ordnung und kann  daher  vemachl~ssigt  werden: 

Y =  ( - - R X + I ) y o - - S X z o  

Z = - -  S X y o  + ( - -  T X + i ) Z o .  (3 Ia )  

Setzt man  in (3Ia) Y = Z = o ,  so mul3 der betrachtete  Strahl die 
X-Achse schneiden. Die Bedingung kann  abet  nur  erftillt werden, wenn 
die Determinante  Null ist, also '  

( R T - -  S2) X 2 - - ( R  + T )  X + I = O .  (3 Ib)  

Die LOsungen dieser Gleichung geben uns die beiden Punkte  (X~, X2), 
wo der Haup ts t rah l  (die X-Achse) yon  den Strahlen des Biindels ge- 
schnit ten wird. Wir  vermerken:  

~ +  . ~ =  x~ + X ~ ,  ~ - ® 2 - = X , X ~ .  (31c) 
Setzt man  in ( 3 I a ) X = X ~  oder X =  X2 ; Y = Z =  o, so erh~lt man  

die Stellung der beiden Hauptschni t te .  Nennt  man  ¢, den Winkel des 
e:s ten Hauptschni t tes  mit  der X Y-Ebene und schreibt tg,L, = zg, so wird 

O=- -z °  al~o: 
yo 

- R X z +  i i i - R X 2 +  i 9 
O - -  SX~ , R + ~ S = ~ ;  :~ - -  SX~ , ~ R - - S = ~ .  

SXi S + ~ T  = [k . I S X s  I (32) 
, 9 - -  _ T X~+ I ~ X~ ' ,9 - -  - T X~ + I ~ ~g S - -  T - -  ,¥~ ~ 

oder durch Aufl6sung: 

I -~ - -~  ~-Yz + ~ ' S = ~ x~i -Y2" ' T - -  + • ( 3 3 )  

I 
~R = ~ (&~-X~ + X~) = X~ sin ' . ,  % Xo cos -°!e, 

~ - -  I + o ~ ( X ~ - - X ~ )  = ( X ~ - - X ~ ) s i n ! l c o s ! l ,  (34) 

I 
= - -+ ~ ; (X~  + O ~ X , )  = X~ cos ~!~ + X, sin ~tt.  

Sind Xx,  X~ ,  t~ gegeben, so kann  m a n  nach (34) ~,  ,-, ~ X bestimmen, 
' ' ~r'. da bildseitig entsprechende Gleichungen gelten durch  (28) }R, ® ,  ~ , 

wie (34), kann man  setzen" 
~ '  - 2 '  - 5 '  , ~,  ~_' , , - ,, ., 

2®' - - c o t g _ ! e ,  + = X , + X ~ ,  s i n2u '  -:J~---'£~' (35) 
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Se tz t  m a n  (34) i n  (28) ein,  so k a n n  m a n  G le i chungen  e rha l ten ,  d ie  
v o n d e r  W a h l  des K o o r d i n a t e n a n f a n g s  unabh~ingig  s in& Es  t r e t e n  die  

Gr6Ben X~ - - a ,  X~ + _a . . . .  d. h. e n t s p r e c h e n d  wie in  der  NEWTONschen 
n ¢¢ 

G l e i c h u n g  die Abst~inde y o n  d e n  , , a s t i gma t i s chen  B r e n n p u n k t e n "  auf .  

Man  h a t  : 

(n'X'~ -- c) cos ~!l' + (n'X'~ -- c) s in  ~u' = 
{(n A~ + a) cos 2,u 4- (n X2 + a) sin 2,u } { (n X~ - a) sin ~,u + (n .-~ - a) cos 2,u } 

(36) 

{(nX~ + a) cos ~,u + (n X2 + a) sin 2,u / {(n2X2x - a) sin 2,u + (nX2 - a) cos 2u } - n 2 (X2 - X,) 2 sin 2,u cos 2. 
f i2 h2 

X /(n X, + a) cos 2,u + (n X~ + a) sin 2,u + (n X. - a) sin 2,u + (n .V~ - a) cos ~,u 
2 nh i  (X2 - X,) sin ~ cos ,u 

2 2 - 1  + { (n X1 + a) sin ~,u + (n X2 + a) sin ,u } {(n X~ - a) sin -°u + (n -¥2 - a) cos ,u ] 

u n d  zwei ~ihnliche Gle ichungen .  A u c h  b ie r  e r sche in t  die  NEwro .~sche  
Gle ichung  als Sonderfal l .  

Die  F o r m e l n  (28) u n d  ihre  A u f l 6 s u n g  n a c h  ~t, ~ ,  ~_. k a n n  m a n  a u c h  
so e rha l t en .  W e n n  m a n  ebenso  wie bei  A b l e i t u n g  voi1 (25) verf~ihrt,  
dabe i  abe r  y o n  der  b i ldse i t igen  Wel lenf l~che  ausgeh t ,  so e n t s p r e c h e n  
den  F o r m e l n  (25) die  fo lgenden :  

i M  + h N =  --  (n'~.'-- c) M'  + n ' ,~ 'N'  
g M  + j N  = n '® 'M '  - - ( n ' ~ '  + c ) N ' .  (37) 

Mit  (25) k 6 n n e n  sich diese n u r  ve r t r agen ,  w e n n  n i ch t  a l le in  die  
D e t e r m i n a n t e :  

n ~ + a  - - n ®  - - i  ----'g'.n~ 
- -  n ®  ~ z , ~  - -  a - -  h - -  ( 3 8 )  

i h n ' ~ ' - - c  

g i - - n ' ® '  n ' ~ ' + c  

sonde rn  auch  ihre s t imt l ichen  U n t e r d e t e r m i n a n t e n  d r i t t e n  Grades  ver-  
s chwinden .  Dies g ib t  die  v e r l a n g t e n  F o r m e l n .  

h) Die GULLSTRANI)sche Fundamentalgleichung. GIJLLSTRAND k e n n -  
ze ic tmet  die  S t r ah l en  eines a s t i g m a t i s c h e n  Bi inde l s  du rch  die foka len  
0 f f l l u n g s w i n k e I ;  es s i nd  dies die Wi n k e l ,  die die P r o j e k t i o n e n  e i n e s  
S t rah les  au f  be ide  H a u p t s c h n i t t e  m i t  d em  H a u p t s t r a h l e  b i lden .  W i r  
n e n n e n  die R i c h t u n g s k o s i n u s  dieser  W i n k e l  ~3t, 9~; ~.A', ~',  d a n n  h a t  
m a n  i :  

d ingsei t ig  ~ = M cos ~ + N sin ,. 
~ = - -  M sin !l + N cos u ,  (39) 

~ '  = M '  cos , , '  + N'  sin !t' 
b i ldsei f ig  ~ ,  = _ M '  s in !d + N' cos ! ( .  (39 a) 

~lt, ~ haben  bier  also eine andere Bedeutung  als im vorhergehenden 
Abschni t t  (S. 91). 
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Ein aul3erhalb des Btindels verlaufender Strahl  wird von GULLSTRAND 
durch die Fokalkoordinaten  gekennzeichnet.  In  den Punkten  XI, X2 
werden auf dem Haupts t rah l  senkrechte Ebenen, die Fokalebenen,  er- 
richter. Die in diesen Ebenen liegenden, auf dem zugeh6rigen Haup t -  
schni t t  senkrechten Linien nennt  GULLSTRAND Fokaliinien. Die Fokal-  
koordinaten sind nun  die Abst~inde, die die Schni t tpunkte  des be- 
t rachte ten  Strahls mit  einer 1;okalebene yon tier zugeh6rigen Fokal-  
linie haben.  Da  die erste Fokallinie im zweiten Hauptschni t t e  liegt, so 
sind diese Koordinaten,  wenn man  die Richtungskosinus des aul3erhalb 
des Btindels verlaufenden Strahles mit  M . . . .  bezeichnet (nach 17) : 

dingseitig na~ = (n X~ + a) Mo cos~l + (n X~ -- a) No sin!l  

- -  (i cos !l + h sin ~l) M~, --  (g cos !l + i sin u) N" ,  

n a~ ~ --  (n X~ + a) Mo sin ~l + (n X~ --  a) No cos ,. 
+ (i sin !l --  h cos !0 M'o + (g sin #e --  i cos ,.) No', 

; ." ; v ! , p - ! bildseitig n a, = (n ~'YI - -  C) ~ ' O  COS ~e f + ('~' ~ i  + C) N O S l n  ! t  (4 o) 

+ (i cos ,. '  + g sin #() Mo + (h cos ,~t' + J" sin !t') No,  

n'  a~' = --  (n' X'~ -- c) Mo . . . .  sm !~ + (n' X~ + c) N'o c o s  . '  
- - G  v: 7~ 1- • v v . 

- -  (i sin ! (  ~ cos !l j 11o --  (h sm ,. --  ] cos ,. ) No 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt mit  (39) und (28), wenn 
sich jetzt  .;02... auf einen Strahl  des Bfindels bezieht :  

n a~ ~ + n a~ ~ = (n X~ cos ~',u + n X~" sin ~!l + a) M Mo 
+ (n X~ -- n X~) sin !l cos !l MNo 

+ (n X~ -- n X~) sin !l cos ,u N Mo + (n X~ sin ",. + n X~ cos -~!l - - a ) N N o  

-- i.'~/tM'o -- g MN'o -- hNM'o --  i N N "  

= (n7£ + a) M M o - -  n ~ M N o - - n ~ N M o  + ( n ~ - -  a) N N o - - i M M ~  

- - g M N ' o - - h N M ' o - ' j N N ' o  (s. 34)- 

Ebenso bekommt  man bildseitig" 

n a ~ ' +  n ' a ' ~ ' =  ( n ' ~ ' - - c ) M ' M " -  n"~ 'M N o -  n '~  N 2~Io 
+ (n'~' + c) N'N'o + iM 'Mo  + hM'No + gN'Mo + i N ' N o .  

Da nun jeder Strahl M, N, M',  N '  dem ast igmatischen Btindel an- 
gehSrt, so folgt aus (25) und (37) ident isch:  

die GULLSTRANDsche Fundamentalgle ichung,  eine Verallgemeinerung 
der HUYOENs-HELMtlOLTZischen Gleichung. Wenn  im ding- und bild- 
seitigen Btindel die beiden Hauptschn i t t e  einander entsprechen, so ist 
~ '  nu t  yon  ~A, 9t' nur  yon ~ abh~ngig (oder ~Ydt' yon  ~/, ~ '  yon ~7~), 
die Gleichung (41) zerf~illt: 

n a z i f Y =  ' ' ' ' ' ~ ' .  n a , ~ ,  n a ~ 9 ~ = n  a~ (4 Ia )  

GUI.LSTRAI~D spricht dann von  fokaler Projektion.  
Fokale Projekt ion liegt auch dann  vor, wenn das Strahlenbfinde! 

dingseitig (oder bildseitig) anast igmatisch ist. Es stehen dann im Ding- 
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r a u m e  die  H a u p t s c h n i t t e  im a l l geme inen  n i ch t  a u f e i n a n d e r  s e n k r e c h t  
(vgl. S. lO3). N a c h  GI_ILLSTRAND gi l t  (4 l a ) ,  wenn  m a n  ~J~, 9~ e in fach  au f  
das  sch ie fwink l ige  K o o r d i n a t e n s y s t e m  b e z i e h t ;  a~, 0,~ h i n g e g e n  so be -  
s t i m m t ,  d a b  m a n  v o m  S c h n i t t p u n k t e  des  S t r ah l e s  Lo, Mo, No m i t  de r  
z u m  H a u p t s t r a h t e  s e n k r e c h t e n  E b e n e  d u r c h  den  A u s g a n g s p u n k t  au f  
die  H a u p t e b e n e n  S e n k r e c h t e  ftillt  u n d  d e r e n  Abst~inde  v o m  A u s g a n g s -  
p u n k t e  m i t  a~, a~ beze ichne t .  Mai l  h a t  d a m l :  

M sin ,u~ - N cos ,u~ ~ = __ M sin u~ - N cos u~ 
~C~ = sin (,u2 - ,u~) ' sin q,,2 - ,-5) (42) 

a, = y COS ,u~ + z sin ! ~ ,  a~ = y cos !l,  + z s in  ,u~, (42 a) 

wo ,u, ~ p~ du rch  (I  I)  tg p ,  = M-7~. ; y '  z du rch  (17) zu b e s t i m m e n  s ind .  

na, = (nx + a) Mo c o s ! l ,  + (nx--a)  No s in  ,u, - -  (i c o s p ,  + h s i n / q )  M~, 

- -  (g cos u ,  + ~" sin ,u,) N'o, 

na~ --= (nx + a) Mo cos ,u~ + (nx -- a) No s in  ,u~ - -  (i cos  u~ + h sin p~) M~, 

- -  (g cos  ,u~ + ] s in p~) N ; .  

I ( M t g p ~ - - N ) { ( n x + a ) M o + ( n x - - a ) N o t g u ~  n a t  ~J~ - -  tgp2 - t g  p~ 

- -  (i + h t g p , ) M ' - -  (g + i t g !~ )N~}  • 

N a c h  ( I i )  wi rd  t g p , - =  n z + a  h+/a '  n x + a  h u ' - /  
n x -  a " ~+gr,  ~ ' tgp~ = n x - a - "  ~c)Zg '  

I n x - a  ( id-g) ( i+ga ' )  
tgp2- -  tg,ut nx+a (gh-i l )  lI +,,o) 

W e i t e r  i s t  h ie r  n a c h  (4): 

(nx + a ) M = i M ' + g N ' ,  ( n x - - a ) N = h M ' + i N ' .  
S e t z t  m a n  al les ein, so w i r d :  

i ( M  t g  ,u~ - -  = - ( M ' + .  d N '  ). 
tg  u ~ -  tg,u~ (nx 

n a ~ g X - -  M ' + a ' N ' {  , [ i 2 h~ 
i + d -  ( i + g a ) M o + ( h + ~ a ' ) N o - -  + - -  $ l X - - a  

Bi ldse i t i g  ge l t en  a u c h  h ie r  die  G l e i c h u n g e n  (39) u n d  (4o), m a n  k a n n  

abe r  j e t z t  se tzen  t g # ' =  a', cos ~ # ' - -  ~ ; u n d  so e rhg l t  m a n :  
I + (~ r2 

n ' a '  ~ '  M '  + , , '  N '  [ , . ,  , , , . . . . . . . . .  i ( n X : - - c ) M o + ( n ' X "  +c)Noc~ + ( i + g c d ) M o  x I + (,t2 

+ (h + / d ) N o }  - 

N u n  k a n n  m a n  Gle i chung  (7) in  de r  j e t z igen ,  e twas  gefi~nderten 
B e z e i c h n u n g  sch re iben  : 

h~ h] 
c = - -  - -  ( n ~ 7 7  + n~Td_ a )  a ,  

h i  g~ ? '~ , 
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also wi rd  ident i sch :  
t • t t p ~ t  

na~J~ = n a~gX, ebenso n a 2 ~  = n a~.~. (4Ia)  

Gesetzt ,  es sei o2 = o ,  so schneider  der  auBerhalb des Bfindels ver-  
laufende  S t r ah l  die E b e n e  x im ers ten  Haup t schn i t t e .  0~ ± zur F o k a l -  
l inie is t  nach  GULLSTRAND die o r thogona le  T ra j ek to r i e  zur  a b b i l d b a r e n  

Linie,  en t sprechend  a~' im B i l d r a u m ;  a; w~ire, wenn man  die a bb i l dba re  
f l i  

Linie  als S t r ich  einer Tei lung (Skala) auffal3t, deren Vergr613erung. 

is t  die Winke lve rg r63erung  im en t sp rechenden  H a u p t s c h n i t t .  Also:  
t ,  

?* und  7~ kann  man  aus ( I I )  be rechnen :  

M~'~ + N~'~ I + a'~ 
7~ - -  M~ + N~ = i i  +_g~,i/~ (h + i , ' )  -~' (43) 

~nx + a/ + \ n ~ -  a 

I + ¢* r2 

x - -  ( , , ,  _ M '  - J)2 
~,nx + a/ + \n-~Z~- , / 

Hiernach  kann  man  Ausdr t icke  bes t immen,  die den Brennwei ten  
der  GAussischen Abb i ldung  und  der  Abb i ldung  durch Or thogona l sys teme  

entsprechen.  Setz t  m a n  die H6he x M~]/M~+N ~ = ~), so h a t  man  im Grenz- 
fall  x - - - -oc ,  wegen a ' =  o. 

M ~  + N ~  = h~ + *~' M~* + N'~ 

Se tz t  m a n  n x + a = o ,  so g ib t  (8)- 

• i a '  i _ g ~ - i ~  a ' =  g oder  a ' = - - - .  
, '  " g i  ' -*" g 

W i e  zu jedem x, geh6ren auch zu n x  + a = o z w e i  W e r t e  von a ' ,  abe r  

nur  ftir  einen ist  x ' = o ~ ,  und  zwar  nach  (7) der  W e f t  a ' =  ~ .  Hier  

is t  L i m  n'  x '  (ux  + a )  ~- - (g~ + i ~) und,  wcnn m a n  x ' ~ M ' ~  + N'~----~ 

setzt ,  so ergibt  (43): 

n ' ~ ' ~  i 2  
M~ + N~ - -  g~ + " 

A_hnlich erh~ilt m a n  aus n x - - a  = o : 

n'~'~ = h ~  + i ~ ,  
M~ + N~ 

der  t ibl ichen Bezeichnung wfirde also en t sprechen :  

n /~ h ~ n ' ~ / ~ = g ~ + i ~ ,  '~ ~ =  + i  -~ 
n ~ 1'.~ = h ~ + i ~ , n ~ 1'~ = g* + i ~ • (43a) 
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Das Vorzeichen der Brennweiten ist ebenso wie bei der GAussischen 
Abbilclung nut  durch besondere Verabredung zu bestimmen. 

Die  optische Projek t ion .  Im Dingraume sei ein Gegenstand durch 
seine einzelnen Punkte x, y, z gegeben. Innerhalb der Folge optisch 
wirkender Fl~ichen liege irgendwo eine enge Blende, die als Punkt  des 
Hauptstrahls aufzufassen ist. Die Formeln dieses Abschnittes geben 
die M6glichkeit, die Normalenbfindel (~o, ~o, 2o ; ~'o, ~'o, -~'o) zu bestimmen, 
die dem Blendenpunkte ding- und bildseitig entsprechen. Die Be- 
ziehungen zwischen ~o, ®o, 2o ; ~'o, ~'o, ~£'o werden durch (28) vermittelt.  
Dies Normalenbi~ndel ist das Hauptstrahlenbfindel. Es wird die Pro- 
jektion des Gegenstandes auf einer Ebene im Bildraume gesucht. Der 
Einfachheit halber sei sie zum Hauptstrahle senkrecht (x '=const .) .  

a) Aus (17) und (25) folgt unter Elimination von M '  und N '  aus 
x, y, z jedesmal M und N. 

b) Aus (37) folgen M'  und N'.  
c) Aus (17) folgen y' und z'. ' 
Ein iges  i2ber 1;okalpunkte.  Die Abszisse des dingseitigen Fokalpunktes 

ist nach (III), S. IO!: 
gi - h i  

n x = g / ~ .  a ,  (44) 

wobei die Bedingung (IV) erfiillt sein muB*.  

Den bildseitigen Fokalpunkt erh~ilt man aus (7): 

a 2ag l" 

Nach IVa, S. Ior  ist" 

, , 2h i  -" ~ g j - h i  
n x = c g j  + h~ c g i  + ~ c "  (45) 

Bildseitig gab (VII) ein nur zum Fokalpunkt geh6rendes Ebenenpaar:  

I . I I I $,=-~+~+~~ ? 
I I ( 4 6 )  
~+~  

Entsprechend ist ein Ebenenpaar auf der Dingseite abzuleiten: 

I I I I 

+ - -  - -  h~- + i~ j2 
/3 = g~ (47) 

I I 

Andernfalls verlangt (44) nach (8) ;5' __- co, dem Punkte entsprechen bei 
tordierten und retordierten Systemen dieselben Hauptschnitte wie dem un- 
endlich fernen Punkte, es ist nach GULLSTRAND der Hauptkreuzpunkt (das- 

selbe gLlt bildseitig ffir n ' x ' =  g j  - h i  
gi  + hi  c). 

E r g e b n i s s e  de r  exak ten  N a m r w i s s e n s c h a f t e n .  VIII.  S 
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Die Beziehung der Richtungskosinus eines durch die Fokalpunkte 
gehenden Strahles erh~lt man aus (4): 

2~i a M = , M  + g N "  M--  + ~ )  . , g i  + h 1" (2_1I' 

g i  + h i  ' 2a  ~ g 
gi + hi (M' + N'~" N 

M ' - - +  2c ~h + - -  

N" gi + hi(.~I iv) ~ ~ -  + -~ . 

Setzt man N=AM, N'=A'M', so geben die Gleichungen: 

t 2 I ) . '  

=+--  y+T/ 
), _ 1 g oder ). . . . . .  (49) 

I ~, I ). '  
~ + T  g + ,  

Zwei senkrechten Schnitten entsprechen senkrechte Schnitte, wenn: 

I ~t I I 

7 + g + h  ~.i 
~ ~ ~ - o .  (50) 

I Dies ftihrt ftir/5 = 2 - - ~ -  auf die Gleichung (47), entsprechend im 
Bildraum. 

Ffir die Winkelvergr613erung erh~tlt man aus (48)" 

+ ~ + + 
72 (g l" + h i )  2 - 4  a2 I + A '2 

4 ¢2 I + ~3 (g i  + I 2 
. g + - i  + + h]  

Zu beachten ist: Nach (IV) kann von g, h, i, i keine Gr6Be einzeln 
Null sein, da sonst das System brennpunkttos w~re; sind zwei Null, 
so hat man nach S. IOO ein Orthogonalsystem, was wir ausschlieBen. 

Welter sind folgende Sonderf~lle nach (IVa) m6glich: 

g i  + h i  = o, c = o 
g i + h ] = o , a = o  
g ] + h i = o , a = o  
g i + h ] = o , c = o  

Orthogonalsysteme. 

Fokalpunkt bildseitig im Unendlichen 

,, dingseitig ,, , 

Diese tibrigens nicht viel Besonderes bietenden F~tlle seien ausge- 
schlossen. 

(51) zeigt, dab y nicht yon 2 (2') unabh~ngig sein kann, eine Diffe- 
rentiation ]ehrt aber, dab der gr6Bte und kleinste Wert in den aus- 
gezeichneten Ebenen (46), (47) auftritt.  
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Aus Stetigkeitsgrtinden folgt, dab alle Punkte in der Nachbarschaft  
des Fokalpunktes  bis auf Gr6Ben h6herer Ordnung abgebildet werden. 
Dies folgt aber anch so: Die Gleichungen (17) haben in unserm Falle 
die Form (ftir einen nicht durch den Fokalpunkt ,  sondern nahe ver- 
laufenden Strahl) : 

2gi - - a N '  n ' y ' =  2hi  c M ' o + i M o + h N o  n Y - - g i + h i a M o  - i M "  ~ o, g / + h i  
(52) 

2h/  a N o _ h M o _ i N , o ,  n ' z ' =  2 g ( c N ' o + g M o + i N o .  nz  -= gi + h~ g] + n~ 

In  unserm Falle verschwindet nicht allein die Determinante dieser 
Gleichungen, sondern nach (IVa) auch die Unterdeterminanten drit ter 
Ordnung; es mtissen zwischen ihnen zwei unabhangige Beziehungen 
bestehen, man kann y',  z' durch y, z ausdrficken und umgekehrt.  

In  der Tat  kann man leicht best~tigen (aus 52 und IVa)" 

2 h /  
g~-~/~ T,o an 'y '  = / n y  --  g n z  g~ + h i  c n y  = / n ' y '  - -  h n'z '  

2hi  2gi  (53) 
gi +~hl~ an'z '  = h n y  --  i n z  + h iCnz  = gn'y" --  in'z'~ g~ 

was sich ahnlich behandeln l~Bt wie (48). Ffihrt  man ein z = ~y, z ' =  9 'Y ' ,  
so wird : 

I I I I r 

9 '  I i , 9 = i (54) I t 

g 7 9  h 

Welter erh~ilt man ftir die VergrSl3erung: 
I .  I .  2_{_ I I 

4 a2 I + ¢ 2  ( 5 5 )  
7¢ 2 4 c2 I + c / 2  

(g] '+hi)  ~ ('~ I ,X ' - -  [ I  I " 

(54) und Differentiation yon (55) zeigen, dab auch bier die aus- 
gezeichneten Ebenenpaare einander entsprechen und dab die Ver- 
gr6Berung in ihnen Extremwerte  hat. 

Setzt man ~ = ~, so wird nach (54) und (49) nicht identisch 9 ' =  ~' 
werden (man Mime als Bedingung auf den ausgeschlossenen Fall des 
unendlich femen Fokalpunkts).  Dagegen wird ~ ' =  ~' ffir t0-----2, wenn 
% 2 einer der ausgezeichneten Ebenen angeh6ren. Und endlich gilt ffir 
die Strahlenbfischel und die Punkte  in den ausgezeichneten Ebenen auch 
die HEL~IOLTZische Gleichung, wie man mit  Benutzung yon (47) oder: 

gi  /;i + ~" - ~; + h-~ --  ~ + + + ~ = o  (56) 

aus (51) und (54) erhatten kann. 
8* 
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D a s  E i k o n a l  e iner  e inze Inen  tTliiche. F i i r  e i n e  e i n z e l n e  F l ~ c h e  w a r  

a m  E n d e  d e s  v o r i g e n  A b s c h n i t t s  e r h a l t e n  (S. 95,  35)"  

2 ( n ' c o s  i ' - -  n co s  i) ( r t  - -  s s) E = 

t n ~ c o s ~ i M ~  + r ~ , S N ~ +  t ~  '~ cos2 i 'M'~ s + r n ' 2 N  '~ - -  2 s n ~ cos  t M ~  N 
,2 . . . .  ( 5 7 )  

- - 2 s n  c o s x M ~ N + 2 s n n ' c o s i M ~ N ' + 2 s n n ' c o s i ' M ' ~ N  
r . , !  e t 

- -  2 t n n  c o s t c o s ~  M ~ M x - -  2 r n n '  N N ' .  

W e l t e r  i s t  s c h o n  (S. 98)  b e m e r k t ,  d a b  d u r c h  D r e h u n g  b e i d e r  K o o r d i -  

n a t e n s y s t e m e  u m  d ie  X -  u n d  X ' - A c h s e  e = / = o  z u  m a c h e n  i s t .  M a n  

s e t z e :  

M ~  = M ~  c o s  : t  - -  N~ s i n  ,9. M~ = M'~ cos  ,9' - -  N "  s i n  ~9'. 

N - -  M s  s i n  ,9 + N~ cos  ~9. N ' =  M'~ s i n  ,9' + N' ,  co s  9:.  (58)  

2 ( n '  c o s  i ' - -  n c o s  i) (r t  - -  s ~) E 

= {t n s co s  ~ ,9 cos  ~ i - -  2 s n ~ c o s  ,9 s i n  ,9 c o s  i + r n  ~ s i n  s ~t I M ~  

+ { - -  2 t n  ~ cos  ,9 s i n  ~9 cos  s i - -  2 s n  ~ ( cos"  ~9 - -  s i n  ~ ~ )  co s  i 

+ 2 r n  ~ c o s  ` g s i n  ~9} M , N ,  

+ {tn  ~ s i n  s ~9 cos  ~ i + 2 s n  ~ cos  ~9 s i n  ~9 cos  i + r n  ~ c o s  ~ O} N ~  

+ { tn  '~ c o s "  `9' co s  ~ i' - -  2 s n "~ c o s  ~9' s i n  ~9' cos  i '  + r~t '~- s i n "  ~9'} M'~ ~ 

+ { - -  2 t n  '~ cos  ~9' s i n  ~9' c o s  ~ i '  - -  2 s n  '~ ( cos  ~ ~9' - -  s i n  s ~9') co s  i '  

+ 2 r n  '~ cos  ,9' s i n  ~9'} M',N'~ 

+ {t n 's s i n  s `9' co s  ~ i '  + 2 s n '2 c o s  ~9' s i n  ~9' co s  i' + r n '~ cos  ~ ~9'} N'~ ~ 

+ {2 s n n '  co s  ,9 co s  ,9' co s  i - -  2 s n n '  s i n  O s i n  ~9' co s  i '  ( 59 )  

+ 2 t n n '  cos  O s i n  ~9' co s  i c o s  i '  - -  2 r n n '  s i n  ~9 c o s  ~9'} M ~  N'~ 

+ { - -  2 s n n '  s in  & s i n  ~9' co s  i + 2 s n n '  co s  ~9 cos  ~9' co s  i '  

+ 2 t n n "  s i n  ~ c o s  ~9' co s  i c o s  i '  - - 2  r n n '  cos  ~gsin  ,9'} M'~N~ 

+ {2 s n n '  cos  , g s i n  ~9' co s  i + 2 s n n '  s i n  ~ c o s  ,9' co s  i '  

- -  2 t n n '  cos  , g c o s  ~9' co s  i c o s  i '  - -  2 r n n '  s i n  ~gs in  w~ a,r a/r, 

+ { - -  2 s n n '  s i n  ~9 cos  ~9' co s  i - -  2 s n n '  c o s  ~9 s i n  ,9' c o s  i '  

- -  2 t n n '  s i n  b~sin  ~9' co s  i co s  i ' - -  2 r n n '  c o s  ~gcos  ,9'} N~ N'~.  

D i e  F o r d e r u n g  e = / = o  v e r l a n g t ,  d a b  d i e  K o e f f i z i e n t e n  y o n  M s N ~  
M ~ AT' u n d  . . . .  v e r s c h w i n d e n  : 

t g 2 , 9 =  2 s c o s i  t g 2 ~ 9 ' - -  2 s c o s i '  
r -  t cos~i ~ r -  t c o s s i  ' ' ( 60 )  

w o d u r c h  d i e  F o r m  

E = I - a M ~ + ! b N ~ + ~ c M ' S + I - d N ' ~ - - g M N ' - - h M ' N 2  " 2 2 2 ( I a )  

- - i M M ' - - j N N '  

e n t s t e h t .  

D a m i t  d a s  A b b i l d u n g s s y s t e m  e i n  O r t h o g o n a l s y s t e m  w i r d ,  m u B  e i n e r  

d e r  S. I 0 0  e r w ~ h n t e n  FAl le  e i n t r e t e n .  Z u n ~ c h s t  so l l  g = h = 0  u n d  

i = I" = 0 u n t e r s u c h t  w e r d e n .  
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a) F t i r  s = o  h a t  s c h o n  (57) d i e  F o r m  ( I a ) ,  es  i s t  t9 = t g ' - - - - o  u n d  

g =  h--- -o .  D i e  E i n f a l l s e b e n e  d e s  b e t r a c h t e t e n  S t r a h l s  f~ l l t  m i t  e i n e m  

H a u p t s c h n i t t e  z u s a m m e n .  

b)  F f i r  i - - - - i ' =  o ( s e n k r e c h t e r  E i n f a l l )  w i r d  n a c h  (60) :  

t g  2 . 9 - -  t g  2 . 9 ' =  2 s  
r - t ~  

u n d  d i e  F o r m  d e r  K o e f f i z i e n t e n  y o n  (59) z e i g t ,  d a b  a u c t l  b i e r  g = h ---- o i s t .  

c) S o n s t  h a t  m a n  k e i n  O r t h o g o n a l s y s t e m .  

F t i r  C ---- - -  2 ( n '  cos  i ' - -  n c o s  i) ( r t  - -  s ~) w i r d "  

C (g + h) = 2 s c o s  (,9 + ,9') co s  i + 2 s c o s  (*9 + *9') co s  i '  
n n t 

+ 2 t s i n  (*9 + ,9') c o s  i co s  i '  - -  2 r s i n  (,9 + ,9'), 

C (g - -h )=2scos (*9 - -*9 ' ) cos i+2scos ( `9 - -*9 ' ) cos i '  ( 6 I )  n n  t 

- -  2 t s i n  (,9 - -  ,9') c o s  i co s  i '  - -  2 r s i n  (*9 - -  *9'). 

C i ~ n  ~ ( + / )  = - 2 s s i n  (`9 - -  ,9') co s  i + 2 s s i n  (*9 - ,9') co s  i' 

- 2 t c o s  (*9 - *9') c o s  i c o s  i ' -  2 r co s  (`9 - -  ,9 ' ) ,  

C i n ~  ( - -  j)  = 2 s s i n  (,9 + ,9') c o s  i + 2 s s i n  (,9 + ,9') co s  i '  

- -  2 t c o s  (,9 + *9') c o s  i c o s  i '  + 2 r c o s  (*9 + ,9 ' ) .  

g = h = o e r g ~ b e  a l s o  : 
t g ( ~ + * 9 ' )  = s ( c o s i  + cost't! t g  ( . 9 - - . 9 ' )  = s ( c o s t -  cos t ' )  (62 )  

r - t c o s t c o s  ~ r + t c o s t c o s i '  " 
2 s (r - t cos t cos t') (cos i + cos i') 

t g  2 (,9 + .9') = (r - t cos i cos i') 2 -  s2 (cos t + cos i ' )2 '  
2 s (r + t cos t cos i') (cos ~ - cos {') ( 6 2 a )  

t g  2 (`9 - -  ,9') = (r + t cos t  c o s i ' ) ~ -  s* (cost  - cost')2 " 

A n d e r e r s e i t s  f o l g t  a u s  (60 ) :  
2 s (r - t cos t cos t') (cos i + cos i') 

t g  2 (,9 + .9') ----- (r - t cos ,  i) (r - t cos~ i') - 4 s~ cos i cos ~ "  
2 s (r + t cos i cos t') (cos i - cos  i') ( 6 o a )  

t g  2 (*9 - -  *9') = (r - t cos~ i) (r - t cos~ t') + 4 s2 cos t cos i' " 

( 6 o a )  u n d  ( 6 2 a )  s i n d  n u t  v e r e i n b a r  f t i r  s = o ,  f e r n e r  f l i t  i = i ' =  o,  

e n d l i c h  f f i r  s - ° = r t ;  d i e s  b e d e u t e t  a b e r ,  d a b  w e n i g s t e n s  e i n e r  d e r  K r f i m -  

m u n g s r a d i e n  d e r  F1Ache  u n e n d l i c h  w i r d .  I n  d i e s e m  F a l l e  v e r s a g t  a b e r  

d a s  E i k o n a l  E .  

i -~ j - - - - -o  f i i h r t  z u  d e m s e l b e n  E r g e b n i s .  

U m  d i e  t i b r i g e n  F ~ l l e  S. IOO z u  b e t r a c h t e n ,  m u B  m a n  z u n ~ i c h s t  d u t c h  

V e r s c h i e b u n g  d e s  K o o r d i n a t e n a n f a n g s  a = - - b ,  c = - - d  m a c h e n .  N a c h  

d e m  v o r i g e n  A b s c h n i t t  (36) b l e i b t  h i e r b e i  a--b,  c - - d  u n v e r & n d e r t ,  m a n  

k a n n  a l s o  n a c h  (59) s e t z e n :  
C 

- -  - -  a ---- t co s  2 , 9  c o s  ~ i - -  2 s s i n  2 *9 cos  i - -  r co s  2 # ,  
n ~  

C c = t c o s 2 , 9 ,  cos~i ,_2ss in2*9 ,  cosi,_rcos2*9," (63)  
n t 2  
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Dies ff ihrt  ftir a-----o oder  c = o auf :  

tg 2 `9 --  t cos~ i - r 2scos~ ' t g 2 , 9 ' - - t c ° s 2 i '  r 2 s cos i' ' (63a) 

was mi t  (60) n ich t  ve re inbar  ist .  N u t  ftir s = o, r = t, i =  i ' =  o wi rd  
a = c = o e in t r e t en ;  dies ist  die GAussische Abb i ldung  und  f t l l t  un te r  
die schon fr t iher  erw~hnte A n n a h m e  s ' =  o. 

Die Zusammense tzung  yon A b b i l d u n g e n  k a n n  nach den im vorigen Ab-  
schn i t t e  angegebenen  Regeln geschehen.  Nat f i r l ich  kann  man  auch t h n l i c h  
ver fahren ,  wie es bei  der  GAussischen A b b i l d u n g  i iblich is t  (Cz. 58 ff.), und  
dazu  die F o r m e l  (38) benutzen.  Die Ausf t th rung  dfirf te  zu verwicke l ten  
Gle ichungen ftihren. Die Glieder  h6herer  Ordnung  h a t  A. GULLSTRAND 
ftir  die yon  ihm i ibe rhaup t  b e h a n d e l t e n  Sonderfa l le  besprochen,  na t t i r -  
l ich  i s t  s t a t t  seines Verfahrens  auch  das  E i k o n a l  anwendbar .  

Die D u r c h r e c h n u n g  einzelner  S t rah len ,  die  B e s t i m m u n g  der  ver-  
schiedenen Abweichungen  du tch  D u r c h r e c h n u n g  is t  zwar  schon im 
vor igen  J a h r h u n d e r t  behande l t  worden,  doch geben auch hier  die 
S .8 I  bis  83 aufgef t ihr ten GUI-LSTRANDschen Arbe i t en  eine viel  gr613ere 
Al lgemeinhe i t .  

V .  U m d r e h u n g s f o l g e n .  

D i e  G A u s s i s c h e  A b b i l d u n g .  W i r  setzen (vgl. S. 94) 

E = ~ a ( M  ~ -4- N ~) + a ~ ( M M "  + N N ' )  + ~ a'  ( M  '~ + N "~-) + (I) 
2 ' ' ' '  

u n d  vernachl~ss igen die h6heren Glieder .  
Die Di f fe ren t ia t ion  ergibt  

nvo. = a M + a × M  ', ~-UVo='.' a × M + a M ;  ' 
n z o  = a N  + a × N  ' ,  - -  n ' a × N + a ' N ' .  (2) 

E in  S t r ah l  schneide dingsei t ig  die Achse  in xx, m a n  kann  ihn ohne 
E insch r~nkung  der  Al lgemeinhei t  in der  X Y - E b e n e  annehmen,  dann  
wi rd :  

Yo = - - M x ~ .  (3) 

F t i r  den Ver lauf  des St rahls  auf  der  Bi ldse i te  ha t  m a n  bei  en tspre-  
chender  Bezeichnung : 

y'o = - -  M ' x ' .  (3a) 

Aus  (2), (3), (3a) kann man  dann  folgern:  

, , a × ~  - a '  ( n . ~  + a )  M ( 4 )  M ' = - -  nx~ + a M ,  (4a) - - n V o =  
a X - ~ .  . 

r a '  I~qXi + a )  - -  a X ~  

x~ = n ' ( n x ,  + a) (4b) 

( r  a t 
' - -  ffir x~ - -  wi rd  x~ = oo. Setzt  man  x~ = F i i r  x, = co wird x~ = n' ' n 

n h  a × h a 
c o ,  x ~ M =  - -  h, so wird M ' - - - - ~ ,  1-;- 1~7'-" F i i r x ~ - -  n wird 
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a X 

M. Danach  be-  nach  (4) in en tsprechender  Beze ichnung h' = y'o = - -  n--; 

s t i m m t  a x die Brennweiten.  (Bei der  fiblichen Vorzeichenwahl  is t  M = 

• , a x / , _  a x a_ und s ind die --sinu, M ' = - - s m u ; a l s o [ = ~ ,  n ' n 

Koord ina t en  der  Brennpunkte .  Wei t e r  folgt aus (4b) und (4a): 
v ~ a x  2 M r n x ~  + a _ _  a x 

{n  x~ - -  a') (nx~ + a) = - -  (5) -M- = a ~ n ' x ' ~ - a "  (5a) 

d ie  NEWTONsche Gleichung und  die Fo rme l  ftir die Winkelvergr6Berung.  

Die be iden  Punk te  x---= y = z = o und  x ' =  y ' =  z ' =  o en tsprechen  ein- 
a n d e r  f/Jr 

a a ' =  a x~, (5b) 

wie aus der  De t e rminan t e  yon (2) oder  aucla aus (5) hervorgeht .  U n t e r  
d ieser  A n n a h m e  is t  

n' n' BPo _ a a'  . 

d ies  is t  die b e k a n n t e  Fo rme l  ftir die Vergr6Berung. 
E i n e  e inze lne  a c h s e n s y m m e t r i s c h e  F l ~ ch e .  Nach  S. 9 2, 

E i k o n a l :  
E = - -  ~ x  - -  ~ w .  

Man beziehe die G M c h u n g  der  F1/iche auf  den 
schre ibe  sie : 

722 2 
x = - -  -t- 

2 r  

wo r der  Kr f immungsha lbmesse r  
Die Gleichung (2oa) auf S. 9 2 

a m  = - ~ t 7  

woraus  dann  un te r  Beschr~tnkung 
Ordnungen  folgt  : 

(14") is t  das  

(6) 

Schei te l  u n d  

Z~/4 

~ 7  (~ + l) . . . .  (7) 

der  Mer id iankurve  in der  Achse ist .  
w i rd :  

-w3 
~;x~ (~ + / ) }  - ~ = o ,  (8) 

auf die Glieder  der  beiden n iedr igs ten  

w = r  - - ~ - + ~ z + l )  . (8a) 

(8b) x = 2 / ~  4 ~4 , 

E g 4 ~ ~ ( i + l ) .  (9) 

Wi l l  man  das E ikona l  auf  andere  P u n k t e  der  Achse beziehen (im 
I ) i n g r a u m  den K o o r d i n a t e n a n f a n g  u m  s, im B i l d r a u m  u m  s '  verschie-  
ben) ,  so erh/il t  man  IS. 9 o, Gle ichung (13)]: 

E× = ~ / 4  -~ ~3 (I  + l). - -  n L s  + n ' L ' s "  (IO) 

Setz t  m a n  zur  Abkf i rzung :  

M s + N "  = i f ,  M M '  + N N '  = ,u ~, M '~- + N '~ = ,u', ( I I )  
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so kann man entwickeln: 
I 

L = ] / I - - ~ t =  I 2I ~ l - - ~ , , ~ ,  

g t  ~ v i ,  I v ,  
= - - , u  ~ I - - - - ~ 1 2  - - - 8 ' u  7 

~B ~ = ( n ' M "  - -  n M )  ~ + ( n ' N "  - -  n N )  ~ = n ~ ,  - -  2 n n ' u  ~ + n ' ~ ! ( ,  

n n v v 7~ 2 nt  
= n ' L ' - - n L = n ' - - n + 2  " - Y "  + ~ l  - - ~ / ~ - ,  

I I I n,u - n',u' (I2) 
K~ = n ' - n  2 ( n ' - n ) ~  ' 

7ff2 r I n 3 o 722 lff 
~ -- n' n'_n ~tt n'-2 n__n'_ n 'ux + ~ ,u 2 (n'~- n-~ 'tL- ~- (n'----- n)" ,u .*~× 

I ~ t ~  r v n n t ~  x v I ~¢~3 ~ lv2 . 

2 n ' - n  ~l'u ( nT - -n )  ~ "  " + 2 (n' - n)~ 
~ 4  X4 4 ~BnP ~ 4Jg2~'~v~ ~'2 27~21"~P2 v 

~3 -- ( n ' -  n) 3`~t~ (~_--~-y~,u,a' + (n' - n p "  + t,~?~n) ~ ' u "  
4~nV3 u × If + ~t4 i t /2 ° 

- -  ( n ' -  n p '  ! ( n ' -  np 

Danach kann man das erste und zweite Glied der Entwicklung hin- 
schreiben~. Das erste Glied lautet :  

• E ×  r [ n 2 2 n ' n  n '2 v~ I I , , 
= ~ l ~ l  n ' - - n  ~tx + ~  " j  + 2 n s "  2 n s , . .  ( I 3 )  

Aus (13) kann man die Bedingung ableiten, dab s und s '  Abst~inde 
yon Punkten shad, die einander als Ding- und Bildpunkt entsprechen. 
(5 b) gibt:  

+ n s  , (n' - ~)~ r n '  L---~ r .  n r2~ (14) 

woraus sich leicht die bekannte Formel ftir die Achsenschnittweite ergibt : 

o. (I4a) 
S ~ S Y 

Ferner wird 

n ' -  n r~ (I4b) 

und nach S. I x8 shad die bekannten Formeln fiir die Brennweite abzuleiten. 
Die Formeln ftir die sagittale und tangentiale Schnitt- und Brenn- 

weite aul3er der Achse hat  T. SmTK (7) abgeleitet. 
D i e  h 6 h e r e n  Gl i eder  der  E i k o n a l e n t w i c k l u n g  u n d  i h re  B e z i e h u n g  z u  d e n  

A b w e i c h u n g e n .  T. SmTI~ (1, 7 usf.) ~ ffihrt an Stelle der drei Ver~inder- 
lichen #, #% # '  drei andere ein, die yon den GAussischen Vergr6i3erungen 

x A. KOHLSCHi~TTER hat die Entwicklung noch ein Glied weiter fortge- 
ffihrt (Forme138 der S. 128 angeffihrten Arbeit). 

Es sei nochmals auf dieZusammenstellung der S.~nTHischen Abhandhm- 
gen (S. 86/87) verwiesen. W'eiter sei bemerkt, dab die yon SCHW.~RZSCmLD 
und KOHLSCHi}'TTER (S. 128) benutzten Gr6f3en (dort mit Ro, Zoo, th be- 
zeichnet) bis auf Koeffizienten mit den S.m~Hischen iibereinstimmen. 
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(-/9 und  B) der  Dingebene  u n d  der  E i n t r i t t s p u p i l l e  abh~tngen. Se tz t  man  
der  Ktirze ha lber :  

S r 4) t 

G = ~-l~,  S = n - - B ,  ( I 5 )  
n 

so sind die neuen Ver inde r l i chen  so definier t :  

A ( S  - -  G)2=  !~ -- 2G:~ × + G~/~ '=  ( M - -  G M ' ) ~ +  ( N - -  GN') ~, 

B (S - -  G) 2 = 2 {j, - -  (S + G)!,× + SG!(}  = 2 { ( M - -  G M ' ) ( 3 I - -  S M ' )  
+ ( N  - -  G i V ' ) ( N  - -  S N ' ) } ,  (16) 

" 2  ! C (S -- G) ~ = ,u - 2 s ! ,  × +  S ,u : ( M - -  SM' )  ~ + ( N -  SN ' )  °-, 

oder  aufgel6st  • 
!I = S~A - -  S G  B + G ~. C~ 

. × =  S A - -  I ( S + G )  B + G . C ,  (17)  
' 2 

j d = A - - B + C .  

Nennt  man  nun EA, Ea ,  E c  die Di f fe ren t ia lquo t ien ten  von E nach 
den neuen VerSnderl ichen,  so wi rd  aus Gleichung (8), S. 88: 

n y o ( S - -  G)~ = 2 ( M  - G M ' ) ( E A + E a )  } 
+ 2 ( M  --  S M ' ) ( E B  + Ec),  [ entprechend 

n'y;  (S --  G)"- = 2 ( M  ~, G M ' ) ( G E A  + SEB) [ fiir z, z' (18) 

+ 2 ( M - -  S M ) ( G E B +  S E c ) ,  J 
( S --  G ) ( n ' y " -  G n y o ) =  n'( S --  G) (Yo- / ]Yo)  = 2 ( M -  G M')  EB 

+ 2 (3 t  --  S M ' )  Ec ,  (19) 

n ' (5 - -  G)(zo-- i3Zo) = 2 (N --  GN')EB + 2(N - -  S N ' ) E c .  

Ft i r  E a  = E c  = o ist  also Y'o~/gYo, Z'o=/gZo" die Ebene  x = o  wird  
ohne Abweichung  auf  x ' = o  abgeb i lde t .  

Man denke  sich nun E als Reihe  en twicke l t  und  fasse die Glieder  
gleicher 0 r d n u n g  zusammen"  

E = E (~) + El ') + E (~) + . . .  (20) 

Die F o r m  von E I~) f indet  man  in Gleichung (i) .  En t sp rechen  aber  
x = o und  x ' =  o einander ,  so i s t  nach  (5c): 

_ _  a M a t 

G = n'/~ = _ also nach (16): 

E(2) = i , × ( S -  G), A, (21) 
2 G " 

~4 
oder,  wenn man die Brechkraff  de r  Folge  - -  -g~ = z setzt :  

2 z G  E( ~)-- n (S -- G)~A. (2 Ia )  

E ~ - - n ( S - G ) "  E ~ = E ~ = o .  (22) 
2 z G  

Wenn x----o und  x ' =  o e inander  en tsprechen,  so verschwinden  in der  
En twick lung  des E ikona ls  nach  A,  B,  C die Glieder  ers ter  Ordnung  m i t  
B und  C. 
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Weiter ist im Gebiete der GAussischen Abbildung nach (2): 

n y o = a M + a × M ' = a ( M - -  GM')~-  n ( M - - G M ' )  

n'y'o -- n (M -- GM'),  (23) 
z. 

t r 7~ nZo = z-Gn (N -- GN'), n Zo = -- ~. (N -- GN'). 

Ebenso hat  man fiir ~7o, ~o ; ~/'o, _~, die 1/- und Z-Koordinaten in der 
Eintri t ts-  und Austrittspupitle: 

n~o zSn (M - SM'),  n'~jo = -- Vn ( m  -- SM' ) ,  
(24) 

n~_o -- ZSg* (N - SN'), n'~'o_ = -- ~,.n (N - S N') .  

Setzt man nun welter: 

I I I 
E(,l=Ib~4 As +!b°AB2 - + ~-b3AC~ + 4  b4B" + 2b~BC + ~ b ~ C  ~, (25) 

so ist" 

E ~ =  Z (b2A + b4 e + bs C)~ (26) E ~ ' = ~ ( b 3 A + b s B + b 6 C ) .  (27) 2 

Setzt man dies in (19) ein, so erh~lt man die Fehler niedrigster Ord- 
nung, die sogenannten SEIDELschen Abweichungen. Bei dieser Einset- 
zung kann man in den Ausdriicken A, B, Cin (16) M - -  G M '  nach (23), 
M - - S M '  usf. nach (24) bestimmen, da man nur Gr6Ben h6herer Ord- 
nung vernachl~ssigt. 

A ( S - - G ) " = × " G " ( Y ~ o + z ~ ) ; B ( S - - G ) ' = 2 z ~ G S ( y o ' : o + Z o ~ - o ) ;  (27a) 
c ( s  - G)~= ~s~(~: + ~). 

Welter sei der betrachtete Dingpunkt  in der X Y-Ebene angenommen, 
also Zo = o. 

So erh/ilt man aus (19) fiir die SEIDELschen Abweichungen A y '  
und , Jz '  : 

n' (S --  G)3/_/y' = -- z3 [G3 b~ y3 o + G ~ S (b 3 + 2 b4) yo ~ qo 

+ GS~-b~yo(3~: + ~_:) + S~b6~o(~: + ~:)], 
n'(S -- G)3z lz '= -- x s [G:Sb3Y~o  + 2GS~b~yoqo~o (28) 

+ s3 b~ ~o (q: + _~o')]. 

Danach sind b~, b 3 + 2 b 4, b 3, b 5 , b6 die bekannten Koeffizienten der 
Verzeichnung, der tangentialen und sagittalen BildfeldwSlbung, der 
Koma,  der sphArischen Abweichung. b, kommt  in (28) nicht vor, seine 
Bedeutung ist nach T. SMITH ZU erkennen, wenn man bedenkt,  dab das 
Eikonal die Abweicl~ungen nicht nur fiir einen best immten Ding- und 
Blendenort, sondern ftir jede Lage yon Ding und Blende ergeben m u l l  

Eine )knderung des Dingortes ist beim eingeschlagenen Verfahren 
eine Verschiebung des Koordinatenanfangs, wodurch nach S. 90 Glei- 
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chung (13) zur Entwicklung Glieder hinzukommen. Ferner sind A, B, C 
durch andere Gr6Ben zu ersetzen, da S und G in (16) andere Werte er- 
halten. Die neuen Fehlerkoeffizienten b', b'~ . . .  b~ Mngen linear yon 
b~, b . . . .  b, und yon den Verschiebungen ab. Die 6 Koeffizienten ge- 
niigen, um die Fehler niedrigster Ordnung ffir alle Ding- und Blenden- 
lagen zu bestimmen. Auch bei allen h6heren Ordnungen spielt der blo13 
mit einer Potenz yon A multiplizierte Koeffizient dieselbe Rolle wie b~. 
Nach SMITH kann man diese Klasse von Koeffizienten auch zur Kenn- 
zeichnung der sph~irischen Abweichung des Blendenortes benutzer,  sie 
sind aber bei deren Verschwinden nicht etwa Null, sondern nehmen be- 
stimmte Werte an. 

Die SEIDELschen Koeffizienten k6nnen mit Hilfe der Gleichungen (IO) 
und (12) und der ldbergangsformel (26) S. 93 bestimmt werden. Dies 
hat K. SCHW.4.RZSCHILD I durchgefiihrt, sich dabei jedoch eines Kunst- 
griffs bedient, indem er statt  des Eikonals E eine aus W abzuleitende 
Funktion S benutzt, die er als SEIDELsches Eikonal bezeichnet, die ihm 
namentlich bei der Zusammensetzung mehrerer Fl~tchen die Elimination 
der Zwischenwerte (s. S. 93) erleichtert. Von den SEIDELschen Ausdrficken 
unterseheiden sich seine Ergebnisse dadurch, dab sie nieht nur Kugel- 
fl~ictlen, sondern auch deformierte Fl~chen betreffenL Weitere Unter- 
suchungen fiber die Abweichungen niedrigster Ordnung findet man bei 
T. SMITH (namentlich 6). 

Die Abweichungen h6herer Ordnung. Das n~chste Glied der Entwick- 
hmg E (6) hat IO Koeffizienten, yon denen 9 Fehler ffir eine bestimmte 
Ding- und Blendenlage bedeuten. In der Entwickhmg: 

I I I I 
E (6) = -~ cIA3 + ~ GArB + ~ c~A~C + 2 c,A B ~ + q A B C  

-. (29) 
I I C 2  i i i 

+ ~ c 6 B 3 +  2cTA + 2caB~C+~cgBC~+~c~oCs 

stellen aber die Koeffizienten c . . . .  C~o, deren Verschwinden die Hebung 
der Fehler n~chsth6herer (in gew6hnlicher Redeweise 5-Ordnang) be- 

Untersuchungen zur geometrischen Optik. I. Einleitung in die Fehler- 
theorie optischer Instrumente auf Grund des Eikonatbegriffs (G6tting. Abh. 
N.F.  4, N r i  [19o5] ). 

Die SEIDELschen Fehler deformierter (asph~rischer) F1Achen warenI9o4 
yon A. IKoNIO und M. v. ROHR angegeben worden (M. v. ROHR [siehe S. 70] 
326). Ein Jahr nach der SCHWARZSCHILDsChen Ver6ffentlichung hat A. GULL~ 
STR.a, ND (siehe S. 82) sie (auf eine dritte Art) bestimmt und zwar ffir alle 
zweifach symmetrischen Fl~ichen. Auf die Ableitungen soll nicht weiter ein- 
gegangen werden, und fiber das Ergebnis sei nur bemerkt, dab zu allen SEIDEL- 
schen Summen ein Glied hinzukommt, das bei der Entwicklung der FIAchen- 

gleichungen nach (7) die Form Z (h,~- [~\  4-- 7. 1 \h,.! ~y~) ~ (n'--n) hat(hundyhaben 

die in den Lehrbfichern fibliche Bedeutung). Beim tangentialen Fehler ist dies 
Olied mit 3, beim sagittalen mit i multipliziert, die PEzzvALsche Bedingung 
hat daher bei deformierten Fl~chen dieselbe Form wie bei Kugelfl~ichen. 
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deu te t ,  n icht  ebenso einfach wie die b . . . .  b6 in (28) die Koeff iz ienten  
der  En twick lung  yon J y '  und  d z '  nach  yo, Zo, ~lo, ~o dar .  Bei dieser  
l e tz ten  Dars te l lung  mfissen n~mlich,  wenn n ich t  b~ . . .  b6 verschwinden ,  
zu den Ausdr t icken,  die von E (6) abh~ngen,  noch solche h inz ukomme n ,  
die be i  Ab le i tung  von (28) (S. 122) vernach lass ig t  waren.  

J.  PETZVAL ha t  die Feh le rausdr f icke  in ahnl icher  Weise  b e s t i m m t  wie 
zu le tz t  angegeben ' ;  so i s t  es begreif l ich,  dab  er n ich t  auf  9, sondern  auf  
12 unabh~ngige  Koeff iz ienten kam.  In  der  T a t  g ibt  die E n t w i c k l u n g  yon  
J y '  und  J z '  so viel  Glieder  5- Ordnung  ; diese setzen sich abe t  aus 9 Koef-  
f iz ienten  von E (6) und  den Feh le rn  n iedr igs te r  Ordnung  so zusammen ,  
dab  5 + 9 = 14 Gleichungen ausre ichen,  um ftir einen festen Ding-  u n d  
B lendenor t  alle Fehlerausdr t icke  der  be iden  n iedr igs ten  Ordnungen  zum 
Verschwinden  zu br ingen.  Auf  diese T a t s a c h e  s t t i tz t  sich K. SCHWARZ- 
SCHILD, wenn er PETZVALS Zah lenangaben  angreif t  ~, w~hrend A. KERBER 
bei  se iner  Ver te id igung PETZVALS 3 sie zugibt .  Danach  s ind  beide  Teile 
bis  zu e inem gewissen Grade  im Rech t  4. 

Das Eikonal  W.  Manche Ergebnisse  werden t ibersicht l icher ,  wenn 
m a n  s t a t t  E das gemischte  E i k o n a l  W (Xo, yo ; M' ,  N ' )  benutz t .  Se tz t  
m a n  : 

W =  W(~)+  W ( 4 ) +  W(6) + . . .  (3o) 

u n d  zun~chst  : 

W(~) = n-" ~ I 
2 ~ ° + z ~ ° ) + n a × ( Y ° M ' - + - z ° N ' ) + g  ~I'(M'~-+N'~)' (3I) 

so wird  fi~r die GAussische A b b i l d u n g :  

- -  n'y~ = n a×yo + a'M' 
' ' a ' N ' .  (32) - -  n Z  o = n a X z a  + 

So]len Y o = Z o = O  und  ' ' = o  yo----zo e inander  en tsprechen,  so muB 
a ' = o  sein. FOr die Vergr6Berung h a t  m a n  d a n n :  

n x 
1~= - - ~ a  . (33) 

Andererse i t s  wird  : 

--  n M  = n~ayo+ na×M ' 
- -  n N = n~,~Zo + n a×N '. (34) 

' Bericht fiber die Ergebnisse einiger dioptrischer Untersuchungen. 
Pesth. C. A. Hart leben 1843, S. 9 ff., die Angaben fiber die Anzahl  der 
Fehler  S. 13/14. 

U n t e r s u c h u n g e n . . .  S. 4. 
3 Die Differenzausdrficke ffir die Bildfehler ffinfter Ordnung. Der LViecha- 

niker I8, 61--63 (191o). Beitriige zur allgemeinen Fehlertheorie.  Z. In- 
s t rumentenkde  34, I73- - I79 ,  234--24o (I914). 

4 Ein I r r tum liegt aber  bei PETZVAL insofern vor, als er annimmt,  die 
Zahl der  unabhXngigen Fehlerausdrficke sei bei Folgen yon deformierten 
F1Achen gr6Ber als bei Folgen von KugelflAchen. 
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FiJr yo =zo  = o g ib t  dies die WinkelvergrSl3erung im K o o r d i n a t e n -  

anfang  : i 
7 = a~. (35) 

Aus (33) und (35) folgt  die HUYGENS-HEL~IEOLTZische Gleichung.  
Fe rne r  g ib t  (34) fiir M = N--= o: 

yo 1, a × 
M'  ' = na  " (36) 

F i i r  M '  = N '  = o geben (32) und  (34) : 
y" a x 
M --  n'a = / "  (37) 

(Uber  die Vorzeichen vgl. S. 119. ) 
Die Dingebene wird of fenbar  abweichungsfre i  und eben abgebi lde t ,  

wenn : 
i 2 W = n 2 / ( y ~ o + Z ~ o ) + n a ~ ( y o M '  + z o N ) g ( y o + Z ~ o )  (38) 

ist ,  wo / und  g beliebige F u n k t i o n e n  sind.  Es is t  dann :  
n'y~, ~ = - -  = n a Yog (Yo + Z~o) 

, ,  (39) 
- -  n Zo = n~t ×Zog (y~ + zD .  

Die Abbi ldung  ist verzeichnungsfrei ,  wenn g = const, n' 3 ist. 
n t l  x 

Diese Eigenschaf ten  des g i k o n a l s  W ha t  schon H. BRUNS 1895 be- 
merk t .  In  der  En twick lung :  

I 

[~?~ = Yg + -o ,  "~ ~ = 2 (yoM" + zoN') ,  ~ = M ' "  + N'~], 

bes t immen  die Koeff izienten 52 usf. ohne weiteres  die SEIDELschen 
Fehler .  Ff i r  Zo ---- 0 wird : 

- -  n'ziy'o = 5~y3o + (53 + 2-34)y~M'  + bD, o (3M'~ + N '~) 

+ 36M' (M '~ + N '~) (41) 
- -n ' z t z ' o  = 33y~o N '  + 2 3 5 y o M ' N '  + b6N'  (M'~ + N") .  

J Y'o und  d z "  s ind  so nach  den bi ldse i t igen 0f fnungswinke ln  (M'  und  
N ' )  und  nach  den dingsei t igen Achsenabst~inden Yo und Zo entwickel t .  
Ffir  diese niedr igs te  Ordnung k a n n  m a n  aber  auch ohne wei teres  s t a r t  
M ' ,  N '  Koord ina t en  in der d ingse i t igen  Blendenebene  einftihren, i ndem 
m a n  mi t  Hilfe der  HUYGENS-HELMHOLTZischen Gleichung se t z t :  

~7 = Yo + M x  = Yo + n' i~ M ' x ,  (42) 
n 

wo x die Abszisse der Blendenebene  ist .  I n  der  wei teren En twick lungx :  
I I I I 

W(6) = ~ c,9~3 + 2 c ~ 9 ~  + 2 c39~% + 2 c 4 ~ 3 ~ +  c s ~ 3 ~  

(43) I I I I I 

+ ~ c6~33 + _ c 7 ~  + 2 c8~3~ + 2 %~3~ + g C,o~S 

Die Zahlenfaktoren sind in dieser, wie in den fibrigen Entwicldungen 
natfirlich willkfirlich, daher sind sie auch yon verschiedenen Schriftstellern 
verschieden angesetzt worden. 
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geben die Koeffizienten Werte ffir die n/~chsth6heren Glieder der Reihen 
yon J y  nd JZ'o nach yo, Zo; M',  N ' .  Ftir die Entwicklung nach 
PETZVALscher Art gilt aber dasselbe wie bei E bemerkt. 

Die Gruppen der Fehler nach SMITIt. Bei (28) und (41) bemerkt man, 
dab das Verschwinden der Ausdrticke: 

b~, b 3 + 234,b s, b6 [3~, 33 + 234~fi 5, 36] (44) 

genfigt, damit in der Meridianebene verlaufende Strahlen keine Ab- 
weichungen haben. Dies hat T. S~Ia'I-I zu einer wichtigen Einteilung der 
Fehler geffihrt. 

Man schreibe die Gleichung (25) wie folgt: 

E(*) = 4~-b~A2 + 2 b~AB + ~  ~ ~ (b3 + 2b4) (2AC + B ~-) + ~bsBC 

+ 4 b 6 C ' + ~ ( b s - - b 4 ) ( 4 A C - - B 2 ) = 4 b ~ ( ° ) A ' + } b 2 ( ° ) A B  (45) 

I 
+~z bs(o)(2 A C + B " ) +  ~b4(°)BC +7, bs(°)C" + 4  b~(~)(4 A C -- B ") 

so beziehen sich b(~ °), b~), b(3 °), b(4°), b~ °) auf Fehier yon Meridianstrahlen, 
b(]) dagegen auf Fehler von Strahlen aufJer der 5Ieridianebene. Es ist 
n/imlich nach (16) 

(S -- G) ~ (4 A C -- B ") = 4 ( M N '  -- N M ' ) "  (46) 

Dieser Ausdruck ist aber bei Strahlen, die die Achse schneiden, Null. 
Ebenso kann man start  (29) schreiben" 

E(6) i ~ c~A ~B z = ~ c , A s +  + ~ ( c  3 + 4c4)(A~C + A B  ~) 

i i (c z + 4cs) (A C ~ B'C) + ~(3c5 + 2 c 6 ) ( 3 A B C +  Bs) -F'T5 + 

+ ~ % B C "  i i + 6C.oC 3 + ~ ( c s  -- c4)(4A~C -- A B  ~) 

I I C2 + ~ (2 c 5 -- c6) (4-4 B C -- Bs) + ~ (% --c8) (4 A -- B~C) 
(47) 

i i cs(o)(A~ C + A B ~) = c~(°)As + 2 c~(°)A~B + 2 

c~(°)(A C ~ + B~C) + ~ cJ°)B C" c4(°)(3ABC + B~) + 2  + ~  

z ca(, ) (4 A B C - -  B 3) + 6I C7(0) C3+ 2I c (~)(4A~C _ ABe)  + 6 

i c3(~ ) (4 A C~ _ B~C)"  + ~  

Die 3 Glieder mit dem oberen Zeiger (I) haben den Faktor  4 A C - - B  ~ 
gemein, sind also nur ftir Strahlen, die die Achse nicht schneiden, yon 
Null verschieden. 

Ahnlich kann in den Gliedern h6herer Ordnung verfahren werden, 
nur kommen hier auch Glieder vor, die eine h6here Potenz yon 4 A C - - B  ~ 
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enthalten. SMITH gibt folgende Regel : Ffir die Ordnung des Gliedes E (2'') 
bilde man den Ausdruck: 

u o ( A - - v B + v 2 C ) ' + u ~ ( A - - v B + v  ~) . . . . .  ( 4 A C - - B  ~) (48) 
+ u,  (A - -  v B  + v~C) . . . .  (4A C - -  B')  ~ + . . .  

und fasse alle Ausdrficke zusammen, die mit  demselben Faktor  u , v  ,~ 
multipliziert sind. Die Glieder sind so in Gruppen (ore, I te  . . .  v t e  
Gruppe) zusammenzufassen. Ffir Strahlen, die die Achse schneiden, kom- 
men nur die Abweichungen der oten Gruppe in Frage. 

Der Ausdruck (46) ist unabhS_ngig yon S und G, aIso yon der Lage 
yon Ding und Blende. Beim Ubergang zu einem anderen Dingorte ~mdert 
sich der Ausdruck des Eikonals nach S. 9 o, Gleichung (I3), hierdurch 
werden aber nur die Fehler der oten Gruppe beeinfluBt. Daher erh~lt 
man nach SMITH ftir die Fehler der ersten und der h6beren Gruppe ver- 
h/iltnism/~Big einfache Transformationsformeln; die Fehler einer be- 
s t immten Grupp e und Ordnung setzen sich linear aus den n/~mlichen 
Fehlern bei anderer Ding- und Blendenlage zusammen. Verschwindet 
eine solche Schar von Fehlern in einem Falle, so auch, wenn Ding und 
Blende ihren Ort ttndern*. 

SmTI~ gibt folgende Zusammenstellung ftir die Zahl der Fehler- 
ausdrticke ~. Es ist dabei zu beachten, dab bei best immter Ding- und 
Blendenlage far  jede Ordnung ein Glied der oten Gruppe wegfNit. 

Ordnung  3 Gesamt-  i] o. i. 2. 3- 4. 
zahl [!Gruppe Gruppe  Gruppe  Gruppe  Gruppe  

E(4) (,,3. Ordn.") 
E(6) (-5- ,. ") 

E(a) (,,7- ,. "'~ 
E0o)(,9. ,. "'~ 
E(x2)(,,II. ,. "1 
E(~4)(,,I3. ,, ,.', 

E (~ ,,,) 

6 5 
IO 7 -  
15 ~l 9 
2I ii II 
28 !l 13 

36 II 15 

I 

3 
5 
7 
9 

i i  

2 m -  3 

o 
o 
i 

3 
5 
7 

2 m -  7 

O 
O 
O 
O 
I 

2 m 3 _ i i  

o 
o 
o 
o 
o 
o 

2 m - I  5 

i E ine  B e m e r k u n g  yon SMITH (Trans. Opt .  Soc. Lond.  23, 318 [1921 
bis 1922]) k6nn te  so v e r s t a n d e n  werden ,  als ob dies voi1 j edem einzelnen 
Feh le rausd ruck  gelte. Dies is t  n i ch t  de r  Fall ,  wie m a n  aus der  SMi~rHischen 
FormeI  (2I) (a. a. O. 319) oder  auch  aus den  Ausdrf icken KOHLSCHgTTERS 
sehen kann.  Ffir  eine einzelne Fl~che s ind die KOHLSC~tOTTERSChen W e r t e  S '  
S. 33/34 seiner Arbe i t  mi t  den  Koef f i z i en ten  yon  W(6) in (43) ident isch,  doch  
in andere r  Reihenfolge und  abgesehen  yon  Zahlenfaktoren .  

Trans.  Opt .  Soc. Lond.  23, 318 (1921/22). 
3 In  der  Beze ichnung der  O r d n u n g  b e s t e h t  eine unerfreul iche Mannig-  

Ial t igkeit .  SMITH spr ich t  yon  F e h l e r n  I., 2 . . . .  m - - I t e n  Grades,  diese h a b e n  
in der  E n t w i c k l u n g  yon E in A,  B,  C dell 2., 3 -  • • m - t e n  Grad (E (4), /~ (6) . . . 
E(~m)). In  Deu t sch land  b e n e n n t  m a n  die Ord n u n g  meis t  nach  der  E n t w i c k -  
lung  yon  J y ,  z /z  (Fehter  3ter,  5 t e r . . .  2 m - - i t e r  Ordnung) .  Die Lttngs- 
abwe ichung  z. B. der  sph~irischen A b w e i c h u n g  ist  um I niedriger.  
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Einen l)berblick tiber die verschiedenen Fehler des Ausdrucks E (6) 
(,,fttnfter Ordnung") hat 19o 5 K. SCmVAI~ZSCHILD a . a . O ,  gegeben. 
A. KOHLSCHOTTER hat das yon SCHWARZSCHILD ftir die SEIDELschen 
Fehler angegebene Verfahren auf die n~chsth6here 0rdnung angewandt; 
die yon ibm abgeleiteten Ausdrticke sind freilich nichts weniger als ein- 
fach ~. Mit den yon A. KERBER auf ganz anderem Wege erhaltenen For- 
meln ~ sind sie aus den S. 12 4 angeftihrten Grttnden nicht zu vergieichen. 
Allgemeine Betrachtungen tiber Fehler h6herer Ordnung finden sich in 
den Abhandlungen yon S~IT~I, besonders ist (5) zu beachten, wo ftir die 
Zusammensetzung mehrerer Fl~chen das Eliminationsverfahren aus- 
ftihrlich er6rtert wird. 

Die Hebung des Ast igmatismus auger der Achse und die Bedeutung der 
PETZVALschen Bedingung. Es sollen noch einige Ergebnisse yon A. GULL- 
STRAND 3 mit Hilfe des gemischten Eikonals W abgeleitet werden. 

Das einem Achsenpunkte entsprechende Btinde] hat auf der Achse 
(ftir M ' =  N ' =  o) einen anastigmatischen Bildpunkt. Es soil geprtift 
werden, 0b auch ein Btindel, das einem achsennahen Punkte entspricht, 
einen solchen Bildpunkt hat (Yo klein, Zo =o ) .  Jedenfallswird er auf einem 
Strahle mit kleinem M',  N '  liegen, und seine Abszisse x'  wird klein 
sein. Daher kann man nach (41) ftir seine Ordinaten y'~ z' setzen: 

n'y' = n' /3 yo -- 5 3 ~yo --  (5 s + 25,)yo~M ' -  55Yo(3 M'~ + N '~) 
--  5, M' (M '~ + N '~) + x'M',  (49) 

n z s Yo ~v -- 2 b s Yo M ' N '  -- ~6 N '  (M '~ + N '~) + x 'N' .  

Ein benachbarter Strahl durch denselben Dingpunkt mit dem Rich- 
tungskosinus M ' + d M ' ,  N ' + d N '  schneidet die Ebene x' in Punkten 
y ' + d y ' ,  z ' + d z ' ,  wo: 

n ' d y ' =  -- (6 s + 2~,) y~dM'- -  2~ s ( 3 M ' d M ' +  N ' d N ' )  
- - 5 6 ( M ' ~ + N ' ~ ) d M ' - - 2 3 6 M ' ( M ' d M ' + .  N ' ~ N ' ) + x ' ~ M  ', (5 ° ) 

n ' d z ' =  -- I)3y~odN ' -  2bsyo ( M ' d N '  + N 'dM' )  
--  ~6 (M '~ + N '~) d N ' - -  23~N" ( M ' d M ' +  N'd'N') + x 'dN' .  

Die beiden Strahlen schneiden einander in der Ebene x', wenI~ 
d y ' = d z ' =  o ist, oder: 

{(~3 + 23,)y~ + 63syoM'  + t~6 (3M '~ + N '~) + x'} dM' 
+ (2bsyoN'+  236M'N ' )  d N ' =  o~ (51) 

(235yoN'+ 236MN')  d M ' +  {~sY~ + 23syoM'  
+ b6 (M ' '  + 3 N'~) + x ' } d N ' =  o. 

Die Bildfehler ffinfter Ordnung optischer Systeme abgeleitet auf Grund 
des Eikonalbegriffes nebst Anwendung auf ein astrophotographisches Objek- 
tiv. Diss. G6ttingen, W. Fr. Kaestner. 19o8. 

Z. Instrumentenkde 34, 234 ff. (1914). 
s Vgl. S. 82. 
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I m  allgemeinen kommt  man durch Eliminat ion yon x'  zu einer qua- 
drat ischen Gleichung far dN'/dM', dies ftihrt anf die beiden Haupt -  
schnit te  und  die sogenannten ast igmatischen Bildpunkte.  Es k6nnen 
aber auch ftir einen Strahl und  einen bes t immten Wer t  yon  x' die vier 
oder vielmehr drei Koeffizienten verschwinden, dann  hat  man einen an- 
ast igmatischen Bildpunkt.  Die Bedingungen sind: 

a) 2bsyoN' + 2b6M'N'= o, (5 2) 
X '  1. Fall." o ein Meridianstrahl 7 (52c0 

35 
2. Fall." M ' =  -- ~-~ yo ein windschiefer Strahl. (52/#) 

b) und c) (~3 + 2 3,) yo ~ + 6 b s yo M '  + 36 (3 M "  + N'2) + x '= o I 
b3Y~ + 2 b s y o M ' +  36(M '2+ 3 N'2) + x '= o l '  

oder nach El iminat ion yon x" 

34Y2 + 2 b s y o M ' +  b6(M'2--N'~) =o .  (53) 

Diese Gleichung ftihrt far  (52~) auf:  

M ' =  -- I~5 yo Yo ----4- ~6 ]/b~ - -  ~4~6 • (54c0 

I m  zweiten Falle (52//) ha t  man  hingegen" 

= -  -6Yo + 

(54d) 
N ' =  -4- --  b 5 . 

2 

Fi i rb  s --  34[36 > 0 giN: es bei gentigend weiter Blende zwei die Achse 
schneidende, ftir b s --  3436 < 0 zwei zu ihr windschiefe Strahlen, fiir die 
der Ast igmat ismus gehoben ist. Fiir x' erh~ilt man  im ersten Falle 
nach  (51): 

b~ 23~ 2 235yo ~ "1/3~ __ 34~6 __ 5 2 

(55c0 
2bsYg ] / ' b ~ -  3 4 3 6 -  b ~ . 2  2 q-  -- b - ~ -  366 y°  + b4Yo = - -  (33 - -  b4)Yo, 

im zweiten Falle:  
b~ 

X ' =  - - b 3 y  o +--~6-6 y o - - - b ~ y  o -  3 4Yo + ~ 6 - Y o  

2 ~ 4 3 ~  .2 
- -  b3Yo - -  334Yo + ~ - Y o  

__= _ (D 3 _ b 4 ) y ;  + 4 (b436 _ r,~ Yg (55fl)  
~5~ 36 " 

I m  ersten Falle, 52 ~, 54u, 55 ~, den GULLSTRAND als den typischen be- 
zeichnet, wird die Fl~che der anast igmatischen Bildpunkte  nach der 
PETZVALschen Bedingung bes t immt  (b 3 ~ 34 spielt dieselbe Rolle wie 
b3---b 4 in 45), anders im zweiten, yon  GULLSTRAND atypisch genannten 
Falle. Gleichung (41) zeigt, dab 36 ~ 0 einer Unterbessernng der sph~ri- 
schen Abweichung entspricht.  In  diesem, bei sammelnder  Folge ge- 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 9 
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w6hnlichen, Falle wird eine atypische Folge nach 55fl starker unter- 
bessert erscheinen, als der PETZVALschen Bedingung entspr~iche. 

Fiir b 5 = 3466 gibt es nur einen Strahl rnit gehobenem Astigmatis- 
mus; wie z. B. Cz. 272/4 gezeigt ist, verschwindet ffir ihn auch die Korea. 

Bei gehobener sph~rischer Abweichung (b6 ~ o) bekommt man eben- 

falls nur einen Strahl: N '  = o, M'  IJ4Y° Ffir b 5 = b6 = O ist entweder - -  - -  T b ) - "  

der Astigmatismus identisch gehoben (b 4 =o ) ,  oder fiir keinen Haupt-  
strahl (b 4 ~ o). Dies letzte ist eine l~ingst bekannte Tatsache. 

V I .  D i e  s c h a r f e  o d e r  d o c h  g l e i c h m ~ B i g e  A b b i l d u n g .  

Anfang der siebziger Jahre des vorigen Jahrhunderts  gelang es 
ABBE und fast gleichzeitig HELM~OLTZ, fiir die Umdrehungsfolgen eine 
Bedingung abzuleiten, die erffillt sein muB, wenn mit scharfer Abbildung 
eines Achsenpunktes auch die eines achsennahen Punktes verbunden 
sein soll. Die Verallgemeinerung dieser Bedingung ist der Gegenstand 
einer groBen Reihe yon Schriften. Eine Zusammenstellung finder man 
in einer noch h~iufiger anzufiihrenden Arbeit M. HERZBERGERS ~. 

Die ABBEsehe Bedingung besteht bekanntlich in der Konstanz der 
Verh/fltnisse der Sinus der Winkel zwischen Strahl und Achse v o r u n d  
nach dem Durchgang durch eine Fl~ichenfolge. Das allgemeine Gesetz 
kann sich nu t  anf Winkel zwischen Straht und Linienstfickchen beziehen 
und hat daher night Sinus-, sondern Kosinusform, wie schon die Arbeiten 
yon BRUNS und THIESEZ~ in den neunziger Jahren oder auch die STRAU- 
BELschen S~itze (1902) zeigten (vgl. Cz., besonders S. 227 If.). 

Es soil der allgemeine Satz zun/ichst ffir scharfe Abbildung angegeben 
werden. 

Die Kosinusbedingung. Ein Punkt  0 werde durch eine Folge yon 
F1/iGhen ohne Abweiehung in 0 '  abgebildet; 1/iBt sigh eine Bedingung da- 
fiir ableiten, dab ein unendlich benachbarter Punkt  0~ ebenfalls scharf 
in 0" abgebildet wird? 

Wenn man den Lichtweg yon 0 nach 0 '  mit (00 ' )  bezeichnet, so wird 
gefordert : 

(00')  = const. (I) (0~0'~) = const. (Ia) 

(0~0'~) -- (00 ')  = const. (2) 

OPP'O' sei ein beliebiger Strahl durGh 0, O~P~P', O, ein dem ersten 
benaGhbarter durGh 0~. Man lege durGh 0~ eine F1/iche, die zu beiden 
Strahlen senkreGht ist (es sind unendlieh viele F1/ichen m6glich). Sie 
schneide OP in P.  Tr/igt man auf s~imtlichen im Dingraum zu dieser 

7Jber Sinusbedingung, Kosinusrelation, Isoplanasie und Hom6oplana- 
siebedingung, ihren Zusammenhang mit energetischen ~berlegungen und 
ihre Ableitung aus dem FER,'aATsehen Gesetz. Z. Instrumentenkde 48, 313 bis 
327, 465--49 ° , 524--54 ° (1928)- 
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FRtche senkrecht verlaufenden Strahlen Lichtwege gleich (0~0'~) ab, so 
muB man im Bildraume zu einer Flache gelangen, die dutch 0'i geht 
und auf allen fraglichen Strahlen, also auch auf OPP'O' und 01P~P~O'~ 
senkrecht steht. Sie schneide den Strahl OPP'O' in P', so wird: 

(~P')  = (0, 0',). (3) 
t ! t .  Man f~lle nun yon 0~ und 0~ Lote O~Q, O~Q' auf oP,  P o , so wird : 

(00')  = (OQ) + (QP) + (PP') + (P'Q') + (Q'O'). (4) 

Weiter ist aber: 

( 0 ( 2 )  = n 0 G  c o s  6, ( Q ' 0 ' )  = - n'O'O', c o s  d ,  (5) 

wenn e, e' die Winkel zwischen Strahl und Liniensttickchen 00~, 0'0'~ 
sind. Also : 

(0'0'~)-- (00')  = n'O'O'~ cos 6'--  n 00~ cos ,  --  (QP) - (P' Q'). (6) 

Die Gleichung (6) gilt allgemein, auch wenn die Punkte O, O~ ; 0', 0'~ 
endlich voneinander en t femt  sin& Rticken sich aber 0 und 0~ und 
gleichzeitig die Strahlen unendlich nahe (und aus Stetigkeitsgrtinden 
wird es bei Ann~herung der Punkte  auch stets einander unencUich be- 
nachbarte  Strahlen geben), so werden die Pfeilh6hen QP, Q'P' Gr6Ben 
h6herer Ordnung werden. Dann ist also: 

(0~0'~) -- (00') = n'O'O'~ cos t" - -  nO0~ cos6. (7) 

Die Ableitung dieser Gleichung ist aber ganz unabh~ngig davon, dab 
0 und 0', O~ und 0'~ einander als Ding- und Bildpunkt entsprechen, sie 
gibt also ein allgemeines Gesetz ftir den Unterschied zweier benachbarter  
Lichtwege. Als solches ist sie von M'. 'HERZBERGER x auf anderem Wege 
abgeleitet und zur Herleitung weiterer Regeln benutzt  worden: Gegeben 
seien in Ding- und Bildranm zwei benachbarte  Strahlen in allgemeiner 
Lage. Auf beiden Strahlen nehmen wit im Dingraum wie im Bildraum 
je einen beliebigen Punkt  an; die auf einem Strahle liegenden Punkte  
brauchen einander nicht als Gegenstand und Bild zu entsprechen. Die 
Punkte seien 0, 0~ im Dingraum, S', S" im.Bildraum, so ist: 

(OzS') -- (OS') = n'S'S'~ cos d - -  n 0 0 .  cos , .  (7a) 

In unserem Falle folgt aus (2) und (7): 

n'O'O'~ cos 6' --  n 0 0z cos 6 = const, odern'dl' cos d - -  ndl  cos ,  = const. (8) 

Die ABBEsche Sinusbedingung, wie auch die HOCKINscl~e Bedingung, 
erscheinen ohne weiteres als Sonderfiflle (Cz. 251). 

Das Gesetz hat  abet seine Bedeutung auch, wenn 0 nicht scharf auf 

x Ein allgemeines optisches Gesetz. Z. Physik 53, 237--247, 6 + (1929). 

9* 
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0 '  abgeb i lde t  wird  I. Es en tspreche  im B i ld r aume  dem P u n k t e  0 eine 
Kaus t ik ,  die yon zwei bel iebigen S t rah len  ill den  Punk t e n  A ' ,  B" ber t ih r t  
werde.  Welche  Beziehung bes teh t ,  wenn die dem N a c h b a r p u n k t e  0~ 
en t sp rechende  K a u s t i k  (bis auf Gr6Ben h6herer  0 rdnung)  kongruen t  is t  ? 

Auf  der  zu 0 i  geh6renden K a u s t i k  seien A'~, B'~ z u  A ' ,  B '  homologe  
Punk te .  E ine  bel iebige zu 0 geh6rende  bi ldse i t ige  Wellenfl~iche schae ide  
die  S t rah len  O A '  und  OB'  in P '  und  R' .  Auf den S t rah len  0IA' ,  und  
0 I B "  t r age  m a n  von A~ und  B '  die S t recken  A'IP'~ ~ A ' P '  und  B'~R'~ 
= B ' R '  ab.  P~ u n d  R'~ l iegen wegen der  Kongruenz  der  Kaus t i ken  auf  
einer 0 i  en t sp rechenden  Wellenfl~iche. Also:  

( 0 P ' )  = (OR'), (O,P'~) = (O,R'~). 

(OA')  - -  (O ,A ' )  = (OP') + (P 'A ' )  - -  (O~P',) - -  (P'~A',) = 

(OP')  - -  (O,P'~) --- ( O R ' ) -  (O,R',) = (9) 

(OR')  + (R 'B ' )  - -  (O~R',) - -  (R'~B',) = (OB') - -  (O,B'~). 

Ffir  zwei die Kaus t i ken  in homologen P u n k t e n  schneidende  S t rah len  
i s t  der  Un te r sch ied  der  Lichtwege bis  zur  K a u s t i k  kons t an t .  Dann  is t  

nach  (7a):  
n ' A ' A "  c o s d - -  n 0 0 ,  cose  ---- n'dl" c o s e ' - -  n d l  cose  = const. ( io)  

Der  Sa tz  sei benu tz t ,  u m  die Bed ingung  daffir  abzule i ten ,  dab  die 
n ich t  abweichungsfre ie  Abb i ldung  eines Achsenpunk te s  0 einer UII1- 
drehungsflAche n ich t  wei ter  ve r sch lech te r t  wird ,  wenn m a n  urn ein un-  
endl ich  kleines Stfick d y  aus der  Achse he rausgeh t  ; d. h. dafi ir ,  dab  das  
dingsei t ig  yon  e inem achsennahen  P u n k t e  0~ ausgehende  S t rah lenb t inde l  
auf  der  Bi ldse i te  um einen Strahl ,  den H a u p t s t r a h l ,  s y m m e t r i s c h  is t  ~. 

Ich gebe die allgemeine Form, wie sie 1928 ver6ffentlicht worden is t :  
BOEGEHOLD, H.  und HERZBERGER, M. : Z u m  allgemeinen Kosinussatz. Z. 
Physik  5o, 187--194, 2 + (1928). 

Fi i r  den Fal l  der scharfen Abbildung war die Beziehung schon einige Jahre  
frfiher bekannt .  Ffir die Geschichte sei nochmals auf die S. 13o angeffihrte 
HERZBERGERSche Arbei t  verwieseu, und nur besonders die Bedeutung des 
SMITHischen, S. 86 unter  2 angegebenen Aufsatzes betont.  

Man kann den Satz far  den Fal l  der scharfen Abbildung nicht  gut, wie ich 
es frfiher getan habe, nach CONRADY benennen, vgl. S,~UTH, T. : Note on the  
cosine law. Trans. Opt. Soc. Lond. 26, 281--286 (I924/25), fibersetzt yon 
A. DRIESEN: Zztg Opt. u. ~[ech. 48, 217--219 (I927), auch meine an beiden 
Stellen zu findenden Bemerkungen. 

* Die Bedingung ist  ftir dfinne Strahlenbfindel 19o 7 yon F. ST.~EBLE, fiir 
endliche 0ffnungen 1919 yon F. STAEBLE und E. LIHOTZK1 abgeleitet  wor- 
den. STAEBLE sowohl wie LIHOTZKI vel-wenden den sogenannten LIPPICH- 
schen Satz, den M. HERZBERGER aIs nicht  allgemein gfiltig nachweist:  Die 
Gesetze erster  Ordnung in optischen Systemen. Z. Phys ik  45, 86--96 (1927). 
Nach einer pers6nlichen Mitteilung HERZBERGERS ist  er yon LIPPICH auch 
nicht  in der gew6hnlich angewandten,  unrichtigen Fo rm ausgesprochen 
worden. 

DaB man die Bedingung aus dem allgemeinen Kosinussatze ableiten kann, 
habe ich 1925 bemerkt :  Note on the STAEBLE and LIKOTZKI (Druckfehler [) 
condition. Trans. Opt. Soc. Lond. 26, 287--288 (1924/25). 
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Wenn Ox am den Betrag dy senkrecht zur Achse tiber 0 liegt, so wird 
die Kaust ik  ffir 0~ unter der angenommenen Forderung aus Symmetrie-  
grtinden zu der yon 0 kongruent sein. Wenn ferner die Fl~ichen in der 
Achse keine Singularit~iten haben, mtissen die Spitzen der Kaustiken auf 
einer achsensenkrechten Fl~tche liegen, also durch Drehung um einen 
Achsenpunkt auseinander hervorgehen. Die Abszisse des Drehpunktes 
sei z', die des GAvssischen Achsenbildpunktes s'. Zu einem bildseitigen 
0ffnungswinkel u'  geh6re die sph~irische Abweichung ,ds'. Zu dy geh6re 
bildseitig die Drehung dcd. Die Betrachtung des bildseitigen Biindels 
ftihrt, wie ich in der S. 132, Anm. 2 angefiihrten Arbeit gezeigt habe, 
ftir die Kosinusbedingung auf die Form:  

n'(s" + J s ' - -  z') da' sin u'- -  n d y  sin u = const. ( I I )  

I)a u----o und u ' =  o einander entsprechen, ist die Konstante Null. 
Ferner ist ( s ' - -  z') da' = dy' = tidy die Gr6Be des Liniensttickchens in der 
Gnussischen Bildebene, /~ also die Vergr6Berung. 

n sin u J s '  
1 = (I2) n'i~ sin u' s' - z'" 

Zusdtze. Aus der Beweisftihrung ftir die Bedingung (IO) wird man er- 
kennen, dab sie nicht nur ffir die Kaustiken gilt, sondern ffir je zwei ein- 
ander kongruente und homolog liegende Fl~chen, die die beiden 0 und 
0~ entsprechenden Strahlenbtindel schneiden. 

Die betrachteten Gleichungen k6nnen in mehreren Gestalten ge- 
schrieben werden. 

Es seien ftir einen der von 0 ausgehenden StrahIen (,,Hauptstrahl")" 
die Winkel e = eo, e'---- ~." bekannt,  dann wird aus (8) oder (IO): 

n'dl'(cos d - -  cos do) = ndl  (cos,  - -  cos ~o). (13) 

Ftir den Fall scharfer Abbildung wird: 

n (cos ~ - cos Eo) d l' 
n'(cos d -  cos ~g) = d--7 = ~t = const. (14) 

iV[. HERZBERGER schreibt gelegentlich (13) in Vektorform: 

n't3 (3'-- 6"0) a ' =  n(~ --  30) a. (I3a) 

Hier sind ~, _ao, 6', ~'o Einheitsvektoren l~ings der betrachteten Strah- 
len, a, a '  Einheitsvektoren l~ngs der Linienelemente. 

Ebenso gibt HEI~ZBERGER (7 a) in Vektorform: 

n'~'da'-- n ~da = dE.  (7b) 

Hier sind da und do' die Vektoren 00~ und S'S',. 
Die Umkehrung des Kosinussatzes. Es sou nun geprtift werden, ob 

die aufgesteUte Bedingung nicht nur eine notwendige, sondern auch hin- 
reichende Bedingung ftir scharfe oder doch gleichm~13ige Abbildung ist. 
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I. 0 und  0~, 0 '  und O's seien benachbar te  Punkte ,  0 werde ohne Ab- 
weichungen in O'  abgebildet, und  es bestehe die Beziehung:  

n'O'O' i  cos d - -  n O  O~ cos ~ = const.,  (8) 

dann wird auch 0~ scharf in 0~ abgebildet.  
Den ersten einwandfreien Beweis habe  ich wohl I924 geliefert t. 
2. O und  O~ seien benachbar te  Punkte .  Auf der Bildseite werde das 

0 entsprechende Biindel yon  einer beliebigen Fl~iche ill den Punk ten  
A ' ,  B '  . . .  usf. geschnitten. Man verbinde die Punk te  A ' ,  B '  . . .  mit  
den homologen Punkten  einer benachbar ten  kongruenten  Fl~iche A'I. 
B',  . . . ,  und es bestehe (in leicht verst~ndlicher Bezeichnung) die Glei- 
chang  : 

! t ! ! t n A  A~ cos e.4 --  n 0 0 ,  cos e.4 = n B B, cos e~--  n 0 0~ cos,B . . . . .  const.,(z o) 

so sind die den Punkten  O, 0,  entsprechenden Strahlenbtindel einander his 
auf  GrSl3en hSherer 0 r d n u n g  kongruen t ;  A ' B ' . . .  und A'~B', . . .  liegen 
homolog zu ihnen. 

Is t  A ' B "  . . .  die Kaust ik,  so auch A'~B'~ . . .  

111 dieser Fo rm mug der Satz bewiesen werden, wenn die Bedingung 
yon LIHOTZKI und  STAEBLE als hinreichend nachgewiesen werden soil. 

Man denke sich die Lichtwege O~A', ,  O ~ B ' ~ . . .  gezeichnet und senk- 
recht  zu ihnen eine WellenfI~iche P~ R'~ . . .  Auf dem" Lichtwege O A "  

schneide man  die Strecke A ' P ' =  A 'P '~  ab und  lege durch  P '  eine 
Wellenfl~tche P ' R '  . . .  Nach dem HERZBERGERschen Satze (7 a) is t :  

! ! t v (0~A,) --  ( O A ' )  = ~d. A A ,  cos *A -- n 0 0~ cos *a, (15) 
(0~ B'~) - -  ( 0  B ' )  = n' .  B 'B ' I  cos *~ --  n 0 0~ cos *B- 

Also nach  der Yoraussetzung:  

(O,A'~) - -  (O A ' )  = (0~B',) - -  (O B ' )  . . . .  , 

weiter ist (O~P',) - -  ( O P ' )  ---- (O~R',)  - -  ( O R ' ) ,  also: 
(P'~A'~) - ( P ' A ' )  = (R,B,)' ' - -  (R '  B ' )  . . . .  

oder, da P ' A ' =  P'~A" gemacht  war:  
! v v V v t P~A~  = P A , R~B~ = R B  . . . (16) 

Andererseits  gibt  es eine Flache, die za  P ' R "  . . .  kongruent  ist und  
zu A ' B ' ~ . . .  ebenso liegt, wie P ' R ' . . .  zu A B . . . .  Wir  nennen sie vor- 
l~ufig U~R~ . . . .  haben aber zum Beweise unseres Satzes zu zeigen, da~3 
sie mi t  P',R'~ . . .  zusammenfMlt.  Jedenfalls  ist auch:  

v f t t t P'~A~ = P  A , R ~ B ~  = R B . . .  (z6a) 

Ftir den Fall  der scharfen Abbi ldung folgt unser Satz, wenn A ' B ' . . .  

geniigend nahe an O' liegt. Allgemein bes teht  noch  die Aufgabe,  folgen- 
den fl~ichentheoretischen Satz zu beweisen: 

, ,Wenn man  yon einer FlXche A'~B'~ . . .  aus zwei Strahlenbtindel 
konstruier t  und auf je zwei yon einem Punk te  ausgehenden Strahlen 

x Zum Cosinussatze yon A. E. CO~RAD'Z und T. T. S.~IYI-I. Zztg Opt. u. 
Mech. 45, 1°7--1o8 (1924)- 
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gleiche Strecken abtr~igt, so k6nnen die yon den Endpunkten P'~R'~ . . . .  
P '~R '~ . . .  gebildeten Fl~ichen nicht beide auf dem zugeh6rigen Strahlen- 
btindel senkrecht stehen." 

Mein Kollege M. HERZBERCER hat  mir fiir diesen Satz folgenden Be- 
weis geliefert: Die vektorielIen Koordinaten der drei Fl~tchen seien yon 
zwei Parametern u, v a bh~ngig darch a, I)~, 3~ bezeichnet, so ist: 

(17) 
32 = a + r,a2. 

Hier sind g~, ~ Einheitsvektoren, alle Gr6t3en Funktionen yon u, v. 
Sollen b~ und 32 auf gx und g2 senkrecht stehen, so mug ge!ten: 

Es ist aber: 
l)iu = au + r.a~, + rug~ usf. (19) 

b,ug, = aug, + ru, ebenso: 
b~g~ = avg~ + rv (20) 
tJ,ug~ = aug, + ru 

~v~2 = avg2 + rv. 
Also nach (18): 

aug~ + ru = a,g~ + r~ ----- a,,~ + r~ = a~2 + r~ = o. (21) 

Dies ist aber nur m6glich, werm ~x und 5, fiir alle Punkte tier F1Xche a 
zusammenfallen ; dann sind aber die ganzen F1achen 3 x und 3~ identisch. 

Man k6nnte auch denken, die Kosinusbedingung so umzukehren, dab 
bei Bestehen einer Beziehung der Form (IO) zwischen passend gew~thlten 
Punkten von Nachbarkaustiken diese kongruent sein mfiBten. Dies 
dtirfte aber falsch sein, tibrigens ist die Frage ftir die Optik yon geringerer 
Bedeutung. 

VeralIgemeinerung des Kosinussatzes  und  seine Giiltigkeit /iir Strahlen-  
biischel. Es ist noch die Frage aufzuwerfen, ob der Satz auch auf den 
Fall anwendbar ist, dab schon dingseitig kein Punkt,  sondern ein be- 
liebiges Strahlenbtindel, insbesondere ein Normalenbtindel, vorliegt. Diese 
Verallgemeinerung hat  F. STAEBLE ffir seinen Satz versucht. T. SMITH 
hat  sie in etwas anderer Weise auch vorgenommen (s. u.). Allgemein 
ist sie bisher nicht gegltickt. 

Die Beweisftihrung yon (8) und (IO) ist nicht davon abhfingig, dab 
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit vorliegt. Die Bedingung gilt 
auch, wie ich im Falle scharfer Abbildung 1924 bemerkt  babe, wenn nur  
eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, ein Bfischel, z. B. ein Kegel- 
mantel  vorliegt, So ist der Satz yon M. I'IERZBERGER in der S. 13o an- 
geftihrten Abhandlung metlrfacla benutzt  worden. Die Umkehrung ist 
nicht so einfach zu beweisen, doch ist ein Beweis nach einer pers6nlichen 
Mitteilung I--IERZBERGERS auch m6g, lich. 

T. S.UlTI-I ist (9) umgekehrt  yon einer dreifach unendlichen Mannig- 
faltigkeit ausgegangen. L~ber den durch seine Arbeit entstandenen Mei- 
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nungsaustausch mag man wieder die HERZBERGERsche Zusammenstel- 
lung vergleichen. 

Die schar/e A bbildung yon Fliichen- oder Raumelementen. Sollen meh- 
rere yon einem Punkte 0 ausgehende Linienelemente scharf abgebildet 
werden, so mul3 ffir jedes gelten: 

n'~t  cos  , '  - n c o s  ~ = C .  ( 8  a )  

Hier sind fl und C ffir verschiedene Liniensttickchen verschieden, aber 
yon e unabhi~ngig I. Ich habe wohl zuerst ~ die beiden S~tze bewiesen: 

,,Es werde 0 scharf auf O' abgebildet, ferner gelte ffir zwei dutch 0 
gehende Linienstiickchen dl, ,  dl= und zwei durch O' gehende Linien- 
stfickchen dl',, dl'2 die Gleichung (8a). Dann gilt sie flit jedes in 
tier Ebene (all,, dt2) liegende dutch 0 gehende Liniensttickchen dl 3 , 
und ein passend gew~hltes Stfickchen all' 3 auf der Bildseite (dutch 0 ' ,  
in der Ebene dl',, dl'=). 0der, wenn ein Punkt  0 und zwei durch ihn 
gehende Liniensttickchen scharf abgebildet werden, so wird ein Ebenen- 
stfickchen scharf abgebildet. Ferner ist die Abbildung projektivisch." 

,,Wird ein Punkt 0 und drei durch ihn gehende, nicht in einer Ebene 
liegende Linienelemente scharf abgebildet, so gilt dasselbe yon allen 
durch 0 gehenden Linienstiickchen; es wird die ganze Umgebung von 0 
oder ein Raumelement scharf abgebildet. Dies ist aber nur m6glich, 
wenn 0 die Eigenschaften eines Knotenpunktes hat, d. h. wenn bei der 
Abbildung die Winkel der durch 0 gehenden Strahlen erhalten bleiben 

9g 
und die Vergr613erung fl in allen Richtungen + ~-is t ."  

Der letzte Satz ist eine Verallgemeinerung yon S~tzen, die E. _A_BBE 
1879 und F. KLEIN I901 aufgestellt haben (Cz. 215, 217), s. auch S. 76/7 . 

Die schar[e A bbildung endlicher Fliichen. Die soeben besprochenen 
Untersuchungen sind erst in der S. 13o erwXhnten HERZBERGERschen 
Arbeit auf endliche Fl~chenstticke angewandt worden. Alter sind die 
Betrachtungen der Form, die ein Eikonal haben mul3, wenn es die scharfe 
Abbildung eines Fl~tchenstficks kennzeichnen soll. Mehrere F~lle sind 

x Die Form (8a) erhXlt die Kosinusbedingung auch, wenn O und O~ nicht 
scharf abgebildet werden, die bildseitigen Kaustiken aber dutch Parallel- 
verschiebung ineinander fibergehen, dl entspricht dann bildseitig kein ein- 
heitliches Linienstiick, sondern Stfickchen yon gleicher Gr613e. VgL auch 
T. SMITH (2) und den Meinungsaustausch, der sich an diese Arbeit ange- 
schlossen hat. 

Weitere Bemerkungen zum Kosinussatze. Zztg Opt. u. ~,[ech. 45, 295 
bis 296 (I924). - -D ie  S~tze sind etwas einfacher yon ~.  HERZBERC-ER in tier 
S. 13o angeffihrten Arbeit bewiesen. VeraIIgemeinerungen finder man noch 
bei C. CARATHI~ODORY: 0her den Zusammenhang der Theorie der absoluten 
optischen Instrumente mit einem Satze der Variationsrechnung. ~Itinch. 
Ber. x926, 18 S. - -  %V. LENZ: Zur Theorie der optischen Abbildung, ill der 
von P. DEBYE herausgegebenen Festschrift: l:'robleme der modernen Physik. 
ARNO SOMMERFELD zum 60. Geburtstage gewidmet yon seinen Schfilern. 
Leipzig: S. Hirzel, 1928, S. 198--2o 7. 
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schon im vorigen Abschnit t  behandel t  worden. Eine allgemeine Be- 
t ract l tung r t ih r t  schon von H. BRUNS her ' .  

Die geforderte Abbildung sei gegeben durch:  

x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v), (22) 
x' = x '(u,  v), y'  = y ' ( u ,  v), z' = z' (u, v), 

d. h. beide Fl~ichen durch zwei Parameter  dargestellt;  und demselben 
u, v mSgen zwei einander zugeordnete  Punkte  entsprechen. 

Das Eikonal  E ist dann ftir jeden Strahl zusammengesetzt  aus den 
Lichtwegen vom Ful3punkte des Lots  im Dingraum bis zur Dingfl~che, 
yon  der Ding- bis zur Bildfl~che, von dort  bis zum Ful3punkt im Bild- 
raum.  Soll abweichungsfrei abgebildet  werden, so darf  die zweite Strecke 
nur  yon u, v abhS_ngen, nicht  abe t  vom Wege. Man kann also setzen:  

E : n ( L x  + M y +  N z ) - - n ' ( L ' x '  + M ' y '  + N ' z ' ) + t p ( u , v ) ,  (23) 

wo ~p (u, v) noch eine beliebige Funk t ion  sein kann. Infolge der Definition 
des Eikonals mul3 aber gel ten:  

N'°e  oE =. (L +M y + + + 

0~ 
+ ~ = o,  (24) 

0 e  / "  e "  , n ' ( L  

Oq, 
+ ~b- = o. 

Es ist u, v aus (24) als Funk t ion  yon M ,  N ,  M ' ,  N '  zu best immen,  
durch (22) x, y, z; x' ,  y ' ,  z', durch  (23) E. Hiernach h~tte man  sogar 
unendlich viele M6glichkeiten, eine beliebige FI~tche mit  beliebiger Ver- 
zerrung auf eine beliebige andere abzubilden. Es ist aber nicht  fest- 
gestellt, dab jedes Eikonal  auch d-tirch Zusammensetzung brechender 
Fl/~chen herzusteilen ist. 

Soll eine Umdrehungsfl~che auf  eine andere ohne Verdrehung abge- 
bildet werden, so kann man (22) wie folgt schreiben: 

x = x ( R ) ,  y = Rcoscfl  , z = R s i n ~ ,  (25) 
. z ' =  R ' (R)  sin cf x' = x ' (R) ,  v' -= R ' (R )  cos 9 ,  

OE ( dx  ) 
o R - -  n L -d~ + M cos q~ + N sin 9 

, [ . , d : d  . , d R '  N ,  dR'  . ) do  
- - n ~ L - d ~ + M - d ~ c o s c p +  - d - / ~ s l n ~ +  ~ = o ,  (26) 

OE _ n ( M R s i n g _ N R c o s g ) + n , ( M , R ,  s i n ~ _ N , R ,  c o s g ) = o .  
Ocp --  

n 'N'R'  - n N R  n 'N'R '  - n N R  
t g 9  = n ' M ' I ~ ' - n M R  7 sin cp -= 4- 

~I(n'M'R' - n MR)2 + (n'N'R' - n N R ?  ' 
n 'M'R'  - n M R  (27) 

cos ~ = 4- }' ( n" M 'R '  - n M R) 2 + ( n' N '  R" - n N R) 2 

Das Eikonal. Die Ableitung ftir das Winkeleikonal E steh~z S. 371/372, 
die Anwendung auf andere Eikonalformen ist S. 380 erw~ihnt. 
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In  (26) eingesetzt gibt  dies: 

n 'L '  dx' dx  - -  n L  --dR (28) 

}/(n'M'h' - n M R)2 + (n'N'.h' - n N R)2 

Aus (28) kann  man R erhalten, aus (27) 9, dann:  

E = n ( L x  + M y  + N z )  - -  n ' ( L ' x ' +  M ' y ' +  N'z ' )  + y / ( R )  (29) 

= n L x  - -  n 'L ' x '  + - - - ~ ( n ' M ' R ' - - n M R ) 2 +  (n 'N ' t~ ' - -  n N R ) ~ +  ~p (R) ,  

x aus (25). 

Auch hier ist es zweifelhaft, ob jedes Eikonal  dutch m6gliche Fl~ichen- 
folgen hergestellt  werden kann. Umdrehungsfolgen ohne singulAre Punk te  

[dt~(R)] 
in der Achse k6nnen nur  in Frage  kommen,  wenn [~-JR-- -__o  ist. 

Soll eine achsensenkrechte Ebene auf eine andere verzeichnungsfrei 
abgebildet werden, so setze m a n :  

x = e ;  R ' = t ~ R ;  x ' = e ' .  (30) 

Aus (27) tg 9 = i 3 n ' N ' - n N  sin ~ = 4- 3 n ' N r - n N  
~,3 n'M' - n M ~ - -  I/($ n' M '  - n M)2 + (,~ n' N '  - n N)~' 

i~ n 'M'  - r i m  
cOS ~ = -4- 

V~fl n ' M '  - n M )  2 + (3  n ' N '  - n _IV) 2" 

Aus (28) __~- ~/([~n'M'-- n M )  ~ + ( f l n ' N ' - -  n N )  ~ dRd* - - o .  

Aus (29) E = r i L e - -  n 'L 'e '  +- R ] / ( f i n 'M ' - -  n M )  ~ + ( i i n ' N ' -  n N )  ~ 

+ ~p (R) .  

Arts diesen Gleichungen foIgt, dab in.dem Ausdruck ftir R die Gr613en 
M ~ + N ~, M '  ~ + N '  ~, M M '  + N N '  nur  in der Verbindung : 

n ~ ( M ~ +  N ~) --  2 / : t n n ' ( M M ' +  N N ' )  + [~n "~ ( M ' ~ +  N '~) = A 

vorkommen  dtirfen. Von E gilt das gleiche, wenn man die Ebenen,  die 
einander entsprechen sollen, zu Koordinatenebenen wAhlt ( e = e ' = o ) .  
Umgekehr t  fiihrt eine Differentiat ion yon :  

E = / { n ~ ( M ~ + N ~ ) - - 2 { ~ n n ' ( M M ' + N N ' ) + I ' 3 ~ n ' ~ ( M ' ~ + N ' ~ ) }  (3 ° ) 

auf : 
dl 

~E = (2 n~M --  2 f l n n ' M ' )  dA nyo = ~ 

, , ~ E  
- - n  Y° = 3 - ~  ( _  2 1 ~ n n , M  + 2 iJ~n,~M,) d!  

= dA ~ 

d . h .  y'o----flyo, ebenso Z'o=/sZo; die Ebene x = o wird mit  der Ver- 
gr613erung/5 auf die Ebene x '  ~- o abgebildet.  Das von T. S:~ITH auf  ganz 
andere Weise abgeleitete Ergebnis  (S. 121) wird hierdurch best~tigt. 

T. S~IITI~ (11) hat  1928 eine Regel ftir das zur aplanatischen Abbildung 
geh6rende Eikonal  aufgestellt, die ich in meiner Besprechung bek~mpft  
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habe. Da der Meinungsaustausch tiber diese Frage noch nicht geschlossen 
ist, sei nur darauf hingewiesen. 

Die g le ichm~ige  Abbild~ng durch eine U,~drehungs/olge~. Man habe 
ein gemischtes Eikonal yon der Gestalt:  

W = W(y~o + zg, yoM' + zoN', M '2 + N'~-), (31) 

das iibrigens auch verallgemeinert werden kann : yo und Zo seien auf der 
Achse senkrechte, passend gewMllte Koordinaten, die eine Umdrehungs- 
flXche, nicht aber notwendig eine achsensenkrechte Ebene definieren; 
die Formeln werden sich etwas ~indern. 

Wir fragen: Warm entspricht jedem Punkte der Ebene (yo, Zo) bild- 
seitig ein Btindel, das zu einem Strahle (Hauptstrahl) symmetrisch ist? 
Dabei ist nicht anzunehmen, dab die Abweichung der Schnit tpunkte mit  
dem Haupts t rahl  (die spMrische Abweichung auBer der Achse) denselben 
Betrag hat, wie ftir einen Achsenpunkt. 

Der Dingpunkt liege in der X Y-Ebene, dann wird dasselbe vom 
Haupts t rahl  gelten. Dieser bilde mit  der Achse den Winkel a' und 
schneide die Ebene x ' =  o im Punkte  y*, o; dann ist seine Gleichung bei 
der in der Optik tiblichen Best immung der Vorzeichen des Winkels: 

y' = y* - -  x ' tg  c~'. (32) 

Nennt man seine Richtungskosinus L*, M*,  N*,  so hat  man:  
, M *  , M *  

y = y * + Z ~ x ,  t g e '  L * '  N * = o .  (33) 

Es wird nun verlangt, dab jeder Strahl des Btindels, das bildseiti~ 
dem yon yo, o ausgehenden Btindel entspricht, den Haupts t rahl  schneide. 
Ftir einen Strahl seien die Koordinaten des Schnittpunktes x', y ';  die 
Richtungskosinus L', M ' ,  N ' ;  darm ist ftir den Schnit tpunkt mit  del 
Ebene x '  = o : 

y'o = y* --  x' tg a' - -  x' M' 
L' 

, N '  ( 3 4 )  

Welter soll nun x' (bei festem yo und a') nur yon dem Winkel ab- 
hXngen, den der untersuchte Strahl mit  dem Haupts t rahl  bildet. Der 
Kosinus dieses Winkels ist: 

H' = L 'L* + M ' M *  + N ' N *  = L'  cos a ' - -  M '  sin a'. (35) 

Also : 

" '  " ' M'/L' l ' ( 3 6 )  y'o = y* - -  F (L'  cos c~' --  M sm c~ ) {tg cz' + 

Z'o = --  F (L' cos a ' - -  M '  sin c~ ) ZT, wo F eine beliebige Funktion bedeutet. 

x Die hier behandelten Fragen sind mit ganz anderen Mitteln in der auf 
S. 13o angeftihrten HERZBERGERSchen Arbeit untersucht worden. 
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Setzt  m a n  ebenso wie S. 125: 

y~o + Z~o= ~ ,  2 ( y o M ' +  zoN')  = 25, M'~ + N ' ~  ~ ,  (37) 

so gibt  das Eikonal  die Gleichungen:  
, , O W  . , a W  

- -  n y o =  2 yo-o-~ + 2 M -~-~, 
(38) 

? ? 
- -  n Z o =  2 N '  0 W 

0~ 
Aus (36) und (38) folgt:  

0 W n r - -  , , , . , 

-~ -~-ff _F ( L cosc~ - - 3 / s m a ) ,  

a~ (39) 
0 w n'  y* n' tg u__~' F (L' cos a ' - -  M '  sin c(). 
- 0 ~ - = -  2yo + 2 7 o  

Diesen Bedingungen gentigt ein achsensymmetr i sches  Eikona l  yon  
der F o r m  : 

W =  - - n ' 9 [ L ' c o s  {]/~/~(~()} ~_  sin{ ]/~/~(9~)}; ~[]--n' 2]~(9~) (4 o) 
2 }'gA 

wo % /z, & verschiedene F u n k t i o n e n  bedeuten .  

Es  sei zun~tchst zur Abkt i rzung - -  gesetz t :  

H ' =  L ' cos  {]/~/,(20} - -  ~ sin { ]/~/,(~)} - (41) 

Different i ier t  man  jetzt  und  se tz t  Zo = o ,  so ha t  m a n :  
M' 0¢p , 0qo . ,~ , 

- -  n'y" = n'  L- 7 . OH' cos {yo/~ (yo~)} + n ~ sin {Yot, (~ o)} - -  n yoJ~(yo), 

, , , N '  0q0 
- - n z o = n  -_U" cos {Yo/,(Yo)} • (42) 

Ein Vergleich mi t  (36) ergibt :  
2 - ~ 2  y o L ( y : ) = y * ;  allgemein ~ Y o + - o / ~ ( Y ~  + z ~ ) = } ~  ~) 

yoJ,(y~)=c¢'; allgemein ]/y~o + z~/,(y~o +z~o)=c~ ' (43) 
0qo 0O0 , _ , , , , 

OH' cos {yo/~(y~o)} = ~-~  cos c, = / ; ( L  cos c, - -  M sin cc ) = x ' .  

Die beiden DefLnitionen ftir H '  aus (35) und  (41) s t immen  mi te inander  
fiberein. Wei ter  ist die sph~rische Abweichung eines Strahlenkegels mi t  
der 0 f fnung  arc cos H '  be s t immt  durch:  

~qo 0w 
z / =  ~ - -  ~ [ H ' =  i ] .  (44) 

W~thlt m a n  das Koord ina t ensys t em so, daB die Ebene  x ' = o  das 
GAossische Bild der Beri ihrungsebene der Fl~tche (yo, zo) ist, so ha t  m a n  
die Bedingung:  

O~ E ~ =  o,  H ' =  1 ] = o .  (45) OH' ~ 

Die Gleichung (4o) kann  man  so schre iben:  

W = - n ' ~  (H~ 9j) - -  . ' m  - T - / ~  (9~), (4oa) 



Uber die Entwicklung der Theorie der  optischen Instrumente seit ABBE. 141 

oder  ffir Zo = o: 
n v M e 

W = --  n' 9 (H~yo)' 2 2 Y° f~ (y~o)" (4ob) 

Die Gleichungell  (42) k a n n  m a n  schre iben:  

M p 0q0 0 9 , 
--  n'y" = n' L' OH' c o s a ' + n ' - g ~  s incd - -  nyo f , ( yo ) ,  

(42a) 
r , np N '  c3q0 o r .  

- - n  z o = L-U-. ¢ ) h ~  c o s  

Von einer Kons t an t en  abgesehen,  is t  W der Lichtweg yon  (yo, zo) bis 
zur  Normalen ,  die b i ldse i t ig  v o m  K o o r d i n a t e n a n f a n g  auf den S t r ah l  ge- 
fiillt  ist.  F t i r  den Lich tweg bis  zur  E b e n e  x'  = o h a t  man  W + n'M'y'o + 

Oq~ ,, 
n'N'z'o und  bis zum S c h n i t t p u n k t e  mi t  dem H a u p t s t r a h l  (x' = ~ cos a ) : 

n'  ~ ~0 
V = IV + n'M'y'o + n'N'z'o + r "  0 ~ cos a 

, . ,  ~ , c)cp 
= --  n '~  (H~y~) + n L - g ~  cos a --  n 'M'  ~ sin a '  (46) 

= --  n '~  (H',y~o) + n 'H '  Oqo 
~ t- t '  " 

I s t  9 eine F u n k t i o n  ers ten  Grades  yon H' ,  so wird  V eine Kons t an t e .  

Das muB so seill, da  nach  (44) die  sph~irische Abweichung ftir g~-, = const .  

verschwindet .  Dies kann  unabh~ingig yon  yo, es kann  aber  ebensowohl  
nur  ffir einen be s t immten  W e r t  yon  Yo e in t re ten .  

Be t r ach t e t  man  j e t z t  Yo, Zo als K o o r d i n a t e n  in der Ebene  x =  o, so 
ergibt  die Dif ferent ia t ion  yon  (4 o) nach  yo und  Zo ffir Zo = o :  

d h  (yg) I , O~ n' O,p (L, sina,+M,cosa,){.t~(y~o)+yo__d_~_yo --  n M  = --  2 n  yo ~ + -0-~ - 

--  n 'M'yod/~ ~) n'M'/~(Y~o), (47) 

N 
' dti'OcP s i n a ' - - n ' N ' f ~ ( y " o ) .  - -  n N =  n '  o 

Diese Gleichungen wenden  wir  ftir den Grenzfal l  Yo = o an. Dabe i  

b le ib t  L im sin ~,' = ]~(o) endl ich.  F e r n e r  kann  man  j e t z t  ohne  Beein-  
yo 

t rAchtigung der  Al lgemeinhe i t  N ' = N ' = o  setzen. Dann  f t ihr t  (47) und  
(42a) zu den Beziehungen" 

Ocp [Yo -~ ol --  n 'M'f~ (o), - -  n M  = n ' M ' f ~  ( o )  - O ~  

m '  0cp (48) 
- -  n ' y ;  = n '  L '  d / ~ ,  [Yo = o ] .  

Nach  (44) und  (45) is t  c ) ~  (Yo = o) = z/o die sph~trische Abweichung.  

Wei te r  is t  nach  (43): 
y* 

[~ (o) ---- L i m -  = [L 
yo 
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F i i r  A'o = o folgt also die ABBEsche S inusbedingung:  

n M  = n ' M ' ~ .  . (49) 
( t  r 

Fi i r  J o  ~ o is t  /~ (o) = Lira Yo Lira y*yo y* "' X"g wenn X '  der  Ab-  

s t a n d  ist ,  in dem der H a u p t s t r a h l  im Grenzfal le  die Achse sc,hneidet. 
Danach  wi rd  die erste Gleichung (48): 

n M  ,_/o 
~ ' m ' , ~  1 = - - x ' "  ( 5 0 )  

Dies is t  die LIHOTZI~I-STAEBLEsche Bed ingung  (Oz. 254, GI. I5), die 
mi t  e twas  a n d r e r  Bezeichnung schon in Gteichung (12) angef t ihr t  wurde .  

Macht  m a n  die Annahme ,  die  sph~r ische  Abweichung  ~tndere s ick 
n ich t  auBerhalb  der  Achse, so mug  ein Sonderfa l l  der  a l lgemeinen Ko-  
s inusbed ingung  he rauskommen .  Diese F o r d e r u n g  l au te t  aber  nach  (44) : 

02 q~ 02 q0 
OH'O'I~ - -  ~ [ H ' =  I]  = const  (H').  (51) 

Dies is t  erft i l l t  ftir: 

9 = ?~ (H') + ,7'90 - (9/) + 93 (~)" (52) 

Setzen wir  n a n  wieder  Zo = o, so s ind  nach  (43) und- (32) die Koord i -  
naten des Schn i t t punk te s  eines S t rah ls  m i t  dem H a u p t s t r a h l ,  d. h. die 
P u n k t e  der  Kaus t ik ,  gegeben durch  : 

X ' =  0cp , y ,  0qo . , 
yH7 cos c~, = Y * - -  OH' s m a .  (53) 

Der  i3bergang zur N a c h b a r k a u s t i k  wi rd  ve rmi t t e l t  du rch :  
0~cp , Or~ , , 

d X '  = ~ cosc~ dyo OH' sine: dc~ 

(54) 
d Y ' = d y *  °~P s i n c d d y o - -  0oo . c o s d d d .  

0 H' O yo 0 H' 

Hiernach  erh~l t  man  die b i ldse i t ig  in der  Kos inusbed ingung  vo rkom-  
mende  Gr6Be, wenn dl' ~ = dX'~ + d Y '  ~ ; e '  der  Winke l  eines Strahls  mi t  
d iesem Lin iens t i ickchen i s t :  

n'dl" cos d =  n 'L 'd  X '  + n 'M 'd  Y" 

, a ~  , , 0 ~  . ( 5 5 )  
= n ' M ' d y *  + n _wvw,,--- cos v dyo - -  n ~ sm v'dcx'. 

OH ~yo 
Hier  is t  v'  der  Winke l  zwischen dem be t r a c h t e t e n  S t rah l  und  dem 

H a u p t s t r a h l  (cos v ' = H ' ) .  
Dingsei t ig  folgt  aus (4oa) oder  (47): 

-- n d l c o s ~  = - -  n M d y o  
, 0 ~ .  ,0~0 (56) 

= --  n 3~o ayo + n O-~ sin v'dc( - -  n ' M ' d y * .  

Die Gleichung (52 a) gi l t  auch, wenn m a n  s t a r t  nach  9 / n a c h  Yo dif- 
ferent i ier t .  Mit ihrer  Hilfe geben (55) u n d  (56): 

n'dl '  cos ~' - -  n d l  cos a = - -  n'd~f3 = const. (H') .  (57) 
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In dem jetzt betrachteten Falle trifft ein Strahlenkegel mit dem 
0ffnungswinkel v' in einem Punkte des Hauptstrahls  zusammen. Geht 
man zu einem in derselben Meridianebene liegenden Nachbarpunkte tiber 
und ~ndert den 0ffnungswinkel nicht oder um einen unendlich geringen 
Betrag, so hat  man bildseitig einen Strahlenkegel, der den neuen Haup t -  
strahl ebenfalls in einem Punkte,  und zwar in der Nachbarschaft des zu- 
erst betrachteten Punktes schneidet. In diesem Falle kann man nach 
S. 135 auf den Strahlenkegel die Kosinusbedingung anwenden. M. HERZ- 
BERGER x schreibt sie in tier Form (I4), indem er eo, e'o yore Haupts t rahI  
aus miBt. Dies ist im allgemeinen nicht richtig, da tier I-tauptstraht 
nicht zu dem fraglichen Kegel geh6rt, sondern mit dessen s~mtlichen 
Strahlen einen endlichen Winkel bildet (bildseitig v', dingseitig verschie- 
dene Winkel). Nach (46) ist der Lictltweg auf einem Strahle des Kegels : 

V =  n'9(H' ,yo) + n 'H 'O~°(H'y°~ . . . . . . . . . . .  ' ~ - .  ( 46 )  OH' 
Der Weg anf dem Haupts t rahl  bis zur Spitze der Kaust ik  ist: 

Vo = --  n '~  (I,yo) + n' 0cp(i,yo) OH' (58) 

Hieraus folgt nach (44) ffir den Lichtweg his zum Schnit tpunkt mit  
dem fraglichen Kegelmantel: 

n' O q~ (H~ yo) 
V* = --  n '~  ( i ,yo) + OH' " (59) 

Die Differentialgleichung 

V - -  V* = n ' ( H ' - -  I) O~(H',yo) , , , , o OH' n g ( H ' Y ° ) - - n ~ ( I ~ ° ) = °  
0 qJ 

ftihrt auf 0-~ = const., also gehobene sphirische Abweichung. 

Indessen erfordert die Richtigkeit der HERZBERGERschen Angaben 
nicht, dab V--V*2----o ist, die Ableitung der Kosinusbedingung wfirde 
auch dann noch zu tibertragen sein, wenn beim L'bergang von einem 
Kegel zum anderen 

d V - -  dV* = o (59) 
ist. Dies ist zu erreichen, wenn man H '  in best immter  Weise Rndert. 

I m  folgenden bezeichne ich zur Abktirzung den Wert yon 9 ffir 
H ' =  I mit  9o usf. 

, Oq~ n' Ocp n' ~ 9  d V = --  n -o-~o d y o -  o ~ d H'  + ~-~ d H'  

. . . .  O ~  . . . .  0~9 
+ n t l  ~ O ~  dyo + n n 07-1'~ dH' ,  (6o) 

d V * =  n'd~r° dyo + ' O~q~ ayo" --  Ctyo n ~ ' -0~o  + n' OH'~ dH' .  

d V - -  dV~o = n ' ( H ' - -  I) ~dyo--~cP n' (~o'o d~rO~dyo] dyo 
(6oa) 

+ n' ( H ' - -  I~ 0~'p ,~H~ dH ' .  

, a.  a. O. (siehe S. 13o) 485 ft. 
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Ffir  ein Lin ienelement  ha t  man ,  i ndem man  in (53) auch H'  ver -  
/ inderlich m a c h t  : 

d X ' =  &q~ cos c¢'dyo 0 r  s i n a ' d a ' +  02~ 
OH'Oy-~o -- OH' ~ ) ~  cos a 'dH' ,  (61) 

O2~p , 0 r p  . , , 
d Y '  : d y* -- O t~ , d yo Sin c~ d yo -- O N~ cos c / d a '  - -  O H'~ & ~¢ sln c~ d H . 

Bi lde t  man  nun den Ausd ruck  der  Kos inusbez iehung  e inmal  fiir einen 
bel iebigen St rahI  des Bfischels. ande re r se i t s  ffir den H a u p t s t r a h l  ( L ' =  
cos a', M ' =  - - s i n  c(), so h a t  m a n :  

n'dl' (cos d - -  cos do) = n' (M' + sin c/) dy* + n' (H ' - -  i) ~ d yo 

, 0~0 . . . . .  0~0 . . . .  v : :  vyo (62) 
- -  n ~ s l n v a c ,  + n' (H ' - -  I ) b N , ~ a n  . 

W/ihl t  man  j e t z t  das  Lin iens t i i ckchen  so, dab  d V - -  dV* = o ist ,  und  
sub t r ah i e r t  (6oa) yon (62), so b l e ib t :  

n ' d I ' ( c o s d - -  cos ~)  = n ' ( M ' +  s i n a ' ) d y * +  n ' \ o y  ° dyo] 
(63) 

n' ~ ,  sin ' ' -- v d a  . 

Andererse i t s  ha t  man  dingsei t ig  nach  (56) auf die nAmliche Weise :  

n d l ( c o s ~  -- cOSeo) = n ~ o  d y o - -  n ~HTslnv'da'  (63a) 

+ n' (M' + sin a') dy* .  

So is t  also (I4) erffillt, wenn m a n  be im Fo r tgehen  yon einem Ding-  
punk te  zum anderen  den Aus t r i t t sw inke l  v' nach  e inem bes t immten  Ge- 
setze ~tndert. I-IERZBERGERS wei tere  Schltisse wfirden zu einem al lgemein 
r i ch t igen  Z u s a m m e n h a n g  fiihren, welm die aus  (61) abzule i tenden  Rich-  
tungen  der  Liniens t i ickchen in al ien F~tllen para l le l  w/iren. In  Wirk l i ch-  
kei t  h a n d e l t  es sich um einen Sonderfa l l  der  A b b i l d u n g  mi t  besonders  
e infachen Eigenschaf ten~;  es kann  be i  Erff i l lung der  HERZBERGERSchen 
Bed ingung  n ich t  nur  aus der  K a u s t i k  die N a c h b a r k a u s t i k  b e s t i m m t  wer-  
den,  sondern  es k6nnen aus de r  ax ia l en  K a u s t i k  die wesent l ichen 
Eigenschaf ten  eines endl ich en t fe rn ten  Punk t e s  erschlossen werden,  da  
sich die Bedingung als in t eg rabe l  erweist .  

Schluflbemerkungen iiber abweichungs/reie Abbildung. Die scharfe Ab-  
b i ldung eines einzelnen D ingpunk te s  durch  passend  ges t a l t e t e  brechende  

i HERZBERGER kommt zu folgendem Schlusse: ~Venn durch eine Folge 
yon Umdrehungsfl/ichen ein endliches FlXchenstfick so abgebildet  wird, dab 
jedem Dingpunkte  bildseitig ein Strahlenbtindel  entspricht,  das zu einem 
Haupts t rah l  symmetrisch ist und ferner in der Achse die sph/irische Abwei- 
chung verschwindet, so muB sie ffir alle Punk te  des Ft~chenstficks verschwin- 
den. Der Satz ist  nicht allgemein richtig, wie man sieht, wenn man eine 
dutch den aplanatischen Punk t  einer einzelnen Kugelfl/iche gehende, yon 
der konzentrischen Kugel verschiedene Dingfl/iche betrachtet .  Dagegen grit 
der Satz, wenn die I-IERZBERGERSche Bedingung erffillt ist. 
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oder spiegelnde Fl~ichen ist schon seit R. DESCARTES bekannt. Soll eiI1 
Liniensttickchen scharf abgebildet werden, so mul3 im allgemeinen die 
Kosinusbedingung erfiillt werden. Bei einer Umdrehungsfolge gentigt 
die Hebung der sph~irischen Abweichung und die Erfiillung der ABBE- 
schen Sinusbedingung, um zu verbtirgen, dab ein achsensenkrechtes 
Fl~ichenstiickchen scharf (his auf GrSl3en, die gegen seine Ausdehnung 
yon hSherer Ordnung sind) abgebildet wird. M. LINNEMAXX hat  die Auf- 
gabe durch eine Linse mit  zwei deformierten Fltichen gelSst~. 

Die Abbildung eines ausgedehnten Fl~ichenstiicks ist praktisch na- 
mentlich seit PETZVALS Zeiten gefSrclert worden, die optischen Werk- 
st~itten haben hier mannigfachen, oft auch verschiedenen Ansprtichen za 
gentigen. Es ist selbstverst~indlich, dal3 nicht alle Erfahrungen an die 
0ffentlichkeit dringen. Es sei bier aber nochmals auf die Schriften KER- 
BEI~S verwiesen und bemerkt,  dal3 auch yon englischen Schriftstellem 
einige hierauf beziigliche VerSffentlichungen herriihren. 

Die theoretische Frage hingegen, ob und wann es mSglich ist, eine 
Hebung der Abweichungen nicht nut  mit  der praktisch geforderten An- 
n~iherung, sondern mit  mathematischer  Genauigkeit durch eine endliche 
Anzahl optisch wirkender Fl~ichen zu erreichen ~, ist noch wenig fiber die 
l~ingst bekannten, einfachen Tatsachen hinaus beantwortet  worden. 
Hierzu w~ire es beispielsweise ausreichend, wenn man wtil3te, wie man ein 
Eikonal mit  best immten Eigenschaften durch Zusammensetzung yon 
Fl~ichen lfierstellen k~3nnte. 

Die bekannten F~ille seien zusammengestellt:  Ein ebener Spiegel 
bildet den ganzen Raum im Verh~iltnis - - I  ab. Jede einzelne brechende 
oder spiegehade Ft~iche bildet ihre eigenen Punkte im Verh~iltnisse I a b ;  

n 3 eine Kugel auBerdem die aplanatische Kugel im Verh~iltnisse nW . 

fJber abweichungsfreie Abbildang endlicher Gebiete dutch mehrere 
endlich voneinander entfernte Fl~ichen war bis vor IO Jahren nur be- 
kannt, dab beliebig viele ebene Spiegel den Raum mit  der Vergr5Berung 
4- I abbilden, und da/3 beliebig viele brechende Ebenen das unendlich 
ferne nicht antasten. 

M. LANGE hat  dem noch folgenden Fall hinzugefiigt*: 

13ber nicht-sph~irische Objektive. Diss. GSttingen, \V. Ft.  Kaestner 
19o5. 

2 Auf den Fall yon Mitteln mit stetig ver~inderlichem ]3rechungsverh~ltnis 
gehe ich nicht ein. 

3 Bei anderen einzelnen Fl~ichen ist schon die gleichzeitige Hebung yon 
sph~irischer Abweichung und I4oma unmSglich; dies hat 1922 H. CHR'k, TIEN 
bewiesen, doch beruht der Beweis auf einem seit 19o 4 bekannten Satze yon 
S. TROZEWlTSCH, vgl. Zztg Op. u. Mech. 43, 227--228 (1922). 

* l[lber ein eigentiimliches optisches System, das his auf den Verzeich- 
nungsfehler yon allen Abbildungsfehlern mathematisch streng befreit ist. Zztg 
Opt. u. Mech. 40, 248/249 (1919). Mein friiheresUrteil iiber diese LAXGESche 
Folge (Cz. 22o) beruhte auf einem Fliichtigkeitsfehler. 

Ergebnisse der exakten Naturwlssenschaften. v n i .  i o  
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Drei Mittel mit den Brechungsverhaltnissen hi ,  •2, n3 seien durch 
konzentrische Kugeln mit den Halbmessern r~, r~ voneinander getrennt, 
dabei sei n H -----nxn 3 , n~rx = - - n ~ r ~ ,  n2r~ = - - n 3 r 2 .  Man hat eine brenn- 
punktlose Abbildung, das unendlich feme wird abweichungsfrei abge- 
bildet. Man kann die Aul3enmittel dutch ebene Ylachen abschliegen und 
erhalt dann ein Fernrohr, das unendliche ferne Gegenstande im Verhtilt- 

nis n ,  ohne Abweichungen, allerdings nicht ohne Verzeichnung wie- 
n3 

dergibt. 
Hat  man p actlsensymmetrische beliebig deformierte Flachen und 

will die Fehler bis zum Glied E (2 ~') heben, so stehen zur Verfiigung : d e r  
Dingabstand, p - - I  Abstande zwischen den Flachen, p Verh~iltnisse yon 
Brechzahlen, p Kriimmungstlalbmesser, p (m- - i )  Deformationskoeffi- 
zienten, also p ( m + 2 )  Grt~tlen, zwei weniger, wenn Bildort und Ver- 
gr6Berung gegeben sind. 

Die S~ITHische Tafel (S. 127) gibt ftir das Glied E ~' '~  die Zahl von 

! (m + I) (m + 2) Koeffizienten, nach den dortigen Auseinandersetzun- 
2 

I m (m + 3). Dutch gen fiihrt dies auf eine Abweichung weniger, also auf 2 

i m (m + I) (m + 5) - -  2 Abweichun- Summierung erhalt man insgesamt ~- 

gen yon E C4) his E C~'̀ ;. So grotl ware also die Zahl der unabhangigen Glei- 
chungen,die von p (m + 2)Gr613en zu erftillen waren, wenn eineEbene ab- 
weichungs- und verzeichnungsfrei auf eine Ebene abzubilden ware. Wollte 
man sich damit begniigen, dab eine beliebige Umdrehungsflache auf eine 
beliebige Umdrehungsflache abgebildet wiirde, und auch auf Verzeich- 
nungsfreiheit verzichten, so wtirde sich, so viel ich sehe, die Zahl tier un- 
abhtingigen Gleichungen um 3 m verri~gern. 

Nimmt man an, dab ebenso viel freie Grtil]en n6tig sind, wie man 
Gleichungen zu erfiillen hat, so k6nnte man jedenfalls mit einer endlichen 
Zahl Fl~ichen nur his zu einer gewissen Ordnung der Fehlerhebung kom- 
men. Die gegebenen Beispiele zeigen, dab in besonders einfachen F~illen 
eine geringere Zahl von Fl~ichen geniigt. DaB aber bei zunehmender Ver- 
wicklung noch wichtige Sonderfalle ahnlicher Art zu finden seien, er- 
scheint mir nicht besonders wahrscheinlich; daher glaube ich, dal3 die 
Aufgabe, endliche Flachenstticke durch eine endliche Zah! brechender 
Flachen scharf abzubilden, allgemein nicht zu 16sen ist. Ein Beweis 
oder eine Widerlegung dieser Vermutung ware aber ein wichtiger Fort- 
schritt. 
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Die Frage Ilach dem Bau einer Molekel ist die Frage nach den Ene r -  
gien ihrer  Zust~nde u n d  (soweit dies e inen Sinn hat) nach  den Bewe- 
gungen der Kerne  und  Elek t ronen .  Die neae  Quan tenmechan ik  ges ta t te t  
im Prinzip,  die Eigenschaf ten eines Systems zu berechnen,  das aus 
eiller gegebenen Anzahl  Kerne  mi t  gegebenen Ladungen  und  aus einer 
gegebenen .Amzahl E lek t ronen  besteht .  Da die rechnerische Durch-  
ff ihrung schon bei einfachen Sys temen sehr m/ ihsam ist, m/issen wir 
uns  ffir e inen i3berblick fiber die a l tgemeinen Eigenschaf ten der Molekeln 
mi t  groben Niiherungen und  qua l i t a t iven  Be t rach tungen  begn/igen. 

W e n n  in  der folgenden einffihrenden lJbersicht fiber die For tschr i t te  
in  der K e n n t n i s  des Molekelbaues u n d  seines Zusammenhangs  mi t  der 
chemischen B indung  die qua l i t a t iven  Be t rach tungen  in  den Vordergrund 
gestellt  sind, so geschah das n ich t  aus Verkenmmg des grogen Wertes  
der exakten  Rechnungen.  Vielmehr g laubte  der Referent,  dab sich die 

I0" 
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Bedeutung auch dieser Arbelten gerade durch Einordnung in das mehr 
qualitative Schema fiir den Theoretiker und Nichttheoretiker verst~ind- 
lich machen l~il3t. Der Bericht beschr~inkt sich auf die Entwicklung in 
den letzten Jahren unter Beschr~inkung auf das ffir eine unter theoreti- 
sehen Gesichtspunkten in6gliche Ubersicht wesentliche. Ffir die vorher 
geschaffenen Grundlagen (HEURLINGER, HULTHI~N, LENZ, KRATZER, 
MECIiE u. a.)vgl, frfihere Llbersichten (1), ffir andere Zusamm~nhtinge 
und empirisches Material audere neuere Zasamlnenstellungen (2, 3, 4). 

I. V o r b e r e i t e n d e s  aus  der Q u a n t e n t h e o r i e  
des  A t o m b a u s .  

Durch Anwendung des KorrespondenztSrinzips war es BOHR gelungen, 
einen Llberblick fiber die Eigenschaflen der Atome und eine quanten- 
theoretische ErEiuterung der periodischen Wiederkehr der Eigenschaften 
in der Reihe der Atome zu geben. Eine mehr ins einz¢lne gehende 
Beschreibung der Termsystelne erforderte die Annahme eines vierten 
Freiheitsgrades des Elektrons (PAULI), des sogenannten Elektronen- 
spins (GouDSMIT, UHLENBECK) und der Hypothese (PAuLI), dab in 
einem Atom nie mehrere Elek-tronen im gleichen Quantenzustand sein 
k6nnen. In F~illen geringen Einflusses des Spins (dies ist bei leichten 
Atomen der Fall) bedeutet die letztgenannte Hypothese, daft h6chstens 
zwei Elektronen im gleichen Zustand sein k6nnen (wobei Zust~nde, 
die sich nur durch die Orientierung des Spins lmterscheiden, als einer 
gez~ihlt werden). Zur Erkl~irung der Ordnung der Terme in Multipletts 
war eine theoretisch nicht verst~indliche Annahme notwendig: zwischen 
den magnetischen Momenten (Spins) der Elektronen schien eine starke 
Koppehmg zu bestehen, gegen die die Weehselwirkung des magnetischen 
Moments mit dem vom Elektronenumlauf herrfihrenden Magnetfeld 
(bei nicht zu schweren Atomen) nur eine kleine St6rung war. 

Eine ~bertragung der bei der Erkl~ung der Atomterme bew~ihrten 
Vorstellungen au.f die Molekeln begegnete Schwierigkeiten. Mit der un- 
verstandenen Multiplettordnung konnte man zwar fertig werden, indem 
man die beim Atom gewonnenen Regeln einfach sinngem~iB iibertrug 
(HI~ID [5]). Damit fanden aueh die verschiedenen mit der Multiplett- 
ordnung zusammenh~ingenden Rotationstermtypen eine ErklArung. Es 
erschien jedoch unm6glich, den Zusammenhang der Terme einer Molekel 
oder eines Systems mit zwei oder mehr Zentren COULO•Bscher Kr~ifte 
mit den Termen einzusehen, die man erhiflt, wenn der Zentrenabstand 
sehr groB ist (getrennte Atome oder Ionen) oder wenn er verschwindend 
klein ist (ein Atom). 

Die beiden Schwierigkeiten verschwanden in der neuen Quanten- 
mechanik. Sie erm6glichte nicht nur die exakte Berechnung yon Term- 
werten, sondern sie unterschied sich yon der korrespondenzm~_r3igen Me- 
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thode auch durch qualitative Zfige ohne klassisches Analogon. Ffir uns sind 
zwei dieserZtige besonders wichtig,wir studieren sie an einfaehen Analogien. 

Die Erkl~rung der Ordnung der Terme in Mul!i.pletts gab zun~chst 
HEISENBERG (6) ffir Systeme mit zwei Elektronen (Heliumatom). Die 
Termwerte eines quantenmechanischen Systems lassen sich als Eigen- 
werte der SC~RODnCCERschen Differentialgleichung auffassen und die 
Termeigenschaften durch die zugeh6rige Eigenfunktion, eine Funktion 
aller Koordinaten der Partikel, beschreiben. Ersetzen wir das Helium- 
atom (bei festem Kern sechs Koordinaten) dutch ein System mit zwei 
Partikeln, die sich auf einer und derselben 
Geraden bewegen k6nnen (Koordinaten xx und 
x~) und zwischen denen eine abstoBende Kraft 
~irken soll, die sie aber nicht vollkommen hin- 
dert, einander zu darchdringen, so erhalten 
wit die wesentlichen Ztige. ]3ei geeigneter Wahl 
der potentiellen Energie sind Eigenwerte und 
Eigenfunktionen analog den Eigenfreqaenzen 
und zugeh6rigen Amplituden (Funktionen yon 
x~ und x~) einer qaadratischen Membran. Ohne 
gegenseitige Beeinflussung der beiden Partikel 
im quantenmechanischen System sind im Bild 
die beiden Diagonalen gleichberechtigt; die Am- 
plituden sind in Abb. z links durch ihre Knoten- 
linien und durch Nummern m, n2 = o,o o,I 
I , O . . .  angegeben; letztere bedeuten im Bild 
die Zahlen der x~- nnd x2-Knoten (die Diffe- 
rentialgleichung ist in x1 und x~ separierbar); 
sie sind Quantenzahlen im quantenmechani- 
schen System. Die Schwingungen mit m=4= n~ 

D 
Abb. I. Eigenfunlc~ionen 
eines einfachen Systems 
mit zwei gleichenPartikeln. 

sind Doppelschwingungen ; als Amplitude kann jede lineare Kombination 
der angegebenen auftreten, z. ]3. die in der zweiten Spalte der Abb. I 
angegebenen. 

Die Einffihrung der abstoBenden Kraft zwischen den Partikeln im 
quantenmechanischen System zerst6rt im Bild die Gleichberechtigung 
der beiden Diagonalen, sie entspricht gr63erer Massendichte auf der 
Diagonale x~ = x2. Sie l~Bt aber die Symmetrie in xx und x~ bestehen. 
Die D0ppelschwingungen spalten in zwei Einzelschwingungen auf, die 
Amplitude der einen ist symmetrisch in xz und x~ (~rJ (xix~) = ~ (x 2 xx)) 
die der anderen antisymmetrisch (~  (xlx2)= __~_l (x2x~)). Die anti- 
symmetrischen erhalten jeweils den tieferenTon. Im quantenmechanischen 
System entstehen zwei Termsyteme, ein in den Partikeln symmetrisches 
und ein antisymmetrisches. Es l~iBt sich zeigen, dab keine 13berg~inge 
(weder durch Strahlung noch dutch St6Be) zwischen Termen verschiede- 
ner Systeme auftreten k6nnen. 
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Analog zu Abb. I i s t  das Termschema eines Systems mit zwei Elek- 
tronen, zun~ichst ohne Spin. Von den Termen IS ~, IS2S, I s 2 p  . . . .  die 
wir ohne Berticksichtigung der Kopphmg der Elektronen erhalten, 
spaltell die mit verschiedenen Quantenzahlen der einzelnen Elektronen 
in symmetrische (Paraterme) und antisymmetrische (Orthoterme) auf. 
Die Terme IS 2, 2 s~ . . .  werden symmetrische (Para-)Terme. 

~p 
I s 2 p  <,~p 

*S 
IS 2s <aS  

I$ 2 sS  . 

Die Ehlfiihrung des Spins wtirde aus jedem Term vier machen im 
Widerspruch zur Erfahrung. I-IEISENBERG erh~ilt die richtige Mannig- 
faltigkeit dutch Einfiihrung der dem PAUZlschen Prinzip analogen 
Hypothese: es existieren nut die Zust~inde in der Natur, deren spinfreie 
Eigenfunktion durch Hinzuftigung des Spins antisymmetrisch gemacht 
wird. Die ohne Spin symmetrischell Terme werden dann Tripletts, die 
antisymmet~ischen Terme Singuletts. 

~p 
I s 2 p  <3p 

~S 
i s  2s <3S 
I S 2 x ~ .  

Es treten jetzt Interkombinationen auf (bei Helium sehr schwach, 
bei den analogen SystemeI1 Mg, C a . . .  mit zunehmender Kernladung 
und daher zunehmendem Spineinflul3 s-tlirker). Der ellergetische Abstand 
der Singlett- und Tripletterme hat nichts mit dem Spin zu tun; er ist 
eine Folge der elektrischen Kr~ifte, nur die Triplettaufspaltung selbst 
rtihrt yon magnetiscben Kr~iften her. 

Die Untersuchung yon Systemen mit mehr als zwei Elektronen ist 
Yon HEISENBERG, WIGNER U. a. (6, 7, 8, 9, 10,  11, t2,  13) durchgeftihrt. 
Die allgemeine Formulierung der Gesetze tiber die Mannigfaltigkeit dez 
Terme in der Quantenmechanik, die demVektormodell (LAND~, RUSSELL- 
SAUNDERS, GOUDSMIT-UHLENBECK) der Korrespondenzmethode ent- 
spricht, verdanken wir in erster Linie WIGNER und seiner Anwendung 
gruppentheoretischer Methoden. 

Bei drei Elektronen gibt es ohne Spin drei Systeme verschiedenen 
,,Symmetriecharakters" ; in zweien davon lassen sich die Eigenfunktionen 
bei Einftihrung des Spins zu antisymmetrischen erg~nzen; sie ergeben 
Dublett- und Quartetterme. Von den mit vier Elektronen auftretenden 
ftinf Systemen verschiedenen Symmetriecharakters lassen sich in dreien 
die Eigenfunktiollen dutch Hinzuftigung des Spins zu antisymmetrischen 
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erg~inzen; sie ergeben Singlett-, Triplett- und Quintetterme. Es lassen 
sich immer nur diejenigen spinfreien Eigenfunktionen zu antisymme- 
trischen erg~inzen, die yon nicht mehr als jedesmal zwei Elektronen 
symmetrisch abh~ngen. In F~llen, wo die Kopplung der Elektronen 
untereinander schwach ist, bedeutet dies genau das oben genannte 
PAULIsche Prinzip, dab bei Vernacbl~issigung des Spins h6chstens zwei 
Elektronen im gleichen Zustand sein kSnnen. Damit war die eine der 
oben genannten Schwierigkeiten behoben. 

Die M6glichkeit, Zustdnde der Molekel oder des Mehrzentrensystems 
in Zustdnde getrennter Atorne oder in Zust~nde eines Atoms (dutch Ver- 
einigung der Kerne) iiberzu/iihren, beruht auf einer allgemeinen Eigen- 
schaft der Eigenwerte und Eigenfunktionen quantenmechanischer 
Systeme. Die Eigenfunktionen kU sind (abgesehen von Gebieten ge- 
ringerer Dimensionszahl als der Koordinatenraum, den ,,Knoten") von 
Null verschieden im ganzen Koordinatengebiet, das fiir das betreffende 
System zug~inglich ist. Die Gr6Be ]!tZ(x~y~z~x~ . . .  z~)J~ wird als Wahr- 
scheinlichkeit gedeutet, dab die Koordinaten gerade die Werte xx . . .  z,~ 
haben. So ist das Verhalten qualitativ verschieden vom Verhalten in 
der klassischen Mechanik, wo bei gegebener Energie E die Koordinaten 
nur solche Werte haben k6nnen, fiir die die potentielle Energie U nicht 
gr6Ber als E ist. Der Unterschied zwischen klassischer und Quanten- 
Mechanik ist besonders auffallend in Systemen, wo die potentielle 
Energie mekrere Minima hat. In der klassischen Mechanik bleibt bei 
geringer Energie eine bestimmte Bewegung immer in der N~ihe eines 
Minimums; erst bei h6herer Energie kann sie die Schwelle zwischen 
zwei Minima iiberschreiten. In der Quantenmechanik kann bei jedem 
erlaubten Energiewert die bewegte partikel tiberall sein. 

Als ein/aches Beispiel be~rachtet HUND (14) die Bewegung einer 
Partikel anf einer geraden Linie in einem Kraftfeld, dessen Potential 
zwei Minima hat (Abb. 2). Die Eigenwerte bilden eine diskrete Folge, 
die Knotenzahl der Eigenfunktion nimmt yon einem Eigenwert zum 
n~ichst h6heren um I zu, sie ist gleich der Quantenzahl. iJberschreitet 
die Energie die Potentialschwelle, so tritt nichts besonderes auf. Dem 
Auseinanderfiihren der Kerne in einer Motekel entspricht hier eine un- 
endliche Erh6hung der Schwelle, die das System in zwei getrennte 
Systeme zerlegt. W~ihrend der Erh6hung ~indern sich zwar die quanti- 
tativen, abet nicht die qualitativen Eigenschaften der Zust,inde (Knoten- 
zahl, Reihenfolge). Jeder Term des Systems geht entweder in einen 
Term des Iinken oder in einen Term des rechten Teilsystems fiber. Wenn 
gerade ein Term des linken mit einem Term des rechten im Grenzfall 
der Trennung zusammenf~illt, so riicken zwei Terme des noch nicht 
getrennten Systems in den gemeinsamen Termwert der getrennten 
Systeme zusammen. Das letztere ist immer der Fall, wenn das Aus- 
gangssystem zwei gleiche Minima hat und die Trennung vollkommen 
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symmetrisch erfolgt (Abb. 3). Beginnen wir mit den getrennten Systemen 
und erniedrigen wir die Schwelle, so spaltet bier jeder Termwert in zwei 
auf, einen, dessen Eigenfunktion symmetrisch in den beiden Gebieten 
niedriger potentieller Energie ist, und in einen, bei dem sie antisymme- 
trisch ist. 

_)~tlnlicke Betrachtungen liefern den Obergang der Terme eines Zwei- 
oder Mehrzentmnsystems in die Terme getrennter Atome. Sie zeigen 
auch, dab die Rechts- oder Linkszust~nde von optischen Isomeren ohne 

Abb. 2. /Eigelxfunktionei1 eines 
einfachen Systems mit zwei 

Gleichgewichtslagen. Abb. 3. Fast gefrennte Gebiete. 
Gleiche 3Iinima. 

,,chemische Reaktion" ineinander iibergehen k6nnen (14). Sie zeigen, 
dab in einem elektrischen Feld ein Atom immer ein Elektron verlieren 
kann, auch wenn die Energie des Elektrons kleiner ist als die Schwelle 
zwischen der niedrigen pc~entiellen Energie in der N~he des Kernes 
und in der N~ihe der Anode. Die Betrachtungen spielen ferner eine 
Rolle beim Austritt yon Elektronen aus Metalloberfi~chen unter dem 
EinfluB ~uBerer elektrischer Felder (15, 16). Sie geben schlieBlich die 
M6glichkeit zurn Verst~ndnis monomolekularer Reaktionen, sowohl derer 
ill der Chemie (17, /8), wie aucb der radioaktiven Vorg~inge (19, 20). 
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Die neue Quantenmechanik hat zwar den Sinn der mechanischen 
Grundbegriffe (Oft, Geschwindigkeit, Zeit, Energie) geandert; aber die 
Berechnungsverfahren sind den in der klassischen Mecha:dk und damit 
in der korrespondenzma13igen Behandlung der atomaren Systeme ge- 
brauchten analog. Die Terme eines Atoms lassen sich z. B. berechnen, 
indem man zun~cbst die Bewegung jedes einzelnen Elektrons allein in 
einem Zentralfeld betrachtet, alas dutch Ausschmieren der iibrigen ent- 
steht, dann die feinere Wechselwirkung der Elektronen ohne Spin als 
St6rung einftihrt und drittens den EinfluB des Spins beriicksichtigt. In tier 
ersten Naherung kann man jedem Elektron einzeln eine Eigenfunktion 
zuschreiben und den Gesamtterm dutch ein Symbol der Art (Beispiel Si) 

is~2s22p63s~3P~ 
besch~eiben; in der zweiten N~herung erhSlt der Term eine Zahl L, die 
dem Gesamtdrehimpuls entspricht und einen bestimmten Symmetrie- 
charakter in den Elektronen oder eine Mu!tiplizit~t S; wir schreiben z. B. 

is  22s=2p 63 s~ 3p 23p 
in der dritten N~herung filgen wir den J-Wert hinzu. Wir kSnnen also 
auch in der Quantenmechanik yon ls-, 2s., 2# . . . .  Bahmn sprechen 
und meinen den Zustand, in dell das betrachtete System iibergeht, wenn 
wit die Kopplung zwischen den Elektronen verschwinden lassen oder 
dutch ein Kraftfeld im gew6hnlichen Raum ersetzen. 

I I .  A l l g e m e i n e  E i g e n s c h a f t e n  z w e i a t o r n i g e r  M o l e k e l n .  
I. Elektronen-, Schwingungs-und Rotationsterme. Ffir viele 

Zwecke ist es ausreichend, Schwingung u~d Rotation einer Molekel 
als kteine StSrungen der Elektronenbewegung anzusehen. In diesem 
Falle kann.man die Bewegnng der Bestandtei!e der zweiatomigen Molekel 
auffassen als eine Bewegung der Elektronen um zwei feste Kerne, deren 
Abstand der mittlere Abstand der wirklichen Kerne ist, iiberlagert von 
einer Schwingung des Kernabstandes um die MitteLtage und einer Rota- 
tion oder Kreiselbewegung der Kernachse. Die Energie setzt sich ge- 
n~hert additiv zusammen aus der Energie des Systems mit den fest- 
gehaltenen Kernen, der Energie der Schwingung und der Rotation oder 
Kreiselbewegung. Die angegebene Zerlegung ist von BORN und OPPEN- 
HEIMER (21) als Beginn eines sukzessiven N~herungsverfahrens nach- 
gewiesen worden. 

Die Eigenschaften des Schwingungsanteils werden durch die Elek- 
tronenbewegung und die des Rotationsanteils dutch die Schwingung 
wenig beeinfluBt ; wir k6nnen daher sp~ter yon der Schwingung absehen. 
FRANCK U. a .  (22, 2.3, 24) haben gezeigt, wie man aus der fimderung des 
Schwingungsquants mit der Schwingungsquantenzahl auf die Disso- 
ziationsenergie schlieBen kann. Dadurch wurde erneut die weitgehende 
Gtiltigkeit der Schwingungstermformel 

nVo[(n + V2) - -  x(n + i/2)=] 
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gezeigt. MORSE und STUECKELBERG (25) haben ein Kraftgesetz ftir die 
Schwingung angegeben, das mit der neuen Quantenmechanik eine g~- 
schlossene Darstellung der Terme erlaubt und zu der angegebenen zwei- 
gliedrigen Formel ffihrt. 

Im folgenden behandeln wir besonders die Elektronenterme. Man 
kann sie als Terme eines Systems mit zwei /esten Zentren und der gegebenen 
Zahl yon Elektronen erhalten. In diesem Zweizentrensystem sind die 
Termwerte Funktionen des Zentrenabstandes. Diese Energien spielen 
die Rollen yon potentiellen Energien fiir die Schwingung (21); ihre 
Minima geben die Gleichgewichtsabst~inde der Keme. 

2. Die Elektronenterme.  Einige allgemeine Eigenschaften des Zwei- 
zentrensystems folgen aus den Symmetrieverhdltnissen. Die potentielle 
Energie des Systems ist invariant gegen eine beiiebige Drehung um die 
Zentrenachse und gegen eine Spiegelung an eine~ beliebigen Ebene 
durch diese Achse. Zweitens ist das System symmetrisch in den Elek- 
tronen (falls mehr als ein Elektron vorhanden ist). Dazu kommt bei 
gleichen Zentren (Kernen) noch die Invarianz gegen eine Vertauschung 
der Zentren. 

W~ihrend im Atom oder im entsprechenden Einzentrensystem die 
Elektronen sich in einem zentralsymmetrischen Kraftfeld bewegen, hat  
das Kraftfeld im Zweizentrensystem nur  die Rotationssymmetrie um die 
Kernachse und die Spiegdungssymmetrie an /eder durch die Kernachse 
gehenden Ebene. In der klassischen Mechanik folgt daraus, dab die 
K o m p o n e n t e  des Gesamtdrehimpnlses uln die Kernachse sich nicht 
mit der Zeit ~indert und dal3 Bewegungen, die sich nur dnrch den Dreh- 
sinn dieses Drehimpulses unterscheiden, spiegelbildlich gleich sind. Das 
Korrespondenzprinzip liefert die Existenz einer nicht negativen Quanten- 
zahl ~/ ,  die diesem Drehimpuls entspficht, und die Kombinationsregel, 
dab nur  solche Quantentiberg~inge einer Lichtemission oder -absorption 
entsprechen, bei denen sich I u m  4- I oder o iindert. Solange die Wechsel- 
wirkung des Elektronenspins mit den Bewegungea der Elektronenschwer- 
punkte klein ist, ist (in der klassischen Mechanik) auch der Drehimpuls 
der Elektronenbahnen allein (d. h. ohne Spin) konstant, ihm entspricht 
(im Korrespondenzprinzip) eine Quantenzahl A mit der Kombinafions- 
regel ,4 A = o, 4- i. Benutzen wir die SCHR~DINGERsche Differential- 
gleichung, so erhalten wit bei Achsensymmetrie und ohne Spin die 
Eigenfunktionen in der Form 

sin - / / 9 ,  ( I )  
~v = 1 ( '"  ") ¢o~ 

wo A die Werte o, I, 2 . . .  haben kann und 9 eine Art mittleres Azimut 

z R. S. 1VIuLLIKEN und der Referent haben sich auf die im Folgenden ein- 
geffihrten Quantenzahlen I i l  d K, , Z geeinigt (iln AnschluB an die yon WIG- 
glER und ~vVlTMER eingeffihrten Bezeichnungen) und auf die Termsymbole 
,~,~/]r,d..., lea, 2sq, 2pa, 2p~ . . .  
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der Elektronen um die Achse bedeutet.  / h~tngt von ~0 nicht ab. Bei 
einer bestimmten Fanktion [ geh6rt zu jedem A ein Eigenwert (Term) ; 
zu allen A > o geh6ren also zwei unabhgngige Eigenfunktionen. Die 
Berechnung der Intensit~iten ftir Lichtstrahlung liefert auch die Regel 
A A = o, + I. Die Terme mit A --  o sind entweder symmetrisch oder 
antisymmetrisch zu einer beliebigen durch die Kernachse gehenden 
Ebene [KRoNIG (2G)]. Sie heiBen 27 oder 27'. Mit Spin sind die Ergeb- 
nisse etwas verwickelter. WIGNER und WITMER (27) haben sie allgemein 
mit  gruppentheoretischen Methoden untersucht. Man erhalt die Quanten- 
zahl I mit den Werten o, I, 2 . . .  bei gerader Anzahl yon Elektronen 
und I/2, 3/5 , . .  bei ungerader Anzahl yon Elektronen und die Kom- 
binationszahl A I = o, + I. 

Die der betrachteten Achsens3mametrie entsprechende Eigenschaft 
des einzelnen Atoms oder E]nzentrensystems ist die Symmetrie um 
einen Punkt.  Sie ftihrt (in der klassischen Mechanik) zum konstanten 
Drehimpulsvektor, ihm entspricht (Korrespondenzprinzip) eine Quanten- 
zahl jr, oder, wenn wit vom Spin absehen, L mit den Regeln A J --- o, + I ,  
A L = o, i I. In der Quantenmechanik folgt mit gruppentheoretischen 
Methoden (7, 10) ebenfalls die-Existenz von J oder L. Ftir den Fall 
nicht zu groBer Kopplung yon Spin und Elektronenbewegung (also 
nicht zu schweren Kernen) sind die wichtigeren Eigenschaften des 
Atomterms durch L bestimmt; die gebr~iuchliche Termsymbolik legt 
daher den Wert yon L zugrunde und versteht unter S-, P-, D - . . .  
Termen solche mit L = o ,  I, 2 . . .  Die wichtigeren Eigenschaften der 
Zweizentrensystemterme sind durch A bestimmt; daher erweist sich 
eine Termsymbolik als zweckm~tBig, die unter 27-, / / - ,  A - . . .  Termen 
solche mit A = o, I, 2 . . .  versteht. 

In F~tllen, wo die Kopplung zwischen den einzelnen Elektronen sehr 
gering ist, kann man die Elektronen einzeln behandeln. Jedes Elektron 
hat dann im Atom eine Quantenzahl /" oder (ohne Spin) l and heiBt 
s-, p-, d - . . .  Elektron, je nachdem / = 0 ,  I, 2 . . .  ist. Im Zweizentren- 
system hat es eine Quantenzahl ~ oder (ohne Spin) ~ und heiBt e-, re-, 
6 - . . .  Elektron, je nachdem ~.=0, I, 2 . . .  ist. Die Untersuchung der 
Atomspektren hat gezeigt, dab ftir die qualitative Beschreibung der 
Termschemata die Annahme geringer Kopplung zwischen den Elektronen 
eine brauchbare Niiherung ist. In diesen FNlen hat die alte Ausdrucks- 
weise: zwei Elektronen sind in I s-Bahnen, zwei ill 2s-Batmen usw. 
auch in der neuen Quantenmechanik einen Sinn. Wir wollen im ent- 
sprechenden Sinne im folgenden yon a-, re-, ~-Bahnen im Zweizentren- 
system oder der Molekel sprechen. 

Die SCI-IR6DINGERschen Eigenfunktionen des einzelnen Elektrons 
sind Funktionen im gew6hnlichen Raum; sie sind daher anschaulich 
vorstellbar und sind oft als gute Illustrationen der Termeigenschaften 
zu gebrauchen. Die Eigenfunktionen voI1 a-Termen haben keine Knoten- 
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fl~che, die eine Ebene durch die Kernachse ist; die :r-Eigenfunktionen 
haben eine solche Ebene als KnotenflAche; die 8-Eigenfunktionen haben 
zwei zueinander senkrechte Ebenen durch die Kernverbindung als 
Knotenfl~tchen usw. 

Die Terme mit A ~ o oder I ~ o haben das Gewicht 2. Sie spalten 
in zwei auf, sobald die genannte Symmetrie zerst6rt wird, z. B. in einem 
Magnetfeld. Sp~ter brauchen wit den Fall eines homogenen oder rota- 
tionssymmetrischen Magnetfeldes ,~2 senkrecht zur Kernachse. Beim 
Einschalten eines solchen Feldes beh~tlt das System die Symmetrie zu 
der dutch die Kemachse gehende, auf der magnetischen Achse senk- 
rechten Ebene. Daraus folgt, dab die Eigenfunktionen bei Spiegelung 
an dieser Ebene entweder unge~ndert bleiben oder mit - - I  multipliziert 
werden (oder bei zufitllig vorhandener Entartung aus Funktionen mit 
diesen Eigenschaften zusammengesetzt sind). Die Eigenfunktion ftir das 
Magnetfeld o, an die sich die Eigenfunktionen mit Feld stetig anschliel3en, 
sind diejenigen Linearkombinationen der beiden Funktionen (I), die 
schon die Symmetrieeigenschaft haben, die sie im Feld haben mtissen. 
Das sind 

W= ]s inAi0 und l ~ = / c o s A q ~ ,  

wenn wir q~ von der durch ~ und Kernachse bestimmten Ebene aus 
rechnen. 

Die Symmetrie des ganzen Systems in den Elekfronen ftihrt beim 
Zweizentrensystem zu den gleichen Ergebnissen wie beim Atom. Es 
k6nnen (ausgedrfickt ftir geringe Kopplung der EleMronen) nicht mehr 
als zwei Elektronen auf der gleichen nichtentarteten Bahn sein. Es 
gibt h6chstens zwei gleiche G-Bahnen und vier gleiche ,'z-, 8 - . . .  Bahnen. 
Die Anordnungen a 2, z*, 8 * . . .  sind abgeschlossene Schalen und geben 
~Z-Terme. Ffir die anderen Anordnungen oa (ungleich), an, aS, ~2, 
zz,  ~3, ~ o ,  ~ 2 z . . .  lassen sich die Terme, am schnellsten mit Hilfe des 
VektormodeUs (A parallel zur Achse und S) angeben (14, 63). 

Der Abstand der Terme verschiedener Multiplizit~t ist also auch 
hier eine Folge der elektrischen KrMte und die Multiplettaufspaltung 
eine Folge der magnetischen KrMte. Ihre Beriicksichtigung ftihrt zu 
dem Ergebnis, dab 27-Terme im Zweizentrensystem nicht aufspalten 
u n d / / - ,  A - . . .  Terme bei nicht zu leichten Kernen ~quidistante Multi- 
pletts bilden. Die Multiplettaufspaltung ist yon der gleichen Gr613en- 
ordnung wie im Atom. 

Auf die Analogie der Multipletts in der Molekel mit den Multipletts 
im Atom hat wohl zuerst MECKE hingewiesen (29). Zahlreiches Material 
ist auch yon MULLIKEI~ und BIRGE zusammengetragen worden (28, 30). 

Bei Molekeln mit zwei gleichen Kernen bzw. im Zweizentrensystem 
mit gleichen Zentren ist noch die Symmetrie des ganzen Systems in den 
beiden Zentren zu beriicksichtigen. Die nichtentarteten Terme sind ent- 
weder symmetrisch oder antisymmetrisch in den Zentren; die Eigen- 
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funktionen der entarteten//-,  / t - . . .  Terme lassen sich aus einer symme- 
trischen und einer antisymmetrischen Eigenfunktion zusammensetzen. 
Symmetrische Terme des Zweizentrensystems kSnnen mit antisymme- 
trischen kombinieren (der Unterschied gegen die Symmetrie in den 
Elektronen rtihrt daher, dab wir die Zentren als fest, nicht als beweg- 
liche Partikel ansehen; er verschwindet, wenn wir die Kernbewegung 
einftihren und die Folge der Rotationsterme betrachten). 

Wegen der A ~ I-Entartung ist eine andere Unterscheidung der 
Terme zweckm~iBig. Sie lassen sich einteilen in solche, deren Eigen- 
funktionen bei Spiegelung am Halbierungspunkt, der Zentrenverbindung 
(genauer der Transformation x ~ y ~ z ~ x  ~ y  2 z  ~ . . . ~ - -  x ~  - -  y ~  - -  z z  - -  x 2 - -  Y ~ - -  z ~ ,  

wo der genannte Halbierungspunkt Koordinatenursprung ist) unge- 
~indert bleiben, und solche, deren Eigenfunktionen dabei mit - - I  multi- 
pliziert werden. Erstere heiBen g e r a d e ,  letztere u n g e r a d e  T e r m e .  1 - I - ,  

z l - . . .  Terme sind dann entweder gerade oder ungerade ; in den Zentren 
symmetrische I-Terme sind gerade, in den Zentren antisymmetrische 
Z'-Terme sind ungerade. Wir bezeichnen die Gerad- und Ungeradheit 
dutch die Schreibweise Z',,, Z',,, / / ~ , / / , , . . .  Fiir Licht (nicht fiir StSBe) 
gilt die Regel, dab gerade Terme nur mit ungeraden, ungerade Terme 
nur mit geraden kombinieren. Die Regel ist analog der RUSSELL- 
LAPORTEschen Regel in Atomen. Stellen wir die Terme durch Punkte, 
die Linien durch die VerbLndungsstrecken dar, so bilden die letzteren 
nur geradzahlige Vielecke. 

In Ftillen, wo wir die Kopplung zwischen den Elektronen als gering 
ansehen kSnnen, gehSrt zu jedem Elektron eine Eigenfunktion, die ent- 
weder gerade oder ungerade ist. Wir kSnnen uns diese Eigenfunktionen 
im dreidimensionalen Raum vorstellen, ungerade Funktionen haben 
eine Knotenfl~iche in der Mittelebene zwischen den Zentren, gerade haben 
keinen solchen Knoten. Die Terme des Zweizentrensystems lassen sich 
dann durch Symbole folgender Art beschreiben: 

Gg 2 Gu2 T6u4 Ge 2 ~g3 . ~]~ . 

Der Gesamtterm ist gerade (ungerade), wenn eine gerade (ungerade) 
Anzahl der Zust~tnde der Einzelelektronen ungerade ist. 

3. Term- und Bandentypen. Durch Hinzuftigung der Schwingungs- 
und Rotationsbewegung zu der Bewegung im Zweizentrensystem beim 
Gleichgewichtsabstand der Kerne erhalten wir gen~thert die Gesamt- 
bewegung. In Anbetracht der vielen MSglichkeiten fiir die verschiedenen 
Einfliisse ist die Mannigfaltigkeit der T e r m t y p e n  sehr groB. In zaht- 
reichen F~illen (nicht zu leichte und nicht zu schwere Kerne) ist der 
Termwert in erster Linie dutch die Elektronenbewegung ohne Spin be- 
stimmt. Fiir niedrige Rotationszust~inde kommt in zweiter Linie die 
Aufspaltung infolge der magnetischen Wechselwirkung der Bahn mit 
dem Spin (fiillt bei Z'- und bei Singlettermen fort) und in drifter Linie 
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der Einflul3 der Rotation; der einzelne Rotationsterm wird durch A, I 
und die Rotationsquantenzahl J ( = / ,  I + I, 1 4- 2 . . . )  beschrieben. 
Fiir hohe Rotationszust~-nde kommt in zweiter Linie die Rotation und 
in dritter Linie der EinfluB des Spins; der einzelne Term wird durch A, 
eine spinfreie Rotationsqaalltenzahl K (=A,  A + I, A + 2 . . . )  und die 
endgtiltige Rotationsquantenzahl jr (--[K--S], [ K - - S  i + I . . .  K + S} 
beschrieben. Da die Terme mit A > o im Zweizelltrensystem das Ge- 
wicht 2 haben, geh6ren in einer/7-, A - . . .  Rotationstermfolge zu jedem 
J-Wert zwei Terme. Abb. 4 gibt die Termwerte (Abszisse) als Funktion 
von J - - I  (Ordinate) an. 

Solche Termtypen waren den Bandenforschem schon tange bekannt. 
MULLIKEN (28) gab eine Systematik. Die korrespondenzm~13ige Er- 

/ / 
~-3/2 V2 

Abb. 4- Rotat ionsterm-Typen.  
z 1 o 

kl{irung gab HUND (S). Dell {3bergang zwischen den beiden oben ge- 
nannten KopplungsfAllen berechneten KEMBLE (31) und HILL und VAN 
VLECK. Letztere geben auch eine elementare und VAN VLECK eine 
exakte Berechnung der A > o-Aufspaltung (32). 

Im einzelnen lassen sich zahlreiche Besonderheiten ill besonderen 
Kopplangsfgllen angeben. Beim He~-Spektrum tretell wegen des grol3en 
Einflusses der Rotation schon bei niedrigen J-Werten Abweichungen 
auf,  die WEIZEL studiert (83). Beim O~ er!d~rt KRA~IERS (34) die empi- 
risch geffmdene Struktur durch Analyse der Wechsehvirkung der Elek- 
tronenmagnete miteinander. 

Auf Grund der Termtypen lassen sich die hanpts~chlichen empirisch 
gefundenen Bandentypen verstehen. Abgesehen von den schon aus dem 
Korrespondenzprinzip folgenden Auswahlregeln ergibt sich, wie zuerst 
KRONIG gezeigt hat, eine Beschr~tnkung der Linien aus der Unabh~tngig- 
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keit des Systems (jetzt aus Elektronen und beweglichen Kernen be- 
stehend) yon einer beliebigen Drehung und Spiegelung (26). Die Z-Terme 
die im Zweizentrensystem symmetrisch zu einer durch die Kernachse 
gehenden Ebene sind, ergeben ftir f = o ,  2, 4 . . .  Rotationsterme der 
einen Symmetrieart (man kann sie gerade Terme der lo l eke l  nennen - -  
nicht zu verwechseln mit geraden Termen des Zweizentrensystems mit 
gleichen Zentren) und ffir f = I, 3, 5 - . .  Rotationsterme der anderen 
Symmetrieart  (ungerade Terme der Molekel). Die Z'-Terme, die im 
Zweizentrensystem antisymmetrisch zu einer durch die Kernachse 
gehenden Ebene sind, ergeben die entgegengesetzten Symmetriearten;  
da nur Terme verschiedener Symmet r i e  kombinieren, so folgt (mit 
AJ = 4-1) die Unm6glichkeit von Z--+-r'-Banden. H-Terme ergeben ffir 
jedes f Rotationsterme beider Arten; es folgt der schon lange empirisch 
bekannte Aufbau der H---~ -P, ./7--+/7 usw. Banden. Die empirische 
Best~ttigung der KRONIGschen Regel geschah durch HULTH~N und 
BENGTSSON ($$). 

Bei Molek~ln mit zwei gleichen Kernen zerfallen die Rotationsterme 
in solche, die in den Kernen symmetrisch sind, und in solche, die in den 
Kernen antisymmetrisch sind. Sie kombinleren nicht miteinander. Nach 
HEISENBERG k6nnen dann die Terme verschiedener Symmetrie ver- 
schiedenes statistisches Gewicht haben. So wird der yon lVIECKE ge- 
fundene ,,Intensit~tswechsel" der Molekeln mit gleichen Kernen erkl~irt 
(6, 14). Das Nichtkombinieren (auch bei St6Ben) ist yon Wool) und 
Loo•Is bei der Jod-Resonanz-Fluoreszenz experimentell gezeigt (86); 
indirekt zeigt sich der Einflul3 des Nichtkombinierens nach BEtlTLER 
(87) in derAnregung ultravioletter H2-Banden. 

i3ber die Zeemane//ekte yon Bandenlinien sagt die Theorie aus, dab 
in den meisten F~llen entweder die Gr613e der Aufspaltung sehr klein 
oder das Aufspaltungsbild sehr verwickelt ist. Fiir die Analyse und 
Deutlmg yon Banden dfirfte daher der Zeemaneffekt nicht die grol3e 
Rolle spielen, die er bei den Linienspektren (BACK, LAND~) gespielt hat. 
Einige Zeemaneffekte yon Banden sind gemessen und mit der Theorie 
in Zusammenhang gebracht worden (88, 39, 40). 

III. Termschemata zweiatomiger Molekeln. 
I. Interpolation der Terme des Zweizentrensystems. Als ersten 

Schritt zur Aufstellung eines qualitativen Termschemas einer Molekel 
betrachten wir das entsprechende Zweizentrensystem. Wir kennen das 
Termschema in zwei GrenzfXllen. Ffir sehr kleineI1 Abstand der Zentren 
ist es nahezu das Termschema eines Atoms mit der gleichen Elektronen- 
zahl; die Abweichungen vom Termschema des Atoms lassen sich leicht 
angeben. Ffir sehr groL3en Abstand der Zentren ist es nahezu das Term- 
schema zweier getrennter Atome oder Ionen; die Abweichungen yon 
diesem Termschema (dessen Terme einfach die Summen der Terme der 
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einzelnen Atome [Ionen] sind und dessen Eigenfunktionen Linear- 
kombinationen yon Produkten der Eigenfunktionen der einzelnen Atome 
[Ionen] sind) lassen sich in einfachen F~dlen leicht, in verwickelteren 
F~illen mit gruppentheoretischen Methoden angeben. Das Termschema 
ffir mittlere Zentrenabst~nde, das wir brauchen, liegt irgendwie zwischen 
diesen beiden Grenzf~fllen. 

Beginnen wir mit dem Atom, dessen Kernladung die Gesamtkern- 
ladung der zu betrachteten Molekel ist, teilen wir den Kern in zwei 
Zentren und rficken diese ein wenig auseinander. Aus einem Atom-S- 
Term wird dann ein Z-Term, aus einem P-Term wird ein 27- und ein 
/-/-Term, aus einem Term mit bestimmtem L werden Terme mit 
A-~o ,  I, 2 . . .  L. Die Multiplizit~t (bestimmt durch die Symmetrie- 
eigenschaft in den Elektronen) bleibt unge~indert. Wenn die Wechsel- 
wirkung zwischen den einzelnen Elektronen klein ist, k6nnen wir die 
Elektronen einzeln behandeln; ein s-Elektron wird ein o-Elektron; ein 
p-Elektron wird ein a- oder ~r-Elektron, wobei die a-Bahn tiefer liegt 
( l d )  usw. Bei-gleichen Zentren k6nnen wir noch etwas mehr sagen: 
ein s-, d - . . .  Elektron gibt gerade a; a, 7c, 6 . . . - T e r m e ;  ein p-, [ - . .  
Elektron gibt ungerade o, ~r; a, xr, 6, 9-Terme. 

Fiir sehr nahe Zentren kSnnen wir also die Zweizentrensystemterme 
durch Symbole der Art 

z s o  ~ 2 s o  ~ 2 p a  ~ 2 p ~  4 3 s o  ~ 3 p o  ~ 3p:~3  . ~ I I  

beschreiben. Im Falle gleicher Zentren ist der Term gerade (ungerade), 
wenn die Summe der l-Werte der einzelnen Elektronen gerade (ungerade) 
ist. Der ~//-Term im Beispiel ist dann ungerade. 

Urn die Ab~inderung Cu studieren, die das Termschema zweier ge- 
trennter Atome (Ionen) erf~hrt, wenn wir die Kerne als Zentren unseres 
Systems einander etwas n~hern, st6ren wir zuniichst die Kugels3~nmetrie 
jedes tier Atome, indem wir das andere Atom durch ein Kraftfeld er- 
setzen. A_ls zweiten Schritt ersetzen wit wieder das Kraftfeld (lurch 
ein Zentrum mit Elektronen. Bei ersten Schritt spalten die Atomterme 
in Terme mit A = o ,  I, 2 . . .  L anf, wie im Starkeffekt. Haben wit im 
ganzen nur  ein Elektron und mlgleiche Zentren, so liefert der zweite 
Schritt keine neue Aufspaltung (vgl. die Analogie S. I 5 I f  ) ; bei gleichen 
Zentren spaltet jeder Term in einen geraden und einen ungeraden auf. 
Im Falle mehrerer Elektronen ist das Ergebnis des zweiten Schrittes im 
allgemeinen recht verwickelt, das allgemeine Ergebnis ist yon WIGNER 
nnd WITIcIER angegeben (27). 

Wir haben das qualitative Termschema des Zweizentrensystems ffir 
nahe und weitgetrennte Zentren aufgestellt, die Frage ist jetzt die nach 
der Interpolation. Es w~ire uns schon einiges geholfen, wenn wir wiiBten, 
welche Terme des einen Falles in Terme des anderen Falles iibergehen. 
Dies ist ein besonderer Fall des Problems: Bekannt sind die Terme 
eines quantenmechanischen Systems ffir zwei "VVerte eines ver~inder- 
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lichen Parameters  ~; in welchen Term geht ein best immter  Term bei ~ 
fiber, wenn a den Wert  a~ annimmt (adiabatischer ldbergang, wenn ~z 
als Parameter  gedacht ist). Leider ist die adiabatische Zuordnung nicht 
immer die, die uns interessiert. Abet wegen der praktischen Notwendig- 
keit (hier, in Atomspektreu usw.) mfissen wit uns damit  befassen. Bei 
einem einzigen Freiheitsgrad ist die Zuordnung so zu vollziehen, dab 
sich keine Terme schneiden; bei Separierbarkeit ist jeder Freiheitsgrad 
in diesem Sinne einzeln zu behandeln. Ftir allgemeine F~ille hat Hu~I~ 
(41) Regeln angegeben L Als praktischer Vorschlag ffir das Zweizentren- 
system mit  leichten Kernen wird angegeben, nut  Terme mit  gleicher 
Multiplizit~tt zu verbinden (die Symmetr ie  in den Elektronen bleibt 
unge~indert), nur  X- mit  27-, 27'- mit  X'-, /7- mit  /7- usw. Termen zu 
verbinden (Symmetrie um die Achse bleibt unge~indert), bei gleichen 
Zentren auch den geraden oder ungeraden Charakter der Terme un- 
angetastet  zu lassen (Symmetrie in den Zentren bleibt unge~indert) und 
im iibrigen keine Llberschneidungen zu machen. 

Um aus dem Termschema des Zweizentre,asystems das der Molekel 
zu erhalten, haben wir die Termwerte mit  Hinzuffig-ung der potentiellen 
Energie zwischen den Kernen als Funktion des Kernabstandes zu be- 
trachten. Wenn diese Funkt!on kein Minimum hat,  so entspricht dem 
Zweizentrensystemterm kein Elektronenterm der Molekel. Im anderen 
Fall gibt das Minimum den Kernabstand des rotations- und schwingungs- 
freien Molekelzustandes. 

2. Systeme mit  e inem Elektron.  Die neue Quantenmechanik hat  
die Schwierigkeit beseitigt, die sich der Behandlung des Zweizentren- 
systems mit  dem Korrespondenzprinzip entgegenstellte. Im  Falle 
eines einzelnen Elektrons und Cou~oMBschen Kr~iften ist die SCHR0- 
DINGERsche Differentialgleichung in elliptischen Koordinaten separier- 
bar. D . h .  jeder Term des Zweizentrensystems l~iBt sictl durch drei 
Quantenzahlen n~n,ln ~ bezeichenn, wo n~ die Zahl der Knotenfl~ichen der 
Eigenfunktion angibt, die Ellipsoide sind, n,1 die Zahl der Knotenfl~ichen, 
die Hyperboloide sind, und n~ die Zahl der Knotenebenen durch die 
Zentrenachse. Wenn wir die beiden Zentren zu einem vereinigen, so 
geht das System in ein Atom mit  einem Elektron fiber (H, He+), die 
elliptischen Koordinaten in Polarkoordinaten, und die Termbezeichnung 
n~n,~ n~ l~iBt sich ohne weiteres mit  der fiir Atome fiblichen in Beziehung 
setzen. Entfernen wir die Zentren unendlich weit, so gehen die ellip- 
tischen Koordinaten in die zur Beschreibung des linearen Starkeffekts 
iiblichen parabolischen Koordinaten iiber; n~ trod n~ bleiben unge~ndert, 
n,~ ~indert sich. Bei ungleichen Zentren werden bei festem n~ und n~ 
die Terme mit n,t = o, I ,  2 . . .  wo das Elektron beim einen Zentrum ist 
trod mit  n,l = o, I, 2 . . . .  wo es beim anderen Zentrum ist, der energeti- 

Anmerkung bei der Korrel~ur: Neuerdings von J. v. Nasur~IA~N-x und 
E. WIGNER bewiesen (PhysikM. Zeitschr. im Erscheinen). 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. IX 
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schen Reihenfolge naeh den Termen mit  n,l = o, I, 2 . . . des Zweizentren- 
systems zugeordnet. Bet gleichen Zentren spaltet jeder Starkeffekt- 
term (n,~) in zwei Terme (n,1 = 2n~2 und 2n,-~ + I) des Zweizentrensystems 
auf. 

Abb. 5 gibt das so aufgestellte Termschema des Zweizentrensystems, 
das dem H~+-Molekelion entspricht. 

Es braucht nicht jeder Term des Zweizentrensystems einem Elek- 
t ronenterm der Moleket zu entsprechen. Ffir 2pa (oIo) ist es yon vorn- 
herein unwahrscheinlich. Der Termwert  am rechten Ende und linken 
Ende des Diagramms ist ohne Berficksichtigung der KernabstoBung 

S / a r k e f f  , H+H 
He" I0o 

\ / 2so'r~oo~ / i,,/--~---12 2 

d 

, ' \  acz a(o2o/ / 
2 7 

2p a(olo) ooo , ,~  

Is ~{000)/ 

Abb. 5- Quahtatives Termschema des dem 
//~- entsprechenden Zweizentrensystems. 

der gleiche, mit KernabstoBung 
wird sich also wahrscheinlich 
kein Minimum der Energie er- 
geben. 

Es sind folgende Rechnungen 
tiber H~ angestellt worden. 
BURRA~- (d2) hat zuerst die Ener- 
gie von I sa  als Funktion des 
Zentrenabstandes und damit 
auch Energie und Kernabstand 
von H~ berechnet. GUlLLEmN 
und ZEXER (63) berechneten 
unter einer vereinfachten An- 
nahme tiber die Gestalt der 
Eigenfunktion dieselben Gr6Ben. 
MORSE und STUECKELBERG (~) 
haben die h6heren Zust~nde an- 
gen~hert berechnet und ein d e r  
Abb. 5 sehr ~hnliches Schema 
gefunden. Es hat sich gezeigt, 

dab nicht nur ftir sehr groBe Zentrenabst~nde, sondern auch ffir Zentren- 
abstande, wie wit sie in der Molekel haben, die Starkeffektaufspaltung 
den HaupteinfluB auf das Termschema hat.  

Ftir die Behandlung yon Moiekeln mit mehreren Elektronen mit 
ether Methode, die der des Leuchtelektrons in Atomen nachgebildet ist, 
miissen wir auch das Zweizentrensystem mit einem Elektron und vAcht- 
coulombschen Kraftfeld der Zentren betrachten. Das System ist nicht 
mehr in drei Koordinaten separierbar. 

3- Termschemata  yon Molekeln mit  mehreren  Elektronen.  In den 
letzten Jahren sind eine groBe Menge yon Arbeiten erschienen, die ver- 
suchen, Gesetzm/~Bigkeiten im H -Spektrum, also im Viellinienspektrum 
des Wasserstoffs aufzufinden. Ein Urteil, wieviel davon nur als Deuttmgs- 
versuch, wieviel als gesichertes Ergebnis anzusehen ist, ist wohl durch 
die neuesteu Arbeiten erm6glicht worden. Als sicher k6nnen wit an- 
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sehen die Deutung der Lyman- und Wemerbanden dutch DIEKE, HOP- 
FIELD und HORI (45, 46, g7) als 27u-+ Zg und ]Tu-->Z'¢ {Jberg~inge mit  
dem Grundterm als Endterm. Mit Hilfe der yon BURRAU (g2) berechneten 
Energie des H~ k6nnen wir aus einem KreisprozeB die Termwerte be- 
rechnen; sie sind in Tabelle I durch die effektiven Quantenzahlen n* 

angegeben (Termwert ~ .  Ferner ist gesichert die yon O. W. RICHA~D- 

SON (48, 49, 51) gegebene und yon FINKELNBURG und MECKE (82) kritisch 
gepriifte und etwas abge~tnderte Vervollst~indigung des FULCHERschen 
Systems : eine Serie yon Hu---~ Zg-~berg~ingen und ein Z~---~ Z~-i)bergang 
mit  dem gleichen Endterm;  die Termwerte lassen sich aus der RYDBERG- 
RITz-Formel berechnen; der gerade Charakter des Endterms folgt aus 
der Art  des IntensitXtswechsels. Von einer Multiplettaufspaltung ist 
nichts zu sehen. Gesichert scheint noch ein drittes System, das auch 
zuerst yon RICHARDSON (48, 50, 51) angegeben wurde und zuerst yon 
ihm und DAVIDSON, dann besonders y o n  FINKELNBURG und MECKE 
genauer analysiert und schlieBlich yon WEIZEL bearbeitet  warde. Sein 
gemeinsamer End-Elektronenterm ist ein Z~ und hat  die gleichen Eigen- 
schaften wie der Anfangsterm der Lymanbanden.  Die Anfangsterme 
sind nicht so leicht dentbar,  ]FINKELNBURG tlnd ~IECKE deuten zwei 
davon als 3//a.-Terme; jedoch sind dann die vorhandenen Kombinationen 
nnd die groBe Triplettaufspaltung theoretisch schwer zu deuten. WEIZEL 
sieht darin //a-" und Zg-Terme. Die auffallenden Anomalien deutet er 
durch starke Entkopplung des Elektronendrehimpulses yon der Kern-  
achse infolge der Rotation (52a). Tabelle I stellt die Ergebnisse zu- 
sammen, die Zahl vor dem Termsymbol  gibt n* an, dabei sind die n*- 
Werte ftir die nicht dem FULCHEI~-System angeh6rigen Terme besonders 
ftir h6here n natfirlich ungenau. 

Tabelle i. 

LY~IAN-WERNER- RICHARDSONS neues F~CmSR- 
n System System System 

2,0 J~rz, 
1,8 ~U < 
0,9 &. 

3,8 

2,9 Ha- 
2,9 S~. 

~,8 Z,, 

5,94 ~ ,  
4,94 //u 
3,94 //u 

2,94/7u 
2,83 X,, 

1,93 za- 

Ein rohes theoretisches Schema kSnnen wir durch Interpolation 
zwischen dell Termen des He-Atoms lind den Termen zweier H-Atome 
gewinnen. Ein m6gliches Zuordnungsschema ~ b t  Abb. 6. Es liefert in 
der Lage der Terme n = I  den einen Term 'Z, .  yon den h6heren Terraen 
dtirften in erster Linie diejenigen zu stabilen Molekeln ffihren, die zu 

ii* 
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Heliumtermen ffihren, deren n nicht h6her ist als in den H + H-Termen. 
Das sind ffir n = 2  im Singlettsystem ~Z~Z~)Tu,  im Triplettsystem 
aZoslI,,. Esliegt sehrnahe, diebeiden bekannten ultravioletten Banden- 
systeme als die beiden theoretisch m6glichen Kombinationen zwischen 
zwei- und einquantigen Zust~tnden ~Z,--~ ~27~, 'Lr~-~ ~Z,. zu deuten 
(~ _.~ kombiniert nicht mit ~ Zg; Triplett-Singlett-Kombinationen dfirften 
sehr schwach sein). Das auf dem Anfangsterm der LY~aN-Banden auf- 
gebaute RICHA~.OSONsche System enthielte dann die t~bergAnge, die 
im Singulettsystem zu dem zweiquantigen ~Z,~-Term geben. Das Ft~L- 

lle H ÷ H 

• I I I U .  t ~ \  \ \ "J~?,l .  
7,y d~ ~I/~ <~. la[]'t," 

r, . . . .  ' z  - : - " - -  - - - ' g : ' ~ ,  " y  "d~,¢\ 

\x, 11I u ---"-T 1+2 

r~ "z~ " ' - ~ . l  J z g /  
¢~ 2s a . j Z ~ r / - - . . . "  /L c -  . .  

/ -  

Abb. 6. Qualitatives Elektronenterm-Schema 
far //2. 

CHER-System kann man 
dann als Triplettsystem 
3/7u, 3~v. ___> 3 y '  oder 
(wie WEIZEL) als Sin- 

gulettkombin ationen 
'/-/t, L Zu---~ xZ,. deuten ; 
das theoretische Schema 
IABt sowobl einen tiefen 
zweiq~antigen a Z i T e r m  
wie einen solchen xZ~- 
Term erwarten. Es 
scheint vorl~ufig keine 
M6glichkeit zu geben, 
zwischen beiden Auf- 
fassungen zu entschei- 
den. Das Fehlen einer 
Multiplettstruktur im 
FuLcI~ER-System istkein 
Argument gegen die Deu- 
tang als Tripletts, da wir 
die TriplettaufspMtung 

theoretisch als klein v o n d e r  Gr6Benordnung wie im He-Atomspek- 
t rum erwarten. 

Das neue RICHARDSON-System, dessen Deutung als Singulettsystem 
nahe liegt, m6chten FINKELNBURG und MECKE als Triplettsystem deuten. 
Ihre Griinde scheinen nach WEIZELS Deuttmg der Anomalien nicht 
mehr zwingend. Die Deutung der RlCaARI)so~-Banden als Triplett- 
system und der FtILCHER-Banden als Singulettsystem hat vielmehr 
ernste Schwierigkeiten im Gefolge. I)ie LYMAN-Banden miissen als Inter- 
kombinafion ~Zu--~ ~Z K erklArt werden, wAhrend wir theoretisch nut  
ganz schwache Interkombinationen erwarten. Ferner ware es dann auf- 
fallend, dab das System ~Zu(n = 2) --> ~Z~ (n = I) nicht beobachtet ist. 
Immerhin, auch WEIZELS Deutung aller analysierten Banden durch 
Singletterme hat die Schwierigkeit, dab / f i r  die Triplettkombinationen, 
die im He-Atomspektrum die st~trksten Linien geben, im H 2 keine 
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intensiven Banden mehr fibrig sind. Endlich die ]3eutung des LYMAN- 
WERNER-RICHARDSON-Systems durch Singletts, des FuLcI-IER-Systems 
durch Tripletts macht die Einfachheit des FuLcI~El~-Systems gegenfiber 
tier Verwickeltheit des RICI~ARDSoN-Systems nicht recht verst~_ndlich. 
Wir sehen also, die Entscheidung, wie sich die beobachteten und weit- 
gehend gedeuteten Terme auf das Singlett- und auf das Triplettsystem 
verteilen, ist noch nicht ganz eindeutig m6glich. Wir dfirfen hoffen, 
dab gerade die weitere Erforschung des H2-Spentrums uns noch manchen 
Einblick in die feineren Wechselwirkungen in einer Molekel tun 1/iBt; 
ffir die Demonstration unserer allgemeinen und gr6beren theoretischen 
Ergebnisse erweist es sich vorl~ufig noch als kein gutes Beispiel. 

Es sind einige Termberechnungen ftir H~ angestellt worden. H~ITLER 
und LONI)ON (53) haben die zu den Grundtermen der getrennten Atome 
geh6renden Terme berechnet und gefunden, dab '~' ,  zu einer stabilen 
Molekel mit ungef~thr den richtigen Eigenschaften ffihrt und 327, keine 
stabile Moleke! liefert. ]3er Grundterm ist genauer von SOGIURA (5.4) 
und besonders von WANc~ (55) berechnet worden. Im Gebiet der zwei- 
quantigen Terme hat HYLL~RAAS (56) ohne Berficksichtigung der sp- 
Enta l tung im H-Atom die yon H + H :  1 + 2  ausgehenden 27-Terme 
gerechnet. KEMBLE und ZEZ,'ER (57) haben die yon H + H :  I + 2 aus- 
gehenden / / -Terme gerechnet und gefunden, dab bei Verringerung des 
Zentrenabstandes im Zweizentrensystem 3/-I, und i/-/, zun/ichst nach 
unten gehen, also zu Molekeltermen ftihren, und 3//~ lind ~]-i,, nach 
oben, in qualitativer tJbereinstimmung Init unserem Schema Abb. 6. 
GUILLEMIN und ZENER haben Berechmmgen des tiefen zweiquantigen 
Z ,  angestellt (58)~. 

Die Molekeln Hell  nnd He, sind-Beispiele daftir, dab die Terme des 
Zweizentrensystems nicht immer zu Molekeltermen ffihren (wir gehen 
im Abschnitt chemiscl~e Bindung n~ther darauf ein). ]3as durch CURTIS, 
WEIZEL, FUCHTBAUER, ]3IEKE, TAKAMINE, SUGA nnd IMANISHI (59, 60, 
61, 62) recht gut bekannte He,-Spektrum geh6rt zu angeregten Zu- 
st~nden der He-Atome. Seine Deutung im Sinne unserer Betrachtungen 
ist yon WEIZEL versucht worden. Auch bier ist die Forschung noch 
im Gang. 

Von den Molekeln mit mehr Elektronen erweisen sich zun~chst die 
Hydride fiir eine Termvorhersage als gtinstig. Da die Ladtmg des einen 
Kernes klein gegen die des anderen ist, erwarten wir, dab das Term- 
schema nicht allzuviel yon dem eines Atoms rnit der gleichen Elektronen- 
zahl abweicht. Wir k6nnen hoffen, die Terme der Hydride durch Sym- 
bole der Art (z. B. OH) 

I Sa~ 2so~ 2 pa~ 2 p~ s ~I-1 

Anmerkung bie der Korrektur: H. LOI)LOFF hat neuerdings (Z. Physik 
55, 304, 1929) die Terme Iae2~X und ISa2SaXS und 3S berechnet. 
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beschreiben zu k6nnen. Auf die Analogie der Hydridspektren mit den 
Spektren der Atome mit gleicher Elektronenzahl ist schon von MECKE 
(29) hingewiesen worden. Ein systematischer Vergleich des theoretischen 
Schemas mit den experimentellen Befunden ist yon HUN'D (14) und 
MULLIKEN (63) gegeben worden und gibt ~3bereinstimmung. Auch 
HULTHa~N, dem wir sehr viel in der empirischen Kenntnis und Systematik 
der Hydridspektren verdanken, vergleicht einige seiner Ergebnisse mit 
der Theorie (64). 

Die qualitative Vorhersage des Termschemas im allgemeinen Fall ist 
schwieriger, da die energetische Reihenfolge der Elektronenbahnen im 
Zweizentrensystem starker yore Zentrenabstand abh~ngt. Wir benutzen 
folgendes Verfahren, das dem (zuerst yon Boxl~ in der Theorie des 
periodischen Systems benutzten) b¢i Atomen angewandten Verfahren 
analog ist, Statt  das allgemeine Problem der Bewegung von vielen 
(n) Elektronen im Felde zweier Zentren bei verschiedenem Zentren- 
abstand zu betrachten, betrachten wit ein Elektron in einem Kraftfeld, 
das durch kontinuierliche Verteilung der negativen Ladung yon n - - I  
Elektronen entsteht. Die Energie eines Zustandes des Zweizentren- 
systems mit den n Elektronen wird dann gen~hert durch die Summe 
der Energien yon n Zust~nden des Einelektronensystems angegeben, 
wobei wir nur solche Summen zu bilden haben, wo h6chstens zwei 
Elektronen in demselben (nichtentarteten) Quantenzustand sind. Wir 
tun dies bei verschiedenen Abstlinden der Zentren. Fiir ein qualitatides 
Termschema ist es ausreichend zu Wissen, welches die energetische 
Reihenfolge der Zust~nde im Einelektronensystem ist. 

Im folgenden beschr~nken wir uns (urn etwas konkretes zu haben) 
auf den Fall gleicher Keme. Tabelle 2 gibt in Spalte I die Nummer 
des Zustandes, die er hat, wenn alle Entar tungen under Beriick- 
sichtigung des Spins weggeschafft sind. Spalte 2 gibt die Quanten- 
zahlen ftir diese Zust~nde ftir Abstand Null der Zentren und Spalte 3 
ftir sehr geringen Abstand. Vom 19. Zustand ab ist zu beachten, dab 
in der Tabelle der Fall gew~hlt ist, wo die Gesamtkernladung grbl3er 
als 20 ist; im anderen Fall ist die Reihenfolge 3P, 4 s, 3d (vgl. K, Ca, Sc). 

In der letzten Spalte steht die Nummer des Zustandes ftir unendlich 
weit getrennte Zentren (die Falle, die sich nut  durch die Wahl des 
Zentrums unterscheiden, in dessert N~he das Elektron ist, sind als einer 
gezAhlt). Die vorletzte Spalte gibt die Quantenzahlen dieser Zustancle, 
die dritt letzte Spalte gibt die Termbezeichnung fiir den Fall endlichen 
und sehr grol3en Zentrenabstandes; s spaltet  in 5, und au auf, wo eu 
einen Knoten in der Mittelebene, also h6here Energie hat ;  p spaltet  in 
a , ~  ~g,-z~ auf, wo ou und ~,, einen Knoten in der Mittelebene haben, 
also wahrscheinlich h6here Energie; die Reihenfolge yon a,, und %. 
so,vie yon a~. und~,, ist natiirlich zweifelhaft (Klammer in der Tabelle). 
Wenn der Zentrenabstand von k]einen Werten zu groBen Werten ver- 
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Tabelle 2. 

(b) (c) (d) (e) (f) 
Nummer Kleiner Grol3er Unend- Nummer 

des Atom Zentren- Zentren- licher des 
Zu- abstand abstand Zentren- Zu- 

standes abstand standes 

. ° .  

35,36 
33,24 
31,32 
29,3 ° 
27,28 
25,26 
23,24 
2 1 , 2 2  

1 9 , 2 0  

I 7 , I 8  

15,16 
I3,I4 
I I , I 2  

9 , I O  

7,8 
5,6 
3,4 
1,2 

• " -  [ " ' '  

I 7T:,~ 

4P n,, 

4s I. ~¢ 

3d ~" 

,g 

7r¢~ 

3 P n,, 
f lu  

3s G~ 
1T7C 

2 p :rill 

2 s  q~ 

I 8  a~ 

° , .  

i au 

i ~C 

f lu  I 7Fu 

n,, ] ~ 1 .~  ',- 

f lu  i zru 

rITL - - -  ~ u  

• g2b 

7rg" 

T[u 

au 

7ru 

3P 

f 

o ° °  

18 
17 
16 
z5 
14 

I 13 
12 3s 
i i  
IO 

9 
8 2p 
7 
6 
5 
4 
3 
2 

I 

/indert wird, so nmB die Reihenfolge (b) in die Reihenfolge (f) fiber- 
gehen, und zwar wird sich zuerst fiir die tiefen Elektronenbahnen die 
Reihenfolge (/) herstellen, sp~iter auch iiir die h6heren. Wit  schlieBen 
also an Fall (b) einen Fall (c) a n ,  wo die Reihenfolge der vier ersten 
Elektronenbahnen die endgfiltJge ist, fiir die n~ichsten beiden ist sie es 
dann wahrscheinlich von selbst, da in (b) und (]) auBer der schon ver-  
brauchten e i B a h n  eine tiefliegende ag-Bahn vorhanden ist. Die Reihen- 
folge der h6heren Bahnen ist in (c) ein wenig in der Richtung auf ( ] )  
hin ver~indert. Wir schlieBen jetzt  einen Fall (d) mit  noch gr6Berem 
Zentrenabstand an, der bis zum 14. Platz die endgfiltige Reihenfolge 
hat,  wiz w~ihlen 14, weil beim Llbergang von (b) zu ([) keine Bahn 1rater 
15 mit  einer Bahn iiber I4  vertauscht  zu werden braucht  (es geht dies 
nut  bei 6 und I4!). Dann kommt  noch ein FaU (e). Die starke Linie 
in Tabelle 2 gibt die Stelle an, bis zu der die Reihenfolge die gleiche 
wie fiir unendlich weit getrennte Zentren ist; Klamlnern bei den h6heren 
Termen geben an, dab wir ftir diese Terme ungef/ihr gleiche Energie 
erwarten. 

Gegen das Verfahren, zur Aufstellung eines qualitativen Termschemas 
den einzelnen Elektronen Quantenzahlen zuzuschreiben, l~iBt sich ein 
P, edenken erheben, das wir am Beispiel des H, erl~tutern (Abb. 6). Die 
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beiden Terme ISa 2po 3Zu und ~Z~ mtissen ftir groBen Zentrenabstand 
weit auseinanderrticken. Diese Scbwierigkeit fiele nur  dann weg, wenn 
der Orundterm von H + + H  - wenig tiber dem yon H + H  l~tge (geringe 
Kopplung der Elektronen miteinander), dann h ~tten wir das Zuordnungs- 
schema: 

2P G2 'G I 
Is~2p~l 32,, [ ~H + H  ( I + I )  
I S (12 x~g J 

entsprechend der Aufspaltung des Gmndterms fiir ein Elektron in 
ISa und 2pa. Wie stark dieser Umstand die Folgerungen aus unserer 
Methode stgrt, kann woht nut  weitere Erfahrung Iehren. 

Wir schlieBen ausTabelle 2 einige allgemeine Eigenscha]ten yon MoIekeln. 
Da geschlossene Sch~len stets ~Z-Terme geben und die a-Schalen (Zweier- 
schMen) h~iufiger sind als die :r- und &Schalen (Viererschalen), erwarten wir 
fiir die meisten Molekeln mit gerader Elektronenzahl ~Z Term undDia-  
magnetismus. Die einzige als paramagnetisch bekannte ~Iolekel mk  gera- 
der Elektronenzahlist  O~ ; wir verstehen diese Ausnahme mitTabelle2. Bei 
16 Elektronen haben wir im tiefsten Zustand zwei,-z-Elektronen auflerhalb 
der geschlossenen Schalen, das gibt einen SZals tiefsten Term. VAN VLEGK 
hat gezeigt, dab die paramagnetische Suszeptibilit~t yon 02 sich unter 
der Annahme eines 327 Grundterms verstehen l~iBt, und i~IULLIKEN hat 
gezeigt, dab der untere Term der atmosph~rischen Sauerstoffbanden 
ein s27 Term ist (68, 8a). Wir sehen femer aus dem Schema, dab wir 
fiir die Grundterme keine h6here Multiplizit~t als 3 zu erwarten haben 
(o und :r geben Dubletts; ¢r -~ gibt 3Z, ~Z, ~A ; :r 3 gibt 2//), im Gegensatz 
zu dell Atomspektren. 

Auf Grlmd der Tabelle 2 kann man quMitative Termschemata ftir 
Molekeln vorhersagen. Die energetischen Unterschiede zwiscben den 
einzelnei1 Elektronenbahnen sind geringer als in den Atomen, einmal 
weil die Terme stlirker unterteilt sind und die Hauptquantenzahl  eine 
geringe Rolle spielt, und dann well die Ordnung ftir verschiedenen 
Zentrenabstand verschieden ist, es also AbstAnde gibt, wo zwei Elek- 
tronenbahnen nahezu die gleiche Energie haben. Wit  k~nnen daher 
erwarten, dab 6fter zwei Elektronen angeregt sind, als ill den Atom- 
spektren, ebenso dab es neben dem Gmndterm noch mehr tiefliegende 
Terme gibt, die mit dem Gmndterm kombinieren oder nicht kombinieren. 
Unsere Tabelle liefert z. B. ffir 18 Elektronen (F2) und 34 Elektronen (Cl~) 
~g4 ~Zg; ~rg 3 ou sZu, ~27~, usw. als tiefliegende Terme. Vielleicht hlingt 
damit die Farbigkeit yon F~ und Cl~ zusammen. 

Im einzelnen lassen sich einige empirische Befunde in Systemen 
mit 13 ( N  + und ~hnlich BO, CO +, CN), 14 (N2, CO), 15 (0~, NO), 
16 (0~) Etektronen verstehen. Mit diesen hat  sich besonders MULLII~EN 
beschMtigt, als er versuchte, die Molekelterme durch Quantenzahlen 
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der einzelnen Elektronen zu beschreiben (28, 68). Unter den empirischen 
Tatsachen f~llt die geringe Anregungsenergie von N~ und die hohe An- 
regungsenergie von N2 auf. Nach Tabelle 2 mag die niedrige Anregung 
yon N +von der Nachbarschaft der Anordnungen ac~ @ o, 2~, (Grund- 

2 

term in [b]) und a~ % o,~" 227g (Grundterm in [c] bis ~/]) herrfihren. Mit 
14 Elektronen erhalten wir ffir (b) his (/) im Grundzustand dieselbe 
Elektronenanordnung 

wir erwarten einen gr6Beren Unterschied gegen die n~ichsten Terme 
• . ~,~, a ~  J r .  ,,3 H. 
. .  ~ ~,~ ~,. ~,~/I~ 

. .  ~c~ ~ a ~ ,  ~,3 2 ~ .  

Der Stickstoff spielt etwas die Rolle eines ,,Edelgases" unter den 
Verbindungen mit hoher Anregungsenergie, hoher Ionisierungs- und 
Dissoziationsenergie. Es ist anzunehmen, dab diese besondere Stellung 
der N2-Molekel mit der genannten Grenzlinie beim 14. Elektron in 
Tabelle 2 zusammenh~ingt, nach der fiir alle Zentrenabst.~nde dieselbe 
Elektronenanordnung den Grundzustand des Zweizentrensystems liefert. 

4- Der Kernspin. HEISENBERG hatte den Intensit~tswechsel in der 
Rotationsstruktur der Molekeln mit zwei gleichen Kernen mit der Symme- 
trie der Eigenfunktion in den Kernen in Bezietmng gebracht. Das 
symmetrische und das antisymmetrische Termsystem kombinieren nicht 
miteinander; es steht der Annahme verschiedener statistischer Gewichte 
fiir beide nichts im Wege. HuND versuchte, das Gewichtsverhaltnis 
durch die Annahme einer neuen Kerneigenscha/t (Spin) zu erkl~iren, 
verm6ge derer die Kerne i..~ einem Feld verschiedene Einstellungsm6glich- 
keiten haben, und durctl die zweite Annahme, das nur diejenigen Terme 
existieren, die unter Berficksichtigung dieses neuen Freiheitsgrades ill 
den Kernen symmetrisch sind, oder nur diejenigen, die antisymmetrisch 
sin& Mit zwei Einstellungsm6glichkeiten fiir jeden Kern erh~lt man 
statt eines Elektronentermes der Molekel vier (praktisch nicht trennbare) 
Terme. Bei dreien ist der nut yore Kernspin herrtihrende Anteil der 
Eigenfunktion symmetrisch, bei einem antisymmetrisch. In der Natur 
kommen also je nach der Symmetrie des Elektronentermes drei oder 
einer dieser Terme vor. Die Mo!ekel hat das Gewichtsverh~ltnis (In- 
tensitAtsverktiltnis) 3 :I. Drei Zust~inde des einzelnen Kernes gibt 2 :I, 
vier gibt 5:3 Eine einzige M6glichkeit (kein Spin) hat zur Folge, dab 
entweder nut das System mit symmetrischer oder antisymmetrischer 
Elektronenterm-Eigenfunktion vorkommt. 

Am interessantesten ist die Betrachtung des Wasserstoffkelales, des 
Protons, selbst; Der gemeinsame Endzustand der schwingungsfreien 
Banden des LY~A~-und WERNER-Systems im H2-Spektrum ist der 
Grtmdzustand der H~-Molekel, er ist ein ~2"g-Term. Die Ly~Ax-Banden 
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zeigen Intensit~itswechsel und zwar geh6ren die Rotat ionsterme J = I ,  
3, 5 - . -  zum starken System. Wir ktinnen uns mit  der Tatsache be- 
gntigen, dab bier die beiden Systeme verschiedener Symmetrie in den 
Kernen ( J =  o, 2, 4 . .  • symmetrisch,  f = I ,  2, 5 • • • antisymmetrisch) 
mit  verschiedenem statistischen Gewicht vorhanden sin& Wit kSnnen 
aber auch die verschiedenen Gewichte tihnlich wie beim Para- und 
Orthoheliumsystem erkl~iren. Dort  fiihrten die beiden durch das ge- 
samte atomspektroskopische Material gestiitzten Annahmen zum ZieI: 
Erstens, das Elektron hat  einen vierten Freiheitsgrad (Spin) mit  zwei 
Quantenzust~inden; zweitens, es kommen in  der Na tur  nur die Atom- 
zust~inde vor, deren G'esamteigenfunktion (einschlieBlich Spin) in den 
Elektronen antisymmetrisch ist. Wir kSnnen den Befund bei den 
H~-Banden analog durch die (nun ad hoc gemachten) Annahmen er- 
klaren: Das Proton hat einen vierten Freiheitsgrad mit mehr als einem 
Quantenzust~nd, und es existieren nur die Molekelzv, stiinde, deren Eigen- 
[unktion (unter Berticksichtigung dieses vierten Freiheitsgrades) in 
den Protonen antisymmetrisch sind. Wenn das Proton zwei Zust~inde 
hat, ergeben sich fiir die zwei Protonen vier M0glichkeiten, drei mit  
symmetrischer,  eine mit  antisymmetrischer Verkniipfung. Da der Elek- 
t ronenzustand symmetrisch, die Rotationszust~inde o, 2, 4 . . -  symme-  
trisch, I ,  3, 5 - . -  ant isymmetrisch shad, bekommen wir ftir die Ro- 
tat ionsterme I,  3, 5 das dreifache Gewicht als fiir o, 2, 4 • • • Drei Zu- 
stande ftir das einzetne Proton gtibe das Yerh~iltnis 2 : I ,  vier g~ibe 5:3. 

Eine genauere Bestimmung des Gewichtsverh~iltnisses, als es aus 
den Banden m~glich ist, ergibt sich aus d em Anstieg der spezifischen 
W~irme von 3/~ R nach 5/2 R, der bei tiefen Temperaturen stattfindet.  
Von vielen Autoren ist versucht worden, die empirische Kurve theore- 
tisch zu erkl~iren. Gekl~irt w u r d e  de-r Sachverhalt  dutch D. M. DEN- 
NlSSON (66); er erhielt die empirische Kurve  unter der Annahme, dal3 
das Wasserstoffgas eine Mischung aus zwei WasserstoffarteI1 ist, yon 
denen die eine in den Rotationszust~.nden o, 2, 4 - - -  des Grundterms vor- 
kommt,  die andere in dell Zust~nden I,  3, 5 . . .  und wobei die letztgenannte 
Art dreimal so h~iufig ist. Damit  ist das Gewichtsverh~iltnis 3 : I mindestellS 
sehr wahrscheinlich gemacht (2 : I gibt nicht so gute (Jbereinstimmung) ; 
3:1 bedeutet  aber: das Proton verh~lt sich qualitativ wie das Elektron. 

DENN!SONs Rechnung ergab, dab die Umwandlung einer Wasser- 
stoffart  ill die andere in den Zeitrliumen, die bei der Messung der spezi- 
fischen W~irme benutzt  wurden, vernachl~issigt werden kann. Sie l~il3t 
auch die M6glichkeit often, dab gar keine Umwandlung stattfindet~. 

x Unter der anderen m6glichen Annahme, dab die H~iufigkeit der Kom- 
bina±ionen zwischen symmetrischen und antisymmetrischen Termen so groB 
ist, dab bei den Messungen der spezifischen W~irrne Gleichgewicht angenom- 
men werden kann, war die spezifische W~irrne schon yon ~IuxD berechnet 
worden. Das Ergebnis el~vies sich mit der spiiteren Analyse der Banden 
dutch HoRr als nicht vertrAglich. 



Molekelbau. 17 1 

Diese Umwandlung ist nun neuerdings experimentell nachgewiesen 
durch BONHOEFFER und HARTECK (67) und durch EUCKEN (68). BON- 
HOEFFER und HARTECK fanden im Wasserstoffgas bei niedrigen Drucken 
durch Messungen der W~irmeleitf~ihigkeit, dab die Halbwertszeit Jahre  
betragen muB, bei hohen Drucken in Metallgef~iBen geht sie bis auf 
Stunden herunter ~. EUCKEN mis t  die spezifische W~irme yon Wasser- 
s toffgas ,  dab o, 6 und 13 Tage auf tiefer Temperatur  gehalten wurde 
und findet nur bei frischem Wasserstoff das Verh~iltnis 1:3, bei ~ilterem 
~indert sich das Verh~iltnis in Richtung I : I .  

In  der Beobachtung des Intensit~itswechsels der ]3anden (bzw. der 
Temperaturabh~ingigkeit der spezifischen W~irme) haben wit einen 
neuen Zugang zu den Kerneigenschaften gewonnen. Interessant sind 
auch die Ergebnisse fiir die h6heren IZerne. Tabelle 3 gibt eine Zu- 
sammenstel lung der bisher bekannten F~lle yon Intensit~itswechsel. 

Tabelle 3. I n t e n s i t ~ i t s w e c h s e l  und  Kernsp in .  

Gemessenes Zahl derTerme 
Kern tntensit~its- ffir den Kern Quelle 

Verh~iltnis 

I H  
2 H e  
3 Li  
6 C  
7 N  
8 0~6 
9 t7 

II  Na 
17 C135 
53 J 

1:3 
O 

vorhanden 
o? 

1:2 
o 

1 : 3  
~ I : I  

~ 5 : 7  
~ I : I  

2 
I 

> z  
I? 
3 0) 
I 
2 

groB 
6 

groB 

(69) 

(70) 

(71) 
(72) 
(73) 

Befriedigend ist, dab I:le und 0 die extreme Art  des Intensit~tts- 
wechsels zeigen, wo nur eines der beiden Systeme vorhanden ist. Dies 
bedeutet ,  dab der He- u n d  O-Kern nut  einen Term hat, also ein ab- 
geschlossenes Gebilde ist. [Die besonderen beim O~ gefundenen sehr 
schwachen Linien, die neuerdings yon GIAUQUE und JOHNSTON (74) 
<lurch O-Isotope 17 und 18 erkl~trt worden sind, sind nicht berficksichtigt; 
die Molektile, die aus 0~6 und 018 oder aus 0~6 und O~ 7 bestehen, zeigen 
beide Systeme. (0~)~ und (Oxs)~ mtiBten Intensit/~tswechsel haben, doch 
sind Linien dieser Molekfile als /iuBerst schwach zu erwarten und noch 
nicht gefunden. 3 Eine ernste Schwierigkeit ist das yon ORNSTEIN und 
VAN WYK gemessene Verh~ltnis i :2 in den N~+-Banden (70). Wenn 
das Proton sich wie das Elektron verh/fit, erwarten wir ftir Kerne mit  
gerader Zahl yon Partikeln (die Differenz der Zahl der Protonen und 

Die yon }30~¢HO~FFER und I-IARTECK gew~ihlten Bezeichnugen Para- 
und Ortho-'vVasserstoff beziehen sich auf die bier wesentliche Symmetrie in 
den Kernen. Die Bezeichnung Para- und Ortho-Helinm entspricht der Sym- 
metrie in den Elektronen. 
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Elektronen, also die Kernladung oder Atomnummer ist dann auch 
gerade) eine ungerade Zahl yon Kerntermen, ffir ungerade Partikelzahl 
(ungerade Atomnummer) eine gerade Zahl yon Kerntermen. Der Befund 
bei N scheint dem zu widersprechen (75); vier Kernterme wtirde 5:3 
geben, und das scheint mit den Messungen nicht vereinbar. 

Unter Benutzung der hier angegebenen l~berlegungen kann aus der 
Tatsache, ob bei 27-Termen die ungeraden oder die geraden Rotations- 
zustiinde zum starken System geh6ren, geschlossen werden, ob ein gerader 
oder ungerader Elektronenterm vorliegt. 

5. Atom- und Ionenzust~inde, Atom- und lonenmolekeln. Aus 
den Erfahrungen der Chemiker fiber die Eigenschaften der Verbindungen 
hat  sich die Unterscheidung von Ionenmolekeln und Atommolekel~ ent-  
wickelt. Unter  Ionenmolekeln vers tand man Gebilde, die man znn~chst 
als aus Ionen bestehend ansehen konnte und deren Energie sich ge- 
n~thert aus der Energie der Ionen und ihrer elektrostatischen Anziehung 
berechnen liel3. Die Atommolekeln konnte man nicht im gleichen Sinne 
als aus neutralen A~omen bestebend ansehen; es gelang auch nicht,  
ihre Eigenschaften aus den Eigenschaften einzelner Atome und Kr~ften 
zwischen diesen zu berechnen. Man nahm abet an, dab die Elektronen 
ungef~thr im Verh~ltnis der Kernladungen auf die Umgebungen der  
einzelnen Kerne verteilt sind. DaB eine rechnerische Behandlung der  
Ionenmolekeln (KossEL, BORN und Mitarbeiter, GRI~I~, HERZFELD~ 
FAJANS) so viel leichter mSglich war, lag daran, dab unter den zwischen 
Ionen wirkenden Kr~iften die ColJLOMBschen Wirkungen der Ladungen 
vorherrschten und einem bekannten Gesetz folgten, w~thrend man ffir 
Kr~tfte zwischen Atomen nur unsichere Annahmen machen konnte.  
Immerhin konnte man gewisse Eigenschaften der Atommolekeln durch 
die Annahme gemeinsamer Elektronenpaare usw. (LEWIS, LANGMUIR). 
erld~tren. 

Wir mtissen nun untersuchen, ob die auf Grund der Quantenmechanik 
gewonnene bessere Kenntnis der Molekelterme und ihrer Eigenschaften 
erlaubt, die Unterscheidung in Ionen- und Atommolekeln aufrecht z~ 
erhalten und ob sie eine Definition erm6glicht. Ftir die Definition 
scheinen sich zwei M6glichkeiten zu bieten. Bleiben wir bei zweiatomigelx 
Molekeln, so gehen die Terme des entsprechenden Zweizentrensystems 
fiber in Terme getrennter Atome und in Terme getrennter Ionen. Es. 
liegt der Versuch nahe, Terme, die in solche yon Atomen fibergehen, 
Atomterme oder Atomzust~tnde zu nennen und Terme, die in  solche 
yon Ionen fibergehen, Ionenterme oder IonenzustS_nde zu nennen. Eine 
Molekel w~ire dann eine Atommolekel,  wenn ihr Grundzustand ein 
Atomzustand ist, und eine Ionenmolekel,  wenn ihr Grundzustand ein 
Ionenzustand ist. Leider hat die Zclordnung der Terme des Zweizentren- 
systems zu denen getrennter Atome oder Ionen (wie schon oben betont), 
die unangenehme Eigenschaft, dab die adiabatische Zuordnung oft  
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nicht die physikalisch sinnvolle ist. Vor Aufstellung der theoretischen 
i~lberlegungen fiber die Molekelterme hat  FRAxCI( (22, 24) eine Unter-  
scheidung der NIolekeln auf Grand ihrer Zuordnung zu getrennten Ge- 
bilden versucht, die bisher eindeutige Ergebnisse geliefert hat.  

Eine andere, davon etwas verschiedene Definitionsm6glichkeit ist 
folgende: Ein Zustand einer Molekel heiBt Ionenzustand, wenn Term 
und Eigenfunktion so berechnet werden kann, dab man yon den Eigen- 
funktionen getrennter Ionen ausgeht und in nAchster NAherung die 
Wechselwirkung einffihrt. Er  heiBt Atomzustand,  wenn man yon den 
getrennten Atomen ausgehen mug.  Damit  ist der Umfang der ]3egriffe 
AtomzustAnde und IonenzustAnde natfirlich etwas willkfirlich geworden. 

Eine dritte M6glichkeit ist die, yon IonenzustAnden zu sprechen, 
wenn solche Koordinatenwerte der Elektronen die hAufigsten sind, wo die 
Zahl der Elektronen ill der NAhe der Kerne nicht der Kernladung ent- 
spricht, sondern gleich der Elektronenzahl der Ionen ist. 

Der tiefste I2J~-Term des H~ in Abb. 6 geht dort in einen Atomterm 
fiber. Er  ware nach der ersten Definition ein Atomzustand. Bei geringer 
Kopplung der beiden Elektronen wfirde er in einen Term yon H ÷ +  H -  
fibergehen, er w~tre also ein Ionenzustand.  Es ist durchaus m6glich, 
dab bei einem geeigneten NAherungsverfahren auch ffir die wirklich 
vorhandene Kopplung seine Eigenschaften sich vom Zustand getrennter 
Ionen her annAhern 1ABt [vgl. die Rechnung von GUILLEMIN und ZENER 
(48)1. Was nun die Verteilung der Elektronen anlangt, so hat  er als 
~Zu-Term immer eine gewisse Verwandtschaft  mit  Ionentermen. Es 

ist ~ (xtyzzxx~_ y~ z~) = W (x~ y~ z~ x~yxzi) 

und gl(x~yxz~x~y~z~)=- ~J(--x~--yi- -zI- -x~--y2--z2)  , 

d.h.  kgist Null ffir x~ = - -  x,, y r = - -  y~, z~ = --  z~ und hat groBe BetrAge 
ffir (x~y~z~)=(x~y,z,), d .h .  der Zustand, wo beide Elektronen in der 
gleichen Gegend sind, ist relativ wahrscheinlich. Entsprechend haben 
3~u-Terme immer eine gewisse Verwandtschaft  mit  Atomtermen,  es 
ist k ~ = o  ftir (x~y~z~)=(x,y~z~). 

Dies hat  natfirlich wenig physikalische Bedeutung. B e i  Molekeln 
mi t  ungleichen Kernen wird die Eigenschaft auch mehr verwischt. All 
diese Angaben sollen nur zeigen, dab die Quantenmechanik keine schar/e 
Unterscheidung zwischen Atom- und Ionenmolekeln geben kann. Man 
kann die Begriffe nactl wie vor ffir GrenzfMle gebrauchen, deren die 
wirklichen Molekeln mehr oder weniger entsprechen. 

IV. Mehratomige Molekeln. 
I.  E lekt ronenterme.  Die Behandlung yon 2Vfolekeln mit mehr als 

zwei (k) Kernen kann man in ganz entsprechender Weise angreifen wie 
die yon Molekeln mit zwei Kernen. Man wird versuchen, zunAchst die 
allgemeinen Eigenschaften eines Systems mit k Zentren mit gegebener 
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Ladung und festen aber beliebig w~thlbaren Koordinaten aufzufinden. 
Die Termtypen werden yon den speziellen Symmetrieeigenschaften ab- 
h~tngen. Dann wird man ein robes Termschema entwerfen, indem man 
durch Variation der Zentrenabst~inde das System in zwei getrennte 
Systeme iiberfiihrt, etwa in eines mit k-I Zentren und in ein Atom, 
oder auch indem man durch Vereinigen der Zentren zu einem Atom 
tibergeht. SchlieBlich hat man noch den EinfluI3 yon Schwingung und 
Rotat ion zu untersuchen. 

Allgemeine Termeigenschaften des Mehrzentrensystems erh~ilt man 
durch Betrachtung der Symmetrieeigenschaften. Die Symmetrie in der~ 
Elektronen gibt nichtkombinierende Termsysteme, die nach Zuffigung 
des Spins zu Systemen verschiedener Multiplizit~t ftihren. Die Art der 
Multiplettaufspaltung h~tngt vom besonderen Fall ab. Was die Symme- 
trie des Kra/t/eldes anlangt, so seien nur  einige einfache F~ille erwahnt. 
Liegen die  Zentren auf einer Geraden (vielleicht ftir CO~, CH2, MgCl, 

a ÷ ~ a 

Abb. 7- Beispiel von Termen 
im Mehrzentrensystem. 

usw. geeignet), so erhalten wir genau wie 
frtiher Z-, ~"-, / / - ,  d - . . .  Terme mit der 
Regel AA = o, ± I und fiir die einzelnen 
Elektronen Zweierschalen (o) und Vierer- 
schalen (a, 6 . . . ) .  In allgemeinen F~lten 
erhalten wir nur Zweierschalen. Wenn wir 
z .B .  mit einem Elektron von einem axial- 
symmetrischen Fall ausgehen, wo die Stellen 
tiefer potentieller Energie (Kerne) auf der 

Achse liegen, dann zum wirklichen Fall tibergehen, wo sie nicht auf 
einer Geraden liegen, und von da zu einem anderen axialsymmetri- 
schen Fall, wo die tiefe potentielle Energie auf einer Scheibe senk- 
recht zur Achse sitzt, so erhalten wir das qualitative Schema 
der Abb. 7- Ein Atom d-Term spaltet wegen des ~3bergangs der 
Kugelsymmetrie i n  die Achsensymmetrie in ein o-, ~- und 6-Term 
mit den Gewichten I, 2, 2 auf, wobei a tiefer als ~r und ~r tiefer als 
liegt. Auf der rechten Seite erhalten wit bei Achsensymmetrie clieselbe 
Aufspaltung, aber o liegt h6her als ~r und ~r h6her als 6. Wenn im all- 
gemeinen Fall (in der Mitte) das Kraftfeld eine Symmetrieebene hat 
(bei drei Zentren immer), so k6nnen wir noch Terme, die symmetrisch, 
und Terme, die antisymmetrisch zu dieser Ebene sind, unterscheiden 
(in der Abbildung m i t +  und -- bezeichnet. Solche Systeme mit nur 
Zweierschalen haben als Grundterm bei gerader Elektronenzahl einen 
Singlett-, bei ungerader einen Dubletterm. In Systemen, die nahezu 
Achsensymmetrie haben (vielleicht 03, CO 3, NO 3 . . . ) ,  gibt es zwar nur  
Zweierschalen, abet die Viererschale wird insofern eine Rolle spielen, 
als manchmal zwei Zweierschalen energetisch wenig verschieden sind. 
Einige Systeme (z. B. CH~, S04) lassen sich vielleicht als gen~hert 
kugelsymmetrisch behandeln. Hier s 'nd entsprechend den p- (d)-Schalen 
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des kugelsymmetrischen Falls vielleicht manchmal drei (ffinf) Zweier- 
schalen energetisch benachbart. In allen solchen F~llen ist zu beach- 
ten, dab die Symmetrie der Moleke! in verschiedenen Elektronzu- 
st~nden verschieden sein kann. Die Symmetrie in den Kernen bringt, 
wenn gleiche Keme vorhanden sind, weitere Eigenschaften der 
Terme. 

2. Schwingungs- und Rotafionsterme.  Bei der Behandhang der 
Schwingung kann man bei kleinen Amplituden wie in der klassischen 
Theorie , ,Normalkoordinaten" einffihren und die mit diesen Koordinaten 
z .B .  yon BRESTER (76) gefundenen Ergebnisse iiber Mannigfaltigkeit 
und Kombination fibernehmen. Bei Molekeln mit mehr als drei Kernen 
kommt ein neuer Zug hinein (14). Wenn die Kerne im Gleichgewicht 
eine nicht ebene Anordnung haben, so existieren zwei Gleichgewichts- 
lagen, die sich spiegelbildlich unterscheiden. Die Eigenfunktionen der 
Schwingungen shad entweder symmetrisch oder antisymmetrisch in den 
beiden Koordinatengebieten mit tiefer potentieller Energie. An Stelle 
eines Terms, den man mit Normalkoordinaten und Korrespondenz- 
prinzip erhalten wtirde, erh~lt man zwei Terme, einen im eben genannten 
Sinne symmetrischen und einen antisymmetrischen. Die Tatsache, dai3 
jeder stationAre Zustand im Zeitmittel die Rechts- und die Linksan- 
ordnung enth~lt, dab also jede Rechtsanordnung einmal in eine Links- 
anordnung fibergehen muB und umgekehrt, scheint im Widerspruch 
zu stehen mit der Existenz der optischen Isomeren ohne nachweisbare 
Razemisierung. Macht man aber eine Sch~tzung der Wahrscheinlich- 
keit des 13berganges yon Rechts nach Links und damit der mittleren 
Lebensdauer dieser Zust~nde, so erhAlt man unter in keiner Weise 
extremen Voraussetzungen Zeitr~ume, die gegen alle meBbaren sehr 
groB sind. Prinzipiell erh~it man jedesmal eine yon o verschiedene 
Wahrscheinlichkeit ffir den 13bergang, und wenn man viele Molekeln 
hat, ftir die Razemisierung. Sie unterscheidet sich v o n d e r  thermisch 
bedingten und als chemische Reaktion deutbaren Razemisierung theore- 
tisch dadurch, dab sie auch beim absoluten Nullpunkt der Temperatur  
stattfindet.  

Wenn einige oder alle der Kerne gleich sind, so treten infolge der 
Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen ill dell Kernen neue Be- 
sonderheiten auf. AuBer dem einfachen Fall N H  3 (14) sind sie fiir 
Molekeln vom Typus CH 4 und Tetraederform yon ELERT (77) unter- 
sucht. In N H  3 sind an einer Stelle, wo nach der klassischen Theorie 
nur eine Schwingungsfrequenz zu erwarten ist, zwei gefunden. 
Sie werden yon BARKER (78) mit HiKe eines in den beiden Gleich- 
gewichtslagen symmetrischen und eines antisymmetrischen Terms 
gedeutet. 

Bei der Behandlung der Rotationsstruktur kann man, wenn die 
E!ektronenbewegung keinen Gesamtdrehimpuls hat (manchmal kann 



176 F. Hund: 

ein Spindrehimpuls vernachl/issigt werden), die Molekel zun/ichst als 
starren K6rper behandeln. Ffir den Fall des symmetrischen KreiseJs 
haben DENNISON, t(_RONIG, REICHE und RADEMACHER die Termstruktur  
angegeben, flit den unsymmetrischen WITiVIER, L0-TGEMEIER und mit  
einer strengen Methode •RAMERS und ITTMANN (79). 

Der Einflu[3 gleicher Kerne ist, auBer dem einfachen Fall N H  3 (14), 
bei Molekeln vom Typus C H  4 und Tetraederform yon EI_ERT (77) unter- 
sucht. Bei der Behandlung der Intensit~ten bei solchen Molekeln mit 
H-Kernen ist die Annahme des Protonenspins wesentlich. Die Her- 
stellung einer Beziehung zwischen der empirischen Rotationsstruktur 
der CH4-Banden und den theoretiscben Erwartungen bei Tetraeder- 
s t ruktur  ist noch nicht gelungen. GUILLEMIN (80) versucht die Banden 
mit einer anderen Form der Molekel zu erkl~ren, doch ist dann das 
fehlende elektriscbe Moment der Molekel nicht verst/indlich. 

Was die Frage nach der Gestalt der mehratomigen Molekeln anlangt, 
so ist noch keine Methode gefunden, die bei Molekeln, die man nicht 
als aus Ionen bestehend ansehen kann, ohne ganz mtihsame Rechnung 
zum Ziel ftihrt. 

V. Chemische Bindung. 

I. Gesichtspunkte. Zwei oder mehr Atome oder Ionen k6nnen eine 
Molekel bilden, wenn die Energie der fertigen Molekel geringer ist als 
die Summe der Energien der Bausteine. Die Frage, ob dies bei be- 
stimmten gegebenen Atomen der Fall ist, kann durch eine im allgemeinen 
sehr mfihsame Rechnung entschieden werden. Die Rechnung ist z. ]3. 
in dem einfachen Fall der H=-Molekel-ausgeffihrt, zuerst yon HEITLER 
und LONDON (83). 

Wenn wir ein Verst~hndnis der ehernischen Bindung  suchen, so sind 
wir mit der M6glichkeit einer solchen Rechnung nicht zufrieden. Wir 
fragen nach Bedingungen, deren Erffilltsein einen positiven Ausfall der 
Rechllung erwarten l~[3t. Vielleicht sind mehrere Merkmale zu beachten, 
die einander entgegenwirken k6nnen; dann ist es vielleicht im Einzelfall 
schwierig vorherzusagen, ob eine Molekel gebildet werden kanll; trotz- 
dem k6nnen wir dann yon einem qualitativen Verst/indnis der Bindung 
sprechen. 

Ein Merkmal,. das mit der chemischen Bindung zusammenh~ngt, 
zeigt der Vergleich der Termschemata der dell Molekeln H~ und H e l l  
entsprechenden Zweizentrensysteme. Der Grundterm -con H + H spaitet 
in zwei Terme auf, yon denen der eine zwei Elektronen in gleichen 
Isa-Bahllen hat und beim Zusammenffihren der Keme in den IS = ~S- 
Grundzustand des He fibergeht, der andere geht in einen fast 20 Volt 
h6heren Term fiber. W~r vermuten den Termwert  des ISa  ~ xzU-Grund- 
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zustandes im Zweizentrensystem (gerechnet vom ionisierten Zustand 
aus) gr6ger als in H +  H (yon H +  H + aus). Der KreisprozeB 

D'  
H~+ --~ H + H+ 

T 
3 13,5 

H2 ~ - H + H  
D 

l~iBt die Dissoziationsarbeit von H2 gr6Ber als die yon H2 erwarten. In  
derTat ,  es ist D'---- 2, 7 und D =  4,4 Volt. Im entsprechenden KreisprozeB 

D'  
Hell+ ~- He + H+ 

/ I3,5 

Hel l  -,.He + H 
D 

erwarten wirJ  ~ 13, 5, da der Grundterm von He + H in den Grundterm 
yon L i m i t  geringerem Termwert  tibergeht, er spaltet nicht auf. Daraus 
folgt D ~ D', wahrscheinlich wesentlich kleiner, so dab ein positiver 
Wert  von D zweifelhaft ist. Die Ursache fiir das kleine J ist der Um- 
stand, dab das dritte Elektron, das vom H-Atom kommend zu den 
zwei He-Eiektronen tritt ,  nicht in djeselbe Quantenbahn kommen kann. 

Gegen die Abschtitzung yon Termwerten im  Zweizentrensystem oder 
in der Molekel durch Vergleich mit  den Termen des Atoms, das durch 
Zusammenschieben der Kerne entsteht,  l~igt sich ein Einwand erheben. 
Die Reihenfolge der Terme fiir gr613ere und mittlere Zentrenabst~inde 
braucht,  wie z. B. die Rechnung von MORSE und STUECKELBERG (J4) 
beim H~ + zeigt, nicht zwischen der Reihenfolge bei getrennten Atomen 
und der Reihenfolge bei sehr nahen Zentren zu liegen. Beim H~ + ist 
der lineare Starkeffekt des H-Atoms die Ursache ftir die Termlage bei 
gr6geren Zentrenabstttnden. In allen Fallen, wo wir nicht H-Atome 
auf der einen und Ionen auf der anderen Seite der 3Iolekel haben, f~tllt 
dieser Grund fort. Ob es Fttlle gibt, wo die empirische Termordnung 
grob yon der dutch Interpolation gewonnenen theoretischen abweicht, 
bleibt abzuwarten. 

In  unseren Beispielen sehen wit: Die Bindung zweier H-Atome und 
die mangelnde (oder geringe) Bindung eines He- und eines H-Atoms 
entsprechen der tiefen Energie des Grundzustandes bei einem Atom 
mit  zwei Elektronen und der (vom Ion aus gerechneten) h6heren Energie 

Ergebnlsse der exakten Naturwissenschaften. VIII. I 2  
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bei einem Atom mit drei Elektronen. Ei,t~ Umstand, der bei Ha z~tr Bindung 
[iihrt, scheint der zu sein, daft Elektronen, die vorher versclziedenen Alome~ 
angeh6rten, in die gleiche Elektronenschale kommen. Im Zweizentren- 
system, das der HeH-Molekel entsprechen wtirde, bleiben zwar die zwei 
Elektronen des He-Atoms ~tquivalente Elektronen, das dritte abet 
kommt in eine h6here Schale. Ftigen wir zu einer H2-Molekel noch 
ein/-/-Atom hinzu, so kann das neue Elektron auch nur in einer h6heren 
Schale gebunden werden. Wir k6nnen damit die Tatsache verstehen, 
dab sich H2-Molekeln bilden, aber keine H3-Molekeln. Das Bindungs- 
bestreben eines H-Atoms wird durch das zweite H-Atom abges~ittigt. 

Den erw:ihnten Zusammenhang zwischen chemischer Bindung und 
der Mtigtichkeit ~iquivalente Elektronen zu erhalten, haben zuerst 
HEITLER und LONDON (53) beim H2 studiert. Beide haben auch ver- 
sucht, allgemeinere Merkmale ftir das Auftreten der Bindung zu linden 
(81, 82). LONDON hat dabei gezeigt, dab sich eine qua~#enmechanische 
Deutung des Valenzbegri//es geben lttl3t, d .h .  es l~iBt sieh ein System 
yon Eigenschaften der Terme getrennter Atome aufstetlen, das gerade 
die Eigenscha/ten des empirisch entstandenen Begri//ssyslems der Che- 
miker hat, das mit dem Wort Valenz bezeichnet wird. Wesentlich an 
dem letzteren ist, dab die Valenz eine dem einzelnen Atom zukommende, 
von den anderen Partnern unabh~ingige Eigenschaft ist, die dutch eine 
ganze Zahl (wenn wir yon der sogenannten Elektrovalenz absehen, 
durch eine nicht negative ganze ZahI) bezeichnet wird, und dab Valenzen 
sich gegenseitig absXttigen. 

LONDON zeigt zunachst nur  das Entsprechen gewisser quanten- 
mechaniseher Eigenschaften und der chemischen Valenzen. Wenn wir 
seine Ergebnisse in unsere energetischen Betrachtungen eingliedern 
wollen, so mtissen wir versuchen, Merkmale anzugeben, die (vielleieht 
wenn nicht andere Merkmale ihnen entgegenwirken) eine Bindung er- 
warren lassen und die (stets, oder unter  gewissen Einschrttnkungen) zu 
LONDONS Ergebnissen ftihren. 

Gtinstig fiir chemische Bindung sind die F~tlle, wo das vereinigte 
Gebilde (Mehrzentrensystem, Molekel) mSglichst nur abgeschlossene 
Schalen hat und die getrennten Atome unvollst~tndige AuBenschalen 
haben. Gfinstig sind abet auch die F~ille, wo der Term der getrenn- 
ten Atome stark aufspaltet. Beide Merkmale gehen manchmal parallel, 
aber nicht immer. 3Ian kann also die Tatsache der Unvollstandig- 
keit in den Vordergrund stellen oder aber die Tatsache, dab der Term 
zweier Atome beim N:ihern der Kerne aufspaltet. Je gr61?er die Zahl 
der Komponenten ist, desto mehr ist Aussicht vorhanden auf einen 
tiefliegenden Molekelterm. Wir schematisieren jetzt etwas und sagen, 
dab die M~glichkei~ der Au/spaltung des Tern~s getrem~ter Atome ei~ 
Merkmal ist, das die Bindung begi~nstigt. Die Aufspaltung kann her- 
r/ihren vom Wegfall der Entar tung  beim ~)bergang yon der Kugel- 
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symmetrie des Atoms zur Achsensymmetrie der Moleket (Richtungs- 
entartung) oder vom Wegfall der Entartung,  die getrennte Systeme 
mit gleiehen Partikeln haben (Austauschentartung). Unter Beriick- 
sichtigung der Austauschentartung allein erhalten wir unter verein- 
fachenden Annahmen fiber die Termstruktur  die I.oNDoxsche Deutung 
der Valenz, unter allgemeinen Annahmen fiber die Termstruktur  
einige Ab~tnderungen. 

Bei allen diesen Betrachtungen ist die Zahl der Elektronen der 
Partner das wesentliche. Weitergehende Betrachtungen h~ttten den 
Einflul3 der Kerne (gleiche oder ungleiche, Bl6glichkeiten der r~tum- 
lichen Anordnung) zu studieren, den Einflul3 der r~tumlichen Ausdehnung 
der Elektronenhtille (Polarisierbarkeit) zu studieren. 

2. Der EinfluB der Anzahlen der E l e k t r o n e n - -  Londons quanten-  
meehanische Deutung des Valenzbegriffs. Die Analogie zwischen 
dem Valenzbegriff der Chemiker und dem Verhalten der Termschemata 
von Mehrzentrensystemen studieren wir zun~tchst an einem etwas ver- 
einfachten Fall. Die getrennten Atome sind Gebilde mit s-, p-, d-Elek- 
tronen. Das 5Iehrzentrensystem soil keine durch raumliche Symmetrie 
bedingten Entartungen haben, also nur Zweierschalen (a-, f l - . . .  Elek- 
tronen). Ffir nicht zu groge Kopplung zwischen den Elektronen gibt 
dies im Grundzustand bei gerader E!ektronenzahl nur abgeschlossene 
Schalen und Singuletterme (wir schreiben ~ T), bei nngerader Elektronen- 
zahl nur Dubletterme (~T). Wir betrachten zun~chst das Zusammen- 
treten yon zwei Atomen. Sie seien, um die Richtungsentartnng vor- 
l~tufig zu vermeiden, beide in S-Zust~tnden. [~! 

Wenn eines oder beide Atome in einem ~S-Zustand sind, so findet 
beim Zusammenfiihren der Kerne keine Aufspaltung stat t ;  in allen 
anderen F~tllen spaltet der Term auf. Notwendig und hinreichend 
ftir die Aufspaltung ist also eine yon I verschiedene 3Iultiplizit~it, 
un des  liegt nahe, die l~Iannigfaltigkeit der Aufspaltung grob qualitativ 
durch die ~lultiplizit{tt zu messen. Wit  definieren mit Lo~'DON die 
Valeuz eines Atoms im Grundzustand durch die um I verminderte Multi- 
plizit~t (dnrch die Zahl der in der Eigenfunktion nicht symmetrisch 
verknfipften Elektronen). Beim Grundzustand ist sie um I gr6ger als 
die Zahl der Elektronen in niehtabgeschlossenen Schalen oder als die 
Zahl der ,,Lficken" in den nicht abgeschlossenen Schalen. Wenn wit 
auch andere als S-Terme zulassen, so wird die Aufspaltung zwar weit- 
gehend, aber nicht vollst~tndig durch die NIultiplizit~t bestimmt. 

Wenn zwei Atome mit gleicher Multiplizit~tt zusammentreten, so ist 
unter  den durch Aufspaltung entstehenden Termen mindestens ein 
Singletterm. Unter der Annahme, dab das vereinigte Gebilde nur 
Zweierschalen hat, ist sein Grundterm ein Singuletterm; er dfirfte also 
aus den Grundtermen der getrennten Atome entstehen. Die fertige 
lX{olekel erMlt also die Valenz Null, die Valenzen der Atome werden 

I2" 
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abges~ttigt. Ftigen wir zu dieser Moiekel ein nenes Atom zu, so erhalten 
wir keine Termaufspaltung, also nach unserer Verabred~mg keine Ver- 
antagung zu neuer Bindung. 

Wenn zwei Atome mit ungleicher Multip!izitat zusammentreten,  so 
kann kein Singnletterm entstehen. In dem vereinigten Gebilde ist (unter 
der Voraussetztmg, dab es nur Zweierschalen gibt) der Grundterm ein 

T oder ~T. Bet gerader Elektronenzahl lieat der tiefste Triplet term 
h6her als der Grundterm, da ein Triplet term mindestens zwei, der 
tiefste Triplet term wohl genau zwei Elektronen in nicht abgeschtossenen 
Schalen hat. Entsprechend erwarten wir den tiefsten Quintetterm noch 
h6her usw. Bei ungerader Elektronenzahl erwarten wir den tiefsten 4T 
h~her als den Grundterm, den tiefsten 6T noch h6her. Von den aus 
den betrachteten Atomen entstehenden Molekeltermen erwarten wir 
den als tiefsten, der die kleinste mit  den Atomtermen vertr~igliche 
Multiplizittit hat.  Die ist aber um I gr6Ber als die Differenz der Multi- 
plizit~iten der Atomterme, d. h. die ,,Valenz" der fertisen Molekel ist 
gleich der Differenz der zusammentretenden Atome. Wir haben also 
wieder das, was der Chemiker Abs~ittigung nennt. 

In diesem Begriffssystem sind im Grundzustand die Alkalien und 
Halogene einwertig, ebenso B und Al. Die Erdalkalien sind nullwertig, 
C, Si sind zweiwertig, 0, S ebenfalls, N ist dreiwertig. Die empirische 
Vierwertigkeit yon C muB man entweder dutch einen h6heren Quintett-  
zustand des C-Atoms deuten oder auf andere Bedinsungen ftir die 
Bindung zurtickfiihren. Vom tiefsten Quintet term des C-Atoms er- 
warten wir r s  ~ 2s 2p 3 5S. Da in der zweiten Periode des Systems der 
Elemente der Unterschied in der Bindung der ~iuSeren s- und p-Bahnen 
noch nieht so sehr groB ist, so dtirfte dieser Term nicht allzuhoch tiber 
den tiefen Termen i s  -~ 2s ~ 2p ~ 3p, ~D, ~S liegen; er ist spektroskopisch 
nicht bekannt.  HEITLER und HERZBERG haben gezeigt, dab die Kon- 
vergenzstelle der Schwingungsterme des Grundzustandes ~-Z der CN- 
und N~-Molekel nicht zwei getrennten Atomen im Grundzustand ent- 
spricht;  mindestens eines der Atome muB angeregt sein, HEITLER und 
I--IERZBEF.G vermuten N im Grnndznstand *X und C bzw. N + im Zustand 
I s  ~ 2s 2p 3 5S (83). 

Die allsemeine mehratomige Molekel dtirfte unserer Voraussetzung 
entsprechen, dab es nur Zweierscha!en gibt. Bei zweiatomigen Molekeln 
jedoch haben wir die a-, ~ - . . .  Viererschalen und erwarten daher Ab- 
weichungen yon dem einfachen yon LoNDo~r skizzierten Verhalten. 
:r ~ kann auBer abgeschlossenen Schalen auftreten und ]iefert einen 
3Z-Grundterm. Es kann aus zwei Atomen gleicher Valenz eine Molekel 
mit  zwei unabges~ttigten Valenzen entstehen. Dies ist beim 0~ del 
Fall. Die ~olekeI w~re 

0 - - - - 0  
I I 
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zu schreiben, der Grundterm kann bei Zuftigung eines neuen Atoms 
noch aufspalten. Viel!eicht ist so die Bildung yon 03 zu verstehen. 
Wenn wir die Moleketn CH, C[-[:, C H  3, C H  4 ansehen und vom Grund- 
zustand des C ausgehen, so erwarten wit bei CH als Grundterm 
~2 o~ o~. a s / I ,  also Abs~tttigung einer der beiden C-Valenzen; bei CH~ 
erwarten wir, wenn die Kerne auf einer Geraden liegen, a 2 a 2 a" 7~ ~ 327, 
also keine Absttttigung der noch tibrigen einen Valenz yon CH. CH,  hat  
jetzt zwei Valenzen, eine wird im C H  3 abgestittigt, die zweite im C H  4. 
So k6nnte man auch die scheJnbare Vierwertigkeit des C verstehen. 

t3isher haben wir nie auf die genauere Lage der Terme in der Molekel 
oder im Mehrzentrensystem geaehtet;  wir haben nur die M6glichkeiten 
abgeschlossene oder nieht abgesehlossene Schale beaehtet.  Es ist aber 
m6glich, dab verschiedene J~!ektronensehalen sicb energetisch wenig 
unterscheiden, wie etwa im Atom die s- und p-Sehale, die zur gleichen 
,,Aehter"schale geh6ren. Z .B.  kSnnte bei ziemlieh kugeligen Molekeln 
wie CH 4 auch die Achterschale, d .h .  die Hauptquantenzahl ,  eine Rolle 
spielen, und die Vierwertigkeit des C besteht dann darin, dab es vier 
Elektronen ill der tiuBeren Achterschale hat und dab anch vier Elektronen 
zur vollen Aehterschale fehlen. 

3. Andere Merkmale,  die die Bindung begiinstigen. Bei der Ver- 
kniipfung der LONDONsehen Deutung der Valenz mit unserer energeti- 
sehen Betrachtung haben wir einseitig das Gewicht auf bes t immte 
Merkmale gelegt, auf die M6gliehkeit der Aufspaltung des Termes der 
getrennten Gebilde (als die Bindung begtinstigend) und die Abh~ingig- 
keit der Termstruktur  der Molekel von der Elektronenzahl (als die Ab- 
s~ittigung bestimmend). Nattirlich k6nnen noch andere Eigenschaffen 
die Bindung begiinstigen. 

Sind' beide Partner  geladen, also Ionen,  so sind die elektrostatischen 
Krtifte zwisehen den Ladungen das wesentliche. Durch sie kann der 
Term getrennter entgegengesetzt geladener Ionen (etwa N a  + und Cl-) 
beim Zusammenftihren so erniedrigt werden, dab er tiefer kommt  als 
der Term, der von den neutralen Atomen ausgeht. So haben friiher 
KOSSEL u.a .  eine groBe Zahl yon Verbindungen gedeutet. Und die 
i3berlegungen bleiben gtiltig, nur  dab man jetzt  viele Verbindungen 
auch als Atombindungen deuten kann, die man frtiher versuchte als 
Ionenbindungen aufzufassen. 

Was die Terme des vereinigten Gebildes anlangt, so kam es bei 
LONDON auf die Symmetrie in den Elektronen an, d .h .  die I_age der 
Knoten im Raume der Elektronenkoordinaten.  Die Lage der Knote~. 
relativ zu den Ke~'nen wird natiirlich auch wesentlieh sein. Die beiden 
tiefen Terme des H~ in HEITZERS und LONDONS Rechnung ~Zg and 3X, 
unterscheiden sich nicht nnr durch ihre Symmetrie  in den Elektronen, 
sie haben auch verschiedene Symmetr ie  in den Kernen. Betrachten wir 
die yon n = I, n = 2  des Systems H +  H ausgehenden H-Terme,  so sind 
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in unserem Schema (Abb. 6) und in der Rechnung yon KESIBLE und 
ZENER (57) diejenigen zur Bindung begtinstigt, deren Eigenfunktion 
keinen Knoten .,zwischen den Kernen"  haben, die H,,-Terme. 

Bei den bisherigen Gesichtspunkten (auBer der Ionenbindung) haben 
wir typisch quantenmechanische Effekte (Aufspaltung, Symmetrie in 
den Partikeln) beachtet.  Es ist die Frage, wie weit auch ohne sie Atome 
zusammenhalten wfirden. Zuntichst wissen wir, dab auch Stoffe, deren 
Atome oder Molekeln auf Grund der bisherigen Betrachtungen nicht 
zur Bindung geeignet erscheinen, verfKissigt werden k6nnen. Es mtissen 
also (mindestens schwache) Anziehungskr~tfte vorhanden sein. Es ist 
anzunehmen, dab Atome eventuell Gebilde aus einem Kern und einer 
Wolke negativer Ladung auch vom Standpunkt  der klassischen Physik 
zusammenhalten.  Zur Abschtttzung, welcher Anteil der wirklichen 
Bindungsenergie schon auf diese Weise erkl~irt werden kann, sind noch 
keine einfachen Methoden ausgearbeitet  worden. 

4. Bindung im Kristall. Die angegebenen Gesiehtspunkte lassen 
zwar erwarten, dab auch die Festigkeit der Kristalle aus dell quanten- 
theoretischen Eigenschaften der Atome oder Ionen verstanden werden 
kann. Doch gibt es keinen einfachen \Veg, die Energien der Kristalle 
zu sch~ttzen, auBer bei Ionengittern. 

Benutzt  man nur den Gesichlspv,~kt der ValeJzz, so bekommt man 
tiberhaupt keine Kristalle. Zwei H-Atome halten zusammen, aber mehr  
h6chstens lose. In der Tat  ist das Wasserstoffgitter ein Molekelgitter, 
in dem die festen H~-Partikel lose zusammenhalten.  Bei Atomen, deren 
Grundterm nicht nur s, sondern auch p- oder d-Elektronen enthalten, 
t r i t t  die Abs~tttigung erst bei mehratomigen Molekeln ein; aber stets 
kommt  nach Zuftigung einer endlichen Zahl yon Atomen real der Singlett- 
term. Es mfissen also beim Bau der festen K6rper die anderefi Merk- 
male ffir Bindung wesentlich werden. Es ist anzunehmen, dab die 
Symmetrieverh~iltnisse der Eigenfunktionen in den gleichen Kernen 
(Zentren eines Vielzentrensystems) eine wesentliche Rolle spielen. 
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V o r b e m e r k u n g  zur  D a r s t e l l u n g .  
Bei den im Folgenden wiedergegebenen Kurven des Wirkungs- 

querschnittes (WQ) ist stets aufgetragen: 
A u f  d e r  Abszisse die  G e s c h w i n d i g k e i t  d e r  s o n d i e r e n d e n  E l e k t r o n e n  

g e m e s s e n  in  ]/Volt. E i n  Vo l t  i s t  d a b e i  d ie  E n d g e s c h w i n d i g k e i t ,  d ie  e in  

u r s p r i i n g l i c h  au f  d e r  n e g a t i v e n  P l a t t e  e ines  K o n d e n s a t o r s  r u h e n d e s  

E l e k t r o n  e r l ang t ,  das  b e i  I Vo l t  P o t e n t i a l d i f f e r e n z  d e r  K o n d e n s a t o r -  



I86  E. BRt;CHE: 

platten zur positiven Platte hinfiberfLiIlt. Zahlenm~iBig gilt far den fJber- 
gang zur iiblichen Geschwindigkeitsangabe: I [Volt = o:6o • lO 8 cm/sec. 

Auf der O r d f ~ z a t e  der gesamte Wirkungsquerschnitt aller Gasmole- 
keln, die sich bei dem Druck yon I m m  Quecksilbers~iule und o" C 
in I cm3 Gas befinden. Er wird angegeben als Fl~iche pro Volumen- 
einheit in cm2/cm 3. Von dieser Gr6Be gelangt man zum mittleren Wir- 
kungsradius einer Molekel in A E  mittels der elementaren Formeh 

- / - .  . G i n  ~: 
Wirkungsradius in ~iE = G3o I' \~,lrkungsquerschnttt in cm s. 

Wir werden im allgemeinen das in Abb. IC dargestellte Diagramm 
benutzen : 

o ¢ 2 3 4 s s 7 l/in tP3K 

0 t"108 2 "t08 3"108 4"¢0 a v in cm/sec 

Geschwindigkeifs-Umrechnun 9 w O, 60-~Oa- V 

A b b .  z a. 

crn ~ 
0 20  40 GO 80 100 "120 140 ~wirk/r/ 

0 1.10 -8 2.10 -a 3.10 -a Pw/r#/n cm 

Oimensions-Umrecl;nung G, irk " O, 30. lO-a" ~Owirk 

Abb. z b. 

c~z 
cnz 3 

120 

g~ 

o) 
EleHrmmyeschwindzghe# 

A b b .  i c. 

Einleitung. 
Unter den modernen Entwicklungsrichtungen der experimentellen 

Wirkungsquerschnitts-Forschung ist es_ eine, welche fiber das allgemeine 
theoretisch-physikalische Interesse hinausgehend einen praktisch-chemi- 
schen Nutzen zu bringen verspricht. Es  ist das die Lehre von den Zu- 
sammenh~ingen zwischen Wirkungsquerschnitt  und Molekelbau. Nach 
den auI diesem Gebiet bereits erzielten Ergebnissen scheint sie sich zu 
einem brauchbaren Hilfsmittel der Atomchemie, im besonderen der 
neuesten, auI physikalische Systemat ik  der chemischen Verbindungen 
hinzielenden Bestrebungen zu entwickeln. 

Wenn auch die gesicherten Ergebnisse der neuen 5Iethode noch sp~tr- 
lich sind, so wird es doch ntitzlich sein, schon jetzt  einen Oberblick 
zu geben, um so mit diesem entwicklungsf~higen Gebiet bekannt  zu 
machen und vielleicht auch zu intensiverer Bearbeitung anzaregen. Die 
Atomchemie ist selbst noch stark in den Anf~ngen ihrer Entwicklung, 
neue experimentelle Hilfe kann ihr daher nur erwfinscht s e i n . -  Diese 
Orientierung des Berichtes bedingt eine welter gehende Heranziehung der 
entsprechenden atomchemischen Literatur,  als es in den mehr physika- 
lisch orientierten Originalarbeiten bisher geschehen ist. Hier sind es im 
besonderen die Arbeiten von H. G. GRIM.~Z und seine Zusammenstellungen 
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im Handbuch der Physik (52) ~, die wertvolles atomchemisches Problem- 
und Vergleichsmaterial liefern 2. 

Den ~tuBeren AnlaB zu dieser Zusammenfassung gab ein Vortrag, 
den ich im Januar dieses Jahres im Rahmen der Ges. ftir techn. Physik 
zu Mannheim ftir die Herren der I. G. Farbenindustrie gehalten habe 
und der die damatige Kenntnis im Zusammenhang darstellteL In- 
zwischen ist manches neue experimentelle 3Iaterial erhalten worden, 
das bier - - d i e  Hauptver6ffentlichungen liegen teilweise noch nicht 
v o r -  erstmalig verarbeitet wird. Ebenso werden hier die KOLLATtI- 
schen Reflexionskurven erstmalig zur Unterstiitzung der aus den Wir- 
kungsquerschnittskurven gezogenen Schltisse herangezogen 4. 

Seiner Anordnung nach zerf~tllt der Bericht in drei Teile. Zun~ichst 
wird nach einer kurzen mOglichst anschaulchen Darstellung der Son- 
dierungs-Grundvorg~tnge und ihrer experimentellen Erfassung (Teil I) 
geschildert werden, wie die schon frtihzeitig aufgetauchte Vermutung 
yon den Zusammenh~tngen zwischen Wirkungsquerschnitt und B{olekel- 
bau erst vor einigen Jahren best~ttigt werden konnte (Tell II). Dann 
wird die Reihe bereits bearbeiteter Probleme atomchemischer Natur 
besprochen und ein Ausblick auf weitere Anwendungsm6glichkeiten ge 
geben werden (Teil III) .  

I .  D i e  M e t h o d e  d e r  S o n d i e r u n g .  

Bee in f lussung  der  Sondene lek t ronen  durch  die Molekeln und 
die begriff l iche und exper imente l l e  Er fassung  der  Beeinflussung.  

Grundvorgang der Sondierung. Zur Veranschaulichung der Wechsel 
wirkungsvorg~tnge zwischen Molekel und Elektron wollen wir uns das 
Elektron als eine r~iumlich sehr stark konzentrierte, sozusagen punkt- 

Ziffern in I<lammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am 
SchluB der Arbeit. 

2 Anmerkung bei der Korrektur. Man vergleiche auch die w~thrend des 
Drucks dieser Zusammenfassung erschienene Arbeit yon H. G. GR~.~I~: Zur 
Systematik der chemischen Verbindungen vom Standpunkt der Atom- 
forschung, zugleich fiber einige Aufgaben der Experimentalchemie (6o). Diese 
Arbeit bedeutet ftir die eingangs genannten Bestrebungen einen erheb- 
lichen Schritt vorw~rts. 

I)er Bericht wurde zum Anfang Juni in I)ruck gegeben, kann also 
nur ein organisches ]gild der I<enntnis bis zu diesem Zeitpunkt geben. Doch 
ist es dutch weitgehendes Entgegenkommen des Verlages m6glich geworden, 
die neuesten Ergebnisse, so die Arbeiten y o n  RAMSAUER-KOLLATH, HOLTS- 
I~I.-kRK, GRI,~XSI und Messungen des Verfassers zu berficksichtigen oder doch 
wenigstens zu erw/thnen. 

4 Zur Erg~inzung vergleiche man den Vortrag C. RAMSAUERS von der 
Hamburger Physikertagung (21) 2, in welchem ein l~berblick fiber die allge- 
meine Entwicklung der Wirkungsquerschni~ts-Forsehung gegeben und in 
grol3en Zfigen die Reihe der modernen Probleme und unsere Kenntnis yon 
ihnen skizziert ist. 



i88 E. BROCHE: 

f6rmige negative Ladung und die Molekel als ein mit einem schnelI 
in der Entfernung abklingenden Kraftfeld umgebenes Planetensvstem 
vorstellen~. Fliegt nun ein Elektron an einer Molekel in sehr grol3er 
Entfernung vorbei, so werden wir keine Einwirkung auf das Elektron 
feststellen. Wir sprechen yon ,,freiem Durchgang", wie es Abb. 2 an- 
gibt. Ein geeignet nahe an der Molekel vorbeifliegendes Elektron da- 
gegen wird eine Beeinflussung erfahren. Es wird ftir den Beo- 
bachter, der den Vorgang nicht im einzelnen verfolgen kann, sondern 
nur den Endeffekt der Beeinflussung erkennt, so sein, als ob das Elektron 
mit einem ausgedehnten K6rper zusammengestogen sei. Man wird also 
yon einem Zusammenstol3 sprechen. Es liegt nahe, diese St6f3e wie in der 

k 

Abb. 2. Die M6glichkeiten der Wechselwirkung 
zwischen Elektronen und Gasmolekeln. 

dem ein Geschwindig- 
keitsverlust von o bis zur vollst~indigen Abbremsung ( , ,Absorption")  ~ 
ohne oder mit Richtungs~nderung. 

Wirkungsquerschni t t  als Sondierungs m6glichkeit.  Findet aber ein 
, ,Zusammenstol3" zwischen dem punktf6rmigen Elektron und der 
Molekel start, so wird man der Molekel eine gewisse Gr613e, eine Wir- 
kungsgr6Be bzw. einen Wirkungsquersehnitt 3 (7) zuschreiben k6nnen. 
Der WQ einer Mo!ekeI ist also der Querschnitt einer um die MolekeI 
gedachten Kugel, welche die Molekel beim Elektronenstol3vorgang ver- 
tritt. Kaum der Erw~ihnung bedarf es, dab es sich hierbei natfirlich 
um einen mittleren Wert handelt, Xhnlich wie bei den gaskinetischen 

, Diese Vorstellung entspricht zwar nicht heutiger Anschauung, die das 
Elektron gerade als ,,verschmiert" ansieht, hat aber den Vorzug der An- 
schaulichkeit, worauf es bei diesem 121berblick atomchemischer 1Richtung 
mehr ankommt. 

Ob wir hierbei dem Mechanismus nach noch feinere I2nterschiede be- 
rficksichtigen mfissen: ,,Refiexion" und ,,Diffusion" oder ,,Geschwindigkeits- 
verIust" und ,,Festhaltung" kann hier undiskutiert bleiben. 

3 Wirkungsquerschnitt, yon jetzt ab in Abktirzung ~VQ. 

Mechanikzu untertei- 
ien in elastische und 
unelastische St613e, je 
nachdem, ob der 
Energieverlust des 
Elektrons gleich oder 
gr6Ber ist, als kS den 
StoBgesetzen ent- 
spricht. Beim elasti- 
schen Stol3 wird eine 
Richtungs~tnderung 

des Elektrons yon o 
bis 36o o auftreten 
k6nnen, beim unela- 
stischen StoB auBer- 
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Begriffen der mittleren freien Wegl~tnge oder der mittleren Molekular- 
geschwindigkeit. Dieser ,,WQ der Gasmolekeln gegentiber Elektronen" 
entspricht dem gaskinetischen Querschnitt, der in diesem Sinne als ,,WQ 
der Gasmotekeln gegentiber gleichartigen Gasmolekeln" aufzufassen ist i. 
Die Bedeutung des WQ gegentiber Elektronen ist indessen wesentlich 
weitgehender, denn das Elektron ist eine viet feinere Sonde, als die 
gleichartige Gasmolekel. Auch in anderer Beziehung ist der WQ yon 
gr613erer Bedeutung, denn w~thrend wir bei der Gasmolekel auf die 
nattirliche gaskinetische Geschwindigkeit angewiesen sind, ist die Ge- 
schwindigkeit des sondierenden Elektrons fiber viele Zehnerpotenzen 
der Geschwindigkeit w~ihlbar. Wir erhalten nicht nur einen Punkt,  
sondern eine Kurve, die WQ-Kurve. 

Wie k6nnen wir nun diesen WQ tats~tch!ich messen? Die M6glich- 
keit, einzelne Elektronen in verschiedenem Abstand an einer 3{olekel 
vorbeizuschiegen und zu beobachten, yon welchem Abstand an sie 
beeinflul3t werden, besteht nat(irlich nicht. Wir brauchen aber nur 
statt  einzelne Elektronen an einer Molekel vorbeizuschieBen, eine meBbar 
groBe Elektronenschar durch einen mit vielen Molekeln erfiillten Gas- 
raum zu senden. Von der hineingesandten Elektronenanzahl Jo kommt 
die Anzahl f unbeeinflugt durch den Gasraum hindurch. Zwischen den 
beiden Anzahlen gilt die auf CLAUSIUS und LENARD (2 S. 737) zurtick- 
gehende Beziehung : 

: = 7 o  - c - x , - .  ~,,i~k, 

wobei qwirk den gesuchten mittleren WQ einer Molekel und N die An- 
zahl der Molekeln in demjenigen Raume bedeutet, der yon dem Elek- 
tronenstrahl bei I cm ~ Strahlquerschnitt durchstrichen wird. Etwas 
anders geschrieben lautet die Formel: 

: = Jo " e--Qwirk'l ': .  

Darin ist - -  und diese Bedeutung soll der WQ schlechthin k~nftig 
haben - -  Q w i r k  der gesamte WQ s~tmtlicher in I cm 3 bei dem Druck 
yon I mm QuecksilbersXule befindlichen Molekeln, w~thrend p den 
Gasdruck und l die L~inge des Strahlweges bedeutet. 

Der bekannteste der Apparate, die zur Durchftihrung solcher Mes- 
sungen dienen, ist das in Abb. 3 nacb Abnahme der Verschlul3kappe 
schematisch und photographisch dargestellte R.~:~sauxR-K~tstchen (8). 
Der yon der ZinkplatteZ lichtelektrisch ausgel6ste Elektronenstrahl 
wird durch negative Aufladung yon Z auf eine gewtinschte Geschwindig- 
keit beschleunigt und dann durch ein senkrecht zur Zeichenebene stehen- 

Natiirlich kann man auch noch in anderer Hinsicht vom %¥Q sprechen. 
Wenn man indessen diesen Begriff, der 192I fiir unseren Fall der Gesamt- 
wirkung beim Elektronenstol3 eingeftihrt wurde, neuerdings (W. SCHULZ: 
Z. Physik 48, 67 [I928]) auch in ganz anderem Zusammenhang benutzt, so 
erscheint es doch sehr zweifelhaft, ob dieses Vorhaben zweckm~illig ist. 
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des Magnetfeld in den durch die Blenden vorgeschriebenen Kreis ge- 
bogen. Gemessen wird bei bes t immtem Gasdruck p in der Gr6f3enord- 

C~ 
7 ~ 3 q 5 

I l l l l l i [ l [  

'!,_~. '~z~ L-- Ll'cht 

Abb. 3. RAs,tsAuER-KXstchen Xlterer Bauart 
(ge6ffnet). 

nung eines Tausendstel 
Millimeter QuecksilbersXu- 
le die Elektronenintensit~tt 
Jo, welche auf dem Halb-  
kreis bis zum K~ifig V ge- 
langt und die Intensit~tt J ,  
welche auf dem Dreiviertel- 
kreis bis zum K~ifig H ge- 
langt. Als Wegstrecke l gilt 
die Differenz dieser beiden 
Strecken, also der Viertel- 
kreis in V. Das Magnetfeld 
und die K~ifigblenden las- 
sen in den K~ifig H nur 
Strahlen gelangen, welche 
praktisch weder Geschwin- 

digkeits- noch Richtungs~inderungen erfahren haben,  wie es der 
Definition des WQ entspricht. 

Feinere Sondierungsm6glichkei ten.  Eine viel feinere Sondierung 
der Moleke! mfissen wir erwarten, wenn wir nicht nut  nach der Zahl 

Wirkun#s-Quemchnitt~-Me~sung 
dutch Z~hlung 

der unbesin[luBten Elektrenen / - -  
Eleht~nen oboe RichtJn]s -, 
ohm ~eao~indt~lkeitaend~ung 

tier iiberhaupt be- 
einfluBten Elektro- 
hen, sondern danach 

+ 
2 

Ablenkungs-Ouemchnilts-Messung 
. . . . . .  ~ .., J dutch Ze'hlung 

~ a ~ ;  der beem(luBten Elelrtronen 

[I I l I ! !  [ ............ Riehtung$dt~dereng 

fragen, was mit den 
beeinflul3ten Elek- 
tronen im einzelnen 
geschehen ist. Wie- 
viel Prozent der 
beeinftuBten Elek- 
tronen haben Ge- 
schwindigkeitsver- 

luste, wieviel Rich- 
tungs~tnderungen 

erlitten ? Wie vertei- 
len sich diese Elek- Abb. 4. MeBprinzipe der Molekelsondierung durch 

Etektronen. tronen auf die ein- 
zelnen Absokltgr6- 

Ben des Geschwindigkeitsverlustes, wie auf die einzelnen Richtungen? 
Wir kommen so zu der Frage der Aufl6sung des ,,integralen" WQ 

entsprechend den auftretenden Einzelvorg~ngen (22). Diese Frage 
ist sehr vielseitig. Sie umfaBt im Rahmen der ,,Geschwindigkeits- 
verluste" das Gebiet der Anregung von Quantensprtingen durch St6i3e, 
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im Rahmen der ,,Richtungs~inderungen" die der Geschwindigkeitsab- 
Mngigkeit  der Elektronenablenkung. 

Aus allen diesen Erscheinungskomplexen, die s~imtlich - - m a n  denke 
besonders an die Spektren - -  Aussagen fiber den Bau der Atome und 
Molekeln machen, wollen wir nur den zuletzt genannten herausgreifen, 
der die WQ-Ergebnisse unmittelbar  erg~inzt. 

Die interessantesten Resultate dieser Art brachte eine Arbeit yon 
KOLLATK (~3), der die Geschwindigkeitsabhttngigkeit der senkrechten 
Elektronenablenkung (Reflexion) untersuchte. Abb. 4 zeigt zun~ichst 
den prinzipiellen Unterschied zwischen dieser und der bereits besproche- 
nen Anordnung zur WQ-Messung. Wiihrend es bei der WQ-Messung 
auf die Z~ihlung der Elektronen ankommt,  die den Stol3raum gttnzlich 
unbeeinfluBt durchflogen haben, handelt 
es sich hier um die Z~thlung derjenigen 
Elektronen, die ohne Geschwindigkeits- 
verlust gerade senkrecht abgelenkt wer- 
den. Die wirkliche Anordnung yon 
KOLLATH ist in Abb. 5 schematisiert. Ein 
vom Gltibdraht G ausgehender und bis 
zur ersten Blende auf die gewtinschte Ge- 
schwindigkeit beschleunigter Elektronen- 
strahl durchdringt den StoBraum S. L/ings 
des Strahlwegs linden Zusammenst6Be 
stat t ,  yon denen ein Teil zu senkrechten 
Ablenkungen ffi.hrt. Ein,,Lamellenzylin- 
de r"L  sorgt daftir, dab nur senkrecht oder 
nahezu senkrecht (Spielraum im Winkel 

X 

L-i! 

.~essun, ff reefer e/n/asS 

Abb. 5. KOL~ATHS Anordnung 
zur Refle.'do n sunt ersuchung. 

9 °o 4- 3 °) abgelenkte El ektronen in d~n Auffangszylinderk~ifig R gelangen 
k6nnen. Das Verh/iltnis yon den in den Stol3raum eingetretenen Elektronen 
und den senkrecht abgelenkten gestat tet  unter der Annahme gleichartiger 
Ablenkung nach alien Seiten ~ dem WQ einen Ablenkungs- oder Reflexions- 
querschnitt gegeniiberzustellen, wie w i r e s  des weiteren tun wollen. 

I I .  D i e  E n t w i c k l u n g  d e r  S o n d i e r u n g s m e t h o d e .  

A u f t a u c h e n  der Einf l t i sse  des  B a u e s  der Moleke ln  bei U b e r -  
gang  z u  g e e i g n e t  k le inen G e s c h w i n d i g k e i t e n  des  S o n d e n e l e k t r o n s .  

Zusammenh~inge zwischen W Q  und Molekelbau. Die Art und 
Gr6Be der Beeinflussung, welche durch einen Gasraum fliegende 
Elektronen erfahren, ist yon der Natur  der Gasatome bzw. Gas- 

Diese Annahme ist kaum berechtigt, da die Ablenkung noch eine Win- 
kelabhlingigkeit zeigen wird. Wir machen sie trotzdem, denn in unserem 
Zusammenhange ist diese Frage nicht yon "Wichtigkeit, wXhrend uns die 
Annahme die M6glichkeit ktirzerer DarsteIlung gibt. Der vorsichtige Leser 
mag diese Ungenauigkeit in Erinnerung behalten. 
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molekeln abh~ingig. Es liegt daher der Gedanke nahe, durch derartige 
Untersuchungen einerseits zu Aussagen fiber den Aufbau der Atome 
fiberhaupt, ande~erseits fiber den Aufbau def Molekeln aus Atomen, 
fiber die chemische Bindung und tiber sonstige atomchemische Fragen zu 
gelangen. Die Erkenntnis dieser beiden Aussichten ist so alt wie die 
Erkenntnis der Natur der Kattlodenstrahlen selbst. Aber w~ihrend die 
erste Aussicht sicb bald erftillte, indem man ausgehend von Elektronen- 
stol3beobachtungen zum heutigen Atommodell vordrang ~, schien die 
viel diffizilere zweite Aussicht bis vor kurzem unerftillt bleiben zu 
sollen. - -  In den ~ilteren Arbeiten fiber die Absorption yon Elektronen 
beim Durchgang durch Materie waren Zusammenh~_nge atomchemischer 
Natur zun~ichst nicht zu linden und konnten - -  wie man heute weii~ - -  
auch nicht gefunden werden. Die bei den ersten Untersuchungen als 

Beobochtung~r~um 

~ensteP 
ver~jro73ert 

/Cathode Anod~ 

~Eree [ntladungsrohr 

I 8eobochtungs~chlrm . ~- Emla~ngsrohr 

~nschludge~dO zur Oo~unter~uchung 

Abb. 6. LENARDS Fensterr6hre 1894/1895. 

Sonden benutzten Elektronenstrahlen waren zu schnell, um auf die Ver- 
schiedenartigkeiten der relativ schwachen Felder zu reagieren, welche 
dutch die Elektronenhfillen der versclaiedenen 3folekeln bedingt sind. 
Erst bei Erh6hung der Sondenempfindlichkeit, wie sie durch Verringe- 
rung der Elektronengeschwindigkeit und Verbessertmg der MeBmethodik 
erreicht wurde, sollten fund 3 ° Jahre nach den ersten quantitativen 
Untersuchungen an Kathodenstrahten die gesuchten Zusammenh~tnge 
zwischen WQ und Molekelbau tats~tchlich gefunden werden. Verfolgen 
wir nun diese 3oj/ihrige Entwicklung an den markantesten Unter- 
suchungen. 

Vergebliches Suchen nach  Einflfissen des Molekelbaues bei groBen 
Elektronengeschwindigkeiten.  1895 mil3t als erster LENARD die Ab- 
sorptionsquerschnitte an acht festen Stoffen und zw61f Gasen gegenfiber 
Elektronenstrahlen yon ein Drittel Lichtgeschwindigkeit (1). Er  findet 

Auch die modernste Anschauung des ~Elektrons als eines "Wellenl~akets 
hat ihre st/irkste experimentetle Stfitze in Versuchen mit freien Elektronen, 
in den Beugungsversuchen gefunden. 
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mit seiner klassischen Anordnung, die in Abb. 6 dargestellt ist, die ffir 
Gase in Abb. 7 und Tabelle I zusammengestellten ResultateL Der 
,,Absorptions"-Querschnitt, den wir ftir diese, nur auf Prinzipielles ge- 
richtete Betrachtung anstelle des WQ betrachten k6nnen, ist der 
Dichte, bei Gasen also dem Molekulargewicht, proportional. Ein Ein- 
fluB der ,,stofflichen Beschaffenheit", wie LENARD sagt, ist dagegen 
nicht zu linden. Zu verstehen ist dies 
Resultat, wenn man bedenkt, dab derartig 
schnelle Elektronen vorzugsweise in kern- 
nahen Bereichen, und zwar in einer der 
Kernmasse proportionalen Weise beein- 
fluBt werden. - -  Dies ,,Massenproportio- 
nalit~tsgesetz" kann ftir Gase in zwei 
logisch verschiedenartige Teilgesetze auf- 
gespaltet werden: In das ,,Proportionali- 
t~itsgesetz" und in das , ,Additionsgesetz" 
oder die ,,Summenregel". Proportionali- 
t~itsgesetz : Bei den gasf6rmigen Elementen 

c m  2 

0 10 20  30  4 0  .5"0 6 0  70 ~0  
/~folekulargewlcht 

Abb. 7- LENARDS Massenpro- 
portion alit~it sgesetz. 

sind die Querschnitte dem Molekulargewicht proportional. Summenregel: 
Bei dell gasf6rmigen chemischen Verbindungen setzen sich die Quer- 
schnitte rein additiv aus denen der Elemente zusammen. 

19o 5 legt dann BECKER (3) ftir 
Strahlen der gleichen Geschwindigkeit 
Pfiizisionswerte der Absorptionsquer- 
schnitte einer Reihe von Gasen lest. 
Er  erh~ilt zum Tell erhebliche Abwei- 
chungen yore Proportionalit~itsgesetz, 
findet jedoch keine Zusamlnenh~inge 
mit dem Molekelbau. 

191o priift SILBERMANN (4) unter 
Benutzung der BECKERschen Absolut- 
werte yon H~ und 02 mit Strahlen yon 
halber Lichtgeschwindigkeit die Sum- 
menregel an 24 Kohlenstoffverbindun- 
gen. Er finder sehr gute Erfiillung; 

Tabelle i. LENARDS Massen- 
p rop  o r t ional i t~i tsgesetz .  

Molek.- Absorpt. 
Gas Gewicht Verm. " 

t u ¢c 76om m ~u 

/-2"2 2,0 0,47 0,24 

I6,O 2,o o, I2 
17,o 2,5 o,15 
27,9 3,4 o, I2 
27,9 3,7 O,13 
2 8 , 0  3 ,2  O,I I 

28,9 3,4 o, I2 
31,9 4.0 o, I3 
34,0 4,2 0,12 

CO~ 43,9 5,o o, I 2 
N20 44,0 4,5 

8,5 

CH4 
NH3 
CO 

N~ 
Luft 

O, IO 
irgendwelche Einflfisse der Bindungs- S02 64,0 o,13 
weise der Atome im Molekel - -  ein- 
fache, doppelte Bindung, Ketten- oder Ringbindung der C-Atome - -  
machen sich nicht bemerkbar, wie es Tabelle 2 verdeutlicht. SILBERMANN 
l~iBt es often (4, S. 23), ob sJch nicht bei noch viel welter gesteigerter 

Die Querschnittswerte sind hier entsprechend dem Original nicht auf 
die Molekeln eines Kubikzentimeter Gas bei I mm Quecksilbers~ule, sondern 
bei 760 mm bezogen. 

Ergebnisse der exakten Naturwlssenschaften. v l n .  13 
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Genauigkeit der Messungen doch noch Schlfisse auf die Konstitution 
der Molekeln wfirden ziehen lassen. 

1922 bringt schlieBlich BECKER (9) einen gewissen Abschlul3 in dieser 
Frage. Er  ftihrt mit den verfeinerten Hilfsmitteln apparativer und 

Tabelle  2. SILBERMANNS P r f i f u n g  d e r  S u m m e n r e g e l .  

Ausgangsdaten 
der Berechnung.  

S ~ , IRel. Abs.- 
uos~anz / Koeff. 

Luff [ I 
H o,o6 
0 o,5I 

(nach A. 
BECKER) 

C 0,39 
(&US 

C~H~O~ 
er- 

rechnet) 

Resul ta te  der Berechnung. 

Substanz 

Methan . . . 
Aceton . . . 
)~ther 
Methylformiat  
[Athylformiat .  
tMethylazeta t .  
IPropylformiat 
tAthylazetat  . 
P ropy laze t a t .  
Benzol . . . .  

Formel  

CH~ 
CHrCO.CH3 
C~Hs.O.C~H 5 
H.CO.O.CH 3 
H.CO.O.CH~.CH 3 
C lr3.CO.O.C g3 
H.CO.O.CHo_..CH=.CH 3 
CH3.CO.O.CH=. c~; 
C H  3. CO.O.CH2. C1:7~. CIar 3 
C6H6 

Relaf iver  i 

Abs.-KoefL 

beob .  berech. 

0,62 0,63 
2,07 2,04 
2,62 2,67 
2,04 2,04 
2,59 2,551. 
2,47 2,55J 
2,98 3,06[ 
3,o9 3,o61 
3,55 3,57 
2,77 2,70 

methodischer Art eine Pr/izisionsuntersuchung durch..&Is Sonden be- 
nutzt er dazu EIektronen yon rund o,4 Lichtgeschwindigkeit, er miBt 
,,praktische Absorptionsverm6gen". Wohl findet er einige Andeutungen 
yon BindungseinfluB, da mit wachsender Zahl der Bindungen bei Kohlen- 

I 
- -  C0z ~,~s 

I_aFt ~,87 - -  

Ah'e~ Mess. am 

$00D0 

Abb. 8. Ers te  Messungen bei  k le inen Geschwindigkeiten. LEXARD 1903. 

wasserstoffen eine Abnahme der Querschnittsgr613e merkbar wird, doch 
ftihrt die Untersuchung nicht zu deutlichen und klaren Zusammenh~aagen. 
Damit ist die Hoffnung, bier Zusammenh~nge zu linden, auch ftir die 
Zukunft aufzugeben, wie es B~-CKER selbst durch dell Satz (9, S. 459) 
zum Ausdruck bringt: ,,Es ist daraus zu ersehen, dab das praktische 
Absorptionsverm6gen im gegenw~.rtig untersuchten Geschwindigkeits- 
gebiet welt iiberwiegend durch die Art der Einzelbestandteile einer 



Freie  Elek t ronen  als Sonden  des Baues  der  Molekeln. 195 

Substanz und jedenfalls nur in ganz untergeordnetem MaBe durch die 
Anordnung dieser Bestandteile bestimmt wird, so daB auch nocla er- 
heblicla verfeinerte ktinftige Messungen kaum eine Aussicht bieten 
dtirften, auf diesem Wege erheblich tiefere Einblicke in die elektrische 
Konstitution der Molektile zu gewinnen." 

Vorboten des Erfolges bei Ubergang zu kleinen Geschwindigkeiten. 
19o 3 laatte LEOTARD (2) seine Querschnittsmessungen auch auf das 
Gebiet kleinerer Geschwindigkeiten ausgedehnt. Er land, daB der 
Querschnitt der Molekeln aul3erordentlich stark w~tchst, wie es Abb. 8 
zeigt und daB er bei ungef~hr IO Volt in die Gr613enordnung des gaskine- 
tischen Querschnitts kommt. Jedenfalls wird--was  bei klassischen Vor- 
stellungen unverst~nd!ich ist - -  vom wirksamen Querschnitt des Molekels 
eine obere Grenze nicht 
fiberschritten. Dieses ~ [ 
experimentelle Ergeb- 
his, das ftir unseren 
Zusammenhang beson- ~:o 
ders wichtig ist, be- ~ l 
deutet zugleich : Das ~:0a 

Proportionalit~tsge- ~ ! 
setzistbeikleinenElek- --~ l 
tronengeschwindigkei- ~sel 
ten yon der Gr6Ben- ~ / 
ordnung ~/soo Licht- / 
geschwindigkeit nicht 
mehr erftillt. Damit ~ o 
ist erstmalig das voll- 
st~indige Zurticktreten 
der Kerneinwirkung 

! 

[ r ' ! ' ~  • Xenon 
Krrtoa 

g 3 ~ S ~ 7 8 J ZO 

E/ektranen-e~eschwindl#I~e:/ :3 

Abb. 9: I~'AMSAUERS WQ-I~fessungen an den 
Ede lgasen  19211'1923. 

gegenfiber den Aul3enkraftfetdern des Molekels erwiesen, man ist im 
Gebiet der geeigneten Geschwindigkeit angelangt. Wenn sich allerdings 
LENARDS Vermutung yon der Querschnittsgrenze entsprechend dem 
gas.kinetischen Querschnitt best~itigt, so hat man im besten Falle eine 
neue Methode zur Bestimmung des gaskinetischen Molekelquerschnitts 
gefunden, w~thrend die Hoffnung auf neuarXige ZusammenMnge mit 
dem Molekelbau endgfiltig aufgegeben werden muB. 

192o scheint H. F. MAYER (6) diese LEI~ARDsche Vermutung tat- 
s~ichlich experimentell belegen zu k6nnen. Er gibt fiir //~, N2 und 
C02 Kurven mit horizontalem Endverlauf an. 

Da entdeckt 192o/21 RAMSAUER (7, 8) an den Edelgasen eine neu- 
artige, dieser Vermutung g~nzlich widersprechende Erscheinung. Die 
Resultate seiner Hauptmessungen an den sclaweren Edelgasen (10) zeigen 
die in Abb. 9 dargestellten Kurven. Der WQ steigt bei den Edelgasen 
auf das Mehrfache der gaskinetischen Querschnittswerte und sinkt 

i3" 
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dann bei weiterer Verringerung der Strahlgeschwindigkeit rapide bis 
zu kleinen Bruchteilen dieses Wertes ab. - - D a n a c h  scheint also ein 
prinzipieller Gegensatz zwischen dem Verhalten der Edelgase und dem- 
jenigen anderer Gase zu bestehen. 

1925--1926 untersuchen BRODE (-/1), RUSCI-I (15 9) und BR0CHE (15) 
nochmals die Nichtedelgase, die nach LENARDS Vermutung und ~/~AYERS 
Messungen bei sehr kleinen Geschwindigkeiten konstante Endquer-  
schnitte haben sollen. Alle drei Autoren linden, wie es die Beispiele der 
Abb. IO zeigen, s tat t  der erwarteten Konstanz starke Geschwindigkeits- 
abh~ingigkeit bis zur Untersuchungsgrenze. Damit  ist nachgewiesen, dab 
die Edelgase keine Sonderstellung in der vermuteten Weise einnehmen, 

6'/-/~ 
Brh~e 19ZG 

° o 

o e  

i i 

7 /ovv: .  °D 2 + vvo# 

56 o 

o o j . ~ * ' - ' ~  

x f 
o o / 7 g  

/ I ~ ' ~  Ausch 1995 
~E 

r 2> 

5 1 ~,svY~/K 
Abb. io. Erste brauchbare WQ-Messungen an Nichtedelgasen bei kleinen 

Geschwindigkeiten. 

dab vielmehr WQ-Anomalien eine Allgemeinerscheinung der Gase 
sind~. Verlaufen die Kurven der Gase aber nicht horizontal, so hat  
die Hoffnung Zusammenh~nge zwischen WQ und Molekelbau zu linden, 
wieder neue Aussichten gewonnen. Tats/ichlich bietet auch bereits die 
BRoDEsche Arbeit den ersten Anhalt  dafiir. BRODE, der neben anderen 
Gasen auch Stickstoff und Kohlenoxyd durchgemessen hat, weist auf 
gewisse AhnIichkeiten der von ihm gemessenen Kurven im Zusammen- 
hang mit  Gleichartigkeiten des Aufbaues hin. 

Allerdings is± es trotzdem berechtigt, wenn auch in anderem Sinne, 
yon einer Sonderstellung der schweren Edelgase zu sprechen. Denn das Ab- 
sinken der ~VQ-\Verte nach einem Maximum bis auf sehr ldeine Bruchteile 
dieses Maximalwertes (1ZA.~SAUER-Effekt), ist bei den iibrigen Gasen (ab- 
gesehen yon dem edelgas~ihnlichen Methan) bisher nicht beobachtet. 



Freie Elektronen als Sonden des lBaues der Molekeln. 197 

Etwa gleichzeitig (Durchffihrung der Untersuchung 1924/25, Ver- 
6ffentlichung 1926/27) wird zum ersten Male eine bestimmte atom- 
chemische Frage zum Problem einer WQ-Untersuchung gemacht und 
die Untersuchung danach eingerichtet. BR0CI~E (17) stellt sich die 
Frage, ob die HCl-Molekel mit ihrer abgrenzenden Achterschale die 
gleiche WQ-Kurve besitzt wie die Ar-Molekel. Er  findet angedeutet, 
,,dab Ifir den Charakter der Querschnittskurve nicht die Zusammen- 
setzung der Molekel aus bestimmten Atomen, sondern Mlein die An- 
zahl der Elektronen in der Aul3enhtille mal3gebend ist". 
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Abb.  II .  E r s t e r  Be i t r a  a z u m  T h e m a  W Q  u n d  Molekelbau.  

In demselben Jahre 1927 ver6ffentlicht BR0CHE (19) noch eine 
zweite an sechs Gasen durchgefiihrte Untersuchung, in welcher er die 
Frage nach den Zusammenh~gen zwischen WQ und Molekelbau in 
gr6Berem Rahmen systematisch bearbeitet. - -  In dem ersten Tell der 
Diskussion kann er die bisherige Entwicklung insofern zum AbschluB 
bringen, als er nachweist, dab auch das zweite Teilgesetz des Massen- 
proportionalit~itsgesetzes, namlich die Summenregel bei kleinen Ge- 
schwindigkeiten ungfiltig wird. Im zweiten.Teil bringt er dann posi- 
tive Beitr~ge. Zun~tchst kann er zeigen, dab die bei BRODE ange- 
deutete Ahnlichkeit der Stickstoff- und Koh!enoxydkurve noch in 
wesentlictl weitgehenderem MaBe vorhanden ist als es BROD~ nach 
seinem Material erkennen konnte, indem t3ROCItE die sehr charakteristi- 
schen Anfangsmaxima dieser beiden Gase findet. Dann kann er durch 
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Vergleich der Kohlendioxyd- und Stickoxydulkurve darauf hinweisen, 
dab auch hier entsprechend der Aufbau~thnlichkeit der Molekeln Ahn- 
lichkeit der Kurven vorhanden ist. 

Seit 1927 hat der Verfasser eine Reihe von atomchemischen Pro- 
blemen bearbeitet, fJber die Probleme und Resultate dieser Arbeiten, 
deren Material bisher nut  zum Teil ver6ffentlieht sind, wird in den 
folgenden Absehnitten im Zusammenhang berichtet werden. - -  

Durch die letztgenannten Arbeiten ist zur GewiBheit geworden, dab 
die Vermutung von Zusammenh~ingen zwischen WQ und Molekelbau, 
nach denen man lange vergeblich gesucht hatte,  durchaus berechtigt 
war. Es sollte den  genauen Untersuehungen im Gebiet kleiner Elek- 
tronengeschwindigkeiten vorbehalten bleiben, diese Zusammenh~tnge 
aufzudecken. 

Der erste Beitrag war, wie wir sahen, die Ahnlichkeit der Stickstoff- 
und Kohlenoxydkurve. Deswegen m6ge dieser der Entwieklung gewid- 
mete Tell unserer Zusammenfassung mit der Mitteilung der BRODE- 
schen und BR0CHEschen Messungen an diesen beiden Gasen abgeschlossen 
werden. Abb. II (auf S. 197 ), in der diese Messungen wiedergegeben sind, 
zeigt den charakteristischen und trotzdem fast identischen Verlauf beider 
Kurven, der die Ahnlichkeit der molekularen Kraftfelder widerspiegelt. 

III. Die Verwendungsart der Sondierungsmethode. 
A n w e n d u n g  der  W Q - K u r v e n  zu r  Prfiifung und Erg~nzung  

a t o m c h e m i s c h e r  B e t r a c h t u n g e n .  

Anwendungsgebiet  der Methode. Ein Weg, den die Atomchemie 
beschrei te t ,  um den AnschluB zwischen den Erkenntnissen der Atom- 

physik und dem Tatsachenmaterial der Chemie anzubahnen, besteht in 
der Betrachtung der chemischen Verbindungen unter physikalischen Ge- 
sichtspunkten. Auf diese ~'eise gelangt die Atomchemie zu chernisch unge- 
wohnten Perspektiven und neuartigen Zusammenh~_ngen und darf hoffen, 
auch Aussagen fiber den Bau der Molekeln, das Wesen der chemischen 
Bindung und die Natur  der Valenzzahlen zu erlangen. Weiterhin wird 
damit die wfinschenswerte Systematik der chemischen Verbindungen, 
die sich auf die Atomphysik griindet, vorbereitet~. 

Bei diesen physikalischen Betrachttmgen der ehemischen Verbin- 
dtmgen, die im allgemeinen in Form yon Eigenschaftsvergleichen durch- 
gefiihrt werden, bevorzugt man naturgem~iB die Gase, bei denen es sich 

l~ber aile diese Fragen vergleiche man den Handbuchartikel yon H. G. 
GRIMM (52), der nach einer Skizzierung der Aufgaben der Atomchemie, die 
Eigenschaften, der die Verbindung aufbauenden Atome und Ionen, den 
Aufbau der chemischen Verbindungen selbst und die Zusammenh~inge der 
Eigenschaften yon Elementen und Verbindungen mit dem Bau tier Atome 
und Molekeln behandett. - -  Bezfiglich neuartiger Systematik der chemischen 
Verbindungen vgl. (48) u. (60). 
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u m  einzelne freie Molekeln hande l t ,  bei  denen also gegentiber  den Flfissig- 
ke i t en  und  festen K6rpern  mi t  ihren  zwischenmolekularen  Kr~f t en  
r e l a t i v  einfache Verh~ltnisse herrschen.  Zur Durchff ihrung solcher  
Eigenschaf tsvergle iche  werden - -  soweit  man  sich n icht  mi t  denjenigen  
D a t e n  begnfigt,  die u n m i t t e l b a r  exper imente l l  e rha l ten  werden - -  An-  
gaben  fiber ,,Gr6t3e" und , , F e l d w i r k u n g "  der  Molekeln herangezogen.  
Diese Da ten  erhAlt man  aus den  Unte r suchungen  der  inneren Re ibung  
u n d  W~irmeleitfahigkeit  als gask ine t i sche r  Querschni t t ,  aus den  w~" 
DER WAALschen Kons t an t en ,  der  VerdampfungswArme,  dem Siede-  
punk t ,  den Ref rak t ionsun te r suchungen ,  den Dipo lmomenten  und  
ande rem ~. 

Zu diesen exper imente l len  Methoden  k o m m t  nun die WQ-Messung  
in ihrer  Eigenschaf t  als Sond ie rungsmethode  der  Inolekularen K r a f t -  
fe lder  hinzu.  Sie eignet  sich zu der  oben skizzier ten Aufgabe der  A t o m -  
chemie  insofern besonders  gut ,  als sie sowohl fiber die Ar t  als  auch 
Gr6Be der  Fe ldwi rkung  Aussagen e r laubt .  Wei te rh in  zeichnet  sie sich 
durch  groi3e Empf ind l i chke i t  u n d  Verwendung  der  denkba r  e infachsten 
Sonde,  des Elekt rons  aus 2. 

B e n u t z u n g s a r t  der  Me thode .  Die W Q - K u r v e n  der  einzelnen Gase 
s ind  quan t i t a t ives  Material ,  das  def in ier te  Aussagen fiber die mi t t l e re  
Gr613e einer Molekel gegenfiber E l ek t ronen  yon verschiedenen Geschwin- 
d igke i ten  macht .  Ware  eine ins einzelne gehende Theorie  3 vorhanden ,  
die die Gesta l t  und  H6he der  W Q - K u r v e n  aus bes t immten  Grundvor -  
g~ngen und Model lvors te lhmgen heraus  able i te t ,  so h~t te  man  zu  ver-  
suchen,  je tz t  rfickw~rts aus den exper imente l l  gefundenen q u a n t i t a -  
r iven  Kurven  auf bes t immte  D a t e n  dieser  Grundvorg~nge  z . B .  auf  

Ober die verschiedenen Methcrden zur Best immung yon Gr6Be und 
]3au der 3Violekeln vergleiche man den Beitrag von HERZFELD und GRIMM 
im Handbuch der Physik (48). 

2 Der hier behandelten Niolekelsondierung dutch Elektronen sind zwei an- 
dere Methoden besonders verwandt .  Die erste, ~ltere Methode besteht  in der 
Ausmessung der Spektren. Hier  sind es besonders die Bandenspektren,  die 
fiir die Atomchemie yon Wicht igkei t  geworden sind. [H. SPONER: Optische 
]3estimmung der I)issoziationswXrme yon Gasen. Erg. exakt.  Naturwiss. 
6, 75 (1927) und ~¢IECKE, R. : ]3andenspektra und ihre Bedeutung ftir die 
Chemie. Fortschr.  Chem., Physik u. physik. Chem. 2o, 87 (1929) ]. Die zweite, 
ganz kfirzlieh erst entwickelte Methode ist den WQ-Messungen bzw. den 
t(OLLATHschen Reflexionsmessungen methodisch noch enger verwandt.  Es 
ist  die yon  DAVISSON, GERMER und I~uPP in Zusammenhang mit  der  Elek- 
tronenbeugung untersuchte Elektronenreflexion, die hier ihre prakt ische 
Anwendung gefunden hat. \¥Ahrend es sich bei KOLLATH um die Reflexion an 
einzelnen Gasmolekeln handelt ,  wird bier die Reflexion an Gittern yon N~etall- 
molekeln usw. untersucht. 

3 Anmerkung bei der Korrektur :  W~hrend des Druckes dieser Arbeit  
ist Herrn Prof. HOLTSMARK (26) ein wesentlicher Fortschri t t  in der Theorie 
gelungen, der bei unserer Darstellung leider nicht mehr berficksichtigt 
werden kann. 



2 0 0  E .  BRf3CHE: 

Geschwindigkeiten best immter  Elektronen usw. zu schliel3en. Wir wtirden 
so aus der Kurvenanalyse charakteristische Daten der Molekeln zu er- 
warten haben, die man dann abgesehen yon direkter Benutzung ftir 
ModeIlvorstellungen zu vergIeichen h~t te ' .  Da eine derartige Auswertung 
der Kurven indessen noch nicht m6glich ist, mtissen wir uns mit  einem 
roheren Vorgehen begn/igen. 

Zuniichst k6nnte man daran denken, solche WQ-Werte  verschiedener 
Gase zu vergleichen, die ftir die gleiche Elektronengeschwindigkeit ge- 
wonnen sind. Doch abgesehen yon Grt~nden experimenteller Ungenauig- 
keit ist dies Vorgehen auch prinzipiell kaum berechtigt. Man denke 
an den Xhnlichen Fall bei Dispersionskurven, oder bei Banden- und 
Linienspektra verschiedener Stoffe, bei denen man auch nicht einen 
punktweisen Vergleich vornehmen wird. Der Vergleich kann vielmehr 
nur so geschehen, wie es das Beispiel der N2- und CO-Kurve yon 
Abb. IO bereits zeigte: Wir vergleichen die WQ-Kurve  (und ebenso die 
KOLLATI-Ischen Reflexionskurven) als Ganzes. Dabei l~tBt der Vergleich 
der Gestal~ Aussagen tiber ~hnliche Feldwirkung, tier Vergleich der 
HOhe Aussagen tiber die GrSge der Molekeln zu. 

Vergleich der Methode mit  anderen.  Die Priifung atomchemischer 
Betrachtungen - -  handle es sich um Ahnlichkeit zweier Stoffe wie bei 
N~ und CO oder um einen Entwicklungsgang wie bei den Hydriden 

[ I J T 

Abb. 12. ,Zuffdlige", entfernte 
Kurveniihnlichkeit bei 

N~O und G H  4. 

wurde bisher in der Weise durchgef~hrt, 
dab eine Reihe physikalischer Daten fiber 
GrSl3e und Feldwirkung, teilweise aber auch 
Daten ohne genauere Bedeutung verglichen 
wurden. Wurde eine Ahnlichkeit des mole- 
kularen Aufbaus der verglichenen Stoffe 
e rwar te t - 'und  zeigte die Reihe der ver- 
gliehenen Daten Ahnlichkeit bzw. einen 
Gang in dem betreffenden Sinne, so wurde 
das als eine Bestatigung der Anschauung 
angesehen. 

Solche Schltisse sind nattMich nicht 
zwingend, denn es ist denkbar,  dab zwei 
Stoffe zuf~llig gleiche Siedepunkte haben, 
t rotzdem abet versehieden aufgebaut sind. 

Der SchluB wird tiberzeugender, wenn neben  der einen Angabe auch 
andere herangezogen werden und sich auch bei diesen das Erwarte te  
zeigt. Erst,  wenn die Gleichheit aller oder doch einer groBen Reihe 
yon Einzeldaten festgestellt ist, ist der SchluB zwingend. 

HOLTSMARK gibt in der in Anna. 3 (S. 199) genannten Arbeit (26 S. 445) 
an, dal3 zwar die rfickw~rtige Berechnung des Atomfeldes aus den WQ-Kurven 
nicht eindeutig m6glich ist, dab es jedoch scheint, ,,dab man eine vorhaadene 
vorlAufige Feldkurve ziemlich eindeutig korrigieren kann". 
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Hier zeigt sich eine Oberlegenheit der neuen Methode. Sie macht  
nicht nur eine Angabe, wie Siedepunkt oder gaskinetischer Querschnitt, 
sondern vertr i t t  in ihrer Eigenschaft als Kurve gleichsam eine Tabelle 
von Eigenschaftsdaten, ist also ftir sich in gewissem lVIal3e ~berzeugend. 

//e 

~ X 

c6 

t/0 

e/n Maximum zwei Maxima Absatze Endanstieg 

Abb. 13. VerschiedenarLigkeit der WQ-Kurven. 

Allerdings setzt das voraus, dab die Mannigfaltigkeit der Kurven so 
groB ist, dab eine ,,zuf~tllige" Gleichartigkeit, bei der die gleiche Gesamt- 
wirkung durch verschieden gebaute Molekeln bedingt ist, nicht auftri t t .  
Inwieweit diese ,,zufallige'" Gleichartigkeit t~iuschen kann, zeigt Abb. 12, 
in der dasjenige Beispiel wiedergegeben ist, das in diesem Sinne am 
ungiinstigsten ist. Mall k6nnte geneigt 
sein, aus diesem Kurvenvergleich auf 
eine Ahnlichkeit yon N~O und C~H 4 
zu schlieBen, wenn auch charakte- 
ristische Unterschiede in der Kurven- 
s t ruktur  unverkennbar sind L - -  LiiBt 
es also die ill EinzelfMlen fehlende 
Eindeutigkeit notwendig erscheinen, 
die Aussagen des Kurvenvergteiches 
durch die sonstigen physikalischen 
Daten za kontrollieren, so ist die 
Mannigfaltigkeit der Kurven doch so 
groB, dab die neue Methode jeder der 
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Abb. I4. Keine 
Kurvea~hnlichkeit bei 3G und/~r. 

~ilteren im einzelnen ~iberlegen ist. Vergleicht man hierzu Abb. 13, so 
sieht man, dab auch die Unterschiede in den Kurven, die durch die 
gleiche Aussage zu beschreiben sind, sehr ausgepr~gt ist. 

Abet vietieicht ist die Vermutung einer sehr e~tfernten _~hnlichkeit 
gar rAcht ganz unberecht~gt, denn auch die Reihe der sonstigen physika- 
lischen Daten ist nicht sehr verschieden. 
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Es ist daher anch der Schlul3 auf ungleichen Aufbau der ~[o!ekeln 
im Gegensatz zu den yon gaskinetischen Querschnitten oder anderen 
Einzeldaten gemachten Angaben im allgemeinen einwandfrei m6glich. 
So wird man z .B.  aus Abb. 14 eindeutig schliel3en, dal3 die beiden 
Stoffe N~ und Kr ungleiche molekulare Feldwirkung haben, wahrend die 
gaskinetischen Querschnitte mit 27 cm 2/cm 3 fiir N~ und 28 cm~/cm 3 fiir 
Kr diese Aussage nicht machen. 

Grenzen der Methode. Wit hat ten bisher yon dem _%_hnlichkeitsver- 
gleich der WQ-Kurven gesprochen, wobei wit relativ weitgehend ~ihnlichen 
Molekelbau voranssetzten. Fassen wir nun den die Atomchemie beson- 
ders interessierenden Fall der Entwicklung innerhalb einer Stoffreihe ins 
Auge, wobei sich die ]ihnlichkeiten yon Glied zu Glied mehr verwischen. 
Wenn die Unterschiede im molekularen Aufban der Stoffe immer gr613er 
werden, so werden auch die Unterschiede in den WQ-Kurven gr613er 
werden. In welchem Marie hier Parallelitat besteht, kann nur ausge- 
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Abb. 15. M6gliche Entwickhmg 
der C2H,-Kurve aus tier O,- 

Kurve. 

dehntes experimentelles Material zei- 
gen, das bisher noch nicht vorliegt. 
Eine gewisse Gefahr besteht aber 
sicherlich in einem Kurvenvergleich 
yon Molekeln, dereI1 entfernte ~ihn- 
lichkeit vermutet  wird, denn man 
wird geneigt sein, Zusammenhange zu 
sehen, wo mtiglicherweise nur zufallige 
Ahnlichkeiten bestehen. Hier sind 
wit vorlaufig an einer Grenze der 
Methode angelangt, die sie mit den 
bisher benutzten Methoden des Eigen- 
schaftsvergleiches gemeinsam hat. In 
solchen Fallen mtissen wir uns darauf 
beschranken, nachzupriifen, ob keine 
grundsatzlichen Verschiedenartigkeiten 

bestehen. Das bisher ungtinstigste Beispiel dieser Art, bei dem eine sehr 
entfernte ]ihnlichkeit zweier Molekeln vermutet  wird, zeigt Abb. 15. 
Wir werden nur aussagen kt~nnen, dab keine grundsatzlichen Verschie- 
denartigkeiten zwischen den Kurven bestehen, dab mail sich vielmehr, 
wie es in der Abbildung angedeutet ist, die eine Kurve durch geeig- 
nete, aber sinngemaBe Vergr613erung der Ordinaten aus der anderen 
entstanden denken kann. 

Eine andere Anwendungsm6glichkeit fiihrt bei dem heutigen Stand 
theoretischer und experimenteller Kenntnis in noch weiter gehendem 
Mal3e in unsicheres Gebiet. Es ist das der Versuch, aus den Unter- 
schieden allgemein ahnlicher WQ-Kurven Feststellungen zu machen und 
wohl gar Vermutungen daran anzuschliel3en. Einen Fa l ld iese r  Art 
werden wir bei den Edelgasen kennen lernen. 
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Kritisches zur Methode. Bevor wir nun dazu tibergehen, die Resul- 
tate der neuen Methode zu besprecben, seien noch einige kritische Be- 
merkungen fiber das experimentelle Material und die Verwendung der 
WQ-Kurven zu atomchemischem Ahnlichkeitsvergleich eingeschoben. 

Bisher hatten wir stillschweigend angenommen, dab das vorliegende 
experimentelle Material soweit gesichert ist, dab es ohne Bedenken zu 
atomchemischen Vergleichen benutzt  werden kann. Diese Annahme ist 
indessen darchaus nicht selbstverst~ndlich, denn es sind bei diesen rela- 
t iv komplizierten Messungen mehrfach (6, 16) erhebliche Fehler aaf- 
getreten. Trotzdem glaubt der Verfasser, dab das neue hier verarbeitete 
Material gowohl bezfiglich des Kurvencharakters als auch der allgemeinen 
H6henlage als gesichert gelten kann. Nur dort, woes sich um besondere 
Schwierigkeiten handelte, wie bei H~ O, NH 3, Zn, Cd, HCI, k6nnte 
bei sp~terer sorgf~tltiger Untersuchung m6glicherweise ein etwas anderer 
Verlauf gefunden werden. Aueh bei He und H~ ist der Kurvenverlauf 
unterhalb 2J/Volt nicht ganz eindeutig , wie denn tiberhaupt immer dort 
gewisse Unsicherheiten vorhanden sind, wo der Kurvenverlauf bei sehr 
kleinen Gesehwindigkeiten wenig charakteristisch ist. Ist  er dagegen 
charakteristisch, treten z./3. in gewissen Geschwindigkeitsbereichen starke 
-Anderungen der Querschnittsgr6Be bzw. starke Anderungen des Differen- 
tialquotienten auf, so ist es nicht sehr schwierig, ihn eindeutig sicherzu- 
stellen. So ist z. B. an dem Maximum yon N~, CO, CO~, N~ 0 und C2 H~ 
in diesem Gebiet kein Zweifel zu hegen. Dagegen ist die HShe solcher 
scharfen Maxima nicht genau bekannt;  man wird vermuten kSnnen, 
dab sie sch~trfer and h6her sind als die Apparatur mit ihren verwischen- 
den Eigenschaften sie gibt. 

W/thrend also das Material der WQ-Kurven im grol3en und ganzen 
als einwandfrei bezeichnet werden kann, ist die Art, in der wit 
es verwenden wollen, nicht ganz unbedenklich. Da eine befriedigende 
Theorie, die die Auswertung der WQ-Karven erlaubt, nicht vorliegt, 
sind wir darauf angewiesen, die Kurven nach ~hnlichkeiten zu ver- 
gleichen I. Dieses Vorgehen ist aber, wie wir bereits in den vorher- 
gehenden Abschnitten sahen, nicht frei yon T~uschungsm6glichkeiten 
bzw. in seiner Anwendung begrenzt. Es ist jedoch zu bedenken, 
dab wir bei dem augenblicklichen Stande der Entwicklung die WQ- 
Methode nicht dazu benutzen wollen, neue Tatsachen zu linden, son- 
dern atomchemische Gedankeng~inge nachzuprtifen. Wir werden uns 
also yon der Kenntnis auf anderen Gebieten leiten Iassen und diese 
Kenntnis stets zur Kontrolle und Erg~inzung heranziehen. Erst sp~tter 
wird der schwierigere und Tauschungen leichter zug~tngliche Fall des 
Suchens nach Neuem mehr im Vordergrund stehen; dann wird aber 
auch bereits soviel experimenteIles Material vortiegen, dab man die 
Kurven besser zu deuten weifl. 

Vgl. S. I99, Anm. 3 u. S. 2o~, Anm. I. 



204 E. BR~CHE: 

Aus diesen Erw~igungen heraus und um auf die M6glichkeiten der 
neuen Methode aufmerksam zu machen, hat der Verfasser seine eigenen 
Bedenken zurtickgedr~ingt. Er  hat  im folgenden entgegen gr6Berer 
Zuriickhaltung in den Originalarbeiten, das Spekulative st~irker aus- 
geftihrt und manche mehr oder minder unsichere Diskussion ange- 
schlossen. Diese Diskussionen dfirfen jedoch keineswegs als gesicherter 
Bestand angesehen werden. 

IV. Die Ergebnisse der Sondierungsmethode. 
Untersuchung bestimmter atomchemischer Probleme. 

Gruppeneinteilung der WQ-Kurven .  Das Hauptergebnis der ersten 
Untersuchung des Verfassers (19) war die Einteitungsm6glichkeit der 
Gase ill Gruppen nach Ahnlichkeit der Kurven und ,~hnlichkeit des 
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Abb. 16. Gruppeneinteilung der SVQ-I(urven. 

t3aues ihrer Molekeln. Es handelte sich bier also noch nicht um eine 
direkte. Fragestellung, sondern um mehr oder minder zuf~illige lVest - 
stellungen, aus deren Gesamtheit zunttchst zu entnetmaen war, dab die 
Anwendung der Wirkungsquerschnittkurven zu atomchemischen Unter- 
suchungen m6giich ~ei, und wie sie zu geschehen babe. 

Es sind bisher vier Gruppen unterschieden warden, die in Abb. 16 
zusammengestellt sind und van denen tiler die N ~ - ,  C O s -  und Ar-Gruppe 
betrachtet werden m6ge. - -  Die WQ-Kurven der einzelnen Gruppen 
sind in den Abb. 17--19 nochmals gemeinsam mit den Reflexions- und 
gaskinetischen Querschnitten besonders aufgetragen. An )eder dieser 
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Abbi ldungen  wird m a n  zunlichst  die allgemeine Fests tel lung machen  
k6nnen,  daI3 die W Q - K u r v e n  u n d  Refiexionskurven als verschiedene 
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Abb. 17. Die N2-Gruppe. 
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Ausc~rucksformen der Molekelfeldsondierung sich in  ihren Aussagen 
entsprechen, da/3 die le tz teren also eine Bekr~ft igung der durch die W Q -  
Kurven  gemachten Aussagen bi lden.  

Die erste der bier in teress ierenden 
• Gasgruppen,  die N2-Gruppe,  faBt 

die beiden Gase N~ u n d  CO zusam- 
men,  deren engste Zusammengeh6r ig-  
keit zuerst yon WEIGERT (31) be ton t  
worden ist. Bedingt  ist die Ver- 
wandtschaf t  durch die Stel lung der 
a tomaren Bauste ine  an  benachba r t en  
Stellen des periodischen Systems (vgl. 
Tabelle 3): Treten zwei N-Atome  

Tabelle3. G l e i c h e s M o l e k u l a r -  
g e w i c h t  u n d  A h n l i c h e r  ]Bau 
b e i  N~ u n d  CO i n f o l g e  de r  b e -  
n a c h b a r t e n S t e l l u n g  y o n  C , N  
u n d O i m p e r i o d i s c l a e n  S y s t e m .  

4 1 5  6 

C I N  0 

CO 

7 8 

F ] Ne 

zu einer Molekel zusammen,  so werden sich bei Eingehen der hom6o- 
polaren B indung  die 2 × 5  E lek t ronen  der L-Ringe zu einer , ,beiden 

Tabelle 4- 
_~hnliche p h y s i k a l i s c h e  E i g e n s c h a f t e n  , , i s o s t e r e r "  M o l e k e l n .  

Molekulargewicht . . . . . . . . .  
Schmelzpunkt ill °K . . . . . . .  
Siedepunkt in °K . . . . . . . .  
Kfitischer Druck in arm . . . . .  
Kritische Temperatur in °K . . . 
Kritisches spez. Gewicht in g/cm 3 
W~meleitfAhigkeit. lO 6 bei o ° C . 

6 0 Inne}e Reibung. io  bei o C . . . 
Dielektrizit ~tskonstante . . . . .  
Brechungsindex ffir o,589 ,u . . . 

28,0 
63 
78 

33,5 
127 

167 
1,ooo58 
1,00040 

CO 

28,0 
66 
83 

34,6 
134 
o,31 

1,0o066 
1,ooo34 

CO~ 

44,o 
217 
195 
73 
304 
0,46 

32 
14o 

I,O00~O 
1,0o045 

44,O 
171 
185 
77 
309 
0,45 
35 
138 

1,(30100 
1,00052 

Atomrfi lnpfen gemeinsamell"  Elekt ronenwolke  zusammenschliel3en. 
Tr i t t  ein C- und  ein 0 -Atom zu einer Molekel zusammen,  so b r ing t  das 
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C-Atom 4, das O-Atom 6 Valenzelektronen mit, die sich nun in ganz 
entsprechender Weise zu einer beiden Atomrfimpfen gemeinsamen 
Elektronenwolke von IO Elektronen zdsammenschlieBen werden. Es 
entstehen so in beiden F~llen - -  wie LANGMUIR (3-9) sagt - -  ,,isostere" 
Molekeln, die sich nicht in der Elektronenzahl und allgemeinen Elek- 
tronenanordnung, sondern allein in der Verschiedenheit der Kern- 
ladungen und den dadurch bedingten verschiedenen Formen der Elek- 

c#z Z 

60 

~d 

20 

0 

/i ._ ...... J 

/ I',PzY 1 

t 2 3 ~ 5 g~'F 

/ Ab  
I 2 3 ~ 5 6 ~  

Beflex/bns-~. Goskl;vet - ~. 

Abb. 18. Die C02-Gruppe. 

tronenhtille unterscheiden. Greifbar pr~tgt sich die Ahnlichkeit des Auf- 
baus in der Khnlichkeit der pyhsikalischen Eigenschaften aus (vgl. Ta-  
belle 4), worauf im besonderen LA~GMUIR (85) hingewiesen hat i. Nun 
zeigt sich, dab auch die WQ-Kurven  auBerordentlich ~thnlich sind, 
und es erscheint daher der Scblug berechtigt:  -Ahnlichkeit des Molekel- 
baus entspricht Ahnlichkeit der WQ-Karven .  

Die zweite Gruppe, die C02-Gruppe, best{itigt diesen SchluB durch- 
aus. Auch bier sind nach LANGIVlUIR (3.5) Aufbau~thntichkeiten anzu- 

nehmen, die sich in der Ahnlichkeit 
der- physikalischen Eigenschaften 
auspr~tgen, und auch bier sind die 
WQ- und Reflexionskurven einander 
~thnlich. Allerdings ist das in nicht 
mehr so weitgehendem MaBe der Fall 
wie bei der N2-Gruppe, so dab die 
Vermutung nahe liegt : Die Ahnlich- 
keit der WQ-Kurven  ist um so weit- 
gehender, je weitgehender die Ver- 

Tabelles. O l e i c h e s M o l e k u l a r -  
gewich t  und  ~hn l i che r  Bau  

bei  N~O und CO~. 
b 

3 4 5 i 6 7 8 

ciN o  rNe 
/I / 

\ \  N N + O  
\ / 
'CO + 0 

wandtschaft  des molekularen Aufbaus der verglichenen Stoffe ist. 
Die drit te Gruppe, die Ar -Gruppe ,  ftihrt welter. Denn hier 

haben Gase verwandte WQ-Kurven,  die nicht wie bei den bisherigen 
Gruppen durchgehend sondem nur an" der AuBenschale der Molekeln 
~thnlich aufgebaut sind, w~hrend sie im Innern der abschlieBenden 
Achterschale wesentliche Unterschiede aufweisen. Aus der '~hnlich- 

f3ber 2~hnlichkeiten in den Spektren usw. vgl. ~5o) und (SZ). 



Freie Elektronen als Sonden des ]3aues der Molekeln. 207 

kei t  der  Kurven  (besonders bei  Ar, Kr, X) mi t  ihrem typ ischen  
Abfal l  zu kleinen Geschwindigkei ten  und dem anschliel3enden Wiede r -  

cm, J 
1'/c 

126 

8O 

Ca 

2D 

% 

I I t [ I I 

( I / I 
1 z a ~ 5 sV~ 

Wirkungs-Q. 

I I I J J l  

I ~ 3 ~ 5 8~rYbTT 

l%fle.,dons-Q. 

Abb. I9. Die Ar-Gruppe. 
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Gaskinet.-Q. 

anst ieg * folgt der  Schlul3: E ine r  Ahnl ichkei t  des Molekelbaues an der 
AuBenschale en t spr ich t  gleicher T y p  der W Q - K u r v e n .  

Die le tz te  a t lgemeinste  Aussage  t~tl3t 
sich noch durch  weiteres Mater ia l  belegen. 
Es is t  j e t z t  n~imlich, nachdem die BRODE- 
schen Messungen an Quecksi lber  (13), 
denen die von BEUTHE (16) widersprechen,  
durch die Messungen yon MAXWELL (14) 
und JONES (24) bes ta t ig t  sind, m6glich 2, 
die Kurven  von Zn, Cd und  Hgzu-einer 
Gruppe  mi t  hyperbo l i schem Kurvenans t i eg  
bei kle inen Geschwindigkei ten  zusammen-  
zufassen, wie es in Abb.  2o geschehen ist.  
Auch  b ier  haben  wir, ~ihnlich wie bei  den 

Bei der  Korrektur bin ich durch ffeund- 
liches Entgegenkommen yon Herrn Prof. 
RA~SAImR und Herrn Dr. XOLLA~H in der 
Lage bier und auf S. 212 eine neue Figur der 
Ar-Gruppe einzusetzen, welche die soeben 
fertiggestellten Messungen dieser Herren un- 
terhalb I ~ mitenth~ilt. Die sehr schwie- 
rigen Messungen in diesem Gebiet sind im 
besonderen auch fiir die Theorie yon groBem 

cm 

g~o I~i~ Z~O 
ZOO 

160 

1ca 

/20 

100 

Ca 

I T I I ) T ~  
! Z 3 ~ S 6VVo# 

Abb. 20. BRODES ~hnliche 
W~-Kurven yon Zn, Cd, Hg. 

Interesse. ]~ber die nach diesem Resultate deutlich hervortretende Sonder- 
stellung des Neons vgl. man Abb. 24. 

2 Anm. bei der Korrektur. Vgl. auch die neuen Messungen, die BRODE (28) 
jetzg ver6ffentlicht ha t  und die mit  den ~lteren Messungen v o n  ]~RODE, l~/[AX - 
WELL und JOXES in Obereinstimmung stehen. 
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Edelgasen, Molekeln mit  gleichartigem Au/3enaufbau abet verschieden 
vielen inneren Schalen. Trotzdem sind die WQ-Kurven ~ihnlich. 

Fassen wit die Feststelkmgen an den vier erw~thnten Gasgruppen 
dahin zusammen: In  erster Linie wird die Gestalt der WQ-Kurve  
durch den peripheren Bau der sondierten Molekeln bestimmt. Ahn- 
lichkeit des peripheren Baues zweier Molekeln bedingt AhnIichkeit 
der WQ-Kurven,  die bei Molekeln, welche auch im Innern weitgehend 
/ihnlich aufgebaut sind, sich der Identit~it immer mehr ann/ihert. 

Unterschiede innerhalb der Kurvengruppen .  Die betrachteten 
Gasgruppen zeigten, dab den ~hnlichkeiten des molekularen Aufbaus 
zweier Stoffe ~hnlichkeiten im Charakter der WQ-Kurven entsprechen, 
oder allgemein gesagt, dab sich Aufbaueigenttimlichkeiten der Molekeln 
in den WQ-Kurven widerspiegeln. Nachdem die Gesamtheit  der 
Kurven dieses Resultat  tiber die WQ-Kurven ergeben hat, wird man 
umgekehrt  nun auch versuchen, die WQ-Kurven und ihre Unterschiede 
innerhalb einer Gruppe zu Aussagen fiber den Aufbau der Molekel usw. 
auszuwerten, wobei man sich jedoch stets der Gefahren dieses Vorgehens 
(vgl. S. 202--203) bewuBt bleiben wird. 

In  der N2- und C02-Gruppe bestehen Unterschiede fast allein in einer 
verschiedenen H6hen- und Geschwindigkeitslage der ersten, bei kleinerer 

Geschwindigkeit gelegenen Maxima, w~th- 
rend die zweiten Maxima praktisch iden- 

z ~ 0  tisch sind. Liegt es danach schon nahe, 
8a ~ einen prinzipiellen Unterschied in der 

physikalischen Natur  der beiden Maxima 
zo zu sehen, so wird diese Vermutung durch 

, , ,  ~ ~ die KOLLATHschen Reflexionskurven 
1 z ~ ~ 5 s ~  wesentlich gefestigt. Das Molekelfeld be- 

Abb. 21. einfluBt nach ]{OLLATH sondierende Elek- 
Zerlegung der WQ-Kurven yon 

CO2 und N20 nach zwei tronen yon der Geschwindigkeit des ersteu 
Vorg~ngen. Maximums wahrscheinlich ausschlieBlich 

durch Ablenkung ohne Energieverlust, 
w~hrend Elektronen yon der Geschwindigkeit des zweiten Maximums 
vermutlich durch einen anderen mit  Energieverlust verbundenen Vor- 
gang ausgeschieden zu werden scheinen ~,~. Nehmen wir diese Ver- 
mutung zweier verschiedener Vorg~nge einmal als richtig an, so ]iegt es 
nahe, die beiden Maxima ganz voneinander zu trennen und ihre Aus- 

x Es sei bier nochmals ausdrficklich darauf hingewiesen, daB, bevor nicht 
ausgedehnteres experimentelles Material und eine allgemeine Theorie vorliegt, 
solche Schlfisse nicht als ,,gesichert" betrachtet werden k6nnen, zum Tell - -  
wie im obigen Falle - -  sogar stark hypothetischen Charakter haben. 

Anmerkung bei der Korrektur: Auch ffir diese Uberlegungen sind die 
HOLTSMAgKschen Ergebnisse (26), die hier 1eider nicht mehr berficksichtigt 
werden k6nnen, yon Bedeutung. 
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sagen gesondert zubehandeln. Zu diesemZweckew~rederDifferenzquer- 
schnitt zwischen den BR0CHEschen und KoLr, aTaschen Messungen unter 
der  Annahme auszurechnen, dab das erste Maximum ganz durch Re- 
flexion bedingt sei. In Abb. 2I ist diese Zerlegung ftir den gfinstigeren 
und charakteristischeren Fall der C0~-Gruppe durchgeftihrt. - -  Die auf 
• diese Weise erhaltenen lVlaximumsdaten der N~- und C0,-Gruppe 
sind in Tabelle 6 zusammengestellt. Die graphische Darstellung der 

Tabelle6. D a t e n  , ,e rs ter"  und , ,zweiter"  WQ-Maxima.  
Erstes (bei niedriger Geschwindigkeit gelegenes)WQ-Maximum. 

I i I co  I co2 
Geschwindigkeit in }/VoTt- . . . .  ;. 1,55 1,45 1,9 1,5 
H6he in cm~/cm 3 . . . . . . . .  . 96 122 53 82 

Zweites (bei h6herer Geschwindigkeit gelegenes) WQ-Maximum. 

Geschwindigkeit in ]/Volt . . . .  4,8 ] 5,8 5,8 
H6he in cm2/cm 3 • • ~ . . . . .  44 ~ 58 58 

Abb. 21 und die Tabelle zeigen deutlicb, dab ein Unterschied innerhalb 
der beiden Gruppen nur beziiglich derjenigen Erscheinung besteht, 
welche das erste Maximum bedingt. - - W e l c h e s  der eigentliche Grund 
Stir die Unterschiede in den ersten Maxima ist, wissen wit nicht. Doch 
wird er in der N2-Gruppe sicherlich mit der dutch die verschiedene 
Kernladung bedingten asymmetrischen Ladungsverteilung im Zu- 
~ammenhang stehen. Einen Hinweis ffir die Richtigkeit dieser Aussage 
werden wir spXter bei der t3etrachtung des Dipoleinflusses finden. - -  
Vervollst~ndigen wit unsere Diskussion der beiden Gruppen durch Ver- 
gleich der maximalen WQ-Werte mit den Ergebnissen anderer Me- 
thoden. In Tabelle 7, in der der Vergleich durchgeffihrt ist, ist auch 

Tabelle 7. 
Verg le ich  yon  Moleke l rad ien in .AE nach  ver  s c h i e d e n e n  Metho den. 

Geschwindigkeitslage des ersten 
WQ-Maximum in lO 8 cm/sek 

IErstes WQ-Maximum . . . . .  
IZweites WQ-Maximum . . . .  

-~ ~Innere Reibung . . . . . . .  
/Vol. Korr. v. D. WAALS . . . .  
/Tetraedrische Lagerung in der 
t Flfissigkeit . . . . . . . . .  

2% 
i 

O .92 

"3,0 
2,o 
1,6 
1,6 

3,4 

CO 

0,86 

3,3 
2,0 
1,6 
2,3 

3,4 

C02 

1,20 

2,2 
2,3 
1,6 
1,6 

3,6 

N~0 

0,89 

2,8 
2,4 
1,6 

die Geschwindigkeitslage des ersten scharfen Maximums mit aufge- 
nommen, da zu vermuten ist, dab gerade dieser Angabe der an Re- 
sonanzmaxima erinnemden Kurvensti~cke eine besondere modell- 
theoretische Bedeuttmg zukommt. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 14 
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Die Unterschiede in der Gruppe schwerer Edelgase, die in Abb.  19 
dargestellt  war, erlauben zun~chst  eine einfache Gesetzm~13igkeit abzu- 
lesen. Fiir die M a x i m a ~ M  der Edelgaskurven gilt n~mlich die Be- 
ziehung ~ : 

M a r  - -  M ~ ,  > M x  - -  M ~ r  > M ~ r  -- M a r  

oder in Zahlen:  
66 > 40 > 16 

Diese Gesetzmi~13igkeit in den Differenzen der Querschnitte,  die yon 
G R I ~  (38, 47, 49) schon frtiher ftir verschiedene physikatische Eigen- 
schaften und  fiir die auf anderen Wegen ermittel ten Querschnit te fest- 
gestellt war, ist ftir die Beziehungen zwischen A tombau  und Chemie 
yon  besonderer Bedeutung.  Sie gilt n~mlich nach GRI~,~,I nicht  nu t  ffir 

# 

' \ \... 

o,z 

o 

.K,Hf " ÷ + 

10 20 30 qO ,*0 80 70 80 .90 
Or'dnur~szahl Z 

Abb. 22. Kurven der Ionenradien nach GP.~L~L 

die Edelgasatome allein, sondern auch fiir die Ionen vom Edelgas typus  
in den angrenzenden Gruppen. Abb.  22, die den GRIM~schen Arbeiten (47) 
en tnommen  ist, verdeutl icht  diese Verh~Itnisse. Als Abszisse ist die 
OrdnungszahlZ,  als Ordinate die mi t  Hilfe der BORN-LAND~schen Gitter- 
theorie aus den experimentellen Gi t te rabs t~ lden  bin~rer Verbindungen 
berechneten oder modelimAi3ig gesch~tzten Radien s aufgetragen. Die 

Es l~egt eine ~Villkiir darin, dab wir gerade die maximalen Querschnitte 
zum Vergleich heranziehen, und das um so mehr, als die Beziehung ftir 
Ordinatenvergleich bei gleicher Abszisse nut  in geringem Bereich Giiltigkeit 
hat. Trotzdem scheint es, wenn man auf den Vergleich nicht ganz verzichten 
will, noch am verniinftigsten zu sein, so vorzugehen. 

H e l m  Prof. GRIMm verdanke ich die Anregung, die WQ-Kurven der 
Edelgase in dieser Weise auszuwerten. 

3 Nach neueren Berechnungen der Ionenradien durch P:~ULI~G (56) und 
UNSOLD (54) liegen die Kurven ef~vas anders; ihre relative Lage zueinander, 
auf die es bier allein ankommt, bleibt ]edoch unge~ndert. 



Freie Elektronen als Sonden des Baues der Molekeln. 211 

(vom Verfasser) ausgezogene Kurve enth~tt yon links nach rechts die 
Punkte ftir Ne, Ar, Kr, X,  Em und zeigt unmittelbar,  ebenso wie die 
iibrigen Linienztige, die auck ftir unsere maximalen Wirkungsradien der 
Edelgase gffltige Ungleickung. Die atomtheoretische Ursache, ftir welche 
diese Ungleichung der ~uBere Ausdruck ist, l~tBt sick noch nicht klar 
fassen, doch ist soviel sicher, dab es sick bier um Zusammenh~tnge mit der 
verschiedenartigen Schalenbildung kandelt  (17). - -  Um unsere Wirkungs- 
radien nun auch quanti tat iv mit  denen anderer experimenteller Methoden 
zu vergleichen, sind ill Abb. 23 die yon RAmNOWlTSCH (87) zusammen- 
gestellten Atomradien der Edelgase tiber den yon GRIMM benutztell ,  
die die Ordinate der 
Abb. 22 bildeten, aufge- 
tragen. Wit  erhalten so, 
~ihnlich wie bei der yon 
GRIMM mad W o ~  (49) 
durchgeftihrten Auftra- 
gung einer Reihe physi- 
kalischer Daten von li- 
nearer Dimension, die in 
Abb. 23 dargestellten 
Geraden. Die mit  ein- 
getragenen maximalen 
Wirkungsradien von X, 
Kr und Ar schlieBen sick 
bis auf Are diesem Ver- 
halten gut an, w~ihrend 
Ne wesentlich zu tief 
liegt. DaB jedoch Nebei  
derartiger Auftragung 
gewisse Unregelm~iBig- 
keiten zeigt, ist eben- 
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Abb. 23. Edelgasradien nach verschiedenen 
experimentellen 3Iethoden.' 

falls bereits yon GRIMM (18, S. 505, Anm. 3) bemerkt  worden und zeigt 
sick bei unserer Feldsondierung nun in besonders ausgepr~igtem MaBe. 
- -  Noch in anderer Beziehung n immt  der WQ des Ne gegeniiber dem der 
schwereren Edelgase eine Sollderstellung ein. W~ihrend n~mlich die 
Kurven voi1 Ar, Kr ulld X in gleicher Weise bei IJbergang zu kleinen 
Geschwindigkeiten sinken, ein Minimum durchlaufen und dann wieder 
ansteigen, sinkt der Ne-Quersehnitt  durchgehend, wie es Abb. 24 zeigt. 
Das hat  zur Folge, dab es zum Schnitt zwischen der Ne-Kurve und dem 
Kurvenbiindel der iibrigen Edelgase kommt,  wie es nach RoscEs (12) 
Messungen an Kr, Ar und Ne zu vermuten war und jetzt durch die neuen 
Messungen yon RAMSAUER und KOLLATI-I (27), denen die quanti tat ive 

Kurvenfestlegung his 0,4 ]/V0~ gelang ~, bewiesen ist. DieVermutung, dab 

Vgl. S. 207, Anmerkung I. 
14" 
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es sich bei der Neonmolekel nicht um eine Sonderstellung handle, dab 
vielmehr auch bei Neon bei etwas tieferer Geschwindigkeit ebenfalls ein 
Minimum auftrit t ,  hat durch diese neuen Messungen keine Sttitze ge- 
funden. 

Von allgemeinem Interesse ist die durch Abb. 23 erm6glichte Fest- 
stellung, dab unsere maximalen Wirkungsradien yon Ar, Kr  und X 
gr613er sind als diejenigen aller tibrigen Methoden, wie denn iiberhaupt 
die maximalen Wirkungsradien beliebiger Gase fast ausnahmslos die- 
jenigen, die nach anderen Methoden ermittelt sind, iibertreffen. Die 
ldeinsten Wirkungsradien der Edetgase dagegen unterschreiten die An- 

gaben nach anderen 
cm___z Methoden. So ist z. B. 
or~s X K: A: ffir Ar der kleinste, bei 

0,6 ]/Volt beobachtete 
zo Wirkungsradius klei- 

her als ein Sechstel des 

m 

0~ .,, Z VVoIt" 

Abb. 24. Veflauf der WQ-Kurven derT~de]gase 
bei kleinsten Geschwindigkeiten nach t~kMSAUER 

und KOLLATI-I. 

gaskinetischen. 
Die BRODEschen 

WQ-Kurven  yon Zn, 
Cd und H g -  vgl. 
Abb. 20 - -  weisen bei 
einem Vergleich unter- 
einander eine Reihe 
yon Eigenarten auf. 
Doch ist es zweifelhaft, 
ob hier eine ins einzelne 

Tabelle 8. I o n e n r a d i e n  nach  GRL~IM 
u n d WOLFF. 

I 2 3 

C ~  + 0~0 
Ag+ o,74 
An+o,77 

Zn++o,56 
Cd ++ 0,7 I 
H~H-o,74 

Ga+-~o,5 3 
Jn +++ 0,68 
Tl +++ 0,72 

Kurven relati:: eng beieinander 
liegen, im besonderen die Hg- 
Kurve die tibrigen kaum tiberragt. 
Diese Feststellung ist insofern be- 
merkenswert, als beim i)~oergang 
yon Cd mit der Ordnungszahl 48 
zu Hg mit der Ordnungszahl 80 

die N-Schale von 18 auf 32 Elektronen vervollst~ndigt und die neue 
O-Schale mit 18 Elektronen eingebaut wird. Die beiden Atome 
unterscheiden sich demnach um 32 Elektronen, haben dabei aber 
kaum verschiedene WQ-Werte. Dieses Verhalten steht wiederum im 
Einklang mit dem Verhalten der yon GRIMM und WOLFF (49) ge- 

gehende Diskussion angebracht ist, denn speziell bei derartigen Metall- 
dampfuntersuchungen sind die experimentellen Schwierigkeiten natur-  
gemAB besonders groB. Sieht man aber auch yon einer Diskussion der 
Endgruppierung Cd-Zn-Hg ab, die nach der Stellung der Atome im 
periodischen System nicht zu erwarten ist, so kann man doch wohl 

als sicher betrachten, dab alle drei 
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sch~itzten Ionenradien, wie es Tabelle 8 ffir Zn, Cd, Hg und ebenso 
ffir. die angrenzenden Elemente angibt. Es ist eine allgemeine Er- 
scheinung, die von GOLDSCH~IIDT (46) als , ,Lanthaniden-Kontrakt ion" 
bezeichnet wird. 

Kleiner  Hydr idverschiebungssa tz  und AuBenelektronenzahl .  
W~ihrend die WQ-Kurven  der schweren Edelgase X, K r  und Ar 
ohne Zweifel zusammengeh6ren, w a r  bei Ne eine gewisse Ausnahme- 
stellung deutlich, die man mit  der Besetzung der zweit~iutlersten 
Schale mit  nur zwei Elektronen in Zusammenhang bringen wird. Liegt 
diese Schale mit  zwei Elektronen ganz auBen, d. h. gehen wir vom Ne 

so 
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Abb. 25. Die H~-Gruppe. 

1o.5 

Glzsklhet-~ 

zum He fiber, so werden wit. obwohl wir auch hier ein Edelgas vor uns 
haben, ein andersgeartetes Kraftfeld erwarten k6nnen. Die WQ-Kurve  
des He unterscheidet sich wie erwartet  sehr s tark  yon denen der 
anderen Edelgase und das in einem Sinne, wie es schon die Ne-Kurve 
andeutete.  Sie zeigt nicht mehr  den Abfall der schweren Edel-  
gase zu kleinsten Geschwindigkeiten,  sondern bleibt fast horizon- 
tal. - -Verg le ichen  wir nun diese Kurve mit denen sonstiger Gase, 
so linden wir merkliche 2~hnlichkeit m i t  der H2-Kurve, wie es Abb. 25 
verdeutlicht ~. Die Kurven~ihnlichkeit 
ist aber nach unseren frfiheren Fest- 
steUungen, wenn man nicht eine zu- 
f~illige Ahnlichkeit der Kurven an- 
nehmen will, als eine Ahnlichkeit 
der Autlenfelder der He- u n d  /-/2- 
Molekel zu deuten. Dieser Schlul3, 
den wir nach den W Q - K u r v e n  

Tabelle 9- K l e i n e r  H y d r i d v e r -  
s c h i e b u n g s s a t z  n a c h  GRIMM. 

6'r~ ~ , 

H - ~ ~  ~ZT 0 ~'uo~//s 
o IH He 

zu ziehen geneigt sind, findet beste 13bereinstimmung mit sonstiger 
atomchemischer Kenntnis. So konnte GRIM~t (40, S. 523) bereits aus 
dem bisherigen Material den SchluB ziehen, dab die H2-Molekel ,,als 
Pseudoatom mit  He-~ihnlichem Bau"  aufgefal3t werden kann. Einen 
anschaulichen Niederschlag findet diese Aussage in seinem ,,kleinen 

Hier muB darauf hingewiesen werden, dab der angegebene Verlauf der 
WQ-Kurve im Gebiet kleiner Geschwindigkeiten weder bei He noctl bei/-/2 
vollstAndig gesichert ist, vielmehr scheinen bier noch bisher nicht tdar er- 
kannte Besonderheifen vorzuliegen. 
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Hydridverschiebungssatz" (Tabelle 9), der in Zusammenhang mit 
Beobachtungen an anderen Perioden - -  z. 13. F ~ H F  ~ Ne - -  fiber 
die Gr6Be der Molekeln aussagt: H ~ H H  ~ He. Auch diese Aus- 
sage steht, soweit sie nachprtifbar ist - -  mit den WQ-Kurven in Ein- 
tdang, die fiir die fiachen Maxima bei ~-~ 2 I/Volt aussagen: Der 
H~-Querschnitt ist 2x/, real so grol3 wie der He-Querschnitt. Es 
sei noch erwahnt, dab den Aussagen dieses Hydridverschiebungssatzes 
bzw. der WQ-Kurven die Modellvorstellungen yon KNORR (~1) und 
anderen, die HuNDschen (53) Entwicklungen fiber das Zweizentren- 
problem und die Rechnungen yon HEITLER und LONDON (55) entsprechen. 
Im besonderen konnten HEITLER und LONDON mit der neuen Quanten- 
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Abb. 26. Verschiedene WQ-Kurven bei Molekeln gleicher Autlenelektxonenzahl. 

theorie nachweisen, dab die Elektronen der H2-Molekel sich in eillem 
Zustand befinden, der bei Zusammenfiihrung der Kerne adiabatisch in 
den He-Grundzustand iibergeht. 

Es ist ohne Zweifel, dab die Anzahl der ~iuBeren Elektronen, d.h.  
derjenigei1 Elektronen, die auBerhalb der abgeschlossenen Atomschalen 
stehen, auf das Aul3enfeld des Atoms oder der Molekel einen mal3geb- 
lichen Einflul3 haben werden. Man k6nnte daher in Anlehmmg an 
manches atomchemische Material (52, S. 47 o) geneigt sein, ftir dde Feld- 
gestaltung allein die Zahl der Aul3enelektronen verantwortlichzu machen, 
also auch den Charakter der WQ-Kurve dutch diese Angabe zu beschrei- 
ben, wie es der Verfasser ursprfinglich versuchte. DaB indessen diese 
Aussage noch nicht geniigt, zeigt wohl am deutlichsten der Vergleich 
zwischen der Gruppe He, H2 und der Gruppe Zn,  Cd, Hg. Beide Gruppen 



Freie Elektronen als Sonden des Baues der Molekeln. 2 i5 

enthalten Molekeln mit  zwei AuBenelektronen, trotzdem sind die 
WQ-Kurven grundverschieden. W/~hrend die Kurven fiir He und /-/2 
bei klassischer Deutung attf ein mit  der Entfernung rasch abklingendes 
Kraftfeld hindeuten, lassen sie fiir Zn, Cd und Hg ein streuendes Feld 
vermuten. Es k6nnte das damit  im Zusammenhang stehen, dab es sich 
bei He und H~ um eine Edelgas- bzw. eine hom6opolare Molekel han-  
delt, bei der die beiden Elektronen sich in der N~ihe der Kerne auf- 
halten im Gegensatz zu den Zn,- Cd- und Hg-Atomen,  deren zwei 
AuBenelektronen sich weit aul3erhalb der letzten abgeschlossenen 
Schale befinden. 

Hydridverschiebungssatz  und Dipoleinflug. Die erste bewuBte 
Fragestellung atomchemischer Natur  war der Untersuchung der Hydrid-  
reihe CH4--NH3-:-OH~--FH--Ne 
zugrunde gelegt (25). Es han- 
delte sich um die Frage: Is t  der 
GRI•MscheHydridverschiebungs- 
satz (45), nach dem in den Durch- 
messern und einer Reihe physi- 
kalischer Eigenschaften ein Gang 
yon Ne zu CH 4 stattfindet,  auch 
bei den WQ-Kurven erfiillt? 

Diskutieren wir zun/ichst Ta- 
belle IO, um den Hydridverschie- 
bungssatz seinem Sinne nach za  
verstehen. Das in der fiinften 
Vertikalreihe des (angedeuteten) 
periodischen Systems stehende N 
unterscheidet sich yon dem in 
der sechsten Reihe stehenden 0 
durch die Kernmasse 2 und die 
Kernladung + I ,  zu deren Neu- 
tralisierung ein Elektron mit der 

Tab. io. I s o s t e r e  A t o m e  und  
H y d r i d k o m p l e x e .  

4 5 I z  
F +÷* Ne**~l i J 
o+÷ F++ Ne÷÷ i 
N + 0 + F +  I N e  + 

C N [0 iF  I N e - - -  

C- N--- J F- C - - -  N - - -  
C . . . .  

® ® ® ® ®  
4 i 5  6 I z 8 

-C N 0 

CH NH 
CH~ 

'F  Ne 

NH2 OH~ 

CH~ i cNHH~ 

Ladung - - I  in der L-Schale eingefiigt ist. Es ist m6glich, sich aus 
dem N-Atom ein Atom entwickelt zu denken, das dem 0-Atom rela- 
t iv /ihnlich ist. Dazu fiihrt man durch irgendeinen /iuBeren Vorgang 
ein Elektron in die L-Schale ein und erh~ilt so eine /ihnliche /iuBere 
Elektronenkonfiguration wie beim O, jedoch bleibt die verschiedene 
Kernmasse und Kernladung. Entsprechend kann man umgekehrt  durch 
Ionisierung vom 0- zum N-Atom tibergehen bzw. durch Abspaltung 
-con zwei Elektronen zum C-Atom. Auf die einfachen Verh/iltnisse bei 
homologen Ionen hat  zuerst KOSSEL (33) hingewiesen. Sie f/ihrten 
ihn und SOMN[ERFELD (34) zu r  Aufstellung des spektroskopischen 
Verschiebungssatzes, der z. B. ffir Na, Mg + und A/++ ahnlich geartete 
Spektren voraussagt. Ftir derartige Gebilde gleicher Elektronenzahl 
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seien es Atome oder !Violekeln - -  ist dann von LA~GML'IR (35) die 
Bezeichnung isoster geprXgt worden. Wir erhalten so unsere obere  
Teiltabelle isosterer Atome (untereinanderstehend), bei denen wir 2ihn- 
lichkeiten im Bau ~md damit  auch in den Eigenschaften haben werden. 

W~hrend w i r e s  bei diesem 
Tabelle II. H y d r i d v e r s c h i e b u n g s s a t z  

in GmMMS Fassung .  

Gruppe 
2t r ;7 t~r lff O 7" 

~, I I I "f'-~'H+ T'-NH,# I 
Valen "--~ -3 -z -1 o ~ 
2ahl Had/vs 

, ,Ionenverschiebungssatz" mit  
geladenen Atomen zu tun haben,  
besteht auch die MSglichkeit, die 
gleiche Betrachtung m,_'t unge- 
ladenen Atomen durchzafiihren. 
Dazu brauchen wir nur an Ste!le 
eines einze]nen Elektrons ein neu- 
trales Wasserstoffatom zuzufiih- 
ren, das ein Elektron und ein 
Proton enth~tlt. So kommen wir  
zu einem entsprechenden Satz~ 
dem GRl~Z~schen , ,Hydridver-  

schiebungssatz". Durch diese Verschiebung sind, wie es die untere Teil- 
tabelle yon Tabelle IO zeigt, in die Edelgasreihe die Gase HF,  OHm, sVH3, 
CH 4 gelangt, die daher auch als Pseudoedelgase bezeichnet werden und  
yon denen man auch Ahnlichkeit des Aufbaues - - a l l e  haben acht AuBen- 

s3,, Br- 

' ~  I""" PHs 

0-- \ / 

.-~'"} SH 

0 1 Z 3 ¥ 
Za,91d~r H-ATfom~ 

Abb. 27. EinfluB des H-Kern-Einbaus 
auf die Molrefraktion nach FASANS U. Joos. 

:NH~ ÷ 

elektronen - - u n d  der Eigen- 
schaften vermuten wird. T a t -  
s~tchlich findet man  auch einen 
Gang in den Eigenschaften. So 
wachsen nach Abb. 28 (rechts} 
die gaskinetischen Querschnitte~ 
nach Abb.  27 die Molrefraktio- 
hen yon N e  his CH 4 regelm~i~ig 
an. Diese letzte, von FAJAN~ 
und Joos  (43) gegebene und 
diskutierte Darstellung ist in-  
sofern yon besonderer Wichtig-  
keit, als sie vermuten lgl3t, d a b  
die H-Kerne  in die Elektronen-  
httlle eingebaut und damit  irL 
ihrer Wirkung nach auBen ab-  
geschirmt werden. 

Das Problem der WQ-Unter -  
suchung der Hydridreihe ist die 

Feststellung, ob sich ein Gang auch in den Kurven des WQ auspr~igt. 
In Abb. 28 sind die Ergebnisse der Messungen an Ne, 01-12, N I t  3 nnd  
CH6 znsammengestelIt,  w~thrend F H  bisher nicht untersucht wurde.  
Betrachten wir zunachst denjenigen Tell des Diagramms, der yon 
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3 l/Volt zu h6heren Geschwindigkeiten ftihrt, so werden wir Gleich- 
artigkeit der Kurven und eine 0rdnung ihrer H6he nach feststellen, wie 
sie dem Hydridverschiebungssatz entspricht. Danach ist also der Hydrid- 
verschiebungssatz in 
diesem Gebiet erftillt. 

Interessanter ist 
aber noch die Nicht- 
erfiillung des Hydrid- 
verschiebungssatzes 

in dem Gebiet unter 
3 I/Volt. Hier tr i t t  
eine ganz anders- 
artige Endgruppie- 
rung der Kurven ein, 
n~imlich: Ne, CH 4, 
N H  3, OHm. Man wird 

Ca 

" ,,,] 
fl": 
~ C/'/. 

~' He, 

cruZ/ i i l I I t 
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+ \ / 2 , .  
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~ c a ~  
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Abb. 28. WQ-Kurven der Hydridreihe. 

versucht sein, diesen Befund mit  der Feststellung in Parallele zu 
setzen, dab die Aussagen des Hydridverschiebungssatzes in Bezug 
auf den Gang der Mo]ekelgr6ile nur mit Hilfe solcher physikalischer 
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29. Dipolmoment und WQ-Kurven. 

Eigenschaften geprfift werden k6nnen, bei denen die Dipolmomente 
der Molekeln keine wesentliche Rolle spielen. Bei dipolabhAngigen 
Eigenschaften wie Verdampfungsw~rme, Siedepunkt, Schmelzpunkt, 
Molekularpolarisation usw., ist nach den bisher gebr~iuch]icben Methoden 



21 8 E. ]~ROCHE: 

der Gang der MolekelgrSl3e meist durch den EinfluB der Dipol- 
momente verdeckt. Vergleicht man daraufbin die Endgruppierung der 
WQ-Kurven mit derartigen physikalischen Eigenschaften, so finder 
man, wie es aus Abb. 28 zu erkennen ist, eine durchaus gleichartige 
Gruppierung. Danach wird man auch bei den WQ-Kurven mit einigem 
Recht vermuten kSnnen, dab es der Einflul3 der Dipolmomente ist, 
der diese Abweichungen bedingt. 

Mit der Vermutung, dab das Dipolmoment auf die WQ-Kurven 
yon EinfluB ist, stehen auch Beobachtungen an anderen Gasen in 
Einklang. So zeigt sich in der N~- und CO~-Gruppe - -  man vergleiche 
dazu Abb. 29 ~ - - d a b  dasjenige Gas bei kleinsten Geschwindigkeiten 
den gi6Beren Querschnitt hat, welches das gr613ere Dipolmoment be- 
sitzt. Die Eigenschaftsunterschiede zwischen N, und C O -  und 
damit auch die Unterschiede in dem ersten W Q - M a x i m u m - - s i n d  

letzten Endes aaf die unsymmetrische 
C17/z 

120 

t l t l J f  

I g 3 ~ 5 FV~ 

Abb. 30. WQ-Kurven yon 
HC1 und Ar. 

La dangsverteitung (37), d. h. auf das Dipol- 
moment zurfickzuffihren. 

Der GRIMMsche Hydridverschiebungs- 
satz, der fox die Elemente der zweiten 
Horizontalreihe des periodischen Systems 
ausgeffihrt und in Tabelle IO bzw. I I  dar- 
gestellt war, bezieht sich ebenso auf die 
Elemente der dritten Horizontalreihe. Die 
Reihe der edelgasahnlichen Hydride w~ire 
hier: SiH¢--PH3--SH~--ClH Ar. Ohne 
diese Zusammenhange zu kennen, hat der 
Verfasser in seiner zeitlich ersten atom- 

chemischen Untersuchung (17) bereits ein Teilproblem dieser Reihe zum 
Gegenstande gewahlt, indem er sich die Frage stellte: Zeigt die Kurve 
des Chlorwasserstoffes dem allgemeinen Kurvencharakter  nach Ahnlich- 
keiten mit der des entsprechenden Edelgases? Das in Abb. 30 dar- 
gestellte Ergebnis dieser Untersuchung sp~icht fOx eine Kurvenahnlich- 
keit zwischen Ar und HCl. Bei der Verwertung dieses Materials werden 
wir indessen sehr vorsichtig sein mfissen, denn die Schwierigkeiten 
experimenteller Natur  waren so erheblich, dab das Maximum wohl a!s 
vorhanden angesehen werden darf,  nahere Einzelheiten fiber dell 
Kurvenverlaaf indessen nicht bekannt sin& Gerade im Gebiet ldeinster 
Geschwindigkeiten ware aber, wie wir jetzt wissen, die genaue Kenntnis 
des Kurvenverlaufs erwtinscbt. Denn in diesem Gebiet woxde sich der 
nach WI~IGI~T starke Dipol des HCl (~t=2,I  5 - io  -~s el. st. E) wahr- 
scheinlich bemerkbar machen. Interessant ist an der HCl-Karve die 
groBe H6he, die kaum stark gefMscht sein wird. 

Die Dipoldaten sind der DEBYEschen Zusammenstellung t59) ent- 
nommen. 
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Molekelverschiebungssatz  undBindungseinf luB.  Kehren wir noch- 
reals zur Tabelle isosterer Gebilde zartick, die in Tabelle 12 erweitert 
dargestellt ist, um ein zweites Problem kennen zu lernen, das sich 
ebenfalls als Fragestellung ftir eine WQ-Untersuchung eignet. Die 

mifflere Tabelle dieses Diagramms, 
Tabette 12. I s o t e r e  A t o m e  und 

Molekeln.  

1 4 I s  
F-}-++ Ne~- ~+ 
0~+ F ++ 

I N +  O+ 

ic 

® 

N 

C- 

® 

6 

Ne++ 
F~ 

0 

N -  
C - -  

® 

Ne+ 

F 

C - - - -  

® 

die den GRIM~ischen Hydridver-  
schiebungssatz darstellt, tieferte 

8 nur  ein untersuchbares Problem. 
Allein die lKolekeln der achten 
Vertikalreihe k6nnen selbstandig 
existieren und sind als Gase der 

Ne Untersuchung zugttnglich, w~ihrend 
z . B .  die Komplexe der fiinften 

F -  Vertikalreihe mit nur fiinf Aul3en- 
O - -  
N - - -  elektronen N und CH, die an sicb 
C . . . .  ~thnlich sein sollen, natiirlich nicht 

untersuchbar sind. Schliegt man 
dagegen immer zwei dieser Komplexe 

4 

C 

5 

N 

CH 

6 

0 

N H  
CH= 

7 

F 

OH 
NH= 
CH3 

8 

F H  

NH3 [ 
CH4[ 

 CvzT-lIVaTqJ 4 
IHC=CH !]HN=NHIIHO-OH ] 

~ , , [H=N_NH=j  
} I'  c-cH, I 
] i 

zusammen, so erhglt man die zwei-untersuchbaren Stoffe N~ und .C,/-/=. 
Sind N und C H  ~thnlich aufgebaut, so wird man es auch yon N= und 
C~H= vermuten k6nnen, worauf zuerst HOCKEL (37) hingewiesen hat.  

T a b e l l e  13. 

Oktettrefraktion 

=-- N H 4,9! = 0 3,4 - F  I , /  
7,7 - OH 3,21 

CH2 7,6 - N H 2  5,11 
i - CH3 6,31 

T a b e l l e  14. 

Molrefraktion 

N2 4,4 1 O= 4,1 .F~ 2,9 
(CH)2 8,5 (CH=), i t(O~ 5,8 

o,8 (NH2)a 8, 9 
(CH3h I 1,2 

_,'vlan erh~ilt so drei neue Untersuchungsreihen, die durch die Umran-  
dungen rechts ill Tabelle 12 hervorgehoben sind. In welchem Mal3e 
eine 2~hnlichkeit in den Daten zusammengeh6riger Molekeln besteht,  
bzw. wie stark sich ein , ,Gang" ausprtigt, zeigen Tabelle 13 der Oktet t -  
refraktionen nach FAJANS und KNORR (42) und die Tabelle 14 der 
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Molrefraktionen, die yon GRIMM (45) in diesem Zusammenhange dis- 
kutiert wurden. 

Die Ergebnisse der Feldsondierung durch WQ-Untersuchungen ftir 
zwei dieser Reihen sind in Abb. 31 und Abb. 32 dargestellt (29). Die 
erste Reihe O~--(CH2)~ ist ftir die Untersuchung nicht sehr geeignet, 
da die Kurve des unbekannten Mittelgliedes (NH), fehlt. Doch wird 
man auch bier mindestens zugeben miissen, dab keine grundsatz- 
lichen Verschiedenartigkeiten zwischen den Kurven bestehen, dab man 
sich vielmehr die (CH2)~-Kurve dutch geeignete, aber sinngem~i3e Ver- 
grSBerung der Ordinaten aus der O~-Kurve entstanden denken kann. 
Die wesentlich gr6Beren Ordinaten der (CH,)~-Kurve gegentiber der 
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Abb. 3 I. WQ-Kurven yon O~ u. (CH~)~. 
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Abb. 32. ~vVQ-Kurven von N~ u. (CH)~. 

02-Kurve, d.h. die wesentlich g1613eren Ouerschnitte der (CH2),-Molekel 
stimmen mit der Abstufung in den gaskinetischen Querschnittswerten 
usw. tiberein. 

Eine Ahnlichkeit der Kurven tritt deutlicher bei den Gasen N~ und 
(CH)2 auf, die in der ftinften Vertikalreihe unmittelbar untereinander 
stehen und deren Verschiedenartigkeit daher nicht so gr0B sein wird 
wie die yon O~ und (CH2),. Das scharfe Anfangsmaximum des N~ zeigt 
sich noch ausgepr~gter bei (CH)2, dagegen scheint alas zweite Maximum 
verwischter. Auch hier tritt also wieder bei Ubergang zu kleineren 

Geschwindigkeiten eine wesentliche Vergr6Berung des WQ voi1 (CH)~ 
gegentiber N, ein. Einerseits hieraus, andererseits aus der sonst ange- 
deuteten Kurvenverwandtschaft glaubt der Verfasser mit Vorbehalt 
den SchluB ziehen zu diirfen, dab tier Molekelverschieblmgssatz beztiglich 
der AuBenkraftfelder der sich entsprechenden Molekeln in gewissem 
MaBe erftillt ist. Die eingebauten H-Kerne scheinen nicht in prin- 
zipieller Beziehung )imderungen zu bedingen, sondern nur ein stRrkeres 
Streuen der Felder in den die eigentlichen Moleketn umgebenden 
Raumgebieten zu bewirken. 
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~{an kSnnte auch daran denken, an dem Material der Kohlenwasser- 
stoffe Bindungseinfltisse zu studieren, so z.B. unter Annahme voll- 
stttndiger Einflul31osigkeit der eingebauten H-Kerne die Kurven yon: 

HC--CH H~C=CH2 H3C--CH3 

unter diesem Gesichtspunkte vergleichen. Jedoch ist weder diese An- 
nahme noch ein derart formales Vorgehen tiberhaupt berechtigt, denn 
die den beiden Komplexen gemeinsamen Elektronenpaare, die die 
homSopolare Bindung bedingen, brauchen durctlaus nicht ftir die 
WQ-Kurven yon bestimmendem Einflul3 zu sein. Wir werden uns 
zun~ichst ganz darauf beschr~inken miissen, Molekeln ~ihnlichen Auf- 
baus und damit gleichartiger Bindung zu betrachten. 

Ges/ittigte Kohlenwasserstoffe und Edelgascharakter. Die ge- 
s~ittigten Kohlenwasserstoffe bilden eine Reihe mit ;ihnlichen, sich von 
Glied zu Glied langsam ~ndernden Eigen- 
schaften. Dieser Gang in den Eigenschaf- 
ten ist dutch ihren Aufbau bedingt; man 
wird daher auch verwandte WQ-Kurven 
erwarten kSnnen. Wie weit diese Ver- 
wandtschaft alterdings geht, l~13t sich nicht 
voraussehen. In Abb. 33 (30) sind die 
Kurven der bisher untersuchten drei ersten 
Glieder der Reihe aufgetragen. Danach 
sind die WQ-Kurven yon Methan, Athan 
und Propan in sehr ausgepr~gter Weise 
einander ~hnlich. Alle drei Kurven haben 
ein sehr breites, abet auch nur ein WQ- 
Maximum, das auBerdem bei praktisch 
gleicher Geschwindigkeit der Sondenelek- 

qe/O 
:fZO 
1008060 
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Abb. 33. WQ-Kurven der ge- 
s~ttigten Kohlenwasserstoffe. 

tronen auftritt. Nach grSBeren und nach kleineren Geschwindig- 
keiten sinkt der WQ his zu den Untersuchungsgrenzen in entsprechen- 
der Weise. Dabei ist auff~llig, dab sich im Gegensatz zu den Absolut- 
hShen der Kurven ihr Abstand nur in sehr geringem MaBe mit der 
Geschwindigkeit ~ndert. Diese Feststellung brachte dell Verfasser auf 
die Vermutung, dab man ein ~hnliches Kurvenbild erhalten mfisse, 
wenn man fiber die Molekeln der h6heren Kohlenwasserstoffe folgende 
Annahmen macht: Die Molekeln yon C2H¢ und C~Hs sind St~bchen, 
deren Querschnitt gleich dem Querschnitt der kugelfSrmigen CH 4- 
MolekeI und deren L~nge gegentiber der CH,-Molekel um soviel grSBer 
ist, als der Abstand der zwei- bezw. drei C-Kerne betr~gt. Die dutch 
diese Annahmen m~gliche Errechnung des C-Kernabstandes gibt inso- 
fern eine Prtifung des zwar sehr rohen, jedoch im Grundgedanken mit 
tier Kenntnis der organischen Ketten ~bereinstimmenden Ansatzes, 
a]s der Abstand der C-Kerne als Konstante des Moleketbaues unab- 
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h~ngig  yon  der  Geschwind igke i t  der  Sondene lek t ronen  h e r a u s k o m m e n  
mui3. W i e  weir d~e rni t  einer  Abs tandskons ta i~ ten  yon 2,3 21E er- 
rechneten  K u r v e n  yon C~H6 und  C3Hs mi t  den gemessenen i iberein-  
s t immen ,  und  was s ich ftir die K u r v e  yon C,H,o vermuten  l~13t, ze igt  
Abb.  34, w~hrend  Tabe l le  15 den Vergleich mi t  den C-Abs t andswer t en  
nach  anderen  Methoden  e rmSgl i ch t ' .  

Gm' 

l ~0 

1ZD 

7~ 

g0 - 

Abb. 34- Rechnerische Able i tung der WQ-Kurven yon 
Kohlenwasserstoff-Ketten aus der experimentellen CH4-Kurve. 

Die Kurven  der  Paraf f inre ihe  e r lauben  noch in andere r  Hins ich t  
Fes t s te l lungen .  Sie  s i n d -  man  vergleiche dazu  die Abb .  19 und  33 - -  
den K u r v e n  der Ede lgase  ~hnlich und  deuten  d a m i t  da rau f  lain, d a b  
diese v o l l s t ~ d i g  ,,abges~ttigten" Molekeha ede lgasverwandte  AuBen- 
felder besi tzen.  Diese Fe ld~hnl ichke i t  is[  be im C3Hs nur  gering,  sie w~chst  
be im Ubergang  zu C H  4, wo sie ge radezu  t iber raschend ausgepr~gt  is t .  

Tabelle 15 . C - K e r n - A b s t a n d  in  A E  b e i  o r g a n i s c h e n  K e t t e n .  

Methode C -  C Bemerkungen 

R6ntgenanalyse yon S~uren . 
R6atgenanalyse yon Estern . 
Dfinne SchichteI1 . . . . . . .  
Inhere Reibung . . . . . . .  

WQ-Kurven . . . . . . . . .  

2 , O  

1 ,2  

1,5 
1,7 

2,3 

Annahme yon St~bc_hengestalt 
mit Querschnitt der Methan- 
molekel und vollst~ndig ge- 

streckter Gestalt.  

Es l iegt  danach  nahe,  be i  CH 4 einen ins Einze lne  gehenden Vergleich 
durchzuf t ihren  (28). Zu diesem Zweck  is t  in Abb .  35 die CH4-Kurve m i t  

Anmerkung be] der Korrektur .  Die inzwischen gemessene WQ-Kurve  
von C4H~o zeigt abgesehen yon unwesentlichen Abweichungen den vermu- 
teten Verlauf, 
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den Edelgaskurven zusammengezeichnet .  Wir  finden eine fast volI- 
st~ndige Ubereinst immung mit  derjenigen des Kr. Dabei is t  besonders die 
Ubereinst immung bei kleinen Geschwindigkeiten bemerkenswert ,  denn 
ein derart iger Abstieg zu kleinsten Geschwindigkeiten ist auBer bei den 

C/7"L a 

7*/0 

7?.O 

8a 

60 

qO 

gO 

[ I I I L I 

o ~  

Ale / / /  
¢d/  ~ I I I I 
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Abb. 35- WQ-Kurven des Methan und der Edelgase. 

1 g 3 ~ 5 811~T[" 
Be£/ex/bns-~. 

x 

Eas,~lhb/.-~. 

Edelgasen und Methan bisher nicht  beobachtet .  Die weitgehende Kurven-  
~hnlichkeit ist, w{e es Tabelle 16 erkennen l~13t, in Ubere ins t immung 
init sonstigen physikalischen Eigenschaften,  worauf  schon LANGMUIR (35) 
und RANKINE (36) hingewiesen haben.  Wir  werden daraus in Uberein- 

Tabelle 16. 
A h n l i c h e  Gr6Be v o n  C H  4 und  Kr n a c h  v e r s c h i e d e n e n  M e t h o d e n  

xk 

Durchmesser in AE 

}Iax. WQ-Durchmesser aus] 
dem WQ-Maximum 

IIittlere StoBdurchmesser nach 
RANKINE ll. SMITH (4 o) . . . 

~askinetischer Durchmesser 
n a c h  L A N D O L T - ~ 3 6 R N S T E I N  . 

Durchmesser nach GRL~M bzw. 

C H  4 F H  Are A r  K r  

I 
5,6 - -  i 2,2 4,8 5,9 

3,I - -  ~ 2,3 2,9 3,1 

- -  - -  2, 3 2,8 3,2 
i 

1,9 

6,55 5,61 3,76 (1,9) I,OO 4,20[ 6,37 

191° 1655 13621 - -  763 i3147[[1776 

N H  3 OH= 

i 
5,2 14,8 

2'9 1 

- -  ! 2 , 6  
i 

FAJANS LI. HERZFELD . . . . .  2 , 0  I 1,9 1'7 I - -  [ 1'3 } 1,7 , 

Molekularrefraktion . . . . .  
v. d. WAALS Volumen-Korrek- 

tur in lO--6 . . . . . . . .  

X 

7 , O  

3,4 

3,5 

2 . 2  

D 

s t immung  mi t  neueren Modellvorstellungen schliel3en kSnnen, dab die 
CH4-Molekel nach auBen gleichsam durch  eine Elektronenedelgasschale 
abgeschlossen ist, dab die H-Kerne  a l so  in ihrer Wirkung  nach auBen 
abgeschirmt sind so wie sich das KNORR (41)  zuerst vorgestellt  hat .  Be- 
sonders interessant ist dabei die Feststellung, dab die CH4-Molekel in ihrer 
Gf6Be gerade dem Kr -Atom mit  dem s ta rk  besetzten Atominnern  n ich t  
etwa dem yon N e -  oder Ar -A t om  besonders ~ihnelt. Diese Tatsache,  ha t t e  
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man zunlichst kaum erwartet, denn man wird geneigt sein, die C H  4- 

Molekel als ein gleichsam ,,aufgeblasenes" Ne-Atom aufzufassen. Auch 
jetzt  weiB man diese Erscheinung im einzelnen nicht zu deuten. 

Man kann unter der Annahme, dab die 4 H- 
a Elektronen mit  den 4 C-Elektronen eine die CH 4- 

Molekel nach auBen abzuschlieBende Achter- 
/t schale im KossELschen Sinne bilden, nur  ganz 

formal sagen: Beztighch Gr613e und Fetdwirkung 
der Molekel sind die vier eingebauten H-Kerne  

Abb. 36. bei Methan gleichwertig der L-Schale mit 8 plus 
KxoRRs CH4-Modell. tier 2K-Schale mit 18 Elektronen des Krypton.  

W e i t e r e  P r o b l e m e .  

Bei strenger Auffassung des Zieles der ,,Ergebnisse", den augen- 
blicklichen Stand eines Wissensgebietes zu schildern, ware der Bericht 
hier abzuschlieBen. Doch scheint es mir, dab gerade auf diesem Gebiet, 
das soeben erst erschlossen ist und dessen eigentliche Resultate daher 
noch sp~irlich und wenig gefestigt sind, auch ein Ausblick auf die nun 
erkannten M6glichkeiten mit zur Darstellung des ,,augenblicklichen" 
Standes geh6rt. 

Wenn ich dieser Anschauung durch Anftigung dieses Abschnittes 
fiber Probleme Rechnung trage, so will ich mich doch auf eine Auswahl 
so!cher atomchemischer Probleme beschranken, die charakteristisch und 
unmittelbar angreifbar sin& 

a) Molekeln mit ~ihnlichem Bau an der AuBenhiille haben ~hnliche 
Felder und geben daher auch ~ihnliche WQ-Kurven.  Dieser Satz, 
der die Grundlage aller unserer Sch-liisse bildet, ist bisher nur  an 
Molekeln der N ~ - u n d  CO~-Gruppe, die eine besondere Stellung 
unter allen Verbindungen einnehmen, und an einatomigen Stoffen ATe, 
Ar, Kr, X und Zn, Cd, Hg studiert worden. Hier liel3e sich leicht weiteres 
Material beibringen, um einerseits die grundlegenden Feststelhmgen zu 
prtifen und zu erg~inzen, andererseits die feineren Unterschiede der 
Kurven besser deuten zu k6nnen. Untersuchbar ist die Frage an Stoffen, 
die zur gleichen Vertikalreihe im periodischen System geh6ren, und zwar 
in dreifacher Weise 

an atomaren Elementen: Li, Na, K, Rb, Cs 
an zweiatomigen Elementargasen: F2, Cl2, BG, J~ 
an Verbindungen: HF, HCI, HBr, HI. 

b) Besonders interessant ist die Frage: Tri t t  der charakteristische 
WQ-Abfali zu kleinsten Geschwindigkeiten (RAMSAUER-Effekt) bei allen 
zentralsymmetrischen Molekeln auf, wie es die Theorie erwarten l~iBt? 
Zu diesen Fragenkomplex geh~rt auch die Untersuchung yon CH 4, Sill  4 
uncl der Reihe: CF4, CCI4, CBr4, CJ~. 
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c) Der Hydridverschiebungssatz, der die Feldi~hnlichkeit von solchen 
Radikalen aussagt, die bis vier Stellen vor dem zugehSrigen Edelgas 
stehen, ist bereits mehrfach Untersuchungsproblem gewesen. Von einer 
ausffihrlichen Bearbeitung dieses Gebietes, das von dem einfachen 
Hydridverschiebungssatz ausgehend zu der neuen GRIMMschen Syste- 
matik der chemischen Verbindungen (58, 60) ffihrt, sind wir indessen noch 
weit entfernt. Dabei sind aber gerade hier durch systematische Unter- 
suehungen Aufschliisse za erwarten, die ffir die neuzeitliche Cbemie 
yon Wert sein k6nnen. - -  Parallel zu der bereits untersuchten ein- 
fachen Hydridreihe CH4--Ne w~tre untersuchbar: 

S i l l  4 P H  3 SH,  C l g  Ar. 

Die Untersuchungen komplizierter Stoffe - -  wie z. B. der Reihe N, ,  
C2H, - - l i eBe  sich erganzen durch: 

F - - F  H O - - O H  H ~ N - - N H ,  H 3 C - - C H  3. 

d) Auch der Dipoleinflug, der sich bereits bei der einfachen Hydrid- 
reihe zeigte, ware im Zusammenhang mit dem Hydridverschiebungs- 
satz besonders durch Untersuchung derjenigen Molekeln verfolgbar, 
die aus zwei entsprechenden Komplexen des Hydridverschiebungssatzes 
gebildet sind, also z. B. die von HOCHEL diskutierte Reihe: 

N=---N N = C H  HC~_CH 

wobei gerade bei diesem Beispiel nacla den Daten der Molrefraktion 
relativ einfache Znsammenh~tnge mit dem H-Kerneinbau zu bestehen 
scheinen. - - E i n e  andere kompliziertere Reihe, die ebenfalls in GRIMMS 
neuer Systematik enthalten ist, w~re z. B. : 

F--CH3 HO--C~3 H,N--C~3 
e) Eine ,,Verschiebungsregel" ftir kom- 

plizierte, nichtpolare Atomkomplexe, die in 
Tabelle 17 wiedergegeben ist, wurde yon 
GRIMSI (52, S. 524) nach vofliegendem Mate- 
rial zusammengestel!t. Sie w~ire ebenfalls der 
Untersuchung zuganglich. 

f) Unter b stellten wir die Frage auf: Hat  
C Cl 4 dieselbe typische Edelgaskurve wie C H 4? 
Hier bietet sich die M6glichkeit, die Auswechs- 
lung der xder Aul3enkerne im Tetraedermodell 
fiber die Zwischenglieder zu verfolgen : 

H CI Cl 

H - - C - - H  H - - C - - H  H - - C - - H  
I I I 

H H Cl 
Ergebnlsse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 

H3C--CH3. 
Tabel le 17. 

V e rsc h i e b u n g s r e g e l  
nach  GREVIM. 

Gr'uppe 

F c~ Fee [ 
, I " ~ ' [ c ] l  

¥ 3 2 I o 
Volenz zahl 

C1 Cl 

C l - - C - - H  CI--C--C1 
[ I 

Cl CI 
i5 



2 2 6  E.  BROCHE : 

g) Eine interessante Anwendungsm6gtichkeit der Methode scheint 
in der Untersuchung yon Isomeren zu liegen. Ein einfaches Beispiel 
ware die Strukturisomerie von ]3UTAN, der als Normal- und Isobutan 
der Untersuchung leicht zugAnglich ist. 

h) Die begonnene Untersuchung der Paraffinreihe lieBe sich leicht 
vervollst~h-ldigen und auf andere Reihen, z. ]3. die ungesAttigten Kohlen- 
wasserstoffe ausdehnen. 

i) Analog zur Reihe der Paraffine wAren auch die yon ANGELI (82) 
betrachteten organischen Verbindungen zu untersuchen: 

A - - B  A - - C 6 H 4 - - B  A - - C 6 H  4. C6H4--B.  

j) Die Kombination von i) mit  dem Hydridverschiebungssatz er- 
gibt z. ]3. : 

C H 3 - - C t t  s C H s - - O - - C H  3 CH 3 - N H - C H  3 CH3- -CH=--CH 3 . 

Weitere Probleme dieser Art ergeben sich auch aus den Arbeiten yon 

k) Molekeln mit Ringbindung sind bisher in keinem Falle untersucht 
worden. Es ist indessen durchaus m6glich, dal3 bei derartigen Stoffen, 
z. ]3. beim Benzol besondere VerhAltnisse gefunden werden. 

1) Auch fiir feinere Sondierungen der Molekelfelder k6nnten die 
WQ-Messungen bei weiterer Vervollst~ndigung der Methode brauchbar 
werden. So diirfte es z. ]3. hoffnungsvoll sein, die bekannten Oszilla- 
tionen der h6heren KohIenwasserstoffe auch in den molekularen Feldern 
zu suchen. 

Mit dieser skizzenhaften Darstellung einiger Probleme will ich den 
]3ericht abschlieBen. Wir haben gesehen, wie die Hoffnung, durch frei- 
fliegende Elektronen den ]3au der Molekeln zu sondieren, sick zu er- 
ftillen anfAngt. Die Wahl empfindlicherer Sonden, d .h .  langsamer 
Elektronen und die Verbesserung der MeBmethode waren die Vor- 
bedingungen dazu. DaB die gesuchten Zusammenh~nge zwischen 
Wirkungsquerschnitt und Molekelbau bestehen,-ist jetzt  bewiesen. Es 
sind auch schon einige fiir die Atomchemie niitzliche ]3eitrAge erzielt, 
obwohl "con einer theoretischen Ausdeutlmg ode r  gar Auswertung der 
Karven noch keine Rede ist. Aber schon jetzt glaube ich sagen zu 
k6nnen, dab die Sondienmg der Molekeln dutch Elektronen eine Methode 
darstellt, die den anderen Methoden des Atomchemikers zur Feld- 
sondierung mindestens ebenbttrtig ist. Ihre Anwendbarkeit auf die yon 
zwischenmolekularen KrAften freien Gasmolekeln macht sie zu Atomfeid- 
sondierungen besonders geeignet. 
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I .  D e f i n i t i o n ;  H i s t o r i s c h e s .  

W i r d  g a s f 6 r m i g e r  S t i c k s t 0 f f  e ine r  e l e k t r i s c h e n  E n t l a d u n g  a u s g e s e t z t ,  

so erhl i l t  er  u n t e r  g e e i g n e t e n  U m s t ~ i n d e n  die  F~ihigkeit  n a c h z u l e u c h t e n ,  

d.  h .  a u c h  d a n n  n o c h  zu  l e u c h t e n ,  w e n n  er  der  d i r e k t e n  E i n w i r k u n g  d e r  

E n t l a d u n g  e n t z o g e n  is t .  Die  E r s c h e i n u n g  w i r d  e n t w e d e r  im  s t r 6 m e n d e n  

Gas  b e o b a c h t e t ,  w o b e i  s i ch  die  d u r c h s t r 6 m t e n  R 0 h r l e i t m l g e n  o f t  m e t e r -  
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welt mit  dem leuchtenden Gas ftillen, oder im ruhenden Gas nach Unter-  
brechen der Entladung, wobei unter  Umst~nden viertelstundenlang das 
Nachleuchten zu beobachten ist. 

Wir bezeichnen den Zustand, in welchem der Stickstoff unter anderen 
Eigenschaften auch die des Nachleuchtens hat,  als aktiv, bemerken aber 
zugleich, dab sick das Nachleuchten in gewissen F~illen, von denen sp~iter 
die Rede sein wird, aIs unzureichendes Kri terium ftir das Vorhandensein 
aktiven Stickstoffs erwiesen hat. 

Von dem Nachleuchten anderer Gase, insbesondere von dem der 
Stickstoff-Sauerstoffgemische, unterscheidet sich dasjenige des Stick- 
stoffs durch seine charakteristische gelbe F~rbung yon genau bekannter  
spektrater Zusammensetzung. Nur  yon den Erscheinungen, die dem 
Stickstoff allein zuzuschreiben sind, soll der nachstehende Bericht handeln. 

Sic wurden um das Jahr  19oo erstmalig yon E. WARBURG und von 
P. LEwis zum Gegenstand systematischer Untersuchungen gemacht.  
Sp~iter (1911 bis 1918 ) ver6ffentlichte R. J. STRUTT (Lord RAYLEIOH) 
eine Reihe yon Abhandlungen, in denen das wichtigste Material ftir 
unsere Kenntnis des aktiven Stickstoffs niedergelegt ist. In ein neues 
Stadium ist seine Erforschung getreten, seit man die FRANCKschen Ideen 
fiber die Energietibertragung durch St6Be zweiter Art  in weitem Urn- 
fang anzuwenden gelernt hat. 

f3ber die eigentliche Natur  des akt iven Stickstoffs ist heute noch 
nickt das letzte Wort gesprochen; es scheint sogar kaum ang~ngig, 
den aktiven Zustand des Stickstoffs sch~irfer zu definieren, als es oben 
versucht wurde. Ein Bericht iiber diesen Gegenstand muB sich daher 
beschr~nken auf kritische Wiedergabe des Tatsachenmaterials  und der 
Versuche, es unter einheitlicher Hypotkese  zusammenzufassen. 

II. Entstehung. 
Aktiver  Stickstoff wird dutch kondensierte Ent ladung in StickstofD 

meist bei gerillgen Drucken gewonnen. Die iibliche Schaltung yon Induk-  
torium, Leidener Flaschen und Funkenstrecke zeigt Abb. I a; ftir 
andere Zwecke - - z .  B. zur Demonstrat ion (86) - - w i r d  die Methode 
des elektrodenlosen Ringstromes bevorzugt  (Abb. Ib) ;  Gef~Be yon 
IO bis 2o cm Durckmesser eignen sick hierbei erfakrungsgem~iB am 
besten. 

Bei etwa 2 m m  Hg-Druck wird gew6hnlich grSBte Ausbeute an ak- 
t ivem Stickstoff erzielt; doch h~tngt dies weitgehend von Art und S t ~ k e  
der Ent ladung ab. Dementsprechend variieren auch die Angaben fiber 
das Spektrum der Nachleuchten erzeugenden Ent ladung;  nut  scheint 

Zur Reindarsteltung des Sfickstoffs wird im allgemeinen das yon 
KAIJTSKy und THXELE (Z. anorg. Chem. 152, 342, 1925) oder das yon TIEDE 
(Ber. dtsch, chem. Ges. 49, I742, 1916) angegebene Verfahren benutzt. 
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das Auftreten der zweiten und vierten positiven Bandengruppe des 
Stickstoffmolekfils (67) und einiger roter und ultraroter Bogenlinien des 
Atoms (14) eine notwendige Vorbedingung zu sein. Eine Entladung, in 
d e r n u r  das Atomspek- 
t rum emittiert wird, lie- 
fert nach FOWLER und 
STRUTT (67) kein Nach- 
leuchten, jedoch ist dies 
m6glictlerweise auf Ne- 
beneffekte zurfickzufiih- 
ren (37). 

Der Ort der Ent-  
stehung ill der Glimm- 
entladung ist nach 
STRUTT (66) in der NAhe 
der Kathode zu suchen. 

L J  

Abb. I a u. I b. Die  gebr~uchlichen Anordnungen  
zur Erzeugung aktiven Stickstoffs. 

Er  mal3 photometrisch die Intensitttt (J) des Nachleuchtens in Ab- 
httngigkeit yon dem Ort, an welchem das nachleuchtende Gas aus der 
(mit Gleichstrom betriebenen) Entladung abgesogen wurde. Das 
Resultat zeigtAbb. 2. Auf Mln- ~ k  
liche Weise konstatierte er, 
dab f von der elektrischen 
Fetdst~rke nicht merklich ab- 
ht~ngt, mit wachsender Strom- L~ ~rl 2v 
dichte aber zunimmt. Die 
STRUTTSchen Versuche sind in- ! 
sofern nicht ganz eindeutig, als- -. 
in der positiven SAule nicht nut  
Aktivierung, sondern auch Ent-  r z I ~r I 2v 

I 
aktivierung stattfindet; er wies 
das nach, indem er das nach- 
leuchtende Gas dutch eine 
zweite, weir schwttchere Ent-  
ladung str6men lieB, wobei das 
Nachleuchten aufh6rte. WRED~ 
(85) konnte bei Oberlagerung 
einer schwachen Entladung 
fiber die eigentliche erzeugende 
zeigen, dab die Konzentration 
an Atomen sich hierbei ganz wesentlich verringert (vgi. Abschnitt IV). 

Zur Untersuchung seiner Eigenschaften muB das Gas der direkten 
Einwirkung der Entladung entzogen werden. Dies geschieht entweder, 
indem man den Stickstoff kontinuierlich durch das Entladungsrohr str6- 
men ltil3t, das er (etwa bei A in Abb. Ia) aktiviert verlttt3t, oder indem 

-0 O- 
Ka~ode Anode 
Abb. 2. Intensittkt des Nachleuchtens  (jr) 
in Abhtkngigkeit yore  Ents tehungsor t  in 
der  En t l adung  bei  4,5 bzw. 1,4 m m  Hg 
D r u c k  n a c h  STRUTT (66). J~ CRooKEssche r  
Dunkel raum,  H negat ives  G1immlicht, 
ILr FARADAYscher Dunkelraum,  I V  posi- 

t ive  S~ule. 
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man bei ruhendem Gase nur  nach Abschalten der Ent ladung arbeitet;  
ffir optische Untersuchungen wird in diesem Falle hliufig ein rotierender 
Sektor verwendet, der den Strahlengang erst freigibt, iaachdem der Strom- 
kreis unterbrochen ist. 

I I I .  C h e m i s c h e  E i g e n s c h a f t e n .  

I .  Reak t ionen  mit  anderen  Substanzen.  Aktiver  Stickstoff ist im 
Gegensatz zu gew6hnlichem h6chst reaktionsfiihig, welche Eigenschaft 
zu seiner Benennung AnlaB gegeben hat. Die Kenntnis der Reaktions- 
produkte ist weniger entwickelt, als etwa beim aktiven Wasserstoff. 

Mit dell Metallen Na, K, Mg, Ca, Zn, Cd, Hg, A I, Tt, Sn, .Pb und Fe 
bildet der aktive Sfickstoff Nitride, die zum Tell chemisch, zum Tell 
spektroskopisch nachgewiesen werden k6nnen (64, 17, 18, 72, 78). Die 
Reaktionen finden nut  mit  verdampften Metailen start,  mit  Ausnahme 
des Ca und Hg, die auch in festem bzw. fltissigem Zustand Nitride bilden 
(65, 52). 

Nitridbildung erfolgt auch mit B, As und S (64) (in diesem Falle 
entsteht  $4N4), wlihrend am P sich nur  Umwandlung der weiBen Modi- 
fikation in die rote vollzieht (60), und auch mit  den Halogenen (81) kein 
Reaktionsprodukt  zu erzielen ist. 

Oxydbildlmg in Anwesenheit von Sauerstoff oder Ozon l~Bt sich nur 
spektroskopisch nachweisen am Auftreten der sogenannten fl- und 
y-Banden (vgl. S. 245 ), die dem NO angeh6ren~. Mit Wasserstoff wird 
kein Ammoniak  gebildet (61, 69, 80)2. 

1-12 O, CO~ und CO werden nicht angegriffen ; NH 3 wird heftig zersetzt 
(60, 80). 

HI  und HBr zerfallen ebenfalls, HCt dagegen nicht (61, 80), umge- 
kehrt wird in Gemischen von Halogenen mit  Wasserstoff unter der Ein- 
wirkung von aktivem Stickstoff HCl gebildet, aber weder HJ noch HBr 
(61, 80). 

Stickoxyde rufen anscheinend immer eine charakteristische griine 
Lumineszenz mit kontinuierlichem Spektrum hervor;  im Falle des NO ist 
das Reaktionsprodukt N~ 03 (37, 61}. 

Die Reaktion mit CS: liefert sowohl ein blaues Sulfid, (NS)~, wie 
auch CS. Mit $2 Cl~ und H~S wird - -  ebenso wie mit  S - -  N4S 4 erzeugt 
(60, 64). 

SnCl2 und TiCl 4 ergeben ebenfalls feste Metallnitride, die nicht n~her 
untersueht sind (64). 

i t3ber die Bildung von Stickoxyden mit aktiviertem Sauerstoff siehe 
A. K6m~ (28); im Lichtbogen siehe F. FIscmsR und E. I-IENE: Chem. 
Ber. 46, 6o3. 1913. 

Die Bildung yon NH~ geh~: anscheinend nut in Anwesenheit freier 
Wasserstoffatome vor sich. Siehe CARESS und iRmeAn: Proc. roy. Soc. Lond. 
A 115, 684. 1927. 
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Eine Reihe organischer Substanzen liefert mit  aktivem Stickstoff 
Cyanwasserstoff; es sind dies: Azetylen, Benzol, Penthan, Hepthan,  
Methylbromid, ~thylchlorid und -jodid, Chloroform, Bromoform, ~ t h y -  
len- und Athylidendichlorid und ~ thy la ther  (64, 65). Mit Methan wird 
hingegen kein HCN gebildet (80)~. Ftir Azetylen n immt STROTT (65) 
den Reaktionsverlauf : 

C~H2 + 2N = 2HCN 

an, und einen entsprechenden ftir Benzol, jedoch liegen auch Anzeichen 
ftir die Bildung yon Cyanbenzol (C, Hs CN) vor. 

Glyzerin reagiert nicht mit  akt ivem Stickstoff; Indigo, in konzen- 
trierter Schwefelsaure gel6st, wird entfarbt  (65). 

Die Lumineszenz, v o n d e r  die meisten der genannten Reaktionen be- 
gleitet sind, wurde verschiedentlich und in weitem Umfange untersucht 
und beschrieben (•7,18, 60, 68). Soweit dabei Spektren emittiert werden, 
deren Struktur  bekannt  ist, werden sie im Abschnitt  X, 5 und 6 be- 
handelt werden. 

Eine grol3e Anzahl fester K6rper, meist komplizierter chemischer Zu- 
sammensetzung, wird ferner durch aktiven Stickstoff zur Lumineszenz 
angeregt, ohne mit  ihm merldich zu reagieren 5. Da dieser Vorgang aber 
mehr Interesse hat im Hinblick auf die erregten Substanzen als auf den 
aktiven Stickstoff, so seien bier nur einer zusammenfassenden Note yon 
TIEDE und SCHLEEDE (73) zwei Bemerkungen entnommen:  

I.  Die am starksten lumineszierenden Substanzen enthalten fast aus- 
nahmslos im Gitterverband Stickstoff oder Elemente yon kleinerer Ord- 
nungszahl. 

2. Die sonst als besonders s tark  lumineszenzfahig bekannten Sub- 
stanzen, wie die Sulfide und 0xyde  ge t  zweiten Gruppe des periodischen 
Systems, werden relativ wenig oder gar nicht angeregt. 

2. Katalyt ische Erscheinungen.  Gewisse Substanzen vernichten das 
Nachleuchten, ohne dab irgendein Anzeichen ftir das Stattfinden einer 
chemischen Reaktion zwischen ihnen und dem Stickstoff zu bemerken 
ware; ihre Wirkung m6ge als katalyt isch bezeichnet werden. 

Typisch in dieser Hinsicht sind die Metalloxyde, besonders CuO, in 
dessen Nahe das Nachleuchten spurlos verschwindet, obwohl keinerlei 
Lumineszenzerscheinung noch Gewichtsanderung zu konstatieren ist (60). 
Ahnlich wirken (nach abnehmender katalytischer Wirksamkeit  geord- 
net) : Cu, Fe, Zn, Ag, Pt, W und Mo (36, 81), ein Teil yon ihnen jedoch 

Vgl. auch A. KOENm, und E. ELbD: Chem. Ber. I4, 165, 1914. Ganz 
iihnlich verh~ilt sich eine Reihe y o n  Kohlenwasserstoffen gegentiber ato- 
marem Wasserstoff. Insbesondere erweist sich Methan auch gegen ihn in- 
different; siehe If. F. BONHOEFFER und P. HARTECK: Ztschr. f. phys. Chem. 
A; HABER-Band, S. 64. 1928. 

Ein sehr umfangreiches IVIaterial zu dieser Frage ist in der Dissertation 
yon H. TAI~NEBERGER enthalten (74), S. 46 If. Vgl. ferner P. LEWIS (49)" 
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nur in einem gewissen Temperaturintervall; WILLEY (81) deutet dies 
dahin, dab ein sich auf der Metalloberfl~iche bildendes und nur in diesem 
Temperaturbereich best~indiges Nitrid der eigentliche Katalysator sei. 

Die lange umstrittene Frage, ob Hg-Dampf ausl6schende Wirkung 
habe, dtirfte nach TIEDE und TANNEBERGER (76) ZU verneinen sein. 

Handelt es sick bei den genannten Katalysatoren um Ausl6schung 
des Nachleuchtens, so steht andererseits lest, dab ganz reiner Stick- 
stoff fiberhaupt nicht na~hleuchtet~ und unter Umst~nden erst durch 
geringe Beimengungen yon katalytisch wirksamen Gasen nachleuchtf~ihig 
gemacht wird. Es sind dies (nach abnehmender Wirksamkeit geordnet) 
die folgenden: H~S, H=O, CO=, CO, C2H~, C2H 4, CH 4 02, Cl2 und H2 
(5, 65)~. 

Die vOllig verschiedenartige chemische Konstitution der ~hnlich wirk- 
samen Substanzen macht in hohem Ma/3e wahrscheinlich, dab es sich 
auch bier um katalytische Vorg~nge handelt; in einigen F~Uen spielt sich 
allerdings aul3erdem offenbar eine chemische Reaktion ab. Wir begnfigen 
uns zun~chst mit dieser nur beschreibenden Darstellung, werden jedoch 
im Abschnitt ,,Wandentaktivierung" n~iher auf die Wirkung der Kata- 
lysatoren einzugehen haben. 

3. Oberfl~chenschichtbildung. In einigen F~llen l~il3t sich eineVer- 
~inderung der OberfI~che des dem aktiven Stickstoff ausgesetzten KSrpers 
nachweisen: Pt bedeckt sich mit Platinmoor, blanke Kupfer- und Zink- 
fl~ichen werden matt  (69, 81), vermutlich infolge Bildung eines Nitrids. 
I n d i r e k t -  an der ver~nderten Einwirkung auf das N a c h l e u c h t e n -  
kann man bei Quecksilber auf Oberfl~chenschichtbildung schliel3en. 
Eine Hg-Oberfl~che in Ruhe beeintr~chtigt das Nachleuchten nicht, 
dutch Schfitteln in Bewegung gesetzt ,  bringt sie es momentan zum Er- 
16schen; wird sie zuvor mit Schwefels~ure t~berschichtet, so bleibt dieser 
Effekt aus (62). Mit der Bildung einer wiirmeableitenden Schicht er- 
kl~iren ferner I<ENTY und TURNER (28) die Temperaturabnahme, die sie 
an erhitzten Wolframdr~hten im aktiven Stickstoffstrom finden. Die 
Dicke der Schicht wird auf Grund besonderer Messungen auf etwa 
I Atomdurchmesser gesch~tzt s. 

x Diese Tatsache wurde bereits yon E. "~VARBURG (77), P. LEWIS (g4), 
F. COMTE (8) und besonders in aller Sch~rfe yon E. TIEDE und E. DOmKE 
(72) erkannt, yon STRUTT anfangs entschieden bestritten, und gab AnlaB, 
zu bezweifeln, ob das Nachleuchten tats~ichlich dem Stickstoff zuzu- 
schreiben sei, ~vas erst durch die Kenntnis des Spekti~ms erwiesen wnrde. 

Die Angaben voi1 M. PIRANI und E. LAx (53) kSnnen hiermit nicht 
verglichen werden, da sic sich auf ein blaues Nachleuchten beziehen. Nach 
Versuchen von G. HERZBERG (lg) und B. LEwis (~0) erscheint es zweifclhaft. 
ob Sauerstofi allein den Stickstoff nachleuchtf~hig machen kann. 

3Na, Ka, Ca, Ba und Mg zeigen Oberfl~chenfluoreszenz; Mg allerdings nur 
an einer Oberfl~iche, die l~ingere Zeit dem aktiven Stickstoff ausgesetzt war 
(52). 
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IV. N a c h w e i s  yon  S t i cks to f fa tomen  und  M e s s u n g  
der  Konzentrat ion .  

Erst in letzter Zeit ist der Nachweis yon atomarem Stiekstoff im 
Nachleuchten gelungen, nnd zwar auf zwei verschiedenen Wegen : I. BAY 
und STEINER (2) konnten durch eine schwache elektrodentose Entladung 
im aktiven Stickstoff Bogen- und Funkenlinien des N-Atoms erzeugen; 
im inaktiven traten sie nicht oder nur 
weit schw~icher auf. 2. WREDE (86) 
konstatierte eine Differenz der 
Drueke vor und hinter einer Gefiil3- 
wand, die mit einem sehr schmalen 
Diffusionsspalt (sp, Abb. 3) versehen 
ist, und auf deren einer Seite (E) sieh 
aktiver Stickstoff befindet. Diese 
Druckdifferenz ist im station~iren 
Zustand allein durch die Diffusion des 
teilweise dissoziierten Gases (yon 
E her) bedingt, w~ihrend nut  undis- 

l Maaometer 1 

Abb. 3. Apparatur zur Bestimmung 
der Atomkonzentration nach E. 
~VREDE (86). Die Kontrolleinrich- 

tungen sind fortgelassen. 

soziiertes Gas entgegendiffundiert, woffir durch geeignete Katalysatoren 
(K) gesorgt wird. 

Die WREDEsche 
Atomkonzentration. 
etwa 2 vH, mit sehr 
heffigen, intermit- 
tierendenEntladun- 
gen 30 bis 40 vH. - -  
Versuche, die Disso- 
ziation in der elek- 
trischen Entladung 
durch direkteDruck- 
messung nachzu- 
weisen ~, schlugen 
fehl,vermutlich,weil 
die auftretenden 

Methode eignet sich unmittelbar zur Messung der 
Es ergeben sich unter den iiblichen Bedingungen 

Abb. 4. Konzentrationsmessung und Nachweis der 
nichtleuchtenden Modiiikation nach \'VILLEY (82). 

Dissoziationsgrade zu klein sind, um durch diese nicht sehr genam 
1Viethode erfa/lt zu werden. 

Eine chemische Methode der Konzentrationsbestimmung hat 
STRUTT (61) angegeben: er mi sch te  eine bekannte Menge aktivierten 
Stickstoffs mit N O  und bestimmte naeh Beseitigung des fiberschfissigen 
N O  das Gewicht der entstandenen N2 03-Menge. Unter der Annahme, 

i W. H. CREW und E. O. HULBURT ( I0) ,  zur  Kritik ihrer Methode 
siehe E. WREDE" (86) S. 54. 
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daB die Reaktion durch N-Atome eingeleitet wird und in zwei Stufen 
erfolgt, n/imlich : 

2NO -{- N --~ NO~ + N~ 
NO~ + N O  = N ~ O  3 , 

ergab sich die Atomkonzentrat ion zu 2,5 Gewichtsprozenten. Da aber 
die M6glichkeit eines ganz anderen Reaktionsverlaufes nicht v o n d e r  
Hand  zu weisen ist, und da sicher stets ein Tell des aktiven Stickstoffs 
katalytisch, d .h .  ohne Bildung eines Reaktionsproduktes entaktiviert  
wird, so ist die Methode nicht einwandfrei. - -  WILLEY (82) benutzte  
die W~rmeentwicklung bei der Entakt ivierung zur Konzentrat ions- 
messung, indem er ein Thermometer  (T1, Abb. 4), das mit  oxydiertem 
Kupferdrahtnetz  umwickelt war, und ein freies, T2, dem in A aktivierten 
Stickstoff aussetzte; das erstere zeigte infolge der katalytischen Ent -  
aktivierung eine h6here Temperatur  als das letztere. Die Temperatur-  
differenz ist ein Mal3 ftir die St~rke der Aktivierung; da aber nicht fest- 
steht,  da]3 die W~rmeentwicklung nur durch Atomrekombination hervor-  
gerufen wird, so 1ABt auch dies Verfahren, selbst nach Eichung mit  einer 
der zuerst genannten Methoden, nur bedingte Schltisse auf die Atomkon-  
zentration zu. 

V .  N i c h t l e u c h t e n d e  M o d i f i k a t i o n .  

Wenn auch das gelbe Nachleuchten ein sicheres Merkmal ffir die 
Existenz einer nicht normalen Form des Stickstoffes ist, so ist damit  
durchaus nicht erwiesen, dab eine chemisch-aktive Modifikation sich 
notwendig durch Nachleuchten dokumentieren muB. In der Tat  wird 
eine Reihe von Erscheinungen, die fiir den aktiven Stickstoff typisch 
sind 7 beobachtet, auch wenn er die F~ihigkeit nachzuleuchten bereits 
verloren hat oder ihr kfinstlich beraubt worden ist: 

Wird z .B.  ein yon nachleuchtendem Stickstoff durchstrSmtes Rohr  
an einer Stelle krSftig erw~irmt 7 so verschwindet dort das Nachleuchten, 
tritt aber weiterhin in den nicht erhitzten Rohrteilen wieder auf 
(STRUTT (60)). CARIO U. KAPLAN (77 26) konnten sogar nachweisen, 
dab bei gentigend starker Erhitzung an derselben Stelle die N a - D -  

Linien auftreten, dab also der vom Glas abgegebene Na-Dampf  vom 
nichfleuchtenden Gas angeregt wird. 

Bfingt man durch Abschw~ichen der aktivierenden Entladung (Ver- 
mindern der Kapazit~it) das Nachleuchten zum Verschwinden, so wird 
durch eine ganz schwache Hilfsentladung in dem derart vorbehandelten 
Stickstoff ein anderes Spektrum (4. positive Bandengruppe) als in 
normalem erzeugt (BAY U. STEINER (3)). Ebenso wird Phosphor-  
dampf yon aktiviertem, aber nichfleuchtendem Stickstoff zu Lumines-  
zenz angeregt (34). 
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Ein hSchst merkwiirdiges Experiment endlich beschreibt STRUTT (61) : 
In ein weites Rohr (Abb. 5) tritt bei B nachleuchtender, durch C nicht 
aktivierter, mit Phosphordampf beladener Stickstoff ein; das Gemiseh 
wird bei D abgepumpt. Die Lumineszenz des Phosphordampfs tfitt 
nun nicht an der Mtindung yon C auf, sondern erst an einer Stelle 
E, wo das Stickstoffnachleuchten bereits vSllig abgeklungen istL 

Den Versuch einer systematischen Untersuchung machte WILLEY 
(82), indem er das (in A, Abb. 4) aktivierte Gas ein Rohr durchstr6- 
men lieB, in welchem bei B eine schwache elektrische Entladung erzeugt 
werden konnte, die das Nachleuchten beseitigt, und danach (mit der 
N O -  und der Thermometermethode) die Konzentration maB. Sie stellte 
sich als ziemlich unabh~ingig 
v o n d e r  Intensifiitdes Nach- 
leuchtens heraus % 

Das einzig Sichere, was 
sich aus diesen Experimenten 
ergibt, ist, dab der aktive 
Stickstoff zugleich mit der 
Fiihigkeit; nachzuleuchten, 

D I ~ O 

\ ~ / / ~ / / / / / / ~ f ~ - - - ~  

Abb. 5. Nachweis einer nichtleuchtenden 
Modifikation STRUTT (61). 

nicht dieienige , thermische und chemische Effekte hervorzumfen, sowie 
Lumineszenz zu erzeugen, zu verlieren braucht. BAY u. STEINER (3) 
nehmen an, dab der aktive Stickstoff in dieser nichtleuchtenden Modi- 
fikation vorwiegend Molektile in einem energiereichen Zustand enth~lt. 

Wir haben demnach im folgenden zwischen Aussagen zu unter- 
scheiden, die sich auf die leuchtende und solchen, die sich auf die 
nichtleuchtende Modifikation beziehen; letzteres wird iiberaU der Fall 
sein~ wo aus dem Verhalten des Nachleuchtens Schliisse gezogen 
werden. 

V I .  E i n f l u l 3  y o n  e l e k t r i s c h e m  F e l d ,  D r u c k  u n d  

T e m p e r a t u r .  

LtBt man aktiven Stickstoff zwischen Etektroden hindurchstr6men, 
zwischen denen ein elektrisches Feld (bis zu 3000 Volt/cm) erzeugt wird, 
so ist weder ein Erl6sehen des Nachleuchtens noch eine Ablenkung des 
leuchtenden Gases, noch sonst irgendeine Ver~nderung zu konstatieren 

i Aul3erdem beobachtete STRUTT folgendes: Wird C in Richtung seiner 
Achse in das Rohr hineingeschoben, so verharrt die lumineszierende Woike 
yon Phosphordampf so lange an ihrem Platze, bis die Rohrmfindung bei 
ihr angelangt ist; wird C noch weiter geschoben, so wandert sie mi±, wobei 
die Lumineszenz an Intensit~t abnimmt. - -  Eine ~hnliche Erscheinung 
wurde auch yon K6xm u. EL6D beobachtet (36). 

Dem widersplicht in gewissem Sinne das S. 231 erw~hnte Resultat 
WR.EDES, der unter ~hnlichen Bedingungen Verringerung der Atomkonzen- 
tration beobachtete. 
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(61, 63). Die St~irke des zwischen den Elektroden flieBenden Stromes er- 
weist sich als proportional zur Elektrodenfl~iche; er ist also lediglich als 
Photostrom anzusprechen. Ionen sind im aktiven Stickstoff (in beiden 
Modifikationen) demnach nicht enthalten (29, 9). 

Ein EinfluB magnetischer Felder wurde ebenfalls nicht gefunden (28). 
Die Beeinflussung des Nachleuchtens durch Druck~inderung kann nur  

im ruhenden Gase und unter Abtrennung yon der erzeugenden Entladung 
untersucht werden, da andernfalls die Entladungsbedingungen und so- 
mit die Zusammensetzung des aktivierten Gases nicht konstant bleiben. 

STRUTT (62) benutzte die in Abb. 6 skizzierte 
$ ~ ~  Anordnung : Der bei A elektrodenlos aktivierte 

Stickstoff diffundiert rasch nach B und kann 
A dort dutch Heben d e r m i t  Schwefels~ure fiber- 

schichteten Quecksilbers~iule C abgeschlossen wer- 
den. Komprimiert  man ihn auf diese Weise in B, 
so wird das Nachleuchten heller und klingt 
rascher ab; solange noch eine Spur vorhanden ist, 

c kann es durch weitere Kompression immer wieder 
verst~irkt werden. L~iBt man darauf das Gas 
durch Senken yon C wieder bis zum anf~inglichen 
Druck expandieren, so ist das Nachleuchten in B 
weit schw~icher als in A, wo inzwischen keine 
merklichen Druck~inderungen vorgenommen wur- 
den. Die Abklingungsgeschwindigkeit ist demnactl 
vom Druck abh~ingig, der Entaktivierungs- 

Abb. 6. Die prozeB offenbar nicht monomolekular (vgl. Ab- 
Druckabh~ingigkeit schnitt VIII ,  2). 
des Nachleuchtens 
nach STRUTT(62). Spontalie Druckverminderung w~ihrend der 

Dauer des Abklingens wurde von WREDE (36) be- 
obachtet und als Folge der Atomrekombination gedeutet. Im statio- 
n~iren Zustand, d. h. bei andauernder Bildung und Vernichtung yon 
aktivem Stickstoff in einem abgeschlossenen Beh~ilter, dagegen lieB 
sich keinerlei Druck~inderung nachweisen, auch nicht bei der Tempe- 
ratur der fliissigen Luft, woraus zu schlicBen ist, dab der aktive Stick- 
stoff keine in diesem Temperaturbereich kondensierbaren Bestandteile 
enthttlt (61). 

Wird ein Teil des GefiiBes, in dem das Nachleuchten erzeugt wird, 
stark gekiihlt, so leuchtet das Gas an der Grenze zum k~ilteren Tell heller; 
jenseits yon ihr erlischt das Leuchten fast unmittelbar. Dies letztere 
l~iBt sich verstehen als Folge der Dichteerh6hung, die in dem gekiihlten 
Tell eintritt,  und Aufhellung und beschleunigtes Abklingen des Nach- 
Ieuchtens bewirkt (siehe oben). 

Wird das ganze GefiiB auf die Temperatur  der fliissigen Luft gebracht, 
so beginnt das Nachleuchten nach Abschalten der erzeugenden Ent-  



Der aktive Stickstoff. 239 

ladung ebenfalls viel heller als bei Zimmertemperatur und ktingt blitz- 
artig ab. Dieser Effekt ist, da keine Anderung der Dichte vorgenommen 
wird, nicht auf die gleiche Art  erkl~rbar. Ebensowenig die Beobach- 
tung, dab bei IOO o C das Nachleuchten trotz kleinerer Anfangsintensit~t 
ebenfalls rascher abklingt als bei Zimmertemperatur, dal3 also dann die 
gesamte ausgestrahlte Energie geringer ist (STRUTT [621). 

VII. Volum- und Wandentaktivierung; Einfluf~ der 
Wandbeschaffenheit .  

DieTemperaturabh~ngigkeit des Nachteuchtens wird nun einigermaBen 
verst~ndlich, wenn m a n - - I n i t  STRUTT (62) - -zwei  verschiedene Entakti-  
vierungsarten annimlnt, eine Hypothese, die sich auBerordentlich be- 
wahrt hat :  I. Entaktivierung im gaserfiillten Volumen, die von Nach- 
leuchten begleitet ist und dutch Druckerh6hung oder Temperatur-  
erniedrigung beschleunigt werden kann; 2. nichtleuchtende Entakti-  
vierung an den Gef~Bwandungen, die yon deren Beschaffenheit in hohem 
MaBe abhtngt  und mit wachsender Temperatur zunimmt. Bei hoher 
Temperatur tiberwiegt also die nichtleuchtende Wandentaktivierung, bei 
tiefer die leuchtende Volumentaktivierung I. 

DaB der leuchtende Entaktivierungsvorgang sich iiberwiegend im 
Gef~Binneren abspielt, ltBt sich dutch Photometrie des Nachleuchtens 
in Abh~ngigkeit yon der Schichtdicke nachweisen, oder dadurch, dab 
man das nachleuchtende Gas durch einen Strom inaktiven Stickstoffs 
vom Beobachtungsfenster fernh~lt; das Ergebnis beider Versuche (3,5) 
spricht durchaus fiir die STRUTTsche Hypothese 2 

Als direkter Nachweis der Wandentaktivierung sei ein Versuch yon 
HERZBERG (1//) angeffihrt : Er arbeitete mit einem Quarzgef~tB und elek- 
trodenloser Anregung; durch grfindliches Ausheizen und Evakuieren ge- 
lang es ihm, das Nachleuchten v611ig zum Verschwinden zu bringen; 
setzte er nun Spuren yon H~ zu, so trat es mit unverminderter Starke 
wieder auf und blieb auch nach mehrmaligem Evakuieren und Neufttllen 
mit reinem Stickstoff bestehen; erst dutch erneutes Ausheizen konnte 
es wieder beseitigt werdenK Sehr reine entgaste Quarzoberfl~chen be- 
gfinstigen demnach - - i m  Gegensatz zu gasbeladenen - -  die Wan- 
dentaktivierung derart, dab in ktirzester Zeit die gesamte aktivierte 
Gasmenge in den normalen Zustand zurtickgekehrt ist, und Volumentakti- 

Ihr Temperaturkoeffizient ist also - -  im Gegensatz zu allen chemischen 
Reaktionen - -  negativ. CARIO und KAPLAN (7) nehmen an, dal3 dies nur 
vorget~.uscht werde dutch Verunreinigungen, die sich bei tiefer Temperatur 
an den W~nden kondensieren und erh6hte \Vandentaktivierung bewirken. 
D i e  gr613ere AnfangsintensitAt ist damit freilich nicht erklgrt. 

2 Indirekt aus Leitf~higkeitsmessungen glauben I~ARRER und FAZEL (27) 
auf Volum- und Wandentaktivierung schliel~en zu k6nnen. 

3 ~hnliche Beobachtungen beschreiben K6N'IG und KLINKM.~,~','¢ (38), 
STRUTT (65), BONHOEFFER nnd KAMIN'SKY (5). 
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vierung, also Nachleuchten, tiberhaupt nicht bemerkbar wird. Welche 
Faktoren ganz allgemein fiir die entaktivierende Wirksamkeit der W~nde 
mal3gebend sind, und ob diese unter allen Umst~nden mit sinkender 
Temperatur ab- und mit steigender zunimmt, wie es zur Erkl~t-ung der 
Temperaturabh~ngigkeit des Nachleuchtens angenolnmen werden mul3, 
dariiber kann nach dem heutigen Stande noch nicht geurteilt werden. 

Unter diesen Umst~tnden und angesichts der Unabhitngigkeit des 
Spektrums v o n d e r  Natur  der Nachleuchten erzeugenden Verunreini- 
gungen (5) liegt es nahe, die gesamte Wirksamkeit der Katalysatoren (vgl. 
Abschnitt I I I2)  auf erh6hte oder verminderte Wandentaktivierung zu- 
rfickzufiihren. Ohne Zweifel wirken in diesem Sinne die geringen Ver- 
unreinigungen, die reinen Stickstoff erst nachleuchtf~hig machen, indem 
sie die Wandbeschaffenheit so vefiindern, dab Wandentaktivierung ver- 
hindert wird. Eine gewisse Menge des Zusatzgases sollte dann die Ent-  
stehung des Nachleuchtens erm6glichen, die Nachleuchtf~higkeit also 
nur vom Partialdruck des Zusatzgases abh~tngen. Mit anderen Worten: 
Der maximal zul~tssige Prozentsatz sol]te bei geringen Drucken gr613er 
sein als bei hohen. Das wird ftir Sauerstoffbeimengungen in der Tat  
durchverschiedeneBeobachtungen bestAtigt (74,5, 14). B e i e t w a 4 m m H g  
Gesamtdruck betrAgt der gtinstigste Sauerstoffpartialdruck o,I mm Hg (5) ; 
bei sehr geringen Drucken gelingt es bereits in Luft das gelbe Nach- 
Ieuchten zu erzeugen (13, 47, 14, 40, 22). - -  DaB gr61~ere Mengen yon 
Fremdgasen das Nachleuchten zerst6ren, ist demnach durch andere 
--wahrscheinl ich c h e m i s c h e -  Effekte zu erklAren (60, 61, 65 ,36 ,  5 ,80) .  

V I I I .  D a s  A b k l i n g e n  d e s  N a c h l e u c h t e n s .  

x. Die Abkl ingungsfunkt ion.  V]ir nehmen an, dab der von Nach- 
leuchten begleitete Entaktivierungsvorgang sich lediglich zwischen einer 
Art aktiver Partikeln und normalen Stickstoffmolekiilen abspielt, und 
dab an jedem Elementarprozel] a aktive Partikeln und/5 Molekfile be- 
teiligt sind; die Anzahl der ersteren pro Volumeneinheit (n) sei klein 
gegen diejenige der letzteren (N). Die Anzahl der Elementarprozesse 
pro Zeitelement dt ist dann proportional n ~ N~  dt und zugleich proportio- 
nal dem Verlust an aktiven Partikeln: 

- -  d n  = A n" N ~  d t  

Also n = [(a -- I) (A N,  ~ t + C)] ' - " .  (I) 

Setzen wir ferner voraus, dab jeder Emissions- mit einem Entakti-  
vierungsprozeB verkntipft ist und umgekehrt, so wird die ausgestrahlte 
Nactlleuchtintensit~tt f ebenfalls proportional der zeitlichen Abnahme 
an aktiven Partikeln : 

dn 
f = B . . . .  A B n  ~ NI ~ (2) dt 
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Man eliminiert n nnd  erh~ilt : 

J = A B N t  ~ • [(cx - -  I ) - (A  NI ~ t + C)] ~-~, (3) 

worin C eine In tegra t ionskonstante ,  die die Anfangsbedingungen enth~ilt. 

Das ergibt 

fiir c ~ = i : a r = A B N l ~ . e - ' ~ v t ~ t - c ' ;  l o g f  prop. t 
I 

ftir a = 2 : f = A B NI 3 • (A N~ ~ t + C) -~ ; ~-~ prop. t (4) 

Iiir c c = 3 : f =  A B N ~ . ( A N I ~ t + C ) - 2 ;  j2 /~prop ,  t .  

Tats~tchlich ist nun  die obige Voraussetzung,  wie in Abschni t t  V I I  
gezeigt, durchaus nicht  immer  erfiillt : Sobald auch Wandentakt iv ie rung 
s ta t tha t ,  ist nicht  jeder Entakt ivierungsprozeB mit  Emission verbunden,  
ein Abklingen des Nachleuchtens nach einer der obigen Funkt ionen nicht  

I 
zu erwarten I. Wird  dagegen log]" bzw. ~ usw. proport ional  der Zeit 

gefunden, so ist das als Beweis daffir anzusehen, dab die Wanden tak t i -  
vierung zu vernachl~ssigen und  a = I bzw. 2 usw. zu setzen ist. 

2. A b k l i n g u n g s m e s s u n g e n .  Die Abldingungsfunktion ist bereits 
mehrfach  gemessen worden. I m  ruhenden Gase yon v. ANGEm~R (1) 

a 

i 
b 

+ --~sek~-- 

Abb. 7- Abldingungskurven bei o,I mm Druck ohne und mit 
Wandentaktivierung; nach KNESER (33)" 

mit  einer photoelektrischen, selbstregistrierenden Anordnung,  von 
RUDy (55), yon KNESER (33) durch  subjektive Photometr ie  bei wie- 
derholter  Anregung. K~3NIG und  KLINKMAN~X (38) sowie WILLEY (75) 
photometr ier ten (die ersteren photographisch und  mit  spektraler Zer- 
legung, der letztere kolorimetrisch) die Intensit~it entlang einem vom 

x Der umgekehrte Fall, dab Emission ohne Entaktivierung eintritt, diirfte 
aus energetischen Grtinden nicht in Betracht kommen. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII.  I(5 
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nachleuchtenden Gase durchstrSmten Rohre, wobei sich die zeitliche 
Abtdingung aus der zu berechnenden StrSmgeschwindigkeit ergibt. 

Alle diese Untersuchungen (mit einer Ausnahme) ~ ergaben unter Be- 
dingungen, die ftir das Nachleuchten giinstig sind, mit geringen Ab- 

z d . h . a = 2 ( v g l .  weichungen, lineare Zeitabh~ingigkeit des Ausdrucks }-~, 

Kurve a der Abb. 7). Dagegen ist bei schwachem, kurzdauerndem Nach- 

leucht en, also erheblicherWandentaktivierung, ~ nicht mehr proportional 
t d  

t (Kurve b) 2, was mit der oben entwickelten Anschauung tibereinstimmt. 
BONHOEFFER und KAMINSKY (5) verglichen die Nachleuchtintensi- 

t~it f an zwei verschiedenen Stellen eines durchstrSmten Rohres in Ab- 
h~ingigkeit v o n d e r  Konzentration, 

dz 

3 -  

I r i l 

Abb. 8. Messung der Nachleuchtin- 
tensit~it in Abhiingigkeit yon tier 
Konzentration. Nach BONHOEFFER 

und KAmNSKY (5) 
k~ 

n i = ~  

die GrS~e 
k~n~ S~ + $2 
k~ n~ = Sx 

1Af3t sich durch Messung yon S~ und S, ermitteln. 
Gleichung (2) erhalten wir 

die durch Zufuhr inaktiven Gases 
zwischen den Beobachtungsstellen 
(I und 2) in der zweiten verringert 
werden konnte. Im ganzen Rohr 
ist der Druck und somit auch N 
konstant;  hingegen ist an jeder 
Stelle n, die Anzahl aktiver Par- 
tikeln pro Volumeneinheit, umge- 
kehrt  proportional der Str6mge- 
schwindigkeit, d. h. der pro Sekunde 
den Rohrquerschnitt  passierenden 
Gasmenge, die in I gleich S~, in 2 
gleich (S, + $2) sei. Demnach ist, 
wenn k1 nnd k~ konstante Fak- 
[oren bedeuten : 

k~ 

Mit HiKe yon 

i KONm und KLINKMANN brachten das vom nachleuchtenden Gas 
durchstrSmte Rohr an die Stelle des Spaltes eines Spektrographen, maven 
die Schw~rzung S entlang den so erhaltenen Spektrallinien und fanden einen 
Hnearen Abfall von log S. Hierin allein glaubt der Verf. nicht, einen 
Widerspruch gegen die erw~hnten anderen Messungen sehen zu mfissen. 

2 Der AbszissenmaBstab in Abb. 7b ist gegeniiber 7a etwa lofach ver- 
grSBert.- l~s werden auch F~lle beobachtet, in denen die Abldingungskurve 
einen Wendepunkt aufweist [(14, S. 893) und (33, S. 727)] ; sie lassen sich viel- 
leicht durch ver~inderliche ~Vandbeschaffenheit erkl~ren. 
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]~ linear yon Das Resultat der Messungen (Abb. 8) beweist, dab 

~-/ abh~ingt; das bedeutet wiederum: a ---- 2. 

Wir schlieBen daraus, dab stets zwei aktive Partikeln am elementaren 
Emissions- und EntaktivierungsprozeB beteiligt sin& 

I 
Aus der Neigung (M) der Geraden, die ~ als Funktion yon t dar- 

stellen, in Abh~ngigkeit von N, d. h. vom Druck, ergibt sich/~ mit Hilfe 
yon Formel (4): 

d I ] ~ N  ~ " 
M - d t | / j  = 

KNESER findet ira Bereich yon 0,05 bis 0,8 m m  Hg den Neigungs- 
winkel ungefiihr proportional der Wurzel aus dem/ ) luck ,  d. h. 

t 

M = k o n s t .  N ~, f l = I .  

Dasselbe Resultat  erh~lt WILLEY bei h6heren Drucken, sofern 
Wandentakt ivierung vermieden wird i. 

3. Der DreierstoBversuch. Die Er6ebnisse des vorigen Absctmittes 
lassen es kaum zweifelhaft erscheinen, dab am elementaren Emissions- 
akt  des Nachleuchtens zwei aktive Partikeln lind (wahrscheinlich) ein 
neutrales Molektil beteiligt sind, dab man ihn also als DreierstoB an- 
sprechen muB. 

Diese Anschauung wird durch das folgende Experiment  best~tigt:  
Da die Wahrscheinlichkeit ftir einen DreierstoB der Anzahl neutraler 
N2-Molekiile proportional ist, so muB die Nachleuchtintensit~tt bei Zu- 
fuhr nichtaktivierten Gases anst6igefl; auch dann, wenn man die durch 
Drucksteigerung erh6hte Ausl6schung infolge yon St6Ben zweiter Art  
in Betracht  zieht (-5). Diein Abb. 9 a wiedergegebenen Abldingungskurven 
zeigen diesen Effekt 2, der durck Einlassen neutralen Gases in das yon 
Nachleuchten erfiiUte Gef~tB erzielt wurde (33). Er  kann nicht dutch lokale 
Ansammlung aktiver Partikeln infotge des DruckstoBes vorget~inscht 
sein, da, wie sich aus den Versuchsdaten absch~itzen l~iBt, bereits nach 
etwa x/2 Sekunde v611ige Durchmischung eingetreten sein muB. Dutch 

x Dem Verf. vor der Publikation freundlichst mitgeteilt. 
2 Nach BONHOEFFER und KAMINSKY (5, S. I3) finder bei diesem Ex- 

periment keine AufheUung des Nachleuchtens start. Sie setzten das inaktive 
Gas absichtlich langsam zu, wodurch m6glicherweise die Verst~rkung des 
Nachleuchtens yon dem infolge der Druckerh6hung beschleunigten Intensi- 
t~itsabfall schon sehr kurze Zeit nach Zufuhr des inaktiven Gases fiber- 
kompensiert wurde. (Der Verf. ist Herrn BONHOEFFER sehr zu Dank 
verpflichtet ffir den Hinweis auf diese M6glichkeit, die Diskrepanz zu er- 
kl~ren.) 

16" 
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diese Beobachtung und die Abklingungsmessungen erscheint das Vor- 
kommen yon Dreierst6Ben experimentell erwiesen. 

Zufuhr yon Argon (Abb. 9b) bewirkt  ebenfalls Aufhellung in merldich 
demselben Mal]e; offenbar kann also an Stelle eines Stickstoffmolekfils 

#0 

A 

---~ssek ~-- 

b 

Abb. 9. DreierstoBversuch; Aufhellung des Nachleuchtens durch Zufuhr 
neutralen Gases (Druck vorher x/2o, nachher ~/~ mm Hg). J in willkfirlichen 

Einheiten. Nach K•ESER (33). 

ein Argonatom die Ro l l e  des dAitten StoBpartners fibernehmen. So ist 
es auch zu verstehen, dab in Stickstoffedelgasgemischen der Neigungs- 
winkel M, der ja nur Funktion von N, d.h.  yon der Zahl der in der Volum- 
einheit enthaltenen nichtaktiven Partikeln,  sehr viel starker abh~ngig 
vom Gesamtdruck als vom N~-Part ia ldruck ist (33). 

IX. Das Spektrum des Nachleuchtens .  

I m  Molekfilspektrum des Stickstoffs unterscheidet man die folgenden 
Bandengruppen : 

ersfe] positive Gruppe (1o50o--5o00 A.E.) 
zweite . . . .  (53oo--28oo A.E.) 
vierte . . . .  (29o0--22oo A.E.) 
negative Gruppe (520o--380o A.E.) 
BIRGE-HOPFIELD-Gruppe (I9OO--I20o A.E.) 

Die negative Gruppe geh6rt dem einfach ionisierten Molekiil an. Das 
frfiher als drit te positive Gruppe (3ooo bis 20o0 A.E.) bezeichnete Ban- 
densystem hat  sich als zum NO geh6rig erwiesen. 

Den genannten ffinf Gruppen lassen sich Elektronenniveaus zuorduen, 
die durch das in Abb. IO abgebildete Schema dargestellt sind ~. Ein  dem 
13bergang X - - A  entsprechendes Bandensystem wird weder in Absorp- 

x Es sei bier auf eine Schwierigkeit hingewiesen : In manchen Fallen, z. B. 
im Kanalstrahlspektrum, tri t t  die 2. positive Gruppe krAftig auf, die I. fiber- 
haupt nicht; nach dem obigen Schema ist das nicht verstAndlich. 
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t ion  noch in Emiss ion beobach te t ,  so dab  A sehr  wahrscheinl ich  ein 
m e t a s t a b i l e r  Z u s t a n d  is t .  Die  Niveaudi f fe renz  X - - A  i s t  aus d iesem 
Grunde  ledigl ich aus E lek t ronen-  
s toBmessungen bekannt ,  und  des- 
wegen nur  auf  e twa ! 0,3 Vol t  
genau  angebba r ;  das  gleiche g i l t  
ffir die Ionis ierungsenergie  ( X - - X ' ) ,  
wiihrend alle i ibrigen Niveaud i f -  
ferenzen aus spek t roskopischen  
Da ten ,  also weir genauer, ,  e rmi t -  
t e l t  w o m e n  s in& 

Die spekt roskopische  Unter -  
suchung des Nachleuchtens  zeigt ,  
dab  im ganzen Bereich zwischen 
12oo und  10500 AE~ ausschliel31ich 
eine Auswahl  yon B a n d e n  der  
e rs ten  pos i t iven  Gruppe  ~ au f t r e t en ,  
n i imlich je drei  oder  vier  benach -  
b a r t e  Banden  im Griin,  Gelb, R o t  
u n d  - -  wie neuerdings  yon  CARIO 
u n d  KAPLAN 3 festgestel l t  - -  im  

A t 
¢ 

peg. 
~" Gruppe 

v"/Jonis.- 
" d'pa/mg.) 

l_ I ~:as c 

L.¢man- 
~" ~ B//"ge- 
~. ~" Hopfleld 

X 

Abb. lO. Niveauschema des N~-Mole- 
kills nach H. SPO~-,~R (58); ergS.nzt 

nahen  Ul t r a ro t  mi t  ganz f iberwiegender  In tens i t i i t ,  wS_hrend die an-  
deren  Gruppen  u n d  das  A t o m s p e k t r u m  v611ig fehlen. Die Wel lenl~ngen 

Untersuchung des Spektrums 
im Vakuum-Ultraviole t t  siehe R. 
C. JOHNSON und H. G. JENXlNS (20) 
und H. SPONER ( 5 9 ) ,  im Ul t ra ro t  G; 
CARLO und J. KAPLAN (7) und P . K .  6788 
KICHLU und D. P. ACHARYA (31). 6704 

Diese Banden wurden zuerst  6624 
yon P. LEwis (43) beobachtet, yon 6545 
FOWLER und STRUTT (67) als a- 6469 
Gruppe bezeichnet und mi t  Banden 6394 
der ersten posit iven Gruppe des Nz 63:23 
identifiziert,  wodurch ein s t r ik ter  6:252 
Beweis erbracht  war, dab es sich bei 6185 

607o 
dem nachleuchtenden Gas umStick- 6o14 
stoffhandelt .  Die sogenannte fl= und 5959 
?-Gruppe, die FOVCLER und STRUTT 59015 

auBerdembeschreiben,sinddemNO 5855 
zuzuschreiben (H. SPONER und J. 5804 
I-toI'FIELD: Physic. Rev. 27, 640. 5755 
19126) und verschwinden, welm das 5442 
Nachleuchten in sehr reinem Stick- 5407 
stoff erzeugt wird (69, 15, 20, 47). 5375 

T a b e l l e  I. 

). (A. E.) n'  -+ n" gesch~tzte 
Intensit~.t 

4 - - ~  2 

5-->-3 
6 -+  4 
7 .+ 5 
8---.-6 
9 - + 7  

IO--~ 8 
I I - +  9 
12---> IO 
6 +  3 
7 - + 4  
8 . +  5 
9 - > 6  

i o - >  7 
I I - >  8 
112-+ 9 
IO-+ 6 
I I -->- 7 

112-+ 8 

12 

4 
6 
4 
2 

3 
6 

1 0  

5 
3 
I 
I 
:2 
6 

I 0  
6 
:Z 

8 
5 

3 Ffir die Mifteilung dieser und anderer  Resultate  vor der Publ ikat ion  
ist  der  Verfasser Herrn  C_~RIO sehr zu Dank verpfi ichtet ;  sie konnten in 
Tabelle i und Abb. I I nur zum Teil bert~cksichtigt werden. 
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ihrer Kanten,  die gescNitzten Intensit~itswerte und die zugeh6rigen 
Quantenzahlen n '  und n"  (siehe unten) sind in Tabelle I angegeben ~. 

Da das Spektrum h6chst wertvolle Aufschltisse tiber die Natur  des 
aktiven Stickstoffs zu geben vermag, mul3 hier auf die Struktur  der ersten 
positiven ]3andengruppe n~iher eingegangen werden. Abb. I I  gibt das 

v 

7. pos/live Sruppe 

) 

L 

Q. 

Lymaa - #t~'ge - 
/ ' /op/ ' /e/d-Grvppe 

Abb. I I. Schema der I. positiven Bandengruppe nach R. T. BIRGE, 
Phys. Rev. 23, 294. 1924; erg~inzt. 

Niveau- (Kanten-) Schema nach BIRGE wieder; es ist als vervollst~_n- 
digtes Detail  der Abb. Io aufzufassen. Die Schwingungsquanten 
des Zustandes B (Anfangszustand der ersten positiven Gruppe in Emis-  

Nach R. I. STRUrr (69), erg~nzt durch die Resultate yon G. HERZBERG 
(15). i~. C. JOHNSON (Philos. Mag. 48, IO69. 1924) finder eine ganz ~ihnliche 
Intensit~tsverteilung bei Durchgang einer schwachen Entladung durch 
Argon, das Spuren yon Sfickstoff enthXlt. 
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sion) sind mit  n '  (-~ o bis 19), die des Zustandes A mit  n'" ( =  o bis 15) 
bezeichnet. Die normalerweise beobachte ten  13berg~nge sind durch ein- 
fache Yerbindungslinien gekennzeichnet ,  die im Nachleuchten relat iv 
st~irksten dutch Pfeile. Sie nehmen  ihren Ausgang vorzfiglich yon  den 
mit  n '  = I I  und - -  nach CARLO und  KAPLAN - -  n '  ~ -  6 bezeichneten 
Niveaus.  Aus deren H6he fiber dem A-Zus tand  (8,0 _+_+ 0,3 Volt) k6nnen 
wir schliegen, dal3 ftir den elementaren Emiss ionsakt  Energien 

von (8,0 4- 0,3) + 3,47 = 11,5 ± 073 Volt 
bzw. (8,o __+ 0,3) + 2,38 = lO,4 -+- 0,3 Volt 

zur  Verftigung stehen. 
Ein  Absorpt ionsspektrum des nachleuchtenden Stickstoffs ist n icht  

bekann t ;  selbst bei absorbierenden Schichten yon I m Dicke t ra ten im 
Bereich 10500 bis 230o A. E. weder Absorptionslinien noch  -banden auf 
(5, 54, 6). Es ist dies X > 
u m  so verwunderlicher, 
als nach Emission der 

Nachleuchtbanden 
der vermutl ich meta-  
stabile A-Zustand sicla 

s t a rk  anreichern 
mfiBte x. DaB insbe- 
sondere die n '  --~ o- 
Banden  nicht  in A b -  

sorption auftreten,  
scheint besonders nach 
CARLOS Untersuchun- 
gen im Ul t rarot  (6) er- 
wiesen. 

Die Intensi tatsver-  
teilung im Spektrum 
wird durck Verunreini- 
gungen,  soweit sie 
kata lyt isch - -  also in 
ldeinen Quantititten 

oder die Wand-  
beschaffenheit  ver- 
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Abb. I2. IntensitAtsverteilung innerhalb der I. 
positiven Gruppe; a Nachleuchten im reinen Stick- 
stoffe, b in Ne mit Spuren yon N~ (Lord I~AY- 
LEIGH [70]), C bei sehr geringem Druck,. d bei der 
Temperatur der flfissigen Luft (G. HERZBERG [15] ). 

iindernd wirksam sind, n icht  merkl ich beeinflul3t (5). In  Stick- 
stoffedelgasgemischen, in dellen m a n  bis zu verschwindend kleinen 

Dies wird dutch eine ]3eobachtung KAPLAXS (24) bekr~iftigt: Er  konnte 
in aktivem Stickstoff durch eine schwache t~nttadung die 4. positive Oruppe 
anregen, deren Ausgangsniveau um 6,8 Volt fiber dem A-Niveau, abet 
14,8 Volt fiber dem NormMzustand liegt; in nichtaktivem Stickstoff ge- 
Iingt dies c. p. nich±. - -  Auch nach Resonanzfluoreszenz, die in Anwesenheit 
metastabiler Molekiile zu erwarten w~ire, wurde vergeblich gesucht (35). 
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Stickstoffkonzentrationen noch kr~ftiges Nachleuchten erzeugen kann 
(85), t r i t t  hingegen eine Verschiebung des Intensit~tsmaximums nach 
Rot innerhalb jeder Teilgruppe ein (70); nach Violett werden die In- 
tensit~tsmaxima verschoben bei geringen Drucken (o,I mm Hg) und 
tiefen Temperaturen (flfissige Luft) (Abb. 12). Der letztgenannte Effekt  
wird yon CARIO und KAPLAN (7) dahin gedeutet, dab beim Verschwinden 
der molekularen Wttrmebewegung die Selektivit~t der Anregung - -  und 
zwar des 12. Schwingungsquants - - sch~rfe r  hervortri t t .  

X .  D i e  E n e r g i e  d e s  a k t i v e n  S t i c k s t o f f s .  

Die Kernfrage, auf deren Beantwortung jede Hypothese fiber die 
Natur  des aktiven Stickstoffs ruben muG, ist die nach seiner Energie. 

I. Bildungsenergie. Das experimentelle Material zu der Frage, 
welche Energie aufgewandt werden muB, um aktiven Stickstoff zu er- 
zeugen, ist sp~rlich, da bei den fast immer benutzten elektrischen Er- 
zeugungsmethoden unkontrollierbare Energiemengen ffir Nebeneffekte 
verloren gehen.. Nur KE~TY und TURNER (28) haben versucht, Stick- 
stoff durch StoB langsamer Elektronen zu aktivieren. Als Reagens ffir 
das Auftreten des aktiven Stickstoffs benutzten sie die Oberfl~chen- 
schichtbildung auf einem Wolframdraht,  die an der V~iderstands~_ude- 
rung erkannt wird (vgl. S. 234). Sie t ra t  ein, wenn das umgebende Gas mit  
Elektronen yon lO,8 ± o,5 Volt beschossen wurde. Dieser Wert s t immt 
mit der Anregungsspannung der Nachleuchtbanden ungef~hr fiberein ~. 

Versuche, Stickstoff auf thermischem Wege zu aktivieren, wurden 
yon LANGMUm angestellt und verliefen negativ. Vermutlich liegen die er- 
forderlichen Temperaturen weit h6her, als die experimentell erreichbaren. 

2. Entaktivierungsenergie,  gemessen durch thermische Effekte.  
RIDEAL und WILLEY (79) maBen im Thermostaten die W~rmemenge, 
die frei wird, wenn man aktiven Stickstoff durch N0-Zusatz entaktiviert,  
und bestimmten zugleich die Menge des Reaktionsproduktes. Da sich 
der Reaktionsmechanismus, der zur Berechnung der Entaktivierungs- 
w~irme herangezogen wird, der Nachpriifung entzieht, so ist das Ergebnis 
(etwa 42 ooo cal/IVIol = 1,8 Volt) nicht sehr zuverl~ssig. 

Eine andere Methode (81) basiert auf Messung der Widerstands~nde- 
rung eines Drahtes, die sich einstellt, wenn aktiver Stickstoff an ihm ent- 
aktiviert wird und seine Energie abgibt. Da auch bier die Konzentration 
des aktiven Stickstoffs in die Berechnung eingeht, und da die notwendige 
Annahme, die gesamte EntaktivierungswArme werde auf den Draht fiber- 
tragen, sicher nur  roll zutrifft ,  so ist das Resultat (47 ooo cal/Mol = 
2,o Volt) ebenfalls mit einer erheblichen Unsicherheit behaftet. 

Man dari wohl annehmen, dab sie emittie~ wurden, obwohl die X~er- 
fasser dies nicht erwXhnen. 
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3. Durch Dissoziationsprozesse. Von den durch aktiven Stickstoff 
verursachten chemischen Reaktionen liefern diejenigen, bet denen Zwi- 
schenprodukte auftreten k6nnen, wie z.B. bet der Bildung yon N~ 03 aus 
NO, oder bet denen Einwirkung von Strahlung in Betracht zu ziehen 
ist, wie bet der Bildung yon HCl aus H~ und Cl2, kein einigermaBen 
zuvefl~issiges Material zur Bestimmung der Entaktivierungsenergie. 
Auch bet zweiatomigen Molekiilen, die vermutlich in einem Elementar- 
akt dissoziieren und deren Dissoziationsenergie (D) bekannt ist, kann 
sich die Dissoziation infolge rapider Rekombination der Produkte der 
Beobachtung entziehen; auf~erdem ist bekannt, dal] in gewissen F~illen 
Dissoziation ausbleibt, selbst wenn sie energetisch m6glich w~re, d. h. 
wenn die verfiigbare Energie gr613er ist als D. 

Nachstehend sind einige IResultate ether Untersuehung yon WILLEY 
(80) angegeben, die auf dem chemischen Nachweis der Reaktionspro- 
dukte basiert. Dissoziiert werden : 1-1] (D --- 2, 9 V), HBr (D = 3,6 V) 
(und NH3). Nicht dissoziiert werden : H~ (D = 4,4 ¥),  CO (D = 11,2 V), 
HCI (D : 4,3 V) (und CO~, N,  O, H~ O)~. 

NO (D-----7,3 V) zerst6rt das Nachleuchten; Sauerstoff konnte als 
Dissoziationsprodukt chemisch nicht nachgewiesen werden, wohl abet 
Bildtmg von N~ 03, die schwerlich ohne vorherige Dissoziation des NO 
stattfinden kann. Ahnlich ist bet Zumischung yon ON (D = 7,0 V) zwar 
weder 0, nocb 03, noch NO chemisch nachweisbar, jedoch treten die 
NO-Banden auf. Es muB demnach angenommen werden, dab in beiden 
F~illen Dissoziation eintritt. 

Angesichts der widerspruchsvollen Ergebnisse erscheint es nicht an- 
g~ingig, aus den obigen Daten Schliisse auf die Energie des aktiven Stick- 
stoffs zu ziehen. 

4- Dutch Ionisation. Ionisierungunter der Einwirkung aktiven Stick- 
stoffs wurde von CONSTANTINIDES (9) mit der im Abschn. VI (S. 237) be- 
schriebenen Anordnung nur  in einem Falle beobachtet: Wird Joddampf 
dem aktiven Stickstoff zugesetzt, so ergibt sich ein deutlicher Ionisations- 
strom zwischen den Elektroden. Die Ionisierungsspannung yon Jod be- 
tr~igt xo,I da 0,5 Volt. A_hnliche Versuche mit H~ (•6,1 V) und H g -  
Dampf (lO, 4 V) verliefen negativ. Demnach liegt die fiir Ionisierung ver- 
fiigbare Entaktivierungsenergie etwa zwischen Io,I  und lO, 4 Volt. 

5. Durch Anregung yon Spektrallinien. Das reichhaltigste und 
sicherste Material zu dieser Frage liefern die Spektren der Gase, die dutch 
aktiven Stickstoff angeregt werdenL 

Die Zahlenwerte flit D sind dem Bericht von H. SPOXER fiber ,,Die 
optische Bestimmung der Dissoziationsw~irme'/entnommen (Ergebn. d. exakt. 
lNaturwiss. 6. Berlin: Julius Springer 1927) und erg~tnzt nach R. T. BIlbao: 
Nature (London) I22, 842. 1928. 

Auch hierbei besteht jedoch, wie die Erfahrungen am aktiven Wasser- 
stoff lehren, die M6glichkeit, dab infolge chemischer Reaktionen des aktiven 
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Das AI-, Pt-, Cu-, W- und Ni-Spektrum l~il3t sich erzeugen, wenn fiir 
die anregende Entladung Elektroden aus dem betreffenden Material ver- 
wendet und hoch belastet werden (63, 64, 66, 85) ; Si und Ti wurden in 
Form yon Chloriden untersucht (17), Metalle von niedrigerem Schmelz- 
punkt  einfach dutch Erhitzen verdampft  und dem aktiven Stickstoff 
zugesetzt (68, 56, 51). 

Das Ergebnis der zahlreichen Arbeiten, insbesondere derjenigen yon 
OKUBO und HAlVlADA (51), ist im wesentlichen das folgende: In Al-, Cd-, 
Zn-, Mg-, Na-, K-, Tl- und Ca-Dampf  treten die Bogenspektren so gut  
wie vollst~indig auf, wlihrend die Funkenspektren v611ig fehlen~. Von 
den letzteren erfordern die Resonanzlinien des Mg I I  (2800 A.E.) die ge- 
ringste Anregungsenergie, n~mlich E= = 12,o Volt; sie treten nicht auf. 
Dagegen wird im Zn I -Spekt rum der 9D-Term (E= = 9,I V) angeregt. 
Auch die Linien 185o und 2062 A.E. des Jodatoms (E= ~ 8,4V) werden 
beobachtet .  Ober die im Vakuumultraviolet t  zu erwartenden Edelgas- 
linien liegen noch keine Untersuchungen vor 2. 

Die sch~irfste Begrenzung der Energie liefert abet das Hg-Spektrum: 
Nach OKUBO und I-IAMADA werden alle Terme bis zum 4D-Term vom 
aktiven Stickstoff vollz~ihlig angeregt, h6here jedoch nicht;  w~ihrend das 
Spektrogramm das Triplett 2 3 P -  43/) (2652 A.E.; E= ----- 9,51 V) deut- 
lich, aufweist, ist 2 3p __ 53D (2483 A.E. ; Ea = 9,65 V) trotz vielstiin- 
diger Belichtung nicht zu erhalten 3. Demnach wird bei der En tak t i -  
vierung eine Energie yon 9,58 4- o,o7 Volt ftir Anregung yon Fremd-  
atomen frei, ein Betrag, der mit  den aus den Ionisierungsexperimenten 
gewonnenen erstaunlich gut fibereinstimmt. 

Die normalerweise ffir Multipletts giiltigen Intensit~itsregeln scheinen 
bei Anregung dutch aktiven Stickstoff keine Gfiltigkeit zu besitzen (56). 
Die Resonanzlinien der Alkalimetalle treten mit  ungew6hnlicher In-  
tensit~it auf  (51). 

6. Durch Anregung yon Bandenspekt ren .  STRUTT und FOWLER (68) 
haben die Anregung von Banden an den Halogenen, CuCl, SnCl, J~, 

Stickstoffes mit  der zu untersuchenden Substanz Linien angereg~c werden, 
deren Anregungsenergie gr613er ist als die bei der Entaktivierung frei wer- 
dende. Jedoch lassen die nachstehenden widerspruchsfreien 1Resultate diese 
Beftirchtung unnStig erscheinen. 

i DaB STRUTT und FOWLER (68) im MgI-Spektrum die Linie 47o 3 A.E. 
(2P--SD) vermissen, diirfte nur eine Intensit~.tsfrage sein. JEvoNs (17) beob- 
achtet einige Linien des TiII-Spektrums ohne ihre WellenlAngen anzugeben. 
Die Anregung der AlkalidAmpfe variiert mit  der Dichte stark (68, 52). 

In Anwesenheit yon Sauerstoff beobachtet KAPLAN (25) im Nach- 
leuchten die grtine Nordlichtlinie (E a ~ 3 V), jedoch nut unmittelbar nach Auf- 
hSren der erzeugenden Entladung. 

s Im Gegensatz hierzu nennen RUARK (5d) und seine~Wlitarbeiter den 631) - 
Term als h6chsten; jedoch ist bei Lhnen das Abbrechen des Spektrums 
nicht so evident, wie bei OKVBO und HAMADA. 
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Hgf, S~, CS~ und verschiedenen Kohlenstoffverbindungen beobachtet, 
JEvoNs (17,18) an SiCI 4, TiCI 4 und BCl 3, FERGUSON (12) anAuCl3~. Von 
KIqAuss (32) ist die Anregung yon Molekfilen, deren Niveauscheina be- 
kannt ist, im Vakuumultraviolett (2500 bis IOOO A.E.) untersucht worden. 
Er  findet keine Anregung des H2-Spektrums (niedrigtse Anregungsspan- 
nung I I  Volt) ; hingegen werden in NO die ~-Banden angeregt (Ea ----- 
6,44 V) und in CO Banden, die yon den ersten sechs Schwingungsquanten 
des A-Niveaus ausgehen (Ea = 8,2 bis 9,o V). Daraus ergeben sich die 
Grenzwerte 9,0 und I I  Volt. 

Die Anregungsspannung der im Nachleuchten einittierten Banden der 
ersten positiven Sticksto[/gruppe betr/igt, wie erw/ihnt, lO,4 bzw. 11,5 4- 
0,3 Volt. 

7. Energie der nicht leuchtenden Modifikation. In aktivem Stick- 
stoff, der dutch Erhitzen entleuchtet ist, werden die Na-D-Linien an- 
geregt (vgl. S. 236), dagegen nicht die gelb-grfine (E~---- 4,3 Volt). Auch die 
/5-Banden des NO treten - -  bei Sauerstoffzusatz - - n i c h t  auf (Ea-~5,5 
Volt) (24). Daraus l~Bt sich die Energie der nichtleuchtenden Modi- 
fikation roh absch/itzen: sie muB zwischen 2,1 und 4,3 Volt liegen. 

XI. Zusammenfassung der experimentellen Ergebnisse. 

Aktiver Stickstoff vermag eine Anzahl chemischer Prozesse, zum Tell 
unter  Chemilumineszenz, einzugehen, deren inaktiver Stickstoff nicht 
i~hig ist. Er  besteht mindestens zu einigen Prozenten aus freien Atomen, 
enth~lt wahrscheinlich auch metastabile l~[olekiile, jedoch keine Ionen. 
Die Entaktivierung vollzieht sich zu einem Teil spontan und ist dann 
meist, aber nicht notwendig, yon N-achleuchten begleitet, zum anderen 
Teil ohne Nachleuchten unter Einwirkung der Oberfl~che yon Fremd'- 
k6rpern (Gef~l]w~inden) ; dieser Anteil ist yon der Oberfl~chenbeschaffen- 
heir und Temperatur in hohem Mal]e abh/ingig. Die Abklingungsfunk- 
tion des Nachleuchtens und ihre Druckabh/ingigkeit beweist, dab an dem 
mit Emission verbundenen eleinentaren EntaktivierungsprozeB zwei ak- 
tive und wahrscheinlich eine inaktive Partikel beteiligt sind, d. h. dab 
er sich in Form eines DreierstoBes abspielt. Das Spektrum des Nach- 
leuchtens besteht ausschlieBtich aus einigen Banden der ersten positiven 
Stickstoffgruppe, zu deren Anregung Energien von 11,5 bzw. lO, 4 4- o, 3 
Volt erforderlich sind. Freindsubstanzen werden im aktiven Stickstoff 
angeregt oder ionisiert, sofern dazu nicht mehr  Energie als 9,6 Volt be- 
n6tigt wird; in der nichtleuchtenden Modifikation betragen die Energie- 
grenzen anscheinend 2,1 und 4,3 Volt. 

Die Anregung dutch aktivea Stickstoff erweist sich unter Umst~nden 
als sehr brauchbares Mittel zum Studium des Spektrums wenig stabiler 
Molekfile. Vgl. R. S. I~V~ULLIKEN, Phys. Rev. 26, I, 1925. 
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X I I .  H y p o t h e s e n  f i b e r  d i e  N a t u r  d e s  a k t i v e n  S t i c k s t o f f s .  

x. Trist ickstoff .  Durch die Tatsache der auBerordentlich langsamen 
Rfickbildung des aktivell Stickstoffs und ihres anscheillend negativen 
TemperaturkoeHizienten wurde TRAUTZ (75) ZU der Annahme gefiihrt, 
dab zwar die Ausgangsprodukte der Entakt ivierung Stickstoffatome 
seien, dab sich aber in unmeBbar kurzer Zeit ein Vorstoffgleichgewicht 
einstelle nach dem Schema: 

N~ -k N--~ N 3, 

und dab weiterhin die Riickbildung unter  Lumineszenz auf dem Wege 

N 3 +  N--~2N2 

erfolge. AuBerdem soll auch die Reaktion N + N --> 2V~ ohne Lumines- 
zenz stat tf inden,  und z w a r  bei hoher Temperatur  in fiberwiegendem 
Umfange;  dadurch wird die mit  Temperatursteigerullg ahnehmende In-  
tensit~t des Nachleuchtens gedentet.  

Mit dell neneren Ergebnissen ist diese Hypothese unvereillbar; ins- 
besondere widerspricht sie dell Dmckmessullgen von WREDE (86) und 
vermag den detaillierten spektroskopischen Beobachttmgell llicht ge- 
recht zu werdell. 

2. Metastabile Molekfile. Noch bevor das Elektrollenniveauschema 
des Stickstoffmolektils bekannt  wnrde, entwickelten SAgA ulld SUR (57) 
eille Hypothese,  die auf der Anllahme basiert, Tr~ger der Aktivit~t seien 
metastabile Molekfile, trod zwar l lahmen die Autoren den Ausgallgszu- 
s tand der im Vakuumultraviolet t  gelegellell LYMAN-BIRGE-HoPFIELD- 
Ballden (a-Zustand) als metastabil  ulld seine Energie zu etwa 8 Volt an. 
Diese Energie kalln - -  llach Anllahme yon SAI-IA und SuR - -  durch eillen 
StoB zweiter Art  auf ein Fremdatom iibertragen werden und zu dessen 
Allregullg ffihren. Das Nachleuchten sei nu t  eine sekund~re Begleit- 
erscheinung und bleibe aus, welm die Molektile aus irgendeillem Grullde 
direkt, also ohlle Emission sichtbarer Strahlullg, ill den Normalzustand 
zurfickkehren. 

Die Kenntnis  des Niveauschemas veranlaBte BIRGEt (4), diese Hypo-  
these zu modifizieren, indem er den Ausgallgszustalld der Nachleucht- 
banden, also eillen Zustand yon der Energie 11, 4 Volt als metastabil  
amlahm. Er  gab auch eine Deutung flit die Rolle der Verunreilligullgen, 
die das Nachleuchten erm6glichen : sie llehmen die freien Elektrollen auf, 
die alldemfalls direkte Rtickkehr in dell Normalzustand herbeiffihren 
k6nnten. In  Anbetracht  der sehr verschiedenen Konsti tution der wirk- 
samen Substanzen erscheint diese Allnahme gewagt. 

Von den Eillw~llden, die gegen diese Auffassullg zu erheben sind ~, 

x Sparer hat sich BIRGE der nachstehend referierten Atomauffassung 
angeschlossen. 

Vgl. H. SPO,'CER (58). 
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seien bier nur die schwerstwiegenden genannt: Der Ausgangszustand 
der Nachleuchtbanden mul3 als metastabil und von abnorm grol3er 
Lebensdauer angenommen w e r d e n -  beides im ~riderspruch mit der 
E r f a h r u n g -  und die Abklingung miil3te ,,monomolekular" erfolgen, 
was ebenfalls dem experimentellen Befund auf das sch~irfste wider- 
spricht. 

3. Atomarer  Stickstoff;  Dreierstollhypothese. Die an sick nahe- 
liegende Anschauung, aktiver Stickstoff sei atomar - -  wofiir nunmehr 
ja auch experimentelle Beweise vofliegen - -  und die chemischen und 
Lumineszenzerscheinungen seien auf die bei der Rekombination zweier 
Atome ffei werdende Energie zurfickzuffihren, wurde bereits yon P. LE- 
WIS (42) ausgesprochen. Ihr  t rat  auch STRUTT (63), allerdings mit  
Vorbehalt, bei. Nach der heutigen Kenntnis der Molektilbildung dutch 
St6t3e 1 darf man jedoch nicht annehmen, dab das dutch Zusam- 
menstol3 zweier Atome gebildete Molektil die Dissoziationsenergie in 
Form yon Anregungsenergie in sick aufnimmt. 

Diese Schwierigkeit wurde dutch H. SI'ONERs Hypothese (58) be- 
hoben, die Rekombination im Dreierstol3 annahm; sie wurde nach- 
tr~iglich durch die AbklingungsmessungeI~ und den Dreierstol3versuch 
bekr~iftigt. Die auffallend lange Dauer des Nachleuchtens erkl~rt sick 
dann ganz zwanglos dutch die Seltenheit eines solchen Ereignisses, und 
es erscheint angesichts der betr~ichtlichen Lebensdauer des atomaren 
Wasserstoffs (bis zu IO Sekunden) nicht bedenklich, den Stickstoffatomen 
eine um eine Gr6Benordnung h6here zuzuschreiben. _&us der Anregungs- 
spannung der Nachleuchtbanden, deren Ausgangsniveau das elfte 
Schwingungsquant des B-Zustancles ist, sch~itzte H. SPONER die Disso- 
ziationsarbeit auf I1, 4 Volt oder einen wenig gr613eren Betrag, 
der mit dem aus der Extrapolation der Schwingungsquanten sowohl 
des X--wie des A-Zustandes gewonnenen gut fibereinstimmte. Als 
drit ter Stol3partner kommt ein normales Stickstoffmolekiil oder ein 
Fremdatom oder -molektil in Frage, das die freiwerdende Dissoziations- 
energie aufnimmt und eventuell als Strahlung wieder abgibt; jedoch 
kann offenbar auch das neugebildete Molekiil die Energie fibernehmen, 
delm dutch die Anwesenheit einer iiberwiegenden Anzahl von Edelgas- 
atomen wird das Nachleuchten nicht wesenflich vefiindert, obwohl als 
dfit te Stol3partner nut  Fremdatome in Betracht kommen. 

Die Dreierstol~hypothese steht mit keiner der experimentellen Tat-  
sachen in direktem Widerspruch, wenn sie auch einige (die Existenz 
einer nichtleuchtenden Modifikation und die Anregung yon Spektral- 
linien bis zu 9,6 Volt) nicht ohne zus~itzliche Annahme zu erkl~iren ver- 
mag. Schwerere Bedenken tauchten erst auf, als neue spektroskopische 

i Vgl. hierzu J. FRANCK und P. JORDAN: Anregung yon Quantenspriin- 
gen durch St613e, Kap. 8, § 3; Berlin: Julius Springer 1926. 
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Daten x bekannt wurden, die ftir einen bedeutend geringeren Wert der 
Dissoziationsarbeit (etwa 9,5 Volt) sprachen, so dab das Nachleuchten 
nicht mehr als einfache Anregung infolge yon Atomrekombination ge- 
deutet werden konnte. 

4. Die kombinier te  Auffassung. Unter diesen Umst~nden haben 
CARIO und KAPLAN (6, 7, 26) eine neue Hypothese entwickelt, die wir, da sie 
sich sowohl der Dreierstol3prozesse als auch der Existenz metastabiler 
Molektile und Atome bedient, als kombinierte Auffassung bezeichnenL 
Ihr zufolge ist wiederum das Ausgangsprodukt atomarer Stickstoff, der 
in der Entladung gebildet wird, und eine grol3e Lebensdauer besitzt. Je 
zwei Atome rekombinieren im Dreierstol3 mit einem normalen Stickstoff- 
molekiil, wobei die Dissoziationsarbeit im Betrage yon etwa 9,5 Volt frei 
wird, weitaus hinreichend, um den metastabilen A-Zustand (8 Volt) 
oder ein als drit ter Stol3partner fungierendes Fremdatom, nicht aber 
die Nachleuchtbanden anzuregen: 

N + N + N ~ - - > N ~ + N ~ .  

Treffen nun 2 der energiereichen Molekiile zusammen, so wird die Ge- 
samtenergie yon 16 Volt zur Dissoziation eines der beiden in 2 angeregte, 
metastabile Atome (N") verwendet: 

N~+N-~--~N~ + N " + N " .  

Auf jedes Atom entfMlt dabei eine Energiemenge yon ~(i6--9,5) 
~'~ 3,3 Volt. Tats~chlich hat es sich herausgestellt 3, dal3 das N-Atom 
zwei metastabile Zust~inde yon 2,37 bzw. 3,56Volt besitzt (~Dbzw. ~P); 
es wird angenommen, dab der letztere (N") dutch Sto/3 oder Strahlung 
in den ersteren (AT') tibergehen kann. Die Emission des Nachleucht- 
spektrums kommt nun nach CARLO und KAPLAN durch Zusammenst613e 
zwischen metastabilen Molektilen (N~) und Atomen (N' und N") zu- 
stande: 

N~ +N"---~N~ + N +  E, 
N~ + N'---> N~ + N + E= 

Ftir E: und E: ergeben sich mit den obigen Datei1 bzw. 11,6 und lO,4 
Volt, also gerade die zur Anregung der Nachleuchtbanden (II. und 6. 
Schwingungsquant des B-Zustandes) erforderlichen Energiebetrlige. 

Unter dieser Hypothese l~13t sich dank ihrer komplizierten Struktur 
fast der ganze bekannte Tatsachenkomplex verstehen. Sie widerspricht 

G. HERZBERG (16) ; R. T. BIRGE und R. S. I~¢~ULLIKEN : Nature (London) 
z22, 842. z928. 

2 Schon frfiher haben E. J. B. WILLEY (82) und B. LEwis (39) die Ver- 
mutung ausgesprochen, dab sowohl Atome wie auch metastabile Molekfile 
im akfiven Stickstoff vorhanden seien. 

3 1{. T. COMPTON und J. C. BOYCE: Physic. Rev. 33, I45. I929. 
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den Abklingungsmessungen nicht, denn auf die Emission eines hv  entfiillt, 
wie eine genauere Durchrechnung lehrt, ein Verlust von gerade 2 aktiven 
Partikeln, n~imlichAtomen. DerpositiveAusfaE desDreierstol3versuches 
ist wegen des ersten Prozesses verst~indlich. Die Unterdriickung des 
Nachleuchtens durch eine schwache Entladung wird damit erkl~irt, 
dab den an sich schon energiereicben metastabilen Molekfilen leicht 
Energiebetr~ge zugefiihrt werden, die zur Ionisierung ausreichen 
(etwa 9 V°l t ) ' ;  Nachleuchten kann dann natfirlich nicht zustande 
kommen. Auch ffir die Existenz der nichtleuchtenden Modifikation, 
sofern sie durch Temperaturerh6hung erzeugt wird, geben CARIO und 
KAPLAN eine Deutung: Die metastabilen Molektile (A-Zustand) er- 
halten infolge der W~rmebewegung Energien yon der Gr613enordnung 
0,2 Volt, durch die sie bef~higt werden, in den benachbarten a - Z u -  

stand und yon diesem in den Normalzustand iiberzugehen; dadurch 
werden alle zur Emission ffihrenden Prozesse unm6glich gemacht. Ob- 
wohl die Aquidistanz der Schwingungsniveaus im A- und a-Zustand 
(vgh Abb. I I)  einen solchen ~bergang m6glich erscheinen Ia13t, mul3 doch 
bemerkt werden, dal3 die Lage des A-Zustandes nicht genau festgelegt 
ist, und dab bisher die BIRGE-HOl'FIELD-Banden im Spektrum des 
Nachleuchtens noch nicht gefunden wurden. 

Gewisse Schwierigkeiten bereiten auch der kombinierten Auffassung 
noch die Temperaturabh~ngigkeit des Nachlenchtens und die auf ver- 
schiedenen Vqegen gefundenen Energiegrenzen; insbesondere erscheint 
es nicht sicher, ob der bei Anregung und Ionisierung von Fremdgasen 
auftretende Energiebetrag von 9,6 Volt aus der Dissoziationsarbeit, die 
wahrscheinlich geringer ist, bestritten werden kann. 
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I. E i n l e i t u n g .  

Nach  den heut igen Anschauungen  sind die Atome  und  Molektile auf-  

gebaut  aus den beiden E lemen ta rbaus t e inen  der Materie, den posi t iv  elek- 

t r ischen Protonen und  den nega t iv  elektr ischen Elekt ronen.  Die Un te r -  

suchung der Anordnung dieser E lementa r t e i l chen  im A t o m  und Molektil 

ist eine wesentl iche Aufgabe  der m o d e r n e n  Physik.  Ffir  die A t o m e  ist  

dieses Problem durch die neues ten  For t sch r i t t e  der Quanten theor ie  in 

Verbindung mi t  zahlreichen E x p e r i m e n t e n  schon wei tgehend gel6st.  

Wenn  auch die Quan tenmechan ik  im Gegensatz zur a l t en  A tomtheo r i e  

darauf  verzichten mug,  die Bahnen  der E lek t ronen  im A t o m  raumzei t -  

lich zu beschreiben, so gibt  sie doch stat is t isch die durchschni t t l iche  

Vertei lung der posi t iven und  nega t iven  Ladungen  im A t o m  an. In  a l len 

bisher untersuchten  Fiil len ha t  es sich ergeben, dab be im normalen A t o m  
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die Schwerpunkte der positiven und negativen Ladungen zusammenfallen, 
so daB, da auch der Betrag der positiven und negativen Ladungen der 
gleiche ist, das Atom nach auBen hin wie ein elektrisch neutraler K6rper 
wirkt. 

Im Falle der Molekfile erm6glicht die Quantenmechanik ebenfalls 
prinzipiell die Berechnung der Ladungsverteilung. Die praktische Aus- 
rechnung st6Bt aber auf groBe Schwierigkeiten und wird wohl nur in 
wenigen F~llen durchfiihrbar sein. Man kann jedoch auch versuchen, 
auf experimentellem Wege N~heres fiber die Verteilung der elektrischen 
Ladungen im Molekfil zu ermitteln. Hierbei hat sich ergeben, dab man 
im Gegensatz zum Fall der Atome bei den Molekfilen zwei Bautypen 
zu unterscheiden hat: solche, bei denen der Schwerpunkt tier positiven 
Ladungen mit dem der negativen Ladungen zusammenf~llt - -nach DEBYE 
bezeichnet man solche Molek~ile als unpolar - -  und solche, bei denen 
diese beiden Schwerpunkte nicht zusammenfallen. Diese Molekfile tragen 
ein ,,elektrisches Dipolmoment", dessen Gr6Be gegeben wird durch den 
Abstand der beiden Schwerptmkte multipliziert mit dem Betrag der in 
ihnen vereinigten elektrischen Ladung. DEBYE bezeichnet derartige 
Molekfile als polar. Das Dipolmoment ist eine charakteristische Eigen- 
schaft des Molektils, die ffir Betrachtungen tiber den Molekfilbau, ins- 
besondere fiber Symmetrieeigenschaften der Molekiile immer mehr heran- 
gezogen wird. 

Die bier eingeffihrten Bezeichnungen ,,polare" und ,,unpolare" Mole- 
kfile haben keinen unmittelbaren Zusammenhang mit der y o n  ABEGG 

herrfihrenden Einteilung der chemischen Verbindungen in polare (hetero- 
polare) und unpolare (hom6opolare) Verbindungen. Als charakteristischer 
Grenzfall der polaren Bindung kann tier Typ KCl angeftihrt werden. Ver- 
bindungen dieser Art sind Ior.enverbmdungen. Falls wir in erster N~he- 
rung die Ionen starr annehmen, so hat j edes dieser Ionen Kugelsymmetrie 
und wirkt wie eine positiv bzw. negativ geladene Kugel, deren elektrische 
Ladung im Mittelpunkt vereinigt ist. Die chemische Bindung zwischen 
diesen beiden Ionen erfolgt durch die COULOMBsche Anziehungskraft 
zwischen den ungleichnamigen Ladungen - -  ,,polare Bindung". Da ill 
einem derartigen Molekiil die elektrischen Schwerpunkte der beiden La- 
dungen nicht zusammenfallen k6nnen, so besitzen solche Molekfile ein 
elektrisches Dipolmoment - -  auch in der Terminologie von DEBYE sind 
es polare Molekfile. 

Der Grenzfall der unpolaren Bindung wird gegeben durch ein Molekiil, 
in dem die Kerne der beiden Atome so nahe zusammen liegen, dab 
wenigstens ein Tell der Elektronen beider Atome sich um die beiden 
Kerne gemeinsam bewegt. Dieser Grenzfall unterscheidet sich nur wenig 
yon der Struktur eines Atoms. Tats~chlich sind auch die Spektren der- 
artiger Molekfile (N2, CO) den Atomspektren mit der entsprechenden 
Elektronenzahl sehr ~hnlich. Im idealen Grenzfall f~illt in einem sol- 

17* 
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chen Molekfl der positive Ladungsschwerpunkt mit dem negativen zu- 
sammen, das Molek/il ist elektrisch neutral und hat auch kein Dipol- 
moment.  

Man glaubte nun, Molektile mit polarer oder unpolarer Bindung da- 
durch unterscheiden zu k6nnen, dab diese kein, jene ein Dipolmoment 
besitzen. Dies ist jedoch nicht m6glich, weil beide genannten Typen 
llur Grenzf/ille sind, w~hrend die tats/~chlich vorhandenen Verbindungen 
alle m6glichen 13bergangsstufen zwischen diesen beiden Typen bilden. 

Bringt man z. B. ein K-Ion oder ein Argonatom in ein elektrisches 
Feld, so ~ibt dieses sowohl auf die negativen wie auf die positiven La- 
dungen eine Kraft  aus, die die Ladungen gegeneinander verschiebt : das 
Ion oder Atom wird de[ormiert. Ill eillem so deformierten Ion oder Atom 
fallen die Schwerpunkte der positiven und negativen Ladungen nicht 
mehr zusammen, das Atom erh~lt im Feld einen elektrischen Dipol. Im 
KCl-Molekfl deformieren sich die K- und C/-Ionen gegenseitig, auch 
hierdurch wird die Ladungsverteilung im Molektil beeinfluBt. Besonders 

stark wird die Deformation, wenn der Gr6Ben- 
unterschied der Ionen betr~chtlich ist, z. B. im 
Fall der Halogen-Wasserstoffe, wo der Durch- 
messer des H-Ions nut  ungef~hr den lO s. Teil Abb. i. Modell der 

CO2-Molekel. des Durchmessers des Anions ausmacht. Bei diesen 
Verbindungen wird das H-Ion ganz in die Elek- 

trollenwolke des Anions hineillgezogell, bier liegt also schon ein Uber- 
gang zur hom6opolaren Bindung vor. 

Bisher war nur yon zweiatomigen Molekflen die Rede. Bei mehr- 
atomigen Molekflen k6nnen noch kompliziertere F~lle auftretei1. So 
kann es typische Ionenverbindullgen, also polare (heteropolare) Verbin- 
dullgen ohne Dipolmoment geben, wer~fi gewisse Symmetriebedingullgen 
erftillt sind. Ein Beispiel hierfiir bildet das Kohlendioxyd, dessert Bau 
schematisch durch Abb. I wiedergegeben wird. Hier heben sich die Di- 
polmomente  der beiden C0-Bindungen wieder auf. Andererseits gibt 
es F/ille typisch hom6opolarer Verbindungen, die ein Dipolmoment be- 
sitzell, z. B. sehr viele organische Molektile. Das Vorhandensein oder 
Fehlen eines Dipolmoments kann also keinen AufschluB fiber die Art  
der chemischen Bindung geben, da sowohl heteropolare Verbindungen 
ohne Dipolmoment als auch hom6opolare Verbindullgen mit Dipolmo- 
mellt vorkommen. 

II. Dielektrizit~itskonstante, Molekularpolarisation 
u n d  D i p o l m o m e n t .  

I. Die Molekularpolarisation gasf6rmiger Stoffe. Die Unter- 
suchung der elektrischen Dipolmomente ging nicht roll  dem Problem 
der Molekiilstruktur, sondern von Beobachtullgen fiber das dielektrische 
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Verhalten der Materie aus. Bezeichnet man die Dielektrizit~.tskonstante 
(DK) mit e, die Dichte mit  d und das Molekulargewicht mit  M, so sollte 
nach der Theorie yon CLAUSIUS und MOSOTTI die elektrische Polarisier- 
barkeit  pro Mol, auch Molekularpolarisation genannt, 

6 - 1  M 
p . . . .  (I) 6 + 2  d 

yon Druck und Temperatur  unabh~ingig sein, und zwar sowohl bei Fltis- 
sigkeiten wie bei Gasen. Die Erfahrung hat  nun gezeigt, dab bei einer 
Anzahl yon Substanzen dieses Gesetz sehr gut dutch die experimentellen 
Beobachtungen wiedergegeben wird, w~thrend es andererseits eine groBe 
Anzahl von Stoffen gibt, bei denen systematische Abweichungen auf- 
treten. Nach DEBYE (6) sind diese Abweichungen auf die Existenz fester 
elektrischer Dipole in den Molektilen der betreffenden Substanzen zu- 
rtickzuftihren, und die von ihm entwickelte, der LANGEVI~schen Theorie 
des Paramagnetismus analoge Theorie gestattet  es, die Abh~tngigkeit der 
Molekularpolarisation von der Tempera tur  richtig wiederzugeben. 

Nach der CLAUSlUS-MOSOTTISchen Theorie tr~tgt jedes Molekiil oder 
Atom des Mediums zur dielektrischen Polarisation bei, indem unter der 
Einwirkung des elektrischen Feldes die Schwerpunkte der positiven und 
negativen Ladungen auseinandergezogen werden und so ein elektrischer 
Dipol entsteht. Die Summe der Wirkungen der dutch diese Deformation 
entstehenden molekulareri Dipole ergibt die dielektrische Polarisation 
des Mediums. Da diese Deformation (well das Feld haupts~tchlich auf 
die Elektronen wirkt, wird sie auch Eleklronenverschiebung genannt) 
dureh die W~rmebewegung der Molektile nicht beeinfluBt wird, so ist 
sie temperaturunabh~tngig. Die Elektronenverschiebung wird im Falle 
der unpolaren Bindung auch dhre2i die chemischen Kr~fte zwischen 
den Atomen im Molektil nicht wesentlieh beeinfluBt, sie ist daher 
bei organischen Molekiilen mit ziemlicher Genauigkeit additiv aus den 
Beitr~igen der einzelnen Atome zusammenzusetzen. Bei Substanzen, 
die dem CLAtlslrJs-MosoTTIschen Gesetz gehorchen, rtihrt also die Mole- 
kularpolarisation nur yon diesem Anteil, der , ,Elektronenpolarisation" 
P~ her. Diese ist nur yon einer molekularen Konstanten,  der,,Deformier- 
barkei t"  7 abh~ingig. Fiir die deformierende Wirkung auf die Molektile 
kommt  nicht nut  das angelegte ~iuBere Feld ~, sondern auf3erdem noch 
das yon den umgebenden polarisierten Molektilen herriihrende Feld in 
Betracht,  so dab die gesamte ,,inhere" Feldst~irke ~ aus @ hervorgeht 
durch einen Zusatz, der proportional der Polarisationsfeldst~irke ~ ge- 
setzt werden kann. Es ist demnach 

= (~ + v .  ~ .  (2) 

Der Proportionalit~ttsfaktor v, d ie , .Konstante  des inneren Feldes", kann 
nur durch molekulartheoretische t3berlegungen erhalten werden. Die 
genaue Ausrechnung, die hier nicht wiedergegeben werden soll, ergibt 
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im Falle reguDrer Kristalle oder bei v611ig ungeordneter Anordnung 
der Molektile (Gase, Fltissigkeiten) 

4~ 
3 

und daraus welter ftir Substanzen, die dem CLAUStUS-MOSOTTtschen Ge- 
setz gehorchen 

+~ d "~ 3 N 7 = (3) 

wo N die Zahl der Molektile im Mol (LoscI~mDsche Zahl) ist. 
Sieht man  die Polarisierbarkeit Y als molekulare, insbesondere tem- 

peraturunabhangige Konstante an, so stellt Gleichung (3) das CLAUSlL'S- 
MOSOTTIsche Gesetz dar. 

Besteht  das Medium jedoch aus Molekiilen mit  festen elektrischen 
Dipolen vom Moment tt, so werden diese beim Anlegen des Feldes be- 
s t rebt  sein, sich in Richtung des Feldes einzustellen. Dieser Einwirkung 
des Feldes wirkt die W~trmebewegung der Molektile entgegen und es 
entsteht  so ein statistisches Gleichgewicht. Nach der klassischen Sta- 
tistik wird die Zahl der Molektile, deren Dipolachsen im Raumelement  
d~2, das mit  der Feldrichtung den Winkel z9 bildet, liegen, proportional 
dem Ausdruck 

E 

e k T d . q '  (4) 

wobei E die Energie eines Molekiils in der betreffenden Lage, k die BOLTZ- 
IvIANNsche Konstante  und T die absolute Tempera tur  bedeuten. Fiir 
den betrachteten Fall ist 

E = ~t- F -  cos~9, 

wenn F die gesamte am Dipol angreifende Feldstark e ist, ffir die wie oben 

= ~2 + 5~_ ~ ( F i s t  tier Absolutwert yon g-) 
o 

zu setzen ist. Da jedes dieser Molektile in Richtung yon F eine Kom-  
ponente des Moments yon der GrOl3e E*" cos z9 hat, so ist das mit t lere 
Moment m in der Richtung von F gegeben dutch den Ausdruck 

st u F .  c o s &  

= o • f t .  cos ~ d . O .  

(5) 
~ t t  F -  COS ~ 

j ~ r  
e • d - Q  

o 

Setzt man  zur Abktirzung 
~u F 

so ergibt die Ausrechnung wie in der LANGEVINschen Theorie des Para- 
magnetismus 

I 
m _ ~otg x . (6) 
lt~ X 
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In den praktisch vorkommenden Fgllen ist x so klein, dab man in erster 
N~therung setzen kann 

~0tg x r x 
x 3 

und man erh/fit so 

oder 

~- x ~u F 
,u 3 3 k T (7) 

--- p2 F 
m -- 3 k T '  (7a) 

d. h., das induzierte mittlere Moment ill der Feldrichtung ist der Feld- 
st~rke und dem Quadrat des natiirlichei1 Dipolmoments proportional. 
Nur bei extrem starken Feldern, wie sie yon HERWEG (86) benutzt wor- 
den sind, reicht diese N~therung nicht mehr aus; hier konnte eine Ab- 
weichung yon der Proportionalit/tt zwischen induziertem Moment und 
Feldst/irke beobachtet werden. 

Der von diesem mittleren Moment der ofientierten Dipole herrfihrende 
Beitrag der Molekularpolarisation Po ' - -  ,,Orientierungspolafisation" - -  
wird 

P o =  4~ N .  ,u~ 
T 3 k r '  (8) 

so dab die gesamte Molekularpolarisation den Betrag 

P -- PE + P o  = 4_~.~3 N (7 + ~--T)"2 (9) 

annimmt. Um die Analogie mit dem magnetischen Fall besser hervor- 
zuheben, hat SOMMERFELD vorgeschlagen, den Dipolanteil Po als ,,pa- 
raelektrischen" und im Gegensatz hierzu den Deformierungsanteil PEa ls  
,,dielektrischen" Anteil zu bezeichnen. Will man zum Ausdruck bringen, 
dab PE temperaturunabh/ingig, Po aber umgekehrt proportional der ab- 
soluten Temperatur ist, so schreibt man 

B 
P = PF + P o  = A + - f  , (IO) 

wobei A = PE = ~ -  N 7 (Ioa) 
o 

und B = P o  T = 4 ~ .  N,u~ (lob) 
3 3 k 

zu setzen sind. 
Bei dieser Ableitung ist angenommen, dab ein Dipolmolekfil im Feld 

alle m6glichen Lagen annehmen kann. Nach der Quantentheorie kann 
es jedoch im Feld nur bestimmte Lagen eillnehmen, in denen die Dipol- 
achse diskrete Winkel mit der Feldrichttmg bildet. Es ist also bei der 
Berechnung des mittleren Moments nicht wie im !dassischen Fall (DE- 
BYE) fiber alle Winkel zu mitteln, sondern nut fiber die quantentheoretisch 
erlaubten. Die yon PAULI (61) auf dieser Basis ausgeffihrte Mittelung 
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tiber cos # ergibt ftir zweiatomige Gase mit  einer nur bei sehr tiefen 
Temperaturen nicht mehr ausreichenden N~iherung 

= 4-2-'~. N .  1 ,5367- ;@.  (II)  Po 
3 

Die Temperaturabh~ingigkeit yon Po ist also dieselbe wie in der klassi- 

schen Theorie, nur  tr i t t  an Stelle des klassischen Faktors ~ in dieser 
3 

,,alten" Quantentheorie der Fak tor  1,5367 auf. PAULI>'G (62), der mit  
halben Qnantenzahlen rechnet, kommt  zur gleichen Formel, nur  mit  
einem etwas anderen Zahlenfaktor (4,57o). 

Durch die Entwicklung der , ,neuen" Quantenmechanik sind diese 
Arbeiten i]berholt worden. Wie 1VIENSING und PAULI (59), und R. A. L. 
KRONIG (47) nach der Methode yon HEISENBERG und MANNEBACK (54, 
55) nach der Methode yon SCH6RDINGER zeigen konnten, ergibt die 
Quantenmechanik bei nicht zu tiefen Temperaturen wieder den klassi- 

schen Faktor  --.I In einer Reihe yon weiteren Arbeiten hat dann auch 
3 

VAN VLECK (90, 91, 92) in allgemeiner Weise gezeigt, dab die Quanten- 
mechanik auch bei mehratomigen Molekfilen wieder den klassischen Ver- 

teilungsfaktor ! liefert. Infolgedessen k6nnen auch die alten auf Grund 
3 

der klassischen Theorie berechneten Zahlenwerte der Dipolmomente 
weiter benutzt  werden. 

AuBer diesen beiden Anteilen der Molekularpolarisation ist nach 
EBERT (11) noch zu berficksichtigen, dab unter  dem Einflu8 des elek- 
trischen Feldes eine Verschiebung der (elektrisch geladenen) Atome, 
Ionen oder Radikale im Molekfil s tat tf inden kann. Auch dutch eine 
derartige Deformation wird ein Beitrag zur Molekularpolarisation ge- 
liefert, der mit  PA bezeichnet wird, so dab man zu setzen hat 

P = P~ + P a  + Po .  (12) 

Die dem Beitrag P a  entsprechenden Eigenschwingungen liegen im lang- 
welligen Ultrarot,  wXhrend die dem Beitrag PE entsprechenden im Ultra- 
violett liegen. Der Beitrag P a  dtirfte temperaturunabh~ngig sein, im 
fibrigen ist es sehr schwer, ihn zahlenm~Big abzusch~ttzen, er soll daher 
im folgenden meist mit  PE zusammengezogen werden. 

Die vorstehenden /3berlegungen ge l ten  zunXchst nnr ftir Gase und 
DAmpfe, die soweit verdiinnt sind, dab eine gegenseitige St6rung der 
Molekfile zu vernachlAssigen ist. Da bei diesen e sehr nahe gleich I i s t ,  
geht Formel (I) fiber in 

e - I  M 
P = 3 a ' (I3) 

so dab die Konstante des inneren Feldes keine Rolle mehr spielt. 
2. Molekularpolar isa t ion beiFlf iss igkei ten und Assoziat ion.  Gegen 

die Anwendbarkeit  der Formel I auf  Flfissigkeiten, d. h. gegen die Zu- 
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l~tssigkeit des Faktors des inneren Feldes 4~ sind mehrfach Einw~tnde 
3 

erhoben worden. Nach GANS (80) wird zwar das innere Feld ~, das die 
umgebenden Molekiile am Ort des betrachteten Molekiils erzeugen, zeit- 

lich um den Mittelwert ~ = @ + 5@ ~ schwanken. W~ihrend nun die 

Theorie yon DEBYE nur diesen zeitlichen Mittelwert beriicksichtigt, 
nimmt GANS noch den EinfluB der Schwankungen, far die er ein Wahr- 
scheinlichkeitsgesetz aufstellt, zur Berechnung der Orientierungswahr- 
scheinlichkeit hinzu und erNilt auf diese Weise noch ein Zusatzfeld ~2, 
so dab fiir die Einstellung der Molekiile das Feld ~ = ~ + ~2 mal3gebend 
sein soll. Hiergegen wendet DEBYE (8) ein, dab die Schwankungen dieses 
Zusatzfeldes ~ so schnell sind, dab yon einer Einstellung der Molekiile 
im Sinne des MAXWELL-BOLTZMANNschen Prinzips keine Rede sein kann. 
GANs beschr~inkt auf diesen Einwand hin die Gtiltigkeit seiner 13ber- 
legungen auf extrem tiefe Temperaturen, bei denen die W~irmebewegung 

Abb. 2. Abb. 3. Abb. 4. 
Verschiedene Formen assoziierter Molekfile. 

hinreichend klein geworden ist. Da jedoch Untersuchungen fiber Dipol- 
momente bei derartig tiefen Temperaturen nicht vorliegen, werden wir 
im folgenden von der Theorie von GA•S keinen Gebrauch machen und 
stets die urspriingliche DEBYEsche Theorie zugrunde legen. 

Dagegen ist das Verfahren zur_Berechnung der Dipolmomente aus I 
der DK im fliissigen Zustand bei den meisten Dipolfltissigkeiten aus einem i 
andeten Grunde nictit anwendbar. Jeder Dipol iibt nach auBen hin 
Kr~tfte aus und neigt dadurch insbesondere zur Anlagerung an andere 
Dipole. Diese Assoziation, auf deren EinfluB bei der Betrachtung der di- 
elektrischen Eigenschaften DEBYE (8) nnd ]~BERT (11) ungef~ihr gleich- 
zeitig hingewiesen haben, macht sich auch bei anderen physikalisch- 
chemischen Eigenschaften, z .B.  der Oberfltichenspannung (Konstante 
des E6TV6Sschen Gesetzes) bemerkbar. Die Assoziation kann je nach 
der Form der Molekiile und nach der Lage des Dipols im Molekiil so 
erfolgen, dab das resultierende Moment des durch die Assoziation ent- 
standenen Molektilaggregats gr6Ber oder kleiner ist als das des Einzel- 
molekiils. In den Abb. 2 und 3 sind Assoziationskomplexe gezeichnet, 
deren Moment verschwindend klein ist, w~ihrend in Abb. 4 - -  Ketten- 
assoziation - - d e r  entstandene Komplex ein sehr grol3es Dipolmoment 
hat. Der Beitrag Po kann also mit wachsendem Assoziationsgrad 
gr6Ber oder kleiner werden. Es sind auch F~tlle m6glich, wo je nach 
dem Assoziationsgrad beide Assoziationstypen auftreten. So ist bei 
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geringem Assoziat ionsgrad die Bi ldung  yon zweiatomigen Ket ten  mit  
grol3em Moment  m6glich, w~thrend bei st/irkerer Assoziation sich drei- 
a tomige Aggregate mi t  k le inem oder verschwindendem Moment  bi lden.  
I n  diesen F~llen steigt  Po mit  zunehmender  Assoziation zun~tchst an 
u n d  n i m m t  d a n n  wieder ab. 

Um den Einflul3 der Assoziat ion auf  Po n~ther verfolgen zu k6nnen ,  
mug  m a n  eine Methode haben,  die es gestat tet ,  auch bei Flfissigkeiten 
die Konzen t r a t i on  u n d  dami t  den Assoziationsgrad unabh~ngig  yon  der 
Tempera tu r  zu ver~indern. Dies k a n n  nach DEBYE (8) durch Aufl6sen 
der Subs tanz  in  e inem dielektrisch normalen  (dipolfreien) L6sungsmit te l ,  
z. t3. in  einem Kohlenwasserstoff,  geschehen. Man erh/ilt dann  die Mole- 
kularpolar isa t ion  des gel6sten Stoffes aus der der L6sung mit  Hilfe der 
b e k a n n t e n  Mischungsformel.  Drtickt  m a n  die Konzen t ra t ion  durch den 
Molenbruch x aus, so ist die Molekularpolarisat ion _P der L6sung 

~ - =  ~ -  i M 
E + 2 " -a- = x .  P + (I - -  x)Pz,,, (r4) 

w o e  u n d  d die gemessene D K  bzw. Dichte der L6sung, P die Molekular- 
polar isat ion des gel6sten Stoffes u n d  Pzm die des reinen L6sungsmit tels  

Tabelle i. A b h ~ n g i g k e i t  de r  M o l e k u l a r p o l a r i s a t i o n  y o n  de r  
K o n z e n t r a t i o n .  

Substanz Molenbruch i t o P p .  io*S 

Athyl~ther . . . . . . .  I, I 

Diphenyl~ther . . . . .  

AthylamylAther . . . .  

Anilin . . . . . . . . .  

Methylbenzoat . . . . .  

Anisol . . . . . . . . .  

Phenetol . . . . . . .  

O 

0,25 
0,50 
0,75 
I 

0,0558 
I 

0,0558 
i 

o,o713 
I 

o, Io95 
I 

0,0385 
0,0739 
I 

0,045 I 
o,1028 
I 

0,0437 
O, I 2 0 7  

I 

250 
25 o 
25 o 
25 o 
25 o 
2O 

2 0  

50 
50 
2 0  

2O 

2O 

2O 

2O 

2O 

2O 

2O 

2O 

2O 
I 
! 2O 

2O 

I 2O 

54,5 ° 
54,50 
54,50 
54,50 
54,5o 
75,0 
74,5 
73,0 
72,7 
75,0 
75,5 

76,6 
60,7 

ic~,2 
lO6,4 
81,5 
65,3 
64,0 
58,0 
76,I 
74,6 
65,5 

1,0 

1,2 

1,5 

1,8 

o,8 

I ,O 
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m 

bedeuten.  Das ,,mittlere Molekulargewicht"  M wird ebenfalls nach  der 
Mischungsformel 

M = x .  M + ( i  - -  x) M ~ , , , ,  ( I5)  

wo M und Mz,,  die Molekulargewichte yon  gelSstem Stoff und LSsungs- 
mit tel  sind, be- 
rechnet.  

Untersuchungen 
tiber die Abh~tngig- 
keit der Molekular- 
polarisationgel6ster 
Stoffe yon  der Kon- 
zentra t ion sind zu- 
erst auf  Veranlas- 
sung yon I)EBYE 

yon  L. LANGE (49) 
und sp~tter von WIL- 
LIAMS und  t { R C H M A  

(102), ESTERMANN 
(20) u. a. vorgenom- 
men worden. Ei- 
nige Resul ta te  sind 
in nebenstehender  
Tabelle I u n d i n  der 
Abb. 5 wiederge- 
geben. 

Bei nichtassozi- 
ierten Fliissigkei- 
ten, z . B .  den 
Athern,  ist also die 
Molekularpolarisa- 

tion yon  der Kon- 
zentra t ion unab- 
h~ngig, d .h .  es liegt 
keine fiir die dielek- 

tr ischen Eigen- 
schaf tenin  Betracht  
kommende  Asso- 
ziat ion vor  L Auch 
die Beobachtungen 
tiber die Konstante  
des E6Tv6sschen 

÷ 

i 
5O 

i ~56 

~9 ~e+ e 

5" I0 
" > N' Konzentrafion 

56 

0,6 
O a A  

0 r I 
0 S ,-->N 10 15 

Konzentratlon 

Abb. 5. Dipolanteil P" der Molekularpolarisation in 
Abh/~ngigkeit yon der Molzahl N im Liter. L6sungs- 
mittel Benzol. a Nitrobenzol 24o; b Pyridin 24°; C Ather 
20°; d Propylalkohol 240; e n-Butylalkohol 20°; / Iso- 
butylalkohol 20 °; g Amylalkohol (Dymethyliithylcarbi- 
nol) 24°; h Isoamylalkohol 18 °. (Aus Z. Physik Bd. 33.) 

Nach J. 1ROLINSKI (67) ]ieg% auch:bei J~thylMher eine geringe Assoziation 
vor, sie ist jedoch so geling, dab sie bei der in der Regel beautzten Mel3- 
genauigkeit ffir die Berechnung des Dipolmoments keine Rolle spielt. 
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Gesetzes deuten bei ~.ther nicht auf Assoziation hin. Man kann also 
bei diesen Substanzen die an der reinen Fltissigkeit gemessene Mole- 
kularpolarisation zur Berechnung des Dipolmoments benutzen. Bei an- 
deren Substanzen ist dies jedoch nicht mehr der Fall. Bei den hier in 
der Tabelle I angegebenen erh~itt man bei der reinen Fltissigkeit infolge 
der Assoziation durchweg zu kleine Werte ftir P. Die Gr6Be des Dipol- 

o 

© 

pi  

2OO 

¢00 . ~ :  0 g 3 
..7I.'0 g 

f." 0 2 _ > N ~ K o n z e n t r a t i o n .  

Abb. 6. Nitrobenzol. Dipolanteil der Molekularpolarisationen in verschie- 
denen L6sungsrnitteln. Ia in Benzol 24°; Ib in Toluol 24°; Ic in CS2 24°; H a  
in Toluol 24°; IIb in Toluol Ioo°; IIIa in Benzol 24°; IIIb in Benzol 45°; 

IIIc in Benzol 65 °. tAus Z. Physik Bd. 33.) 

moments ist ftir die Assoziation nicht unbedingt ausschlaggebend (siehe 
Tabelle I), es kommt  vielmehr, wie schon oben bemerkt ,  auch auf Form 
und Gr6Be des Molekiils und auf die Lage des Dipols im Molekiil an. 
Da der Assoziationsgrad sich mit  steigender Verdiinnung dem Wert o 
nghert, muB man zur ]3estimmung des Dipolmoments die Molekular- 
polarisation bei verschiedenen (kleinen) Konzentrationen Inessen und 
eventuell auf unendliche Verdtinnung extrapolieren, tXlach Unter-  
suchungen von LANGE (49) und yon WILLIAMS und OGG (105) hat  das 
L6sungsmittel keinen EinfluB auf den Wert  yon P, vgl. Abb. 6. Da bei 



Elektrische Dipolmomente von Molektilen. 269 

Stoffen mit kleiner DK die Best immung von P durch Messungen an 
sehr verdtinnten L6sungen schon aus experimentellen Grtinden mit 
trehlern behaftet  sein muB, hat  t~STERMANN (20) es trotz der hiergegen 
erhobenen Bedenken vorgezogen, zur Bestimmung des Dipolmoments 
yon nicht merklich assoziierten Stoffen Messungen an reinen Fltissig- 
keiten zu verwenden, um so mehr, als sich gezeigt hat, dab in den unter-  
suchten Fallen auf diese Weise innerhalb der Fehlergrenze die gleichen 
Werte erhalten wurden wie bei Messungen an D~impfen oder verdiinnten 
L6sungen. Man muB sich allerdings in jedem Falle tiberzeugen, dab die 
Molekularpolarisation bei der betreffenden Substanz nicht v o n d e r  Kon- 
zentration abh~ingt. 

Die von SXNGEI~ (68) gegen dieses Verfahren erhobenen Bedenken 
gehen von folgender Feststellung aus: IsNaRm (~1) hat Athyl- und Me- 
thylalkohol im fliissigen Zustand untersucht und aus seinen Messungen 
unter Zugrundelegung der Theorie yon GANs geschlossen, dab die Mole- 
kiile dieser beiden typischen Dipolsubstanzen kein elektrisches Moment 
besitzen. Dieser Fehlschlul3 liegt in erster Linie darin begriindet, dab 
die Theorie yon GANs in der yon ISNARDI benutzten Form die Assozia- 
tion der Molektile nicht beriicksichtigt. Die Alkohole geh6ren aber zu 
den typisch assoziierten Fltissigkeiten. 

SMYTt~ (7~/, ~-5, 76) hat aann die Formeln yon GANs in einer Weise 
erweitert, die es gestattet,  auch die Assoziation zu beriicksichtigen. Aller 
dings mtissen dann der Deformierungsanteil  der Potarisation PE trod 
der Molektildurchmesser aus anderen Beobachtungen (Brechungsexpo- 
nent, v. D. WAazssches b bzw. Viskosit~it) entnommen werden. Nach 
dieser Methode hat nun SMYTH (76, 77) ftir eine grSl3ere Anzahl von or- 
ganischen Substanzen die elektrischen Momente berectmet. All seinen 
Ergebnissen I~illt besonders auf, daB' er vielen Kohlenwasserstoffen, ins- 
besondere dem Benzol, ein Moment zuschreibt, w~ihrend allgemein ge- 
rade das Benzol die Eigenschaften eines dipolfreien KSrpers aufweist. 

Ganz allgemein ist nun, wie schon friiher bemerkt,  die Anvtendung 
der Theorie yon GA•S nur bei tiefen Temperaturen zweckmiigig. Da 
aber alle Messungen yon SMYTH sich auf mittlere und hShere Tempera-  
turen beziehen, kommt meines Erachtens schon aus diesem Grunde den 
yon ihm berechneten Dipolmomenten keine besondere Genauigkeit zu. 
Dazu kommt  aber noch, dab die dabei angewandte Kombinat ion yon 
Messungen der DK mit  dem optischen Brechungsindex and  dem der 
Viskosit~it bzw. derv .  D. WAALsschen Konstanten b entnommenen Mole- 
ktildurchmesser infolge der dabei m6glichen erheblichen Fehler die Zu- 
verl~issigkeit der berechneten Momente derart  nachteilig beeinflussen 
wtirde, dab irgendwelche Schliisse aus diesen Momenten nicht gezogen 
werden sollten, selbst wenn man die theoretischen Grundlagen der Me- 
thode far  einwandfrei halten wtirde. Wir werden daher die yon SMYTH 
auf diesem Wege erhaltenen Werte nicht welter benutzen und infolge- 
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dessen auch dem von ihm berechne ten  Benzolmoment  yon 0,2. IO-~8 CGS 
nicht  a l lzu viet  Realit~tt zuschreiben.  (In einer  sp~te ten  Arbe i t  [791 m a c h t  
S•YTH auch da rau f  a u f m e r k s a m ,  dab  seine Methode keine sehr  genauen  
Zahlenwer te  l iefer t  u n d  das  B e n z o l m o m e n t  sehr  gut  auch gleich Nu l l  
sein k6nnte.)  SXNGER h a t  speziel l  das  yon  SMYTI~ berechne te  Benzol -  
m o m e n t  dazu  benu tz t ,  u m  den Satz  aufzustel len,  dab  a l lgemein , ,Rt ick-  
schlfisse auf  das  e lektr ische Moment  aus  d e m  thermischen  Verha l ten  der  
D K  in der  Flf iss igkei t  n i ch t  g e m a c h t  werden  dt irfen",  und  dab  , ,zuver-  
l~tssige Schlfisse auf  den W e r t  des Moments  nur  aus dem the rmischen  
Verhal ten  yon  Gasen u n d  D~mpfen  gezogen werden k6nnen" .  Dieser  
wei tgehende  Schlul3 sche in t  nach  den  obigen Ausf i ihrungen n ich t  ganz  
berech t ig t  zn sein. SXNGER s te l l t  wel te r  folgende Be t r ach tnngen  an :  

B i lde t  m a n  be im  Benzol  den CLA•SlUS-MOSOTTIschen A u s d r u c k  

E + 2  d 

so erh~lt  man ,  wenn m a n  die Messungen der  D K  von GRAFFUNDER (3:~) 

zugrunde  legt,  ein Ans te igen  yon  P m i t  der  Tempera tu r .  I m  Sinne der  
Dipol theor ie  yon DEBYE wfirde d a n n  ¢t ~ nega t iv ,  F also imagin~tr werden.  
E in  gleiches R e s u l t a t  ergeben die Xlteren Messungen y o n  TANG L (88) 
tiber die T e m p e r a t u r a b h a n g i g k e i t  de r  D K  des iBenzols. SANGER u n t e r -  
sucht  nun die F rage ,  ob eine _Anderung des CLAUSIUS-MOSOTTIschen 
Ausdruckes  in der  Weise,  dab  fiir  die K o n s t a n t e  des inneren  Fe ldes  an  

Stelle von v = 4~ ein andere r  W e f t  gese tz t  wird,  dieses , , imagin~re No-  
3 

m e n t "  zum Verschwinden br ing t .  P geh t  dann  fiber in 

~ , - I  M- B 
Y = I + C @ - -  I )  " d -  = A + ~ ,  (I6) 

wobei  d ie  K o n s t a n t e  des inneren  Fe ldes  v = 4~zc j e t z t  bel iebig  gew~hl t  
werden kann.  Un te r such t  m a n  die Abh~tngigkeit  yon  y yon der  Tem-  
pera tu r ,  so f inder  man ,  dab  l ineare  Beziehung (18) am bes ten  fa r  

i 4 ~  I c = - -  oder  v = - -  erf i i l l t  wird .  Se tz t  m a n  dagegen c - -  , so wi rd  
3 3 5,4142 

y = A,  also unabhAngig yon  der  T e m p e r a t u r .  Ffir  c = o oder  c = o , I  
n i m m t  y mi t  s te igender  T e m p e r a t u r  ab,  u n d  man  k a n n  aus B e lek t r i -  
sche Momente  nach  der  DEBYEschen Theor ie  errechnen.  N a n  wi i rde  
also e rha l ten  ftir 

c = o ,u = 0 ,43 -  i o  -~a 
I 

c = - -  ,u = o,26 • IO -~a 
IO 

I 
C = - -  ~L -~---- 0 

5,4142 
I 

c = - -  u imagin~ir. I 3 
Ft i r  die W e r t e  yon c = o; o , I  oder  ~ is t  zwar die Lineari tXt vm,  

5,414 z 
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y nicht so gut wie ffir c = ~ ,  doch liegen die Abweichungen noch an der 
3 

Fehlergrenze der DK-Messungen. 
Da die Genauigkeit der Messungen den Weft der Konstanten des 

inneren Feldes bei Fltissigkeiten nicht eindeutig festzulegen gestattet ,  
kommt  BANGER zu der oben genannten Schlul3folgerung und will ftir 
die Berechnung von Dipolmomenten nur die Benutzung yon Messungen 
an Gasen oder verdfinnten LSsungen zulassen~. 

Die gleiche Betrachtung wendet SA.NGER auch auf J~thyI~ither und 

Athylalkohol an. Der Ausdruck y ist bei beiden Fltissigkeiten ftir c - -  ~ 
3 

linear von T abh~ingig, doch ergibt sich dann ftir J~ther ein positives, 
ffir Alkohol ein imagin~es  Moment. Die Linearit~it ist jedoch ffir einen 
ganzen Bereich von c-Werten befriedigend und dutch eine geeignete 

Wahl ffir _~ther c = ~,6' ffir Alkohol c = kann man bei beiden 

Flfissigkeiten y temperaturunabh~tngig, also/~ = o machen. 
Es scheint uns aber wesentlich zweckm~tBiger, an dem Faktor  des 

inneren Feldes v = 4r~ bei Flfissigkeiten (wenn keine Assoziation vor- 
3 

liegt) festzuhalten, da dieser Faktor  sehr einleuchtend ist und sich fiber- 
dies im optischen Gebiet als LORENz-LORENTZscher Faktor  tiber einen 
sehr groBen Dichtebereich (Fltissigkeit bis Gas) bew~ihrt hat. DaB man 
durch Einftihrung einer dritten, willkfirlich w~thlbaren Konstanten (wie 
dieses c) unter entsprechender Anderung der Konstanten A und B bei 

den kleinen untersuchten Temperaturgebieten die Linearit~it von y = ] ( T )  

ffir einen weiten Bereich der c-Werte aufrecht erhalten kann, spricht 

ebensowenig wie ftir einen anderen ~-.Wert gegen den Wert v = 5~. Wir 
3 

mSchten daher lieber die experimentellen Ergebnisse von TANGL und 
GRAFFUNDER auf einen ldeinen systematischen Fehler zurfickffihren, zu- 
real DURANTEZ (10) in einer neueren Arbeit gefunden hat, dab beim Benzol 
das CLAUSlUS-MOSOTTIsche Gesetz zwischen oound  72,90 gfiltig ist. Es 
ist z. B. bei beiden Autoren der Einflutl yon Temperatur  und Druck auf 
den Versuchskondensator (thermische Ausdehnung, J~nderung der D K  
des Dielektrikums) nicht gentigend untersucht.  Bei der relativ geringen 
Empfindlichkeit der Versuchsmethode wiirde eine Anderung der Kapa-  
zit~it des Versuchskondensators, die genfigen wfirde, um das beobachtete 
Ansteigen yon P zu erkl~iren, sich bei der Messung der Temperatur-  
abh~ngigkeit des mit  Luft geftillten Kondensators noch nicht bemerkbar  
machen. Ftir das Vorliegen eines derartigen Effektes bei TANGL spricht 

Hierin liegt unseren Erachtens eine Inkonsequenz. H~ilt man den 
CLAUSIUS-IVfOSOTTIschen Ausdruck fiir flfissiges Benzol nicht fiir anwendbar, 
so stehen auch seiner Anwendung auf Ldsungen yon Dipolsubstanzen in 
]Benzol, vor allem bei etwas grS~eren Konzentrationen, Bedenken entgegen. 
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auch der Umstaild, dab bier ftir Toluol ein konstanter Wert yon P ge- 
fuildeil wurde, w~ihreild eiltsprecheild dem kleineil Dipolmomeilt dieser 
Substanz eine Abnahme voil P mit  T zu erwarten w~ire. Weiter ist zu 
bemerken, dab bei gewisseil Kondensatorformeil bei der Messuilg der 
Temperaturabh/ingigkeit  der D K  auch die Volumeilvermehrung der 
Fltissigkeit beriicksichtigt werden muB, da bei gr613erem VolumeI1 mehr  
Kraftlinieil in der Fliissigkeit verlaufen. Wir m6chteil daher vorl/iufig 
das ,,imagiil/ire Moment" beim Benzol auf experimeiltelle Uilgeilauig- 
keiten zuriickftihren uild werden den CLAUSlI/s-MOSOTTIschen Fak to r  

v = 4.~ aueh weiterhin bei nicht assoziierten Fliissigkeiten und ver- 
3 

diiiiiltei1 L6suilgeil anweildeil. Dagegeil sei Ilochmals ausdriicklich 
betoilt, dab bei assoziierteil Fliissigkeiteil, also in der fiberwiegenden 
Mehrzahl der F/ille, Messnngei1 der DK im fliissigen Zustaild zur 
Berechnung voil Dipolmomeilten Ilicht verweildbar sind. 

3. E rmi t t l ung  des Dipotantei ls  der Motekularpolar isat ion.  Zur 
Bestimmung des Dipolmoments ist es noch erforderlich, P in die Anteile 
PE, P a  und Po zu zerlegeil, da nur  der Anteil Po vonder  Gr6ge des Dipol- 
moments abh~ingt. Dies kann, da P a  und PE temperaturunabhiiilgig 
sind, am einfachsten dadurch geschehen, daB die Temperaturabh~ingig- 
keit von P gemessen wird. Aus dieser berechnet man dann die Kon- 
stante B bzw. Po in Gleichung (IO) und daraus tt Ilach Gleichuilg (lob). 
Dieses Verfahren ist theoretisch einwandfrei, erfordert aber namentl ich 
bei verdtinnten L6sungen sehr genaue Messungen. Handelt  es sich um 
Stoffe mit  kleiner DK oder um sehr verdtiilnte L6suilgen, so ist die Tem- 
peraturabh~ingigkeit der D K  der verdiinnten L6sungen yon der des reiilen 
L6sungsmittels so wenig verschiedeil, daB eine einigermaBen richtige 
Bestimmung von Po eine viel gr613ere MeBgenauigkeit erfordert, als in 
den meisten Fallen benutzt  wurde. Aus diesem Grunde m6chten wir 
glauben, dab bei den Athern trotz der eventuell vorhandenen geringen 
Assoziatioil die aus der Temperaturabh~ingigkeit der DK der reinen 
Fltissigkeit best immten Werte der Dipolmomeilte mindestens so genau 
sind wie die an verdiiilnteil L6suilgen bestimmten. 

Da diese Methode zur Berechiluilg yon Po auf Schwierigkeiten st6Bt, 
ist von EBERT (11) vorgeschlageil worden, die an den Substanzen im 
festeil Zustand gemesseneil Werte  der Molekularpolarisation mit zu ver- 
wenden. Es wird hierbei angenommen, dab in festen K6rpern die Dipole 
sich nicht eiilstelleil k6nilen, so dab sie keinen Beitrag zur Molekular- 
polarisatioil mehr liefern. Man setzt also 

Prest = P~: + Px  und 
Po = Pfliissig --  Pfest bzw. PgeltSst - -  Pfest 

uild berechnet aus Po in der angegebeneil Weise das Moment it. 
Dieses Verfahren ist jedoch, wie auch ]EBERT bemerkt  hat, nicht frei 

von Unsicherheiteil. Zun~tchst ist es durchaus nicht sichergestellt, dab 
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die Dipole im festell Zustan4 keinen Beitrag zu P geben. Es sei z. B. 
an die parainagnetischen Salze erinnert, bei denen der EinfluB der magne- 
tischen Dipole auch im festen Zustand vorhanden ist. Genaueres kann 
man nicht sagen, da man nicht weiB, ob eine Orientierung des elektri- 
schen Dipols bei den komplizierten organischen Molektilen eine Drehung 
des ganzen Nolektils verlangt, oder ob eine Verschiebung einzelner Atome 
oder Atomgruppen ausreicht. Schon rein experimentelle Grtinde spre- 
chen dafiir, dab eine Mitwirkung der Dipole an der Polarisation der 
festell KSrper vorhanden ist. So hat  ERRERA (17) beobachtet, dab in 
der Nahe des Schmelzpunktes die DK fester Stoffe yon der Frequenz 
abh/tngt, ferner konnte ESTER~IANN (20)  beobachten, dab sie bei kon- 
s tanter  Frequenz dicht unterhalb des Schmelzpunktes Init der Tempe- 
ra tur  s tark  ansteigt. Zweitens ist aber zu beinerken, dab bei festen 
Kristallen die CLAUSITJS-MOSOTTIsche Formel sicher nicht immer ange- 

wendet werden darf,, da der Faktor  des innerell Feldes v = 4~ nur fiir 
3 

Kristalle des regul~tren Systems gilt, w~thrend die in Frage koinmenden 
Substanzen fast durchweg anderen Kristallsysteinen angeh6ren. Auch 
dieser EinfluB kann eine betr~tchtliche Unsicherheit iin "Werte yon Po 
hervorrufen. 

Als dritte Methode wird besonders von DEBYE (9) empfohlen, den 
Wert  der optisehen Molekularrefraktion 

R n 2 - I  M 
~ 2 + 2 "  d 

ft~r den temperaturunabh~ngigen Tell der Molekularpolarisation ein- 
zusetzen. Da der , ,paraelektrische" Anteil yon P in Flfissigkeiten eine 
Relaxationszeit yon der Gr6Benordllung IO- ~° Sekunden hat,  enth~lt die 
Molekularrefraktion ffir optische F~equenzen keinen Orientierungsanteil 
mehr. Dieses Verfahren hat  aber folgenden Nachteil : Da der Brechungs- 
exponent n und damit  auch die Molekularreffaktion R yon der Fre- 
quenz abh~ingig sind, mug mall mit  Hilfe einer Dispersionsformel auf 
Ro~ far unendlich lange Wellen extrapolieren. Dabei muff mall durch 
ein ultrarotes Gebiet hindurch, in dem bei den meisten Dipolsubstanzen 
Absorptionsballden Iiegen, die in der Regel nicht bekannt  sind llnd deren 
Beitrag zu Roo infolgedessen nicht absch~ttzbar ist. In  tier Li teratur  wird 
nun entweder einfach R far eine sichtbare Welle eingesetzt oder es 
wird R~o lediglich mit  Benutzung einer ultravioletten Eigenschwingung 
arts tier Dispersionsformel berechnet, ein Verfahren, das unter  Um- 
st~inden sehr falsche Werte liefern kann. DaB diese 3Iethode, die auf 
eine Vernachl~ssigung yon P x  hinauslXuft, manchmal  zu erheblichen 
Fehlern ftihren kann, ist mehrfach betont  worden (z. B. bei S~_NOER 
[7@ DE8YE [9 l, WILLIAI~S [97]), doch liegen keine Untersuchungen 
dartiber vor, wie groB die dabei auftretenden Fehler sind. Urn diese 
mehr praktische Frage, wie s tark  der Zahlenwert der berechneten Di- 

Ergebnlsse der exakten Naturwissenschaften. VIII. I~ 
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po lmomen te  yon der Verwendung  der  verschiedenen Methoden abh~ng t ,  
zu untersuchen ,  ha t  ESTERMANN (20) ftir eine Reihe yon Subs tanzen die 
e lekt r i schen Momente  und  den tempera turunabh~tngigen  Teil yon  P 
nach  diesen drei Methoden be rechne t  (Tabelle 2). 

Tabel le2.  V e r g l e i c h  d e r  n a c h  v e r s c h i e d e n e n  5 I e t h o d e n  
b e r e c h n e t e n  M o m e n t e .  

Substanz 

Phenyl~ther . . . .  
Benzophenon . . . 
.A.' thylAther . . . . .  
AthylamylfLther . . 
Diarnyl/ither . . . .  
Anisol . . . . . . .  
Phenetol  . . . . .  
Anilin . . . . . . .  
M e t h y l b e n z o a t . . .  
c-Ester ~ . . . . . .  
m-Ester . . . . . .  
p-Ester  . . . . . .  

54,0 
IOO 
31,3 
43,I 
57 
52,7 
53,I 
25 
39 
47,5" 
52 2 

(40) 

Pfest 
53,0 
67 

51,2 
56 
56 

R H~t 

52,9/) 
56,4 
22, 5 
35,9 
5o,5 
32,7 
38,4D 
3o,3 
37,5 
42,3 

R¢o 

51,5 
21,6 
35,0 
48,7 
30,0  

27,4 

I 
t t  T 

1,0 
2,5 
I,I 
1,15 
0.97 
0,8 
I,O 
1,6 
1,8 
I~O 
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3,3 

'ltr lest i 

1,0 
2,8 

0,96 
2,4 
3,2 

LttO t ~ p .  

1,o D 
3,0 
1,25 
1,38 
I , I4  
1,28 
1,3 I) 
1,5 
1,8 
I,I5Itc~ 

Ro~ ist ,  wo Messungen yon  n ~  u n d  n~t~ vo rhanden  waren, aus R ~  
und  Rn~ Init  Hilfe  einer zwe ikons tan t igen  Dispersionsforinel  ex t rapo l ie r t .  
Der  I n d e x  D bzw. H~ bedeu te t ,  daB die be t ref fenden Wer t e  sich auf die  
D- bzw. Ha-Linie  beziehen.  Mit P "  is t  der  aus der  Teinperaturabh~ingig-  
kei t  yon P berechnete ,  te inperaturunabh~,tngige Ante i l  der  Molekular -  
po la r i sa t ion  bezeichnet .  Es  is t  zun~tchst festzustel len,  dab  bei  Stoffen 
Init  groBem Moment  auch gr6Bere Abweichungen  iin t e m p e r a t u r u n a b -  
hS_ngigen Glied nu t  kleine Dif ferenzen im berechneten  Moment  ve ru r -  
sachen.  Bei  Stoffen Init  k le inein  Momen t  abet ,  wenn der  Bet rag  Po n u r  
klein ist ,  k6nnen die Unte r sch iede  se_hr erhebl ich werden.  Es sol l ten 
daher  bei  der  Diskussion von 13eziehungen zwischen Dipol inornent  und  
anderen  Eigenschaf ten  des Molektils,  insbesondere  der  chernischen Kon-  
s t i t u t i on  In6glichst  nur  solche Zah lenwer t e  yon  Dipo lmoinen ten  Ini t -  
e inander  vergl ichen werden,  die nach  der  gleichen Methode gewonnen 
sind, falls  n icht  die Untersch iede  sehr  groB sind. Auch  sollte m a n  in 
A n b e t r a c h t  der  vorl~iufig noch n i ch t  zu bese i t igenden Unsicherhei t  be i  
der  Angabe  yon Zahlenwer ten  yon  Dipo l inomen ten  n ich t  allzu viel De-  
z imals te l l en  verwenden.  

III. Experimentelle Methoden zur Best immung von 
Dipolmomenten aus Messungen der 

Dielektrizit~itskonstante. 
4. M e f l m e t h o d i k  b e i  Gasen und D~impfen.  Zur  Best i in inung der  

D K  yon  Gasen und  D~iinpfen wurde  in den ~tlteren Arbe i ten  die b e k a n n t e  

Es handel t  sich um die 2vIethylester der  drei Aminobenzoes/iuren. 
z SVegen der geringen L6slichkeit  des p-Esters  ist dieser ~Vert unsicher. 
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Briickenanordnung benutzt, mit  der die Kapazit~tt eines mit dem zu 
untersuchenden Gas geftillten Versuchskondensators mit der des leeren 
Kondensators verglichen wurde. Als Nullinstrument diente bei LEBE- 
DEW (50) und bei PORTH (64), die lediglich die D K  verschiedener Gase 
bei konstanter  Temperatur  maBen, ein speziell konstruiertes Quadrant- 
elektrometer. BAEDEKER (1), der zuerst Messungen der Temperatur-  
abh~tngigkeit der DK von Gasen zur Prtifung des CLAL'SlUS-3IoSOTTI- 
schen Gesetzes anstellte, verwendete ebenfalls die Brtickenmethode, je- 
doch ill der yon NERXST (60) angegebenen und von PHILIP (68) ver- 
besserten Form. Da diese Arbeiten ~ilter sind als die Dipoltheorie, ent- 
halten sie nur Zahlenangaben fiir die DK;  diese wurden aber sp~iter zur 
Berechnung von Dipolmomenten mitverwendet.  

Die erste Arbeit, die speziell zur Priifung der DEBYEschen Dipol- 
theorie ausgeftihrt wurde, rtihrt yon Jol~A (42) her und verwendet eben- 

I _K 

J k__T 

Abb. 7. Schaltungsschema der Schwebungsmethode. (Aus Z. phys.Ch.B, Bd. i.) 

falls die NERNSTsche Brtickenmethode zur Messung der DK von Gasen 
und Dttmpfen bei verschiedenen Temperaturen.  Alle sp~iteren Arbeiten 
sind fast durchweg mit Hilfe yon Hochfrequenz-i3berlagerungsmethoden 
(Schwebungsmethoden) ausgeftihrt worden. RIEGGEI~ (66) verwendet als 
Schwingungsgenerator noch eine L6schfunkenstrecke, w~ihrend alIe sp~t- 
teren Autoren, den Fortschritten der Hochfrequenztechnik entsprechend, 
kleine R6hrengeneratoren benutzen. Das Prinzip dieser Schwebungs- 
methode, die zuerst yon PREUNER und PUNGS (68) angegeben wurde, be- 
steht darin, dab man yon zwei Schwingungskreisen I und I I  (Abb. 7) 
konstante Schwingungen mit den Frequenzen v2 und v~ erzeugen l~iBt, die 
zusammen einen Schwebungston v~ - -v2 = n ergeben, der mit einer Stimm- 
gabel verglichen werden kann. Als Schwebungsfrequenz n werden in der 
Regel 5oo bis IOOO Schwingungen benutzt.  Zur Erh6hung der MeBgenauig- 
keit k6nnen noch die Schwebungen zwischen dem Stimmgabelton und 
dem Schwebungston n (Schwebungen zweiter Ordnung) benutzt  werden. 
Zur lVIessung der DK dient wieder ein Versuchskondensator K, der mit  
Hilfe einer Wippe W parallel zum Kondensator  C des einen Schwingungs- 
kreises eingeschaltet werden kann. Dadurch wird die Frequenz des be- 
betreffenden Kreises ge~indert. Durch Zuriiekdrehen eines ebenfalls zum 
festen Kondensator parallel tiegenden Mel3kondensators M wird die ur- 

18" 
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sprtingliche Frequenz wieder hergestellt und der Schwebungston auf die 
vorher eingestellte Schwingungszahl ~ gebracht.  Dann ist die Kapazitftt  
des Versuchskondensators gleich der Kapazit~itsverminderung des 5Iel3- 
kondensators, wobei allerdings die Zuleitung zum Versuchskondensator 
ebenfalls einen Beitrag zur Kapazit~it liefert. Sollen nur relative Messungen 
ausgefiihrt werden, so mil3t man die Kapazit~it des evakuierten Versuchs- 
kondensators nach Fiillung mit  einem Bezugsgas und dem zu unter- 
suchenden Gas. Dutch dieses Verfahren wird die Kapazit~t der Zulcitungen 
eliminiert. Is t  e:~ die D K  des zu untersuchenden Gases, und bezeichnet 
man mit  eo die DK der Normalsubstanz und mit c, Co und c~ die Kapazi-  
t~tts~nderungen des Mel3kondensators beim Einschalten des evakuierten 
Versuchskondensators (c), sowie des mit  dem Bezugsgas (Co) und der zu 
untersuchenden Substanz (cx) gefiillten Kondensators,  so gilt die Formel 

~ x -  I = ~o --  I--c~ 77 c . (17) 
C o - -  C 

Sollen dagegen Absolutwerte der D K  gemessen werden, so mul3 die 
Kapazititt  des leeren Versuchskondensators oh;~e Zuleitung genau be- 
s t immt werden. Das kann dadurch geschehen, dab der Kondensator 
dutch ein System ersetzt wird, das die Zuleitungen in mOglichst genauer 
Nachbildung enth~lt (ZAHN [1123, S*UART [8@ WATSON [94]). Die 
Eichung bleibt jedoch immer noch sehr schwierig und laBt sich nicht 
mit  derselben Genauigkeit durchftihren wie die Relativmessung, so dab 
die DK-Werte  verschiedener Beobachter oft um erhebliche Betr~ige 
differieren, w~thrend sie, fa l ls  man sie auf denselben Normalwert be- 
zieht, ganz bedeutend besser tibereinstimmen. 

Bei der in Abb. 7 schematisch skizzierten Versuchsanordnung wird 
der Kreis n gleichzeitig als Sender und Empf~inger benutzt. Man kann 
jedoch die Versuchsanordnung auch so ab~tndern, dab man einen be- 
sonderen Empf~tngerkreis ni ,  der einen Detektor  oder ein Audion ent- 
h~ilt, zur Aufnahme des Schwebungstones benutzt.  Der Schwebungston 
wird entweder mit  einem Telephon abgeh6rt  oder wie es neuerdings meist 
geschieht, verst~rkt und einem Lautsprecher  zugef/ihrt. STUART benutzt  
an Stelle des Telephons ein Vibrationsgalvanometer nach dem Vorschlag 
yon W. HAIvIMER (3.5). Um ein gegenseitiges ,,Mitnehmen" der beiden 
Schwingungsgeneratoren zu vermeiden, muB man die Kopphmg mOg- 
lichst lose machen oder man koppelt  nicht die Grundschwingungen, son- 
dern irgendwelche Oberschwingungen der beiden Kreise. Es braucht  
wohl nicht besonders betont zu werden, dab die Schwingungskreise 
elektrostatisch gut geschiitzt werden mtissen und dab die Stromquellen 
keine Schwankungen aufweisen dtirfen. Auch ist es notwendig, dab die 
Einstelluilg der Kondensatoren usw. mit  Fernbedienung erfolgt, um 
St6rungen durch die Eigenkapazit~it des Beobachters zu vermeiden. 
Auch aus diesem Grunde ist es unzweckmttl3ig, zum Abh6ren des Schwe- 
bungstones ein Telephon zu verwenden. 
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Die Versuchskondensatoren mtissen evakuierbar sein und bei Tem- 
peraturXnderungen dicht bleiben und auch ihre Kapazit~tt m6glichst 
nicht ~indern. Es wurden yon den verschiedenen Autoren im wesent- 
lichen zwei Typen benutzt" Solche mit konzentrischen Zylindern und 
solche mit planparallelen Platten. In Abb. 8 ist eine charakteristische 
Form abgebildet, eine n~there t3eschreibung diirfte sich 

wohl eriibrigen. ~J  
Der Gang der Messung erfolgte bei fast Mien Au- 

toren in der Weise, dab bei jeder Versuchstemperatur 
die Kapazit~tt des Versuchskondensators leer und nach l 

Fiillung mit dem Gas gemessen wurde. Abweichend / 
yon diesem Verfahren arbeitet SXNGER (69) mit zwei 4 -  / 
v611ig gleichen Versuchskondensatoren, die sich in a z , ~ _  

einem gemeinsamen Thermostaten befinden und yon 
denen der eine mit Luft, der andere mit dem zu unter- 
suchenden Gas geftillt wird, und die abwechselnd in 
die Versuchsanordnung eingeschaltet werden. Hier- 
durch will er den EinfluB von Temperatur~inderungen 
beim Einstr6men des Gases und den EinfluB yon Druck- 
~nderungen auf die Kapazit~tt des Versuchskonden- 
sators vermeiden. ~ ,~..~<.¢ 

Da die Kapazit~ts~inderungen der Versuchskonden- 
satoren beim Evakuieren und Ftillen, sowie bei Tern- Abb. 8. Gas- 
peratur~tnderungen nur sehr klein sind, hat  es sich ats Kondensator 
zweckm~iBig erwiesen, nicht wie in Abb. 7 angegeben, nach STUART. 

(Aus Z. Physik 
einen kleinen Megkondensator parallel, sondern einen Bd. 47.) 
groBen in Serie zum festen Kondensator C zu schalten. 
Die Kapazittits~inderung des gesamten Systems ergibt sich dann aus der 
Gleichung fiir die Serienschaltung yon zwei Kondensatoren 

I I I 

~5 = -C~ + ~ ; .  

Nimmt man den Mel3kondensator hinreichend grol3, so entspricht einer 
kleinen Anderung der Kapazitat  des Versuchskondensators ein grol3er 
Ausschlag am MeBkondensator. 

5. Megmethodik bei Fliissigkeiten und verd/ innten L~isungen. Zur 
Messung der DK im fltissigen Zustand wurde yon fast allen Autoren 
ebenfalls die im vorigen Abschnitt beschriebene Schwebungsmethode 
benutzt,  nur in einigen Mteren Arbeiten wurde noch yon der NERNST- 
schen Brtickenmethode Gebrauch gemacht. Die Versuchsanordnungen 
bei Gasen und Fltissigkeiten unterscheiden sich nur durch die Versuchs- 
kondensatoren. Abb. 9 zeigt eine Ausfiihrungsform, die yon ]~BERT, 
]~ISENSCHITZ und v. HARTEL benutzt  wurde. Der eigentliche Konden- 
sator besteht aus drei Messingplatten, die durch Glaskugeln voneinander 



2 7 8 I .  ESTERMANN : 

isoliert sind und sich in einem Glasgef$tl3 befinden. Die Luftkapazit~it 
des Kondensators betr~igt etwa 5 ° cm. Der Glasmantel G enth~ilt Pe- 
troleum, in dem zur Kontrolle der Tempera tur  ein BEcK51A~x.x--Thermo- 
meter  angebracht ist. 5ihnliche Ausffihrungsformen werden yon den 
meisten Beobachtern, die nur die D K  bei einer Temperatur  messen, be- 
nutzt .  Messungen der Temperaturabh~ngigkeit  der DK yon verdfinnten 
L6sungen erfordern etwas andere Kondensatorformen, die folgende Be- 
dingungen erffillen miissen : Die Eigenkapazit~t  darf nicht merklich tem- 
peraturabh~ingig sein, die Tempera tur  der Fliissigkeit soll gut definiert, 

M 

6ldakugela 

Abb. 9. Flfissigkeitskonden- 
sator nach EBEaT U.M. (Aus 

Z. phy. Ch. t3, Bd. I.) 

bequem meBbar und schnell einstellbar 
sein, aul3erdem darf sich die thermische 
Ausdehnung der Flfissigkeit nicht st6rend 
bemerkbar machen. SchlieBlich soil der 
Kondensator dicht schliegen, um Konzen- 
trations{inderung durch Verdampfen des 
L6sungsmittels bei der Erw~trmung zu ver- 
meiden, und sick leicht reinigen lassen. 
Abb. Io und I I  zeigen eine von ESTER.~aX X 
benutzte Ausfiihrung, die sich ffir diesen 
Zweck als gut brauchbar  erwiesen hat. Der 
eigentliche Kondensator  besteht aus einem 
Glasrohr A, in das bei B ein zweites 
Glasrohr C eingeschliffen ist. In das Rohr 
A ist bei D ein 2I/2 cm langer Metallzylin- 
der eingeschmolzen, der die ~tuBere Be- 
legung des Kondensators bildet. Gegen- 
fiber yon D ist das innere Glasrohr auf 
der Aul36nseite platiniert und bildet so 
die innere Belegung. Der Tubus E dient 
zum Ein- und Ausffillen der Fliissigkeit. 
Am Schliff B wird w~thrend einer MeB- 
reihe nichts ge~tndert, es ist j edoch m6glich, 
durch Verwendung mehrerer Eins~itze mit  

verschieden weiten R6hren die Eigenkapazit~tt zu variieren. Der Ver- 
suchskondensator befindet sich in einem mi t  Paraffin61 geftillten Dewar- 
becher G, der als Thermostat  client und durch eine elektrische Heizspirale, 
die auf den Glasrfihrer H gewickelt ist, erwXrmt werden kann. Die Tem- 
peratur  des 01s wird mit einem Thermometer  gemessen, aul3erdem wird 
die Tempera tur  des inneren Rohres B durch ein Thermoelement J ,  dessen 
zweite L6tstelle sich im 01bad befindet, kontrolliert.  Die Zuleitungen er- 
folgen durctl einen bei a durchgeschmolzenen Plat indraht  und durch 
einen dicken, in den Korken des Dewarbechers eingekitteten Messing- 
s tab L. Eine Abhangigkeit der Kapazi ta t  des Versuchskondensators 
yon der Temperatur  war nicht festzustellen. Wenn die Flfissigkeit rain- 
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destens I cm {iber dem oberen Rande des Metallzylinders D steht, so 
hangt  die Kapazi ta t  des Kondensators nicht mehr yore Fliissigkeits- 
volumen ab. 

In  den meisten F~tllen wurden relative Messungen bezogen auf Benzol 
vorgenommen. Da jedoch verschiedene Bezugswerte ft~r die D K  des 
Benzols zugrunde gelegt werden, unterscheiden sich die von den ver- 
schiedenen Beobachtern angegebenen DK-Werte  oft ziemlich betr~tcht- 

,9'- 

Abb. io. kbb. II. 
F1/issigkeitskondensator nach ESTER.XL~NX. (AuS Z. phys. Ch. B, Bd. I.) 

lich. Bei Messungen an verdiinnten L6sungen spielt tibrigens der Zahlen- 
weft der DK der Bezugssubstanz keine Rolle ftir die Berechnung der 
Dipolmomente, wenn alle Messungen auf den gleichen Wert bezogen 
werden. 

Die yon den verschiedenen Beobachtern untersuchten Substanzen 
und die berechneten Dipolmomente sind in Tabelle 4, Abschnitt  V, 
Ziffer 9 zusammengestellt.  

I V .  A n d e r e  M e t h o d e n  z u r  O n t e r s u c h u n g  y o n  

Dipolmomenten. 
6. Die Molekulars t rahlmethode.  Gegen  die Verwendung der aus 

Messungen der  DK berechneten Dipolmomente zur Diskussion von Fra- 
gen der chemischen Konstruktion ist mehrfach der Einwand erhoben 
worden, dab namentlich bei fltissigen Substanzen, aber auch bei ver- 
diinnten L/Ssungen die theoretischen Beziehungen zwischen Dielektri- 
zit/itskonstante, Molekularpolarisation und Dipotmoment nicht gentigend 



280 I. E S T E R M A N N  : 

gekEtrt seien und daher die Messungen der Molekulari~olarisation bzw. 
D K  keinen absoluten Beweis f f r  die Existenz fester Dipole in den Mole- 
ktilen liefern k6nnen (vgl. z. B. MELLE und SCHURINK [88~). Wenn wir 
auch tier Ansicht sind, dab diese Bedenken, wenigstens bei verdiinnten 
LOsungen, nicht stichhaltig sind, besonders wenn zur ]3erechnung yon 
-Po die Temperaturabhttngigkeit  yon _P benutzt  nnd damit die in P a  
liegende Unsicherheit vermieden wird, so erscheint es doch wtinschens- 
wert, auctl mit  tt i lfe einer ganz anderen, yon den im Abschnitt I dar- 
gestellten Theorien vOllig unabh~ingigen Nethode die Existenz fester 
elektrischer Dipole bei Molektilen nachzuweisen. Als solche ist die Mole- 
kularstrahlmethode besonders geeignet, da sie es gestattet ,  das Moment 
einzelner freier Nolektile direkt zu untersuchen und infolgedessen yon 
den Unsicherheiten aller anderen Methoden, die haupts~tchlich yon der 
Unm6glichkeit, die gegenseitige Wechselwirkung der Molekiile ganz exakt 
zu beriicksichtigen, herr0hren, frei ist. 

Das Prinzip der Molekularstrahlmethode besteht darin, da[3 man auf 
einen ,,Strahl yon Molektiten" XuBere Einfltisse wirken ittflt. Ein der- 
artiger Motekularstraht wird erzeugt, indem man ein Gas oder einen 
Dampf  durch eine kleine Blende in eillen sehr hoch evakuierten Raum 
eintreten laBt. Durch eine zweite Blende werden aus den sich nach allen 
Richtungen geradlinig mit  der thermischen Molekulargeschwindigkeit 
ausbreitenden Molekiilen diejenigen ausgeblendet, die sich in der Rich- 
tung der Verbindungslinie der beiden ]31enden bewegen. Die Molekutar- 
strahlmethode ist vielfacla zur Untersuchung atomarer  Yrobleme, ins- 
besondere zu Untersuchungen tiber die maglletischen Momente yon 
Atomen herangezogen worden; fiber die ~ilteren Arbeiten auf diesem Ge- 
biet hat  W. G-ERLACH (3 2) bereits in diesen Ergebnissen berichtet. Die 
Anwendbarkeit  der Molekularstrahlmethode zur Bestimmung yon elek- 
trischen Dipolmomenten ist zuerst yon KALLSI.~NN und REICHE (43), 
dann von STEI~N (88, 84) diskutiert worden. Sie beruht  darauf, dab auf 
ein Molekfl, das einen etektrischen Dipol tr~igt, in einem inhomogenen 
elektrischen Feld eine ponderomotorische Kraf t  wirkt. Infolgedessen 
wird ein Strahl aus derartigen Motekflen beim Durchgang durch ein 
solches Feld abgelenkt. Die Gr6Be dieser Ablenkung h~ingt auBer yon 
den Versuchsbedingungen (St~trke und Inhomogenit~,tt des Feldes, Strahl- 
dimensionen) noch v o n d e r  Gr6Be des Dipolmoments,  der Geschwindig- 
keit der Molekttle und dem Winkel zwischen Feldrichtung und Dipol- 
richtung ab. Im  analogen magnetischen Fall, so weft er bisher unter- 
sucht ist, handelte es sich um einatomige Molekt~le, die sich infolge der 
Quantenbedingungen (Richtungsquantelung) nur  in wenigen diskreten 
W'inkeln zur Feldrichtung einstellen k6nnen. Daher wird ein solcher 
Atomstrahl  in mehrere diskrete Strahlen aufgespalten. Handelt  es sich 
jedoch um mehratomige Dipolmolekiile, so wtirde infolge der W~trme- 
rotation der NolekOle das Dipolmoment  zunfichst verschwinden und erst 



Elektrische Dipolmomente von Molek/ilen. 28I 

durch den Einflul3 des Feldes auf die Rotat ion wird ein der Feldst~irke 
proportionales Moment erzeugt. Die Gr~il3e dieses resultierenden Moments 
h~ingt noch yon der Rotationsgeschwindigkeit ab, die nach der Quanten- 
theorie auch die Richtungen der Molektilachse im Feld bestimmt.  Da 
bei den grol3en Tr~igheitsmomenten und den bisher verwendeten mittleren 
und h6heren Temperaturen die Rotationsquantenzahlen schon recht 
groB sind, sind praktisch alle Rotationsgeschwindigkeiten und damit  
auch alle Stellungen im Feld m6glich. Man erhXlt daher auch keine dis- 
krete Aufspaltung, sondern, da Anziehungen und AbstoBungen vor- 
kommen, nur eine beiderseitige Verbreiterung des Strahles, die man 
mi t  Hilfe klassischer AnsS_tze berechnen kann. Die recht komplizierte 
Rechnung, die hier nicht wiedergegeben werden soil, erfordert zur Be- 
rechnung der Dipolmomente aus derartigen Versuchen die Kenntnis 
der Intensit~ttsverteilung im abgelenkten S t r a h h  Bei den bisherigen 
Versuchen ist es allerdings noch nicht m6glich gewesen, die Inten-  
sit~ttsverteilung genau zu messen, daher konnten auch noeh keine 
quanti tat iven Bestimmungen yon elektrischen Momenten vorgenommen 
werden. Es i s t  aber zweifellos 
mSglich, die Frage nach der 
Existenz eines Moments ein- 
wandfrei zu entscheiden und 
die Gr6Benordnung abzu- 
schXtzen. Man kann auch, 
wenn man unter sehr ~thnlichen 

/6' 

~r--~ ~-~--'1 , ' , [1A 

Abb. 12. 
Molekularstrahlapparat (schematisch). 

Bedingungen (gleiche Feldst~trke und Inhomogenit~tt des Feldes, gleiche 
Strahldimensionen, sowie m6glichst gleiche Geschwindigkeiten der Mole- 
Mile) arbeitet, die Verbreiterung des  Strahles direkt als Mag ftir das Di- 
polmoment  auffassen und so die Momente yon ehemisch sehr ~[hnlichen 
Molektilen, z. B. yon Isomeren, auf diesem Wege vergleichen. 

Bei der Auswertung der Verusche ist noch zu berticksichtigen, dab 
infolge der Polarisierbarkeit der Molektile (Deformierungsanteil P~, siehe 
Abschnit t  I) auch ein dipolfreies Molektil inl Feld ein Moment erh~ilt. 
Dieses induzierte Moment steht aber stets, unabhtingig yon der Lage 
und Rotat ion des Molektils, parallel zur Feldrichtung, das Molektil wird 
also immer angezogen. Infolgedessen hat man auch bei dipolfreien Sub- 
stanzen eine einseitige Ablenkung des Molekularstrahls zu erwarten und 
zwar in der Richtung der InhomogenitXt des Feldes. Bei Verwendung 
von Dipolsubstanzen tiberlagert sich diese einseitige Ablenkung tiber die 
yon den nattirlichen Dipolen herrtihrende Verbreiterung. 

Das Schema der Versuchsanordnung wird durch Abb. 12 angegeben. 
I m  hochevakuierten Gerbil3 G befindet sich ein Ofen O, in dem die Sub- 
stanz verdampft  wird. Aus dem Ofenspalt Osp str6men die Molektile 
nach alien Richtungen geradlinig aus. Der Abbildespalt Asp blendet 
aus diesem Molektilkegel einen Strahl aus, der dutch das elektrische Feld 
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FF hindurchgeht und auf dem Auff~tnger A niedergeschlagen wird. Die 
ersten Versuche dieser Art sind von WREDE (111) mit den bin~iren Salzen 
KJ, Tlf, Naf,  CsCl und RbBr ausgeffihrt worden I. Der yon ibm be- 
nutzte Apparat  ist in Abb. 13 gezeichnet. Das Ofenr6hrchen Or befand 
sich in einem von auBen zu heizenden Glasrohr Hr, fiber das ein elek- 

] . ~  trischer Heizk6rper 
geschoben werden 

Mr Asp Hp PAr ~ ~  ~ konnte. Dieses Gtas- 
~ ~ ~ O ~ ~ ~ ' r  rohr ging in ein wei- 
~ ¢ , , . ~ z  )~:,~,?,~;i:,~ \ / ~ ) teres Zylinderrohr Zr 

Zr HD 0 P! ~dchl fiber, das in einem 
Abb. 13. Molekularstrahlapparat nach WREDE. Konusschliff endete. 

(Aus Z. Physik Bd. 44.) 
Der Fortsatz des 

Rohres am Mantelschliff schloB mit  einem nach innen eingezogenen 
gabetfSrmigen Dewargef~iB ab. An diesem Gabelrohr Gr, das mit  flfissiger 
Luft gekfihlt werden konnte, waren s~imtliche Metallteile, abgesehen vom 
Ofen und vom Auffangepl~ittchen, angebracht, und zwar die Elektroden 
des Feldes (Draht D und Plat te  P), dahinter ein Messingr6hrchen Mr, das 

den Abbildespalt trug 
und an dem auf der 
Ofenseite eine Vorrich- 
tung zur Abschirmung 
des Salzdampfes Sch an- 
gebracht war. Das Auf- 
fangepl~ittchen Pl saB 
mit einer Aufsteckhfitse 
an einem Auffanger6hr- 
chen Ar, das an einem 
Drehschiiff angebracht  
senkrecht durch die bei- 
den Arme des Gabel- 
rohres hindurch ging. 

i Durch schr~ige Auf- 

Abb. 14- Ablenkung eines Molekularstrahls stellung des Apparates 
von KJ. (Aus Z. Pbysik Bd. 44.) war es m6glich, sowohl 

das Auffanger6hrchen 
Ar als aueh das dazu senkrecht stehende Gab elrohr mit  flfissiger Luft zu 
kfihlen. 

Das inhomogene Feld wurde zwischen einem Draht  yon I m m  Durch- 
messer und einer Platte im Abstand von etwa o,8 m m  erzeugt. Die an- 
gelegte Spannung betrug etwa I I  ooo Volt. Der Strahl lief in einem Ab- 
s tand yon etwa o,15 bis o,3 m m  am Draht  entlang. Die sonstigen Daten 

Nach einer Notiz in der Nature (London) hat auch CLARK (6) derartige 
Versuche ausgeffihrt, ohne jedoch verwertbare Resultate anzugeben. 
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der Versuche waren: Ofenspalt 0,4-0,05 mm, Abbildespalt 4"0,5 mm, 
L~tnge des Feldes 4 cm, ganze Strahll~inge IO,5 cm, Ofentemperatur etwa 
65 o° C. Abb. 14 zeigt die Aufnahme eines Niederschlages von KJ in 
seinen verschiedenen Ver~tnderungen beim Stehenlassen an der Luft. 
Die n~therungsweise Auswertung der Ablenkung t~it3t auf ein Moment 
yon einigen IO -~ 7 CGS-Einheiten schlieBen. 

Von ESTERMANN (21) wurde die Versuchsmethode welter entwickelt 
und besonders im Hinblick auf die Untersuchung leicht verdampfender 

74~ 
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Abb.  15. 

Z u r  Pumpe 
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11 I~ "q I/t-~ 18 15 18 

Abb. I6. Molekularstrahlapparat nach ESTERM.-XNN. 
(Aus Z. physik. Chemie B, Bd. I.) 

,I" 
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organischer Substanzen ausgebaut. Abb. 15 gibt eine Skizze des von 
ihm verwendeten Apparates, in Abb. 16 ist der innere Tell (,,Metall- 
apparat")  genauer gezeichnet. Die Strahlen gehen wieder vom Ofen- 
s p a r  (I) aus. Durch den starr  mit  dem Ofen durch zwei Konstantan= 
b~nder (2) verbundenen Abbildespalt (3) wird ein schmales Btindel aus- 
geblendet. Dieses l~iuft dann durch ein elektrisches Feld, das in dem Kon- 
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densator (4), der aus Schneide und Halbzylinder besteht, erzeugt wird 
und wird schlieBlich auf dem mit  fl~issiger Luft  gek~ihlten Auff~nger (5) 
niedergeschlagen. Das entstehende Bild wird mit Hilfe des Prismas (6) 
durch das Fenster (7) yon auBen mit  einem Mikroskop beobachtet.  Der 
Ofen ist so konstruiert, dab der Ofenspalt die h~3chste Temperatur  hat.  
Das Thermoelement (13) zur Messung der Ofentemperatur ist am Ende 
der Htilse (II) ,  die die Substanz aufnimmt,  angebracht und migt infolge- 
dessen die fiir den Dampfdruck maBgebende (niedrigste) Temperatur .  
Der Abbildespalt sitzt in einem Block aus Phosphorbronze, an den die 
den Ofen tragenden Konstantanb~nder  hart  angel6tet sind. An ihm ist 
auch der Schneidentr~ger (15) des Kondensators angeschraubt. Die 
Schneide (I6), eine dreieckige Messingschiene mit einem eingelegten 
Draht  yon o,5 m m  Radius ist mi t  zwei Schrauben und zwei Winkeln 
justierbar am Tr~tger angebracht.  Der Halbzylinder (17), der die ~ugere 
Belegung des Kondensators bildet, ist mit  Hitfe yon zwei U-f6rmig ge- 
bogenen Glasstabchen isoliert am gleichen Tr~iger befestigt. Der ganze 
Metallapparat befindet sich in einem aus zwei Teilen bestehenden Glas- 
apparat .  Der Ofenraum (I) und der Feldraum (II) sind durch den Schliff 
(III) verbunden. Auf die Verl~tngerung des Innenschliffs ist eine Messing- 
httlse (19) aufgesetzt, in die der Metallapparat  eingeschraubt wird. Auf 
diese Weise sind der Ofen- und der Feldraum bis auf ihre Verbindung 
dureh den Abbitdespalt vollst~tndig getrennt.  Hierdurch wird verhindert,  
dab Streustrahlung aus dem Ofenraum in den FeIdraum geIangt und 
dort das Vakuum verschlechtert. Der Metallapparat wird durch eine 
H~lse mit  federnder Zange (21), die auf dem Dewargefag (IV) sitzt, mi t  
fliissiger Luft gekiihlt. Das AuffangegefSB (V) tr~gt eine Messinghtilse 
(22), an der das aus einer polierten Nickelplatte bestehende Auffange- 
blech befestigt ist. Ofen- und Feldraum werden durch zwei getrennte 
Diffusionspumpen evakuiert. 

Die Versuchsdaten und die Dimensionen des Apparates sind: Ofen- 
s p a r  I × o,oi mm, Abbildespalt 2 × o,o2 ram, Abstand Ofenspalt-Abbilde- 
spalt  6 cm, L~nge des Kondensators 6 cm, gesamte StrahlenlXnge 2o cm. 
Der Kriimmungsradius der Schneide betrug o,5 mm, tier des Halb-  
zylinders 2,5 mm und der Abstand tier Strahlmitte yon der Schneide 
o,3 mm. Die angelegte Spannung, die mit  einer kleinen Influenzmaschine 
erzeugt wurde, betrug 21 ooo Volt = 7 ° Els-CGS-Einheiten. Zur Be- 
rechnung der Feldst~rke wurde die Anordnung als Zvlinderkondensator 
betrachtet ,  dann ergibt sich ftir die Feldst~irke an der Stelle des Strahles 

d E  E = 1,63- lO ~ Volt/cm und ftir die Inhomogenit~tt ~ -  = 2. Io6Volt /cm 2. 

Die Ofentemperatur lag zwischen IOO und 2000 C. 

Zur Priifung der Apparatur  wurden zunttchst solche SubstanzeI1 un- 
tersucht, bei denen das Moment bereits aus DK-SIessungen an ver- 
dtinnten L6sungen bekannt war. Die Ergebnisse zeigt Tabelle 3. 
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Tabelle3. E r g e b n i s s e  der  M o l e k u l a r s t r a h l v e r s u c h e .  

Substanz 

Diphenyl . . . . . . . .  
Diphenylmethan . . . .  
DiphenylS.t her . . . . . .  
13enzophenon . . . . . .  
Ortho-Aminobenzoes~ture- 

methylester . . . . . .  
Meta-Ester . . . . . . .  
Para-Ester . . . . . . .  

Seitliche Ver- 
schiebung in 

n l m  

etwa o,i 
, ,  0 , I  

, ,  0 ,  I 

., o,15 

. ,  O , I  

. .  O , I  

, .  O , I  

Maximale 
Breite in 

II~ rn  

0,15 
©, I~  

etwa o,3o 
., 0,60 

, ,  0 . 2 5  

, ,  0 . 5  

. .  0 . 7  

,u aus DK 

o 

< 0.4" Io-'S 
1,0" I 0  - I 8  

2,5 • I 0 - - ~ 8  

I , O "  I 0  i8 

"2_,4. I 0 - - ~ 8  

3,3" IO--~8 

Diphenyl und Diphenylmethan haben also aueh nach diesen Ver- 
suchen, in !~Jbereinstimmung mit den anderen Untersuchungen, kein 
irgendwie in Betracht kommendes Moment. Bei den anderen Stoffen 
sind Momente einwandfrei nachgewiesen, und wenn man sie mit HiKe 
der Ablenkungsbilder der Gr6Be nach ordnet, so erh~tlt man dieselbe 
Reihenfolge, die sich aus den DK-Messungen ergibt. Die niiherungs- 
weise Ausrechnung der Momente aus cler Breite der Ablenkungsbilder 
fiihrt zur Gr6Benordnung IO-~s CGS, steht also in ?d'bereinstimmung mit 
den auf anderem Wege erhaltenen Resultaten. 

Nach diesen Ergebnissen wurde die Methode benutzt, um eine viel 
diskutierte Frage aus dem Gebiet der chemischen Konstitutionslehre 
zu beantworten. Nach der Theorie von 
W E I S S E N B E R G  ( 9 6 )  sollen Substanzen 
vom Typ Cc~4, also Methanderivate mit 
vier gleiehen Substituenten, nicht nur 
in Form eines regulttren Tetraathers ge- 
baut sein, sondern es soil auch solche 
Molekiilformen geben, bei denen das C- 
Atom in der Spitze, die vier Substitu- 
enten an den vier Eeken der Grund- 
ft~iche einer Pyramide angeordnet sind. 
Molekiile des ersten Bautyps dtirften Abb. 17. Ablenkung eines 5Iole- 
kein elektrisches Moment besitzen, with- kularstrahls yon Pentaervthrit. 

(Aus Z. physik. Chemie t3, ]3d. 2.) rend die des zweiten Bautyps ein per- 
manentes Dipolmoment zeigen solten. Als Beispiel ftir den zweiten 
Bautyp wird vielfach der Pentaerythrit  C(cIar2OH)4 angefiihrt. Die 
Untersuchung des Moments nach der DK-Methode ist bei diesem 
Stoff nicht anwendbar, da er in dielektrisch-neutralen L6sungsmitteln 
nieht 16slich ist und sich auch nicht in Dampf yon geniigender Dichte 
iiberfiihren l~iBt. Der Molekularstrahlversuch (ESTERSIANN [23]) ergab 
eindeutig das Vorhandensein eines permanenten Dipolmoments am 
Pentaerythritmolekiil. Aus der gefundenen Ablenkung - -  in Abb. 17 
ist rechts ein Strieh ohne und links ein Strich mit Feld zu sehen - -  l~iBt 
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sich unter Benutzung der in Tabelle 3 wiedergegebenen Versuche das 
Moment zu etwa 2.1o -~s CGS sch~itzen. Von ESTEI~MAYX und WOHL- 
WILL1 wurden dann noch einige weitere Substanzen vom Typ Ca 4 (Deft- 
ra te  des Pentaerythrits) untersucht, bei denen bereits eine Bestimmung 
des Moments nach der DK-Methode vorlag. Das Tetrabromid (Abb. 18) 
zeigt in i3bereinstimmnng mit den DK-Messungen kein Moment, es ist 
lediglich eine geringe seitliche Verschiebung des Striches an der Stelle 
st~irkster Inhomogenit~t zu sehen. Im Gegensatz hierzu zeigt das 
Tetraazetat (Abb. 19) eine sehr starke Verbreiterung, die auf ein be- 
tr/ichtliches Moment schlieBen l~tBt. Auch diese Ergebnisse stehen in 
Einklang mit den Untersuchungen an verdiinnten L6sungen. 

Abb. I8. Abb. 19. 
Ablenkung yon Molekularstrahlen 

yon Pentaerythrit-Tetrabromid. yon Pentaerythrit-Tetraazetat. 

7- Elektrostriktions-Methode. Bringt man ein Gas in ein elektri- 
sches Feld, so beobachtet man eine Kontraktion, die man entweder als 
Druckverminderung oder als Volumenverminderung messen kann. Zwi- 
schen der Gr6Be dieser Elektrostriktion und der Dielektrizit~itskonstante 
besteht eine Beziehung, die bereits von LIPPMANN (.52) aus dem Energie- 
prinzip, sp~iter yon GANS mit Hilfe der MAXWELLschen Theorie abge- 
leitet worden ist: v e - i E 2 

v0 s ,~ p ( i8 )  

Hierbei ist v die Volumenverminderung, Vo das Volumen im feldfreien 
Zustand, p der Druck und E die Feldst~irke. Die Messung der Elektro- 
striktion ersetzt also eine Messung der DK, hat  aber vor dieser den Vor- 
zug, dab sie direkt den Betrag e - -  I gibt, was bei Gasen, woe  sehr nahe 
= I i s t ,  im Prinzip viel genauere Messungen erm6glichen sollte. Unter 
Verwendung der DEmYEschen Anschauung tiber die Natur zwischen- 
molekularer Kr~fte hat FRIVOLD (28) eine Molekulartheorie der Elektro- 
striktion entwickelt, die einen direkten Zusammenhang zwischen der Vo- 

,Noch nicht ver6ffentlichte Versuche. 
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lumenkontraktion,  der Polarisierbarkeit der Nolektile und dem Dipol- 
moment  ergibt. Er  erh~lt die Gleichung 

v o ---- -2 )/q- -3~7 ' (I9) 

die man iibrigens auch aus der obenstehenden Gleichung durch Um- 
formen erhalten kann. Zur Berechnung von/~ aus Messungen der Elektro- 
s t r ik t ion  ist es noch erforderlich, y zu eliminieren; dies kann entweder 

d u r c h  Messung bei zwei Temperaturen oder durch Entnahme der Po- 
larisierbarkeit aus der Nessung der Molekularrefraktion geschehen (vgl. 
Ziffer 3)- In Anbetracht  der Kleinheit der Volumenanderungen (IO - 4  
bis IO -5 cm 3) ist die experimentelle Untersuchung sehr schwierig und 
die Methode hat bisher nur selten Anwendung gefunden. Auch die 
yon FRIVOLD (28), FRIVOLD und HASSEL (29) und KLIEFOr~ (44) ge- 
fundenen Zahlenwerte ftir die Dipolmomente diirften keine allzu hohe 
Genauigkeit beanspruchen. Es soil daher bier yon einer n~heren Beschrei- 
bung der experimentellen Methodik abgesehen werden, die Ergebnisse 
sind mit  in die Tabelle 4 im Abschnitt  V, Ziffer 9 aufgenommen worden. 

8. Dipolrotat ionseffekt .  Eine weitere Methode zur Best immung 
von Dipolmomenten, die auch nur der Vollst~indigkeit halber erw~ihnt 
werden soll, da sie praktisch bisher kaum angewendet worden ist, be- 
steht in der Beobachtung des Dipolrotationseffekts. Bringt man eine 
Dipoifliissigkeit in ein elektrostatisches Drehfeld, so werden die Dipole 
stets bestrebt sein, sich in Richtung des Feldes einzustelten, tnfolge 
der inneren Reibung der Flfissigkeit werden sie aber gegen die Feld- 
richtung immer etwas zurtickbleiben. Hierdurch entsteht ein Dreh- 
moment ,  das die Fl~ssigkeit in Rotat ion versetzt. Nach BORN (2) hfmgt 
dieses Drehmoment  L ab yon der FeldstXrke E, der Kreisfrequenz des 
Feldes co, der inneren Reibung ~1, dem Radius der Kugel R und schlieglich 
vom Dipolmoment und der Temperatur .  Zahlenm~13ig ist L gegeben 
durch die Gleichung 

L ----- E 2 4 ~ R3 co - ~2 . (20) 
3 

Dieser Effekt ist experimentell yon LERTES (51) beobachtet  worden und 
zwar mit  Hilfe eines Feldes yon 4 m Wellenl~nge, das mit  zwei R6hren- 
sendern erzeugt wurde. Die Fltissigkeit befand sich in einer diinnwandi- 
gen Glaskugel, die an einem Torsionsfaden aufgehXngt war. Die yon 
ihm erhaltenen Werte sind nicht sehr genau. Nur beim Ather s t immen 
sie einigermal3en mit  dem nach anderen Methoden iiberein. Die groBen 
Abweichungen bei den von LERTES benutzten Fliissigkeiten (Alkohol, 
Nitrobenzol usw.) dtirften au~3er in der Schwierigkeit der Experimente 
noch darin begriindet sein, dab es sich hierbei um sehr s tark assoziierte 
Fltissigkeiten handelt, bei denen Messungen im fltissigen Aggregatzu- 
s tand zur Berechnung yon Dipolmomenten tiberhaupt nicht verwendet 
werden dtirfen. 
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V. Ergebnisse der Dipolforschung. 
9. Tabelle der Dipolmomente.  Wit bringen nun eine Zusammen- 

stellung aller bisher bekannten D i p o l m o m e n t e  in tabellarischer Form. 
Falls fiir eine Substanz mehrere Beobachtungen vorliegen, sind sie nut  
dann aufgenommen, wenn sie naeh verschiedenen Methoden erhalten 
worden sind oder erheblich voneinander abweichen. Sonst ist im all- 
gemeinen nut  ein Wert in der Tabelle aufgeftihrt. In Spalte 3 ist der 
Beobachter angegeben, die eingeklammerte Ziffer bezieht sich auf das 
Literaturverzeichnis. In Spalte 5 sind diejenigen Arbeiten angegeben, in 
denen ebenfalls Dipolmomente der betreffenden Substanz enthalten sind, 
die aber nicht in die Tabelle aufgenommen wurden. In Spalte 4 ist die 
Methode angegeben, nach der das Moment berechnet wurde. Es bedeutet : 

Gas: Messung der DK im gasf6rmigen Zustand, 
FI: Messung der DK im fliissigen Zustand, 
Lsg: Messung der DK in verdiinnter L6sung (das L6sungsmitteI ist in 

der Regel in Klammern angegeben, falls es sich nicht um Benzol handelt), 
T: Ermittlung von P o  aus der Temperaturabhiingigkeit der DK, 
lest: Ermittlung vonPo mit Hilfevon Messungen der DK im festen 

Zustand, 
opt:  Ermittlung von P o  mitHilfe yon Messungen der Molekular- 

refraktion, 
Es : Elektrostriktionsmethode, 
Rot : Dipolrotationseffekt, 
Mol : Molekularstrahlmethode. 

Tabelle 4- Z u s a m m e n s t e l l u n g  der  b i she r  g e m e s s e n e n  D i p o l m o m e n t e .  

Substanz u .  10 I8 Beobachter Methode 

Wei- 
tere 
Lite- 
ratur 

A . . . . . . . . .  0 

O ~  . . . . . . . . .  0 

N 2  . . . . . . . . .  o 

I-I~ . . . . . . . . .  o 

f 2  . . . . . . . . .  1,2 
H C l  . . . . . . . .  1,03 

i 1,2 
I 2 , 2  

[ 1,5 
H B r  . . . . . . . .  0,79 
H J  . . . . . . . . .  i 0,38 
H 2 0  . . . . . . . .  i 1,87 

1,70 
1,7 

f t ~ S  . . . . . . . . .  i , r  

SO~_ . . . . . . . .  

i V. BRAUNM~tIL (3) Gas  T 
! KLIEFOTH (44) E s  
: ZAHN (112) Gas T 

V. BRAUNMi~HL (3) Gas T 
WILLIAMS U. AILGEIER (104) Lsg opt 

i ZA~IN (112) Gas T 
i V. BRAUNM/3HL (3) Gas T 
] FALKENHAGEN (26) Gas T 

FRIVOLD U. HASSEL (29) Es 
!ZAHN (112) Gas T 
ZAHN (112) Gas T 
SANGER U. STEIGER (71) Gas T 
STUART ( 8 7 )  Gas T 

i WILLIAMS (98) Lsg opt 
i V. ]~RAUNMOHL (3) Gas T 

0,9 i ZAH~" U. MILES (114) Gas T 
1,61 ZAHN (113) Gas T 
1,8 [ Jox~" (42) Gas T 
1,9 i FALKENHAGEN ( 2 6 )  Gas T 

'27, 44 
66 ,  27 

4 2  
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T~be l l e  4 (For t se t zung) .  

S u b s t a n z  

SO~ . . . . . . .  

N ~ O  . . . . . . . .  i 
N H  s . . . . . . . .  
P H  3 . . . . . . . . .  
A s H  3 . . . . . . . . .  
CO . . . . . . . . .  
CO= . . . . .  . . • 

C S ,  . . . . . . . .  

C O S  . . . . . . . .  
S n J 4  . . . . . . . .  
A g C I O  4 . . . . . . .  
SbJ3 . . . . . . . . .  
M e t h a n  . . . . . . .  
~ t h a n  . . . . . . .  
n - P e n t h a n  . . . . .  
I s o p r o p y l a t h a n  . . 
H e x a n  . . . . . .  

• IOI8 

1,8 
1,7 
0,2 5 
1,48 
0,55 
0,16 
O,12 
O 
O, I5 

H e p t a n  . . . . . .  
2 - - 2  - D i m e t h y l p e n t h a n  
3 - ~ t h y l p e n t h a n  . . 
n - H e p t a n  . . . . .  
O k t a n  . . . . . .  
)~ thy len  . . . . . .  
a - B u t y l e n  . . . . .  
Amylen . . . . . .  
T r i m e t h y D . t h y l e n  
A c e t y l e n  . . . . .  
D i p h e n y l m e t h a n  . . . ! < 0, 4 

a s y m .  D i p h e n y l A t h y l e n  ° ,  5 
B e n z o l  . . . . . . .  I o 

I 

o°,3 
T o l u o l  . . . . . . .  0, 4 

I o ,5  
o,4 

o - X y l o l  . . . . . . .  o,5 
o,6 

? ~ y ~ X .  : : : : : : 0,2 0 '46 

s - T r i S t h y l b e n z o l  . . . o,°'Ii 
M e s i t y l e n  . . . . . .  o, I 

] 3 e o b a c h t e r  M e t h o d e  

FRIVOLD (28) ES 
KLIEFOTH (44) ES 
V. BRAUNMOHL (3) Gas  T 
WATSON (94) Gas  T 
WATSON (94) Gas  T 
WATSON (94) Gas  T 
WEIG~ (95) G a s  T 
ZAHN (113) Gas  T 
V. BRAUNM/JHL (3) Gas  T 
FORRO (27) Gas  T 
RIEGGER (66) Gas  T 
JONA (42) Gas  T 
WEIGT (95) Gas  T 
•LIEFOTH (44) ES 
WILLIAMS u. OGG (105) : L s g  o p t  
ZAHN U. MILXS (115) [ Gas  T 
ZAHN U. MILES (115) : Gas  T 
WILLIAMS U. ALLGEI]~R (104) i L s g  o p t  
WILLIAMS U, ALLGEIER (104) Lsg opt 
WILLIAMS (100) L s g  o p t  
S)kNGER (69) i Gas  T 
SMYTH U. ZAHN (78) '~ G&S T 
H(SJENDAHL (38)* Gas.  o p t .  
H6JENDAHL (38)* Gas.  o p t .  
SMYTH U. MORGAN (81) Lsg T 
SMYTH U. STOOPS (82) T 
SMYTH U. STOOPS (82) F1 T 
SMYTH U. STOOPS (82) F1 T 
S•YTH u. STOOPS (82) F1 T 
HSJENDAHL (38) Gas  T 
SMYTH tr. STOOPS (82) F1 T 
SMYTH U. ZAHN (78) Gas  T 
SMYTH U. ZAHN (78) Gas  T 
H6JENDAHL (38) * Gas  o p t  
H6JENDAHL (38) * Gas  o p t  
SMYTH U. ZAHN" (78) Gas  T 
ESTERMANN (20) F1 T 
]~STERMANN (21) Mol  
ESTERMANN (22) F1 T 
DURANTEZ (10) F1 T 
KRCHMA U. WILLIAMS (46) L s g . C C l 4 o p t  
H('JJENDAHL (38)* Gas  opt 
KRCHMA 11. WILLIAMS (46) L s g  C C l ¢ o p t  
WILLIAMS U. KRCHMA (102) L s g  o p t  
S~IYTH U. MORGAN (79) L s g  o p t  
K~CHMA U. WILLIA.~tS (46) L s g  o p t  
SMYTH U. MORGAN (79) L s g  o p t  
SMYTH U. MORGAN (79) L s g  o p t  
SMVTH U. MORGAN (79) L s g  o p t  
WILLIAMS U. KRCHMA (102) L s g  o p t  
WILLIAMS (108) L s g  o p t  
Vq'ILLIAMS (108) L s g  opt 

* Voi1 H6JENDAHL &US d e n  D K - M e s s u n g e n  y o n  POHRT (64) b e r e c h n e t .  

Ergebnisse der exakten Naturwlssenschaften. VIII. I9 

Wei-  
t e r e  
Lite-  
r a t u r  

4 2 , 1 1 8  

66, 3 
86 
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Tabel le  4 (Fortsetzung).  

Subs tanz  ~t -  I 0  t8 B e o b a c h t e r  

WILLIAMS (99) 
WILLIAMS U. OGG (105) 
SIRCAR (73) 
HOJENDAHL (38) * 
SA.]NGER** 
WILLIAMS (109) 
KRCHMA U. WILLIAMS (46) 
WILLIAMS (109) 
HOJENDAHL (38) * 
SIRCAR (73) 
HOJENDAHL (38) * 
HbJENDAHL (38) * 
HOJENDAHL (38) * 
H6JENDAHL (38) * 
H6JE~DAHL (38) * 
S£NGER (69) 
ERRERA (17) 
ERRERA (17) 
ERRERA (17) 
GOSH (33) 
GOSH (33) 
SINGER (69) 
SIRCAR (73) 
WILLIAMS (102) 
SANGER (69) 
HblENDAHL (38) 
WILLIAMS (109) 
MAHANTI (53) 
H6JENDAHL (38) 
SMYTH I/. MORGAN (81) 
WILLIAMS-(109) 
H6JENDAHL (38) * 
HbJENDAHL (38) * 
H6JENDAHL (38) * 
ERRERA (17) 

: ERRERA (17) 
H6JENDAHL (38) * 

Methode  

Lsg op t  
Lsg op t  
Gas T 
Gas op t  
Gas T 
Lsg opt .  
Lsg C C/4opt 
Lsg op t  
Gas op t  
Gas T 
Gas op t  
Gas opt 
Gas opt  
Gas op t  
Gas op t  
Gas T 
Lsg les t  
Lsg fest  
Lsg les t  
Gas T 
Gas T 
Gas T 

! Gas T 
I Lsg opt 
Gas T 
Gas op t  
Lsg op t  
Gas T 
Gas op t  

D ipheny l  . . . . .  i o 
N a p h t h a l i n  . . . .  0, 7 
Methylchlor id  . . . . 1, 7 

1,9 
1,86 
2,0 

~thy lch lo r id  1,6 
1,7 
2,I 
2,c 

n - P r o p y l c h l o r i d .  . 2, I 
l so -Propy l ch to r id  . . 2,2 
n-Buty lch lo r id  . . . 2,2 
Allylchlof id . . . .  2,2 
Chlorpropylen  . . 1, 7 
CH2Cl2 . . . . . .  1,6 
C H C l =  CHC1,  cis 1,9 

t r a n s  . o 
CH~ = C C1 . . . . . . .  1,2 
C H 2 C I -  CI~I~CI • • . i  1 , 6  
C H  3 - C H C 1 2  . . . I 2 , I  
CHCl3 . . . . . .  0,95 

1,o,5 
I,I 

CCI  4 . . . . . . .  0 
Methy lb romid  . . . 1 , 8  

1,9 
~_thylbromid 1,8 

2,I 
1,9 
1,4 

n - P r o p y b r o m i d  . . 2,2 
Viny lb romid  1,5 
Al ly lbromid  1,9 
C H B r = C H B r ,  cis . . 1,4 

trans . o 
Methy l jod id  1,7 

1,6 
1,3 

Athyl j  odid . . . . .  2,o 
1,7 
1,6 

C H 2 J -  CH2J  . . . .  , 1,3 
C H J =  C H . f  cis . . . .  0,8 

t r a n s . . ,  o 
C H C l =  C H B r  c i s  . . 1,6 

trans, o 
C H C l =  C H [  cis*** o,6 

i t rans*** 1,57 
Methyla lkohoI  . . . 1,64 

WILLIAMS (109) 
1V[AH ANTI (53) 
HOJENDAHL (38) 
WILLIAMS (109) 
MAHANTI (53) 
WILLIAMS (109) 
ERRERA (17) 
ERRERA (17) 
ERRERA (17) 
ERRERA (17) 
]ERRERA (19) 
]~RRERA (19) 
WILLIAMS (109) 

Lsg T 
Lsg op t  
Gas op t  
Gas op t  
Gas op t  
Lsg fes t  
Lsg  l es t  
Gas op t  
Lsg op t  
Gas T 
Gas op t  
Lsg op t  
Gas T 
Lsg op t  
Lsg les t  
Lsg fest  
Lsg les t  
Lsg les t  

, Lsg  fest  
I Lsg l es t  
Lsg op t  

* Von H6JENDAHL aus den  DK-Messungen  y o n  POHRT (64) berechnet .  
** Nach  frdl. pers6nl icher  Mitteilung. 

*** Die c is - t rans-Zuordnung erschein t  uns unricht ig.  (Vgl. S. 300.) 

Wei-  
t e re  
Lite- 
r a tu r  

4 ,  20, 
[21 

(69) 

81, 46 
14 
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Subs t anz  

Tabel le  4 (Fortsetzung).  

# • IO Is B e o b a c h t e r  M e t h o d e  

Me thy l a lkoho l  . . . .  1,611'65 1'73 

-~ thy la lkohol  . . . .  ] 1,63 
1,72 
1,74 

! I , I I  
P r o p y a l k o h o l  . . . . . .  I 1'53 

B u t y l a l k o h o l  . ] 1,65 I, 75 

i 

I s o - B u t v l a l k o h o i  " "l 1,72 
Amyla l t )oho l  . . . .  :] 1.83 

1,62 
I so -Amyla lkoho l  . . . 1,85I'76 

G l v k ° l  . . . . . . . .  l 1'5 
M e t h y I a c e t a t  . . . .  [ 1,67 
~ t h v l a c e t a t  . . . . .  ! 1,74 
Dim~ethyl/ i ther . . . .  1,3 

1,2 
Di~ thv l&the r  . . . .  I I, 14 

I,I0 
1,o4 
1,22 

D i p r o p y l S t h e r  • . • 0,85 
D i i soamyl / i t he r  . . 1,o 

~ t h y l i s o a m y l / i t h e r  . . 1,2 

A c e t a l d e h y d  . . . .  i 2'72 
A c e t o n  . . . . . .  . 2,7.i 

I 2,97 
2,84 

M e t h y l - J ~ t h y l - K e t o n  
I 

• I 2 , 7 9  
M e t h y l - P r o p y l - K e t o n  .I 2,72 
M e t h y l - B u t y l - K e t o n  . ! 2,73 
M e t h y l - H e x y l k e t o n  . . 2,7o 
M e t h y l - N o n y l k e t o n  . 2,69 
D i / i t h y l k e t o n  " " " i 2'72 
P i n a k o l i n  . . . . .  2,79 
D i p r o p y l k e t o n  . . . .  i 2,73 
H e x a m e t h y l a c e t o n  . .! 2,76 
~ t h y l e n o x y d  . . . .  i 1,9 
Ace ty l ch lo r id  . . . 2, 7 
M e t h v l a m i n  . . . .  "i • i 1,3 
~ t h y i a m i n  . . . . .  I 1,3 
n - P r o p y l a m i n  . . . .  [ 1, 4 
A l l y l a m i n  . . . . . .  ! 

H6JENDAHL (38) * 
STRANATHAN (85) 
Jo~A (42) 
WILLIAMS (109) 
H6JENDAHL (38) * 
STRANATHAN (85) 
S~.NGE R (70) 
LANGE (49) 
STRAXATHAN (85) 
LA~,'CE (49) 
LANCE (49) 
LANCE (49) 
STRANATHAN (85) 
LANCE (49) 
KRCH~IA U. WILLIAMS (g6) 
WILLIAMS (109) 
KRCm~A U. WILLIAMS (46) 
KRCHMA U. WILLIAMS (46) 
STUART (87) 
H6JENDAHL (38) * 
STUART (87) 
SANGER** 
ESTERMANN (20) 
LANCE (49) 
SANGER ** 
ESTERMANN (20) 

ESTERMANN (20) 

H6JENDAHL (38) * 
KRCH~I.~ U. WILLIAMS (46) 
HOJENDAHL (38) * 
STUART (87) 
WOLF (110) 
WOLF (110) 
WOLF (110) 
WOLF (110) 
~A/OLF (110) 
WOLF (110) 
WOLF (110) 
WOLF (110) 
WOlF (110) 
STUART (87) 
H6JENDAHL (38) * 
H6JENDAHL (38) * 
HSj'ENDAHL (38) * 
HSJENDAHL (38) * 
H6JENDAHL (38) * 1,2 

D i a m y l a m i n  . . . .  i I , I  H/3JENDAHL (38)* 
D i X t h y l a m i n  . . . .  0,9 H6IE,'CDAHL (38) * 
T r i m e t h y l a m i n  . . . .  ] 0,8 H6JENDAHL (38)* 

• Von  H6IE~'CDAHL aus den  D K - Mes s ungen  
• * N a c h  frdl. pe r s6n l icher  Mit te i lung.  

Gas opt .  
Lsg T 
Gas T 
Lsg  o p t  
Gas  o p t  
Lsg T 
Gas T 
Lsg  o p t  
Lsg T 
Lsg  o p t  
Lsg  op t  
Lsg T 
Lsg T 
Lsg  o p t  
LsgCCl4opt 
Lsg op t  
Lsg  C C14 o p t  
Lsg  CCl4opt 
Gas T 
Gas o p t  
Gas T 
Gas T 
flfiss T 
Lsg o p t  
Gas  T 
flfiss T 
(Lsg T) 
flfiss T 
(Lsg T) 
Gas o p t  
Lsg o p t  
Gas o p t  
Gas  T 
Lsg  o p t  
Lsg o p t  
Lsg  o p t  
Lsg o p t  
Lsg o p t  
Lsg  o p t  
Lsg o p t  
Lsg o p t  
Lsg o p t  
Gas  T 
Gas o p t  
Gas o p t  
Gas o p t  
Gas  o p t  
Gas  o p t  
Gas o p t  
Gas  o p t  
Gas op t  

y o n  PORT~ (64) berechne t .  

19" 

Wei-  
t e re  
Li te-  
r a t u r  

~103 

(7O) 

46,102 

1110 
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Tabe]le 4 (Fortsetzung). 

Substanz 

Methylcyanid . . . .  

Athylcyanid . . . . .  

~±hylencyanid . . . .  
Ni t romethan . . . . .  

Tetrani t romethan 
Nitro~than . . . . .  

• IOX8 

3,4 
3,9 
3,4 
4,I 
3,8 
3,1 
3,8 
O 
4,0 

Pentaerythr i t  . . . .  etwa 2 
C(CH~Br)4 . . . . .  o 

C ( C H ~ C Z )  4 . . . . . .  

C(CH~J) 4 . . . . .  
C(CH2NOs) ~ . . . .  vor- 

handel: 
C( CH=COOCH3) 4 . . .;e~va2,6 

C ( 0 C H 3 )  4 . . . . .  
C(0C~-H5)  4 
C ( C O O C H 3 )  4 . . . 
C(COOC~Hs) 4 . . . .  
a-Amin ovalerians~ure- 

methylester  . . . .  
d-Aminovalerians~ure- 

methylester  . . . .  
Fluorbenzol 
Chlorbenzol : : : : : 

o-Dichlorbenzol. • . 

m-Dichlorbenzol . 

p-DichlorbenzoI. " i 
Brombenzol . . . .  
o-Dibrombenzol. 

m-Dibrombenzol 

p-Dibrombenzol 
s-Tribrombenzol . . . 
p-Chlorbrombenzol . . 
Jodbenzol . . . . . .  
o-Dijodbenzol . . . .  
m-Dijodbenzol 
o-Bromjodbenzol . . 
m-Bromjodbenzol 
p-Bromjodbenzol . . 
o-Chlortoluol . . . . .  
m-Chlortoluol . . . .  
p-Chtortoluol . . . .  

2 , 6  
1,9 
0 , 8  
I 
I 
I 

1,6 

2,7 
1,4 
1,5 
1,6 
"2,2 

2,3 
1,4 
1,5 
O 
1,5 
1,7 
1,9 
1,2 
1,6 
o 
o 
o,I 
1,3 
1,6 
I,O 
1,7 
I , I  
0,5 
1,4 
1,6 
1,7 

Beobachter  

WILLIAMS (109) 
HOJENDAHL (38) * 
WILLIAMS (109) 
HOJENDAHL ( 3 8 )  * 
WILLIAMS (109) 
H6JENDAHL (37) 
HOJENDAHL (38) * 
WILLIAMS (100) 
H6JE~DAHL (38) * 
ESTERMANN (23) 
EBERT U. 5f. (15) 
ESTERMANN (23) 
EBERT U, M. (15) 
EBERT U. M. (15) 
EBERT U, M. (15) 

ESTERMANN (23) 
EBERT U. M. (L~) 
WILLIAMS (100) 
EBERT LI. •, (15) 
EBERT LI. M. (15) 
EBERT U. M. (15) 
EBERT u. M. (15) 

ESTERMANN ( 2 0 )  

ESTERMANN (20) 
W A L D E N  U, WERNER (93) 
SMYTH U, MORG~kN (81) 
WILLL&MS U. KRCHMA (102) 
ERRERA (17-a) 
SMYTIt U. MORGAN (79) 
ERRERA (17a) 
SMYTH ll. MORGAN (79) 
EEREI~A (17) 
WILLIAMS (100) 
ERRERA (17a) 
WALDEN U. WERNER (93) 
ERRERA (17a) 
~¢VALDEN U, WERNER (93) 
ERRERA (17) 
H6JENDAHL (38) * 
WILLIAMS ( 1 0 8 )  
X¥,~-LDEN U. WERNER (93) 
ERRERA (17~) 
ERRERA (17) 
WALDEN U. WERNER (93) 
WALDEN U. WERNER (93) 
WALDEN 12. NCYERNER (93) 
WALDEN U. WERNER (93) 
WALDEN 12. WERNEE (93) 
WALDEN ll. ~/VERNER (93) 

Methode 

Lsg opt 
Gas opt 
Lsg opt 
Gas opt 
Lsg opt, 

! Lsg opt 
Gas opt 
Lsg opt 
Gas opt 
Mol 
Lsg lest 
Mol 
Lsg lest 
Lsg lest 
Lsg fest 

Mol 
Lsg fest 
Lsg opt 
Lsg lest 
Lsg lest 
Lsg fest 
Lsg fest 

Lsg T 

Lsg T 
Lsg opt 
Lsg T 
Lsg opt 
Lsg lest 
Lsg opt 
Lsg fest 
Lsg opt 
Lsg lest 
Lsg opt 
Lsg fest 
Lsg opt 
Lsg fest 
Lsg opt 
Lsgfest 
Lsgopt 
Lsgopt 
Lsg opt 
Lsg Iest 
Lsg lest 
Lsg opt 
Lsg opt 
Lsg opt 
Lsg opt 
Lsg opt 
Lsg opt 

* VOrl H6JENDAHL &US den DK-Messungen von POHRT (64) berechnet. 

Wei- 
tere 

Lite- 
ratur 

179 [z7 
105,83, 

79,17 a 
38,108 
~7 

I7[z7a 
107, 

t 

z7 
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Tabel le  4 (Fortsetzung) .  

Subs t anz  

P h e n o l  . . . . . .  
o -Chlorpheno l  . . . 
p - C h l o r p h e n o l  . . . 
o -Kreso l  . . . . . .  
m-Kreso I  . . . . .  

p - K r e s o l  . . . . .  

B e n z a l d e h y d  . . . .  
BenzoesXure  . . . .  
M e t h y l b e n z o a t  . . . 
X, t h y l b e n z o a t  . . . 
o- P h t h a l s ~ i u r e d i m e t h y l  

es te r  . . . . . . .  
o- P h t h a l s i i u r e d i ~ t h y l -  

e s t e r  . . . . . . .  
T e r e p h t h a l s ~ u r e -  

d i m e t h y l e s t e r  . . 
T e r e p h t h a l s ~ u r e -  

d i ~ t h y l e s t e r  . . . 
H y d r o e h i n o n -  

d i ~ t h y l ~ t h e r  . . . 
H y d r o c h i n o n d i a c e t a t  
Ph lo rog luc in -  

t r i m e t h y l ~ t h e r  . . 
P h l o r o g l u c i n t r i a c e t a t  
An i so l  . . . . . .  

P h e n e t o l  . . . . . .  
D i p h e n y I ~ t h e r  . 
o -Kresy lme thy l~ t£e r "  I 
m - K r e s y l m e t h y l ~ t h e r  
p - K r e s y l m e t h y l ~ t h e r  . 

• IOX8 

1,7 
1,3 
2,4 
1,4 
1,6 
1,8 
1,64 
1,8 
2,8 
I,O 
1,8 
1,8 

2,3 

2,4 

2,2 

2,3 

1,7 
2,2 

1,8 
2,4 
1,2 
0,8 
I,O 
1,O 
2,4 
1,2 
1,2 

Benzophenon ' 2, 5 
Anilin .... I r,6 
p-Phenylendiamin • I o 
Diphenylamin .... I 1,3 
o-Aminobenzos~ure- 

methylester .... I I ,o 
m-Ester . . . . . . .  I 2'4 
p-Ester ........ 3,3 
N i t r o b e n z o l  . . . . . .  3,9 
o -Din i t robenzo l  . . 6,o 
m - D i n i t r o b e n z o l  . . 4,2 

3,7 
p - D i n i t r o b e n z o l  . . o, 7 

0,3 
s - T r i n i t r o b e n z o l  . . . 1,8 

I 0, 7 
o-Ni t ro to luo l  . . . . .  i 3,75 
m - N i t r o t o l n o l  . . .i 4,2 
p - N i t r o t o l u o l  " i 4,5 
o -Ch lo rn i t robenzo l  ~ 4,3 

3,8 

B e o b a c h t e r  M e t h o d e  

WILLIAMS U. ALLGEIER (104) Lsg o p t  
WILLIAMS (99) Lsg o p t  

WILLIAMS (99) i Lsg o p t  
WILLIAMS (99) Lsg o p t  
WILLIAMS (99) i Lsg o p t  
SMYTH U. MORGAN (79) Lsg o p t  
WILLIAMS (99) Lsg o p t  
SMYTH ll. MORGAN (79) Lsg o p t  
WILLIAMS (99) Lsg  o p t  
WILLIAMS U. ALLGEIER (104)i Lsg o p t  
ESTERMANN (20) Lsg T 
ESTERMANN (23) Lsg T 

ESTERMANN (23) Lsg T 

ESTERMANN (23) Lsg T 

ESTERMANN (23.) I Lsg T 

ESTERMANN (23) Lsg T 

WILLIAMS (99) i Lsg o p t  
WILLIAMS (99) i Lsg o p t  

~VILLIAMS (99) i Lsg o p t  
~¢VILLIAMS (99) Lsg o p t  
HOJENDAHL (38) Lsg opt 
ESTERMANN (20) Lsg T 
ESTERMANN (20) Lsg T 
ESTERMANN (20) Lsg T 
"VVILLI)[MS (99) i Lsg  o p t  
WILLIAMS (99) i Lsg o p t  
%VILLIAMS (99) Lsg o p t  
ESTERMANN (20) :Lsg  T 
ESTERMANN (20) [(107) Lsg T 
WILLIAMS U. WEISSBERQER ' Lsg o p t  
ESTERMANN (20) i Lsg t e s t  

ESTERMANN (20) i Lsg T 
ESTERMANN (20) i Lsg T 
ESTERMANN (20) Lsg T 
WILLIAMS U. OGG (105) I Lsg T 
-~VILLIAMSII.SCHWINGEL(IOfi) Lsg o p t  
WILLIAMS u. Sc~wmGEL(106)  Lsg o p t  
HSJENDAHL (38) Lsg o p t  
HOJENDAHL (38) : Lsg opt 
~rlLLIAMS u. S c H W I N G E L ( 1 0 6 ) L s g  o p t  
WILLIAMSu.ScHWlNGEL (106) Lsg o p t  
H6JENDAHL (38) J Lsg o p t  
-~VILLIAMSU.SCHWINGEL(106) Lsg o p t  
VV'ILLIAMS I:LScHwING:EL(106) Lsg opt 
WILLIAMSu.ScHWINGEL(106) Lsg o p t  
HSJENDAHL (38) Lsg o p t  
WALDE.~ U. WERNER (93) Lsg o p t  

l Wei-  
t e re  
Li te-  
r a t u r  

179' 105 

~79 

100 

:21 
:38 

:49,106 
38 

38 

38 
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Tabelle 4 (Fortsetzung). 

Wei- 
tere Substanz ?~. IO ~s Beobachter  Methode Lite- 

ratur  

m-Chlornitrobenzol . 
p-Chlornitrobenzol . 
p-Bromnitr0benzol  . 
o-Nitroanisol . . . . .  
p-Ni t roanisol  . . . . 
p-Nitrobenzaldehyd 
p-Nitrobenzoes~iure . 
o-Nitranilin . . . . .  
m-Nitranil in . . . .  . 
p-Nitrani l in  . . . . .  
Dimethylani l in  . . . .  
Pyr id in  . . . . . . .  
p-Azoxyanisol  . . 
p-Azoxyphenetol  . 
Azoxybenzol  . . . .  
p-AzoxybenzoesXure- 

Xthylester . . . .  
a -Ni t ronaphthal in .  . 
x - -8-Dini t ronaphthal in  
I - -5 -Din i t ronaphtha l in  
pp'-Difluordiphenyl . 
pp'-Dichlordiphenyl 

pp ' -Dibromdiphenyl  
pp'-Dinitrodiphenyl . 

pp ' -Dimethoxydipheny 
pp ' -Di~ithoxydiphenyl 

pp'-lDiacetyldipheny] . 
Benzidin (pp'-Diamino- 

diphenyl) . . . . .  

3,4 
2,6 
2,5 
4,8 
4,4 
2,4 
3,5 
4,5 
4,7 
7,I 
1,4 
2,I 
2,4 
2,3 
1,8 

3,2 
3,6 
7,I 
0,6 
o,35 
o,35 

o 
o 

1,5 
1,9 

1,9 
1,3 

H/JJENDAHL (38) ! Lsg opt  
HOJEXDAHL (38) [Lsg opt 
HOJENDAHL (38) Lsg opt  
H6JENDAHL (38) Lsg opt  
HOJENDAHL (38) Lsg opt  
WILLIAMS (108) Lsg opt  
WILLIAMS (103) Lsg opt  
HDJENDAHL (38) Lsg opt 
: HOJENDAHL (38) Lsg opt 
HO.IENDAHL (38) Lsg opt  
H6JENDAHL (37) Lsg opt  
LANGE (49) Lsg opt  
EBERT U. V. ~tARTEL (14) Lsg lest  
EBERT U. V. HARTEL (14) Lsg fest 
EBERT U. V. HARTEL (14) Lsg lest 

EBERT U. V. HARLET (14) Lsg lest  
H6JENDAI-IL (38) Lsg opt  
HSJENDAHL (38) I Lsg opt  
HO]ENDAHL (38) 1 Lsg opt 
]~RETSCHER (4) Lsg opt  
BRETSCHER (4) Lsg opt 
WILLIAMS u.WEISSBERGER 

(107) ~ Lsg opt  
]~RETSCHER (4) ]i Lsg opt 
WILLIAMS U. WEISSBERGER i 

(107) Lsg opt  
BRETSCHER (4) Lsg opt 
WILLIAMS(107) U. WEISSBERGER I Lsg opt 

WILLIAMS (/00) ! Lsg opt  
WILLIAMS(107) u. WEISSBERGER } Lsg opt 

xo. G e n a u i g k e i t  de r  Z a h l e n w e r t e .  Die  von den verschiedenen  
A u t o r e n  angegebenen Zah lenwer te  der  D i p o l m o m e n t e  haben  wir  in der  
Regel  auf  eine Stelle nach  dem K o m m a  abgerunde t .  Wie  ein Bl ick  in 
die  Tabe l le  4 zeigt ,  weichen n~imlich die  W e r t e  der  versch iedenen  Be-  
obach te r  be i  einzelnen Stoffen e rheb l ich  vone inande r  ab,  w~ihrend bei  
ande ren  gute  ldbe re ins t immung  vor l ieg t .  Zum Tell  k6nnen diese Ab-  
weichungen d a r a n  liegen, dab  n a m e n t l i c h  in  den  i i l teren Arbe i t en  der  
Re inhe i t sg rad  der  benu tz t en  Subs t anzen  n ich t  gent igend b e a c h t e t  wurde .  
Auch  die  re ins ten  handels t ib l ichen  Qual i tAten en tha t t en  oft  noch merk -  
| iche  Verunre in igungen,  yon  denen  besonders  das  Wasse r  s ich s t6 rend  
b e m e r k b a r  mach t .  Denn  be i  der  a b n o r m  hot len  D K  des Wassers  ge- 
ni igen schon sehr  geringe Mengen,  u m  die DK-Messungen  zu f~ilschen; 
Mengen,  die sich bei  der  B e s t i m m u n g  andere r  phys ika l i sche r  K o n s t a n t e n ,  
z. B. des Brechungsexponen ten ,  noch  n ich t  b e m e r k b a r  machen .  Neben  
diesen und  anderen  rein exper imen te l l en  Ursachen  di i r f te  aber  ein Teil  

9,9 
93 
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der Abweichungen auf die Berechnungsmethode zurtickzufiihren sein. 
Die in ~ilteren Arbeiten yon SMYTI~ auf Grund der Theorie yon GA.~-S 
berechneten Werte weichen besonders s tark yon allen anderen ab, sie 
sind nach Absatz I als unrichtig anzusehen und daher in Tabelle 4 nicht 
aufgenommen worden. Aber auch die drei hier verwendeten Methoden 
geben vielfach erheblich abweichende Werte, insbesondere bei Mole- 
ktilen mit  kleinem Moment. Bei diesen ist der Orientierungsanteil Po 
der Molekularpolarisation klein gegenfiber den anderen Beitr~igen und 
wird also als kleine Differenz zweier gr6Berer Zahlen erhalten. Er  kann 
infolgedessen leicht mit  einem gr6Beren Fehler behaftet  sein, der sich dann 
auf das Dipolmoment iibertr~igt. Insbesondere darf bei solchen Stoffen 
der ultrarote Anteil P a  nicht vernachl~issigt werden, da man sonst zu hohe 
Werte erh~ilt. Als Beispielseider ~thyli i ther erw~ihnt, bei dem zahlreiche 
Messungen nach verschiedensten Methoden vorliegen (Tabelle 5). 

Tab. 5. D i p o l m o m e n t  yon  J~ther nach  v e r s c h i e d e n e n  B e o b a c h t e r n .  

,u. lO 28 Beobachter Methode 

0,84 
-r~22 
1,27 
1,43 
1,42 
1,51 
I , I0 
1,0 4 
I,I4 

DEBYE 
LANGE 
LERTES 
ISNARDI 
SMYTH 
SMYTH 
S~_NGER 
]~STER~MANN 
STUART 

Temperaturabh~ingigkeit der DKflusslg 
-P aus Lbsung, _/Y' optisch 
Dipolrotationseffekt 
Nach GiN-s aus DKflUsslg berechnet 
Nach GANS aus DKflussig berechnet 
Nach GANS aus DKDampf berechnet 
Temperaturabhlingigkeit der DKDampf 
Temperaturabh~ngigkeit der DKfliisslg 
Temperaturabh~ingigkeit der DKDampf 

Von diesen Werten dfirfte der erste, der yon DEBYE aus alten Be- 
obachtungen berechnet wurde, fiir die n~ihere Betrachtung ausscheiden, 
ebenso die Werte yon SMYTH auf Grtmd der Theorie von GANS. Auch der 
aus dem Dipolrotationseffekt berechnete Wert  ist aus experimenteUen 
Griinden nicht sehr genau. Die theoretisch beste Methode ist unzweifel- 
haft  die Messung der Temperaturabh~lgigkei t  der DK des Dampfes. 
Auch der aus der Temperaturabh~ingigkeit der Fliissigkeit gefundene 
Weft  kann wohl als einigermaBen zutreffend angesehen werden. Hier- 
aus folgt, dab die yon ROLINSKI (67) gefundene geringe Assoziation 
(3 vH) des fltissigen Athyl~ithers, die fibrigens yon anderen Forschern (49, 
102) nicht gefunden wurde, auf die Berechnung des Moments keinen EinfluB 
hat.  Die optische Methode liefert bei den verschiedenen Beobachtern gut 
fibereinstimmende, aber sicher zu hohe Werte, da der ultrarote Anteil 
nicht vernachl~issigt werden darf, weil er yon der gleichen Gr6Benordnung 
wie Po ist~. Wir glauben daher, dab die yon uns vorgenommene Abrun- 
dung dem augenblicklichen Stand der Genauigkeit entspricht. 

x Es ist mir nicht verst/~ndlich, warum K. L. ~VOLF (110) diese yon mir (20) 
und anderen (11, 97, 70) an der optischen Methode gefibte Kritik unter Bezug- 
nahme auf die Messungen yon STUART am _&ther als unberechtigt zurfick- 
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V I .  D i p o l m o m e n t  u n d  M o l e k f i l b a u .  

x I .  Anorganische Verbindungen.  I m  allgemeinen gibt das Dipol- 
moment  einen Hinweis auf die Symmetrieverhtiltnisse im Molekfil. Als 
bemerkenswertes Ergebnis ist zunt~chst festzustellen, dab Molekfile, die 
nach der chemischen Formel gleich gebaut  sein sollten (z. B. C02 einer- 
seits und SO, oder OH, andererseits), durchaus nicht die gleichen Sym- 
metrieeigenschaften haben. Wahrend ntimlich CS2 und CO~ dipolfrei 
sind (andere Messungsergebnisse dfirften nicht reell sein), haben die Ver- 
bindungen H2 O, H~S und SO~ unzweifelhaft Dipolmomente. Man wird 
daher fiir letztere eine gestreckte Struktur  O=C=O und S=C=S an- 
zunehmen haben, was auch wenigstens beim C02, wo diesbezfigliche 

Messungen vorliegen, mit  dem experimentellen Be- 
O fund fiber Bandenspektren und spezifische W~rme 

e l  2p2e vereinbar ist (24, 25). Dagegen hat  man ffir Wasser 
~ ~ und SO2, sowie ffir H2S eine andere Struktur anzu- 

÷ e nehmen. HUND (40) hat  auch aus rein theoretischen 
ffff a~ Untersuchungen ffir Wasser ein geknicktes Modell 

vorgeschlagen, bei dem die beiden H-Atome und das 
0-Atom ein gleichschenkliges Dreieck bilden (Abb.2o). 

Abb. 20. Modell der SANGER und STEIGER (71) berechnen unter Benutzung 
H,O-Molekel. der von EUCKEN (2d) aUS den ultraroten Absorptions- 

(Aus Helvet. physic. 
Acta Bd. i.) spektren best immten t Iaupt t rgghei tsmomente  die 

Seitenl~nge des I)reiecks a = I ,O7.io - s  cm und den 
halben Winkel an der Spitze ~ = 32°. 

Aus den Dipolmomenten k6nnen wir noch einige Aussagen fiber Gr613e 
und Polarisierbarkeit yon Ionen erhalten. Betrachtet  man die Reihe 
der Halogenwasserstoffe 

HCI: p = I ,o3"  IO - I8  
HBr: p = 0,79" Io  -xs  

H J: p --  0,38- IO - ' s  

so findet man, dab mit steigender Gr613e des Anions das Moment ab- 
nimmt.  Da die Dipolladung nicht kleiner werden kann als das elektrische 
Elementarquantum, so bedeutet dieser Befund, dab die Dipolliinge in 
der Richtung Cl ~ f  abnimmt,  also in umgekehrter  Richtung geht wie 
die Ionenradien. Das heif3t, dab die Halogenionen nicht s tarr  sein 
kSnnen, sondern dab das H- Ion  in die Elektronenwolke des Anions 
hineindringt und die Ladungsverteilung des Molektils um so mehr sym- 

weist. Selbst wenn man den Welt yon STUART als richtig ansieht, so liefert 
die optische Methode immer noch einen wesentlich zu hohen Wert. Bei den 
yon WOLF untersuchten Ketonen mit grol3em iV~oment spielt dieser Einflul3 
allerdings keine Rolle. 
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met r i sch  mach t ,  je gr613er das  Anion  und  seine Pota r i s ie rbarke i t  ist .  
Ganz  analog  verh~ilt sich die Reihe  

NH 3 : [l = 1,48 - IO - x s  
PH 3 : ~l = 0,55" IO -~s  
AsH 3 : ,u = o716 - IO -~8 

Auch  hier  n i m m t  das Moment  m i t  zunehmender  Gr613e des Zen t r a l -  
a t o m s  ab.  E r se t z t  man  dagegen das  Wasse r s to f f a tom durch  gr6Bere 
Atome,  so n i m m t  das Moment  wieder  zu. Messungen en t sp rechender  
Subs tanzen  l iegen zwar n icht  vor ,  m a n  kann  jedoch das  Moment  des 
SbJ3 (0,4" IO- 'S)  als Hinweis  in dieser  R ich tung  ansehen.  

12. A l i p h a t i s c h e  V e r b i n d u n g e n .  Auch  ill der  organischen Chemie 
g ib t  es zahlreiche Beziehungen zwischen D i p o l m o m e n t  und  Moleki i lbau.  
Zun/ichst  kann  man  wieder  einige S y m m e t r i e b e t r a c h t u n g e n  ans te l len .  
Nach  der  ldassischen Stereochemie s ind  die  vier  Valenzen des Koh len -  
s to f fa toms  nach  den vier  Ecken  eines regul~iren Te t raeders  h in  ger ich te t .  
Das M e t h a n a t o m  h a t  also einen hohen G r a d  yon  S y m m e t r i e  u n d  dem-  
en t sprechend  kein Dipo lmoment .  E r se t z t  m a n  ein Wasse r s to f f a tom des 
Metkans  durch  eine CH~-, C2H 5- usw. Gruppe ,  so b le ib t  immer  hock  eine 
hohe  Symmet r i e  des Molektils e rhal ten ,  denn auch  die anderen  a l ipha-  
t i schen Kohlenwassers toffe  haben  kein  wesent l iches  Moment .  Auch  die 
E inf i ih rung  eines Phenyl res tes  ruff  keine gr6Bere Abweichung  y o n  der  
S y m m e t r i e  hervor .  Unges~ittigte Kohlenwassers tof fe  der  Methanre ihe  
s ind  ebenfal ls  d ipolf re i ;  nu r  be i  verzweig ten  K e t t e n  (c~-Butylen) t r i t t  
v ie l le icht  ein kleines Moment  auf.  

E r se t z t  m a n  dagegen ein H - A t o m  durch  andere  A tome  oder  Rad i -  
kale,  so wird  die Symmet r i e  ges t6r t  und  ein bet r / icht l iches  D i p o l m o m e n t  
en ts tehen .  Be t r ach t e t  man  homolo_ge Reihen,  z. B. die Chloride 

CH3CI: ,u = 1,86 • IO --~s 
C=HsCI: ,- = 1,99 . i o  -~s  
C3HTCI:/I=2,I - I O  - ' s  
C4H9Cl:**=2,2 - I O  -=s 

oder  die Alkohole  

CH30H : ,, = 177 • i o -~S  
C2HsOH: !l = 1 ,7-  IO -~s  
C3HrOH: ,u = 1,8 • IO -~s  
C4H9OH: ,- ----- 1 ,7 .  i o  -~s  

CsH~OH : tt = 1,8 • lO - I 8  

so f indet  man ,  dab  jedem dera r t igen  A t o m  oder  R a d i k a l  n~herungsweise  
ein bes t immtes  Moment  z u k o m m t ,  w/ ihrend die A r t  des a l ipha t i schen  
Res tes  keinen sehr  grot3en Einflul3 auf  den  W e r t  des Moments  ha t .  
Ganz  /ihnlich verha l ten  sich auch Reihen  mi t  in der  Mit te  l iegenden 
Subs t i tuen ten ,  z. B. die Ketone ,  deren Moment  e twa  2,7" IO-~s betr~igt, 
oder  die Ather ,  bei  denen zwar  die exper imente l l en  W e r t e  e twas  aus-  
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einander gehen, aber doch alle in der Gegend yon i .  IO -~8 liegen. 
(Es ist jedoch sicher, dab bei den Jithern noch individuelle Unterschiede 
vorhanden sind.) Man kann nach dem bisher vorhandenen Material eine 
Tabelle ftir die Momente einfach substituierter Gruppen in aliphatischen 
Kohlenwasserstoffen zusammenstellen (Tabelle 6). 

Tabelle6. D i p o l m o m e n t e  v o n S u b s t i t u e n t e n ,  a l i p h a t i s c h e  Reihe .  

Substituent ,, • IO -xs Substituent u • IO - Is  

Cl ] 2,0 - COH 2,7 
Br i 1,9 NHz  1,3 
J 1,7 C N  3,5 

CH3CO0 I ~,Z - o -  ~ , o  

OH [ 1, 7 - C O -  2,7 

Werden mehrere Atome durch den gleichen Substituenten ersetzt, 
so n immt  die Symmetrie wieder zu, das Moment also ab, da die Momente 
der einzelnen Gruppen n/iherungsweise als Vektoren aufzufassen und 
infolgedessen geometrisch zu addieren sind. Bei vier gleichen Subtsi- 
tuenten im Methan sollte also die ursprtingliche Symmetrie wieder er- 
reicht und das Moment gleich 0 sein. Dies zeigt z. B. die Reihe 

CH 4 : ~t = O 
CH3Cl :  p = 1,97 • i o  -~s 

CH2Cl2 : ,, = 1,59 • lO - I8  
C H C I  3 : ,, ---- 0,95 • lO-i8 

CCl 4 : tt = o 

Es gibt jedoch Methanderivate v o n d e r  Formel Ca 4, also solche mit  
vier gleichen Substituenten, die diese hohe Symmetrie nicht besitzen 
und infolgedessen Dipolmomente haben. Nach MA~CK und WEISSEN- 
BERG (56) sollen iiberhaupt auBer tier yon der klassischen Stereochemie 
geforderten Konfiguration des regul~iren Tetraeders bei diesen Mole- 
ktilen auch andere, weniger symmetrische Konfigurationen vorkommen 
k6nnen. Nach kristallographischen und r6ntgenographischen Unter-  
suchungen yon MARK und WEISSENBERG sollte besonders dem Penta-  
erythrit  C(CH2 OH)4 im festen Zustand die Symmetrie einer vierseitigen 
Pyramide zukommen, ebenso seinem Nitrat  und Azetat. Wenn auch die 
Richtigkeit dieser Angaben auf Grund der neuesten Untersuchungen yon 
KNAGGS (45), SEIFERT (72), MELLE und SCHURINK (58) als durchaus nicht 
erwiesen angesehen werden kann,  so haben sie immerhin Veranlassung 
gegeben, die Symmetrieverh~iltnisse derartiger MoleMile dutch die Be- 
s t immung yon Dipolmomenten zu untersuchen. Ein nach dem Pyra-  
midenmodell gebautes Molekiil sollte ein elektrisches Moment besitzen, 
w~ihrend ein Tetraedermolekiil dipolfrei sein sollte. Die diesbeztiglichen 
Messungen haben nun ergeben, dab eine Anzahl dieser Verbindungen, 
n/imlich der Pentaerythr i t  C(CH2OH)4,  sein Nitrat  C(CH2N03)  4 und 
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Acetat C(CH~ 0 0 CH 3)4 nnd die analog gebauten Verbindungen C (0 CH3) 4, 
C(0C2H5) 4, C(COOCH3) 4 und C(COOC~Hs) 4 ein Dipolmoment haben, 
w~ihrend andere, wie CCI 4, C(N 03) 4, C(CH~ Cl)4, C(CH=Br)4 und C(CHJ)  4 
dipolfrei sind. Es ist somit erwiesen, dab Substanzen vom Typ Ca 4 in 
anderen Symmetrieformen als der des regulAren Tetraeders vorkommen 
k6nnen; ob diese notwendig pyramidal  gebaut sein miissen und ob die 
Symmetr ie  des ganzen Molekiils notwendig dieselbe sein mul3, wie die 
des zentralen Kohlenstoffatoms, soil hier nicht weiter er6rtert werden. 
(Vgt. hierzu die Arbeit yon Ht~CKEL [39].) Dagegen scheint es sicher zu 
sein, dab die Symmetrie der Molektile im gel6sten oder Dampfzustand 
nicht notwendig dieselbe ist wie im festen Kristall. Denn helm Penta-  
erythri t  und einigen seiner Derivate liegen im freien Zustand unzweifel- 
haft  Dipolmolekiile vor, wXhrend im Kristall mit  grt~BterWahrscheinlich- 
keit symmetrischere Konfigurationen, die dipolfrei sind, anzunehmen 
sind. Das Umgekehrte liegt beim Tetrani t romethan vor, bei dem nach 
den R6ntgenaufnahmen von MARK und NOTHLtNG (57) die vier NO=- 
Gruppen nicht gleichwertig sind, w~ihrend das Molekiil im gel6sten Zu- 
s tand  kein Moment aufweist. 

Die Dipolmomente yon substituierten Athylenderivaten sind yon 
~ERRERA untersucht worden. Er  findet ftir 

CHCI = CHCI, cis ~L = 1,89 • IO -~8 
trans ,u = o 

CH2 = CCl~ tl = 1,2.  IO - '8 .  

Ebenso finder er bei den entsprechenden Bromiden und Jodiden in der 
cis-Form endliche Momente, in der t rans-Form aber das Moment o. 
Es liegt auch durchaus im Sinne unserer Symmetriebetrachtungen,  daB 
bei den trans-Formen das Moment verschwindet. Bei den cis-Derivaten 
n immt  das Moment wie in der Methanreihe vom Chlor zum Jod hin ab. 
Man kann sogar umgekehrt sagen, dab erst die Untersuchung der DipoI- 
momente die M6glichkeit ergibt,  die Konfiguration bei der cis-trans- 
Isomerie eindeutig festzulegen. Auf Grund chemischer Reaktionen ist 
dies bei diesen Verbindungen nicht m6glich. Man hat  im allgemeinen 
die Zuordnung auf Grund gewisser Regelm~iBigkeiten in verschi~denen 
physikalischen Konstanten ausgefiihrt. Es lassen sich jedoch keine theo- 
retischen Beziehnngen zwischen diesen Konstanten und der chemischen 
Konstitution angeben, diese Methode zur Konfigurationsbestimmung ist 
daher  ~iuBerst unsicher und es ist daher auch nicht weiter verwunderlich, 
daft in manchen F~llen zwei Autoren die Zuordnung in verschiedener 
Weise vornehmen. E~RERA hat  nun die Momente der beiden Chlorjod- 
~ithylene gemessen und findet Itir 

CHCI = CHJ, cis ,u = o,52- IO -~s 
t rans / l  ---- 1,27 • IO -xs .  
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Dieses Ergebnis steht zu den sonstigen Erfahrungen im Widerspruch 
und veranlaBt ERRERA ZU der Annahme, dab im Chlorjod~tthylen das 
Jod positiv zum Chlor geladen sein soil. Diese Annahme scheint uns 
jedoch nicht wahrscheinlich und wir mSchten in Anbetracht der Un- 
sicherheit der chemischen Konfigurationsbestimmung viel eher glauben, 
dab das Chlorjod~ithylen mit dem Moment # = o,52.1o - ' 8  die trans- 
Form, das andere dagegen die cis-Form ist. 

Bemerkenswert sind auch die Dipolmomente der Aminovalerians/iure- 
Methylester. Die a-Form hat ein wesentlich ldeineres Moment (1,6. IO-'S) 
als die &Form (2, 7. ;o- 'S),  woraus man schlieBen kann, dab die Kohlen- 
stoffkette bei dieser Verbindung nicht zusammengebogen, sondern ge- 
streckt ist. 

13. Benzolderivate. W~ihrend das Benzol selbst dipolfrei ist, wird 
auch bei seinen Derivaten durch Ersatz eines Wasserstoffatoms dutch 
ein anderes Atom oder Radikal ein elektrisches Moment erzeugt, das ftir 
den betreffenden Substituenten charakteristisch ist. Die Momente sind 
jedoch nicht genau dieselben, die bei der gleichen Substitution in alipha- 
tischen Kohlenwasserstoffen entstehen, wie Tabelle 7 zeigt. 

T a b e l l e 7 .  D i p o l m o m e n t e  von S u b s t i t u e n t e n ,  ] 3 e n z o l r e i h e .  

F , I O  ~8 S u b s t i t u e n t  [ u i o  *8 S u b s t i t u e n t  i u .  , • 

C I  i - 1 ,5  
B r  ' - 1 ,5  

J I - I , 3  
F [ - 1 , 4  

O H  l - 1 , 7  
C O O C H 3  i - -  1 , 8  

NO~ - 3,8 
COH i - 2,8 
OCH 3 ' - I , O  

COOH i 
CH 3 i -0,9 + O,4 

T H  i 1,5 ~,N 2 , + 

Ftthrt man zwei derartige Gruppen in verschiedenen Stellungen in 
den Benzolkern ein, so findet man, dab die Substituenten C H  3 und N H 2  
den entgegengesetzten elektrischen Effekt austiben wie die anderen ge- 
nannten Radikale oder Atome, entsprechend dem Vektorcharakter der 
Dipole versehen wir daher diese beiden Gruppen mit einem +-Zeichen, 
die anderen mit einem ---Zeichen. Nach J. J. THOMSOI~ (89) sollte man 
das Moment yon disubstituierten Benzolderivaten in der Weise berechnen 
k6nnen, dab man die in der Tabelle 7 angegebenen Einzelwerte nach 
den Regeln der Vektoraddition addiert, wobei der Winkel zwischen den 
Dipolvektoren in der ortho-Stellung mit 60 o, in der meta-Stellung mit 
12o ° und in der para-Stellung mit 18o ° anzunehmen ist. Die Ergebnisse 
derartiger Rechnungen, die yon verschiedenen Autoren durchgefiihrt 
worden sind, zeigen, dab man im allgemeinen qualitative, meist jedoch 
keine quanti tat ive Ubereinstimmung mit den gemessenen Werten er- 
h~ilt. Hat  man zwei gleiche Substituenten, so wird dutch den Eintr i t t  
des zweiten in die ortho-Stellung das Moment wesentlich vergrSBert, in 
der meta-Stellung erreicht es wieder den Wert des einfach substituierten 
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K 6 r p e r s  u n d  w i r d  in  d e r  p a r a - S t e l l u n g  N u l l  o d e r  s e h r  k le in .  Dies  s i e h t  

m a n  z. 13. be i  d e n  Ch lo r -  u n d  N i t r o b e n z o l e n :  

Chlorbenzol  :,u = 1,6. lO - I8  N i t r o b e n z o l  : y  = 3,9" IO--Is 
o-Dichlorbenzol  : ,u = 2, 3 • I(m -I8 o -Din i t robenzo l  : u = 6,o- IO -~s 

m-Dich lorbenzo l  : ,, =- 1,5 • IO -~s m -Din i t r obenzo l  : ,  = 4,2. Io -~s 
p -Dich lo rbenzo l  : u = o p -Din i t robenzoI  : 9 = 0,3 • IO -~s 

Die  u m g e k e h r t e  R e i h e n f o l g e  f i n d e t  m a n ,  w e n n  d e r  z w e i t e  S u b s t i t u e n t  

d a s  u m g e k e h r t e  V o r z e i c h e n  h a t  wie  d e r  e r s t e ,  z. B.  be i  d e n  N i t r o t o l u o l e n ,  

K r e s o l e n  u n d  d e n  E s t e r n  de r  A m i n o b e n z o e s ~ i u r e n .  H i e r  w i r d  d u t c h  d e n  

E i n t r i t t  des  zwe i t en ,  d a s  k l e i n e r e  M o m e n t  e r z e u g e n d e n  S u b s t i t u e n t e n  

in  die o r t h o - S t e l l u n g  d a s  M o m e n t  v e r k l e i n e r t ,  w~ihrend  es b e i m  E i n t r i t t  

i n  die  p a r a - S t e l l u n g  v e r g r 6 B e r t  u n d  n i i h e r u n g s w e i s e  g le i ch  d e r  S u m m e  

d e r  E i n z e l w e r t e  wi rd ,  wie  s i c h  a u s  n a c h s t e h e n d e r  Z u s a m m e n s t e l l u n g  

e r g i b t  : 

N i t r o b e n z o t  : u = 3,9" IO--18 P h e n o l  : !t = 1,7 • io--~s 
Toluol  : 3' = 0,4. IO - I s  To luo l  : u = 0,4 • IO -~s 

o-Ni t ro to luol  : ,  = 3,8 • I O -~s  o-Kresol  :,u = 1.44. IO--is 
m-Ni t ro to luo l  : ,  = 4,2 • IO -~8 m-Kresol  : ,  = 1,6o- io -~s 
p -Ni t ro to luo l  : u = 4,5 • Io--~s p-IKresol : ,  = 1.64. io--is 

M e t h y l b e n z o a t  : u = 1,8 • IO --~s 
Ani l in  : u = 1,6 • io -~a 

o-E3ter  : 3* = I,O • io  - I s  
m - E s t e r  : u = 2,4 - IO -~a 
p - E s t e r  : u = 3,3 • Io--~s 

Q u a n t i t a t i v  i s t  a l l e r d i n g s  d ie  i 3 b e r e i n s t i m m u n g  z w i s c h e n  de r  T h e o r i e  

y o n  THOMSON u n d  d e n  E x p e r i m e n t e n  in  v i e l e n  F~illen n i c h t  b e s o n d e r s  

gu t .  D ies  k o m m t  d a h e r ,  daB m a n  d e n  E f f e k t  d e r  W e c h s e l w i r k u n g  d e r  

b e i d e n  S u b s t i t u e n t e n  a u f e i n a n d e r  u n d  a u f  d e n  B e n z o l r i n g ,  d e r  in  d e r  

F o r m e l  n i c h t  b e r f i c k s i c h t i g t  w i r d ,  ira, a l l g e m e i n e n  n i c h t  ve rnach l~ i s s igen  

da r f .  B e s o n d e r s  auff i i l l ig  s i n d  d ie  A b w e i c h u n g e n  be i  d e n  K r e s y l m e t h y l -  

~ i thern  u n d  be i  d e n  V e r b i n d u n g e n :  

Hydroch inon-Di~ i thy l~ ther  : u = 1,7. Io - I s  
H y d r o c h i n o n - D i a c e t a t  : u = 2,2- io  -~ s ,  

a l so  P a r a v e r b i n d u n g e n  m i t  zwe i  g l e i c h e n  S u b s t i t u e n t e n  m i t  e r h e b l i c h e m  

M o m e n t ,  d i e  n a c h  de r  T H o M s o x s c h e n  T h e o r i e  da s  M o m e n t  o h a b e n  

so l l t en .  WILLIAMS (100) n i m m t  an ,  d a b  d iese  V e r b i n d u n g e n ,  b e i  d e n e n  

S e i t e n k e t t e n  d u r c h  e in  S a u e r s t o f f a t o m  a n  d e n  B e n z o l r i n g  g e b u n d e n  s ind ,  

e ine  ~ t h e r a r t i g e  S t r u k t u r  h a b e n  u n d  dal ]  d ie  A b w e i c h u n g e n  y o n  d e r  

T h e o r i e  d a h e r  k o m m e n ,  d a b  d ie  S e i t e n k e t t e n  n i c h t  i n  d e r  E b e n e  des  

B e n z o M n g e s  l iegen ,  s o n d e r n  d u t c h  d ie  S a u e r s t o f f b r t i c k e  a u s  i h r  h e r a u s -  

gedr~ingt  w e r d e n .  M a n  h~i t te  a l so  d ie  S t r u k t u r f o r m e l n  d e r  H y d r o c h i n o n -  

~ither 

o - - o  / \ 
/ C6H4 ~ oder 0/ C6H4 0 

R R ! I 
R R 
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und die der Kresole und Kresylmethyl~ther 

zu schreiben. 

/ o \  / o \  
/ \  cs. bzw. / \  
I I I \ /  \ /  

OH Ct t  a 

Die Sauerstoffbriicke am Kern ist jedoch nicht allein 
die Veranlassung daftir, dab disubstituierte Benzolderivate vom Typ 
C6H4a2 in para-Stellung Momente aufweisen, es k6nnen auch in anderen 
F~illen, wenn der Substituent an der einer anderen Stelle ,,Brticken- 
sauerstoff" enth~t ,  groBe Abweichungen yon der einfachen Vektortheorie 
auftreten, z .B.  

Benzoesguremethylester : ,u = 1,8- ity-is Athylester : u = 1,8. io - ~  
o-Phthals~ure-Dimethylester : ,u = 2, 3 • io--~s Digthylester : u = 2, 4. io--~8 

Terephthalsgure-Dimethyles~er : ~u = 2,2- io--~s Diltthylester :., = 2, 3 • io--~s. 

Bei diesen Verbindungen wird durch den Eintrit t  der zweiten Seiten- 
kette in die ortho-Stellung das Moment bei weitem nicht so stark ver- 
gr6Bert wie bei den Chloriden und Nitroverbindungen. Umgekehrt wird 
es in der para-Stellung nicht nur nicht aufgehoben oder verkleinert, son- 
dern ungef~ihr in gleicher Weise vergr6Bert wie in der ortho-Stellung. 
Das Moment h~ngt also hier im wesentlichen nur vonder  Wechselwirkung 
der Seitenketten untereinander ab, die Stellung im Molektil ist nur noch 
yon untergeordneter Bedeutung. Man kann also zur Erkl~irung der Dipol- 
momente von Benzolderivaten nicht mit einem ebenen Modell auskom- 
men, sondern muB bei Verbindungen mit sauerstoffhaltigen Seitenketten 
ein dreidimensionales heranziehen. 

J~hnliche Beziehungen liegen bei den Verbindungen vom Typ 
I-3-5-C6H3a 3 vor. Auch diese haben in der Regel, der einfachen Vektor- 
theorie entsprechend, kein Moment, z .B .  die Halogenide. Eine Aus- 
nahme macht aber das s-Trinitrobenzol, sowie der Trimethyl~ither und 
das Triacetat des Phloroglucin. Auch bei diesen Stoffen, die alle deutliche 
Dipolmomente aufweisen, ftihrt die einfache Vektoraddition in der Ebene 
nicht zu richtigen Resultaten, man wird vielmehr auch hier ein r~um- 
liches Molektilmodell zugrunde legen mfissen. I)er ,,Valenzwinkel" am 
Sauerstoffatom wird auch zur Erkl~rung der Dipolmomente der in 
Ziffer 12 erw~hnten aliphatischen Verbindungen vom Typ Ca 4 heran- 
gezogen. 

Wir m6chten jedoch die hier dargestellte Betrachtungsweise, bei der 
die Substituenten als feste Dipole und der Kohlenwasserstoffrest als un- 
beeinfluBter Tr~iger derselben angesehen werden, tiberhaupt nicht ftir 
zweckm~Big halten. Wir in6chten vielmehr die Substitutenten eher als 
stark deformierte Ionen auffassen, die ihrerseits eine Verschiebung der 
Ladungen im Kohlenwasserstoffrest hervorrufen und erst zusamrnen mit 
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diesem ,,deformierten" Rest einen Dipol bilden. 13eim Nitrobenzol z. t3. 
liegt also das Dipolmoment nicht nur in der Nitrogruppe, sondern im 
ganzen Molektil, wobei in der Nitrogruppe ein iJberschul? negativer, im 
13enzolrest ein iJberschul3 positiver Ladung vorhanden ist. Noch deut- 
licher sind diese Verh~iltnisse bei einatomigen Substituenten, wie z. 13. 
Clflor, die man ja tiberhaupt nicht als selbstst~indige Dipole ansehen kann. 
Sind mehrere Substituenten vorhanden, so iiberlagern sich die polari- 
sierenden Wirkungen, u n d e s  ist durchaus nicht immer notwendig, dab 
das resultierende Molektilmoment sich nach den Regeln der Vektoraddi- 
tion aus den Momenten der einfach substituierten Verbindungen zu- 
sammensetzt .  Handelt  es sich etwa um Verbindungen mit  einem posi- 
riven und einem negativen Substituenten, z. B. um eine Aminostiure, 
so liegt der Schwerpunkt der positiven Ladung in der N H ~ - G r u p p e ,  der 
der negativen Ladung in der C O O H - G r u p p e ,  daher hat auch der Ab- 
stand dieser beiden Gruppen im Molektil einen Einflul3 auf die Gr613e 
des Moments. Aul3erdem k6nnen natiirlich auch die Substituenten selbst 
Dipoleigenschaften haben, so dab im allgemeinen die Verhtiltnisse sehr 
kompliziert sind. 

14. Diphenylderivate.  Aus der Tatsache, dab das Diphenyl selbst 
dipolfrei ist, k6nnen keine Schltisse auf seine Struktur gezogen werden. 
Seine pp ' -Der i va t e  zeigen verschiedenes Verhalten: 

pp'-Dichlordiphenyl : p = o 
pp' -Dibromdiphenyl  : ,u = o 
pp'-Dinitrodiphenyl : ,u = o 

pp'-Dimetoxydiphenyl : ,u = i, 5 • io--xa 
pp'-DiS.thoxydiphenyl : ,u = 1,9. io--~8 
pp'-Diacetyldiphenyl : ~u = 1,9. lO--x8 
pp'-Diaminodipke~yl : ,u = 1,3. lO-i8 

(Benzidin) 
Aus dem Verschwinden des Moments bei dem pp'-Dihalogen- und 

-Dinitroverbindungen mug man schliel3en, dab die beiden Ringe des 
Diphenyls nach einem ebenen Schema angeordnet sind, z. B. 

In anderen FAllen, n~imlich beim Di~ithoxy- und Diacetyldiphenyl wird 
man infolge der n~iherungsweisen l~bereinstimmung der Gr6tfe der  
Dipolmomente mit  denen der entsprechenden Hydrochinonderivate an-  
nehmen k6nnen, dab auch die Struktur  die gleiche ist. Es warden also 
die beiden 13enzolringe in einer Ebene liegen, w~ihrend die Seitenketten 
beide nach derselben Seite herausragen. 

13eim 13enzidin fehlt aber die Analogie mit  dem 13enzolderivat. Das 
ihm entsprechende p-Phenylendiamin hat  das Moment o. I m  Benzol 
haben also die NH2-Gruppen nicht das Bestreben, aus der Ebene des 
13enzolringes herauszutreten. W~iren nun die 13enzolringe des 13enzidin 
genau so gestreckt wie bei den Dihalogenderivaten, so miil3te es eben- 
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falls das Moment o haben. Da aber die Genauigkeit der Dipolmessung 
beim p-Phenylendiamin nicht sehr groB ist, m6chten wir aus diesen 
Beobachtungen keine weiteren SchluBfolgerungen ziehen. 

Wenn wir die Ergebnisse der Dipolforschung zusammenfassend be- 
trachten, so k6nnen wir etwa folgendes feststellen: In erster Linie ge- 
winnen wir eine befriedigende Erkl~.rung des dielektrischen Verhaltens 
de r  Materie, insbesondere der TemperaturabhAngigkeit der Molekular- 
polafisation. Darfiber hinaus erhalten wit einen Einblick in die Struktur 
der Molekfile. Allerdings muB noch die Einschr~nkung gemacht werden, 
dab diese neuen Erkenntnisse vorlaufig noch fast nur qualitativer Natur  
sind und nur ganz allgemeine GesetzmABigkeiten zu erkennen gestatten. 
Je zahlreicher aber die Untersuchungen und je besser die experimentellen 
Methoden werden, desto genauere und speziellere Schlfisse werden aus 
der Analyse der Dipolmornente m6glich sein. Es handelt sich nicht nut  
um das Gebiet des Molekfilbaues, sondem auch um zahlreiche andere 
physikalische und chemische Eigenschaften, die mit dem Dipolcharakter 
der Molekiile in nahem Zusammenhang stehen. Hier sollen nur einige 
Beispiele erw/ihnt werden: ZunAchst der groBe Komplex der zwischen- 
molekularen Kr/ifte, die sich in der Assoziation, in den v. D. WAALSschen 
Konstanten und in den kritischen Gr6Ben bemerkbar machen, ferner die 
Lichtzerstreuung und die damit zusarnmenh~ngenden Probleme und 
manche andere mehr. Wenn auf diese Untersuchungen iln Rahmen des 
vorliegenden Aufsatzes nicht n~ther eingegangen wurde, so liegt das daran, 
dab hier noch nicht geniigend experimentelles Material vorliegt. Es ist 
aber sicher damit zu rechnen, dab die Dipoltheorie auch welter zur KI~- 
rung vieler physikalischer und chemischer Erscheinungen beitragen wird. 
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E i n l e i t u n g :  E n t w i c k l u n g  u n d  B e d e u t u n g  

d e r  D i p o l b e t r a c h t u n g e n .  

Schon frith sind Versuche u n t e r n o m m e n  worden, die dielektrisctlen 
Eigenschaf ten eines Mediums mi t  ihren chemischen l ind physiko-chemi-  
schen in  Zusammenhang  zu br ingen  u n d  auf diese Weise ein neues Hilfs- 
mi t t e l  zu gewinnen,  u m  Fragen,  wie die nach  der chemischen S t ruktur ,  
der Assoziation und  tthnlichem, 16sen zu helfen, bei  denen die rein che- 
mischen Betrachtungsweisen n ich t  oder n ich t  eindeutig zu einer L6sung 
ftihren. Es seien in  diesem Zusammenhange  besonders die sehr e ingehenden 
Arbe i ten  von  WALDEN (90) erw~hnt,  die als Ziel die Aufdeckung solcher 
Zusammenh~nge  haben ; eine ganze Zahl  augenf~lliger Regelm~Bigkeiten 

2 0 *  
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kamen zutage, die aber dock nicht durch das Zahlenmatefi&i ganz ein- 
deutig gestfitzt wurden. Neben den allgemeinen Schwierigkeiten, solche 
Zusammenh~nge zwischen den einzelnen Materialeigenschaften eindeutig 
oder gar formelm/iBig zu erfassen, standen diesem Vorgehen in diesem 
F&ile noch zwei besondere Schwierigkeiten entgegen, die sich an den/~e- 
griff der Dielektrizitatskonstanten ankntipfen. Die Dielektrizitatskon- 
stante eines Mediums, definiert im Sinne yon FARADAY &IS das Verh~ltnis 
der Kapazit~t eines Kondensators vollst~ndig eingebettet in dieses Me- 
dium zu der des Kondensators im Vakuum, gibt nicht unmittelbar ein 
quantitatives Mal3 ffir eine molekulare EigensChaft. Ferner ist sie merk- 
tich abhangig yon der gegenseifigen Beeinflussung der Mo]ekfile, aJso yon 
der sogenannten Assoziation. Da nun bei den meisten Betrachtungen 
die Daten yon Vl~ssigkeiten benutzt  wurden, wo in der gr613ten Zahl 
der F~ille die Assoziation sehr s tark st6rt, so ist zu verstehen, dal3 au/ 
diesem Wege nicht viele genaue Regelm/iBigkeiten zu elwarten waren. 

Soil ein Vergleich zwischen cbemischen Eigenschaften eines Molektils 
und seinen dielektrischen gezogen werden, so wird man wohI zuerst ein 
Gesetz zur Hand  haben miissen, das uns erlaubt, aus der makroskopisch 
gemessenen Dielektrizit~itskonstanten auf die entsprechende molekulare 
Eigenschaft selbst zu sctflieBen. Als ein erster solcher Versuch ist das 
sogenannte CLAUSlOS-MOSOTTIsche Gesetz zu werten, das in An&iogie zu 
setzen ist mit dem LOR~NTZ-LORENZschen Gesetze fiir Brechungsindices 
(das also den makroskopisch gemessenen Brechungsindex auf eine mole- 
kulare Eigenschaft zuriickftihrt). Unter besonders einfachen Annahmen 

~ - i  M 
fanden CLAUSlUS (6) und Mosorr I  (57), dab der Ausdruck - -  e+2 d 
(~ ~- Dielektrizitatskonstante, M = Molekulargewicht, d ~ Dichte) dem 
Eigenvolumen der Atome bzw. Molekfile proportional sein sollte mid 
zwar mit einem universellen Proportionalit~tsfaktor. Die auf diese Weise 
erhaltenen Eigenvolumina stimmen in manchen Fallen mit den aus der 
vAI~ DER WAALsschen Zustandsgleichung berechneten gut t~berein. Auch 
das aus der Formel fo]gende Gesetz ffir die Additixdt~t bei Verbindungen 
und ffir die TemperaturabhAngigkeit der Dielektrizit~tskonstanten st immt 
ffir die gleiche Gmppe yon Substanzen recht gut. Die Zahl der Abwei- 
chungen ist aber viel gr/)13er &is die Zahl der Substanzen, die dem Gesetz 
gehorchen. Ein wesentlicher Fortschfi t t  bedeutete daher eine Umfor- 
mung dieses Gesetzes durch DEBYX (7), wodurch s~mtliche Anomalien 
erklarlich wurden. Au13erdem gestatten die neuen Formeln, die elek- 
trische Dissymmetrie (soweit es sick um Dipole, also nicht um h6here 
Symmetrie, wie Quadmpole usw. handelt) der Molektile zu messen. Da- 
durch erlangt der Begriff des molekularen elektrischen Dipoles, mit dem 
schon frtiher gearbeitet wurde (z. B. SUTHERLAND), ohne dal3 er pra- 
zisiert gewesen w/ire, eine reale Bestimmtheit. Sotche Dipolmessungen 
bestreben nun, von dieser neaen elektrischen Molekulargr63e aus Rfick- 
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schltisse auf die chemische Konstitution und ~hnliche Probleme zu er- 
m6glichen. In ~hnlicher Weise haben ja auch die anderen mel3baren elek- 
trischen MolekulargrSl3en, wie die Ladung (bei Betrachtung der hetero- 
polaren Bindung, der Elektrolyse usw.) und die Polarisierbarkeit oder 
Beweglichkeit der Ladungen im Molektil (VAN DER WAALssche Kr~fte, 
usw.), vieles znr L6sung solcher Probleme beigetragen. 

IZurze Zeit nach DEBYE hat  J. J.  TI~OMSOZ¢ (87) ebenfalls eine Theorie 
der Dielektrizit~tskonstanten unter  Berticksichtigung der Orientierung 
von festen Dipolen gegeben; der sehr wesentliche Unterschied besteht 
aber darin, dab seine Formeln nu t  ftir Gase anwendbar sind (dort dalm 
mit  den DEBYEschen iibereinstimmen), w~hrend er sie auch ffir Fliissig- 
keiten verwendet und daher falsche Zahlen erh~lt. Die DEBYEsche 
Theorie dagegen gilt zwar exakt auch nur  ffir Gase, liefert ~ms aber auch 
Methoden, Dipole yon Molekfilen flfissiger oder fester Substanzen durch 
Dielektrizit~tskonstantenmessungen geeigneter L6sungen genau zu be- 
stimmen. Immerhin hat THOMSON verschiedene, sehr interessante 
Schliisse ziehen k6nnen; auch hat  er bereits anf die Bedeutung solcher 
Dipolmessungen ftir chemische Fragen hingewiesen, z .B.  im Hinblick 
auf Assoziation (er fiberlegte schon, ob Dipolkr~fte ft~r gewisse chemische 
Verbindungen genfigen wtirden) oder auf die Aktivierung dutch Zusatz 
yon DipolmoleMilen, eine Frage, die in neuester Zeit yon WOLF (109) 
wieder aufgegriffen worden ist. Auch zeigte er, dab sick das totale 
Dipolmoment eines komplizierteren Molekfils mittels Vektoraddition aus 
den Momenten der das Molekfil konstituierenden Gruppen berechnen 
lassen sollte. 

In den letzten Jahren ist die Zahl solcher Dipolmessungen rasch an- 
gestiegen. Ungef~hr gleichzeitig haben EBERT (10), Ev, v ~  (15) und 
SMYTH (76) an Hand genauerer Dipoldaten (SMYTH hatte allerdings die 
durch GANS [22] etwas modifizierten DEBzEschen Formeln verwendet) 
zeigen k6nnen, dab sich aus ihnen wichtige und eindeutige Schlfisse auf 
die chemische Konstitution ziehen lassen; besonders die Messungen 
ERRERAS an Isomerei1 haben den Weft  dieser Methode klar vor Augen 
gefiihrt. Diese ersten Erfolge verfiihrten zu der Hoffnung, nunmehr eine 
nie versagende Methode zur Unterscheidung von Isomeren und ffir an- 
dere Konstitutionsbetrachtungen an der Hand zu haben. Die zahl- 
reichen Untersuchungen abet, die folgteI1, zeigten bald (WILLIAMS [101], 
HOJEI~DAHL [32], EBERT und Mitarbeiter [/1]), dab auch diese Methode 
ihre engen Grenzen hat. Die Strukturchemie, wie sie yon VAN ' r  I-Io1~1~ 
und LE BEL ausgebaut wurde und zu einfachen Strukturschematas 
ffihrte, haupts~chlich ful]end auf Isomeriebetrachtungen, ist heute noch 
kein vollendetes Geb~ude. Fragen, wie die nach der freien Drehbarkeit 
im Molektile oder die nach der M6glichkeit anderer Anordnungen, als 
sie diese ,,klassische" Theorie zul~Bt (Theorie von WXlSSE~BERG [98]), 
sind noch lange nicht eindeutig entschieden. Damit ist abet auch die 
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Deutung der Dipolmomente nicht mehr eindeutig; bei komplizierten 
Molekfilen werden solche Dipolbestimmungen immer noch zwischen 
mehreren M6glichkeiten die Wahl lassen. 

Mit der genauen Bestimmung yon Dipolen ist auch gleichzeitig wieder 
der Versuch gemacht worden, Assoziation (ERRERA, t~BERT, RO- 
LINSKI U. a.), Reaktionsgeschwindigkeiten (Hi)cKEL [3~), Absorption an 
Oberfl~chen (WILLIAMS und FRUMKIN [106]), kolloidchemische (ERRERA 
[13]; 0STWALD [592) und ~hnliche Fragen quanti tat iv mit der Moment- 
grSge in Zusammenhang zu bringen; leider sind die Ergebnisse noch 
sehr unbefriedigend. Andererseits werden in letzter Zeit noch verwandte 
Erscheinungen in den Betrachtungskreis gezogen, wie KERR-Effekt und 
Depolarisation des Tyndallichtes, nm die Dipolbetrachtungen zu er- 
g~tnzen (85, 110). Auch parallelgehende Absorptionsmessungen k6nnen 
oft wertvolle Erg~tnzungen in Dipolfragen liefern (ERRERA [15b] ; WOLF 
[109b, 110~). 

In dem vorliegenden Bericht sollen nut  die Gesetzm~13igkeiten be- 
rficksichtigt werden, die sich auf die chemische Konstitution der Mole- 
kfile beziehen; alle anderen Fragen sind beiseite gelassen worden. Da 
an dieser Stelle noch nicht fiber die Dipoltheorie referiert wurde, war 
es angezeigt, in einem ersten Kapitel kurz auf die Theorie, in einem zwei- 
ten auf die Mel3methoden und ihre Schwierigkeiten einzugehen. Dabei 
m6ge berficksichtigt werden, dab die Entwicklung dieser Gebiete eine 
so rasche war, dab gleichzeitig an verschiedenen Orten die gleichen An- 
sichten und Ideen niedergelegt wurden und eine genaue Feststellung 
irgendeiner Priorit~t oft verunmSglicht. Ausffihrliche Z)arstellungen, 
spezieU der Theorie und ihrer Anwendungsm6glichkeiten, linden sich in : 
P. I)EBYE: Handbuch der Radiologie 6 (I925); P. DEBYE: Polare 
Molekeln. Hirzel 1929. 

I .  T h e o r e t i s c h e  G r u n d l a g e n .  

§ i. Dipoltheorie yon DEBYI~. VoI1 den verschiedenen Methoden, die 
elektrische Dissymmetrie, d .h .  das Dipolmoment ~ eines Molektils, zu 
bestimmen, nimmt zweifellos die von DEBYE (7) vorgeschlagene, basie- 
rend auf DK-Messungen, den bedeutungsvoltsten Platz ein. Es ist daher 
wohl angezeigt, kurz die Theorie zu erlAutern, wiewohl sie schon des 
6fteren in gedr~tngterer und breiterer Form dargestellt wurde (DEBYE 
[7, 8], EBERT [10], ERRERA [15b], HENRI [30], HOJENDAHL [32] U. a.). 

In der Elektrizit~tslehre ftir einen Raum mit Dielektrika unter-  
scheidet man bekanntlich zwischen zwei Feldst~rken: die gemeinhin mit 

x Wo. OSTWALD (58) U. a. unterscheiden zwischen dem ,,Einzelmoment", 
d.h. dem Dipolmoment des isolierten Molekiils, und dem 5Iassen- oder Gruppen- 
moment, d.h. dem mittleren Moment, alas in Erscheinung tfitt, wenn die 
Molekiile sich gegenseitig beeinflussen, also sogenannte Assoziation vorhan- 
den ist. Wir befassen uns hier nut mit Einzelmomenten. 
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dem Namen , ,Feldst~ke" bezeichnete, (@, definiert durch f@d~ = o ,  zu 
integrieren fiber eine beliebige geschlossene Kurve (Arbeit auf einem ge- 
schlossenen Wege = o) und die sogenannte ,,dielektrische Verschiebung", 
~ ,  ebenfalls definiert durck ein Integral: f~) do = 4:re, zu integrieren 
tiber irgendeine geschlossene Fl~iche, wobei e die Summe der durch die 
Fl iche eingeschlossenen Ladungen bedeutet (~ ist also ein MaB ffir die 
wahren Ladungen). Es l~Bt sich allgemein zeigen, dab diese beiden 
Gr6Ben durch eine Beziehung miteinander verknfipft sind 

Hierin bedeutet ~ die ,,Polarisation", das ist das elektrische Moment, 
das I cm 3 des Mediums unter der Einwirkung des Feldes annimmt. Die 
Entstehung der Polarisation ist so aufzufassen: Die Molekfile des Me- 
diums bestehen aus positiven und negativen Ladungen, deren zeitlich 
gemittelte Schwerpunkte quasielastisch an bestimmte ,,Ruhelagen" im 
Molekfil gebunden sind. Das elektrische Feld wird diese Schwerpunkte 
etwas anseinander ziehen und so zu einem Momente (Moment -----Ladung 
real Abstand der Ladungen) AnlaB geben. Fallen die Schwerpunkte ohne 
Anwesenheit des Feldes zusammen, so nennt man diese Molektile elek- 
triscb symmetrisch, andernfalls unsymmetrisch. Bei unsymmetrischen 
Molektilen kann man also yon einem permanenten Dipol reden. Infolge 
der Temperaturbewegung nehmen diese Dipole alle Richtungen im Raume 
ein und geben im Mittel kein resultierendes Moment. Im Felde jedoch 
werden die Dipole versuchen, sich parallel zu diesem Felde einzustellen, 
es wird ein Momentenfiberschul3 in Feldrichtung resultieren und einen 
zweiten Beitrag zur Polarisation liefern. Die Erscheinung der Polarisa- 
tion ist also an das Vorhandensein yon Molekfilen gebunden; im Vakuum 
sind @ und ~ identisch. 

Experimentell ist ebenfalls eine Beziehung zwischen @ und ~) ge- 
funden worden. Bezeichnet e das Verh~iltnis der Kapazitiit eines Kon- 
densators, vollst~indig umgeben v0n einem Medium, zu der Kapazit~it 
des gleicken Kondensators im Vakuum, so nennt man e bekanntlich DK, 
und es gilt (ffir isotrope Medien) 

=e@ (i ') 
e wird hierin als Konstante, d. h. als unabh~ingig vom Felde angesehen. 
F fir die bei Experimenten gew6hnlich verwendeten Felder wurden noch 
keine Abweichungen yon diesem Gesetz gefunden; erst bei sehr hohen 
Feldstirken oder eigens priparier ten Medien wird e feldabhlingig. Be- 
schr~nken wir uns vorliufig auf ldeine Feldst~irken, so fiihrt dieser ex- 
perimentelle Befund zu der Annahme, dab ~ proportional @ sein muB, 
also ~----n@, und daraus e=I-J-47~n; Z wird Suszeptibilit~tt genannt 
und bedeutet das Moment, das I cm 3 im Felde i e. s. E. annimlnt. Ffir 
uns handelt es sich nun datum, von dieser makroskopischen Material- 
konstanten zu einer molekularen zu gelangen. Ist das mittlere Moment 
eines Molekiils im Felde ~,  so ist nach Definition ~3----n~, wenn n die 
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Zahl der Molekfile im Kubikzentimeter bezeichnet. (Das totale Moment 
berechnet sich bekanntlich als Summe cler Einzelmomente.) Dieses Mo- 
ment muB der Feldst~irke proportional sein. Wir miissen nun aber be- 
achten, dab die am Molektil angreifende Feldst~rke nicht mit cler ,,~uBe- 
ren",  makroskopisctl definierten, notwendigerweise zusammenfallen 
muB. Diese Feldstarke wird daher zum Unterschiede als ,,innere" mit  
bezeichnet; sie wird ihrerseits yon dem elektrischen Zustande der das 
betrachtete Molektil umgebenden Teilchen, d .h .  yon clef Polarisation, 
abhtingen. ~Tir schreiben : 

= (~ + v~ .  (2) 
v ist eine Konstante, die dieser gegenseitigen Beeinflusstmg Rechnung 
tragen soil; sie wird , ,Konstante des inneren Feldes" genannt. Einen 
allgemein gfiltigen Ausdruck fiir diese Konstante zu geben wird in An- 
5etracht der komplizierten Verhiiltnisse (Abhttngigkeit vom gegenseitigen 
Abstande, von geometrischer Form usw.) sehr schwer fallen, es ist auch bis 
heute noch nicht gelungen. Ftir einige Spezialfiille ist es jedoch m6glich, 
v zu berechnen. Fiir eine regeltose Verteilung bei gentigender Entfernung 
der Molekfile voneinander, so dab eine gegenseitige Beeinflussung fort- 
f~l t  (Substanzen in gasf6rmigem Zustande) und fiir eine regul~ire Gitteran- 

ordnungwird (CLAuSlUS-MosoTTI [6, 57~, LORENTZ-LORENZ [46. ~7~) v ~ 4~ 
3 

Bei Verwendung dieses Wertes und des Ansatzes ~ =-7~" folgt aus (i) 
und (2) , -  i 4,~ 

+ 2 3 nT' (3) 

womit die gesuchte Beziehung zwischen makroskopischer DK und mole- 
kularem y (molekulare Polarisierbarkeit, d .h .  Moment eines Molekiils 
im Felde I e. s. E.) gefunden w~ire. Fiir viele Zwecke ist es angebracht, 
(3) dutch Multiplikation mit dem M61ekulargewicht M und Division 

M 
dutch die Dichte d zu modifizieren. Man erhlilt dann, da n X = N =  

6,06 lO 23 (Losci-!mDTsche Zahl) 

p = , - i  M _ ~ 4 z r N . 7 .  (3') 
~ + 2  d 3 

-P heiBt ,,Molekularpolarisation". Es bleibt nun noch tibrig, die Bedeu- 
tung von 7 zu diskutieren und sie mit den oben beschriebenen zwei 
A r t e n d e r  Polarisationsm6glichkeit in Zusammenhang zu bringen. 

Wie bereits erwtihnt, liefert die Tatsache der quasi-elastischen Bin- 
dung de r  elektrischen Ladungen im Molekiil eine Erkl~irung der mole- 
lo.tlaren Polarisierbarkeit. Wir wollen diesen Anteil 7o nennen (Ver- 
schiebungs- oder optischer Anteil). Bei Betrachtung des Brechungsindex 
gelangten LORENTz-LORENZ zU einem Ausdrucke, der ,,Molekularrefrak- 
tion", der auch ein Marl ffir diese Verlagerung der elektrischen Ladungen 
durch ein elektrisches Feld darstellt. Sie fanden, dab 

n ~- i M 3-4~N7°' (4) ~ -4+ ;  d = 
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unter den gleichen Voraussetzungen ftir die Konstante des inneren Feldes, 
die wit fiir die Herleitung yon (3') als giiltig annahmen ~. Die Identit~t 
der Beziehungen (3') und (4) ist leicht ersichtlich, wenn man (4) ftir den 
auf die Frequenz o extrapolierten Brechungsindex anschreibt und nun 
die MAXWELLsche Beziehung hinzuzieht, nach der n~=o-----~ sein soll (wo- 
bei bekanntlich die magnetische Permeabilit~t = I gesetzt wurde). Fiir 
eine groBe Zahl von .Stoffen besteht diese lJbereinstimmung wirklich 
sehr angen~hert, besonders ftir symmetrisch gebaute, wie z. B. CH 4. Ftir 
die gr6Bere Anzahl jedoch ergeben sich erhebliche Abweichungen. Auch 
bei Betrachtung der Temperaturabhlingigkeit der Polarisation, die in (3') 
nur dutch die der Dichte bestimmt sein sollte, zerfallen die Stoffe in die 
zwei gleichen Klassen. Alle diese Abweichungen werden nun erkl~rt 
dutch den zweiten Anteil zur Molekularpolarisation, der dutch die Ein- 
stellung permanenter Dipole im Felde erzeugt wird. DEBYE (7) hat, in 
~hnlicher Weise wie LANGEVIN ftir den Paramagnetismus, das mittlere 
Moment y~ eines Molekfils in Richtung des Feldes berechnet. Ffir den 
Fall kleiner Felder, d. h. kleiner potentieller Energie des Dipoles im Felde 

I /22 
im Vergleich zur W~rmebewegung (k T), wird y~ --  ~ k T '  wobei # das 

feste Dipolmoment des Molektils, k die BOLTZMANNsche Konstante 
1,37- Io -~6 und T die absolute Temperatur  bedeuten. Je hSher die Tem- 
peratur, je starker also die Temperaturbewegung, desto kleiner wird das 
mittlere Moment, was ja aus der die Einstellung der Dipole hindernden 
Wirkung der Temperaturbewegung h~tte vorausgesagt werden kSnnen. 
Der Faktor  I/3 kommt durch die Art der Mittelbildung in diese Formel. 
Der urspriinglichen Ableitung dutch DEBYE liegt eine kontinuierliche 
Energieverteilung zugrunde. Eine Mittelung unter Heranziehung der 
Quantentheorie k5nnte also m6glicherweise einen anderen Faktor  er- 
geben, was auch wirklich nach der ~lteren Form herauszukommen schien 
(PAULI [61], PAULING [62]). In der neuen Quantentheorie, sowohl in der 
Fassung yon SCHRODINGER, wie auch in der yon HEISENBERG, ergibt 
sich aber wieder der Faktor  I/:l  (KRoI~IG [41], MENSlNG und PAuLI [54], 
MANNEBACK [51], VAN VLECK [89]). 

Setzen wir nun in (3') die gefundenen Werte fiir ~ ein, so wird 

p _ e - I  M ?N(7o+ 'u~l P'+P" (5) ~ + 2  d -  ~ , , . : =  " 

Diese Formel erlaubt uns demnach, vonde r  DK e R~ickschHisse auf das 
Dipolmoment # des Molektils zu ziehen. 

Die Einstellung der Dipole im Felde bedarf einer gewissen Zeit, der so- 
genannten Relaxationszeit, die wesentlich yon der inneren Reibung und 

Die eigentliche CLAUSlUS-~CLOSOTrlsche Gleichung ist im Grunde nur 
diese Formel (also ohne Beriicksichtigung des Dipolanteiles), wobei Yo auf  
Grund der Annahme berechnet ist, dab die Molekfile metallisch leitende 
I~ugeln seien. 



314 H. SACK: 

der MolektilgrSl3e abhtingt. Unter unseren Voraussetzungen ist sie nach 
4,~ ~2 a3 

DEBYE "6 - -  k T (U ----innere R e i b u n g ,  a = R a d i u s  des  Molekiils). F i i r  

Fliissigkeiten ist r unter gewOhnlichen Umstlinden vonder GrSBenordnung 
lO -6 bis IO - ' °  Sekunden, d. h. schon fiir ultrarote Strahlen werden die Di- 
pole dem Feldwechsel nicht mehr folgen kSnnen, fiir solche Felder wird 
Y =Yo, der Dipolanteil f~illt weg. Dieser Dipolanteil bedeutet immer eine 
VergrSBerung der DK. Gehen wir bei der Messung der DK mit der Frequenz 
des elektrischen Feldes immer hSher, so werden wir eine Stelle erreichen, 
wo die Dipole dem Felde nicht mehr voll zu folgen vermSgen, und die DK 
wird bis auf ihren optischen Weft  sinken. Da in diesem Frequenzgebiete 
gleichzeitig eine Phasendifferenz zwischen Dipoldrehung und Feldwechsei 
besteht, t r i t t  hier eine besonders starke Absorption auf. Diese voraus- 
gesagten Erscheinungen, die eine starke Stiitze tier Theorie bilden, sind 
schon frtiher beobachtet worden, z. B. yon DRUDE (9), und in neuerer Zeit 
systematisch, auch in ihrer Temperaturabh~ingigkeit yon MIZUSHIMA (55) 
und KITCHIN und MIJLLER (38) untersucht worden. Da die Messungen 
immer an reinen Dipolfltissigkeiten vorgenommen wurden, ftir die, wie 
weiter unten gezeigt wird, unsere eingangs gemachten Annahmen nicht 
zutreffen, ist ein qnantitativer Vergleich der Theorie mit den Experi- 
menten nicbt mSglich; qualitativ aber zeigen die gemessenen Kurven 
den geforderten Verlauf, die ans der Relaxationszeit berechneten Werte 
der Molektilradien haben verniinftige GrSl3enordnung. Quantitative 
lJbereinstimmung ist vielleicht bei LSsungen yon Dipolsubstanzen in 
dipollosen zu erwarten ~; ein erster Versuch in dieser Richtung bedeutet 
die Untersuchung von HEIM (29) an Alkohol in ParaffinS1. Er  findet auch 
eine Abnahme der DK, kommt aber mit der Wellenl~i_nge nicht weit genug 
herunter, bzw. verwendet zu hohe Temperaturen (geringe Reibung), um 
bis auf den optischen Wert zu gelangen. Diese Erscheinung der anomalen 
Dispersion darf nicht aul3er acht gelassen werden beim Vergleich von 
DK-Messungen bei verschiedenen Frequenzen. 

Formel (3) erlaubt uns auch, auf einfache Weise eine Mischungsregel fiir 
DK anzugeben. Die Versuche, eine allgemein gtiltige Mischungsregel zu 
linden, sind zahlreich, waren abet bisher erfolglos ; eine ausfiihrliche Be- 
sprechung finder man bei LICHTENECKER (44). lCiir Substanzen, die un- 
seren Voraussetzungen gentigen, fiihren folgende l[lberlegungen zu der 
gewiinschten Regel. In Formel (3) bedeutet n . y  bis auf einen konstanten 
Faktor  das elektrische Moment eines Kubikzentimeters, additiv zusam- 
mengesetzt aus den Momenten der einzelnen Molekiile. Befinden sich 
nun im Kubikzentimeter n~ Molekiile der Polarisierbarkeit 7i, so wird sich 
das Moment eines Kubikzentimeters wieder additiv zusammensetzen, d. h 
an Stelle yon ny  ist ._Vniyl zu setzen. Dabei sind die 7i ihrerseits 

i 
l~ber die l~otwendigkeit ,  LSsungen zu ~es sungen  heranzuziehen, siehe 

sp~ter. 
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wieder mit  der I )K s~ der reinen Substanz verkntipft durch die Bezie- 
~ i - -  I , . .  

hung ~i+ 2 -= ni 7~, n* ist die Zahl der Molekiile pro Kubikzentimeter der 

reinen Substanz. Wenden wir dieses Vorgehen auI ein System yon zwei 
Komponenten an, wobei wir noch ein ,,Molekulargewicht der LSsung" 
M ~ = / ~ M ~ + / ~ M ~  einftihren (h bzw./~ Molenbruch der ersten bzw. 
zweiten Komponente,  d. h. [~ = Anzahl Mole von I dividiert durch An- 
zalal Mote von I + Anzahl Mole von II),  so erhalten wir 

p ~ =  ~x~-z -~A~=4rrN.(/ ,Tz +/~y~)=/~pz  +/~p~.  (6) 
e~2 + 2 d~2 3 

P~ bzw. P~ ist die Molekularpolarisation der ersten bzw. der zweiten 
Substanz. Wie wir sehen werden, liefert uns diese Formel eine wert- 
volle Methode zur Messung yon Dipolmomenten. 

§ 2. Grenzen der AnwendungsmiSglichkeiten;  Assoziation. Die in 
§ I beschriebene Theorie ist des 6fteren in verschiedenen Richtungen 
experimentell geprtift worden, 
besonders die AbMngigkeit  der 
Polarisaticn yon der Temperatur  goo 
und dem Druck (d. h. der Dichte) ,oa 
und die Mischungsregel. In  ver- lou 
schiedenen solchen Untersuchun- 8oo 
gen wurde aus Abweichungen auf ~oo 
eine mehr oder weniger allgemeine qao 
Nichtgtiltigkeit der Theorie ge- 3oo 
schlossen. Aber in allen diesen eaa 
Fttllen kann man zeigen, dab die ,oo 
Voraussetzungen ftir die Gtiltig- _ 
keit der Formeln nicht erftillt e~ 
waren. Versuche tiber die Tem- 
peratur-  (JONA [36] ; S.~NGER [69], 
ZAHN [113] U.a.) und Dichteab- 

~ C H C ~ 3  
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Abb. I. Polarisation yon Gasen als Funk- 
tion der Temperatur (aus S~NGER [69] ). 

httngigkeit (K. WOLF [107]) der D K  von Gasen, ftir die die idealen Gas- 
gesetze roll  oder doch sehr angenAhert giiltig sind, bei denen also die ge- 
genseitige Einwirkung der Molektile verschwindend klein geworden ist, 
haben stets die Theorie best~tigt. Ftir Gase, deren D K  ]a wenig von I ab- 
weichen, kann (5) geschrieben werden in der Form:  

p = E - i  M N T o +  , = A + T "  
3 d 

In  der Abb. I,  die einer Arbeit yon SKIqGER (69) entnommen ist, ist e - - I  
I 

(bei konstanter Dichte) gegen T aufgetragen; es ist deutlich zu ersehen, 

dal3 die gemessenen Punkte auf einer Geraden liegen, wie es die Theorie 
verlangt. Die Neigung der Geraden ist durch B gegeben, es lttBt sich also 
daraus/~ berechnen. Nur solche Substanzen sollten eine geneigte Gerade 
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ergeben, die ein festes Moment aufweisen. Bei symmetrischen Molekiilen, 
wie C H  4, wird man kein Moment erwarten; in der Tat  ist hier die Gerade 

I 

parallel der T-Achse.  

Geht man jedoch zu Messungen an Fltissigkeiten tiber, so wird die 
iJbereinstimmung mit der Theorie, sowohl was die Temperatur- als auch 
die Druck(Dichte)-Abh/ingigkeit betrifft, sehr unbefriedigend. Selbst di- 

. . . .  I 
pollose Fliisslgkelten gehorchen nlcht mehr lmmer d e m ~ -  G esetz. Ein vie! 

diskutiertes Beispiel bietet das Benzol, Nach Messungen yon GRAFFUNDER 
(25) ist seine Temperaturabh~ingigkeit so, dab ein imagin~res Moment da- 
raus errechnet wurde (die Messungen werden heute allerdings angezweifelt, 

s. dariiber sp~iter). Der Fehler liegt hierin derAnwendung des Faktors 4~ 

ftir das innere Feld, wenn man diese Anderung der Polarisation nicht der 
-4nderung der molekularen Polarisierbarkeit zuschreiben will, was, bei 
diesen kleinen Temperatur~nderungen, doch sehr unwahrscheinlich ist. 
SANGER (68) konnte dann auch zeigen, dab eine temFeraturunabh/ingige 

4~ 4~ Moleknlarpolarisation resultiert, wenn man - -  durch ersetzt. Bei 
3 5,214 

4zr Dipol-Fltissigkeiten ist natiirlich die Richtigkeit des Faktors - f  noch 

fraglicher, und es ist also aus diesem Grunde schon eine gute LYber- 
einstimmung mit der Theorie bei Fltissigkeiten nicht zu erwarten. 

Eine andere Erscheinung, die tier Anwendungsm6glichkeit der DE- 
BYEschen Formeln enge Grenzen setzt, ist die sogenannte Assoziation. 
Dipole iiben in ihrer n/ichsten Umgebung starke elektrische KrMte aus, 
die dallll allerdings mit gr6Berer Entfernung rasch abnehmen. Sind Di- 
pole nahe beieinander gelagert, so werden sie sictl gegenseitig beein- 
flussen und Aggregate aus zwei oder mehrerell Molektilen bilden. Dabei 
kalllll diese Bindung als start  oder als zeitlich variabel oder als leste 
Molektilverbindullg auftreten, jedellfalls kann and wird sie meistens ein 
falsches Moment vort/iuschell, da bei der Ableitung der Formelll eine 
freie Einstellung des Einzelmolekiils im Felde vorausgesetzt wnrde. Wie 
scholl DEI3YE (7) zeigte, kann diese Alleinanderlagerung in gallz ver- 
schiedener Weise erfolgen, z. B. durch Kettenbildung, wodurch das Mo- 
ment vergr6tiert wird, oder auch durch Anordnungell, bei denen sich 
die Momente zu 0 kompellsieren. Die wirklichen Momente werden also 
erst in Erscheillullg treten, wenn die Dipole welt genug voneinander 
entfernt sind, d. h. welln die Dichte klein ist. In erster Linie kommell 
also auch yon diesem Gesichtspunkte aus Messungen an Gasen und 
D~impfen in Betracht.  Eine leichter zu verwendende Methode ist die tier 
verdtinllten L6sungen von Dipolsubstanzell in dipollosen, die i m n .  Ka- 
pitel besprochen werden soll. 

Es ist verschiedentlich versucht worden, die Assoziation theoretisch 
zu fassen lind mit  anderen physikalisch-chemischen Erscheinungen in 
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Verbindung zu bringen. Da die Assoziation yon vielen Faktoren, wie 
Gr6Be des Momentes, Form des Molekfils usw., abhAngig ist, ist die Aus- 
beute an solchen GesetzmABigkeiten sehr klein geblieben. Ein MaB ffir 
diese ,,elektrische Assoziation" k6nnen wir dutch folgendes Vorgehen er- 
halten: Betrachten wir eine L6sung einer Dipolsubstanz in einer Dipol- 
losen, z. B. Benzol, und wenden darauf die FormeI (6) an, wobei wir 
Benzol als nicht assozfierend betrachten und daher P~ ffir alle Konzen- 
trat ionen konstant ~etzen. Messen wir s~2 und rechnen null nach (6) 
P~ ans, so sollte diese Gr6Be, wenn keine Assoziation auftfitt ,  yon der 
Konzentrat ion/2 unabh~lgig sein. In  den meisten F~llen ist dies nicht 
der Fall, sondern P~ als Funktion yon [2 wird dutch eine Kurve wieder- 
gegeben (siehe Abb. 3 anf S. 324). Nehmen wir weiterhin an, dab diese 
2~lderung yon P2 nnr den Dipolanteil betrifft, yo, der optische Anteil 
konstant  ist (in engen Grenzen kann auch er variieren infolge der gegen- 
seitigen Beeinfiussung), so gibt diese Kurve ein anschauliches Bild von 
der mit  anwachsender Konzentrat ion fortschreitenden Assoziation. Der 
Assoziationsgrad a kann z. B. so definiert werden, indem man berechnet, 
wieviele Molekfile mit  einem Eigenmoment  entsprechend dem isolierten 
Molekiile n6tig w~en,  um diesen scheinbaren Dipolanteil von P~ hervor- 
zubringen. Die RestzahI der Molekfile nennt man ,,assoziiert", a ist nun 
alas VerhMtnis der assoziierten zur gesamten Zahl der Molekfile. (Ro- 
LINSKI [67], VC'OLFKE [111], WOLF [109]; ERRERA [15C] hingegen deft- 
niert den Assoziationsgrad wieder anders.) Ein Bild vom eigentlichen 
Mechanismus der Assoziation vermit tel t  nns dieses a nattirlich nicht, es 
ist lediglich eine Definition, die ffir viele Betrachtungsweisen sicher besser 
durch andere ersetzt werden wird. 

ROLINSKI (67) versucht zu zeigen, dab dieses a wesentlich v o n d e r  
Gr6Be des Momentes abh~ingt; dab dem nicht so ist, geht z. B. aus Mes- 
sungen yon WOLF (109) an Ketonen hervor, die alle dasselbeMoment, 
aber ganz verschiedene a haben. Diese Erscheinung erkt~irt WOLF so, 
dab er das Moment, wie allgemein fiblich, einer best immten Gruppe im 
Molekfil zuschreibt, in diesem Falle der CO-Gruppe; das Fortschreiten 
in der homologen Reihe bedeutet  ein ,,Abschirmen" des Momentes, das 
Molekfil wird ,,dicker", die anderen kornmen nicht so nahe heran, die 
Kraftwirkungen und damit die Assoziation sind geringer. Diese Er- 
scheinung kann man auch an anderen homologen Reihen, z. B. an den 
Alkoholen, beobachten, Auch WILLIAMS (104) weist die Ungiiltigkeit 
der RoLINSKIschen Regel nach. Eine Berechnung yon a versucht 
WOLFKE (111) und findet sie in l~bereinstimmung mit  experilnentellen 
Daten yon ROLINSKI (67). Die Berechnung erfolgt auf Grund einer festen 
Anschauung fiber die Art der Assoziation, z .B .  zwei Momente lagern 
sich immer so zusammen, dab das Moment o resultiert. Infolge dieses 
zu speziellen Schemas kann man der Rechnung keine zu groBe allgemeine 
Bedeutung beimessen. 
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Von einer anderen Seite her versucht ERRERA (15C) das Problem der 
Assoziation etwas zu fOrdem. Er  vergleicht die Formen der Kurven P~ 2 
als Funktion von [~ von L6sungen sowohl in Dipolsubstanzen wie in 
dipollosen mit Dampfdruck- und Z~ihigkeitskurven der gleichen L6sungen 
und deckt gewisse Regelm~iBigkeiten ill ihrem Verlauf auf. Dabei unter- 
scheidet er zwischen Dipolassoziation, yon der besonders P~2 ein Bild 
liefert, und dipolloser Assoziation, z. B. durch Quadrupole usw. analog 
der Erkl~irungsweise der VAN DER WAAzsschen Kr~ifte durch DEBYE. 
Beide Arten treten in Dampfdruck- und Z~ihigkeitskurven zutage. Schon 
DEBYE (7) versuchte, die P~-Kurve mit der Molekulargewichtskurve 
(scheinbares Molekulargewicht einer gel6sten Substanz bei einer gewissen 
Konzentration) in Zusammenhang zu bringen, in der Annahme, dab sich 
die ,,elektrische" Assoziation im Molekulargewicht bemerkbar machen 
werde. DaB auch bei diesem Vorgehen Vorsicht geboten ist, zeigt eine 
Notiz yon WILLIAMS (104), wonach es F~ille gibt, in denen P,  konstant 
bleibt, das Molekulargewicht dagegen sich mit der Konzentration ~indert ; 
aus den elektrischen Daten wtirde man also auf keine Assoziation 
schliel3en, aus der Molekulargewichtsbestimmung dagegen wohl. Noch 
eine etwas andere Art der Assoziationsbetrachtung gibt SII)GWlCK (73), 
tier die Assoziation einer chemischen Verbindung dutch ,,Elektronen- 
paarung" gleichsetzt. Ein eindeutiger Entscheid in irgendeiner Richtung 
ist heute noch nicht m6glich. 

Won GANS (22) stammt ein Versuch, die DEBYEsche Theorie fiir reine 
Fliissigkeiten anwendbar zu machen, indem die Konstante des inneren 
Feldes noch als Funktion des Dipolmomentes und der Molekfilgestalt 
aufgefaBt wird. SI~TI~ (76) hat diese Formeln noch etwas vereinfacht 
und sie dann zur Bestimmung einer ganzen Reihe von Dipolmomenten 
aus DK-Messungen an reinen Fliissigkeiten verwandt, um gewisse Ge- 
setzm~iBigkeiten zwischen Dipolmoment und Molekt~lstruktur festzu- 
stellen. Aber anch diese Formeln liefern (vgl. dartiber besonders SANDER 
(68), DEBYE [7]) keine einwandfreien Resultate, da die Assoziation nicht 
gentigend ber~cksichtigt wird. Wenn auch die so gefundenen Dipolwerte 
noch an mancher Stelle der Li teratur  verwendet werden und auch sicher 
zur Aufdeckung einiger Gesetzm~iBigkeiten geffihrt haben, so scheint 
doch immer mehr das Bestreben zuzunehmen, nur  noch Messungen an 
Gasen und verdiinnten L6sungen, wie sie welter unten beschrieben wer- 
den, wo also die Assoziation mit gr6Bter Wahrscheinlichkeit vemach- 
llissigt werden darf, zu verwenden. Aus diesem Grunde sind auch in 
diesem Referate die nach tier GANsschen Methode gefundenen Werte 
nicht bert~cksichtigt worden. Es m6ge noch bemerkt werden, dab man 
ftir Gase nach dieser lViethode wieder die gleichen Werte erh~ilt wie nach 
der DEBYXschen. 

Weitere lViodifikationen der Theorie stammen yon BUGOSLAWSI<I (3), 
der unharmonische Bindung der Elektronen in Betracht zieht, und yon 
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LU~DBLAD (48), der auch versucht, die Konstante des inneren Feldes 
neu zu berechnen, so, dab die Assoziation einigermaBen mitber~cksich- 
tigt wird. Ftir die Dipolbestimmungen sind beide Untersuchungen nicht 
von Bedeutung geworden. 

Gerade das Gebiet der Assoziation ist noch so unklar und wenig ge- 
ordnet, dab es in diesem Rahmen unm6glich erscheint, weiter darauf 
einzugehen. Das Herausgreifen dieser wenigen neueren Ergebnisse soll 
lediglich zeigen, wie einerseits die Dipolbestimmung durch die Assozia- 
tion erschwert wird und wie andererseits diese Erscheinungen mit Auf- 
schltisse geben k6nnen fiber Molekularstruktur und physikalisch-che- 
mische Wirkungen. 

§ 3. Einige weitere Folgerungen aus der Dipoltheorie. Zum SchluI3 
dieser theoretischen Betrachtungen soll noch auf einige mit der Theorie 
in engstem Zusammenhange stehende Erscheinungen eingegangen werden. 

Bei Ableitung der Grundformel (4) haben wit den Dipolanteil der 

Polarisation gleich 4~3 n. 3 ~  ~ gesetzt, d. h. proportional der Feld- 

stArke. Das bedeutet, dab die Verdrehung tier Dipole im Felde diesem 
proportional ist. Dies wird aber nur ffir kleine Felder (12F~kT) 
zutreffen, ffir gro~e Felder werdeI1 die Dipole schon stark gerichtet sein 
und bei weiterer Vergr613emng des Feldes keinen neuen Beitrag zur Pola- 
risation mehr liefem k6nnen; es tritt eine S~ttigungserscheinung ein wie 
im Falle der ferromagnetischen Substanzen in einem Magnetfelde, nur 
sind die ffir die elektrische S~ittigung benOtigten Felder bedeutend grOBer, 
einige Millionen Volt pro Zentimeter, so dab yon dieser Feldabh~ngigkeit 
der DK unter gew6hnlichen Umstgnden nichts zn merken ist. An reinen 
Fltissigkeiten wurde der Effekt nachfiewiesen yon HERWEG (81), I~AUTSCH 
(87) und MALSCH (50). Aus den Abweichungen yon der Konstanz der 
DK kann man auf die Gr6Be des Dipolmomentes schlieBen; bei nicht 
oder sehr schwach assoziierenden Flfissigkeiten, wie ~ther, stimmt das 
so bestimmte Moment gut mit den nach anderen Methoden gefundenen 
tiberein. 

Ebenfalls eine Berechnung des Dipolmomentes wird m6glich aus Mes- 
sungen der Elektrostriktion, d. h. der Dichte~inderung z. ]3. eines Gases 
unter dem Einflusse eines elektrischen Feldes. Solche recht schwierige 
Messungen sind yon FRIVOLD (21) und I~LIEF6TH (89) ausgefiihrt worden. 
Die gefundenen Dipolmomente sind ill ~bereinstimmung mit den direkt 
bestimmten. 

In engem Zusammenhange mit der Dipoltheorie, aber gleichzeitig 
noch yon der optischen Anisotropie der Molekfile abh~ngig ist der KxRI~- 
Effekt (vgl. z. B. DEBYE [7]). Unter Verwendung yon Beobachtungen 
fiber die Depolarisation des Tyndall-Lichtes kann auf das Dipolmoment 
geschlossen werden, vorausgesetzt, dab die Lage des Momentes im Mole- 
kfile bezfiglich des elektrischen Deformationsellipsoides bekannt ist. Ist 



32o H. SAcK: 

das Moment aus anderen Messungen bekannt, so kann andererseits wieder 
auf Anordnungen im Molektil geschlossen werden. STUART (84, 8~) weist 
bereits anf diese M6glichkeiten bin. RAMAN uncl KRISHNAX (65) haben 
ftir einige Substanzen die Rechnung durchgef/ihrt, die dann experimen- 
tell yon SIRCAR (74) geprt~ft wurden. Noch ist das Material zu klein, 
um iiber die Tragweite dieser Methode etwas aussagen zu kSnnen. 
LAUTSCH (43) hat den Depolarisationsgrad einer Reihe yon Fltissigkeiten 
gemessen und versucht, ihn mit  dem Dipolmoment und der Struktur in 
Zusammenhang zu bringen. Dieser kurze Hinweis m6ge genfigen und 
anregen, auck solche Messungen in den Gesichtskreis bei Konstitutions- 
betrachtungen zu ziehen. 

Eine weitere theoretische M6glichkeit zur Berechnung yon Dipol- 
momenten gibt der Starkeffekt an ultraroten Banden (siehe DEBYE [8]). 
Doch liegen dariiber noctl keine Messungen vor. 

I I .  E x p e r i m e n t e l l e  M e t h o d e n  d e r  D i p o l b e s t i m m u n g .  

§ 4. Allgemeines fiber Messungen der DK. Da sich die grSi3te Zahl 
der Dipolbestimmungen aus DK-Messungen herleitet, sei eine kurze Be- 
schreibung der haupts/ichlich zur Verwendung gelangten Methoden ge- 
geben. Sie beansprucht keine Vollst~indigkeit und kein Eingehen auf 
Details. Ffir weitere Literatur sei auf den zusammenfassenden Ar- 
tikel yon BLOH (2) verwiesen. 

Es sind haupts/ichlich drei Methoden, die fiir neuere DK-Messungen 
herangezogen wurden: die Briicken-, i,3berlagerungs- und Resonanz- 
methode. Gemeinsam ist ihnen als Grundprinzip das Messen yon Kapa- 
zit/iten mittels hochfrequentem Wechselstrom, erzeugt durch Elektronen- 
r6hren. Je hochfrequenter der Strom, desto weniger machen sich kleine 
Leitf/ihigkeiten st6rend bemerkbar. Doch ist es nicht ratsam, zu all zu 
kurzen Wellen iiberzugehen (etwa unter 2 m): erstens ist vorl/iufig die 
MeBgenanigkeit noch nicllt so groB, zweitens ist die Gefahr vorhanden, 
in ein Gebiet anomaler Dispersion (§ I) hineinzukommen. Die gew6hn- 
lich verwendete Wellenl~inge ist IOO bis 600 m. Eine der Schwierigkeiten, 
die allen Methoden eigen ist, ist die Herstellung zuverl/issiger WeB- und 
Substanzkondensatoren. MeBkondensatoren werden heute yon der Tech- 
nik mit geniigender Genauigkeit hergestellt; die Kondensatoren, die zur 
Aufnahme der Substanz dienen, sind yon Fall zu Fall verschieden, je 
nach Substanz, Substanzmenge, die zur Verfiigung steht, Genauigkeit 
und MeBmetkode. Bei absoluten Bestimmungen der DK muB entweder 
die Eigenkapazit/it ~ des Kondensators bekannt sein (meistens verwendet 
bei Gasmessungen), oder man muB einen Kondensator verwenden, der 
bei konstanter Kapazit~it der Zufiihrung und Streukapazit~it eine variable 

Die Kapazit~it braucht nichfi in Zentimetern bekannt zu sein; es ge- 
niigt immer, sie in Einheiten des l~IeSkondensators anzugeben. 
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Eigenkapazit~it hat. (Methode von NERNST.) Sind namlich c~ und c2 die 
Eigenkapazitaten im Vakuum bzw. Luft bei zwei verschiedenen Ein- 
stellungen des Kondensators, co die Kapazit~it der Zuftihrungen, so 
mil3t man 

a = co + c, b = co + c~ fiir den leeren Kondensator, 
a" = co + ec~ b' = Co + e c~ ftir den geftttlten Kondensator, 

a ' -  b' 
woraus : e = a - b "Wesentlich ist, dab die Anderung der Eigenkapazit~tt, 

also c2 --c~, immer die gleiche ist ; ist dies erfiillt, so spielt dann die Fiill- 
h6he keine Rolle rnehr. 

Relat ive Messungen kommen haupts~tclalich bei LSsungen in Be- 
tracht. Bei Betrachtung der ftir die Bestimmung von Dipolen aus sol- 
chen L6sungen mal3g~benden Formel (6) kann man leicht tiberlegen, dab 
besonders die Differenz zwischen der DK des reinen L6sungsmittels und 
der LSsung genau gemessen werden mul3, der Absolutwert spielt keine 
so groBe Rolle. Man wird also die DK des LSsungsmittels aus anderen 
Messungen als bekannt annehmen und die der L6sung nun darauf be- 
ziehen. Man kann leicht iiberlegen, dab aus einer Ungenauigkeit in der 
Kenntnis der DK des LSsungsmittels yon I°/o bei idealer Messung der 
Differenz zur DK der LSsung eine Unsicherheit von etwa I/4° ' o fiir das 
Dipolmoment resultiert, eine Genauigkeit, die infolge anderer Fehler- 
quellen nicht leicht zu erreichen sein wird. Als Kondensatoren ver- 
wendet man mit Vorzug feste, deren Empfindlichkeit auf Ftillh6he nicht 
zu groB ist. Ist die Eigenkapazit~t c~, die Kapazit~t der Zuffihrung co, 
so wird am Mel3kondensator abgelesen: 

a = co + c~ ftir den leeren Kondensator, 
b = c o  + e c ~  ftir den Kondensator mit LSsungsmittel (DK ~ e ) ,  

c = Co + e~c~ ftir den Kondensator mit der zu messenden L6sung, 

woraus: A s =  (e~--e) = (e - - I )  c - b b - a" Soll As  auf 2°/oo gemessen werden, 

so mtissen sowohl ( c - -b )  wie ( b - - a )  auf I°/oo gemessen werden; nun ist 
aber im allgemeinen (c--b) (Anderung der KapazitXt yon L6sungsmittel 
zu L6sung) klein gegen ( b - - a )  (:A_nderung der Kapazit~t yon L6sungs- 
mittel zu Luft). Da die besten Mel3kondensatoren nicht viel genauer als 
o,5% o ihrer Maximalkapazit~tt sind, ist es oft besser, ftir den Schritt: 
L6sungsmittel--L6sung einen kleinen MeBkondensator, ftir Luf t - -L6-  
sungsmittel einen zweiten, groBen, geeicht in Einheiten des kleinen, zu 
verwenden. Oft ist es auch ratsam, besonders bei grof3en i s ,  zwei oder 
mehr Eichsubstanzen zu verwenden. Da Benzol am h~iufigsten als L6- 
sungsmittel und dabei gleichzeitig als Eichfltissigkeit Verwendung finder, 
sei noch auf eine neue Pr~zi~ionsmessung der DK yon Benzol durch 
HARTSHORN und OLIVER (27) hingewiesen, wo auch der Reinheitsgrad 
der verwendeten Substanz und sein EinfluB anf die DK berticksich- 
tigt ist. 

Ergebnlsse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 21  
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Fiir beide Methoden ist Bedingung: Guter Thermostat, unver~inder- 
liche (auch in chemischer Hinsicht) Kondensatoren mit einwandfreier 
Isolation. Bei Flfissigkeiten ist darauf zu achten, dab sich keine Luft- 
bl~tschen im Kondensator bilden. Ferner ist auf groBe Reinheit der Sub- 
stanz zu achten; gerade bei kleinen Dipolmomenten, wie z. B. Trinitro- 
benzol, k6nnen ganz geringe Verunreinigungen ein ganz falsches Moment 
vort~iuschen (HoJENDAHL [32], EBERT [••]). Da es sich meist um ges- 
sungen bei Hochfrequenz handelt, ist es ratsam, die Kondensatoren 
elektrisch abzuschirmen, um definierte Kapazitttten zu erhalten. 

Die Briickenmethode ist schon vor 19oo von NER.XST ZU Messungen 
yon DK verwandt worden. Das Prinzip ist das der WHEATSTONEschen 
Briicke, wobei zwei Widerst~inde durch Kapazitttten ersetzt sind, neuer- 
dings auch alle vier (siehe Abb. 2). C, und C~ sind lest, C 3 ist die zu 
messende Kapazit~it, C 4 der Meflkondensator. Hat C 3 Leitfiihigkeit, also 
einen Widerstand W, so mug, wenn das Brtickeninstrument den Strom o 
zeigt, sein : 

C~ C3. W2 IV. 
C~ C 4 

Eine andere Anordnung ist die: C~, C~, C 3, W lest, C 4 bestehend aus 
dem Fliissigkeitskondensator plus dem MeBkondensator und allenfalls 

noch parallel dazu ein variabler Widerstand; 
t'I.,/TN, fe Anderungen der Kapazit~tt des Fltissigkeits- 

~ ~ ~  kondensators werden mittels des MeBkonden- ~;' ~ j ~ y  
sators kompensiert. Oft wird noch eine WAGNER- 
sche Hilfsbrticke hinzugeschaltet. Die Vorteile 
der Brfickenmethode sind: Unabhttngigkeit yon 
Frequenz- und Intensit~tts~tnderungen der Strom- 
quelle; MeBmOglichkeit des Widerstandes. Eine 

Abb. 2. Schema tier eingehende Diskussion dieser MeBanordnung 
Brfiekenschaltung. findet man bei SKANCKE und SCHREINER (75). 

Die b~berlagerungsmethode ist neueren Datums 
(1919 PuNGs und PREUNER [64], 1920 HERWEa [81] U. a.). Zwei Schwin- 
gungskreise wirken auf einen aperiodischen Kreis mit Detektor und 
Niederfrequenzverst~irker, die Schwebungen zwischen den beiden nahezu 
gleichfrequenten Schwingungen werden in einem Telephon bzw. Laut- 
sprecher h6rbar und vergleichbar mit einer konstanten Tonquelle (Stimm- 
gabel, R6hrengenerator h6rbarer Frequenz). Der eine Schwingungskreis 
bleibt konstant. Im zweiten liegen Flfissigkeits- und MeBkondensator, 
parallel oder in Serie geschaltet : -4nderungen der Kapazitttt des Fliissig- 
keitskondensators werden durch den MeBkondensator kompensiert, bis 
wieder der gleiche Schwebungston h6rbar wird. Bedingung ist gr6Bte 
Konstanz der Frequenz d.er beiden Schwingungskreise. (Eine Schaltung, 
die besonders konstante Frequenz geben soll, siehe bei MASKE [.53].) Die 
Vorteile sind: groBe Empfindlichkeit bei relativ einfachem Aufbau. 
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Die Resonanzmethode wurde yon WALDEN und seinen Mitarbeitern 
(91) auf diesem Gebiete eingefiihrt. Ein m6glichst konstanter Schwin- 
gungskreis ist lose mit  einem Resonanzkreise, in dem sich Meg- und 
Flfissigkeitskondensator befinden, gekoppelt. Die Kapazittit wird so ein- 
gestellt, dab Resonanz eintritt, die in einem dritten, aperiodischen De- 
tektorkreis wahrgenommen wird. _&nderungen der DK werden wieder 
mittels des Mel3kondensators kompensiert,  bis wieder Resonanz eintritt. 

§ 5. Tempera turkoeff iz ient  der D K  yon Gasen. Wie bereits 
erw~thnt, ist die Theorie vor allem auf Gase anwendbar. Es ist 

~ - i  3// B 
P = .4 + woraus sich berechnet , + 2  d T '  

# = o,oz271'~}. 
Die Experimente k6nnen auf zwei Arten ausgefiihrt werden: x. der 
Druck ist konstant, die Dichte variiert mit  der Temperatur  (ZAHx, 
SIRCAR U. a.), 2. die Dichte ist konstant  (S-txGZR) (eine feste Menge Sub- 
stanz eingeschlossen in dew. Kondensator) und der Druck ttndert sich 
mit der Temperatur.  Die zweite Methode verdient wohl den Vorzug; 
denn man braucht blo13 die Dampfdichte bei einer Temperatur  und einem 
Druck zu kennen. Es Jst leicht, gleichzeitig mit  der DK-Messung eine 
Druekmessung zu verbinden; auf diese Art  erhttlt man zur Kontrolle 
eine Zustandsgleichung. FiJr die erste Methode hingegen muB die Zu- 
standsgleichung als bekannt vorausgesetzt werden, und es ist leicht m6g- 
lich, dab sich durch ungenaue Kenntnis dieser Zustandsgleichung (z. B. 
Verwendung der vAx der WaaLsschen Gleichung ohne zustttzliche Kor- 
rektur) Fehler in der Dipolbestimmung ergeben. In beiden F~illen k6n- 
nen abet falsche Resultate hervorgerufen werden dutch: falsche t3e- 
s t immung der Eigenkapazit~it des Kondensators, Kondensation des 
Gases auf den Kondensatorplat ten oder an ungleich erw~irmten Stellen, 
Adsorption, schlechte Isolation, Feuchtigkeitsgehalt des Gases. Obwohl 
die Messungen nicht einfach sind, ist doch die Genauigkeit eine relativ 
sehr groBe. STC'ART (83, 84) Z. B. gibt als Fehler 4-o,o2 Io -~8 an, ein 
Wert, der wohl zehnmal kleiner ist als der bei Dipolbestimmungen nach 
anderen Methoden. Diese Methode ist daher besonders zur Best immnng 

yon sehr kleinen Momenten geeignet. Die gefundenen ',~ Kurven 

i 
als Funktion yon ~ sind in allen untersuchten FMlen linear, nur MASKE 

(82,) fand fitr Benzophenon eine gekrtimmte Kurv~, was wohl auf Asso- 
ziation zurtickzufiihren ist. Solche Messungen an Gasen sind schon recht 
zahlreich ausgeffihrt worden; die yon den verschiedenen Autoren ange- 
gebenen Werte fiir die Dipolmomente st immen nicht immer sehr gut 
tiberein, so findet z. B. S-4NGER (69) ftir CH3Cl 1,97 IO -~a, StRCAR (7g) 
dagegen 1,69L Ftir CO~ schwanken die Werte zwischen o und 

Nach neuesten, sehr sorgftiltigen 5,Iessungen finder SANGER (69a) fiir 
CItBC1 1,86; der \Vert yon SIRCAR scheint also zu klein zu sein. 

21" 
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0,3- IO-'S; doch ist derWert  o heute als der wahrscheinlichste anzusehen 
(STUART [83]). 

§ 6. DK yon L6sungen. Nicht alle Substanzen lassen sich ohne wei- 
teres in gasf6rmigem Zustande untersuchen. Bestimmungen yon Dipol- 
momenten aus DK-Messungen an L6sungen einer Dipolsubstanz in einer 
dipollosen sind aus diesem Grunde und der gr6Oeren experimentellen 
Einfachheit wegen in viel grOl]erem Umfange ausgeffihrt worden, ob- 
wohl die Orundlagen zu manchem Bedenken AnlaB geben. Diese Me- 
rhode wurde yon DEBYE (7) vorgeschlagen und erstmals von LANGE (42) 

experimentetl ausgefiihrt. ~Vir wollen nun 
Ae~glqlkohol too~ 

vo! / ~:- 
I 60~ 

m 

P~ 306 .~ 
fe,.,~) 

t zso I I j W~a~enza 
200 

b 

Abb. 3- Molekularpolari- 
sation als Funktion der 

Konzentration (aus 
P. DEBw 181). 

zuerst das allgemein tibliche Vorgehen be- 
schreiben, um dann die einzelnen Schritte zu 
diskutieren. 

Man miBt bei einer bestimmten Tempe- 
ratur T die Dichte d,~ und die DK c,~ einer 
L6sung yon c, Molen dipollosem L6sungs- 
mittel (z. t3. 13enzol) und co_ Molen der Sub- 
stanz, dessen Moment bestimmt werden soll. 
Nun berechnet man fiir mehrere Konzentra- 
tionen c2 die Molekularpolarisation 

*~2 + 2 " (cz + c 2 ) .  d ~  " 

Nach Formel (6) ist sie gleich 
C2 c~ p ,  + - - - - P ~ .  

Cz + C~ Cz + C2 

P, ,  d. h. die Molekularpolarisation des L6- 
sungsmittels, wird als bekannt und konstant 
angesehen, 7nan nimmt also an, dab es keine 
Assoziation zeigt. Diese Annahme erlaubt 
uns, P~ zu berechnen und als Funktion yon 

c~ aufzutragen (Abb. 3). Ftir einige 
2 = Cx + C2 

wenige Substanzen (z. B. CS~ [99]) ~ ergibt sich 
eine gerade LiMe; in den allermeisten Fallen abet ist die Kurve gekriimmt, 
was, wie im §2 dargelegt wurde, der Wirkung der Assoziation zuzuschreiben 
ist. Um diesen EinfluB zu umgehen, extrapoliert man P2 auf den Wert po 
ftir [~ = o, indem man annimmt, dab in der Grenze fiir/~ = 0 dieAssoziation 
verschwindet, da dann die Dipole ja sehr weir voneinander entfemt sind. 
Dieses po wird also als der wahre Wert fiir die Molekularpolarisation ange- 

Als Beispiel wurde auch oft ~thyl/ither angefiihrt (ESTERMANN [16], 
"WILLIAMS [99]), nach ~RoLINSlCI (67) ist aber auch hier P~ (/2) leicht gekriimmt, 
was auf eine, wenn auch nur geringe Assoziation hinweist. ~Ian muB also 
auch hier auf /2 = o extrapolieren, was die Diskrepanz zwischen den Re- 
sultaten yon ESTERMANX und STUART (84)  erklAren dtirfte. 
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sehen und nun nach Formel ( 5 ) =  4"-~N{'7o d- ''~ )= P '  * P" j , 3k I .~ --  2 gesetzt. Wie 

im § I bereits bemerkt wurde, stellt P'~ den ,,optischen" Anteil der PoIa- 
risation dar;  man sollte ihn also, seiner Bedeutung nach, z. t3. aus dem 
13rechungsindex, extrapoliert auf die Frequenz o, nach der LORENTZ- 
LoRENzschen FormeI berechnen k6nnen. Ist  P'2 auf diese oder eine ~thn- 
liche Art best immt worden, so kennt man nun auch P"  und damit  ~. 

Die erste Annahme, die diesem Vorgehen zugrunde liegt, betrifft das 
L6snngsmittel. Es soll dipolfrei sein, um eine Assoziation zwischen ge- 
16stem Stoffe und L6sungsmittel m6glichst zu vermeiden und darf selber 
keine Assoziation zeigen. Die erste Annahme ist enthalten in dem An- 
satze, daB die gesamte Polarisation sich additiv aus der der beiden Kom- 
ponenten zusammensetzt,  die zweite ~iul3ert sich darin, dab die Polari- 
sation des L6sungsmittels seiner Konzentration in der L6sung propor- 
tional gesetzt wird. Im  allgemeinen wird man annehmen diirfen, dab 
die einfachsten, symmetrisch gebauten Molektile, wie CH4, C6II6 Ilsw., 
dipollos sein werden. Die einzig einwandfreie Methode aber, dies fest- 
zustellen, ist die mittels des Temperaturkoeffizienten yon Gasen oder yon 
geeigneten L6sungen (siehe weiter unten). Von den gebr~iuchlichsten 
L6sungsmitteln (CsH6, C6/~i4, CS2, CCl4) sind so nur  CCI 4 (SANGER 
[69]) und CS2 (ZAl-INund MILES [llg]) gemessen worden, wobei COl 4 das 
Moment o, CS= dagegen o,326 IO-I8 zeigten. Trotz dieses (allerdings frag- 
lichen) Momentes fiir das letztgenannte L6sungsmittei scheint es sich doch 
fiir Messungen zu eignen, wenigstens haben sich bis heute noch keine 
nennenswerten Abweichungen ergeben. Ftir eine Reihe SubstanzeI1 wurde 
auch die Methode dieses Paragraphen angewandt. Es wurden folgende 
L6sungen gemessen und innerhalb der experimentellen Fehlergrenze (etwa 
0,4" IO-  ~8) das Moment o gefunden : C6H6 in CS~, C Cl 4 und C6 H,  4 ; C6 H~ 4 
in CS~ und CsH6; CC14 in C6H~; CS~ in C6H6 und C~H~4 (WILLIAMS [99], 
ROLINSt<I [67]), C6H~ in C6H6 (SXNGEWALD [71a]). Auch ergaben sich 
alle P~ ~-Kurven als geradlinig, was auf Assoziationsfreiheit schlieBen 1N3t. 

Eine weitere Annahme, deren Berechtigung nicht ohne weiteres sicher 

ist, ist die des Faktors 4"~ ftir die Konstante des inneren Feldes. Es 
3 

handelt sich immer um Fltissigkeiten, und da ist, wie bereits erw~thnt, 
die Frage nach der genauen Gr6Be dieser Konstanten noch often. Da 
SXNGER (68) (siehe auch § 2) gezeigt hat, dab z. B. ftir 13enzol die Mole- 
kularpolarisation nur dann v o n d e r  Temperatur  unabh~ngig wird (und 
das wtirde die exakte Anwendung der entwickelten Theorie ftir dipol- 
lose Substanzen verlangen), wenn fiir die Konstante des inneren Feldes 

5, 2I~4 '~" start  4~_.~ gesetzt wird. Man k6nnte sich daher fragen, ob es nicht 

verntinftiger ware, diesen Fak tor  auch den 13erechnungen der L6sungen 
in Benzol zugrunde zu legen. Eine kleine Rechnung zeigt, daB man dann 
in der Tat  etwas andere Momente aus den experimentellen Daten ftir 
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D K  und Dichte errechnen wtirde, und zwar wSren die \Verte ftir diesen 
Fall etwa 3 bis 4°/° h6her. Ftir jedes andere LOsungsmittel ware ein 
anderer Fak tor  gtiltig, die Momente der Dipotmolektile mtil3ten dann, 
allerdings in engen Grenzen, mit  dem L6sungsmittel, in dem sie gemessen 
wurden, variieren. Die Erfahrung zeigt nun, dab eine solche Abh~ingigkeit 
nicht oder nur in sehr geringem Mal3e besteht. Die Tabelle I m6ge das 

illustrieren. Sie ent- 
T a b e l l e  i. 

Gel6ste L6sungsmittel Dipolmoment 
Substanz x IO ~8 

Benzol . . . .  

Ni t robenzol . .  

Chlorbenzol. . 

N a p h t h a l i n . .  

AthylSther . . 

Hydrochinon- 
di~ithyl~ither 

ccz~ 
C So_ 
C6 HI4 
C6 H6 
C So_ 
C6 Hs: 4 
C6H6 
C $2 
C6 HI4 
CS~ 
C6 H~ 4 
C6 H6 
CCl 4 

R.  

C6 H6 
CC14 
C S~ 
C6 H~2 

h~ilt die Werte yon 
Dipolen, gemessen in 
L6sungen mit ver- 

o,06 schiedenen L6sungs- 
o, io mitteln, und zwar 
0,08 unter a)vonWILLIAMS 
3,9o 
3,89 (99) und tinter b) yon 
3 , 8 9  WEISSBERGER und 
1'52 S:~NGE\VALD (97). Die 
1,52 
1 , 5 5  Abweichungen liegen 
o,69 durchwegs innerhaib 
0,72 
1,22 der MeBfehler; es 
1,24 miissen also schon 

bedeutend genauere 
Messungen ausge- 

1,76 fiihrt werden, bis eine 
1,72 m6gliche Abhttngig- 1,74 
1,74 keit yore L6sungs- 

mitteI sichtbar wird. 
Ahnlich sind die Re- 

b. 

sultate v o n  GMYTH, MORGAN und BoYcE (79), EBERT (11), LANGE (42)~. 
Ausgesch]ossen ist es nicht, dab besondere Stoffe, die zu Molekiilverbin- 
dungen neigen, eher eine solche Abh~ingigkeit zeigen werden. Ein wei- 
terer Hinweis darauf, dab die Methode vemiinftige VVerte Iiefert, gibt 
derVergleich der so gefundenenWerte mit denen nach anderen Methoden 
best immten.  Auch hier ist die Ubereinstimmung eine relativ sehr gute;  
eine entsprechende Tabelle wird am Schlusse des n5chsten Paragraphen 
gegeben werden. 

Da Benzol eine besonders ausgezeichnete Rolle als L6sungsmittel 
spielt, seien noch einige Worte dartiber gesagt. Wie schon verschiedent- 
lich erw~ihnt, hat  die Temperaturabh~tngigkeit der Molekularpolarisation 
des fliissigen Benzols haupts~ichlich zu den Bedenken gegen die Ver- 

wendung des Faktors  4~ Anlag gegeben. Die zugrunde liegenden Mes- 
3 

sungen waren die yon TANGL (86) und GRAFFUNDER (25). ]~STERMANN 

"WOLF (109b) scheint bei einigen Ketonen eine geringe-\nderung mit 
dem L6sungsmittel (bes. CCI,) zu finden. 



Dipolmoment und Molekularstruktur. 3 o 7 

(16), der die Methode der LOsungen einer kritischen Priifung unterzog, 
schlieBt aus eigenen Messungen auf eine Konstanz der Po!arisation. Zu 
dem gleichen Schlusse kommt  PARTS (60). Dagegen linden HARTSHORN 
und OLIVER (27) in einer, wie es scheint, sehr eingehenden und sorg- 
fttltigen Arbeit wieder den gleichell Temperaturkoeffizient der D K  wie 
TANGL und GRAFFUNDER, was wieder zu einer temperaturabhS.ngigen 
Polarisation Iiihren wiirde. Die Differenzen sind noch nicht aufgeklgtrt, 
eine prinzipielle Bedeutung for unsere Methode kann dieser Frage aber 
nicht zugesprochen werden. Es m6ge noch erw~ihnt werden, dab SMYTH 
nnd STooPs (81), LAUTSCH (43) U. a. ftir einige dipollose 3Iolekiile (z. B. 

t-!eptan, Diphenyl) im reinen fliissigen Zustande mit dem Faktor  4,~ eine 
temperaturunabh~tngige Molekularpolarisation finden. 3 

Die n~ichste, viel ernstere Schwierigkeit tr i t t  auf bei der Extrapola-  
tion der Polarisation auf die Konzentrat ion o. Wahrend ein groBer Teil 
der Substanzen fiir kleine Werte yon/= konstante W'erte yon _P~ liefert, 
gibt es eine Reihe anderer, deren Polarisation sich noch bei ~tuBerst 
kleillen Konzentrationen mit  dieser ~tlldert. Fiir die erste Gruppe laBt 
sich daher der Grenzwert leicht genau angeben, bei der zweiten ist dies 
nur mit  sehr groBer Unsicherheit mOglich. Erschwerend f~tllt noch ins 
Gewicht, dab die Punkte der P,=-Kurve Itir kleine Konzentrationen am 
ungellauestell zn messen sind nnd dadurch das Legen der Kurve und 
ihrer Verl~ingerung bis /~ = o nock unsicherer wird. Einen besollders 

T a b e l l e  2. 
! 

Molare ] Molare -P2 
Konzentration P2 ] Konzentration 

o.0o76 
o,oo53 
0,003 
O,0015 
O,OOO8 
O,OOO2 

]3enzo~s&ure 

I 
8 6 I o,oo 5 i i o 
98 ] o,oo36 13o 

I 15 0,0o26 160 
193 0,002 150 
250 ] o,Ooo8 2o0 
62o I 

in C S = .  Benzo6s/iure in C6H~ 4. 
Benzo6s~ure in Benzol P~ ([2 = o) = 43. 

krassen Fall gibt die Tabelle 2 wieder. Sip ist aus Messungen von WIL- 
LIAMS und O~G (99d) zusammengestellt .  Allerdillgs messen die Beob- 
achter selber diesen Werten der experimentetlei1 Ungenauigkeit wegen 
keine Bedeutung bei und verwenden sie auch nicht zu Dipolbestimmungen; 
immerhin scheinen mir die Werte  zu regelm~iBig und auBerhalb des MeB- 
fehlers, wie er yon den Autoren angegeben wird, zu liegen. Ob dieser 
starke Gang dutch fehlerhafte Konzelltrationsbestimmullg hervorgerufen 
wird, ist fraglich. Die gew6hlllich gefundellen Abweichungen sind aller- 
dings bedeutend kleiner. Es ist klar, dab hier der Grtmd fiir viele Dis- 
krepanzen zwischell dell Dipolwerten der verschiedenen Autoren liegen 
kann. Die Genauigkeit kann hier nllr dadurch welter getrieben werden, 
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dab man die DK und Dichten der L6sungen genauer bestimmt und so 
die M6glichkeit gewinnt, noch kleinere Konzentrationen mit ausreichen- 
der Genauigkeit zu messen. Auch in Anbetracht der geringen L6slichkeit 
mancher sehr interessanter Stoffe ist eine solche Verfeinerung der Mes- 
sungen, wie sie z. B. von BRETSCHER (,5) angestrebt wird, sehr erwtinscht. 
Vorl~iufig ist das Verhalten in der N~he/~ = o noch nicht svstematisch 
untersucht. HEDESTRAND (28) versucht die Extrapolation dadurch si- 
cherer zu gestalten, dab er DK und Dichte der L6sung direkt nach der 
Konzentration in einer Reihe entwickelt, die Koeffizienten des ersten, 
allenfalls noch des zweiten Gliedes berechnet, und nun in der Formel 
ftir die Molekularpolarisation einsetzt und zur Grenze verschwindender 
Konzentration fibergeht. Es ist klar, dab die auf diese Art bestimmten 
Momente nicht wesentlich yon den durch graphische Interpolation be- 
stimmten abweichen k6nnen; es ist leicht einzusehen, dab dieses Vor- 
gehen ~tquivalent ist einer entsprechenden Entwicklung der Molekular- 
polarisation selber nach steigender Konzentration unter Vernachl~tssi- 
gung der h6heren Glieder. Die Genauigkeit bleibt in beiden F~llen die- 
selbe und abh~tngig yon der Genauigkeit, mit der die Werte ftir die kleinen 
Konzentrationen angegeben werden k6nnen. Uber die prinzipielle 
Schwierigkeit ffihrt dieses Vorgehen nicht hinweg ~. 

Ist P2 fiir/~ = o gefunden, so mug man, um den Dipolanteil zu er- 
halten, hiervon den ,,optischen Anteil" subtrahieren. Die Bestimmung 
dieses Betrages bringt eine letzte Unsicherheit in die Rechnung. Dieser 
Anteil ist bedingt durch die Verschiebungen, die die Ladungen unter 
Einwirkung des Feldes erfahren. EBERT (10) wies wohl als erster darauf 
hin, dat3 sich dieses P'2 aus zwei Teilen zusammensetzt : P'2 = P~" + P~" 
Pe entspricht der elastischen Bindung der Elektronen, P,, der tier Atome, 
Radikale usw. im Molektilverbande ~. Pe wird mit ausreichender N~ihe- 
rung gefunden, wenn man die Molekularrefraktion ftir das sichtbare 
Spektrum mittels eines HELMHOLTZ-KETTLERschen Ansatzes mit ein oder 
zwei Eigenfrequenzen auf die Frequenz 0 extrapoliert. Sowohl die Dipol- 
einstellungen, wie auch die Verschiebungen der Atome und Radikale im 
Molekiile verm6gen den Schwingungen des sichtbaren Lichtes nicht mehr 
zu folgen, woraus die Berechtigung zu dieser Berechnungsart folgt. Die 
Bestimmung yon P ,  ist schon schwieriger. (Die Existenz yon P~ be- 
deutet das Vorhandensein ultraroter Eigenschwingungen und die daraus 
folgende Unm6glichkeit einer Extrapolation der Molekularrefraktion aus 

Eine eingehende Diskussion einer graphischen Extrapolation und eine 
Fehlerabsch~itzung finder sich bei WEISSBERGER und SXXGEWALD (97). 

2 EUCKEN und ~/~EYER (19) ffihren noch auBerdem den Begriff einer Po- 
larisation durch Drehung (Drehungspolarisation) ein, entsprechend der M6g- 
lichkeit, dab in einem Molekfile mehrere Einzeldipole vorhanden sein k6nnen, 
die dann durch das Feld gedreht werden. Mir scheint, dab diese Polarisation 
nicht zu trennen ist yon der durch Verschiebung der Atome oder Radikale. 
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dem sichtbaren Gebiete auf die Frequenz o.) EBERT (10) und ERRERA 
(lga) haben vorgeschlagen, zur Umgehung dieser Schwierigkeit, die DK 
der festen Substanz zu messen, daraus die Moleknlarpolarisation zu be- 
rechnen und sie gleich Pe + P~ zu setzen, indem sie annehmen, dab im 
festen K6rper die Dipole vollkommen festliegen und infolgedessen keinen 
Beitrag zur Polarisation geben k6nnen. Dabei ist darauf zu achten, wie 
ERRERA (14) gezeigt hat, dab mit gentigend hoher Frequenz und genti- 
nfigend tier unter dem Schmelzpunkte gemessen wird; es hat sich n/im- 
lich gezeigt, z. B. beim Eis, dab in der N~the des Schmelzpunktes fiir 
gentigend langsame Sehwingungen die DK viel gr6Ber sein kann, als es 
dem optischen Anteile entspricht, d. h. die Dipole tragen noch zur Pola- 
risation bei; erst bei tiefen Temperaturen oder hohen Frequenzen (etwa 
I Million Hertz) verschwindet dieser Beitrag. Ferner ist zu bedenken, 

dab im festen Zustande der Faktor 4a ffir die Konstante des inneren 
3 

Feldes noch unsicherer ist u n d e s  Fttlle gibt, wo auch die Motekular- 
refraktion in festem und fltissigem Zustande sehr verschieden ist. 

Die einzige M6glichkeit, den optischen Anteil genau zu bestimmen, 
bietet die Untersuchung des Temperaturkoeffizienten der DK yon Gasen 
oder geeigneten L6sungen (siehe n~ichsten §). Gehen wir zuriick auf Glei- 
chung (5), so liefert uns das temperaturunabh~ingige Glied direkt P ' .  
Die Abweichung dieser Gr6Be von Pe ist P~. Messungen yon STUART (8(l), 
SANGER (69), SMYTH und Mitarbeiter (80) u.a.  ergaben so Werte von 
im Mittel 15% der Molekularrefraktion. Da meistens aber P~ nicht 
bereehenbar ist, gem WOLF (109) so vor, dab er einfaeh 15% yon Pe 
ftir P~ in Rechnung setzt und so wahrscheinlieh einen Minimalwert fiir 
P'= erh/ilt, wghrend die meisten anderen Beobachter einfach die Mole- 
kularpolarisation einsetzen und / b  vernachl~issigen. (Oft ist jedoch P~ 
bedeutend gr6Ber als 15% yon P,I) Die so gefundenen Werte sind dann 
etwas zu hoch. Bei grol3en Momenten P">>-P' wird sich dieser Fehler 
nicht stark bemerkbar machen, bei kleinen aber (z. ]3. bei ]3enzol trod 
~ihnlichen Substanzen) einen SchluB auf die genaue Gr6Be des Momentes 
direkt verunm6glichen. Momente bis o,4-1o -Is e. s. E. sind daher nach 
dieser Methode im allgemeinen nicht mehr yon Null zu unterscheiden. 
ESTER~ANN (16) gibt eine Tabelle, die hier in Tabelle 3 im Auszuge wie- 
dergegeben ist, die diese auf verschiedene Arten gefundenen ,,optischen 

Tabe l l e  3. 

Substanz ! -P'~' P/,st PH~ Po~ u T ,U/est ," ovt. 

Diphenylmethan . . 57,i 
Phenylgther . . . .  : 54,0 
13enzophenon . . . .  i lOO 
Athyl~ither . . . . .  i 31,3 
Anisol . . . . . . .  52,7 
o-Aminobenzo6sgmre- 

methylester . . . .  47,5 

54,2 
53,0 
67 

5172 

55, ° 5 I,O 
52,9 
56,4 51,5 
22,5 21,6 
32,7 30,0 

42,3 

0,4 0,5 
1,0 1,0 
2, 5 2,8 
I,O 
0,8 

I,O 0,96 

0,5 
1,0 
3,0 
1,25 
1,28 

I,I5 
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Anteile" wiedergibt. In der ersten Kolonne sind die aus der Temperatur-  
abhttngigkeit der DK einer LSsung der Substanz in Benzol gewonnenen 
Werte verzeichnet, in der zweiten die aus der festen Substanz, in der drit ten 
die aus dem Brechungsindex Itir die H,-Linie,  in der vierten schlieBlich die 
aus dem auf Frequenz o extrapolierten Brechungsindex. Die n~ichsten drei 
Kolonnen enthalten die entsprechen den Werte der Momente. Die Werte  
P-~.sind allerdings ziemlich unsicher, da die Messungen nur in einem sehr 
beschrttnkten Temperaturinterval l  ausgefiihrt worden sind; der Wert  fiir 
2~thyl~ither, ftir den auch Messungen an Gasen vorliegen (STUART, 
SXNCER), ist z. B. um etwa 6 zu groB. Auch bei EBERT (11) findet man  
einen Vergleich von Pe mit P/,,,t- Eine weitere VorsichtsmaBregel in 
der Bestimmung yon P'~ ist die yon HOJE~N'DAHI, (32), WOLF (109), 
SXNGEWALD (71a) angegebene, wonach die Molekularrefraktion ftir eine 
im sichtbaren Tell des Spektrums liegende Linie iJ~ &r L&ur, g best immt 
wird und dann auf unendliche Verdiinnung extrapoliert wird. Die fol- 
gende kleine Tabelle von "vVEISSBERGER und 

Tabe l l e  4. 

H~ drochinon- 
diS.thyl~ither in: 

Benzol . . . . . . . .  
Tetrachlorkohlenstoff. 
Schwefelkohlen~off.. 
Cydohexan . . . . . .  

-P~ -Pe 

115 50,9 
IiO 48,8 
113 50,2 
115 51,7 

i 
l , t  - Z O  ~-8 

1,76 
1 ,72  
1,74 
1,74 

SANGE~,V.-kLD (97) zeigt, dab 
ein wenn auch nur kleiner 
EinfluB des L6sungsmittels 
auch auf diese Gr6Be vor- 
handen ist, und dieses Vor- 
gehen rechtfertigt. (Dies 
bedeutet, dab auch die Mo- 
lekularrefraktion yon der 
Konzentration abhiingig 

erscheint.) Die erste Kolonne gibt die gesamte Polarisation wieder, die 
zweite die so best immte Molekularrefraktion, die dritte das daraus be- 
rechnete Moment. WALDEN (92), S.~IX:TH (82) u. a. dagegen finden keine 
Abh~tngigkeit yon der Konzentration.  Auf jeden Fall scheint der durch 
Vernachl~tssigung dieses m6glichen Einflusses verursachte Fehler durch die 
anderen Ungenauigkeiten dieser Methode tiberdeckt zu werden. Anderer- 
seits bietet die Bestimmung des Brechungsindex der L6sung wenigstens bei 
einer Konzentration eine gute Kontrolle, da der Brechungsindex der reinen 
Substanz nicht immer genau bekannt  ist. In Anbetracht all dieser Un- 
sicherheiten dtirfte die Genauigkeit der nach dieser Methode erhaltenen 
Dipolmomente selten unter o , I . IO - '8,  oft aber etwas dartiber liegen. 

§ 7. DK yon Gasen bei einer Tempera tu r ;  Temperaturabh~ingig-  
keit  der D K  yon L6sungen und reinen Flfissigkeiten. Keant  man den 
optischen Anteil, so gentigt es auch, die DK yon Gasen und Dampfen 
bei nur einer Tempera tur  zu kennen. POHRT (63) hat  nach einer ~ilteren 
Methode die D K  einer ganzen Reihe organischer Substanzen bei ver- 
schiedenen Drucken und ein oder zwei Temperaturen gemessen. HOJEN- 
DAHL (82) hat daraus die Dipolmornente berechnet, unter der Annahme 
der Gtiltigkeit der idealen Gasgesetze. Ftir den optischen Teil setzt er 
die Molekularrefraktion ftir die Ha-Linie ein. Eine gewisse Kontrolle 
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bietet der Vergleich der so gefundenen Momente bei verschiedenen Tem- 
peraturen. Die Werte scheinen im Vergleich mit anderen Messungen an 
Gasen und L6sungen etwas zu hoch zu sein. Wie weir dies der Vernach- 
l~tssigung des ultraroten Gliedes (P,,) oder Mel3ungenauigkeiten zuzu- 
schreiben ist, 1513t sich nicht sicher entscheiden. 

Eine Kombination der Methode der Gase mit der der verdtinnten 
L6sungen bedeutet die Messung des Temperaturkoeffizienten der D K  
verdfinnter L6sungen, wie sie in besonders sch6ner Weise yon SMYTH 
und MORGAN (S0) ausgeffihrt worden ist. Die Assoziationsfreiheit, die 
durch den gasf6rmigen Zustand der Substanz im Falle der ersten Methode 
gew~thrleistet wird, wird in diesem Vorgehen durch entsprechend ver- 
dtinnte L6sung der Dipolsubstanz in einer dipollosen zu verwirklichen 
versucht. Als L6sungsmittel verwenden SMYT~ und 5IORGAN I-texan, 
wodurch ihnen ein Temperaturinterval l  von - - 9  °0 bis + 4  °0 C zur Ver- 
fiigung steht. Bei den verschiedenen Temperaturen wird die Molekular- 
polarisation bei verschiedenen Konzentrationen gemessen (die kleinsten 
Konzentrationen sind etwa 3 % )  und auf unendliche Verdtinnung extra- 
poliert; der Theorie zufolge sollten diese extrapolierten Werte als Funk-  

i eine Gerade bilden, aus deren Neigung das Moment berechnet tion yon 

werden kann. (Gleichzeitig erh~tlt man auch einen Wert ftir P~ wie bei 
Gasen.) Die folgende Abbildung (Abb. 4), die der genannten Arbeit ent- 
nommen ist, zeigt den 
extrapolierten Wert P2 
multipliziert mit T, 
gegen T aufgetragen; 
wie man sieht, ist die 
Ubereinstimmung mit  
einer geraden Linie sehr 
gut. Ahnliche Messun- 
gen, nur in kleineren 

Temperaturinter-  
vallen, sind schon yon 
LANGE (42) und in 
neuerer Zeit yon 
ESTERMANN (16, 17) 
und STRANATHAN (82a) 
ausgeftihrt worden. Da 
die Genauigkeit der 

30000 ~ 
25 ooa 

15 000 ~ I, ooo  
5 0 0 0 ~  

0 100 200 > 7- 300 

Abb. 4. Temperaturabh~ngigkeit yon L6sungen 
(aus SMYTH U. MORGAN [80]). 

DK-Messungen selber aber nicht genauer als bei S51YTH, das Tempe-  
raturintervall  aber kleiner ist, sind diese Werte nicht so genau, wie 
bereits bei Besprechung der Tabelle yon ESTER~IA,NN im vorher- 
gehenden Paragraphen bemerkt  wurdc. Auch ftir diese Methode ist eine 
Verfeinerung der 3Iessungen unbedingt erforderlich, wenn man eindeu- 
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tige Resul ta te  erzielen will; denn um die Assoziation sicher aaszuschal ten,  
muB man,  wie wir gesehen haben,  oft zu sehr verdfinnten L6sungen fiber- 
gehen, und  dann ist natfirlich der Temperaturkoeff iz ient  der L6sung sehr  
gering. ESTERMANN gibt  die Genauigkeit  seiner Resul ta te  auf o , I  bis  
0,2- IO -~s an ; ferner bemerkt  er, dab die Werte  infolge Nichtberi icksich- 
t igung der Temperaturabh~ingigkeit  des Benzols wohl um 0,I  bis 0,2" IO - , s  
zu klein seien, was natfirlich einen Vergleich mit  den Resul ta ten andere r  
Autoren  erschwert.  

In  manchen  Fallen ist auch der Temperaturkoeff iz ient  der D K  der 
reinen Fltissigkeit zur Bes t immung des Dipolmomentes  benutz t  worden,  
so in neuerer  Zeit yon S~YTH und  STooPs (81)  Ifir dipollose Substanzen 
(verschiedene Heptane),  yon ESTERMANN (16)  und LAUISCH (43)  auch 
ffir Dipolsubstanzen.  Die Substanzen von SMYTH und STooPs zeigen 
fiber einen sehr weiten Temperaturbere ich (etwa 2oo0) eine bis auf 2 %  
kons tan te  Molekularpolarisation, die nur  um etwa I cm 3 h6her ist als 
die Molekularrefraktion;  in diesem t?alle ist daher der SchluB 5uBerst 
sicher, dab diese Stoffe kein Moment  haben.  ESTERMANN unte r such t  
in den meisten Fallen, ob bei einer bes t immten Tempera tur  sich die  
Molekularpolarisation nicht  ~indert, wenn er die Substanz in Benzol 16st 
(I Konzentra t ion) .  I s t  keine Anderung  vorhanden,  so verwendet  er den 
Temperaturkoeff iz ient  der reinen Substanz,  andernfalls miBt er den einer 
geeigneten L6sung. LAUTSCH l~tBt auch diese Kontrolle weg, seine W e r t e  
Ifir Dipolsubstanzen sind deshalb nicht  in den Tabellen des folgenden 
Kapitels aufgenommen worden. 

Es ist vorauszusehen, dab bei der Verschiedenartigkeit  der Methoden 
und  der MeBgenauigkeiten die Ubere ins t immung zwischen den Wer ten  
der verschiedenen Autoren nieht  immer  die beste sein wird. Als Beispiel 
guter  Ubere ins t immung mit  Abweichungen,  die innerhalb des experimen- 
tellen Fehlers liegen, seien ChlorbenzoI und  -A_thyl~tther angefiihrt,  deren 
Dipolwerte real IO - ' s  in der Tabelle 5 angegeben sind. In  der nfichsten 

T a b e l l e  5. 
a) A t h y l ~ i t h e r :  

I ~Ioment ]3eobachter ~ Methode Bemerkung X IO 18 

STUART (841; . . . . . .  i Gas  Z I,I 4 
S.~NGER U, STEIGER (71,. Gas  T I,IO 
ESTERMANN ( 1 6 )  . . . . .  Flfissigk.  T 1,o4 

ROLINSKI (67) . . . . . .  ]t L6sungen 1,22 
LANGE (42) . . . . . . .  i~" ohne Ber. t,22 
WILLIAMS (101) . . . . .  V. P~ 1,22 

I 

b) C h l o r b e n z o h  
WILLIAMS (99) . . . . . .  L 6 s u n g ;  -,D e 1,53 
HOJENDAHL (32) . . . . . . . . .  1,64 
S~IYTH U. Mitarbeiter ~ 78) . . . .  1,6I 

. . . . .  79) ,, P f e s t  1.56 
. . . .  (80) ,, - - T  1,52 

etwas zu klein; Assoziation ? 
Bei Berficksichtigung voi~ 

~. Pr~, entnommen den Mes- 
sungen y o n  STUART, wird 

u = 1,15. 

Mittel aus 3 L6sungsmittehl 

2 L6sungsmittel 
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Tabelle 6 finden sich einige Ergebnisse, die indessen sehr schlecht mit-  
einander tibereinstimmen, ohne dab die Abweichungen bis heute erkl~tr- 
lich w~tren. 

T a b e l l e  6. 
a) A n i s o h  

Beobachter Bemerkung 

]~STERMANN (16) . . . . .  

i 
H0 JENDAHL (32) . . . . .  i 

Methode Moment 
X I0  ~8 

L6sung; 2' 0.8 

,, P e  1,16 

Zu klein wegen Vernach- 
Uissigung des Tempera- 
turganges des Benzols? 

b) o - C h l o r n i t r o b e n z o h  
I - IOJENDAHL (,321 . . . . .  L6sung;  Pe 4,2 3 r 
WALDEN Ll. WERNER (9~) 3,78 i 

c) o - P h t a l s  5~ure d i m e t h y l e s t  er: 
]~STERMANM (17) . . . . .  L6sung; T ! 2,3 
WEISSBERGER 11. WILLIAMS ! I 

(96)  . . . . . . . . .  ,, P e  i 2 ,8  

§ 8. Molekulars t rahlmethode.  Alle die bisher angeftihrten Methoden 
zur Bestimmung -,-on Dipolmomenten stiitzen sich auf DK-Messungen 
und damit  auf die DEBYEsche Theorie. Es ist daher sehr sch6n, in der 
in diesem Paragraphen zu besprechenden Molekularstrahtmethode ein 
Verfahren zu besitzen, das yon den anderen ganz unabh~ingig ist. Die 
Methode ist das elektrische Analogon zu der STERN-GERLACI-tschen Mole- 
kularstrahlmethode zur Best immung magnetischer Molekularmomente. 
Wie dort wird auch hier ein Strahl Molekfile (in Dampfform) durch ein 
inhomogenes Feld geschickt; infolge der Kraftwirkung des Feldes auf 
die Dipole erfahren diese Anzietiun-gs- und AbstoBungskr/ifte , wodurch 
eine Verbreiterung des Strahles erzielt wird. W~hrencl im magnetischen 
Falle die Richtungsquantelung noch merkbar  ist, was eine Aufspaltung 
des Strahles in mehrere bedingt, ist eine solche , ,Feinstruktur" des ver- 
breiterten Strahles im Falle der elektrischen Momente noch nicht nach- 
weisbar gewesen; bei Verbesserung der experimentellen Anordnung wird 
sich das abet vielleicht noch erreichen lassen. Da die 3Iolekiile neben dem 
festen Dipolmoment noch eine Polarisierbarkeit besitzen, erfahren sie noch 
eine zweite Kraftwirkung, die aber nur ill einer Richtung wirkt, n~tmlich 
so, dab die Molektile in das Feld hineingezogen werden ; der Strahl erscheint 
dadurch nicht nur verbreitert,  sondern auch aus seiner ursprtinglichen 
Richtung abgelenkt. Die Verbreiterung ist ein MaD flit das Dipolmolnent, 
die Ablenkung ein NaB fiir die Polarisierbarkeit, d. h. ftir das, was wit 
friiher ,,optischen Anteil" genannt haben. Die Methode wurde erstmals 
von Wm~DE ( 1 1 2 )  angegeben und dann yon t~STERMANN ( 1 8 )  SO ausgebaut,  
dab einwandfreie Resultate m6glich sind und das Dipolmoment wenig- 
stens abgescMtzt  werden kann. Vielleicht gelingt es noch, die Methode 
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SO ZU vervollkommnen, dab sie eine genaue Messung der Dipolgr613e zu- 
l~il3t. In der nttchsten Abb. 5 sind zwei Aufnahmen ESTER.~L~.','XS wieder- 
gegeben, die erste yon einer unpolaren, die zweite von einer polaren 
Substanz [C(CH~Br)4 bzw. C(CH2OOCH3)4]. Oben und unten ist der 
Strahl nieht durch das Feld gegangen, in der Mitre dagegen wohl, dort  
ist der Strahl also abgelenkt und in dem einen Falle augerdem verbrei ter t ,  

a b 

C( C H=Br)4 C( C H~OOC Hs) * 
Abb. 5. Aufnahmen nach der Molekularstrahlmethode (aus ESrER.~L~XX [z8b]). 

was auf den sehr sch6nen Aufnahmen deutlich sichtbar ist. Auf der 
rechten Aufnahme ist links noch der Strahl ohne Feld zu sehen. Diese 
1Viethode ist besonders dann yon Vorteil, wenn es sich um Stoffe handelt,  
die erst bei hoher Temperatur  verdampfen und auch nicht gentigend 
16slich sind, um nach einer der auderen Methoden untersucht zu werden, 
wie z. B. im Falle des Pentaervthri ts .  

I I I .  D i p o l m o m e n t  u n d  c h e m i s c h e  S t r u k t u r .  

Wir wolIen nun im folgenden die Ergebnisse der I)ipolmessungen be- 
sprechen und uns fragen, wie welt sie uns fiber die Struktur der Molektile 
AufsctlluB geben k6nnen. Dabei besch~iftigen wir uns in erster Linie mit  
organischen)iolektilen, da besonders in dieser Richtung die Erwartungen 
groB waren und infolgedessen auch eine sehr groBe Zahl yon Dipol- 
best immungen vorgenommen wurden. I m  letztea Paragraphen soll noch 
kurz auf die wesentlichsten Resultate bei anorganischen Substanzen ein- 
gegangen werden. Die chemische Seite, d. h. die Tatsachen, die den Che- 
miker zur Aufstellung einer gewissen Formel veranlaBt haben, soil hier 
gar nicht berficksichtigt werden. 

Uber die Genauigkeit der Dipolmessungen ist im zweiten Kapitel  be- 
reits ausffihrlich gesprochen worden; obwohl in den allermeisten Ftillen 
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die Genauigkeit die Angabe einer zweiten Dezimalen nicht gestattet, so 
ist doch von einer Auf- oder Abrundung Abstand genommen worden ; die 
Zahlen sind also genau so wiedergegeben, wie sie sich in den Originalab- 
handlungen vorfinden. Da bei den benutzten WellenI~ingen noch keine ano- 
male Dispersion zu erwarten ist (siehe § ~), ist die Frequenz nieht besonders 
angegeben; dagegen ist jedem Megergebnis die Methode, mit der es ge- 
funden wurde, beigefiigt, und zwar bedeuten" 

GT = Temperaturkoeffizient der Gase. 
GP = DK bei iener Temperatur von Gasen, optischer Anteil aus der 

Molekularrefraktioa ftir eine sichtbare Linie: 
L T = Temperaturkoeffizient an verdfinnten L6sungen. 
F T  = Temperaturkoeffizient an der reinen Flfissigkeit. 
LP~. = Verdtinnte L6sung, optischer Anteil aus der Xolekularrefraktion. 
LP,, = Verdiinnte L6sung, optischer Antefl mit AbschXtzung des ultra- 

roten Teiles. 
LP = Verdtinnte L6sung, optischer Anteil aus der 3Iolekularrefraktion 

der L6sung. 
L P / =  Verdtinnte L6sung, optischer Anteil aus der DK der festen Sub- 

stanz. 

Das L6sungsmittel ist im allgemeinen Benzol; wo 3Iessungen in mehreren 
L6sungsmitteln des gleichen Autors vorliegen, ist der Mittelwert ge- 
nommen worden. 

§ 9- Dipolmoment homologer  Reihen; Moment einer Gruppe 
( , ,Gruppenmoment") .  Bei Betrachtung einer gr613eren Zahl Dipol- 
momente f~tllt es besonders in die Augen, dab die Momente ffir Glieder 
einer homologen Reihe gleich oder nahezu gleich sind. Die Tabelle 7 
soll das illustrieren. Diese Tatsache, auf die am eindrficklichsten S.~YTI~ 
(76, 81) hingewiesen hat (ferner EBERT [10]), iegt es nahe, das Moment 
nicht auf das ganze Molekfil zu verteilen, sondern es einer Gruppe, dem 
CO im Falle der Ketone, dem OH bei den Alkoholen usw., zuzuschreiben. 
Dies ist um so verlockender, als sich daraus die M6glichkeit ergibt, bei 
Zusammensetzung solcher Gruppen zu komplizierteren Molektilen das 
Dipolmoment dieses Molektils vorauszuberechnen und so vielleicht fiber 
die Anordnung der Gruppen, also fiber die Konstitution, etwas aussagen 
zu k6nnen. Das Moment einer Gruppe mtiBte dann als Vektor aufgefal?t 
werden und das Gesamtmoment durch Vektoraddition gefunden werden. 
Diese Anregung wurde bereits von TI~OSISON (88) gegeben und hat sich, 
wie wir sehen werden, als sehr fruchtbar erwiesen. Wir werden daher 
diese Anschauung im wesentlichen den weiteren Betrachtungen zugrunde 
legen. Wie S~YT~ (76) gezeigt hat, lXBt sieh dann auch das Verhalten 
der homologen Reihen leicht erkl~iren. Er geht aus von der Tatsache, 
dab Methan (siehe Tabelle 7 a) kein Moment hat. Nach der allgemein 
iiblichen Auffassung besteht Methan aus einem zentralen Kohlenstoffatom 
mit den vier Wasserstoffatomen in den Ecken eines regulttren Tetraeders*. 

Eine I~ritik dieser Auffassung siehe bei EBERT (llb, 12}. 
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T a b e l l e  7- M o m e n t e  h o m o l o g e r  R e i h e n .  

a)  G e s ~ t t i g t e  K o h l e n w a s s e r s t o f f e :  

A u t o r  u .  M o m e n t  
S u b s t a n z  B r u t t o f o r m e l  5 [ e t h o d e  x i o  ,s 

M e t h a n  . . . . . . . . . .  i 
A t h a n  . . . . . . . . . . .  
n - P e n t a n  . . . . . . . .  
P e n t a n  ( I s o - P r o p y l ~ i t h a n ) . . :  

H e x a n  . . . . . . . . . . .  

n -  H e p t a n  . . . . . . . . . .  

2 ,2  D i m e t h y l p e n t a n  . . . .  
2 , 4  . . . . . .  
3 ,3 . . . . . .  
2,3  ,, . . . .  i 
2 M e t h y l h e x a n  . . . . . .  ! 

3 . . . . . . . .  : 
3 _ ~ t h y l p e n t a n  . . . . . .  
2,  2, 3 T r i m e t h y l b u t a n  . . . i 
2, 2, 4 T f i m e t h y l p e n t a n  

( 0 c t a n )  

C H  4 
C2H6 
C s H ~  
C s H ~  

C6H, 4 

C7Hx6 

C7H~6 

CsHIS 

66, 69, G T  
77, G T  
32, GPe 
32, GPe 
99, -L Pe 
80, F T  
32, GPe 
8z,  FT 

8I ,  FT 

8z,  FT 

A c e t o n  . . . . . . . . .  
M e t h y l ~ t h y l k e t o n  . . . .  
M e t h y l p r o p y l k e t o n  . . . .  
M e t h y l b u t y l k e t o n  . . . .  
M e t h y l h e x y l k e t o n  . . . .  
M e t h y l n o n y l k e t o n  . . . .  
D i ~ t h y l k e t o n  . . . . . .  
M e t h y l t  e r t i ~ i r b u t v l k e t  o n . .  01 
D i p r o p y l k e t o n .  . . . . .  .] 
H e x a m e t h y l k e t o n  . . . . .  I 

M e t h y l a l k o h o l  . . . . . . .  

A t h y l a l k o h o l  . . . . . . .  i 

n -  P r o p y l a l k o h o l  . . . . . .  ! 

n -  B u t y l a l k o h o l  . . . . . .  ] 

n -  H e x y l a l k o h o l  . . . . . .  
n -  O c t y l a l k o h o l  . . . . . .  
n - N o x y l M k o h o l  . . . . . .  i 
n -  D e c y l a l k o h o l  . . . .  
n - D u o d e c y l a l k o h o l  . . . . .  ! 

i 
i so-  P r o p y l a l k o h o l  . . . . .  

i 
iso - B u t y l a l k o h o l  . . . . . .  i 

b~ K e t o n e :  

C H  3 - CO - OH 3 
C H  3 -- CO -- C2H 5 
CH3 - CO - C3H 7 
C H  3 --  C O  -- C 4 H  9 
C H  3 - -  CO - -  C6H~ 3 
CH3 - CO - C9Hx 9 

C~H 5 - CO - C~H 5 
OH 3 -- CO -- G(CH3) 3 
C3H~ - CO- C3H7 

(CH3)30 - CO - C(CH3% 

c) A l k o h o l e :  

C H  3 0 H  I~ 

C3HTOH 

C 4 H 9 0 H  

C6HI30H 
6'8HtTOH 
G�H~90H 

C~oH~,OH 
C~=H=~OH 

C3HTOH 

C 4 H g O H  

zo9,  L P a  

7, L P e  
32, GPe 
8 2 a ,  L P e  

7, L P e  
32, GPe 
82a ,  .L P e 
99, L P e  
24a ,  ? 
24 a, ? 
42, L P e  
2 4 a ,  ? 
24 a, ? 
24 a, ? 
24 a, ? 
24 a, ? 
7, L P e  
24 a, ? 
42, L Pe 
82 a, L P  e 
24a,  ? 
42, L Pe 

2 ,7  I 
2 , 7 9  
2,72 
2 ,73  
2 ,7o  
2 , 6 9  
2,7  2 
2 , 7 9  
2 ,73  
2 , 7 6  

1,64 
1,73 
1,65 
1,64 
1,72 
1,74 
1,6 3 
1,66 
1,62 
1,65 
1,64 
1,62 
1,60 
1,63 
1,62 
i , 66  
1,78 
1,53 
1 ,74  
1,79 
1,72 
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T a b e l l e  7 (Fortsetzung). 

Substanz 

iso - AmylMkohol . . . . .  

DimethylXtylcarbinol . . .  i 

Methylchlorid . . . . . . .  ! 

Athylchlorid . . . . . . .  i 
n- Propylchlorid . . . . .  
i s o -  , . . . . . .  
n- Butylchlorid . . . . . .  

Bruttoformel 

CsH~OH 

CsH~IOH 

d) Chlor :  

Ca~C~ 

C2HsC1 

QHTCI 

C4/-/9C1 

I Autor u. 
Methode 

2 4 a,  ? 
42,  L P e  
82  a,  L P  e 
99, L Pe 
4 2, LP,  

32, GPe 
69. GT 
74, GT 
32, GP~ 
74, G~' 
32, GP, 
32, G Pe 
32, GPe 

Moment 
X 10 I8 

1,82 
1,76 
1,62 
1,85 
1,83 

1,89 
1,97 
1,69 (?) 
2 ,06  
1,98 
2~II 
2,18 
2,I6 

Es folgt daraus, dab das Moment einer C-H-Bindung gleich sein 
mug dem der drei restlichen H gegen das C. Man darf daher immer eine 
CH3-Bindung ersetzen durch elne CH-Bindung yon entgegengesetz- 
tem Vorzeichen. Es gilt diese Regel nattirlich nur so lange, als das durch 
CH 3 zu ersetzende H an einem C ohne Doppelbindung h~tngt. Ersetzt  man 
in einer 0H-Gruppe das H durch ein CH 3, so ~indert sich das Moment; 
z. B. : Phenol, C6H s OH, # -~ 1, 7 .  IO -~a, Anisol, C6H s OCH 3 # = I,O. I0 - ' s  
(Mittelwert) ; Phenetol, C6H 50C2H s, # = I,O- lO -~8, d. h. beim Ersetzen 
des an 0 gebundenen H ein Sprung im Momentwert, beim Ersetzen eines 
in CH 3 gebundenen H dagegen ein Gleichbleiben des Momentes. Ebenso 
/~ndert sich das Moment, wenn das zu ersetzende H an einem C, das 
seinerseits doppelt gebunden ist, h~ng% wie die fol- T a b e l l e  8. 
genden Werte zeigen (SMYTH und ZAHN [77]) :  

.H Gruppe 
a-Butylen 2C= C C~H5 ¢* = o,37" IO - Is  und x lO~8 

far  Athylen ( H ~ C = C H 2 ) ,  / z = o .  N O ,  -3,S 
C(O)H -2,8 

§ xo. Vektoraddit ion der Gruppenmomente ;  OH -1 .7  
gegenseitige Beeinflussung und ,,freie Drehbar -  Cl - 1. 5 

B r  - I, 5 
kei t" .  Ahnlich, wie man sich bei Substitution OCH 3 -1 ,2  
einer Gruppe in einem ges~tttigten Kohlenwasser- C(O)OH -o,9 

C H3 +0,4 stoff das Moment auf den Substituenten konzen- N//~ + 1,5 
triert  denkt, kann man auch bei Substitution einer 
Gruppe in irgendein symmetrisches Molektil das dadurch erzengte Mo- 
ment  dieser Gruppe allein zuschreiben. Die nebenstehende Tabelle 8 gibt 
eine Reihe solcher Gruppenmomente wieder, die yon WILLIAMS (101) 
bei Substitutionen in einem Benzolkern gefunden worden sind. Dabei 
kann der Vektor, der das Moment charakterisieren sol1, zum Benzol- 
kerne hin oder yon ibm weg gerichtet sein; diesen zwei M6glich- 

Ergebnisse der exaktdn Naturwissenschaften. VIII. 22 
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keiten ist durch das Vorzeichen Reclmung getragen, wobei ftir C H  3 das 
+ Zeichen gew~hlt wurde. Schon diese ganz oberfl~tchliche Darstellung 
ftihrt bei einfachen disubstituierten Benzolen zu guten l~'bereinstim- 
mungen mit den gefundenen Werten. 13etrachten wird  z. 13. die drei 
Isomeren des Dichlorbenzols: Nehmen wir an, die C/-Bindung habe das 
in der Tabelle angegebene Moment und die Rictltung sei bestimmt durch 
die Verbindtmgslini e des Cl mit dem Kernmittelpunkt (der 13enzolring 
ist als ein ebenes regul~tres Sechseck angenommen), so errechnet man als 
Momente X IO ~s ftir die Isomeren: ortho: 2, 7, meta: 1,75; para: o; 

Cl Cl Cl 

I cz j i 

ortho meta t 
Cl para 

die f3bereinstimmung mit den gefundenen Werten: 2,25; 1,48; o (SMyTIZ 
[79]) ist recht befriedigen& )iAmlich liegen die VerhNtnisse bei Sub- 
stitution yon zwei  verschiedenen Gruppen, wenigstens so lange diese 
Gruppen einfach gebaut sind. Die Untersuchung der Para-Substitutions- 
produkte  ergibt dann die M6glichkeit, das Vorzeichen der Gruppen zu be- 
stimmen, je nachdem sick die'beiden Momente addieren (Gruppen haben 
verscbiedenes Vorzeichen) oder subtrahieren (Gruppen haben gleichge- 
richtete Moment@ In einem besonderen Paragraphen werden wit die 
Resultate an den 13enzolderivaten im einzelnen besprechen. 

Nachdem man auf diese Weise das Gruppenmoment definiert hat, 
wird man sich folgende Fragen vorlegen mtissen : I. Wie weir haben diese 

T a b e l l e  9. 

Gruppe 

Cl 
B r  

J 
C N  
O H  

NO2 

Moment x IO ~8 

C6 H s u C H 3 re 

1,52 1,96 
I,S I 1,86 
1,25 1,6 
3,85 3,4 
1,7o 1.64 
3,90 3.I 

H~ 

i ,O4 
0,79 
o,38 

1,8 

Momente konstante, den Sub- 
st i tuenten charakterisierende 
Werte;  2. stimmt die Richtung 
des Momentes immer mit der 
Richtung der Valenz iiberein oder 
wie liegt das Moment in der 
Gruppe? Auf beide Fragen hat  
schon WILLIAMS eine provisori- 
sche Antwort gegeben. Er  Iindet 
bei Substitution derselben Gruppe 

in verschiedenen Molektilen verschiedene Momente, wie die obige Ta- 
belle 9 (103) zeigt. Ferner fand er ffir gewisse p-Substitutionen in Benzol 

H H 
/ ~ - - - d \  

z . B .  Hydrochinondi~thyl~ther, H s C2 0 -- ~ C  C~ -- 0 C2 H 5, 
/ 

\ C C ~  
H H 
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ein relativ groBes Moment, n~imlich 1, 7. IO -~s (101). WAre das Gruppen- 
moment so gerichtet, wie wires beim Cl annahmen, dann w~ire ein Moment 
in der p-Stellung fiberhaupt nnmSglich; WILLIAMS schloB aus diesem 
experimentellen Befund, dab das Moment schrag in der Gruppe stehen 
mfisse'. In der Tat  enthalt diese substituierte Gruppe einen sogenannten 
Briickensauersto/[, an dem, der klassischen Stereochemie zufolge, die Va- 
lenzen unter einem Winkel angreifen, also etwa so: C 6 H 5 - - 0 \  

\ C , H  s 
das legte es schon nahe, das Moment nicht in die Richtung C--O zu 
legen. 

Noch zwei weitere Schwierigkeiten ffihrten dazu, den Begriff des Grup- 
penmomentes einmal genauer zu analysieren. Es ist dies erstens der Be- 
fund~ dab einige der klassischen Stereochemie nach symmetrische Derivate 
des Pentaerythrits  (siehe welter unten) Momente zeigen ; zweitens hat  es 
sich gezeigt, dab die in der Tabelle 8 angegebenen Vorzeichen, z B. ftir die 
0H-Gruppe, in verschiedenen Verbindungen falsche Werte liefern, und dab 
ffir diese Verbindungen gerade das umgekehrte Vorzeichen n6tig w~re. 
Der Vergleich von OH mit CH 3 wfirde schon vermuten lassen, dab beide 
Gruppen das gleiche Vorzeichen haben, da in beiden das H auBen, dem 
Benzolkem abgewendet, steht. Ht3JENDAHL (32) war wohl der erste, der 
dutch Einffihrung der freien Drehbarkeit yon Gruppen, die man in der 
Stereochemie einfachen Bindungen der Isomerieverh~ltnisse wegen zu- 
schrieb, versuchte, diese Schwierigkeiten zu 15sen. H0CKEL (33), EUCKEN 
und MEYER (19) und EBERT (12) haben versucht, diesen Begriff der 
freien Drehbarkeit zu pr~zisieren" femer unternahmen es EUCKEN und 
MEYER und WOLF (108) etwa gleichzeitig, auch dell Begriff des Gruppen- 
momentes genauer zu definieren. Im folgenden m6gen die wichtigsten 
Ergebnisse dieser Untersuchungen angegeben werden. 

AIs erstes definiert man, dab nicht die Gruppe, die substituiert wird, 
sondern die Bindung das momenttragende Element sei; also nicht CH 3, 
sondern C-CH 3 tr~tgt das Moment. Man wird nun versuchen, fiir die 
wichtigsten Bindungen aus gemessenen, geeigneten Molekfitmomenten die 
Bindungsmomente zu berechnen. Dabei muB man nun eine Annahme fiber 
die auffretenden Valenzwinkel machen. EUCKEI~ T und MEYER und WOLF 
nehmen an, dab die in der Stereochemie fiblichen Winkel allgemein Gel- 
tung haben. Die Winkel betragen demnach etwa IiO o zwischen je zwei 
Valenzen des C-Atoms und ebenso zwischen den beiden des O-Atoms; bei 
Doppelbindung werden zwei Valenzen zusarnmengefaBt. Es ist klar, dab 
nut  unter Zugrundelegung solcher definierter Winkel Dipolbetrachtungen 
eindeutige Resultate in bezug auf Strukturfragen ergeben k6nnen. Auf 
Grund dieser Annahmen haben die Autoren die folgende Taberle IO zu- 
sammengestellt. Die Starrheit der Winkel ist natfirlich nicht absolut 

i WILLIAMS schreibt dieses Hinausdrehen des Momentes aus der Dia- 
gonalrichtung der gegenseitigen Beeinflussung der groBen Gruppen zu. 

22* 
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zu verstehen; I)eformationen bis zum Betrage yon IO o sollen m6glich sein ~. 
Mit dieser Annahme tiber die Winkel erhalten allerdings die iiblichen 
chemischen Strukturformeln eine reale Bedentung. Die Formeln sind 

T a b e l l e  IO. 

B!ndung 

C - C  
H - O  
C=O 

H3C-C 
H - G  
C - O  

C - C l  

Moment 
berechnet aus 

C2 H6; tt = o 
H20; ,~t = 1,8 

CI-I 3 - CO - CH 3 
,it = 2 , 7  

C6HsCH3; ,u = 0,4 
CHz;  ,- = 0,4 
GHsOC~Hs;  

,u = 1,2 
C6HsCI; ,u = 1, 5 

nicht mehr  nur Schemata zur Er-  
klarung yon Isomerieverh~lt- 

Moment nissen und chemischen Eigen- 
× Io~S schaften, sondem sie werden zu 

o genauen Abbildern der Molekular- 
1,6 strukturen.  In den wenigen F~llen, 

in denen eine eindeutige Be- 2,3 
0,4 rechnung mittels dieser Bindungs- 
0,4 momente  m6glich ist, erh~it 
0,7 man  gute 13bereinstimmung mit  
1,5 den experimentell gefundenen 

Daten.  
Die zweite prinzipielle Frage betrifft,  wie schon erw~hnt, die soge- 

nannte  freie Drehbarkeit .  Um gewisse Isomerieverh~ltnisse, z .B.  bei 
Athanderivaten,  zu erklaren, n immt  man  in der Stereochemie an, dab 
sich Gruppen um einfache Bindungen drehen k6nnen. Es ist natarl ich 
nicht zu unterscheiden, ob eine wirkliche konstante Drehung infolge 
Temperaturbewegung stattfindet,  oder ob gewisse Gleichgewichtslagen 
(also verschiedene Isomere bestehen), die energetisch so wenig sich unter- 
scheiden, dab sie nicht voneinander zu trennen sind. Diese letztere An- 
sicht ver t r i t t  besonders HOCK:EL (33). Die ganze Frage ist, wie besonders 
EB~RT (12) ~ betont,  eine Energiefrage. Uns interessiert bier nur, wie 
weit die Drehbarkei t  die Deutung des gemessenen Dipolmomentes be- 
einfluBt, und wie welt andererseits Dipolmessungen tiber ein eventuelles 
Vorhandensein freier Drehbarkeit  Aufscblu$ geben k6nnen. 

Nehmen wir einmal eine freie oder teilweise freie Drehbarkeit  einer 
Gruppe an, in der das Moment nicht in die Valenzrichtung f~illt, um die die 
Gruppe rotieren kann, so heiBt das, dab die Richtung des Momentes zeitlich 
variabel ist, das resultierende (gemessene) Moment also einen Mittelwert 
darstellt. Dadurch kOnnen abe~ auchsyrnmetrisc'h angeordnete Gruppen ein 
Moment erzeugen, z. 13. in p-Stellung am Benzolring oder in tetraedrischer 
Stellung in Verbindungen yore Typus Ca 4 (HOJENDAHL [32] U. a.). 

Bereits WILLIAMS (103) hat  bei Betrachtung einiger symmetrischer 
Disubsti tutionsprodukte des Athans die freie Drehbarkeit  der beiden 
CH3-Teile gegeneinander in Recbnung gesetzt. Die dort far den spe- 

x DaB solche Deformafionen wirkhch auftreten, scheinen R6ntgenauf- 
nahmen an Gasen yon DEBYE und Mitarbeitern an CCI¢, C H C l  3 und CH2Cl2 
zu bestAtigen (Physik. Z. 3 o, 84, I929. Ber. SAchs. Akad. 81, 29, lO29). 

2 Diese Untersuchung yon EBERT befaBt sich sehr eingehend mit der Frage, 
wie weit die Annahmen der klassischen Stereochemie mit der wkldichen 
Molekularstruktur vertrAglich sin& 
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ziellen Fall angestellte Rechnung kann man leicht verallgemeinern. Sind 
zwei Gruppen mit dem Moment a vollst~ndig frei drehbar, so wird das 

Gesamtmolnent imMittel ]/2a. Dies ist leicht zu ersehen, wenn man be- 
denkt, dab sich zwei solche Gruppen wie zwei voneinander unabh~ngige 
Molekiile bewegen, und die Momente zweier solcher tmabh~ngiger Mole- 
ktile addieren sich quadratisch. (Die Polarisationen addieren sich linear 
und diese sind quadratisch im Moment.) Ftir den Fall, dab die Momente 
sich nicht vollst~ndig frei bewegen, sondern einen Kegelmantel be- 
schreiben, kolnmen wit leicht zu einer iihnlichen Formel. Wir zerlegen 
das Moment in eine feststehende Komponente und in eine, die senkrecht 
dazu steht und infolge der Drehung einen Kreis beschreibt. Dieser Fall 
ist z. B. verwirklicht bei der Gruppe OH im Benzol. 

H H 
. /  c c \  

c ......... c/C  o . . . . . . . .  

H H H 

Um die Achse C--O wird H einen Kreis beschreiben; steht das Moment 
schr~g in der Gruppe, wie wit das oben schon annahmen, so beschreibt 
das Moment bei der Drehung einen Kegel; die feststehende Komponente 
fiillt dann in die Richtung C--O. Betrachten wir zwei solche Momente, 
deren feste Komponenten einen grinkel {9 miteinander bilden (Abb. 6), 

I 

so ist das resultierende Moment =~ /2a :  + 4a: c°s~'2 Diesen Formeln 

kann man allerdings keinen groB_en Wert 
HOJENDAHL bemerkte, diese Rotationen nie 
vollst~tndig ungehindert sein werden. Die Di- 
pole selber fiben anfeinander Kr~fte aus, die 
oft genfigen k6nnen, die Rotation zu be- 
hindern und damit das resultierende mittlere 
Moment zu ~ndern. Aul3erdem k6nnen noeh 
andere Kr~tfte, chemischer Natur auftreten 
und schlieBlich noch sterische Behin- 
derungen, wenn die Atome oder Radikale 
so groB sind, dab sie sich nicht mehr an- 
einander vorbeidrehen k6nnen. Im allge- 

beimessen, da, wie bereits 

Abb. 6. Zusaitlmen- 
setzung zweier ,,dreh- 

barer" Gruppen 

meinen werden schon relativ kleine Bewegungen ans symmetrischen 
Ruhelagen heraus ein scheinbares Dipolmoment erzeugen k6nnen. 

In Anbetracht dieser Unsicherheiten gehen EI~CKEN und MEYER SO 
vor, dab sie fiir ein Molektil zwei extremale Momente berechnen, inner- 
halb deren die wirklich gemessenen Werte dann liegen sollen. Das eine 
Moment, das minimale, ist gegeben durch die Stellung, in der die Dipole 
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sich weitgehendst kompensieren. In diesem Falle ist die gegenseitige 
potentielle Energie der Dipole ein Minimum. Das maximale Moment ist 
bestimmt durch solche Stellungen der drehbaren Gruppen im Molektil, 
aus denen ein besonders grol3es Moment resultieren wiirde. Allerdings 
dtirfte es bei komplizierteren Molektilen ziemlich schwierig sein, diese 
Lagen genau zu fixieren. Im allgemeinen wird die Abweichung yon diesem 
maximalen Momente ziemlich bedeutend sein. Schon im einfachen Falle 
einer reinen freien Drehung wird das mittlere (gemessene) Moment be- 
deutend kleiner sein als das m6gliche maximale. Im Beispiel zweier 
paralleler Gruppen (Abb. 7), die sictl senkrecht zu einer gemeinsamen 
Achse drehen k6nnen und yon denen jede das Moment a hat, ist das maxi- 
mate Moment 2a, das bei Temperaturbewegung dagegen nur 1/2a. Tri t t  
noch Behinderung ein, so wird diese in den allermeisten FAllen so wirken, 
dal3 sich die Dipole abstol3en, d. h. da.8 das Moment noch verkleinert wird. 
In einfachen F~fllen, wo man solche Rechnungen leicht anstellen kann, 
wurden diese Ansichten durch das Experiment best~itigt (z. B. Athylen- 

chlorid). Ein Einflul3 des Feldes auf das Dipolmoment des 
Molekiils, wie es sich etwa EUCKEN und MEYER vorstellen, 
wird erst bei sehr hohen Feldst~irken eintreten, wenn die 
Energie des Dipoles im Felde vergleichbar wird mit der 
W~irmeenergie (kT). Eine Temperaturabh~ingigkeit des 
Dipolmomentes, worauf auch EuCKExundWozFhinweisen, 

Abb.7. Sche- ware wohl m6gtich. In den wenigen F~llen, wo Dipole mit  ma zweier 
paralleler rotierenden Gruppen mittels der Methode des Temperatur-  

,,drehbarer" koeffizienten der DK gemessen wurden (ESTERMANN [16, 
Momente 17], GHOSH und Mitarbeiter [24b]), hat sich innerhalb 

der Fehlergrenzen und der kleinen Temperaturintervalle kein solcher 
Effekt  ergeben. 

Zusammenfassend kann man wohl sagen, dab dutch die M6glichkeit 
der Rotation der Dipole die Reichweite der Aussagen der Dipoltheorie 
weitgehend eingeschr/inkt wird. Man wird in jedem speziellen Falle ver- 
suchen mtissen, zu entscheiden, wie die wirklichen Verh~ltnisse liegen; 
allgemein 1/tBt sich heute tiber die freie Drehbarkeit noch nichts defini- 
tives aus sagen. 

AuBer diesen groben Effekten sind es noch einige im allgelneinen 
kleinere, die die eindeutige Auslegung der Dipolmessungen erschweren. 
Wie HOJENDAHL (32), und vor ihm schon THOMSON (87) erkannte, k6nnen 
Gruppenmomente neue Momente in den Kernmolektilen und in den an- 
deren substituierten Gruppen induzieren. Dadurch wird das Gesamt- 
moment ebenfalls beeinfluBt. Man kann sich leicht fiberlegen, dab diese 
im Molekiilinduzierten Dipole von einer solchen Gr61]enordnung sind, dab 
sie experimentell schon erfaBt werden k6nnen. Wir werden das im Falle 
der disubstituierten Benzole nachweisen k6nnen. Diese Beeinflussung 
kann sowohl eine Vergr613erung (Dipolmoment und zu polarisierendes 
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Atom liegen hintereinander) als auch eine Verminderung (Moment und 
za polarisierendes Atom liegen nebeneinander) des Gesamtmomentes her- 
vorrufen. Eine andere Erschwerung der Berechnung des Gesamtmomen- 
tes aus den Einzelmomenten besteht darin, dab Deformationen eilltreten 
k6nnen, z. B., indem die substituierten Atome so grol3 sind, dab die gegen- 
seitigen Abstol3ungskr~fte zu grol3 werden. Eine solche Abstol3ung wfirde 
eine Verminderung des Momentes bedeuten. Eine dritte M6glichkeit 
schliel31ich, durch die das Moment ge~indert erscheinen kann, ist die, dab 
bei Substitution einer Gruppe in einen Rest das Moment auch davon 
abh~ingen wird, wie dieser Rest weiter gebunden ist (EUCKEN und MEYER). 
Ein Beispiel bietet die in § 9 besprochene Substitution des CH 3. Alle 
diese Effekte, die im allgemeinen kleinerer Gr613enordnung sind, sind 
schwer voneinander zu trennen. Man wird also bei der Berechnung sol- 
cher Momente an die iJbereinstimmung nicht so hohe Anforderungen 
stellen diirfen, und wird sich zufrieden geben mfissen, wenn die errech- 
neten und gefundenen Zahlen ungefiihr fibereinstimmen. Die Rfick- 
schltisse, die man vom Dipolmoment auf die Struktur ziehen kann, 
werden dadurch natfirlich welter beeintriichtigt. 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wotlen wir nun in den fol- 
genden Paragraphen die wichtigsten Mel3ergebnisse diskutieren. 

§ I I. Benzol und seine Derivate. Schon bei den ersten Arbeiten 
fiber I)ipolmessnngen ist dem Benzol besondere Beachtung geschenkt 
worden. Die Struktur des Benzols ist viel diskutiert worden (vgl. HENRY 
[301), und auch die Dipolmessungen sind zur L6sung dieser Frage heran- 
gezogen- worden (SMYTK und MORGAN [78], WILLIAMS [101], HoJEN- 
DAHL [321). Das Moment des Benzols selber darf heute als o angesetlen 
werden; doch ist mit dieser Aussage fiber die Symmetrie jede der wich- 
tigsten Formeln, die ffir die Stru-ktur in Vorschlag gebracht worden 
sind, vereinbar. Es handelt sich hauptsiichlich um zwei Allord- 
nungen: eine fiiumliche (z. B. LADENBURG) und eine ebene (z. B. 
KEKULR). Um zwischen diesen Formeln zu entscheiden, haben die drei 
oben genannten Autoren disubstituierte Produkte des Benzols und 
WILLIAMS und HOJENDAHL auch trisubstituierte Derivate untersucht. 
S~imtliche Ergebnisse, die an Benzolderivaten gewonnen worden sind, 
sind in Tabelle I I  niedergelegt. Man ersieht, dab ffir einfache trisubsti- 
tuierte Benzole, z. B. Tribrombenzol, das Moment 0 folgt. (Ob Trinitro- 
benzol wirklich ein Moment hat,  ist noch nicht sicher). Dieser Befund 
ist wohl nu t  mit einer ebenen Formel oder, wie HOJENDA~tL betont,  mit  
einer nut  sehr wenig aus der Ebene herausgebogenen Anordnung ver- 
einbar. Im gleichen Sinne sprechen die Resultate an den Disubstitutions- 
produkten, die sich alle mit einer ebenen Formel, insbesondere mit einem 
ebenen regul~tren Sechseck, erkl~iren lassen. 

Wir wollen nun zusehen, wie weit eine Berechnung des Gesamt- 
momentes aus den einzelnen Gruppenmomenten m6glich ist. Wir ver- 
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T a b e l l e  I I .  
a) B e n z o l .  

F o r m e l  des  Auto r ,  
S u b s t a n z  S u b s t i t u e n t e n  M e t h o d e  M o m e n t  

B e n z o l  C6H6 {I 

32, G P  e o 

99, L'Pe o 
z6, F T  o 
60, .FT o 

( d . h .  < 0,4 IO -~s)  

b M o n o s u b s t i t u i e r t e  B e n z o l e .  

F o r m e l  d e s  Auto r .  l~Ioment  i 
S u b s t a n z  S u b s t i t u e n t e n  M e t h o d e  × I°~S I B e m e r k u n g e n  

C h l o r b e n z o l  . . . . .  Cl 

B r o m b e n z o l  . . . .  

F l u o r b e n z o l  . . . . .  
J o d b e n z o l  . . . . .  

N i t r o b e n z o l  . . . . .  

i s. Tab .  5 
/ 32, L P B r  ~ io i ,  L P  e 

F ! 92, L P  a 
J i 92, L P .  

42 , LPe  
NOz 99, LPe  

7, LPe 
I [ 78' LPe  C H3 

99, LPe  
i 

OH li 78, LPe 
99, LPe 
z6, L T  

N H z  32, L P  
C N  . zo3, LPe  

{ ' x6, L T  OCH3 
: 32, L P  

OCzH s i6, Z-T 
C(O)H zoz, L P  e 

C (0) O H  99, LPe  

C(O)OCH3 
C(O)OCzH5 z7, 

Toluo l  . . . . . . .  

P h e n o l  . . . . . . .  

Ani l in  . . . . . . .  

C y a n b e n z o l  . . . . .  

Aniso l  . . . . . . .  

P h e n e t o l  . . . . . .  
B e n z a l d e h y d  . . . .  
B e n z o ~ s / i n r e  . . . .  
B e n z o ~ s ~ u r e m e t h y l -  

e s t e r  . . . . . . . .  
Benzo~s~ture l i thyles te r  

o - D i c h l o r b e n z o l . . .  

z7, L T  
L T  

B r  

J 

m -  , j  . ° . 

p -  ,~  • . , 

o - D i b r o m b e n z o l  . . 

m -  , ~  ° . . 

p -  ~ ,  . . . 

o - D i j o d b e n z o l  . . . 

p -  ~ ,  . . • 

c) D i s u b s t i t u i e r t e  B e n z o l e  m i t  2 

{i 
z5b, 
79, 
x5b, 
79, 

z5b, 
92 , 
15 b, 
92 , 
x5b, 
92 , 

1,53 
1,56 
1,5o 
1,39 
1,25 
3,84 
3,9° 
3,75 
o,4o 
0,46 

1,73 
1,7 O 
1,60 
1,51 
3,4 
0,8 
I , I6  
1,(30 

2,75 
I,O 

1,8 
1,8 

g l e i c h e n  S u b s t i t u e n t e n .  

L P  
LP~ 
L P f  
L P -  

LP) 
L P  z-Z 
z.P) 

5P) 

x5b, L P /  

x5b, L P f  

• sb, r~pf 

2,24 
2,25 
1,37 
1,48 
O 
O 

1,67 
1,87 
1,22 
1,55 
0 
0 

1,63 

1,01 

2,68 

1,55 

0 

2,60 

1,50 

0 

2,17 

1,25 

O 
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T a b e l l e  I i .  ( F o r t s e t z u n g . )  

F o r m e l  d e s  A u t o r ,  M o m e n t  ] 3 e m e r k u n g e n  
S u b s t a n z  ; u b s t i t u e n t e n  M e t h o d e  × io  ~s 

o - D i n i t r o b e n z o l . . .  

o -Xylo l  . . . . . .  

p - D i ~ t h y l b e n z o l  . . 
B r e n z k a t e c h i n  . . . 

B r e n z k a t e c h i n d i m e -  
t h y l A t h e r  . . . . .  

R e s o r c i n d i m e t h y l -  
/~ther . . . . . . .  

H y d r o c h i n o n d i m e -  
t h y l A t h e r  . . . . .  

] 3 r e n z k a t e c h i n d i g -  
t h y l A t h e r  . . . . .  

R e s o r c i n d i ~ t h y l A t h e r  
H y d r o c h i n o n d i ~ t h y l -  

~ t h e r . . .  . . . .  

H y d r o c h i n o n - d i b u t y l -  
/ i t he r  . . . . . . .  

H y d r o c h i n o n - d i o c t y l -  
Ather  . . . . . . .  

p - X y l y ! e n c h l o r i d  

H y d r o c h i n o n d i a c e t a t  

o - P h t a l s ~ u r e d i m e -  
t h y l e s t e r  . . . . .  

p - P h t a l s A u r e d i m e -  
t h y l e s t e r  . . . . .  

o - P h t a l s A u r e d i ~ t h y l -  
e s t e r  . . . . . . .  

p - P h t a l s A u r e d i g t h y l -  
e s t e r  . . . . . . .  

p - D i a m i n o b e n z o l  . . 

N°, I 
c ~  

C2Hs (P) 
OH (o) 

O C H  3 (o) 

,, (m) 

,7 (P) 

0 C~H5 (o) 
7, (m) 

,, (P) 

0C4H9 (P) 

0C8H~7 (p) 

CH~Cl (p) 

O(O)CCH3 

C(O)OCH3 

C(O) 0 C~Hs 

~7 

NH= 

d)  D i s u b s t i t u i e r t e  B e n z o l e  m i t  

32, L P  6,00 6,58 
99, LPe 6,05 
32, L P  3,70 

3,80 99, LPe  3,81 L 
32, L P  0 ]0 
99, LPe  0 

99, LPe  0,52 0,52 
, ,  0 0 

97, L P  o 
7, 2 , 1 6  

,7 1,31 

,, 1,59 

,, 1,81 

1,37 
1,7 ° 

1,76 
1,7o 

1,79 

1,63 

2 , 2  3 

2 , 2  

2 , 3  
2,8 
2~2 

2 , 2  

z7, L T  274 

2,3 
96,"LPe o (?) 

v e r s c h i e d e n e n  S u b s t i t u e n t  e n .  

77 

IOI, L P  e 

97, L P  

, 7  

IO_r, L . P  e 

-' z7, L T  
96, LPe 
I 7 ,  L T  
96, LPe 

p - C h l o r b r o m b e n z o l  

o - C h l o r n i t r o b e n z o l  

P -  7~ 

o - C h l o r t o l u o l  . . . .  
m -  ~7 . . . .  

C1; B r  

CI; NO~ 

e l ;  CH3 

4 t  ~ 

xoz, L P  8 

3 2, L P  
92 /  ,, 
32, L P  
92 , 
32, L P  
92, ,, 

92, L-P a 

O O 

4'25 4,76 
3,78 
3,38 
3,I8 3,30 

2'55 2,25 
2,36 

1,39 1,39 
1,6o 1,78 
1,74 1,95 
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T a b  e l l  e I i. (For t se tzung . )  

F o r m e l  des  Autor ,  M o m e n t  B e m e r k u n g e n  
S u b s t a n z  S u b s t i t u e n t e n  M e t h o d e  × io  ~a 

o - B r o m j o d b e n z o l . .  

p -  , ,  • . 

p - B r o m n i t r o b e n z o l  . 

o -Ni t ro to luo l  . . . .  

o - C h I o r p h e n o l  . . . 

o - N i t r o p h e n o l  . . . 

o -Ni t roan i l in  . . . .  

o -N i t roan i so l  . . . .  

p - N i t r o b e ~ z a l d e h y d .  

p -Ni t robenzo~s~ .u re .  

o -Kreso l  . . . . . .  

o - K r e s y l m e t h y l ~ t h e r  

p -  ~ 

o - A m i n o b e ~ z o &  
s~ .u remethy les t e r  

B~'; J 

B r ;  NO~ 

NO~ ; C H s 

Cl;  OH 

NOz;  OH 

NO~; NH~ 

NO~; O C H  3 

NO~; C(O)I-~ 
NO~; C(O)OH 

C H s ;  OH { 

,~ ~ { 

C H s ;  O C H  3 

N H , ;  
C(O) O C H  s 

92, LPa  

32, L P  

32, L P  
99, L-Pe 

32, L~ z~ 
99, LPe  

IOl, LPe  

I05, ,, 
IOI, ~, 

Io5, LPe 

32, L P  

32, L P  

IOI,  L P  e 
IOI,  L P  e 

78, L_P, 
lOI, ,~ 

8, ,, 

loi, ,, 

78, ,, 
IOI, ,, 

IOl, L P  e 

I6 ,  L T  

1,73 
I , I 4  
0,49 

2,53 

3,64 
3,75 
4,20 
4,31 
4,5 

1,3 

2,17 
2,4 

3,X 
3,9 
5,°5 

4,45 
4,72 
7,1 

4,80 
4,36 

2,4 

3,5 

1,54 
1,44 
1,75 
1,60 
1,81 
1,64 

I ,O 

1,17 
1,20 

I,O 

2,4 
3,3 

2,38 
1,39 
0,25 

2,I9 

3,61 

4 , I0  

4,20 

2,82 (1,63) 
[0,7--2,9] 

o, t5 (3,25) [2,47]' 
[2,3] 

3,27 
4,69 
5,26 

• 3,33, (4,45) 
4,9I (2,59) [4,35]' 

I 1,63 (1,93) 
I [ i ,2  - -  1,9] 

1,93 (1,63) 
[1,2 - -  1,9] 
2,IO (1,3o) [1,5] 

[1,6]' 

1,o6, (1,44) 
1,44, (I,06) 
1,6o (o,8o) [1,13]' 

e) S y m .  T r i s u b s t i t u i e r . t e  B e n z o t e  

T r i b r o m b e n z o l  . . . 

T r i n i t r o b e n z o l  . . . 

T r i m e t h y l b e n z o l  . . 
T r i a t h y l b e n z o l  . . . 
P h l o r o g l u c i n t r i a c e t a t  
Ph lo rog luc in t r ime thy l .  

~ the r  . . . . . . .  

( g l e i c h e  

N O ,  { 

CH3 
C~H5 

o(o) CCH3 

OC H3 

32, L P  0 
32, L P  0,72 
60, LPe  0,8 

IOl, L-P a 0,8 
i o i ,  L P  e o 

, ,  , ,  0 
. . . .  2,4 

. . . .  1.8 

G r u p p e n ) .  
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wenden vorerst die Tabelle 8 von WILLIAMS und beschr~inken uns auf 
solche Gruppen, bei denen die freie Drehbarkeit keine Rolle spielt, bei 
denen also das Moment genau in der Diagonalrichtung des Sechseckes 
liegt; es sind dies die ersten fiinf Gruppen unter c) und die ersten sechs 
unter  d). Die ~Jbereinstimmnng zwischen Rechnung und Experiment 
ist recht gut, wie die unter , ,Bemerkungen" stehenden errechneten 
Zahlen zeigen; insbesondere wird der Gang richtig wiedergegeben, d. h. 
die Anderung des Momentes beim Durchlaufen der o-, m- und p-Stellung. 
Die Abweichungen scheinen aber doch systematischer Natur  zu sein. Es 
erscheint n~imlich das berechnete Moment ftir die o-Stellung regelm~iBig 
gr613er als das gemessene, ftir die p-Stellung, wenn eine Abweichung da 
ist, kleiner. Ausnahmen bilden Nitro- und Chlor-Toluol. Dieses Ver- 
halten kann durch induzierte Polarisation erkl~irt werden. In den ersten 
F~illen haben beide Gruppen das gleiche Vorzeichen, sind also in der 
.o-Stellung ungefiihr parallel, in p entgegengesetzt gerichtet. Betrachtet  
man nur die induzierte Polarisation in den Gruppen selber, so ist klar, 
• dab in o jeder Dipol in der anderen Gruppe einen entgegengesetzten er- 
zeugt, d. h. das Moment verkleinert. In der p-Stellung k6nnen sich die 
Momente nut  vergr6Bern. Man iiberlegt leicht, dab fiir ungleiche Grup- 
pen, also ffir-Nitro- und Chlor-Tolnol, sowohl in o wie in p die Momente 
vergr613ert erscheinen. Diese l~berlegungen scheinen durch das Experi- 
ment  best~itigt zu werden. Es darf aber nicht verhehlt werden, dab eine 
~solche *nderung des Momentes auch durch kleine Deformationen der 
Gruppen bedingt sein k6nnte. 

Betrachten wir den n~ichst komplizierteren Fall: Eine feststehende 
Gruppe und eine drehbare (OH, OCH3)~. Aus Messungen an Kresolen 
~and Kresylmethyl~ither schloB WILLIAMS (101) auf das negative Vor- 
zeichen dieser Gruppen, um den Gang der Zahlen beim iJbergang yon o 
zu m u n d  p zu erkl~iren. Berechnet man mit dell gleichen Vorzeichen 
'Chlorphenol, so ist der errectmete Gang gerade dem experimentell ge- 
fundenen entgegengesetzt. Wiirde man das Zeichen vertauschen, so er- 
g~iben sich die in runde Klammern gesetzten Werte, die nun wieder 
fiir die Kresole nicht stimmen. Diese Diskrepanz findet ihre Kl~irung 
in der Tatsache, dab die Momente schr~ig in diesen Gruppen stehen, 
die Berechnung mit Winkeln von 60 o, 12oo und 18o ° z~dschen den Mo- 
menten in den verschiedenen Stellungen also unzul~issig ist. Verwenden 
wir dagegen die Berechnungsweise yon  EUCKEN oder WOLF, SO erhalten 
wit die in eckigen Klammern bzw. in [ ]' angegebenen Werte, die mit 
der Erfahrung ausgezeichnet tibereinstimmen. FOr die p-Stellung fallen, 
wie man sich leicht tiberlegt, die beiden Grenzwerte (nach EUCKEN) des 
Momentes zusammen ; daher ergibt sich fiir dieses Isomere nur ein Wert.  

C/-/s wird sich zwar auch um die Bindung C-C drehen; der Symmetrie 
wegen liegt abet das Moment in dieser 1Zichtung, ~indert sich also bei einer 
Drehung nicht. 
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Fiir das andere Isomere liegt der experimentelle Wert zwischen den errech- 
neten Grenzwerten. Ein interessanter Fall ist das p-Nitroanilin, dessen 
gemessenes Moment bedeutend fiber dem berechneten liegt (7,I gegen 5,3)- 

Geht man nun zu noch komplizierteren F~illen fiber, in denen beide 
Gruppen Winkel und Drehbarkeiten besitzen, so werden die Verh~ilt- 
nisse recht untibersichtlich, wie besonders die Messungen yon WEISS- 
BERGER und SA.NGEWALD (97) zeigen. Substituiert man zwei OCH 3- 
Gruppen, so nimmt das Moment v o n d e r  Ortho-Stellung (Brenzkatechin- 
dimethyl~ther) zur Parastellung (Hydrochinondimethyl~ther) zu yon 
1,31 auf 1,81. Selbst bei Beriicksichtigung der freien Drehbarkeit etwa 
nach der Formel, wie sie im vorigen Paragraphen angegeben wurde, 
miil3te der Gang gerade der umgekehrte sein ; die Momente dtirften h6ch- 
stens gleichbleiben. Bei der Gr6Be der Gruppen ist es ja auch sehr wahr- 
scheinlich, dab ill o-Stellung sterische Behinderung eintreten wird und  
genaue Aussagen tiber das Moment unm6glich macht. Ersetzt man femer 
im Hydrochinondimethyl~ither die OCH3-Gruppen dutch OC2H s oder 
OC, H,,  so bleibt das Moment konstant,  und sinkt nu t  wenig beim 
lJbergang zu OCsHIT. Bei dell Derivaten des Resorcins dagegen wird 
das Moment wesentlich grO/3er beim l~bergang vom Methyl- zum J~thyl- 
~ther, was eigentlich nicht recht verst~tndlich ist. Es zeigt sich ebert 
auch hier, dab durch Substitution yon groi~en Gruppen die Deutungs- 
versuche sehr erschwert werden. 

Eine besondere Rolle spielt das Diaminobenzol. Wie wir sehen wer- 
den, ist NH 3 nicht eben, Solldem pyramidal gebaut, mit N an der Spitze 
und den drei H an der Grundfliiche. Ersetzen wir nun ein H durch den 
Benzolring, so sollte das resultierende Moment nicht in der Benzoldiago- 
nale liegen, sondern schr~ig dazu; das wiirde aber bedeuten, dab zwei 
solche Gruppen in p-Stellung ein Moment ergeben sollten, was das Ex- 
periment nicht zu best~itigen scheint. Allerdings ist die L6slichkeit und 
darnit die MeI3genauigkeit sehr gering; der Wert scheint mir daher noch 
nicht geniigend sicher gestellt '. 

Diese Schr~igstelhmg des Momentes in der Gnlppe und die Drehbar- 
keit erkIAren nattirlich auch die yon o verschiedenen Momente fiir die 
symmetrischen trisubstituierten Benzole, n~imlich Phloroglucintriacetat 
und Phloroglucintrimethyl~ither. AnschlieBend hieran sei noch bemerkt, 
dab LONSl)ALE (45) mittels RSntgenanalyse ftir Hexamethyl-Benzol im 
kristallinen Zustande eine ebene Anordnung des Benzolringes findet. 

§ xs. Diphenyl und seine Derivate:  Auch ftir die Frage nach der 
Struktur des Diphenyls sind Dipolmessungen yon Bedeutung geworden, 
die yon WILLIAMS und WEISSBERGER (96, 102) und BRETSCHER (5) ZU 
diesem Zwecke ausgeftihrt worden sin& Es gilt zu entscheiden, I. ob 
die beiden Benzolringe gestreckt aneinander liegen (a) oder geknickt (b) 
oder gar gefaltet (c) (Kaul~ZERsche Formel), 2. ob die beiden Ringe um 

S. hierzu auch Ful3note auf S. 35o. 
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ih re  Verb indungsachse  gegeneinander  d rehba r  sind. Die  Tabel le  12 g ib t  
d ie  gemessenen Wer t e  ftir pp'  und  oo'-Derivate wieder.  In  der  l e t z t en  
Ko lonne  s ind  zum Vergleich W e r t e  fiir die en tsprechenden  Benzolver -  
b indungen  hinzugesetz t .  

o o 

, - \  / - - - - \  p p' 

a b c 

Das  D ipheny l  selber h a t  kein  oder  nu r  ein sehr  kleines Moment .  Es  
l~igt s ich da raus  aber  noch kein e indeut iger  Schlul3 auf  die S t r u k t u r  
ziehen.  Dagegen ver langen die  ers ten  vier  pp'-Derivate,  deren Momen t  

Tabelle 12. D i p h e n y l d e r i v a t e .  

Substanz Substi tuent ] Autor, Moment]  Moment 
Methode X Io ~8 imBenzol  

Dyphenyl  . . . . . . . . .  

a 

pp'  Difluordiphellyl . . . .  

pp'  Dichlordiphenyl . . . .  

pp'  Dibromdiphenyl  . . . .  
pp'  Dinitrodiphenyl . . . .  
p p' Dicyandiphenyl . . . .  i 

]3enzidin . . . . . .  

pp'  Dimethoxydiphenyl  . 
pp" DiAthoxydiphenyl . . 
pp'  Diphenoldiacetat  . . 

5, 
_ _  I6, 

43, 
96 , 

S u b s t i t u t i o n  pp' 
F 5, 
C! 5, 

9 6 , 
Br 5, 

NO2 96, 
CN 5, 

5, 
NH~ 96 , 
oc~3 5, 

OC~H5 96, 
O(O)CCH3 96, 

LP, 
L T  
F T  
LPe 

LPe 
LPe 

o} 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

1,14 
1,43 
1,3 
1,52 
1,9 
1,9 

pp'  Diphenvl-dicarbons/iure- I 
dimethylester . . . .  j C(O)OCH3 I 96, ,, 

b) S u b s t i t u t i o n e n  oo' 
o o' Dichlordiphenyl. . .  . I, NoCI 5, L Pe 
oo' Dmltrodiphenyl  . . . .  I 5, ,, 
o o' Diaminodiphenyl  . . . .  ! NH2 ] 5, ,, 
o o' Dimethoxydiphenvl  • • I OCH3 I 
oo' Diphenoldiaceta t .  ~ . . .k O(O)CCH3 ] 5, ,, 5~ ~y 
oo' Diphenyl-dicarbonsAure-[ C(O)OCH3 {i 5, ,, 

dimethylester . . . .  ] 96, ,, 

2,2 

1,72 
5,12 
2,0 

1,52 
2 , I 8  

2,35 
2,3 

O 

O 

O 
0 

o (?) 

1,74 
1,74 
2,2 

2~2 

0 is t  wie im Benzol, zu ihrer  Deu tung  eine A n o r d n u n g  (a). Beim pp'-Di-  
c y a n d i p h e n y l  fehlt  der  en tsprechende  W e f t  ftir das  Benzo lde r iva t ;  es 
b le iben  daher  zwei lVI6glichkeiten ftir die S t r u k t u r  bes tehen :  Das  Mo- 
m e n t  des C N  i s t  gegen die Benzoldiagonale  geneigt ,  dann  kann,  besonders  
wenn die beiden Ringe  sich gegene inander  drehen,  ein Moment  resul -  
t ieren auch bei  einer S t r u k t u r  (a) ; l iegt  aber  das Moment  in R ich tung  der  
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Diagonale, dann kSnnte nu t  eine Formel (b) oder (c) den gefundenen 
Wert  erkl/iren. Eine Entscheidung kann man vielleicht durch eine Mes- 
sung yon p-Dicyanbenzol erwarten ; ist das Moment dort o, so hieBe das, 
das Moment liegt in der Diagonalrichtung. Ganz zwingend ist dieser 
SchluI3 nicht;  denn es w/ire auch bei geneigten Momenten m6glich, dab  
ein Moment o resuttiert. Dann miiBte abet  die Drehbarkeit  aufgehoben 
sein und die Momente mfiBten stabil die hier skizzierte Anordnung haben.  

/ - - \ . . ~  
¢ ' \  / 

Alle bisherigen Erfahrungen widersprechen aber einer derartigen An- 
nahme. Genau so liegen die Verh~ltnisse beim pp'-Diaminodiphenyl  
(Benzidin). Wie bereits erw~hnt, ist zu erwarten, daI3 das Moment in 
der NH~-Gruppe gegen die Diagonale geneigt ist. Dann wird die For-  
reel (a) wahrscheinlich. Dock mtiBte in diesem Falle auch das Diamino- 
benzol ein Moment zeigen. Sollte das Moment o ftir das Benzolderivat aber  
richtig sein, dann miiBte man wohl annehmen, dab das Diphenylderivat  
nach (b) oder (c) gebaut ist. Aus chemischen Grfinden ist in der Ta t ,  
wenn auch wohl irrttimlich, ftir das Benzidin auch die Formel (c) gelegent- 
lick angegeben worden, und WILLIAMS schlol3 aus seinen Messungen, dab 
diese Formel wirldich zutreffe. BRETSCHER ist dagegen der Meinung, dal3 
doch die Formel (a) die richtige ist. Ein Entscheid wird wohl eine Nach-  
messung des Diaminobenzols bringen ~. Allerdings spricht die Kleinheit 
des gefulldenen Momentes ftir Benzidin (1,4) schon sehr gegen eine For-  
reel (c) ; denn in diesem Falle wtirde man erwarten, dab das Gesamtmoment  
durch Addition der Einzelmomente entsteht,  die j a parallel gerichtet sind. 
Man berechnet so einen Wert  yon etwa 3,0, die Abweichung vom experi- 
mentell geflmdenen Wert  1, 4 ist so groB, dal3 sie nicht durch eine kleine 
Deformation aus der Lage (c) erklArt werden kSnnte 2. 

Die pp'-Derivate liefern also keinen Beweis ftir die Drehbarkeit  der 
Kerne gegeneinander. WEISSBERGER und WILLIAMS und BRETSCHER 
versuchten, ob vielleicht die oo'-Derivate in dieser Richtung etwas be- 
s t immtes ergeben wiirden. Das yon WEISSBERGER untersucht e Derivat  ha t  
so komplizierte Gruppen, dab daraus kein eindeutiger SchluB gezogen 

Die Annahme BRETSCHERS, dab durch das Benzidin die Drehbarkeit 
der beiden I~erne gegeneinander verlangt wird, trifft nicht zu, da sich die 
Gruppen wahrscheinlich um ihre Bindung zum Benzolkern (C--N) drehen 
kSnnen. Ob eine solche Drehung m6glich ist, wird alas genaue Moment des 
p-Diaminobenzols ergeben kSnnen. 

2 Zusatz bei der Korrektur: Inzwischen haben WEISSBERGER und S£NGE- 
WAnD (Zeitschr. L Phys. Chem. (B) 5, 237, 1929) die entsprechenden methylier- 
ten Verbindungen untersucht (n-Tetramethyl-p-phenylendiamin und n-Tetra- 
methyl-benzidin), die beide das gleiche Moment haben (1,23 resp. 1,25. io--~8). 
Da dutch das Methylieren die Struktur kaum wesentlich ge~nder% wird, wird 
durch diese Untersuchung die Form (a) fiir das Benzidin weitgehend sicher- 
gestellt. 
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werden konnte. BRETSCHER schlieBt dagegen aus den Beobachtungen an 
oo'-Dichlordiphenyl auf eine Drehbarkeit der Kerne gegeneinander. Mir 
scheint der Schlul3 nicht eindeutig: Berechnet man mit den WILLIAMS- 
schen Daten ffir die Einzelmomente das resultierende Moment, so folgt, 
sowohl bei freier Drehbarkeit, wie auch bei einer Stellung der beiden 
Benzolkerne nach (a) aber mit den Ebenen der Kerne um 9 °0 gegen-, 
einander verdreht, ein Wert yon 1,8; gemessen wurde 1,72. Es ist klar, 
dab daher kein eindeutiger Schlul3 gezogen werden kann. 

§ I3. Verbindungen vom Typus Ca 4. Seit  WEISSENBERG (98) eine 
neue Symmetriebetrachtung in die Stereochemie eingeffihrt hat, und 

Tabelle 13. M e t h a n d e r i v a t e  (Ca4). 

Substanz Substituent Autor, Moment 
Methode X IO x8 

Methan . . . . . . . . .  

Tetrachlorkohlenstoff . . 
Tetranitromethan . . . .  
Tetrachlormethylmethan . 

Tetrabrommethylmethan. 
Tetrajodmethylmethan..  
Orthokohlens~uremethyl- 

ester . . . . . .  . . . 
Orth okohlensi~ure~thylester 
Pent aerythrittetraacetat . 
Pentaerythrittetr anitrat . 
Methantetracarbons~iure- 

methylester . . . . . .  
Methantetracarbons~iure- 

~ithylester . . . . . . .  1 

H 

Cl 

NO~ 
CH~CI 

CH~Br. 

CH2J 

0 CH s 
OC~H5 

CH~O(O) CCH s 
CH~ONO~ 

C(O)OCHs 

C(O)OC~H5 

s. Tab. I 
69, G T 
99, L -Pe 

IOI, L R e 
L P  

If, L P/f II, 
IoI, A P  e 

I I ,  L P f  

L P  
II ,  L Pf  ._rZ, 
II ,  L-P) 

Ioz, L P', 
I I ,  L P/  

I I ,  L P f  

I I ,  L-P/  

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0,8 
I~I 
2,6 
1,9 
2,0 

2,8 

3,0 

damit den Geltungsbereich der klassischen Theorie von VAN 'T HOFF und 
LE BEL einschr~inken wollte, ist die Frage nach der Struktur des Penta- 
erythrits und ~thnlicher Verbindungen ill den Mittelpunkt des Interesses 
gertickt. Es handelt sich darum, zu entscheiden, ob alle Ca 4 -Verbin- 
dungen tetraedrisch sind, wie es die klassische Theorie verlangt, oder ob 
es auch andere Konfigurationen gibt, die stabil sind, z. B. eine pyrami- 
dale, wie sie yon MARK und WEISSENBERG aus R6ntgenanalysen ffir 
das Pentaerythrit  gefunden wurden. Aus neueren R6ntgenuntersuchun- 
gen scheint aber hervorzugehen, dab sowohl Pentaerythrit  selber 
(SCHLEEDE [72]) wie auch Pentaerythrit tetraacetat  und Pentaerythrit-  
tetranitrat (REIS und Mitarbeiter [23, 561, KNAGGS [40]) tetraedrisch ge- 
baut sind. Ganz eindeutig sind allerdings die Ergebnisse flit Penta- 
erythrit noch nicht, da immer Zwillingskristalle untersucht wurden. 
EBERT und Mitarbeiter (11) und WILLIAMS (101) haben nun versucht, 
durch Dipolmessungen die Sachlage zu kl~ren. In Tabelle 13 sind die 
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gemessenen Werte eingetragen. (EBERT hat nur  die Polarisation ange- 
geben, aus der dann das Moment berechllet wurde; die Genauigkeit ist 
nicht sehr groB, da die L6slichkeit sehr gering ist. Immerhin diirfte die 
Existenz yon Dipolen bei den entsprechendell Substanzen aul3er Frage 
stehen.) Die Tabelle zeigt, dab es Molekfile gibt, die ein Moment be- 
sitzen, z .B .  gerade das Tetraacetat .  Die SchluBfolgerung yon EBERT, 
dab die Existenz solcher Dipole eine pyramidale Anordnung verlange, 
ist nicht ganz stichhaltig. S~mtliche Gruppen, bei deren Substitution 
in CH 4 ein Moment entsteht, haben einen Briickensauerstoff, sind also 
gewinkelt. Berticksichtig t man noch die Drehbarkeit, so ist es leicht 
m6glich, wie I-IOJENDAHL wohl zuerst zeigte, dab auch bei tetraedrischer 
Anordnung der Gruppen ein Moment zustande kommt, ~2mlich wie bei 
den entsprechenden Paraderivaten des Benzols. Zu tier gleichen SchluB- 
folgerung gelangen WILLIAMS, HOCKEL, BRETSCIIER und EUCKEN und 
MEYER. Man kann also sagen, dab die Dipolmessungell keine Sttitze 
fiir die WEISSENBERGsche Theorie abgeben. Interessant ist allerdings, 
dab Tetrachlormethylmethan (C(CH2 Cl)4 ) und die entsprechenden Deft- 
r a t e  ftir Brom und Jod kein Moment ergeben. Man sollte annehmen, 
dab auch in diesen Gruppen das Moment schr~tg angeordnet ist, und daher 
bei freier Dretlbarkeit ein Gesamtmoment resultieren mtiBte. Im Falle 
des p-Xylylendichlorid, in dem diese Gruppe im Benzol substituiert ist, 
ergibt sich dagegen ein Moment yon 2,2 (Tabelle II). Diese beiden Fest- 
stellungen scheinen sich gegenseitig zu widersprechen. WEISSBERGER 
und S~,NGEWALD (97) versuchen eine Erkl~trung dadurch zu geben, dab 
sie annehmen, die Gruppen seien in p-Stellung im Benzol so weit von 
einander entfemt,  dab eine Drehung m0glich ist, w~ihrend bei der Sub- 
stitution im CH, die Gruppen einander so nahe kommen, dab sie nicht 
mehr aneinander vorbeidrehen k6ilnem 

ESTERMANN (18) hat auch nach der Molekularstrahlmethode Penta- 
erythri t  und zwei Derivate untersucht (siehe § 8). Pentaerythrit ,  
das infolge seiner schweren L6slichkeit und dem hohen Siedepunkt llach 
keiner anderen Methode lmtersucht werden kann, zeigt ein Moment, das 
ESTERMANN auf 2,5 sch~itzt. Die Messungen an den zwei Derivaten sind 
in Clbereinstimmung mit den MeBergebnissen von EBERT. 

§ I4. ~.thylenderivate; Cis- und Trans-Isomerie .  In Tabelle 14 
sind Substanzen dieser Gruppe aufgefiihrt. Besonderes Interesse be- 
ansprnchen die Cis- und Trans-Derivate der Dihalogeniithylene, die von 
E~I~XRA (15a) untersucht w-arden mad das erste Beispiel darer lieferten, 
wie Dipolmessungen die Strukturbestimmungen unterstiitzen k6nnen. 

Cl CI Cl H 
I I I I 

Betrachten wir die zwei Formen C = C ; C = C , so bedeutet die 
I I I I 

cis H H H Cl lrans 
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Tabelle 14. Ve rb indungen  mit  d o p p e l t  g e b u n d e n e m  C. 

Substanz Formel Autor, Moment 
Methode X IO x8 

Athylen . . . . . . . . . .  H 2 C  = CH2 77, G T 
c i s - D i c h l o r ~ t t h y l e n  . . . .  i H C l C  = C C l H  z5b,  L P f  
t r a n s -  ,, . . . . .  ! ,, z5b ,  ,, 
a s y m m . -  H ~ C  = CCl2 z5b ,  ,, 
c i s - D i b r o m ~ t h y l e n  . . . .  H B r C  = C B r H  x5  b, ,, 
tra14S - , ,  . . . .  , ,  I s b  , , ,  

c i s - D i j o d ~ t h y l e n  . . . . .  H J C  = C J H  z5b,  ,, 
t r a n s -  . . . . . .  ~ z5b ,  ,, 
c i s -  ChlorbromXthylen . . I H C I C  C B r H  
t r a n s -  "l . . . .  :] " 
(?) c i s -  Chlorjod~thylen H C l C  = C J H  
(?) t r a n s -  , . . . .  I ,, 
Vinylbromid . . . . . . . .  11 H 2 C  = C H B r  
TrimethylAthylen . . . . .  I ( C H 3 h C  = C H C H 3  
Diphenyl~thylen . . . . . .  i H 2 C  = C(C6H5)2 
a - C h l o r p r o p y l e n . . . . . . I  H C l C  = C H C H  3 
a - Butylen . . . . . . . . .  1 H 2 C  = C H C ~ H  5 
Allylamin . . . . . . . . .  I CH2 = C H -  C H ~ N H ~  
Allylbromid . . . . . . . .  CH2 = C H -  C H ~ B r  
Allylchlorid . . . . . . . .  CH~ = C H -  C H 2 C I  

I 5 b ,  ,, 
I 5b ,  ,, 
I 5 a ,  , ,  

I 5 a ,  
3 2  ' G > e  

3 2 , 
x 7 , L"T  
32,  G P e  
77, G T 
3 2 ,  G P e  

3 2 ,  , ,  

32~ ,,  

O 

1,85 
O 

I,I8 
1,35 

O 
0,75 

0 

1,55 
0 

0,57 
1,27 
1,48 
0,47 
0,5 
1,6(5 
O,37 
1 , 2 0  

1,93 
1,97 

Existenz der zwei Isomeren, dab die beiden H/ilften im Athylen nicht 
gegeneinander drehbar sind. Es ist also m6glich, eine eindeutige Vektor- 
addition der einzelnen Gruppenmomente, erzeugt dutch die C - C l - B i n -  

dung, vorzunehmen. Dann ist es Mar, dal3 in der Trans-Stellung beide 
C I  symmetrisch liegen, also kein Moment erzeugen werden; im Falle der 
Cis-Stellung hingegen mul3 eine elektrische Dissymmetrie resultieren, wie 
es der experimentelle Befund auch bestatigt. EUCKEN und MEYER haben 
ffir diesen Fall auch mit ihren Annahmen das Moment berechnet und 
finden o bzw. 1,9, ERRERA land experimentell o bzw. 1,85. Die/.)berein- 
stimmung ist eine sehr gute, was doch eine sichere Stfitze ffir die Richtig- 
keit der Annahmen fiber die Valenzwinkel sein dttrfte. Im asymmetfi- 
schen Dichlorbenzol liegen die zwei C I  auch so, dab man ein Moment er- 
warten wird, was auch experimentell best~itigt wird. ]3esonderes Inter- 
esse bietet auch das Chlorjodgthylen. Nach der Bezeichnung yon ER- 
VEgA ist bier die Reihenfotge gerade umgekehrt als man erwarten wfirde. 
Da C l  und J gleichgerichtete Momente haben, sollte die Trans-Stellung 
das kleinere Moment haben. (Natfirlich nicht gerade das Moment o, da 
die beiden Gruppenmomente nicht gleich groB sind.) Die Messungen zeigen 
alas Gegenteil. ERRERA versucht alas so zu deuten, dab er annimmt, das f 
sei relativ zum C l  positiv geladen. Bei der Schwierigkeit der chemischen 
Trennungund Identifizierung der beiden Isomeren abet scheint es nicht aus- 
geschlossen, dab er die beiden Isomeren verwechselt hat. Vom Standplmkt 
der Dipolbetrachtung aus ist dies wohl als wahrscheinlicher anzusehen*. 

8. I. ESTER~ANN: Leipziger Vortr/ige 1929 S. 29. 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 23  
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Eine andere interessante Tatsache, auf die nun noch hingewiesen 
werden m6ge, ist die, dab die Substitution an einem C mit  Doppel- 
bindung (--C----) das gleiche Moment ergibt, wie die gleiche Substitution 
im Benzol, wo ja auch (nach KEKULg) der Substi tuent an einem C h~tngt, 
das seinerseits mit  einer Doppelbindung welter gebunden ist. Die Werte  
der Substitution an einfach gebundenen C-Atomen ergeben aber, wie 
bereits in § IO bemerkt  wurde (Tabelle 9) andere Werte. Allerdings liegen 
IIur die Werte  ftir C l  (a-Chlorpropylen), B r  (Vinylbromid)und C H  3 

(a-Buthylen) vor;  es w~re interessant, durch weitere Messungen zu elit- 

Tabelle 15. )~ther. 

Autor, Moment 
Substanz Formel Methode × io ~a 

a) Dimethyl~ther . . . . .  

Di~thyl~ther . . . . . .  
Dipropyl~ther . . . . .  
.DiisoamyD.ther . . . .  
Athyl- isoamyl~i ther . . .  
Diphenyl~ther . . . . .  

b) _&thylenoxyd . . . . . .  

Diphenylenoxyd . . . .  

c) Diphenylmethan . . . .  
Diphenylamin . . . . .  
Diphenylketon (Benzo- 

phenon) . . . . . .  

CH3 - 0 - CH3 

C~H5 - o - C~H5 
C3H 7 - 0 - C3H ~ 

CsHI,  - 0 - CsHx~ 
C2H 5 - 0 - CsHH 

C e l l  5 -- 0 - -  C6H s 

H~C - C H~ 

\ 0  / 
C 6 H 4 -  C6H~ 

\ o  / 
C6H5 - C H~ - C6H5 
C6H 5 - N H  - CsHs 

C6H~ - C O  - C6H5 

32, GPe 
7z,  G T  
84, ,, 
s. Tab. 5 
7z,  G T  
z6,  L T  
z6,  ,, 

5, LPe  
z6,  L T  

84, G T  

5, LPe  

z6,  L T  
IO, ,, 

I6, ,, 

1,23 
1,29 
1,32 
I,I2 
0,86 
I ,o 
I,:2 
1,1:2 
1,0 

1,88 

0,88 

o 
1,3 

2,5 

scheiden, ob hier wirklich die Bindungen dieselben sind wie im Benzol. 
Vielleicht k6nnte sich daraus eine neue St~itze fftr die Formel nach KE- 
KUL~, auch was die Art der Bindung des C betrifft,  ergeben. Die Allyl- 
verbindungen, in denen der Substituelit wieder an einem einfach ge- 
bundelien C sitzt, haben Momente ~ihnlich delien der analogen Methan- 
derivate. 

§ xS. Ather  und ~ither~hnliche Molekiile. Die Unterscheidung 
dieser Gruppe ist IIicht mehr sehr eindeutig, da schliel31ich jedes Molekttl 
mi t  einer Gruppe, in der ein Brfickensauerstoff liegt, als ~ther~thnlich 
betrachtet  werden kann. Die Tabelle 15 gibt  die gefundenen Werte.  
Mit der Atherstruktur  haben sich haupts~chlich befal3t : WILLIAMS (101) ,  

STUART (84), ESTEI~IANN (16) ,  SA.NGER mid STEIGER (71),  und BRET- 
SCI~ER (00. Den Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen bildet 
der Winkel am O, der wohl durch die Tatsache, dab die gewShnlichen 
symmetrischen 2~ther ein Moment haben, als gesichert angesehen werden 
darf. 
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Bei den symmetrischen )~thern sehen wir, dab der Wert des Momentes 
vom Methyl zum Propyl abnimmt, und zwar bedeutend yon 1,31 bis 
auf 0,86. Far  den Isoamyl~ther steigt das Moment wieder; die Messungen 
sind bier abet nicht so sicher wie die an den anderen symmetrischen 
)kthern, die an Gasen mit einem Fehler yon + 0,02 ausgeffihrt worden 
sind. Nach dem in § 9 Gesagten wfirde mall dagegen ein konstantes 
Moment erwarten, da ja immer ein CH 3 in einer CH3-Gruppe ersetzt 
wird. Es ist wahrscheinlich, dab eine Deformation des Winkels eintritt,  
in der Weise, dab bei l~ngeren Gruppen sich diese Gruppen abstoBen, 
der Winkel dadurch gr6Ber wird. Eine solche Vergr6Berung des Winkels 
wfirde die Abnahme des Momentes erklAren. Eine andere Erkl~rung 
w~re die durch eine Induktionswirknng im Sinne v o n  HDJENDAHL. Diese 
beiden Erld~rungsweisen bedeuten aber eigentlich dasselbe: der elek- 
trische Vektor der Bindung O-C scheint sick etwas aus seiner Lage ver- 
dreht zu haben, oder der Vektor selber ist kleiner geworden. Es m6ge 
bemerkt werden, dab eine solche ,,Deformation" nicht heiBt, dab die 
Kerne wirklich verschoben sein mfissen; es ist lediglich eine Aussage fiber 
die elektrische Ladungsverteilung. Es genfigt, wenn die Elektronen et- 
was abgedr~ngt werden, um eine ~nderlmg der Momentenrichtung zu er- 
zeugen. Diphenyl~ther (I,I2) hat  ein etwas kleineres Moment als Di- 
methylAther (I,3I), was der allgemein beobachteten Tatsache entspricht, 
dab die Phenylgruppe ein kleineres Moment anfweist als die Methyl- 
gruppe. 

Wie wesentlich das Moment vom Winkel abh~_ngt, den die Gruppen 
beim 0 miteinander bilden, kann BRETSCHER (5) al l  Hand der folgenden 
Verbindungen zeigen, bei denen die Winkel durch sogenannte ,,Span- 
nungen ''~ stark ver~ndert erscheinen. Man sieht, wie durch das ,,Schlie- 

CH 3 ~ / ~ j  CH 3 CH~ ~ ~  CH~ 

0 0 
Methyl~ther I,I2 • io-~S. ~xthylenoxyd 1,88. io-,s. 

0 0 
Diphenyl~ther I,I2. io-~8. Diphenyloxyd o,88. io-~S. 

Ben" der )kther, das mit Erzeugen von Spammmg verbunden ist, das 
Moment wesentlich ge~ndert wird. Unter der Voraussetzung, daB die 
einzige fimderlmg in dem Winkel am 0 auftritt ,  mfiBte man so auf einen 
kleineren Winkel als IiO o bei ~ thylenoxyd mid auf einen gr6Beren beim 

Vgl. Hf3CKEL: Der gegenw~rtige Stand der Spannungstheorie. 
23* 
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Diphenylenoxyd schlieJ3en. Die Dipolmessungen scheinen Mso auch in 
dieser Richtung mi t  den uns gelAufigen Anschauungen der Stereochemie 
in 13bereillstimmullg zu stehen. 

Unter  c) sind noch einige von ESTERMANN untersuchte Verbindungell 
yore Typus C6Hs----X--C6H 5 aufgezeichnet, die dell Verbindungen 
H 3 C - - X - - C H  3 zu vergleichen sind. Fi~r CH~ resultiert das Moment O; 
in der Ta t  wird mall auch nur ein sehr kleines Moment erwarten k6nnen. 
Bei N H  ist das Moment gr6Ber als bei dem elltsprechellden Dimethyl-  
amin (1,o5, Tabelle 19), bei CO kleiner als Aceton (2,77, Tabelle I6). 
Besondere Sckltisse lassen sick aus diesen Momenten nicht ziehen. 

§ 16. Der ivate  der ges~tt igten Kohlenwassers toffe .  In  Tabelle 16 
sind die gemessenen Dipolmomente  angegeben. Der VollstAndigkeit 
halber ist die Reihe i~r die Chloride, die sick schon in Tabelle 7 vorfindet,  
nochmals angeftihrt. Man ersieht aus den Zahlen, dab auch bei diesen 
Verbindungen, wie bei der Substi tution in Benzol, ein Abfall des Mo- 
mentes v o n d e r  Cl-, zur Br-, zur J-Verbilldung eintritt. Bei VerAnde- 
rung der L~nge der aliphatischen Ket te  findet man im allgemeinen eine 
Zunakme des Momentes beim I-tinzufiigen der ersten neuen Methyl- 
gruppen, abet  ein Konstantbleiben bei weiterer Verl~ngerung der Ket te .  
Dock ist diese RegelmAl3igkeit nicht iiberall sehr deutlich ausgepr~gt ~. 
Auch ist eine groBe Zahl der Resultate,  besonders der nach POHI~T be- 
rechneten, nicht sehr zuverlAssig. Eine Erkl~rullg fiir diesell Effekt,  der, 
welln er wirklich existiert, llicht g-roB sein kann, ist vielleicht in einer 
induzierten Polarisation des aliphatischen Restes durch die substituierten 
Gruppen zu suchen. Wird der Rest  grSJ3er, so n immt  auch das induzierte 
Moment zu und vergr6Bert das Gesamtmoment .  Is t  die Kette  bereits 
lang, so sind die elektrischen Felder in den welter entfernten Part ien 
sehr klein, da ja die yon den Dipolen l:~errtihrenden FeldstArkell mit  der 
Entferuung rasch abfallen; bei weiterer Verl~ngerung wird das Moment 
daher nicht mehr  zunehmell. 

Einen interessanten Fall bildet die sukzessive Substitution yon Cl in 
Methan, die yon SANGER (69) untersucht  worden ist. Nimmt man als 
wahrscheinlichsten Wert  ftir die CCI-Bindung 1,5, fiir CH o,4 an (Ta- 
belle IO), so erhAlt man fiir CH4: o (o); CH3Cl: 1, 9 (1,9) ; CH2Cl~: 2,5 
(1,6) ; CHCl 3 : 1, 9 (1,o5) ; CCl4: o (o) ; in Klammeru stehen die gemessenen 
Momente. Die Abweichungen sind also ganz bedeutend. Eine ErklArung 
ware die, dab die Molekfile deformiert  werden, ulld zwar so, dab die Cl 
weiter voneinander entfernt sind. Schon sehr geringe Deformationen, 
gemessen in der Abstands~.nderullg der Cl, gelliigell, a m  diese Yerkleine- 
rung des Momentes erkl~ren zu k6nnen. Wie bereits S. 340 erw~hnt, 
haben Interferenzen yon R6ntgenstrahlen an Gasmolekfilen ein solches 

i SXNGER (69 a) finder neuerdings ffir die Chloride, gemessen nach der ge- 
nauen Gas-Methode, eine Zunahme yon Methyl- (1,86) zu Athyl- (1,99) und 
dann eine Abnahme zu Propyl- (1,87) Chlorid. 
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T a b e l l e  16. D e r i v a t e  d e r  g e s R t t i g t e n  K o h l e n w a s s e r s t o f f e .  
a) M o n o s u b s t i t u t i o n e n :  

Autor ,  M o m e n t  
S u b s t a n z  F o r m e l  M e t h o d e  x IO ~8 

~ . Ie thylchlor id  (Mittel) . . . s. Tab .  7 
A t h y l c h l o r i d  ,, . . . .  
n -  P r o p y l c h l o r i d  . . . . .  32, G P e 
~SO - , . . . . . .  3 2 ,  ,, 
n - ] B u t y l c h l o r i d  . . . . .  32, ,, 

M e t h y l b r o m i d  . . . . . .  

A t h y l b r o m i d  . . . . . . . .  

n -  P r o p y l b r o m i d  . . . . . .  

M e t h y l j o d i d  . . . . . . . .  

3-thylj  o d i d  . . . . . . . . .  ] 
I I 

N i t r o m e t h a n  . . . . . . . .  I 

N i t r o g t h a n  . . . . . . .  
.Me thy lamin  . . . . . . .  
A t h y l a m i n  . . . . . . . .  
n -  P r o p y l a m i n  . . . . . .  i 

A c e t o n i t r i l  . . . . . . . .  

P r o p r i o n i t r i l  . . . . . . .  i 

A c e t h y l c h l o r i d  . . . . . .  , 
A c e t a l d e h y d  . . . . . . . .  i 

A c e t o n  . . . . . . . . . .  t 

M e t h y l a c e t a t  . . . . . . .  
A t h y l a c e t a t  . . . . . . . .  

CH3CZ 
C~.HsCI 
C3HTCI 

C4H9Cl 

CH3Br 

C~HsBr { i 

C3HTBr 

cm:  I 
c~Hsj { 

CH3NO= { 

C~HsNO~ ! 
CH3NH~ 

C~HsNH ~ 
C3HrNH 2 i 

i 

CH3C(O)CZ ! 
C H~C( O)H 

I: 
CHaO(OlCCH3 i 

b) D i s u b s t i t u t i o n e n :  
M e t h y l e n c h l o r i d  . . . . . .  CH2Cl= 

, ir 
1,2 A t h y l e n c h l o r i d  . . . . .  ClH=C- CH2Cl ] 

I ,I  A t h y l e n e h l o r i d  . . . . .  C & H C -  CH 3 t 

I . . . . .  " " . . . . .  BrH2Cc-CH2Br I[] 2 _A_thylenbromld 

a . . . . .  J J2r- 2   
1,2 A t h y l e n g l y k o l  . . . . .  HOH= - CH=OH 
1,2 A t h y m n c y  . . . . .  C 

I , I  D i c h l o r p r o p a n  . . . . .  ] C & H C -  CH= - C H  3 [ 
1,2 . . . . . . . .  CIH=C- C H C I -  CH 3 [ 
1,3 ,, . . . . .  ' CI H2 C - C H2 - CH=CI I 
2 , 2  . . . . . . .  I H 3 C - C C & - C H 3  I 

32, GP, 
3 2 ,  G P e 
49, G T 
8o, L T 

3 2 ,  G P  e 

32, GPe 
49, G T 

503, L P~ 
32, G P e 
49, G T 

203, L Pe 
32, GPe 
32, L P  
3 2 ,  G Pe 
32, GPe 
3 - %  ~, 

3 2,  ,, 

32, GP e 
5o3, L P~ 

32, G Pe 
I03, L Pe 

32, GP e 
3 2, ,, 
3 2 ,  G Pe 
84, G T  
99, L _ P  ~ 

509, LP~ 
99, LP, 
99, L _ P  , 

69, G T 
26, L P e 
24b , G T  

5o3, LPe 
24b, G T 
26, L P  8 

lO3, LPe 
503, ,,- 
103, ,, 
503, 

26, "ff"-Pe 
26. ,, 
26, ,, 
26, ,, 

1,9o 
2~02 
2, I I 
2,I8 
2 , I6  

1,82 
2,o9 
1,78 
1,86 

2,15 

1,66 
1,31 (?) 
1,6 
2,00 
1,62 
1,7 
3,78 
3,°5 
4,03 
1,3I 
1,3I 
1,39 

3,94 
3,4 
4,05 
3,4 

2,7 
2,71 
2,97 
2,84 
2,63 
2,7 I 
i ,67 
1,74 

1,59 1,86 
~,56 (?) 
1,75 
2,05 
1,98 
1,4 
1,3 
3,8 
1,5 
2,06 
1,85 
2 , 2 4  
2,I8 
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Tabelle i6. (Fortsetzung.) 

Autor, Moment 
Substanz Formel Methode x Io ~8 

a Aminovalerians~ure- 
methylester 

,~ Aminovaleriansgure- 
methylester 

Chloroform . . . . . . .  [ 

Triphenylmethan . . . .  i 

/ H  

caHr - c -  C(O)OCH3 

~NH~_ 
H=\ 

C[ - C3H6- C( O)OCH 3 

NH~ 
c) T r i s u b s t i t u t i o n :  

CHCl 3 

C H( C6Hs) 3 

I6, L T 

I6, ,, 

69, G ~[ 
74, G T 
8o, L T 
99, LPe 
43, F T 

1,6 

2,7 

0,95 
1,o5 
I ,O 5 
I,IO 

< 0,4 

Verhalten nahegelegt ; immerhin sind diese Schlul3folgerungen auch nicht 
vollkommen sichergestellt. Line andere Erkl~trung haben EUCKEN und 
MEYER vorgeschlagen: Sie nehmen an, wie in § IO bereits besprochen 
wurde, dab das Moment einer C/-Bindung nicht unabhAngig ist davon, 
wie das C, an das das Cl angeffigt ist, welter gebunden ist. Is t  bereits 
ein Cl am C, so findet das n~chste C1, das hinzugeffigt wird, andere Ver- 
haltnisse vor, als wenn das C nur an H gebunden wlire. Auf ~thnliche 
Weise haben dann auch die HC-Bindungen andere ~:erte.  Dieser Effekt ,  
der yon den Autoren im allgemeinen als klein angenommen Mrd,  soll 
bier nun infolge der besonders s tarken Gruppen auch besonders kraB in 
Erscheinung treten. Als Sttitze dieser Auffasslmg ffihren sie  Llberle- 
gungen yon ELLIS an, der aus Spaltungsw~rmen, berechnet aus spektro-  

$ skopischen Daten , -auf  einen Unterschied der H C -  
Bindung in CHCl  3 und in C6Hx, schlieBt. Ein En t -  

, X scheid zwischen diesen beiden M6glichkeiten s teht  
,~, noch aus. Eigentfimlich ist auch, dab beim Ersetzen 

des einen oder beider H i m  CH~ CI~ durch CH 3 oder 
/,... C2H 5 ( I , I  Dichl0r/ithan [2,02]; I , I  [2,06] und 2,2 

// .[2,I8] Dichlorpropan) die Momente bedeutend 
h6her werden und untereinander etwa gleick sind. 

X~--'----4--3*/ Besonderes Interesse beanspruchen auch die , H  
Abb. 8. ,,Drehung" symmetr ischendisubst i tuier tenDerivatedesAthans,  
beiAthanderivaten, die besonders WILLIAMS (103) eingehend untersucht  

hat,  und bei denen zum ersten Male die f i de  Dreh-  
barkeit  rechnerisch zu beriicksichtigen versucht wurde. Man n immt  an, 
dab im Athan und seinen Derivaten die beiden H~ilften gegeneinander 
um die C-C-Bindung rotieren k6nnen. WILLIAMS setzt  ungehinderte 
Drehung voraus und erh~tlt dann, bei Benutzung der in Abb. 8 gebrauch- 

ten Bezeichnung, ffir das resultierende Moment ]/2 a sin O, wenn a das 



Dipolmoment und Molekularstruktur. 359 

Moment der entsprechenden Methanverbindung bedeutet. Mittels dieser 
Formel kann man aus den gemessenen Momenten den Winkel 6) berech- 
nen. Die Tabelle 17 gibt ein Bild yon den vorliegenden Verh~Itnissen. 

T a b e l l e  17. 

Substituent 
X 

CI 
Br 
J 

CN 
OH 

C H3X 

1,9 
1,82 
1,6 3 
3,4 
1,64 

IVfoment x io xs 

GH4X, 
beob. 

1,81 
1,4 
1,3 
3,8 
1,5 

GH4X~ 
ber. 

2,54 
2,43 
2,18 
4,54 
2, I9  

0 
o 

4 2 
33 
34 
53 
4o 

Die erste Kolonne bezeichnet dell Substituenten; die zweite gibt das 
Moment des monosubstituierten Methanderivates; die dritte das ge- 
messene Moment flit die symmetrischen disubstituierten Jkthanderivate; 
die vierte enth~lt die nach der gegebenen Formel berechneten Momente 
unter Annahme regularer Tetraeder (O~---70°); die ftinfte schlieBtich die 
aus den gemessenen Momenten resultierenden Winkel O. Man ersieht, 
dab diese Winkel eine anl3erordentliche Deformation der Tetraeder- 
konfiguration bedeuten wtirden L Man wird daher lieber der Anschautmg 
HoJENDAHLS zustimmen, nactl der diese Abweichungen durch eine un- 
gleichma/3ige Rotation bedingt sin& Die Verkleinerung der Momente 
gegeniiber den berechneten Werten kann dann damit erkl~rt werden, 
dab die zwei substituierten Gruppen sich gegenseitig abstoBen, die Stel- 
lungen entgegengesetzt gerichteter Momente (gr6Bte Entfernung der X) 
bevorzugt werden, das Moment dadurch verldeinert wird. Auch wird 
eine gegenseitige induktive BeeintTussung, ~hnlich wie wit es bei den 
Benzolderivaten kennengelernt haben, das Moment zu verkleinern suchen. 
Doch scheint mir die Gr6Benordnung des Effektes nur durch die An- 
nahme gehinderter Rotation wiedergegeben zu werden. Man kann noch 
ein weiteres Ergebnis der Messungen anftihren, das diese Hypothese zu 
stiitzen scheint. Betrachten wir n~imlich die Dichlorpropane, die von 
GROSS (26) gemessen wurden, so sehen wig dab fiir das 1,2-Derivat, das 
dem Dichlorathylen am n~tchsten verwandt ist, ein nur wenig gr6Beres 
Moment (1,85) gefunden wird. (GROSS selber finder auch ffir Dichlor- 
~tthylen den gleichen Wert;  der yon uns angegebene Weft ist ein Mittel- 
wert.) In der 1,3-Stellung abet, wo die Cl an den endstandigen Methyl- 
gruppen hangen, ist das Moment 2,24, also merldich gr6Ber. Rechnet 
man ffir diesen Fail, unter den gleichen Annahmen wie ffir das ~.thylen 
(O = 7o°), das Moment aus, so findet man 2,54. Die Abweichung dieses 
Wertes vom gemessenen ist prozentual lange nicht mehr so grol3 wie 
beim Athylenderivat. Man darf das vielleicht der Tatsache zuschreiben, 
dab die beiden Cl im Dichlorpropan welter voneinander entfernt sind, 
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die Kraf twi rkungen  also geringer werden. Das wtirde auch eine Ver- 
r ingerung der Drehbehinderung  bedeuten ,  die Ubere ins t immung  muB 
dann  besser werden, was auch diesen Zahlen nach zuzutreffen scheint .  
W e n n  auch diese 13berlegungen hOCk n ich t  ganz eindeutig sind und  neue 
Messungen an  gfinstigen Subs tanzen  abgewarte t  werden mtissen, so 
seheiut mir  doch aus den Un te r suchungen  dieser Derivate  die freie Dreh-  
barkei t  mid  ihr EinfluB auf das Moment  deutl ich zu folgen. 

§ x7. Versehiedene o rgan i sehe  Subs t a nz e n .  In  Tabelle I8 s ind 
schlieBlich noch vereinzelte organische Subs tanzen  aufgez~hlt, die n ich t  

TabeIle 18. V e r s c h i e d e n e  o r g a n i s c h e  S u b s t a n z e n .  

Substanz Formel Autor, Moment 
Methode X IO '8 

Acetylen . . . . . . . .  

a) Naphthalin . . . . . .  
a-Nitronaphthalin . . . 
I, 5 Dinitronaphthalin 
1,8 ,, 

b) Cyclohexan . . . . . .  
Cyclohexanon . . . . .  

Menthon . . . . . . . .  

c) Dioxan . . . . . . . .  

Benzil . . . . . . . . .  
44' Di~ithoxybenzil . . . 

d) Chinolin . . . . . . . .  
Pyridin . . . . . . . .  

e) p-Azoxyanisoi . . . . .  

p-Azoxyphenetol . . . .  

p-AzoxybenzolsAure~thy- 
lester . . . . . . . .  

Azoxybenzol . . . . . .  

f) Dekalin . . . . . . . .  
Dibenzyl . . . . . . . .  

HC --~ CH 

GoHa 
CxoHTNO= 

GoH6(NO=h 
C , o H 6 ( N 0 2 ) 2  

C6H~2 
CsH~o- CO 
CgHn- co 
, CH2 - CH~. 

O < C H 2 _ C H ~ O  

G4H~o02 
G4H~oO~ ( OGHs)2 

CgHzN 
C6H~N 

H3COC6Hs_N(O)_ ' 

N- C6H~CH3 
HsGOC6H5 - N(O)- 

N- C6HsOGH5 

HsC~O(O)CC6H5 - N(O) i 
i - N -  C6HsC(OIOGH5 J 
C 6 H  5 - N (  O) - N -  C6H~ I 

GoH,8 "t 
Cx4Hx4 l 

77, GT  

99, LPe 
32, L P  
32 ,  ~, 
3 2 ,  ,, 

7.ra, L P  
Io8, L P  a 
I 0 8 ,  ,, 

7x a, L P  

7I a, ,, 
7In, ,, 

67, L i e  
4 2, ,, 

IOC6, ,, 

I O n ,  ,, 

I O n ,  ,, 

loa, ,, 

43, F T  
43, ,, 

O 

0,7 
3,62 
0,6 
7,I 

O 
2,75 
2,77 

< 0,45 

3,2 
5,4 
2,25 
2 j I I  

I 2,  4 

2,3 

3,2 

1,8 

O 
O 

in  gr6Beren Zusammenh~Lngen u n t e r s u c h t  w o m e n  sind. Das Acetylen 
zeigt, dab eine symmetrische dreifache B i n d u n g  fihnlich wie die Doppel-  
b indung  noch kein Moment erzeugt.  

Das Naphtha l in  scheint ein Moment  zu haben.  Von seinen Der iva ten  
s ind n u r  die Mononitro- u n d  D in i t r ove rb i ndunge n  untersucht .  I n  der 

x WILLIAMS denkt sich nur  die Stellung des X im Tetraeder geAndert. 
]:)as ist nicht ganz richtig: Man fiberlegt leicht, dab auch die HC-Bindungen 
,,steiler" gestellt werden mi~ssen; will man die HC-Bindungen uater  dem 
Winkel yon 70o lassen, so miissen die C-X-Bindungen noch starker geneigt 
werden, als es schon dutch den errechneten Winkel 0 ausgedriickt wird. 
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1,8-Stellung ist das Moment etwa doppelt so grog wie das des Mono- 
derivates; die Nitrogruppen werden also ungef~hr parallel stehen. Vom 
stereochemischen Gesichtspunkte aus ist die Struktur des Naphthalins 
noch nicht eindeutig festgelegt ; aus diesen wenigen Messungen aber kann 
zwischen keiner der chemisch m6glichen Anordnungen entschieden 
werden. 

Das Cyclohexan hat das Moment o. Der Chemiker nimmt bekannt- 
lich an, dab zwei Isomeren gleichzeitig existieren, eine cis-Form (Wanne) 
und eine trans-Form (Treppe): 

CH~ CH2 CH2 

CH2 CH~ CH~ C H 2 ~ \  
cis trans CH2 

Ferner ist die Anordnung den aliphatischen Verbindungen ~thnlich, d. h. 
der Ring ist spannungsfrei, hat also die gew6hnlichen Tetraederwinkel. 
Beide Isomere ergeben, wie man sich leicht fiberlegt, das Moment o. 
DaB die C-Atome im Cyclohexan sich so verhalten wie in ges~tttigten 
Kohlenwasserstoffen, scheint mir auch daraus hervorzugehen, dab zwei 
CO-Derivate, n~mlich Cyclohexanon und Menthon, das gleiche Moment 
zeigen wie in den aliphatischen Derivaten. (Ein CH~ ist ersetzt durchCO.) 

Zwei ~hnliche Isomere, wie bei Cyclohexan, sollte man auch beim 
Dioxan erwarten. In diesem Falle mtigte das cis-Isomere ein Moment 
haben, das trans dagegen keines. SANGEWALD und WEISSBERGER (71a) 
versuchten durch fortgesetzte fraktionierte Destillation das eine Isomere 
getrennt zu erhalten, indem sie v&i jeder Fraktion das Dipolmoment 
magen. Mit zunehmender Zahl der Fraktionen wurde das Dipolmoment 
immer kleiner, der zuletzt gefundene Wert ist ldeiner als 0,45, was die 
Anschauung tiber das Dioxan zu best~tigen scheint. Die Untersuchungen 
an Benzil und 44'-DiXthoxybenzil haben die gleichen Autoren vorge- 
nommen, um vielleicht einen Unterschied zwischen der weiBen und gelben 
Form zu finden. Die Verh~tltnisse liegen aber so kompliziert, dab ein 
eindeutiger SchluB auf die Konstitution nicht m6glich scheint. 

Besonderes Interesse beanspruchen aucla die Messungen yon EBERT 
und v. HARTEL (10a) an anisotropen Flfissigkeiten; die Ergebnisse sind 
unter e) zu linden. Die Untersuchung wurde vorgenommen, um zu ent- 
scheiden, ob die BoRNsche Theorie der Anisotropie dieser Substanzen 
die Verh~ltnisse richtig wiedergibt. Nach BORN sollte die Anisotropie 
dadurch zustande kommen, dab in den Molekfilen Dipole vorhanden sind, 
die aufeinander so groge KrAfte ausfiben, dab eine Richtwirkung ein- 
t r i t t ;  diese Erkl~rung w~re in Parallele zu setzen mit der WEIssschen 
Erld~nmg des Ferromagnetismus. EBERT kann aber zeigen, dab die ge- 
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m e s s e n e n  M o m e n t e  v i e l  z u  k l e i n  s i n d ,  u m  d i e  G r 6 B e n o r d n u l l g  d e s  E f f e k t e s  

n a c h  d e r  B O R N s c h e n  T h e o r i e  z u  e rk l /~ ren .  

§ x8 .  A n o r g a n i s c h e  S u b s t a n z e n .  T a b e l l e  19 e n t h ~ l t  d i e  M e B -  

T a b e l l e  19. A n o r g a n i s c h e  S u b s t a n z e n .  

A u t o r ,  M o m e n t  
S u b s t a n z  F o r m e l  M e t h o d e  X IO ~8 

a) A r g o n  . . . . . . . . .  

W a s s e r s t o f f  . . . . . .  

S t i cks to f f  . . ~ . . . .  

J o d  . . . . . . . . . .  
b) C h l o r w a s s e r s t o f f  . . . .  

] 3 r o m w a s s e r s t o f f  . . . .  
J o d w a s s e r s t o f f  . . . . .  

K o h l e n o x y d  . . . . . .  

c) W a s s e r  . . . . . . . .  

S c h w e f e t w a s s e r s t o f f . . .  

S c h w e f e l d i o x y d  . . . .  

I K o h l e n s t o f f d i o x y d  . . . 

S c h w e f e l k o h l e n s t o f f  . . 

S t i c k o x y d u l  . . . . . . .  
K o h l e n s t o f f o x y s u l f i d  . . 
S i l b e r p e r c h l o r a t  . . . .  I 

d) A m m o n l a k  . . . . . . .  

P h o s p h o r w a s s e r s t o f f  . . 
A_rsenwasserstoff . . . .  
D i m e t h y l a m i n  . . . . .  
D i~ i thy lamin  . . . . . .  , 
T r i i i t h y l a m i n  . . . . . .  

e) Z i n n t e t r a j o d i d  . . . . .  

H 

N~ 

A 
H C l  
H B r  
H J  

CO 

H~O 

H=S 

SOs  

C O ~  - 

CS~ 

NO2 
C O S  

A g C l 0 4  

N H 3  

PH3 
A s H 3  

N H ( C H 3 ) ,  
NH(C~Hs), 
N(C~Hs)3 

S n J ,  

4, G T  

t 4, ,, 
20~  9, 

66, ,, 
2 0 ,  , ,  

2 1 3 ,  , ,  

99, LP, 
xz3,  G T  
I13,  ,, 
113, ,, 

4, ,, 
2 0 ,  . 

66, ,, 
94, ,, 

I 1 4 ,  , ,  

36, ,, 
70, ,, 

Ioo,  L P ,  
4, G T  

I14,  ,, 
4y ~ 

3 6 ,  , ,  

I 1 3 ,  , ,  

4, ,, 
2 0 ,  . 

36, ,, 
66, ,, 
83, ,, 
94, ,, 

If3, ,, 

99, L P e  
xx4,  G T  

4, ,, 
I I 4 ,  , ,  

99, LP8  
36, G T  
93, ,, 

II3, , ,  

93, ,, 
93, ,, 
32, GP, 
3 2, . 

3 2, ,, 

99, tPe 

O 
O 
O 
O 
O 
O 

1,2 

I ,O 3 
0,78 
0,38 
O, I 2 4  
0,I I8  
0,128 
0, II8 
0,I0 

1,87 
1,847 
1,7 
I,I0 
0,93 I 
1,6o 
1,76 
1,61 
o, I45 (?) 
0#08  (?) 
0,3 (?) 

< 0 , 1 3  
o,oo 
0,I42 (?) 
0,06 

0 
o,326 (?.) 
0,249 
o,65o 
4,7 
1,53 
1,44 
1,46- - I ,5 I  
0 ,54--o,56 
0 , I 3 - - 0 ~ I 8  
1,05 
0,94 
0,76 

0 

r e s u l t a t e ,  d i e  al l  a n o r g a n i s c h e n  M o t e k f i l e n  g e f u n d e n  w u r d e n .  M o n o -  

a t o m a r e  u n d  d i a t o m a r e  M o l e k i i l e  z e i g e n ,  w i e  e r w a r t e t  w e r d e n  m u B ,  k e i n  

M o m e n t ;  e i n e  e i g e n t f i m l i c h e  A u s l l a h m e  b i l d e t  d a s  J o d ,  d a s  a l l e r d i n g s  
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nur  in L6sung (Molekiilverbindung ?) gemessen worden ist. Die Halogen- 
wasserstoffe zeigen die gleiche Abnahme des Momentes yon CI fiber 
Br zu J ,  wie sie bei Methan- und Benzolderivaten auch gefunden 
wurde. 

Besonderes Interesse haben H2 0 und N H  3. Die Existenz eines Mo- 
mentes deutet darauf bin, dab die Anordnung der Atome in diesen Mole- 
kiilen nicht linear bzw. eben, sondern gewinkelt bzw. pyramidal  sein muI3. 
Damit  sind atomtheoretische Uberlegungen yon HUNG und HEISEN- 
BERG (35) in guter Ubereinst immung; zieht man n~imlich bei solchen 
Ionenverbindungen die Polarisierbarkeit der Atome in Betracht,  so er- 
gibt sich, dab die stabilen Lagen wirklich durch solche gewinkelte bzw. 
pyramidale Anordnungen realisiert sind. 

Ahnlich werden die Verh~iltnisse liegen bei H2S, S02, bzw. bei P H  3 
nnd AsH 3. CO, hingegen hat ,  gem~iI3 den besten experimentellen Datcn 
(STUART, ZAHN), kein Moment;  seine Struktur  wird fotglich eine linear 
angeordnete sein. Auch COS nimmt  ZAHN (114) als gestreckt an, ebenso 
CS2, t rotzdem es ein Moment (?) hat.  Nach HEISENBERG ist aber auch in 
einem gestreckten symmetrischen Molekiile ein Moment mSglich. 

I m  tibrigen sind Resultate an anorganischen K6rpern in zu kleiner Zahl 
bekannt,  als dab allgemeinere Regelm~iBigkeiten bemerkt  werden k6nnten. 
Auch ist die Betrachtungsweise, die auf diesem Gebiete herrscht, wesent- 
lich verschieden yon der, die bei der Diskussion der Dipolmomente or- 
ganischer Molektile vorherrscht. In  der anorganischen Chemie sind es 
haupts~ichlich die Ionen und ihre Polarisierbarkeit, die bei einer Dis- 
kussion der Dipolmomente ausschlaggebend sein werden, w~ihrend, wie 
wir gesehen haben, auf dem Gebiete der organischen Chemie im allge- 
meinen die Grundelemente die Bindungsmomente  sind. Ein weiterer 
wesentlicher Unterschied ist der, dab Dipolmessungen in der organischen 
Chemie einen praktischen Hintergrund haben:  man sucht sie zu einer 
neuen Methode zur Erkennung yon Isomeren auszugestalten. Alles dies 
rechtfertigt, dab wir an dieser Stelle die anorganischen Substanzen so 
kurz behandelt haben. 
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3 I. E i n l e i t u n g .  Der vorliegende Bericht  bildet  die For tse tzung eines 
Referates, das der eine von  uns  im vorigen Bande der , ,Ergebnisse" ver- 
6ffentlicht t ia tk  Zur  Vereinfachung der Riickverweisungen auf  den 
I. Teil  wurden  die Abschni t tszi f fern u n d  die Gleichungen for t laufend 
weiternumerier t ,  so dab beide Teile zusammen ein einheitliches Ganzes 
bilden. 

Die Aufgabe, eine m6glichst  leichtfal31iche Dars te l lung der Quan ten-  
u n d  Wel lenmechanik  im R a h m e n  eines kurzen Referates zu geben, ist 
fast hoffnungslos schwierig u n d  die Verfasser s ind nicht  sicher, ob sie 
diesem Ziel im vorl iegenden Bericht  auch n u r  einigermal3en nahe  genug 
kommen  konn ten .  Die Quanten theor ie  der Spektren war schon inl  ers ten 
Jahrze lmt  ihres Bestehens zu einer Wissenschaft  von ganz ansehnl ichem 
Umfang  angewachsen;  seit dem Erscheinen der epochemachenden Ar- 
bei ten yon  HEISENBERG u n d  SCHR6DII~GER setzte n u n  gar eine besonders 
sttirmische En twick lung  ein, so dab innerha lb  yon knappen  4 Jah ren  ein 
neuer  Wissenszweig soztlsagen aus der Erde  gestampft  wurde ,  zu dessen 
ersch6pfender Behand lung  eine zweisemestrige 5sttindige Universit~its- 
vorlesung nicht  ausreichen wtirde. Die Quantentheor ie  ist heute schon 
ein gr613eres Wissensgebiet  als es beispielsweise die MAXWELLsche Elek-  
t rodynamik  zu jener  Zeit war, als ABI~AHAM sein bekanntes  Lehrbuch der 
Elektr iz i t~t  schrieb. Zudem zeichnet sich die neue Wissenschaft  n icht  

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften, Bd. VII, S. 384, 1928. 
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allein durch groBen Umfang, sondern auch durch Tiefe aus : Ihr Studium 
wird durch begriffliche Schwierigkeiten, weitgehende Abstraktionen und 
dutch den groBen mathematischen Apparat so erschwert, dab die Mehr- 
zahl der Fachphysiker selbst heute noch weir davon entfernt ist, die 
neuere Entwicklung der Theorie mit wirklichem Verst~indnis verfolgen 
zu k6nnen. Es ist daher nicht zu verwundern, dab es dem Nichtphysiker 
erst recht groBe Schwierigkeiten bereiten mnB, in die verwickelten Ge- 
dankeng~inge der neuen Theorie einzudringen. Trotzdem dfirfte sich ftir 
die meisten, die die n6tige mattlematische Vorbildung besitzen, die Miihe 
lohnen. Der ~isthetische Sinn des abstrakten Forschergeistes muB immer 
wieder all der y o n  SOMMERFELD mit Recht hervorgehobenen bizarren 
Sch6nheit und harmonischen Gesetzm~iBigkeit der Spektren und ihrer 
Feinstruktur Gefallen finden nnd der mehr auf das Praktische gerichtete 
Forscher hat Aufkl~irungen fiber die Konstitution der Materie und fiber 
das Wesen der chemischen Bindungen zu erhoffen. Dieser Umstand 
rechtfertigt die groBe Zahl der neu erscheinenden Darstellungen der 
Quanten- und Wellenmechanik, zu denen auch der vorliegende kurz 
orientierende Bericht geh6rt. 

Der vorliegende II. Teil des Berichtes behandelt im Abschnitt VII die 
Weiterbildung der allgemeinen Grundlagen der Wellenmechanik: Die 
zeitabh~ingige und die relativistische SCI~RODINGER-Gleichung, sowie die 
neuere Verallgemeinerung der Theorie durch DIRAC. Vor der Behandlung 
der DIRACsctlen Theorie wird ein etwas weiter ansholender Exkurs tiber 
jene Gedankeng~inge und Erfahrungstatsachen der ~ilteren Qnanten- 
theorie eingeschaltet, die zur Aufstellung der Hypothese des Elektronen- 
spins durch UHLENBECK und GOUDSMIT ffihrten. 

In den Abschnitten VIII und IX ~vird ein iJberblick fiber die bisherigen 
Leistungen der Theorie gegeben : Theorie des ZEEMAN- lind STARK-Effektes, 
Streunng der a-Strahlen, kalte Elektronenemission, AUGEl~-Effekt, Radio- 
aktivit~it, Dispersion, Photoeffekt, Comptoneffekt, MehrkSrperproblem, 
die Aufkl~rung des Heliumproblems, Molektilbildung. Ferner wird auch 
der Zusammenhang mit der Statistik yon Systemen vieler Freiheits- 
grade (BosE-FEI~MI) besprochen. 

Der letzte Abschnitt X enth~ilt schlieBlich eine Diskussion der bis- 
herigen Interpretationsversuche der Theorie und eine Er6rterung der zu- 
geh6rigen begrifflichen Fragen: Wellenpakete, statistische Deutung der 
Wellenmechanik, die doppelte (korpuskulare und nndulatorische) Natur 
yon Materie und Strahlung, Ungenauigkeitsrelationen usw. usw. Die 
gegenw~irtige Sachlage l~iBt sich dahin charakterisieren, dab ein mathe- 
matischer Formalismus gefunden wurde, der nicht nur gewisse Fein- 
heiten der Spektren, sondern auch eine Anza_hl anderer physikalischer 
Erscheinungen nnd obendrein das chemische Verhalten vieler Elemente 
in erstaunlich zutreffender Weise wiedergibt, dab jedoch dieser Erfolg 
nut durch Einffihrung recht ungewohnter Begriffe und Vorstellungen er- 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften, v i i i .  24 
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zielt werden konnte, wobei unsere Auffassung iiber die Gnmdprinzipien 
des physikatischen Geschehens und der Kausalit~tt weitgehend abge- 
~tndert wurde. 

Einige Worte seien noch fiber die Abgrenzung des Stoffes gesagt. 
Wenn auch die Verfasser vor mathematischen Entwicklungen keines- 
wegs zurfickgeschreckt sind, sondern sogar die Methodik mancher 
Rechnungen ziemlich ausffihrlich behandelt haben, so mul3ten sie doch 
auf die Darstelluug jener Teile der Theorie verzichten, die zu ihrer 
Entwicklung h6here Hilfsmittel ben6tigen. Hierher geh6ren, um nut 
dle wichtigsten Punkte zu nemlen, die gruppentheoretischen Unter- 
suchungen, die ,,Quantelung der Amplituden" und die Transformations- 
theorie in ihrer exakten Fassung. Niit der Wegtassung dieser Gebiete 
soll j edoch keineswegs ein negatives Werturteil ausgesprochen werden 
es sei denn eines fiber die F~ihigkeit der Verfasser, dJese Fragen heute 
schon in halbwegs verstfindlicher Form darstellen zu k6nnen. 

VII. Relativit~t und Elektronenspin. 
3z. Rekapitulation, die Anwendung der Wellenglelchung auf kon- 

servative Systeme. Zur Erleichterung des Verstttndnisses des Folgenden 
beginnen wir mit einer kurzen Rekapitulation. Die in Abschnitt VI dar- 
gestellte einfachste Fassung der Wellenmechanik bezieht sich auf kon- 
servative Systeme, d. h. insbesondere auf jene Atomprobleme, bei denen 
ein oder mehrere Elektronen sich unter vernachl~sigbarer Wechsel- 
wirkung in statischen Kraftfeldern bewegen. Die auf dieser Stufe all- 
gemeinste Form der Wellengleichung war gegeben durch Gleichung(9I ) : 

(91 ) 

Diese Gleichung ist so zu verstehen : Mall hat in der HAMILTOu-Funktion 
h 0 

des Systems, H(p,  q), die Impulse p~ durch die Operatoren 2~i 0qk zu 

ersetzen : 
h 

Pk • 2mi ~qk' (90) 

wodurch der Ausdruck in der geschlungenen Klammer von (91) zu einem 
Differentialoperator zweiter Ordnung wird, der auf die ,,Wellenfunktion" 
~v anzuwenden ist. Der Energieparameter E bedeutet dabei die kon- 
stante Gesamtenergie des konservativen Systems, die dem numerischen 
Wert der HAmLTOl~-Funktion des Systems gleich ist: 

E = H (p,q). (96) 

Vor der Ausffihrung der Vertauschung (9 o) wfirde also der Klammer- 
ausdruck in (91) identisch verschwinden. Als Beispiel fttr die Verwendung 
der in (91) verwendeten Symbolik sei der Fall der Bewegung eines ein- 
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zelnen Elektrons vonde r  Masse/z in einem Potentialfeld V (q) heran- 
gezogen. Es gilt : 

H = ~ 2 p 7  +V(q). 2u 

Die hierzu geh6rige Wellengleichung lautet nach Multiplikation mit 
8 n~,u 

h~ 
7I 2 Lt 

/_I~V+ ~ - ( E - - V ) ~ V  = o. (71) 

Im Gegensatz zu den Aufgaben der herk6mmlichen Feldphysik bildet 
nun nicht die Integration der Gleichung (7I), d. h. die Ermittlung der 
L6sungsfunktion ~p (q) das Hauptproblem; sondern vielmehr die Ermitt-  
lung jener Eigenwerte des Parameters E, ffir die (71) nicht identisch ver- 
schwindende L6sungen besitzt, die den natfirlichen Randbedingungen 
(Endlichkeit, Stetigkeit und Verschwinden im unendlich Fernen) ge- 
ntigen. Die diskreten Eigenwerte E des Problems stellen die Energie- 
stufen des Systems, also in der Sprache der ~]teren Quantentheorie die 
Energien der station/iren Bahnen dar. Die Frequenzen des yon dem be- 
treffenden System emittierten Spektrums ergeben sich aus der BoI~Rschen 
Frequenzbedingung : 

hv = Em -- En. 

Die Frequenzen des Spektrums erh~lt man also allein schon durch 
Bestimmung der Eigenwerte E ,  des Problems; zur Berechnung der 
Linienintensit/iten (und des durch die Intensit~ten gegebenen Polari- 
sationszustandes) ben6tigt man weiter noch die zu den Eigenwerten E ,  
geh6rigen L6sungen ~,, die als die Eigenfunktionen der Gleichungen (71) 
bzw. (91) bezeichnet werden. Wie man aus den Eigenfunktionen zu den 
Matrizen q(nm) bzw. p (rim) gelangt, ist in den Ziffern 28 und 29 an- 
gegeben worden; die Berechnung der Linienintensit/~ten erfolgt sodann 
mittels der Gleichung (27), Ziffer 4. 

Der im vorstehenden angegebene Formelapparat erm6glicht also die 
Berechnung der Frequenzen und Linienintensit~ten der Spektren solcher 
Atomsysteme, bei denen sich das Elektron, bzw. die Elektronen in einem 
statischen Kraftfeld befinden. Diese Voraussetzung ist exakt llllr ftir 
das Einelektronenproblem und ffir die zugeh6rigen St6rullgseffekte 
(z. B. STARE-Effekt) erffillt. Zu dell hier angeffihrten Einschr~a-lkungen 
des Verwendungsbereiches trit t  bei dem verwendetell mathemati- 
schen Schema noch eine weitere Einschr~nkung formaler Natur. Die 
durch (9 o) angegebene Vertauschung der Impulse durch die Differelltial- 
operatoren ist nur ffir die pk selbst und ffir ihre positiv ganzzahligen Po- 
tenzell silmvoll definiert. Ist also beispielsweise n eine gauze Zahl, so 
lautet die entsprechende Vertauschungsregel: 

Pk = 0 q;" (9°a) 

24* 
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Die Aufstellung einer Wellengleichung durch Nachbildung einer HA- 
MILTOl~-Funktion lal3t sich also nu t  dann durchftihren, wenn sich H durch 
ganzzahlige Potenzen und Potenzprodukte der Pk ausdriicken l~Bt. 
Dieser Umstand hat bei der Aufstellung der retativistischen Wellen- 
gleichung (Ziff. 34) eine Rolle gespielt. 

33. Die zeitabh~,ngige Wellengleichung.  Bei jenen Atomproblemen, 
wo es sich um die Bewegung von Elektronen in zeitlich variablen Feldern 
handelt, z. B. beim Dispersionsproblem, kommt man mit den Gleichun- 
gen vom Typus (71) bzw. (91) nicht mehr aus. In diesen Gleichungen war 
gemal3 Ziffer 24 die Zeitabh~ngigkeit der ~-Funktion durch den in der 
Schwingungslehre iiblichen Ansatz eliminiert worden: 

~V = [ (x,y,z) e ~ ' ' .  (68) 

Die genannten Gleichungen enthalten daher nut  mehr die Ortskoordi- 
naten als unabhangige Variablen ; sie waren exakt nicht mehr als eigent- 
liche ,,Wellengleichungen", sondern als ,,Schwingungs"- oder ,,Ampli- 
tudengleichungen" zu bezeichnen. 

Wie nun SCHR6DINGER in seiner vierten Mitteilung bemerkte, bestand 
,,das dringende Bedtirfnis, die Theorie auf nichtkonservative Systeme 
auszudehnen, weil sich nur auf diese Weise das Verhalten des Systems 
unter der Einwirkung vorgegcbener ~uBerer Kr~fte, z. B. einer Licht- 
welle oder eines voriiberfliegenden fremden Atoms studieren l~13t ''~ 
Wenn nun die potentielle Energie V die Zeit explizit enth~lt, ist es im 
allgemeinen unm6glich, die Wellengleichung durch einen Ansatz yon 
der Form (68) zu befriedigen, analog wie man ja beispielsweise auch die 
Gleichung ftir die erzwungenen Schwingungen eines Oszillators 

m~ + kx  =/ ( t )  

nicht durch einen mit der Eigenfrequenz des frei schwingenden Systems 
periodisch ver~tnderliehen Ausatz erftillen kann. Man finder also in 
solchen F~llen mit der Amplitudengleichung nicht mehr das Auslangen, 
sondern mul3 auf die eigentliche Wellengleichung zurtickgreifen. 

Dieses Zurtickgreifen auf die eigentliche Wellengleichung kann nun 
nicht etwa in der Weise vor sich gehen, dab man den in Ziffer 24 be- 
schrittenen Weg, der yon der klassischen Wellengleichung 

/-/tp -- L~3 = o ,(67) 
Zt ~ 

zur SCHRODINGERschen Gleichung (71) ftihrt, nach rtickw~rts verfolgt. 
Denn dieser Weg ftihrte ja tiber die Relation ~=--4G-~u~F, die dem 
Ansatz (68) entspricht, der wie oben erw~thnt, fiir den allgemeinen Fall 
nichtkonservativer Systeme nicht zu verwenden ist. 

Zur Aufstellung der zeitabh~tngigen ScHR6Dm~GER-Gleichung woHen 
wir also gar nicht mehr an die Wellengleichung der Feldphysik (67) an- 

, I m  Rahmen der Matrizentheorie war die Erweiterung der Theorie auf 
nichtkonservative Systeme schon frtiher yon HEISENBERG durchgeftihrt worden. 
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knfipfen. Wir gewinnen die gesuchte Gleichung vielmehr dutch sinnge- 
maf3e fJbertragung ienes Formalismus, mit dem aus dem Energieansatz 
bzw. aus der H,lV1IZXON--Funktion die HAmLTON-JACOBIsche partielle 
Differentialgleichung (H. P.) gebildet wird. Allerdings handelt es sich 
bei den im folgenden angedeuteten i3berlegungen um einen rein formalen 
Weg zur Aufstellung einer zeitabh~ngigen Wellengleichung, der durchaus 
nicht den Charakter einer zwingenden Ableitung besitzt. Wit deuten die 
Herleitung der Gleichung in zwei Schritten, n~mlich a) ffir konservative 
Systeme, b) ffir nichtkonservative Systeme an. 

a) K o n s e r v a E v e  S y s t e m ¢ .  Die Energiegleichung sei gegeben durch: 

H ( q  . . . .  ql, P~ . . .P t )  -- E = o. (97) 

Die Integration des zugehOrigen Systems yon 2/Bewegungsgleichungen 
(12) kann nun bekanntlich zurtickgeffihrt werden auf die Integration 
einer einzigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (H. P.), 
die man erhalt, indem man in (97) die Vertauschung vornimmt: 

aS 
P~ = Oq--~ , ( 9 8 )  

wobei S die aus der resultierenden partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung zu bestimmende unbekannte Funktion (Wirkungsfunktion) ist. 
Die Ausffihrung der Vertauschung (98) ftihrt also die Gleichung (97) 
fiber in die H.P. 

es . ~ - - E = o  (99) H q . . . .  ql, ~ .  • 

Die Anwendung dieser Gleickung auf die klassische, d. h. pnnktmecha- 
nische Behandlung eines Bewegungsproblems beruht auf folgendem 
Umstand: Hat man ein vollst~ndig~, d. h. au13er yon den ! unabh~ingigen 
Variablen qk und dem Energieparameter E n o c h  von [ willkttrlichen 
Integrationskonstanten ak abh~ngiges Integral der Gleichung (99) 
gefunden, 

S ( q  . . . .  q / ,  E ,  r~, . . . cq) , (~oo) 

so sind die Integrale der Bewegungsgleichungen in impliziter Form ge- 
geben durch das Gleichungssystem 

0S ~S 
0q--~ ~ = # k ,  = t - to,  ( l O ~ )  

wobei die/5~ weitere [ willkiirliche Konstante sind. Die Gleichungen (IOi) 
liefern nach Elimination yon E ein System yon 2 / Gleichungen, welche die 
Unbekannten qk und Pk als Funktionen der Zeit und der Integrations- 
konstanten geben. Diese den Theoretikern schon seit nahezu einem Jahr- 
hundert  bekannten Zusammenhange waren ffir die Gedankeng~nge 
SCHRODINGERS, die zur Aufstellung der Wellenmechanik geftihrt hatten, 
yon Bedeutung; sie spielen aber ffir die folgenden Betrachtungen der 
voriiegenden Darstellung keine Rolle mehr. 
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Aus den Ausfifilrungen dieser und der vorangehenden Ziffer ergibt 
sick, dab man von der Energiegleichung H (q, p) = E sowohl zur H.P.  
als auch zur SCHR6DII~GER-Gleichung gelangt, indem man die Impulse 
durch die partiellen Ableitungen nach den zugehSrigen kanollisch kon- 
jugierten Koordinaten ersetzt. Wodurch unterscheiden sick nun die 
beiden ~berg~_nge voneinander? Beim ~3bergang zur H.P.  wird der 

K 
Differentialoperator ~-~k zuerst an der Funktion S ausgefibt, sodann 

wird das Resultat dieser Operation, n~mlich die partielle Ableitung 
KS 
d q--~ als Argument in die Funktion H eingeftihrt, worauf die durch die 

funktionelle Struktur yon H vorgeschriebenen Operationen, z. B. Poten- 
KS 

zierungen an ~ vorgenommen werden. Beispiel: Massenpunkt in einem 

Potentialfeld V (q): 

Energiesatz : 

i (p~ + P 2  + p 2 3 )  + V(q)  = E .  (102) H ---- 2,~ 
H.P." 

2~ ~ + \Kq~] + \ ~ ]  J + V(q) -- E = o. (lO3) 

Im Gegensatz hierzu hat sich der i3bergang vom Energiesatz zur 
SCHR6mNGER-Gleichung in der folgenden Weise zu vollziehen: Anstelle 

h 0 
der Pk werden die Operatoren z ~ K q~ in H eingeftthrt und die durch die 

Funktion H angegebenen Operationen wie Potenzierungen usw. sym- 
bolisch an diesen Operatoren vorgenommen, bevor noch die Differentia- 
tionen an der H-Funktion ausgefttkrt werden. Hierdurch entsteht ein 
zusammengesetzter Differentialoperat~r [ H -  E], der erst nach seiner 
Fertigstellung an der Wellenfunktion H anzugreifen hat. So heiBt bei- 
spielsweise die zum Energiesatz (97) gehSrige SCHR6DII~GER-Gleichung: 

h, (K ~- e2 K~) {-  s~o./Kf~ + ~ +  b~-~ +V(q)--E},p=o. (lO4) 

b) Nichtkonservative Systeme. Im allgemeinen hat  man es in der 
Punktmechanik mit einer zeitabh~ngigen Wirkungsfunktion zu tun, die 
mit dem unter a) betrachteten, zeitunabh~ngigen Anteil S der Wirkungs- 
ftmktion in dem nur fiir konservative Systeme galtigen Zusammenhang 
steht : 

W = E - -  S t .  (lO5) 

Die HAmLTON-Funktion ist ftir die nichtkonservativen Systeme de- 
finiert durch: 

H =  ~ P k ~ e - -  T +  V, (to6) 

wobei T die kinetische Energie des Systems darstellt. H mul3 im all- 
gemeinen Fall nichtkonservativer Systeme nicht mit der Gesamt- 
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energie E identisch sein. Ersetzt man in (lO6) die qk durch die Pk, so 
wird H wieder eine Funktion der q und p und der Zeit t: 

H ( q ~ . . .  qi, P . . . .  Ps, t). (lO7) 

Die zugeh6rige H.P. lautet dann: 

o w  o w  t + ~i-  o (lO8) H q , . . . q / , ~ q  ...Oq--~/, = . 

Zur zeitabh~tngigen H.P. gelangt man also formal, indem man in der 
Relation H (q, p, t) - - E  = o (die nebenbei bemerkt ffir nichtkonservative 
Systemen nicht mehr mit konstantem E erfifllt ist!) die negativ ge- 

OW 
nommene Energie ( - - E )  durch den Di f fe ren t ia lquot ien ten~/ -e r -  

setzt. Der entsprechende IJbergang zur zeitabh~ingigen SCHRODINGER- 
Gleictlung wird dann naturgem~iB so zu erfolgen haben, dab man die 
Differenz H - - E  zu einem Operator macht, indem man erstens gem~tB (9 o) 
die Impulse durch die zugeh6rigen Ableitungen nach den Koordinaten 
ersetzt und zweitens die Vertauschung hinzufiigt 

h 0 
( -- E) - -~ 2r~i Ot " (1°9) 

Die gesuchte zeitabh~ingige SCI~RODINGER-Gleichung heiBt daher: 
h O 0 , t ) + ~ } , - - - - o .  (IlO) 

Die zu 7J geh6rige konjugiert-komplexe Funktion ~ mul3 dann natiirlich 
jener Gleichung geniigen, die man aus (IIO) erh~ilt, indem man i durch 
- - /  ersetzt : 

H q, ~ -  0~ ,  t 2~i  ~t = o .  (IIO*) 

Fiir den Fall, dab H die Form hat :  
I z H = ~ X p k  +V(q ,  t) 

geht (11o) fiber in 
4~i?z 90 d~o -- s~,,, V~o 4- = o, (111) 

h c?t 

wobei das obere Vorzeichen ftir ~0 und das untere fiir ~ gilt. Das Auf- 
fallende an dieser Gleichung ist, dab sie yon zweiter Ordnung in den 
r~tumlichen Koordinaten und yon erster Ordnung in t i s t .  Sie ist also 
nicht vom Typus der Wellengleichung (67) der Feldphysik, sondern vom 
Typus der W~trmeleitungsgleichung. Dag die L6sungen yon (III)  perio- 
dische Funktionen der Zeit sind und nicht exponentiell yon ihr abh~ngen 
wie die L6sungen der WArmeleitungsgleichung, liegt daran, dab der 

Koeffizient von ~ in ( I i i )  imagin~ir ist. 

Die Anwendung der zeitabhkngigen Wellengleichung (III) auf den 
Comptoneffekt und auf das Dispersionsproblem werden wit in den 
Ziffern 47--49 kennen lernen. 
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34- Die relativistische Wellengleichung nach SCHROEDIMGER. Die 
bisherigen Betrachtungen bezogen sick auf die lJbertragung der ,,klassi- 
schen", d. h. nichtrelativistischen Bewegungsgleichungen auf die Wellen- 
mechanik. Es bestand nun das Bedtirfnis nach einer Ausdehnung dieser 
Betrachtungen auf die Relativit~tsmechanik. Die Grfinde dazu liegen 
auf der Hand:  Nach dem Relativit~tsprinzip mtissen alle Naturgesetze 
gegen/iber der LORENTz-Transformation invariant sein. Diese Forderung 
hatte sick wiederholt schon als heuristisch wertvoll erwiesen; es sei nu t  
auf den Satz v o n d e r  Tr/igheit der Energie verwiesen, der in voller All- 
gemeinheit erst aus dem Relativitt~tsprinzip gefolgert worden ist. Ins- 
besondere auf dem Gebiete der Quantentheorie der Spektren hatte die 
Einffihmng der Relativit/ttsmechanik die ersten Aufklt~rungen fiber die 
Feinstruktur der wasserstofftthnlichen Spektren geliefert. Die Wellen- 
mechanik wttre also unvollstttndig, wenn sie nicht in die yon der Rela- 
tivittttstheorie postulierte LORE%wz-invariante Form gebracht werden 
k6nnte. 

Der Wellenmechanik haftet  ferner in jener Gestalt, in der sie in der 
vorliegenden Darstellung bisher gebracht wurde, GI. (7i), (91) und (III) ,  
der Mangel an, dab sie sick nur auf solche atommechanische Systeme 
bezieht, bei denen sick die KrMte aus einem Skalarpotential V (q) her- 
leiten lassen. Nun ist aber einer der wichtigsten Prfifsteine jeder Spek- 
traltheorie das Problem des ZEEMAN-Effektes: die Aufspaltung der 
Energieniveaus in einem ttuBeren Magnetfeld. Die bei Anwesenheit 
magnetischer Felder auf das Elektron wirkenden KrMte lassen sick j edoch 
bekanntlich nicht mehr aus einem Skalarpotential V herleiten; sie ht~ngen 
ja aul]er von den Koordinaten noch yon der Geschwindigkeit des Teil- 
chens ab. Die ponderomotorischen Kr~fte, die ein durch die Feld- 
vektoren ~ und ~ gegebenes elektromagnetisches Feld auf eine mit der 
Geschwindigkeit u bewegte Punktladung e ausiibt, ist bekanntlich ge- 
geben dutch : 

f = e(~ + [u~]). (112) 
Dabei lassen sick ftir den allgemeinen Fall eines zeitlich ver~nderlichen 
elektromagnetischen Feldes die elektrische Feldstttrke ~ und die magne- 
tische Feldstttrke @ in der folgenden Weise aus einem Skalarpotential V 
und einem Vektorpotential ~[ herleiten: 

= -- grad V -- ! c ~ = rot ~, (113) 

wobei V und ~ selbst L6sungen der verallgemeinerten PolsoI~schen 
Gleichungen sind: 

z /~ i - -  ] ~  = --4~r  "°D -4V-- -~  I 7 =  --4z~,o (114) g g2 

@ und ~ bedeuten bier Dichte bzw. Geschwindigkeit der felderzeugenden 
Ladungen, w~ihrend u die Geschwindigkeit tier yore Feld beeinfluBten 
Punktladung e ist. 
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Es handelt  sich also darum, die Wetlengleichung in eine relativistisch 
invariante Form zu bringen und sie gleichzeitig so zu verallgemeinern, 
dab sie auch solche Probleme zu behandeln gestattet,  bei denen die auf 
die Elektronen wirkenden KrMte durch die Gleichungen (112) bis (114) 
gegeben sin& 

SCHR6I)I~GER (41), sowie GORDON (80) und KLEIN (93) ist es gelungen, 
den beiden hier gestellten Forderungen dadurch gerecht zu werden, dab 
sie den in der vorigen Ziffer erl~tuterten Formalismus der Nachbildung der 
Wellengleichung aus der H.P.  auf jene Gestalt der H.P.  iibertrugen, die 
in relativistisch invarianter Form die Bewegung eines Elektrons unter  
dem EinfluB eines etektromagnetischen Feldes beschreibt. 

Die betreffende Gleichung lautet :  

Das Rezept ffir die Omformung der H.P.  in eine WeUengleichung besteht 
nun in der Vertauschungsvorschrift:  

8W h 0 cOW h 8 
+ usw. (116) 8~--->'2~ridt ' 8x 2~i dx 

Im Sinne der Ausftihrungen der letzten Ziffer hat dabei die Ausftihrung 
der dutch die Operatoren (116) angegebenen Differentiationen erst nach 
dem Quadrieren zu erfolgen, wobei im vorliegenden Falle die Operatoren 
nut  an der Wellenfunktion ~ anzugreifen haben ' .  Der yon der ersten 
Klammer  in (115) herriihrende Term der entstehenden Wellengleichung 
heiBt also beispielsweise: 

( h t282 ,  2e V h 8@ 

Die vollst~ndige relativistisch-magnetische Wellengleichung lautet  nach 
~ 2  

Ausfiihrung der Vertauschung (116) und nach lViultiplikation mit  --  4 ~-~ 

1 d~tO 4 ~ i e ( V  8¢ I 
J g' c2 8 t= -t- - ~ -  \-~- ffi  + 9~ grad g, / 

(117) 
4 ~ ( V =  ~2 ~ 

+-~2-D-~=\ - -  - e2 ) ~ = o .  

Die Gleichung (117) l~t/3t sich mit  Hilfe der in der relativistischen Etektro-  
dynamik fiblichen Bezeichnungsweise in eine Form schreiben, die ihre Sym-  

Nach SOMS~SRFELD (Wellenmechanischer Erg~tnzungsband, Vieweg 1928, 
§ 9 -  im folgenden zitiert als ,,SoMMERFELD, W. E.") haben die Operatoren (I 16) 
auch an den Potentialfunktionen V und ~.i anzugreifen. Bei der Summation 
fiber die vier Koordinaten verschwinden aber mit Riicksicht auf die Be- 

I l )  = O iene Glieder, welche die Ableitungen der Potentiale dingung div 9[ + 7 

enthalten. Man kann daher im vorliegenden Falle einfacher yon vornherein 
das 13bereinkommen treffen, die Operatoren nur an der Wellenfunktion u 
selbst angreifen zu lassen. 
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metrie hinsichtlich der Raum-Zeitkoordinaten besser zur Geltung bringt. 
Man setzt x: = x, x~ = y, x~ = z~ x, = i c t ,  ( I I8 )  

@~ =~lx, @~ =~Iv,  (D s = ~ z ,  @. = i V  (119) 
h 

P~ --  2=i ~xk ~ (120) 

wobei jetzt Pk gar nicht mehr eine Impulskomponente  bedeutet, sondern 
direkt setbst schon jener Operator ist, durch den die Impulse beim Uber- 
gang zur Wellengleichung zu ersetzen sin& Die RUhmasse des Elektrons sei 
schlietllich mit  #o bezeichnet. Dann heil]t die Wellengleichung insymme- 
trischer Gestalt 

/21  o P k +  (D "c" ~/,= ( I2 I )  

(Der Klammerausdruck ist wieder so zu verstehen, dab zuerst die 
innerhalb der K l a m m e m  stehenden 0perat ionen auszuftihren sind, 
worauf dann erst die 0peratoren p~ bzw. ihre Potenzen die Wellen- 
funktion ~fl ergreifen.) 

In (121) ist der Wellengleickung des Eink6rperproblems die all- 
gemeinste uncl vollendetste Form gegeben worden, die der im vorliegen- 
den Bericht bisher dargestellten Entwicklungsstufe der Theorie ent- 
spricht. Es liegt nahe zu fragen, ob sie auch als die endgiiltige Form zu 
betrachten ist. Die Antwort auf diese Frage mul3te sick hack dem Er-  
folge richten: man hat  zu untersuchen, wie sich die Gleichung an jenen 
Problemen bew~ihrt, die sie iiber das Anwendungsgebiet der urspriing- 
lichen Wellengleichung hinaus zu behandeln gestattet .  Diese Probleme 
sind der ZEEMAN-Effekt und die Fe ins tmktur  der Wasserstofflinien. 

Zur Berecknung des ZEEMAN-Effektes vereinfacht man die Glei- 
chung (I2I),  indem man die relativistischen Glieder (h6here Po t enzen  
von I/C) streicht und sich aul3erdem auf die ersten Potenzen der Kom- 
ponenten der magnetischeI1 Feldstlirke beschr~inkt. Man erhalt dann die 
N~herungsgleichung' 

4 " i { ~ (  ) 0u} 8u",,o (122) J u  + ---~- 9~ grad u - - , t t o ~  h2 e V u = o ,  

aus tier sich tats~ichlich der normale ZEEMAN-Effekt mit  den gleichen 
Aufspaltlmgen wie nach der ursprtinglichen BOHRschen Theorie ergibt. 
Der Fortschri t t  gegeniiber frtiher besteht darin, dab man durch B i ldung  
der HEISENBERGschen Matrizen gemi~B Ziffer 28 zu eindeutigen Auswahl- 
und Polarisationsregeln ftir die ZEE~IAN-Komponenten gelangt (SoI~MER- 
FEND, W.E.  § I0). 

i Die in (122) auftretende Variable u ist mit der in (12I) auftretenden 
Wellenfunl~ion ¢ n i c h t  direkt identisch, sondern geht aus ihr durch Ab- 
spaltung eines Zeitfaktors hervor, indem ffir die Wellenfunktion der Ansatz 

2 r~ [  

gemacht wird: ¢ = ue + ~ poc't. Im Gegensatz zu SOMMERFELD bezeich- 
nen wir die zeitabh~ngige Wellenfunktion mit ~v und die zeitunabh~n~ge mit u. 
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Zur Behandlung der relativistischen Feinstruktur spezialisiert man die 
allgemeine Gleichung (121), indem man 9 / =  o setzt und mit Rficksicht auf 
den statischen Charakter des Problems wieder die im folgenden mit  u be- 
zeichnete zeitunabh~kngige Wellenfunktion durch den Ansatz einffihrt 

tp = u (x, y,  z) e ~;-' (123) 

Man erh~tlt dann die relativistische Gleichung Ifir statische Felder 

J u  + ~ ~t~- + ,Uo c ' - -  e V) ~ -  fro* c4, u = o, (I24) 

aus der sich nach Streichung der Glieder, die c 2 im Nenner enthalten, 
die ursprfingliche ScrlR6DII~GER-Gleichung (71) ergibt. Die Ausrechnung 
tier Eigenwerte dieser Gleichung ffihrt auf die gew61mlichen Wasserstoff- 
terme yon der Form R/n ~, wobei jeder einzelne Termwert ebenso wie 
nach der itlteren Theorie n-fach aufgespalten ist, nur mit  dem Unterschied, 
da/3 die Aufspaltung viel gr613er ausf~tllt als frtiher. W~thrend also die 
ursprtingliche SOMMERFELDsche Theorie die Feinstruktur des Wasser- 
stoffspektrums richtig wiederzugeben vermochte, wtirde sich nach 
SCrlRODnqoER (und ebenso auch nach der mit  der Wellenmechanik 
praktisch aquivalenten HEISENBERGschen Theorie) eine Feinstruktur  
des Wasserstoffspektrums ergeben, die wesentlich gr6ber ist als die 
wirklich beobachteten Werte. Die Aufdeckung dieses Umstandes ver- 
mochte aber das Vertrauen in die neue Theorie nicht mehr zu erschttttern, 
da man zu jener Zeit schon mit  ziemlicher Sicherheit vermuten konnte, 
dab die Wasserstoffeinstruktur noch durch einen zweiten Faktor  be- 
einfluBt wird, der erst mit  den relativistischen Niveaudifferenzen zu- 
sammen das endgtiltige Aufspaltungsbild bedingt. Dieser zweite Faktor  
ist der yon UHLENBECK und GOUD.SM_I T eingeftihrte Elektronenspin, fiber 
den in den n~tchsten Ziffern berichtet  werden soll. 

35. Ubersicht  fiber die En twick lung  der Theorie der mehr f achen  
Quante lung ' .  Zur Darstellung der l~lberlegungen, die zur Aufstellung 
der Hypothese des rotierenden Elektrons ffihrten, mfissen wir ein wenig 
welter ausholen und auf die Geschichte der Entwicklung der BOHRschen 
Theorie zurfickgreifen. Wir werden dabei in den folgenden Ziffern 35--37 
durchweg mit  den Elektronenbahnvorstellungen der ~ilteren Quanten- 
theofie operieren und erst nachtr~iglich den Weg zu den quanten- und 
wellenmechanischen Vorstellungen anbahnen. 

Der erste gro/3e Fortschritt ,  den die Quantentheorie der Spektren 
nach den grundlegenden Arbeiten BOHRS gemacht hatte, bestand 
darin, dab SOM2cIERFELD im Jahre  1915 auf Grund der Relativit~tstheorie 

Das Wort ,,mehrIache Quantelung" ist hier im Sinne der alteren Sprach- 
weise gemeint; es bezieht sich auf die Einfiihrung mehrerer Quantenzahlen 
(SoMYmRFELI), PLAI~CK, SCHWARZSCmLD) und hat mit der neuerdings im 
Rahmen der Quantenelektrodynamik ebe~ffalls als ,,mehrfache Quantelung" 
bezeichneten Quantisierung der Amplituden nichts zu tun. 
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eine Aufklarung der Feinstruktur des Wasserstoffspektrums geben 
konnte. Es ergab sick bei dieser Gelegenheit die wichtige Erkenntnis, 
dab die Energieniveaus der stationaren Zust~.nde der Einelektronen- 
systeme nicht eine eindimensionale, sondern eine zweidimensionale 
Mannigfaltigkeit bilden, also nach zwei Laufzahten anzuordnen sind, da 
in entsprechender Weise auch die stationaren Zustande selbst dutch zwei 
Quantenzahlen gekennzeichnet sin& Die stationaren Bahnen des 
Wasserstoffelektrons sind KEPLER-Ellipsen, deren groBe Achse pro- 
portional dem Quadrat der , ,Hauptquantenzahl" n ist und deren Para- 
meter (kalbe Brennpunktssehne normal zur groBen Achse) proportional 
dem Quadrat der, ,Nebenquantenzahl" oder, ,Azimutalquantenzahl" k ist. 
Gem~il3 der allgemeinen Form (29) der Quantenbedingungen sind die 
mit h multiplizierten Quantenzahlen gleich den ,,Wirkungsvariablen" 
I k des Problems. Es gilt ~ 

1i = n h  I s  = kh ,  

wobei I ,  nach dem oben Gesagten proportional der Wurzel aus der 
A 

grol3en Bahnachse ist und ~,~ den ,,Bahndrehimpuls", d. h. den Dreh- 

impuls des umlaufenden Elektrons in bezug auf den Kern darstellt. 
h 

Wahlt man etwa als Einheit des Drehimpulses die Gr613e 2 ~ '  so wird 

der Bahndrehimpuls einfach gleich k. 
Nach der klassischen Mechanik liegt die grol3e Achse der Bahn- 

ellipse im Raume fest; die Bewegung des Elektrons laBt sich gemaB (20) 
in eine FOURIER-Reihe nach einer einzigen Grundfrequenz, der Umlaufs- 
frequenz des Elektrons, entwickeln. Nach der Fundamentalformel 

H (A. . .  I/) 
vk = ~i  k (I7a) 

ist daher wegen v2 ---- o die Energie H auch nur  yon der einen Wirkungs- 
variablen Iz, also nur v o n d e r  Quantenzahl n abhangig: Bahnen gleicher 
Hauptachse und verschiedener Exzentrizitat  besitzen die gleiche Energie. 
Man bezeichnet derartige bedingt periodische Systeme, bei denen der 
Periodizitatsgrad, d. h. die Zahl der voneinander unabhangigen Grund- 
frequenzen, geringer ist als die Zahl der Freiheitsgrade, als entartet. Dem 
klassischen Entartungsmerkmal des Zusammenfallens (bzw. des linear- 
ganzzahligen Zusammenhanges) gewisser Grundfrequenzen entspricht in 
der Quantentheorie gemaB (i7a) bzw. gem~il3 der damit in Zusammen- 
hang stehenden BoI~Rschen Frequenzbedingung das Zusammenfallen 
yon Energieniveaus, die zu verschiedenen Quantenzustknden geh6ren. 
Ein System ware also, quantentheoretisch gesprochen, entartet,  wenn 

In Ziffer 8 waren die verschiedenen Quantenzahlen mit n k bezeichnet 
(29), wobei als Index der Buchstabe k verwendet wurde, der nicht rnit der 
Bo~Rschen NebenquantenzahI k zu verwechseln ist. Der Zusammenhang 
zwischen der in Ziffer 8 und bier verwendeten Bezeichnungsweise ist: 
nx = I ~ ,  n 2 =  k .  
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gewisse station,,ire Zust~nde mit verschiedenen Quantenzahlen gleiche 
En ergie besitzen oder, in die neuere Sprache der Wellenmechanik fiber- 
setzt: wenn zu eiliem und demselben Eigenwerte verschiedene Eigen- 
funktionen gel16ren. Bekanntlich kann nun die Entartung durch das 
Angreifen yon kleilien st6renden Kr~iften aufgehobell werdeli: Es 
treten in der Bewegung neue unabh~ingige Grundfrequenzen auf und 
die im entarteten System zusammenfallenden Energieniveaus spalten 
sich. Eine solche entartungsaufhebende st6rende Wirkung ist nun die 
relativistische Massenveriinderlichkeit des Elektrons, die wie eine vom 
CovLo~Bschen Gesetz abweichende Zentralkraft wirkt: Unter ihrem 
EinfluB beschreibt das Elektron eine KEPLER-Bahn mit langsamer 
Periheldrehung, wobei die Perihell~inge, d. h. der Winkel zwischen der 
groBen Bahnachse und einer raumfesten Richtung, gerade die zu Ix 
kanoniscla konjugierte Winkelvariable w~ =v~ t ist. Gem~13 (17a) wird 
dann die Bahnenergie auBer yon tier groBen Achse noch vom Bahn- 
drehimpuls und damit wegen (29) auch yon der Azimutalquantelizahl k 
abhAngig. Die Unllaufsfrequenz v2 der vonder Massenver~inderlichkeit 
herriihreliden Periheldrehung ist um Gr6Benordnungen Ideiner als die 
Umlaufsfrequenz v, des Elektrons selbst. Infolgedessen ist gem~il3 (17a) 
die Abh~ingigkeit der Eiiergie von 12 bzw. yon der Nebenqualltenzahl k 
eine sehr schwache, d. h. die zu verschiedenen Werten yon k geh6figen 
Energieniveaus unterscheiden sich nur sehr wenig voneinander; es resul- 
tiert dementsprecllend die IIur schwer aufl6sbare Feinstruktur der 
einzelnen Wasserstofflinien. 

Die Fruchtbarkeit des Gedankens der mehrfachen Quantelung, die 
durch SOMMERFELDS Feinstrukturtheorie und nahezu gleichzeitig auch 
durcll die Behandlung des ST.~RK: und ZEEl~AN-Effektes in die Spektral- 
theorie eingeftihrt wurde, offenbarte sich insbesondere, als es BOER 
gelang, die entsprechendeli Betrachtungeli auf die Theorie der Alkali- 
spektren auszudehnen. Die Spektreli der Alkalien stehen unter den 
optisclaen Spektren der Mehrelektronensysteme dem Wasserstoffspek- 
trum am n~ichsten, weil sie durch Quantentibergiinge eines Elektrons, 
des sogenannten ,,Leuchtelektrons", erzeugt werden, das im Mittel 
einen gr6Beren Abstand vom Kern besitzt als die tibrigen Elektronen des 
Atoms, so dab seine Bewegung angen~ihert durch die eilier Punktladung 
in einem Zentralfeld beschrieben werden kann. Der Atomrnmpf, d. h. 
das aus dem Kern und den iibrigen Elektronen des Atoms bestehende 
System, erzeugt ein angentihert zentrMsymmetrisches Feld, wobei die 
Abh~ingigkeit der Kraft yon der Entfernulig nicht mehr exakt dem 
CouLoMBschen Gesetz folgt, da der Atomrumpf nut auf groBe Distalizen 
wie eine Punktladung wirkt. Die Abweictmngen yore Col_lLOMBschen 
Gesetz wirken nun als St6rungskr~ifte, die analog wie die Relativit~its- 
korrekturen die Entartung des Systems aufheben nnd eine Spaltung der 
zu gleichem n und verschiedenem k geh6rigen Energieniveaus erzeugen. 
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Der Unterschied gegenfiber dem Wasserstoff liegt darin, dal3 die St6- 
rungskrMte der Rumpfelektronen viel ausgiebiger wirken als die rela- 
tivistische Massenver~inderlichkeit, so dab also die Aufspaltung der 
Energieniveaus eine wesentlich gr613ere ist als im Falle des Wasserstoffs. 
Man hat  es nicht mehr mit einer Feinstruktur zu tun, sondern mit einem 
Zerfallen des Spektrums in verschiedene Reihen yon Spektralserien. 

In der Tat hatte sick ja schon frfiher aus den empirischen Unter- 
suchungen der Spektroskopiker ergeben, dab die Spektralterme tier 
Alkalien nach zwei Laufzahlen zu ordnen seien, die nun nachtr~iglich bis 
auf eine additive Konstante mit den Quantenzahlen zu identifizieren 

A/g sind. Die Abb. I gibt das bekannte Term- 
schema des Natriums wieder: Die H6he 
der einzetnen Punkte fiber einem (nicht 
eingezeichneten) Nullniveau stellt den 
Energiewert der Terme dar. Die vertikal 
iibereinander angeordneten Terme ge- 
h6ren zu gleichen k-Werten. Es hat sich 
aus spater zu erl~tuternden Grtinden als 
zweckm~tBig erwiesen, als Nebenquanten- 
zahl an Stelle yon k die Gr6Be l = k - -  I 
einzuftihren x. Die yon den Spektroskopi- 
kern mit s, p ,  d, / . . .  bezeichneten 
Termreihen sind in der folgenden be- 
kannten Weise den Werten der Neben- 
quantenzahl l zuzuordnen : 

s p d / . . .  
/ = o  I 2 3 . - .  

Wiirde man die Terme des Wasserstoff- 
Abb. i. Termschema des Na- spektrums ill ein der Abb. I entsprechen- 
triums. (Aus F. HUND, Linien- 
spektren, Berlin, Springer 1927). des Schema bringen, so erhielte man eine 

Figur, die sich yon Abb. I dadurch unter- 
scheidet, dab die zu gleichen n-Werten geh6rigen Niveaus, die bei den 
Alkalien verschieden hoch liegen, nahezu auf gleiche H6he kommen. Es 
fallen dementsprechend beim Wasserstoff mehrere Spektralserien zu einer 
einzigen mff Feinstruktur versehenen Serie zusammen. Die BALMER- 
Serie wiirde sich beispielsweise gem~iB der Terminologie der Alkalispek- 
tren u. a. aus folgenden Serien zusammensetzen : 2p - -  m s  (scharfe N.S.) ; 
2 p - -  m d  (diffuse N.S.) und 2 s - -  r n p  (Hanptserie). 

Im Z u s a m m e n h a n g  d a m i t  i s t  auch  n i c h t  m e h r  k, s o n d e m  1 als d e r  
B a h n d r e h i m p u l s  z u  b e t r a c h t e n .  Diese  A n n a h m e  st613t im R a h m e n  de r  ur -  
spr f ingl ichen  BOHRschen Theor i e  auf  die Schwier igkei t ,  d a b  die zu d e n  
s-Termen geh6rigen Bahnen mit l = o einen verschwindenden Drehimpuls 
haben miiBten, also ,,Pendelbahnen'" wAren, die zu einem ZusammenstoB 
zwischen Kern und Elektron fiihren wfirden. In der neueren Theorie ver- 
schwindet diese Schwierigkeit (vgl. Ziffer 38). 
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Die Weiterentwicklung der Spektraltheorie muBte nun der Erfah- 
rungstatsache Rechnung tragen, dab die einzelnen bereits nach zwei 
Quantenzahlen geordneten Energieniveaus der Alkalispektren (und auch 
anderer optischer Spektren) selbst noch eine Peinstruktur aufweisen. 
Im Falle der Alkalien sind alle Terme mit Ausnahme des s-Terms doppelt; 
bei den in der n~ichsten Reihe des periodischen Systems stehenden Erd- 
alkalien treten Tripletts auf, in der n~ichsten Reihe wieder Dubletts 
und Quartetts usw. Nach dem yon RYDBERG schon lange vor Auf- 
stellung der Quantentheorie empirisch gef~ndenen spektroskopischen 
Wechselsatz treten in der I., 3., 5. usw. Reihe des periodischen Systems 
geradzahlige Termaufspaltlmgen auf, in der 2 ,  4-  6. Reihe dagegen 
ungeradzahlige Termaufspaltungen. 

Die bei der oberfl~ichlichen Betrachtung am n~ichsten liegende Ver- 
mutung, dab man es bei der Alkalifeinstruktur etwa so wie beim Wasser- 
stoff mit einem Relativit~itseffekt zu tun habe, erweist sich bei einiger 
13berlegung sofort als unhaltbar. Denn die relativistische Massenver- 
~inderlichkeit bewirkt eine Aufspaltung der zu gleichen n- und ver- 
schiedenen k-Werten (bzw. in der neueren Ausdrucksweise zu ver- 
schiedenen/-Werten) geh6rigen Niveaus. Diese Aufspaltung ist im Falle 
der Alkalispektren durch den st6renden EinfluB der Rumpfelektronen 
ohnedies schon so weitgehend besorgt worden, dab das oben geschilderte 
Auseinanderfallen der einzelnen Serien erfolgte. Diese schon getrennten 
Alkaliniveaus werden also durch die relativistische Massenver~inderlich- 
keit nur noch eine weitere, ganz unbedeutende Verschiebung, nicht aber 
eine nochmalige Aufspattung erleiden. 

SOMMERFELD sah sich daher im Jahre 192o veranlal3t, zur Erkl~irung 
der Komplexstruktur der Spektren aul3er n lind k noch eine dritte 
Quantenzahl /" einzuftihren, die er als die ,,innere Quantenzahl" be- 
zeichnete. Ftir die modellm~13ige Deutung dieser inneren Quantenzahl 
lag zu jener Zeit yon seiten der deduktiven Spektraltheorie (Berectmung 
der Energieniveaus aus den Modellen) kein Anhaltspunkt vor; die Deu- 
tung mul3te erst schrittweise auf induktivem Wege gewonnen werden. 
Zun~ichst zeigte es sich, dab man der beobachteten Anzahl der Fein- 
strukturkomponenten der Linien durch die folgenden Annahmen gerecht 
werden konnte: 

a) Jedem Termdublett  ist ein um je eine Einheit differierendes Paar 
von i-Werten zuzuschreiben; diese Paare rficken femer yon Reihe zu Reihe 
um eine Einheit welter. Nach der gegenw~irtig als richtig erkarmten 
,Bezifferung lauten die/ '-Werte fiir die Dubletterme der Alkaliserien: 

# : 1 / 2  nnd 3/2; d : 3 / 2  und 5/2; ! : 5 / 2  und 7/2 . . .  

b) Ftir die Linienkombinationen gilt die Auswahlregel: 

i o ~ ( I 2 5 )  
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Diese aus der Erfahrung hergeleitete Auswahlregel bildet den Schlfissel 
/fir die modettm~it3ige Deutung yon/'. Wir wollen die diesbeztiglichen 
Gedankeng~inge nur in Schlagworten skizzieren: Wir vergleichen die 
Auswahlregel (125) mit jener, die ftir die Azimutalquantenzahl k bzw. l 
gilt : d l = 4- I. Dies ist auf Grund des .Korrespondenzprinzips folgen- 
dermal3en zu deuten: Die mit h multiplizierten Quantenzahlen sind 
gem~iB (29) gleich den entsprechenden Wirkungsvariablen des Systems. 
Wenn die Bewegung der zugeh6rigen kanonisch koniugierten Variablen 
,,obertonfrei" erfolgt, treten auch in dem zugeordneten quantentheore- 
tischen Spektrum nut die ,Grundfrequenzen" auf, d. h. es sind nur 
solche Llberg~inge mit Strahlung verbunden, ftir die sieh die betreffende 
Quantenzahl (hier l) um h6chstens I andert. Aus der Giiltigkeit der 
Auswahlregel (125) fiir i kann also umgekehrt gesehlossen werden, dab h/" 
eine Wirkungsvariable ist, deren zugeh6rige Winkelvariable einen gleich- 
f6rmigen Umlauf ausfiihrt, iihnlich wie das bei der Perihellange der Fall 
ist, deren kanonisch konjugierte Wirkungsvariable, der Bahndrehimpuls, 
proportional 1 ist. 

Neben dem Bahndrehimpuls ist nun der Drehimpuls des gesamten 
Atomsystems eine Wirkungsvariable, deren zugeh6rige Winkelvariable 
,,obertonfrei" fortschreitet. Die zum Gesamtdrehimpuls geh6rige 
Quantenzahl mul3 daher, ebenso wie die zum Bahndrehimpuls geh6rige, 
nach dem Korrespondenzprinzip eine Auswahlregel yon der Form (125) 
erffillen. Man ist auf diese Weise zu der Vermutung geffihrt worden, 
dab die innere Quantenzahl /" den Gesamtdrehimpuls des Atoms dar- 
stellt. Woher der Unterschied zwischen Bahndrehimpuls und Gesamt- 
drehimpuls kommt, wird in der n~ichsten Ziffer besprochen werden. 
Vorher behandeln wit im Zusammenhang mit der Frage der mehrfachen 
Quantelung noch die Einftihrung der vierten Quantenzahl m. 

Schon beim relativistischen Einelektronenproblem erreicht die Be- 
wegung den Yeriodizitlitsgrad 3, sobald eine St6rung, etwa in Form 
eines ~ul3eren elektrischen oder magnetischen Feldes auftritt. Das Atom 
ist dann also (auch als dreidimensionales System betrachtet) nicht mehr 
entartet; den drei klassischen unabh~ingigen Grundfrequenzen ent- 
sprechend, treten auch drei Quantenzahlen n, l und m auf. Die im 
magnetischen Feld hinzutretende zus~tzliche Bewegung besteht aus 
einer Pr~izession der Bahnebene um die magnetische Feldrichtung als 
Achse (LARMoR-Pr~zession). Die Frequenz der LAl~oR-Pr~izession ist 
proportional der magnetischen Feldst~irke und h~ingt aul3erdem nur yon 
der Lage und Masse der umlaufenden Elektronen, nicht aber yon den- 
iibrigen Bahnelementen ab. Sie betr~tgt: 

o I e l~'~t (I26) 
2~r 2/~c 

Die zu dem gleichm~Big fortschreitenden PrAzessionswinkel kanonisch 
konjugierte Wirkungsvariable ist die Komponente des Drehimpulses in 
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der Richtung des Magnetfeldes. Bezeichnen wir sie mit I 3, so ist die 
,,magnetische Quantenzahl" m einzuftihren durch die Quantenbedingung 

r n h  
13 = 2~ (127) 

h 
W~thlt man etwa wieder ~ ads Einheit des Drehimpulses, so wird m 

direkt gleich der Impulskomponente in der Feldrichtung. Die Be- 
dingung (127) besagt dann einfach, dab die Impulskomponente in der 
Feldrichtung nur ganzzahlige Werte annehmen kann. Diese ,,Richtungs- 
quantelung" ist durch die bekannten Versuche v o n  STERN und GER- 
LACH sehr eindrucksvoll best~itigt worden. 

Da dem mechanischen Impulsmoment bewegter Ladungen auch ein 
magnetisches Moment entspricht (vgl. Ziffer 36), und da weiter die 
Energie eines Magneten im Felde von der Orientierung seiner Momenten- 
achse gegen die Feldfichtung abhfi_ngt, so besitzen die verschiedenen, 
durch die Quantenbedingung (127) erlaubten Orientierungen im Magnet- 
feld verschiedene Energien. Es tritt die ads ZEEVKAN-Effekt bekannte 
Aufspaltung der Terme im Magnetfeld auf. 

Es stellte sich weiter im Laufe der Zeit heraus, dab schon beim Ein- 
elektronenproblem Bahnimpuls und Gesamtdrehimpuls nicht identisch 
sind (vgl. Ziffer 38). Man hat dann m als die Komponente des Gesamt- 
drehimpulses in der Feldrichtung anzusehen. Da diese Komponente bei 
paralleler oder antiparalleler Orientierung tier Impulsachse zum Felde 
~iuBerstensfalls den Absolutbetrag I" erreichen kann, ist der Laufbereich 
der magnetischen Quantenzahl gegeben durch: 

r ~  = - -  i ,  - -  i + 1 . . . . . .  j - -  1 ,  i .  ( z 2 8 )  

Unter Benfitzung der auf dem angedeuteten Wege allm/ihlich ge- 
wonnenen Erkenntnis vonder  vierfachen Quantelung der Elektronen- 
bahnen hat PAULI im AnschluB an STONERS Weiterbildung der BOHRschen 
Theorie des periodischen Systems ein Gesetz aufstellen k6nnen, das 
eine groBe heuristische Fruchtbarkeit erwiesen hat : Es dtirfen ill einem 
Atom nicht zwei oder mehrere Elektronen vorkommen, die hinsichtlich 
adler vier Quantenzahlen n, l, j und m miteinander fibereinstimmen. 
Auf dieses PAr~Llsche Prinzip lassen sich sowohl die Besetzungszahlen der 
einzelnen Elektronenschalen (K-, L-, M-Schade usw.) zurtickffihren als 
auch die damit zusammenh~ingenden Periodenl~ingen des periodischen 
Systems (vgl. hierzu Ziff. 36, letzter Absatz). 

36. Die Hypothese des Elektronenspins. Da nach den Ausftihrungen 
der vorigen Ziffer zwischen dem Bahndrehimpuls lmd dem Gesamt- 
drehimpuls ein Unterschied besteht, erhebt sich die Frage nach der 
modellmiiBigen Deutung des zus~tzlichen Drehimpulses j---/. Die niichst- 
liegende Idee war nattirlich die, den zusatzlichen Drehimpuls dem Atom- 
rumpf zuzuschreiben. Man denke an den einfachsten Fall eines Alkali- 
atoms: Beim Lithium l~iuft das Leuchtetektron auf einer zweiquantigen 

Ergebnlsse der exakten Naturwlssenschaften. VIII. 25 
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Bahn um den Atomrumpf, der aus dem Kern und den beiden einquan- 
tigen Elektronen der K-Schale besteht. Wenn beide K-Elektrollen im 
gleichen Sinil umlaufen, dann mtiBten sie ein yon o verschiedenes resul- 
tierendes Impulsmoment erzeugen. Dieses Rumpfmoment wiirde 
zusammen mit dem Bahndrehimpuls l den resultierenden Gesamt- 
drehimpuls /" liefern. 

Im Laufe der Entwicklung ergab sich jedoch die Unhaltbarkeit der 
Annahme, dab der restliche Drehimpuls dem Atomrumpf zuzuschreiben 
sei. N~heres dartiber findet sich bei F. HUND, Linienspektren und perio- 
disches System der Elemeilte, SPRINGER 1927, §§ 14, 16, 18. Von den 
diversen Griinden, die gegen die erw~ihnte Almahme sprechen (allomaler 
ZEEMAN-Effekt, diamagnetisches Verhalten des Atomrumpfs, Ab- 
h~-lgigkeit der Gr6Be des Alkalidubletts yon der Atomnummer, Erd- 
alkalispektren) wollen wir hier nur einen einzigeil zur Diskussion heran- 
ziehen, da die damit zusammenhiingenden Betrachtungen ftir die Folge 
yon Bedeutung sind: Wenn ein elektrisch geladeiler Massenpunkt mit 
der Ladung e und der Masse ,u eiilen Umlauf beschreibt, dessen Impuls- 
moment p ist, so besitzt das System gleichzeitig ein magnetisches Mo- 

e 
ment yore Betrage 2 ~  P" Das Wasserstoffelektron im Grundzustand, 

h 
dessen Impulsmoment in absoluten Einheiteil ~ betr~igt, erzeugt bei- 

spielsweise ein magnetisches Moment vom Betrage 
e h 

(Botmsches Magneton). (129) 
2LLLC 2 ~  

Ebenso miiBte der Atomrumpf, dessen umlaufende Ladungen alle das 
gleiche Vorzeichen habeil, ein magnetisches Moment besitzen, das 

e 
2,u~ real so groB ist als sein ImpuFsmoment. 

Nun fiihrt aber die empirische Systematik der Serienspektren und 
des anomalen ZEEMAN-Effektes zu folgenden Schltissen: Der zus~itzliche 
Drehimpuls unbekannter Herknnft (Differeilz zwischen l und /') muB, 

h 
in ~ als Einheit ausgedriickt, 4-I/2 betragen, dagegen muB das zu- 

geh6rige magnetische Moment, dessen GrSBe aus den ZEEMAN-AUf- 
spaltungeil erschlossen werdeil kann, eiI1 gailzes BOHRsches Magneton 
sein. Das Verhliltnis zwischeil magnetischem und Imputsmoment jenes 
unbekanilten Tr~igers des zus~itzlichen Drehimpulses betr~igt also 

e e 
~-7 statt $~7~c' wie es bei einem System umlaufender punktf6rmiger 

Ladungen zu erwarten w~ire. Dieser Umstand zusammeil mit anderen 
Anhaltspunkten, die gegen die Ailnahme des Rumpfdrehimpulses 
sprechen, fiihrte PAULI schon 1924 auf den Gedailken, den Unterschied 
zwischen Bahndrehimpuls und Gesamtdrehimpuls dem Elektron selbst zu- 
zuschreiben. UHLENBECKuiid GOUDSMtT (81) haben dann im Herbste 1925 
die radikale Hypothese des Kreiselelektrons (spinning electron) aufgestellt : 
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i h 
Das Elektron besitzt einen Eigendrehimpuls von der Gr613e 2 2~ 

e h 
und ein magnetisches Moment 2 , 7  2-~ " Das Elektron wirkt also gleich- 

zeitig als Kreisel und als Magnet, was darauf hindeuten wiirde, dab es 
eine encUiche Ausdetmung hat und um eine dutch sein Zentrum gehende 
Achse rotiert. Das VerhMtnis zwischen magnetischem Moment un6 Dreh- 

ist ~ ,  also doppelt so grotl wie bei einem aus umlaufenden impuls 

gleicknamig geladenen Massenpunkten bestehenden System. In der Tat  
ergibt sich, wie UIiLENBECK LInCI GOUDSMIT bemerkten, das von ihnen 

suppomerte Verh~iltms - -  ftir eine rotierende massive Kugel konstauter 
,tt g 

Massendichte, die mit Oberfl~ichenladung versehen ist. Es ware aber 
vorlAufig wohl verfrtiht, sich ein detailliertes Bild tiber das Zustande- 
kommen yon mechauischem und magnetischem -Moment des Elektrons 
zu machen. Die Annahme, dab das Elektron die oben angeftihrten 
Momente besitzt, geniigt allein schon, um ftir die Theorie der Komplex- 
struktur der Spektren und des anomalen ZEEI~IhN-Effektes die n6tigen 
modellm~iBigen Anhaltspunkte zu liefern. 

Das Kreiselelektron unterliegt ebenso wie das Atom als Gauzes einer 
Richtungsquantelung. Infolge seines Umlaufes um den Kern ist es 
einem Magnetfeld ausgesetzt, alas yon dem relativ zu ibm bewegten 
Kern erzeugt wird. Seine Drehachse kaun deswegen bei nicht vor- 
haudenem oder schwachem ~iul3eren Feld nur  parallel oder antiparallel 
der Achse des Bahndrehimpulses stehen. In starken Magnetfeldern 
richter sich dagegen die Orientierung nach dem ~iul3eren Feld (PAsCHEN- 
BAclC-Effekt, vgt. HOND h c. § 15). 

In den Einheiten h/2a ausgeffrtict~t hat der Drehimpuls des Kreisel- 
elektrons, der im folgenden kurz als , ,Spinmoment" bezeictmet werden 
soil, den Wert ~/~_. Wit ordnen also dem Elektron die ,,Spinquautenzahl" 
s = _+_+ I/2 zu. Der gesamte Drehimpuls ist dann ftir Systeme mit einem 
Leuchtelektron gegeben durch: 

i = l + s = l ±  "/2, (13o) 

was gerade auf die auf S. 383 angegebenen/'-Werte ftir die Alkalidubletts 
ftihrt. Die Dublettaufspaltung der Alkaliniveaus ist nattirlich zuriick- 
zuftihren auf die magnetische Energie der Wechselwirkung zwischen 
dem vom Kernumlauf am Ort des Elektrons erzeugten Magnetfeld und 
dem als Elemeutarmagnet fungierenden Elektron selbst. Weun ~ die 
Feldst~irke des genaunten Magnetfeldes ist und 9.~t das magnetische 
Moment des Elektrons, so ist die zuslitzliche magnetische Energie ge- 
geben durch 

~ E  = - -  (~ ~ ) ,  (~3i)  

wobei alas Skalarprodukt (.~gR) bei Parallelstellung positiv und bei 
Antiparallelstellung negat iv is t .  Es blieb dann im Rahmen der Elek- 

25* 



3 8 8  OTTO HALP]ERN u n d  H A N S  THIRRING: 

tronenbatmauffassung bloB ungetdttrt, wieso die s-Niveaus keine Dublet t -  
aufspaltung erleiden. Man hat te  dieser Tatsache in der empiriscken 
Termsystemat ik  dadurch Rechnung getragen, dab man ftir die s-Niveaus 
l = o setzte und mit der Quantenzahl i den Absolutwert des gesamten 
I)rehimpulses bezeichnete. Den s-Termen kommt  dann nur der Wef t  
] = x/~ zu. In  der modellmttBigen Erklttrung muB man dementsprechend 
annehmen, dab die Bahnen mit  l = o an sich weder Drehimpuls noch 
magnetisches Moment besitzen. Dieser Forderung h/ttten nach der 
ttlteren Vorstellung nur die wegen der KernzusammenstSBe als unm6glich 
angesehenen Pendelbahnen genitgt. Nach der Wellenmechanik ergibt 
sick dagegen ganz yon selbst das Verschwinden yon Drehimpuls und 
magnetischem Moment ftir l = o, sowie die Einfachheit der zugeh6rigen 
Energieniveaus (vgl. Ziffer 38). 

Es sei schlieBlich noch angedeutet, wieso das in der vorigen Ziffer 
formulierte PAuLI-Prfnzip unter  Beniitzung der Hypothese des Elek- 
tronenspins die Herleitung der Besetzungszahlen fiir die Elektronen d e r  
/£-, L-, M - .  . . . .  Schalen der Atome gestattet .  Wir schicken dazu nock 
folgende Bemerkung voraus : Die Quantenzahlen n, l und j beziehen sick 
auf Absolutwerte und sind daher wesentlich positiv. Dagegen bedeutet  
s die Komponente  des Spinmomentes in der Richtung des Bahndreh- 
impulses und m die Komponente  des gesamten Drehimpulses in der 
Ricktung einer ausgezeichneten Achse (Magnetfeld). s und m k6nnen 
daher gleichviel positive und negative Werte annehmen. 

Man bezeichnet nach PAULI Elektronen, die zu gleichen Werten yon 
n und l geh6ren, die also nach der ursprtinglichen BOHRschen Termino- 
logie auf gegebenen n,-Bahnen umlaufen, als i iquivalente Elekt ronen.  
Wir fragen nun nach der maximalen Anzahl von ttquivalenten Elek- 
tronen, die ill einem Atom vorkommen k6nnen. Zu einem gegebenen 
/-Weft gek6ren gemt~B (13o) die beiden Werte ftir ]: 

i=z+G,i=z-G.  
Die Zakl der hierzu m6glichen m-Werte ergibt sick aus folgender Bilanz: 

] = l - '/2: m = - l + %, - l + 3/ . . . . .  l - 3/2, l - '/2. Anzahh 21 
] = l + ,/~: m = - l -  f f 2 ,  - -  l + x/2 . . . .  l -  ~/2, l + f f2 .  A n z a h l : 2 / + 2  

Z u s a m m e n :  4 l + 2 

Die maximale Anzahl der zur Quantenzahl l geh6rigen /tquivalenten 
Elektronen betrAgt also z ----- 2 (2 l + I). Zu einer vorgegebenen Haup t -  
quantenzahl n geh6ren nun die n verschiedenen Werte ftir l: o, I . . .  n - - I .  
(Die friiher yon BOHR beniitzte Nebenquantenzahl  k = l + I lief be- 
kanntlich yon I b i s  n.) Wir gelangen dadurch zu folgender Aufstellung 
ffir die maximalen Besetzungszahlen: 

K - S c h a l e :  n = I l = o z = 2 

L - S c h a l e :  n = 2  l = o  z =  2 
l =  I z =  6 

M a x i m a l z a h l  d e r  L - E l e k t r o n e n :  8 
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M - S c h a l e :  n = 3 l =  o z = 2 
l =  i z =  6 
l = 2  z = I o  

M a x i m a l z a h l  d e r  2 1 , / - E l e l ~ r o n e n :  1 8 

N - S c h a l e :  n = 4 l = o z = 2 
/ = I  z =  6 
l = 2  z = I O  

l = 3  z = I 4  

Maximalzahl der N-Elektronen: 32 

Man gelangt also auf diese Weise gerade zu den ftir (lie Periodenl~ingen 
charakteristischen Zahlen 2, 8, I8, 32 . . . . .  

Die Verteilung der Werte der einzelnen Quantenzahlen tiber die 
acht Elektronen der L-Schale (NEoN-Konfiguration) hat man sich bei- 
spielsweise anf Grmld des PAuLI-Prinzips und der Spinhypothese gem~iB 
folgender Tabelle vorzustellen, in der wit des leichteren Verst/indnisses 
halber noch die durch die tibrigen Quantenzahlen ohnedies schon ge- 
gebene, also tiberschtissige Spinquantenzahl s hinzuftigen. 

n l (s) ] m 
2 o ('/2) 92 % 
2 o ( - I/2) % - '/2 
2 i (%) 3/2 3/2 
2 I (,/~) 3/~ ,I~ 
2 I ( % )  3/~ - % 

2 x (,1~) 3/: - 3 D 
z i ( - %) , / :  % 
= i ( - ' /2)  ' I :  - % 

Es ist iiberraschend, dab die Folgerungen aus dem PAuLIschen 
Prinzip sich auch in ihrer Anwendung auf die inneren Elektronen- 
konfigurationen so gut bew/ihren. Denn die Quantenzahlen, mit denen 
dieses Prinzip operiert, beziehen sich ja urspriinglich auf die Einelek- 
tronensysteme, w~ihrend man es bei den abgeschlossenen Elektronen- 
schalen mit Systemen zu tun hat, in denen eine merkliche Wechsel- 
wirkung der Elektronen aufeinander zu erwarten w~ire. 

37. Die neuere Vorstellung yon der Wassers tof f -Fe ins t ruktur .  
Nach den Ausfiihrungen yon Ziffer 35 besteht vom Standpunkt der 
~ilteren Theorie aus zwischen der Feinstruktur des Wasserstoffs und 
jener der Alkalien ein grunds/itzlicher Unterschied: Die zu gleichen 
Werten yon n und verschiedenen Werten von l gehSrigen Energieniveaus 
bilden beim Wasserstoff einen Feinstrukturkomplex, bei den Alkalien 
dagegen gehSren sie den verschiedenen Termserien s, p, d , / . . ,  an. Die 
Feinstrakturkomponenten der Alkaliterme gehSren dagegen zu gleichen 
l-Werten; sie unterscheiden sick voneinander durch die innere Quanten- 
zahl/', bzw. nach der Interpretation auf Grtmd der Spinhypothese durch 
die beiden m6glichen 0rientierungen des magnetischen Momentes des 
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Leuchtelektrons. In der Tat  besteht auch, abgesehen yon der quanten- 
m~tBigen Deutung, ein grundlegender empirischer Unterschied zwischen 
den beiden Arten von Feinstruktur:  Die Zahl tier Feinstrukturkompo- 
nenten ist bei der Termreihe des Wasserstoffs gleich der Hauptquanten-  
zahl n; sie betragt bei der Grundbahn der BALIv1ER-Serie 2, bei den 
Anfangsbahnen dieser Serie dagegen 3, 4 . . -  in inf. Dagegen hat man 
es bei den p, d, [ . . .  Serien der Alkaliterme immer mit Feinstruktur- 
dubletts zu tun. 

Trotz dieser grundlegenden Unterschiede ergaben sich mit der Zeit 
gewisse Anhaltspunkte, die ftir einen gemeinschaftlichen Ursprung 
beider Arten von Feinstruktur sprechen. Die R6ntgenspektren, die be- 
kanntlich yon jeher wasserstoff~hnlichen Charakter zeigten, wiesen 
andererseits nach theoretischen Untersuchungen von L?,~-D~ und nach 
ExperimenteI1 von MILLIKAN und BOWEN auch eine bestimmte Analogie 
mit den Alkalispektren auf, so dab man, wie SOMMERFELD gelegentlich 
bemerkte, aus der Gleichung 

Wasserstoffspektren = R6ntgenspektren = Alkalispektren 

auf eine Wesensverwandschaft zwischen Wasserstoffspektren und Alkali- 
spektren einschliel31ich ihrer Feinstrukturen schlie/3en mu/3te. Diese 
Vermutung wurde durch die Spinhypothese und ihre Erfolge noch weiter 
best~rkt. Solange man den ftir den Unterschied zwischen I und j ver- 
antwortlichen zus~tzlichen Drehimpuls dem Atomrumpf zuschrieb, 
muBte man wohl annehmen, dab er beim Wasserstoff, dessen Atomrumpf 
aus dem nackten Proton besteht, verschwindet. Sobald man dagegen 
dem Elektron selbst Drehimpuls und magnetisches Bloment zuschreibt, 
muB man auch beim Wasserstoff mit zwei verschiedenen Orientierungen 
der Spinmomente rechnen, die verschiedener magnetischer Energie ent- 
sprechen. Als Folge davon h~tte man noch eine weitere Dublettauf- 
spaltung der einzelnen Feinstrukturkomponenten zu erwarten. Vom 
gegenwArtigen Standpunkt aus hat  sich also die theoretische Behandlung 
des Problems der Wasserstoff-l%instruktur in zwei Punkten yon der 
nrspriinglichen~ SOMMERI~ELDschen Theorie zu unterscheiden : a) Die Be- 
rechnung der Energieniveaus fiir die nrBahnen hat  nicht nach der 
Punktmechanik, sondem nach der Wellenmechanik unter  Bentitzung 
der relativistischen SCHR6DINGER-Gleichung (I24), Ziffer 34, zu erfolgen. 
b) Die yon der magnetischen Energie des Kreiselelektrons verursachte 
Dublettaufspaltung der einzelnen n rTerme  ist zu berticksichtigen. 

Die Durchfiihrung der diesbeztiglichen Rechnungen brachte nun den 
folgenden h6chst bemerkenswerten Tatbestand zutage, der an die dra- 
matische Pointe eines JULES VERNE-Romans erinnert: Die unter a) und 
b) angefiihrten ~nderungen der Theorie kompensieren einander, so dab 
nach der vervollst~ndigten Theorie in der angewendeten N~herung 
gerade wieder die SOMMERFELDschen Feinstrukturformeln resultieren! 
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SOMMERFELD hatte also bei seiner klassischen Behandiung des Fein- 
strukturproblems in Unkenntnis des Elektronenspins und der Wellen- 
mechanik einen doppelten Fehler begangen; beide Fehler kompensierten 
aber einander, so dab die PASCHENschen Feinstrukturmessungen gerade 
die von der Theorie vorhergesagten Resultate lieferten. Dieser Umstand 
hat te  bei den Theoretikern das Vertrauen auf die mehrfache Quantelung 
befestigt und so den AnlaB zum weiteren Aufschwung der Theorie ge- 
geben. Hat te  man dagegen vor der Erkenntnis des Elektronenspins 
yon vornherein mit der an sick wokl richtigeren SCI~RODIXGER-Gleickung 
gerechnet, so ware man zu Ergebnissen gelangt, die durch die Erfahrung 
sofort widerlegt worden waren, so dab sich das Zutrauen in die Theorie 
wesentlich verringert hatte. 

DaB sick trotz der durch den Spin verursachten Dublettaufspaltung 
die Zahl der Energieniveaus gegenfiber der klassischen Behandlung nicht 
vermehrt, liegt an einer bei diesem Problem auftretenden Entartungs- 
erscheinung, die zur Folge hat, dab gewisse Energieniveaus wieder zu- 
sammenfallen. Der Grundterm des Wasserstoffs bleibt ebenso wie die 
s-Terme der Alkalien einfach (vgl. Ziffer 35). Ffir die beiden nachst- 
h6heren Terme, deren Differenz bekanntlich die H~-Linie bildet, gibt 
die nachfolgende Tabelle die Termwerte und deren Zuordnung zu den 
Quantenzahlen nach der ursprtinglichen SOMMERFELDschen Theorie und 

2 ~ e  a 
nach der gegenw~trtigen Auffassung an. Es bedeutet dabei a = ~ die 

R¢¢ 2 
SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante und ~/~ '= ~ -  die Dublett- 

aufspaltung des Grundterms der BALMER-Serie. 

Termwert Zuordnung der Quantenzahlen 
~ltere Auffassung neue Auffassung 

R 2~+ 4 2 4 / + ~ v  

R I + 4  + 2 \ 3 /  

k I,~ l 

I ~ 2 0 
~2 I 

2 2 I 

I { 3  o 
3 I 

2 13 i 
I S  2 

3 3 2 

s J 
I/2 % 

- % i/2 

I/~ ~/~ 
- ~/2 i/~ 

~/~ 3/2 
_ i/= 3/~ 

% 5/2 

Die entsprechende graphische Darstellung wird durch Abb. 2 wieder- 
gegeben, die SO~,~mRFELI)S W.E . ,  § 9 E entnommen ist. 

So befriedigend es auf der einen Seite auch ist, dab der Elektronenspin 
die aus der Anwendung der relativistischen Wellengleichung falsch 
resultierenden Termwerte wieder ricktigstellt, so muBte es doch beim 
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Stand yon 1926 als ein Mangel der Theorie betrachtet  werden, dab die 
Spinhypothese ad hoc fingiert werden muBte und einen Fremdk6rper  in 
der Wellenmechanik bildete. Es bestand zweifellos das Bedtirfnis, die 
Grundgleichungen der Wellenmechanik von vornherein so zu fassen, dab 

= ~ - l (  

k (pdj (sp~ ¢ps) Z j 
z ~ s ~  a 

2 }s/, ~d, 
3p 2 

Z 
I 

1 
' ' 2 8  

¢ ¢ 

Abb. 2. Anfangs- und End- 
niveaus der H~-Linie. Links 
die alte, rechts die neue Quan- 
tenbezifferung. (Aus A. SO~- 

M E R F E L D ,  W . E . ,  Kap. I.) 

sich aus ihnen selbst schon der Elektro- 
nenspin ergab. Dieses Ziel wurde nun ill 
einer sehr bedeutsamen Erweiterung der 
Theorie durch DIRAC erreicht, fiber die 
in Ziff. 39 berichtet werden soll. 

38.  Der w e l l e n m e c h a n i s c h e  Vierer-  
s trom.  Vor der Einffihrung der DIRAC- 
schen Theorie wollen wir noch im An- 
schluB an die allgemeine relativistische 
Wellengleichung (121) Ziffer 34 einen 
Begriff einffihren, der in den in V I I I  
und IX  behandelten Anwendungen der 
Theorie eine wichtige Rolle spielt. 

Die Berechnung yon Intensit~ten, 
Polarisationen und die damit  zusammen- 
h~ngende Herleitung yon Auswahlregeln 
aus der Wellengleichung werden erm6g- 
licht durch den in den G1. 94 bzw. 95 
angegebenen Zusammenhang zwischen 
den Eigenfunktionen der Wellengleichung 

und den HEISENBEI~GSChen Matrizen (vgl. Ziff. 14, 28 und 29): 
h 

Diese ffir das Folgende sehr wichtigen Beziehungen basieren auf der Tat -  
sache, dab die Eigenfunktionen ~vn der Wellengleichung ein orthogonales 
Funktionssystem darstellen: 

f~pn~Vmd~:~-  o ,  ftir n=~=m. (132) 

Die Orthogonalit~tsrelation (132) I~tl3t sich ftir die ursprfingliche Gestalt  
der SCHR6DII~GER-Gleichung (71) ganz leicht mit  Hilfe des elementaren 
GREENschen Satzes herleiten. Es gilt bekanntlich ftir zwei Funktionen 
] und g: 

( [ d g - -  g ~ / )  d~ = / -~-n -- g -~- n de ,  (133) 

wobei das Fl~ichenintegral rechts tiber die Umgrenzung des Integrations- 
raumes auf der linken Seite zu erstrecken ist. Setzt man nun / = ~o~, 
g = ~,,, und integriert man fiber den ganzen Raum, so verschwindet die 
rechte Seite, weil der Integrand des Oberfl~chenintegrals yon h6herer als 
zweiter Ordnung verschwindet ~. Die linke Seite forint man urn, indem 

~ Die ~ verschwinden mindestens wie I also dO 7 '  ~ mindestens wie ! .~ 
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man an Stelle von J V seinen Wert  aus der SCHR6DINGER-Gleichung (7I) 
einsetzt. Man erh/ilt dann 

(E. -- Em)J ~ V , ~  dr = o, 
was ftir E,, =t = E,,, auf die Orthogonalit~tsrelation (132) fiihrt. Die 
Eigenfunktionen bilden also nur bei nicht vorhandener Entar tung ein 
orthogonales Funktionensystem. Auch ftir das Produkt einer Eigen- 
funktion V,, mit dem konjugiert komplexen Weft ~,,, einer anderen 
Eigenfunktion gilt eine analoge Orthogonalit/itsrelation 

f ~ n ~ d ~  = o, fiir n=~= m. ( I32a)  

Man gelangt zu ihr in der gleichen Weise wie oben, indem mall in (133) 
/ = V~, g = V,~ setzt. 

Die hier angegebene Ableitung von (132) bzw. (I32a) mit Hilfe des 
elementaren GREE~schen Satzes (133) bezieht sich auf die Eigenl6sungen 
yon Wellengleichungen der Form A V oo V. Dartiber hinaus 1/iBt sich 
nun mit Hilfe einer Veral!gemeinerung des GgEENschen Satzes zeigen, 
dab die Orthogonalit/it der Eigenfunktionen welter auch fiir die L6sungen 
jener Differentialgleichungen gilt, die sich in der Form schreiben lassen: 

z ( . )  = o,  (134) 
wobei L (u) ein sogenannter selbstadjungierter Differentialausdruck ist ~. 
Die linke Seite der ailgemeinsten (relativistisch-magnetischen) Form der 
Wellengleichung ist nun ein solcher selbstadjungierter Differential- 
ausdruck, daher gilt die Orthogonalit~ttsrelation (132) auch Iiir die 
L6sungen der allgemeinen Wellengleichung. 

Wegen der Homogenit/it der Wellengleichung sind ihre L6sungs- 
funktionen nur bis auf einen willktirlichen konstanten Faktor  gegeben. 
Damit also die oben angegebenen, aus dell Eigenfunktionen gebildeten 
Matrizen einen bestimmten Zahlwert erhalten, ist es n6tig, die Eigen- 
funktionen zu normieren, was in der iiblichen Weise durch die Vor- 
schrift geschieht : 

/ l ~ , . l ' d r - -  fwng,  m a * =  a. (135) 
Diese letztere Gleichung 18Bt sich mit der Orthogonalit~itsrelation (I32a) 
in die Beziehung zusammenfassen: 

f~v~ ,~  d r  = d~m. (132 b) 

Die L6sungen u,, der zeitabh~ingigen Wellengleichungen (III)  bzw. 
(121) sind nun selbst Funktionen yon t. Wenn also die Norrnierungs- 
bedingung (135) ffir einen bestimmten Zeitmoment erfttllt ist, so wird 
sie nur dann st~tndig erftillt bleiben, wenn 

d f~v - -  ~ ~ , ~ d ~ = o ,  fiirn=ti=m und n = m  (136) 

x R. COURANT-D. HILBERT, Methoden der mathematischen Physik, I. Bd., 
Springer 1924, S. 200; A. SOMMERFELD, W.~E., S. 125- 
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ist, was eben wegen der Zeitabh~tngigkeit der Eigenfunktionen u keines- 
wegs y o n  v o r n h e r e i n  selbstverst~ndlick ist. Es stellt sich abcr nach- 
tr~tglich heraus, dab die Beziehung (136) tats~tchlich auch  far die zeit- 
verAnderlichen Eigenfunktionen u,~ erffillt ist, und zwar h~ngt dies eben- 
falls mit dem Umstand zusammen, dab die linke Seite der Wellen- 
gleichung ein selbstadjungierter Differentialausdruck ist. Aus den 
L6sungen solcher Gleichungen l~tBt sick n~mlich stets ein bestimmter 
vektorieller Differentialausdruck bilden, dessert verallgemeinerte Di- 
vergenz (Summe der partiellen Ableitungen der einzelnen Komponenten 
nach den entsprechenden Koordinaten) verschwindet. Wir deuten den 
Gedankengang der Ableitung tier Einfachheit halber ffir den Fall der 
nichtrelativistischen Weltengleichung (III)  an, wobei wir uns auf den 
Fall ohne Magneffeld, ~ = o, beschrAnken. Aus der oben erw~hnten 
Veraltgemeinerung des Gm~ENschen Satzes l~tl3t sick folgern, dab die 
L6sungen der Gleichung (III)  die folgende Beziehung erf0dlen: 

~ ( ~ ) +  h. d iv(qagrad ,p- -qagrad~0)=o.  (I37) 
4aa,u 

Die Gleichung (137) gilt auch, wenn man in ihr far ~t, und ~ far sich 
jede beliebige Eigenfunktion einsetzt, also allgemein far n = m oder 
n :~1= m :  

Integriert man (137) fiber den ganzen Raum, So lgBt sich der die r~tum- 
liche Divergenz enthaltende zweite Term mittelst des Gaussschen Satzes 
in ein Oberfl~tchenintegral v erwandeln, alas aus denselben Grtinden ver- 
schwindet, wie das Fl~tchenintegral in (133). Es bleibt daher 

d -- d 

far beliebigeWerte yon n und m. Dadurch ist ffir n :4= m die , ,  Persistenz 
der Orthogonalit~.t" und far n = m die ,,Persistenz der Normierung" 

gew~.hrleistet. 
Bei Verwendung der gem~tB (I32b) ,,auf Eins normierten" Eigen- 

funktionen ist die Gleichung (83) yon Ziff. 28 ftir die Dichte der SCHR6- 
DING:SRSChen ,,Ladungswolke" abzu~tndern, indem jener Faktor, der 
in der dort verwendeten, nicht normierten v/-Funktion often gelassen 
wnrde, explizit hinzugeffigt werden mul3. Ftir die dem einzelnen 
Elektron entsprechende Ladungswolke ~ hat zu gelten: 

,o = etV~V, (83a) 
da sick durch Integration fiber den gesamten Raum unter Benfitzung 
dieses Ausdruckes und mit Hilfe von (1321)) tatsgchlich ft~r die Gesamt- 
ladimg der Wert e ergibt. Die Gleichung (83a) ordnet also der Wellen- 

Bezfiglich tier physikalischen Deutung tier Ladungswolke vgl. Ziff. 68 u. 69. 
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funktion eine fiktive elektrische Dichteverteilung des fiber den ganzen 
Raum ,,verschmierten" Elektrons zu (vgl. hierzu ebenfalls Ziff. 68). 

Die relativistische Verallgemeinerung dieser Zuordnung ergibt sich 
nun unter Verwendung der Gleichung (121), Die dem ~bergang von 
der nicht relativistischen (I I I) zur relativistischen Wellengleichung (12 I) 
entsprechende Verallgemeinerung der Beziehung (137) lautet~: 

~ aS~ = o mit (138) 
c3 x k 

(139) o 

Ffir die Zeitabh~ngigkeit der Wellenfunktion ~v ist dabei gesetzt: 

~p -~ u (x, y,z) e T "'°~" (14o) 

Die Gleichung (138) ist nun als alas wellenmechanische Gegenstfick 
zu den Erhaltungss~tzen der Materie und der Elektrizit/it zu betrachten. 
In der Mechanik der Kontinua gilt bekanntlich die Kontinuit~tsgleichung, 
die besagt, dab der Dichtezuwachs pro Zeiteinheit an irgendeiner Stelle 
des K6rpers gleich dem ~berschuB der in das Volumelement einstr6men- 
den Materiemenge fiber die ausstr6mende Menge sein muB. Bezeichnet 
man also mit  @m die Dichte einer materiellen Flfissigkeit und mit  @ die 
elektrische Ladungsdichte, ferner mit  u in beiden F/illen den Str6mungs- 
vektor, so gelten: 

Die hydrodynamische KontinuitAtsgleichung 

òre ~t + div(q~u) = o (14z) 

und der gleichgebaute Satz yon der Erhaltung der Elektrizit~t 
0o 
~ + div(@u) = o. ( I 4 I a )  

In der relativistischen E lek t rodynamik  wird nun bekanntlich die elek- 
trische Ladungsdichte mit  den drei Komponenten der Stromdichte zu 
einem Tensor erster Stufe, dem sogenannten Viererstrom zusammen- 
gezogen : 

S~ `O u x  o II a o lt., 
- -  c ~ s 2  - ~  - - c  ' s 3  - -  c ~ S¢ ~ i @ .  

Der Satz von der Erhal tung der Elektrizit~t (I4Ia) n immt dann in 
relativistischer Schreibweise die Gestalt an: 

c~s k 

die mit  (138) formal v611ig iibereinstimmt. Zu diesem Umstand k o m m t  
noch die Tatsache, dab die" zeitliche Komponente S, des Ausdrucks (139) 

i Vgl. SOMMERFELD, W.E., S. 127, G1. (25), wo auch der Welt des in (139) 
verwendeten Normierungsfaktors begrfindet ist. 
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unter Benfitztmg von (14o) in den mit i multiplizierten Ausdruck (83 a) 
ffir die Ladungsdichte fibergeht (So~MERFELD, 1. C. GI. [24] ). Wir werden 
auf diese Weise dazu geffihrt, den Ausdruck (139) in dynamischen 
Problemen ebenso als Viererstrom der fiktiven fluktuierenden ,,La- 
dungswolke" anzusehen, wie wir frfiher den Ausdruck (83a) als die 
Ladungsdichte dieser Wolke betrachtet  hatten. 

Der ,,Verschmierung" der Ladung des Elektrons fiber den ganzen 
Raum entspricht auch eine ebensolche Verschmierung seiner Masse. 
Man kann dann im gleichen Sinne und mit den gleichen Vorbehalten 
(Ziff. 68) wie yon einer Ladungswolke auch yon einer entsprechenden 
,,Massenwolke" des Elektron sprechen, deren materielle Dichte ge- 
geben ist durch 

_ 

e Sk = ~-~ \ ~ v ~  -- c q)kq) ~.  (I39 a) 

Unter Zuhilfenahme der bier angegebenen Begriffe einer fingierten 
Dichte der Elektrizit~tt und Materie bzw. des zugeh6rigen Viererstroms, 
lassen sich nun gewisse Fragen kl~tren, die im Rahmen der ~lteren Elek- 
tronenbahnvorstellung Schwierigkeiten gemacht hatten. Bevor wit 
darauf eingehen, muB zur Erl~uterung noch folgende Bemerkung ein- 
geschaltet werden: Wir hatten bei unseren wellenmechanischen Be- 
trachtungen bisher die Eigenfunktionen und Eigenwerte der Einfachheit 
halber wie eine eindimensionale Mannigfaltigkeit behandelt und dem- 
nach mit einer einzigen Laufzahl n bzw. m versehen. Nun tr i t t  bei 
mehrdimensionalen Problemen natiirlich ebenso wie in der ~lteren 
Quantentheorie gem~iB Ziff. 35 eine mehrfache Quantelung auf; die 
Eigenwerte und Eigenfunktionen bilden eine nach mehreren Lauf- 
zahlen zu ordnende Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen die Quantenzahlen 
des Einelektronenproblems (zun~ichst ohne Beriicksichtigung des Elek- 
tronenspins) in der iiblichen Weise wieder mit n, l, m (der Buchstabe m 
hatte in den oben benfitzten Ausdriicken wie z. B. ~o,,~,,, nur einen 
anderen numerischen Wert tier einen Quantenzahl n bedeutet, wXhrend 
er im nachstehenden wieder als die ,,magnetische Quantenzahl" im Sinne 
yon Ziff. 35 aufzufassen ist). Man h~ttte also ausfiihrlicher zu schreiben 

statt ~ . :  ~p., l, m, 
statt ~pm: ~n; z; m', 

wobei n', l', m'  irgendwelche andere numerische Werte der drei Quanten- 
zahlen n, l, m bedeuten. Bei Abwesenheit ~tul3erer Felcler und bei Ver- 
nachl~sigung der Relativit~ttskorrekturen tr i t t  bekanntlich eine doppelte 
Entar tung ein, die darin besteht, dab die Eigenwerte nur von n, nicht 
aber von l und m abh~ingig sind, so dab die eindimensionale Anordnung 
der Eigenwerte E~, E~ . . .  E , , . . .  bei Anwendung der erwXhnten N~ihe- 
rung gerechtfertigt ist. 
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Wir kniipfen nun an die allgemeinen Gedankeng~izlge von Ziff. 35 
S. 382 an. Wir hat ten dort gesagt, dab es sich aus bestimmten Griinden als 
zweckm~iBig erwiese.n hat,  als Azimutalquantellzahl die Gr6Be l = k - - I  
eillzuftihrell und dab dementsprechend auch l an Stelle voll k als das 
Impulsmoment  der Bahn (gerechnet in den Einheiten h/2~z) anzu- 
sehen sei. Den s-Bahnen kommt  daher das Impulsmoment  o zu, was 
im iibrigen auch mit  der aus den magnetischen Eigenschaften hervor- 
gehellden Tatsache im Eilltdang steht, dab diese Bahnen auch kein 
magnetisches Moment besitzen. Auf Grand der Elektronenbahnvor-  
stellung k0nnte man sich nun eine Bahll mit  verschwindelldem Impuls-  
moment  und verschwilldendem magnetischen Moment nur so realisiert 
denken, dab das Elektron auf einer mitten durch den Kern gehenden' 
Geraden hin- und herpendelt. Diese fingierten Pelldelbahnen miiBten 
nun bei endlichen Dimensionen von Kern und Elektroll zu einem Zu_ 
sammenstoB dieser Korpuskeln ftihren, weshalb man in den Allf~ingen 
tier Quantentheorie die Pendelbahnen schlechthin ausschloB. Durch 
die oben erw~ihnte Normierallg ftir die s-Terme sah mall sich null ver- 
anlaBt, diese Pendelbahnell durch die Hinterttire wieder in die Theorie 
einzufiihrell, ohne dab die erw~ihllten Schwierigkeiten beztiglich der 
Kernzusammenst6Be gemildert wurden. 

I m  Lichte der Wellenmechanik stellt sich nun die Sachlage folgender- 
maBen dar. An Stelle der einzelnen Elektronenbahnen tri t t  das Wellen- 
feld der Eigenfunktionell ~v,,, l, ,,,. In ~ihnlicher Weise wie null ill der 
klassischen Feldptlysik das elektromagnetische Feld Energie trans- 
portiert, fiihrell die ~v-Wellen gem~iB (139) bzw. (I39a) elektrische La- 
dung bzw. Materie mit  sich. Wir wollen dell r~iumlichen Tell des durcb 
(139) gegebenen Viererstroms,  als 9 die gew6hnliche dreidimensiona]e 
elektrische Stromdichte mit  ~ bezeichllen, dell entsprechenden, durch den 
r~iumlichen Tell yon (139 a) gegebenen Materiestrom mit  6,,,. Bezeichnet 
man ferner m i t r  den Radiusvektor vom Koordinatenursprang (Atom 
kern) zum Volumelement dz, so erNilt man ftir das Impulsmoment  
und das maglletische Moment ~0l des Systems 

(142) 

= (142 a) 

Die Gr613en ~ und _~,,, h~ngen gem~B (139) bzw. (139 a) yon dell Eigen- 
funktionen ~0~, z, ,~ ab. Bildet man nun die Momente (142) bzw. (142 a) 
ffir die den s-Termen zugeh6rigen Eigenfunktionen mit  l = o, so erh~lt 
man ~ -~ ~ = o. 

Aus dem Formalismus der Wellellmeehallik ergibt sich also das Ver- 
schwinden des Impulsmoments  und des magnetischen Momelltes der 
s-Terme, ohne dab voi1 Elektrollenbahllen iiberhaupt, geschweige denn 
yon durch dell Kern lanfenden Pendelbahnen die Rede w~re. 
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Darfiber hinaus lal3t sich zeigen, dab bei Mehrelektronensystemen 
die gemaB (142 a) gerechneten Momente der abgeschlossenen Elektronen- 
schalen (Edelgaskonfigurationen) ebenfalls verschwinden (So~MERrELD, 
W. E., Kap. I, § 8 C). Diese Resultate stehen im Einklang mit der Er- 
fahrungstatsache, dab der Wasserstoff und die Edelgase diamagnetisch 
sind. 

Ftir l =~: o ergibt sich ein vonder  ~lteren Quantenmechanik etwas 
abweichendes Resultat, indem die Momente nicht einfach proportional l, 
sondern proportional ]/l(l + I) werden. Der Bahndrehimpuls, der zu 
einem Zustand mit der Azimutalquantenzahl l geh6rt, ist also gegeben 
dutch 

h ]//(~ + I)- (143) 

Aus der Gleichung (139) ffir den Viererstrom lassen sich noch die 
Grenzbedingungen ftir die ~v-Funktion an irgendwelchen Unstetigkeits- 
iliichen ableiten. Da der Viererstrom der Materie und Elektrizit~t 
tiberall endlich und stetig sein mul3, folgt, dab sowohl die Funktion v 2 

de (wobei n nicht eine Quantenzahl, sondern als anch die Ableitung 

die Normalenrichtung bezeichnet) zu beiden Seiten einer Unstetigkeits- 
flache denselben Wert haben nmI3. Wenn also beispielsweise an der 
Grenzfl~che eines K6rpers die elektrische Feldst~rke yon einem hohen 
Wert pl6tzlich auf Null abnimmt, so gelten an dieser ,,Unstetigkeits- 

de 
stelle des Feldes" die eben erw~hnten Grenzbedingungen ftir ~v und d~" 

Hiervon wird beispielsweise bei der Behandlung des Problems des Elek- 
tronenanstritts aus Metalloberfl~chen Gebranch gemacht (Ziff. 46). 

39. Die Diracsche Theorie des Kreiselelektrons bei Abwesenheit 
~iuSerer Felder i. Den Abschlul] tier bisherigen formalen Entwicklung 
der Quantenmechanik bitdet die DIRACscheTheorie des Kreiselelektrons. 
Wir miissen uns bei ihrer Wiedergabe noch mehr als in manchen anderen 
Teilen dieses Berichtes in grof3en Ztigen referierend verhalten und auf 
die Angabe des Rechenganges im einzelnen verzichten; ja wit k6nnen 
es nicht einmal unternehmen, alle Gedankeng~nge, die zur Aufstellung 
dieser Theorie geleitet haben, ganz konkret wiederzugeben, da zu ihrer 
Reproduktion Kenntnis gewisser Gebiete der Quantenmechanik (der 
Transformationstheorie) erforderlich ist, auf die wir auch im sp~teren 
Teil schon aus mathematischen Rticksichten nur ganz kursorisch ein- 
gehen werden. 

Begirmen wollen wit mit der Aufz~hlung der Leistungen, welche die 
DIRAcsche Theorie des Kreiselelektrons zu verzeichnen hat. Sie stellt eine 
relativistisch invariante Theorie dar, welche gleichzeitig die Spineffekte 
ohne weitere Zusatzannahmen liefert. Hierzu geh6rt in ihrer Anwendung 

D I S C  (66). 
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auf Atomprobleme die richtige Feinstrukturformel sowie der ZEEMAN- 
Effekt der Dublettatome. Dutch sie ist, abgesehen yon einigen noch 
unten zu besprechenden prinzipiellen Mfiangeln, der Problemkreis des Spin- 
elektrons vollkommen ersch6pft. 

Der Leitgedanke bei der Aufstellung der neuen D I ~ c s c h e n  Gleichung 
war im wesentlichen der folgende: Die relativistische Wellengleichung 
(121) hatte zwei M~tngel. Sie enthielt die Erscheinungen des Spins nicht 
und sie war yon zweiter Ordnung in der Zeit, w~hrend die klassische 
Wellengleichung (II I )  (besser Warmeleitungsgleichtmg) yon erster Ord- 
nung in der Zeit war. DaB dieses Auftreten der h0heren Ordnung einen 
Mangel darstellt, kann man nur im Zusammenhang mit den iJber- 
legungen der Transformationstheorie wirklich exakt einsehen (vgl. Ziff.68). 
Wit begntigen uns hier mit der einfachen Mitteilung, dab es sich als ma- 
thematisch nicht m6glich erweist, die allgemeine Transformationstheorie 
auf Differentialgleichungen anzuwenden, die yon h6herer als erster Ord- 
nung in der Zeit sind ~. 

In diesem Zusammenhang ist vielleicht folgende Bemerkung recht 
aufklarend: Die relativistische HAMILTONsche Funktion lautet be- 
kanntlich 

p ,  + p ;  + p~ 

#,2 c 2 

und die entsprec~aende HA•ILTON-JAcomsche Gleichung 

]/ p: + p; + p; 
uc 2 I +  ~ 2c2 + V - -  St " (144) 

Sie ist in den Impulsen yon ecster Ordnung, aber nicht linear. Nun ist 
in Ziffer 32 (vgh 9oa) die Notwendigkeit betont worden, nur ganze Funk- 
tionen yon p in die HAmLTONsche Funktion aufzunehmen. Man half 
sich damit, dab man die in der klassischen Physik sicher richtige Glei- 
chung bildete 

(Lw ( • p~+p; + P~) 
(145) 

Wir  greifen h ie r  v o r a u s  auf  die in  Ziff. 47 gegebene  Dar s t e l l ung  der  
Variation der Konstanten. Wenn wir den dort gegebenen Rechenvorgang 
auf eine Differentialgleichung fibertragen, die yon zweiter, start wie in 
(226) yon erster Ordnung in der Zeit ist, so sieht man sofort, dab das Pro- 
blem manchmal undefiniert wird. Wir mfiBten dann auger den a k zur Zeit 
t = o auch noch die d k zur Zeit t = o kennen, was z. B. f~r die Anwendung 
der St6rungsrechnung fiber unser physikalisches Wissen hinausreicht. Es 
wfirde dann der Ansatz 

a~= I, a,,=o(n4=m) 
keineswegs m e h r  gentigen, v i e l m e h r  m/ iBten  wi t  f iber  alle @ zur  Zei t  t = o 
noch  or ien t ie r t  sein.  U m  ~hnl iche  Schwier igke i ten  h a n d e l t  es sich auch  bei  
de r  A n w e n d u n g  de r  T r a n s f o r m a t i o n s t h e o r i e .  
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In  dieser jetzt in den Impulsen quadratischen Gleichung wurde dann 
die quantenmechanische l~bersetzung (116) vorgenommen. Eigentlich 
wurde abet  dutch diesen formal bedingten Umweg die Ordnung der 
Gleichung ganz unberechtigt erhSht und dieser Schritt ist es gerade, tier 
jetzt  yon DIRAC (lurch seine neue Formulierung rtickg~ugig gemacht  
wird. Nattirlich mul3 man dann andere Hilfsmittel heranziehen, um die 
Schwierigkeiten der in p irrationaten Funktion H zu beseitigen; diesen 
wollen wit uns jetzt zuwenden. 

Wenn wir die Gleichung von erster Ordimng in der Zeit schreiben, 
so mul3 sie auch wegen der relativistischen Symmetrie  der Raum-Zeit-  
Koordinaten von erster Ordnung in den r~umlichen Koordinaten sein, 
da sie nut  dann gegen eine LoRENTz-Transformation invariant  sein kann. 
Nun ist die urspriingliche SCrlR6DINGERsche Gleichung, die von zweiter 
Ordnung in den rAumlichen Koordinaten ist, abgesehen eben yon den 
Spineffekten, dutch die Erfahrung aufs beste best~tigt worden. Es 
ist nicht m6glich, dab eine Differentialgleichung erster Ordnung ftir eine 
Funktion V v611ig ~quivalent sein son einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung fiir V. Woht abet k6nnen wir uns ein System ftir zwei oder 
mehrere Funktionen ~i denken, aus dem durch gegenseitige Elimination 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung ftir die V~ entstehen. Diese 
Eliminationsgleichungen miissen dann mit  groBer Annaherung den ur- 
spriinglichen SCHRODINGERschen Gleichungen entsprechenL 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wollen wir nun .den DIRAC- 
schen Ansatz ohne weitere Begrtindung einfach hinschreiben. Dieser 
lautet  zun~ichst fur den Fall des krMtefreien Elektrons 

(Po+ aIp~ + ct2 p~ + cqp3+ c~4,u c) ~ = o .  (14 6) 

Hierin bedeuten 
h i 0 h 0 

P ° = - - 2 ~ i  v 0 t '  P ' = ~ 3 - # x  usw. 

Die Gr613en a~ sind Koeffizienten, deren Rechengesetze wir vorl~ufig 
noch often lassen. Wit  k6nnen nur sagen, dab sie sicher nicht den Rechen- 
gesetzen der gew6hnlichen Zahlen entsprechen werden. Denn dann wtirde 
in det Gleichung (146) nur die eine Funktion V vorkommen, w~hrend 
wir doch friiher schon gesagt hatten,  dab wir ein System yon Gleichungen 

' Wir illustrieren das im Text Gesagte an dem Verhlkltnis der NEw- 
TONschen und HAI~XlLTONschen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik 
f-fir .einen Massenpunk% yon einem Freiheitsgrad. Die NEWTONSche Be- 

8V wegungsgleichung ,u k" = - ~  ist yon zweiter Ordnung in der Zeit t. Ihr 

i~quivalent ist das System yon zwei Differentialgleichungen erster Ordnung 
dp OV 

i) ,u~=p 2) d i - -  Ox' worin p den Impuls des MassenpunMes be- 

deutet. Einsetzen yon (I) in (2) liefert sofort die ~-EWTONsche Bewegungs- 
gleichung. 
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ftir mehrere unbekannte Ftmktionen aufstelIen mtissen. Die Gr60en ak 
werden also so etwas wie ein zweireihiges Koeffizientenschema in einem 
System linearer Gleichungen darstellen, das wir durch bestimmte Zu- 
satzforderungen festlegen werden. 

Zu diesem Zwecke lassen wir den Operator 

( - -Po+ ce~p, + ce2p2 + %P3 + cquc) 
nochmals auf den Ausdruck (146) einwirken 

( - -P°+cqp~+c~2p~+ce3P3+cq"c)  } 
(po + cq p~ + cz~ p2 + % P3 + a4 ,u c) ~p = o " (147) 

Wit mtissen nun annehmen, dal3 die unbekannten GrS/3en ai nicht yon 
den Koordinaten abh~ingen und deshalb mit den Impulsen vertauschbar ~ 
sind. Denn ftir ein kriffefreies Elektron sind die Punkte des Raumes 
gleichberechtigt, wir k6nnen also setzen 

c~kpi tp = pic¢k q2 . . . (148) 
Dann wird (147) vollstindig ausgeschrieben so aussehen 

I + I I  + I I I  = o . . .  ( i47a)  

Darin bedeuten die Abktirzungen 

[ h ~ J  c)°- (ct: c)~ c9~ o ! , ' c ' ]  ~p 
Z ~  [4 n2 [c~at~ -- O-X~ +ct3 Ox~j] + 

I I  ~ h~ { O~ d~ 
4~ ~ (c~ic~ + a ~ t ~ ) ~ + ( c x ,  c, s +%c~:)Ox~O.r ~ 

i i [ ~ _ _  - h tic {(c(ice4_~_~4c(z) O 21_(c12c¢4_~c¢4a2) 

Dabei ist es nattirlich nicht erlaubt, azaz: an Stelle von ctkai zu schrei- 
ben, da die GrSl3en a nach dem Gesagten sicher keine kommutat ive  
Multiplaktion gestatten werden. 

Wir/ordern nun, dab im krii/te/reien Falle die durch einen Eliminations- 
prozefl gewonnene Di[/erentialgleichung zweiter Ordnung ftir die GrSl3en 
Vi mit der relativistischen (121) iibereinstimmt. Tats~tchlich l~tBt sich 
diese Forderung durch passende Zerspaltung von (i47 a) leicht erftillen. 
Wir gentigen ihr durch den folgenden Ansatz: 

I = I I  = I I I  = o I 

ce~. = I . . .  |/ . (149) 

c . a k  + c~c,~ = o (i # k)] 
Die Relationen (149) sind es nun, die zur Bestimmung der Gr6Ben a k 
dienen. Wenn wir die Gr6Be a~ kennen werden, so werden wir dann auch 

Vertauschbar = kommutierbar. 
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 26 



402 OTTO I'{ALPERN und HANS THIRRING: 

wissen, wieviele Funkt ionen ~vi wir einzufiihren gezwungen sind. Wir  
verzichten darauf,  die allgemeine und  systematische L6sungsmethode 
far  (149) hier zu diskutieren, sondern geben nur  das Resultat  an. Zu dem 
Zwecke bet rachten wir nach dem Vorgange yon DlmaC sechs Koeffizien- 
tenschemata  yon je vier Zeilen und  Kolonnen,  die wir der Reihe nach 
mit  den Buchstaben oi, e~, 03, ~ ,  9,, 03 bezeichnen. Diese Koeffizienten- 
schemata  sehen folgendermaBen aus :  

li I° , 0 0 ~] 0 0 
01 ~ 0 2 o o :I °°-~I 

o I o i 

, :oo  :/ [i °I - -  I 0 0 0 ~] / 

i o i ~1 l: ° °  :l 0 O--  I 0 
Q~ = q3 = 

o o o I io o o_i :I 
i o o o-- 

Die ~und  0 sind also vierreihige Matrizen, die auch denselben Rechen-  
gesetzen geniigen sollen, wie es in Ziff. 13 (36, 37) fiir die Heesen-  
bergschen Matrizen verlangt war. Z .B .  gilt fiir q~, dab alle seine 
Elemente 01~ k o sind mit Ausnahme von  ()~3, q~4, 0~ ' ,  Q4~, die alle 
gleich I sind. Der  untere Index b d d e n  Matrizen ,0~, 0i bezieht sich 
immer auf die Feststellung der Matrix, die oberen Indizes auf das ent-  
sprechende Element  der durch den unteren Index festgelegten Materix. 
Entsprechend f./ir a= : a~ ~ = o,  auBer 0~" = 0~ 4 = _ i ,  o~ ~ = ~ 3 = i .  
Fa r  die Multiplikation zweier Matrizen gilt dann das Gesetz (ai,ok) z" 

l m  m n  
= ~ al qk ganz analog zu (37)- 

m 

Von diesen Matrizen oi und  qk l~iBt sich nun zeigen, dab sie den 
Relationen gentigen 

o7 = ,o,.2 = I .  ( I49 a) 

oiok + ok~i = o .  (149 b) 

qio,~ + ~kqi = o.  ( I49  c) 

(~ ----I bedeutet  natarlic!a, dab die durch Multiplikation ents tandene  
Matrix oi(~ eine Einhei tsmatr ix  ist [vgi. Ziff. 12, (41)]. 

(~o~) t" = &m ( d ~  = 1, l = m ~ .  
/ 
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Berechnen wir zur Illustration etwa a~: 

( < ) "  = 2 7  o / ' % " " .  
k 

Diese S u m m e  tiber k enth~ilt h6chstens ein Glied, da G in jeder Zeile 
und  Kolonne nur  ein Glied hat. Fiir l = m i s t  dieses eine Glied wirk.. 
lich vorhanden  z. B. 

(<s::) '< = ~ o ~ k G ~  ~ = O~ ~. G ~ - -  (-- 7) i = *. 
k 

Fiir l q= n aber ist dieses Glied nicht vorhanden,  z .B.  

k 

Es ist also wirtdich a: eine Diagonalmatrix. 
Entsprechend verifiziert man  (I49b) .  
So gilt z. B. : 

/a 

Also etwa ffir 1 = 3: 

Etwa 

(O-x 0"2 )3m ~ a 3 4 a 4 m  ~ i ( ~  
- -  z - -  2 3 m 

(0"= I~X) 3'#t = --2a34a4m--i = - -  i (~3 . . . .  

Durch  Addit ion folgt sofort  (I49b). 
Wir  k6nnten nun bereits die Qi bzw. ai ffir die ai nehmen,  da sie den- 

selben Relat ionen (I49) geniigen. Doch brauchen wit  wegen (z46) vier 
und nicht  drei Gr{SBen. Diese vierte Gr6Be gewinnen wir durch Ver- 
wendung der Relat ion 

aiQk = Qkai. (*49 d) 

Man best~tigt  (I49d) durch explizites Ausrechnen;  wir zeigen es fiir das 
P roduk t  yon  a 3 und 6i. 

(a 3 q , ) "  = ~ '  azk~k, , ,  
3 ~ z  

k 

0 ff ] l m =  ~ n l k a k m  •I 31 ~I ~3 
k 

l = 4 ,  

(0- 3 6 , ) 4 "  = a ~  4 .oi . ,  = _ 6 = , , ,  

(6,  q ) 4  . . . .  e 4 = o~ . . . .  <J . . . . .  

Ebenso beweist man  leicht die Richtigkeit der Relationen 

6a6. = i6= 
e~,o3 = i6 ,  (*49 e) 

6 , , ° ~  = i6x 
und  entsprechend fiir a. 

26* 
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Setzen wir nun 
~ = q , ~  = ~q~ (15oa) 
c~ = q~ ~r~ = a~ q~ (15ob) 

c~ 3 = ~ %  = asq~ (I5OC) 
cq = e3 ( I5°d)  

so sind damit  alle Relationen (149) erfiillt. So gibt z.B. 

a 3  a ~  = #~ a3 ,o~ a~ = Q, Q~ a s a~  = - -  o~ & a ~  a s = - -  q ,  a~  q~ a 3 = - -  c~, a ~ .  

Wit wollen nun mit den gewonnenen Gr613en c~ . . . .  a~ die Gleichungen 
(146) explizit angeben 

(po + q,a~P~ + e,o-~P~ + q~o-3P3 + q3,,c) ty = o ( r5 I )  

und daraus unter Verwendung yon (149 e) 

( q ~ p o + a ~ p ~ + a , p ~ + a 3 p 3 - - i q ~ , , c ) ~ p = o .  (15Ia)  

Diese eine Gleichung (i51) stellt natiirlich ein Quadrupel yon Gleickung 
dar; z. B. lautet  der Ausdruck 03~ ausftihrlich geschrieben: 

( . o ~ v ) ' - - f f . e ~  * (i = 1,2,3,4);  (151b) 
k 

hierbei reduziert  sick die Summe fiber k wegen der Gestalt der Matrix 
(bzw. a) auf ein Glied. Die erste Gleickullg (151a) lautet also: 

+ ~ U  , -- q '° c ~ K  + a " - ~  + a ~ ~x~ + a ~" (I52) 
O .  

Ftikrt  man ganz nach dem gegebenen Schema die Ausrechnung ftir alle 
vier Gteichungen durch, so erh~ilt man  das folgende System, das wir der 
Vollst~indigkeit und ~3bersichtlichkeit halber bier noch explizit angeben : 

(Po + #tc) ~p~ + (p, -- ip , )  tp, + P3 tP3 = o. (I52a) 
(po + , , c ) ~ ,  + ( p ,  + i p ~ ) ~ p 3 - - p 3 t p , = o .  ( I52b)  
(po - - , , c )  t p 3 + ( p , - - i p 2 ) t p ~ + p 3 ~  = o .  (I52 c) 
(po- - , , c )  lp4 + ( p ,  + i p 2 ) t ~ - - p 3 ~ p ~ = o .  (I52d) 

4 o .  Die Diracsche Theorie des Kreisele lektrons  bei Anwesenhei t  
~iulterer Felder. Fiir den Fall der Anwesenkeit eines elektromagneti- 
schen Feldes benutzen wir die friiker gegebene Verallgemeinerung Evgl. 
Ziff. 34, (II8)  bis (121)] und setzen an Stelle von po bzw. p~ 

p o + e  e ~- 90, bzw. p, + Tcp,  usw. 

Dann tr i t t  an Stelle yon (151) 

(153) 
+ e 3  P~ + ~ 3  + q3 ! l c  ~ = o .  
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Bei Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes zeigt sich aber be- 
reits der wesentliche Unterschied des DIl~Acschen Gleichungssystems yon 
den bisherigen (117) bzw. (121), w~thrend die Eliminationsgleichung zwei- 
ter Ordnung im krii/te/reien Fall mit der alten retativistischen Gleichung 
(121) zur exakten 13bereinstimmung gebracht worden war. Wenden wir 
auf (I53) wie frtiher den Operator (vgl. (147)) 

e / 
+ff3(Pa +c'f3), +'3,  uc] 

an~ so erhalten wir 

-- Po+7~o + ~k P k + z C x .  +,u~c ~ ~V+ 

+¢[[~ek(Pz~+eck)}(po+e,'o) - .  (154, 

Wir ftihren jetzt die in (154) angedeuteten Differentiationen 

soweit sie sich auf die Potentiale 9 beziehen, zum Teil aus; es ergibt 
sictl so nach durchaus elementaren Zwischenrechnungen, bei denen nur 
immer die Nichtvertauschbarkeit der 0 beachtet werden muB, folgendes 
Gleichungssystem 

-- p o + c ~ f o  + k + c ~ f k  + t l ' C 2 +  
(155) 

+ eh X iet, X } 
k k 

Hierin bedeutet @e mad ~ die entsprechende Komponente der elektri- 
schen und magnetischen Feldst~irke, die sich nach (113) aus den ~i ab- 
leiten lassen. 

Abgesehen yon den Oliedern Z'kahg~k bzw. 0~2Jz, a k ~  stimmt (155) mit 
(121) genau tiberein. Die beiden Zusatzglieder aber bewirken einen zwei- 
fachen Unterschied. gegen die frtihere relativistische Wellengleichung. 

Erstens stellt (155) wieder ein Quadrupel yon Gleichungen dar, doch 
sind jetzt die Oleichungen ftir die ~oi nicht mehr separiert; im allgemeinen 
wird ~ede Gleichung mehrere ~o elrthalten, vgl. (I5Ib). (Ira Spezialfall des 
statischen Zentralfeldes gelingt, wie wir welter unten sehen werden, 
eine solche Separation.) 

Der zweite wesentliche Unterschied gegen (121) liegt in der Gestalt 
der Faktoren, die die neu hinzutretenden ~o in (155) tragen. 



406 OTTO ~{_ALPERN und HANS THIRRING: 

Betrachten wir zur Veranschaulichung den besonderen Fall ~ = ~3 = 
@x =@2 = 6 3  = o. Dann erh~ilt die erste Gleictlung (155)das Zusatzglied 

e h fg~ 

Wir k6nnen sie (in der natiirlich nicht mekr  v611ig ad~iquat en Spracke der kl- 
teren Theorie) so charakterisieren, dab das Elektron scheinbar ein magneti-  

e h  
sckes Moment vom Betrage 4~,,c ' bzw. ein analoges elektrisches Mo- 

ment  tr~igt '. Dies ist aber genau die eine H~ilfte des Inhalts der in Ziff. 36 
besprochenen GOUDSlVIIT-UHLENBECKschen Hypothese,  die sick hier als 
Konsequenz des a!lgemeinen DIRAcschen Ansatzes ergibt. Natiirlich ist 
ein direkter allgemeiner Vergleick wegen der erw~ihnten Tatsache der 
Nichtseparierbarkeit  in den yJ,: nickt m6glick, wir werden welter unten 
im Falle des Zentralfeldes den , ,Spinterm" hOCk genauer kennen lernen. 
Auck das Auftreten eines elektrischen Momentes, das bier ganz formal 
auftritt ,  wird sick in Ziff. 43 verst~indlick machen lassen. 

Wir k~itten hock, um die v611ige Richtigkeit der DIK~cschen Ans~tze 
zu beweisen, den Nachweis zu ftihren, dab (146) gegeniiber LORENTZ- 
Transformationen invariant  ist. Dies ist yon Haus aus nicht selbstver- 
stlindlich, da wit nickt wissen, wie sick die a ~ . . .  a 4 bei LORENTz-Trans- 
1ormationen verhalten. DIRAC hat  gezeigt, dab die notwendige In-  
varianz des Gleickungssystems (146) tats~ichlich zu Recht besteht. 

Nun handelt es sick hOCk um den anderen Tell der GOODSMIT- 
UHLENBECKschen Hypotkese,  nach der dem Elektron auch ein Dreh- 

i h 
impuls yon tier Gr6Be 2 2~ zukommt.  Mit jener Niikerung, mit  der wit 

iiberhaupt bei einer neuen Theorie die_Begriffe der alten anwenden dtir- 
fen, folgt dies gleichfalls ohne weitere Zusatzannahme aus den DIRAC- 
schen Gleichungen. Wit  skizzieren nur  den Gedankengang, der zu diesem 
Resultat  fiihrt. 

In  Ziff. 38 waren fiir den Bakndrehimpuls  b e s t i m m t e  Werte angegeben, 
wie f = o fiir die s-Sckale; daraus getlt auck kervor,  dab dieser ]3ahn- 
drehimpuls ein Integral  der quantenmeckanischen Gleickungen darstellt.  
Dies ist nun in der DIRACschen Theorie nicht mekr m6glick; vielmekr 
zeigt bier die Recknung, dab nickt der Bahndrehimpuls allein, s o n d e r n  
dieser, vermekrt  um Zusatzterme yon ~tknlicker Gestalt wie in (155), 

i h 
konstant  ist. Der Betrag dieser Zusatzterme ist genau 2 22" Dies ent- 

sprickt dem spektroskopiscken Sachverhalt,  der zur Einftihrung der in- 
neren Quantenzatfl i Veranlassung gegeben hat  (vgl. Ziff. 35 bis 37)- 

Ftir zentralsymmetriscke Felder, in denen das Vektorpotential  ver-  
sehwindet, kann man die Gleickungen (153) wesentlick vereinfacken und 

x Die Division mit 2 # ist n6tig, um volle formale Analogie mit (I I I) herzu- 
stellen. 
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umformen. Man erreicht so auf einem lkngeren Rechenwege, den wir 
hier nicht n~iher angeben, als Eliminationsresultat eine Gleichung zweiter 
Ordnung yon folgender Gestalt: 

021. + 2 0 Z  I c  + V r ~ -  u2c2 
Or= r -~7 + ~,= i (i + I) - -  4 ~ - y ~  - | 4 r r 2  7. 

(156) r OV(Oz  i+~ \ 
E er  ~-Or + , - - z )  = o.  
- - +  V +  ,uc 
C 

I 

Z = 7 t P 3  • 

Dann ist ~v, gegeben durch die Gleichung 

2~('---Ec + V+ •c) (157) 0% i ,~,, 
- o ;  + ? ~x = a " 

Ftir ~2 und ~4 gelten dieselben Gleichungen, so dab wit an Stelle von vier 
verschiedenen L6sungen nut  zwei erhalten. Dies hat eine allgemeine 
Bedeutung, die wit gleich n~her besprechen werden. E bedeutet in (156) 
nnd (157) den gesuchten Eigenwertparameter, V ist die potentielle 
Energie, die voraussetzungsgem~B nur Funktion yon r ist, ~' entspricht 
in gewissem Sinne dem frfiheren 1. 

Den Vergleich yon (156) mit den anderen Theorien und mit der Er- 
fahrung verschieben wir auf Ziff. 43. 

Nach dieser Wiedergabe der Leistungen der DIRACschen Theorie ist 
es noch angebracht, mit wenigen Worten zu sagen, warum sie nach der 
Ansicht ihres Urhebers nicht als eine befriedigende L6sung des Elek- 
tronenproblems angesehen werden kann. Wir gehen zu diesem Zwecke 
zurtick auf die Gleichung (153) ftir ein Partikel der Ladung e: 

P o + 7 ~ o + Q ~  a k P ~ + T c f k  +,%,uc t p = O .  (153) 

Denken wir uns die Gleichung ftir ein Partikel der Ladung - - e  aufge- 
schrieben, welches bei derselben Masse # sich in demselben Felde be- 
wegen m6ge, so lautet sie 

Nun steht es uns ohne weiteres frei, unsere Definition der Impulse dahin 
abzu~indern, dab wir i an Stelle yon - -  i setzen, also 

h 0 h 0 
Po --- + zai~c O~ ~ p k =  - -  2r~i Oxk " 

Dies kann in dem SchluBresultate nichts ~ndern, sondern h~tte lediglich 
zur Folge, dab gewisse der Gr6gen ,~, an Stelle ihrer konjugiert Kom- 
plexen treten. 
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(i53a) lautet dann  : 

p o + ~ o +  @~ a~ p k + e ~ k  --@3!lc ~ = 0 .  ( I53b)  

Nun k6nnen wit jederzeit an Stelle yon @3 auch - -  @3 setzen. Denn hier- 
dureh wird keine der Relationen (I49a bis d), (I5oa bis d) verletzt ' .  

Mit dieser ~imderung aber lautet  dann (i53b): 

Die Gleichung (I53C) fiir das Partikel  entgegengesetzter Ladung - - e  
ist damit  vollkommen identisch geworden mit der ursprtinglichen 
(153) fiir das Partikel der Ladung + e und gleicher Masse. Wir kOnnen 
den Sachverhalt auch so ausdriicken: Das DIRAcsche Gleichungssystem 
(153) bezieht sick ebensowohl auf Partikeln der Ladung + e und - - e ,  
das heiBt aber, dab es ffir Partikel  der Ladung + e zuviel LOsungen ent- 
h~lt. Da weder + e h o c k -  e voreinander bevorzugt sind, so be- 
ziehen sich gerade die H~lfte der L6sungen auf positive, die H~tlfte auf 
negativ geladene Partikel. Da im allgemeinen zwei verschiedene L6sungen 
miteinander kombinieren k6nnen, d .h .  ein Partikel entweder spontan 
oder unter dem EinfluB ~uBerer Felder aus dem Zustande mit  einer 
Eigenfunktion, die zu + e geh6rt, in den Zustand mit  einer zu ( - -e)  ge- 
h6rigen Eigenfunktion iibergehen kann, so bedeutet dies, daB nach der 
DIRACschen Theorie die Elek t ronen  das Vorzeichen ihrer Ladung wech- 
seln k6nnen. Dies ist ein Effekt,  fiir den niemals experimentelle Anzei- 
chen beobachtet  worden waren. Auch kann man zeigen, dab dabei, 
n~mlich bei dem !$bergange der Ladung + e- - , - - -e  auch das Vorzeichen 
der Gesamtenergie E sich ~ndern muB. -(Dies ergibt sich aus genau dem- 
selben SubstitutionsprozeB, der uns frtiher zu den Gleichungen [I53 a 
bis c] geft~hrt hat.) Da bier E die Gesamtenergie bedeutet,  also etwa 
im feldfreien Falle 

E = mc 2 + kinetische Energie 

so ffihrt die DIRACsche Theorie zu dem in keiner Weise verst~ndlichen 
Ergebnis, dab Partikel mit  negativer Masse existieren mtissen. 

Wit  haben damit  die prinzipiellen Einwlinde, die sich gegen die 
DIRACsche Theorie vorbringen lassen, wiedergegeben. "vVir m6chten nut  
hervorheben, dab diese keineswegs die DiRAcsche Theorie allein, sondern 
genau so z .B.  die frfihere relativistische Gleichung (121) treffen, was 
man auf genau dem gleichen Wege zeigen kann. In  der Praxis wird man 
also bis zur Behebung dieser Schwierigkeiten so vorgehen, dab man ledig- 
lich die eine H~ilfte der L6stmgen, welche positiver Masse entsprechen, 
beibehAlt und nut  sie einem Vergleich mit  der Erfahrung unterwirft.  

Wir sehen an diesem Beispiel, dab unsere L6sung ftir a k keineswegs 
die einzige ist, was ja auch f/Jr unsere Zwecke nicht gefordert wird. 
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DaB dieser in allen Punkten befriedigend ausfallt, hatten wir schon ein- 
leitend erw~thnt und werden wir in Ziff. 43, 44 noch etwas n~her aus- 
fiihren. 

Aus historischen Grfinden scheint es uns noch angebracht, darauf 
hinzuweisen, dab die Idee, das Verhalten des Spinelektrons start  durch 
eine durch mehrere Eigenfunktionen zu beschreiben, bereits vor DIRAC 
von PAULI ~ uncl DARWIN" angewendet worden war. Ihre Theorie, die 
sich mit zwei Funktionen begntigt, hatte gegentiber der DIRacscllen den 
Nachteil, nicht relativistisch invariant zu sein. 

Leistungen der Theorie.  

VIII. EinkiSrperprobleme. 
41. Osziltator und Rotator ;  Methodisches. Als erste Anwendung 

der in Kapitel IV, VI, VII entwickelten theoretischen Anschauungen 
wollen wir uns mit den quantenmechanischen Eigenschaffen des Oszil- 
lators und Rotators befassen. Die Beschliftigung mit diesen mathema 
tisch einfachsten Systemen wird uns gleichzeitig Gelegenheit geben, Me- 
thoden zu illustrieren, die in der Quantenmechanik immer wieder zur 
Bestimmung der Eigenwerte angewendet werden. 

Die SCHR3DINGERSche Gleichtmg des linearen Oszillators, dessen po- 
tentielle Energie dem Quadrate der Elongation proportional ist, lautet:  

dr,,, 8~=,,( a~ ) 
clx= + ~  E - - g x  = q , = o . . .  

( 2) 2 7 Y 9 :  ~ 

Bei Aufsuchen der gewissen Regularitatsbedingungen (vgl. Ziff. 25, 
26) gentigenden L6sungen der SCHR3DINGER-Gleichung hat man sich ffir 
die singul~tren Punkte der Differentialgleichung zu interessieren. Diese 
singulgren Punkte sind jene Werte der Koordinaten, ftir die ein Koeffi- 
zient der gesuctlten Funktion oder ihrer Ableitung unendlich wird. Dabei 
denken wir uns immer mit dem Faktor  der h6chsten Ableitung durch- 

dividiert, so dab das Glied ~ den Koeffizienten I tr~tgt. AuBer diesen 

singul~ren Stellen ist noch immer gesondert das Verhalten ,,im Punkte 
unendlich" zu untersuchen. Darunter  versteht man folgendes: Wir er- 
setzen die unabhttngige Variable dutch die Substitution 

trod fragen dann, ob die so aus der ursprfinglichen Gleichung ent- 
stehende Differentialgleichung 

d 2 ~p (% de, 
e~-w + / , , ,  d~ + g (~) ~ = o 

* P A U L I  (35)" 
2 D~-RWI:t'¢ (63). 
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im Punkte $ = o regul~r oder singul~r ist. Darnach sprechen wir dann 
davon,  ob die ursprtingliche Differentialgleichung ,,im Punkte  unend-  
l ich" regul~tr oder singui~tr war. 

Wenn wir als L6sung einer Differentialgleichung eine Potenzreihe 
ansetzen : 

~p = co + c~ ( x  - Xo) + c2 ( x  - xo)  ~ + . . .  

deren Koeffizienten ci wir durch Einsetzen in sie bestimmen, so kon- 
vergiert  diese L6sung nach allgemeinen SXtzen in einem Kreise um Xo 
bis zum n~chsten singul~iren Punkt .  Das Verhalten der Potenzreihe in der 
Umgebung  yon xo,  falls Xo selber ein singul~trer Punk t  ist, muB dann nach 
gut  ausgearbeiteten Methoden der Theorie der Differentialgleichungen 
noch gesondert  untersucht  werden. (Mit einem solchen Fall haben wir 
es weiter unten beim Wassers toffatom zu tun, wo man eine am Punkte  o 
beginnende Potenzreihe anzusetzen hat,  nachdem man vorher das Ver- 
halten in der Umgebung von r----o besonders untersucht  hat.) 

Die Differentialgleichung (158) zeigt keinen singul~tren Punk t  im 
Endlichen.  Hingegen ist der P u n k t  unendlich singul~tr, wie sich ans der 

Subst i tut ion x = T ergibt 

d~ ~ 2 d,9 8 ,~2m ( E  a ~ ) 
d~  + 7 7 g  + ~ ~ --  ~ tp = o .  ( I58a)  

Eine Potenzreihe in x 

~9 = Co + c~ x + C2 X 2 x . . . 

vom Ursprunge Xo = o aus angesetzt,  wird also im allgemeinen ffir grol3e- 
Werte  yon  x nicht  beschr~tnkt bleiben. Wir  fiihren nun durch die folgen- 
den Subst i tut ionen neue abh~ngige und  unabMngige  Variable ein, wobei 
wir auch noch die Koeffizienten von  (158) durch passende Abkfirzungen 
ersetzen : 

h 2 h 

- -  -~--~-" ! .  
= e . u ( x )  x = f b -  

Dann wird (158) als Differentialgleichung ftir die unbekannte  Funkt ion  u, 
die als Funkt ion  von y gedacht  ist, Iolgende Gestalt annehmen:  

dye_ 2 y ~ y y +  - - I  u = o . . .  (159) 

b 
_ _ x 2  

(Die Subst i tut ion ~V = e -~ u ist du tch  eine Be t rach tung  des angenMaer- 
ten Verhaltens von ~v an der Stelle $ - -  o nahe gelegt.) (159) suchen wir nun 
durch eine Potenzreihe in y zu integrieren;  als Bedingung mtissen wir 
dabei fordern, dab u ffir grol3e reelle Werte  yon y schw~tcher unendlich 

y2 if2 - -  @ _  
wird als e + ~ ; dann sind wir siclaer, dab tp = e ~ u ffir groBe y ver- 

schwindet.  
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Einsetzen von 
u ---- co + c~y + c~y  ~ + . . . 

in (159) liefert fiir die c k folgende Rekursionsformel: 

ck - - ~ - + 2 k +  I = c k + 2 ( k + i ) ( k + 2 ) .  (16o) 

Nun sind zwei F~lle zu unterscheiden: a) ein Koeffizient c,, + ~ ver- 
schwindet; b) kein Koeffizient c,, + ~ verschwindet. 

Im ersten Falle verschwinden dann auch wegen (16o) alle hOheren 
Koeffizienten, die Reihe bricht ab und wird zu einem Polynom nten 
Grades in y. Unsere Regularit~itsbedingung ist dann sicher erffillt, denn 
jedes Polynom wird schw~icher unendiich als die Exponentialfunktion. 
Das Verschwinden yon c,, + ~ (bei yon Null verschiedenem c,,) ist aber nur 
mOglich, wenn 

, = b (2n + I ) . . .  (161) 

(161) setzt eine u n e n d l i c h e  d i s k r e t e  M a n n i g / a l t i g k e i t  yon Werten ftir 
fest, die ein Erftillen der Regularit~itsbedingung gestatten. Mit den alten 
Bezeichnungen lautet (161) : 

E n  = ( n  + ~ ) h v . .  . (162) 

Wenn (161) nicht erfiiltt, so haben wir es nicht mehr mit einem Poly- 
nora, sondern mit einer ganzen transzendenten Funktion zu tun. Dann 
ist aber unsere Regularit~itsforderung nicht mehr erfiillbar; denn eine 
leichte Abschfftzung der Koeffizienten zeigt, dab u fiir grol3e V~erte yon 

y2. 

y sich wie e ~ verh~ilt, demgemaB ~v wie e~- unendlich wird. Wir kOnnen 
also mit der Feststellung schliel3en, dab nur fiir die durch (161) bzw. 
(162) gegebenen Werte des Eigenwertparameters ~ bzw. E eine regul~ire 
LOsung yon (158) existiert. 

Die hier abgeleiteten Polynome nennt man HERMITEsche Polynome~ 
mit der iiblichen Abkiirzung Ha. Diese Methode, einen Reihenansatz 
dutch Verftigung tiber den in die Rekursionsformel eingehenden Eigen- 
wertparamenter abbrechen zu lassen, ist das wichtigste Hilfsmittel zur 
strengen LOsung yon derartigen Eigenwertproblemen. Die'weitere Rech- 
nung geht dann gewOhnlick so vor sich, dab man ein Problem unter 
Abspaltung eines als kleine StOrung bezeichneten Teiles der potentiellen 
Energie streng 10st und das vollst~indige Problem nach den welter unten 
eingehend geschilderten St6rungsmethoden behandelt. 

Physikalisch ist an dem Resultat (162) merkwiirdig, dab der Oszil- 
Iator nicht mehr wie in der frfiheren Theorie ganzzahlig, sondern halb- 
zahlig gequantelt ist. Dies macht sich im Spektrum nicht weiter be- 

merkbar, da hier bei tier Differenzbildung der konstante Teil ! h v  
2 

Vgl. flit die hier gegebene Darstellung COURAN~-HILBERT. Methoden tier 
mathematischen Physik, Band I, besonders Kapitel V. 
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wegf~llt. Wohl aber spielt dieser Zusatz eine gewisse Rolle bei manchen 
Betrachtungen tiber Nullpunktsenergie (Streuung von R6ntgenstrahlen 
an Kristallatomen, welche derartige harmonische Schwingungen aus- 
fiihren), sowie bei manchen Erscheinungen der Bandenspektren, auf die 
wir hier jedoch nicht n~iher eingehen k6nnen. Es scheint, dab die nicht 
ganz eindeutigen Experimente doch zugunsten der neuen halbzahngen 
Quantelung sprechen. 

Die Auswahlregel ftir den idealen Oszillator der alten BOHRschen 
Theorie, nach der sich die Quantenzahl n nur um 4-x ~indern kann, 
l~iBt sich aus (I62) sehr leicht gewinnen. Man kann n~imlich ohne groBe 
Mtihe zeigen, dab 

+ co + co _ b x 2  

x,,,~ = fxtpn qa~dx = fxe  H~ (l/Ux) Hm (VEx) dx (163) 
- - c o  - - o o  

nur ftir m = n_+_ I yon Null verschieden ist. 
Wir gehen zur Bespreehung des Rotators tiber. Die SCHRCDINGER- 

sche Gleichung des Rotators, der sich um eine feste Aehse drehen kann, 
lautet infolge Abwesenheit jegticher potentieller Energie 

d 2 d, 8 n 2 J  
dfp~ + ~ / ~ P  = o (164) 

( f  = Tr~igheitsmoment). 

Die Eigenfunktionen sind 
c o s { f ~  

~P = sin \ ~ 7 - - -  9 ] ' "  (165) 

Da wir verlangen mtissen, dab 

~p (~ + 2 re) = ~, (~) 

ist, da der Winkel 9 um his auf ganze Vielfache yon 2~ definiert ist 
und 9 eine eindeutige Funktion yon V sein mul3, erhalten wit 

)~ = l ,  l = 0 , I , 2 . . .  

Damit ergibt sich ftir die Energie 
l~ h 2 

E ~ -  8 ~ J  (166) 

in roller l~bereinstimmung mit dem Werte der alten BoI~gschen Theorie. 
Wesentlich anders wird der Sachverhalt, wenn wit einen Rotator be- 

trachten, dessen Achse nicht im Raume fest ist. Dies ist der in der Natur  
allein realisierte Fall, den wit etwa in den Rotationen zweiatomiger 
Molektile verwirklicht finden. Ftir diese lautet dann die SCHR{SDINGER- 
sche Differentialgleichung unter der Voraussetzung, da_~ das Tr~tgheits- 
moment um beide Achsen gleich ist 

O ( s i n ~ 9 ~ ) +  r ~ + 8 ~ = J E  
sin~-O-~, sin~aO9o= --~V---V = o. (167) 
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In (167) bedeuten v~ und 9 die bekannten Polarwinkel zur Fest- 
legung einer Richtung; die Gleichung entspricht vSllig der Bewegung 
eines Massenpunktes mit  konstantem Abstand yore Ursprung, also dem 
sph~isctlen Pendel. Diese Differentialgleichung kann man nach der 
Methode der Separation der Variabeln 15sen. Wir setzen zu diesem 
Zwecke 

= / (~) g (~). 

Dann zerf~illt (167) in zwei voneinander unabh~tngige gewGhnliche Diffe- 
rentialgteichungen 

d2g _-- _ A 2g (,p) ( : 6 8 )  
d 92 

s f n e ~ s ~ n ; ~  + h2 sin2 ~ l(O) = o (169) 

von denen (168) die LSsnngen 

0 = sin ~P (17o) 

hat. Fa r  A mug man, um wieder 

g ( ~  + 2 ~ )  = g('2) 

zu erhalten, A = m ,  m = o, I ,  2 . . .  setzen. Die LSsung von (169) ge- 
lingt mit  denselben Methoden (Reihenansatz), die wir bei der Behand- 
lung des Oszillators angewendet haben. Wir setzen zu diesem Zwecke 
zunXchst 

COS ~ ~ X 

und erhalten dann an Stelle von (169) 

(I - -x2)  d2/aT-- 2xd?dx ,, ,/8~2JE~. ]~ m~ " + r ~x) ~ :~) = o (:71) 

(171) ist die Differentialgleichung der zugeordneten Kugelfunktionen 
(vgl. COURANT-HILBERT, 1OC. cit.). 

Ihre singul~ren Punkte sind, abgesehen yon dem uns vorl~iufig nicht 
interessierenden Punkt  ,,unendlich", die Stellen x = - ¢ - I .  Setzen wir 
also wieder eine Potenzreihe in der Gestalt 

[ = a o + a ~ x  + a~x~ + . . .  

vom Nullptmkt aus an, so wird diese nur bis zu den Punkten 4- I ,  also 
innerhalb des Einheitskreises konvergieren. 

Setzt man zun~chst m = o, so l~tBt sick wieder eine zweigliedrige Re- 
kursionsformel aufstellen, wieder zeigt man, wie beim Oszillator, dab 
nur im Falle des Abbrechens der Reihe Regularit~tt an den Punkten 
x = 4 -  I erzielt werden kann. Die Bedinglmg Itir dieses Abbrechen ist 
jetzt analog zu (162) eine Festlegung des Koeffizienten von ] 

8 ~ J  E 
h~ = l(l + I);  l = o, I ,  2 . . .  (172 ) 
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Daraus erhalten wir ftir die Energie des Rotators mit freier Achse 

l + ~  I h 2 E = . (173) 
8 ~ J  - 4 8 ~ J  

Die so entstehenden Polynome sind die bekannten LEGENDREschen Poly- 
nome, gew6hnlich mit P~ (x) bezeichnet (einfache Kugelfunktionen). Aus 
ihnen gewinnt man die L6sungen der Gleichung (171) ftir m =~ o nach 
der Formel 

/'~"(x) = (I --  x ) 2~7;; Pz(x) (174) 

m ~ = l  

Man sieht es der Gleichung (I7I), ebenso wie frfiher der Gleichung (I59), 
an, dab sie bei einem Vorzeichenwechsel der unabh~ngigen Variablen 
ihre Gestalt nicht ~ndert. Daraus folgt, dab die HERMITEschen und LE- 
GENDREschen Polynome immer entweder nur gerade oder nur ungerade 
Potenzen der Unabh~ngigen enthalten. 

Diese Polynome gen/agen ebenso wie die HERmTxschen Polynome der 
allgemeinen Orthogonalit~tsrelation (vgl. Ziff. 38). 

Zur physikalischen Interpretation yon (173) bemerken wir, dab die 
Energieniveaus eines raumfesten und frei drehbaren Rotators naeh (166) 
bzw. (173) nicht die gleichen sind. Abgesehen yon einem ffir Spektren 
unwesentlichen konstanten Teil ist der frei drehbare Rotator halbzahlig 
gequantelt, was ftir viele F/il]e der Bandenspektren bereits vor Auf- 
stellung der neuen Qlmntentheorie bemerkt wurde. Hier kann man n~in- 
lich bei Bildung yon 

h~'nm = E n  - -  Em 

schon aus dem Spektrum den Unterschied zwischen halb- und ganz- 
zahliger Quantelung entnehmen, was beim Oszillator nicht m6glich war. 

42. St6rungstheorie konservat iver  Systeme. Wir beschMtigen uns 
in diesem Kapitel mit den Leistungen der Theorie auf dem Gebiete des 
Eink~rperproblems. Darunter werden jene F~tlle verstanden, bei denen 
auf das betrachtete Partikel KrMte wirken, w~hrend die Riickwirkung 
des Partikels nicht berticksichtigt zu werden braucht. Die zugeh6rigen 
Probleme sind nun fast durchweg v o n d e r  Art, dab die entsprechenden 
mechanischen Gleichungen bzw. die SCHR6DINGERsche Wellengleichung 
nicht streng integriert werden k6nnen und auch eine strenge Bestimmung 
der Eigenwerte im allgemeinen nicht m6glich ist. Die einfachen Me- 
thoden der Ziffer 42 versagen gew6hnlich bel komphzlerteren Systemen. 
Man hat, um tiber diese Schwierigkeiten hinwegzukommen, eine Reihe 
von N~therungsverfahren ausgearbeitet, die als die St~rungstheorie der 
Quantenmechanik bezeichnet werden. Am praktischesten schlieBt man sich 
bei der Anwendung dieser St6rungsverfahren an die SCHRODI~GERsche 
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Wellengleichung an, fiir die entsprechende Methoden yon SCHRODINGER x 
selbst, BORN" und DIRAC 3 gegeben sin& Wir behandeln im folgenden, 
ohne dabei Gewicht auf besondere Strenge und Allgemeinheit zu legen, 
die St6rungstheorie abgeschlossener konservativer Systeme. 

Wir illustrieren das Verfahren zun~chst an dem einfachen Beispiel 
far den FM1 eines Freiheitsgrades. Es sei die zugeh6rige Wellengleichung 

d ~  8n~'u (E 
dx~ ¢- ~ - ' -  - V) ~p = o .  (7~) 

Darin bedeutet V die gesamte potentielle Energie, die sich in zwei Teile 
zerlegen lassen m6ge, 

V = V o + ~ V ~ .  

Wit setzen nun voraus, dal3 wit fiir V=Vo die Gleichung streng inte- 
griert haben, d. h. die Eigenfunktionen und die zugeh6rigen Eigenwerte 
~p~, E~ ermittelt haben. Wir Iragen uns nun, welchen EinfluB das hinzu- 
tretende Glied 2V, in der Wellengleichung auf die bestimmten Eigen- 
funktionen trod Eigenwerte hat. (Der Faktor 2 wird hier, wie in der 
St6rungsrechntmg fiblich, nur dazu verwendet, um anzudeuten, dab wir 
es hier mit einem Gliede anderer Gr6Benordnung zu tun haben, da wit 
konsequenterweise bei einer N~iherungsrechnung die Glieder h6herer 
Ordnung vernachl~issigen werden; im SehluBresultate ist also A einfaeh 
gleieh I zu setzen.) Das Charakteristikum dieser Reehnung ist, dab wir 
nach der Ver~nderung eines bestimmten Eigenwertes E~. und einer be- 
stimmten Eigenfunktion ~pk dutch die St6rnng fragen. Wir setzen dem- 
gem~iB als L6sung der Differentialgleichung mit St6rungsglied versuchs- 
weise an 

E:~ = E~ + ~ El., 

und trachten die ~o~ und E~ so zu bestimmen, dab (71) bis auf Glieder 
yon zweiter und h6herer Ordnung in 2 erftillt ist. 

Gleichung (71) zerfgdlt dann in die beiden folgenden: 

~p~,, + 8,,~,~ 
~ -  (E~ -- Vo) ~0~. = o, (71 a) 

8n2,u ~.~ 
~P;"+ ~ h  (e~-- Vo) ~0l, - -  ~ -  (~ , - -  Vx)~O~. (7Ib) 

Dabei ist (7ib) gleich der Wellengleichung ftir den ungest6rten Fall mit 
dem Unterschiede, daB sie in ~o~, nicht homogen ist. 

Zur Integration bedienen wir tins des bekannten Satzes, nach dem 
sich eine jede gewissen Regularit~ttsbedingungen genfigende Funktion 

SCHRODI.'COER (4O). 
2 BORN (I7). 
3 DmAC (67). 
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in eine Reihe nach Eigenfunktionen, die zueinander orthogonal stehen, 
entwickeln l~iBt. 

/ (x )  = ~.~ ~.  ~p.(x) .  (175)  

Die Koeffizienten an best immen sick dabei durch die Relation 

a,~ = f / ( x )  t, V n ( x ) d x .  (176) 

Dies ist eine unmittelbare Folge von (I32), wie man durck Multi- 
plikation der reckten und linken Seite yon (175) mit  ~v,~ sofort einsieht. 

Wir ftihren nun cliese Entwicklung ffir die rechte und linke Seite yon 
(7Ib) durch. Wir setzen 

tp; = ~ a l  tp~. (177) 
l 

Die Koeffizienten der unbekannten Funktion ~v~ bestimmen wir jetzt 
durck Einsetzen yon (177) in die Differentialgleichung (71b). Nun gilt 
abet wegen (7Ia) 

Also erhalten wir nach Einsetzen dieser Beziehung in die linke SeRe 
von (7Ib) 

~ a ~ ( E ~ -  E~.) ~ = (El - G) ~G. (178) 
l 

Die rechte Seite l~tBt sich ebenfalls nach Eigenfunktionen entwickeln 

(E;  -- V~)¢;  = ~.~bz~7 (179) 

wobei wir betonen, dab hier alle Koeffizienten bz durch die nullte N~ihe- 
rung bereits bekannt  sin& Nun muB nach bekannten S~tzen nicht nut  
der gesamte Ausdruck der linken SeRe gleich dem der rechten sein, son- 
dern auch jeder Koeffizient yon ~o ° ffir sick 

o ~ o  a t (E l  - -  E j,) = bz. (18o) 
Man erkennt dies am einfachsten, indem man die rechte und linke SeRe mit  
~o multipliziert und fiber x integriert. Dann verschwinden a11e Koeffi- 
zienten bis auf den/ ten .  Wit  erhalten so als neue Eigenfunktion 

bg 
~P~ = -7-~'E~ _E o~, ~v~. (181) 

Diese L6sung ist vollst~tndig bis auf den kten Koeffizienten, der wegen 
des verschwindenden Nenners unbes t immt bleibt. Wit bestimmen ihn 
durch die zus~ttzliche Bedingung, dab 

b~ = o .  (182)  

Damit ist jede Unstetigkeit  in der Reihe (181) ausgeschaltet. 
Die Bedingung (182) k6nnen wit immer erffillen, da wir ja noch fiber 

die Eigenwertsst6rung E ] ~. verftigen k6nnen, um die EigenlSsung regul~tr 
zu machen. Es ergibt sick so aus (179) und (176) 

b~ = [ d x  tp?, ~ (E~ --  V~) = o (183) 
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und damit fiir E~. wegen (135) 

El. = fdx V~ ~ 2 .  (184) 
Wir haben damit  die vollst~tndige LSsung des Eigenwertproblems in 
erster  N~iherung erbracht und stellen nochmals die SchluBformeln zu- 
sammen.  Sie lanten : 

bt 
~V; = _ _  ~ E ~  - Z~ ~P]' (181) 

1 

bk = O, (182) 

E], = fV~  ~,~2 d x ,  (x84) 
~ = tp; + tp;,  Ek  = E~ + E~.  

In praktischen F~illen, woes  uns oft nur  auf die Ausrechnung der Eigen- 
wertst6rung, d .h .  der Energie~tnderung, und nicht auf Kenntnis der 
Eigenfunktion ankommt,  k6nnen wir v o n d e r  Relation (184) dahin Ge- 
brauch machen, dab wir die St6rungseigenwerte auf Grund der Kenntnis  
der Eigenfunktionen nullter Ordnung bestimmen, ohne die Eigenfunk- 
tionen erster Ordnung kennen zu mfissen ~. 

Bei Anwendung des Verfahrens auf Systeme yon mehreren Freiheits- 
graden ~tndert sich far sogenannte nicht entartete Systeme nichts. Unter  
entar te ten bzw. nicht entarteten Systemen versteht  mall bekanntlich 
solche, bei denen zu einem Eigenwerte mehrere oder nur eine Eigenfunk- 
tion geh6ren (vgl. Ziff. 35)- Nach allgemeinen mathematischen S~ttzen 
gehSrt ftir einen Freiheitsgrad bei den in Betracht kommenden Differen- 
tialgleichungen zu jedem Eigenwert nut  eine Eigenfunktion. Dies ist aber 
im allgemeinen nicht mehr der Fall far Differentialgleichungen yon meh- 
reren Freiheitsgraden. Wenn man die 13bertragung des bisherigen 
Schemas auf den Fall mehrerer Freiheitsgrade mit  Entar tung  sich durch- 
denkt,  so sieht man gleich, an welcher Stelle des Rechenganges durch die 
Entar tung  gewisse Schliisse unm6glich gemacht  werden. Es handelt  sich 
wieder um die Bestimmung der ale 1, ale~ Itir jeneEigenftmktionen, die den 
gleictlen Eigenwert haben. Wir erhalten z. B., wenn zwei Eigenfunk- 
tionen k:, k2 den gleichen Eigenwert Ek haben, die sinnlosen Gleichungen 

ble, (18oa) 
ale, ~ E k  _ E k  

ble2 ( I8ob)  
ale2 = E~ - E k 

ganz analog zur frfiheren Gleichung (18o). Nun konnten wit frtiher die 
einzige Gleichung (182) mit  dem einen Eigenwertparameter  E ~ befrie- 

Es sei daran erinnert, dab dieses St6rungsverfahren seine volle Ana- 
logie in dem mechanischen St6rungsverfahren der alten BOHRschen Theofie 
hat; auch bei dieser genfigte es, um die Energie in erster Ordnung zu be- 
stimmen, die ]3ewegung in nuUter Ordnung zu kennen. Die Zusatzenergie 
war dann einfach gleich dem Mittelwerte des St6rungspotentials tiber die 
ungest6rte Bewegung, ganz analog wie in (184). 

Ergebnisse der exakten Naturavissenschaften. VIII. 2 7 
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digen, dies geht abet nicht mehr jetzt mit  zwei Gleichtmgen (I8oa, b) 
und einem Eigenwertparameter E~. Diese mathematische Betrachtung 
legt nahe, dab der Einflul3 der StOrung darin bestehen wird, da/3 der 
betrachtete  Energiewert Ek in zwei Energiewerte aufspalten wird: 

E ,  -- E~ + , E k . 

Wir haben dann gerade genug Koeffizienten, um beiden Gleichungen 
(I8oa, b) zu genfigen. 

Hierzu t r i t t  aber noch eine leichte Komplikation des Problems. 
Ebenso n~tmlich wie bei einem betraclateten Eigenwerte Ek jede der 
beiden Eigenfunktionen ~ ~ok, und ~ok2 ffir sich der Gleichung 

L (~Vk) + ~(Ek -- V)~k ---- o 

genfigt, so gentigt auch eine beliebige Linearkombination 

worin wir nur wegen 

fordem mfissen. Welche Koeffizienten aber im gest6rten System dann 
die richtigen sind, k6nnen wit yon Haus aus nicht sagen, sondern mtissen 
es vielmehr aus unserem St6rungsformalismus erst bestimmen. Der Un- 
terschied gegenfiber dem Fail der nicht entarteten Systeme liegt also, 
um es zu wiederholen, in folgenden zwei Punkten.  Zun~tchst spaltet  im 
allgemeinen ein Term, zu dem mehrere Eigenfunktionen geh6ren, unter  
dem EinfluB der St6rung in mehrere Terme auf und zweitens ist uns das 
Ausgangssystem der ~b'~ noch nicht bekannt,  sondern mu/3 zur Bestim- 
mung der ersten N~herung vorher festgelegt werden. 

Wit  illustrieren den Rechengang an dem Fall eines zweifach entarte-  
ten Systems. Die Formeln lassen sich aber ohne jede Miihe auf beliebige 
En ta r tung  sofort fibertragen und werden nur ein bil~chen umfangreicher. 
Es sei also in der ungest6rten Differentialgleichung 

L O p ) + ( E  - -  Vo) ~V = o. 

E~ ein Eigenwert, zu dem die beiden Eigenfunktionen ~ok~ mad ~pk~ ge- 
h6ren. Wir bilden aus diesen beiden die Linearkombination 

und setzen wieder als L6sung der vollst~indigen Gleichung an: 
I _ _  

~t/z= mzzo + o4Z ! (187) 
~k "rk I k  ) 

E ~ =  E~ + ek. (x88) 

~k~ und #'k.~ k6nnen auch hier als orthogonal und normiert angenommen 
werden; sind sie es urspriinglich nicht, so lassen sich leicht zwei Linear- 
kombinationen bilden, die diese Bedingungen erffillen. 
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Einsetzen yon (187) und (188) in die Differentialgleichung und Ordnen 
nach Potenzen von ,~ liefert 

~ (~/~) + (E:,° _ Vo), f f=--(~k--Vi)@:~z0.  (I89) 

(189) ist vollkommen analog zu (7Ib). Um nun die notwendigen zwei 
Bedingungen zu erhalten (vgl. I8oa, b), verlangen wit analog zu (I82), 
dab jetzt  

f d x (*  -- V~)tp~°tpk, = o, (I9oa) 
f d x ( ,  --  io V~)tp, ~k2 = 0 .  (19o b) 

Einsetzen der Ausdrficke (I86) ]iefert unter Beriicksichtigung der 
OrthogonatitAt folgende zwei linearen Gleichungen 

CH(~H-- ~) + C ~ 2 ~ =  O, ( I9 Ia )  
c ~ , ~  + c ~ ( ~ - -  ~) = O. ( I9 Ib )  

Hierin ist z. B. *z,~ eine Abkfirzung fiir 

f dx  V, ~pkz ~p*,, = *zm . 

(191a, b) ist ein System linearer homogener Gleichungen zur Be- 
stimmung der cik. BekanntlicI1 hat dieses System nut  dann eine yon 
Null verschiedene L6sung, wenn die Determinante aus seinen Koeffi- 
zienten verschwindet: 

=o. (192) 
~z2 ~2s - -  

Diese Determinante ist eine quadratische Funktion von e. Wit k6nnen 
also dutch Bestimmung yon e immer erreichen, dab sie verschwindet. 
Die verschiedenen L6sungen ftir e geben dann die neuen Eigenwerte an. 
Nach Bestimmtmg der e~, e~ k6nnen wir aus (I9Ia,  b) die Gr6Ben ci, 
berechnen und damit ebenso wie friiher auch in erster N~herung durch 
Einsetzen in.(I86) und (189) die ~ ,  ~ .  Wieder gilt aber, was schon 
bei dem nicht entarteten Fall hervorgehoben wurde, dab die Best immung 
tier Eigenwerte in erster N~therung bereits mit Hilfe yon (192) m6glich 
ist, bevor wir die Eigen/unktionen in erster Ndherung kennen. Ja  wir 
brauchen nicht einmal das richtige Koeffizientenschema ci~ berechnet 
zu haben, es genfigt die Kenntnis der Eigenfunktionen ~vk,, ~ok2 nullter 
Ordnung mit beliebigen Koeffizienten*. 

Auf die Behandlung der St6rungen h6herer Ordnungen (d. h. der 
Glieder proportional ~ usw.), sowie auf Fragen der Konvergenz gehen 
wir hier nicht n~itler ein. Hingegen ist es ftir viele praktische FMle wich- 
tig, folgende Plmkte genau zu beachten. Bei Systemen, die, wie z. 13. 
das Wasserstoffatom, sowohl ein diskretes als auch ein kontinuierliches 

t3ber ein St6rungsverfahren yon WENTZEL und BRILLOUIN, das be- 
sonders den Zusammenhang mit der frfiheren SOMMERFELDschen Quantenbe- 
dingung hervortreten l~I3t, vgL SOMMERFELD W.E.S. I58. 

27* 
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Spektrum haben ~, genfigt es nicht, bei der Entwicklung die Eigenfunk- 
tion ~ lediglich als Reihe der diskreten Eigenfunktionen anzusetzen, 
sondem wit mtissen hierzu noch das kontinuierliche Spektrum nekmen 

~ = ~ a z  ~Vl + fdEa(E)~V(E). 
z 

Besonders bei nicht station~tren Problemen spielt die Berticksichtigung 
des kontinuierlichen Eigenwertspektrums eine entsckeidende Rolle. 

Wir katten bei unserer mehr referierenden Darstellung auf die detail- 
lierte Wiedergabe dieser mathematisch ungemein eleganten St6rungs- 
methode verzichtet, wenn nicht die Rficksicht auf die Erscheinungen bei 
Mehrk6rperproblemen uns die genauere Darlegung der Behandlung ent- 
arteter Systeme nakegelegt hatte. Tats~chlich ist, wie wir in Ziff. 52 
sehen werden, die Determinante (192) der mathematische Ausdruck ffir 
jene groBe Gruppe von ,,Austauschph~nomenen", die ffir die neue 
Quantentheorie so recht charakteristisch sind und die fiberraschendsten 
experimentellen Verifikationen gestattet haben. 

Wir m6chten nur noch zum Abschlusse der St6rungsrechnung be- 
merken, dab dieses ganze Verfahren mit zaklreichen Anwendungen yon 
SCHRODINGER selbst gegeben wurde (40). 

43- Das ungest6rte Wasserstoffatom. Die Leistungen der Quanten- 
mechanik in der Frage des Wasserstoffatoms bzw. des einfach ionisierten 
Heliumatoms, das sick von diesem im wesentlichen durch die doppelte 
Kernladung unterscheidet, sind in ihrer Entwicklung bereits in den 
Ziffern 26, 35 bis 37 eingehend geschildert worden, so dab uns im wesent- 
lichen nur mehr eine Zusammenstellung einzelner Formeln, sowie die 
Besprechung des Einflusses ~uBerer Felder fibrig bleibt. Die ursprfing- 
licke SCHRODINGERscke Wellengleichung (bzw. die ihr ~iquivalenten Ma- 
trizenprobleme) lieferte ftir das Wasserstoffproblem die Gteichung 

+ T + = o. (193) 

Hierin bedeutet, abgesehen von bekannten Symbolen, Z die Kernladung, 
die z. B. ffir He gleich 2 zu setzen ist. 

(193) wird zweckmABig in Kugelkoordinaten durch Separation gel6st : 
~=x(r)g(~9)h(~). Man erh~lt dann ffir g(~9) h(9 ) die Gleicklmg (167), 
in der der Koeffizient yon g (zg) h (9) wieder l (l + I) wird. (Dies ist ver- 
st~ndlich, denn g (~)h (9) beschreiben die Bewegung bei konstantem r, 
also eines ,,spk~rischen Pendels" oder Rotators mit freier Achse.) Die 
L6slmgen sind entsprechend die zugeordneten Kugelfunktionen 

g(~9) h(9 ) = e± i"p Pz" (cos ~9) (I94a) 
l=o~ 1, 2 . . . ;  m = o ,  1 , 2 . . . ;  m~=l. 

Jeaes entspficht in der klassischen Theorie den EUipsen-, dieses den 
Hyperbelbahnen. 
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Ftir g (r) ergibt sich die Gleichung 

d2z "1- 2 d Z (8n2~uE 8 n ~ u Z e  2 / ( /+I) \  
dr = --~ ~ + \ h 2 -~ h= r ~- -)Z = o ( I94b)  

Die Diskussion yon  (i94b) mi t  den singuliiren Punkten  r = o, r ----- oo 
kann z. B. nach der Methode der Ziff. 41 durchgeftihrt  werden. Wir  be- 
gnfigen uns mit  der Angabe des Resultats.  

I. Ftir E <  o gibt es keine im ganzen R a u m  endlich bleibenden L6- 
sungen, auBer wenn 

E,~ --  2 z~=e4,u Z ~ 
n2h, , n - ~ 1 , 2 . . .  (195) 

Dann ist 
E m - E , ,  2 r t ' e g , u z ' ( I  I )  

v,~ = h --  h~ --  m" " (196) 

(196) ist die BALMER-Formel bei Vernachl~ssigung der Fe ins t ruktur  x. 
r 

Z (r) ist dann yon  der Gestalt L(r)e-~ ,~;  hierin ist L(r) ein Po lynom 
in r, dessen Gestalt und Grad von  n und  l abh~tngt (LAGUERREsches 

h 2 
Polynom).  a bedeutet  4n-~e2-m~ und  ist gleich dem Radius der Grund-  
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Abb. 4. 
Ladungsdichte und Eigenfunktion beim H-Atom. 

bahn in der alten Theorie. (a = o,53 IO-  8). Die Figuren 3 und  4 geben 
ftir die niedrigsten Quantenzahlen den Verlauf yon  Z und r-°zL 

x Man kann leicht zeigen, dab auch der EinfluB der Mitbewegung des 
Kernes ganz wie in der frfiheren BoHRschen Theorie geliefert wird; dies 
geschieht dadurch, dab nun die Wellengleiehung in 6 Freiheitsgraden an- 
setzt und die Bewegung des Schwerpunktes separiert wird. 
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Wir sehen daraus, dab ~v fiir Werte yon der GrSBenordnung dieses 
Radius a merklich yon o verschieden ist, hingegen fiir gr6Bere Werte  
recht steil abffillt. 

2. Fiir E > o haben wit bei beliebigen Werten yon E i m  ganzen R a u m  
regul~ire LOsungen, wir sprechen demgem~iB yon einem kontinuierlichen 
Eigenwertspektrum. Die LSsungen lassen sich in geschlossener Form 
nicht angeben, nut  ihr asymptotischer Ausdruck ftir groBe r ist bekannt  
und lautet : 

2 ~ i VFUT,, 
z ( r ) ~ I  e 1, 

Das Wasserstoffatom ist in dieser N~iherung ein mehrfach entartetes 
System. Zu jedem Wert yon l und m gehSrt bei gleichem n ein und der- 
selbe Weft  der Energie. Durcll eine einfache Abz~ihlung der Kugelfunk- 
tionen erhalten wir den Grad der Enta r tung  n t  

Die relativistische Wellengleichung (117): 

[( z"/" 1 r d r  +4~r2Z T +  cr / - -"2c2  l(_l+I) = 0  

Z e  . 
liefert mit  9 ----- -7- eme Feinstruktur,  d. h. verschiedene Werte der Energie 

fiir verschiedene l bei gleichem n. Doch ist der numerische Wert  nicht 
in Ubereinstimmnng mit der Erfahrung.  

Die Relativit~itskorrektur macht  sich in (117) so geltend, als ob, ab- 
gesehen von einem konstanten Term, eine Zusatzkraft  proportional r -3  
wirken wiirde. 

Wie in Ziff. 37 auseinandergesetzt, hat  noch der Elektronenspin einen 
Einflul3 auf die Berechnung der Energiewerte. Ihn gewinnt man dutch 
folgende ]3berlegung: Das Elektron ist ~iquivalent einem Magneten vom 

eh 
magnetischen Momente m --  4,-,~ c gleich einem BoHl~schen Magneton. 

Es  bewegt sich relativ zum Kern mit  der Geschwindigkeit ~. Dies kOnnen 
wir auch so auffassen, als ob das Elektron ruhe und der Kern sich relat iv 
zu ihm mit  der Geschwindigkeit --~ bewege. Dann erregt die Ladung 
des Kernes infolge ihrer Bewegung am Orte des Elektrons ein magneti-  

sclaes Feld ~ -con der Gr6Be ~ = c~5 r t~ 

oder wenn man t) durch den Drehimpuls ausdrfickt 
e 

g~ = ~c,,3 N (N = Drehimpuls der Bahn) (~r97) 

Die potentielle Energie des Elektrons ist dann nacla (13I) gegeben 

durch V.pin = ~ m.  ( 198) 

Eine genanere Diskussion der bei den einzelnen Transformationen ent- 
stehenden Verh~iltnisse, die yon THOMAS geliefert wurde, zeigten, dab 

Dies erkennt man, well der rotierende Kern einem Kreisstrom ~qui- 
valent ist, z. B. aus dem BIoT-SAVARTschen Gesetz. 
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I 
der Wert  (198) ffir die Berechnung der Energie noch um den Fak tor  2 

zu verkleinern sei. e2 
V,~in = - -  N .  (199) 2 ,u 2 c z r 3 

Ein bewegter Magnet erf~hrt also im elektfischen Feld eine Kraft .  Die 
Berechnung der Termwerte hat  null SO ZU erfolgen, dab wir die beiden 
St6rungsgiieder i i 

Vrel ~ -~ ~ V spin ~ r~ 

in die Wellengleichung einsetzen und nach der geschilderten Methode 
ftir entartete Systeme die Energie berechnen. 

Wir erhalten so als vollst~tndige Wellengleichung 

8~2m( e2 ) 
zl ~/: + -~ , - -  E + r --  G a  -- Vzp~n ¢ = o. 

Als Resultat  ergibt sich in der Bezeictmungsweise der Ziff. 35 bis 37 

[ ~  47z'e4Z¢ []-(]+ I) i l ( l+I) -S(S+ I) 

+ 4 n  l +  

Aus (200) sieht man sofort den wesentlichen Unterschied in der alten 
und neuen Auffassung der Feinstruktur:  W/ihrend frtiher bei Abwesen- 
heit des ersten Z 4 proportionalen Termes eine Aufspaltung nur bei ver- 
schiedenem l (Batmdrehimputs) eintrat, ist dies jetzt  nicht mehr der Fall, 

da  sictl noch die I" = l __+ _i voneinander unterscheiden k6nnen. Man 2 
nennt Dubletts mit  gleichem l, aber verschiedenem 1" Spin- oder eigent- 
lich relativistische Dubletts, wahrend man Dubletts bei gleichem j, aber 
verschiedenen l als Abschirmungsdubletts bezeichnet. 

Beim Wasserstoff bzw. He + gilt 

E ~ z , j - -  E ~ j  = o (2Ol) 

I (202) l ~ = i + ~ ,  l , = i  2' 

d . h .  Abschirmungsdubletts existieren nicht. Wohl aber treten sie in 
R6ntgenspektren auf, wo man die abschirmende Wirkung der anderen 
Elektronen neben der Kernladung zu berficksichtigen hat. 

Die DIRAcsche Theorie des Kreiselelektrons liefert die beschriebenen 
Effekte ohne Zusatzannahme. Man erkennt dies leicht, wenn man in 
(156) den Ietzten Term, um den sich die DIRACsche Gleickung ffir Z yon 
der gew6tmlichen relativistischen unterscheidet, entsprechend umformt.  
Dabei muB man berticksichtigen, dab er wegen des groBen Nenners # c 
eine kleine Korrektur  ist. Man erh~tlt dann genau den Zusatzterm (199). 
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Die exakte Integration der DIRACschen Gleichung liefert, wie GORDON" 
und DARWIN 2 gezeigt haben, ffir die Energie den Ausdruck 

E ~ l U t~ 2 

/ 
i +  

(n + p? - ~)~ 
CA 2 ~ e2 Z t 

- ~ 7  /" 

(203} 

(2o3) ist der exakte Ausdruck der SOMMER~ELDschen Feinstruktur-  
formel, wie er in der alten BoHRschen Quantentheorie zu Recht bestand. 

(200) stellt die erste N~herung yon (203) dar. 
Hier fiigen wit nur noch eine kurze Bemerkung fiber die Gr6i]e ~" (den 

Gesamtimpuls) der DIRACschen Theorie an. ~" tr i t t  in (I56) in zwei Ge- 
stalten auf;  als/'(7" + I) und als/" + I. Der erste Term n immt  dieselben 
Zahlen o, 2, 6 usw. an, gleichgtiltig, ob wit  j positive Werte mit  Ein-  
schlul3 der Null, oder positive und negative Werte mit  AusschluB der 
Null annehmen lassen, i + I  aber n immt  ffir j = k ,  und j = - - k - - I ,  die 
beide ftir 7" (i + I )  den gleichen Wert k (k + I )  ergeben, die verschiedenen 
Werte k + I  und - - k  an. D. h. die beiden zugeh6rigen Energiewerte sind 
verschieden. DIRAC beziffert also 7 folgendermal3en: 

j = -- I ,  + I,  --  2, + 2 (204} 

und erh~lt so die frtihere Auswahlregel fiir 1. Doch mfissen wir uns hier 
mit  diesen Andeutungen begntigen. 

44. Einflul3 ~iuBerer Felder auf  das Wassers to f fa tom.  Der Ein-  
fluB eines ~iuBeren elektrischen Feldes auf das Wasserstoffatom ist nach 
der Wellenmechanik nur his auf Glieder, die bereits das Quadrat oder 
hOhere Potenzen der Feldst~rke enthalten, gleich dem der alten BOHR- 
schen Theorie. Die Wellengleichung des Systems lautet bei Annahme 
eines homogenen elektrischen Feldes in der z-Richtung 

8~2u ( e~-Z eFz) ~p = o. ~' ~V + ~f,,:- E + - - ; - - -  (205) 

Wie in der Mechanik kann man auch hier die Gleichung separieren, in- 
dem man sogenannte parabolische Koordinaten dutch die Definition 
einffihrt : 

x = ~ cos ~f, y = ] ~/~da sin 9, z = ~ (/~ --  a) .  

In Kugelkoordinaten haben 2 und a die anschauliche Bedeutung r +  2. 
(205) wird dann 

(206) 
I-eF(),~ 

-T 

+ 2Z~=--  2 --  aS)] ~V = o, 

(78). 
(64). 
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(206) l~tl3t sick dann in drei Gleickungen separieren durch den Ansatz 

~v = / (z) g (o-) h (¢). 
Diese sind yon/i tmlichem Typus wie die ursprfinglichen SCHR6DINGER- 
schen Gleichungen (I94a, b), und lassen sick n~herungsweise leicht 
integrieren. Wir erhalten als Resultat  fiir die Energie im elektrischen 
Feld 

3 h2 h 6 n4 F 2 
E = Eo + - -  F n n '  

87~2LuZe2 I6~uaZ4 (2•e) 6 • 

[17 n~ -- 3 n'~ --  9 m2 + 191. (207) 
--V n'T m = 0 ~ 1 ~ 2 , 3 . . .  

In  (207) bedeuten n'  und m neue Quantenzahlen; wit sehen, dab bei 
Berficksichtigung des Gliedes ~ F die Entar tung nur noch eine Quanten- 
zahl betrifft, w~ihrend nach der vollst~indigen Formel (2o7) die Energie 
yon allen drei Quantenzahlen abhiingt. 

Der in F lineare Term s t immt tiberein mit  der bekannten EPSTEIN- 
SCHWARZSCHILDschen FormeI ftir die Aufspaltung der Wasserstofflinien 
in m~il3ig starken elektrischen Feldern. Ftir sehr starke Felder mul3 der 
quadratische Term mit berticksichtigt werden, d e r m i t  dem alten Aus- 
drucke bis auf den Summanden 19 und eine verschiedene Z~ihlung von m 
iibereinstimmt. Eine Prtifungsm6glichkeit der quantenmechanischen 
Formel bestand auch in der Auswertung des quadratischen Termes ffir 
den Grundzustand, in dem n = I, n '  = m = o zu setzen ist. Wir erhalten 
dann ftir die elektrische Energie des Wasserstoffatoms im Grundzustand, 
bezogen auf den feldfreien Zustand F = o 

~ E  = - -  _F~ 9h6 (208 )  
256~6 Z4 u3 e6 

• 2 , 

w~threncl der Weft  der alten Theor le~  hlervon betrug. Nun gilt nach der 

klassiscken Elektrizit~ttslehre ftir die Dielektrizit~ttskonstante eines 
Gases mit  N Atomen in der Volumeinheit 

8~/ - - IE .N  
e = I F~ (209) 

Die Einsetzung von (208) in (209) Iiefert ffir die Dielektrizit~ts- 
konstante des atomaren Wasserstoffs 

9 N h  6 
e = I --[- ~ 2 7 / S u 3 g  6 , 

Dieser Wert  s t immt mit dem beobachteten merklich besser fiberein als 
der auf Grund der alten Tkeorie berechneteL 

Die relativen IntensitRten der einzelnen Komponenten,  in die jede 
einzelne Linie beim STARK-Effekt aufspaltet,  wurden von SCHR6DINGER 2 
bereehnet und in beffiedigender Llbereinstimmung mit  den Beobach- 

(95)- 
2 S C H R O D I N G E R  ( 4 0 ) .  
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tungen gefunden. Dabei wurde als MaB ftir die Intensit~tt einer Linie 
das zugeh6rige Dipolmoment 

' -  ' f e '~v 'dr  ~ n x n i  ~ n 2 n 2  ~ ~ n i  n I ~ 2 n ~  

verwendet, wie es dem alten HEISE•BERGschen Ansatze (27a) entsprach. 
Der ZEEMAN-Effekt des Wasserstoffatoms bietet nach dem Gesagten 

(vgl. Ziff. 35 bis 37) bedeutendes Interesse, da wir ja das Wasserstoff- 
atom genau so aufzufassen haben wie ein Alkaliatom. Wir erg~nzen nur  
noch zu den Ausftihrtmgen yon Ziff. 37 folgende Einzelheiten tiber den 
anomalen ZEEMAN-EIfekt. Die Energie eines Partikels mit dem magne- 
tischen Momente m im Felde gp ist nach (131) 

~ E  = - -  (@m).  ( i 3 1 )  

Das magnetische Moment, das sich in der Sprache des Eiektronenspins 
aus Bahn- und Eigenmoment des Elektrons zusammensetzt, ist nun im 
Falle eines schwachen Magnetfeldes nicht direkt bekannt, da sowohl der 
Spin als auch das Bahnmoment keine Integrale der Bewegungsgleichungen 
sind, sondern nur der resultierende Gesamtimpuls. Die Kenntnis des 
Gesamtimpulses allein aber bzw. der magnetischen Quantenzahl m er- 
m6glicht nicht ohne weiteres die Angabe des magnetischen Moments. 
Es hat nun bereits vor der Quantenmechanik LA~'D£ auf halb empiri- 
schem, halb korrespondenzm~Bigem Wege eine Formel angegeben, die 
aus der Kenntnis der Multiplettstruktur (Dublett, Triplett usw.), der 
Art des Termes (s, p, d) und des resultierenden Drehimpulses die magne- 
tische Aufspaltung zu berechnen gestattet. Nach ihm gilt ftir die magne- 
tische Energie etwa eines Dublettatoms 

l i E - -  e h ~  rag, ( 2 1 o )  
4,~,u c 

worin g den LAND~schen Faktor  
i ] + -  
z (211) 

g - -  I 
l + - -  

2 

bedeutet. Diese empirisch sehr weitgehend best~tigte Formel gilt nur  
ftir schwache Magnetfelder, d. 11. ftir solche, bei denen die Aufspaltung 
der einzelnen Terme infolge inneratomarer KrMte groB ist gegentiber 
der Aufspaltung des Terms durch das ~tuBere Magnetfeld. Ffir sehr 
starke Magnetfelder, bei denen sich das erwMmte Verh~iltnis umkehrt,  
t r i t t  ein sehr atlgemeiner Effekt  auf, der nach seinen Entdeckern PA- 
SCHEN-BACK-Effekt genannt wird. Dieser besteht darin, dab die Kom- 
ponenten eines Multipletts gewissermaBen in eine Linie zusammenrticken, 
die dann ftir sich die normale LORENTzsche Aufspaltung zeigt. 

Der Wasserstoff gentigt vollkommen den hier geschilderten Bedin- 
_ _  I 

gungen. Im Magnetfeld tr i t t  zu den St6rungsgliedern ~-~ z und ~ - ~ .  
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nock die St6rung durch das Magnetfeld kinzu. Bedeutet ~ den Bahn- 
impuls und ® den Spin des Elektrons, so gilt wegen (131) 

- - ~ E =  e h [(g~)+(~)®)]. (212) 
4 ,~,u c 

Darin bedeutet (g~?t) gewissermaBen die St6rung der Bahn durch das 
Magnetfeld, w~hrend (~®) die Wechselwirkung zwischen Spin und 
Magnetfeld miBt. Die genauere Rechnung, zuerst durchgeffihrt in einer 
wichtigen Arbeit von HEISENBERG und JORDAN ~, liefert ffir die :6nderung 
der Energie des Wasserstoffatoms den Ausdruck 

z tE  =hcomm--  h~D 4- h ] ' ( T)~ 4 T /~o~,,+2(Odm+Co3 ,l+ (213) 

In (213) bedeutet {ore= 4~,,----T' das ist die Frequenz~nderung des 

normalen ZEEYiAN-]~ffektes, w~hrend o~ D die Dublettaufspaltlmg infolge 
inneratomarer Krifte miBt. Dieser Ausdruck enth~lt als Grenzfall einer- 
seits die LAND~sche g-Formel, andererseits den PASCHEN-BAcK-Effekt. 
Setzen wir n~mlich 

{Ore ~ {qD 
so wird (213) gleich 

d E  = h¢ommg 
dem frtiheren Ausdruck (21o). Umgekehrt wird ftir 

ee~ > > COD 

der Energieunterschied gleich dem LORENTzschen Werte. 
Uber diese Bereclmung der Energieniveaus hinaus hat die Quanten- 

mechanik in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit der Erfakrung eine 
Reihe weiterer, teils korrgspondenzm~tBig und empirisch gewonnener 
Formeln fiber die Intensit~tten in Multiplettstruktur lind deren ZEEMAN- 
Effekten abzuleiten vermocht. Dock mtissen wir ftir die n~here Dar- 
legung auf die bereits erw~hnte grundlegende Untersuchung von HEI- 
SENBERG und JORI)AN ~ verweisen. SchlieBlich sei noch ohne Rechnung 
mitgeteilt, daB auch die DIRACSChe Theorie des Spinelektrons auBer der 
SOMMERFELDschen Feinstrukturformel den ZEE~AN-Effekt und die In- 
tensit~iten in voller 13bereinstimmung mit der elementaren Tkeorie des 
Spins und mit der Erfahrung liefert. 

45. Probleme der Beugung der Materie. Die 13bereinstimmung in 
der Form der SCHROI)INGERschen Gleichung mit den Gleichungen der 
Optik erm6glicht es, Ersckeinungen qualitativ vorauszusagen und dann 
auch quantitativ zu best£tigen, indem man die entsprechenden Ph~tno- 
mene aus dem Gebiete der Strahlung auf die Materie iibertr~igt. Be- 
sonders zwei Beispiele shad ffir die einschl~gigen Fragen yon Wichtigkeit 
geworden. Wir meinen damit die Streuung der a-Partikel an Atomkernen 

(84). 
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und die selektive Reflexion von Elektronen an Kristallen. Die erste 
Erscheinung war schon in der klassischen Theorie bekannt  und verst~ind- 
lich. Wenn ein a-Partikel an einem, der Einfachheit  halber als ruhend vor- 
ausgesetztem, Attraktionszentrum voriiberfliegt, so wird es je nach dem 
Abstande, den es yon diesem Zentrum bei grSi3ter Ann~iherung anfweist, 
abgelenkt. Wir denken uns eine Schar von a-Part ikeln mit  urspriing- 
lich gleicher Richtung auf die streuende Materieschicht auftreffen; neh- 
men wit an, dab infolge grol3en Abstandes der streuenden Zentren ein 
a-Part ikel  in der Regel nur yon einem Kern, wenn ~iberhaupt, merklich 
beeinflul3t wird, so gilt fiir die Intensitiit der Streuung i unter einem Win- 
kel v~ zur Einfallsrichtung die bekannte  RUTHERFORDSCI3.e Formet 

i -- zri°e2E2 
,~ (214) 

2u2V 4 sin4 - -  
2 

e, E Ladung yon c,-Partikeln und Kern, io einfallender Strom, v.Geschwin- 
digkei t , ,  Masse der c,-Partikeln. 

Auf den grundlegenden Unterschied der klassischen und quanten- 
theoretischen Auffassung, der darin besteht, dal3 wir in der klassischen 
Theorie den kleinsten Kernabstand p eines mit  der Geschwindigkeit v 
bewegten a-Partikels prinzipiell noch angeben k6nnen, w~ihrend in der 
Quantentheorie die gleichzeitige Besti.mmung yon p und v nicht mehr 
m6glich ist, gehen wir in Ziffer 70--72 sehr ausftihrlich ein. An dieser 
Stelle wollen wir lediglich das Problem behandeln, wie wir eine solche 
Streuung yon a-Partikeln unter Zuhilfenahme der SCHR(3DINGERschen 
Gleichung und der Ausdrticke (139) ftir den Viererstrom wiedergeben 
kSnnen. 

Die SCHR6DINGERSChe Differentialgleichung lautet in unserem Fall: 

~ + s .2 , ,  ( w - v ( r ) ) ~ v  = o (215) 

Hierin bedeutet V(r) die potentielle Energie dieses Attraktionszentrums; 
dabei k6nnen wit ftir die in Betracht  kommenden nahen Abst~inde V(r) 

e E  
dutch das Potential  des Kemes - -  ersetzt denken, w/ihrend wir ftir 

groBe Entfernungen noch die Abschirmung der Elektronenhiille in Rech- 
nung zu ziehen haben. Diese Gleichung k6nnen wir optisch so inter- 
pretieren, als ob wires  mit  der Beugung einer Lichtwelle in einem Medium 
zu tun h/itten, in dem der Brechungsindex eine Funktion des Radius 
darstellt. Bei einer solchen Beugung wird nach bekannten Gesetzen eine 
Streutmg des Lichtes nach allen Winkeln bin auftreten und es ist nun 
tmsere Aufgabe, die Streuintensitiit als Funkt ion des Winkels zu be- 
stimmen. In  der Optik ist die Intensit~it einer Welle proportional dem 
Quadrate ihrer Amplitude und ganz analog sind auch unsere Ausdriicke 
(139) ftir den Viererstrom proportional dem Quadrate yon ~p und dessen 
Ableitung. 
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Die Integration der Gleichung geht praktisch am besten so vor sich, 
daB man durch sukzessive Approximationen dem EinfluB der Storung 
Rechnung tragt. Wir greifen, bevor wir den Rechengang skizzieren, das 
Resultat vorweg, daB der quantenmechanische Ausdruck fur die Inten- 
sitat der Streuung exakt mit dem RUTHERFORDSC~~?~ ubereinstimmt. Dies 
ergibt sich nicht nur auf Grund der angenaherten, sondern auch einer 
strengen Integration des Problems'. 

Die Rechnung derartiger Probleme verlauft nun etwa folgender- 
maBen. Wir betrachten zunachst die ungestorte Bewegung, das ist der 
Fall, bei dem wir von der Wirkung des Attraktionszentrums absehen. 
Dann lautet die S C H R ~ D I N G E R S C ~ ~  Gleichung : 

k A = - = Brogliesche Wellenlange !) 
P I 

wenn wir das Koordinatensystem so legen, daB die ungestorte Welle 
parallel der z-Achse fortschreitet. 

In nachster Naherung setzen wir 

und bestimmen YE durch Einsetzen in (215)~ wobei wir Glieder von der 
Gestalt A' vernachlassigen. 

Diese inhomogene Gleichung la& sich dann nach bekannten Methoden 
der Potentialtheorie integrieren und liefert als Resultat fiir groBe r, 
bei denen ausschlieBlich beobachtet wird, einen Ausdruck von der Ge- 
stalt 

worin 6 den Winkel zwischen der in der z-Achse liegenden Einfalls- 
richtung und der Streurichtung bedeutet. 

Dieser Gestalt der Eigenfunktion (216b) entspricht dann gemaB (139) 
ein winkelabhangiger Viererstrom, dessen Radialkomponente gegeben 
ist durch 

Durch eine Kugeloberflache vom Radius r geht dann die Teilchenzahl 
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Die Ausrechnung zeigt, dab (218) mit dem Ausdruck (214) genau 
tibereinstimmt. Die hier gegebene Darstellung ist eine spezielle Anwen- 
dung der allgemeinen Theorie yon M. BORN ~ fiber den ZusammenstoB 
materieller Partikel. BORN kollllte ill seiner Abhandlung auch das grund- 
legende Resultat der Experimente yon FRANCK ulld HERTZ ableiten, 
nach dem ein Elektron beim ZusammenstoB mit einem Atom entweder 
bei konstanter Ellergie (elastisch) gestreut wird, wie es auch bei dem frtiher 
behandelten Fall des a-Partikels eilltritt, oder unter Energieverlust wei- 
tergeht; dabei ist die Energie~nderung AE gleich E~ --E~, worin E~, E~ 
die Energielliveaus des Atoms vor und nach dem StoBprozeB bedeuten 
(unelastischer Elektronenstofl). BoRN hat  auch die Konvergenz dieses 
N~herungsverfahrens untersucht und im allgemeillen best~tigt gefunden. 

Die RUTHERFORDsche Formel (214) ist yon der Erfahrung mit ge- 
wissen Abweichungen gut best~tigt wordell. Diese Abweichungen kann 
man llach dem Gesagten llicht mehr auf Rechnung der Quantenmechanik 
schieben, solldem man sucht sie durch Annahmen tiber die Struktur des 
Atomkemes zu deutell. 

Die zweite ,,Beugungserscheinung" ist die selektive Reflexion von 
Elektrollell an Kristallen, die vielleicht den eindrucksvollsten Beleg ftir 
die Wellennatur der Materie bildet 2. Trifft ein monochromatischer 
R6ntgenstrahl der Wellenl~llge A auf die Oberfi~che eilles regul/iren 
Kristalls auf, so treten bekanlltlich dann in speziellen Richtungen in- 
tensive Beugungserscheillungen auf, wenn die LAuEschell Relationen zu 
Recht bestehen 

d(c~ -- ~o) = n, ;l, (218 a) 

d ( /3 -  fro) = n~ ),, (218 b) 

d(7 -- 70) = %; t .  (218 c) 
Hierin bedeutell 

aft7 Richtungskosinus des gebeugten Strahls, 
C~o~o7 o Richtungskosinus des einfallenden Strahles, 
d = Gitterabstand, 
n , ,  n2, n 3 = ganze Zahlen. 

Analoge Versuche, bei dellen der R6ntgenstrahl durch ein Elektronen- 
btindel yon Elektronen einheitlicher Geschwindigkeit ersetzt war, ftihrten 
zu genau denselben Erscheinullgen, wobei in die LAUEschen Relationen 
als Wellenl~llge die Gr6Be 

h 
,uv 

BORN (17). 
Wit wollen mit dem Ausdrucke Wellennatur keineswegs der weiter 

unten gegebenen Diskussion vorgreifen, in der wir uns fiir den konsequenten 
Partikelstandpunkt zu entscheiden haben werden, sondern lediglich die 
formale Analogie hervorheben, die zwischen den optischen und materiellen 
Erscheinungen in Intensitgts- und Beugungsfragen besteht. 
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nach (60) einzusetzen ist. Ebenso wie man bei den R6ntgenstrahlen eine 
Serie verschiedener Versuchsanordnungen zum Nachweis der Beugungs- 
erscheinungen ausgearbeitet hat,  konnte man die entsprechenden Ph~ao- 
mene bei Elektronenstrahlen wiederfinden. So haben die ersten Ent -  
decker der Erscheinung, die Amerikaner I)AVISSON und GERMER ~ im 
wesentlichen mit  der urspriinglichen LAUE-FRIEDRICla-KI~IPPII~GSci~en 
Anordnung gearbeitet, mit  dem Unterschiede, dab sie nicht im durch- 
gehenden, sondern im reflektierten Strahle arbeiteten. Dies war not-  
wendig, weil der Kristall ftir Elektronen ein unvergleichlich h6heres Ab- 
sorptionsverm6gen besitzt ats ffir R6ntgenstrahten. Nach der Methode 
Yon DEBYE und SCHERRER arbeiteten G. P. THO~ISON ~ nnd RuPP 3, die 
eine groge Anzahl yon Substanzen mit  Kathodenstrahlen verschiedenster 
Geschwindigkeit untersnchten, regelrechte LaoE-Aufnahmen im durch- 
gehenden Strahl, bei diLnnen Glimmerbl~tttchen wnrden yon KIKUCHI 4 
ansgefiihrt, der auger den bekannten Raumgitterinterferenzen auch noch 
F1Achengitterinter ferenzen auffand. 

Bei allen Autoren, die mit  relativ langsamen Kathodenstrahlen ar- 
beiteten (Energie der Primgrelektronen etwa IOO V.) ,waren die LaUm- 
schen Relationen nicht genau erftillt, im allgemeinen um so besser, je 
gr6Ber die Prim~renergie war. I)iese Abweichung yon der LaUEschen 
Relation IieB sich (ffir manche F~tlIe sogar angen~hert quantitativ) auf 
einen Brechungsindex des Kristalls znriickffihren. Ebenso n/*mlich, wie 
ein Medium, das optisch anders beschaffen ist als das Vakuum, die 
Fortp/lanzungsgeschwindigkeit des Lichtes bzw. die Wellenlange ~ndert, so 
~ndert auch ein Medium, in dem ein anderes Potential herrscht als im 
leeren Raum, die zugeh6rige Wellenliinge der Elektronen. Denken wir uns 
zwei Gebiete zusammenstoBend, in deren einem das Potential Null, in 
deren anderem das konstante Potential  q5 herrsche, dann gilt ftir Elek- 
tronen, die in beiden R~tumen die gleiche Gesamtenergie E haben sollen, 
die Wellengleichung 

(219 a, b) liefern : 

~)I  ~ ef X'I x , 

d 2 q'x 8 n 2,u 
dx2 + ~ E ~ p ,  = o, (219a) 

d2q,=d_7_ + 8nLu~7-- (E - -  ~b) qa~ = o . (219t>) 

~d 2 = gi /ea-r 

:: 
DAVlSS0N und G'ERMER (2I). 

2 T H O M S O N  ( IO5) .  
3 RuPP (ioo), (iol). 
4 K I K U C H I  (92) .  

/ 8 1 1 2 , u E  27r~uv 27~ 

1/8 n~,u ( E  - ~) k~ 

~1~ 

E" 



432 OTTO HALPERN u n d  HANS THIRRING: 

Der Faktor  yon x in ~vx bzw. %02 ist der Wellenl~inge verkehrt propor- 
tional. Die Wellenl~inge unterscheidet sich also in den beiden R~iumen 
um den Faktor  

]t~ =;% I - - ~ .  (22o) 

Nach der optischen Relation ix----nt2 haben wir also 

W~= I E 

als Breehungsindex des Mediums 2 gegen das Medium I zu bezeichnen. 

Die EinfGhrung eines Brechungsindex zur Deutung der Abweichungen 

yon der LAuEsehen Relation wurde zuerst yon ECKART ~ vorgeschlagen 

und sp~iter besonders yon BETHE 2 sehr ausfGhrlich im Zusammenhange 

mit den energetischen Eigenschaften eines Kristalls diskutiert. Ouali- 
tat iv spricht die Tatsache, dab fiir groBe E die Abweichungen yon der 
LAUEschen Relation verschwinden, ftir die Einftihrung des Brechungs- 

index, da dann ~--> o. Durch Vergleich der Beobachtungen mit der Re- 

lation (22o) lassen sich ftir eine ganze Anzahl yon Metallen die mittleren 
Potentiale ~ bestimmen, die in ihnen herrschen. Es ergibt sich so, dal3 
immer kleiner als Null ist und im Durchschnitt von der Gr613enordnung 
Io Volt. Das Vorzeichen yon # ist in guter iJbereinstimmung mit der 
Tatsache, dab die Elektronen im Kristallinneren festgehalten werden 
mtissen. Auf den Zusammenhang dieser Gr613en mit der neuen Statistik 
und dem RICHAI~DSON-EIfekte (vgl. Ziff. 62) k6nnen wir hier nur kurz 
hinweisen, um so mehr, da uns die VerMltnisse noch kMneswegs v611ig 
gekl~trt zu sein scheinen. 

46. iJberspringen eines Potentialberges.  Wir behandeln in diesem 
Paragraphen ein Problem, das fiblicherweise als das PMnomen der 

0 r 

Abb. 5. Schematische Darstellung 
eines Potentialberges. 

iJberspringung einer Potentialschwelle 
gekennzeichnet wird. Es handelt sich 
hierbei im Prinzip um die folgende 
Erscheinung. 

Denken wir uns den Verlauf des 
Potentials etwa als Funktion des 
Radius rein schematisch durch die 
beistehende Abb. 5 gegeben. Wenn 
sich dann ein Partikel, in der Sprache 

der klassischen Mechanik gesprochen, im Gebiet der tdeinen Radien 
befindet, so wird es in das Gebiet grol3er Radien nur dann hintiber- 
kommen k6nnen, wenn seine kinetische Energie groB genug ist, um den 
skizzierten Potentialberg zu iiberwinden. Is t  seine kinetische Energie 
ldeiner, so bleibt es dauernd in dem Gebiete kleiner Radien eingeschlossen. 

ECKART (72). 
2 BETHE (56). 
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In der Quantenmechanik ist diese Art der Beschreibung aus einer 
Reihe von Grtinden nnzureichend, ja sogar unzul~ssig. Die allgemeine 
Bedeutung, die das schematische Beispiel, das wir hier besprochen haben, 
ftir die Interpretation der quantenmeehanischen Gleichungen besitzt, 
wollen wir hier autleracht lassen und vielmehr in aller Ausftihrlichkeit 
in Ziff. 72 im Zusammenhange mit  der allgemeinen Wtirdigung der 
HEISENBERGschen Ungenauigkeitsrelation besprechen. Wir begniigen 
uns hier mit  der formalen Diskussion an Hand  der Wellengleichung. 

Nach der Wellengleichung haben wit das Problem so anzupacken, 
dab wit eine Eigenfunktion mit  zugeh6rigem Eigellwert aufsuchen, die 
im gallzen Raume gtiltig ist, wobei in die Differentialgleichung der Wert 
des Potentials als Funktion des Radius einzusetzen ist. 

Wit  konkretisieren die Behandlullg sofort an eillem praktisch wich- 
tigen Fall, dem der Emission von Elektronen aus kalten Metallen. 
Hierullter wird die Beobachtung verstanden, dab starke elektrische Fel- 
der (vonder  Gr6Benordnung lO 6 V/cm) in der Lage silld, auch bei Zim- 
mer temperatur  Elektronen zum Austri t t  aus Metallen zu bringen. Da 
nach den Gesetzen der Elektrostat ik  die Feldst~irke in das Metall nicht 
eilldrillgt, ist dieser Effekt llicht ohne weiteres zu verstehen. Wir werden 
in Ziff. 61, 62 lloch eillgehender tiber die Struktur der Metalle und der in 
ihnen vorhandenen Elektronen auf Grulld der lleuen Quantenstatistik 
zu handeln haben. Hier gentige die durch eine Reihe von Erfahrungen 
(RICHARDSON-Effekt, lichtelektrische Erscheinungen usw.) belegte Tat-  
sache, dab die Elektrollen im Me- 
tall durch eine Potentialdifferenz //  
yon der Gr6Benordnung einiger Mef~,// Fa/cuum 
Volt gegell den Aul3enraum fest- 
gehalten werden ~. Der Potential- 
verlauf sieht dann schematisch 
folgendermal3en aus. An der Ober- 
fl~che des Metalls haben wir den 
erw~hllten Sprung im Potential, Abb. 6. Poteafialverlauf an der Grenze 
das bei Anwesenheit ~uBerer Fel- Metall-Vakuum. 
der bis ins Unendliche unge~ndert 
bleibt (Abb. 6). Denken wit uns nun ein AuBeres Feld yon solcher 
Richtung eillgeschaltet, dab es Elektronen yore Metall weg beschleu- 
nigen wfirde, so hat das Potential  folgende Gestalt. Wir haben 
bier den durch Abb. 7 illustrierten Fall. Nach der klassischen Me- 
chanik k6nnte ein Elektron auch bei Anwesenheit eilles ~tul3eren Feldes 
nur dann austreten, wenn seine kinetische Energie gr6Ber als der Po- 
tentialsprung Metall Vakuum w~re. Nach der Wellenmeehanik haben 
wir, wie oben bereits gesagt, eine L6sung der SCHRODINGERschen Glei- 

Wir empfehlen die Lekt/ire dieses Abschnittes worn6glich im Zu- 
sammenhange mit Ziff. 61, 6z zu wi4derholen. 

Ergebnisse der exakten Naturwlssenschaften. VIII. 28 
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chung flit den ganzen Raum aufzusuchen. Wir bilden sie praktisch in 
der Art, dab wir die zwei Gebiete Metall nnd AuBenraum gesondert be- 
handeln und die beiden L6sungen ~VM und ~Pa durch die an der Grenzfl~che 
gtiltige Grenzbedingung (vgi. Ziff. 38) zusammensetzen. 

Wir haben damit  eine vollst/indige L6sung, die im ganzen Raume 
gtiltig ist, erhalten, und zwar gilt:  

8 n 2 , u  
J~VM + --h, (E --  VM) qJM = o,  (221 a) 

z/tpa + -~V-  (/~ --  Va) ~Va = o, (221 b) 

tpM(O) = •a(o), (221 c) 
d~t,,~r ( ~ dtva t^~ 
d x  ,o, = - d ~  ,uj .  (221 d) 

[m Aul3enraum hat das Elektron, wie man sofort einsieht, ein kon- 
tinuierliches Eigenwertspektrum. Bildet man dann mit ~va den elektri- 

schen Strom nach (I39), so be- 
kommt  man die in der Zeitein- 
h e r  wegfliegende Anzahl yon 

Me~all  l/d/,-uum Elektronen. Damit  ist einewellen- 
theoretische Deutung des Pl~t- 
nomens der kalten Elektronen- 
emission gegeben ~. 

Voraussetztmg unserer Rech- 
hung ist nattirlich, dab die An- 

Abb. 7. Potential bei angelegtem Feld. zahl der das Metall verlassenden 
Elektronen im Verh~tltnis zur 
Gesamtmenge so klein ist, dab 

eine merkliche ,~mderung der Verh~tltnisse durch den Strom nicht ein- 
tritt ,  eine Bedingung, die experimentell  stets erftillt ist. 

Der Vergleich der detailliert ausgeffthrten Theorie mit  der Erfahrung 
f/illt mindestens qualitativ recht befriedigend aus. 

Vollkommen analog zu dem Fall der Elektronenemission ist anctl die 
Erkl~rung, die unabhS.ngig voneinander GURNEY und CONDON * einerseits, 
GKMOW 3 andererseits zur Deutung der a-Strahlenemission radioaktiver  
K6rper beigebracht haben. Dal3 a-Part ikel  im Atomkerne festgehatten 
werden, erkl/irt man sick bei unserer augenblicklichen Unkenntnis der 
Gesetze des Kernaufbaues folgendermaBen: Nack dem CouLoMBschen 
Gesetze mtiBte ein a-Partikel  vom Kern immer abgestogen werden und 
k6nnte sich ihm niemals unbegrenzt n~hern. Die Bindung von a -Par -  
tikeln im Kern deutet man deshalb rein schematisch durch die Annahme, 

x ( 7 6 )  . 
2 GURNEY u n d  CONDON (62). 
3 G A M O W  (77). 
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dab das CounoMBsche Potential in der N~he des Kems seine Gestalt 
Andert (vgl. die schematische Abb. 5)- 

Durch dieses Umbiegen des Potentialverlanfes soll es erm6glicht wer- 
den, dab das a-Partikel an den Kern gebunden ist. Wir haben dutch diese 
Schematisierung bereits wieder das Problem auf das frtiher erw/ihnte 
Oberspfingen eines Potentialberges zurtickgef0_krt. Im Kerninneren be- 
findet sich das a-Partikel unter Wirkung uns unbekannter Kr~fte, tiber 
die wit schematisch die folgenden Annahmen machen. Wir behandeln 
das a-Partikel im Kerninnem so, als ob es bis zur Entfernung r = r o  

frei w~tre. Von ro bis ins Unendliche nehmen wit dann wieder schema- 
tisch den COULOMsschen Potentialverlauf 
an (Abb. 8). Damit ist das Problem for- 
real v611ig identisch mit dem der Extrakt ion 
yon Elektronen aus kalten Metallen gewor- 
den. Wir haben jetzt wieder eine im gan- 
zen Raum gfiltige L6sung der SCHR/SDINGER- 
schen Gleichung aufzusuchen, die wir wieder 
zweckmiiBig aus zwei Teilen mit Zusammen- 

v ro  
Abb.  8. Schemat i scher  P o t e n -  
t i a lve r lauf  im I n n e r n  u n d  in 

de r  NAhe des A tomkernes .  

stfickelung an der Stelle ro aufbauen. Die H/tufigkeit eines Austrittes yon 
a-Parfikeln aus dem Kern wird dann genau so berechnet wie im Falle der 
Elektronenmission und lieferte das iiberraschende Resultat, dab die 
empirische GEIGER-NUTTALLsche Relation als ein Ergebnis der theore- 
tischen Ans/itze herauskommt. Diese GEIGER-NUTTALLsche Relation be- 
sagt, dab die Zerfallskonstante eines Elementes und die kinetische Ener- 
gie des beim Zerfall ausgesandten a-Partikels in der Beziehung stehen 

log;~ = A + B logE.  (222) 

Hierin sind A und B ftir eine radioaktive Familie konstant. 

47. St6rungstheorie nicht station~irer Systeme. Die SCI-IRODINGER- 
sche Gleichung (7 I) ist bekanntlich nur dann korrekt, wen wir yon einer 
koustanten Energie des Systems zu sprechen berechtigt sind. In allen 
F/illen, bei denen zeitabh/ingige KrMte bestehen [z. B. V ~ V(t)], ist dies 
nicht mehr der Fall, und wir mfissen an Stelle von (71) die vollst~ndige 
Gleichang 

Aqs 4~i,~ a ~  s ~  V ~ v = o  ( ~ )  
h 0 t h2 

zur Diskussion beranziehen. 
Da die exakte Berechnung in diesen F~len kaum jemals durchfiibr- 

bar ist, hat man ein sehr anschauliches St6rungsverfahren ausgearbeitet, 
das in vielen F~llen ohne besondere Integration den Effekt st6render 
Kr~fte voraussehen l~tBt. 

Schreiben wir (zxz) in der Form 

~t ~# 4~i,u atp 8n~,u 
h at  h~ (Vo + V~) ~V= o, (223) 

28* 
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worin V (x, y, z, t) = Vo (x, y, z) + V~ (x, y, z, l), 

so k6nnen wir die allgemeine L6sung yon 

j •  4,~i,.O,,_,h 6t 8,~2,.h2 V o ~ = O  (223a) 

in der Gestalt 
2.71Ent 2 :z iEt 

~p=Za,~e 1, u ~ + f d E a ( E ) e ~ u ( x , E )  (224) 

geben. Hierin bedeuten die an konstante  Faktoren, die un die bekannten 
Eigen/unktionen des ungest6rten Systems und wir haben bereits durch 
die Schreibweise zum Ausdruck gebracht,  dab wir nicht nur das dis- 
krete, sondern auch das kontinuierliche Eigenwertspektrum berfick- 
sichtigen. Im folgenden wollen wir der bequemen Schreibweise halber 
nur die diskrete Terme hinschreiben, doch ist immer im Auge zu be- 
halten, dab die Formeln durch die Eigenfunktionen des kontinuierlichen 
Spektrums zu erg~nzen sind, wobei an Stelle der Summen Integrale 
treten. Wegen 

[ g  2'Ti(EkTEt)t] 

gilt X a , ~  ~,~ = I 
n 

und zwar Ifir alle Zeiten, nicht nur  ffir die Anfangszeiten. Auch die 
vollst~ndige Gleichung (223) k6nnen wir nun mit dem .~msatze (224) 
zu befriedigen trachten, nur werden jetzt die an nicht mehr Konstante ,  
sondern Funktionen der Zeit werden, die wir eben aus (223) best immen 
wollen. Dabei nehmen wir die a~ zurZei t  t = o als bekannt  an. Einsetzen 
yon (224) in (223) liefert dann: 

2~iEkt h ~-~ 2"TiEkt 
(225) 2~ i  

k k 

Setzen wir Vk~(t) =f~ku~ V, dv, so ergibt Multiplikation von (225) mit 

einem uk und Integration 

2h i  ~.~i (226) 1~ = - - h - - X  Vkl (t) e----]~- (E~--El) tal" 
1 

Dies ist ein System von totalen Differentialgleichungen fiir die Unbe- 
kannten ak (t), in denen die Koeffizienten Vkz (t) bekannte Funktionen 
der Zeit sind. Bis hierher waren die Ausfiihrungen vollkommen streng. 
Zur Integrat ion ist es jedoch notwendig, N~therungsannahmen zu machen. 
Vorher aber wollen wir noch beweisen, dab 2 a~ Y~ = I auch bei zeitab- 
h~ngigen st6renden Kr~tften zu allen Zeiten gilt, wenn es irgendeinmal 
gegolten hat. Zu dem Zwecke bilden wit 

a~ ak + a T ~  
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mit  Hilfe von (226) und erhalten damit  wegen Vkm = Vra~ das gewtinschte 
Resultat  

d ~ 
o .  (227) Z . ,  an~ ~ = 

Diese Relation (227) ist von fundamentaler  Bedeutung ftir die in Gift. 68 
zu besprechende statistisehe Interpretat ion.  Denn sie erlaubt es, die 
GrSflen a,,a~ proport ional  der A n z a h l  der i m  Zus tande  n be/indlichen A t o m e  

zu  setzen, da die Gesamtzahl der Atome wegen (227) sich nicht ~indert. 
Die n~iherungsweise Integrat ion ftihren wir nun so durch, dab wir 

zun/ichst auf der rechten Seite ftir die GrSf3en a~ ihre Werte a~ zur Zeit 
t ----- o setzen. 

Wir erhalten dann als L6sung yon (226) 
t 

2~i ~-~ f ? ,~ (~-  E,)t (228) 
ak(t) = ak(o) + ~ -  ~7~z [ Vkze t, azdt  . 

a 

Diese L6sung ist natiirlich nur eine erste N~iherung, doch l~Bt sic 
sieh durch weitere Approximationen entsprechend verbessern und ge- 
ntigt (abgesehen v o n d e r  DIRACschen Dispersionstheorie) praktisch ftir 
alle in Betracht  kommenden F~le .  

Die physikalische Bedeutung der Zeitintegrale in (228) l~Bt sieh ein- 
fach angeben. Nehmen wir etwa an, dab f l i r t  = 0 alle al mit  Ausnahme 
von am gleich Null sind, dann gilt 

t 
• {" 2 : ~ i ( E t - - E m )  t 

a~(t) = ~ 2 y  V~m (t)e aldt  . (229) 
o 

Diese Integrale sind also ein MaB f(ir die Wahrscheinlichkeit eines ~lber- 
ganges yon m nach l innerhalb der Zeit o _~ t _~_ t~ unter  Voraussetzung 
des Anfangszustandes am = I,  a~----o, (n =i= m)- 

BeSonders interessant wird die Gestalt von (229), wenn die st6renden 
Kr~tfte und damit  Vk~ periodische Funktionen der Zeit sind. Wit  er- 
halten dann durch Ausftihrung der Integrat ion aus (228) 

- ( E , ,  - -  E z + Z~ )') t ( E , ,  - -  E z - -  1~ r )  t 

al  ~ a m i C m n  ~ - - v -  -~-Cnm e t ~ -  x:~+ a~ ~ - - ~ - ~  J (229) 

Es ist dann also az als eine Fourierreihe nach der Zeit dargestellt, bei 
der die Amplituden charakteristische Nenner tragen. 

E n -  E~ ~ h r .  (230) 

In dieser Fourierreibe werden jene Glieder ausschlagegbend sein, ftir die 
ein Nenner sehr klein wird oder gar verschwindet. Jedoch bleibt auch 
ftir Verschwinden des Nenners 

Ek - -  Ez 4- h v  = o (231) 
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der entsprechende Ausdruck in (229) endlich. Denken wir uns den Z~hler 
2~z2 

des Ausdruckes (229) e i, (~" - E,+~,./t ftir sehr kleine Zeiten entwickelt, 
so erhalten wir als Amplitude 

az ~-~ t .  (232) 

Die Berechnung yon zeitabhangigen St6rungsproblemen wird also im 
allgemeinen so vor sich gehen, dab wit nachsehen, wo kleine oder ver-  
schwindende Nenner auftreten. Diese Nenner, Resonanznenner genannt,  
geben dann dem entsprechenden Terme das entscheidende l'-'lbergewicht 
fiber alle anderen, sonst in Betracht kommenden 13bergangsm6glichkeiten. 

Es handelt  sich hier gewissermaBen um eine Erweiterung des Be- 
griffes , ,Entar tung";  w~hrend bei tier station~ren L6sung Entar tung so 
definierbar war, dab zwei Eigenfunktionen dieselbe Energie besitzen, d. h. 

u ~ i E  
also dieselbe Zeitabh/ingigkeit e ~ t aufweisen, k6nnen wir hier im 

zeitabh~ngigen FaUe nur mehr davon sprechen, dab zwei Eigenfunk- 
tionen dieselbe Zeitabhi~ngigkeit haben, ohne ihnen deswegen auch die 
gleiche Energie zuzuschreiben. 13berhaupt ist die eindeutige Zuschrei- 
bung der Energie nur m6glich, wenn die Eigenfunktion eine einfach 
periodische Funktion der Zeit i~t. Den tieferen Grund hierftir werden 
wit weiter unten bei Besprechung der HEISENBERGschen Ungenauigkeits- 
relation kennen lernen. 

48. Dispersionstheorie.  Als erstes zeitabh~ngiges St6rungsproblem 
behandeln wir die Erscheinungen der Dispersion. Hierzu tibernehmen 
wir aus tier klassischen Theorie den auch sicher in der Quantenelektro- 
dynamik  zu Recht bestehenden Satz, dab der Brechungsindex eines 
Mediums best immt ist durch das elektrische Moment, das die Partikeln 
unter dem Einflul3 der einfallenden Welle annehmen. Es seien in der 
Volnmseinheit N unabh~ngig voneinander schwingende Gebilde vorhan- 
den. Bezeichnen wit die st6rende Kraft  mit  @, so gilt ftir den Brechungs- 
index des Mediums 

n 2 -  I = 4 ~ c N ~ ,  (233) 
worin m das unter EinfluB der st6renden Kraf t  entstandene elektrische 
Moment eines Atoms bedeutet.  

Die Berechnung verl~tuft ganz analog zu dem in Ziff. 47 gegebenen 
Schema. Es laute die vollstandige Gleichung 

J~p 4~ri/~t~ 8 ~ '  (Vo+ Azcos2vcvt)~p=o, (234) 
h ~ t h~ 

worin A z cos 2 ~c v ~ das Potential  bedeutet,  aus dem sich die elektrische 
Feldst~rke ableitet. 

Bei den folgenden Betrachtungen nehmen wit an, dab die einge- 

strahlte Frequenz v mit  keiner Absorptionsfrequenz v k z -  E ~ -  E~ h zu- 
sammenf~llt,  so dab keiner der Nenner in (238) verschwindet. Die Behand- 
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lung der Absorptionsprozesse sowie der Rtickwirkung des Atoms auf das 
Strahlungsfeld mul3 damit ausgeschaltet bleiben. Die Annahme ist not- 
wendig, um die Konvergenz unserer NAlaerungsrechnung zu sichern. 

Wir betrachten etwa die Dispersion eines Systems, bei dem sich vor 
Einfallen der WelIe alle Atome im Zustande mit der Energie En be- 
funden haben. Dann k6nnen wir ansetzen 

9 ,  = ~ v° + ~ , ,  (x, y zO  

und erhalten damit wieder ftir ~,~ eine inhomogene Gleichung 
__  8 r ~  , .  A z g ,o  ~ , ,  4~i,u OW~ 8n2u Vo el,, -- - -  cos2~rvt. (235) 

h 0 t h °- h 2 

Durch ganz analoge Betrachtungen wie in Ziff. 42 und Ziff. 47 ergibt 
sich daraus mit den Abkiirzungen 

2 7t i E ~ t  
o ~V ° = u,,e h (236a) 

2 ~ i  ~,-ti E 
+ +--(N,+¢~)¢ T ( ~-h , ) t  ~f,, = w,e 1, " + w,,e (236b) 

~- 8nLu F -- 4~h~AzuO,, A w ~ +  h~- (~ , ,+hv  Vo)w:},= . _  . (237) 

Aus der L6sung fiir ÷ w~, bzw. 9n k6nnen wir dann nach (139) die elek- 
trische Dichte finden, diese ergibt sich zu 

Q,,~ = Ztn U__, + 2 COS 2 7r v t ~  -~ (E~- Et)A z,,~u°,,~l o ~ , - - -  ~ ~ h~,,~ (238) 
z 

und entspreclaend das elektrische Moment etwa in der x-Richtung 

m~ '~ = fx ,o~, ,d~.  

Damit ist der mathematische Tell der Frage erledigt und wir haben jetzt 
noch die Interpretation von (238) durchzuftihren. 

In der klassischen Theorie war die Dispersionsformel eines Systems, 
das mehrere Eigenfrequenzen hatte (im Falle idealer linearer Oszilla- 
toren), gegeben durch 

n 2 - -  I ~ X  
Sl 

z ''~* - ~" (239) 

Wir sehen hier die Analogie zu (238). In tier Quantentbeorie sind ebenso 
wie in der klassischen die beobachteten Emissions/requenzen mal3gebend 
ffir den Gang der Dispersionsformel. In der klassischen Tbeorie fielen 
diese Frequenzen v~l zusammen mit den Frequenzen der Bewegung 
in der Quantentheorie ist dies nicht mehr der Fall, trotzdem gehen, 
wie es auch korrespondenzm~tBig notwendig ist, in die Dispersioasformel 
nur die beobachtbaren optischen Frequenzen ein. Die Gr6Ben S~ in 
(239) stellen ein Matt fiir die St~irke der Oszillatoren dar; ihnen ent- 
spricht in (238) die GrSBe 

(E,~ - -  E l )  A z,,z u , ,  m .  

Noch eine Feinheit weist die bier gewonnene Dispersionsformel auf, 
die schon friiher y o n  I{RAMERS korrespondenzm~tBig gewonnen worden 
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war. Wir denken uns etwa in der Sprache der alten BoHRschen Theorie 
ein Atom in einem angeregten Zustande, dessen Energie En>E1 sei. 
Dann gehen in die Dispersionsformel als mal3gebende Oszillatoren nicht 
nur die den l~lberg~ingen En--Ez (l>n) entsprechenden GHeder der 
Summe (238) ein, die wir gewissermaBen als die Absorptionsglieder be- 
zeichnen k6nnten, sondern auch die Glieder (En--El) ( /<  n)i. 

SchlieBlich enthiilt die quantentheoretische Formel noch MBglich- 
keiten, die wir, wenn anch auf anderem Gebiete, bereits in der klassi- 
schen Theorie angetroffen haben. Wir meinen damit das Auftreten you 
sogenannten Kombinations- (Summations- und Differenz-) Schwin- 
gungen. Darunter verstehen wir folgendes: Wenn ein mechanisches 
System, etwa ein linearer Oszillator, bei dem die riicktreibende Kraft  
der Elongation proportional ist, yon einer periodischen ttul3eren Kraft  
znm Schwingen angeregt wird, so treten nur zwei verschiedene Fre- 
quenzen in seiner Bewegung auf, ntimlich seine Eigenfrequenz Vo und die 
Frequenz der ~iuBeren Sttirung v.  Ganz anders liegt der Fall, wenn es sich 
um einen nicht harmonischen Oszillator handelt, bei dem also die rtick- 
treibende Kraft  noch hi,here Potenzen der Elongation enthiilt. Dann 
treten in der erzwungenen Schwingung auBer den beiden erw~ihnten 
Frequenzen noch nene Frequenzen v o n d e r  Gestalt 

vo4-v 
auf, denen man nach ihrem Bau den oben erwtthnten Namen Kombina- 
tionsschwingungen gegeben hat. Diese Erscheinung ist in der Akustik 
seit sehr langer Zeit bekannt und vielfach studiert. Bei den Dispersions- 
erscheinungen der Optik ist man bisher praktisch immer mit der An- 
nahme ausgekommen, dab die betrachteten Gebilde sehr angentthert 
durch harmonische Oszillatoren darstellbar sind. Erst  in den letzten 
Jahren haben Versuche, besonders des indischen Physikers RAMAN 2 
gezeigt, dab dies nicht durchwegs zutrifft.  Gewisse Molektile, die 
mehrere Eigenfrequenzen (Kernschwingung, Rotation, Elektronenbe- 
wegung) aufweisen, zeigen im gestreuten Lichte nicht nur die Frequenz 
des einfallenden Strahles, sondem diese vermehrt bzw. vermindert um 
eine Eigenfrequenz der Schwingung oder der Rotation. 

Es handelt sich Bier also um einen rein klassischen Effekt, der nur 
zuf~illig erst jetzt beobachtet wurde und ausgezeichnet ill das quan- 
tentheoretische Schema hineinpaBt. Die Bestimmung der in (238) ge- 
gebenen elektrischen Dichte @nn des Zustandes n bestimmt ja allein 
nicht vollsttindig das Verhalten eines Atoms. Es tr i t t  noch hinzu das 
elektrische Moment, das den lJbergtingen zugeordnet ist 

o,~d,  = W,v~kd,. 

Wir treffen Bier jenes Verhalten an, das in der bekannten ElXSTEn~schen 
Ableitung der PLANCKSchen Strahlungsformel als positive nnd negative er- 
zwungene Absorption eine wichtige Rolle spielt. 

RAMAN (Qg). 
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.Tz(E,, - E t~  + ,'~ , . ) t  

Dieses elektrische Moment hat dann die ZeitabMngigkeit  e l, , 
was genau unseren frfiher gegebenen Darlegungen fiber Kombinations- 
t6ne entspricht. 

Nur der Vollst~ndigkeit halber Ifihren wir noch an, dab man bei der 
Berechnung der Dispersionserscheinungen besondere Rficksicht auf das 
kontinuierliche Eigenwertspektrum zu nehmen hat,  da man nur mit  
seiner Hilfe eine m0dellm~tl3ige Ableit ung der Oszillatorenst~rke in ~ber -  
einstimmung mit der Erfahrung gewinnen kann. (Vgl. hierzu unsere 
Hinweise in Ziff. 42 und 47.) 

49- Photo-  und Comptoneffekt .  Die Erscheinungen des Photo- 
und COMPTON-Effektes haben schon immer als die st~rkste Stfitze ffir 
die Quantennatur der Strahlung gegolten. 
In der Sprache dieser Vorstellung aus- 
gedrfickt, Iauten die Erscheinungen des 
Photo- bzw. CoIvIPTON-Prozesses folgen- 
dermaBen : 

I .  Ein Lichtquant v o n d e r  Frequenz 
verschwindet, ein Elektron, das mit  

der Enelgie E~ an ein Atom gebunden 
sei, fliegt mit  einer kinetiscben Energie 
W davon, so dab 

W = h v  - -  E o  ~. (240) 

(ElSSTEINschesGesetz des Photoeffektes.) 
2. Ein Lichtquant der Frequenz trifft  

in seiner Fortpilanztmg entlang der z- 
Achse auf ein freies ruhendes Elektron;  
hierbei ~ndert es seine Frequenz v in eine 
andere v '  und seine Richtung in die durch 
den Winkel 6) charakterisierte, w~hrend 

> 

Abb. 9. Veranschaulichung der 
Erhaltungss~.tze beim Co~ipro.~- 

Effekt. 

das Elektron mit der Geschwindigkeit v in der Richtung t9 davonfliegt. 
Hierbei gelten zwischen den Gr6Ben v, v', 6), v und ~9 die Relationen 
(siehe Abb. 9). 

I 

h v h v' ,u v 
. . . . .  COS 6) + 1 / U _  COS ~9 (242 a) 

C C __ U2/62  

h v '  . ?~ v 
0----- - - - - s a n  6) + _ _ _  sin ,9 (242b) 

c l ' I  - v~lc2 

Die Wellenl~ngen des prim~ren und gestreuten Lichtstrahles h~ngen, 

E o ist der negative Termwert des Elektrons, dessen Energie bei Bindung 
an das Atom immer negativist. 
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wie man durch Elimination sofort erkennt, folgendermal3en miteinander 
zusammen : 

; t ' = / , +  h sin~0 (243) ~c 2 
Diese Relationen (241, 242a, 242b) stellen die Erhaltungss~itze ftir 

Energie und Impuls dar, wobei dem Lichtquant yon der Frequenz v die 

Energie h~ lmd der Impuls _hv zugeschrieben werden. Bei dem ProzeB 
c 

der Streuung am freien Elektron wird also, wie aus (241) hervorgeht, 
die Frequenz immer vermindert; dies ist eine selbstverst~indliche Folge 
des Energiesatzes, da ja die Energie des Elektrons auf Kosten der pri- 
m~iren Lichtenergie gehen muB. 

Als freie Elektronen kann man im wesentlichen jene bezeichnen, bei 
denen die Abl6searbeit sehr klein ist gegentiber dem Energiequant h v des 

/ \ \ \ \  

\ \ \ \ N ~  

g 

..~ 

Abb. io. Versuch yon COMPTON- 
SIMON. 

einfallenden Lichtes. Dies gilt in guter 
Ann~iherung ffir die Streuang yon 
R6ntgenstrahlen an Elementen nie- 
driger Ordnungszabl. Bei zunehmen- 
der Ordnungszahl (abnehmender 
Frequenz) sind die Verh~iltnisse 
nicht mehr so einfach za schemati- 
sieren und gehen schlieBlich, was die 
Ausl6sung der Elektronen anlangt, 
in die Gesetze des Photoeffektes 
tiber, fiir den nur mehr die Frage 
der Energiebilanz wesentlich ist. Um 
die Impulsbilanz beim Photoeffekt 
braucht man sich deswegen nicht zu 
ktimmern, well die im Verh~iltnis zu 
hv mit  betr~iehtlicher Energie ge- 
bundenen Elektronen in Wechsel- 
wirkung mit dem Atomrest stehen, 
der entsprechende Gr6Ben des Im- 
pulses aufnimmt. 

Die in (240) and (241, 242) ge- 
gebenen Gesetze des Photo- und 

Co~PTo~-Effektes sind yore Experiment in weitestem Umfange best~itigt 
worden. AuBer den Beobachtungen fiber Energie der weggeschleuderten 
Elektronen und Frequenz~tndenmgen des Streulichtes sind vor allem 
zweiVersucbe yon BOTHE u n d  GEIGER x einerseits, COMPTON trod SIMON ~ 
andererseits yon bedeutendem Interesse. Die erstgenannten Experi- 
mente zeigen, dab die Streuang des Lichtes und das Wegfliegen der 

BOTI~E und GEIGER (60). 
2 COMPTON und SIMON (61). 
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Elektronen beim CoMPToN-Effekte innerhalb der Mel3genauigkeit g l e i c h -  

z e i t i g  erfolgt. Die COMPTON-SIr~ONschen Versuche wiesen nach, dab das 
Gesetz yon der Erhaltung des Impulses nicht nur statistisch zu Recht 
besteht, sondern fiir jeden EinzelprozeB. Sie zeigten durch Aufnahme in 
der WlZSON-Kamera (siehe Abb. Io) an einer groi3en Anzahl yon ein- 
zelnen Prozessen, dab die Winkel 6) und ~9 innerhalb der MeBgenauigkeit 
tats/ichtich den Relationen (24I), (242a, b) gentigen. Dies war, abge- 
sehen yon den welter unten besprochenen Intensittttsfragen, im wesent- 
lichen der Stand der Theorie vor Aufstellung der Quantenmechanik. 
Wir sehen, dab es zur Deutung unamg~inglich n6tig erscheint, korpus- 
kulare Annahmen tiber die Natur  des Lichtes einzuftihren, wobei der 
Zusammenhang mit den Welleneigenschaften des Lichtes v611ig dahin- 
gestellt blieb. 

Wir dtirfen es hack dem Gesagten woht ats einen besonders impo- 
santen Erfolg der Quantenmechanik bezeichnen, dab sie in der Lage ist, 
die geschilderten Effekte ohne jede besondere korpuskulare Annahme 
tiber die Natur des Lichtes wlederzugeben. Besonders leicht ist die for- 
male Beherrschung des Photoeffektes, der zur eigentlichen G/inze in den 
allgemeinen Formeln von Ziff. 47 enthalten ist. Sehen wir wieder, wie es 
den Tatsachen entspricht, das ungestSrte Atom in dem Zustand mit 
der Eigenfunktion u,~ und lassen wir die periodische StSrung V~ = A z 
cos 2 z rv t  wirken, so treten noch (230) neue Eigenfunktionen auf, deren 
Koeffiziente die Nenner 

E l  - -  E ,~  - -  h r .  (244) 

Mal3gebend sind die Terme mit verschwindendem Nenner. Wit  
erhalten also sofort das EINSTZlNsche lichtelektrische Gesetz 

E l  = h r  + E~ (El > o, E,, < o). 

In der Sprache tier Quantenmechanik ausgedrtickt, vollzieht sich der 
Photoeffekt also folgendermaBen: Ein Elektron mit der Eigenfunktion 

2 z i E, nt 
¢~me ~ wird durch die einfallende Frequenz v angeregt zu ~ber-  

znz" 

gtingen nach dem Zustand mit der Eigenfunktion m e  i, (i,,, + E,n) 

Hierbei muB immer 
E z > o  

sein, damit das Elektron wirklich frei davonfliegen kann. Wir haben es 
also hier mit der Kombination eines diskreten Eigenwertes mit einem 
kontinuierlichen zu tan. 

Die Gesetze des CoMI'TON-Effektes lassen sich im Prinzip in genau 
derselben Weise abieiten m e  jene des Photoeffektes. Nur tr i t t  bier noch 
eine besondere Bedingung hinzu. W~ihrend n/imlich beim Photoeffekt 
eine Kombination des Anfangsterms mit jedem beliebigen Endterm m6g 
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lich war, ist dies hier nur fiir so!che Endterme der Fall, bei denen der 
Impuls des Elektrons zusammen mit dem Impuls der ausgesandten Strah- 
lung gerade den Relationen (242a, b) geniigt. Dies ist das Ergebnis 
einer Rechnung, die wir in ihren Einzelheiten hier nicht wiedergeben 
k6nnen L 

Die fiberraschenden Ergebnisse der reinen Lichtquantentheorie sind 
also als Folgerungen der Quantenmechanik zu gewinnen, wobei der Aus- 
druck ffir das Viererpotential des Lichtes aus der MAXWELLschen Theorie 
zu /~bernehmen ist, ebenso wie frfiher der Ausdruck It~r das Potential 
des Atomkernes. Es besteht also bei dem heutigen Stand unseres Wis- 
sens kein zwingender Grund zur Annahme von ,,Lichtatomen". Wie- 
welt gewisse allgemeine Anschauungen fiber den Parallelismus von 
Wellen und Korpuskeln auch zu einer Annahme yon Lichtkorpuskeln 
bestimmen k6nnen, soll bier nicht besprochen werden ; die Frage greift 
im Grunde bereits in das Gebiet der Quantenelektrodynamik fiber, die 
erst im Entstehen begriffen ist. 

Wir haben bisher noch nicht fiber die H~ufigkeit ,mifder Streu- 
prozesse vor sich gehen, sowie fiber die Richtungsverteilung gesprochen. 
Zur Bestimmung dieser Gr6Ben liefert die reine Lichtquantentheorie gar 
keinen Anhaltspunkt, vielmehr muI3ten schon in der alten Quanten- 
theorie korrespondenzm~I3ige I~berlegungen helfend eingreifen. Die neue 
Quantenmechanik kann diese Fragen eindeutig beantworten, da ja be- 
kanntlich der Viererstrom ein MaB ffir die H~ufigkeit der Elementar- 
prozesse darstellt. Da nun die Eigenfunktionen im allgemeinen richtungs- 
abh~ngig sein werden, ergibt sich so die M6glichkeit zur Deutung der 
einschl/igigen Fragen. Wir begnfigen uns, ohne n~here Recbnungen, mit 
der Mitteilung, dab die theoretiscben Voraussagen tiber Intensit~t und 
Winkelabh~ngigkeit in guter (Jbereinstimmung mit der Erfahrung stehen ~. 

I X .  M e h r k ~ r p e r p r o b l e m e .  

5 o. Teilchenentartung, ein spezielles Beispiel. Wir haben uns im 
vorhergehenden durchwegs mit sogenannten Eink6rperproblemen be- 
sch/iftigt und die Wechselwirkung zwischen der betrachteten Korpuskel 

i (7o) ,  (80) .  
Von besonderen Feinheiten der quantenmechanischen Behandlung er- 

w~ihnen wir noch die Untersuchung yon V~ENTZEL fiber den Comptoneffekt 
an gebundenen Elektronen, die den friiher geschilderten Ubergang zum 
reinen Photoeffekt darstellen sollen, sowie die strenge ]3erechnung des 
Comptoneffektes nach der DIgACschen Theorie an Stelle der SCHR6DINGER- 
GogDoNschen relativistischen~Wellengleichung yon KLEIN und NISHIN~ (94); 
diese Autoren haben far die in 13etracht kommenden Frequenzbereiche 
fast vollst/indige 0bereinstimmung mit den im Text geschilderten Arbeiten 
gefunden, lediglich fiir sehr kurze Frequenzen etwa der durchdringenden 
H6henstrahlung k6nnte man Abweichungen in Intensit~t und Winkel- 
verteilung erwarten. 
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und anderen Atomen durch ~tul3ere Felder schematisiert, die ihrerseits 
keine VerXnderungen durch die Vorg~inge im betrachteten Atom er- 
fahren. Die folgenden Abschnitte sollen sich im einzelnen mit  der 
Wechselwirkung atomarer  Gebilde besch~ftigen. Bei diesen Mehrk6rper- 
problemen treten gewisse Erscheinungen neu auf, ftir die wir in der klas- 
sischen Physik kein Analogon aufzuweisen haben. Diesen neuen Er- 
scheinungen verdanken wir auch die MSglichkeit, eine ganze Reihe 
qualitativ r~ttselhafter Erscheinungen, wie etwa die Multiplettstruktur 
und verwandtes, quant i ta t iv  zu deuten. Um den Sachverhalt m6glichst 
anschaulich hervortreten zu lassen, beginnen wir mit  der Wiedergabe 
eines yon HEISENBERG I herriihrenden Beispiels, das bereits alle charak- 
teristischeI1 Merkmale aufweist. 

Betraehten wir zwei lineare Oszillatoren, die zun~ichst ohne Wechsel- 
wirkung entlang einer Geraden Schwingungen ausfiben sollen. Die Wel- 
lengleichung des Systems lautet dann: 

Ox-~+~x~+ t~;- E - -  2 x ~ + x ~  ~ = o .  (245) 

Die L6sung dieser Wellengleichung V ist einfach ein Produkt  der 
beiden Wellenfunktionen der einzelnen Oszillatoren oder allgemeiner ge- 
sprochen eine Summe yon linearen Funktionen dieser Produkte.  Wir 
k6nnen von Haus aus gar nicht unterscheiden, ob bei gegebener Ge- 
samtenergie E der Oszillator I die Energie e~ und der Oszillator 2 die 
Energie e~ hat, oder umgekehrt,  sofern nur ~ + ~2 = E. 

Die allgemeine L6sung l~tgt sich also durch die Summe geben 

~p -~ cx tpx + c~ ~0~ (246) 

worin die Koeffizienten ci wegen der Orthogonalit~itsbedingung 

f~v~-dx~dx~ = I, ftpi~Vkdx~ = & k  der Gleichung 2 " c i ' = I  gentigen 
mtissen, ansonsten abet  vollkommen willktirlich sind. Wir baben also 
zu einem Eigenwerte nicht eine, sondern mehrere Eigenfunktionen, 
k6nnen also sagen, dab das System entar te t  ist. 

Die Behandhng solcher entar teter  Systeme geht in bekannter Weise 
so vor sich, dab wir eine kleine St6rung anbringen und untersuchen, 
ob dann die Eigenwerte aufspalten, so dab zu jedem Eigenwert schlieB- 
lich nar  mehr eine Eigenfunktion geh6rt. Dabei ist unser Fall von den 
Irfiher betrachteten der Energieentar tung insofern unterschieden, als 
es bei der Energieentartung einen physikalischen Unterschied ausmachte ~, 
ob sich das Partikel im Zustand I oder 2 befand, w~ihrend es in unserem 
Fatle wegen der vorausgesetzten vollkommenen Gleichheit der beiden 
Oszillatoren v611ig ununterscheidbar ist, ob w i r e s  mit  dem Zustand e~, 

HEISEN'BERG (27). 
Z. t3. bei der kal ten Elek t ronenmiss ion  innerha lb  oder  au/3erhalb des 

Metalles. 
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e2 oder e~, ex zu tun haben. Entar tungen,  die durch die vollkommene 
Gleichheit (Vertauschbarkeit) der betrachteten Teile eines mechanischen 
Systems hervorgebracht werden, nennen wir Teilchenentartung (Aus- 
tauschentartung) . 

Nun bringen wir eine kleine St6rung in der potentiellen Energie an, 
etwa v o n d e r  Gestalt ~ x~ x~. l)iese St6rungsfunktion ist in den Koordi- 
naten der Partikel symmetrischL Dies ist kein Zufall, sondern physika- 
lisch notwendig, eben wegen der vorher erw~thnten'Vertauschbarkeit der 
beiden Partikel. Auch jede andere St6rungsfunktion (elektromagne- 
tisches Feld) muB in den Teilchenkoordinaten symmetrisch sein. Die 
Wellengleichung lautet dann in entsprechenden Einheiten. 

02 ~v 02 o 
3~-~ + ~ + (E -- Vo -- ~.x~ x~) ~0 = o. (247) 

I)urch die Substitution 

= ~ = ~ ( x ~ - z ~ )  X, ~-~ (x, + x~), X~ ~ (248) 

l~tBt sie sich separieren nnd wir erhalten wie frfiher die L6sung als Pro- 
dukt zweier Eigenfunktionen von Oszillatoren, diesmal aber verschie- 
dener Frequenz : 

2 2 2 =  2 ~ 2 

Die Entar tung ist hiermit aufgehoben, die Terme liegen jetzt nicht 
mehr ~quidistant, sondern verschieden. 

Wir interessieren uns nun ftir die Frage, welche l~berg~nge in dem 
gekoppelten System zun~ichst bei Abwesenheit iiuBerer St6rungen m6g- 
lich sind. Nun war in Ziff. 14 gezeigt worden, daB nach der klassischen 
Theorie die Ausstrahlung eines elektromagnetischen Systems beliebiger 
Ladungsverteilung nach der HERTZschen Theorie durch sein Dipolmoment 
bestimmt ist. l)ieser Ansatz wurde in Ziff. 14 unter Zuhilfenahme kor- 
respondenzmM3iger Betrachtungen in die Quantenmechanik iibernom- 
men, wobei (unter Voraussetzung kartesischer Koordinaten) das Matrix- 
element des Dipolmomentes ex ..... dem ~rbergange m--~ n zuzuordnen 
w a r .  

l)iese Darlegungen bedfirfen nun noeh einer kleinen Erweiterung. 
Schon in der klassischen Theorie bestimmen nicht allein das l)ipol- 
moment, sondern aueh die sogenannten Multipole die Ausstrahlung. In 
dem yon uns zu behandelnden Fall zweier linearer Oszillatoren ist das 
l)ipolmoment gegeben durch 

~(x~ +x~)= ~/2x~, 

Eine Funktion / (x~, x2) heiBt symmetrisch in x~ und x~, wenn [ (x~, x~) = 
/(x2, x~), und antisymmetrisch in x~ und x=, wenn /(x~, x=)= -/(x~, x~). 
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die h6heren Pole sind z. B. durch Ausdriicke von der Gestalt 

x~ + x~ usw. 

gegeben. Wenn der Dipol infolge irgendeiner mechanischen Eigenschaft 
des Systems verschwindet, so sind es eben die Multipolmomente, die 
dann die Ausstrahlung bestimmen. Dies gilt, wie gesagt, schon in der 
klassischen Theorie. In der Quantenmechanik sind dann ganz entspre- 
chend die Matrizenelemente der Multipolmomente 

(x: + x : )~ , ,  usw. 

zu bilden, die die Wahrscheinlichkeit ftir einen 13bergang zwischen m 
und n zu berechnen gestatten. 

In  dem speziellen Falle der Gtiltigkeit von (248), (249) h~ngt die 
Matrix der Separationskoordinate X~ nut  v o n d e r  Quantenzahl n,,  die 
der Separationskoordinate X2 nur yon n2 ab. Die Matrix des Dipol- 
momentes e (x~ + x2)mn berechnet sich dann laut (248) zu 

e X~,,I~'~. 

Daraus ergibt sich, daft das den Uberg~ngen zuzuordnende Dipolmoment 
ausschlieBlich von n, abh~ngt, also verm6ge des Dipolmomentes so wie 
beim linearen Oszillator nur 13berg~nge yon n1 --> n1 + I auftreten k6n- 
nen. Spontane .~nderungen der Quantenzahl n~ sind also in dieser N/~he- 
rung nicht m6glich. 

Um die exakten Werte der Obergangswahrscheinlichkeiten zu be- 
stimmen, miissen wit aber jetzt noch den EinfluB der Multipolmomente 
berticksichtigen. Von diesen aber 1/iBt sich ohne weitere Rechnung die 
wichtige Aussage machen, dab sie symmetrisch in den Koordinaten x~ 
und x~ sind; dies ist selbstverst/indlich, da keiner der beiden Oszillatoren 
vor dem anderen ausgezeichnet ist. Eine symmetrische Funktion yon 
x~ und x~ muB aber, in den Koordinaten X~ und X~ ausgedrtickt, die 
Koordinate X~ nur in geraden Potenzen enthalten, da sie wegen (248) bei 
Vertauschung von x1 und x~ ihr Vorzeichen umkehrt .  Die Matrix- 
elemente des linearen Oszillators sind nun (vgl. 41) yon der Gestalt 

x i k : ~ o  ftir i ----- k 4- I.  

Dementsprechend sind die Matrixelemente ~¢on X~ gleich 

X~n~,n~ =~: o, fiir n~ = n'2 4- I. 

Bei der Berechnung der Matrixelemente einer geraden Potenz vonX~ 
liefert nun die Anwendung der Matrizenmultiplikationsregel (37) so- 
fort das Resultat, dab nur solche Matrizenelemente (ik) von Null verschie- 
den sein k6nnen, bei denen sich i und k um gerade Zahlen unterscheiden. 
Daraus folgt,  dab die Strahlung auch bei Berticksichtigung aller Multi- 
pole nu r  J~mderungen von n~ um eine gerade Zahl bewirken kann. Es ist 
dutch spontane 0-berg/tnge nicht zu erreichen, dab das System aus einem 
Zustand mit ungeradem n~ in einen solchen mit  geradem n~ tibergeht. 
Die Gesamtheit aller Termwerte zerfAllt also in zwei Systeme, die mit- 
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einallder nicht kombinieren. Denken wir uns in der Natur anf~nglich 
nut  ein System realisiert, so kann durch spontane Ausstrahlung das 
zweite hieraus nicht entstehen. 

Diese Aussage ist nun zu erweitern (lurch Einbeziehung ~iut3erer St6- 
rungskr~ifte. Doch auch diese ~ndern nichts an den eben gemachten 
Schliissen. Da sie n~imlich gleichfalls sicher symmetrisch in x~ und x2 
sind, also auch sicher die Koordinate X2 nur in gerader Potenz enthalten 
werden, so liefern auch sie nur solche Matrixelemente, bei denen eine 
Anderung yon X2 um eine gerade Zahl auftritt .  Der Zerfall in zwei nicht 
kombinierende Termsysteme bleibt also auch fiir den allgemeinsten Fall 
der Berficksichtigung von Ausstrahlung und ~uBeren Kr~iften zu Recht 
bestehen. 

Diese weitreichenden Schltisse waren ausschlieBlich erm6glicht durch 
die vollkommene Gleichheit der betrachteten Partikel; dies ist genau 
der ftir alle Atomtheorien charakteristische Zug. Wir k6nnen demge- 
m~iB erwarten, dab wir auch bei allgemeinen mechanischen Systemen 
dasselbe Verhalten, n~imlich Aufhebung der Entar tung bei Kopplung 
zweier gleicher Systeme und Auftreten nicht kombinierender Term- 
systeme, wiederfinden werden. 

5x. Tei lchenentartung,  der at lgemeine Beweis ffir N-K6rper-  
Probleme. Um einen allgemeinen Beweis ffir das Anftreten nicht kom- 
binierender Termsysteme zu geben, betrachten wir die zeitabh~ingige 
SCHRSDINOER-Gleichung des Mehrk6rperproblems 

2 ~i  ~t + (H~ + H~ + . . .  HI) ~ =  o. (250) 

Hierin ist Hi der Operator des iten Elektrons; yon einer Wechselwirkung 
sehen wir vorderhand ab. Eine L6sung dieser Wellengleichung ist dann 
gegeben durch : 

~ i E t  

~lSi=e /, t#(Ex,x,)lpi(E~,x~). . .  ~]~(E/xt). (251) 

Dabei gilt 
2 E i  ~ E. (251 a) 

Aus dieser L6sung gewinner/wir genau so wie frtiher beliebig viel andere 
L6sungen, indem wir die Indizes vertauschen lind die entstehenden Aus- 
drticke mit beliebigen Koeffizienten zu linearen Funktionen zusammen- 
setzen. 

2 ~ i E t  

~txzz= e -t, ~p(E~xk). . .~V(Ekx,). (252) 

~/fm = cl tVz+ czi~zz usw. (252 a) 

Bei Abwesenheit von Wechselwirkung und St6rungskrtiften wird dann 
jedes Elektron fiir sich in seinem Zustand verbleiben oder spontan Strah- 
lung emittieren. Denken wir uns Wechselwirkung hinzu, so wird nach 
den Formeln der allgemeinen St6rungstheorie (vgl. Ziff. 47) Energie von 
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einem Elektron zu anderen Elektronen tibergehen, der Anfangszustand also 
nicht konstant bleiben. Wir behaupten nun folgenden allgemeinen Satz: 
Wenn zur Zeit t = o die betrachtete LSsung in den Koordinaten x~, x2 
symmetrisch (antisymmetrisch) ist, so bleibt sie auch bei beliebigen 
St6rungskrtiften ffir alle Zeiten symmetrisch (antisymmetrisch). 

Es sei also zur Zeit t = o  k~(i, 2, 3.-.)---- k~(2, I, 3), dann ist anch 
H[hV(I, 2, 3)] =H[k~(2, I, 3- .-)] .  

Da ~ z - - -  ~:r jede ffir sich der SCHR6DINGER-Gleichung genfigen, 
so genfigt auch ihre Differenz, es gilt also ffir t = o  

H[Wz__Wzz ] h O [~z--Wzz] =o .  (253) 2ni  Ot 

I)as heil3t wenn die Differenz zu einem Zeitpunkt verschwindet, ver- 
schwindet sie immer. Eine bestehende Symmetrie kann also nie gest6rt 
werden; ist anfiinglich nur ein System bestimmter Symmetrie vorhanden, 
so geht es nie in eines anderer Symmetrie fiber. 

DaB auch ~z- -~ iz  der SCHR6DINGER-Gleichung genugt, k6nnen wir 
nur deswegen behaupten, weil aus physikalischen Symmetriegrtinden 
jede St6rungsfunktion in allen Koordinaten symmetrisch sein mul3. Da- 
mit ist gezeigt, dab es sicher nicht-kombinierende L6sungssysteme der 
SCHRODINGER-Gleichung gibt; wie viele nicht-kombinierende Systeme 
bei einem N-K6rperproblem auftreten, ist ein algebraisches Problem, 
dessen L6sung zuerst yon W I G N E R  gegeben wurde. 

Wir greifen nun yon allen nicht kombinierenden Termsystemen zwei 
heraus, die sicher weder untereinander noch mit irgendeinem anderen 
Termsystem kombinieren k6nnen. Bei dem ersten nehmen wir an, dab 
die Eigenfunktion symmetrisch in den kartesischen Koordinaten aller Par- 
tikel sein soll, d. h. also ibre Gestalt bei einer beliebigen Permutation der 
Indizes nicht ~ndert. Wir nennen diese L6sung die symmetrische. Die 
zweite L6sung 1st jene, bei der die Eigenfunktion bei Vertauschung zweier 
beliebiger Partikel ihr Vorzeichen wecbselt. Wit nennen sie die antisym- 
metrische. Beide L6sungen kSnnen nach dem Gesagten mit keiner ande- 
ren kombinieren, da jede andere L6sung weniger symmetriseh als die 
symmetrische L6sung und symmetrischer als die antisymmetrische ist. 
Wir gewinnen die symmetrische bzw. antisymmetrische LSsung im ein- 
fachen Falle, dab die L6sung gegeben ist als Produkt der Eigenfunk- 
tionen der einzelnen Systeme, folgendermaBen: Es soll sein 

T,w ---- ~.~ ~p, ~/, . . . .  ~P/ (254) 
I¢~(x,)... , : (x , ) .  

und ttranti = tv~ (x2) (2 5 5) 
! ,p~ (:::) ,/,:(:::) 

Das Summenzeichen in (254) bedeutet, dal3 fiber alle Permutationen 
der Indizes zu summieren ist. 

Ergebnisse der exakten Naturwlssenschaften, VIII. 2 9 
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DaB zwei symmetrische oder antisymmetrische Eigenfunktionen nur  
mit solchen gleicher Symmetrie kombinieren k6nnen, sieht man auch fol- 
gendermaBeil leicht ein: Es sei V'  die St6rnngs- (Wechselwirkungs-} 
Funktion, die, wie wiederholt betont,  in den Koordinaten der Partikel 
symmetrisch ist. Dann ist die Wahrscheiillichkeit eines l~berganges 
m--+n proportional zu 

f d x  . . . .  dxt . . .  ~p~V' qJ~ . . .  (256} 

(vgl. Ziff. 47) und natfirlich unabh~ngig v o n d e r  Bezifferung der 
Variablen. 

Nehmen wir eine Vertauschung etwa yon x~ mit xk vor, so bteibt V" 
uild das Integrationselement unge/indert, %vm %vn aber ~ndern ihr Vor- 
zeichen, wenn sie nicht die gleicher Symmetrie in m u n d  xk besitzen. 
Da also das Integral einerseits bei der Umnumerierung seinen Wert nicht 
/tndern daft, andererseits sich mit ( - - I )  multipliziert, muB es verschwin- 
den. Dies gilt ftir jedes Paar yon Indizes i und k; eine in allen Indizes 
symmetrische (antisymmetrische) Funktioil kann also ausschliei31ich mi t  
symmetrischen (antisymmetrischen) Funktionen kombinieren. 

Welches Termsystem in der Natur  realisiert ist, ob dieses Term- 
system yon der Natur des Partikels abh/ingt, bzw. ob ffir ein 1Dartikel 
mehrere Termsysteme existieren, k6nnen wir aus der Theorie bei ihrem 
heutigen Stailde nicht entnehmen. Hingegen sagt die Er[ahrung aus, 
dab tats~chlich zun/~chst ffir Elektronen nur ein Termsystem, n/~mlich 
das antisymmetrische realisiert ist. Dies ist n~mlich in der Sprache der 
Wellenfunktionen ausgedrfickt der Inhalt  des frfiher formulierten PAULI- 
schen Verbotes. Denken wir uns etwa zwei Elektronen in einem Atom, 
so ist unter Vernachl~ssigung der Wechselwirkilng ihre antisymmetrische 
L6sung gegeben durch 

Sie verschwindet also identisch, wenn die Wellenfunktionen der einzelnen 
Elektronen gleich sind. Dies ist der Inhalt  des PAuLI-Verbotes, dahin 
erweitert, dab auch in allen jenen F~llen, wo die Elektronen in verschie- 
denen Zust£nden sich befinden, t rotzdem nur die antisymmetrische L6- 
sung realisiert werden darf. Wfirde n/imlich bei Elektronen in ver- 
schiedenen Zust~nden auch eine aildere, z. 13. die symmetrische L6sung, 
in der Natur  vorkommen, so k6nnte dann ein Obergang zu jenem Zu- 
stand eintreten, bei dem beide Elektronen bei symmetrischer Eigenfunk- 
tion dieselben Quantenzahlen haben, im Widerspruch zu dem PAULI- 
schen Verbote. 

Ffir Protonen hat die Erfahrung erst in letzter Zeit durch Beobach- 
tungen fiber Bandenspektrum und spezifische W~rme des Wasserstoff- 
molektils gezeigt, dab auch bei ihnen nur  das antisymmetrische System 
realisiert ist. Wir geheil hierauf welter uilten n~her ein. 
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Die Definition der antisymmetrischen (symmetrischen) LSsung und 
ihr Zusammenhang mit dem PAuLI-Verbot bezog sich ausdriicklich auf 
kartesische Koordinaten der Partikel. Dieser aufftillige Umstand l~iBt 
sich bei dem heutigen Stand der Theorie, der das PAb-LI-Verbot zwar 
gestattet ,  aber nicht fordert, nicht ganz verstetlen. Wahrscheinlich h~ingt 
er damit  zusammen, dab nur in kartesischen Koordinaten die Aus- 
strahlungswahrseheinlichkeit eine symmelrische Funktion der Koordi- 
naten ist (x~ +x~).  Betrachten wir etwa zwei Punkte yon je einem Frei- 
heitsgrade und ftihren wir relative Koordinaten ein 

~=x~, G=x~-x ,  
so ist das Dipolmoment hier gegeben durch 

x~ + x ~  = 2 ~  + ~ , .  

52. Das Hel ium-Atom.  Die wichtigste Anwendung der Theorie auf 
Mehrk6rperprobleme besteht in der genauen Analyse des Heliumatoms. 
Wie in Teil I dieses Referates geschildert, war es in erster Reihe dieses 
Problem, an dem die alte BoHRsche Theorie v611ig gescheitert ist. Wit  
k6nnen dies nach dem Gesagten so ausdriicken, dab es eben die prin- 
zipielle UnmSglichkeit fiir die Begrtindung nicht kombinierender Term- 
systeme war, die eine Bew~iltigung des Heliumproblems nicht gestattete.  

Beim Helium treten zwei Elektronen unter  Einflug des ftir die fol- 
genden Betrachtungen unver/inderlich ruhend gedachten Kernes zu 
einem Atom zusammen. Vernachl~tssigen wir zun~tchst die Wechselwir- 
kung, so haben wir wieder den typischen Fail der Entar tung;  zu einer 
best immten Energie E geh6ren mehrere Eigenfunktionen g;~ (e~) ~ (e,) 
bzw. ~ (~) ~G (e~) wenn nur ,~ + ,~ = E .  

Berticksichtigen wir nun die elektrische Wechselwirklmg der Elek- 
tronen, so spaltet jeder Term auf~. 

Dutch Beriicksichtigung der elektrischen Wechselwirkung wird also 
diese En ta r tung  aufgehoben. An dieser Stelle macht  sich nun die groBe 
Bedeutung der in Ziff. 42 gegebenen St6rungstheorie der entarteten 
Systeme yoU geltend. Wir haben in wSrtlicher Anwendung der Formeln 
(187)--(191) sowohl die e als die Wurzeln der Determinantengleichung, 
als auch die ci~ zu bestimmen. Hier spielt wieder die Gleichheit beider 
Elektronen die entscheidende Rolle; sie bewirkt,  dab auBer der ftir alle 
• Systeme zu Recht bestehenden Relation e~ = e,~ auch noch gilt 

• ~ = *~ (257) 
(dies folgt aus der Bedeutung von e~k, vgl. 19i ). Damit  ergibt sicb als 
LSsung yon (19o) 

= ~ 4- ,~, (258) 
und entsprechend ftir ci~ 

c~ = ___ c~ (259 a) 
c,~ = c~ (259 b) 

Wir erhalten dann zwei verschiedene Eigenfunktionen. 

29* 
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ferner wegen der Normierungsbedingung 

I 
ci~ = ~ .  (259c) 

Die gesuchten L6sungen sind also 

I 
Ws= ~/~ [(tp,~ (x~) ~p,, (x2) + ~P'2 (xl) ~P*I (x~)], (26oa) 

I 
Wa----- ~ [~p,l (x,) W,2 (x,) -- ~P,2 (x~) ~V,, (x2)]. (26ob) 

(26oa) ist die symmetrische, (26ob) die antisymmetrische L6sung. 
Im Falle des Zwei-Elektronenproblems existieren keine weiteren. 

Dies gibt das empirische Verhalten des Heliumatoms noch nicht voll- 
st~tndig wieder. Wir haben beim Helium in der Natur zwei Termsysteme 
realisiert, das Ortho- und das Parasystem, yon denen das erste ein 
Triplet-, das zweite ein Singuletsystem ist. Der Grundzustand geh6rt 
dem P-System an. Wir miissen also unser Modell noch etwas verfeinern, 
da wires  ja vorlttufig nut  mit zwei streng nicht kombinierenden Term- 
systemen zu tun haben, w~tbrend die O-und P-Systeme, wenn auch nur 
schwach, doch miteinander kombinielen. Die Unvollstandigkeit in un- 
serer Darlegung liegt in der Vernachl~tssigung des Elektronenspins. Die 
beiden magenetischen Momente k6nnen sowobl parallel als auck anti- 
parallel stehen. Bei Vertauschung yon zwei Elektronen ist darauf zu 
achten, ob ihre Magnete gleichgerichtet sind, da nur dana die beiden 
Elektronen als vSllig ~tquivalent bezeichnet werden k6nnen und die Ver- 
tauschung an dem physikalischen Zustand nichts ~tndert. 

Wir wollen nun unsere Darstellung durch die Einbeziehung des E]ek- 
tronenspins korrigieren. Wir nennen den P-Term jenen, der in dell Ko- 
ordinaten der Elektronen, abgesehen vom Spin, symmetrisch, d ell O-Term 
jenen, der in den Koordinaten der Elektronen (wieder abgesehen yore 
Spin) antisymmetrisch ist. Wir verabreden nun, die das Verhalten des 
Spins charakterisierende Eigenfunktion so zu z~thlen, dab sie ihr Vor- 
zeichen ~tndert, wenn sich die Richtung des Spins umkelart. (Das ist 
eine Annahme, die sich bei tieferer Untersuchung der gruppentheoreti- 
schen VerhAltnisse verifizieren l~tl3t.) Dann mtissen bei den P-Termen 
die Elektronenmagnete antiparallel, bei den 0-Termen parallel stehen. 
Hierdurch ist gesichert, dab die totale yon Koordinaten und Spin ab- 
h~ngige Eigenfunktion bei Vertauschung zweier Elektronen ihr Vor- 
zeichen ~tndert. 

Weni1 wir yon der ,,Richtung der Elektronenmagnete" sprechen, so 
hat dies nur einen Sinn, wenn wir eine Richtung im Raum physikalisch 
auszeichnen. Hierzu denken wir uns ein Magnetfeld eingeschaltet; in 

P-Terme hier Para-Terme, nicht zu verwechseln mit P= Principal- 
Terme (Hauptserie) ! 
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diesem k6nnen dann die Elektronenmomente folgende Werte annehmen. 
m = Gesamtmoment,  mi ----- E{nzelmoment. 

m ~ m x - [ -  ~n2 

I I 
m, = -¢- ~-, ms = ± ~ -  

I 
= - -  m =  I ,  m~ = m ,  a (26Ia)  

I I 
r e = o ,  m~ = 2 ,  ms = - - -  (26I~) 

2 

I I 
r e = o ,  m, = - - 2 ,  m ~ = 2  (2617) 

I I 
mz = - - I ,  m ~ = - - 2 ,  m~ = - - -  (26IC~) 

2 

Zu jedem Weft  von m geh6rt nach (131) ein best immter  Wert  der 
Energie. Der zu m = o gebSrige Energiewert l~Bt sich aber, wie aus 
unserer Aufstellung hervorgeht, auf zwei Arten realisieren, d .h .  er ist 
entartet .  

Bisher hat ten wir bei der Diskussion der Spinrichtungen so gespro- 
chen, als ob keine Wechselwirkung der Elektronen bestiinde. Dies muB 
noch richtig gestellt werden, um zum korrekten Scblugresultat zu kom- 
men. Die elektrische Wechsehvirkung der Elektronen /indert an der 
gegebenen Einteilung nichts, denn sie ist yon der relativen Richtung 
der Momente unabMngig. Nun besteht  aber auch eine magnetische 
Wechselwirkung, die yon der relativen Orientierung abh~ngt. Wir haben 
also unsere St6rungsrechnung, die bisher nur die Coul_O~Isschen KrAfte 
berficksichtigt hatte, durch die SpinkrMte zu erg~nzen, und mfissen 
dabei den oben geschilderten Umstand  berficksichfigen, dab alas Aus- 
gangssystem auch beziiglich der Spinorientierung entar te t  war, 

Die Spinwechselwirkung hebt  diese Entar tung  in der Orientierung, 
wie die Rechnung zeigt, ebenso auf, wie es die COULO,~IBschen Kr/ifte 
durchAufspaltung in P-  und 0-Terme getan hatten.  Die Anordnungen 
(26Ia) und (261~) sind von Haus aus nicht entar te t  und in den Elek- 
t ronenmomenten symmetrisch. Die beiden entarteten Anordnungen 
(261fl) und (2617) spalten in eine symmetrische und eine ant isymmetr i -  
sche auf (vgl. 259). Wir erhalten also im ganzen drei in den Elektronen- 
momenten symmetrische und eine antisymmetrische L6sung. 

Bezeichnet man die in den Elektronenkoordinaten symmetrische bzw. 
antisymmetrische L6sung mit ~b, bzw. Ca, die drei in den Momenten 
symmetrischen Eigenfunktionen mit  Zs~, Z*~, Zs3, und die eine in den 
Momenten antisymmetrische mit  Za, so lautet  das vollst~ndige Schema 
aller L6sungen 

@~" Z~z, @s. 7.s~, @s" 7,~3, dO~. X~ (262 a) 
@s" 7.a, @,~" Zs~, @a" Zs~, @a" Zss. (262b) 



454 OTTO HALPERN und HANS THIRRING: 

Das System (262a) ist in den Elektronen symmetrisch, das System 
(262b) antisymmetrisch. Nur dieses ist in der Natur realisiert. 

Wir rekapitulieren also schematisch die Verh~ltnisse beim Helium- 
atom. Erste N~iherung: beide Elektronen ohne Wechselwirkung. Zweite 
N~iherung: Berficksichtigung der elektrischen Wechselwirkung. Jeder 
Term spaltet in zwei auf, die zugeh6rige Eigenfunktion ist in den Elek- 
tronenkoordinaten symmetrisch bzw. antisymmetrisch. Dritte N~iherung: 
Berficksichtigung der magnetischen Wechselwirkung der Elektronen. 
Jeder (schon frfiher in zwei aufgespaltene) Term spaltet jetzt in vier mal 
zwei Terme auf, yon denen die I-I~ilfte in den Elektronenkoordinaten 
symmetrisch, die andere H~ilfte antisymmetrisch ist, w~ihrend sechs 
Terme in den Elektronenmomenten symmetrisch, zwei antisymmetrisch 
sind. Aus diesen acht Termen gewinnen wir das vollst~indige, vier Term- 
reihen enthaltende antisymmetrische System, indem wir die in den 
Koordinaten symmetrischen L6sungen mit den antiparallelen Magneten 
zusammensetzen nnd umgekehrt. Die anderen vier symmetrischen 
LSsungen sind im Einklang mit dem PAuLI-Prinzip in der Natur nicht 
realisiert. 

Diese schematische Darstellung des He-Atoms beinhaltet bereits alle 
wesentlichen Zfige des He-Spektrums: Es gibt zwei Termsysteme, die 
miteinander schwach kombinieren (nur infolge der magnetischen Wechsel- 
wirkung), das eine System ist einfach (P-Terme) und ihm geh6rt der 
Grundzustand an; dies ist sofort versdindlich, da im Grundzustand bei 
gleichen ,,Bahnen" der Elektronen die Magnete antiparallel stehen 
mfissen. 

Damit sind alle qualitativen Ziige des Heliumspektrums wieder- 
gegeben, sogar noch etwas fiber die Beobachtnng hinaus. Man hatte 
n/imlich urspriinglich das Orttloheliumspektrum ffir ein Dublettspek- 
trum gehalten, was unter anderem auch im Widerspruch mit dem RYD- 
BERGschen Wechselsatz stand. Erst neuere Beobachtungen haben ge- 
zeigt, dab es sich hier um ein verschwimmendes Triplett handelt. Die 
Tripletteauffassung wird auch gestfitzt durch die Intensit/itsmessungen, 
die ein nach den Regeln yon BURGER-DORGELO anomales Intensit~ts- 
verh~iltnis ffir Dublett, aber ein richtiges ffir verschwimmende Tripletts 
zeigen. Aueh der Diamagnetismus des Heliums ist eine Konsequenz 
dieser qualitativen Ans~itze. Im Grtmdzustand ist n~imlich der Bahn- 
impuls s = o und die Magnete stehen antiparallel, es ist also kein magne- 
tisches Moment vorhanden. 

An quantitativen Aufgaben ist nun zweierlei zu 16sen: Die t3ereeh- 
nang des tiefsten Termes, der gleich der Ionisierungsspannung ist, 
einerseits, und die Abweichung der Terlne yon den Wasserstofftermen 
ffir angeregte Zustlinde andererseits. Das erste Problem ist zum ersten- 
maI in befriedigender Weise yon KELLNER gel6st worden, der sieh hierzu 
einer Approximationsmethode naeh RITZ bediente. Die Berechnlmg der 
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angeregten Terme wurde durch St8rungsiheorie yon HEISENBERG selbst 
durchgeftihrt, wobei sich befriedigende lJbereinstimmung zumindest Iiir 
die Terme mit gr6Berern Bahnimpuls ergab. Der I~ELLNERsche Wert  
Iiir die Ionisierungsspannung lag bereits dem beobachteten recht nahe. 
Neuere Untersuchungen yon HYLLERAAS haben diese f3bereinstirnmung 
bis auf Prornille verbessert. 

53. Theorie der Bandenspektren und Kernspin. Die theoretische 
Behandlung yon Molektilen gleicher Atome hat wichtige Aufschltisse 
fiber den Kernspin und die ftir Protonen giiltige Statistik (vgl. Ziff. 64) 
zu liefern vermocht. Wir erkennei1 dies am einfachsten durch Diskussion 
des folgenden schematischen Beispiels. Betrachtet werde eine Molekel 
bestehend aus zwei gleichen Atomen (z. B. / /2 ,  N,,  02). In erster An- 
n~iherung kSnnen wir die Eigenfunktionen in Faktoren zerlegen, die 
den einzelnen Freiheitsgraden der Molekel entsprechen, diese Freiheits- 
grade sind: I. Die Bewegung des Molekelschwerpunktes; diese Be- 
wegung ist von den inneren Bewegungen der Kerne und Elektronen sicher 
unabh~ingig, ihre Eigenfunktion ist sicher syrnrnetrisch in den Koordinaten 
beider Kerne, damit auch ftir alle folgenden Betrachtungen nicht rnehr 
wesentlich. 2. Die Schwingungen der Kerne relativ zueinander, die ihren 
Ausdruck in den sogenannten Molekiilschwingungsspektren finden. Auch 
bier gehen die Koordinaten beider Kerne vollkommen syrnrnetrisch ein, 
wit kSnnen also diese Eigenfunktion ebenso wie die der Translation ftir die 
Beurteilung des Symrnetriecharakters ausschalten. 3. Die Bewegung der 
Elektronen innerhalb der Molekel. Hiertiber liegt eine Untersuchung von 
HUND (86a) vor, der gezeigt hat, dab die zugehSrige Eigenfanktion in den 
Koordinaten der Kerne j e nach dern Charakter der Bewegung syrnrn etrisch 
oder antisyrnmetrisch ist; irn Grundzustand ist sie irnrner symrnetriscb. 
4. Die Rotation der Molekel: um eine Achse dutch ihren Schwerpunkt, 
die sich im Rotationsspektrurn ausdrtickt. Wird der Winkel urn diese 

Achse rnit q0 und der Drehimpuls rnit p~p ----- ~ bezemhnet, so ist die zu- 

gehSrige Eigenfunktion proportional d~'J ', vgl. (165) und (I65a). 
Ein Anwachsen von 9 urn ~ bedeutet Vertauschung der Kerne. Dabei 

~indert die Eigenfunktion ihr Vorzeichen oder bleibt unge~indert, je nach- 
dem n ungerade oder gerade ist. Wir k6nnen ans also folgendes Schema 
der symmetriscben bzw. antisyrnrnetrischen LSsungen einer Molekel 

Antisymmetrisches System Symmetrisches System 

1Elektron eneigenfunktion 

symmetrisch, p = __h (I, 3, 5, 7.- -) 
2 ~  

~Elektroneneigen~anktion 

antisymmetrisch, p = h (o, 2, 4. .  -) 
2 g  

Elektronen eigenfunktion 
h 

syrnmetrisch, p = (0, 2, 4. . . )  2--~ 

Elektroneneigenfunktion 
h 

antisymmetrisch,p = (I, 3, 5,7..-) 2--~ 
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machen, wobei wir nochmals darauf hinweisen, dab sich hier die Sym- 
metriebetrachtungen au/ die Kerne und nicht auf die Elektronenkoordinaten 
beziehen. 

Welches der beiden Systeme, die miteinander, wie bereits bekannt ,  
nicht kombinieren k6nnen, in der Natur  realisiert ist, k6nnen wir yon 
Haus aus nicht sagen. Hingegen wissen wir auf Grund des obigen Schemas 
folgendes : Es sei etwa nut  das antisymmetrische System realisiert. Dann 
kann eine ~nderung in p wegen des AnswahlpHnzips fiir den Rotator  
(vgl. Ziff. 41) nur eintreten, wenn gleichzeitig auch ein Elektronensprung 
vor sich geht, d. h. eine Andernng des Etektronenterms yon einer in 
den Kernkoordinaten symmetrischen zu einer antisymmetrischen Form 
bzw. umgekehrt. Betrachten wir zur Illustration den 13bergang yon 
einem symmetrischen zu einem antisymmetrischen Elektronenterm. 
Dann sind nur {3berg~inge etwa von I nach 2, 3 nach 4 usw., nicht aber 
yon 2-+3, 4-->5 usw. m/Sglich, jede zweite Linie, die wir sonst nach dem 
Auswahlprinzip erwarten mtillten, fiillt aus. Dies ist tatstichlich bei 
den Banden des Sauerstoffes beobachtet  worden. Dabei ist ftir die Be- 
tra chtung gleichgtiltig, ob das symmetrische oder antisymmetrische Term- 
system realisiert ist. 

Eine I3est~itigung dieser theoretischen Anschauung wurde in ]etzter 
Zeit dutch Beobachtungen tiber das Absorptionsspektrum des Sauer- 
stoffes gegeben x. Die ganzen Betrachtungen beruhen wesentlich auf der 
vSlligen Gleichheit der beiden Kerne. Denken wir uns einen Kern dutch 
ein Isotop ersetzt, so fallen alle Vertauschungsbetrachtungen weg und 
es mtissen in dem Spektrum alle Linien, nicht nur jede zweite auftreten.  
Diese Betrachtung hat ihre Besttitigung in ttutlerst pr{izisen Beobach- 
tungen tiber das Absorptionsspektrum des Sauerstoffes gefunden, bef 
dem man bisher v o n d e r  Existenz yon Isotopen nichts gewul3t hat.  Be- 
trachtet  man nur die starken Linien, so fallt tats~ichlich eine jede zweite 
Linie aus, ganz im Einklang mit dem obigen Schema. Dazwischen lie- 
gend abet beobachtet man sehr schwache Absorptionslinien, die scheinbar 
verbotenen iJbergttngen entsprechen. Diese Absorptionslinien liegen je- 
doch nicht an jener Stelle, die einem Sauerstoff mit dem Molekular- 
gewicht 32 und dem entsprechenden Tr~tgheitsmomente zugeordnet sind, 
sondern leicht verschoben, so als ob Sauerstoff yore Molekulargewicht 
33 bzw. 34 vorhanden w~ire. Wir haben es hier offenbar mit der Neu- 
entdeckLmg yon Sauerstoffisotopen zu tun, ftir die derartige Auswahl- 
verbote nicht mehr zutreffen. Das Mischungsverh~tltnis dieser Isotopen 
ist v o n d e r  Gr6Benordnung I°/oo, so dab sie sich bisher der chemischen 
Atomgewichtsbestimmung zu entziehen vermochten. 

Neben diesem Typus yon Banden, bei denen jede zweite Linie aus- 
fiillt, treten solche Banden anf, bei denen zwar alIe Linien vorhanden sind, 

GIAUQtIE und JO~NSTOI% Journ. Amer. Chem. Soc. 5r, 1436 (1929). 
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aber wechselnde IntensitXten zeigen. Jede zweite Linie ist schw~cher 
als die vorhergehende. Diese Tatsache l~tgt sich in sehr sch6ner Weise 
deuten, wenn wir wieder den beiden Kernen einen Spin zuschreiben, so 
wie wir es mit den Elektronen im Helium getan haben. Wir mtissen dann 
wieder die verschiedenen M6glichkeiten berticksichtigen, die durch die 
Einstellung der Kernmomente auftreten. Die Betrachtung ist voll- 
kommen analog zu der bei den Heliumelektronen. Wir haben wieder 
drei FXlle yon parallel und einen yon antiparallel gerichteten Momenten'. 
Wir k6nnen jetzt unser System wieder vervollst~tndigen, indem wir das 
folgende Schema bilden : 

Antisymmetrisches System Symmetrisches System 

I .  I. Elektroneneigenfunktion 
symmetrisch 

h 
a) p=  ~,(o,  2,4.. .) 
Kernmagnete antisymmetrisch 

h (1,3,5...) b) p = 2-~ 

Kernmagnete symmetrisch 
2. Elekt roneneigenfunktionen 

antisymmetrisch 
h (0,2,4. . )  

a) p = z-7~ 
Nernmagnete symmetrisch 

h 
b) p = 2 ~ ( I , 3 , 5 . . . )  
Kernmagnete antisymmetrisch 

2 .  

Elektroneneigenfunktion 
symmetrisch 

h 
a) p =  ~ ( o ,  2,4.. .) 
Kernmagnete symmetrisch 

h 
b) p = 2~ (1, 3, 5-..) 
Kernmagnete antisymmetrisch 
Elektroneneigenfunktion 
antisymmetrisch 

a) p =  ~ -  (o, 2,4.. .) 
Kernmagnete antisymmetrisch 

h 
b) p =  y~(1,3, S...) 
Kernmagnete symmetrisch 

Ganz gleichgtiltig, ob das symmetrische oder antisymmetrische 
System in der Natur realisiert ist: jedenfalls hat bei beiden Schemata 
die Gruppe mit parallel stehenden Kernmomenten die dreifache H~ufig- 
keit wie die mit antiparallel stehenden. Daraus ergibt sich bereits die 
Tatsache des Intensit~ttswechsels. Es kann jetzt  wieder dank der Kern- 
momente jede Linie auftreten, aber jede zweite Linie ist dreimal so 
h~ufig wie die vorhergehende. Die Betrachtung ist voltkommen analog 
zum Falle des Heliums, wo auch drei Orthoterme und nur ein Paraterm 
auftreten; die Entscheidung, welches Termsystem in der Natur vor- 
kommt, w/ire dadurch zu liefern, dab man ftir den Elektronengrund- 
zustand feststellt, ob die apriorische H~ufigkeit der geraden oder un- 
geraden Rotationszahlen grSl3er ist. Spektrale Beobachtungen haben bei 
Wasserstoff den IntensitXtswechsel in dem tbeoretischen VerMltnis 1:3 
aufgezeigt. 

Die Entscheidung fiber das reatisierte Termsystem, das auch ftir 
Protonen das antisymmetrische ist, wurde erst durch Beobachtungen tiber 
die spezifische W~irme des Wasserstoffs geliefert, auf die wir weiter unten 
im einzelnen eingehen (vgl. Ziff. 64). 
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54. Die Berechnung des Wasserstoffmolekfi ls .  Zum Problem der 
Molektilbildung hat die atte Quantentheorie keinen brauchbareu Beitrag 
zu liefern vermocht.  Dies ist um so eher verst~ndlich, als sie ja bereits 
bei dem einfacheren Beispiel des Heliumatoms keine Erfolge aufzuweisen 
vermochte. Die neue Quantenmechanik hat te  zun~ichst in gewisser Hin-  
sicht dieAussichten auf eine Erklarung der Atomattrakt ion verschlechtert. 
Neutrale Atome ziehen einander bekanntlich an, wenn sie Dipole oder 
h'6here Pole besitzen. Wenn sie vollkommen kugelsymmetrisch sind, so 
tiben sie aufeinander keine Attraktionskr~ffte aus. Nun ist das Wasser- 
stoffatom im Grundzustande kugelsymmetrisch. Zwar bleibt diese 
Kugelsymmetrie nicht erhalten, wenn sich zwei Atome einander nfihern, 
doch ist dies bereits ein St6rnngseffekt. Ungest6rte Atome wtirden nach 
den einfachen elektrostatischen Betrachtungen aufeinander fiberhanpt 
nicht wirken. 

Trotzdem war es ~-IEITLER und LONDON m6glich, eine Molektilbildung 
des Wasserstoffs ohne Annahme einer gegenseitigen Polarisation ledig- 
lich auf Grund der Wechselwirkung der ungest6rten Atome weitgehend 
quant i ta t iv  zu deuten. Dies kommt  dadurch zustande, dab w i r e s  hier 
wieder mit  einem entarteten System zu tun haben, bei dem durch die 
Teilchenentartung neue M6glichkeiten geschaffen werden. 

Quanti ta t iv  drtickt sich das Gesagte folgendermaBen aus: Die SCHI~6- 
DINGERsche Gleichung eines Wasserstoffrnolektils bei festgehaltenen Ker-  
nen, die sich im relativen Abstand ao voneinander befinden, lautet :  

8 ~ 2 / ~ (  e, e, e~ e~ e2 + e~ / 
+ - -  + ~  + - -  ~V = o. (263) J i l p + J ~ t P  + ~  E r~  r,, r,, r h r&/ 

Hierin bedeuten a, b die beiden Kerne, I, 2 die Elektronen, ra, dement-  
sprechend den Abstand des Kernes a von Elektron I.  (263) enth/ilt das 
Wechselwirkungspotential aller Kerne und Elektronen. Dieses Problem 
wird nun in erster N/therung st6rungstheoretisch behandelt. Als Grund- 
16sung setzen wir an, dab das Elektron I sich um den Kern a, das Elek- 
tron 2 nm den Kern b bewegt, wobei von einer Wechselwirkung der 
beiden A t o m e  vorl~iufig abgesehen wird. 

Als St6rungsenergie fassen wir dann den EinfluB yon Kern a und 
Eiektron I auf Kern b und Elektron 2 und umgekehrt  auf. Nun ist der 
betrachtete Ausgangszustand entar tet .  Es k6nnte n~imlich ebenso gut 
das Elektron 2 beim Kern a und Elektron I beim Kern b sich befinden. 
Diese Entar tung liefert ftir den Grundzustand zwei Eigenfunktionen, bei 
Berticksichtigung der Wechselwirkang spalten dann auch die Eigemverte 
auf und wir erhalten wieder eine symmetrische und eine antisymmetrische 
L6sung. Nur die symmetrische L6sung zeigt einen negativen Wert  und 
zwar ein deutliches Minimum der Energie ftir ao = o'75. Io - s  cm. 

Die antisymmetrische L6sung ha t  immer eine tiber Null liegende 
Energie, ihr entspricht also keine Vereinigung der Atome zu einem Mole- 
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kill. Da aber nach dem PAeLIschen Prinzip die definitive LSsung ill den 
Koordinaten antisymmetrisch sein mul3, erhalten wir als LSsung ffir das 
Molekiil die symmetrische LSsung mit antiparallelen Elektronenmag- 
neten. 

Quanti tat iv ergeben sich nach den Rechnungen von HEITLER und 
LONDON bzw. sp~teren Arbeiten yon WANG f~r die Dissoziationsarbeit 
und den Kernabstand folgende Werte:  

D = 3"8 .V~ ao = 0"75. IO - s  cm 
wihrend D = 4"3-~ -~, ao = 0"76 • IO-scm beobachtet wurde. 

HEITLER und LONDON haben anschlie13end mit analogen Methoden 
das Problem der Heliummolekiflbildung untersucht. Auch bier wiirde 
wieder die symmetrische LSsung Molekfilbildung ergeben; doch kann 
man jetzt  dem PAuLI-Prinzip nicht mehr dadurch Rechnung tragen, dab 
man die Elektronenmagnete antiparallel eingestellt denkt. Wir haben es 
ja schon beim Heliumatom mit zwei Elektronen und antiparaltelem Spin 
zu tun, haben also keine M6glichkeit mehr, zwei weitere Elektronen in 
diesen selben Zustand aufzunehmen. Aus dem PAuLIschen Prinzip er- 
gibt sich so die beobachtete Tatsache, dab das Heliumatom im Grund- 
zustand keine Molektile zu bilden f~hig ist. 

Dieser selbe Ausschliel3ungsgrund aber gilt nicht mehr, wenn die 
Heliumatome angeregt sind. Dann befinden sich die Elektronen in ver- 
schiedenen Quantenzust~nden und es ist prinzipiell m6glich, dutch ge- 
eignete Verffigung iiber die Stellung der Elektronenmagnete eine Mole- 
kiilbildung herbeizuftihren. Tats~chlich wurden auch Molekiile yon an- 
geregtem Helium beobachtet. 

55. Ausblick auf Gruppentheorie und Chemie. Wit haben bereits 
in der Einleitung die Grtinde hervorgeh0ben, aus denen wir in diesem Ar- 
tikel auf die Behandlung der gruppentheoretischen Probleme Verzicht 
geleistet haben. Trotzdem mSchten wir an dieser Stelle wenigstens an- 
deuten, welche weitgehende Bedeutung ftir die eben auseinandergesetz- 
ten Fragen der MehrkSrpermecbanik die Gruppentheorie besitzt. Es 
handelt  sich da bei allen Fragen der Teilchenentartung immer wieder um 
Multiplizit~t yon Termen, die durch die vSllige Gleichheit der elementaren 
Partikel hervorgerufen wird. Diese entarteten Terme kSnnen nun durch 
~ul3ere Felder oder dutch Wechselwirkung aufgespalten werden. Da auch 
diese st6renden Kr~fte immer gewisse Symmetrien besitzen, die ihrer- 
seits wieder durch die Gleichheit aller Elementarpartikel bedingt sind, ver- 
steht man leicht, dab hier jene mathematische Disziplin eine mal3gebende 
Rolle zu spielen berufen ist, die sich gerade init der Symmetrie bei Ver- 
tauschung gleicher Elemente und mit  der Ordnung solcher Vertau- 
schungen in bestimmte ausgezeichnete Klassen beschMtigt. Mathe- 
matisch gesprochen handelt es sich immer um die Theorie einer 
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Gleichung, deren Ordnung gleich dem Entartungsgrad des betrachteten 
Terms ist. 

Physikalisch beobachtbar werden dann die behandelten Entartungs- 
erscheinungen sowohl bei den Multiplettspektren nnd deren Ver~inde- 
rungen im elektrischen und magnetischen Feld, als auch bei der energe- 
tisch wichtigen Frage der Aufspaltung yon Energiezust~knden bei der 
Wechselwirkung yon Atomen, also bei chemischen Problemen. Wir batten 
schon bei der Besprechung des Problems des Heliummolektils erkannt, 
dab die Molektilbildung im Grundzustande durch das PAULIverbot 
unm6glich gemacht wurde. Ganz allgemein vermochte nun LONDON 
(96) ZU zeigen, daft das Eintreten hom6opolarer Bindung davon abh~tngt, 
ob die beiden Atome je ein oder mehrere Elektronen beistellen k6nnen, 
deren magnetischen Momente ohne Verletzung des PAlJLI-Prinzips sich 
antiparallel einstellen k6nnen. So besitzt z. B. das Chlor sieben Elek- 
tronen im dreiquantigen Zustand. Es vermag nun eine hom6opolare 
Bindung so einzugehen, dal3 es entweder ein Elektron als Valenzelektron 
beh~lt und die sechs /ibrigen sich paarweise antiparallel stellen, oder 
drei Elektronen als Valenzelektronen und zwei Paare, ftinf Valenzelek- 
tronen und ein Paar, sieben Valenzelektronen und kein Paar. Edelgase 
mit einer komptetten Scbale, in der paarweise die Magnete antiparallel 
stehen, zeigen im Grundzustand keine hom6opolare Valenz. 

Wir mtissen uns an dieser Stelle mit Rticksicht auf die bedeutende 
mathematische Komplikation des Gebietes versagen, n~her auf diese 
Fragen einzugehen. 

56. Der Auger-Effekt. Eine interessante Erscheinung, die vielfach 
in Begleitung des gew6hnlichen Photoeffektes auftrat, ist der sogenannte 
AuGER-Effekt. Unter ihm versteht man die Beobachtung, dab bei einem 
Photoprozesse Mufig neben Elektronen, deren Energie der Relation 
(24o-) gen~igt, auch solche der Energie 

E = P~ -- 2 P~ (264) 

auftreten. Man hat sich diesen Effekt folgendermal3en zu deuten. In 
der Sprache der Lichtquantentheorie entferne ein Lichtquant der Energie 
h v etwa aus der K-Schale ein Elektron, fiir das egen die Relation (24o)gilt. 
Das ionisierte Atom hat dann eine Lticke in der K-Schale, die dadurch 
beseitigt wird, dab ein Elektron aus einem Zustand h6herer Energie 
(L-, M-Schale usw.) in die K-Schale ttbergeht und so fort, bis die Re- 
organisation des Atoms vollzogen ist. Bei diesen UbergXngen kann nun 
entweder die Energiedifferenz in Form von Strahlung ausgesendet wer- 
den, dann mtiBte man infolge dieser Prozesse R6ntgenstrahlen yon der 
Frequenz 

hv '  = P~ - -  P2 (265) 

beobachten. Es kann abet auch sein, und dies ist der Fall des AUGER- 
Effektes, dab die frei werdende Energie P~ --P2 nicht in Strahlung aus- 
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gesandt wird, sondern einem anderen Elektron, etwa der L-Schale, zu- 
geffihrt wird, das dann n i t  der Energie 

E = P .  -- 2 P~ 

davonfliegt. In der Sprache der Quantenmechanik handelt es sich hier 
um eine Intensit~ttsfrage: je nachdem, ob die Wahrscheinlichkeit ftir die 
Ausstrahlung oder fiir den mechanischen ProzeB gr6Ber ist, wird R6nt- 
genemission oder AuGng-Effekt eintreten. Man kann nattirlich im Prin- 
zipe diese beiden Wahrscheinlichkeiten berechnen und n/iherungsweise 
ist dies von WENTZEL (54) und I~UES ausgeftihrt worden. 

Wir kSnnen den Sachverhalt in einer uns schon gelAufigen Sprache 
etwa so ausdrficken : Zwischen den Eigenfunktionen des Anfangszustandes, 
die im diskreten Spektrum liegen und denen des Endzustandes, die zum 
Tell im kontinuierlichen Spektrum liegen, besteht wegen (264) Resonanz, 
die zu l~berg~tngen Veranlassung gibt. 

57. Vorbemerkung fiber klassische Statistik. Zur richtigen Heraus- 
arbeitung der neuen quantenstatistischen Formulierungen wird es ntitz- 
lich sein, zun~tchst mit einigen Worten die Prinzipien der bisherigen 
statistischen W/irmelehre kurz wiederzugeben: Wir besch~ftigen uns bei 
den in Betracht kommenden Anwendungen im wesentlichen mit Syste- 
men, die aus vielen einzelnen Partikeln bestehen, deren jedes unabh~ingig 
yon dem Zustande aller anderen Partikel die quantentheoretisch er- 
laubten Terme annehmen kann. Dann hat die klassische Statistik und 
unverandert die Statistik der BoHRschen Quantentheorie ftir die Be- 
rechnung yon Mittelwerten folgende Vorschrift gegeben: Wenn wir der 
Reihe nach Termwerte und Atome durchnumerieren, so ist ein Zustand 
dadurch gekennzeichnet, dab wir die Atome mit ihren Nummern angeben, 
die den ersten, den zweiten Terme usw. aufweisen. Die Wahrscheinlichkeit 
einer Verteilung, bei der wir nu t  wissen, dab n, Atome den ersten, n, 
den zweiten Term usw. aufweisen, ist dann nach dem bekannten BOLTZ- 
VIANNschen Ausdrucke gegeben dutch 

N /  ( 2 m  = N ) .  (266) 
W = n~ . tn~! . . . nk l  

Dieser Ausdruck kommt folgendermaBen zustande: Der Wert des Z/ihlers 
entsteht durch beliebige Permutat ionen der Nummern der Atome, die 
die verschiedenen Terme zeigen. Andererseits mtissen wir noch durch die 
Zahl aller jener Vertauschungen dividieren, bei denen zwei Partikeln 
desselben Termwertes miteinander vertauscbt wurden. Daher die ein- 
zelnen Glieder des Nenners. Das statistische Problem bestand nun darin, 
jene Verteilung der ni aufzusuchen, bei der derAusdruck (266) ein Maxi- 
munl wird unter Einhaltung der folgenden Bedingungen: 

2 m  = N (267a) 
2 m , i  = E .  (267 b) 

Die erste besagt, dab die Anzahl aller Partikel konstant gehalten werden 



462 OTTO HALPERN u n d  HANS THIRRLNG: 

muB, die zweite, dab die gesamte Energie des Systems bei jeder Ver- 
tauschung dieselbe ist. Diese wahrscheinlichste Verteilung ergibt sich 
dann folgendermaBen : 

ni = N e kr  (k = BOLTZ~XANNsche Konstant% 
2e ~ T = absol. Temp.) (268) 

hT 
l 

Durch alas BOLTZMANNsche Prinzip, welches Wahrscheinlichkeit und En-  
tropie miteinander verknfipft, bzw. auf einem ~quivalenten Wege, er- 
httlt man dann Ausdrficke ffir die thermodynamischen charakteristischen 
Funktionen; so wird die freie Energie 

EZ 
F = - -  k T log  2 e - ~ :  ~ (269) 

z 

und es gelten dann die bekannten thermodynamischen Relationen 
aF  
0--T = --  S (S Entropie) (270) 

OF 
F = E +  T O T .  (271) 

Um also das wesentliche der bisherigen Statistik nochmals hervor- 
zuheben : Ein Zustand ~ gilt in der bisherigen Statist ik dann Ms eindeutig 
best immt,  wenn wir von jedem individuellen Atom angeben, welchen 
Term es besitzt. 

Bei all diesen 0"berlegunger ba t ten  wir angenommen, dal3 jeder Term- 
weft nut  auf eine Weise realisiert werden kann, d. h. wir hat ten Ent -  
artungen als aufgehoben angenommen. Kann ein Termwert  auf mehrere 
Weisen realisiert werden, z. B. d e r / t e  Term g~mal, so treten zu den For- 
meln (266), (268), (269) noch Faktoren  hinzu, die sogenannten Gewichts- 
faktoren, welche die Anzahl der Realisierungsm6glichkeiten angeben. 
Wir erhalten dann z. ]3. 

N i -  Ngie kT ~, (268a) 
2g~e k'r 
1 

El 

U ---- - -  k T log •gt e-'~-~. (269) 
z 

58. Die neue Statistik. Die bisher gemachten Bemerkungen fiber 
ldassische Statistik werden nun sinngemAB ill die Quantenstatistik fiber- 
t ragen,  erfahren jedoch dabei aus zwei Grfinden eine entscheidende Modi- 
fikation. Ffir das individuelle Part ikel  gilt noch immer, dab sein Zu- 
stand durch seinen einfachen Eigenwert  bzw. die zugeh6rige Eigenfunk- 
tion gekennzeichnet ist. Der Zustand des Gesamtsystems aber ist jetzt 

x Dabei ist Zustand im wesentlichen so definiert, wie in manchen Lehr 
biichern das Wort Mikrozustand erkllirt wird. 
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nicht mehr durch Kenntnis der Eigenfunktion eines jeden individuellen 
Partikels gegeben. Dies w~ire dann richtig, wenn auch im Gesamt- 
system die Eigenwerte einfach w~iren; das sind sie aber nicht wegen 
der in dem letzten Kapitel besprochenen Teilchenentartung. Betrachten 
wir z. B. ein System von zwei Partikeln, von denen jedes ohne Beriick- 
sichtigung der Wechselwirkung und des anderen Partikels z. B. drei ver- 
schiedene Terme (Eigenfunktionen) besitzen m6ge. Wir bezeichnen die 
Terme der Reihe nach mit I, 2, 3 und unterscheiden die Partikel durch 
die Indizes a und b. Dabei nehmen wir im folgenden an, dab die Eigen- 
werte der Partikel durch die Anwesenheit des zweiten Partikels nicht 
merklich ge~indert werden. 

H~itten wir es mit klassischer Statistik zu tun, so g~ibe es jetzt neun 
verschiedene Zust~inde, die wir folgendermaBen charakterisieren k6nnen : 
Das Partikel a kann in jedem der Zust~inde Ib i s  3 sich befinden und un- 
abh~ingig davon das zweite Partikel gleichfalls. Die neun Eigenfunktionen, 
die wir bei klassischer Abz~ihlung erhielten, wtirden dann so aussehen: 

~V~ (2) ~Vb (I) ~pa (2) ~b (2) ~p~ (2) ~Vb (3) (270) 
~ (3) ~Vb (~) ~V~ (3) ~b (2) ~V. (3) ~b (3) 

Nach der Theorie der Mehrk6rperprobleme ist aber in der Quanten- 
mechanik nicht die Gesamtheit der hier hingeschriebenen LSsungen rea- 
lisiert, sondern nur ein mit den anderen nicht kombinierendes Term- 
system; in unserem Falle gibt es so wie bei Helium nur zwei nicht kom- 
binierende Termsysteme, n~imlich das symmetrische und das antisym- 
metrische. Das symmetrische~ hat sechs verschiedene Zust~inde 

~p=(I)~Vb(I), ~a(I)~Vb(2) + ~pa(2) ~b(I), %V~(I)cfb(3) + ~Va(3) ~Vb(I) } (271) 
%V=(2)~pb(2), %Va(2)~b(3) + ~,(3)~Vb(2), 9~(3)~Vb(3), 

das antisymmetrische nur drei 

e/a (I) ~b (2) -- ~J~%Va(2) (2)~b ~Vb(I)'(3) -- ~V~a(3)(I)~v~ (2).~V~ (3) -- ~P, (3) ~b (I) } (272) 

Wir sehen also, dab in der Quantenmechanik nicht die Gesamtheit der 
verschiedenen ZustSnde mSglich ist, sondern eine aus dieser Gesamtheit 
herausgegriffene kleinere Mannigfaltigkeit, deren Umfang je nach der 
Wahl des Termsystems verschieden ist. Ein Zustand ist also in der Quan- 
tenmechanik gekennzeichnet durch seine Eigen/unktion, die sich au/ alle 
Elemente des Systems bezieht. Vertauschung zweier Partikel bewirkt, dal3 
die Eigenfunktion h6chstens in ihrem Vorzeichen sich ~indert. Fiir das 
folgende treffen wir die Verabredung, dab Eigenfunktionen, die sich nur 
in ihrem Vorzeichen unterscheiden, nicht als verschiedene gez~hlt werden 
sollen. Dies ist physikalisch verniinftig; denn da alle physikalischen 

Abgesehen yon konstanten Normierungsfat~coren. 
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Aussagen (vgl. Ziff. 38) durch das Quadrat der Eigenfunktion bestimmt 
sind~ liefem zwei nur im Vorzeichen verschiedene Eigenfunktionen keine 
beobachtbaren Unterschiede. 

Dutch die bier gemachten Bemerkungen ist im Prinzip die quanten- 
statistische Behandlung eindeutig vorgeschrieben. Wir wiederholen 
nochmals: Als verschiedene Zust~inde eines quantenmechanischen Sy- 
stems werden sinngem~il3 nur solche Zust~inde betrachtet, deren Eigen- 
funktionen sich (auch abgesehen vom Vorzeichen) unterscheiden. Alle 
diese ZustAnde werden yon Haus aus als gleich wahrscheinlich ange- 
sehen. Die Berechnung statistischer Mittelwerte ist damit zurtickgeftihrt 
auf die Abz~ihlung aller Eigenfunktionen, die das betrachtete quanten- 
mechanische System besitzt. Dabei mug man yon vornherein wissen, 
welche Statistik, d. h. welche Auswahl des nicht kombinierenden Systems 
(symmetrisch, antisymmetrisch) ftir das betrachtete Partikel zu Recht 
besteht. 

59. Die statistischen Rechenmethoden ;  die Statistik yon Bose 
und Fermi.  Die im vorigen Abschnitt erw~ihnte Abz~ihlung aller Eigen- 
funktionen zur LSsung des statistischen Problems ist eine zwar voll- 
kommen korrekte, abet fiir praktische Rechenzwecke unbequeme Vor- 
schrift. Wir haben es bei statistischen Problemen mit mechanischen 
Systemen zu tun, die eine ungeheuer grotle Anzahl von elementaren 
Partikeln enthalten. So befindet sich z.B. in 2 g H~ 6. IO ~3 Molektile. 
Jede einen Zustand definierende Eigenflmktion hiingt yon 3 N Variablen 
ab, ein direktes Rechnen ist kaum durchfiihrbar. Es ist bequemer, fiir 
die Berechnung Formeln anzugeben, die sich ausschliel31ich auf mecha- 
nische Eigenschaften des Einzelpartikels beziehen. 

Wit greifen nochmals zurtick auf das friihere Beispiel yon zwei Par- 
tikeln, yon denen jedes drei Zust~inde annehmen kann, und setzen zu- 
n~ichst voraus, dab in der Natur  nur das symmetrische Termsystem 
realisiert sei. Der erw~ihnte Unterschied zwischen klassischer und neuer 
Statistik, dab n~imlich in der einen zur vollsttindigen Bestimmung des 
Zustandes die Kenntnis der Eigenfunktion des individuellen Partikels, 
in der Quantenmechanik aber nur die Eigenfunktion des Gesamtsystems 
notwendig ist, legt nun den Gedanken nahe, ob wir durch Um~inderung 
der Statistik eine einfache Abz~ihlung der Eigenfunktionen des Gesamt- 
systems gewinnen kSnnen. Wir fragen also im folgenden nicht mehr dar- 
nach: In welchem Zustande befindet sich das individuelle Atom I, 2, 3 
usw., sondem wir fragen: Wieviel yon den vorhandenen gi-Zust~nden 
enthalten m-Atome? Diese Umkehrung ist sinnvoll, denn wir haben 
damit bereits dem wesentlichen Zug der Quantenmechanik Rechnung 
getragen. Es ist uns gleichgiiltig, ob das Atom a in dem ersten and das 
Atom b im zweiten Zustand sich befindet oder umgekehrt, diese scheinbar 
verschiedenen Zust~inde sind im Sinne der Quantenmechanik voneinan- 
tier gar nicht mehr unterschieden, denn die den Zustand charakterisierende 
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Eigenfunktion ist symmetrisch in den Partikelkoordinaten und bleibt 
folglicb unge~ndert bei Vertauschung der Atome a und b. 

Bei Ausffihrung an unserem Beispiel lautet die Sache folgendermal3en : 
Wir fragen: Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dab beide Atome ein 
und denselben Zustand haben ? Diese Wahrscheinlichkeit, die man durch 
Abzlihlung der Eigenfunktionen (271) feststellt, ist gerade x/x, wlihrend 
die Wahrscheinlichkeit, dab die beiden Atome in verschiedenen Zust~in- 
den sich gbefinden, auch i/~ ist. Nach der BOLTZMANNschen Abz/ihlung 
(vgl. 270 ) w~tre die Wahrscheinlichkeit daftir, dab die Atome in ein und 
demselben Zustand sich befinden, nut  1/3 gewesen. 

Ganz analog ist die Betrachtung ftir den Fall der antisymmetrischen 
Eigenfunktionen. Auch jetzt fragen wir wieder: Wie grol3 ist die Anzahl 
der Zust~inde, die yon keinem oder einem Atom besetzt sind? Mehr als 
ein Atom kann hie in einem Zustande sitzen. An unserem frtiheren Bei- 
spiel erkennt man, dab von den drei mSglichen Zust~nden immer je 
zwei besetzt sind. Die Wahrscheinlichkeit, dab alle Atome sich in einem 
Zustande befinden, ist Null. 

Diese einfache Abziihlung ftir drei mSgliche Zust~nde und zwei Atome 
lal3t sich nun formal sehr einfach erweitern auf gi Zust~inde und N Atome. 
Das betrachtete System habe die Energieniveaus e~, s . . . .  sk, yon denen 
der lte gl-fach entartet sei. Diese Angaben tiber Terme und ihre Vielfach- 
heit beziehen sich, wie nochmals betont sei, auf das Einzelatom, nicht 
auf das Gesamtsystem. Wir behaupten nun, dab wir die mSg!ichen Eigen- 
funktionen des Gesamtsystems in ihrer richtigen Vielfachheit durch 
Beantwortung der folgenden statistischen Fragen, die nur mit Termen 
des Einzelatoms befal3t sind, erhalten kSnnen. 

Sei zunlichst das realisierte Gesamtsystem symmetrisch; wit fragen, 
welches die wahrscheinlichste Verteilung nz der Atome unter den Neben- 
bedingungen (267a, 267b ) ist. Die Antwort lautet jetzt abweicbend von 
(266): 

Man bestimme das Maximum des Produktes (g~=Gewichtsfaktor) 

(o--~---gl k '=gz ;  g~ o, 1,2 .) _,g~ g, 

unter dell Nebenbedingungen 

~1 ~ ig(:)= N (274) 

~ ig(:'~ -- - E (275) 

g~') bedeutet die Anzahl der Zust~inde der Energie sl, die i Atome enthalten. 
Dann sind die wahrscheinlichsten Werte von ne gegeben dutch 

nt = ~'ig(~ ). (276) 

Ergebnisse der exakten Naturvclssenschaften. VIII. 3 ° 
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Aus der Kenntnis der nz ergibt sick dann leicht die tier thermodynami- 
schen Funktionen (vgl. 269). 

Zum Beweis unserer Behanptung betrachten wit zun~ichst nur Ver- 
tausckungen, die den Term el betreffen. Denken wir uns etwa wie in 
Ziff. 57 bei der BOLTZMANNschen Statistik zwei Atome a und b ver- 
tauscht, so liefert das keine neuen Eigenfunktionen des Gesamtsystems, 
denn dieses ist in allen Atomen symmetri'sch. Wohl abet erhalten wir 
eine neue Eigenfunktion, wenn wit aus den g~ Zust~inden der Energie el 
zwei heransgreifen und ihre Besetzungszahlen vertauschen. Dieser Aus- 
tausch l~iBt die Bedingungen (274) nnd (275) intakt. Er  entspricht in 
dem Schema (271) der Vertauschung zweier Eigenfunktionen. Der- 
artige Vertauschungen k6nnen wit nut  gz! ausftihren, dies ergibt den 
Z~ihler eines Gliedes yon (273). Wenn aber die beiden Znst~inde der 
Energie e~ die gleiche Anzahl von Atomen enthalten haben, so liefert 
ihre Vertauschung nichts neues; wir miissen also alle jene MSglichkeiten 
in Abzug bringen, die dieser Vertaaschung entsprechen. Nun gibt es 
g(~) Zust~inde der Energie ez, die i Atome enthalten; eine Vertauschung 
zweier solcher Zust~inde darf nicllt als neue M6glichkeit gez~ihlt werden, 
wir miissen also durch g~! dividieren. Dies gilt fiir iedes i und liefert 
so den Nenner von (273). 

Ganz analog, nur noch etwas einfacher wird die Betrachtung fiir das 
antisymmetrische System von Eigenfunktion. Die Betrachtungen gelten 
wSrtlich mit dem Unterschied, dab g~ nur fiir g~ und g~ von Null ver- 
schieden. Da in keinem Zustand mehr als ein Atom sick befinden kann, 
ist diese Einschr~inkung selbstverst~indlich. Wir erhalten also an Stelle 
yon (273) 

7 g'! - -  g" g-'! 
g~!g'! Ill g~!(gz-g~)l- ~-'f~(g,-g~)!g:! (277) 

und an Stelle von (274 , 275 ~ 275 ) tritt 

g: = N (278) 
l 

,~e lg , '  = E (279) 
l 

n, = g•. (280) 

Wir rekapitulieren die Bedeutung der neuen statistischen Rechen- 
methoden: Ebenso wie bei der BOLTZMANNschen Statistik beschtiftigt 
man sicll nut  mit der Vielfachheit der Terme des Einzelatoms. W~hrend 
es aber dort einen Untersctlied gemacht hat, ob das Atom a oder b eine 
Term innetlatte, ist dies bier belanglos; wichtig ist nur wieviel Zust~inde 
bestimmter Energie vorhanden sind (gz) und wieviele yon ihnen kein Atom 
oder mehrere enthalten (g~, g'). 

Man benennt diese neue statistische Rechenmethode nach ihren Ver- 
tretern Bose (59) (symmetrische Eigenfunktionen) und FERMI (75) (anti- 
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symmetrische Eigenfunktionen). Sie sind schon vor dem Entstehen der 
neuen Quantenmechanik geschaffen worden. Auf die Gedankeng~nge, 
die zu dieser neuartigen Statistik geftihrt batten, kommen wir weiter 
unten (vgl. Ziff. 60) noch zurtick. 

60. Theorie des idealen Gases. Unter einem idealen Gas wird in 
der Quantenmechanik ebenso wie in  der klassischen Theorie ein System 
von Partikeln verstanden, die aufeinander keine merkliche potentielle 
Energie besitzen. Der Unterschied gegentiber der klassischen Theorie 
liegt nattirlich darin, dab wir auch bei solchen Systemen, wo der Ein- 
fluI3 der potentiellen Energie auf die vorhandenen Eigenwerte sehr klein 
ist, doch immer die Symmetriebedinfiungen des Gesamtsystems im Auge 
behalten mtisseli. Wit ftihren die Rechnung nach den in den vorigen 
Paragraphen gegebenen Formeln sowohl fiir symmetrische als auch fiir 
antisymmetrische Eigenfunktionen durch und werden erst im SchluB- 
resultat entsprechend spezialisieren. 

Die Wellengleichung eines Systems, bestehend aus N voneinander 
praktisch unabh~ngigen Partikeln, lautet  dann 

N 

8 ~ E ~F-= . ~ ' / - / i  ~V + h2 o (278) 
x 

Wir kSnnen diese Gleichung in N Gleichungen aufspalten, yon denen sich 
jede nur auf ein Partikel beziehen 

8 n2/~ 
Ji~Vi + - - ~ -  ~i~Vi = o (278a) 

wobei die Summe der Eigenwerte die Bedingung 

Z e i  = E (278b) 
i 

erfiiltt. Diese N Partikeln m6gen in einem Gef~13 yon den Kantenl~ingen 
o - ~ x ~ a ,  o~y~_~b~ o~z~-~c 

eingeschlossen sein, als Bedingung daffir schreiben wir an, dab 

~V~ (o, y, z) -- ~Vi (x, o, z) = ~Vi (x, y, o) = } (279) 
~v~ (a, y ,  z) = ~vi (x, b, z) = ~Vi (x, y ,  c) = o 

Durch diese Bedingungen (279) sind wir sicher, dab am Rande sowohl 
die Dichte als auch der Strom verschwindet (vgl. Ziff. 38). 

Als LOsung ftir ein Partikel erhalten wir durch Separation in x, y, z 

g'a = A sin k~ x sin k~ y sin k s z (280) 

Die Bedingungen (279) liefern dann ftir die k~, k~, k 3 die Relationen: 

k~ -- n~ 7r (28Ia) 
~t 

ko_ -- n2b ~ (nz, n~, n 3 = o, I, 2) (28Ib) 

k3 _ n s 7r (28IC) 
C 

3 °* 
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und fiir ei nach (278a) 
h~ (n~ n: n_~l. (282) 

Nach (282) sind also nur diskrete Energiewerte ftir jedes Partikel er- 
laubt. Doch liegen die m6glichen Eigenwerte so dicht aneinander, dab 
wit die Anzahl der Eigenwerte in einem bestimmten Intervall  mit ge- 
nfigend grol3er Ann~therung dutch eine kontinuierliche Funktion dar- 
stellen k6nnen. Diese kontinuierliche Funktion gibt uns an, wieviel 
Eigenwerte im Intervall e, , +de  zu liegen kommen. Der Vorgang ist 
identisch mit der Berectmung der Eigenschwingungen eines Hohlraumes 
bzw. Kristalls in der alten Quantentheorie. Wir erhalten so 

g(~)de : 2 ~ a b h3 e(2 m)312e'I2de = (2 m)3t~e'l~d~. (283) 

Unter Verwendung dieses Wertes k6nnen wir jetzt die Formeln (273) 
bis (276), bzw. (277)--(280) auswerten. Die gesuchte wahrscheinlichste 
Verteilung der g, bzw. n, ergibt sich sofort durch die bekannte Berech- 
nung des Maximums yon (273) bzw. (277). Die Rechnung geht bei BOLTZ- 
MAN~, BOSE und FERMI v611ig parallel. Wir erhalten als Resultat" 

Bose:  n (,) g (*) (284) 
ea+~-~_  i 

FERMI: n (~) - -  g(E) (285) a+_L 
e k T + I  

Die Konstante a ist, wie oben, durch die Bedingung 

Z n ~ = f n ( * ) d * = N  
bestimmt. 

Es ist lehrreich, (268), (284) und (285) miteinander zu vergleichen. 
Za diesem Zwecke schreiben wir (268a) in der Form 

~e 
nz ----- gt e~+~,  (268b) 

wobei a durch (267a) bestimmt ist. Wir sehen sofort, dab wenn 

e *+ T~ >> >> Iist ,  beide neuen Statistiken in die BOLTZMANNsche tibergehen. 
BOSE- und FERMI-Statistik unterscheiden sich nut  um das Vorzeichen 
der I im Nenner. Die Bedeutung yon a ist ebenso wie in der klassischen 
Theorie gleich (+  k T)real tier freien Energie. Der Wert von a bestimmt 
die Abweichung vom klassischen Verhalten, die sogenannte Entartung.  

Wir diskutieren jetzt den Fall der symmetrischen Eigenfunktion. 
Dieser hat Bedeutung ffir den Fall der Lichtquanten. Wit  denken uns 
die Strahlung nach dem Vorgange EINSTEINS aus lauter Lichtatomen 
zusammengesetzt, ftir die nach einer vor der Aufstellung der Quanten- 
mechanik entstandenen Arbeit yon Bose eine Statistik gilt, die jetzt  
als die der symmetfischen Eigenfunktionen erkannt wurde. Wir haben 
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dann auf Grund der fundamentalen EINsTEI•scben Lichtquanten- 
hypothese 

zu setzen. 
Die Nebenbedingung (274) fMlt in diesem Falle weg (a = o). Denn 

es ist ohne weiteres m6glich, dab sich ein Lichtquantum etwa yon der 
hv 

Energie hv  in zwei Lichtquanten yon der Energie -~-umsetzt. Eine 

Beschrdnkung der Teilchenzahl ist ftir Lichtquanten nicht gegeben. Nur 
der Ausdruck ffir g(e) ist hier zu korrigieren, da wir bier nicht mehr 
mit der klassischen, sondern der relativistischen Wellengleichung zu 
rechnen haben und die verschiedenen Polarisationsm6glichkeiten des 
Lichtes berficksichtigen miissen. Es t r i t t  dann an Stelle yon (283) der 
Ausdruck 

8 7r Vv~ 
g(e) = g (h v )  = e3 (283a) 

Damit erhalten wir also als Anzahl der Lichtquanten von der Frequenz v 
in dem Volumen V 

8 ~ , ~  V d  ~, 
n(v)  d v  = ( l,v " (286) 

c3 \e-kT -- I) 

Multiplizieren wir die Anzahl der Lichtquanten mit ihrer individuellen 
Energie by, so erhalten wir die Energiedichte 

8 7 ~ h v  3 I 

e (v) = c3 1, v (287) 
e h T -  I 

in genauer (3bereinstimmung mit dern auf Grund ganz anderer Be- 
trachtungen abgeleiteten PLANCKschen Strahlungsgesetz. 

Ein Grund daftir, dab ftir Lichtquanten diese Statistik der symme- 
trischen Eigenfunktionen (BosEsche Statistik) gilt, ist a priori nicht ge- 
geben, vielmehr ist unser Rechenvorgang nur  durch den Erfolg zu recht- 
fertigen. 

In der Entwicklung der Quantentheorie hat das Studium der Strah- 
lungsschwankungen eine groBe Rolle gespielt. Man verstand darunter die 
theoretische Berechnung der Abweichungen der Energieverteilung yon 
ihrem Mittelwerte, der eben durch das PLANCKsche Gesetz bestimlnt war. 
Diese auf Grund des PLANCKschen Gesetzes therlnodynamisch berech- 
neten Schwankungen wiesen nun die betr~chtliche Schwierigkeit auf, dab 
man sie durch kein bekanntes Modell verstehen konnte. Dachte man sich 
die Strahlung aus WeUen zusammengesetzt, wie es die klassische Theofie 
des Lichtes forderte, so konnte man nur einen Teit der Schwankungen 
erkl~ren, w~thrend ein zweiter Teil unverst~ndlich blieb. Wurde um- 
gekehrt die Strahlung gewissermal3en als ein Gas aus Lichtatomen auf- 
gefaBt, woffir eine grol3e Reihe neuerer experimenteller Untersuchungen, 
wie die oben geschilderten Photo- und CoMPTO~-Effekte usw. sprachen, 
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so erhiett man ausschliel31ich den oben erw/thnten ungedeuteten Tei! der 
Sctxwankungsformel; dabei wurde selbstverst/tndlich bei dem damaligen 
Stande der Theorie der statistischen 13erechnung die BOLTZMANNsche 
Formel zugrunde gelegt. Wenn man jedodl nactl der hier gegebenen 
BosEschen Statistik die Schwankungen ausrechnet, so ergibt sich das- 
jenige Schwankungsgesetz fiir die Strahlung, das man auch aus rein 
thermodynamischen Betrachtungen auf Grund des PLANCKsehen Strah- 
lungsgesetzes abgeleitet hatte.  Es zeigt sictl so auch in diesem zwar his- 
her experimentell nicht priifbaren, aber theoretisch sehr bedeutsamen 
Punkte eine merkliche lJberlegentleit der neueren Anschauungen. 

Eine Anwendung der BosEschen Statistik auf materielle Systeme hat  
bisher noch zu keinen praktischen Erfolgen gefiihrt. Dies liegt daran, 
dab e ~ fiir alte in Betracht kommenden Gase, Temperaturen und Drucke 
g o b  gegen I i s t  und somit die MaXwZLLsche Verteilung gilt. Die Aus- 
wertung der Nebenbedingung (274) liefert ftir e" den N/therungswert 

V e ~ = (2 zr,n k T) 3/=. (288) 

Einsetzen yon Zahlenwerten zeigtL dab (288) selbst fiir die Gase mit  
kleinstem Molekulargewfcht (Elektronen ausgenommen) erst in der N/ihe 
des absoluten Nullpunktes und bei so hohem Drucke mit I vergleichbar 
wird, dab eine Vernachl/tssigung der intermolekularen (VAN DER WAAZS- 
schen) KrMte langst nicht mehr ertaubt ist. 

Es gilt also mit gr6Bter Ann~iherung auch dann, wenn theoretisch 
die BosEsche Statistik richtig w/tre, ftir materielle Gase die IVIAXWELL- 
BOLTZMANNsehe Verteilung. 

Wir spezialisieren nun ftir den ftir Elektronen wichtigen Fail der anti- 
symmetrischen Eigenfunktionen, Rir den (285) gilt. W i d e r  erkennen 
wir, dab ftir e " > I  (285) in die MAXWELLsche Verteilung iibergeht. 
Dies ist neuerlich /tquivalent mit 

V (2z~mkT) ~/2 > I. (288a) 
Nh3 

Wie bei der Bos>Sta t i s t ik  gilt auch bier ftir alle Gase auBer treien 
Elektronen immer mit gr61]ter Ann/iherung die klassische Statistik. 

Jene F/tile, in denen die Bedingung (288a) nicht mehr zu Recht be- 
steht, nennt man F/tile der Entar tnng  und man spricht yon leicht ent- 
artetem Gase, wenn der klassische Zustand noch angen/thert, aber nicht 
mehr vollst/tndig zu Recht besteht nnd von vollst/tndiger Entar tung,  
wenn 

e a . - - I  oder e ~ i  
das heil3t die klassische Statistik nicht einmal angen/thert richtig ist. 

Eine mer~Airdige Eigenschaft, die der Statistik der antisymmetri- 
schen Eigenfunktionen, die nach ihrem Urheber auch FERxi-Statistik 

Ftir He ist e~ bei Zimmertemperatur und Atmosph~.rendruck yon tier 
Gr6Benordnung lO s. 
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gellannt wird, zukommt, besteht in dem Auftreten einer Nullpunkts- 
energie und eilles Nullp~nktsdrucke.~, d.h .  das FERMI-Gas besitzt auch 
am absoluten Nultpunkt noch kinetische Energie. Qualitativ kann man 
dies ohne jede Rechnung aus den Grundprinzipien der FERMIschell Sta- 
tistik entnehmen. Die Zabl der Eigenfunktionen unterhalb der Energie ~o 

ist nach (283) proportional t~Xl~d*. Dies ist j edenfalls eine endliche 
o 

Zahl; da zu keiner Eigenfullktioll mehr als ein Atom geh/Jren darf, muB 
immer die Energie des Gesamtgases mindestens so groB sein, dab die 
Anzahl der Eigenfunktionen unterhalb-dieser Energie grSGer oder gleich 
der Anzahl der vorhandenen Atome ist. Eine analoge Betrachtung kann 
man auch fiir dell Impuls durchftihren. Quantitativ steltt sich das fol- 
gelldermaBen dar. 

Die niedrigste Energie, die das Gas annehmell kann, ist dadurch ge- 
geben, dab die Anzahl der vertretenen Eigenfunktionen, anfangend von 
der Energie o eines einzelnen Atomes his zu einer Grenzenergie eo eines 
Atoms 

* o  

2 ~ V .  .3/2 ¢ ~ /~ .  4 ~ V 3/2 e~/~ 
t2rn) j ,  ~ , =  ~ ( 2 m )  = N  (289) 

o 

gerade gleich der Zahl der vorhandenen Partikel ist. Dann ist aber die 
Gesamtenergie des Gases gleich 

* o  

Uo-- ~ (2m)~/'f , '/" d, = ~ (2m) 3/" ,o -~/" = ;o3 (6_),/3 ~'" (N)'/~.N_ = 
o 

= _3 *oN. (290) 
$ 

Diese Gesamtenergie des Gases am absoluten Nullpunkt ist vom Vo- 
lumen abhRngig, woraus allein schon die Existenz eines Druckes am ab- 
solutell Nullpunkt thermodynamisch nach der Gleichung 

0u ap O---~ + p = T b- ~ 

folgt. Dieser Nullpunktsdruck betr~gt 

P =  ~\~- /  m\-V) " (29I) 

Noch eine weitere Eigenschaft sowohl der BosEschen als auch der 
FERmschen Statistik des idealen Gases ist yon Bedeutung. W~hrend in 
der tdassischell Statistik die Behandlung yon Freiheitsgraden eines Atoms, 
die miteinander nicht in Wechselwirkung stehen, also z. B. der Tralls- 
lationsbewegung des Schwerpunktes und der Rotationsbewegung von- 
einander unabh~hagig waren, gilt dies in der Statistik yon BOSE und 
FERMI nicht mehr. Dies kann man am einfachsten folgendermaBell ver- 
stehen. Zwei Partikel mit derselbell Eigenfullktion der Translation, aber 



472 OTTO HALPERN und HANS THIRRING: 

verschiedenen Rotationszust~hnden, sind nicht Atome in demselben Zu- 
stand und demgem~13 nicht inehr vertauschbar. Hingegen tr i t t  wieder 
die alte Unabh~ingigkeit ein, wenn die Bedingung (288a) erfiillt ist, so 
dab wir ftir alle materiellen Atome (abgesehen von den unten noch zu 
behandelnden Elektronen) diese Statistik unabh~ingig voneinander 
durchfiihren kSnnen. 

6x. Die Metallelektronen als entar te tes  Fermigas. Bereits die 
ldassische Elektronentheorie hat te  die Leitf~higkeit der Metalle durch 
die Annahme yon frei in ihnen beweglichen Elektronen zu deuten ge- 
sucht und auf diesem Wege bedeutende Erfolge erzielt. Wir erinnern 
besonders an die Ableitung des WlEDEMANN-FRANzschen Gesetzes, wel- 
ches besagt, dab der Quotient aus W~irmeleitfAhigkeit und elektrischer 
Leitf~higkeit der absoluten Temperatur  proportional ist, wobei die klas- 
sische Theorie sogar den Zahlenfaktor angenlihert richtig wiederzugeben 
vermochte. In einer grofBen Ftille yon Einzelheiten freilich hat dann die 
Ausarbeitung der Theorie zu Widersprtichen in sich und mit den Ex- 
perimenten gefiihrt, so dab man das Bild der freien Metallelektronen 
im allgemeinen aufzugeben genStigt war. Der vielleicht wichtigste Ein- 
wand bestand in der Beobachtung, dab die spezifische W ~ m e  des Metalls 
bei den normalen Temperaturen nur  so grof3 ist, wie es sieh auf Grund 
des Gesetzes yon DULONG-PETIT berechnen liel3, so dab die angeblich 
freien, gas~ihnlich bewegten Elektronen gar keine spezifische %V~irme auf- 
zuweisen schienen. 

Seit dem Auftreten der Quantentheorie hat  man wiederholt ver- 
sucht, unter gewissen Ab~lderungen der Statistik diese Metallelektronen 
als Gas aufzufassen, das aber nicht mehr dem idealen Gaszustand an- 
gehSren, sondern entartet sein sollte. Doch hat erst die FEP,~nsche Sta- 
tistik in ihrer Anwendung durch SOMMERFELD auf diesem Gebiete Er- 
folge davonzutragen vermocht. 

Von den Metallelektronen macht  sich SOMMERFELD das folgende Bild. 
Jedes Atom im Metall gibt ein oder mehrere seiner ~iul3eren Elektronen 
(Valenzelektronen) ab, so dab es positiv geladen zuriickbleibt. Die Elek- 
tronen kSnnen sich dann im Metall so bewegen, als ob im Mittel auf sie 
keine Kr~ifte wirken, da ja die freie Ionenladung durch die Elektroenn 
im Mittel kompensiert wird. Dieses Bild ist nattirlich nut  rob, aber doch 
fiir viele Fragen eine sehr brauchbare Anniiherung und hat den Aus- 
gangspunkt fiir wertvolle Verfeinerungen der Theorie der elektrischen 
Leitung gegeben, die unter Berticksichtigung dieser Potentialverl~ilt- 
nisse im Kristallgitter von BLOCK und PEtERLS ausgefiihrt wurden. Wir 
beschrfinken uns in diesem Artikel schon aus rechnerischen Grtinden auf 
die SOMMERFELDsche Approximation. 

Wenden wir auf dieses , ,Elektronengas" bei Zimmertemperatur unser 
Kriterium (288) an, so ergibt sich 

ea<~ I .  
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Erst  wenn T yon der Gr613enordnung 104 wird, n~ihert sich e er Ein- 
heit. Wit haben es also nicht mit dem in der Ntihe des klassischen Ver- 
haltens liegenden Fall zu tun, sondern vielmehr mit dem anderen 
Grenzfall der v~lligen Entar tung.  Fiir diesen sind bereits von FERmi 
Ntiherungsformeln aufgestellt worden. Sie lauten: 

(2 ~8"1i/3 [" v~/3 m k~ T 2 
U = U o + \ - ~ - /  \~1  ~ ' N  (292) 

(16~sN'~% m k~ 3-, 
P = Po + \ 243V] h2 (293) 

Man ersieht aus ihnen aul3er dem schon erw~itmten Auftreten der Null- 
punktsenergie und des Nullpunktsdruckes aach die Art und Weise, wie 
die Energie bzw. die anderen thermodynamiscl 'en Funktionen fiir tiefe 
Temperaturen und groBe Entar tung  sich verhalten. Im besonderen er- 
kennt man, dab die spezifische W~irme eines entarteten Gases viel kleiner 

ist als dem Wert der k'lassischen Statistik ~ entspricht und mit abnehm- 

mender Temperatur gegen Null geht. Die wesentliche Schwierigkeit 
der ldassischen Annahme yon praktisch frei beweglichen Elektronen ist 
hierdurch beseitigt. 

Von Interesse ist noch die Gr613enordnung der mittleren kinetischen 
Energie, die einem Metallelektron bei Zimmertemperatur zukommt. 
Diese berechnet sich aus (290) zu etwa io--H erg. (6 Volt). Die mittlere 
kinetische Energie der klassischen Theorie h~itte etwa IO -~4 erg. be- 
tragen. Dabei ist zu beachten, dab die T e m p e r a t z 4 r a b h d n g i g k e i t  dieser 
grol3en Energien (d. h. die spezifische Wt~rme der Elektronen) sehr 
klein ist. 

Auf Grund dieser Vorstellungen hat SOIdMERFELD ganz in Analogie 
zur ldassischen Theorie elektrische und W~irmeleitftihigkeit der Metalle 
untersuclat und eine Reihe wesentlicher Erscheinungsgruppen zum Tell 
auch quantitativ wiederzugeben vermocht.  

Wir wollen auf die detaillierte Behandhmg der Nichtgleichgewichts- 
zust~inde an dieser Stelle verzichten und nur noch in dell n~ichsten zwei 
Paragraphen einiges fiber thermionische Erscheinungen und den Yara- 
magnetismus yon Metallen wiedergeben. 

62. Lichtelektrische Grenze und Richardson-Effekt .  Die Aus- 
sendung yon Elektronen aus heil3en Metallen wird durch die bekannte 
RIcHAm~soNsche Gleichung geregelt. Nach dieser berechnet sich die An- 
zahl der Elektronen pro Kubikzentimeter im Gleichgewichte mit einem 
heil3en Metall unmittelbar an der Oberfl~iche des Metalls zu 

y, 

Q = A T3/2e kT"  (294) 

Hierin bedeutet Z die Arbeit, die am absoluten Nullpunkt geleistet wer- 
den mul3, um ein Elektron aus dem Metall an die Oberfl~iche zu ftihren. 
A ist eLne for viele Metalle in der Gegend von 3,1o i5 liegende Konstante. 
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Nach unserem Modell der Metallelektronen ltiBt sich diese Formel in ein- 
facher Weise folgendermaBen ableiten: Im thermodynamischen Gleich- 
gewicht muB die Differenz der freien Energie der Elektronen im Metall 
und im AuBenraum gleich der bei der fdberfiihrung zu leistenden Arbeit 
sein. Wir hat ten nun bereits frfiher darauf hingewiesen, dab die Elek- 
tronen im Metall eine sehr grol3e mittlere kinetsche Energie sogar am 
absolaten Nullpunkt besitzen. DaB sie das Metall nicht verlassen, kommt  
nut  dadurch zustande, dab an der Grenzflttche Metal l - -Vakuum ein 
Potentialsprung besteht, der die Elektronen im Metall zurtickzuhalten 
trachtet.  Dieser Potentialsprung muff so groB sein, dab nach Abrech- 
n u n g d e r  kinetischen Energie der ]~lektronen noch immer eine Arbeit 
notwendig ist, um die Elektronen aus dem Metall zu entfernen. Diesen 
Potentialsprung k6nnen wir bei unseren jetzigen Kenntnissen theore- 
tisch nur sehr roh berechnen, er ist vorltiufig eine ftir das Metall charak- 
teristische empirische Konstante.  

Dann mfissen wir unsere statistischen Betrachtungen noch in einem 
Punkte verfeinern. Bekanntlich ist das Elektron kein strukturloser 
Massenpunkt, sondern besitzt ein mechanisches (und magnetisches) Mo- 
ment. Denken wir uns ein sehr schwaches Magnetfeld eingeschaltet, 
dessen Einfiug auf die Energiewerte, wie schon viele Male bei solchen 
Betrachtungen, vernachl~issigt werden soll, so kann das Elektron zwei 
Lagen annehmen, die beide yon Haus aus gleicbberechtigt sind. Nach 
unserer ScbluBbemerkung yon Ziff. 60 k6nnen wir also die ganze Sta- 
tistik so durchftihren, als hat ten wir im Metall zwei verschiedene Soften 
yon Elektronen, die jede ftir sich untereinander und mit  dem Aul3en- 
raum im thermodynamischen Gleichgewicht stehen. Dann gilt fiir die 
freie Energie innerhalb des Metalls I 

OF 
F~t = U + T ~  = Uo (295) 

und im AuBenraume, wo nur sehr wenig Elektronen vorhanden sind und 
wo wit demgem~iB mit der klassischen Statistik rechnen dtirfen, ftir die 
freie Energie 

2 

F c  = k T N  ~ - -  l o g w ~ -  ( 2 ~ m k  T)~[ 2 . (296) 

Unser Wert  weicht yon dem tiblichen am den Summanden 

- -  N k  T l o g 2  

ab, was eben aus den zwei Einstellungsm6glichkeiten des Elektronen- 
spins sich erklXrt. Im  Gleichgewicht muB dann gelten 

0 F:g  O F t  
a N  ~N -- Zo) 

Wir sind berechtigL mit den am absoluten Nullpun!~ geltenden Ver- 
h/iltnissen zu rechnen, da die Entartung voUst~ndig ist. 
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worin Zo den geschilderten Potentialsprung bedeutet. Daraus ergibt sich 
dann o Vo 

N ( 2 ~ m k  7)3/2 e 2'o ---0-N 
W = q = 2 -  h3 kv' (297) 

Nach dem SOMIVIERFELDseherl Modell ist also die Konstante A der 
RICHARDSONschen Gleichung (294) universell und hat den Wert 

2 (2 ~ m k)31, 

Als Arbeit am absoluten Nullpunkt ftir die Entfernung eines Elek- 
trons aus dem Metallinneren ergibt sich (vgl. 290 ) 

o uo s uo 
z = zo  - g - ~  = zo  3 N = Zo - -  co. (298) 

Wir sehen also, dal3 diese Arbeit nicht gleich dem ganzen Potential.- 
sprung, sondern vielmehr gleich dem Potentialsprung weniger der m a x i -  

m a l e n  k i n e t i s c h e n  E n e r g i e  ist, welehe das Elektron am absoluten Null- 
punkt  besitzt m(vgl. 29o)]. Diese Arbeit ist aber auch mal3gebend fiir 
die sogenannte lichtelektrische rote Grenze. Denken wir uns, es werde 
dem Elektron im Metall yon einem Lichtquantum seine Energie hv ab- 
gegeben, so kann das Elektron aus energetischen Grtinden nur dann das 
Metall verlassen, wenn 

h r ~ z  = g o - -  Co. 

Es gibt also eine rote Grenze der lichtelektrischen Wirkung, ftir die die 
Energie eines Lichtquants mit der RIC~IARDSONschen GrSBe g zusammen- 
f~tllt. 

63. Der Paramagnet ismus der Metalle ~. Die Tatsache, dab die Elek- 
tronen ein magnetisches Moment besitzen, wtirde nach der klassischen 
Statistik die Annahme eines Elektronengases im Metallinneren fast un- 
mSglich machen. Es wiirden n~imlich in diesem Falle die Elektronen bei 
tiefen Temperaturen durch ein Magnetfeld ~berwiegend parallel gerichtet 
werden, was eine ungemein starke temperaturabh~ingige paramagne- 
tische SuszeptibilitXt der Metalle zur Folge h~itte. Derartiges ist bisher in 
keinem Falle beobachtet worden, vielmehr zeigen die Metalle iiberwie- 
gend Diamagnetismus oder einen relativ schwachen temperaturunab- 
Mxlgigen Paramagnetismus. Die Theorie dieser Erscheinung l~13t sich 
nach PAuI.I (98) folgendermagen geben" 

Die Elektronen im Metaliinneren gehorchen der FERMI-Statistik, also 
ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dab ein Elektron der kinetischen Ener- 

eh 
gie e~i,, ein magnetisches Moment + 4~mc H in der Feldrichtung hat, 

gegeben durch g (eki~) 
n (~kin, l~t) = . + ~,~ + , . ~  (299) 

e ]~T + I  

In Ziff. 63 bedeutet ausnahmsweise m die Elektronenmasse und ~u 
das magnetische Element. 
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Das mittlere magnetische Moment eines Metalls ist dann gegeben durch 
00 co 

o o 

N/iherungsweise ergibt dann die Ausrechnung ftir das magnetische Mo- 
ment der Volumeinheit 

e ~  3 m/a = 
z H - -  ~ ( ~  /-1. (300) 

Wir haben bier nur den temperaturunabh/ingigen paramagnetischen 
Anteil hingeschrieben, der auch fiir Zimmertemperatur allein in Betrach t 
kommt, und den sehr schwachen temperaturabh/ingigen Bestandteil weg- 
gelassen, lJber diesen paramagnetischen Effekt lagert sich nattirlich der 
vonder Elektronenbewegung innerhalb der Ionen herrtihrende Diamagne- 
tismus, den wir hier nicht besonders in Rechnung gesetzt haben. Die 
PAULIsche Formel stimmt der Gr6Benordnung nach recht gut bei den 
Alkalimetallen, wie aus der folgenden Tabelle hervorgeht: 

Na K Rb Cs 

z lO7 beob . . . .  5"9 5 "1 0"9 -- 0"5 
z ioz ber . . . .  6"6 5"2 4"9 4"5 

Bei den h6heren Atomnummern macht sich der Diamagnetismus be- 
reits iiberwiegend geltend. 

Anschaulich l~Bt sich dieser schwache Paramagnetismus dadurch ver- 
stehen, dab die Elektronen im Metal1 gerade so wie etwa im Helium- 
grundzustand sich paarweise in den Zust~nden kleinster kinetischer 
Energie zusammendr/ingen, wobei ihre Magnete auf Grund des PACLI- 
Verbotes antiparallel gerichtet sein mtissen. Es tritt also eine weit- 
gehende Kompensation der Elementarmagnete durch das PAuLI-Verbot 
ein; mehr als zwei Elektronen k6nnen sich in eineln Zustand nicht auf- 
halten. 

64. Die Rotationsw~irme des Wasserstoffmolekiils. Das Wasser- 
stoffmolekiil zeigt bei mittleren Temperaturen die spezifische W/irme 

- ~ ,  die sich aus den Beitr~gen der Translation ( -~)und  der Rotation 

um zwei Achsen durch den Schwerpunkt (k) mit dem Tr~igheitsmomentf 
darstellen 1/iBt. Bei tiefen Temperaturen nimmt diese spezifische W/irme 

3 k 
ab und sinkt bei etwa 70o auf ~ - .  Dieser Abfall der spezifischen W/irme 

ist qualitativ ohne weiteres verst/indlich infolge tier Quantelung der 
Rotationsenergie. Doch haben die alten Theorien eine quantitative Dar- 
stellung des Abfalles nicht zu bringen vermocht. (DaB wit hier die Rota- 
tionsw/irme ganz unabh~ngig yon der Translationsbewegung nach der 
Quantenstatistik behandeln, ist dadurch gerechtfertigt, dab wires mit 
einem Gas geringer Dichte zu tun haben. Vgl. hierzu die SchluBbemer- 
kungen yon Ziff. 6o.) 
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Nach der Quantenstatistik ist die Rotationsw~irme gegeben dutch den 
Ausdruck 

- -  l 

8 - -  ~, (300) 
~gze  ~1" 

d~- 

worin gl das Gewicht des / ten Zustandes bedeutet. Die Bestimmung 
dieser Gewichte h~ingt nun vollkommen davon ab, welche Eigenfunktion 
fiir die Protonen giiltig ist. Aus den Bemerkungen fiber den Intensit~its- 
wechsel im Wasserstoffbandenspektrum geht jedenfalls hervor, dab die 
Protonen einen Spin besitzen und dab nur eine Gruppe der Eigenfunk- 
tionen in der Natur realisiert ist. Wir kSnnen im folgenden entscheiden, 
dab ~es die antisymmetrische ist; da n~imlich nach einer Untersuchung 
von HUI~D (86a)der Elektronengrundzustand immer symmetrisch in 
den Kernkoordinaten ist, so hat  bei symmetrischer totaler Eigen- 
funktion der Kerne der Rotationszustand o das statistische Gewicht I, 
w~ihrend der Rotationszustand I das statistiscbe Gewicht 3 hat (Para- 
und Orthoterm). Eine Abz~ihlung der Kugelfunktionen (vgh Ziff. 41) 
Hefert den Entartangsgrad der Rotation des gew6hnlichen Rotators zu 
2n + I;  nach dem obigen erhalten dana dieZust~inde mit geradem n den 
Faktor I, mit ungeradem den Faktor  3, herrtihrend yon den vier ver- 
schiedenen OrientierungsmSglichkeiten des Kernspins. Setzen wir nun 
dementsprechend ftir die RotationswRrme an: 

0 0  ~ 2 m  0 0  ~ 2 n  + l 

- -  o o 

* = , ~3oI) 
co ~ ~ p t  00 e 2~Z 4 -  1 

o o 

so ergibt sich daraus eine Formel fiir die spezifische W~irme, die mit den 
Erfahrungen gar nicht iibereinstimmt. Die Deutung dieses Umstandes 
l~iBt sich nach DEI~NISON folgendermal3en durchftihren. Wenn die Kerne 
keinen Spin bes~iBen, so wiirden L~berg~nge zwischen geradzahligen und 
ungeradzahligen Rotationsquantenzahlen im Elektronengrundzustand 
iiberhaupt unmSglich sein; infolge des Spins sind sie m6glich, doch ist 
ihre H~ufigkeit sehr gering, n~.mlich proportional der Wechselwirkungs- 
energie der beiden Magnete. Es ist nun durchaus verntinftig, anzuneh- 
men, dab w~ihrend der relativ kurzen Beobachtungszeit, die etwa yon 
der Gr6Benordnung einiger Tage ist, eine Kombination zwischen gerad- 
zahligen und ungeradzahligen Rotationsquantenzahlen nicht auftritt.  
Wit haben es dana gewissermaBen mit einer Mischung yon zwei Gasen 
zu tun, yon denen die eine Komponente nur geradzahlige, die andere 
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nur ungeradzahlige Rotationsquanten aufweist und bei denen das Ver- 
h~ltnis der apriorischen Wahrscheinlichkeiten, wie beim Para- und Ortho- 
term 1:3 ist. Wir haben demgema13 itir die freie Energie eines solchen 
Mischgases, das sich nicht ins Gleichgewicht setzt, anzusetzen. 

0o ~2~ co ~2 n @ I 

~ , ~ ' g 2 "  172" e ~¢T ~ ' ~ g 2 n + I  ' 2 " + I  e ~¢T 

- I o o 
* = -  -F 3 (302) 

~7~' g2n e k T ~ng2,,+x e ~1' 
o o 

Daraus erhalten wir eine spezifische Whrme, die mit den beobachteten 
Werten ausgezeichnet tibereinstimmt. 

Eine direkte Verifizierung der DExNISONschen Hypothese, dab wit 
es mit dem Gemisch yon zwei selten kombinierenden Gasen zu tun haben, 
haben neuere Versache yon BONHOEFFER und HARTECK (58) einerseits, 
EUCKEN (74) andererseits erbracht. Dutch Beobachtung yon Wasserstoff 
sehr hohen Druckes war es m6glich, bei tiefen Temperaturen die Um- 
wandlung der energiereicheren Orthomodifikation in die energie~trmere 
Paramodifikation zu beobachten. Lie• man diesen Wasserstoff mehrere 
rage  lang bei hohem Drucke stehen, so ~tnderte sich ganz in lJberein- 
stimmung mit der Theorie seine spezifische W~rme, und nahm langsam 
den Wert an, der ftir den Parawasserstoff zu Recht besteht. Die Steige- 
rung des Druckes hatte den Zweck, h~ufigere 13berg~tnge zwischen den 
beiden Modifikationen durch Vergr613erung der Stol3zahl anzuregen. 

Weiters haben diese Versuche den Beweis erbracht, dab auch ftir 
Protonen die antisymmetrischen Eigenfunktionen Giiltigkeit besitzen. 
Da n~mlich der Grundzustand in den Kernkoordinaten symmetrisch 
ist, so mtiBte bei Wahl der symmetrischen EJgenfunktion die Rotations- 
quantenzahl Null, die dreifache apriorische H~ufigkeit der Rotations- 
quantenzahl I besitzen, im Widerspruche zu den Beobachtungen, die 
wie beim Heliumatom das nmgekehrte Verh~ltnis ergeben haben. 

65. Zur  Theorie 'des Ferromagnet ismus.  Die Quantentheorie des 
Mehrk6rperproblems hat einen tiben'aschenden Beitrag zur Deutung der 
ferromagnetischen Erscheinungen beizubringen vermocht. Wenn auch 
der mathematische Apparat, der zur Herleitung der Resultate notwendig 
war, dem kompliziertesten Gebiete der Gruppentheorie entnommen war, 
und auch die Ausrechnung einzelner Detailpunkte auf schwer tiberwind- 
liche mathematische Schwierigkeiten stie~, so m6chten wir doch nicht 
vers~tumen, an dieser Stelle ohne Eingehen auf die Rechnung, eine Uber- 
sicht tiber die physikalischen Leitgedanken zu geben, die bei diesen 
Untersuchungen in Anwendung kamen. 

Die Schwierigkeiten der klassischen Theorien auf dem Gebiete des 
Ferromagnetismus bestanden bekanntlich in folgendem : Gewisse K6rper 
(Eisen, Kobalt, Nickel, eben die Ferromagnetika) zeigten auch bei Ab- 
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wesenheit jedes ~uBeren Magnetfeldes oft den Zustand spontaner Magne- 
tisierung, der bei manchen Substanzen durcb ~uBere Felder vielfach 
wenig beeinfluBbar war und im wesentlichen von der Temperatur ab- 
hing. Bei h6heren Temperaturen oberhalb eines ftir die Substanz jeweils 
charakteristischen kritischen Punktes (CURIE-Punktes) verschwand der 
Ferromagnetismus und ging in Paramagnetismus fiber, der selbstver- 
st~ndlich nur bei iiuBerem erregendem Feld ein yon Null verschiedenes 
magnetisches Moment aufwies. 

In der Sprache der Statistik ausgedrtickt, k6nnen wir diesen Sach- 
verhalt auch folgendermaBen charakterisieren. Wir nehmen an, dab die 
Atome der Ferromagnetika, wie von anderen Fallen her bekannt, Ele- 
mentarmagnete tragen. Wenn dann im Inneren des Metalls eine Wechsel- 
wirkung mit der Tendenz besttinde, die Elementarmagnete einander 
parallel zu richten, so wtirde dies die qualitative MSglichkeit zur Ent-  
stehUng ferromagnetischer Erscheinungen bieten. Man kann eine solche 
Wechselwirkung rein formal einft~hren, wie dies yon P. WEISS in seiner 
Hypothese des inneren Feldes geschehen ist, und kann dann mit diesen 
Formeln eine Reihe von Erscheinungen qualitativ und angen~hert quan- 
titativ wiedergeben. Unerkl~irt bleibt dabei nur, welcher Art diese 
Wechselwirkungskr~fte im Inneren des Metalls sein kbnnen. 

Zun~chst scheiden nach einer einfachen Gr6Benordnungsbetrachtung 
magnetische Wechselwirkungskr~ifte aus, da sie nur den Effekt Null oder 
h6chstens einen sehr kleinen Effekt liefern kbnnten. Denken wir uns 
elektrische Kr~ifte zwischen den Atomen wirken, die eine solche Gleich- 
richtung zur Folge haben mtiBten, so kann man unter gewissen An- 
nahmen einfache Modelle durchrechnen, ohne jedoch damit ferromagne- 
tische Erscheinungen zu gewinnen. 

Einen ungemein aufkl~renden Beitrag fiber die Natur der Elementar- 
magnete bracbten die bekannten Experimente yon RICHARDSON, BAR- 
NETT, EINSTEIN, DE HAAS U.a. Bei diesen Effekten wurde festgestellt, 
dab die Elementarmagnete anomales Verhaltnis zwischen magnetischem 
und Impulsmoment haben. Als dann sp~iter die Quantentheorie des 
Zeemeneffektes auf das gleiche anormale Verh~iltnis und schlieBlich zur 
Aufstellung der Spinhypothese ffihrte, tag es nahe anzunehmen, da/3 
man es beim Ferromagnetismus gleichfalls mit einem Spineffekt zu 
tun h~itte. Diese Tatsache kombinierte HEISENBERG (83) mit der wei- 
teren, dab die Kr~ifte zwischen gleichartigen Partikeln nicht einfach 
dutch ihre elektrische Wechselwirkung gekennzeichnet sind, sondern dab 
hierzu noch die Wirkung des Teilchenaustausches tritt.  Ein System von 
N Elektronen, wobei N yon der Gr6Benordnung der Anzahl der Atome 
im Mol ist, ist zun~ichst entartet ,  wenn wir yon der Wechselwirkung 
der einzelnen Elektronen absehen. 

Bei Beriicksichtigung der Wechselwirkung spaltet das System in eine 
grol3e AnzahI yon verschiedenen Termen auf, von denen ein bestimmter 
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Teil zu antisymmetrischen Eigenfunktionen gehSrt. (Die Betrachtung 
ist bier genau so wie beim Heliumatom, nur dab wit von N start von zwei 
Elektronen sprechen.) Wir behandeln gewissermaBen das ganze Metall- 
stiick mit seinen N Elektronen als ein einheitliches mechanisches Riesen- 
atom. Unter diesen vielen Eigenfunktionen wird es, wie die Rechnung 
zeigt, eine groBe Anzahl geben, bei denen ein Tell der Elektronen, der 
grSBer ist als die H~ilfte aller Elektronen, mit ihren Elementarmagneten 
in eine Richtung zeigt. Wir haben nun ganz nach den oben beschriebenen 
statistischen Prinzipien die Energie einer jeden solchen Eigenfunktion 
zu bestimmen, welters zu berechnen, wie groB ihr resultierendes magne- 
tisches Moment ist und dann den statistischen Mittelwert des magne- 
tischen Momentes auszurechnen. 

Solange nicht irgend einmal ein ~ul3eres Feld die Elektronenmagnete 
wenn auch nut teilweise gleichgerichtet hat, wird das magnetische Mo- 
ment eines makroskopischen Metallstiickes im Mittel Null sein, da die 
einzelnen unregelm~iBig liegenden Mikrokristalle zwar jeder ftir sich ein 
magnetisches Moment besitzten, deren Richtung aber ganz dem Zufall 
iiberlassen ist, so dab sie im Mittel sich aufheben. Ein schwaches Magnet- 
feld bewirkt eine Gleichrichtung und d amit auch nach seiner Abschaltung 
das Erscheinen einer remanenten Magnetisierung. 

Das Auftreten der ferromagnetischen Erscheinungen ist also ein sta- 
tistischer Effekt und demgem~iB selbstverst~indlich temperaturabhiingig. 
Auch zeigt die Rechnung, ganz in i3bereinstimmung mit der Beobach- 
tung, dab oberhalb der bestimmten kritischen Temperatur die W~rme- 
bewegung so stark wird, dab eine spontane Magnetisierung sich nicht 
mehr ausbitden kann. 

Wit heben zum $chlusse noch einmal den prinzipiellen Unterschied 
dieser Erkl~irung und der klassischen, die ja auch elektriscbe Wechsel- 
wirkung eingeftihrt hat, hervor: 

In der klassischen Theorie war bestimmend die elektrische Wechsel- 
wirkung zweier oder mehrerer punktfSrmiger Atome, in der Quanten- 
theorie hingegen die rein elektrostatische Wechselwirkung der beiden 
Atome, vermehrt um diejenigen Glieder, welche infolge der Entartung 
den Partikelaustausch bewirken. Diese Austauschglieder ermSglichen 
den Erfolg der quantentheoretischen Deutung. 

X. Interpreta t ionen  der Theor ie .  

66. Problernstellung. Wir haben in den vorangehenden Abschnitten 
eine Reihe yon Fallen untersucht, wie z. B. alle nichtstation~en Pro- 
bleme, bei denen die Interpretation, die wir der Quantenmechanik im 
ersten Teile unseres Referates gegeben hatten, keineswegs mehr aufrecht 
bleibt. Es war dort gezeigt, wie nach der Matrizenmethode oder mit 
Hilfe der Wellengleichung die station~iren Zust~inde eines Systems, sowie 
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die Intensit~ten bei einem Llbergang zu berechnen sind. Von Ort, Ge- 
schwindigkeit oder anderen mechanischen Bestimmungsstticken einer 
Partikel, wie wir sie z. B. in der Theorie des CoMPToN-Effektes einge- 
ftihrt batten, war nirgends die Rede, ja es war sogar als besonderer Vorzug 
der HEISENBERGsChen Fassung ausgeftihrt, dab das Eingehen derartiger 
,,prinzipiell unbeobacktbarer" Gr6Ben in die Theorie vermieden wurde. 
Es k6nnte nun so aussehen, als w~tren wir in unseren weiteren Ausein- 
andersetzungen gewissermaBen riickfiillig geworden, und es ergibt sich 
so die Verpflichtung, eine zusammenfassende Interpretation der Glei- 
chungen yon unserem jetzigen Standpunkte aus zu geben. Wir sind uns 
dabei vollkommen bewul3t, dab wir den Problemkreis der sogenannten 
mehrfachen Quantelung, wie er besonders in den Arbeiten yon JOR- 
DAN, KLEIN und WIGNER (89, 90) eine maBgebende Rolle spielt, aus 
unseren Betrachtungen ausschalten. Es handelt sick bei den genannten 
Untersuchungen um fundamentale Ans~ttze, deren anschauliche Be- 
deutung aber in vieler Hinsicht noch nicht v611ig klar ist und wohl erst 
im Zusammenhang mit der im Entstehen begriffenen Quantenelektro- 
dynamik klar kervortreten wird. 

Wir erinnern in diesem Zusammenhange nochmals an die zwei, auf 
den ersten Blick gar nicht zusammenhSmgenden fundamentalen Schwie- 
rigkeiten, denen die Quantentheorie begegnet ist. Es handelt sich erstens 
um den ganzen Komplex yon Erscheinungen, de rmi t  dem Worte ,,Licht- 
quantenph/inomene" gekennzeichnet ist. Grob ausgedrtickt lassen sich 
die einschl/igigen Tatsachen so aussprechen, als ob dem Lichte auBer 
seiner ausnahmslos beobachteten Wellennatur hock eine korpuskulare 
Natur zuk/ime, die sich in allen Fragen des Energie- und Impulsumsatzes 
als herrschend zeigt. Die zweite Gruppe yon ,,UnverstXndlichkeiten im 
klassischen Sinne" waren all die Erscheinungen, die mit den Worten 
,,station/irer Zustand und fdbergang" zusammenhingen. Es sah hier so 
aus, als ob die klassischen kinematischen Relationen nicht mehr v611ig 
zu Recht besttinden, so als ob aus der Gesamtheit aller kinematisch- 
dynamisch m6glichen Bahnen gewisse aus unerkl~trlichen Griinden allein 
realisierbar w/iren. 

Hieran ftigen wit noch eine allgemeine Bemerkung tiber einen Sach- 
verkalt, der in den Jahren vor Aufstellung der neuen Quantenmechanik 
vielfack diskutiert wurde. Es handelt  sick hier um die prinzipielle Frage 
einer Messung in atomaren Gebieten. Es war eine Grundvoraussetzung 
der klassischen Physik, dab die Begriffe, mit denen sie operierte, einer 
st6rungsfreien Messung zugAnglich w~iren. Dies sollte heil3en, dab ffir 
jede einzelne Messung ein Probek6rper existiert, dessen EinfluB auf das 
zu messende System beliebig klein gemacht werden kann. Dies stellte 
ein Postulat der klassischen Physik dar; es war aber I/ingst als fraglich 
angesehen, ob dieses Postulat sick mit der Existenz yon Atomen, das ist 
kleinst denkbaren Mel3k6rpern, als vertr/iglich erweisen wfirde. Prak- 

Ergebnisse der exakten Naturwlssenschaften. VIII. 3 I  
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tische Bedeutung hat te  diese hier geschilderte Problematik aber nicht 
gewonnen, sie war mehr als kritischer Einwand gegen gewisse Versuche 
gedacht, den Aufbau der kleinsten Partikel, Elektronen und Protonen 
feldmttBig zu deuten. 

67. Die urspriingliche Heisenbergsche Fassung; Schr6dingers 
Wel lenmechan ik  im weiteren Sinne. Den Gedankeninhalt  der ur- 
spriinglichen H~ISENBERGschen Untersuchungen brauchen wir bier nicht 
mehr ausftihrlich wiederzugeben, da erim ersten Teil des Referates eine ein- 
gehende Besprechung gefunden hat. Es m6gen also die folgenden er- 
innernden Bemerkungen geniigen. Ein mechanisches Gebilde werde cha- 
rakterisiert durch seine HAMILTONsche Funktion, wobei aber die Ko- 
ordinaten und Impulse mit  raum-zeitlichen Gr613en direkt nichts zu tun 
haben, sondern Rechengesetzen geniigende mathematische Grt~13en sind. 
Eine eindeutige Rechenvorschrift ftihrt fiir abgeschlossene Systeme zur 
Best immung der Koordinatenmatrizen und der Diagonalmatrix der 
Energie; diese Diagonalmatrix wird als die Gesamtheit  der m6glichen 
Energieniveaus des Systems charakterisiert, den Koordinatenmatrizen 
wird im speziellen Falle, wo die HAMILTONsche Funktion in kartesischen 
Koordinaten aus der klassischen Physik tibernommen wurde, die Bedeu- 
tung eines Mages ftir die Linienintensitt~ten zugeschrieben. 

Diese Theorie ist in sich weitgehend geschlossen. Als ihren wesent- 
lichen, nattirlich im Entwicklungsstande begrtindeten Mangel mtil3te man 
bezeichnen, dal3 sie keinerlei direkte Angaben macht,  wie diese die op- 
tischen Verh~ltnisse kennzeichnenden Matrizen begrifflich mit  wirk- 
lichen raumzeitlichen Koordinaten und Impulsen zusammenh~ngen. Die 
Theorie mul3 ja auch auf den makroskopischen Koordinatenbegriff Bezug 
nehmen, wenn es sich um die Bereclmung der Intensitt~ten handelt ;  
nicht alle Matrizen, sondern nut  die den kartesischen Koordinaten nach- 
gebildeten sind hierfiir direkt brauchbar. Es war vorauszusehen, dab die 
Ausbildung der Theorie in irgendeiner Form diesen Anschlul3 liefern wtirde. 

Die SCHR6DINGERsche Wellenmechanik lttl3t sich nun yon zwei Seiten 
in diesem Zusammenhange besprechen. In erster Reihe ist sie als mathe-  
matisches Verfahren vollstttndig t~quivalent dem HEISENBERGschen Ma- 
trizenverfahren; diese eindeutige Korrespondenz ist bekanntlich yon 
SCHR6DINGER (39) und ECKART (71) nachgewiesen worden. Wir sind be- 
rechtigt, jeden Sachverhalt mit  Eigenfunktionen zu beschreiben, und 
sind dabei sicher, immer die entsprechende Matrizentheorie aufstellen 
zu k6nnen x. 

Wir fiihlen uns in diesem Zusammenhange berechtigt, yon den beson- 
deren Feinheiten, die die Verschiedenheiten der nichtkommutativen Rechen- 
methoden (Matrizen, q-Zahl usw. einerseits, WIENER-, SCHR/~DINGER-, JORDAN-, 
DIRAcscher Operatorkalkulus andererseits) ausmachen, hier zu abstrahieren, 
da sich hierdurch am Begrifflichen nichts Wesentliches bei dieser vereinfachten 
Darstellung ~ndert. 
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Soweit mtiBte also eigentlich von einer besonderen Interpretation der 
SCHR~DINGERschen Theorie nicht die Rede sein, man kSnnte sich be- 
gntigen, von den verschiedenen heuristischen Gesichtspunkten zu spre- 
chen, die zu der Aufstellung der beiden Theorien geftihrt haben. In 
zweiter Hinsicht jedoch liegt die Sache noch wesentlich anders. SCHI~6- 
DINGER hat den Versuch gemacht, in einer ganz bestimmten Art und 
Weise AnschluB an die klassische Kinematik, ja noch metlr, sogar an die 
klassische Feldphysik zu gewinnen. Obwohl er selber [102) bereits einige 
.Iahre vor der Aufstellung der neuen Quantenmechanik ftir die MSglich- 
keit, ia sogar Wahrscheinlichkeit einer nicht kausalen statistischen 
Theorie der Atomvorg~inge im Prinzipe eingetreten war, schien sich ihm 
in AnschluB an die BROGZlzschen Ideen doch die MSglichkeit zu bieten, 
mit Hilfe seines neuen Kalktils ein mehr konservatives Programm durch- 
zuftihren. Sein Gedankengang, den wir schon in Ziff. 28 angedeutet 
hatten, war etwa der folgende: 

Bekanntlich verwendet man zur Bereehnung der elektrischen Strah- 
lungserscheinungen vorteilhaft den Ausdruck 

ftir die elektrische Dichte. Darin sei ~/~ durch den allgemeinsten Aus- 
druck (224) dargestellt. Dieser Wert  ftir die elektrische Dichte sieht so 
aus, als w/ire das Elektron, um dessen ~1,-Funktion es sich etwa bier han- 
deln wtirde, tiber den ganzen Raum kontinuierlich mit einer vom Ort 
abh~ngigen Dichte verschmiert. Die Eigenfunktion selbst ist durch eine 
trigonometrische Reihe in der Zeit dargestellt; die Abh~ingigkeit eines 
Gliedes dieser Reihe von t ist yon der Gestalt 

~ .~ i En t 

e h 

Ftir die Zeitabhangigkeit der GrSBe ~,~ erhalten wir dann im Gegensatze 
zu der Zeitabh~ingigkeit der Eigenfunktionen selber die Ausdrticke 

~,~t~= ~ ~akazu~uze 1, (Ek--E~),. (303) 
k l 

Es sind nun im SCHRODINGERschen Sinne Zust~inde, d. h. Eigenfunk- 
tionen gar nicht das physikalisch real Existente. Es sind auch diese 
Eigenfunktionen setber bzw. ihre zeittiche Abh£ngigkeit ja gar nicht 
physikalisch beobachtet worden. Beobachtbar sind zun/ichst nur die 
Frequenzen und Intensit£ten der Strahlung, die einem Ubergang korre- 

2~z"  

spondieren, also die zeitliche Abh~ingigkeit e ~-, (&- ~ t besitzen. 

Wichtig ist auch noch der SCHRODINGERsche Hinweis auf die be- 
sondere Art der r~iumlichen Verteilung einer solchen ,,Ladungswolke" 
(vgl. Ziff. 43, Abb. 3, 4)- Es zeigt sich, dab die Ladung im wesentlichen 
auf einen Bereich beschr~inkt ist, der yon der GrSBenordnung der iib- 
lichen Atomdimensionen ist, so dab sich ein Widerspruch mit der Er- 

31" 
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fahrung aus dieser Annahme der kontinuierlichen Verteilung nicht er- 
geben wfirde. Welters zeigte SCHR6DINGER (103) an dem Beispiele linearer 
Oszillatoren, dab man durch eine entsprechende Superposition von Eigen- 
16sungen 

k 

ein Gebilde herstellen k6nne, dessen Schwerpunkt sich ftir alle Zeiten 
so verh/ilt, wie ein harmonisch schwingender Massenpunkt. Man nennt  
derartige Gebilde, die man dutch die Superposition yon Eigenl6sungen 
zusammensetzt ,  Wellenpakete. 

Der i3bergang yon der ldassischen zur Quantenkinematik ist nach 
SCHRODINGER im Prinzip recht einfach und anschaulich. Er  ist vi~llig 
analog dem (3bergang yon der geometrischen zur Wellenoptih. Wir er- 
IXutern dies am einfachsten am eindimensionalen Fall. Gegeben sei die 
Wellengleichung des Lichtes. Aus der Wellengleichung 

dx~ c 2 0t~ 
(n = Brechungsindex) 

k6nnen wir durch die Substitution 

= e (3°4) 

(S = Phase der Lichtquelle) 

die neue Gleiclmng ftir S gewinnen 
2 z r i d a S  4n= { d S ) 2 =  4 n= 
Zn  d x  = + ) .=n2\dx]  9. 2 (305) 

Wir wissen, dab ffir sehr kurze Wellen die geometrische Optik zu Recht  
besteht. Tats~chlich erhalten wir, wenn wir in (305) den ersten Term 
vernachl~issigen, die Gleichung 

(ds F 
d x ]  ---- n ~  

die bekanntlich die geradlinige Ausbreitung des Lichtes und die Erschei- 
nungen der Reflexion und Brechung im Sinne der geometrischen 0p t ik  
beherrscht. 

Ebenso k6nnen wir aus der SCHRODINGERschen Gleichung dutch die 
gl eiche Substitution 

t/, = e~7-~ "" (306) 
zur Gleickung 

2 h i  W "  4 n~ ]~V,~ 8 ~ ~ . --  ~ + --h~-(~. --  V ) :  o (307) 

fibergehen, die ftir h --~ o in die HAmLTON-JACOBIsche Differentiatglei- 
chung der Mechanik 

2,. \ d x ] V = E (308) 
fibergeht. 
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Die SCHR(~DINGERsche Interpretation liel~ sich auch direkt iiber- 
tragen auf die Behandlung nichtstation~irer Probleme. Wir haben es 
dann in seinem Sinne mit einer nicht mehr periodisctl ver~inderlichen 
Ladungskonfiguration zu tun. 

Wit fassen also noch einmaI diese spezielIe Form der SCHR(~DINGER- 
schen Interpretation zusammen. Nach ihr besteht eine kontinuierliche 
Verteilung der 1Katerie fiber den gesamten Raum; bestimmte angegebene 
Funktionen der Eigenfunktion kennzeichnen die Dichte von Energie und 
Impuls, Ladung und Strom an jeder Stelle und zu jeder Zeit. Die Funk- 
tion ~t, ist bestimmt, wenn wir ihre Differentialgleichung, d.h. die ~iuBeren 
Felder und die Wechselwirkung der Partikel, sowie ihren Anfangszustand 
kennen. Aus diesem Anfangszustand ergibt sich dann streng determi- 
niert der Verlauf der Funktion ~ fiir alle Zeiten. 

Diese SCHR(~DINGERsche Auffassung hat sich im allgemeinen nicht 
durchsetzen k6nnen. An ihre Stelle ist vielmehr bei der grol3en Mehr- 
zahl der Physiker eine Anschauung getreten, die ausgesprochen statisti- 
schen Charakter tr~igt. Bevor wit die Grtinde, die ftir dieses Abgehen 
yon der SCHR6DINGERschen Interpretation matlgebend sind, n~ther aus- 
einandersetzen, mSchten wir diese dritte Auffassung kurz skizzieren. 

68. Die statistische Interpretation der Quantenmechanik; 
Transformationstheor~e. Die dritte wesentliche Interpretation der 
Quantenmechanik ist eine rein statistische. In ihr werden die klassischen 
Begriffe yon Ort, Geschwindigkeit, Impuls, Energie usw. des mechani- 
schen Systems unver~indert beibehalten. Einschr~inkungen werden nach 
ihr nur durchgefiihrt, was die Verkniipfung und gleichzeitige Beobach- 
tung yon mechanisch-kinematischen GrSl3en anlangt. Weiter beh~ilt diese 
Interpretation von Haus aus den strengen Partikelcharakter bei, den 
auch die klassische Physik den Atomen zugeschrieben hat. Nach ihr ist 
es ohne weiteres mSglich, yon einem scharf bestimmten Orte eines Elek- 
trons zu sprechen. Sie l~il3t sich im wesentlichen etwa folgendermal3en 
formulieren: Gegeben sei z. B. eine LSsung der SCI-IR~DINGERSchen Glei- 
chung eines abgeschlossenen Systems yon der Gestalt 

2 " x d  E t  

(~! = e /~ 'b~nx ~ n 2  • . • n f .  

DurcI1 Kenntnis dieser Eigenfunktion ist uns der Wert der Energie und 
eventuell noch weiterer (]-- I)-Integrale des Systems, wobei ] die Anzahl 
der Freiheitsgrade bedeutet, bekannt. Darunter ist folgendes zu verstehen : 
In der urspriinglichen BOHl~schen Theorie waren durch die [ Quanten- 
zahlen ebensoviel Funktionen yon p und q festgelegt, die natiirhch Inte- 
grale der mechanischen Bewegungsgleichungen sein muBten. In die 
Sprache der Quantenmechanik iibersetzt bedeutet dies, dab wir / GrSBen 
angeben kSnnen, deren Matrizen Diagonalmatrizen sein miissen (dabei 
sehen wit yon Entartungen der Einfachheit halber ab). Als Beispiel seien 
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die beim Wasserstoffatom festgelegten Gr613en (vgh Ziff. 43 und Ziff. 72) 
angefiihrt; diese sind: I. die Energie x(p, q); 2. das Quadrat des Dreh- 
impuls ~ ( x p v - - y p ~ ) 2 ~  das dutch die Quantenzahl l bestimmt ist; 
3. die Komponente des Drehimpulses um die z-Achse (xpv--yp~),  die 
durch die Quantenzahl m festgelegt wird. 

Aus tier Eigenfunktion kSnnen wir dann in bekannter Weise Aus- 
~v ¢gqj 

drticke wie z. 13. ~# ~ -  -- ~7 ~ usw. bilden, die wir schon bisher als 

Viererstrom usw. interpretiert hatten. I n  der neuen Fassung bedeuten 
dann diese Grfflen die Wahrscheinlichkeit da[iir, bei einem Experiment  ein 
Partikel in  dem Koordinatenbereich dx . . . .  dxt anzutreffen, wenn wir  
wissen, daft alas System sich im Zustand mit  tier Eigen/unktion u,~. . . ,'s 
befindet. 

Dieses Verfahren ltiBt sich nattirlich ganz formal auf die nicht abge- 
schlossenen Systeme tibertragen. Auch dann ist das betrachtete System, 
dessert L6sung etwa v o n d e r  Gestalt (224) sei, charakterisiert durch die 
GrSBen a,,, die wegen der Normierungsbedingung die Relation 

n 

erftillen miissen. Wit hatten in dem Abschnitt tiber Variation der Kon- 
stanten gezeigt, dab diese Relation immer dann ftir alle Zeiten zu Recht 
besteht, wenn sie zu einer Zeit erftillt ist. Dies erlaubt uns, die Gr6Ben 
ak ~t~ als Mall ftir die Wahrscheinlichkeit zu betrachten, dab das be- 
treffende System zu einer bestimmten Zeit sich im Zustande mit der 
Eigenfunktion uk befindet. 

Ftir abgeschlossene Systeme ftihrt diese Interpretation zu genau den- 
selben Gesetzen wie frtiher. 

Wir wollen nun eine Reihe von Einzelheiten dieser hier gegebenen 
statistischen Interpretation diskutieren, um so ein besseres Verst~indnis 
fiir diese sehr allgemeine und weittragende Aussage zu gewinnen. Als 
erstes ist nach dem Gesagten folgende Frage sehr naheliegend: Welches 
Verh~iltnis besteht zwischen denjenigen mechanischen Gr6Ben, tiber die 
wit etwas wissen, und denjenigen, tiber die wit auf Grund unseres Wissens 
eine Wahrscheinlichkeitsaussage treffen? Nun ist ein jedes mechanische 
System v o n /  Freiheitsgraden charakterisiert durch 2 / Gr6Ben, namlich 
/ Koordinaten und / generitisierte Impulse. Eine Eigenfunktion eines ab- 
geschlossenen, nicht entarteten Systems, legt / und nur [ Funktionen von 
p und q fest, unter denen sich auch die Energie befindet. Die zu den [ be- 
kannten Gr6Ben kanonisch konjugierten Gr6Ben sind nicht festgelegt nnd 
sie sind es gerade, auf die sich unsere Wahrscheinlichkeitsaussagen be- 
ziehen. Dieser hier geschiMerte Vorgang ist noch insofern speziell, als wir 
als Basis unserer 13erechnung immer eine L6sung der SCHRODINGERschen 
Gleichung angesetzt haben. DIRAC (69) und JORDAN (88) haben nun die 
folgende wesentliche Erweiterung des Formalismus durchgefiihrt, die 
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man als Trans[ormationstheorie der Quantenmechanik bezeichnet. Ebenso 
wie die SCHRODINGERSChe Gleichung dadurch entsteht, dab man die 
HAMILTONsche Funktion als Operator ansetzt und deren Eigenwerte zu 
bestimmen sucht, kann man auch eine beliebige andere Funktion der 
Koordinaten und Impulse in Operatorform ansetzen und rein mathe- 
matisch die Eigenwerte dieser Funktion ebenso wie frfiher der HAMILTON- 
schen Funktion bestimmen. Es haben dann DIRAC und JORDAN das we- 
sentliche Resultat abgeleitet, das wir folgendermaBen aussprechen: Um 
zu bestimmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir in einem System 
einer mechanischen Variablen q den Wert Q zuschreiben k6nnen, wenn 
wit wissen, dab der Weft einer anderen mechanischen Gr6fle [ (p, q) 
F ist, hat  man ein bestimmtes Eigenwertproblem zu 16sen, das mit  der 
Funktion / als Operator gebildet wurde. Die entstehenden Eigenl6sungen 
erlauben dann, die Wabrscheinlichkeit zu beVechnen, dab der Gr6Be q 
ein Wert Q zukommt. Wir sehen sofort, dab der SCHRC)DINGERsche Fail 
ein Spezialfall dieses allgemeinen Verfahrens ist. Hier ist z. B. die ge- 
suchte Gr6Be Q die Koordinate q selber, die bekannte Gr6Be der HA- 
MILTONsche Operator; die HAMILTONsche Funktion liefert in das Eigen- 
wertproblem eingesetzt, gerade die SCHR•DINGERsche Wellengleichung 
und der Ausdruck q, ~tJ die Wahrscheinlichkeit daffir, dab das System sich 
gerade in einer Lage mit de; Koordinaten Q befindet. 

Wir k6nnen begreiflicherweise auf die recht komplizierten mathema- 
tischen Deduktionen, die diesem kurz formulierbaren Satze zugrunde 
liegen, hier nicht n~her eingehen. Wir wollen nur noch ohne Beweis das 
allgemeine Resultat angeben, das sich auf die gegenseitige Abh~ingigkeit 
kanonisch konjugierter Gr6Ben bezieht und das wir sp~iter in einer groBen 
Reihe yon Spezialf~illen noch ntther erliiutern werden. 

Wenn wir fiber den Wert der Gr6Be p eine Aussage machen k6nnen - -  
sei es, dab wir ihr exakt den Wert P zuschreiben oder nur wissen, dab 

sie alle m~glichen Werte mit einer mittleren Abweichung (/_/p)2 an- 
nehmen kann, so liefert dann die Theorie das Ergebnis, dab der Fehler 
(die mittlere Abweichung) der kanonisch konjugierten Gr6Be q der Re- 
lation genfigt 

Wenn uns also die eine der beiden kanonisch konfugierten GrSflen exakt 
bekannt ist, so ist die andere vollkommen unbestimmt. Diese Formulierung 
der sogenannten HEISENBERGSChen Ungenauigkeitsrelation haben wit 
bier nur des Zusammenhanges halber an die Transformationstheorie 
angeschlossen, ihre wesentliche Bedeutung werden wir an Hand einzelner 
Beispiele noch welter unten besprechen. 

69. N~there Diskussion der statistischen Interpretat ion;  ein Ein- 
steinsches Gedankenexperiment.  Die statistische Interpretation in tier 
Quantenmechanik weicht yon den bisherigen Vorstellungen der Physik 
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so grundlegend ab, dab es wolff angebracht erscheint, ihre begrifflichen 
Grundlagen genauer zu analysieren. 

Die kausale Physik l~tl3t sich etwa folgendermal3en kennzeichnen: 
Der Zustand eines mechanischen Systems sei charakterisiert durch die 
Angabe yon 2 [ GrSl3en, etwa der Koordinaten und Impulse. Kenntnis 
dieser Gr6Ben zu einer bestimmten Zeit t = to erlaubt dann zusammen 
mit der Kenntnis der mechanischen Gesetze (abgesehen yon Rechen- 
schwierigkeiten) die Bestimmung der 2 ] GrSBen zu jeder beliebigen Zeit. 

Die statistische Interpretation hingegen besagt : Es seien zur Zeit ~ = to 
alle an dem System gleichzeitig meBbaren GrSBen bestimmt; danI1 er- 
laubt die Kenntnis der Naturgesetze Wahrscheinlichkeitsaussagen zu 
machen tiber die H~ufigkeit, mit-der  bei wiederholten Versuchsreihen 
vom gleichen Anfangszustande nach Ablauf ein und derselben Zeit ver- 
schiedene Werte der charakterisierenden GrSBen angenommen werden. 

Sowohl in der klassischen als auch in der Quantenmechanik mul3 
man also zun~chst angeben, welche beobachtbaren GrSl3en den Zustand 
eines Systems charakterisieren. Es kann dabei yon vornherein der Fall 
sein (und wir werden in Ziff. 7 ° auch sehen, dab dies tats~chlich in der 
Natur realisiert ist), dab bei einem mechanischen System nach der klassi- 
schen und Quantenmechanik verschiedene Gr613en als ftir den Zustand 
charakteristisch angesehen werden mtissen. Doch wollen wir davon vor- 
laufig absehen, da es in diesem Zusammenhang nicht wesentlich ist. 

Die Formulierung der statistischen Interpretation bezieht sich auf 
das Ergebnis wiederholter Versuchsreihen; wir haben dabei die M6glich- 
keit often gelassen, dab einzelne ftir das System charakteristische GrSl3en 
bei jedem Versuch in derselben Weise sich andern, dab also ftir diese 
GrSBen gewissermal~en Kausalit~t gilt. Es ist ftir die Gtiltigkeit einer 
statistischen Interpretation nur notwendig, dab mindestens eine das 
mechanische System charakterisierende Gr613e in nicht eindeutig be- 
stimmter Weise sich mit der Zeit ~ndert. 

Wir verweisen als Beispiel auf den Fall des Photoeffektes (vgl. 
Ziff. 49). Wit hatten dort sowohl tiber die Energie (d. h. den Absolut- 
betrag der Geschwindigkeit), als auch tiber die Geschwindigkeitsrichtung 
der ausgelSsten Elektronen eine Aussage gemacht. Nun ging aus dem 
dortigen Paragraphen hervor, dab nur zwei Eigenfunktionen solcher Art  
miteinander kombinieren, dab die Energie des Elektrons der Gleichung 
(24 o) gentigt, w~hrend die Winkelverteilung der wegfliegenden Elek- 
tronen durch den Viererstrom gekennzeichnet war; dieser erlaubte in 
keiner Weise eindeutig vorherzusagen, in welcher Richtung das Elektron 
wegfliegen wird. Es gilt also ftir den AusfaI1 eines Photoprozesses die 
Aussage, dab zwar die Energie eindeutig bestimmt ist, hingegen tiber 
die Geschwindigkeitsrichtung nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage ge- 
macht werden kann. 

Wir weisen ausdrticklich aaf eine MSglichkeit bin, die ftir eine statisti- 
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sche Theorie zu Recht bestehen kSnnte, im Falte der Quantenmechanik 
abet, wie wir eben gesehen haben, nicht gilt. Es h~itte auch die Energie 
der wegfliegenden Elektronen alle mSglichen Werte annehmen und nut  
ihr Mittelwert ftir viele Versuche der Gleichung (24 o) geniigen kSnnen. 
Die Erhaltungss~itze fiir Energie und Impuls (vgl. Ziff. 49, CO~PTOl~- 
Effekt) zeigen jedoch, dab dies nicht zu Recht besteht, sondern dab fiir 
diese GrSgen exakt kausale Beziehungen bestehen ~. 

Die Verh~iltnisse werden dutch ein yon EINSTEIN herrtihrendes Bei- 
spiel ungemein veranschaulicht. Es handelt sich bier um folgendes Ex- 
periment : Ein Btindel a-Strahlen yon gleicher Energie und Geschwindig- 
keitsrichtung falle auf eine kleine 0ffnung in einem Schirm auf und 
werde an dieser nach allen mSglichen Richtungen zerstreut. "vVir be- 
trachten das Schicksal eines einzelnen Partikels nach dem Passieren der 
0ffnung. Hinter dem Schirm denken wit uns (vgl. Abb. i i )  etwa einen 
Film aufgespannt, auf dem wir die Spuren der 
eintreffenden a-Partikel fixieren kSnnen. Dann ~ P e ~ - - " ' ~  
gibt die winkelabh~ingige GrSl3e ~/, ~ =/(~9) die 
Wahrscheinlichkeit dafiir an, dab ein a-Partiket 
in der Richtung (~9) davonfliegt. Nun wissen wir ¢ 
erfahrungsgemiil3; z. ]3. aus Aufnahmen in der I 
WlLsON-Kamera, dab ein a-Partikel sehr ange- Abb. ii. ElxsTEIxsches 
ntihert geradlinig durch einen gaserftillten Raum Gedankenexperiment. 
hindurchf]iegt. Wtihrend also zun~ichst die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, ein a-Partikel unter  dem Winkel + # bzw. -- ~9 an- 
zutreffen, aus Symmetriegriinden gleich groB war, kSnnen wir mit 
grSBter Wahrscheinlichkeit behaupten, dab ein a-Partikel, yon dem wir 
in dem gasgeffillten Raum zwischen Schirm und Film eine Spur bei P,  
unter dem Winkel #, (vgl. Abb. II)  beobachten, auch auf dem Film in 
einem nahe bei ~9i gelegenen Winkel auftreffen wird. Diesen Sachverhalt 
kSnnen wir aber auch so darstellen: Die Beobachtung des a-Partikels 
unter dem Winkel zg~ ver~indert die Wahrscheinlichkeit hierftir, das 
a-Partikel unter einem Winkel ~9~ anzutreffen. 

Bis hierher ist diese Uberlegung sehr alltiiglich. Sie gewinnt jedoch 
besonderes Interesse durch den yon EINSTEIN" (73) hervorgehobenen Um- 
stand, dab es sich hier gewissermaBen um eine ,,Fernwirkung" handelt. 
Dies sieht man folgenderweise leicht ein. Vor der Beobachtung des 
a-Partikels bei P~ bestand eine Wahrscheinlichkeit, etwa w(#3), daftir, 
das a-Partikel im Punkte P3 auf dem Film anzutreffen. Nach der Be- 
obachtung ist diese Wahrscheinlichkeit nicht mehr w(#3), sondern 0 
[oder mindestens sehr viel kleiner als w (z93) J, geworden. Nun kSnnenwir 
uns die Punkte P,  und P3 beliebig weir auseinander denken, so dab nach 

Wir sehen bei diesen Betrachtungen yon gewJssen F~illen der DmAc- 
schen Dispersionstheorie (68) ab. 
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der Feldphysik (dem Relativit~itsprinzip) ein Signal von P: bis P3 minde- 
stens die Zeit 

GP3 _ J t  
a 

benOtigt. Im Falle der Quantenmechanik jedoch hat sich die Wahr-  
scheinlichkeit in Ps durch die Beobachtung in P, momentan ge~indert. 

So interessant diese Bemerkung ist, so deckt sie doch, wie wir glauben, 
keinen inneren Widerspruch in der Quantenmechanik auf. Die Quanten- 
mechanik lieg sich ja relativistisch invariant formulieren und es isr selbst- 
verst~indlich, dab ihre Ergebnisse nicht im Widerspruch zu allgemeinen 
Siitzen der Relativit~itstheorie stehen diirfen. Dies ist abet auch keines- 
wegs bei dem betrachteten Beispiel der Fall; denn die Relativit~itstheorie 
verbietet lediglich die Ausbreitung eines Signals rail Uberlichtgeschwindig- 
keit. In unserem Falle aber handelt es sich um die A'nderung der Wahr- 
scheinlichkeit/iir ein Versuchsergebnis, und es ist vollkommen unm6glich, 
einen realen physikalischen Vorgang als ein Signal zu konstruieren, wel- 
ches diesem Verhalten der Wellenfunktion gleichgesetzt werden kann. 
Es kommt in diesem Beispiele besonders sch6n die formale Natur der 
Beschreibung durch die Wellenfunktion zum Ausdruck. Man sieht deut-  
lich, dab eine direkte Zuordnung materieller Vorg~nge zu dem Verhalten 
der Eigenfunktionen im allgemeinen unm6glich ist und leicht zu Wider- 
spriichen mit dem fiir alle physikalischen Theorien gtiltigen Relativit~its- 
prinzip ftihren kann. 

Wir m6chten zum Abschlul3 dieser Ziffer vor einem Irr tum ausdriick- 
lich warnen, dem man bei der Besprechung der hier behandelten Fragen 
h~ufig begegnet. Diese von uns bekAmpfte Ansicht lautet etwa folgender- 
mal~en: Die statistische Interpretation der Quantenmechanik ist in 
keiner Weise notwendig oder im Wesen der Sache begrtindet. Vielmehr 
legt der quantenmechanische Formalismus besonders in der Gestalt der 
SCHR6DINGERschen Theorie eine kausale Interpretation nahe. Diese 
kausale Interpretation besteht in folgendem: Die Eigenfunktion ~, ist 
bestimmt, wenn wir sie zur Zeit t----to im ganzen Raume kennen. Tat -  
s~ichlich sieht man dann leicht ein, dab die SCHR6DINGERsche zeit- 
abh~ingige Gleichung (III) nur eine L6sung hat,  die zur Zeit t = to in 
den gegebenen Anfangszustand iibergeht. (Dies folgt schon aus allge- 
meinen S~itzen fiber die Eindeutigkeit der L6sungen yon Differential- 
gleichungen.) Die Eigenfunktion ~, ist also ,,kausal" vollkommen be- 
stimmt. 

Unseres Erachtens liegt hier ein logischer Fehler vor, der durch eine 
stillschweigende Ersetzung der verwandten Begriffe Gesetzlichkeit und 
Kausalitiit zustande gekommen ist. Unter ,,Gesetzlichkeit" soll ganz 
allgemein jede Verkniipfung einer raum-zeitabh~ingigen Gr6Be mit ihren 
Werten an einer anderen Stelle des Raumes und der Zeit verstanden 
werden. ,,Kausalit~it" ist der engere Begriff. Er  bezieht sich auf die 
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Gesetzlichkeit beobachtbarer Gr~flen, d. h. solcher Gr6Ben, deren Werr wir, 
wenn auch nur durch Gedankenexperimente, exakt angeben k6nnen. 
Ffir die Gr6Be ~ gilt ledigiich eine gesetzliche Formulierung; denn es ist 
yon keiner Seite auch nur versucht, geschweige denn erreicht worden, 
ein Gedankenexperiment anzugeben, das eine Messung der Gr6Be ~p ge- 
stattet. Jede Physik, sei sie kausal oder nicht kausal, wird Gesetze be- 
inhalten miissen; die in diese Gesetze eingehenden Gr6Ben, deren Ver- 
~inderung mit der Zeit auch eindeutig bestimmt sein kann, werden aber 
in der statistischen Physik der Beobachtung unzug~inglich sein, w~hrend 
die beobachtbaren Gr6Ben nicht als eindeutige Zeitfunktionen angebbar 
sein werclen. 

7o. Die Heisenbergsche Ungenauigkeitsrelation: Rein mecha- 
nische Probleme. Wir hatten die HEISENBERGsche Ungenauigkeits- 
relation im Zusammenhang mit der allgemeinen Transformationstheorie 
bereits kurz in ihrer mathematischen Gestalt wiedergegeben. In dieser 
lautet sie: Wenn zwei quantenmechanische Gr613en q und p zueinander 
kanonisch konjugiert sind, und wir tiber die Gr613e q bzw. tiber ihre Ab- 

weichung (jq)2 vom Mittelwert eine Aussage machen k6nnen, so gilt 

fiir die Abweichung (~p)2 der Gr6Be p vom Mittehvert die Relation 

(~,q)~ (~jp)2 ~ h 2. 

Wir wollen in diesem Abschnitt uns hauptstichlich mit der physikali- 
schen Interpretation dieses HEISENBERGschen Satzes befassen, ohne Ge- 
wicht auf eine exakte mathematische Formulierung der verwendeten 
Theoreme zu legen. Diese l~tlt sich in strenger und allgemeiner Form 
nur mit Hilfe des uns unzug~ingiichen Apparates der Transformations- 
theorie geben. Doch auch so glauben wir, abgesehen yon mathemati- 
schen Feinheiten, eine ersch6pfende Darlegung des wesentlichen In- 
haltes der HEISENBERGsehen Ungenauigkeitsrelation geben zu k6nnen. 

Wir wollen mit einigen allgemeinen Bemerkungen tiber ,,physika- 
lische" Gr6Ben in der klassischen und Quantentheorie beginnen. Unter 
einer physikalischen Gr6Be wollen wir eine solche Gr6Be verstehen, zu 
deren quantitativer Bestimmung ein Experiment mindestens in Ge- 
danken angebbar ist, die also, kurz gesagt, meflbar ist. 

Es war eine zun~chst stillschweigend, spater explizit gemachte Voraus- 
setzung der klassischen Theorie, dab die Messung der in sie eingehenden 
Gr6Ben ohne merkliche Ver~inderung der zu messenden Gr6Ben m6giich 
sein sollte. Oder sch~irfer und exakter gesagt, daft einer physikalischen 
Gr6fe ein eindeutiges Me~resultat zugeordnet werden kann. Weiter war 
es eine stillschweigende Voraussetzung der tdassischen Theorie, dab alle 
in sie eingehenden Gr~fen unabhdngig voneinander reef bar sein sollen. 
Zur Erfiillung dieser Voraussetzungen hatte man den Begriff des Probe- 
k&l~ers eingefiihrt, d.h.  jenes beliebig klein zu w~ihlenden MeBinstru- 
ments, dessen Rfickwirkung auf die zu messende oder eine andere 
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das System charakterisierende Gr613e beliebig klein gemacht werden 
kann. 

Jede Vorstellung einer Atomistik der Materie macht die Fiktion eines 
solchen Probek6rpers zumindest anzweifelbar, vielleicht sogar v611ig 
sinnlos. Es ist nur schwer einzusehen, wie man mit Gebilden yon deft- 
niter, nicht zu unterbietender Gr6tle andere Gebilde der gleichen Gr613en- 
ordnung ausmessen soll, ohne dab der Mel3prozel3 das Resultat in nicht 
vorherzusehender Weise beeinflul3t. Die Quantentheorie als eine spezi- 
fisch atomistische Theorie konnte diese klassischen Voraussetzungen 
nicht ohne weiteres tibernehmen; die Art und Weise, wie sie sie modi- 
fizierte, findet ihren anschaulichen Ausdruck in der HEISENBERGschen 
Ungenauigkeitsrelation. 

Zun~tchst ist auf die ftir den ersten Anblick groBe Kompliziertheit 
des Problems des Mel3k6rpers hinzuweisen. Wir k6nnen uns beliebig 
komplizierte und zusammengesetzte Gebilde denken, mit denen wit un- 
sere Messungen ausftihren; eine allgemeine Aussage fiber die Natur 
quantenmechanischer Messungen l~il3t sich also nur durch Herausgreifen 
einer verh~iltnism~tllig einfachen allgemeinen Eigenschaft aller mecha- 
nischen Systeme erreichen. Nun gehen in die quantenmechanJschen 
Gleichungen keine universellen Konstanten ein, auger dem Wirkungs- 
quantum. Denn Ladung und Masse der Partikel sind bei dem heutigen 
Stande der Theorie durchaus willktirlich, und es w~ire ohne weiteres m6g- 
lich, dab in der Quantenmechanik gar keine Elektronen oder Protonen 
bestimmter Art Eingang finden. Wir k6nnen also erwarten, dab in eine 
allgemeine Aussage tiber quantenmechanische Messungen (mindestens 
bei dem jetzigen Stande der Theorie) lediglich das Wirkungsquantum 
eingehen wird. 

Um das Resultat vorweg zu nehmen : Die Quantenmechanik l~il3t die 
klassische Voraussetzung einer beliebig genauen Messung einer quanten- 
mechanischen Gr613e zu Recht bestehen, hingegen zeigt sie die Unrichtig- 
keit der zweiten Voraussetzung, dab namlich alle physikalischen Gr613en 
unabh~ingig voneinander beliebig genau gemessen werden k6nnen. Diese 
gleichzeitige MeBbarkeit schrttnkt sie auf bestimmte mechanisch ein- 
fach charakterisierte Gruppen yon physikalischen Gr613en ein. 

Zur Illustration bringen wir einige m6glichst einfache Beispiele aus 
der Quantenmechanik. Die L6sung der SCI~RODINGERschen Gleichung 
[tir ein freies Partikel konstanter Energie ist gegeben durch die Eigen- 

funktion' ~V = e '~-'. Der Impuls, der diesem Partikel zuzuordnen ist, 
ist gegeben durch den Ausdruck 

d ~  ~ d d, 

W i r  n e h m e n  ml r  ebene  Wel l en  in e iner  R i c h t u n g  an, lassen also die  

L 6 s u n g  e " ~ ' / ~  fiir die fo lgende  B e t r a c h t u n g  der  E in fachhe i t  h a l b e r  weg. 
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Er  ist also unabhiingig von x iiberall proportional k. Wir haben es also 
mit  einem mechanischen System einheitlichen Impulses zu tun oder in 
der iiblichen Sprache: Der Impuls  unseres Systems ist schar/ bestimmt. 
Fragen wir umgekehrt  im Sinne der statistischen Definition nach der 
Wahrscheinlichkeit dafiir, das Part ikel  mit  der erwAhnten Eigenfunk- 
tion in einem best immten Gebiete mit  der Koordinate Xo anzutreffen. 
Diees Wahrscheinlichkeit ist gegeben dutch 

Sie ist also yon x unabh~ingig, d, h. der Ort des Partikels mit  dieser 
Eigenfunktion ist vollkommen unbest immt,  die Wahrscheinlichkeit, es 
an einem Punkte des Raumes anzutreffen, fiir alle Punkte gleich groB. , 
In der Sprache der Quantenmechanik ausgedrtickt : tier Oft des Partikels 
ist vollkommen unbestimmt. 

Wir k6nnen die L6sung ~/J = e ik~ nun in einfacher Weise so verall-  
gemeinern, dab tmpuls und Koordinate gerade ihre Rolle vertauschen, 
was den Grad der Best immtheit  anlangt. Zu diesem Zwecke bilden wir 
den Ausdruck 

+co k2 fi i  

ka(k)  e4~." e (309) 
--co 

~p ist gleichfalls eine L6sung der SCHR6DINGERschen Gleichung ( I I I ) ,  
nur ist sie nicht mehr so einfach yon der Zeit abh~ingig, sondern ~ihnlich 
allgemein wie (224). 

Die Koeffizienten az. denken wir uns nach bekannten mathematischen 
S~itzen fiber Darstellung unbest immter  Funktionen durch FouRIERsche 
Integrale so best immt,  dab t t~ ftir t = o nur an einem Punkte des Raumes 
merldich yon Null verschieden ist, an allen anderen Punkten verschwin- 
d e t m i t  der Bedingung, dab j ' dx  tt,~j= I. 

Bilden wit aus (309) nach bekannten Regeln den Imputs, so sehen 
wit, dab dieser jetzt von der Koordinate x abh~ingig ist und alle m6g- 
lichen Werte zwischen - - o c  und + cx~ mit  verschiedener Wahrschein- 
lichkeit annehmen kann. 

Wir k6nnen an diesem einfachen BeispieI sofort den wesentlichen 
Sachverhalt entnehmen. Koordinate und Impuls sind zueinander kano- 
nisch konjugiert. Einem scharfen Impulswerte entspricht ein einziges 
Glied 

e i k x  bzw. e - l k x  

Dieses einzige Glied abet  macht  ~f/~ yon x unabh~ngig und liefert des- 
halb Unbestimmtheit  der Koordinate.  Umgekehrt  erfordert Festlegung 
der Koordinate in (309) unendlich viel Glieder v o n d e r  Gestalt e i ~  mit 
variablem k. Jedem einzelnen dieser Glieder aber entspricht ein anderer 
Impuls, so dab wit jetzt die Unbest immthei t  in der zur Koordinate kon- 
jugierten Gr6Be erhalten. 
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Ahnlich steht es z. B. mit den in der klassischen Mechanik konjun- 
gierten Gr6ssen Energie und Zeit. Wenn die HAMILTONsche Funktion 
des Systems zeitunabh~ingig ist, so lautet die L6sung der SCHR(~DINGER- 
schen Gleichung bekanntlich 

2~[Et  
~t' ---- U ( X )  e ~' 

Die Gr613e ~p ~ ist dann von der Zeit unabh~ingig und mit ihr alle Mittel- 
werte 

f ,/,I (p, q) ~d~ 
mechanischer Gr613en. In unserer Sprache ausgedriickt: Bei schar[er 
Kenntnis  der Energie ist das zeitliche Verhalten des Systems absolut sta- 
tioniir. 

Hingegen l~il3t sich jede beliebige zeitabh~ingige L6sung [vgl. (224)3 
(lurch eine Reihe (bzw. ein Integral) mit Gliedern der Gestalt 

2~ZiEt 

f d E a ( E ) u ( x , E ) e  /' 

darstellen. Wir k6nnen dann das Verhalten der Wahrscheinlichkeit ~,~, 
bzw. der mechanischen Mittelwerte 

f ¢/(p,~)~dx 
bestimmen; diese GrSt3en werden zeitabh~ingig sein ~. Dagegen ist es 
jetzt nicht mehr erlaubt, von einer bestimmten Energie des Systems zu 
sprechen. Diese Energie wird jetzt alle m6glichen Werte je nach dem 
Zeitpunkt der Messung annehmen ~. 

Wir haben in unseren Beispielen einen Grenzfall diskutiert, da- 
durch gekennzeichnet, dal3 immer die eine Gr6fle schar[ bestimmt, die 
andere v~llig unbestimmt war. Der allgemeinere Fall wird natfirlich 
darin bestehen, dab die Eigenfunktion ftir beide kanonisch konju- 
gierten Gr613en ein Intervall mit im allgemeinen variabler Wahrschein- 
lichkeit als zul~.ssig erkt~irt. Fiir diesen Fall l~il3t sich durch die f0tgende 
einfache Betrachtung eine Absch~itzung der Gr61]e des Intervalls bzw. 
der Wahrscheinlichkeit, mit der die quantenmechanische Gr613e die ein- 
zelnen Werte in diesem Intervall annehmen kann, folgendermal3en ge- 

Z. B. wird ~p~ bei zwei verschiedenen Termen 
2n-tE~t 2 ~ i E  t 

~ = a x u x e  h + a 2 u ~ e - T Z  2 

v o n d e r  Gestalt sein 
2~z" 2~z" E ~p-~ = ,4 + Be 7;-, (E* --E~)t + Ce~-t ( 2 -  ei) t  

In tier Sprache tier Matrizen ausgedriickt, wird der HAMILTONsche Ope- 
rator jetzt nicht nur Diagonalglieder in der Energiematrix liefern, die ja 
zeitunabh~ngig wgren, sondern auch Glieder, die Uberg~ingen entsprechen, 

also yon der Zeit in der Form e --y-, (E~'- ,)t abh~ingen. 
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winnen" Es seien also p und  q zueinander  kanonisch koniugiert,  d. h. 
es gilt gem/iB (9 o) und (93) ffir die quantenmechanischen Operatoren 

h 
(pq -- qp) tp = ~ ~p. 

Wir nehmen nun an, dab ~ 

(3io) 
Der Mittelwert yon q und  p verschwindet  also, wir interessieren uns 

ira Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie um die quadratische Abwei- 
chung vom Mittelwert 

(q _~)~= q2 _ ~  = f  ,/,¢V,d~ = (Aq) ~ (311a) 

Dann folgt wegen f t / ~  d v = I aus (311 a) und  (311b) durck Multiplikation 
die Ungleichung 3 

j q 2 . j p 2 ~ !  h~ 
4 4 J  (312) 

Unsere frfiheren Beispiele ordnen sick dem allgemeinen Fall sehr sch6n 
nnter.  Wenn  die eine der beiden kanonisch konjugierten Gr6Ben scharf  

bes t immt ist ((Jq)'~ = o), so mul3 die andere vollkommen unbes t immt  

sein ((d/p)~-+ oo), damit  das P roduk t  ihrer quadratischen Abweickungen 
immer  der Relation (312) gentigt. Die Relat ion (312) bezeicknet man  als 
die HEISENBERGsche Ungenauigkeitsrelation. 

Unsere Auseinandersetzungen bezogen sick zun~.chst nur  auf kano- 
nisch konjugierte Gr6/3en. Nun handel t  es sick in praktischen F~llen 
auch um allgemeinere Funkt ionen  dieser kanonisch konjugierten 
Gr6Ben und  es erhebt sictl die Frage,  was man  fiber die Messung dieser 
allgemeinen Funkt ionen aussagen kann.  Da  ergibt sick sofort folgende 
einfache Formuliernng : Gleichzeitig schar/ bestimmbar sind nur ~ene physi- 
kalischen Gri~flen, die miteinander (ira Sinne der Operatorenrechnung) ver- 

In dieser Ziffer bedeutet der Querstrich fiber ~p immer ,,konjugiert 
komplex", fiber den mechanischen Variabeln aber den wahrscheinlichkeits- 
theoretischen Mittelwert. 

2 Dies bedeutet keine Einschr~nkung der Allgemeinheit. Denn wenn z. B. 

p = f ~ p ~ d ~  = b 
sind, so brauchen wir lediglich die neuen Gr61]en 

q - a  =q' 
p - b = p '  

einzuffihren, die danrl wieder wegen 
h (p'q' - q'p') ~p = ~ 'P 

zueinander kanonisch konjugiert sind und ftir die dann sicher ~ ' =  ~ ' =  o 
gilt. 

3 WEVL (53). 
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tauschbar sin& Denn wenn eine Gr6ge p nicht gleichzeitig mit ihrer 
kanonisch konjugierten Gr613e q scharf bestimmt werden kann, so kann 
auch eine Funktion, die p enth~ilt, nicht gleichzeitig mit q scharf be- 
stimmt werden. Das mathematische Kriterium aber daftir, dab eine 
Funktion die eine zu einer Gr6Be p konjugierte Gr6ge q enth~tlt, ist ihre 
Nichtvertauschbarkeit (/q) g~ 4 = (q/) ~/,. Von dieser Eigenschaft, dab nur 
miteinander vertauschbare quantenmechanische Operatoren gleichzeitig 
scharf gemessen werden k6nnen, werden wir weiter unten zur Auf- 
kl~irung einiger scheinbarer Paradoxien noch Gebrauch machen. 

7I. Die Heisenbergsche Ungenauigkeitsrelation. Wechselwir- 
kung yon Strahlung und Materie. Bei dieser Komplikation des 
Sachverhaltes erscheint es verlockend, nach einem Ausweg zu suchen, 
der vielleicht zun~chst in folgendem erblickt werden kOnnte. Bei dem 
heutigen Stande der Theorie ist die Elektrodynamik mit der Quanten- 
mechanik noch nicht einheitlich verschmolzen. Vielleicht erlaubt die 
noch unbekannte Elektrodynamik die gleichzeitige Messung kanonisch 
konjugierter GrOl3en, die auf rein mechanischem Wege sich als undurch- 
fiihrbar erwiesen hat. Diese Hoffnung scheitert jedoch; soweit wir ohne 
Kenntnis der allgemeinen Elektrodynamik bisher die Wechselwirkung 
zwischen elektromagnetischem Feld und Materie kennen, geht auch in 
sie ein diskontinuierliches Element in solcher Weise ein, dab Koordinate 
und Impuls nicht simultan bestimmt werden kOnnen. 

Der physikalisch wesentliche Punkt fiir diese Behauptung ist un- 
sere Kenntnis des Mechanismus des CoMPToN-Effektes. Der COMPTON- 
Effekt ist wohl der allgemeinste Fall ffir die Wechsehvirkung zwischen 
Strahlung und freien Elektronen. Bei zusammengesetzten Atomen kann 
die Erscheinung noch dadurch kompliziert werden, dab das Atom auger 
kinetischer Energie noch innere Energie durch t3bergang in einen h6heren 
Quantenzustand erMlt, doch ~tndert dies nichts an dem allgemeinen 
Schema der Gleichungen (241), (242 a), (242 b), die die Erhaltung yon 
Energie und Impuls garantieren. 

Stellen wir uns etwa die Aufgabe, den Ort eines Elektrons ~i~glichs~ 
genau zu messen. Die Ortsbestimmung eines kleinen materiellen Par- 
tikels fiihren wir praktisch etwa in einem Mikroskop durch, das wir mit 
Licht passender Wellenl~inge beleuchten. Nun hat schon lange vor der 
~uantenmechanik die Beugungstheorie der optischen Instrumente ge- 
lehrt, dab wir mit Licht bestimmter Wellenl~inge ,i die Lage eines Ob- 
jektes nut bis auf die Gr6ge 

1 
d 

2 sin ~f (313) 
2 

genau bestimmen k6nnen, worin 9 den 0ffnungswinkel des 3Iikroskop- 
rp 

objektivs bedeutet oder, anders ausgedrtickt, 2 den maximalen Streu- 
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ungswinkeI, unter dem das durch einen COMPTON-ProzeI3 modifizierte 
Licht noch ins Mikroskop gelangt. Es ist also zur genauen Ortsbestim- 
mung angezeigt, eine m6glichst kurze Wellenl~inge zu verwenden, und 
wir wollen in praktischen Grenzen hier keine prinzipielle Einschr~inkung 
erblicken und z. 13. fiir unser Gedankenexperiment auch die Verwendung 
der kiirzesten bekannten Gammastrahlung als erlaubt ansehen. Dies 
fiihrt dann dazu, dab wir den Ort des zu messenden Gebildes mit der 
Genauigkeit 

z J q  ~ - -  
2 sin ~ (314) 

2 

als gegeben ansehen k6nnen. Nicht dasselbe gilt jedoch yon der Messung 
des Impulses. Beim CoMPToN-ProzeB wird bekanntlich aug das Elektron 
ein Impuls yon der Gr6Benordnung 

h v  . 
sm 

g 

[vgl. (242 a), (242 b)l fibertragen. Dadurch erMlt der urspriingliche 
Elektronenimpuls eine Unbestimmtheit yon der Gr61?e 

2 h ,  v 
J p  oo sin ~-. (315) 

G 2 

Das Produkt der Unbestimmtheit yon Koordinate und Impuls erglbt 
sich dann zu 

z l  p J q cc h .  (316) 
Wit  sehen also, dab der Streuungsmechanismus des Co,~II~TON-Effektes 
die Aufrechterhaltung der mechanisch bewiesenen Ungenauigkeitsrela- 
tion garantiert. 

Besonders itlustrativ ist bei der Verwendung yon Strahlung die ge- 
naue Bes t immung  des Impulses  bei ungenauer Ortsbestimmung, die wir, 
gleichfalls Auseinandersetzungen BOrlRS (57) Iolgend, hier wiedergeben. 
Um den Impuls, d. h. im wesentlichen die Geschwindigkeit eines Elek- 
trons, zu messen, wollen wir etwa die Frequenziinderung bestimmen, die 
beim Com~Torr-Effekt an der Streustrahlung beobachtbar ist. Wird das 
Elektron am Anfang als ruhend vorausgesetzt (Impuls Null), so gelten 
die Formeln (241, 242a, 242b). Diese Ausdrficke ~indern sich natfirlich, 
wenn das Elektron anf/inglich eine Geschwindigkeit besitzt. Um zu den 
Gesetzen ftir den Co.~l, ToN-Effekt am ursprtinglich bewegten Elektron 
zu gelangen, gehen wir am zweckm~tl3igsten so vor. Wit fiihren ein 
neues 13ezugssystem ein, in dem das Elektron am Anfang ruhen soll. 
In diesem 13ezugssystem aber ist die Frequenz der einfallenden Welle 
nicht mehr dieselbe wie im ursprtinglictlen, sondern etwa 

7) 
I - -- cos cp 

c (317) 
I,x = Vo i/I _ v~l c2 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. VIII. 3 2  
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nach den Transformationsformeln der speziellen Relativittttstheorie 
(DoPPZER-Effekt). ~ bedeutet in (317) den Winkel zwischen der Rich- 
tung der Primtirgeschwindigkeit des Elektrons und der WellennormMen 
des Lichtstrahles. In diesem neuen Bezugssystem gelten dann, wenn man 
nur v durch v, ersetzt, die Formeln (241, 242a, 242b). Hierauf trans- 
formieren wit wieder Winkel und Frequenz des zweiten Bezugssystems 
nach der Streuung in das erste Bezugssystem zuriick und erhalten so 
die neuen Gesetze des CoMPTON-Effektes am bewegten Elektron, in die 
nattirlich die Anfangsgeschwindigkeit des Elektrons eingeht. Wegen der 
Abh~tngigkeit yon v ist die ~nderung der Frequenz jetzt eine andere 
als beim CoiPTON-Effekt am ruhenden Elektron. Damit ist gezeigt, 
dab prinzipiell eine Frequenzmessung beim COMPTON-Effekt zur Be- 
stimmung der Geschwindigkeit (des Anfangsimpulses) des Elektrons 
dienen kann. 

Um nun die Frequenz~inderung m6glichst genau zu bestimmen, mull 
man folgenden Punkt  genau beachten. Ein endlicher Wellenzug, der 
etwa zur Zeit t = to beginnen und zur Zeit t = to + T enden m6ge, hat keine 
scharf definierte Frequenz, sondern lttgt sich mathematisch nur durch 
ein FotJ~IER-Integral darstellen, in dem alle m6glichen Frequenzen auf- 
treten werden. Sei der Lichtstrahl etwa durch sein elektromagnetisches 
Potential u charakterisiert, dann gilt 

+co 

u = f c  (v) ei '~dv, (318) 
- - o o  

wobei die c(v) durch die Bedingung zu bestimmen sind, dab u zwischen 
to und to + z gleicht e i'° t, sonst aber o ist. Allerdings kann man durch Aus- 
rechnen des FouRIER-Integrals leicht zeigen, dab im wesentlichen die 
Frequenzen in dem Bereich 

I 

T 

eine yon Null verschiedene Amplitude c(v) besitzen werden, w~ihrend 
auBerhalb dieses Bereiches die Amplituden sehr stark abfallen. Der ideale 
Grenzfall 

entspricht dem einer Welle yon unendlicher L~inge. Es ist also die Fre- 
quenz und damit die beim CoMPToN-Effekt eintretende Impuls~inderung 
nur bestimmt bis auf Glieder yon der Gr613enordnung 

mvoo~nc(V--vo) mc - - .  (319) 
~o ~0 T 

Im Prinzip kann man durch genfigende Ltinge des Wellenzuges (ent- 
sprechend spektrale Sch~irfe) die Impuls~nderung beliebig genau be- 
stimmen. Dies ist ganz analog zu der Bemerkung fiber die Ortsmessung, 
nach der man dutch gentigende Verkleinerung von X den Ort beliebig 
genau messen kann. 
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Hingegen ist die Genauigkeit ftir die Messung des Ortes jetzt nicht 
mehr beliebig erh6hbar. Der COMPTON-Effekt kann w~ihrend der ganzen 
Zeit des Vortiberstreichens der Welle, also zwischen to und to+Z ein- 
treten, ohne dab wit den Zeitpunkt des Eintretens exakt best immen 
k6nnen; denn wir mtissen die Welle ungest6rt ablaufen lassen, um die 
gentigende Genauigkeit in der Impulsmessung zu erhalten. Das Elektron 

h Vo 
kann also die Impuls~inderung ~ -  an irgendeinem Zeitpunkt zwischen 

to und to+~ erfahren haben, so dab seine Lage nur his auf Glieder von 

der Gr613enordnung h Vo~ oo j q  
m c  

genau best immbar ist. Man sieht sofort, dab wieder fiir 
] m c  hvor 

J p  .dq  ~ . ~ h 
t~" o ~ ~Z C 

die Relation (316) gilt. 
Diese Formulierung der HEISENBERGSCllen Ungenauigkeitsrelation 

erlaubt uns nun einen deutlichen Einblick, warum die raum-zeitlichen 
Atomvorstelhmgen abzulehnen waren, um einen Fortschritt  in der 
Quantenmechanik zu erzielen. Diese raum-zeitlichen Atommodelle der 
alten BoHRschen Theorie hat ten mit  dem Begriff der mechanischen Bahn 
eines Partikels gearbeitet. Dieser Begriff ist aber nach dem jetzt Gesagten 
sinnlos. Wir k6nnen w o n  prinzipiell durcla ein Experiment den Ort eines 
Elektrons im Wasserstoffatom bestimmen, wobei dieses Atom vor der 
Messung z. B. als im Grundzustand befindlich angesehen werden m6ge. 
Um jedoch v o n d e r  Balm im Grundzustande zu sprechen, miissen wir die 
zeitliche Aufeinanderfolge yon Orten beobaclaten. Dies ist aber keines- 
wegs m6glich, ohne den Zustand des Atoms grundlegend zu beeinflussen. 
Soll die Bahn auch nur halbwegs genau angegeben werden, so muB die 
Wellenl~nge des ffir die Messung verwendeten Lichtes kleiner als die 
Bahndimension sein. Dann ist abet  die Energie des zugeh6rigen Licht- 
quantes so grol3, dab das Atom schon bei der ersten Messung aller Wahr-  
scheinlichkeit nach ionisiert oder zumindest in seinem Energiezustand 
betr~tchtlich verXndert werden wtirde. Mathematisch formuliert ist dies 
selbstverst~indlich, denn die Bezeichnung ,,Atom im Grundzustand" 
setzt eine scharfe Energiebestimmung voraus. Dann kann nicht gleich- 
zeitig die Koordinate scharf bes t immt werden, da die Energie auch die 
Impulse enth~lt, und folglich mit  der Koordinate nicht vertauschbar ist. 

Verst~tndlich ist auch nach der HEISENBERGSCtlen Ungenauigkeits- 
relation der l~lbergang zur makroskopischen klassischen Physik. Da die 
Gr613e h ftir alte praktischen Dimensionen ungemein klein ist, bedeutet  
ein Fehler in Impuls und Koordinate yon dieser Gr6Benordnung nichts, 
was ftir makroskopische Messungen auch nur einigermal3en in Betracht  
kommt.  Es sind also streng genommen alle Aussagen der klassischen 
Physik nur genau bis auf Glieder yon der Gr6Benordnung h, doch ist 

3 2* 
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der Fehler ftir alle praktischen Zwecke welt unter der Beobachtungs- 
grenze. 

72. Die Heisenbergsche Ungenauigkeitsrelation: Aufkl~irung 
scheinbarer Paradoxien  in mechan i schen  Problemen.  Die genaue Be- 
achtung der HEISEIeBERGschen Ungenauigkeitsrelation hilft auch aus 
manchen scheinbar paradoxen Schwierigkeiten heraus, die aber ihren 
Ursprung mehr  in Sprachnachl~issigkeiten linden, hervorgerufen durch 
die unserem Denken ganz ungewohnte Einschrttnkung der gleichzeitigen 
Mel3barkeit verschiedener Gr6/3en. Wir wollen dies an zwei quanten- 
mechanischen Beispielen im folgenden illustrieren. 

Betrachten wir etwa den folgenden m6glichen einfachen Fall. Ein 
Partikel  befinde sich in einem Felde konstanten Potentials, das ledig- 
lich etwa an der Stelle x = o einen Sprung aufweist 

x ~ o ,  V = o ;  x > o ,  V = W .  

Die L6sung der Wellengleichung gewinnen wit darch Aneinanderstiickeln 
der L6sungen fiir die beiden Gebiete an der Sprungstelle, wie es in 
Ziffer 38 und 46 auseinandergesetzt nnd angewendet wurde. 

Es gilt also 
x < o : qj = A e i ~ ' ~ : +  B e  -il~-~ (32oa) 
y > o : ~t' = C e  zl''~ + D e  -z~''-~ (32ob) 

h ~ 

8n2~t . . . . . .  

d o  
Von diesen L6sungen miissen wir nun verlangen, daB ~ und ~ Iiir x •  o 

stetig sind; dies ist dutch geeignete Verfiigung tiber die Konstanten 
immer erzielbar. Zun~ichst sei angenommen, daB 

W < E .  

Dann haben w i r e s  durchweg mi t  Exponentialfunktionen rein imagi- 
nXren Arguments zu tun, so dab alle L6sungen tiberaI1 endlich bleiben. 
Fiigen wit noch die Bedingung hinzu, dab ftir x > o nur auslaufende 
Wellen vorhanden sein sollen, also nur Partikel, die yon o nach oo gehen, 
so haben wir C = o zu setzen. Die einzelnen Glieder k6nnen wir dann 
IolgendermaBen interpretieren: 

B e -  ik.~ stellt die einfallende, A e"k~ die reflektierte und D e -ik,~ die 
durchgehende (gebrochene) Welle dar. Die etwas nachl~sige Formu- 
lierung lautet  dann: Es f~illt yon links eine Welle mit  der Energie E 
auf eine Potentialschwelle W und wird an ihr reflektiert und gebrochen. 
Diese Formulierung Iiihrt zu einem scheinbaren Paradoxon, wenn wir 
annehmen, dab der PotentiaIsprung W gr6Ber als E ist. Dann werden 
n~mlich ftir x > o die Exponenten der e-Potenz reell, wir miissen den 
Koeffizienten C diesmal auf alle F~lle Null setzen, da die Eigenfunktion 
sonst ftir x- -~  o~ wtirde nnd erhalten ftir positive x keine harmo- 
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nische Welle mehr, sondern eine monoton abklingende Exponential- 
funktion. Wieder miBt der Ausdruck 

- -  2 . ~  I / 8 , ~ 2  4, ( ~ V - - E )  
~ #-- = D ~ e - - - 1 ,  

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dab ein Partikel d~rch die Potential- 
schweUe hindurchgeht. Formulieren wir wieder den Sachverhalt in der 
friiheren nachl/issigen Sprache, so wtirde er lauten: Eine Welle der 
Energie E falle yon links auf eine Potentialschwelle, deren Sprung gr6Ber 
ist als die kinetische Energie des Partikels. W~ihrend nun in der klassi- 
schen Theorie kein einziges Partikel durch diese Schwelle hindurchtreten 
k6nnte, ist dies in der Quantentheorie nicht mehr der Fall. Hier besteht 
auch bei beliebig groBer Potentialschwelle eine yon Null verschiedene 
Wahrscheinlichkeit daftir, dab Partikel kleinerer kinetischer Energie sie 
durchsetzen. 

Diese Formulierung muB nach den vielen Beispielen der letzten Ab- 
schnitte unbedingt paradox wirken, bedeutet sie doch gewissermaJ3en 
eine Verletzung des Energiesatzes: Beliebig wenig kinetische Energie 
vermag, wenn auch in seltenen Fallen, einen beliebig grogen Potential- 
unterschied zu tiberwinden. Das Paradoxon ist jedoch lediglich dutch 
eine unrichtige Beschreibung des Sachverhaltes entstanden. Die ver- 
wendeten Eigenfunktionen e ±~z'-~, denen eine bestimmte Energie mit 
Recht zugeordnet werden kann, zeigen gar nicht die Eigenschaft, dab 
eine Welle ,,yon links" auf eine Potentialschwelle auff/illt. Dies w/ire 
auch nach dem Gesagten vollkommen unm6glich, denn die Aussage ,,yon 
links" bedentet eine 6rtliche Lokalisierung der Partikel, wenn auch nur 
in sehr geringem Umfang. Andererseits legt die Eigenfnnktion e ~ i ~  
den Impuls scharf fest. Diese gleichzeitige Aussage ist auf Grund der 
Ungenauigkeitsrelation nnm6glich. In Wirldichkeit bedeutet die Eigen- 
funktion e-~'k~: lediglich, dab eine Welle sich ,,yon links nach rechts" 
ausbreitet. 

Wit wollen den Sachverhalt noch anders beleuchten. Der Ansatz ftir 
die L6sung in den beiden Teilgebieten 

- - i k x  x < o ,  ~V=e 
x > o ,  ~ p = o  

den Randbedingungen, nach denen ~V, ~ ftir widerspricht 

x = o  

stetig sein mtissen. Er wiirde den Fall einer yon links auf die Schwelle 
auftreffenden ebenen Welle repr/isentieren. Wollen wir umgekehrt wirk- 
lich dell Fall einer von links auf den Potentialsprung treffenden ebenen 
Welle darstellen, so miissen.wir die Eigenfunktion fiir x < o in der Ge- 
stalt (224) ansetzen. Dann treten abet in ihr alle m6glichen Energien 
und Impulse auf und es ist gar nicht verwunderlich, dab auch einmal 
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ein Partikel die Schwelle iibersetzen kann. Es wtirden dann, anschaulich 
gesprochen, eben solche Partikel dutch die Potentialschwelle hindurch- 
gehen, deren Energie gr613er als die Potentialdifferenz ist. 

Halten wir umgekehrt die Bedingung konstanten Impulses aufrecht, 
so l~iBt sich dann keine 6rtliche Bedingung mehr vorschreiben, wit k6nnen 
dann nur mehr davon sprechen, dab der ganze Raum bereits yon den 
¢-Wellen erftillt ist und, physikalisch gesprochen, dab auch am Anfang 
schon die Wahrscheinlichkeit daftir ein Partikel auf der Seite x > o an- 
zutreffen, yon Null verschieden war. 

Zur weiteren Illustration diene die Besprechung tiber die Eigen- 
schaften des Drehimpulses und seiner Komponenten. In Ziffer 38 war 
gezeigt worden, dab die z-Komponente des Drehimpulses in Einheiten 
h 

gemessen durch den Wert m gegeben war, wobei m alle Werte von 

4- o, I, 2 . . .  l durchlaufen kann. Dabei ist l durch die Gleichung be- 
st immt h 2 MS= / ( / +  i) ,  

4 ~2 

worin M ~ das Quadrat des Drehimpulses bedeutet. Anschaulich wtirde 
man etwa folgendermaBen argumentieren. Wir denken uns das Atom 
z. B. durch ein ~uBeres Feld so gerichtet; dab sein Drehimpuls in die 
Richtung des Feldes, die wir als z-Achse w~ihlen, f~illt. Dann ist 

M ? = M  ~ _  h__~ m 2 ~  h = l 2. 
- -  477~ = 4 n 2  

Dieser Wert ist kleiner als M h  
Zur L6sung dieses Widerspruches haben wir folgendes zu tiberlegen. 

Der Drehimpuls etwa in der z-Richtung 
M= = x p y  - -  y p ~  

entspricht dem quantenmechanischen Operator 

~-~ (x ~yy -- y ~ )  ~,. (32Ia) 

Ebenso gilt 

M , , / , =  h (" ~ - - z  ~ ')~, ,  (32Ib) 

Diese quantenmechanischen Operatoren M,, My, M ,  sind m i t e i n a n d e r  

n i ch t  ver tauschbar .  Bestimmen wir z. B. die Differenz 

so erhalten wir: 
h 

= . M~ ~/,. (322) 

(322) ist dutch einfaches Ausdifferenzieren.sofort zu best~tigen; natiir- 
lictl gelten auch die entsprechenden Retationen bei zyklischer Vertau- 
schung von x, y, z. 
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Es ist also die Behauptung sinnlos, dab wir das Atom durch ein 
~tuBeres Feld so zu richten verm6gen, dab sein Drehimpuls in die Feld- 
richtung f~llt. Wir k6nnen nicht gleichzeitig eine Messung yon M= und 
My machen, da diese beiden Gr6Ben nicht miteinander vertauschbar sind. 
Dies wXre aber erforderlich, um eine solche Orientierung eines Atoms 
durchzuffihren. Denn diese Orientierung wfirde ja 

M~ = My = 0 
l h  

M z - -  
2 ~  

bedeuten. 
Wohl aber k6nnen wir gleichzeitig M, und M 2 messen, denn es ist M" 

gleich dem quantenmechanischen Operator 

(MI + My + M2) ,/, = M ~ ¢,. 

Wir iiberlassen die einfache Rechnung dem Leser, der sich durch Aus- 
ffihrung der Differentiationen sofort davon fiberzeugen kann, dab tat-  
sXchlich die quantenmechanischen Operatoren M= und M ~ miteinander 
vertauschbar sind. Es ist also keineswegs ein Paradoxon darin zu er- 
blicken, dab der Maximalwert yon M2 nicht mit  M ~ fibereinstimmt, son- 
dern vielmehr eine sehr sehSne und ansehauliche Best~tigung der Ge- 
dankeng~nge, die der HE.'SENBERGschen Ungenauigkeitsrelation zu- 
grunde liegen. 

73. Abschliegende B e m e r k u n g e n  zur Wel l enmechan ik .  Wir 
k/Jnnen jetzt auch die Grfinde angeben, die gegen die SCHRODINGERsche 
Auffassung spreehen und deshalb ihre v611ige Durchsetzung verhindert  
haben. Der erste bezieht sich darauf, dab in der SCm~0DINGERschen 
Theorie der Part ikelcharakter  der Atome nicht geniigend zum Ausdruck 
kommt.  Wenn bei SCHR6I):NGER die Atome fiber den ganzen Raum 
verteilt sind und man yon einer best immten Lage nicht recht sprechen 
kann, so ist dem entgegenzuhalten, dab wir doch z. B. in der WILSON- 
Kamera  oder bei sonstigen Experimenten die Lage eines Etektrons recht 
genau angeben k6nnen. Demgegenfiber hat  SCHRODINGER darauf ver- 
wiesen, dab seine Wellenpakete ja auch nur eine kleine Ausdehnung be- 
sitzen und deswegen nicht in Widerspruch mit der Beobachtung stehen. 
Doch ist gerade das so instruktive Beispiel des Oszillators, auf das wir 
frfiher verwiesen hatten, nicht geeignet, diesen Sachverhalt allgemein 
richtig zu charakterisieren. Denn z. B. gerade beim Falle eines Elek- 
tronenstrahls merklich gleicher Geschwindigkeit ist ein Wellenpaket im 
ttblichen Sinne gar nicht vorhanden, sondern die Ladungsdichte ~@ fiber 
den ganzen Raum gleichm~Big verteilt. Bilden wir aber eine Eigenfunk- 
tion t/,, so dab etwa zur Zeit t = o die Ladungsdichte nur in einem relativ 
kleinen Bereich yon o verschieden ist, so wird dieses Paket  nieht dauernd 
beisammen bleiben, sondern sich mit  der Zeit zerstreuen und schlieBlich 
beliebig grol3e Dimensionen annehmen. Dieser Umstand ist es ja gerade, 
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der der Statistik einen so gnten Sinn gibt, indem dort die Ladungsdichte 
nur die Aufenthaltswahrscheinlichkeit yon Elementarpartiketn bedeuten 
wtirde. Bei SCHR6DINGER aber, der mit der Vorstellung der Ladungs- 
dichte Ernst macht, bildet sich das Dilemma heraus, dab eine einzelne 
Beobachtung eines Elektrons, wodurch wir etwa in der WILsoN-Kamera 
angen~hert seine Lage bestimmen, gewissermal3en eine plStzliche Kon- 
traktion des Wellenpaketes auf einen einzigen Punkt (ein sehr kleines 
Gebiet) zur Folge hatte. Diese Wirkung w~re dann eigentlich ein physi- 
kalischer ProzeB mit Uberlichtgeschwindigkeit, also wirklich ein Signal, 
und w~re von dem frtiher geschilderten EINSTEINschen Einwand wohl 
viel mehr getroffen, als die Wahrscheinlichkeitspakete. Man mtiBte dem- 
nach, um die SCHR6DI~GERsche Auffassung zu halten, ungef~hr so argu- 
mentieren: Es ist gar nicht richtig, dab ein einzelnes Wellenpaket sich 
im Laufe der Zeit zerstreut, jedes Wellenpaket ftir sich h~lt zusammen 
und geht aus uns unbekannten gesetzlichen Rticksichten diejenige 
Bahn, die wir in der WILsoN-Kamera beobachten. Unsere Unkenntnis 
der Atomphysik erlaubt uns heute noch nicht, yon jedem Wellenpaket 
den Weg exakt anzugeben, sondern wir mtissen uns mit den statistischen 
Aufgaben begntigen. Diese Interpretation kann nicht widerlegt werden, 
man kann nur sagen, dab sie tiber den Rahmen unserer Erfahrung hinaus- 
geht und dab wir beim heutigen Stande unseres Wissens keinen Anhalts- 
punkt daftir haben, dab derartige Parameter atomarer VorgAnge, die 
den Ablauf des Einzelprozesses gesetzlich regeln sollen, uns je bekannt 
wiirden. Eigentlich wtirde diese letzte Darstellung keine Interpretation 
der quantenmechanischen Gleichungen, sondern vielmehr ein Desidera- 
tum einer neuen Theorie darstellen. 

Ein zweiter Einwand gegen die SCHR6DI~GERsche Realit~t der La- 
dungswolke mit seiner Ablehnung des Begriffes der station~ren Zust~nde 
ist die Tatsache der spontanen Emission. Wit wollen diesen Fall an 
einem sehr einfachen Beispiel erI~utern. Ein Atom befinde sich etwa im 
Grundzustand und werde mit Licht einer Frequenz bestrahlt, welche 
durch Absorptionsprozesse (in der Sprache der alten Quantentheorie ge- 
sprochen) l~berg~nge in den Zustand 3 mit der Eigenfunktion ~'3 aus- 
16se. Wit kSnnen uns die einfallende Strahlung beliebig schwach denken 
(etwa gekennzeichnet durch ihre Amplitude a) und wissen dann, dab nach 
St6rungsrechnung auch ~,~ dieser Amplitude a proportional sein wird. 
AuBerdem wird (vgl. Dispersionstheorie, Ziff. 48) auch noch die Anregung 
ohne Absorption durch Mitschwingen der anderen ZustAnde hervorge- 
rufen, die auch gleichfalls durchweg proportional a sein wird. Nach der 
alten Quantentheorie und auch nach der jetzigen statistischen Inter- 
pretation wird der Vorgang so zu verstehen sein, dab die im Zustand 3 
befindlichen Atome spontan unter Aussendung der entsprechenden Fre- 
quenzen in die Zust~Lude 2 und I tibergehen, wobei die Ausstrahlungs- 
intensit~ten den ~3bergangswahrscheinlichkeiten proportional sein wer- 
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den. Diese ~bergangswahrscheinlichkeiten sind vollkommen unab- 
hangig davon, ob Zustand 2 yon Haus aus angeregt ist oder nicht. Nach 
der SCHR6DINGERschen Interpretation hingegen wtren die lJbergangs- 
wahrscheinlichkeiten proportional 

W3_>x ¢~ a ~ W3_>2 O,O (t 2 

well 
~t,~ ~ a ° ,  ~p~, ~/'3 ~ a .  

Man sieht also, dat3 die Uberg/~nge yon 3 nach I und nach 2 verschiedene 
H~ufigkeiten haben, je nach der Intensit~t der einfallenden Strahlen. 
Durch Verringerung der Strahlungsintensit~t kann man die H~ufigkeit 
des ~berganges 3--> 2 beliebig klein machen, entgegen der bisherigen Auf- 
fassung und der Beobachtung'.  

Wir miissen also zusammenfassend als die Ansicht der grol3en Mehr- 
zahl der auf diesem Gebiete arbeitenden theoretischen Physiker die 
Meinung wiedergeben, dab der heutige Stand der Quantenmechanik eine 
Kontinuumsinterpretation, wie sie yon SCHRODINGER versucht worden 
ist, nicht zul~13t. Es bleibt natfirlieh unbenommen zu vermuten oder 
zu hoffen, dab die weitere Entwicklung die Formulierung der kausalen 
Theorie erlauben wird. Inwieweit man derartige Hoffnungen auf die 
heute noch nicht ausgearbeitete Elektrodynamik setzen soll, kann an 
dieser Stelle nicht untersucht werden. Wir wollen aber mit der Bemer- 
kung nicht zuriickhalten, dab unseres Erachtens die heutige statistische 
Interpretation der Quantenmechanik keine erkenntnistheoretischen 
M~tngel aufweist, die sich nicht auch in anderen Zweigen der Physik 
wiederfinden. 
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