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VORWORT

Dieses Biandchen setzt in keiner Weise mathematische
Kenntnisse voraus und mochte sich an jeden wenden, der
mit Verstindnis rechnen gelernt und die Freude daran nicht
verloren hat. Seiner ganzen Fassung nach durfte es viel-
leicht den Liebhabern der Kulturgeschichte nicht unwill-
kommen sein.

Duasseldorf, Weihnachten 1922,
Ewald Fettweis,
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1. DIE ERSTEN ANFANGE DES ZAHLENS UND
RECHNENS (FINGERRECHNEN)

Die Menschen haben in den iltesten Zeiten in rein an-
schaulicher Weise mit Hilfe konkreter Gegenstinde, z. B.
mit Steinchen, Weizenkornern, Schlangenkopfen, Stabchen,
Grashalmen, Knotenschniiren, Kerbhélzern gezahlt und ge-
rechnet. Ausdriicke wie das franzosische ,,calculer” = ,mit
Steinchen hantieren® und die Bezeichnung der mexikanischen
Tarahumaren fiir rechnen == ,abhiufen oder ,zu Haufen ver-
teilen” weisen noch darauf hin. Das am weitesten verbreitete
und beliebteste Rechenhilfsmittel der Menschheit waren aber
die Finger. Sie wurden benutzt, ahnlich wie es jetzt noch
unsere Kinder in der Schule machen. Belege dafur lassen
sich genug erbringen.

Die Sprachwissenschaft zeigt in einer Unmenge von Spra-
chen Verwandtschatft auf zwischen den Zahlwortern und den
Benennungen ftir die menschlichen Gliedmaflen, hauptséch-
lich far die Finger, Hande, Zehen und FiBe. Der Nachweis
der Sprachwissenschaft gelingt natiirlich um so schwerer,
je abgeschliffener die in Frage kommende Sprache ist, aber
selbst der Sinn unseres deutschen Zahlworts ,zehn* als
wzwei Hande“ kann als erwiesen gelten. Zehn kommt von
»zehan,”zehan von,,dvakan, wo, dva“zwei bedeutet und ,,kan"
eine verstimmelte Form far Hand ist. In einer Menge ozea-
nischer Sprachen, in amerikanischen Indianersprachen, bei
den Malaien in Hinterindien und bei den Tschuktschen in
Sibirien, dann in fast allen Hamitensprachen Alrikas fallen
die Worter far ,funf und ,Hand* dem Stamm nach zu-
sammen. Bei den Kumana im Ost-Sudan heifit ,sechs” wort-
lich ,Hand und eins, bei Zulustimmen Stdafrikas ,neun*
wlasse einen (Ringer) zurtck,” bei gewissen Bergindianer-
stdimmen Canadas, die der Familie der Athapasken ange-
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horen, heifit ,neun® ,man beugt einen Finger.“ Indianer am
Madeiraflul sagen ftir ,,dreizehn” ,meine Hinde und noch
drei, die Banda im Sudan ftr ,ftinfzehn” ,drei Fauste. Es-
kimo der Hudsonbai sagen fiir ,zwanzig* ,,ein Mensch,” fur
yhundert ,fini Menschen,” gewisse Karibenstimme Mittel-
amerikas gar, wie Pott nach Rochefort berichtet, fir ,,zwanzig"
,,alle Handsshne und alle FuBs6hne.” In den Hamitensprachen
stimmt ,eins“ vielfach mit ,voran ,zuerst” tiberein, zwei
mit ,Nachfolger,” ,Kamerad, drei mit ,,gro8“ (der groBe
Mittelfinger), vier hingt oft dem Stamm nach mit ,ausspreizen”
,offnen” (der Hand), auch mit ,Handbreite* und ,Hand* zu-
sammen. Bei manchen Volkern heiit sechs ,,die andere eins,"
sieben, ,die andere zwei," usi. Alle diese Tatsachen lassen
sich nur erkliren, wenn man annimmt, dal die Menschen
urspriinglich an den Fingern gerechnet haben. Raummangel
verbietet es, darauf, wie auf so manches andere Interessante,
was in dieses Kapitel gehort, ausftihrlicher einzugehen.
(s. Literaturverzeichnis).

Dazu kommt nun, dafl noch jetzt sehr viele Naturvdlker
keine Zahl aussprechen, ohne die zugehorigen Gesten an
den Hinden oder an Hianden und Fufien dabei zu machen.
Beztiglich Afrikas schreibt in dieser Hinsicht Marianne
Schmidl: ,Bedenken wir ..., daBl ... die Ausdrocke der
Lautsprache in der Mehrzahl der Faile nur Ubersetzungen
der Gebirdensprache darstellen, so ist es notwendig, die
letztere im grofien und ganzen als die primare Ausdrucks-
weise aufzufassen, ja als die, welche die Zahlvorstellung
iberhaupt vermittelt.”

Die Herkunft des Zahlens und Rechnens von den Fingern
zeigt sich auch bei uralten Kulturvélkern, die den Anfangen
der Menschheit niher standen als wir. Bei den Griechen
der homerischen Zeit hieB rechnen soviel wie ,abfunfen,”
was nur erklart werden kann, wenn man annimmt, dafl ihre
Vorfahren mit Hilfe der Finger gezahlt und gerechnet haben.
In der babylonischen Keilschrift, die im 5. Jahrtausend v. Chr.
schon da war, ist die #lteste Form des Schriftzeichens fr
Hand eine Handwurzel mit den ausgespreizten fiinf Fingern,
und dieses Zeichen bedeutet zugleich den Namen der Zahl
funf. Das Keilschriftzeichen der Zahl zehn, einen Winkel-
haken, deutet Albert Drexel als das Bild der zueinander ge-
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bogenen Hiande. Das sumerisch-babylonische Wort fiir zehn
enthalt den Stamm ,,beugen.” In den hieroglyphischen In-
schriften auf den Mauern des Tempels von Edfu in Ober-
sgypten findet sich sehr oft als Zeichen fiir die Zahl finf
eine Hand mit ausgestreckten fiinf Fingern, und auf den von
Lepsius beschriebenen altigyptischen Ellen, die man bei
Ausgrabungen fand, sind die Zahlen von 1 bis 6 durch die
Finger dargestelit.

Eine vierte Bestiatigung fiir die Richtigkeit unserer Be-
hauptung, dafl das alteste und beliebteste Rechenhilfsmittel
der Menschheit die Finger gewesen sind, bietet die weite
Verbreitung der sogenannten natiirlichen Zahlensysteme,
des Fiinfer-, Zehner- und Zwanzigersystems. Diese sind eben
in ihrer Entstehung nur zu begreifen auf Grund der An-
nahme eines urspringlichen menschlichen Rechnens an den
Fingern bzw. Fingernund Zehen. Funfersysteme, d.h. Zahlen-
systeme, die so die fiinf beim Aufbau der Zahlenreihe als
Stiutzpunkt gebrauchen wie wir die zehn, finden sich bei
Naturvolkern in allen Wellteilen (ungefahr die Hilfte der
Zahlensysteme Nordamerikassind Funfersysteme);das Zehner-
system ist in Benutzung bei den meisten jetzt lebenden Kultur-
volkern, dann aber auch bei Naturvdolkern und fand sich bei
alten Kulturvolkern, z. B. in Agypten und Peru. Zwanziger-
systeme, also Zahlenreihen, die zu ihrem Aufbau in der
Hauptsache zwanzig als Statzpunkt brauchen, sind vor allem
bei Kulturvolkern vergangener Zeiten nachgewiesen, bei den
alten Kelten (quatre-vingt = 4 >< 20 = achtzig = 8 >< 10),
bei den alten Dinen, bei den Azteken und Maya in Amerika,
bei den Vorfahren der jetzigen Albanesen, in der Sprache
der Welschen, der Vasken, der Bewohner von Wales und
Irland, dann bei einer Menge von Halbkulturvdlkern im Sudan
und in Mittelamerika, ferner in Ozeanien, z.B. auf Tahiti und
den Markesas-Inseln, endlich bei gewissen Eskimostdmmen,
den Tscherkessen und bei den Ainos.

Eine merkwiirdige Erscheinung ist eine Multiplikationsme-
thode an den Fingern, die sich in verschiedenen weit aus-
einander liegenden Gebieten des alten rdomischen Reiches,
bei den Bauern der Auvergne und Walachei, bei serbischen
Zigeunern sowie in Syrien und Palistina bis in die Jetztzeit
hinein erhalten hat. Ihr Zweck ist eine Entlastung des Ge-
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dichtnisses, indem die Multiplikationsaufgaben von 5 > 5 bis
9 >< 9 mit Hilfe der Finger auf diejenigen von 1><1 bis
5 >< 5 zurlickgefiihrt werden. Wollen die Auvergner z. B.
7 >< 9 rechnen, so schlagen sie von den ausgestreckten
Fingern der linken Hand zwei ein, weil 7 = 5 4 2, von den
ausgestreckten Fingern der rechten Hand vier, weil 9 =54 4.
Die Zahlen der eingeschlagenen Finger werden addiert:
2 + 4 =6 und ergeben die Zehner des gesuchten Produkts,
die Zahlen der vorgestreckten Finger werden muitipliziert
und ergeben die Einer: 1><3 = 3; also Ergebnis: 7><9=63.
Nehmen wir 6 > 7. An der linken Hand wird ein Finger
gebeugt wegen 6 = 5 4 1, an der rechten beugen sie zwei,
weil 7 =5+ 2, die Summe der eingebogenen Finger betragt
3, also zunichst 3 Zehner; das Produkt der vorgestreckten
Finger ergibt 12 Einer oder noch einen Zehner und zwei
Einer. Die Summe beider Teilrechnungen betrigt also
4 Zehner und 2 Einer oder 42. Die Fingermultiplikation in
den tibrigen genannten Gegenden ist nur unwesentlich von
dem beschriebenen Verfahren verschieden.

Aufgaben: 1. Aus welchen Summen wiirde man sich in
einem konsequent durchgebildeten Funfersystem 32, 67, 54,
183 zusammengesetzt denken? Und wie waren diese Zahlen
mit unseren Ziffern zu schreiben?

2. Mit wie vielen unserer Ziffern kimen wir im Funfersystem
aus, wie viele hatten wir im Zwanzigersystem notig?

3. Verschaffe dir die erforderlichen uns fehlenden Ziifern, in-
dem du z. B. als Zitfer fur 17 das Zeichen |17| wihlst, und
schreibe dann im Zwanzigersystem nach unserer Art 87,
156, 1531, 576, 5614, 9804. )

4. Warum werden manche Zahlenwerte im Fanfersystem
mit mehr Ziffern geschrieben als im Zwanzigersystem?

5. Rechne die Aufgaben von 6><6 bis 9><9 an den
Fingern durch.

6. Inwiefern fallen die Aufgaben 5><5 und 10><10
auch noch als Grenziille unter die beschriebene Multi-
plikationsmethode?

7. Suche den inneren Grund des beschriebenen Multi-
plikationsverfahrens zu erfassen, wenn nicht anders mdglich,
mit Hilfe der Algebra, indem du annimmst, die Raktoren
hieflen a und b:
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2. DAS RECHNEN BEI DEN VOM GRIECHENTUM
UNABHANGIGEN KULTURVOLKERN

Far sehr viele gebildete Laien des Abendlandes beginnt
jegliche Kulturgeschichte mit dem Griechentum. Es gibt aber
eine ganze Reihe von Volkern, die, unabhingig vom Griechen-
tum, eine sehr hohe Kultur erreichten und beidenen sich auch
die Rechenmethoden in eigenartiger Weise entwickelten.
Yon diesen kommen hier die Agypter ausfithrlich zur Be-
handlung, die anderen konnen schon wegen Platzmangels
nur ganz kurz besprochen werden, )

Unsere wichtigste Quelle fur das Rechnen der Agypter
ist ein aus der Zeit zwischen 2200 v, Chr. und 1700 v. Chr.
stammender Papyrus, welcher nach dem Englander, der ihn
auffand, Papyrus Rhind,nach dem Agypter, derihn geschrieben
haben soll, Papyrus Ahmes und nach dem Deutschen, der ihn
ibersetzte, Papyrus Eisenlohr genannt wird.

Wir miissen aber, bevor wir an seine Besprechung heran-
gehen, bemerken, dafl wir aus ihm wahrscheinlich nur die
Verfahren kennen lernen, nach denen die gebildeten Agypter,
die Beamten und die Priester rechneten, und dafl davon zu
unterscheiden sind die Methoden der groflen Masse des
Volkes.

Das Volk scheint, wie schon erwahnt wurde, an den Fingern
gerechnet zu haben, dann aber auch mit Steinchen, allerdings
nicht mehr in ganz roher Form, sondern auf dem Abakus
oder Rechenbrett, Das Rechenbrett besteht im wesentlichen
aus Kolumnen von gleicher Breite, die auf einer Unterlage
durch parallele auf den Rechner zulaufende Striche hervor-
gerufen werden. In jede Kolumne konnen Steinchen hinein-
gelegtwerden. Beieinem Zehnersystem bedeuten die Steinchen
etwa in der ersten Kolumne von rechts aus die Anzahl der
Einer, die Steinchen in der zweiten die Zehner, in der dritten
die Hunderter usf. So konnte jede beliebig grofle Zahl mit
Hilfe von wenigen Steinchen dargestellt werden. War von
einer Stufenzahl nichts vorhanden, so blieb die betreffende
Stelle einfach frei. Die Kolumnen konnten der Bequemlich-
keit halber Uberschriften erhalten in den Stufenzahlen des
Volks, bei dem das Rechenbrett in Benutzung war. Die obers



12 2.Rechnen bei den vom Griechentum unabhing. Kulturvdlkern

| Zahl in nebenstehender
it o DR : Figur  bedeutete also
leee o0 !/ ®e oo ee | 62435, die untere Zahl
|leoe ee e ee° 2107. Auf dem Rechen-
- brett handelte es sich zu-
néchst nur um Darstellung
der Zahlen. Wie wir aber
spiter sehen werden, ent-
| wickelten sich im Lauf der
! Jahrtausende bei den
! Volkern Verfahren, nach
: denen alle vier Grund-
| P ° e @ o/ rechnungsarten darauf
. e @ o ausgefithrt werden konn-
i 4 ten. Ob dies auch schon
| den Agyptern gelungen
war, wissen wir nicht.
Fig. 1. Hinsichtlich des Rech-
nens der gebildeten Agyp-
ter erfahren wir aus dem Papyrus Rhind und den tbrigen er-
haltenen Urkunden, wie sie mit ganzen Zahlen multiplizierten
und dividierten und wie sie mit gemeinen Briichen umgehen
konnten. Wenn die Agypter 8- 17 bestimmen wollten, so
rechneten sie zunachst 2 - 17 = 34, dann 2. 34 =68, weiter
2 - 68 = 136. Also 817 = 136. Entsprechend verfuhren
sie bei 2153 folgendermafien: 1 - 53 = 53, 2 - 53 = 106,
4 .53, also 2106 =212, 853, also 2-212 =424, 16
- 53, also 2 - 424 = 848. Jetzt wurden 16-53, 4-53, 1-53
addiert. Das gesuchte Resultat ist dann 21-53==1113. Die
Agypter halfen sich demnach beim Malnehmen durch andauern-
des Verdoppeln der zu multiplizierenden Zahl. Die Division war
bei ihnen fast durchweg eine indirekte, d. h.sie multiplizierten
den Divisor so lange, bis der Dividend herauskam, und dabei
benutzten sie wieder ihr eigenttimliches Multiplikationsveriah-
ren. Bei 105: 15 verfuhren sie folgendermafien: 1-15=15,
2-15=230, 4 - 15=060; 15 + 30 4+ 60 = 105, also ist
auch (1 +2 +4)- 15 oder 7-15=105, d.h.105:15=7.
Schwierig wird die Division der Agypter, wenn die Aufgabe
nicht aufgeht. Das zeigt sich weiter unten bei der Bruch-
rechnung. Ubrigens haben sich die beiden beschriebenen
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agyptischen Rechenverfahren, ihre Multiplikation und ihre
Division, aus dem alten Land Agypten tiberliefert, Jahrtausende
hindurch in der Kulturmenschheit erhalten und fanden sich
invereinfachter Form als gewodhnliches Verdoppeln(Duplieren)
und Halbieren (Medieren) in Deutschland bis ins 18. Jahrh.
hinein, neben der allgemeinen Multiplikation und Division im
Mittelalter merkwiirdigerweise vielfach als besondere Rech-
nungsarten geltend. In RuBlland und Bohmen sollen sich jetzt
noch Spuren davon finden (vgl Lietzmarm, »Lustiges und
Merkwirdiges von Zahlen und Formen®, Verlag Hirt, Breslau).

Eigenartig war die Rechnung mit gememen BruChen bei
den Agyptern, wenn wir uns auf die Auslegung der vorhande-
nen Quellen durch die Gelehrten verlassen dirfen. Gerade wie
unsere Kaufleute und sonstigen Praktiker bei ihren Rech-
nungen wohl selten mit einem Ergebnis zufrieden sind, das
in gememer Bruchform herauskommt, etwa bei der Division
2:17 mit £, sondern die Losung dieser Aufgabe in Dezimal-
bruchform herausrechnen, so gab der Agypter diese Antwort
tiberhaupt niemals, sondern er rechnete so lange, bis er das
Ergebnis als eine Summe von Stammbriichen dargestellt
hatte. Stammbriiche sind Briiche mit dem Zahler 1. Aus
irgendeinem Grunde, der noch nicht mit Sicherheit erwiesen
ist, hat der Agypter auBer 2 nur Stammbriiche geschrieben.
Wo er andere Briiche brauchte, wurden nur die Zihler hin-
gesetzl.

Ahmes sagt also im obigen Fall 2: 17 =%+ 4+ & oder
nach dgyptischer Art ohne Additionszeichen 2:17 = J 51
68 Das Ergebnis der Divison 3 4 wnrd dann agyptisch %
4, das Ergebnis von 2:83 = & -1 -1 -1 Wegen der Zu-
las51gke1t von ; war auch die Antwort moglich 8: 10 =
% = Wie die Agypter im einzelnen verfuhren, um dlese
Ergebnisse zu erzielen, ist uns nicht mit Sicherheit bekannt.
Vermutlich hatten sie ftir gewisse dieser nicht aufgehenden
Divisionen die Ergebnisse in Tabellen stehen und konnten
dann, wie auch Moritz Cantor wahrscheinlich gemacht hat,
auf Grund von gewissen Verfahren die Losung einer jeden
beliebigen Teilungsauigabe ganzer Zahlen auf solche, die
sich in den Tabellen fanden, zurtickitthren. Derartige Tafeln
stehen namlich tatsichlich im Papyrus Eisenlohr ftir alle
Divisionen von 2 durch die ungeraden Zahlen von 3 bis 99,
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ferner ftr die Divisionen simtlicher Einer durch 10. Es
scheint auch, daB die Agypter danach strebten, bei der
Division eine moglichst geringe Anzahl von Stammbraichen
mit mdglichst kleinem Nenner zu erhalten und, wenn an-
glingig, dem ersten resultierenden Stammbruch einen geraden
Nenner zu geben.

Eme besondere Rolle spielte d1e Multlphkatxon mit % Es
ist ga ++ + Also wird z. B. - & so gerechnet T
= ‘3+"E=WW1§‘7‘“‘ T+ %-7=3% +1’

= 4 . Nach dieser Regel nahm der Agypter ferner alle
Tellungen von 2 durch solche Zahlen vor, die ein Vielfaches
von 3sind; zB.2:27=2.3=%.-3 4+ 3.1=211

Die Agypter konnten nun mit ijhren Stammbruchreihen,
die bei ihnen also eine &hnliche Rolle spielten wie bei uns
die Dezimalbriiche, alle moglichen Rechnungen ausfihren.
Wir wollen dies an einigen Beispielen zeigen. In Nr. 65 des
Papyrus Eisenlohr wird im Laufe der Entwicklung die Aus-
rechnung von 3200 : 365 notig. Der Agypter rechnet so:
1-365=2365, 2-365==730, 4-365=1460, 8:365==2920.
Er konstatiert jetzt, dafl 9 - 365 zu grofl wire, darauf wird
3200 — 2920 = 280 gerechnet, und es muf} jetzt noch 365
so multpliziert werden, dafl 280 herauskommt. Der grofite
Bruch der in dem gesuchten Quotient vorkommen darf, ist

- Esist 2:365 = 2431, Ziehen wir dies von 280 ab, so
blelbt 362 Nun ist - 365 = 36%;36% —362=1. Also muf
noch 1 durch 365 geteilt oder vielmehr 365 S0 mu\tlphznert
werden, daB { sich ergibt. Ahmes weiB, daf 553 365——1st
und so erhalt er denn das Resultat 3200 : 365=82% % ,,90

In Nr 23 des Papyrus soll durch Addition die Bruchreihes
% %351 2u 2 erganzt werden. Ahmes wahlt als gemeinsamen
Nenner 45, also eine Zahl, in der nicht alle Einzelnenner
ganzzahlig aufgehen. Die Relhe der erhaltenen Zahler, die
wie Gblich allein ohne die Nenner hingeschrieben werden,
ist 114, 5% %, 4%, 14, 1 und an Stelle des Zahlers 2 von
£ die Zahl 30. Dne Zshler von 115 bis 1 werden addiert, die
Summe ist 23} 1 3. Um 30 zu bekommen, muf hierzu noch
6% addiert werden D1e Zahl 6% wird darauf durch 45 geteilt
und ergibt als Quotient + 40 Also muB zu 1144 die Zahl
1 + addiert werden, damit 2 5 herauskommt.

Far die Art, wie Ahmes durch seine Stammbruchreihen
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dividiert, soll uns zun#chst eine Rechnung aus Nr. 32 des
Papyrus als Be:splel dienen. Es handelt sich um die Auf-
gabe 2 : 135 Das Wesen der Losung besteht auch hier da-
rin, dafd l—i so lange multipliziert wird, bis sich gewisse
der entstehenden Teilprodukte zur Summe 2 zusammenfassen

lassen. Ahmes rechnet folgendermaﬂen 1-1 $=111
}_L—Ij— 1 _______ 11 —_—_._l.l.ll

34 18 3 23616 34 4 72y 12 34
+ <ir. Der Leser beachte die in der Bruchreihe ¥, &, §,
& sich auswirkende Umkehrung der Verdoppelungsmethode.
Nun werden simtliche Produkte mit Ausnahme des ersten
addiert und auf den Hauptnenner 144 gebracht. Die wieder
allein hingeschriebene neu entstehende Zahlerreihe ist 152,
76, 38, 19, ihre Summe 285. Bringt man aber auch die zu
teilende Zahl 2 auf den Nenner 144, so erhilt man als Zahler
288 und sieht, dafl an obiger Summe noch der Quotient von
3 : 144 fehlt. Das Divisionsergebnis ist also erst angen#hert
richtig. Es muf§ noch 3: 144 in emer Stammbruchreihe ent-
wickelt und das Ergebnis durch getenlt werden Ahmes
benutzt dazu einen Kunstgriff. 3 144 % <~ Er bringt
auch 1% } auf den Nenner 144 der entstehende Zahler ist
228 und ‘erkennt 50 daB 55+ 1%% = Zyund 41312
=J ist. Also ist Tir 505 * 1§ 1 = 75 a7 ; der Gesamtquotlent
von 2:1% 1 also gleich ¥ 3 &+ 7o =& oder nach Zu-
sammeniassung der ersten Brache 1 35 1i; =

Eine etwas ge#inderte Divisionsart tritt in Nr. 63 des
Papyrus auf, wo bei der Aufgabe 700 : 1§ § erst 1: 15
gerechnet und dann das Ergebnis mit 700 multipliziert w1rd
In Nr. 24 des Papyrus schlieBlich verfahrt Ahmes bei der
Division von 19 durch 14 #hnlich, wie wir das tun wiirden.
Er dividiert 19, natﬂrlich auf seine Art, durch 8 und multi-
pliziert das Ergebnis, nattrlich wieder auf seine Art, mit 7.

Manche Leser werden sich wundern tiber die Eigenart
der agytischen Rechenmethoden. Max Simon schreibt zur
Bruchrechnung der Agypter wortlich: ,,Wenn man sich tbt,
findet man, dafl der Unterschied mit unseren Methoden keines-
wegs so grof} ist.

Nun zu den tbrigen Volkern, die in dieses Kapitel gehdren,

Die Ketschua, das Hauptvolk der Inkaherrschait in Peru,
verfligten tiber ein Zehnersystem, vielleicht zwischen 1 und
10 abereinFunfersystem. Das wichtigste mechanische Rechen-

" elro
C)
(.
<
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hilfsmittel bei ihnen scheinen die Quipus oder Knotenschniire
gewesen zu sein, also Schniire, die aus einem Hauptzweig
und mehreren Nebenzweigen bestanden und in die sie Knoten
zur Bezeichnung der Zahlenwerte hineinmachten (Fig. 2).
Nach v. Tschudi bedeutet ein einfach geschlungener Knoten
10, ein doppelter 100, ein dreifacher 1000 usf. Sie konnten
tibrigens mit diesen Knoten nicht nur zihlen und rechnen,
sondern haben mit ihnen sogar ihre von 949 n. Chr. bis

: sywso 1833 n. Chr. reichende Ge-
schichte geschrieben. Von die-
a o sem Jahr an fielen sie der spa-
nischen Eroberung und damit
4y dem Elend jeglicher Art zum
[ Opfer. Ihre degenerierten Nach-
W N N A kommen aber z. B. die Tcholo
Y2 % 7 4 von Huancavelia in Peru be-
{1 % 4 ", nutzen die Knotenschntire noch

L "% & 59 jetzt als Zahlmittel.

Die Maya auf der Halbinsel
Yucatan in Mittelamerika, deren
Kultur schon im 6.Jahrh.n. Chr.
auf derHohe stand,rechnetenvon
1 bis 20 nach einem Funfer- oder
Zehnersystem, daritber hinaus

S nach dem Zwanzigersystem, das

Fig. 2. Quipu. sprachlich noch selbstandige Be-
zeichnungen aufwies far 20, 202, 20° und gar 20* oder 160 000.
Aus diesen Grundgebilden dachten sie sich die tibrigen Zahlen
zusammengesetzt. 100 wurde selbstverstandlich aufgefafit
als 5 - 20, 300 als 15-20, 1200 als 3 - 400, aber z. B. 90
als 10 von 100, 1000 als 200 von 1200. Die Zahlen von
21 bis 39 faBten sie sprachlich auf als 20 4 1, 20 + 2 usf.
bis 20 4+ 19. Von 41 bis 59, 61 bis 79 usw. ist dagegen
die Auffassung eine andere; 41 heifit dem Smn nach etwa
ydie erste auf 60 zu," 42 die zweite auf 60 zu,” 54 ,,die 14.
auf 60 zu“ Das mufl gentigen, um zu beweisen, dafl bei
ihnen grandliches Rechenverstindnis vorhanden war. Sie
schrieben ja auch ijhre Zahlen nach einem Positionssystem
mit 19 Ziffern und der Null. Der Leser moge sich daritber
bei Loffler Band 34 dieser Sammlung orientieren.




Ketschua, Maya, Azteken, Chinesen 17

im 13. Jahrh. kamen die Maya unter die Herrschaft der
von Norden her eindringenden Azteken, die im Jahre 1325
die Stadt Mexiko erbauten und die Herrschaft fuhrten bis
zur Ankunft der Spanier unter Cortez im Jahre 1519. Da-
mit war auch diese Kultur erledigt. Die Azteken hatten von
1 bis 20 ein Funfersystem, daritber hinaus ein Zwanziger-
system, das fur die Stufenzahlen 20, 400, 8000, selbstindige
Bezeichnungen aufwies. Ihre Zahlworte fur diese Mengen
stimmten mit ihren hieroglyphischen Zahlzeichen tiberein. 20
hieB ,,das Gezahlte,” 400 ,,Haar,” ihre Hieroglyphe fiir 20 war
eine Fahne in Form eines Parallelogramms, ihre Hieroglyphe
fur 400 eine Feder, 8000 hiefl Beutel, entsprechend war ihre
Hieroglyphe fur diese Zahl, die einen Beutel zum Sammeln von
Kakaobohnen darstellte. Manches in ihrem Kulturleben war
nach dem Zwanzigersystem geordnet, so, wie Bernal Diaz
wahrscheinlich macht, ihre Armee, deren Zwanziger-Korporal-
schaften vielleicht die oben erwihnte Fahne fiihrten, dann
auch wie bei den Maya ihre Zeitrechnung, ferner wurden
Mintel, Kleidungsstiicke usw. nach Ladungen von je 20 im
Handel gezahlt.

Die chinesische Kultur miiite, wenn ihre eigenen Angaben
richtig sind, die alteste der Welt sein. Schon gegen2600 v. Chr.
soll ein Minister des Kaisers Huang-ti die Rechenmaschine,
verwandt mit dem Abakus, erfunden haben. Diese jetzt noch
in China und RuBland gebrauchliche Rechenmaschine besteht
aus einem rechteckigen Rahmen, in den gewdhnlich 10 par-
allele Drahte gespannt, dann aber wieder durch einen Quer-
draht in einen groBeren und einen kleineren Teil getrennt
sind. Der groflere Teil tragt in vielen Fillen jedesmal 5,
der kleinere 2 Kugeln. Aufeinem derartigen Apparat, Swanpan
genannt, fibrigens dem Vorginger unserer Schulrechen-
maschine, — Napoleon des Ersten Pionierleutnant Jean Victor
Poncelet soll sie vom russischen Feldzug mit in die Metzer

Volksschulen gebracht haben, — konnen alle vier Grund-
rechnungsarten ausgefithrt werden. In der Zeit vor Er-
findung des Swanpan sollen anch bei den Chinesen zum
RechnenKnotenschntire in Gebrauch gewesen sein, aus diesen
habe sich dann die Rechenmaschine entwickelt.

Zwischen 5000 und 4000 v. Chr. in die Hochblite der
mesopotamischen Kupferzeit fallt am Euphrat und Tigris die

Math.- phys. Bibl. 49: Fettweis, Wie man einstens rechnete 2
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Hauptentfaltung der Kultur der Sumerer. Das Sumerische
tritt uns bereits im 4. und 5. Jahrtausend als gereifte, wohl-
ausgebildete Sprache entgegen und zwingt demnach, eine
lange vorgeschichtliche Entwicklung daftir anzunehmen. Die
vorgeschichtlichen Vorfahren der Sumerer dariten wohl an
den Fingern gerechnet haben, wie wir das schon erwéhnten.
Vielleicht benutzten sie sogar ein Finfersystem. Das Wort
fur 6 bei ihnen stimmt namlich mit einem derienigen fiir
1 uberein, 7 wird als 5+ 2, 9 als 5 4+ 4 wiedergegeben,
allerdings auch 40 als 20 - 2 und 50 als 20 4 20 + 10.
Gegen 3750 v. Chr. fielen die Sumerer unter die Herrschaft
des semitischen Konigs Sargon von Akkad. Die nun ent-
stehende Mischkultur, ganz populir als babylonische be-
kannt, entwickelte hohe mathematische und astronomische
Kenntnisse. Man benutzte zwei Zahlensysteme, ein der Masse
des Volkes bekanntes Zehnersystem mit den Stitzpunkten
1, 10, 100, 1000 und ein schon von den Gelehrten der Sumerer
erfundenes Sechzigersystem.

Mit diesem Sexagesimalsystem wurde besonders in der
Astronomie sehr gewandt gearbeitet. Es &uBert sich noch
in unsern Tagen in der Einteilung der Stunde und Minute
sowie im Schock, einem Wort, das vom babylonischen,,Soss*
=60 kommt. Der Leser kann sich denken, dafl das Rechnen
mit einem nach Potenzen von Sechzig aufgebauten Zahlen-
kreis nicht leicht war, besonders da daran noch ein unseren
Dezimalbriichenentsprechendes Sexagesimalbruchsystemsich
anschlof}, bei dem die Einheitin 60 Sechzigstel, das Sechzigstel
in 60 Sechsunddreiflighundertstel usi. geteilt war und dies alles
mit Stellenwert geschrieben wurde. Loffler bringt Naheres dar-
fiber. Sicher ist auch, dafl schon im 3. Jahrtausend v. Chr.
in Mesopotamien viel mit Tabellen gerechnet wurde, sowohl
mit Tabellen ftir das ,Einmaleins als auch mit solchen fiir
die zweiten und dritten Potenzen ganzer Zahlen. Schliellich
scheint neben den Sexagesimalbriichen bei den Babyloniern
auch gemeine Bruchrechnung in unserem Sinn bekannt ge-
wesen zu sein.

Aufgaben: a) Rechne, agyptisch:

1. 3947, 64138, 45-61, 117 - 289!

2. 322 14 1092 39, 36720 48, 323 : 17!

1
3' 37 " 53 69 781 13 29!
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4. 2. 4 4.4 2.4 2:75,2:33, 2: 147!

5. Verwandle versuchsweise in Stammbruchreihen 2:11,
2:27,2:9,3:55,20:51, 7:10!

6. Erganze ¥ & durch Addition zu 1!

7.33:121171:344,100: 75 1 5!

b) Maya und Babylonier: 1. Orientiere dich bei Loffler tber
das Ziffernsystem der Maya und schreibe in Maya-Hieroglyphen
unsere dezimalenZahlen 1729, 5036,48701,798 513! 2. Orien-
tiere dich bei Loffler tiber das Sexagesimalziffernsystem der
Babylonier und schreibe die zuletzt genannten Zahlen in Keil-
schrift! c) Bilde dir selbst Aufgaben!

Auszug aus der Bruchrechnungstabelle des Ahmes fir
die Division der Zahl 2 durch die ungeraden Zahlen von

3 bis 99

F 2: 3=1 2:29 =g & 7 Br

2: 5=1%14 2:47 =570 o
2: 7=12 2:67 =3 %5 w7
2: 9=13% 2:71 =5 o
2:11 =35 2:79 = w7 w5 W
2:13=35 % 101 2:81 =5 77
2:15=4%% 2:95 =% %y w0
2:1T=%&& 2:99 =37
2:19=1%%r

3. DAS RECHNEN BEI DEN GRIECHEN UND ROMERN
a) DIE GRIECHEN

Die sog. Dorische Wanderung gegen 1000 v, Chr, fiihrte
den Untergang der vom Morgenland abhingigen mykenischen
Kultur in Griechenland herbei. Es begann die eigentlich
griechische Kultur, welche zwar auch nicht frei war von
4gyptischen und babylonischen Einflussen, sich aber im we-
sentlichen selbstandig entwickelte. Dies zeigt sich im Rechnen,
von den Griechen Logistik genannt.

Die groBe Masse des Volkes hat wohl immer an den Fingern
und auf dem Rechenbrett oder Abakus gerechnet. Bei den
Gelehrten der Glanzzeit Alexandriens kam dann das schrift-
liche Rechnen auf. Damals wurde auch mit Tabellen, z. B.

2‘
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fur das Einmaleins, gearbeitet. Das berithmteste der bisher
wieder aufgefundenen griechischen Rechenbretter ist eine
1,5 m lange und 0,75 m breite Marmortafel, die man im Jahre
1847 auf der Insel Salamis fand, die sogenannte Rechentafel
von Salamis (vgl. Fig. 3). An sie schlieit sich Alfred Nagl
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Fig. 3. Salaminische Rechentafel. (Darstellung der Zahl 9823.)
bei seinen Auseinandersetzungen tiber die Abakusmethoden
der Griechen an. Wir folgen hier seinen 1’msiuhrungen3 be-
merken aber, daf§ sie, dakeine zusammenhingenden Bench.te
aus dem Altertum uber diesen Gegenstand existieren, teil-
weise auf allerdings sehr wohlbegriindeten Kombinationen
beruhen.

Die groBen Kolumnen auf der Salaminischen Rechentafel
dienten zur Darstellung der ganzen Zahlen, und zwar nahm
die erste vom Innern der Tafel an gerechnet die Steinchen
auf, welche die Drachmen oder Einer bedeuteten (F ==Drach-
me, Einheit), die zweite die Steinchen, welche jedes fur sich
fonf Einheiten oder einen Fanfer darstellten (I° = 5). In der
folgenden Kolumne galt jedes Steinchen einen Zehner (&
= 10), in der darauffolgenden fanf Zehner oder einen Finf-
ziger (P =50) ust., (H = 100, M =500, X = 1000, P =5000)
bis zu den Fuinzigtausendern. Die gleiche Einteilung, wie
sie Nagl den groBen Kolumnen zuschreibt, zeigen die Ziifern-
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reihen an den Lingsseiten und an einer Querseite. Aller-
dings fehlt in den beiden kurzeren Reihen schon das Fini-
tausenderzeichen P, und in der langeren Ziffernreihe steht
links von P statt der Zeichen ftir 10000 und 50000 un-
erwartet T als Zeichen ftr ein Talent = 6000 Drachmen,
einHinweis, da} der griechische Abakus aus der Geldrechnung
hervorgegangen war. Es bedeutete ja auch die Drachme
eigentlich die griechische Miinz- und Gewichtseinheit. Noch
mehr zeigt sich diese Herkunft und erste Bestimmung des
Abakus in den Teilen, die der Bruchrechnung dienten. Die
einzigen Briche namlich, mit denen auf ihm gerechnet werden
konnte, waren der Obolos oder 3, ,I“, das Hemiobolion oder
3, ", das Tetartemorion oder 3, ,, T “, der Chalkus oder 3,
LK, sowie deren mogliche Zusammensetzungen. Obolos,
Hemiobolion, Tetartemorion und Chalkus aberwarenurspriing-
lich nichts anderes als Bruchteile der griechischen Minz-
und Gewichtseinheit. Die Zeichen ftir diese 4 Hauptbriiche
tinden sich in den 3 Ziffernreihen des Abakus rechts neben
dem Drachmenzeichen b, Zu ihrer Darstellung durch Steinchen
dienten die kleinen Kolumnen, und zwar die erste von innen
nach auflen fur den Obolos, die zweite fiir das Hemiobolion
die dritte fir das Tetartemorion, die vierte fiir den Chalkus.
Die drei Sternchen auf der Tafel sollten vielleicht eine Uber-
sicht der Kolumnen erleichtern, der Querstrich konnte ver-
schiedenen Zwecken dienen und gestattete z. B.dem Rechner,
den sich Nagl im allgemeinen an der Lingsseite mit der
groBeren Ziffernreihe denkt, die Stufenzahlen wieder von
innen nach auflen anfangend noch tiber 50000 hinaus fort-
zusetzen. Die Zahl 9823 wurde auf dem Abakus dargestellt
durch ein Steinchen in der Flinftausenderreihe, vier bei den
Tausendern, eins in der Finfhunderterreihe, drei bei den
Hundertern, zwei bei denZehnern und dreibeidenEinern (siehe
Fig. 3). Sollte 2047 dazu addiert werden, so wurden bei den
Tausendern noch zwei Steinchen eingelegt, bei den Zehnern
vier, bei den Funfern kam noch eins dazu, und bei den
Einern wurden noch zwei zugeftigt. Die nun erfolgende
,Reinigung der Rechnung” fithrte dazu, dafl von den 6 Stein-
chen der Tausenderreihe zuniachst 5 weggenommen wurden,
die man durch eins in der Finftausenderreihe ersetzte. Die 2
Steinchen, die dann aber in dieser Reihe sich fanden, wurden
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auch herausgenommen und durch eines bei den Zehntausen-
dern eingeordnet. Entsprechend wurden von den 6 Steinchen
der Zehnerreihe 5 entfernt, und es kam dafiir eines in die
Ftnfzigerkolumne. Nachdem schlielich noch die 5 Steinchen
der Einerkolumne entfernt und durch eins bei den Fanfern
ersetzt, die zwei Steinchen, die sich dann dort befandep,
auch wieder beseitigt und durch eines bei den Zehnern aus-
geglichen waren, stand in den grofien Kolumnen des Aba-
kus die fertige gesuchte Summe 11870, dargestellt durch
ein Zehntausendersteinchen, eines bei den Tausendern, eines
bei den Ftinfhundertern, drei bei den Hundertern, eines bei
den Funfzigern und zwei bei den Zehnern.

Soll 2047 von 9823 subtrahiert werden, so entfernt der
Rechner zunichst 2 Steinchen aus der Tausenderreihe. Dar-
auf missen 4 aus der Zehnerreihe fortgenommen werden.
Da dort aber nur 2 sind, wird erst ein Steinchen von den
Hunderten entfernt und durch eins bei den Funfzigern und
5 bei den Zehnern ersetzt, so daf jetzt die erforderlichen
4 dort beseitigt werden kénnen. Um nun noch das Heraus-
nehmen von 7 Steinchen aus der Einerreihe zu ermdglichen,
wird einer der noch tibrigen 3 Zehner ausgeglichen durch
ein Steinchen bei den Funfern und 5 bei den Einern. Dort
sind dann 8, von denen also die 7 gewiinschten fortgenommen
werden konnen. (Vgl, unser ,,Leihverfahren.“) Auf dem Abakus
erscheint so die gesuchte Differenz 9823 — 2047 = 7_776,
dargestellt durch einen Funftausender, 2 Tausender, einen
Funfhunderter, 2 Hunderter, einen Fanfziger, 2 Zehner, einen
Fuanfer und einen Einer.

Bei der Multiplikation auf dem Abakus, etwa bei der Rech-
nung 674 - 83, stand der Multiplikand, — auf dem Rechen-
brett stets die kleinere Zahl, also hier 83, — unter der Ziffern-
reihe an der Breitseite, dargestellt durch ein Steinchen unter
(= 50), drei unter A (= 30) und drei unter- I (=3). Ent-
sprechend wurde an der Lingsseite, da wo der Rechner
steht, der Multiplikator eingetragen durch ein Steinchen unter
I (= 500), eins unter H (= 100), eins unter P (= 50), zwei
unter A (= 20) und vier unter I (= 4). Die Multiplikation
begann stets mit den hochsten Stellenwerten. Es wurde also
der Reihe nach gerechnet: 500 - 50, 500 - 30, 500 - 3; daraaf
nach Entfernung des tiberflissig gewordenen Funfhunderter-
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steinchens: 100 - 50, 100 - 30, 100 - 3; nachdem auch das
Hundertersteinchen als unndtig beseitigt war: 50 - 50, 50 - 30,
50 - 3, weiter nach Wegnahme des Fiinfzigersteinchens der
Multiplikatorreihe: 20 - 50, 20 - 30, 20 - 3, schlieilich in ent-
sprechender Weise: 4-50, 4-30,4-3. Die Teilprodukte wurden
samtlich in den grofien Kolumnen untergebracht, dhnlich wie
wir das bei der Addition und Subtraktion gesehen haben.
Die ,,Reinigung der Rechnung" erfolgte entweder am Schiuf§
des Ganzen oder zwischendurch nach Bestimmung eines jeden
Teilprodukts. Notig war bei den Multiplikationen auf dem
Abakus, gerade wie beim Mechanismus unserer schriftlichen
Multiplikation, nur die Kennntis des kleinen Einmaleins nebst
Addition und Subtraktion, aulerdem brauchte man noch zwei
Regeln, deren Formulierung auf Apollonius und Archimedes
zuriickgeftthrt wird. Nach der Regel des Apollonius wurde die
Multiplikation zweier reinen Zehner, Hunderter, Tausender usw.
auf die Multiplikation ihrer Pythmen oder Wurzelzahlen zurtick-
gefuhrt. Bei 500 - 30 ist das Produkt der Wurzelzahlen 5-3
= 15. (Die Wurzelzahl von 6000 ist 6, von 70 ist 7, von 800
ist8.) Die Einordnung des Produkts zweier Wurzelzahlen in die
groBien Kolumnen geschah nach der Regel des Archimedes.
500 ist im reinen Zehnersystem eine Stufenzahl dritter Ord-
nung (Einer sind von der ersten Stufe, Zehner von der zweiten,
Hunderter von der dritten usf.); 30 ist eine Stufenzahl zweiter
Crdnung, infolgedessen ergibt das Produkt 500 - 30 nach
Archimedes eine Stufenzahl von der (3 + 2 — 1)ten Ordnung.
Das Wurzelzahlprodukt 15 muf8 also in die ftr die Tausender
und Funitausender (das ist ja die vierte Ordnung) bestimmten
Kolumnen eingelegt werden. Der Leser mdge auf Grund dieser
Andeutungen die Rechnung selbst ausfihren. Zum Schiuf§
muf in den grofien Kolumnen des Abakus das Endergebnis
55942 in folgender Gestalt stehen:

Bei der Division -
wurden der Divi-
dend in den Kolum-
nen, der Divisor
unter der Ziifern- _
reihe an der Breit- .o .9
seite, der Quotient
unter der Ziffern- Fig. 4.
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reihe an der Langsseite beim Rechner eingelegt. Apolloni-
sche Pythmenregel und Archimedische Stellenregel, letztere
natiirlich in umgekehrter Form, kamen auch hier zur An-
wendung. Bei dem Ansatz 54000 : 80 wurde also gerech-
net: 54 : 8 = 6 — die Wurzelzahl 5 von 50000 Iaft sich ja
nicht durch 8 teilen —; 54000 ist eine Stufenzahl vierter Ord-
nung (Tausender sind ja von der vierten Ordnung), 80 ist eine
solche von der zweiten Ordnung, infolgedessen gehort der
Quotient 6 der (4 — 2 4 I)ten Ordnung an, d. h. die 6 mufl
an der Lingsseite dargestellt werden unter den Ziffern far
die Hunderter, also mit einem Steinchen unter [ und mit
einem unter H. Daraufhin wurde, um den verbleibenden Rest
zu finden, das Produkt 6 - 8 = 48 in der bei der Subtraktion
beschriebenen Weise von 54 abgezogen. Enthielt nun der
Dividend aufler diesen Tausendern auch noch Hunderter,
Zehner oder Einer, so wurde die Rechnung, entsprechend
wie das bei uns schriftlich geschieht, weiter fortgesetzt.
Fur die Bruchrechnung wahlen wir als Beispiel: 93 soll
mit einem Tetartemorion oder g mulhphzlert werden. Die
Zahl 93 wurde an der Breitseite, der Bruch 3 als Multiplikator
unter der Zahlenreihe beim Rechner dargestellt, und zwar
mit emem Steinchen unter dem Zeichen ,xT“ far die Tetarte-
morien. g; *+ 93 gibt 93 Tetartemorien, die in den grofien
Kolumnen eingelegt wurden mit 3 Steinchen in der Einer-
reihe, 4 in der Zehner- und einem in der Fanfzigerreihe. Es
folgte durch Halbierung der Anzahl deren Umwandlung in
Zwblitel oder Hemiobolien. Die 3 Steinchen der Einerkolumne
wurden zu dem Zweck herausgenommen und ergaben ein
Hemiobolion und ein Tetartemorion. Fur dieses letztere kam
ein Steinchen in die kleine Tetartemorienkolumne und brauchte
nun zunichst nicht weiter beachtet zu werden, fir das Hemio-
bolion kam wieder eins in die Einerkolumne. Die 4 Steinchen
der Zehnerkolumne bedeuteten 40 Tetartemorien, die gleich-
wertig waren mit 20 Hemiobolien oder Zwdliteln. Es wurden
nun also 2 Steinchen aus dieser Kolumne entfernt, und die
tibrigen 2 bedeuteten vonjetztab20 Hemiobolien. Die Umwand-
lung der 50 Tetartemorien, die durch das eine Steinchen in der
nichst htheren Kolumne angegeben waren, in Zwblitel, ge-
schah dadurch, dal man dieses herausnahm und statt dessen
2 Steinchen in die Zehnerkolumne und eins in die Funfer-
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kolumne einlegte, denn 33 = 2. Als Resultat des Produkts
21 93 ergaben sich dann 46 Hemiobolien und 1 Tetarte-
morion, und das letztere lag in der kleinen Tetartemorien-
kolumne. Darauf erfolgte auf genau dem gleichen Weg durch
Halbierung die Umwandlung der 46 Hemiobolien in 23 Obolen,
dargestellt durch 2 Steinchen in der Zehner- und 3 in der
Einerkolumne. Zwecks Umrechnung der 23 Sechstel oder
Obolen in Drachmen oder ganze Einheiten mufite nun noch
die Zahl 23 durch 6 dividiert werden. Dies ergab 3 Einer,
die durch 3 Steinchen in der Einerkolumne zum Ausdruck
gebracht wurden, und als Rest 5 Obolen, fur die 5 Steinchen
in die kleine Oboloskolumne kamen. Das Ergebnis der Multi-
plikation g, - 93 stand also jetzt in den groBen und kleinen
Kolumnen des Abakus als 3 Ganze oder Drachmen, 5 Sechstel
oder Obolen und 1 Vierundzwanzigstel oder 1 Tetartemorion,
und es ist ja auch fatsachlich 4 -93 =3 + = + 1. Schon
das Abakusrechnen der Griechen lifit #gyptischen Einflufl
erkennen. Aber die Griechen benutzten auch mit vollem
Bewufltsein neben dem Abakus, wie Cantor meint aus handels-
technischen Grunden, die Multiplikation und Division der
Agypter, auBerdem deren Stammbruchrechnung.

Fernerwurden bei den griechischen Gelehrten Alexandriens,
z. B. bei Diophant (4. Jahrh. n. Chr.?) und Heron (1. Jahrh.
n. Chr.?) auch gemeine Briiche mit jedem beliebigen Zzhler
benutzt.

Gegen 300 v. Chr. verbreitete sich bei den Griechen die
Schreibweise der Zahlen mit Hilfe samtlicher Buchstaben
des Alphabets (vgl. Lofiler), und im Anschluf daran ent-
wickelte sich dann, besonders wieder in Alexandrien, das
schriftliche Rechnen der Griechen, dem man einerseits in
manchen Teilen noch die Abstammung vom Abakus ansieht,
das aber anderseits auch mit unseren jetzigen schriftlichen
Rechenmethoden verwandt ist.

Zur Addition und Subtraktion ist nicht viel zu sagen. Ob
die Griechen dabei wie wir die Zahlen dekadisch unter-
einander schrieben, wissen wir nicht mit Sicherheit. Bei der
Multiplikation z. B. 23 - 741 — der Multiplikand wurde zu-
erst gesetzt — fingen sie in beiden Zahlen mit den hdchsten
Stufen an, rechneten also hintereinander: 20 - 700 = 14000,
3-700 = 2100, 20 - 40 = 800, 3-40 = 120, 20 - 1 = 20,
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3-1=23. Offenbar wurde zur Bestimmung der Teilprodukte,
ebenso wie bei der schriftlichen Division die Archimedische
Stellenregel benutzt. Die Teilresultate wurden summiert. Die
Division erklaren wir an einem Beispiel aus der Sexagesimal-
bruchrechnung, die auf einer Anleihe in Babylon beruhend sich
zu gleicher Zeit wie das schriftliche Rechnen mit ganzen
Zahlen in Alexandrien entwickelte. Die Einheit war dabei
in 60 gleiche Teile geteilt, die durch einen Akzent (") oben
rechts an der Zahl angedeutet wurden. Jedes erste Sechzigstel
oder jede Minute war in 60 zweite Sechzigstel oder Sekunden
(2 Akzente”), jedes zweite Sechzigstel in 60 dritte Sechzigstel
oder Tertien (3 Akzente ") usf. geteilt. Mit diesen Sexage-
simalbriichen arbeiteten die alexandrinischen Griechen wie wir
mit Dezimalbriichen. Ptolem#us erklart ausdricklich, dafl
er sie benutze wegen der Unbequemlichkeit der gemeinen
Briiche. Sie wurden dem GrofSlenwert nach, aber mit den
Akzenten versehen, hintereinander geschrieben. Zur Bezeich-
nung des Fehlens einer Stufe wurde der Buchstabe O, der
Anfangsbuchstabe des griechischen Wortes fiir nichts be-
nutzt. Bei Theon von Alexandrien (4 Jahrh. n. Chr.) findet
sich die Aufgabe 1515 Ganze 20" 15" soll durch 25 Ganze
12’ 10 geteilt werden. Theon teilt zunichst 1515 durch 25
und findet als ersten Teilquotient 60. Er subtrahiert 25 - 60
= 1500 von 1515 und erhalt als Rest 15 Ganze, die er in
900 Minuten verwandelt und mit den im Dividend vorhan-
denen 20 Minuten zu deren 920 vereinigt. Davon subtrahiert
er dann 12 - 60 = 720" und von dem Rest 200" noch 10” - 60
=10". Der Rest von 190" wird zur Bestimmung des zweiten
Teilquotienten wieder durch 25 dividiert und ergibt als zweiten
Teilquotient 7. Dann wird 25-7 = 175" von 190 abgezogen.
Der Rest von 15" wird in 900” verwandelt und mit den im
Dividend noch befindlichen 15" zu deren 915 vereinigt. Von
dieser Summe subtrahiert dann Theon das Produkt 12" 7’
= 84" (60! mal 60%'!gibt ja 36005%!), Der verbleibende
Rest betragt 831", von denen nun 10” -7 =70" oder 1"
und 10” abgezogen werden. Der Rest betragt 829” 50"
die zur Bestimmung des dritten Teilquotienten nochmals durch
25 dividiert werden. 829 : 25 = 33. Infolgedessen nimmt
Theon als dritten Teilquotienten 33" und subtrahiert 25
- 33" =825" von 829" 50"". Der Rest betragt 4" 50", die
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Theon in 290" Tertien umrechnet, um von ihnen noch 12 -
33" = 396" abzuziehen, Minuten mal Sekunden oder 60ste!
mal 3600%! gibt ja 216000%*! oder Tertien. Dabei erkennt
er, dal der letzte Teilquotient ein wenig zu grofl war, denn
396 1aBt sich ja nicht mehr von 290 abziehen. Der ge-
suchte Quotient der Division von 1515 Ganzen 20'15”: 25
Ganze 12’ 10" ist also etwas kleiner als 60 Ganze 7" 33".
Bei Heath sieht die Darstellung der beschriebenen Rechnung
$0 aus:

Divisor Dividendus Quotient
25 12" 10” 1515 20" 15~ .

25.60 = 1500 Erstes Glied 60

Rest 15=900"

Summe 920’

12°.60 = 720°

Rest 200’

107.60= 10’
25R-e7s E= {?g Zweites Glied 7’

Rest” 15 =900
Summe 915"
127.7" = 84"

Rest 831"
107.7= 1”7 10"

Rest 8297 50"']Drmes Glied 33"

25.33"" = 825"
Rest 4" 507" =290""
127.33" =396""

(zu groB um) 106"

Der Nachteil der beschriebenen schriftlichen Divisionsme-
thode der Griechen besteht darin, daBl meist erst viel zu spater-
kannt wird, ob ein Teilquotientzu grofl gew#hlt wurde, wahrend
die Wahl eines zu kleinen Teilquotienten gerade wie auf dem
Abakus nichts ausmacht, sondern die Rechnung nur verlan-
gert.

b) DIE ROMER

Die Romer, deren Kulturgeschichte mit der Grindung der
Stadt Rom angeblich um 753 v. Chr. begann und tiber den An-
fang der germanischen Volkerwanderung hinweg ins christliche
Fruhmittelalter hineinreichte, begntigten sich als ein rein prak-
tisch gerichtetes Volk mit dem Rechnen an den Fingern, auf
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dem Abakus und nach Tabellen. Vielleicht geht die schon
besprochene Fingermultiplikationsmethode auf die Romer
zuriick. Tabellenrechnen war in den Gegenden des rdmischen
Reichs bis ins frtihe Mittelalter hinein weit verbreitet,

Ebenso war der Abakus in allerdings bedeutend kleinerem
Format als der beschriebene griechische (z. B. 0,125 m lang,
0,09 m breit) viel im Gebrauch.

Das romische Rechenwesen entsprang genau wie das
griechische dem praktischen Leben, und es waren demnach
auch die romische Einheit oder das As und seine Unterab-
teilungen,die Briiche oder Minutien,urspriinglichnichtsanderes
als kleine Gewichtsteile. Der Ubergang zu abstrakten Zahl-
vorstellungen vollzog sich nur ganz allmihlich. Man konnte
zwei rdmische Bruchsysteme unterscheiden. Das eine verlief
in der Hauptsache in der Reihenfolge As =1, Unze =3,
Semunzia = &, Duella = &, Siciliquus = 7, Sextula= . Das
zweite entstand mit der Skrupelrechnung und verlief wie
folgt: As =1, Unze = &, Semunzia = g, Skrupel = 5,
Simplium = <5, usf, also immer mit abwechselnder Teilung
der vorangehenden Grofe durch 12 oder 2. Beim Rechnen
mit diesen Briichen, die ein Zwoliersystem deutlich erkennen
lassen, spielte das Gleichnamigmachen, wie wir im folgenden
Kapitel an einem Beispiel sehen werden, eine grofie Rolle.
Im tibrigen rundeten die Rdmer bei praktischen Rechnungen
ihre Britiche gerne ab und vernachlassigten z.B.in der Skrupel-
rechnung gewohnlich alle Werte unter 3 Skrupel oder Sim-
plium als zu geringfugig (vgl. Skrupel in moralischem Sinn,
ein Wort, das von hier genommen ist).

Beim Rechenabakus der Romer liefen wie beim griechischen
die Kolumnen auf den Rechner zu. Sie waren mit Ausnahme
einer einzigen kirzeren oder auch dreier tibereinander lie-
gender kurzen rechts alle gleich lang (vgl. Fig. 5). Rechts
neben der kurzen fand sich in spaterer Zeit noch eine lange.
Auf die kurzen folgte links zunichst eine solche far die Unzen
,©% dann eine solche fur die Einer oder das As W darauf
ftr die Zehner ,,X*, weiter fur die Hunderter ,,C*, die Tau-
sender ,,00“, die Zehntausender ,,C ®D“, die Hunderttausender
,CCPDD“ schlieflich fur die Millionen ,[x|‘. Die Kolumnen
fir die ganzen Zahlen waren also nach einem reinen Zehner-
system geordnet. Die drei tibereinanderliegenden kurzen Ko-
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Fig. 5. Romischer Abakus.
lumnen rechts sowie die darauf weiter rechts wieder folgende
lange waren zusammen mit der Unzenkolumne ftir die Briiche
bestimmt, und zwar die oberste kurze fur die semuncia ,€“
oder ,£* die mittlere far den siciliquus ,,0“, die untere far die
sextula ,2% die letzte lange rechts fur die Skrupel oder scri-
puli ,,9“. Die samtlichen langen Kolumnen waren durch eine
Querleiste, die auch die zugehdrigen Uberschriften trug, in
ein langeres unteres und ein kiirzeres oberes Stuck geteilt.
Jeder Stein, der von oben her an die Querleiste herange-
schoben wurde, bedeutete in den Reihen fur die ganzen
Zahlen 5, in der Unzen- und Skrupelreihe 6 Einheiten der
betreffenden Stufe, jeder von unten her an die Leiste heran-
gebrachte Stein jedesmal nur eine Stufeneinheit.

Addition und Subtraktion auf diesem rémischen Abakus
geschahen im wesentlichen genau wie bei den Griechen. Um
die Multiplikation und Division ausftihren zu kdnnen, wurde
der Raum unterhalb der erwihnten Leiste noch in drei nahe-
zu gleiche Teile zerlegt. Zu beiden Seiten des oberen der
dazu benutzten Striche wurden in der gleichen Weise wie
bei der Querleiste der Multiplikand und der sich ansammelnde
Quotient dargestellt, zu beiden Seiten des unteren Strichs
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Multiplikator und Divisor. Produkt und Dividend lagen langs
der Querleiste. Die beiden Querstriche fanden sich tibrigens
auch in den kleinen Kolumnen. Figur 5 zeigt den Ansatz
der Aufgabe: 37 As 2 Unzen 7 Skrupel sollen mit 6904 As
11} Unzen 10 Skrupel multipliziert werden. Die Rechnung
geschah auch hier, nattirlich mit den durch die andere Form
bedingten Uméanderungen, im wesentlichen wie bei den
Griechen. Die Funfergruppen wurden aber nicht mehr ge-
sondert berticksichtigt, so dafl in obigem Beispiel zuerst ge-
rechnet wurde: 6000 - 30.

Aufgaben:

1. Rechne auf einem selbst gezeichneten griechischen
Abakus mit Knopichen, Steinchen oder Manzen: 5713 4- 8927,
19224 + 17036 + 412, 44617 — 23416, 43623 — 21215,
8036 — 2329; 816 - 87, 923 - 19, 567 - 322, 16128 : 28§,
44904 : 8, 19832 : 37!

2. Bilde dir selbst Additionsauigaben, bei denen eine
Reinigung der Rechnung erforderlich ist, sowie Subtraktions-
aufgaben, bei denen geliehen werden mufi.

3. Rechne die unfer 1 genannten Multiplikationen und
Divisionen nach der schriftlichen Methode der Griechen.

4. Dividiere 1375 Einheiten 4" 14" 10" durch 37 Einheiten
4’ 55"; 5403 Einheiten 56’ 43” 55" durch 8 Einheiten 12,

5. Stelle in Anschlufi an ,Loffler die Nachteile fest, die
der griechischen Schriitrechenmethode infolge der Ziffern-
schreibung gegentiber der unseren anhaften.

6. Rechne die Aufgaben 1 und 2 auf einem von dir selbst
gezeichneten rdmischen Abakus.

4. DIE ABAZISTEN DES FRUHMITTELALTERS

Um die Ausbreitung der abazistischen Rechenkunst des
frithen Mittelalters, deren Zusammenhang mit dem Rechnen
der Griechen und Romer nicht vollstandig klargestellt ist,
hat sich der bertihmte Gerbert von Reims (930 bis 1003),
auch bekannt als Papst Silvester II., der Freund und Berater
deutscher Kaiser und Kaiserinnen aus dem Hause Sachsen,
die grofiten Verdienste erworben.

Auf dem frithmittelalterlichen Abakus war der unbenannte
Rechenstein durch den mit Zahlzeichen versehenen Stein,
den sogenannten Apex ersetzt. Jeder Apex trug ein Zeichen,
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Fig. 6. Frahmittelalt. Abakus.

das eine der Ziffern von 1 bis 9 darstellte. So wurden dann
vier Einheiten einer Kolumne nicht mehr durch vier einzelne
Steinchen sondern durch einen einzigen Stein mit der Ziffer 4
angegeben, und, da die Unterscheidung zwischen Einer-
und Funfergruppe einer jeden Dezimalstufé auch aufhorte,
neun Einheiten durch ein einziges Steinchen mit der Ziffer 9.
Wenn von einer Dezimalstufe keine Einheiten vorhanden
waren, so blieb die betreifende Kolumne einfach frei, da
ein Zeichen fur die Null noch fehlte. Die Zeichen auf den
Apizes waren manchmal rémische, in seltenen Fillen auch
griechische Ziffern, hatten vielfach aber Formen, die unsern
jetzigen Zahlzeichen &hnlich sind. Der Abakus hatte im wesent-
lichen das Aussehen nebenstehender Figur 6, auf derin Apizes
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die Zahl 7902103 dargestellt ist. Die breite Kolumne rechts
war fur die Briiche bestimmt, konnte aber auch durch drei
schmilere ersetzt werden.

Die Abazisten widmeten in der Hauptsache ihre Aufmerk-
samkeit der Division. Sie unterschieden zwei Arten. Die erste,
eine direkte, kam der unseren, nattirlich auf dem Abakus,
sehr nahe und hieB wegen ihrer Leichtigkeit ,die goldene.”
Die zweite war komplementir und hiefl wegen ihrer Schwierig-
keit ,,die eiserne.” Aber gerade sie wurde von den Abazisten
vom 10. bis zum 12. Jahrh. in den Vordergrund gertickt und
eifrig betrieben. Ihr Kern bestand darin, dal man den Divisor
zum nichst hdheren Zehner oder Hunderter erginzte, und
daB nach Bestimmung eines jeden Teilquotienten der durch
die Ergidnzung begangene Fehler wieder gutgemacht wurde.

Bei der Aufgabe 731 : 6 wurde z. B. statt durch 6 jedes-
mal durch 10 geteilt. Die zum Divisor 6 hinzugefiigte Zahl
4 hieBl die dekadische Differenz oder dekadische Erginzung.
Bei der Aufgabe 851 : 13 war die dekadische Erganzung
7, und es wurde jedesmal statt durch 13 durch 20 geteilt.
Es konnte der Divisor aber auch gleich auf den nichsten
Hunderter gebracht werden. So ist z. B. bei 6324 : 358 die
jetzt zentesimale Erganzung 42, der Divisor also zunichst
400. Nach Cantor bestehen Anhaltspunkte dafar, daflin einer
fritheren Periode der Divisor auf die nichst hohere Stufen-
zahl, also entweder auf 10, 100 oder 1000 erginzt wurde.
Wir wollen zunichst die Sache an einem Beispiel ohne Be-
riicksichtigung des Abakus klarmachen, Aufgabe 957: 14.
Die dekadische Erganzung ist 6. Er wird also stets durch
20 geteilt. 957 : 20 ergibt als ersten Teilquotient 40. Wird
40 - 20 oder 800 abgezogen, so bleibt der Rest 157. Dieser
Rest ist zu klein, da die Zahl, durch die geteilt wurde, um
6 zu groB ist. Der Fehler wird dadurch ausgeglichen, daf§
zu 157 noch 40 - 6 = 240 addiert wird. Der richtige Rest
ist also 397. 397 : 20 gibt als zweiten Teilquotient 10. Wird
10 - 20 = 200 abgezogen, so bleibt der Rest 197, der aus
dem oben angegebenen Grund um 10 - 6 = 60 zu klein ist.
Der wirkliche Rest ist also 257. Bei 257:20 ergibt sich als
dritter Teilquotient 10. Nach Abzug von 10 - 20 = 200 und
Wiederhinzufigung von 106 = 60 erhalten wir den Rest
117. Nun muB 117 durch 20 geteilt werden, und der vierte
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Teilquotient ist 5. Zu dem nach

Subtraktion von 5-20 = 100 noch ?%:’;—% — 10
vorhandenen Rest 17 mufl wieder | 40.20—800

5.6 = 30 addiert werden, und Rest 157

dann wird zum Schlufl 47 nochmals | 4 40.6 = 240

durch 20 dividiert. Der neue Teil- 397:20=10
quotient ist 2. Es wird 2-20=40 | 10-20=200
subtrahiert, darauf das Komplement Rest 197

2.6 =12 addiert, so daB der Rest +10-6 =2_56;). 20— 10

19 bleibt, der sich zwar nicht mehr | 4 5 _ 5
durch 20, wohl aber jetzt direkt Rest 57
durch 14 teilen laBt. Der letzte | 4 10.6= 60

Teilquotient ist 1, der Rest 5. Die 117:20= 5
Summe der Teilquotienten ist 68, 5.20 = 100
Also ist 957 : 14 = 68 Rest 5. Rest 17
For die Bestimmung des Stellen- |+ 5-6= _30
werts der einzelnen Teilquotienten 47:20= 2
auf dem Rechenbrett galt bei Ber- 2-20= 40
nelinus die Regel, daB der Teil- Rest 7
s al : + 2.6= 12
quotient jedesmal so viel Kolum- 0 14= 1
nen vom jeweiligen Teildividenden 1. 14= 14
aus nach rechts geriickt wurde, Rest 5
als der abgerundete oder erginzte Gesamtquot. g

Divisor von der Einerkolumne
abstand. Notwendig war also gerade wie bei den Griechen
und Romern auch hier nur die Kenntnis des kleinen Ein-
maleins, dessen bei uns tibliche Form den Abazisten aller-
dings wahrscheinlich nicht geldufig war. Den Verlauf der
beschriebenen Rechnung auf dem Abakus moge der Leser
sich aus Figur 7 selbst klarmachen. Die Durchstrei-
chungen in dem mittleren grofler gezeichneten Zahlenraum
sollen bedeuten, daB die dort dargestellten Zahlenwerte
im Lauf der Rechnung sich andauernd &ndern, die Apizes
also immer wieder durch andere ersetzt werden. Schon
im Prahmittelalter sprach man mit Racksicht auf die Um-
standlichkeit der komplementiren Division vom schwitzen-
den Abazisten.

Der Zweck, dem die ,eiserne* Division diente, war nach
Enestrom wahrscheinlich eine Vereinfachung der erforder-
lichen Subtraktionen, und dasselbe Ziel hatte dann vielleicht

Math.- phys, Bibl. 49: Fettweis, Wie man einstens rechnete 3
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auch folgende mitunter
Ty | vorkommende direkte Di-
CiX L visionsart die ich im An-
Divisor 1 4 schluB an Enestrdom nur
Dekad. Erg. 6 kurz andeute.

. Aufgabe: 6500 : 354;
Dividend 151 71| 6000 : 354 =10; 6000
g | 5| 7 — 10 - 354 = 2460; 2460
Andanernd r | 9|9 : 354 =5; 2000 —5-354
sich andernder 8 5 5 = 230; 500 + 460 + 230
Dividend vl = 1190; 1000 : 354 =2;
r | x 1000 — 2 - 354 = 292;
190 + 292 = 482; 482

Ansammlung ‘: 52’ : 354 =1; 482 - 354
der Teilquot. 1l = 128. Der Quotient ist
| also 1045+2+1=18,

Fi der Rest 128.

ig. 7. Die frahmittelalterliche
Bruchrechnung stimmt in allen Hauptziigen mit der romi-
schen fiberein. Obwohl die praktischen Einrichtungen, aus
denen die romische Bruchrechnung erwachsen war, langst
wesentliche Umanderungen erfahren hatten, galten als ein-
zige Briiche, mit denen gerechnet wurde, noch die urpriing-
lichen Unterabteilungen des As bis zum Sknpulum oder
Skrlpulus einschlieBlich, dann der Obolus oder 3 Sknpu\um
(z5; der Einheit), der Cerates (jetzt Karat) oder 1 i Skripu-
lum (55 der Einheit), der Calcus oder § Skripulum (5357
der Einheit) und die Siliqua oder 1 Skripulum (55 der Ein-
heit). Griechischer Einflul ist hler unverkennbar, Daraus
ergaben sich dann natirlich entsprechende Schwierigkeiten
wie bei den Romern. In Anpassung an die sonderbaren For-
men, Benennungen und Gréfenbezeichnungen der benutzten
Bruchwerte waren unsere Bruchsitze bekannt. Das Gleich-
namigmachen spielte auch bei der Multiplikation eine Rolle.
Um eine Unze (= 3;) mit einem Deunx (= 3) zu multiplizieren,
wurden beide in Skripula verwandelt: eine Unze = 24 Skrip.
1 Deunx = 264 Skrip. Dann wurden die Mengen der Skri-
pula miteinander multipliziert, und das Ergebnis wurde noch
durch die Verhaltniszahl des Skripulum zum As, also durch
288 geteilt. Demnach ist das Produkt aus einer Unze und
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Tabelle der friahmittelalt. Briiche
(nach Nagl, Wien. Ak. d. W. 1888 Bd. 116).

Benennung | Zeichen - ent'halt — | Arithm,
uncnaeJ scripula l calei | Wert

As | ~+ 12 288 1

' Deunx 5% 11 264 11
Dextans 593 10 240 1
Dodrans 5% 9 216 =X
Bisse (BeB) 5% 8 192 &
Septunx & 7 168 +
Semis 5 6 144 £
Quincunx 5% 5 120 P
Triens S5 4 96 &
Quadrans 5 3 72 N
Sextans S 2 48 4
Sescuncia 1% 11 36 %
Uncia — 1 24 =y
Semunzia L 1 12 o
Duella (VW] 1 8 X
Sicilius J 1 6 &
Sextula (&) 1 4 N
Dragma X 3 o
Dimidia Sextula W \ 2 —
Tremissis H 1} -
Scripulus 4 1 8 .
Obolus . 4 .
Cerates z 2 15T
Calcus o 1 silor
Siliqua LA | 14 R

einem Deunx = 242 = 22 Skripula oder, nach rdmischer

Ausdrucksweise, gleich einer Semuncia, einer Duella und
einer Dimidia (halben) Sextula. Es waren tbrigens auch fur
die Multiplikation aller Bruchgrofien miteinander besondere
Multiplikationstabellen in Gebrauch.

Von der Rechnung der frithmittelalterlichen Abazisten wird
vielfach behauptet, sie sei eine im praktischen Leben un-
brauchbare Schultheorie gewesen. Die italienischen Kaufleute
und Bankiers sollen sich aber, als seit dem 11. Jahrh der

3‘
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Handel schnell aufblithte, nach Cantors Angabe des abazi-
stischen Rechnens bedient haben; als dann jedoch das be-
quemere nnd schnellere indisch-arabische Ziffernrechnen auf-
kam, haben sie bald zu diesem gegriffen.

Aufgaben:

1. Rechne die Aufg. 1, Kap. 3 auf dem frthmittelalterlichen
Abakus, die Divisionen ohne und mit Abakus komplementir!

2. Rechne komplementar: 35607 : 21, 594813: 148, 70103
: 512; bilde dir selbst Aufgaben!

3. Multipliziere einen Dodrans mit einer Duella, eine Sex-
tula mit einem Septunx, eine Dragma mit einem Obolus; bilde
selbst Beispiele!

4. Wenn du Latein verstehst, so tberlege dir im Anschluff
an die Tabelle die Schwierigkeiten, die im Gegensatz zu uns
der romisch-frithmittelalterlichen Bruchrechnung aus den Be-
nennungen entstanden!

5. DAS RECHNEN BEI DEN INDERN

Unsere heutigen schriftlichen Rechenmethoden, das so-
genannte Positionsrechnen mit den arabischen Ziifern und
der Null, haben sich von Vorderasien her bei uns verbreitet,
aber bei dieser Verbreitung noch mannigiache Uménde-
rungen erfahren. Wo sie erfunden wurden, weifl man nicht.
Es scheint aber, dafl im siebenten Jahrh. n. Chr. das ganze
System mit der Null in Indien vollstandig vorhanden gewesen
ist. Der damals in Vorderasien benutzte Abakus war eine
mit feinem Sand oder Staub bestreute Tafel. Die Ziifern
wurden in den Sand hineingeschrieben, und um ihnen mit
Sicherheit die richtige Stelle anweisen zu konnen, wurden
wahrscheinlich vor Erfindung der Null, gerade wie auf den
beschriebenen Rechenbrettern, Kolumnen auf den Rechner
zu gezogen. Als dann die Null hinzukam, waren diese Ko-
lumnen unndtig geworden.

Addition und Subtraktion konnten bei den Indern sowohl
von rechts nach links, mit den niedersten Stellen beginnend,
als auch von links nach rechts, mit den héchsten Stellen an-
fangend, vorgenommen werden. Daf} bei dem letzteren Ver-
fahren dann manchmal, wie z. B. beider Aufgabe 121 4 576
+ 381, nachtraglich eine Stelle korrigiert werden mufite, ver-
schlug nichts, da auf der mit Staub bestreuten Tafel das Ver-
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wischen der urspriinglichen Ziffer leicht geschehen konnte.
Wenn bei der Subtraktion eine Stelle des Minuenden niedriger
war als die zugehorige Stelle des Subtrahenden, so glichen
die Inder den durch die Erhéhung dieser Stelle um eine Ein-
heit der vorangehenden Stufe begangenen Fehler dadurch
aus, daf} sie z. B. bei 952 — 813 entweder rechneten: 12—3
=0, 4—1=3, oder 12—~3=29, 5 — 2 = 3. Die Ergeb-
nisse wurden sowohl bei der Addition wie bei der Subtraktion
oben hingeschrieben.

Um 288 schriftlich mit 235 zu multiplizieren, wurde zu-
nachst 235 so unter 288 gesetzt, dafl die 5 Einer unter den
2 Hundertern von 288 standen. Dann wurde die 2 der oberen
Zahl der Reihe nach mit 2, 3, § der unteren malgenommen.
Die Rechnung verlief wie folgt: 2 - 2 = 4. Dieser Faktor 4
tritt iber die 2 von 288; 3 - 2 = 6 wird rechts daneben iiber
die 8 gesetzt. Die 0 von 5 - 2 = 10 tritt auf die dritte Stelle
neben 6, und die 1 von 10 wird mit 6 zu 7 vereinigt, 6 also
weggewischt und durch 7 ersetzt. Uber 288 steht also 470.
Darauf wird 235 um eine Stelle nach rechts herausgeschoben,
und es beginnt in gleicher Weise die Multiplikation der mitt-
leren 8 von 288 mit 2, 3, 5. Zu Anfang dieser Rechnung

470
haben wir also folgendes Bild:| 288, dann geht es weiter:
235

2 - 8 = 16, Ziffer 6 von 16 wird mit der 7, die tiber 8 steht,
zu 23 vereinigt, 3 tritt an Stelle von 7, und die 2 von 23
wird mit der vorangehenden 4 zu 6 addiert. 6 ftritt also auf
dem Staubbrett an Stelle von 4, Weiter wird gerechnet:
3 - 8 = 24. Die 4 fritt an Stelle der 0 von 470, die 2 gibt
mit der im Produkt links davon stehenden 3 zusammen 5.
Jetzt wird noch gerechnet 5.8 = 40. Die 0 von 40 tritt rechts
neben die letzt erwihnte 4, die 4 von 40 gibt mit der letzt
erwiahnten 4 zusammen 8. Diese 8 tritt an Stelle von 4.
Wird nun 235 noch eine Stelle weiter nach rechts heraus-
gertickt, so haben wir, bevor die Multiplikation der letzten

6580
8 mit 2, 3, 5, beginnt, folgende Figur: | 288 |. Die Schlufi-
235
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rechnung, bei der der erste Ziffernansatz tiber der letzten 8
von 288 beginnt, mdge der Leser sich selbst klarmachen,
ebenso den inneren Zusammenhang des hier nur im dufieren
Verlauf gegebenen Verfahrens. Das Schluibild ist folgendes :

67680
288 |, also ist das gesuchte Produkt 67680.
235

Eine zweite Multiplikationsmethode der Inder zeichnete sich
dadurch aus, daff von vornherein aufier den beiden Faktoren
nur das endgiiltige Endprodukt hingeschrieben wurde. Dies
erreichten die Inder dadurch, dal sie die Multiplikation in
beiden Faktoren mit den niedrigsten Stellen anfingen und,
bevor sie eine Stufenzahl, etwa die Tausender hinschrieben,
erst im Kopf samtliche Teilmultiplikationen, bei denen Tau-
sender entstehen konnten, ausitthrten und vereinigten. Die

Ausrechnung der Aufgabe 234 | verlief dann so: 7 - 4
> 917

=28, Die 8 Einer wurden unter der 7 notiert. 20 =2 Zehner
kam zu den tibrigen Zehnern. 73 =21, 1-4=4, 2+ 21
+4=27. Mit der 7 von 27 Zehnern wurde die zweite Stelle
links neben der 8 ausgefallt. 20 Zehner=2 Hunderter. Hier-
zu werden addiert 7 - 2 = 14 Hund., 9 - 4 = 36 Hund,, 1 - 3
= 3 Hund.; 2 + 14 4 36 43 = 55. Von diesen 55 Hun-
dertern wurden 5 links neben die Zehner auf die Hunderter-
stelle gesetzt, 50 H. = 5 Tausender im Kopf behalten und
mit den tbrigen Produkten der zu Tausendern fohrenden
Teilmultiplikationen zusammengefaBt: 1:2 =2, 93 = 27,
5+ 2 4 27 = 34, also kam auf die Tausenderstelle eine 4.
Es folgte die Bestimmung der Zehntausenderstelle: 9 -2 =18,
3 + 18 = 21; also waren 1 Zehntausender und 2 Hundert-
tausender im Produkt vorhanden, die Ziffern 1 und 2 fallten
ordnungsmaBig die Stellen neben der 4 aus. Schiuibild mit

dem Ergebnis war folgendes: 234 |. Nachst dieser ,,blitz-
917
214578

bildenden* oder zickzackfdrmigen Multiplikationsart sei zu dritt
noch die sogenannte ,netzformige” Multiplikation der Inder
vorgebracht, die in einem rechteckigen Netz vor sich ging und
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schon angewandt werden konnte vor Erfindung der Null. Der
Leser moge sie sich an Fig. 8, wo 27 - 896 = 24192 gerechnet

worden ist, selbst zurechtlegen.

Auf die Division wollen wir hier nicht eingehen, sie kommt
im folgenden Kapitel ausfuhrlich zur Behandlung. Eine Be-
r merkung,
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dischen Ma-

thematiker Brahmagupta (7.Jahrh.n. Chr.). Er schreibt, wenn
man eine Zahl durch einen zu groBien Divisor geteilt habe, so
solle man den herauskommenden Quotient mit dem UberschuB
multiplizieren, das Produkt durch den urspriinglichen Divisor
teilen und den neuen Quotient zu dem zuerst erhaltenen ad-
dieren. Im entgegengesetzten Fall soll man subtrahieren. So
komme man zum richtigen Ergebnis. Einer seiner Kommen-
tatoren erklart das Verfahren an der Aufgabe 300:20. Hat
man irrftimlich durch 24 geteilt, so ist der Quotient12,5. Dieser,
mit dem Uberschufl 4 multipliziert, ergibt 50, und 50 : 20 =2,5.
Die Summe 12,5 + 2,5 = 15 ist das richtige Ergebnis.

Die Inder waren tichtige Kopfrechner und stimmten im
wesentlichen in der Benutzung von Rechenvorteilen mit uns

itberein.

Die gemeine Bruchrechnung der Inder wich in der Haupt-
sache nicht von unserer jetzigen ab. Der Zshler wurde aller-
dings ohne Bruchstrich tiber den Nenner gesetzt, und bei
gemischten Zahlen standen die Ganzen oberhalb des Bruchs.
Ganze Zahlen wurden, wenn die Bequemlichkeit der Rech-
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nung es erforderte, bei Bhaskara (12. Jahrh. n. Chr.) und im
sog. auf Birkenrinde geschriebenen Rechenbuch von Bak-
shali (Ende des 11.Jahrh.n. Chr.) als Briiche mit dem Nenner
1 aufgefalt. Die Sexagesimalbruchrechnung war den Indern
gelaufig.

Aufgaben: 1.Durchdenke die hier geschilderten Rechen-
methoden, soweit sie nur im rein duBeren Verlauf dargestelit
wurden, beziiglich ihrer inneren Berechtigung!

2, Stelle dir ein Sandbrett her und rechne auf die ver-
schiedenen Arten die Additions-, Subtraktions- und Multipli-
kationsaufgaben von Kap. 3 Aufg. 1, ferner 8607 - 4009,
23144 - 817, 5229 - 14311, 5021 - 9317!

3. Bilde dir selbst Aufgaben!

6. DAS RECHNEN BEI DEN ARABERN

Griechische, indische und #gyptische Einflisse liefen bei
den Arabern zusammen; bei den Westarabern in Marokko
und Spanien zeigen sich auch Einflisse des abendlidndischen
abazistischen Kolumnenrechnens, wie Cantor meint, durch
Vermittlung italienischer Kaufleute, die im 13. Jahrh. n. Chr.
an der nordafrikanischen Kiiste zahlreiche Handelskontore
unterhielten.

Die Rechnungen wurden entweder auf der Staubtafel vor-
genommen oder auf einem Schreibstofi, auf dem sich die Ziffern
nicht mehr wegwischen lieBen, also z. B. auf Papier. Natiirlich
rief dieser letztere Umstand Anderungen in der aufieren Er-
scheinung der Rechnungen hervor, auf die wir aber erst im
nichsten Kapitel eingehen.

Im 9. Jahrh. n. Chr. unter dem Kalifen Al Mamun lebte in
Bagdad und Damaskus der Astronom Mohammed ibn Musa
Alchwarizmi. Er gab gegen 820 n.Chr. ein Rechenbuch heraus,
das sich in der Hauptsache auf indische Schriften stutzte,
vor allem auf eine Abhandlung {iber indische Rechenkunst,
die angeblich mit vielen anderen Geschenken im Jahre 773
von einer indischen Gesandtschaft an den Hof des Kalifen
Almansur gebracht worden ist. Dieses Werk des Alchwarizmi
wurde die Quelle nicht nur des Rechnens bei den islamitischen
Volkern bis zur Jetztzeit, sondern auch bei samtlichen jetzt
vorhandenen weiflen Kulturvdlkern. Seine Bedeutung spricht
sich weiter darin aus, daf} noch heute jedes unserer mechani-
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sierten Rechenverfahren, also wie wir schriftlich addieren,
subtrahieren, multiplizieren und dividieren ,,Algorithmus* ge-
nannt wird. Algorithmus ist nichts anderes als die ins La-
teinische tibertragene verdorbene Form des Namens Alchwa-
rizmi. :

Auf dem Staubbrett waren natiirlich auch bei den Arabern
wegen der Null keine Kolumnen mehr erforderlich. Addieren
und Subtrahieren geschahen wie bei den Indern. Beim Ad-
dieren betont Alchwarizmi stark die Behandlung der Stellen,
die mit einer Null besetzt werden miissen. Eine Erbschaft,
die er nicht von denIndern, sondern von den Agyptern tiber-
nahm, sind das Duplieren oder Verdoppeln und das Medieren
oder Halbieren. Beim Medieren soll rechts angefangen werden.
Sollte die erste Stelle rechts ungerade sein, so mufl nach
Alchwarizmi eine Einheit dieser Stellein Sechzigstel verwandelt
werden. Sollte auch auf einer der folgenden Stellen eine unge-
rade Zahl stehen, so mufl wieder eine Einheitin 10 Einheiten der
nichst niedrigeren Stufe umgewandelt und auf der rechts
davon stehenden Stelle eine entsprechende Korrektur vor-
genommen werden. Beim Duplieren, das links anfangen soll,
betont Alchwarizmi besonders den Fall, dafl bei einer Stelle
mehr als 10 herauskommt. Auch dann wird eine Korrektur
der links dancben stehenden Ziffer erforderlich. Die Mul-
tiplikation des Alchwarizmi verlauft vollstindig nach der zu-
erst beschriebenen indischen Art, Allerdings gibt Alchwarizmi
nicht ausdrticklich an, ob die tberiltissig gewordenen Ziifern
der oberen Zahl weggeldscht werden sollen, um Platz ftr
die Ziifern des Produkts zu schafien, aber Enestrém halt
dieses ftir wahrscheinlich, so da§ bei der Multiplikation von
288 mit 235 nach der ersten Teilrechnung, bevor 235 eine
Stelle nach rechts herausgeriickt wurde, das Bild folgendes ge-

47088
235

probe die sogenannte Neunerprobe, tiber die sich der Leser
gut in Bd. 13 dieser Sammlung bei Ph. Maennchen, ,,Geheim-
nisse der Rechenkiinstler” unterrichten kann. Beim Dividieren
aut der Staubtafel werden die zu teilenden Zahlen unter-
einander geschrieben, bei 46478: 324 {ritt 324 unter 464,
bei 16478. 324 muf allerdings 3 erst unter 6 gesetzt werden,

wesen wire: . Bei Alchwarizmi finden wir als Rechen-
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weil 164 sich nicht durch 324 teilen 1a8t, wohl aber 1674.
Nachdem der erste Teilquotient bestimmt ist, wird er aber
die letzte Ziffer des Divisors gesetzt, der Dividend wird durch
die aufeinanderfolgenden Abziige andauernd geindert. Der
Ansatz zur Aufg. 46 468 : 324 sieht also mit dem ersten Teil-

1
quotienten 1 — es ist ja 464:324=1 — so aus: |46468|.
324

Jetzt wird 1-3=3 von der ersten 4 links abgezogen, und an
deren Stelle tritt 1. Die Subtraktion von 1-2==2 von der tber
2 stehenden 6 ergibt an Stelle dieser Ziifer 4, schliefllich tritt
an Stelle der mittleren 4 von 46468 durch Abzug von1-4
=4,0" so daB also jetzt das Rechenbild, nachdem der Divisor
eine Stelle weiter nach rechts herausgeriickt worden ist, so

1
aussieht: | 140681, Es wird nun 1406 durch 324 geteilt. Der
324

neue Teilquotient 4 tritt oben rechts neben 1, und es heifit
weiter, indem 324 mit 4 malgenommen und das Produkt von
1406 abgezogen wird: 4 -+ 3 == 12 von 14 abgezogen ergibt
auf dem Staubbrett an Stelle von 14 ,,2%; 4 -2 =8 von 20
subtrahiert ergibt 12, 4 -4 =16 von 126 abgezogen gibt
110, und jetzt ist das Rechenbild, nachdem 324 wieder eine
Stelle nach rechts herausgeriickt und der neue Teilquotient

14
aus 1108 : 324 bestimmt ist: |1108]. Der Leser moge die
324

Rechnung, deren logische Berechtigung erjaauchdurchdenken

mu$, selbst zu Ende fithren. Das Schlufibild ist: [143}; es ist
136
324

46468 : 324 =143, Rest 136. Alchwarizmi sagt, die Antwort
sei 143 und 136 Teile von 324 Teilen der Einheit, eine Aus-
drucksweise, mit der er sehr stark an Eratosthenes (276 —
194 v. Chr.) und Ptolemaeus (2. Jahrh. n. Chr.), beide aus
Alexandrien, erinnert.

Alchwarizmi beherrscht auch die Bruchrechnung und han-
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deltziemlich ausftihrlich von den Sexagesimalbriichen. Ahnlich
wie Ptolemaeus den Buchstaben O, so benutzt er die Null
zur Bezeichnung des Fehlens einer Sexagesimalstelle. Beim
Subtrahieren von Sexagesimalbriichen lehrt er die Behand-
lung des Falls, wo eine Minuendenstelle kleiner ist als die
zugehorige Subtrahendenstelle und berticksichtigt selbst den
Fall, wo dabei auf der nichst hoheren Stelle nichts vor-
handen ist. Um Sexagesimalbriiche miteinander zu multipli-
zieren, etwa 2 Ganze oder Grad und 45 Minuten, also ktrzer
2% 45 mit 4° 10‘ 30, wird der erste Faktor in Minuten ver-
wandelt, der zweite in Sekunden, dann wird die Multiplikation
ausgefithrt und nachher durch wiederholte Division durch
60 das Produkt zu8° 43’ 52" 30" umgerechnet. Wenn der
Leser genauer zusieht, wird er finden, dal diese Multipli-
kationsart nichts anderes ist als unsere Methode bei Dezimal-
briichen, nur mit den durch das Ineinandergreifen von De-
zimal- und Sexagesimalsystem bedingten Komplikationen. Um
Sexagesimalbriiche durch Sexagesimalbriiche oder ganze
Zahlen, bzw. umgekehrt zu teilen, solle man beide Zahlen
erst gleichnamig machen.

Zu den ubrigen arabischen Mathematikern, die auch das
Abendland mehr oder weniger beeinflu8ten, kénnen wir nur
wenige ganz kurze Bemerkungen machen. In dem ,befriedi-
genden Traktat”, den Ab&’l Hasan Ali ibn Ahmed Alnasawi far
die Finanzbeamten der Bujidensultane gegen 1030 n. Chr.
schrieb, zeigen sich schon deutlich Veranderungen, die an ge-
wissen indisch-arabischen Rechenmethoden durch die Be-
nutzung des Papiers an Stelle der Staubtafel hervorgerufen
wurden. Ebenso zeigt sich dies in der ,,Aufhebung der Schleier
der Wissenschaft des Staubs“, einem Rechenbuch, das Alka-
lasadi aus Granada im 15, Jahrh. schrieb. Dieser bringt auch
die beschriebene netzformige Multiplikation der Inder sowie
bei einem anderen Multiplikationsverfahren einen Anklang an
die Archimedische Stellenregel. Abu Zakarija el Hassar (viel-
leicht 12. Jahrh. n. Chr.) scheint noch auf der Staubtafel ge-
rechnet zu haben. Er bringt die Siebenerprobe (vgl. Bd. 13).
Eine vollstandig dem beschriebenen indisch-arabischen Rech-
nen feindliche Stimmung zeigt sich bei Abft Bekr Muhammed
ibn Alhusain Alkarchi (11. Jahrh. n. Chr). Er befindet sich
fast ganz in griechisch-alexandrinischem Fahrwasser, bringt
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jedoch die Neuner- und Elferprobe, welch letztere vielleicht
seine Erfindung ist. Der ,,Talchys" des Ibn Albanna endlich,
eines Gelehrten, der um die Mitte des 13. Jahrh. in Marokko
geboren wurde, zeigt deutlich abazistisches Kolumnenrechnen
des Abendlands und indisch-arabisches Zitfernrechnen vereint.

Aufgaben: 1.) Durchdenke den logischen Aufbau jeder
einzelnen der geschilderten Rechenoperationen.

2. Stelle dir eine Staub- oder Sandtafel her und halbiere
bzw. dupliere nach Alchwarizmis Art: 1728, 913, 7001,25843,
49236!

3. Dividiere auf dem Staub- oder Sandbrett: 247829 : 20,
95817 : 4, 5006201 : 17, 8629:9, 2876441 : 537!

4. Multipliziere nach Alchwarizmis Art: 5°0 ‘13" 1°14";
0°29% 57 °31722"; 49°2843" 2" 9°0'2"

5. Prufe die Losungen von Aufg. 4 nach durch Umrech-
nung in das Dezimalsystem!

6. Bilde dir selbst Aufgaben!

7. DIE AUSWIRKUNG DER INDISCH-ARABISCHEN
RECHENMETHODEN IM ABENDLAND

a) Das Rechnen mit ganzen Zahlen. Wahrend im Osten
"Europas Byzanz wohl immer mit den asiatischen und nord-
airikanischen Kulturlindern in Verbindung stand, kamen
Mittel- und Westeuropa erst durch die Kreuzziige wieder
in engere Berithrung mit dem Orieni. Besonders als infolge-
dessen auch der Handelsverkehr nach dem Osien starker
warde, drang allmihlich die Kenntnis des in den beiden
letzten Kapiteln beschriebenen indisch-arabischen Rechnens
in das Abendland. Es entspann sich ein merkwiirdiger Kampf
zwischen den Abazisten (vgl. Kap. 4) und den Algorithmikern,
wie die Anhinger der neuen Schule hiefien. Noch im Jahre
1299 verbot die Calimalazunit den Gebrauch arabischer
Ziffern, und noch im 16. Jahrh. finden wir in Handelsbiichern
italienischer Kaufleute hier und da lateinische Ziffern. Ja, bei
uns hieBen um 1500 die roémischen Ziifern gar noch ,deut-
sche Zahlen® im Gegensatz zur arabischen ,Zifferzahl“. Trotz-
dem kann man sagen, dafl, besonders wohl infolge des prak-
tischen Geistes der Kaufieute, der Sieg zu Beginn des 14.Jahrh.
im grofien und ganzen schon auf Seite der Algorithmiker war.
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Die Bekanntschaft der Gelehrten des europiischen Ostens
mit dem neuen Rechnen erkennen wir aus dem sogenannten
Rechenbuch des byzantinischen Monchs Maximus Planudes
(13. Jahrh.), der nach eigener Angabe direkt aus indischen
Quellen geschopit hat. Die Neunerprobe spielt bei ihm eine
groBe Rolle. Auch versucht er, die sexagesimale Schreibweise
riickwirts in die ganzen Zahlen hinein fortzusetzen, indem er
bei einer Rechnung das Produkt von 118°54°8", da der Tier-
kreis in 12 Bilder zu je 30° zerfalle, gleich 3 Bildern 28°
54'8" setzt. Ich umgehe die Urkunden aus der allerersten
Zeit des Auitretens der indisch-arabischen Rechenmethoden
im eigentlichen Abendland, also in Mittel- und Westeuropa,
bemerke nur, daf} zunichst die Staub- oder Wachstafel noch
benutzt wurde, auf der dann z. B. bei Additionen die Summe
an Stelle des oberen Summanden, bei Subtraktionen die
Differenz an Stelle des Minuenden treten konnte, und daf§
in einer der wichtigsten dieser Urkunden, namlich in einer
dem Johannes von Sevilla (12. Jahrh.n. Chr.) zugeschriebenen
Ubersetzung einer umstandlichen arabischen Bearbeitung des
»Alchwarizmi®, da wo wir von ,,Leihen* sprechen, z. B. zur Be-
stimmung der ersten Stelle bei der Aufgabe 5642 — 4329,
in folgender Weise subtrahiert wird: 10 —9=1, 1 4+2=3.
Im 13. Jahrh. wirkten dann die Manner, die den eigentlichen
Sieg der Algorithmik herbeiftihrten: Leonardo von Pisa, ein
italienischer Kaufmannssohn, der in Nordafrika erzogen
war und auch am Hof des Hohenstaufenkaisers Friedrich If.
erschien, Jordanus Nemorarius, vielleicht ein Deutscher und
als Nachfolger Domingo Guzmans zweiter General des Domini-
kanerordens (4 1237), Sacrobosco, der in Oxford studierte
und in Paris lehrte, und ein Magister Gernardus, tiber dessen
Lebensschicksale man nichts Naheres weifi. In dem vielleicht
um die Mitte des 13. Jahrh. geschriebenen Rechenbuch des
Sacrobosco wird noch das Rechnen auf der Staub-,Wachs-
oder Sandtafel vorgefiihrf. Magister Gernardus 16scht bei der
Multiplikation die Ziffern der oberen Zahl allmihlich weg,
um Platz ftir das Produkt zu schaifen. Bei der Division da-
gegen ist nicht klar, ob Gernardus schon das gleich zu be-
sprechende Uberwirtsdividieren meint oder allm4hliches Aus-
18schen der Ziffern. Die Probe macht er ebenso wie Sacro-
bosco bei Multiplikation und Division durch die entgegenge-
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setzte Rechnung, ein Verfahren ubrigens, das in der dem
Joh. von Sevilla zugeschriebenen Ubersetzung ausdriicklich
fur alle Rechnungsarten gelehrt wurde. Mit dem Zuriicktreten
des Staubbrettrechnens gegen das Rechnen aufPapier wurden
verschiedeneindisch-arabische Rechenverfahren, derenleichte
Durchfuhrbarkeit einzig und allein auf der Mdglichkeit be-
ruhte, einmal geschriebene Ziffern schnell wegzuwischen, zu
einer Umformung gezwungen, An Stelle des Auswischens
der Ziffern trat ihr Durchstreichen. Die neue Zitier wurde
tiber die alte gesetzt, und es entstanden die eigenartigen
Methoden des Uberwartsmultiplizierens und Uberwdartsdivi-
dierens. Das erstere ist schon lange verschwunden, das
letztere hat sich, zunachst als einzig getibte Divisionsart, dann
neben unserer jetzigen bis zum Beginn des 19. Jahrh. erhalten.
Das Uberwartsmultiplizieren, auch Galeerenmultiplikation ge-
nannt, macht der Leser sich am besten an dem Beispiel 235
- 288, das wir bei den Indern ausfiihrlich gerechnet haben, klar.
Der Ansatz der Faktoren war genau wie da, der Ansatz des
Produkts geschah aber schon in der ersten Reihe tiber 235.
Nach der ersten Teilmultiplikation mit 235 hatte man dann
70

folgendes Bild: |4g288 |, nach der zweiten folgendes:
235

53 | nach der dritten das SchluBergebnis:
st | Esistalso235-288=67680. Das Resultat| >
6700 | mufl am aufleren Rand des Ziffernbergs ab-| gss
fgggs gelesen werden, und zwar von der am weite- | 344
"3 |sten links stehenden 6 an erst aufsteigend 6700g
bis zur obersten 6, dann absteigend bis zur §g§g5
Auleren O rechts. 233
Auch das Uberwartsdividieren (vgl. Bd. 15 dieser| 2
Sammlung) oder die Galeerendivision moge der Leser
sic him Anschluf} an die bei den Arabern ausftihrlich behandelte

Aufgabe 46468 : 324 klarmachen. Der Ansatz sieht so aus

46468 |; nach Bestimmung des ersten Teilquotienten ist das
324

Rechenbild dieses: | 140 , nach Festsetzung des zweiten
46468 | 1
324

Teilquotienten haben wir folgende Figur:
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nach Berechnung des dritten Teil-
quotienten steht das Ergebnis da: 9
Es ist also 46468 : 324 = 143| 113
Rest 136; den Rest muff man wieder| 224
am #ufleren Rand des Berges un}i iﬁgglu.‘s
zwar von oben rechts herabstei-|g9444
gend ablesen. 322
Unsere jetzige Multiplikationsmethode treffen| 3
wir zuerst in Italien in der Summa des berthmten
Franziskanermonchs Luca Pacioli (1494). Die einzelnen Ziffern
der richtig untereinander gesetzten Teilprodukte waren in kon-
gruente aneinanderstoBende Rechtecke eingefaB3t, und deshalb
hief die Multiplikationsart in Florenz bericocoli, nach einem
dort sehr beliebten mit Viereckchen bedruckten Geback aus
Aprikosenteig. InanderenGegendenhief sie,, schachbrettartig'.
Sie fand bald auch in Deutschland Anklang. Die beschriebene
netzférmige Multiplikationsart (S. 39) nannte Pacioli ,Eifer-
suchtsmultiplikation, wegen der Ahnlichkeit des Netzes mitden
Fenstergittern an den Frauengemd&chern Italiens. Eine Abart
der netzformigen Multiplikation sieht bei Pacioli so aus:

1
33

Unser modernes Unterwirtsdividieren 3217

findet sich nach einer brieilichen Mit- 1829 v
teilung von Enestrom an Tropfke zumersten [ 2 (8] 9|53 |3
Mal bei dem ltaliener Ph. Calandri 1491 | [ |2 |3 /2|9
in seinem Werk ,,De arimetrica opusculum®, |7~ Y

. . . S 215/71316|8
In noch nicht ganz mit uns fibereinstimmen- - -1,
der Form findet es sich dann in Deutschland 812111743

5 8 8

bei Peter Bienewitz oder Bennewitz (Api- .
anus), dem Mathematiklehrer Karls V. in Fig. 9
dessen Rechenbuch ftr Kaufleute und bei dem Rechenmeister
Adam Riese.

Die Bediirfnisse des Kaufmannsstandes riefen gegen Ende
des Mittelalters in den deutschen Handelsstadten die Zunit
der Rechenmeister hervor, die in besonderen Schulen, den
Rechenschulen, der Jugend, die es wiinschte, das Rechnen
beibrachte. Wem das nicht gentigte, der mufite zur Univer-
sitat gehen, wo bei Beginn der Neuzeit das einfache Rech-
nen noch von Professoren gelehrt wurde. Deutsche Kaui-
leute, z.B. Lukas Rem, gingen aber auch noch zu Beginn des
16. Jahrh. nach Venedig, um rechnen zu lernen. Melanchthon
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verdiientlichte an der Universitat Wittenberg einen Aufruf zum
Studium des Rechnens, in dem es hief, Addieren und Sub-
trahieren seien sehr leicht zu lernen, die Regeln der Multi-
plikation und Division erforderten allerdings etwas mehr Auf-
merksamkeit, aber bei einiger Anstrengung wiirden auch sie
bald begriifen. Noch Ende des 16. Jahrh. tun sich Hieronymus
Froben und Andreas Ryff, zwei bekannte Kaufleute, etwas dar-
auf zugute, daB sie bei der Division den Quotient richtig heraus-
finden, Der bedeutendste unter den Rechenmeistern war Adam
Riese, auch Ries, Rys oder Ryse geschrieben. Er wurde 1492
zu Staffelstein in Franken geboren, 1522 war er Rechenmeister
in Erfurt, 1525 in Annaberg, 1559 starb er. Von seinen Buchern
waren besonders drei ftir die Ausbreitung der Rechenkunst
im 16. Jahrh. von Bedeutung. Es sind dies: Rechnung auf
der Linie, Rechnung auf der Linie und Feder und Rechnung
nach der Lange auf der Linie und Feder. (Vgl.Bd. 15 dieser
Sammlung, Witting und Gebhardt Bspl. zur Geschichte der
Mathematik). Was Rechnung auf der Linie ist, werden wir
spater sehen. Rechnung mit der Feder war das damals tib-
lich indisch-arabische Ziffernrechnen. Adam Riese war kein
Gelehrter, er hat keine selbstindigen Forschungen angestellt.
Aber er war klar in seinem Unterricht und hat durch die
Art, wie er die Stoffe anordnete, die Grundlage far unsere
jetzige Methodik des Rechenunterrichts geschaffen.

b) Das Rechnen mit Briichen und die Erfindung der
Dezimalbruchrechnung. Der indisch-arabische EinfluB fahrte
zur endglltigen Anerkennung gemeiner Briiche mit jedem
beliebigen Zihler und Nenner. Leonardo von Pisa benutzt
zum ersten Mal, wenigstens in Europa, den Bruchstrich, bei
Jordanus Nemorarius und Magister Gernardus findet er sich
nicht. Dagegen ist er vom Ende des 15. Jahrh. an immer
vorhanden. Zur Addition, Subtraktion und Division machte
Leonardo von Pisa die Briiche erst gleichnamig, die Multi-
plikation vollzog er dadurch, dafl er erst die Zahler malnahm
und dann das erhaltene Produkt durch die beiden Nenner
nacheinander teilte. Jordanus Nemorarius hingegen und
Magister Gernardus teilen das Produkt der Zihler durch das
Produkt der Nenner. Beim Dividieren empfehlen sie beide,
Zahler durch Zzhler und Nenner durch Nenner zu teilen.
Wo das nicht ohne weiteres moglich sei, solle man vorher
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den Dividend erweitern. Also: 0.t =88 =L aper &: ¢
=430 3 = 25 =2 DaB der Begriff des Bruchs in da-

maligen Zeiten trotz allen Rechnens damit doch nicht immer
ganz klar war, zeigt ein noch bisins 18.Jahrh. ausgesprochenes
Bedenken hinsichtlich der Multiplikation der Briiche. Sogar
Luca Pacioli kann sich namlich nicht richtig erkliren, dafy
das Produkt kleiner ist als einer der Faktoren, wo doch in
der Bibel stehe: Wachset und vervielfaltiget euch und erfiillet
die Erde. In Kauimannskreisen war die Bruchrechnung tiber-
haupt noch wenig verbreitet, aber auch in anderen gebil-
deten Schichten sah es stellenweise schlecht damit aus. Der
berfihmte Leonardo da Vinci war an sich schon ein schleciiter
Rechner,aber vor Bruchrechnung hatte er, wie Cantor schreibt,
eine heilige Scheu. In dem in diesem Kapitel beschriebenen
Zeitraum des Mittelalters wurde auch mit Sexagesimalbriichen
gerechnet. Es kamen sogar Versuche vor, das Sexagesimal-
system rtickwirts in das Gebiet der ganzen Zahlen hinein
fortzusetzen, z. B. um 1552 bei Kénig Alfons von Leon, ferner
Ende des 13. Jahrh. bei dem d&nischen Dominikaner Petrus
Philomeni de Dacia und Anfang des 15, Jahrh. bei dem Wiener
Prof. Joh.von Gemunden (vgl. auch Maximus Planudes). Schon
der Verfasser der erwihnten von Joh. von Sevilla ibersetzten
arabischen Schrift wufite, wasJordanus Nemorarius klar durch-
ftihrte, da® namlich das Wesentliche nicht die Zahl 60 sei,
sondern die sich stets gleich bleibende Verhiltniszahl in der
systematischen Anordnung der immer Kkleiner werdenden
Bruchteile. Damit war dann aber die Moglichkeit eines Uber-
gangs zu Dezimalbriichen gegeben. Ihr erster Erfinder 148t
sich kaum nennen. Das Komma zur Abgrenzung der Dezimal-
stellen findet sich nach Enestrém zum eriten Mal bei dem
Schotten Lord Neper, 1617. Der berithmte Astronom Kepler
schrieb 1616 die Erfindung der Dezimalbriiche seinem Freund
demKasseler Hofuhrmacher JostBiirgi zu. Groe Verdienste um
die Dezimalbruchrechnung erwarb sich jedenialls der Nieder-
lander Simon Stevin (1548—1620). Dieser Lehrer und Schatz-
ling des Prinzen Moritz von Nassau war geboren zu Briigge in
Flandern, Buchhalter in Antwerpen, dann Steuerbeamter in
Briigge; schlieBSlich ernannte sein hoher Schiler ihn zum
Deichhauptmann in Holland. Stevins einschligige auch flimisch
verfafte Schrift ,La Disme“ erschien 1585, Stevin schrieb
Math.- phys. Bibl. 49+ Fettweis, Wie man einstens rechnete 4
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