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Vorwort zur ersten Auflage.

Schritt fiir Schritt werden immer weitere Gebiete der Bio-
logie durch Vervollkommnung der messenden Methoden den
exakten Wissenschaften angereiht und damit einer mathemati-
schen Behandlung erschlossen. Dadurch wird die Notwendig-
keit. eines mathematischen Vorstudiums fiir alle Biologen ganz
allméhlich immer dringender. Noch pflegt dieses iiber Gebiihr
vernachlissigt zu werden. Aus eigener Erfahrung konnte ich
beobachten, dafl die exakten messenden Methoden zwar mecha-
nisch von allen Schiilern erlernt werden kénnen, aber in frucht-
barer Weise nur von denjenigen ausgenutzt werden, die eine
mathematische Vorbildung haben, fir die die Zahl etwas
Lebendes ist. So ist dieses Biichlein ganz allméhlich aus prak-
tischen Bediirfnissen beim Unterricht entstanden.

Obwohl nimlich ein Mangel an guten Einfithrungen in die
- Mathematik fiir Naturwissenschaftler nicht besteht, so hat mich
doch die Erfahrung gelehrt, da diese gerade den Bediirfnissen
der Biologen nicht voéllig entsprechen. FErstens ist die iiber-
wiegende Erliuterung der mathematischen Sétze an Beispielen
der theoretischen Physik nicht die dem Biologen am meisten
adiquate, und dann ist in den bestehenden Lehrbiichern in
der Regel ein gewisser Schatz von Kenntnissen der elementaren
Mathematik vorausgesetzt, iiber den nun einmal die Mehrzahl
der heutigen Biologen wenigstens in lebendiger, gebrauchs-
fahiger Form nicht verfiigt.

Wenn diese , Einfithrung® dazu beitragen sollte, das mathe-
matische Niveau der Jiinger der biologischen Wissenschaften
zu heben oder gar das Verlangen bei ihnen zu erwecken, nach
ausfiithrlicheren Lehrbiichern der Mathematik zu greifen, so
wiirde ich den Zweck dieses anspruchlosen Biichleins fiir er-
fallt halten.

Berlin, im August 1912,
Der Verfasser.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Die Notwendigkeit einer zweiten Auflage gab mir die Ge-
legenheit, einige Verbesserungen und Erginzungen des vorhan-
denen Stoffes anzubringen. Den ganzen Charakter des Buches
habe ich bcibehalten; es soll eine Einfiihrung fiir den Biologen
und Chemiker sein und erhebt nicht den Anspruch, vor dem
Mathematiker von Fach zu bestehen.

Von den Erginzungen weise ich vor allem auf das Kapitel
iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung hin. Sie ist auf vielen Ge-
bieten, fiir die Fehlerausgleichsrechnung, fiir die Molekular-
physik, fiir die Statistik, die Lehre der biologischen Variationen
wertvoll und gleichzeitig ein lehrreiches Beispiel dafiir, wie
unter den Hinden eines GauB u. a. bisher nur gefiihlsmiBig
erfallbare Begriffe den Charakter mathematischer GréBen an-
nehmen konnen. Man wird erkennen, daB die Auswahl und
Darstellung unter dem kombinierten EinfluB verschiedenartiger
Lehrbiicher entstanden ist, und daB ich von der Idee geleitet
wurde. den mathematisch-erzieherischen Wert dieser. Lehre
hervorzuheben und sie wenigstens zu dem einen praktischen
Resultat, der Beurteilung der Versuchsfehler, zuzuspitzen.

Berlin, im Mirz 1922.
L. Michaelis.
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Erster Abschnitt.
Rekapitulation der elementaren Mathematik.

I. Geometrie.

1. Zwei Korper schneiden sich in einer Ebene, zwei Ebenen
in einer Linie, zwei Linien in einem Punkte.

Zwischen zwei Punkten ist die gerade Linie die kiirzeste
Verbindung.

2. Lehre von den Winkeln.

Ein Winkel entsteht durch die Drehung einer geraden
Linie um einen festen Punkt derselben, den Scheitel des
Winkels. Die GroBe des Winkels wird nach MaBgabe dieser
Drehung gemessen und ist unabhingig von der Linge der
Schenkel. Eine volle Umdrehung teilt man in 360 Grade, eine
halbe Drehung oder ein gestreckter Winkel betrigt demnach
1809 eine Vierteldrehung oder ein rechter Winkel betriagt 90°.
Die Schenkel eines rechten Winkels stehen senkrecht aufein-
ander, oder der eine Schenkel bildet ein Lot auf dem anderen.
Ein Winkel, welcher kleiner als 1R ist, heil3t spitz, ein Winkel,
der > 1 R aber < 2R ist, stumpf. Ein Winkel, der << 2R ist,
heifit konkav, ein Winkel, der > 2 R ist, konvex.

Nebenwinkel sind zwei Winkel, welche einen Schenkel
gemeinsam haben, wihrend die anderen Schenkel die gerad-
linigen Verlingerungen voneinander sind. Thre Summe ist
stets = 2R oder = 1 gestrecktem Winkel. Das folgt aus dem
Begriff des gestreckten Winkels, dessen beide Schenkel eine
einzige Gerade bilden. Zwei Winkel, die zusammen 2R be-
tragen, nennt man Supplementwinkel; zwei Winkel, die zu-
sammen 1R betragen, Komplementwinkel.

Scheitelwinkel sind zwei Winkel von solcher Lage, da8
der Scheitel beiden gemeinsam ist und die Verlingerungen der
Schenkel des einen Winkels die Schenkel des anderen sind.
Scheitelwinkel sind einander gleich. <97« = 3y, weil beide
==2R — f sind (Abb. 1).

Michaelis, Mathematik. 2. Aufl. 1



2 Rekapitulation der elementaren Mathematik.

Zwei gerade Linien schneiden sich, hinreichend verlangert,
im allgemeinen unter einem bestimmten Winkel. Wenn sie
sich, soweit man sie auch
nach beiden Richtungen /
verlingert,im Endlichen 7/
a niemalsschneiden,nennt G
IRE man sie parallel. .
A

4 Wenn zwei gerade

(¥ Y
Linien von einer dritten &/
unter gleichem Winkel
Abb. L geschnitten werden, sind Abb. 2.

sie parallel.
« und y sind Gegenwinkel, ebenso § und  (Abb. 2).
« und J sind entgegengesetzte Winkel, ebenso 8 und y.
« und ¢ sind Wechselwinkel, ebenso ¢ und .

Ist 4B parallel CD, so sind Gegenwinkel einander gleich,
entgegengesetzte Winkel betragen zusammen 2R. Wechsel-
winkel sind einander gleich.

Umgekehrt: wenn zwei Gegenwinkel einander gleich sind,
so sind die Linien, an denen sie liegen, parallel usw.

3. Das Dreieck.

Die Summe der drei Winkel eines jeden Dreiecks be-
tragt 2 R.

Beweis: Man ziehe in Abb.3 AD || BC. Dannist 37y = g
und 9C B = 9.y als Wechselwinkel. Also

«tpfty=atf+y=2R

[l PN

Abb. 3. Abb. 4.

Ein Aullenwinkel ist gleich der Summe der beiden von
ihm getrennt liegenden Winkel, denn (Abb. 4) 6 =2R — y,
andererseits auch ¢« + f=2R — ».

In einem rechtwinkligen Dreieck nennt man die Schenkel
des rechten Winkels die Katheten, die dem rechten Winkel
gegeniiberliegende Seite die Hypotenuse.



Das Dreieck. 3

Ein Dreieck, in welchem alle drei Winkel spitz sind, heiB3t
ein spitzwinkliges Dreieck; ein solches, in welchem ein Winkel
stumpf ist, ein stumpfwinkliges. Es kann hochstens e in Winkel
im Dreieck stumpf sein, weil die Summe schon zweier stumpfer
Winkel auf jeden Fall > 2R ist.

Ein Dreieck, in dem 2 Seiten einander gleich sind, heiBt
ein gleichschenkliges, ein solches, in dem alle 3 Seiten ein-
ander gleich sind, ein gleichseitiges Dreieck. In einem gleich-
schenkligen Dreieck sind die Basiswinkel einander gleich, in
einem gleichseitigen Dreieck daher alle 3 Winkel einander gleich,
und daher jeder = 60°.

In jedem Dreieck liegt der groferen Seite der gréBere
Winkel gegeniiber.

Beweis: AC sei > AB. (Abb. 5.)
Halbiert man 9C BAC durch 4D und
klappt das Dreieck 4 BD um 4D als
Axe nach rechts um, so fillt B auf
E, und <LABD = 4  AED. 8

Da nun <7 4 E D Aullenwinkel an Abb. 5.

ANDEC ist, mul

X AED > 9 ACD, folglich auch JZABC >3] ACB
sein..

Da im rechtwinkligen Dreieck der rechte Winkel groBer
als jeder der beiden anderen ist, so ist jede Kathete stets
kiirzer als die Hypotenuse.

Als Umkehrung obigen Satzes folgt ferner, daBl auch dem
grofBeren Winkel die grofere Soite gegeniiberliegt, und ferner
die schon erwahnte Tatsache, dall im gleichschenkligen Dreieck
die Basiswinkel einander gleich sind.
Denn gleichen Seiten miissen auch
gleiche Winkel gegeniiberliegen.

In der Schar von rechtwinkligen
Dreiecken A BC,, ABC,, A BC, usw.
ist also die Hypotenuse BC,, BC,
usw. stets groBer als die Kathete
BA. Folglich ist von allen Geraden,
die man vom Punkte B nach einer
Geraden C,C; ziehen kann, das Lot Abb. 6.
die kiirzeste. Das Lot von einem
Punkte auf eine Gerade nennt man die Entfernung des
Punktes von der Geraden.

Vs

C,

s G 6 A6 GG

1*



4 Rekapitulation der elementaren Mathematik.

4. Kongruenz.

Zwei Figuren nennt man kongruent, wenn man sie durch
Verschiebung und Drehung so aufeinander legen kann, daB sie
sich vollkommen decken.

Erster Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kohgruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel iibereinstimmen.

& iy
8

4

A <
Abb. 7.

Voraussetzung. In Abb. 7 sei
AB=A4'B, BC=B'(C, 5 ABC=9_ABC(C.
Behauptung: AABC>~AA'BC.
Beweis: Verschiebt und dreht man AA4BC so, daB 4B
auf A'B, BCauf B'C’ und 4C ABC auf A’ B'C’ fallen, so. mul
auch AC auf 4’C’ fallen, weil zwischen zwei Punkten A’ und ¢’

nur eine Gerade gezogen werden kann. Somit decken sich alle
3 Seiten und Winkel.

Zweiter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in einer Seite und zwei Winkeln von gleicher Lage,
d. h. entweder den beiden anliegenden oder in einem anliegen-
den und dem gegeniiberliegenden Winkel tibereinstimmen.

Voraussetzung:  AB= A'B’ (Abb. 7).

L BAC =y B'A'C,
Y ABC = A'BC.

Beweis: Verschiebt und dreht man AABC so, dal AB
auf A’B’ fillt, so muB auch C auf ¢’ fallen, da die beiden
Schenkel der zusammenfallenden Winkel sich nur in einem
Punkte, nimlich ", schneiden kénnen.

Wire die Voraussetzung: AB=A'B,

Y BAC = y B'A'C,
I BCA =y BC4,



Kongruenz. 5

so folgert man zunichst, daB, wenn zwei Winkel zweier Drei-
ecke iibereinstimmen, dies auch die dritten tun miissen, also
Y. ABC = g  A'B'C’, und fihrt wie oben im Beweis fort.

Dritter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in den drei Seiten iibereinstimmen.

Man verschiebe und drehe die beiden Dreiecke (Abb. 8)
so zueinander, daf eine Seite A B zusammenfillt, so dafl, wenn
das feststehende Dreieck 4C' B ist, das verschobene die Lage
AC'B hat. Zieht man nun CC’, so ist in dem gleichschenkligen

NACC v ACC = 5~ AC'C,
und ebenso -1 BCC' = -y~ BC'C, also auch durch Addition
Y ACB = 5_ AC'B. Dann
sind die beiden Dreiecke <’

nach dem ersten Kongruenz- o
satz kongruent.

Abb. 8. Abb. 9.

Vierter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem der groBeren gegeniiber-
liegenden Winkel iibereinstimmen.

Voraussetzung (Abb. 9): AC=A4'C,
AB=A'P,
AC > AB,

j ABC =y AB(.

Man verschiebe und drehe die Dreiecke so, daB 9 A BC
auf 97 A'B'C’ fillt. Dann mull nach der Voraussetzung auch
A auf A’ fallen. Angenommen nun, C fiele nicht auf (', son-
dern etwa auf C”, so miilite ANB A’C" >~ BAC sein, weil diese
Dreiecke in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel iibereinstimmten. Dann miifite auch 4'C” = A(C sein,

also auch A4’'C” = A’'C’, d. h. das AA'C"C’ miiBte gleich-
schenklig sein und -7~ 4'("C’ = A’C’C". Da nun 3 A4'C"C’ als



6 Rekapitulation der elementaren Mathematik.

AuBenwinkel > 97 A" B'C"” ist, muB auch 47 A'C'C” > 5 A’ B'¢”

sein, was der Voraussetzung widerspricht. Es muB also ¢’ und

C” zusammenfallen, womit die Kon-

¢ gruenz der Dreiecke bewiesen ist.

Wenn dagegen zwei Dreiecke in

zwei Seiten und dem der kleine-

ren gegeniiberliegenden Winkel

ibereinstimmen, so brauchen sie

nicht kongruent zu sein (Abb. 10):

A 0 8 AABCund A DBC stimmen iiber-

Abb. 10. ein in zwei Seiten: B( = B(C,

AC = (D, und dem der kleineren

gegeniiberliegenden Winkel -~ CBD = 97 (BA, und sind doch
nicht kongruent.

5. Das Viereck.

Ein Viereck, dessen Gegenseiten parallel sind, heit ein
Parallelogramm. Sind die Winkel Rechte, ist es ein Rechteck.
Ein Parallelogramm, dessen Seiten einander gleich sind, ist ein
gleichseitiges Parallelogramm, und zwar, wenn die Winkel
rechte sind, ein Quadrat, andernfalls ein Rhombus.

In jedem Parallelogramm sind die Gegenseiten einander
gleich, halbieren die Diagonalen einander, sind die gegeniiber-
liegenden Winkel gleich (mit Hilfe der Kongruenzsitze leicht
zu beweisen).

Ein Trapez ist ein Viereck, bei dem zwei Seiten einander
parallel sind. Sind die beiden nicht parallelen Seiten einander
gleich, so ist es ein gleichschenkliges Trapez.

Die Summe der 4 Winkel eines Vierecks betrigt stets 4 R.

Zwei Parallelogramme sind kongruent, wenn sie in zwei
benachbarten Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel iibereinstimmen.

6. Der Kreis.

Der geometrische Ort ist eine Figur, deren einzelne
Punkte jeder einer gemeinsam gegebenen Bedingung geniigen.

Der Kreis ist der geometrische Ort derjenigen Punkte,
welche von einem gegebenen Punkt eine gegebene Entfernung
haben.

Der gegebene Punkt heillt der Mittelpunkt, die gegebene
Entfernung der Halbmesser oder Radius, 7.



Der Kreis. 7

Eine Sehne ist die geradlinige Verbindung zweier Punkte
des Kreises. Die beiden Endpunkte der Sehne und der Mittel-
punkt des Kreises bestimmen ein gleichschenkliges Dreieck.
Die Halbierungslinie des Zentriwinkels; d. h. desjenigen Winkels
dieses Dreiecks, der dem Mittelpunkt des Kreises entspricht,
halbiert auch die Sehne und den Kreisbogen, der von der
Sehne abgeschnitten wird, und steht senkrecht auf der Sehne.

Eine Tangente ist eine Gerade, welche den Kreis nur in
einem Punkte beriihrt. Die Tangente des Kreises steht senk-
recht auf dem zu dem Beriihrungspunkt gezogenen Radius.

Der Winkel, den zwei in der Peripherie sich schneidende
Sehnen miteinander bilden, heilt der Peripheriewinkel. Er ist
halb so groB wie der zugehdrige Zentriwinkel.

Denn zieht man in Abb. 11 40, soist 5. BOD=2.-9_BAO0
und 9 DOC=2-370AC, als AuBlenwinkel an gleichschenk-
ligen Dreiecken, daher 97 BOC = 2.7 BAC. Alle Peripherie-
winkel iiber der Sehne B( (alle Peripheriewinkel, deren Schenkel
durch B und C gehen) sind daher einander gleich, weil sie
einen gemeinschaftlichen Zentriwinkel, BOC, haben. Jeder
Peripheriewinkel iiber dem Halbmesser ist daher ein
rechter.

£

A
9 7
8 c
Vi A B
Abb. 11. Abb. 12,

Der Winkel, den die Tangente mit einer Sehne im Be-
riihrungspunkt der Tangente bildet, heifit ein Tangentenwinkel.
Er ist ebenso gro wie der Peripheriewinkel iiber dieser Sehne.
In Abb. 12 ist 97 CAB der Tangentenwinkel, SCADC der
Peripheriewinkel. Zieht man AE durch den Mittelpunkt des
Kreises, so ist EA 1 AB. Ferner ist auch 3_ECA=1R
als Peripheriewinkel iiber dem Halbmesser, also ist J_CE A
= 1R — 9 EAC, und ebenso <L CAB=1R — J_EAC, da-



8 Rekapitulation der elementaren Mathematik.

ber 97CAB = AEC. Da alle Peripheriewinkel iiber 4C einander
gleich sind, ist auch 47 CAB = CDA.

Jedes regulére Polygon hat einen umgeschriebenen Kreis,
welcher durch alle Ecken des Polygons geht, und einen ein-
geschriebenen Kreis, welcher alle Seiten des Polygons zu
Tangenten hat.

7. Der Flicheninhalt ebener Figuren.

Die Einheit des Flicheninhalts ist der Inhalt eines Qua-
drates, dessen Seite gleich der Lingeneinheit ist. Ist 4 B==1 cm,
so ist [JABCD =1 qem. Durch Betrachtung der Abb. 13 er-
gibt sich folgendes:

Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt der
Liéngen seiner beiden verschiedenen Seiten, der eines beliebigen
. Quadrates gleich dem Quadrat seiner

F G . . .
Seite. Ferner ergibt sich aus Abb.13:
0 £ £
g A H
A B J 4 4
Abb. 13. Abb. 14,

(4B-- BJ)?=ABCD + GCHE -+ FDCG -~ BCHJ
=AB'+BJ®+24B-BJ.
D. h. das Quadrat iiber der Summe zweier Seiten ist gleich der
Summe der Quadrate iiber jeder einzelnen Seite, vermehrt um
das doppelte Rechteck aus den beiden Seiten.

Parallelogramme von gleicher Grundlinie und gleicher Hohe
haben gleichen Flicheninhalt.

Unter der Hohe eines Parallelogramms versteht man die
Linge des auf die Grundlinie gefillten Lotes. Parallelogramme
von gleicher Héhe liegen daher zwischen Parallelen (DE || 4 B)
(Abb. 14).

Beweis:  "ABCD=AFCB-+ ADF,

" AFEB=AFCB-- BCE.



Der pythagoriische Lehrsatz. 9

Da AADF22 BCE, soist ABCD = ABEF. Daraus folgt, da§
der Inhalt eines jeden Parallelogramms gleich dem Produkt
aus einer Grundlinie und der zugehérigen Hohe ist.

Jedes Dreieck ist die Halfte eines
Parallelogramms von gleicher Grund- Ce————— 7
linie und Hohe. Gegeben sei das A4 B( /
(Abb. 15). Zieht man CD[|AB und /
BDI| AC, so ist ABDC ein Parallelo- /
gramm, welches durch die Diagonale
BC halbiert wird. Daher ist der Inhalt # g
eines Dreiecks gleich dem halben Abb. 15.
Produkt aus der Grundlinie und
der zugehorigen Hohe. Jede Seite des Dreiecks kann als
Grundlinie betrachtet werden.

8. Der pythagoriische Lehrsatz.

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der Hypo-
tenuse gleich der Summe der Quadrate iber den Katheten.

Einer der zahlreichen Beweise ist folgender:
Man ziehe AN | ED, HK! BC und EL|AB. Dann ist

Parallelogramm BALE~ HKCRB

weil beide Seiten und J

der eingeschlossene Win-
kel iibereinstimmen (vgl.
S. 4). ” P

Als Parallelogramme A
zwischen Parallelen ist
ferner Parallelogramm

BALE =BMNE G
und HKCB = HJ 4B

also HTAB — BMNE. . #

Durch eine entsprechende
Hilfslinie auf der anderen
Seite der Abbildung 4Bt
sich beweisen, daf}

AFGC=MCDN.

Durch Summation ergibt

sich — — —
BA®  A¢® = B(2 Abb. 16.
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9. Hohensatz.

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der
Hohe gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der Hypo-
tenuse.

Denn nach dem pythagorédischen Lehrsatz ist

h?==qa® — ¢?

und h? =% — d*
af |, > 207 =a® 0> — (c* 4 d¥).
Da a® Lb% = (c+d)?=c*4-2c¢d - d?,
z 7 so folgt 27% = (¢*4 2cd 4 d*) — (2 - d?),
Abb. 17. W =c-d.

10. Der erweiterte pythagoriische Lehrsatz.

Fiir jedes beliebige Dreieck gilt der Satz:

Das Quadrat iiber einer (der ,ersten“) Dreieckseite, die
einem spitzen (bzw. stumpfen) Winkel gegeniiberliegt, ist
gleich der Summe der Quadrate iiber der zweiten und der
dritten Seite, vermindert (bzw. vermehrt) um das doppelte
Rechteck aus der zweiten und der Projektion der dritten auf
die zweite Seite.

(Unter der Projektion einer Seite auf eine zweite ver-
steht man die Strecke zwischen den Fufpunkten der beiden
Lote, die man von den Endpunkten der ersten Seite auf die
zweite oder deren Verlingerung fallt. Liegt der Anfangspunkt
der zu projizierenden Seite in der anderen Seite, so ist dem-
entsprechend die Projektion der ersten Seite auf die zweite
die Strecke von diesem Anfangspunkte bis zu dem FuBpunkte
des vom Endpunkte der ersten auf die zweite Seite gefillten
Lotes.)

Beweis. a) Fir das spitzwinklige Dreieck (Abb. 18).
<[ ACB sei spitz. Fallt man die Hohe %, so ist
¢ =1% -+ (a — p)?
= 4a*4-p*—2ap.
Da b+ p? = b7,
so ist A=b>+a*—2ap.
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b) Fiir das stumpfwinklige Dreieck (Abb. 19).
JZ ACB sei stumpf. Dann ist
¢ =1 (0 |- p?
=1 +a+p*2ap
=b>-4-a’+2ap.

a

Abb. 18.

11. Inhalt und Umfang des Kreises.

Gegeben sei ein reguldres, in einen Kreis vom Radius r ein-
geschriebenes Polygon von der Seitenzahl n. Seine Seite sei = s.
Man berechne nun die Seite s’ des reguliren, in denselben
Kreis eingeschriebenen Polygons von der Seitenzahl 2 x.

Nach dem erweiterten pythagoriischen Lehrsatz ist (Abb. 20)

CD’—=AD* 4+ AC* —24D-AE
=29~ 2y.AFE.
AE 14t sich aus A\ 4 EC berechnen:

Aﬁ:zﬁ_ﬁﬁzw_g}

2R ")
) 2_ i
AE = ‘/r (2> .

R T\
Also CD2::2V'3~27“"/ <S> ¢
27r
b
f=r) 2-2 Abb. 20.

Die Seite des reguldren emgesehriebenen Sechsecks ist =1,
also folgt fiir die Seite des Zwdélfecks s,,.

—r\/2 —2y1-1
:7'\/2—‘/3.
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Hieraus kann man fortschreitend die Seite des 24-Ecks,
48-Ecks usw. berechnen und aus dieser durch Multiplikation
mit der Seitenzahl » den Umfangs des Polygons.

Bei fortgesetzter Verdoppelung von « n#ahert man sich
immer mehr dem Wert fiir den Umfang des Kreises, den
man jedoch, solange n endlich ist, niemals vollkommen er-
reicht.

Ganz analog 1afit sich ein Verfahren ausarbeiten, um aus
dem Umfang des reguldren, umgeschriebenen Polygons bei
fortgesetzter Vermehrung der Seitenzahl den Wert des Kreis-
umfanges von oben her zu erreichen. So hat man zwei Grenzen,
innerhalb deren der wahre Umfang des Kreises liegt. Der Um-
fang wu, des eingeschriebenen, und U, des umschriebenen
Polygons von der Seitenzahl = ist

o,

. = 6,00000 U, —6,92820
u,, — 6,211 63 U,, = 6,43078

Uy, = 6,265 26 U, = 631932
e = 6,27870 U, =6,29218
Uyy — 6,282 06 Uy — 6,285 42
Uygy = 6,282 91 Uype = 6,283 57
Uyey = 6,283 11 Uysy — 6,28333.
Der Grenzwert, dem sich % und U schlieBlich néhern, ist
6,283 18 ... Dieses bezeichnet man als 27z, so daB
s 7= 3,141 59 ...
und der Umfang des Kreises
wird 2z-7r.

Der Inhalt des reguliren Poly-

. . . s-h
gons mit der Seite s ist == e
wo h die Hohe des Teildreiecks
bezeichnet.

Je groBer n wird, um so mehr
nihern sich die Werte von & und »
einander, so daf fiir ein sehr groBes

Abb. 21. n der Inhalt = n-s-% wird.

Da n-s nach dem soeben Gesagten sich dem Wert 2x.v
nihert, so ist der Inhalt des Kreises = 7-72.
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Folgende Briiche stellen der Reihe nach immer bessere
Néherungswerte fiir = dar:

3 22 333 355 103 993

10 % q06° 113’ 33102 "

-

12. Proportionalitit und Ahnlichkeit.

Zwei Strecken p und ¢ konnen in folgendem GréBenver-
héltnis zueinander stehen:

a) Die Strecke ¢ ist ein Vielfaches der Strecke p (z. B.
g=2, p=1).

b) Die Strecke ¢ ist zwar nicht ein einfaches Vielfaches
von p, aber ein Vielfaches eines aliquoten Teiles von p (z. B.

=3, p=2).

In diesen beiden Fillen spricht man von kommen-
surablen Strecken.

¢) p und ¢ haben kein gemeinsames Vielfaches (z. B
p=1, ¢=V2). B

Dieses nennt man inkommensurable Strecken. Statt V2
kénnen wir aber mit einer je nach dem Bediirfnis abgestuften
Néherung an die Wahrheit die kommensurable Gré8e 1,4 oder
1,41 oder 1,414 oder 1,4142 ... usw. schreiben und so die
inkommensurablen Strecken genau so wie die kommen-
surablen behandeln.

Wenn das Verhéltnis zweier Strecken p und ¢, also » R

gleich dem Verhiltnis zweier anderer Strecken p’ und ¢, also
’

= }—7, ist, so sagt man, die 4 Strecken sind proportional und
1

schreibt pigq=7p:q,
daraus folgt, daf auch
pip=q:q
pl
und p=gq- rE
ql
q=p ? ;

ferner ist dann auch
ptaq=p 4479,
wie sich aus Betrachtung von Abb. 22 ergibt.
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Wenn die Scheitel eines Winkels 4 von zwei Parallelen
geschnitten werden, DE und F(G, so sind die dadurch ab-
geschnittenen Strecken proportional, d. h.

AD:DF=AE: AG.

Beweis: Angenommen, AD enthalte
die Streckeneinheit siebenmal, D F fiinfmal,
so lege man die entsprechenden 12 Paralle-

A

P len. Diese schneiden 4G und teilen AE
ebenfalls in 7, EG in 5 gleiche Teile, folg-

e 45_4D

s EG DF’

Ist AD und DF inkommensurabel, so 148t sich der Beweis
wenigstens fiir eine von DF &ullerst wenig verschiedene
Strecke erbringen, welche kommensurabel ist. Den Grad der
Anndherung kann man durch Verkleinerung des gemeinschaft-
lichen MaBes beliebig weit treiben, so dafl bei der Wahl eines
unendlich kleinen gemeinschaftlichen Mafles die Anndherung
beliebig groB gemacht werden kann und der Beweis auch fir
inkommensurable Strecken gilt.

Ferner verhalten sich dann auch die abgeschnittenen Stiicke
der Parallelen, DE:FG, zueinander wie AD:AF. Der Be-
weis ist ahnlich wie soeben, indem man zu AG zahlreiche
Parallelen zieht.

Wenn eine Strecke in zwei Teile geteilt ist, so daB die
kleinere zur gréBeren sich wie die groflere zur ganzen verhilt,
so nennt man das eine stetige Proportion oder den goldenen
Schnitt:

Abb. 28. a:b="b:a-+b und b*=a(a-+0b).
Zwei Polygone heilen &hnlich, wenn simtliche ent-

sprechenden Winkel des einen denen des anderen gleich und

die Seiten einander proportional sind.
Kongruente Polygone sind

a

4 ¢ gleichzeitig einander dhnlich und
A flichengleich. .
¥ ya Zwei Dreiecke sind einander
L dhnlich,

1. wenn zwei Seiten des einen

\ zwei Seiten des anderen pro-

A ” & portional und die eingeschlosse-
Abb. 24. nen Winkel gleich sind,
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2. wenn zwei Winkel des einen zwei Winkeln des andern
gleich sind,

3. wenn die drei Seiten des einen denen des anderen pro-
portional sind,

4. wenn zwei Seiten des einen zwei Seiten des anderen
proportional und die der grofleren gegeniiberliegenden Winkel
gleich sind.

Der Beweis dieser Siatze wird beispielsweise fir den ersten
Ahnlichkeitssatz folgendermaBen gefiihrt:

Voraussetzung: AC: AB=DF:DE, s CAB=<J_FDE.

Behauptung: A4dBC~ ADEF.

Beweis: Man trage auf 4B die Strecke A K= DE, und
auf AC die Strecke AL — DF ab. Dannist NALK>/ADFE,
nach dem ersten Kongruenzsatz. Nun ist NAALK~ A ACB,
denn es stimmen alle drei Winkel tiberein, und von den ent-
sprechenden Seiten ist auf Grund der Voraussetzung AL:.4C
=AK:4B, folglich muf auch KL:BC=AK:AB sein.
Folglich ist auch ADEF~ ABC.

13. Einiges von den Korpern.

Die von Ebenen begrenzten Korper teilt man in Trieder,
Tetraeder usw. ein, deren allgemeiner Name Polyeder ist.

Das regulire Hexaeder ist der Wirfel. Hat seine Kante
die Lénge a, so ist seine Oberfliche == 6 a*, sein Inhalt = «?.

Ein Hexaeder, dessen gegeniiberliegende Flachen je ein-
ander parallel sind, nennt man ein Parallelepipedon. Der
Inhalt eines Parallelepipedons, dessen Grundfliche den Inhalt
a-b hat, und dessen Hohe & ist, betrdgt «-b-h. Ein Parallel-
epipedon mit lauter rechten Winkeln heilt ein Prisma.

Ein regulidres Polyeder von unendlich groBer Flichenzahl
ist die Kugel. Ihre Oberfliche ist, wenn » der Radius ist,
=47-7%, und ihr Inhalt £ 7-v®. Zur Ableitung dieser Formeln
bedarf es eines #dhnlichen Verfahrens, wie es in der ebenen
Geometrie fiir den Kreis entwickelt wurde.

Der Inhalt eines Zylinders ist gleich dem Produkt aus
Grundfliche und der H6he L. Ist die Grundfliche ein Kreis,
so ist sie = m+?*, der Inhalt des Zylinders also = m+2h.

Der Inhalt eines Kegels ist ein Drittel des Produktes aus

Grundfliche und Héhe, g— r2h.
Die Entwicklung dieser Formeln s. spdter S. 191ff.
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II. Arithmetik und Algebra.

14. Man teilt die Zahlen ein in:
1. Natirliche Zahlen, positive und negative:
1,2,8.4,...: —1, —2, —3, —4, ...

2. Gebrochene Zahlen, positive und negative:

1 2 2 2 2
3 R

2 . 1

23 B 5o ot 29

Man kann sie auch als Dezimalbriiche schreiben, und als
solche sind sie entweder endliche Dezimalbriiche

1—05; L1=0125

oder unendliche, aber periodische Dezimalbriiche:

1--0333...; 5=0083333...; 23=0,6969...

3. Irrationale') Zahlen, positive und negative:

V2, V3;  —V2, —V3; a; e

Sie sind dadurch charakterisiert, daB sie mit vollkommener
Genauigkeit durch keine natiirliche oder gebrochene Zahl,
sei es in Form eines Bruches oder eines Dezimalbruches,
ausgedriickt werden kénnen. Sie lassen sich durch gebrochene

Zahlen oder aperiodische Dezimalbriiche nur mit einer
allerdings beliebig weitgehenden Anndherung darstellen, z. B.

V2 -—=14142. ..

Wenn zwei geometrische Groflen, z. B. die Lingen zweier
geraden Strecken, in einem irrationalen Verhiltnis stehen, so
nennt man sie inkommensurabel. In einem rechtwinkligen,
gleichseitigen Dreieck, dessen Hypotenuse gleich der Léngen-
einheit ist, betrdgt die Léinge einer Kathete:V%, sie ist
irrational. Trotzdem ist die Linge der Kathete etwas durch-
aus Bestimmtes, Reelles. Dall wir sie durch keine natiirliche
oder gebrochene Zahl ausdriicken konnen, ist nur in der will-
kiirlichen Wahl der Léngeneinheit begriindet. Wir konnen
ebensogut die Lange einer Kathete als die Lingeneinheit fest-
setzen, und dann ist die Linge der Hypotenuse irrational,
nimlich = V2. Die Kathete und die Hypotenuse haben nur
kein gemeinschaftliches MaB, es gibt keine noch so kleine Maf3-

Y ratio bedeutet das ,Verhdltnis“, irrational sind Zahlen, die in keinem
durch natiirliche Zahlen genau angebbaren Verhiltnis zu einer natiir-
lichen Zahl stehen.

%) Vel. S.100.



Die Regeln der Rechnungsarten. 17

einheit, von der sowohl die Hypotenuse wie die Kathete ein
ganzes Vielfaches wire.

4, Imagindre Zahlen, positive und negative:

YV —1 oder i; —V—=1=—1; V=5 oder 5i usw.

Sie lassen sich auf keine Weise durch reelle Zahlen wieder-
geben. Die Summe einer imaginiren und einer rationalen Zahl
nennt man eine komplexe Zahl, z. B. a +bi. Wenn zwei
komplexe Zahlen einander gleich sind, so ist das nur moglich,
wenn die reellen und die imaginiren Anteile jede fiir sich ein-
ander gleich ist. Wenn

a-+bi=c-t+di,
so mull a =¢ und bi{=di oder b = d sein.

Die imaginiren Zahlen treten bei der - Losung quadra-
tischer Gleichungen in Erscheinung. Sie haben keine reelle
Bedeutung, d. h. wenn die Losung einer Gleichung zu einer
imaginiren GroBe fiihrt, so heit das, dal diese Losung ob-
jektiv nicht existiert. Rein mathematisch hat die Gleichung

Pt tr=1

X
drei Losungen:
x,=1; wmy=1; X,=—1.

Sollte aber irgendein naturwissenschaftliches Problem auf

obige Gleichung fiir x fithren, so ist ihre einzige Losung
r=1.

An einer einzigen Stelle (bei den Differentialgleichungen) werden
wir durch die Einfiihrung imaginirér GroBlen eine rechnerische
Vereinfachung gewisser mathematischer Aufgaben erfahren und
an dieser Stelle die Eigenschaften der imagindren Zahlen niher
betrachten.

15. Die Regeln der Rechnungsarten.
Rechnungsarten erster Stufe: Addition und Subtraktion.
a-+b=5b-+a

a—L(b—{— ¢)=a--b-t+c
+(=b)=a—0
a—~(b+) —0—c
)

a—b—c)=a—0V+ec.
Michaelis, Mathematik. 2. Aufl. 2
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Rechnungsarten zweiter Stufe: Multiplikation und Division.

a-b="0-a (Das Vertauschungsgesetz.)

a-b+a-c=a(b \
+ac=a(b+c) (Die Verteilungsgesetze.)
a-b—a-c=a(—c)

a-(b-c)=a-b-c (Das Verbindungsgesetz.)

(+a)-(18) =+ ab
(+a)(—b)=—ab
i
(—a)(—b)=

a
_b‘ZT
a
+a a
Y
+a @
—v
—a a
v b
—a «
T
b a-b
e = —
¢ ¢
(a+b)-(c+d)=a(c+d) -+ b(c+d)
oder =(a+bc+(a+b)d
=ac-Fad-+bc-tbd
(@+b)  a | b

c+d c+d'ctd

Rechnungsarten dritter Stufe: Potenzieren und Radizieren.
ar.-qm = antm

L = g m
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a® =1
N 1
a— | J—
an
R
a* =Va
n
A
a ] —
m n
Va

Die Definition
a®=1 und o "= po

hat ihre Begriindung in folgender Uberlegung.
Ausgehend von der Potenz a", finden wir den Wert der
Potenz a"-1, indem wir a" durch @ dividieren. Gehen wir

z. B. von a® aus, so ist

«w

. @
a? = -—
a
a‘l
al=-"—=a
a
1
a
a=—=1
a
L a 1
a- = = —
a a
1/a 1
o te_ 1
a a®

usw. Man prige sich demgem&B folgende Schreibweise ein,
welche an Stelle der uniibersichtlichen Zahlen mit vielen
Nullen gebréuchlich ist:
10-1= 0,1
105 = 0,00001
2.10-*=0,0002
0,2 -10—*= 0,00002
0,35-10~*= 0,000035
0,35-10+4 = 3500.
Die Rechnungsarten erster und zweiter Stufe haben je nur
eine Umkehrung:

Addieren — Subtrahieren, Multiplizieren — Dividieren.
Die Rechnungsarten dritter Stufe haben zwei Umkehrungen:
Potenzieren — Radizieren — Logarithmieren,

z. B. 10°=100; ¥100=10; log®100 = 2.
2*
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16. Logarithmen.
Wenn 10? = 100, so ist
log'®100 = 2 (sprich: Logarithmus von 100 fiir die Basis 10).

Wo keine besondere Angabe iiber die Basis gemacht ist,
wird stets die Basis 10 angenommen.

log 1 =0 i log 0,1 =log10~1= —1
log 10 =1 . log0,0001 =log10-*= —4
log 100 — 2 | log 0,00001 =log10~5= —5
log 100 000 =5 | log(1, davor » Nullen,
log(1 mit # Nullen) = n einschlieBlich  der

Nullvor demKomma) = log 10" = — n.

Wenn log'® 20 = 1,30103 ist, so ist 20 der Numerus,
1 die Kennziffer, 30103 die Mantisse.
Der Numerus zu

0,30103 = 2

1,30103 = 20

2,30103 = 200

0,301038 — 1 = 02

0,30103 — 3 = 0,002
— 0,30103(= + 0,69897 — 1) = 0,5 —=5-10"1
— 2,30103(= + 0,69897 —3) = 0,005 =—5.10-%
— 4,30103(= —+ 0,69897 — 5) =  0,00005 = 5-10=5.

Der Numerus eines Logarithmus ist aus den Logarithmen-
tafeln nur dann zu ersehen, wenn der Logarithmus eine po-
sitive Mantisse hat. Negative Logarithmen miissen daher
erst in positiven Mantissen mit negativer Kennziffer ver-
wandelt werden. Z. B. — 2,54123 wird erst verwandelt in
-+ 0,45877 — 3. Ist die Kennziffer - n, so enthilt der
Numerus = -1 Stellen vor dem Komma. Ist die Kenn-
ziffer — %, so enthdlt der Numerus n Nullen vor der ersten
Ziffer, und hinter der ersten Null steht das Komma.

log (a-b) =loga -+ logb
log (a:b) = loga — log
log (a") = n-loga

n o __ 1
logVa == —;-log a

1
2 = —loga.
log ” oga
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17. Das Interpolieren.

Gesucht gei log 2,0614.
In den 5stelligen Logarithmentafeln findet sich:
log 2,061 = 0,31408
log 2,062 = 0,314 29.
Der gesuchte Logarithmus liegt zwischen diesen beiden. Wir
kénnen nun ohne merklichen Fehler annehmen, da das
Anwachsen des Logarithmus in einem so kleinen Intervall
wie von 0,31408 bis 0,31429 gleichférmig mit dem Numerus
erfolgt. Wenn der Numerus von 2,061 bis 2,062 wichst, also
um 1 Einheit der 4. Stelie (d. h. hier der 3. Dez1malen) oder
um 10 Einheiten der 5. Stelle (d. h. hier der 4. Dezimalen),
so wichst der Logarithmus im ganzen um 0,00021. Also
wichst er fir 1 Einheit der 5. Stelle (der 4. Dezimalstelle) um
0,000021, daher fiir 4 Einheiten dieser Stelle um 4.0,000021
= 0,000084 oder abgekiirzt um 0,00008. Daher ist

log 2,0614 = 0,314 16 .
Gesucht sei der Numerus zu 1,78040.
Man findet aus der Tafel
num-log 1,73038 = 53,75
num-log 1,73046 = 53,76 .

Die ganze Differenz der Logarithmen ist 0,00008, also ent-
spricht einem Zuwachs des Logarithmus um 8 Einheiten der
5. Mantissenstelle ein Zuwachs von einer Einheit der 4. Nu-
merusstelle, daher ein Zuwachs des Logarithmus um je 1 Ein-
heit der 5. Mantissenstelle einem Zuwachs von ! Einheit der
4. Numerusstelle, ein Zuwachs von 2 Einheiten der 5. Man-
tissenstelle daher einem Zuwachs von ;= 0,25 Einheiten
der 4. Numerusstelle oder 2,5 Einheiten der 5. Numerusstelle.
Es ist also

num-log 1,73040 = 53,7525

Beispiele zur Anwendung der Logarithmen.

I. Addition und Subtraktion zweier Zahlen kann durch
Rechnen mit Logarithmen nicht vereinfacht werden.

II. Multiplikation und Division zweier Zahlen wird
durch Logarithmen dadurch vereinfacht, daB diese Rechnungs-
arten auf die Addition bzw. Subtraktlon der Logarithmen
zuriickgefiihrt werden konnen.
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Beispiele.
1. r=2-3
log x = log 2 - log 3
= 0,30103
+0,47712
logx = 0,71815
r=2=6.
2. x = 142,3-0,00041
logax =1log 142,3 = 2,156320
-+ 1og 0,00041 = 0,61278 — 4
2,76598 — 4
oder 0,76598 — 2
x=0,05833.
1,2
= 500244
log # = log 1,2 = 0,07918 = 1,07918 — 1
— log 0,00244 = = — (0,38739 — 3
log z = = 0,69179 - 2
= 269179
x=491,8.
. _240-10-°

x = 0,84-10-1%
log z = log (2,40-10-%)
= log 2,40 = 0,38021
4 1og10~3 = —35
= 038021 — 5
— log (0,84 -10~14)
= — { log 0,84] = [0,92428 — 1}

+log 10~ [ =|— 14
= 092428 — 15
loge = 0,38021 — 5 1,38021 — 6
— 0,92428 — 15} T (0,92428 —15)
045593+ Y

x=2,8571-10%9 = 285710000.
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Hierbei ist zu beriicksichtigen, daBl der erhaltene Wert auf
4 Stellen genau, die fiinfte Stelle schon durch Interpolation
gewonnen ist und die angehidngten Nullen zwar einen Stellen-
wert, nicht aber einen Ziffernwert haben. Der genaue Wert
wire namlich

285714285,714285 .....
. 1,4.-2,3-2,6
. Y
143 12,6-100
logez = log1,4 _ =-40,14613
-+ log 2,3 =-+0,36173
-+ log 2,6 =-10,41497
- lo gm——[—log 14,3 =—1,15534] =-+0,84465") —
+log126_[—log 12,6 = —1,10037] =+ 0,89963 —2
log——==[— =2 = —2
-+ og100 [—log100 ]=40
logx = 2,66711. —6
= 066711 —4

x = 0,00046453 .

III. Potenzieren und Radizieren wird durch Logarith-
men dadurch vereinfacht, dall diese Rechnungsarten auf eine
Multiplikation bzw. Division zuriickgefithrt werden.

Beispiele:

1. T = i/8,2
loga = %-log8,2 = %-0,91381 = 0,30460
z = 2,0165.
2. x =28
logz = 8-log2 = 8.0,30103 = 2,40824
z = 256.
3. T == VGOFOZT

logz — 3-10g0,0041 — 1.(0,61278 — 3).
Jetzt wird die Kennziffer durch
2 teilbar gemacht: =1.(1,61278 — 4)
= 0,80139 — 2
xz = 0,063298 oder 0,063299.

1 84465 entsteht aus 15 534, indem man jede' einzelne Ziffer zu 9
erganzt, die letzte zu 10.
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— 4 &=V06% =06
' logz = $-1og 0,6 = 2-(0,77815 — 1},
Gang der Rechnung:

a) Multiplikation mit 2 = 3(1,55630 — 2)
b) Kennziffer wird durch

3 teilbar gemacht = 1(2,68630 — 3)
¢) Division durch 3 = 0,85210 — 1

r=0,71138 oder 0,71139.

5. z =110
logz = }-log10 = -1 == 0,20000
@ = 1,5849.

18. Der logarithmische Rechenschieber.

Der Rechenschieber ist ein unentbehrliches,
einfaches Hilfswerkzeug zum Multiplizieren und
Dividieren. Das Prinzip beruht darauf, daB
eine Multiplikation durch Logarithmieren in
eine Addition, eine Division in eine Subtraktion
umgewandelt wird. Der Schieber besteht aus
zwei gegeneinander verschieblichen Skalen. Diese
: gegeneinander gleitenden Skalen sind in doppel-
“[Fd ter Ausfilhrung vorhanden, die obere in halbem
T Malistab der unteren. Wir betrachten zunéichst
nur die untere Doppelskala, welche wiederum

(o2 [Er | aus einer unteren, feststehenden, und der
: l i H oberen, verschieblichen Skala besteht. Zu-
H nichst schieben wir Anfangs- und Endpunkte
L o der Skalen genau aufeinander. Wir bemerken

; }—r" ! eine Einteilung der Skala, deren Anfangspunkt

' mit 1 und deren Endpunkt wiederum mit 1 be-
E i zeichnet ist. Die Graduierung der Skala ist lo-
1 garithmisch. Die Entfernung der Punkte , 2%
i [ | H vom Anfangspunkt ist in Wirklichkeit = 0,30103
L | MaBeinheiten, wobei die ganze Lidnge der Skala
| [ 10| als MaBeinheit gilt, usw. Die angeschriebenen
I H (E Zahlen bedeuten also den Numerus der als Lo-
s garithmus gedachten zugehérigen Strecke. Die
T Benutzung wird durch folgende Beispiele klar.

Abb. 25.
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1. Multiplikation zweier Zahlen, wobei die Stellen-
zahl des Resultats nicht verandert wird.

Beispiel: 2 >< 3.

Man stellt den Anfang der beweglichen Skala an den
Punkt ,2“ der unbeweglichen und schiebt die Stellmarke C
an den Punkt ,3% der oberen Skala. Dann zeigt diese Stelle
auf der unteren Skala die Zahl ,6“ an. Das ist das Resultat.

Die Strecke ,2“ (der unteren Skala) und die Strecke ,3% (der
oberen Skala) werden addiert; das Additionsergebnis ist ,6%.

Der Vorteil dieser Rechnungsweise ist nun, dall es nicht
im geringsten komplizierter ist, die Multiplikation 2,15 >< 3,35
auszufithren, als 2 >< 3. Die Zahl der mit Sicherheit ables-
baren Dezimalstellen hdngt von der Giite und Liénge des In-
struments ab.

Die Multiplikation 20 >< 30, oder 200 >< 30, oder 2 >< 3000,
oder 0,02 >< 0,3 wird ebenso ausgefiihrt wie 2-3. Das Resultat
des Rechenschiebers gibt immer nur auf die Ziffern, aber
nicht die Stelle, wo das Komma abgeschrieben werden muB,
oder auch nicht, ob noch Nullen angehingt werden miissen.
Das muB durch eine Uberschlagsrechnung jedesmal besonders
festgestellt werden. Das gilt fiir alle Rechnungen mit dem
Schieber und wird deshalb bei den folgenden Regeln nicht
wiederholt.

2. Division zweier Zahlen, wobeil sich die Stellen-

zahl des Resultats nicht verdndert.
Beispiel: 6:2.

Man zieht von der logarithmischen Strecke 6 die logarith-
mische Strecke 2 ab. Dies tut man, indem man den Faden
des Ableseschlittens auf die ,6“ der unteren Skala stellt und
die obere Skala so verschiebt, dall ihre ,2“ ebenfalls genau
unter dem Faden steht. Der Anfang der oberen Skala trifft
dann auf einen gewissen Punkt der unteren Skala, dessen Ab-
lesung man sich erleichtert, indem man jetzt den Faden an
den Anfangspunkt der unteren Skala schiebt. Dieser Faden
zeigt dann an der unteren Skala die Zahl ,3% an.

3. Multiplikation zweier Zahlen, wobei die Stellen-
zahl sich vermehrt.
Beispiel: 3 >< 4.
Wollte man die unter 1. gegebene Regel anwenden, so miifite
man an den Punkt der 3 der unteren Skala den Anfangspunkt
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der der oberen Skala anfiigen. Dann wiirde aber die 4 der
oberen Skala auflerhalb des Bereichs der unteren Skala fallen.
Statt dessen kann man aber auch den Endpunkt der oberen
Skala an den Punkt 3 der unteren Skala anlegen; nunmehr
fillt die 4 der oberen Skala auf einen Punkt der unteren,
den man ablesen kann, ndmlich auf 1,2. Uberschlagsrechnung
der Stellenzahl ergibt als richtige Stellung des Komma statt
dessen 12,0.

Man stelle sich namlich vor, da8 die untere Skala nach
links noch einmal angefiigt sei. Dann stelle man den Anfang
der oberen Skala auf die 3 der nach links angesetzten Skala.
Das ist direkt nicht exakt moglich, weil ja die gedachte Ver-
langerung der Skala nicht vorhanden ist. Wenn aber der An-
fang der oberen Skala auf die 3 der nach links verlingerten
unteren fillt, so muB das Ende der oberen Skala auf die 3
der wirklichen unteren Skala fallen. Anfang und Ende jeder
Skala sind sich also vollig gleichwertig, wenn man von der
Kommastellung des Resultats absieht. Aus 1. und 3. ergibt
sich als gemeinschaftliche Multiplikationsregel:

Man lege den Anfang oder das Ende der oberen
Skala auf diejenige Stelle der unteren Skala, welche
den Multiplikandus angibt; dann gibt diejenige Stelle
der oberen Skala, welche dem Multiplikator ent-
spricht, auf der unteren Skala das Resultat an.

4. Division zweier Zahlen, wobei die Stellenzahl
sich andert. )
Beispiel: 2:8.

Wollte man nach Regel 2 verfahren, so fiele das Ende der
verschieblichen Skala wieder aus dem Ablesungsbereich. Hier
gilt nun dieselbe Uberlegung wie bei 3., und man erhilt als
gemeinschaftliche Divisionsregel:

Man lege die Stelle der verschieblichen Skala,
welche den Divisor angibt, an die Stelle der festen
Skala, die den Dividendus angibt. Dann zeigt der
Anfang oder das Ende der verschieblichen Skala auf
der festen Skala das Resultat an.

Die sehr zahlreichen Rechenoperationen, die sonst noch mit
dem Rechenschieber ausgefiihrt werden konnen, ergeben sich
im Gebrauch allméhlich von selbst und sollen hier nicht be-
sprochen werden.
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19. Beziehung der verschiedenen Logarithmensysteme
zueinandey.

Neben dem dekadischen Logarithmensystem, welches im
praktischen Rechnen allein angewendet wird, spielt in der h6heren
Mathematik das sog. natiirliche Logarithmensystem die wich-
tigste Rolle. Wihrend die Basis der dekadischen Logarithmen
10 ist, ist die Basis der natiirlichen Logarithmen die Zahl
e=2,71828... Warum gerade diese Zahl gewdhlt worden ist.
werden wir erst spiter verstehen (S. 101). Wenn der dekadische
Logarithmus der Zahl x bekannt ist (log ), kann man den natiir-
lichen Logarithmus von x, geschrieben: lognata, oder Inuz,
von Fachmathematikern meist geschrieben: I 2, daraus berechnen
und umgekehrt. Ist logx = a, so folgt daraus, daB 10% = z.
Nun koénnen wir eine gewisse Zahl p bestimmen, welche der-
artig beschaffen ist, dafl e? =10. Diese Zahl p ist = 2,302585.
Dann ist (e?)*=ux oder e?®=x. Daraus folgt: Inx =p-a
oder Inx =p-logz. Der natiirliche Logarithmus jeder Zahl
kann also aus dem dekadischen durch Multiplikation mit 2,3026
berechnet werden. Umgekehrt wird der dekadische Logarithmus
jeder Zahl aus dem natiirlichen durch Division mit 2,3026 bzw.
durch Multiplikation mit 0,43429 erhalten. Die Zahl 2,3026
heiBt der Modulus des natiirlichen Logarithmensystems.

Aus der Definitionsgleichung von p, ndmlich e? = 10, folgt
durch Logarithmieren p =1In10, oder ebensogut, wenn man im
1
loge’
Fiihren wir diese Werte in die Gleichung Inx =ploga ein

so ergibt sich

dekadischen System logarithmiert, p-loge =1, oder p =

logz
loge

Um dekadische Logarithmen in natiirliche zu verwandeln,
muBl man die dekadischen mit 2,3026 multiplizieren.

Inz =logz-In10 oder auch Inz =

Um natiirliche Logarithmen in dekadische zu verwandeln,
mufl man die natiirlichen 0,4343 multiplizieren. Diese Rechen-
operation kommt sehr hiufig vor, weil logarithmische Natur-
gesetze stets in Form der natiirlichen Logarithmen gegeben sind,
unsere Logarithmentafeln aber stets im dekadischen System
stehen.
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20. Kombinationslehre.

Eine Anzahl Elemente permutieren heillt, sie in alle
moglichen Reihenfolgen bringen. So sind die Permutationen
der drei Elemente a, b, c:

abe, acb, bac, bca, cab, cba.

Die mogliche Anzahl der Permutationen von =z Elementen
ist =n! (Sprich: » Fakultit.)

1! = 1
21=1.2 = 2
3!1=1-2.3 = 6
4!=1-2.3-4 = 24

5!=1-2-3-4.5 =120 usw.

Sind unter den zu permutierenden Elementen zwei oder
mehrere gleich, so verringert sich die Zahl der Permutationen,
z. B. aus den 3 Elementen a, a, b lassen sich nur folgende
Permutationen herstellen:

aab, aba, baa.

Iin allgemeinen ist die Zahl der mdglichen Permutationen
aus n Elementen, wobei « gleiche Elemente der einen Sorte,
p gleiche Elemente einer zweiten Sorte, y einer dritten ... vor-

handen sind, gleich !

Byt

Eine Anzahl von Elementen kombinieren, heilt von
diesen Elementen, insgesamt n an der Zahl, eine bestimmte
Anzahl p ohne Riicksicht auf die Reihenfolge zusammen-
zustellen.

Wenn von = Elementen p zusammengestellt werden, so
nennt man das eine Kombination der pten Klasse: Cf). So
sind fiir die 4 Elemente «, b, ¢, d Kombinationen

1. Klasse: a, b, ¢, d,

2. ” ab, ac, ad, bec, bd, cd,
3. ” abe, abd, acd, bed,
4, ” abced.

Im allgemeinen ist die Anzahl der Kombinationen von
n Elementen der pten Klasse:

nm—1)n—2)...e —p-+1)
1-2.3...p ’

Chy =
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also z. B. 4-3
s 4.3.2
Go=153="%
. 4-3.2-1
—_ == 1.
Ciy = 1.2.3.4
4.3.2

Man schreibt den Bruch
iiber 3).

So bedeutet also z. B.

.3. 4 .
9.3 auch (3) (sprich: 4

6 6.5
<2> 1.2’
(6) 6-5-4.3
4/ 1.2.3.4°

Demnach schreibt man auch CJ,= <Z> (sprich: n iiber p).

Der binomische Lehrsatz. Diese Kombinationszahlen
haben eine hohe Bedeutung, weil die Binomialkoeffizienten
durch sie ausgedriickt werden konnen. Es ist nimlich

(a+b)n=an+<f>an—1.b1+<’2‘)-an—2.b‘~’+(g) an=3b .. bn,
Also z. B.
(a+0)? =a>+2ab -+ b7
(@ +b)® =a%-43ab -+ 3ab® 4 b3,
(a+b)} =a*+4a°b46a2b?+4ab® 40,
(@40 =a>+ 5a*b+10a®b* + 104> + 5 ab® -5,
(a - b0 = g1 + 1047 b+ 454552 -1 120 a7 5% -+ 210 a® b*,
4 2524a%b5-}- 210 a* b8 4 120 a® b7 4~ 45 a® b®
-+ 10 a b® + b0,
Von der Richtigkeit dieser Gleichungen kann man sich

durch schrittweises Ausmultiplizieren der Potenzen von (a 4 b)
iiberzeugen.

Die Koeffizienten der Binomialreihe sind symmetrisch um
die Mitte gruppiert; in der Mitte stehen die hochsten Zahlen,
an den Enden die kleinsten. Diese eigentiimliche Anordnung
werden wir in der hoheren Wahrscheinlichkeitsrechnung noch
genauer betrachten.
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21. Gleichungen mit einer Unbekannten.

x sei die Unbekannte, a, b, ¢... bekannte GroBen.

1. ax+b=c Gang der Rechnung:
L b ¢ (Division der ganzen Gleichung durch
YT 4 den Koeffizienten, mit dem z be-

haftet ist.)
b ¢ (Die neben x stehengebliebenen Glieder?)
t= + o werden unter Wechsel des Vorzeichens
- auf die andere Seite gebracht.)
2. Quadratische Gleichungen.

a) Vollstindige:

I 2 =q.
Resultat: z=+Va.
1L, 2+ 2aqx L a®>=0b,
(x4 a)® =1,
z+a=+V0,
t=—a+Vb.

b) Unvollsténdige:
@ +az+b=0.
(Auf diese Form laBt sich jede quadratische Gleichung bringen,
indem man sie nétigenfalls durch den Koeffizienten, mit dem a*
behaftet ist, dividiert.)

Losung: Man schreibe
2?4 ax=—1D.

Man vervollstindige die linke Seite zu einem Quadrat, in-

2

dem man (—3) dazu addiert. Dasselbe muB8 man natiirlich

auch rechts addieren:

o

ey

o+ 5]

1) Unter den ,Gliedern“ versteht man diejenigen einzelnen Aus-
driicke, welche durch ein +-oder —-Zeichen miteinander verbunden sind.
Z. B. sind die Glieder der Formel

a-+-b-c—d-e
erstens a, zweitens b-¢, drittens d-e.
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3oVl
MV

Es empfiehlt sich, diese Formel dem Gedéchtnis einzu-
pragen.
Entsprechend ergibt

22 —ax+b=0

die Losung x:+g‘i‘/~b+<%)"

Beispiele:
1. 22 —4x+3=0,
=1, r,=
2 2 +3x-+3=0,
e E =
oder —53+1i

Diese Wurzeln sind imaginidr, d. h. es gibt keinen reellen Wert
von z, welcher dieser Gleichurig geniigt.

Die quadratische Gleichung selbst 148t sich stets in zwei
Faktoren zerlegen von der Form (z — x,)(z — x,).

Z. B. Gleichung 1:
(* —4x 4 3) = (x — 1) (x — 3) = 0.
Diese Gleichung ist erfiillt, wenn entweder x = 1 oder = 3 ist.
Gleichung 2:
e’ +3rx+5=@4+5— )@=+

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn z =

22, Kubische Gleichungen.

Es soll nur das allgemeine Resultat der kubischen Gleichungen
ohne Beweis mitgeteilt werden.

1. Wenn 2® +ax+b=0, so ist
b\ a>
Z) e =

a) falls (2> : ( 5)> 0 ist,

+ %1V§(v — w),
w) —3iV3 (v — w),

&
u
l

o

8
o
l
|
-
)
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VRV

3 T T —
b b\? a\®
eV V)
un w 5 3 -+ 3 (Cardanische

Formel);
b) falls (3>2+ (,‘1>32 0 ist
2 3 '
X, = 2‘/~ g-cosg,
v —2‘/:£ co 9 120")
e 3 3 E + ’
T, = 2‘/~ 2. cos <§+ 2400>,
_t
WO cos P = —L ist.

2. Eine kubische Gleichung der Form
2 -Lcx?tdxte=0
laBt sich auf die vorige Form zuriickfiihren, wenn man

=y — S setzt. Dann geht die Gleichung iiber in

3
3 .0 ‘_‘i _i a2, ‘: _di =
Y=yt gy—grtey — gyt g tdy— 5 +e=0
2 d 2
d ’ <—£> <'—L’*3):.
oder ¥ +yld 3 -+ le 5 T g7¢ 0

Diese Gleichung lafit sich nach dem vorigen Schema nach y

auflosen und somit findet durch Subtraktion von ‘g auch z.

23. Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

Wenn n Unbekannte gegeben sind, so bedarf es zu ihrer
eindeutigen Definition % voneinander unabhingiger Gleichungen,
also fiir zwei Unbekannte « und y bedarf es zweier Gleichungen:

ax+by=c, (1)
de +ey=f. (2)



]
(U]

Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

Lésung: .a) durch Elimination:
Aus (1) folgt: ax=c—by,
¢c—by

a
Setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung ein,

—b
d%gz+3y=f',

so hat man eine einfache Gleichung fiir y, dessen Wert sich
jetzt ermitteln 1aBt:

de dby
7—7+89—ﬂ
(=)=
y\e— )= 0’
p_de
a
=y 3)
e;*
a

Setzt man diesen Wert in die Gleichung (1) ein, so er-
hélt man .
Z.B. 2x+5y=19, a=2, ¢=19, e= 2,
3x--2y=12, b=5, d= 3, f=12.

Nach (3) ist 3-19
ach (3) is 122
:———’23,
T, 85
-2
x=2.

b) In geeigneten Féllen kann man die eine oder beide
Gleichungen mit je einem geeigneten Faktor multiplizieren,
so dafl nach Addition oder Subtraktion beider Gleichungen
x oder y fortfillt, z. B.

2 -+ by = 19, (1)
3z + 2y —12. (2)
Multipliziert man (1) mit 3, (2) mit 2, so ist
6x + 15y = 57
6z + 4y =24
Durch Subtraktion: T 11y = 33
y=3.

Dieses in (1) eingesetzt gibt z = 2.
Michaelis, Mathematik. 2. Aufl. 3
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24. Transzendente Gleichungen.

Die Gleichung logz = 0,30103
148t sich mit den Mitteln der elementaren Mathematik nicht
auf irgendeine allgemein giiltige Methode nach x auflésen. Wir
wissen mit Hilfe der Logarithmentafeln, dafl x = 2 ist, haben
aber kein rechnerisches Mittel, sie zu 16sen.

Noch weniger haben wir ein Mittel, die Gleichung zu lésen:

x - logx = 2.

Wir konnen diese Gleichung nur durch Probieren an-
nahernd loésen. Versuchen wir z. B. x =1 zu setzen, so ist
z + logz =1, die Gleichung entspricht also nicht der Be-
dingung. Setzen wir x = 10, so ist

z-+loge =101 =11,

Im ersten Fall war der willkiirlich eingesetzte Wert zu
klein, im zweiten Fall zu grofl. Er muB also zwischen 1 und 10
liegen.

Probieren wir die dazwischenliegenden Werte aus, so ist

fir * | x-+logx

1 i1
2 1230103
3, 3,47712.

Wir sehen also, dal z zwischen 1 und 2 liegen mul, damit
z + logx = 2 werde. Probieren wir weiter, so ist
fir « |z logx
1,6 ©1,80412
1,7 1 1,93045
|
1,8 | 2,05527.
Probieren wir zwischen 1,7 und 1,8 weiter:

fir z x4 logx

1,72 | 195553
1,74 | 1,98055
1,75 | 1,99304

1,76 2,00551.

Und so kénnen wir zwischen 1,75 und 1,76 weiter probieren,
bis der gewiinschte Grad von Genauigkeit erreicht ist.
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Wenn in einer Gleichung die Unbekannte als log, sin, cos,
tg, ctg oder als Exponent vorkommt, so befinden wir uns
stets in dieser Lage. Wir nennen diese Gleichungen tran-
szendente Gleichungen.

Befindet sich in der Gleichung das x nur hinter dem
Logarithmuszeichen, so haben wir in den Logarithmentafeln ein
einfaches Mittel zur Losung. Befindet sich aber ein Multiplum
von z als besonderes Glied neben dem Logarithmus von z, so
bleibt nur Probieren iibrig, wozu wir die Logarithmentafeln
natiirlich auch bendétigen.

III. Trigonometrie.

-2D. In dem rechtwinkligen Dreieck 4BC sei « der rechte
Winkel, a die Hypotenuse, b und ¢ die Katheten. Da alle
rechtwinkligen Dreiecke, welche in je einem ihrer spitzen Winkel
ibereinstimmen, einander dhnlich sind, so muBl das Verhiltnis
je zweier entsprechender Seiten in solchen .

Dreiecken gleich sein. Man definiert nun
sin ff = b ,

4
cos fi = P

> =

. ¢
tang f = —, ctg f = b : Abb. 26.

S

Der Sinus und Kosinus kann nur zwischen 0 und 1 liegen,
tg und ctg konnen jeden Wert annehmen. Aus dem Pytha-
goras folgt:

(sin B)? +- (cos f)? = 1, -
oder auch geschrieben: - 4, 4
sin® 8 +-cos*f = 1.
. 3
Es ist sin =tgf, (Esﬂ = ctg g, (4 >
cosf sin f AWA Cl s B o
sin f == cos y, tg f = ctgy,
sin 0% = 0, cos0°=1,
sin 90 =1, cos 90° = 0,
tg0% =0, tg 00 = 20,
tg90° =00,  ctg90° = 0. Abb. 27.

Bei der Darstellungsweise der Abb. 27 (die Strecke C.D wird
um C gedreht; CD gelangt dabei z. B. in die Lage CA4 und
g*
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bildet mit CD den Winkel «) ist sin a:j—? usw., AC =7

= Radius des Kreises.
Wihlen wir r so grofB}, dall es gleich der Lingeneinheit
wird, so ist einfach
sinc= AB,
cos« = BC.
In der hoheren Mathematik miBt man die Winkel nicht
nach Graden, sondern nach der Linge des Bogens, den sie von
dem Kreise mit Radius r = 1 abschneiden.

3.0%°=0, 972700 = 347,
{90(’:%’, 173600 = 2,
F 1800 = 7, 7 720° = 47,

JACD = 90° 4l 4, CF
=180° — ) 4,CD,,

sin " 4,CD = A, B, = AB,
cos -y A, CD=CB, =CB
letzteres aber mit umgekehrtem Vorzeichen.

Also (vgl. dazu Abb. 28):
sin (2R — «) = sinc,
cos(2R — «) = — cose,
tg(2R — «) = — tga,
E p N ctg (2R — ) — — ctge,
N 3 | Ferner:
B cos(2R-a) & cos &
S cas(2hra) coshR-o) sin (2R + «) = — sing,
N $ cos ZR—‘—a):—cosa,
3 3 tg(2R +«) = - tga,
ctg (2R -- ¢) — - otgu,
sin (4R — ) = — sine,
cos (4R — «) = - cose,
tg(4R — )= —tga,
Abb. 28. ctg (4R — ¢) = — otgw.
In dem rechtwinkligen Dreieck ABC ist (Abb. 26)
b=uqa-sinf,

¢=qa-cosf,
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b=c-tgp,
c=b-ctgp,
b
awsinﬁ’
c
a == -- ) e
cos
o Gt B« f
26. ne¢--s = 2sIn- - :--"--CO8 s 1
6 sin ¢ - sin 8 9 2 (1)
¢ — « —+
sin«¢ — sin ff = 2sin- é—ﬂ'cosiéfy 2)
) « - « —
€os ¢ 4 €0s i = 2 cos J—_'B-OOS .)/)): (3)

.« . —
cos¢ —cosff = — 2sin- —;’gsm--{)—/g. (4)

Als Beispiel fiir die Art der Beweisfithrung dieser Sitze
werde sin« | sin § geometrisch entwickelt (Abb. 29).
. AOB sei «, J_BOC sei f.
Man halbiere JTAOC = (¢ - f),

dann ist ) A0G = ff%é
und {(G()B:(czﬁuj/ﬁ:g,;é_
Nun ist, wenn der Radius
0A =1 gesetzt wird,
sing=A4D, sinff=CH.
Nun ist 4
AD = AF-cos5_ DAF,
CH= FC-cos)_ HCF. £
Nun ist
I DAF =4 GOB. 6
Denn '/ -
I DAF=1R — qCAFO. /// s
und auch %é/ e
T.GOB=1R— £ AF0. |/ g5 2 et
Ferner ist 0 A

X DAF = 4 HCF, Abb. 29.
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als entgegengesetzte Winkel an den Parallen A D und HC, also

Y DAF= Y HCF= ¥ GOB = f‘_%ﬁ_

Somit

sing - sinf = AD -+ HC = (AF - FC)-cos ~_F

Nun ist  AF - FC=AC=2-AG = sin " fﬂ

Z

cc —p
also sing -F sin f = 2 sin - :’f /3 —
Auf dhnliche Weise werden die Werte fir cos« -- cos § usw.
entwickelt.

Setzen wir in Gleichung (1) und (2)

« « —
;ﬁz:u und 2/3:@‘,
so wird ¢=u—+v und fS=u-—v
und sin (v + v) + sin (¥ — v) = 2sinwu-cosv,

sin (u + v) — sin (u — v) = 2s8inv-cosu.
Hieraus folgt durch Addition:
sin (w +- v) = sin - cos v -}- cos u-sin v,
sin (u — v) = sinu-cos v -— cos u-sinv,
und dhnlich 1i8t sich aus Gleichung (3) und (4) erweisen, daB
cos (u -+ v) == cos - cos v — sinu-sinv,
cos (u — v) == cos u-cos v -+ sin u - sinv.

27. Einige Beispiele fiir die Anwendung der elementaren
Mathematik.
1. Wieviel Gramm Zucker sind in 14 cem einer 4,2proz.
Zuckerlosung enthalten?
Der Ansatz ist 4,2:100 =x:14,
4 2-14
“loo —0988¢.

2. Ein Quadrat enthilt soviel qcm, wie sein Umfang cm
mifit. Wie grof} ist die Seite dieses Quadrates?

Ist = diese Seite, so ist
=4z,
2, =0, @, =4.
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3. Ein Quadrat enthilt 12 gem mehr, als sein Umfang cm
betrigt. Wie grof} ist die Seite des Quadrates?

22— 12 =4z,
x,=6;
(z, == — 2 hat keine geometrische Bedeutung).

4. Wie groB ist die Kathete eines
gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreiecks,
dessen Hypotenuse =1 ist.

Loésung: 3 {
Nach dem pythagoriischen Lehrsatz ist
2x*=1,
also 2 =V1=0,70694. ' x
Abb. 30.

5. Wie grofl ist die Hypotenuse eines
rechtwinkligen, gleichschenkligen Dreiecks, dessen Kathete = 1 ist ?
Lo6sung:
=V2=1,4142.
6. Ein MeBzylinder hat eine Hohe von 10 cm und einen
Inhalt von 20 cem. Wie groB ist der Durchmesser 2+ des

2
Zylinders? Resultat: v2== ", also 2+ == 1,60 cm.
JT

7. Die Wasserstoffionenkonzentration, [H'], einer Essigsiure-
16sung von der Konzentration ¢ zu berechnen, wo ¢, wie immer
in der physikalischen Chemie, in Gramm-Molekiil pro Liter
oder in ,,Mol“ ausgedriickt ist.

Die Essigsiure dissoziiert nach dem Massenwirkungsgesetz
unter Hinzuziehung der Theorie der elektrolytischen Disso-
ziation von Arrhenius in folgender Weise:

CH,COOH = CH,CO0" +H (1)
oder kiirzer: EH =K -+ H
Essigsiure Azetation Wasserstoffion
Daraus folgt nach dem Massenwirkungsgesetz
k-[EH] = [E]-[H], (2)
oder da in einer reinen Essigsiurelosung
[E'] = [H]
ist. k[EH] = [H']%. (2a)

Hier bedeuten die Klammern [ ] die Konzentration der ein-

geklammerten Molekiilgattung, immer in Gramm-Mol. pro Liter
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ausgedriickt'). Wenn wir eine bestimmte Menge Essigsiure,

E, in Wasser 16sen, so zerfillt diese zum Teil in die Ionen,
zum anderen Teil bleibt sie undissoziiert. Es muB natiirlich

(BH] -+ [£/] = [B] (3
sein, oder [EH] = [E]] — [E]
oder ebensogut (EH] = [E] — [H], (4)

denn [H'] muB = [E’] sein.
Setzen wir das in (2a) ein, so ist
b (] - [H]) = [HT
k-[E] —k-[H]=[H]
[H]® + k[H] — k[E] =
Durch Lésung dieser quadratischen Gleichung ergibt sich
. k ‘/'k‘-"”*"w:
H]=—5= )/ T+ +(E
Von den beiden mathematisch moglichen Lésungen hat
physikalisch nur die mit dem -}--Zeichen einen Sinn, da [H]
niemals negativ werden kann.

k ist fiir Essigsiure (bei 18°C) 1,86.-107". Setzen wir
[E] =1, d. h. haben wir eine !/ ,n-Essigsiure vor uns, so ist

[H] = — 093107+ V(0,98 109 | 1,86-10°
oder

[H]=—093-107>-+-V0,86-10"1°+ 1,86-1073
= —0,93-10"" -+ V (0,0000086 -+ 1,86)-10"*
— —0,93-10"° -V 1,8600.107
(wenn wir namlich nur mit 5ziffrigen Zahlen rechnen wollen)
= —0,93-10"*+118,600- V10°*
= —0,93-1077-1 4,1940-10"3
= (— 0,0093 + 4,3128)-10"3
[H] = 4,3035-107%
d. h. in 1 Liter norm. Essigsiure sind 0,0043221 g H'-Ionen.

Zu diesem Resultat konnen wir nun noch einfacher
kommen, wenn wir einen kleinen absichtlichen Fehler begehen;

) Ein Ausdruck wie [H'] u. dgl. bedeutet also nur eine Zahl, nicht
eine Sache! Er entspricht den Zahlensymbolen der Algebra. Dagegen be-
deutet in Gleichung (1) ein Ausdruck wie H' das Wasserstoffion selbst.
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einen so kleinen, daB er erst in den spéteren Dezimalen zur
Geltung kommt. Dijese Art der Niaherungsrechnung kommt
sehr hidufig vor, und es kann dieses Beispiel als ein typisches
betrachtet werden.

Gehen wir zuriick zur Gleichung (2a):

k-(EH] = [H]? (29)
und beachten wieder, dal B
(EH] = [E] — [H] (4)

ist. Wie wir nun aus dem definitiven Resultat der fertigen
Rechnung sehen, und wie wir schon an sich vermuten konnten,
ist in einer '/ n-Essigsiurelosung [H'] ganz auBerordentlich
klein gegeniiber [E]; wihrend nidmlich
(E] =1,
ist [H'] = 0,0043 .
Wir begehen also nur einen minimalen Fehler, wenn wir
(4) in verkiirzter Form schreiben:

[EH] — [E]. (5)
Setzen wir dieses angendherte Resultat in (2a) ein, so ist
k(E] — [H7? (6)
oder [H'] = Vﬁf (7)
Fiir unseren Fall, wo
[E]=1,
ist also [H] = VY 1,86-107% — V78,Z> V10~*

[H]=4,3128-1073.
Vorher hatten wir bei der genaueren Rechnung gefunden
[H] = 4,3035-1073,

Die beiden Resultate unterscheiden sich also nur um etwa
/4%, des Gesamtwertes, was fiir die allermeisten Unter-
suchungen schon kaum mehr in Frage kommt.

1

Es ist also allgemein fiir schwache Sduren, d. h. fiir Siuren
mit einer Dissoziationskonstante etwa von 107% abwirts, an-
genihert

und fiir schwache Basen
[OH'] — V- [Base].
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8. Ein in P befindlicher K6rper, welcher die Masse 1 besitzt,
sei in der Hohe A iiber dem Punkt 4. Es seli nun PAB ein
solider Kérper, welcher das direkte Herabfallen von P nach 4
verhindert, so daB der Kérper nur auf der schiefen Linie PB
herabgleiten kann. Er hat dann beim Eintreffen in B die Hohe

des Punktes A erreicht, wenn
g A B eine Horizontale darstellt.
Nach dem Gesetz von der Er-
haltung der Energie muBl nun
e die Arbeit die gleiche sein, ob
=~ der Korper P auf dem Wege
P4 oder PB die Horizontale
AB erreicht. Denn da die
4 N,  (reibungslose) horizontale Be-
Abb. 31. wegung des Korpers von 4
nach B keine Arbeit erfordert,
50 ist die Arbeit bei der Zuriicklegung der Strecke PB die
gleiche wie die bei der Zuriicklegung der Strecke P4 B. Wire
namlich z. B. die Arbeit, die der Korper auf der Strecke PB
leistet, groBer als die andere, so brauchte man den Korper nur
auf dem Wege PB fallen zu lassen und auf dem anderen Wege
PAB zu heben, und man wiirde so einen Arbeitsgewinn nach
Abschluf3 dieses Kreisprozesses haben, den man bei beliebiger
Wiederholung des ganzen Vorgangs ins Ungemessene steigern
konnte, d. h. man hitte ein Perpetuum mobile, dessen Moglich-
keit aller Erfahrung widerspricht.

Es ist also die Arbeit, die der Massenpunkt P beim Fallen
nach 4 oder beim Gleiten nach B leistet, dieselbe. Wir
stellen uns nun die Aufgabe, die Kraft zu berechnen, mit
welcher der Korper von P nach B gleitet.

Die Arbeit, die die Masse 1 leistet, wird gemessen als das
Produkt der Kraft und des Weges. Die Kraft beim senk-
senkrechten Fall nach 4 ist die Schwerkraft g, und der Weg ist 7,
also ist die Arbeit A4, beim senkrechten Fall

A4, =g-h.
Die gesuchte Kraft auf dem Weg PB sei x; der Weg PB
selbst sei —a. Dann ist die Arbeit 4, auf dem Gleitwege

A, =z a.
Da nun A4, =4,.
so ist g-h=xa

h .
oder x:g~;:g~sm<p.
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Wenn also ein Korper unter dem Neigungswinkel ¢ gleitet,
so wirkt auf ihn eine ,Komponente der Schwerkraft“ ein,
welche sich zur gesamten Schwerkraft wie sing:1 verhilt.

Man beweise ferner, dall der Weg PB =sir]1L ist.

Definiert man aber 97 BPA als Neigungswinkel, so muf§}
man iiberall cos statt sin setzen.

9. Eine Fliissigkeit habe in einer senkrecht stehenden
Kapillare die SteighGhe & (s. ebenfalls Abb. 31). Welche Strecke
steigt sie in eine unter dem Neigungswinkel ¢ stehende Kapillare?

Die Physik lehrt, dal die senkrecht gerechnete Steighdhe
bei gleicher Kapillarweite unabhéingig von der Neigung der
Kapillare ist.

Ist (in Abb. 31) AP =h die senkrechte Steighohe, so ist
die Steigweite in der unter Winkel ¢ schrigen Kapillare
=PB=a.

D P4 = gin
a nun PE = sin @,
so ist a = ——h

" sing”

IV. Reihen.

28. Unter einer Reihe versteht man die Aufeinanderfolge
von Zahlen, welche einem bestimmten Bildungsgesetze ge-
horchen. Vorldufig werden wir vor allem die arithmetische
und die geometrische Reihe kennen lernen, und werden erst
in einem viel spiteren Kapitel die Mac Laurinsche und die
Taylorsche Reihe als neue Typen von Reihen kennen lernen.

Eine arithmetische Reihe ist eine Folge von Zahlen, von
denen jede folgende um einen bestimmten Betrag groBer ist
als die vorangehende. Die Differenz zweier benachbarter Zahlen
sei d, das Anfangsglied a, dann lautet die Reihe

Gied Nr. 1 2 3 4 n

@, atd, a+2d, a+8d, at(n—1)d.

Die Summe einer arithmetischen Reihe von n Gliedern
findet man, indem man die Reihe zweimal untereinander

schreibt, einmal von vorn, einmal von hinten. Das letzte
Glied heiBe z:
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s=a+at+dt+a-t+2d+...a+t+(n—1)d,
s=z+z—d+z—2d+...2—(n—1)d.
Durch Addition der beiden Reihen findet man:
2s =nla + 2)

oder s=§-(\a—}—z).

Eine geometrische Reihe oder Progression ist eine Folge
von Zahlen, von denen jede folgende aus der vorangehenden
durch Multiplikation mit einem bestimmten Faktor entsteht.
Diesen Faktor nennt man den Quotienten oder wohl auch
den Exponenten der Reihe, p. Ist das Anfangsglied a, so
lautet also die Reihe: '

2 -—
a, a-p, ap, ap>, ..., a-pr-l.
Die Summe der geometrischen Reihe findet man, indem

man unter diese Reihe nochmals die mit p multiplizierte
Reihe schreibt:

s=a-ap—+ap®t+ap*+ ... +a-pr 1,
sop= ap + ap? +ap® 4+ ... + ap"t 4 ap®.
Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt:
s(p—1)=ap"—a,
(p»—1)

Iso s =@ _ .
als s ap_l

Statt dessen kann man auch, indem man Zihler und
Nenner mit — 1 multipliziert, schreiben:

(1—p*)
S =a-—— .
1-p

Die erste Form wird man mit Vorteil anwenden, wenn
p > 1, die zweite, wenn p < 1.

Eine geometrische Reihe ist steigend. wenn ihr Quotient
~-1, fallend, wenn er <1 ist:

2, 4, 8, 16, 32 ... steigend
2, 1, 0, 025, 0,125 ... fallend.

Die Summe einer fallenden geometrischen Reihe kon-
vergiert zu einem Grenzwert, d. h. wenn eine solche Reihe
aus unendlich vielen Gliedern besteht, so ist ihre Gesamt-
summe doch ein endlicher Wert, und auch, wenn man nur
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eine endliche, geniigende Anzahl von Gliedern summiert. er-
hiilt man einen Wert, der sich dem wirklichen Wert stark
nihert. Durch Vermehrung der addierten Glieder kann man
die Niherung auf jeden gewiinschten Grad der Genauigkeit
bringen. Z. B. ist die Summe der Reihe

1 1 1

1, =, =

... ad infinit
10’ 100’ 1000 - ¢ muhmnum

auf 4 Dezimalen berechnet bei Summierung von

1 Glied ==1,0000,
2 Gliedern = 1,1000,
3 Gliedern = 1,1100,
4 Gliedern = 1,1110,
5 Gliedern == 1,1111.

Vom 6. Glied an #indert sich, auf 4 Dezimalen berechnet.
die Summe durch Hinzufiigen neuer Glieder nicht mehr.

Die Summe einer unendlichen konvergierenden geometri-
schen Reihe erhilt man, wenn man in der soeben entwickelten
Summenformel n = co setzt.

a(l—p%)

1—p

Nun war die Voraussetzung, daB p <1 ist. Dann ist aber
p“=0, also

Umgekehrt, wenn ein Bruch in der Form 1—L dar-

gestellt werden kann, wo p <<1. so ist er gleich der Summe
der unendlichen geometrischen Reihe

a, a-p, a-p’... ad infinitum.

Beispiel: Zu summieren die unendlichen geometrischen
Reihen:

: 3 3 3
a) 3, ;, I, ‘8.. 5
3
SZv——ZB
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1 1 1
b) L' 460 1000 1000
o=t 10 i
1 9 ’ ’
10
9 81 729
c) 1, = = —— ...,
10 100 1000
1
s— 5 =10
~ 10

In geometrische Reihen zu verwandeln:

4
a) 3
Wir bemiithen uns, den Bruch auf die Form « zu

1—9p
bringen, wobei 4 jeden beliebigen Wert haben kann, p aber
<< 1 sein muB. Nun ist

4 04 0,4
== = 4 — d .
3 03 o7 wo O, a und 0,7=p

gesetzt werden kann. Daher ist
‘;— = 0,4 +0,4-0,7+0,4-0,7%...
= 0,4 4 0,28 -1- 0,196 —+ ...
1 0,1 0,1

b)) p= 06 = 1 04— 01004 4000160000064 .,
oder é - %§ — ();—3’1 = 0,15 4 0,015 - 0,0015 ...
c) ?13 o 8:; = '1"%1‘0,‘7" = 0,1 -+ 0,07 - 0,0049 ...,
oder —; = 8:3 — T%3o,1 — 0,3 -+ 0,03 - 0,003 - ...,
oder % = g:%g =, S’%ﬁ = 0,33 +- 0,0033 -\ 0,000033 - ...
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29. Anwendung von Reihen.

Es sei in irgendeiner tierischen Fliissigkeit die Konzentra-
tion eines Ferments zu bestimmen, z. B. die Diastase im Darm-
saft, der hdamolytische Ambozeptor in einem Kaninchenserum
oder dgl. Zu diesem Zweck wird man, um bei dem ersten
Beispiel zu bleiben, in eine Reihe von Glisern die gleiche
Menge Stidrke, abfallende Menge des Darmsaftes und Wasser
bis zur Herstellung eines liberall gleichen Volumens einfiillen
und z. B. nach einer Stunde durch Zusatz von Jodlésung den
Gang der Stirkeumwandlung feststellen. Es sei beispielsweise
die Konvention getroffen, diejenige Fermentmenge als die Ein-
heit zu bezeichnen, welche nach 1 Stunde eben gerade das
Verschwinden der Jodstirkereaktion hervorruft. Man findet
durch einen rohen Vorversuch, daB von dem zu untersuchenden
Darmsaft eine der Fermenteinheit gleiche Leistung vollbracht
wird, wenn man nahezu 1 ccm anwendet und zwar mit der
vorldufigen MaBgabe, daBl 1 ccm sicher zuviel, 0,1 ccm sicher
zu wenig sind. Die genauere Zahl soll nunmehr durch den
Versuch festgestellt werden. Wir werden also eine Reihe von
Versuchen ansetzen, welche von den Saftmengen 0,1 bis zu
1 cem mit einer Anzahl von Zwischenwerten reicht. Es fragt
sich nun, in welcher Weise die einzelnen Rohrchen abgestuft
werden sollen. Eine Anordnung wére eine arithmetische Reihe,

etwa: 01 03 05 0,7 09 1,1 ...

Wenn nun in einem Fall 0,3 experimentell als der zu-
treffendste Wert gefunden wird, so heifit das: Von einem Werte,
welcher um 67°/, grofler (ndmlich 0,5) oder 200°/, kleiner (nim-
lich 0,1) ist als der experimentell gefundene, kénnen wir aussagen,
dal er zu grofl bzw. zu klein ist. Finden wir in einem anderen
Falle, daB 0,9 der beste Wert ist, so ist 0,7 sicher zu klein
und 1,1 sicher zu gro. In diesem Falle kénnen wir daher
schon von einem Werte, der von dem wirklich gefundenen
sich nur um rund 229, unterscheidet, mit Bestimmtheit aus-
sagen, daBl er falsch sei. Wir verlangen aber, dall die Genauig-
keit einer Messung moglichst um einen bestimmten, der er-
reichbaren Genauigkeit entsprechenden Wert unsicher sei. Nehmen
wir z. B. an, daB8 eine solche Bestimmung an sich um = 509/,
unsicher sei. Dann wiirden wir nicht irgendeine arithmetische
Reihe wihlen diirfen, sondern eine geometrische Reihe, und

1
zwar mit dem Quotienten F?g oder :;)-, also:
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01; 0,15; 0,225; 0,3375; 0,50625; 0,759375; 1,1390625;
oder gekiirzt:
010; 0,15; 023; 034: 0,51; 076; 1,14.

Hier ist jedes Glied um die Hilfte groSer als das voran-
gehende, die relative Genauigkeit der Reihe ist also in jedem
Punkt dieselbe.

Wenn wir geometrische Reihen konstruieren wollen, welche

das Intervall 0,1 bis 1,0 umfassen, so werden wir das in
folgender Weise machen?):

1. Quotient V10 | 0,10 0,32 1,00

2. Quotient V10 . 0,10, 0,22 0,46 1,00

3. Quotient V10 | 0,10 0,18 0,32 0,56 1,00

4. Quotient V10 | 0,10 0,16 0,25 0,40 0,63 1,00

5. Quotient V10 0,10 0,15 0,21 0,32 0,46 0,68 1,00

6. Quotient V10 - 0,10 0,14 0,19 0,27 0,37 0,52 0,72 1,00

7. Quotient V10 © 0,10 0,13 0,18 0,24, 0,32 0,42 0,56 0,75 1,00

8. Quotient V10 ‘ 0,10, 0.13 0,17 0,21 0,28, 0,36 0,46, 0,60 0,77 1,00.

~ Je nach dem Genauigkeitsgrade, den die jeweilige Be-
stimmungsmethode zuléft, wird man eine feinere oder grébere
Reihe wihlen, oder man beginnt mit einer gréberen und ver-
sucht dann immer feinere Reihen, so lange, bis ein Unterschied
zwischen 2 bis 3 benachbarten Gliedern im Ergebnis nicht mehr
zu erkennen ist.

30. Einiges iiber die Konvergenz der Reihen.

Die arithmetische und die geometrische Reihe bilden nur
besonders einfache Félle von Reihen. Wir werden z. B. spiter
noch genauer die Reihe

1 1 1 1 . .
1+ﬁ+g+ﬁ+ﬁ'” ad infinitum
kenpnen lernen, welche weder eine arithmetische noch eine geo-
metrische ist. Fiir alle unendlichen Reihen ist es nun von
groBer Wichtigkeit, festzustellen, ob sie konvergieren, d. h. ob
die Summe ihrer Glieder einem bestimmten, endlichen Grenz-
wert zustrebt, der auch bei der Summierung unendlich vieler

1) Diese Reihen wurden von E. Fuld in Vorschlag gebracht.
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Glieder nicht iiberschritten wird, oder ob sie divergiert, d. h.
ob die Summe unendlich vieler Glieder der Reihe einem Grenz-
wert nicht zustrebt, sondern = oo, bzw. — co wird.

DaB eine Reihe mit unendlich vielen Gliedern nicht = oo
zu werden braucht, sahen wir schon an denjenigen unendlichen
geometrischen Reihen, bei denen der Quotient <1 ist.

Im allgemeinen ist die Bedingung fiir die Konvergenz einer
Reihe, dafl die einzelnen Glieder immer mehr dem Wert 0 zu-
streben. Dies ist bei fallenden geometrischen Reihen stets der
Fall. In der Reihe
1

1 1
14 o
+5+5+a

1 .
ist das 1001ste Glied = 57000° also schon fast = 0 im Ver-

gleich zum Anfangslied, und die ferneren Glieder streben der
0 immer mehr zu.

Aber diese Bedingung ist nicht hinreichend fiir die Kon-
vergenz einer Reihe. In der Reihe

1 1 1
14
Tyttt
1
streben die Glieder dem Wert = 0 zu, und doch divergiert

diese Reihe. Das erkennt man, wenn man ihre Glieder folgender-
maflen zusammenfafBt:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
I Y (e Wt Sl i Bl - Bl
Py <3+4>+<5+6+7 ' 8>+<9+“'+16>+“'
Die eingeklammerten Ausdriicke sind nun einzeln gréBer als
1 1 1 1

9. 4. 8. — ..
4’ 8’ 16° 16 32°

D . 1
d. h. sie sind jedes einzelne > 5

Also ist auch die Summe der ganzen Reihe groBer als

1 1 1 1
14+ — -+ i i .
—}—2 A R ad infinitum
Aber schon die Summe dieser Reihe ist unendlich, um so
mehr also obige Reihe.
Die bloBe Abnahme der Glieder geniigt also zur Konver-
genz nicht, was man auch z. B. an folgender Reihe sieht:
1,2 + 1,02 + 1,002 - 1,0002 + ...,

Michaelis, Mathematik. 2. Aufl. 4
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deren Summe natiirlich = oo ist, obwohl die Glieder stetig an
GroBe abnehmen.

Es gibt ganz bestimmte Kriterien, an denen man die Kon-
vergenz einer Reihe erkennen kann, von denen wir nur zwei
erwahnen wollen.

1. Die Glieder der Reihe seien abwechselnd positiv und
negativ. Dann konvergiert die Reihe, wenn die Glieder mehr
und mehr abnehmen und dem Grenzwert Null zustreben. Z.B.
konvergiert die Reihe

.’l'3 i x«') x?
T o — e
3! 5! 7!
unter allen Umstdnden. Denn wie grol # auch sein mag, irgend
wann mufl es ein Glied geben, bei dem der Zihler kleiner als
der Nenner wird, und von diesem Gliede an werden die fol-
genden kleiner und kleiner und auch der Unterschied zweier
aufeinanderfolgenden Glieder wird stets kleiner. Da diese ab-
wechselnd addiert und subtrahiert werden, so muf3 die Summe
der Reihe, wenn man sie immer weiter um ein Glied ver-
lingert, um einen endlichen Wert herumpendeln, und die Grenzen,
zwischen denen die Summe pendelt, werden mit zunehmender
Gliederzahl immer enger.

2. Die Glieder der Reihe haben alle gleiches Vorzeichen.
Hier wollen wir nur ein Beispiel geben.!

Betrachten wir die Reihe
1 1 1 1
S B B El
S TR TR TR VA
und vergleichen sie mit der um 1 vermehrten geometrischen

Reihe
1 1 1 1
(1 it )

so wissen wir von der eingeklammerten geometrischen Reihe,
dal sie konvergiert, weil ihr Quotient <1 ist. Da nun jedes
Glied der gegebenen Reihe, vom vierten an bis zu jedem be-
liebigen hoheren Glied kleiner als das entsprechende Glied
dieser (eingeklammerten) geometrischen Reihe ist, so muf un-
sere Reihe erst recht konvergieren.



Zweiter Abschnitt.

Die Lehre von den Funktionen.

31. Ein iberwiegender Teil aller Naturwissenschaften be-
schiftigt sich damit, den Einflul eines wirksamen Agens auf
den Zustand irgendeines Systems nicht nur qualitativ, sondern
auch quantitativ zu erkennen. Z. B. kann die Aufgabe gestellt
werden, den EinfluB der Temperatur auf die Linge eines Metall-
stabes festzustellen. Wir beobachten, daB bei einer ganz be-
stimmten Temperatur der Stab eine ganz bestimmte Lénge hat,
daB er sich bei Erwidrmung ausdehnt, bei Abkiihlung wieder
zusammenzieht. Bei diesem Experiment haben wir es mit zwei
verdnderlichen GroBen zu tun, der Lange des Stabes ! und
der Temperatur ¢{. Die eine verindern wir im Experiment
willkiirlich, die Temperatur. Sie heifit die unabhingige Ver-
dnderliche. Die andere &éndert sich gezwungenermafBlen mit der
Temperatur: sie ist die abhingige Verénderliche. A

Man sagt dann: ,die Lénge des Stabes ist eine Funktion
der Temperatur“ und schreibt

L=1(),
(sprich: [ gleich f von ¢).

Welcher Art diese Funktion ist, das zu erforschen ist eine
Aufgabe der Naturwissenschaften.

Aber auch viel abstrakter begegnet uns die ,,Funktion®.
Gegeben sei die Gleichung y = 3« - 2, wo 2 eine unabhingige
Variable darstellt. Dann ist y die unabhéngige Variable. Denn
welche Bedeutung wir auch = erteilen mogen, immer ist die
Bedeutung von y an die von z gebunden. Ist z.B. x =1, so
ist y =5; ist x = %, so ist x =3 usw. Es ist also stets

y=f(x).
Im allgemeinen wird im folgenden das Symbol z fiir die un-
abhéngige, y fiir die abhingige Variable beibehalten. Natiirlich
ist es stets Sache der Darstellung oder Auffassung, welche von
beiden Variablen die unabhiingige ist. Wir kdénnen auch einen
4*
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Metallstab als Thermometer benutzen und aus seiner Linge
seine Temperatur erschliefen.

Dann ist t=g(),

wo @ wieder ein Funktionssymbol bedeutet; es ist also dann
die Linge die unabhingigo, die Temperatur die abhingige
Variable.

Eine Funktion ist also eine verdnderliche GroBe, deren Ver-
dinderung von der Verdnderung einer anderen Griéfe abhingt.
Je zwei Werte dieser beiden Veridnderlichen sind also einander
zugeordnet. Betrachtet man einen in eine Kapillare eingeschlos-
senen Quecksilberfaden, so ist jeder TemperaturgroBe eine be-
stimmte Linge des Fadens zugeordnet. Fiir diesen Fall ist es
nun charakteristisch, dafl jedem einzigen Temperaturgrad nur
eine ganz bestimmte Linge des Fadens zugeordnet ist; mag
man die Temperatur in beliebiger Weise nach oben und nach
unten variieren; jedesmal, wenn man z. B. die Temperatur 10°
etreicht, hat der Faden eine ganz bestimmte Linge. Solche
Funktionen nennt man eindeutig und umkehrbar. Es gibt
aber auch mehrdeutige und nicht umkehrbare Funktionen. Fafit
man z. B. die Linge einer Wassersdule als Funktion der Tem-
peratur auf, so ist diese Funktion nicht durchweg eindeutig.
Wasser hat bei 4° ein Dichtemaximum und dehnt sich von
hier aus sowohl bei Erwirmung wie bei Abkiihlung aus; bei
1°C hat es dieselbe Linge wie etwa bei 7°. Temperatur und
Lange sind somit in diesem Gebiet nicht eindeutig voneinander
abbdngig, und Wasser kann daher hier nicht ohne weiteres als
Material fiir ein Thermometer benutzt werden. Aber immerhin
ist diese Funktion, wenn auch nicht eindeutig, so doch um-
kehrbar. Denn jeder Temperatur entspricht eine ganz bestimmte
Liange, nur gibt es innerhalb eines gewissen Bereichs immer
je zwei verschiedene Temperaturen, denen die gleiche Lénge ent-
spricht. Es gibt aber auch Funktionen, die nicht nur nicht
eindeutig, sondern auch nicht umkehrbar sind. So ist z. B. die
Zihigkeit (Viskositdt) einer Leimlosung eine Funktion der Tem-
peratur. Wenn man eine warme Leimlosung schnell abkiihlt
und dann auf konstanter Temperatur hilt, so hat sie, wenn
sie diese Temperatur angenommen hat, nicht auch sofort eine
dieser Temperatur zugeordnete eindeutige Zihigkeit, sondern
die Z&higkeit nimmt mit der Zeit zu, bis sie nach lingerer Zeit
einen definitiven Wert annimmt. In diesem Fall ist nicht die
Zghigkeit schlechtweg eine eindeutige Funktion der Temperatur,
sondern nur der definitive Endwert der Zihigkeit; die Ver-
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dnderung der Zihigkeit hinkt der Temperaturdnderung nach.
Unter Umstidnden ist dieses Nachhinken so gewaltig, ‘dafl eine
eindeutige Beziehung zwischen beiden Variablen iiberhaupt prak-
tisch nicht zu erkennen ist. Solche irreversiblen Funktionen
finden sich besonders bei den Kolloiden hiufig. Der Disper-
sionszustand eines Kolloids hiangt im allgemeinen z. B. von dem
Elektrolytgehalt der Losung ab. Es gibt nun gewisse Kombi-
nationen, bei denen Dispersitdtsgrad und Elektrolytgehalt ein-
deutig und umkehrbar voneinander abhangen (Serumalbumin —
Ammonsulfat): reversible Kolloide, und andere, bei denen je
nach der Vorgeschichte einem bestimmten Elektrolytgehalt ein
ganz verschiedener Dispersionszustand entspricht; so laft
sich der Dispersionszustand eines Goldsols, nachdem es einmal
durch NaCl ausgeflockt ist, durch Entfernen des NaCl nicht
wieder wiederherstellen: irreversible Kolloide. Der Zustand eines
solchen Kolloids ist keine eindeutige oder umkehrbare Funk-
tion des Elektrolytgehalts. Wiederum gibt es Funktionen, die
auf eine gewisse Strecke umkehrbar sind, in anderen nicht um-
kehrbar. So sind gewisse Leistungen der lebenden Zelle, etwa
die CO,-Produktion, innerhalb gewisser Bereiche der Temperatur,
der Aziditdt, der O,-Spannung, eindeutige und umkehrbare Funk-
tionen dieser Variablen; bei Uberschreitung gewisser Grenzen
tritt plotzlich eine irreversible Verdnderung des lebenden Systems
ein, die Zelle stirbt ab.

Um solche verinderlichen Gréfien einer naturwissenschaftlichen
Betrachtung zu unterziehen, muBl man sie zahlenmiBig aus-
driicken kénnen. So ist z. B. der ,kolloidale Zustand“ einer
Eiweillosung keine zahlenmifBig angebbare Grofle; auch der
Dispersitdtsgrad ist nur in den seltensten Fillen eine zahlen-
méfig meBbare Eigenschaft. Dagegen sind Eigenschaften wie
Viskositdt, osmotischer Druck, Wasserstoffionenkonzentration,
elektrisches Leitvermogen u. a. zahlenméfBig angebbare Grofen.
Nur solche konnen Gegenstand einer mathematischen Behand-
lung der Naturobjekte sein. Ein lange verbreiteter Irrtum war,
dall bei biologischen Objekten zahlenméflige exakte Messungen
weniger haufig gemacht werden kdonnen als in der reinen Physik.
Das ist aber durchaus nicht der Fall, und es besteht heute
keine Veranlassung, bei der Erforschung biologischer Gesetz-
mifigkeiten von der exakten mathematischen Behandlungs-
weise, die in der Physik so vieles geleistet hat, absehen zu
wollen. Nur insoweit die Biologie dieselben Methoden anwendet
wie die Physik, ist sie eine exakte Wissenschaft. Das hindert
nicht, anzuerkennen, dal die exakte Biologie jederzeit aus der
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beschreibenden oder teleologischen Biologie alle ihre Forschungs-
objekte empfangen hat. Wihrend aber die beschreibenden
Wissenschaften die Zusammenhiinge der Erscheinungen, wenn
iiberhaupt, nur qualitativ beschreiben, ist es die Aufgabe der
exakten Wissenschaft, diese Zusammenhiinge auf die Form
mathematischer Funktionen zu bringen.

Im allgemeinen enthilt die Gleichung, welche die Beziehung
vony zuz darstellt, auBer diesen beiden verdnderlichen GroBen
auch konstante GroBen. Eine Grofle kann konstant sein, ent-
weder weil sie von Natur einen konstanten Wert hat, z. B. g,
die Konstante der Gravitation: ,allgemeine Naturkon-
stanten“. Oder sie kann konstant sein, weil sie in der der
Betrachtung zugrunde liegenden Versuchsreihe absichtlich kon-
stant gehalten wird, obwohl sie von Natur aus verianderlich
ist und alle moglichen Werte von ihr denkbar sind. Solche
Konstanten nennt man Parameter.

Wenn man z B. die Anziehungskraft K zweier Massen m,
und m, als Funktion der Entfernung r dieser Massen darstellen
will, so besteht nach Newton die Beziehung

m, -m,
K—aq -— =

r ist die unabhingige Variable, K die unabhingige Variable;
a ist eine allgemeine Naturkonstante, deren Zahlenwert nur
von der Wahl des MaBsystems abhingt, und m, und m, sind
Parameter; das Gesetz behilt fiir jeden Wert von m, und m,
seine Giiltigkeit. Wir stellen uns die Versuchsanordnung dabei
folgendermafien vor. ’

Wir nehmen zwei ganz bestimmte Massen, variieren » und
untersuchen, wie sich dabei K veréndert. Wie groB m, und
m, gewidhlt wird, ist belanglos; aber innerhalb einer Versuchs-
reihe muB m, und m, je einen ganz bestimmten Wert haben.
Wir konnen nun auch die Frage aufwerfen: wie verindert sich
K, wenn man m, variiert, wihrend man m, und r konstant
hilt. Dann ist r, die unabhiingige Variable, k¥ die abhéngige
Variable, und m, und r sind Parameter. Ganz allgemein be-
trachtet, ist also K nicht allein eine Funktion von r, sondern
auch von m, und m,;

K== f(r, m, m,),
und nur wenn wir m;, und m, konstant halten, wihrend wir
r variieren, gilt

K= f(r),
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wobei m, und m, zu Parametern werden. Die GriBle « aber
kann iiberhaupt nicht variiert werden; der Zahlenwert, den a er-
hélt, hingt nur davon ab, nach welcher MaBleinheit wir eine Masse
und eine Entfernung messen. Diese MaBeinheiten kénnen will-
kiirlich festgelegt werden. Das Bestreben geht nun dahin, nach
Moglichkeit die MaBeinheiten so zu wéhlen, dal solche allge-
meinen Naturkonstanten méglichst den Zahlenwert 1 annehmen.
Dafiir folgendes Beispiel. Gegeben sei als Lidngeneinheit das
cm. Welches ist nun die zweckméBigste Flicheneinheit? Zwischen
der Strecke ¢ und dem Fliacheninhalt F eines Quadrats von der
Seite @ besteht die Beziehung

F=1F-a°,

d. h. die Fliche des Quadrats ist der zweiten Potenz der Seiten-
linge proportional; k ist ein Proportionalititsfaktor, eine
allgemeine Naturkonstante. Setzt man nun das Quadrat iber
der Seite a = 1 em als die Einheit des FliachenmaBes fest, so
wird k=1, und allgemein F = a®. Diese Vereinfachung des
MaBsystems war ausschlaggebend fir die Wahl des qcm als
Flacheneinheit. Eine objektive Notwendigkeit fiir diese Fest-
legung der Fliacheneinheit besteht nicht; die Veranlassung dafiir
war nur, daB man bei dieser Wahl statt F —k-a® einfach
schreiben kann: F=q?. Dies ist das Prinzip, nach welchem
die Einheiten aller physikalischen Grofen gewahlt sind, und
auf ihm beruht das CGS-System (Centimeter-Gramm-Sekunden-
System).

32, Man teilt die Funktionen in algebraische und trans-
zendente ein. Algebraische Funktionen sind solche, bei
denen zur Berechnung der Variablen die vier Grundoperationen
der Arithmetik, Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Divi-
dieren, ferner Potenzieren und Radizieren, wenn der Exponent
eine konstante Zahl ist, geniigen. Z. B.

y=az+b,
y=a®+ st L 32>+ 222 1z - Va.

Das sind also alles Funktionen, .in denen nur (ganze, gebrochene,
positive, negative) Potenzen von x vorkommen. Algebraische
Funktionen, in denen die Verinderlichen unter einem Wurzel-
zeichen auftreten, nennt man irrationale Funktionen, die an-
deren algebraischen Funktionen heiflen rational. Alle anderen
Funktionen nennt man transzendente.
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Dahin gehéren

1. die exponentiellen Funktionen. Es sind solche, bei
denen r im Exponenten vorkommt, z. B. »

y=a®
und die sich daraus ergebende Umkehrung, die logarith-
mische Funktion logty =z,

2. die goniometrischen Funktionen und die daraus durch
Umkehrung entstehenden zyklometrischen Funktionen.

y =sinx und die Umkehrung dazu, x = arcsiny

Y == COBT  , o " ” x = arccosy
y = tgx » ” 9 ” xr = arctgy
y=ctgr , ” ” x == arcctgy .
3
b4
7
-4 B ) =7 7 7 Z G P
— T
7l
Bl

=3
Abb. 32.

Die Definition der hier zum erstenmal erwdhnten zyklo-
metrischen Funktionen ist also: eine zyklometrische Funktion
ist die Umkehrung der dazugehdrigen goniometrischen (trigo-
nometrischen) Funktion.

Bisher schrieben wir die Funktionen immer so, daf3 auf der
linken Seite nur die unabhéngige Variable y stand. Es kann
aber auch eine Gleichung bestehen zwischen y und z, welche
noch nicht nach y aufgelost ist, z. B. y —a®=a —y oder
z.B. zy==a. Solches nennt man unentwickelte oder im-
plizite Funktionen. Lost man sie nach y auf, so gehen sie in
entwickelte oder explizite Funktionen iiber, also

2?4z a

y=-—5— und y = Pt
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33. Graphische Darstellung der Funktionen.

Die hier beschriebene Abhingigkeit einer Variablen von
einer anderen konnen wir auf folgende Weise nach Descartes
graphisch darstellen. Man zieht eine beliebige Gerade und in
irgendeinem Punkte senkrecht zu ihr eine zweite. Man teile
nun diese beiden Linien oder Axen nach einem willkiirlichen,
fiir beide Linien aber gleichen MaBstab in gleiche Abschnitte,
indem man den Kreuzungspunkt der beiden Linien fir beide
als Nullpunkt ansetzt, und zerlege die von den beiden Linien
bestimmte Ebene durch Ziehen von Parallelen in lauter gleich-
groBe Quadrate. Man betrachte nun die horizontale Axe als
MaBstab fiir die unabhingige Variable x und die vertikale
Axe als MaBstab fiir die abhingige Variable y. Man setzt
nun graphisch jeden Wert von y mit dem zugehdrigen Wert
von x auf folgende Weise in Verbindung. Man zieht durch
den Punkt der horizontalen Axe, welcher irgendeinen in
Betracht gezogenen Wert von z darstellt, eine Vertikale, und
durch denjenigen Punkt der vertikalen Axe, welcher den zu-
gehorigen Wert von y darstellt, eine Horizontale. Diese bei-
den Linien schneiden sich in einem bestimmten Punkte. Dieses
macht man mit moglichst vielen korrespondierenden Werten
von y und z. Sdmtliche Schnittpunkte, miteinander verbunden,
ergeben so eine fiir die betreffende Funktion charakteristische
Kurve. Die horizontale Axe nennt man die Abszisse, die
einzelnen Vertikalen die Ordinaten. Jeder Kurvenpunkt ist
somit durch zwei Koordinaten in seiner Lage bestimmt.

Diese Methode nennt man das rechtwinklige Koordi-
natensystem. Es ist nicht die einzige mogliche, aber die ver-
breitetste Methode der graphischen Darstellung einer Funktion.

Die Kurven einiger wichtiger Funktionen.

34. Funktionen ersten Grades: die gerade Linie.

Betrachten wir nunmehr das Kurvenbild einiger Funktionen.
Es sei zunéichst die Funktion gegeben

y=ax +b.
Fiir die Konstanten ¢ und b seien fiir unseren vorliegenden
Fall die Werte 2 und 3 gegeben, so dafl also die Gleichung
die Form annimmt

y=2x -} 3.
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Setzen wir nun zundchst x =0, =0 ergibt sich y = 3.
Setzen wir x=1, y= b,
r=2, y= 1,
r=9, y= 9,
z=4, y=11,
r =25, y=13.

Tragen wir nun diese Werte in ein rechtwinkliges Koordinaten-
system ein, so sehen wir, daB die Werte fiir y auf einer ge-
raden Linie liegen (Abb. 33). Dasselbe ist stets der Fall, welchen
Wert wir ¢ und § auch zuerteilen.

73 73 .
72 z //
77 77
/
70| 70 /
g 9 ///
8 8
>, : /
Y
s Enw
S S
/
y ¢ //
3 3
4
2 2 /
7 7(
! /
=2 -7 0 7 2 g ¢ 5 6 g 7 2 3 ¥ 5 6
x
Abb. 33. Abb. 34.

Geben wir ein zweites Mal der Konstanten a denselben
Wert wie eben, 2, der Konstanten b aber einen anderen, sagen
wir 3, so ergibt sich folgende Berechnung fiir die korrespon-
dierenden Werte von z und y:

Z = Y = 075 )
z=1 y= 25,
r=2 y= 45,
r=25 = 10,5.

Zeichnet man diese Werte in ein Koordinatensystem ein, so
sieht man (Abb. 34), daB die daraus entstehende gerade Linie
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der anderen parallel ist, dal sie aber die Abszisse an einer
anderen Stelle schneidet. Eine Anderung der Konstanten b
verindert somit nur den Schnittpunkt der Geraden mit der
Abszisse, nicht aber den Winkel, den die Gerade mit der
Abszisse bildet.

Wenn wir aber den
urspriinglichenWertvon
b lassen und a verén-
dern, so bleibt zwar der
Schnittpunkt der Ge-
raden mit der Abszisse

unveriandert, aber der
Neigungswinkel der Ge-
raden zu der Abszisse
andert sich. Wir kénnen
nun den Neigungswinkel
in folgender Weise mit
der ihn bestimmenden
Konstanten in Bezie- Abb. 85.

hung bringen. Nehmen

wir zunidchst den einfachsten Fall an, U sei gleich 0, so fallt der
Schnittpunkt unserer Linie mit dem Nullpunkt des Koordinaten-
systems zusammen, und es ist in dem rechtwinkligen Dreieck

(Abb. 33) tge = %, welchen Wert von y und z wir auch in

Betracht ziehen mégen. Es ist daher

Yy =xtgw 2 E |
und tge=a. ; -
Aus der Gleichung 0__}(

Y =ax .
folgt also, daBl die Gerade, die den \ |
Verlauf von y angibt, die x-Axe N N
unter demjenigen Winkel schneidet, -7 \X i
dessen Tangente = @ ist. 4 \

Ist a negativ, so folgt daraus,

daB der Winkel o groBer als ein ° !
rechter ist (Abb. 36), denn fiir den ~6;—F 525 7 } Z

stumpfen Winkel « ist
tge — — tg(180° — a),

und daraus folgt weiterhin, daf die Gerade (von links nach
rechts gerechnet) ansteigt, wenn a positiv, und abfillt, wenn a

Abb. 36.



60 Die Lehre von den Funktionen.

negativ ist (Abb. 36), und drittens parallel zur x-Axe ver-
lauft, wenn a = O ist.

Nehmen wir ferner an, dal der Schnittpunkt unserer Ge-
raden und der Nullpunkt des Axensystems nicht zusammen-
fallen, daBl also & verschieden von O ist, so ergibt sich aus der
Abb. 37, daB _p

tga:tg{BO’D:yr—?.

Es ist also in diesem allgemeinen Falle

y=uxztgu-t0,
welches somit die allgemeinste Form der ,Gleichung der
geraden Linie“ darstellt und sich von der oben gegebenen
Gleichung derselben Bedeutung nur dadurch unterscheidet, daf
a durch tg« ersetzt ist.

Wir legen uns nun folgende Frage vor, welche uns auf
ein spiteres Kapitel vorbereiten soll. Es sei die Gleichung
gegeben y=azx-b
und es habe z. B. y und = die in der Abb. 37 dargestellten
Werte. Ich frage jetzt: wenn ich, von einem beliebigen Punkt
der Geraden ausgehend. x
s / > umeinkleinesStiick wachsen

\ |¢ lasse, wie verhilt sich dann
die Zunahme von y zur Zu-
nahme von z?

In Abb. 37 ist

2 DN 0A=z, BA=y.

i
e ; also CO=DA=1b
v - ! " d BD tgo = a
und - =tge=a.
é l dx D

o— A4 A, Denke ich mir jetzt z um
z das kleine Stiick 44, = dx
Abb. 37. gewachsen, so wichst ¥y um

L 4
das Stlj(?k BlE::Ay, Das gesuchte Verhaltnis ist also ;T?f

Nun ist
< BBE=« und BE= A4 = ds.

In dem Dreieck BB, E ist also

B.E
tg (BlBE) = Hﬁﬁ
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1
oder tgo = %
A
Es ist also A"Z:tg(x:a,

' 4

und somit ganz unabhingig von b, es ist aber A—Z auch von dem
jeweiligen Betrage von y und x unabhingig und eine Kon-
stante. Dieses ist ein singuldres Ergebnis fiir die gerade
Linie. Da %g: tg ¢, so bedeutet das weiter nichts, als dall

a4x
der Neigungswinkel, den eine gerade Linie mit der x-Axe
bildet, immer derselbe bleibt.
Eine durch eine Gleichung der allgemeinen Form

=ax +b
oder y—ax=>
bestimmte Kurve nennt man eine Kurve erster Ordnung.
Sie ist also stets eine gerade Linie.

Beispiel: Das Volumen v einer abgeschlossenen Gasmenge
betrage bei 0°C 150 ccm bei Atmosphidrendruck. Messungen
unter gleichem Druck und bei verschiedenen Temperaturen ¢
ergeben nun folgende zusammengehorige Werte fiir » und ¢.

t v
0° 150,00,
10° 155,49,

20° 160,99,
30° 166,48,
40° 171,78.

Wir zeichnen nun v graphisch als Funktion von ¢ auf
Millimeterpapier auf, erkennen die Funktion als geradlinig und
bestimmen durch graphische Ausmessung die Konstanten a
und b der Gleichung

=a-t+b.

Man iiberzeuge sich, dafl a = %% ist und b = 150, so daB
die Gleichung lautet:

v = 150-(1 + 5%)

oder allgemein < ¢ )
0= Yo \1 T ge3)-



62 Die Lehre von den Funktionen.

wo v, bzw. v, dag Volumen bei ¢ bzw. 0° C bedeutet. Man

nennt % den Ausdehnungskoeffizienten.

35. Funktionen zweiten Grades: Parabel, Ellipse

und Hyperbel.

Eine Funktion zweiten Grades ist eine solche, bei der die
Variablen oder eine der Variablen auch in der zweiten Potenz
auftritt.

Die allgemeinste Form einer unentwickelten Funktion zweiten
Grades ist daher

Ay* 4 By +Ca® - Dx+ Exy +F =0,
wo 4, B, C, D, E, F Konstanten darstellen, die jeden be-
liebigen, positiven oder negativen Wert haben kénnen. Wir
betrachten nur die einfacheren Fille:

1. Den Fall, daB

A=1
B=C=FE=F=0
D=—a,
d. h. also den Fall, daf3
Y —ax=0;
2. den Fall, daf3

A=1

B=D=E=0

C = entweder ¢ oder = — a

F—=—b;

d. h. daB entweder
yrt+ax?—0=0
oder y? —ax® —b=0 Iist.

36. Die Parabel.

Es sei zunichst die Gleichung gegeben
Y =azx.
Aus ihr folgt zunichst
y=+tVaz,
d. h. fiir jeden Wert von 2 existieren 2 Werte von y, die dem
absoluten Betrage nach einander gleich, dem Vorzeichen nach
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entgegengesetzt sind. Setzen wir z. B. ¢ =1, und berechnen
die zugehorigen Werte von y und «, so ist bei

r=—1 y =V —1, imaginir (es existiert kein y)
r= 1 y==1
z= 2  y=41414...
xr = 3 y: i 1,732...
r= 4 y—+2
r= 9 y==+3
! RENEEEE [
; 11‘!“3{7? 1+
— %
T I
=t | | I i _
Ny — | i Pl 1]
0 e fi- —+-
= BRRARE s
- i R | | |
\.\\_j> l l
-5 _,‘,ﬁ:m‘;r,
| T N S AV O O O I e
L ] IR A T I
3 w % 20 25
—5
Abb. 38.

Man bezeichnet diese Kurve als eine Parabel. Charak-
teristisch ist fiir sie zunichst ihr symmetrischer Verlauf ober-
und unterhalb der z-Axe; die Werte von y werden immer
groBer, je weiter man sie nach rechts verfolgt, aber ihr rela-
tiver Zuwachs wird immer kleiner; der' Neigungswinkel, den
die Tangente mit der z-Axe bildet, wird immer kleiner, aber
erst im Unendlichen wird die Tangente vollkommen parallel
der Abszisse.

Wenn nun y="1(),
so mufl auch umgekehrt x eine Funktion von y sein.

Wenn wir in obiger Gleichung y und z vertauschen, so er-
halten wir eine neue Funktion

2=ay
oder y =ba?,
1 .
wenn b= — ist.

a
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Abb. 40,

Berechnen wir hier die zuein-
andergehorigen Werte, so ergibt sich
fir b=1

x=—10 y=-4100

r=— y=-+ 4

= 0 y=x 0
r= 1 y=+4 1
xr = 2 y=+4 4
r= 10 y=4-100.

Wir erhalten so ebenfalls das
Bild einer Parabel (Abb. 39), aber
mit anderer Lage zur x-Axe.

Nun kann man die Parabel auch
noch anders, in geometrischer Weise
definieren. Sie ist ndmlich der ,geo-
metrische Ort“ aller Punkte, die
von einem festen Punkt und einer
gegebenen geraden Linie die gleiche
Entfernung haben. Der feste Punkt
(Abb. 40), auch Brennpunkt ge-
nannt, sei F, die gerade Linie DE,
pann hat der beliebig gewihlte
Parabelpunkt C eine derartige Lage.

daB  op_cF.

Betrachten wir AB
als z-Axe, O als den
Anfangspunkt  dersel-
ben, DE als y-Axe,
4 als den Anfangspunkt
derselben, soistzun#chst

40 = OF,

weil O als ein Punkt
der Parabel diese Be-
dingung erfiillen muB.
Bezeichnen wir . F mit
p (Parameter der Para-
bel), so ist

iy
2
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Nun ist y=CB
und z=0B.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck FBC folgt
(F?= CB®+ BF?,
CB ist aber =y, und

BF=B0O—0F—a— L.
. s s p\*
Also ist CF*=y +< —§>.

Anderseits ist, nach der Parabelbedingung

CF=DC—u+ 2,

also ist (x -+ g) =y} ( g),
0 P e L2 P’
x~+px+—§—:y-+x- —pr -
oder y:=2pua
Setzen wir 2p=a,
so wird daraus ¥ =ax.

die obige Parabelgleichung.

Es fithrt also in der Tat die geometrische Definition der
Parabel zu der geforderten algebraischen Beziehung.

37. Die Ellipse.
Ein zweiter Typus einer Funktion zweiten Grades ist
y?=az®--b,
in der sowohl y wie z quadratisch vorkommen. Aus ihr folgt
y =+ Vaz®+0,
woraus ersichtlich ist, daBl auch hier jedem Werte von z zwei
Werte von y entsprechen.
Die Form dieser Kurve ist nun verschieden, je nachdem
a positiv oder negativ ist. Betrachten wir a immer als positiv,
so héitten wir also 2 Fille zu betrachten:
y: =0 ab’ (1)
y?=b—az’ (2)
Michaelis, Mathematik. 2. Aufl. 2
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Rechnen wir die zueinander gehorigen Werte der Gleichung

Yy =0b — ax’
aus.

Zunichst folgt daraus

y= 1+ Vb— az?.

Da nur die Wurzel aus einer positiven Grole eine reelle
Bedeutung hat, so ist diese Kurve nur in dem Bereich denk-
bar, wo

b> axt.
D. h. nicht jedem beliebigen Wert von x entspricht ein Wert
von y, sondern nur so lange gibt es reelle Werte, als b > ax?
bleibt. Aber wo es einen Wert von y gibt, gibt es sofort
auch einen zweiten, von gleicher GroBe, aber umgekehrtem
Vorzeichen. Berechnen wir z. B. die zugehorigen Werte von
y und z fiir b=2 und a=1.

rx= 2 , y== V2 —4 = imagindr
r= 13 y=+V2—169= 40,557
r= 1 =+V2—1 =41

c— 03 y=+V2—-009—+1,38
z= 0 y=+Ve = 4+ 1,414
= —1 y=+tV2—1 =1

x—= — 13 y=+V2_—169=+ 0,557
= — 2 y=+V2—4 = imaginir.

Es ergibt sich (Abb. 41) ein Kreis, dessen Radius = Vb
ist. Es ist also y= 4+ V12 — 2. Dies ist aber nur ein spe-
zieller Fall. Wenn der Koeffizient von 2? nicht gerade 1 ist,
sondern z. B. 0,5, so daf} also

>’ =2 —0,52" oder y= =+ V2 — 0,522,
so ist (Abb. 42)

r= 3 y=+V2—45 = imaginir
xr — 2 Yy = =+ V'2——§ = 0

r= 1 y=+V2_-05 =+1,235
x— 0 y=+Vv2 = 4+ 1,414

x = - y=1+V2—-05 = +1235

z=—15 Yy = + V‘/girii‘,riég = + 0,938 usw.
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Die so definierte Kurve ist die Ellipse. Der Nullpunkt
der Abszisse, O, ist der Mittelpunkt der Ellipse. Betrachten
wir den Punkt B und A4, so ist hier y =0, also

Vb—aa? =0, R
b—ax?=0,
b=aax®,

Vi
c=+ )/ —. 7t
a

OB ist aber der ,grofle
Halbmesser der Ellipse¥;

nennen wir ihn m, so istalso _;

Ve
m= |/ —,
@
und es ist , b
mt = (@)
Betrachten wir die
Punkte E und F, so ist ]
x=20; es ist also hier
_ Abb. 41.
y=+Vb.
EO ist aber der kleine Halbmesser der Ellipse, und es ist
dieser — N
n == Vb ’ ] T : |
oder b = n?. (1) £
T T—
Dies in («) eingesetzt, ist / 5 N
n2 /1 d ™N
me — /
a
2 4 J1o 7 f
n - -
und a=—;. (2) 4
" /
Fiihren wir diese Be- N )
: . . . . ~N - 7
zeichnung in die obige Glei- - =
chung der Ellipse ein, so ist 2
2 M, - 1
=N — —2 s 4
y me Abb, 42
oder, durch »? dividiert
y‘z x‘.’. y2 x3
=1 il e
n? m?’ n? + m? 1,

5%
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die ibliche Form der Ellipsengleichung. Der Kreis ist eine
Ellipse, bei der der groBle und der kleine Halbmesser einander
gleich sind, wo also m = n =r (dem Radius) ist. Die Gleichung
des Kreiges ist daher

Y2 4 2 =,
was durch die Betrachtung der Abb. 41 oder Abb. 27 (8. 35)
ohne weiteres bestitigt wird.

38. Die Hyperbel.
Betrachten wir ferner die zweite Gleichung

yr=>b 4 az®
und rechnen die zugehorigen Werte aus, so ist zundchst

y =+ Vbt az’,
also z. B. fiir den besonderen Fall, daf

b—2,
a=1,
entsprechen sich folgende Werte von = und y:

z= 10 y =+ V24100 = + 10,10
t= b y—=4V2--25 =+ 520
x= 2 y=+V2 4 =+ 245
= 1.5 y=+V2+225—+ 211
= 1 y=+V2+1 =+ 1,73
z= 0 y==+Ve =+ 1,41
z= —1 y=+V24+1 =+ 173
T = —2 y=+V24+4 =+ 245 usw.

Diese Kurve ist die Hyperbel. Sie besteht aus 2 sym-
metrischen Hilften, die ober- bzw. unterhalb der xz-Axe
liegen. Jede der Hélften ist dadurch ausgezeichnet, dafl sie
aus zwei ins Unendliche verlaufenden Schenkeln besteht. Durch
den Nullpunkt des Koordinatensystems lassen sich nun zwei
sich kreuzende gerade Linien derart ziehen, dafl die Schenkel
der Hyperbel sich in ihrem Verlauf dieser Linie stindig nihern,
ohne sie jemals vollig zu erreichen. Diese Linien nennt man
die Asymptoten der Hyperbel. Wir konnen ihre Beschaffen-
heit noch genauer definieren. Die Asymptote ist eine gerade
Linie, welche wir als den graphischen Ausdruck einer Funktion
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ersten Grades betrachten koénnen. Die Gleichung der Asym-
ptoten ist nédmlich:

vy =2z-Va (y =FH),
wo a dieselbe Bedeutung hat wie in der Hyperbelgleichung
y —VE .

Man sieht, daB Vb - aa® stets >2Va sein muB, denn
quadriert ergibt das eine b 4 ax® das andere az®. Da diese
Gleichung fiir jeden beliebigen Punkt gilt, so ist iiberall die
Ordinate dieser Geraden kleiner als die der Hyperbel, aufer
fiir # = 0o, denn neben dem unendlich groBen Glied ax? ver-
schwindet das Glied b; d. h. die Gerade y'=z-Va stellt die
Asymptote der Hyperbel dar.

c 70{ A

-70 5 4 5 0

6 ~70- A
Abb. 43.

Die beiden Asymptoten konnen sich unter einem beliebigen
Winkel schneiden. Ist ¢ =1, so daB

so schneiden sich die Asymptoten rechtwinklig. Diese Hyperbel
nennt man die gleichseitige Hyperbel Die Abb. 43 stellt
eine solche der. Mit dieser wollen wir uns in § 41 noch etwas
ngher beschiftigen und bei dieser Gelegenheit erst das Prinzip
von der Verlegung der Koordinaten kennen lernen.
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39. Die Verlegung des Koordinatensystems.

Die Kurve CD (Abb. 44) sei die graphische Darstellung
irgendeiner Funktion, wobei das Koordinatensystem mit den
Axen OA und OB gewdhlt ist. Diese Wahl ist eine will-
kiirliche, und wir kénnen uns zur Aufgabe stellen, dieselbe
Kurve auf irgendein anderes Koordinatensystem zu beziehen.
Dieses neue Koordinatensystem kann entweder durch Ver-
schiebung oder durch Drehung aus dem urspriinglichen ent-
stehen. Z. B. entsteht das Koordinatensystem B'0’A’ aus BO A
durch Verschiebung. Ist 04 ==z, AD=y, so ist in dem

’

neuen System O0'A’ =2z’ und DA’ =y’

¥ ¢
l
| N AT~
AN G 3
g 7] \ Y12
| | | . P
[
P r \ % [
Lo | \Lg |
e R |
S——* . O———7 F
Abb. 44. Abb. 45.
Die Beziehungen zwischen beiden Systemen sind einfach
2 =z4+ OF,
y=y-+Ad.

Da O'F und A4’ konstant sind und durch die Art der
Verschiebung des Systems ein fiir allemal definiert sind, so
sind die Beziehungen zwischen diesen beiden Koordinaten-
systemen hochst einfach.

Etwas komplizierter gestalten sich diese Beziehungen, wenn
die beiden Systeme durch Drehung auseinander entstehen.
Es sei (Abb. 45) BO, 0A das urspriingliche Koordinatensystem
einer Kurve, in welcher der Punkt C liegt, und B'0, 04’ das
neue System, welches aus dem alten durch Drehung um den
Winkel « entstanden ist. Die Koordinaten des Punktes C in
dem alten System sind C-D=y und OD =%, in dem neuen
System EC—=y' und OE=2z'. Die Beziehungen zwischen diesen
GroBen sind nun folgende:

y=CD=CG+GD.



Die Verlegung des Koordinatensystems. 71

Nun ist, wie aus dem rechtwinkligen Dreieck CG E sich
ergibt, CG = CE-cose und @D = EF ist, wie aus dem recht-
winkligen Dreieck OEF hervorgeht, gleich OE-sinw. Es ist
also

y =19y -cosc -2 -sine.

Und durch &hnliche Betrachtung ergibt sich
£=0D=0F—DF=0F—GE,
y=2a-cose —y -sinc.

Um also die beiden Systeme miteinander in Beziehung zu
bringen, haben wir die beiden Gleichungen

x =9 cosa — y -sina,
y=o sina | y -cosa.

Ist ein Koordinatensystem aus dem anderen durch gleich-
zeitige Verschiebung und Drehung entstanden, kombiniere man
diese beiden Rechnungen; zunichst verschiebe man das System
und dann drehe man es. Das bedarf keiner weiteren Erorterung.

40. Beispiel: Die schrig verlaufende Gerade AB stelle
die Funktion y =a -2z -tgp dar, wo AO=ua ist. Es sei die
Aufgabe gestellt, das Koordinatensystem um den Winkel ¢ zu
drehen und die Gleichung der Geraden 4B auf das neue Ko-
ordinatensystem zu beziehen. Wahrend also zunichst die Lage
z. B. des Punktes P auf die
Axen CO und OD Dbezogen 8
wurde, und PD und OD die ¢ £,
Koordinaten des Punktes P fiir \\\il//
dieses Axensystem waren, soll 74
nunmehr die Lage des Punktes —
P auf das Koordinatensystem A7
FO und OFE bezogen werden. N
Nach § 39 ist \

x=ua"-cosp —y -sing,

-7

;o , Abb. 46
z=2a-sinp —y -cosg.
Setzen wir fiir y seinen Wert @ + z-tg ¢ ein und multiplizieren
die erste Gleichung mit tg ¢, so lauten diese zwei Gleichungen;
. sin? g
z-tgp =2 -sinp —y - ——F,
g Y=Y o8 g

atz-tgp =2 sing+ y -cosp.
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Diese beiden Gleichungen voneinander subtrahiert. ergeben

sin® ) o, (cos'%p -} sin? gv) _

a=1y (cos @ -- R
08 @ cos ¢ oS

oder Yy =ua-cosg.

D. h. in der neuen Gleichung ist y unabhingig von z, ¥ ist
konstant. Das ist ohne weiteres einleuchtend, weil A B der
neuen z-Axe parallel geht. Dall die GroBe dieses konstanten
Wertes von y gerade = a-cos¢ ist, ergibt die Betrachtung
der Figur sofort, weil in dem A AGO AG=A40-cosp.

41, Beispiel: Die gleichseitige Hyperbel, bezogen auf
ihre Asymptoten als Axensystem. Wir stellen uns nun
folgende Aufgabe. Bei einer

gleichseitigen Hyperbel soll die

CKp Gleichung gefunden werden, bei

der die Asymptoten die Axen

des Koordinatensystems darstel-

len. Wir haben also die Auf-

7 gabe, das Koordinatensystem der

Hyperbel um 45° zu drehen und

die Hyperbel auf dieses neue
Koordinatensystem zu beziehen.
Die Koordinaten des Punktes C

sind (Abb. 47) im alten System

Abb. 47. z==AB bzw. y = B(C, im neuen

System CD=y" und AD=zx.

Wenden wir nun die soeben gewonnene Beziehung (S. 71)
zwischen den verschiedenen Koordinatensystemen an. so er-

halten wir x=2a"-cos45% — gy -sin45°, (1)
= ' -8in45%+ 4. cos 459, (2)
Es ist nun nach der Gleichung der gleichseitigen Hvperbel-
gleichung ' y—Valat
Ferner ist 1

$in 459 = cos 459 = —.
V2
Wir konnen daher die beiden letzten Gleichungen in der Form

chreiben: —
scareroen x-V2=x'—y',

Va+ a2t v2=2a +y.
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Aus diesen Gleichungen folgt
g Votete
Ve
Vit
vz
Wollen wir aus diesen zwei Gleichungen die direkten Be-
ziehungen von z’ zu y’ ermitteln, so braucht man nur die

beiden Gleichungen mitein-
ander zu multiplizieren, dann

. a
wird: a’-y’ = _- oder das

Produkt aus den beiden

Koordinaten ist kon-

stant. WennalsodasPro-

dukt zweier Variablem

konstant ist, so gibt die ~T——o ‘

eine Variable, als Funk- ~ !

tion der anderen gra- \

phisch dargestellt, eine \\ l

gleichseitige Hyperbel, :
!
|
1

—

deren Asymptoten die \
Koordinatenaxen dar- \
stellen (Abb. 48). Abb. 48.

Eine solche Beziehung Die gleichseitige Hyperbel, bezogen auf
ist z. B. das Mariotte-Gay- ihre Asymptoten als Koordinatensystem.
Lussacsche Gasgesetz, wel-
ches aussagt, daB bei einem Gase bei gegebener Temperatur
das Produkt aus Druck und Volumen konstant ist. Trigt man
den Druck als Funktion des Volumens in ein Koordinaten-
system ein, so erhdlt man eine Hyperbel, deren Asymptoten
die Axen des Koordinatensystems sind (Abb. 48). Da ein
ynegatives Volumen“ keine physikalische Bedeutung hat., so
kommt der punktierte Schenkel der Hyperbel physikalisch nicht
in Betracht.

Ein anderes Beispiel ist die Dissoziation des Wassers. Fiir
diese gilt das Gesetz, daB stets das Produkt der H'-Konzen-
tration und der OH’-Konzentration konstant ist. Diese Be-
ziehung 14Bt sich ebenso graphisch ausdriicken wie die soeben
besprochene.
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42. An dem Beispiel der gleichseitigen Hyperbel soll ge-
zeigt werden, was man unter einer Kurvenschar versteht.
Setzt man in der Hyperbelgleichung

a

?/=;

fur den Parameter o« der Reihe nach verschiedene Werte ein
(s. Abb. 49), so erhdlt man lauter verrchiedene Hyperbeln,
deren Gesamtheit, in ein einziges Koordinatensystem einge-
zeichnet, eine Kurvenschar darstellt.

TN N
8\ ”

N

LS T

3 N
8 ~
2 £ ~ \\
7 \\
7
T gy = — .
O—5—2 35 4 5 6 7 8 9 w
Abb. 49.

Die Hyperbel y=% fiir verschiedene Werte von a,

welche an die Kurven angeschrieben sind.

43. Funktionen hoherer Ordnung.

Eine Funktion nter Ordnung ist eine solche, bei der die
abhéngige Variable hochstens in der nten Potenz auftritt.
Also z. B. eine (entwickelte) Funktion 5. Ordnung hat ganz
allgemein die Form

y=ax®-+bat+ca® fda?+ex-7, (1)

wo a,b,c,d, e, f beliebige konstante Grofen darstellen, welche
auch negativ oder gleich Null sein kénnen. Man nennt solche
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Funktion ein Polynom. Eine interessante Beziehung zur
Algebra hat diese Art der Funktion auf folgende Weise.

Gegeben sei die Gleichung

Diese Gleichung ist nur ein spezieller Fall der allgemeinen
Funktionsgleichung
2*— 2z —3=y. (3)

Z ‘2'7/

Abb. 50.

Tragen wir die Funktion (8) graphisch in ein Koordinaten-
system ein (Abb. 50), so stellt Gleichung (2) offenbar den Punkt
der Kurve dar, in dem sie die z-Axe schneidet. Denn in
diesem Fall ist ja y = 0. Solcher Punkte muB es aber bei
einer quadratischen Gleichung zwei geben, fiir unseren Fall
den einen bei x =3, den anderen bei x=—1 (Abb. 50). Es
stellen also die Schnittpunkte irgendeines Polynoms y = f(z)
die Losungen oder ,,Wurzeln“ der Gleichung

f(z)=0

dar. Solcher Wurzeln gibt es in einer Gleichung « ten Grades #,
worunter allerdings auch imaginire Wurzeln sein kénnen.

Im allgemeinen entsteht ein Polynom von der Form

ax®+bart L caxr?-- ... 4 px+q
durch Multiplikation von n Faktoren in folgender Art:

(+fxtg) (z4+1)...,
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wo f, g, h ... dadurch bestimmt sind, daBl beim Ausmultipli-
zieren die vorige Gleichung herauskommt; z. B.
a® — 82 — 182 — 10 =(2 — 1) (x — 2) (z — 5).

Hatten wir nun die Aufgabe, die Gleichung

2> — 82 — 132 —10=10
zu 16sen, so konnen wir zunichst dafiir schreiben:

(@ —1)(z—2)(x—5)=0.
Offenbar wird dieser Gleichung geniigl, wenn irgendeiner der
drei Faktoren = 0 gesetzt wird, also wenn x =1, oder = 2,
oder =5 ist.

Die Losung einer Gleichung héheren Grades fillt also,
nachdem man sie auf die Form f(x)=0 gebracht hat, mit der
Aufgabe zusammen, sie in einzelne Faktoren von der Form

(-+a)(z+b)(x+c)...=0
zu zerlegen. Dann sind die Wurzeln der Gleichung
x, = —a
x, = — b usw.

Da man eine Gleichung nten Grades in n solcher Faktoren
zerlegen kann, so muf} eine Gleichung nten Grades n Wurzeln
haben, von denen einige oder alle allerdings auch imaginér
sein konnen. Es ist ferner auch nicht notwendig, dall die
Wurzeln alle voneinander verschieden sind.

Betrachten wir z. B. die 4 Wurzeln der Gleichung

xt - 102% -+ 27 2% -+ 202 + 50 =0,
d. h. (@+5)(x+5)=z+V —2)(x—V —2)=0.
Die Gleichung hat in Wirklichkeit nur eine Wurzel, — 5.

Die zweite Wurzel fallt mit dieser zusammen, und die beiden
anderen sind imaginér.

T, = —5
Ty = — 5
:r3:——v:é
a:4:—i—\/—2.

Einfache Regeln zur Zerlegung eines Polynoms in dieser Weise
gibt es nur fir die quadratische Gleichung. Die Liosung
quadratischer Gleichungen ist aber schon besprochen worden.
Schon fiir die Gleichung 3. Grades sind diese Regeln sehr
kompliziert, und fiir Gleichungen 5. oder hoheren Grades gibt
es iiberhaupt keine allgemeine exakte Losung.
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Die transzendenten Funktionen.

44. Die transzendenten Funktionen.
a) Die trigonometrischen Funktionen.

Denken wir uns einen Kreisradius von der Linge =1 im
positiven Sinne (also ,links herum®) allméhlich gedreht und
verfolgen den Sinus des Winkels fiir jede einzelne Lage. Wir
bemerken, daB.sin(0 =0, dafl der

P ,005,,'(/’0

. . . .7
Sinus anwichst bis zu sin 5 = 1,

dann wieder abféllt bis sinsz = 0.
Weiterhin (Abb. 51) kehrt sich die
Richtung des Sinus um, wir nennen
jetzt den Sinus negativ. Ist also

/3 =n-+a,
so ist sinf = — sin«.
Bei 27 wird
sinfrn= —1
und erreicht schlieflich bei 2=x
wieder den Wert Abb. 51.
sin2x=0.

Dreht man weiter, so wiederholen sich die Werte des Sinus
bei jeder Umdrehung. Man nennt den Sinus. deshalb eine
periodische Funktion. (S.36, Abb. 28.)

7 = ‘\

0 7 J\ 7 5 3 / y
f N7 /o

_7 \

Abb. 52, y=sinz.
Es ist allgemein
sing = sin (27 + &) = sin(4 7 4- «) =sin(n-2 7 4 «),
wo n jede ganze Zahl bedeuten kann.

Der Kosinus hat einen etwas anderen Gang.

7
cosO0 =1, cos-2~:0, cost=—1,
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weil seine Richtung hier entgegengesetzt ist,
cos3n=0, cos2m=cos0=1.
Die Periodizitét ist hier ebenfalls vorhanden. Graphisch dar-
gestellt, sieht die Sinusfunktion wie Abb. 52 aus.
Verschiebt man den Punkt O der Abszisse an die Stelle,

wo in der Abb. 52 g steht, so stellt die Kurve die Kosinuslinie

dar. Sinus- und Kosinuslinie unterscheiden sich daher nur
durch die Lage des Anfangspunktes der Abszisse. Wir erhalten
also eine Wellenlinie von sehr charakteristischer Gestalt.

45. Der Wert fiir tgf 1aBt sich aus der Definition
sin ﬂ

tgf = —; jederzeit berechnen. Es ist

tg0=0

tg = = co

g =
tgn =20
tgdn=o0

F. tg2n=0.

: Zwischen 0 und g steigt
also der tg-Wert von 0
bis co. Man kénnte nun

Abb. 53. Die Tangentenlinie. bei oberflichlicher Be-
trachtung meinen, zwi-

schen % und 7z falle er einfach von oc wieder auf 0. Das ist

aber falsch. Z. B.

i (ﬂ 1 )
¢ (n + 1 Sh\g - 4/  positive Zahl
a | — — | = = .
c\2 w1 negative Zahl
CcOo8 —5‘ “]L Z

Mit anderen Worten: Die Tangente hat im zweiten Quadranten
einen negativen Wert, sie kann also nicht einfach von co
auf O abfallen. Verfolgen wir deshalb graphisch, wie der Wert
der Tangente sich in Wirklichkeit #ndert. Zwischen 0 und =
steigt die Tangente von 0 auf co. Betrachten wir den Verlauf

. JT
der Kurve von = an riickwirts, so fillt sie zwischen z und r
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von O bis -~ oco. Im Punkte ; ist die Tangente daher sowohl
+ oo wie — oo, d. h. sie hat gar keinen bestimmten Wert.
In unendlich kleiner Entfernung links von ~72£ ist sie aber fast
= + 00, in unendlich kleiner Entfernung rechts von g ist sie
fast = — oco. Es hat daher in der Umgebung des Punktes %

eine unendlich kleine Anderung der unabhéngigen Variablen
eine unendlich groBe Verinderung der abhingigen zur Folge.
Man sagt in solchem Fall: Die Kurve der Tangente ist im

Punkt % unstetig, und definiert einen Unstetigkeitspunkt

einer Kurve als einen Punkt, bei dem eine unendlich kleine
Anderung der unabhingigen Variablen eine endliche (oder
sogar unendlich grofe) Anderung der abhéngigen zur Folge hat.

Eine Kurve ist dagegen stetig, wenn iiberall eine unend-
lich kleine Anderung von & auch nur eine unendlich kleine
Anderung von y im Gefolge hat.

Die Art der Unstetigkeit der Tangentenfunktion besteht
darin, daBl y an einer Stelle (bzw. mehreren Stellen) = co wird
und im néchsten Augenblick wieder einen endlichen Wert mit
verkehrtem Vorzeichen hat. Es kann aber
sonst eine Unstetigkeit auch durch einen
einfachen, endlichen Sprung in der Kurve
entstehen. Eine solche Unstetigkeitsstelle
ist dadurch charakterisiert, da ein Stiick
der Kurve durch eine genau senkrecht
zur z-Axe verlaufende Gerade dar-
gestellt wird. Zwischen einem Punkt der
Abszisse unmittelbar vor dieser Stelle .
und einem solchen unmittelbar hinter Abb.54. Kurve mit Un-
dieser Stelle wiichst y durch einen Sprung stetigheitspunks.
(Abb. 54).

b) Die Exponentialfunktion und der Logarithmus,

46. Unter einer Exponentialfunktion versteht man eine
solche, bei der die eine Variable als Exponent auftritt, z. B.

y=2° (dargestellt in Abb. 55).

Ist eine Funktion y=a’
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gegeben, so kann man dafiir auch schreiben
y = (e?}* oder er®,

wenn man e? — g setzt. Hier ist e irgendeine, von a ver-
schiedene Zahl, und p derjenige Exponent, der die Bedingung

e? =q
, /
z
7
0—//
-3 -2 -7 0 7 Z

Abb. 55. y =2

erfiillt. Man konnte also siamtliche Exponentialfunktionen auf
eine einzige Bagis beziehen, wenn es irgendwie vorteilhaft sein
sollte. Das ist nun in der Tat der Fall, aber wir werden erst
spdter sehen, dafl diese bevor-
zugte Basis e = 2,713 ... ist.

— Die logarithmische Funktion

1 | (Abb. 56) 100y

2

ist eine Umkehrung der Expo-
. nentialfunktion z =a¥, wo a
0 | eine Konstante ist und als die
Basis des Logarithmensystems
bezeichnet wird. Aus &ulleren
Griinden, infolge der dekadischen
Beschaffenheit unseres Ziffern-
systems, nehmen im praktischen
,‘ ‘ Rechnen die Logarithmen mit

i der Basis 10 (die dekadischen

| oder Briggschen Logarithmen)
’] : eine bevorzugte Stellung ein

| | (Abb. 57), wihrend rein mathe-
0 1 2 ¢ matisch die schon bei der Expo-
Fig. 56. y= 1§g z nentialfunktion erwidhnte Basise
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bevorzugt ist, deren GroBe und Definition erst spéter gegeben
werden kann. Alsdann werden wir auf diese wichtige Funktion

genauer zuriickkommen.

*a3 .
*02 L —+
+ Q7+

4

-1+
-az|

-93+
.g¢r

&f -95F

-a7)

@au
-/

-08|
ot [
-7

'”"J
-12

-73

1 1 - I L i 1 e n
a 47424704450,60,7050550 17 72 713 714 75 76 77 78 19 20

0
Abb. 57. y= lcl)g z.

In der hoheren Wahrscheinlichkeitsrechnung hat die Funk-
tion y = e~%* eine besondere Wichtigkeit. e ist = 2,713. Da

x? sowohl fiir positive wie
fiir negative = immer po-
sitiv, — 2? also immer ne-
gativ ist, hat die Kurve
eine Symmetrieaxe bei
=0 und hat folgenden
Verlauf. (Abb. 58.)

Die Funktion y = e=#*#",

7
T/\
¥

7 7 7 Z

'
T —

Abb. 58.

wo h einen Parameter bedeutet, hat fiir verschiedene Werte
von h® folgenden Verlauf (Abb. 59). Je kleiner A* ist, um so

¥

AN

-3 =

T —

Abb. 59.

steiler fallt die Kurve zu beiden Seiten der Symmetrieaxe ab.
Auf alle Fille verlduft sie beiderseits asymptotisch gegen die

z-Axe.

Michaelis, Mathematik. 2. Auil. 6
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Alle Funktionen, in denen die Variable x nur in der zweiten
Potenz vorkommt, sind um die Axe x=0 symmetrisch

2

gruppiert, weil %= (— x)* ist.

47. Umformung von Funktionen zwecks einfacherer
graphischer Darstellung.

Gegeben sei die Funktion p=a-¢".

Die als Exponent fungierende Konstante » mag jeden be-
liebigen Wert annehmen konnen. Ist =1, so erhalten wir
eine Gerade, ist n = 2, erhalten wir eine Parabel. Bei allen
anderen Werten erhalten wir irgendwie gekriimmte Kurven.
Durch eine kleine Umformung der Gleichung kdnnen wir aber
zu einer Funktion gelangen, deren Darstellung viel einfacher ist.

Logarithmiert man némlich obige Gleichung, so wird

log p == loga 4 nlogg.
Hier sind loge und n Konstanten, und die beiden Variablen
heiBen nunmehr logp und logg. Die Gleichung hat nunmehr
die allgemeine Form y=A-+ Bx
und stellt demnach eine Gerade dar. Demnach ist in dieser
Darstellungsweise 4 die Lénge der Ordinate y, wenn z =0,
und B ist die Tangente des Neigungswinkels der Geraden.

Es sei z. B. gegeben die Funktion

2 3
P == g' q
&4
Q 34
$2]
Po
0
-0 -5
T g
R
17 7
. )
Abb. 60. Abb. 61.

Diese Funktion, graphisch dargestellt, ergibt folgendes Bild
(Abb. 60):
Logarithmiert, ergibt sich (Abb. 61)
2 1
logp = log -+ -logg

1
= — 0,176 4 5 logg.
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Diese Darstellungsweise bietet in der Praxis grofle Vorteile.
Ebenso wird aus der Hyperbel
—¢ od -2
vy =c oder y=-
durch Logarithmieren
logy = logec — logx
ebenfalls eine Gerade.

Beispiel. Es werden je v com (z. B. je 50 ccm) einer Losung
von a Millimol Azeton auf den Liter mit m g Kohle geschiittelt.
Dabei wird ein Teil des Azetons von der Kohle adsorbiert.

Es sei x die Menge des adsorbierten Azetons, so ist also %

die von der Gewichtseinheit der Kohle (1 g) adsorbierte Menge

Azeton. Dann ist °© die Konzentration des Azetons in
v

der zuriickbleibenden Losung. Es fanden sich nun in einem
Versuch folgende korrespondierende Zahlen fur verschiedene
Bedingungen.

Nicht adsorbierte Menge Adsorbierte Menge des Azetons

des Azetons pro cem dividiert durch die Kohlenmenge
a-r _ z
v m
0,0234 0,208
0,1465 0,618
0,4103 1,075
0,886 1,499
1,776 2,081
2,690 2,882

Wir wollen nun aus diesen Daten sehen, ob die von der
Kohleneinheit adsorbierte Menge, %, sich zu der frei ge-

bliebenen Menge y, in irgendeine gesetzmiBige Beziehung
bringen lift. Wir stellen y als Funktion von z graphisch
dar und finden eine Kurve #hnlich wie Abb. 60, deren Form
uns nicht geldufig ist. Wir versuchen jetzt, ob nicht die
Logarithmen der gefundenen Werte in einer leichter erkenn-
baren Beziehung zueinander stehen. Die dekadischen Loga-
rithmen sind:

6*
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log a:x logs
— 1,681 — 0,682
— 0,834 — 0,209
— 0,387 -+ 0,027
— 0,043 -+ 0,176
+ 0,249 0,318
+ 0,430 1 0,460

a—x

Tragen wir nunmehr log% als Funktion von log

in ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, so erhalten wir
folgende Kurve (Abb. 62).

+05 ,.Z

ud

e /
]

—

—-2,0 —-15 —-1,0 -0,5 0 +0,5
7 a—-%
7 v

Abb. 62.

Alle Punkte liegen mit einer Genauigkeit, wie es in An-
betracht der Versuchsfehler nicht besser erwartet werden kann,
auf einer Geraden. Daraus folgt sofort:

a—z

x
log— = -1 .
og n 4 b - log »

Hier ist » die Hohe der Ordinate im Nullpunkt der Abszisse,
und b = tge.
Fiir die Konstante #» kénnen wir natiirlich auch den Loga-
rithmus einer anderen Konstanten » schreiben '
a—uw

log% = logv -} b-log o’
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wodurch die Gleichung noch einfacher wird. Jetzt folgt ndm-
lich aus derselben

x (a — x>”

— ,I . 3

m v

b ergibt sich aus der Abbildung durch graphische Ausmessung
= 0,52, und log » == 0,4, also v = 2,5.

Daher heiBt das Gesetz, welches die beiden Variablen mit-
einander in Beziehung bringt, nunmehr

L _25. (‘:f)om .
m v

Ein derartiges Gesetz
c,=4.c},

WO ¢, = 7'% und ¢, = 17 ist, gilt fiir alle Adsorptionen.

Die Konstante 4, die man auch den Adsorptionskoeffi-
zienten nennen kann, wird um so groBer, je leichter adsor-
bierbar der betreffende Stoff ist. Die Konstante b, der Ad-
sorptionsexponent, ist in der Regel etwa = 0,5, bald ein
wenig grofler, bald kleiner.

Ein anderes Beispiel fir
eine Transformation zum
Zweck tibersichtlicherer Dar-
stellung ist folgendes:

Gegeben sei die Funk-
tion y = _ % Wir setzen

2
a+x
der Einfachheit halber a = 1. T \k
Y

Das Bild dieser Funktion
Abb. 63. Es ist eine gleich- _7 7 3 3 3
seitige Hyperbel mit den 22—
Asymptoten # =0 und y Abb. 63.
= —1 (allgemein: y = — q).
Die Hyperbel schneidet diey- 7
Axe in der Hohe 1. Einen
ganz anderen Einblick in das 7%z
Wesen dieser Beziehungen 0
erhalten wir, wenn wir nur % o

. ’ . . log x
die xz-Axe logarithmisch

Abb. 64.

transformieren  (Abb. 64). i 4 axe der Abb. 63 ist logarith-
Freilich koénnen wir das misch transformiert.

Asyrmprore

1 L n

+7 +2
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nur fir die positive Seite der x-Axe, denn Logarithmen nega-
tiver Zahlen sind imaginér. Aber das geniigt uns, weil die prak-
tische Anwendung dieser Kurve, die uns spiter begegnen wird,
nur der positiven Seite von xz bedarf. Wir stellen also auf

1
der Abszisse log x, auf der Ordinate 1 dar. Dann grup-

piert sich die Kurve symmetrisch um die Axe.log z =0

(d. h. & =1, oder allgemein z = a), und dieser Symmetrie-

punkt entspricht in der urspriinglichen Kurve dem mit einem

Sternchen bezeichneten Punkt, der durch nichts ausgezeichnet
zu sein scheint.

¢ Hier ist also nur die x-
98 Axe logarithmisch trans-
\ formiert. Noch klarer wird

06 . ' .
7 N das Bild, wenn wir auller-
7+T gy AN dem noch den MaBstab
\ der Ordinate vergréflern
49z < (Abb. 65). Diese Kurve
~_1 heiBt die Dissoziations-
Z -7 100 7 2 kurve, weil sie bei der
v Darstellung der Dissoziatio
Abb. 65, arstellung der ation

Der MaBstab der Ordinate ist ver- d(?r Séuren und Basen eine
groBert. wichtige Rolle spielt.

48. Andere graphische Darstellungen der Funktionen.

Das rechtwinklige Koordinatensystem ist nur eine der un-
endlich mannigfaltigen moglichen Darstellungsweisen mathe-
matischer Funktionen. Es modgen hier noch zwei andere Arten

o geschildert werden.

a) Darstellung durch Flichen.

d Die unabhingige Variable, =z,

A z 5 werde wieder auf der Abszisse 4B
Abb. 66 (Abb. 66) in gewohnter Weise ein-

T getragen. Die abhiingige Variable y

werde dagegen durch den Flicheninhalt A BC, der also von zwei
Geraden und einer Kurve begrenzt wird, wiedergegeben. Im all-
gemeinen ist es schwierig, diese Art der Darstellung praktisch
durchzufiihren. Ein besonders einfacher Fall ist z. B. die Funktion

22

y=3-




Andere graphische Darstellungen der Funktionen. 87

Sie wird, auf diese Weise dargestellt, folgende Gestalt haben
(Abb. 67):

Dann ist

o= 459, c,

(Y]

AABO::-‘%—.

Also y:%.

In anderen Fillen ist es sehr 7
kompliziert, diejenige Kurve gra-
phisch zu konstruieren, die die Be- 4 &
dingungen der Funktion erfiillt. Trotz- p4 g
dem werden wir auf diese theore- Abb. 67.
tisch hochst bedeutungsvolle Dar-
stellungsweise bei Gelegenheit der Differential- und besonders
der Integralrechnung zuriickgreifen miissen.

&

b) Darstellung durch Polarkoordinaten.

Die unabhingige Variable wird durch die GroBe des Winkels
(Abb. 68) BOA bzw. B'OA = ¢ dargestellt, gemessen an der
Grofe des Kreisbogens, den dieser Winkel Py

umspannt, indem der Radius des Kreises
=1 gesetzt wird (das iibliche Winkel-
maf in der hoheren Mathematik). Dann A
wird die abhdngige Variable durch die A
Lénge des zugehorigen Strahles O B bzw.
OB’ ausgedriickt.

Diese Darstellungsweise hat unter
anderem fiir die Astronomie grofle Vor-
teile.

Ein Beispiel soll die Darstellung einer Funktion in Polar-
koordinaten erlautern. Wir wéhlen die Funktion

y=agp.

Wir stellen (Abb. 68) ¢ als Winkel, y als Strahl dar. Der
Pol des Systems ist O, auf der Axe OB findet sich eine
Streckenteilung. Die Abbildung stellt die Funktion y = ¢ dar
(@ ist also = 1). Betrachten wir z. B. den Strahl 0D, so ist
dieser, an der Axe OB gemessen, = %7, und der zugehorige
Winkel BOC ist ebenfalls =27, d. h. 135°. Man kann aber
den Winkel COB auch als 27 + 27 auffassen, und dann ge-

Abb. 68.
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hort ihm der Strahl OF zu. Ebenso kann man 9 BOC als
474 8n, als 87 4+ 3 usw. auffassen, und jedem dieser Winkel,
welche in Wirklichkeit nur ein einziger Winkel sind, entspricht
ein besonderer Wert von y. Es entsprechen also jedem Wert
von @ in Wirklichkeit unendlich viele Werte von y, und die
Endpunkte aller y-Strahlen stellen eine endlose Spirale dar.
Man nennt sie die Archimedessche Spirale.

c

Abb. 69.

Sehr einfach wird die Gleichung des Kreises in Polar-
koordinaten; es ist nidmlich
y=r,
wo r eine Konstante ist, d. h. ¥ ist unabhingig von ¢ (Abb. 70).

A
x C
z ¥
,‘,0-
17 x £ V4
Abb. 70. Abb. 71,

SchlieBlich wollen wir noch das allgemeine Verfahren kennen
lernen, um eine geometrische Kurve, deren Gleichung uns in
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rechtwinkligen Koordinaten gegeben ist, in Polarkoordinaten
auszudriicken.

Gegeben seien (Abb. 71) die rechtwinkligen Axen OB als
z-Axe und A0 als y-Axe. Die gezeichnete Kurve entspreche
der Bedingung, daB an jedem beliebigen Punkte y = f(z), d.h.
OF = f(DC) oder = f(OF).

Unsere Aufgabe ist es jetzt, die Lage des Punktes C so zu
definieren, daB er durch die Entfernung von einem gegebenen
Punkt und durch den Winkel, den die Verbindungslinie dieser
zwei Punkte mit einer gegebenen Axe bildet, bestimmt wird.

Der gegebene Punkt, der Pol des neuen Koordinatensystems,
soll mit dem Anfangspunkt des alten, gewGhnlichen zusammen-
fallen und O sein. Die Axe soll mit der z-Axe des recht-
winkligen Systems zusammenfallen und OB sein. Dann wire
die Lage des Punktes C in Polarkoordinaten definiert, wenn
wir CO =r als Funktion des Winkels COB = ¢ darstellen.
Es ist nun, wie aus der Abbildung ersichtlich, sin 19—-:—:[7/7

z
und cos ¢ = —.
T

Folglich ist y =r-sin?¥ und = r.«cos?.
Hiermit sind die Beziehungen zwischen dem alten und dem
neuen Koordinatensystem gegeben.

Beispiel: Die Gleichung des Kreises in rechtwinkligen
Koordinaten ist
y® =a? —a".
Wie lautet die Gleichung des Kreises in Polarkoordinaten?
Nach der soeben entwickelten Regel ist
y = 7 +s8in 9,
x =r+cos .
Dies ergibt, in die vorige Gleichung eingesetzt:
r?.gin? & = a* — 7% . cos® ¥,
r? (sin® ¥ -+ cos? P) = a?,
r? = a?,
r=-+a

als Gleichung des Kreises, welche mit der (S. 85) abgeleiteten
ilbereinstimmt, wenn man die Buchstabenbezeichnung ent-
sprechend #ndert.
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Differentialrechnung.

49. Es stelle die Kurve MCC'N irgendeine Funktion dar,
so dafl also y = f(2).

M sei der Anfangspunkt des Koordinatensystems. Dann
ist, wenn wir z die GréBe MB erteilen, y = BC; und wenn
x=MB', so ist y=B'C'". Im allgemeinen ist jede Kurve
eine irgendwie gekriimmte Linie. Wir denken uns aber, daB
C und O’ so dicht beieinanderliegen, daB3 das Kurvenstiick CC’
als beinahe geradlinig betrachtet werden darf. Wir legen uns
nunmehr folgende wichtige Frage vor:

Wie verhidlt sich der Zuwachs von zu dem ent-
”
sprechenden Zuwachs von a?¢

N
C cﬁ\?’//
0
BN
7 .
y M.z 51z 5

Abb. 72,

Der Zuwachs von z ist einfach = BB’. Wir nennen ihn
Axz. Der entsprechende Zuwachs von y wird graphisch da-
durch kenntlich, daBl wir CD parallel AB ziehen. Dann ist
DB = (0B =y, und DC’ ist der Zuwachs von y, den wir Ay

A
nennen wollen. Die gesuchte GroBe ist also Zl-y Es ist also
x

zunéchst dy DC' ) b DC’
dz~ BE’ *°MY T oD
da BB =CD.
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Nun ist in dem rechtwinkligen Dreieck CDC’

, DC’
tg 9. C'CD = oD’
welches gerade die gesuchte Grofle ist. Verlingern wir das
(beinahe) geradlinige Stiickchen der Kurve, C(C’, durch Aus-
ziehen einer geraden Linie in gleicher Richtung, oder, was das-
selbe ist, legen wir die Tangente an die Kurve in dem Punkt ¢
bzw. ¢’ (was dasselbe ist, weil wir ja C und C' so nahe bei-
einanderliegend denken, dal die Tangente fiir beide Punkte
dieselbe Richtung hat), welche die z- Achse im Punkt 4 schnei-
den moge, so ist 97 CAB, den wir @ nennen, = 9. C'CD. Es
ist daher

Ay
Tz tg .

Wir nahmen nun bisher an, das Stick CC" sei zwar klein,
aber doch von endlicher GroBle. Nichts steht im Wege, dieses
Stiick gedanklich immer kleiner werden zu lassen, so dafl es
schlieBlich unendlich klein, niemals jedoch voéllig gleich Null
wird. Dann ist die bisher nur grob angeniherte Annahme, die
Tangente in Punkt C sei dieselbe wie in C’, mit viel gréBerer
Anniherung zutreffend, und zwar um so strenger, je kleiner
wir 4z annehmen. A—Z nihert sich daher, wenn wir 42 kleiner
und kleiner werden lassen, einem ganz bestimmten Grenzwert.
den es nicht iiberschreitet, wenn auch A4z unendlich klein wird.
Denken wir uns die Zunahme von x unendlich klein, so nennen
wir den Zuwachs von x nicht mehr Az, sondern bezeichnen
es nach Leibniz mit dem Symbol dz und nennen es ein
Differential; ebenso ist dy das Differential von y, und die
dy
dx

Es ist also dieser

gesuchte Grole ist der Differentialquotient.

dy
L,

oder in Worten:

Der Differentialquotient an einem beliebigen Punkt
irgendeiner Kurve, welche eine Funktion versinnbild-
licht, ist die (trigonometrische) Tangente des Winkels,
den die in dem betreffenden Punkt an die Kurve ge-
legte (geometrische) Tangente mit der xz-Axe bildet.
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50. Im allgemeinen ist also der Differentialquotient einer
Funktion von Punkt zu Punkt verschieden; nur wenn die
Kurve eine gerade Linie ist, ist der Differentialquotient stets
derselbe; die geometrische Tangente ist dann diese gerade
Linie selbst.

Betrachten wir nun eine Kurve von nebenstehender Form
(Abb. 73). Der Differentialquotient im Punkt I ist = tg¢,.

2

Abb. 73.

Da dieser Winkel ein spitzer ist, so ist tg ¢ eine positive Zahl.
Das ist immer der Fall, wenn die Kurve ansteigt. Im Punkt 2
hat die Kurve eine besondere Eigenschaft. Hier wird die Tan-
gente parallel zur x-Axe, sie bildet also den Winkel 0 mit
ibr, und der Differentialquotient ist hier tg0 =0. Legen wir
die Tangente an einen absteigenden Teil der Kurve, so be-
kommen wir den stumpfen Winkel ¢,; nun ist

bg @y = — g (180° — @,),
und der Wert wird negativ gezihlt. Im Punkt 4 ist wieder
ein besonderer Punkt und tgep = 0. Solange eine Kurve
ansteigt, ist ihr Differentialquotient positiv, solange
sie abfallt, ist er negativ.

Ausgenommen also bei der geraden Linie ist der Differential-
quotient von Punkt zu Punkt verdnderlich und daher selbst
eine Funktion von z. In diesem Sinne, als Funktion von x
gedacht, nennen wir den Differentialquotienten die Ableitung
von z und schreiben diese f’(x) oder y'.

Ist also y = f(x),

so ist

ay _
Zz;—f(z)'
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Je stirker die Kriimmung eines Kurvenstiickes ist, um so
schneller dndert sich die GroéBe des Differentialquotienten von
Punkt zu Punkt. Immer aber wird einer unendlich kleinen
Anderung von z auch eine unendlich kleine Anderung von
dy
dx entsprechen.

Nur wenn die Kurve an einem Punkte eine (nicht abge-
rundete) Ecke hat, so hat eine unendlich kleine Anderung

. d
von z an dieser Stelle eine endliche Anderung von d—‘Z zur
Folge. Z. B. in Abb. 74, welche die Kurve BAC darstellt, ist
die Richtung der Tangente un-
mittelbar links von 4 = 40, un-

mittelbar rechts von 4 = AP. J

In A selbst hat die Tangente iiber- 0

haupt keine bestimmte Richtung, ¢
sondern der Punkt 4 ist dadurch

ausgezeichnet, daBl in ihm die g >

Tangente von der Richtung nach
O plotzlich in die nach P um- Abb. 74.

springt. Man nennt 4 einen Un-

stetigkeitspunkt. Wir gewinnen hier also eine zweite Defi-
nition (vgl. 8. 79) der Unstetigkeit:

Ein Unstetigkeitspunkt ist ein Punkt, in dem der
Differentialquotient unbestimmt ist.

Differenzierung der Potenzen von .

51. Es ist nunmehr unsere Aufgabe, die Differentialquo-
tienten fiir die wichtigsten Funktionen wirklich rechnerisch zu
entwickeln.

Beginnen wir mit dem einfachsten Fall. Es sei

y=azx-+Db,
also eine geradlinige Funktion. Die Tangente der Kurve ist
die gerade Linie selbst und

tgp =a,
nach dem S.59 Gesagten.
Es ist also
dy

dx a.
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Hier ist zundchst zu beachten, daBl der Wert von j—y
x

erstens unabhéingig von b und zweitens konstant, d. h. unab-
hingig von z (nimlich = a) ist.

2. Wir wollen jetzt den Dif-
c’ ferentialquotienten fiir die Funktion

d y=2a®
y
. bilden. Es ist hier (Abb. 75}
0
dy _C'D
de CD’

Um dies auszuwerten, vergegen-
wartigen wir uns, daB

| BC = (4B)?
und  BC' = (4B')?
nach der allgemeinen Bedingung der
Funktion ist.
Nun sei BC=y;
y — Eiﬁ' dann ist B'C' =y -+ dy
Abb. 75. und es sei AB =ux;
dann ist AB =ax-dx.
Es ist also y =2x°
und Y+ dy = (z + dx)®.

Aus diesen beiden letzten Gleichungen konnen wir den
gesuchten Wert berechnen. Wenn wir ausmultiplizieren, so ist

y=2°,
y+dy =21 2xde + (dz)’.

Die erste Gleichung von der zweiten subtrahiert, gibt:
dy =2xdx — (dx)*. (1)
Nun miissen wir uns erinnern, dafl dx eine sehr kleine
Grofle ist. Dann ist aber (dz)® noch viel kleiner. Ist z B.
dz = 0,0001, so ist (dz)* nur noch 0,00000001; und wir kénnen
daher (dz)?, wenn es als Summand neben dx steht, ohne wesent-
lichen Fehler vernachlissigen. Denken wir uns dz unendlich

klein, so wird diese Vernachlissigung nicht fast richtig, son-
dern vollkommen richtig sein.
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Wir konnen hier ein allgemeines Gesetz formulieren. Be-
zeichnen wir

y und =z als endliche Grofen,

dy n dz » unendlich kleine Gréflen erster Ordnung,
(dy)2 ” (dx)“’ ” ” ” ” zweiter ”
(dy)” ” (dx)" ” ” ” ” nter ”

so konnen wir eine Grofle hoherer Kleinheitsordnung vernach-
lissigen, wenn sie neben einer Grofe niederer Ordnung als
Summand (oder Subtrahendus) steht. Es ist also

x - dx nicht zu unterscheiden von z,
dx + (dx)‘z 9 ” ” » dx.

(Dagegen ist g:% eine endliche GroBe.)”

In diesem Sinne konnen wir die Gleichung (1) einfach

schreiben dy = 2xdx
dy
—— =220.
oder do X
Also: Wenn y = a?,
d
80 ist EZ% =2z,
oder wie wir schreiben konnen
d(x?)
=2x.
dx v

53. Es sei nun allgemein
Yy =z".
. dy . ) ..
Um daraus g zu berechnen, erinnern wir uns zunéchst
x

wieder daran, daff dann auch
y+dy = (x4 da)r ist.
Nun ist nach dem binomischen Lehrsatz (S. 29) allgemein

(a4 bp = an+n-an-1-b+(§’>-an-2~b2. .

weiter brauchen wir die Reihe nicht zu entwickeln. Es ist
also

y+dy =an+nan-1.de + (g)x’n—z(dx)“’ .
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Aus demselben Grunde wie oben verschwindet das letate
ausgeschriebene Glied, welches (dz)®« enthilt, und alle folgen-
den, die gar noch hohere Potenzen von dz enthalten. Es

ist also
y+dy=zr+n-ardz,

Da y=z",
8o ist dy =n-zn-1.dx
und Z—Z =mn-xn!
N
oder M =q.gn1,
dx

Aus dieser allgemeinen Gleichung konnen wir schon vieles
einzelne folgern.

1
Es ist z. B. = —.
xﬂ
1
Wenn also V=
so kénnen wir schreiben Y=z "
d
und es folgt £ = —qpgmr-l
n
oder = — a-:‘n-ﬁ .
1
Ist ferner y= 3 oder =uz2%,
: dy - 2
80 ist %————295 3:——9-03.
. o
Ferner ist 2 =Vuz,
n—
also fiir y=Vzx ,
d 1 -1
ist W~ gn
dx =n
Wenn Y = V-T—«‘,
. dy 1 -1 1
= T =
80 18t dz 2 Vs

usw.
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d
Die Anwendung der allgemeinen Formel %Y — pognt

dz

fiir negative oder fiir gebrochene Werte von n bedarf noch
einer besonderen Begriindung, denn zur Ableitung der all-
gemeinen Formel benutzten wir den binomischen Lehrsatz,
und dieser ist in der elementaren Mathematik bisher nur
fiir ganze und positive Werte von n entwickelt worden (8. 29).
Wir wollen an zwei Beispielen zeigen, dafl die direkte Ent-
wicklung des Differentialquotienten zu dem gleichen Resultat
fithrt, wie ihn die verallgemeinerte Formel verlangen wiirde.
Z. B. Gegeben sei

1
_— — p——d _1
y=-—(==7),
dann ist 1

¥+ dy = 'xiiilﬁ’
1 1 r—x—dz
dy = — = == —
z+dr =z z? 4z dx

dy 1

Das unendlich kleine Glied xdx konnen wir als Summand
neben z? vernachlissigen, und es ergibt sich
dy 1
dr~  a? (
das gleiche Resultat wie es aus der Funktion y=z—! mit
Hilfe der allgemeinen Formel sich ergeben wiirde.
Ferner sei gegeben

= — a2,

y=a.
Dann ist y® =z,
(v + dy)* = (& + da?.
Durch Subtraktion der ersten von der ausmultiplizierten
zweiten Gleichung ergibt sich

3y*dy + 3y (dy)* + (dy)* = 2w da + (da)”.
Auf der linken Seite vernachlissigen wir das zweite und
dritte Glied, auf der rechten das zweite und erhalten
3y*dy = 2adx,
dy 2z
dz 3y
Michaelis, Mathematik, 2. Auil. 7

|
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Setzen wir fiir y seinen Wert z° ein, so ist

-1

2 1
=§-x 3’

@_ 2z

welches dasselbe Resultat ist, wie es die Anwendung der all-
gemeinen Formel verlangen wiirde. Diese Entwicklung ist
allgemein anwendbar und damit die Berechtigung erwiesen,
die allgemeine Formel von S. 29 auch fiir negative und ge-
brochene Werte von = zu benutzen.

b4, Es sei y==zx"}a,
wo a eine Konstante ist, so unterscheidet sich die Kurve von
der durch die Funktion
y ="
dargestellten nur dadurch, daB sie um das Stiick a hoher
liegt als die andere. Folglich ist die in dem beliebigen
Punkt A4 gelegte Tangente parallel mit der durch den senk-

recht dariiber gelegenen Punkt A’ gelegten Tangente, und
Y p=¢'. Es ist daher
der Differentialquotient in
beiden Fillen gleichgrof3.
Allgemein ist die Ableitung
von

y=1(z)
dieselbe wie die von
y=f()+a.
Also ist z. B, wenn
y=2z"+a,

Abb. 76. usw.

55. Differenzierung von e~ und log .

Es sei die Aufgabe gestellt, die Ableitung von logz zu
bilden. Es ist also
y =logz (1)
und daher y + dy = log (z + dx). 2)
Die Definition des Logarithmus ist folgende.
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Wenn a®=c,

a
8o ist b=loge.

Wir bezeichnen a als die Basis des Logarithmus. Wir lassen
die Basis des Logarithmus in unserer Gleichung (1) und (2)
zundchst unbestimmt.

Durch Subtraktion von (2) und (1) erhalten wir
dy = log(z 4 dz) — logx.

Da loga—logbzlog%,

d
g0 ist dy:logx_z x’

dy:log(l—}—?).

. dy 1 ( dx)
Also ist @——(%-log 1—}—? .
Nun ist c-logh =log t°,
1
dy ( dx\d=
also ;P log{1 + ?)

d
Wir wollen nun die Grofle _a:, um anzudeuten, daB sie
z

. . . .1 .
immer ein echter Bruch ist, mit — bezeichnen.
n

Es ist dann d—le und i:ﬁ,
z n dx x
n
i =os(1+)"
und %_log 1+; ’
dy 1 ( 1>”
A 1L
dxz = log {1+ n/ 1)

n
Es handelt sich nun zunéchst darum, den Wert (1 —{—l)
n

zu berechnen, wenn dx unendlich klein, also # unendlich grof}
wird. Ist

1\»
n=1, so ist (1—{——) =2
n
T*



100 Differentialrechnung.

n=2, so ist = 2,225
n =10 = 2,594
n= 100 = 2,705
n = 1000 = 2,717
n = 10000 = 2,718.

Auf 3 Dezimalen berechnet, dndert sich also der Wert
fast nicht mehr, wenn wir n = 1000 oder beliebig viel groBer

n
setzen, und es ist daher der Néherungswert von (1 —{—l>
n

fiir n =00 auf 3 Dezimalen = 2,718.

Ebenso konnen wir, weiter fortfahrend, den Wert mit
jeder beliebigen Anndherung auf jede Zahl von Dezimalstellen
genau berechnen und finden ihn z. B. auf 7 Dezimalen
= 2,7182818- Wir nennen diese Zahl ¢. Wir definieren sie
durch die Formel 1\

e =lim (1 - —) ,
n=w n
lim = Grenzwert, Limes, und lesen diese Formel
n
e = Grenzwert von (1 -+ %) , fir n=o00.

Wir wollen bei dieser Gelegenheit nicht versiumen, den
Begriff des Naherungswertes oder Grenzwertes noch ein-
mal zu erliutern. Der Niaherungswert eines Ausdrucks ist
nicht etwa eine Zahl, welche angendhert oder ungefdhr
ihm gleichkommt, sondern eine ganz bestimmte Grofe,
welche der Ausdruck unter einer bestimmten Bedingung
erreicht. Diese Bedingung ist in der Regel die, daB eine
Verdnderliche durch andauernde Verkleinerung schlielich
=0 wird, oder durch andauernde Vergroferung schlieflich

= oo wird.

1
ig:—-loge.

Es ist al
s ist also el

Diese Formel nimmt nun eine besonders einfache Form
an, wenn wir es mit Logarithmen der Basis e selbst zu tun
haben. Dann ist dy 1

€
d;; == -x— log €.
a
Nun ist allgemein loga =1, also ist
dy 1

de  «
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Wir bezeichnen die Logarithmen mit der Basis ¢ als
natiirliche Logarithmen und schreiben sie log nat oder In.

Ist also y = Inz, so ist

dy __1

dx x

oder d(Inzx) _ 1
dx z

56. Es sei gegeben y=e".

Gesucht ist d_y
dx

Aus y = ¢® folgt z =Iny.

Es ist also dieselbe Beziehung wie im vorigen Paragraphen,
nur hat y die Bedeutung wie vorher x, und umgekehrt.

Es ist also dr _ 1
dy y
dy

1gli .

Folglich =Y
dy
Al it Y
S0 =
Wenn also y=e?,
so ist auch g{y — ex,
dx

Diese Funktion ist die einzige, bei der die Ableitung gleich
der Funktion selbst ist. Sie heilt die Exponentialfunktion.

B7. Die Zahl ¢ wurde definiert als
1\n
e = lim (1 —§—~) fiir n = co.
n
Sie kann aber auch definiert werden
1 1 1 1 . .
e=1+ﬂ+éf+§?+ﬂ ... ad infinitum,

Es bedeutet n! (gesprochen nFakultit) das Produkt
1.2.3-4...m.
Der Zusammenhang dieser beiden Definitionen ergibt sich,
1\»
.

wenn man (1 -+ )

nach dem binomischen Lehrsatz ent-
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wickelt, worauf wir hier vorldufig nur hinweisen wollen (vgl.
dariiber S. 209).
SchlieBlich kann ¢ auch als ein unendlicher Kettenbruch

2
e=2+2

M

+

'
GDI@‘

g

aufgefalt werden, was wir hier ohne Beweis nur erw#hnen
wollen. Die Zahl e ist transzendent, d. h. ebensowenig wie
die Zahl z durch irgendeine rationale Zahl mit absoluter Ge-
nauigkeit darstellbar.

58. Der Differentialquotient der Exponentialfunktion e®
kann noch auf andere Weise abgeleitet werden, welche gleich-
zeitig eine gute Anschauung von dem Wesen dieser Funk-
tion gibt.

Es werde das Kapitel von C Mark zu p?/, jahrlichen Zinsen
verzinst und die Zinsen am Schlull eines jeden Jahres dem
Kapital zugeschlagen. Dann betrigt das Kapital

nach 1 Jahr ( +716—0)

nach 2 Jahren C‘( 1 306>

T
h z Jah 1+ =
nach x Jahren C< + 100)

Nehmen wir nun an, dafB bei gleichem Zinssatz, also p?/,,
auf das Jahr berechnet, die Zinsen schon alle halben
Jahre dem Kapital zugeschlagen werden, so betrigt das
Kapital

nach !/, Jahr 0(1 4 L),

200
nach 1 Jahr (1 -+ 200)

P 2z
nach z Jahren C (1 -+ —20—O> .

Denken wir uns das Intervall, nach welchem die Zinsen
dem Kapitel zugeschlagen werden, immer weiter verkiirzt,
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also etwa auf 1 Sekunde —31'7537166(‘)6 Jahr, welchen Bruch

wir % nennen wollen, so betrigt das Kapital
s
nach 1 Jahr C(l +(§ 100\)

-
nach x Jahren C(l -+ 5 100> .

Bezeichnen wir 1(’;0 mit ¢, so ist das Kapital y nach
x Jahren
g\%?
y=cft+3)
und bezeichnen wir 1 it 1~, so daB 6 =gq-n, so ist

0

ol T

Hier ist also z, die Anzahl der Jahre, die unabhingige
Variable und y, das nach x Jahren vorbandene Gesamtkapital,
die abhingige Variable. C, das Anfangskapital, ist eine Kon-
stante, ebenso q. Wenn wir nun die Zeit, nach welcher die
Zinsen dem Kapital zugeschlagen werden, immer weiter ver-
kiirzen, bis auf einen unendlich kleinen Wert, so nihert sich

0 dem Wert co, also wird % oder ?12— gleich 0 und 9 oder n

gleich co. Der in eckiger Klammer stehende Ausdruck ist

also = lim (1 -+ %)n fiir n = o0, ist also =e¢ und
y=C.et?.

Umstehende Abbildung. zeigt den Verlauf dieser Funktion,
wobei C=1 gesetzt wird. Je nach der GroBe des Para-
meters ¢ entstehen die verschiedenen Kurven. Bedeutet die
Abszisse die Zeit in Jahren, so zeigt die Ordinate das durch
kontinuierlichen Zinszuschlag zur Zeit ¢ entstandene Kapital
bei 100¢ °/, Zinsen, wenn das Anfangskapital = 1 ist.

Nun fragen wir nach der Bedeutung von dy, d. i. der
Zuwachs des Kapitals nach einem sehr kurzen Zeitintervall.
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Nach der Voraussetzung der Zinsrechnung entsteht das zur
Zeit x - dx vorhandene Kapital y + dy dadurch, daf wir das

zur Zeit x vorhandene Kapital y mit (1 ¢-dz) multipli-
zieren. Hier bedeutet dz ein #“uBerst kurzes Zeitintervall
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Abb, 77
und dy die demselben entsprechende Kapitalvermehrung. Es
ist also y+dy=y(1+q-de)
dy =y-q-dx
oder dy _
dx =4qY,

d. h. der Differentialquotient von y ist der Funktion y pro-
portional.
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Setzen wir fiir y seinen Wert (-e?% ein, so ist

d(C-e2%) .
dm;~—q-0 el®. |
qx
Fir C=1 ist g(gew )::q.eqac,

wovon ein spezieller Fall der ist, dal ¢=1, d. h., daB
p = 1009/, ist, und dann ist

d(e*
éw)zem’

welches Resultat mit dem obigen (8. 101) iibereinstimmt.

59. In der Natur kommen nun hiufig Fille vor, bei denen
ein gegebener Anfangswert sich nicht, wie bei der Verzinsung
eines Kapitals, stindig vermehrt, sondern stindig vermindert,
und bei denen die Art der Verminderung der Verzinsung
eines Kapitals analog ist. Z. B. in einer Rohrzuckerldsung,
welche nach Zusatz einer Siure mit der Zeit immer mehr
Rohrzucker verliert und dafiir Invertzucker bildet, oder bei
der Radiumemanation, welche spontan zerfillt. Die Menge
des Robrzuckers vermindert sich also andauernd. Die in
einem sehr kleinen Zeitteilchen verschwindende Menge Rohr-
zucker ist nun stets ein gewisser Bruchteil der in diesem Augen-
blick tiberhaupt vorhandenen Rohrzuckermenge, und das ist das
Analoge mit der Verzinsung eines Kapitals, nur daB es sich
beim Kapital um eine stindige Vermehrung, beim Zucker um
eine stindige Verminderung handelt. Dieser Bruchteil, welcher

bei der Zinsrechnung mit 1%) oder ¢ bezeichnet worden war,

sei hier k, und die zur Zeit {= 0, d. h. zu Anfang des Ver-
suchs vorhandene Zuckermenge sei . Dann ist nach Ablauf
des Zeitteilchens d¢ eine Zuckermenge y,, vorhanden, welche
kleiner ist als @, und diese kann man sich dadurch berechnen,
daB man von « das k-fache der GréBe a abzieht, pro Zeitein-
heit gerechnet. Fiir die Zeit dt gerechnet, muf man also das
k-dt-fache von a abziehen:

ydt: a(l bt k'dt)n

1
Wir wollen uns unter df einmal 1006 Minute vorstellen.
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Dann ist also die Zuckermenge

1 1
h - M _ ( _ L )
nac 1600 Minute all 1600 k),
2 . 1 2
nach 1660 Minute = a(l — 1006 k) ,
1000 . 1 1000
nach 1000 oder 1 Minute = a(l —mk> ,
1 1000-¢
nach ¢{ Minuten | =a (1 —_—— -k)
| 100

oder allgemein ausgedriickt:

Nach der Zeiteinheit (einer Minute) ist die Zuckermenge y,
1
y, =a(l — kdt)
und allgemein fiir die Zeit ¢ ist die Zuckermenge y
t
y=a-(1 ——kdt)‘ﬂ.
t

Der Ausdruck (1 — kdt)d_t ist wiederum Grenzwert einer
bestimmten Funktion

t-8
(l—g) fir § = oo,

1
wobei dt durch — ersetzt ist.

0

. k1 . . .
Bezeichnen wir — mit o also 0 mit k.n, so ist dieser

o
Ausdruck - 1\"7kt
saf(1-4]

n

n
fir n=o00. Wenn man lim (1 — E) fiir n = oo berechnet,

1
so findet man, daBl abgerundet 0,368, d.i. = " oder ¢! heraus-

kommt. Die Ursache dafiir werden wir erst viel spiter ver-
stehen (S. 209), hier sei es einfach als Resultat der Rechnung
hingestellt. Man iiberzeuge sich von der Richtigkeit, indem
man fiir » nacheinander immer groBere Werte einsetzt, und
den Wert des Ausdrucks ausrechnet. Dieser ist fiir
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n=2 0,250
=3 0,296
n=>5 0,328

n =10 0,349
n =100 0,358
n=1000 0,368.

Demnach ist die Zuckermenge y zur Zeit ¢
Yy =a e*t
speziell fiir a=1 und k=1
y=et,

wo also a die Zuckermenge zur Zeit {= 0, zu Beginn des
Versuchs, darstellt. Abb. 78 zeigt den Verlauf dieser Funktion
fiir verschiedene Werte des Parameters k.
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Abb. 78.

60. Wir wollen nun auch fiir diese Funktion den Diffe-

. . . . . d
rentialquotienten entwickeln. Zunédchst erkennen wir, dafl 71%
negativ sein mufl. Oder auch y -}- dy mul kleiner sein als y.
Denn die Zuckermenge y nimmt mit zunehmender Zeit ab.

Im iibrigen aber ist die Betrachtung dieselbe wie bei der
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Zinseszinsrechnung. Die Zuckermenge y - dy entsteht aus der
Zuckermenge y dadurch, daBl man diese Menge y pro Zeitein-
heit um einen bestimmten Bruchteil von y, ndmlich um y-k,
vermindert, also fir die Zeit dt um y-k-dt vermindert. Es
ist also

yt+dy=y —y-kdt
dy_

oder = ky,
dy qe-Ft
ar=" R-aekt,
gpezielll fir k=1 und a=1
dy —t
m = — e =Y.
Es ist also der Differentialquotient Z—i/ wiederum der Funk-

tion y proportional, und fir den Fall, dal £ = 1, der Funktion
mit verkehrtem Vorzeichen gleich.

61. Man kann natiirlich auch umgekehrt, als wir es vorher
getan hatten, aus dieser Exponentialfunktion den Differential-
quotienten des natiirlichen Logarithmus berechnen:

Gegeben sei u=Inv,
d. h. nach der Definition
v=¢"
s dv
Folglich ist auch — =g =
du
du
d T
ut dv v

dasselbe Resultat wie oben (S. 100).

62. Differenzierung der trigonometrischen Funktionen.
‘Y

dx’

y = sinx

y -+ dy =sin(x 4 da)
dy =sin(x +dx) — sinz.

Es sei y =sinx, gesucht
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Nun st sine — sin g = 2 cos iy ﬂ-sing—_—- é
2 2
Also dy = 2 cos zrdeta -sin ztde—= dz — =z
2 2
sin dx
und di/wgcos.‘Zx—}—dx 2
de 2 dz

. Nun ist der Sinus eines sehr kleinen Winkels angenihert
gleich dem Winkel selbst.

Das ergibt sich aus folgender
Betrachtung. Nach der oben gege-
benen Definition ist der Sinus des
Winkels A4,0B = A,D,, und der
Winkel selbst gleich dem Kreisbogen 4
A, B. Bei dem kleineren Winkel
A,CB ist der Winkel = " A4,B,
der Sinus = 4,D,. Der Kreisbogen
unterscheidet sich vom zugehérigen
Sinus in seiner Ldnge schon viel ¢ o, 0, 8
weniger als bei dem gréBeren Winkel. Abb. 79.

Je kleiner ein Winkel ist, um so

mehr ndhert sich der Kreisbogen dem Sinus in seiner GroBe,
bei unendlich kleinen Winkeln verschwindet der Unterschied
zwischen Kreisbogen und Sinus.

4

Folgende kleine Tabelle zeigt, wie sich das Verhiltnis von
sin® zu x der 1 immer mehr nihert, je kleiner x wird:

sin T
2 1
—_—_— e — == 2
x 158 0,632,
2
in1 0841 ...
sinl 0, — 0841 ...,
1 1
sin0,1  0,0998
. ® —0,998...,
0.1 o1 0

sin0,01 _ 0,0099998
0,01 0,01

=0,99998 ...
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Also ist singl—af = _d_x
2 2
und @=2~cos——2x+dx-l.
dx 2 2

Nun kann man noch dx neben 2z als Summand vernach-

lassigen, und es ist
dy
—— =COSX.
dx

Durch #hnliche Uberlegung findet sich, wenn

Y = COST,
80 ist y -+ dy = cos(x + dzx),
dy _ cos(x - dx) — cosz
dx dx )
Da, cosu—cosv=—2sinﬁ_—v-sinu_v,
2 2
ist .
80 is _2‘Sinx+dx+x'sinx+dx z
dy 2 2
dx dx

Hier kann wieder bei dem ersten Sinusausdruck dx als
Summand neben 2z vernachldssigt werden, und der zweite

Sinusausdruck, sm—g, kann, fiir unendlich kleine Werte von

d
dx, = —; gesetzt werden, so dal
dy .
d_a‘; = — SInx.

63. Differenzierung der zyklometrischen Funktionen.

Wenn a = sinb, so koénnen wir dafiir umgekehrt schreiben
b = arcsina (sprich: ,arcus sinus von a“), d. h. b ist derjenige
Kreisbogen, dessen zugehoriger Sinus = a ist.

Wir wollen nun die Funktion

y = arcsinz
differenzieren.
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Aus der Definition folgt:

x =siny,
also ist dz = cosy.
dy
Da cos?y | gin’y =1,
50 ist cosy — V1 — sin’y
d —
und ;l%;:l/l-—sin?y:l/l—x?,
folglich ist dy 1
dx V 1 — 22
Auf genau die gleiche Weise liBt sich erweisen, daBl, wenn
dy 1

= 8 - = =
Y = arccosz , o Vi
ist; d(arcsinz) ist daher gleich d (arccosz), nur mit vertauschtem
Vorzeichen. Uber Differenzierung von arctgz s.S. 117.

64. Differenzieren von Summen und Produkten.

Bisher haben wir gelernt, Funktionen von dem allgemeinen
Typus
y = f(x)
zu differenzieren, wo f(«x) nur die Variable z, und zwar nur
einmal enthielt. Konstante GroBen kamen daneben als
Summanden oder Faktoren nicht vor. Das Resultat der Dif-
ferenzierung konnten wir mit dem allgemeinen schematischen

Ausdruck schreiben:

d

= @).

Es sei nun y=r(x)+a.

Das Resultat der Differenzierung kennen wir schon (vgl.

S. 98):
d[f(z)+a] _ dfl®)

dx dx

oder: eine konstante GroBe, die neben der Variablen
als Summand (oder Subtrahend) steht, wird beim
Differenzieren nicht beriicksichtigt.
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2B, W& ie_,,. dathy 1

dx ’ dx x
usw.

Eine konstante GroBe kann aber auch als Faktor neben
der Variablen stehen,

&
also-
f/ y=>b-f(z).

£
45 Stellt die Kurve AB
(Abb. 80) eine Funktion

| o= u="r)

=17 dar, so ist die Kurve
A B’ derart gewéhlt, dal
wy =b-f(x)
= T ist, und zwar hat in
Abb. 80. der Zeichnung b der

Anschaulichkeit halber
den Wert 2. Es ist also jede beliebige Ordinate der
Kurve AB’, also z. B. CE, zweimal so groB wie die be-
treffende Ordinate der Kurve A B, also wie CD. Lassen wir
nun AC =« um das sehr kleine Stiick CC, wachsen, so ist

tiir die Kurve A B der Differentialquotient — %%, und fiir
1
die Kurve 4B’ ist derselbe = %»% Da nun EE, =DD,,
so verhalten sich die beiden Differentialquotienten wie
E,E :D,D,. Da nun
C,D,:C,E,=CD:CE oder =1:2
(allgemein = 1:b) ist, so mufl auch
D,D,:E E,
wie 1:2 sein, sonst kénnte nicht
C,D,:C E,
auch = 1:2 sein, was ja unsere Voraussetzung war. Da nun
D,D, und E, E,, wie wir eben sahen, sich zueinander wie
unsere gesuchten Differentialquotienten verhalten, so ist der
Differentialquotient der Kurve 4 B’ im Punkte E doppelt so
groB3 (allgemein b mal so groB) als der Differentialquotient der
Kurve AB in dem entsprechenden Punkte D. Oder

duy _ 4 du

dz dz’
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Diese Entwicklung gilt natiirlich ganz allgemein, und es

ist, wenn allgemein y = bu,

wo u irgendeine Funktion von z ist,
1y _, du
dx de’

Daraus folgt die Regel: Ein Produkt aus einer konstanten
und einer variablen GroBe wird differenziert, indem man nur
die variable GroBe differenziert und sie mit dem konstanten
Faktor multipliziert.

Beispiel: War nach Fritherem, wenn y = a7,

dy

2 =9 s

dax v
so ist jetzt, wenn y == ax?®,

dy

—=2azx.

dx ¢

65. Es kann aber eine GroBe in doppelter oder mehr-
facher Weise von einer unabhéngigen Variablen abhingig sein,

z B. y=ax -+ ba’. (1)
oder y=oaz + Inx (2)
oder y =2 lnx (3)
oder y = x sinx — 22 cosx. (4)

Wir haben da zunichst zwei Fille zu unterscheiden. Entweder
es sind mehrere Glieder vorhanden, und jedes enthdlt die
Variable x nur einmal, wie in Beispiel (1) und (2), oder es ist
nur ein Glied vorhanden, welches allein schon zwei verschiedene
Funktionen von x enthélt, wie in Beispiel (3), oder beide
Fille sind kombiniert, wie in Beispiel (4).

Erster Fall:

y=u-+wv, wo wu=f(® und v=f (2),

wo u und v also zwei verschiedene Funktionen von z dar-
stellen [Beispiel (1) und-(21].

Es ist dann

y+dy=u-+du—v-+dv

Y = +v
folglich dy =du -+ dv
dy _du  dv

d .
a dr dzx +dx

Michaelis, Mathematik. 2. Aufl. 8
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Man differenziere also erst u» nach x, dann » nach z, und
addiere beide Differentialquotienten. Das Resultat des Bei-

spiels (1) ist daher: d
dz =a-+ 2bx,
.. dy 1
des Beispiels (2): de =@ + o

66. Zweiter Fall:

y=uv, wo u=f(x), v=f(2).

Dann ist Yy +dy = (u—+ du)-(v+ dv

s # ¢ und durch Subtraktion ergibt sich

?: vimmla dy = u-dv+v-du+ du-dv).
Das kann man sich graphisch dar-

3 stellen, indem man das Produkt wv
als ein Rechteck mit den Seiten » und
v zeichnet. Der Inhalt dieses Recht-

A v Byt eckes, uv, ist dann = y. Nun denke
Abb. 81. man sich ¥ um ein sehr kleines Stiick
vergroflert, indem sowohl » um das

Stuck du als auch v um das Stiick dv wichst. Dann ist

dy=""_DFEB+4 ___JCDH-| _ HGFD
oder dy = udv -+ vdu + du-do
dy dv du dv
und ir =" +v'ﬁ.+du'ﬂ‘
3—” und ‘% sind gewdhnliche Differentialquotienten und haben
x

einen endlichen Wert. Das dritte Glied enthilt aber als
Faktor dazu noch das unendlich kleine dw. Daher ist du.g—;}

eine unendlich kleine Griéfe, welche neben den beiden end-
lichen Gliedern vernachldssigt werden kann. Es ist also, wenn
y=uv, dy da d
ay _,.dv_  du
da dx dx
67. Beispiel: Oben war schon das Beispiel (3) gegeben:

y =2z%Inz.
Wir setzen u=2x% v=Inx;
. du dv 1
dann ist %:gx, =
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also, da ja Y = uv,
" dy v,
50 18 dz "z da’
oder unter Einsetzung der Werte fiir » und v:
zﬁ =x2~—1~ 4 (nz)-22 =2+ 2zlnz ==z (1 + 2Inx),
x x
oder das Beispiel: y =z -sinz,
dann ist iliy-:x-cosx ~+sinz.
dx
Der dritte Fall erledigt sich jetzt von selbst.
Es sei y=x-sinx —z?-}-a-cosx.

Man differenziere die einzelnen Summanden nacheinander,
und man erhilt
ay

Ip B e0sE ~sinz — 22 — a-sinz.
z

68. Die Einfiihrung neuer Variabler.

Jetzt gibt es nur noch einen Fall, der beim Differenzieren
Schwierigkeiten machen kann. Es sei

y =1In(a — x).

Wir sehen sofort, dafl wir mit den bisherigen Regeln y nicht
nach z differenzieren konnen. Hétten wir die Aufgabe, es nicht
nach x, sondern nach (¢ —«) zu differenzieren, so ginge das
sofort. Wir tun das deshalb zunichst und fiihren statt der
vorgeschriebenen Variablen = die uns angenehmere
neue Variable a — x ein,die wir « nennen wollen. Dann ist

dy 1
=In und =% = —, 1
Y “ ' du u )

Nun miissen wir aber wieder Beziehung zu z bekommen.

Es war

d
w=a—=zx, also Y1 oder du=— — da.
dx
Setzen wir also in (1) statt duw den Wert — dz, und auch
fiir w gleich seinen richtigen Wert, so ist
dy 1
de  a—a’
8*
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Wir konnen also allgemein schreiben:

dy dy du

dx du dx

und ebenso, unter Einfiihrung noch einer neuen Variablen,

dy dJ du dv
dx du dv dx’

Dies benutzen wir z. B. in folgender Aufgabe:

y =In(a — 7).
dy _dln(a —2°) d(a—a?

<t dy _ )
Nun is dx d (a — %) d(x?)

N="1a

1).22 = —
)-2x a

d(x°)

dx

2z

> ¢

—

Hier haben wir zweimal hintereiander von der Einfithrung einer

neuen Variablen Gebrauch gemacht.

69. Ein besonderer Fall, zu dessen Losung gleichzeitig die
Regeln § 65 und § 68 notwendig sind, ist die Differenzierung

der Funktion

Y= ;va
wo % und v je eine Funktion von z sind.
und haben dann

Y =u-w,

dy dw du
also %_u'd—+ e

Setzen wir fiir w seinen Wert ein, so ist

1
dy d<*) 1 du

. 1
Wir setzen — = w
v

de dx v dx’
Nun ist
1 1
d(?) d( >dv 1 dv
W T de & v da
Also
dy w dv 1 du
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Der Symmetrie halber multiplizieren wir das zweite Glied
mit 2 und bringen auf gleichen Nenner, so ist
v

dv du
dy_ +v dx
dz v“ ’
wo wir das positive Glied noch besser voranstellen. So er-
halten wir also:

Wenn o
=
so ist
du dv
— — uv
dy _ Yax dx
dx v? '

70. Z. B. Es sei

I y=tga II. y=ctgez.
Dann ist
sin x co8%
" cosw Y= sinz
und
dy cosz®--sinz® cos’z! dy sin 2* -} cos x® 1
do cosz 1 | do sinfz | sinz’

Wir benutzen diese Gelegenheit zur Vervollstindigung
des § 63.

Die Umkehrung der Tangentenfunktion ist der arctg. Es
sei y —arctgz. Dann ist nach der vorangehenden Entwick-

dx 1 dy
== d = <=
lung = =tgy und daher dy costy’ folglich e cos®y.

Nun ist cos’y = was man einsieht, indem man in

1
1+ tg’y’

. .. . siny
die letzte Formel fiir tgy seinen Wert Y einsetat. Ferner
cos y

ist nach der Voraussetzung tgy =, so daB schlieBlich folgt:
Wenn y = arctgz, so ist

dy 1

dr 14 2%
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Man leite auf die gleiche Weise folgendes ab:
Wenn y = arcetgx, so ist
dy 1
de~ 142
71. Nunmehr sind wir in den Stand gesetzt, jede beliebige
Funktion zu differenzieren. Es kann manchmal Miihe
machen, komplizierte Differenzierungen durchzurechnen, aber
stets ist das Differenzieren eine Aufgabe, die sich mit Hilfe
der bisher gegebenen Regeln glatt 16sen 1aBt. Es sei nun an
einem Beispiel der ganze Gang einer etwas komplizierten
Differenzierungsaufgabe noch einmal erlautert.
y=azx -+ bx’ln(@®—1).
Wir setzen U=aqzx
v="ba®In(z* — 1).

Dann ist unsere Aufgabe, %?{ zu berechnen, zunichst da-
durch gel6st, daBl wir setzen r
dy du  dv
do " da + iz’ 1)

Nunmehr gehen wir an die Auswertung der einzelnen Glieder.

Die erste Aufgabe ist, % zu berechnen.

u=awx,
du
—_—= . 2
also Ta a (2)

. d
Jetzt berechnen wir —U.
dx

v=>0-zIn(x* —1).
Da dieser Ausdruck selbst zusammengesetzt ist, so zerlegen
wir ihn wiederum in Partialfunktionen, und zwar

= ba?
z=In(2*— 1).
Also ist v=1w-2
dv dw dz
und E;zzﬁ—l—wd—x (3)
Z—Z ist leicht zu berechnen:
d_w: 2bx.

dzx
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d
32 ist nicht ohne weiteres iiberblickbar. Das liegt daran, daf

hinter dem Logarithmuszeichen nicht einfach x, sondern eine
Funktion von z steht. Wir fithren deshalb diese Funktion
von z als neue Variable ein. Dann ist

dz dln(z*—1) d(2*—1) 1

dz d(z®—1) dx x2—1.2x'

Jetzt haben wir alle ndtigen Werte, um die Gleichung (3)
auszufiillen. Es ist jetzt

dv Y 2ba?

Und jetzt konnen wir auch die Gleichung (1) ausfiillen:

dy . 2b2®

72. Das Differential.

Bisher stellten wir uns stets die Aufgabe, den Wert gg
zu bestimmen. Und in der Tat hat ja weder dy noch dx
an sich eine endliche und dem Verstdndnis zugidngliche Be-
deutung, sondern nur das Verhdltnis beider. Wir schrieben

frither z. B.

dy
Eai— . 1
i = 1)
Statt dessen konnen wir aber auch schreiben
dy = a-dx. (2)

Hier haben wir die an sich bedeutungslosen Ausdriicke dy
und dx. Diese gewinnen aber sofort dadurch ihre gewohnte
Bedeutung, wenn wir auch in der Gleichung (2), wie bisher
stets in (1), unter dy nicht einen irgendwie beliebigen, sehr
kleinen Zuwachs von y verstehen, sondern denjenigen (sehr
kleinen) Zuwachs von y, welcher dem Zuwachs von z, also
dz, entspricht. Etwas anders ist folgende Definition des
Differentials dy: es ist derjenige (beliebig grofie, also nicht
notwendigerweise sehr kleine) Zuwachs von y, welcher dem
gleichzeitigen Zuwachs von z entsprechen wiirde, wenn der
Differentialquotient sich wihrend dieses Zuwachses nicht dnderte.
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In Abb. 82 ist der Differentialquotient im Punkte A4 die
trigonometrische Tangente des Winkels ¢, den die im Punkte 4
angelegte geometrische Tangente mit der z-Axe bildet. Wenn
sich die Kriimmung beim Fortschreiten von 4 aus nicht &nderte,
wiirde, wihrend x um das Stiick dx gewachsen ist, ¥ um das
Stiick dy gewachsen sein. Bezeichnen wir den Differential-
quotienten im Punkte 4 mit «, so ist also

dy = «-dz.
¥
A
[

ax
y

T ax

Abb. 82.

. . . . a .
Oben hatten wir den Differentialquotienten mit E% bezeichnet.

Will man zum Ausdruck bringen, dal in diesem Zeichen dy
und dx nicht den Sinn von (beliebig groBen) Differentialen
haben, sondern nur den Grenzwert desselben fiir unendlich

kleine Zuwichse, so schreibt man zur Unterscheidung lieber g—y .
x

Dann ist also die Definition des Differentials dy

0
dy = a—g-dx,

?
wo dz einen beliebig groBen Zuwachs von z bedeutet und B—Z

der Differentialquotient der Funktion in dem Punkt , y (d. h. in
dem Punkte, welche durch den Abszissenwert  und den Ordi-
natenwert y bestimmt ist).

Die Schreibweise mit Differentialen statt mit Differential-
quotienten hat einen erheblichen Vorteil bei der Differenzierung
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der sog. unentwickelten Funktionen, zu deren Verstindnis
wir durch folgende Betrachtungen allméhlich gelangen wollen.

Zunichst wollen wir in dieser Schreibweise eine kleine Uber-
sichtstabelle iiber die bisher entwickelten Regeln der Differential-
rechnung geben:

Ubersichtstabelle.
d(x?) = n-x*1.d
() =n-x © d(lnx)=l-dx,
d (sinz) = cosz-dz, x
d(cosz) = — sinz-dx, d(e?) = e*-dx,
dx d(e?P®) = p-eP2.dx,
‘ d(a-z)=a-dz,
d(Ctgfl})ZSIn—ga‘, d(a—{»—x):dw,
d(a—z)= —dz,
d i = T—'d ,
(arsin) V1 _—2? v d(uv)=udv+vdu
< fu v-du — u-dv
d(arcng) = 1-*__—? 'dx, d(;) = —7”7.
73. Haben wir die Aufgabe, die Gleichung
y=z-+Inx

zu differenzieren, so konnen wir jetzt ganz einfach von jedem
einzelnen Summanden das Differential bilden und direkt schreiben:

dyzdx—{——ij-dx:(l—}—%)dx.

Das konnen wir aber auch, wenn eine solche Gleichung
picht in der gewohnten Form, nach y aufgeldst, geschrieben
ist, sondern eine unentwickelte Funktion darstellt, z. B.

y*+ery=32"—Inx.
Wir differenzieren, indem wir von jedem Glied das Diffe-
rential bilden, ohne vorher die Gleichung aufzul6sen:

1
2ydy+xdy+ydx=xdx—;dx

und kénnen nunmehr, wo es verlangt wird, aus dieser Diffe-
rentialgleichung durch einfache Rechnung, wie man eine

Gleichung 16st, Z—Z ausrechnen. Dies ist in der Regel die be-

quemste Form der Differenzierung.
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Also in unserem Fall:

dy(?y—]—x):dx(—y—{—x-——l—),

x
1
ay T
de 2y

Zwei weitere Beispiele:
1. Beispiel
xz-siny -} y-sinx = a,
xz-cos8y-dy +sinydx | ycosxdx 4 sinxdy =0,
dy (x-cosy -+ siny) = — dx (siny + y-cos x),
dy  siny+y-cosz
dr  siny +x-cosy’
2. Beispiel
y=a-Inxr —x,
1 .
dy=x-;-dx—}—(lnx)-dx——dx,

dy =dx(1 — 1)+ (Inz).dz,
dy

dy =dx-Inz  oder %zlnm.

74. Hiufig ist es eine Vereinfachung der Differenzierung
unentwickelter Funktionen, wenn man die Gleichung zuerst
logarithmiert. Ist z. B. gegeben

Y =u-v,
wo % und v Funktionen von 2 sind, so folgt daraus
Iny=Inwu-+4Inv,
und wenn man jetzt differenziert, so folgt
Ldy 1du 1dv
ydx wdx ' ovdz’
d du dv
d du dv
Pl A
welches Resultat oben (S.114) auf andere Weise schon abgeleitet
wurde.
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Ist y=zVa —{—5
so folgt Iny=Inz + iln(a - 2),
1dy 1 1
ydz =z ' 2(a-t2)
_ 26+ 3z
T 2z(a+ta)’
@__w(2a—{—3x)\/a—+—w_ 2a- 3z
dx 2z (a + x) 2Va—+x
Musterbeispiele mit Ausfiihrung der Rechnung:
1. y=a'In sin%
d Insin —;i d sin —; d(g)
dy=a- . . -dx
x dz
d sin — d(———>
2
1 z 1
dy:a-.—? co8 o+ 5 d
sin -
dy a z
iz~ 2 83
2. y=(a—+e2?) (b — e 22)
dy = (a + €2%)-d (b — e~2%) 4- (b — e~2%)-d (a + €27)
d(b—e2%) d(—e 2% de 2% d(— 2x)
d(b — e—2%) — _2. . . .
(b—e) == ) A ) d(—2a) dw "
=1-(—1)-e"22.(— 2)-dx
=2.¢72%
. d(a -+ e29) de?® d(2%)
2z — . . .
dfa+e) de?s d(2x) dx de
=1.e2%.2
= 2.e2%
dy = (a4 €%).2-e72%.dx | (b — e72%).2.¢22.dx

g—g = 2[(a 4 e2%)e~2% | (b — e—27) 2]
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- 9%
y_b—i—enx
b+e7)dax)—a-z-db+ ")
dy: LF3Y)

(b4 €"")
a_(:li:l—e“)dx—ax-n-e”dx
(b+671x)2

dy  a an-x-e""

dz b4 (bf€7)°

4. y=log®. ‘—f_—x

a
—logle.In—-%_ (s ;
og'e-In——— (siehe 8. 27)

a a
dy=loge-(gla_x- da—x_ d(a—x) d(—x)
a dla—z) d(—2) dx
a—z
a—z a
= loge- a @ 1 - (—1) -dx
dy loge
%:(a—:?)

5. y=sin?%.¢"22
dy = sin?% . de=2%% | ¢=2%d.5in 2

. d-e~** d(—22) d(—=2) . dsin2z d(22)
== 2 .
S e i 7 e s P T P R R
d
% —sin2z. e . 2 .(—1) +e?%. cos2z. 2

dx
‘ = — 2sin 2x.e~2% - 2co8 2z -~ 2% ¢
== 2e7%%(cos 2& — sin 2x).

6. y=uzxsin’zx
dy =x-dsin*z -} sin*z.dx
dsm z dsinx

= P, d + | d
dy

<% =z.2sinx-cosx + sinzx

dx
=2.5in 2z } sin’z.
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75. Weitere Ubungsbeispiele.

Zu differenzieren:

y = bz -+ 4x® - 3a?,
y—z+1a 43t

y=1+=z+2°,
x
yzﬂ_‘;,
x
Y=o
a-tzx
y=(l_—~;’

a—x
Y= tﬁ—_x’

1
y=;’—-lnx,
y=uz-lnz,
y=—zlne —z,
y=e"+e?,

= In (sinz),
y = In (cosz),
y=32"+Inz,

a

y = asinz - bsin 22
-+ ¢-sin 3z,
a-+tbzx
?IZQ_“QQ,
a -+ bz’
Y=oty
a-+b-e®
T a—b-e®’
e?P?
y———%

T a — ez’

Losung: ;P
5 + 8z -+ 97
14z %
14 2z;

a-cosx + 2b.cos 2x
-+ 3¢-cos3x;
bc—ag.
(c+g2)*’
2z(bc—ag),
(c+g2®? ’
2ab-e®
ap-ers
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76. Die hoheren Differentialquotienten.

Wenn y = f(z), so ist auch 3—'3 oder ¢ eine Funktion

von z, wir nannten sie als solche f’(z) oder die Ableitung
von .
Wir kénnen nun auch den Differentialquotienten dieser

Funktion nach z bilden. Wir nennen ihn y” oder = f”(x).
Es ist der ,zweite Differentialquotient“, und er wird als solcher

2
geschrieben: ng . Ebenso kann man von diesem wiederum einen
3
dritten Differentialquotienten % bilden und so fort.
Es ist also
dy)
vy i
dx*  dz
d?y
()
und Py _ _\da’
dz® dx

Beispiel. Es sei

y=a" o' ot fa w1,

so ist %=5x4—{—4x3+3x2+2x—{—1,
*y 3 ]
-5 =202 4+ 122*>4- 62+ 2,
dx
ddy
d4
(E% — 120z -+ 24,
d’y
=Y — 120,
dx®
déy
PR
Bei jeder rationalen algebraischen Funktion sind die
Differentialquotienten ,héherer Ordnung“ — 0, und zwar sind

bei einer Funktion n-ten Grades vom (n -+ 1)-ten Differential-
quotienten an alle = 0.
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Bei irrationalen und transzendenten Funktionen ist das nicht

der Fall. Z.B.

y =sinx,
Eg = Ccosx,
d‘.’
dx?-’ = — ginz,
d3
}i?z = — COSZ,
d4
Zi?g =ginz =y,
d°y _ dy
dx5 = I’l) usw.

Es tritt hier also eine Periodizitét der Differentialquotienten

auf. Ahnlich ist es mit y — cosz.
Bei y=e*
. dy _d*y d%y .
1st do—d —dB er.
Bei y=e *
. dy d’y d’y
st de  dx®  da®"
a*y _d'y _
und :—:dxe—:%z...:e z,
Fir y = e?% ist
dy
% :pepxa
dn
dx?'/' = p"-e?P?, denn:
de?®  de?® d(px)
= . =peP? . D :
iz o dz per® usw aher
erT — —1-. depz
p dz

usw.

— e %

Fir y =Inz ist
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77. Maximum- und Minimumrechnung.

Der Differentialquotient &ndert bei einer jeden Kurve, auBler
bei einer Geraden, von Punkt zu Punkt seinen Wert. Erreicht
eine Kurve irgendwo ein Maximum, so ist in diesem Punkt
der Wert des Differentialquotienten =0. Denn die an die
Kurve in diesem Punkte gelegte Tangente lduft unter allen
Umstdnden parallel zur x-Axe, schlieft also den Winkel 0
mit ihr ein, und tg 0°=0. Ebenso ist es bei einem Minimum-

punkt.
‘ T~
e

Vi

Abb. 83.

Umgekehrt konnen wir die Lage eines Maximums oder
Minimums daraus berechnen, daB wir den Differentialquotienten
gleich O setzen. Es sei z. B.

y=ax’>+bx +c,

d
80 ist ——gzzax—{—b.
dx

Aus dem eben Gesagten ergibt sich, dal y einen Maximum-
oder Minimumwert hat, wenn

2 4+b=0
b
oder wenn r=— —.

2a

Oder es sei y=sinz.
. Yy

Dann ist - S =cosx.
dx

Maximum oder Minimum von y ist, wenn
cosx =20,
mit anderen Worten, wenn

7
r = .
2
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Oder es sei y=u—2>—ux,
. d o
dann ist —y=3x“—2x—1.
dx
Ist dieses = 0, so ist
1
x, =1; w‘_,=—§

die Maximum- bzw. Minimumbedingung. Es gibt also hier zwei
Werte von z, die ein Maximum bzw. Minimum darstellen.

78. Die Entscheidung, ob ein Maximum oder Minimum vor-
liegt, ist hier noch offen gelassen. Um hier weiter zu kommen,
tiberlegen wir folgendes:

Im Punkt 4 habe die Kurve ein Maximum. Die Tangente
der Kurve geht hier parallel zur Abszisse. Betrachten wir einen
Punkt der Kurve vor A4, also etwa B, so hat die Tangente

B A

, \Q 74

<
0

Abb. 84.

in B eine solche Lage, da sie den spitzen Winkel I mit der
x-Axe bildet. Der Differentialquotient ist also positiv. Da-
gegen bildet die an den Punkt C gelegte Tangente, jenseits
des Punktes 4, den stumpfen Winkel 2, der Differentialquotient
ist also negativ. Denken wir uns also die Ableitung von z
als Funktion von x dargestellt, so ist sie vor A positiv, bei
A4 =0, hinter 4 negativ. Die Ableitung nimmt also stindig
ab, d. h. der Differentialquotient der Ableitung, d. h. der zweite
Differentialquotient von z, ist im Punkt A4 negativ.

Dagegen schneidet, wenn wir von dem Minimumpunkt
unserer Abbildung ausgehen, die Tangente in dem vor dem-
selben gelegenen Punkte D die xz-Axe stumpfwinklig, unter
dem Winkel 3, in dem hinter dem Minimumpunkte gelegenen

Michaelis, Mathematik. 2. Aufl. 9
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Punkte E spitzwinklig, unter dem Winkel 4. Die Ableitung
ist also vor dem Minimum < 0, im Minimum selbst = 0, hinter
dem Minimum > 0, d. h. der zweite Differentialquotient ist im
Minimumpunkt positiv.

Um also zu entscheiden, ob der Nullwert der ersten Ab-
leitung einem Maximum oder einem Minimum entspricht, bilde
man die zweite Ableitung und setze den Wert von x, welcher
der Maximum- bzw. Minimumbedingung entspricht, in diese
zweite Ableitung ein. Ist der Wert der zweiten Ableitung
dann positiv, handelt es sich um ein Minimum, ist er negativ,
um ein Maximum.

[Anmerkung. Es gibt Fille, in denen die soeben gegebenen
Kriterien des Maximums oder Minimums nicht geniigen. Ein
allgemein sicheres Kriterium fiir ein Maximum ist, dafl der
Differentialquotient gleich Null ist, dall er ferner unmittel-
bar vorher positiv, unmittelbar nachher negativ ist.
Das ergibt sich durch Betrachtung von Abb. 84. Ein allgemein
sicheres Kriterium fiir ein Minimum ist, dal der Differential-
quotient gleich Null ist, daB er ferner unmittelbar vorher
negativ, unmittelbar nachher positiv ist. Im Maximum oder
Minimum muB daher der Differentialquotient sein Vorzeichen
wechseln. Ist das nicht der Fall, so bedeutet das Ver-
schwinden des Differentialquotienten allein noch kein Maxi-
mum oder Minimum, sondern nur, daB die Kurve einen Augen-
blick parallel zur Abszisse verlauft. Man zeichne sich die
Funktion y = x® auf. Setzen wir den Differentialquotienten
32? = 0, so konnte man geneigt sein, fiir x = 0 ein Maximum
oder Minimum anzunehmen, wihrend das doch nicht der Fall
ist. Die Ursache dafiir ist, daB der Differentialquotient in
diesem Punkt sein Vorzeichen nicht wechselt.]

79. Beispiel 1. Wo liegt das Maximum bzw. Minimum fiir

y=x—z.
Wir bilden die erste Ableitung
dy
=221
dx 2

und setzen diese =0, also 2z — 1 =20,

d. h. x =21. Dies ist die Maximum- bzw. Minimumbedingung.

Um zu entscheiden, ob Maximum oder Minimum, bilden wir
die 2. Ableitung a2y

2
dax*
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und finden sie positiv. Es ist also bei x =1 ein Minimum.
(Siehe Abb. 85).

Wenn o =3, ist y=(3)?—1

— ¢ ist also der Minimumwert, unter den y nicht herunter-

gehen kann. Machen wir
eine Stichprobe.

Fur
r=—2 ist y= 6
x=—1 1ist y= 2
X = 0 ist = 0
T =+ 3 ?St y=—3 -y m T<_ 2
xr=-4+1 ist y= 0
x=-4+2 ist y= 2. Abb. 85
Beispiel 2.
— 3 2 dg
Y=z x x, [ y2= 6o — 9
dy =322 — 2 1=0 ‘ de
de  ° v T ‘ Setzen wir den Wert z, = 1
a? — 2x—1=0, | ein, so wird
s=1t Vi1, | gf_yé:+4;
2 : x
e= il SRR
gy=1; @, — —1, = 1 ist also ein Minimum.
.~ Setzen wirden Wertx = — 1
! ein, so ist
|
i d®y
i - = —4;
' dx?
x, = — % ist also ein Maximum.

Aufgabe: Ein Rechteck, dessen Umfang 2 s gegeben ist,
so zu konstruieren, daB der Flicheninhalt méglichst groB ist.

Der Inhalt des Rechtecks sei J, die Seiten des Rechtecks
x und y.

J=x-y.
Da y==8—ux,
so ist o J=x(s —u2),

9*
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J =xs — 22,

%: s — 2z,
Maximumbedingung: §s—2x=0,
I
=5

D. h. 2 =y; das Rechteck ist also das Quadrat mit der
.8
Seite 'R

Aufgabe: Ein Rechteck, dessen Inhalt = a? gegeben, so
zu konstruieren, daB der Umfang 2s= 2x + 2y moglichst
klein wird.

a* =zy=2x(s — ),
a® =zxs — a?,

a? + x‘.’.
= )
x
a2
§=——+uz,
z
ds a? 1
dx x? ’
Minimumbedingung: a? =z?,
x=a,
also auch y=a,

d. h. das Rechteck ist das Quadrat‘. mit der Seite a.

Aufgabe: Das Tonenminimum des Wassers. Bei welcher
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