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Allgemeine Infinitesimalgeometrie und Erfahrung”

Von WILHELM WIRTINGER in Wien.

I

Die folgenden Darlegungen sind einem Kreis von sehr verschieden-
artigen Problemen gewidmet, von denen der griofte Teil mathematischer
Art ist, zu deren Stellung und Bearbeitung ich aber von allgemeinen
Uberlegungen aus gefiihrt wurde, welche enge mit Gedanken iiber die
Art der geistigen Verarbeitung unserer Sinneserfahrungen zusammen-
hingen. Es liegt mir vollig ferne, die Aufstellung eines abgeschlossenen
Lehrgebaudes iiber dieses Problem auch nur zu versuchen. Vom naiven
Realismus angefangen, der die Dinge so nimmt, wie die Sinneseindriicke
von ihnen berichten, den cartesianischen Zweifeln, dem englischen Sen-
sualismus bis herauf zum Solipsismus, der alles nur als Vorstellung oder
doch geistiges Erlebnis des Individuums gelten lassen will, sind hier so
viele Moglichkeiten entwickelt und kritisiert worden, mit Argumenten,
welche zum groBen Teil schon im antiken Pyrrhonianismus und Skep-
tizismus, zum Teil noch frither vorgebildet sind, daf es als AnmaBung
erscheinen wiirde, vom Boden der Schulung in einer einzigen Wissen-
schaft aus hier einen Abschluf zu versuchen.

Am ehesten wiirde ich noch dem meines Wissens in Indien ver-
tretenen Gedankengang zustimmen, der besagt, da wir zwar dermalen
keine Einsicht in das wahre Wesen der Dinge haben, aber dal es
vielleicht mdglich ist, durch fortwihrende Ausbildung unserer Fahigkeiten
einer solchen Einsicht niherzukommen. Vielleicht hat der unleugbare
Trieb nach wissenschaftlicher Erkenntnis und geistiger Arbeit seine Wurzel
in einem solchen Glauben und ist ein Suchen nach diesem Ziel.

Dabei nimmt nun die Mathematik eine eigentiimliche Stellung ein.
Thre Anfinge, das Zahlen und Messen, weisen auf ihren Ursprung unter
dem EinfluB der einfachsten Erfahrungen hin, ihre Fragestellungen ent-
springen hiufig aus der AuBenwelt, aber sie gewinnen bald unter dem
Einflluf #sthetischer und methodischer Interessen eine ganz eigenartige,
zunichst der Wirklichkeit wenigstens scheinbar abgewandte Gestalt und
Weiterentwicklung, um dann oft unerwartet wieder Anwendung zu finden
und ihrerseits neue Anregung zu geben. Schon die antike Uberlieferung

) Im folgenden ist der wesentliche Inhalt von Vortrigen wiedergegeben, die ich
am 14., 15. und 17. Juli 19256 in Hamburg gehalten habe.
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weist auf beides hin, wenn einmal die Geometrie in Agypten aus den
Bediirfnissen der Landmessung entstanden sein soll und nach dem haus-
backenen Urteil des SokRATEs®) die hoheren Fragen nur von wichtigeren
Dingen abhalten, das andere Mal aber nach ARrisToTELES®) sie ihren
Ursprung dem Umstand verdanken soll, da8 die &agyptischen Priester
Zeit hatten, dariiber nachzudenken.

Wie dem nun auch sei, jedenfalls méchte ich mich der Mathematik
als eines vorhandenen und weit ausgebildeten Hilfsmittels zur genaueren
Darstellung der im folgenden zu entwickelnden Gedanken bedienen,
dessen Ergebnissen auch ein gewisses Gewicht beizulegen ist, ohne damit
den Anspruch zu erheben, daf sie schon an sich ein oberstes Gesetz
und eine Richtschnur fiir die geistige Verarbeitung der Dinge oder besser
der Erfahrung von den Dingen seien.

Eine erste Forderung fiir eine solche Erfahrung ist jedenfalls ein
einigermafien genaues Erinnerungsvermogen, welches uns gestattet, ver-
schiedene Wahrnehmungen miteinander zu vergleichen, und zwar auch
dann, wenn wir uns auf Messungen beschrinken und diese im Sinne
EinsTEINS als Koinzidenzen auffassen. Denn auch die Vergleichung ver-
schiedener Koinzidenzen, die wir nicht gleichzeitig wahrnehmen, ist an
das Gedichtnis gebunden. Dazu kommen noch Nachrichten, die wir von
anderen iiber ihre Wahrnehmungen erhalten. Dabei kommen allerdings
nur diese Nachrichten als Wahrnehmungen in unser Bewufitsein, aber
wir beziehen sie irgendwie auf der Hauptsache nach &hnliche Vorginge
wie unsere eigenen Wahrnehmungen oder suchen sie durch Wiederholung
ahnlicher unseren eigenen anzugliedern. Beziehen sich diese auf Messungen,
so stimmen sie entweder untereinander iiberein oder aber — und das
ist ofter der Fall — sie zeigen gewisse Abweichungen gegeneinander,
die wir in Beziehung zu setzen suchen. Sind die Beobachtungen, also
die Zahlenergebnisse, nicht zu sehr abweichend, so bedienen wir uns
seit altersher der linearen Interpolation, um sie aufeinander oder auf ein
ausgewaihltes verdnderliches System zu beziehen.

So, wenn der Anfang des Jahres, der Durchgang der Sonne durch
den Friihlingsnachtgleichenpunkt bestimmt wird. Das ausgewdihlte ver-
dnderliche System ist dabei zunichst die Stellung des Fixsternhimmels
zum irdischen Horizont, die verschiedenen Beobachtungen die schein-
baren Orte der Sonne am Fixsternhimmel an den dem Zeitpunkt des
Durchgangs benachbarten Tagen; und hieraus wird in erster grober An-
naherung durch lineare Interpolation die Lage des Fixsternhimmels zum
Horizont, d. h. die Zeit im Augenblick des Durchgangs der Sonne durch
den Aquator bestimmt. Die ersten Bestimmungen des Vorriickens der

?) XeNopHON, Memorabilien IV, 7.
%) Metaphysik I, 1.
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Nachtgleichen bilden wieder ein Beispiel solcher linearen Interpolation,
bei der die Beobachtungen zwar zeitlich weit auseinanderliegen, aber
doch in anderer Beziehung die Anderung so klein ist, daB lineare Inter-
polation angewendet werden kann.

Die begriffliche Verarbeitung der linearen Interpolation, insbesondere
aber die Bemerkung, daff sie um so genauere Ergebnisse zeitigt, je kleiner
das Intervall ist, fithrt zur — zunichst vorstellungsméB8igen und naiven —
Differentialrechnung und ihrer weiteren Ausbildung.

Aber die Methode der linearen Interpolation kann noch eine andere
Anwendung finden. Wenn man nidmlich auf einen bestimmten Komplex
von KErscheinungen seine Aufmerksamkeit richtet, so beobachtet man,
daB zwar ein Teil der Beobachtungen und Messungen sich innerhalb
dieses Komplexes abspielt, daneben aber noch andere Beziehungen vor-
handen sind, deren Ursache auBerhalb des beobachteten Komplexes
liegt oder aber unbekannt ist. Wir mégen dann in erster Annidherung
diese unbekannten Einfliisse als lineare Funktionen derjenigen Verander-
lichen, die wir nicht ausschalten kénnen, der Zeit, ansehen. Die An-
wendung auf unbekanntes ist zunichst vollig hypothetisch. Die Hypo-
these kann aber kontrolliert werden durch systematische Ab#dnderung
des in Betracht gezogenen Komplexes, in dem etwa einige seiner Teile
abgespalten und als ,unbekannt“ behandelt werden oder auf mannigfache
andere Art. Wenn wir diesen Ansatz auf die Bewegung eines freien
Massenpunktes anwenden, der uns zugénglichen Einfliissen, also Kréften
unterworfen ist, so liegt es nahe, das Wesentliche dieser Einfliisse so
zu messen, daf die unbekannten Einwirkungen eliminiert werden, also
im klassischen Fall durch zweite Differentialquotienten der Koordinaten
nach der Zeit; dies ist gleichbedeutend mit der Annahme des Galilei-
schen Trigheitsgesetzes.

Der groBe Erfolg der Methoden der Differential- und Integral-
rechnung hat es mit sich gebracht, da in den seit Jahrtausenden
wechselnden Neigungen zwischen kontinuierlicher Auffassung und Zer-
spaltung in kleinste, aber endliche Elemente?) die erste lange Zeit die
Oberhand behielt und auch jetzt, wo in der Quantentheorie wieder die
andere Seite mehr zur Geltung kommt, diese doch mit von der kontinuier-
lichen Auffassung der Erscheinungen ausgebildeten Methoden arbeitet.

4) Ich erinnere an die Losung der Aufgabe, die von BUDDHA berichtet wird,
die GroBe eines Elementarteilchens zu bestimmen (CaNTOR, Vorlesungen itber Geschichte
der Mathematik I, S. 612 der 3. Aufl.), ferner an die merkwiirdigen Argumente, mit
denen Lucrerivs, de rerum natura I 328 ff. die atomistische Auffassung Epixurs und
besonders die Existenz des ,Leeren“ verteidigt. Vielleicht héngt auch die Sandrechnung
des ARCHIMEDES damit zusammen, die vielleicht selbst ein pythagoreisches Problem
war, wenn man bedenkt, daB Horaz den letzten Pythagorier ArcHYTAs v. Tarent
einen ,mensorem numero carentis arenae“ nennt. (HoraTius, lib.I od. 28)
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Uber all dem hatte sich aber das aus dem klassischen Altertum
iiberkommene Geriist von Raum und Zeit, in welches wir das gesetz-
miBige Geschehen einordnen, immer mehr befestigt und mehr und mehr
in unserer Vorstellung den Charakter von etwas unabénderlich gegebenem,
unabhiingig von der Art seiner Erfilllung und des Geschehens darin,
angenommen®). Es hat zwar zu keiner Zeit an Widerspruch dagegen
von philosophischer Seite gefehlt, auch nicht an Versuchen, dieses Geriist
in der Wirklichkeit wenigstens hypothetisch zu fundieren, aber eine
bewufte und vollige Befreiung von dieser Auffassung ist erst durch die
Relativitiatstheorie EINSTEINS gegeben worden. Sie bringt klar zum
Ausdruck, da8 unsere Mafie von Raum und Zeit selbst mit dem Ge-
schehen verkniipft sind, so wie es in anderen Gebieten der Physik
langst gelaufig war, das Mefinstrument, etwa das Thermometer, selbst
als Teil des zu messenden Systems und davon als beeinfluit zu betrachten.
Das konnte aber erst geschehen, nachdem in abstrakter Gestalt das
mathematische Riistzeug bereitgestellt war, durch Entwicklung der
Gedanken GaAuss’ und RIEMANNS.

All dies hat endlich dazu gefithrt, als wesentlich und erkennbar
den Zusammenhang der materiellen Gebilde untereinander durch Ver-
mittlung des unendlich kleinen, d.h. also durch die Art des stetigen
Uberganges von einer Stelle zur Nachbarstelle zu bestimmen. Dabei
ist aber immer noch dem Umstand nicht Rechnung getragen, daf wir
eigentlich nur Nachrichten, Sinneseindriicke empfangen, die wir vielleicht
aufeinander reduzieren koénnen, deren Beziehung zur Aufenwelt aber,
wie diese selbst, zunichst hypothetischer Natur ist.

II.

Lassen wir uns nun, um weiterzukommen, wieder mit ARISTOTELES®)
von der Analogie der deutlichsten Wahrnehmungen, der Gesichtswahr-
nehmungen, leiten, so bemerken wir, daf eigentlich nur Sehstrahlen-
richtungen wahrgenommen werden, welche, wenn wir etwa ein Gebadude
oder einen Berg betrachten, bei Ortsinderung unsererseits sich gesetz-
miBig stetig #andern; und aus dieser Anderung ziehen wir Schliisse
auf die relative Lage der Dinge zu uns und deren Anderung.

Es sind also nur die letzten Wegelemente der Lichtstrahlen, welche
Wahrnehmungen bei uns auslésen, und die Beobachtung ihrer gegen-
seitigen Anderung findet ihre, allerdings noch immer naive Erklirung

%) So ist die bestindige Betonung der Notwendigkeit des ,inane“ des ,Leeren“
bei LucreTius L c. oder die wichtige Rolle, die der Raum, in welchem ein bewegter
Korper ist oder nicht ist, bei ZENo, dem Eleaten, spielt, nur so versténdlich.

%) Metaphysik I am Anfang.
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in der Annahme einer relativen Ortsverinderung ven uns gegeniiber
den Ausgangspunkten der Lichtstrahlen. Wenn wir also in einem drei-
dimensionalen Gebiet, welches wir durch drei Koordinaten ax;, zs, a3
festlegen, eine solche Wahrnehmung machen, so sind uns dadurch ver-
schiedene Verhiltnisse von Differentialen dx,, dxs, dus; d'x;, d'xs, d'xs
usw. gegeben, zwischen denen Beziehungen bestehen, welche selbst von
1, X, x3 abhingen.

Das fithrt aber weiter dazu, iiberhaupt jede sinnliche Wahrnehmung
aufzufassen als eine Wahrnehmung von Differentialverhiltnissen in einem
Gebiet von mindestens vier Verdnderlichen, némlich den althergebrachten
Ortsbestimmungen des Raumes und einer vierten, der Zeit. In der
Tat ist in der klassischen Physik das der Erfahrung Entnommene immer
durch Richtungen, Geschwindigkeiten und KEnergien ausgedriickt und
ebenso in der relativistischen Physik der Energie-Impulstensor als eine
Differentialform angenommen. Die Beschrinkung auf vier Veranderliche ist
jedoch zunéchst nur durch den Erfolg begriindet und wir stellen daher
die weiteren Betrachtungen sogleich in einem Gebiet von » Ver-
anderlichen an.

Wir denken uns also einen Beobachter in einem Punkt des #-dimen-
sionalen Raumes der Veranderlichen x;, xs, ---, s, Welcher seine Ein-
driicke langs der durch die Verhiltnisse der dx,, dxs, .-, dx, bestimmten
Richtungen empfiangt, die man sich etwa als letzte Wegelemente von
Kurven im’ x-Gebiet denken mag, lings deren die Eindriicke von den
Ereignissen im x-Gebiet zu ihm gelangen. Da sein Standpunkt in diesem
GGebiet selbst veridnderlich zu denken ist, so wird er diese etwa durch
ein Verfahren der linearen Interpolation in geniigend kleinem Umfang
auf einen Normalort beziehen konnen. Fiir viele Zwecke wird er zuerst
sogar davon absehen konnen. Das Gebiet der Variabeln « aber, in welchem
die lineare Interpolation angewendet werden kann, wird von dem Erfolg
derselben abhéingen und damit von der Genauigkeit der Beobachtungs-
methoden. Mit fortschreitender Verfeinerung dieser wird der Umfang des
(Gebietes immer mehr eingeengt und wir kommen schliefillich zu einem
Grenzfall, den wir etwa als momentane Beobachtungen bezeichnen
kénnen.

Um dies mathematisch auszudriicken, konnen wir =n Grofien
7', 7% -+, o einfithren, welche den dx,, dxs,---, dxn proportional sind
und deren Verhéltnisse bestimmte Wahrnehmungen zueinander in &hn-
licher Weise festzulegen gestatten wie die Richtungen des euklidischen
Raumes. Aber diese 4% (¢ = 1, 2,..., m) sind dann nichts anderes
als lineare homogene Koordinaten eines Raumes von »— 1 Dimensionen.
Da uns ferner die x, unbekannt sind, bei Einfilhrung anderer x. aber,
etwa x,, die diesen entsprechenden 4'® mit den urspriinglichen #°
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durch eine lineare, homogene Substitution zusammenhingen mit Ko-
effizienten, welche im Gebiet der einzelnen momentanen Beobachtung
nur von den x, oder den x, des augenblicklichen Beobachtungsorts ab-
hiangen, also fiir die momentane Beobachtung selbst konstant sind, so
bleiben alle Beziehungen zwischen einem %-System und einem 5’-System
ungedndert erhalten, welche gegeniiber linearen Transformationen mit
konstanten Koeffizienten invariant sind. Diese beanspruchen daher ein
besonderes Interesse und ihre Entwicklung ist michis anderes als die pro-
Jektive Geometrie des linearen Raumes von n—1 Dimensionen.

Ich stelle mir natiirlich nicht vor, daB historisch genau dieser Weg
eingeschlagen wurde, aber es scheint mir plausibel, daf die hier ent-
wickelte Auffassung zusammen mit vielen anderen Erfahrungen, die bei
der Bearbeitung der Sinneswahrnehmung gemacht wurden, dabei vielleicht
unbewufit eine gewisse Rolle gespielt hat, und man mag zugeben, daf
sie den merkwiirdigen Umstand, daf wir gerade eine Dimension weniger,
als fiir die Erklirung der Erscheinungen zweckmiBig ist, und in dieser
gerade die projektive Auffassung als erste iiber die elementare Metrik
hinausgehende entwickelt haben, verstindlich macht. Nach dieser Auf-
fassung wire also der Raum der momentanen subjektiven Wahrnebmungen
im n-dimensionalen Gebiet ein »-— 1-dimensionaler linearer projektiver
Raum, ganz gleichgiiltig, wie im n-dimensionalen Raum der Ereignisse
die Einordnung dieser geschieht. Ich will diesen letzteren Raum in Zu-
kunft der Kiirze halber als objektiven Raum bezeichnen im Gegensatz
zum Raum des Beobachters der 7%, den ich als subjektiven Raum be-
zeichnen will?).

Fiir den einzelnen momentanen subjektiven Raum entsteht sonach
beim Wechsel der Variabeln keine Schwierigkeit, wenn projektive Geo-
metrie herangezogen wird. Nun #ndert sich aber dieser Raum im Laufe
der Ereignisse, d.h. mit Anderung der z., und hieraus entsteht eine
Schwierigkeit, wenn zwei solche Raume zueinander in Beziehung gesetzt
werden sollen; dies aber ist unvermeidlich, wenn ein Beobachter seine
Erfahrungen zu verschiedenen Zeiten miteinander vergleichen will.
Wenn man namlich fiir ein Wertsystem der x«, also an einer Stelle des
objektiven Raumes, die Verhiltnisse der Differentiale, also die 7%, be-

7) In diesen Satzen spricht sich die groBe Umwilzung aus, die in den letzten
Jahrzehnten unsere Anschauungen von Raum und Zeit erfahren haben. Nicht eine
Mehrheit von Dimensionen wird begriindet, sondern erklirt, warum wir zunichst eine
Dimension weniger verwenden. Die Schlagworte ,,Unsinn, Spielerei, unniitzer Ballast,
jqur’ heuristisch, Arbeitshypothese, an welche wohl alle Mathematiker der dlteren
Generation sich heute noch erinnern, driicken recht gut die Stufen aus, auf denen der
wohl zuerst von RIEMANN explizit verwendete Begriff des n-dimensionalen Raumes zur
heutigen Selbstverstindlichkeit aufstieg. Im Vergleich zu anderen Begriffen, z. B. dem
der Trrationalzahl ist der Zeitraum jedoch ein verhiltnismaBig kurzer.
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trachtet und sodann an einer anderen Stelle ) die 4%, so hat es einen

Sinn, die Verhaltnisse der “ und der %' miteinander zu vergleichen,
wenn die Variabeln z, dieselben geblieben sind. Nun sind aber diese
Variabeln an der einzelnen Stelle unbekannt, nur die 3* der Beobachtung
zuginglich und blof solche Beziehungen fiir den momentanen subjektiven
Raum gegeben, welche von der Wahl der Variabeln unabhingig sind.
Werden also an einer anderen Stelle die 4'“ gebildet, so gilt von ihnen
das gleiche und eine Vergleichung oder Beziehung der beiden Beobach-
tungen ist nur insofern moglich, als durch irgendein anderes Mittel
wenigstens die Verhaltnisse bestimmter 4 auf die bestimmter #'“ bezogen
werden; in bezug auf diese konnen dann die iibrigen durch projektive
Koordinaten festgelegt werden. Ohne ein solches Mittel der Beziehung
wiirde die Annahme eines festen Systems von Variabeln genau dieselben
prinzipiellen Schwierigkeiten bieten, wie etwa die Annahme eines festen
Bezugskorpers und dhnliches in der klassischen Theorie. Es ist nicht ohne
Interesse und dient auch vielleicht der Deutlichkeit, diesen Gedanken fiir die
niedrigsten Dimensionszahlen » = 2, » = 3, n = 4 genauer zu verfolgen.

Auf einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit der x, die wir uns
unter dem Bilde einer gewohnlichen Fliche denken konnen, sind die
momentanen Beobachtungen also durch ein Verhiltnis 7':%* gegeben,
d. h. dem Strahlenbiischel in der Tangentialebene zugeordnet. Soll nun
itberhaupt eine von der Wahl der x unabhéngige, also projektiv invari-
ante Beziehung festgestellt werden, so miissen mindestens drei solche
Strahlen ausgezeichnet werden. Jeder vierte ist dann durch sein Doppel-
verhiltnis in bezug auf diese drei Strahlen bestimmt.

Wihlt man einen, etwa durch ein bestimmtes Ereignis oder eine
Nachricht bestimmter Art ausgezeichneten Strahl fest und legt die beiden
anderen durch die Kreispunkte der Tangentialebene, so hat man im
Logarithmus des Doppelverhiltnisses jedes vierten in bezug auf diese
drei den Winkel im iiblichen Maf. Natiirlich ist dies nur eine Ein-
ordnung des sich aus anderen Griinden als zweckmifig erweisenden
WinkelmaBes in die hier entwickelte Gedankenreihe und nicht eine
Erklirung der Herkunft des WinkelmaBes.

In dieser Lage befindet man sich etwa auf einem Schiff mit einem
Kompa8, womit man am Rande des Horizonts die gegenseitige Lage
einzelner Leuchttirme feststellt. Bewegt sich nun das Schiff in einer
sonst unbekannten Bahn, so #ndern sich die Winkel zwischen den Leucht-
tiirmen, unsere eindimensionale Welt @ndert sich, sie hédngt noch von einem
Parameter ab, als den wir etwa den Winkel der Richtung eines Leucht-
turms mit der Magnetnadel ansehen konnen. Um aber itberhaupt zur Kennt-
nis der Verénderung zu kommen, miissen wir wenigstens eine absolute
projektive Invariante haben, also mindestens vier Kreignisse, von denen
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allerdings einige durch Kombination unvollstindiger Beobachtungen oder
gegenseitiger Lageinderung einer gréf8eren Anzahl ersetzt werden konnen®).

Ebenso wiirden wir in einer dreidimensionalen objektiven Welt
einen zweidimensionalen subjektiven Raum aufbauen, in welchem wir
vier ausgezeichnete Verhaltnisse der y* auszuwahlen hitten, in bezug auf
die dann jedes weitere 2-System durch zwei projektive Koordinaten
festgelegt wire. Die Anderung lings eines Weges im objektiven Raum
wiirde wieder zur Einfilhrung eines Parameters fithren, fiir den eine der
Koordinaten eines Strahls genommen werden konnte.

In einem objektiven Raum von vier Dimensionen wiirden wir so
zu einem subjektiven Raum von drei Dimensionen gefithrt und hitten
fiinf ausgezeichnete Punkte in ihm, d. h. Verhéltnisse der 4% festzuhalten,
auf die wir jedes sechste beziehen; die Verianderung in der Beziehung
dieser sechs Punkte oder Richtungen geben dann Anlaf zur Einfiithrung
eines vierten Parameters. Die Wahl dieses vierten Parameters ist zwar
an sich gleichgiiltiz, wird aber doch nach ZweckmaBigkeitsriicksichten
den Beobachtungen anzupassen sein. Dabei bietet sich besonders eine
Moglichkeit dar. Wenn nédmlich ein besonders auffallendes System von
7-Werten eine Verdnderung zeigt, welche die Eigenschaften einer ein-
gliedrigen kontinuierlichen Gruppe im Sinne Liks besitzt, so ist dies
nach der Methode der linearen Interpolation und im Grenzfall der
Differentiation feststellbar, ganz unabhingig von der speziellen Wahl
der Koordinaten. Eine solche eingliedrige Gruppe kann auf die Normal-
form gebracht werden und in dieser ist der Parameter additiv; d. h.
entspricht in bezug auf eine gewisse Ausgangsstellung einer zweiten Lage
der Parameterwert { und einer dritten in bezug auf die zweite der Para-
meterwert ¢, so ist ¢+ ¢’ der Parameterwert, welcher der letzten Lage
in bezug auf die urspriingliche entspricht. Der grofie Vorteil fiir die
Beobachtung und Verwertung eines solchen Parameters ist deutlich
genug, weil jede Stellung als Ausgangsstellung aufgefaft werden kann
und die Parameterwerte leicht auf sie bezogen werden koénnen. Eine
soleche Erscheinung ist uns in weitgehender Anndherung durch die tégliche
Bewegung des Fixsternhimmels gegeben und wir haben in der Tat
unseren vierten Parameter, die Zeit, auf diese Erscheinung aufgebaut.

Die bisherigen Darlegungen sind frei von jeder Bezugnahme auf
eine bestimmte Metrik und sind ein Versuch, auf Grund infinitesimaler
Auffassung davon Rechenschaft zu geben, warum tatsichlich die pro-
jektive Geometrie unabhingig im Anschluf an die Erfahrung entwickelt
wurde und neben den drei Dimensionen des Raums der Erfahrung noch
ein vierter Parameter in eigenartiger Sonderstellung, die Zeit, eingefiihrt

%) Z. B. wenn drei Strahlen nicht selbst gegeben sind, sondern nur die zyklische
Projektivitat, die sie bestimmen,
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wurde, die danach nur aus Verdnderungen im Raum erkannt werden
kann. Diese letztere Auffassung war schon EPIKUR gelaufig und bei
LucreTius lesen wir (De rerum natura I 459—463)%):

Tempus item per es non est, sed rebus ab ipsis
consequitur sensus, transactum quid sit in aevo,
tum quae res instet, quid porro deinde sequatur;
nec per se quemquam tempus sentire fatendum est
semotum a rerum motu placidaque quiete.

So auch besteht die Zeit fiir sich nicht; erst aus den Dingen
selber ergibt der Begriff sich von dem, was frither geschehen,
was jetzt eben geschieht und was in der Folge geschehn wird.
Noch hat keiner die Zeit als was fiir sich selber empfunden,
von der Bewegung der Dinge getrennt und friedlichen Ruhe.

Es ist dabei auch iiber die Art der Nachrichten aus dem objektiven
Raum nichts vorausgesetzt, als daff sie lings letzter Wegelemente ein-
treten und eine gewisse Gleichartigkeit aufweisen, die uns gestattet,
die verschiedenen der Reihenfolge nach gegebenen Erinnerungsbilder —
und dies ist ein unentbehrliches subjektives Moment -— aufeinander so
zu beziehen, daf wir wenigstens einen stetigen Ubergang zwischen
ihnen herstellen konnen.

1I1.

Man wird zugeben, daf damit unsere historisch und psychologisch
entwickelte Auffassung von Raum und Zeit viel niaher an diejenige der
Relativitatstheorie angeschlosssn wird, welche als ,Welt“ ein Gebiet
von vier Verdnderlichen zugrunde legt.

Allerdings entsteht damit aber eine neue Frage. Néamlich, wenn
wir etwa die relativistische Auffassung der vierdimensionalen ,Welt®
zugrunde legen, so konnen wir uns den Beobachter darin lings einer
Linie bewegt denken und sein Biindel der #* #ndert sich dann in seiner-
Beziehung zu den duBeren Ereignissen, aus denen er, etwa geleitet vom
Gruppenbegriff, eine solche Auswahl trifft, die ihm einen passenden Para-
meter zu bilden gestattet. Aber iiber das Verhalten seines Biindels bei et-
waiger Verschiebung auBerhalb der von ihm durchlaufenen Linie kann er gar
keine weiteren Erfahrungen oder Beobachtungen machen. Dagegen ist
es moglich, daf zwei Beobachter an einer Stelle ihre 7-Systeme ver-
gleichen und dann einander nochmals begegnen, wieder eine Ver-
gleichung vornehmen und einander gegenseitig iiber den Verlauf der

%) Die deutsche Ubersetzung nach W. BINDER in der Langenscheidtschen Biblio-
thek, 65. Band. Statt ,Begriff* wiirde ich lieber sagen Wahrnehmung, was auch in dem
lateinischen sensus liegt.
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Abhéingigkeit der % von dem Parameter berichten; oder was auf das-
selbe hinauskommt, man wird das Verhalten der * bei Durchlaufung
eines geschlossenen Weges auf der Mannigfaltigkeit der x» zu erforschen
trachten. Dabei wird es aber vielleicht nicht immer méglich sein,
das einzelne 7% zu verfolgen, sondern nur ein ganzes Gebilde des
B,y der 7% etwa im R; einen oder mehrere Kegel des zugehorigen
Biindels, und es wird eine sehr allgemeine Annahme sein, wenn wir ins
Auge fassen, daf eine Mannigfaltigkeit M, » mit ihren linearen Beriih-
rungsmannigfaltigkeiten im Punkte x wieder in eine solche im Punkte 2’
itbergeht, wobei die neue Mannigfaltigkeit 3/, _» von dem zwischen
z und 2’ durchlaufenen Wege abhingt, aber nicht notwendig schon
das einzelne 5’“ durch ein entsprechendes 7* bestimmt sei, sondern daB
erst ein 4% zusammen mit einer dieses 74* enthaltenden linearen Mannig-
faltigkeit von n—1 Dimensionen ein ebensolches 4’ mit der zugeho-
rigen linearen Mannigfaltigkeit bestimme und auBerdem eine M, , der
7% mit ihren linearen Beriihrungsmannigfaltigkeiten wieder in eine solche
im Punkt ' iibergehe.

Dies driicken wir mathematisch so aus, daf das Biindel der * im
Punkte 2 mit dem Biindel 4'“ im Punkte z’ durch eine Beriihrungs-
transformation®) verbunden sei, welche jedoch noch von dem Weg ab-
héingen kann, auf dem z in z’ iibergefithrt wurde. Wollen wir die Ab-
hiangigkeit vom Weg ausdriicken und halten zugleich daran fest, daB
wir immer nur Beziehungen zwischen infinitesimal benachbarten Stellen
ins Auge fassen, so miissen wir beim Ubergang von einem Punkt zum
unendlich benachbarten eine infinitesimale Beriihrungstransformation des
7-Raumes annehmen, welche dann vom Punkte z, der Richtung der
Verschiebung dxe, dem betreffenden 4% und den Bestimmungsstiicken der
durch 7* gehenden linearen M, ,, die aber im Raume der homogenen
7% nur als eine M, , erscheint, abhingt.

Um dies in Formeln zu fassen, fithren wir neben den 4%, welche sich
bei Transformation der x, transformieren wie die Differentiale dz., ein
System von Gréfien v, ein, welche sich dabei transformieren sollen wie

die partiellen Differentialquotienten einer Funktion 99 also in Formeln

ama’
Xoe = Pa(xp)
(1) Je 0 e dx
— B . - id
K v dag’ ve Y8 Bl

6) Diesen Gedanken habe ich zum erstenmal behandelt in dem Aufsatz ,On a
general infinitesimal geometry in reference to the theory of relativity“. Transactions
of the Cambridge Philosophical Society Vol. XXII No. XXIII pp. 439-448. (Received
July 23, Read October 31, 1921.)
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Dabei sollen die ¢« (zg) irgendwelche regulire Funktionen mit nicht-
verschwindender Funktionaldeterminante bedeuten. Es ist dann identisch

e«
1%ve = 4 V.

Die Gesamtheit aller dieser Transformationen, also aller reguliren Punkt-
transformationen des xz-Raumes, bildet ersichtlich eine Gruppe, die wir
der Kiirze halber mit P bezeichnen wollen.

Bei Verschiebung der z, in der Richtung &* gehen aus den %% va
andere Systeme %%+ 0z %% ve-+Ozve hervor. Fiir die Anderungen
0t 4% Og ve der 7% v bei Verschiebung der z, in der Richtung &* erhalten
wir bei Transformation der xz. die Transformationsformeln

/ 2
By = S gy qp gy g8

ox dxgdx

@) g (S
O vy = _B_Z”ﬁ(; v _|__§_fﬁ__g'7v
" oy P da, 8y, B

Diese Formeln zeigen bereits, da die einzelnen d 4% Jg ve nur bei linearer
Transformation der xz. invariant sind, aber nicht mehr bei hoheren Trans-
formationen, daB dagegen die Differenzen verschiedener dz 9% dzve (bei
gleichen &% 7% vs) sich transformieren wie die %% ve selbst. Hierin
liegt bereits, daB wir in der Wahrnehmung nicht die Anderung eines
Erscheinungskomplexes fiir sich, sondern nur in bezug auf einen zweiten
konstatieren konnen, und zwar bereits bei so allgemeinen Annahmen,
wie sie hier zugrunde liegen. Dabei wird man ebensogut einen ideellen,
nur gewissen gedachten Forderungen geniigenden Komplex, also einen
im wahren Sinn des Wortes abstrakten, nur gedachten Erscheinungen
entsprechenden als Vergleichskomplex wihlen konnen, wie einen in der
Wahrnehmung begriindeten, irgendwie ausgezeichneten.. Dem ersteren
Weg entspricht die Beziehung auf eine von allen Erscheinungen los-
geloste Raum-Zeit-Vorstellung oder auch fir gewisse Klassen von
Erscheinungen die Annahme einer mit entsprechenden Eigenschaften
ausgestatteten ideellen Substanz, die man etwa Ather nennen mag. Da-
bei ist es aber dann nicht weiter verwunderlich, da8 man beim Studium
verschiedener Klassen von Krscheinungen an das Bezugssystem ver-
schiedene Anforderungen stellt, die nun vielleicht untereinander oder
mit den realen Analogien, nach denen die ideelle Substanz gebildet wurde,
nicht vertraglich sind.

Die Transformationsformeln (2) geben aber noch zu einer anderen
Bemerkung AnlaB. Man kann fragen, ob die Jg in einem passenden
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Koordinatensystem auf Null transformiert werden konnen. Es mufi dann
moglich sein, neue Variable zn so zu bestimmen, daf

9l ® 2h 0z 0’z 0y
— g7 —- B — O v, = ———— £
dap axﬂam;,% 5 Gal §U8 0, 8%, B, s
Wegen
0, 69’«';9_ (1 fir e =y
ax;,ax,,_“”_o,,a*y
' BCED 8:1:;,) 3z, 0% Bxg Ox, 0'xp
9 (axjg dx,|  dxpdxh dxy dx,  dxp dx,0xy
ist dann
Bxa d*xp dz, 9’z
d nt — 6 6 = —-—ﬂ SE .
A Bxﬂ oz, 82:(,5 § e T % 0xp 0&o Oe %
Somit konnen wir setzen
it = 15, ¥ @y = dip)
und haben dann
0z v, = ——aga Eﬂ vy
Aus
a dx, 0*xp
ady == —

dxy By, d2s

folgt dann fiir die Bestimmung der z: das System von Differential-
gleichungen
« 0T 0%,

oy dxy 0z, dxg
Die Bedingungen fiir die Integrierbarkeit dieses Systems lauten

9 ag dag
_ %@ By 4 M € pooE
3) Kpys = b, T o, + gy s — dgs @y = 0.

Das sind die wohlbekannten Formeln fiir den Kriimmungstensor in der
iiblichen Theorie, der also verschwinden muB. Es ist sehr bemerkens-
wert, daB sich diese Bedingung lediglich aus dem Verhalten gegeniiber
der Transformationsgruppe ergibt, ohne eine besondere Beschréinkung
fiir die dg selbst.
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Die Einfithrung der d: %% J:v, kann auch rein formal durch
Erweiterung der Gruppe aller nicht singuliren Punkttransformationen
geschehen, wenn man festsetzt, daf die Jg 7% 0z v dabei transformiert

LV AT .
werden sollen wie die und die — , wenn die xz, als
otor 07 \dxq

Funktionen der beiden Parameter ¢ und v aufgefaft werden.

Um nun noch einmal auf die Formel (3) zuriickzukommen, so ist
klar, daff aus einem der dann vorhandenen Koordinatensysteme xc, welche
die 0z auf Null transformieren, jedes andere durch lineare Trans-
formation, also Affinitdit hervorgeht, so daB damit ausgezeichnete
Koordinatensysteme gegeben sind. Aber da nur die Differenz zweier
Jz-Systeme invariant ist, so hat der einzelne Beobachter kein Mittel,
ein solches System durch irgendeine Erfahrung aufzustellen oder auch
nur die Annahme eines solchen zu kontrollieren, solange er seine Welt-
linie nicht verlifit. Im Laufe der Entwicklung wird sich jedoch ein
anderer Weg zeigen, der in gewissem Sinn die Beantwortung sogar einer
allgemeineren Frage in den Bereich der moglichen Erfahrung riickt.

Wir unterziehen nun den Ansatz, daf bei infinitesimaler Ver-
schiebung auf der Mannigfaltigkeit der x. das Biindel O der %% v, eine
Beriihrungstransformation erleiden soll, einer niheren Untersuchung. s
bildet dann ein %% zusammen mit einem vq, fiir welches 7% vy = 0 ist,
also ein Strahl mit einem hindurchgehenden linearen Raum von n—1
Dimensionen ein Element des Biindels und diese Elemente zusammen
eine Mannigfaltigkeit M,,s. Bezeichnen wir nun eine infinitesimale
Anderung der 7% ve im Biindel O mit dem Zeichen d2% dv. und die
Anderung, die durch Verschiebung der x, entsteht, mit Jz, so sind die
Zeichen d und J¢ vertauschbar, da sie Differentiationen nach verschiedenen,
voneinander unabhingigen Variabeln bedeuten, die einen im 7-v-Biindel,
die anderen im z-Gebiet. Es ist dann fiir eine Beriihrungstransformation

4) 0: (9% dve) = 0t 1% - dva+ 9% 0 dve = 09% dve—+ 6d 7% - t
aber auch

(4a) 7% dve+dg® - ve = 0

und

(4b) 0z 9% - vg + 9% 05 ve = 0,

daher auch

(4c) 0t ve - A%+ ve O A% = — 09% dve — 0d 7 - va.

Dabei sind die ¢, ¢ homogen von der Dimension Null in den Variabeln
7, v, jedoch linear in den &%, die d 9% Ot v, dagegen sind linear in den &%,
von der Dimension 1 in den Variabeln, auf welche sie sich beziehen,
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von der Dimension Null in der anderen Variabelnreihe. Setzen wir nun

analog wie bei LIk
(5) Ui d§ Vo, = W(wy M Uy 5)’

so ist W linear und homogen in den &*, von der Dimension 1, aber im
allgemeinen nicht linear in den %%, v,. Durch Differentiation finden
wir weiter

aW — + « adgva
(6) 3”5 5 ﬂ qﬂ
oW « 00:0e
=1
vy ov
. B ]
ferner ist
o o
O dg® = 6652 dﬂﬂ—l———aasﬂ dvg
o9 ﬁ
(7) a0 30
0 dve = 20 anp + 22 gy
a,] Bvﬂ

und damit findet man durch Einsetzen in (4) und Vergleichung der
Koeffizienten von d2* und dve

0 9% = 8% +eﬂ
@) oW
Otve = + ™ — O Vg,

Durch Einsetzen in (4) iiberzeugt man sich nun mit Hilfe des Eulerschen
Satzes, daB fiir W, ¢, ¢ auBer den Dimensionsbestimmungen keine anderen
Bedingungen sich ergeben. Man kann noch statt W setzen W u9®ve.
Dabei g_t}a_ht in (8) ¢ iiber in p—p und ¢ in —p -+ 0. Setzt man also

e+o

po= " und schreibt ¢ fiir 9;6, so kommt
ow
09" = — —+en"
Ve
©) oW
J'gva = “["“a—”w—i—eva.

Die Funktion W ist selbst aber keineswegs invariant gegeniiber P,
vielmehr gilt beim Ubergang zu neuen Variabeln

%2k

L g B
Bxﬂaxy UaE T

(10) w’ (wly 7/7 017 gl) = W(xy 7, U, §)—
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wiahrend fiir o gilt
9’ (.’B,, 7’7 U’, 5,) = Q(w’ 7, U, §)

Dagegen ist die Differenz zweier W-Funktionen wieder invariant. Neben
die Funktion W tritt aber noch die Funktion ¢, die zwar linear in
den &% jedoch von der Dimension O in den %% v ist. Hieraus folgt,
daB die Differenz W (x, v, v, § — W(z, &, v, 9) invariant ist, aber man
kann hierauf unmittelbar keine Wahrnehmung griinden, weil dazu erst
eine Vergleichung an zwei verschiedenen zu x infinitesimal benachbarten
Stellen erforderlich wére.
Betrachten wir nun eine Funktion 7' (x, 7, v), die homogen in den
7% von der Dimension w und in den v, von der Dimension m sei. Wir
haben dann
8T ., 8T aWw , T oW
(11) 0 T = 0 e = 01% dve = Dvg pyf

+om+wT.

Ist nun 07 =0, so ist 7 invariant gegeniiber der Verschiebung im
z-Raum und man sieht, daB man bei gegebenem W immer noch ¢ so
bestimmen kann, daf eine vorgegebene Funktion 7' invariant wird, es
sei denn, daf m 4w = 0 ist. Ferner wird dann ¢ im allgemeinen un-
bestimmt oder sinnlos fiir die Elemente, fiir welche 7' (z, 9, v) = 0 ist.
Ist m 4w aber gleich Null, so hiingt dg 7 tiberhaupt nicht von ¢ ab.
Dies trifft speziell fiir die Verhéltnisse der 4% und der v, zu und es hat
daher die Bestimmung von ¢ keinen Einfluf auf die Verinderung der
Gestalt einer Figur im Biindel, diese hingt vielmehr allein von W ab.
Dagegen hat ¢ Einfluf auf die Gréfe der dg4® in bezug auf die Ver-
schiebung £%. Andererseits kann man (11) dazu benutzen, um diejenigen
Funktionen W und ¢ zu bestimmen, welche eine vorgegebene Form der
7, v invariant lassen.

Bei gegebenen Funktionen W und ¢ jedoch existieren im allgemeinen
keineswegs immer Funktionen 7, fiir welche dz 7' = O ist, sondern das
hieraus entspringende System von partiellen Differentialgleichungen
hat nur dann Integrale, wenn zwischen W und ¢ gewisse Bedingungs-
gleichungen bestehen.

Wird W symmetrisch in 4 und § und ¢ unabhingig von 7%, v,
dagegen fir 7' eine quadratische Form in den %% unabhingig von v
angenommen, entsprechend dem iiblichen Ansatz fir ein ds®, so erhilt
man fir W und die d: 4 den Ansatz von H.WEyYL, welcher fiir ¢ = 0
in den gewdhnlichen Ansatz der kovarianten Differentiation iibergeht.

Es wurde oben festgestellt, daf nur die Differenz zweier ver-
schiedener dg 4% Jt ve, insofern sie nimlich zu denselben &% 7% v., aber
zu verschiedenen Funktionen W gehoren, und daher auch nur die
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Differenz zweier Funktionen W invariant ist. Sie fallen daher ebenso
wie das zugehorige ¢ ginzlich aus dem Bereich der Wahrnehmungs-
moglichkeit, wenn man unseren Gesichtspunkt annimmt, solange wir-den
Beobachter nur lings einer Linie des x-Raumes wandern lassen. Anders
dagegen, wenn wir die Moglichkeit der Durchlaufung geschlossener
Wege zulassen. Das ist immerhin in der Weise vorstellbar, daf zwei
Beobachter an einer Stelle des x-Raumes ihre Instrumente, Wahr-
nehmungen usw. vergleichen, dann jeder einen anderen Weg zuriicklegt,
sie einander am Ende dieses Weges wieder treffen und endlich ihre
Wahrnehmungen vergleichen.
Um dies in Formeln genauer zu verfolgen, schreiben wir

(12) 05 9% = Zg(x, 9, v) ¥, Ogve = Vap(x, 9, v) &

und setzen

z, = 25+ ry,(s).

Hierin sollen die ¥.(s) periodische Funktionen der Veranderlichen s mit
der Periode 1 sein und ¥«(0) = Ys(1) = 0, r eine reelle Veranderliche,
die auf ein geniigend kleines, die O enthaltendes Intervall beschrénkt sei.
Wenn dann s von O bis 1 geht, so durchléuft x. einen von x! aus-
gehenden und dahin zuriickkehrenden geschlossenen Weg. Fiir die 7%, vy
haben wir dann das System von gewohnlichen Differentialgleichungen

d « d o ’
18) T = rZi@ )6 g = Ve, 1,0) ¥s0).

Man kann jetzt die %%, ve nach Potenzen von » entwickeln und setzen

0 .
7 = g+ rqf + 0ty oty 4

(14) : i
ve = va + rvie+ r’voa+ rugat - -

Durch Koeffizientenvergleichung kommt man zu den Formeln

Ay 1 (dP7 Z5 (@, 9,v) ) e
(15) ds — (p—1)! ( P MR
Avpe __ 1 (dz’*l Vs (x, 7, v)) v’ (s)
ds (p—1! drp—1 p=o BT

Da ferner fir s =0 auch die 73, v, (p=1,2,...) samtlich 0 sind,

so lassen sich die Koeffizienten Schritt fiir Schritt durch Quadraturen
berechnen. Wir finden
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(16)  72() = Z5@ 0, 0) Ys(8); v30(®) = Vg (a1, 0) Wy (s)

und damit

0Zy = 0Zg 0Zg 3 ,
16 = (G 78+, Vo), [vapas,
7 o«

on”
17)

0V,g aVaﬂ,, Vas SN
(i g+ V)sf%w’gds'

Vye(8) =

Setzen wir nun

1
W = —ofl = r*fw,, Ypds
0

so wird auch
mdﬂ == f Ty dacﬁ

iiber die geschlossene Kurve und, da der Koeffizient der ersten Potenz
von r bei Integration iiber die Kurve verschwindet, so bleibt schlieBlich
als Anfangsglied

0Zs 0Zy 0Zy ., 0Zy
( {d 4 + B Z? . é

¥

2 0xy o 0xg oy ¢ o A dv,

(18) bzw.

l(aVaﬂ— aVaa BVaﬁ Z;,—_ EVM) +8V¢x aVad-Vﬂ) wd‘g-
2\ omy 0xg dq aq ov, 77/,

Diese Ausdriicke sind aber genau diejenigen, deren Verschwinden die
vollstandige Integrierbarkeit des Systems totaler Differentialgleichungen

dﬂa == Zg (z, 7, v) dwp; dv, = aﬂ(x’ 7, V) d‘%ﬁ

aussagt und in der Tat ist begrifflich klar, daf im Fall der vollstindigen
Integrierbarkeit bei Integration lings eines geschlossenen Weges wieder
die Anfangswerte zum Vorschein kommen und daf umgekehrt, wenn
dies der Fall ist, vollstindige Integrierbarkeit vorliegt'?).

Denkt man sich etwa die x, als Funktionen zweier Parameter z,, z,,
welche in einer Ebene als cartesische Koordinaten interpretiert werden

1) Diese bereits in der unter !%) zitierten Arbeit gegebenen Entwicklungen
habe ich fiir ein beliebiges System von linearen totalen Differentialgleichungen in dem
demnichst erscheinenden XXXIV. Band der Wiener Monatshefte auch noch auf andere
Art durchgefiihrt. Daselbst auch genauere Literaturangaben iiber verwandte Unter-
suchungen von TiErzE und LEvi-CIviTa.
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mogen, und die Durchlaufung einer geschlossenen Kurve im z-Raum
dadurch bewirkt, da der Punkt (zy, 7;) eine kleine geschlossene Kurve
durchlauft, so ist klar, daB der Quotient des Integrals w% durch das
Integral f dt, dts beim Zusammenziehen der Kurve sich der Grenze
9 (x5 xp)
8 (7y 75)
hoherer als zweiter Ordnung in » gegen O gehen. Da sich ferner die
Funktionaldeterminanten transformieren wie (&% tf—&f ¢%), so erkennen
wir, daf bei Einfilhrung zweier neuen Verinderlichenreihen @% f, die
mit (18) gebildeten Ausdriicke

nahert, wihrend in der obigen Entwicklung die Glieder von

0Zg 0Zy 0Zy 07y 0 Zy 9 Zy
l( - gy Py, 0
2\o0xy Ouxp oq oq” v, v
(19) und

i( oV, 0oV, 0 V“ﬂz?’ Vs 0 ch Vae
2

7y (k0 rf__ B ro
dmg Omg o7 O a,,rZﬂ ov, s avyvﬂ)m(u =)

Vy,g) Sa(EF—EL9)
;I

gegeniiber den Transformationen aus P invariant sind. Sie sind die un-
mittelbaren Verallgemeinerungen des Riemann-Christoffel’schen Kriim-
mungstensors.

Die entwickelten Formeln haben aber auch eine Bedeutung fiir
irgendein System totaler Differentialgleichungen und geben zu interessanten
geometrischen und analytischen Fragestellungen Anlaf, auf die ich
gelegentlich zuriickkommen werde.

‘Wenn wir nun noch beriicksichtigen, daf im Falle einer Beriihrungs-
transformation benachbarter Biindel wir schreiben konnen

W(xy M Uy §) = Wa(.’E, 7, ’I)) 'é'a; 9(90, N Uy §) == Qa (.’B, s U) §a?

so erhalten wir
2 W 2 W
Za———“““l'?pﬂ ) Vaﬂz +9ﬂva
Setzt man nun
oWs oWy o0Wz0Wy oWzoW,

Qyy — —F —
(@0) 9% oxy Ouxg ovy, o oqY v,
3B — - - -

dxy Bwg ' v, g  ag¥ 0v, 0V, By  Bg dv,’

so entsteht beim Durchlaufen eines infinitesimalen Weges eine neue
infinitesimale Berithrungstransformation, aber jetzt im Biindel des
Punktes x selbst. Ihre charakteristischen Funktionen sind
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(21) Q= waﬂgdﬂ und B = g4 w%®,

beide sind augenscheinlich gegeniiber P invariant. Zwischen den
Koeffizienten Q44, 055 bestehen ferner Identitiiten, die den BraNcHischen
vollig analog sind.

Bezeichnet man nimlich mit dem Zeichen ( ). den Operator

9

(22) Yy + ) vg ’

0 X

2 ( aWu+Qa )a ﬂ+( +g“vﬂ)
so wird
(238) + (2se)s + (Log)sg = 0
9(ep Lus)  0(0ar Lop) | 0(0s) Lp)
9 (vyn7) 3wy w?)  0(vy, 77)

(23)

(Qdﬂ)a+ (Qﬂa)d‘ + (gud)ﬂ -

Durch jeden infinitesimalen geschlossenen Umlauf wird also im Punkte x
selbst eine infinitesimale Beriihrungstransformation induziert, und zwar
nn—1) .
2
sie ferner invariant gegeniiber P sind, so kann man sie als der Beob-
achtung zugénglich ansehen. Es sind nun genau ebensoviele, als eine
quadratische Form unabhdngige infinitesimale Transformationen in sich
besitet, allerdings mit dem Unterschied, daf die hier auftretenden indu-
zierten Transformationen des Biindels im allgemeinen keine Gruppe bilden.
Die Bedingungen dafiir sind allerdings vorldufig zu komplizierter Natur,
als daB ich ihre Untersuchung bisher hitte in Angriff nehmen kénnen.

Immerhin erscheint es aber sehr bemerkenswert, daf die tatsachliche
historische Entwicklung auf den einfachsten Fall, die Annahme eines
invarianten ds? gefilhrt hat, der genau so viele infinitesimale Trans-
formationen enthilt wie der allgemeine.

n(n—1)
2
willkiirlich angenommen werden, sondern sie sind an die Identititen (23)

gebunden, in denen blof die 2n Funktionen Wpg, ¢s auftreten.

Bisher hatten wir lediglich die Anderung im einzelnen Biindel ver-
folgt, ohne sie in Zusammenhang mit den Verschiebungen im z-Raum zu
bringen. Nun wollen wir auch darauf eingehen. Denken wir uns ein
Element 7% v an der Stelle # und nun sowohl die %% v. als auch die e
als Funktionen eines Parameters ¢, so haben wir bei Anderung von ¢ fir
die Anderungen der 7% v, die Differentialgleichungen

ergeben sich im allgemeinen linear unabhéngige solche. Da

Diese Transformationen £ konnen iibrigens keineswegs
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dg* OWg dag “dxﬂ
) i dve dt ' BT gt
d ve oW daxg daxg
at  oqe dt ' ®VTgy

Fragen wir nun nach solchen eindimensionalen Elementreihen, welche

aus einem Element durch Verschiebung lings der eigenen Richtung im
z-Raum hervorgehen, so haben wir die 4% proportional den % zZu
setzen, etwa 9° = oxe und bekommen die Differentialgleichungen

. OWs (z, «, v)

! ’ I/ /! ! /
(@) o' Tyt o020 = — 9 zg + G0g Ly X
, oWs(x, o, v) ,
Vo = B + 0p 25 v,

Durch Elimination von o erhilt man aus (25) die Gleichungen

oWy(z,2',v) oWy(x,2',v
oy = [ T
(26) " "
, . , o Wg(z,2',v) oWy (x,2',v)
Va ¥y — VoV, = xj v v,— 2 « |
4 o 7/

so daB also auch die ¢4 hinausfallen.

Man kann in (25) auch den Proportionalititsfaktor dadurch nor-
mieren, da man eines der z. als bestimmte Funktion von ¢ annimmt.
Existiert eine Invariante 7T'(x,7,v) gegeniiber W, welche in den ¢* nicht
von der Dimension Null ist, so koénnen wir sie auf die Dimension 1
bringen und zur Normierung von ¢ setzen:

T(x,x',v) = 1,

woraus sich dann ergibt:
dzx
tsz(x,—g?, v) dr

filr einen beliebigen Parameter <.

Diese Streifen, wie wir die durch (25) oder (26) erklarten Ge-
bilde nennen wollen, treten nun an die Stelle der geoditischen Linien
der an ein ds® anschliefenden Betrachtung.

Wahlt man etwa x, als unabhingige Veridnderliche und setzt eines
der vo = 1, so ergibt sich ein System von 2(n—1) Differential-
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gleichungen zweiter Ordnung in den e, erster in den ve, dessen Lisungen
daher 3n—3 Konstante enthalten, von denen aber eine durch die Be-
dingung 4%ve = O festgelegt ist, so daf nur 3»—4 Konstante frei
bleiben. Wird nun verlangt, daf die Kurve des Streifens durch 2 ge-
gebene Punkte des xz-Raumes gehen soll, so ergibt dies 27 -—2 Bedin-
gungen, denen durch eine Schar von oo”—2Streifen geniigt wird. Von
den 00?278 Streifen, welche entsprechend den 002”2 Elementen von einem
Punkte ausgehen, treffen daher in einem anderen Punkte oo”~2 wieder
zusammen. Dadurch wird also die ganze M, der z. auf eine Mannig-
faltigkeit von o" M, , im einzelnen Punkte abgebildet. Denken wir
uns nun die Beriihrungstransformation, also die Funktion W, als durch
irgendein Agens im Raume der z. hervorgerufen; denken wir uns weiter,
daf dann die Nachrichten von einem Element zum andern langs solcher
Elementstreifen fortlaufen, etwa durch polarisiertes Licht, so werden
die von einem und demselben Punkt ausgehenden Nachrichten in einem
anderen Punkt auf einer M,_. eintreffen, also im Falle einer vierdimen-
sionalen Welt auf einer Fliche des dreidimensionalen subjektiven Raumes.
FEs ergibt sich so die Moglichkeit, in einer Abbildung von den Ereignissen
im objektiven n-dimensionalen Raum Kenninis zu erhalten. Andrerseits
stehen diese Mannigfaltigkeiten im engsten Zusammenhang mit der vor-
her erwéhnten im einzelnen Punkt induzierten Beriithrungstransformation,
so daB sich hieraus sogar die prinzipielle Mdglichkeit einer Kontrolle
der Theorie durch gegenseitig voneinander unabhéngige Beobach-
tungen ergibt.

Wenn nun auch die Vorstellung einer genaueren Durchfithrung fiir
bestimmte physikalische Erscheinungen noch in weiter Ferne liegt, so
ist es doch bemerkenswert, daf bei der hier entwickelten Auffassung
es grundsétzlich moglich erscheint, aus Beobachtungen im subjektiven
Raum auf Ereignisse im objektiven Raum der x, und ihre gegen-
seitige Lage zu schlieBen, und zwar bei konsequentem Festhalten
an der Auffassung, daf nur die letzten Wegelemente zur Beobachtung
kommen. Ist die Transformation W hingegen nur eine erweiterte Punkt-
transformation, so ist ein solches Vorgehen nicht moglich, weil dann
die mit einer Richtung vereinigt liegenden Hyperebenenelemente dauernd
wihrend des ganzen Weges mit ihr vereinigt bleiben.

Uberhaupt scheint mir darin, da wir unsere subjektiven Wahr-
nehmungen auf Geschwindigkeiten, Energien und &hnliches zuriickfiithren
und damit Erfolg haben, daf wir diese Grofen als Differentialverhalt-
nisse von anderen endlichen Grofien auffassen, ein starker Grund fiir
die Berechtigung und ZweckméifBigkeit der Vorstellung einer realen
AuBenwelt zu liegen. Im Gegenfalle wiirde es ja keinen wesentlichen
Vorteil bieten, iiber die unmittelbar wahrgenommenen Gréfen hinauszu-
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gehen. Ich denke mir das ahnlich, wie wir aus den Verinderungen der
gegenseitigen Lage unserer Sehstrahlen auf die Existenz von AuBen-
dingen schliefien.

Bis jetzt war noch von Metrik nicht die Rede und in der Tat
bestimmen die Beriihrungstransformationen W zwar die Anderung der
gegenseitigen Lage der Elemente bei Verschiebung der x., aber erst
durch Fixierung der Funktion ¢ kommen diese in bestimmte Beziehung
zu den Verschiebungen der z. selbst.

Es war schon frither bemerkt, da man bei gegebenem W durch
geeignete Wahl von ¢ erreichen kann, daf eine beliebig vorgegebene
Funktion der z«, 7%, v« bei jeder Verschiebung ungeindert bleibt. Sei
nun 7'(z, ¢, v) eine solche Invariante, in den %% von der Dimension 1,
in den ve von der Dimension O, so kann man sich das Integral

.
@7) f T(z, dz, v)
(0]

von einem Punkt O zu einem anderen O’ zunichst lings eines beliebigen
Weges erstreckt denken, wobei 2 und v als Funktionen eines Parameters
anzusehen sind. Erstreckt man es speziell lings eines der co”—2 Streifen,
welche bei der Beriihrungstransformation in sich verschoben werden und
von O nach O fiihren, so kann man unter diesen noch denjenigen aus-
suchen, fiir welchen das Integral gegeniiber einer Anderung der n—2
Parameter stationdr ist, d.h. das Differential in bezug auf diese Para-
meter Null ist. Dadurch ist dann eine Art MaBbestimmung im z-Raum
festgelegt, welche mit der Beriihrungstransformation und der Invariante 7'
verkniipft ist.

Es wire nun interessant zu untersuchen, fiir welche Beriihrungs-
transformationen und Invarianten diese ldngs bestimmter Streifen gemessene
sLange“ mit derjenigen iibereinstimmt, welche aus dem aus (27) ent-
springenden Variationsproblem hervorgeht. Sie spielen jedenfalls eine
ausgezeichnete Rolle und enthalten als Spezialfall die geodatischen Linien
bei einer invarianten quadratischen Differentialform.

Um nun die allgemeinen Erorterungen zusammenzufassen und ab-
zuschlieBen, so wird man sagen konnen, daf die hier entwickelte
Auffassung zwar noch weit entfernt ist, von bestimmten der Messung
unterworfenen physikalischen Erscheinungen Rechenschaft zu geben,
daB sie dagegen gewisse allgemeine Ziige der bisherigen Entwicklung
gut wiedergibt. Diese sind die ausgezeichnete Stellung der projektiven
Geometrie im Raume von n»—1 Dimensionen und die Sonderstellung
eines der Zeit entsprechenden Parameters, ferner die Tatsache, daB alle
iiber diese subjektive Welt hinausfithrenden Erscheinungen lediglich auf
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GroBen zweiter Ordnung, den Ergebnissen infinitesimaler geschlossener
Umlaufe, beruhen, daff die dadurch im subjektiven Raum induzierte
Geometrie auf eine endliche oder unendliche Gruppe fiihrt, die aber
nn—1)
2

und daher im einfachsten Fall durch die Invarianz einer quadratischen
Differentialform gekennzeichnet werden kann. Endlich daB sich die
Moglichkeit eroffnet, auf Grund der frither besprochenen Abbildung der
Punkte des n-dimensionalen objektiven Raumes auf eine n-fach aus-
gedehnte Mannigfaltigkeit von n — 2-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten
des subjektiven Raumes auch aus den subjektiven Wahrnehmungen iiber
die Vorginge im objektiven Raum der z. etwas zu erforschen.

Sollte es sich zum Beispiel herausstellen, daf die Gravitation einen
Einfluf auf die Polarisationsebene des Lichtes hat, so wire damit ein
AnlaBl gegeben, den hier entwickelten Anséitzen weiter nachzugehen.

jedenfalls von infinitesimalen Transformationen erzeugt wird
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