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Vorwort.

Das vorliegende Buch verfolgt in erster Linie praktische Zwecke:
Es will dem Statiker Hilfsmittel zur Vereinfachung und Abkiirzung
der statischen Berechnung durchlaufender Balken an die Hand geben.
Es befallt sich daher mit theoretischen Dingen nur so weit, als zur
verstindnisvollen Benutzung der Hilfstafeln notwendig erscheint.

Deshalb sei dem Leser fiir den ersten Gebrauch des Buches emp-
fohlen, sogleich mit dem Abschnitt V des ersten Teiles und den Zahlen-
beispielen des zweiten Teiles, die die verschiedenen Anwendungsméglich-
keiten der Hilfstafeln des dritten Teiles zeigen, zu beginnen. Hat
sich der Leser erst davon iiberzeugt, dal der vorgeschlagene Weg die
Rechenarbeit vereinfacht und erleichtert, dann wird er den theore-
tischen Untersuchungen ein um so groBeres Interesse entgegenbringen.

Die Hilfstafeln des dritten Teiles bilden nun, abweichend von den
bisherigen Tabellen zur Berechnung kontinuierlicher Triger, bei denen
es sich stets um fertige Zahlenwerte handelt, eine Zusammen-
stellung gebrauchsfertiger Formeln in Tafelform, die so aufgebaut
sind, dal wesentliche Teile der Rechnung unter Benutzung gegebener
Zahlenreihen — n#mlich der durch Miiller-Breslau eingefiihrten
Zahlen w — durchgefiihrt werden konnen. Hierdurch wird eine knappe
und iibersichtliche Form der Hilfstafeln, und auBerdem eine gréBere
Vielseitigkeit und Leistungsfdhigkeit in der Anwendung gegeniiber
den bisherigen reinen Zahlentafeln erreicht.

Die Hilfstafeln sind fiir Balken iiber mehreren ungleichen Offnungen
aufgestellt und gestatten — unter Beriicksichtigung der Veranderlich-
keit des Querschnittes in den einzelnen Offnungen — das unmittelbare
Auftragen der EinfluBlinien fiir Stiitzen- und Feld-Momente, Quer-
krifte und Auflagerdriicke, ohne zuvor zeitraubende Zwischenrech-
nungen, wie Aufstellen und Auflésen von Dreimomentengleichungen
oder entsprechende graphische Untersuchungen, ausfithren zu miissen.

Weiterhin lasgsen sich mit Hilfe der gebrauchsfertigen Formeln
sofort die Momente und Querkrifte infolge Eigengewicht, sowie die
GroBt- und Kleinst-Werte von Momenten, Querkraften und Stiitz-
driicken infolge verdnderlicher Nutzlast p ermitteln — alles Werte,
die der Statiker so schnell wie moéglich haben mdchte, weil er sie
unbedingt fiir die Querschnittsermittlung braucht.



v Vorwort.

Da nun diese Hilfstafeln kein Rezeptbuch bilden sollen, sondern
eine verstdndnisvolle Benutzung durch den Ingenieéur voraussetzen,
darf die theoretische Begriindung nicht zu kurz kommen. Deshalb
werden im ersten Teil alle wichtigen Fragen, die bei der Berechnung
durchlaufender Tréger auftreten, besprochen und auch alle in den
Hilfstafeln vorkommenden Formeln hergeleitet. Hierbei ist auch die
rechnerische und graphische Untersuchung des besonders im Eisen-
betonbau neuerdings wichtigen Falles durchgefiihrt, daf der Balken-
querschnitt innerhalb der Offnungen beliebig verinderlich ist.

An einer gréBeren Zahl von Beispielen wird die vielseitige Benutz-
barkeit der Hilfstafeln gezeigt. Zunichst werden in einer Anzahl von
Grundaufgaben die immer wieder vorkommenden Fille wie Ermitteln
und Auftragen der EinfluBordinaten innerhalb der Offnungen, Dar-
stellung der Maximal- und Minimal-Momenten- und Querkraftflichen
infolge p u. a., besprochen; hierauf wird die zahlenméBige Durch-
rechnung von Trigern iber 2, 3, 4, 6 und 7 ()ﬁ’nungen unter Be-
nutzung der Hilfstafeln gezeigt. Das SchluBbeispiel bringt die rech-
nerische und graphische Untersuchung eines Balkens iiber 4 Offnungen,
dessen Querschnitt auch innerhalb der einzelnen Offnungen verinder-
lich ist.

Zur Erleichterung der Zahlenrechnungen sind eine Anzahl von
Zahlentafeln aufgenommen worden: die Ordinaten der Einheits-
parabeln, die Zahlen w; und @, und die Nomogramme fiir , und w?.
Letztere sind mit Erlaubnis des Dr.-Ing. G. Worch seiner Abhandlung:
,,Graphische Hilfstafeln zur schnellen Berechnung statisch unbestimmter
vollwandiger Triger und Rahmen“, Beton und Eisen 1924, entnommen
worden.

An dieser Stelle mdchte ich den Assistenten meines Lehrstuhles
fiir ihre Mitarbeit danken. Mein erster Assistent, Herr Privatdozent
Dr.-Ing. Worch, sowie die Herren Dipl.-Ing. Stahl und Dipl.- Ing.
Havemann haben mir insbesondere bei der Aufstellung der Hilfs-
tafeln sowie bei den umfangreichen Zahlenrechnungen und auch bei
der Korrektur wertvolle Hilfe geleistet.

Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer bin i¢h fiir ihre Unter-
stiitzung bei der schwierigen drucktechnischen Herstellung sowie fiir
die sorgfiltige Ausstattung des Buches ebenfalls zu Dank verpflichtet..

Darmstadt, im September 1926.
Emil Kammer.
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Erster Teil

Theorie des durchlaufzgnden Balkens
iiber ungleichen Offnungen.

I. Die Grundlagen.

1. Einleitung.

Der Balken auf mehreren Stiitzen, wie ihn Abb. 1 zeigt, besitzt
nur ein festes Auflager, wihrend alle anderen Auflager, um Zwin-
gungen infolge von Temperaturinderungen, von Erhértungsvorgingen
usw. im Tragwerk zu vermeiden, beweglich angeordnet sind. Da
nun ein Balken auf zwei Stiitzen statisch bestimmt ist, hier aber zu
den beiden Endauflagern noch n Unbekannte der » Innenauflager
hinzutreten, ist ein Tragwerk nach Abb. 1 n-fach statisch unbestimmt.

r+7 ot n-

7 2 11 7 r 7 i3
ﬂ%b_ﬁ*lzﬁ . %“lr_i‘lrﬁ"ﬁ - lnﬁ—ﬁ—brm 8

Abb. 1.

Zur Berechnung dieser n Unbekannten miissen n Gleichungen ge-
funden werden, die man aus dem elastischen Verhalten des Trigers
herleiten kann und die daher Elastizititsgleichungen genannt
werden. Wahlt man als statisch unbestimmte Gréfen die Biegungs-
momente iiber den Innenstiitzen, so nehmen diese Elastizitits-
gleichungen eine fiir die Auflésung sehr bequeme Form an, weil in
jeder Gleichung nicht mehr als drei Unbekannte vorkommen. Diese
Gleichungen gehen in der Praxis unter dem Namen Clapeyron’sche
Gleichungen (von Clapeyron 1857 aufgestellt) werden aber besser
Dreimomentengleichungen genannt, denn bereits zwei Jahre vor
Clapeyron, d. h. 1855, hat Bertot diese Dreimomentengleichungen
verwendet?).

1) Wir Deutsche bevorzugen ja gern fremdlindische, klangvolle Bezeichnungen,
haben aber meist wenig Gliick damit. So riihrt der Polonceau-Dachstuhl von
Wiegmann her, die Cremonaschen Kréftepldne hat zuerst Bow aufgestellt usw.

Kammer, Durchlaufende Triger. 1



2 Die Grundlagen.

Die Theorie des kontinuierlichen Trégers ist spéter vor allem in
Deutschland ausgebaut worden, wobei Namen wie Winkler, Mohr,
Miiller-Breslau in erster Linie zu nennen sind. Die graphische
Theorie des Balkens auf vielen Stiitzen baut sich auf den Untersuchungen
von Mohr iiber die elastische Linie auf. Auf diesem Gebiet haben
besonders Culmann und Ritter in Ziirich Grundlegendes geleistet.

Bei der praktischen Durchfiihrung der Berechnung durchlaufender
Balken sind gewshnlich umfangreiche Zahlenrechnungen erforderlich.
Um diese abzukiirzen, stehen den in der Praxis tdtigen Ingenieuren
seit langem eine Reihe von Tabellenwerken zur Verfiigung. Aus der
reichhaltigen Literatur seien nur einige der bekanntesten hier erwéihnt.
Zunichst die weitverbreiteten und vielbenutzten Winkler’schen
Zahlentafeln fiir kontinuierliche Tréger, die von Winkler vorerst
fiir Balken iiber zwei bis vier gleichen Offnungen aufgestellt, spiter
auf andere Fille erweitert wurden. Diese Tafeln geben unmittelbar
die GroBt- und Kleinstwerte der Biegungsmomente, Querkréfte und
Auflagerdriicke infolge Eigengewichts und gleichmaBig verteilter Nutz-
last an. Weiter hat Griot in seinem bekannten Biichlein die Ein-
fluBlinienordinaten fiir Momente und Scherkrifte tabellarisch be-
rechnet, und zwar behandelt er Balken iiber zwei, drei und vier
Offnungen. Wihrend Griot die EinfluBordinaten fiir fiinf Zwischen-
punkte berechnet, gibt Lederer in seinem 1908 erschienenen Buche
»Analytische Ermittlung und Anwendung von Einflublinien“ die Ein-
fluBordinaten fiir eine Zwischenteilung der einzelnen Offnungen in
zehn Felder. Griot und Lederer behandeln auBer den EinfluBlinien
noch den Einflul des Eigengewichtes und einer gleichmiig ver-
teilten Nutzlast p. Auch Kapferer gibt in seinen ,Tabellen der
Maximalquerkrifte und Maximalmomente durchlaufender Triger mit
zwei, drei und vier Offnungen“ Tabellen fiir den EinfluB von Eigen-
gewicht und Nutzlast p. Erwdhnt seien hier auch noch kurz die
Tabellen fiir kontinuierliche Triger im Handbuch fiir Eisenbeton
(Balkenbriicken), im Betonkalender, in den ,Statischen Tabellen“
von Borner, sowie in der kurzen aber inhaltsreichen Broschiire von
Lewe: ,Die Berechnung durchlaufender Triger und mehrstieliger
Rahmen nach der Methode des Zahlenrechtecks“. An wichtigen Biichern
tiber die Theorie des kontinuierlichen Trégers seien hier nur die grund-
legenden Werke genannt: Miiller-Bresiau: Die graphische Statik
der Baukonstruktionen Bd.II, 1. und 2. Abteilung; Ritter, W.: Anwen-
dungen der graphischen Statik. 3. Teil. Der kontinuierliche Balken.

Bevor nun die allgemeine Theorie des durchlaufenden Balkens
entwickelt wird, moge einiges aus den Grundlagen der Statik kurz
zusammengestellt werden, natiirlich nur so weit, als es zum Ver-
stdndnis der spiteren Betrachtungen notwendig erscheint.
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2. Die Elastizititsgleichungen.

Zur Einfilhrung in die folgenden, ganz allgemein geltenden Ent-
wicklungen wollen wir von einem Sonderfall ausgehen.

Der kontinuierliche Trager nach Abb. 2 ist, da drei Innenstiitzen
vorhanden sind, dreifach &uBerlich statisch unbestimmt. Bei der
Wahl der statisch unbestimm- B A Bon B
ten Grofen hat man nun ge- 1 l’?l 2 o s
wisse Freiheiten: so kann man H@L,%iZ%LJ#)(—LI,—%
als Unbekannte Stiitzendriicke, Thafex -t d
aber auch Biegungsmomente,
Drehwinkel und andere statische GroBen wiahlen. Die Zweckm#Big-
keit der einen oder anderen Wahl wird uns noch spiter beschiftigen.
Hier wihlen wir zunéchst als am naheliegendsten die drei Stiitzdriicke
X, X, X, als statisch unbestimmte GroBen. Der Triger sei beliebig
mit Einzelkriften P, bis P, bzw. mit gleichméfig verteilten Strecken-
lasten belastet. Es wirken nun im Ganzen an dem Tragwerk die
angreifende #ullere Belastung und die widerstehenden Krifte 4, B
und X. Den Einflu, den all diese Kréfte auf den Tréiger ausiiben,

wollen wir in der folgenden Weise getrennt untersuchen und dann
zum Schlufl die Einzelergebnisse zusammenzihlen.

Abb. 2.

T B B
2 A l l 11 lfizl Z nﬁé-rfvb-m ~I3 l l B Zustand X=0
A 2 | | ] (Mﬂy 007 JMO)
o | [ | o1
y | 7 lm iZ 23 | Zustand X;=1
” I I (Myoi
H? ) { I 57? 1,@1,%m 1)
g ! 7 rn 2 23 ! Zustard Xp=1
' | {M,85."
Hz? 1 7 |' 3 lol2:9m2)
4 I 7 _m 3 | Zustand Xz=1
ﬂj? T1 53 ?(%703’ 0;1&3)

Abb. 3.

Zunéchst betrachten wir nur den Einflul der angreifenden &ulleren
Belastung und setzen X, — X, = X, = 0; dann liegt ein mit p
und P belasteter Balken auf 2 Stiitzen vor. Diesen Teilzustand
wollen wir den Zustand X =0 nennen; die Lasten wirken an
dem statisch bestimmten Hauptsystem. Man erhdlt nach
Abb. 3a die Auflagerdriicke 4, und B,, Biegungsmomente 3/, und
Querkrifte @,. Die Durchbiegung eines Punktes m infolge dieses
Zustandes ist J,,,; der erste Zeiger von ¢ gibt den Ort an, nim-
lich m, der zweite Zeiger die Ursache, ndmlich den Lastzustand X = 0.

1*



4 Die Grundlagen.

Hierauf untersucht man der Reihe nach die Zustinde X, —1;
X,=1; X; =1 und erhilt die folgenden Werte:

Zustand X, =1 (Abb.3b): 4,,B,,M,,Q, und ¢,,,,
” X,=1( » 8¢: 4,,B,,M,,Q, » 0,pa>
” X,=1 ( » 38d): 4;,B;,@;, M, » 0,
Aus diesen vier Teilzustinden erhdlt man durch Zusammenzihlen
den urspriinglichen Zustand nach Abb. 2. Es wird also

A= A, + 4, X, 4 A, X, + 4, X, ,
B—= B, + B, X, + B, X, + B, X, ,
M=M,+ MX +MX, +MX,,
Q=G + X + &, X, + ¢;X;,
0, =00+ 0, Xy + 6, X, + 0, X;.
Der Querschnitt m des Balkens ist beliebig. Setzt man der Reihe

nach fiir m die Angriffspunkte 1, 2, 3 der statisch unbestimmten

Stiitzkriafte X, X, X;, dann erhdlt man die drei Gleichungen

0, =050+ 05, X; + 0, Xy + 0., X,
0y = Og 4 0yy X; + 0y Xy + 055 X, (2)
’33:630+631X1+632X2+633X3'[

Stillschweigend haben wir bei den bisherigen Operationen an-
genommen, dafl es zulédssig sei, den wirklichen Zustand in Teilzustinde
aufzul6sen, die Einzelzusténde fiir sich zu betrachten und dann die
Ergebnisse zusammenzuzéhlen. Das darf jedoch nur bei Giiltigkeit
des Superpositionsgesetzes gemacht werden, des Gesetzes von der
Zulassigkeit der Ubereinanderlagerung verschiedener Spannungs-
zustdnde. Dieses gilt nun stets, wenn das Hookesche Gesetz und
die Navier’sche Spannungshypothese gelten, was fiir die meisten
Baustoffe genau oder wenigstens mit groBer Anniherung zutrifft.
Bekannt ist, da in Eisenbeton-Tragkorpern die Biegungsspannungen
anderen als linearen Gesetzen folgen; daher sind fiir den Eisenbeton-
bau die hier entwickelten Theorien nur bedingt anzuwenden — eben
nur so lange, als durch Versuche eine befriedigende Ubereinstimmung
zwischen Berechnung und wirklichem Verhalten nachgewiesen wird.
Fiir den kontinuierlichen Trager aus Eisenbeton ist dieser Nachweis
erbracht.

Bei dem Triger nach Abb. 2 haben wir bisher beziiglich der
Stiitzung noch keine Voraussetzungen gemacht. Die Stiitzen kénnen
nun in Wirklichkeit nachgiebig oder starr sein. Hat man es mit
starren Stiitzen zu tun, wie es in der Praxis hiufig der Fall sein
wird, dann werden die Verschiebungen der Stiitzen 1, 2 und 3

8, =0,=0,=0,

1)
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und in dem Gleichungssystem (2) sind dann nur die GréBen X un-
bekannt, denn sdmtliche Verschiebungswerte & mit Doppelzeigern
kann man am statisch bestimmten Hauptsystem berechnen. Wir er-
halten also zur Berechnung der unbekannten Stiitzendriicke X die
Elastizitdtsgleichungen

1. ‘311 X1 -+ 612 X2 +- 613 X3 = 610’
2. gy Xy + 0gg Xy + 055 Xy = — 0y, (2a)
3. 631 X1 + 632 Xe + 633 Xs = 630' J

Die Werte d,,, 0, J3, nennt man die Belastungsglieder, weil sie
nur von der Belastung des statisch bestimmten Hauptsystems ab-
héingig sind. Bei der Untersuchung des Einflusses beweglicher
Belastung pflegt man fiir diese Belastungsglieder zweckmifig die
folgende Bezeichnungsweise zu wéhlen: Wirkt an einem Punkte m
des statisch bestimmten Hauptsystems eine Einzellast P, , so wird
die Verschiebung d,, in diesem Falle P, .d,,, wobei J,, die Ver-
schiebung des Punktes 1 ist, die hervorgerufen wird durch eine im
Punkte m wirkende Last 1 und im Sinne und in der Richtung von
P, gemessen wird.

Greifen nun eine Reihe von Lasten P, in beliebig vielen Punkten m
an, so erhalten wir den Summenausdruck

610 = 2 Pm 61m'
Entsprechend wird
09 =2 P, 05, und dyo= YP,J,,.

Erweitern wir nun die Betrachtung von dem Sonderfalle des drei-
fach statisch unbestimmten Systems auf den allgemeinen Fall eines
n-fach statisch unbestimmten Tragwerks, dann konnen wir ent-
sprechend dem Gleichungssystem (2) ganz allgemein die n Elastizitats-
gleichungen anschreiben, wobei wir wieder die Glieder mit den un-
bekannten GroBen X auf die linke Seite bringen. AuBerdem wollen
wir noch die Gleichungen (2) um ein Glied erweitern, indem wir
den EinfluB der Wiarmeinderungen hinzunehmen, Bezeichnet man
mit J,, den Einfluf, den eine Temperaturinderung um ¢ Grad auf
die Durchbiegung des Querschnitts 1 (bei Stiitze 1) ausiibt, so lautet
die erste der Gleichungen

0y =019+ 0,3 Xy + 035 Xy + 035 Xy +- 0y, (2D)
Entsprechend kommen in den beiden anderen Gleichungen der
Gruppe 2 die Glieder J,, und J,;, hinzu. Eine gleichméBige Tem-
peraturinderung des kontinuierlichen Trdgers ruft nun keine Zu-

satzspannungen hervor, wenn der Tréger, wie hier stets vorausgesetzt
wird, nur ein festes Auflager hat und alle anderen beweglich sind.
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Bei derartig gelagerten durchlaufenden Balken spielt nur der Einflufl
einer ungleichméBigen Erwirmung eine Rolle.

Fiir das n-fach statisch unbestimmte Tragwerk — iibrigens gleich-
giiltig, ob es ein kontinuierlicher Trager oder ein anderes statisch
unbestimmtes Tragwerk, wie Rahmen- oder Bogentriger usw. ist —
lauten demnach ganz allgemein die n Elastizitétsgleichungen zur Be-
rechnung der » statisch unbestimmten Grofen

(1): 0, Xy + 0y Xy 4+ - 1 X, 1+61rXr

+51,r+1 r+1+ 1n 'n :61~610 - 61;}7
@): 0y Xy + 000 Xy 40y, X, + 0y, X,
+62,r+1Xr+1+"‘6.an =0y — 0gy — 0y,

(T-—l)l 51‘ 11X +6r 1"X + 1—1 1—1X —1 6r—1,rXr
+6r—1,r+1X1+1_|— XY —l,an:(sr—l—57‘—1,0—61'—1,57

(7’): 6r1X1+6r‘3X + rr 1X 1—!—6er7'

+ 0,41 r+1+ . =0,— 0,0 — 90,
(r+1): 6r+1 1 X1+ 0,40, + r+11‘ 1 Xog 0,40, X,
“|‘6r+1 SR S %‘ 1'+1 nXn =041 _67‘+1,0 6r+1,t’

-9,
+6n 17‘+1Xr+ + ”5n—l,an:511—-1_611—1,0_611—1,”

(n): 67;1 Xl +6n2 X2+'”6n,r-—1Xr—1+6anr
+6n,r+1Xr+1 _i‘"”(snan :5n—6n0—5nt'

Die Glieder der rechten Seite pflegt man bei allgemeinen Unter-
suchungen auch haufig mit Z,Z, ... Z_ ... Z, zu bezeichnen. Hervor-
gehoben sei noch, dafl es in den vorstehenden Gleichungen ganz gleich-
giiltig ist, was als statisch unbestimmte Gr6éBen gewidhlt wird; es
brauchen dies nicht nur Auflagerkrifte zu sein, wie es in dem be-
trachteten Sonderfall mit Riicksicht auf eine méglichst einfache Er-
lauterung geschah.

Da nun dieses System von Elastizitdtsgleichungen (3) hiufig an-
geschrieben werden muB, so liegt das Bediirfnis fiir eine abgekiirzte
und doch klare und verstdndliche Bezeichnungsweise vor.

So schreibt Miiller-Breslau neuerdings die Elastizitatsgleichungen
in folgender Form an (Matrix-Form):
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X1 X2 I Xr PN X”
1 ‘511 ‘312 ‘sn 617» = 4y

521 622 6‘37‘ 621» - Z2 (3&)
r 61‘1 61‘2 Tt 6rr o 6rn = Zr
n 6111 5712 (Snr 61111 - Zn

Auch werden wir in Zukunft die r-te Elastizitidtsgleichung in der
folgenden Summenform schreiben

(0): X06,.X,=7%,, (3D)
k=1

wobei k ein beliebiger Zeiger ist, der der Reihe nach die Werte k = 1
bis k= n annimmt.

Fiir das gesamte Gleichungssystem (4) kann auch das folgende
kurze Symbol eingefiihrt werden

20, X, =2, (i=12...r...m). (8¢)
k=1

i variiert, liefert der Reihe nach die Zeilen des Gleichungssystems;
k variiert, gibt die Indizes der § innerhalb der Zeile. Fiir i =7 er-
hilt man die Gleichung (3b).

Hat man aus diesem System von Gleichungen die Unbekannten X
bestimmt, dann erhilt man die wirklichen Auflagerkrifte, Querkrifte
und Momente mit Hilfe der Gleichung (1).

3. Die Berechnung der Verschiebungen d.

Die Ermittlung der statisch unbestimmten GréBen X aus dem
Gleichungssystem (3) ist erst moglich, wenn die einzelnen Verschie-
bungen & berechnet sind. Zunichst bestimmen wir die Werte § der
linken Seite der Gleichungen (3), also die Beiwerte der GroBen X.
Greifen wir irgendeinen Wert heraus, z. B. d,,, so ist dieser Wert die
Verschiebung des Punktes 1, hervorgerufen durch den Kraftezustand
X, =1, also infolge der im Punkt 3 angreifenden Kraft 1. Ganz all-
gemein wollen wir die Zeiger von 6 mit ¢ und % bezeichnen, dann
ist 0, die Verschiebung des Punktes i, hervorgerufen durch eine
in % angreifende Kraft K = 1.

Zur Ermittlung dieser Verschiebungen §,, ziehen wir die Arbeits-
gleichung heran, die wir fiir vollwandige Tragwerke in der Form
anschreiben

SKo=[Mdg. (4)
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Die Arbeit einer in m angreifenden Kraft P, ist P, -d,, wobei
nach Abb. 4 ¢, die Projektion der wirklichen Verschiebung mm’ auf
die Kraftrichtung ist. Diese Arbeit ist positiv, wenn Kraft und Ver-
schiebung denselben Pfeilsinn haben. Erstreckt man die Summe

dieser Einzelarbeiten iiber das ganze Kraftsystem K,

dann erhdlt man die Arbeit der #uBeren Kréfte

it auf der linken Seite der Gleichung (4). Nach dem

s 7 N\ Prinzip der virtuellen Verriickungen kann Kraftzustand

\ , und Verschiebungszustand verschieden voneinander

™ angenommen werden; um das in Gleichung (4) auszu-

driicken, pflegt man den Kraftzustand mit einem
dariiberliegenden, wagerechten Strich zu versehen.

Da wir es bei den vorliegenden Aufgaben mit vollwandigen Trag-
werken zu tun haben, setzt sich die innere Arbeit auf der rechten
Seite der Gl. (4) aus den einzelnen Anteilen infolge der Biegungs-,
Normal- und Schubspannungen zusammen. Fiir den Balken nach
Abb. 1 verschwinden fiir den gew6hnlich vorliegenden Fall lotrechter
Belastung die Normalkréfte und Normalspannungen, geben also keinen
Beitrag zur inneren Arbeit. Der Anteil der Schubkrifte ist bei den
iiblichen Tragwerken erfahrungsgemil sehr gering, so dal er bei prak-
tischen Rechnungen vernachlissigt zu werden pflegt. Es bleibt also
nur der Anteil der Arbeit der Momente iibrig. Greift in irgendeinem
Querschnitt des Trigers ein Biegungsmoment M an, so ist die innere
Arbeit dieses Momentes das Produkt aus Moment und dem Dreh-
winkel dg, den zwei Stabquerschnitte im Abstand dx nach der Form-

Abb. 4.

dz dnderung miteinander bilden (Abb. 5). Aus der Biegungs-
n( )/‘7 lehre ergibt sich dieser Wert zu
N 1 Mz
Y="g7 "
\ g Z#hlt man die Arbeit fir sidmtliche Querschnitte des
\\‘7 Balkens zusammen, so erhilt man
y _ _ Mdax
Abb. 5, jMd(p =fMW'

Wahlt man nun den virtuellen Kraftzustand X;—=1 und be-
stimmt die Verschiebungen des Tragwerkes fiir einen ebenfalls vir-
tuellen Zustand X,, was man schematisch folgendermaBen auszu-

driicken pflegt: _ o
SKEé=[Mdy

/ AN
ST

Kraftzustand Verschiebungs-
X, =1 zustand X,
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so betrigt die Arbeit der duBeren Krifte 1.6,,. Denn am Trag-
werk wirkt nur die eine im Punkte ¢ angreifende Kraft 1. Diese
Kraft 1 ist mit der Verschiebung des Punktes ¢ infolge des Zustan-
des X, zu multiplizieren. Nach friiheren Festsetzungen erhélt daher
die Verschiebung die Zeiger ik. Es sei hier nochmals hervorgehoben,
daB nach der vorstehenden Definition der Arbeit fiir J,, nur die
Projektion der aus dem Verschiebungszustand erhaltenen Verschie-
bung des Punktes ¢ in bezug auf die Richtung der Kraft X, zu
nehmen ist.

Wir machen hier die Voraussetzung, daBl die Auflagerkrifte des
gtatisch bestimmten Hauptsystems keinen Anteil zur dufleren Arbeit
liefern. Diese Voraussetzung kann man stets erfiillen, wenn man die
Verschiebungen auf ein Koordinatensystem bezieht, dessen Abszissen-
achse durch die beiden Auflagergelenke dieses statisch bestimmten
Hauptsystems, das ja beim durchlaufenden Balken ein Triger auf
zwei Stiitzen ist, hindurchgeht.

Der Kriftezustand X, = 1 ruft Biegungsmomente M, hervor; die
Arbeit dieser Momente M, betrégt

f M;dg,.
Da nun der vom Verschiebungszustand X, abhingige Drehwinkel

dp, = Mk% ist,

so erhilt man
z

d
9z =J'Mid¢k = fMi M, B (5)
Wiahlt man den Kraftzustand X, = 1 und den Verschiebungs-
zustand X, dann wird

dx
6ki=kad(pi :ka M, B (5a)

Da die rechten Seiten der Gleichungen (5) und (5a) gleich sind,

erhilt man den bekannten Maxwell’schen Satz

0 =0, (6)
Man kann also in den Elastizitétsgleichungen (3) die beiden Zeiger
der d-Werte miteinander vertauschen.

Das Elastizitdtsmall F ist fiir .das ganze Tragwerk gewOhnlich
konstant, kann in diesem Falle also vor das Integral gestellt werden.
Das Tragheitsmoment J ist dagegen meist verdnderlich. Fiir die
praktischen Rechnungen ist es nun zweckmiBig, statt des im Nenner

. J, . .. .
stehenden Wertes J den Verhdltniswert f« einzufiihren; man multi-

pliziert zu dem Zweck die Gl (5) mit einem beliebigen, konstanten
Trigheitsmoment J,, iiber dessen Gréfe man von Fall zu Fall aus
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praktischen Griinden entscheidet. Man arbeitet zweckmiBig mit den
EJ -fachen Verschiebungen ¢, und schreibt daher die Formel (5)

EJcaiszkadxgﬁ. (5b)

Fiir den Sonderfall £ =+ erhdlt man die Verschiebungen in der
Hauptdiagonalen der quadratischen Matrix der Elastizitétsgleichungen

J

EJcéii=fMi2dxj€. (5¢)
Fiir die Verschiebungen der rechten Seite der Elastizititsgleichungen
0105 Oags +++» ;05 -+ erhdlt man ebenso
J,
J )
wobei M, aus dem Zustand X, =1, M, aus dem Zustand X =0 zu
ermitteln ist.

BJ,5, _jMde (5d)

In praktischen Fillen kann héufig das Trigheitsmoment J iiber
einer gewissen Strecke ! des Tridgers konstant angenommen werden,
dann erhdlt man fiir diese Strecke

87,8, =" fM.Mkdx. (5¢)
0

Sind nun fiir ein Tragwerk die M;- und M, -Flichen sowie die
Verteilung der Triégheitsmomente, also der Wert :JIE bekannt, dann

laBt sich das Integral der Gl (5) bestimmen. Bei spiteren Anwen-
dungen wird der Fall nach Abb. 6 hiufig eintreten; daher sollen fiir

5 diesen Fall geschlossene Formeln aufgestellt
SThwerpunt werden, auf die dann ofter zuriickgegriffen
p%— { der M; ;;r—F/a"cﬁe wird.
_;l‘x_* §_>i, Fae Ist nach Abb. 6 die Mz.—j—”-Fliche belie-
|
| L= big, die M, -Fliche dagegen trapezformig,
I 4 * g
al 1% also *
I
~—— b O
Abb. 6 M= 1"

dann erhilt man

J. "Md = f —txdx - fM—xdm
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Die beiden Integrale auf der rechten Seite sind die statischen Mo-

mente der Mié—}ﬂéche in bezug auf den linken und rechten End-

punkt. Bezeichnet man den Inhalt der M %-Flﬁ,che, die wir in Zu-

kunft die reduzierte Momentenfldche nennen wollen, mit %,
dann ist '

l 4
Jc — . Jc / . ’
fMiyxdx—%iE, fMijx de =g, &
0 0

Demnach erhalt man

l
J b
funponcafles 3]
0

Der Klammerausdruck ist aber mit Riicksicht auf die Bezeichnung
in Abb. 6 gleich der Ordinate 3, der M,-Fliche an der Stelle des

Schwerpunktes S, der Mi{ff-Fléche, so daB

!
J
fMi My dx = ;- (M)
0

Mit Hilfe dieser allgemeinen Formel erhdlt man fir einige hiufig
vorkommende Sonderfille folgende Ausdriicke, wobei als Abkiirzung
J

1 70 =1 gesetzt wird:
s | 2 ;7
Abb. 7. # ~H= fMiMkdxizﬁMi[MIg‘f—zMI:L (7a)
1 7 Me J 6
M © 0
17 i
< s
<—lz‘%'e1la Jc l’
Abb. 8. M;K| I J‘MiMkdszgMi[M,ﬁ——ZM,ﬂ, (D)
| .
N N
M ?
S A
Abb. 9. Y ——t { MM det=-MM, (7¢c)
M (3 J 6 1
k T | 0
<~——J———>




12 Die Grundlagen.

Avb. 10, = fM M, dx MM, (7d)
o _“T
Q0 5 J l
Avb. 1t 2 fM M, dxj—gM [Mk‘]"Mk] (7e)
M T M
J, L C o
Ist z. B. der Pfeil der Parabel M,~¢ iy = 79 infolge gleichmiBig

verteilter Belastung der Offnung !, dann wird

4. Die Zahlen o.

a) Die Zahlen wy-und wp.

An einem Balken auf zwei Stiitzen mit konstantem Trigheits-
moment greift am Auflager B ein Moment Mp an (vgl. Abb. 12).
Gesucht wird die Biegelinie des Balkens infolge dieser Belastung.

15 Die Auflagerkrifte des Balkens werden

m

A=z ’I‘L—:g"”' ='ﬂlI—B=_B
I l ﬁ 58 Die Momentenfliche ist ein Dreieck mit
f‘ﬂ%j mJ—l—E. 7 v der groBten Hohe My iiber Auflager B.
A5 415  Will man nun die Biegelinie ermitteln,
ET, so muf man nach Mohr den einfachen
Balken mit der reduzierten Momenten-
AbD. 12, fliche belasten und zu dieser Belastungs-

fliche eine neue Momentenfliche be-
stimmen., Reduzierte Momentenfliiche ist im vorliegenden Fall die

J .
M ‘—;—-Fléche. Die Durchbiegung fiir einen Querschnitt m ermittelt
sich also zu

EJ, b, =U-x—

=

1

|

i

|
=
=

|
5
N~
o8,

oder
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Die Biegelinie ist also eine kubische Parabel. Den Klammerwert
bezeichnen wir nach Miiller-Breslau mit wp; der Zeiger D soll an-
deuten, daBl der w-Wert aus einer Dreiecksbelastung entstanden ist.

z
=1 ®

ist ¢in reiner Zahlwert und ist tabellarlsch von Miiller-Breslau fiir

x
verschiedene Verhéltniswerte T zusammengestellt worden *).

Ma m . Demnach ist

” i ’ ll
f%‘x_—ﬂfj:ﬁe EJS, = % Mg-wp. (9)

Jl
L x
ledrm 53 ol ekt
% Z.
EJpdm, [L-m a-<—x ma —>1
r< l-na =]
Abb. 13. Abb. 14, .

Wirkt am Auflager A des einfachen Balkens nach. Abb. 13 das Mo-
ment My, so erhdlt man entsprechend

J, & o o I {x' Z'3
R e & & & e AL
Mit
a3 ,
IO (10)
wird -
EJ,5, lé My - . (19)

Bei Aufgaben der Prax1s 1st d1e Spannwelte I des Balkens ge-
wohnlich in eine bestimmte Anzahl gleicher Felder geteilt; vgl.
Abb. 14.

Wird die Feldweite mit o bezeichnet, dann erhédlt man mit den
Bezeichnungen der Abb. 14

m m\?
) (82)

wWp =
n
’ ng
a)l')=%b———(1:—> . (10a)

') Die Zahlenwerte w;, und w;, vgl. Miiller-Breslau: Graph. Statik II, 2.
Siehe auch Dritter Teil, Hilfstafel IX.
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Ist z. B. der Balken in 10 Felder geteilt, also n = 10, dann er-
hilt man fir die einzelnen Knotenpunkte 1, 2, 3 ... der Reihe nach
die Zahlen wp und wp nach dem Ansatz der Tafel 1.

Fiir die iiblichen Felderteilungen von n =5 bis n == 20 konnen
die Zahlen wp und wj der Hilfstafel IX dieses Buches entnommen
werden.

Tafel 1.

m m o ) 1’)

1 9 0,1 — 0,13 = 0,0990 0,9 — 0,93 = 0,1710
2 8 0,2 — 0,23 = 0,1920 0,8 — 0,88 = 0,2880
3 7 0,3 —0,33=0,2730 0,7—0,7 = 0,3570
4 6 0,4 — 0,43 = 0,3360 0,6 — 0,62 = 0,3840
5 5 0,5 — 0,5 = 0,3750 0,5 — 0,5% = 0,3750
6 4 0,6 — 0,63 = 0,3840 0,4 — 0,43 = 0,3360
7 3 0,7 — 0,78 = 0,3570 0,3 — 0,38 —0,2730
8 2 0,8 — 0,83 = 0,2880 0,2 — 0,28 = 0,1920
9 1 0,9—0,93 =0,1710 0,1 —0,13 = 0,0990

Soll daher fiir den Belastungsfall nach Abb. 15 die Biegelinie
unter Benutzung der wp-Werte ermittelt werden, dann wird mit
Riicksicht auf Gl. (11), wenn J, = J gesetzt wird,

2
@vy :,’t @5 EJam:%MA'COl'),
a) }‘b J\ dopLinie 3180 .
B\ 1242 SrLinie S, = “HT M- o) ~ w0,
Abb. 15, M= @j M { ist ein konstanter Wert.

Man erhilt die Biegelinie, indem man
entweder jede der Tabelle entnommene wj-Ordinate mit x multi-
pliziert (Abb. 15a), oder indem man die Multiplikation mit u erst
am Schlufl der Rechnung vornimmt und die wj-Linie unmittelbar
als Biegelinie benutzt. Man pflegt in diesem Fall zu sagen, man
arbeitet mit einer verzerrten Biegelinie; das Resultat wird mit
Hilfe eines Multiplikators u erhalten (Abb. 15b).

b) Die Zahlen o, und wz.

Ist ein einfacher Balken nach Abb. 16 mit den Auflagermomenten
M, und Mz belastet, so besteht die Momentenfliche aus einem Trapez.
Losen wir dieses Trapez in zwei Dreiecke auf, dann 1a8t sich die
Durchbiegung des Punktes m unter Beriicksichtigung der Entwick-
lungen unter a) anschreiben (vgl. Gl (9) und (11))

74 w 14

EJcémz?MBwD_’_'G_MAwll)=—6"[MB(UD+MACO1,)]-
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M
Ist nun Mp > M,, also M‘i=i< 1, dann wird
: B

w
EJ 6, = 'gMB [wp + iwp].
Man setzt zur Abkiirzung
wp +i1wp = wr, (12)

wobei der Zeiger T' andeutet, daB der Zahlwert w infolge einer
Trapezbelastung entsteht. Dann erhélt man

24

EJcém:FME-a)T. (13)
f’Mﬂ Mg
A 5%5
Mg‘—‘j/:“
Abb. 16. Abb, 17.
My . .
Ist My > Mg, also = =1 < 1, dann wird
My
w ,
EJc(st—ﬁ—MACOT, (13&)
wobei
wpr=wph-+iwp (12a)
ist.

Bei der hiufig vorliegenden Belastung nach Abb. 17 ist die
Momentenflache ein verschrinktes Trapez; dann wird

w ,
EJ,;%,:?[MA(DD — MBCOD].

In diesem Fall hat man es also mit den Werten

wp=wp —tw) und wp=owp—1iwp
zu tun.
Bei der Berechnung von wr und wy kann man entweder die
Zahlentafeln wy; und wj benutzen'), oder man kann die Werte wg
und or den graphischen Hilfstafeln von Dr.-Ing. Worch entnehmen

1) Vgl. hierzu auch: Miiller-Breslau: Graph. Statik II, 2, S. 42, wo fiir
Trapezbelastung besondere Formeln aufgestellt sind.
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(Beton und Eisen 1924), die als Hilfstafeln X am Ende dieses Buches
dargestellt sind. Die Benutzung dieser Nomogramme?) zeigt Grund-
aufgabe 3.

5. Die Einheitsparabeln.

Bei der Darstellung der Momenten- und Querkraftfiiichen infolge
Eigengewicht und gleichméfig verteilter Nutzlast p spielen Parabel-
flichen eine groBe Rolle. Beim Auftragen dieser Flichen kann man
meist von den in Hilfstafel VIII zusammengestellten Ordinaten der
Einheitsparabeln zweckméfiigen Gebrauch machen.

a) Die Momentenparabel.
Fiir den einfachen Balken nach Abb. 18, der gleichmiBig mit ¢
belastet ist, betrigt das Angriffsmoment fiir den Querschnitt m

2
=qlx .q.'li ___ q /. (14)

Ist der Balken in eine beliebige Anzahl gleicher Felder geteilt, dann

wird mit Riicksicht auf die Bezeichnungen der Abb. 18
2

ga
T 7 M m = —T m- m, .
47 M —rima 3-2L  Da
A- —1= ] Ty
’  — é Z % ) 2 qa2
Mo, Monan Parabel 7 = (15)
R ein konstanter Wert ist, wird
Abb, 18, ,
M,=cm-m'. (16)
Fir die Trégermitte erhilt man mit m = m' = %
,n‘l
Mgy = 0. (17)

Die GL (16) und (17) zeigen, dall die Momentenfliche durch eine
Parabel begrenzt wird, deren Groftordinate in Tridgermitte entsteht.
Soll nun die Parabelfliiche in der Mitte, also im Scheitel, die Hohe 1

erhalten, dann muf
cn’

1=-{I~, also c=772

sein. Diese Parabel mit der Scheitelordinate 1 wollen wir die Mo-
menten-Einheitsparabel nennen, sie hat die Gleichung (Abb.19)

4

yszgm.m’, (18)
7

) An dieser Stelle sei schon hervorgehoben, daB sich auch der EinfluB

unsymmetrigscher Streckenbelastung mit Hilfe der Worch’schen Nomo-

gramme bequem untersuchen 1aBt. Ausfiihrliches hieriiber vgl. Grundaufgabe 6.
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8
Sie ist also die Momentenfliche fiir die Belastung ¢ = 7 denn es

muf3 sein
=— (l=mn-a).

Fiir die verschiedenen Felderzahlen von » =5 bis n = 20 sind in
Hilfstafel VIII die Ordinaten y, zusammengestellt. Die Gl. (18)

14Bt sich auch folgendermafen schreiben

4 m m\?
yMzﬁm(n—m).: [;—-(;)J (18a)
Fiihrt man nach Miiller-Breslau die iy
Bezeichnung ein E— -
ox=f-(0). ) Eans
, g |7
dann lautet Gl (18a) auch e Faratel

Yy = dwp. ‘
Anwendungsbeispiele fiir die Darstellung von Momentenpara-
beln siehe Grundaufgabe 1 (Seite 115).

b) Die Querkraftsparabel.

Der einfache Balken ist nach Abb. 20 nur rechts vom Quer-
schnitt m belastet, dann ist die Querkraft

12

qe qa 2

555 A _ == = . 2

@ 21 2n " ( 0)
Mit ) s

e _ (21) g@ﬁnm—xm—v_rémfa.;%

2 n . | =a '1I

wird -%—W |

Q,=c-m”. (22) Abb. 20.

Unter dem linken Auflager A entsteht infolge Vollbelastung der
GroBtwert

_ 4!
Qmax =5 (23)

Aus Gl (22) und (23) sieht man, daB die @, -Fliche eine Parabel
ist, die ihren Nullpunkt in B und ihre gréBite Ordinate in 4 hat.
Wollen wir eine Parabel darstellen, die in A die Ordinate 1 hat
(die Querkrafts-Einheitsparabel), dann muB nach Gl (23) sein

5 =

Kammer, Durchlaufende Triiger. 2

1,
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also 2
q= _l_a
und nach Gl (21)
qa 1
_ — = 24
¢ 2n n? ( )

Demnach lautet die Gleichung der Einheitsparabel, Abb. 21,
m\2
Yo = (—) : (25)

Fiir eine Streckenbelastung nach Abb. 22 erhilt man eine Parabel
mit der Ordinate 1 unter B mit der Gleichung

2
Yo = (%) ) (26)
Fiir Felderteilungen von n = 5 bis n = 20 sind die Ordinaten yé
und y, in Hilfstafel VIII zusammengestellt.
Anwendungen dieser Einheitsparabeln siehe Grundaufgabe 1.

2
-5 -2
- —_
mo, Y mo,
ﬂ@r‘mﬂ*ﬁ—x-mu B ﬂ%‘pm‘;éi;f:m“;%
229 " b
7 | Farabel [ l Farabel 1
i 7]
Abb, 21, Abb. 22,

6. Die EinfluBlinien des statisch bestimmten
Hauptsystems.

Als statisch bestimmtes Hauptsystem werden wir fiir den durch-
laufenden Balken in den Mittel6finungen den Balken auf zwei Stiitzen —
kurz der einfache Balken genannt — wihlen; in den Endéffnungen
konnen auch Balken auf zwei Stiitzen mit Kragarmen vorkommen.

Wandert iiber den Balken mit Kragarmen nach Abb. 23 eine
bewegliche Last P =1, so ist der Auflagerdruck 4, wenn die Last
gerade im Abstand « und 2’ von den Auflagern steht,

x/

A=17. (27)
Trigt man diesen Wert von A von einer beliebigen Nullinie aus jedes-
mal unter der betreffenden Laststellung auf, so liegen die Endpunkte
auf einer Geraden, der EinfluBilinie fiir den Auflagerdruck 4, kurz
die A-Linie genannt. Die Fliche zwischen der A-Linie und der
Nullinie heift die EinfluBfldche fiir A. Die EinfluBlinie fiir 4 ist
nun am einfachsten aufzuzeichnen, indem man in 4 die Ordinate 1
auftrigt; in B liegt der Nullpunkt der Linie. Die 4-Fldche nach Abb. 23
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hatpositive und negative Beitragsstrecken, daher erhélt man bei veriinder-
licher Nutzlast einen positiven und einen negativen Auflagerdruck A.

Die B-Linie in Abb. 23 ergibt sich aus dhnlichen Betrachtungen
mit Hilfe der Gleichung

B=17. (28)

Die EinfluBlinie der Querkraft fiir irgendeinen Querschnitt m
gewinnt man aus der Uberlegung, daB, solange die Last 1 sich rechts
vom Punkt m befindet, die Querkraft gleich dem Auflagerdruck 4
ist; also ist dort die @,,-Linie gleich der 4-Linie. Rollt dagegen
die Last 1 links von m, dann ist die Querkraft @, = — B, also fiir
den Balkenteil links von m ist die Querkraftslinie gleich der B-Linie

p.g mit negativem Vorzeichen (Abb. 24).

m
! R ‘ g @
) I te——t z | : Az o % :
: A1y 1 17 | | T —— }
| ,
|

{
/e I I -
i I T
71+ ; [ [ Qmetinie” __—
e e I
] L r L
iy |
o | B-Linie ! - ! ‘ MoyLinie :A
-1 =L TN ///;
|
L7 N i¢$/7zenkurre
Abb. 23, ~. 1%
N
Abb.2a. Ny

Die EinfluBlinie fiir das Biegungsmoment M, in dem beliebigen
Querschnitt m im Abstand z und «’ von den Auflagern liBt sich
wie folgt bestimmen. Befindet sich die Last 1 auf dem Teil des
Balkens rechts von m, dann ist das Angriffsmoment
o M,=Ax, (29)
also ist die M, -Linie gleich der mit & multiplizierten A4-Linie. Sie
ist durch eine Gerade gegeben, die unter 4 die Ordinate 1-z, unter
B die Ordinate Null hat. Damit ist die M, -Linie fiir den Teil rechts
von m bestimmt. Wandert dagegen die Last 1 auf dem links von m
befindlichen Teil des Balkens, dann ist

M, =B-r, (30)
dort gilt also die mit #' multiplizierte B-Linie als M, - Linie
(Abb. 24). Die Spitzenordinate 7, betrigt

x4

17.92 1 1 ‘ (31)
Die Endpunkte der Spitzenordinaten liegen, da die Gleichung qua-
dratisch ist, auf einer Parabel, der Spitzenkurve, die sich bequem
mit Hilfe der Einheitsparabeln auftragen laBt.

o*
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Haben zwei Balken von den Spannweiten I, und I, nach Abb. 25
ein gemeinsames Lager C, so setzt sich die EinfluBilinie fiir C
aus der EinfluBlinie des rechten Auflagers des Balkens 1 und der-
jenigen des linken Auflagers des Balkens 2 zusammen (Abb. 25).

Charakteristisch sowohl fiir die bisher entwickelten EinfluBlinien
als auch ganz allgemein fiir alle Einflullinien statisch bestimmter
Tragwerke ist, daf sie sich aus geraden Linien zusammensetzen.
Ihre Bestimmung erfolgt daher einfach durch das Auftragen einiger
weniger Ordinaten. Bei statisch unbestimmten Tragwerken dagegen
bestehen die EinfluBlinien aus Kurven bzw. Polygonziigen oder auch
aus einer Kombination von geraden Linien, die vom statisch bestimmten
Hauptsystem, und von Kurven, die von Biegelinien herriihren. Diese
EinfluBlinien werden meistens punktweise ermittelt. In solchen Fillen
erscheint es auch zweckmifBig, die Ordinaten der geraden Strecken
ebenfalls fiir die einzelnen Knotenpunkte in Tafelform zusammen-
zustellen. Gewohnlich besteht der Balken aus n gleichen Feldern a.
Zur Festlegung z. B. des linken Astes der M-Fliche nach Abb. 26

bestimmt man die Ordinate des Punktes 1 1, =%, dann erhilt

man der Reihe nach

fiir Knotenpunkt 2: #, =21,,

” ” 3: n, =239,
: : ” Y o= in,.
Fiir den rechten Ast wird
- l-na >~
Y/ ’ . ezt gt Tema |
M1 =37 und Ny =¥ M- le—ig= | g ——l

m e - ! }

o —
—_—

Abb. 25. Abb. 2.
J
e’ a .
Da nun nach Gl (31) n, = 1. ] —:—n-m~m’, so wird
a a
’
nI—;m und 77"‘1:';@—'”'/.

Ebenso berechnen sich die einzelnen Knotenpunktsordinaten der
Querkraftsfliche nach Abb. 26 bequem mit Hilfe der Werte
1

1
171_—_5 und ’7,.—1—_—;1/‘-
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Noch eine EinfluBlinien-Aufgabe soll hier besprochen werden, die
uns die spateren Betrachtungen erleichtern wird. Gesucht wird die
EinfluBlinie fiir den Drehwinkel des Endquerschnittes 4 des ein-
fachen Balkens nach Abb. 27. Infolge einer iiber den Balken wan-
dernden Last 1 wird sich der Tréger durchbiegen. Die Tangente
der Biegungslinie am linken Auflager 4 infolge der verschiedenen
Laststellungen in den einzelnen Querschnitten m, also der Ausdruck
O4m» ist der gesuchte Wert. Nach dem Begriff der Einflulinie mufl
nun dieser Wert von einer beliebigen Nullinie aus unter der jedes-
maligen Laststellung als Ordinate aufgetragen werden; die Verbin-
dungslinie der Endpunkte dieser Ordinaten ist die verlangte EinfluB-
linie. Diese Aufgabe 148t sich mit Hilfe des Maxwell’schen Satzes
auf eine andere, frither behandelte

zuriickfilhren. Nach dem Maxwell- HQ;IM

schen Satz (vgl. Gl (6)) ist i l

228

|
1

m
t
I
]
l
I

aAm = 6mA 9

, S
g, :\_J i
S . ! ()m/y-llﬂle‘l

Am |
— l = b} L - J
Wp . ..
\—’IM- \—/I/’n”l_ér/”/g
~Linie =Ll
m =
Abb. 27. Abb. 28.

das heilt in Worten: der Drehwinkel bei A infolge der in m
wirkenden Last 1 ist gleich der Durchbiegung des Punktes m, hervor-
gerufen durch ein am linken Auflager wirkendes Moment M, =1
{Abb. 28a und b). Die Durchbiegung d,, 4 haben wir aber bereits be-
stimmt. Nach Gl (11) wird
14
EJ ¢ (Sm 4= ? w 1') .

Fir die verschiedenen Punkte m liBt sich der Wert wjy der

Hilfstafel IX sofort entnehmen. Die EJ, d, 4-Linie ist also gleich

’
der wp-Linie, deren Ordinaten mit dem konstanten Faktor -

zu multiplizieren sind, oder bequemer: man benutzt die p-Linie

als EinfluBlinie und multipliziert zum Schlufl nach der Auswertung

der Linie das erhaltene Resultat mit % Man pflegt das kurz so

auszudriicken: man verwendet die wj-Linie und versieht sie mit
4

12/
dem Multiplikator u = " (Die Zahlenrechnung vgl. in Grundauf-
gabe 2a, Seite 120,)
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II. Der Balken auf beliebig vielen Stiitzen mit
verinderlichem Querschnitt.

1. Die Dreimomentengleichungen.

Es liege nach Abb. 29 ein vollwandiger Balken mit veréinderlichem
Querschnitt iiber n -1 Offnungen vor. Das System hat # Innen-
stitzen, ist- also n-fach statisch unbestimmt. Zur Berechnung der
n statisch unbestimmten Groflen dienen n Elastizititsgleichungen, die
in der Form der Gl. (3) aufgestellt werden konnen.

Als statisch unbestimmte GroBen X wihlen wir aber nicht, wie
in dem Einfiihrungsbeispiel im Abschnitt I, die Driicke der Innen-
stiitzen, weil wir bei solcher Wahl als statisch bestimmtes Haupt-
system (Zustand X = 0) einen Balken von der Spannweite 4—B
erhalten wiirden, also im vorliegenden Fall einen sehr langen Balken.
Die Verschiebungen d,, an diesem langen Tréiger wiirden sehr grofie
Werte annehmen. Weiter wiirden bei dieser Wahl der Unbekannten
alle Verschiebungswerte J,, in den Elastizitdtsgleichungen vorkommen,
keiner wiirde zu Null werden. Bei der groBen Anzahl der Unbe-
kannten, also bei der groBen Anzahl der Gleichungen, wiirde die Auf-
16sung eines solchen Systems eine langwierige Arbeit sein.

ly—ote—— g — e b p gy = L te—lp >
Abb. 30.

Man geht daher bei solchen hochgradig unbestimmten Systemen
darauf aus, die Wahl der Unbekannten so zu treffen, dafl eine mog-
lichst groBe Anzahl von &, -Werten Null wird, und daB ferner das
statisch bestimmte Hauptsystem keine zu groBen Verschiebungswerte
liefert. Im vorliegenden Fall ist nun folgende Wahl der Unbekannten
zwockmiBig: Man fiihrt als statisch unbestimmte GroBen die
Biegungsmomente iiber den Mittelstiitzen ein. Wir wihlen also

X, =M, X,=M,.. X =»M,.., X =M. (32
Fir den Zustand X = 0 sind die Momente iiber den Mittelstiitzen
Null. Das statisch bestimmte Hauptsystem besteht also aus kurzen
Einzelbalken nach Abb. 30, an denen die #ullere Belastung angreift.
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Bei dem Zustand X, = M, =1 wirkt am statisch bestimmten
Hauptsystem nur ein Moment 1 am Auflager 1 (Abb. 31). Am Auf-
lager 1 stoBen die beiden Balken mit den Spannweiten [, und [, zu-

sammen; diese beiden Balken werden von Myt
dem Moment M, in Mitleidenschaft gezogen, 7% L¥L 4 4
aber auch nur diese beiden, alle anderen %_ L A

. . gl —
Balken des statisch bestimmten Haupt- | M Fliche
systems werden nicht beeinfluBt. So entsteht L + J
die M,-Fliche nach Abb. 31. Ebenso sind Abb. 31.

fir die beliebigen Stiitzen r — 2, » — 1, r, r+1 die zugehérigen
Momentenflichen M, _,, M,_,, M_, M, , in Abb. 32 zusammengestellt.
Von den n Elastizitétsgleichungen schreiben wir hier nur die r-te
Gleichung an
0, X, +06,, X, +-+9, ., X,_,+9,X,
+ ar,r-l-l r+1 + + 6rnX Zr-‘ (33)

| r-3 r-Z r-1 r 7 rtz |
& s & & & &
l lrz | Lrg =Ly f<—Llrts lrtz—

| MyzFlicke |
1 +

]
[
|
| ' M.;Fliche |
‘/[N | %
|
|
i
1
|

| 1
|

| M,~Fliche

4!

MrsFldche

b. 32. [
A e~

Die Beiwerte der X, also die Verschiebungen ¢,,, berechnen sich nach
der Formel (5b)

|
I
|
|
|
I
|
!
|
J

EJ b, [‘MM J"’dx

im vorliegenden Falle wie folgt:

J
EJc 51',1'—2 :erMr—2dxjﬁ’

i J
EJcar =1 Mer—ldxjc’
’ o
. r J
EJ0,, =|M2dz>,

n

J
E‘]car,r+1 = Mer-Fldxjc’

J
EJS,, 0= FMTM,,dejE.
[y
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Bei der Auswertung dieser Integrale sieht man, daB zum Beispiel
in der Formel EJ,-8, ,_, die M, -Fliche mit der M, _,-Fliche zu kom-
binieren ist. Diese Flichen liegen aber in verschiedenen Offnungen

(vgl. Abb. 32), daher ist der Beitrag zum Integral f M, Mr_edx§

in allen Offnungen des Balkens gleich Null. Es wird also

61' r—2 = 0’
aus demselben Grunde muf}
67’,1'—3 = 6r,2 = a1"1. = O
sein. Ebenso ist
6r,r+2 = 6r,r+3 = 6rn =0.
Nur die drei Verschiebungen
67’,7’-1’ 67‘1" 6r,r+1

sind von Null verschieden; sie lassen sich nach Formel (35) bis (37)
bestimmen, wie unter 2 gezeigt wird.

Infolge der getroffenen Wahl der Unbekannten schrumpft also
die r-te Elastizitétsgleichung (33) zu einer dreigliedrigen Gleichung
oder einer Dreimomentengleichung zusammen. Vertauschen wir
noch nach dem Maxwell’schen Satz die Indizes in den J-Werten, so
lautet die r-te Dreimomentengleichung

6r—1,rXr—1+6err+6r+1,rXr+1 :Zr' (34)

2. Die Ermittlung der Verschiebungen d.
a) Die Beiwerte d;; der statisch unbestimmten GriéBen X.

Es handelt sich um die Bestimmung der Werte 6,_,,, 6,,,
0,41, der r-ten Elastizititsgleichung (34). Da wir es mit einem
Balken mit verdnderlichem Querschnitt zu tun haben, gehen wir

zweckmiBig von den Gleichungen (5b) und (5¢) aus
J
EJcaiszMiMkdxjc,

J
— 2 £
EJ 6.._fMi dwt.

c 7t

Dann wird

EJ 6

¢ r—1,r

= [Mr_l-Mrdxé.

Abb. 33 zeigt, daB die M, _,-Fliche und die M -Fliche sich nur
in der Offnung I, iiberdecken, daB sich daher das Integral nur iiber
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die Offnung ! erstreckt. Mit

’
:1L

z
1
wird J,0,_, ,—fM —lr— Tfl%%dxwr'.
TO

J
Nun ist M, "dx der in Abb. 33 schraffierte Streifen der reduzierten

. . J .
M,_-Fliche. Weiter ist Mrjcdx-xr' das statische Moment dieses

B I P <

|

! j: , I
Mpg Flidche l

|

|
| M,._rF/ﬁchf!
+ 7

if*'x,:_ﬂ

“
<
<
!
3
N
N
3
B SN S

s
<—.r,-—>‘<~ Xy >y ! 1’;%1—4 I
Z > k|
' 57 4 X %—755/75’
kg
<rir Lrr | s
'Mr,.,—Fllicﬁe
:K :Ir Il
Abb. 33, 17t

Flichenstreifens in bezug auf die Stiitze r. FaBt man also die
M, ‘-]—”—-Fliche als Belastungsfliche des statisch bestimmten Haupt-

systems auf, dann erhdlt man den Auflagerdruck des so belasteten
Balkens zu 7

¢ = lif 1]’” dz-z  (siehe Abb. 33).

Die Doppelzeiger von € bedeuten wieder: der erste Zeiger den Ort,
nédmlich Stiitze r — 1, der zweite die Ursache, nimlich Belastung
durch die reduzierte Momentenfliche infolgeM = 1. Es ergibt sich also

EJ, b = er “tdx-x (35)

¢ r—1,r
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Aus dhnlichen Betrachtungen erhilt man

Das Integral
J
- 2y e
EJ,6,, er dx 7

erstreckt sich entsprechend der M, -Fliche iiber die beiden Offnungen

l,und I ,. Man erhéilt

lr+1

uw
EJ,,, — J‘M Flaw, | W, Fdvala=C,,.  (37)

Die Formeln (3 ), (36) und (37) lassen gich durch eine Umformung
weiter vereinfachen. In der Offnung ! ist nach Abb. 34

x
M =1-T,
r 1 Zr
Fihren wir diesen Wert in Gleichung (35) ein, so ergibt sich
l?‘
1 [ J
E’Jcér_l,r:(Sjr_lr:_—ﬁf?]ixrxr’dx. (85a)
r
0
Entsprechend erhélt man, da in der Offnung I
M =1 Sret
lr+1
ist,
lf‘+1
1 JL‘ 4
EJcar+1,r:@r+l,r:T 7x7+1xr+1dx (363')
1'+10
und
L lr+1

EJo =€ 1 J x?de + CA z qde. (37a)
crr rr l2 lr+1 J
0

Wegen des verdnderlichen Querschnitts 1nnerha1b der einzelnen
Offnungen wird man diese J,,-Werte in der Weise ermitteln, daf
man zundchst das Integral der reduzierten Momentenfliche durch
die Summe einzelner Teilflichen ersetzt. Man teilt zu diesem Zweck
die Offnung in einzelne senkrechte Streifen entsprechend der Feld-
weite bzw. Quertrigerteilung a. In jedem der Teilpunkte lassen wir

z, J x
3 . r. ¢ . r+1 Ye : s
die Werte w,—a, 77 bzw. w,.,, =a, ., L7 angreifen.  Sie
r
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stellen den Inhalt der beiden an den Teilpunkt anstoBenden Streifen-
hilften dar (vgl. Abb. 34).

Bei einer Feldteilung !, = n,-a, bzw. [, ==, ,a  , sind also
in ganzen in jeder Oﬁ’nung n—1 “solcher Werte w vorhanden. In
den Endfeldern ergeben sich bei dieser Einteilung der reduzierten
Momentenfliche allerdings

kleine Restflichen von der 1 r rer |

. a a .
Breite -~ bzw. 2= Sie |
2 2 , .
- lp=npar T<—Llrt1 rs1rsr l

sind in Abb. 34 durch dop- \ . lEresmrgiarsy, |
pelte Schraffur kenntlich s TRLTEIGT |
gemacht. Ihr EinfluBB ist
jedoch belanglos und kann
vernachléssigt werden, ohne
dall die Genauigkeit der
Rechnung  beeintrichtigt
wird.

e Yo zi
e T

Durch Eijnfithrung der
xr Jn 7 i
Werte wr - a,- ) l— 7 ?#—1 r %Cr'r %rf?r
o T '
und w,,,=a,_, T rt1 7» Abb. 34,

ergeben sich dann a,us den Gleichungen (354a), (36a) und (37a) fol-
gende Formeln: n,—1

=2
w—.
c r 1,r

lr

Setzt man mit Riicksicht auf d1e Bezelchnungen der Abb. 34

v, =m, a; =z =m a; Il =mn_-a,
dann wird
n,.—1
a, J
EJ,_,,= 3 —£ (35b)
c r— r r = J
In gleicher Weise erhilt man
n,—1 ”r+1_1

Jl’ .’
EJcér-H r r+:l r Z Weta lr+1 1‘+1 Z—fmr+1mf+1 (36b)

r+1 nT"’l r=1
und

n,—1 Bpyy -1

EJcarr:@ +2w7'+1l

nr—l R

J .
=_“_§2 m? 4 ri1 Zjﬂm,al. (37b)

n, r=1 n7+1 r=1
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Fiihrt man nun fiir die viel vorkommenden Summen die Abkiirzungen

J ’ Jc ’
Z.—]c_mrmr =Tp 274m7+1m7+1=fr+1 (38)

ein, dann wird

EJ,S,_ :@_1,,:%;‘;, (35¢)

¢clr—1,r r

EJcér+1r:@r+1,r‘—(;+1 fr+1 (360)
r+1

Liegt innerhalb der Offnungen eine symmetrische Querschnitts-
anordnung vor, dann braucht man die Summenbildung der Werte f,
und f,,, nur fiir die halbe Offnung durchzufiihren und diese Werte
zu verdoppeln.

b) Das Belastungsglied Z,.

«) Einflull der duBeren, stdndigen oder beweglichen
Belastung.

Wir betrachten zu-
néchst den EinfluB einer
stindigen Belastung.
Das Belastungsglied der
r-ten  Elastizitétsglei-

| , [ir~Fliche| chung lautet nach Gl. (3)
e |
| Moo 53PS 5,
|

4, der EinfluB der Stiitzen-
verschiebung; dieser wird
spiter unter f) unter-
sucht werden. Den Ein-
flul der stindigen Be-
lastung gibt uns das
far,, Glied 4,,, Wahrend die
! Schreibweise 3 P 4.,
fir  EinfluBlinienunter-
suchung gewdhlt wird.
Da wir bisher mit den
E.J,-fachen Verschie-
bungen gearbeitet haben, so geschieht es auch hier. Wir ermitteln also

|
|
|
|
|
|
|
|
i In dieser Gleichung ist
|
l
|
|
|

) | P ﬁq\ ’
W?"HU'MrfID

TN Wp=Mpo TP
Wro 7 ﬂ\arﬂ r‘f10 & i

Abb. 85.

EJ,S, —fM M, Jc dz. (40)
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Mit Ricksicht auf Abb 35 wird

bys
J,
BJ0, ~fM M,Ode—{—fM M,y Fdu

oder

lr+1

J,
EJ, b,,= f M,, i ‘L dx—l—l f[rHO 7 Cx/dx. (41)
g

Die beiden Glieder geben zusammen wieder den Auflagerdruck infolge
der reduzierten I, -Fliche
als Belastungsﬂéi,che; also

EJ, 6 (41a)

c%r0 rO‘

A
Bei beliebig verinderlichem T
[l e
Querschnitt wird in der l" tr = Lrtr
|
|

X . |
linken Offnung der Flichen- | |
/ Mra | Mrfy'g I lo-Flache

inhalt eines Streifens der
I

J, | | I
er = MrO 7 ar 4 I | |
. | ro | r‘+1,0l

in der rechten Offnun, I \J

p g | Mo\ | Mrioge | My %—Flﬁm

_ . \

reduzierten M, -Fliche

Wrt1,0 = Hrr1,0 7 Gt
Abb. 36.
man erhilt demnach I
-
x,
EJcaroz@ro": 2, 7 2/ r+1,0 l
r=1 r=1
o (41)
a W
r r+1
EJ, b, = » 2 »0 J + 2 r+1, Oer+1
r r=1 r+1 r=1

Liegt symmetrische Belastung in den einzelnen Offnungen vor
und ist auch die Querschnittsanordnung des Balkens symmetrisch
zur Mitte der Offnungen I bzw. I, (vgl. Abb. 36), dann vereinfachen
sich die vorstehenden Gleichungen zu

r+1

EJ, b, = [ M,, N dx—i—f r+1, oJ ]

EJ,8,0=3[8 0+ Trs1,0l5 (42)

Hierin sind ,, und §,,, , die Flicheninhalte der reduzierten
Momentenfliche in den Oﬂnungen [, und I



30 Der Balken mit beliebig vielen Stiitzen mit verinderlichem Querschnitt.

Fiir den Sonderfall einer gleichméBig verteilten Belastung ¢, in
der Offnung I wird

1
Toh—agrmer, qrf—”x x/de = 2q2—mm

Mit Riicksicht auf Gl. (38) ist dann

M

3 3

g, . Or+1
%TOZ ?qrf;" %7‘4-1,0: —72—qr+1f;'+1' (43)

Die Untersuchung des Einflusses der beweglichen Belastung
erfolgt am iibersichtlichsten mit Hilfe von EinflufBilinien. Das Be-
lastungsglied lautet in diesem Falle

Zr: _ZPmarm: - ZPmamr'
Fiir eine wandernde Einzellast P =1 ist
: Z,——39,,. (44)

r

0,,, ist nun die Verschiebung des Querschnittes m infolge des Zu-

mr

standes X = 1. Nach Mohr findet man die Durchbiegungen EJ,J

¢ mr?

indem man die reduzierte Momentenfliche — Mr‘f — als Belastungs-
fliche auffaBt und hierzu nochmals die Momentenfliche ermittelt
(Abb. 37). Bei konstanter Feldweite a in den einzelnen Offnungen
bestimmt man die Streifenkrifte w, und w,,, und ermittélt hierzu
durch Zeichnung oder Rechnung die neue Momentenfliiche. Auf rech-
nerischem Wege erhilt man

| die Momente am bequem-

< ir
l & | sten aus der bekannten Be-
| M VT | 1% fioche  ziehung
J | 4 J
Wr AP

Q dM AM
m = dx Az
M, — M

m—1

m

Es wird also

Mm = Mm—l + " Qm (45)
(vgl. Grundaufgabe 1 c).

EJ OprLinie . .
W “m7 € Die so ermittelte Momenten-

Abb. 57 fliche ist EinfluBfliche fir

o die Verschiebungen E.J 6,

Da sich nun die Mré-Fléche nach Abb. 37 nur auf die beiden

an r anstoBenden Offnungen erstreckt, so geht auch die EJ,J, -

Fléche nur iber die Offnungen I, und !, ,; daher hat eine Belastung
auflerhalb 7 und/_,, auf §, und damit auf Z, keinen Einfluf.
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Die untenstehende Tafel 2 gibt die Werte Z fir den mittleren
r-ten Bereich des Balkens an, wenn eine veridnderliche Einzellast 1
in den verschiedenen Offnungen steht.

Tafel 2.

Einzellast 1 in den Offnungen

lr—l ‘ lr lr+1 lr+2

Zr—1= _‘6m.r—1 "'6m,r—1 - -
z, =| — —Omr | =B, | —
Ziryy = - - —Om,r 41|~ Omrpr

f) EinfluB beobachteter Stiitzenverschiebungen.

Zu Beginn unserer theoretischen Betrachtungen haben wir die Vor-
aussetzung gemacht, daB der durchlaufende Balken auf starren
Stiitzen aufruhen moége. Im Gegensatz hierzu steht der Balken auf
elastischen Stiitzen, bei dem sich die Auflagerpunkte des Balkens
bei jeder Belastung eben infolge des elastischen Verhaltens der
Stiitzung verschieben werden. Solche elastische Stiitzung liegt z. B.
vor bei Balken auf hohen Pfeilern oder Stiitzen oder bei Schiff-
briicken. In diesen Betrachtungen wollen wir die -elastischen
Stiitzenbewegungen ausschlieBen, uns also auf Triger mit starren
Stiitzen beschrinken. Nun kann es aber auch bei einem solchen
Balken auf starren Stiitzen vorkommen, daf} sich nachtréiglich das
eine oder andere Auflager verschiebt, dall also eine beobachtete
Stiitzenverschiebung auftritt. Das kann z. B. auf einem Fehler der
Auflagerkonstruktion beruhen, der
Boden unter den Fundamenten kann
nachgeben oder es kann sonst irgend-
eine Ursache hierfiir auftreten. Nun
ist die Frage zu untersuchen, wel-
chen Einflul eine solche zufillig
beobachtete  Stiitzenverschiebung
auf die Beanspruchungen des Tri-
gers ausiibt.

Wir nehmen an, daB sich die Stiitzen r — 1, r und r 4+ 1 infolge
der Nachgiebigkeit der Widerlager um y,_,, y, und y ., gesenkt
haben. Infolge dieser Stiitzenverschiebungen ermittelt sich nach
Abb. 38 der Drehwinkel J,, den die Endquerschnitte der an der
Stiitze r zusammenstoBenden Balken bilden, aus der geometrischen
Beziehung

Abb. 38,

u J,. =y, 1

r+1 r “r+1

1
1o,=y, —%Z’GH"“ bl
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Bei dieser Betrachtung beschriinken wir uns auf sehr kleine Ver-
schiebungen.

Nun ist
l

’ rlr+1

W e L T e

y r__ (yr _ yr-—l) lr+1 _I_ (y1 - yr+1) lr.

lr + lr+1
Demnach wird
S Zyr_yr——l_i_yr_yr+1. (46)
" lr lr+1

Da bisher stets mit den EJ,J3-Werten gerechnet wurde, muB man
auch hier ebenfalls den Wert EJ, J, bilden und in die Elastizitéts-
gleichungen einsetzen.

y) BinfluB ungleichméfBiger Warmeédnderungen.

Das Glied 6& in GL (3) bestimmt man wie folgt: Herrscht in
der oberen Faser des Querschnitts eine Temperatur ¢, in der unteren
t, >t,, wird ferner angenommen, daf der

[ ' det  Wirmeausgleich zwischen diesen beiden
i %_ iz AL F . . .
Y= asern geradlinig erfolgt, so werden zwei

Abb. 39. urspriinglich parallele Querschnitte im Ab-

stande dz voneinander nach der Wirme-

suft?  snderung schrig zueinander stehen, und

—=
—f - . zwar unter dem Winkel
%
k, —_
ir / . d¢t=£(tu ;:o)da:’
— x>l by e £llrto) z

I N h, die Querschnittshohe an der Stelle
Abb. 40, z und ¢ die Wirmeausdehnungszahl bedeu-
tet (Abb. 39 und 40).
Fir den Kriftezustand X, —1 und den Verschiebungszustand
infolge der Wérmednderung erhélt man aus der Arbeitsgleichung die

Beziehung
1.6, =erd¢t=erfﬁlh“—to) de.

@x

Ist der Wirmeeinflufl fiir die ganze Trigerlinge gleichmaBig, so
kann der konstante Teil ¢(t, —t) vor das Integral gezogen werden.
Arbeitet man ferner mit Riicksicht auf die fritheren Entwicklungen
mit den EJ -fachen Verschiebungen, dann ist

h

x

EJG,,=¢eBJ,(t, — to)f% dx. (47)
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3. Die Auflosung der Dreimomentengleichungen.

a) Auflésung mit Hilfe von- Determinanten.

Bei vielen Untersuchungen in der Praxis ist es zweckmiBig, fiir die
Belastungsglieder Z der rechten Seite zunichst noch nicht die Zahlen-
werte einzusetzen und die Gleichungen mit diesen aufzuldsen, son-
dern vorerst die allgemeine Bezeichnung Z in der Auflésung zu
lassen. Das hingt damit zusammen, dal man gewohnlich mehrere
Belastungsfille zu untersuchen hat. Man wird nun nicht fiir jeden
Lastzustand die Gleichungen immer von neuem auflGsen, sondern
nur einmal die Gleichungen ganz allgemein 16sen und dann der Reihe
nach in diese Auflésungen die einzelnen Lastzustéinde einsetzen.

Fiir den zweifach statisch unbestimmten Balken iiber drei Off-
nungen erhilt man die beiden Gleichungen

611 X1 + 612 X2 = Z1 s

621 X1 + 622 X‘z = Z2 .
Setzt man zur Abkiirzung die Nennerdeterminante
611 612

5.6 = 611 622 - 6122 =4 (da 612 = 621 iSt)a
21 Y22

dann erhdlt man fiir die beiden Unbekannten X, und X, die
Losungen

12,05 0 0
X = Pl =—22y 127
' A1Z2522 4 ! 4 ?
1|0,,Z 4 )
X = | -z e & 720
2 A (S‘_,‘IZQ A 1+A Z2

Man pflegt nun nach Miiller-Breslau die Beiwerte von Z mit § zu
bezeichnen; dann haben die vorstehenden Gleichungen die allgemeine

Form
' X1:ﬂ11Z1 —|—/312Z2}
X2 = /321 Ze + ﬂze Z2

oder symbolisch geschrieben

(48)

VA

2

X1 = /311 /31‘.’.
X2 = ﬁm :3-22

(Vgl. hierzu die #hnliche, symbolische Schreibweise der Elastizitéts-
gleichungen auf Seite 7.)

Kammer, Durchlaufende Tréger. 3
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Fiir den dreifach statisch unbestimmten Balken iiber vier Off-
nungen lauten die Dreimomentengleichungen:
511X1 + 612 X2 = Z1 s
621X1 + ‘Szzxe + 623X3 = Ze’
632 Xz + 633 Xs = Zs .

Die Nennerdeterminante dieses Gleichungssystems wird

611 612 0
4= 621 622 623 = 611 [ 23]
| O 632 633
Man erhilt dann die Unbekannten
Z. 68, 0
1 v O30 035 — Oy , 0150 d,,0,
X] :—_—Z‘— Z2522623 = 22 88 728 A 28 Z I‘ZA 38 Z?'-I— ]"A “3Z3,
Z3 632 633
also wieder die Form
X = /311Z1 + ﬂ12 Z2 + ﬂm Za
0114, 0
ng% 6 Z& = 521633Z +611533Z %Z{%
0 Z; 0,
Xa :321 Z1 + ﬂn Z‘a ‘J" ﬂzs Z
1 511 61“ Zl ‘
1 - d,,0, d,,0 0,,0,, — 02
X3 — Vi (321(522Z2 — 21A 32 Z1 _ 11A 32 Z‘z + 11 ezA Y1a Z3
0 632Z3

1831Z +/332Z +ﬂ33

Wir fithren noch folgende Abkiirzungen fiir die Unterdetermi-
nanten ein:
A; = 035055 — 5223
Ay = 0;; 044
Ay =0,,0, — 05,
und schreiben die Auflésungen der Unbekannten wieder in der sym-
bolischen Form

Z1 Z‘z Z3
X1 = ﬂu B1e /313 (49)
Xe = /331 /32‘: /323
Xs = ﬁ31 ! /332 \ :333
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Da nun
:519 = ﬂ‘n
:313 = ﬂ31
ﬂas == ﬂaz

ist, geniigt es, nur die eine Hilfte der f-Tafel zu berechnen, und
zwar den oberhalb oder unterhalb von der Hauptdiagonalen gelegenen
Teil. Es entsteht so die folgende B-Tafel fiir den Balken iiber
vier Offnungen:

-B-Tafel.

1 2 3
1 ﬁ 612 633 619 623

A4 4

42_ _ 04 6"3
2 A4 4
| 4

3 | y

In der vorstehenden Weise lassen sich Systeme von vier Dreimomenten-
gleichungen und mehr iibersichtlich mit Hilfe von Determinanten
auflésen; vgl. hierzu die in den Hilfstafeln zusammengestellten
Werte unter 4a) und 4b).

Bei einer groBeren Zahl von Gleichungen fiihrt jedoch ein von
Miiller-Breslau angegebenes Verfahren zur Ermittlung der g-Tafel
bequemer zum Ziel. Bevor wir uns mit diesem Verfahren befassen,
bei dem ganz allgemein die Aufldsung von n Dreimomentengleichungen

mit Hilfe von Kettenrechnungen durchgefithrt wird (vgl. unter c)),
goll zunichst einiges iiber die Festpunkte des kontinuierlichen

Balkens besprochen werden.

b) Die rechnerische Ermittelung der Festpunkte?).

Wir wollen zunichst von J4

B
dem in Abb. 41 dargestellten __# 7 2 g l
Sonderfall ausgehen. Ein ﬁz——lv @ 1 £2 R @’Qx_
Balken iiber drei Offnungen | [ I <l
mit iiberkragenden KEnden l _ ! L } / ~ \,45 |
sei nur auf dem rechten ol |
Kragarm belastet. Der Bal- s Abbbz41 oty

kenquerschnitt sei beliebig

verinderlich. Das rechte Stiitzenmoment betrdgt fiir die ange-
nommene Belastung
Mp= — P,p, — Pyp,.

1) Beziiglich der Bezeichnung der Festpunktsabstinde vgl. die FuBnote aufS.103.
8%
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Die Elastizititsgleichungen des zweifach statisch unbestimmten
Systems lauten

(1) 0% +0,, X, =2,

(2) 621X1 -+ 622 Xg = Ze'

Nun ist im vorliegenden Falle
Z,=—9, =0,

weil die M,-Fliche in den unbelasteten Offnungen I, und I, des
statisch bestimmten Hauptsystems Null ist. In der Offnung 7, ist
die M,-Fliche ein Dreieck mit der Héhe My iiber dem Auflager B.
Da nun der Zustand Mz =1 in der Offnung l, ebenfalls eine drei-
eckige Momentenfliche, jedoch mit der Ordinate 1 iiber B, liefert,
so kann man schreiben:

Zy= — §y = — 02 p- Mp.
Fir die einzelnen Verschiebungswerte (vgl. Abb. 42) erhiilt man:
2 Jc . Jr'
EJo,, = | M, dxj, EJ, b, = MlMedszEJc(S‘_,l,
2 JL‘. JL‘
EJ(:(S%‘Z: M‘Z dxj, EJC(S?B: M2Mde7.
A 7 2 8 .
7 7ay % ray Die Momente M,, M,, Mg
et — L , vA— entsprechen den Zustinden
| M~Fliche | M =1; My=1; Mg=1

|
|
; 1 ; und sind - aus Abb. 42 er-

! ! Die Gleichung (1)

Abb. 42. {41 ZustondMg=+7  liefert, weil Z, =0,

-X1: - é*—m-Xn = /uan;
611 ) )
wird dieser Wert in die zweite Gleichung eingesetzt, dann erhilt man
[— 0y, -+ 622] Xy =— 62B‘MB:
also
X,=——-"2  Mp— — u,Mg.
i — 10y, + 9y £ e Tm

4, und p, sind konstante GroSen, die sich aus den §-Werten er-
mitteln lassen; sie sind unabhéngig von der duBeren Belastung.
Die Momentenfliche in der Offnung I, (vgl. Abb. 43) ist geradlinig,
weil keine duBere Last in der Offnung I, angreift; sie ist also durch
die Stiitzenmomente Mp und X, bestimmt. Der Nullpunkt der
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Momentenfliche in der Offnung I, ist durch die Beziehung festgelegt

a X,

B My
Ebenso erhilt man fiir die Offnung L,

ay X,

T E T

Da nun die Zahlen u, und u, konstant sind — denn sie héngen ja

a 2
nicht von der Belastung ab —, so ist auch das Verhédltnis -2 und %

b, b
konstant; die Nullpunkte der Momentenfliche L, und Li, bleiben
daher stets dieselben, welche GroBe auch die Belastung des rechten
Kragarmes annehmen mag. Sie sind fiir einen gegebenen Tréger ein
fir allemal festliegende Punkte und werden deshalb Festpunkte
oder Fixpunkte genannt. Der Festpunkt L; lit sich nun wie

folgt bestimmen. Es ist P ; 2 8
s = 3 + by, é? = %
da nun e A e
@y = Uyby [ : :
ist, so wird ! Xttt X Xet=duz My~ — |V
I ] |
ls = lu‘.’, b& + b3 — az }<—bz—>|+ Ejk—ba’_){
oder Abb. 43.
s
by = . Hﬂ , 2 8
|

T
Durch b, ist L, bestimmt; |I z,—i—hﬁ——fi—za—j
ebenso wird L, festgelegt }//i;ﬂ—\ } :
durch die Strecke | — "’,{{l_—,‘/"}’z JEE
~_ l, :—<—b;~>:tz'7\<i*bz'—>: a; ;e—
R I Abb. 44.
Die Punkte L, und L, heiBen die linken Festpunkte.

Auf Grund &dhnlicher Betrachtungen 148t sich nach Abb. 44 die
Momentenfliche infolge einer Belastung des linken Kragarmes be-
stimmen. In diesem Falle geht die Verbindungslinie der Stiitzen-
momente durch die festen Punkte R, und R,, die rechten Fest-
punkte des Balkens.

Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich nun leicht verall-
gemeinern auf den Balken mit » 41 Stiitzen (Abb. 45). Alle Off-
nungen links von r seien unbelastet, dagegen seien eine oder auch
beliebig viele Offnungen rechts von r belastet. Fiir diese rechts
von r liegende Belastung sei das Stiitzenmoment X = M_ ermittelt.
Wir schreiben nun die Elastizitédtsgleichungen von der linken Stiitze
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anfangend bis zur Offnung ! _, an und beachten, daff die Belastungs-
glieder dieser Gleichungen Null sein miissen, weil ja keine duBere
Belastung links von I vorhanden ist.

Abb. 45
(1) 8, X, 48, X,=0 | X,=—2ex — _, x _ S
1141 T 0194 1 3, e My e M1=3,,
— i 623 —_ . o 523
(2) 0yy X; 404y Xy 40y X;=0 | X, = — Oga — 14,04, Xy=—uy Xy; py= S — t1y 0g,
N b b
(8) gy XyH0gq X405 X, =0 | X;= — mxll = — X5 py= 533_::2532
X _ 67-—1 r X — ,u X
(T'l) 6r—1,r—2Xr—2 r=1 Optire1 = Mr—g Ory g © roThe
+ 6r—1, r-er—1+ar—],rXr=O u = Or—1.r .
| r—1 61‘—1’ rei = Hr—g0r—y g

Wir driicken nun, wie in dem vorher behandelten Sonderfall, mit
Gleichung (1) anfangend, X, durch X, aus, dann in der zweiten
Gleichung X, durch X; und so fortlaufend X _, durch X . So er-
halten wir der Reihe nach die festen Zahlen Wy My-.. pt,_, und finden
wieder, dal in den unbelasteten Offnungen links von r die Stiitzen-
momente sich wie die festen Zahlen u verhalten, also die Begren-
zungslinien der Momentenflichen durch festliegende Nullpunkte hin-
durchgehen. Diese festen Punkte L lassen sich nun allgemein leicht

durch die Zahlen u bestimmen.

e | Aus Abb. 46 erhiilt man fiir eine
I~ beliebige Offnung 7,
Xr—fy“ra\ " br = lr —a,.
|
I lr Da nun lu’r—l = %" also arztur—lbr
: ist, so wird .
e Fr o bf‘:lr_lur—lbr’
| Xr=pty Xpeqg !
e also b — —"—; (50)
Abb, 46, L. 14,y
hierin ist
Mpoq = Ot . (51)
T 6r—1,r-1"‘:”r—25r—1,r—e



Die Auflésung der Dreimomentengleichungen.

39

Betrachten wir nun einen Tréger, der links von der Stitze r — 1
irgendwie belastet ist (Abb. 47), dagegen rechts von r — 1 unbelastet
ist, so lauten die Dreimomentengleichungen von dem rechten Ende

angefangen:
| r—zl l 1 lr—f r ri1 . n-1 n 8
= £ I
el | Lrtr | ; ; ?‘*Zn i Ln,w‘f}h
- | T I |
(AT S R T N P |
\I+/ — l+
Abb. 47.
. X:_an.n—lX -——,u'X .
(’ﬂ) 671 n—an—1+6nan =0 l " Oun not mom P
r __Onn—1
fn ="5,0
On—1,n—2 .
(n—1) 611—1, S, +6n—1,n—1 Xy | L=~ K] - ) Xyo=—tn-1X, 5
n—1,n—1" #n On—1,n
+6"—1,"X"=O /’l, — On—1,n—s
n—1 671—1 n—1_;un,6n-—1 n
0
X,,,=— s X, = —p X,
(7‘ + 1) 67’+1,7‘XV + 67“*'1, r+1 Xr+1 i 6r+1.r+1_;“;+2 Orty, rie " fras &
+6r+1,r+‘.’Xr+2 =0 /41{+1: r+,1’r -
Ort1rd1—Mr+20, 41, m 4o
, Sp,r— ,
V) 57‘,7'—1‘Xr—1 + 6rr'Xr Xr= - ) [L:,+161 Xr—l = - lur Xr—l;
rr=" 4T r,r4
+61',r+1Xr+1=0 l‘;,_ (5,’,-__1
" 6rr_ﬂ7',+16r.r+1

Wir driicken in vorstehendem Ansatz wieder der Reihe nach X, durch

X

n—12

dann X,_, durch X, _

o und so fort bis X durch X

r—1 aus

und erhalten die Zahlen u,, pyy—y... 7, die zur Bestimmung der

rechten Festpunkte dienen.

Nach Abb. 46 wird

br,_—_ lr - arlz lr - br,lur,’

also
l
= T, 52
T 1+ (52)
wobel
’ 67"7'—- 1

(53)

M, ==

67-7' - qul'*‘l 67-, r+1 .

Mit Hilfe der Formeln (50) bis (53) kann man fortlaufend, vom
linken Auflager anfangend, die linken Festpunkte L, und vom rechten
Auflager aus die rechten Festpunkte B bestimmen. Der Festpunkt L,
féllt mit dem Auflagerpunkt 4, der Festpunkt B, , mit B zusammen.
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Ist nur die Offnung I, eines beliebigen Trigers nach Abb. 48 be-
lastet und hat man die anstoBenden Stiitzenmomente M, _, und M,
ermittelt, so kann man mit Hilfe der Festpunkte die ganze Momenten-
fliche darstellen.

In den Endéffnungenl, und [, , erhilt man, wenn die Momente
an den Endstiitzen M, und Mz sind, folgende Werte:

Der letzte Festpunkt L, , ist bestimmt durch

l

. ntl
] n+1 " 1__}_//‘7[’ (503})
worin _
= riﬁs‘@*. (51a)

J
—_ dx &
6"B—jMnMB xJ

(vgl. hierzu die Abb. 41 und 42).

Abb. 48.

b= A (522)

hierin ist
’ 014 f J
__ -t d Sy4=\|M M;dx-E.
,ul 611 — [ue, (312 un 14 1 Mg x 7 (53 a:)

¢) Die 3-Tafel.
Wir kniipfen wieder an die Betrachtungen unter a) an; dort war

die Losung des Gleichungssystems fiir irgendeine Unbekannte X
auf die Form gebracht

Xr=13r1Z1 _’—ﬂr‘zzﬁ ~|— "'+IBTTZT+ "'+ﬂrnzn: ﬁﬂrizi' (54>
=1

Es handelt sich nun darum, ganz allgemein die Beiwerte f§ fiir
ein System von n Elastizitdtsgleichungen zu bestimmen. In der vor-
stehend angeschriebenen Gleichung (54) 1aBt sich z. B. der Beiwert f,,
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folgendermafien definieren: Setzen wir in der Gleichung alle Be-
lastungsglieder Z bis auf Z gleich Null, dagegen Z = 1, dann wird

X, =p

das heilt, 8, ist in diesem Falle gleich der statisch unbestimmten
Grofe X,. Und da uns nun zur Ermittlung der GroBen X ein
System linearer Gleichungen zur Verfiigung steht, so koénnen wir
auch die f-Werte aus einem solchen System linearer Gleichungen
bestimmen.

Dieses System erhdlt man, wenn man in den Elastizitéits-
gleichungen an Stelle der GréBen X die Groflen § unter Beachtung
der entsprechenden Zeiger einfithrt und alle Belastungsglieder mit
Ausnahme von Z gleich Null setzt, fiir Z  dagegen den Wert ,eins“
einsetzt.

Ist ¢ ein beliebiger Zeiger, so tritt also fiir X, der Wert §, ein;
es entsteht daher folgendes Gleichungssystem?):

rr?

. [ 6
(1) 01381, + 010, =0 iﬁ”: —Efﬂzr= — 4y Ba,
é
(2) 091 By, + 022Bs, + 00385, =0 | fy, = — 522_2;1521 Bsr = — po By,
4
(3> O30 B, + O35 By, + 054 B4, =0 | fg, = _3;3_3—;253;:3472 — U5 By,
1) 6 8 - b1
) r—l,r—?ﬂr—‘.’,r+ r—l,r—lﬂr—l,r ﬂr—],r_ - 67___1 r—l—/‘r—za L gy
—l_-ar— Tﬂ 7‘:0 ' T
L g = lu’r—‘lﬂrr
1
(T) 67‘,7‘*16;‘-1, r + 6rrﬂrr ﬂrr = —u F) —}—6 —«u'+13
+6r,r+1/3r+1,r:1 rTT1Tnrel rr 4 ot
o, ,r
1) 67‘+1, 1'131‘r+ 67‘—{-1, r+1ﬂr+1,r ﬂi‘+1,7‘= - S N ;’1+25 lgrr
r W7 — Ur 7 o
+6r+1,r+2ﬂr+2,r:O . s +1_+2 ’
- MT+1 ﬂy-r
N On —q.n—
'1) 6n—1,n"-‘.’ﬂn-—2,r + on—l,n—lﬂn—l,r /3"—1, r— T3 1L,r—1 il‘ ,25 1 .ﬁ"_e’ "
(S - — n—1,n— n On—1,n
+ n 1,n/3nr T == — [uy,,,_1ﬁn_2, »
On,n—
(’)’b) 611,n—lﬂ11—1,r+6nnﬂnr:0 ‘ ﬂnrz —jnnlﬂn—l,r= '_lu’n,ﬂn—l,r'

1) Diese mit Riicksicht auf einfache Darstellung gewihlte Erklirung 148t
sich natiirlich strenger fassen. Es handelt sich hier um mathematische Gesetz-
miBigkeiten bei der Losung eines Systems linearer Gleichungen. Wir verweisen
z. B. auf Domke: Handbuch fir Eisenbetonbau 10. Bd., 2. Aufl, Hoch-
bau II, S.48 und Miiller-Breslau: Graphische Statik Bd. 2.
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Driickt man nun, genau so wie wir es zur Bestimmung der Fest-
punkte taten, aus der ersten Gleichung g,, durch 8, aus und setzt
diesen Wert fiir g, in die zweite Gleichung ein, so enthilt die
zweite Gleichung nur die beiden GréBen §,, und 8, und man kann
also aus der zweiten Gleichung f,, durch B, ausdriicken, wie das
rechts neben dem System der Dreimomentengleichungen dargestellt ist.
Schreitet man in dieser Weise fort bis zur Gleichung r — 1, in der
B,_,,, durch B ausgedriickt wird, so erhdlt man der Reihe nach
bestimmte Werte u, denen wir vorhin schon bei der Berechnung der
Festpunkte begegnet sind.

Hierauf fingt man mit der letzten Gleichung an, driickt g,
durch ﬂn—1, , aus, setzt diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein,
driickt hier wieder 8,_, , durch §,_, , aus und so fort bis zur
r -+ 1-ten Gleichung, in der f,,, , durch g, ausgedriickt wird.
Setzt man dann in der r-ten Gleichung

ﬂr—l,‘r‘: _lufr—-lﬂrr und 131'+1,r= _lu;+1ﬁ1‘r’
so erhidlt man den Ausdruck
1
B = (55)

— Mpy 61‘,1‘—1 +6rr - lu;'+16r, r+1 .

\ r=3 Ly—z r=2Llp-q 171 Lp r Rets 741 Rrez r+2  Rrez r+3|
| ' i
@ | @ |% @
Ly ||
L (!
I b
F I
(| I

| |

Prr

|
’ A
Prar ﬁr-z,\y = “thre Brr \l&ﬂ,f' ~reifrr  Prear

Abb, 49,

Mit Hilfe dieser Formel kann man die f-Werte mit gleichen Zei-
gern, also die f-Werte in der Hauptdiagonalen der g-Tafel er-
mitteln. Die anderen S-Werte mit verschiedenen Zeigern berechnet
man mit Hilfe der Beziehung

ﬂr—l,r: —lur-—lﬂrr und ﬂr+1,'r= _lu’;"i'lﬂrr (56)
(vgl. Abb. 49). Beachtet man, daB

/" r__ 61‘, r—1
r T ’ ’
0,, — Mr+1 61', r+1
also
)
’ r,r—1
arr — Mr+1 61', S r

ey



Die Stiitzenmomente infolge stindiger und beweglicher Belastung. 43

so kann man Gl (55) auch schreiben
!

1 “
B,, =— - = r e 55a
(i_ “ ) 67-,7'—1(1 — My Iur) ( )
r, r—1 /";-/ r—1
Die Berechnung der §-Tafel nach vorstehenden Formeln vgl. in Zahlen-

beispiel 5.
Wir kénnen nun wieder abgekiirzt das System von Gleichungen
in der Matrixform anschreiben:

Z, Zy |0l Z, |-+l Z,
'X1= /311 1312 /311- :31,1
XQ: /3_21 /322 P ‘ /3‘_” PR /32“
K= | B B |ooe| B B
X, = | bt | Bua || B o

Auch hier kann man, wie bei den Elastizitdtsgleichungen, die fol-
gende kurze symbolische Schreibweise anwenden:

n
X, =3p.2,; (i=12...7r...n). (67)
E=1

Wie bereits hervorgehoben wurde, sind auch die Werte der §-Tafel
symmetrisch zur Hauptdiagonalen; d. h. die Werte g der r-ten Spalte
sind gleich den entsprechenden Werten der r-ten Zeile. Es geniigt
also die Bestimmung der Werte oberhalb oder unterhalb der Haupt-
diagonalen (vgl. hierzu Zahlenbeispiel 5).

4. Die Stiitzenmomente infolge stindiger und
beweglicher Belastung.

a) Nur eine Offnung 7, ist belastet.

Wenn nur eine Offnung I des durchlaufenden Balkens belastet
ist, so werden alle Belastungsglieder Z der Gleichung

Mrzﬂrlzl+ﬁr2zﬁ+“'+/3r,i—lzi—1+ﬂrizi+ﬂr,i+lzi+1+
+/3r,r—l Zr—l +/3rrzr+ ﬂr,r+1zr+l + '”_[—ﬂrnzn (54)

bis auf die beiden Werte Z._, und Z_ gleich Null. Demnach lauten
die Gleichungen fiir die anliegenden Stiitzenmomente

Mr—l = ﬂr-l, r—er-l + /31--—1, rZr’
Mr = ﬂr, r-er—l + lBrrZr'
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Beriicksichtigt man, daB

Brov,r=— 14y ﬂr--l,r—l
und 187',7‘—1 == 1 P,
ist, dann wird
Mr—1:/3r—1,r—1 [Zr—l_lu’r,zr]7} ) (58)
M, = 8,12, — pp—1Z,_,]-

«) Stindige Belastung.

Handelt es sich um den EinfluB irgendwelcher sténdigen Be-
lastung in der Offnung I, dann wird nach Abb. 50 und mit Riick-
sicht auf die Entwicklungen unter 2b dieses Abschnittes

Zr—l = - @r—l,O und Zr = @rO’
also
lwr—-lr' —ﬂr—l,r—l [@1“‘1,0_-/”1',@7-0]7} (59>
Mr = ﬂrr[@ro - lur—l @r—l,O]‘
l l \I/ Liegt der Sonderfall symmetrischer Be-
L7 lastung der Offnung [, vor, und ist auch

r |
21 gie Querschnittsverteilung innerhalb der
Offnung symmetrisch, so wird

@1-1 0_'@1'0 %%r(ﬂ

wobei ., der Inhalt der reduzierten M, -
Flache ist; dann wird

7-—1:—%%1'0/31' 1,r— 1[1 _lur’]’
M”—_"%rOﬂrr[ lu'r—l]'

(59a)

p) Verianderliche Belastung; EinfluBlinien.
Bei veriinderlicher Belastung wird fiir P, —1

Z, ,=—HKJ5 und  Z,— —KJ9,,

r—1 ¢ m,r—1 r

Dann erhélt man aus Formel (58) die Gleichungen der Einfluflinien
fiir die Stiitzenmomente in der Offnung I (Abb. 51):

Mr-—l,r:nr—],r:_ﬂr—l,r—l [EJc(smr 1 ,EJc(Smr]
M, =Ny = _ﬂrr [EJc 6mr My — IEJ 0

(60)

rr c m,r— 1]
Fir den Ast der EinfluBlinie in der Offnung ! ., findet man die
Gleichung der EinfluBordinaten, indem man in der ersten Gleichung
der Formelgruppe (60) mit dem Index um 1 weiter geht, also fiir

r—1 den Index r, fiir r den Index r + 1 nimmt; es wird also

nr,r+1 = —IBrr [EJc(smr lu;"‘“lEJc 6m,r+1]‘
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Will man nun den Ast der EinfluBlinie fiir M, in der beliebigen,
links von r gelegenen Offnung I, haben, so kommen in der allge-
meinen Gl. (54) die an der Off-

nung I, liegenden Belastungs- | - = 3 ‘
glieder Z,_, und Z, in Betracht; = —
die EinfluBordinate der M - Linie | e L, = |
folgt also in der Offnung !, der | : . 1_/%‘,} l
Gleichung p = }
Ni = — Bpi[EJ, 6, L ///Al\/i |
_lu’i—lEJc 6m,1'—1]' (61) - ; I I
Die Gleichung fiir eine Offnung !, | nr~Flicke -
rechts von r lautet '\‘J\ |
Ner = —ﬂrk{EJcamk | I \\\_J
— w1 B, 6m,k+1] . (62) I Mpeqp-tinie |
In dieser Weise laBt sich dic J
EinfluBlinie fiir das Biegungs- \VE
moment der beliebig herausge- | I
griffenen Stiitze r darstellen; wir i Mﬂ_bh/ﬂl
brauchen fiir diese Darstellung
die Werte u und f (Abb.52). \ 7rr
Zu einer andern, sehr iiber-

sichtlichen Entwicklung der Ein- Abb. 51.

fluBlinie fiir M, kommt man bei

Verwendung eines statisch unbestimmten Hauptsystems. Fiihrt
man als einzige statisch unbestimmte Gréfe das Stiitzenmoment
X, =M, des n-fach statisch unbestimmten Tréigers nach Abb. 53

-1 i r-1 r rt7 k-1 L2}
52 & = & & &
‘<—Liﬁ<—Lr_1 %h“i‘bﬁ%’%ﬂ_ﬁ%lf}cﬁ
I I ! | I l I
= N | , P
= 1 ==
Trg - 77,,,/ My—Linie rk

Trr

s

Abb, 52.

ein, so entsteht fiir den Zustand X, — M_ = 0 ein n — 1-fach statisch
unbestimmtes Hauptsystem. Zur Berechnung von M dient jetzt
die eine Elastizititsgleichung.

6”—1

Xr = - %n% ° (63)

Orr
In dieser Gleichung miissen die Verschiebungen an dem n — 1-fach
statisch unbestimmten Tréger ermittelt werden; dies deutet der obere
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Zeiger von ¢ an, zum Unterschied von §,, ., das nach friiheren Verein-
barungen die Verschiebung am statisch bestimmten Hauptsystem ist.

Fiir den Zustand M, = 0 kann das statisch unbestimmte Haupt-
system iiber der Stiitze r kein Moment aufnehmen; das bedeutet
statisch, dall an der Stiitze r der biegungsfeste Balken durch ein
Gelenk unterbrochen wird. Fiir den Zustand M =1 an diesem
n — 1-fach statisch unbestimmten Hauptsystem entsteht nun die in
Abb. 53 dargestellte Momentenfliche, die als M" '-Fliche bezeichnet
wird, und zwar zum Unterschied von der M -Fliche des Zustandes
M =1 am statisch bestimmten, aus lauter Einzelbalken bestehen-
den Hauptsystem, mit der wir es bisher allein zu tun hatten. Da
auller dem Moment M, = 1 weitere Krifte an dem Balken nicht an-

\r-2_ Lrg r-71 lr M1 Mp=1 Rrts TH1 Rrtz rt2)
pagm T 1 WY
: 1 L7 ?‘;—Lr lrtr % % erz-f—>}

! } ‘ % +h | ! ||
Lo | | Tmg ||
| | N !'% —Aﬁcﬁeuiq
= — I \1/ i il
1 | - l |
| | /@ﬁ/ ; | |
| J lf N |\MeFriicke |
| | | |
| | | | | \
| | 1 l Eo D inie |
1 L/\L '
r ~
\Vr'r 7 /

Abb. 53.

greifen, muB innerhalb der Offnungen die M" '-Fliche geradlinig
verlaufen. Fiir den links vom Gelenk r liegenden durchgehenden Teil
des Trigers hat die Momentenfliche unter den linken Festpunkten L
ihre Nullpunkte; fiir den rechts von r gelegenen Balkenteil sind die
Momentennullpunkte durch die rechten Festpunkte R gegeben. Die
verzerrte Momentenfliche erhdlt man durch Multiplikation der Mo-

. L .
mentenordinaten mit 7” Falt man nun diese verzerrte Momenten-

fliche nach Mohr als Belastungsfliche des n» — 1-fach statisch un-
bestimmten Hauptsystems auf und stellt hierzu von neuem eine
Momentenfliche dar, so erhdlt man die EJ, 0y, -Fliche. Die Ver-

Lod - . .
zerrung mit 7” ist in Abb. 53 und 54 mit Riicksicht auf die Deutlich-

keit der Figur nur iiber einer kleinen Strecke innerhalb der Off-
nung !  angedeutet.
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Der Nenner der Gl. (63) wird
EJca;‘f:f(M;“l)“"dem. (64)

Hierfiir kann man bei Benutzung des Reduktionssatzes') auch
schreiben 7

J

7
U reg /mr re7 |

Taer-1gde<—~ \M -1 Je % —%Fﬂ'rwf
r J ﬁ[;. ~1
ted
lF

|
h

BJ 00 = [ M MP e g = I (642)

< brpg—

1 1
% 7

a)|//‘;w/+‘ |

; Tdrr o

l |

| | |

| | l

| ! |

Je

) l {t\br-1M-r-—17C l [

7(ur—7‘F—’—‘j:"— PR K et
'[1_[,"—1d;'—1 "4411;'4-16")'{-1,7'
| | |

Abb. 54.

In dieser Gleichung erstreckt sich das Integral nur iiber die beiden
Offnungen 7 und!_, ,, wie aus Abb. 54 hervorgeht. In dieser Abbildung
ist nun die M} *-Fliche in die beiden Teilzustinde a) und b) zer-
legt; die Auswertung des Integrals der Gl (64a) liefert dann
- 1
EJc 6,?7 ! = — M 67—],1‘ + 61'7‘ - /11-'_}.1 6r+1,r = B‘ (65)
rr
Ferner wird der Zéhler der GL (63) bei Belastung der Offnung I,
EJ Spt —=EJ S, —u _,EJ S

¢ m,r—1?
so daB wir wieder die f{rither abgeleitete Formel fiir das Stiitzen-
moment erhalten

Mrr = nrr = lgrr [EJC 6mr - Iur—l EJc 6m,r—1] *

1) Leser, denen die Theorie der statisch unbestimmten Hauptsysteme nicht
geldufig ist, finden eine Darstellung des Reduktionssatzes mit Beispielen in
dem Aufsatz von Dr.-Ing. Worch: ,Beispiele zur Anwendung des Reduktions-
satzes“, Beton und Eisen 1924, Heft 4, S, 89.
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Die vorstehenden Entwicklungen gestatten nun, sofort simtliche
Aste der EinfluBllinien fiir das Stiitzenmoment M, darzustellen, wo-
bei r ein beliebiger Index ist, fiir den der Reihe nach 1, 2, 3 usf.
gesetzt werden kann; damit sind die EinfluBlinien fiir sémtliche
Stiitzenmomente ermittelt. Uber die Gestalt der EinfluBlinien fiir
die Stiitzenmomente muB man sich im klarep sein, weil man bei
beweglicher Belastung die ungiinstigste Laststellung mit Hilfe der
Lastscheiden der Einflulfiichen feststellen muB. Hierzu geniigt
schon die Form, ohne daB man die Grofe der einzelnen Ordinaten
zu kennen braucht. Man erkennt aus Abb. 52, dal die Nullpunkte
der EinfluBlinien stets mit den Stitzen zusammenfallen, daB also
nur Belastung ganzer Offnungen in Frage kommt. Weiter haben
stets die beiden an den untersuchten Querschnitt r sich anschlieBen-
den Offnungen negative EinfluBflichen; an diese reihen sich dann
abwechselnd positive und negative Beitragstrecken an.

Fiir die praktische Rechnung ist es nun gewohnlich nicht zweck-
miBig, simtliche Aste der EinfluBlinien der Stiitzenmomente darzu-
stellen und fiir die vorhandene bewegliche Belastung auszuwerten.
Dies wiirde fiir einen Triger iiber n -I-1 Offnungen, der n Stiitzen-
momentlinien mit je »-1 in jeder Offnung besonders zu berech-
nenden Asten aufweist, eine viel zu umfangreiche Arbeit sein. Zweck-
miBig ist fiir die praktische Rechnung der folgende Weg, der an
einem Balken auf beliebig vielen Stiitzen, vom linken Auflager an-
gefangen, erliutert werden soll. (Abb. 55.)

Man entwickelt vom Stiitzenmoment M, nur den Ast der Ein-
fluBlinie in der Offnung I, (Abb. 55a), wertet diesen Teil fiir die
vorgesehene bewegliche Belastung, z. B. Raddriicke oder gleichmiBig
verteilte Streckenlasten, aus und erhilt so das Moment M,, (Index-
bezeichnung: Moment in 1 infolge Belastung in der Offnung,); dann
erhélt man nach Abb. 55 mit Hilfe der rechten Festpunkte R der
Reihe nach die Momente

M, = — /‘2’ M,,,
31— /‘3, M,,,
M,=—u'M_,,

Hierauf berechnet man fiir die Offnung I, den zugehérigen Ast
der M,-Linie (s. Abb. 55b), durch dessen Auswertung man M,, er-
hélt. AuBerdem stellt man fiir die Offnung I, in Abb. 55¢ den Ast
der M,-Linie dar, wertet ihn aus, erhilt M,, und mit Hilfe der
rechten Festpunkte
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My, = — /‘3, M,,,
M42 = 1“4’ M,,

M 9= Iur’Mr—l,‘l'

In der dritten Offinung ermittelt man in Abb. 55d und 55e von den
EinfluBlinien der beiden anstoBenden Stiitzenmomente M, und M,
die beiden Aste #,, und 7,, und so fort: in der Offnung I braucht

A R 1 L, R2l; B3l Ry wly Ry 5l Re 6L, Ry 7
S A AL B sy 7Y Tt
?lq —><—!‘—Lz "l_)'('l,a ‘i:Tl;—la Afijfls A’I’i—ls 4{‘%&‘}‘%
[ |
[ |
b | | | | ||
PN Ul b e e |
N
| I | |
| |
l . | | Pl | | | |l
| l I
b,\/”jH“ X H 4!! g L Hl
CONN
1
I AN I N
Y 0 s e e | U
C/i ! Tz Msz |, Ill |||f m
|I l |
R
I |
R Wl o0 0 L 1
|
o | SN o |
I ! | “lL | }Mu I,L”ﬂ\} |/ 14})”0

¢
i

Abb. 55a—e.

man die Aste der M _,- und M -Fliche. Insgesamt hat man dem-
nach in jeder mittleren Offnung von jeder Stiibzenmomentenlinie
nur zwei Aste darzustellen, wie Abb. 56 zeigt. Man erspart bei
dieser Darstellung nun folgendes: Wenn man simtliche Aste der
EinfluBlinien entwickelt, muB man in jeder Offnung » EinfluB-
linienéste auftragen und auswerten. Arbeitet man jedoch so,
wie eben besprochen, dann braucht man in jeder mittleren Offnung
nur zwei Einflullinienédste zu zeichnen und auszuwerten, in

Kammer, Durchlaufende Triger, 4
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jeder Endéffnung nur einen EinfluBlinienast. Auftragen und
Auswertung aller iibrigen Aste der EinfluBlinien wird ersetzt durch
einfache Multiplikation der vorgenommenen wenigen Auswertungen
mit x und g'. Fiir Triger iiber vielen Offnungen gibt dieser Weg
eine wesentliche Vereinfachung und Ersparnis an Rechenarbeit.

A 7 2 3 r—1 r r+7 r+2!
& = 5 '
<1 ? L N ? lpeg % L ey S éri Lr+2‘j?

| ) My=Lirne B I | | I

711 T13, I I | | !

A T N R R

L | Mg~Linig ] I I {
T2z 723, | I ]

| | | '

L e | | l l

5=Linie I | I

I | |

Mr_7 [/IE[ { }

r-1, r-—7| 7/r—1r | I

| R |

l | My—=Linie I l

NN |

1 ! ]

| M,.+rL/n/e
Abb. 56. \L@"wfn/fz

b) Es sind eine Anzahl von Offnungen belastet.

Das Stiitzenmoment haben wir allgemein in der Form darge-
stellt:
M, = b2+ 02yt + B, 12+ B, 2,
+18rr+1 r+1+ ‘}_ﬂrn n*

In dieser Gleichung smd die Belastungsglieder Z nach den friiheren
Ausfithrungen nur abhingig von der Belastung der beiden anliegen-
den Offnungen I, und I ,,. Wir gehen nun in der folgenden Be-
trachtung von dem Grundfall aus, daB nur eine Offnung belastet ist,
und summieren dann fiir den Fall mehrerer belasteter Offnungen
die betreffenden Einzelglieder. Wir bezeichnen wieder das Belastungs-
glied Z, infolge Belastung der Offnung ! mit Z_, infolge der Be-

lastung der Offnung ! _, mit Z .. ,. Dann erhalten wir

Mr= ﬂm [Zu +Z12} "I‘ﬂre [Z22+Z23] =+ "}‘ﬂr, r—1 [Zr—l, r—1+Zr—1,r1
+ ﬂrr [er + Zr, r+1] _,— ﬂr,r-!—l [Zr-!-l, r+1 + Zr+1,r+'2] + e
_,— 131', n—1 [Zn-l, n—1 + Zn—*l,'n] + ﬂrn [Znn + Zn,n+1] °
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Bei Symmetrie der Belastung und Querschnittsanordnung inner-
halb der Offnungen wird

Z1?=Z22; te Zr—-],r:er; Zr,r+1=Zr+1,r+1; Zn—l,n:Znn‘

Der einheitlichen Schreibweise halber kénnen wir entsprechend setzen :

Zn,n+1 :Zn+1,n+1’
Beriicksichtigt man, daB
lgrlz_lu’lﬂr‘z; ﬂrﬁz—lu?ﬁrii; "'lgr,r*lz_lur—lﬂrr
und
ﬂrn = lu’"ﬂr,n—l; ﬂr,n-—l = /’l;""lﬂr,n—2; "'ﬂr,r-l-l = Iu;‘+1/3rr;

dann erhalt man
M =82+ B,o(1 — p1) Zyy+ -+ B, (1 — Yr-1)Z,,

+ ﬂrr(l —//L;+1) Zr+],r+1 + e + lgr,n—l (1 _lun’)Znn + lgrnzn+1,n+1’
Ohne den Wert von M, zu &ndern, kann man anstatt 8., Z,, und
lgrnZn+1,n+1 auch ﬂrl(l_ IuO)le bzw. ﬂrn(l _'Iu;H'l) Z1i+1,n+1
setzen, da u, = u,4, =0 ist.
Dann kann man die Gleichung fiir M, bequem in folgender
Summenform zusammenfassen:
7 n+1
MT:Zﬂm’(l _:“i—l)zii"l"Z ﬂr,i—l(l_lui,)zii’ (66)
i=1 i=rt1
wobei 1 =1,2,3...n, n 1.
Infolge einer gleichmifBig ver-
teilten Belastung der Offnung I,
mit ¢; wird die M, -Fliche eine
Parabel mit der Scheitelordi-

q.l2
te =
nate 8

. i |
!L-f WLV
t

L

B

Der Inhalt der Jl[m-{j-Flﬁche

sei F; dann wird das Be-
lastungsglied
Zy=— €o=— 1%, (Abb. 57)

und das Stiitzenmoment wird

n+1

M= = S8l = Bt S B (=) (67)
=1 i=r+1

Nun ist aber das Moment an der Stelle z infolge einer gleichmiBig
verteilten Belastung g,

4 2
%% _ 4% ’
M, =Ty =t mm)
4%
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ab \J a3
Es wird also  §,, = q,;, ij-m,- m! = %2“. 1.

Mit Riicksicht hierauf wird das Stiitzenmoment

r n+1
qu = =7 L:Zl 29 f;8,,(1 — /h'—1) +.:2+1qi “isﬁﬂr,i—1 (1— /‘i')}- (68)

5. Feldmomente, Querkriifte, Stiitzendriicke.

Gesucht wird das Biegungsmoment des Querschnittes m der Off-
nung I im Abstand x, und #,’ von den Auflagern. Die Belastung
in der Offnung sei beliebig. Die Stiitzenmomente M,_; und M, fir
diese Belastung seien nach dem vor-
hergehenden Betrachtungen ermittelt.
i H , g2 Statt des wirklichen Zustandes nach

F_I’ | ia | Abb. 58a konnen wir auch den durch-
Y ed e My . laufenden Tréger nach Abb. 58b dar-
' ﬂ% stellen, indem wir an dem statisch
| | bestimmten Hauptsystem — lauter
| Einzelbalken — auBer den gegebenen

{ ) >
! Em % sulleren Lasten innerhalb der einzel-

|

| nen Offnungen noch die Biegungsmo-
| mente iiber den Stiitzen angreifen
| e lassen. Zerlegen wir nun diesen Zu-
, — stand 58b in die beiden Teilzustinde
v Mgl M~) , H8c und 58d und ermitteln deren
' % i ,% 7 Momente zunéchst einzeln, so erhalten

| v Er wir infolge der duBeren Belastung des
4 _—_%LLLL—"’“M’—FMM: statisch bestimmten Hauptsystems,

fl T e also fiir den Teilzustand 58¢, die M, -
Fliche eines einfachen Balkens; das

g YV ; m-riscke  Moment im Querschnitt m, M, ,, wird
M"’Egﬂ i ML positiv. Der zweite Teilzustand 58d

o

\}M/’:—/ - liefert als Beitrag zur wirklichen Mo-
Abb. 58 a—e. mentenfliche ein Trapez. Uber den

Stiitzen sind die Momente M, _, und M ;
da zwischen den Stiitzen keine dullere Belastung fiir diesen Teilzustand
angreift, so mufl die Momentenfliche von Stiitze zu Stiitze geradlinig
verlaufen. Die Stiitzenmomente sind gewdhnlich negativ; daher wird
auch die M’-Fliche meistens negativ sein.

Fir einen Querschnitt m im Abstande x, und xr’ von den Auf-
lagern ergibt sich nach Abb. 58d

x/

M,L,—_—l—’Mr_l—}-%Mr.

r
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Aus den beiden Teilzustinden nach 58c¢ und 58d erhidlt man
nun die wirkliche Momentenfliche nach 58e. Das gesamte Biegungs-

moment des Querschnitts m wird dann
4

X X
M, =M, M+, (69)
r 7

In dieser Formel sind die Zahlenwerte der Stiitzenmomente M, _,
und M, gewohnlich negativ.

Handelt es sich um die Darstellung von EinfluBlinien, dann ist
die M, - Fliche nach Abschnitt I, 6 ein Dreieck, dessen Spitzenordinate

’
%% yetrigt (Abb. 59). Sind nun die M _ - Linie und die J - Linio
bek;,nnt, so 1aBt sich nach Formel (69) die EinfluBlinie fiir M, bilden.

- Zum Aufzeichnen dieser EinfluBlinie fiir die einzelnen Querschnitts-
momente innerhalb einer Offnung !. kann man auch zweckmifBig
folgendes Verfahren einschlagen.

Wir setzen wieder die Kenntnis | r m
der M,_,- und M, -Linien voraus. Iﬁ%__ \T )
Ferner wird bei konstanter Feldweite ST e

I

LY v,

r< l=na
a , i
Mo = MM (Abb. 60). ¥ -757
Man erhélt dann die Spitzenordinate Tt +
|
= T T G0 e |
|
. | i\ |
o '
' % | 'év'?‘i | | i o
I x,.—>:<~—r,~———9| | Mp—g~Linie B
J
L I lr ] \M
| |
| I | I

=15 xZ:’;_ xr' l Myp~Linie
7 Xr | Mgm—Lln/e

Abb. 59. Abb. 60.

Die Ordinaten 7,_, und 7, der M,_,- und M, -Linie sind hier,
ihrem wirklichen Wert entsprechend, als negative Werte einzusetzen.
Das erste Glied der Gl. (70) ist eine Parabel, die bequem mit Hilfe
der Einheitsparabel aufgetragen werden kann. Die Endpunkte der
Ordinaten %, nach GL (70) bestimmen eine Kurve, die den Namen
Spitzenkurve trigt.

Diese Spitzenkurve sei berechnet und in Abb. 61a dargestellt.
AuBerdem sei in dieser die EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment M, _,
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aufgetragen. Gesucht wird zunichst der rechte Ast der EinfluBlinie
fir das Knotenpunktsmoment M, in der Offnung [.. Solange die
verinderliche Einzellast 1 rechts von m steht, wirkt auf den links

7 41 2 3

s &
t *

7 8 3

r

von m gelegenen Teil

[
b
|

fa

=
N

10a,

I3

|
r(———#a, ,-§<
< |

l

Spitzenkurve

|
|
|
|
|
|
|
|
|

AT i

Abb. 61a u. b.
AdM =

AM =
AM =
AM = M, —

Tt
\_L& T __/%1‘1./}#5

% des statisch bestimmten
' Hauptsystems — also
zwischen r —1 und m
— als einzige dullere
Last der Auflagerdruck
an der Stiitze r —1;
daher ist fir die ver-
schiedenen Querschnitte
zwischen r — 1 und m
die Querkraft konstant;
sie ist gleich dem Auf-
lagerdruck infolge P=1.
Bei gleicher Feldweite a
betrigt die Querkraft:

oAU _ A

T dx Az
_AIW_—ZMW—ZMM_~1
e a

Fiir die weitere Betrachtung
nehmen wir zunichst der
einfachen Darstellung wegen
m = 4; die Untersuchung
gilt jedoch ebensogut fiir
jeden Dbeliebigen anderen
Wert m. Die Differenz der
Momente je zweier benach-
barter Knotenpunkte links
von m = 4 ist nun

M1 - Mr—l

M,

AAM =M, —M,_, =7,

’
Es ist also: AM:@—.

4

Nun ist die Ordinate der M,-Linie im Querschnitt 4 gleich der
Ordinate der Spitzenkurve 7 ,. Da die M, _, - Linie negative Ordinaten
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hat, so wird

174,: 77.94 —l_ 171'-],4 *
Teilt man demnach den Abstand zwischen Spitzenkurve und M, _,-
Linie im Knotenpunkt 4, also die Strecke 7,’, in vier gleiche Teile,
dann ist jeder Teil

AM=M, — M, =M, — My=DM, — M, =M, — M,__,.
Aus dieser Beziehung ergibt sich nun z. B.
M, =M, —AdM,
also die Ordinate der M,-Linie im Querschnitt m — 4 (Abb. 61a)
ist gleich der Strecke 4 —c¢. Ebenso wird M,= M, — AM, also
die Ordinate der M,-Linie im Querschnitt m =4 ist 4 —d. Die
Ordinate der M,-Linie in m — 4 wird negativ, nédmlich gleich 4 —e.
Verallgemeinern wir jetzt unsere Betrachtung auf den beliebigen
Knotenpunkt m, dann muf} die Strecke

771,n = 773m + nr—l,m
in m gleiche Teile geteilt werden und man erhilt

17!
AM=""— b — M, — M, —M, = (Abb.61b)

Im Knotenpunktm erhilt man also die Ordinaten der M, -, M, _,- ...
Linien. Nimmt man nun der Reihe nach fiir m die Punkte 1, 2, 3, ...
an, dann hat man die Strecken zwischen Spitzenkurve und M, _, - Linie
im Knotenpunkt 1 in einen Teil, im Knotenpunkt 2 in 2 Teile usf.,
im Knotenpunkt m in m Teile zu teilen und erhdlt damit in den
einzelnen Knotenpunkten die Ordinaten der EinfluBlinien fiir die
Feldmomente. In Abb. 62a sind fiir den Fall n — 10 die rechten
Aste der M -Linien der Offnung I, dargestellt, denn die vorstehende
Betrachtung gilt ja nur fiir den Fall, daB8 die bewegliche Last rechts
vom betrachteten Knotenpunkt angreift; man erhilt deshalb auch
nur die rechten Aste der EinfluBlinien.

Fithrt man die entsprechende Betrachtung fiir den Fall durch,
daB die Last 1 links vom Knotenpunkt m liegt, dann erhilt man
die linken Aste der EinfluBlinien der Feldmomente nach Abb. 62b.

Die Abb. 63 zeigt nun drei charakteristische Formen von EinfluB}-
linjen der Feldmomente der Offnung I,. Liegt der Querschnitt m im
mittleren Teile des Balkens zwischen den Festpunkten L. und E_,
dann ist die M, -Linie in der Offnung 7. nur positiv. Liegt der
Knotenpunkt m dagegen zwischen Festpunkt und Auflager, dann
haben die EinfluBlinien positive und negative Beitragsstrecken
(M, ,- und M, ,-Linien).

ml
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Die EinfluBlinie fiir M, erstreckt sich nur iiber die Offnung/ .
Fiir jede andere Offnung wird daher M, gleich Null; dann erhilt
man die EinfluBlinie allein mit Hilfe der Stiitzenmomente zu

’
i, = e R (71)

r

=

—4—1
—1— 1N

L /7

i /\\\

BPFNRNE

d/:// \\\

AN ~

\ ™

I
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I

| ] | | I __] | | |

| | | l/ - ‘\\\| l I :

I : }/////\\‘ I I

|| y / / (SP/fzenkurve

L7 / / o

Y/ // v N

y | s dy .|

[ | /r\\:
|

/

|_AM,~Linie

\l\—/

Abb. 62a u. b.

Die Querkraft fiir den Querschnitt m ergibt sich aus den beiden
Teilzustinden a und b der Abb. 64 zu
M —M _
Qm: QOm‘{" Tgl—rgl. (72)

Die EinfluBlinie fiir die Querkraft ist also gleich der @-Linie des
einfachen Balkens und der Differenz der EinfluBlinien der Stiitzen-
momente, dividiert durch /. In Abb. 64b ist angenommen, daB
M. >M,_, ist
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Fiir den Auflagerdruck C, einer inneren Stiitze erhdlt man
aus den beiden Teilzustiinden a und b der Abb. 65 die Formel

M_. . —M M. . —M
Or — 07-0 + r—ll r _I_ r«l—ll r (73)
r r+1
Vordmsle. om R my |
e el g
N ] it |
] : b AR ‘ by
Nl B G T
|
! || S g +| ! |
Mi = Qo) Qtcre |

B
.

l I Mr-1 N Mr
| | % ,
~Mpy | ~My
| | l ﬁﬁr—"'l _ ~
i Mm‘“”"eA | Y l%?ﬁ"a |
Abb. 63. Abb. 64a u b.

Die Gl. (73) kann man auch schreiben: |r l l r l rinn

1 1 1
C.=0C,++M _,— <~—]——>M
" " lr " lr lr+1 i’
+ ! M.,. (73a) Q)T ﬁ
lr+1 ' Té‘"
Die C,-Linie ist im Abschnitt I, 6 dar- Myt Mpsy
gestellt. Sind auBerdem die Stiitzen- b/% M- %H My ?
momente bekannt, dann 1Bt sich die ir

EinfluBlinie fir ¢, nach Gl (73) bzw. P
(78a) zusammensetzen. Abb. 65a u, b.

6. Der EinfluB des Eigengewichtes.
a) Die Stiitzenmomente,
Das Eigengewicht wird wohl meistens innerhalb ein und der-
selben Offnung konstant angenommen werden konnen. Bei dieser

Annahme ermittelt man die Stiitzenmomente nach Formel (68), indem
man ¢; mit g, vertauscht (Abb. 66).
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Es wird also

Mrg i[zgza’tsfﬂm( — M- 1)+2 g‘l 1?fﬂr,z 1(1 ):| (74)

t=r+

e T T
U

| Z? -7 [3 [

Lot < 3 > Litr
Abb. 66.

b) Die Feldmomente.

Sind nach Formel (74) die Stiitzen- Mr
momente M, _,  und M, ermittelt, Mg Fiiche
so 1Bt sich die Momentenﬂache
innerhalb der Offnung I nach Ab-
bildung 67 darstellen. Man trigt
von der SchluBlinie A—B, die durch
die Endpunkte der negativen Stiitzen-
momente M, _, ~und M, gezogen ist,
die positive M, ,-Parabel infolge g,
ab, dann bleibt die schraffierte M, -
Fléche iibrig. Die zahlenmiBige Dar-
stellung dieser Momentenfliche vgl.
Grundaufgabe 1a.

Braucht man fiir die Offnung I,
nicht die ganze M, - Fliche, sondern
nur das groBte Moment innerhalb
der Offnung und die Lage dieses Mo-
mentes, dann geht man von der
Beziehung aus, dafl das Maximalmoment dort liegt, wo die Quer-
kraft in der Offnung gleich Null wird. Die Gleichung der Querkraft

lautet:
M,,—M,_
Q‘r‘g =Q,,+ __T!%l—fiﬁ;

lr
QrO =9, (_2“ - xr) .

Bezeichnet man den Abstand des Querkraftsnullpunktes vom Auflager
r —1 mit x,,, dann ist

0,. gFliche

Abb. 67.

hierin ist

l _
O:gr r_gerr‘{"Mw Mr~1,g’
2 L,
also
l Myg—M,_y,
[ . A———— A )
Z,, 2 -+ 0 . (75)
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Der Abstand des linken Nullpunktes der Momentenfliche vom linken
Auflager ist nach Abb. 68 gleich d_ , vom Maximalmoment ¢.. Trigt
man nun den links vom Maximalmoment gelegenen Teil der Momenten-
fliche nach dieser Abbildung nochmals rechts vom Maximalmoment
ab, so dafl ein Balken von der Spannweite 2z, mit symmetrischer
Momentenfliche entsteht, dann wird das
Moment in bezug auf den linken Null-
punkt

gr<x0r - 67‘2) (xOT + Cr) + Mr~1,g .
Da nun (xOT - cr) (xOT + cr) = ng_ crg
wird, so ist

2 2 MT 1,
< g
Crg = xOr +

O:

also

- ]/xm 4 2 (16)

Entsprechend 1d8t sich fiir den rechten Nullpunkt die Gleichung
aufstellen:

g,. (x(;r + CT) (xO,r - c,:)
2

2 M,,
oy |ttt 22 (763

Ist ¢, bekannt, dann wird

M,

also

_ 't
d. =z, —c, und d'=2x5—c,.

Das Maximalmoment betréigt
max M, = 1g.c. (77)
Setzt man in Gl. (77) die errechneten Werte fiir ¢, ein, so kann man

auch schreiben:
max M, = 9,2, + M1, =379, xg: -+ M, (17a)

¢) Die Querkriifte.

Die Querkraftfliiche infolge Eigengewicht ist nach Abb. 67 in der
Offnung I durch eine schrige Gerade begrenzt; sie hat ihren Null-
punkt im Abstand x, von der Stiitze r — 1. Fiir irgendeinen Quer-
schnitt m lautet die Gleichung der Querkraft

Myy— My,

0= (5 — =)+ 525

r
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l —M,_ . . .
Da nun »21—]—%1"——9-?17—1& nach Gl (75) gleich z,, ist, wird
ng = gr (xOr - xm) = gr x;, * (78)

xy, ist vom Querkraftsnullpunkt zu zdhlen, links vom Nullpunkt
positiv, rechts vom Nullpunkt negativ.

Unmittelbar neben den Stiitzen r — 1 und r werden die Quer-
krifte ,

-1, =+ 9,%, und — Orlg = — g,%0,.
d) Die Stiitzendriicke.
Den Auflagerdruck der r-ten

g, r Fri1 . . . .
RSBt I -7 Stitze infolge Eigengewicht er-

P E,%ﬁé‘r; £ ' 141t man nach Abb. 69 zu
—T}rg Org = Orlg + Orry :
Abb. 69. =0,%r + gr+1%,r41- (79)

7. Der Einflul der Nutzlast p.

a) Die Stiitzenmomente.

Wie die EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment M, in Abb. 70 zeigt,
entstehen bei beweglicher Belastung negative und positive Stiitzen-
momente, je nachdem man die negativen oder positiven Beitrags-
strecken der EinfluBfliche belastet. Der Anteil der negativen Stiitzen-
momente wird iiberwiegen. Die Ermittlung der Stiitzenmomente er-
folgt unter Beachtung der Laststellungen a und b der Abb. 70.

=3 r2 r—1 r r+1 r+2 43 |
1 ad
| i
iy |/—+\ I/\! Mp~Linie ||
rtt'q_—/‘ | e T — i i

| | PN\ - | | |

| | | | | | '

. | Laststellung firminM,
@, | AT T T Ty RO T !
| | | | | P

! | Laststellung firmaxM,
¥ b | i g /- !
' !

Abb. 70.

Fiir eine gleichmiBig verteilte Nutzlast p und symmetrische Quer-
schnittsausbildung innerhalb der Offnung erhilt man, wenn mit *_¥ die
Summe der Offnungen, in denen die EinfluBlinien positive Vor-
zeichen haben und mit ~3 die Summe der Offnungen mit nega-
tiven Vorzeichen bezeichnet wird, fiir die gréBten und kleinsten
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Stiitzenmomente aus Formel (68) die Werte)

max Mrp= .—§[+2ai3ﬂﬂri(1_Iui—1)++2a’i3f;ﬂr,i—1(1_lu'i’)]’
(80)
min Mrl’ = %[_Zaisf;ﬂri(l -Iui—l).i— _Zaisfiﬂr, i—-1 (1 - lui’)] ’

b) Die Feldmomente.

Liegt der betrachtete Querschnitt m in der Offnung I zwischen
den Festpunkten, so kommen als ungiinstigste Laststellungen nach
Abb. 71 nur Vollbelastungen der einzelnen Offnungen in Betracht.
Laststellung a in dieser Abbildung liefert max M,, p> die zu dieser
Laststellung ¢ geh6rigen Momente iiber den anliegenden Stiitzen r — 1

ok | Laststellung firmin My, |
) b anmunmnmrd—_:ﬁn

Abb. 71,

und r werden mit M, _, , und M, bezeichnet. Die Laststellung b
liefert min M, ; die Stiitzenmomente infolge der Belastung b seien
M _,, und Mrb genannt. Diese Momente

r

Mr—l,a’ Mra’
Mr——l,b’ Mrb

werden bestimmt nach 4, b dieses Abschnittes. Mit Hilfe dieser so
ermittelten Werte kénnen nun die Maximal- und Minimal-Momenten-
flichen fiir die Strecke e, zwischen den Festpunkten dargestellt
werden, wie es in Abb. 72 geschehen ist. Die Maximalmomenten-
fliche ist eine Parabel, deren Lage durch M,_, , und M, , bestimmt
ist. Die Minimalmomentenfliche ist ein Trapez festgelegt durch die
Stiitzenmomente M, —1p und M ,. Der groite positive Wert max M,
ist durch die Abstinde bestlmmt [vgl Formel (75)]:

o , r—1,g

= _]_A_,
pl,

’ __lr Mra_ r—1,q

Xoyp = — ————————.

2 pl,

(81)

') Beziiglich der Grenzen dieser Summen sieche FuBnote auf S. 65.
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Ferner ist nach (77a)

mamep=%px§,+M7_1,a=%pxé"}—}—Mm. (82)

Die Momentenparabel durchschneidet die Nullinie an den Stellen:
2M,_ ’ 2 M,

¢p = ]/xo“l + = ]/xof+ —re, (83)
p p

dp=Tg, — .y Alp =00 — Crps bp=0, —dpp; Hp=0—d,.

Bei Benutzung des Wertes c,,, kann das maximale Feldmoment auch

i den:
geschrieben werden max M,,, = 1p Crp - (84)

Liegt der Querschnitt m zwischen Festpunkt und Auflager, dann
kommt als ungiinstigste Belastung fiir das Biegungsmoment M aufler
der vollen Belastung ganzer Offnungen auch teilweise Streckenbelastung
in Betracht, wie es die EinfluBlinie in Abb. 73 zeigt. Die genaue Unter-
suchung ist nun umsténdlich. Man pflegt in der Praxis zur Ver-
meidung langwieriger und fiir die endgiiltige Querschnittsbestimmung
doch unwesentlicher Untersuchungen nach dem Vorschlag Miiller-
Breslau’s bei der Darstellung der Maximal- und Minimal-Momenten-
flichen fiir die Strecken zwischen Festpunkt und Auflager gerade
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Linien einzuschalten (vgl. Abb. 72). Zur Festlegung der Momenten-

flichen dienen dann die Momente in den Festpunkten
1

max MLr = %ptr(2 ¢ — tr>7 min MLr = 7lf [br Mr—l,b _l— a, Mrb]’

(85)

ir-3 r-2 r-1 Ly R.m r rt1 rt2
;, T T 1 “
;("—Lr-z % lpy _? 2% 1?; lrsr ? lrtz |
| ! }
| : | f ; | Mulinie |
L ' sy M e~
T i~ ! =
‘ 1 \ L I |
, ! I { | ! lagfsfe//ung  fiir max MI,,L,_7
i | 1
) : | i ..
! ‘ : ! | ! Laststellung flirmin M, ‘
' Abb. 78.
) Fiir die ‘ll.nke End- AL g1
6ffnung I zeigt Abb. 74 % .
die Groft- und Kleinst- B >
werte der Momente. Die by @™

vorstehend fiir eine Mittel-
offnung entwickelten For-

|
|
|
I
meln vereinfachen sich zu !
|

l M
X, = :_1. _1_@_
o1 - pl, "}(81a)

14
o1 :ll—xm,

’ /
dl =x01 - Cl,
r__r gt
tl ——al dl’
= Llpg?
max M, =3P, (84a)

1 ryr
max Mp, =3pb't’,

e
. 1 ’ (85 a) ie = | ’
min ZMR1 = -- bl ]M1 b C= Zg7=rs X7
Zl Abb, 74

Anmerkung: Die EinfluBlinien fiir die Festpunktsmomente M, und M,

erstrecken sich nur iiber die Offnungen [, bis I, bzw. I, bis [,,. Es liegt nahe,
die Auswertung dieser Linien direkt vorzunehmen, anstatt die Festpunktsmomente
aus den Stiitzenmomenten herzuleiten, wie es hier geschehen ist. Dieses Verfahren
wurde z. B. bei der Aufstellung der Hilfstafel IV (Balken iiber drei Offnungen)
angewandt. Im allgemeinen erweist sich jedoch der oben angegebene Rechnungs-
gang als der zweckmiBigere, da die in den Formeln fiir M, und M, auf-

tretenden Stiitzenmomente bereits bei der Ermittlung der griBten Feldmomente
benutzt wurden und daher zahlenmiBig tibernommen werden kinnen.
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¢) Die Querkriifte.

Bei beweglicher Streckenbelastung p treten in den einzelnen Quer-
schnitten m sowohl positive als auch negative Querkrifte auf, wie
aus der EinfluBlinie fiir @, (Abb. 75) hervorgeht. Als ungiinstigste
Laststellung fiir max @,, » und auch fiir min@,, » kommt auller Voll-
belastung gewisser Offnungen auch- eine Streckenbelastung der Off-
nung [, in Betracht.

Die Gleichung fiir die Querkraft in einem Querschnitt in der

Offnung I lautet:
My — M, _
Qmp::QOp—l_ = l . l‘p‘ : (86>

l - QG Linie |
! —————r A ———
I | T M Lot '
Y Imm, : I r La’sfsfe//ung  flirmax IQ,,,,,
|
! | ' L | B
9 L|L i ! | 1 ! ! |
I i
! | I | I [ | |
4 F””’-————-memm | ' . |
| | | | | . ) '
| Laststellung fir min §,
3] {_#mmmmmmmmm[ ,lm un 1 l| 1 “ J]”ﬂ
I 1
| | | |
| \
¢ |’L l[ + !‘nﬂm‘mrmrmmr# | J { !
, | |
| | | ' |
N7 E_hum'rm'nmmvmvmmm | | ermm-u:vrmmnn‘l an:
Abb. 75a—1.

Betrachten wir zuniichst die gréBten positiven Querkrifte. Nach
Abb. 75¢ und d zerlegen wir die Belastung fiir max @, in zwei
Teile und bezeichnen die Momente der an [ anliegenden Stiitzen
infolge des Lastanteils ¢ mit M,_, ,und M, , infolge des Lastanteils d
mit M _, , und M ,.

Fiir Q;p in Gl (86) ist die Maximalquerkraftsfliche des einfachen
Balkens mit der Spannweite / zu setzen. Es ist also

x'?
max @, = p2; )

Die Gleichung stellt eine Parabel mit der GroBtordinate pTl’ itber
Stiitze » — 1 dar (Abb. 76).
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Das zweite Glied der Gl (86) hingt von der Differenz der Stiitzen-
momente ab, die infolge der Laststellungen ¢ und d der Abb. 75
entstehen. Zur Ermittlung des Anteiles ¢ infolge der Streckenlast,
also M, _, . und M, , gehen wir auf die EinfluBlinie fiir M, _, und

M, zuriick (Abb.77). Es wird

Mr—l,czpFrl—l,c?
Mrc:pFrlca
M,,—M,_
also —rg—lL‘liz‘lg[Fr’c‘— 7{—1,0]'

Der Anteil d infolge der Vollbelastung der Offnungen nach ‘Abbb. 75d

liefert die Stiitzenmomente M, _, ;, und M, ,, deren Ermittlung mit

Hilfe der Formel (68) erfolgt. Es wird 1)

Mr—-l,d: _‘% [*Ya? fiﬂr—u (A—p )+ aisfiﬂr—l, -1 (=)

Myo= =2 " Za B, (0= )+ Za B,y (1= )]

L r-17 rot

e
A -
mint Qo FlEche %z_r
Abb, 76. Abb. 77, Abb. 78,
Wir setzen u M
= _l T—ltl = max yr’ (87)
dann erhalten wir insgesamt fir max @, , die Gleichung
_PE” | Do ,
max Qmp— 21 —}_l—[ re r—l,c] +maxy,. (88)
r r

Fiir die groBten negativen Querkrifte infolge p zeigt Abb. 78
die Minimalquerkraftsfliche des einfachen Balkens mit der Gleichung
pa,’

21 -

1) In den Formeln fiir M, _1,; und M,, sind die Grenzen an den I fort-
gelassen, da man 4 Fille zu unterscheiden hat, je nachdem die zu unter-
suchende Offnung gerade oder ungerade ist und ob die n-te Stiitze gerade oder
ungerade ist. Derselbe Fall tritt ein bei der Bebandlung des Balkens mit inner-

halb der Felder konstantem .J, im Abschnitt III, 8. 86. Dort sind die 4 Fille
ausfiihrlich untersucht worden.

minQop: —

Kammer, Durchlaufende Triger. 5
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Fiir den durchlaufenden Balken wird insgesamt

. . Mre —_ Mr—i,e Mrf - Mr—l,f
memp=m1nQ0p—}— 7 + i “
P r r
L1, 7!
> L } £ Mit Riicksicht auf die Bezeichnungen der
T { Abb. 79 wird

Fr-1e Mp_7Linit 2
1 | . Pz, 14 :
LA wintym T4 28, By ) i,
P r

r

|
T ytinie
. . M,—M,_
W worin miny, = ——Tf—lr—l’—f

Abb. 79. ) r
und (89)

M,=—2 ("X a?fiB,; (L — i)+ "X, ia 1 —u)ls

4
P % [ Ya? fiﬂr—l,i(l_lui—l) + Yo} f;’ﬂr—l,i—l(l;—#i,)]'

Mr—- 1,
| r—7 bl r mit7 r+7!
t f
- R L
i ] Lrsy
l 7
| i '
| I
| !
I |
: | max C,I.',,YP
|
fnl'nQP
'S
m:h&‘,-’j A4 1
‘hcrf;
=7
—
max @mp g maxQm+ip max{p
maxCyls,

Abb. 80.

Nach den vorstehenden Formeln kénnen die Maximal- und
Minimal-Querkraftflichen fiir die mittleren Offnungen des durch-
laufenden Balkens dargestellt werden (vgl. Abb. 80).
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Fir die linke Endoffnung I, vereinfachen sich die Formeln,

weil M, _ = M, =0 wird.
max Q p:ﬁl: 2 Fl, + max Yis (88a)
me ™ gl I,
minQ,, = — 22 4+ L5 4 miny,, (89a)
2l Lot v
M
maxyl-:%ﬂ; minylzl—lf.

1

Fiir die rechte End6ffnung I, lauten die Formeln

’2
maxQ — Pt P F,, + max , 88b
Vn+1
2,y by, "
2
minQ — —P%+1_ P p + miny, ... (89D)
e 2Ly Ly ™ "

d) Die Auflagerkriifte.

Die grofiten positiven und negativen Stiitzdriicke C, konnen aus
den Maximal- und Minimal-Querkraftflichen in den Offnungen I, und
l..y, die in Abb. 80 dargestellt sind, gewonnen werden.

max C,, = max C/p -+ max €, 00
min C,, = min ¢}, + min C;, . (%0)
max 0/, erhilt man aus GL (89) fiir min Q"',p, indem man 2, =1,
setzt. max Cyp ist aus der Gleichung fiir max @, +1,p der Offnung
l.., zu berechnen, wenn man z,’;, durch [_,, ersetzt. Entsprechend
wird min C;, aus Gl (89) der Maximal-Querkraftfliche der Offnung I
und min C,, aus Gl (88) der Minimal-Querkraftfliche der Offnung
l..; gewonnen.

Die GroBt- und Kleinstwerte fiir den Auflagerdruck A, der linken
Endstiitze erhdlt man aus den Gleichungen (88a) und (89a), indem
man 2, =0 und 2, =1, setzt. p.F/, ist dann das Moment M, in-
folge der Belastung der Offnung I, mit p. Dieses ist nach Gleichung
(68).zu ermitteln, wobei man ¢, = p und ¢ =1 sowie r = 1 zu setzen
hat. Dann wird mit u,=0

pF{, = M, = %pa13'f1’/311
und man erhalt

1 ;
max 4, = p—zl — ZPT -a®f, By, -+ maxy,. (904a)
1
H*
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Da fiir min A4, das Feld I, unbelastet ist, wird p, F, ,= 0. Der erste
Wert in Gleichung (89a) wird infolge x, = 0 ebenfalls gleich Null
und wir erhalten

min 4, = - miny, . (90D)
Fiir die rechte Endstiitze gilt
max Bp = — min Qmp
und mnB = —max @, ,

wenn man m mit dem rechten Ende zusammenfallen 148t, -d. h.
€, ,,=1,,, und &, ,, =0 setzt. Die Gleichung (68) ergibt sinn-
gemdfB angewandt mit ¢;=p und i =mn -1 sowie r =n

plliy'ne= Mne = %p02+1 fn+1 ﬂrm'

Dabei ist up1 =0. Es ist dann

maxB, — + P utr P g5 foti1 Buw— miny, ... (90¢)
o 2 4l'n+1

Die beiden ersten Glieder in (88b) werden wieder gleich Null, da
Zpy1 =0 ist. Dann wird
min B, = — maxy,,,. (904d)

8. Maximalmomente infolge ¢=g+».

Bei der statischen Berechnung durchlaufender Balken pflegt
man den Einfluf des Eigengewichtes g und der Verkehrslast p ge-
wohnlich getrennt zu untersuchen. Wiahrend die Grofe der Ver-
kehrslast meistens von vornherein festliegt, mufl das Eigengewicht zu-
nichst schiatzungsweise eingefiihrt werden. Bei einer getrennten
Untersuchung von ¢ upd p lassen sich nun leichter im Laufe der
statischen Untersuchung Verbesserungen in den ZXEigengewichts-
annahmen beriicksichtigen.

Will man jedoch z. B. bei einer Nachrechnung das groBte Moment
fir Eigengewicht und Verkehrslast zusammen ermitteln, dann
erhéilt man fiir ein mittleres Feld von der Spannweite I, den Abstand
des Maximalmomentes (vgl. Abb. 81) zu

r
oy, =08, 1)
. q,
wobel , , ,
r—1,¢4 =— Or—l,y + Cr—-l,p (92)

ist. Das Maximalmoment infolge ¢=g¢ -+ p wird dann in einer
mittleren Offnung ,

mameq:% C’,T_l,q-xOr—]—Mr_l,q, (98)
hierin ist M,_,=M_, +M_,,.
Die Werte C,/_;, und M, _
in Abb. 71, Seite 61.

1, p Sind zu berechnen fiir die Laststellung a)
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g=gr#pr

=g, +

b e T ! Y W

{ 4> > 1 '
Z'r , Z:y

] [ |
Mz -
R0 |
\H mm" X er‘f"/ﬁc:be
o i
< |k
il
/ |
|
NV JL |
|
¥ i
¢ &
= 1y
a/i L mialx Mq-/"/b’c'hg [| 1
|\ TL | :
| 3 |
| S {
| I |
| I
Zor— | - In der ersten Offnung I, erhélt man
v | ) : (Abb. 82) mit
E /ﬁﬂ]ﬂ mma‘x My~Fliiche max Aq = Ag -+ max Ap s (92 a)

=~ marMmq

4
H By, = o= £ (91a)
- -~ 7,
| und max M, = 1 max A, %y, (93a)

Abb. 81. Bei den vorstehenden Untersuchungen

, der Maximalmomente ist angenommen,

daB die Belastung ¢ sich iiber die ganze Offnung erstreckt. Dies

gilt nach den Betrachtungen unter 7b dieses Abschnittes genau nur fiir
den Bereich innerhalb der Festpunkte.

Die genauen max M -Flichen sind in Abb. 81 und Abb. 82
unter b) dargestellt.

Entsprechende Flichen lassen sich auch fiir min @ .und min M
auftragen.
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III. Der Balken auf vielen Stiitzen.

Die Querschnitte sind innerhalb der Offnungen
gleich, indern sich jedoch von Offnung
zu Offnung.

1. Die Dreimomentengleichungen.

Fiir den meist vorliegenden Fall, der auch den Hilfstafeln dieses
Buches zugrunde liegt, daB die Querschnitte des Balkens zwar in
den einzelnen Offnungen verschieden, innerhalb der Offnungen
selbst jedoch konstant angenommen werden diirfen, liBt sich die
allgemeine Dreimomentengleichung (Formel 34)

6,._1’,.X,<_1 + 6“-Xr + 6r+1,rXr-|;1 = Zr

auf die folgende Form bringen PR r Jrer 1y
|

Nach Abb. 83 besteht die MTTI—- L?: Ly j% Lres %
Fliche fiir diesen Fall aus zwei | ;
Dreiecken, deren Hohen iiber der } |
Stiitze r 1 -¢ I, bzw. 1 ——{— gind. ‘ |

J r+1
Fihren wir als Abkiirzung die f s T-‘”rr Tfr’ﬁ,r
Werte Abb. 83,

J J,
lrf:lr” lr+1J +*——lr+1, 2(lr’+l7'+1):87
r r+1

ein, dann werden die Verschiebungen d, die ja die Auflagerdriicke

des statisch bestimmten Hauptsystems infolge der M -{J“-Belastung

sind : 1
B, ,,=C,_, = fg, (94)
EJ,8, =6, —- [l SXMEES (95)
EJcér-I-l,r:(Sr*l-l,r:r—g—l' (96)

Wihrend wir bisher in den Elastizititsgleichungen die statisch
unbestimmten Gro8en, also die Stiitzenmomente, gewShnlich mit X
bezeichneten, wollen wir in Zukunft fiir die Unbekannten nur die
Bezeichnung M einfiibren. Die r-te Dreimomentengleichung lautet
dann mit Beriicksichtigung der vorstehend ermittelten §-Werte, wenn
man die allgemeinen Elastizititsgleichungen mit 6 EJ, multipliziert,

! Mr-l—l—-Ser_}_l;‘-i-er‘l-l:Zr' (97)
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Das Belastungsglied Z, wird dann
Z,=+6EJ S, —6EJ S,,—6EJ,d (98)

¢ ro0 ¢ rt”
Wird der Querschnitt in simtlichen Offnungen konstant an-
genommen, dann geht Gl (97) in die bekannte, in der Praxis ge-
wohnlich als Clapeyron’sche Gleichung bezeichnete Form iiber

—1+87'Mr+lr+1Mr+1 :Zr’ (99)
wobei dann s, =2(l 41 ,,) ist.

Bei der ersten Vorberechnung, bei der man ja |gewdhnlich be-
ziiglich der Querschnittsverhiltnisse noch keinen Anhalt hat, hilft
man sich zunidchst dadurch, dall man entweder konstanten Balken-
querschnitt in allen Offnungen annimmt, oder man macht auch die
Voraussetzung, daB die Trégheitsmomente sich entsprechend den

Spannweiten ! verhalten, also
! lr-l—l o !

r

Jr Jr+1 - J.

Bei dieser letzteren, meistens sehr zweckméfBigen Annahme verein-
fachen sich die Dreimomentengleichungen wegen I'=1", =1 zu

-1 +4Mr+Mr+1 :Zr7 (100)
wobei
g,= 880 8B, 88 (101)

Diese Annahme liefert fiir die Mittelfelder brauchbare Néherungs-
resultate, in den Endfeldern liegen allerdings die Querschnittsver-
héltnisse meistens anders.

2. Das Belastungsglied Z,.

Fiir eine beliebige stdndige Belastung gehen die Formeln (40)
und (41) fiir den vorliegenden Sonderfall iiber in

r+1
EJC(STO r fM f 7+1 0x7’+1dx
r+1 r+1
J 71 J Py~
a a
EJC 67‘0 :#fZMromr +nr+1 jLZMr'Fl,OmT"*‘l .
rYr 1 r+1 Yr+1 1 (102)
J n.—1
6a
.Zr:—GEJcarO_ - ZMrOm
Nyyy—1
6a +1 J y
— M, ms
Mgy oy 07RO
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Diese Formeln kommen in Betracht, wenn die €,-Werte nicht ohne
weiteres zu bestimmen sind, was bei unsymmetrischer Belastung oft
der Fall ist.

Liegt eine symmetrische standige Belastung vor, dann wird
aus Formel (42), S. 29 EJ,b,.=3[F0 T Frisol

Zr = - 6EJ0 6r0 = 3[%;-0.‘1“ %r+1,0]' (103)

Wirkt z. B. in der Offnung /_eine gleiéhmﬁBig verteilte Belastung g,,
in der Offnung I, die Belastung qr +1» dann ist

1 J
=_ — 3J— l2l’
%rO 12 qr r Jr 12 r r r?
1 , J, 1

%r+1,0 12 qr+1l7+1 J Eqr+1l72+ll7',+1;

r+1
und damit das Belastungsglied

Z =—6 EJc 6r0 = —[qr lr2 lr -+ 9 +1 T+1lr+1] (104)

Das Belastungsglied infolge Wirmeénderung nach Formel (47)
lautet

M
Zr= — GEJcért‘: — GSEJc(tu — tO)J‘_h—de'

h, ist nun im vorliegenden Fall konstant in jeder Offnung;
innerhalb I - ist h, =k, ,

” Lovs » h’m:hr+1

Das Integral erstreckt sich iiber die Offnungen I und [, , soweit
die M -Fliche reicht. Es ist

M _ 1 __i__ r+1:]
Also wird
Z, — —36BJ (1, —1) UTJF%} (105)
r r+1

Liegt der Sonderfall vor, daB b =h, ,, = h ist, dann wird

Z,— —3eBJ B0 41, (1052)

Infolge etwaiger Stiitzenverschiebungen wird aus Formel (46)
fir den vorliegenden Sonderfall

Z —6EJ 6,=6E’J[ "Y1 U yf“].
r ¢ r [ l lr+1

Der EinfluB einer verinderlichen Last P, in der Offnung I,
auf die Belastungsglieder Z _, und Z, ermittelt sich wie folgt:

1
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Die reduzierte Momentenfliche des statisch bestimmten Haupt-
systems infolge P ist mach Abb. 84 ein Dreieck, dessen Spitzen-

’
. r X .
ordinate PF%-J ist.

J
Zu dieser %elasrtungsﬂéche des einfachen Balkens zwischen den
Stiitzen r — 1 und r ermittelt man die Auflagerdriicke. Zur Bestim-
mung von §,_, , nimmt man den Punkt r als Drehpunkt an, setzt
zuniichst das Moment des Dreiecks CGF an und zieht dann ab das
Moment des Dreiecks FEG. Dann wird

1J[Px'l 1 z! x’:l P J[x’ x’j

rTr v, v Pt vV Trp2_cy e Tr

Crs0= lJ[ 2 3 re sl Terall 1
Nun ist
xl xl3

T =y und  l f=1,

lr lrs r Jr r ! S _—T—EI

demnach wird fr‘.
P
@r—l,o’__—#lrlr Wp - T
 J
Den Auflagerdruck G , erhilt o 3
man zu l l
1J,0 w1 1 x, xr} F
@ro—”zjﬂpr 23 Dhay -
_Prl‘zi[ﬁ_ﬁrfJ Abb. 84,
e gLy 13
3
Co= P’”l l'wp, wobei wD——-%——ggL
Demnach lauten die Belastungsglieder
Z, _,=—6C _,,=—P1ll' w;
r—1 1,0 D (106)
Z, =-66, =—Pll'wp

3. Die Auflosung der Dreimomentengleichungen.

Die Losung der Elastizitatsgleichungen bringen wir wieder auf
die Form

M, =B 2y A B2y + -+, 2,4+ Bl = Zﬂ,zz (54)

Setzt man in die Gl (51) und (53) fiir x« und ' die unter 1.
dieses Abschnittes ermittelten Formeln fiir 6 ein, dann erhilt man

ll
Mypoy = 77 (107)
Sp—1 T M2 lf—l
ll

’ 2
8, — Mry1lysy

’

= (108)
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Fiir die Berechnung der f-Tafel erhilt man den Wert §,, in der
Hauptdiagonalen (vgl. (55))
B — 1 . 1
" _lu’r—l lr’+8r~/’lrl+1lr’+1 ll(_l_’____lur_l).

»

(109)

Mit Hilfe dieser g, -Werte berechnen sich die iibrigen f;,-Werte
nach den frither entwickelten Formeln zu

ﬂr—l,r == 3 b,
ﬂr+1,r = #r’+1ﬂw'
Fiir die Festpunktsabstinde gelten wieder die frither aufgestellten
Gleichungen

b= a=1—b,
1—}_Iu'r—l

’ lr ’

=g YR

4. Die Stiitzenmomente.

a) Die Offnung 7, ist allein belastet.
Fiir standige Belastung der Offnung lauten die Gleichungen der
anliegenden Stiitzenmomente (Formel (58), Seite 44)
Mr—l = —'_ /37‘—1,1'—-1 [Zr—l - lur,Zr] }
Mr == +/3rr[zr — My Zr—l]
Es ist nun fiir die weiteren Entwicklungen zweckmiBig, das Be-
lastungsglied Z in der folgenden Form zu schreiben

(58)

Zr—l = lrlrlzr—l
Z ——11'z (110)
Fiir eine beliobige Einzellast P, in [, wird dann mit Riicksicht auf
Gl. (106) 8. 73
2,_, =P wp
111
2, =P » DD } ( 1 )
Fir eine beliebige symmetrische Belastung in I wird
33,
2,y =% = i (112)
Fiir eine gleichmifBig verteilte Last ¢, in [ wird
l
2, =7 =it (113)

=1 “r 4
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Fiir einige andere in der Praxis hiufig vorliegende symmetrische
Belastungen sind die Werte z, _, und z, nach Gl (112) berechnet und
in Hilfstafel I zusammengestellt.

Mit den Bezeichnungen der Gl. (110) gehen dann die Formeln (58)

iiber in
M_, =—11'8_,,_,[2_.—n =
r—1 r r,ﬁr 1,r 1[ 1 lu’r r :] } (114)
Mr = lr lr ﬁrr l:zr - Iur—l Zr-—-l}
‘Als weitere Abkiirzung wird eingefiihrt
lrlr’ﬂr—l r—lzkr-lr
lr lr, ﬂTT = kTT (115)

Der erste Index von k deutet wieder den Ort an, nidmlich die Stiitze
r — 1 bzw. r; der zweite Index bezieht sich auf die Ursache, nim-
lich Belastung der Offnung ! . Mit diesen Abkiirzungen lauten die
Gleichungen der Stiitzenmomente *)

Mr—l,r: —_kr—l,r[zr—l—lur’zr] }
Mrr = krr ' [zr — My zr—l]

Fir eine beliebige Einzellast P, in [ wird mit Riicksicht auf
die Gl. (111)

(116)

‘Mr—l,r: '_-kr—l,rpr[w-é—lur’ 601)] } (117)

M, ——k, Plop—n._ b
Fiihren wir noch nach Formel (12) und (12a) S. 15 die Bezeich-
nungen wp und wp ein, ndmlich
Wy = Wp — Ky wp
e |

(118)

wobei sich bei wy der weitere Index r auf die belastete Offnung 7.
bezieht, dann wird

M_ . =—k _ . P wy
r—1,r r=1,r" r T,- (119)
Mrr == krr Pr wT,-
Wirken mehrere Lasten P in der Offnung ! , dann ist
M _. = —k_ P wr
. r—1,r r l,rZ r T, (120)
Mrr = = krr ZP" wTr

Liegt eine gleichmaBig verteilte Belastung ¢, in der Off-
nung I vor, dann gehen unter Beriicksichtigung der Gl. (113) die
Formeln (116) iiber in

Y Im folgenden wollen wir auch die Momente mit Doppelzeigern yersehen.
Der erste Index gibt wieder den Ort an, der zweite bezeichnet die Ursache.
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A
Mr—l,r: _kr—l,r 4 (1 —lu’r,) l
0L (121)
Mrr = krr 4 (1 - lu’r—l)

Handelt es sich um den Einfluf einer wandernden Einzellast P, = 1,
also um EinfluBlinien, dann erhilt man die Gleichungen der Ein-
fluBlinien der anliegenden Stiitzenmomente M, _, und M, aus Formel
(117) bzw. (119)

M_, =—k_, [op—p op]l=—k_, or
r—1,r r l,r[ D lur D]’ r—1,r T, (122)
Mrr - = krr [wD - lu’r—l wD] = - krer,

Bisher wurden fiir die Belastung einer Offnung I, die anliegen-
den Stiitzenmomente ermittelt. Jetzt sollen auch die iibrigen Stiitzen-
momente fiir eine Belastung der Offnung ! bestimmt werden.

r-3 Lrg r-2 1_,-—1 r-1 \L l Janmann| l r ﬁnfy rt+1 Rrtz T'+Z!
| _@x I 1 _@ T |
[ |
f_:—l'r'z | l lrg ? Ly ﬁ Lr+1—j—%;<‘—l,rf2'j‘>‘|
' | |
L o
Mr—.a{,r L’Yr—z',r - Mr-1,r- Mol T ‘ Mr +r | M +2,r
— i —
i : b‘;—‘/: | | :\,'///H_{ : |
| { | | iI ; | ¥
2_1{‘77‘—34'7- :_{Dr—zl,r/i kr-'l,r kerr ‘ : {kr+ 7 | krfz,r
| D ~N—

Abb. 85a u. b.

Da die Momentenfliche in den iibrigen Offnungen entsprechend
der Abb. 85a durch die Festpunkte bestimmt wird, so erhdlt man

. !
Mr—‘.’,r_— /’Lr—ﬁMr~1,r” Mr+1,r_ lur+1Mrr’

’
Mr -8, r lu’r—3Mr~‘..’,r’ Mr+2,r— — Hrt2 r+1,r"

Setzt man in die beiden oberen dieser Gleichungen die Werte
fir M,_, , und M, nach Gleichung (114) ein, so erhdlt man
Mr—?,r = + lu’r—2 lr lr, /31'—1, r—1 [zr—l - lu’r, Zr] =
= - lr lr,ﬂr—‘.! r—1 [zr—l - Iu'r’ zr] '
Mr+1,r =+ 1”’1,‘+1lr lr, ﬂrr [zr — My zr—l] =
= lr lr’ ﬂr+1, r [zr — My zr—l] .
Entsprechend Gleichung (115) wird zur Abkiirzung eingefiihrt:
kr—‘l, r lr lr,lgr -2, r—1 =T Hp—e lrlr’ ﬂr—l, r—1 " T Hp_g krkl, r

und kr+1,r= lrlr,ﬂr+1 r = “lu’r’+1 lrlr’ﬂrrz _/u’;'+1krr'
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In gleicher Weise werden alle Werte &, , , bestimmt. Fiihrt man
immer fir die Werte 11’ die Abkiirzung'k ein, so folgen diese k-
Werte wie die f§-Werte und die Momente demselben Gesetze: Es
gehen die Verbindungslinien zweier benachbarter k-Werte durch den
zwischenliegenden Festpunkt, und zwar links der belasteten Offnung
I, durch die entsprechenden linken Festpunkte; rechts von I  durch
die entsprechenden rechten Festpunkte (vgl. Abb. 85b). Es ist also:

__ ’
kr—3,r= ——lur—!%kr—z,r kr+2,r— _—;u'r+2kr+1,r
o .
kr—4,7'_ My kr—3,r kr+3,r_ lu7'+3kr+2,r'
Damit ergeben sich die Stiitzmomente zu:
’
Mr—‘.’,r = kr—‘.’,r[zr—l — M, zr] ! Mr-\‘—l,r - kr-\‘—l,r[zr - l"tr—lzr—l]
4 T —
Mr—3,r - kr—B r[zr—l — My zr] Mr-i—?,r - kr+2 ? [zr P zr—l]

......................................

Ganz allgemein kann man also zur Berechnung irgendeines i-ten
Stiitzenmomentes infolge einer Belastung in der Offnung I sofort

anschreiben v L4
M, =—k [z . —u'z fir 1<r
ir w[ r—1 lur r] ] i (123)
bzw. Mir = - kir [zr — M1 zr—l] fir 2— r

Unter Beachtung der Gl (111) und (118) ergibt sich daraus die
Gleichung der EinfluBlinie fiir M innerhalb der Offnung ! zu

. __{—kira)’]h,- fiir i<r}

123
—k op, fir i>r (128a)

b) Beliebig viele Offnungen des Balkens sind belastet.

Die Gleichung (123) stellt das Stiitzmoment M infolge Belastung
der Offnung I dar. Vertauscht man in dieser Gleichung die beiden
Zeiger ¢ und 7, so erhdlt man das Stiitzenmoment I, infolge Be-
lastung der Offnung I,

— k{2, — u'z fir r<=1
Tkl — g y) fir T2
Sind nun mehrere Offnungen belastet, so erhalten wir durch Super-
position:
M, = — [k —m_y2 )+ Jh (7, — n'z)].
Hierin erstreckt sich die erste Summe iiber die links von r und die
zweite Summe iiber die rechts von r gelegenen belasteten Offnungen.

Ist die Belastung innerhalb jeder Offnung symmetrisch, dann ist
517 %

und die Gleichung fiir M geht iiber in
M, = —[Xk,;2,(1 — py_y) + Jk, ;2,1 — )]
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Bei voller Belastung der Offnung I, mit ¢; wird

1.
2= q;; i
und das Stiitzenmoment

M_-—_[thi rs( My 1)‘1[‘29,1 7‘1( —lui’)]'
Sind sémtliche Offnungen belastet, dann erhalten wir
n+1

Mr = {2 ri 1( - lui—l) —l_i=f\zlkrizi (1 — ,u,-,)] (124)

n+1

und M, ——i[Zq,, k(1 —u_) + 2 4k k(1 —M,-’)} (125)

t=r+1

5. Feldmomente, Querkriifte und Stiitzendriicke.

a) Feldmomente.

Das Moment fir einen beliebigen Querschnitt m der belasteten
Offnung !, wird nach GI. (69) S. 53

X
M “MO—*— 11+T7:Mrr

Wir setzen fiir M,_, und M, die Gl. (122) ein, ndmlich

Mr—l,r = kr—l,r [w-’D - lu’r' COD]

Mrr - krr [wD — M CU{D]
und beriicksichtigen, dall zwischen k,_,  und k,, die folgende Be-
ziehung besteht:

ﬂr r—1 - — M, ﬂr—l,r—l = U,y ﬂrr'
Dann ist auch

! lr’ ﬂr—l,r—l'/u’r’ = lrlr, ﬂrrlu’r—l

oder kr—l,rlu’r, = krrlur—l
Daraus folgt: 1, = ’u;t‘,’ -
Dann wird "
Mm:MmO L(x L1 er+ feo l(x _lu’r r)wlD:I'
©,
Bezeichnet man
_2 &, _m i
Er_ lr Mp—q lr - " Mr—1 n ‘
, , (126)
p B m
r L, A n "n
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dann erhilt man die Gleichung der EinfluBllinie fiir das Feldmoment
der Offnung I,

M, =0y, =M,y — [k, & 0p+Fk _, & wb]. (127)

Die Ordinate der EinfluBlinie fiir das Feldmoment M, in der
Offnung ! _, wird

xl

Z,
Mm,r-—l = nm,r—l_:: l_r Mr-—l,r—l _J[_ TMr,r—l *

r

Nun ist nach Gl.(123a)

Mr—l,r—l = kr—l,r—-l wr.
M",r—l = _'kr,r—l DTy -y
!
und kr,r—l - e kr—l,r—l'
Daher wird *
- ’ ’ r—1sr—1 — ’
N, p—1 = — [xr - K, xr] 1 D1,y = — Er kr—l,r——l D7, _y- (128)

r

In der Offnung I ,, wird die Ordinate der M, -Linie

T ’

X

— _"r “r
Mm,r+1_nm,r+1-— 1 Mr—:l,r+1+ 1 Mr,r+1'

r r

Setzt man nach GI. (123a)

. ’-
Mr—l,r+1 - kr—l,r+1wTT+1
’
Mr,r+1 - _kr,r+1 DT, 4y
und . krotprr = = Boa by s
dann ist
— — N Zeert1 0 _ ’
nM,r-l-l - [xr My xr] 1 DTy 1 = érkr,r+1 DTy 4y - (129)

r

Ist wieder allgemein die Offnung I, belastet, dann hat das Feld-
moment M, in der Offnung I, folgende EinfluBliniengleichung

— &'k, o fiir s <,
nmi = Mmo - [5,- k,-,- @p + Er’ kr—]_’rw.’D] ” i = 7',
— Erkm. a)ip,. y T>T.

b) Querkriifte,

Die Querkraft fiir den Querschnitt m in der Offnung I folgt der
Gleichung
M _—M_
Qm7'=Qm0+ = l T,

r
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Setzt man fiir die Stiitzenmomente die Gl. (122) ein, dann ist

Mrr - Mr—-l,r: - krr [(wD — M- CO&)) - /‘;;—’1 (w’D _lu’r’wD):l ’

, 1
Mrr - Mr—'l,r = — krr l:wD (1 _]— lur—l) - lur—], @Dp <1 +/7/7)] .

Fithrt man ein

1 + ", = 7)';:
dann wird
b1 1
Qpr = Qo kw[ 'ur,lz:,wp - EQ)D:’ ;
2 Lk
@, = Qo+ [ rl;},er — ferJ . (130)

Die Ordinate der @, -Linie in der Offnung ! _, wird

M —M —k k

Qm’r-—1 — ryr—1 . r—1r—1 __ or,_, Ii rrr—l'l_I— r—lrr—l] ,

1 ’
Qm,r—lszr—lkr—l,r—l —I;Iu—

1 ¢ 1 .
Da nun a_ll;’li’— =47 ist, wird
1
Qm,r—-1: b_lkr—l,r-ler—l‘ (131)

Fiir die Ordinate der @, -Linie in der Offnung 7 ,, erhilt man

Q Mr:r+1— M,

r—1:7 1
m,r+1= 1 . +1=_?kr,r+1w£"1‘+1' (132)

r . r

Ist wieder allgemein I, die belastete Offnung, dann ist

—rl;—}’—iwm fiir ¢ < 7
—_ kr—l’r 4 krr .
i = | Qo + 7 WD — 37 Wp y t=r (133)
k..
- b,w wé’i " i > r.

r
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¢) Stiitzendriicke.
Der Auflagerdruck der Stiitze r betrigt

1 1 1 1
Or:CTO+TMr—1_<T+Z__>Mr+l

r r+1

Mr+1 °

r+1

Die EinfluBlinie des Auflagerdruckes in der Offnung !, also C, , er-
halten wir, wenn man fiir die Stlitzenmomente folgende Werte ge-
setzt werden:

Mr—l,r = kr—l,r(w-b— lu’r, wD) ’

i
Mrr = hkrr(wp - lur—le)’ -
Zy[r+1,r = kr-i—l,r(wD — M., 601’))-

Setzt man wieder

r—1,r = M_/:T_Tl krr 4
kr+1,r= —ll'l;+1krr’
dann wird
1 1 1 1
= — — |k | T k ’
Or,r Oro + [br + rl+1:| rr WD [br/ /u’r, + b;_}_]} lu’r'-l rr OD
oder auch
11 1w
Crr= 01«0_}— \,b——}_—h’—] krer_ ljl?—l— ,r jkr‘—l,rwb' (134&)
r r+1 r r+1

Um die Ordinate der EinfluBlinie fiir den Auflagerdruck C, in
der Offnung I ., zu erhalten, muB man fiir die Stiitzenmomente
setzen

Mr—],r+1 = —kr—l,r—%-l(wb — Hi+10D)s
M, =— ky 41 (wp — prr10p), .
Mr+1,r+1 = kr+1,r+1 (wD - ,M,.CO_{)) .
Dann wird
1 1 ,
Or rd1 0r0+ /h"{—"‘ k,.H_le
’ r+1 b,« '
1 u,. ,
1 ‘I“j)‘ Ryi1,pe1°®D- (134D)
r+1 r

Allgemein erhélt man auf Grund &hbnlicher Betrachtungen wie
unter a) und b) fiir eine belastete Offnung I, die EinfluBordinaten

Kammer, Durchlaufende Triger. 6
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— [krb—}’i_bkfi}wﬂ fiir ¢ <r
r r+1
1 1
P S
r br e rr
"1 ,
— F-}—;:Jkr_lrwﬁ , L=7
LO, r+1
Nei == i (135)
1 1
CrO—]I— ?+b' }krr+1w1’)
L0, y
-1 lu]
— | — k1 r+1 @D t=r-41
Lb,yy = b TTLITR 7
+[f—%—’w&h ” 7’>T+1'
r r+1 -

6. EinfluB des Eigengewichtes.

Nach Gl (125) erhilt man fiir das Stiitzenmoment M, infolge
Eigengewicht g folgenden Wert

n+1

Mrg =—i rz;% Lk, (1 — p;y) "I‘z Z—ngi lik,, (1 — P‘i’)} . (138)
= =r

Sind die Stiitzenmomente ermittelt, so erhdlt man die Momenten-
und Querkraftsfliche infolge Eigengewicht wie in Abschnitt IT unter 6.
(Vgl. auch Grundaufgabe 1, Seite 115.)

7. EinfluB der Nutzlast p.

Im Gegensatz zu den allgemeinen Betrachtungen im Abschnitt IT
unter 7 sollen hier geschlossene Formeln aufgestellt werden, die
die Maximal- und Minimal-Momenten- und Querkrafts-Flichen einer
jeden Offnung des durchlaufenden Balkens méoglichst schnell darzu-
stellen gestatten.

Die fiir die Darstellung der Maximal- und Minimal-Momenten-
flichen notwendigen Stiitzenmomente M, _, ,, M, ,, sowie M, , , und
M,,, fir die unter Abschnitt II, 7, b) S. 61 allgemeine Formeln
aufgestellt wurden, werden entsprechend den positiven und negativen
Beitragstrecken der EinfluBlinien ausgewertet. Die so entstehenden
Formeln vgl. spiter auf S. 86.

Fir die Darstellung der Maximal- und Minimal-Querkraft-
Flichen kniipfen wir an die Formel (88), S. 65.
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2
Z,
max Q,,, — 5= - L [Ff, — F/y, ]+ maxy,

r, r

an.
Das erste Glied ist die bekannte ¢, ,- Parabel (Abb. 86a). Das
zweite und dritte Glied wollen wir fiir den hier vorliegenden Fall,
daB die Trigheitsmomente innerhalb der Offnungen konstant sind,
noch weiter vereinfachen.
Mit F,, und F/_;, waren die Inhalte der EinfluBflichen fiir M
und M, _, iiber den Strecken x, bezeichnet. Wir driicken nun diese

1
Inhalte unter Benutzung der Gleichungen
Mr—l,c = Mr—l,r = kr—l,r [6()1,) - lur, wD]
und
Mrc = Mrr = - krr [wD — M. 601,)]
aus und erhalten
/4 ' Mrc—_zwr—- ' p W r
I (Fre— Fi 1] = ﬁ—lr.—l— = — sz L}f wpdr’ — ,ur_le wp dx

r

Setzt man fiir p »
3 Ll LA r
X Z [
(/JD:TT—“Z% '%x,.%e———zr
r ” 11— ]
und " )
z! 3 ‘ |
r e %, 2 Gy Floche
PD=0T T T ‘ pz? |
r , } 2L |
ein, dann wird Plr |
' z |
z,/ d i
’ lr ' ’ [ |
wp dx’ = Z w,., ‘ I |
! | i
beil 0 “\L_{ | |
wobel ) | |/Mr.,;-M,-_,,c/genau} |
l
2 : 729 b) %\—%———L——/'!
, z, 9 x, | ‘ MMy g c(qena/u’riyl
w, = 12 R L L J
r r C/
Abb. 86a—e¢.
lr | a1
, , . x|
und wp dx =4 Y wobei w,')=|1— 73
r

z
r

1) Fiir Zehntelpunkte sind die w- und w'-Werte in Miiller-Breslau,
Graph. Statik I, 2, 2. Auflage 1925, S. 103 angegeben; sie sind dort w; und

wp genannt.
6*



84 Der Balken auf vielen Stiitzen.

Demnach erhilt man

M, ,—M_, ., P :
_r___l_l_ = - Z Ucrr(wr’ — My wr) —kr—l,r (wr—lur' wrl>] . (137>

r

Der Einfluf dieses zweiten Gliedes auf die GesamtgrdfBe der
Querkraft ist nun in dem fiir die Dimensionierung in Be-
tracht kommenden Bereich sehr gering; den HaupteinfluB} iibt
das erste Glied aus (vgl. Abb. 86b, die eine maBstébliche Darstellung
der Flichen gibt). Die Ausrechnung des vorstehenden Ausdruckes
(137) ist zwar nicht schwierig, aber immerhin zeitraubend. (Vgl.
Zahlenbeispiel 2, Seite 160.)

Da sein Einflul nun ganz unwesentlich ist, erscheint es fiir die
Praxis ausreichend und zur Vermeidung iiberfliissiger Zahlenrech-
nungen zweckmifig, an Stelle der w - und w'-Kuryen nach Abb.86¢
eine Gerade einzuschalten. Die Zahlen w, und w,’ sind fir , =0
und =1 beide gleich 1, fiir , =1 und x, = 0 beide gleich Null.
Demnach setzen wir

— x’

Z_‘f_li”_—l_d — ZT: [y, (=g, )=k, (1—p) )=z, (138)
Der Anteil

—M
——l—L“—l’—d =maxy, (139)

ist fiir die ganze Offnung I konstant; er riithrt her von der Aus-
wertung der positiven EinfluBfiiche der Querkraft infolge Last-
stellung d nach Abb. 75, S.64. Deutet die symbolische Bezeichnung
*23 an, daBl die Summe sich nur iiber die positiven Teile der Ein-
fluBfliche erstreckt, so erhilt man fiir die Differenz (139) der Stiitzen-
momente unter Benutzung der Gl. (125) S. 78

M, —-—M y4
___l_—‘i‘~— max y, = 4_l[+2l ( kr—l,i)(l — M)

. n+1 ]

+ X 2 lz( kr -1, 1)( Iu’i )J (14())

i1=r+1

Insgesamt wird
pwr’2 ’
max Qmp:_2l _{—“rxr -+ maxy,, (141>

wobei aus Gl. (138)

&, = — ﬁ[krr (1 - /ur—l) - k1~-1,r(1 — /“r,)] (142)

und maxy, nach Gl (140) bestimmt wird. Fir die groBte nega-



EinfluB der Nutzlast p. 85

tive Querkraft erhélt man entsprechend?!)

2

min Qmp = — p2 l’ -+ a2, -+ miny,_, (143)

worin ¢, nach GL (142) zu berechnen ist, und

. Pi_%
mln},r = 4_l{ z%ilz (kri - kr—l,i> (1 - /ui_l)
n+1 ,
+ _2 lz' (kiz - kr—l,i) (1 — M ):l * (144)
t=r+1

Die Summen ~ 3 beziehen sich auf die negativen Teile der Ein-
fluBfliche fiir @, . ‘

Der grofite positive Auflagerdruck der Stiitze r wird (vgl
GL. (90), S. 67)

max O, = max ¢}y + max ¢/, (145)
worin
! .
max (), = %1 — ¢l —miny_,
r p lr +1
max C;p = 5 T4 boyg - maxy, ..

Der grofte negative Stitzdruck wird
min C,; = min 0, - min ¢, (146)
min C,lp.z — maxy,
min 0, = + miny, .

Fiir den allgemeinen Fall, dall der durchlaufende Balken n Innen-
stitzen hat und die Untersuchung entweder fiir die Stiitze r oder
die Offnung I erfolgen soll, kénnen nun bei der Darstellung der
Grofit- und Kleinstwerte der Momente und Querkréfte infolge der
Nutzlast p vier verschiedene Fille eintreten, je nachdem r eine
gerade oder ungerade Zahl und je nachdem die Zahl der Innen-
stiitzen n gerade oder ungerade ist.

Es ist nun fiir die praktische Anwendung zweckméfig, gesondert
der Reihe nach diese vier Fille zu betrachten; die Formeln fiir diese
vier Fille sind gleich, nur die Grenzen der Summen #ndern sich.

1) Das zweite Glied dieses Ausdrucks stellt wieder eine Anniherung dar,
die in dem Teil, der fir die Dimensionierung in Frage kommt, mit dem wirk-
lichen Wert genau genug iibereinstimmt. :
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Folgende Bezeichnung gilt allgemein:

¢ 37 bedeutet: die Summe erstreckt sich iiber die geraden
Offnungen,

U 37 bedeutet: die Summe erstreckt sich iiber die un geraden
Offnungen,

“M = Moment infolge Belastung der geraden Offnungen,

U
M= ” ” ” 9 ungeraden ”

Fall 1: 7 und = sind gerade Zahlen.

a) Zur Bestimmung der Maximal- und Minimal-Momen-
tenfldchen dienen die folgende Werte, die unter Beriicksichtigung
der positiver und negativen Beitragstrecken der Einflullinien erhalten

werden.
n+1

min Mrp e le km — M- 1 le km - i
=2 4 1=r+1

max Mrp -y Zli kM — M- 1 -1 le km 1 - /uz)
t=r+2

GroBtes Feldmoment

N
mamep_zpc,p,

wobei
z. = 17‘_ iMw_ My—_1,p . ¢ = Vax2 29M,_y,p
or 2 pl ) rp T or **“p——
xé":lr_wOT; tr=crp+ar_w0r
t/ =c,,+a’ —ag,
v r—1 Un+1
U N 4 P
Mrp__z lekn(l— 1—1 Zlikn i
=1 i=r+1
p G v Q
GMrp = Z i M lu’t 1 2/ l1 7‘1 )
t=r+2

Die Festpunktsmomente werden
max Mz, = pt, (2¢,, — 1),

s .U b, v
mlnMLr:T Mrp—|—7~ Mr_l'p,



Einfluf der Nutzlast p.

b) Maximal- und Minimal-Querkraftflichen.

— p;;’ 4+« x4+ maxy,,

’2

max Qmp
4
¢, = — U[krr(l - lur—-l) - kr—l,r(l - lur’)]’
Ur-—l
P 7
max y, = — 4—1{ Z li(kri - kr—l,i)(l - /‘i—1>

—]— GZZi (kri - kr—l, i) (1 — Iui,>J ’

. t=r+2

min Qmp = — p;;’d + o 2, -4 miny,,
' r—2

miny, = — 4% [GA\Z Lk, — kr—l,i)(l — M)
L o=
n+1
+02 li(kri - kr—l, i)(l —#i’)} .
t=r+1

Fall 2: 7 und » sind ungerade Zahlen.

a) Maximal- und Minimal-Momentenflachen.

n+1

. PG
min Mrp - Z ll n lui—l) - Z lz krz( lui’) ’
) t=r+1
pU
max MTIJ 2 ll rz 1“1‘—1)_ Z lm km( luz’)
=2 t=r+2
Grofites Feldmoment:
» max M, = 3Py,
wobei
U U U
0r 2 pl7 ? rp Or P ’
xOr’:l _xOT’ r rp+a xOr’
t' = C,p a — xg,;
- r n
U /4 /4
Mrp:_z lek ( My 1) a lzkm< luz)’
=1 =r+2
Gr—l n+1
e} Y4 7 pé
Mrp: _Z ltk ( lui—l) Z 2 krz(l—luz)
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Die Festpunktsmomente werden

max Mz, = 3pt, (2¢,,—1,),

a
min My, :TTGMrp+liGMr~1,p’
r
max Mg, =3pt/(2¢c,,—1),
b ey . %'e
min Mg, ="M, + 7 M,_,,
r r

b) Maximal- und Minimal-Querkraftflachen.

pe,”
max Qmp ﬂ—_—{—cxrxr + maxy,_,

/4 ’
&, = — E[krr(l - Aur—l) - kr—l,r(l - lur)]’

r

maxy, = — 41{ Zl r 1,1‘)(1 _‘:“i—1)
TS~k (1 — m},

. t=r+2
min @, = — p:l" + e« .z, 4 miny,,
r—2
miny, = — Z% ‘:Uizl Lk — by ) (1 — gy y)
n+1
403 b=, )0 = )
i=r+1

Fall 8: r gerade; » ungerade.

a) Maximal- und Minimal-Momentenflichen.

minMTp:—%GZ llk“( — M 1 -0 le M

t=2 t=r+1

r—1 n+1

. pU 2 7 1
maXMrp__Z likri( — M- 1 -y 2/ i m

=1 t=r+2

GroBtes Feldmoment:
max M, = 3pcp,

G Gq G
- _ L M,,— Mr—l,p_ _V g 2°M, 4,
TR T e s
Or; tr:crp—{—ar_—xo

’ ’ ’ .
tT = crp +(lr — Loy

o, =1 —



Einflu der Nutzlast p.

U PU WY
Mrp:_z 2{ likm( qu 1 lekm
=1 i=r+1
p 6 r n+1
G
Mrp: _Z Z lzkm( — M 1 le m
=2 i=r+2

Die Festpunktsmomente werden:

max Mz, = §pt,(2¢,, —1,),

M + ’UM

r— lp’
lr

min Mz, ZT
max Mg, = {pt'(2¢,, —t)),

. b U (l,U
min Mg, =" Mrp—{—l—’ M _,

lT r ’p.
b) Maximal- und Minimal-Querkraftsfldchen.
max ¢ —~pxr’24— x!
mp 2lr r _}_ma‘xyr’
S . —k 1—u’
ar— 41 [rr( Iu’r—l) 7'—1,7'( lur)]
- r—1
p
maxyr: a7 li(kri_kr—l,i)(lﬂlu’i—l)
4lr =
Gn+1
+ 2 li(km' - kr—l,i) (1 - Iuil)jl H
t=r+2
min @ _ P z, - miny_,
2lr r r
¢ r—2
4
miny, YA li(km - kr 1 z)( My 1)
.41, =

‘l

89

+UZ L (kg — kg ) (1 — /‘;)} .

t=r+1

Fall 4: r ungerade, n gerade.

a) Maximal- und Minimal-Momentenflichen:

p p G
min M, = Z 2 lz M /U’i—1) Z 2/ lzkm(

max M, % le M 1—u i— 1 Zlikm
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GroBtes Feldmoment:
max M, =3P 6y,

U U / U
l Mr - Mr—l, 2 2 Mr—l, )
o, =g T R

pl, p
x(),r:lr—xor; tr:CrP—'—a"——xor;
tr' = Crp*'—ar’ — Xop
» Un+1
U
:—4_ Zl‘t M fui—l)—z Zlikri(l_lui/)’
i=r+2
G sy
G /4
Mrp:_Z Zlikm'(l‘_l“i—l)_~ Zl’ il
i=2 t=r+1

Die Festpunktsmomente werden:

max Mz, = 3pt.(2¢,, —1,),

T
max Mp, = éptr’(2crp-t/),
. b’ a’
min Mg, Z—ZT—GMTp‘i‘TT‘GMTﬂ »
r r

b) Maximal- und Minimal-Querkraftsflichen:

r2
max Qmp = %— + o, '+ maxy,,
» i
¢, = — H [krr(l - lu’r—l) - kr—l,r(]' - lur’>] ’
p r~1 )
P
maxy, = — ‘Tli 2 lf(km' - kr—l,i) (1— Mi1)
r =2
’ Un+1
F X b b )1 - )]
t=r+2
. x
manmp-—_—le .z,
U‘r—z '
. 14
mmy, = - m { Z Lk, — kr—l,i)(l — Mi-1)
rL =1

+ GZ l; (kri - kr—l,i)(]‘ - /“z")] .

i=r+1
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IV. Die graphische Theorie des durchlaufenden
Balkens.

1. Die graphische Bestimmung der Festpunkte.

a) Der Querschnitt des Balkens ist beliebig veriinderlich.

Der Balken auf beliebig vielen Stiitzen nach Abb. 87 sei in einer
Offnung rechts von r irgendwie belastet. Das Moment M, sei ge-
funden; dann ist die Momentenfliche in den links von r gelegenen
Offnungen nach den Erérterungen unter IL, 3,b bestimmt durch die
Festpunkte L. Wie grofl nun auch M ist, die Form der M-Fliche
bleibt immer dieselbe, weil ja die Lage der Festpunkte stets dieselbe
bleibt. Wollen wir nun fiir diesen Balken die Biegelinie, und zwar
die EJ,o-Linie darstellen, dann belasten wir nach Mohr den Balken

mit der M TJIQ-Fléi,che und ermitteln zu dieser Belastungsfliche die

neue Momentenlinie. (In den folgenden Abbildungen ist die Ver-
zerrung der Momentenfliche der Einfachheit halber nicht besonders
dargestellt.)

Fiir die hier anzustellenden Betrachtungen geniigt es, nur gewisse
Werte dieser Biegelinie zu ermitteln, und zwar braucht man nur
die Tangenten der Biegelinie an einigen Stellen. Zur Ermittlung

dieser GroBen kann man die Inhalte der M -%-Fléehen innerhalb

der einzelnen Offnungen konzentriert in den betreffenden Schwer-
punkten angreifen lassen.

In der ersten Offnung haben wir es nach Abb. 88 mit dem Flichen-

inhalt
2

3’1 :J‘M

0

o~
R
IS W
K

1

S~

=

zu tun.
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Rz

Yy |

In der zweiten Offnung wird das
verschrinkte Trapez der M-Fliache in

zwei Dreiecke aufgelost. Man erhilt

also in der zweiten Offnung zwei Werte
%! und F7; entsprechend dann in der
dritten Offnung §! und §7 und allge-
mein in der Offnung 7, §! und g

Im Krafteck Abb. 88b tragen wir
die Flichenwerte § unter Beriicksichti-
gung der Vorzeichen auf und erhalten
mit der Polweite ,eins“ durch Ziehen
der Parallelen zu den Seilstrahlen 1,
2, 3 usw. in Abb. 88c das gesuchte
Tangenteneck. Fiir einen Balken auf
starren Stiitzen wird nun die Biege-
linie an den Stiitzen 1, 2, 3 usw. die
Ordinaten Null erhalten, die Seilstrahlen
(1), (2), (4) usw. schneiden die Nullinie
also in den Auflagersenkrechten. Ver-
einigh man §, und ! zu einer Re-

sultierenden R,, dann gehen die verlingerten Seilstrahlen (1) und (3)
des Tangentenecks durch denselben Punkt der Wirkungsgeraden von R, .



Die graphische Bestimmung der Festpunkte. 93

Ebenso schneiden sich die Geraden (3) und (5) in einem Punkt
der Wirkungsgeraden von R,,der Resultierenden von {7 und §i.
! liegt zwischen den Seilstrahlen (2) und (3); dann ist das
statische Moment &, von ! in bezug auf ,
i mF
das Auflager 1 gleich der von den Strah- m#z
len (2) und (3) abgeschnittenen Strecke auf 1|l<-—.tg—>:<——\x‘é——>|

der Auflagergeraden 1; ebenso erhdlt man | " =1
das statische Moment &, von {7 in bezug [_ T f
auf Stiitze 2 auf der Auflagerlinie 2 zwischen \\Nl%
(3) und (4). Nun ergibt sich nach Abb. 89 Abb. 89.
I,
J, x,’ J, x,
%2 fM 772— X, @1~fM177;x2dx,
0
2 l2
J J
gzr:fM2—f7;—2dx, 62=JM2-i :;“’ v, dw
0 ? . 0 ?
Man erhélt demnach
M |J M, |J
@1:T;f‘jex2x2’dx? @ngffxgx;dx,
also wird
M
g.l -3 (147)
2 2

Der Festpunkt L, hat die Abstinde a, und b, von den Auflagern 1
und 2, dann ist nach Abb. 88a auch

e R B
M2 b2
Demnach verhilt sich auch
‘ G _ 4
& b

Das sagt aber, dal der Punkt L2’ in 88c senkrecht unter dem Fest-
punkt L, in 88a liegen muB. Gelingt es also, den Punkt L, zu
konstruieren — und dazu wird uns sofort ein Satz der Geometrie
der Lage verhelfen —, dann hat man auch damit den Festpunkt L,
gefunden.

Betrachten wir in Abb. 90 das schraffierte Dreieck, so liegen
die Ecken dieses Dreiecks auf den drei Lotrechten s,, s! und v,.
s, und s! sind Schwerachsen, in denen &, und §} wirken. Die Schwer-
punktsabstéinde betragen
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J‘Mlj"l-:xl'dx fJ z, x, dx
0 0
51, = A = L )
fM1%Q%d ch v, dx
1
0
. L (148)
’
fMl J” l: r,d f?}c x,x, dw
0
52 = l2 e lz _
’
J‘Ml-:]]—”—g;ldx [%‘—xg’dx
0 2 0
;‘ ls >r< ly—
! <
| }51 DYy Isz
Al [t |

Abb. 90.

Aus den vorstehenden Gleichungen erkennt man, daf die Lage
von s, und s! und damit von v,, dessen Lage aus der Konstruktion
in Abb. 90 ersichtlich ist, unabhingig von dem Stiitzenmoment M,
ist, da dieses sich aus den GI. (148) heraushebt. Wie grofl daher auch
die Belastung in dem Felde rechts von r sein mag, die Ecken des
schraffierten Dreicks in Abb. 90 liegen stets auf den festen Geraden
8y, 8¢ und v,. AuBerdem gehen von den Seiten des schraffierten
Dreiecks zwei, nimlich (1) und (2), durch die festen Auflager-
punkte 4 und 1. Wie man nun auch die Richtung des Strahles (1)
annimmt, die dritte Seite des schraffierten Dreiecks, niimlich (3), muf
aus geometrischen Griinden stets durch den festen Punkt L, hin-
durchgehen. Das beruht auf folgendem Satz der Geometrie der Lage:
Bewegen sich die Ecken BCD eines Dreiecks (Abb. 91) auf den
drei Strahlen g, g,g, eines Strahlenbiindels durch 0, und gehen hier-
bei zwei Seiten des Dreiecks durch die festen Punkte I und II, so
geht auch die dritte Seite durch einen festen Punkt III, der mit ¥
und I auf einer Geraden liegt.
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Zur Konstruktion des Punktes L,” geht man also folgendermaBen
vor: Man bestimmt zunichst die drei lotrechten Schwerlinien s, v,
und s} in Abb. 92. (Der Punkt O der Abb. 91 riickt also ins
Unendliche.) Hierauf zieht man von 4 aus den beliebigen Strahl (1),
dann den Strahl (2) durch den Auflagerpunkt 1. Verbindet man
nun den Schnittpunkt von Strahl (1) mit v,, also den Punkt C, und
den Schnittpunkt von (2) mit s, also den Punkt D, miteinander,
dann erhélt man auf der Geraden durch 4 und 1 den dritten ge-
suchten festen Punkt L,” und damit auch den Festpunkt L,.

c
g7\\ c
\ y:) i
8} (7) | | J)L, \
tH 2
z ! : h@ A T |' —
\ / P ! | e P
\\ // 2 b 1y 1 > 1,
A/ //// |S7 %’Uy LS‘Z
>7{/ Abb, 92
Abb. 91

~ Zur Konstruktion des Festpunktes L, in Abb. 93 benutzt man
wieder die Beziehung, da8 L," unter L, liegen muB. Wir betrachten
jetzt das durch die Seilstrahlen (3) (4) (5) gebildete Dreieck. Von
den Seiten dieses Dreiecks geht Seilstrahl (3) durch den festen
Punkt L,’, Strahl (4) durch den festen Auflagerpunkt 2, wihrend
die drei Ecken auf den festen - . Fsk
Schwerlinien s/, s} und v, , ’ :"Z '1 % :

liegen. Damit finden wir auf ' 7}
! (3)
|
!

Grund des oben angefiithrten
geometrischen Satzes wieder
den festen Punkt L, wie = Lz >re Ls=
folgt. Nachdem die Schwer-
achsen s?s!v, eingetragen sind, ziehen wir von L,” aus in beliebiger-
Richtung den Strahl (3). Der Strahl (4) geht durch das Auflager 2.
Seilstrahl (5) ist dann die Verbindungslinie' der Schnittpunkte von (3)
mit v, (Punkt E) und von (4) mit s/ (Punkt F). Der Strahl (5)
schneidet die Verbindungslinie L,’2 im gesuchten Punkte L,". Da.
L, erst gefunden werden kann, wenn L, bekannt ist, kann die
Konstruktion der Festpunkte nicht willkiirlich erfolgen; man muBl
mit der linken Offnung anfangen und dann in den folgenden Offnungen
der Reihe nach weiterschreiten.

Allgemein fiir die r-te Offnung erhilt man die Konstruktion von
L', wenn L/_; bekannt ist, nach Abb. 94. Fir die Offnung ! gelten
die folgenden Formeln zur Bestimmung der Schwerachsen.
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Die graphische Theorie des durchlaufenden Balkens.

— M
r-2
-1 r-1 [
Mr—g = s il
| + ! |
| My |
1 r-7 ,ﬁl Zq- ————~>l

Abb. 94.

Bei konstanter Feldweite a, wird mit

der Bezeichnung
M T =a m; x/=am'; | =mna,
—————1ir  der Flicheninhalt (Abb. 95)
,,,, ] | I,
| // Sl= M———;_IJ‘# x,dz
: o Lo Zr Mr "0
/ .rlzr a, J
f 7 =M _ 2 ——£m ‘ ,
| | S gr——>l n, r—1 J
l | , |
|y ey -
t«gr»fd | -
| J M, {J,
— &= < dx
My T ZE r I JJ
1 J ir 0
Abb. 95 —-y 2 J, m
nT r J r

Jc 7‘? Jc

Sz de=-TM _, d-2mm/,
J, , a,? J, ,
7xrxr dx = Mr E 7mrmr .
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Die Schwerpunktsabstinde sind

—fxxdx J, ,
— @r—l o (;f J 2 7m m7
ET‘ %rl - lr =aT Jcml ’
fi]fxr’dx ST

ETI: frr ;Ol =a,r J
‘0‘7' y (4

— mr
-#xrdx 2 J

0
Setzt man zur Abkiirzung

Jc
Cr = 2 7 mr’ (149)

J
cr, = 2 T]E mr’ 4 (150)
fl=2 T m,m;! 151
r o 7 r 2 ( )
dann wird
t= ey e r— 2o e 152
%r'_‘hr r—1"r? %r_*nr rcrs ( )
a,’ a,’
67-—1‘— n Mr—l r? 6r:;b_Mrf;‘; (153)
r r
§,=a, f— ; &l = a—cf— (154)
r e
Bei der geometrischen Kon- --2 s »
). §
struktion der verschrinkten [~ i : br >
. yl
Schwerachse - trigt man S
auf s7 , den Flichenwert &', o
auf s? den Wert 7 | auf und A \\/\/\i{: :l.f;’_',
zieht nach Abb. 96 die ge- <
kreuzten Linien. Man kann nun 87 P> .
aus F! und Fr  den gemein- Wror Mt r
Abb. 96.

samen Wert M, _, herausheben,

. a a. _
s0 dafl man die konstanten Werte —- cr' und =L ¢, _, zur Konstruk-
- nr nr -1
Kammer, Durchlaufende Triger. 7
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tion von v, benutzen kann. Will man den Abstand von v,_, rech-
nerisch bestimmen, dann benutzt man die Formeln
Er 1 i
[, = T %, 3} (155)
57—1 + ‘5
ro= 156
Ty (156)

A Lz Rz 3 Ry 3 Ly Ry « Ls
f +
% | @ FAY
fe——1, 13—+ 13 <

N e — — — ]

Ist nach Abb. 97 eine Offnung des durchlaufenden Balkens links
von r— 1 belastet und das Stiitzenmoment M__, bekannt, dann
kann auch mit Hilfe der rechten Festpunkte die Momentenfliche
des rechts von r — 1 gelegenen Trigerstiickes gefunden werden. Die
geometrische Konstruktion der Punkte R’ erfolgt in Abb. 98 auf
Grund &hnlicher Betrachtungen, wie sie bei Ermittlung der linken

Festpunkte angestellt wurden.
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Zusammenfassend ist die graphische Konstruktion der linken und
rechten Festpunkte fiir einen Balken auf 6 Stiitzen in Abb. 99 dar-
gestellt.

Zu erwihnen ist noch, dafl man natiirlich auch das schraffierte
Dreieck der Abb. 100 zur graphischen Konstruktion der Festpunkte
benutzen kann. In Abb. 100 ist in dieser Weise der linke Fest-

r-2 r-7

} r
= lr_a EE a8 |
|
| |
| |
I I
! J

Abb. 100.

punkt L konstruiert, wenn L__, bekannt ist. Wahrend in Abb. 94
der durch L/ ; gehende Strahl (r) mit v _, zum Schnitt gebracht
wurde, wird in Abb, 100 dieser Strahl mit der Stiitzensenkrechten
durch » — 1 zum Schnitt gebracht. Dagegen geht Strahl r 4- 1 nicht
wie in Abb. 94 durch den Schnittpunkt von Nullinie und Auflager-
senkrechte, sondern durch den
Schnittpunkt der Nullinie
mit v__,. Der Strahl (r - 2) l
schneidet die Nullinie wieder
im gesuchten Punkt L'

Jpr-1 r—7 4 r !

=

b) Der Querschnitt ist inner-

halb der Offnungen konstant,

aber von Offnung zu Offnung
veriinderlich.

. |
P

Fiir den hier vorliegenden
Sonderfall vereinfachen sich SKlbezm 1], T bezm Ly,
die unter a) entwickelten For-

meln wesentlich. Da —:]’—” fiir Abb, 101,

die ganze Offnung konstant bleibt, sind die reduzierten M-Flichen
der Abb. 101 Dreiecke; infolgedessen gehen die Schwerlinien s durch
die Drittelpunkte der Offnung und es wird

E =30 _.; £, =131.. (157)

Die Schwerlinien s werden daher fiir diesen Sonderfall in der Fach-
7*
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literatur als Drittellinien bezeichnet. Da

’ l,
_ %Tl = ?TM’““ (158)

r e
r—1 2 r—17

kann der Abstand der verschrinkten Drittellinie w,_, entweder
graphisch nach Abb. 101 bestimmt werden, indem man in Gl. (158) den

M
beiden % gemeinsamen Faktor —121 heraushebt und in den Drittel-

linien einfach I und I/_; auftrigt, oder man bestimmt den Abstand
von v,_, rechnerisch mit Hilfe der Formeln (155) und (156) auf
Seite 98. Diese Formeln vereinfachen sich zu
I_,+1 1 I 1 1y
! r—1 r,r. r o r—1 | T Tl
Cr—l lr,_l +lrl 3' ’ 57‘—1 l;_l_l_lrl 3 . (159)
v, 4 kann auch durch den Abstand w,_, von der Stiitze r — 1 fest-
gelegt werden. Es wird

l

by L_ U —11

3 r'r
Yy-1 =737 T 31 +1)

(160)

Sind Drittellinien und verschrinkte Drittellinie v bekannt, dann
erfolgt die graphische Konstruktion der Festpunkte genau wie unter a).
Vgl. Abb. 99.

2. Die graphische Konstruktion der Stiitzenmomente.
Kreuzlinienabschnitte und Festpunktsmomente.

a) Der Balken mit beliebig veriinderlichem Querschnitt.

Ein Balken auf beliebig vielen Stiitzen sei in der Offinung /. nach
Abb. 102 irgendwie belastet. Die Momentenfliche der Offnung I
zeigh Abb. 102a. Sie setzt sich aus der positiven M, ,-Fliche des
einfachen Balkens und der negativen trapezférmigen Stiitzenmomenten-
fliche zusammen. Wir wollen zu dieser Momentenfliche wieder dhn-
lich wie unter 1,a dieses Abschnittes das Tangenteneck bestimmen.
Dazu brauchen wir aufler den bereits frither bestimmten Werten
&L §7, &, und &/ noch die reduzierte Fliche

lf'
J J
%ro :erojcdx = a’r 27761”70 (161)
0

und deren Schwerachse s, die gegeben ist durch

€ €
r—1,0 z
—. und 5;0 = io,

%70 %7‘0

57‘0 - (162)
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Abb. 102,

101

(163)

Zu dem Krafteck nach Abb. 102e,
wird das Seileck in 102f gezeich-
net. Wenn die Auflager starr sind,
erhalten wir in [r— 1 und r Null-
punkte. Verlingern wir Strahl (2)
bis zur Auflagerlinie durch r—1,
so schneiden die
Strahlen (1) und
(2) auf der Auf-
lagerlinie  das
statische = Mo-
ment &,_, ab;
das ist das sta-

¢

fr‘b
" tische Moment
von §} in bezug
auf r— 1 als
£ y, Drehpunkt.

Ebenso erhalten
wir &, als Ab-
schnitt von (3)
und (4) auf der
Auflagerlinie durch Stiitze r. Die
Seilstrahlen (2) und (8) durchschnei-
den wieder (vgl. hierzu die Er-
orterungen auf S. 92 ff. und die Ab-
bildung 88) die Nullinie in den Fest-
punkten L’ und R’. Die zu §,,
gehorigen Seilstrahlen (2) und (3)
schneiden auf den Auflagerlinien
r — 1 und r die Strecken ab
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C‘57"—1,0 = %rO'SrO; @rO = %‘rO'&r’O’ (164)

Trégt man in Abb. 102g von einer Nullinie aus in r — 1 und r die
Stiitzenmomente M, _, und M_ auf und zieht von deren Endpunkten
aus Gerade durch die Festpunkte, dann schneiden diese Geraden auf
den Auflagerlinien die Strecken k,_, und k, ab, die man als Kreuz-
linienabschnitte bezeichnet'). Diese Kreuzlinien schneiden sich im

Punkt 8’, der unter dem Punkt 8 der Abb. 102f liegt. Denn es ist

Mr—l_? r=1= Vp -1
f—ix x!dx
J r r
(165)

f—x z, "dx

Die Abb. 102¢g ist daher nichts anderes als die im MaBstabe »,
dargestellte Abb. 102f. Daher kann man sofort anschreiben:

kr~1 :Vr@r~1,0’1

kr - ’Vr @7'0 2 (166)

wobei

lr n,
= (167)

= ?T
f % z, xdx
0
Die statischen Momente &,_, , und &,, betragen nach Gl. (163):
r—l =a,’ Z " M., -m,
o J
@TO = ard Z‘JiMromr, ’
so daB man fiir die Kreuzlinienabschnitte die Formeln erhilt
n J
kr—l = -f—TZ T]c' MrO mr’
n, J,
k, = 7 D) S

1) Diese Strecken k,_, und k. haben nichts zu tun mit den Abkiirzungen %
des Abschnittes III. Eine Verwechslung der Bezeichnung kommt nicht in Frage,
da die Zeichen hier fiir das graphische, dort fiir das rechnerische Verfahren
benutzt werden.

(168)



Die graphische Konstruktion der Stiitzenmomente.

103
Fiir eine gleichmiBig verteilte Vollbelastung ¢ der Ofinung . wird

’ 2
gl% J— g"_ q m m "7
2 2 r r ¥

3
%rozarngrO:%ng%mrmr/

Die statischen Momente werden, wenn auch das Verhiltnis zf—

ro0

aS
?QTfV'

7 sym-
metrisch zur Mitte der Offnung ist,
a3
67‘—1,0 = @rO = %702—r = hi;qr frlr'l)
i r2 tra r1 lt.rl mrmrrrrm/frl r Reis 141 Rris T2
. -y, i = = ey
| I@—L,_Z%Lmq—éléﬁ—lnr S ‘:’ E

¢ AT il
=+ | /
w M. \\ Al
\ / M
/ ﬂmy
h T
k
/ ia
kr_q \/~<
/N
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
J/ Ny
/ Abb. 103.

Fiir diesen h#ufig vorliegenden Belastungsfall werden also die Kreuz-
linienabschnitte 72

q
_lzkrz 4 )

sie sind also unabhingig von der Querschnittsinderung innerhalb
der Offnung.

k

r

(169)

1) Fiir die Feldweite ist im vorstehenden entsprechend den amtlichen
Vorschriften die Bezeichnung a eingefithrt worden. Anderseits ist der Buch-
stabe @ — namentlich durch Miiller-Breslau — auch seit langem zur Be-
zeichnung des Abstandes der Festpunkte L vom linken Auflager in der
Fachliteratur gebriduchlich und deshalb auch hier beibehalten worden. Bei
aufmerksamem Studium des theoretischen Teils kann die Doppelbezeichnung
nicht zu Verwechslungen fiihren; bei der Benutzung der Tabellen im dritten
Teil ist ein Irrtum ausgeschlossen, da dort nur der Festpunktsabstand « vor-
kommt.
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Sind nach vorstehenden Formeln die Kreuzlinienabschnitte £ be-
stimmt, dann kann mit Hilfe der Festpunkte nach Abb. 102h die
Momentenfléiche leicht angegeben werden. Man tréigt in der belasteten
Offnung I die Kreuzlinienabschnitte ein und zieht durch die Fest-
punkte L und R Lote. Die Verbindungslinie der Schnittpunkée
dieser Lote mit den Kreuzlinien schneidet auf den Auflagerlinien in
r—1 das Stlitzenmoment M, _,, in r das Moment M, ab. Die M -
Fliache und das Trapez aus den Stiitzenmomenten liefern die gesuchte
M-Fliche in der belasteten Offnung I. Abb. 103. Mit Hilfe der
Festpunkte L erhdlt man dann weiter die Momentenfliche fiir den
Tragerteil links von der belasteten Offnung und mit Hilfe der Fest-
punkte R die Momentenfliche fiir den rechten Trigerteil. Es liegt
nun nahe, die vorstehende Konstruktion der Stiitzenmomente da-
durch noch zu vereinfachen, daB man nicht erst die Schnittpunkte

der Festpunktlotrechten mit den Kreuz-

b= lr ;i linien zeichnerisch findet, sondern die
£ -b',—bf—ﬂea,;,.ﬂ durch die Kreuzlinien abgeschnittenen
r7 Uy #___ Werte My und Mg der Festpunkts-
SN T geraden bestimmt, ohne daB man erst

die Kreuzlinienabschnitte bildet. Aus
%r Abb. 104 kann man sofort ablesen )

kr-s
a
ML, = kr —l_r_J
Y . T, (170)
- a
Abb. 104, MRr =k, _, Tt

Ist in der Offnung ! eine gleichméBig verteilte Belastung g, vor-
handen, dann wird mit Riicksicht auf Gl (169)

l
MLT~qﬁl"'“ra
» (171)
M — trr, ’
Ry 4 a’r

b) Die Querschnitte des Balkens iindern sich von Offnung zu Offnung.

Ist das Trigheitsmoment J, in der Offnung I konstant, dann wird

J, J, J 12 121
fj;xrxr dx—_jr xr(lr—xr)dx_::?—-—g—. (172)

1) Siehe hierzu FuBnote auf der vorhergehenden Seite.
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Die Formel (167) lautet dann
6

l
y,= =1y (173)
f% v x d
0
Demnach werden die Kreuzlinienabschnitte
6
k,_,= 777 %r-1,0 l

r'r (174)

~
o~
o~
~

rr

Ist die Offnung I, beliebig nach Abb. 105 belastet und die zu-
gehorige Momentenfliche bestimmt, so bilden wir die reduzierte
Momentenfliche durch Multiplikation der einzelnen Momentenordi-
naten mit % Ist der Flicheninhalt dieser reduzierten Momenten-
fliche ¥, ,, die Schwerpunktsabstinde von den Stiitzpunkten & , und
£, dann wird

S, 1,0 = Tro°,05 8,0="5,0"5r0-

%
=~ IO -
2\

Abb. 105. Abb. 106.

Ist die Offnung ! gleichmiBig mit g, belastet (Abb. 106), dann
ist die reduzierte Momentenfliche eine Parabel mit der PfeilhShe
.. J, 4.,
rr o e Irp g’
8 J 87T
Es wird also
24q 9, 59
=_Ir] '] =2rp?]’,
%70 38 rr r 12lr lr

Die Schwerpunktsabstinde sind

, l
§o=¢6o0= é
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Demnach sind die Kreuzlinienabschnitte
a

2, % -
kr—l = kr = _“4—_ : (170)

Ist die Offnung ! durch eine Einzellast P, im Abstande z;
und «’ von den Auflagern belastet, so ist die Momentenfliche nach

3 Abb. 107a ein Dreieck. Die reduzierte
L T Momentenflache ist das Dreieck A B C
' glé_x = ﬁ ' in Abb. 107b. Setzt man nun &, __, ,
<l in der Weise an, daB man zunichst
- } e das statische Moment des Dreiecks
2) ~ Sk Zp Iy B A D bildet und davon das statische
) I A ’
T Z_ | Moment des Dreiecks C AD abzieht,
so erhilt man
| | e £
Ok S J, 11 Jox, x
| SshgEag|, g ST Dy TN Sy
’;'Ir:Z i J % ya 4 r
J13[x x3
A ’ =r75 )
Abb. 107a u. b. r r r
) J, .
Der Klammerausdruck ist wp. Setzt man lrJ—°= !, dann wird
r
P21’
67_1,0=—’—6—pr. (176)

Ebenso bildet man &,, als statisches Moment des Dreiecks A B E
und zieht davon das statische Moment des Dreiecks C B E ab.

J 1.1 J oz xf Jl"“[x’ x’s}
— r_err e ) r —per |Zr _ Tr
e ) DR A N Bk A R
27/
&, =P, "5~ w’p . (177)

Die Kreuzlinienabschnitte werden demnach

kr—l =Prlrw-D; krzprlrw-’D' (178)
Nach Kenntnis der Kreuzlinienabschnitte lassen sich die Stiitzen-
momente in der folgenden Weise bestimmen:

Ein Balken auf beliebig vielen Stiitzen nach Abb. 108 ist in der

Offnung ! mit p, belastet. Die M, -Fliche ist eine Parabel mit der
2 2
Pfeilhohe QE&BZL’ Die Kreuzlinienabschnitte betragen &th, sind also

doppelt so groB als max M, ,. Die Kreuzlinien miissen also durch
den Scheitel der M, -Parabel hindurchgehen. Bringt man nun die
Festpunktssenkrechten mit den Kreuzlinien zum Schnitt, dann schneidet
die Verbindungslinie dieser Schnittpunkte auf den Stiitzensenkrechten
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die gesuchten Stiitzenmomente M, _, und M, ab. Die Momenten-
fliche fiir den links von der belasteten Offnung I, gelegenen Balken-
teil erhélt man dann mit Hilfe der linken Festpunkte L; die Momenten-
fliche des rechts von der Offnung I gelegenen Teiles des Balkens
ist durch die rechten Festpunkte R bestimmt.

o IR N
/ \
// N
2 N\

y _

Abb. 108.

Wirkt auf den durchlaufenden Balken in der Offnung ! an be-
liebiger Stelle eine Last P, =1, dann sind die Kreuzlinienabschnitte

k,_,=1 wp; k=1 o (179)
mit Hilfe der Tafelwerte fiir wp und w’ gegeben. Die M,  -Fliche
ist ein Dreieck, dessen Spitzenordinate 7, , auf Grund der Betrach-

tungen auf S.19 mit Hilfe der Einheitsparabel fiir die verschiede-
nen Angriffspunkte von 1 schnell bestimmt ist.

U 73 lp-p  7=2 Ly /' 7 L,—l Rr Frss rt1 /Frfz It
| %“Hr—z_f%‘_i_zr—r —"F'%_ lrfr‘f_ﬂ‘—lrle l!
Lﬁwyllwﬂm - i t | } - m !_J‘
N 7*50 £
H

Abb. 109.

Durch die Verbindungslinie der Schnittpunkte der Festpunkts-
lotrechten mit den Kreuzlinien sind M _, und M, gegeben; mit
Hilfe der linken bzw. rechten Festpunkte 148t sich dann die Momenten-
fliche in den iibrigen Offnungen darstellen. (Abb. 109.)

Will man die Festpunktsmomente zur Bestimmung der Stiitzen-
momente benutzen, dann wird fiir eine Einzellast P, = 1 mit Riick-
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sicht auf die Formeln (170) und (179)
a, ,
-li = ar @Dp s

r (180)

’

M =k,

— roo__ ’
Mg —k,._l—l— =a'wp.
.

Mit Hilfe dieser Werte lassen sich die EinfluBlinien von M, _, und
M, sowie die Spitzenkurve innerhalb der Offnung ! bequem unter
Benutzung der w-Zahlen finden. (Abb.110.) Die Spitzenordinaten
der M,-Flichen, 5 ., liegen auf einer Parabel mit der Pfeilhohe ! /4.
Dann ermittelt man Mz, und Mz, der Reihe nach fiir die Knoten-
punkte mit Hilfe der Tafeln fiir wy und w}p. Die Verbindungslinien

der Endpunkte der Festpunktsmo-

7
r1_7 lrz Jg b g sky mente schneiden auf den Stiitzen-
7 | senkrechten die gesuchten EinfluB-

! } il
N A ordinaten 5 _, und 5, ab. Aus den
M, M /| 7Tr3 r—1 r
AN\ L T A #1 " Werten 7, erhilt man auBerdem
\\ 750 T 2 / noch die Spitzenkurve, die eine be-
\\ 53l / queme Konstruktion der Feldmo-
A // mente gestattet. In Abb. 110 ist
T M rlin L. %, 3
Mrrtinte | die Konstruktion fiir -~ = — ange-

l
* | l 8
|
i

|
|
|
|
|
!
1
|
|
|
i
|
|
!
k

p— r
s ‘ geben. Vgl. hierzu Zahlenbeispiel 6.
Mr'[/’f//’g
v r-7 [y R, r
73— | [ S £
— e
| Spifzenkurve | e >
¢ e
!
(i ”’%M”’r
gt P77, — M)
LY v T =R
Abb. 110, Abb. 111.

Aus dieser graphischen Konstruktion der Stiitzenmomente kann
man leicht folgende Beziehung herleiten:

Aus Abb. 111 ersieht man, daB
M,_,— M, Mp—Mp

r

a, c,
ist.

Bei der vorhergehenden graphischen Untersuchung handelte es
sich um Liangen und Lingenverhéltnisse, so dall nur der absolute
Wert von Mz und My maligebend und das Vorzeichen ohne Bedeu-
tung war. Da nunmehr nur noch rein analytische Beziehungen in

Frage kommen, sind deshalb jetzt die GroBen My und My ihrem
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wirklichen Werte entsprechend mit negativem Vorzeichen in
die Berechnung einzufiihren.

Die Gleichung (180) lautet dann
My =—a, wh; Mp=—a'wp.
Fihren wir diese Werte in die vorstehende Gleichung ein, so wird
ab’ a’
Mr—1=_—~ rcr [w'l)—zszD:!

r r

Setzt man den Klammerwert gleich a)'TT, dann kann man die Ein-

fluBlinien fiir das Stiitzenmoment M unter Benutzung der Tafeln

r—1
fiir wfp bestimmen:

Mr—l = — ; r (,{),Tr. (181)
r
Ebenso erhilt man mit
a
wr = Wp #‘w.’D,
r
4
b
gr— arc erT . (182)

3. Feldmomente, Querkrifte, Stiitzdriicke.

Bezeichnet man den Abstand des untersuchten Querschnitts m
von den Festpunkten mit «, und x', den Abstand der Festpunkte
voneinander mit ¢,, dann kann nach Ab-
bildung 112 das Angriffsmoment M, ge- -, & [J mmnmnn/?rlr

r !
schrieben werden: I lim | R
r T -~
x, x, | ez |
w=M, o+ My Mp-7. (183) | t=—0n [
r r M M \\}
. - Jd M M
Setzt man nun wieder m ~~ " T
m
My = —a, wp; Mp=—awp,
dann wird Abb. 112,

’ !
a a a a' x
_ _r ’ ’ __r - R ’ ’ e 7
M, =M,, p z, wp p z, op=M,, p z, [wD—I———,wD]
r r r ar xr

Setzt man wieder fiir den Klammerwert w7 , dann ist

M, =M,y — 2 o, (184)
Da M —M, _, :MR—ML
I c

igt, wird die Querkraft

Qm = Qmo—
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’

a
Qm:Qmo_‘—Er_wTT' (185)
Fiir den Auflagerdruck der r-ten Stiitze erhdlt man
OT: OrO 4+ Mr—I _Mr + Mr+1—_1l/lr ,
lr lr+1
a’ a a a, i
— 1 ) ’W _l“_ﬂ|: po_ Trit J,
" 07‘0 l cr ]:wD a’r, “r _l— cr+1 “> a'r+1 “r

a’ a
— r +1 /
0,=C 4+ Lwp +T2wp
G r
r r+1

(186)

r4+1°

V. Die Hilfstafeln fiir durchlaufende Balken
uber 2, 3, 4, 5, 6 lll.!d beliebig vielen
ungleichen Offnungen.

1. Anzahl der Offnungen.

Die Hilfstafeln im dritten Teil dieses Buches enthalten gebrauchs-
fertige Formeln zur Berechnung kontinuierlicher Balken bis zu
sieben Stitzen. Diese -Formeln gestatten die sofortige Ermittlung
der gesuchten, statischen GroBen; sie verlangen von dem Ingenieur
nur das Einsetzen von Zahlenwerten in die fertigen Formeln. AuBer
diesen Hilfstafeln II bis VI ist weiterhin unter VII eine Zu-
sammenstellung von Formeln fiir den allgemeinen Fall eines Balkens
auf beliebig vielen Stiitzen ausgearbeitet, deren Anwendung in dem
Zahlenbeispiel 5 gezeigt wird. Bei der Aufstellung der Zahlentafeln war
zuniichst die Frage zu entscheiden, welche Zahl von Offnungen man
bei der praktischen Rechnung im &uBersten Falle beriicksichtigen
soll. Denn mit der Zahl der Offnungen steigt naturgemi der Umfang
der Zahlentafeln; man wird daher mit der Aufstellung von Tabellen
nur so weit gehen, als ein praktisches Bediirfnis vorliegt. Hierfiir
war nun die folgende Uberlegung maBgebend:

Betrachten wir z. B. die Einfluifliche fiir das Stiitzenmoment M,
in Abb. 113, so ersieht man zunichst aus dem Wechsel der Vor-
zeichen, daB das Stiitzenmoment M, sowohl negative als auch posi-
tive Werte annehmen kann. Das grofite negative Moment erhilt
man, wenn nur die negativen Beitragstrecken nach Abb. 113a be-
lastet werden. Es kommen zunichst in Frage die Offnungen I, und
! ,,, die den HaupteinfluB geben. Die Belastung der Offnung . _,
und [, liefert einen Anteil zum negativen Moment M,, der er-
fahrungsgeméf nicht sehr grof ist, da mit wachsender Entfernung
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von der untersuchten Offnung die EinfluBflichen rasch kleiner werden.
Der EinfluB der Belastung noch weiter abgelegener Offnungen, also
z.B.1 _,, L., usw, braucht daher fiir praktische Rechnungen als
unwesentlich nicht mehr beriicksichtigt zu werden.

13 r-z2 r-1 r r+i1 r+2 73
B s & & & A A
Ly I L L L I
E 2 “7 T td | +7 . < *JM;-.—:’IL/W
| = N _ _ Y=
N T
i I |
a) memmm*.‘mmmmmnm*r g fmmmmmmm:‘
ol b ! e
Abb. 113a u. b.

'Fiir das groBte positive Moment M, reicht es aus, nach Abb. 113b
die Offnungen ! _, und I, zu belasten.

Liegt also ein Triger auf sehr vielen Stiitzen vor, so geniigt es
gewdhnlich, zur Berechnung des Stiitzenmomentes M, nur einen Teil
des Balkens links und rechts von der betrachteten Stiitze r, nim-
lich einen Balken iiber sechs Offnungen zur Berechnung heranzuziehen.

3 r-2 r-7 l r r+7 42,

e e 2 e 2 e

— i lrg=<Ir T A 2 ;l
| ‘ ' ! |
| AN | MycLinie |

| x| ' I

| | LN k
T T t T |

)
' | I l |
A ]
_ \ -Line
| : ' L
o 7 T
i

| | | | | !

; ! 1 T 1 »

[ — | — Ln"'rm‘rrrr‘rm'r'“ )

Abb. 114.

Handelt es sich um ein Feldmoment M,, so ersieht man aus
der EinfluBlinie in Abb. 114, dall es geniigt, einen Balken iiber fiinf
Offnungen zu beriicksichtigen. Auch fiir die Querkrifte Q,, ist nach
nach Abb. 114 ein Balken iiber fiinf Offnungen ausreichend.

Die EinfluBlinie fiir den Stiitzendruck C, in Abb. 115 148t
erkennen, daf fiir die praktische Berechnung hochstens ein Balken
iiber sechs Offnungen heranzuziehen ist.

Die vorstehenden Betrachtungen zeigen also, daB man bei einem
Balken auf beliebig vielen Stiitzen fiir praktische Zwecke nur einen
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Teil des Balkens — etwa ein Triigerstiick iiber sechs Offnungen —
zur statischen Untersuchung in Rechnung zu stellen braucht. Eine
Beriicksichtigung weiterer Offnungen lohnt im allgemeinen nicht der
Miihe, weil der errechnete Zuschlag nicht im Einklang mit der auf-
gewandten Arbeit ist und gewchnlich auf die Wahl der Querschnitts-
abmessungen ohne Bedeutung sein wird.

| J r-2 r-1 r re1 r+2 r+3,
e e e . £
2 ;? [ T ir % Lrﬁ—-jeﬁl Tl
l |/'N | — ! Cr‘[/ﬂ/LJl
H s | IB T |
! | I
| | ! |
| ! | i
| | ! |
| |
|

| f I

r I
{ £ ......................... Jx I }rrn-rmmm*l J
Abb. 115.

Dieses so herausgeschnittene Trigerstiick iiber sechs Offnungen
ist an den Enden r — 3 und r- 3 allerdings nicht frei gelagert.
Man konnte diesen Umstand bei der Berechnung beriicksichtigen,
indem man den Balken iiber sechs Offnungen an den Enden teilweise
eingespannt annimmt. Die Festpunkte L, _, und R, liegen dann
nicht tber den Stiitzen r — 3 wund r - 3, sondern sie liegen etwa

l
in der Nihe von Lg—‘“’ bzw. —’? von den Endstiitzen gerechnet, inner-

halb der Offnung. Die Beriicksichtigung solcher Feinheiten jedoch
kann man aber fiir praktische Fille gewohnlich unterlassen, schon
mit Riicksicht auf die doch meistens unvermeidlichen anderen rohen
Voraussetzungen und Vereinfachungen der Berechnung. Hauptsiich-
lich fiir den ersten Rechnungsgang wird das zutreffen, wo man vor

allem iiber die Verhéltnisse% noch auf mehr oder minder rohe An-

r
nahmen angewiesen ist.

2. Die allgemeine Anordnung der Hilfstafeln.

Die Hilfstafeln gelten, wie bereits 6fter hervorgehoben, fiir den
Fall, daBl die Querschnitte in den einzelnen Offnungen zwar ver-
schieden sind, daB sie aber innerhalb jeder Offnung selbst konstant
angenommen werden koénnen.

Abgesehen von Hilfstafel I, die eine Zusammenstellung der in den
Belastungsgliedern Z = — I1'z enthaltenen Werte z fiir verschiedene
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symmetrische Feldbelastungen darstellt, findet man in den Hilfs-
tafeln IT bis VI Hilfswerte fiir durchlaufende Balken iiber zwei bis
sechs ungleichen Offnungen zusammengestellt. Mit Riicksicht auf die
bequeme und iibersichtliche Benutzbarkeit wurde die Anordnung dieser
Tafeln IT bis VI nach gemeinsamen Gesichtspunkten durchgefiihrt.
Jede der Hilfstafeln erhdlt Unterteilungen 1 bis 12, in denen folgendes
enthalten ist.

Tafel 1 gibt zunéchst eine Zusammenstellung der Bezeichnungen
und Abkiirzungen, wie sie im Laufe der Untersuchungen vorkommen;
weiterhin sind hier die Festpunktsabstinde angegeben.

In Tafel 2 sind die Dreimomentengleichungen angeschrieben.

Wenn im folgenden auch fiir die iiblichen Fille bereits fertige
Losungen fiir Stiitzenmomente, Feldmomente usw. gegeben sind, so
kann doch zuweilen eine allgemeinere Behandlung notwendig sein;
sie 148t sich dann ohne Schwierigkeit mit Hilfe dieser und der folgen-
den Tafel durchfiihren.

In Tafel 3 wird die Auflssung der Dreimomentengleichungen
gebracht, und zwar in der allgemeinen Form

n
Mr = Zﬂrizi'
=1

Der Tafel 4 kénnen die Beiwerte § der Belastungsglieder Z ent-
nommen werden. Entsprechend den praktischen Bediirfnissen werden
zwei verschiedene Formen fiir die §-Tafel geboten. Handelt es sich
z. B.nicht um eine vollstindige Durchrechnung des durchlaufenden
Balkens, sondern will man nur einige ganz bestimmte statische Werte
ermitteln, so ist die Form unter a) die bequemere, weil man hier
sofort ohne jede Zwischenrechnung die gerade gebrauchten Werte g
erhalt. MuB man dagegen den Tréger vollstindig durchrechnen,
dann ist fiir die Ausrechnung simtlicher Werte die Form b)
bequemer, da in diesem Falle nur die §-Werte in der Hauptdiago-
nalen der Tafel mit Hilfe der aufgestellten Formeln zu berechnen
sind, wihrend sich alle ibrigen Werte aus den Werten der Haupt-
diagonalen durch Multiplikation mit den Werten u ergeben, die bereits
zur Bestimmung der Festpunkte gebraucht wurden.

Die Tafel 5 gibt eine Zusammenstellung der Hilfswerte k= g17'.

Hat man es mit EinfluBlinien-Untersuchungen zu tun, so beniitzt
man die .

Tafeln 6 bis 9. Man kann sofort mit dem Auftragen der Kin-
flulinien beginnen; man entnimmt den vorhergehenden Tafeln nur
die Formeln, die gerade gebraucht werden. Die vielen Zahlenbeispiele
geben Anhalt dafiir, wie das zu machen ist.

Kammer, Durchlaufende Tréiger. 3
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In Tafel 6 sind die EinfluBlinien fir die Stiitzenmomente, in
Tafel 7 fiir die Feldmomente, in Tafel 8 fiir die Querkriafte und in
Tafel 9 die EinfluBlinien fiir die Auflagerdriicke zusammengestellt.
Eine weitere wichtige Untersuchung ist die Ermittlung des Eigen-
gewichts, die in '

Tafel10 durchgefiihrt wird. Hierbei kénnen zwei Fille vorkommen:
Das Eigengewicht ist in jeder Offnung verschieden oder aber es ist
fiir simtliche Offnungen gleich groB. AuBer den Formeln fiir die
Stiitzenmomente enthidlt diese Tafel Formeln fiir die Lage und
GroBe des Maximalmoments in jeder Offnung. Will man die ganze
Momentenfliche auftragen, so geschieht dies, wie in Grundaufgabe 1
angegeben ist. Weiterhin lassen sich die Querkraftsflichen infolge
Eigengewichts nach den angegebenen Formeln sofort auftragen; auch
findet man die einzelnen Auflagerdriicke infolge Eigengewichts in
dieser Tafel.

Bei der Untersuchung des Einflusses einer gleichméflig verteilten,
veréinderlichen Nutzlast p muBl der jeweilig ungiinstigste Belastungs-
zustand beriicksichtigt werden. Das ist in

Tafel 11 geschehen. Hier findet man alle Angaben, die eine un-
mittelbare Darstellung der GroBt- und Kleinstwerte der Momente und
Querkrifte ermdglichen. Auch sind in dieser Tafel die gréften posi-
tiven und negativen Auflagerdriicke infolge Nutzlast p enthalten.

Tafel 12 gibt die Stiitzenmomente fiir den Fall an, daB} eine oder
beliebig viele Offnungen des Balkens symm etrisch belastet sind. Wie
in Zahlenbeispiel 3 gezeigt wird, findet diese Tafel zweckmiBig bei
Untersuchung des Eigengewichtes und einer gleichmifig verteilten
Nutzlast p Verwendung. Die Belastungszahlen z dieser Tafel sind aus
Hilfstafel I zu entnehmen. Die Benutzung dieser Tafel empfiehlt sich
zum Beispiel auch fiir den Fall, daB der durchlaufende Balken ein
Hauptunterzug ist, an den eine Reihe von Nebenunterziigen Einzel-
lasten abgeben — ein Fall, den die iibrigen Hilfstafeln nicht be-
handeln (vgl. hierzu Grundaufgabe 5 S.135).



Zweiter Teil,
Grundaufgaben und Zahlenbeispiele,

Einleitung.

Bei der zahlenmifBigen Durchrechnung kontinuierlicher Tréiger
kehren eine Reihe von Teilrechnungen immer wieder; sie sind ge-
wohnlich fiir jede Offnung des Balkens zu wiederholen.

Hierzu gehért bei Ermittlung der Einflufilinien die Berechnung
der EinfluBordinaten fiir jeden Teilpunkt innerhalb einer Offnung,
nachdem ganz allgemein die Gleichung der Einflullinie aufgestellt
ist. Fir Eigengewicht ist die Darstellung der Momenten- und
Querkraftfliche innerhalb jeder Offnung durchzufiihren, nachdem die
Stiitzenmomente ermittelt sind. Ferner sind bei gleichmiaBig ver-
teilter Nutzlast p fiir jede Offnung die Maximal- und Minimal-
momenten- und Querkraftflichen darzustellen.

All diese bei jeder groferen Aufgabe sich oft wiederholenden
Teilrechnungen sollen zunéchst im Abschnitt I unter der Bezeichnung
s,Orundaufgaben® ausfiihrlich besprochen werden. Dann konnen
sie im Abschnitt II, in dem zusammenhéngende, groBere Beispiele
behandelt werden, unberiicksichtigt bleiben.

Durch das Fortlassen dieser Einzelheiten werden die umfang-
reichen Beispiele entlastet, und die Darstellung gewinnt an Uber-
sichtlichkeit und Kiirze.

I. Grundaufgaben.

Grundaufgabe 1. Darstellung der Momenten- und Querkrafts-
flichen mit Hilfe der Einheitsparabeln. (Vgl. hierzu: Erster Teil,
Abschn. I, 5 sowie den dritten Teil.)

a) Der Verlauf der Momentenfliche infolge Eigengewicht in der
zweiten Offnung eines Balkens iiber drei Offnungen soll ermittelt
werden. Nach Abb. 116 ist die Offnung /[, = 16,0 m in n= 8 Felder
geteilt. Die negativen Stiitzenmomente M, und M, haben sich
nach Zahlenbeispiel 2 im folgenden Abschnitt II (vgl. 8.156) ergeben zu

Mlg = — 184 g,
M, = —264g.

2¢
8*
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Die positive M, - Fliche ist eine Parabel, deren grofite Ordinate
2
max M, = 1—65’;9"9 =-4320g¢g
betrigt (Abb. 116b).

Von der durch die Stiitzenmomente bestimmten SchluBlinie 4 B
der Abb. 116a sind die positiven Ordinaten y, der M, -Parabel nach
unten abzutragen. Hitte die Parabel die Scheitelhhe 1, so kénnten
die Werte y;; der Hilfstafel VIII, 1 S. 265 unmittelbar entnommen
und aufgetragen werden. Da die Scheitelhdhe 32 g betriigt, sind
| die Ordinaten y;; mit 32 g zu multi-
I 1| o plizieren.

Z"’I“L—I’_ILLZ’F"’T””%"'*LJ Die Rechnung ist in Zahlentafel 1
’ -t zusammengestellt.

2 3 4 5 & 7 2
Lol
[

! 7 1
i |
{

2649 Zahlentafel 1.

Teilpunkt | v, 1¥,=Yy,329

1u.7 | 04375 | 1404¢
2u6 0,7500 240 g
3us 0,9375 30,0 g
Abb. 116a u. b. 4 1,0000 | 820y

b) Fiir denselben Balken nach Abb. 116 soll in der Offnung I,
die Maximalmomentenfldche infolge verinderlicher Nutzlast p
dargestellt werden. Die Rechnungen des Zahlenbeispiels 2 haben
die positiven Festpunktsmomente (vgl. Seite 158)

. Mp,=+177p Mp,= + 179 p
sowie das grofite Feldmoment max M, = + 18,0 p ergeben.

Zwischen den Festpunkten ist die Parabel einzuzeichnen (Abb.117).
Wir teilen die Strecke zwischen den Festpunkten L, und R, in eine
beliebige Anzahl von gleichen Teilen, z. B. in 6 Teile. Die hier vor-
liegende Strecke von 9,03 m 1iBt sich einfach dadurch in die ge-
wiinschte Felderzahl teilen, da8 man den MaBstab durch Probieren
so in die schiefe Richtung AB’ bringt, daB die Strecke A B’ bequem
durch 6 teilbar ist. In unserem Beispiel nehmen wir AB’ = 12 m an,
teilen diese Strecke in 6 Teile und loten die Punkte m’ auf die
Wagerechte 4B herunter. '

Anmerkung: Die Zahlenrechnung der in diesem Teil gebrachten Grund-
aufgaben und Zahlenbeispiele ist in den meisten Fillen unter Verwendung
einer Rechenmaschine mit groBerer Genauigkeit durchgefiithrt worden, als aus
den angegebenen Dezimalstellen hervorgeht. Hieraus erkliren sich die bei der
Abrundung entstandenen scheinbaren Unstimmigkeiten, die gelegentlich in der

letzten Stelle avftreten. Fiir praktische Zwecke geniigt die Genauigkeit des
Rechenschiebers.
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Die Scheitelordinate der Parabel betrigt

M M
max M’ — max M — 2t Mz,
P » 2
7,714-7,9
max M= 18p——ip:10,2 p.

Mit diesem Wert sind also die der Hilfstafel VIII, 1 entnommenen
Ordinaten y zu multiplizieren. (Siehe Zahlentafel 2 und Abb. 117.)

Zahlentafel 2.

beg 28>f<—.9 03m——t<369>
|

! Ry
Teilpunkt | y,, éMp' =102py, | _é}_ 4 7';' _é- J_:
w5 | 05556 5,667p s | 2=, "”’“‘*'—>e; =
2u 4 0,8889 9,067 p 903_1_ 903 !
§ | 1,0000 | 10,200p l AN
358p 284p

¢) Der in Abb. 118 darge-
stellte einfache Balken sei durch
Einzelkrafte w belastet. Zu
ermitteln ist die zugehorige Mo-
mentenfliche. (Vgl. hierzu Zah-
lenbeispiel 6 Seite 200.)

Nach Formel (45) Seite 30
errechnen sich die Momente am
bequemsten ') unter Zuhilfe-
nahme der Querkrifte zu:

M, =M, +a,Q,.

m—

Zur Ermittlung der Querkréfte bestimmen wir den Auflagerdruck

n n
w2’ Sw-m
41 _ 1
l 7

wobei n die Anzahl der Felder bedeutet.

5
Nach Zahlentafel 3a ist > wm' = 44,9538, dann ist bei einer
1

Felderanzahl von n = 6

44,95
4= % = 17,4923

") Das in der Praxis meist iibliche Ansetzen des Angriffsmomentes in bezug
auf den Querschnitt m erfolgt in der Weise, da man der Reihe nach die
Produkte bildet: Linker Auflagerdruck mal Abstand desselben vom untersuchten
Punkt minus Lasten links vom Querschmtt multipliziert mit den zugehdrigen
Hebelarmen in bezug auf m. Bei einer groBeren Anzahl von Einzellasten ist
jedoch diese Art der Momentenbestimmung umsténdlich.
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Die Querkraft im Feld 4 — 1 ist also
Q, = A="1,4923.
Im Feld 1—2 ist

Q, = 17,4923 — w, == 7,4923 — 0,9770 = 6,5153
usf,

s 5§88 ® Das Moment fiir den Punkt 4 ist gleich Null,
S 8§ % 8§
vOuonor Fir den Teilpunkt 1 erhalten wir
§ 8 8 8 ¥
111 M, — 0+ Q,-a— -+ 7,4923-3,66 ...
o R B 27,4716
7 m=. == .
L=nﬂ.=6‘3,57=22,0ﬁ- ’
' l<—x,’n=m’a—>1 Im Teilpunkt 2 ergibt sich
Y8 5 r o8 | M, = 274716 + Q,a
S 238 g 2 ) 2
N S 2 s e — 27,4716 - 6,5153-3,66...
M-Fiiche M, = 51,36.
Die gesamte Rechnung ist in Zahlen-
tafel 3a angegeben. Abb. 118 zeigt die so
Abb. 118, .
errechnete Momentenfléiche.
Zahlentafel 3a.
m l m' w w-m r Qm Qm'a' Mm
1 5 0,9770 4,8850 j 7,4923 27,4716 27,47
2 4 2,6954 10,7816 | 6,5153 23,8894 51,36
3 3 4,5403 13,6209 3,8199 14,0063 65,37
4 | 2 5,3907 10,7814 —0,7204 — 2,6413 | 62,73
5 | 1 4,8849 | 48849 | —6,1111 | —224073 | 40,32
37 = 44,9538

Bei gleicher Feldweite ¢ kann man die vorstehende Rechnung
noch einfacher gestalten, indem man die Werte —ai” bildet. Dann

erhilt man die Momentenfliche unmittelbar aus den Querkriften.
Es wird

fiir Teilpunkt 1: =2 = 4 = 7,4923,

_ %i 1 Q, = 74923 + 6,5153 = 14,0076

WIS YRS

usf.

Diese Rechnung ist in Zahlentafel 3b zusammengestellt. Braucht
man die M-Fliche selbst, so sind bei der zweiten Rechnungsart zum
Schlufl die erhaltenen Ordinaten mit @ zu multiplizieren.
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Zahlentafel 3b.

m m' w’ w-m' ‘ Qn M
a

1 5 0,9770 48850 | 74923 7,4923

2 4 2,6954 10,7816 6,5153 14,0076

3 | 3 45403 13,6209 3.8199 17,8275

4 2 5,3907 10,7814 | —0,7204 17,1071

50| 1 4,8849. 48849 | —61111 10,9960

Besonders einfach gestaltet sich dieser Rechnungsgang, wenn die
Einzellasten symmetrisch zur Mitte angeordnet sind, oder auch
wenn alle Einzellasten gleich sind. Dann ist der Auflagerdruck
gleich der halben Summe der Lasten und die Querkraft in der
Mitte Null. Setzt man in diesem Falle die Querkrifte von Balken-
mitte aus an, so erhdlt man durch einfaches Addieren der Werte w
von der Mitte aus die.Querkréfte der einzelnen Teilpunkte m und
ferner durch Zusammenzihlen der Querkrifte vom Auflager aus die

Werte ﬂ—l .
a

Je grofer die Anzahl der Einzelkrifte, desto mehr tritt die
Uberlegenheit dieses Verfahrens gegeniiber dem sonst iiblichen in
Erscheinung. '

d) Fiir die Offnung !, des Balkens nach Abb. 116 sind fiir n=38
die Ordinaten der @, - Fliche aufzutragen. Am Auflager 1 betrigt
die Groftordinate

max Qopz—g-16,0:8p;

demnach sind die der Hilfstafel VIII, 2 entnommenen Einheits-
ordinaten yg mit 8p zu multiplizieren. (Siehe Zahlentafel 4 und
Abb. 119.)

Zahlentafel 4.

Teilpunkt Yo @, =8 p~y£Z 'L é e
7 2

1,0000 | 8,0000 p
07656 | 6,1248 p
05625 | 4,5000 p
0,3906 | 31248 p
0,2500 | 2,0000 p
0,1406 | 1,1248 p
0,0625 | 0,5000 p
0,0156 | 0,1248 p
0,0000 | 0,0000 p AbD. 119.

e) Fiir den Balken iiber 3 Offnungen nach Abb. 116 ergibt sich
rach Zahlenbeispiel 2 die Gleichung der max @, - Fliche in der
Offnung I, (vgl. Seite 159) zu

max Q,,, = p[0,0313x,* — 0,0114 &, - 0,766].

™
EN
X
8]
3
Ll

00p -
8p
00p

1,724

DO =3 00 U QO DD =k
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Wir betrachten die drei Anteile der vorstehenden Gleichung ge-
sondert. Der letzte Anteil ist konstant; er liefert zur @, p-Fléiohe
ein Rechteck ABCD, dessen Hohe 0,766 p ist (Abb. 120).

Der zweite Anteil stellt eine schrige Gerade dar, die bei Stiitze 2
die Ordinate 0, bei Stiitze 1 die Ordinate — 0,0114-16 p = — 0,1824 p
hat. Da dieser Anteil negativ ist, wird das Dreieck D E C vom Rechteck
ABCD abgezogen. Der erste Anteil von max @, riihrt von der
Q,,,- Parabel her, derselben, die wir bereits unter d) berechnet

haben (es ist 0,0313 x, =8 yé) Daher sind die unter d) ermittelten

positiven Ordinaten von der Schrigen ED aus nach unten aufzu-
tragen. Die Fliche ABDF in Ab-

'\ 7 7 2 2 & 5 & 7 2 1 4. i
i == ] bildung 120 ”stellt dann die gesuchte
L i—w ——{—-L:z=s-[z=1lamll——'i’ ;; max @, »" Fldache dar.
8 g‘l *Eﬂl §l §} 8 §‘1| g} g} Braucht man fiir die einzelnen Teil-
SES] S N 9§ S| Sy gh’;m punkte 1, 2, 3 usw. der Offnung I,
brezp, [==""0""" die Zahlenwerte der Ordinaten der
|/ max ¢, p-Fl.'fiche, dann rec'hnet. man
e die vorstehende Gleichung fiir die ein-
7 zelnen Teilpunkte aus, wie es in Zah-
F . .
Abb. 120. lentafel 5 geschehen ist.
Zahlentafel 5.
Teilpunkt e a’ c @ Cs | max @,,
1 -+ 8,0000 —0,1824 -+ 0,766 -+ 8,5836 p
1 16,1248 —0,1596 + 0,766 +6,7312 p
2 14,5000 —0,1368 40,766 45,1292 p
3 13,1248 —0,1140 + 0,766 13,7768 p
4 -+ 2,0000 —0,0912 -+ 0,766 +2,6748 p
5 11,1248 —0,0684 40,766 41,8224 p
6 +0.,5000 —0,0456 40,766 | +1,2204 p
7 40,1248 —0,0228 40,766 | 40,8680 p
2 10,0000 +0,0000 +0,766 | 4-0,7660 p

Grundaufgabe 2. Benutzung der Hilfstafeln fiir v, und w®j.
(Vgl. hierzu: Erster Teil, Abschnitt I, 4a sowie Dritter Teil, Hilfs-
tafel IX, S. 267.)

Die Zahlen wp und w} finden beim Auftragen von EinfluBlinien
Verwendung.

a) Fiir den Balken nach Abb. 121 wird die EinfluBlinie fiir den
Drehwinkel des Endquerschnittes 4 gesucht. Nach den Betrach-
tungen im Ersten Teil, Abschnitt I, 6 (S.21) ist die Gleichung der
gesuchten EinfluBllinie

i
EJcéAm=EJcémA=?a)1').
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Ist nun J=J, d. h. gleich dem konstanten Tréigheitsmoment des
Balkens, dann wird mit | =101"=12m

122
.EJC(SAm:TCUi) == 24 CO_;).

Die Zahlen wp sind der Hilfstafel IX entnommen und in Zahlen-
tafel 6 zusammengestellt, Man erhdlt also die Ordinaten der ge-
suchten EinfluBlinie 7, = 24 wp in Zahlentafel 6 und Abb. 121a.
Statt dieser Linie kann man bequemer die wj-Linie nach Abb. 121b

unmittelbar als EinfluBlinie fiir den Drehwinkel bei 4 benutzen, in-

dem man den Multiplikator
24

"= T |
hinzufiigt. Man erspart so das Ausmultiplizieren der einzelnen Or-
dinaten 7,,. Nach Auswertung der , , , ; , ; 5

r pa ) {
wp-Linie lerd dann nur (?as Schlufl @ _Z:Tﬂmf !
resultat mit u multipliziert. R
N %—S_E"—%E ET~Ogm—Linit
Zahlentafel 6. a) ‘ & S S S 1 cOpm-Linie
i
’
-9 | |
m WD ' Nm 46"D | E[ gg_h_/g §l |
1 02546 | 61104 y L Sn 2 Y S| Jwp-rime
2 0,3704 ' 83806 \\]\ S I?M
3 0,3750 9,0000 =2
4 0,2963 71112 || TE
5 0,1620 | 38880 Abb. 121,

b) Fiir den Balken iiber zwei Offnungen nach Abb. 122 lautet
die Gleichung der Einflullinie fiir das Stiitzenmoment M, in der
Offnung !, nach Zahlenbei-
spiel 1 im folgenden Ab-
schnitt IT (vgl. Seite 146)

Ny, = — 3,76 wp.

Wir benutzen die Hilfs-
tafel IX der wp-Werte fiir
n = 8, da die erste Offnung
in 8 Felder geteilt ist. Diese
Zahlenwerte wy, sind in Zah-
lentafel 7 eingetragen. Jeder -
dieser Werte ist nun nach
vorstehender Gleichung mit
— 3,76 zu multiplizieren; dann erhdlt man die gesuchte EinfluB-
linie. Diese Ordinaten sind ebenfalls in Zahlentafel 7 zusammenge-
stellt und in Abb. 122a aufgetragen.
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Fir die Offnung I, lautet die Gleichung der EinfluBlinie fiir das

tiit b
Stiitzenmomen Ny = — 3,18 wp.

Die Offnung I, ist in 6 Felder geteilt; die Zahlwerte wj sind daher der
Hilfstafel IX fiir » = 6 entnommen und in Zahlentafel 7 eingetragen.
Sie werden mit — 3,18 multipliziert und ergeben so die gesuchten

Ordinaten 7,,.
12 Zahlentafel 7.

Oftnung 1, Offnung 1,

m wD n=—316wp| m ©D Na=—3,18wp
A 0,0000 +0,0000 1 0,0000 +0,0000
1 0,1230 10,4625 1 0,2546 ~0,8096
2 0,2344 —0,3813 2 0,3704 ~1,1779
3 0,3223 —1,2118 3 0,3750 ~1,1925
4 0,3750 —1,4100 4 0,2963 —0,9422
5 0,3809 —1,4322 5 0,1620 —0,5152
6 0,3281 —1,2337 B 0,0000 + 0,0000
7 0,2051 —0,7712 — — —

1 0,0000 +0,0000 — — —

Die Multiplikation eines jeden Wertes wp bzw. w) mit einem
konstanten Faktor in den beiden Offnungen des Balkens kann nun
gespart werden, wenn man die Darstellung der Abb. 122b benutzt;
hier sind die reinen Zahlenwerte wp und wp aufgetragen. In diesem
Falle wertet man die Einfluflinie fiir M, (Abb. 122b) zundchst fiir
die gegebene duBere Belastung aus und versieht dann das Resultat
jeder Oﬁnung mit einem Multiplikator, der dem Beiwert des
w-Wertes in der untersuchten Offnung entspricht. Fir die erste
Offnung 1, ist dann

Mll "_‘1“1 %’PQ? = — 3,76 ZI;IP??,
fir die zweite Offnung I,
M,= ,ugé'Pn = — 3,18 ;Pn.

%’ erstreckt sich iiber die Offnung I,,

22 erstreckt sich iber die Offnung Z,.

Diese zweite Darstellung gibt zwar die EinfluBlinien in verzerrter
Gestalt, sie erspart aber viel an Rechenarbeit.

Grundaufgabe 3. Benutzung der Hilfstafeln fiir w; und o}.
(Vgl. hierzu: Erster Teil, Abschnitt I,4 b sowie Dritter Teil, Hilfs-
tafel X, 8. 270.)

a) Gesucht v.x_zird die EinfluBllinie fiir das Stiitzenmoment M, eines
Balkens iiber 7 Offnungen nach Abb. 123. Im Zahlenbeispiel 5, S.189,
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sind fiir die Ordinaten der EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment M,
in den einzelnen Offnungen folgende Gleichungen aufgestellt:

Offnung 1,: #,, = + 0,055 wp,
” l,: 15,=—0,300(wp — 0,258 wp),
w byt 1, =-41033(wp — 0,278 wp),
wo L omy=—4192(wp — 0,258 wp),
s L o= — 3,930 (wp — 0,340 wp),
” ly: 1=+ 0951 (wp — 0,239 wp),
” lL: n,=—0217Twp.

A 1 2 3 ¢ 5 g 8
EoN SN ray FAY

(< ly=1imere—lz=16m m <Ly = 16m>r<Ls =7zmjeL5 =m—>r=—l, =74m-$i
m I

[ |

M Linie net —

X 2
W "

s ——

Abb. 123,

Die Gleichungen fiir die Enddfinungen I; und I, werden genau
so behandelt wie im Beispiel der Grundaufgabe 2 b). Fiir die Mittel-
offnungen I, bis I; schligt man zweckmiaBig den im folgenden er-
tauterten Weg ein. Als Beispiel wollen wir dabei die Gleichung fiir

die Offnung l, eingehender betrach-
ten; die EinfluBordinaten der iibri-
gen Mittelofinungen kénnen auf die
gleiche Weise ermittelt werden.
Fiir die Offnung [, lautet die
Gleichung der M,-Linie
74e= — 0,300 [wp — 0,258 wp].
Den Klammerausdruck bezeich-
nen wir mit wy (vgl. hierzu: Erster
Teil, Abschnitt I, 4b, Seite 14).
Man ermittelt nun diesen Wert am
schnellsten unter Benutzung der
Worch’schen Nomogramme, die
als Hilfstafel X (zum bequemen
Gebrauch als Ausschlagtafel) am
Schlusse des dritten Teiles an-
gefiigt sind. Die Offnung I, ist
in 8 Felder geteilt, also n=8.

+10M

i

~0,258 }
i

-95

~1,0—

Abb. 124,

Zunichst wird auf der Leiter I

(vgl. Abb. 124) der Wert ¢ == — 0,258 aufgesucht, und zwar auf dem

unteren Teil, weil der Wert ¢ negativ ist.

Von diesem Punkt legt

man ein Strahlenbiischel durch die auf der Leiter II nidher bezeich-
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neten Punkte

x 2 4 6 14 1)

1 16716716 16"
Diese Strahlen treffen die Leiter III in Punkten, die die folgenden
Zahlenwerte aufweisen:

2
Strahl durch % — 5 liefers wp = + 0,068,
x 4
721—6 s wp = —I—'O,148

usf.

Sdmtliche Werte wp sind in Zahlentafel 8 eingetragen. Die auf
diese Weise graphisch gefundenen wqp-Werte konnen selbstverstdnd-
lich auch rechnerisch ermittelt werden, indem man von dem wp, -Wert
den mit ¢ multiplizierten wjy-Wert abzieht. Eine solche Rechnung
liefert genauere Werte wp, da die Moglichkeit ungenauer Ablesung
im Nomogramm ausgeschaltet wird. Ein Unterschied zwischen ge-
rechneten und abgelesenen wp-Werten ist jedoch selbst bei fliichtiger
Ablesung erst in der dritten Dezimalstelle zu erwarten. Da es nun
fiir praktische Fille vollauf geniigt, die wy - Werte bis auf die zweite
Stelle hinter dem Komma anzugeben, hat eine eventuelle Ungenauig-
keit der dritten Dezimalen keinen Einflu auf die GréBe der Ordi-
naten 7. Die umstindliche Berechnung der wg-Werte kann also
immer erspart werden.

In Zahlentafel 8 sind auch die gerechneten wyz-Werte eingetragen.
Ein Vergleich mit den aus den Hilfstafeln X gefundenen Werten zeigt
die Geringfiigigkeit der Abweichung. In diesem Beispiel der Grund-
aufgabe 3 sowie in den folgenden Grundaufgaben wurde mit den
graphisch ermittelten wp- bzw. w7 -Werten weitergerechnet.

Die letzte Spalte der Zahlentafel 8 enthilt die mit — 0,300
multiplizierten Ordinaten wy; das sind die gesuchten Ordinaten 7,,
der EinfluBlinie fiir M,, Abb. 125a. Bei praktischen Rechnungen
wird man wieder die wp-Linie direkt benutzen, also das Ausmulti-
plizieren mit 0,300 sparen und dafiir den Multiplikator u = — 0,300

1) Die erste nomographische Hilfstafel (Xa)ist der besseren Ubersichtlichkeit
wegen nur fiir die ungeraden Feldteilungen n =11 bis n =19 eingerichtet,
die zweite (Xb) nur fiir die geraden Teilungen n =10 bis % =20. — Fiir
Teilungen von n=2 bis n=9 sind die wr-Werte ohne weiteres im Nomo-

gramm fiir gerade Teilung abzulesen, indem man das Verhiltnis % auf einen
Bruch erweitert, dessen Nenner zwischen 10 und 20 liegt. Man setze z. B.:

1_3 . 2_6 & dor Lo 2., 2_4 o
T 127 1T 1 Rt T LT T
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zur wp-Linie hinzufiigen. Sie ist in Abb. 125b aufgetragen, die
dann die verzerrte M, -Linie fiir die Offnung I, darstellt.

Zahlentafel 8.

7 1 2 3 4 5 6 7 2!
T wr _ 1 v 1
m (abgelesen) (gerechnet) 0’300 or { @. L : ' , [ ﬁ- ;
[y |
L1768 2,0m=1€rlm—f—>§léba
1 +0,068 -+ 0,070 —0,020 U A R N I I
2 +0,148 +0,152 — 0,044 o ¥ SR E R
3 10,219 +0,222 — 0,066 gSISESESESE S SLSLS)
i b b
4 10,275 10278 —0,083 | — l/[/}
5 10,296 10,298 — 0,089 Ll 471
6 + 0,266 + 0,268 — 0,080 JYRYUYYE E
71 40173 +0,173 —0052 YN SS eSS S S
b) Es ist die EinfluBlinie der Quer- \kL /‘)/
kraft @, in der Offnung I, des Balkens -
iiber 7 Offnungen nach Abb. 123 zu be- Abb, 125.
rechnen,

Im Zahlenbeispiel 5, Seite 190, ist folgende Gleichung fiir die
EinfluBordinaten der Querkraftslinie in I, abgeleitet worden:

a3 = Qo3 + 0,385 w) — 0,384 wp .

Formt man diese Gleichung um in

, 0,384
Mgy = Qo3 1 0,385 [Q’D }

T 0,385 “P
d. h.
Ngs = Qo3 + 0,385 [w) — 0,997 wp],

dann entspricht der Wert in der Klammer einem wqp-Wert. Aus
praktischen Griinden schreiben wir die vorstehende Gleichung noch
in folgender Form:

Diese Umformung macht die Zahlenrechnung deshalb bequemer,
weil das Multiplizieren der einzelnen wz-Werte mit dem Beiwert
i = 0,385 auf diese Weise gespart wird. Statt dessen ist zwar die
Qy3-Linie durch den entsprechenden Beiwert zu dividieren; dies ist
jedoch einfacher, da die Q,-Linie des statisch bestimmten Haupt-
systems sich aus Geraden zusammensetzt und man deshalb in der
ganzen Offnung nur eine Ordinate zu dividieren braucht.

Wir behandeln die beiden Anteile der EinfluBlinien-Gleichung
getrennt. Der erste Anteil stellt die durch 0,385 dividierte @,- Linie
dar. Es ist dies die Querkraftlinie eines einfachen Balkens von der
Spannweite I,, die von zwei Geraden begrenzt wird (Abb. 126a). Im
vorliegenden Fall haben jedoch die Ordinaten an den Stiitzen 2 und 3
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1 :
nicht den Wert 1, sondern betragen 0385 — 2,697. (Vgl. Abb. 126b.)
Die Ordinaten fiir die Teilpunkte des negativen Astes folgen, wenn
n="7, der Gleichung 2,597

Tom= "% m = 0,371 m

{ wobei m = 0,1,2, ..., 7 zu setzen ist.
b Der positive Ast hat dieselben, je-
, doch spiegelbildlich zur Mitte gelege-
@stire  nen Ordinaten *#, . Die Zahlenwerte
fir 7, und *7_ sind in Zahlentafel 9
2597 eingetragen.
Qo e Der zweite Teil der Gleichung der
o385 @, -Linie enthilt den Wert ey . Dieser
wird — &hnlich wie unter a) der
Wert wp — mit Hilfe der Worch-
Abb. 126, schen Nomogramme (Hilfstafel X) be-
stimmdt.

r

; haben wir es bei der Bestimmung von w’p

Statt mit den Werten

!

mit den Werten xT zu tun. Die Nomogramme koénnen jedoch ohne

weiteres auch fiir diesen Fall benutzt werden, wenn man das Ver-
, .

héaltnis z durch il ausdriickt. Beachten wir, daB x —=1-— 2’ ist, so

l l

/

2
kénnen wir z. B. fiir xl_ = —122 den entsprechenden Wert % = 1—4 setzen.

Durch geradlinige Verbindung des Punktes i = 0,997 auf der Leiter I

mit dem Punkt g auf der Leiter II finden wir dann sofort auf der

7

2
Leiter III den Wert wf = - 0,088 fiir 9-;- =11 Ebenso erhalt man

die ibrigen, in Zahlentafel 9 zusammengestellten wyp-Werte.

Zahlentafel 9.

’

m Nom +7lom wr " +77m

2 + 0,000 -+ 2,597 + 0,000 -+ 0,000 -+ 2,597
1 — 0,371 + 2,226 + 0,088 — 0,283 + 2,314
2 — 0,742 + 1,855 -+ 0,088 — 0,654 + 1,943
3 — 1,113 + 1,484 -+ 0,036 — 1,077 -+ 1,520
4 — 1,484 + 1,118 — 0,084 — 1,518 + 1,079
5 — 1,855 + 0,742 — 0,087 — 1,942 + 0,655
6 — 2,226 40,371 — 0,087 — 2,313 + 0,284
3 — 2,597 =+ 0,000 + 0,000 — 2,597 + 0,000
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Die Ermittlung geschieht also analog der in Grundaufgabe 3a
und Abb. 124, Seite 123, geschilderten Weise, nur daf auf die um-
gekehrte Reihenfolge der Strahlen zu achten ist.

Zihlt man nun die beiden Anteile der Einflufliniengleichung
zusammen, so erhilt man die Ordinaten der gesuchten EinfluBlinie
fir @,. (Vgl. Abb. 127a.) In Abb. 127b ist die @-Linie fiir den
Teilpunkt 3 schraffiert angegeben. Die
EinfluBlinie fiir die Querkraft des Feldes | 2 , 3
3—4 der Offnung 7, ist in Abb. 127c ,Lﬁ I ;z=7l-z=14,
dargestellt; sie ist, ebenso wie die vorigen { :
!

| o) R
Linien, noch mit dem Multiplikator 3; g S| 2 Lo N w0305
# = 0,385 zu versehen. %b‘é/\a N IRCI

) Gesucht wird die EinfluBlinio fiir den | 4|2 Wij
Stiitzdruck C, des Balkens iiber 7 Oft- E N g9 o
nungen nach Abb. 123. Es sollen die Ein- |
fluB-Ordinaten in den Offnungen I, und J
berechnet werden.

Im Zahlenbeispiel 5, Seite 190, sind
folgende Gleichungen der C,-Linie nach
Hilfstafel VII, 9 entwickelt worden:

Fiir die Offnung I,:

Bae = Cy, + 0,798 wp — 0,463 w),
fir die Offnung 1,:

Nes = Coy + 0,748 0} — 0,595 wp .

Wir formen die vorstehenden Gleichungen zunichst so um, da$
der groBere Beiwert von wjp bzw. wp vor die Klammer gezogen
wird. Fiir die Offnung I, lautet dann die Gleichung

0,463
4= 004 + 0,798 [COD — m@pj 5

also
7, = Cy, + 0,798 [wp — 0,580 wp)].

Setzen wir den Klammerwert

wp — 0,680 wp = wr,
dann ist

7 = Cyy 1+ 0,798 0.

Damit wir die Zahlen wr wieder ohne Beiwert benutzen kénnen,
schreiben wir

C
= 0,798 04 }
Tes = 0,79 [0,798Jr wr
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Fiir die Offnung [, erhalten wir entsprechend

Cos /}
My = 0,748 [0,748 +or|,

wobel

0,595
w&:-:wl')—— mﬂ)pza}_’p— 0,795601)

ist. Die beiden Anteile der vorstehenden Gleichungen werden wieder
getrennt dargestellt.

Die C,,-Linie fiir die Offnungen !, und 7, ist nach Abb. 128 ein
Dreieck mit der groBten Hohe 1 bei Stiitze 4. In der Offnung I,

C,
wird demnach —%_ = 1,253 C,, und mitn = 8 betragen die Ordinaten

0,798
1,253 ' L .
Nom = "¢ m=0,1567 m. Sie sind in Zahlentafel 10 zusammen-

gestellt. .

Der zweite Anteil wp wird wieder mit Hilfe der Worch’schen
Nomogramme (Hilfstafel X) fiir n = 8 ermittelt. Die abgelesenen
Werte sind gleichfalls in Zahlentafel 10 eingetragen. Z&hlt man
diese beiden Anteile zusammen, so erhédlt man die Ordinaten der
C,-Linie in der Offnung I,, wobei noch der Multiplikator u, = 0,798
hinzuzufiigen ist. Die Linie ist in Abb. 129 dargestellt. In der
Offnung I, besteht die EinfluBlinie in ihrem ersten Anteil aus der
C,,-Linie fiir die Offnung I, nach Abb. 129, die mit 6—71—4—8= 1,337
zu multiplizieren ist. Der zweite Anteil wyp wird wieder némographisch
ermittelt. Die Zahlenwerte sind in Zahlentafel 10 zusammengestellt.

Zahlentafel 10.

Offnung I, = 16,0 m Offnung 1, =12,0 m
m Nom or iy m Nom of s
3 0,000 0,000 0,000 4 1,337 0,000 1,387
1 | 0157 | 0003 | o160 | 1 | 1114 | 0126 | 1240
2 | 0313 | 0044 | 0357 | 2 | 0891 | 0135 | 1026
3 | 0470 | 0101 | 0571 | 3 | 0668 | 0077 | 0.745
4 | 0627 | 0158 | 0785 | 4 | 0446 | 0018 | 0464
5 | 0783 | 0194 | 0977 | 5 | 0228 |—0040 | 0183
6 | 0940 | 0192 | 1132 | 5 | 0000 | 0000 | 0000
7 1,096 0,134 1,230 — —_ — —
4 1,253 0,000 1,253 — — — —

Wir haben im vorstehenden wieder die Ordinaten 7’ der ver-
zerrten EinfluBlinie berechnet, die in jeder Offinung einen besonderen
Multiplikator erhilt. Dadurch haben wir an Rechenarbeit gespart,
weil wir unmittelbar mit den Zahlen wz und wf arbeiten konnten.
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Will man aus irgendwelchen Griinden die Zahlentafel 10a.
wirkliche, also nlcht. verzerrte 04-L1n1f3 m| gy | m | n
haben, so muB man die vorstehenden Glei-
chungen der EinfluBlinie ausmultiplizieren. 30,0001 4 | 1,000
Es ist 11 0128| 1 | 0928
2 | 0,28{ 2 | 0,767
p, = 0,798 und  p, = 0,748. 3 | 0456 | 3 | 0557
. . . 4 10,6261 4 | 0,34
(Vgl. die Darstellung in Abb. 130.) Die 5 0,280 5 0’13;
Ordinaten dieser- nicht verzerrten C,-Linie 6 | 0,903 5 | 0,000
L 700982 — | —
sind in Zahlentafel 10a angegeben. £ 1000 | — —
7 4 1 '
[ ! |
. moJ——‘[iT—LL_; §-2=12 — =<1
| )
W&’m—uﬁe
b
AN
s
CyLinie
(verzerrt)
8 38 3
S8R _| J
R I A
T~ Pl
d N ||| Gt
[ | (richs verzerrt)
|
l
TR
g%‘%‘é%Q‘%‘%‘S‘Q‘&'gﬁgg
Abb. 128—130.
Grundaufgabe 4. EinfluBlinien fiir die Feldmomente.

a) Gesucht werden die EinfluBordinaten fiir das Angriffsmoment
eines Querschnitts m in der ersten Offnung eines durchlaufenden
Balkens iiber zwei Offnungen; m liegt im Abstande z, = 6,0 m vom

linken Auflager.

Aus dem Zahlenbeispiel 1 (vgl.S.144) erhéilt man die Gleichung fiir M, :
6,0

I
16,0
N = My, — 1,41 0p .

MOm—

3,76 Dp = M

0m

N =

16,0

3,76 @p,

Der erste Teil der Gleichung stellt die M,-Fliche eines einfachen

Balkens dar; siehe Abb. 131a.

Kammer, Durchlaufende Triger.

9

Unter Voraussetzung gleicher Feld-
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weiten wird nach dem ersten Teil, Abschnitt I, 6, Seite 19
z,/, 10 x 6
7701=—;~=§:1,25; Yo :%1“2‘8" =0,75.

Hiermit lassen sich sofort anschreiben

Moa == 27y == 2,803 995 = 2779, = 1,50,

Nog = 31y, = 3,78; 14 = 39y, = 2,25,

Ny = 41, = 3,00.

Die Werte 7,, sind in Zahlentafel 11 eingetragen. Den zweiten
Anteil der EinfluBlinien-Gleichung erhalten wir, indem wir jeden Wert
wp mit — 1,41 multiplizieren. Er ist gleichfalls in Zahlentafel 11
angeschrieben, ebenso die sich aus der Addition ergebenden SchluB-
ordinaten nm.

i A : Zahlentafel 11.
< 1,~8-2=16 15~
» ke =g0m>le—-zi=10m; m| yom ©p —141wp Nn
5 I, |

‘ ;[ A Hom-Livt, A 0,00 | 00000 | £0000 | 0000
728 | B Col U 1 1,25 ] 01230 | — 0173 | 1077
LA/ . AN Jorn 2] 2,50 | 0,2344 | —0,331 | 2,169
Dl If PN 3| 875 | 03228 | — 0454 3,296
RARRERANY 4130003750 | —0529 | 2471
REF N 5] 225 | 03809 | —0537 | 1713
PNINRRIREBRRNER 6| 1,50 | 0,3281 | — 0,463 1,087
7] 0,75 | 0,2051 | —0289 | 0461
Fi=Linie 1] 000 | 0,0000 | 40,000 | 0,000

Abb. 131a u. b,

Diese stellen die M, -Linie dar. (Abb. 131b.) ZweckmiBiger ist
es jedoch, die vorstehende Gleichung umzuformen in

M,
Non —141[141 wp],
da man jetzt die Zahlen wp benutzen kann, ohne daB jede der

Ordinaten mit 1,41 multipliziert werden muB. Die neu hinzukommende
Division der M, -Fliche durch 1,41

a)

160 W . gestaltet sich sehr -einfach; entweder

iz I 7 [ geichnet man die Fliche nach Abb. 132a
|

auf, die durch die Auflagerordinate bei

b . 6,0 . .
» A, némlich = 4,26 bestimmt ist,
Mm—Linie 1,41 .
M=% oder man ermittelt die Ordinaten rech-

Abb.132a u, b. . i
au nerisch nach den Ausfiihrungen im

ergten Teil, Abschnitt I, 6, Seite 19. Die Ordlnaten des linken Astes
der EinfluBlinie ergeben sich wie folgt:
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Fiir den Teilpunkt 1 ist

1,25
= = (,8865.
No1 1,41 0,8865

Dann wird

Noe = 20,8865 = 1,7730,

nGs = 30,8865 = 2,6596.
Fiir die Berechnung des rechten Astes der EinfluBlinie benutzt man
, 0,75
No7: = 1,41

= 0,6319.
Dann wird
Noe = 2-0,5319 = 1,0638,
Nis = 3-0,5319 = 1,5957,
7oy = 4-0,56319 = 2,1277.
Den zweiten Anteil bilden jetzt die reinen Zahlenwerte wp. (Vgl.
Zahlentafel 11a.) Zu dieser EinfluBlinie hat man den Multiplikator
py = 1,41 ’
hinzuzufiigen. Die Ordinaten sind in Abb. 132b aufgetragen.
Zahlentafel 11a.

’ 770”! Nm
™ om = 41 ®D 1,41
A 00000 | 40,0000 | 0,0000
1] 0885 | —01280 | 07635
2| 17730 | —02344 | 15386
3| 206596 | —03223 | 23373
4| 21217 | —08750 | L2 | m=141
51 15957 | —0.3%09 | 12148
6| 10638 | —03%81 | 07357
71 05319 | —0,2051 | 0,3268
1] 00000 | 400000 | 00000

b) Im vorstehenden Beispiel wurde das Moment nur eines Quer-
schnitts in der Offnung 7, ermittelt. Bei der vollstindigen Durch-
rechnung sind meist fiir eine gréBere Anzahl von Querschnitten m
einer Offnung die EinfluBlinien darzustellen. Fiir diesen Fall ist die
folgende Losung zweckmifig.

Das Zahlenbeispiel 2, Seite 156, liefert fiir die erste Offnung
l, = 12,0 m eines Balkens iiber drei Offnungen die Gleichung

N = Nom — 02622, wp. -
Diese Gleichung gilt fiir jeden Querschnitt m der ersten Offnung,

weil in ihr der verinderliche Wert x, enthalten ist. Wir formen sie
um in

7, = 0,262, [O Oné’z’”—x — wp]
e 1

9*
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132

Die verzerrte M, - Fliche ist ein Dreieck mit der Spitze unter dem
Querschnitt m. Fiir irgendeinen Teilpunkt m betragt die Spitzenordinate
po_ Mgm_ ime) &
om = 5262w, 12-0,262z,  0,262-12
Nach Abb. 133 ist nun die Ordinate 5,4 unter der Stiitze 4
. ll e Zy xll'l1 . 1 o
Ta=om™ 3 1= 02627, -1, -0/, 0,262
74 ist ein konstanter Wert, auf ihn ist »,” ohne Einflu. Durch die
Gerade DE der Abb. 133 sind alle Spitzenordinaten der M,-Flichen
der einzelnen Knotenpunkte der Offnung !, bestimmt (Abb. 134a).
Der Klammerwert der Gleichung fiir #, stellt daher fiir alle
Knotenpunkte der untersuchten Offnung
in seinem ersten Teil ein Dreieck dar.
Der zweite Teil der Klammer ist die Do
wp-Linie.

= 0,318z,".

3,82.

=

=382

2
!

3 4
L 1 '
%———L;=S~Iz=12m—lﬁllz
[
[

Y :
T |
£ 70’771. }
=382 { AL1m=0,262%¢

o
'
72y || 4
G262z D L
=32 ) )
Abb, 133, Abb.184a w.b.

Die EinfluBlinie fiir irgendeinen Knotenpunkt, z. B. m = 2, ist
dann nach Abb. 134b die schraffierte Fliche, die begrenzt wird durch
das Dreieck der M,, -Fliche und die wp-Linie. Hinzuzufiigen ist

der Multiplikator 1, = 0,262z, .

Es ist also fiir den Knotenpunkt 2:
fiyy = 0,262.4 — 1,048

Um die EinfluBlinien séimtlicher fiinf Knotenpunkte der Offnung
festzulegen, braucht man also nur zu bestimmen:

1. den Wert 7,4 = 3,82,

2. die wp-Linie,

3. die Multiplikatoren u,, der ersten Offnung, die fiir die ein-
zelnen Punkte m in Zahlentafel 12 zusammengestellt sind.

Zahlentafel 12.

m o | @ | % i pom= 02622, | ndm=03183,
1 2 | 10 0,524 3,180
2 1] 8 | 1,048 2,544
3 6 | 6 1,572 1,908
4 8 | 4 2,096 1,272
5 | 10| e 2620 0,636
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¢) Die Gleichungen der EinfluBlinien fiir die Feldmomente in den
Mittel6ffnungen durchlaufender Triger haben eine andere Form
als die bisher betrachteten Gleichungen fiir die Feldmomente der
Endéffnungen; sie enthalten die verénderlichen GréBen & und &, die
durch folgende Gleichungen definiert sind (vgl. S. 78)
xr xr, . / xr' 4 xr
U e e
Fir gleiche Feldteilung «, —a m; «'=a m/'; | =a n_lauoten

diese Gleichungen
’

£ — m, u m, 1 (m P m 1)
- = Pr-a TN T M1 T )
r 7, n, i,
’
m 1
’ ’ ’ ’

Er_ ! _—Arn—r__,r—?(mr'—/urmr)'

n, r r

So ist im Zahlenbeispiel 2 des folgenden Abschnittes II die
Gleichung fiir das Feldmoment in der Mittel6ffinung eines Balkens
iiber drei Offnungen bestimmt worden zu (8. 156)

Mo = Mom — 572 52 wp — 4’48 52, wll) *
Da &, und &, von «, und z,’, also von der Lage des Querschnittes m
des Balkens abhéngig sind, so gilt diese Gleichung zunéchst allgemein
fir jeden Knotenpunkt der Offnung /,. Wenn fiir die praktische
Rechnung eine Rechenmaschine zur Verfiigung steht, so kann man
durch eine kleine Umformung der vorstehenden Gleichungen fiir &
und & den folgenden einfachen Rechnungsgang einschlagen. Setzen wir

x'=1 —x, bzw. z =1 —ua
ein, dann wird

r
Er = TT— [1 + “u —1:’ I L)

r

3]

’
57" = lr [1 + lur,J - lur,'

r

Bei gleicher Feldteilung a  wird

1 + Au —
Er = mr _nr—l - /’Lr—l ’
1+ u
Erl — mrl 111/ /u‘r . [url .

r

Diese Gleichungen sind also von der allgemeinen Form
P =0 M, G

Er’ — Cll mrl _,_ cgl’

wobei ¢ und ¢ Konstanten sind.

bzw.
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Fiir das vorliegende Zahlenbeispiel erhilt man

140,258
&, = %_ m, — 0,258 = 0,1573 m, — 0,258,
1403
£, — Ls‘ m, — 0,3 =0,1625m, — 0,3.

Man kann daher &, fiir die einzelnen Knotenpunkte der Offnung I,
bestimmen, indem man zu — 0,258 nur den mit ganzen, fortlaufen-
den Zahlen 1, 2, 3 ... multiplizierten Wert 0,1573 addiert, was sich
auf der Rechenmaschine bequem durchfithren 1a8t. Z. B.
my, =1; £, =1-0,1573 — 0,258,
my=2; & —2.0,1573 — 0,258.
Die Zahlenrechnung fiir die Offnung /, mit n == 8 ist aus Zahlen-

tafel 13 ersichtlich.
Zahlentafel 13.

my \ my’ & &'

1 7 —0,0007 | -+083375
2 6 10,0566 10,6750
3 5 +02189 | 40,5125
4 4 +03712 | 03500
571 3 +0,5285 40,1875
6 2 40,6858 40,0250
7 1 40,8431 | —0,1375

Will man nun z. B. fir den Knotenpunkt z, == 6,0, also an der
Stelle m = 3, die EinfluBlinie darstellen, dann ergibt sich
£,=0,2139; & =0,5125.
Die Ordinate der EinfluBlinie wird also
N = Nom — 9,2:0,2139 wp — 4,48.0,6125 wp,
d. h N = Nom — L1l wp — 2,3 wp.
Man formt diese Gleichung wieder um in
N = Nom — 2,3 [wp + 0,483 wp]
und berechnet den Wert
wp = wp 4+ 0,483 wp
unter Benutzung der Hilfstafel X, S.270. Um den Zahlenwert wy
ohne Beiwert benutzen zu kdnnen, schreiben wir

1 7 Zm3 4 5 6 7 2 . :23[’70m_ ':l'

ZANENPRREY LR X I

l ; 12=8-2=16Tn— Lz . . . .
< a-dmse—tm-g=10m Nach Abb. 135 ist die M, ,-Linie

(I 2 [eor] |

ein Dreieck mit der Hohe unter m.

mﬂ Mi-Linie v7,5.1=% Letztere betrigt:
a3 J[ _ m-m 3:5

= a=——2=3,75.
Abb, 135, n
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Es ist also
Nom 3,75

2,3 23
Die Ordinate 'der Einflufilinie im Punkte m betrigt dann
7, = 2,3 (1,63 — wf].

= 1,63.

Grundaufgabe 5. Symmetrische Belastung. Greift an einem
durchlaufenden Triger eine symmetrische Belastung an, so wird
die Berechnung der Stiitzenmomente zweckméfBig mit Hilfe der
Formeln (124) und (125) 8. 78 durchgefiihrt; dies geht schneller
als die Benutzung von EinfluBllinien,

a) Symmetrische Einzellasten. Auf den Balken auf vier
Stiitzen, wie er in Zahlenbeispiel 2, S. 153 durchgerechnet ist, wirken
in den einzelnen Offnungen Einzellasten nach Abb. 136. Es sollen
die Stiitzenmomente berechnet werden; auBerdem ist die Momenten-
fliche darzustellen.

A A
R e P Nt A N R
Al |7 |2 | 8
> Zx |

707\\

2
!T S| M-Fidche

Abb, 136,

Nach Hilfstafel IIL, 12, 8. 219 wird fiir den vorliegenden Fall
M, = — [z, kyy + 2, Ky (1 — u))) + 25 kyg] -
Nun liefert Hilfstafel I, S. 208 die Werte
2 =3P 2 =13 Fy; 2z =13 P;.
Die k-Werte sind im Zahlenbeispiel 2, S. 154 berechnet worden zu:
ky, —=3,15; k., = 4,48; k,= —0,896;
ebenso:
uy =0,3; 1—pu, =0,7.
Setzt man diese Werte in vorstehende Formel ein, dann wird
M, = — (23,15 P, | 12(4,48.0,7P, — 0,896 P,)],
M, =—21P —294P,4084P,.
Ist P, = P, = P, = P, dann wird M, = — 4,2 P. Fiir das Stiitzen-
moment M, erhdlt man nach Hilfstafel III, 12, S. 219

My = — [z, kqy + 25 kpq (1— ) T 25 Kigg] -
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Die Werte k& betragen lt. Zahlenbeispiel 2, S. 154:
ky = — 0,945; kyy =5,2; ky, = 3,47;
und
= 0,258 1—p, = 0,742,
Demnach wird
M, = — [— 2P, 0,945 +13(5,2.0,742 P, 4- 3,47 P,)]
M, = 0,63 P, — 3,62 P, — 3,25 P,.
Fiir den Sonderfall, daB die Lasten P in den Offnungen gleich
sind, wird
M, — — 6,24 P.
Sind die Stiitzenmomente bekannt, dann 148t sich die Momenten-
fliche nach Abb. 136 darstellen, wobei die Ordinaten der 3,-Fliche
unmittelbar der Hilfstafel I, S. 208 entnommen werden konnen.

b) Symmetrische Streckenlasten. Ein Balken auf vier Stiitzen
mit denselben Abmessungen wie unter a) ist nach Abb. 137 belastet.
Die Werte u, ¢/ und % sind dieselben wie im vorhergehenden Bei-
spiel. Die Werte z ermitteln sich nach Hilfstafel I, 8 u. 9, S. 209 zu

16 3, 1 8 1 ,
2, =0; z‘~,=z3=—4~p—}—§p8(1—§W>=Z(16p+11p).

Auch die allgemeinen Gleichungen fiir die Stiitzenmomente sind die-
selben wie unter a).

: Abb. 137.
Man erbilt also

M, = — (16 p 4 119')(4,48-0,7 — 0,896)-%,
M, = — (16 p411 p’)(5,2 -0,742 4 3,47)-%,
M, = — 8,96p — 6,169/,
M,= —29,31p—20,159".

Wihlen wir fiir unser Beispiel p'=1p, so wird
M, = —896p—3,08p= —12,04p,
M, = —29,31p — 10,08 p = — 39,39 p.

Die Momentenfliche fiir diese Belastung ist in Abb. 137 dargestellt.
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Grundaunfgabe 6. Unsymmetrische Belastung.

a) Auf einen Balken mit den Abmessungen der Grundaufgabe 5
wirkt nach Abb. 138 eine unsymmetrische Belastung. In den ersten
beiden Offnungen ist sie eine gleichmiBig verteilte Strecken-
belastung, in der dritten Offnung besteht sie aus Einzcllasten.
Gesucht wird das Stiitzenmoment M, infolge dieser Belastung. Zu-
nichst wird der EinfluB der unsymmetrischen Streckenbelastung
untersucht. Wir gehen von der EinfluBlinie fiir M, aus, die im
Zahlenbeispiel 2, S.155 ermittelt ist.

4o0m, 30m, 25m 3,5m 2,75m

k—gom»@té»eﬂﬁme}e’e 5 ale)(ﬁ—’l }7 5
r<—L, 7zaomA>’LLz 7500m——%~l,3 75’1717”2,—;‘%%

Abb. 138,

Die Gleichungen fiir die Ordinaten der J,-Linie in den einzelnen
Offnungen lauten:
Offnung I,: 7, = + 0,945 wp,
” ly: 7y = — 5,20 wp,, wobei wrp,=wp — 0,258 wp,
» ly: Mg = — 3,47 wp.
Die Offnung I, ist durch eine Streckenlast p, belastet.
Ist allgemein in einer Offnung I die Streckenbelastung p, nach
Abb.139 vorhanden, und folgt die EinfluBordinate 4, der Unbekannten X

der Gleichung c o
177'= r T,.’

dann wird
Z, Zy
szprfnrdx — crprfwgprdx.
z, @,

Da wp_ vom Verhéltnis li abhingig ist, schreibt man die vorstehende

Gleichung zweckmiBig auch mit den Cr—7 IR S.

t % 1 | $ '
Grenzen 2z == !
I fz—>i l
£ Lx —> XeLinig |
l?"
x
Xr = crprlr f (DTrd <2‘> .
o r
l, Abb. 139,

Fiir die schnelle und einfache Ermittlung der Integralwerte ist
die Anwendung der von Dr.-Ing. Worch aufgesteliten, in Hilfstafel XI,
8. 272 angegebenen Nomogramme sehr zweckméBig. Durch eine bzw.
zwei Gerade wird das Integral ausgewertet, jegliche Rechenarbeit
wird erspart.
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In der vorliegenden Grundaufgabe haben wir nach Zahlenbeispiel 2
folgende Zahlenwerte einzufiihren:
xX x, 8
¢, =0,945; wp = op; l.=12,0; —i=0; Z_T:E
Dann ist das Moment iiber der Innenstiitze 2 infolge Belastung der
Offnung I,
8

iz
My, = 0,945-12,0-p, | wa(;)_
0 1

Zur Auswertung des Integrals lassen wir in der nomographischen
Hilfstafel XI, S.273, den Strahl vom Nullpunkt der linken Leiter I
ausgehen, da im vorliegenden Falle ¢ =0 ist (vgl. Abb. 140). Auf der
Leiter IT suchen wir die Verhéltniszahl %. Verbinden wir diesen
Punkt mit i =0 und verlingern den Strahl bis zum Schnitt mit
der rechten Leiter IIT, so wird diese im Punkt 0,173 getroffen; dies
ist der gesuchte Integralwert, und man erhélt infolge der Belastung

der Offnung 1,
M

2

,=0,945-12,0-0,173 p, = - 1,96 p, .

In der Offnung I, liegt die Streckenbelastung p,. Der Anteil dieser
Belastung am Stiitzenmoment 3, betrigt

12
16

x
]M‘22 = — 5,2 . 16,0 Po fwT2 d (7—) .
2
d5
1% 1%
M‘Z? _ - 83,2 Do J‘szd<";i> —-J‘COTzd<l;x> .
Lo - 0 )

In dieser Gleichung ist wgp, = wp — 0,258 wy. In Hilfstafel XI suchen
wir auf der Leiter I ¢ = — 0,258 auf und legen je einen Strahl
durch die auf der Leiter II eingetragenen Punkte 32 und 2;; diese
Strahlen treffen die Leiter III in den Punkten 0,145 und 0,0098;
(vgl. Abb. 141). Die Differenz dieser Zahlen ist der gesuchte Integral-

wert, also

ofee

1
1 :
fszd (;) — 0,145 — 0,0098 = 0,135.
2
15
Demnach wird der Anteil der Belastung p, der zweiten Offnung an M,

M

2

, = —83,2.0,135p, = — 11,23 p,.
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In der Offnung I, sind die vier Einzellasten unsymmetrisch
angeordnet (Abb. 138). Der Anteil dieser Belastung am Stiitzen-
moment M, ist

4
M23 = Z Pm 7]m
m=1

Die Ordinaten 7,, sind aus der Gleichung der EinfluBlinie fiir M,
zu ermitteln. Die Gleichung fir M, in der Offnung I, lautet
gy = — 3,47 wp .

Die Werte wp sind fiir die Angrifispunkte der Einzellasten zu be-
stimmen; sie konnen im vorliegenden Fall nicht der Hilfstafel IXa
entnommen werden, da diese fiir gleiche Teilungen a aufgestellt ist.
Wir benutzen statt dessen die in Hilfstafel IXb, S. 269, zusammen-
gestellten Werte wp und wp fiir Zwischenteilungen von 1 bis 100.

10 +70
(—0,05 4 r—005
-22) ] L
] p
] o7 i L g7
) o8
1 0773
T a2 62
70
j 43 03
o i m
4 z o4 J Low
/ erﬁ) , £ '
wr ( 1 Y2
4 b 4 J w,d/L’_}
1 L+os 1z L+as
/;UJ -1,0-

Abb, 140, Abb, 141,

. X .
Man bestimmt zunédchst fiir die einzelnen Lasten die Werte 7 liest

'n der Hilfstafel IX die zugehorigen Werte wj; ab und ermittelt
laraus % und Pn. Die Rechnung geht aus Zahlentafel 14 hervor.

Zahlentafel 14.

2,
m T l—: o ’ fm = — 3,47 0], P, P,y
1 5,5 0,34 0,3725 —1,2926 2t | —2,585
2 8,0 0,50 0,3750 —1,3013 2,5t | —3,253
3 11,5 0,72 0,2581 —0,8956 3,2t | —2,866
4 14,25 0,89 0,1087 —0,3772 08t | —0,302

> Pyt =—9,006
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Man erhilt
4
My=2>XP, 5, ==—901ltm.
1

Das gesamte Stiitzenmoment M, infolge Belastung aller drei Off-
nungen wird dann

My = My, + My, + Mg,

M,= +1,96p, — 11,23 p, — 9,01..

b) Derseloe Balken auf vier Stiitzen wie unter a) ist nach
Abb. 142 belastet; gesucht wird die Momentenfliche.

Die Belastung ist unsymmetrisch. Wir benutzen zunédchst Hilfs-
tafel I, 3, S. 214, die uns die Gleichungen fiir die Stiitzenmomente
liefert

M, = B, Z, + 12 Zy
My =102, + Poa Z, -
Die Werte § erhdlt man aus Hilfstafel III, 4. Sie sind im Zahlen-
beispiel 2, S. 154 ermittelt zu
By =00175; B, =—000525;  f,,=0,0203,
so dall man schreiben kann
M, = 00175 Z, — 0,00525Z,,
M, = —0,00525Z, 40,0203 Z,.

Zur Bestimmung der Werte Z zerlegen wir die Belastung in die
drei Teilzustidnde:

1. Offnung 1, ist belastet. Allgemein ist nach den Unter-
suchungen im ersten Teil

Z,=—6C,,
wobei @,, der Auflagerdruck des einfachen Balkens ist, der mit der
Momentenfliche belastet ist. Die Momentenfliche zu der Dreiecks-
belastung der ersten Offnung ist eine kubische Parabel nach Abb. 142a.

Es wird also
‘ & hlPJ, 81
Ch=Fw ] =55 7T

. 24 J, 151,
Setzen wir nach Zahlenbeispiel 2: Tc'll =1, =15 und h = 1, dann wird
1
6-1-1.2-81' 2 2
Z o= P T ey 219015 — —
1 24.15 1511 151215 288,
Z,=0.

2. Offnung I, ist belastet. Fiir eine horizontale Kraft K im
Abstande e von der Balkenachse ergibt sich die Momentenfliiche nach
Abb. 142b. Den Inhalt der Momentenfliche bestimmen wir so, daB



Grundaufgabe 6.

141

wir von dem Dreieck abc das Parallelogramm aced abziehen. Wir

l,=16,0; 1,=16,0; a,=6,0;

dann wird
3 6
Z, = —10-0,4-16 {2+i 6 —-E;TJ=—11,0,
3-100 6-10}
— 2 = 370.
Z,—+10.04- 16J2+ e — 13 31,

3. Offnungl, ist belastet. Die Momentenfliche fiir eine Einzel

last ist ein Dreieck (Abb. 142c). Wir erhalten

rPLL
= stD’

Z,=0; Z =
wenn P =1 angenommen wird.

Pl 1l wp=—16-10,67.0,3223 P= —55,0,

halt
erhalten o Je [Kely 21, Kea:,< —i-bﬂ
P, L2 8 l,
Mit b, =1, — a, wird nach einiger Umformung
_ Kel/ 3a a,
Entsprechend ist
Kel) 30,2
o, = ¢ [2+~~—6
¢
h=1 K1’ l =7
7 é’yW Z 3
) ' £
L1=72,0 | 1;=760 L3 =16,0—
}eaz—zm-%%bz—700—%&«43—100——%&;—5091
Bt p=1t
4 7! L2
Z 120 | 70,0 aa%
<)

+ ¢ Mf}%’fyy el}é 2 L0 + |
| L ¢ ! Papy s r5mit
! 8 : y H10 [ 16,0 Piliaaied
}égjﬁlf€4m9‘ L7 £=0% z g -

Yy %4[ éu

=< l2=176,0
Y i<—a,z~5oe‘e- 100——9|

d
I3 Iﬂ =] b
i Tfm T — e+ 7, .l‘zé
[ea‘za 7
Abb. 1422,
Fiihrt man die Zahlenwerte des Beispiels ein:
b,=10,0; K=10t; e=04,
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Insgesamt erhdlt man
7, — — 288 — 11,0 = — 299,0

1
Z,= —37,0—550=— 920.
Setzt man diese Werte in die Gleichungen der Stitzenmomente ein,

dann wird

M, = — 0,0175 -299 -+ 0,00525-92,0 = — 4,75 tm,
M, = + 0,00525-299 — 0,0203 -92,0 = — 0,30 tm.
Die endgiiltige Momentenflédche zeigt Abb. 143.
i/i i’ ;2 5E
! it =< . : |
1 T TS - !
"y IR
| sle ! | {
| I
| | ! I
b= 20 >t< %0 % %0 i
Abb, 143,
I1. Zahlenbeispiele.
Einleitung.

~ Je nach den Bediirfnissen der Praxis miissen die Hilfstafeln ver-
schiedenen Anforderungen geniigen. So kann es sich zunéchst darum
handeln, moglichst schnell einige bestimmte statische Werte zu er-
halten, ohne gezwungen zu sein, das ganze Tragwerk von Anfang
bis zu Ende durchzurechnen, eine Forderung, die beim Projektieren
oder bei der Nachpriifung auftritt. In diesem Falle miissen die Hilfs-
tafeln es gestatten, ohne groBe Umwege die gewiinschten Momente,
Querkrifte oder Auflagerdriicke anzuschreiben. Bei der endgiiltigen
Bearbeitung handelt es sich anderseits um eine ausfiihrliche Durch-
rechnung des ganzen Systems. Fiir diese Zwecke miissen nun die
Hilfstafeln wieder so ausfiihrlich sein, daB alle erforderlichen Werte
entnommen werden konnen; ferner miissen sie so angeordnet sein,
daf fiir die umfangreichen Rechnungen ein iibersichtliches, unniitze
Zwischenrechnungen ersparendes Schema zur Verfiigung steht.

Im folgenden soll nun an Hand zusammenhéngender Zahlen-
beispiele die vielseitige Verwendungsmdoglichkeit der im dritten Teil
zusammengestellten Hilfstafeln erldutert werden.

Die Beispiele 1, 2 und 4 behandeln durchlaufende Balken iiber
2, 3 und 6 ungleichen Offnungen. Diese Beispiele zeigen die Anwen-
dung der Hilfstafeln zur Ermittlung von EinfluBlinien sowie der
Maximal- und Minimalquerkraft- und -momentenfliichen. Das Zahlen-
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beispiel 3 gibt eine andere Anwendungsmoglichkeit der Hilfstafeln.
Die Untersuchung des Eigengewichtes und der gleichmiBig verteilten
Nutzlast p erfolgt hier in der von vielen Statikern vorgezogenen
Weise, daB zunichst jede Offnung fiir sich gleichmiBig belastet an-
genommen wird. Aus der Kombination dieser einzelnen Lastzustédnde
werden dann die Stiitzen- und Feldmomente ermittelt.

Da die speziellen HilfstafeIn nur bis zu Balken iiber 6 ungleichen
Offnungen entwickelt sind, muB fiir ein Tragwerk mit noch groBerer
Zahl der Offnungen die Durchrechnung nach dem in dem theoreti-
schen ersten Teil entwickelten Verfahren erfolgen, dessen wichtigste
Formeln jedoch ebenfalls in einer Hilfstafel (VII) enthalten sind.
Den Gang der Rechnung zeigt Zahlenbeispiel 5.

In-allen bisher genannten Beispielen (1 bis 5) werden Triger be-
rechnet, bei denen der Querschnitt sich zwar von Offnung zu Offnung
andert, innerhalb der Offnung jedoch konstant bleibt. Um nun auch
die Verwendung der im ersten Teil entwickelten analytischen und
graphischen Verfahren fiir Triger mit beliebig verdnderlichem Quer-
schnitt zu zeigen, ist im Zahlenbeispiel 6 ein Balken iiber 4 ungleichen
Offnungen durchgerechnet worden, dessen Triigheitsmomente auch
innerhalb der Offnungen verinderlich sind.

Zahlenbeispiel 1: Der Balken iiber zwei ungleichen Offnungen.
(Vgl. Hilfstafel II, S. 210.)

a) Gesucht wird fiir den Balken nach Abb. 144 die EinfluBlinie
fiir ‘das Feldmoment M, in der Offnung I, im Abstande 6,0 m vom
Auflager A.

Nach Hilfstafel II, 7, S. 211 erhdlt man die Gleichung fiir die
gesuchte EinfluBlinie in der Ofi- s L e g ,

nung /,: 4 + -+
T %’——L,-ﬁ;oﬂm é‘ ly=12,00m; “@'
N =M,

1
or T ky wp. Abb, 144,
1

Hierin ist z, = 6,0; die Bezeichnungen und-Abkiirzungen werden aus
Hilfstafel II, 1 und IIL, 5, S. 210 erhalten zu
J, J .
ll,:llt_]i; l‘.’-,:lﬁjc; §1== 2(l1,"i_lal)5 k11:_LI—"
1 2

Wird J, = J, =1,5J, gewihlt, dann ist

1,5J,
J‘.’

s, — 2(16 - 18) = 68.

I =1,=16; 1 =1,2=1,

=12.1,5 = 18;
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Dann ist ferner
16-16
11 == 68

k = 3,76

und
6,0

’711=M01 160 +3,76- 601)__]‘401'—14:1£0D

Die weitere Behandlung dieser Gleichung siehe Grundaufgabe 4a,
Seite 129, worin die Ermittlung der EinfluBordinaten und die Dar-
stellung der EinfluBlinien erldutert ist.

In der zweiten Offnung I, wird die Gleichung der EinfluBlinie
fiir M, nach Hilfstafel II, 7, S. 211:

x
—_ L /.
Mra = "7 kig0p;

x, =6,0; l1=16,0.

k,, = ="_"" =318
12 8, 68
Demnach ist
60
Nre= 16,0

Die Auflosung dieser Gleichung geschieht entsprechend den Aus-
filhrungen in Grundaufgabe 2b, S.121.

b) Gesucht wird die EinfluBlinie fiir die Querkraft des Quer-
schnittes II in Abb. 144 im Abstand 2,0 m vom Auflager 1.

Nach Hilfstafel IT, 8, S. 211 erhdlt man die gesuchte Gleichung
der EinfluBlinie:

In Offnung 1, : W111=+llk11w
2

” ” l,

1
2t Tge = oyt Tkle ®p.
2
Mit I, = 12,0 m; k,, = 3,76; k,, = 3,18 (siehe unter a) wird demnach

3,76
Ny = lzowD—+O313wD,
318
Nre= Qo+ 15 120 = @y, + 0,265 wp -

Die weitere Behandlung von 7,,, vgl. Grundaufgabe 2b, S.121; die
von 7,, vgl. Grundaufgabe 3b, S.125.

c) Gesucht werden fiir den Balken nach Abb. 144 das groBte
negative Stiitzenmoment, min M, ,, sowie die beiden groBten positiven
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Feldmomente, max M, und max M, , und deren Lage innerbalb der

Offnungen I, und I, infolge gleichmiBig verteilter Nutzlast p.
Nach Hilfstafel II, 11, S. 213, wird

. /4
min M, , = — z LA AR

Unter a) wurden ermittelt
k= 376; k= 3,18.
Also wird :

min M, , — — 2 [3,76-16,0 + 3,18-12,0] — — 24,58 p.

Nach Hilfstafel IT, 11, S. 213 erhdlt man die Lage und GroBe der
positiven Momente in Offnung I, zu

l 1 16,0 3,76
Clp——xolzé*—‘zkl:l:'—zv'— 1 :7,06111.
1 7,062 .
und maxMIz,:Ep = 5 p=24,92p.
n Offnung I, wird
l 1 12,0 3,18
Gy =g — g — g =~ — =520 m
1 5,2052 .
mnd  max M, = 5P ¢l = —5P= 18,55 p. (Siehe Abb. 145.)

d) Fiir den Balken iiber zwei
g[SRI =m0 == ungleichen Offnungen nach Ab-

. i e | bildung 144 sind sadmtliche Ein-
Ly= 2 t=—lp= & . .
l R N | fluBlinien fiir Momente, Quer-

- \ [
! } /g ™ g: | krifte und Auflagerdriicke zu er-
N I _\@ - mitteln,
NS :;1 T Es werden die folgenden Werte
T b1, der Hilfstafeln IT, 1 und 5 S. 210
gebraucht:
Mit J,=J, = 1,5J, wird (vgl. auch unter a)
J
I/=1,=160m; I/ = ZS,TC =18,0; s,=2(,'+1")=868;
2
Ll 16-16 L, 12.18
= = S M k = 22 == = ,18 .
b= 68 1% M=oy 68 0

Nach Hilfstafel I, 6, S. 210 erhilt man die Gleichung der Einfluf}-
inie fiir das Stiitzenmoment M, zu

7, = — k;; wp in Offnung I,

’
Ny = —kjq0p » ” ly.
Kammer, Durchlaufende Tréger. 10
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Setzt man fir k,, und k, die vorstehenden Zahlen ein, so erhilt
man die Gleichung der Einfluflinie in Zahlentafel 15.

Nach Hilfstafel I, 7, S. 211 lauten die Gleichungen fiir die Feld-
momente M, eines beliebigen Querschnittes der Offnung 1,

nII:MOI—%ku wp in Offnung 1,
1

Npo =— — ﬁk‘m a)b ” ” l
l, .
Fiir einen Querschnitt I in der Offnung I, wird

!
.

9

Mia == 7 k,, wp in Offnung 1,
2
x ’
2 !
Nira = Mo — I koop » ” L.
]

2

Setzt man in diese Gleichungen wieder die Zahlenwerte ein, dann
erhilt man die Zahlenwerte der Zahlentafel 15.

Zahlentafel 15. Gleichungen der EinfluBlinien.

Offnung 7, Offnung I,

M, 7y =—3,76 wp 7 = — 3,18 w),

M] /it =M0]—0,235 X, Wp
711, = — 0,318 2, wp

Q1 N =@Qor— 0,235 wp
Qi Ny =+ 0,313 wp

4 m =4, — 0,235 wp
C Ny = Cou+ 0,548 wp
B N, =— 0,313 Op

e =~ 0,199 2, 0},

Nire = My — 0,265 %) o,
Nry =— 0,199 w)

e = Qo1+ 0,265 w ),

7y =—0,199 w),

My = Cy + 0,464 o)

7y = By — 0,265 0}

Nach Hilfstafel I, 8, S. 211 erhilt man die EinfluBlinien fiir die

Querkrifte.
Die Querkraft ¢, in der ersten Offnung hat die Ordinaten:

1 . s
N, =@y, — T k., op in Offnung I,
1

1 ,
T km CU_D
1

Npg = —

” ” l2 .

Die Ordinaten der ,,-Linie fiir einen Querschnitt II der Off-
nung I, ergeben sich zu

1
N =+ Tg ky, wp

1 ’
N2 = Qo+ 7; ko 0p

EinfluBlinie in Offnung I,,

»” ” ” l? .
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Setzt man die Zahlenwerte ein, dann erhdlt man wieder die
Gleichungen der Zahlentafel 15.

Die EinfluBlinien fiir die Auflagerdriicke erhdlt man aus Hilfs-
tafel II, 9.

Die EinfluBlinie fiir 4 hat die Ordinaten

1 .=
a1 =4, — i ki, wp in Offnung 1,

nAgr—i——l—kma)D ” ” l-z’

EinfluBlinie fiir C:

1 1
1712=C’01—}—k12<7—{—l—)-w_b ) » L.

EinfluBlinie fir B: -

1 "
Npy == — l—ku wp in Offnung [,
2
1

nBQ:BO—l_kIZ Cl)l,) ” ” lg.
2

Die Zahlentafel 15, S. 146 enthédlt die Gleichungen der Auflager-
driicke nach Einsetzen der Zahlenwerte.

Die weitere Behandlung, d.h. das Ermitteln und Auftragen der
einzelnen EinfluBordinaten innerhalb der Offnungen, ist ausfiihrlich

in den Grundaufgaben besprochen worden. Sdmtliche EinfluBlinien
sind in Abb. 146 aufgetragen.

e) Fiir den Balken iiber zwei ungleichen Offinungen nach Abb. 144
sind Momente, Querkrifte und Auflagerdriicke infolge Eigengewicht
zu ermitteln.

Nach Hilfstafel II, 10, S. 212 wird, wenn fiir beide Offnungen
dasselbe Eigengewicht g angenommen wird, das Stiitzenmoment:

My, —=— 5 [k + k) = — 7 [16-8,76 4 12-3,18) = — 24,58 .

Die Abstinde der groften positiven Momente in den Offnungen I,
und I/, werden

l, M, 160 2458y

c1y m01 2 + gl1 9 16,09 > 6 m,
I, My, 120 24589

= 4 = 2 g = —_— ? = .

Oag == By =7 -+ gl, 2 12,09 3,95 m

10*
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Die grofiten Feldmomente werden
max M, = lger,— 16,4629 —20,89g,
max M, = %gcgg =13,95%g=1381g.
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Die Querkraftfliche ist durch die Gleichungen bestimmt
ng =ge”; ng =g,
Die Querkrifte an den Auflagern geben gleichzeitig die Stiitz-

driicke an
Ag =g, = 6,469,

Ciy=gag, = 9,549 C,,—=17,589.
Cl, =g, =2805yg g
B, =gug, = 3,959.
(Vgl. Abb. 147.) Die Darstellung der Momenten- und Querkraftfliche
im einzelnen erfolgt nach Grundaufgabe 1.

f) Fiir den Balken iiber zwei ungleichen Offnungen nach Abb. 144
sind die Maximal- und Minimal-Momenten- und Querkraftflichen sowie
die Auflagerdriicke infolge beweglicher Nutzlast p zu ermitteln.

Fiir die folgenden Rechnungen kommen aufler den unter d) er-
mittelten Hilfswerten k,, = 3,76 und k,, = 3,18 noch zur Festlegung
der Festpunkte die folgenden el T5om——te—L=T0m—>

Hilfswerte in Betracht. > | T &, 1 |
%@m*i,#m»bam ‘<4§61‘70m4~ﬂ,95m>| wﬁ
Nach Hiifstafel IT, 1, S. 210

~
wird AN | )
) Mg~Fliche
|

1’ 18,0
=2 = =0,265, S
M= T 68,0 § ?l/ﬁj
o5
L 16 \ 77589 =X qg-Fliche
#1/:_1_: 70_20,235; T}
8, 68,0
Abb. 147.
l
=1 =160m; b,—=-—>—=9486m;
1 ! ’ 2 14,
l
b= —}—1/4_’ =12,955m; b/ =1[=120m.
1

Zur Bestimmung der Maximal- und Minimal-Momentenfliche nach
Abb. 148a liefert Hilfstafel II, 11, S. 213, folgende Werte:

min M, , = — %[kn I+ byl = — 24,58 p,
max M, ,=0. , ]
clp:-xm:?‘—il:LOG m,

), = 16,0 — 7,06 = 8,94 m,
t/=2¢,, —b'=1165m,
k

Cop = Xy = — — —L = 5,205 m,

2 4
xy, = 12,0 — 5,205 = 6,795 m,
t,=2¢,,—b,=0,924m.
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Die groSten Feldmomente in den beiden Oﬁnungeﬁ des Balkens
werden
max M, = %pcfy =24,92p,

max M, =3p cip— 13,55 p.
Fir die Festpunktsmomente erhilt man
max Mp, = 1pb,/t,/ = 1p12,955-1,165 — 7,55 p,

b/’ 12, 955
My — — _z by, ——P190.31 2
min Mp, = 3l 41 ,0-318 ——— 16,0 - 1,12p,
max My, = :pb,t, = ;p9,486-0,924 = 4,38 p,
. b, 9, 486
min My, — — 4k, 7 —— 2 160.376 5o — —1L89p.
2 s
Elq 7€0mﬂ<le—720m~—91b
%é—————’/z 955, 2,575 3 1;55771.&
'ews 706 288 Y% s om | 5,205—>l
| 777@?5)’%" Rki\o'gz“ 1 | min
' | 772, '%_ I3 ' '
“ 1 o = ] ’J - é} N %’Mp-/’/a"che
N 8 2
i S + ‘dz‘: 1 E‘ | max
| |
; ,
&) S "%»ﬂp—:’/a"me
§l/§ * R
S} =
%
Abb. 148a u. b.

Uber die Darstellung der Maximal- und Minimal-Momentenfliche in
den einzelnen Offnungen vgl. Grundaufgabe 1b, S. 116.

Die Maximal- und Minimal-Querkraftsflichen nach Abb. 148b sind
aus folgenden Gleichungen der Hilfstafel II, 11, S.213 bestimmt:

pa,* p 'k, px? B px, 3,76

max py = 21, 4 I,  2-160 4-16,0 °
max @, = 0,03125 pa, 7 —~ 0,068 pa,,
x,'?
maxQHp:Z;—?—_{_ 4l k10+ p lk
2
P p-3,18 M?»JG

__ ’2 ’
= 220% T 180 x2+ 480
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max @, = 0,04167p x,'? 4 0,06625 px, +1,25333 p,
P 2 pkux _ plyky,

min le = —

41, ! 41,
5 p-3,16 12,0- 3,18
—_ 2? T — )
32,0 ! 64,0 1! 64,0
min @,, = — 0,03125px, ?—0,06875px, — 0,59625p,
. vk, 3,18 p

i an=— S BT 240 180
min @,,, = — 0,04167 px22 + 0,06625px,.

Uber das Auftragen der Querkraftsflichen mit Hilfe dieser Gleichungen
vgl. Grundaufgabe 1d.

Die Groft- und Kleinstwerte der Auflagerkriifte infolge beweg-
licher Stiitzlast werden

k
max 4, = ph _ %ﬂ= 7,060 p,

2
; _ply,
min 4, = 4l k,=— 0,596 p,
Pl +z 41,
max(,, = 2 Gt kg )T
172

= 14,0p -+ 3,568458 p = 17,685 p,
min Op =0,

_ Py pky
max Bp——g—— - = 5,205 p,

. __ phk,
min Bp = il = — 1,253 p.
g) EinfluB der Stiitzensenkung. Die Mittelstiitze 1 des Balkens
in Abb. 144 senke sich um y, = 1em = 0,01 m.
Das Stiitzenmoment wird nach Hilfstafel II, 3, S. 210
1 1
=—0Z =-—17.
M, 8, Z 681

Das Belastungsglied ergibt sich nach den Ausfilhrungen auf S. 72,
wenn r =1 gesetzt wird, zu

Z1:6EJ0{y1—y°+ yl_yﬂ]
| L, A
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Nun ist y; =y, =0 und y, = 0,01; der vorstehende Ausdruck ver-
einfacht sich infolgedessen zu

0 ,01 I, 1
Zl=6EJC[O’ ! +&J=6EJ00,01 1l
I, I, A
Also ist
1 I, +1 6.0,01 16 --12 EJ,
M, = _ L= . J,=129__—¢
1= gg 0 BJ.001 5 68 16.12 2= 42945500-
Wird die Stiitze gehoben, so wird der Wert negativ, d. h.
EJ,
M, =—129 mb—ﬁ

Senkt sich die Endstiitze 4 um 0,01 m, dann haben wir zu setzen

Y% =001; y, =y,=0.
Es ist dann

2~ —605, 00 = _ 200 gy
I 16
und
1.6-0,01 EJ,
My = — 4516 L=~ 55 {5500°

Als J, haben wir das Trégheitsmoment des Balkens in der ersten
Offnung, also J,, angenommen. Wihlen wir z. B. zur konstruktiven
Ausbildung einen FluBstahl-Tréger mit

E = 2100000 kg/cm? = 21000000 t/m?
und

J = 45000 cm* = 0,00045 m*,
so wird ’

EJ, = 9450 tm?.

Bei Senkung der Mittelstiitze um 1 cm betrigt dann das Stiitzen-
moment

9450
Die Feldmomente Werden
1,22 .
" =160 z, in Offnung I ,
122 ;
II 12 O ” ” le .
Die Querkrifte sind konstant
1,22
Q, = 160 = 0,076 t,
22
122 0,102 ¢

77190
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A=Q,=0,076 t; C=—0,076 — 0,102 = — 0,178 ¢,
B=— Q11:+0’102 t.
h) EinfluB einer ungleichméBigen Erwarmung von 4¢t=1,—1t = 20°.
Das Stiitzenmoment wird wieder
1
M=z -1z,
Nach Formel (105a), 8. 72 1st mit r =1

i, —1t
Z,=—8eBJ, 0l +1y).

Hierin bedeutet ¢ die Warmeausdehnungszah] fiir FluBstahl. Wir setzen
e =0,000012,
ferner die Tridgerhohe = 0,40 m und, wie unter g),
EJ, = 9450 tm?.

Dann wird
20
16 12
M” 68 0,40 ( + ) ’
M,=—"70tm.
Damit erhalt man die Feldmomente
7,0 7,0
MI=_—~—16’O € M,=— 12.0 z, .
Die Querkrifte und Auflagerdriicke werden
7,0 7,0
QI* 160—--—043813 QII—- 12,0 =4 0,584 t;

A=—0438t; C=-10438+0584=1022t; B=—00584t.

Zahlenbeispiel 2: Der Balken iiber drei ungleichen
Offnungen.
(Vgl. Hilfstafel III, S. 214).

F=08J; B=15%
123451123455721234

lﬂ
z,-s 20=120m & zz-a 20=160m 1;=8'2,0=16,0m
4

om le—

Abb. 149,

Fiir die ausfiihrliche Berechnung des Balkens auf vier Stiitzen
(Abb. 149) werden eine Reihe von Hilfswerten gebraucht, wie z. B.
die Festpunktsabstinde, die Werte 8, k¥ usw., die in den folgenden
Rechnungen immer wieder vorkommen; sie werden deshalb der Uber-
sichtlichkeit halber an den Anfang der Rechnung unter der Be-
zeichnung Vorarbeiten gestellt.
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a) Vorarbeiten,

Wihlt man fiir das beliebige Trédgheitsmoment J, das Trégheits-
moment der zweiten Offnung J,, dann erhdlt man nach Hilfs-
tafel III, 1, S. 214 die folgende Werte:

Zahlentafel 16,

1 1, =120 1,=16,0 1,=16,0
2 /=150 | I,y =16,0 I, =10,67
3 8 = 62,0 8, = 53,33 4 = 3050
4 uy = 0,258 uy = 0,217 py =0
5 1y = 0,262 1y = 0,300 py' =0
6 | 1—p =0742 | 1—py =0,183] 1—p, =1
T 1—u/=078 | 1—-pu=0700 1—y;=1
8 b =1,=120 b, = 12,72 b, = 18,15
9 b,/ =951 b =12,31| b/ =1,=16,0
10 a,=0 ! a, = 3,28 a; =285
11 a, = 2,49 a, = 3,69 ay' =0
Zahlentafel 17.
1 2
53,33 16
1 =_r 5 =
P 3050 0,0175 Pio 3050 0,00525
62 3
2 B = Pra=—0,00525 | fox = 3050 0,020
Zahlentafel 18.
1 2 3
kyy = B1a L ll’ =315 k12 = ﬁu A lz' =448 kxs = ﬂl2 ls ls' =—0,896
2 by =Pl 1)’ =— 0945 | kyy=fonly ' = 5,20 by =Poa by Iy’ = 3,47

b) EinfluBlinien der Angriffsmomente, Querkriifte und
Stiitzendriicke.
) Stitzenmomente.
Nach Hilfstafel III, 6, S. 215 erhélt man die EinfluBlinien fiir das
Stiitzenmoment J/,, wenn man zur Abkiirzung setzt

wr,= op — 0,3 wp

9, = — ky, op = — 3,15 wp in Offnung 1 ,
Nie = — km a)é'z = - 4a48 wé'z ” 9 l-z ’
7713 = - klg w_b = + 0,89660,D ” ” l3 *

Die Auswertung dieser Gleichungen, d. h. das Ausrechnen der
Knotenpunktsordinaten in den einzelnen Offnungen und das Auf-
tragen der EinfluBlinien ist in Grundaufgabe 2 und 3 behandelt
worden (s. S. 1201F.).
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Die Gleichung der EinfluBlinien fiir M, lautet mit

wr, = wp — 0,258 wp
in Offnung 1,: 5, = — k,, wp = + 0,945 wp
" n b o= — kypor,= — 520 o,
» w byt Mg =~k op=—34Twp.

In Zahlentafel 19 ist die Berechnung der Ordinaten der M,- und
M,-Linie durchgefiihrt. Die EinfluBlinien sind in Abb. 150a auf-
getragen. Man kann, wie in den Grundaufgaben ndher ausgefiihrt
ist, an Rechenarbeit sparen, wenn man als EinfluBordinaten direkt die
w-Linien benutzt und zum SchluB die entsprechenden Multiplikatoren
hinzufiigt. Man arbeitet dann mit verzerrten EinfluBlinien und mit
von Offnung zu Offnung wechselnden Multiplikatoren. Vgl. Abb. 150b.

My=Fl.

b{ |
/_T\ U22=52 | AL2g=347 .,

AL21=09%5 = — MyFl.

\w’, W)
Abb, 150a u. b.
Zahlentafel 19.
Offnung 7, Offnung 7, | Offnung I,

"oy [tu=—3150,| of |me=—4480p| of | ma=08%0p
1 10,1620 — 0,4950 0,1682 —0,7535 0,2051 +0,1838
2 102963 —09330 |02578 | —1.1549 |0,3281 10,2940
3 10,3750 —1,1310 0,2842 - 1,2732 0,3809, 40,3413
4 10,3704 — 1,1660 0,2625 — 1,1760 0,3750,  +0,3360
5 ]0,2546) —0,8020 0,2080 —0,9318 0,3223] 40,2888
6 | — - 01330 | —06182 02344  +0,2100
7 — — 0,0615 —0,2755 0,1230; 40,1102

op | Na=09450p [ op |75n=— 5200 o’ ' oy =— 34T w])
1 lo16200 +01531  |o00701 | —03645 02051 —0,7117
2 102963 +02800 |0.1498 | 07790 |0,3281]  —1,1385
3 10,3750, 40,3544 0,2240 —1,1648  -|0,3809] —1,3217
4 10,3704 40,3500 0,2782 — 1,4466 0,3750i —1,3012
5 |o.2546] 02406 [02977 | 15480 [0:3228) — 11184
6 — — 0,2676 —1,3915 0,2344) —0,8134
7 — — 0,1734 —0,9017 0,1230, —0,4268
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B) Feldmomente.

Nach Hilfstafel III, 7, S. 215 kann man die Gleichungen der Ein-
fluBlinien der Feldmomente in den einzelnen Offnungen anschreiben.
Die Zusammenstellung findet sich in Zahlentafel 20.

y) Querkriite.

Mittels Hilfstafel III, 8, S. 216 sind die Gleichungeh der Einflufi-
linien fiir die Querkriifte bestimmt und ebenfalls in Zahlentafel 20

d) Auflagerkrafte.

Aus der Hilfstafel ITL, 9, S. 216 ergeben sich die in Zahlentafel 20
eingetragenen Gleichungen fiir die Einfluflinien der Auflagerkrifte.

Zahlentafel 20.

Offnung ?, I Offnung 1, Offnung I,
. z, z,’ , @
£, =2 %_ Ef =12 _ 12
T, My A LA pe' lz
M;| nn=My—0262z 0wy 57,=—0,373 ycl-wi’,.2 N1y =+ 0,075z, - 0
M][ 1]1]1=—‘3,15 52’0) 7]1]2=M011—-5,2 §2 COD-—4,48 52’ CO’D 77113—‘—347 52
My i, =+ 0,059 %' wyy e = — 0,325z’ op, nrrg = Mo rr—90, 217903
Q, 11 = Qo1 0,262 wy, 115 =— 0,373 wf, 115 = 0,075 o'y
Qu | 1y =0256 0 Nire = Qorr — 0,409 (0, — 0,89 07) Ny =— 0,273 w',
Q| 71y = — 0,059 w0y 17 = 0,325 @p, s = Qo+ 0,217 o’
A nA,=A0_0’262 op ’7‘42=*0:373 wi,.z n4,= 0,075 0}
B nB]=0,059 o nB2=—0,325 op, 18, = By — 0,217 0,
C, =05 +0,518w, N1g = Cyy + 0,787 (w7, — 0,705 @ ) Ny =—0,34T w,
C, gy = — 0,315 0 fga = Cog + 0,738 (wy, — 0,65 7)) oy = Cha+049 wp

¢) EinfluB des Eigengewichtes.

Den EinfluB des Eigengewichtes ermittelt man unter Benutzung

der Hilfstafel III,

10, S. 217 wie folgt:

Die Stiitzenmomente werden

M,

MU,

I

T »PI‘:Q

g

[12-3,15 -} 16-4,48-0,7 — 16.0,896)] = — 18,4 ¢,

[— 120,945 + 16-5,2-0,742 + 16-3,47] — — 26,4 9.

Zur Bestimmung der Lage und Gré8e der Maximalmomente in den
einzelnen Offnungen dienen die folgenden Werte:
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in Offnung 1,:
o — 1_2 _ 18,4 ¢
19778 T T12g
why =12 — 4,47 = 7,53 m,
max MIg =19-4477=999¢.

=4,47m,

in Offnung I,: . 264 154
Tpq = ’2“"4’16“’_:7,5111,
xjy =16 — 7,5 = 8,5 m,
€y =117,62 — 2.18,4 — /19,45 — 4,42 m,

max M, = 39-19,45=19,73 g.

in Offnung 7,:

2,5 = 16,0 — 6,35 = 9,65 m,
max M 19-6,35* =20,16 g.

g =
Die Auflagerdriicke infolge Eigengewicht ergeben sich zu
Ag =4,479;
Ofg = 7,63¢

C, . =g(7,563 + 1,56)=15,03 ¢;
C{gz .59 } 1o ( )

)
Cl! =8,5¢g

20 Cpy=9(8,5+ 9,65) =18,15¢;
C;g: 9,65 ¢

B,=635g.

d) EinfluB der beweglichen Nutzlast p .
¢) Gr68t- und Kleinst-Werte der Momente.
Die Stiitzenmomente infolge p werden (vgl. Hilfstafel III, 11, S. 218)

min M, , — — g [3,15-12 + 4,48-16-0,7] = — 22,0,
max M, ,— + %16-0,896 — 43,58,
min M, — — g [16-5,2-0,742+16-3,47] = — 29,3 p,

max M, , = +%12-o,945 — 1 284p.
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Die Lage und GroBe der Maximalmomente innerhalb der Off-

nungen sind durch folgende Werte bestimmt:
12 1
Clp——?—"m[lg 315 160,896] = 5,51 m,

t/ —2¢, — b’ =2.551—9,51=1,51m.

16 1 '
=5 + T [4,48.0,7 — 5,2.0,742] = 7,82 m,

@y = 16 — 7,82 = 8,18 m,
¢y, = 17,827 —8,0-4,48-0,7 = 136,08 = 6,0 m,

t,= 6,0 + 3,28 — 7,82 = 1,46 m,
t, — 6,0+ 3,69 — 8,18 = 1,51 m,

16 1
=3 Tt
t,=2-7,31 — 13,15 = 1,47 m,

—12-0,945 +16-3,47] = 7,31 m,

max M, =3p-551°=1518p; maxM, —;-6,0°p=18,0p
max M, = ip- 751‘—2672p.

HnIp =
Die grofiten positiven und negativen Momente in den Fest-
punkten sind:
max Mp, = p951 1,561 =1717p,

minMRl:—%w 4,48.0,7 %;}1 —9,95p.

max My, = 1p-1,46(12 — 1,46) = 7,7 p,
P 12

min My, = — o= 1o (— 0,945-3,28 -+ 3,15-12,72)
_ 336968 ..
== & P=—693p.

max Mg, = 1p-1,51(12 — 1,51) = 7,9 p,

16
min Mp, — Z g (— 0.896-8,69 4 3,47-12,81)
39,409
=——F P=- 9,85p.

max My, = ;pbyt, = L p-13,15-1,47 = 9,67 p,
p 1315
1

min My = — 12,68 p.
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p) GroBt- und Kleinst-Werte der Querkrifte.

Zur Bestimmung der Querkrifte braucht man die folgenden
Zwischenwerte, die nach Hilfstafel III, 11, S. 219 berechnet werden:

310

o = 15— — 00656 p,

oy = — 4.7;6 [5,2-0,742 — 4,48.0,7] = — 0,0114 p,
o, = +m 3,47 — 40,0542 p.

max y, = — Z%<— 0,896)-16 = - 0,299 p,

max y, = — 1%6 2 (— 0,945 — 3,15) = + 0,766 p,

maxy, = - Z% 16-5,2-0,742 = + 0,965 p.

p

miny, = — ‘—1%16 (8,47 + 0,896) = — 1,092 p,
min y, = — 4—.% 120,945 = — 0,177 p.

Damit ergeben sich die maximalen Querkrifte zu:

max ¢, = e @)/ maxy, = — 0,06562;-p -+ 0,299 p

2. l 2.12 12 &
p[0,0417 z,”° — 0,0656 z," + 0,299],

max Q,,, = p [0,0313 2, " — 0,0114 2," + 0,766],
Pl

maxQ 0,0313 2" 4 0,0542 x," + 0,965] .

oIp —

Entsprechend erhilt man die minimalen Querkrifte:

minQ,, = — p[0,0417 z,? 40,0656 z, -+ 1,045],
min @, , = — p[0,0313z,* 4 0,0113 &, + 1,092],
min @, , = — p[0,0313 2,* — 0,0542 2, + 0,177].

Die vorstehenden Gleichungen fiir die Querkriifte sind mit Hilfe
der Formeln (187) ermittelt; sie geben also die genidherten Werte
fir die Querkrifte.
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Die genaue Formel z. B. fiir max @, in der zweiten Offnung lautet

2’

max @, , = %;‘; - % [aq (wy' — pty wq) — kyg (wy — g wy)] + maxy,.

Berechnet man nach dieser genauen Formel die Ordinaten der
Maximalquerkraftfliche und vergleicht sie mit den genéherten Resul-
taten, dann findet man, dall die Abweichungen sehr gering sind. In
Abb. 151a sind die genauen Werte ausgezogen, die gendherten Werte
gestrichelt angegeben, und die Zahlen der genauen und gendherten
Ordinaten einander gegeniibergestellt. Die Abweichung 148t sich in
der Zeichnung kaum beriicksichtigen; das liegt daran, daB der zweite
Teil der Gleichung fiir max @, fiir den ein N&herungswert gesetzt
wird, im Verhéltnis zum ersten Teil sehr geringen Einfluf hat. In
Abb. 151b ist der Anteil des zweiten Gliedes der Gleichung in
10 facher Verzerrung fiir die genaue und die gendherte Rechnung
besonders herausgezeichnet.

max QgFliche

g Q

N
03
7783

\az00

B0

0757

S—=8 ;%J
R S 10fach vergripert
=~ 8 & aufgetragen
<

—o| N

o

8§ § S S
3|

Abb, 151a u, b,

7) GréB8t- und Kleinst-Werte der Auflagerdriicke.
Man erhilt:

l
max 4, =p- 51 + @, I, +maxy, =6,0p — 0,0656-12p 4 0,299 p

= 5,512 p,
min Ap =miny, = — 1,045 p,

max Gy, — p 12 -; 16

- 0,0656 p-12 — 0,0114 p-16 + 1,045 p
4+ 0,766 p = 16,416 p,
min C,p=—0299p —1,092p = — 1,391 p,

6
max C, , = pl—iZ——E -+ 0,0114 p- 16 + 0,0542 p-16 + 1,092 p

-+ 0,965 p = 19,107 p,
min C, = — 0,766 p — 0,177p = — 0,943 p,
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1
max B, = p?6— 0,0542 p-16 -+ 0,177 p = 7,310 p,
min B, = + 0,965 p.

e) EinfluB der Stiitzensenkungen.

Wir untersuchen zundchst den Einflu, den eine Senkung der
Stiitze A auf die Momente ausiibt, wenn die anderen Stiitzen starr
sind; weiterhin wird ein Senken der mittleren Stiitze 1 verfolgt, wenn
die iibrigen Stiitzen ihre Lage behalten. Die betreffende Stiitze
senke sich jedesmal um 1 em = 0,01 m. Bei ev. Heben der be-
treffenden Stiitze drehen sich die Vorzeichen der Momente um.

«) Stiitze 4 senkt sich um y4=1cm = 0,01 m.
Dann wird nach den Ausfithrungen auf 8. 72.
Y4 .
Z1:—6EJCVZZ—’ Z2:O.
Die Stiitzenmomente ergeben sich zu
M, =By 7,
My, =B, Z,.
Man erhélt
6 EJ, 0,01
Z, = — g =~ 0005 EJ,,
M, = — 0,0175-0,005 EJ,= — 0,0000875 E J,
M, = -+ 0,00525.0,005 EJ, = + 0,0000263 EJ,.
Es sei nun
E = 2100000 kg/qem = 21000000 t/m?,
J, = 45000 cm* = 0,00045 m*.
Dann wird
EJ, = 9450 tm?.
Die Stiitzenmomente betragen mit diesem Werte:
M, = — 0,0000875-9450 = — 0,825 tm,
M, = 4 0,000026 3-9450 = 4- 0,248 ,, .
Nachdem die Stiitzenmomente ermittelt sind, kénnen nunmehr
lie Feldmomente, Querkrifte und Stiitzendriicke mit Hilfe der all-
zemeinen, hierfiir entwickelten Formeln berechnet werden.

p) Die Stiitze 1 senkt sich um 1 cm = 0,01 m.
Es ist
Ya =Y, =Yp=0; y, = 0,01,
Y —Ya | Y1 — Y L+ 12 + 16
= J | 1 2l =6EJ 1 !=6FEJ - 001 ———,
t 6E c[ ll + lg } 6 cyl l1'l2 ¢ 1216

Kammer, Durchlaufende Triger. 11
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Z, —0,00875 EJ,,

Z,—6EJ [ ST ——68J %

: S A e 7,
0,01

— — 6BJ, -,

Z, = — 0,00375 BJ,.

M, = 0,0175-0,008 75 E J, 4+ 0,00525-0,00375 E J,
BJ,

M, =+ 1728 15500 10000’

M,= — 0,00525-0,00875 -EJ,— 0,0203-0,00375 E J,,
BJ,

M,= 122110000

Mit EJ, = 9450 tm® erhdlt man
M, = + 1,633 tm,
M, = —1,1535 tm.

Die Zahlentafel 21 gibt eine Zusammenstellung, aus der ersicht-
lich ist, welchen Einflul die Senkung einer Stiitze, um 1 cm, und
zwar der Reihe nach Stiitze 4, Stiitze 1, 2 und B auf dle Stiitzen-
momente ausiibt.

Weiterhin sind in der Zahlentafel 21 die Stiitzenmomente fiir
den Fall ermittelt, daBl bei starren Endauflagern die beiden Mittel-
stiitzen 1 und 2 sich um je 1 ecm senken, und auch fiir den Fall,
daB die beiden Endstiitzen 4 und B sich um 1 cm senken, wihrend
die Mittelstiitzen starr bleiben.

Zahlentafel 21.

Senkung
der Auflager M M,
A — 0,875 -+ 0,263
1 + 1,728 — 1,221
2 — 1,050 + 1,719
B +0,197 — 0,761
142 + 0,678 + 0,498
A+ B — 0,678 — 0,498
Simtliche Zahlenwerte haben den Faktor - ¢
dmtliche Zahlenwerte haben den Faktor i75ro .

Mit Hilfe der vorstehenden theoretischen Betrachtungen kann
man sich fiir praktische Fille ein Urteil dariiber bilden, welche
etwaigen Stiitzenbewegungen einem durchlaufenden Triger zugemutet
werden diirfen, ohne daB die Gefahr auftritt, daf die Bean-
spruchungen uber die Proportionalitéts-Grenze hinausgehen.
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f) EinfluB einer ungleichmiiBigen Erwirmung.

Nach Formel (105a) S. 72 werden die Belastungsglieder, wenn
h, = h, = h ist, ’

At
Z,=—8¢BJ, 5[l +1],

Z, = — 3eEJc%t-[l_z—]—l3].

Mib &==0,0000118 und Ad¢t=1t, —t,=20° wird

Z

1

Z

2

Der

6, '

= — 3.0,0000118 - 20 @%—1-0 BJ, = — 00198 EhJc’
6,0

= — 3-0,0000118-20 }E’—O—%—E% == 0’0227%]9’

Einflu der ungleichmiBigen Erwidrmung auf die Stiitzen-

momente wird

M1 = /311 Z1 + ﬂm Ze

BJ
— — 0,0175-0,0198 —" + 0,00525-0,0227 Eh‘]c,
228 EJ,
My == =% " 10000"
My = fay Zy + Bas Zy
E
— +0,00525-0,0198 hJc — 0,0203-0,0227 Ehi
3,56 BJ,
M= = =5 10000°

Wihlt man b= 40 cm = 0,4 m und setzt EJ, = 9450 tm® (vgl.
anter d), dann ist

2,98 9450
- LO2Y 5387t
1 0,4 10000 387 tm,
3,56 9450
M o— — 220 92U 8411 tm.
2 0,4 10000 411 tm

Zahlenbeispiel 3. Der Balken iiber vier Offnungen. Berechnung

mit Hilfe von Einheitsbelastungen.

Die Berechnung des Balkens iiber vier ungleichen Offnungen 148t
ich unter Benutzung der Hilfstafel IV, S. 220 genau in derselben
Neise durchfiilhren, wie es in den Zahlenbeispielen 1 und 2 gezeigt

vurde.

Sie soll deshalb hier nicht nochmals wiederholt werden. Es

el vielmehr in diesem Beispiel die Verwendung einer andern Gruppe
'on Formeln gezeigt, die ebenfalls in den Hilfstafeln enthalten sind.

11*



164 Grundaufgaben und Zahlenbeispiele.

Der EinfluB des Eigengewichts sowie einer gleichmiBig verteilten
Nutzlast p auf die Stiitzenmomente des Balkens iiber vier Offnungen
nach Abb. 152 soll in der folgenden Weise untersucht werden:

J-08% 1 S~k 2 B=08% I STz 4
%—-ly- ﬁ—b;-ﬁm—&t,-ﬂim L4,-16‘m,—§
Abb, 152,

Wir belasten nach Abb. 153 der Reihe nach die erste, dann die
zweite, dritte und schlieBlich die vierte Offnung mit einer gleich-
mifig verteilten Belastung 1 fiir die Lingeneinheit und ermitteln
fiir diese einzelnen Lastzustinde die Stiitzenmomente. Durch ver-
schiedene Kombinationen dieser vier Lastzustinde kann man dann
den Einflul von ¢ und p auf die Stiitzenmomente in iibersichtlicher
Weise bestimmen. Die Berechnung der Stitzenmomente fiir die
Einheitsbelastungen nach Abb. 153 erfolgt mit Hilfe der in Hilfs-
tafel IV, 12, S. 228, angegebenen Formeln.

I rrrmrmﬁmm/“’ﬂ Mar Mar
%—Ly-ﬂ % Ly=76m 7 'é‘; Lj=14m~—$~h=16m—ﬁ
M7I{H[11H[HHHHHHH M2 [ |
& B—k >
ol M Mo e |
& N
L My Mz M, ‘
- — = & N
Abb, 153,

a) Vorarbeiten.

Zundchst werden die fiir die weitere Rechnung erforderlichen
Grundwerte nach Hilfstafel IV, 1 bis 5 zusammengestellt.

Zahlentafel 22,

1, =120 I I, =160 I, =140 ‘ 1, = 16,0
’ Je ’ J. J, Je.
W=l T =150 L =L =160 W=y =175 ‘ W=l =16
8, =20, +1y) =2 (15416 = 62 [s,= 2 (+ 1, =2 (16 + 17,5) = 67|, = 2(%y/+1,) =2 (17,5 +1¢
A, =8 85— 12 =3898-10" | Ay=s,8 — /2 =4,183-10" | A=s,4,—s,1,'*=2422.
1 | 5 1y A,
=" 0,258 k =53 0,978 =21l 09575
Hy 81 ‘ Ho A1 Hs A
A l ,_ Sl b
u =L = 0,259 e 0,256 ' = o= 0,261
1 p, = 0,742 | 1— g = 0,722 1— py = 0,7425
1— ' =0,741 | 1— ! = 0,744 1— ' = 0,739
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Die 8-Werte sind nach der Hilfstafel IV, 4b berechnet und in
Zahlentafel 23 zusammengestellt. Wie allgemein iiblich wurde auch

hier wegen der kleinen Zahlenwerte der hundertfache

Betrag an-

geschrieben. Die Matrix der f-Werte ist zu ihrer Hauptdiagonalen

(Bi1> Bag» By3) symmetrisch.
Zahlentafel 23. Die 100 fachen f-Werte.

1 l 2 | 3
1| +172m1 | —o04425 ‘ 10,1154
04425 | 41,7153 | — 04475
3 | +0,1154 | —04475 : 41,6096

Nach Hilfstafel IV, 5 berechnen wir nunmehr die k-Werte, die in

Zahlentafel 24 zusammengestellt sind.

Zahlentafel 24,

1 2 3 |

4

by =8 l1 Z1,: +3,110 { by =6,y lz lz’ =44,42 kyy =Bz l3 ls' =—1,08 J k= Bialy l4' =-+-0,296

kz1=ﬂ1zl1l1’:“0:797 k22=ﬁ22l2l2’=+4:39 k23=ﬂ221313'5+4,20
Eyy = Biglaly'=+0,208 | kyo=fog loly =— 1,145 | kiyy = By 1,1/ =+3,94

‘]‘24:ﬂ23 l4l4’=—‘ 1,145
byy=Pys 1l =+4,120

Nach Hilfstafel I, 8, S. 209, erhalten wir infolge einer Belastung mit

=1 folgende z-Werte:

.. l
in Offnung ,: 2, =Zl = 3,0
» » ly: 2,=4,0
” ” l,: z,=238,5
” » l,: z,=40

b) Stiitzenmomente infolge der Einheitsbelastungen.

Die Stiitzenmomente fiir die vier Lastzustinde berechnen wir
nach den Formeln der Hilfstafel IV, 12. Sie sind in der folgenden

Zahlentafel 25 zusammengestellt.

Zahlentafel 25.

g=1in I, J g=11in 1, P g=1in 1, g=1in 1,
;
han=—31103) koI w)a= | —Ry(—wma=  |-hz=—0296.4
=-—9,33 —4,42.0,774-4=-18,15+1,08-0,739 - 3,5=+2,80 =-—118
—kyy 2, =—0,797-3 | —kpp (1—p1,)2,= — gy (1 — ") 2 = —kyy-2,=-+1,145-4
=+2,39 —4,39.0,742.4=—13,03| —4,2.0,739.3,5=—10,89 =--4,58
— kg2, =—0,208-3] — ks (1—py)z= —kog (1—p5) 2 = —kyyz=—412-4
=—0,62 ‘-}-1 145.0,742. 4= 138, 401—3 94.0,722.8,5 = 9,96 =—16,48
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¢) Stiitzenmomente infolge Eigengewicht.

Betrdgt das Eigengewicht fiir den ganzen Balken gt/m, dann
erhilt man die Stiitzenmomente infolge Eigengewicht durch Zusammen-
zéhlen der unter b) ermittelten Stiitzenmomente fiir die Einheits-
belastungen' also

g[ 1, big -+ M1, m+ Ml, IV] )
M :g[ 933—1315—{—280——118]*—20,86g,
M3 — g [+ 2,39 — 13,03 — 10,89 - 4,58] — — 16,95 ¢,
M,,=g[—0,62 + 3,40 — 9,96 — 16,48] — — 23,66 g.

d) Maximal- und Minimal-Stiitzenmomente infolge Nutzlast p.

Aus der Form der EinfluBlinien der Stiitzenmomente (Hilfs-
tafel IV, 6, S.221) gehen die ungiinstigsten Laststellungen fiir die
groBten positiven und negativen Stiitzenmomente, wie sie Abb. 154
zeigt, hervor.

a 7 2 J b
IHIhMyp I SIHHIIO NN 7ol
Zay 28 7 ;
‘ T
r77m(/‘41,,é AN ras I vy =
’ﬂlﬂMZp‘ ‘H IHHIN \’HJHHll[lIHHINZ{IFHKHI[IIIHHKHHHHHIJHZ> é>
mczx M, IO | S
y z Zs Z S
”””"@p mm lnmlmuumm )
| ZaS 7
maxMJp\ b
AN AN 4

Abb. 154,

Man erhilt daher durch Kombination der in b) ermittelten Ein-
heitswerte

min 1‘411;:Z’[Zl[11_|—2l a M

min M, , = p[—l—933—]—13 15 1,18) = — 23,66 p,

maxM M, ,,=-+280p,

min M“,p [ o My ) = — p[13,034-10,89] = — 23,92,
maxM, = p[M,,+ M, ]=+p[2,39+4,58] = +6,97p,

min M, , = p[My -+ My, + My, )= —p[0,62 49,96 - 16,48] =
= — 27,06,
maxM3p=pM311=—|—3,4Op.

Im vorliegenden Falle, wo das Eigengewicht g in allen Offnungen
gleich ist, geniigt es auch, nur den einen Wert, etwa max Mrp, zu
ermitteln, dann ergibt sich min M, , aus der Bedingung

mmMrpzM —maxMrp

#, total
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Die Werte M,iota ergeben sich aus den Stiitzenmomenten fiir
Eigengewicht; es ist

rg"*

Mr total = g M

e) Auflagerkriifte infolge p.

Aus der Form der EinfluBllinien fiir die Stiitzkrifte (Hilfstafel IV, 9,
S. 224) ergeben sich ohne weiteres die ungiinstigsten Laststellungen.
Sie sind fiir die einzelnen Auflagerkrifte in Abb. 155 aufgetragen.
Die Stiitzenmomente fiir diese Belastungszustinde erhilt man in ein-
facher Weise durch eine entsprechende Kombination der Stiitzen-
momente fiir die Einheitsbelastungen. (Vgl. S. 165 und Abb. 153.)

7 2 3

a b
i E— L T 3 e L
mﬂX/q ﬁ- T T T T T -Q-
minfl I T
! pay pay pa 2
maxCy im0
R Fay = 2
min Cy | | AR i
I pay Fay -
maxCy T T i
=2 ray ry
min Cy et ‘% inamannummnmsi)
N = pay 2
/max C; |,
I z
min C
> AN £
max i
& Fay
i 8 | [Ty
&> AY

Abb. 155,

Aus der Formel (73) Seite 57:

M_. —
C. =0, +—
lr r+1
erhalten wir sofort:

4 =4, +7,
1
M, M,—M
01:010_1_l 21 17
1 2
M, M, — M,
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M, — M M,
03=030+ gl 3_Z_37
3 4
M
B = B() + —3:
l4
12,0 — 9,33 2,80
max 4, = 5 p 4 12;)]_ p=[6,0 —0,544]) p=+ 5,46 p,
. — 1315 —118 14,33
min 4, = 13 p= 1201):—1,191),
- — 9,33 — 13,15 — 1,18
max C; , =(12,0 -+ 16,0)% — 12,0
| (239 — 1303 + 4,58) — (— 9,33 — 1315 — 118)
: 16,0 p
— 1 17,07p,
. 2,80 — 10,89 — 2,80
m1n01p=— o P 6 p=—109p,

-— 13,15 - 2,80 4- 13,03 -}- 10,89
max0,3p=15p—{— - - 108 P

16
3,40 — 9,96 4 13,03 + 10,89
-+ 98 + + 10, p=+17,09p,
14
— 9,33 — 1,18 — 2,39 — 4,58
min 0, , = ? d G ’ P
— 0,62 — 16,48 — 2,39 — 4,58
+ ’ 1 p= —281p,

2,39 — 10,89 + 4,58 + 0,62 + 9, ’
max C;, =15 p + ,39 — 1089 + 4,58 - 0,62 - 9,96 11648

14
0,62 - 9,96 - 16,48
+ T + p=+1834p,
16
. —13,03 — 3,40 3,40
min Cy | = —’—M—’—p——ﬂ{p: —1,39p,
3,40 — 16,48
max B, =8p—}—i—’+p=—|— ,18p,
16
— 2 — 6
mian = L616—gip: — 0,66p.
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Zahlenbeispiel 4. Der Balken iiber sechs ungleichen
Offnungen.

Der Balken nach Abb. 156 soll vollstéindig durchgerechnet werden;
es gind alle EinfluBlinien zu entwickeln, ferner ist der EinfluB des
Eigengewichtes und einer beweglichen Nutzlast p zu untersuchen.

J=08J; 1 2 =08k 3  JiJ 4 =06 5 =15

?12345 7 23 # 5 6 7487 13 4 3 0£ST L34 86745123 43, 1za¢55?
U 1y=620-120m}< 18 20-160m, 2750 L Lymb-2.0=160m >\ =6 30 1m0 =160~ ©

Abb. 156.

Die statische Untersuchung erfolgt unter Benutzung der Hilfs-
tafel VI, S. 243 ff.

a) Vorarbeiten.

Die fiir die Rechnung notwendigen Hilfswerte erhalten wir mittels
der Hilfstafel VI, 1 bis 5, S. 243 u. 244. Sie sind in Zahlentafel 26
bis 28 zusammengestellt.

b) EinfluBlinien.
«) Die Stiitzenmomente.

Die Gleichungen der EinfluBlinien der Stiitzenmomente berechnen
wir mit den Formeln der Hilfstafel VI, 6, 8. 245. Sie sind in Zahlen-
tafel 29, S. 171 eingetragen. Diese Formeln enthalten aufler den
Zahlen wp und wp noch die zusammengesetzten Werte

601’,=60D—/47_1w1'), w'}r=w1’)‘ﬂ/w1)~

Sie sind berechnet und in Zahlentafel 30 zusammengestellt.

Entsprechend den Feldteilungen der einzelnen Offnungen in je
2 m sind in Zahlentafel 31 die Zahlen w eingetragen (vgl. hierzu
die Hilfstafeln IX und X auf S.267 ff.). Mit Hilfe dieser Werte lassen sich
dann die einzelnen EinfluBlinien fiir die Stiitzenmomente auftragen.

MyLinie

+ — —

——

I
|
|
|
|

|
|
l
l
l

My=Linie

| . |
=423 /N /{L-ﬂ,.ﬂf + /u=a077
W =109 —\/ AL=0072 v

Abb, 157a u. b,

| i
| | |
l f |
| 1 !
| | f
| 1 [
J

My-Linie

[

Abb. 158,
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Zahlentafel 30.

@ op
1 wp =, = 0,258 wf w:,’,izw"D—O,257 o
2 @ =w,—0218 w0/, wi,’,a:w"D'~—0,277wD
3 op = wp—0,258 wp wi;'4:w_’D—0’244wD
4 g wD—0,295 wr f wl’,sz wl’)—0,326 wp
Zahlentafel 31.
n wp o og, @, o w,.,’,2 wfl"a wz’,4 1 ooI’.5 4 wi)

0,1620 | 0,0695 | 0,0744 | 0,0680 | 0,0860 | 0,1740 | 0,1880 | 0,1750 | 0,2010 | 0,2051
0,2963 | 0,1480 | 0,1630 | 0,1480 | 0,1830 | 0,2655 | 0,2760 | 0,2680 | 0,2720 | 0,3281
0,3750 | 0,2216 | 0,2410 | 0,2230 | 0,2380 | 0,2960 | 0,2865 | 0,3050 | 0,2260 | 0,3809
0,3704 | 0,2760 | 0,2865 | 0,2750 | 0,2820 | 0,2760 | 0,2410 | 0,2800 | 0,1730 | 0,3750
0,2546 | 0,2960 | 0,2860 | 0,2980 | 0,2060 | 0,2216 | 0,1630 | 0,2260 | 0,0770 | 0,3223

— 10,2655 |0,1880|0,2650 | — |0,1480|0,0744 | 0,1510| — |0,2344

— 10,1740 — |0,1730| — |0,0695, — |0,0710| — 10,1280

=3O U WD

Als Beispiel ist in Abb.157a (8.169) die M, -Linie dargestellt. Arbeitet
man, um die Multiplikation der vielen Ordinaten o mit ihren Bei-
werten zu vermeiden, mit verzerrten EinfluBllinien, bei denen jede
Offnung ihren besonderen Multiplikator erhilt (vgl. hierzu die Grund-
aufgaben), so ergibt sich die M, -Linie nach Abb. 157b; hier sind die
EinfluBordinaten gleich den w-Werten.

Als weiteres Beispiel ist noch die M,-Linie in Abb. 158 mal-
stéblich dargestellt.

p) Die Feldmomente.

Mittels der Hilfstafel VI, 7, S. 246 werden nunmehr die Einflu3-
linien fiir die Momente der einzelnen Knotenpunkte in den Offnungen
bestimmt (siehe Zahlentafel 32). Die weitere Entwicklung der Ein-
flullinien aus diesen Gleichungen erfolgt nach Grundaufgabe 4 c.

In Abb. 159 sind die EinfluBlinien fiir die Momente
M, und M, dargestellt.

+
+ + My-Linie

| — T T . T T =
: I ! 1 “ l ‘
i | | I , ! _ !
| | | | | | My~Linie |
| ! | ! | | I zwischen Festpunk?t
| | +\! | | i und Stitze
[ ml = | \

V ) +
\_—/Abb. 159,
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7) Querkrifte.

Nach Hilfstafel VI, 8, S. 248 sind die Gleichungen der
EinfluBlinien fiir die Querkriafte ermittelt und in Zahlen-
tafel 33 eingetragen worden. Dargestellt sind in Abb. 160
die Einfluflinien fiir @, und @,,. Die Ermittlung der ein-
zelnen Ordinaten erfolgt nach Grundaufgabe 3.

Q-tinie
/l‘i\ . L = |
—_— . ,
;\_/" i : \ l
% l | | ‘ :
| | |
| | |}\ N | : |
1 | | | i
| | N t ! !
| | ! \ | [ |
| | | ! I I
| t ! i i - !
| | | i | GQgtLinie |
! | I I i
l ~ |7 * [ |

Abb. 160, \\

d) Auflagerkrifte.

Die Gleichungen fir die EinfluBordinaten der Stiitzkrifte
konnen der Hilfstafel VI, 9, S. 250 entnommen werden. In
Zahlentafel 34 findet sich eine Zusammenstellung dieser
Gleichungen. In der Abb. 161 sind die EinfluBlinien fiir 4
und C; dargestellt. Die Entwicklung der Linien in den
einzelnen Offnungen geschieht auf dem in Grundaufgabe 3
angegebenen Wege.

//.‘.\ A-Linie
T = ‘,i < + 1 = |
\_/: | | | '
[ |
| I | f
' | | | - |
! | | | 1 l
| by | | x | B |
{ | | | | | CiLinie ]
| i — e = | J
S—— + +

Abb, 161,



174 Grundaufgaben und Zahlenbeispiele.
Zahlentafel 32—34. Ordinaten der EinfluBlinien fiir die
A ly ly
My {my =M —3110%0 | 5, ——4423% 6 s =+ 1,090 o
"1 0 4 ll D 22 4 ll T, »3 ) ll Vi
My | o, =—31108 wp My = My — 4413 S 0p) g =— 42238 wp,
— 44238 )
Mur| i, =+ 0,801 wp Nre = — 4413 & op, Mg = My — 4,206, 0 )
— 42238 )
My | npg =—0,222&/ @p Ny, =+ 1,224 &/ ®p, N1r,s =—4,206 &/ @
My | np,y =+0,054& @Dp Ny, =— 0,299 &/ @, Ny = 1,027& @p
xg’ g 2y
My; | 9pr,, =—0018 E 4)) v, =+ 0,098 —l; @p, | Myrg = — 0,335 Z @p.
QI n1,1 =Q01—0,259 (DD Nr1,0 :—0,368 (01,,2 Nr,3 :+0,091 w]";,
Qur | 1, =+ 0244 0 My =Qu+034Twy | muy =-03320,
. — 0,347 op
Qur| nnr,=—0078w, nr,s =+ 0,403 wp, 11,3 = Qorr+ 0,385 0,
— 0,384 w,
Qv | 1wy =+ 0017w, nrr,e = — 0,095 0 Nv,s =+ 0,327 wp
Qv | 71 =—0,006 0w, 7. =+ 0,033 0p 77,5 =— 0,118 0p
Qvr| - N1, =+ 0,001 @p Nvna = — 0,006 sz yrg =+ 0,021 wT;
A 4,1 =4, —0,259 wp nA,2:—0,368 w,_,’,z nA’3=+0,091 ao:,’,3
C, 11 = Cyy + 0,503 0 e = Gy + 0,716 wf) my =— 0422wy,
— 0,441 wp
C, Ny =— 0817w, Neg = Cpo + 0,749 ) Nas = Coo + 0,717 0}
— 0451 o — 0,476 w;,
C g1 = +- 0,090 0}, g0 = — 0,497 o, fgg = Cog + 0,712 w0,
— 0476 /)
04 Ny = — 0,023 w5 Ny =+ 0,128 sz Nyg = — 0,441 a.)T3
C, N5 =+ 0,007 0, 75e = — 0,039 wp, 7 = + 0,135 op,
B | 75 =—0001lw, ng, =+ 0,006 &y ng,=— 00210,
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2

L

ls

0315
=— 03157 o,

M. =+ 12245 0f,

L

Mo = — 4,397 & o,

1,4 =Morp—4,167 £ 0, |
—4397& -0} |

nra =— 41618 ag

X.
N1, =+0,072 711‘ w1’15

Nir,s = — 0,280 52 (D]’,S

N, =+ 1,008 & wI”S

Nry,s = — 3,907 54 wz’,s

nr,s =M0V—4,329 55 CUD

x
e =— 0,017 711— 74

Nire = —]— 0,065 §2 wl’)
Nire = — 0,234 & wp)
Niv,g =+ 0,907 & 0

T == 3,078 5 )

~3,907 & o)

: g Ty z

nyr,s = 1,361 7, “r. Ny = — 4,829 7, “Ts nyr,e = Myyr— 3,078 3, °D
My == 0026 nns =+ 0006w e =— 0,001 )

My =+009% w5 |
7]111'4 = - 0,402 wi,’,é

Ny =@ +0342 0wy
— 0,328 w D

mw,e = + OJ460 wT4

Mvr,e = — 0,085 a)T4

Nir,s = — 0,022 a)a’,s
N5 =+ 0,092 op
Nry,s = — 0,307 w]’,s

nv,s = QOV+ 0>432
— 0,467

C Nyrn s = =+ 0,271 (l)Ts

4
®p
@p

Ni,e =+ 0,005 wj)
Nime = — 0,021 )
nr,e = + 0,071 wp
Mre = — 0332 )

1,6 = @ovr+ 0,192 wg,

N4 = 0026 0f
M=+ 0,122 ),

Mo =— 0498 0,

Ngq = Cpg + 0,744 wﬁ
— 0,426 w,)

744 = Cou + 0,789 0y,
— 0461 ),

754 = — 0,046 @p

np, = + 0,085 op,

4,5 =1 0,006 of
7,5 =— 0,028 w:,’,5

g5 ==+ 0,114 wq’,5

755 = — 0,399 a)z’,s

N5 = Coy + 0,739 )

~ 0,567 @,
755 = Cos + 0,738 0

— 0,529 0],
Np, =~ 0,271 op

0,001 o},
0,007 w},

N4,6=

Yo =
Nag = — 0,027 w0 )
Mg = + 0,093 )
Nuo = — 0,404 00}
M5 = Co + 0,525 1)

g, =B, — 0,192 wj,
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¢) EinfluB des Eigengewichtes.

Das Eigengewicht g wird in den einzelnen Offnungen gleich groB
angenommen. Zur Ermittlung der Stiitzenmomente dienen die For-
meln der Hilfstafel VI, 10, S.252. Fir das Stiitzenmoment M,
erhilt man

g 6
M:g = Z[h k, ‘{‘%:Zé’ Lk, (1— /“i,):l .

Hierin wird die Summe, wenn man die Werte 1 — u’ nach der Zu-
sammenstellung unter d, S. 178 einsetzt,

6
Sk, (1— p))=16-4,423.0,743 — 14-1,090-0,723 416 - 0,315 - 0,756
=2

— 12-0,072-0,674 -} 16-0,017-1 = -+ 45,048.
Demnach wird

M, = — ‘Z‘ [12-3,110 + 45,048] = — 20,58 .
Das Stiitzenmoment M,  erhédlt man zu

2 6
Mag = - ﬂ _Zliki'i(l - lu'i—l) + Zlikai(l - /“i’) = —17,99¢.
4 i=1 t=3

In derselben Weise werden die iibrigen Stiitzenmomente ermittelt.
Man erhilt

MSg: — 19,88y,
M, = —14,71g,
M, = —18,05¢.

Sind die Stiitzenmomente bekannt, dann liBt sich die Momentenfliche
infolge Eigengewicht nach Grundaufgabe 1a darstellen. Vgl. Abb. 162.

|
b |
Crg=429 Crg=429 629-50.5' c25=5_175 :Jf.i,az q,gai,dz Cygm5%3 Gy

Abb, 162, Crg 687 Cog=h3T

Die Lage der groBten positiven Momente innerhalb jeder Offnung
ergibt sich nach Hilfstafel VI, 10 zu

%, = 4,29, Tos = 8,32,
Ty, = 8,16, , 2y, = 5,13,
Zog = 6,87, T = 9,13
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Um den Zahlenwert der maximalen Feldmomente zu bestimmen,
sind zunichst nach Hilfstafel VI, 10 die Werte ¢, zu berechnen. Es
ergibt sich: :

€, = 4,29 = 5,43
6y 4 = 5,05 ¢35, = 1,81
€3, = 3,32 ¢y, = 6,87.

Mit diesen GrofBen erhdlt man das grofite positive Moment aus
der einfachen Beziehung

9(2¢,) _g-¢

mang =—5 =5
Es wird:
maxMIg = 9,199¢; maxMWg=14,74g;
ma,xMHg =12,75¢; maxMVg = 1,644¢;
maxMIHg= 5,619; maxMVIg:23,61g.

Die Querkraftfliche in den einzelnen Offnungen folgt den Glei-
chungen (vgl. Hilfstafel VI, 10, S. 253)

Q,, =9, wobei =x" =1, —r =429 —z ist,
Qyy =92, ” g, = Xy — 1, = 8,16 — 2, »
Qg = 9%, ” x) =y, — 2, = 6,87 —w, »
QIVg =gz, ” r, = Toy — 2, =832 —x, »
QVg = gx5”, ” xs” =Ty, — T = 5,13 —x; »
Qg = 9%, » a == — g =9,13 —x, »

(3] oy (32) IS
£ £ g 8 g o
¥ ¥ ¥ i ¥ g
- - - - - & -
i ¥ i & [ kS
tl/
|

Abb, 163.

Die @, -Fliche ist in Abb. 163 dargestellt. Die Querkrifte iiber
den Stiitzen ergeben gleichzeitig die Auflagerdriicke infolge Eigen-
gewicht. Man erhalt

Ag =g, = 4,289¢;

Oty =gad = 1,711 g; C{, =g, =8159g;
Ciy=gah=1841g;  Cf, =gu, —68659;
Ciy=gah="11359;  Cf ,— g, —8,319¢;
Ciy=gady = 1,681g; Cly = gmy, = 5,121¢;
Ciy=gags — 6,273 ¢; Coy =gu,, =9,128¢;

Bg = g% = 6,872¢;

Kammer, Durchlaufende Triiger. 12
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Die Gesamtauflagerdriicke der Innenstiitzen betragen demnach:

C,,= Cly+ 0/, =15,870g;
Cy = Csg+ Csy = 14,706 g ;
Cy, = Csg+ Cfy = 15,454 g;
C,, = Ciy+ Cf; =13,408¢;

Cy,= Oy + Cf, =15,401g.

d) EinfluB der Nutzlast p. GriBt- und Kleinstwerte der Momente,
Querkrifte und Stiitzendriicke.

Die Werte p, und u” sind bereits unter a) bestimmt; es ist zweck-
miBig, auch die in der Folge hiufig vorkommenden Werte 1 — u,
bzw. 1 — p,’ zusammenzustellen. Es ist:

1—p, =0,742; 1—p' =0,741;
1— p, =0,722; 1— uy =0,743;
1— py = 0,742; 1— py’ = 0,723;
1—u, =0,705; 1— u,/=0,756;
1— u, = 0,808; 1—u'=0,674.

Dei GroBt- und Kleinstwerte der Stiitzenmomente erhialt man
dann nach Hilfstafel VI, 11, Seite 254 zu

min M1p = ii (byyly +Fyoly (1 — pg) + kg 1, (1 — 1)) + g ) s

- — %(3,110.12,0 + 4,423.16,0-0,743 - 0,315-16,0-0,756

+ 0,017-16,0),
= — 23,66 p,

. P ’ ’
min Mep: _Z(kael-z (1 — pg) Fhgglg (1 — ) + Ky b, (1 — 1))

= — —2(4,413-16-0,742 +4,223-14.0,723 - 0,280-12-0,674)
= — 24,35 p,
min M, = — %(120,222—}—14-4,206-0,722—{—16-4,397~O,756+16-0,234)
— 25,63 p,

l

I

min M, , = — %(16-0,2990,742 +16-4,167-0,742 4 12-3,907-0,674)

= — 21,16 p,
min M, = — %(120,018 + 14-0,335.0,722 4 12.4,329.0,705 -+ 16-3,078)
= —2237p.
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max M, , = 5[14 (— 1,090)-0,723 - 12 (— 0,072)-0,674] = -+ 2,88 p,
max M,, — — g[ 2.(— 0,801) - 16 (— 1,224)- 0,756 - 16 (— 0,065)] = - 6,36 p,
max M, , = 11[16 -(— 1,224)-0,742 + 12-(— 1,006)-0,674] = -+ 5,67 p,
max M, , = %[12 (— 0,054) - 14 (— 1,027) 0,722 -+ 16 - (— 0,907)] = - 6,39 p,
max M, , — g[w (— 0,098)-0,742 + 16 (— 1,361)-0,742] = + 4,33 p.

UM,

1p

UM,

Qp:

Zur Darstellung der Maximal- und Minimal-Momentenfléiche werden
auBerdem nach Hilfstafel VI, 11 Seite 254 noch die folgenden Werte
gebraucht:

UMM::_ [1 11+l3 13( _P‘s’)+l5 15(1 )]
usf. bis UM ,
sowie die Werte:
p r ’
GMlp: - Z[l-zkm(l - H2)+l4k14(1 - P‘4)+l6k16]
usf. bis GM5p.

Zu beachten ist, daB die in der Klammer dieser Gleichungen
stehenden Produkte bereits bei der Ermittlung der Maximal- und
Minimal - Stiitzenmomente berechnet sind und daher iibernommen
werden koénnen.

Bei der Zahlenrechnung ergeben sich die nachstehend zusammen-
gestellten Werte:

— — P19.3110 + 14-(— 1,090)- 0,723 + 12 (— 0,072)-0,674]

4
= — 6,43 p,
. »g[ 2.(— 0,801) 4 14-4,223.0,723 + 12-0,280-0,674] = — 8,85 p,
_ g[m 0,222 - 14.4,206-0,722 + 12-(— 1,006)-0,674] = — 9,26 p,
_ ii[ 12 (— 0,054) + 14 (— 1,027)-0,722 4 12-3,907-0,674] = — 5,14 p,
— — ¥[12.0,018 + 14-0,385-0,722 - 124,329 0,705] = — 10,06 p.

12%



M.

GM2 »

M.

3p

eM
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= — %[16-4,4230,743 +16-0,315-0,756 - 16-0,017] = — 14,23 p,
— 13[16 4,413.0,742 4 16 (— 1,224) 0,756 - 16 (— 0,065)] = — 9,14 p
- 2[16 A(— 1,224)-0,742 4 164,397 0,756 - 16-0,234] — — 10,69 p,
e —i’ [16-0,299-0,742 - 16.4,167-0,742 + 16 (— 0,907)] = — 9,64 p,
iy = — %[16-(—— 0,098)-0,742 + 16 - (— 1,361)- 0,742 - 16-3,078] = — 7,987

Die Lage und GréBe der grofiten positiven Feldmomente max M,
ermitteln wir nach Hilfstafel VI, 11, Seite 256.

Es ist in Offnung [ :

1. UM 6,43
01 =0 =" t—7"=160— p=5=46m’
2 pl, 12p

xpy =1, —¢,, =12 — 5,46 — 6,54 m,
t, = 20y, — b/ =12.546 — 9,63 =1,39m;

in Offnung I,:

I, M, — M, —914p 14,23 p
Te=g T "‘*;—L = 8,0 + T 16p T 8,32 m,
Thy = Iy — Ty — 16 — 8,32 — 7,68 m,
2.14,2
Von"“ _Tip V8372~-—T%=G,38m,

ty=c,,+ a, — xyy= 6,38 3,28 — 8,32 — 1,34 m,

t, = zp—}—ag—x03—638—[~327—768~197m
usf.
In derselben Weise werden die erforderlichen GréBen der tibrigen
Offnungen ermittelt. Sie sind in Zahlentafel 35 zusammengestellt.

Zahlentafel 35,

Offnung %y x, Cp t 4
I 5,46 6,54 5,46 - 1,39
1, 8,32 7,68 6,38 1,34 1,97
[ 6,97 7,08 | 5,56 1,64 1,57
I, 8,06 7,04 6,62 1,84 1,82
L 5,59 6,41 4,58 1,72 1,12
A 8,50 7,50 7,50 1,58 —
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Die groBten Feldmomente berechnen sich dann mit Hllfe der

c-Werte zu:
max M, =ipel, =3p-5467=1491p,

max M, =jipc], —3p-6.38°=2035p,
mamep 1pe2,=1p-556°=15467p,

max M, =3pcl, = 3p-6,62%=21,91p,

max M, =jpe;, =5p-4,58°=1049p,

max M,  =gpc;, = 5p-7,60° = 28,13p.
Die zur Bestimmung der Maximal- und Minimalmomentenflidche
ferner erforderlichen Festpunktmomente sind im nachstehenden

ebenfalls nach Hilfstafel VI, 11 ermittelt und zusammengestellt. Die
minimalen Festpunktsmomente betragen:

b,’ 9,5 3
min Mg, =M, 71— = —14,23p.-— = — 11,30 p,
. o 3,28 2,72
min MLZ— -a2+U '22—8,8517'**1?—6,43 'L—*
— — 6,93 p, )
12,73 3,27
in M, = — 8,85p-——— — 643 p-———— = — 8,36 p,
min Mg, p- 16 | p 16 W0 P
3,05 10, 95
in My = — 9p.-—— — 9,14
min My, 10,569 p 4 14p- VI — 9,46 p,
10,96 3,04
in Mp, = — 10,69p-—>— — 914 p.— = —
min Mg, 10,59 p 14 P m 10,28 p,
. 3,28 12,72
_ 4p- 227
min Mg, 5,14 p 16 9,26 p 16 842 p,
. 2,86 ,
min Mg, = — 5,14 p 1 6 9,26 31 5,95 p,
2,73 9,27
in Mj, = — 7,98p-—— — 964p-——— = — 9,26 p,
min Ly s P 12 s P 12 p
9,05 2,95
i —— Rt A 4p. 2" —
min Mg, 7,98 p T 9,64 p 2 8,39 p,
. 13,42
min M;, = — 10,06 p- T 8,44 p.

Die maximalen der Festpunktsmomente ergeben sich zu:
max Mg, = 3pb,'t/’ =19-9,53-1,39 = -+ 6,62p,
max My, = §pty(2¢,, —t,) =5p-1,34-(2-6,38 — 1,34) = + 7,65p,
max Mp, = §pt,/(2¢,,—1,/) = 5p-1,97-(2-6,38 — 1,97) = + 10,63 p,
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max My, = 3 pty (2¢5, — ;) = 5P+ 1,64-(2-5,56 — 1,64) = - 1,77 p,
max Mg, = 5pt;(2¢;,— ') =5p-1,57-(2-5,56 — 1,67) = + 7,50 p,
max Mg, = §pt, (2¢,, —1t,) = 5p-1,84-(2-6,62 — 1,84) = -+ 10,49 p,
max Mp, fépt4’(2 ¢, —t)=3p 1,82-(2.6,62 — 1,82) = -{- 10,39 p,
max Mz = 3pt, (2¢ t)=3p-1,72-(2-4,58 — 1,72) = + 6,40 p,
max Mp = 1pt'(2¢ t)=3%p-1,12.(2.-4,68 — 1,12) = 4 4,50 p,
max My, = $pb,t, =3p-13,42-1,568 = -+ 10,60 p.

In Abb. 164 ist nunmehr die Maximal- und Minimal-Momenten-
fliche infolge der Nutzlast p fiir den Balken iiber 6 Offnungen dar-
gestellt worden.

R R
‘E\R\ A E s 88 &
T8O 8M O EAN Y g8
WAL SANE RA\D 9 T
) S\ & S/ S £/% & S
Bk e G A :
e 1 . R o b
N 3] 94EE 1 Edefry g8
| NI o TN, s
max | 8] A& g‘ §\§ & \§~ %’\2 = =\\%
| 5 ! N T N
; :s\§'§§§\§ﬂ§§|§\§
| P ; \
o=t | Cap- ”5223 Gop=, Cap= Cop= | Cop= | | Cop-

5#6‘ 548 6,38 6,38 556 556

Abb. 164,

667

Zum Auftragen der Maximal- und Minimal-Querkraftflichen
dienen die folgenden, der Hilfstafel VI, 11, Seite 258 entnommenen
Gleichungen.

Zunichst ermitteln wir die Konstanten ¢, maxy und miny. Es

wird

p

0, = — 7 5=3110 — — 0,064792 p,
€y = — 47“16 [4,413.0,742 — 4,423-0,743] = - 0,000185 p,
o = — 1% [4,206.0,722 — 4,223.0,723] = -- 0,000295 p,
o, — — %6 [4,167.0,742 — 4,397.0,756] = -+ 0,003 628 p,
o = — 47’12 [4,329.0,705 — 3,907.0,674] = — 0,008721 p,
g, = - L _.3078 = 1+ 0,048093 p.

'416
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max y, = — ZTé [14 (— 1,090)-0,723 + 12-(— 0,072)-0,674]
— +0242p,
maxy, = — - 7’16 [12 (— 0,801 — 3,110) + 16 (— 1,224 — 0,315) - 0,756

116 (~ 0,065 — 0,017)] = -+ 1,024 p,

max yy = — - 14 [16 (— 1,224 — 4,413).0,742
+ 12 (— 1,006 — 0,280)-0,674)]= 4 1,381 p,

maxy, = — p16 [12(— 0,054 — 0,222) + 14(— 1,027 — 4,206)- 0,722
+ 16 (— 0,907 — 0,234)] = -+ 1,163 p,

max y, — — Z.% [16 (— 0,098 — 0,299)-0,742

—5—16(—1361—— 4,167)-0,742] = +- 1,465 p,

max y, = +4 15 [12:0,018 4 14.0,385-0,722 4 124,329.0,705]
=+ 0,629p.

min y, — — 7’12 [16-4,423-0,743 - 16-0,315-0,756 - 16-0,017]
= — 1180p,

min y, = — L 16 [14(4,223 +1,090)- 0,723 +12(0,280 -+ 0,072)- 0,6 74]
= — 0885p,

min yy = — P [12 (0,222 + 0,801) + 16 (4,397 -+ 1,224)- 0,756
+ 16 (0,234 + 0,065)] = — 1,519 p,

min y, = — L [16(0,209 -+1,224)- 0,742 4 12(3,907 -+ 1,006).- 0,674]
= 0903p,

min y, = — T 12 [12 (0,018 + 0,054) -+ 14 (0,335 - 1,027)- 0,722
+16(3,078 + 0,907)] = — 1,633 p,

min y, = -+ ?E% [16 (— 0,098)-0,742 + 16 (— 1,361)-0,742]

= —0271p.

Mit diesen Werten ergeben sich dann die folgenden Gleichungen
fiir max QP bzw. min Q,:
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max Q,, = 1”_2”;1'2 + o, %+ maxy, —p[0,041672,° — 0,0647922, +0,242]
max Q,,, = 1?—;2 + ¢y, + max y, — p[0,08125 " -+ 0,0001852," -+ 1,024],
max @, = Z);%: + o, 2, + max y, = p[0,08571 x3’2 -+ 0,000295zx," 4- 1,3817,
max @, = pe,” +a,x, 4 max y, = p[0,08125 2, + 0,003628z, + 1,163],

Sl
2
max @, = % + o, @' + maxy, = p[0,04167 x5’2 — 0,008721, | 1,465],

,2

max @, = %66— + g, + max y, = p [0,08125 2, 0,048093 z,’ - 0,629].
min Q,, = — p;llj + ¢, %, + miny, = — p[0,04167 >+ 0,064 792 z, 1-1,180],
minQ,, — — 7’2‘22 + g7, + miny, = — p[0,081252,% — 0,000185%, - 0,885],
min @, = — pg—xlf + ¢, %, -+ miny, = — p[0,035712,* — 0,000295 x, + 1,519],
min Q,, = — %44—0 +ea,2, +miny, = —p[0,031252,* — 0,003 628 =, | 0,903],
minQ,, = — %—2—}— oy %, +miny, = — p[0,04167x,* 4- 0,008 721, -+ 1,633],
min Q,,, = — %2—2 ~+ ey, + miny, = — p[0,03125 2, — 0,048093 z, 4 0,271].

In Abb. 165 ist nunmehr die Maximal- und Minimal-Querkrafts-
fliche infolge p dargestellt.
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Abb. 165.
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Die grofiten und kleinsten Auflagerdriicke infolge Nutzlast p er-
hilt man nach Hilfstafel VI, 11, Seite 258 zu:

. p.l
max 4, = —2—l +ea,l, +maxy, = p[6,0 — 0,7775 4 0,242] = 5,46p,
Lt

max O’lp =P — el + a,l, — miny, 4-maxy,

= p[14,0 -+ 0,77750 + 0,002 96 + 1,180 + 1,024] — 16,99 p,
max C,, = p[15,0 — 0,00296 - 0,00413 -+ 0,885 - 1,381] — 17,27p,
max Gy, = p[15,0 — 0,00413 + 0,05805 -+ 1,519 - 1,163] = 17,74 p,
max C,, = p [14,0 — 0,05805 — 0,10465 -+ 0,903 - 1,465] — 16,21 p,
max O, = p[14,0 - 0,10465 - 0,76949 + 1,633 +-0,629] = 17,14p,
max B ==p[ 8,0 — 0,76949 + 0,271] = 7,50p,
min 4, = + miny, = — 1,18 p,
min €, = — maxy, +miny, = — p[0,242 4-0,885] = — 1,13 p,
min 0, , = — maxy, + miny; = — p[1,024 4 1,519] = — 2,54 p,
min €3, = -— maxy; + miny, = — p[1,381 + 0,903] = — 2,28 p,
min €, = — maxy, + miny, = — p[1,163 + 1,633) = — 2,80 p,
min C; = — maxy; + miny, = — p[1,465 +0,271] = — 1,74 p,
min B, = — maxy, =—063p.

Hiermit sind sémtliche zur Dimensionierung des Balkens erforder-
lichen statischen Grofen ermittelt.

Zahlenbeispiel 5. Der durchlaufende Balken iber sieben
ungleichen Offnungen.

% s &,

P 2 5 2 J s L5 % ‘
—a 4 A
"ﬁ——g [,’,‘ 1z 4 ! @i@—i@ 2 1—5 1y 8

Abb. 166.

Die Hilfstafeln im dritten Teil dieses Buches geben eine Zu-
sammenstellung von Formeln zur unmittelbaren Darstellung der Ein-
fluBlinien, sowie zur Ermittlung des Einflusses von g und p nur fiir
durchlaufende Balken bis zu sechs Offnungen, weil das fiir
praktische Bediirfnisse als ausreichend angesehen wird. Um nun zu
zeigen, daB auch fiir Balken iiber mehr als sechs Offnungen die Be-
rechnung nach den Richtlinien, die in dem ersten, theoretischen Teile
gegeben wurden, leicht und iibersichtlich durchzufiihren ist, wird das
folgende Tragwerk, dessen Abmessungen Abb. 166 zeigt, untersucht.
Die Formeln, die in der Berechnung benutzt werden, sind in der
Hilfstafel VII, S. 260ff. zusammengestellt.
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a) Vorarbeiten.
Zunichst werden die Werte I’ und s ermittelt. Man erhilt nach

Hilfstafel VII, 1, S. 260
Zahlentafel 36.

L=120 | 1,=160 | l=140 | 1, =16,0 | =120 | 7,=16,0 | & = 14,0
I'=150 | I/ =160 | I/ =175 | I/ =16,0 | I/ =200 |4/ =10,67|’ =11,67
85 =620 5=670 5=67,0 s=720 s=61,33 s,=4467

Zur Bestimmung der Festpunkte L,  und R, ermittelt man nach
Hilfstafel VII, 1, S. 260 die Werte

P . S

T = Uy l,., "{‘3,.’ " — /lr'+1 b1+ 8,-’

br: lr ; br,: l,« 75
1+lu’r—1 1+1u1

a, =1 —b; a'=1 —b'

Zahlentafel 37.

y =0,258 | ug=0278 | 1y =0,258 | 1, =0,295 | py=0,192 | pu,=0274
! = 0,259 | py’ =0257 | py’ =0,277 | p,' =0,245 | p,’ = 0,340 | p,’ = 0,289

by=1, | b,=1272| b,=10,95 b, = 12,72 | b, = 9,27 | b, = 13,421 b, = 10,99
a, =0 a, =328 | a;,=3805 | a,=3828 | a;=2,73 | a5 =2,58 | &= 3,01
b =953 | b’ =12,72 | b/ = 10,96 | b/ = 12,85 | b/ = 8,95 | b’ = 12,92 | b’ =1,

af =247 |0/ =328 |ay =304 |a/=315 |a’ =305 af =308 |a, =0

Zur Ermittlung der f-Tafel bestimmt man zunéchst nach Hilfs-
tafel VII, 4, 8. 260 die f-Werte der Hauptdiagonalen nach der

Formel :

1
/37'7‘_ , 1
lr /77_1“1'—1
Es wird
0,259
o=t 029 61708,
z'(i 0) AT
!
! 1
1 1

By = = = 0,01724;
- - , 1 1
l, (—, — :“1) 16(0,2—57 — 0,258
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1

/333 = 1 = 0,01718,
17,5 {—— — 0,2
5 (0,277 0 78)
1 .
B = 1 = 0,01637,
— — 0,2
16 (0,245 ’ 58)
1
By = 1 <= 0,01891,
20 —— — 0,295
0(0,340 0,29 )
1
Bes = ==(,0234717.
10,67 (@3‘9 — 0,192)

Aus diesen f-Werten der Hauptdiagonalen ermitteln sich die
iibrigen §-Werte nach der Hilfstafel VII, 4, S. 260 zu

ﬁr—] r T Mp—a lgrr;
Da die §-Tafel symmetrisch zur Hauptdiagonalen aufgebaut ist, braucht
in der folgenden Zahlentafel 38 nur die eine Hélfte berechnet zu werden.

Zahlentafel 38.

+0,01728 | —0,00445 ‘ +0,00123 ‘ —0,00030 ‘ +0,00010 | —0,00002
+0,01724 | —0,00478 | 40,00117 | — 0,00040 | 4 0,00010

+001718 | —0,00422 | +0,00143 | —0,00034

| £001637 | —0,00557 | +0.00133

| 001891 } 2 0,00451

‘ [ +0,02847

Aus den B-Werten ermittelt man mit Hilfe der Formeln (Hilfs-
tafel VII, 5, S. 260)

- ) e
k=0, ;- ;I firi>r,

km.=ﬂr,1.lili’ n 1 <7
die Werte k. Zum Beispiel wird fiir r = 4:

k41 - /541 l1 l1’

k=Bl ly (1<,

k43 = ﬂ43 Zs lal [

k=B, i=r,

k45 = :344 la l.a,

kg =P lsly’ (1>,

k47 = 1546 l7 l7, I

In den folgenden Zahlentafeln 39 und 40 sind simtliche Werte &

zusammengestellt.
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Zahlentafel 39.

ku =puly l1’
kyy :ﬂm l1 11’
ka; =P b U
ky=p, 01
k51 =5 l1 l1’
km =fuls ll'

km ‘_‘-:311 lz lz’
oo =Poz Iy lz’
by = 532 Ll
k42 = 1342 lz lz’
k=Pl 1/
kee ::382 lz lz'

k13 =Br2 ls ls,
kg =B ly ls,
kss =fas ls ls’
k43 :ﬂ43 ls ls’
by =Ps5 0y Zs’
kes :ﬂes Iy ls'

k= :513 A l4’ k15 = ﬂu ls lﬁ’
by =Fos Uy A kg5 =Py A lﬁ’
byy= Py 1, 1 kg =Ps4 L1
k44 :.344 l4 l4’ k45 :,544 lﬁ ls,
sy =Py A l4’ ks =fys L la’
koo = Bou bul) Kos = Bos 1 15’

Zahlentafel 40.

kig=F1s le Iy J L =Bl &
koo =Pos ls 1y’ ‘ kw =gz ;'
k36:ﬂ35 le le’ | k:w =Pl l7'
k48 =ﬂ45 le le’ J k47 =Pl l7’
kyg=B55 g ls’ | by =Bl L
Koo =Bog lo lo’ | oy =Poo b b

by, =-3,110
kyy =—0,801
by, =4-0,292

Fyp ==-4,423
by =+ 4,413
by =—1,224

gy = —1,090 |
gy =+ 4,223
Fyy =-+4,209

by =+0,316 | by =—0,073
kg =—1,224  kyy =-0,282

kyy =-+4,398 { by =—1,012

Biy=0,300 | kg =—1,083 | ky,=+4,192 | Ty =+4-3,930

Fp =—0,102 | oy =+0,351
Koo =-+0,024 | g =—0,084

foyy=—1,426 \ Foyy =-+4,537
Fog =-+0,341 | kg =—1,084

Fia 50,018 ‘ ky, =—0,004
Ky = — 0,068 | ki, = 0,016
oy = 0,245 | kyy —— 0,056
kg =— 0,951 | kyy =+0,217
kyg=-+3,227 ky,=—0,787
kg ==+4,005 | iy = 3,833

Nach Erledigung dieser Vorarbeiten ist man imstande, sémtliche
EinfluBlinien, ferner die Momente, Querkréfte und Stiitzdriicke infolge
Eigengewicht, sowie die Maximal- und Minimal-Momenten- und Quer-
krifte-Flichen infolge beweglicher Nutzlast p schnell anzugeben. Um
nun den Umfang der Rechnungen in diesem Buche einzuschrénken,
sollen aus allen diesen Gebieten nur einige charakteristische Beispiele
angefiihrt werden, die die Art des einzuschlagenden Rechnungsganges
zeigen und den Leser in den Stand setzen sollen, alle iibrigen auf-
tretenden statischen GréBen in entsprechender Weise zu eérmitteln.

b)

EinfluBlinien.

¢) EinfluBlinien fiir Stiitzenmomente.

Nach Hilfstafel VII, 6, S. 260 sind die Ordinaten der Einflufi-
linien fiir das beliebige Stiitzenmoment M, in der Offnung I,

B/
nri:

’
— kr’ini ”

fir i <r,
T >,

k,; o,

In den Formeln bezeichnet r die Stiitze, ¢ die Offnung; also z. B. er-
hélt man fiir M, die EinfluBordinaten

N41
N4o
Mg
44

Hierin bedeuten

’
wTi

’
Wp — U; ®p .

= — k,; op,, Ny = — kyy 01,
= — ky op,, Ny = — kyg 01, ,
= — ky or,, Ny = — kg o,
= - k44 wr,,

wr; = Wp — MU;_4 wp,
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Fiir das vorstehende Beispiel wird also

) .
wp, = wp — Hywp = wp, Wweil uy =20,

wrp, = wp — 4, ®p, wg, = op — ' wp,

(01'3:(1)1) - lu".’wl’)’ wl”f):w-{)_lud’wD7

wr, = wWp — fiz 0p wp, = op — u,' wp = wp,
weil u.'=0.

Setzt man fir u, ' und k die Zahlenwerte ein, dann kann man
die EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment M, auftragen.

7y, = + 0,066 wp,

N4 = — 0,300 (wp — 0,258 wp),
Ny = - 1,033 (wp — 0,278 ),
N = — 4,192 (wp — 0,258 wp),
T = — 3,930 (wh — 0,340 wp ),
N4 = + 0,951 (wp — 0,239 wp),
N = — 0,217 ).

g) EinfluBlininen fiir die Feldmomente.
Gesucht wird in der Offnung I, das Moment des Querschnitts m
im Abstande x, und z, von den anliegenden Stiitzen 4 und 5.
Nach Hilfstafel VII, 7, S. 260 erhilt man die Gleichung der EinfluB-
ordinaten z. B. in der Offnung I, (i =r = 5)
N5 = Mo5 — kyy & wp — kyy &' wp .
Setzt man in diese Gleichung die unter a) ermittelten Zahlenwerte ein,

d ird
BREEC s = Moy — 4,537 & wp — 3,930 .

Die weitere Behandlung dieser Gleichung erfolgt entsprechend Grund-

aufgabe 4,c S.133. Die Ordinaten der Momenten-EinfluBilinie in

den Offnungen l, bis I, ermitteln sich nach Hilfstafel VII, 7, S. 260 zu

Nyy = — &' kyy 0p, = + 0,066 &/ wp, da wr,=wp,
Y52 = — & kyy w01, = — 0,300 & o, ,
Ny = — & kyy o, = + 1,033 &/ wr,,
Ney = — & by, 01, = — 4,192 &/ wr, .
Fiir die Offnungen 6 und 7 erhilt man
Ny = — & kyy 0p, = — 3,227&, wr,,
Ny, = — & by, 07, =+ 0,1837&, wp, da o, = ' .

y) EinfluBlinien fiir die Querkrifte.

Gesucht wird die EinfluBlinie fiir die Querkraft in der Offnung /.
Die gesuchten EinfluBordinaten haben mit ¢ = r = 3 nach Hilfs-
tafel VIL, 8, S.261 in der Offinung I, die Gleichung

k k
N3z — Qos _l— b%i wll) — _b3i @Dp -
3

3
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Nach Einsetzen der Zahlenwerte erhilt man
4,228 , 4,209
Mss = Qo T 15,56 P>~ 10,95 “2°

Nas = Qoz + 0,385 w}h — 0,384 wp.

Die weitere Bestimmung der EinfluBllinie siehe Grundaufgabe 3b,
S. 125.

Fiir die Offnungen !, und !, lauten die Gleichungen nach Hilfs-
tafel VI1I, 8, S. 261:

k 0,801
g1 = + f% wr, = — EQE Wp = — 0,073 wp,
. A X

k
N3e = ‘+"b1%‘w’.l'2:+

3

4,413
1(,),96 wp, = -+ 0,403 wp,.

In den Offnungen I, bis I, erhdlt man:

Mo — — %:wé4 - %g% wp, = — 0,402 0}, ,
Moy — — %:‘ Oh =+ Togs 0k — T 0092 0,
oy — — ﬁ:—wés = O g, = — 0022 0,
,737:_%0)5,7:—{—;)6(?—;(05 — 4 0,005 wh-

d) EinfluBlinien fiir die Auflagerdriicke.

Es soll die EinfluBlinie fiir den Auflagerdruck O, bestimmt werden.
Zunichst ermitteln wir die EinfluBordinaten der anliegenden Off-
nungen I, und I,.

Nach Hilfstafel VII, 9, S. 261 wird
11 1w
Ny = Coy + gy [3;7 =+ b_J wp — ks, {ET + ’b‘:TJ b,
By = Coy - 4,192 [0,112 4 0,079] wp
— 4,398 0,078 + 0,112-0,245] w},
=0y + 0,798 wp — 0,463 wp,
1 1 , 1 u

gy = Coq + kyg {ET + ’b:} wp — kg, {b: + )b,ﬂ @D

s — Cyy + 3,930-[0,112 4 0,079] w)—4,537[0,1084-0,079 - 0,295] wp,
7y = Cpy -+ 0,748 wp — 0,595 wp .
Die weitere Entwicklung der Linie siehe Grundaufgabe 3¢, S.127.
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Die Ordinaten der Offnungen !, bis I, werden nach Hilfs-
tafel VII, 9, S. 261:

_ [k kuJ [0,222 —0,055
or,

:i wp = — 0,023 Wps

Ta =" 137 " %) 12,85 895
o A 1,
o= 135~ Tags | or =~ 0t on.
Fiir die Offnungen /, und I, erhéilt man:
Nie :+ [kTT - ](Z):} wT“ o [—1;):’?51 - 35;?2277} wéla = — 0423 wé,s ’ |
Nz = [%1 - %—7} wr, = [S—;;—: — _9(,)57737} wh =+ 0,097 wp.

¢) EinfluB des Eigengewichtes g und der Nutzlast p.

«) Fiir die Stiitze 4 des durchlaufenden Balkens iiber 7 Offnungen
soll das Stiitzenmoment infolge Eigengewicht g und Nutzlast p be-
stimmt werden.

Zur Ermittlung des Eigengewichtes benutzen wir Hilfstafel VII, 10
S. 261.

Fiir den vorliegenden Fall, wo g fiir den ganzen Balken konstant
angenommen ist, Wird allgemein

n+1
—_‘—#2 lz ri — M- 1 ——le ri
r+1
Im vorliegenden Fall 1st: r=4 und n=6, also
4
Z”fig —_Z lk ( lui—l) 21 41.(1_/‘1,
1
Schreibt man diese Summe aus, dann wird
)
M4g:'—Z[l1k41(1_1“0>+l0k42( /‘1)+l3 43( — Ug)
ik, (1 — ) Tk (1 — /‘5 )Lk (1 — 1)

+ 1k (1 — )]
Setzt man die Zahlenwerte ein und beachtet, daB u, = u.’=0 ist,
so findet man

M, —— % [12 (— 0,055) - 16-0,300- 0,742 + 14 (—1,033)- 0,722
+16-4,192+0,742 - 12-3,930-0,660 - 16 (— 0,951)- 0,761

+14.0,217]

M,,=—16,21¢.
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Fiir Nutzlast p errechnen sich die gesuchten Werte nach Hilfs-
tafel VII, 11, 8. 262. Dar=4 und »==6, also beides gerade Zahlen

sind, liegt der Fall 1 vor. Man erhilt also
n+1

. pU
mmM Zli rz lui—l)-—z l km(l—lu’i’)'
r+1
¢y bedeutet fiir ¢ smd die geraden Zahlen in den angegebenen
Grenzen zu setzen und entsprechend bei U fiir ¢ die ungeraden
Zahlen. Es wird demnach, wenn r =4 gesetzt Wird

. PU
min M4p 4 Zl¢k41 lu'i—-l) - 4 l k ( lu’i’)’
. p
min M, , = — gl [lakgy (1 — py) + L doyy (1 — pag)]
p
Z[lk ( 5’)+Z7k47]’
min M, , = 3 [16-0,300-0,742 - 16-4,192.0,742
+ 12-3,930-0,660 -+ 14.0,217],
min M, = — 21,88 p.
Das grofite negative Stiitzenmoment infolge g+ p wird demnach
min M, = — 16,219 — 21,88 p.

p) Fiir die Offnung I, soll die Lage und GrdBe des griBten
positiven Feldmomentes bestimmt werden.

Da r=4 und n=26 ist, kommt hier Fall 1 der in Hilfstafel VII,
S. 263 angegebenen Formeln in Frage.

Fir r=4 ist

6
Y ’
4p Y Zlku /"i—1)—z 6212-7041.(1—/1)

GM4p "%[lekm( )+ ke, (1 — pg) + by by (1 — )],

OM,, — — 2 [16-0,300-0,742 + 16-4,192.0,742
+ 16-(— 0,951)-0,761],
GM4P_—_—1O45p,
p G
GM = Zlk31(1 M~ 1 Zlkhl_luz

p I ’
GM?:p: —Z[lekm(l_M1)+l4k34(1—H4)+lekse(1_ﬂs)]:
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oM, = — %E [16 (= 1,224) 0,742 + 16-4,398-0,755
116-0,245-0,761]
¢M,, ——10,39 p.

Die Lage des grofiten Feldmomentes ist gegeben durch den Wert
(vgl. Hilfstafel VII, 11, S. 263)

L, M, — M, — 10,45 + 10,39
b E — 8,0
=80~0004—7996m,
10,39 —
— ]/7 9962 - ——p) — V43,166 = 6,570 m.

Das maximale Feldmoment mfolge p wird dann
max M, , =%/pcfp,
max M, = 37p-43,166 = 21,58 p.
) In den Offnungen I, und [, ist die Maximal- und Minimal-Quer-
kraftfliche darzustellen. AuBerdem ist der Auflagerdruck C, infolge

p anzugeben.
Nach Hilfstafel VII, 11, S. 264 wird

’p
max @, = 4 —[—oc4 x,'+ maxy,,

x :
max Q,, = LL —+ oy 2+ max y,,

min QH,pz—%——l—a , + miny,,

—+o¢5x5—|—miny5.

min QVp = —

Wir erhalten

&y = [k (1 — uy) — kg (1 — )]

!

6[4 192.0,742 — 4,398-0,755] = - 0,0032 p,

p
U = — T[kss (1~ py) — by (1 — )]
- 47”2[4537 .0,705 — 3,930-0,660] = — 0,0127 p.

Fir die Werte y kommt der Fall 1 in Frage (siehe Hilfs-
tafel VII, 11, S. 264), weil r=4 und » =26, also beide gerade
Zahlen sind.

Kammer, Durchlaufende Triger. 13
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U ,
ma'Xy4:—-Z%— Zli(kii k )( qu 1)+ Zl (k41 314 ( _Auf)
P .
=— [l (kyy — kgy) + 1, <k43 - k33) (1 — uy)

—— l’;— [12 (— 0,055 — 0,222) + 14 (— 1,033 — 4,209)- 0,722
6 (— 0,951 — 0,245)0,761] = + 1,107 p,

miny4—~-—— Zt 47 z . 1>+ Zl 41 k3i>(1_lui,)

= —Z;' [l (km — kyy) (1 — /"1) + b gy — kg) (1 — /‘5’)
+ l? (k 47 k&)
——[16 (0,300 + 1,224)-0,742 + 12 (3,930 4 1,012)- 0,660

ll

T % 16
+14(0,217 4 0,056)] = — 0,954 p.

Die Werte y, erhilt man aus Fall 4, S, 264, weil r =5, also
ungerade, und n = 6, also gerade ist.

max y, = ——-—!: Zl - M- )+ Zl ks, — ky; (1'_“ )J

P
T 112

+14(—0737—0217) = +1,768 p,

[ Zl YA — )+ Zl k“.)(l—,uz.’)}
p

= — 15 12(0,019 4 0,055) +- 14 (0,351 + 1,038)- 0,722

416 (3,227 4 0,951)-0,761] = — 1,370 p.

[16 (— 0,102 — 0,300)- 0,742 +- 16 (— 1,426 — 4,192) 0,742

min y, =

Setzt man die Zahlenwerte in die Gleichungen fiir Q, ein, so wird:

max @, = 2’;6 7 40,0082 pa, 4 1,107 p
= p[0,0313 2,”* + 0,0082 2, 4 1,107],
max @, = 5 7;2 —0,0127 px,’ -+ 1,768 p

= p [0,0417 2 — 0,0127 &, + 1,768] ,
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min @,,, = — 5 4———}—00032px — 0,954 p
— p[0,0313 2,2 — 0,002 x, + 0,954],
min @Q,, = 512 0,0127 pa, — 1,370 p

= — p[0,0417 &% 4- 0,0127 , + 1,370].
Fiir den Auflagerdruck C,, erhilt man:

I, +1
max04p=p—4—+—5—u4l4—{—(x5l5 — min y, + max y,

_ lﬁj;L — 0,0032p-16 — 0,0127p-12 + 0,954 p

—}—1,768p= 16,52 p,
min 0, = — maxy, +miny, = — 1,107p — 1,370 p = — 2,48 p.

Zahlenbeispiel 6. Der Balken iiber vier ungleichen Offnungen
mit verinderlichem Trigheitsmoment innerhalb der Offnungen.

In dem allgemein theoretischen ersten Teil sind fiir den durch-
laufenden Balken, dessen Querschnitte auch innerhalb der Off-
nungen beliebig verdnderlich sind, Formeln zur Berechnung ent-
wickelt worden, deren praktische Anwendung an diesem Beispiel er-
lautert werden soll.

Eine Benutzung der Hilfstafeln des dritten Teils, wie in den bis-
herigen Beispielen, ist hier nicht méglich, da diese Tafeln fiir Balken
aufgestellt sind, deren Querschnitte innerhalb der einzelnen Offnungen
konstant sind und nur von Offnung zu Offnung sich #ndern. In
praktischen Féllen wird man zwar fiir die Vorberechnungen — mit
Riicksicht darauf, daB zunichst iiber die genauen Querschnittsver-
héiltnisse im allgemeinen nichts bekannt ist, diese vielmehr erst durch
die Rechnung festgelegt werden sollen — einen Balken wihlen,
dessen Querschnitte entweder fiir den ganzen Tréiger oder doch
mindestens innerhalb der einzelnen Offnungen gleichgro angenommen
werden. Erst nach der auf Grund einer Vorberechnung erfolgten
Querschnittsbestimmung kann die im folgenden beschriebene genaue
Durchrechnung erfolgen. In gleicher Weise eignet sie sich zur Nach-
priifung eines bestehenden Systems.

Wir untersuchen einen Balken iiber vier ungleichen Offnungen
nach Abb. 167a, dessen untere Gurtung nach einer flachen Parabel
gekriimmt sein moge. Wahlt man als konstantes Trigheitsmoment .J,

13*
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das Trigheitsmoment iiber den Stiitzen, so erhdlt man fiir die ein-

J .
zelnen Querschnitte m die Verteilung der J—"-Werte — die J”-Kurve

— nach Abb. 167b.

Qt\{gng\Qt\m‘h{quwaQuﬁNQ5 W Ry S
~ 8 S S 8 QR 8§ s L % 3 & ¥ R T 8 =
IR TESLETRRELSERTELILNE
Ny 2 -
Abb, 167a u, b,

1. Die rechnerische Untersuchung des Balkens.

a) Die Dreimomentengleichungen und ihre Auflésung.

Das System ist dreifach statisch unbestimmt; fithrt man wieder
die Momente der drei Innenstiitzen als statisch unbestimmte GroéBen
X ein, so erhilt man die drei Elastizitdtsgleichungen, die in der
Matrixform wie folgt angeschrieben werden.

X, R

8y 91 I o =2
01 922 { B2 =2,
- ‘ 32 | 38 =Zy

Zur Bestimmung der in diesen Gleichungen auf der linken Seite
auftretenden J-Werte werden die Formeln (35b), (36b) und (37b) auf
Seite 27 benutzt!):

a n,—1
r 4 ’
= - m,_ m
r—1,r 2 o
’ 7 2_ J,.
r=1
n —i n -1
r+1
5 — % ’EJ"m" Qg EJc ’2
rr 2 r 2 741
" r=1 Jm e r=1 Jm
a oy, —1
— _r¥1 __c . 4
6r+1,r - ne J mr-l—l mr+1
r+1 —1 m .

') Statt E-J,-6 schreiben wir hier der Einfachheit halber nur 6. Da im
Verlauf der gesamten Rechnung immer mit den E-J,-fachen Werten gerechnet
wird, ist ein Irrtum infolge der abgekiirzten Schreibweise ausgeschlossen.
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Die Offnungen I,, I, und I, sind in je 6 gleiche Felder geteilt,
die Offnung I, in 7 gleiche Felder. Man erhilt demnach

a)

5 5
a. J J
1 c 2 2 c 9
611_n2§—J ml—i—n,l Eng .
1 m m
1 1

Da die beiden ersten Offnungen gleiche Spannweiten haben, also

a, =a,; n, =n, und auch Je in beiden Offnungen gleich verliuft,

1 Jm
so wird
5 5
a J 3,67 J
— 2_1~ e 2 P L ¢ 2’
014 nl-,,lz’ g™ 36 12' T, my

5
8,, = 0,2037 Z%mﬁ :
1 m

Die Berechnung der Summe ist aus Zahlentafel 41 ersichtlich.

Es ergibt sich
0, = 0,2037-107,96 = 21,992

Zahlentafel 41.

J, J. J.
zll |my =my| m = m,’ 7 m,? J,: m,? my my’ JT: my my
yo | o1 5 1,5987 1 1,60 5 7,99
N I 4 22053 4 8,82 8 17,64
3a 3 3 2,4765 9 22,29 9 22,29
e 2 2.2053 16 35,98 8 17,64
S 1 15987 | 25 39,97 5 7,99

> - 107,96 > 7355

Weiter wird

5

a, J, 3,67 v J, ,

0 = —35 My My = — T My My
m

5
J,
445 = 0,102 E T”mz m,’ .
1 m

Die Ausrechnung dieser Summe ist ebenfalls in Zahlentafel 41 durch-

gefiihrs. .
0, = 0,102.73,565 = 7,492.

Anmerkung: Es sei darauf hingewiesen, dal man wegen der Symmetrie die

Summen nur bis zur Héilfte der Offnung hétte zu bilden brauchen. Den Wert fiir

7=~ wiirde man dann nur zur Hé&lfte einsetzen und diese so gewonnenen

1 6
Summen mit 2 multiplizieren.
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Weiter wird

6
) _ % E'J”me—f——gs—EJ”m'e
22 T 2 J 2 n? J 3
m 3 1 m

ny° <5

a.

Hierin ist a22 = 0,102 und 2 = 0,082.

2 g
Da Offnung 1, =1, ist, erhilt man
5

J
2 me? = 107,96.

1 m

Die zweite Summe ist in Zahlentafel 42 gebildet.
Zahlentafel 42.

J, J, J,

z/l m, my? ‘ =2 my? " mymy e ¢
f 3 3 7. i mg s™y | g Mg My
yo |1 1 | 1,4020 1,4020 6 6 8,412
s 2 4 1,7965 7,1860 5 10 17,965
3, 3 9 2,0519 18,4671 4 12 24,623
4, 4 16 2,0519 32,8304 3 12 24,623
5, 5 25 1,7965 44,9125 2 10 17,965
4, 6 36 1,4020 50,4720 1 6 8,412
> = 155,270 "= 102,000

Demnach erhilt man
84y = 0,102-107,96 - 0,082155,27 = 10,996 - 12,675

0y = 23,671.
Ferner ist
& J T
a
0,5 = —2 D =& . =0,082 > ~<m,.m,’ .
B g1 =7, Mg My 0, leJmms mg

Diese Summe ist ebenfalls in Zahlentafel 42 berechnet. Es wird
8,5 = 0,082-102 = 8,327 .
SchlieBlich ist

6 5
___s E' m,? 4 E’_J_cm'e
- 3 my n.? J 4
4 1 m
Da nun

a. ,, a
3 7- G2 = 32 2 — 12,675,

g0 erhdalt man mit der bereits in Zahlentafal 41 berechneten Summe
) aJ,
( m = 3 eme)

055 = 12,675 +- 0,102-107,96 == 23,671.
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Die Elastizitdtsgleichungen lauten demnach
Zahlentafel 43.

5 | x| ox
T
1 21,992 | 7492 | — -7z,
2 7492 28671 | 8321 -7
3 20| s | esen =7

Lost man diese Gleichungen auf, dann erhélt man

Zahlentafel 44.

A z, Z,
X, = 0,0519 | —0,0187 0,0066
X,= | —00187 0,0550 | —0,0193
X, = 0,0066 | —0,0193 0,0491

In diesen Formeln fiir die Unbekannten X sind die Belastungs-
glieder Z noch nicht niher bestimmt. Da sie vom jeweils gegebenen
Belastungszustand abhingen, werden sie in der Folge am besten
von Fall zu Fall aufgestellt.

b) EinfluBlinien.
«) EinfluBlinien fiir die Stiitzenmomente.
In diesem Falle werden die Belastungsglieder
Z,= —EJ,0pn,; Zy=—EJ bp,; Zy=—EJJy,,.

Allgemein benutzen wir zur Bestimmung der EJ,J,, -Linie die
elastischen Gewichte (vgl. S. 26 u. 27)

w = _!]__._7'——1@‘_]_
r J I, =n.J,
’
w — Jc xr+1__ar+1 Jc ml
r+1 r+1J 1 ~n J r+1
m+1 "r+1 r+1%m+1

und ermitteln zu diesen die Momentenlinie.

Zur Berechnung der EJ,4,,-Linie erhdlt man die Gewichte
w zu

a, J, 3,67 J J <
% = ¢ =0,611-- i l
w, = n T ™ 6 7., m, ,6 T m, in Offnungl,,
a, J 3,67 J, J
w, =t tm) =" Ztm/=0,611-Cm, Ly
2 2Jv"‘ 2 6 Jm Jm ” ” 2

Die Berechnung dieser Gewichte ist .in Zablentafel 45 durch-
gefiihrt.
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Zahlentafel 45.

my -j—,: m, i;i w, = 0,611 'JJ: mym| wy - m’ | O O+, ‘6,,,1:9%,,,
1| 1,5987 1,5987 0,9770 5| 48849 | 749923 274716| 2747
2 12,2053 | 4,4106 2,6954 4 110,7815 | -6,5153 | 23,8894 51,36
3 | 24765 | 7.4295 45403 31136208 | 3.8199| 140063| 6537
4] 22053 | 8,8212 5,3907 2 | 10,7815 |- 0,7203 |~ 2,6413| 62,73
5} 1,5987 | 7,9935 4,8849 1| 48849 |—6,1111 |—22,4073| 40,32

3 = 44,9536
Da X = 44,9536 = 6 %, ergibt sich %, = 7,4923.

Man ersieht aus den Formeln fiir w, und w,, daB die EJ J,_,-
Linie im vorliegenden Falle in der zweiten Offnung spiegelsymmetrisch
zur ersten Offnung ist. Aus den Gewichten w erhilt man die Mo-

mente mit Hilfe der Formel
g‘):Rm = SJ’em--l + agm'

Diese Rechnung ist ebenfalls in Zahlentafel 45 enthalten. (Vgl.
Grundaufgabe 1 c). )

In Abb. 168a ist die EJ,J,,- Linie dargestellt. Die EJ 0, ,-
Linie hat fiir das vorliegende Beispiel in der Offnung !, dieselben
Ordinaten, wie die EJ, J,,,- Linie in der Oﬁfnung l;; man braucht
deshalb nur den Ast der EinfluBlinien fiir Offnungl, zu ermitteln.
Es wird
a, J 4 J J
8 Zeqm! — o Zfi m, — 0,5714 im;.

Die weitere Rechnung erfolgt wieder tabellarisch in derselben
Weise wie bei der EJ, J,,,-Linie. In Abb.168b ist die EJ, 0, ,-

Linie dargestellt.

w, =
3
ng J,

@ EJ; Ime—Linie

PN .

B | { EJpthm gLinie

\ ‘ /‘:

|
L P
9L — { EJnsLinie
Abb, 16:—cK.]\L /W

Die EJ,d,,-Linie ist im vorliegenden Falle in der Offnung
das Spiegelbild der EJ, 4§, ,-Linie. In der Offnung I, ist die BJ, 4,4~
Linie identisch mit der EJ,J, ,-Linie in der Offnungl,. (Vgl. Ab-

bildung 168¢.)
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Die Gleichungen fiir. die Einflullinien der Stiitzenmomente

X, =M; X,=M,; X,=M,
lauten demnach
X, = — 0,06194,,, + 0,0187 8, ,— 0,00666,,,,
X, — + 0,01874,,, — 0,0550 6, , + 0,0193 6, ,,
X, = — 0,0066 6,,, + 0,01934,,, — 0,04916,,,.

Auf Grund dieser Gleichungen sind die Einflufilinien in Abb. 169
dargestellt.

+ My=Linie

! - | - l ! = |
| ! !

| | | | |
| | ; ' |
Pt N | P
} | — i - i My—Linie —:
f | | | |
| — \} 1 My~Linie |

f) EinfluBlinien fir die Feldmomente.

Sind die EinfluBlinien fiir die Stiitzenmomente bekannt, so
lassen sich die der anderen statischen GréBen schnell ermitteln. Die
Feldmomente in der Offnung ! erhélt man aus der Gleichung (69)
auf Seite 53

’

X Z
Mm= MmO —i_ l_er—l _’L—lLMr

In der ersten Offnung wird, weil das Biegungsmoment an der End-
stiitze Null ist,
%

M, =M, -+ ]

u,.

1

Fiir Balkenmitte, d. h. fiir %: 0,5, wird
1

M,=M,+05M =0, [2M,+ M].
In den Offnungenl, bis I, fallt M,, fort, es wird also in diesen

Offnungen
4 M, =051,

j\//—'f'\ My Limie ]

Abb. 170.
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Fiir die Offnung I, sind mit Hilfe der Spitzenkurve und der Einflug-
linien fiir M, =X, und M,= X, nach dem im ersten Teil, Abschn.II, 5,
Seite 52ff. dargestellten Verfahren die Einflufordinaten der Knoten-
punktsmomente innerhalb dieser Offnung bestimmt. (Vgl. Abb. 171.)

e

|
| |
! |
: . MyLinie |

|
! |
! |
| I

Abb. 171,

c) Die rechnerische Ermittlung der Festpunkte.
Zur Festlegung der Festpunkte braucht man die Werte x, und u,/,
die nach den Formeln (51) und (53), Seite 38ff. ermittelt werden.
Es ist

............ i O
61‘ r+1 : 611 lu"l, 61"
un,= — 1 (5 e e e e e e e e e e e
.. 6.”. .[u.r_.l. nrl u! = Or,r-1
6”3 g 6TT_M;+1ar,r+1
My, s ) S e e e e e e e e e e e
nn_ lu’n—- , n—1
e I"Ln,+1 =0
oder mit vorstehenden Zahlenwerten:
s 7,492
= = = 0,341;
M= —0 21,092
Oas 8,327
= = = 0,394 ;
Mo 0, 23,671 — 0341.7,492
gy — 0B _
s g5 — Mo “O39

Fiir é; 5 erhilt man 5

a J
I p— § m, m, =<;
3B 2 4774 ’

n* < J,

da aber die Offnung I, gleich der Offnung /, und I, ist, also auch
a,, m,,m/,n, gleich a;, m;, m’, n, ist oder gleich a,, m,, my, n,,
so wird
631; = 612 == 7,492
und
7,492
"3 = 23,671 — 0,394.8,327

= 0,367.
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Entsprechend ergeben sich fiir 4’ die Werte

839 8,327
’: = = O 3.2'
M = e —0 23671
o 7,492
r__ 21 — ? = 61;
Mo 5 — w0, 23,671 — 0,352-8,327 0,361
492
, da 7 — 0,388.

M s —u 0, 21,992 — 0,361-7,492
Man erhdlt 6,4 = d,, = 7,492.
Mit diesen Werten u und p’ ergeben sich die Festpunktsabstinde zu

! 22 l 2
b‘,: 2 — :16,41 m; bl': 1 ;= 2 :15,8411];
o 1+4u, 1,341 14+ u, 1,388
l 28 l 22
b — 3 — :20 8 ; bo’:_2A:_ :16,16 ’
O T ¥ 7 e R 7R T "
l 22 \ I, 28
b= T = qaer = 809 m | b=t = g = 20 m,
3 ]

1+’ 1,352

2. Die graphische Untersuchung des Balkens.
a) Die graphische Ermittlung der Festpunkte.
(Vgl. hierzu: Erster Teil, Abschn. IV, 1, a, Seite 91ff.).
Bildet man nach den Formeln (149), (150) und (151) fiir jede
Offnung die Summen

c, :Zi‘.mr; cr’:Z%m’
f. hz"—dm m

dann erhdlt man in den emzelnen Offnungen die Schwerpunkts-
abstinde

E-acf, und &' =a,

r

f.
Cr

Aus Symmetriegriinden ergibt sich
afy,

E/ =& =5/=¢&= ;

hierin ist
\ T J Jc - Jc ’ Jc ’
c122/ J_c'mﬁ; CSZZJ My f1:2:]*m1m15 fa= ZJ mg M, .

Die Ausrechnung ist in Zahlentafel 46 durchgefiihrt.
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Zahlentafel 46.
x ’ Jc | Jc Jc ’ i ’ Jc Jc e ’
T my | my 7 T | g My 7| ™| ™ g T Ms | My
m | m m m m m
vl 115 11,5987 15087 | 79935 |1, | 1| 6 [1,4020] 1,4020 | 8412
ool 20 42,2053 44106 | 176424 |2, | 2 | 5 |1,7965 35930 | 17,965 °
.| 318 124765 74295 | 222925 [ | 3 | 4 (20519 61557 | 24628
sl 4] 2 (22053 88212 | 176424 | 4 | 4 | 32,0519 82076 | 24693
Sl 5| 11,5987, 71,9935 |  7.9935 [ 5. [ 5 | 2 [1,7965 8,9825 | 17,965
T30 53| Y 16| L4020 84120 8412
' ’ ’ >=36,75 5 =102,00
Es ist also
J J
o=27'm .=3025; 6= Fm, =365
m m

J
fy= 2 5omym/ =13,55;

Mit vorstehenden Werten erhilt man die
3,67-73,65
[ Y . Rt bt
G=h=&=4 30,25
, 4.0-102,00
CInE A TR T

fo = 2 % mgm,’ —= 102,00 .
m

Abstande

2 —8,92m;

—11,10 m.

Die Lage der verschréinkten Stiitzensenkrechten v wird graphisch

ermittelt.
die Auflagersenkrechte der Stiitze 1 fallt. Zur

von v, trigt man auf der Linie s7 den Wert

4,0

’

Cq 36,75 = 21,0 und auf s! den Wert

ay

Ny

Zundchst sieht man, dall aus Symmetriegriinden v, in

Bestimmung der Lage

_ 3,67
T8

¢y .30,25 = 18,5

ab (s. Abb. 172). Durch kreuzweises Verbinden der Endpunkte erhélt

man im Schnittpunkte die Lage von v,.
v, (vgl. die gekreuzten Linien der Abb. 172).

Entsprechend findet man

Zur Konstruktion der

Festpunkte zieht man vom Auflager a’ den beliebigen Strahl (1), dann
vom Schnittpunkt dieses Strahles mit s, den Strahl (2) durch das Auf-
lager 1’ bis zum Schnittpunkt mit s!. Verbindet man diesen Schnitt-
punkt mit dem Schnittpunkt von (1) und v,, dann trifft dieser Strahl (3)
die Nullinie im Punkte L,’, der senkrecht unter dem Festpunkt L, liegt.

Nun geht man von L, aus, zieht einen beliebigen Strahl (4) und

vom' Schnittpunkt (4) mit s7 einen Strahl (5)

durch das Auflager 2’

bis zum Schnitt mit s! und von hier aus eine Verbindungslinie zu

dem Schnittpunkt von (4) mit wv,.

Diese Linie (6) trifit die Null-

linie in L,’, welcher Punkt senkrecht unter dem Festpunkt L, liegt.

Entsprechend findet man den Festpunkt L,.

Wiederholt man die
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Konstruktion vom Lager b’ beginnend, dann erhilt man der Reihe
nach die Festpunkte E;, R, und R,. Hierbei legt man zweckmifig
den ersten Strahl zur Bestimmung der Festpunkte R so, dal er
durch den Schnittpunkt der den Festpunkt L,” bestimmenden Geraden
mit s, hindurchgeht.

7
i

a N Ry 2 Ls s 3 Ly b
T T T 1 1
%—75,54m—>} <ﬁ17€,75m—>1 "%‘—'—20, 77— '@' | 'ﬁ?'
I | l-<—75,47ml > 2008 A :<—76,09m —
[—L=220m {1 =22,0m— } lg-zapmj—ﬁle—l Ly=22,0m—>
| | | | | | L l
| ! .y & &y | S |
| | I S SR A Ny |

| | . R | R g
LIS TE R LR
U}N > LN ~ N 5
| [e_ﬁl)‘._) (_?N IT(_‘JI)N L3 < 'S | }

I )

! |

' |
J

Q
;\
N
By 4—
€&
AR
/=
L3 4
AN\
$
y — 7
G,
~ &
=

R
JO——

b) Bestimmung der Stiitzenmomente mit Hilfe der
Kreuzlinienabschnitte.
Nach Formel (169) Seite 103 erhdlt man die Kreuzlinienabschnitte
fiir gleichmaBig verteilte Belastung p zu

pl?
kr—l = kr = _‘414
Die Kreuzlinien miissen also durch den Scheitel der M, p-Parabel
l 2
hindurchgehen, weil max M, = 28*— ist.

Man zeichnet nun in Abb. 173 die M- Parabeln fiir die einzelnen
Offnungen (vgl. Grundaufgabe 1a), verbindet die Scheitelpunkte
dieser Parabeln mit den anliegenden Stiitzpunkten und erhilt so die
Kreuzlinien. Lotet man nun die Festpunkte herunter bis zum Schnitt
mit den Kreuzlinien, so schneidet die Verbindungslinie dieser Schnitt-
punkte auf den anliegenden Stiitzen die gesuchten Stiitzenmomente
ab. Werden der Reihe nach die Offnungen I, bis I, mit gleich-
miéBig verteilter Nutzlast p = 1 belastet, dann zeigt Abb. 173 die
zugehdrigen Momentenflichen infolge dieser 4 Lastzustinde; die
Ordnungsziffern (1) beziehen sich auf die belasteten Offnungen 7, bis/, .
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A /i’, 1 ? /IPZ 2 F Ry I 4 8
> |
? -2 2 P e
t 220 T T T 240 T T 280 | I i 22,0 |
g/,
. | i !
hmmnfﬁm#mm o l l | l | i
' ADERRRANRNRRURERURHARRABERIINNNHINRNInINE ' l
i I (3) | |
! | | : H[IHIIHI!III'IHIIHIIIIIIllIIlllll”]I[HHIIHHI l l
= | | [ I | :mmm#mmnﬁ?ﬁnmmm*
9 ! L | | Lo '
! | ) 9 !/\ﬁ”}\l
) | 7 | )
35 W T od N ! R
/ \ /
S Vs N v/ .
AN
// / N VRN N
2N
/
/ \
/ \
// \\
Abb. 173, / \

Abb. 174,

In Abb. 174 ist durch Addition der vorstehend erhaltenen Mo-
mente die M -Fliche infolge Eigengewicht ermittelt, wihrend Abb.175
die maximale und minimale Momentenfiiche infolge Nutzlast p dar-
stellt, die durch entsprechende Kombination der Belastungsfille, die
aus den betreffenden EinfluBlinien hervorgehen, ermittelt worden ist.

min

max

Abb. 175,



Dritter Teil

Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufender
Balken iiber ungleichen Offnungen.
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Hilfstafel 1.

Hilfswerte # und Momente M, fiir symmetrische Belastung.

Belastung der Offnung 7. 2, M,-Fliche
A
7) \|/ 3
1 Sp Bl
K - &L
Z z :
A #
2 { 2 AL A2
’ R 7 y
3<——§—>l<——3+!é—5—>|
% 5
st he N\ P
16" 4
Fr A Pr
15
4 4)_'3 | ! ! — P,
Z Z /A /A 16
*E*Z*Z&*EQ
[
Pr' pr‘ Pr'
5 5 \I/ 19
b | T
p<€_>l<——§—>l<——§——>k3.>]
/
B lﬂ- \l,Pr lPr 6 2p1 [ER1 %p,.z Zp1
6 574 | | ! N gPr
Loleloe il 2 2
le'?—ﬂe?-ﬂeé—_ale—g_*é—_%




Hilfstafel I.

209

Belastung der Offnung 7. 2, M,-Flache
. 1Al
32 Al Rl
H-*—ga‘é—é —>|e%—>j< 2
|
2
grt
L kB
8 4
grabd
3 1 J/ .
9 l 8 qr br l: -:D')‘
b
bt N /:qza
5 gz G2t 7
10 4 [1 - z |
k—a»le———b—aqeae‘ #a’
8
5 . Mmax‘%qi'zz
11 "3‘2‘ e br
I3
%)
Farabe!
12 ‘;QWWTM 1
5 4 Z

Feommer Durchl nfende Trie
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Hilfstafel II.

Der Balken iiber zwei ungleichen Offnungen.

a J g ’ ) 4 »
! !
2 | |
A e ! . 1s
X ——— T ’ Xy t Xz
! Ly >t Lz >)

Tafel II,1. Bezeichnungen und Abkiirzungen

i
’ Jc r_ Jc
1 A o Ly
2 s =20+
l._)’ | , ll’
3 "y = 8 ; " = TS':
‘ !
4 b =1 by o= 2
1 1 B 2 1+ﬂ1
5 a =0 ay=1,—b,
6 b, = b b =1
1 1_‘_[u1/ 2 2
7 a’=1,—b’ a) =0
Tafel II, 2 Tafel 1L, 3
My, =2, M1:lz1
8

Tafel 11,4 eriibrigt sich.

Tafel II, 5

ku = ] k12 =

Sy | S

Tafel II,6. EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment

| !
I )

J
L
|
l
|
I
|

!
|
|
|
!

M, Ny =~ kyy wp ‘ Mg = —kyp @)

. [Tafel der Zahlen « siehe S. 267 bis 269.]
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Tafel II,7. EinfluBlinien fiir die Feldmomente.

| |
l |
| |

5y
|
N
| N
]

xZ. .
M; 7711:11{01——11’011 ®p } 7712‘—’: kyy wz,)
1
| |
! | |
| ! Tnzt+ |
l .
1 '
| Tar |
@, ‘ x,’
My Nrr1 :—*l*kuwﬂ % 77112:MOII‘_‘T]C12(01,J
2 2

Tafel I1,8. EinfluBlinien fiir die Querkriifte.

Qr 7711:6201_’;1—10),0

k k
Qu 1= *llj ®p ‘ Nre=Qgr+ T: »p
Tafel I1,9. EinfluBlinien fiir die Auflagerkriifte.

! { —  — B —
| 781 | L’?ﬂz
k ky,
4 741 Ao“jrwp ‘ ’7A2:_le1')
[ | !
/ - 7 + s |
| ! i
el )
G fyy = Cor+ kg 1 + A ®p L e = Coy+ kg i + T },
s 2 | 1 2
| |
| | 7
| ! 782 +
] - 781 l' . i
k k
b TB1 :_Ali1 e ‘ ’7B2:B0—-f w)

{Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S. 210, Tafel der Zahlen w siehe S. 267 bis 269.]

14*



212 Hilfstafeln zur Berechnungdurchlaufender Balken iiber ungleichen Offnungen.

Tafel II,10. EinfluB des Eigengewichtes g.

b 2] t Lz =
J

al J1 N 17 . J2 N

: + T T
| l | »
X02=C2:
Aﬁxgy-ij —>‘<——rm-l1 —L‘1y—ﬁ%xog = fz-tz gt 5‘7

C,
c‘yy——>|<—c',g —>l 91779 Ieczg—ﬁegzg_ag
|
|
|
|
|
|
|

1
M=~ —-‘gll by + gs 4 By

Mw = % [ll by +1, kol

cw:£+ M, =%y c2g:‘l2‘+ 2y =%y
2 nlh { 2 g2l
xo’1 =l —cyy ! xozzlg_%’g
" __ " o__
Ty T lhg— T Ty = Zoy — Ty
i 2 1 2
max M[g = —2— N Clg max Mjlg = —2— 02
_ " _ ”
Qry =g, 2, Qirg = g2 %,
_ I _ o 7 _
A,=g, %y, 01g~91 Loy 01g= 92 Zoo B,=g¢, 7562
—_———

Cyo= 01, + Cf,

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie %k-Werte siehe S.210.)



Hilfstafel II.

Tafel II,11. EinfluB der verinderlichen Nutzlast p.

mi1
"t

min

gp%q

[#) {J% : 7 JF " b
L] T
e B S | 1, £
e B sle Hré@za'e—bzl—-—ﬂ
! T N ' |
}<——c7p—>?ec7p;§ | 8 rel—' Eczp—>;<——l cZ,,—>1|
y @RS X
| X | =8 ] |
|/ IR — ]
A & N ]
7 S o
NG TN |
o § £ 4T e R 5 '
< NI &
Ny MRS .
E E []

minBp max Bp

2 KR
" g%
max  § Kg g
£ ,
minMu,:—%[ku 1+ kg ] max M, , =0
L, 1 L, 1
61p=—21— Zku Zyq czp:—éz~—~zk12:x0’2
25y =4 — % Tyg = ly— g
tl'_2c1p—b1’ 5_2::2021)—17_3
M, _ 1 2 M, 1
max My, = 5 pef, max Myp =5 pes,
1, 1
ma,xlll}z,——z—pb1 t, m:a,zu’lifL2=?pb2t2
b’ . b,
mmMRl—‘“’glzkm“l mlnML2=~—%llk117:
1
_pa't pa/’ o pr/? | pa P
max @r, 21, 17, kyy max Qrrp = 'glz + 47, k12+4—lzll kyy
i __b% pE gL P ; __px pa,
A U VI Vil T A T
ma,xApm%é——gku ma’xclp:pll;lg ‘ mapr=%l—2——£k12
P L, +1
+E[(k11 l1+k12 lz) lll l2 2} ’
, l 1 . | 1
mido bk wRG=0 | min——% P,
1 i 2

Tafel IL,12. EinfluB der symmetrischen Belastung je einer Offnung.

Belastung in Offnung

A [ I,

|
— k2 |

— k2,
Hilfswerte z siehe 3. 208 und 209.]

Ml

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie %-Werte siehe S. 210.



914 Hilfstafeln zur Berechnungdurchlaufender Balkeniiber ungleichen Offnungen.

Hilfstafel III.

Der Balken iiber drei ungleichen 6ffnungen.

J I 7 Jz fI I Jz
> ! i |
a | 2 | l 8
‘ Ty : zz <7 e S—4
i
k L1 =>4 l2 %) >

Tafel ITI,1.

Bezeichnungen und Abkiirzungen,

J, Je v g Je
1 l1’=l1‘J1‘ I = 2:]; s :ls‘fs
2 8 =2(l'+1) =20 +1) 4 =s8—1?
L ly s, 1y
3 Hy :”:; 112-—"1234 Yy =0
, Sl ,_ Ly ,
4 == m = g’ =0
—# ly bk
§ bl = Thm T
6 a, =0 ay =1, — b, ag=1;—b,
— |
r__ ll r__ l2 _ r_
R SRt Wt
8 a=1,—b' ay =1,—by a, =0
Tafel III, 2. Tafel III, 3.
1 M,s,+ Ml =27, M, =pn 2+ o Zy
2 Ml + Mysy= 12, M, =Py 2y + Boy Zy

Tafel III, 4.

B

il

2
Bu= a4

1,
4

|
}

81
I ﬂ22 = Z

Tafel III, 5.

ku = ﬁu ll ll’

k12 = ﬂu lz lz,

k13 = 512 ls ls,

k21 =Bl 1l

]‘"22 =foly &'

kza = fos ls la’
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Tafel ITI, 6. EinfluBlinien fiir die Stiitzenmomente.

x a8 ,
Pp=T B @, =®p —H Dp3
’ x’ xls ’ ! ’
Yp=T T @g, = Wp —Hy Bps

M, N =—ky @wp | Nig = — kyy @, } Ny =—kyy 1))
[Pt YN | )
[ + T2 _ /i _ {
| | T2z /| 23 |
| .
M, Moy = — kg 25)) \ Ngg = ~ Ky D, gy = — Koy w})

Tafel III, 7. Einflufilinien fiir die Feldmomente.

% Ty .
& 7, “y .} &' = A e A
[/N ' '
||
]F 7y Jl\ﬁ"':‘ﬁ?,;_’i s F l
i
Z. x, X.
My ’711=M01"l’;‘kn“’1) l ’712:_7:"7“12“":@ l '713:_11‘17“13 @p
I I |
| +\ 3 |
f Wy, | 7 i~rJ -1
i Tr i iz ] |
|
My | gy =8 by @ "7112 =Myrr—&:s ko — & by ‘“1’)1 nprs =— & kn 0p
| | [ |
! i | + |
'l + T7m7 | -1 v IT/HE |
l | Yz | l
' ‘ 2 '
Mur | Wppr=— 7, by op ‘ Tripe = — 73— ks op, | Nprrs=Mopmr— 7, kys 0y

{Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S.214. Tafel der Zahlen w siehe 8. 267 bis 271.]



216 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufender Balken iiber ungleichen Offnungen.

Tafel III, 8. EinfluBlinien fiir die Querkrifte.

N |

4 |
— O — =1
N | T2 I 713 |
k k k
Qr Ny =Qor— Z_jl @D ! Nrg = — _l11‘z wévz \ Nig = -‘Zlf 601;
SRR |
f v T — T \xr__;-"
l T 1 ‘\, Tz l Trs ’
k k k k.
Qn Ny = —513,601) ' ’7112=Q011+b—1“; 601’,—7)2*2 D ‘ Mg :‘“% 4
2 2 2
| SN R PN
f =" ! - ]
| ] R~
Qur = lclg_1 @ 1 e = _’;zg or, Nirrg = Qom—}-%g—s w£
3 3 3
Tafel I, 9, Einflufilinien fiir die Auflagerkriifte.
+ | I
| g |~ | |
— _ ELI _ _kLE ’ ! —_ _kl& ’
A nAl'_Ao A @p ’ N4, = 2 T, l N4, = A @
| ! '
| A+ ! :
1 | Tz i\—?%—;———"
_ 1.1 _ 1,11, [1 yl} B [Ic13 kgl o,
G, 7,3=Co1+Fyy [ij‘gg‘,} 0p | 39=Coy+ksq |:Z+Fz"mb koo b—2+ 71 Dp | Mg = Z—1 b“J fOD
|
| | - |-
| |
I\‘_—‘Tﬁz’;’: 722 \7723 !
ky, 1.1 ' u, 1 1
Co | ta=— [b*l;, - *ZZ‘IJ ©p | Ngg = Cogtkgy {b_z“' —l;_x wp—ky, U—);;‘}‘ _l;} @, |193=Cogtkgy [E“‘"lj“
I | l
I
" \7g1 ; ez | Y83 |
B "732*@“’17 1p =—k—22a)1, 1g _Bo——kﬁwl’)
1 Zs 2 ls 2 3 l3

MRezaichnunean nnd Abkiirzungen sowie k- Werte siehe 8.214. Tafel der Zahlen w siche 8.267 bis 271.]
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Tafel III,10.

L. 217

Einfluf des Eigengewichtes g.

1 | 2
1
1 , 1
M, (M,=— 4L91l by +ga by by (1_‘“0)!Mw 1[91 L ko 4 g ly oo (1 — 14y)
+ g by Kys) ‘ + 93 Ly Ky
|
M, Mlg:—%[l Ry + 1y by (1 — ') %Mzg _%[llkzl“‘lzkzz(l“‘!ﬁ)
‘l‘l km] ’ +l3 kzs]

—_ l1 | Mw_ _ le .Mzg_‘Mw ls , “H2g _
cw_?—rglll_%l x02—2—r 9o Lo Cs ?T!]sls_x()?’
zg, =4 —c,y ! o=l — %o, Toy =1l — ¢34

2 M,
020 = V x§2+ 9219
2" =g 2y = 2o — 2, g = x5 — 2
1 2 1 9 J 1 2
max Mfg:?gl g max Mng:?‘q.2 5y max My, =50 Gy

Qry =9, %" Qrry = g0 %" Qrro = g3 25"

’
4, =g, 2y, Cllg:!h gy Clrg=gzxoz Oglgzgzx(;g Cs:g:gsxos B, =g, %y

—
_ ! r
Cy=Cl,+Cf,

[Bezeichnungen und Abkiirzungen

Cog=C4,+ Coy

sowie k-Werte siehe S.214.]
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Tafel III,11.

Einfluf der veriinderlichen Nutzlast p.

14
8
min
My
max
&
min_°§ —[ué
S
@ ’an\:k LR —H i _‘ﬁ‘h&
o Sl e R
£ § EL/E 8§
min |
M, |mn Mp=— “Z‘[kn L+kigly (1 —pg')] | min M, = — %[kzz Lo(1—p) + by 1]
max
M, malep:——Z—kls Iy ma.xM“,_—%k21 I
l 1 l 1 l 1
C1;vz:‘21"‘4—l1 A %2:—22‘4“71‘["712 (1 —py) csp—?a—z—l; (ko &y
+ ki ) = 2o, —ky (1 — )] g Iy] =
wgy =1y — oy Ziq =1y — Ty ix03:l3~c“,
l r
Cop = ngz - Qg ko (1 — py)
by = Cpt g — Zpq by=2¢,—b
b/ =2¢,—b’ ty = capta — s
1 23

1
max M;, = 5P cfp

1
max M, = 9P czzp

1

max Mz, = 5 pls 26, — 1)

1
max Mg, = 5 pbl’tl’i maxMRZ:—z—ptz’(Zc”—tg’)
. P . _pl . __ P
r:mnﬂljgl——zkml2 mlnML2~—f4—»l—(k21a2-|—kubz) mlnML3~—Zk22l2
2
(1 — ) b min Mg, = — ph (kyg @3 + kg5 b)) (1= p) B
I, | * 41, 2 l

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe 3. 214,
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1 2 3
p i’
24 o = _Zl;'kll g = 4l [k22 (1 1”'1) oy = +4_pl;k23
— ko (1 — pg)]
max ma;xy ——P g max y -~ P max y, =+ - Py A
y 1 4l 13 3 2 4l21(21 Vs 41, 22
—ky) 1—py)
min . y4 . P . P
miny, =——0L k min y, = — -1, (k. miny, =+ -=-1 L
y "1 27 M Ve 41, 5 (Ko Vs PR
(1 —ug) — ky3)
max pwl2 wl% px 2
0 2;1 + o, 2, + max y, pzl + oy ' + max y, ?;3—4—043 xs’—l—.max Vs
min | px P x,? .
Q 2; + o, 2, + miny,| — p2l: + oy %+ miny, | — 2l§ + @ %3 - min y,
4 C, C, B
l I+ Iy 41, l,
?"E 5 %1*+“1l1 P 12 -yl +enly | p 22 g lyt el 221_%[3
-
% +max y, —miny, +maxy,| — miny, 4 maxy, — min y,
Ey
=
< g . . .
g ~+-min y, —maxy,+miny, | —maxy,-+ miny, ~— max y,

Tafel III, 12.

Einfluf der symmetrischen Belastung je einer 6ﬂ’nung.

Belastung in Offnung

A " A A
M = — k% ‘ — k(1 —p5) 2, — k32
|
M, = —ky 2 { — kg (1 — 1) 2, — kg2

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S.214. Hilfswerte z siehe S, 208 u. 209.]



220 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufender Balken iiber ungleichen Offnungen.,

Hilfstafel IV.

Der Balken iiber vier ungleichen Offnungen.

2

I

m J J ¥ Jy »

7
“7

Tafel IV, 1.

w1 1 .
1 T L
” b {5 L 7. ‘ ] G , 8
A |-z —exy 7 Xy—tey x; X Xy
< e : G
2 3

SN S

ly——]

Bezeichnungen und Abkiirzungen.

J J | J J,
1 Wby W=h Y | W=l ' W=l
2 s =2(0"+14) 5 =20 +14) ‘ s=20"+14)
3 A1=sls.z—l2'?" Ay =8,8—1'% A=84,—8 /2= 4,—8, 1,2
|
A | EA Al _
4 = s My =—"7 py=0
|
4,1 ‘ 5 1 I
r__ “271 r__ 872 r__ 78 r_
5 w'=— = m=y # =0
l l l
6 b, =1 ___2 — 3 b — 4
1 =4 \‘ p) T+p 3 1+ 1 T+
7 a, =0 a,=1,—b, a;=1,—b, a,=1,—b,
l Z Z
r . 1 ’ 2 [ 3 r_
8 bl - 1_}_”1' bz 1+,u2’ 3 1_}_”3/ b4 l4
9 a'=1—b' ay’ =1, — b’ af =1 — b’ a/ =0

Tafel IV, 2.

1 M, s, + M, =2,

2 | M +Mys,+ M1 =2,

Tafel IV, 3.

1 M, =By Z1+ﬂ12 Zz“'ﬂm Z,

]

My=f2Z, + Boe Zy + ﬂzs Z,

3 LML)+ My sy = Z, 8 | My =P13Z, + o3 Zo+ Pos Zy
Tafel IV, 4a. Tafel IV, 4b.
4 L s 't A
ﬂu:‘f Bra=— zAs ﬂm:'s—A“l b1, = Zg Bz = — 1150 Bis = — 1y By
8, &, L's 8, 8.
1922:172 Bos = — Al Boz = 1As Igzsz_:“zﬂss
4 4
ﬂss = Zl ﬂss = 'Zl




Hilfstafel IV. 221

Tafel 1V, 5.

ky =By l1 11, klz =B lz l-z’ kls = ﬂm ls l'.z’ ky = Bisly l4'
|

kzx = ﬂxz ll l1' kzz = foe ly le’ kag = Bag ls la’ k~z4 = By I l4,

k31 =ps ll l1' ksz = o3 l‘a Ly ksa = fas ls ls’ 5 ks4 = B l4 l4,

Tafel IV, 6. Einfluflinien fiir die Stiitzenmomente.

z 2
Op="7T"7 “’T,z“’p'ﬂl“’l'); ‘”Tsz“’l)_%“’l');
2 .
Oh=T " rs  On=op—mep;  op =ep—uop;
| |
T~
{ 5 %
773 }\‘1;774 :
| f
I |
| |
M, Ny = — kyy @®p ’ Nig = — kyg w&vz l Nig = — kyg w:’[va ] Ny = — kyy ®pn
[ | [ f I
+ | T~
! ‘7]z7| . l |
L | l |
I \ I !
I | i |
M, Yoy = — Ky L)) l 7ge = — kg @, I Tgg = — kg w:’pa ‘ Nag = — Koy wb
|
TN | |
l 31 |
l I
| l
| [
My | np =k @p E Mo = — Kgy @, } Nz = — Ky Dp, | Mg =— ks, w_l’)

{Bezeichnungen und Abkiirzungen siehe . 220. k-Werte siehe diese Seite, oben. Tafel der Zahlen w
siehe 8. 267 bis 271.]



929 Hilfstafeln zur Berechnungdurchlaufender Balken iiber ungleichen Offnungen.

Tafel IV, 7.

EinfluBlinien fiir die Feldmomente.

’

L R T I D
&= A Hy I ° & I, Ho 7,
’ ’
' T r By . B )
& A 2 A & A Hs A
I ! ! |
! ! | | |
1 | | | |
Vo I | | |
| | | | JI
|/r\l / =
| N 1 e |
z x z
Mr |nr=My1 lexﬂ"p Nrg = ’Z‘lklz C"év N1 —lem w:;vs NIy = Tkm C"l,)
1 1 1
| ! 1 | |
N ]
! _ | +\! 3 [/—,\——!4'\|
+ } Y i
| _-771111] 2 | - | Ty |
Myr Ny ==& by op g =My — & by, st Nirg = — &, kg 601’.3 Nty = — & kyy 7,
__52,]012&)_6’
! ! |
| | | |
| | | |
| ’; | |
+ | [’/MU |
[ Tl ~—=__[m~ —T1
M| g =— &k op ! Hrrre =— & Koy g, l 91rg = My l Ny = — &3 kyy @)
‘ - Es kss 2] i
l — & by 0 ‘
| | | I
. |
I ‘
] | wt N\
T um R '
z, x,/ z, Nipy = M, Vi
My WIV1:—ik31 @Dp WIVzm_iksz @O 7/W3*“_4k33 T ¢ ?
1 A A 3 U o
- Z_4 34 @)

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie Z-Werte siehe S.220 u, 221,
siehe 8. 267 bis 271.]

Tafel der Zahlen w
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Tafel 1V,8. Einfluflinien fiir die Querkriifte.
i | | | !
| | [ [
] , 1 1 |
Pl | [ | |
| - I/rx.FIl = |
T
N
! I I | l
k k k
Q. ’711:Q01*’l£mDi ’712:—*]*2“’5' ‘ 7713:_—1‘3“’1' Nrg=— 5" ol
1 L 2 l ‘ A
] | 1
| ' } | |
| { [ [ |
I + l ‘ l
/—EN ! 1 |
} 7 Tz .\Lr,]:/l s+ ;
- 03 |
1 | ! |
| | .' | |
kll \‘ k12 ’ 28 7 24 ¢
@, 77111:“1)2-, 5)) ‘77112:Q011+ Ig’ wpl Ny = — b, @p 77114:—b—2w
kgo
i P I
b, D i’
1 | 1 1
; | : | |
l 1 | ' |
l | | + || |
e + |
’ | Tz I = Nows f = {m l'
| | | | |
k 2 k, k.
Qs | = -21 @p | Nirie = ng“, Dp | NiIIg = Qo 11+ *2:: w"D l Niry= — e w;)
b, by 2 by ! b,
k.
| P
\ by
i i | i i
| I | | |
| | ! | + !
— +
== 7 —— [ !
I + = ’/zvz{ s i = 7wy f'
| ! [ | |
k, k k, k,
Q| v = 73*1- Dp | Hiye = l—sg @p, Uz = 73—3 @p, N1y s = Qory -+ ‘l{'}é wl')
4 . 4 | 4 4

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte s, S.220 u. 221,

Tafel der Zahlen e siehe S.267 bis271.]
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Tafel IV, 9.

EinfluBlinien fiir die Auflagerkriifte.

| | | |
| | | |
M \ l/—r—-\E e I
a7 ——_E—"1 a3 & [T !
a1 Tz + IRy
_ kn 12 s ‘ . kyg k14
4 "AIWAO_TI‘“’D M4, = ;sz | ”As”_'lr‘”h 17‘44:_71— D
* S
| l
I M1 + | i
(713 ] —|
Tz = T 4
3 _ ) 1 1 } , . ch _ kea} , | Ty ku} ’
C, 7y, =0 ) 9= Coy +kyo [Z‘Fb—z, WD‘ Ty = A sz @, ‘7]14“ l_l_b—2 (25))
+ky [_'{"r @p _ [ 1 |
e balgilen |
- |
|
! (24 !
T~ =
k k, 1 1 1 k. k.
G, ’721_—["1;§__ZZ‘1;}“’D[7722— 02+k22[ib—2+b—3;:\w1)‘7723:002'}'7"-23{1)_2“}‘17—3;'“’1') 24 = [b_?—b_?ﬂ )
1w i 1,
! L [:b‘zl + ?21] D T kg [E + 'i} @p ;
| | l I
l 1 1 !
l ‘ l + | l
IR - (32t las !
+ U = ' !
k, k, k. 1. 1
C; ’731=“[ﬁ— Zﬁ] Dp | Nge = l:ﬁ %} Dp, | M= Cos+kgs [‘E“F'l—} Opl Msa = Cos
3 | 3 . s by ik [1 n }
i 2 3417 «
+ N
| i | |
| | | |
l | | | +
[ — (7 7%
81 + sz —
kg k. _k
B ’131=—l—:“’1> ’7192='*;f T, 7119@,*_%:“’!1'3 "B;*BO‘%“’E

[Bezeichnungen und Abklirzungen sowie k-Werte siehe 3.220 u.221. Tafel der Zahlen « siehe S. 267 bis 271.]
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Tafel IV,10. Einfluf des Eigengewichtes g.

ﬁ' m*f

lecykw_/
|
| >
—F/az‘lte
1 |
{ |
<_1774‘—>k1274_)j
1 2 3
1 17 < 17
Mw:_z 9l ky Mzg:“z[zgilikei(l—‘”iﬂ) Msg:*ztzgilik;;i(l“‘ﬂi—l)
N i=1 =1
4
+i§2 gili by (l—lf‘i/)} +i2/;;gi Lk (1—u) +0.4 ksJ
g qr s AR
M, = _Z{h kyy szz_j{ [2 bLikoy (1 —iy) \Msg:_z [2 Lk (1 _l‘i—-1>
4 =1 =1
4
b (1 — ’ l
+i=22l' ki (1 M‘)J +i—23 likzi(l".ui)] + 4k34}
ll Mlg_ __lz Mzg_Mm _ ls M30—M2_0 _ l4 M:;o_
A Y A e N e e Y A e A A Y A
x(;l:ll_'cw Tfe = by — Xoa x63:l3—x03 L Toy =l —cyy
2 M,, ]/ 2 M,,
ng:l/xogg"'J C30 xgp + 2
92 9s
2" =6 4—m @y = gy — T, " = T — )" =y —

1 1 1 1
max.MI,,:?g1 ciy | max MIIgzggg cig | max Mirrg —ggscgg maxMng— 5 gicig

|

i
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| !
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| -8l —s50'2 —4,1® —dyl'?
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4 =845 — A3 U2 =8, dg— 4, 1*
|
Y sl 4l A4l Y _
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- | - .
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! 1+u 2 14 py : 1+ py’ 1+/‘4’i ° 1T pf ¢ ¢
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Tafel VI, 2. Tafel VI, 3.
1 M, s+ Ml =2, V| My =8,2Z,+ 815 2o+ Brs Zy+ Bra Zs+ B15 Z;
2 M1l2,+M252+M3 ls’=Z2 2 Mz=ﬂmz1+ﬂzzzz+ﬂzs Z3+ﬂ24Z4—|—ﬂ%Z
3 M2131+M333+M4l4’zzs 3 M}=ﬂ13Z1+ﬂ23Z2+ﬂ33Z8+ﬂ34Z4+1335Z
4| MY+ M s+ Ml =2, 4| My=$,2Z,+ Pou Zo -+ Bya Zs + Bra Zy+ Bus Z
51 Ml +M;s, =Z; 5| My=p15 2, + Bos Zo + Ps Zs + Bus Za + Bss Zs
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Tafel VI, 4a.

, T
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' Tafel VI, 4b.
4y f
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]
8 4y ’ [
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Tafel VI, 5.

ku = ﬂn A l1’

|
k12 = Ign le le' j km = Igm ls ls’

I
by =pisly l4’ l k15 =fials l5'
|

km = ﬂ15 le ls,

km = ﬂ]2 l1 l1’

|
kag = o by ‘ by = fon b5 1
|

k24 = ﬂea l l4’ j\ k25 = ﬂ24 I ls,

 kgg = Bas ls lsl

k31 = ﬂls l1 l1'

ksz = 1323 l2 le’

kss = ﬂsa ls ls’

k34 = ﬂas l4 l4' i

kaa = ﬂ34 l5 l5l

kse = ﬁ35 le ls’

k«u =B l1 l1,

k42 = ﬂu l2 le’

by =Poa sl | kyy= By L1 1 kg =B b5

|
k4s = 1345 ls l6’

k51 = ﬂ15 l1 l1’ :

ks = ﬂ25 lz lz’

kss = fy5 ls ls'

k54 = ﬂ45 l4 l,\'

k55 =55 la l5'

kas =5 le lﬁ’
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Tafel VI, 6. EinfluBlinien fiir die Stiitzenmomente.
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[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siche S. 243 u, 244. Tafel der Zahlen « siehe S. 267 bis 271.}
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Tafel VI,11. Einflufl der veriinderlichen Nutzlast p.

s b M3 Ly K R 4ls Rs5ls Jp 1
Y AN &, £
L1 L L
23 <,—3537—,>1 By by— a5 - %,
& a; by it gpe] :
B NS
N OXIF\E X
E_’_'S i E E
E‘L E] &€ )
5 5] o=t t
S
maxi \ §

ma

M,
=
ax Mpz,
_ /72!
maxM(3 7
B max M
A3,
gg ‘
M
zum
'maxM,

|

|

|

! | |

OO O GE < Gprep r Gl

2

win M, |- % (i b+ ki 1y (1 — ')
kg 8y (1= ) + kg 1]

ua]*s

(g Ip (1 — ) + Fogg Iy (1 — a4y”)
+ kgs Iy (1 — )]

max M, |- % lyg g (1 — p!) + by s (1 — 1) 11— % g b+ Foay Ly (1 — ")+ Fegg 1)

A T e e LU A
F k5 by (L~ 15)] + Eas 15 (1 — p5)]
GMII [ku L))+l oy (1~ ud) ‘ - ‘4‘ (Boa by (1 — )+ Fpg 1, (1 — ©d)
+ koyg L] + kyg 1)

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie %-Werte siehe S.243 u. 244.)
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Einfluf der verinderlichen Nutzlast p.

a Jooo1 Jz
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L
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&
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max g
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ma%/l !
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— bl —p)
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\
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4 el Kas b e
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— B Tl (1 )
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— B T by g By (1 — )
+ g Iy

~ L T to (1 — )
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- %:‘ [k31 Litkyly (1 — U3)
+ kg I (1 — )]

!

3

— kg b (1— )
+ kb5 (1—p5)]

- %t‘ [Bsa L 4 Fogg g (1 — )
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|
\

|
- % [kse by 1 —11y)
F kg Uy (1 — )+ kg 1]

P

[hig ly (1 —py)
Fhgg by (1 — i) + Kyg 2y

4

‘m%mma—m
+hsy Ly (1 — ) + g I}

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie %-Werte siehe S. 243 u. 244.]

(Fortsetzung von Tafel VI, 11 s. nichste Seite.)
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Tafel VI, 11. EinfluB der verinder-

1 ‘ 2 3
¢ =£>+'UM111:Z, z :_lg GM%;J“GMg z :_l_s_l_UMaﬁ—UMzF
17 2 pl1 01 02 2 p12 03 2 plg
Tg =l —cp Tle =l — % Ty = Iy — Ty
26, V Un,,
2 12
C; =lx + — Csp +
2p 02 P Zog P
by = Cop+ By — Tpo by =Cyp+ a3 — X
t'=2¢,—b’ 8y =cyp+ 0" —2g, b =0, +ay — gy
2 1 2 i 2
maxMIp 5 Dels maxMHp:?pc“ ma.xMHIp 5 PCip
|
max 1 i] 1
M, ML2=?pt2(202p—t2)1 ML,:?pts('Zc“,—ts)
max 1 . , 1 , , 1 , ,
MR MR1:-2—pb1 tl, MRz:"gPte (262p_t2) MRB:?pts (chp_tg)
i
|
U ‘ G
mjll;llL My, - ,Mepaej M, b, ‘ Mz, = Mspa?,«;— M,, b,
2 } 3
. | ¢
mm M, :GMlpb_ tM 2= Myp b+ "M par| M, L
M, 1 l I

[Bezeichnungen und Abkiirzungen siehe 3. 243.]
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lichen Nutzlast p (Fortsetzung).

4 | H ‘ 6
|
a ‘ U U ¢
A_l‘4‘_L_GM4Q_ Myp | 9505—£+ My, — "M, G _ b M51~9c’,
®oog pl, [ 2 pl PR Pl 06
\
|
xgy =1y — %o, } Ts = l; — s Tog = lg — €4
T T oGy U !
2 25%M, | 2 2 M4p |
04,,:‘/9604—{— p” | G5P:]/x05+ . ;
| |
by=0CipTay— Ty by = C5pt @5 — Tog i g =265p — by

r r__ ’
ty =Cptay — Ty,

|
1 1 | 1
ML4=?P'54(2C411—54) MLszipt‘,-,(ZcM,—t{.,) ‘ MLszgpbete
\
|

1 1
MR4:—2—pt4’_(20“,—t4’) MR5=—2'P¢5'(20512_¢5')

|
U U G G |
o "Mypat" My, T Mpa "M, | _T by
ML“M—I—T—‘; ML5~4——Z5 - \‘ Mz, = M""”—lf;
|
i
U 1 U ’ G ' G ’
M, 0 M, M, ,b M,
Mg, = 4P 4‘l{‘ 32 0y Mp,= —22% + M, pas
4

I ‘

[Bezeichnungen und Abkiirzungen siehe 8, 243.]
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Tafel VI, 11.

Einflu der verander-

@ -2 b = o U (1= ) = s (1 =)
1 2 , ! 3
— k1 —w)] | — kg (1 — 13"))
— [ —
P
max 41 [l & (1 — 5") 7 [l (kgr — kyy) - 4—1; A (ksz_ ko) (1 —uy)
4 ik (1~ )] ‘ + l4 (o — k) (L —~py) | 415 (hgs ~— Fa5) (L= ug);
‘ =+ ls (k% - km)] |
’ P
min A [lg oo (1 — 1) 1 [l (b3 — ky3) (1— ) - ‘4_1‘8 {2, (kgy — kyy)
Vol k(U= ) g ey } (kzs =k (=] Al ey — k) (1 — 1))
i + le (kss - kze)]
wax | P, re x,’ + max y A o 2+ oy 2, - max y Py o 2 oy 4 - max y,
Q P l1 1 14 1 | 9 lg 2 2 ‘ 9 ls 38
* i
mén —Z—pl:xf—}—ozlxl—}—minyl ——fo—}—cchz—}-minyz ‘ z—pl;xg?-{—oesxg-{—minys
! i
| A ] c, G
2 4L I+ ‘ I+
= 4 p + ol +max y, J P%—J“Oﬁll'f‘“zlz ‘ ngs‘"“zlz‘{‘“als
—EED a j — min y, + max y, ‘ —min y, 4 max y;
s . | . | .
Ex- -+ min y, ‘ ~— max y, + min y, | — max y, + min y,
Tafel VI,12, Einfluf der symmetrischen
Belastung
ll ‘ l2 J l3
M, = —kyz — ki (1 — ) 2 ; — k(L — ')z,
‘ r
M, = — kg 2 — kg (1 — ;) 2, \ —kyy (1 —py") 2
M, = —ky 2 k(1 —py) 2y ; — kg (L—po) 25
M, = —ky 2 kg (1 — py) 2, ‘ — o) %
M = — ks 2, ks (1 — ) 2 —kyy (1 — ) 23

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S. 243 u. 244. — Hilfswerte z siehe S. 208 u. 209.]
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lichen Nutzlast p (Fortsetzung).

4 ! 5 | 6
| |
— T (1 ) g e (1) | + 47 b
—k34(1_!"4)]; — kg (1 — )] l
| - \ - B
—gq b =) g Ve — ) (=)l R g (L)
+ by (kg — 33) (1—uy) ‘L b (bsg — kg (1 Ps)] + 05 ks (1 — H4)]
+ g (kg — 36)] )
4l [l (k42 - 32) 1 - M) - ZPTE {l1 (ksl - k41) + :ll [lz ko2 (1 l‘l/l)
+ b (ks — Fig5) (1~ py")] + by (brgs — kgg) (1 — 11,) ‘ + ke (1= ts)]

+ g (ksg — kag)] ‘

|
. |
—p—x4’2+a4z4’+maxy4 5 %%+ a5 -+ max y, Epf ® + g2y’ + max y,
4 ‘ 5 1‘ (]
- T
|
—%x4+a4x4+m1ny4 | —2pl 252 - o5 5 4 min p, 1~2_p_ -+ otg Zg -+ min pg
4 | 5
C, | C, j Cy \ B
L+ L+ AT A '
32l4”“3l3+“4l4 : 4 4—;— ®— ey lytagls ‘ P 5_‘: ls+ogly ‘ — min yg
— min y; + maxy, ‘ —min y, + max y, \ — min y, — max y, \
_ 'i |
I ‘
— max y, + miny, ; — max y, -+ min y; \ — max y, -+ min yg ‘ — max yg
Belastung je einer Offnung.
in Offnung
L | A k
=k (- )z, ‘ — ks (1= ') 25 — kg2
— kg (1 — 1) 2 — Koy (1 — 115) 25 — kag 2
—kyy (1 — ) 2, — ks (1 — 1)) 24 — kg2
— kg (1 —pg) 24 ~ ks (1 — ') 24 — kg 2
— ke (1 p5) 2, — ks (1 — ) 2 — ksg 2

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S. 243 u, 244, — Hilfswerte z siehe S. 208 u. 209.]
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Hilfstafel VII.
Der Balken iiber n + 1 ungleichen Offnungen.

J I 1Jz , .Jr.yrn 171 m m+1 Jr1 1 0 Jan Jntr b
- AN A = A
rr—*n >‘<rz rr,a)% %—rr Irf1>'<—zrf1 Lypedy rm7—>~ezm '
Lrp s bl Uy g
Tafel VII,1. Bezeichnungen und Abkiirzungen.
1 bl '=1 Je 2@ +1
r—r':]: Sp = (r +lr+1)
;+1 ) lr’
2 Hp = ——— L —
" _':ur—flr’"i'sr fr _;url'+1'lr,-+1+sr
l !
3 b, == ——" =T
T4+ pr—y 1+ p,
4 @, =1.—b, a/=1,—b/’

(r nimmt die Werte von 1'bis #-+1 an)
Tafel VII, 2.
M. 1L+ M.s,+M. 11l =Z, (r nimmt die Werte von 1 bis n an)

Die Dreimomentengleichungen.

Tafel VII, 3. Die Auflésung der Dreimomentengleichungen.
M, =By, By for Dot Brr it
Tafel VII, 4. Die Werte 3.

Broor=—tr—gBr—1»

Br—1r=—ttr—1Brr (r nimmt die Werte
1 .
B0 = <= von 1 bis n an)
’
.

—1

Lu, T
Tafel VII, 5. Die Werte k.

“Bur Zy, (r nimmt die Werte von 1 bis » an)

Bri_ Ll fir i > ‘ ¢ gibt die Spalte an. Innerhalb jeder Spalte
B Ll fir 1= 7 durchlduft r die Werte von 1 bis n 1.

Tafel VIL, 6. Einflufilinien fiir die Stiitzenmomente.

kpi=

—kpyooq, fir i27 l r bezeichnet die Stiitze

i = — ko), fir i>7 i »  » Ofinung

Hierin ist: wy, =wp—p;; o und wh n=0h— ' wp,

Tafel VII, 7. EinfluBlinien fiir die Feldmomente.

ér:l—r_‘llvr—17:; & 1. iy .

fur z<1

- Er’ kr—1.in'- }
Nmt = Mom_Erkrer_Er,kr*hrw_{)

- Er kri w'}i

fir i =7
‘ fir e >7r

[Tafel der Zahlen « siehe S. 267 bis 269 sowie Hilfstafel Xa u. Xb.]



Hilfstafel VII. 261

Tafel VII, 8. Einflufilinien fiir die Querkriifte.

+?17kr—1.iw]'i ! fiir 7:<T
_ 1 , 1 ‘ o
Nmi= QO,,.—l-—b—jIc,_l,,wD—b—rkaD fiir i =r
—bik”w’Ti fir ¢ >r
Tafel VII, 9. Einfuflinien fiir die Auflagerkriifte.
kr—1 i kri e .
_ LU fire<r
[ b, Lo T
1 1 1 ~ .
Cor+kyp [b—r—]'iﬂ wp —kr—y, » ['Zr—,-i— i,:;} wp, t=r
Nri= 1 1 ) F 1 i, .
Cort brriy LY Of —kr 1,741 LT"“‘T ®p t=r+1
r r+1 r+1 'y
kri kr+ ] .
+ [_b;__fb:‘:—lj w}i i>r+1

r bezeichnet die Stiitze, ¢ die belastete Offnung

Tafel VII, 10. Einflufi des Eigengewichtes g.

Jr

I
T Heor]l> =T

¥
Ry
4
1 7 n+1
Mrg=—7fi:29fli70n(1—m—1)+ ) g,-l,-k,-;(l—‘[b,’)—)
=1 i=r+1 J
I, M- M,_ |
L0r=?r+_‘g’g‘l’u [ ma'X-Mngrigrczg
Zop = lr — Xy i ng = grxr"
/2 oMy, ‘z
trg=|/ x5,+2—g—1'ﬂ | Cl=9-00  Cf=ra1 %041

_nl .oor
P | Cry= 0L+ CL,
[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe 8. 260.]
[Tafel der Zahlen o siehe S, 267 bis 269 sowie Hilfstafel Xa u. Xb.)



262 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufend. Balken iiber ungleichen Offnungen.

Tafel VII, 11.

Einfluf der veriinderlichen Nutzlast p.

1 Rreq r-1 Lr Jr Rr
] | |
lp= Ly t
R brm a
%r-1 ”Z'r'-?")'f[.‘—*‘h* r "——"—)?‘&1;'—‘91
&% e & 7 e o &
min § ) : :Z |§ } §
E\\J, als { - < =
My 3 & -
p\é‘,d//éﬂ\é' \\\E \§
max S g 2\'“ §
) /‘T § . "’/E
a3 E
& | ed
min o ]
¢ L
&l
% e Thp
max 3 —L& R Ek
IR 2 g
K: 1y ’é /
N v
Es sind 4 Fille zu unterscheiden:
1: r ist gerade; = ist gerade
2: r ist ungerade; m ist ungerade
3: r ist gerade; n ist ungerade
4: r ist ungerade; n ist gerade
Maximale und minimale Stiitzenmomente.
. PG« b
r gerade min M, , = — e DLk, (1— u,_l)~— 2, Lk (L—ps)
1. 1=2 g=r+1
P UG 2
n gerade max M,, = — T z,lk,,(l—u,_l)f~ ZZ, ki (1 —p)
i=1 i=r+2
B p U r n+1 -
r ungera,de min Mrﬁ e li kri (1 — y’i—l) e 2 li kr: (l — W )
4 i=1 i= r+1
2. p <!
n ungerade | max M,, = —-- I r;(l—p,_1)~‘4 Z’l ke (1— )
4 =2 t=r+2
P ey
r gerade min M, , = vy Sk (1— H:—1)“‘“ Z'l kri (L —py)
3 =2 »~7‘+1
: r—1
n ungerade maxM“,,_—2 Uy, k,i(l—y,_l)w~— 2 Likr: (1 —u)
4 i=1 i=r42
7
r ungerade | min M, = — 2 VS bk (1—puy)— 5 © S, ki (1 )
4 . 4 i=1 1= r+1
. p &S, p
n gerade max M, ,=—-- Lk U —pi—y) — = 2 by lory (1 —w)
4 i=2 i=r+2

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe 8. 260.]



Hilfstafel VIIL 263
Berechnung der Feldmomente.
7'
r gerade UM,.,,:—% 21 ki (1— y,_l)—~— Zlk”(l
1 =1 = r+1
T
n gerade ey, ,-—L°¢ 21k,,(1—m 1)~~ szr,aﬂb,
4 1=2 i=r+2
r
r ungerade UM,,,:»—p UZ Lk (L—pi_y) Py 2 Likei (1—pd)
4 =1 4 = r+°
r~1
n ungerade o, =—L ¢Sk, (1~ y,,-_l)—zp— 2 Lk (1— )
4 =2 i=7r+1
r gerade UM,,=- L2V 2 Lk (1 =) — UZ 5 (1 — )
4 4 =r+1
n+1
n ungerade | ©M,,~ — L ¢ 2 Lk (U= o) =2 O3 Lk (1—p)
o 4 S
: puUs
r ungerade UM, ,= -~ Lkei (1 —pi_y)— = 2 l ke (1—
4 4 i=1 i= r+2
P Gr—l
n gerade M, ,=— Likps (1—py_ ) = 2 ks (1—
4 =2 i=r+1
r ist gerade ’ r ist ungerade
- U U
I A A R s
2 pl ) 2 pl,.
e —
SN TS/ v N (1 -
o | P
Zhp =l — %y,
trzcrp+ar_xor; tr’=crp+ar’_x({r
groBtes Feldmoment: max M,,, = % PCip
maximale Festpunktsmomente '
1 1 ’ 2 r
maxML,:—2—pt,.(2c”,—t,) maxMR,.zfpt, 2erp—2)
minimale Festpunktsmomente
r ist gerade r ist ungerade
U U G G
min MLr — ar Mrp +lbr Mr—l,p min -MLr — ar Mrp 'I"lbr Mr—1._p_
r r
G G
min Mg, = d __u,;-i—r T=bp min Mg, = b "My +la/ LR
r r

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie %-Werte siehe S. 260.]



264 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufend, Balken iiber ungleichen Offnungen.

Maximale und minimale Querkrﬁfte.

2
ma‘XQmp=_2'r+‘xrxr’+ma‘X7r mianp-—‘ﬂ 2l ‘l"o‘rxr'{"mln'}’r
=2k, (1~ —k 1—u’
@r="77 pr (1 —pr—1) r— 1 (1= 1)}
P Ur—l el
rgerade ma'x}’r’_“zl_li _’li(kn r 1.i) (l_fbf—l)+ 2l1'<kri—kr-—1.i) (lky'i
1 r i=1 i=r+2
. P Gr——? Un+1
n gera,de miny, = — 41 l: A (kri“ kr—-1.i) (1 - y’i—l)n_"l' 2 li (krt" kr—1. i) (1 —u
r =2 i=r+1

H

r ungerade

i=2
-2

n ungerade

t=r+2
n+1

U S 0 (s — o) (1= —) + )Jl(k,.

i=r

GZ b (kg — kb, 1.4) (I —wi-y)+ 2/ (ki — kr—y.) (-

n ungerade

r 1,i) (l— €—1)+ 2li(krz

i=r+2

l,(k,.,——k, 11)(1_!’4 0+ Zli(kri

1=r+1

krey,0) (1—p
r—l‘i) (1—_!"
ke g,y (1—u

r—1
r gerade max y, = — P [U L (ki —

r—
Jr ungerade | max p, =— L | © 34 (ki — Booyd) (1 — ) + Ut s — ) 1 —
r i=2 t=r+2
4 2
l . P Ur—2 @ n
ngera,de min y, 41 ’_ ) lt (krz_kr—l.i) (1_!’“5—1)'}" 2 li (kri”‘kr—l,i) (1'_!
T L og=1 i=r+1
. Auflagerkrifte.
max C,), = p%—oc,l,+oc,+1~l,+1—miny,—|—maxy,+1
- min C, , = — maxy, -+ miny, 4 -

Tafel VII, 12.

Einfluf§ der symmetrischen Belastung je einer Offnung.

Belastung in Offnung

I, N I, |

lr+1

[Bezeichnungen und AbKkiirzungen sowie k-Werte siehe S. 260.]

{Hilfswerte z siehe S. 208 u. 209.]

kg (L= 9) %y ‘ —ker (1 —pr )2 f —ke o (L= 0 40) 2r 4y



Tafel VIII, 1.

Hilfstafel VIII.

Hilfstafel VIII.

Ordinaten der Einheitsparabeln.

Yu

Momentenparabel va

n

|
,<w.r ma,—>v<—x ma,—~———>l

<

l=-na

a) Teilung in »n gleiche Felder.

4 ’
=—mm.

265

n| 1 9 3 4 5 6 7 8 9 10 | »
5 [0,6400| 0,9600 5
6 [0,5556 0,8889] 1,0000 6
710,4898| 0,8163| 0,9796 7
80,4375/ 0,7500| 0,9875| 1,000 8
90,3951/ 0,6914) 0,8889 0,9877, 9
10 10,3600/ 0,6400| 0,8400( 0,9600| 1,000 10
11 0,3306] 0,5950] 0,7934/ 0,9256] 0,9917 11
12 10,3056| 0,5556| 0,7500/ 0,8889| 0,9722| 1,0000 12
13 10,2840 0,5207| 0,7101| 0,8521| 0,9467| 0,9941 13
14 | 0,2653| 0,4898 0,6735| 0,8163| 0,9184/ 0,9796| 1,0000 14
15 [0,2489] 0,4622 ¢ 0,8889\‘0,960@ 0,9956 \ 15
16 [0,2344] 0,4375] 0, 0,8594] 0,9375 0,9844] 1,0000 16
17 10,2215, 0,4152| 0.5813 0,7197| 0,8304| 0,9135! 0,9689| 0,9965 17
18 10,2099 0,3951| 0,5556| 0,6914| 0,3025| 0,8889] 0,9506| 0,9877| 1,0000 18
19 10,1994/ 0,3767| 0,5319 0,6648| 0,756, 0,8643, 0,9307, 0,9751 0,972 19
20 0,1900 0,510 0,6400| 0,7500, 0,8400), 0,9100} , 1,0000| 20
w12 8 a5 |6 | 7] 8|09 10 |
b) Teilung in 100 gleiche Felder.
0 1 2 3 4 s 6 ‘ 7 8 9
00| 0 10,0396]0,0784 0,1164|0,1536/ 0,1900| 0,2256| 0,2604| 0,2944| 0,3276[ 0,9
0,1 [0,3600] 0,3916| 0,4224, 0,4524| 0,4816, 0,5100| 0,5376| 0,5644| 0,5904| 0,6156] 0,8
0,2 0,6400/ 0,6636] 0,6864 0,7084| 0,7296/ 0,7500| 0,7696/ 0,7884| 0,8064| 0,8236] 0,7
0.3 10,8400| 0,8556| 0,3704! 0.8844| 0,8976, 0,9100! 0,9216| 0,924/ 0,9424| 0,9516{ 0,6
0.4 [0,9600] 0,9676| 0°9744 0,9804| 0.9856| 0,9900| 0.9936| 0,9964| 0,9984| 0,9996{ 0.5
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
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Hilfstafel IX.
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b) Teilung in 100 gleiche Felder.
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Die Kraftfelder in festen elastischen Korpern und ihre

praktischen Anwendungen. von Dr.Ing. Th. Wyss, Privat-
dozent, Danzig. Mit 432 Abbildungen im Text und auf 35 Tafeln.
Erscheint im Oktober 1926.

Berechnung von Behiiltern nach neueren analytischen
und graphischen Methoden fir Studierende und Ingenieure und

zum Gebrauche im Konstruktionsbiiro. Zweite, vollstindig umgearbeitete
und erweiterte Auflage mit Benutzung der gemeinsam mit Prof. Dr. K. v.
Terzaghi bearbeiteten ersten Auflage herausgegeben von Prof. Dr. Theodor
Poschl, Prag. Mit 71 Textabbildungen. VI, 212 Seiten. 1926.

Gebunden RM 15.60

Die Sicherheit der Bauwerke und ihre Berechnung nach
Grenzkrédften anstatt nach zuldssigen Spannungen. Von Dr.-Ing.
Max Mayer, Duisburg. Mit 3 Textabbildungen. VI, 66 Seiten. 1926.

RM 2.70

Erddruck auf Stiitzmauern. von Prof Richard Petersen, Dan-
zig. Mit 80 Abbildungen. 84 Seiten. 1924. RM 5.40; gebunden RM 6.30

Grenzzustinde des Erddruckes auf Stiittzmauern. von prot.
Richard Petersen, Danzig. Mit 26 Abbildungen. (Sonderabdruck aus:
»Der Bauingenieur*. 6. Jahrgang 1925. Heft 13.) 16 Seiten. 1925.

RM 0.90

Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung

auf die Berechnung biegsamer Platten unter besonderer
Beriicksichtigung der trigerlosen Pilzdecken. Von Dr.-Ing. H, Mar-
cus, Direktor der- HUTA, Hoch- und Tiefbau-Aktiengesellschaft, Breslau.
Mit 123 Textabbildungen. VIII, 868 Seiten. 1924.

RM 21.—; gebunden RM 21.80

Die elastischen Platten. pie Grundlagen und Verfahren zur Be-
rechnung ihrer Forménderungen und Spannungen, sowie die Anwendungen
der Theorie der ebenen zweidimensionalen elastischen Systeme auf praktische
Aufgaben. Von Privatdozent Dr.-Ing. A. Nadai, Gottingen. Mit 137 Abbil-
dungen im Text und 8 Zahlentafeln. VIII, 326 Seiten. 1925.

Gebunden RM 24.—

Kreisplatten auf elastischer Unterlage. Theorie zentralsym-
metrisch belasteter Kreisplatten und Kreisringplatten auf elastisch nachgie-
biger Unterlage. Mit Anwendungen der Theorie auf die Berechnung von
Kreisplattenfundamenten und die Einspannung in elastische Medien. Von
Privatdozent Dr.-Ing. Ferdinand Schleicher, Karlsruhe. Mit 52 Textabbil-
dungen. X, 148 Seiten. 1926. RM 13.50: gebunden RM 15.—
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DieBerechnung statisch unbestimmterTragwerke nach
der Methode des Viermomentensatzes. von Dr-Ing. Fried-

rich Bleich. Zweite, verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 117 Abbil-
dungen im Text. V, 220 Seiten. 1925. Gebunden RM 15.—

Die gewdhnlichen und partiellen Differenzengleichun-
gen in der Baustatik. von Dr.-Ing. Friedrich Bleich und Prof.

Dr.-Ing. Ernst Melan. Mit etwa 70 Textabbildungen.
Erscheint im Herbst 1926.

Theorie des Triigers auf elastischer Unterlage und ibre An-
wendung auf den Tiefbau nebst einer Tafel der Kreis- und Hyperbelfunk-
tionen. Von Prof. Dr.-Ing. Keiichi Hayashi, Japan. Mit 150 Textfiguren.
X, 302 Seiten. 1921. RM 11.—

ZurBerechnung des beiderseits eingemauerten Triigers

unter besonderer Beriicksichtigung der Lingskraft.

Von Prof. Dr.-Ing. Fukuhei Takabeya, Japan. Mit 28 Textabbildungen
und 2 Formeltafeln. IV, 52 Seiten. 1924. RM 3.—

Die Kniekfestigkeit. Von Dr.-Ing. Rudolf Mayer, Privatdozent an
der Technischen Hochschule in Karlsruhe. Mit 280 Textabbildungen und
87 Tabellen. VIII, 502 Seiten. 1921. RM 20.—

Die Deformationsmethode. von Prof. Dr. techn. h. o. A. Osten-
feld, Kopenhagen. Mit 42 Abbildungen. VI, 118 Seiten. 1926. RM 10.—

Die Statik des ebenen Tragwerkes. von Prof. Martin Griining,
Hannover. Mit 434 Textabbildungen. VIII, 706 Seiten. 1925.
Gebunden RM 45.—

Die Tragfihigkeit statisch unbestimmter Tragwerke
aus Stahl bei beliebig hiufig wiederholter Belastung.

Von Prof. Martin Griining, Hannover. Mit 6 Textabbildungen. IV, 30 Sei-
ten. 1926. RM 3.30

Statik fiir den Eisen- und Maschinenbau. von Prof. Dr-

Ing. Georg Unold, Chemnitz. Mit 606 Textabbildungen. VIII, 342 Seiten.
1925. Gebunden RM 22.50

Elastizitit und Festigkeit. bie fir die Technik wichtigsten Satze
und deren erfahrungsmiBige Grundlage. Von C. Bach und R. Baumann.
Neunte, vermehrte Auflage. Mit in den Text gedruckten Abbildungen,
2" Buchdrucktafeln und 25 Tafeln in Lichtdruck. XXVIII, 687 Seiten. 1924.

Gebunden RM 24—
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