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Vorwort. 
Das vorliegende Buch verfolgt in erster Linie praktische Zwecke: 

Es will dem Statiker Hilfsmittel zur Vereinfachung und Abkiirzung 
der statischen Berechnung durchlaufender Balken an die Hand geben. 
Es befaBt sich daher mit theoretischen Dingen nur so weit, als zur 
verstandnisvollen Benutzung der Hilfstafeln notwendig erscheint. 

Deshalb sei dem Leser fUr den ersten Gebrauch des Buches emp· 
fohlen, sogleich mit dem Abschnitt V des ersten Teiles und den Zahlen­
beispielen des zweiten TeiIes, die die verschiedenen Anwendungsmoglich­
keiten der Hilfstafeln des dritten TeiIes zeigen, zu beginnen. Hat 
sich der Leser erst davon iiberzeugt, daB der vorgeschlagene Weg die 
Rechenarbeit vereinfacht und erleichtert, dann wird er den theore­
tisch en Untersuchungen ein um so groBeres Interesse entgegenbringen. 

Die Hilfstafeln des dritten Teiles bilden nun, abweichend von den 
bisherigen Tabellen zur Berechnung kontinuierlicher Trager, bei denen 
es sich stets um fertige Zahlenwerte handelt, eine Zusammen­
stellung gebrauchsfertiger Formeln in Tafelform, die so aufgebaut 
sind, daB wesentliche Teile der Rechnung unter Benutzung gegebener 
Zahlenreihen - namlich der durch Miiller-Breslau eingefUhrten 
Zahlen w - durchgefUhrt werden konnen. Hierdurch wird eine knappe 
und iibersichtliche Form der Hilfstafeln, und auBerdem eine groBere 
Vielseitigkeit und Leistungsfahigkeit in der Anwendung gegeniiber 
den bisherigen reinen Zahlentafeln erreicht. 

Die Hilfstafeln sind fiir Balken iiber mehreren ungleichen Offnungen 
aufgestellt und gestatten - unter Beriicksichtigung der Veranderlich­
keit des Querschnittes in den einzelnen Offnungen - das unmittelbare 
Auftragen der E'influBlinien fUr Stiitzen- und Feld-Momente, Quer­
kriifte und Auflagerdriicke, ohne zuvOr zeitraubende Zwischenrech­
nungen, wie Aufstellen und Auflosen von Dreimomentengleichungen 
oder entsprechende graphische Untersuchungen, ausfiihren zu miissen. 

Weiterhin lassen sich mit Hilfe der gebrauchsfertigen Formeln 
sofort die Momente und Querkrafte infolge Eigengewicht, sowie die 
GroBt· und Kleinst·Werte von Momenten, Querkraften und Stiitz­
driicken infolge veranderlicher Nutzlast p ermitteln - alles Werte, 
die der Statiker so schnell wie moglich haben mochte, weil er sie 
unbedingt fiir die Querschnittsermittlung braucht. 



IV Vorwort. 

Da nun diese Hil£stafeln kein Rezeptbuch bilden sollen, sondern 
eine verstandnisvolle Benutzung durch den lngeniEiur voraussetzen, 
darf die theoretische Begriindung nicht zu kurz kommen. Deshalb 
werden im ersten Teil aIle wichtigen Fragen, die bei der Berechnung 
durchlaufender Trager auftreten, besprochen und auch aIle in den 
Hilfstafeln vorkommenden Formeln hergeleitet. Hierbei ist auch die 
rechnerische und graphische Untersuchung des besonders im Eisen­
betonbau neuerdings wichtigen FaIles durchgefUhrt, daB der Balken­
querschnitt innerhalb der Offnungen beliebig veranderlich ist. 

An einer groBeren Zahl von Beispielen wird die vielseitige Benutz­
barkeit der Hilfstafeln gezeigt. Zunachst werden in einer Anzahl von 
Grundaufgaben die immer wieder vorkommenden FaIle wie· Ermitteln 
und Auftragen der EinfluBordinaten innerhalb der OfInungen, Dar­
steHung der Maximal- und Minimal-Momenten- und Querkraftflachen 
infolge p u . .a., besprochen; hierauf wird die zahlenmaBige Durch­
rechnung von Tragern iiber 2, 3, 4, 6 und 7 Offnungen unter Be­
nutzung der Hilfstafeln gezeigt. Das SchluBbeispiel bringt die rech­
nerische und graphische Untersuchung eines Balkens iiber 4 Offnungen, 
dessen Querschnitt auch innerhalb der einzelnen Offnungen verander· 
lich ist. 

Zur Erleichterung der Zahlenrechnungen sind eine Anzahl von 
Zahlentafeln aufgenommen worden: die Ordinaten der Einheits­
parabeln, die Zahlen wD und w'n und die Nomogramme fiir WT und wT. 
Letztere sind mit Erlaubnis des Dr.-lng. G. Worch seiner Abhandlung: 
"Graphische Hilfstafeln zur schnellen Berechnung statisch unbestimmter 
vollwandiger Trager und Rahmen", Beton und Eisen 1924, entnommen 
worden. 

An dieser Stelle mochte ich den Assistenten meines Lehrstuhles 
fiir ihre Mitarbeit danken. Mein erster Assistent, Herr Privatdozent 
Dr.-lng. Worch, sowie die Herren Dipl.-lng. Stahl und Dipl.-Ing. 
Havemann haben mir insbesondere bei der Aufstellung der Hilfs­
tafeln sowie bei den umfangreichen Zahlenrechnungen und auch bei 
der Korrektur wert volle Hil£e geleistet. 

Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer bin i6h fiir ihre Unter­
stiitzung bei der schwierigen drucktechnischen Herstellung sowie fUr 
die sorgfaltige Ausstattung des Buches ebenfalls zu Dank verpflichtet. 

Darmstadt, im September 1926. 

Emil Kammer. 
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Erster Teil. 

Theorie des durchlaufenden Balkens 
fiber ungleichen Offnungen. 

I. Die Grundlagen. 

1. Einleitung. 
Der Balken auf mehreren Stiitzen, wie ihn Abb. 1 zeigt, besitzt 

nur ein festes Auflager, wahrend aIle anderen Auflager, um Zwan­
gungen infolge von Temperaturanderungen, von Erhartungsvorgangen 
usw. im Tragwerk zu vermeiden, beweglich angeordnet sind. Da 
nun ein Balken auf zwei Stiitzen statisch bestimmt ist, hier aber zu 
den beiden Endauflagern noch n U nbekannte der n Innenauflager 
hinzutreten, ist ein Tragwerk nach Abb. 1 n-fach statisch unbestimmt. 

Abb.l. 

Zur Berechnung dieser n Unbekannten miissen n Gleichungen ge­
funden werden, die man aus dem elastischen Verhalten des Tragers 
herleiten kann und die daher Elastizitatsgleichungen genannt 
werden. Wahlt man als statisch unbestimmte GroBen die Biegungs­
momente iiber den Innenstiitzen, so nehmen diese Elastizitats­
gleichungen eine fur die Auflosung sehr bequeme Form an, weil in 
jeder Gleichung nicht mehr als drei Unbekannte vorkommen. Diese 
Gleichungen gehen in der Praxis unter dem Namen Clapeyron'sche 
Gleichungen (von Clapeyron 1857 aufgesteIlt), werden aber besser 
Dreimomentengleich ungen genannt, denn bereits zwei Jahre vor 
Clapeyron, d. h. 1855, hat Bertot diese Dreimomentengleichungen 
verwendet 1). 

1) Wir Deutsche bevorzugen ja gern fremdlandische, klangvolle Bezeichnungen, 
haben aber meist wenig Gluck damit. So l'uhrt der Polonceau-Dachstuhl von 
W ie gm ann her, die Cremonaschen Kriifteplane hat zuerst Bow aufgestellt usw. 

Kammer, Durchlaufende Trager. 1 



2 Die Grundlagen. 

Die Theorie des kontinuierlichen Tragers ist spater vor aHem in 
Deutschland ausgebaut worden, wobei Namen wie Winkler, Mohr, 
Miiller-Breslau in erster Linie zu nennen sind. Die graphische 
Theorie des Balkens auf vielen Stiitzen baut sich auf den Untersuchungen 
von Mohr iiber die elastische Linie auf. Auf diesem Gebiet haben 
besonders Culmann und Ritter in Ziirich Grundlegendes geleistet. 

Bei der praktischen Durchfiihrung der Berechnung durchlaufender 
Balken sind gewohnlich umfangreiche Zahlenrechnungen erforderlich. 
Um diese abzukiirzen, stehen den in der Praxis tatigen Ingenieuren 
seit langem eine Reihe von Tabellenwerken zur Verfiigung. Aus der 
reichhaltigen Literatur seien nur einige der bekanntesten hier erwahnt. 
Zunachst die weitverbreiteten und vielbenutzten Wi nkl er' schen 
Zahlentafeln fiir kontinuierliche Trager, die von Winkler vorerst 
fiir Balken iiber zwei bis vier gleichen Offnungen aufgestellt, spater 
auf andere Falle erweitert wurden. Diese Tafeln geben unmittelbar 
die GroBt- und Kleinstwerte der Biegungsmomente, Querkrafte und 
Auflagerdriicke infolge Eigengewichts und gleichmaBig verteilter N utz­
last an. Weiter hat Griot in seinem bekannten Biichlein die Ein­
fluBlinienordinaten fiir Momente und Scherkrafte tabellarisch be­
rechnet, und zwar behandelt er Balken iiber zwei, drei und vier 
Offnungen. Wahrend Griot die EinfluBordinaten fiir fUnf Zwischen­
punkte berechnet, gibt Lederer in seinem 1908 erschienenen Buche 
"Analytische Ermittlung und Anwendung von EinfluBlinien" die Ein­
fluBordinaten iiir eine Zwischenteilung der einzelnen Offnungen in 
zehn Felder. Griot und Lederer behandeln auBer den EinfluBlinien 
noch den EinfluB des Eigengewichtes und einer gleichmaBig ver­
teilten Nutzlast p. Auch Kapferer gibt in seinen "TabeHen der 
Maximalquerkrafte und Maximalmomente durchlaufender Trager mit 
zwei, drei und vier Offnungen" Tabellen fiir den EinfluB von Eigen­
gewicht und Nutzlast p. Erwahnt seien hier auch noch kurz die 
Tabellen fiir kontinuierliche Trager im Handbuch fiir Eisenbeton 
(Balkenbriicken), im Betonkalender, in den "Statischen Tabellen" 
von Borner, sowie in der kurzen aber inhaltsreichen Broschiire von 
Lewe: "Die Berechnung durchlaufender Trager und mehrstieliger 
Rahmen nach der Methode des Zahlenrechtecks". An wichtigen Biichern 
iiber die Theorie des kontinuierlichen Tragers seien hier nur die grund­
legenden Werke genannt: Miiller-Breslau: Die graphische Statik 
der Baukonstruktionen Bd.II, 1. und 2. Abteilung; Ritter, W.: Anwen­
dungen der graphischen Statik. 3. Teil. Der kontinuierliche Balken. 

Bevor nun die allgemeine Theorie des durchlaufenden Balkens 
entwickelt wird, moge einiges aus den Grundlagen der Statik kurz 
zusammengestellt werden, natiirlich nur so weit, als es zum Ver­
standnis der spateren Betrachtungen notwendig erscheint. 
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. 2. Die Elastizitatsgleichungen. 
Zur Einfiihrung in die folgenden, ganz allgemein geltenden Ent­

wicklungen wollen wir von einem Sonderfall ausgehen. 
Der kontinuierliche Trager nach Abb. 2 ist, da drei Innenstiitzen 

vorhanden sind, dreifach auBerlich statisch unbestimmt. Bei der 
Wahl der statisch unbestimm-
ten GroBen hat man nun ge­
wisse Freiheiten: so kann man 
als Unbekannte Stiitzendriicke, 
aber auch Biegungsmomente, Abb.2. 

Drehwinkel und andere statische GroBen wahlen. Die ZweckmaBig­
keit der einen oder anderen Wahl wird uns noch spater beschaftigen. 
Hier wahlen wir zunachst als am naheliegendsten die drei Stiitzdriicke 
Xl X 2 X3 als statisch unbestimmte GroBen. Der Trager sei belie big 
mit Einzelkraften PI bis Pn bzw. mit gleichmaBig verteilten Strecken­
lasten belastet. Es wirken nun im Ganzen an dem Tragwerk die 
angreifende auBere Belastung und die widerstehenden Krafte A, B 
und X. Den EinfluB, den all diese Krafte auf den Trager ausiiben, 
wollen wir in der folgenden Weise getrennt untersuchen und dann 
zum SchluB die Einzelergebnisse zusammenzahlen. 

1 I I I 
I I i I 80 

I I I I 13 I 
b) ;...1 ----rt--Flm.::......-flz::....----+I::....----i Zusfand %1=1 
~ I I I (111,Q1,din1) 

fl1~' 1 I I I 81 
: 1 I I I I 

Abb.3. 

Zunachst betrachten wir nur den EinfluB der angreifenden auBeren 
Belastung und setzen Xl = X 2 = Xs = 0; dann liegt ein mit p 
und P belasteter Balken auf 2 Stiitzen vor. Diesen Teilzustand 
wollen wir den Zustand X = 0 nennen; die Lasten wirken an 
dem statisch bestimmten Hauptsystem. Man erhalt nach 
Abb. 3 a die Auflagerdriicke Ao und Bo' Biegungsmomente Mo und 
Querkriifte Qo' Die Durchbiegung eines Punktes m infolge dieses 
Zustandes ist <5mO ; der erste Zeiger von <5 gibt den Ort an, nam­
lich m, der zweite Zeiger die Ursache, namlich den Lastzustand X = O. 

1* 



4 Die Grundlagen. 

Hierauf untersucht man der Reihe nach die Zustande Xl = 1 ; 
X2 = 1; Xs = 1 und erhii.lt die folgenden Werte: 

den 

Zustand Xl = 1 (Abb.3b): Al,Bl'Ml,Ql und ~ml' 
" X 2 = 1 ( " 3c): A2 ,B2 ,M2 , Q2 " ~m2' 
" Xs = 1 (" 3d): As,Bs, Qs,Ms " ~ms· 

Aus diesen vier Teilzustanden erhalt man durch Zusammenzahlen 
urspriinglichen Zustand nach Abb.2. Es wird also 

A = Ao + Al Xl + All X2 + As Xs , 1 
B= Bo + BlXl + B Il X2 + B3 Xa , 
M= Mo + MlXl + M2 X 2 + MaXs' j 
Q = Qo + Ql Xl + Q2 XI! + Qa X3 , 

~m = ~mo + ~ml Xl + ~mll XI! + ~m3 XS· 

(1) 

Der Querschnitt m des Balkens ist beliebig. Setzt man der Reihe 
nach fiir m die Angriffspunkte 1, 2, 3 der statisch unbestimmten 
Stiitzkrafte Xl X2 Xs' dann erhalt man die drei Gleichungen 

~l = ~lO + ~11 Xl + ~l2 X2 + ~lS XS, 1 
<52 = ~20 + <521 Xl + ~22 XI! + <52S XS, 1 
<53 = ~30 + ~3l Xl + ~S2 X" + ~3S Xs . 

(2) 

Stillschweigend haben wir bei den bisherigen Operationen an­
genommen, daB es zuUissig sei, den wirklichen Zustand in Teilzustande 
aufzulosen, die Einzelzustande fUr sich zu betrachten und dann die 
Ergebnisse zusammenzuzahlen. Das darf jedoch nur bei Giiltigkeit 
des Superpositionsgesetzes gemacht werden, de~ Gesetzes von der 
Zulassigkeit der Obereinanderlagerung verschiedener Spannungs­
zustande. Dieses gilt nun stets, wenn das Hookesche Gesetz und 
die Navier'sche Spannungshypothese geIten, was fUr die meisten 
Baustoffe genau oder wenigstens mit groBer Annaherung zutrifft. 
Bekannt ist, daB in Eisenbeton-Tragkorpern die Biegungsspannungen 
anderen als linearen Gesetzen folgen; daher sind fiir den Eisenbeton­
bau die hier entwickelten Theorien nur bedingt anzuwenden - eben 
nur so lange, als durch Versuche eine befriedigende Obereinstimmung 
zwischen Berechnung und wirklichem Verhalten nachgewiesen wird. 
Fiir den kontinuierlichen Trager aus Eisenbeton ist dieser Nachweis 
erbracht. 

Bei dem Trager nach Abb. 2 haben wir bisher beziiglich der 
Stiitzung noch keine Voraussetzungen gemacht. Die Stiitzen konnen 
nun in Wirklichkeit nachgiebig oder starr sein. Hat man es niit 
starren Stiitzen zu tun, wie es in der Praxis haufig der Fall sein 
wird, dann werden die Verschiebungen der Stiitzen 1, 2 und 3 
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und in dem Gleichungssystem (2) sind dann nur die GroBen X un­
bekannt, denn samtliche Verschiebungswerte b mit Doppelzeigern 
kann man am statisch bestimmten Hauptsystem berechnen. Wir er­
halten also zur Berechnung der unbekannten Stiitzendriicke X die 
Elastizitatsgleichungen 

1. 

2. 

3. 

bll Xl + ()12 X 2 + ()13 X3 _ - blO' 1 
()21 Xl + ()22 X 2 + ()23 X3 -- - ()20' J 
()31 Xl + ()32 X 2 + ()33 X3 = - b30 . 

(2 a) 

Die Werte blO' b20 , b30 nennt man die Belastungsglieder, wei I sie 
nur von der Belastung des statisch bestimmten Hauptsystems ab­
hangig sind. Bei der Untersuchung des Einflusses beweglicher 
Belastung pflegt man fUr diese Belastungsglieder zweckmaBig die 
folgende Bezeichnungsweise zu wahlen: Wirkt an einem Punkte m 
des statisch bestimmten Hauptsystems eine Einzellast Pm' so wird 
die Verschiebung b lO in diesem FaIle Pm·blm , wobei ()lm die Ver­
schiebung des Punktes 1 ist, die hervorgerufen wird durch eine im 
Punkte m wirkende Last 1 und im Sinne und in der Richtung von 
Pm gemessen wird. 

Greifen nun eine Reihe von Lasten Pm in beliebig vielen Punkten m 
an, so erhalten wir den Summenausdruck 

()IO = 2) Pm blm • 
Entsprechend wird 

()20 = 2) Pm ()2m und b30 = 2) Pm ()3m' 

Erweitern wir nun die Betrachtung von dem Sonderfalle des drei­
fach statisch unbestimmten Systems auf den allgemeinen Fall eines 
n-£ach statisch unbestimmten Tragwerks, dann konnen wir ent­
sprechend dem Gleichungssystem (2) ganz allgemein die n Elastizitats­
gleichungen anschreiben, wobei wir wieder die Glieder mit den un­
bekannten GroBen X auf die linke Seite bringen. AuBerdem wollen 
wir noch die Gleichungen (2) urn ein Glied erweitern, indem wir 
den EinfluB der Warmeanderungen hinzunehmen. Bezeichnet man 
mit ()l t den EinfluB, den eine Temperaturanderung urn t Grad auf 
die Durchbiegung des Querschnitts 1 (bei Stiitze 1) ausiibt, so lautet 
die erste der Gleichungen 

bl = ()IO + ()UXI + bl2 X 2 + b l3 X 3 + ()It· (2b) 

Entsprechend kommen in den beiden anderen Gleichungen der 
Gruppe 2 die Glieder b2t und b3t hinzu. Eine gleichmaBige Tem­
peraturanderung des kontinuierlichen Tragers ruft nun keine Zu­
satzspannungen hervor, wenn der Trager, wie hier stets vorausgesetzt 
wird, nur ein festes Auflager hat und aIle anderen beweglich sind. 
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Bei derartig gelagerten durchlaufenden Balken spielt nur der EinfluB 
einer ungleichmaBigen Erwarmung eine Rolle. 

Fiir das n-fach statisch unbestimmte Tragwerk - iibrigens gleich­
giiltig, ob es ein kontinuierlicher Trager oder ein anderes statisch 
unbestimmtes Tragwerk, wie Rahmen- oder Bogentrager usw. ist -
lauten demnach ganz allgemein die n Elastizitatsgleichungen zur Be­
rechnung der n statisch unbestimmten GraBen 

(1): 011 Xl + 012 X 2 + ... 0l,r-l Xr - 1 + 0lr X r 

+ 0l,r+1 Xr+1 + ... °1" X" = 01 - 010 -- 0lt' 

(2): 021 Xl + 022 X 2 + ... 02,r-1 X r - 1 + 02r Xr 

+02,r+1 X r+1 + ... 02"Xn =02 - 020 - 021' 

(r - 1): 

(r) : 0r1 Xl + 0r2 X 2 + ... 0r,r-1 X r - 1 + 0rrXr 

+ 0r"'+l X r +1 + ... 0rnXn = Or - OrO - 0rt' 

(r + 1): 0r+1,1 Xl + 0r+1,2 X 2 + ... 0r+1,r-1 X r- 1 + 0r+1,r X r 
+ 0r+1,r+1 X r+1 -t- ... 0r+1,n X n = 0r+1 - 0,'+1,0 - Or+1,t' 

(n - 1): 0n-1,1 Xl + 0"-1,2 X 2 + ... 0n-l,r-1 X r - 1 + 0n-l",Xr 

+On-1,r+1 X r+1 + "'On-l,n X " = 0n-1- 0n-1,0 - O"-l,t' 

Die Glieder der rechten Seite pflegt man bei allgemeinen Unter· 
suchungen auch haufig mit Zl Z2 ... Zr •.• Zn zu bezeichnen. Hervor­
gehoben sei noch, daB es in den vorstehenden Gleichungen ganz gleich­
giiltig ist, was als statisch unbestimmte GraBen gewahlt wird; es 
brauchen dies nicht nur Auflagerkrafte zu sein, wie es in dem be­
trachteten Sonderfall mit Riicksicht auf eine maglichst einfache Er­
lauterung geschah. 

Da nun dieses System von Elastizitatsgleichungen (3) haufig an­
geschrieben werden muE, so liegt das Bediirfnis fiir eine abgekiirzte 
und doch klare und verstandliche Bezeichnungsweise vor. 

So schreibt Miiller-Breslau neuerdings die Elastizitatsgleichungen 
in folgender Form an (Matrix-Form): 
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Xl I X2 I 
.. . 

I Xr I 
... 

I Xn 

1 Ju J12 
.. . J1r ... ! °In =Zl I 

2 J21 J22 · .. J2r ... 
I J2 n =Z2 (3a) . . ... . ... . .... ... . . ... .. . . . ...... 

r °,'1 Jr2 · .. Orr . .. °rn =Z r 
. . .. .. . ... . . .. ... . .... ... . . ...... 
n I °n1 °n2 · ., °nr ... °nn =Zn 

Auch werden wir in Zukunft die rote ElastizWitsgleichung in der 
folgenden Summenform scbreiben 

n 
(r) : 2; Jrk · X k = Zr' (3b) 

k=l 

wobei k ein beliebiger Zeiger ist, der der Reibe nach die Werte k = 1 
bis k = n annimmt. 

Fur das gesamte Gleichungssystem (4) kann auch das folgende 
kurze Symbol eingefiihrt werden 

n 
2;0ik,Xk=Zi (i=1,2 ... r ... n). (3c) 

k=l 

i variiert, liefert der Reihe nach die Zeilen des Gleichungssystems; 
k variiert, gibt die Indizes der ° innerhalb der Zeile. Fur i = r er­
MIt man die Gleichung (3 b). 

Hat man aus diesem System von Gleichungen die Unbekannten X 
bestimmt, dann erhalt man die wirklicben Auflagerkriifte, Querkrafte 
und Momente mit Hilfe der Gleichung (1). 

3. Die Berechnung der Verschiebnngen d'. 
Die Ermittlung der statisch unbestimmten GroBen X aus dem 

Gleichungssystem (3) ist erst moglich, wenn die einzelnen Verschie­
bungen ° berechnet sind. Zunachst bestimmen wir die Werte ° der 
linken Seite der Gleichungen (3), also die Beiwerte der GroBen X. 
Greifen wir irgendeinen Wert heraus, z. B. 1513 , so ist dieser Wert die 
Verschiebung des Punktes 1, hervorgerufen durch den Kraftezustand 
X3 = 1, also infolge der im Punkt 3 angreifenden Kraft 1. Ganz all­
gemein wollen wir die Zeiger von 15 mit i und k bezeichnen, dann 
ist 0ik die Verschiebung des Punktes i, hervorgerufen durch eine 
in k angreifende Kraft K = 1. 

Zur Ermittlung dieser Verschiebungen 0ik ziehen wir die Arbeits­
gleichung heran, die wir fur vollwandige Tragwerke in der Form 
anschreiben 

(4) 
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Die Arbeit einer in m angreifenden Kraft Pm ist Pm 'CJm, wobei 
nach Abb.4 CJm die Projektion der wirklichen Verschiebung mm' auf 
die Kraftrichtung ist. Diese Arbeit ist positiv, wenn Kraft und Ver­
schiebung denselben Pfeilsinn haben. Erstreckt man die Summe 

r(f"m 
I \ 

Pm ~ 
\ 

m' 
Abb.4. 

dieser Einzelarbeiten uber das ganze Kraftsystem X, 
dann erhalt man die Arbeit der auBeren Krafte 
auf der linken Seite der Gleichung (4). Nach dem 
Prinzip der virtuellen Verruckungen kann Kraftzustand 
und Verschiebungszustand verschieden voneinander 
angenommen werden; um das in Gleichung (4) auszu­
drucken, pfJ.egt man den Kraftzustand mit einem 

daruberliegenden, wagerechten Strich zu versehen. 
Da wir es bei den vorliegenden Aufgaben mit vollwandigen Trag­

werken zu tun haben, setzt sich die innere Arbeit auf der rechten 
Seite der Gl. (4) aus den einzelnen Anteilen infolge der Biegungs-, 
Normal- und Schubspannungen zusammen. Fur den Balken nach 
Abb. 1 verschwinden fur den gewohnlich vorliegenden Falllotrech ter 
Belastung die Normalkrafte und Normalspannungen, geben also keinen 
Beitrag zur inneren Arbeit. Der Anteil der Schubkriifte ist bei den 
ublichen Tragwerken erfahrungsgemaB sehr gering, so daB er bei prak­
tischen Rechnungen vernachlassigt zu werden pflegt. Es bleibt also 
nur der Anteil der Arbeit der Momente ubrig. Greift in irgendeinem 
Querschnitt des Tragers ein Biegungsmoment M an, so ist die innere 
Arbeit dieses Momentes das Produkt aus Moment und dem Dreh-
winkel dcp, den zwei Stabquerschnitte im Abstand dx nach der Form­

Abb.5. 

anderung miteinander bilden (Abb. 5). Aus der Biegungs­
lehre ergibt sich dieser Wert zu 

Mdx 
dcp = -EJ . 

Zahlt man die Arbeit fUr samtliche Querschnitte des 
Balkens zusammen, so erhalt man 

I - I-MdX Mdrp= M EJ . 

Wahlt man nun den virtuellen Kraftzustand Xi = 1 und be­
stimmt die Verschiebungen des Tragwerkes fur einen ebenfalls vir­
tuellen Zustand X k , was man schematisch folgendermaBen auszu­
drucken pflegt: 

Kraftzustand 
Xi= 1 

Verschiebungs­
zustand X k 
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so betragt die Arbeit der auBeren Krafte l·(jik. Denn am Trag­
werk wirkt nur die eine im Punkte i angreifende Kraft 1. Diese 
Kraft 1 ist mit der Verschiebung des Punktes i infolge des Zustan­
des Xk zu multiplizieren. Nach friiheren Festsetzungen erhalt daher 
die Verschiebung die Zeiger ik. Es sei hier nochmals hervorgehoben, 
daB nach der vorstehenden Definition der Arbeit fiir (jik nur die 
Projektion der aus dem Verschiebungszustand erhaltenen Verschie­
bung des Punktes i III bezug auf die Richtung der Kraft Xi zu 
nehmen ist. 

Wir machen hier die Voraussetzung, daB die Auflagerkrafte des 
statisch bestimmten Hauptsystems keinen Anteil zur auBeren Arbeit 
Hefern. Diese Voraussetzung kann man stets erfiillen, wenn man die 
Verschiebungen auf ein Koordinatensystem bezieht, dessen Abszissen­
achse durch die beiden Auflagergelenke dieses statisch bestimmten 
Hauptsystems, das ja beim durchlaufenden Balken ein Trager auf 
zwei Stiitzen ist, hindurchgeht. 

Der Kraftezustand Xi = 1 ruft Biegungsmomente Mi hervor; die 
Arbeit dieser Momente M; betragt 

J MidCfJk· 

Da nun der vom Verschiebungszustand X k abhangige Drehwinkel 

d M dx . 
CfJ k = k EJ 1St, 

so erhalt man 

(5) 

Wahlt man den Kraftzustand X k = 1 und den Verschiebungs­
zustand Xi' dann wird 

(jki= f MkdCfJi = f MkM, ~~. (5a) 

Da die rechten Seiten der Gleichungen (5) und (5a) gleich sind, 
erhalt man den bekannten Maxwell'schen Satz 

(jik = (jki· (6) 

Man kann also in den Elastizitatsgleichungen (3) die beiden Zeiger 
der (j-Werte miteinander vertauschen. 

Das ElastizitatsmaB E ist fiir .das ganze Tragwerk gewohnlich 
konstant, kann in diesem FaIle also vor das Integral gestellt werden. 
Das Tragheitsmoment Jist dagegen meist veranderlich. Fiir die 
praktischen Rechnungen ist es nun zweckmaBig, statt des im N enner 

stehenden Wertes J den Verhaltniswert ~c einzufiihren; man multi­

pIiziert zu dem Zweck die G1. (5) mit einem beliebigen, konstanten 
Tragheitsmoment Jc' iiber desser:t GroBe man von Fall zu Fall aus 
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praktischen Grunden entscheidet. Man arbeitet zweckmiiBig mit den 
EJc-fachen Verschiebungen bik und schreibt daher die Formel (5) 

EJcbik = f MiMkdX~~. (5 b) 

Fiir den Sonderfall k = i erhiilt man die Verschiebungen in der 
Hauptdiagonalen der quadratischen Matrix der Elastizitatsgleichungen 

EJcbii=JMi2dx~r. (5 c) 

Fiir die Verschiebungen der rechten Seite der Elastizitatsgleichungen 
b10 ' b20 , ••. , biO , ••• erhalt man ebenso 

EJcbiO = f MiMO dX~, (5d) 

wobei Mi aus dem Zustand Xi = 1, Mo aus dem Zustand X = 0 zu 
ermitteln ist. 

In praktischen Fallen kann haufig das Tragheitsmoment J iiber 
einer gewissen Strecke 1 des Tragers konstant angenommen werden, 
dann erhalt man fiir diese Strecke 1 

I 

EJcbik = ~J MiMk dx . 
o 

(5e) 

Sind nun fUr ein Tragwerk die Mi- und Mk -Flachen sowie die 

Verteilung der Tragheitsmomente, also der Wert ~"- bekannt, dann 

IaBt sich das Integral der Gl. (5) bestimmen. Bei spateren Anwen­
dungen wird der Fall nach Abb. 6 haufig eintreten; daher sollen fiir 

k;--l ",I 

Abb.6. 

diesen Fall geschlossene Formeln aufgestellt 
werden, auf die dann ofter zuriickgegriffen 
wird. 

1st nach Abb. 6 die Mi ~c-Flache belie­

big, die Mk -Flache dagegen trapezmrmig, 
also 

M ba, 
k=Tx=yx, 

dann erhalt man 
I I I 

J Mi~Mkdx=~f Mi~cXdX+ ~ J ~~x'dX. 
o 0 0 
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Die beiden Integrale auf der rechten Seite sind die statischen Mo­

mente der Mi ) - Flache in bezug auf den linken und rechten End-

punkt. Bezeichnet man den Inhalt der M) -Flache, die wir in Zu­

kunft die reduzierte Momentenflache nennen wollen, mit iY, 
dann ist 

I I 

f Mi)XdX=iYi~; f Mi) x' dx = iYi e . 
o o 

Demnach erhalt man 
I 

f MiMk )dX=iYi[~~+ ~ ~l 
o 

Der Klammerausdruck ist aber mit Riicksicht auf die Bezeichnung 
in Abb. 6 gleich der Ordinate 'YJk der Mk-Flache an der Stelle des 

Schwerpunktes Si der Mi ~.Flache, so daB 

I 

J M; Mk ) dx = iYi 'YJk • 
o 

(7) 

Mit Hilfe dieser allgemeinen Formel erhalt man fUr eImge haufig 
vorkommende Sonderfalle folgende Ausdriicke, wobei als Abkiirzung 

J 
I J = l' gesetzt wird: 

(7 a) 

(7 c) 
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Abl>.10. (7 d) 

Abb. 11. (7 e) 

J q 12 Jc 1st z. B. der Pfeil der Parabel M. --S. = - . - infolge gleichmliBig 
• J 8 J 

verteilter Belastung der cJffnung 1, dann wird 

I 

f J qP l' 
Mi Mk dx ; = ~ [Mkl + M{] , 

o 

4. Die Zahlen w. 

a) Die Zahlen wDund w.b. 
An einem Balken auf zwei Stutz en mit konstantem Tragheits­

moment greift am Auflager B ein Moment MB an (vgl. Abb. 12). 
Gesucht wird die BiegeIinie des Balkens infolge dieser Belastung. 

Abb.12. 

Die Auflagerkrafte des Balkens werden 

A=MB = -B. 
1 

Die MomentenHache ist ein Dreieck mit 
der gro.Bten Rohe MB iiber Auflager B. 

Will man nun die Biegelinie ermitteln, 
so mu.B man nach Mohr den einfachen 
Balken mit der reduzierten Momenten­
Hache belasten und zu dieser Belastungs­
Hache eine neue MomentenHache be­

stimmen. Reduzierte MomentenHache ist im vorliegenden Fall die 

M ~ - Flache. Die Durchbiegung fur einen Querschnitt m ermittelt 

sich also zu 

oder 

EJ 15 = -MB - - - . ll' . [x X3] 

c m 6 1 13 
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Die Biegelinie ist also eine kubische Parabel. Den Klammerwert 
bezeichnen wir nach Miiller-Breslau mit wD; der Zeiger D solI an­
deuten, daB der W -Wert aus einer Dreiecksbelastu~~ entstanden ist. 

---~-

x x3 

wD = T - IS (8) 

ist ein reiner Zahlwert und ist tabellarisch von Miiller-Breslau fUr 
x 

verschiedene Verhaltniswerbe T zusammengestellt worden 1). 

x~ 
I 
I 

Demnach ist 

ll' 
EJcJm = 6 MB · WD· (9) 

---lak-

$ 1 iT I I ~ 
~ 1 
rx-m·a,~x~m:.a~ 
I" L-n/a; :..1 

Abb.13. Abb.14. 

Wirkt am Auflager A des einfachen Balkens nach Abb. 13 das Mo­
ment MA , so erhiilt man entsprechend 

Mit 

wird 

x' x' 3 , 
---=WD 
~_J3 __ . ___ _ 

11' 
EJcJm = SMA· wiJ· 

~""="'-''''''';~' 

(10) 

(11) 

Bei Aufgaben der Praxis ist die Spannweite 1 des B(j,lkens ge­
wohnlich III eine bestimmte Anzahl gleicher Felder geteilt; vgl. 
Abb.14. 

Wird die Feldweite mit a bezeichnet, dann erhiilt man mit den 
Bezeichnungen der Abb.14 

m (m)3 
WD = -:;;; - -;- (8a) 

m' (m')3 wiJ = -;- - -;- . (lOa) 

1) Die Zahlenwerte OJD und OJ~ vgl. MiilIer-Breslau: Graph. Statik II, 2. 
Siehe auch Dritter Teil, Hilfstafel IX. 
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1st z. B. der Balken in 10 Felder geteilt, also n = 10, dann er­
hiilt man fur die einzelnen Knotenpunkte 1, 2, 3 .. ' der Reihe nach 
die Zahlen OJD und OJiJ nach dem Ansatz der Tafel 1-

Fur die ublichen Felderteilungen von n = 5 bis n = 20 konnen 
die Zahlen OJ D und OJ iJ der Hilfstafel IX dieses Buches entnommen 
werden. 

Tafel l. 

m m' wD w' 
D 

1 9 0,1 - 0,1 3 = 0,0990 0,9 - 0,93 = 0,1710 
2 8 0,2 - 0,23 = 0,1920 0,8 - 0,83 = 0,2880 
3 7 0,3 - 0,33 = 0,2730 0,7 - 0,73 = 0,3570 
4 6 0,4 - 0,43 = 0,3360 0,6 - 0,63 = 0,3840 
5 5 0,5 - 0,53 = 0,3750 0,5 - 0,53 = 0,3750 
6 4 0,6 - 0,63 = 0,3840 0,4 - 0,43 = 0,3360 
7 3 0,7 - 0,7" = 0,3570 0,3 - 0,33 - 0,2730 
8 2 0,8 - 0,83 = 0,2880 0,2 - 0,23 = 0,1920 
9 1 0,9 - 0,93 = 0,1710 0,1 - 0,13 = 0,0990 

SolI daher fUr den Belastungsfall nach Abb. 15 die Biegelinie 
unter Benutzung der OJiJ-Werte ermittelt werden, dann wird mit 
Rucksicht auf Gl. (11), wenn Jc = J gesetzt wird, 

tJMn f. B l'Jf£ -L ]f 
I I 1.0 L" also a.Ji -=- I -=== t m- Ime 2 

~' ~ 1M ,_ , bJi:rm-Linie m = 6 EJ A· OJD ~. 
UfO fu-J;J!1~ l2 -~-;7 - .---. I fl 6 E~ ist ein konstanter Wert. 

Abb. 10. Man erhalt die Biegelinie, indem man 
entweder jede der Tabelle entnommene OJiJ-Ordinate mit fl multi­
pliziert (Abb.15a), oder indem man die Multiplikation mit fl erst 
am SchluB der Rechnung vornimmt und die OJiJ-Linie unmittelbar 
als Biegelinie benutzt. Man pflegt in diesem Fall zu sagen, man 
arbeitet mit einer verzerrten Biegelillie; das Resultat wird mit 
Hilfe eines Multiplikators It erhaIten (Abb.15b). 

b) Die Zahlen roT und ro~. 

1st ein einfacher Balken nach Abb. 16 mit den Auflagermomenten 
MA und MB belastet, so besteht die Momentenflache aus einem Trapez. 
Losen wir dieses Trapez in zwei Dreiecke auf, dann laBt sich die 
Durchbiegung des Punktes m unter Berucksichtigung der Entwick­
lung en unter a) anschreiben (vgl. Gl. (9) und (11)) 

ll' ll' ll' 
EJc~m = 6 MBOJD + 6 MA OJiJ = 6[MB OJD + MA OJiJJ· 
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I M M I MA . d d st nun B > A, a so MB = ~ < 1, ann wir 

EJJ", = l~' MB [COD + icon]. 

Man setzt zur Abkiirzung 
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COD + icoD = coT, (12) 

wobei der Zeiger T andeutet, daB der Zahlwert co infolge einer 
Trapezbelastung entsteht. Dann erhalt man 

ll' 
EJc~m = 6MB. COT· (13) 

--_ !18.lc 
- J 

!~' 

Abb.16. 

1st MA > MB , also !: = i < 1, dann wird 

ll' 
EJc~m = aMACOT' 

wobei 
COT = co}; + iCOD 

ist. 

Abb.17. 

M Jc 
riB]" 

(13a) 

(12a) 

Bei der haufig vorliegenden Belastung nach Abb. 17 ist die 
Momentenflache ein verschranktes Trapez; dann wird 

ll' 
EJc~m = 6"" [MA COD - MB COD]. 

In diesem Fall hat man es also mit den Werten 

COT = COD - icon und 
, , . 

COT = COD -~COD 
zu tun. 

Bei der Berechnung von coT und COT kann man entweder die 
Zahlentafeln COD und COD benutzen 1), oder man kann die Werte COT 
und COT den graphischen Hilfstafeln von Dr.-Ing. Worch entnehmen 

1) Vgl. hierzu auch: Miiller-Breslau: Graph. Statik II, 2, S.42, wo fiir 
Trapezbelastung besondere Formeln aufgestellt sind. 
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(Beton und Eisen 1924), die als Hilfstafeln X am Ende dieses Buches 
dargestellt si-';ld. Die Benutzung dieser Nomogramme 1) zeigt Grund­
aufgabe 3. 

5. Die Einheitsparabeln. 
Bei der Darstellung der Momenten- und QuerkraftfHi,chen infolge 

Eigengewicht und gleichmaBig verteilter Nutzlast p spielen Parabel­
fIachen eine groBe Rolle. Beim Auftragen dieser Flachen kann man 
meist von den in Hilfstafel VIn zusammengestellten Ordinaten der 
Einheitsparabeln zweckmaBigen Gebrauch machen. 

a) Die Momentenparabel. 

Fur den einfachen Balken nach Abb. 18, der gleichmaBig mit q 
belastet ist, betragt das Angriffsmoment fUr den Querschnitt m 

Mm = ql x _ qx2 = !Lxx'. (14) 
2 2 2 

1st der Balken in eine beliebige Anzahl gleicher Felder geteilt, dann 
wird mit Rucksicht auf die Bezeichnungen der Abb. 18 

Da 

q a2 
M =-m·m'. 

m 2 

qa2 
-=c 

2 
ein konstanter Wert ist, wird 

Mm = c·m·m'. 

Fur die Tragermitte erhiilt man mit m = m' = ~ 
2 

(15) 

(16) 

(17) 

Die Gl. (16) und (17) zeigen, daB die Momentenflache durch eine 
Parabel begrenzt wird, deren Gr6Btordinate in Tragermitte entstehp. 
Soll nun die Parabelflache in der Mitte, also im Scheitel, die H6he 1 
erhalten, dann muB 

cn2 
1=--, 

4 
also 

4 
c=­

n2 

sein. Diese Parabel mit der Scheitelordinate 1 wollen wir die Mo­
menten-Einheitsparabel nennen, sie hat die Gleichung (Abb.19) 

(18) 

') An dieser Stelle sei schon hervorgehoben, daB sich auch der EinfluB 
unsymmetrischer Streckenbelastungmit Hilfe der Worch'schen Nomo­
gramme bequem untersuchen Hint. Ausfiihrliches hieriiber vgl. Grundaufgabe 6. 
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Sie ist also die Momentenflache fiir die Belastung q = fi' denn es 

mu13 sein 

(1 = n.a). 

Fiir die verschiedenen Felderzahlen von n = 5 bis n = 20 sind in 
Hilfstafel VIII die Ordinaten YM zusammengestellt. Die Gl. (18) 

laBt sich auch folgendermaBen schreiben 

YM = :2 men - m) = 4 [~ - (:YJ· (18 a) 

Fiihrt man nach Miiller-Breslau die 
Bezeichnung em 

WR=: - (:r, 
dann lautet Gl. (18a) auch 

YM = 4wR • 

(19) 

Abb. 19. 

Anwendungsbeispiele fUr die Darstellung von Momentenpara­
beln siehe Grundaufgabe 1 (Seite 115). 

b) Die Querkraftsparabel. 

Der einfache Balken ist nach Abb. 20 nur rechts vom Quer­
schnitt m belastet, dann ist die Querkraft 

,2 

Q -A-~- qa ,2 - - - m. 
m 21 2 n (20) 

Mit 
qa 
-=c 
2n 

(21) 

wird 
Q ,2 

m'= c·m . (22) Abb.20. 

Unter dem link en Auflager A entsteht infolge Vollbelastung der 
GroBtwert 

q1 
Qmax =2' (23) 

Aus Gl. (22) und (23) sieht man, daB die Qm-Flache eine Parabel 
ist, die ihren N ullpunkt in B nnd ihre groBte Ordinate in A hat. 
Wollen . wir eine Parabel darstellen, die in A die Ordinate 1 hat 
(die Querkrafts-Einheitsparabel), dann muB nach Gl. (23) sein 

q1 
-=1 
2 ' 

Kammer, Durchlaufende Trager. 2 
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also 

und nach Gl. (21) 

Die Grundlagen. 

2 
q=Z' 

qa 1 
c = 2 n = n2 ' 

Demnach lautet die Gleichung der Einheitsparabel, Abb.21, 

, _ (m')2 
YQ-. n . 

(24) 

(25) 

Fur eine Streckenbelastung nach Abb. 22 erhalt man eine Parabel 
mit der Ordinate 1 unter B mit der Gleichung 

(26) 

Fur Felderteilungen von n = 5 bis n = 20 sind die Ordinaten Y~ 
und YQ in Hilfstafel VIII zusammengestellt. 

Anwendungen dieser Einheitsparabeln siehe Grundaufgabe 1. 

Abb.21. Abb.22. 

6. Die Einflu6linien des statisch bestimmten 
Hauptsystems. 

Als statisch bestimmtes Hauptsystem werden wir fUr den durch­
laufenden Balken in den MittelOffnungen den Balken auf zwei Stutzen -
kurz der einfache Balken genannt - wahlen; in den Endoffnungen 
konnen auch Balken auf zwei Stiitzen mit Kragarmen vorkommen. 

Wandert ii.ber den Balken mit Kragarmen ~ach Abb.23 eine 
bewegliche Last P = 1, so ist der Auflagerdruck A, wenn die Last 
gerade im Abstand x und x' von den Auflagern steht, 

x' 
A=lZ . (27) 

Tragt man diesen Wert von A von einer beliebigen Nullinie aus jedes­
mal unter der betreffenden Laststellung auf, so Hegen die Endpunkte 
auf einer Geraden, der EinfluBlinie fiir den Auflagerdruck A, kurz 
die A-Linie genannt. Die Flache zwischen der A-Linie und der 
Nullinie heiBt die EinfluBflache fiir A. Die EinftuBlinie fur A ist 
nun am einfachsten aufzuzeichnen, indem man in A die Ordinate 1 
auftragt; in B liegt der Nullpunkt der Linie. Die A-Flache nach Abb. 23 
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hat positive und negati ve Beitragsstrecken, daher erhalt man bei verander­
!icher Nutzlast einen positiven und einen negativen Auflagerdruck A. 

Die B-Linie in Abb. 23 ergibt sich aus ahnlichen Betrachtungen 
mit HiIfe der Gleichung 

(28) 

Die EinfluBIinie der Querkraft fUr irgendeinen Querschnitt m 
gewinnt man aus der tJberlegung, daB, solange die Last 1 sich rechts 
vom Punkt m befindet, die Querkraft gleich dem AufIagerdruck A 
ist; also ist dort die Qm - Linie gleich der A -Linie. Rollt dagegen 
die Last 1 links von m, dann ist die Querkraft Qm = - B, also fUr 
den Balkenteil links von mist die Querkraftslinie gleich der B -Linie 

1 

1 
1 

mit negativem Vorzeichen (Abb. 24). 
m 

1 ~x-+-x' ~ I III 
I ,. __ 1 1 

I ., '_-n l· . I~~ l:£:::-== I ------=' <{m- Inte I ~ 
,+ 11 ~I 1 

1 1 1 I ~--I 1 1 
'I 1 1 i?----.... : 1 8-Linie 1 I 

~ 
1 1 !1m-Linie 1 

7J~11 . 

Abb.23. 

Die EinfluBlinie fur das Biegungsmoment Mm in dem beliebigen 
Querschnitt m im Abstand x und x' von den Auflagern liiBt sich 
wie folgt bestimmen. Befindet sich die Last 1 auf dem Teil des 
Balkens rechts von m, dann ist das Angriffsmoment 

Mm=A.x, (29) 
also ist die Mm-Linie gleich der mit x multiplizierten A-Linie. Sie 
ist durch eine Gerade gegeben, die unter A die Ordinate 1· x, unter 
B die Ordinate Null hat. Damit ist die Mm -Linie fur den Teil rechts 
von m bestimmt. Wandert dagegen die Last 1 auf dem links von m 
befindlichen Teil des Balkens, dann ist 

Mm = B·x', (30) 
dort gilt also die mit x' multiplizierte B -Linie als Mm -Linie 
(Abb. 24). Die Spitzenordinate 'YJs betragt 

xx' 
'YJ8=1-l-· (31) 

Die Endpunkte der Spitzenordinaten liegen, da die Gleichung qua­
dratisch ist, auf einer Parabel, der Spitzenkurve, die sich bequem 
mit Hilfe der Einheitsparabeln auftragen liiBt. 

2* 
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Raben zwei Balken von den Spannweiten 11 und 12 nach Abb. 25 
ein gemeinsames Lager 0, so setzt sich die Einfl uBlinie fur C 
aus der EinfluBlinie des rechten Au£lagers des Balkens 1 und der­
jenigen des linken Auflagers des Balkens 2 zusammen (Abb.25). 

Charakteristisch sowohl fUr die bisher entwickelten EinfluBlinien 
als auch ganz allgemein fUr aBe EinfluBlinien statisch bestimmter 
Tragwerke ist, daB sie sich aus geraden Linien zusammensetzen. 
Ihre Bestimmung erfolgt daher einfach durch das Auftragen einiger 
weniger Ordinaten. Bei statisch unbestimmten Tragwerken dagegen 
bestehen die EinfluBlinien aus Kurven bzw. Polygonzugen oder auch 
aus einer Kombination von geraden Linien, die vom statisch bestimmten 
Rauptsystem, und von Kurven, die von Biegelinien herruhren. Diese 
EinfluBlinien werden meistens punktweise ermittelt. In solchen Fallen 
erscheint es auch zweckmaBig, die Ordinaten der geraden Strecken 
ebenfalls fur die einzelnen Knotenpunkte in Tafelform zusammen­
zustellen. Gew6hnlich besteht der Balken aua n gleichen Feldern a. 
Zur Festlegung z. B. des linken Astes der· M-Flache nach Abb.26 

bestimmt man die Ordinate des Punktes 1 1')1 = ~, dann erhalt 

man der Reihe nach 

fur Knotenpunkt 2: 

" " 3: 

" " i: 
Fur den rechten Ast wird 

und 
, ., 

1')i = ~ 1').,-1' 

Abb.25. 

1')2 = 21')1' 
1')3 = 31')1 ' 

Abb.26. 

xx' a 
Da nun nach Gl. (31) 1')=l·-=-m.m', so wird 

S 1 n 
a , 

1') =-m 
1 n und 

a 
1')n-1=-m. n 

Ebenso berechnen sich die einzelnen Knotenpunktsordinaten der 
Querkraftsflache nach Abb. 26 bequem mit Rilfe der Werte 

1 1 
1')1 = n und 1')n-1 = n' 
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Noch eine EinfluBlinien-Aufgabe solI hier besprochen werden, die 
uns die spateren Betrachtungen erleichtern wird. Gesucht wird die 
EinfluBlinie fiir den Drehwinkel des Endquerschnittes A des ein­
fachen Balkens nach A'bb. 27. Infolge einer iiber den Balken wan­
dernden Last 1 wird sich der Trager durchbiegen. Die Tangente 
der Biegungslinie am linken Auflager A infolge der verschiedenen 
Laststellungen in den einzelnen Querschnitten m, also der Ausdruck 
~Am' ist der gesuchte Wert. Nach dem Begriff der EinfluBlinie muB 
nun dieser Wert von einer beliebigen Nullinie aus unter der jedes­
maligen Laststellung als Ordinate aufgetragen werden; die Verbin­
dungslinie der Endpunkte dieser Ordinaten ist die verlangte EinfluB­
linie. Diese Aufgabe laBt sich mit Hilfe des Maxwell'schen Satzes 
auf eine andere, friiher behandelte 
zuriickfiihren. Nach dem Maxwell­
schen Satz (vg1. G1. (6)) ist 

Abb.27. 

r: Hf/=1 m 
I1~L~B 
1~! 
a)~' I Omf/: 

I d;nXLil7iel, 
I I 

Abb.28. 

das heiBt in Worten: der Drehwinkel bei A infolge der in m 
wirkenden Last 1 ist gleich der Durchbiegung des Punktes m, hervor­
gerufen durch ein am linken Auflager wirkendes Moment MA = 1 
(Abb. 28a und b). Die Durchbiegung ~mA haben wir aber bereits be­
stimmt. Nach GI. (11) wird 

ll' 
EJc~mA= 6"W~' 

Fiir die verschiedenen Punkte m laBt sich der Wert W D der 
Hilfstafel IX sofort entnehmen. Die E Jc ~mA -Linie ist also gleich 

ll' 
der w~-Linie, deren OrdinatEm mit dem konstanten Faktor --

6 
zu multiplizieren sind, oder bequemer: man benutzt die w~-Linie 
als EinfluBlinie und multipliziert zum SchIuB nach der Auswertung 

ll' 
der Linie das erhaltene Resultat mit 6"' Man pflegt das kurz so 

auszudriicken: man verwendet die wil -Linie und versieht sie mit 

dem Multiplikator fh = ~. (Die Zahlenrechnung vgl. in Grundauf-
6 

gabe 2 a, Seite 120.) 
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II. Der Balken auf beliebig vielen Stiitzen mit 
veranderlichem Querschllitt. 

1. Die Dreimomentengleichungen. 
Es liege nach Abb. 29 ein vollwandiger Balken mit veranderlichem 

Querscbnitt tiber n + 1 Offnungen vor. Das System hat n Innen­
stiitzen, ist· also n-fach statisch unbestimmt. Zur Berechnung der 
n statisch unbestimmten GroBen dienen n Elastizitatsgleicbungen, die 
in der Form der Gl. (3) aufgestellt werden konnen. 

@watt! M ~aJ F' ~~~~~~~~9 ~~~~~~~~ 
/t-l1 $ :3' 

Ahb.29. 

Als statisch unbestimmte GroBen X wahlen wir aber nicht, wie 
in dem Einfiihrungsbeispiel im Abschnitt I, die Driicke der Innen­
stiitzen, weil wir bei solcher Wahl als statisch bestimmtes Haupt­
system (Zustand X = 0) einen Balken von der Spannweite A-B 
erhalten wiirden, also im vorliegenden Fall einen sehr langen Balken. 
Die Verschiebungen bik an diesem langen Trager wiirden sehr groBe 
Werte annehmen. Weiter wiirden bei dieser Wahl der Unbekannten 
aIle Verschiebungswerte (jik in den Elastizitatsgleichungen vorkommen, 
keiner wiirde zu Null werden. Bei der groBen Anzahl der Unbe­
kannten, also bei der groBen Anzahl der Gleichungen, wiirde die Auf­
losung eines sol chen Systems eine langwierige Arbeit sein. 

~k_t .......... l _~,,*,1 ----"WWIIll-~~fS!_-.....;: r--I$ t ~ 1 mIT! ~ 't-'JjJ! 1 ~i!"""!i!it!i!~/ 
~l1 "'1< [2---- '---L,."[· ~"H- _Ln-+---z/u-t-

Abb.30. 

Man geht daher bei solchen hochgradig unbestimmten Systemen 
darauf aus, die Wahl der Unbekannten so zu treffen, daB eine mog­
lichst groBe Anzahl von bik - Werten Null wird, und daB ferner das 
statisch bestimmte Hauptsystem keine zu groBen Verschiebungswerte 
liefert. 1m vorliegenden Fall ist nun folgende Wahl der Unbekannten 
zweckmaBig: Man fiihrt als statisch unbestimmte GroBen die 
Biegungsmomente tiber den Mittelstiitzen ein. Wir wahlen also 

Xl = Ml' X 2 = M2 , .,,' Xr = Mr,· '" Xn = Mn' (32) 
Fiir den Zustand X = ° sind die Momente iiber den Mittelstiitzen 
Null. Das statisch bestimmte Hauptsystem besteht also aus kurzen 
Einzelbalken nach Abb. 30, an denen die auBere Belastung angreift. 
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Bei dem Zustand Xl = Ml = 1 wirkt am statisch bestimmten 
Hauptsystem nur ein Moment 1 am Auflager 1 (Abb. 31). Am Auf­
lager 1 stoBen die beiden Balken mit den Spannweiten II und l2 zu­
sammen; diese beiden Balken werden von 
dem Moment MI in Mitleidenschaft gezogen, 
aber auch nur diese beiden, aIle anderen 
Balken des statisch bestimmten Haupt­
systems werden nicht beeinflul3t. So entsteht 
die MI-Flache nach Abb. 31. Ebenso sind Abb.31. 

fiir die beliebigen Stiitzen r - 2, r - 1, r, r + 1 die zugehorigen 
Momentenflachen Mr- 2 , Mr- l , Mr, Mr+l in Abb. 32 zusammengestellt. 

Von den n Elastizitatsgleichungen schreiben wir hier nur die r-te 
Gleichung an 

~rl Xl + ~r2 X 2 + ... + ~r. r-l X r- l + ~rrXr 
+~rr+IXr+1 +···+~rnXn=Zr· (33) 

I r-3 r-Z r-1 r r+1 rt2 I 

if=Lr_z=f:Lr_1 j~lr !t Lrt1~lrfZ~~ 
I~e I I I 
'~i'll 

I I .. I I I 
.I~III 
I~III 

I 
~:I ~~~ ______ ~1~+ __ ~~1 I 

I I ~.. I 
1~I1N1'laChel 

Abb.32. 
I 1 + I 

Die Beiwerte der X, also die Verschiebungen ~ik' berechnen sich nach 
der Formel (5 b) _ f J c 

EJc ~ik -- Mi Mk Jdx 

im vorliegenden FaIle wie folgt: 

EJc~r.r-'J =f MrMr- 2 dxJ' 

EJcfJr,r-1 = f MrMr_IdX), 

EJc~rr = f Mr2 dx ~, 
.EJc~r.r+1 = f MrMr+l dX ), 

EJc~r.rH = f MrMrHdxJ. 



24 Der Balken auf beIiebig vielen Stiitzen mit veranderlichem Querschnitt. 

Bei der Auswertung dieser Integrale sieht man, daB zum Beispiel 
in der Formel EJc'~r r-2 die Mr-Flache mit der Mr _2 -Flache zu kom­
binieren ist. Diese Flachen liegen aber in verschiedenen Offnungen 

(vgl. Abb. 32), daher ist der Beitrag zum Integral f Mr Mr- 2 dx ~ 
in allen Offnungen des Balkens gleich Null. Es wird also 

~r, r-2 = 0; 
aus demselben Grunde muE 

~ = ... ~ =~ =0 r, r-3 ",2 rl 
sein. Ebenso ist 

~r.r+2 = ~r,r+3 - .,. ~rn = O. 

Nur die drei Verschiebungen 

sind von Null verschieden; sie lassen sich nach Formel (35) bis (37) 
bestimmen, wie unter 2 gezeigt wird. 

Infolge der getroffenen Wahl der Unbekannten schrumpft also 
die rote Elastizitatsgleichung (33) zu einer dreigliedrigen GIeichung 
oder einer Dreimomentengleichung zusammen. Vertauschen wir 
noch nach dem Maxwell'schen Satz die Indizes in den ~-Werten, so 
lautet die rote Dreimomentengleichung 

2. Die Ermittlung der Verschiebungen d. 
a) Die Beiwerte Oik der statisch unbestimmten Gro.Ben X. 

(34) 

Es handelt sich umdie Bestimmung der Werte ~r-l,r' ~rr' 
~r+l r der r-ten Elastizitatsgleichung (34). Da wir es mit einem 
Balken mit veranderlichem Querschnitt zu tun haben, gehen wir 
zweckmaBig von den GIeichungen (5b) und (5c) aus 

EJc~ik = f MiMkdX~, 
E Jc ~ii = f Ml dx ~ . 

Dann wird 

EJc~r-l,r = f Mr_1·Mrdx ~. 
Abb. 33 zeigt, daB die Mr_1·Flache und die Mr-Flache sich nur 

in der Offnung lr iiberdecken, daB sich daher das Integral nur iiber 
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die Offnung lr erstreckt. Mit 
x' 

M = 1--1'-r-1 l 
r 

1, 1r 

wird EJJJr-1,r= f Mr~·t dx= ~fMr ~dX.xr'. 
o 0 
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Nun ist M,. ~a dx der in Abb. 33 schraffierte Streifen der reduzierten 

Mr-FHiche. Weiter ist Mr ~ dx· x/ das statische Moment dieses 

FIachenstreifens in bezug auf die Stiitze r. FaBt man also die 

Mr ~~ - Flache als Belastungsflache des statisch bestimmten Haupt­

systems auf, dann erhalt man den Auflagerdruck des so belasteten 
Balkens zu 1, 

(£,.-1, .. = ~ f M,. ~a dx.x/ (siehe Abb. 33). 
o 

Die Doppelzeiger von (£ bedeuten wieder: der erste Zeiger den Ort, 
namlich Stiitze r - 1, der zweite die Ursache, namlich Belastung 
durch die reduzierte Momentenfiache infolge M,. = 1. Es ergiht sich also 

1r 

EJa b,.-l,,. = (£,.-1,,. = ~.JM,.~ dx.x,.'. . ,. 
(35) 

o 
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Aus ahnlichen Betrachtungen erhiilt man 

11'+1 11'+1 

EJcbr+1,r =fMr+1 Mr dX 'J = ~fMr ~c dX'Xdl = (1d1,1" (36) 
1'+1 

o 0 

Das Integral 

erstreckt sich entsprechend der M1'·Fliiche iiber die beiden Offnungen 
Ir und 1"+1' Man erhiilt 

11' 11' + 1 

EJc5 =~fMJcdX'X+_1_fMJcdX'X:+1=(1. (37) 
c rr Zr l' J l' 11'+1 l' J 1'r 

o 0 

Die Formeln (35), (36) und (37) lassen sich durch eine Umformung 
weiter vereinfachen. In der Offnung 11' ist nach Abb. 34 

M _l x1' 
r- T' 

l' 

Fuhren wir dies en Wert in Gleichung (35) ein, so ergibt sich 
11' 

E J b = (1 = ~ f Jc x x' dx 
C 1'-1,1' 1'-1,1' 1/ J" l' • 

o 

Entsprechend erhiilt man, da in der Offnung 1r+! 

ist, 

und 

, 
M =1 Xr+1 

r Zr+1 

11'+1 

EJcbr +1 1'=(11'+1 r = z-i--f JJc Xr +1X:+1 dx 
, 'r+1 

o 

lr lr+ 1 

E J b - - 1 f Jc 2 d + 1 f Jc 2 d c r1' - (11''' - -12 JX" X [2' JXr+1 X. 
l' r+1 

o 0 

(35a) 

(36a) 

(37 a) 

Wegen des veriinderlichen Querschnitts innerhalb der einzelnen 
Offnungen wird man diese b, k - Werte in der Weise ermitteln, daB 
man zunachst das Integral der reduzierten Momentenflache durch 
die Summe einzelner Teilflachen ersetzt. Man teilt zu diesem Zweck 
die Offnung in einzelne senkrechte Streifen entsprechend der Feld· 
weite bzw. Quertriigerteilung a. In jedem der Teilpunkte lassen wir 

d· W x1' Jc b X,.+1 Jc 'f S' Ie erte w,. = ar T' J zw. W r + 1 = ar +1 -1- J angrm en. Ie 

r 1'+1 
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stellen den Inhalt der beiden an den Teilpunkt anstoBenden Streifen­
hiilften dar (vgl. Abb. 34). 

Bei einer :Feldteilung Zr = nr · ar bzw. Zr+! = nr+! ar+! sind also 
in ganzen in jeder 0ffnung n - 1 solcher Werte w vorhanden. In 
den Endfe1dern ergeben sich bei dieser Eintei1ung der reduzierten 
Momentenflache allerdings 
kleine Restflachen von der 

Breite ~ bzw. ad1 . Sie 
2 2 

sind in Abb. 34 durch dop­
pelte Schraffur kennt1ich 
gemacht. Ihr EinfluB ist 
jedoch belanglos und kann 
vernachlassigt werden, ohne 
daB die Genauigkeit der 
Rechnung beeintrachtigt 
wird. 

Durch Einfiihrung der 

W xrJr erte w = a .--
r r Zr J 

d xr + 1 Jc Abb.34. 
un wr +1 • ar +1 -Z- J 

r+1 
ergeben sich dann aus den Gleichungen (35'a), (36a) und (37a) fo1-
gende Forme1n: n -1 

EJc br - 1,r = .l; Wr x/ . 
1'=1 r 

Setzt man mit Riicksicht auf die Bezeichnungen der Abb. 34 

dann wird 
n -J 

ar ~ J c , 
EJc br - 1 ,r = (£r-1,r = n 2 .LJ J mr mr • 

r 1'=1 

In gleicher Weise erhiilt man 

(35 b) 

nr-l nr+1-1 

EJ s . __ IT' _ "\"w xr +1 =ar + 1 "\,,Jcm m'.J- (36b) 
c Ur+l,r - I!!-r+1,r -.L..,; r+1 Z n 2 .L..,; J r+l r ,1 

1'=1 r+1 1'+1 1'=1 

und 

(37b) 
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Fiihrt man nun fiir die viel vorkommenden Summen die Abkiirzungen 

(38) 

ein, dann wird 

(35c) 

E Jc ~r+l r = ~r+1 r = ar : 1 fr +1' (36c) • • nr+l 

Liegt innerhalb der Offnungen eine symmetrische Querschnitts­
anordnung vor, dann braucht man die SummenbiIdung der Werte r.. 
und f1'+1 nur fiir die halhe Offnung durchzufiihren und diese Werte 
zu verdoppeln. 

b) Das Belastungsglied Z ... 

a) EinfluB der auBeren, standigen oder heweglichen 
Belastung. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

I I I . I Lrt1 I I 
~/1,-"Z'!'''1 I + I ~l,O 'yie I 

I ' , "I I 
Zr:",=mrt1 tL rt1 I 

Wir betrachten zu­
nachst den EinfluB einer 
standigen Belastung. 
Das Belastungsglied der 
r - ten EIastizitatsgIei­
chung lautet nach Gl. (3) 

Zr = ~r - ~rO - ~rt (39) 

= ~r-~Pm~rm-~rt' 

In dieser Gleichung ist 
~r der EinfluB derStiitzen­
verschiebung; dieserwird 
spater unter {J) unter-. 
sucht werden. Den Ein­
fluB der standigen Be­
Iastung gibt uns das 

.f I lLrl I Ji: GI' d.i "h d d' roJ~t .) WrtwHrt1,oyfLrl-7 Ie U •• II , wa ren Ie 
a?l,am rt1,o 4rtk ISh 'b' . ~ p ~ 

I I C reI weIse tI, rm 
t-~~I.&._.&.I""'-'*"..&..lIOOl..&.lI..&..l~~----I fiir EinfluBlinienunter-

suchung gewahIt wird, 
Da wir bisher mit den 

Abb.35. E· Jc - fachen Verschie­
bungen gearbeitet hahen, so geschieht es auch hier, Wir ermitteln also 

EJc~rO . f MrMO ~ dx. (40) 
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Mit Riicksicht auf Abb.35 wird 
1, i, + 1 

E JJJrO = f ~Wr M,·o ~ dx + f Mr Mr+1,O '; dx 
o 0 

oder 
1, 1r + 1 

EJcb,.o= ~fMro~'"-Xrdx+~fllfr+1'O 'JX:+1dX. (41) 
r r+1 o 0 

Die beiden Glieder geben zusammen wieder den Auflagerdruck infolge 
der reduzierten Mo -Flache 
als Belastungsflache; also I I I 
Bei b:ri~~~~Overa~~~rli~::~ ~~:~1 ?ZjbniZ<?2~j~zZZ:i??Z,*~/::z!:z;~'zz~?l»t1lW~~f~9f!!!Yf~!!lJ~flrt1 
Querschnitt wird in der ~~1' '" I E ~1'f1 I 
linken Offnung der Flachen-:~I 
in halt eines Streifens der II ~ 110-Floche 

reduzierten Mo-Flache .~ 

M Jc I I I I 
wrO = 1'0 Jar' I 1'0 I J,';f1.! 

I 'I 
III der re.chten Offnung I *.;; I I1r f'1,OT I 110 ·j-Floche 

M Jc 
w1' +1,o= 1'+1,OJ a1'+1? 

Abb.36. 

man erhalt demnach 

Liegt symmetrische Belastung in den einzelnen Offnungen vor 
und ist auch die Querschnittsanordnung des Balkens symmetrisch 
zur Mitte der Offnungen l1' bzw. l1'+1 (vgl. Abb. 36), dann vereinfachen 
sich die vorstehenden Gleichungen zu 

EJ,~,. ~ ! [5 M" Y dx +r~'H.,~dX 1 
o 0 

EJcbro = Htrro + tr1'+1,O]; (42) 

Hierin sind trro und tr r +1,o die Flacheninhalte der reduzierten 
Momentenflache in den Offnungen l1' und l1'+1' 
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Fur den Sonderfall einer gIeichmaBig verteilten Belastung qr in 
der Offnung 1r wird 

1 
M --qxx" rO - 2 r r r' 

Mit Rucksicht auf Gl. (38) ist dann 

(43) 

Die Untersuchung des Einflusses der beweglichen Belastung 
erfolgt am ubersichtlichsten mit Hilfe von EinfluBlinien: Das Be­
lastungsglied lautet in diesem FaIle 

Z = - "Pb = - "P b . r ..:::.; m rm ..::...; m mr 

Fur eine wandernde Einzellast P = 1 ist 

Zr = - bmr . (44) 

bmr ist nun die Verschiebung des Querschnittes m infolge des Zu­
standes Xr = 1. Nach Mohr findet man die Durchbiegungen EJcbm,.) 

indem man die reduzierte Momentenflache - Mr ~c - als Belastungs­

flache auffaBt und hierzu nochmals die Momentenflache ermittelt 
(Abb. 37). Beikonstanter Feldweite a in den einzelnen Offnungen 
bestimmt man die Streifenkriifte wr und wr+1 und ermittelt hierzu 
durch Zeichnung oder Rechnung die neue Momentenflache. Auf rech­

--~c<--lrt1~ 

Jrl 
!1r ..£ I J, 

J !1r f -F/iiche 
~~~~----~-----4~--~ 

Abb.37. 

nerischem Wege erhalt man 
die Momente am bequem­
sten aus der bekannten Be-
ziehung 

dM AM 
Q". = a:x= Ax 

Mm - Mm- 1 

am 
Es wird also 

Mm = Mm- 1 + am Qm (45) 
(vgI. Grundaufgabe 1 c). 

Die so ermittelte Momep.ten­
flache ist EinfluBflache fur 
die Verschiebungen E J c b m r' 

Da sich nun die Mr Y -Flache nach Abb. 37 nur auf die beiden 

an r anstoBenden Offnungen erstreckt, so geht auch die E J c bmr -
Flache nur uber die Offnungen 1r und lr+1; daher hat eine Belastung 
auBerhalb lr und lr+l auf bmr und damit auf Zr keinen EinfluB. 
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Die untenstehende Tafel 2 gibt die Werte Z fUr den mittleren 
r-ten Bereich des Balkens an, wenn eine veranderliche EinzelJast 1 
in den verschiedenen Offnungen steht. 

Tafel 2. 

Einzellast 1 in den Offnungen 

Zr-l = 

Zr = 

Zr+l = 

-~mtT-l -c5m,r-l 

- -<5mr 

fJ) EinfluB beobachteter Stiitzenverschiebungen. 

Zu Beginn unserer theoretischen Betrachtungen haben wir die Vor­
aussetzung gemacht, daB der durchlaufende Balken auf starren 
Stiitzen aufruhen mage. 1m Gegensatz hierzu steht der Balken auf 
elastischen Stiitzen, bei dem sich die Auflagerpunkte des Balkens 
bei jeder Belastung eben infolge des elastischen Verhaltens der 
Stiitzung verschieben werden. Solche elastische Stiitzung Jiegt z. B. 
vor bei Balken auf hohen Pfeilern oder Stiitzen oder bei Schiff­
briicken. In diesen Betrachtungen wollen wir die elastischen 
Stiitzenbewegungen ausschlieBen, uns also auf Trager mit starren 
Stiitzen beschranken. Nun kann es aber auch bei einem solchen 
Balken auf starren Stiitzen vorkommen, daB sich nachtraglich das 
eine oder andere Auflager verschiebt, daB also eine beobachtete 
Stiitzenverschiebung auftritt. Das kann z. B. auf einem Fehler der 
Auflagerkonstruktion beruhen, der 
Boden unter den Fundamenten kann 
nachgeben oder es kann sonst irgend­
eine Ursache hierfiir auftreten. Nun 
ist die Frage zu untersuchen, wel­
chen EinfluB eine solche zufallig 
beobachtete Stiitzenverschiebung 
auf die Beanspruchungen des Tra­
gers ausiibt. 

Abb.38. 

Wir nehmen an, daB sich die Stiitzen r - 1, r und r + 1 infolge 
der Nachgiebigkeit der Widerlager urn Yr - 1 , Yr und Yr +1 gesenkt 
haben. Infolge dieser Stiitzenverschiebungen ermittelt sich nach 
Abb. 38 der Drehwinkel Jr , den die Endquerschnitte der an der 
Stiitze r zusammenstoBenden Balken bilden, aus der geometrischen 
Beziehung 

zu J = Y I 'r + ,.-+ 1 
r r 1.1 . 

r r+l 
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Bei dieser Betrachtung beschranken wir uns auf sehr kleine Ver­
schiebungen. 

Nun ist 
'~+1 ~ 

Yr = Yr - Yr-l 1 + 1 - Yr+11 + l' , r r+l r r+l 

~ = Yr - Yr-1. + Yr - Yr+1 • 

r 1r 1r+l 
(46) 

Da bish~r stets mit den EJc~-Werten gerechnet wurde, muB man 
auch hier ebenfalls den Wert EJc ~r bilden und in die Elastizitiits­
gleichungen einsetzen. 

,,) EinfluB ungleichmaBiger Warmeanderungen. 

Das Glied ~rt in G1. (3) bestimmt man wie folgt: Herrscht in 
der oberen Faser des Querschnitts eine Temperatur to' in der unteren 

tu > to' wird ferner angenommen, daB der 
~.:,.r-~1 __ -r11-1 __ ...... ·~7'~1 Warmeausgleich zwischen diesen beiden 
€.r~ ta I Fasern geradlinig erfolgt, so werden zwei 

Abb.39. 

Abb.40. 

urspriinglich parallele Querschnitte im Ab­
stande dx voneinander nach der Warme­
anderung schrag zueinander stehen, und 
zwar unter dem Winkel 

d e(tu - to)dx 
CPt = , 

h., 
wobei h., die Querschnittshohe an der Stelle 
x und e die Warmeausdehnungszahl bedeu­
tet (Abb. 39 und 40). 

Fiir den Kraftezustand Xr = 1 und den Verschiebungszustand 
infolge der Warmeanderung erhiilt man aus der Arbeitsgleichung die 
Beziehung 

l·~rt=f Mrdcpt= f Mr e(t\x to)dx. 

1st der WarmeeinBuB fiir die ganze Triigerliinge gleichmiiBig, so 
kann der konstante Teil e (tu - to) vor das Integral gezogen werden. 
Arbeitet man ferner mit Riicksicht auf die friiheren Entwicklungen 
mit den E Jc - fachen Verschiebungen, dann ist 

EJc~rt = eEJc(tu - tJ f ~ dx. (47) 



Die Auflosung der Dreimomentengleichungen. 33 

3. Die Anflosnng der Dreimomentengleichnngen. 
a) Auflosung mit HiIfe von· Determinanten. 

Bei vielen Untersuchungen in del' Praxis ist es zweckmaBig, fiir die 
Belastungsglieder Z del' rechten Seite zunachst noch nicht die Zahlen­
werte einzusetzen und die Gleichungen mit diesen aufzulosen, son­
dern vorerst die allgemeine Bezeichnung Z in der Au£losung zu 
lassen. Das hangt damit zusammen, daB man gewohnIich mehrere 
Belastungsfalle zu untersuchen hat. Man wird nun nicht fiir jeden 
Lastzustand die Gleichungen immer von neuem auflosen, sondern 
nul' einmal die Gleichungen ganz allgemein losen und dann del' Reihe 
nach in diese Au£losungen die einzelnen Lastzustande einsetzen. 

Fiir den z w e if a c h statisch unbestimmten Balken iiber drei Off­
nungen erhalt man die beiden Gleichungen 

1511 Xl + 1512 X2 = Zl ' 

1521 Xl + ~22 X2 = Z2 . 

Setzt man zur Abkiirzung die Nennerdeterminante 

1 1511 1512 1 = 1511 ~22 - 15;2 = LI 
~21 ~22 

dann erhalt man fiir die beiden Unbekannten Xl und X2 die 
Losungen 

X = ~ 1 Zl ~121 = ~22 Z - ~12 Z 
1 LI Zb LI 1 LI 2' 

2 22 

X = ~ I bH Z 1 \ = - 1521 Z + 1511 Z . 
2 LlbZ Lll Ll2 21 2 

Man pflegt nun nach Miiller-Breslau die Beiwerte von Z mit fJ zu 
bezeicbnen; dann haben die vorstehenden Gleichungen die allgemeine 
Form 

Xl = fJu Z1 + fJ12 Z2 } 
X2 = fJ21 Z2 + fJ22 Z2 

odeI' symbolisch geschrieben 

X1 = 
X2= 

Zl 

fJ11 
fJ21 

fJ12 

fJ22 

(48) 

(V gl. hierzu die ahnliche, symbolische Schreibweise del' Elastizitats­
gleichungen auf Seite 7.) 

Kammer, Durchlaufende Trager. 3 
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Fiir den dreifach statisch unbestimmten Balken iiber vier Off­
nungen lauten die Dreimomentengleichungen: 

()11 Xl + ()l2 X2 = Zl' 

()2l Xl + ()22 X2 + ()23 X3 = Z2' 
()32 X2 + ()33 X3 = Za . 

Die N ennerdeterminante dieses Gleichungssystems wird 

()11 ()l2 0 

LI = ()21 ()22 ()23 = ()11 [()22 ()33 - ()i3] - ():2 ()33 . 

o ()32 ()33 

Man erhii.lt dann die Unbekannten 

Zl ()12 0 

Z2 ()22 ()23 

Za ()S2 ()33 

also wieder die Form 

Xl = f311 Zl + f3l2 Z2 + f3I3 Z3 

()11 Zl 0 
.Il = _ ()21 ()3a Z + ()11 ()as Z _ ()11 ()23 Z 

()2I Z2 U 23 LI 1 LI 2 LI 3 

o Za ()a3 

X2 = f321 Zl + f322 Z2 + f32a Za 

()11 ()12 Zl 

()21 ()22 Z2 
o ()a2Za 

Xa = f3Sl Zl + f332 Z2 + f3a3 Za . 

Wir fiihren noch folgende Abkiirzungen fiir die Unterdetermi-
nanten ein: 

Lll = ()22 ()S3 - ();3 

Ll2 = ()11 ()3S 

LIs = ()11 ()22 - ():2 

und schreiben die AuflOsungen der Unbekannten wieder in der sym­
bolischen Form 

Zl Z2 Zs 

X= 1 f311 f3I2 f3I3 (49) 
X2 = f321 f322 f323 
X3= f33l f332 f333 
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fJl2 = fJ21 
fJl3 = fJal 
fJ23 == fJa2 
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ist, geniigt es, nur die eine Halfte der fJ -Tafel zu berechnen, und 
zwarden oberhalb oder unterhalb von der Hauptdiagonalen gelegenen 
Teil. . Es entsteht so die folgende fJ-Tafel fur den Balken iiber 
vier Offnungen: 

fJ-Tafel. 

1 2 3 

1 Lli c512 c533 c5 l2 c523 
LI --Ll- LI 

Ll2 _ 011 c523 
2 LI LI 

3 Ll3 
LI 

In der vorstehenden Weise lassen sich Systeme von vier Dreimomenten­
gleichungen und mehr iibersichtlich mit Hilfe von Determinanten 
auflosen; vgl. hierzu die in den Hilfstafeln zusammengestellten 
Werte unter 4a) und 4b)_ 

Bei einer groBeren Zahl von Gleichungen fuhrt jedoch ein von 
Miiller-Breslau angegebenes Verfahren zur Ermittlung der ,a-Tafel 
bequemer zum Ziel. Bevor wir uns mit diesem Verfahren befassen, 
bei dem ganz allgemein die Auflosung von n Dreimomentengleichungen 
mit Hilfe von Kettenrechnungen durchgefiihrt wird (vgl. unter c)), 
solI zunachst einiges tiber die Festpunkte des kontinuierlichen 
Balkens besprochen werden. 

b) Die rechnerische Ermittelung der Festpunkte l ). 

Wir wollen zunachst von 
dem in Abb. 41 dargestellten 
Sonderfall ausgehen. Ein 
Balken iiber drei Offnungen 
mit iiberkragenden Enden 
sei nur auf dem rechten 
Kragarm belastet. Der Bal­
kenquerschnitt sei beliebig 
veranderlich. Das rechte 
nommene Belastung 

I '+ ./ rat+-bz----1 ~l--b3---J 
Abb.41. 

Stiitzenmoment betragt fur die ange-

') Beziiglich der Bezeichnungder Festpunktsabstande vgl. die Fui3note auf S.l 03. 
3* 
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Die Elastizitatsgleichungen des zweifach statisch unbestimmten 
Systems lauten 

(1) bllXl+bI2X2=ZI' 

(2) 1521 Xl + 1522 X~ = Z2' 

Nun ist 1m vorliegenden FaIle 

ZI = -1501 =0, 

weil die Mo -Flache in den unbelasteten Offnungen 11 und 12 des 
statisch bestimmten Rauptsystems Null ist. In der Offnung 13 ist 
die Mo-Flii.che ein Dreieck mit der Rohe MB tiber dem Auflager B. 
Da nun der Zustand MB = 1 in der Offnung 13 ebenfalls eine drei­
eckige Momentenfiache, jedoch mit der Ordinate 1 tiber B, liefert, 
so kann man schreiben: 

Z2 = - 1502 = - b2B ,MB, 

Ftir die einzelnen Verschiebungswerte (vgl. Abb. 42) erhiilt man: 

wird 

also 

EJA1 =f M12dX~; EJcb12 = f M1M2dX~=EJcb'J1' 
EJcb22 = f M22 dx ~; EJcb2B = f M2 MBdx ~. 

Abb.42. 

Die Momente M1, M2 , M B 
entsprechen den Zustanden 
Ml = 1; M2 = 1; M B = 1 
und sind aus Abb. 42 er­
sichtlich. 

~1 Zuslundl1rt1 

Die Gleichung (1) 
liefert, weil ZI = 0, 

_ 1512 - • 
X 1 - - 'r X2 - - P,I X 9' 

11 

dieser Wert in die zweite Gleichung eingesetzt, dann erhalt man 

[- P,l b21 + 1522] X2 .= - b2B.MB' 

b2B 
X 2 = - _ 15 + 15 MB = - P,2 MB . 

PI 21 22 

PI und P,2 sind konstante Groll en, die sich aus den 15 -Werten er­
mitteln lassen; sie sind unabhangig von der aulleren Belastung. 
Die Momentenfiache in der Offnung 13 (vgl. Abb. 43) ist geradlinig, 
weil keine aullere Last in der Offnung 13 angreift; sie ist also durch 
die Sttitzenmomente MB und X 2 bestimmt. Der Nullpunkt der 
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Momentenfliiehe in der Offnung l3 ist dureh die Beziehung: festgelegt 

a~ X 2 

T=-IF =tt2' 
3 B 

Ebenso erbiilt man fUr die Offnung l2 

a2 Xl 
X =ttl' b2 2 

Da nun die Zablen tt2 und ttl konstant sind - denn sie hangen ja 

nieht von der Belastung ab -, so ist aueh das Verhaltnis a3 und a2 
b3 b2 

konstant; die N ullpunkte der Momentenflaehe L3 und L2 bleiben 
daher stets dieselben, welehe GroBe aueh die Belastung des reehten 
Kragarmes annehmen mag. Sie sind fUr einen gegebenen Trager ein 
fiir allemal festliegende Punkte und werden deshalb Fe s t pun k t e 
oder Fixpunkte genannt. Der Festpunkt Ls liiBt sieh nun wie 
folgt bestimmen. Es ist AlB 

?f # $ 
~LI > 1< L2 lJ---------+l 
I 1 1 
1 1 

ist, so wird I X,'I1, 1-#1 Xz 

oder Abb.43. 

b3 = 1 ; tt2 . ll-t!o;A~ __ .,1~ ____ ~2 ___ ~B_ 
D h b . Lb' II~ A A ~ ure 31St 3 est1mmt; I I -"'~""'I <e-----Lz ¥ lr4 
ebenso wird L2 festgelegt t : 

dureh die Strecke R 

1 , I, + b' I ,I 
~b,----ia,fE-'- ,---1 a2 f-c---

Abb.44. 

Die Punkte L2 und L3 heiBen die linken Festpunkte. 
Auf Grund iibnlieher Betraehtungen liiBt sieh naeh Abb. 44 die 

Momentenflaebe infolge einer Belastung des link en Kragarmes be­
stimmen. In diesem FaIle geht die Verbindungslinie der Stiitzen­
momente dureh die fest en Punkte RI und R2 , die rechten Fest­
punkte des Balkens. 

Die vorstehenden Uberlegungen lassen sieh nun leieht verall­
gemeinern auf den Balken mit n + 1 Stiitzen (Abb.45). AIle Off­
nungen links von r seien unbelastet, dagegen seien eine oder auch 
beliebig viele Offnungen reehts von r belastet. Fiir diese reehts 
von r liegende Belastung sei das Stiitzenmoment X,. = M,. ermittelt. 
Wir sehreiben nun die Elastizitatsgleiehungen von der linken Stiitze 
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anfangend bis zm; Offnung lr-1 an und beachten, daB die Belastungs­
glieder dieser Gleichungen Null sein miissen, weil ja keine iiuBere 
Belastung links von 1r vorhanden ist. 

,q 1 2 
II 

r-1 r! 
I I ! ~1 4' ;t $ ~Lr ,i r--L1 Lz~ II 

I II Lr+1 
I I I II I I I 

II - Xr-Hr 
I I Lz d 

+" 
, cd 

Abb.45. 

X ~23 X X . 
'2 = - J J 3 = - 11,2 3' 

22 - f l 1 21 

X - <lr -1, r X _. _ X . 
r-1 - -. • r- fl"-1 r' 

Ur-l. r-l - fl-r-2 Ur-l. r-2 

br - t , r 
fl r -1=J <l 

r-l, r-l - !-lr-2 1'-1, T-2 

Wir driicken nun, wie in dem vorher behandelten Sonderfall, mit 
Gleichung (1) anfangend, Xl durch X2 aus, dann in der zweiten 
Gleichung X 2 durch Xa und so fortlaufend X r - 1 durch X r . So er­
halten wir der Reihe nach die festen Zahlen fl1 fl2 ••• fl r -1 und finden 
wieder, daB in den unbelasteten Offnungen links von r die Stiitzen­
momente sich wie die fest en Zahlen fl verhalten, also die Begren­
zungslinien der Momentenflachen durch festliegende N ullpunkte hin­
durchgehen. Diese festen Punkte L lassen sich nun allgemein leicht 

-- ark--br~ 
I I 

Abb.46. 

durch die Zahlen fl bestimmen. 
Aua Abb. 46 erhiilt man fiir eine 

beliebige Offnung 1r 
b =l -a. r r r 

a 
Da nun flr-l = t, also ar = flr-l b,. 

r 
ist, so wird 

br = 1,. - flr -1 br , 

1 b = __ r __ ; 

r 1+flr -1 
also (50) 

hierin ist 

fl r -1 = ~ ~. 
u r - I , r-l - !1r -2 Ur-I, r-2 

(51 ) 
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Betrachten wir nuil einen Trager, der links von der Stiitze r - 1 
irgendwie belastet ist (Abb. 47), dagegen rechts von r - 1 unbelastet 
ist, so lauten die Dreimomentengleichungen von dem rechten Ende 
angefangen: 

r rt1 n-1 n 8 

i ~rf11f Czn ~ lnft={ 
I I I I 

=0 I 
~ 

(n - 1) b,,-1,n-2Xn-2+bn-1,n-1 X n- 1 
+ bn-1,nXn = 0 

(r + 1) br+1,rX r + br+1,r+1 Xr+1 

+ br+1,r+2XrH = 0 

')b X +b X \f r, r-l r-l rr r 

+ b,., r+l X r + 1 = 0 

I I I I I I 

L 
.1;.+ 

Rn, 1,- I 

Abb.47. 

X ~".n-1 X 'X, n = - ~~~- ,,-1 = - fln n-1' 
nn 

, ~n. n-1 fl =-_ .. 
n ~nn 

X = ,,-1 
~n-l.n-2 X 'X, 

• _" n-2=-fln-l n-2' 
Un - 1• n-l !in Un-l,n 

I dn-l,n-iJ 
fln-1 = • ,. 

U n - 1 • n - 1 -f1n Un - 1 • ft 

Wir driicken in vorstehendem Ansatz wieder der Reihe nach Xn durch 
X n- 1, dann X n - 1 durch X n - 2 und so fort bis Xr durch X r - 1 aus 
und erhalten die Zahlen fln', fl~-l ... fl:, die zur Bestimmung der 
rechten Festpunkte dienen. N ach Abb. 46 wird 

b/ = lr - a/ = lr - br' fl/, 
also 

(52) 

wobei 

fl r' = br,r-l (53) 
brr - fl:+1 br, r+1 

Mit Hilfe der Formeln (50) bis (53) kann man fortlaufend, vom 
linken Auflager anfangend, die Hnken Festpunkte L, und vom rechten 
Auflager aus die rechten Festpunkte R bestimmen. Der Festpunkt Ll 
faUt mit dem Auflagerpunkt A, der Festpunkt Rn+! mit B zusammen. 
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1st nur die Offnung lr eines beliebigen Tragers nach Abb. 48 be­
lastet und hat man die anstoBenden Stiitzenmomente Mr- 1 und Mr 
ermittelt, so kann man mit Hilfe der Festpunkte die ganze Momenten­
flache darstellen. 

In den Endoffnungen II und In+1 erhalt man, wenn die Momente 
an den Endstiitzen MA und MB sind, folgende Werte: 

Der letzte Festpunkt L n +1 ist bestimmt durch 

b =~L 
n+1 1 + fin' 

worin 
(jnB 

fin = ----- . 
(jnn - fln-1 (\ »-1 

In dieser Gleichung ist ' 

(jnB = f M»MBdX~ 
(vgl. hierzu die Abb. 41 und 42). 

Abb.48. 

Entsprechend erhalt man fUr den erst en Festpunkt R1 

b ' II 
1 = 1 + fl1'; 

hierin ist 

c) Die j3-Tafel. 

(50a) 

(51a) 

(52 a) 

(53a) 

Wir kniipfen wieder an die Betrachtungen unter a) an; dort war 
die Losung des Gleichungssystems fUr irgendeine Unbekannte Xr 
auf die Form gebracht 

n 

Xr = fJr1 Z1 + fJr2 Z2 + ... + fJrrZr + ... + fJr"Zn = .1JfJri Zi· (54) 
i=l 

Es handelt sich nun darum, ganz allgemein die Beiwerte fJ fUr 
ein System von n Elastizitatsgleichungen zu bestimmen. In der vor­
stehend angeschriebenen Gleichung (54) laBt sich z. B. der Beiwert fJrr 
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folgendermaBen definieren: Setzen wir in der Gleichung aIle Be­
lastungsglieder Z bis auf Z r gleich Null, dagegen Z r = 1, dann wird 

Xr=fJrr , 

das heiBt, fJrr ist in diesem Falle gleich der statisch unbestimmten 
GroBe X r • Und da nns nun zur Ermittlung der GroBen X ein 
System linearer Gleichungen zur Verfiigung steht, so konnen wir 
auch die fJ -Werte aus einem solchen System linearer Gleichungen 
bestimmen. 

Dieses System erhii1t man, wenn man in den Elastizitats­
gleichungen an Stelle der GroBen X die Gro.Ben fJ unter Beachtung 
der entsprechenden Zeiger einfiihrt und aIle Belastungsglieder mit 
Ausnahme von Zr gleich Null setzt, fiir Zr dagegen den Wert "eins" 
einsetzt. 

Ist i ein beliebiger Zeiger, so tritt also fill Xi der Wert fJ ir ein; 
es entsteht daher folgendes Gleichnngssystem 1): 

:fJ bUfJ fJ 
! 1 r = - T 2 r = - fl1 2 r 
~ 11 

fJ b23 fJ 
2 r = - b _ II. b 3,' = - fl2 fJ3 r 

22 {'VI 21 

(1) 

fJ b34 fJ 
3r = - ° -IL b 4r = - fl3 fJ4 r 

33 .2 32 
......... '" ........... " ......... . 

fJ r -l,1'= -
°r-1.,· fJ 

b'·-l.r-l -{lr-2br-l.r-2 rr 

= - flr - 1 fJ r ,· 

(r) 15,., r-lfJ,.-l, r + t5rr fJr r fJrr = 

+ (Jr, r+1fJr +1, r = 1 

1) t5r+1, ,.fJ,.,. + (Jr+1, r+1fJr +l, r 

+ (Jr+ 1, r+2 fJr +2, r = 0 

fJ,.+l r= - br+:. r fJrr 
, 0r+1.'·+1 -(lr+2br +1. r+2 

= - fl:+l fJ,.,. 

') Diese mit Riicksicht auf einfache Darstellung gewahlte Erklarung liiBt 
sich natiirlich strenger fassen. Es handelt sich hier um mathematische Gesetz­
maJ3igkeiten bei der Losung eines Systems linearer Gleichungen. Wir verweisen 
z. B. auf Domke: Handbuch fUr Eisenbetonbau 10. Bd., 2. Aufl., Hoch­
bau II, S.48 und Miiller-Breslau: Graphische Statik Bd.2. 
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Driickt man nun, genau so wie wir es zur Bestimmung der Fest­
punkte taten, aus der ersten Gleichung f31,. durch f32,. aus und setzt 
dies en Wert fUr f32,. in die zweite Gleichung ein, so enthalt die 
zweite Gleichung nur die beiden GraBen f32,. und f33,. und man kann 
also aus der zweiten Gleichung f3'J" durch f33,. ausdriicken, wie das 
rechts neben dem System der Dreimomentengleichungen dargestellt ist. 
Schreitet man in dieser Weise fort bis zur Gleichung r - 1, in der 
f3r- 1 ,. durch f3,.,. ausgedriickt wird, so erhiilt man der Reihe nach 
besti~mte Werte 11, denen wir vorhin schon bei der Berechnung der 
Festpunkte begegnet sind. 

Hierauf fangt man mit der letzten Gleichung an, driickt f3n r 
durch f3n-1 r aus, setzt diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, 
driickt hie~ wieder f3n-1, r durch f3 .. -2,,. aus und so fort bis zur 
r + i-ten Gleichung, in der f3d1, r durch f3r,. ausgedriickt wird. 
Setzt man dann in del' r - ten Gleichung 

f3'r-1,,. = - I1r-1 f3,.r und 

so erhalt man den Ausdruck 
1 

f3,.r= 15 ' 15 '15 - 11,.-1 r,,.-1 -t- rr - 11,.+1 r, ,.+1 
(55) 

r-J L,..z r-Z L"-1 r-1 L" r Rrtz r+Z Rrt3 r+J I 

¥i ~I $1 $ !~ '$' 
I I I I I I I 

. I I I I 
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 

I I I I I I I I I I 
I I I I I I I I I 

Abb.49. 

Mit Hilfe dieser Formel kaIin man die f3 -W erte mit gleichen Zei­
gern, also die f3-Werte in der Hauptdiagonalen der f3-Tafel er­
mitteln. Die anderen f3 -Werte mit verschiedenen Zeigern berechnet 
man mit Hilfe der Beziehung 

f3r-1, r = - 11,.-1 f3r,. und f3r+!, r = - 11~+1 f3,.,. (56) 

(vgl. Abb. 49). Beachtet man, daB 

, 15,., r-1 
I1r = .II '.II , 

U,.r - I1r+1 U r, ,.+1 
also 
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so kann man G1. (55) auch schreiben 

1 

fJrr = ( 1 ) 
J .. , r-l fl,.' - flr-l 

(55a) J (1 ') . ",r-1 -flY-lflr 

Die Berechnung der fJ -Tafel nach vorstehenden Formeln vgl. in Zahlen­
beispiel 5. 

Wir konnen nun wieder abgekiirzt das System von Gleichungen 
in der Matrixform anschreiben: 

Zl Z2 ·· .. 1 

I 
z .. 

· .. 1 
Zn 

Xl fJ11 fJ12 T fJ1 r 
I 

fJl n - · . · . I 
I 

I X= fJ21 fJ22 · . fJ2r · . f32n 2 

.. . .. . . . . .. . · . . . 
I 

X= fJrl fJr2 ... . fJrr · . . . 
I 

fJrn r 
'" . · . · . . . · . . ... 
X= Pn~ Pn2 fJnr 

I fJnn · . · . · . i n 

Auch hier kann man, wie bei den Elastizitatsgleichungen, die fol­
gende kurze symbolische Schreibweise anwenden: 

n 
Xi=.2fJikZk; (i=1,2 ... r ... n). (57) 

k=l 

Wie bereits hervorgehoben wurde, sind auch die Werte der fJ-Tafel 
symmetrisch zur Hauptdiagonalen; d. h. die Werte fJ der r-ten Spalte 
sind gleich den entsprechenden Werten der r-ten Zeile. Es geniigt 
also die Bestimmung der Werte oberhalb oder unterhalb der Haupt­
diagonalen (vgl. hierzu Zahlenbeispiel 5). 

4. Die Stiitzenmomente infolge standiger und 
beweglicher Belastung. 

a) Nur eine Offnung 1 .. ist belastet. 

Wenn nur eine 6ffnung lr des durchlaufenden Balkens belastet 
ist, so werden aIle Belastungsglieder Z der Gleichung 

Mr = fJrl Zl + fJr2 Z2 + ." + fJ .. ,i-l Zi-l + fJri Zi + fJr, i+1 ZH 1 + ... 
... + fJr, r-l Zr-l + fJrr Z .. + fJr, r+l Zr+1 + ... + fJrn Zn (54) 

bis auf die beiden Werte Zr-1 und Zr gleich Null. Demnach lauten 
die Gleichungen fiir die anliegenden Stiitzenmomente 

Mr - l =fJr-1,r-1 Zr-l +fJr-l,r Zr' 

Mr = fJr, r-1 Zr-1 + fJrr Zr' 
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Berucksichtigt man, daB 

und 
fJr-1,r= -fl:fJr- 1,r-1 

fJr, r-1 = - flr-l fJrr 
ist, dann wird 

Mr- 1 = fJr-l, r-1 [Zr-l - flr' ZrJ,} 
M-fJ [Z-I/. Z] r - t'r r ,Vr-l r-l· 

(58) 

a) Standige Belastung. 

Handelt es sich um den EinfluB irgendwelcher standigen Be­
lastung in der Offnung lr' dann wird nach Abb. 50 und mit Riick­
sicht auf die Entwicklungen unter 2 b dieses Abschnittes 

also 

r-1 

Zr-l = - <£,.-1,0 

.il1r - 1 _ = fJr-l, r- ~<£r-l' 0 - I~r' <£ro] , } 
Mr - fJrr[<£rO ~r-l<£r-l,O]' 

( 59) 

! ! 1 r 

Abb.50. 

. 
Liegt der Sonderfall symmetrischer Be-
lastung der Offnung lr vor, und ist auch 
die Querschnittsverteilung innerhalb der 
Offnung symmetrisch, so wird 

<£,'-1,0 = <£ro = t'tYru ' 
wobei 'tYrO der Inhalt der reduzierten Mro -
Flache ist; danu wird 

fJ) Veranderliche Belastung; EinfluBli nien. 

Bei veranderlicher Belastung wird fiir Pr = 1 

Zr-l = - EJcJm,r-l und Zr = - EJcJmr • 

Dann erhalt man aus Formel (58) die Gleichungen der Einflu3linien 
fiir die Stiitzenmomente in der Offnung lr (Abb.51): 

M ='11 =-fJ [EJb -IJ'EJJ J} r-l,r 'Ir-1,r r-1,r-1 c m,r-1 rOr c mr' (60) 
ltl = '11 = - fJ [EJ J - I/. EJ J ]. rr "'rr rr . c mr ,Vr-l c m,r-l 

Fiir den Ast der EinfluBlinie in der Offnung lr+l findet man die 
Gleichung der EinfluBordinaten, indem man in der ersten Gleichung 
der Formelgruppe (60) mit dem Index um 1 weiter geht, also fiir 
r - 1 den Index r, fiir r den Index r + 1 nimmt; es wird also 

flr,r+1 = - fJrr [EJcJmr - f/.;+1 EJc Jm,r+1]' 



Die Stiitzenmomente infolge standiger und beweglicher Belastung. 45 

Will man nun den Ast der Einflu13linie fiir Mr in der beliebigeD, 
links von r gelegenen Offnung l; haben, so kommen in der allge­
meinen Gl. (54) die an der Off­
nung l; liegenden Belastungs­
glieder Zi-l und Zi in Betracht; 
die EinfluBordinate der Mr -Linie 
folgt also in der Offnung li der 
Gleichung 

1Jri = - fJri [E Jc ~mi 
-Pi-1EJc~m,i-J. (61) 

Die Gleichung fiir eine Offnung lk 
rechts von r lautet 

'fJrk = - fJrk [E Jc ~mk 
-- Pk+1EJc~m,HIJ. (62) 

In dieser Weise laBt sich die 
EinfluBlinie fiir das Biegungs­
moment der belie big herausge­
griffenen Stiitze r darstellen; wir 
brauchen fiir diese Darstellung 
die Werte p und fJ (Abb.52). 

Zu einer andern, sehr iiber­
sichtlichen Entwicklung der Ein­
fluBlinie fiir M kommt man bei 

r 

r-1 

I 
I 
I 

I I 

~ 
"Z/ 

Abb.51. 

Verwendung eines statisch unbestimmten Hauptsystems. Fiihrt 
man als einzige statisch unbestimmte GroBe das Stiitzenmoment 
Xr = Mr des n -fach statisch unbestimmten Tragers nach Abb. 53 

i-f i r-4 r N1 k-1 1r; ! 

Abb.52. 

ein, so entsteht fiir den Zustand Xr = Mr = 0 ain n - 1-fach statisch 
unbestimmtes Hauptsystem. Zur Berechnung von Mr dient jetzt 
die eine Elastizitatsgleichung. 

~n-l 

Xr = - s:~l' (63) 
Ur r 

In diaser Gleichung miissen die Verschiebungen an dem n - i-fach 
statisch unbestimmten Trager ermitteIt werden; dies deutet der obere 



46 Der Balken auf beliebig vielen Stiitzen mit veriinderlichem Querschnitt. 

Zeiger von ban, zum Unterschied von bmr' das nach friiheren Verein­
barungen die Verschiebung am statisch bestimmten Hauptsystem ist. 

Fiir den Zustand M, = 0 kann das statisch unbestimmte Haupt­
system iiber der Stutze r kein Moment aufnehmen; das bedeutet 
statisch, daB an der Stutze r der biegungsfeste Balken durch ein 
Gelenk unterbrochen wird. Fur den Zustand Mr = 1 an diesem 
n - l-fach statisch unbestimmten Hauptsystem entsteht nun die in 
Abb. 53 dargesteUte MomentenfHiche, die als M~-l-Flache bezeichnet 
wird, und zwar zum Unterschied von der M>Flache des Zustandes 
Mr = 1 am statisch bestimmten, aus lauter Einzelbalken bestehen­
den Hauptsystem, mit der wir es bisher allein zu tun hatten. Da 
auBer dem Moment Mr = 1 weitere Krafte an dem Balken nicht an-

I 
I 
I 

t I 1 + I 
I I 
I I I I I I 
I I I I EJc o~r;.:!l,me I 

r / 9 "~V==--I' 
'1rr 'lr. 

Abb.53. 

greifen, muB innerhalb der Offnungen die _111~-1_ Flache geradlinig 
verlaufen. Fur den links vom Gelenk r liegenden durchgehenden Teil 
des Tragers hat die Momentenflache unter den linken Festpunkten L 
ihre Nullpunkte; fUr den rechts von r gelegenen Balkenteil sind die 
Momentennullpunkte durch die rechten Festpunkte R gegeben. Die 
verzerfte Momentenflache erhalt man durch Multiplikation der Mo-

mentenordinaten mit ~. FaBt man nun diese verzerrte Momenten­

flache nach Mohr als Belastungsflache des n - l-fach statisch un­
bestimmten Hauptsystems auf und stellt hierzu von neuem eine 
Momentenflache dar, so erhalt man die E Jc b~~ 1 - FIache. Die Ver-

J 
zerrung mit --j-- ist in Abb. 53 und 54 mit Rucksicht auf die Deutlich-

keit der Figur nur uber einer kleinen Strecke innerhalb der Off­
nung lr angedeutet. 
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Der Nenner der Gl. (63) wird 

EJcb~;l = J (M~-1)2 ~ dx. (64) 

Hierfiir kann man bei Benutzung des Reduktionssatzes 1) auch 
schreiben 

EJ bn- 1 = JM M n- 1 • Jc d = (£n-l c rr r r J x rr· (64&) 

Abb.54. 

In dieser Gleichung erstreckt sich das Integral nur fiber die beiden 
Offnungen lr und lrH' wie aus Abb. 54 hervorgeht. In dieser Abbildung 
ist nun die ~-l - Flache in die beiden Teilzustande a) und b) zer­
legt; die Auswertung des Integrals der Gl. (64a) liefert dann 

EJcb~;l = - f.lr-l br-l,r + b,.r - 1':+1 brH,r = fJ-~' (65) 
rr 

Ferner wird der Zahler der Gl. (63) bei Belastung der Offnung l,. 

EJ ~n-l - EJ ~ - E J ~ 
cUmr - cUmr flr-l c Um,1'-1' 

so daB wir wieder die friiher abgeleitete Formel fUr das Stiitzen­
moment erhalten 

Mrr = 'iJrr = - fJrr [E Jc bmr - f-lr-l E Jc bm,r-l] . 
----~ 

1) Leser, denen die Theorie der statisch unbestimmten Hauptsysteme nicht 
geliiufig ist, finden eine DarsteJIung des Reduktionssatzes mit Beispielen in 
dem Aufsatz von Dr.-lng. W 0 r c h: "Beispiele zur Anwendung des Reduktions­
satzes", Beton und Eisen 1924, Heft 4, S.39. 
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Die vorstehenden Entwicklungen gestatten nun, sofort samtliche 
Aste der EinfluBlinien fiir das Stiitzenmoment Mr darzustellen, wo­
bei rein beliebiger Index ist, fiir den der Reihe nach 1, 2, 3 usf. 
gesetzt werden kann; damit sind die EinfluBlinien fiir samtliche 
Stiitzenmomente ermittelt. Dber die Gestalt der EinfluBlinien fiir 
die Stiitzenmomente muB man sich im klarep sein, weil man bei 
beweglicher Belastung die ungiinstigste Laststellung mit Hilfe der 
Lastscheiden der EinfluBflachen feststellen muB. Hierzu geniigt 
schon die Form, ohne daB man die GroBe der einzelnen Ordinaten 
zu kennen braucht. Man erkennt aus Abb. 52, daB die NUllpunkte 
der EinfluBlinien stets mit den Stiitzen zusammenfaIlen, daB also 
nur Belastung ganzer Offnungen in Frage kommt. Weiter haben 
stets die beiden an den untersuchten Querschnitt r sich anschlieBen­
den Offnungen negative EinfluBflachen; an diese reihen sich dann 
abwechselnd positive und negative Beitragstrecken an. 

Fiir die praktische Rechnung ist es nun gewohnlich nicht zweck­
maBig, samtliche Aste der EinfluBlinien der Stiitzenmomente darzu­
stellen und fiir die vorhandene bewegliche Belastung auszuwerten. 
Dies wiirde fiir einen Trager iiber n + 1 Offnungen, der n Stiitzen­
momentlinien mit je n + 1 in jeder Offnung besonders zu berech­
nenden Asten aufweist, eine viel zu umfangreiche Arbeit sein. Zweck­
maBig ist fiir die praktische Rechnung der folgende Weg, der an 
einem Balken auf beliebig vielen Stiitzen, vom linken Auflager an­
gefangen, erHiutert werden solI. (Abb. 55.) 

Man entwickelt vom Stiitzenmoment M1 nur den Ast der Ein­
fluBlinie in der Offnung 11 (Abb. 55 a), wertet diesen Teil fiir die 
vorgesehene bewegliche Belastung, z. B. Raddriicke oder gleichmaBig 
verteilte Streckenlasten, aus und erhalt so das Moment Mll (Index­
bezeichnung: Moment in 1 infolge Belastung in der Offnung 11); dann 
erhalt man nach Abb. 55 mit Hilfe der rechten Festpunkte R der 
Reihe nach die Momente 

M9l = - fh2' Mll , 

Mal = - fha' M21 , 

Hierauf berechnet man fiir die Offnung 19 den zugehorigen Ast 
der Ml-Linie (s. Abb.55b), durch dessen Auswertung man M er-

r.. 19 
halt. AuBerdem stellt man fiir die vffnung 19 in Abb. 55 c den Ast 
der M9-Linie dar, wertet ihn aus, erhalt M22 und mit Hilfe der 
rechten Festpunkte 
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M32 = - l1-a' M22 , 
M42 = - 11-1' M32 , 

M - -II.'M r~ - 'r r -1,2 . 

In der dritten Offnung ermittelt man in Abb. 55 d und 55 e von den 
EinfluBIinien der beiden anstoBenden Stiitzenmomente M'J und Ma 
die beiden Aste 1'J23 und 1'Ja3 und so fort: in der Offnung lr braucht 

Abb.55a-e. 

man die Aste der Mr -1- und Mr -Flache. Insgesamt hat man dem­
nach in jeder mittleren Offnung von jeder Stiitzenmomentenlinie 
nur zwei Aste darzustelIen, wie Abb. 56 zeigt. Man erspart bei 
dieser Darstellung nun folgendes: Wenn man samtliche Aste der 
EinfluBlinien entwickelt, muB man in jeder Offnung n EinfluB­
linienaste auftragen und auswerten. Arbeitet man jedoch so, 
wie eben besprochen, dann braucht man in jeder mittleren Offnung 
nur zwei EinfluBlinienaste zu zeichnen und auszu werten, in 

Kammer, Durchlaufeude Trager. 4 
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jeder Endoffnung nur einen EinfluBlinienast. Auftragen und 
Auswertung alIer iibrigen A.ste der EinfluBlinien wird ersetzt durch 
einfache Multiplikation der vorgenommenen wenigen Auswertungen 
mit ft und ,/. Fiir Trager iiber vielen 0ffnungen gibt dieser Weg 
eine wesentliche Vereinfachung und Ersparnis an Rechenarbeit. 

b) Es sind eine AnzahI von Offnungen belastet. 

Das Stiitzenmoment haben wir allgemein in der Form darge­
stellt: 
Mr = fJr1 Z1 + fJr2 Z2 + ... + fJr, "-1 Zr-l + fJrr Zr 

+fJr,r+1 Zr+1 + ... + fJrn Zn• 
In dieser Gleichung sind die Belastungsglieder Zr nach den friiheren 
Ausfiihrungen nur abhangig von der Belastung der heiden anliegen­
den 0ffnungen lr und lr+1' Wir gehen nun in der folgenden Be­
trachtung von dem Grundfall aus, daB nur eine 0ffnungbelastet 1st, 
und summieren dann fiir den Fall mehrerer belasteter 0ffnungen 
die betreffenden Einzelglieder. Wir bezeichnen wieder das Belastungs­
glied Zr infolge Belastung der 0ffnung lr mit Zrr' infolge der Be­
lastung der 0ffnung lr+1 mit Zr,r+1' Dann erhalten wir 

Mr = fJr1 [Zl1 + Z12] + fJr2 [Z22+ Z23] + ... +fJr, r-1 [Zr-1, r-1 + Zr-1,,.J 
+ fJrr [Zr,. + Zr, r+1] + fJr,r+1 [Zr+l, r+1 + Zr+1,rH] + ... 
+ fJr, n-1 [Zn-1, n-1 + Zn-1,n] + fJrn [Znn + Zn,n+1] . 
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Bei Symmetrie der Belastung und Querschnittsanordnung inner­
halb der cJffnungen wird 

Zn = Z22; '" Zr-l,r = Zrr; Zr,r+l = Zr+l.r+l; Z"-l,,, = Z"" . 

. Der einheitlichen Schreibweise halber konnen wir entsprechend setzen: 

Z".,,+l = Z,,+l.,,+l· 
Berucksichtigt man, daB 

fJrl = - ftl fJr2; {Jr2 = - ft'J fJ .. a ; 
und 

.. ·fJr.r-l = - ftr-l fJrr 

dann erhalt man 

Mr = fJrl Zll + fJr'J (1 - ftl) Z'J'J + ... + fJr" (1 - ftr-l) Zrr 

+ fJrr (1 - ft~+1) Z,,+ 1." +1 + ... + fJr,"-l (1- ft,,') Z"" + fJr" Z,,+1, ,,+1' 

Ohne den Wert von M .. zu andern, kann man anstatt fJrl Z11 und 
fJ"" Zn +1 ... +1 auch fJ"l (1 - fto) Zll bzw. fJ .... (1 - ft~+l) Z,,+1.,,+l 
setzen, da fto = fl~+1 = 0 ist. 

Dann kann man die Gleichung fur Mr bequem in folgender 
Summenform zusammenfassen: 

r .. +1 
M .. =.2fJri (1-fti-l)Zii+ .2 fJr.i-l(1-ftn Zii' (66) 

i=1 i=r+1 

wobei i=1,2,3 ... n,n+1. 
Infolge einer gleichmaBig ver­

teilten Belastung der cJffnung li 
mit qi wird die MiO-Flache eine 
Parabel mit der Scheitelordi-

q.l.2 
nate S. 
Der Inhalt der MiO ' ";-Flache 

sei triO' dann wird das Be­
lastungsglied 

Zii = - [iO = - ~ triO (Abb. 57) 

!i-:6&IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII1@IIIIIIIIII; 

IE Li ~I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

(67) 

Nun ist aber das Moment an der Stelle x infolge einer gleichmaBig 
verteilten Belastung qi 

4* 
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Es wird also ~. = qja/ \"-!c m .m! = qiarr, .. 
.0 2 L.; J •• 2 • 

Mit Riicksicht hierauf wird das Stiitzenmoment 

Mrq = - t L~ qi ai3 r. ,sri (1- ,ui-l) +i1>i a/fi ,sr,i-l (1- ,u-n]. (68) 

5. Feldmomente. Querkrafte, Stiitzendriicke. 
Gesucht wird das Biegungsmoment des Querschnittes m der Off­

nung lr im Abstand xr und x/ von den Auflagern. Die Belastung 
in der Offnung sei beliebig. Die Stiitzenmomente Mr- 1 und Mr fiir 

I I 11 £r d) r~ 

Mr- 11". 

diese Belastung seien nach den vor­
hergehenden Betrachtungen ermittelt. 

Statt des wirklichen Zustandes nach 
Abb. 58a konnen wir auch den durch­
laufenden Trager nach Abb. 58b dar­
stellen, indem wir an dem statisch 
bestimmten Hauptsystem - lauter 
Einzelbalken - auBer den gegebenen 
auBeren Lasten innerhalb der einzel­
nen Offnungen noch die Biegungsmo­
mente tiber den Stiitzen angreifen 
lassen. Zerlegen wir nun diesen Zu­
stand 58 b in die beiden Teilznstande 
58c und 58d und ermitteln deren 
Momente zunachst einzeln, so erhalten 
wir infolge der auBeren Belastung des 

!-fl-F/iiche statisch bestimmten Hauptsystems, 
I1r also fiir den Teilzustand 58 c, die Moo. 

11 Xr 

~ t~J"fl-11r- f1. 11m I1r 

m 

+ 

Flache eines einfachen Balkens; das 
Monient im Querschnitt m, Mmo ' wird 
positiv. Der zweite Teilzustand 58d 
liefert als Beitrag zur wirklichen Mo­
mentenftache ein Trapez. Ober den Abb.58a-e. 
Stiitzen sind die Momente Mr- 1 und Mr; 

da zwischen den Stiitzen keine auBere Belastung fiir diesen Teilzustand 
angreift, so muB die Momentenflache von Stiitze zu Stiitze geradlinig 
verlaufen. Die Stiitzenmomente sind gewohnlich negativ; daher wird 
auch die M' -Flache meistens negativ sein. 

Fiir einen Querscbnitt m im Abstande xr und xr' von den Auf­
lagern ergibt sich nach Abb. 58 d 

x' X M' r M ' r M m=-l- r-llT r· 
r r 
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Aus den beiden TeiIzustanden nach 58 c und 58 d erhalt man 
nun die wirkliche Momentenfiache nach 58 e. Das gesamte Biegungs­
moment des Querschnitts m wird dann 

x' x 
Mm = Mom + -t Mr - 1 + -(Mr' (69) 

r ,. 

In dieser Formel sind die Zahlenwerte der Stiitzenmomente Mr - 1 

und Mr gewohnlich negativ. 
Handelt es sich um die Darstellung von EinfiuBlinien, dann ist 

die Mo m - Flache nach Abschnitt I, 6 ein Dreieck, dessen Spitzenordinate 
1 x x' --i-'"-- betragt (Abb. 59). Sind nun die Mr _ 1 -Linie und die Mr-Linie 

bek~nnt, so laBt sich nach Formel (69) die EinfiuBlinie fUr Mm biIden. 
Zum Aufzeichnen dieser EinfiuBlinie fiir die einzelnen Querschnitts­

momente innerhalb einer 0ffnung lr kann man auch zweckmaBig 
folgendes Verfahren einschlagen. 

Wir setzen wieder die Kenntnis 
der Mr - 1 - und Mr-Linien voraus. 
Fernerwird beikonstanter Feldweite 

fJmo = : m·m' (Abb.60). 

Man erhalt dann die Spitzenordinate 

a m' m 
YJs=n: mm' +-:;;fJr-1 + n YJr • (70) 

r-1 m r 

I-
i I 

1Xr I 
I I _-

1. .J.----
Aba. 59. 

r-1 m .. 

J < ma.---3¥~1 
II ~-1ta~---:>,.,1 I 

l-r---.-r---------rl 

i-_1~~-f_~F--/<--,1" 
I 
I 
I 
I 

I I 
I I .. I 

~
!1r-1-Llnte i 

I ~r-1 I 
I I 
I I AA • I 
I~ 
~ 

Abb.60. 

Die Ordinaten fJ r -1 und fJ r der M,. -1 - und Mr - Linie sind hier, 
ihrem wirklichen Wert entsprechend, als negative Werte einzusetzen. 
Das erste Glied der Gl. (70) ist eine Parabel, die bequem mit Hilfe 
der Einheitsparabel aufgetragen werden kann. Die Endpunkte der 
Ordinaten fJ 8 nach GL (70) bestimmen eIlle Kurve, die den Namen 
Spitzenkurve tragt. 

Diese Spitzenkurve sei berechnet und in Abb.61a dargestellt. 
AuBerdem sei in dieser die EinfiuBlinie fiir das Stiitzenmoment Mr - 1 
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aufgetragen. Gesucht wird zunachst der rechte Ast der EinfluBlinie 
fUr das Knotenpunktsmoment Mm in der OfInung lr. Solange die 
veranderliche Einzellast 1 rechts von m steht, wirkt auf den links 

t '1"'-1 1 Z 3 II- 5" 6 7 8 !( ,.. I Ilf I I I I I I I I "¥I 
von m gelegenen Teil 
des statisch bestimmten 
Hauptsystems -- also 
zwischen r - 1 und m 

-- als einzige auBere 
I .. ast der Auflagerdruck 
an der Stutze r - 1 ; 
daher ist fur die ver­
schiedenen Querschnitte 
zwischen r - 1 und m 
die Querkraft konstant; 
sie ist gleich dem Auf­
lagerdruck infolge P= 1. 
Bei gleicher Feld weite a 
betragt die Querkraft: 

~4a--~~------6a----~>~1 

1~<E---------~--10a----------~~~1 
I I 
I 
I 
I 
I a) 

I 
I 

Spifzenkurv) 
I 
I 
I 
I 
I 

~--~~~~~----------?I 

"Ism 

b) 

Abb. 61 a U. b. 

dM LlM 
Q= dx =Lfx 

LlM Mm - Mm - 1 

a a 

Fur die weitere Betrachtung 
nehmen wir zunachst der 
einfachen Darstellung wegen 
m = 4; die Untersuchung 
gilt jedoch ebensogut fur 
jeden beliebigen anderen 
Wert m. Die DifIerenz der 
Momente je zweier benach­
barter Knotenpunkte links 
von m = 4 ist nun 

LlM = Ml - Mr - 1 

Es ist also: 

LlM= M2 - Ml 
LlM= Mg - M2 
LlM=M4 - Mg 

4 LlM = M4 - Mr - 1 = 'Y/4'. , 
LlM='Y/4. 

4 
Nun ist die Ordinate der M4 -Linie im Querschnitt 4 gleich der 

Ordinate der Spitzenkurve 'Y/g4. Da die Mr- 1 - Linie negative Ordinaten 
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hat, so wird 
1]4' = 1].4 + 1]r-l,4' 

Teilt man demnach den Abstand zwischen Spitzenkurve und Mr - 1 -

Linie im Knotenpunkt 4, also die Strecke 1]4', in vier gleiche Teile, 
dann ist jeder Teil 

AM = M4 - Ms = M3 - M'J = M'J - Ml = M1 - Mr - 1 • 

Aus dieser Beziehung ergibt sich nun z. B. 

Ma =M4 - AM, 

also die Ordinate der Ms - Linie im Querschnitt m = 4 (Abb. 61a) 
ist gleich der Strecke 4 - c. Ebenso wird M'J = M2 - AM, also 
die Ordinate der M'}. - Linie im Querschnitt m = 4 ist 4 - d. Die 
Ordinate der M1 - Linie in m = 4 wird negativ, namlich gleich 4 - e. 

Verallgemeinern wir jetzt unsere Betrachtung auf den beliebigen 
Knotenpunkt m, dann muB die Strecke 

1]:n = 1].m + 1]r-1,m 

in m gleiche Teile geteilt werden und man erhalt 
, 

AM = 1]m = M - M = M - M = .. '. (Abb. 61 b.) m m m-1 m-1 m-2 

1m Knotenpunkt m erhalt man also die Ordinaten der Mm -, Mm -1 -

Linien. Nimmt man nun der Reihe nach fUr m die Punkte 1, 2, 3, 
an, dann hat man die Strecken zwischen Spitzenkurve und Mr -1 - Linie 
im Knotenpunkt 1 in einen Teil, im Knotenpunkt 2 in 2 Teile usf., 
im Knotenpunkt m in m Teile zu teilen und erhalt damit in den 
einzelnen Knotenpunkten die Ordinaten der EinfluBlinien fiir die 
Feldmomente. In Abb. 62a sind fiir den Fall n = 10 die rechten 
Aste der Mm -Linien der Offnung l,. dargestellt, denn die vorstehende 
Betrachtung gilt ja nur fiir den Fall, daB die bewegliche Last rechts 
vom betrachteten Knotenpunkt angreift; man erhalt deshalb auch 
nur die rechten .Aste der EinfluBIinien. 

Fiihrt man die entsprechende Betrachtung fiir den Fall durch, 
daB die Last 1 links vom Knotenpunkt m liegt, dann erhalt man 
die link en .Aste der EinfluBlinien der Feldmomente nach Abb. 62 b. 

Die Abb. 63 zeigt nun drei charakteristische Formen von EinfluB· 
linien der Feldmomente der Offnung lr' Liegt der Querschnitt m im 
mittleren Teile des Balkens zwischen den Festpunkten Lr und Rr, 
dann ist die Mm - Linie in der Offnung lr nur positiv. Liegt der 
Knotenpunkt m dagegen zwischen Festpunkt und Auflager, dann 
haben die EinfluBlinien positive un d negative Beitragsstrecken 
(Mm1 • und Mm2 -Linien). 
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Die EinfluBlinie fiir Mom erstreckt sich nur iiber die Offnung lr' 
Fiir jede andere Offnung wird daher Mom gleich Null; dann erhalt 
man die Einflu13linie allein mit Hilfe der Stiitzenmomente zu 

M =x;Mr_1+xrMr . 
m 1 

r 

I 7'-1 1 2 3 lI- 5 G 7 f r 
II~ I J I I I I I 

I I I I I I C>. 
I 1 1 I I ~ 

~<~r-~. --~~l=Wa+I--T-~--L~>~1 
1 I 1 I I I I 
1 I 1 I 

I I 
1 I I 1 
I I / I I 
I I 1/ I I 
I I / pifzenkvrve 
I "I I 
I I / ~ I 1 

all / 
1/ 

1 
Mr _1-Linie 

I I 

I I 
I 1 
I 1 

I I 
I I 
I I 

I 1 I 
{SpHzenkvrve 

\1 : 
b) \ I 

\1 

Abb. 62 a u. b. 

(71) 

Die Querkraft fiir den Querschnitt m ergibt sich aus den beiden 
Teilzustanden a und b der Abb.64 zu 

Q = Q I Mr - Mr- 1 
m Oml 1 • 

r 
(72) 

Die Einflu13linie fiir die Querkraft ist also gleich der Q-Linie des 
einfachen Balkens und der Differenz der EinfluBlinien der Stiitzen­
momente, dividiert durch lr' In Abb. 64 b ist angenommen, daB 
Mr> Mr- 1 ist. 



Der EinfiuB des Eigengewichtes. 57 

Fur den A uflagerdruck 0,. einer inneren StUtze erhiiJt man 
aus den beiden Teilzustanden a und b der Abb. 65 die Formel 

0,. = Oro + 0/, 

0=0 +M,._1- M,.+Mr+l- Mr 
r rO Zr Zr + 1 • 

r-1 ?rL, 1,. . m Rro m..z r I 

! ! ! ~! I I I Ilji I 
I r-1 

I 
1 r r 

1",1 
. I 

!If "4" 1 >1 
I 

I 1 I 
Lr I 

I I I" L,. "'I 
I I I 1 t ! ! 1 I I I '* *! 1 I .. I 1 
I I 

f'1m:Lmte I 1 

I ! 
I 1 

1 1 
1 a) 1 

Qo-flli~ 1 

I I 
I 1 I 

I ~l ~,:t-, I ~ Mmz-linie ~ I 

Abb.63. 

Die GJ. (73) kann man auch schreiben: 

1 
+-Z-Mr +1 • 

r+1 
(73a) a)l 

Die 0o-Linieist im Abschnitt 1,6 dar­
gestellt. Sind auBerdem die Stutzen­
momente bekannt, dann laBt sich die 
EinfluBlinie fur Or nach GJ. (73) bzw. 
(7 3 a) zusammensetzen. 

Abb. 64a u. b. 

Abb. 65 a u. b. 

6. Der Einflu6 des Eigengewichtes. 
a) Die Stiitzenmomente. 

(73) 

t 

Das Eigengewicht wird wohl meistens innerhalb ein und der­
selben Offnung konstant angenommen werden konnen. Bei dieser 
Annahme ermittelt man die Stutzenmomente nach Formel (68), indem 
man qi mit gi vertauscht (Abb. 66). 



58 Der Balken auf belie big vielen Stiitzen mit veranderlichem Querscbnitt . 

. ;,., . (Ii ,gU1 
: 'HII!III!I"!!I!!*lJlllllllllllllJlillllllillllllll*'II!l!111IIIIId 
I 1. 1 1.. I 

l,., ~IE li 'I'" l'l-1 
Abb.66. 

b) Die Feldmomente. 

Sind nach Formel (74) die Stiitzen­
momente Mr-1,g und Mrg ermittelt, 
so laBt sich die Momentenflache 
innerhalb der Offnung lr nach Ab­
bildung 67 darstellen. Man tragt 
von der SchluBlinie A-B, die durch 
die Endpunkte der negativen Stiitzen­
momente Mr-1,g und Mrg gezogen ist, 
die positive Mro - Parabel infolge gr 
ab, dann bleibt die schraffierte Mrg-
Flache ubrig. Die zahlenmaBige Dar­
stellung dieser Momentenflache vgl. 
Grundaufgabe 1 a. 

Braucht man fUr die Offnung lr 
nicht die ganze Mrg - Flache, sondern c:",g 
nur das groBte Moment innerhalb 

-C~9 

qrogFliiche 

der Offnung und die Lage dieses Mo­
mentes, dann geht man von der 

Abb.67. 

Beziehung aus, daB das Maximalmoment dort liegt, 
kraft in der Offnung gleich Null wird. Die Gleichung 
lautet: 

hierin ist 

QrO = gr ({>: - xr). 

wo die Quer­
der Querkraft 

Bezeichnet man den Abstand des Querkraftsnullpunktes vom Auflager 
r - 1 mit XOr ' dann ist 

0= grlr _ g X I Mrg - Mr-1,g 
2 r Or T l 

also 
r 

_ lr + Mrg - Mr-1,g 
XOr -"2 g l . 

r r 
(75) 



Der EinfiuB des Eigengewichtes. 59 

Der Abstand des linken Nullpunktes der MomentenfHiche vom link en 
Auflager ist nach Abb. 68 gleich dr' vom Maximalmoment Cr' Tragt 
man nun den links vom Maximalmoment gelegenen Teil der Momenten­
Hache nach dieser AbbiIdung nochmals rechts vom Maximalmoment 
ab, so daB ein Balken von der Spannweite 2 xOr mit symmetrischer 
Momentenflache entsteht, dann wird das 

~.ro,. • I ' X.,.--+1 
Moment in bezug auf den linkeD Null- -----+-----1 
punkt J1.,... I /1 

o=gr(xor-cr)(xor+cr)+M .' I; : /iff7'-109 
2 r -1. g 1---\---.:--1----f-J 

Da nun (xor - cr) (xor + cr) = x~r - cr2 

wird, so ist 

also 

I / 
I / 
I / 
I 
I I 

/ 
/' 

---l,/ Lc,.--l 
ti, -.ror -c,. 

Abb.68. -v 2 + 2 Mr - 1•g C - Xor ~--~. rg gr (76) 

Entsprechend liiBt sich fur den rechten N ullpunkt die Gleichung 
aufstellen: 

also 

C = VX '2 + 2 Mry rg Or . 
gr 

(76a) 

1st Cr bekannt, dann wird 

dr = XOr - Cr und dr' = xtr - Cr' 

Das Maximalmoment betragt 

M 1 2 max rg= 2grCrg' (77) 
Setzt man in Gl. (77) die errechneten Werte fur 
auch schreiben: 

Crg ein, so kann man 

(77 a) 

c) Die Querkrafte. 

Die Querkraftflache infolge Eigengewicht ist nach Abb. 67 in der 
Offnung lr durch eine schrage Gerade begrenzt; sie hat ihren Null­
punkt im Abstand xOr von der Stutze r - 1. Fur irgendeinen Quer­
schnitt m lautet die Gleichung der Querkraft 

( lr ) Mrg - Mr-1,g 
Qmg = gr 2 - Xr + 1 • 

r 
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Da nun ; + Mru ~·~r-l'u nach Gl. (75) gleich xOr ist, wird 
r r 

Q -g (x -x )-g x" mg - r Or m - r If • (78) 

X6~ ist vom Querkraftsnullpunkt zu zahlen, links vom Nullpunkt 
positiv, rechts vom Nullpunkt negativ. 

Unmittelbar neben den Stiitzen r - 1 und r werden die Quer-
krafte 

d) Die Stiitzendriicke. 

ir ~!!!!!!!!!!!!!!!!!!!I!!!i!!!!!!!!;!IIIIIIIIII!I!lltl(!!!!!!11!!!!!!!tf1i 

CryTy;g 

Den Auflagerdruck der r-ten 
Stiitze infolge Eigengewicht er­
halt man nach Abb. 69 zu 

Tcrg 
Abb.69. 

Crg = C;g + C:u 
= gr X6r + gr+1 xO,r+1' (79) 

7. Der EinfiuU der Nutzlast p. 

a) Die Stiitzenmomente. 
Wie die EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment Mr in Abb. 70 zeigt, 

entstehen bei beweglicher Belastung negative und positive Stiitzen­
momente, je nachdem man die negativen oder positiven Beitrags­
strecken der EinfluBflache belastet. Der Anteil der negativen Stiitzen­
momente wird iiberwiegen. Die Ermittlung der Stiitzenmomente er­
folgt unter Beachtungder Laststellungen a und b der Abb. 70. 

Fiir eine gleichmaBig verteilte Nutzlast p und symmetrische Quer­
schnittsausbildung innerhalb der Offnung erhalt man, wenn mit + .2 die 
Summe der Offnungen, in denen die EinfluBlinien positive Vor­
zeichen haben und mit -.2 die ~umme der Offnungen mit nega­
tiven Vorzeichen bezeichnet wird, fur diegroBten und kleinsten 
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Stiitzenmomente aus Formel (68) die Werte 1) 

max Mrp = - f [+ .J;a/ t; fJri (1- #;-1) + + .J;ai3 f;!Jr, i-1 (1- #/)], 
(80) 

min Mrp = - : [- .J;a/ fi fJri(l- #i-l) + -.J;ai3 fifJr, ;-1 (1- #/)], 

b) Die Feldmomente. 

Liegt der betrachtete Querschnitt m in der 0ffnung lr zwischen 
den Festpunkten, so kommen als ungiinstigste Laststellungen nach 
Abb. 71 nur V ollbelastungen der einzelnen 0ffnungen in Betracht. 
Lasts~ellung a in dieser Abbildung liefert max Mmp; die zu dieser 
Laststellung a gehorigen Momente iiber den anliegenden Stiitzen r - 1 

I r-3 1'-Z r-z 11' m Rr r 1'+1 1'+21 

~ l'x * 
I ,1$ ~ z,,.+z--:r- I r<--L,.-Z 1,,._1 1,,. L,.r1 

I I I I I I I I 
I I I I I 
I I I I /'1m.-Lini8 I 

1 I -;I- I I I I , 
1 1 - 1 1 I I I 

1 I Lo~dmngjWrmQxM 

:W""III""""""""'" """'!""""""II"""""""", 11111111111111111111111111111111111111!,111111II111111111II11I~,~=~;;;;~:;~I~~ 
Abb.71. 

und r werden mit Mr - 1 a und Mra bezeichnet. Die Laststellung b 
liefert min Mmp; die Stiitzenmomente infolge der Belastung b seien 
Mr -1, b und Mr b genannt. Diese Momente 

M r - 1,a' Mra , 

Mr - 1,b' Mrb 

werden bestimmt nach 4, b dieses Abschnittes. Mit Hilfe dieser so 
ermittelten Werte konnen nun die Maximal- und Minimal-Momenten­
flachen fiir die Strecke er zwischen den Festpunkten dargestellt 
werden, wie es in Abb. 72 geschehen ist. Die Maximalmomenten­
flache ist eine Parabel, deren Lage durch Mr - 1 a und Mra bestimmt 
ist. Die Minimalmomentenflache ist ein Trapez; festgelegt durch die 
Stiitzenmomente Mr- 1, b und Mrb • Der groBtepositive Wert max Mmp 
ist durch die Abstande bestimmt [vgl. Formel (75)]: 

1 Mra - Mr-1,a 
x 0 r = -2c + ----'--=-------::---'---

pir 

, 1 Mra - Mr-1,a 
xo = -'"--

r 2 p 11' 

(81) 

') Beziiglich der Grenzen dieser Summen siehe FuBnote auf S. 65. 
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Ferner ist nach (77 a) 

max Mmp = ~pxc5r + Mr-1,a = ~px~; + M ra • 

Die Momentenparabel durchschneidet die Nullinie an den 

-V 2 + 2 Mr- 1,a - V 12+ 2 Mra 
C - xOr - xOr -- , 
rp p p 

(82) 
StelIen: 

(83) 

drp = xOr - crp ; d:p = x~r - crp ; 

Bei Benutzung des Wertes crp kann das maximale Feldmoment auch 
geschrieben werden: 1 2 max Mmp = "2 P crp • 

7"'-1 LT' R7'" r 40 1 ,¥ 
t""1 "'<o---t--I --z,''''r----+---'''''1 
r-a.'""'r:?» ... kE---- br;;---+----3>~1 
I ... 1 b' 1 ' I 1 ~ T'=----7-......... 

1 
oEE-,Cl-rj 

~---er=-----~>~I 1 r--- i I ----I 
I 
I 

(84) 

Liegt der Querscbnitt m zwischen Festpunkt und Auflager, dann 
kommt als ungiinstigste Belastung flir das Biegungsmoment Mm auBer 
der vollen Belastung ganzer Offnungen auch teilweise Streckenbelastung 
in Betracht, wie es die EinfluBIinie in Abb. 73 zeigt. Die genaue Unter­
sucbung ist nun umstandlich. Man pflegt in der Praxis zur Ver­
meidung langwieriger 'und fiir die endgiiltige Querschnittsbestimmung 
doch unwesentlicher Untersuchungen nach dem Vorschlag Miiller­
Breslau's bei der Darstellung der Maximal- und Minimal-Momenten­
flachen fiir die Strecken zwischen Festpunkt und Auflager gerade 
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Linien einzuschalten (vgl. Abb. 72). Zur Festlegung der Momenten­
fHichen dienen dann die Momente in den Festpunkten 

max MLr = ~ p tr (2 cr - tr), min MLr = l~ [br Mr- l, b + ar Mrb],) 

r (85) 
maxMRr=~pt/(2cr- t/). min MRr = : [a/Mr-l,b+b,.'Mrb]. 

Ir-3 r-2 7'"-1 Lr 

liiitttlli!!!ii'!!i!!!!!!iil!!! 
r I 
1 

r 

7'"+1 rf2 

Lr+1 --0.&.1..1 e---Lr +2 =f 
I 
I 
I 

LaitstelllJngfJrmax M~I? 
~ 1'!!II!!ili!i!!!ii!!i!!!!!iill!!!!!!!ili 

! Lill!!!!!!!! iii!!!!!!! Iii iq,iillliirilii!!llllllll 

1 LaJfsfelllJngfiirminM~ 
Illillllilllllllllliiiiiiiliiliili' ttrti 

Fiir die linke End­
offnung lr zeigt Abb. 74 
die GroBt- und Kleinst­
werte der Momente. Die 
vorstehend fUr eine Mittel­
offnung entwickelten For­
meln vereinfachen sich zu 

l1 Mla 1 X:l C1 _2+P(' (81a) 
XOl -l1 X01 , 

d/ = Xo 1 - Cl , 

tl ' = at' - d/ ' 
maxMmp=~pXo21' (84 a) 

max MRI = ~ P bl ' t/, I 
. 1, (85 a) 

mill MRI = T b1Mlb · 
1 

Abb.73. 

R,L 1 R1 1 

-t~--L1 I ~ 
"'1.,."---c!1-----;"~1"',, ~~ 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I 

. I 

mf:~p!~, ~ ____ ~ __ ~~~ 
maxl'1p i 

I 
I 
I 

Anmerkung: Die EinfluBlinien fiir die ])'estpunktsmomente ML und ME 
erstrecken sich nur iiber die Offnungen II bis lr bzw. lr bis In+l' Es Eegt nah:' 
die Auswertung dieser Linien direkt vorzunehmen, anstatt die Festpunktsmomente 
aus den Stiitzenmomenten herzuleiten, wie es hier geschehen ist. Dieses .. Verfahren 
wurde z. B. bei der Aufstellung der Hilfstafel IV (Balken iiber drei Offnungen) 
angewandt. 1m allgemeinen erweist sich jedoch der oben angegebene Rechnungs­
gang als der zweckmaBigere, da die in den. Formeln fiir MLr und MEr auf­
tretenden Stiitzenmomente bereits bei der Ermittlung der graBten Feldmomente 
benutzt wurden und daher zahlenmaBig iibernommen werden kannen. 
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c) Die Querkrafte. 
Bei beweglicher Streckenbelastung p treten in den einzeInen Quer­

schnitten m sowohlpositive als auch negative Querkrafte auf, wie 
aus der EinfluBIinie fiir Qm (Abb. 75) hervorgeht. Als ungiinstigste 
Laststellung fiir max Qmp und auch fiir min Qmp kommt auBer V~lI­
belastung gewisser <Jffnungen auch· eine Streckenbelastung der Off­
nung lr in Betracht. 

Die Gleichung fiir die Querkraft in einem Querschnitt in der 
<Jffnung lr lautet: 

Q = Q + Mrp - M r- 1• p 
mp Op lr (86) 

I r-J 1"-Z 

1 ~~1"-z,-->f-k--~r_1 
I 

,.-1 m r rf1 r1-2
1 * lrL£:~r+~1 ~i~-lr+z==tl 

I 
~xr~x~~ I 
I I I 

I I I I 
I I I Q",rLinie I 

I I + I + I-I 
I I I I 'fti. I 

oj H 1111111111111111111111111111111111 H LDI~~~:~~~ff;IIIII~:~t~p 
I I I 1 I I I I 

c)11 I I H : : 
I I 1 I I 

d)~ 11111l1li""111"1'l1li"'"1"11:·: 11111111111111111111111111111111111 i 

b) i 1"11'""1"""1"""1111111'111"'1 11I1'111'"'I"I"IIII,i illlllllllllllllllllll~~~rSfeIlUngjlirmin QF, 
1 I I 1 I I I 

e) i I I 111111111111111111111111: : I i 
I I f): il!!iiilillliillililiilliiiliiliiliilil I III!!!!!!!!!!!!! i Iiii I b,j 

I I 

Abb.75a-f. 

Betrachten wir zunachst die groBten positiven Querkrafte. Nach 
Abb. 75c und d zerlegen wir die Belastung fiir max Qmp in zwei 
Teile und bezeichnen die Momente der an lr anliegenden Stiitzen 
infolge des Lastanteils emit Mr-1,c und Mrc' infolge des Lastanteils d 

mit Mr - 1 d und Mrd • 

Fiir Q;p in G1. (86) ist die Maximalquerkraftsflache des einfachen 
Balkens mit der Spannweite lr zu setzen. Es ist also 

px '2 
maxQop=~· 

r 

Die Gleichung stellt eine Parabel mit der GroBtordinate p :r iiber 

Stiitze r - 1 dar (Abb. 76). 



Der Einflu13 der Nutzlast p. 65 

Das zweite Glied der G1. (86) hangt von der Differenz der Stiitzen­
momente ab, die infolge der Laststellungen c und d der Abb. 75 
entstehen. Zur Ermittlung des Anteiles c infolge der Streckenlast, 
also Mr - I c und Mrc ' gehen wir auf die EinfiuBlinie fUr Mr - I und 
Mr zuriick (Abb. 77). Es wird 

M = F' r-l,c P r-l,c' 

M rc = pF:c , 

also Mrc - Mr-1,c - ~ [];I' _];I' ] 1 - 1 1'rc .L'r-l,c· 
r r 

Der Anteil d infolge der Vollbelastung der Offnungen nachAbb. 75 d 
liefert die Stiitzenmomente Mr - 1 d und Mrd , deren Ermittlung mit 
Hilfe der Formel (68) erfolgt. E's wird 1) 

Mr- I, d= - ~ [+.1) ai3 ~ (Jr-I, i (1- ,ui-l) + + .1) ai3 fdr-I, i-I (1 - ,u!)] . 

Mrd = - ~ [+.1) a/ fi (Jri (1- ,ui-l) + +.1) a;3 fi (Jr, i-I (1 - ,u;')] • 

plr 
2 

1 
max (l"p -Floche 

Abb.76. 

Wir setzen 

I r-1 

:liF:~1 
I « I.,.--r--;--".., 

r':".rr~ 

~I I I 
I I 
1M L' . I 0/' I 

I~ 
Abb.77. Abb.78. 

Mrd - Mr - l 'd ( -'-"------=-1 ---'-_.' '= max r r ' 87) 
r 

dann erhalten Wlr insgesamt fUr max Qmp die Gleicbung 
pX'2 P 

max Qmp = 2f-+ T [F:c - F:-1,c] + max 'Yr' (88) 
r r 

Fiir die graB ten negati ven Querkrafte infolge p zeigt Abb. 78 
die Minimalquerkraftsfiacbe des einfacben Balkens mit der Gleichung 

• PXr2 
mm QoP =-21' 

r 

1) In den Formeln fUr Mr _ 1, d und Mrd sind die Grenzen an den Z fort­
gelassen, da man 4 Falle zu unterscheiden hat, je nachdem die zu unter­
suchende Offnung gerade oder ungerade ist und ob die n-te Stiitze gerade oder 
ungerade ist. Derselbe Fall tritt ein bei der Bebandlung des Balkens mit inner­
halb der Felder konstantem J, im Abschnitt III, S. 86. Dort sind die 4 FaIle 
ausfiihrlich untersucht worden. 

Kammer, Durchlaufende Trager. 5 
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Fur den durchlaufenden Balken wird insgesarilt 

. Q _ . Q + M,e - M,-l,e + M'f - M,-l,f 
mm mp - mm Op l l 

r r 

(;""'!!H!!!!'!!~~"i #1 Mit Rucksicht auf die Bezeichnungen 
r--Xr~ .. : Abb.79 wird 

'~r : : minQ =- px/ +-~(F -F )+miny 
I mp 2lr lr re r-l,e r' 
I <r I .. I 

'~ worin 
Abb.79. 

und 

Mrf = - ~ [- .l)a/ ~fJri (1- f.li-l) + -.l)a/ fifJr, i-1 (1- f.l/)], 

Mr - 1•f = - ~- [-.l)a/ ~fJr-l.i(1-f.li-1)+ - .l)ai3 fifJr-l.i-l (1~f.l/)]' 

:"-1 m r m+1 rTfl 

Abb.80. 

der 

(89) 

Nach den vorstehenden Formeln konnen die Maximal- und 
Minimal-QuerkraftfHichen fUr die mittleren Offnungen des durch­
laufenden Balkens dargestellt werden (vgl. Abb. 80). 
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Fur die linke Endoffnung 11 vereinfachen sich die Formeln, 
weil Mr - 1 = MA = 0 wird. 

PX1''J P , 
max Qmp = --z- + -z F lc + max Yl , 

2 1 1 

. px? p . 
mmQmp = --~+TFle+mmYl' 

1 1 

M 
maxy =~. . Mlf 

mmYI = -Z-, 
1 11 ' 

1 

Fur die rechte Endoffnung In+! lauten die Formeln 

PX~~l p , 
max Qmp = -1- - 1-- Fnc + max Yn+l' 

2 n+l n+l 

. pX;+1 P . 
mmQrnp = -~-I--Fne+mmYn+l' 

n+l n+l 

d) Die Auflagerkrafte. 

(88a) 

(89a) 

(88b) 

(89b) 

Die groBten positiven und negativen Stiitzdriicke. Crp konnen aus 
den Maximal- und Minimal-Querkraftflachen in den Offnungen Ir und 
1r+ l' die in Abb. 80 dargestellt sind, gewonnen werden. 

max Crp = max C/p + max C;p, } 
. C . 0 1 + . Or (90) mIn rp = mIn rp mIn rp. 

max C/p erhalt man aus Gl. (89) fiir min Q~p' indem man xr = Ir 
setzt. max C;p ist aus der Gleichung fiir max Qm+l,p der 0ffnung 
Ir+! zu berechnen, wenn man X;+l durch Ir+! ersetzt. Entsprechend 
wird min C/p aus Gl. (89) der Maximal-Querkraftflache der Offnung Ir 
und min C:p aus Gl. (88) der Minimal-Querkraftflache der Offnung 
1r+l gewonnen. 

Die GroBt- und Kleinstwerte fiir den Auflagerdruck Ap der link en 
Endstiitze erhiilt man aus den Gleichungen (88a) und (89a), indem 
man Xl = 0 und Xl' = 11 setzt. p.F!c ist dann das Moment MI in­
folge der Belastung der Offnung 11 mit p. Dieses ist nach Gleichung 
(68).zu ermitteln, wobei man qi = P und i = 1 sowie r = 1 zu setzen 
hat. Dann wird mit #0 = 0 

pF!c = Mic = -lpa13·fl·(311 
und man erhalt 

A p .11 P 3 f (3. + . max p = -- - -1 . a1 1 11 max Yl . 
2 4 1 

(90a) 

5* 
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Da fiir min Ap das Feld 11 unbelastet ist, wird Pl Fl e = O. Der erste 
Wert in Gleichung (89a) wird infolge Xl = 0 ebenfalls gleich Null 
und wir erhalten 

minAp = + minYl' (90b) 
Fiir die rechte Endstiitze gilt 

max Bp = - min Qmp 

und minBp = - max Qmp' 

wenn man m mit dem rechten Ende zusammenfallen laBt, . d. h. 
xn+l = 1n+1 und x'n+1 = 0 setzt. Die Gleichung (68) ergibt sinn­
gemaB angewandt mit qi = P und i = n + 1 sowie r = n 

p·Fne = Mne = - i p a~+1 fn+1 Pn n ' 

Dabei ist ft~+1 = 0 . Es ist dann 

B +p.1n+l p 3 I' P . (90 ) max p = --2- - ~.an+l/n+l nn - mlnYn+l' c 
n+1 

Die beiden ersten Glieder in (88b) werden wieder gleich Null, da 
X~+1 = 0 ist. Dann wird 

minBp= -maxYn+l' (90d) 

8. Maximalmomente infolge q = g + p . 

Bei der statischen Berechnung durchlaufender Balken pflegt 
man den EinfluB des Eigengewichtes g und der Verkehrslast. p ge­
wohnlich getrennt zu untersuchen. Wahrend die GroBe der Ver­
kehrslast meistens von vornherein festliegt, muB das Eigengewicht zu­
nachst schatzungsweise eingefiibrt werden. Bei einer get r en n ten 
Untersuchung von g upd p lassen sich nun leichter im Laufe der 
statischen U ntersuchung Verbesaerungen in den Eigengewichts­
annahmen beriicksichtigen. 

Will man jedoch z. B. bei einer Nachrechnung das groBte Moment 
fiir Eigengewicht und Verkehrslast zusammen ermitteln, dann 
erhalt man fUr ein mittleres Feld von der Spannweite 11' den Abstand 
des Maximalmomentes (vgl. Abb. 81) zu 

wobei 

O:-1,q 
x01'=-q-1'- (91) 

O:-l,q = C:_1,g + 0 :-l,P (92) 
ist. Das Maximalmoment infolge q = g + p wird dann in einer 
mittleren Offnung 

maxMmq = ~ O:-1,q'Xor + Mr-l,q' (93) 
hierin ist M M + M r-l,q = 1'-l,g ,,-l,p' 

Die Werte O;-l,p und M"-l,p sind zu berechnen fiir die Laststellung a) 
in Abb. 71, Seite 61. 
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Abb.82 • 

. In der ersten Offnung l1 erhalt man 
(Abb. 82) mit 

maxAq = Ag + maxAp ' (92a) 
maxAq 

x - --- (91a) 
01 - q1 

und maxMmq = l maxAq.x01 ' (93a) 

Abb.81. Bei den vorstehenden Untersuchungen 
der Maximalmomente ist angenommen, 

daB die Belastung q sich iiber die ganze Offnung erstreckt. Dies 
gilt nach den Betrachtungen unter 7 b dieses Abschnittes genau nur fiir 
den Bereich innerhalb der Festpunkte. 

Die genauen max Mq -Flachen sind in Abb. 81 und Abb. 82 
unter b) dargestellt. 

Entsprechende Flachen lassen sich auch fiir min Q .und min M 
auftragen. 
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III. Der Balken auf vielen Stiitzen. 
Die Qnerschnitte sind innerhalb "der Offnnngen 

gleich, andern sich jedoch von Offnnng 
zn Offnnng. 

1. Die Dreimomentengleichungen. 
Fiir den meist vorliegenden Fall, der auch den Hilfstafeln dieses 

Buches zugrunde liegt, daB die Querschnitte des Balkens zwar in 
den einzelnen Offnungen verschieden, innerhalb der Offnungen 
selbst jedoch konstant angenommen werden diirfen, laBt sich die 
allgemeine Dreimomentengleichung (FormeI34) 

J1' - 1,1' X 1'-1 + J1'1'X1' + J1' +1,1' X r+1 = Z1' 

auf die folgende Form bringen. 17"-1 ,J,.. 7" cTr+1 
J itA; #L 

Nach Abb. 83 besteht die M1' ; - }--Ll' '" l<: 

Flache fiir diesen Fall aus zwei : 
Dreiecken, deren Hohen iiber der I 

Stiitze r 1 ~c bzw. 1 ""jJc sind. I 
r r + 1 f'--~----''--II--'----~ 

Fiihren wir als Abkiirzung die 
Werte Abb. 83. 

1 Jc = l' 
"J r' 

r 

1 J c l' 1'+1 J- = ,+1, 
r+1 

ein, dann werden die Verschiebungen J, die ja die Auflagerdriicke 
J 

des statisch bestimmten Hauptsystems infolge der M -J -Belastung 
sind: 1 ' EJ J = (£ =-"--

c r-l,r 1'-1,1' 6 ' (94) 

E Jc J1'1' = (£r1' = i [lr' + l:+lJ = ~" , (95 ) 

E J J = (£ = 1:+1 c 1'+1,1' rt1,1' 6 (96) 

Wahrend wir bisher in den Elastizitatsgleichungen die statisch 
unbestimmten GroBen, also die Stiitzenmomente, gewohnlich mit X 
bezeichneten, wollen wir in Zukunft fiir die Unbekannten. nur die 
Bezeichnung M einfiihren. Die r·te Dreimomentengleichung lautet 
dann mit Beriicksichtigung der vorstehend ermittelten J -W erte, wenn 
man die a~lgemeinen Elastizitatsgleichungen mit 6 E Jc multipliziert, 

lr'Mr-1+srM1'+l;+1Mr+l=Z1" (97) 
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Das Belastungsglied Zr wird dann 

Zr = + 6 EJcIJr - 6 EJc IJrO - 6 EJcIJrt . (98) 
Wird der Querschnitt in samtlichen 6ffnungen konstant an­
genommen, dann geht Gl. (97) in die bekannte, in der Praxis ge­
wohnlich als Clapeyron'sche Gleichung bezeichnete Form tiber 

lr Mr-1 +8r Mr +lr+1 Mr+l =Zr' (99) 
wobei dann 8r = 2 (lr + lr+1) ist. 

Bei der ersten Vorberechnung, bei der man ja Igewohnlich be­
ztiglich der Querschnittsverhaltnisse noch keinen Anhalt hat, hilft 
man sich zunachst dadurch, daB man entweder konstanten Balken­
querschnitt in allen 6ffnungen annimmt, oder man macht auch die 
Voraussetzung, daB die Tragheitsmomente sich entsprechend den 
Spannweiten l verhalten, also 

!.: = !r+1 =!. 
Jr Jr+1 J. 

Bei dieser letzteren, meistens sehr zweckmaBigen Annahme verein­
fachen sich die Dreimomentengleichungen wegen l,.' = l:+1 = l' zu 

Mr- 1 + 4 Mr + Mr+1 = Zr' (100) 
wobei 

(101) 

Diese Annahme liefert fUr die Mittelfelder brauchbare Naherungs­
resultate, in den Endfeldern liegen allerdings die Querschnittsver­
haltnisse meistens anders. 

2. Das Belastungsglied Z .. , 
Fur eine beliebige standige Belastung gehen die Formeln (40) 

und (41) fUr den vorliegenden Sonderfall tiber in 

~ ~+. 

EJcIJrO = ~rO = ~ ~c fMroXrdX + ~ JJc fMr+1,oX:+l dx 
r r r+1 r+1 

o 0 

nr-l n,+.-l 

EJ IJ ar Jc "M + ar+1 Jc D M ' 
c rO =;:y.L.; rO m,. :n-- y-- L.; r+1,O mr+1 

r r 1 r+1 r+1 1 (102) 
n -1 

6aJ.Er Z =-6EJIJ = __ r----'2 M m 
. r c rO n J rO r 

,. r 1 
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Diese Formeln kommen in Betracht, wenn die (£0 - Werte nicht ohne 
weiteres zu bestimmen sind, was bei unsymmetrischer Belastung oft 
der Fall ist. 

Liegt eine symmetrische standige Belastung vor, dann wird 
aus Formel (42), S.29 EJcbrO = H%ro + %1'+1, oJ 

Zr = - 6 E Jc brO = - 3 [%1'0 + %r+1,OJ. (103) 

Wirkt z. B. in der Offnung lr eine gleichmaBig verteilte Belastung qr' 
in der Offnung lr+1 die Belastung qr+1' dann ist 

= ~ l 3 Jc = ~ . l 2 l ' %1'0 12 qr r J 12 qr r r' 
r 

und damit das Belastungsglied 

Zr = - 6 E Jc brO = - i [qr V l,.' + qr+1 lr2+1 l:+1]' (104) 

Das Belastungsglied infolge Warmeanderung nach Formel (47) 
lautet 

Zr = - 6 E Jc brt = - 6 s E Jc (tu - tJ f ~~ dx. 

h", ist nun im vorliegenden Fall konstant in jeder Offnung; 

innerhalb lr. ist h., = hI' 

" lr+1" h.,=hr+1· 

Das Integral erstreckt sich iiber die Offnungen lr und lr+1' soweit 
die Mr -Flache reicht. Es ist 

Also wird 

Z = - 3 s E J (t - t ) [~ + ~--=tl] (105) 
I' cu 0h h' 

r 1'+1 

Liegt der Sonderfall vor, daB hI' = hr+ 1 = h ist, dann wird 

t - t 
Zr = - 3 sEJc ~-2 [lr + lr+1]' (105 a) 

Infolge etwaiger Stiitzenverschiebungen wird aus Formel (46) 
fUr den vorliegenden Sonderfall 

Z =6EJ b =6EJ [Yr-Yr-1 +Yr-Yr+1]. 
r c ,. c lr lr+1 

Der EinfluB einer veranderlichen Last PI' in der Offnung l,. 
auf die Belastungsglieder Zr-l und Zr ermittelt sich wie folgt: 
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Die reduzierte Momentenfliiche des statisch bestimmten Haupt­
systems infolge Pr ist nach Abb. 84 ein Dreieck, dessen Spitzen­

x x' J 
ordinate Pr [' / ist. 

r r 
Zu dieser Belastungsfliiche des einfachen Balkens zwischen den 

Stiitzen r - 1 und r ermittelt man die Auflagerdriicke. Zur Bestim­
mung von ~r-1 0 nimmt man den Punkt r als Drehpunkt an, setzt 
zuniichst das Moment des Dreiecks 0 G P an und zieht dann ab das 
Moment des Dreiecks PEG. Dann wird 

~ = ~ Jc [Pr x/ lr. .1_ P x' iCr' . xr'J = Pr l 2 Jc [x/ _ xr' 3J 
r-1,O l J 2 3 r r 2 3 6 r J l l 3 • 

r r r r r 
Nun ist 

und 

demnach wird 

~ Pr l l' , r-1,0=6 r r WD' 

Den Auflagerdruck ~rO erhiilt 
man zu 

~ = ~ Jc [-p xrlr .1_ P x ~-". xrJ 
rO lr Jr r 2 3 r r 2 3 

I 1'-1 

l~ 
t---Xr 
I 
I 

0 

P. T~ 
"-"-"-

;:.rrJ;: 

lc 
oCr-r,o 

r~~ 
'IE X;. 

I 
I / 

1/ 
/ 

/ 
[ 

= Pr l 2 Jc [xr _ Xr~J Abb.84. 

6 r J l l3' r r r 

wobei 

Demnach lauten die Belastungsglieder 
Z = - 6 rt' = - P l l' WD' I 1'-1 ~r-l,O r r r l 

Zr = - 6 ~rO = - Pr lr l/ WD f 

rl 

# 
6 

/ 1 / 

P. ,~ 

1~ 
40 

(106) 

3. Die Auflosung der Dreimomentengleichungen. 
Die Losung der Elastizitiitsgleichungen bringen wir wieder auf 

die Form 
n 

Mr = flr1 Z1 + flr2 Z2 + ... + flrr Zr + ... + fJrn Zn = ); fl,.; Z;. (54) 
i=l 

Setzt man in die Gl. (51) und (53) fiir ft und ft' die unter 1. 
dieses Abschnittes ermittelten Formeln fiir b ein, dann erhiilt man 

l ' 
ft r - 1 = 8 _ r l" (107) 

,-1 ft r -2 r-1 

, _ l/ 
ftr - , l' (108) 

8r - ftr+1 r+1 
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Fiir die Berechnung der I1-Tafel erhiilt man den Wert I1rr in der 
Hauptdiagonale~ (vgl. (55)) 

1 
11,.,. = 1 ' + 'l ' - f-l,.-1 r 8r - pr+1 r+l 

1 
(109) 

lr' (:r' - f-l,.-l)· 
Mit Hilfe dieser I1rr - Werte berechnen sich die iibrigen l1ik -Werte 
nach den friiher entwickelten Formeln zu 

I1r -l,r = - f-l,.-ll1rr , 

I1rH,,. = - P:+1I1r,., 

Fiir die Festpunktsabstiinde gelten wieder die friiher aufgestellten 
Gleichungen 

1 b = __ r_ 

r l+f-lr-l' 
a =1 - b r r r' 

b' = l,. 
r 1 + f-lr' 

4. Die StUtzenmomente. 
a) Die Offnung 1 .. ist allein belastet. 

Fiir stiindige Belastung der Offnung lauten die Gleichungen der 
anliegenden Stiitzenmomente (Formel (58), Seite 44) 

M = + 11 [Z - f-l ' Z J } ,.-1 r-l,,.-1 r-l r r (58) 

Mr = + I1rr [Zr - f-lr - 1 Zr-l] 

Es ist nun fUr die weiteren Entwicklungen zweckmii3ig, das Be­
lastungsglied Z in der folgenden Form zu schreiben 

(110) 

Fiir eine beliebige Einzellast Pr in lr wird dann mit Rucksicht auf 
Gl. (106) S. 73 

Z,._l = Prw£ } 

zr = Prwn 

Fur eine beliebige symmetrische Belastung in l,. wird 

3 IT,.o 
Z,._l = zr = Tfi-' 

,. r 

Fur eine gleichmii3ig verteilte Last qr in lr wird 

qr l,. 
Z"_1 =z"=4 

(111) 

(112) 

(113) 
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Fiir eImge andere in der Praxis haufig vorliegende symmetrische 
Belastungen sind die Werte zr-1 und zr nach G1. (112) berechnet und 
in Hilfstafel I zusammengestellt. 

Mit den Bezeichnungen der Gl. (110) gehen dann die Formeln (58) 
iiber in 

M = - 1 l'{J [z -' } r-1 r r r-1,r-1 r-1 ftr zr 

M = - 1 l' {J [ ] (114) r r r rr zr - ft r -1 zr-1 

'Als weitere Abkiirzung wird eingefiihrt 

lrl/ {Jr-1, r-1 = kr - 1,r } 

ll'{J =k r r rr rr 

(115) 

Der erste Index von k deutet wieder den Ort an, namlich die Stiitze 
r - 1 bzw. r; der zweite Index bezieht sich auf die Ursache, nam­
lich Belastung der Offnung lr' Mit diesen Abkiirzungen lauten die 
Gleichungen der Stiitzenmomente 1) 

M =-k [z -/l'z] } r-l,r r-l,r r-l rr r 

Mrr =-krr [zr -ftr -1 zr-1] 
(116) 

Fiir eine beliebige Einzellast Pr in l, wird mit Riicksicht auf 
die G1. (111) 

r-1,r - r-1,r r WD ft, WD M --k P['-' ] } 
Mrr =o-krr Pr [WD-ftr -1 W D] (117) 

Fiihren wir noch nach Formel (12) und (12 a) S. 15 die Bezeich­
nungen Wp und wT ein, namlich 

-rop, = wD - ft,-l wD } , , , 
WT, = WD - Itr WD 

(118) 

wobei sich bei wp der weitere Index r auf die belastete Offnung 1r 
bezieht, dann wird 

M = - k P wT } r-l,r r-l,r r r 

Mrr = - krr Pr WT, 
(119) 

Wirken mehrere Lasten P in der Offnung 1r' dann ist 

Mr-l,r = - kr - 1 ,r 2JPr wT, } 
. Mrr = - krr 2JPr wTr 

(120) 

Liegt eine gleichmaBig verteilte Belastung qr in der Off­
nung lr vor, dann gehen unter Beriicksichtigung der G1. (113) die 
Formeln (116) iiber III 

1) 1m folgenden wollen wir auch die Momente mit Doppelzeigern versehen. 
Der erste Index gibt wieder den Ort an, der zweite bezeichnet die Ursache. 
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M,.,. 
q 1 

= -k ~(1- IJ. ) r,. 4 ('"'r-l I (121) 

Handelt es sich urn den EinBuB einer wandernden Einzellast P,. = 1, 
also urn EinfluBlinien, dann erhiilt man die Gleichungen der Ein­
BuBlinien der anliegenden Stiitzenmomente Mr- 1 und Mr aus Formel 
(117) bzw. (119) 

Mr-1,r = - kr- 1 ,r [wn - ftr' Wn] = - k,.-I,r wT,. 

Mr,. = - krr [Wn - ftr-l Wn] = - k,.,.wp,. } (122) 

Bisher wurden fiir die Belastung einer cJffnung lr die anliegen­
den Stiitzenmomente ermittelt. Jetzt sollen auch die iibrigenStiitzen­
momente fUr eine Belastung der cJffnung lr bestimmt werden. 

I 1'-3 Lr-z 1'-11 ! iiiiiiiiiil 1 l' Hr..,.' 1't1 R!1Z r+Zi IOf I f f ift 141 r-t-l,r-z Lr l,r.,., l,rtz~ 
I I I' I I I' I 

I I I I 1 I 
4) M,.... ,. Mr_1,r I I 

Abb. 85a u. b. 

Da die MomentenBache in den iibrigen cJffnungen entsprechend 
der Abb. 85 a durch die Festpunkte bestimmt wird, so erhii.lt man 

M =-11. M r-2,1'" ,,..-2 r-1,r"' 

Mr- S, r = - ftr-s Mr- 2, r' 

Setzt man in die beiden oberen dieser Gleichungen die Werte 
fUrM,._I,r und Mr ,. nach Gleichung (114) ein, so erhiilt man 

Mr- 2,r = + ftr-2l,. lr' {3,.-1, r-l [zr-l - ft,.' Z,.] = 

= - lr l,.' {3r-2, ,.-1 [Z"-1 - ft,.' Zr]' 

Mr+1,r = + ft~ + llr l,.' {3r,. [Z,. - ftr-l Zr-l] = 

= -lr l,.' {3"+1, r [Zr - ftr-l Zr-l]' 
Entsprechend Gleichung (115) wird zur Abkiirzung eingefUhrt: 

k =ll'R =-11 ll'R =-I-t k ,.-2, r .. r 1',. -2, .. -1 ('"'r-2 r r 1' .. -1, r-l . r-2 .. -1," 

und kr+1,r=lr l/{3r+l,.= -ft,.'+llrl,.'{3 .. ,.= -ft~+lk,.r' 
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In gleieher Weise werden aIle Werte kr±.i, r bestimmt. Fiihrt man 
immer fUr die Werle ll' fJ die Abkiirzung k ein, so folgen diese k­
Werte wie die fJ- Werte und die Momente demselben Gesetze: Es 
gehen die Verbindungslinien zweier benaehbarter k- Werte dureh den 
zwisehenliegenden Festpunkt, und zwar links der belasteten Offnung 
1r durch die entspreehenden linken Festpunkte; reehts von l1' dureh 
die entspreehenden reehten Festpunkte (vgl. Abb. 85 b). Es ist also: 

kr - 3,r = - ft1' -3 k1' - 2 ,r kr+2 ,r = - ft;+2 kr+l,r 
k = - II k k = - 11.'+3 k r-4,r j"r-4 r-3,r r+3,r jVr r+2,r· 

Damit ergeben sieh die Stiitzmomente zu: 

M --k [z -II.'Z]IM --k [z -II. z ] r-'.?,r - r-2,r r-l rr, r r+l,r - 1'+1,r r rr-l r-l 

M =-k [z -/J z] M =-k [z-u z] r-3,r r-3,r r-l j"r r r+2,r r+2,r r 'r-l r-l 

Ganz allgemein kann man also zur Bereehnung irgendeines i-ten 
Stiitzenmomentes infolge einer Belastung in der Offnung 1r sofort 
ansehreiben -

Mir= -kir[zr-I -ftr'zr] fiir i<r} (123) 
bzw. Mir = -kir [zr - ft1'-l z1'-l] fUr i > r 

Dnter Beaehtung der Gl. (111) und (118) ergibt sieh daraus die 
Gleiehung der EinfluBlinie fiir Mi innerhalb der Offnung 11' zu 

{
- kirOJTr fUr i < r} 

'fJir = " . 
- kirOJTr fur ~ > r (123 a) 

b) Beliebig viele Offnungen des Balkens sind belastet. 

Die Gleiehung (123) stellt das Stiitzmoment Mi infolge Belastung 
der Offnung 1r dar. Vertauseht man in dieser Gleiehung die beiden 
Zeiger i und r, so erhiilt man das Stiitzenmoment Mr infolge Be­
lastung der Offnung li 

M . = r> >- I"~>, {
- k .[z. 1 - 1I..'z.] fiir r < i 

r> -kri[Zi-fti-Izi-l] fiir r:2:i. 
Sind nun mehrere Offnungen belastet, so erhalten wir dureh Super­
position: 

Mr= - [.2kri(zi-fti-Izi-IJ+.2kri(zi-I-ft/zi)]· 

Hierin erstreekt sieh die erste Summe iiber die links von r und die 
zweite Summe iiber die reehts von r gelegenen belasteten Offnungen. 

rst die Belastung innerhalb jeder Offnung symmetriseh, dann ist 

Zi-I = Zi 

and die Gleiehung fiir Mr geht iiber in 

Mr = - [.2 kri Zi (1 - fti-I) + .2 kri Zi (1 - ft/)] . 
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Bei voller Belastung der ()ffnung li mit qi wird 

q.l. 
z-~ 
i- 4 

und das Stutzenmoment 

Mr = - i [~qili kri (l- fli-1) + ~qi li kri (1- fli')]· 

Sind samtliche ()ffnungen belastet, dann erhalten wir 

und 

(124) 

(125) 

5. Feldmomente, Querkrafte und Stiitzendriicke. 
a) Feldmomente. 

Das Moment fur einen beliebigen Querschnitt m dar belasteten 
()ffnung lr wird nach Gl. (69) S. 53 

x,' x 
Mm =Mmo + '1<:" Mr- 1". + iMrr' 

r r 

Wir setzen fur Mr- 1 llnd Mr die Gl. (122) ain, namlich 

M = - k [WD' - IJ ' WD] r-l,r r-l,r Ir 

M =--' - k [WD - I/. WD' ] rr rr j'Vr-l 

und berucksichtigen, daB zwischen kr - 1 r und krr die folgende Be-
ziehung besteht: ' 

fJr,r-1 = - flr' fJr-1,r-1 = - flr -1 fJr r ' 
Dann ist auch 

ll'fJ '-ll'fJ r r r-1,r-1'flr - r r rrflr-1 

oder k '-k r-1, r fl, - rr flr-l 

Daraus folgt: 

Dann wird 

k =flr-1.k 
r-1,r fl/ rr 

xr x/ m m' 1 ~r = -l- - flr -1 -l = - - flr-1-
r r n n 

J 

(126) 



Feldmomente, Querkrafte und Stiitzendriicke, 79 

dann erhiilt man die Gleichung der EinfluBlinie flir das Feldmoment 
der 0ffnung 1r 

Mmr = 1Jmr = Mmo - [krr ~r wn + kr - 1,r' ~r' WD] , (127) 

Die Ordinate der EinfluBlinie flir das Feldmoment Mm in der 
0ffnung 1r-1 wird 

I 

M - - xr M + xr M 
m r-1 - 1Jm r-1 - 1 r-1 r-1 1 r r-1' " , , 

r 'r 

Nun ist nach Gl. (123a) 

M r - 1 r-1 = - kr - 1 r-1 WTr -l , , 

M =-k WT r,r-l r,r-l r-l 

und k - I k r, r-1 - - flr r-1,r-1' 
Daher wird 

k 
'l'1 _~[X'- 'x] r-1'r-1 __ l:lk W 
'1m r-1 - r flr" 1 WTr-l - "'r r-1 r-1 Tr-l' , , 

r 

In der 0ffnung 1r+1 wird die Ordinate der Mm-Linie 

X I X 
M -'l'1 ----'!..M +-rM m,r+1 - 'Im,r+1 - 1 r-l, r+1 1 r,r+1' 

r r 

Setzt man nach Gl. (123a) 

und 
dann ist 

M - -'- k WT' . r-l ,1"+1 - r-l,r+l r+l 

M = - k WT' r,r+l r,r+l r+l 

kr - 1 ,r+1 = - fl r -1 kr •r + 1 , 

(128) 

1st wieder allgemein die 0ffnung 1, belastet, dann hat das Feld­
moment Mm in der 0ffnung 1i folgende EinfluBliniengleichung 

fUr i < r, 

" 
i =r, 

" i > r, 

b) Querkrafte. 

Die Querkraft fur den Querschnitt m in der 0ffnung 1r folgt der 
Gleichung 

M -M Q = Q + rr , r-1.r. 
mr mO t 

r 
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Setzt man fur die Stutzenmomente die GI. (122) ein, dann ist 

M M - k [( , ) f-l1' -l ( , ')] 
1'1' - 1'-1,1' - - 1'1' WD - f-l1'-l WD - f-lr' WD - f-lr WD , 

Mr1' - Mr- 1•1' =- kr1' [WD(l + f-lr -1) - f-lr -1. wD (1 + :JJ. 
Fuhrt man ein 

dann wird 

l 
1 + f-l1' -1 = b ' 

l' 

1 + ' lr f-lr = b" 
l' 

Q Q + k [f-lr-1 1, 1 ] m1'= mO 1'1' -'-'b'WD-l)WD , 
f-l1' l' l' 

Die Ordinate der Qm"Linie in der Offnung l1'-l wird 

D 1 + f-l/ 1. t . d a nun -l-- = b' IS, WIT 
l' l' 

(130) 

(131) 

Fiir die Ordinate der Qm - Linie in der Offnung lr+1 erhiilt man 

1st wieder allgemein li die beIastete Offnung, dann ist 

k l' + 1';;, "WT' fur i < r 
r 

(132) 

'fJmi = Qmo + [kri/r w,h - t..r WDJ "i = r (133) 
r l' 

k. , 
- bWT, 

r 
i > r. 
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c) Stiitzendriicke. 

Der Auflagerdruck der Stutze r betragt 

Die EinfluBlinie des Auflagerdruckes in der Offnung lr' also Orr' er­
halten wir, wenn man fur die Stutzenmomente folgende Werte ge­
setzt werden: 

Mr- 1• r = -kr-1,r(WD-Pr'WD), 

M k ( ") rr = - rr,WD - Pr-l WD , 

]l;1r+1,r = -- kr +1,r(WD - Pr -1 wD)' 
Setzt man wieder 

k = Pr-l k 
r-lr , rr' , Pr 

kr+1,r = - P;+1 krr' 
dann wird 

oder auch 

(134a) 

Urn die Ordinate der EinfluBlinie fUr den Au£Iagerdruck C1 in 
der Offnung lr+l zu erhalten, muB man fur die Stutzenmomente 
setzen 

Dann wird 

(134b) 

Allgemein erhalt man auf Grund ahnlicher Betrachtungen wie 
unter a) und b) fiir eine belastete Offnung 1; die EinfluBordinaten 

Kammer, Durchlaufende Trager. 6 
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[k l' k.] 
rb-, " - b ,rz OJT; 

r r+1 
fur i < r 

1Jri = 

[ 1 flr'] k ' - p + -b~ r-l,r OJD 
r r+1 

" i = r 

(135 ) 

- [~- -I- fl~ k OJD . bib }' + 1, r + 1 
r+l 

" i>r+1. 

6. Einfiu6 des Eigengewichtes. 
Nach Gl. (125) erhalt man fur das Stutzenmoment Mr infolge 

Eigengewicht g folgenden Wert 

Mrg = - ~ Lf j; gil; kri (1 - fli-1) +. nlI gi I; k ... (1 - fl/)]. (136) 
t=l t=r+l 

Sind die Stutzenmomente ermittelt, so erhiilt man die Momenten­
und Querkraftsflache . infolge Eigengewicht wie in Abschnitt II unter 6. 
(V gl. auch Grundaufgabe 1, Seite 115.) 

7. Einfiu6 der Nntzlast p. 

1m Gegensatz zu den allgemeinen Betrachtungen im Abschnitt II 
unter 7 sollen hier geschlossene' Formeln aufgestellt werden, die 
die Maximal- und Minimal-Momenten- und Querkrafts-Flachen einer 
jeden Offnung des durchlaufenden Balkens moglichst schnell darzu­
stellen gestatten. 

Die fur die Darstellung der Maximal- und Minimal-Momenten­
flachen notwendigen Stiitzenmomente Mr - 1 , a' Mra , sowie Mr - 1 , b und 
Mr b' fur die unter Abschnitt II, 7, b) S. 61 allgemeine Formeln 
aufgesteIIt wurden, werden entsprechend den positiven und negativen 
Beitragstrecken der EinfluBlinien ausgewertet. Die so entstehenden 
F?rmeln vgl. spater auf S. 86. 

Fur die Darstellung der Maximal- und Mini mal-Querkraft­
Flachen knupfen wir an die Formel (88), S. 65. 
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12 

max Qmp = P :i -+ -f [F:c - F:- 1, cJ + max)I,. 
", r 

an. 
Das erste Glied ist die bekannte Qop - Parabel (Abb. 86 a). Das 

zweite und dritte Glied wollen wir fUr den hier vorliegenden Fall, 
daB die Tragheitsmomente innerhalb der Offnungen konstant sind, 
noch weiter vereinfachen. 

Mit F:c und F:-1,c waren die Inhalte der EinfluBflachen fur Mr 
und Mr - 1 uber den Strecken x/ bezeichnet. Wir drucken nun diese 
Inhalte unter Benutzung der Gleichungen 

M -M ---k [w' _I/.'W ] r-l,c -- r-l,r - r-l,r D j"r D 

und 
M = M = - k [WD - I/. WD/] rc rr rr j"r-l 

aus und erhalten 

Setzt man fur 

und 
X I ,3 

I r X 
wD= r- lS 

r ,. 

ein, dann wird 

'" I 

Jr d I lr I 

wD x=4 wr ' 
o 

wobeP) 

und 

1\ 

"Ji 
I 

plr 
Z 

! 

flor-F1iiche 
I 

I 
I 
I 

I 
I 

I I Mrc-Mr-1.cfgenau) 

b-===Il:::::::( ===Lr===.-:1 b) r- f 
I I Mr~Mr_1,C(gendher~ 

~ ~I ==~I(===L~r== ____ ~1 
Abb.86a-c. 

wobei Wr 1) = [1 - ~r:r 
r 

1) Fur Zehntelpunkte sind die w- und w' - Werte in Muller-Breslau, 
Graph. Statik II, 2, 2. Auflage 1925, S. 103 angegeben; sie sind dort wL und 
W R genanut. 

6* 
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Demnach erhalt man 

M -M P 
rc r-l.c - __ [k ('w' - l w) -k (w - ' w ')] 1 - 4 rr l' ! 1'-1 1', r-l.r r flr r • 

r 

(137) 

Der Einfiu13 dieses zweiten Gliedes aui die Gesamtgro13e der 
Querkraft ist nun in dem fur die Dimensionierung in Be­
tracht kommenden Bereich sehr gering; den Haupteinfiu13 ubt 
das erste Glied aus (vgl. Abb. 86b, die eine ma13stabliche Darstellung 
der Flachen gibt). Die Ausrechnung des vorstehenden Ausdruckes 
(137) ist zwar nicht schwierig, aber immerhin zeitraubend. (Vgl. 
Zahlenbeispiel 2, Seite 160.) 

Da sein Einflu13 nun ganz unwesentlich ist, erscheint es fur die 
Praxis ausreichend und zur Vermeidung uberflussiger Zahlenrech­
nungen zweckma13ig, an Stelle der w1' - und w; -Kuryen nach Abb. 86 c 
eine Gerade einzuschalten. Die Zahlen wr und w: sind fur x1' = 0 
und x' = 1 beide gleich 1, fur x = 1 und x ' = 0 beide gleich Null. r r r r r 
Demnach setzen wir 

M M px' 
1'n - r-l.d = _ _ 1' [k (1-fl )-k (1-/l')]=a x' (138) 'lr 4lr rr 1'-1 r-l.r r r r' 

Der Anteil 
M -M 

r dr-to d = max r 
1 r 
r 

(139) 

ist fiir die ganze Offnung lr konstant; er riihrt her von der Ans­
wertung der positiven EinfluBfiache der Querkraft infolge Last­
stellung d nach Abb. 75, S. 64. Deutet die symbolische Bezeichnung 
+ 2: an, daB die Summe sich nur uber die positiven Teile der Ein­
fluBflache erstreckt, so erhalt man fur die Differenz (139) der Stutzen­
momente unter Benutzung der Gl. (125) S. 78 

M - M P [ r 
rd 1 r-l.d = max rr = - IT +.e li(kri - kr - l • i ) (1 - fli-l) 

r r 1-1 

+:- j;+\(k,.; - kr'-l.i) (1 - fl/)]. 
l=r+1 

(140) 

Insgesamt wird 

(141) 

wobei aus Gl. (138) 

(X = - L [k (1 - JJ. ) - k (1 - Il. ')J (142) r 4l rr /,"r-l r-l,r '-r 
r 

und maxrr nach Gl. (140)bestimmt wird. Fiir die groBte neg a-
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tive Querkraft erhalt man entsprechend 1) 

• pX 2 • • 
mm Qmp = - 2l-t- arxr + mm)'r' (143) 

r . 

worin a,. nach G1. (142) zu berechnen ist, und 

. P [- ''',l (k k ) (1 ) mm)'r =- 4T .~ i ri - r-1,i - f.li-1 
r t-1 

+ -")/ li(kri - kr - 1 i)(l- f.l/)]. (144) 
i=r+l ' 

Die Summen -.1) beziehen sich auf die negativen Teile der Ein­
fluBflache fiir Qm' 

Der groBte positive Auflagerdruck der Stiitze r wird (vgl. 
G1. (90), S. 67) 

(145) 
worin 

O 1 P lr l . max = -- - a - mIn )' rp 2 r r r' 

Or pl"+l + l + max rp = -2- ar + 1 r+1 max )'r+1' 

Der groBte negative Stiitzdruck wird 

. 0 . Ol + . 0" mIn rp ---'- mm rp mIn rp (146) 

. 0 1 mIn rp= - max)'r 

min O/p = + min )'d1' 

Fiir den allgemeinen Fall, daB der durchlaufende Balken n Innen­
stiitzen hat und die Untersuchung entweder fiir die Stiitze r oder 
die QUnung l,. erfolgen soIl, konnen nun bei der Darstellung der 
GroBt- und Kleinstwerte der Momente und Querkrafte infolge der 
Nutzlast p vier verschiedene FaIle eintreten, je nachdem r eine 
gerade oder ungerade Zahl und je nachdem die Zahl der Innen­
stutzen n gerade oder ungerade ist. 

Es ist nun fiir die praktische Anwendung zweckmaBig, gesondert 
der Reihe nach diese vier Falle zu betrachten; die Formeln fUr diese 
vier FaIle sind gleich, nur die Grenzen der Summen andern sich. 

1) Das zwej,te Glied dieses Ausdrucks steUt wieder eine Annaherung dar, 
die in dem Teil, der fiir die Dimensionierung in Frage kommt, mit dem wirk­
lichen Wert genau genug iibereinstimmt. 
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Folgende Bezeichnung gilt allgemein: 

02) bedeutet: die Summe erstreckt sich fiber die geraden 
0ffnungen, 

U 2J bedeutet: dil:l Sum~e erstreckt sich iiber die ungeraden 
0ffnungen, 

G j}J = Moment infolge Belastung der geraden 0ffnungen, 
uM = 

" " " " 
ungeraden 

" 
Fall 1: r und n sind gerade Zahlen. 

a) Zur Bestimmung der Maximal- und Minimal-Momen­
tenflachen dienen die folgende Werte, die unter Beriicksichtigung 
der positiven und negativen Beitragstrecken der EinfluBlinien erhalten 
werden. 

r n+1 
. pG"\l ) pu,\" , 

mmMrp=-~4 .L.J· li kri(1-P·i-1 -4 .L.J1ikri(1-Pi) 
i=2 i=r+1 

GroBtes Feldmoment 

wobei 

~.. 1. 2 max lUmp = 2" P Crp , 

-V 2 + 2 GMr _ 1,p 
C -- xOr ----rp p 

tr = Crp + ar - Xo,· 

t'=c +a'-x' r rp r Or 

r-1 n+1 

UM =_E.u'\"l.k .(1-11. 1)-E. U '\"1.k .(l--,u.') 
rp 4 ~,rt ,-,- 4 . .L.J , rtl 

~=1 ~=r+1 

r n 

pG2 pG\" GM =-- 1.k .(l-p. )-~- .L.J1.k .(l-p.) 
rp 4.' rt ,-1 4. 4- ' ,." 

~=2 ~=r , 2 

Die Festpunktsmomente werden 

max j}JLr = ~ p tr (2 crp - t r), 

. ar U br uM mmMLr = T j}Jrp + 1- 1'-1, p' 
r r 

maxMRr = ~pt:(2crp - t;), 
b' , 

. M - rUM + ar U M mIn .Rr - T rp 1 r-l,p' 
r r 



EinfluB der Nutzlast p. 

b) Maximal- und Minimal-Querkraftflachen. 

X '2 
max Qmp = P21- + a,. x,.' -f- max Yr , 

,. 

a - - -'L [k (1 - /J ) - k (1 - !'1, ')] 
r- 41 rr '-r-1, ,.-1," ,.' 

r 

P [u '~~ 
max Yr = - 41" ~ li(kri - kr- 1,i)(1- fti-1) 

+ ;=j;~li(kri - kr - 1,i)(1 - ftnJ, 
. PX 2 • 

mmQmp = - 2Z" + a,.xr+ mmyr , 

" 
min = - J!.. G :-7 l. k . - k _ 1 _ _ [ 

,-2 

Yr 4l,. ~.(,., r-1,,)( ft'-l) 

n+l ] + U .1)li(kri - kr - 1, i)(1 - ftn . 
i=r+l 

Fall 2: r und n sind ungerade Zahlen. 

a) Maximal- und Minimal-Momentenflachen. 
, n+l 

min Mrp = - ~ U ..I)Zikri(1 - fti-1} - ~ G.1) li kri (1 - ft/), 
i=l i=r+1 
,-1 n 

pG'\1 pU'\1 I 

maxMrp =-4 ~ l,kri(1-jUi-1)-4 ~lik,.;(1-fti)· 
i=2 i=r+2 

Gr6Btes Feldmoment: 
M 1. 2 max mp = "2 P Crp , 

wobei 

1 U M - UM x =-.-2'".....(... rp r-1,p 

0,- 2 I P l,. 

xo,.' = lr - XOr ; tr = Crp + a,. - XOr ; 

t'=c ....(..a'-xo',·, r rp I r 

r n 
U pU'\1 pU'\1, 

Mrp =-4 L.;;l,kri (1-fti-1)-4 ~ li kri(1-fti)' 
i=l i=r+2 
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Die Festpunktsmomente werden 

maxMLr =~ptr(2crp-tr)' 

. _arG brGM . 
mmMLr -T Mrp + T r-l,p' 

r r 

max MRr = ~ P tr' (2 crp - tr'), 
b' a' . M r GM I ,. GM 

mIn Rr =T rpi l r-l,p' 
r r 

b) Maximal- und Minimal-Querkraftflachen. 
pX'2 . 

max Qmp = -2-1 + arxr' + max Yr , 
l' 

a - - L [k (1 - I/. ) - k (1 - fl ')] r- 41 rr I~r-l r-l,r r' 
r 

maxYr = - !zr [ Gt. li(kri - k r - l ,i)(l - fli-l) 

+ u 1; li (kri - kr - l , i)(l - fln] , 
i=7+2 

'Q pX2-L +. mIn mp = - ~ I arXr mIn Yr' 
l' 

min Yr = - 4~r [u j;2 li (kri - kr_1)(1 - fli-l) 

+ :11>i(kri - kr-l,i)(l - fln]. 

Fall 3: r gerade; n ungerade. 

a) Maximal- und Minimal-Momentenflachen. 
r n 

. pG"" ) pu"" , 
mmMrp= -4 ..L.; li kri(l-fli-l -4 ..L.; li kri(l-fli)' 

;=2 ;=r+1 
7-1 n+1 

pu~ pG"", 
maxMrp =-4 ..L.; li kri(1-fli-l)-4 ..L.; likri(l-flJ· 

i=1 i=r+2 

GroBtes Feldmoment: 
M 1 2 max mp = llPCrp • 

l GM - GM V 2 GM x -...r...+ rp r-l,p _ 2 + r-l,p; 
Or - 2 P lr Crp - Xor P 

tr = Crp + ar - XOr ; 

t ' = C + a ' - X~r; l' rp r 



EinfluB der Nutzlast p. 

Die Festpunktsmomente werden: 

max MLr = i pt1' (2crp - tr), 

min ML = ar uM -I- ~uM . 
r 1 rp' 1 r-1,p' 

l' l' 

max MRr = ~Pt/(2c1'p - tr'), 

. b: u a: u 
mm MRr = T M1'p + T M1' - 1 ,p· 

r l' 

b) Maximal- und Minimal-Querkraftsflachen. 

px '2 

max Qmp = 2l + (;(r x: + max 1'1" 
l' 

(;( = - J!..... [k (1 - II. ) - k (1 - II. ')] r 41 1'1' ,°1'-1 1'-1, l' ,°r 
r 

max 1'1'= - 4~ [u;i!1;(kri -k1' - 1,i)(1- fl;_1) 
l' t=l 

+ GZ1;(kri - kr- 1,i)(1 - fln], 
i=r+2 

. Q px 2 • 
mm mp=-2f+arXr+mlnYr' 

r 

min 1'1' =0--: :z [Gj}li(kri-kr_1,i)(1-fli_1) 
l' t=2 

+ U 1; 1i (kri - kr - 1,;) (1 - fln] . 
i=r+1 

Fall 4: r ungerade, n gerade. 

a) Maximal- und Minimal-Momentenflachen: 
r n 

. p U "" P G \, , mmMrp =-4 L.J 1;kri (1-fli-l)-4 L.J 1i kri(1-fl;), 
i=1 i=r+l 

r-1 n+1 

maxMrp = - ~ G 2) 1ikri(1 - 'Ui - 1) - ~ U}; 1ikri(1 - fl/). 
i=~ . i=r+9 
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GroBtes Feldmoment: 

Die Festpunktsmomente werden: 

max MLr = lptr (2 crp - tr)' 

. M ar GM + br GM . mIn Lr = T 'rp T r-1, p' 
r r 

max MRr = lptr' (2 crp - t:), 

. br' G a: G 
mm MRr = 1- Mrp + T Mr- 1,p' 

r r 

b) Maximal- und Minimal-Querkraftsflachen: 
px 12 

max Qmp = 2£- + (Xrxr' + max Yr , 
r 

[ 

'r-2 

min Y .. = -:z U J) li (kri - kr- 1, i) (1 - fti-1) 
r t=1 

+ Gj; li(kri - kr- 1.i )(1- ftn]. 
i=r+l 
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IV. Die graphische Theorie des durchlaufenden 
Balkens. 

1. Die graphische Bestimmung der Festpunkte. 
a) Der Querschnitt des Balkens ist beliebig veranderlich. 

R 1 Z r-z r-1 

~ # 4 4 4 
rLr¥--Lz~L,.~L,:-1"I" 
I I I I I 
I I I I 
I I I I I 
I 11, ILr_ I 

- 11,. 

Abb.87. 

Der Balken auf beliebig vielen Stutzen nach Abb. 87 sel m einer 
Offnung rechts von r irgendwie belastet. Das Moment Mr sei ge­
funden; dann ist die Momentenflache in den links von r gelegenen 
Offnungen nach den Erarterungen unter II, 3, b bestimmt durch die 
Festpunkte L. Wie groB nun auch Mr ist, die Form der M-Flache 
bleibt immer dieselbe, weil ja die Lage der Festpunkte stets dieselbe 
bleibt. Wollen wir nun fur diesen Balken die Biegelinie, und zwar 
die E Jc b-Linie darstellen, dann belasten wi! nach Mohr den Balken 

mit der M ;- - Flache und ermitteln zu dieser Belastungsflache die 

neue Momentenlinie. (In den folgenden Abbildungen ist die Ver­
zerrung der Momentenfliiche der Einfachheit halber nicht besonders 
dargestellt. ) 

Fur die hier anzustellenden Betrachtungen genugt es, nur gewisse 
Werte dieser Biegelinie zu ermitteln, und zwar braucht man nur 
die Tangenten der Biegelinie an eImgen Stellen. Zur Ermittlung 

dieser GraBen kann man die Inhalte der M.; -Flachen innerhalb 

der einzelnen Offnungen konzentriert in den betreffenden Schwer­
punkten angreifen lassen. 

In der ersten Offnung haben wir es nach Abb. 88 mit dem Flachen-
inhalt 

zu tun. 
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I< l1 
I 

(2) I 
H 

I 
I 
I 

tft 
I 
I 
151 

I c) 
I 

(1) 

-l~ RI 

.If 

Z --'---

HI 

lz 

-~~ 
~ ~-

I 

lJZ1" 
I 

I (s) 

151" 
I Z 

I 
I 
I 

Abb. 88 a u. c. 

In der zweiten Offnung wird das 
verschrankte Trapez der M-Flache in 
zwei Dreieeke aufgelost. Man erhiilt 
also in der zweiten Offnung zwei Werte 
%J und %,;; entsprechend dann in der 
dritten Offnung' %J und %[ und allge­
mein in der Offnung Ir' %: und %;. 

Abb.88b. 

1m Krafteck Abb.88b tragen wir 
die Flachenwerte % unter Berucksichti­
gung der V orzeichen auf und erhalten 
mit der Polweite "eins" dureh Ziehen 
der Parallelen zu den Seilstrahlen 1, 
2, 3 usw. in Abb. 88e das gesuehte 
Tangenteneek. Fur einen Balken auf 
starren Stiitzen wird nun die Biege­
linie an den Stiitzen 1, 2, 3 usw. die 
Ordinaten Null erhalten, die Seilstrahlen 
(1), (2), (4) usw. sehneiden die Nullinie 
also in den Auflagersenkreehten. Ver-
einigt man %1 und %~ zu einer Re­

sultierenden RI , dann gehen die verlangerten Seilstrahlen (1) und (3) 
des Tangentenecks dureh denselben Punkt der W irkungsgeraden von R1 . 
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Ebenso schneiden sich die Geraden (3) und (5) in einem Punkt 
der Wirkungsgeraden von R2 ,der Resultierenden von %[ und %J. 

%i liegt zwischen den Seilstrahlen (2) und (3); da,nn ist das 
statische Moment 6 1 von %~ in bezug auf J, , 

das Auflager 1 gleich der von den Strah- Htf ¥':ff: 
1 - IZ 

len (2) und (3) abgeschnittenen Strecke auf f--.xz ,I.. .xz----;J 
I I I der Auflagergeraden 1; ebenso erhiilt man i"" 1 ~z "I 
I IM'&~ . I 

das statische Moment 6 2 von %{ in bezug .1 ~ 
auf Stiitze 2 auf der Auflagerlinie 2 zwischen + Hz 
(3) und (4). Nun ergibt sich nach Abb. 89 Abb.89. 

Man erhiilt demnach 

also wird 

(147) 

Der Festpunkt L2 hat die Abstiinde a2 und b2 von den Auflagern 1 
und 2, dann ist nach Abb. 88 a auch 

Demnach verhiilt sich auch 
6 1 a2 

6 2 b2 • 

Das sagt aber, daB der Punkt L 2' in 88c senkrecht unterdem Fest­
punkt L2 in 88a liegen muG. Gelingt es also, den Punkt L2' zu 
konstruieren - und dazu wird uns sofort ein Satz der Geometrie 
der Lage verhelfen -, dann hat man auch damit den Festpunkt L2 
gefunden. 

Betrachten wir in Abb. 90 das schraffierte Dreieck, so liegen 
die Ecken· dieses Dreiecks auf den drei Lotrechten 81 , 8J und VI" 

81 und 8~ sind Schwerachsen, in denen %1 und %; wirken. Die Schwer­
punktsabstiinde betragen 
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Abb.90. 

II 

f ~c Xl dx 
U 

l, 

JJ c I d -yx2 x2 X 

o 
I, 

f!c~XldX 
J 2 

o 

(148) 

Aus den vorstehenden Gleichungen erkennt man, daB die Lage 
von 81 und 8; und damit von VI' dessen Lage aus der Konstruktion 
in Abb. 90 ersichtlich ist, unabhangig von dem Stiitzenmoment Ml 
ist, da dieses sich aus den Gl. (148) heraushebt. Wie groB daher auch 
die Belastung in dem Felde rechts von r sein mag, die Ecken des 
schraffierten Dreicks in Abb. 90 Hegen stets auf den festen Geraden 
81 , 8J und VI' AuBerdem gehen von den Seiten des schraffierten 
Dreiecks zwei, namlich (1) und (2), durch die festen Auflager­
punkte A und 1. Wie man nun auch die Richtung des Strahles (1) 
annimmt, die dritte Seite des schraffierten Dreiecks, namlich (3), muB 
aus geometrischen Griinden stets durch den festen Punkt L 2 ' hin­
durchgehen. Das beruht auf folgendem Satz der Geometrie der Lage = 
Bewegen sich die Ecken BOD eines Dreiecks (A b b. 91) auf den 
drei Strahlen gl g2 gs eines Strahlenbiindels durch 0, und gehen hier­
bei zwei Seiten des Dreiecks durch die festen Punkte 1 und II, so 
geht auch die dritte Seite durch einen fest en Punkt III, der mit I 
und II auf einer Geraden liegt. 



Die graphische Bestimmung der Festpunkte. 95 

Zur Konstruktion des Punktes L 2' geht man also folgendermaBen 
vor: Man bestimmt zunaehst die drei lotreehten Sehwerlinien Sl VI 

und s; in Abb. 92. (Der Punkt 0 der Abb. 91 riiekt a1so ins 
Unendliehe.) Hierauf zieht man von A aus den beliebigen Strahl (1), 
dann den Strahl (2) dureh den Auflagerpunkt 1. Verbindet man 
nun den Sehnittpunkt von Strahl (1) mit vi' also den Punkt C, und 
den Sehnittpunkt von (2) mit sL also den Punkt D, miteinander, 
dann erhalt man auf der Geraden dureh A und 1 den dritten ge­
suehten festen Punkt L 2 ' und damit aueh den Festpunkt L 2 • 

I 

/ 
/ 

~ 

\ / /' 
\ / // 

t/ 
Abb.91. 

Abb.92. 

Zur Konstruktion des Festpunktes L3 in Abb. 93 benutzt man 
wieder die Beziehung, daB L3' unter L3 liegen muB. Wir betraehten 
jetzt das dureh die SeiIstrahlen (3) (4) (5) gebildete Dreieek. Von 
den Seiten dieses Dreieeks geht Seilstrahl (3) dureh den festen 
Punkt L 2', Strahl (4) dureh den fest en Auflagerpunkt 2, wiihrend 
die drei Eeken auf den festen 
Sehwerlinien s[, s~ und v2 1 

Hegen. Damit finden wir auf 1-1 -:,...-.....:.::.:,...-----1---....."wo::::....---/-2:!:.lt---.., 

Grund des oben angefiihrten 
geometrisehen Satzes wieder 
den festen Punkt L 3' wie 
folgt. Naehdem die Sehwer­

,..1 E<------~·z~--l---~E---~~r 

Abb.93. 

achsen s[ s~ v2 eingetragen sind, ziehen wir von L 2' aus in beliebiger 
Riehtung den Strahl (3). Der Strahl (4) geht dureh das Auflager 2. 
Seilstrahl (5) ist dann die Verbindungslinie' der Sehni ttpunkte von (3) 
mit v2 (Punkt E) und von (4) mit sf (Punkt l!). Der Strahl (5) 
sehneidet die Verbindungslinie L 2' 2 im gesuehten Punkte L 3'. Da 
L 3' erst gefunden werden kann, wenn L 2' bekannt ist, kann die 
Konstruktion der Festpunkte nieht willkiirlieh erfolgen; man muB 
mit der linken Offnung anfangen und dann in den folgenden Offnungen 
der Reihe naeh weitersehreiten. 

Allgemein fiir die r - te Offnung erhiilt man die Konstruktion von 
L r', werm L;-l bekannt ist, naeh Abb. 94. Fiir die Offnung lr gelten 
die folgenden Formeln zur Bestimmung der Sehweraehsen. 
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H=~~~------------~~~~--------~~ 
I I 

, M~I': 
;..1, Eo--+--Zr-1 ;> 1<::' Lr ---=,..~I 

I I I 
I I I I I 
I I I II I i I 

::~: 

Bei konstanter Feldweite ar wird mit 

I 
~------Lr---~ 

Abb.95. 

der Bezeichnung 

x'=a m'· r r r' 

der Flacheninhalt (Abb. 95) 

l, 

M fJ "1:,,= ___ r_ ~xdx 
U" 1 J r 

r 
o 

ar M "Jc = nr r.L.J J mr . 

1 =n a r r r 

Die statischen Momente in bezug auf die Stiitzensenkrechten lauten: 

I, 

6 =~ ~x x'dx=-L..M "~m m' M JJ a 2 J 
r-1 1r J r r nr r- 1 .L.J J r r' 

o 

I, 

6 =-~ ~x x'dx=...!:..-M "~m m' M JJ a 2 J 
r lr J r r nr r.L.J J r r' 

o 
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Die Schwerpunktsabstande sind 
I,. 

f -JJc~x x'dx 2} J , 
r r --"-m m ® J r r 

~ =~=o =a----=---
r fr 1 l,. r J 

r f Jc , d .2 ; m/ 
JX r X 

o 
1,. 

J JJC x x ' dx ~ J , 
r r .L..J --"- m m 

I:,=~ __ o _____ =a J r r 
C;r ~ r'--- l r J 

(5,. f1' J }) 1m,. 
; x,.dx 

o 
Setzt man zur Abkiirzung 

c = ~ J c m 
r .L..J J r' 

J 
c'= ~--"-m' 

r .L..JJ r' 

J 
1: '= ~--"-m m' 
r .L..JJ r r' 

dann wird 

Bei der geometrischen Kon­
struktion der verschrankten 
Schwerachse V,._l tragt man 
auf 8 r 1 den l!'lachenwert fr I, 

r- r 
auf 8 1 den Wert ~r 1 auf und r 0r-
zieht nach Abb. 96 die ge­
kreuzten Linien. Man kann nun 
aus 'J; und 'J:_1 den gemein­

samen Wert M"_l herausheben, Abb.96. 

97 

(149) 

(150) 

(151) 

(152) 

(153) 

(154) 

so daB man die konstanten Werte a,. c' und ar - 1 c zur Konstruk-
nr l' nr - 1 1'-1 

Kammer, Durchlaufende Trager. 7 
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tion von vr - 1 benutzen kann. Will man den Abstand von vr - 1 rech­
nerisch bestimmen, dann benutzt man die Formeln 

,I = ~:-1 + ~r cr:.l 
r-1 cr:.r +ct.lDr 

D,-1 Dr 

".+1 

* tr+1 ",I", 

I 
t", 

I 
I 
I 

(155) 

(156) 

f1 1z Z 13 fir 3 Llf fi" If L, 8 

~ i~: I~i :1;: 
I I >kc~ 

4 
k---L1---j--~-+-­Lz 1.3 1:>1"'11."-1-- L, >1 
I 
I 

I I I I I I I I 
I II I I Ii II II I I 
I II I I II II II I I I . I II II II 
I I .. II , 

I 

jV1 Ir jvz jV3 
I 

ISz v". IS, 
I I i I i I 

Abb.99. 

rst nach Abb. 97 eine Offnung des durchlaufenden Balkens links 
von r - 1 belastet und das Stiitzenmoment Mr - 1 bekannt, dann 
kann auch mit Hilfe der rechten Festpunkte die Momentenflache 
des rechts von r - 1 gelegenen Tragerstiickes gefunden werden. Die 
geometrische Konstruktion der Punkte R' erfolgt in Abb. 98 auf 
Grund ahnlicher Betrachtungen, wie sie bei Ermittlung der link en 
Festpunkte angestellt wurden. 

I 
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Zusammenfassend ist die graphische Konstruktion der linken und 
rechten Festpunkte fur einen Balken auf 6 Stiitzen in Abb. 99 dar­
gestellt. 

Zu erwahnen ist noch, daB man naturlich auch das schraffierte 
Dreieck der Abb. 100 zur graphischen Konstruktion der Festpunkte 
benutzen kann. In Abb. 100 ist in dieser Weise der Iinke Fest-

r-2 r 
.... ' <0------ ",,_1 ----"......~--ZT'--___'>,..,I 
I I 
I I 

ju,.-1 

Abb.100. 

I 
I 

punkt Lr konstruiert, wenn Lr- 1 bekannt ist. Wahrend in Abb. 94 
der durch L:_1 gehende Strahl (r) mit vr - 1 zurn Schnitt gebracht 
wurde, wird in Abb. 100 dieser Strahl mit der Stutzensenkrechten 
durch r - 1 zum Schnitt gebracht. Dagegen geht Strahl r + 1 nicht 
wie in Abb. 94 durch den Schnittpunkt von Nullinie. und Auflager­
senkrechte, sondern durch den 

d I r-Z Jr-1 r-1 J;. r I 
Schnittpunkt er NulIinie 14 4" ~l 
mit vr - 1 • Der Strahl (r+2) '"'1";----Lr-1----<C----~,.,---.. ~1 
schneidet die N ullinie wieder I I 

im gesuchten Punkt L/. 

b) Der Querschnitt ist inner­
halb der Offnungen konstant, 
aber von Offnung zu Offnung 

veranderlich. 

Fiir den hier vorliegenden 
Sonderfall vereinfachen sich 
die unter a) entwickelten For-

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

J 
me In wesentlich. Da J fur Abb.l01. 

die ganze Offnung konstant bleibt, sind die reduzierten M-Flachen 
der Abb. 101 Dreiecke; infolgedessen gehen die Schwerlinien 8 durch 
die Drittelpunkte der Offnung und es wird 

~:-1 =~lr-l; ~r=~lr' (157) 
Die Schwerlinien 8 werden daher fiir diesen Sonderfall in der Fach-

7* 



100 Die graphische Theorie des durchlaufenden Balkens. 

literatur als Drittellinien bezeichnet. Da 

(158) 

kann der Abstand der verschrankten Drittellinie vr - 1 entweder 
graphisch nach Abb. 101 bestimmt werden, indem man in Gl. (158) den 

beiden lY gemeinsamen Faktor M; -1 heraushebt und in den Drittel· 

linien einfach l/ und l:-1 auftragt, oder man bestimmt den Abstand 
von vr - 1 rechnerisch mit Hilfe der Formeln (155) und (156) auf 
Seite 98. Diese Formeln vereinfachen sich zu 

r 1 _ l"_l + l,. l/. 
"r-1-l' +l"3' r-1 ,. . 

rr _l"_l +~.~-1 
"r-1 - l' + l' 3 . 

r-1 r 
(159) 

V r - 1 kann auch durch den Abstand V'r-1 von der Stiitze r - 1 fest­
gelegt werden. Es wird 

_lr-1 (;1 _l"_ll:_1-l)/ 
V'r-1-g- - r-1- 31l' +l') . \ r-1 r. 

(160) 

Sind Drittellinien und verRchrankte Drittellinie v bekannt, dann 
erfolgt die grapbische Konstruktion der Festpunkte genau wie unter a). 
Vgl. Abb. 99. 

2. Die graphische Konstruktion der Stiitzenmomente. 
Kreuzlinienabschnitte und Festpunktsmomente. 

a) Der Balken mit beliebig veranderlichem Querschnitt. 

Ein Balken auf beliebig vielen Stiitzen sei in der Offnung l,. nach 
Abb. 102 irgendwie belastet. Die Momentenflache der Offnung l,. 
zeigt Abb. 102 a. Sie setzt sich aus der positiven Mr 0 - Flache des 
einfachen Balkens und der negativen trapezfOrmigen Stiitzenmomenten­
flache zusammen. Wir 'wollen zu dieser Momentenflache wieder ahn­
lich wie unter 1, a dieses Abschnittes das Tangenteneck bestimmen. 
Dazu brauchen wir auBer den bereits friiher bestimmten Wert en 
cr.lcr., $ und ;,' noch die reduzierte FHiche V r , Dr' r 

Ir 

lYro = f M,.o ~c dx = ar.2 ~ Mro 
o 

und deren Schwerachse 8,.0' die gegeben ist durch 

15 
t -~~ und 
~rO - cr. . 

UrO 

t' _ 15,,0 
~'o - cr.-' 

UrO 

(161) 

(162) 
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Zu dem Krafteck nach Abb. 102e, 
wird das Seileck in 102 f gezeich­
net. Wenn die Au£lager starr sind, 
erhalten wir in ~r - 1 und r N ull­
punkte. VerIan!!ern wir Strahl (2) 
bis zur Auflagerlinie ,durch r - 1, 

so schneiden die 
Strahlen (1) und 
(2) auf der Auf-
lagerlinie das 
statische Mo-
ment 6"-1 ab; 
das ist das sta­
tische Moment 
von 'is; in bezug 

1 auf r - 1 als 
I l Drehpunkt. 

Ebenso erhalten 
Mr t wir 6,. als Ab-

r+-~'---I---.!.,I~--I- I .schnitt von (3) f kr' und (4) auf der 1 Auflagerlinie durch Stiitze r. Die 
Seilstrahlen (2) und (3) durchschnei-

_ den wieder (vgl. hierzu die Er-
orterungen auf S. 92 ff. und die Ab­
bildung 88) die Nullinie in den Fest-

--1o;:--t-.:---+-....;...;.;q..-..J-Y- punkten L: und R,.'. Die zu 'is,.o 
Mr f gehOrigen Seilstrahlen (2) und (3) 

I schneiden auf den Auflagerlinien 
kr r - l' und r die Strecken ab 

_1' 
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6 r- 1,0=%rO·$rO; 6 ro =%ro·$:0. (164) 

Tragt man in Abb. 102g von einer NuIlinie aus in r - 1 und r dio 
Stiitzenmomente Mr- 1 und Mr auf und zieht von deren Endpunkten 
aus Gerade durch die Festpunkte, dann schneiden diese Geraden auf 
den Auflagerlinien die Strecken kr - 1 und kr ab, die man als Kreuz­
linienabschnitte bezeichnetl). Diese Kreuzlinien schneiden sich im 
Punkt S', der unter dem Punkt S der Abb. 102 f liegt. Denn es ist 

l 
M = r 6 =y 6 

,.-1 f r-1 r 1"-1' 

~c.x x' dx J r r 

l 
M = ---'"----~ 6 = v 6 . 

r fJ r,. r 
; xrxr ' dx 

(166 ) 

Die Abb. 102g ist daher nichts anderes als die im MaBstabe 1'r 

dargestellte Abb. 102 f. Daher kann man sofort anschreiben: 

wobei 

k -y 6 ) 
r-1 - ,.' r-1,0'l 

k-y<s J r - r rO' 

lr 
y = --;--~-

r Ir 

f Jc x x' dx 
J r r 

o 

(166) 

(167) 

Die statischen Momente 6,.-1,0 und 6 rO betragen nach Gl. (163): 

~ 2 " Jc M 6 r - 1 ,0 = ar .L.J J rO· m,., 

6 - a 2 "" Jc M m' rO - .. .L.; J .. 0 r' 

so daB man fiir die Kreuzlinienabschnitte die Formeln erhiilt 

kr- 1 = ;: z ~ MrO mr, If 

k = nr " Jc M m'; 
r fr.L.J J rO r 

(168) 

') Diese Strecken kr - 1 und kr haben nichts zu tun mit den Abkiirzungen k 
des Abschnittes III. Eine Verwechslung der Bezeichnung kommt nicht in Frage, 
da die Zeichen hier fiir das graphische, dort fiir das rechnerische Verfahren 
benutzt werden. 
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Fur eine gleichmaBig verteilte Vollbelastung q,. der OfInung l1' wird 

qxx' a 2 
M = -'-----'"--'"- = -''-- q m m ' 

1'0 2 2 r r r' 

J a 3 J a 3 

~,.o = a,. 2) J MrO = f q,. 2) -; m1' m1" = fq,.{1'· 

Die statischen Momente werden, wenn auch das Verhaltnis } sym­

metrisch zur Mitte der OfInung ist, 

l a 3 
(5 - (5 - q: 2:. - -"- q .f l 1) 1'-1,0- 1'O-U1'02 - 4 1'11' r· 

kr 
kr_1 

J / 
/ 

I 
/ 

/ 

I 
/ Abb.103. 

Fiir diesen haufig vorliegenden Belastungsfall werden also die Kreuz­
linienabschnitte l 2 

k = k = q1' l' • 
1'-1 l' 4' (169) 

sie sind also unabhangig von ·der Querschnittsanderung innerhalb 
der OfInung. 

1) Fur die Feldweite ist im vorstehenden entsprechend den amtlichen 
Vorschriften die Bezeichnung a eingefiihrt worden. Anderseits ist der Buch­
stabe a - namentlich durch Muller-Breslau - auch seit langem zur Be­
zeichnung des Abstandes der Festpunkte L vom link en Auflager in der 
Fachlitcratur gebrauchlich und deshalb auch hier beibehalten worden. Bei 
aufmerksamem Studium des theoretischen Teils kann die Doppelbezeichnung 
nicht zu Verwechslungen fiihren; bei der Benutzung der TabeIlen im dritten 
Teil ist ein Irrtum ausgeschlossen, da dort n u r der Festpunktsabstand a vor­
kommt. 
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Sind nach vorstehenden Formeln die Kreuzlinienabschnitte k be­
stimmt, dann kann mit Hilfe der Festpunkte nach Abb. 102 h die 
MomentenfHiche leicht angegeben werden. Man tragt in der belasteten 
Offnung lr die Kreuzlinienabschnitte ein und zieht durch die Fest­
punkte Lr und Rr Lote. Die Verbindungslinie der Schnittpunkte 
dieser Lote mit den Kreuzlinien schneidet auf den Au£lagerlinien in 
r -1 das Stiitzenmoment M r - 1 , in r das Moment Mr abo Die M ro -

Flache und das Trapez aus den Stiitzenmomenten liefern die gesuchte 
M-Flache in der belasteten Offnung lr' Abb. 103. Mit Hilfe der 
Festpunkte L erhalt man dann weiter die Momentenflache fiir den 
Tragerteil links von der belasteten Offnung und mit Hilfe der Fest­
punkte R die Momentenflache fiir den rechten Tragerteil. Es liegt 
nun nahe, die vorstehende Konstruktion der Stiitzenmomente da­
durch noch zu vereinfachen, daB man nicht erst die Schnittpunkte 

r 
T 

~------Lr'-----~ 

--- b,..----~ 

Abb.l04. 

der Festpunktlotrechten mit den Kreuz­
linien zeichnerisch findet, sondern die 
durch die Kreuzlinien abgeschnittenen 

I Werte MLr und MBr der Festpunkts­
geraden bestimmt, ohne daB man erst 
die Kreuzlinienabschnitte bildet. Aus 

kj
r Abb. 104 kann man sofort ablesen 1) 

MLr = kr ~:, 1 (170) 

MBr =kr - 1 t· J 

1st in der Offnung lr eine gleichmaBig verteilte Belastung qr vor­
handen, dann wird mit Riicksicht auf Gl. (169) 

M = q)r. a I Lr 4 r' 

M = q)r. a '. 
Br 4 r 

(171) 

b) Die Querschnitte des Balkens andern sich von Offnung zu Offnung. 

1st das Tragheitsmoment Jr in der Offnung lr konstant, dann wird 

(172) 

1) Siehe hierzu FuBnote auf der vorhergehenden Seite. 
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Die Formel (167) lautet dann 

'Pr = lr 

JJc x x' dx J r r 
r o 

6 
1 l' . 
r r 

Demnach werden die Kreuzlinienabschnitte 

(173) 

(174) 

1st die Offnung r belie big nach Abb. 105 belastet und die zu­
geh6rige Momentenflache bestimmt, so bilden wir die reduzierte 
MomentenBache durch Multiplikation der einzelnen Momentenordi· 

naten mit }. 1st der Flacheninhalt dieser reduzierten Momenten-
r 

Bache ~rO' die Schwerpunktsabstande von den Stiitzpunkten ;r 0 und 
;~o, dann wird 

i mmmunm 
!r-~I!I!!I!!!I!!I!!!II!!II!II!I!!II!I!!~! 

1 E lr "'I 
I 1 
I ro 1 

1 I 

I I 

I-- T-----t--~---l 
Abb.l05. Abb.l0S. 

1st die Offnung 1r gleichmaBig mit qr belastet (Abb. 106), dann 
ist die reduzierte MomentenBache eine Parabel mit der PfeilhOhe 

Es wird also 

qr 1,.2 . ~"- = qr 1 1'. 
8 J,. 8 rr 

ct: = ~ q,. [ [' [ = q,. 1 2 [' 
UrO 3 8 r r r 12" r' 

Die Schwerpunktsabstande sind 

I: 1:' [,. 
\>rO=\>1'O= 2' 
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Demnach sind die Kreuzlinienabschnitte 

k =k =qrlr'J 
1'-1 l' 4 (175) 

1st die C>ffnung l durch eine Einzellast P im Abstande X· 
l' r r 

und x/ von den Auflagern belastet, so "ist die Momentenflache nach 
Fr Abb. 107 a ein Dreieck. Die reduzierte 

r-1 f r I Momentenflache ist das Dreieck ABO 
4E=.x~x;<:::# I in Abb. 107b. Setzt man nun 61'-1 0 

I'" l1,r in der Weise an, daB man zunach~t 
I // 

.......... I // das statische Moment des Dreiecks 
a) ..... /p. xJ!!:r' BAD bildet und davon das statische 

Dr.,.' 
'r Moment des Dreiecks 0 A D abzieht, 

£ 

" ,!l 
1foX,. ..to 

so erhalt ml¥n 

6 = P x Jc ~>:. ~ _ P x Jc x1' Xr 
1'-1,0 1',. J,. 2 3 l' ,. Jr 2 3 

1o<.------'----~8 = P Jc l,,3 [X,. _ ::'''~J 
l' J1' 6 l,. lr 3 • 

Abb. 107 a n. b. 

J 
Der Klammerausdruck ist OJD' Setzt man lr / = l/, 

l' 

dann wird 

P Pl' 
6 _"""OJ ,,-1,0---6-- D' (176) 

Ebenso bildet man. 61'0 als statisches Moment des Dreiecks ABE 
und zieht davon das statische Moment des Dreiecks 0 B E abo 

(177) 

Die Kreuzlinienabschnitte werden demnach 

k"~1=P"l"OJD; k"=P,.l,,OJD. (178) 
N ach Kenntnis der Kreuzlinienabschnitte lassen sich die Stiitzen­
momente in der folgenden Weise bestimmen: 

Ein Balken auf beliebig vielen Stiitzen nach Abb. 108 ist in der 
C>ffnung lr mit P,. belastet. Die MrO-Flache ist eine Parabel mit der 

Pfeilh6he P" ;/. Die Kreuzlinienabschnitte betragen '!!r;1' 'J, sind also 

doppelt so groB als max M1'O ' Die Kreuzlinien miissen also durch 
den Scheitel der M1'o-Parabel hindurchgehen. Bringt man nun die 
Festpunktssenkrechtenmit den Kreuzlinien zum Schnitt, dann schneidet 
die Verbindungslinie dieser Schnittpunkte auf den Stiitzensenkrechten 
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die gesuchten Stiitzenmomente Mr- 1 und Mr abo Die Momenten­
Bache fiir den links von der belasteten Offnung lr gelegenen Balken­
teil erhalt man dann mit Hilfe der link en Festpunkte L; die Momenten­
Bache des rechts von der Offnung lr gelegenen TeiIes des Balkens 
ist durch die rechten Festpunkte R bestimmt. 

I k-LLr-~Lr-1"IE I Lr I" IE 
I I I I I I 
I I I I I I I I I 

! ~ I l$I ! 
LrtC'i1--!-1 -+-E------;Zr+H : 

I I I I 
I I I I I I I I I I I I 

\ T!J:.l~ ___ ~\r 
Abb.l08. 

Wirkt auf den durchlaufenden Balken in der Offnung lr an be­
Hebiger Stelle eine Last Pr = 1, dann sind die Kreuzlinienabschnitte 

kr- 1 = lrWD; kr = lrw'n (179) 

mit Hilfe der Tafelwerte fiir WD und wD gegeben. Die Mro-Flache 
ist ein Dreieck, dessen Spitzenordinate 'YJao auf Grund der Betrach­
tungen auf S. 19 mit Hilfe der Einheitsparabel fiir die verschiede­
nen Angriffspunkte von 1 schnell bestimmt ist. 

Abb.l09. 

Durch die Verbindungslinie der Schnittpunkte der Festpunkts­
lotrechten mit den Kreuzlinien sind Mr- 1 und Mr gegeben; mit 
Hilfe der linken bzw. rechten Festpunkte laBt sich dann die Momenten­
Bache in den iibrigen Offnungen darstellen. (Abb. 109.) 

Will man die Festpunktsmomente zurBestimmung derStiitzen­
momente benutzen, dann wird fiir eine Einzellast Pr =1 mit Riick-
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sicht auf die Formeln (170) und (179) 

]}h = k C:Z""- = a Wn, 1 r r r 
r 

MRr = kr- 1 ~r' = ar' WD' r 
l' J 

(180) 

Mit Hilfe dieser Werte lassen sich die EinfluBlinien von Mr - 1 und 
Mr sowie die Spitzenkurve innerhalb der Offnung lr bequem unter 
Benutzung der w-Zahlen tinden. (Abb.110.) Die Spitzenordinaten 
der Mo-Flachen, 'YJao' liegen auf einer Parabel mit der PfeilhOhe Z1'/4. 
Dann ermittelt man MLr und MRr der Reihe nach fUr die Knoten­
punkte mit Hilfe der Tafeln fUr WD und wn. Die Verbindungslinien 

;j" 

/ .!1'lrJ 
1~J:::..w..'+--7"7t1 

I 
I 
I 
I 

./ I 

I : - Mr-ILinie I 
~I 
I M, C' I 
!~! r-mlE! I 

:~ 
I I I 
I I JJ ifzenkurve I 

der Endpunkte der Festpunktsmo­
mente schneiden auf den Stiitzen­
senkrechten die gesuchten EinfluB­
ordinaten 'YJr-l und 'YJr abo Aus den 
Werten 'YJ. erhalt man auBerdem 
noch die Spitzenkurve, die eine be­
queme Konstruktion der Feldmo­
mente gestattet. In Abb. 110 ist 

die Konstruktion fiir ~r = ~ ange-
r 8 

geben. V gl. hierzu Zahlenbeispie 16. 

Abb. 110. Abb. 111. 

Aus dieser graphischen Konstruktion der Stiitzenmomente kann 
man leicht folgende Beziehung herleiten: 

Aus Abb. 111 ersieht man, daB 

Mr_1-ML = ML-MR 

ist. 
Bei der vorhergehenden graphischen Untersuchung handelte es 

sich um Langen und Langenverhaltnisse, so daf3 nur der absolute 
Wert von ML und MR maBgebend und das Vorzeichen ohne Bedeu­
tung war. Da nunmehr nur noch rein analytische Beziehungen in 
Frage kommen, Eind deshalb jetzt die GroBen ML und MR ihrem 
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wirklichen Werte entsprechend mit negativem Vorzeichen in 
die Berechnung einzufiihren. 

Die Gleichung (180) lautet dann 

ML = - ar w~ ; MR = - ar' Wn. 

Fiihren wir diese Werte in die vorstehende Gleichung ein, so wird 

ab'[ a' J r r I r M =--- wn--wn 
r-1 C b" 

r r 

Setzt man den Klammerwert gleich wp, dann kann man die Ein-
r 

fluBlinien fiir das Stiitzenmoment Mr _ 1 unter Benutzung der Tafeln 
fiir wp bestimmen: 

Ebenso erhalt man mit 

a b' 
M -1= -~wp. 

r C r 
r 

ar , 
wTr=wn-b wn , 

I' 
a'b 

M =-~WT' r C r 
r 

3. Feldmomente, Querkrafte, Stiitzdriicke. 

(181) 

(182) 

Bezeichnet man den Abstand des unterimchten Querschnitts m 
von den Festpunkten mit xI' und x/' den Abstand der Festpunkte 
voneinander mit cr ' dann kann nach Ab­
bildung 112 das AngrifIsmoment Mm ge­
schrieben werden: 

x' x 
Mm = Mmo + MrI- + MR --'"-. (183) cr cr 

Setzt man nun wieder 

ML = -arw~; 

dann wird 
MR=-a/wn, 

Abb.112. 

ar " a,.' ar , [, a,.' xr ] M = M --x wn---x wn=M --x wn+--wn. 
m m 0 cr I' cr r mO cr r a,. x,.' 

Setzt man wieder fiir den Klammerwert WT , dann ist 
r 

Da Mr-Mr - t 

lr c,. 
ist, wird die Q uerkraft 

Q = Q -~~ I wn--~w1J 
m mO cr L a,.' , 

(184) 
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a' 
Qm = Qmo - -"- wp . 

C r 
r 

Fiir den Auflagerdruck der r-ten Stiitze erhalt man 

M -M M -M o = 0 -l- _1'~=1~~_r: + r + 1 r 
r rO' 1r 1r+l' 

(185) 

(186) 

V. Die Hilfstafeln fiir durchlaufende Balken 
iiber 2, 3, 4, 5, 6 und beliebig vielen 

ungleichen Offnungen. 
1. Anzahl der Offn ungen. 

Die Hilfstafeln im dritten Teil dieses Buches enthalten gebrauchs­
fertige Formeln zur Berechnung kontinuierlicher Balken bis zu 
sieben Stutzen. Diese ~ Formeln gestatten die sofortige Ermittlung 
der gesuchten, statischen GraBen; sie verlangen von dem Ingenieur 
nur das Einsetzen von Zahlenwerten in die fertigen Formeln. AuBer 
diesen Hilfstafeln II bis VI ist weiterhin unter VII eine Zu­
sammenstellung von Formeln fur den allgemeinen Fall eines Balkens 
auf beliebig vielen Stutzen ausgearbeitet, deren Anwendung in dem 
Zahlenbeispiel 5 gezeigt wird. Bei der Aufstellung der Zahlentafeln war 
zunachst die Frage zu entscheiden, welche Zahl von Offnungen man 
bei der praktischen Rechnung im auBersten FaIle berucksichtigen 
soIl. Denn mit der Zahl der Offnungen steigt naturgemaB der Umfang 
der Zahlentafeln; man wird daher mit der Aufstellung von Tabellen 
nur so weit gehen, als ein praktisches Bediirfnis vorliegt. Hierfiir 
war nun die folgende Dberlegung maBgebend: 

Betrachten wir z. B. die EinfluBflache fiir das Stutzenmoment M 
~ r 

in Abb. 113, so ersieht man zunachst aus dem Wechsel der Vor-
zeichen, daB das Stiitzenmoment Mr sowohl negative als auch posi­
tive Werte annehmen kann. Das groBte negative Moment erhalt 
man, wenn nur die negativen Beitragstrecken nach Abb. 113a be­
lastet werden. Es kommen zunachst in Frage die Offnungen 1r und 
1r+l' die den HaupteinfluB geben. Die Belastung der Offnung 1r-z 
und 1r+3 liefert einen Anteil zum negativen Moment Mr, der er­
fahrungsgemaB nicht sehr groB ist, da mit wachsender Entfernung 
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von der untersuchten Offnung die EinfluBflachen rasch kleiner werden. 
Der EinfluB der Belastung noch weiter abgelegener Offnungen, also 
z. B. 1"_4' 1;.+5 usw., braucht daher fUr praktische Rechnungen als 
unwesentlich nicht mehr beriicksichtigt zu werden. 

I r-J r"-2 7"-1 r 1"+1 r fZ 7'-1-31 

'4 ~ 4 f 4" h ~i 
r-L,.-z~Lr-1~Lr T Lr+1~Lr+3-+--Lr+3-----'" 
I I~~~I Mr-Lint 
1/ 1+1 __ 1+ I' I 
I I I II I I I 
I I I I I I 

ILl I Ii ' , , , , ,I I" Ii ' Ii Ii Ii ,I" , Ii Ii' Ii ,I I Ii Ii Ii Ii Ii Ii !!'lil 
b) I I 'Ii' 'Ii' , ,I I Iii ' Ii Ii Ii ' I 

Abb. 113 a u. b. 

Fiir das groBte positive Moment M,. reicht es aus, nach Abb. 113b 
die Offnungen 11'-1 und l,. +2 zu belasten. 

Liegt also ein Trager auf sehr vielen Stiitzen vor, so geniigt es 
gewohnlich, zur Berechnung des Stiitzenmomentes Mr nur einen Teil 
des Balkens links und rechts von der betrachteten Stiitze r, nam­
lich einen Balken iiber sechs Offnungen zur Berechnung heranzuziehen. 

,r-3 r-2 

'1$ fA; 
r<--l"~2;--"'~+<1 <;------
I I 
I I 
I I 
I + I 

I 

I 'lili'" 

I 
I, 

+ 

i Ii 

I I 

I" ""', I, 
I I 

I 
I 

H 
hmmmm""I I, 

Abb.114. 

lr+1 

r+1 r+2, 

6! 1$' 
[,r~ I I I 

I I 
I /'1m-Liflie I 
I + I 

I 

"I 
I 
I 
I 
I 
I 

Qm-Linie I 
I 

I + 
I I 
I I 

I" , ,I 
I 

Handelt es sich urn ein Feldmoment Mm , so ersieht man aus 
der EinfluBlinie in Abb. 114, daB es geniigt, einen Balken uber fUnf 
Offnungen zu berucksichtigen. Auch fUr die Querkrafte Qm ist nach 
nach Abb. 114 ein Balken uber funf Offnungen ausreichend. 

Die EinfluBlinie fiir den Stutzendruck 0r in Abb. 115 laBt 
erkennen, daB fUr die praktische Berechnung hochstens ein Balken 
ii.ber sechs Offnungen heranzuziehen ist. 

Die vorstehenden Betrachtungen zeigen also, daB man bei einem 
Balken auf beliebig vielen Stiitzen fur praktische Zwecke nm einen 
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Teil des Balkens - etwa ein Triigerstiick iiber sechs Offnungen­
zur statischen Untersuchung in Rechnung zu stellen braucht. Eine 
Beriicksichtigung weiterer Offnungen lohnt im allgemeinE)n nicht der 
Miihe, weil der errechnete Zuschlag nicht im Einklang mit der auf­
gewandten Arbeit ist und gewohnlich auf die Wahl der Querschnitts­
abmessungen ohne Bedeutung sein wird. 

1 r-J r-Z r-1 r r+1 

!F !t [Nt 
I 

Abb.115. 

r+2 

Lr+z ~ 
I 

r+3, 
~I 

lr~ 
Cr-Lime 
'+ 

I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

"I 

Dieses so herausgeschnittene Tragerstiick iiber sechs Offnungen 
ist an den Enden r - 3 und r + 3 allerdings nicht frei gelagert. 
Man konnte diesen Umstand bei der Berechnung beriicksichtigen, 
indem man den Balken iiber sechs Offnungen an den Enden teilweise 
eingespannt annimmt. Die Festpunkte L r - 2 und Rr+'S liegen dann 
nicht fiber den Stiitzen r.~ 3 und r + 3, sondern sie liegen etwa 

l l 
in der Nahe von r5 2 bzw. r;s von den Endstiitzen gerechnet, inner-

halb der Offnung. Die Beriicksichtigung solcher Feinheiten jedoch 
kann man aber fiir praktische Falle gewohnlich unterlassen, schon 
mit Riicksicht auf die doch meistens unvermeidlichen anderen rohen 
Voraussetzungen und Vereinfachungen der Berechnung. Hauptsach­
lich fiir den ersten Rechnungsgang wird das zutreffen, wo man vor 

aHem iiber die Verhaltnisse ~c noch auf mehr oder minder rohe An-
r 

nahmen angewiesen ist. 

2. Die allgemeine Anordnung der Hilfstafeln. 
Die Hilfstafeln geIten, wie bereits ofter hervorgehoben, fiir den 

Fall, daB die Quorschnitte in den einzelnen Offnungen zwar ver­
schieden sind, daB sie aber innerhalb jeder Offnung selbst konstant 
angenommen werden konnen. 

Abgesehen von Hilfstafel I, die eine Zusammenstellung der in den 
Belastungsgliedern Z = - ll' z enthaltenen Werte z fiir verschiedene 
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symmetrische Feldbelastungen darstelIt, findet man in den Hilfs­
tafeln II bis VI Hilfswerte flir durchlaufende Balken iiber zwei bis 
sechs ungleichen Offnungen zusammengestellt. Mit Riicksicht auf die 
bequeme und iibersichtliche Benutzbarkeit wurde die Anordnung dieser 
Tafeln II bis VI na.ch gemeinsamen Gesichtspunkten durchgefiihrt. 
Jede der Hilfstafeln erhalt Unterteilungen 1 bis 12, in denen folgendes 
enthalten ist. 

Tafel1 gibt zunachst eine Zusammenstellung der Bezeichnungen 
und Abkiirzungen, wie sie im Laufe der Untersuchungen vorkommen; 
weiterhin sind hier die Festpunktsabstande angegeben. 

In Tafel 2 sind die Dreimomentengleichungen angeschrieben. 

Wenn im folgenden auch fur die iiblichen Falle bereits fertige 
Losungen flir Stiitzenmomente, Feldmomente usw. gegeben sind, so 
kann doch zuweilen eine allgemeinere Behandlung notwendig sein; 
sie laBt sich dann ohne Schwierigkeit mit Hilfe dieser und der folgen. 
den Tafel durchfuhren. 

In Tafel 3 wird die Auflosung der Dreimomentengleichungen 
gebracht, und zwar in der allgemeinen Form 

Der Tafel 4 konnen die Beiwerte,8 der Belastungsglieder Z ent­
nom men werden. Entsprechend den praktischen Bediirfnissen werden 
zwei verschiedene Formen fiir die ,8 -Tafel geboten. Handelt es sich 
z. B. nicht urn eine vollstandige Durchrechnung des durchlaufenden 
Balkens, sondern will man nur einige ganz bestimmte statische Werte 
ermitteln, so ist die Form unter a) die bequemere, weil man hier 
sofort ohne jede Zwischenrechnung die gerade gebrauchten Werte (J 
erhalt. MuB man dagegen den Trager vollstandig durchrechnen, 
dann ist fur die Ausrechnung samtlicher Werte die Form b) 
bequemer, da in diesem Falle nur die fJ -W erte in der Hauptdiago­
nalen der Tafel mit Hilfe der aufgestellten Formeln zu berechnen 
sind, wahrend sich alle iibrigen Werte aus den Werten der Haupt­
diagonalen durch Multiplikation mit den Werten fl ergeben, die bereits 
zur Bestimmung der Festpunkte gebraucht wurden. 

Die T af e I 5 gibt eine Zusammenstellung der Hilfswerte k = ,8 ll'. 
Hat man es mit EinfluBlinien-Untersuchungen zu tun, so beniitzt 

man die 
T a f e 1 n 6 b is 9. Man kann sofort mit dem Auftragen der Ein­

fluBlinien beginnen; man entnimmt den vorhergehenden Tafeln nur 
die Formeln, die gerade gebraucht werden. Die vielen Zahlenbeispiele 
geben Anhalt daflir, wie das zu machen ist. 

Kammer, Durchlaufende Trager. 8 
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In Tafel 6 sind die EinfluBlinien fiir die Stiitzenmomente, in 
Tafel 7 fiir die Feldmomente, in Tafel 8 fiir die QuerkraIte und in 
Tafel 9 die EinfluBlinien fUr die Auflagerdriicke zusammengestellt. 
Eine weitere wichtige Untersuchung ist die Ermittlung des Eigen­
gewichts, die in 

Tafel10 durchgefiihrt wird. Hierbei kannenzweiFiille vorkommen: 
Das Eigengewicht ist in jeder Offnung verschieden oder aber es ist 
fiir samtliche Offnungen gleich groB. AuBer den Formeln fUr die 
Stiitzenmomente enthalt diese Tafel Formeln fiir die Lage und 
GraBe des Maximalmoments in jeder Offnung. Will man die ganze 
Momentenflache auftragen, so geschieht dies, wie in Grundaufgabe 1 
angegeben ist. Weiterhin lassen sich die Querkraftsflachen infolge 
Eigengewichts nach den angegebenen Formeln sofort auftragen; auch 
findet man die einzelnen Au£lagerdriicke infolge Eigengewichts in 
dieser Tafel. 

Bei der Untersuchung des Einflusses einer gleichmaBig verteilten, 
veranderlichen Nutzlast p muB der jeweilig ungiinstigste Belastungs­
zustand beriicksichtigt werden. Das ist in 

Tafel 11 geschehen. Hier findet man aIle Angaben, die eine un­
mittelbare Darstellung der GraBt- und Kleinstwerte der Momente und 
Querkrafte ermaglichen. Auch sind in dieser Tafel die graBten posi­
tiven und negativen Auflagerdriicke infolge Nutzlast p enthalten. 

Tafel 12 gibt die Stiitzenmomente fiir den Fall an, daB eine oder 
beliebig viele Offnungen des Balkens symm etris ch belastet sind. Wie 
in Zahlenbeispiel 3 gezeigt wird, findet diese Tafel zweckmaBig bei 
Untersuchung des Eigengewichtes und einer gleichmaBig verteilten 
N utzlast p Verwendung. Die Belastungszahlen z dieser. Tafel sind aus 
Hilfstafel I zu entnehmen. Die Benutzung dieser Tafel empfiehlt sich 
zum Beispiel auch fiir den Fall, daB der durchlaufende Balken ein 
Hauptunterzug ist, an den eine Reihe von Nebenunterziigen Einzel­
lasten abgeben - ein Fall, den die iibrigen Hilfstafeln nicht be­
handeln (vgl. hierzu Grundaufgabe 5 S.135). 



Zweiter Teil. 

Grundaufgaben und Zahlenbeispiele. 

Einleitung. 
Bei der zahlenmaBigen Durchrechnung kontinuierlicher Trager 

kehren eine Reihe von Teilrechnungen immer wieder; sie sind ge­
wohnlich fiir jede Offnung des Balkens zu wiederholen. 

Hierzu gehort bei Ermittlung der EinfluBlinien die Berechnung 
der EinfluBordinaten fiir jeden Teilpunkt innerhalb einer Offnung, 
nachdem ganz allgemein die Gleichung der EinfluBlinie aufgestellt 
ist. Fiir Eigengewicht ist die Darstellung der Momenten- und 
Querkraftflache innerhalb jeder Offnung durchzufiihren, nachdem die 
Stiitzenmomente ermittelt sind. Ferner sind bei gleichmaBig ver­
teilter Nutzlast p fiir jede Offnung die Maximal- und Minimal­
momenten- und Querkraftflachen darzustellen. 

All diese bei jeder groBeren Aufgabe sich oft wiederholenden 
Teilrechnungen sollen zunachst im Abschnitt I unter der Bezeichnung 
"Grundaufgaben" ausfiihrlich besprochen werden. Dann konnen 
sie im Abschnitt II, in dem zusammenhangende, groBere Beispiele 
behandelt werden, unberiicksichtigt bleiben. 

Durch das Fortlassen dieser Einzelheiten werden die umfang­
reichen Beispiele entlastet, und die Darstellung gewinnt an Dber­
sichtlichkeit und Kiirze. 

1. Grnndanfgaben. 
Grnndanfgabe 1. Darstellnng der Momenten- und Qnerkrafts­

Wieben mit Hilfe der Einbeitsparabeln. (Vgl. hierzu: Erster Teil, 
Abschn. I, 5 sowie den dritten Teil.) 

a) Der Verlauf der Momentenflache infolge Eigengewicht in der 
zweiten Offnung eines Balkens iiber drei Offnungen soIl ermittelt 
werden. Nach Abb. 116 ist die Offnung l2 = 16,0 m in n= 8 Felder 
geteilt. Die negativen Stiitzenmomente M1g und M2g haben sich 
nach Zahlenbeispiel 2 im folgenden Abschnitt II (vgl. 8.156) ergeben zu 

M1g = - 18,4 g, 

M2g = - 26,4 g. 
8* 
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Die positive Mog - FHi.che ist eine Parabel, deren groBte Ordinate 
1602 

max Mog = --i3-. g = + 32,0 g 

betl'agt (Abb.116b). 
Von del' durch die Stiitzenmomente bestimmten SchiuBlinie A B 

der Abb. 116a sind die positiven Ordinaten Yo der Mog-Parabel nach 
unten abzutragen. Ratte die Parabel die ScheitelhOhe 1, . so konnten 
die Werte YM der Rilfstafel VIII, 1 S. 265 unmittelbar entnommen 
und aufgetragen werden. Da die Scheitelhohe 32 g betragt, sind 

Abb.116a u. b. 

die Ordinaten YM mit 32 g zu multi­
plizieren. 

Die Rechnung ist in Zahlentafel 1 
zusammengestellt. 

Zahlentafel 1. 

Teilpunkt YM YOg=YM· 32 g 

1 u.7 0,4375 14,0 g 
2 u. 6 0,7500 24,0 g 
3 u. 5 0,9375 30,0 g 

4 I 1,0000 32,0 g 

b) Fur denselben Balken nach Abb. 116 soIl in der 6ffnung l'J 
die M aximalmomentenflache infolge veranderlicher Nutzlast p 
dargestellt werden. Die Rechnungen des Zahlenbeispiels 2 haben 
die positiven Festpunktsmomente (vgl. Seite 158) 

ML.= + 7,7 p MR. = + 7,9 P 
sowie das groBte Feldmoment max Mp = + 18,0 p ergeben. 

Zwischen den Festpunkten ist die Parabel einzuzeichnen (Abb.117). 
W ir teilen die Strecke zwischen den Festpunkten L2 und R2 in eine 
beliebige Anzahl von gleichen Teilen, z. B. in 6 TeiIe. Die hier vor­
liegende Strecke VOIi. 9,03 m laBt sich einfach dadurch in die ge­
wunschte Felderzahl teilen, daB man den MaBstab durch Probieren 
so in die schiefe Richtung AB' bringt, daB die Strecke AB' beguem 
durch 6 teilbar ist. In unserem Beispiel neh~en wir AB' = 12 man, 
teilen diesEl Strecke in 6 Teile und loten die Punkte m' auf die 
Wagerechte AB herunter. 

Anmerkung: Die Zahlenrechnung der jn dies em Teil gebrachten Grund­
aufgaben und Zahlenbeispiele ist in den meisten Fallen unter Verwendung 
einer Rechenmaschine mit groBerer .Genauigkeit durchgefiihrt worden, als aus 
den angegebenen Dezimalstellen hervorgeht. Hieraus erklaren sich die bei der 
Abrundung entstandenen scheinbaren Unstimmigkeiten, die gelegentlioh in del' 
letzten Stelle auftreten. Fiir praktisohe Zweoke geniigt die Genauigkeit des 
Rechensohiebers. . 
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Die Scheitelordinate der Parabel betragt 

ML+MR 
max M ' = max M -' • 

P P 2 

, 7,7+7,9 
max Mp = 18 P - 2 P = 10,2 p. 
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Mit diesem Wert sind also die der Hilfstafel VIII, 1 entnommenen 
Ordinaten YM zu multiplizieren. (Siehe Zahlentafel 2 und Abb. 117.) 

Teilpunkt 

1 u. 5 
2 u. 4 

3 

Zahlentafel 2. 

0,5556 
0,8889 
1,0000 

MP' = 10,2 P'YM 

5,667p 
9,067p 

10,200p 

c) Der in Abb. 118 darge­
stellte einfache Balken sei durch 
Einzelkrafte w belastet. Zu 
ermitteln ist die zugehOrige Mo­
mentenfiache. (V gl. hierzu Zah­
lenbeispiel 6 Seite 200.) 

Nach Formel (45) Seite 30 
errechnen sich die Momente am 
bequemsten 1) unter Zuhilfe­
nahme der Querkrafte zu: 

Mm = Mm- 1 + am Qm' 

Abb.117. 

Zur Ermittlung der Querkrafte bestimmen wir den Auflagerdruck 
n n 

"Ew.x' "Ew.m' 
A = _l_Zo--- = -l~n-

wobei n die Anzahl der Felder bedeutet. 
5 

N ach Zahlentafel 3 a ist"E w m' = 44,9538, dann ist bei einer 
1 

Felderanzahl von n = 6 
44,9538 

A = ,'; 6 = 7,4923. 

t) Das in der Praxis meist ubliche Ansetzen des Angriffsmomentes in bezug 
auf den Querschnitt m erfolgt in der Weise, daB man der Reihe nach die 
Produkte bildet: Linker Auflagerdruck mal Abstand desselben vom untersuchten 
Punkt minus Lasten links vom Querschnit~ multipliziert mit den zugehorigen 
Hebelarmen in bezug auf m. Bei einer gr5Beren Anzahl von Einzellasten ist 
jedoch diese Art der Momentenbestimmung umstandlich. 
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Die Querkraft im Feld A - 1 ist also 

Q1 = A = 7,4923. 

1m Feld 1-2 ist 

m m' 

1 5 
2 4 
3 3 
4 2 
5 1 

Q2 = 7,4923 - w1 = 7,4923 - 0,9770 = 6,5153 
usf. 

Abb.118. 

w 

0,9770 
2,6954 
4,5403 
5,3907 
4,8849 

Das Moment fur den Punkt A ist gleich Null. 

Fur den Teilpunkt 1 erhalten wir 

Ml = 0 + Ql·a = + 7,4923·3,66 ... 
= 27,4716. 

1m Teilpunkt 2 ergibt sich 
M2 = 27,4716 + Q2 a 

= 27,4716 + 6,5153·3,66 ... 
M2 = 51,36. 

Die gesamte Rechnung ist in Zahlen­
tafel 3a angegeben. Abb. 118 zeigt die so 
errechnete Momentenflache. 

Zahlentafel 3a. 

w·m' Qm Qm· a 

1~ 4,8850 7,4923 27,4716 27,47 
10,7816 6,5153 23,8894 . 51,36 
13,6209 3,8199 14,0063 I 65,37 
10,7814 - 0,7204 - 2,6413 62,73 
4,8849 - 6,1111 - 22,4073 I 40,32 

~= 44,9538 

Bei gleicher Feldweite a kann man die vorstehende Rechnung 

noch einfacher gestalten, indem man die Werte Mm biIdet. Dann 
a 

erhiilt man die Momentenflii.che unmittelbar aus den Querkraften. 

Es wird 

fur Teilpunkt 1: ~l = A = 7,4923, 

" " 
M2 Ml Q +. 2: -- = - + Q = 7,4923 6,5103 = 14,0076 
a a • 

usf. 

Diese Rechnung ist in Zahlentafel 3 b zusammengestellt. Braucht 
man die M-Flache selbst, so sind bei der zweiten Rechnungsart zum 
SchluB die erhaltenen Ordinaten mit a zu multiplizieren. 
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Zahlentafel 3b. 

m m' w' w·m' Qm Mm 
a 

1 5 0,9770 4,8850 7,4923 7,4923 
2 4 2,6954 10,7816 6,51.53 14,0076 
3 3 4,5403 13,6209 3,8199 17,8275 
4 2 5,3907 10,7814 -0,7204 17,1071 
5 1 4,8849. 4,8849 - 6,1111 10,9960 

Besonders einfach gestaltet sich dieser Rechnungsgang, wenn die 
Einzellasten symmetrisch zur Mitte angeordnet sind, oder auch 
wenn aIle Einzellasten gleich sind. Dann ist der Auflagerdruck 
gleich der halben Summe der Lasten und die Querkraft in der 
Mitte Null. Setzt man in diesem FaIle die Querkrafte von Balken­
mitte aus an, so erhii1t man durch einfaches Addieren der Werte w 
von der Mitte aus die. Querkrafte der einzelnen Teilpunkte m und 
ferner durch Zusammenzahlen der Querkrafte vom Auflager aus die 

M 
Werte -. 

a 
J e groBer die Anzahl der Einzelkrafte, desto mehr tritt die 

Uberlegenheit dieses Verfahrens gegeniiber dem sonst iiblichen in 
Erscheinung. 

d) Fiir die Offnung l'J des Balkens nach Abb. 116 sind fiir n = 8 
die Ordinaten der Qo p - Flache aufzutragen. Am Auflager 1 betragt 
die GroBtordinate' 

max Qop = f 16,0 = 8 p; 

demnach sind die der Hilfstafel VIII, 2 entnommenen Einheits­
ordinaten YQ mit 8 p zu multiplizieren. (Siehe Zahlentafel 4 und 
Abb. 119.) 

Zahlentafel 4. 

Teilpunkt YQ Qo=8p'YQ 

1 1,0000 8,0000 p 
1 0,7656 6,1248 p 
2 0,5625 4,5000 P 
3 0,3906 3,1248 p 
4 0,2500 2,0000 P 
5 0,1406 1,1248 P 
6 0,0625 0,5000 P 
7 0,0156 0,1248 P 
2 0,0000 0,0000 p Abb.119. 

e) Fiir den Balken iiber 3 Offnungen nach Abb. 116 ergibt sich 
lach Zahlenbeispiel 2 die Gleichung der max Qmp - FIache in der 
Offnung l2 (vgl. Seite 159) zu 

max Qmp = P [0,0313 X 2,2 - 0,0114 x'/ + 0,766]. 
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Wir betrachten die drei Anteile der vorstehenden Gleichung ge­
sondert. Der letzte Anteil ist konstant; er liefert zur Qmp - Flache 
ein Rechteck ABGD, dessen Hohe 0,766 p ist (Abb. 120). 

Der zweite Anteil stellt eine schrage Gerade dar, die bei Stutze 2 
die Ordinate 0, bei Stutze 1 die Ordinate - 0,0114 ·16 P = - 0,1824 P 
hat. Da dieser Anteil negativ ist, wird das Dreieck DE G vom Rechteck 
ABGD abgezogen. Der erste Anteil von max Qmp ruhrt von der 
Qmo - Parabel her, derselben, die wir bereits unter d) berechnet 

haben (es ist 0,0313 xt = 8 y~). Daher sind die unter d) ermittelten 

positiven Ordinaten von der Schragen ED aus nach unten aufzu-
tragen. Die Fliiche A B D F in Ab-

! of r f L r J f fk i bildung ~20 .. stellt dann die gesuchte 
~, '>l I I ~r8Iz-1fm I I I ~J max Qmp Flache dar. 

~I ~ ~ ~ll ~I ~ ~ ~ ~ Braucht man fur die einzelnen Teil-
"',/ RI ~I " .. ::II "'I ~I ~I ' l\ R 10- ""- ~ ~ ~ c,' <$ B punkte 1. 2, 3 usw. der vffnung I" 

qt8ZQp - oo."6'6'p die Zahle~werte der Ordinaten de; 

F 
Abb.120. 

Teilpunkt c1 X,2 

1 +8,0000 
1 + 6,1248 
2 +4,5000 
3 + 3,1248 
4 I + 2,0000 
5 + 1,1248 
6 

I 
+0,5000 

7 + 0,1248 
2 ±O,OOOO 

max Qmp-Flache, dann rechnet man 
die vorstehende Gleichung fUr die ein­
zelnen Teilpunkte aus, wie es in Zah­
lentafel 5 geschehen ist. 

Zahlentafel 5. 

c2 x' 03 I max Qmp 

- 0,1824 +0,766 + 8,5836 p 
- 0,1596 + 0,766 + 6,7312 p 
- 0,1368 + 0,766 + 5,1292 p 
-0,1140 +0,766 + 3,7768 p 
- 0,0912 +0,766 +2,6748 P 
- 0,0684 +0,766 + 1,8224 p 
-0,0456 +0,766 + 1,2204 P 
- 0,0228 +0,766 I +0,8680 p 
±O,OOOO +0,766 I +0,7660 p 

Grundaufgabe 2. Benutzang der Hilfstafeln fiir (J) D and (J) ~ • 
(V gl. hierzu: Erster Teil, Abschnitt I, 4 a sowie Dritter Teil, Hilfs­
tafel IX, S. 267.) 

Die Zahlen W D und W D finden beim Auftragen von EinfiuBlinien 
Verwendung. 

a) Fur den Balken nach Abb. 121 wird die EinfiuBIinie fUr den 
Drehwinkel des Endquerschnittes A gesucht. Nach den Betrach­
tungen im Ersten Teil, Abschnitt I, 6 (S. 21) ist die Gleichung der 
gesuchten EinfiuBlinie 



Grundaufgabe 2. 121 

rst nun J = Jc' d. h. gleich dem konstanten Tragheitsmoment des 
Balkens, dann wird mit 1 = l' = 12 m 

J .., 122, , 
E cUAm = -6- Wn = 24 Wn' 

Die Zahlen WD sind der Hilfstafel IX entnommen und in Zahlen­
tafel 6 zusammengestellt. Man erhiUt also die Ordinaten der ge­
suchten Einflu13linie 1Jm = 24 wD in Zahlentafel 6 und Abb. 121a. 
Statt dieser Linie kann man bequemer die wn-Linie nach Abb. 121b 
unmittelbar als EinfluBlinie fiir den Drehwinkel bei A benutzen, in­
dem man den Multiplikator 

hinzufiigt. Man erspart so das Ausmultiplizieren der einzelnen Or­
dinaten 1Jm' Nach Auswertung der 
wD-Linie wird dann nur das SchluB­
resultat mit f-l multipliziert. 

Zahlentafel 6. 

, 
17m = 24 con m con 

1 0,2546 6,1104 
2 0,3704 8,8896 
3 0,3750 9,0000 
4 0,2963 7,1112 
5 0,1620 3,8880 

lL) 

b) it-.::r---7 w ~ -Linie 

Abb.121. 

b) Fiir den Balken iiber zwei Offnungen nach Abb. 12.2 lautet 
die Gleichung der EinfluBlinie fUr das Stiitzenmoment M1 in der 
Offnung 11 nach Zahlenbei­
spiel 1 im folgenden Ab­
schnitt II (vgl. Seite 146) 

1J11 = - 3,76 Wn· 

Wir benutzen die Hilfs­
tafel IX der W n -Werte fUr 
n = 8, da die erste Offnung 
in 8 Felder geteilt ist. Diese 
Zahlenwerte w n sind in Zah­
lentafel7 eingetragen. Jeder 
dieser Werte ist nun nach 
vorstehender Gleichung mit 
- 3,76 zu multiplizieren; dann erhalt man die gesuchte EinfluB­
linie. Diese Ordinaten sind ebenfalls in Zahlentafel 7 zusammenge­
stellt und in Abb. 122 a aufgetragen. 
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Fur die Offnung 12 lautet die Gleichung der EinfluBlinie fiir das 
Stutzenmoment 

1]12 = - 3,18 wD' 
Die Offnung 12 ist in 6 Felder geteilt; die Zahlwerte wD sind daher der 
Hilfstafel IX fur n = 6 entnommen und in Zahlentafel 7 eingetragen. 
Sie werden mit - 3,18 multipliziert und ergeben so die gesuchten 
Ordinaten 1]12' 

Zahlentafel 7. 

Offnung 1, Offnung 12 

1111 = - 3,76 WD 
, 

1112=-3,18 wD m WD m WD 

A 0,0000 ± 0,0000 1 0,0000 ±O,OOOO 
1 0,1230 -0,4625 1 0,2546 - 0,8096 
2 0,2344 - 0,8813 2 0,3704 -1,1779 
3 0,3223 -1,2118 3 0,3750 -1,1925 
4 0,3750 -1,4100 4 0,2963 - 0,9422 
5 0,3809 -1,4322 5 0,1620 - 0,5152 
6 0,3281 - 1,2337 B 0,0000 ± 0,0000 
7 0,2051 - 0,7712 I - - -
1 0,0000 ±O,OOOO - - -
Die Multiplikation eines jeden Wertes WD bzw. wD mit einem 

konstanten Faktor in den beiden Offnungen des Balkens kann nun 
gespart werden, wenn man die Darstellung der Abb.122b benutzt; 
hier sind die reinen Zahlenwerte WD und wD aufgetragen. In diesem 
FaIle wertet man die EinfluBlinie fur M1 (Abb. 122b) zunachst fur 
die gegebene auI3ere Belastung aus und versieht dann das Resultat 
jeder Offnung mit einem Multiplikator, der dem Beiwert des 
W - Wertes in der untersuchten Offnung entspricht. Fur die erste 
Offnung 11 ist dann 

Mll = fll.2 P 1] = - 3,76 .2P 1], 
1 1 

fUr die zweite Offnung 12 

M12=fl2.2P1] = - 3,18.J.)P1]. 
2 2 

.2 erstreckt sich uber die Offnung 11 , 
1 

.J.) erstreckt sich uber die Offnung l2' 
2 

Diese zweite Darstellung gibt zwar die EinfluBlinien in verzerrter 
Gestalt, sie erspart aber viel an Rechenarbeit. 

Grnndaufgabe 3. Benutzung del' HiIfstafeln fiir WT und w~. 
(Vgl. hierzu: Erster Teil, Abschnitt 1,4 b sowie Dritter Teil, Hilfs­
tafel X, S. 270.) 

a) Gesucht wird die EinfluBlinie fUr das Stutzenmoment M4 eines 
Balkens uber 7 Offnungen nach Abb. 123. 1m Zahlenbeispiel 5, S.189, 
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sind fUr die Ordinaten der EinfluBlinie fur das Stutzenmoment M4 
in den einzelnen Offnungen folgende Gleichungen aufgestellt: 

Offnung 11 : 1741 = + 0,055 con, 

" 12 : 1742 = - 0,300 (con - 0,258 COD), 

" 13 : 1743 = + 1,033 (con - 0,278 coD), 

" 14 : 1744 = - 4,192 (con - 0,258 coD), 

" 
1.: 1745 = - 3,930 (con - 0,340 con), 

0 

" 16 : 1746 = + 0,951 (coD - 0,239 con), 

" 
L: 174, . - 0,217 COD . . 

Abb.123. 

Die Gleichungen fur die End6ffnungen 11 und 17 werden genau 
so behandelt wie im Beispiel der Grundaufgabe 2 b). Fur die Mittel-
6ffnungen 12 bis 16 schlagt man zweckmaBig den im folgenden er­
lauterten Weg ein. Als Beispiel wollen wir dabei die Gleichung fur 
die Offnung 12 eingehender betrach· 
ten; die EinfluBordinaten der ubri- +~ -0.1 

gen Mittel6ffnungen k6nnen auf die 
gleiche Weise ermittelt werden. 

Fur die Offnung 12 lautet die I 

Gleichung der M4-Linie 

1742 = - 0,300 ~ con - 0,258 coD] . 
Den Klammerausdruck bezeich­

nen wir mit COT (vgl. hierzu: Erster 
Teil, Abschnitt I, 4 b, Seite 14). 
Man ermittelt nun diesen Wert am 
schnellsten unter Benutzung der -o,s 
Worch'schen Nomogramme, die 
als Hilfstafel X (zum bequemen 
Gebrauch als Ausschlagtafel) am -1.0 

Schlusse des dritten Teiles an-
gefugt sind. Die Offnung 12 ist 

Dr 0.6 

Abb.124. 

in 8 Felder geteilt, also n = 8. Zunachst wird auf der Leiter I 
(vgl. Abb. 124) der Wert i = - 0,258 aufgesucht, und zwar auf dem 
unteren Teil, weil der Wert i negativ ist. Von diesem Punkt legt 
man ein Strahlenbuschel durch die auf der Leiter II naher bezeich-
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neten Punkte 
x 2 4 6 14 1) 
T=16'16'16"'16' 

Diese Strahlen treffen die Leiter III in Punkten, die die folgenden 
Zahlenwerte aufweisen: 

Strahl durch 
x 2 

16 
liefert WT= + 0,068, 

x 4 
WT = + 0,148 

" " 16 " 
usf. 

Samtliche Werte WT sind in Zahlentafel 8 eingetragen. Die auf 
diese Weise graphisch gefundenen WT- Werte konnen selbstverstand­
lich auch rechnerisch ermittelt werden, indem man von dem W D -Wert 
den mit i multiplizierten Wv -Wert abzieht. Eine solche Rechnung 
liefert genauere Werte WT, da die Moglichkeit ungenauer Ablesung 
im Nomogramm ausgeschaltet wird. Ein Unterschied zwischen ge­
rechneten und abgelesenen WT - Werten ist jedoch selbst bei fluchtiger 
Ablesung erst in der dritten Dezimalstelle zu erwarten. Da es nun 
fur praktische Falle voliauf genugt, die WT - Werte bis auf die zweite 
Stelle hinter dem Komma anzugeben, hat eine eventuelle Ungenauig­
keit der dritten Dezimalen keinen EinfluB auf die GroBe der Ordi­
naten 'YJ. Die umstandliche Berechnung der WT - Werte kann also 
immer erspart werden. 

In Zahlentafel 8 sind auch die gerechneten WT - Werte eingetragen. 
Ein Vergleich mit den aus den Hilfstafeln X gefundenen Werten zeigt 
die Geringfugigkeit der Abweichung. In diesem Beispiel der Grund­
aufgabe 3 sowie in den folgenden Grundaufgaben wurde mit den 
graphisch ermittelten WT- bzw. wp -Werten weitergerechnet. 

Die letzte Spalte der Zahlentafel 8 enthalt die mit - 0,300 
multiplizierten Ordinaten wT; das sind die gesuchten Ordinaten 'YJ4'J 

der EinfluBlinie fUr M4 , Abb. 125 a. Bei praktischen Rechnungen 
wird man wieder die WT- Linie direkt benutzen, also das Ausmulti­
plizieren mit 0,300 sparen und dafUr den Multiplikator ft = - 0,300 

1) Die erste nomugraphische HilfstafeI (Xa) ist der besseren DbersichtIichkeit 
wegen nur fiir die ungeraden Feldteilungen n = 11 bis n = 19 eingerichtet, 
die zweite (Xb) nur fiir die geraden TeiIungen n = 10 bis n = 20. - Fiir 
TeiIungen von n = 2 bis n = 9 sind die WT- Werte ohne weiteres im Nomo-

gramm fUr gerade TeiIung abzulesen, indem man das Verhaltnis ; auf einen 

Bruch erweitert, dessen Nenner zwischen 10 und 20 liegt. Man setze z. B.: 

1 
4 

326 
12; "4 = 12 usf. 

1 2 2 4 
oder "8 = 16; "8 = 16 usf. 
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zur WT - Linie hinzufiigen. Sie ist in Abb. 125 b aufgetragen, die 
dann die verzerrte M4 -Linie fUr die 0ffnung l2 darstellt. 

ZahlentafeI 8. 

ill 
WT WT -0,300 WT 

(abgelesen) (gerechnet) 

1 +0,068 +0,070 - 0,020 
2 + 0,148 + 0,152 - 0,044 
3 + 0,219 + 0,222 -- 0,066 
4 + 0,278 - 0,083 + 0,275 
5 + 0,296 +0,298 - 0,089 

I 
I 

1 1 1 I I 

",I ~I ~I ~I ~I ~I ~I ~I ",I 6 + 0,266 +0,268 - 0,080 
7 + 0,173 + 0,173 - 0,052 

b) Es ist die EinfluBlinie der Quer­
kraft Qm in der 0ffnung l3 des Balkens 
iiber 7 0ffnungen nach Abb. 123 zu be-

."~ 
Abb.125. 

recbnen. 
1m Zahlenbeispiel 5, Seite 190, ist folgende Gleichung fur die 

EinfluBordinaten der Querkraftslinie in l3 abgeleitet worden: 

1]33 = Q03 + 0,385 wi> - 0,384 Wn· 
Formt man diese Gleichung um in 

[ , 0,384 ] 
1]33 = Q03 + 0,385 Wn'- 0,385 Wn 

d. h. 
1]33 = Q03 + 0,385 [wi> - 0,997 wn], 

dann entspricht der Wert in der Klammer . einem w~ - Wert. Aus 
praktischen Griinden schreiben wir die vorstehende Gleichung noch 
in folgender Form: 

1]33 = 0,385 [0~O~5 + WTJ . 

Diese Umformung macht die Zahlenrechnung deshalb bequemer, 
weil das Multiplizieren der einzelnen wp- Werte mit dem Beiwert 
i = 0,385 auf diese Weise gespart wird. Statt dessen ist zwar die 
Q03 -Linie durch den entsprechenden Beiwert zu dividieren; dies ist 
jedoch einfacher, da die Qo3-Linie des statisch bestimmten Haupt­
systems sich aus Geraden zusammensetzt und man deshalb in der 
ganzen 0ffnung nur eine Ordinate zu dividieren braucht. 

Wir bebandeln die beiden Anteile der EinfluBlinien-Gleichung 
getrennt. Der erste Anteil stellt die durch 0,385 dividierte Q03- Linie 
dar. Es ist dies die Querkraftlinie eines einfachen Balkens von der 
Spannweite l3' die von zwei Geraden begrenzt wird (Abb. 126a). 1m 
vorIiegenden Fall haben jedoch die Ordinaten an den Stiitzen 2 und 3 
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1 
nicht den Wert 1, sondern betragen 0385 = 2,597. (Vgl. Abb. 126b.) , 
Die Ordinaten fiir die Teilpunkte des negativen Astes folgen, wenn 
n = 7, der Gleichung _ 2,597 

170m = -7- m = 0,371 m 

wobei m = 0,1,2, ... , 7 zu setzen ist. 

Der positive Ast hat dieselben, je­
doch spiegelbildlich zur Mitte gelege­
nen Ordinaten +17om' Die Zahlenwerte 
fiir -17m und + 1] m sind in Zahlentafel 9 
eingetragen. 

iJ!l1. L·· Der zweite Teil der Gleichung der 
j..:Il\Jlll\Jlllhm,fm".mmw Q.J8 f Inte 

b) 

z,[;97 

Abb.126. 

Qm-Linie enthalt den Wert wp. Dieser 
wird - ahnlich wie unter a) der 
Wert WT - mit Hilfe der W orch­
schen Nomogramme (Hilfstafel X) be-
stimmt. 

Statt mit den Werten ; haben wir es bei der Bestimmung von WT 

mit den Wert en ~' zu tun. Die N omogramme konnen jedoch ohne 

weiteres auch fiir diesen Fall benutzt werden, wenn man das Ver-
.. . x' x :. haltms T durch T ausdruckt. Beachten wir, daB x = 1- x' ist, so 

k ·· . B f" x' 2 d t h d W x 12 onnen WIr z. . ur T = 14 en en sprec en en ert T = 14 setzen. 

Durch geradlinige Verbindung des Punktes i = 0,997 auf der Leiter I 

mit dem Punkt 12 auf der Leiter II finden wir dann sofon auf der 
14 

Leiter III den Wert wp = + 0,088 fiir ~l' = ~-. Ebenso erhalt man 
14 

die iibrigen, in Zahlentafel 9 zusammengestellten wp-Werte. 

Zahlentafel 9. 

+l7om 
, 

+l7m m -170m WT -17m 

2 ±O,OOO + 2,597 ±O,OOO ± 0,000 + 2,597 
1 - 0,371 + 2,226 +0,088 -0,283 +2,314 
2 -·0,742 + 1,855 +0,088 - 0,654 + 1,943 
3 -1,113 + 1,484 +0,036 - 1,077 + 1,520 
4 -1,484 + 1,113 - 0,034 -1,518 + 1,079 
5 - 1,855 +0,742 - 0,087 -1,942 +0,655 
6 - 2,226 +0,371 - 0,087 - 2,313 +0,284 
3 - 2,597 ± 0,000 ± 0,000 -2,597 ± 0,000 
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Die Ermittlung geschieht also analog der in Grundaufgabe 3 a 
und Abb.124, Seite 123, geschilderten Weise, nur daB auf die um­
gekehrte Reihenfolge der Strahlen zu achten ist. 

Ziihlt man nun die beiden Anteile der EinfluBliniengleichung 
zusammen, so erhiilt man die Ordinaten der gesuchten EinfluBlinie 
fur Q3. (Vgl. Abb. 127a.) In Abb. 127b ist die Q-Linie fur den 
Teilpunkt 3 schraffiert angegeben. Die 
EinfluBlinie fUr die Querkraft des Feldes I 2 

t-;O:-;...-r-..:r-';"":;""';;'-;'-l 
3 - 4 der Offnung 13 ist in Abb. 127 c zi I 

dargestellt; sie ist, ebenso wie die vorigen : I 

Linien, noch mit dem Multiplikator I ~I 
/), = 0,385 zu versehen. ~I <:> -'"' 

~~r-~~~~~ 

c) Gesucht· wird die EinfluBlinie fur den 
Stutzdruck 04 des Balkens uber 7 Off­
nungen nach Abb. 123. Es sollen die Eiri­
fluB-Ordinaten in den Offnungen 14 und 15 
berechnet werden. 

1m Zahlenbeispiel 5, Seite 190, sind 
folgende Gleichungen der 04 -Linie nach c) 

Hilfstafel VII, 9 entwickelt worden: 
Fur die Offnung 14: 

'YJ44 = 00! + 0,798 WD - 0,463 wD, 
fUr die Offnung In: 

'YJ45 = 004 + 0,748 wD - 0,595 WD· 

Abb.127. 

Wir formen die vorstehenden Gleichungen zunachst so um, daB 
der gro13ere Beiwert von WD bzw. wD vor die Klammer gezogen 
wird. Fur die Offnung 14 lautet dann die Gleichung 

O [ 0,463 'J 
'YJ44 = 04 + 0,798 WD - 0,798 WD , 

also 
'YJu = 004 + 0,798 [WD - 0,580wD]· 

Setzen wir den Klammerwert 

WD - 0,580wD = WT, 
dann ist 

'YJ44 = 004 + 0,798 WT· 

Damit wir die Zahlen WT wieder ohne Beiwert benutzen k6nnen~ 
schreiben . wir 
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Fiir die Offnung 15 erhalten wir entsprechend 

wobei 

[ °04 I] 
fJ45 = 0,748 0,748 + wT , 

I , 0,595 I 

WT = wD - ~O 8 WD = WD - 0,795 WD 
,74 

ist. Die beiden Anteile der vorstehenden Gleichungen werden wieder 
getrennt dargestellt. 

Die °04 - Linie fUr die Offnungen 14 und 15 ist nach A b b. 128 ein 
Dreieck mit der groBten Rohe 1 bei Stiitze 4. In der Offnung 14 

wird demnach ~~ = 1,253 004 und mit n = 8 betragen die Ordinaten 
0,798 

1,253 
fJom = -8- m = 0,157 m. Sie sind in Zahlentafel 10 zusammen-

gestellt. 
Der zweite Anteil WT wird wieder mit Rilfe der Worch'schen 

N omogramme (Rilfstafel X) fiir n = 8 ermittelt. Die abgelesenen 
Werte sind gleichfalls in Zahlentafel 10 eingetragen. Zahlt man 
diese beiden Anteile zusammen, so erhiHt man die Ordinaten der 
04-Linie in der Offnung 14 , wobei noch der Multiplikator fl4 = 0,798 
hinzuzufiigen ist. Die Linie ist in Abb. 129 dargestellt. In der 
Offnung 15 besteht die EinfiuBlinie in ihrem ersten Anteil aus der 

004-Linie fUr die Offnung 15 nach Abb.129, die mit _1_=1,337 
0,748 

zu multiplizieren ist. Der zweite Anteil w~ wird wieder nomographisch 
ermittelt. Die Zahlenwerte sind in Zahlentafel 10 zusammengestellt. 

Zahlentafel 10. 

OfEnung 14 = 16,0 m OfEnung15 = 12,0 m 

17~4 I 
, 

I 17~5 m 170m WT m 170m WT 

3 0,000 0,000 0,000 4 1,337 0,000 1,337 
1 0,157 0,003 0,160 1 1,114 0,126 1,240 
2 0,313 0,044 0,357 2 0,891 0,135 1,026 
3 0,470 0,101 0,571 3 0,668 0,077 0,745 
4 0,627 0,158 0,785 4 0,446 0,018 0,464 
5 0,783 0,194 0,977 5 0,223 -0,040 0,183 
6 0,940 0,192 1,132 5 0,000 0,000 0,000 
7 1,096 

I 
0,134 1,230 - -

I 
- -

4 1,253 0,000 1,253 - - - -

Wir haben im vorstehenden wieder die Ordinaten fJ' der ver­
zerrten EinfiuBlinie berechnet, die in jeder Offnung einen beson!ieren 
Multiplikator erhalt. Dadurch haben wir an Rechenarbeit gespart, 
weil wir unmittelbar mit den Zahlen WT und wT arbeiten konnten. 
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Will man aus irgend welchen Grunden die 
wirkliche, also nicht verzerrte 04 - Linie 
haben, so muD man die vorstehenden Glei­
chungen der EinfluBlinie ausmultiplizieren. 
Es ist 

Zahlentafel lOa. 

fh4 = 0,798 und fho = 0,748. 

(V gl. die Darstellung in Abb. 130.) Die 
Ordinaten dieser nicht verzerrten 04-Linie 
sind in Zahlentafel lOa angegeben. 

~I 
"'I 
I 
I 
I 
I 
I 

Abb.128-130. 

m 
I 

3 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
4 

'1744 m 
I 

0,000 4 
0,128 1 
0,285 2 
0,456 3 
0,626 4 
0,780 5 
0,903 I) 

0,982 -
1,000 -

I C~-linie 
I (nicht verzerrf) 
I 

! 

I 

Grundaufgabe 4. EinfluBIinien fUr die Feldmomente. 

'1745 

1,000 
0,928 
0,767 
0,5.57 
0,347 
0,137 
0,000 

-

-

a) Gesucht werden die EinfluBordinaten fur das Angriffsmoment 
eines Querschnitts m in der ersten Offnung eines durchlaufenden 
Balkens uber zwei Offnungen; m liegt im Abstande Xl = 6,0 m yom 
linken Auflager. 

Aus dem Zahlenbeispiel1 (vgl. 8.144) erhalt man die Gleichung fUr M", : 

M Xl 3 M 6,0 
1)",= om-16,0 ,76wD= om-16,03,76wD, 

1)m = Mom - 1,41 WD' 

Der erste Teil der Gleichung 
Balkens dar; siehe Abb. 131a. 

Kammer, Durchlaufende Trager. 

stellt die Mo-Flache eines einfachen 
Unter Voraussetzung gleicher Feld-

9 
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weiten wird nach dem ersten Teil, Abschnitt I, 6, Seite 19 

_ xt' _10 _. . 
fJol-~-~-1,25, 

n 8 

Hiermit lassen sich sofort anschreiben 

fJ02 = 2 'fJO! = 2,50 ; 

fJ03 = 3 'fJO! = 3,75; 

fJ06 = 2 'fJo, = 1,50, 

fJ05 = 3 'fJo, = 2,25, 

170t = 4 'fJ07 = 3,00. 

Die Werte fJom sind in Zahlentafel 11 eingetragen. Den. zweiten 
Anteil der EinfluBlinien·Gleichung erhalten wir, indem wir jeden W er~ 
WD mit - 1,41 multiplizieren. Er ist gleichfalls in Zahlentafel 11 
angeschrieben, ebenso die sich aus der Addition ergebenden SchluB­
ordinaten fJm. 

J Zahlentafel 11. 
~z-

ml I 1-1,41roD I t}om roD 17m 

A 0,00 I 0,0000 I ± 0,000 [ 0,000 
1 1,25 ' 0,1230 - 0,173 1 1,077 
2 2,50 0,2344 -0,331 2,169 
3 3,75 0,3223 -0,454 3,296 
4 3,00 0,3750 -0,529 2,471 
5 2,25 0,3809 - 0,537 1,713 
6 1,50 0,3281 - 0,463 1,037 
7 0,75 0,2051 - 0,289 0,461 
1 0,00 0,0000 ± 0,000 0,000 

Abb. 131 a u. b. 

Diese stellen die M",-Linie dar. (Abb. 131b.) ZweckmltBiger ist, 
es jedoch, die vorstehende Gleichung umzuformen in 

[ Mom ] fJ", = 1,41 1,41 - WD , 

da man jetzt die Zahlen WD benutzen kann, ohne daB jede der 
Ordinaten mit 1,41 multipliziert werden muB. Die neu hinzukommende 

a) Division der Mo - FHiche durch 1,41 
'1:.§£. {ii--J I I ~I ... gestaltet sich sehr einfach; entweder 
1,1f1 ",Z&: .,..I~ ~i ~ i ?~I1IB zeichnet man die FIache nach Abb. 132 a 

"'I~l ell "I ~I ~I ~I ~I ",I auf die durch die Auflagerordinate bei 
t::;;: ~ ~ c::.: , 

b) 1.6,0. . 
A, namIich -- = 4,26 bestlmmt 1St, 

1,41 
oder man ermittelt die Ordinaten rech­
nerisch nach den Ausfiihrungen im 

erst en Teil, Abschnitt I, 6, Seite 19. Die Ordinaten des linken Astes 
der EinfluBlinie ergeben sich wie folgt: 
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Fur den Teilpunkt 1 ist 

Dann wird 

1,25 
1)61 = -- = 0,8865. 

1,41 

1)~2= 2·0,8865 = 1,7730, 
1)~3 = 3·0,8865 = 2,6596. 

131 

Fur die Berechnung des rechten Astes der EinfluBlinie benutzt man 

pann wird 

I 0,75 
1)07 = -- = 0,5319. 

1,41 

17~6 = 2·0,5319 = 1,0638, 
1)~5 = 3·0,5319 = 1,5957, 
1)~4 = 4·0,5319 = 2,1277. 

Den zweiten Anteil bilden jetzt die reinen Zahlenwerte W D' (V gl. 
Zahlentafel 11 a.) Zu dieser EinftuBlinie hat man den Multiplikator 

,Ul = 1,41 

hinzuzufUgen. Die Ordinaten sind in Abb. 132b aufgetragen. 

ZahlentafeI lla. 

m ' _ 170m I -roD 
17m 

17o m - 141 1 1,41 , ! 

A 0,0000 ± 0,0000 0,0000 
1 0,8865 - 0,1230 0,7635 
2 1,7730 -0,2344 1,5386 
3 2,6596 - 0,3223 2,3373 
4 2,1277 - 0,3750 1,7527 
5 1,5957 - 0,3809 1,2148 
6 1,0638 - 0,3281 0,7357 
7 I 0,5319 - 0,2051 0,3268 
1 0,0000 ± 0,0000 0,0000 

\ p, ~ 1,41 

J 

b) 1m vorstehenden Beispiel wurde das Moment nur eines Quer­
schnitts in der Offnung 11 ermittelt. Bei der vollstandigen Durch­
rechnung sind meist fUr eine groBere Anzahl von Querschnitten m 
einer Offnung die EinfluBliniell darzustellell. Fur dies en Fall ist die 
folgende Losung zweckmaBig .. 

Das Zahlenbeispi~l 2, Seite 156, liefert fUr die erste Offnung 
11 = 12,0 m eilles Balkens uber drei Offnungen die Gleichung 

17m = 170m - 0,262 Xl WD" 

Diese Gleichung gilt fUr jeden Querschnitt m der ersten Offnung, 
weil in ihr der veranderliche Wert Xl enthalten ist. Wir formen sie 
um III 

1)m = 0,262 Xl [0 <)1)6~ - WDJ. 
, .. 2 Xl 

9* 
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Die verzerrte Mom-Flache ist ein Dreieck mit der Spitze unter dem 
Querschnitt m. FUr irgendeinen Teilpunkt m betragt die Spitzenordinate 

, rJ 1 Xl Xl' Xl' ., rJOm = __ o~ = ---- = = 0,.)18 X • 
0,262 Xl 12·0,262xl 0,262.12 1 

Nach Abb. 133 ist nun die Ordinate rJA unter der Stiitze A 
, 11 Xl Xl' .11 1 

rJA = rJom' x/ = 0,262 Xl .11 'X'l = 0,262 = 3,82. 

1}A ist ein konstanter Wert, auf ihn ist x/ ohne EinfluB. Durch die 
Gerade DE der Abb. 133 sind alle Spitzenordinaten der Mo-Flachen 
der einzelnen Knotenpunkte der Offnung 11 bestimmt (Abb. 134a). 

Der Klammerwert der Gleichung fUr rJm stellt daher fiir aIle 
Knotenpunkte der untersuchten Offnung 
in seinem ersten Teil ein Dreieck dar. 
Der zweite Teil der Klammer ist die 
wD-Linie. 

Er! I Ii /I 1 Z 3 .. :ti' 
'/'k-l-L~=6'·z=1zm Lz 
I I I I II I 

I~IE 1'X1{1~ 
QZ6Z.z: I L-
=482 }~ 

Abb.133. Abb. IB4a u. b. 

Die EinfluBlinie fUr irgendeinen Knotenpunkt, z. B. m = 2, ist 
dann nach Abb. 134 b die schraffierte Flache, die begrenzt wird durch 
das Dreieck der Mom -Flache und die wD-Linie. HinzuzufUgen ist 
der Multiplikator 

!lIm = 0,262 Xl • 

Es ist also fiir den Knotenpunkt 2: 
!l12 = 0,262·4 = 1,048 . 

Um die EinfluBIinien samtlicher fiinf Knotenpunkte der Offnung 
festzulegen, braucht man also nur iu bestimmen: 

1. den Wert rJA = 3,82, 
2. die wD-Linie, 
3. die Multiplikatoren ftl m der ersten Offnung, die fUr die ein­

zelnen Punkte m in Zahlentafel 12 zusammengestellt sind. 
Zahlentafel ]2. 

m Xl x' [tun =' 0,262 Xl 
I 116m = 0,318 X/ 1 I 

1 2 10 0,524 3,180 
2 4 8 1,048 2,544 
3 6 6 1,572 1,908 
4 8 4 2,096 1,272 
5 10 2 2,620 0,636 



Grundaufgabe 4. 133 

c) Die Gleichungen der EinfluBlinien fUr die Feldmomente in den 
Mitteloffnungen durchlaufender Trager haben eine andere Form 
als die bisher betrachteten GIeichungen fiir die Feldmomente der 
Endoffnungen; sie enthalten die veranderlichen GroBen ~ und t, die 
durch folgende GIeichungen definiert sind (vgl. S. 78) 

X x' t _ I' I' • 

"1'--T-Pr-1-l-' 
I' I' 

Fiir gleiche Feldteilung xI' = al' mr ; XI" = a,. m,.'; lr = ar nr lauten 
diese GIeichungen 

m,. m,: 1 I 

~r = - _ .. Pr -1 - = -(mr - ,U,._1 mr ), 
n n n r r r 

tIm,.' I mr 1 (' ') " =--p -=- m - U m . 
r nr r nr nr r j r r 

So ist im Zahlenbeispiel 2 des folgenden Abschnittes II die 
GIeichung fiir das Feldmoment in der Mitteloffnung eines Balkens 
iiber drei Offnungen bestimmt worden zu (S. 156) 

17", = 170m - 5,2 ~2 WD - 4,48 ~/ WD • 

Da ~2 und ~2' von x2 und X2/ also von del' Lage des Querschnittes m 
des Balkens abhiingig sind, so gilt diese GIeichung zunachst allgemein 
fiir jed e n Knotenpunkt der Offnung l2' Wenn fiir die praktische 
Rechnung eine Rechenmaschine zur Verfiigung steht, so kann man 
durch eine kleine Umformung der vorstehenden GIeichungen fiir ~ 

und ~' den folgenden einfachen Rechnungsgang einschlagen. Setzen wir 

ein, dann wird 
X 1= l - X bzw. x = l - X I r r r r r r 

x [ ~1' = l 1 + ,ur - 1 ] - ,U,._1' 
I' 

X I 

~r' = l [1 + ,a,.'J - p,.'. 
l' 

Bei gleicher Feldteilung ar wird 

~r = m,. 1 + Pr-1 - ,U"-1' 
n,. 

1+ I 

~'=m'--~- a'. r r n J r 
I' 

Diese GIeichungen sind also von der allgemeinen Form 

~r = c1 mr + c2 
bzw. 

~,.' = c/ m,.' + c2' , 

wobei c und c' Konstanten sind. 
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Fur das vorliegende Zahlenbeispiel erhalt man 
1 + 0,258 • 

~2 = 8 m2 - 0,258 = 0,1573 m2 - 0,208, 

1:' = 1 + 0,3 , , 
~2 8 m2 - 0,3 = 0,1625 m2 - 0,3. 

Man kann daher ~2 fur die einzelnen Knotenpunkte der Offnung 12 
bestimmen, indem man zu - 0,258 nur den mit ganzen, fortlaufen­
den Zahlen 1, 2, 3 ... multiplizierten Wert 0,1573 addiert, was sich 
auf der Rechenmaschine bequem durchfUhren laBt. Z. B. 

m2 = 1 ; ~2 = 1· 0,1573 - 0,258, 
m2 = 2; ~2 = 2·0,1573 - 0,258. 

Die Zahlenrechnung fUr die Offnung l2 mit n == 8 ist aus Zahlen­
tafel 13 ersichtlich. 

Zahlentafel 13. 

m2 m' 2 ~2 ~2' 

1 7 - 0,1007 + 0,837.5 
2 6 +0,0.566 +0,67.50 
3 5 + 0,2139 + 0,5125 
4 4 + 0,3712 + 0,3.500 
.5 3 +0,5285 + 0,187.5 
6 2 + 0,6858 + 0,02.50 
7 1 + 0,8431 - 0,137.5 

Will man nun z. B. fur den Knotenpunkt x2 = 6,0, also an der 
Stelle m = 3, die EinfluBlinie darstellen, dann ergibt sich 

~2 = 0,2139; $2' = 0,5125. 
Die Ordinate der EinfluBlinie wird also 

1)m = 1)om - 5,2·0,2139 WD - 4,48·0,5125 wD, 
d. h. 1)m = 1)om - 1,11 WD - 2,3 wD' 
Man formt diese Gleichung wieder urn in 

1)m = 1)om - 2,3 [wD + 0,483 WD] 

und berechnet den Wert 
wT = wD + 0,483 WD 

unter Benutzung der Rllfstafel X, S. 270. Urn den Zahlenwert wT 
ohne Beiwert benutzen zu konnen, schreiben wir 

Abb.135. 

1)m = 2,3 [~~; - wT J . 
Nach Abb. 135 ist die MOm-Linie 

ein Dreieck mit der Rohe untP"l' m. 
1}"", Letztere betragt: 
Z,3 

m·m' 3·5 nOm = -n- a =S2 = 3,75. 
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Es ist also 

1]Om = 3,75 = 163. 
2,3 2,3 ' 

Die Ordinate 'der EinfluBlinie im Punkte m betragt dann 

1]", = 2,3 [1,63 - wT]' 

135 

Grundaufgabe 5. Symmetrische Belastung. Greift an einem 
durchlaufenden Trager eine symmetrische Belastung an, so wird 
die Berechnung der Stiitzenmomente zweckmaBig mit Hilfe der 
Formeln (124) und (125) S. 78 durchgefuhrt; dies geht schneller 
als die Benutzung von EinfiuBlinien. 

a) Symmetrische Einzellasten. Auf den Balken auf vier 
Stutzen, wie er in Zahlenbeispiel 2, S. 153 durchgerechnet ist, wirken 
in den einzelnen Offnungen Einzellasten nach Abb. 136. Es sollen 
die Stiitzenmomente berechnet werden; auBerdem ist die Momenten­
flache darzustellen. 

Abb.136. 

Nach Hilfstafel III, 12, S. 219 wird fur den vorliegenden Fall 

Ml = - [Zl kll + Z2 k12 (1 - ft2') + Z3 kl3J· 

Nun liefert Hilfstafel I, S. 208 die Werte 

Die k-Werte sind im Zahlenbeispiel 2, S.154 berechnet worden zu: 

kll = 3,15; kl2 = 4,48; k13 = - 0,896 ; 
ebenso: 

1l2' = 0,3 ; 1 - 1l2' = 0,7 . 

Setzt man diese Werte in vorstehende Formel ein, dann wird 

Ml = - [~3,15Pl + i~(4,48.0,7 P2 - 0,896Ps)]' 

MI = - 2,1 Pl - 2,94 P2 + 0,84 Pa• 

1st PI = P2 = Pa = P, dann wird Ml = - 4,2 P. Fur das Stutzen­
moment M2 erhalt man nach Hilfstafel III, 12, S.219 

M2 = - [Zl k2l + Z2 k22 (1 - Ill) + za k2SJ· 
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Die Werte k betragen It. Zahienbeispiel 2, S. 154: 

k2l = - 0,945 ; k22 = 5,2; k2S = 3,47; 
und 

III = 0,258; 1-111=0,742. 
Demnach wird 

M2 = - f - ~Pl 0,945 + ti(5,2.0,742 P2 + 3,47 Ps)], 

M2 = + 0,63 PI - 3,62 P2 - 3,25 Ps ' 

Fur den Sonderfall, daB die Lasten P in den Offnungen gleich 
sind, wird 

M2 = - 6,24P. 

Sind die Stutzenmomente bekannt, dann li:iBt sich die Momenten­
fiache nach Abb. 136 darstellen, wobei die Ordinaten der Mo-Flache 
unmittelbar der Hilfstafel I, S. 208 entnommen werden konnen. 

b) Symmetrische Streckenlasten. Ein Balken auf vierStiitzen 
mit denselben Abmessungen wie unter a) ist nach Abb. 137 belastet. 
Die Werte 11, Jl und k sind dieselben wie im vorhergehenden Bei­
spiel. Die Werte z ermitteln sich nach Hilfstafel I, 8 u. 9, S.209 zu 

16 3, ( 1 82 ) 1 ( ') 
Z2 = Zs = T P + "8 P 8 1 - "3162 ="4 16 P + 11 P . 

Auch die allgemeinen Gleichungen fur die Stutzenmomente sind die­
selben wie unter a). 

Abb.137. 

Man erhalt also 
M1 = - (16p+ 11p')(4,48.0,7 - 0,896)·L 
M2 = - (16 P + 11 p')(5,2 ·0,742 + 3,47)'L 
Ml = - 8,96 P - 6,16 p' , 
Me = _. 29,31 P - 20,15 p' . 

Wahlen wir fur unser Beispiel p' = ~ p, so wird 
Ml = - 8,96p - 3,08p = -12,04p, 
M2 = - 29,31 P - 10,08 P = - 39,39 p. 

Die Momentenfiache fUr diese Belastung ist in Abb. 137 dargestellt. 
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Grnndanfgabe 6. Unsymmetrische Belastnng. 

a) Auf einen Balken mit den Abmessungen der Grundaufgabe 5 
wirkt nach Abb.138 eine unsymmetrische Belastung. In den ersten 
beiden Offnungen ist sie eine gleichmaBig verteilte Strecken­
belastung, in der dritten Offnung besteht sie aus Einzcllasten. 
Gesucht wird das Stiitzenmoment M2 infolge dieser Belastung. Zu­
nachst wird der EinfluB der unsymmetrischen Streckenbelastung 
untersucht. Wir gehen von der EinfluBlinie fur M2 aus, die im 
Zahlenbeispiel 2, S.155 ermittelt ist. 

Abb.138. 

Die Gleichungen fur die Ordinaten der M2 -Linie III den einzelnen 
Offnungen lauten: 

Offnung 11 : 'YJ21 = + 0,945 OJD , 

" 12 : 'YJ22 = - 5,20 OJT., wobei OJT. = OJD - 0,258 OJD, 

" 13: 'YJ23 = - 3,47 OJD. 

Die Offnung 11 ist durch eine Streckenlast PI belastet. 
1st allgemein in einer Offnung Ir die Streckenbelastung Pr nach 

Abb.139 vorhanden, und folgt die EinfluBordinate rJr der Unbekannten Xr 
der Gleichung 

dann wird 
2:2 .!t'2. 

Xr = Prj rJrdx = crprJ OJTr dx. 
XJ :2:1 

x 
Da OJTr vom Verhaltnis T abhangig ist, schreibt man die vorstehende 

r 
Gleichung zweckmaBig auch mit den 

x 
Grenzen T 

r 

r I 

Abb.139. 

Fur die schnelle und einfache Ermittlung der Integralwerte ist 
die Anwendung der yon Dr.-Ing. W orch au£gestellten, in Hil£stafel XI, 
S. 272 angegebenen Nomogramme sehr zweckmaBig. Durch eine bzw. 
zwei Gerade wird das Integral ausgewertet, jegliche Rechenarbeit 
wird erspart. 
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In der vorliegenden Grundaufgabe haben wir nach Zahlenbeispiel 2 
folgende Zahlenwerte einzufiihren: 

Cr = 0,945; lr = 12,0; 

Dann ist das Moment iiber der Innenstiitze 2 infolge Belastung der 
Offnung 11 

M21 = 0,945 ·12,0· P1 tWD d (~) . 
o II 

Zur Auswertung des Integrals lassen wir in der nomographischen 
Hilfstafel XI, S. 273, den Strahl vom Nullpunkt der linken Leiter I 
ausgehen, da im vorliegenden Fane i = ° ist (vgl. Abb.140). Auf der 
Leiter II suchen wir die Verhaltniszahl 182. Verbinden wir dies en 
Punkt mit i = ° und verlangern den Strahl bis zum Schnitt mit 
der rechten Leiter III, so wird diese im Punkt 0,173 getroffen; dies 
~st der gesuchte Integralwert, und man erhalt infolge der Belastung 
der Offnung II 

M21 = 0,945 ·12,0·0,173 P1 = + 1,96 Pl. 

In der Offnung l2 liegt die Streckenbelastung P2 • Der Anteil dieser 
Belastung am Stiitzenmoment M2 betragt 

12 ro" 

M1l2 = - 5,2.16,OP2f WT2d(~). 
l6 

In dieser Gleichung ist WT, = WD - 0,258 wI>. In Hilfstafel XI suchen 
wir auf der Leiter I i = - 0,258 auf und legen je einen Strahl 
durch die auf der Leiter II eingetragenen Punkte i~ und 16; diese 
Strahlen treffen die Leiter III in den Punkten 0,145 und 0,0098; 
(vgl. Abb. 141). Die Differenz dieser Zahlen ist der gesuchte Integral­
wert, also 

ti f WT, d (~) = 0,145 - 0,0098 = 0,135 . 
3 

Is 

Demnach wird der Anteil der Belastung P2 der zweiten Offnung an Me 

M22 = - 83,2.0,135 P2 = - 11,23 P2 • 
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In der Offnnng l3 sind die vier Einzellasten unsymmetrisch 
angeordnet (Abb. 138). Der Anteil dieser Belastung am Stutz en­
moment M2 ist 

4 

M23 = Z Pm'r/m· 
m=o-l 

Die Ordinaten 17m sind aus der Gleichung der EinfluBlinie fur M2 
zu ermitteln. Die Gleichung fur M2 in der Offnung l3 lautet 

1723 = - 3,47 wi.;. 
Die Werte wi.; sind fur die Angriffspunkte der Einzellasten zu be· 
stimmen; sie konnen im vorliegenden Fall nicht der Hilfstafel IXa 
entnommen werden, da diese fUr gleiche TeiIungen a aufgestellt ist. 
Wir benutzen statt dessen die in Hilfsta£el IXb, S. 269, zusammen­
gestellten Werte Wn und wi.; fUr Zwischenteilungen von 1 bis 100. 

"1,0 
-0,05 

~ 

I 

0,1 

~ 
1,0 

0,3 

1lI 

X 0,'1 

jT,. 4L) 
o Wr L", 

+0.5 
1,0 

Abb.140. 

+1,0 

I 

-O,U8 

Jll 

iJ< J l", (r 
o w,-d 1;, 

Abb.141. 

-0,00 

0,1 

0,145 

o,z 

0,3 

ro,S 

Man bestimmt zunachst fUr die einzelnen Lasten die Werte l' liest 

. n der Hilfstafel IX die zugehorigen Werte w 1> ab und ermittelt 
:laraus 17 und P17. Die Rechnung geht aus Zahlenta£el 14 hervor. 

Zahlentafel 14. 

I I 
I fJm = - 3,47 wi.; I 

I 

Xm 
I 

w' Pm Pm·fJm m Xm T; D 

1 5,5 I 0,34 0,3725 -1,2926 2 t - 2,585 
2 8,0 0,50 0,3750 - 1,3013 2,5 t - 3,253 
3 11,5 0,72 0,2581 - 0,8956 3,2 t - 2,866 
4 14,25 0,89 0,1087 - 0,3772 0,8 t - 0,302 
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Man erhaJt 
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4 

M23 = 2) Pm tIm = - 9,01 tm . 
1 

Das gesamte Stutzenmoment M2 infolge Belastung aller drei Off­
nungen wird dann 

M2 = M2I + M22 + M23 , 

M2 = + 1,96 PI - 11,23 P2 - 9,OL 

b) Derselbe Balken auf vier Stutzen wie unter a) ist nach 
Abb. 142 belastet; gesucht wird die Momentenfiache. 

Die Belastung ist unsymmetrisch. Wir benutzen zunachst Hilfs­
tafel III, 3, S. 214, die uns die Gleichungen fur die Stutzenmomente 
liefert 

Ml = i311 Zl + i312 Z2 , 
M2 = iJ12 Zl + i322 Z2 . 

Die Werte i3 erhalt man aus Hilfstafel III, 4. Sie sind im Zahlen­
beispiel 2, S. 154 ermittelt zu 

i311 = 0,0175; i3I2 = - 0,00525; i322 = 0,0203, 

80 daB man schreiben kann 

Ml = + 0,0175 Z1 - 0,00525 Z2' 
M2 = - 0,00525 Z1 + 0,0203 Z2' 

Zur Bestimmung der Werte Z zerlegen wir die Belastung in die 
drei Teilzustande: 

1. Offnung 11 ist belastet. Allgemein ist nach den Unter­
suchungen im ersten Teil 

Zr= - 6 [rO' 

wobei [Or der Auflagerdruck des einfachen Balkens ist, der mit der 
Momentenfiache belastet ist. Die MomentenfHiche zu der Dreiecks­
belastung der ersten Offnung ist eine kubische Parabel nach Abb. 142 a. 
Es wird also 

I _ L ~ _ h 113 Jc 8 11 
['0 - tl"lO'Z - 24- J'15 f' 

111 

Setzen wir nach Zahlenbeispie12: Jc .11 = It' = 15 und h = 1, dann wird 
1 

Z = - 6.1.112
• 81t' = _ ~ 1 2 1' = _ ~122'15 = - 288 

1 24.15 15 1 1 15 ' 
Z2=0. 

2. Offnung 12 ist belastet. Fur eine horizontale Kraft K im 
Abstande e von der Balkenachse ergibt sich die Momentenfiache nach 
Abb.142b. Den Inhalt der Momentenfiache bestimmen wir so, daB 
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wir von - dem Dreieok abc das' Parallelogramm ace d abziehen. Wir 
erhalten 

Entspreohend ist 

~ 
... IE: b.3=6;O~ 

is 
I 8 
~J;1Sl16,'''m---l 

2 

Abb.142a-c. 

Fiihrt man die Zahlenwerte des Beispiels ein: 

P=1 t 

l'J. 16,0; l2'=16,0; a2 =6,0; b'J=10,0; K=10t; e=0,4, 

dann wird 

Z = -10·04·16 [2+~~ - ~J = -110 
1 , 256 16 ' , 

[ 3·100 6.10J 
Z2 = + 10·0,4.16 2 +256 -16 = - 37,0. 

3. Offnung ls ist belastet. Die Momentenflaohe fiir eine Einzel­
last ist ein Dreieok (Abb. 1420) .. Wir erhalten 

P la la' , 
(£[0 = -6- wn, 

Zl =0; Z2 = - Plala' Wn = - 16 ·10,67 ·0,3223 P= -55,0, 

wenn P = 1 angenommen wird. 
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Insgesamt erh1i,lt man 

Z1 = - 288 - 11,0 = - 299,0 
Z2 = - 37,0 - 55,0 = - 92,0. 

Setzt man diese Werte in die Gleichungen del' Stiitzenmomente ein, 
dann wird 

I" 

M1 = - 0,0175 ·299 + 0,00525·92,0 = - 4,75tm, 
M2 = + 0,00525·299 - 0,0203 ·92,0 = - 0,30tm. 

Die endgiiltige MomentenfHiche zeigt Abb. 143. 

8: 
I 
I 
I 

t 
I 
I 
I 

------~~~I"~------~o--------~~~I~,,~-------~o--------~~~I 

Abb.143. 

II. Zahlenbeispiele. 
Einleitung. 

Je nach den Bediirfnissen del' Praxis miissen die Hilfstafeln ver­
schiedenen Anforderungen geniigen. So kann es sich zunachst darum 
handeln, moglichst schnell einige bestimmte statische Werte zu er­
halten, ohne gezwungen zu sein, das ganze Tragwerk von Anfang 
bis zu Ende durchzurechnen, eine Forderung, die beim Projektieren 
odeI' bei del' Nachpriifung auftritt. In dies em Falle miissen die Hilfs­
tafeln es gestatten, ohne groBe Umwege die gewiinschten Momente, 
Querkrafte odeI' Auflagerdriicke anzuschreiben. Bei del' endgiiltigen 
Bearbeitung handelt es sich anderseits um eine ausfiihrliche Durch­
rechnung des ganzen Systems. Fiir diese Zwe.cke miissen nun die 
Hilfstafeln wieder so ausfiihrlich sein, daB aIle erforderlichen Werte 
entnommen werden konnen; ferner miissen sie so angeordnet sein, 
daB fiir die umfangreichen Rechnungen ein iibersichtliches, unniitze 
Zwischenrechnungen ersparendes Schema zur Verfiigung steht. 

1m folgenden solI nun an Hand zusammenhangender Zahlen­
beispiele die vielseitige Verwendungsmoglichkeit del' im dritten Teil 
zusammengestellten Hilfstafeln erlautert werden. 

Die Beispiele 1, 2 und 4 behandeln durchlaufende Balken iiber 
2, 3 und 6 ungleichen Offnungen. Diese Beispiele zeigen die Anwen­
dung der Hilfstafeln zur Ermittlung von EinfiuBlinien sowie del' 
Maximal- und Minimalquerkraft- und -momentenfiiichen. Das Zahlen-
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beispiel 3 gibt eine andere Anwendungsmoglichkeit der Hilfstafeln. 
Die Untersuchung des Eigengewichtes und der gleichmaBig verteilten 
Nutzlast p erfolgt hier in der von vielen Statikern vorgezogenen 
Weise, daB zunachst jede Offnung flir sich gleichmaBig belastet an­
genommen wird. Aus der Kombination dieser einzelnen Lastzustandf! 
werden dann die Stlitzen- und Feldmomente ermittelt. 

Da die speziellen Hilfstafeln nur bis zu Balken liber 6 ungleichen 
Offnungen entwickelt sind, muB flir ein Tragwerk mit noch groBerer 
Zahl der Offnungen die Durchrechnung nach dem in dem theoreti­
schen ersten Teil entwickelten Verfahren erfolgen, dessen wichtigste 
Formeln jedoch ehenfalls in einer Hilfstafel (VII) enthalten sind. 
Den Gang der Rechnung zeigt Zahlenheispiel 5. 

In' allen hisher genannten Beispielen (1 his 5) werden Trager be­
rechnet, bei denen der Querschnitt sich zwar von Offnung zu Offnung 
andert, innerhalb der Offnung jedoch konstant bleibt. Urn nun auch 
die Verwendung der im ersten' Teil entwickelten analytischen und 
graphischen Verfahren fUr Trager mit beliebig veranderlichem Quer­
schnitt zu zeigen, ist im Zahlenbeispiel 6 ein Balken liber 4 ungleichen 
Offnungen durchgerechnet worden, dessen Tragheitsmomente auch 
innerhalb der Offnungen veranderlich sind. 

Zahlenbeispiell: Der Balken iiber zwei ungleichen Offnungen. 
(V gl. Hilfsta£el II, S. 210.) 

a) Gesucht wird fUr den Balken nach Abb. 144 die EinfluBlinie 
fUrdas Feldmoment MI in der Offnung II im Abstande 6,0 m vom 
Auflager A. 

N ach Hilfstafel II, 7, S. 211 erhalt man die Gleichung flir die 
gesuchte EinfluBlinie in der Off- _6;00- -..".I2,o*-

l . C j J,-1,5Ji ~Jr JZ 8 nung l' . ~ 

x ' l-,-1G,OOm lz-1Z.00m~ 

'iJIl = MoI ""- tkll OJn· Abb,144. 
1 

Hierin ist Xl = 6,0; die Bezeichnungen und·Abklirzungen werden aus. 
Hilfstafel II, 1 und II, 5, S. 210 erhalten zu 

gewahlt, dann ist 

I J 1 1,5 J 2 . 
It = l2 J = 19 -y-- = 12 ·1,5 = 18, 

2 2 

81 = 2 (16 + 18) = 68. 
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Dann ist ferner 

k = 16·16 = 3 76 
11 68 ' 

und 

'YJn = MOl -~. 3,76·wn = MOl -.1,41 Wn· 
16,0 

Die weitere Behandlung dieser Gleichung siehe Grundaufgabe 4 a, 
Seite 129, worin die Ermittlung der EinfluBordinaten und die Dar­
steHung der EinfluBlinien erlautert ist. 

In der zweiten Offnung 12 wird die Gleichung der EinfluBlinie 
fiir M[ nach Hilfsta£el II, 7, S. 211: 

Xl k ' . 
'YJI2=-Y-12 Wn , 

1 

Xl = 6,0; 11 = 16,0. 

N ach Hilfstafel II, 5 ist 

k - 12 12' - 12.18._ 3 18 
12 - 8 - 68 -, . 

1 
Demnach ist 

6,0 ., , 
"'[,,= - --3,18wn = -1,19 Wn . . / " 16,0 

Die Auflosung dieser Gleichung geschieht entsprechend den Aus­
fiihrungen in Grundaufgabe 2 b, S. 121. 

b) Gesucht wird die EinfluBlinie fUr die Querkraft des Quer­
schnittes II in Abb. 144 im Abstand 2,0 m vom Auflager 1. 

N ach Hilfstafel IT, 8, S. 211 erhalt man die gesuchte Gleichung 
der EinfluBlinie: 

1 
In Offnung 11 : 'YJII1 = + y- kll Wn· 

2 

1 , 
12 : 'YJII2 = QOII + T k12 ron· 

2 " " 
Mit 12 = 12,0 m; ku = 3,76; k12 = 3,18 (siehe unter a) wird demnach 

3,76 
'YJIIl = 12,0 Wn = + 0,313 ron; 

Q 3,18, Q ' 
'YJII2 = 0[1 + 12,0 ron = OIl + 0,265 ron· 

Die weitere Behandlung von 'YJIIl vgl. Grundaufgabe 2 b, S. 121; die 
von 'YJIl2 vgl. Grundaufgabe 3b, S.125. 

c) Gesucht werden fiir den Balken nach Abb. 144 das groBte 
negative StUtzenmoment, min M1p ' sowie die heiden groBten positiven 
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~eldmomente, max M Ip und max MIIP ' und deren Lage innerhalb der 
Offnungen II und l2 infolge gleichmiiBig verteilter Nutzlast p. 

Nach Hilfstafel II, 11, S. 213, wird 

min M1p = - ~ [knll + k12l2]' 

Vnter a) wurden ermittelt 

kll = 3,76; k12 = 3,18. 
Also wird 

min M1p = - ~ [3,76 ·16,0 + 3,18.12,0] = - 24,58 p. 

Nach Hilfstafel II, 11, S. 213 erhalt man die Lage und GroBe der 
positiven Momente in Offnung II zu 

II 1 k 16,0 3,76 
c1p = X01 = 2 - 4"" 11 = -2- - -4- = 7,06 m. 

llnd 
1 2 7,06 2 . 

max MIP = 2 P c1p =-2-P = 24,92 p. 

[n Offnung l2 wird 

md 

c =x,=i-~k = 12,Q._3,18=5205m 
2 P 02 2 4 12 2 4 ' 

1 2 5,2052 

max MIIp = 2 P c2V = -2-P = 13,55 p. (Siehe Abb. 145.) 

Abb.145. 

d) Fur den Balken uber zwei 
ungleichen Offnungen nach Ab­
bildung 144 sind siimtliche Ein­
fluBlinien fUr Momente, Quer­
kriifte und Auflagerdrucke zu er­
mitteln. 

Es werden die folgenden Werte 
der Hilfstafeln II, 1 und 5 S. 210 
gebraucht: 

Mit Jc = J1 = 1,5 J2 wird (vgl. auch unter a) 

l/ = II = 16,0 m; l2' = 12 ~c = 18,0; 81 = 2 (ll' + l2') = 68; 
2 

k _11l1' _ 16·16 - 6' --------3,7 , 
11 81 68 

k _ 12 l2' _ 12 ·18 _ 
-~----3,18. 

12 81 68 

Nach Hilfsta£el II, 6, S. 210 erhiilt man die Gleichung der EinfluB­
inie fUr das Stutzenmoment Ml zu 

1711 = - k11 roD in Offnung 11 , 

1712 = - k12 roD" " l2 • 
Kammer, Durchlaufende Trager. 10 
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Setzt man fUr k11 und k12 die vorstehenden Zahlen ein, so erha1t 
man die Gleichung der EinfluBlinie in Zahlenta£el 15. 

Nach Hil£stafel II, 7, S.211 lauten die Gleichungen fUr die Feld­
momente Ml eines beliebigen Querschnittes der Offnung II 

Xl k X. 1711 = MOl - T 11 WD in vffnung ll' 
1 

" " 

Fur einen Querschnitt II in der Offnung l2 wird 

in Offnung l1' 

" " 
Setzt man in diese Gleichungen wieder die Zahlonwerte ein, dann 
erhalt man die Zahlenwerte der Zahlentafel 15. 

Zahlentafel 15. Gleichungen der EinfluBlinien. 

Offnung 11 (}ffnung 19 

Ml 1711 = - 3,76 roD 1719 = - 3,18 ro~ 
MI 17h = MoI - 0,235 Xl roD 'l'JIg = - 0,199 Xl ro~ 

MIl 'l'JIh = - 0,313 Xg'roD 'l'JIlg = MolI - 0,265 x/ ro~ 
QI "IIi = QoI- 0,235 roD "II. = - 0,199 ro~ 
QIl 'l'JIll = + 0,313 roD 17IIo = Qon+ 0,265 ro~ 
.A '1)1 = Ao - 0,235 roD 'l'Jo = - 0,199 ro~ 
0 'l'Jll = 0 01 + 0,548 roD 'l'J19 = 0 01 + 0,464 ro ~ 
B 'l'J1 = - 0,313 roD 'I'J. = Bo - 0,265 ro~ 

Nach Hilfstafel II, 8, S. 211 erhalt man die EinfluBlinien fUr die 
Querkrafte. 

Die Querkraft QI in der ersten Offnung hat die Ordinaten: 

1 
17Il = QOI - T kll Wn 

1 

1 k ' 1712 = - T 12 Wn 
1 

Die Ordinaten der Q II - Linie fur 
nung l';l ergeben sich zu 

in Offnung l1' 

" " l'J . 

einen Qnerschnitt II der Off-

1 
17m = + T ku wn 

';I 

EinfluBlinie in Offnung ll' 

17m = QOII + : k12 w1 
2 " " " l'oJ • 
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Setzt man die Zahlenwerte ein, dann erhiilt man wieder die 
Gleichungen der Zahlentafel 15. 

Die EinfluBlinien fUr die Auflagerdriicke erhiilt man aus Hilfs­
tafel II, 9. 

Die EinfluBlinie fUr A hat die Ordinaten 

1 
'YJAl c= Ao - T kll WD in Offnung ll' 

1 

1 I 

'YJA2 = -y-k12 WD 
1 

EinfluBlinie fUr 0 1 : 

" " 

'YJu = 0 01 + ku U + II )'WD III Offnung ll' 
1 2 

'YJ12=001+ k12U + n·wn " 
1 2 " 

EinfluBlinie fUr B: . 

in Offnung ll' 

'YJB2 = Bo - : k12 wn" " l2 . 
2. 

Die Zahlentafel 15, S. 146 enthiilt die Gleichungen der Auflager. 
driicke nach Einsetzen der Zahlenwerte. 

Die weitere Behandlung, d. h. das Ermitteln und Auftragen der 
einzelnen EinfluBordinaten innerhalb der Offnungen, ist ausfiihrlich 
in den Grundaufgaben besprochen worden. Siimtliche EinfluBlinien 
sind in Abb. 146 aufgetragen. 

e) Fur den Balken uber zwei ungleichen Offnungen nach Abb. 144 
sind Momente, Querkriifte und Auflagerdrucke infolge Eigengewicht 
zu ermitteln. 

Nach Hil£stafel II, 10, S. 212 wird, wenn fur beide Offnungen 
dasselbe Eigengewicht g angenommen wird, das Stutzenmoment: 

g g 
MIg = - 4 [l1 ku + l2 k12J = -4- [16·3,76 + 12· 3,18J = - 24,58 g. 

Die Abstiinde der graBten positiven Momente in den Offnungen l1 
und l'J werden 

_ _ i 1'rI1g _16,0 _ 24,58 ~ _ 6 
c1 g - X01 - 2 + g II - 2 16,0 g - ,46 m, 

c -- x' - ~ + Mig - 12,0 _ 24,58 g - 3 95 m 
2 g - 02 - 2 g l - 2 12 ° g -, . 

:3 , 

10* 
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I-====±=±::::::::I;=====-l-.:::-~_-l_fl~~ qU1-Linie 
I 
I 

I I.............. I 

I 1 
I I 
I 7111 + 1 I 

l~" ,,~ 
1hz I l C,-Linie 

I I ~
I 1 

1 1 I 

~[ iR-unie 
1 I '1'1RZ I 
I 1 1 

1-= F -=---I~+ 8-Linie i'l81 
'182 

1 

Abb.146. 

Die groBten Feldmomente werden 

max MIg = ~g cig = ~ 6,462 g = 20,89 g, 
maxMIIg = ~gc:g = ~ 3,952 g = 7,81 g. 
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Die Querkraftflache ist durch die Gleichungen bestimmt 
Q II. Q " Ig = g Xl' IIg = g X 2 • 

Die Querkrafte an den Auflagern geben gleichzeitig die Stiitz­
drucke an Ag = gXOl = 6,46g, 

oL,= gX~l = 9,54 g } a 
r 19=17,58g. 

0 1 g = g X02 = 8,05 g 
Bg=gx~2=3,95g. 

(V gl. Abb. 147.) Die Darstellung der Momenten- und Querkraftflache 
im einzelnen erfolgt nach Grundaufgabe 1. 

f) Fur den Balken uber zwei ungleichen Offnungen nach Abb. 144 
sind die Maximal- und Minimal-Momenten- und Querkraftflachen sowie 
die Auflagerdrucke infolge beweglicher Nutzlast p zu ermitteln. 

Fur die foIgenden Rechnungen kommen auBer den unter d) er­
mittel ten Hilfswerten k11 = 3,76 und k12 = 3,18 noch zur Festlegung 
der Festpunkte die foIgenden 
Hilfswerte in Betracht. 

Nach Hilfstafel II, 1, S. 210 
wird 

Z/ 18,0 
PI = ---"'-- = -- = 0,265, 

81 68,0 

I Z/ 16,0 
Pl = - = --- = 0,235 ; 

81 68,0 
Abb.147. 

b1 = 11 = 16,0 m; b'J = _12_ = 9,486 m; 
1 + PI 

b I Zl b ' 1 
1 = -+ ---, = 12,955 m; 2 = 2 = 12,0 m.· 

1 Pl 
Zur Bestimmung der Maximal- und Minimal-Momentenflache nach 

Abb. 148a liefert Hilfstafel II, 11, S. 213, folgende Werte: 

min M1p = - ~ [kHZ1 + k12 Z2J = - 24,58 p, 

max MlP = 0. 

11 ku 
C1 P = X 01 = 2 - 4 = 7,06 m, 

X~l = 16,0 - 7,06 = 8,94 m, 
tl' = 2 c1p - b/ = 1,165 m, 

I 12 k12 5 ° cQP = X02 = - - - = ,25m, 
• 2 4 

X02 = 12,0 - 5,205 = 6,795 m, 
t~ = 2 c2p - b2 = 0,924 m. 
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Die groBten Feldmomente in den beiden Offnungen des Balkens 
werden 

M ] 2 max Ip ="2 P C1p = 24,92 p, 

max M11P = ~ p cIp = 13,55 p. 

Fur die Festpunktsmomente erhiiJt man 

max MRI = ~p b/ tl' = ~ p 12,955 ·1,165 = 7,55 p, 

. p b/ P 12,955 
mm MR , = - -Z2 klo -Z- = - -12,0· 3,18 --- = - 7,72 p, 

4 "I 4 16,0 

max ML • = ~ P b2 t2 = ~ P 9,486·0,924 = 4,38 p, 

mi.n ML = - :f Z k b2 = - E 16 0.3 76 ~~~6 = - 1189 P 
1 4 1 11 l2 4" 12,0 ,. 

___ --L,-1Ii,Om-----r~~-,­

a~------------~~~¥_--------~ 

a) 

Abb. 148 a u. b. 

min + Mp-Fliiche 

max 

min 

+r;rF/ikhtl 

max 

Vber die Darstellung der Maximal- und Minimal-Momentenfiiiche in 
den einzelnen Offnungen vgl. Grundaufgabe 1 b, s. 116. 

Die Maximal- und Minimal-Querkraftsfiiichen nach Abb. 148 b sind 
aus folgenden Gleichungen der Hilfstafel II, 11, S.213 hestimmt: 

pX/2 p xl'kll pX/2 px/.3,76 
max Qlp = ~ - "4 -Z;- = 2~6]" - -4.16,0 ' 

maxQIP =0,03125pXI'2_0,05875pxl', 

pxtJ px2' P 
max QIJp = ~ + 41- kl2 + 4T l1 kll 

2 . 2 2 

P '2' p·3,18 '+ p·16,O·3,76 
240 x2 + 48 ° x2 48 ° ' , , , 
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max Qup = 0,04167 pX2'2 + 0,06625px2' + 1,25333p, 

P 2 P kll P 12 k12 
=o--X ---x ---

2 11 1 4 11 1 4 11 
P 2 p·3,76 12,0· 3,18 

-- ·-x - x - p, 
- 32,0 1 64,0 1 64,0 

min QIP = - 0,03125 pX12 - 0,05875 P Xl - 0,59625 p, 

min QIIP = - 0,04167 pX22 + 0,06625 px2 • 

Dber das Auftragen der Querkraftsflaehen mit Hilfe dieser Gleiehungen 
vgI. Grundaufgabe 1 d. 

Die GroBt- und Kleinstwerte der Auflagerkriifte infolge beweg­
lieher Stiitzlast werden 

maxA = p1l _ pkll = 7060p 
P 2 4 ' , 

min Ap = - P 112 k12 = - 0,596 p, 
4 1 

11 + 12 p [(k k) 11 + 12 -I max 0lp = P --- + - 11 11 + 1212 -l-l-J' 
2 4 1 2 

= 14,0 P + 3,58458 p = 17,585 p, 

min Op = 0, 

P 12 P k12 max B = - - --- = 5 205 P 
p 2 4 ' , 

. p1 k 
mm Bp = - 411 11 = - 1,253 p. 

2 

g) EinfluB der Stiitzensenkung. Die Mittelstiitze 1 des Balkens 
in Abb. 144 senke sieh urn Yl = 1 em = 0,01 m. 

Das Stiitzenmoment wird naeh Hilfstafel II,3, S. 210 

1 1 
M1 = - Z1 = - Z1 . 

81 6R 

Das Belastungsglied ergibt sieh naeh den Ausfiihrungen auf S. 72, 
wenn r = 1 gesetzt wird, zu 

Z = 6 E J [Yl - Yo + Y1 - Y2 ] 
1 c 11 12 • 
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Nun ist Yo = y~ = ° und YI = 0,01; der vorstehende Ausdruek ver­
einfaeht sieh infolgedessen zu 

Z =6EJ [0,01 + O,OlJ =6EJ 001lI +l~ 
I c II l~ c' II .l2 . 

Also ist 

M =.2.. 6EJ 001ll+l~ =~.0,01.16+12EJ =129 EJ-,,--. 
1 68 c' ll.l2 68 16.12 C , 10000 

Wird die Stiitze gehoben, so wird der Wert negativ, d. h. 

M EJc 
1 = - 1,29 10000· 

Senkt sieh die Endstiitze A um 0,01 m, dann haben wir zu setzen 

Yo = 0,01; YI = Y2 = O. 
Es ist dann 

Z = _ 6EJ O,O~ = _ 6.0'0~EJ 
I c II 16 c 

und 

M = _ 1· 6·0,01 E J = _ 0 55 E J-,,--. 
1 68.16 c ' 10000 

Als Jc haben wir das Tragheitsmoment des Balkens in der ersten 
Offnung, also J1 , angenommen. Wahlen wir z. B. zur konstruktiven 
Ausbildung einen FluBstahl-Trager mit 

E = 2100000 kgjcm2 = 21000000 tjm2 
und 

J = 45000 em4 = 0,00045 m4 , 

so wird 
EJc = 9450 tm2 • 

Bei Senkung der Mittelstiitze um 1 em betragt dann das Stiitzen-
moment 

9450 
Ml = + 1,29· 10000 = 1,22 tm. 

Die Feldmomente werden 

M -_ 1,22". . Aff l "" In v nung l' 
I 16,0 1 

M = 1,22 x' 
II 12,0 ~ " " 

Die Querkrafte sind konstant 

1,22 
QI= -16,0 = 0,076 t, 

1,22 
QII= -~O = - 0,102 t 

12, 
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A = Q1 = 0,076 t; C = - 0,076 - 0,102 = - 0,178 t, 
B = - QII = + 0,102 t. 

153 

h) EinfluB einer ungleichmaBigen Erwarmung von At= tu- to= 20°. 
Das Stutzenmoment wird wieder 

1 1 
Ml =-Zl = -Zl' 

8 1 68 

Nach Formel (105 a), S. 72 ist mit r = 1 

Zl = - 3 c E Jc tu h to (l1 + l2)' 

Hierin bedeutet c die Warmeausdehnungszahl fur FluB stahl. Wir setzen 
c = 0,000012, 

ferner die TragerhOhe h = 0,40 m und, wie unter g), 

E Jc = 9450 tm2 • 

Dann wird 
1 20 

Ml t = - 68 3 . 0,000012.9450 0,40 (16 + 12) , 

M1t =-7,Otm. 
Damit erhalt man die Feldmomente 

M=-~x . 
I 16,0 l' 

Die Querkrafte und Auflagerdrucke werden 

7,0 + 7,0 
QI= - --- = - 0,438 t; QI[= -2 ° = + 0,584 t; 

16,0 1 , 

A = - 0,438 t; C = + 0,438 + 0,584 = 1,022 t; B = - 0,584 t. 

Zahlenbeispiel 2: Der Balken fiber drei ungleichen 
Offnungen. 

(Vgl. Hilfstafel III, S. 214) . 

..z=.f 
1Z311,6 

D 
I 

Abb.149. 

-~_-l.1-8·2.0-16',om 

Fur die ausfiihrliche Berechnung des Balkens auf vier Stutzen 
(Abb. 149) werden eine Reihe von Hilfswerten gebraucht, wie z. B. 
die Festpunktsabstande, die Werte fl, k usw., die in den folgenden 
Rechnungen immer wieder vorkommen; sie werden deshalb der 'Uber­
sichtlichkeit halber an den Anfang der Rechnung unter der Be­
zeichnung Vorarbeiten gestellt. 
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a) Vorarbeiten. 
Wahlt man fur das beliebige Tragheitsmoment Jc das Tragheits­

moment der zweiten Offnung J'J' dann erhalt man nach Hilfs­
tafel III, 1, S. 214 die folgende Werte: 

1 

2 

Zahlentafel 16. 

1 1, = 12,0 12 = 16,0 13 = 16,0 
2 lt' = 15,0 12' = 16,0 1s' = 10,67 
3 8, = 62,0 82 = 53,33 Ll = 3050 
4 fll = 0,258 fl2 = 0,217 fl3 = ° 
5 flt' = 0,262 fl2' = 0,300 fl3' = ° 
6 1 - flI = 0,742 1 - fl2 = 0,783 1 - fla =1 
7 1 - flt' = 0,738 1 - fl/ = 0,700 I-fl'a=l 

8 b, = 1, = 12,0 b2 = 12,72 ba = 13,15 
9 b,' = 9,51 b2' = 12,31 bs' = 13 = 16,0 

10 a, = ° a2 = 3,28 aa = 2,85 
11 a,' = 2,49 a2 = 3,69 aa' = ° 

Zahlentafel 17. 

1 2 

1 
53,33 _ 

Pu = 3050 = 0,017u 
16 

P'2 = - 3050 = - 0,00525 

62 
P22 = 3050 = 0,0203 2 P21 = P'2 = - 0,00525 

Zahlentafel 18. 

1 2 3 

ku = fJu 1, 1,' = 3,15 k'2 = fJu Z2 12' = 4,48 

k22 = P2~ 12 1/ = 5,20 
I 

k,a = fJ,2 Za 1< = - 0,896 

k23 = fJ22 1a la = 3,47 k21 = fJ121,Z,' = - 0,945 

b) EinfluBlinien der Angriffsmomente, Querkrafte und 
Stiitzendriicke. 

a) Stutzenmomente. 

Nach Hilfstafel III, 6, S. 215 erhalt man die EinfluBlinien fUr das 
Stutzenmoment M1 , wenn man zur Abkurzung setzt 

W~2 = wb - 0,3 WD 

1]11 = - ku WD = - 3,15 WD in Offnung l1' 
1]12 = - k12 WT, = - 4,48 wT,,, " l2 , 
1]13 = - k13 wb = + 0,896wb" " l3· 

Die Auswertung dieser Gleichungen, d. h. das Ausrechnen der 
Knotenpunktsordinaten in den einzelnen Offnungen und das Auf­
tragen der EinfluBlinien ist in Grundaufgabe 2 und 3 behandelt 
worden (s. S. 120ff.). 
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Die Gleichung der EinfiuBlinien fiir M2 lautet mit 

WT, = WD - 0,258 w1 
in Offnung 11 : 1721 = - k21 wD = + 0,945 WD 

" " 12 : 1)22 = - k22 WT, = - 5,20 WT, 

" " 13: 1)23=--k23 W1=-3,47w1. 
In Zahlentafel 19 ist die Berechnung der Ordinaten der MI - und 

M2 • Linie durchgefiihrt. Die EinfluBlinien sind in Abb. 150a auf­
getragen. Man kann, wie in den Grundaufgaben naher ausgefiihrt 
ist, an Rechenarbeit sparen, wenn man als EinfiuBordinaten direkt die 
w-Linien benutzt und zum SchluB die entsprechenden Multiplikatoren 
hinzufugt. Man arbeitet dann mit verzerrten EinfiuBlinien und mit 
von Offnung zu Offnung wechselnden Multiplikatoren. V gl. Abb. 150 b. 

~ + . :::=:::--..... M ~Fl 

1
'1 ~7J i 7J13 I 1 • 

T11_ I 12 _ I I 
I 

'" I I I I 
I I I I 
I~~'MZ~F/' I I 'hz I 
I I - I 7JZJ + I 
I I I I 
I I I I 
I I ' I 
I !L-H~J,15 I p.-,z-'I;~B 1.............-- _ ====-------'1 

j~ - ::::::::::==== I !Lf3=o,89G IM,=FI. 
I Wa I WT' I I 

b l ~ I I I 
I~ (fLzz=5,Z I (fi-zr3,q.7 IM=FI. 

tuz,=o,g'lS -=::::::::::::: :....;:.;> --=::::::::: - ::::::::===--- z • 
\wT lw; , 

Abb. 150 a u. b. 

Zahlentafel 19. 

I Offnung II Offnung l2 I Offnung l3 
m 

I '111 = - 3,15 wD I '112 = - 4.48 w~, Wi I '113 = 0,896 W iJ wD Wi T, D 

1 0,1620 1 
- 0,4950 0,1682 - 0,7535 0,2051

1 
+ 0,1838 

2 0,2963 - 0,9330 0,2578 -1,1549 0,3281 + 0,2940 
3 0,3750 - 1,1310 0,2842 - 1,2732 0,3809

1 
+ 0,3413 

4 0,3704 - 1,1660 0,2625 - 1,1760 0,375°1 +0,3360 
5 0,2546 - 0,8020 0,2080 - 0,9318 0,3223, + 0,2888 
6 - - 0,1380 - 0,6182 0,2344

1 

+ 0,2100 
7 - - 0,0615 - 0,2755 0,1230 + 0,1102 

wD 
I 

'121 = 0,945 wD wT. 1'122 = - 5,20 w T, w' D I '123 = - 3,47 w1 

1 0,162°1 + 0,1531 0,0701 - 0,3645 0, 2051
1 

- 0,7117 
2 0,2963 + 0,2800 0,1498 - 0,7790 0,3281 -1,1385 
3 0,3750 +0,3544 0,2240 - 1,1648 0,3809, - 1,3217 
4 0,3704 +0,3500 0,2782 - 1,4466 0,37.)Oj - 1,3012 
5 0,2546 + 0,2406 0,2977 -1,5480 0,3223 -1,1184 
6 - - 0,2676 - 1,3915 1°,2344 - 0,8134 
7 - - 0,1734 - 0,9017 0,1230, - 0,4268 
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fJ) Feldmomente. 
Nach Hilfstafel III, 7, S. 215 kann man die Gleichungen der Ein­

fluBlinien der Feldmomente in den einzelnen Offnungen anschreiben. 
Die Zusammenstellung findet sich in Zahlentafel 20. 

r) Querkrafte. 
Mittels Hilfstafel III, 8, S. 216 sind die Gleichungen der EinfluB­

linien fur die Querkrafte bestimmt und ebenfalls in Zahlentafel 20 
eingetragen. 

15) Auflagerkrafte. 
Aus der Hilfstafel III, 9, S. 216 ergeben sich die in Zahlentafel 20 

eingetragenen Gleichungen fur die EinfluBlinien der Auflagerkrafte. 

Zahlentafel20. 

Offnung 1, I Offnung 12 I Offnung 13 

x2 X/ 

I 

, 
~ ---ft .--- ~,_X2_ ,X2 

2 - 12 1 12 2 - 12 ft2 12 

iJl1 = M oI - 0,~62x, coD I iJI2 = - 0,373 Xl· COT. iJI3 = + 0,075 X, · coD 

iJIIl = - 3,15 ~2 coD iJII2 = MOIl - 5,2 ~2 COD - 4,48 ~2' coD iJIIa = - 3,47 ~2 cofJ 

iJIIIt = + 0,059 xa' co D iJIII2 = - 0,325 xa' COT. iJIIIa = MOIII-O,217x3' Q 

iJlt = QOI- 0,262 COD iJI2 = - 0,373 coT. iJI3 = 0,075 coD 

iJlIl = 0,256 COD iJII2 = QOII- 0,409 (COD - 0,89 co1) iJIIa = - 0,273 coD 
'1IIlt = - 0,059 roD '>JIll2 = 0,325 roT. '>JIl;a = QOlIl+ 0,217 Wi 

iJA, = Ao - 0,262 COD iJA = - 0,373 coT . . . iJA, = 0,075 coD 

iJB, = 0,059 COD iJB. = - 0,325 COT. iJB, = Bo - 0,217 coD 

iJu = C01 + 0,518 COD iJ12 = COl + 0,737 (con - 0,705 con) iJ,a = - 0,347 co1 

iJ22 = CO2 + 0,733 (COD - 0,65 con) iJ23 = CO2 + 0,49 co i 

c) EinfluB des Eigengewichtes. 

Den EinfluB des Eigengewichtes ermittelt man unter Benutzung 
der Hilfstafel III, 10, S. 217 wie folgt: 

Die Stutzenmomente werden 

g 
M1g = - A [12.3,15 + 16·4,48·0,7 -16.0,896)] = -18,4g, 

g 
M2g = - -4[-12.0,945 + 16·5,2·0,742 + 16.3,47] = - 26,4g. 

Zur Bestimmung" der Lage und GroBe der Maximalmomente in den 
einzelnen Offnungen dienen die folgenden Werte: 
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m Offnung ll: 
12 18,4 g 

c1g = 2 -i2g= 4,47 m, 

X~1 = 12 - 4,47 = 7,53 m, 

max MIg = ~g.4,472 = 9,99g. 

in Offnung l2: 
__ 1~ + - 26,4 + 18,4 _ 

X02 - 2 16 -7,5m, 

X~2 = 16 - 7,5 = 8,5 m, 

c2g = Y 7,5 2 - 2 ·18,4 = Vi9,45 = 4,42 m, 

maxMIIg = ~ g·19,45 = 9,73 g. 

in Offnung l3: 
16 26,4 

c = - - -- = 635 m 
3g 2 16 ' , 

X03 = 16,0 - 6,35 = 9,65 m, 

max Mmg = ~ g. 6,352 = 20,16 g. 

Die Auflagerdriicke infolge Eigengewicht ergeben sich zu 

Ag = 4,47 g; 

ot = 753 g } 
Ig '. 0lg = g (7,53 + 7,5) = 15,03 g; 

Or = 7 5 g 
1 g , j 

ot =85g I 
2g , 02g=g(8,5+9,65)=18,15g; 

Or = 9 65 g 2g , 

Bg = 6,35 g. 

d) EinfluB der beweglichen Nutzlast p. 

IX) GroBt- und Kleinst-Werte der Momente. 

157 

Die Stiitzenmomente infolge p werden (vgl. Hilfstafel III, 11, S.218) 

minM1P = - f [3,15.12 + 4,48.16.0,7] = - 22,Op, 

P max Ml P = + 4 ·16 . 0,896 = + 3,58 p, 

min MQ = - p- [16.5,2. U, 742+16.3,47] = - 29,3 p, 
.p 4 

maxM2P = -+- ~ ·12·0,945 = + 2,84p. 
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Die Lage und GroBe der Maximalmomente innerhalb der Off­
nungen sind durch folgende Werte bestimmt: 

12 1 
c1P =2- 4.12 [12·3,15-16·0,896J=5,51m, 

t/ = 2 c1 - b/ = 2·5,51- 9,51 = 1,51 m. 

16 1 
X 02 = 2 + 4 [4,48·0,7 - 5,2·0,742J = 7,82 m, 

X~2 = 16 - 7,82 = 8,18 m, 

CQ = V 7,82 2 - 8,0·4,48·0,7 = V 36,03 = 6,0 m, 
"p 

t2 = 6,0 + 3,28 - 7,82= 1,46 m, 

t2' = 6,0 + 3,69 - 8,18 = 1,51 m, 

16 1 
cap = 2 - 4.16 [-12·0,945 + 16.3,47J = 7,31 m, 

ta = 2·7,31-13,15 = 1,47 m, 

max M]p = ~p. 5,512 = 15,18 p; max Mnp =~. 6,02p = 18,Op 
max Mmp = ~ p. 7,il12 = 26,72 p. 

Die groBten positiven und negativen Momente in den Fest­
punkten sind: 

max MRI = ~p·9,51.1,51 = 7,17 p, 
. M P 9,51 

mm R J = - 4 ·16·4,48· 0,7 '12 = - 9,95 P . 

maxML, = ~p.1,46(12 -1,46) = 7,7p, 

. M P 12 ( ) mm L, = - 4 16 - 0,945·3,28 + 3,15 ·12,72 

3·36,968 
16 P = - 6,93p. 

max MR. = ~ P ·1,51 (12 - 1,51) = 7,9 p, 

. P 16 
mm MR. = - 4 16 (- 0,896·3,69 + 3,47.12,31) 

39,409 
= - -4- P = - 9,85p. 

max ML , = ~ pba ta = ~p.13,15 ·1,47 = 9,67 p, 

. P 13,15 
mm ML , = - 4 ·16·5,2 .0,742.-W = - 12,68 p. 
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fJ) GroBt- und Kleinst-Werte der Querkrafte. 

Zur Bestimmung der Querkrafte braucht man die folgenden 
Zwischenwerte, die nach Hilfstafel III, 11, S. 219 berechnet werden: 

3,15 
a1 = - p. 48 = - 0,0656p, 

a2 = - ~6 [5,2.0,742 - 4,48.0,7J = - 0,0114p, 
4·1 

a3 = + 4 .~6 . 3,47 = + 0,0542 P • 

max 1'1 = - -4 L l- 0,890) ·16 = + 0,299 p, 
·12 

P 
max 1'2 = - 4.Hf12 (- 0,945 - 3,15) = + 0,766p, 

max 1'3 = + 4.~6 16·5,2 ·0,742 = + 0,965 p. 

min" = - ~ 16·4 48· 07 = - 1045 P 
/1 4.12 " , , 

min'Vo = - -P-16. (3,47 + 0,896) = - 1,092 p, 
/ - 4 ·16 

min 1'3 = -- ~-12 ·0,945 = - 0,177 p. 
4·16 

Damit ergeben sich die maximal en Querkrafte zu: 

Q p ,2+,+ P,2 ° 6 ' ° max IP=-l Xl a l x1 maxI'1=~2 2 Xl - ,0 56xl'P+ ,299p 
2· 1 ·1 

[ ,2 , J 
= P 0,0417 Xl - 0,0656 Xl + 0,299 , 

max Qnp = P [0,0313 X 2 ,2 - 0,0114 x2' + 0,766J, 

maxQmp = p [0,0313 X g,2 + 0,0542 x3' + 0,965J. 

Entsprechend erhalt man die minimalen Querkrafte: 

min QIP = - P [0,0417 X 12 + 0,0656 Xl + 1,045], 

min Qnp = - P [0,0313 X 22 + 0,0113 x2 +1,092], 

min QIlJp = - P [0,0313 X3 2 - 0,0542 X3 + 0,177]. 

Die vorstehenden GIeichungen fur die Querkrafte sind mit Hilfe 
der Formeln (137) ermittelt; sie geben also die genaherten Werte 
fUr die Querkrafte. 
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Die genaue Formel z. B. fUr max QIP in der zweiten Offnung lautet 
,I! 

max Qllp = p :r--~ [kl!l! (w'J' - PI WI!) - kIll (W2 - fl,,,' w2')] + max Y2· 
2 

Berechnet man nach dieser genauen Formel die Ordinaten der 
Maximalquerkra£tflache und vergleicht sie mit den genaherten Resul­
taten, dann findet man, daB die Abweichungen sehr gering sind. In 
Abb. 151a sind die genauen Werte ausgezogen, die genaherten Werte 
gestrichelt angegeben, und die Zahlen der genauen und genaherten 
Ordinaten einander gegeniibergestellt. Die Abweichung laBt sich in 
der Zeichnung kaum beriicksichtigen; das liegt daran, daB der zweite 
Teil der Gleichung fiir max Q, fiir den ein Naherungswert gesetzt 
wird, im Verhaltnis zum ersten Teil sehr geringen EinfluB hat. In 
Abb. 151 b ist der Anteil des zweiten Gliedes der Gleichung in 
10£acher Verzerrung fUr die genaue und die genaherte Rechnung 
besonders herausgezeichnet. 

Abb. 151 a u. b. 

y) GroBt· und Kleinst- Werte der Auflagerdriicke. 
Man erhalt: 

1 
maxAp = p. t + /Xlll + max Yl = 6,0 P - 0,0656·12 P + 0,299 P 

= 5,512p, 
minAp = minYI = - 1,045 p, 

12 + 16 
max 0lp = P 2 + 0,0656 P ·12 - 0,0114 P ·16 + 1,045 P 

+ 0,766 p = 16,416p, 

min 0lP = - 0,299 P - 1,092 P = - 1,391 p, 

16 + 16 
max 0'Jp = P 2 + O,OU! p·16 + 0,0542 p·16 + 1,092 P 

+ 0,965 P = 19,107 p, 

min 02p = - 0,766 P - 0,177 P = - 0,943 p, 
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16 
maxBp = P2- 0,0542 p·16 + 0,177 P = 7,310 p, 

minBp = .. 0,965 p. 

e) EinfluB der Stiitzensenkungen. 

Wir untersuehen zunaehst den EinfluB, den eine Senkung der 
Stiitze A auf die Momente ausiibt, wenn die anderen Stiitzen starr 
sind; weiterhin "ltird ein Senken der mittleren Stiitze 1 verfolgt, wenn 
die ii brigen Stiitzell ihre Lage behalten. Die betreffellde Stiitze 
senke sieh jedesmal um 1 em = 0,01 m. Bei ev. Heben der be­
treffenden Stiitze drehen sieh die Vorzeiehen der Momente um. 

a) Stiitze A senkt sieh um YA = 1 em = 0,01 m. 

Dann wird nach den Ausfiihrungen auf S. 72. 

Z = - 6 E J Y~. Z2 = ° . 
1 c ~ , 

Die Stiitzenmomente ergeben sieh zu 

M1 = fJ11 Z1' 
M2 = fJ21 Z1' 

Man erhalt 

Z = - 6 E Jc 0,01 = _ ° 005 E J 
1 12,0 ' c' 

M1 = - 0,0175 ·0,005 E Jc = - 0,0000875 EJc ' 

M2 = + 0,00525·0,005 EJc = + 0,0000263 EJc ' 

Es sei nun 

Dann wird 

E = 2100000 kg/qem = 21000000 t/m2 , 

J c = 45000 em4 = 0,00045 m4. 

EJc = 9450 tm2 • 

Die Stiitzenmomente betragen mit dies em Werte: 
M1 = - 0,0000875·9450 = - 0,825 tm, 
M2 = + 0,0000263·9450 = + 0,248 ". 

Naehdem die Stiitzenmomente ermittelt sind, konnen nunmehr 
fie Feldmomente, Querkrafte und Stiitzendriieke mit Hilfe der all­
~emeinen, hierfiir entwiekelten Formeln bereehnet werden. 

fJ) Die Stiitze 1 senkt sieh um 1 em = 0,01 m. 
Es ist 

YA = Y2 = YB = 0; Y1 = 0,01, 

= 6 E J [Yl - yA + Y1 - Y2l = 6 E J Y l1 + l2 = 6 E J . 001 12 -t~ 
I c l1 l2 J c 1 l1. l2 c' 12.16' 

Kammer, Durcblaufende Trager. 11 
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Zl = 0,00875 E J c ' 

Z = 6 E J [Y2 - J!.1. + Y2 - YBJl = - 6 E J Y1 

2 c 12 13 c 12 

= _ EJ 0,01 
6 c 16 ' 

Z2 = - 0,00375 E Jc ' 

Ml = 0,0175·0,00875 EJc + 0,00525.0,00375 EJc 

M + EJC 
1 = 1,728 10000 ' 

M2 = - 0,00525 ·0,00875 .EJc - 0,0203·0,00375 E Jc ' 

M EJC 
2 = - 1,221 10000 , 

Mit E Jc = 9450 tm2 erhalt man 

Ml = + 1,633 tm, 
M2 = - 1,1535 tm . 

Die Zahlentafel 21 gibt eine Zusammenstellung, aus der ersieht­
lieh ist, welehen EinfiuB die Senkung einer Stiitze, um 1 em, und 
zwar der Reihe naeh Stiitze A, Stiitze 1, 2 und B auf die Stiitzen­
momente ausiibt. 

Weiterhin sind in der Zahlentafel 21 die Stiitzenmomente fiir 
den Fall ermittelt, daB bei starren Endauflagern die heiden Mittel­
stii tzen 1 und 2 sieh um je 1 em senken, und aueh fiir den Fall, 
daB die beiden Endstiitzen A und B sieh um 1 em senken, wahrend 
die Mittelstiitzen starr bleiben. 

Zahlentafel21. 

Senkung 
Ml M2 der Auflager 

A - 0,875 +0,263 
1 + 1,728 -1,221 
2 -1,050 + 1,7l9 
B + 0,197 - 0,761 

1+2 + 0,678 +0,498 
A+B - 0,678 - 0,498 

Siimtliohe Zahlenwerte haben den Faktor 1::;0' 

Mit Hilfe der vorstehenden theoretisehen Betrachtungen kann 
man sieh fiir praktische Falle ein Urteil dariiher bilden, welehe 
etwaigen Stiitzenbewegungen einem durehlaufenden Trager zugemutet 
werden diirfen, ohne daB die Gefahr auf tritt, daB die Bean­
spruehungen iiber die Proportionalitats-Grenze hinausgehen. 
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f) EinfIu6 einer ungleichmii6igen Erwiirmung. 
Nach Formel (105a) S. 72 werden die Belastungsglieder, wenn 

At 
Zl = - 3 e E Jc h' [ll + l2]' 

At 
Z2 = - 3 e E Jc h . [l2 + l3] . 

Mit e = 0,0000118 und A t = tu - to = 20 0 wird 

ZI = - 3·0,0000118·20 12,0 t 16,0 E Jc = - 0,0198 EhJc , 

16,0 + 16,0 E J 
Z2 = - 3·0,0000118·20 h E Jc = - 0,022771:2 , 

Der EinfluB der ungleichmaBigen Erwarmung auf die Stiitzen­
momente wird 

Ml = {Jll Zl + P12 Z2 
EJc EJc 

= - 0,0175.0,0198 T +O,00525.0,0227 T , 

2,28 EJc M = - --. -------
1 h 10000' 

M2 = {J21 Zl + P22 Z2 
_ EJc EJc 
- + 0,00525.0,0198 T - 0,0203·0,0227 T' 

M _ 3,56 EJc 
2 - - h-'10000' 

WahIt man h = 40 em = 0,4 m und setzt E J c = 9450 tm2 (vgl. 
mter d), dann ist 

M = - 2,28. 945~ = _ 5 387 tm 
1 0,4 10000 ' , 

3,56 9450 
M = - --.---= - 8411 tm. 

2 0,4 10000 ' 

lahlenbeispiel3. Der Balken fiber vier Offnungen. Berechnung 
mit Hme von Einheitsbelastungen. 

Die Berechnung des Balkens iiber vier ungleichen Offnungen laBt 
:ich unter Benutzung der Hilfstafel IV, S. 220 genau in derselben 
N eise durchfiihren, wie es in den Zahlenbeispielen 1 und 2 gezeigt 
vurde. Sie solI deshalb hier nicht nochmals wiederholt werden. Es 
ei vielmehr in dies em Beispiel die Verwendung einer andern Gruppe 
'on Formeln gezeigt, die ebenfalls in den Hilfstafeln enthalten sind. 

11* 
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Der EinfluB des Eigengewichts sowie einer gleichmaBig verteilten 
N utzlast p auf die Stiitzenmomente des Balkens iiber vier 0fInungen 
nach Abb.152 solI in der folgenden Weise untersucht werden: 

a. .;;-aa~ 1 ~-JC 2 ~-a8~ 3 -4-JC b 

~~1-1Zm.A::Lz-16m.=ELj-1q.m.~L¥-16m.:.}jn 
Abb.152. 

Wir belasten nach Abb. 153 der Reihe nach die erste, dann die 
zweite, dritte und schlieBlich die vierte 0fInung mit einer gleich­
maBig verteilten Belastung 1 fiir die Uingeneinheit und ermitteln 
fiir diese einzelnen Lastzustande die Stiitzenmomente. Dureh ver­
schiedene Kombinationen dieser vier Lastzustande kann man dann 
den EinfluB von g und p auf die Stiitzenmomente in iibersichtIieher 
Weise bestimmen. Die Bereehnung der Stiitzenmomente fiir die 
Einheitsbelastungen naeh Abb. 153 erfolgt mit Hilfe der in Hilfs­
tafel IV, 12, S. 228, angegebenen Formaln. 

a) Vorarbeiten. 
Zunachst werden die fiir die weitere Reehnung erforderlichen 

Grundwerte nach Hilfstafel IV, 1 bis 5 zusammengestellt. 

Zahlentafel22. 

11 = 12,0 12 = 16,0 l4 = 16,0 

1/ = II ~ = 15,0 l2' = l2 ~: = 16,0 la' = l3 ~; = 17,5 1_' = 1_:i = 16 

81 = 2(1/ +12')= 2 (15 + 16) = 62 2 (l/+ l3') = 2 (16+ 17,5)= 67183 = 2 (l3'+l,') = 2(17,5 +1( 

,,11 = 81 82 -l/2 = 3,898.103 ,,12 = 82 83 -1/2 = 4,183.10 1 
I· ,,1 =83,,11 -81 1/2.= 2,422. 

l2' 0258 _ 81 l3' _ ° 278 - L1 l l,' - ° 2~75 fll = 81 = , fl2 - L1l - , fla - ,,1 - , il 

, _ ,12 l / _ ° 259 ' _ 8a1/ _ ° 25 I ' _ la' - ° fl1 - II -, fl2 - ~ - , 6 I fla - ~ - ,261 

1 -- fll = 0,742 1- fl2 = 0,722 I' 1 - (.13 = 0,742.5 

1-fl/=0,741 1-fl2'=0,744 1-fla'=0,739 , 
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Die fJ -Werte sind nach der Hilfstafel IV, 4 b berechnet und in 
Zahlentafel 23 zusammengestellt. Wie allgemein iiblich wurde auch 
hier wegen der kleinen Zahlenwerte der hundertfache Betrag an­
geschrieben. Die Matrix der fJ -W erte ist zu ihrer Hauptdiagonalen 
(fJu' fJ22' fJ33) symmetrisch. 

Zahlentafel 23. Die 100 fa chen fJ-Werte. 

1 2 3 

+ 1,7271 - 0,4425 +0,1154 
2 - 0,4425 + 1,7153 - 0,4475 
3 + 0,1154 - 0,4475 + 1,6096 

Nach Hilfstafel IV, 5 berechnen wir nunmehr die k-Werte, die in 
Zahlentafel 24 zusammengestellt sind. 

Zahlentafel24. 

1 2 3 4 

kll =fJll l11/= + 3,110 klZ=fJlllz12'=+4,42 I klS=fJ12 1S1a'=-1,08 k14 = fJ1S 14 1.'=+0,296 

kn = fJ12111/ = - 0,797 kZ2 = fJ2Z 12 12' = +4,39 I k2S = P22 lSl3' = +4,20 k24 = fJ23l414' = -1,145 

k31 = fJ13 l11/ =+0,208 k32= fJ23l212' = -1,145 I kS3 =fJ33 l3lS' =+3,94 kS4 = fJ33l41/ = +4,120 

N ach Hilfstafel I, 8, S. 209, erhalten wir infolge einer Belastung mit 
q=1 folgende z-Werte: 

Offnung l1: 
l 

in z =~=30 
1 4 ' 

" " l2 : Z2 = 4,0 

" " 
la: za = 3,5 

" " l4 : Z4 = 4,0 

b) Stiitzenmomente infoJge der Einheitsbelastnngen. 
Die Stiitzenmomente fUr die vier Lastzustande berechnen wir 

nach den Formeln der Hilfstafel IV, 12. Sie sind in der folgenden 
Zahlentafel 25 zusammengestellt. 

Zahlentafel 25. 

q = 1 in II q = 1 in 12 q = 1 in ls q = 1 in 1. 

-kllzl=-3,110.31_k12(I-ps')z2= I -kls(l-pa')z3= -k14 z4=-0,296·4 
:-9,33 -4,42.0,774.4=-13,15

1 
+1,08· 0,73:. 3,5=+2,80 =-1,18 

-kZl Zl - -0,797·3 - k22 (1-Pl)Z2= 1- k23 (1- Ps )Z3 = -k2 •• z.=+1,145. 4 
=+2,39 -4,39.0,742·4=-13,03 -4,2·0,739·3,5=-10,89 =+4,58 

-kalZl =-0,208.31-k32 (1-Pl)Z2=, j-k33 (1-,U2)Z3= l-k34 ·z.=-4,12.4 
=-0,62 ! +1,145.0,742.4=+3,401-3,94.0,722.3,5=-9,961 =-16,48 
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c) StiitzenlllOlllente infolge Eigengewicht. 

Betriigt das Eigengewicht fiir den ganzen Balken g tim, dann 
erhiilt man die Stiitzenmomente infolge Eigengewicht durch Zusammen­
ziihlen der unter b) ermittelten Stiitzenmomente fiir die Einheits­
belastungen; also 

MIg = g [M1,I+ MI,II+ MI,m+ M1,lVJ, 
MIg = g [- 9,33 - 13,15 + 2,80 -- 1,18J = - 20,86 g, 

M2 g = g [+ 2,39 - 13,03 - 10,89 + 4,58J = - 16,95 g, 
M3 g = g [- 0,62 + 3,40 - 9,96 - 16,48J = -- 23,66 g. 

d) Maxilllal- nnd Minimal-Stiitzenmolllente infolge N ntzlast p. 

Ans der Form der EinfluBlinien der Stiitzenmomente (Hilfs­
ta£el IV, 6, S. 221) gehen die ungiinstigsten Laststellungen fiir die 
groBten positiven und negativen Stiitzenmomente, wie sie Abb. 154 
zeigt, hervor. 

mlnM1p~'!1I1 IllIiilllllllii$illllllllllllllilliiliiii iiii~ j"ii lliiiillllliilll!llI!!iiii~ 

m~~~~1 ______ ~~~------~~~!m!l!~!!I!ml!!~i!l!m!l!j~!!jm!!!j~~~! ________ ~~ 

m;nMzp);;.~! _~tCI:Im1i1 IIImIIIlI!I!IIIIIIIWl:!I!!llIllIIIIIIIllIill$l!I!ImilIIIIlllIillllililllIlIllIlIlIllIlIIIIIIIlIllIlIl~'~-~b 
, ! 

maXM2~'llIlllIilllllllll!i~ :$ ;$'11'11 ','111 I IIIIIIIIII!!"!, 

mli'll'1.3pJ!lil!il!lllIl! 1IIIIIt Jail!!!!!!!!!!!!!!!!! '!!I'!2t" I:I!I!'I!IIIII!!!I!II!I!I!~ 
I ' Z;S 

mQx"tlB ;$" '''"!! "i"""!"""""~ 
Abb.154. 

Man erhiilt dah~r durch Kombination der in b) ermittelten Ein-
heitswerte 

min MIp = P[M11 + MlII+MllvJ, 
min MIP = - p[ + 9,33 + 13,15 + 1,18J = - 23,66p, 
maxMIp = pMlIII= + 2,80p, 
min M2P =P[M2II+M2IIIJ = - p[13,03 + 10,89J = - 23,92p, 
maxM2p = P[M2I+M2lVJ = +p[2,39 +4,58J = + 6,97p, 
min M3p = p[M3I+ M3III+ M3IVJ = - p[0,62 + 9,96 + 16,48J = 

= -27,06p, 
maxM3P = pMSII= + 3,40p. 

rm vorliegenden FaIle, wo das Eigengewicht g in allen Offnungen 
gleich ist, geniigt es auch, nur den einen Wert, etwa max Mrp ' zu 
ermitteln, dann ergibt sich min Mrp aus der Bedingung 

min Mr p = Mr, total - max Mr p . 
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Die Werte Mrtotal ergeben sich aus den Stut'lenmomenten fUr 
Eigengewicht; es ist 

e) Anflagerkriifte infoJge p. 

Aus der Form der EinfluBlinien fur die Stutzkrafte (Hilfstafel IV, 9, 
S.224) ergeben sich ohne weiteres die ungunstigsten Laststellungen. 
Sie sind fur die einzelnen Auflagerkrafte in Abb. 155 aufgetragen. 
Die Stutzenmomente fur diese Belastungszustande erhiilt man in ein­
facher Weise durch eine entsprechende Kombination der Stutzen­
momente fUr die Einheitsbelastungen. (V gl. S. 165 und Abb. 153.) 

a~ ____ ~~1 ________ ~2~ ______ ~j~' ________ ~b 

RL~ i, Lz it ~ iJ L.J 
mt1XR~" I I I ii 'iiii I i ~IIIIIIIIIIIIIIIII!II!lIlt :k-
minRA t'Il!!lIlllIllIllIlIllIliil!!l~ t'''''''''''''''''''''''!!'''t. 
mt1xC$" 1I1I'1I'lIlIiilll;iiiilllllliillliillllll"'lIlt ~"""iill"!1I11i 11111 I lit. 
mlnc'4; to 41""ii"lii l"IIIIII"'t k 
mt1xc~ 4111111111"1I1I''''''IIIIII''*II'I''II!!I'II''I''III't: k 
mfnCz~'IIIIIIIIIIIII""iit * l:~!)iil"""""ii"ii""'lil'~ 

mt1XC~'ii'ii""ii""iiiit 4iilllllllllliil!III"II'*I!lII"'I'IIIIII!!II"'IIIIIt. 

.mincJ4; 4iillllllll'iiiillii""'iiii~ "* ok.. 
mt1xB~ J:I I ill iiiil!ll! ii I lii~ 4"1"111"""1111"!"'~ 

min 8 Jill!!!!!!!!!!!!!!!!!!:2£: :J;:!!!!lllilill!!lltllllll!o! I a 
Abb.155. 

Aus der Formel (73) Seite 57: 

C = C + M r- 1 - Mr + Mr+1 - Mr 
r rO lr lr+l 

erhalten wir sofort: 

A A +Ml = 0 l' 
1 
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12,0 - 9,33 + 2,80 [ ] 
maxAp =2- P + 120 p= 6,0-0,544 p=+5,46p, , 

. A _ - 13,15 - 1,18 _ 14,33 __ 
mm - p-~-p- 1,19p, 

p 12 12,0 

p - 9 33 - 13 15 - 118 
maxC1P =(12,0+16,0)2- ' 12~ , P , 

(+ 2,39 - 13,03 + 4,58) - (- 9,33 - 13,15 - 1,18) 
+ W~·. P 

= + 17,07 p, 

· 2,80 - 10,89 - 2,80 
mm 01 p = - -12 p + 16 P = - 1,09 p, 

C + - 13,15 + 2,80 + 13,03 + 10,89 
max 2 p = 15 P 16 P 

+ ---,3,_4_0 __ 9,-,9_6_+,:-;-1---,3,_0_3---,+_10,89 _ + 09 
- 14 P - 17, p, 

· C - 9,33 - 1,18 - 2,39 - 4,58 
mm 2p = 16 P 

+ - 0,62 - 16,48 - 2,39 - 4,58 _ 
-----1-4---- P - - 2,81 p, 

C 5 + 2,39 - 10,89 + 4,58 + 0,62 + 9,96 + 16,48 
max Sp = 1 P 14 P 

+ 0,62 + 9,96 + 16,48 
16 P = + 18,34p, 

· C _ -13,03 - 3,40 3,40 _ 39 
mm Sp - 14 P--16- P - - 1, p, 

3,40 -16,48 
maxBp =8p+ 16 . p=+7,18p, 

. - 0,62 - 9,96 
mInB = p= - 066p. 

p 16 ' 
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Zahlenbeispiel 4. Der Balken tiber sechs ungleichen 
Offnungen. 

169 

Der Balken nach Abb. 156 solI vollstandig durchgerechnet werden; 
es sind aIle EinfluBlinien zu entwickeln, ferner ist der EinfluB des 
Eigengewichtes und einer beweglichen Nutzlast p zu untersuchen. 

Abb.156. 

Die statische Untersuchung erfolgt unter Benutzung der Hilfs­
tafel VI, S. 243 ff. 

a) Vorarbeiten. 

Die fur die Rechnung notwendigen Hilfswerte erhalten wir mittels 
der Hilfstafel VI, 1 bis 5, S. 243 u. 244. Sie sind in Zahlentafel 26 
bis 28 zllsammengestellt. 

b) EinfluJUinien. 
a) Die Stu tzenmom en teo 

Die Gleichungen der Einflu.Blinien der Stiitzenmomente berechnen 
wir mit den Formeln der Hilfstafel VI, 6, S. 245. Sie sind in Zahlen­
tafel 29, S. 171 eingetragen. Diese Formeln enthalten auBer den 
Zahlen W D und W D noch die zusammengesetzten Werte 

, , , , 
WTr = WD - fir-l WD, WTr = WD - fir WD' 

Sie sind berechnet und in Zahlentafel 30 zusammengestellt. 
Entsprechend den Feldteilungen der einzelnen Offnungen in je 

2 m sind in Zahlentafel 31 die Zahlen W eingetragen (vgl. hierzu 
die Hilfstafeln IX und X auf S. 267 ff.). Mit Hilfe dieser Werte lassen sich 
dann die einzelnen EinfluBlinien fUr die Stiitzenmomente auftragen. 

M,-Linie 

'+ 

Abb. 157 a ll. b. 
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n wD 

1 0,1620 
2 0,2963 
3 0,3750 
4 0,3704 
5 0,2546 
6 -
7 -

I 

1 

2 

3 

4 

wT, 

0,0695 
0,1480 
0,2216 
0,2760 
0,2960 
0,2655 
0,1740 

I 

Grundaufgaben und Zahlenbeispiele. 

Zahlentafel 30. 

W T, = wD - 0,258 wn 

wT, = wD - 0,278 wn 

wT, = wD - 0,258 wn 

wTs = roD - 0,295 wn 

00' T 

W T, = wn - 0,257 wD 

wT, = wn - 0,277 wD 

wT, ~ wn - 0,244 wD 

wTs = wn - 0,326 wD 

Zahlentafel 31. 

wT, lOOT, wTs I 
00' I 00' 00' 

I 
00' T, I T, T, Ts 

0,0744 0,0680 0,0860 0,1740 0,1880 0,1750 0,2010 
0,1630 0,1480 0,1830 0,2655 0,2760 0,2680 0,2720 
0,2410 0,2230 0,2380 0,2960 0,2865 0,3050 0,2260 
0,2865 0,2750 0,2820 0,2760 0,2410 0,2800 0,1730 
0,2860 0,2980 0,2060 0,2216 0,1630 0,2260 0,0770 
0,1880 0,2650 - 0,1480 0,0744 0,1510 -

- 0,1730 - 0,0695 - 0,0710 -

I 
00' 

D 

0,2051 
0,3281 
0,3809 
0,3750 
0,3223 
0,2344 
0,1230 

Als Beispiel ist in Abb.157 a (S.169) die M1-Linie dargestellt. Arbeitet 
man, urn die Multiplikation der vielen Ordinaten w mit ibren Bei­
werten zu vermeiden, mit verzerrten EinfluBlinien, bei denen jede 
Offnung ibren besonderen Multiplikator erMlt (vgl. bierzu die Grund­
aufgaben), so ergibt sich die M1·Linie nach Abb. 157b; hier sind die 
EinfluBordinaten gleich den w -Werten. 

Ais weiteres Beispiel ist noch die M4 -Linie in Abb. 158 maB­
stablich dargestellt. 

(3) Die Feldmomente. 

Mittels der Hilfstafel VI, 7, S. 246 werden nunmehr die EinfluB­
linien fur die Momente der einzelnen Knotenpunkte in den Offnungen 
bestimmt (siehe Zahlentafel 32). Die weitere Entwicklung der Ein­
fluBlinien aus diesen Gleichungen erfolgt nach Grundaufgabe 4 c. 

In Abb. 159 sind die EinfluBlinien fUr die Momente 
Mj und MIl dargestellt. 

+ + 

I 

I 
I MJI-LJnie 

l!l zWischen Festpunk't 
und Stiitze 

+ 



\ 
\ 

\ 
\ 

\ I 
'1 

Zahlenbeispiel 4. 173 

1') Querkrafte. 

Nach Hilfstafel VI, 8, S. 248 sind die Gleichungen der 
EinfluBlinien fiir die Querkrafte ermittelt und in Zahlen­
tafel 33 eingetragen worden. Dargestellt sind in Abb. 160 
die Einflul3linien fiir Q[ und Q[v' Die Ermittlung der ein­
zelnen Ordinaten erfolgt nach Grundaufgabe 3. 

I 
I 
I 
f.. 
I ' , 
I , 

I " 
I " 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

\ I 
Abb.160. \ I 

'- I 
',I 

~) Auflagerkrafte. 

QrLinie 

+ 

Die Gleichungen fiir die Einflu130rdinaten der Stiitzkrafte 
konnen der Hilfsta£el VI, 9, S. 250 entnommen werden. In 
Zahlentafel 34 findet sich eine Zusammenstellung dieser 
Gleichungen. In der Abb. 161 sind die Einflu13linien fiir A 
und 01 dargestellt. Die Entwicklung der Linien in den 
einzelnen Offnungen geschieht auf dem in Grundaufgabe 3 
angegebenen Wege. 

R-Linie 

+ 

C,-Linie 

+ + 

Abb.161. 
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Zahlentafel 32-34. Ordinaten der Einflu6linien fur die 

MIl fI II. 1 

Xl 
=MoI -3,110 T W D 

1 

= - 3,110 ~/ wD 

MIll flIII.1 = + 0,801 ~3' wD 

X I 

fln.1 = - 0,018 t W D 
6 

flI,l =QoI-0,259wD 

fiJI.! = + 0,244 wD 

Qm flIII.! = - 0,073 wD 

Qv flV.1 = -- 0,006 wD 

QVI 'fln.1=+0,001wD 

A flA,l = Ao - 0,259 wD 

C1 flu = COl + 0,503 wD 

C2 fl21 = - 0,317 wD 

C3 fl31 = + 0,090 wD 

C4 flu = :- 0,023 wD 

C, fI,l = + 0,007 W D 

! 

flI.2 = - 4,423 ~: wT• I 

flll.2 =MOIl-4,413~2wDI 
--4,423~2'·wb I 

flnI.2 = - 4,413 ~a' wT • I 
I 

X I 

1]VI.2 = + 0,098 t WT • 
6 

1]1.2 

I fill. 2 

= - 0,368 wT• 
= QOII+ 0,347 wb 

- 0,347 wD 

flIII.2 = + 0,403 wT • 

'YjIV •• = - 0,095 wT • 

1]V.2 = + 0,033 wT • 

flI,3 = + 1,090 XII W T 
1 ' 

fiJI. 3 = - 4,223 ~2 wT, 

flIII.3 =MOIII-4,206~3 wD 
- 4,223 ~3" wb 

X' 
flVI.3 = - 0,335 t W T , 

6 

flI.3 = + 0,091 wT, 

flll.3 = -- 0,332 wT, 

flm.3 = QoIlI+ 0,385 wb 
- 0,384 w D 

flIV •• = + 0,327 w T , 

fir. 3 = - 0,113 wT, 

1]n.3 = + 0,021 wT, 

flA,2 = - 0,368 wT• 
fl12 = COl + 0,716 wb 

- 0,441 wD 

i flA,3 = + 0,091 wT, 

fl13 = - 0,422 wT, 

fl22 = CO2 + 0,749 wD 
- 0,451 wD 

fl32 = - 0,497 wI'. 

flQ3 = CO2 + 0,717 wb 
- 0,476 wD 

fl33 = C03 + 0,712 wD 
- 0,476 wb 

fI.3 = - 0,441 w T , 

fl53 = + 0,135 wT , 



Zahlenbeispiel 4. 

Feldmomente, Querkrafte und Auflagerkrafte in Offnung 

rlI •• = - 0,315 xl1 rof 
1 • 

'III .• = + 1,224 ~2 rof, 

'lIP,. =MOIP -4,167 ~.ron 
- 4,397 ~.'. roD 

'1r,. = - 4,167 ~5' roT, 

x' 
'In,! = 1,361 -16 roT 

6 ' 

'11.4 = - 0,026 rof, 
"7n •• = + 0,096 rof, 

"7III.4 = - 0,402 rof, 

'1Ir.4 = Qo Ir + 0,342 ro 1 
- 0,328 ron 

"7r.4 = + 0,460 roT, 

'lA, 4 = - 0,026 rof, 
1)14 = + 0,122 roT, 

1)24 = - 0,498 roT, 

'134 = C03 + 0,744 roD 
- 0,426 ron 

17 .. = C04 + 0,789 ron 
- 0,461 roD 

'1fJ4 = - 0,546 roT, 

'11,5 = + 0,072 xl1 rof 
1 ' 

'1n,5 = - 0,280 ~2 rof, 

"7III,5 = + 1,006 ~3 roT, 

"7IP,5 = - 3,907 ~4 roT, 

'1r,5 =Mor-4,329~5ron 
- 3,907 ~5" roD 

x' 
"7n5 = - 4,329 f roT, 

6 

"71.5 = + 0,006 rof, 
'1II.5 = - 0,022 rof, 

'1IJI., = + 0,092 rof, 

"7IP.5 = - 0,307 roT, 

"7r.5 = Qo r+ 0,432 roD 
- 0,467 ron 

'1VI.fJ = + 0,271 roT, 

"7A,5 = + 0,006 rop, 
'115 = - 0,028 rop, 

"725 = + 0,114 roT, 

"73fJ = - 0,399 rof, 

'145 = C04 + 0,739 ro1 
- 0,567 ron 

'1fJfJ = C05 + 0,738 ron 
- 0,529 roD 

'1B, = - 0,271 roT, 

175 

'11,6 = - 0,017 ~1 roD 
1 

'1II.6 = + 0,065 ~2 roD 

"7Ir.6 = + 0,907 ~. roD 

"7r.6 = - 3,078 ~5 roD 

'1n.6 = MoVI - 3,078 ~6' roD 
6 

"71,6 = - 0,001 roD 

'1II.6 = + 0,005 roD 

'1III,6 = - 0,021 roD 

'1IP.6 = + 0,071 roD 

"7r.6 = - 0,332 roD 

"7A,6 = - 0,001 ro1 
'116 = 0,007 ro1 

'126 = - 0,027 ro1 

'136 = + 0,093 roD 

"746 = - 0,404 roD 

"756 = COfJ + 0,525 ro 1 
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c) EinfluB des Eigengewichtes. 

Das Eigengewicht g wird in den einzelnen Offnungen gleich groB 
angenommen. Zur Ermittlung der Stiitzenmomente dienen die For­
mein der Hilfstafei VI, 10, S. 252. Fiir das Stiitzenmoment Mig 
erhalt man 

Hierin wird die Summe, wenn man die Werte 1 - ft' nach der Zu­
sammenstell ung unter d, S. 178 einsetzt, 

6 

.2) l; kli (1- ft;') = 16·4,423·0,743 -14 ·1,090·0,723 + 16·0,315·0,756 
'=2 

- 12·0,072·0,674 + 16·0,017·1 = + 45,048. 
Demnach wird 

g 
Mig = - -4 [12.3,110 + 45,048] = - 20,58 g. 

In derselben Weise werden die iibrigen Stiitzenmomente ermittelt. 
Man erbalt 

Msg = -19,88g, 

M 4g = -14,77g, 

Mo q = - 18,05 g • 

Sind die Stiitzenmomente bekannt, dann IaBt sich die Momentenflache 
infolge Eigengewicht nach Grundaufgabe 1a darstellen. Vgl. Abb.162. 

Die Lage der groBten positiven Momenta innerhalb jeder Offnung 
ergibt sich nach Hilfstafel VI, 10 zu 

X 01 = 4,29, 

X 02 = 8,16, 

xos = 6,87, 

XOo = 8,32, 

X04 = 5,73, 

X06 = 9,13. 



Zahlenbeispiel 4. 177 

Um den Zahlenwert der maximal en Feldmomente zu bestimmen, 
sind zuniichet nach Hilfstafel VI, 10 die Werte cg zu berechnen. Es 
ergibt sich: 

Cig = 4,29 c4g = 5,43 
c2g = 5,05 Cog = 1,81 
CSg = 3,32 COg = 6,87. 

Mit diesen GroBen erhiilt man das groBte positive Moment aus 
der einfachen Beziehung 

maxM =g(2cg)'J =g.c; 
9 8 2 . 

Es wird: 

max MIg .- 9,19 g; max Mlvg = 14,74 g; 
maxMlIg = 12,75g; maxMvg = 1,64g; 
max MIIIg = 5,51 g; max MV/g = 23,61 g. 

Die QuerkraftBache in den einzelnen C>ffnungen folgt den Glei­
chungen (vgl. Hilfstafel VI, 10, S. 253) 

QIg = gx/', wobei x/' = X01 - Xl = 4,29 - Xl ist, 
Q " x2" = xO'J - x2 = 8,16 - x2 IIg = gX2 ' " " Q " xs" = xoa - Xs = 6,87 - xa IIlg = gxs , " " 
Q " x4" = X04 - x4 = 8,32 - x4 IVg = gX4 , " " 
Q " xo" = Xoo - Xa = 5,73 - Xo vg=gxo' ." " 
Q " x/' = Xoo - Xo = 9,13 - Xo VIg = gxo , " " 

Abb.163. 

Die Qg -Fliiche ist in Abb. 163 dargestellt. Die Querkrafte iiber 
den Stiitzen ergeben gleichzeitig die Auflagerdriicke infolge Eigen­
gewicht. Man erhalt 

Ag = g XOI = 4,289 g; 

O;g=gx61=7,711g; 0[g=gxo2 =8,159g; 
0;g=gx62=7,841g; O:g =gxoa= 6,865g; 
oig = gX63 = 7,135g; 0; g= gX04 = 8,319g; 
olg = gX64 = 7,681 g; OI" = gXoa = 5,727 g; 
Olg = gX65 = 6,273g; Ok = gxoo = 9,128g; 

Bg =gX66=6,872g; 
Kammer, Durchlaufende Trliger. 12 
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Die Gesamtauflagerdriicke der Innenstiitzen betragen demnach: 

G1g = G{g + Gtg = 15,870g; 

G2 g = Gig + G{g = 14,706 g ; 

G3 g = Gig + G{g = 15,454 g; 

G49 = GIg + G[g = 13,408g; 

G5g = Glg + G;g = 15,401 g. 

d) EinfluB der Nutzlast p. GroBt- und Kleinstwerte der Momente, 
Querkriifte und Stiitzendriicke. 

Die Werte #r und #r' sind bereits unter a) bestimmt; es ist zweck­
maBig, auch die in der Folge haufig vorkommenden Werte 1 - #,. 
bzw. 1 - #r' zusammenzustellen. Es ist: 

1-#1=0,742; 
1-#2=0,722; 
1-#s=0,742; 
1 - #4 = 0,705 ; 
1 - #5 = 0,808 ; 

1 - #/ = 0,741; 
1 - #2' = 0,743; 
1 - #s' = 0,723; 
1 - #4' = 0,756; 
1 - #5' = 0,674. 

Dei Gr6Bt- und Kleinstwerte der Stiitzenmomente erhalt man 
dann nach Hilfstafel VI,l1, Seite 254 zu 

min M1p = -~ (kll11 + kl\!l\! (1 - #2') + k14l4 (1 - #/) + k16l6)' 

= - ~ (3,110.12,0 + 4,423·16,0·0,743 + 0,315·16,0·0,756 

+ 0,017 '16,0) , 
= - 23,56 p, 

min M2 p = - ~ (k22 12 (1 - #1) + k2s1s (1 - #s') + k\!5 15 (1 - #5')) 

= -~ (4,413 ·16·0,742 + 4,223 ·14·0,723 + 0,280 .12·0,674) 

= - 24,35 p, 

min Msp = - ~ (12.0,222+14.4,206·0,722+16.4,397.0,756+16·0,234) 

= - 25,53 p, 

min M4P = - 'E. (16.0,299.0,742 + 16·4,167·0,742 + 12.3,907.0,674) 4 . 
= - 21,16 p, 

min M5P = - ~ (12.0,018 + 14·0,335·0,722 + 12.4,329·0,705 + 16.3,078) 

= - 22,37 p. 
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max M1P = - ~ [14.(- 1,090)·0,723 + 12 (- 0,072).0,674J = + 2,88p, 

max M2p = - -~ [12· (- 0,801) + 16 (- 1,224)·0,756 + 16 (- 0,065)J = + 6,36 p. 

max M3p = - ~ [16·(- 1,224)·0,742 + 12·(-1,006).0,674J = + 5,67 p, 

max M4P = - ~ [12. (- 0,0(4) + 14 (-1,027)·0,722 + 16· (- 0,907)J = + 6,39 p, 

max M5P = - ~ [16.(- 0,098)·0,742 + 16 (- 1,361)· 0,742J = + 4,33 p. 

Zur Darstel1ungder Maximal- und Minimal-MomentenfHtche werden 
auBerdem nach Hilfstafel VI, 11 Seite 254 noch die folgenden Werte 
gebraucht: 

UM1 P = - ~- [l1 kn + l3 k13 (1 - flg') + lo k15 (1 - flo')J 

usf. bis U M5 P , 

Bowie die Werte: 

G M1P = - ~ [l2 k12 (1 - fl2') + l4 k14 (1 - fl/) + l6 k 16] 

usf. bis GM5 p. 

Zu beachten ist, daB die in der Klammer dieser Gleichungen 
stehenden Produkte bereits bei der Ermittlung der Maximal- und 
Minimal- Stiitzenmomente berechnet sind und daher iibernommen 
werden konnen. 

Bei der Zahlenrechnung ergeben sich die nachstehend zusammen­
gestellten Werte: 

UMlp = - -t [12.3,110 + 14·(- 1,090).0,723 + 12 (- 0,072)·0,674J, 

= - 6,43p, 

UM2P = - f [12.(- 0,801) + 14·4,223·0,723 + 12.0,280.0,674J = - 8,85p, 

UM3P = - f [12.0,222 + 14·4,206·0,722 + 12.(-1,006).0,674J = - 9,26p, 

UM4p = - -~ [12 (- 0,0(4) + 14 (- 1,027)·0,722 + 12·3,907· 0,674J = - 5,14 p, 

UMop = - f [12.0,018 + 14·0,335·0,722 + 12.4,329·0,705] = - 10,06 p. 

12* 
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(}M1p = - ~ [16.4,423.0,743 + 16·0,315·0,756 + 16·0,017] = -14,23 p, 

GM2p = - ~ [16. 4,413·0,742 + 16 (- 1,224).0,756 + 16 (- 0,065)] = - 9,14p 

GM3p = - ~ [16.(- 1,224).0,742 + 16·4,397·0,756 + 16·0,234] = - 10,59 p, 

(}M4p = - ~ [16·0,299.0,742 + 16·4,167·0,742 + 16 (- 0,907)] = - 9,64 p, 

(}M5p = - ~ [16. (- 0,098).0,742 + 16· (-1,361).0,742 + 16·3,078] = - 7,98p 

Die Lage und GroBe der groBten positiven Feldmomente max Mp 
ermitteln wir nach Hilfstafel VI, 11, Seite 256. 

Es ist in Offnung Zl: 

II UM1P 6,43 P 
X 01 = c1p = -- + --Z- = 6,0 - -- = 5,46m, 

2 p 1 12 P 

x[)1 = Zl - c1p = 12 - 5,46 = 6,54 m, 

t/ = 2 c1p - b1' = 2·5,46 - 9,53 = 1,39 m; 

in Offnung Z2: 

_12 + GM2P:=-GM1P =80+ -9,14p+14,23p =832 
X 02 - 2 P l2 ' 16 P , m, 

X~2 = Z2 - X 02 = 16 - 8,32 = 7,68 m, 

G ' 1/ 2 2 MIP 1/ .2 2·14,23p_ 
c2p = r X02 + -p- = r 8,32 - P - 6,38 m, 

t2 = c2p + a2 - X02 = 6,38 + 3,28 - 8,32 = 1,34 m, 

t2' = c2p + a2' - X~2 = 6,38 + 3,27 - 7,68 = 1,97 m 
usf. 

In derselben Weise werden die erforderlichen GroBen der iibrigen 
Offnungen ermittelt. Sie sind in Zahlenta£el 35 zusammengestellt. 

Zahlentafel 35, 

Offnung xo x' 0 Up t 
I 

t' 

11 5,46 6,54 5,46 - 1,39 
12 8,32 7,68 6,38 1,34 1,97 
13 6,97 7,03 5,56 1,64 1,57 
14 8,06 7,94 6,62 1,84 1,82 
l5 5,59 6,41 4,58 1,72 1,12 
l6 8,50 7,50 7,50 1,58 -
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Die groBten Feldmomente berechnen sich dann mit Hilfe der 
c-Werte zu: 

max M1p = ~ P C12p = ~ p. 5,46 2 = 14,91 p, 

max MIIP = ~pc;p = ~p. 6,382 = 20,35 p, 

max MIIIp = ~ p cip = ~ p. 5,56 2 . 15,46 p, 

max M1Pp = ~ P C42p = ~ p. 6,62 2 = 21,91 p, 

maxMvp =~pc:p=~p.4,582=10,49p,· 

max M HP = ~p c;p = ~p. 7,502 =c 28,13 p. 

Die zur Bestimmung der Ma~imal- und Minimalmomentenflache 
ferner edorderlichen Festpunktmomente sind im nachstehenden 
ebenfalls nach Hilfstafel VI, 11 ermittelt und zusammengestellt. Die 
minimalen Festpunktsmomente betragen: 

• G b/ 9,53 mmMR, = M1P -Z = -14,23p·--· = -11,30p, 
1 12 

min ML = uM . a2 + uM . b2 = _ 885 p. 3,28 _ 6,43 p. 12,72 
2 2 P Z2 1 P Z2 ' 16 16 

= - 6,93p, 
· 12,73 3,27 

mm MR2 = - 8,85 P'---:t6 - 6,43 P'-16 = - 8,36 p, 

3,05 10,95 
min ML • = - 10,59 P'14 - 9,14 p.---u- = - 9,46 p, 

· 10,96 3,04 
mm MR. = - 10,59P'14 - 9,14P'14 = -10,28p, 

3.28 12,72 
514 p.-' - - 926 P .--- = - 842 P 

, 16 ' 16 " 

514 p. 12,86 _ 926 p. 3,14 = - 595 P 
, 16 ' 16 " 

7 98p. 2,73 _ 9 64p. 9,27 = - 926p 
, 12 ' 12 " 

798 p. 9,~~ _ 964 p. 2,95 = - 839 P 
, 12 ' 12 " 

· 13,42 
mm ML• = - 10,06 p.-- = - 8,44 p. 

16 

Die maximalen der Festpunktsmomente ergeben sich zu:· 

max MR, = ~ pb1't/ = ~p. 9,53 ·1,39 = + 6,62 p, 

max ML• =~pt2(2c2P - t2 ) =~p.1,34.(2.6,38 -1,34) = + 7,65p, 

max MR2 = ~pt2'(2 c2p - t2') = ~p.1,97. (2.6,38 - 1,97) =~ + 10,63 p, 
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maxML3 • ~pts(2csp-t3)=}p·l,64.(2.5,56-1,64)=+ 7,77p, 

max MR, = ~pt3' (2 csp -ts') = ~p.l,57 .(2.5,56 - 1,57) = + 7,50 p, 

max ML, = ~ pt4 (2 c4 p - t4) = ~ p. 1,84.(2·6,62 - 1,84) = + 10,49 p, 

max MR. = ~ p t4' (2 c4 p - t/) = ~ p. 1,82· (2.6,62 - 1,82) = + 10,39 p, 

max ML5=~pt5 (2c5P - t5)= ~p.l,72.(2.4,58 - 1,72)= + 6,40p, 

max MR, = ~ pt5'(2 cop - to') = ~p ·1,12· (2.4,58 - 1,12) = + 4,50 p, 

= ~p.13,42. 1,58 = + 10,60p. 

In Abb. 164 ist nunmehr die Maximal- und Minimal-Momenten­
flache infolge der Nutzlast p fiir den Balken iiber 6 Offnungen dar­
gestellt worden. 

mm 

M:rx~:~&-~~Htt-~r-~r8~~r~~~h.~r~~~~~~~~ ,-~~~ 
I 
I ' 
I I < I 
I I I 
~*"~ 

S,lf6 5,46' 

Abb.164. 

Zum Auftragen der Maximal- und Minimal-Querkraftflachen 
dienen die folgenden, der Hilfstafel VI, 11, Seite 258 entnommenen 
Gleichungen. 

Zunachst ermitteln wir die Konstanten a, max y und min y. Es 
wird 

a1 = - 4.~2 ·3,110 = - 0,064792p, 

a2 = - ~6 [4,413.0,742 - 4,423·0,743] = + 0,000185 p, 
4·1 

as = - -L4 [4,206.0,722 - 4,223.0,723] = + 0,000295 p, 
4·1 

a" = - ~ [4,167.0,742 - 4,397.0,756] = + 0,003628p, 
4·16 

P a5 = - 4.12 [4,329.0,705 - 3,907.0,674] = - 0,008721 p, 

a6 = + 4 .~6 ·3,078 = + 0,048093 p. 
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max 1'1 = - 4.~2 [14 (- 1,090).0,723 + 12· (- 0,072). 0,674J 

= + 0,242p, 
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max 1'2 = - -p~ [12 (- 0,801 - 3,110) + 16 (- 1,224 - 0,315).0,756 
4·16 

+ 16 (- 0,065 - 0,017)J = + 1,024 p, 

max 1'3 = - L_ [16 (- 1,224 - 4,413).0,742 
4·14 

+ 12 (- 1,006 - 0,280). 0,674)J= + 1,381 p, 

max 1'4 = - 4 P 6 [12 (- 0,054 - 0,222) + 14( - 1,027 - 4,206).0,722 
·1 . 

+ 16 (- 0,907 - 0,234)J = + 1,163 p, 

max 1'5 = - -P~[16(- 0,098 - 0,299)·0,742 
4·12 

+ 16 (- 1,361 - 4,167).0, 742J = + 1,465 p, 

max 1'6 = + ~ [12·0,018 + 14·0,335·0,722 + 12.4,329·0,705J 
4·16 

= + 0,629p. 

min 1'1 = - ~[16'4,423.0,743 +16·0,315·0,756 + 16.0,017J 
4·12 

= -1,180p, 

min 1'2 = - 4.Pt6 [14(4,223 +1,090).0,723 +12(0,280+0,072).0,674J 

= - 0,885p, 

min 1'3 = ~ 4 ~4 [12 (0,222 + 0,801) + 16 (4,397 + 1,224).0,756 

+ 16 (0,234 + 0,065)J = - 1,519 p, 

min 1'4 = - -p~ [16(0,299 + 1,224). 0,742 +12(3,907 + 1,006)· 0,674J 
4·16 

= - 0,903p, 

min 1'5 = - -p~ [12 (0,018 + 0,054) + 14(0,335 + 1,027).0,722 
4·12 

+ 16 (3,078 + 0,907)J = - 1,633 p, 

min 1'6 = + 4.Pt6 [16 (- 0,098).0,742 + 16 (- 1,361)· 0,742J 

= - 0,271p. 

Mit diesen Werten ergeben sich dann die folgenden Gleichungen 
fUr max Qp bzw. min Qp : 
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,2 

max QIP = 'f~l + a1 x/ + max 1'1 = P [0,04167 x/ - 0,064 792x1' + 0,242] , 
2 1 

,2 

max QIIP = p;; + a2 x2' + max 1'2 = P [0,03125 X 2,2 + 0,000 185x2' + 1,024] , 
2 

2 

min Qlp = - P2x; + al Xl + min 1'1 = - P [0,04167 X12+ 0,064 792 Xl + 1,180], 
1 
2 

min Q]]P = - ~~2 + IX2 X2 + min 1'2 = - P [0,03125x22 - 0,000185x2 + 0,885], 
2 

min QTJIp = - p:t2 + IX3X3 + minI's = - P [0,03571x3 2 - 0,000295x3 + 1,519], 
3 

min Q]PP = - P2~42 +a4 x4 + min 1'4 = - P [0,03125x42 - 0,003 628x4 + 0,903], 
4 

2 

min Qpp = - P2i~ +IX5 X 5 + min 1'5 = - p[0,04167x5 2 +0,008721x5 +1,633], 
o 

2 

minQHp = - P2~6 +IXeXe +minY6 = - p[0,03125xe3 - 0,048093xe +0,271]. 
e 

In Abb. 165 ist nunmehr die Maximal- und Minimal-Querkrafts­
Hache infolge p dargestellt. 

Abb.165. 
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Die grol3ten und kleinsten Auflagerdriicke infolge Nutzlast p er­
halt man nach Hilfstafel VI, 11, Seite 258 zu: 

. p·l 
max Ap = T +a1 l1 + max 1'1 = p[6,0 - 0,7775 + 0,242] = 5,46p, 

C l1 + l'J l l . + max 1 p = p -2 - a1 1 + a2 2 - mill 1'1 max 1'2 

= P [14,0 + 0,777 50 + 0,00296 + 1,180 + 1,024] = 16,99p, 

max C2p = P [15,0 - 0,00296 + 0,00413 + 0,885 + 1,381] = 17,27p, 

max Csp = p [15,0 - 0,00413 + 0,05805 + 1,519 + 1,163] = 17,74p, 

max C4p = P [14,0 - 0,05805 - 0,10465 + 0,903 +- 1,465] = 16,21 p, 

max C5p = P [14,0 + 0,10465 + 0,76949 + 1,633 +0,629J = 17,14p, 

max Bp = p [ 8,0 - 0,76949 + 0,271] 7,50p, 

min Ap = + min 1'1 = - 1,18 P , 

min C1p = - max 1'1 + min 1'2 = - p[0,242 +0,885] = - 1,13p, 

min C2p = - max 1'2 + min rs = -- p [1,024 +- 1,519] = - 2,54 p, 

min C3p = -~ maxI's + min 1'4 = - p [1,381 + 0,903] = - 2,28 p, 

min C4p = - max 1'4 + min 1'1; = - P [1,163 +- 1,633] = - 2,80 p, 

min C5p = - max 1'5 + min 1'6 = - p [1,465 +0,271] = - 1,74 p, 

min Bp = - max 1'6 = - 0,63 p. 

Hiermit sind samtliche zur Dimensionierung des Balkens erforder­
lichen statischen Grol3en ermittelt. 

Zahlenbeispiel 5. Der durchlaufende Balken fiber sieben 
ungleichen OHuungen. 

a oJ, 1 2 J.j .J 

L. ¢ L5~t=LB eft L7~ 
Abb.166. 

Die Hilfstafeln im dritten Teil dieses Buches geben eine Zu­
sammenstellung von Formeln zur unmittelbaren Darstellung der Ein­
flul3linien, sowie zur Ermittlung des Einflusses von g und p nur fiir 
durchlaufende Balken bis zu sechs Offnungen, weil das fUr 
praktische Bediirfnisse als ausreichend angesehen wird. Um nun zu 
zeigen, dal3 auch fiir Balken iiber mehr als sechs Offnungen die Be­
rechnung nach den Richtlinien, die in dem ersten, theoretischen Teile 
gegeben wurden, leicht und iibersichtlich durchzufUhren ist, wird das 
folgende Tragwerk, dessen Abmessungen Abb. 166 zeigt, untersucht. 
Die Formeln, die in der Berechnullg benutzt werden, sind in der 
Hilfstafel VII, S. 260 fT. zusammengestellt. 
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a) Vorarbeiten. 

Zuniichst werden die Werte l' und 8 ermittelt. Man erhiilt nach 
Hilfstafel VII, 1, S. 260 

Zahlentafel 36. 

II = 12,0 Il2 = 16,0 I la = 14,0 Il4 = 16,0 I l5 = 12,0 Ila = 16,0 Il7 = 14,0 
11' = 15,0 12' = 16,0 Il3' = 17,5 14' = 16,0 l5' = 20,0 l6' = 10,67 1/ = 11,67 

81 = 62,0 82 = 67,0 8a = 67,0 84 = 72,0 85 = 61,33 86 = 44,67 

Zur Bestimmung der Festpunkte L1' und Rr ermittelt man nach 
Hilfstafel VII, 1, S. 260 die Werte 

. Z:+1 
fir = l' + 8 ; - fi1'-l l' l' 

l b - r • 

r - 1 + f-lr-l ' 

, lr. 
br = 1 + fi,!' 
a,! =~ lr - br'. 

Zahlentafel 37. 

p, = 0,258 P2 = 0,278 I P~ = 0,258 I P4 = 0,295 P5 = 0,192 I Pa = 0,274 

p/ = 0,259 /L2' = 0,257 Pa = 0,277 /L4' = 0,245 P5' = 0,340 
I 

P6' = 0,239 

b1 = II b2 = 12,72 ba = 10,95 b4 = 12,72 b5 = 9,27 ba = 13,42 b? = 10,99 

a1 = 0 a2 = 3,28 aa = 3,05 a4 = 3,28 a5 = 2,73 aa = 2,58 a7 = 3,01 

bt' = 9,53 b/ = 12,72 ba' = 10,96 b/ = 12,85 b5' = 8,95 b6' = 12,92 b/ = 17 
at' = 2,47 a2'= 3,28 aa' = 3,04 I a/= 3,15 a,' = 3,05 I a6' = 3,08 a/=O 

Zur Ermittlung der ,B-Tafel bestimmt man zuniichst nach Hilfs­
tafel VII,4, S. 260 die (3 -Werte der Hauptdiagonalen nach der 
Formel 

Es wird 

(3,.,. = (1 ). 
l' --r , fi,.-1 

fir 

1 

(3 1 fil' 0,259 
11 = ~(·-1--) = T'=~=0,01728, 

l' --0 1 
1 fil' 

1 1 
(3QQ = = = 0.01724; 

"" ( 1 ) ( 1 )' l' - - fi 16 -- - 0258 
2 fi2' 1 0,257' 
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fJ33 = (1 .)- = 0,01718, 
175 ---0278 

'0,277 ' 

1 

1 . 
fJ44= (1 )=0,01637, 

16 --- 0258 
0,245 ' 

1 
fJ55 = (1 ) = 0,01891, 

20 --- - 0295 
0,340 ' 

fJ66 = (1 ) = 0,02347. 
1067 -- - 0192 

, 0,239 ' 

1 

Aus diesen fJ -Werten der Hauptdiagonalen ermitteln sich die 
ubrigen fJ -Werte nach der Hilfstafel VII, 4, S. 260 zu 

fJr-l, r = - flr-1 fJrr ; 
Da die fJ-Tafel symrnetrisch zur Hauptdiagonalen aufgebaut ist, braucht 
in der folgenden Zahle'ntafe138 nur die eine Halfte berechnet zu werden. 

+ 0,01728 -0,00445 
+ 0,01724 

Zahlentafel 38. 

+ 0,00123 I - 0,00030 
- 0,00478 + 0,00117 
+ 0,01718 - 0,00422 

+ 0,01637 

+0,00010 
-0,00040 
+ 0,00143 
- 0,00.557 
+ 0,01891 

- 0,00002 
+0,00010 
-0,00034 
+ 0,00133 
- 0,00451 
+ 0,02347 

Aus den fJ -Werten ermittelt man mit Hilfe der Formeln (Hilfs­
tafel VII, 5, S. 260) 

kri = fJr,i-l1i 1/ fUr i> r, 
kri = fJr, i 1i 1;' "i < r 

die Werte k. Zum Beispiel wird fur r = 4: 

k41 = fJ41 11 1/ 1 
k42 _ fJ42 12 12: J i < r , 
k43 - fJ43 1a 13 
k44 = fJ44 14 14' i = r, 

k45 = fJ44 15 l5' 1 
k46 = fJ45 l6 1< J i > r. 
k47 = fJ46 17 17 

In den folgenden Zahlentafeln 39 und 40 sind samtliche Werte k 
zusammengestellt. 
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ZahIentafel 39. 

kll = {Jl1 11 11' k12 ='{Jl1 1212' k13 = {J12 13 la' k14 = {J13 14 14' k15 = {J14 15 15' k16 = {J 15 16 16' k}? = {J16 1, 1,' 

k21 = {J21 11 lt' k22 = {J22 121/ k23 = {J22 13 13' k24 = {J23 14 1.' k25 = {J24 15 15' k26 = {J20 16 16' k2' = {J26 Z, If 
k31 = {J31 11 11' k32 = {J32 121/ k33 = {J33 lala' k34 -= {J3a 14 1.' k35 = {J3. 15 15' k36 = {Ja5 16 16' k37 = {J36 I, 1,' 

k41 = {J 41 11 It' k42 = {J42 12l/ k43 = {J 43 13 la' k44 = {J44 l4l.' k45 = {J44 1,,z5' k46 = {J 45 16 l6' k4' = {J 46 1, 1,' 
k51 = {J51 11 lt' k52 = {J52 12l2' k5a = {J5a la la' k54 = {J54 l41.' k55 = {J55 l5 15' k56 = {Joo l6 l6' k5' = {J 56 I, l,' 
k6l = {J 61 II lt' k62 = {J62 l~ 12' k6a = {J 63 13 ls' k64 = (364 l4 14' k65 = {J65 15 l5' k66 = (366 16 16' k6' = (J 66 1, 1,' 

Z a hlen tafel 40. 

kll =+3,110 
I 

k167+O,018 I kl' =-0,004 k12=+4,423 k13=-1,090 k14=+0,316 I k15 =-0,073 

k21 =-0,801 k22=+4,413 k.3=+4,223 k24=-1,224 I k25=+0,282 k26 =-0,068 I k2' =+0,016 

k31 =+0,222 k32=-1,224 k33=+4,209 k34=+4,398 I k35=-1,012 k36=+0,245 i k3' =-0,056 
k41 =-0,055 k42=+0,300 k43 =-1,033 1 k44 =+4,192 k45 = +3,930 k46=-0,951. k., =+0,217 

k51 =+0;019 k52=-0,102 k53 :+0,351 I k5.: -1,426 [ k55 :+4,537 k56=+3,227 I k5' =-0,737 
k61 =-0,004 k62=+0,024 k63 --O,084 , k64-+0,341 k65 --1,084 k66 = +4,005 k6' = + 3,833 

N ach Erledigung dieser V orar beiten ist man imstande, samtliche 
EinftuBlinien, ferner die Momente, Querkrafte und Stiitzdriicke infolge 
Eigengewicht, sowie die Maximal- und Minimal-Momenten- und Quer­
krafte-FIachen infolge beweglicher Nutzlast p schnell anzugeben. Urn 
nun den Umfang der Rechnungen in diesem Buche einzuschranken, 
sollen aus allen diesen Gebieten nur einige charakteristische Beispiele 
angefiihrt werden, die die Art des einzuschlagenden Rechnungsganges 
zeigen und den Leser in den Stand setzen sollen, aIle iibrigen auf­
tretenden statischen GroBen in entsprechender Weise zu ermitteln. 

b) Einflu8linien. 

a) EinfluBlinien fiir Stiitzenmomente. 

Nach Hilfstafel VII, 6, S. 260 sind die Ordinaten der EinfluB­
linien fiir das beliebige Stiitzenmoment Mr in der Offnung 1i 

1),-; = - kriwTi flir i <r, 
1),-i = - kri WT; "i > r. 

In den Formeln bezeichnet r die Stiitze, i die Offnung; also z. B. er­
halt man fiir M4 die EinftuBordinaten 

1)41 = - k41 WT] , 

1)42 = - k42 WT., 

1)43 = - k48 WT3 , 

1)44 = - k44 WT. , 

Hierin bedeuten 

1)45 = - k45 WTs ' 

l'J46 = - k46 WT, , 
1)4. = - k47 WTr ' 
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Fiir das vorstehende Beispiel wird also 
, 

wT, = W n - flo W n = W n , , 
WT. = Wn - fl1 Wn, , 
WT3 = W n -- fl2 W n , , 
WT. = W n - fl3 W n , 

weil flo = 0, 
, , I 

WT,=Wn-,u5 Wn, , , , 
WT, = Wn - !~6 Wn, 

, I I , 
WT, = Wn - fli Wn = Wn, 

weil fl: = 0. 
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Setzt man fiir fl, fl' und k die Zahlenwerte ein, dann kann man 
die EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment M4 auftragen. 

1]41 = 0,055 Wn, 
1]42 = - 0,300 (wn - 0,258 wn), 
1]43 = + 1,033 (wn - 0,278 wn), 
1]44 = - 4,192 (wn - 0,258 wn), 
1]45 = - 3,930(wn - 0,340wn), 
1]46 =~ + 0,951 (wn - 0,239 wn), 
1]4i = - 0,217 wn • 

fJ) EinfluBlininen fiir die Feldmomente. 

Gesucht wird in der 0ffnung l5 das Moment des Querschnitts m 
1m Abstande X5 und X5' von den anliegenden Stiitzen 4 und 5. 

Nach Hilfstafel VII, 7, S. 260 erhiilt man die Gleichung der EinfluB­
ordinaten z. B. in der 0ffnung 15 (i = r = 5) 

1]55 = M05 - k55 ~5 wn - k45 ~5' wn· 
Setzt man in diese Gleichung die unter a) ermittelten Zahlenwerte ein, 
dann wird 

1]55 = M05 - 4,537 ~5 Wn - 3,930 ~5' wn· 
Die weitere Behandlung dieser Gleichung erfolgt entsprechend Grund­
aufgabe 4, c S. 133. Die Ordinaten der Momenten-EinfluBlinie in 
den Offnungen l1 bis l4 ermitteln sich nach Hilfstafel VII, 7, S. 260 zu 

1]51 = - ~/ k4t WT, = + 0,055 ~/ wn, da WT, = wn , 
1]52 = - ~/ k42 WT. = - 0,300 ~5' WT., 
1].:;3 = - ~5' k43 WT3 = + 1,033 ~5' WT3 , 

1]54 = - ~5' k44 WT, = - 4,192 ~/ WT •. 
Fur die 0ffnungen 6 und 7 erhiilt man 

1]56 = - ~5 k56 WT. = - 3,227 ~6 WT., 
1]5i=-~5k"iWT,=+0,737~5Wn, da WT,=w'D. 

y) EinfluBlinien fiir die Querkriifte. 

Gesucht wird die EinfluBlinie fiir die Querkraft in der 0ffnung l3. 
Die gesuchten EinfluBordinaten haben mit i = r = 3 nach Hilfs­

tafel VII, 8, S. 261 in der 0ffnung 13 die Gleichung 

k23 , k33 
1]33 = Q03 + 1)' Wn - b- Wn· 

3 3 
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N aeh Einsetzen der Zahlenwerte erhalt man 

4,223, 4,209 
rJ33 = Q03 + 10 96 WD - 1095 WD, , , 
rJ33 = Q03 + 0,385 wb - 0,384 WD' 

Die weitere Bestimmung der EinfluBlinie siehe Grundaufgabe 3 b, 
S. 125. 

Fiir die Offnungen II und l2 lauten die Gleiehungen naeh Hilfs­
ta£el VII, 8, S.261: 

k'J\ 0,801 
rJ31 = + b.; WT, = -10,96 WD = - 0,073 WD , 

k22 4,413 
rJ32 = + b/ WT, = + 10,96 WT, = + 0,403 WT,· 

In den Offnungen l4 bis l7 erh1ilt man: 

kS4' 4,398, ° ' 
rJ34 = - b WT. = -1095 WT. = - ,402 WT. , 

S , 

k~5' 1,012, . , 
rJ85 = - b WT. = + 1095 wT. = + 0,092 WT. , 

8 , 

k36 , 0,245, ° ' 
rJ86 = - -,;; WT. = - 10,95 WT. == - ,022 WT., 

kS7' 0,056, , 
rJ37 = - b WT7 = + l()M WD = + 0,005 WD • 

3 , 

b) EinfluBlinien fiir die Auflagerdriieke. 

Es soIl die EinfluBlinie fiir den Auflagerdruek 04 bestimmt werden. 
Zun1ichst ermitteln wir die EinfluBordinaten der anliegenden Off­

nungen l4 und l". 

Nach Hilfstafel VII, 9, S. 261 wird 

[ 1 1 J [ 1 #4'J' rJ44 = 004 + kH 1)' + b WD - k34 b' + -,-;, WD, 
5 4 4 5 

rJ44 = 004 + 4,192 [0,112 + 0,079] WD 

- 4,398 [0,078 + 0,112·0,245] wb, 

rJ44 = 004 + 0,798 WD - 0,463 wb, 

rJ4fj = 004 + k45 [b\ + -~ J wb - k55 clf + 1;4 J (OD, 
5 4 5 4 -

rJ45 = 004 + 3,930· [0,112+0,079]wb-4,537 [0,108+0,079.0,295] WD, 

rJ45 = 004 + 0,748 wb - 0,595 WD· 

Die weitere Entwicklung der Linie sieheGrundaufgabe 3e, S.127. 
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Die Ordinaten der Offnungen 11 bis ls werden nach Hilfs­
tafel VII, 9, S.261: 

r k31 k41] [0,222 - 0,055J 
1]41 = - Lb7 - b5' WT, = 12,85 - 8,9"5- WD = - 0,023 WD, 

[ -1,224 0,300J 
1]=- ------- WT =+0129wT 

42 12,85 8,95 2 ' 2 , 

[4,209 -1,033J . 
1]4S = - 12,85 - - 8,95 WTa = - 0,443 WTa . 

Fur die Offnungen 16 und 17 erhiilt man: 

_+ l-k46 _ k56 J ,_ [-0,951_ 3,222J , __ 0423 ' 
1]46 - b b WT. - 12 72 9 27 WT. - , WT. • 

4 5 " 

= + [k47 _ k57 l W' = ,0,217 _ - 0.737J '= --L- 0097 w' • 
1]4. b4 b5 J T7 l12,72 9,27 WD " D 

c) EinfluB des Eigengewichtes g und der Nutzlast p. 

a) Fur die Stutze 4 des durchlaufenden Balkens uber 7 Offnungen 
soIl das Stutzenmoment infolge Eigengewicht g und Nutzlast p be­
stimmt werden. 

Zur Ermittlung des Eigengewichtes benutzen wir Hilfstafel VU,10, 
S.261. 

Fur den vorliegenden Fall, wo g fUr den ganzen Balken konstant 
angenommen ist, wird allgemein 

r n+l 

M - _!L "1 k (1 - II. ) - _'?.. "1 k (1 - /J. ') rg - 4.L.J i ri ,";-1- 4.L.J i ri ,"i· 
1 r+1 

1m vorliegenden Fall ist r = 4 und n = 6, also 
4 7 

M4g = - ~ 2)1;k4i (1- Pi-I) - ! 2)1;k4i (1- p/). 
1 5 

Schreibt man diese Summe aus, dann wird 

M4 g = - ! [11 k41 (1 - Po) + 12 k42 (1- PI) + ls k43 (1 - P2) 

+ 14 k44 (1 - Ps) + 15 k45 (1 - Po') + 16 k46 (1 - Ps') 
+ 17 k47 (1 - p/)]. 

Setzt man die Zahlenwerte ein und beachtet, daB Po = P,' = ° ist, 
so findet man 

M4g = - ~ [12 (- 0,055) + 16·0,300·0,742 + 14 (-1,033).0,722 

+ 16·4,192·0,742 + 12·3,930·0,660 + 16 (- 0,951).0,761 
+14.0,217], 

M4g = - 16,21 g. 
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Fiir Nutzlast p errechnen sich die gesuchten Werte nach Hilfs­
tafel VII, 11, S. 262. Da r = 4 und n = 6, also beides gerade Zahlen 
sind, liegt der Fall 1 vor. Man erhalt also 

r n+l 
. PG~ pu~, 

mmMrp = - 4 .L.; l;kri (1- #i-1) - 4 .L.; 1ikr; (1- #i)' 
2 r+l 

G.2) bedeutet: fiir i sind die geraden Zahlen in den angegebenen 
Grenzen zu setzen und entsprechend bei u.2) fiir i die ungeraden 
Zahlen. Es wird demnach, wenn r = 4 gesetzt wird, 

4 7 
. PG~ ) pu~ , 

mmM4P =-4' .L.;li k4;(1-#i-1 --4 .L.;li k4i(1-#i)' 
2 5 

min M4p = - ~ [12 k42 (1 - #1) + 14 kH (1 - #3)] 

- ~ [15 k45 (1 - #5 ') + 17 k47 ], 

minM4p = - ~ [16·0,300·0,742 + 16·4,192·0,742 

+ 12·3,930·0,660 + 14.0,217] , 

minM4P = - 21,88p. 

Das groBte negative Stiitzenmoment infolge g + p wird demnach 

min M4 = - 16,21 g - 21,88 P • 

fJ) Fur die 0fInung 14 soIl die Lage und GroBe des groBten 
positiven Feldmomentes bestimmt werden. 

Da r = 4 und n = 6 ist, kommt hier Fall 1 der in Hilfstafel VII, 
S. 263 angegebenen Formeln in Frage. 

Fiir r = 4 ist 

G M4p = - ~ [12 k42 (1 - Ill) + 14 k44 (1 - #3) + 16 k46 (1 - #6')] , 

GM4P = - ~ [16·0,300·0,742 + 16·4,192·0,742 

+ 16.(- 0,951)·0,761], 

GM4P = -10,45 p, 
2 6 

GM _ P G ~ ( ) p G ~ , 
3p - - 4 .L.; 1i k3i 1- #i-1 - 4" .L.; 1;k3i (1- #J, 

2 4 

G M3P = - ~ [12 kS2 (1 - #1) + 14 kS4 (1 - #4') + 16 kS6 (1 - #6')] , 
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GMap = - ~ [16 (~1,224)0,742 + 16·4,398·0,755 

+ 16·0,245·0,761J, 

GMap = - 10,39 p. 
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Die Lage des groBten Feldmomentes ist gegeben durch den Wert 
(vgl. Hilfstafel VII, 11, S. 263) 

l4 GM4P - GM3P = 8 ° + -10,45 + 10,39 
xO!=2- pl4 ., p·16 p, 

X04 = 8,0 - 0,004 = 7,996 m, 

1/ 2 2(-10,39p) ;--
c4p = r 7,996 + P = .43,166 = 6,570 m. 

Das maximale Feldmoment infolge p wird dann 
M ] 2 

max IVp = "2 P C4p , 

max Mrvp = ~ p. 43,166 = 21,58 p. 

r) In den Offnungen l4 und l5 ist die Maximal- und Minimal-Quer­
kraftflache darzustellen. AuBerdem ist der Auflagerdruck 04 infolge 
p anzugeben. 

Nach Hilfstafel VII, 11, S. 264 wird 

Wir erhalten 

a4 = - 4~ [kH (1 - !-l:J) - kS4 (1 - !-l4')J 
4 

= - 4 .~6 [4,192.0,742 - 4,398·0, 755J = + 0,0032 p, 

aij = - ~_ [k55 (1 - f.l4) - k45 (1 - f.l5')J , 

= - -p- [4,537.0,705 - 3,930·0,660] = - 0,0127 p. 
4·12 

Fiir die Werte r kommt der Fall 1 in Frage (siehe Hilfs­
tafel VII, 11, S. 264), weil r = 4 und n = 6, also beide gerade 
Zahlen sind. 

Kammer, Durchlaufende Trager. 13 
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max Y4 = - _P1 [vi; 1i(k4i - kSi) (1 - Pi-1); aj; 1i (k4i - kSi) (1- ,un] 
441 6 

= - 4~ [11 (k41 - kS1) + 13 (k43 - kss ) (1 - P2) 
4 

+ 16 (k46 - k36) (1 - Ps')] 

= - _L [12 (- 0,055 - 0,222) + 14 (- 1,033 - 4,209).0,722 
4·16 

+ 16 (- 0,951 - 0,245).0,761] = + 1,107 P, 

min 1'4 = - :z [G iti (k4i - kSi) (1- Pi-1) + u j;li(k4i - k3i) (1- P;')] 
4 2 5 

= - 4~ [12 (k42 - kS2) (1 - P1) + 15 (k45 - k35) (1 - P5') 
4 

+ 1, (k4' - k3,)] 

= - ~r16 (0,300 + 1,224).0,742 + 12 (3,930 + 1,012).0,660 
4·16 

+ 14 (0,217 + 0,056)] = - 0,954 p. 

Die Werte 1'5 erhalt man aus Fall 4, S.264, weil r = 5, also 
ungerade, und n = 6, also gerade ist. 

max Yo = - 4~- [G.i; 1i (k'i - k4i) (1 - Pi-1) + ui; Uk'i - k4;)(1- .un] 
Ii 2 7 

= - 4.~2 [16 (- 0,102 -:- 0,300).0,742 + 16 (-1,426 - 4,192) 0,742 

+ 14 (- 0,737 - 0,217)J = + 1,768 P, 

min Yo = - 4~ [vi; 1; (k5 i - k4i) (1 - Pi-1) + G.i; 1i (ke i - k4 i) (1 - ,<)] 
Ii 1 6 

= - -'E-2 [12 (0,019 + 0,055) + 14 (0,351 + 1,033).0,722 
4·1 

+ 16 (3,227 + 0,951). 0,761J = - 1,370 p. 

Setzt man die Zahlenwerte in die Gleichungen fur Qp ein, so wird: 

max QlfiP = 2 .~6 xt + 0,0032 P x/ + 1,107 P 

-' P [0,0313 x/ + 0,0032 x/ + 1,107] , 

Q P,2 ° ° ' max tip = 2.12 X5 - , 127 P X 5 + 1,768p 

= P [0,0417 X 5,2 - 0,0127 xr,' + 1,768J, 
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. P X 42 
mm Q/vP = - 2.16 + 0,0032 P x4 - 0,954 P 

= - P [0,0313 X42 - 0,0032 x4 + 0,954], 

pX2 
min Qvp = __ L_00127px -1370p 

2.12' 0' 

= - P [0,0417 Xo 2 + 0,0127 Xo + 1,370]. 

Fiir den AufIagerdruck 04p erhalt man: 

° 14 + 11) 1 + 1 . max 4p=P--2--"4 4 "00-mmY4+ max yo 

16 + 12 = P --2-- - 0,0032 P ·16 - 0,0127 P ·12 + 0,954 P 

+ 1,768 p = 16,52 p, 
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min 04P = - max"4 + min Yo = - 1,107 P - 1,370 P = - 2,48 p. 

Zahlenbeispiel6. Der Balken iiber vier ungleichen Offnungen 
mit veranderlichem Tragheitsmoment innerhalb der Offnungen. 

In dem allgemein theoretischen ersten Teil sind fiir den durch­
laufenden Balken, dessen Querschnitte auch innerhalb der Off­
nungen belie big veranderlich sind, Formeln zur Berechnung ent­
wickelt worden, deren praktische Anwendung an diesem Beispiel er­
liiutert werden solI. 

Eine Benutzung der Hilfstafeln des dritten Teils, wie in den bis­
herigen Beispielen, ist hier nicht moglich, da diese Tafeln fiir Balken 
aufgestellt sind, deren Querschnitte innerhalb der einzelnen Offnungen 
konstant sind und nur von Offnung zu Offnung sich andern. In 
praktischen Fallen wird man zwar fiir die V orberechnungen - mit 
Riicksicht darauf, daB zunachst iiber die genauen Querschnittsver­
haltnisse im allgemeinen nichts bekannt ist, diese vielmehr erst durch 
die Rechnung festgelegt werden sollen - einen Balken wahlen, 
dessen Querschnitte entweder fiir den ganzen Trager oder doch 
mindestens innerhalb der einzelnen Offnungen gleichgroB angenommen 
werden. Erst nach der auf Grund einer Vorberechnung erfolgten 
Querschnittsbestimmung kann die im folgenden beschriebene genaue 
Durchrechnung erfolgen. In gleicher Weise eignet sie sich zur N ach­
priifung eines bestehenden Systems. 

Wir untersuchen einen Balken iiber vier ungleichen Offnungen 
nach Abb. 167 a, dessen untere Gurtung nach einer flachen Parabel 
gekriimmt sein moge. Wahlt man als konstantes Tragheitsmoment J. 

13* 
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das Tragheitsmoment tiber den Sttitzen, so erhalt man fUr die ein-

1 Q h . d V d Jc W d' Jc K ze nen uersc mtte m ie erteilung er - - erte - le - - urve 
Jm Jm 

nach Abb. 167b. 

Abb. 167 a Il. b. 

1. Die rechnerische Untersuchung des Balkens. 

a) Die Dreimomentengleichungen und ihre Auflosung. 

Das System ist dreifach statisch unbestimmt; fiihrt man wieder 
die Momente der drei Innenstiitzen als statisch unbestimmte GraBen 
X ein, so erhalt man die drei Elastizitatsgleichungen, die in der 
Matrixform wie folgt angeschrieben werden. 

X, X2 X3 

1111 11'2 =Z, 
1121 1122 1123 =Z2 

1132 1133 =Z3 

Zur Bestimmung der in diesen Gleichungen auf der link en Seite 
auftretenden J-Werte werden die Formeln (35 b), (36 b) und (37 b) auf 
Seite 27 benutztl): 

a nr-l J 
J =_r ,,_c m m' 

r -1, r n 2 ~ J r r 
r r=l m 

') Statt E·Jc·1I schreiben wir hier der Einfachheit halber nur II. Da im 
Verlauf der gesamten Rechnung immer mit den E·Jc-fachen Werten gerechnet 
wird, ist ein Irrtum infolge der abgekiirzten Schreibweise ausgeschlossen. 
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Die Offnungen 11 , 12 und 14 sind in je 6 gleiche Felder geteilt, 
die Offnung 13 in 7 gleiche Felder. Man erhaJt demnach 

5 J 5 J 
-" a1 '" c 2 + a~ '" c '2 
Ull = n 2.L.J T m 1 no i .L.J T m2 • 

1 1 m .. 1 m 

Da die beiden ersten Offnungen gleiche Spannweiten haben, also 
J A a1 = a2 ; n1 = n2 und auch J in beiden vffnungen gleich verliiuft, 

m 
so wird 

5 

1511 = 0,20371; ~c m12. 

1 m 

Die Berechnung der Summe ist aus Zahlentafel 41 ersichtlich. 
Es ergibt sich 

xll 

1/6 
2( 
,6 

3/6 

4/6 
5{ 

16 

1511 = 0,2037 ·107,96 = 21,992. 

Zahlentafel41. 

I' , 
Jc 

I 
m 2 

I 

Jc 2 

I 
m2 m2' m1 =m2 m1 =m2 - Jm m1 Jm 

1 

1 5 1,5987 1 
I 

1,60 
2 4 2,2053 4 

I 8,82 
3 3 2,4765 9 22,29 
4 2 2,2053 16 

i 
35,28 

5 1 1,5987 25 39,97 

2J = 107,96 

Weiter wird 

a2 ~ J r 3,67 ,,; J c , 

1512 = ~ .L.J T m2 m2 = 36 .L.J T m2 m2 ' 
21m 1 m 

5 

1512 = 0,1021; ~c m2 m2'. 

1 m 

5 
8 
9 
8 
5 

I Jc , Jm m2 m2 

I 

7,99 
17,64 
22,29 
17,64 

7,99 

2J = 73,55 

Die Ausrechnung dieser Sum me ist ebenfalls in Zahlentafel 41 durch­
gefiihrt. 

1512 = 0,102.73,55 = 7,492. 

An mer k u n g: Es sei darauf hingewiesen, daB man wegen der Symmetrie die 
Sum men nur bis zur Haifte der Offnung hatte zu bilden brauchen. Den Wert fiir 

x 3 "d d Hif' I = {; wur e man ann nur zur a te emsetzen und diese EO gewonnenen 

Summen mit 2 multiplizieren. 
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Weiter wird 

Hierin ist a; = 0,102 
nz 

und 

Da 0ffnung l2 = II ist, erhiilt man 
5 

aa 
-Q = 0,082. n • 

3 

~ Jc 2 - 10 6 ~ }-m2 - 7,9. 
1 m 

Die zweite Summe ist in Zahlentafel 42 gebildet. 

Z~hlentafel 42. 

x/l ma m 2 
I 

Jc 

I 

Jc 2 m' 'Ina m3' Jm 
--ma a Jm 

3 

1/, 1 1 1,4020 1,4020 6 6 
"I, 2 4 1,7965 7,1860 5 10 
3/, 3 9 2,0519 18,4671 4 12 
4/, 4 16 2,0519 32,8304 3 12 
5/, 5 25 1,7965 44,9125 2 10 
6/, I 6 36 1,4020 I 50,4720 1 I 6 

I 

Jc , 
T'lna m3 

m 

8,412 
17,965 
24,623 
24,623 
17,965 
8,412 

lJ = 155,270 ~= 102,000 

Demnach erhiilt man 

b22 = 0,102 ·107,96 + 0,082 ·155,27 = 10,996 + 12,675 

(j22 = 23,671. 

Ferner ist 
6 6 

s a3 ~ Jc , ~ Jc , 
U 23 =-2~-J m3 ma =0,082~-J-m3·m3· 

na 1 m 1 m 

Diese Summe ist ebenfalls in Zahlentafel 42 berechnet. Es wird 

b23 = 0,082 ·102 = 8,327 . 
SchlieBlich ist 

Da nun 

so erhiilt man mit der bereits in Zahlentafel 41 berechneten Summe 

(es ist 2) ~m3'2 = 2) Jc m12) 
J", J", 

b33 = 12,675 + 0,102·107,96 = 23,671. 
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Die Elastizitatsgleichungen lauten demnach 

Zahlentafe143. 

Xl I 
X2 I Xa 

1 21,992 I 7,492 -I 2 7,492 I 23,671 8,327 
I I 3 - 8,327 23,671 

Lost man diese Gleichungen auf, dann erhalt man 

Zahlentafel 44. 

Zl Z2 Za 

X1 = 0,0519 - 0,0187 0,0066 
X2 = - 0,0187 0,0550 - 0,0193 
Xa= 0,0066 - 0,0193 0,0491 
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=Zl 
=Z2 
=Z3 

In diesen Formeln fiir die Unbekannten X sind die Belastungs­
gIieder Z noch nicht naher bestimmt. Da sie vom jeweils gegebenen 
Belastungszustand abhangen, werden sie in der Folge am besten 
von Fall zu Fall aufgestellt. 

b) EinfluBlinien. 

a) EinfluBlinien fiir die Stiitzenmomente. 

In diesem FaIle werden die Belastungsglieder 

Zl=-EJc~m,;. Z2=-EJc~m2; Z3=-EJc~m3' 

Allgemein benutzen wir zur Bestimmung der E Jc r5mr -Linie die 
elastischen Gewichte (vgl. S. 26 u. 27) 

Jc x a J c w =a ~ 2=2--m r rJ l nJ r 
m r r m 

J x' a J w =a __ c_~= r+l_c_ m ' 
r+l r+1Jm+1 lrtl nr+1Jm+1 r+l 

und ermitteln zu diesen die MomentenIinie. 

Zur Berechnung der E Jc ~ml - Linie erhalt man die Gewichte 
to zu 

a~ J c , 3,67 Jr , Jc I 

w2 =-Tm2 =--T m2 = 0,611 Tm2 " 
n2 m 6 m m " 

Die Berechnung dieser Gewichte ist in Zahlentafel 45 durch­
gefiihrt. 
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Zahlentafe145. 

1 
2 
3 
4 
5 

1,5987 
2,2053 
2,4765 
2,2053 
1,5987 

1,5987 0,9770 51 4,8849 7,4923 27,4716 27,47 
4,4106 2,6954 4 10,7815 6,5153 23,8894 51,36 
7,4295 4,5403 3

1
13,6208 3,8199 14,0063 65,37 

8,8212 5,3907 2 10,7815 - 0,7203 - 2,6413 62,73 
7,9935 4,8849 1 4,8849 - 6,11111- 22,4073. 40,32 

2 = 44,9536 

Da .:E = 44,9536 = 6 ~1' ergibt sioh ~1 = 7,4923. 

Man ersieht aus den Formeln fiir w1 und w2 ' daB die EJcbml , 

Linie im vorliegenden Fane in der zweiten Offnung spiegelsymmetrisoh 
zur ersten Offnung ist. Aus den Gewichten w erhiilt man die Mo' 
mente mit Hilfe der Formel 

Diese Reohnung 
Grundaufgabe 1 c). 

ffi1m = 9J1m - 1 + aDm • 

ist ebenfalls in Zahlentafel 45 enthalten. (V gl. 

In Abb. 168a ist die EJc bm1 ,Linie dargestellt. Die EJc bm2 , 

Linie hat fur das vorliegende Beispiel in der Offnung l2 dieselben 
Ordinaten, wie die EJc bm1 ,Linie in der Offnung l1; man braucht 
deshalb nur den Ast der EinfluBlinien fUr Offnung l3 zu ermitteln. 
Es wird 

a J 4 J J 
wa = ~.-!'..ma' = --- ~ ma' = 0,5714 .-!'..mg'. 

ns J m 7 Jm Jm 

Die weitere Rechnung erfolgt wieder tabellarisch 
Weise wie bei der EJcbm1 ·Linie. In Abb.168b ist 
Linie dargestellt. 

a) E Ji: om1-Unie 

~ £Ji.tf'.-L" 

I I 
I I 
I I 

in derselben 
die EJJ'lm2-

.)~ 

. ')~ 
Abb.leSa-c. 

Die E Jc bms ' Linie ist im vorliegenden FaIle in der Offnung ls 
das Spiegelbild der EJc bm2 ·Linie. In der Offnung l4 ist die EJ/5ms' 
Linie identisch mit der EJcbm1,Linie in der Offnung l2' (Vgl. Ab, 
bildung 1680.) 
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Die Gleichungen fur die EinfluBlinien der Stutzenmomente 

Xl = M1 ; X'J = M 2 ; X3 = M3 
lauten demnach 

Xl = - 0,0519 (Jml + 0,0187 (Jm'J - 0,0066 (Jm3' 

X 2 = + 0,0187 (Jml - 0,0550 (Jm2 + 0,0193 (Jm3' 

X3 = - 0,0066 (Jml + 0,0193 (Jm2 - 0,0491 (Jm3' 
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Auf Grund dieser Gleichungen sind die EinfluBlinien in Abb. 169 
dargestellt. 

i~1 !"='" I 
I I I ' I 
I I I I I 

~ 1'1,-Lime 

I I I I i 
~I I I~I 

I ~ 1+ 
i. :~~: I'1rLinie : 
: .! I I I 

! I I 1'1 L. . I 
____ I~I I --Abb.169. 

fJ) EinfluBlinien fur die Feldmomente. 

Sind die EinfluBlinien fUr die Stutzenmomente bekannt, so 
lassen sich die der anderen statischen Gr6Ben schnell ermitteln. Die 
Feldmomente in der Offnung 1r erhalt man aus der Gleichung (69) 
auf Seite 53 

X' X 
Mm=Mmo+t-M"-l +y-Mr' 

r r 

In der ersten Offnung wird, weil das Biegungsmoment an der End­
stutze Null ist, 

x 
Fur Balkenmitte, d. h. fur t = 0,5, wird 

1 

MI = MIO + 0,5 Ml = 0,5 [2 MIO + MlJ . 

In den Offnungen 12 bis 14 faUt MIO fort, es wird also in diesen 
Offnungen 

+ 

Abb.170. 
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Fur die Offnung l2 sind mit Hilfe der Spitzenkurve und der EinfluB­
linien fUr Ml = Xl und M2 = X 2 nach dem im ersten Teil, Abschn. II, 5, 
Seite 52ff. dargestellten Verfahren die EinfluBordinaten der Knoten­
punktsmomente innerhalb dieser Offnung bestimmt. (Vgl. Abb. 171.) 

Abb.l71. 

c) Die rechnerische Ermittlung der Festpunkte. 
Zur Festlegung der Festpunkte braucht man die Werte I1r und 11/, 

die nach den Formeln (51) und (53), Seite 38ff. ermittelt werden. 
Es ist 

110 = 0; 

,_ ~r,r-l . 
. . . . . . . Ilr - t5 I ~ , 

~nB rr-l1r+l r,r+l 
I1n = ~ ~; ........... . 

nn - I1n-l fI, n-l I 0 
P'n +1 = 

oder mit vorstehenden Zahlenwerten: 

b12 _ 7,492 _ 4. 
I1l=~ _0-21992- 0,31, 

ull ' 

8,327 = 0394' 
23,671 - 0,341· 7,492 ' , 

Fur ~3 B erhiilt man 5 

a4 '"' I J c ~3B = -2 L..J m4 m4 J-; 
n4 1 4 

da aber die Offnung 14 gleich der Offnung 11 und 12 ist, also auch 
a4, m4, m4/ n4 gleich aI' m1, mI', n1 ist oder gleich a2, m2, m2/ n2 , 

so wird 

und 
7,492 

113 = = 0,367. 
23,671 - 0,394·8,327 
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Entsprechend ergeben sich fUr fl' die Werte 

'= _~ = 8,327 = 0352' 
fla b - ° 23 671 ' , a3 , 

, 1521 7,492 
fl'J = b22 - fla'. 1523 23,671 - 0,352.8,327 = 0,361; 

, blA 7.492 ° fl = = = ,388. 
1 bll - fl2'. bI2 21,992 - 0,361· 7,492 

Man erhalt but = b12 = 7,492. 
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Mit diesen Werten fl und fl' erg eben sich die Festpunktsabstande zu 

12 22 . 
bn=~~=~-= 1641 m, 
" 1 + fll 1,341 ' 

b 1a 28 
3=-+ =~-=20,08m; 

1 fl2 1,394 

b 14 22 . 
4=---=--= 16,09 m, 

1 + fla 1,367 

b,=~ll~. =~.= 1584m' 
1 1 + Ill' 1,381; , , 

b ' l'.! 22 . 
2 = 1 + P2' = 1,361 = 16,16 m, 

ba' = __ 13_ = ~~ = 20,71 m. 
1 + 113' 1,352 

2. Die graphische Untersuchung des Balkens. 
a) Die graphische Ermittlung der Festpunkte. 

(Vgl. hierzu: Erster Teil, Abschn. IV, 1, a, Seite 91ft). 
Bildet man nach den Formeln (149), (150) und (151) fur jede 

OfInung die Summen 

C =.1) J c m . c' = .1) Jc m" 
r Jm r' r Jm r' 

(, =Z{~m m' 
r Jm r r' 

dann erhalt man in den einzelnen OfInungen die Schwerpunkts-
abstande 

~ r = ar :~, und 
r 

~'=a fr. 
r r C 

r 

Aus Symmetriegrunden ergibt sich 

~ , _ ~ _ ~ , _ ~ _ al fl . 
1-2-2-4- C ' 

1 

hierin ist 

~, Jc • "" Jc • t. _ "" Jc , • +' _ "" Jc , cl =.L..; Tml' Cs = .L..; j ma, l-.L..; ,- m1 ml , /g-.L..; y-mg mg. 
m m m m 

Die Ausrechnung ist in Zahlentafel 46 durchgefUhrt. 
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x 
T 

1/6 
2/6 
3/6 
4/6 
5/6 

Grundaufgaben und Zahlenbeispiele. 

Zahlentafe 1 46. 

m/! Jc 1 ~.m I 
Jc , x ~I Jc 

I 

Jc I m1 - m3 ma' T ml ml l Jm 
Tma T mam3 JIn I Jm 1 In m In 

1 5 ]1,5987 1,598'; I 7,9935 \1/, 1 6 1,40201 1,4020 8,412 
2 4 2,2053 4,4106 1 17,6424 2/, 2 5 1,7965

1 

3,5930 17,965 . 
3 3 12,4765 7,4295 

! 

22,2925 3/, 3 4 2,0519 6,1557 24,623 
4 2 2,20.53 8,8212 17,6424 4/, 4 3 2,0519 8,2076 24,623 
5 1 '1,5987

1 
7,9935 7,9935 5' 15 2 11,79651 8,9825 

1 
17,965 }, 

6/, 6 1 1,4020 8,4120 
I 

8,412 
12'= 30,2512' = 73,55 

12'= 36,7512' =102,00 

Es ist also 

.J) Jc .= 30,25; .J) Jc = 36,75; c1 = T m1 Cs = J~ma 
m m 

f1 = .J) ~c mlm/ = 73,55 ; 
m 

fa = .J) ~c ma m3' = 102,00 . 
m 

Mit vorstehenden Werten erhiilt man die Abstiinde 

, , 3,67·73,55 
~l =~2=~2 =~4= 30,25 = 8,92 m; 

I: t I 4.0·102,00 
"3 = "s = 3675 = 11,10 m. , 

Die Lage der verschrankten Stiitzensenkrechten v wird graphisch 
ermittelt. Zunachst sieht man, daB aus Symmetl'iegl'iinden VI in 
die Auflagersenkrechte der Stiitze 1 faIlt. Zur Bestimmung der Lage 
von v2 triigt man auf der Linie 8; den Wert 

aa , 4,0 I d a Q 3,67 
~cs = - 36,75 = 21,0 und auf 8 3 en Wert --'"C c2 = --. 30,25 = 18,5 
~ 7 ~ 6 

ab (s. Abb. 172). Durch kreuzweises Verbinden der Endpunkte erhiilt 
man im Schnittpunkte die Lage von v2 • Entsprechend findet man 
Vs (vgl. die gekreuzten Li.nien der Abb. 172). Zur Konstruktion der 
Festpunkte zieht man vom Auflager a' den beliebigen Strahl (1), dann 
vom Schnittpunkt dieses Strahles mit 81 den Strahl (2) durch das Auf­
lager l' bis zum Schnittpunkt mit 8!. Verbindet man dies en Schnitt­
punkt mit dem Schnittpunkt von (1) und vl ' dann trifft dieser Strahl (3) 
die Nullinie im Punkte L2', der senkrecht unter dem Festpunkt L2 liegt. 

Nun geht man von L2 aus, zieht einen beliebigen Strahl (4) und 
vom' Schnittpunkt (4) mit 8; einen Strahl (5) durch das Auflager 2' 
bis zum Schnitt mit 8i und yon hier aus eine Verbindungslinie zu 
dem Schnittpunkt von (4) mit v2 • Diese Linie (6) trifft die Null­
linie in L3', welcher Punkt senkrecht unter dem Festpunkt La liegt. 
Entsprechend findet man den Festpunkt L 4' Wiederholt man die 
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Konstruktion vom Lager b' beginnend, dann erhalt man der Reihe 
nach die Festpunkte Ra, R2 und R1 • Hierbei legt man zweckmaBig 
den ersten Strahl zur Bestimmung der Festpunkte R so, daB er 
durch den Schnittpunkt der den Festpunkt L 4' bestimmenden Geraden 
mit 84 hindurchgeht. 

a R, 1 

$, 

Vz 
Abb.172. 

b) Bestimmung der Stutzenmomente mit Hilfe der 
Kreuzlinienabschnitte. 

Nach Formel (169) Seite 103 erhalt man die Kreuzlinienabschnitte 
fur gleichmaBig verteilte Belastung p zu 

1 2 

kr- 1 = kr = p 4~' 

Die Kreuzlinien mussen also durch den Scheitel der Mop-Parabel 
1 2 

hindurchgehen, wei I max Mo p = ~8- ist. 

Man zeichnet nun in Abb. 173 die Mo- Parabeln fur die einzelnen 
Offnungen (vgl. Grundaufgabe 1 a), verbindet die Scheitelpunkte 
dieser Parabeln mit den anliegenden Stiitzpunkten und erhalt so die 
Kreuzlinien. Lotet man nun die Festpunkte herunter bis zum Schnitt 
mit den Kreuzlinien, so schneidet die Verbindungslinie dieser Schnitt­
punkte auf den anliegenden Stutz en die gesuchten Stutzenmomente 
abo Werden der Reihe nach die Offnungen 11 bis 14 mit gleich­
mallig verteilter N utzlast p = 1 belastet, dann zeigt Abb. 173 die 
zugehorigen Momentenflachen infolge dieser 4 Lastzustande; die 
Ordnungsziffern (1) beziehen sich auf die belasteten Offnungen 11 bis 14 , 
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II HI f Lt I?gz f3 113 J L. 8 
~ i c:. i If$; I ~ I L. 
'T' I'" I 1 I 1 T I '9' 
~ Z40 1 • I ~ 1 Z1.0 1 "-r-:: I 28.0 "'I''' I zZ,o----l 

III IfIIIllllllllbltl 11111111: 11111 II II 1 ill : i I : 

I illlllllllllllllMIllllIllIlllIlllllllll1 !I 1 I I I 
Iii I 111l1li II II IUIIIIIIIII(fGIIIIIIIIII!11111I1I111111 i I 
i I I: : Iii 11111111111111111111(,')101111111111111111 

I I I i I: I I I I 
I I I (2) 1 

\ 
\ 

\ 

Abb.l73. 

\ 
\ 

\ 
\ 

In Abb.174 ist durch Addition der vorstehend erhaltenen Mo­
mente die Mg-Flache infolge Eigengewicht ermittelt, wahrend Abb.175 
die maximale und minimale Momentenflache infolge Nutzlast p dar­
steIlt, die durch entsprechende Kombination der BelastungsfalIe, die 
aus den betreffenden Einflu.Blinien hervorgehen, ermittelt worden ist. 



Dri tter Teil. 

Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufender 
Balken fiber ungleichen Offnungen. 
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Hilfstafel I. 
Hilfswerte .~ nnd Momente Mo fur symmetrische Belastnng. 

Belastung der Offnung lr Zr Mo-Flache 

f~' I 

~ 
1) 3 1 LlS l Z:¢. SPr 
~2 :;01< z~ 

-

! 

2 Z) r r 2 '\jt' P ¢:l l~I-:r aPr 
~J >10:: '3 ' 3 

--,---

~Pr r ! ~ 3 9 ~t~ 3).¢' . 
l 

" IE &~ 
16 Pr 

~i-"IE "Z 

4 
q) rr (r ~Pr 15 I \ tP',' Pi' tV ~I~_L~_k~Ilr 16 Pr 

lJ lI- lI- lI-

I ~/ 

~Pr (r f~ \~PrZ iPri 
5 19 ;:)7 50: 

l~lt 24 Pr 
~LJ--l ",IE ~ 6' ,J "3 1: 

I 6) (r r~ (r (r 6 \tl!-' ~I!-'~I!-'~{ 6 -sPr 

'tI*L~~~~ ~1:J 5 5 5 5 5 ""'_V -
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Bela'3tung der Offnung lr 

7 

~ Z 8 8 
8) ~!!!!!!!!!! !11!~!nllllllllllll!!!!!!!I!!~ 

~.:c .... 1 E( .:c' :;0 

IE l .. I I 

(r I 

9 

~ M ~ qr .~~ [1- ~ ·7~] 
Cfr!!:.2 qra2 

10 .". z Z 10) 

k-a .. IE r r 

fka2 b 030 I E a-'-3oj .9J:a 
8 8 

11)~ zr I ~ 
~x :;01< -x' .... 1 

1< L >1 

11 

12 
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Hillstafel II. 
Der Balken iiber zwei ungleichen Offnungen. 

a oJ, I 1 Jz II b 

Tafel 11,1. Bezeichnungen und Abkiirzungen 

1 l' -1 !~ 
1 - 1 J

1 

---

2 
1----------------

3 

4 b _ __ 1_2_ 
2 - 1 + ttl 

I----------·-···-·~- ~---------------

5 a~ = 12 - b2 

6 

7 

Tafel 11,2 Tafel Il,3 

Tafel II, 4 eriibrigt sich. 

Tafel 11,5 

Tafel 11,6. EinllulHinie fiir das Stiitzenmoment 

[Tafel der Zahlen co siehe S. 267 bis 269.] 
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Hilfstafel II. 

Tafel 11,7. EinllulHinien fiir die Feldmomente. 141 1 I 
I + I 

I~I<:::::::: 
: I 

I 
I 
I 

::::::::»'1 

I~ 1 I 

, I~ 
, '7JU=:=! I 
x' x/ , 

1JIIl = - -/- len Wn 1JII2 = Mo II -Z- le12 wn 
~ 2 

Tafel 11,8. EinllulHinien fiir die Querkrlifte. 

I ............ - I TJI1 1-- ''lIZ 
I "'-J 1 

1 
1 

I"""""-=-: 
i ------=J ?JU1 I - 77uz I 

I i 

len Q leu, 
1JIIl =Z-wn 1JII2= OII+T Wn 

2 2 

Tafel IT,9. Einllutllinien ffir die Auflagerkrafte. 

1 I ~' + 1 

~I<::::::: 
A leu 

l1A1 = o-Twn 
1 

:~ 
I 

I 
1 

1---- 7' 

+~ 

B lea B le12 I 
1JB1=--z- wn 1JB2= o--l--Wn 

2 I 2 
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[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k·Werte siehe S. 210. Tafel der Zahlen w siebe S. 267 bis 269.] 

14* 
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Tafel II, 10. Einllufi des Eigenge'llichtes g. 

M 1 0 

max I 9 = 2 Yl Ci g 

C1 I 
1 g = Yl Xo 1 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen Bowie k·Werte siehe S.210.] 
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Tafel I1,11. Einllul.l der veriinderlichen Nutzlast p. 

min 

I 
max I 
min ~I 

{}p + !jl==:::::...--:===--~::­
~ 

mClX !'; 

C'P = ~' - ! kl1 = X01 

X~l = Z, - X01 

t/=2c'P -b/ 

M 1 2 max Ip =2 pC1p 

M 1 b I I max R, = 2 P 1 t, 

'M P Zk b/ mm RI = - 4 2 12 T 
1 

maxM,P = 0 

Z, 1 k I 
C2 P = 2 - 4 12 = Xo 2 

X02 = l2 - X~2 

t2 = 2 c2P - b2 

M 1 " max IIP=2pcip 

1 
max 2fh. = 2 P b2 t2 

'M P Zk b2 
mill L'=-4' 117; 
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P Xl'· P X/ • pX;2 Pxz' P 
max QIp = ~ - -"4T kll max QIIp = 2Z; + 44 k'2 + 4 l2 1, kl1 

1 1 

. pX,2 PX, P 
mIll QIp = - 2 l, - 4~ ku - 4 l, l2 k'2 

. px? PX2 
mmQIIp=- 212 +4l;k12 

pl, P e Z, + l2 I pl2 P k 
max Ap = T - 4 kll max IP=P-2-

I maxBp =T-4 12 I 

I 
P[ ll+Z2] I +"4 (ku Z, + k12l2) Z;Z; 

I 

i 

. A P l2 k 
mill P=-44 12 

min e,P = 0 I. P Z, k 
. mm Bp = - 4 7; 11 

Tafel I1,12. Einllul.l der symmetrischen Belastung je einer Offnung. 

Belastung in Offnung' 
I 12 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen Bowie k·Werte siehe S.210. HilfBwerte z siehe S. 208 und 209,] 
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t= 
1 
1< 

1 

2 

3 

4 

-

5 

6 

7 

8 

Hilfstafel III. 
Der Balken iiber drei ungleichen Offnungen. 

J, I 1 Ji II 2 m Jj 

1J~ X'2 
,1. ~jJ< .r; To X1 

1 I I 

l1 .... 1< lz .... 1<:: lJ :>1 

Tafel 111,1. Bezeichnungen und Abkiirzungen. 

It' = II .J~ 
J1 

81 = 2 (l/ + l2') 

I 
l' fll = _2_ 

I 81 
1 

' 82 It' I 
fll =-;T 

b1 = II i 

at = 0 
I 

b ' _ ~ l,,----
t - l+fl/ 

I 
at' = II - bt' I 

Tafel III, 2. 

l'-l !£ 2 - 2 J2 

82 = 2 (l2' + l3') 

81 l3' 
fl2 =--:1-

, l2' 
fl2 = S; 

b __ l_2_ 
2-1+fll 

a2 =l2- b2 

b , __ 12 __ 

2-1+fle' 

a2' = 12 - b2' 

Tafel 111,4. 

I 
l' -l Jc 
3 - 3 J3 

L1 = 81 82 - l/2 

fl3 = 0 

fls' = 0 

b __ 1_3 _ 
3-1+fl2 

a3=l3- b3 

bs' = l3 

a3' = 0 

Tafel 111,3. 

~21 1 __ ]}f_l_=_P_"_Z_l_+_P_l_2 _Z_2 _ 

M2 = (112 ZI + (122 Z2 

l' 
(1 2 

12 = - Lf 

Tafel III, 5. 
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Tafel III, 6. Ein:O.ufilinien fiir die Stiitzenmomente. 

X' X'3 ron = [-73; 

I I I~ 
I ''713 I I _7/111 - '71 I 

I I I I 
MI 'iJll=-kllwD 

I '+ '721 I I I~~ - I - I 
I I '7Z2 I '7Z3 I 

Tafel III, 7. Ein:O.ufilinien fiir die }'eldmomente. 

X2 x2 ' 

~2 = -Z -Ill -Z-; 
2 2 

/ 
I J 

Xl k ' 'iJ12 = - -z-- 12 roT. 
I " 

l~ '7U3 I 
L l'7U11 '1U2 I~I 

I I 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowiek-Werte sieheS •. 214. Tafel der Zahlen w siehe S. 267bis271.1 
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216 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufender .Balken liber ungleichen Offnungen. 

Tafel III,8. Einflu6linien fiir die Querkriifte. 

~I i +, 

±!~: ~I ' 

i=== ,r+. ~I ~I 

Tafel III, 9. Einflu6linien fiir die Auflagerkriifte. 

I 
I 
I 
1-----
I 

I 
I 
1-= 

+, 
(TJR3 

17JBz I 83 

rRp.oiehnnn(7on nnil AhkiiTznnaen sowie k-Werte siehe 8.214. Tafel der Zahlen OJ siehe 8.267 bis 271.) 
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Tafel 111,10. Einflufi des Eigengewichtes g. 

1 2 

1 I 1 
Mg M1g = - 4 [glll kl1 + g2 l2 k12 (1 -11z') · M1g = - 4 [glll k21 + g2 l2 k22 (1 - P,1) 

+ ga la k13J· + g3 l3 k23l 

Mg Mtg = - ~ [ll kl1 + l2 k12 (1 - 11-2') 

+ l3 kJ3J 

I 

C~g=g2X~21 C;g=g3 X03 
I 

-------
C2g = C;g+ C;g 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S.214.] 
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Tafel 111,11. EinlluB der verlinderlichen Nutzlast p. 

tt' = 2c,p- bt' 

X02 = ~-+ ! [k12 (1 - P2') 

- k22 (1 - Pl)] 

X~2 = l2 - X 02 
--~----

c2P = }I X62 -!2 k12 (1 - P2') 

t2 = c2P + a2 - X02 

t/ = C2 p + ag' - X~ 2 

I 

I 
cap = ~ - 4\ [k21 '1 

, 2 

+ k2a 'a] = X~3 

I ---------'--------------j--------

12 12 ' 10 
max M1p = '2 P c1p max Mllp = '2 P c2p , max MIIIp = '2 p cap 

1 
max ML, = '2 P t2 (2 c2P - t2) 

max MR, = ~ p t/ (2 c2P - t2') 

. M P k 1 I • M _ P 1, (k k b)i . M - P k 1 mm R, = - 4 12 2 mIn L, - - -,[-,- 21 a2 + 11 2 I mm L. - - 422 2 

b " [2 I b 
(1 ') 1) • M - Pa (k ' k b') [ (1) a - fl2 [lmm R, - -4-'- 1a a2+ 23 2 - Pl -( 

1 2 3 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S.214.] 
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, 2 3 
I 

P P 
da =+tlk2a '" "', = -4{ .kll "'2 = - 4T [k22 (1 - fl,) 

1 2 a 
- k'2 (1 - fl2')] 

max p P i 
p 

)' 
max )', = - 4T . k,a la max )'2 = - "4T 1, (k21 

I 
max)'a = + 4T k22 ·12 

1 2 
I 

a 
- kll) 

I 
(1 - fl,) 

I 

min min)" = - -1f 12 k'2 min )'2 = - 4~ 13 (k2a min )'a = + !z 1, k21 
)' 4 1 2 a 

(1 - fl2') 

I 

- k,a) 

max px 12 px '2 px '2 

Q 27-+ "'IX,' +maX)', '[;-+ "'2 X; +max)'2 21- + "'a XS' + max )'a 
1 2 a 

min pX,2 . I P X22 • I p XS2 . 
Q - 21+ "'1 X, +mm)',1 -'iT; +a2 x2+mm)'2

1 

- 21 + as Xa + mIll )'a 
1 I s 

A. I 0, I O2 I 
B 

I 
CD 

~ 
pl, 1 i 1,+12 4+~ Ilp~ 1 ->J 2-+ "', 1 I P -2-- ""l, + "'2 12 P-2--"'2 12+"'a a 2-"'a s 

:«1 «I ... S .. +max)', -min)" +max)'2 - min)'2+ max)'s - min),s 
CD 
bI) 
«I 

1- max )'2 + min )'s 

::; 
d 
'S +min)" -max)" +min)'2 - max)'a 

i 

Tafel III, 12. Einftufi der symmetrischen Belastung je einer Oft"nung. 

Belastung in Offnung 

1, 12 ls 

M, = - kll Z, - k'2 (1 - fl;) Z2 - k,S za 

M2 = - k21 Z, - k22 (1 - fl,) Z2 - k23 Z3 

[Bezeicbnungen und Abkiirzungen sowie k·Werte siebe 8.2l!1. Hilfswerte z siebe 8.208 u.209.J 
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Hilfstafel IV. 
Der Balken fiber vier ungleichen Offnungen. 

Tafel IV,1. Bezeichnungen und Abkiirznngen. 

I 

I 
I 

l' -l Jc I 
1 ' -l Je l3' = l3 ~j l ' - l Jc 1 I 

, - , J, I 2 - 2 J2 4 - 4 J4 
f 

3 

2 8, = 2 (It' + l/) 
I 

82 = 2 (l2' + ls') 
I 

83 = 2 (la' + l4') 
~--

3 Ll, = 8, 82 -l2'2 Ll2 = 82 8a -l3'2 I Ll = 83 Ll, - 8,la'2 = 8, Ll2 - 83l2'2 

l' 8, ls' I Ll t l4' 

I 

4 fl, = _2. fl2 =-- fla = ----:::J fl4 = 0 
8, Ll, 

5 ' Ll2lt' , 8a l/ , ls' 
fl4' = 0 fl, =-,1- fl2 =~ fl3 =-

83 

6 b, = l, 
! b __ l~ I b __ l_3 _ 

I 
b =_l_4_ 

i 2- l+fl, 
I 

3-1+fl2 4 l+fla 
-~-

I 

7 a, = 0 az = l2 - b2 a3 = l3 - ba a4 = l4 - b4 

8 b, __ l_,_ b ' l2 b, __ ls_ i b.' = l4 1-1+flt' 2=1+fl2' 3-1+fla' 

I 
-~--

I 9 at' = l1 - b,' ! a2' = l2 - b/ as' = l3' - ba' a4' = 0 

Tafel IV, 2. Tafel 1V,3. 

Tafel IV,4a. Tafel 1V,4b. 

l " ['l' {J --~;{l -~ '2 - Ll: 1S - Ll 
I 

Pu ~ .~. I p" ~ -",p.i p" ~ - ".p. 

I {l - 81 8'1. '. {l - _ li 8, 
22- Ll ·2a- Ll {J _8,8s 

22 - Ll {J23 = - fl2 {lss 

----1-----

! {l3S = i 



HilfstafeI IV. 

Tafel IV,5. 

ku = fill l, l/ k'2 = fill l2 lz' k'3 = (112 l3 l/ k14 = fi'3 l4 l4' 

I 
k21 = (112 l, l/ ! k22 = (122 l2 l/ k23 = fi22 l3 l/ k24 = fi23 l4 l4' 

kat = fi13 l, l/ k32 = fi23 l2 l2' k33 = fi 33 l3 l/ k34 = fi33 l4 l4' 

Tafel IV, 6. EinlluIHinien fur die Stutzenmomente. 

X x3 

OJn=T--fj; 

I x' x'3 
OJn=y--ya; 

221 

[Bezeichnungen nnd Abkiirzungen siehe S. 220. i-Werte siehe diese Seite, oben. Tafel der Zahlen w 
siehe S. 267 bis 271.] 



222 Hilfstafeln zur Berechnungdurchlaufender Balken iiber ungleichen Offnungen. 

MIl 

Tafel IV,7. Einllulllinien fUr die Feldmomente. 

X3 xa' 
~3 = T - f'2T 

3 3 

'l'Jlh = - ~/ ku wn 1'l'J1T2 = ~7IfOIl - 1;2,k22 ())~I'l'JII3 = - 1;2 k23 WTsl'I'JII4 = - 1;2 k24 WD 
-1;2 k'2Wnl 

MIll 'l'JlIll=-I;a'k.l1 Wn t'/III2=-I;a'k22WT. l'l'JIII3=MoIIl t'/III4=-1;3k34Wn 

1JIY1 + TJIYZ 

- 1;3 k33 Wn 
- I;a' k23 Wn 

rI1v3=-z;, 33wTa x4' I 
X/k I 'l'JIV4 = MolV 

- T k34 WD 
4 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k- Werte siehe S.220 u.221. Tafel der Zahlen OJ 

siehe S.267 bis 271.] 



Hilfstafel IV. 

Tafel IV,8. Einllu6linien fiir die Querkrlifte. 

Q "1 - Q 1 ku (OD II " = - k'2 (0 , I 'l'113 = - kl'3 (OT' , "',- 0-7; ",12 l, To"' ,3 

+ 'lI¥1 I 
I 
I 

223 

[Bezeichnungen und Abklirzungen Bowie k-Werte s. 8.220 ll. 221. Tafel der Zahleu co siehe 8. 267 bis271.J 
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224 HiJfstafeln ZUI! Berecbnung durcblaufender Balken fiber ungleicben Offnungen. , 

Tafel IV,9. EinllnJUinlen fiir die Anfiagerkrlifte. 

TlZ1 

I 
I 
I 

l'lflz 

- I 
I 
I 

09 'TJ =-[-~!!-~~Jro 
21 b.' ba' D 

+ ''7J1 

B 

[Bezeichnungen uDd AbkllrzuDgen sowie i-Werte siehe S,220 u.221. Tafel der Zahlen Q) siehe S.267 bis 271.] 



Hilfstafel IV. 225 

Tafel IV,10. Einllufi des Eigengewichtes g. 

1 

Miq = - ~ [tit II kl1 
4 

+..2 g, l; k1i (1- fl/)] 
.=2 

MIg = - ! [ll ku 
4 

+ ..2 II ku (1- fl/)] 
.=2 

2 3 

4 

+ ..2 gi li k2 i (1 - fl/) 
.=3 

2 ! 3 

M2g =--4g- [..2 II k2i (l-fli-l) I" M3U =--4g [..2 li k3i (1-fll-1) 
.=1 i=1 

I + l4 k34] 
4 

+ lJ llk2i (1- fl/)] 
,=3 

X/' = c1g - Xl x2" = X 02 - X 2 X/' = X03 - Xa x4" = X 04 - X 4 

1 2 1 2 1 2 1 2 
max MIg = 2" gl C1g max MIIg = "2 g2 c.g maXMIIIg ="2gaC3g max Mzvg = 2" g4C4 g 

I 
I 

QIg = gl x/' QIIg = g2 X2" QIII g = ga xa" 
I 

QIVg = g4 Xt I 
Aq = glx01 eIg = g2 X02 e;g = ga X03 e;g = g4 X04 

, ' e lg = gl xOl ell 2g = g2 x02 e' I 3g = g3 x03 
I 

Bg = g. x04 

[Bezeichnuugen und Abkiirzungen Bowie k-Werte siehe S.220 u.221.1 

Kammer, Durchlaufende Trager. 15 
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Hilfstafel V. 229 

Hilfstafel V. 
Der Balken iiber fiinf nngleichen OIfnnngen. 

Tafel V,I. Bezeichnungen und Abkiirzungen. 

I' I Jc I' -I Jc I' -l Jc 
I 

l'-l-!"-

I 

I' -I Jc 1 

I 

1 = 1 J: 2 - 2 J2 3 - 3 J3 • - • J, 
o - 0 Jo 

,1 

I 

I I 
i 

2 81 = 2 (1/ + 1/) 82 = 2 (12' + la') 83 = 2 (la' + I,') i 8. = 2 (1/ + 10') I , 
I I I -

I 

A - A 1 ,21 3 Al = 81 82 -12'2 A2 = 83 8, - I.' 2 

I 

A. = 82 A2 - 8.13'" 3- 83 1- 813 1 

4 A = 8. A3 - Ll11,'2 = 81 A. - A21/2 

I 
, I 

I 
I ' 81 1s' All,' A3 15' 

I 
5 fl1 =~- fl2=- ! fl3=- I fl, = ---:;r- fl,; = 0 

81 I Al , A3 I 

I 
I I I 

i , 8. 1s' 
! 

6 ' A.1t' I ' A21/ 
I 

' 1,' fl5' = 0 fll = -Ll- fl. =T I fla =- fl. = ----
I A2 8. 

I 
I 

I I 

I I 
12 I 

b _ __ 13_ b,=-~ b __ 10_ 7 b1 = 11 

I 

b2 =Ufll I 

I I 
3-1+fl. 1 + fl3 5 - 1 + fl. 

I I 
8 a1 = 0 

I 
a2 = 12 - b. 

I 
a3=13- b3 

I 
a. = 1. - b. a5 = 10 - bo I 

I 9 b , __ 1,_ b, __ l._ I 

ba' = 1 -: f/3' 
b, __ l,_ bo' = 15 

1 -l+fl/ 2 - 1 + fl2' I • - 1 + fl,' 
! 

I 

I 

10 a/ = 11 - b/ a/ = 12 - b/ as' = 1a - ba' a.' = 1. - b.' aa' =0 

i 

I 
I 



230 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufender Balken liber ungleichen Offnungen. 

Tafel V,2. Tafel V,3. 

ku = fll1 11 lt' 
I 

k21 = fl12 11 11' 

k31 = fl13 11 11' 

k41 = fl14 11 It' 

fl - 8, ,12 
22 - ,1 

Tafel Y,4oa. 

fl - 1/ ls' 84 
13 - ,1 

fl _84 ,11 
33 - ,1 

Tafel V, 4 b. 

fl - _ 1.' LII 
34 - ,1 

------1----------

fl - ~~--' 
33 - ,1 

Tafel v,5. 
I 

k12 = fll1 l~ 1/ i 
I 

k13 = f112 13 13' k14 = fl13 l4 l4' k15 = fl14 15 l5' 
-----

k22 = f122 l2 l2' I k23 = fl22 13 13' k24 = fl23 14 l4' k25 = fl24 15 l5' 

k32 = fl23 12 lz' I k33 = fl33 13 13' k34 = fl33 14l: k35 = f134 15 l5' 

k42 = fl24 12 1/ ! 
I 

k43 = f134 13 ls' k44 = fl44 l4 1.' k45 = fl44 15 lo' 



Hilfstafel V. 

Tafel V.6. Einftufilinien fUr die Stiitzenmomente. 

'7J1 I 

I 
I 

231 

M4 'tJ41=-k41 wn I 'tJ42=-k42 W T2 1 'tJ43=-k43 W Ta , 'tJ44=-k44 W T .1 'tJ45=-k45 Wn 
[Bezeichnungen und Abkiirzungen Bowie k·Werte siehe S.229 ll.230. Tafel der Zahlen OJ 

siehe S. 267 bis 271.] 
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Hilfstafel VI. 243 

Hilfstafel VI. 
Der Balken iiber sechs ungleichen Offnungen. 

Tafel VI, 1. Bezeichnungen und Abkiirzungen. 

l' -l ~ 
I 

I la' =l/'!... 
I 

Il.' = l/.'!... 
I 

1 I 19' = 19 .zc_ Il' -l Jc Ilo' = 10 Jc 1 - 1 J1 I Jg I Ja ' - 'J, ' Jo J6 
I 

2 81 = 2 (It' + 19') I 8g = 2 (lg' + la') I 8a = 2 (la' + 1:) 18, = 2 (1: + 15') 180 = 2 (1; + 10') 

LI-8 1'21 L1 - 1'2[ [ 
I 

Lla = 8, Lla [ 3 
1 - 1 8g - 2 I 9 - 8, 8. - 0 1 

Lla = 83 Lll LI, = 83 Llg I Llo = 8g LI, 
-811a,gl -8.1,'2 [ -Ll11:gl - Llg13,g 

4 LI = 85 LI. - Lla 15,g = 81 Ll6 - LI,lg' 9 

1 ' 811a' Lll1: I p, = Lla l: I ".~ A;/i I P6=0 5 Pl = -g- pg=- Pa=--
81 Ll1 Lla Llo 

6 ' Ll611' , LI,lg' I Pa' = ~21a' , 801,' I , la' 
P6'= 0 Pl =-y- pg =--- p, =---:I; i Po = 8. Llo LI, 

I I 

b 19 I 
I 

7 b1 = 11 b -~~ I, I b =_10_ b __ 10 
2=I+Pl l a-I+pg b, =l+P3 , 6 I +p, 0- I +Po 

8 a1 = 0 I I ao = 16- b6 ag=lg-bgl as=la-ba a, = 1, - b, I ao = 10 - bo 

9 b' 11 
1 = l+pt' 

b' _ 19 
2 - l+pg' 

b' la 
a = 1 +Pa' 

b, __ l,_ 
, - I +P: 

b,=_l_o_ 
• I + Po' 

b6' = 16 

10 at' = 11 - b1' a/=lg-bg' as' = l3 - ba' a: = 1, - b: ao'=lo-b: a6' = 0 

Tafel VI,2. Tafel VI, S. 

I Ml 81 + Mg 19' = Zl II M1 = PH Zl + P19 Zg + P1a Za + Pu Z, + Pln Z5 

2 Ml 19' + Mg 82 + Ma la' = Zg 2 ~=~~+~~+~~+~~+~~ 

3 Mgla' + Ma 8a + M,l,' = Za 3 Ma = P1a Zl + P2a Zg + Pa3 Za + P34 Z, + Pao Za 

4 Ma 1: + M, 8, + Malo' = Z, 4 ~=~~+~~+~~+~~+~~ 

5 M,lo'+M0 8a =Za 5 ~=~~+~~+~~+~~+~~ 
11l* 



244 Hilfstafeln zur Bereohnung durohlaufend. Balken iiber ungleichen Offnungen. 

Tafel VI, h. 

,16 fl - _ 19' ,14 fl13 = ~2'JL ,12 I fl - _ 12' la' 14' 85 f fl15 = 
12' 13' 14' 15' 

flu = Lf 12 - ,1 ,1 
1

14 - ,1 I ,1 

I fl _81 ,14 fl - _ 8113' ,19 1 ' I' 1 81 la' 14' 15' 
j 

fl _~851 fl25 =-

I 
99 - ,1 23 - ,1 24 - ,1 ,1 

I fJ _,11,19 IfJ __ 14' 85 ,11 fJ _ 14' 15' ,11 
: 33 - .d 34 - ~,1~ 35 - ,1 

--~~~~-;-~~~~-i 

Tafel VI, 4: b. 

,16 
I fl12 = - f/l fl92 fl13 = - f/l fl23 I fl14 = - f/l fl24 fl15 = - f/l fl2, flu = Lf 

I 
I fl - 81 ,14 fl 23 = - f/2 {l33 fl24 = - f/2 {l34 

I 
fl.5 = - f/. fl35 

I 22-T 

I 
I 

f1 _,11,1. 
1 

I 

! 

1 
I 33 - ~,1- f134 = - f/a f144 f135 = - f/3 fl 45 
I , 

Tafel VI,5. 

k12 = fl11 1.12' I k13 = fl12 13 la' I ku = fll3 14 14' I k15 = {l14 15 15' .1
1 k16 = fl15 16 16' 

I . 1 

~~~~-l-~~-I 1 '~~~~I~~~~ 

k21 = fll. II II' k29 = {l2. 1212 ! kza = fl22 la la' I k24 = fl23 14 14' .. 1 k2; = fl2415 l: I k2S = fl25 Is It;' 
~~~~-l-~~~-' I I~~~~. ___ ~ 

I I i 

k3l = fl13 II It' k39 = fl23 121.' I ka3 = fl3a 13 1a' I k3t = (la3 14 14' ! k35 = fl34 15 15' I k36 = P35 ls 18' 
~---_I ____ I , • I ___ ~ 

k41 = fl14111t' 1 

k5l = fl15 11 11' I 
1 

I I I I 

k42 = fl241.19' I k43 = fl34 13 13' : ku = PH 14 14'1 k45 = fl44 15l,,' I k46 = fl45 161s' 
! ' I~~~~ 

k52 = fl25 121.' I k53 = fl35 la 13' : k54 = fl45 14 1: i k55 = fl55 15 15' i k56 = fl55 ls 16' 



Hilfstafel VI. 

Tafel VI,6. Einflulllinien fiir die Stiitzenmomente. 

+ 
''7Z5 I (7)z6 

I 
I 
I 
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[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S. 243 u. 244. Tafel der Zahlen w siehe S. 267 bis 271.) 
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254 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufend. Balken iiber ungleichen Offnungen. 

Tafel VI,11. Ein:O.ufi der veriinderlichen Nutzlast p. 

1 

min Mp - r [ku ll + k12l2 (1 - fl2') 

+ k14 l4 (1 - fl4') + k16 l6] 

- ~ [kU ll + k13 l8 (1 - fla') 

+ k15 l5 (1 - fl5') J 

-1- [k12 l2 (1 - fl2') + k14 l4 (1 - fl4') 

+ kl0loJ 

2 

- ~ [k22 l2 (1 - fll) + k2sls (1 - fls') 

+ k25 l5 (1 - fl5')] 

- ~ [k21 II + k2Sls (1 - fla') 

+ k25 l5 (1 - fl5')] 

- ~ [k22 l2 (1 - fll) + k24l4 (1 - fl4') 

+ k26 l6J 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S. 243 u.244.] 
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Tafel VI, 11. EinlluLl der veriinderlichen Nutzlast p. 

3 

- ~ [kal II + kaa la (1 - P2) 

+ ka• l. (1 - P.') + ka6 l6l 

I p - T [k42 l2 (1 - /Ll) 

+ k44l. (1- /La) + k4,l, (1- /La') i 

pip I 
- 4- [ka2l2 (1 - ftl) 1- T [k41 II + k43 l3 (1 - ft2) I 

+ ka5 l5 (1 - P5')] 1 + k46 l6l I' 

I 
'---'~~~I 

- ~- [kal II + kaa la (1 - P.) 

+ ka,l, (1- Po')] 

- ~ [kHll +k4a la (1- /L2) I 

+ k'5 l5 (1 - /L5')] : 

p - T [k51 II + k53 l3 (1 - /L2) 

+ k'5 l5 (1 - /L.) + k56 l6] 

p 
- T [k51l1 + k53 la (1 - /L2) 

+ k5, lo (1 - /L.) 1 

1---

[Bezeichnungen und Abkilrzungen sowie k-Werte siehe S.243 u.244.] 

(Fortsetzung von Tafel VI, 11 s. nachste Seite.) 



256 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufend. Balken iiber ungleichen OfInungen. 

1 

M _ 1 2 
max Ip - 2 PC'P 

M 1 b' I 
R, = 2 P 1 t, 

2 

Tafel VI,l1. EinfiuB der verander-

3 

M - 1 2 max IlIp - 2 P C3P 

1 I 

GM. GM.' M _ 3P a3 + 2P D3 
L3 - 13 

[Bezeichnungen. und Abkiirzungen siehe S. 243.] 



lichen Nutzlast p (Fortsetzung). 

4 

Hilfstafel VI. 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen siehe S. 243.] 

257 

6 

M 1 0 

max Vlp=2"PCijp 
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IX 

max 

" 

1 

p 
-4T kl1 

1 

-If [k,S ls (1 - fLa') 
1 

+ 15 k'5 (1 - fLo')] 

2 

Tafel VI, 11. EinftuB der verander­

:I 

--~I------------ ------------1-----------------

min 

" 
max 

Q 

min 
Q 

- t1 [12 k'2 (1 - fL2') 
1 

+ 14 k14 (1 - fL4') + 16 k,6 ] 

p '2+'+ I p '2+'+ I P '2+ '+ _ il ( X, a, x , max", i 2T x2 C(2 x 2 max "2 2I Xs as X3 max "s 
1 2 S 

i 
P 2+ - . I P 2+ . P 2 . + . 

- -:;:y-X, a l X, + mm", 1- 2TX2 a 2 x 2 + mm"2 ; - -:;:y-xs + as Xs mm"s 
1 , 2 ' S 

.A 

~ pl, 1 
:~ ~ 2 + a, 1 + max '" 

l, + l2 1 1 p-2--a,,+a22 
l2 + l3 P-2- - a 2 12 + IXsls 

-min", +max"2 - mini'2 + max"s ~ S 
bIl 
oj -I---------~~-------------------

~ .§ + min", -maxi', + min i'2 - max"2 + min"s 

Tafel VI,12. EinfluB der symmetrischen 

Bela stung 

I 

1 

I 

M, = - kll Z, - k'2 (1 - fli) Z2 I - k13 (1 - fl3') Zs 
I ! 

M2 = - k21 Z, - k22 (1 - fl,) zJ I - k 2S (1 - fls') Z3 
I 

M3= - kS1 Z, - kS2 II - fl,) Z2 . 
I 

- kS3 (1 - fl2) Zs I 

I 

- - --------

M.= - k41 Z, - k.2 (1 - fl,) Z2 - k43 (1 - fl2) Zs 
--

I M,= - k51 Z, - ko2 (1 - fl,) Z2 
I 

- k5S (1 - fl2) Zs 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S.243 u. 244. - Hilf8werte z siehe S.208 u.209.1 
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lichen Nutzlast p (Fortsetzung). 

4 I Ii 6 

p - IT [k55 (1-!L.) 
5 

- k'5 (1 - !L5') 1 i 

I P k 
T 4T 56 

6 

I------~~~-

-~------~ 

I 

I P '2 + '+ -:--l X6 a6 X6 max)'6 
1 <l 6 

---______ 1 ______ ---

P 2 • - 'iT x. + a. x. + mIll )'. 
• 

P 2 .• -'iT X5 +a5 x5 +mIll)'5 
5 

--~-~--- ~~~ --- -- --~~~~.~----,_____~--~-~~__c_- -~-~~- -

~ __ J_ .~~_ o. ________ ~__ __ I ___ B_~ _______ _ 

l3 + l. l' l 
P~2-~ -a3 3,a •• 

l. + l5 
p~~- -a.l.+a5 l5 

l5 + l6 l P l6 . 
p-~-a5 5+ a 6 l6 IT-a6l6-mIll)'6 

-min)'3 + max)'. -min)'4 + max)'5 - min )'5 - max )'6 
I--~-~-~ 

- max)'a + miny. -maxy.+minY5 I -maxY5+ min Y6 - max 1'6 

Belastung je einer Otfnllng. 

in Offnung 

l5 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S. 243 u. 244. - Hiliswerte z siehe S.208 u.209.] 
17* 



260 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufender Balken iiber ungleichen Offnungen 

Hilfstafel VII. 
Der Balken iiber n + 1 ungleichen Offnungen. 

Tafel VII,1. Bezeichnungen und Abkiirzungen. 

~ 1'-1 ~ r - r Jr 
-1----

2 
, 1/ 

flr = , l' + - flr+1' r+1 8r 

3 

1--------------------------

4 ar = 1r - br : ar' = lr - br' 
(r nimmt die Werte vo~ I'bis n + I an) 

Tafel VII, 2. Die Dreimomentengleichungen. 

M"_11r'+Mr8r+Mr+11:+t=Zr (r nimmt die Werte von 1 bis nan) 

Tafel VII,3. Die Auflosung der Dreimomentengleichungen. 

Mr = fl1rZ1 +fl2r Z2+'" flrrZr+'" flnrZn (r nimmt die Werte von 1 bis nan) 

Tafel VII, 4. Die Werte {J. 

'i)ri = 

{Jr-2. r = - !L'r-2 (31'-1. l' 

{Jr-tr = - flr-l {Jrr 

1 
fir r = -~-c----~ 

I ' r 1 l 
r L-' - ILr- 1 1 ILr J 

(r nimmt die Werte 
von 1 bis nan) 

Tafel VII, 5. Die Werte k. 
, 

{Jr. ; -1 1i 1/ fUr i > r 
fir i 1;Z/ fiir i <' r 

i i gibt die Spalte an. Innerhalb jeder Spalte 
I durchlauft r die Werte von 1 bis n + 1. 

Tafel VII,6. Einflufilinien fiir die Stiitzenmomente. 

- kr ; w r ; fUr i <' r 
- kr/ W h fiir i > r 

r bezeichnet die Stiitze 
Offnung 

Hierinist: wT;=WD-ILi-1Wn und Wi;=Wn-lL/wD 

Tafel VII, 7. Einflufilinien fUr die Feldmomen teo 

Xr x/ 
~r=-l -ILr-lZ-; 

r r 

-~r'kr-1.iWTi fUr i<r 
Mom - ~ r k,. r W D - ~,.' kr -10 r W D fUr i = r 

- ~,. krj w~i fUr i > r 
[Tafel der Zahlen w siehe S. 267 bis 269 sowie Hillstafel X a n. X b.] 



1Jmi= 

'1ri = 

Hilfstafel VII. 

Tafel VII, 8. Einfiutllinien fur die Querkrafte. 

1 
+-b' k"-l.iOJT. 

,. I 

Qom + -?;, k"-l, r OJD - -bI krr OJD 
r r 

I k ' -T ri OJ T; ,. 
Tafel VII, 9. Einfutllinien fUr die Aufiagerkriifte. 

- fkr - 1• i -.!.!!....] OJ 
~ b,.' b~+l T; 

Cor+krr [-bI +-b/ ] OJD -k"-l.r [-bI, + b~,.'-J OJD 
r 1'+1 r r+l 

Cor+kr.r+l [-bI +-b/ ] OJn-kr+l.r+llr-bI + iLbr] OJD 
r r+l r+l l' 

+ r k,-l - ~r_tl-! I OJT. 
c b,. br +1 J ' 

r bezeichnet die Stiitze, i die belastete Offnung 

Tafel VII,10. Einfiutl des Eigengewichtes g. 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siebe S.260.] 
[Tafel der Zahlen OJ siehe S. 267 bis 269 sowie Hilfstafel X a u. X b.] 

261 

fiiri<r 

fUr i == r 

fiiri>r 

fiir i < r 

i=r 

i=r+I 



262 Hilfstafeln zur Berechnung durchlaufend. Balken iiber ungleichen Offnungen. 

1. 

2. 

Tafel VII,l1. Einflufi der veriinderlichen Nutzlast p. 

Es sind 4 FaIle zu unterscheiden: 
1: r ist gerade; n ist gerade 

r gerade 

n gerade 

1 
r ungerade 

n ungerade 

2: r ist ungerade; 
3 : r ist gerade; 
4 : r ist ungerade; 

n ist ungerade 
n ist ungerade 
n ist gerade 

Maximale und minimale Stiitzenmomente. 

. P G 1 P Un~l , 
mmMrp=-T . .L) l;kri (l-ILI-l)-'4 .l.-likri(l-ILI) 

.=~ .=1+1 
1-1 n 

max Mrp = - ~ U .L)ll krl (1- ILl-i) - -~ G .2ll krl (1 - IL/) 
i=l i=1+2 

t r gerade 

3'1 n ungerade 

I r ungerade 

4. l 
n gerade 

1 n 
min Mrp = - ~ u.L: II kr ,(l - ILl-i) - ~ ~.L: II krl (1 - IL/) 

;=1 .=1+1 

P G"-;l P un+1 , 
max Mrp = - '4 .;[; II krl (1 - ILl-i) - '4 . .L: II krl (1- ILl) 

.=2 .=1+2 
[BezeichnlIngen lInd AbkiirzlIngen Bowie k·Werte siehe S.260.1 



1 
r gerade 

n gerade 

1 
r ungerade 

2 . 

n ungerade 

') f r .gerade 

d 1 n ungerade 

4 j r ungerade 

In gerade 

Hilfstafel VII. 263 

Berechnung der Feldmomente. 

u P U r - 1 p Un +1 , 
Mrp=-T .2likr;(I-IL;-1)-T .2 li kr;(I-IL;) 

i=1 i=r+l 
7 n 

GMrp=-f G.2l;kr;(I-IL;_1)-: G.2 l;krt (I-IL/) 
i=2 i=7+2 

r-1 n 
UMr p = - f u 1.,' l; kr; (1 - ILl -1) - {- u.2 li kr ; (1 - ILl) 

i=1 i=7+1 
7 n+1 

GMrp =- ~ G.2l/kr;(1-IL;_1)- ~ G.2 l/kri (I-IL;') 
i=2 i=r+2 

----------~---

PUr p un +1 
UMrp = - T .2 li kr;{l - ILi-1) - T .2 II kr;{1 - IL.') 

i=1 i=7+2 
G P G,-1 P G n , 

M,.p = - T .2 li kr; (1 - ILi-1) - T .2 II kr;{l- ILl) 
i=2 i=7+1 

r ist gerade r ist ungerade 

Xbr = lr-xor 
tr = Cr p + a r - Xo r ; tr' = Cr p + a/ - X6r 

groBtes Feldmoment: maxM,np= ~ p·c;p 

maximale Festpunktsmomen te 

1 
max MLr = 2 ptr (2 crp - tr) max MRr = ~ p t/ (2 crp - tr') 

minimale Festpunktsmomente 

r ist gerade r ist ungerade 
----

. G G 
. M ar Mrp+br Mr- 1,p 

mill Lr = lr 

. M br' GMrp+a/GMr_l.P 
mm Rr= lr 

rBezeicbnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siebe S.260.] 
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j r gerade 

1 . 

n gerade 

jr ungerade 

2 

n ungerade 

J r gerade 

3 

1 n ungerade 

4 J r ungerade 

1 n gerade 

Maximale und minimale Querkriifte. 

. PXr2 . 
mm Qmp = - 21 + ar xr + mm l'r 

r 

Auflagerkriifte. 

O lr + lr + 1 1 1 . max rp=P 2 -ar r+ ar+l' r+l-mmYr+maxYr+l 

min Orp = - maxYr+ minYr+l 

Tafel VII,12. Einflufi der symmetrischen Belastung je einer Offnung. 

Belastung in Offnung 

lr-l lr I lr+l 

[Bezeichnungen und Abkiirzungen sowie k-Werte siehe S.260.] 
[Hil!swerte z siehe S. 208 u. 209.] 



n 

5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 

15 

16 
17 
18 
19 

20 

n 

0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

Hilfstafel VIII. 

Hilfstafel VIII. 
Ol'dinaten del' Einheitspal'abeln. 

. 4, 
'fafel YIII, 1. Momentenparabel YM ="2 m m' . 

n 

f=1 

rx=ma~lEC: X'~ma )301 
1< ~=ntL .,,1 

a) Teilung in n gleiche Felder. 

i 1 I 
8 

I 

1 2 3 4 5 6 7 ! 9 
i 

0,6400 0,9600 1 1 
0,.55561 0,8889 1,0000 I I 

i 
0,4898 0,8163 0,9796 
0,4375

1
°,750°

1 
0,9375 1,000 I 

0,3951 0,6914 0,8889 0,9877 

0,3600 0,6400 0,8400 0,960°11,000 
1 1 I 

0,3306 0,5950 ' 0,79341 0,9256 0,9917 
1,00001 0,3056 0,5556 0,75001 0,8889 0,9722 

0,2840 0,5207 0,7101 0,8521 0,9467 0,9941 1 

0,2653 0,4898 0,67351 0,8163 0,9184 0,979611,0000 

0,2489 0,4622 0,6400 0,7822 0,8889 0,9600 0,9956 1 
1 

0,23441°,4375 0,60941 0,7500 0,8594 0,9375 0,9844 1,0000[ 
0,2215 0,4152 0.5813, 0,7197 0,8304 0,9135 0,9689 0,9965 
0,20991 0,3951 0,5556[ 0,6914 0,8025 0,8889 0,9506 0,9877 1.0000 
0,1994 0,3767 0,5319 0,6648 0,7756 0,8643 0,9307 0,97511°,9972 

0,190010,3600 0,51001 0,64001 0,7500 0,8400 
I 

0,9100 0,9600 0,9900 

1 
1 

2 
1 

3 
1 

4 1 5 6 7 
1 

8 9 
1 1 

b) Teilung in 100 gleiche Felder. 

° 1 
1 

I 
2 

I 
3 

I 
4 

I 
5 

I 
6 

I 
7 1 8 

1 

° 0,0396 0,0784 0,1164 0,15361°,1900 0,2256 0,2604 0,2944 
0,3600 0,3916 0,4224 0,4524 0,4816 0,5100 0,5376 0,5644 0,5904 
0,6400 0,6636 0,6864 0,7084 0,72961°,7500 0,7696 0,7884 0,8064 
0,8400 0,8556 0,8704

1 
0,8844 0,8976 0,9100 0,9216 0,9324 0,9424 

0,9600 0,9676 0,9744, 0,9804 0,9856[ 0,9900 0,9936 0,9964 0,9984 
I I I 

I 10 I 9 1 8 7 1 6 5 1 4 1 31 2 
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I 
10 I n I 

5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 

15 

16 
17 
18 
19 

1,0000 20 

10 n 

9 

0,3276 0,9 
0,6156 0,8 
0,8236 0,7 
0,9516 0,6 
0,9996 0,5 

1 I 
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b) Teilung in 100 gleiche Felder. 
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