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Vorwort des Herausgebers. 

Riemanns Probevorlesung, Ober die Hypothesen, welche 
der Geometric zugrunde liegen", von ihm bei Gelegenheit 
seiner Habilitation am IO. Juni 1854 vor der Gottinger philo
sophischen Fakultiit gehalten, ist erst nach seinem Tode im 
13. Bande der Abhandlungen der Gesellschaft der Wissen
schaften zu Gottingen veroffentlicht worden. Nachdem 
Lobatschefskij und Bolyai, ohne prinzipiell tiber die Eukli
dische Position hinauszukommen, vielmehr in engem Anschlu6 
an das Muster der Euklidischen ,Elemente", eine logisch 
in sich konsequente Geometric entwickelt batten, welche 
auf der Ablehnung statt auf der Annahme des Parallelen
postulats beruhte, wurde in dieser Vorlesung Riemanns das 
Raumproblem von einem neuen und wahrhaft universellen 
Standpunkt aus aufgerollt. Fiir die Geometric geschah hier 
der gleiehe Schritt, den Faraday und Maxwe11 innerhalb 
der Physik, speziell der Elektrizitatslehre, vollzogen durch 
den Obergang von der Fernwirkungs- zur Nahewirkungs
theorie: das Prinzip, die Welt aus ihrem Verhalten im Un
endlichkleinen zu verstehen, gelangt zur Durchfiihrung. 
Aus dem gleichen erkenntnistheoretischen Motiv entspringen 
letzten Endes Riemanns grandiose Leistungen auf dem Ge
biete der analytischen Funktionentheorie wie auch seine 
physikalischen Spekulationen. Auf ihm beruht so die bei 
aller Verschiedenheit der von Riemann bearbeiteten Sach
gebiete ohne weiteres fuhlbare Einheit seines Lebenswerkes. 
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Die Gedanken, welche der groBe Mathematiker in dem 
hier von neuem abgedruckten Vortrag entwickelte, sind aber 
nicht nur fiir die Geometrie von weittragender Bedeutung 
geworden, sie besitzen heute eine besondere Aktualitat, 
da durch sie das begriffliche Fundament fiir die allgemeine 
Relativitatstheorie gelegt wurde; so wenig auch deren 
Schopfer Einstein unmittelbar und bewuBt von Riemann 
beeinfluBt wurde. Ja die iiber das Mathematische hinaus
gehenden Ausfiihrungen des letzten Absatzes weisen mit 
iiberraschender Deutlichkeit - man ist geradezu versucht, 
von Divination zu sprech€m - in die Richtung solcher 
physikalischen Konsequenzen der Riemannschen Raumlehre, 
wie sie Einsteins Gravitationstheorie gezogen hat. Immer
hin steht fest, daB von dieser Beziehung zur Gravitation 
Riemann nichts bekannt war; denn seine eigenen Versuche, 
,den Zusammenhang von Licht, Elektrizitat, Magnetismus 
und Gravitation" zu ergriinden, die zeitlich mit der Probe
vorlesung zusammenfallen, stehen sachlich in keiner Verbin· 
dung mit ihr. (Vgl. die Fragmente iiber Naturphilosophie 
im Anhang von Riemanns Gesammelten mathematischen 
Werken [2. Aufl., Leipzig 1892, S. 526-538]. - In der Zeit 
der Habilitation schreibt Riemann an seinen Bruder: ,Darauf 
beschaftigte ich mich wieder mit meiner Untersuchung iiber 
den Zusammenhang der physikalischen Grundgesetze und 
vertiefte mich so darin, daB ich, als mir das Thema zur Probe
vorlesung beim Colloquium gestellt war, nicht gleich wieder 
davon loskommen konnte." Die heiden Dinge, die damal& 
in seinem Gehirn sich storten, sind jetzt aufs engste mitein
ander verwachsen.) 

Seit der von R. Dedekind und H. Weber besorgten 
Herausgabe von Riemanns Werken ist sein gedankentiefer 
Habilitationsvortrag allgemein zugii.nglich. Trotzdem habe 
ich mich auf Anregung des Verlages gerne bereit gefunden, 
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eine Sonderausgabe zu veranstalten; denn es scheint mir in 
der Tat erwiinscht, daB diese Schrift, auch hinsichtlich der 
Darstellung ein bewunderungswiirdiges Meisterstiick, in mog
lichst viele Hande kommt; sie sollte von allen gelesen werden, 
die heute der Relativitatstheorie ihr Interesse zuwenden. 
Ich babe einen Kommentar hinzugefiigt, in dem r. die von 
Riemann nur angedeuteten analytischen Rechnungen durch
gefiihrt sind, 2. auf die wichtigste spatere Literatur iiber 
den Gegenstand verwiesen und 3· die Briicke zu der moder
nen, unter dem Zeichen der Relativitatstheorie sich voll
ziehenden Entwicklung geschlagen wurde. Urn der Leserlich
keit willen ist fiir den Kommentar ein ebenso groBer Druck 
gewahlt worden wie fiir den Haupttext; ich bitte darin keine 
AnmaBung des Herausgebers erblicken zu wollen. Dem
jenigen, der nur die graBen Prinzipien kennen lernen, nicht 
aber die Probleme im Detail studieren will, sei dringend ge
raten, sich durch die formelreichen Erlauterungen nicht im 
GenuB der Lektiire storen zu lassen. Die dem Vortrag bei
gegebene Inhaltsiibersicht riihrt mitsamt den FuBnoten von 
Riemann her. 

Trage die Schrift in der vorliegenden Gestalt, wie sie 
es schon seit ihrem Hervortreten in reichem MaBe getan, 
auch weiterhin das Ihre dazu bei, das Leben der Idee zu 
fordern! 

Zurich, Mai rgrg. 

H. Weyl. 
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Ober die Hypothesen, welche der Oeometrie 
zugrunde liegen. 

Plan der Untersuchung. 

Bekanntlich setzt die Geometrie sowohl den Begriff 
des Raumes, als die ersten Grundbegriffe fur die Konstruk
tionen im Raume als etwas Gegebenes voraus. Sie gibt 
von ihnen nur Nominaldefinitionen, wahrend die wesent
lich~n Bestimmungen in Form von Axiomen auftreten. Das 
Verhaltnis dieser Voraussetzungen bleibt dabei im Dunkeln; 
man sieht weder ein, ob und inwieweit ihre Verbindung 
notwendig, noch a priori, ob sie moglich ist. 

Diese Dunkelheit wurde auch von Euklid bis auf Le
gendre, urn den beriihmtesten neueren Bearbeiter der Geome
trie zu nennen, weder von den Mathematikern noch von den 
Philosophen, welche sich damit beschaftigten, gehoben. Es 
hatte dies seinen Grund wohl darin, daB der allgemeine Begriff 
mehrfach ausgedehnter GroBen, unter welchem die Raum
groBeh enthalten sin'd, ganz unbearbeitet blieb. Ich babe mir 
daher zunachst die Aufgabe gestellt, den Begriff einer mehr
fach ausgedehnten GroBe aus allgemeinen GroBenbegriffen zu 
konstruieren. Es wird daraus hervorgehen, daB eine mehr
fach ausgedehnte GroBe verschiedener MaBverhaltnisse fahig 
ist und der Raum also nur einen besonderen Fall einer 
dreifach ausgedehnten GroBe bildet. Hiervon aber ist eine 
notwendige Folge, daB die Satze der Geometrie sich nicht 
a us allgemeinen GroBenbegriffen ableiteJ+ lassen, sondern daB 
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diejenigen Eigenschaften, durch welche sich der Raum 
von anderen denkbaren dreifach ausgedehnten GraBen unter
sc:heidet, nur aus der Erfahrung entnommen werden konnen. 
Hieraus entsteht die Aufgabe, die einfachsten Tatsachen 
aufzusuchen, aus denen sich die MaBverhaltnisse des Raumes 
bestimmen lassen - eine Aufgabe, die der Natur der Sache 
nach nicht vallig bestimmt ist; denn es lassen sich mehrere 
Systeme einfacherTatsachen angeben, welche zur Bestimmung 
der MaBverhaltnisse des Raumes hinreichen; am wichtigsten 
ist fiir den gegenwartigen Zweck das von Euklid zugrunde 
gelegte. Diese Tatsachen sind wie alle Tatsachen nicht not
wendig, sondern nur von empirischer GewiBhett, sie sind 
Hypothesen; man kann also ihre Wahrscheinlichkeit, welche 
innerhalb der Grenzen der Beobachtung allerdings sehr 
groB ist, untersuchen und hiernach tiber die ZuHi.ssigkeit 
ihrer Ausdehnung jenseits der Grenzen der Beobachtung 
sowohl nach der Seite des UnmeBbargroBen, als nach der 
Seite des UnmeBbarkleinen urteilen. 

I. Begriff einer n-·fach ausgedehnten GrlSBe. 

Indem ich nun von diesen Aufgaben zunachst die erste, 
die Entwicklung des Begriffs mehrfach ausgedehnter GraBen, 
zu lasen versuche, glaube ich urn so mehr auf eine nach
sichtige Beurteilung Anspruch machen zu diirfen, da ich in 
dergleichen Arbeiten philosophischer Natur, wo die Schwie
rigkeiten mehr in den Begriffen, als in der· Konstruktion 
liegen, wenig geiibt bin und ich auBer einigen ganz kurzen 
Andeutungen, die Herr Geheimer Hofrat GauB in der 
zweiten Abhandlung iiber die biquadratischen Reste, in den 
Gattingenschen gelehrten Anzeigen und in seiner J ubilaums
schrift dariiber gegeben hat, und einigen philosophischen 
Untersuchungen Herbarts, durchaus keine Vorarbeiten 
benutzen konnte. 



3 

I. 

GroBenbegriffe sind nur da moglich, wo sich ein all
gemeiner Begriff vorfindet, der verschiedene Bestimmungs
weisen zuHiBt. Je nachdem unter diesen Bestimmungs
weisen von einer zu einer andern ein stetiger Ubergang 
stattfindet oder nicht, bilden sie eine stetige oder diskrete 
Mannigfaltigkei t; die einzelnen Bestimmungsweisen heiBen 
im erstern Faile Punkte, im letztern Elemente dieser Mannig
faltigkeit. Begriffe, deren Bestimmungsweisen eine diskrete 
Mannigfaltigkeit bilden, sind so haufig, daB sich fi.ir beliebig 
gegebene Dinge wenigstens in den gebildeteren Sprachen 
immer ein Begriff auffinden laBt, unter welchem sie enthalten 
sind (und die Mathematiker konnten daher in der Lehre 
von den diskreten GroBen unbedenklich von der Forderung 
ausgehen, gegebene Dinge als gleichartig zu betrachten), 
dagegen sind die Veranlassungen zur Bildung von Begriffen, 
deren Bestimmungsweisen eine stetige Mannigfaltigkeit bil
den, im gemeinen Leben so selten, daB die Orte der Sinnen
gegenstande und die Farben wohl die einzigen einfachen Be
griffe sind, deren Bestimmungsweisen eine mehrfach ausge
dehnte Mannigfaltigkeit bilden. Haufigere Veranlassung 
zur Erzeugung und Ausbildung dieser Begriffe findet sich 
erst in der hoheren Mathematik. 

Bestimmte, durch ein Merkmal oder eine Grenze unter
schiedene Teile einer Mannigfaltigkeit heiBen Quanta. Ihre 
Vergleichung der Quantitat nach geschieht bei den diskreten 
GraBen durch Zahlung, bei den stetigen durch Messung. 
Das Messen besteht in einem Aufeinanderlegen der zu ver
gleichenden GroBen; zum Messen wird also ein Mittel er
fordert, die eine GroBe als MaBstab fi.ir die andere fortzutragen. 
Fehlt dieses, so kann man zwei GroBen nur vergleichen, wenn 
die eine ein Teil der andern ist, und auch dann nur das Mehr 

Riemann, Hypothesen, 
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oder Minder, nicht das Wieviel entscheiden. Die Unter
suchungen, welche sich in diesem Falle iiber sie anstellen 
lassen, bilden einen allgemeinen von MaBbestimmungen unab
hangigen Teil der Gr6Benlehre, wo die Gri:iBen nicht als un
abhangig von der Lage existierend und nicht als durch eine 
Einheit ausdriickbar, sondern als Gebiete in einer Mannig
faltigkeit betrachtet werden. Solche Untersuchungen sind 
fiir mehrere Teile der Mathematik, namentlich fiir die Be
handlung der mehrwertigen analytischen Funktionen ein 
Bediirfnis geworden, und der Mangel derselben ist wahl eine 
Hauptursache, daB der beriihmte Abelsche Satz und die 
Leistungen von Lagrange, Pfaff, Jacobi fiir die allgemeine 
Theorie der Differentialgleichungen so lange unfruchtbar ge
blieben sind. Fiir den gegenwartigen Zweck geniigt es, aus 
diesem allgemeinen Teile der Lehre von den ausgedehnten 
Gri:iBen, wo weiter nichts vorausgesetzt wird, als was in dem 
Begriffe derselben schon enthalten ist, zwei Punkte hervor
zuheben, wovon der erste die Erzeugung des Begriffs einer 
mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, der zweite die 
Zuriickfiihrung der Ortsbestimmungen in einer gegebenen 
Mannigfaltigkeit auf Quantitatsbestimmungen betrifft und 
das wesentliche Kennzeichen einer n-fachen Ausdehnung 
deutlich machen wird. 

2. 

Geht man bei einem Begriffe, dessen Bestimmungs
weisen eine stetige Mannigfaltigkeit bilden, von einer Be
stimmungsweise auf eine bestimmte Art zu einer andern 
iiber, so bilden die durchlaufenen Bestimmungsweisen eine 
einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, deren wesentliches 
Kennzeichen ist, daB in ihr von einem Punkte nur nach 
zwei Seiten, vorwarts oder riickwarts, ein stetiger Fortgang 
mi:iglich ist. Denkt man sich nun, daB diese Mannigfaltig-
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keit wieder in eine andere, vollig verschiedene, ubergeht, 
und zwar wieder auf bestimmte Art, d. h. so, daB jeder Punkt 
in einen bestimmten Punkt der andern ubergeht, so bilden 
samtliche so erhaltene Bestimmungsweisen eine zweifach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit. In ahnlicher Weise erhalt 
man eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, wenn man 
sich vorstellt, daB eine zweifach ausgedehnte in eine vollig 
verschiedene auf bestimmte Art ubergeht, und es ist leicht 
zu sehen, wie man diese Konstruktion fortsetzen kann. 
Wenn man, anstatt den Begriff als bestimmbar, seinen 
Gegenstand als veranderlich betrachtet, so kann diese Kon
struktion bezeichnet werden als eine Zusammensetzung einer 
Veranderlichkeit von n + I Dimensionen aus einer Ver
anderlichkeit von n Dimensionen und aus einer Verander
lichkeit von Einer Dimension. 

3· 
Ich werde nun zeigen, wie man umgekehrt eine Ver

anderlichkeit, deren Gebiet gegeben ist, in eine Veranderlich
keit von einer Dimension und eine Veranderlichkeit von 
weniger Dimensionen zerlegen kann. Zu diesem Ende denke 
man sich ein veranderliches Stuck einer Mannigfaltigkeit 
von Einer Dimension - von einem festen Anfangspunkt 
an gerechnet, so daB die Werte desselben untereinander ver
gleichbar sind -, welches fur jeden Punkt der gegebenen 
Mannigfaltigkeit einen bestimmten mit ihm stetig sich an
dernden Wert hat, oder mit andern Worten, man nehme 
innerhalb der gegebenen Mannigfaltigkeit eine stetige Funk
tion des Orts an, und zwar eine solche Funktion, welche nicht 
langs eines Teils dieser Mannigfaltigkeit konstant ist. J edes 
System von Punkten, wo die Funktion einen konstanten 
Wert hat, bildet dann eine stetige Mannigfaltigkeit von 
weniger Dimensionen als die gegebene. Diese Mannigfaltig-

r* 
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keiten gehen bei Anderung der Funktion stetig ineinander 
iiber; man wird daher annehmen konnen, daB a us einer 
von ihnen die iibrigen hervorgehen, und es wird dies, all
gemein zu reden, so geschehen konnen, daB jeder Punkt in 
einen bestimmten Punkt der and ern iibergeht; die Aus
nahmsfalle, deren Untersuchung wichtig ist, konnen hier un
beriicksichtigt bleiben. Hierdurch wird die Ortsbestimmung 
in der gegebenen Mannigfaltigkeit zuriickgefiihrt auf eine 
Gr6Benbestimmung und auf eine Ortsbestimmung in einer 
minderfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Es ist nun 
leicht zu zeigen, daB diese Mannigfaltigkeit n --I Dimen
sionen hat, wenn die gegebene Mannigfaltigkeit eine n-fach 
ausgedehnte ist. Durch n-malige Wiederholung dieses Ver
fahrens wird daher die Ortsbestimmung in einer n-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit auf n Gr6Benbestimmungen, 
und also die Ortsbestimmung in einer gegebenen Mannig
faltigkeit, wenn dieses moglich ist, auf eine endliche Anzahl 
von Quantitatsbestimmungen zuriickgefiihrt. Es gibt indes 
auch Mannigfaltigkeiten, in welchen die Ortsbestimmung 
nicht eine endliche Zahl, sondern entweder eine unendliche 
Reihe oder eine stetige Mannigfaltigkeit von Gr6Benbestim
mungen erfordert. Solche Mannigfaltigkeiten bilden z. B. 
die moglichen Bestimmungen einer Funktion fiir ein ge
gebenes Gebiet, die moglichen Gestalten einer raumlichen 
Figur usw. 

II. MaBverhaltnisse, deren eine Mannigfaltigkeit von n Di

mensionen fahig ist, unter der Voraussetzung, daB die 
Linien unabhangig von der Lage eine Lange besitzen, also 

jede Linie durch jede meBbar ist. 

Es folgt nun, nachdem der Begriff einer n-fach aus
gedehnten Mannigfaltigkeit konstruiert und als wesentliches 
Kennzeichen derselben gefunden worden ist, daB sich die 
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Ortsbestimmung in derselben auf n GroBenbestimmungen 
zurtickfiihren laBt, als zweite der oben gestellten Aufgaben 
eine Untersuchung tiber die MaBverhaltnisse, deren eine 
solche Mannigfaltigkeit fahig ist, und tiber die Bedin
gungen, welche zur Bestimmung dieser MaBverhaltnisse hin
reichen. Diese MaBverhaltnisse lassen sich nur in abstrakten 
GroBenbegriffen untersuchen und im Zusammenhange nur 
durch Formeln darstellen; unter gewissen Voraussetzungen 
kann man sie indes in Verhaltnisse zerlegen, welche einzeln 
genommen einer geometrischen Darstellung fahig sind, und 
hierdurch wird es moglich, die Resultate der Rechnung 
geometrisch auszudrticken. Es wird daher, urn festen Boden 
zu gewinnen, zwar eine abstrakte Untersuchung in Formeln 
nicht zu vermeiden sein, die Resultate derselben aber werden 
sich im geometrischen Gewande darstellen lassen. Zu beidem 
sind die Grundlagen enthalten in der bertihmten Abhandlung 
des Herrn Geheimen Hofrats Ga uB tiber die krummen 
Flach en. 

I. 

MaBbestimmungen erfordern eine Unabhangigkeit der 
GroBen vom Ort, die in mehr als einer Weise stattfinden 
kann; die zunachst sich darbietende Annahme, welche ich 
hier verfolgen will, ist wohl die, daB die Lange der Linien 
unabhangig von der Lage sei, also jede Linie durch jede meB
bar sei. Wird die Ortsbestimmung auf GroBenbestimmungen 
zuriickgefiihrt, also die Lage eines Punktes in der gegebenen 
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit durch n veranderliche 
GroBen xl> x 2 , x3 und so fort bis xn ausgedriickt, so wird 
die Bestimmung einer Linie darauf hinauskommen, daB die 
GroBen x als Funktionen Einer Veranderlichen gegeben wer
den. Die Aufgabe ist dann, fiir die Lange der Linien einen 
mathematischen Ausdruck aufzustellen, zu welchem Zwecke 
die GroBen x als in Einheiten ausdrtickbar betrachtet werden 
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miissen. Ich werde diese Aufgabe nur unter gewissen Be
schrankungen behandeln und beschranke mich erstlich auf 
solche Linien, in welchen die Verhaltnisse zwischen den 
GroBen dx- den zusammengehorigen Anderungen der 
GroBen x -- sich stetig and ern ; man kann dann die Linien 
in Elemente zerlegt denken, innerhalb deren die Verhaltnisse 
der GroBen dx als konstant betrachtet werden diirfen, und 
die Aufgabe kommt dann darauf zuriick, fiir jeden Punkt 
einen allgemeinen Ausdruck des von ihm ausgehenden 
Linienelements ds aufzustellen, welcher also die GroBen x und 
die GroBen dx enthalten wird. Ich nehme nun zweitens an, 
daB die Lange des Linienelements, von GroBen zweiter Ord
nung abgesehen, ungeandert bleibt, wenn samtliche Punkte 
desselben dieselbe unendlich kleine Ortsanderung erleiden, 
worin zugleich enthalten ist, daB, wenn samtliche GroBen dx 
in demselben Verhiiltnisse wachsen, das Linienelement sich 
ebenfalls in diesem Verhaltnisse andert. Unter diesen An
nahmen wird das Linienelement eine beliebige homogene 
Funktion ersten Grades der GroBen dx sein konnen, welche 
ungeandert bleibt, wenn samtliche GroBen dx ihr Zeichen 
andern, und worin die willkiirlichen Konstanten stetige 
Funktionen der GroBen x sind. Urn die einfachsten Faile 
zu finden, suche ich zunachst einen Ausdruck fiir die (n ·- r)
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, welche vom Anfangs
punkte des Linienelements iiberall gleich weit abstehen, 
d. h. ich suche eine stetige Funktion des Orts, welche sie 
voneinander unterscheidet. Diese wird vom Anfangspunkt 
aus nach allen Seiten entweder ab- oder zunehmen miissen; 
ich will annehmen, daB sie nach allen Seiten zunimmt und 
also in dem Punkte ein Minimum hat. Es muB dann, wenn 
ihre ersten und zweiten Differentialquotienten endlich sind, 
das Differential erster Ordnung verschwinden und das zweiter 
Ordnung dar£ nie negativ werden; ich nehme an, daB es 
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immer positiv bleibt. Dieser Differentialausdruck zweiter 
Ordnung bleibt alsdann konstant, wenn ds konstant bleibt, 
und wachst im quadratischen Verhaltnisse, wenn die Gr613en 
d -c und also auch ds sich samtlich in demselben Verhaltnisse 
and ern; er ist also gleich const · d s 2, und folglich ist d s g leich 
der Quadratwurzel aus einer immer positiven ganzen homo
genen Funktion zweiten Grades der GraBen dx, in welcher die 
Koeffizienten stetige Funktionen der GraBen x sind. Fur den 
Raum wird, wenn man die Lage der Punkte durch recht
winklige Koordinaten ausdriickt, ds = Y L:(dx)2; der 
Raum ist also unter diesem einfachsten Falle enthalten. 
Der nachst einfache Fall wiirde wohl die Mannigfaltigkeiten 
umfassen, in welchen sich das Linienelement durch die vierte 
Wurzel aus einem Differentialausdrucke vierten Grades aus
driicken la13t. Die Untersuchung dieser allgemeinem Gattung 
wiirde zwar keine wesentlich andere Prinzipien erfordern, 
aber ziemlich zeitraubend sein und verhaltnisma13ig auf die 
Lehre vom Raume wenig neues Licht werfen, zumal da sich 
die Resultate nicht geometrisch ausdriicken lassen; ich be
schranke mich daher auf die Mannigfaltigkeiten, wo das 
Linienelement durch die Quadratwurzel aus einem Differen
tialausdruck zweiten Grades ausgedriickt wird. Man kann 
einen solchen Ausdruck in einen andern ahnlichen trans
formieren, indem man fiir die n unabhangigen Verander
lichen Funktionen von n neuen unabhangigen Verander
lichen setzt. Auf diesem Wege wird man aber nicht jeden 
Ausdruck in jeden transformieren konnen; denn der Aus-

druck enthalt n n +I Koeffizienten, welche willkiirliche 
2 

Funktionen der unabhangigen Veranderlichen sind; durch Ein-
fiihrung neuer Veranderlicher wird man aber n ur n Rela tionen 
geniigen und also nur n der Koeffizienten gegebenen GraBen 

n- I gleich machen konnen. Es sind dann die iibrigen n ---
2 
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durch die Natur der darzustellenden Mannigfaltigkeit schon 

vollig bestimmt, und zur Bestimmung ihrer MaBverhaltnisse 

also n n- 1 Funktionen des Orts erforderlich. Die Mannig-
2 

faltigkeiten, in welchen sich, wie in der Ebene und im Raume, 

das Linienelement auf die Form V .I dx 2 bringen Hi.Bt, bil

den daher nur einen besonderen Fall der hier zu unter

suchenden Mannigfaltigkeiten; sie verdienen wohl einen be
sonderen Namen, und ich will also diese Mannigfaltigkeiten, 
in welchen sich das Quadrat des Linienelements auf die 

Summe der Quadrate von selbstandigenDifferentialien bringen 

laBt, eben nennen. Urn nun die wesentlichen Verschieden

heiten samtlicher in der vorausgesetzten Form darstell
barer Mannigfaltigkeiten iibersehen zu konnen, ist es notig, 

die von der Darstellungsweise herriihrenden zu beseitigen, 
was durch Wahl der veranderlichen GroBen nach einem be

stimmten Prinzip erreicht wird. 

2 . 

Zu diesem Ende denke man sich von einem beliebigen 

Punkte aus das System der von ihm ausgehenden ktirzesten 

Linien konstruiert; die Lage eines unbestimmten Punktes 

wird dann bestimmt werden konnen durch die Anfangs
richtung der ktirzesten Linie, in welcher er liegt, und durch 
seine Entfernung in derselben vom Anfangspunkte und 

kann daher durch die Verhaltnisse der Gr6Ben dx0 , d. h. 

der Gr6Ben dx im Anfang dieser ktirzesten Linie und durch 

die Lange s dieser Linie ausgedriickt werden. Man fiihre 

nun statt dx0 solche aus ihnen gebildete lineare Ausdriicke 
da ein, daB der Anfangswert des Quadrats des Linienelements 

gleich der Summe der Quadrate dieser Ausdriicke wird, so 

daB die unabhangigen Variabeln sind: die GroBe s und die 

Verhaltnisse der Gr6Ben d a; und setze schlieBlich statt da 
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solche ihnen proportionale Grof3en x1 , x2 , ••• , xn, daf3 die 
Quadratsumme gleich s 2 wird. Fiihrt man diese GroBen ein, 
so wird fiir unendlich kleine Werte von x das Quadrat des 
Linienelements gleich ~ dx 2 , das Glied der nachsten Ordnung 
in demselben aber gleich einem homogenen Ausdruck zweiten 

Grades der n n 2 
1 Gr6f3en (x1 dx2 - x2 dx1), (x1 dx3 - x3 dx1), 

... , also eine unendlich kleine Gr6f3e von der vierten 
Dimension, so daB man eine endliche GroBe erhalt, wenn 
man sie durch das Quadrat des unendlich kleinen Dreiecks 
dividiert, in dessen Eckpunkten die Werte der Veranderlichen 
sind (o,o,o, ... ), (x1 ,x2 ,x3 ••• ), (dx1 ,dx2 ,dx8 , •• • ). Diese 
GroBe behalt denselben Wert, solange die GroBen x und 
dx in denselben binaren Linearformen enthalten sind, oder 
solange die beiden kiirzesten Linien von den W erten o bis 
zu den W erten x und von den W erten o bis zu den W erten 
dx in demselben Flachenelement bleiben, und hangt also 
nur von Ort und Richtung desselben ab. Sie wird offenbar 
= o, wenn die dargestellte Mannigfaltigkeit eben, d. h. 
das Quadrat des Linienelements auf ~ dx 2 reduzierbar ist, 
und kann daher als das MaB der in diesem Punkte in dieser 
Flachenrichtung stattfindenden Abweichung der Mannigfal
tigkeit von der Ebenheit angesehen werden. Multipliziert mit 

- l wird sie der GroBe gleich, welche Herr Geheimer Hofrat 
4 

Ga uB das KriimmungsmaB einer Flache genannt hat. Zur 
Bestimmung der MaBverhaltnisse einer n-fach ausgedehnten, 
in der vorausgesetzten Form darstellbaren Mannigfaltigkeit 

wurden vorhin n n - I Funktionen des Orts notig gefunden; 
2 

wenn also das KriimmungsmaB in jedem Punkte in n ~ - I 
2 

Fliichenrichtungen gegeben wird, so werden daraus die MaB
verhaltnisse der Mannigfaltigkeit sich bestimmen lassen, 
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wofern nur zwischen diesen Werten keine identischen Rela
tionen stattfinden, was in der Tat, allgemein zu reden, nicht 
der Fall ist. Die MaBverhaltnisse dieser Mannigfaltigkeiten, 
wo das Linienelement durch die Quadratwurzel aus einem 
Differentialausdruck zweiten Grades dargestellt wird, lassen 
sich so auf eine von der Wahl der veranderlichen GraBen 
vollig unabhangige Weise ausdriicken. Ein ganz ahnlicher 
Weg laBt sich zu diesem Ziele auch bei den Mannigfaltig
keiten einschlagen, in welchen das Linienelement durch einen 
weniger einfachen Ausdruck, z. B. durch die vierte Wurzel 
aus einem Differentialausdruck vierten Grades, ausgedriickt 
wird. Es wiirde sich dann das Linienelement, allgemein zu 
reden, nicht mehr auf die Form der Quadratwurzel aus einer 
Quadratsumme von Differentialausdriicken bringen lassen 
und also in dem Ausdrucke fiir das Quadrat des Linien
elements die Abweichung von der Ebenheit eine unendlich 
kleine GroBe von der zweiten Dimension sein, wahrend sie 
bei jenen Mannigfaltigkeiten eine unendlich kleine GroBe 
von der vierten Dimension war. Diese Eigentiimlichkeit 
der letztern Mannigfaltigkeiten kann daher wohl Ebenheit 
in den kleinsten Teilen genannt werden. Die fiir den jetzigen 
Zweck wichtigste Eigentiimlichkeit dieser Mannigfaltigkeiten, 
derentwegen sie hier allein untersucht worden sind, ist aber 
die, daB sich die Verhaltnisse der zweifach ausgedehnten 
geometrisch durch Flachen darstellen und die der mehrfach 
ausgedehnten auf die der in ihnen enthaltenen Flachen 
zuriickfiihren lassen, was jetzt noch einer kurzen Erorterung 

bedarf. 
3· 

In die Auffassung der Flachen mischt sich neben den 
inneren MaBverhaltnissen, bei welchen nur die Lange der 
Wege in ihnen in Betracht kommt, immer auch ihre Lage 
zu auBer ihnen gelegenen Punkten. Man kann aber von 
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den auBeren Verhaltnissen abstrahieren, indem man solche 
Veranderungen mit ihnen vornimmt, bei denen die Lange 
der Linien in ihnen ungeandert bleibt, d. h. sie sich beliebig 
- ohne Dehnung- gebogen denkt, und alle so auseinander 
entstehenden Flachen als gleichartig betrachtet. Es gelten 
also z. B. beliebige zylindrische oder konische Flachen einer 
Ebene gleich, weil sie sich durch bloBe Biegung aus ihr 
bilden lassen, wobei die innern MaBverhaltnisse bleiben, 
und samtliche Satze iiber dieselben - also die ganze Plani
metrie - ihre Giiltigkeit behalten; dagegen gelten sie als 
wesentlich verschieden von der Kugel, welche sich nicht ohne 
Dehnung in eine Ebene verwandeln laBt. Nach der vorigen 
Untersuchung werden in jedem Punkte die innern MaB
verhaltnisse einer zweifach ausgedehnten GroBe, wenn sich 
das Linienelement durch die Quadratwurzel aus einem 
Differentialausdruck zweiten Grades ausdrticken laBt, wie 
dies bei den FHichen der Fall ist, charakterisiert durch das 
KrtimmungsmaB. Dieser GroBe la13t sich nun bei den FHichen 
die anschauliche Bedeutung geben, daB sie das Produkt aus 
den heiden Krtimmungen der Flache in diesem Punkte ist, 
oder auch, daB das Produkt derselben in ein unendlich kleines 
aus ktirzesten Linien gebildetes Dreieck gleich ist dem Dber
schusse seiner Winkelsumme tiber zwei Rechte in Teilen des 
Halbmessers. Die erste Definition wiirde den Satz voraus
setzen, da13 das Produkt der heiden Krtimmungshalbmesser 
bei der bloBen Biegung einer Flache ungeandert bleibt, die 
zweite, daB an demselben Orte der DberschuB der Winkel
summe eines unendlich kleinen Dreiecks tiber zwei Rechte 
seinem Inhalte proportional ist. Urn dem KrtimmungsmaB 
einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit in einem ge
gebenen Punkte und einer gegebenen durch ihn gelegten 
FHichenrichtung eine greifbare Bedeutung zu geben, muB 
man davon ausgehen, daB eine von einem Punkte ausgehende 
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ktirzeste Linie vollig bestimmt ist, wenn ihre Anfangsrichtung 
gegeben ist. Hiernach wird man eine bestimmte Flache er
halten, wenn man samtliche von dem gegebenen Punkte aus
gehenden und in dern gegebenen Flachenelement liegenden 
Anfangsrichtungen zu ktirzesten Linien verlangert, und diese 
Flache hat in dem gegebenen Punkte ein bestimrntes Krtirn
mungsrnaB, welche_s zugleich das KriimmungsmaB der n-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkcit in dem gegebenen Punkte 
und der gegebenen Flachenrichtung ist. 

4· 
Es sind nun noch, ehe die Anwendung auf den Raurn 

gemacht wird, einige Betrachtungen tiber die ebenen Mannig
faltigkeiten irn allgerneinen notig, d. h. tiber diejenigen, in 
welchen das Quadrat des Linienelernents durch eine Quadrat
surnme vollstandiger Differentialien darstellbar ist. 

In einer ebenen n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
ist das KrtimrnungsrnaB in jedem Punkte in jeder Richtung 
Null; es reicht aber nach der frtihern Untersuchung, urn 
die MaBverhaltnisse zu bestimrnen, hin, zu wissen, daB es 

in jedern Punkte in n n- 1 Flachenrichtungen, deren 
2 

KriimrnungsrnaBe voneinander unabhangig sind, Null sei. 
Die Mannigfaltigk~ten, deren KriirnrnungsmaB tiberall = o 
ist, lassen sich betrachten als ein besonderer Fall derjenigen 
M::mnigfaltigkeiten, deren KrtimmungsrnaB allenthalben kon
stant ist. Der gemeinsame Charakter dieser Mannigfaltig
keiten, deren KriirnmungsmaB konstant ist, kann auch so 
ausgedrtickt werden, daB sich die Figuren in ihnen ohne 
Dehnung bewegen lassen. Denn offenbar wiirden die Figuren 
in ihnen nicht beliebig verschiebbar und drehbar sein konnen, 
wenn nicht in jedem Punkte in allen Richtungen das Krtirn
mungsmaB dasselbe ware. Andererseits aber sind durch das 
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KriimmungsmaB die MaBverhaltnisse der Mannigfaltigkeit 
vollstandig bestimmt; es sind daher urn einen Punkt nach 
allen Richtungen die MaBverhaltnisse genau dieselben, wie 
urn einen andern, und also von ihm aus dieselben Konstruk
tionen ausfiihrbar, und folglich kann in den Mannigfaltig
keiten mit konstantem KriimmungsmaB den Figuren jede 
beliebige Lage gegeben werden. Die MaBverhaltnisse dieser 
Mannigfaltigkeiten hangen nur von dem Werte des Kriim
mungsmaBes ab, und in bezug auf die analytische Darstel
lung mag bemerkt werden, daB, wenn man diesen Wert 
durch a bezeichnet, dem Ausdruck fiir das Linienelement 
die Form 

__ I __ yzd.xll 

I+ f_!_z.x2 

4 

gegeben werden kann. 

s. 
Zur geometrischen Erlii.uterung kann die Betrachtung 

der FHi.chen mit konstantem KriimmungsmaB dienen. Es 
ist leicht zu sehen, daB sich die Flachen, deren Kriimmungs
maB positiv ist, immer auf eine Kugel, deren Radius gleich 
I dividiert durch die Wurzel aus dem KriimmungsmaB ist, 
wickeln lassen werden; urn aber die ganze Mannigfaltigkeit 
dieser Flachen zu iibersehen, gebe man einer derselben die 
Gestalt einer Kugel und den iibrigen die Gestalt von Um
drehungsfHi.chen, welche sie im A.quator beriihren. Die 
FHichen mit groBerem KriimmungsmaB als diese Kugel wer
d en dann die Kugel von innen beriihren und eine Gestalt 
annehmen, wie der auBere der Achse abgewandte Teil der 
OberfHiche eines Ringes; sie wiirden sich auf Zonen von 
Kugeln mit kleinerem Halbmesser wickeln lassen, aber mehr 
als einmal herumreichen. Die Flachen mit kleinerem posi-
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tiven KrtimmungsmaB wird man erhalten, wenn man aus 
Kugelflachen mit gr6Berem Radius ein von zwei gr6Bten 
Halbkreisen begrenztes Stuck ausschneidet und die Schnitt
linien zusammenfiigt. Die Flache mit dem Krtimmungs
maB Null wird eine auf dem Aquator stehende Zylinderflache 
sein; die Flachen mit negativem KriimmungsmaB aber wer
den diesen Zylinder von auBen bertihren und wie der innere 
der Achse zugewandte Teil der Oberflache eines Ringes 
geformt sein. Denkt man sich diese Flachen als Ort fur in 
ihnen bewegliche Flachenstticke, wie den Raum als Ort 
ftir Korper, so sind in allen diesen Flachen die Flachen
stiicke ohne Dehnung beweglich. Die Flachen mit positivem 
KrtimmungsmaB lassen sich stets so formen, daB die Flachen
stticke auch ohne Biegung beliebig bewegt werden konnen, 
namlich zu Kugelflachen, die mit negativem aber nicht. 
AuBer dieser Unabhangigkeit der Flachenstticke vom Ort 
findet bei der Flache mit dem KrtimmungsmaB Null auch 
eine Unabhangigkeit der Richtung vom Ort statt, welche bei 
den tibrigen Flachen nicht stattfindet. 

III. Anwendung auf den Raum. 

I. 

Nach diesen Untersuchungen tiber die Bestimmung der 
MaBverhaltnisse einer n-fach ausgedehnten GroBe lassen 
sich nun die Bedingungen angeben, welche zur Bestimmung 
der MaBverhaltnisse des Raumes hinreichend und notwendig 
sind, wenn Unabhangigkeit der Linien von der Lage und 
Darstellbarkeit des Linienelements durch die Quadratwurzel 
aus einem Differentialausdrucke zweiten Grades, also Eben
heit in den kleinsten Teilen vorausgesetzt wird. 

Sie lassen sich erstens so ausdrticken, daB das Krtim
mungsmaB in jedem Punkte in drei Flachenrichtungen = o 
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ist, und es sind daher die Mal3verhiiltnisse des Raumes 
bestimmt, wenn die Winkelsumme im Dreieck allenthalben 
gleich zwei Rechten ist. 

Setzt man aber zweitens, wie Euklid, nicht blol3 eine 
von der Lage unabhangige Existenz der Linien, sondern auch 
der Korper voraus, so folgt, dal3 das KrtimmungsmaB allent
halben konstant ist, und es ist dann in allen Dreiecken 
die Winkelsumme bestimmt, wenn sie in Einem bestimmt ist. 

Endlich konnte man drittens, anstatt die Lange der 
Linien als unabhangig von Ort und Richtung anzunehmen, 
auch eine Unabhangigkeit ihrer Lange und Richtung vom 
Ort voraussetzen. Nach dieser Auffassung sind die Orts
anderungen oder Ortsverschiedenheiten komplexe, in drei 
unabhangigen Einheiten ausdrtickbare Grol3en. 

2. 

Im Laufe der bisherigen Betrachtungen wurden zu
nachst die Ausdehnungs- oder Gebietsverhaltnisse von den 
Mal3verhaltnissen gesondert, und gefunden, dal3 bei denselben 
Ausdehnungsverhaltnissen verschiedene Mal3verhaltnisse 
denkbar sind; es wurden dann die Systeme einfacher Mal3-
bestimmungen aufgesucht, durch welche die MaBverhaltnisse 
des Raumes vollig bestimmt sind und von welchen alle Satze 
tiber dieselben eine notwendige Folge sind; es bleibt nun die 
Frage zu erortern, wie, in welchem Grade und in welchem 
Umfange diese Voraussetzungen durch die Erfahrung ver
btirgt werden. In dieser Beziehung findet zwischen den 
blol3en Ausdehnungsverhaltnissen und den MaBverhaltnissen 
eine wesentliche Verschiedenheit statt, insofern bei erstern, 
WO die moglichen Falle eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden, 
die Aussagen der Erfahrung zwar nie vollig gewil3, aber nicht 
ungenau sind, wahrend bei letztern, wo die moglichen Faile 
eine stetige Mannigfaltigkeit bilden, jede Bestimmung aus 
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der Erfahrung immer ungenau bleibt - es mag die Wahr

scheinlichkeit, daB sie nahe richtig ist, noch so groB sein. 
Dieser Umstand wird wichtig bei der Ausdehnung dieser 
empirischen Bestimmungen iiber die Grenzen der Beobach
tung ins UnmeBbargroBe und UnmeBbarkleine; denn die 

Ietztern k6nnen offenbar jenseits der Grenzen der Beobach
tung immer ungenauer werden, die ersteren aber nicht. 

Bei der Ausdehnung der Raumkonstruktionen ins Un
meBbargroBe ist Unbegrenztheit und Unendlichkeit zu schei
den; jene geh6rt zu den Ausdehnungsverhaltnissen, diese zu 
den MaBverhaltnissen. DaB der Raum eine unbegrenzte drei

fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit sei, ist eine Voraussetzung, 

welche bei jeder Auffassung der AuBenwelt angewandt wird, 
nach welcher in jedem Augenblicke das Gebiet der wirk
lichen Wahrnehmungen erganzt und die moglichen Orte eines 

gesuchten Gegenstandes konstruiert werden und welche sich 
bei diesen Anwendungen fortwahrend bestatigt. Die Un

begrenztheit des Raumes besitzt daher eine groBere empirische 
GewiBheit als irgendeine au13ere Erfahrung. Hieraus folgt 
aber die Unendlichkeit keineswegs; vielmehr wiirde der 

Raum, wenn man Unabhangigkeit der Korper vom Ort 

voraussetzt, ihm also ein konstantes KriimmungsmaB zu
schreibt, notwendig endlich sein, sobald dieses Kriimmungs
maB einen noch so kleinen positiven Wert hatte. Man wiirde, 
wenn man die in einem Flachenelement Iiegenden Anfangs

richtungen zu kiirzesten Linien verlangert, eine unbegrenzte 
Flache mit konstantem positiven KriimmungsmaB, also eine 

Flache erhalten, welche in einer ebenen dreifach ausgedehnten 

Mannigfaltigkeit die Gestalt einer Kugelflache annehmen 
wiirde und welche folglich endlich ist. 
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3· 

Die Fragen iiber das UnmeBbargroBe sind fiir die Natur
erklarung miiBige Fragen. Anders verhalt es sich aber mit 
den Fragen iiber das UnmeBbarkleine. Auf der Genauigkeit, 
mit welcher wir die Erscheinungen ins Unendlichkleine ver
folgen, beruht wesentlich die Erkenntnis ihres Kausalzusam
menhangs. Die Fortschritte der letzten Jahrhunderte in der 
Erkenntnis der mechanischen N atur sind fast allein be
dingt durch die Genauigkeit der Konstruktion, welche durch 
die Erfindung der Analysis des Unendlichen und die von 
Archimed, Galilei und Newton aufgefundenen einfachen 
Grundbegriffe, deren sich die heutige Physik bedient, mog
lich geworden ist. In den Naturwissenschaften aber, wo die 
einfachen Grundbe~riffe zu solchen Konstruktionen his jetzt 
fehlen, verfolgt man, urn den Kausalzusammenhang zu er
kennen, die Erscheinungen ins raumlich Kleine, soweit es 
das Mikroskop nur gestattet. Die Fragen iiber die MaB
verhaltnisse des Raumes im UnmeBbarkleinen gehoren also 
nicht zu den miiBigen. 

Setzt man voraus, daB die Korper unabhangig vom 
Ort existieren, so ist das KriimmungsmaB iiberall konstant, 
und es folgt dann aus den astronomischen Messungen, daB es 
nicht von Null verschieden sein kann; jedenfalls miiBte sein 
reziproker Wert eine Flache sein, gegen welche das unsern 
Teleskopen zugangliche Gebiet verschwinden miiBte. Wenn 
aber eine solche Unabhangigkeit der Korper vom Ort nicht 
stattfindet, so kann man aus den MaBverhaltnisc;en im 
GraBen nicht auf die im Unendlichkleinen schlieBen; es kann 
dann in jedem Punkte das KriimmungsmaB in drei Richtun
gen einen beliebigen Wert haben, wenn nur die ganze Kriim
mung jedes meBbaren Raumteils nicht merklich von Null 
verschieden ist; noch kompliziertere Verhaltnisse konnen ein-

Riemann, Hypothesen. 2 
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treten, wenn die vorausgesetzte Darstellbarkeit eines Linien
elements durch die Quadratwurzel aus einem Differential
ausdruck zweiten Grades nicht stattfindet. Nun scheinen 
aber die empirischen Begriffe, in welchen die raumlichen 
MaBbestimmungen gegriindet sind, der Begriff des festen 
Korpers und des Lichtstrahls, im Unendlichkleinen ihre 
Giiltigkeit zu verlieren; es ist also sehr wohl denkbar, daB 
die MaBverhaltnisse des Raumes im Unendlichkleinen den 
Voraussetzungen der Geometrie nicht gemaB sind, und dies 
wiirde man in der Tat annehmen miissen, sobald sich da
durch die Erscheinungen auf einfachere Weise erklaren lieBen. 

Die Frage tiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der 
Geometrie im Unendlichkleinen hangt zusammen mit der 
Frage nach dem innern Grunde der MaBverhaltnisse des 
Raumes. Bei dieser Frage, welche wohl noch zur Lehre vom 
Raume gerechnet werden dar£, kommt die obige Bemerkung 
zur Anwendung, daB bei einer diskreten Mannigfaltigkeit 
das Prinzip der MaBverhaltnisse schon in dem Begriffe dieser 
Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders 
woher hinzukommen muB. Es muB also entweder das dem 
Raume zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Man
nigfaltigkeit bilden, oder der Grund der MaBverhaltnisse 
auBerhalb, in darauf wirkenden bindenden Kraften gesucht 
werden. 

Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden 
werden, indem man von der bisherigen durch die Erfahrung 
bewahrten Auffassung der Erscheinungen, wozu Newton den 
Grund gelegt, ausgeht und diese durch Tatsachen, die sich 
a us ihr nicht erklaren lassen, getrieben allmahlich umarbeitet; 
solche Untersuchungen, welche, wie die hier gefiihrte, von 
allgemeinen Begriffen ausgehen, konnen nur dazu dienen, 
daB diese Arbeit nicht durch die Beschranktheit der Begriffe 
gehindert und der Fortschritt im Erkennen des Zusammen-
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hangs der Dinge nicht durch iiberlieferte Vorurteile gehemmt 
wird. 

Es fiihrt dies hiniiber in das Gebiet einer andern Wissen
schaft, in das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur 
der heutigen Veranlassung nicht zu betreten erlaubt. 

Obersicht. 

Plan der Untersuchung. 
I. Begriff einer n-fach ausgedehnten GroBe 1). 

§ r. Stetige und diskrete Mannigfaltigkeiten. Bestimmte 
Teile einer Mannigfaltigkeit heiBen Quanta. Ein
teilung der Lehre von den stetigen GroBen in die 
Lehre 

r. von den bloBen Gebietsverhaltnissen, bei welcher 
eine Unabhangigkeit der GroBen vom Ort nicht 
vorausgesetzt wird, 

2. von den MaBverhaltnissen, bei welcher eine solche 
Unabhangigkeit vorausgesetzt werden muB. 

§ 2. Erzeugung des Begriffs einer einfach, zweifach, 
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 

... , 

§ 3· Zuriickfiihrung der Ortsbestimmung in einer ge 
gebenen Mannigfaltigkeit auf Quantitatsbestim
mungen . Wesentliches Kennzeichen einer n-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 

II. MaBverhaltnisse, deren eine Mannigfaltigkeit von n 

Dimensionen fahig ist2), unter der Voraussetzung, daB 

1) Artikel I bildet zugleich die Vorarbeit fiir Beitriige zur Analy

sis situs. 
1 ) Die Untersuchung iiber die moglichen Mal3bestimmungen einer 

n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ist sehr unvollstiindig, indes fiir den 

gegenwiirtigen Zweck wohl ausreichend. 
2* 
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die Linien unabhangig von der Lage eine Lange be
sitzen, also jede Linie durch jede meBbar ist. 

§I. Ausdruck des Linienelements. Als eben werden 
solche Mannigfaltigkeiten betrachtet, in denen das 
Linienelement durch die Wurzel aus einer Quadrat
summe vollstandiger Differentialien ausdriickbar 
ist. 

§ 2. Untersuchung der n-fach ausgedehnten Mannig
faltigkeiten, in welchen das Linienelement durch 
die Quadratwurzel aus einem Differentialausdruck 
zweiten Grades dargestellt werden kann. MaB ihrer 
Abweichung von der Ebenheit (KriimmungsmaB) in 
einem gegebenen Punkte und einer gegebenen Fla
chenrichtung. Zur Bestimmung ihrer MaBverhalt
nisse ist es (unter gewissen Beschrankungen) zu
Hissig und hinreichend, daB das KriimmungsmaB 

in jedem Punkte in n n- I Flachenrichtungen 
2 

beliebig gegeben wird. 
§ 3· Geometrische ErHiuterung. 
§ 4· Die ebenen Mannigfaltigkeiten (in denen das Kriim

mungsmaB allenthalben = o ist) lassen sich be
trachten als einen besondern Fall der Mannigfal
tigkeiten mit konstantem KriimmungsmaB. Diese 
konnen auch dadurch definiert werden, daB in ihnen 
Unabhangigkeit der n-fach ausgedehnten GraBen 
vom Ort (Bewegbarkeit derselben ohne Dehnung) 
stattfindet. 

§ 5· Flachen mit konstantem KriimmungsmaBe. 

III. Anwendung auf den Raum. 
§ I. Systeme von~Tatsachen, welche zur Bestimmung der 

MaBverhaltnisse des Raumes, wie die Geometrie sie 
voraussetzt, hinreichen. 
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§ 2. Inwieweit ist die Giiltigkeit dieser empirischen 
Bestimmungen wahrscheinlich jenseits der Grenzen 
der Beobachtung im UnmeBbargroBen? 

§ 3· Inwieweit im Unendlichkleinen? Zusammenhang 
dieser Frage mit der NaturerkHirung 1). 

1) Der § 3 des Art. III bedarf noch einer Umarbeitung und wei

t eren Ausfiihrung. 



Erlauterungen. 

I. (Zu Teil I.) In neuerer Zeit ist versucht worden, 
durch prazise Axiome festzulegen, welche Eigenschaften 
man allgemein einer stetigen Mannigfaltigkei t zu
schreiben muB, damit dieser Begriff ein sicheres Fundament 
fiir die mathematische Analyse abgeben kann. Vgl. Weyl, 
Die Idee der Riemannschen Flache, Leipzig rgr3, Kap. I,§ 4; 
ders., Das Kontinuum, Leipzig rgr8, Kap. II, § 8; Haus
dorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, Kap. VII 
und VIII. Es handelt sich dabei zweifellos nicht urn eine 
adaquate Beschreibung dessen, was uns an anschaulich ge
gebenen Kontinuen als das Wesen des stetigen Zusammen
hangs erfaBbar ist, sondern urn eine konstruktive ,Theorie", 
die als Bauzeug Begriffe der logisch-arithmetischen Sphare 
verwendet; der entscheidende Punkt ist die Konstruktion 
des Systems der reellen Zahlen. Als Charakteristikum einer 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit verwendet man dabei 
am einfachsten die Forderung, daB sich eine solche (oder 
wenigstens jedes hinreichend kleine Stiick einer solchen) 
umkehrbar-eindeutig und stetig auf die Wertsysteme von n 
Koordinaten xi (stetigen Funktionen des Orts innerhalb der 
Mannigfaltigkeit) abbilden laBt. Erst wenn die Mannigfaltig
keit auf ein derartiges Koordinatensystem bezogen ist, be
steht die Moglichkeit, aile an die Mannigfaltigkeit gebundenen 
Gr6Ben durch Zahlangaben zu charakterisieren. Der Will
kiirlichkeit des Koordinatensystems ist durch Aufstellung 
einer ,Invariantentheorie" Rechnung zu tragen, und zwar 
kommt hier die Invarianz gegeniiber beliebigen umkehrbar-
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eindeutigen stetigen Transformationen in Betracht. Vor 
allem muB von der Dimensionszahl selber gezeigt werden, 
daB sie eine derartige Invariante ist, weil sonst der Dimen
sionsbegriff ganz in der Luft hangt. Dieser Beweis wurde 
erbracht von Brouwer (Math. Ann. Bd. 70, 19II, S. 161 bis 
165; vgl. dazu auch Math. Ann. Bd. 72, 1912, S. 55-56). 
Fur die weiteren Untersuchungen Riemanns tiber die MaB
bestimmung muB freilich vorausgesetzt werden, daB aus 
der inneren N atur der Mannigfaltigkeit ein solcher Koordi
natenbegriff sich ergibt, daB der Zusammenhang zwischen 
irgend zwei Koordinatensystemen durch Funktionen her
gestellt wird, die nicht nur stetig sind, sondern auch stetig 
differentiierbar und die zu umkehrbar-eindeutigen linearen 
Beziehungen zwischen den Differentialen der Koordinaten 
beider Systeme fiihren; denn sonst konnte von einem Linien
element iiberhaupt nicht gesprochen werden. In diesem 
Faile ist die Invarianz der Dimensionszahl eine Selbstver
standlichkeit; die Funktionaldeterminante der Koordinaten
transformation ist =I= o. 

Eine zu der Riemannschen analoge, rekurrente Er
klarung der Dimensionszahl, die sich enger an die Anschau
ung anschlieBt als die ,arithmetische" Definition durch die 
Anzahl der Koordinaten, ist von H. Poincare vorgeschlagen 
worden (Revue de metaphysique et de morale 1912, S. 486, 
487); das Verhaltnis dieses (in geeigneter Weise prazisierten) 
,natiirlichen" Dimensionsbegriffs zu dem arithmetischen 
wurde von Brouwer untersucht (Journal f. d. reine u. angew. 
Mathematik, Bd. 142, S. 146--152). 

2. (Zu Teil II, Absatz r.) Die Annahme, daB ds 2 eine 
quadratische Differentialform ist, kommt offenbar darauf 
hinaus, daB im Unendlichkleinen der Pythagoreische Lehr
satz gelten soll. Es ist diese Annahme nicht nur die ein
fachste, die moglich ist, sondern sie ist vor allen andern auch 
in ganz besonderer Weise ausgezeichnet. Durch He 1m h o 1 t z 
und Lie (Helmholtz, Dber die Tatsachen, welche der 
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Geometrie zu Grunde liegen, N achr. d. Ges. d. Wissensch. zu 
Gottingen r868, S. 193--221; Lie, Dber die Grundlagen der 
Geometrie, Verh. d. Sachs. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, 
Bd. 42, r8go, S. 284-321) wurde folgendes bewiesen. Die 
n- dimensionale Mannigfaltigkeit besitze infinitesimale Be
weglichkeit in dem Sinne, daB ein unendlichkleiner, den 
Punkt 0 enthaltender Korper urn 0 frei drehbar ist, derart, 
da13 seine MaBverhaltnisse dabei in erster Ordnung ungean
dert bleiben und durch solche Drehungen einem Linienelement 
in 0 eine beliebige Richtung erteilt werden kann, einem durch 
dasselbe hindurchgehenden Flachenelement eine beliebige, 
diese Linienrichtung enthaltende Flachenrichtung, us£. bis 
zu den Elementen von (n- r) Dimensionen. Die Drehungen 
werden eine gewisse Gruppe homogener linearer Transforma
tionen der Differentiale dxi bilden. Und nun ergibt sich, 
daB diese Gruppe notwendig aus allen linearen Transforma
tionen besteht, die eine gewisse positiv-definite quadratische 
Form ds 2 in sich iiberfiihren. So hat die Forderung der 
infinitesimalen Beweglichkeit r. die Tatsache zur Folge, 
daB sich Linienelemente an der gleichen Stelle messend mit
einander vergleichen lassen, und 2. fiir ihre MaBzahlen ds 
die Giiltigkeit des Pythagoreischen Lehrsatzes. 

Aber wie man sieht, ist der Ausgangspunkt der Unter
suchung bei Helmholtz und Lie von vornherein ein andrer 
als bei Riemann. Geht man mit Riemann von der Voraus
setzung des meBbaren Linienelements aus, so empfangt die 
Mannigfaltigkeit in einem Punkte P eine MaBbestimmung 
dadurch, daB jedem Linienelement (mit den Komponenten 
dx,) in P eine MaBzahl 

(r) ds = fp (dx1 , dx2 , ••• , dx.,) 

zugewiesen wird. fp wird als eine homogene Funktion der 

ersten Ordnung in dem Sinne vorauszusetzen sein, daB bei 
Multiplikation der Argumente dxi mit einem gemeinsamen 

reellen Proportionali ta tsfaktor e die F unktion f P sich mit I e l 
multipliziert. Es wird weiter natiirlich sein, vorauszusetzen, 



- 27 -

daB sich die verschiedenen Punkte der Mannigfaltigkeit nicht 
schon hinsichtlich der in jedem von ihnen herrschenden MaB
bestimmung unterscheiden; das formuliert sich analytisch 
dahin, daB die den verschiedenen Punkten P entsprechenden 
Funktionen IP alle aus einer, I, durch lineare Transformation 
der Variablen hervorgehen. Dies ist der Fall, wenn I~ an 
jeder Stelle eine positiv-definite quadratische Form ist: 

(z) 

es ist aber im allgemeinen nicht der Fall, wenn IP die 4· Wurzel 
aus einer Form 4· Grades ist mit von Ort zu Ort verander
lichen Koeffizienten. Daher formuliert man das Raumproblem 
vielleicht besser folgendermaBen: Alle Funktionen, welche a us 
einer, I, durch lineare Transformation der Variablen hervor
gehen, rechne ich zu einer Klasse (/). Jeder solchen Klasse (/) 
von homogenen Funktionen erster Ordnung entspricht eine 
besondere Art von Geometrie: in einem metrischen Raum 
von der Art(/) gehort die Funktion I p, welche nach (r) an jeder 
Stelle P des Raumes die MaBzahlen der Linienelemente be
stimmt, der Klasse (f) an. Diese Festsetzung ist unabhangig 
von der Wahl der Koordinaten xi. Unter diesen Raumarten 
ist die Pythagoreisch-Riemannsche, die der Funktion (2) 
entspricht, eine einzige spezielle. Es fragt sich, durch welche 
innern Eigenschaften sie vor allen andern ausgezeichnet ist. 
Bei der fundamentalen Bedeutung, die nach den neueren 
Untersuchungen (vgl. die Zitate am SchluB der 3· Anmer
kung) dem affinen Grundbegriff der infinitesimalen Parallel
verschiebung eines Vektors ftir den Aufbau der Geometrie 
zukommt, erhebt sich insbesondere die Frage, ob die Mannig
faltigkeiten der Pythagoreischen Raumklasse die einzigen 
sind, welche die Aufstellung dieses Begriffs ermoglichen und 
welche dementsprechend nicht bloB eine Metrik, sondern 
auch affinen Zusammenhang besitzen. Die Anwort lautet 
wahrscheinlich bejahend, ein Beweis dafiir ist aber bisher 
nicht erbracht worden. 
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Geometrische Untersuchungen in Raumen, die in jedem 
Punkte eine beliebige MaBbestimmung tragen im Sinne der 
Gleichung (r), sind neuerdings von P. Finsler angestellt 
worden (Dber Kurven und Flachen in allgemeinen Raumen, 
Gottinger Dissertation 1918). 

3· (Zu Teil II, Absatz 2.) Hat das Linienelement die 
Gestalt 1) 

(3) ds2 =gi7,dx;dx,,, (gk;=g;k) 

so liefern die klassischen Methoden der Variationsrechnung 
als Bedingung dafiir, daB eine die gegebenen Punkte A, B 
der Mannigfaltigkeit miteinander verbindende Linie X;= X; (s) 
im Vergleich zu allen, hinreichend benachbarten, von A 
nach B fiihrenden Linien die kiirzeste oder wenigstens eine 
stationare Lange besitzt (Verschwinden der ersten Variation) 
die folgenden Gleichungen 

d ( dxi) _ I ogap dxa dxp 
(4) ds gijfiS -2 ox. ds as· 

• 
Dabei ist vorausgesetzt, daB als Parameter s die von 
einem bestimmten Anfangspunkt gemessene BogenHi.nge der 
Kurve genommen wird oder doch eine GroBe, die ihr propor
tional ist; so daB langs der Kurve (wie iibrigens aus (4) folgt) 

(5) 

ist. Die linke Seite von (4) ist 

- og;a '!_~ r}_xp + g ~-2 X; 
- oxp ds ds ii ds2 • 

Man schaffe das erste Glied auf die rechte Seite und fiihre 
zur Abkiirzung die ,Christoffelschen Dreiindizessymbole" 
ein, d . s. die GroBen 

1 ) Dber Indizes, die in einem Formelglied doppelt auftreten, wie 
hier die Indizes i und k, ist stets zu summieren ; diese Ubereinkunft er
spart uns das Hinschreiben vieler Summenzeichen. 
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:_ (og;a + og;p- ogap) = r. 
2 OXp OXa OX; •.a{l 

und diejenigen r;11 , die aus ihnen eindeutig nach den Glei
chungen 

T;, ap = g,3 r~·P 
entspringen. Dann entstehen die folgenden fiir die ,geoda
tische Linie" charakteristischen Gleichungen 

(6) d2 xi+ r.' dxa dxp _ 
ds2 uf3 ds ds - o . 

Die von Riemann zu einem beliebigen Punkte 0 ein
geftihrten ,Zentralkoordinaten", die er mit Xp x2 , ••• , x,. 
bezeichnet, ergeben sich jetzt analytisch folgendermaBen. Es 
seien zunachst z, beliebige Koordinaten, die in 0 verschwin
den. Da sich eine positiv-definite quadratische Form durch 
lineare Transformation immer in die Einheitsform mit den 
Koeffizien ten 

{
I (i = k) 

bik = 0 (i + k) 

iiberfiihren laBt, kann von vornherein vorausgesetzt werden, 
daB fUr den Punkt 0 die Koeffizienten g,k des Linienelements 
(3) die Werte r50 , annehmen, so daB dort ds 2 = ~ dz~ wird. 
Eine der Gleichung (6) geniigende geodatische Linie, fUr 
welche 0 der Anfangspunkt ist (z, = o fiir s = o), ist ein
deutig bestimmt durch die Anfangswerte der Ableitungen 

(~~!)0= ~'; 
ihre Parameterdarstellung laute 

z, = 'll', (s; e, ~2 , ••• , ~"). 

Man erkennt sofort , daB die Funktionen 1f!; nur von den 
Produkten s~ 1, s~ 2, • • • , s~n abhangen: 

z, = rpi(s~\ s ~ 2, • • • , s~") . 

Die Zentralkoordinaten x, entstehen dann aus den ur
spriinglichen z, durch die Transformation 

z, = cr. (xl, x2, .. . , x,.). 
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Sie sind dadurch gekennzeichnet, daB bei ihrer Be
nutzung die linearen Funktionen 

(7) X;= ;• S 

von s fiir beliebige Konstante ;• die Gleichungen (5), (6) 
befriedigen. Auch fiir sie ist in 0: ds 2 = ~ dxi. Es wird 
also, wenn wir den Konstanten ;• ein fiir allemal die Be
dingung I(;•)2 =I auferlegen, bei der Substitution (7) 

gik ;• ;k 
unabhangig von s, und zwar = I, wie sich durch Einsetzen 
des Wertes s = o herausstellt; auBerdem 

(8) r;p;a;P=o. 

Somit bestehen identisch in den x die Identitaten 

(9) gikXiXk=X;2 , (8') r;pXaXp = O, 

aus denen wir zunachst einige Folgerungen herleiten wollen. 
Die Gleichung (8') kann man schreiben 

Ti,apXaXp = 0 Oder (Io) (og;p- ~ ogap) XaXp = 0. 
OXa 2 OX; 

Nun ist 

wenn , 
X;= giixi 

gesetzt wird; folglich ist die linke Seite von (Io) 

(ox;' ') r (ox'a ') 
= 0 X a X a - Xi - z 0 X. X a - X; 

• 
= ox: Xa _ ~(ox'a Xa + x.') =ox/ Xa _ ~ o(X~Xa). 

OXa 2 OX0 • OXa 2 OX0 

Nach (9) aber ist x~ Xa = x!, und so kommt schlieBlich 

ox/ Xa - X·= o(x/- X;)Xa = 0. 
OXa • OXa 

Bei der Substitution (7) liefert das 
d (x.'- x.) • • -0 

ds - ' 
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und da fiir s = o die Differenz x~ - X; verschwindet, kommen 
wir zu dem einfachen Resultat, daB identisch in x 

(n) 

sein muB. Weiter folgt durch Differentiation nach xk: 

og;a .ll 

OX ·Xa=uik-gik" 
k 

Die linke Seite ist demnach symmetrisch in i und k: 

(rz) 

Multiplikation mit xk oder X; und Summation nach k bzw. 
i liefert unter nochmaliger Benutzung von (n): 

(I3) 
og;a 
--;, - XaXp= 0, 
uXp 

In dieser Weise HiBt sich die urspriingliche Gleichung (ro) in 
zwei Bestandteile zerspalten. 

Jetzt betrachten wir die Potenzentwicklung der Koef
fizienten gik des Linienelements in der Umgebung von 0: 

gik = d;k + C;k,a Xa + C;k,a{J Xa Xp + .... 
og,k 

Dabei sind c;,.,a die Werte der I. Ableitungen oxa, 

2 c;k,afJ die Werte der 2. Ableitungen "'02 g;k im Punkte 0. 
uXauXp 

Riemann behauptet zunachst, daB hier die linearen Glie
der verschwinden. Das folgt aus (r4): setzen wir darin 
X;=~~ s und loschen den Faktor s2, so bekommen wir die 
Identitat in s 

ogap ~a~{J = 0. 
ox, 

Sie liefert fiir s = o das gewtinschte Resultat, daB die 

Ableitungen o"'gap in 0 verschwinden, da ja die ~ beliebige 
uX; 

Zahlen sein konnen. Differentiieren wir jene Gleichung aber 
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zunachst nach s und setzen dann s = o, so erhalten wir die 
weitere Beziehung 

Cpy,ai + Cya,{Ji + Ca(J,yi = 0. 

Durch dieselbe Behandlung von (13) ergibt sich 

(15) C;a,flr + C;p,ya + C;y,afl = o. 
Vertauschen wir in der letzten Gleichung i mit r und 
subtrahieren sie von der oberen, so folgen endlich noch die 
Symmetriebedingungen 

(16) C; k,a{J = Ca(J,ill. 

In der Potenzentwicklung von ds 2 lauten die Glieder 
o-ter Ordnung 

[0] = Idx;; 

es fehlen die Glieder r. Ordnung, diejenigen der 2. Ordnung 
aber fligen sich zusammen zu der Form 

(17) [2) = Ctk,af1XaXpdx1 dxk. 

Riemann behauptet weiter, daB [2) eine quadratische 
Form der GroBen x, dxk - xk dx, ist. Benutzen wir ftir 
unendlichkleine x, der Dbereinstimmung halber das Zeichen 
~ x,, so sind diese GroBen 

(18) 

die ,Komponenten" des von den beiden Linienelementen 
mit den Komponenten ox, bzw. dx, im Punkte 0 auf
gespannten (parallelogrammartigen) Flachenelements. Eine 
quadratische Form dieser Flachenvariablen laBt sich auf 
eine und nur eine Weise in der Gestalt schreiben 

(19) Aa'=~Rap,ydAXapAXrd, 

wenn flir die Koeffizienten R die Nebenbedingungen hinzu
geftigt werden: 

(zo) 
( Rpa,yJ = - Ra{l,yd, R a{l,dy = - Ra{J,yd; 

~ R yd,ap=Ra{J,yd; 

l R;a,{Jy + R;p,ya + R;y,a{J = 0. 
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Urn [2] in diese Gestalt zu bringen, haben wir die Rela
tionen (15), (16) notig; denn nach ihnen konnen wir c;,.,a 

ersetzen durch 

~C;k,af/} l ~(cik,af/ + Cafi,sk) 

+ ~Cik,af/ = - ~(cia,f/k + C;p,ka). 

Setzen wir diesen Wert des Koeffizienten C;k,af/ in (17) 
ein, so diirfen wir in dem dritten Term C;a,kf/ noch die Indizes 
i und k vertauschen. Bilden wir also nach (19) die Form L1 a2 

mit folgenden Koeffizienten 

(21) Rap,y~ = Cay,f/d + Cp&,ay- CaJ,f/y- Cpy,ad 1 

welche die samtlichen Bedingungen (zo) erfiillen, so ergibt sich 

[2] = - ~ L1 a2 • 

3 

Die direkte Umrechnung der Kriimmungsform L1 a 2 auf 
beliebige Koordinaten ist miihsam. Aus einer andern Auf
fassung der Kriimmung heraus, welche an den Begriff der 
infinitesimalen Parallelverschiebung eines Vektors ankniipft 
und welche wir heute als die natiirliche bezeichnen miissen, 
ergibt sich ohne wei teres, daB die Form Ll a 2 mit den folgen
den Koeffizienten 

(22) { Rap,y~ =ga11 R%, yd, 

R a = (ar;~- or;r) + (T." r.e - r." r(!) 
fJ, r d "' "' 11 d fJ r 11 r fJ d 

uXy u XJ 

eine Invariante ist. Da ihre Koeffizienten R bei Benutzung 
der Zentralkoordinaten, fiir welche die erst en Ablei tungen der 
g;" im betrachteten Punkte 0 verschwinden, in (21) iiber
gehen, ist sie mit der Kriimmungsform identisch. Das Qua
drat des Inhalts des von den beiden Linienelementen ~ und d 
aufgespannten unendlichkleinen Parallelogramms L1 f2 (Rie
mann benutzt statt des Parallelogramms das Dreieck) wird 
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ebenfalls durch eine quadratische Form der Variablen (18) 
gegeben, und zwar ist in beliebigen Koordinaten 

Der nur vom Verhaltnis der L1 x," abhangige Quotient 
L1 a2 
L1 f2 ist die Zahl, die man nach Riemann als die Kriimmung 

der Mannigfaltigkeit in der vom Flachenelement mit den 
Komponenten L1 xi" eingenommenen Flachenrichtung zu be
zeichnen hat. -

Die Riemannsche Kriimmungstheorie wurde analytisch 
zuerst durchgefiihrt von Christoffel und Lipschitz (meh
rere Abhandlungen im Journal f. d. reine u. angew. Mathe
matik, Bd. 70, 71, 72, 82). Riemann selbst hatte die betref
fenden Rechnungen entwickelt in einer der Pariser Akademie 
eingereichten, aber nicht gekronten und daher auch nicht 
publizierten Arbeit; sie ist durch Dedekind und Weber in 
den Gesammelten Werken ans Licht gezogen und mit einem 
ausgezeichneten Kommentar versehen worden. Die Inva
riantentheorie in einer metrischen Mannigfaltigkeit wurde 
insbesondere ausgebildet von Ricci und Levi-Civita (vgl. 
Methodes de calcul differentiel absolu, Math. Annalen, 
Bd. 54, 1901, S. 125-201). Neuerdings sind unter dem Ein
fluB der Einsteinschen Relativitatstheorie diese Unter
suchungen wieder aufgenommen worden; sie fiihrten nament
lich zur Aufstellung des fundamentalen Begriffs der infinite
simalen Parallelverschiebung und damit zu einer natiirlichen 
geometrischen Deutung der Kriimmung. Vgl. dariiber Levi
Ci vita, Nozione di parallelismo in una varieta qualunque .. . , 
Rend. d. Circ. Matern. di Palermo, Bd. 42 (1917); Hessen
b erg, V ektorielle Begriind ung der Differen tialgeometrie, 
Math. Annalen, Bd. 78 (1917); Weyl, Reine Infimtesimal
geometrie, Math. Zeitschrift, Bd. 2 (19r8}; J. A. Schouten, 
Die direkte Analysis zur neueren Relativitatstheorie, Ver-
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hand. d. K. Akad. v. Wetensch. te Amsterdam, XII, Nr. 6 
(Igrg). 

4· (Zu Teil II, Absatz 3.) Eine metrische Mannigfaltig
keit, deren MaBbestimmung auf einer positiv-definiten qua
dra tisch en Differen tialform d s 2 beruh t , werde als Riemann
sche Mannigfaltigkeit bezeichnet. Der Zusammenhang mit 
der gewohnlichen Flachentheorie, wie sie von GauB be
griindet wurde, ist dadurch gegeben, daB jede Flache im 
dreidimensionalen Euklidischen Raum im festgesetzten Sinne 
eine (zweidimensionale) Riemannsche Mannigfaltigkeit ist. 
Dies aber aus dem alleinigen Grunde, weil der Euklidische 
Raum selbst eine derartige Mannigfaltigkeit ist: allgemein 
iibertragt sich von einer n- dimensionalen Riemannschen 
Mannigfaltigkeit die MaBbestimmung auf alle in ihr gelegenen 
m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten (m =I oder z ... oder 
n- r) in der Weise, daB auch sie eine Riemannsche Metrik 
tragen. Die Punkte im n-dimensionalen ,Raum" mogen 
durch n Koordinaten xi, die Punkte der m-dimensionalen 
,Flache" durch m Koordinaten uk charakterisiert sein. Die 
Flache wird durch eine Parameterdarstellung 

Xi = X; (u1 U2 ••• um) (i = I, 2, ... , n) 
beschrieben, die von jedem Flachenpunkt u angibt, in welchen 
Raumpunkt x er hineinfallt. Setzen wir die daraus sich er
gebenden Differentiale 

ox. ax. ox. 
d xi = ~ d U 1 + ~ d U 2 + ... + -;-~ dum 

uU1 uU2 uUm 

in die metrische Fundamentalform ds 2 des Raumes ein, so 
erhalten wir eine definite quadratische Form der duk als 
die metrische Fundamentalform (das ,Linienelement") der 
Flache. w·ahrend also bei Euklid der Raum a priori von viel 
speziellerer Natur angenommen ist als die in ihm moglichen 
Fliichen, namlich als eben, hat der Begriff der Riemann
schen Mannigfaltigkeit just denjenigen Grad der Allgemein
heit, welcher notig ist, urn diese Diskrepanz vollig zum Ver
schwinden zu bringen. 

Riem a nn, Hypothesen. 3 



Nach GauB legt man der Theorie der FHichen 

x = x ( U1 u2), y = y ( U1 u2), z = z ( u1 u2) 

im dreidimensionalen Euklidischen Raum mit den Carte
sischen Koordinaten x y z die folgenden heiden Differential
formen zugrunde : 

II 

(23) ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = ~ g,kdu,du~<, 
'·" = 1 

- (dxdX + dydY + dzdZ) = ~G,kdu,du;.. 

'" 
X, Y, Z sind dahei die Richtungskosinusse der Normalen. 
Zieht man zu den Normalen in samtlichen Punkten eines 
unendlichkleinen Flachenstiicks do Parallele durch einen 
festen Raumpunkt, so erfi.illen sie einen gewissen raumlichen 

Winkel dw. Das Verhaltnis ~: ist im Limes, wenn do 

auf einen Punkt zusammenschrumpft, die GauBsche Kriim
mung der Flache in diesem Punkte. Analytisch wird sie 
durch den Quotienten aus den Determinanten der heiden 
Fundamentalformen gegehen: 

K = Gu G22 - G122. 
gll g22 - g122 

DaB die GauBsche Kriimmung nur von der Geometrie 
auf der Flache abhangt, nicht aher von der Art ihres Ein
gehettetseins in den Raum, genauer: daB K iihereinstimmt 
mit derjenigen GroBe, die nach Riemann als Kriimmung 
der mit dem Linienelement (23) ausgestatteten zweidimen
sionalen metrischen Mannigfaltigkeit zu hezeichnen und aus 
den Formeln (22) zu herechnen ist, wird in jedem Lehrhuch 
der Flachentheorie hewiesen (siehe z. B. Bianchi, Vor
lesungen iiher Differentialgeometrie, deutsch von Lukat, 
2. Aufl. rgro, S. go). 

Die anschauliche Deutung der Riemannschen Kriimmung 
einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit mit Hilfe eines 
geodatischen Dreiecks ergibt sich am besten als Spezialfall 
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einer andern, die sich auf die infinitesimale Parallelverschie
bung von Vektoren stiitzt. Verschiebt man den ,KompaB" der 
oo1 von einem Punkte P der zweidimensionalen Mannig
faltigkeit ausgehenden Richtungen parallel langs einer vom 
KompaBzentrum P zu durchlaufenden geschlossenen Kurve (£ 
auf der Mannigfaltigkeit, so kehrt der RichtungskompaB 
nicht in seine Ausgangsstellung zuri.ick, sondern hat eine 
Drehung urn einen gewissen Winkel erfahren; dieser ist, 
wie aus der fri.iher erwahnten natiirlichen Definition der 
Kri.immung unmittelbar hervorgeht, gleich dem Integral der 
Kri.immung i.iber das von der Kurve (£ umschlossene Gebiet. 
Nimmt man fiir (£ ein geodatisches Dreieck und beachtet, 
daB die geodatische Linie durch die Eigenschaft gekennzeich
net ist, ihre Richtung ungeandert beizubehalten, so folgt die 
im Text angegebene, auf GauB zuri.ickgehende Deutung. 

DaB endlich eine zweidimensionale geodatische Flache, 
aufgebaut aus allen geodatischen Linien, die von einem 
Punkte 0 in einer bestimmten Flachenrichtung L1 aus
gehen, im Punkte 0 eine Kriimmung besitzt, die gleich 
der Raumkriimmung in der Flachenrichtung L1 ist , be
weist man am einfachsten so. Sind xi Zentralkoordinaten 
des Raumes, die zu diesem Punkte 0 gehoren, so moge jene 
geodatische Flache dadurch charakterisiert sein, daB fiir ihre 
Punkte alle Koordinaten auBer x1 , x 2 verschwinden. Da die 
Ableitungen der g;k und somit die GroBen r:p im Punkte 0 
verschwinden, die gik aber die besonderen Werte bik an
nehmen, erkennt man sofort aus der Formel (22), daB die 
Raumkri.immung R12 , 12 daselbst nur von den (2. Ableitun
gen der) Koeffizienten g11 , g12 , g22 abhangt, die iibrigen gik 
aber in ihren Ausdruck nicht eingehen. 

5· (Zu Teil II, Absatz 4.) Eine Mannigfaltigkeit besitzt 
ein Zen trum in 0, wenn ds 2 bei Benutzung gewisser in 0 
verschwindender Koordinaten X; eine lineare Kombination 
der orthogonalinvarianten Differentialformen 

dx~ + dx~ + ... + dx~ und (x1 dx1 + x2 dx2 + ... + x" dxn)! 
3* 



wird: 
ds2 = l~dxi + l(~.~,dx.) 2 ; 

; j 

wobei die Koeffizienten l und l nur von der durch 

r2 =Xi + X~ + ... + X~ 
erklarten Entfernung r abhangen. Die radiale MaBskala r 
laBt sich dabei noch so einrichten, daB l = I wird: 

(24) ds2 = ~ dxi + l (~x,dx,)2 • 
i j 

Die x, sind ,modifizierte Zentralkoordinaten" zum Punkte 0 
in dem folgenden Sinne: jeder Strahl 

x, == ~~,. 
(~• beliebige Konstante von der Quadratsumme I, r der 
variable Parameter) ist eine geodatische Linie, aber r ist 
nicht die auf ihr gcmessene BogenHinge, sondern diese, s, 
steht zu r in der Beziehung 

(~ :Y = I + lr2 = h2 • 

Auf einer n-dimensionalen Kugel vom Radius a im 
(n + 1)-dimensionalen Euklidischen Raum mit den Carte
sischen Koordina ten x0 , x1 , ••• , x, ist 

(25) xg + xi + ... + x~ = a 2 , 

ds2 = dxg + dxi + ... + dx~. 
Benutzen wir also x1 , ••• , x.. als Koordinaten auf der 
Kugel, so erhalten wir fiir ihr ds 2 , da aus (25) 

x0 dx0 =- (x1 dX1 + ... + x,.dx .. ), 

dx'!. = (x1 dx1 + ... + x,.dx,.)2 
o a2 _ 1 2 

folgt, eine Formel (24) mit 

z-_I__ _ a 
- a2 - r 2 -I- ar2 • 

Es ist danach klar, daB Mannigfaltigkeiten, deren Linien-



element sich in die Gestalt (24) setzen Hi.Bt, worin l die eben 

angegebene Funktion __ a_2 bedeutet, konstante, von Ort 
I- ar 

und FHi.chenrichtung unabhangige Kriimmung besitzen; 
diese Behauptung wird natiirlich ebensowohl richtig sein, 
wenn die Konstante a negativ ist, wie im Faile eines positi
ven a. Die gleich durchzufi.ihrende Rechnung wird auBer
dem zeigen, daB der Wert der Kriimmung gleich a ist. Statt 
dieser Normalform fiir ds 2, welche der orthogonalen Projek
tion der Kugel auf den ,Aquator" x0 = o entspricht, benutzt 
Riemann diejenige, die durch stereographische Projektion 
zustande kommt. Wir erhalten sie aus der eben angegebenen, 
wenn wir durch die Transformation 

xt x .=-- --
• a 

r +-ru 
4 

lr*2 = ~ (xt)2J 
i 

zu neuen Koordinaten xf iibergehen. 
Urn die Umkehrung zu beweisen 1}, fiihren wir auf einer 

beliebigen Mannigfaltigkeit zu einem Punkte 0 ,modifizierte 
Zentralkoordinaten" X; ein, wobei eine Funktion l von r 
willkiirlich zugrunde zu legen ist. Auf die gleiche Weise, 
wie wir in Anm. 3· die Formeln (8), (rz), (rr) fiir die ,eigent
lichen", der Wahl l = o entsprechenden Zentralkoordinaten 
fanden, erhalten wir dann 

(26) T~p ~a~{J = h' ~i (h ~ = I+ lr 2) 
h 

[der Akzent bedeutet die Ableitung nach r; es ist stets x, = ~·r 

zu setzen, und ~·sind beliebige Konstante von der Quadrat
summe r]; 

(27) 

{28) 

1 ) Vgl. dazu Lipschitz, Journal .fur die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 72; F. Schur, Math. Annalen, Bd. 27, S. 537-567. 
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Wir fragen: wann ist der Punkt 0 ein Zentrum dieser 
Mannigfaltigkeit, genauer: wann bestehen die Gleichungen 

(29) gil,= ~.k + lx,xk? 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist offen
bar die, daB 

wird, oder 

(30) 

denn wenn die Differenz g,k -tx, xk unabhangig von r ist, 
so muB sie gleich ihrem Werte fiir r = o, d. i. = ()'" sein. 
Wegen (27) und (28) sind die folgenden Gleichungen der Be
dingung (30) aquivalent: 

ebenso 
ri,lca ~a= hh'. ~i~lf' 

Setze ich demnach 

(31) 

so ist das Verschwinden dieser GroBen <p~ die gesuchte Be
dingung fiir das Bestehen von (29). 

Urn das Problem mit der Kriimmung in Zusammen
hang zu bringen, differentiiere man abermals nach r; es 
kommt 

(32) 
d . . 

<p~ = or:a ~a~p- (lgh)" ~i~lt. 
dr oxp 

Das erste Glied rechts ist ein Bestandteil von 

(33) R~"P~a~fJ, 
wie dem Ausdruck (22) der R zu entnehmen ist. Urn (33) 
zu berechnen, haben wir der Reihe nach zu bilden 
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und 

(34) (r;11 r:,.- r:,.r:11Ha~P. 
Der erste Term ist nach (32) 

d . 
= ;,~ + (lg h)";·~~~. 

Urn den zweiten zu erhalten, differentiieren wir (26): 

; r h' 

nach x11 : 

FapXaXp= -,;X; 

0 r;{J T.i X;Xk h' (l h)" 1 h' .t 
ox. XaXp+z dXa=-1-h+x;Xk g +hu;~c• 

Driickt man noch r;,.;" nach (31) durch fP! aus, so kommt 
also 

0 r:p ;a;P = ;•;" (lg h)"+ h' (<5 . - ;•;")- :_fP! 
oxk 1h •k 1 ' 

(or;,._ or;11) ~"~11 = (dfP~ + :_fP!) + ~w;"- 15 _ ) . 
oxp ox,. dr r 1h •" 

Das dritte Glied (34) aber lassen wir folgende Wandlungen 
durchlaufen: 

r ipe h'; 
= fJe;fP,.-JifP"· 

Die Endformellautet demnach, wenn man noch 

r2 fP~ • 
- h-= "P,. 



- 42 -

Anderseits ist 

(36) (Jik gap- J;pgu.kH"' ~p = Jik h?.- ~; ~k = h2 (Jik- ~; ~k). 

Ist 0 Zentrum: 'If'~= o, so folgt daraus: Die Kriimmung 
der Mannigfaltigkeit in einem beliebigen Punkte P und 
in einer beliebigen Flachenrichtung daselbst, die den geoda
tischen Strahl 0 P enthalt, hangt nur von r ab, ist namlich 

(37) !!'___. h2 - - 2_ !:___ (~) 
rh· - zrdr h2 • 

[Insbesondere ist die Kriimmung in 0 unabhangig von der 
Flachenrichtung = l (o).] 

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend dafiir, daB 
0 Zentrum ist; denn nach (35) und (36) ist sie mit der Glei
chung 

identisch, und a us ihr folgt 'If'~ = o. In der Tat: sind C, r 
solche Konstanten, daB etwa fur o < r < I die Unglei
chungen 

(39) 

bestehen, so gilt fiir jede ganze nicht-negative Zahl m 

I ; I< C· (Tr)m 
'lf'k = m! . 

Beweis durch vollstandige Induktion. Die Behauptung trifft 
nach (39) zu fiir m = o; der SchluB von m auf m + I aber 
vollzieht sich durch die Abschatzung 

. , . P C rm+z , (Tr)m+r 
l'lf'~l = /f r:p~"''lf'kdr/ <--, Jrmdr= C(-+ -)1• 

o m. o m I . 

Lassen wir in (40) die ganze Zahl m iiber alle Grenzen 
wachsen, so ergibt sich 'If'~= o. 

Wir machen von unserm Ergebnis die Anwendung auf 
den besonderen Fall einer Mannigfaltigkeit von der kon
stanten Krtimmung a. Wir wahlen 



l=--a--;;; 
I- ar2 ' 
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dann bekommt (37) den konstanten Wert a. Ftihren wir 
demnach in einem beliebigen Punkt 0 der Mannigfaltigkeit 
die zu dieser Funktion l gehorigen modifizierten Zentral
koordinaten ein, so gilt die Gleichung (38), aus der 'If'~= o 
und schlieBlich 

folgt. Damit sind wir am Ziel: das Linienelement der Mannig
faltigkeit von der konstanten Krtimmung a hat in den ge
wahlten Koordinaten notwendig die Gestalt 

ds2 = ~dx: + _ _ a_2 (~xi dxi)2 • 
• I- ar i 

Da hierbei das Zentrum 0 in einen willkiirlichen Punkt 
der Mannigfaltigkeit verlegt werden kann und die Normal
form unter Festhaltung des Punktes 0 auch nicht durch eine 
beliebige lineare orthogonale Transformation der Koordi
naten xi zerstort wird, zeigt sich, daB eine Mannigfaltigkeit 
konstanter Kriimmung die von Riemann behauptete Beweg
lichkeit in sich besitzt. Sie ist also gewiB in dem Sinne ho
mogen, daB nicht nur alle Punkte auf ihr, sondern auch 
in jedem Punkte alle FHichenrichtungen gleichberechtigt 
sind. Umgekehrt muO eine Mannigfaltigkeit mit diesen Ho
mogenitatseigenschaften offenbar konstante Krtimmung be
sitzen. Unter AusschluB des hinlanglich bekannten Euklidi
schen Falles a = o nehmen wir a = + I an. Ftihren wir 
im ersten Fall (a= + I) das Verhaltnis der vorhin benutzten 
Koordinaten 

Xo : Xl: ... : Xn 

als homogene Koordinat en in der Mannigfaltigkeit ein, so 
konnen wir, ohne einer Normierung wie (25) zu bediirfen, 
fiir das Linienelement schreiben 

d 2 _ Q(x, x )Q(dx, dx)- Q"'(x, dx) 
s - Q2( ) . ' x,x (4I) 
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wo Q (x, y) die symmetrische Bilinearform 

XoYo+x1Y1 + ... +x,y,. 
bedeutet (die zugehorige quadratische Form Q (x, x) gleich 

x~+x~+ ... +x! 
ist positiv-definit, vom Tdigheitsindex o). Dieses ds 2 hangt 
in der Tat nur von den Verhaltnissen der Koordinaten x 
zweier unendlich benachbarter Punkte ab. Die Bewegungen 
der Mannigfaltigkeit in sich werden jetzt einfach durch die
jenigen linearen Transformationen der homogenen Koordina
ten x gegeben, welche die quadratische Gleichung Q (x, x) = o 
in sich iiberfiihren. Analoges gilt fiir die Mannigfaltigkeiten 
von der Kriimmung -I; nur ist in der Forme! (41) ds 1 

durch - ds 2 zu ersetzen und unter Q (x, x) die quadratische 
Form 

x~ - (x~ + ... + x!) 

vom Tragheitsindex n zu verstehen. Auch hat man sich auf 
solche Werte der Variablen zu beschranken, fiir die Q > o 
ist. Allgemeiner kann fiir Q eine beliebige nicht-ausgeartete 
quadratische Form vom Tragheitsindex o oder n genommen 
werden (denn solche lassen sich linear auf die beiden hier 
zugrunde gelegten N ormalformen transformieren; nur die 
Werte o und n des Tragheitsindex sind moglich, weil ds9 

definit sein muB). Die geodatischen Linien (Geraden) werden 
durch lineare Gleichungen zwischen unsern homogenen Koor
dinaten dargestellt. Wir haben es also mit dem n-dimensio
nalen Raum der projektiven Geometrie zu tun, der auf Grund 
eines ,Kegelschnitts" Q (x, x) = o mit einer gewissen MaB
bestimmung ausgestattet ist (Cayleysche MaBbestimmung). 
Vgl. dariiber Cayley, Sixth Memoir upon Quantics, Philoso
phical Transactions, t. I49 (r859); F. Klein, Dber die 
sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Math. Annalen, 
Bd. 4 (r87I), und die weiteren Abhandlungen von Klein 
in Math. Annalen, Bd. 6 und 37· Die Falle a = + I und 
a = - I werden von Klein als ,elliptische" und ,hyper-
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bolische" Geometrie unterschieden, zwischen die sich als 
Ubergangs- und Entartungsfall die Euklidische einschiebt. 
Die hyperbolische Geometrie ist mit der von Lobatschefskij 
und Bolyai (urn 1830) zuerst systematisch aufgebauten 
,Nicht-Euklidischen Geometrie" identisch. Die elliptische 
fallt in einem hinreichend beschrankten Gebiet, wie wir 
sahen, mit der spharischen Geometrie zusammen, die auf 
einer -n-dimensionalen Kugel im (n + r)-dimensionalen Eukli
dischen Raum gilt. Im groBen besitzt aber der ihr zugrunde 
liegende ,elliptische Raum" andere Zusammenhangsverhalt
nisse wie die Kugel; er entsteht aus der Kugel, wenn man je 
zwei diametral einander gegeniiberliegende Punkte derselben 
in einen einzigen Punkt ideell zusammenfallen HiBt, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, an Stelle der Kugelpunkte die 
durch den Kugelmittelpunkt laufenden Geraden als Elemente 
verwendet. Uber die mit den verschiedenen MaBbestim
mungen vertraglicheAnalysis-situs-Beschaffenheit des Raumes 
vgl. namentlich Klein, Math. Annalen, Bd. 37 (r8go), S. 544; 
Killing, Math. Annalen, Bd. 39 (r8gr), S. 257, und: Ein
fiihrung in die Grundlagen der Geometrie, Paderborn 1893; 
auch Koebe, Annali di Matematica, Ser. III, 21, pag. 57, 
und Weyl, Math. Annalen, Bd. 77, S. 349· 

6. (Zu Teil III, Absatz 3.) Das volle Verstandnis fiir 
die SchluBbemerkungen Riemanns tiber den innern Grund 
der MaBverhaltnisse des Raums ist uns erst durch Einsteins 
allgemeine Relativitatstheorie erschlossen worden. Sehen 
wir von der ersten Moglichkeit ab, es konnte ,das dem Raum 
zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit 
bilden" (obschon in ihr vielleicht einmal die endgiiltige Ant
wort auf das Raumproblem enthalten sein wird), so stellt 
sich Riemann hier in Gegensatz zu der bis dahin von allen 
Mathematikern und Philosophen vertretenen Meinung, daB 
die Metrik des Raumes unabhangig von den in ihm sich ab
spielenden physischen Vorgangen festgelegt sei und das Reale 
in diesen metrischen Raum wie in eine fertige Mietskaserne 



einziehe; er behauptet vielmehr, daB der Raum an sich nur 
eine formlose dreidimensionale Mannigfaltigkeit im Sinne 
von Teil I des Vortrages ist und erst der den Raum erfiillende 
materielle Gehalt ihn gestaltet und seine MaBverhaltnisse 
bestimmt. Das ,metrische Feld" ist prinzipiell von der glei
chen Natur wie etwa das elektromagnetische Feld. - Da der 
Raum, sofern er Form der Erscheinungen, homogen ist, 
schien sich mit Notwendigkeit zu ergeben (und von dem 
alten Standpunkt aus ist diese Konsequenz in der Tat un
ausweichlich), daB er eine Riemannsche Mannigfaltigkeit von 
ganz spezieller Art, namlich von konstanter Krtimmung sein 
mtisse. Durch die in der Anm. 2. zitierten Arbeiten von 
Helmholtz und Lie wurde festgestellt, daB nur in einem 
solchen Raum ein Korper ohne .Anderung seiner MaBver
haltnisse diejenige Beweglichkeit besitzt, die aus der Gleich
berechtigung aller Orte und Richtungen folgt. Aber diese 
Folgerung fallt dahin, sobald die MaBbestimmung abhangig 
gedacht wird von der Verteilung der Materie. Denn die Mog
lichkeit der Ortsversetzung eines Korpers ohne MaBanderun
gen in einer beliebigen Riemannschen Mannigfaltigkeit ist 
zurtickgewonnen, wenn der Korper das von ihm erzeugte 
metrische Feld bei der Bewegung mitnimmt; genau so wie 
eine Masse, die unter dem EinfluB eines von ihr selbst er
zeugten Kraftfeldes eine Gleichgewichtsgestalt angenommen 
hat, sich deformieren miiBte, wenn man das Kraftfeld fest
halten und die Masse an eine andere Stelle desselben schieben 
konnte, in Wahrheit aber ihre Gestalt behalt, da sie das von 
ihr selbst erzeugte Kraftfeld mitnimmt. 

In der physischen Welt tritt zu den drei Raumdimen
sionen als vierte die Zeit hinzu, und die spezielle Relativi
tatstheorie (Einstein, Minkowski) fiihrte zu der Einsicht, 
daB diese vierdimensionale Mannigfaltigkeit der Raum-Zeit
Punkte eine Euklidische ist, in der Raum und Zeit nicht 
ohne Willktir voneinander getrennt werden konnen; Eukli
disch mit der Modifikation jedoch, daB die der MaBbestim-
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mung zugrunde liegende quadratische Form ds 2 nicht positiv
definit ist, sondern vom Tragheitsindex I. In der allgemeinen 
Relativitatstheorie vollzog sich der Ubergang von Euklid 
zu Riemann: die Welt ist ein vierdimensionales Kontinuum, 
in welcher ein von Zustand, Verteilung und Bewegung der 
Materie abhangiges metrisches Feld herrscht, darstellbar 
durch eine quadratische Differentialform ds 2 vom Trag
heitsindex I. Aus diesem metrischen Feld entspringen 
insbesondere die Erscheinungen der Gravitation. So hat 
Riemanns Idee, welche die alte Scheidewand zwischen 
Geometrie und Physik niederriss, heute durch Einstein ihre 
glanzende Erfiillung gefunden. Betreffs der Literatur ver
weist der Herausgeber auf sein Buch ,Raum Zeit Materie" 
(2. Aufl., Berlin 1919). 
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