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Vorwort. 
Der Zahnraderbau hat in den letzten Jahren erhebliche Fortschritte 

in der Herstellung genauer und haltbarer Evolventenzahne zu ver­
zeichnen. Dagegen ist die Gestaltung der Evolventenverzahnungen 
nicht wesentlich weiter entwickelt worden. Es werden noch immer die 
auf Willis und Reuleaux zuriickzufiihrenden, schon vor mehr als 
~inem halben Jahrhundert bekannten Teilkreisverzahnungsregeln be­
nutzt. Ihr Vorzug li.egt darin, daB sie sehr einfach sind und auch theo­
retisch und praktisch einwandfreie Satzradersysteme fiir Rader inner­
halb der Zahnezahlen von dreiBig bis unendlich ergeben. Es fehlte 
zwar keineswegs an Versuchen, neue Verzahnungsmethoden ausfindig 
zu machen, als sich die Getriebetechnik genotigt sah, Rader mit weniger 
als dreiBig Zahnen zu verwenden. Aber nicht eine dieser Methoden hat 
die gebrauchliche Verzahnungsweise verdrangen konnen, da sie sich nur 
auf be,stimmte Zahnezahlen und tJbersetzungsverhaltnisse erstreckten. 
In abweichenden Fallen ist der Konstrukteur gezwungen, von neuem 
die Verzahnung von Rad und Gegenrad zu untersuchen, um vor un­
liebsamen tJberraschungen sicher zu sein. AIle bekannt gewordenen 
Regeln zur Erlangung "korrigierter" Verzahnungen erfiillen insbesondere 
nicht diejenige Bedingung, die den technischen und wirtschaftlichen 
Vorteil der Teilkreisverzahnung begriindet hat, namlich die Bedingung 
der Satzradereigenschaft. 

Dabei gibt es sehr viele praktisch brauchbare Evolventensatzrader­
systeme, worin auch Satzrader mit sehr kleinen Zahnezahlen enthalten 
sind. Die vorliegende Arbeit zeigt, wie sie ermittelt werden konnen. 
Der Verfasser hat sich bemiiht, das Wesen dieser Evolventensatzrader­
systeme so anschaulich und voraussetzungslos wie moglich zu ent­
wickeln, und ist iiberzeugt, daB sich auch der Fachgenosse die gewahlte, 
vom Hergebrachten abweichende Betrachtungsweise gern zu eigen 
machen wird, da sie ihn vom Gebrauch uniibersichtlicher Formeln be­
freit und vor planlosem Herumprobieren bewahrt. 

Essen, im April 1926. ~t.=3ug. Paul Kriiger. 
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Einleitung. 
In den im letzten halben Jahrhundert erschienenen Schriften tiber 

Verzahnungen und Zahnrader werden hauptsachlich zwei sich fiir Satz­
rader eignende Verzahnungen nebeneinander ausfiihrlicher behandelt, 
namlich solche mit Zykloiden- und solche mit Evolventenflanken. 

Die Zykloidenverzahnungen verloren an Bedeutung, als es darauf 
ankam, Zahnrader der groBern Genauigkeit halber mit geschnittnen 
Zahnen an Stelle der gegossenen herzustellen. Etwa um die Jahrhundert­
wende erlangte die Evolventenverzahnung nach dem Teilkreissystem 
die Vorherrschaft. Dementsprechend wurde sie auch der Gegenstand 
mehrerer Untersuchungen, die sich auf Teilungsfehler sowie auf Ab­
nutzungs- und Reibungsverhaltnisse erstreckten. Mit der fortschreiten­
den Technik fielen auch die Mangel dieser Satzraderverzahnungen mehr 
ins Gewicht. Sie stellen sich ein, sobald Rader mit kleinen Zahnezahlen 
in Getrieben mit groBen Ubersetzungsverhaltnissen verwendet werden 
sollen. Manche Abanderungsvorschlage wurden bekannt und als Ver­
besserung empfohlen, ohne daB bisher einevollig befriedigende, einfache 
Losung gefunden ist. 

Einen neuen Weg, den Nachteilen der Teilkreisverzahnung zu ent­
gehen, gab P. Hoppe an, indem er eine Grundkreisverzahnung vor­
schlug. Die grundlegenden Betrachtungen Hoppes tiber Unterschnitt 
und Eingriffsdauer sind zu Richtlinien fiir den Entwurf von Verzah­
nungen geworden. Leider ist die Hoppesche Abhandlung nicht voll­
standig erschienen, und aus dem Veroffentlichten geht nicht hervor, 
inwieweit in den Grundkreisverzahnungen Satzradersysteme enthalten 
sind. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, zu ergrtinden, in welchem 
Umfange sich Evolventenverzahnungen tiberhaupt fiir Satzrader­
systeme eignen. Hierzu werden die fiir das Zusammenarbeiten erfor­
derlichen Eigenschaften sowie die Grenzabmessungen der Evolventen­
zahnrader zusammengestellt, und die Erzeugung dieser Rader nach dem 
Abwii.lzverfahren mit dem Zahnstangenstahl untersucht. Alsdann wird 
der Begriff eines Satzradersystems festgelegt, die Grenzbedingungen 
der Evolventensatzradersysteme bestimmt und ein Verfahren zu ihrer 
Ermittlung angegeben. SchlieBlich werden mit Hilfe dieses Verfahrens 
die Evolventensatzradersysteme mit unveranderlicher und solche mit 

Kriiger, Evolventen-Satzradersysteme. 1 



2 Einleitung. 

linear in bezug auf die Zahnezahl sich andernder Zahnhohe unter Be­
riicksichtigung der in der Praxis auftretenden Anfordel'ungen ermittelt. 

Die Untersuchungen erstrecken sich nur auf Stirnrad-AuBenverzah­
nungen mit geraden, axial gerichteten Zahnen. Ferner wurden die 
Reibungs- und Abnutzungsverhaltnisse der Zahne sowie die Schneid­
verhaItnisse des Werkzeuges zur Herstellung der Zahne auBer Betracht 
gelassen. Ihren EinfluB zu verfolgen erscheint erst dann angebracht, 
wenn ein Anhalt und Uberblick iiber die Anzahl und die Arten der mog­
lichen Satzradersysteme gefunden ist, der sich als Grundlage zur Unter­
suchung der genannten VerhaItnisse eignet. 

Die letzthin allgemein iibliche Betrachtungsweise bei Verzahnungs­
untersuchungen, die von den auf die Teilkreise bezogenen Zahnabmes­
sungen ausgeht, fiihrt bei Untersuchungen allgemeinster Art zu recht 
verwickelten und uniibersichtlichen Beziehungen. Es ist daher dem 
Vorschlage Hoppes gefolgt worden, wonach die Teilung, der Modul, 
die Zahndicke, die Zahnhohe und die FuBtiefe auf oder von den Grund­
kreisen aus gemessen werden. Hierdurch vereinfachen sich die meisten 
Formelausdriicke ganz erheblich, zumal, wenn man sie auBerdem auf 
die Einheit des Grundkreismoduls zuriickfiihrt. MeBschwierigkeiten 
praktischer Art, die dann entstehen, wenn die Zahne nicht bis zum 
Grundkreis ausgeschnitten sind, oder wie sie bei der Zahnstange auf­
treten, deren Grundkreis im Unendlichen liegt, lassen sich durch Vor­
nahme der Messung auf andern Kreisen und durch Umrechnen stets 
umgehen. 

Manche der in Teil I dieser Abhandlung zusammengefaBten Betrach­
tungen finden sich in den iiber Teilkreisverzahnungen veroffentlichten 
Schriften verstreut undhattenoftnurder Umrechnung auf den Grundkreis 
bedurft. Der Verfasser hielt es jedoch fiir zweckmaBiger, hiervonabzu­
sehen, und, yom Grundkreis ausgehend, alles Grundsatzliche iiber die 
Zahnrader und die Verzahnungen mit Evolventenflanken, soweit es fiir 
die Untersuchungen in Teil II und III erforderlich ist, von neuem und 
zusammenhangend zu entwickeln. 



I. Grundsatzliches iiber Zahnriider und 
Verzahnungen mit Evolventenflanken. 

1. Grnndbedingungen fUr das einwandfreie 
Znsammenarbeiten von Evolventenzahnradern. 

a) Die Grundgleichung. 
Zwei ebene, kreisrunde Scheiben mit den Halbmessern ao und bo 

sind auf ihren Umfangen in gleichen Abstanden t mit Zl bzw. ~ Zahnen 
besetzt (Abb. 1, Seite 4). Dann ist: 

~·t=2ao·:n;, 

t 
2ao =Zl'-, 

:n; 

Z2' t = 2bo·:n;, 

t 
2bo = Z2' -'. 

:n; 

Das MaB t wird als Teilung und!.- = m als der Mod ul der Teilung 
:n; 

bezeichnet. Daher ist auch 

Die Zahne auf der einen Scheibe (ao) sind unter sich gleich, ebenso 
die auf der andern Scheibe (bo); die Zahnform auf (ao) weicht aber von 
der auf (bo) abo Die Zahne fullen ferner nicht die Zahnteilung t, sondern 
zwischen zwei Zahnen befinden sich allemal Au'>schnitte, die in die 
Scheiben hineinragen. Die Zahne haben auf dem Scheibenumfang in 
LangenmaB gemessen eine Dicke von Xl • m, bzw. x2 ' m. FUr die Aus­
schnitte verbleibt daher, in gleicher Weise gemessen, ein Betrag von 
t-x1·m=ll·m bzw. t-x2'm=l2'm, der als Breite der Zahnlucke 
bezeichnet wird. Derartige Scheiben von endlicher Starke heiBen kreis­
runde Stirnzahnrader. 

Die Flanken der Zahne sollen aus Kreisevolventen bestehen, deren 
Grundkreise mit den Utnfangen der Scheiben (ao) und (bu) zusammen­
fallen. Die Zahne sind in Ahb. 1 in ihrer groBtmoglichen Hohe, nam­
lich bis zum Schnittpunkt der Evolventenflanken gezeichnet. Die Zahn­
lucken reichen deshalb in die Scheiben hinein, weil die Zahnspitzen 
freies Spiel haben sollen, wenn die Mittelpunkte Ml und Mf!, der beiden 
Scheiben so weit genahert werden, bis sich wie in Abb. 2 (Seite 5) einige 
Zahne an den Flanken beruhren. 

1* 



4 Grundsii.tzliohes iiOOr Zahnrii.der und Verzahnungen niit Evolventenflanken. 

Durch die Anordnung nach Abb.2 entsteht eine spielfreie Evol­
ventenverzahnung allgemeinster Art, deren GesetzmaBigkeit nunmehr 
untersucht werden soli. Hierzu sind in Abb. 3 (Seite 6) die sich be­
riihrenden 2iahne der Abb. 2 im gro.6ern Ma.6stabe herausgezeichnet. 
Die Beriihrungspunkte der Zahn£lanken liegen bei E I , E2, Ea und E,. Es 
ist durch die Eigenschaften der Kreisevolventenverzahnung begriindet: 

Zz Zlihne 

Z1 Ziiltne 

Abb. 1. Stirnzahnrader mit Evolventenflanken. 

1. daB' die Kriimmungs­
mittelpunkte der bei E I , E2, 

Ea und E, gelegenen Elemente 
der Evolventen in den Punk­
ten ml , m2, ml ' und m2' liegen; 

2. daB die Tangenten mi m2 

bzw. m/ m2' zwischen den 
Grundkreisen zugleich die 
Eingriffslinien sind, auf denen 
sich die Beriihrungspunkte E I , 

E 2, Ea und E, bei der Drehung 
der beiden Scheiben um ihre 
Mittelpunkte MI und M2 be­
wegen; 

3. daB der Eingriff sich 
nur innerhalb der Grenzpunkte 
ml , m2 bzw. ~', m2' vollziehen 
kann, und daB die Zahne des 
Gegenrades deshalb nur so 
lang sein diirfen, daB sie diese 
Punkte bei der Drehbewegung 
nicht iiberdecken, sondern 
hochstens beriihren; 

4. daB der gemeinsame 
Schnittpunkt P der Tangenten 
m 1 mg und m l ' m 2' auf der 
Geraden M 1 M 2 liegt und der 
resultierende Pol der sich um 
Ml und M2 drehenden Schei-
ben ist; 

5. daB der Winkel IX, der zwischen der Geraden MIM2 und den zu 
den Tangentenpunkten ml , m2, ml ', m2' gehorenden Normalen liegt, 
gleich dem Eingriffswinkel der Verzahnung ist. 

Ferner ist leicht einzusehen, daB die Beriihrungspunkte EI und Ea 
sowie E2 und E, stets urn die Zahnteilung t = 1/:. m auseinanderstehen. 

Aus der Fadenkonstruktion der Evolvente ergeben sich mit den Be­
zeichnungen der Abb. 3 die Beziehungen: 
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p =ao· (a+ PI) -aD ·tga=bo ·tga -bo ·'fJ2' 
q=ao·tga -aO·f}1 =bO·(a+P2)-bo·tga, 
o =ao· (a +"1) -aD ·tga = bo ·tga - bo· (a-'''2}, 
n = ao ·tga -aD ·'fJl = bo ·f}2 - bo ·tga. 

Abb.2. Stirnzabnrader mit Evolventenflanken: 1m Elngriff. 

Durch Einsetzen von 

wird: 

oder: 

PI =~1 +rl' 
{}1 =a -<51 , 

"1 =<51 +~1' 
'fJl =a -rl' 

'fJ2=a -r2' 
P2 = ~ 2 - <52 , 

"2 =~2 +A2 -<52 , 

{}2=a +<52 

p =ao (a- tga) + ao (~1 + rl) = bo(tga-a) + bo ·r2, 
q =ao (tga- a) +a0 <51 = bo(a-tg a) + bO(~2-<52)' 
o =ao (Ot - tga) +ao (~1 + <5 1) = bo(tg a- a) + bo(E2 +~- <52), 

n=ao{tga-a)+aOrl =bo(a-tga)+bo<5 2 



6 Grundsatzliches ii her Zahnrader und Verzahnungen mit EvolventenfIanken. 

(ao + bo) (tga-a) -an '~l ao'Yl- bO'Y2' 

(ao + bo) (tga- a) - bo '~2 =-aO~l - bO~2' 

(ao + bo) (tga-a) -an '~l + bO~2= aO~1-boA2+bo '~2' 
(ao+ bo)(tga-a) =-aoYl-bo~2' 

Abb.3. Spieifreie Evolventen·Verzahnung. 

Durch Addition der heiden ersten und der heiden letzten Gleichungen 
wird erhalten: 

2· (ao + bo) (tga-a) -an ~l- bO~2 = aO'Yl - bO'Y2 - aO~l -bO~2' 

2· (ao +bo) (tga- a) ~-ao ~1 + bO~2 = - ao 1'1 - boA2 ...J.- aO~l + 2bo<l2' 
-- "-- ------------

4 (ao -I- bo) (tga- a) - 2·ao ~1 -boA2 - bo ('Y2-~2)' 

'Y2-~2 =A2 , 

ao ~l - boA2 
(ao +bo) (tga-a) =-~2---- . 

Beachtet man, daB aO~l gleich der Zahndicke xl' m und bo~ gleich der 
Zahnlucke (n - x2) • mist, sowie, daB 2 . ao = ~ . m und 2 . bo = ~ . m 
gesetzt werden kann, so nimmt die Gleichung die Form an: 
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m 
Aus dieser Gleichung fallt der Faktor -2 heraus, so daB fUr jede spielfreie 

Evolventenverzahnung 

(Zl + Z2)· (tg (( - C,) = Xl + x2 - n 

ist. Diese Gleichungwirdimfolgenden als Grundgleich ung bezeichnet. 
Die Winkel p, y, b, rJ, f} und " bezogen sich auf eine bestimmte Stel­

lung der Zahne AI' BI', Al" BI"' ... und B2, A 2' B2', A 2", ••• zum 
Pol P. Sie treten in der Grundgleichung nicht auf. Daraus ist zu ent­
nehmen, daB die Grundgleichung fiir jede Gruppe p, y, b, 'Yj, f} und " 
gilt, die sich bei einer Drehbewegung der spielfrei zusammenarbeitenden 
Rader einstellt, und daB sie unabhangig von der augenblicklichen Stel­
lung der Zahne zum Pol.ist. 

In der Grundgleichung tritt auch der Modul nicht auf. Dies ist darauf 
zuriickzufiihren, daB die Durchmesser der Grundkreise (Z]. • m und ~ - m), 
die Zahndicken (Xl - m und x2 - m) und die Teilung (n - m) mit dem 
gleichen Modul gemessen sind. 

Da die Durchmesser der Grundkreise gleich den Zahnezahlen, in 
Modul ausgedriickt, sind, so besagt die Grundgleichung auch, daB zwei 
Evolventenzahnrader von gleichem Modul, spielfrei ineinandergesteckt, 
einen Eingriffswinkel oc haben, der nur von ihren Zahnezahlen und 
Zahndicken abhangig ist. 

Der Modul hat die Bedeutung eines VergleichsmaBstabes fiir die 
Durchmesser, die Zahndicken und alle iibrigen LangenmaBe. Dieser 
VergleichsmaBstab, und zwar der Modul m = 1, solI auch in der Folge 
beibehalten werden. Es betragt dann: 

der Durchmesser des Grundkreises 
die Zahnteilung auf dem Grundkreise 
die Zahnstarke auf dem Grundkreise 

Z (Moduleinheiten) 
n 
X 

" 
" 

Ferner ergibt sich, e benfallsin Moduleinheiten, fiir den AchsenabstandA 
der beiden in Abb. 2 dargestellten Rader (ao) und (bo) bei spielfreiem 
Ineinandergreifen der Zahne: 

Zl + Z2 1 A=,------. 
2 cosa 

Der Achsenabstand kann auch - und dies ist fiir die Aufstellung von 
Ubersichtstafeln fiir Achsenabstande von Verzahnungen mit vedinder­
lichen Eingriffswinkeln zweckmaBig - ausgedriickt werden durch 

A=Zl t Z2 + 2a 
2 ' 
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wobei 2a die kleinste Entfernung der beiden Grundkreislinien von­
einander ist und berechnet werden kann aus: 

2a= ZI +Z2.(_I_ -1). 
2 COS" 

b) Unterschnittfreie Verzahnungen. 

Die Punkte ml , m2 , ~', m2' in Abb. 3 sind Grenzpunkte fiiI' den 
Verzahnungseingriff. Es ist nicht nur zwecklos, sondern auch fiiI' die 
Giite der Verzahnungen schadlich, die Zahnflanken langer zu machen, als 
es den Eingriffsstrecken mi m2 und m{ m2' entspricht. 

mz 

Abb.4. Unterscbnittene Zabnflanken. 

In der Abb. 4 sind die 
Grundkreise und die Ein­
griffsstrecken m1 m2zweier 

zusammenarbeitender 
Zahnrader (ao) und (bo) 
dargestellt. Ein Zahn­
flankenpaar beriihrt sich 
in der Stellung I in mI' 
Dreht man die Zahn­
flanken um ein gleiches 
Stiick 8 auf ihren Grund­
kreisen weiter in die Stel­
lung II, so ist fiiI' die iiber 
K2 hinaus verlangerte 
Evolventenflanke auf (bo) 
keine entsprechende Hiill­
bahn am Rade (ao) inner­
halbdes Grundkreisesvor­
handen l ). AuBerhalb des 
Grundkreises gibt es, geo­
metrisch betrachtet, wohl 
eine zu der Evolvente 

auf (bo) gehorende Hiillbahn, namlich den symmetrischen Kurvenast 
der Evolvente auf (ao) aus demselben Ursprungspunkt; diese Hiillbahn 
beriihrt aber die Evolventenflanke auf (bo) von innen, wie in Abb. 4 
angedeutet ist, und ist daher praktisch nicht verwertbar. 

Gegen ein Verlangern der Evolventenflanke auf (bo) spricht ferner 
der Umstand" daB die in der Nahe des Grundkreises befindlichen Teile 
der Zahnflanlten auf (ao) , die Zahnwurzeln, "unterschnitten" werden 
miissen, um Platz fiiI' den iiber K2 hinausragenden Teil der Zahnflanke 

1) S. a. Hartmann: Maschinengetriebe S. 220. 
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des Rades (bo) zu schaffen. In der Stellung III der um ein weiteres 
Stiick 8 verschobenen Zahnflanken ist der an der Wurzel der Ziihne 
auf (ao) erforderliche Untel"3chnitt u deutlich zu erkennen. Die Nach­
teile unterschnittener Zahne sind aus dem Schrifttum geniigend be­
kannt. 

Die vorliegende Arbeit befaBt sich nur mit unterschnittfreien Zahn­
radern, beriicksichtigt also nur solche Verzahnungen, bei denen der 
Kopfkreis des einen Rades hOchstens durch die Grenzpunkte der Ein­
griffsgeraden des Gegenrades geht. (Die Verzahnung nach Abb. 3 
[Seite 6] erfiillt diese Forderung.) 

In Abb. 5 ist eine Verzahnung durch die Grundkreise mit den Halb-
Zl Z2 ° • 

messern "2 und "2 SOWle durch die 

Kopfkreise Kl und K2 angedeutet, 
wobei Kl und K2 gerade durch die 
Grenzpunkte m{ und m2' der Ein­
griffsstrecke gehen. Die Zahnhohen hI 
und h2 sind also im vorliegenden Fall 
die groBten, noch moglichen Zahn­
hohen, die noch keinen Unterschnitt 
verursachen. Aus der Abb. 5 ergeben 
sich folgende Beziehungen: 

I p Zl 
m l ="2. tga , 

daher 

0\ 
o ) 

\ ° 

° / 

\. /" '-._0 
Abb. 5. Unterschnittfreie Verzahnung 

( GrenzfalI). 

ZJ +Z2 -----
~- ° tga=v'~2+Z1'~' 

.Ahnlich liiBt sich aus dem Dreieck m2' M 2m l ' ableiten: 

Zl ~ Z2 ° tga = vhl+Z;:-i;- ° 

Zl+Z2 ° • 
--2-' tgoc; 1St die Eingriffsstrecke zwischen den Grenzpunkten mI' 

und m2/ Sie muB groBer oder darf hoohstens gleich Vh12 +~:hl bzw. 
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Vh22 +-Z;:h2 sein, damit ein Unterschneiden der Zahnwurzeln ver­
hiitet wird. Demnach ist zu wahlen: 

z + z .~.--~ 
_1 ___ 2· tga > Vk z+z ·k 

2 = 1 1 l' 

Z1 +zz >' , 
-2-· tga = Vk22 -r- z2· k2· 

Bisher war vorausgesetzt, daB die Zahnflanken bis ZUlli Grundkreis 
ausgeschnitten sind. Bei ausgefiihrten Verzahnungen sind die FaIle 

Abb. 6; Unterschnittverhiiltnisse bei nicht bis zum Grundkreis 
reichenden Evolventenflanken. 

viel haufiger, wo die Evolventenflanken nicht bis ZUlli Grundkreis 
reichen. In Abb. 6 ist eine derartige Verzahnung dargestellt, bei der 
sich der Evolvententeil nur zwischen den Kreisen KI und HI bzw. K2 
und H2 erstreckt. Durch die Kreise HI und Hz werden auf der Eingriffs­
linie, von m/ und m2' gerechnet, die Strecken U I und U 2 abgeschnitten; 
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und es bedarf keines weitern Beweises, daB die Zahnhohen nach folgenden 
Beziehungen zu beschranken sind: 

Z1 +zz . V---_ ... -. tga-u > h 2 +Z .k 2 2= "1. 1 l' 

Zj +Z2 ' V --. tg(l-u,;> k 2 -1-z ·k 2 . 1= 2' 2 2' 

Nebenbei sei bemerkt, daB in Abb. 6 die Zahne des Rades (ZJ,) zu­
fallig spitz geworden sind und schon aus diesem Grunde nicht langer 
gewahlt werden konnen. 

c) Die Eingriffsdauer einer Verzahnung. 

Der zwischen den Kopfkreisen liegende Abschnitt der Eingriffs­
strecken erfordert noch eine weitere Betrachtung. 

N ur im Sonderfall 
sollen die Kopfkreise Kl 
und K 2 , wie in Abb. 5 
dargestellt, durch die 
Grenzpunkte ml und m2 

bzw. ml ' und mz' der 
Eingriffsstrecken gehen. 
1m allgemeinen muB 
man sie, urn der Unter­
schnittgefahr vorzubeu­
gen, wie in Abb. 7 inner­
halb der Grenzpunkte 
wahlen. 

Auf dem durch die 
Kopfkreise abgegrenz­
ten Abschnitt gdlz bzw. 
gl' g2' der Eingriffs­
strecken wandern nun 
die Beriihrungspunkte 
der zusammenarbeiten­
den Zahnflanken. In 
dem Augenblick, wo die 
Beriihrung eines Flan­
kenpaares dadurch un­
terbrochen wird, daB 
der , Beriihrungspunkt 
ii ber den Kopfkreis des 

Mz 

Abb.7. Beispiel einer Verzahnung mit der Eingriffsdauer: 
T = 1. 
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einen Rades, z. B. bei YI' hinausgelangt, muB mindestens schon das 
nachste Flankenpaar bei Y2' in Beriihrung sein, damit der Eingriff bei­
der Rader stets gewahrleistet bleibt. 

Die Beriihrungspunkte zweier aufeinanderfolgender Zahnflanken­
paare stehen, wie bereits auf S. 4 erwahnt, um t = n auseinander. Fiir 
die folgenden Betrachtungen ist es nun zweckmaBig, das von den Kopf­
kreisen abgeschnittene Stiick Y/ Y2' bzw. YI Y2 der Eingriffsstrecke einem 
Werte T' n gleichzusetzen; T wird Eingriffsdauer genannt und ist 
bei auszufiihrenden Verzahnungen groBer als 1 zu wahlen, um den 
Eingriff aufrecht zu erhalten. 

Abb. 7, in der eine Verzahnung mit der Eingriffsdauer T = 1 dar­
gestellt ist, diene zur Ermittlung der Beziehungen der Eingriffsdauer T 

zu den Zahnezahlen ZI bzw. Z2' zu den Zahnhohen hI bzw. h2 und zum 
Eingriffswinkel IX zweier zusammenarbeitender Rader. 

Die GroBe der Strecke zwischen den Kopfkreisen betragt el + e2 =<n, 
und zwar ist: 

e2+~·tga= VUf +hIY-(iY, 

el + ; . tga = V( i~ h2 r~(~ Y , 
<·n + 1 t Z2 .tg a = Vh12-+';~.hl + Vh22+Z~ .h2 . 

Bezeichnet Tmin den Wert, unter den die Eingriffsdauer nicht sinken 
darf, so kann die Gleichung in die Form gekleidet werden: 

------ Z +z 
nTmin < V~2 + zl·h1 + Vh 22+Z2 'h2-.L~-· tga. 

Auch bei nicht ausgeschnittenen Evolventenflanken bleibt die soeben 
abgeleitete Gleichung giiltig. Aus der Umformung: 

-~ ._-, -- ,-------- Zl + Z2 vI, 2+Z ·h -+-vh 2+ z ·k >nT . +---'-- ·tga "'1 1 I' 2 2 2= mm 2 

ist zu ersehen, daB sie nur iiber die J\.Iindesthohe der Zahne eine Bestim. 
mung liefert, wahrend durch die unausgeschnittenen Zahnflanken die 
groBte Zahnhohe beschrankt wird (s. S. 11). Natiirlich bedeutet der 
nicht ausgeschnittene Teil der Zahnflanke einen Verlust fiir die mog. 
liche Eingriffsdauer. Wahrend sich bei Zahnflanken, die bis zum Grund· 
kreis reichen, der Eingriff bis zu den Grundkreispunkten mi und m2 

< ZI +Z2 . 
bzw. ml ' und m2' erstrecken darf, so daB n< = --2-' tglX sem kann, 

muB bei unausgeschnittenen Flanken sein: 

< zl +Z2 n·?: =--2- .tga-(u1 +u2) (s. a. Abb. 6). 
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d) Die Lage der Fu8kreise. 

Die Zahnlucken eines Stirnrades miissen so tief ausgefiihrt werden, 
daB der Kopfkreis des Gegenrades in keiner Stellung der Zahne zuein­
ander den Radboden beriihrt, wenn die Zahnflanken spielfrei zusammen­
arbeiten. Als Radboden 
werden die tiefsten 
Punkte der Zahnlucke, 
auf einem Halbmesser 
des Rades gemessen, be­
zeichnet. Diese Punkte 
liegen auf dem "FuB­
kreis" des Rades. 

Der FuBkreis kann 
nun i m Grundkreis oder 
u ber dem Grundkreise 
liegen. Um diese beiden 
Falle in der rechneri­
schen Behandlung aus­
einanderzuhalten, sei die 
"FuBtiefe", d. i. der Ab­
stand der FuBkreislinie 
von der Grundkreislinie, 
mit positivem Vorzei­
chen versehen, wenn sie 

~'. 
\ 
\ 
) 

" / . ./ '-._' 

/ 
/ 

/ 

Abb. 8. Bestimm11Dg dar FuBtiefe von StlrnrAdern. 

I 
/ 

wie in Abb. 8 in den Grundkreis hineinragt, und mit negativem Vor­
zeichen, wenn der Grundkreis nicht von der Zahnlucke angeschnitten 
wird. 

Es ist leicht einzusehen, daB die FuBtiefen 11 und 12 (Abb. 8) zweier 
z z 

zusammenarbeitender Rader mit den Grundkreishalbmessern ~ und ; 

von den Zahnhohen hI und h2 abhangig sein mussen. 1st 2· a der 
kleinste Abstand der beiden Grundkreise, so ergibt sich: 

ZI +Z2 (1 ) Nach S.8 ist 2· a = --. ---I wo IX den 
2 cosec ' 

Eingriffswinkel 

bezeichnet. Demnach gilt: 

1 - h - ZI + Z2. (_1 -- -1) 1 11 und 12' wenn in dem Grundkreis 
1 - 2 2 cosec liegend: > 0, 

12 = ~ - ZI +Z2. (_~ -1) wenn auBerhalb des Grundkreises liegend: 
2 cosa < O. 
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Als weitere Beziehung folgt, daB bei einer Verzahnung mit gleich hohen 
Zahnen (h1 = h2 ) auch die erforderlichen FuBtiefen gleich sein mussen. 

Die abgeleiteten Formeln geben nur theoretische Mindestwerte fur 
die FuBtiefe an. Bei auszufiihrenden Zahnradern muB die FuBtiefe 
groBer gewahlt werden, damit der Zahnkopf des einen Rades sich mit 
einem gewissen Abstand von dem Zahnluckengrund des andern Rades 
bewegen kann. 

e) Die Abrundung in der Zahnliicke. 
Die Polbahnen W1 und W2 zweier kammender, runder Stirnrader (Zl) 

und (Z2) sind Kreise, die durch P gehen und zu den Grundkreisen gleich­

Abb. 9. Bahn des Zahnkopfes im Gegenrad. 

mittig liegen (Abb. 9). 
Betrachtet man W 2 als 
Rastpolbahn und W] als 
Gangpolbahn, so beschrei­
ben aIle auBerhalb der 
Polbahn W1 liegenden 
Punkte des Gangsystems 
in der Ebene des Rast­
systems verlangerte Epizy­
kloiden. Dies gilt auch fiir 
den Punkt S des Rades (Zl)' 
den Schnittpunkt des Kopf­
kreises K1 mit einer Zahn­
flanke. Daher muB die Be­
grenzung der Zahnlucke des 
Rades (?~ zwischen dem 
Radboden und der Evol­
ventenflanke von einer ver­
langerten Epizykloide ge­
bildet sein, um dem Punkt 
Seine freie Bahn in der 
Zahnlucke zu schaffen. 

Die Form der Epizy­
kloide hangt von dem 
Gr6Benverhaltnis der Pol­
bahnen und der Lage des 
Punktes S zu ihnen abo 
Sie wird am besten durch 

ihre Krummungshalbmesser und die Lage ihrer Krummungi'mittel­
punkte gekennzeichnet. Die Mittelpunkte sind in Abb. 9 fur das 
epizykloidische Stuck SQ2 nach dem Hartmannschen Verfahren 1), 

1) Hartmann: Maschinengetriebe S. 79. 
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wie an Punkt Q2 gezeigt, ermittelt und liegen auf der Kurve 8 1 Q1' 
Jedes Evolventenzahnrad kann je nach dem Eingriffswinkel IX, den es 
mit dem Gegenrad bildet, Polbahnen von verschiedenem Durchmesser 
haben. Demnach wird der epizykloidische Teil zwischen Evolvente und 
Radboden je nach dem Gegenrad verschieden ausgebildet sein miissen. 
Es ist daher bei der Herstellung der Zahne eines Rades darauf zu achten, 
daB dieser Teil der Zahnliicke so weit zuriickliegt, daB die Kopfpunkte 
aller in Frage kommenden Gegenrader in ihrem Wege nicht behindert 
werden (s. S. 21). 

2. Grenzabmessungen von Evolventenzahnradern, 
bedingt durch die Eigenschaften der Evol ventenllanken. 

In den vorigen Abschnitten wurden die Stirnrader mit Evolventen­
zahnen daraufhin untersucht, welche Bedingungen fiir das richtige 
Zusammenarbeiten mit andern Radern erfiillt sein miissen. Nunmehr 
sind noch diejenigen von der Zahnform abhangigen Eigenschaften zu 
erwahnen, a us denen sich weitere Grenz bedingungen fiir eine Verzahnung 
ergeben. 

a) Der kleinste Eingriffswinkel. 
In Abb. 10 ist eine Verzahnung dargestellt, bei der die Tangenten­

punkte m1 und mI'der Eingriffsgeraden mit den Begrenzungspunkten 
der Zahnliicke des einen Rades (zt) zusammenfallen, wenn die Zahn­
liicke symmetrisch zur Verbindungsgeraden der Radmittelpunkte M1M2 
steht. Der sich hierbei ergebende Eingriffswinkel IX ist fiir das Rad (zt) 
der kleinste mogliche, wenn eine spielfreie Verzahnung vorausgesetzt 
wird. SolI also das Rad (Zl) in eine spielfreie Verzahnung passen, so 
muB der Eingriffswinkel IX mindestens so groB sein, wie der in der Abb.10, 
besser aber noch groBer. FormelmaBig laBt sich dies wie folgt aus­
driicken: 

almin >~: z~ = n-x1 • 
kJ.;..; Zl 

Ahnlich gilt fiir das Gegenrad die Beziehung: 

n-x 
a2min>--2. 

- Z2 

Der kleinste Eingriffswinkel eines Zahnrades ist also lediglich von der 
Zahnstarke und der Zahnezahl abhangig. Ferner gilt die Grund­
gleichung: 

(=1 + Z2)' (tga- a) = Xl + x2 - n 
n-x n-x 

nur so lange, wie entweder IX > __ 1 oder __ 2 ist. 
- Zl Z2 



16 Grundsii.tzliches iiber Zahnrii.der und Verzahnungen mit Evolventenflanken. 

b) Die gro8te Zahnhohe. 

Eine weitere Grenzbedingung, die lediglich von der Za.hnezahl und der 
Zahnstii.rke abh8.ngig ist und ohne Riicksicht auf den Eingriff mit einem 
Gegenrad hestimmt werden kann, ist die groBte Hohe eines Zahnes. 

Die groBte Zahnhohe ist 
Hz offenbar dann erreicht, wenn 

Abb.10. Der klelnste ElngriffswinkeJ eines 
Stirnrades. 

die heiden Evolventenflan­
ken eines Zahnes vom Grund­
kreis bis zu ihrem gemein­
samen Schnittpunkt ausge­
fiihrt sind. Dieser Schnitt­
pUnkt liegt in Abb. 11 um 
das MaB h (auf dem Halb­
messer des Kopfkreises ge­
messen) iiber dem Grund­
kreis. 

.,.--.-.-..... 

/. -"'\ 
I (z) \ 

( M ) 

\ / 
\ ~. 

Abb. 11. Beziehung zwischen Zahnhohe 
und Zahnbrelte bei spltzen ZiUmen. 

Bei der Ausfiihrung von Zahnra.dern scheut man sich im allgemeinen, 
die Za.hne bis zur Zahnspitze herzustellen, weil ein Abdriicken und Spie­
Ben der Spitze befiirchtet wird. Dieses Bedenken mag fiir Za.hne mit einem 
verha.ltnisma.Big kleinen Flankenschnittwinkel Ban. der Zahnspitze 
(s. Abb. ll) in Verbindung mit einer kleinen Eingriffsdauer oder einem 
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weichen Baustoff zutreffen. Ohne Riicksicht hierauf werden in den fol­
genden Untersuchungen Rader mit spitzen Zahnen als vollwertig ange­
sehen. Sie bilden eben den Grenzfall ffir Rader mit groBen Zahnhohen. 

In Abb. 11 ist ein Stirnrad durch seinen Grundkreis mit dem Durch­
messer z angedeutet. Auf ihm befindet sich ein Zahn von der Starke 
A B = x; die Evolventenflanken dieses Zahnes schneiden sich in K. 
Zu der Zahnstarke x gehort del" Zentriwinkel ~ und die Zahnhohe h. 

Aus der Abb. 11 ist die Beziehung ~- =;- zu ersehen. ~ laBt sich auch 

aus der Polargleichung der Evolvente bestimmen: 

Es muB also, sollen sich die Zahnflanken nicht iiberschneiden, sein: 

X h2 h h2 h V---- - -------
- >2 -+--arctg21/- +--. 
z - Z2 Z r Z2 z -

Abb.11 gibt ein Bild von dem VerIauf der groBtmoglichen Zahnhohen, 
wenn die Zahnstarke von x auf x', x" usw. zunimmt. In der unten 

x (h) -befindlichen Liste sind einige Werte z = f z zusammengestellt, wahrend 

in Abb. 12 der Bereich derjenigen Werte dieser Beziehung aufgetragen 
ist, der in den folgenden Untersuchungen gebraucht wird. 

h:z 

x:z 

h:z 

x:z 

0,7 0,8 0,9 1,0 1,2 

1,041 1,224 1,409 1,597 1,977 

3. Die Erzengnng der Stirnrader-Evolventenzahne 
nach dem Abwalzverfahren. 

Diejenigen Evolventenstirnrader, deren Zahne der theoretischen 
Form moglichst nahekommen sollen, werden auf Werkzeugmaschinen, 
und zwar nach zwei verschiedenen Verfahren hergestellt. Die nach dem 
"Teilverfahren" arbeitenden Maschinen haben als schneidendes Werk-

Kriiger. Evolventen-Satzriidersysteme. 2 
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......... V I 
qU~~~~-+-+-+~~~~~4-4-+~~~~~'~~4-4-+-~ 
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Abb. 12. Grolltmogliche Zahnhohen, abhangig VOn der Zabnstarke. 

zeug einen Fraser, dessen Profil der Zahnliicke des zu erzeugenden Stirn­
rades kongruent ist. Mit diesem Werkzeug wird aus einer Scheibe yom 
Durchmesser des Kopfkreises Zahnliicke auf Zahnliicke herausgefrast. 
Dem Teilverfahren steht das "Abwalzverfahren" gegeniiber, bei dem 
das Profil des Werkzeuges einem Zahnrad entspricht, das mit dem herzu­
stellenden Zahnrad einwandfrei kammt. Die Bearbeitungsmaschine hat 
hier die Aufgabe, dem Werkzeugzahnrad eine Schneidbewegung par­
allel der Achse des Werkstiickes zu geben und ferner zwischen Werk­
stiick und Werkzeug eine Abwalzbewegung herzustellen. Die Vor- und 
Nachteile beider Verfahren sind im Schrifttum geniigend erortert und 
sollen hier nicht wiederholt werden. Wir bemerken nur, daB das Teil­
verfahren theoretisch fiir jede Zahnezahl einen besondern Fraser verlangt 
und daher fiir Radersatze mit groBemZahnezahlenbereich auch einen kost­
spieligen Frasersatz erfordert. 1m Abwalzverfahren ist es dagegen mog­
lich, mit einem geeigneten Schneidrad einen vollstandigen Radersatz her­
zustellen. Daher sollen sich die folgenden Untersuchungen nur auf das 
Abwalzverfahren beziehen. 

Als Werkzeug dient hierbei entweder ein "StoBrad" oder "Schneid­
rad" mit etwa 10-45 Zahnen, oder man legt dem Werkzeug das Zahn­
profil der Zahnstange zugrunde und bildet es als Hobelstahl mit einem 
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oder mehreren Zahnen zum Schneiden oder auch als Formfraser oder 
Schneckenfraser ausI). 1m folgenden werden die der letztgenannten 
Gruppe angehorenden Werkzeuge kurzweg als "Zahnstangenstahle" 
oder "Schneidstahle " bezeichnet. 

Mit dem Schneidrad und mit dem Schneidstahl lassen sich, ent­
sprechende Werkzeugmaschinen vorausgesetzt, Radersatze mit verander­
lichen oder unveranderlichen Eingriffswinkeln herstellen. Werin daher 
in den folgenden Untersuchungen diejenigen Satzrader, welche mit dem 
aus der Zahnstange entwickelten Schneidstahl hergestellt werden konnen, 
bevorzugt behandelt, wahrend die mit einem Schneidrad herstellbaren 
nur beiIaufig erwahnt werden, so geschieht es einerseits, um die Er­
orterungen nicht zu umfangreich zu gestalten, und andrerseits, um 
die grundsatzlichen Gesichtspunkte und den allgemeinen Gang der 
Untersuchungen klarer entwickeln zu konnen. Damit sind auch die 
Untersuchungen auf die AuBenverzahnungen beschrankt; denn nur. das 
Schneidrad, nicht aber der Schneidstahl ist zur Herstellung von Radern 
mit Innenzahnen nach dem Abwalzverfahren geeignet. 

a) Das Abwalzverfahren mit dem Zahnstangenstahl. 

Angenommen, es sei ein Zahnrad mit z Zahnen und den Zahnhohen h 
herzustellen. Dann sind zunachst der Grundkreisdurchmesser und der 
AuBendurchmesser des herzustellenden Rades mit einer Lange von z 
bzw. (z + 2h) Grundkreismoduleinheiten bekannt (s. S. 7). Um die 
Zahnliicke auszuschneiden, wird zunachst ein Evolventen-Zahnstangen­
profil mit dem doppelten Spitzenwinkel 20cs um das MaB 8 unter den 
Grundkreis eingesenkt (Abb. 13). 

Sodann wird diesem Profil die im vorigen Abschnitt erwahnte Schneid­
bewegung senkrecht aus der Zeichenebene durch die Bearbeitungs­
mas chine erteilt. AuBerdem sorgt die Maschine fUr das Abrollen der zu 
der Zahnstange und dem Rad gehorigen Polbahnen: d. s. die Gerade W2 

und der Kreis WI' Diese sind in Abb.13 eingezeichnet. Sie beriihrensich 
jeweils im resultierenden Pol P, in dem sich auch die Eingriffsgeraden 
mi m2 und mt'm2' schneiden. 

Die Zahnliicke sei bereits geschnitten und habe zum Zahnstangen-
profil die in Abb. 13 gezeigte Stellung. Dann besteht die Beziehung: 

woraus 

( 
Z Z ). Z z n-x ---.---.-. +8 ·sma =-.tga --·a +--

2 . cos as 2 s 2 8 2 s 2' 

n-x-z·(a -sina) 
8= 8. 

2· sina. 

und n - 8 • 2 • sin rxs = x + z· (oc8 - sin oc8 ) erhalten wird. 

1) Schiebel, A.: Zahnrader, S.68. Berlin 1922. 
2* 
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z 
Hierbeiist zu beachten, daB 8 nicht groBer seindarf als:2-' (1- cos ocs). 

Denn sonst wiirden die herzustellenden Zahnflanken unterschnitten 
werden. Sollte dieser Fall eintreten, so ist der Zahnstangenstahl wie in 

Abb.13. 

Abb.14. 
Abb.13 und 14. Beziehungen zwischen 8chneidstahl und Zahnliicke. 

Abb. 14 zu kiirzen. Dabei erhielte er eine Endbreite von 2 . k, wobei 

k = [8- ~.(1-- cow)] . tglXs 
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ist und durch Einsetzen des soeben fiir 8 gefundenen Wertes die Gleichung 
entsteht: 

n - 2· cos as' k = x + z . (as - sin as' cos aJ . 

Weiter sei hier der Fall hervorgehoben, wo der Zahnstangenstahl 
nicht bis zur Projektion des Tangentenpunktes m1 auf die Gerade M P 
reicht. Es ist aus Abb. 15 zu erkennen, daB alsdann die Zahnflanken 
nicht bis zum Grundkreis ausgeschnitten werden, da beim Abwalz-

Abb.15. Beziehungen zwischen Schneidslahl und Zahnliicke. 

vorgang der Zahnstangenstahl die Zahnliicke verlaBt, bevor er die Grund­
kreispunkte der Flanken beriihrt hatte: Einen MaBstab fUr die GroBe 
des nicht ausgeschnittenen Stiickes gibt die Strecke u. FUr sie besteht, 
wenn der Zahnstangenstahl urn den Betrag f in den Grundkreis hinein­
ragt, die Beziehung: 

f [ z z 
Z T 2. (los c(s - -2 z 1 - cos a f 

~l = .tglis ----.---- =_. s __ _ 
2 sm as 2 sin as sin as 

b) Die Abrundung am Kopf des Schneidstahls. 

Der Schneidstahl hat nicht allein die Aufgabe, die Zahnflanken zu 
erzeugen, sondern er soll die ganze Zahnliicke herstellen, also auch die 
Abrundungen im Grund der Zahnliicke. Diese Abrundungen richten sich 
nach der Kopfbahn des Gegenrades (s. S. 15), wobei zu beriicksichtigen 
ist, daB sich zwischen beiden ein Sicherheitsspielraum befinden muB, 
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weil sonst ihr Zusammentreffen den Eingriff der Evolventenflanken 
gefahrden wiirde. 

Es besteht demnaeh die Aufgabe, ffir den Sehneidstahl eine geeignete 
AbschluBkurve zu finden, so daB bei der Erzeugung der Zahnflanken 
eines Rades aueh zugleich der fur die Kopfbahn des Gegenrades erforder­
liehe Raum im Luekengrund hergestellt wird. Diese Aufgabe ist ffir ein 
Rad, dessen Gegenrad bekannt ist, stets lOsbar, am besten auf zeiehne­
rischem Wege1). Die LOsung wird verwickelter, sobald gefordert wird, 
daB ein und derselbe Sehneidstahl mehrere Rader von verschiedenen 
Zahnezahlen, die einwandfrei miteinander zusammenarbeiten sollen, 
herstellen solI. In diesem Fane miissen zunaehst die Zahnabmessungen 
der Rader bekannt sein, um fiir jedes Rad die Kopfbahnen der Gegen­
rader feststellen und danaeh die Form des Zahngrundes und die des 
Schneidstahles an der Spitze bestimmen zu k6nnen. 

Bei den spater untersuehten Verzahnungen zeigt sich, daB die Lucke 
des Rades mit der kleinsten Zahnezahl fiir die Gestaltung des Absehlusses 
am Schneidstahl maBgebend ist, wobei sieh die Zahnflanken innerhalb 
des Grundkreises zunachst radial fortsetzen miissen. 

Ein derartiges Rad ist in Abb. 16 gezeichnet (z). Darin sind auch der 
die Zahne des Rades (z) erzeugende Zahnstangen'>tahl und die Polbahnen 

MfJOO 

Abb. 16. Form des Schneidstahles zur Herstellung der Zahnliicke. 
Qr-C: Gradllnige Fianke des Zahnstangenstahles. cr-lI: OrthozykloidischH Fortsatz der gerad­
Iinigen Fianke. dr-d': Epizykloidische Bahn des Punktes b. e: Kriimmungsmittelpunkt der 

Orthozykloide bei a. g-h: Radialer Fortsatz der Evolventenflanke g-4. 

1) Schiebel, A.: Zahnriider 2, S. 8 u. 15/16. Berlin 1922. 
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WI und 'W2 angegeben, Um die Fortsetzung der Flanken radial zu ge­
stalten, ist die Schneidstahlflanke durch eine orthozykloidische Kurve 
zu erganzen, die durch Rollung eines Radkreises k mit dem Durch­
messer PM in dem Kreise WI erzeugt wirdI ) , Die Lange der Ortho­
zykloide am Schneidstahl ist der FuBtiefe des Rades (z) entsprechend 
begrenzt. Dadurch entsteht beim Herstellen der Zahnliicke zwischen 
dem Radboden und dem radialen Teil eine epizykloidische Abrundung. 

Bei gegebener FuBtiefe I ist die in Abb. 16 schraffierte Flache die 
groBtmogliche Begrenzung des Walzstahles. Andersgeartete Abschliisse 
miissen sich innerhalb dieser Begrenzung befinden; und es ist zu er­
kennen, daB es nicht moglich ist, jede beliebige Form der Zahnliicke mit 
einem Schneidstahl zu erzeugen, dessen Flankenwinkel, vielleicht aus 
andern Ursachen, festliegt. Rader groBerer Zahnezahl werden, wenn 
sie mit demselben Schneidstahl nach Abb. 16 hergestellt werden, einen 
radialen Verlauf der Zahnflanken nicht mehr aufweisen konnen. Diesen 
Punkten ist bisher in der Praxis wenig Beachtung geschenkt worden. 

4. Satzradersysteme mit Evolventenzahnen. 

a) Satzradereigenschaften. 
In den voraufgehenden Abschnitten sind der Zahnraderbegriff sowie 

der Begriff einer einwandfrei arbeitenden Verzahnung ausfiihrlich er­
ortert worden. Wir wenden uns nun im folgenden der Untersuchung 
ganzer Zahnradergruppen zu und wollen solche Evolventenzahnrader, 
die mit jedem andern Evolventenzahnrad yom gleichen Modul ein­
wandfrei zusammenarbeiten, als "Satzrader" bezeichnen. 

Yom kinematischen Standpunkt aus, der nur die Form der Zahnkurve 
beriicksichtigt, sind Evolventenzahnrader gleicher Teilung stets Satz­
rader, wei! die Eingriffslinie jeder von zwei Evolventenradern gebil­
deten Verzahnung vor undhinter der Verbindungslinie der Radmittel­
punkte (der Zentralen) in bezug auf den augenblillklichen Pol der Walz­
kreise (den Teilkreispunkt) polar- 2) oder verkehrtsymmetrisch3) ver­
lauft. 

Die in "Hiitte"4) dargelegte BegriffserkIarung, wonach alle Evol­
ventenrader mit gleicher Teilung Satzrader sind, "sobald die Erzeugende 
gegen die gemeinsame Mittellinie dieselbe Neigung hat", ist zu eng ge­
faBt. Eine Kongruenz der Eingriffslinien in bezug auf die Zentrale folgt 
keineswegs aus dem kinematischen Satzraderbegriff, wenn sie sich auch 

1) Hartmann: Maschinengetriebe S. 230. 1913. 
2) Braun, 0.: Uber Zahnformen. Verk. Woche 1, S, 303.1905/07. 
3) Schie bel, A.: Zahnrader. S. 9, Berlin 1922. 
4) Hiitte, 20. S. 691. Berlin 1908. 
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bei manchen Satzraderverzahnungen, wie der Zykloidenverzahnung, als 
Eigentumlichkeit ergeben kann 1). 

Es sind daher auch Evolventenrader, die, mit andern gleicher Teilung 
gepaart, unter verschiedenen Eingriffswinkeln zusammenarbeiten, 
nach kinematischen Begriffen Satzrader. 

Die von uns bevorzugte Definition der Satzrader betont das ein. 
wandfreie Zusammenarbeiten mit andern Radern gleichen Moduls und 
nahert sich der von Hoppe 2) aufgestellten Erklarung, wonach "unter 
Satzradern solche Zahnrader zu verstehen sind, die von einem gewissen 
kleinsten Rade bis zum unendlich groBen, der Zahnstange, beliebig mit· 
einander gewechselt werden konnen und doch dabei stets richtig mit· 
einander ar beiten. " 

Der Unterschied liegt darin, daB Hoppe den Zahnezahlenbereich 
ausdrucklich begrenzt. U. E. ist es zweckmal3ig, den Zahnezahlen· 
bereich fur derartige Satzradergruppen noch allgemeiner zu fassen und 
dafiir einen besondern Begriff festzulegen. 

Wir nennen darum eine Gruppe von Satzradern, in der sich 
Zahnrader mit allen aufeinanderfolgenden Zahnezahlen zwischen einer 
bestimmten Anfangszahnezahl und einer bestimmten Endzahnezahl be· 
finden, und die auBerdem mit einer Zahnstange einwandfrei zusammen· 
arbeiten, ein "Satzradersystem ". 

Es ist fiir unsere Untersuchungen notwendig, die Zahnstange in das 
System einzubeziehen, weil wir voraussetzen, daB die Satzrader mit 
einem Schneidstahl yom Zahnstangenprofil im Abwalzverfahren her. 
gestellt werden sollen. 

Die allgemein angewandte Teilkreisverzahnung mit 15°·Eingriffs. 
winkel besitzt von der Zahnezahl 30 ab ein Satzradersystem, in dem aIle 
Zahnezahlen bis unendlich vorkommen. Nach obiger Begriffsbestimmung 
wiirden wir - abweichend von Hoppe - als Satzradersystem auch 
schon eine Gruppe von Satzradern gelten lassen, in der die Rader mit 
den aufeinanderfolgenden Zahnezahlen von 30 bis beispielsweise 200 
oder 300 einwandfreie Verzahnungen ergeben, sofern sie auch noch mit 
der Zahnstange richtig zusammenarbeiten. 

Das Bestreben der Zahngetriebetechnik ist darauf gerichtet, groBe 
Ubersetzungsverhaltnisse mit einer moglichst kleinen Gesamtzahnezahl 
zu erreichen, insbesondere, wenn es sich um Kraftrader handelt. Aber 
auch bei Arbeitsradern wiirde man sich den wirtschaftlichen Gewinn, der 
sich bei kleiner Gesamtzahnezahl eines Zahnradergetriebes in dem ge­
ringern Raumbedarf, dem niedrigern Gewicht und dem verringerten 
Tragheitsmoment der umlaufenden Massen sowie der billigern Her-

1) Rfttte,20. S.687. Berlin 1908. 
2) Verhdlgn. d. Ver. z. Bef. d. Geml. 88, S. 245, 1909. 
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stellung ausdriickt, gern zunutze machen, wenn dabei die Eingriffs­
verhi:i.ltnisse der gebrauchlichen Verzahnungen einwandfrei waren. 
Die bisher vorherrschende Teilkreisverzahnung mit 15 0 - Eingriffs­
winkel bereitet in dieser Hinsicht Schwierigkeiten, indem Rader mit 
Zahnezahlen unter 30 nicht mit der Zahnstange und Rader mit weniger 
als 25 Zahnen nicht mit einem Gegenrad von 100 Zahnen richtig zu­
sammenarbeiten 1). Rader mit weniger ala 12 Zahnen werden ferner 
dermallen stark unterschnitten, dall man sie in Getrieben, in denen 
Stolle auftreten konnen, nicht verwenden kann. 

Dem Maschinenbau ist vielmehr mit einer Gruppe von Satzradern 
gedient, die mit einer kleinen Zahnezahl, ungefahr 8, beginnt, wenn in 
dieser Gruppe auch auller der Zahnstange keine grollern Zahnezahlen 
ala etwa 200 vorhanden sein sollten. Dagegen ist das Rad mit unendlich 
vielen Zahnen, also die Zahnstange, ein Maschinenelement, das vor­
ziiglich verwendbar ist, und daher unbedingt in einer Satzradergruppe 
vorhanden sein mull, ganz abgesehen davon, dall sie bei den vorliegenden 
Untersuchungen die Grundlage fiir das Schneidwerkzeug ist. 

Es ist daher gerechtfertigt, Satzradersysteme nach obiger Begriffs­
bestimmung, also mit einem endlichen Zahnezahlenumfang, als voll­
wertig gelten zu lassen, weim auch in den spatern Untersuchungen 
erstre bt werden soIl, die endliche Endzahnezahl der Systeme moglichst 
hoch zu erhalten. 

b) Gesichtspunkte fUr eine zweckmaBige Auswahl von 
Satzradersystemen. 

Die Kennzeichen der noch heute in der Technik vorwiegend verwen­
deten Evolventen-Satzraderverzahnung sind unveranderlicher Eingriffs­
winkel sowie fiir aIle Satzrader gleiche Zahnstarken auf dem Teilkreis 
und unveranderliche Kopf- und Fulltiefen, ebenfalls vom Teilkreis aus 
gemessen. Diese leicht zu merkenden, auf Re ule a u x zuriickzufiihrenden 
Kennzeichen sowie der Umstand, dall bei der Wahl eines rationalen 
Modula auf dem Teilkreis nach dem Vorschlage von Willis der Achsen­
abstand ein leicht festzustellendes rundes Mall wird, haben zweifellos 
dazu beigetragen, dall diese Verzahnungsart trotz ihrer Nachteile bei 
kleinen Zahnezahlen festen Full fassen konnte. Ala der Maschinenbau 
in zunehmendem Malle Getriebe verlangte, worin die Zahnezahl des 
Ritzels auf 12 und 10 herabzusetzen war, sah man sich genotigt, die bei 
so kleinen Zahnezahlen ungeeigneten Zahnabmessungen der 15 0-Teil­
kreisverzahnung durch Andern der Zahnhohen und Zahndicken zu ver­
bessern2 ). Der Eingriffswinkel und die runden Malle der Achsenabstande 

1) Verhdlgn. d. Ver. z. Bef. d. Gewfl. 88, S. 259/260, 1909. 
2) Hutte, I, 20, S. 691. Berlin 1908. 
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worden zunachst beibehalten. Erst in den letzten Jahren werden altere, 
wiederum auf Hoppel) zuriickgehende Vorschlage, bei Satzrader­
systemen, in denen Rader mit kleinen Zahnezahlen auitreten, auf das 
runde EntfernungsmaB der Radmitten zu verzichten und den Eingriffs­
winkel im System veranderlich zu wahlen, ernstlicher beachtet2). 

Bei dem hohen Genauigkeitsgrad, mit dem jetzt Maschinenteile 
hergestelIt werden konnen, besteht gar kein Bedenken, in Getrieben auch 
Achsenabstande anzuwenden, die in bezug auf den MillimetermaBstab in­
kommensurabel sind. Die Einregelung eines Achsenabstandes erfordert 
zudem in der Praxis stets Richtarbeit, die aber nicht schwieriger auszu­
fiihren ist, als z. B. das Ausrichten zweier hintereinander oder neben­
einander liegender Zylinder einer Kraft- oder Arbeitsmaschine. 

Ebensowenig ist das starre Festhalten an einem unveranderlichen 
Eingriffswinkel fiir aIle Satzraderverzahnungen berechtigt. Er wird beim 
Einrichten eines Getriebes kaum gemessen, geschweige denn genau ein­
gehalten. 

Wenn auch die neuerdings angeregten Verbesserungen als ein vom 
Altherge brachten befreiender Fortschritt zu begriiBen sind, so haben 
sie doch mit Ausnahme der Hoppeschen Vorschlage den Nachteil 
alIer bisher bekannt gewordenen Verbesserungsmittel: daB die verbes­
serten Rader nicht mehr Satzradereigenschaften nach dem auf S. 23 
dargelegten Begriff aufweisen. 

Wie die voraufgehenden Untersuchungen erkennen lassen, bestehen 
so viele Beziehungen zwischen den GroBen, die einen bestimmenden Ein­
fluB auf die Verzahnungsverhaltnisse haben, daB es nicht angangig ist, 
sie durch weitere, an sich willkiirliche Forderungen, wie die ganzzahliger 
(runder) Werte, noch zu beschranken. Hauptsachlich sind es folgende 
GroBen, die bei einer Verzahnung zueinander in Abhangigkeit treten: 

1. die Zahnezahl, 
2. der Eingriffswinkel, 
3. die Zahndicke, 
4. die Zahnhohe, 
5. die FuBtiefe und die Rundungen des Zahngrundes. 
Unsere Aufgal?e geht nun dahin, unter Beriicksichtigung der fiir 

diese GroBen friiher abgeleiteten Beziehungen Satzradersysteme zu 
finden, die sich im AbwaIzverfahren mit dem Zahnstangenstahl her­
stellen lassen. 

Bei der Mannigfaltigkeit der Beziehungen war es von vornherein 
nicht moglich, auf deduktivem Wege einen Anhalt zu finden, wie sich 
diese Aufgabe am einfachsten losen lieBe. Der Umstand, daB die Hoppe­
sche Verzahnung unveranderliche Zahnhohen iiber dem Grundkreis fiir 
alIe Satzrader vorsieht, wahrend die Teilkreisverzahnung Zahnhohen 
-----~-----

1) Z. d. V. d. I. 47, S. 854. 1903. - 2) Betrieb 1918/19, S. 109/110. 
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aufweist, die zwar, iiber dem Teilkreis gemessen, unveranderlich sind, 
iiber dem Grundkreis gemessen, sich dagegen mit der Zahnezahl andern, 
veranlaBte den Verfasser zu dem im folgenden unternommenen Versuch, 
die Satzradersysteme nach ihrer Beziehung zwischen Zahnhohe und 
Zahnezahl zu betrachten. Die folgenden Ausfiihrungen beschiiftigen 
sich daher mit Satzradersystemen, bei denen die Zahnhohe bei jedem 
Satzrad gleich ist (Teil II), und ferner mit solchen Systemen, bei denen 
die Zahnhohe von der Zahnezahl der Satzrader abhangig ist (Teil III). 

AuBerdem liegen den Untersuchungen iiber die moglichen Satz­
radersysteme noch folgende Gesichtspunkte zugrunde: 

1. Zahnezahl: Der Bereich der Zahnezahl ist bereits bei der Begriffs­
bestimmung des Satzradersystems behandelt (s. S. 24). Hier sei noch­
mals hervorgehoben, daB eine moglichst hohe Endzahnezahl fiir die 
Systeme, die nicht aIle Zahnezahlen bis unendlich fortlaufend aufweisen, 
erstrebt werden solI. 

2. Der Eingriffswinkel kann im Satzradersystem veranderlich sein; 
seine Grenzwerte sind nur mit Riicksicht auf Unterschnitt und Ein­
griffsdauer, wie auf S. 8 und II dargetan, zu bestimmen, weil Reibungs­
und Wirkungsgradverhaltnisse auBer Betracht bleiben sollen. 

3. Die Zahndicke, auf dem Grundkreis gemessen, braucht nicht fiir 
aIle Satzrader im System gleich zu sein; immerhin ist zu erstreben, daB 
die Zahnrader mit kleiner Zahnezahl mindestens gleiche, ,venn nicht 
groBere FuBstarken aufweisen sollen wie die mit groBer Zahnezahl, da 
die Zahne der kleinen Rader ofter zum Eingriff kommen als die der 
groBen und sich gerade an der Wurzel stark abnutzen. 

4. Zahnhohe: Wie bereits erwahnt, werden diejenigen Systeme be­
riicksichtigt, bei denen die Zahnhohe unveranderlich oder von der Zahne­
zahl a bhangig ist. 

5. FuBtiefe und Zahngrund: Es sollen Satzradersysteme mit unver­
anderlicher FuBtiefe und solche mit ausgeschnittenen Zahnflanken be­
riicksichtigt werden. Die Zahngrundverhaltnisse sind, soweit sie fiir die 
folgenden Betrachtungen in Frage kommen, bereits auf S. 14 und 21 
behandelt worden. 

Wahrend die aufgezahlten Punkte mehr oder weniger den Umfang 
oder die Beschrankung der vorliegenden Aufgabe angeben, die wir uns 
yom ZweckmaBigkeitsstandpunkte aus auferlegen miissen, werden im 
folgenden zunachst die Bereiche oder Grenzen abgeleitet, die aus der 
Bedingung hervorgehen, daB sich in den Systemen nur einwandfreie 
Verzahnungen befinden sollen. 
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II. Evolventen -Satzriidersysteme mit 
unveriinderlicher Zahnhohe. 

1. Fiir Evolventen-Satzradersysteme mit 
unveranderlicher Zahnhohe ma6gebende 

Grenzbedingnngen. 

a) Die kleinste Zahnezahl. 
Es wurde schon betont, daB ein Satzradersystem um so hoher zu 

bewerten ist, je kleiner die Zahnezahl ist, mit der es beginntl). Fiir die 
Anfangszahnezahl, die Za betragen moge, liegt aus den friiher iiber ein­
wandfreie Verzahnungen hergeleiteten Gleichungen eine Reihe von Be­
dingungen fest. Ferner machen wir von einer Beziehung Gebrauch, die 
als selbstverstandlich anzusehen ist, namlich, daB in einem Satzrader­
system jedes Rad mit einem sich selbst gleichen eine einwandfreie Ver­
zahnung ergeben muB. Fiir das Zusammenarbeiten zweier Rader mit 
der Anfangszahnezahl Za lautet demnach die Grundgleichung: 

. ) n z·(tg€'-a=x--
a a 2' 

worin Xa die Zahnstarke des Anfangsrades bedeutet. 
Der kleinste Eingriffswinkel at .. zweier Anfangsrader muB mindestens 

der Gleichung geniigen: 

z" ·tga .. > l'h2 + h·z", 
wenn die Zahne nicht unterschnitten werden sollen2). 

Ferner ist die Zahnhohe des Rades dadurch begrenzt, daB die Zahn­
flanken nicht iiber ihren Schnittpunkt hinaus verlangert werden konnen. 
Daher ist zu wahlen: 

X V(h)2 h V(--~)2 Ii -_'!. > 2· - + - - arc tg 2 . _ + _ :1). 
Z" Z" z" z" z" 

Diese beiden letzten Gleichungen bestimmen die untere Grenze 
des Eingriffswinkels. Er kann, wenn die Zahnhohe gleich bleibt, stetig 
vergroBert werden, wobei die Zahnstarke entsprechend zunehmen muB, 
damit die Flanken spielfrei zusammenarbeiten. Diese VergroBerung des 
Eingriffswinkels ist jedoch nur solange moglich, bis die Kopfkreise der 
Rader gerade noch die kleinstzuliissige Eingriffsdauer 'Z'min auf der Ein­
griffsstrecke abschneiden. Dieser Grenzwinkel ate errechnet sich aus 

Z ·tga +n·7: . <2·fhC!-_~4). a e mIn = I a 

1) S. 24. 2) S. 10. 3) S. 17. 4) S. 12. 
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Unsere Untersuchungen laufen darauf hinaus, die theoretischen 
Grenzen festzulegen; deshalb setzen wir in allen Fallen imin = I, ahnlich, 
wie wir die Grenze des Unterschnittes libereinstimmend mit der theo­
retischen wahlen. Wir bleiben uns bewuBt, daB wir in der konstruk­
tiven Ausflihrung von Verzahnungen urn einen Sicherheitsbetrag inner­
halb der hier ermittelten Grenzen zu bleiben haben. Leider fehlen bis 
jetzt praktische Versuche, die liber das einzuhaltende SicherheitsmaB 
einen brauchbaren Anhalt geben konnten. 

Aus den letzten drei Gleichungen ergeben sich in Verbindung mit 
der ersten fur jede Anfangszahnezahl Za drei Beziehungen zwischen IX 

und h, die sich, als Kurven dargestellt (s. Abb. 17), im allgemeinen 
nicht decken, son­
dern sich schneiden 
und ein Kurven­
dreieck begrenzen, 
in~ dem aIle Ein­
griffswinkel und 
ZahnhOhen fur die 
betreffende Zahne­
zahl enthalten sind. I 

8 Man hat also hin­
sichtlich der W ahl ~ 

dieser beiden Gro- 1 
Ben einen gewissen ~ 

Spielraum, inner- r!5 
halb dessen ein­
wandfreie Verzah­
nungen moglich 
sind. Das ist ein 
V orteil ; denn die 
Anfangsrader un­
terliegen als Satz­
rader noch weitern 
Bedingungen, die 
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Abb. 17. Zulassige Zahnhohen und Eingriffswinkei fUr zwei gieiche 
Rader mit den Zahnezahlen: za = 5 -:-10. 

e Eingriffsgrenze. u Unterschnittgrenze. p Spitzengrenze. 

Es zeigt sich ferner, daB die Grenzkurvendreiecke in Abb.17 urn so 
kleiner werden, je kleiner die Anfangszahnezahl Za gewahlt wird. Es 
ist daher verstandlich, daB die Schwierigkeiten, Satzradersysteme zu 
finden, mit abnehmender Anfangszahnezahl wachsen mussen. 

SchlieBlich gibt es einen Fall, in dem die drei den Gleichungen ent-
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sprechenden Kurven durch einen Punkt gehen. Damit haben wir die 
kleinste, im unterschnittfreien Evolventen-Satzradersystem uberhaupt 
mogliche Zahnezahl vor uns. Fur dies en Fall gelten folgende Be­
ziehungen: 

2. Eingriffsgl.: 

3. Grundgl.: 
n 

Z .(tga--a)=x --
a a 2' 

4. Spitzengl.: X y(h)2 h V'(h)2 h 
_.!':. = 2 . Z + z - arctg 2 . Z + Z ' 
Za a a a a 

wobei au = a. = 0: ist. Hieraus erhalt man: 

n 1 n 

~. 1 + 2 . (~r = tg 2~a 

als Bestimmungsgleichung fUr die kleinste Zahnezahl im unterschnitt­
freien Evolventen-~atzradersystem. 

Die Gleichung ist erfiillt fur 
hierzu gehOrt die Zahnhohe 
der Eingriffswinkel . . . . 
und die Zahndicke . . . . 

Za = 4,6256; 
h = 1,5883, 
0: = 34°11' 
Xa= 1,9527. 

Dementsprechend werden unsere Untersuchungen von der Anfangs. 
zahnezahl Za = 5 ihren Ausgang nehmen. 

In der Abb. 17 sind die charakteristischen Kurven bis zu Za = 10 
verfolgt. Die sich ergebenden Bereiche bilden den Ausgangspunkt fUr 
die Aufstellung von Satzradersystemen. 

b) Die Schneidstahlgleichung. 
Der zu einem Satzradersystem gehorende Schneidstahl ist im Zu­

sammenhang mit den Eigenschaften zu betrachten, die dem betreffenden 
Satzradersystem eigentumlich sind. 

Wie auf S. 27 auseinandergesetzt, gehen wir bei den aufzusuchenden 
Satzradersystemen von der Zahnhohe aus. Wir wollen uns hier zunachst 
auf den Fall beschranken, daB die Zahnhohe uber das ganze System 
unveranderlich ist, und dabei zwei Arten von Satzradern eingehender 
behandeln, namlich solche, wo die FuBtiefe unveranderlich ist, und solche, 
deren Zahnflanken bis zum Grundkreis ausgeschnitten sind. 

SoIl die FuBtiefe bei allen Satzradern eines Systems gleich sein, 
so muB der Schneidstahl mit dem Spitzenwinkel O:S' mit dem aIle Rader 
geschnitten werden sollen, um das MaB 8 (s. Abb. 18) unter den Grund-
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kreis eingesenkt werden, und zwar bei jedem Rade. Demnach gilt die 
Gleichung (S. 19): 

n - 8·2· sin as = x + z (as - sin as) 
fiir jede Zahnezahl des Systems. Da 8 und CXs fiir das System unverander­
lich sind, so ist: 

x + z· (as - sin as) = const. 
Aus Abb.18 ist ersichtlich, daB nur bei einer bestimmten Zahnezahl 

die Zahnflanken bis zum Grundkreis ausgeschnitten werden. Mit wach. 
sender Zahnezahl wird der am Grundkreis liegende Teil der Evolvente 
immer weniger volIstandig hergestellt. Bei kleinen Zahnezahlen werden 

Abb. 18. Schneidstahl fUr Satzriidersysteme mit unveriindei-licher Zahnhohe. 

die Flanken sogar unterschnitten. Will man den letztgenannten Um­
stand vermeiden, so bleibt nichts anderes ubrig, als 8 nach der kleinsten 
Zahnezahl zu bestimmen, derart, daB hierbei die Flanken bis zum 
Grundkreis geschnitten werden. 

SolI ein Satzradersystem geschaffen werden, bei dem die Zahnflanken 
jedes Satzrades bis zum Grundkreis ausgeschnitten sind, so muB bei 
jeder Zahnezahl das in Abb. 19 mit k bezeichnete MaB des SchneidstahIs 
um den Betrag: 

z 
="2.(1- cos a.) 

unter dem Grundkreis liegen. Es ist ersichtlich, daB in diesem System 
die FuBtiefe eines Satzrades um so groBer wird, je hoher seine Zahne­
zahl ist. 
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Man geht auch hier wieder am zweckmaBigsten ;von der fiir das 
Anfangsrad erforderlichen MindestfuBtiefe aus und bestimmt danach 
und aus den sonstigen Eigenschaften des Anfangsrades die Unver­
anderlichen Qt. und k des Schneidstahls. Dann. gilt fiir jede Zahnezahl 
die Gleichung auf S. 20: 

n - 2 ·k·cosa = x ---l- z.(a - sin a . cos a) 
8 I 8 8 8 

oder const = x + z . (a. - sin a.· cos a.). 
Sowohl die fiir unveranderliche FuBtiefe abgeleitete als auch die eben 
angegebene Gleichung fiir ausgeschnittene Zahnflanken ist von der 
Form: x + a'z = b, 

wo a und b unveranderliche GroBen fiir ein bestimmtes System bedeuten. 

M M 
Abb. 19. Schneidstahl fur Satzradersysteme mit unveranderlicher Zahnhohe. 

Nehmen wir zwei beliebige Rader mit den Zahnezahlen zt und Z2 

und den beziiglichen Zahnstarken Xl und X2 aus den Systemen heraus, 
so gilt sowohl Xl + a . Zl = b wie auch x2 + a . Z2 = b; und ferner 
Xl + X2 = 2 . b - a • (zl + z2)' Aus der geradlinigen Beziehung zwischen 
X und z folgt, daB die Summe der Zahndicken zweier Satzrader von der 
Summe der Zahnezahlen abhangig ist, wenn das System, zu demsie ge­
hOren, in der angedeuteten Weise mit einem Schneidstahl hergestellt wird. 

Werden zwei Satzrader zu einer spielfreien Verzahnung gepaart, 
so gilt auBerdem die Grundgleichung: 

(Zl + Z2) (tga- a) = Xl + x2 - n 

und fiir den Achsenabstand: A = 2Z1 + Z2 . 
. cos a 
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Aus dies en Gleichungen folgt, daB auch der Eingriffswinkel und der 
Achsenabstand dieser Verzahnungen nur von der Summe (z1 + %:I) der 
Zii.hnezahlen, nicht von der GroBe der einzelnen Summanden abhangig 
ist. Sind also Z1 und %:I die Zahnezahlen eines Raderpaares mit der Zahne­
zahlensumme 2· zm' so hat ein Raderpaar mit den Zahnezahlen je Zm den 
gleichen Eingriffswinkel und Achsenabstand wie das erstgenannte Rader­
paar (Z1 + Z2); e benso ein Raderpaar, von dem das eine Rad die Anfangs­
zahnezahl ZII und das Gegenrad die Zahnezahl (2zm - za) aufweist. 

Diese Beziehung gilt auch fiir aIle bisher bekannt gewordenen und 
ausgefiihrten Satzradersysteme. Es ist aber nicht angangig, sie als For­
derung, die von jedem Satzradersystem erfiillt sein muB, aufzustelIen, 
da auch Satzradersysteme denkbar sind, in denen die oben genannten 
GroBen a und b mit der Zahnezahl der Rader veranderlich sind. 

Mit den eben abgeleiteten Beziehungen ist uns nun die Moglichkeit 
gegeben, die Eigenschaften aller Satzrader eines Systems zu ermitteln, 
sobald ein Rad bekannt ist. 

Nehmen wir aus dem System zwei gleiche Rader mit den Zahnezahlen 
je z heraus, so lautet die Grundgleichung fiir ihr spielfreies Zusammen­
arbeiten: 

:Jl 
z.(tga-a)=x-"2' 

Verbinden wir diese Gleichung mit: x + a • Z = b und der fiir die An­
angdzli.hnezahl geltenden: xa + a • za = b, so ist, da 

X=X +a·z -a'z=x -a.(z-z)ist a a a a' 

:Jl 
z.(tga - a) = Xu - a·(z - ZU)-2 oder 

:Jl :Jl 
z· (tg a - a + a) = Xu + a· za - "2 = b - "2 = const. 

Wenn also Zahnezahl und Zahnstii.rke des Anfangsrades bekannt sind, 
so ist auch die linke Seite der letzten Gleichung zu ermitteln, sobald 
der Beiwert a festliegt. Dieser ist eine reine Funktion des Schneidstahl­
winkels und war: a = ct. - sin ct. bei Systemen mit unveranderlicher FuB­
tiefe, bzw. a = cts - sin ct •• cos ct. bei Systemen mit ausgeschnittenen 
Zahnflanken. 

Die Ermittlung des Wertes a wird uns in den nachsten Abschnitten 
beschii.ftigen. 

Um bei gegebenem oder ermitteltem a die GroBe des Schneidstahl­
winkels bequemer, wenn auch nur angenahert zu ermitteln, bedienen wir 
uns einer Reihenentwicklung: 

. as3 

a -sma = a -a +-- ... 
8 8 8 8 6 1. 

3 3-
a ",V6·(a -sina)=V6·a. 

8 8 8 

Kriiger, Evo!venten-Satzradersysteme. 3 
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Die Gleichung ergibt bis zu IXs = 30 0 ein urn weniger als 0,5 0/ 0 zu 
kleines IXs' 

. 1. 1( 8 3 ) 2. sm a . cos a = -. sm 2 a = -. 2 a - - a + . 
8 82 82 86 8 •• 

. 2 3 a8 - Sin a . cos a = '" - a 
8 8 3 8 

3 -----

a '" i/~.(a -sina .cosa)= i/1,5.a. 
8 r2 8 8 8 r 

Die Gleichung ergibt bis zu IX. = 15 0 ein urn weniger als 0,5% zu 
kleines IXB• 

n 
Die Gleichung: z· (tg IX - IX + a) = b - 2 soIl im folgenden als 

Schneidstahlgleichung bezeichnet werden. 
Die beiden in diesem Abschnitt behandelten Satzradersysteme mit 

unveranderlicher Zahnhohe sind also vollstandig bestimmt, sowie das 
Anfangsrad und der Schneidstahlwinkel gegeben sind. Es ist nun Auf­
gabe der nachsten Abschnitte, Anfangsrad und Schneidstahlwinkel so 
£estzulegen, daB jede im System denkbare Paarung zweier Satzrader 
auch hinsichtlich der Verzahnung einwandfrei ist. 

c) Gegen Unterschnittgefahr gesicherte Satzradersysteme. 
Stirnrader, die in der im vorigen Abschnitt gekennzeichneten Weise 

hergestellt werden, sind nach den auf S. 8 dargelegten Begriffen unter­
schnitt£rei. Damit ist aber noch nicht die Sicherheit gegeben, daB sich 
diese Rader spielfrei zu einwandfreien Verzahnungen zusammenstecken 
lassen; es sei denn, daB in jedem Fall die auf S. 11 genannten Glei­
chungen: 

Zl + z., '- 1/--- Zl + z~ . > II --". tga - U • .:::: ,h2 + h,zl und ---' ·tga-u1 _ ,h'J + h·z" 
2"- 2' - - " 

erfiillt sind, wenn Zl und Z2 zwei beliebige Zahnezahlen und h die iiber 
das System unveranderliche Zahnhohe bedeuten. 

Wir haben also alle im System moglichen Verzahnungen daraufhin 
zu untersuchen, daB sie obigen Gleichungen geniigen. Diese nicht ein­
fach erscheinende Aufgabe wird im vorliegenden Fall dadurch erleich­
tert, daB der Eingriffswinkel einer Verzahnung nur von der Summe der 
Zahnezahlen (Zl + Z2) abhangt (s. S. 33). 1st diese gleich 2z, so geniigt es, 
Zl aIle Werte von der Anfangszahnezahl Za bis zur Endzahnezahl (2z -za) 
stetig durchlaufen zu lassen; da hierbei das Gegenrad der Reihe nach die 
Werte (2z - za) bis zu Za annimmt, so besagt die zweite Gleichung das­
selbe wie die erste. Demnach muB 
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fiir alle Werte Z1 erliillt sein, und es ist zu untersuchen, bei welchem Z1 
die rechte Seite der Gleichung am groBten wird. 

Wir behandeln zunachst den Fall, wo u2 gleich Null wird, wo also 
samtliche Rader des Systems bis zum Grundkreis ausgeschnittene Evol­
ventenflanken aufweisen. Unsere Gleichung nimmt dann die Form an: 

z·tga 2 Yh2 + h----:z~, 
und es ist offenbar, daB die Wurzel am groBten wird, wenn Z1 seinen GroBt­
wert erhalt. Dieser ist Z1 = 2z - Za. 

Daher ist der Eingriffswinkel IX aller Verzahnungen mit einer Ge­
samtzahnezahlensumme 2z so zu wahlen, daB die "Unterschnittgrenz­
gleichung" : 

z·tga > th2 + h.(2 Z - za)· 

erfiillt ist. Sonst reichen die Zahnkopfe des Rades mit der Zahnezahl 
(2z - za) zu tief in das Gegenrad hinein und unterschneiden seine Zahn­
wurzeln. Das Gegenrad hat aber dieZahnezahl2z-(2z-za), ist also 
das Anfangsrad (za) des Systems. 

Wir gehen nunmehr zu den Systemen iiber, deren Zahne, abgesehell 
von denen des Anfangsrades, nicht bis zum Grundkreis ausgeschnitten 
sind (s. S. 30), und zwar zu solchen, wo 

Z l-cosas f 
u=-·---------· 

2 sin a. sin a. 
ist, und t bei allen Radern die unveranderliche GroBe 

f= t~ = ~.(1 - cos a.) 

(s. Abb. 18) besitzt, also zu den Systemen mit unveranderlicher FuBtiefe. 
Auf Grund gleicher lJherlegungen wie oben ist fiir die Gesamtzahne­

zahl 2z einer Verzahnung nur die Betrachtung der Gleichung 

Z2 1 - cos as za 1 - cosa. '- l/h2 + h-z·tga- -. +-. .::::::. r ·z 
2 sina. 2 sin as - 1 

erlorderlich. Fiir z21aBt sich wieder (2z - Z1) setzen. Nach einigem Um­
formen wird erhalten: 

Z 1 - cos a ,/----- 2z-z 1 - cosa z.tga+ ..!J,. ___ ; __ s > rh2 + h . z + _____ 1. __ . __ s, 
2 sma - 1 2 sma • s 

Die rechte Seite der Gleichung werde mit y bezeichnet; fer~er sei: 

~ -: cos a. = ~, wobei ~ stets einechter Bruchist. Den GroBtwert, den y 
silla. 

annehmen kann, findet man durch Bilden der ersten Ableitung nach Z1: 
---- 2z-z 

Y = Yh2+h·z +-- _1.~ 
1 2 ' 

3* 
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Aus 

dy = _~ h. _ ~ = ° 
dZ1 2· th2 +h--:Z; 2 ' 

h2 + h. Zl = h: ' 
x 

d2 y h - h 

d Z~2 = 2' 2. V (h2 + h· Zl)3 

und unter Einsetzen des eben gefundenen Wertes z' ist ersichtlich, daB 

z' = h· (:2 -1) einen GroBtwert fiir y liefert. Denn die zweiteAbleitung 

wird < 0, wenn dieser Wert eingesetzt wird. 
Da die von uns betrachteten Systeme mit einer Zahnezahl Za beginnen, 

die groBer als Null ist, so kann z' erst dann von EinfluB sein, wenn 
2 Z - Za > z'ist. 1st 2z - Za < z', so liegt bei Zl = 2z - Za ein relativer 
GroBtwert. 

Demnach sind bei dem zuletzt betrachteten System mit unverander­
licher Zahnhohe und FuBtiefe folgende Faile zu unterscheiden: 

1. 1st die Gesamtzahnezahl 2z zweier zusammenarbeitender Rader 

kleiner als h· (:2 - 1) + za' so hat die Unterschnittgrenzgleichung die 

Form: 
Z . 2 .. 2 Z - (2 Z - Z ) 

z·tga + 2«'·x > th + h·(2z - za) + ·~·-·~2---" ·x 

oder 
-- - --- ----~~ 

z· tg a > fh2 + h· (2 Z - za)' 

wenn nicht der Kopfkreis des Rades mit der Zahnezahl (2 Z - za) in 
die Zahnwurzel des Anfangsrades einschneiden solI. 

2. 1st die Gesamtzahnezahl 2 Z zweier ineinandergreifender Rader 

groBer als h· (~2 - 1) + za' so gefahrdet der Kopfkreis des Rades mit 

der Zahnezahl z' = h . e2 - 1) die Zahnwurzel des Gegenrades; daher ist 

zu wahlen: 

za 1/-~--~·-1---- 2z-h'(~2-1) 
z·tga + 2· x > r h" + h·h· C2 - 1) + 2 -~ -." 

bzw. 

hi" z· tg a > - -r -. [2 Z - z + h] . 
- 2 x 2 a 
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3. 1st die Gesamtzahnezahl 2z zweier zusammenarbeitender Rader 

.gleieh h . (:2 - 1) + za' so fiihren die unter 1. und 2. angegebenen Grenz­

gleiehungen zu dem gleichen Ergebnis: 

aus 1.: aus 2.: 

Z ; tg a > y h~~+- h· h· C2 - ~) 

>'!.. 

'z.tga>~-I-'":.[h'(~-l)-Lhl = 2" . 2 ,,2 1 __ _ 

. h >-. 
" =" 

AuBer dem Freisein von Unterschnitt miissen von einwandfreien 
Verzahnungen noch andere Bedingungen erfiillt werden, die in den 
ersten Absehnitten ausfiihrlich zusammengestellt worden sind und nun­
mehr auf die Satzradersysteme angewendet werden sollen. 

d) Die fUr hinreichende Eingriffsdauer 
ma6gebenden Zahnezahlen. 

Wir bedienen uns zur Untersuchung, ob auch jedes zusammenarbei­
tende Raderpaar mit den Zahnezahlen zl + Z2 = 2z geniigende Eingriffs­
dauer aufweist, der auf S. 12 abgeleiteten Gleiehung: 

~--=;- z~ . tg a -:-~Jl Tmin < 'h12 + h1 ~l-!- fh~-+-h~:-z~ . 

Es sei daran erinnert, daB zunachst die Systeme mit unverander­
lieher Zahnhohe, bei denen also hI = h2 = h ist, betrachtet werden sol­
len. Ferner war bereits auf S. 12 darauf hingewiesen worden, daB die 
genannte Gleichung nicht davon beeinfluBt wird, ob die Zahnwurzel. 
bis zum Grundkreis ausgeschnitten ist oder nieht, sofern bei der Verzah­
nung der Rader: ZI + Z2 = 2 z die Untersehnittgleiehung erfiillt ist. 

Unter sinngemaBer Anwendung der im vorigen Abschnitt ausfiihr-
1 ich beschriebenen Methode haben wir nunmehr die Gleichung: 

z·tga + nTmin < Vh2+h-:-Z-; + V h2 + h. (2 z-=- Z1) 

zu verfolgen und festzustellen, wann ihre rechte Seite, die wir ?J' vh 
gleichsetzen wollen, ein Minimum aufweist. Auch hier kann ~ aIle Werte 
von Za bis (2z - za) annehmen, wenn Za die Anfangszahnezahl bedeutet. 

?J = Vh+-z~ + V h + 2Z-=-'-Zl , 
dy 1 1 

--~~---- - ____ -= =, 0, 
d Zl 2 . (h +z1 2 . V h + 2 Z - Zl 
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Die zweite Ableitung: 
d2 y 1 1 
dZ1 2 = - 4.(h+z~Y/· 4.(h+2z"':"'-il)'/~ 

d2 

ergibt, daB fiir Zl = Z : d~ < 0 wird. Der aus der ersten Ableitung 
Zl 

gefundene Wert Zl = Z ist demnach ein Maximum, und wir schlie Ben, 
daB infolge der Stetigkeit von Zl bei Zl = Za und Zl = (2z - za) ein re­
latives Minimum liegen muB. Beide Werte Za und (2z - za) fiihren zu 
dem gleichen Ergebnis, daB namlich fiir die kleinste Eingriffsdauer des 
Systems mit unveranderlicher Zahnhohe uber dem Grundkreis zu 
beachten ist, daB bei jeder Verzahnung mit der Zahnezahlensumme 2z 
die "Eingriffsgrenzgleichung" erfiillt sein muB : 

z· tg IX + n Tmin < fh2+ h· za + f, h2-+-h.(2" Z .~. za) 

und zwar sowohl bei Systemen mit unveranderlicher FuBtiefe als auch 
mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln. 

e) Das Auftreten iiberspitzer Zahne im Satzradersystem. 
Wahrend fiir den groBtzulassigen Eingriffswinkel zweier zusammen­

arbeitender Rader die kleinste Eingriffsdauer maBgebend ist, wie im 
vorigen Abschnitt gezeigt wurde, kann fiir den kleinsten noch zulassigen 
Eingriffswinkel auBer der Unterschnittgefahr auch das Spitzwerden der 
Zahne von EinfluB sein. Auf diesen Ulll,Stand ist bereits bei der Ermitt­
lung der kleinsten Zahnezahl im System hingewiesen worden (s. S. 28). 

Bier solI nun untersucht werden, unter welchen Verhii.ltnissen in den 
Satzradersystemen mit unveranderlicher Zahnhohe uberspitze Zahne 
auftreten konnen. 

Wir betrachten hierzu wiederum einen Bereich der Zahnezahlen­
summe (Zl + Z2) = 2z, in dem Zl und Z2 der Reihe nach die Werte 

zl = Za .•..... Z . . • • •. (2z - za) 
Z2 = (2 Z - za) • . . • . Z • . . . .• za 

annehmen konnen. Zu diesen Zahnezahlen gehoren die Zahnstarken 

Xl = xa X (2x -xa) 
x2 = (2 X - xa). . . . . X xa. 

Aus der Grundgleichung: 

(Zl -I- z~Htg IX - a) = Xl + x2 - n, 

die fur unsem Fall passend geschrie ben werden kann: 

2 . Z • (tg IX - a) = Xl + x2 - n , 

ist der Zusammenhang zwischen dem Eingriffswinkel und den Zahn­
starken ersichtlich. 
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Wenn wir die Zahnstarke eines Rades in einer Verzahnung verrin­
gern, so wird auch der Eingriffswinkel kleiner, wenn die Verzahnung 
spielfrei bleiben solI. Nun laBt sich aber bei unveranderlicher Zahnhohe 
im System die Zahnstarke nicht belie big verringern, ohne daB der Fall, 
daB die Zahne iiberspitz werden, eintritt (s. S. 17). Es miissen namlich Xl 
und x2 die Gleichungell erfiillen: 

Xl > ZI.[2·f (:y + ~~ - arctg2'V(~Y ~:], 
x 2 > Z2' [2 .1r( h )2 ~- h _ arc tg 2 .11 (~)2 + ~], r ~ ~ r ~ ~ 

oder, da z2 = (2z - Zl) ist: 

X Q > (2z - Z ).[2. 1/ (_h_)2 +-~-
- - 1 r 2 Z - Zl 2 Z - Zl 

- arc tg 2· f-(2Z--h-~lr+-2~-~-~J . 
E'.l ist demnach 2z· (tgoc - oc) + n groBer zu wahlen, als dem Werte 

(Xl + x2 ) entspricht, wenn die zu Xl und x2 gehorenden Zahne spitz 
sind. 

Wenn wir nun annehmen, daB samtliche Rader mit den Zahnezahlen 

Zl = Za' • . . . . . • . . Z ... . . . (2z - zu) 
Z2 = (2z - za) . ., .. Z ••• . • • Za 

auBer einer gleichen Zahnhohe auch noch'spitze Zahne besitzen, so liegen 
die Zahnstarken auf Grund der Spitzengleichung fest, und es wird einen 
Fall geben, wo zwei zusammengehorige Zahnezahlen (Zl + Z2) = Zl 
+ (2z - Zl) eine Gesamtzahnstarke (Xl + x2 ) aufweisen, die einen 
GroBtwert darstellt. 

Dann muB 2z' (tgoc - oc) + n noch groBer sein, als diesem GroBt­
wert entspricht. 

Bei welchen zusammenarbeitenden Zahnezahlen Zl + (2z - Zl) 
liegt dieser GroBtwert ~ 

Der Ubersicht wegen set zen wir in den obengenannten "Spitzen­
gleichungen' , 

und f ( h)2 h . 
2· -- + -v 

2 Z - Zl 2 Z - Zl - , 

so daB also wird: 

Xl + XI! = Zl . (u - arc tg u) + (2 Z - Zl) . (v - arc tg v) • 

_-\.us d (X1dt XII) = 0 ergibt sich der ausgezeichnete Wert: 
Zl 
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Nahern AufschIuB iiber die Art dieses Wertes gibt die zweite Ab· 

leitung, aus der hervorgeht, daB d 2 (d ~ x2 ) fiir Zl = Z groBer als Null 
ZI 

wird. Daraus ist zu schIieBen, daB bei Zl = z2 = Z der Kleinstwert fiir 
(Xl + X2) liegt, und daB sich beim Zusammenarbeiten der Rader mit den 
ZahnezahIen Za + (2z - za) ein relativer GroBtwert befindet. 

Bei jeder im System vorkommenden Verzahnung mit einer Gesamt· 
zahmizahl 2z der beiden eingreifenden Rader muB der Eingriffswinkel ('J. 

"B . 1 d' S't 1 . h "t Xl + X2 - n gro er sem, a s 10" pI zengrenzg mc ung : g ('J. - ('J. = 2-
·z 

ergibt, wenn Xl die zu Za und x2 die zu (2z - za) gehorende und aus der 

Spitzengleichung : = r( :) zu ermittelnde geringste Zahnstarke be· 

deutet, damit man die Gewahr hat, daB kein Satzrad iiberspitze Zahne 
aufweist. 

f) Die fur Satzrader erforderliche MindestfuBtiefe. 
Bei zwei zusammenarbeitenden Radern mit gleicher Zahnhohe h 

ist auch die erforderliche FuBtiefe gleich, wie aus der auf S. 13 abge. 
leiteten Formel: 

hervorgeht. 

Bei den hier betrachteten Systemen ist sogar fiir aIle Verzahnungen 
mit der GesamtzahnezahI 2z = (zl + Z2) die FuBtiefe t, die fiir das Frei­
gehen des Gegenzahnes in der Zahnliicke erforderlich ist, dieselbe, da 
cos ('J. nur von (Zl + Z2) abhangt. Hierbei konnen Zl und Z2 aIle Werte von 
Za bis (2z - za) bzw. von (2z - za) bis Za durchIaufen. Zur numerischen 
Bestimmung von t fehIt bei bekanntem h nurnocheine Beziehung zwischen 
Z und dem Eingriffswinkel ('J., die jedoch durch die Schneidstahlgleichung 

n 
Z • (tg('J. - ('J. + a) = b - "2 (s. S. 34) gefunden werden kann. 

Wir verwenden die Gleichung in der Form: 

Z • (tg IX - IX + a) = c, 

wo c = b - !'!. gesetzt ist. 
2 

Es wird daher: 

t = h - tg IX .::.. Ca- + a' Co~ IX - 1) . 
t besitzt einen aus dd r = 0 zu ermittelnden ausgezeichneten Wert, wenn 

IX . 
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. . t D d' 't Abl't h' 't d2 f 0 . d . IX - SIn IX = a IS. a Ie zwel e eI ung termi da2 > Wlf, so 1St 

der gefundene Wert (J. - sin IX = a ein Kleinstwert. Diese Beziehung 
gibt einen gutenAnhalt zur Bestimmung der fiir Satzradererforderlichen 
FuBtiefe. Zwar sagt die Gleichung IX - sin IX = a nur iiber die Lage des 
Kleinstwertes von f etwas aus, wahrend die erforderliche FuBtiefe sich 
nach dem GroBtwert zu richten hat. Aber da die Funktion von f stetig 
ist, so sind die groBten Werte von f schlieBlich bei Verzahnungen mit 
groBteroder kleinster Gesamtzahnezahlensumme zu finden. 

Fiir Satzradersysteme mit unveranderlicher FuBtiefe und auch 
solchen mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln sind daher die fiir die An­
fangs- oder Endrader erforderlichen FuBtiefen als MindestfuBtiefen allen 
Satzradern zugrunde zu legen. 

Obschon hiermit die Aufgabe, die notwendige MindestfuBtiefe fiir 
ein System festzustellen, gelost ist, sei zu dem oben gefundenen Kleinst· 
wert, der bei einem Eingriffswinkel IX gemaB der Beziehung IX - sin IX = a 
liegt, noch folgendes bemerkt: 

Bei Systemen mit unveranderlicher FuBtiefe war a = IX, - sin IX, 

(s. S. 33). Wenn nun die fiir das Anfangs- oder Endrad notwendige FuB­
tiefe allen Radern des Systems zugrunde gelegt ist, so stellt sich das 
groBte FuBkreisspiel bei allen Verzahnungen ein, deren Eingriffswinkel 
gleich dem Schneidstahlwinkel ist. 

Bei Systemen mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln liegt dagegen das 
groBte FuBkreisspiel bei gewissen Verzahnungen mit groBerm Eingriffs­
winkel als dem Schneidstahlwinkel, weil hier nach der Schneidstahl­
gleichung a = IX, - sin IX, • cos IX, ist. 

2. Verfahren zur Ermittlung von Satzradersystemen 
mit unveranderlicher Zahnhohe. 

Durch den vorhergehenden Teil der Untersuchungen ist eine Uber­
sicht iiber die Grenzbedingungen, innerhalb deren sich die Satzrader­
systeme bewegen miissen, gegeben worden. 

Durch ein geeignetes Zusammenfassen der Grenzbedingungen lassen 
sich "Grenzbereiche" bilden, in denen aIle praktisch moglichen Satz­
raderverzahnungen enthalten sind. 

Es bedarf dann nur noch einer Ermittlung, wie das Werkzeug, der 
Zahnstangenstahl, zu formen, und wie seine Walzbewegung zu leiten ist, 
damit die von ihm geschnittenen Verzahnungen in den erwahnten Be­
reichen liegen. 

Ein Satzradersystem soIl in unsern folgenden Betrachtungen dann 
als vollstandig bestimmt gelten, wenn auGer der Form des Zahnstangen­
stahls noch angegeben werden kann, bei welchen zusammenarbeitenden 
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Zahnezahlen sich Unterschnittgefahr einstellt, die Eingriffsdauer ge­
fahrdet ist oder iiberspitze Zahne entstehen, und ferner, wie hoch die 
Endzahnezahl des Systems ist. 

Es ist sehr umstandlich, den eben in allgemeinen und groben Ziigen 
gekennzeichneten Gang der Untersuchungen rechnerisch allein erfassen 
zu wollen. Es empfiehlt sich vielmehr, zeichnerische und auf Naherungs­
losungen beruhende Methoden zu Hilfe zu nehmen. 

1m folgenden solI ein zum Ziel fiihrendes Verfahren beschrie ben und 
an Beispielen gezeigt werden. 

a) Del' Grenzbereich. 
Wir untersuchen die Satzradersysteme, die mit der Zahnezahl za 

anfangen und eine unveranderliche Zahnhohe h haben. h sei eine Zahn­
hOhe, die fiir Za moglich ist; sie liege also in den auf S. 28 und in Abb. 17 
£estgelegten Grenzen. Wir fassen nun alle die Verzahnungen von zwei 
Radern, deren Zahnezahlensumme 2z betragt, zusammen und wenden 
darauf die Unterschnittgrenzgleichung: 

z· tg au > ¥h2 +- h· (2 Z - z,J, 
h x 

z· tg a > -- +-. (2 Z - Z + h) 
u= 2x 2. " 

hzw. (s. S. 36) 

an, die die MindestgroBe des Eingriffswinkels angiht. 
Hierbei ist jedoch noch keine Gewahr vorhanden, daB die Zahne 

mancher Rader nicht iiberspitz ausfallen, wenn nicht der kleinste noch 
zulassige Eingriffswinkel auch so gewahlt wird, daB die Spitzengrenz­
gleichung: 

> Xl +xo - n tga - u- ---" 
p p = 2z 

erfiillt ist, worin zu wahlen ist: 

:C1 = za [211 (: r +} - arctg2.1/r:)2-t- :J, f a a r a a 

Xo=(2Z-Z)[21/(~h-~)~-+- -h_ 
- a r 2 Z - Za 2 Z - Za 

(s. S. 40) 

- arc tg 2· V~:Z--~-zJ2 +:~~zJ· 
Der Eingriffswinkel (I. darf ferner nicht zu groB gemacht werden; 

sonst besteht die Gefahr, daB beim Kammen zweier Rader der Eingriff 
des einen Zahnpaares beendet ist, bevor der Eingriff des nachsten Paares 
zustande kommt. Hieriiber ist auf S.Il Naheres berichtet, und auf S. 38 
als maBgebend be£unden worden die Eingriffsgrenzgleichung: 

z·tgue < ¥h2 + h.(2 Z - za) + fh2 +- h,za - n'imiD • 
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In dieser Gleichung ist 'tmin, wie auf S. 12 angedeutet, als ein durch 
die Erfahrung gegebener oder durch Versuch ermittelter Wert fur die 
kleinste zulassige Eingriffsdauer anzusehen. Unsern rechnerischen Be­
trachtungen liegt 'tmin = 1 zugrunde. Ferner ist Vh2~+h· Za ein uber 
die zu untersuchenden Satzradersysteme festbleibender Wert. Der 
Ubersicht halber ist im folgenden 

und 

gesetzt. 

t h"l + h.zu - Jl'Cmln = d 

Z.tglXe < t h'J+-",-. (2 Z - za) + d 

Durch die Unterschnitt-, Spitzen- und Eingriffsgrenzgleichungen 
ist ein Bereich, in dem alle moglichen Satzradersysteme liegen, bestimmt, 
der fiir jedes Za und h rechnerisch ermittelt werden kann, indem fiir Z 

fortlaufend alle Zahlenwerte von Za an eingesetzt werden. 
Es ist bei den hier zu untersuchenden Systemen nicht notig, die 

Gleichungen bis zu Z = 00 zu verfolgen. Die Berechnung der Spitzen­
grenzgleichung wird am zweckmaJ3igsten beim Zusammentreffen mit 
der Unterschnittgrenzgleichung abgebrochen. Die Unterschnitt - und 
die Eingriffsgrenzgleichung in der Form: 

Z.tglX" = ~h2+h.(~ i--~Z:) 

und 

Z·tglX.= fh2+h~(2z~ zu)+d 

schneiden sich nicht. Die Berechnung dieser Gleichungen braucht nur 
soweit gefiihrt zu werden, bis a. kleiner als der Eingriffswinkel wird, 
unter dem das Rad mit der Anfangszahnezahl noch arbeiten kann. 

Die Abmessungen des Anfangsrades liegen sicher zwischen 

Z ·tglX = Yh2 + h·z a U II 

und 
Zu·tglX. = V h2 + h.za + d. 

Die entsprechenden Zahndicken sind zu ermitteln im einen Fane aus 
Jl 

Z .(tglX -IX)=X --~-
a " U U 2 ' 

im andern Fane aus 
Jl 

Z .(tglX -IX)=X --. 
a • • • 2 

Das _.\nfangsrad kann demnach noch mit Eingriffswinkeln arbeiten, die 
zwischen 

und 
Jl-X 

IX ~-------! 
.mln - Z 

u 

liegen (so S. 15). a..min ergibt den kleinsten Eingriffswinkel. Es geniigt 
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daher, die Unterschnitt- und Eingriffsgrenzgleichung bis zu der OCemin 
entsprechenden Zahnezahl z zu verfolgen, die sich ergibt aus 

z.tgaemin < t h2 + h.(2 z - za) + d. 

Durch Auflosen dieser Gleichung nach z ergibt sich: 

z = h + d·tgaemin + f h.[h + 2.d.tgaemin - (za - h)tg2ae~i~J. 
tg2 a emin 

Bei dieser Zahnezahl kann die rechnerische Bearbeitung der Grenz­
gleichungen fiir Unterschnitt und Eingriffsdauer abgebrochen werden. 

Es sei darauf aufmerksam gemacht, daB z nicht etwa als gleich­
bedeutend mit der Endzahnezahl der Systeme anzusehen ist. Die Er­
mittlung der eigentlichen Endzahnezahl der Systeme bedarf noch einer 
besondern Betrachtung. 

b) Die Gleichung des Schneidstahls wId ihre Beziehung 
zu den Grenzgleichungen. 

Die hier zu erorternden zwei Arlen von Satzradersystemen mit un­
veranderlicher Zahnhohe und gleichbleibender FuBtiefe bzw. ausge­
schnittenen Zahnwurzeln sollen im Abwalzverfahren mit einem Schneid­
stahl hergestellt werden, dessen Gleichung, wie auf S. 34 abgeleitet, 
von der Form: 

ist. 

n 
z.(tga-a+a)=b--

2 

Die Festwerte a und b sollen nun so beschaffen sein, daB der Ein­
griffswinkel oc bei jedem z innerhalb der durch die Unterschnitt-, Spitzen­
und Eingriffsgrenzgleichung festgelegten oc-Werte liegt. 

Wie weit und unter welchen Bedingungen dies moglich ist, veran­
schaulicht am besten die zeichnerische Darstellung. Hierbei ist es von 
Vorteil, daB fiir die Schneidstahlgleichung eine solche Form gefunden 
werden kann, daB sich die graphischen Untersuchungen durch An­
wendung eines geeigneten Koordinatensystems auBerordentlich verein­
fachen. 

Wir kleiden die Schneidstahlgleichung in die Form: 

tga-a=(b- ;).~-a 
und sehen, daB diese Form in einem rechtwinkligen Koordinatensystem 

mit (tgoc - oc) als Ordinate und (.!.) als Abszisse eine gerade Linie, die 
,z 

" Schneidstahlgerade" darstellt. 
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Die Grenzgleichungen lassen sich durch eine Tafel (tg oc -- oc) = F (oc) 
leicht umrechnen und als "Unterschnitt-", "Spitzen-" und "Eingriffs­
grenzkurve" in das genannte Koordinatensystem eintragen, wie es in 
Abb.20 an· einem Beispiel dargestellt ist. 

Jede Gerade, die in den von diesen Kurven gebildeten "Grenzkurven­
bereich" gelegt werden kann, liiBt sich als Schneidstahlgerade auffassen 
und ist dann zugleich der zeichnerische Ausdruck fUr das Satzrader­
system, das mit dem durch die Gerade festgelegten Schneidstahl im 
Abwalzverfahren hergestellt werden kann. Aus der Gleichung dieser 

qoP'r---------,----------,----------,----. 

q&r_--------~--------~----------~~~ 

407r_--------~--------~------~~~~~ 

4~r---------+_--------4_~~~~~~~ 

t 
84wr--------~------~~~~~-4~~ 

I 

~40~r---------4-----~~~~~----~~+---~ 

O~J~--------~-,7L~r__+----~~--+---~ 

4011---+-cJV----+----------t-----------+---~ 

a~oo~t~y~-------n4a~~~-------a~,~~v---------a~,~~--~ 
a-4oo~l~ f 

Abb.20. Grenzkurvenberelch fiir Za = 6 und h = 1,7. 

Geraden lassen sich nicht nur samtliche Abmessungen des Schneid­
stahls und der Zahnstange, sondern auch die Zahnabmessungen samt­
licher Satzrader des Systems und ihre Eingriffswinkel miteinander er­
Qlitteln. AuBerdem ist der Zahnezahlenumfang des Systems durch die 
Schnittpunkte der Geraden mit denjenigen Grenzkurven bestimmt, 
wo sie den Grenzkurvenbereich verlaBt. Je naher der Austrittspunkt 
dem Koordinatenanfangspunkt riickt, urn so groBer ist die Endzahne­
zahl des Systems. 

Die Grenzkurven haben bei Systemen mit unveranderlicher Zahn­
hohe durchweg den in Abb. 20 dargestellten Verlauf. Es ist daher nicht 

moglich, eine Gerade so zu legen, daB sie von C~) bis (~) im Grenz-
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kurvenbereich verbleibt. Dementsprechend sind auch keine Satzrader. 
systeme vorhanden, die aIle Zahnezahlen von Za bis Z = 00 fortlaufend 
aufweisen. Da es, wie auf S. 24 und 27 angegeben, unser Bestreben ist, 
daB die Satzradersysteme eine moglichst hohe Endzahnezalil aufweisen 
sollen, so muB die Schneidstahlgerade in dem Grenzkurvenbereich der· 

art verlaufen, daB sie bei einem recht kleinen (~) aus dem Grenzkurven. 

bereich hinaustritt. 
Aus der Abb. 20 ist ersichtlich, daB dies dann der Fall ist, wenn die 

Schneidstahlgerade gemeinsame Tangente der Unterschnitt· und Ein· 
griffsgrenzkurve ist. Die giinstigste Form des Schneidstahls ist daher 
fiir die vorliegenden Systemarten fiir jede Anfangszahnezahl Za tmd 
Zahnhohe h sehr einfach zeichnerisch mit geniigender Genauigkeit zu 
ermitteln. 

Sicherer freilich ist es, die Tangentenpunkte auf der Unterschnitt· 
und Eingriffsgrenzkurve rechnerisch festzulegen. In dem zugrunde ge· 
legten System mit unveranderlicher Zahnhohe haben diese die Form: 

1 
tg IX - IX = - Y h . (2 Z - Z + h) e e Z a 

+ ~ - arc tg [-~ O;:(2i-=:-i--+h) + ~J 
Z Z a Z 

bzw. 
1 . 1 ,/-- . 

tg IX - IX = - Y h . (2 Z - Z + h) - arc tg - . , h . (2 Z - Z + h). 
U U Z a Z a 

(Die andere Form der Unterschnittgrenzkurve (s. S. 36) braucht nur in 
seltenen Fallen beriicksichtigt zu werden, da der Tangentenpunkt zu· 
meist auf der erstgenannten Unterschnittgrenzkurve liegt.) 

Da die beiden Gleichungen sich nur durch den Wert ~ unterscheiden, 
Z 

so geniigt es, die folgende Rechnung zur Ermittlung der Tangenten­
gleichung, die dann auch zugleich die Gleichung des Schneidstahls ist, 
nur fUr die Eingriffsgrenzkurve durchzufiihren. Wird hernach d = 0 
gesetzt, so gilt das Ergebnis auch fiir die Unterschnittgleichung. 

Beide Gleichungen sind von der Art: 

tg a - ex = v - arc tg v . 

Den Richtungsunterschied der Tangente in irgend einem Punkte 
der Kurven erhalt man durch Differenzieren: 

dv v2 

d(tga - a) = dv - -- = dv·--. 
1 + v2 1 + v'l. 

1 
Es werde gesetzt;- = x; dann ist: 

z 
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-1 

dv =~~2~~~~-____ .dx + [Y~'(:-=-~a-+ h) + d l.dX, 
2 -Yh.(-X - za + h) 

dv=(-v-~:.d ~).dX, 

d(tg;x-f!2 = (z.v - hd )· -1 ~ v2' 
v-­

z 
Dies ergiht fiir die Eingriffsgrenzkurve: 

d(tg/X.- a.) = (z.tga _~) ._~!L 
d ( ~) e tg a" 1 + tg2 a. 

, ze 
und fur die Unterschnittgrenzkurve: 

d (I:(~l ".) ~ ("g'". -h),_~gl~~". 

Die Gleichung einer Tangente an die Eingriffsgrenzkurve hat die 
Form: 

_ d(tgae - ae) 1 
tg a - a - ---- -- -. - - n . de) z e 

Dem entspricht fur die Unterschnittgrenzkurve: 

d(tgau - au) 1 tg a - a = - . - - - n . de) z u 

Soll eine Tangente heiden Kurven gemeinsam sein, so muB die Be­
ziehung hestehen: 

d(tgae-ae) _ d(tgau-a,,) 

dC)--- --~CJ~-
und 

In unserm Fall wird die Tangente wohl am einfachsten gefunden, 

indem die Diffe'entiaikuM'e d (~Gl «) ,owie de, We" n ffir em" an" 

gemessene Zahl von Punkten der Eingriffs- und Unterschnittgrenzkurve 

=ilreil und ai, d(t;(~l 0) ~ ((n) in einem rechlwinkligen Koo,di" 

natensystem aufgetragen wird. Die Koordinaten des Schnittpunktes der 
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d(tgtx-txJ d(tgtx-tx) 
Kurve-- ("1)----=t(n8 ) mit der Kurve "t) u = t(nu) er-d- d(-

ze Zu 
geben dann die Richtungskonstante und den Abschnitt n auf der Or-
dinate fiir die Schneidstahlgerade. 

Die Tangentenpunkte der Eingriffs- und Unterschnittgrenzkurve 
d (tgtx - tx) 

lassen sich dann aus der gefundenen Richtungskonstante (~) 

und den Grenzkurvengleichungen bestimmen. d Z 

c) SchneidstahlwinkeI und Endzabnezahl. 

Wie bereits auf S. 45 erwii.hnt, sind aHe im Koordinatensystem 

(tgcx. ----cx.), (~) durch den Grenzkurvenbereich laufenden Geraden (s. 

Abb. 20) der Ausdruck fiir Satzradersysteme, bei denen die Abmessungen 
und Eigenschaften jedes Satzrades bestimmt sind. So konnen die Ein­
griffswinkel zweier zusammenarbeitender Satzrader der Schneidstahl­
kurve unmittelbar entnommen werden. Die Zahndicken lassen sich aus 
der Grundgleichung bestimmen. Auch die Bemessung der FuBtiefe bietet, 
wie weiter unten gezeigt wird, keine besondern Schwierigkeiten, und 
der Schneidstahlwinkel cx.8 ist aus der Beziehung bekannt, daB das von 
der Schneidstahlgeraden auf der Ordinate abgeschnittne Stiick a gleich 
(cx.8 - sin cx..)' bei Systemen mit unveranderlicher FuBtiefe und gleich 
(cx.8 - sin Oc.s cos cx(8) bei Systemen mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln ist. 
Mit dem Schneidstahlwinkel sind auch die andern Abmessungen des 
Schneidstahles sowie die der Zahnstange zu finden. 

Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, gibt es eine fiir eine hohe 
Endzahnezahl giinstige Lage der Schneidstahlgeraden. Hierbei ist je­
doch zu beachten, daB der Schneidstahlwinkel (xs nicht kleiner werden 
darf, als der Zahnliicke des Anfangsrades Za entspricht (s. S. 15). 

Der Endzahnezahl sind in diesem Zusammenhange noch einige Be­
trachtungen zu widmen. Zunachst wird man die Endzahnezahl dort 
vermuten, wo die Schneidstahlkurve den Grenzkurvenbereich verlaBt, 
bzw. eine der Grenzkurven schneidet. 1m allgemeinen kreuzt die Schneid­
stahlkurve die Unterschnittkurve am Austrittspunkt aus dem Grenz­
kurvenbereich. Gesetzt den Fall, der Schnittpunkt liege bei z', so be­
deutet dies, daB aHe mit dem Schneidstahl geschnittenen Rader mit ge­
niigender Eingri£fsdauer und ohne Unterschnittgefahr zusammen­
arbeiten, solange die Summe der zusammenarbeitenden Zahnezahlen 
kleiner oder hochstens gleich 2z' ist. 

Die Summe der Zahnezahlen 2z' kann sich aus z' + z' Zahnen zu­
sammensetzen; aber auch durch stetige Vermehrung des einen Sum-
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manden und entsprechende Verminderung des andern tm Grenzfall aus 
(2z' - za) + Za zusammengesetzt sein. Dieser letzte Fall ist fiir die Be· 
stimmung der Unterschnittgrenzkurve, wie auf S. 36 abgeleitet, maB. 
gebend, weil er sich bei der zusammenarbeitenden Zahnezahlensumme 2z' 
als der ungiinstigste hinsichtlich der Unterschnittgefahr erweist. 

Die Verzahnung z' + z' ist also noch unterschnittfrei und z' ist noch 
nicht die Endzahnezahl unserer Systeme. Die Endzahnezahl ist viel. 
mehr da zu suchen, wo zwei zusammenarbeitende Rader mit der gleichen 
Zahnezahl Zm + Zm gerade an der Grenze der Unterschnittgefahr stehen. 

Dies ist fiir Systeme mit ausgeschnittenen ZahnwurzeIn dann der 
Fall, wenn 

Zm·tgam = -yh2 + h· zm' 
und bei Systemen mit unveranderlicher FuBtiefe dann, wenn 

z ·tga - (z - z ).~ = fh2 + h·z m m m a 2 m 

ist (s. S. 35). 
Sel bstverstandlich mii,ssen Zm und (Xm die Schneidstahlgleichung 

erfiillen. 
Es sei darauf aufmerksam gemacht, daB f"ijr Systeme mit unverander. 

licher FuBtiefe obige Gleichung nur so lange gilt, als Zm kleiner als 

h· (:2 - 1) ausfallt, da sonst, wie auf S. 36 auseinandergesetzt, das Rad 

mit der Zahnezahl . h (:~ - 1 ) fiir die Unterschnittgefahr maBgebend 

ist, und die Endzahnezahl aus Zm' tgam ~ 2h" + ~.-(2zm - za+ h) 

und der Schneidstahlgleichung besonders bestimmt werden muB. 
Die FuBtiefe der Satzrader und die GroBe der Abrundung am Schneid· 

stahl sind nach folgenden Gesichtspunkten zu wahlen: Der geradflan. 
kige Teil des Schneidstahls (Abb. 16) erfordert eine ganz bestimmte 
FuBtiefe, damit die zu schneidende Zahnflanke weit genug als Evolyente 
ausgeschnitten wird, ohne daB jedoch die Zahnwurzel unterschnitten 
ausfallt. Bei Systemen Omit ausgeschnittenen Zahnwurzeln hat jedes 
Satzrad bis zum Grundkreis reichende Evolventenflanken, und der 
geradflankige Teil des Schneidstahls braucht zu ihrer Herstellung die 

I 
FuBtiefe Is = "2 Z • (I - cos (Xs). Bei Systemen mit unveranderlicher 

FuBtiefe kann dem geradflankigen Teil des Schneidstahls keine groBere 
I 

FuBtiefe in allen Satzradernzugestanden werden, als Is = "2za' (I-cos (Xs) ; 
sonst erhalt das Anfangsrad unterschnittene Zahne. 

Die FuBtiefe eines Satzrades hangt aber nicht allein davon ab, daB 
der Schneidstahl Z\lm Herstellen der Flanken tief genug in den Grund· 

Krilger, Evolventen-Satzradersysteme. 4 
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kreis einzutauchen vermag, sondern auch, wie auf S. 40 gezeigt, davon, 
welchen Platz die Gegenrader in der Zahnliicke erfordern. 1st die hierzu 

notige FuBtiefe: I z = h - Z - (_1_ - 1) groBer als I., so muB dem 
cos a 

Schneidstahleine Abrundung (s. S. 21) von der GroBe Iz - I. gegeben 
werden, die sich an den geradflankigen Teil anschlieBt; und zwar ist 
der groBte im System auftretende Wert Iz (s. S. 41) fiir diese Abrundung 
und fiir die schlieBlichen FuBtiefen maBgebend. 

3. Beispiele fUr die Ermittlung von Satzradersystemen 
mit unveranderlicher Zahnhohe. 

a) Unveranderliche. FuBtiefe. 
Es sei die Aufgabe gestellt, diejenigen Satzradersysteme zu suchen, 

die mit der Zahnezahl Za = 6 beginnen und die unveranderliche Zahn­
hohe h = 1,7 aufweisen. Fiir das Anfangsrad (za) sei ferner vorausgesetzt, 
daB seine Evolventenflanken bis zum Grundkreis ausgeschnitten seien. 

Abb.17 zeigt, daB die ZahnhOhe h = 1,7 in dem Gebiete der fiir die 
Anfangszahnezahlen Za = 6 moglichen Zahnhohen liegt, das von h = 1,35 
bis h = 1,85 reicht. 

Wir ermitteln, bevor wir die Eingriffs- und die Unterschnittgrenz­
kurve berechnen, den Unterschied d dieser beiden Kurven: 

d = Yh.(h + za)-n'Z"min' 
Fiir '-min = 1,0 ist d = 0,4764. 

Fiir die Berechnung der Eingriffs- und Unterschnittgrenzpunkte 
sowie der Spitzengrenzpunkte sind aIle erforderlichen Werte der GroBe 
nach bekannt, so daB fiir jede Zahnezahl die Beziehungen (tg cx. - cx.) 
und (tgcxu-cxu) sowie (tgcxv - cxv ), wie auf S.42-44angegeben, gefunden 
werden konnen. 

Urn die Rechnung nicht unnotig weit auszudehnen, empfiehlt es 
sich, den Wert Z aufzusuchen, bei dem die Berechnung abgebrochen 
werden kann (s. S. 44). Hierzu braucht man folgende zu za = 6 geho­
renden Werte: 

= 0,08359 

:n 
n - x = - - Z (tg a - a) = 1,06926 

e 2 a e e 

n-X • a.min= -Z-
a 

= 0,17821 entspr. 10°12,7' 

tgcx.mln = 0,18014 

tg2CXemin = 0,03245. 

Z wird dann auf Grund der auf S. 44 angegebenen Formel gleich 108. 
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1 
Da fiir die zeichnerische Darstellung der Grenzbereiche die GroBe-

z 
als Abszisse erscheinen solI, so ist es zweckmaBig, der Berechnung eine 
ungefahr geometrisch a bgestufte Reihe fiir die Zahnezahlen zugrunde 
zu legen, um eine gute Verteilung der Kurvenpunkte zu erzielen, also 
etwa: z = 6 - 9 - 12 - 18 - 25 - 36 - 52 - 76 - 110. 

Fur diese Zahnezahlen sind in der Liste auf S. 52 die Grenzkurven­
punkte berechnet und in Abb. 20 zeichnerisch aufgetragen. Durch Ver­
binden der zusammengehorenden Punkte entsteht der Grenzkurven­
bereich. 

Jede durch den Bereich laufende Gerade verkorpert ein mit einem 
Schneidstahl herstellbares Satzradersystem, soweit sie im Bereich ver­
bleibt. Das System, das die groBte Endzahnezahl aufweist, ist als die 
gemeinsame Tangente an die Unterschnitt- und an die Eingriffsgrenz­
kurve gekennzeichnet. Zur angenaherten Ermittlung dieser Tangente 

. d (tg a - a ) d (tg a - a ) 
sind in der Liste auf S. 52 dIe Werte ___ P'----"_ und --~ 

d(~) de:) 
. sowie die zugehorigen GroBen n. und nu nach der auf S. 47 angegebenen 

Gleichung fiir die obengenannten Zahnezahlen bestimmt worden. 
Zeichnet man sich mit diesen Werten die beiden Differentialkurven 
d (tg a - a ) d (tg au - au) d(t) e =f(ne)und--~C~r-=t(nu) auf, soerhaltmaneinen 

Schnittpunkt der beiden bei: 

d (tg ae - ae) = d (tg au - au) = 0,42604 

d(t) d (~) 
und = 0,002591. 

Diesem Wertepaar ist aus der Unterschnittgrenzkurve die Zahnezahl 
z,. = 11,93 und aus der Eingriffsgrenzkurve die Zahnezahl z. = 51,1 
zugeordnet. 

Will man die durch Unterschnitt oder im Eingriff gefahrdeten Rader­
paare wissen, so ist zu bedenken, daB z. und z,. die halbe Summe der 
zusammenarbeitenden Zahnezahlen bedeuten, und daB die Gefahr dann 
auf tritt, wenn das Rad mit der Anfangszahnezahl das eine der gepaarten 
Rader ist. 

Unterschnittgefahr besteht demnach bei 

6 + Z2 = 2zu = 2 • 1l,93, also bei 6 + 18 Zahnen, 

Gefahrdung der Eingriffsdauer bei 

6 + Z2 = 2z. = 2· 51,1, also bei 6 + 96 Zahnen. 
4* 
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Die Gleichung der Tangente ist auch zugleich die Gleichung der 
Schneidstahlgeraden; sie la utet : 

1 
tga - a = 0,42604·- - 0,002591. 

Z 

Aus dieser Gleichung HiBt sich der Schneidstahlwinkel finden; er 
betragt angenahert: 
fur Systeme mit unveranderlicher FuBtiefe: 

as ,,-,V6 . O,002591=14018' , 

fUr Systeme mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln: 
3---:c--::-::--

as "-' ill,5. 0,002591 = 9 0 • 

1m letzten Fall ist der Schneidstahlwinkel kleiner als der kleinste 
Eingriffswinkel ~emin = 10°12,7' (s. S. 50), unter dem das Rad mit der 
Anfangszahnezahl za = 6 arbeiten kann. Wir miissen daher die Systeme 
mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln bei dem vorliegenden Fall gesondert 
betrachten (s. folg. Abschn.) und konnen zunachst nur die Systeme mit 
unveranderlicher FuBtiefe nach den im vorigen Abschnitt gegebenen 
Richtlinien weiter behandeln. 

Die Endzahnezahl ist in dies em Fall, wie die Formel auf S. 49 an-

'b W 1 - cos a bh d d . gi t, von einem ert" = --. ___ s = 0,12542 a angig un wir III 
SIn as 

Verbindung mit der Schneidstahlgleichung zu zm = 77,4 ermittelt. 
(Die Gefahrdung der Eingriffsdauer kommt deshalb nicht in Frage, 
weil das System nicht bis zu Z = 96 reicht.) 

Demnach ist das groBte Ubersetzungsverhaltnis za: zm = 6 : 77 
= 1: 12,83. 

Es ist noch zu priifen, ob Zm groBer als Z = h· (:2 - 1 ) ist, da dann 

die Unterschnittgefahr von diesem Rad ausgeht. 

h· (:2 - 1) = 106,37; Zm daher < h· (:2 - 1) . 
Der geradflankige Tell des Schneidstahls erfordert zum 'Ausschneiden 

der Evolventenflanken des Anfangsrades bis zum Grundkreis eine 
FuBtiefe: 

1 
18= 2, za ·(I- cos as} = 0,09294, 

die allen Satzradern zugrunde zu legen ware (s. S. 49), wenn sie fiir die 
Zahnkopfe der Gegenrader ausreichen wiirde. Es zeigt sich aber, daB 
hierfiir bei vielen Verzahnungen eine weit groBere FuBtiefe nach der 

Gleichung t: = h - z· (_1_ - 1) notig ist, und daB der groBte Wert 
Z cosa 
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tz = 0,602 von der aus zwei Anfangsradern bestehenden Verzahnung 
beansprucht wird (s. Liste auf S. 55). Die FuBtiefe samtlicher Rader ist 

\. 
\ 
\ 
\ 

\ / 
/ 

/ 
/ 

/ 

demnach t. = 0,602 zu 
wahlen und die H6he der 
Abrundung am Schneid­
stahl gleich f. - Is 
= 0,602 - 0,093 = 0,509 
zu machen, wobei· noch 
das zusatzliche FuBkreis-
spiel auBer acht gelas­

Za fZa=lifS sen ist. 
a-JZ020' Der kleinste Wert von 

I. = - 0,0264 liegt bei 
den Verzahnungen, deren 
Eingriffswinkel (X gleich 
dem Schneidstahlwinkel 
(xs = 14°18' ist, was bei 
108 zusammenarbeiten­
den Zahnen der Fall ist, 
z. B. bei 31 + 77 oder 
54 + 54 Zahnen. Bei der 
unveranderlichen FuB­
tiefe des Systems von 
0,602 weisen diese Ver­
zahnungen ein FuBkreis­
spiel von 0,602 + 0,026 
= 0,628 auf. Die Satz-

Abb. 21. Satzrlidersystem mit unveranderlicher Zahnhiihe radersysteme mit unver-
nnd FuJ3tiefe. Za = 6; h = 1,7. anderlicher Kopfh6he und 

FuBtiefe sind in allen Fallen durch wechselndes FuBspiel gekenn­
zeichnet (s. Abb. 21 und nachstehende Liste). 

b) Ausgeschnittene Zahnwurzeln. 

1m vorigen Abschnitt lieB sich die an dem Beispiel Za = 6 und h = 1,7 
gezeigte Ermittlung von Satzradersystemen mit ausgeschnittenen Zahn­
flanken nur bis zur Festlegung des Grenzkurvenbereiches verfolgen. 

Die fiir Systeme mit unveranderlicher FuBtie£e giinstigste Lage der 
Schneidstahlgeraden als gemeinscha£tliche Tangente an Eingriffs- und 
Unterschnittgrenzkurve konnte in dem gewahlten Beispiel nicht fiir 
Systeme mit ausgeschnittenen Zahnflanken iibernommen werden, weil 
der Schneidstahlwinkel kleiner als der Liickenwinkel des Anfangs­
rades war. 
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Einige Verzahnungsa bmessungen des Satzradersystems Za = 6, A = 1,7, 
unveranderliche Fulltiefe, Schneidstahlwinkel a.= 14°18'. 

21. .: Z:! 6:6 6: 18 I 6: 77 18: 18 18: 77 77:77 

I Zl + Z:! 6 12 41,5 18 47,5 I 77 Z .-

1- 0,4;604 : Z 0,07101 0,03550 0,01027 0,02367 0,00897 0,00553 
tga-IXI = 0,42604 : Z 1- 0,002591 0,06842 0,03291 0,00768 0,02108 0,00638 0,00294 

tga 0,6321 

I 
0,4823 0,2891 0,4113 

1 

0,2713 0,2084 
aO 32°18' 25°45' 16°8' 22°21' 15°11' lID46' 

I n 
1,9813 

1 
1,9502 1,7973 x =z·(tga-a)+-. 2 

z.(_l -1) 
cosa 

1,098 1,323 1,700 1,463 1,717 1,653 

Iz =A-z.(~ -1) 0,602 0,377 0 0,237 -0,017 0,047 
COS a 

Zl + Z2.tga 
2 

3,793 5,787 11,999 7,403 12,887 16,048 

~ 
(Zl - Za)·2 0 0 0 0,753 0,753 4,453 

VA· (h + Z:!) 3,618 5,787 11,567 5,787 11,567 11,567 

'It = 21. + Z:!.tga 
2 

~ 
-(Zl- Za)'2 0,175 0 0,432 0,863 0,567 0,028 

-VA.(h + Z:!) 

1= VA·(h +~) 
, 

I g 
I i + Vh·(A + Z:!) 7,236 9,405 15,185 11,574 17,354 23,134 

; 21. +Z:! 3,443 3,618 , 3,186 4,171 
1 4,467 7,086 nT ,=g--2-· tga 

, 
1,09 1,15 1 1,01 1,33 1,42 2,26 T I 

I 

Um ein fur diesen Fall geeignetes Satzradersystem zu finden, er-
1 

mitteln wir die Schneidstahlgerade tg a. - a. = ml . - + nl, deren Schneid-
z 

stahlwinkel a.. gleich dem Luckenwinkel a.1 des Anfangsrades ist, und 
die soweit wie moglich im Grenzbereich verbleibt. Eine Untersuchung 
an Hand der Abb. 20 zeigt, daB eine Tangente an die Eingriffsgrenzkurve 
diese Forderungen am ehesten erfullt. 

Aus dem Verlauf der Differentialkurve zur Eingriffsgrenzkurve 

d (:(~) ",) ~ f(n,) (,. L;'te S. 52) und den ill de, L;.te auf S. 57 unten 

zusammengetragenen Werten der Beziehung m l = !(nl ) ergibt sich als 
Richtungskonstante und Ordinatenabschnitt der gesuchten Schneid­
stahlgeraden : 
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d (tg as - as) 490 d 00414 
( 

1 ) = m, = 0, 9 un n. = n, = 0, , 
d -

Zs 

so daB ihre Gleichung lautet: 
1 

tga - a = 0,4909· - - 0,00414. 
Z 

Der Beriihrungspunkt der Tangente mit der Eingrillsgrenzkurve liegt 
bei Zs = 34,9. Die Eingrillsdauer ist also gefahrdet bei dem Raderpaar: 

6 + Z2 = 2 • 34,9; also bei 6 + 64 Zahnen. 

Der Schneidstahlwinkel ist angenahert zu errechnen aus: 

as '" V1,5 ·0,00414 entsprechend lO 0 31'. 

Die Endzahnezahl ist zu ermitteln aus: 

zm ·tgam = Yh2 + h".zm· 

Sie betragt '" lOO,5 Zahne. (Innerhalb des Zahnezahlenbereiches dieses 
Systems ist Untersehnittgefahr nieht vorhanden.) Demnaeh ist das 
groBte Ubersetzungsverhaltnis dieses Satzradersystems 6: lOO = 1: 16,7. 

Die FuBtiefen Is, die der Sehneidstahl herstellt, sind in der folgenden 
Liste (s. S. 57 oben) mit den fiir die Zahnkopfe erforderliehen FuBtiefen 
Iz zusammengestellt. Damlt die Zahnkopfe der Verzahnung mit den 
Zahnezahlen 6 + 6 in den Zahnliieken freigehen, ist dem Sehneidstahl 
an der Spitze eine zusatzliehe Abrundung zu geben, die mindestens 
Iza - Isa = 0,50 - 0,05 = 0,45 hoeh sein muB. Auch hier zeigt sieh ein 
weehselndes FuBspiel bei den versehiedenen Verzahnungen (s. S. 57 
oben). 

c) Die zu einer gegebenen Anfangszahnezahl gehorenden 
Satzradersysteme mit unveranderlicher FuOtiefe 

und mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln. 
Wenn die Grenzkurvenbereiehe und Sehneidstahlgeraden fiir samt­

liehe Zahnhohen h einer Anfangszahl Za festgestellt werden, so laBt sich 
eine Zahnhohe ermitteln, bei der die Endzahnezahl des zugehOrigen 
Satzradersystems, sei es ein solehes mit unveranderlieher FuBtiefe oder 
ein solehes mit ausgesehnittenen Zahnwurzeln, einen groBten Wert 
annimmt. Das Aufsuehen wird an Hand eines Beispieles und unter 
Zuhilfenahme derAbb. 22 gezeigt werden. In dieser Abbildung sind 
fiir die als Beispiel gewahlte Anfangszahnezahl za = 6 und h = 1,40 
bis h = 1,85 die Grenzbereiehe in gleiehen Abstanden nebeneinander­
gereiht. AuBer den Grenzbereiehen fUr die einzelnen Zahnhohen ist 
noch ein Kurvenzug striehpunktiert eingezeiehnet, der die Grenzpunkte 
der Anfangszahnezahl za = 6 verbindet. Dadurch entsteht ein der 



Beispiele fiir die Ermittlung von Satzradersystemen. 57 

Einige Verzahnungsabmessungen des Satzradersystems Za = 6, h = 1,7, 
ausgeschnittne Zahnwurzeln, Schneidstahlwinkel as = 10 0 31'. 

I ZI:Z:l 6:6 6: 64 6: 100 64: 64 64: 100 100: 100 

-:;:-1 = ZI + Z:l 

0,0:182 

35 53 64 82 100 

I 0,4:09:Z 0,01403 0,00926 0,00767 0,00599 0,00491 
1 = 0,4909:z 0,07768 0,00989 0,00512 0,00353 0,00185 0,00077 tga-a _ 0,00414 

tga I 0,6635 0,3155 0,2515 0,2217 0,1780 0,1325 
aO 33 034' 17 031' 1407' 12 030' 10 06' 7 033' 

X I=z. (tga - d)+.'; 2,0369 
I 

1,7967 1,6478 
I 2 
z.(_1 -1) 1,200 1,701 1,651 1,554 1,289 0,870 

cosa 

Iz =h_Z.(_l -1) 
casa 

0,500 -0,001 0,049 0,146 0,412 0,830 

Is 
Z 

="2.(I-cosas ) 0,050 0,294 0,445 0,538 0,689 0,840 

FuBkreisspiel 0 0,745 0,846 0,842 0,727 0,460 

I Zl t Z:l.tga 3,981 1l,044 13,330 14,188 14,597 113,253 

I V'h. (h + Z:l) 3,618 10,569 13,148 10,569 13,148 13,148 

ZI +Z2 
u I=-·tga 

-Vh~h + Z2) 0,363 0,475 0,182 3,619 1,449 0,105 

9 1= Vh·(h + ZI) 

I:g~~~ ~ : Z:~a 7,236 14,187 16,766 21,138 23,717 26,296 

n. 3,255 3,143 3,436 6,950 9,120 
1 13,043 

• I 1,04 1,00 1,09 2,21 2,90 4,15 
I 

Werte zur Ermittlung der fur Za = 6 und ha = 1,7 moglichen kleinsten 
Schneidstahl winkel. 

tgaa- aa 0,08359 0,08000 

I 

0,07500 0,07000 

1 

0,06520 
Za' (tg aa - aa) 0,5015 0,4800 0,4500 0,4200 0,3912 

n 2,0723 2,0508 2,0208 1,9908 1,9620 Xa = "2 + Za' (tgaa - aa) 

n-Xa 0,1782 0,1818 0,1868 0,1918 0,1966 al =--
Za 

alO '" 10 013' 10 025' 10 042' 10 059' II 0 16' 
nl = al- sina/·cosal 0,00376 0,00399 0,00431 0,00467 0,00503 

tgaa - da + nl 0,08735 0,08399 0,07931 0,07467 0,07023 
ml =Za·(tgaa-aa + nl) 0,52400 0,50394 0,47586 0,44802 0,42138 

d (tgae - ae) 1) 
I 0,48563 

I 

I 

0,54225 0,42309 
I 

d (~) I 

n/) 0,00589 I 0,00399 I 0,00253 I 
1) Entnommen aus Liste S. 52. 
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~~r--------------r--------------------------------------------~ 
~ff~--------~~~~~----------------------------------------~ 
~w~------------~~~~---r----------------------------------~ 
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Abb.22. Satzriidersysteme mit unveriinderlicher Zahnhohe. Anfangsziihnezahl? = 6. 
I. Grenzkurvenbereiche fiir die .Zahnhohen: 

h = 1,40 bls h = 1,85. 
e Eingrlffsgrenzkurve. 
u Unterschnittgrenzkurve. 
p Spltzengrenzkurve. 

II. Schneidstahigeraden flir Systeme mit 
groBten Endziihnezahien: 

a Systeme mit unveriinderlicher FuBtiefe. 
b Systeme mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln. 

III. Grenzbereich der fiir z. = 6 mogiichen 
Zahnhohen: 

E Eingriffsgrenzlinie. 
U Unterschnittgrenzlinie. 
P Spitzengrenzlinie. 

IV. Kennlinien flir Systeme mit. groBter 
Endziihnezahl: 

A unveriinderlic he FuBtiefe. 
B ausgeschnittene Zahnwurzeln. 

Abb. 17 verzerrt ahnliches Grenzgebilde, in demcSich die Anfangspunkte 
samtlicher StoBstahlgeraden fiirza = 6 befinden miissen. Bei g~nz 
hohen und ganz niedrigen Zahnhohen des Gebietes h = 1,40 bis 1,85 
fallen nun die ebenfalls eingezeichneten Schneidstahlgeraden fiir unver­
anderliche FuBtiefen wie fiir ausgeschnittene Zahnwurzeln auBerhalb 
des eben erwahnten Grenzbereichs. Daher liegen nur im Zahnhohen­
gebiet von h = 1,71 bis h = 1,49, bzw. h = 1,76 bis h = 1,63 Satz­
radersysteme mit groBten Endzahnezahlen, deren Anfangszahnezahl 
Za = 6 ist. Und hier sind weiter, wie sich rechnerisch bestimmen laBt, 
die groBten Zahnhohen h = 1,71 bzw. h = 1,76 dadurch bemerkens­
wert, daB sie zu Satzradersystemen mit absolut groBter Endzahnezahl 
gehoren. Die Zahne des Anfangsrades laufen dabei in eine Spitze aus. 

In der eben geschilderten Art sind nun fiir die Anfangszahnezahlen 
Za = 5 bis Za = 10 die Satzradersysteme mit den hochsten Endzahne­
zahlen ausgerechnet worden und in der Zahlentafel auf S. 59 eingetragen. 
Daraus geht hervor, daB bei zunehmender Anfangszahnezahl Systeme mit 
groBern Endzahnezahlen und Ubersetzungsverhaltnissen moglich sind. 
Es sei hier nochmals darauf aufmerksam gemacht, daB jedes der Satz­
rader natiirlich auch mit der Zahnstange, die dem Schneidstahl in 
ihren wesentlichen Abmessungen entspricht, einwandfrei zusammen­
ar beiten kann. 

Es muB dies deshalb betont werden, weil die Zahnstange an sich 
nicht in diese Systeme mit unveranderlicher endlicher Zahnhohe hinein­
gehort, da ihre Zahnhohe, yom Grundkreis ab gemessen, unendlich 
groB ist. 
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Satzradersysteme mit groBtem "Obersetzungsverhaltnis mit 
unveranderlicher Zahnhohe und unveranderlicher FuBtiefe. 

Anfangszahnezahl I Za 5 Il'7~ 7 
I 8 11'8~5 10 

ZahnhOhe .... h 1,65 1,763 1,82 1,93 
FuBtiefe ..•. I 0,568 1°,606 0,635 0,663 0,689 0,714 

Schneidstahlwinkel . ex, 16°41' 14°18' 112051' i 11 °52' 11 °5' 10°28' 
Beiwerte der Schneid- 1m 0,4551 0,4296 0,4126 I 0,4021 0,3948 0,3899 

stahlgeraden . . In 0,00412 0,002601 0,00188
1 

0,00147 0,00120 0,00102 \ 

Hohe der Abrundung . r 0,462 0,513 0,547 0,578 0,605 0,630 

GroBte Zahnezahl ... 1 z". 49 

I 
78 

1 
107 

1 
136 

1 

166 

I 
197 

GroBtes "Obersetzungs- 1 I , 

verhaltnis . . . . .1 z'" : Za 9,8 13 i 15,3 
1 

17 18,4 19,7 

Kritische Zahnezahl z" 75 107 137 177 197 228 
U nterschnittgefahr Z.: Za 16: 5 18: 6 21:7 23: 8 27: 9 30: 10 
Gefahrdung der Ein-

griffsdauer . .. • Ze: Za (56:5) (97:6) (136:7) (176:8) (217:9) (259:10) 

Eingriffsw. bei Za + Za exa 34 043' 32 022' 30°33' 29°7' 27°56' 26°56' 
Zahndicke bei Za • 

:1 
Xa 2,0053 1,9845 1,9702 1,9612 1,9547 1,9506 

FuBspiel bei Za + Za ° ° ° ° ° ° 
Eingriffsw. bei Za + z".1 ex 19° 16°5' 14020' 1 1308' 12 013' 11 °31' 
FuBspiel bei Za + z'" .1 0,475 0,610 0,704 0,781 0,849 0,908 

Eingriffsw. bei z'" + z'" ex". 14°10' III °43' 110019' 1 9023' 1 8041' 8°8' 
Zahndicke bei z'" .. x'" 1,8239 1,7975 1,7820 1,7725 1,7652 1,7603 
FuBspiel bei z". + z'" . 0,454 0,558 0,634 0,690 0,742 0,787 

GroBtes FuBspiel im System 0,501 1°,632 I 0,727 1°,800 1°,869 0,929 
beizl+~ ... 72 108 144 179 216 253 

Satzradersysteme mit groBtem Ubersetzungsverhaltnis mit 
unveranderlicher Zahnhohe und mit ausgeschnittnen Zahnwurzeln. 

Anfangszahnezahl ·1 Za 5 11,7~5 11,8~8 I 8 9 

1 

10 
ZahnhOhe ... '1 h - 1 1,858 1,902 1,937 

Schneidstahlwinkel . exs 10023' 9°7' 8°9' 7°22' 6°46' 
Beiwerte der Schneid- {: 0,5062 0,4766 0,4494 0,4247 0,4013 

stahlgeraden . 0,00395 0,00267 0,00191 0,00142 0,00109 
Hohe der Abrundung r 0,476 0,520 0,572 0,619 0,663 

GroBte Zahnezahl. z'" 1109,031154,02 204,661260,851321,30 
GroBtes "Obersetzungs-

verhaltnis . .. '1 Z",: Za 18,2 22,0 25,6 29,0 32,1 

Gefahrdung der Ein- 1 

griffsdauer. . . . . Ze: Za 171,6:6198,4:7 1105,9:8i 197,2:9 247,7:10 

Eingriffsw. bei Za + Za I exa 33°55' 3I052' 30°5' 28°33' 27°10' 
Zahndicke bei za • •• Xa 2,053 2,029 2,005 1,983 1,961 
FuBtiefe bei Za' • • • Iso + r 0,526 0,564 0,612 0,656 0,698 
FuBspiel bei Z. + Za .1 ° ° ° ° ° 

Eingriffsw. bei Z. + z'" 1 IX 113053' 12010' 110053' I 9°52' 
1 

9°3' 
FuBspiel bei Z".. • • • 1,345 1,535 1,692 1,817 1,932 

Eingriffsw. bei z". + Z~I ex", 7°17' 6°13' 5°28' 4°54' 4°27' 
Zahndicke bei z",. • . x'" 1,646 1,637 1,630 1,625 1,621 
FuBtiefe bei z", ... 1/ .... +'1 1,369 1,492 1,605 1,695 1,782 
FuBspiel bei z'" + z". . i 0,497 0,592 0,688 0,758 0,809 
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d) Die Hoppesche Satzraderverzahnung. 
Es ist unter dem Namen: "Hoppesche Satzraderverzahnung" 

eine Grundkreisverzahnung bekannt und ausgefiihrt worden1), die auBer 
dem veranderlichen Eingriffswinkel ebenfalls das Merkmal der vorher 
behandelten Satzradersysteme tragt, namlich eine bei allen Satzradern un­
veranderliche Zahnhohe. AuBer der Zahnhohe, die mit h = 0,55n = '" 1,73 
angegeben wird, konnten im Schrifttum genauere Anhaltspunkte 
iiber die konstruktive Ausbildung der Zahne, insbesondere iiber die 
GroBe der Zahnstark:en, nicht gefunden werden. Obwohl aus den An­
gaben iiber die Eingriffswinkel verschiedener Verzahnungen1 ) errechnet 
werden kann, daB die Zahnstarken mit zunehmender Zahnezahl groBer 
werden, so ist doch wohl anzunehmen, daB eine bei allen Satzradern 
gleichbleibende Zahnstarke erstrebt wurde 2). In dieser Annahme wird 
Verfasser dadurch bestarkt, daB er in der Praxis Abarten der Hoppe­
schen Verzahnung ausgefiihrt fand, die diese Eigenschaft aufwiesen. 

Zur weitern Anwendung des in den vorigen Abschnitten dargelegten 
Verfahrens solI hier festgestellt werden, ob Satzradersysteme mit unver­
anderlicher Zahnhohe und Zahnstarke im Abwalzverfahren mit dem 
Zahnstangenstahl hergestellt werden konnen. Die Grundgleichung hat 
hierfiir die Form: 

(Zl +Zg).(tglX-a) = 2x-n. 

Die rechte Seite der Gleichung ist fiir das System eine unveranderliche 
GroBe, da x bei allen Satzradern gleich sein solI. Daher ist der Eingriffs­
winkel, wie auch bei den friiher untersuchten Systemen, nur von der 
Summe der zusammenarbeitenden Zahnezahlen abhangig (s. S. 33). Wenn 
die Zahnezahlensumme Zl + Z2 = 2z gesetzt wird, so ist z· (tg at - at) 

= x -i auch zugleich die Gleichung des Schneidstahles, die in dem 

Koordinatensystem (tg at - at), (~) die Form: tg at - at = (x - ~). ~ 
annimmt und eine durch den KoordinatenanfangsPunkt verlaufende 
Gerade darstellt. 

Die in der Abb. 20 dem Grenzbereich zugrunde liegende Zahnhohe 
weicht verhaltnismaBig wenig von der der Hoppeschen Verzahnung ab; 
es laBt sich daher aus der Abbildung hinreichend erkennen, daB Satz­
radersysteme mit unveranderlicher Zahnhohe und Zahnstarke sehr wohl 
moglich sind, daB aber ihre Endzahnezahl bei gleicher ZahnhOhe ge­
ringer sein wird, ala bei Systemen mit unveranderlicherFuBtiefe oder 
mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln. Die Schneidstahlgerade, die noch 
am weitesten im Grenzkurvenbereich verbleibt und demnach die relativ 

1) Z. d. V. d. I. 47, S. 854. 1903. 
2) Verhdlgn d. Ver. z. Bef. d. Gewf!. 88, S. 251, 1909. 



MaBgebende Grenzbedingung 61 

hoehste Endzahnezahl derartiger Systeme mit unveranderlieher Zahn­
dieke ergibt, ist eine Tangente an die Untersehnittgrenzkurve aus dem 
Koordinatenanfangspunkt. Bei eingehender Betraehtung dieser Sy­
sterne ist eine ahnliehe Ermittlung, ob sieh der dureh die Sehneidstahl­
gerade festgelegte Sehneidstahlwinkel zur Herstellung des Anfangsrades 
eignet, anzustellen, wie sie bei den Systemen mit ausgesehnittenen 
Zahnwurzeln erforderlieh war (s. S. 54 und 55). 

Das Herstellen gleieh starker Zahne bei allen Radern bietet keine 
besondern Sehwierigkeiten, da die GesetzmaBigkeit, naeh der der 
Sehneidstahl zum sehneidenden Rad einzustellen ist, dureh die Gleiehung 
auf S. 19 

(n - 8·2· sin a.) = x + z· (a. - sin a.) 
gegeben ist, wobei im vorliegenden Fall: 

ist. 

z.(a -sina) n-x 
8 + 8 8 = = eonst. 

2·sina 2·sina • • 

III. Evolventen-Satzradersysteme mit 
veranderlicher Zahnhohe. 

1. Fiir Evolventen-Satzradersysfeme mit linear 
veranderlicher Zahnhohe maflgebende 

Grenzbedingungen. 
a) Beziehungen zwischen dem Rade mit der kleinsten 

Zahnezahl und den iibrigen Radern. 
In dem voraufgehenden Teil der Arbeit wurde ein Verfahren zum 

Auffinden von Satzradersystemen begriindet und auf drei Beispiele, 
bei denen die Zahnhohen ffir jede Zahnezahl unveranderlieh waren, 
angewendet. 1m folgenden solI nun zur Untersuehung derjenigen Sy­
sterne iibergegangen werden, bei denen sieh die Zahnhohen gesetzmaBig, 
und zwar linear abhangig von der Zahnezahl andern. Die Zahnhohe 
eines Rades hat dementspreehend zur Zahnezahl die Beziehung h = 
a"z+b, wo a und b noeh naher zu bestimmende Beiwerte bedeuten, die 
> 0 sein sollen. Aueh bei dieser Untersuehung solI der Gesiehtspunkt 
leitend sein, daB die zu ermittelnden Satzradersysteme eine moglichst 
hohe Endzahnezahl aufweisen (s. S. 24 und 27). Es liegt dabei freilieh 
nieht in unserer Absieht, die Zahne aller Rader bis zum Grundkreis 
ausschneiden zu wollen; denn die Zahnhohen fallen bei Radern mit sehr 
hohen Zahnezahlen derart stark aus, daB an der Wurzel ein Zahn den 
andern iibersehneidet. 
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Wir wenden uns vielmehr dem Fall zu, wo die Zahnlucken eines Rades 
nicht viel tiefer hergestellt. werden, als es der Zahnkopf des am tiefsten 
eintauchenden Gegenrades erfordert. Hierbei sei noch vorausgesetzt, 
daB die Zahne aller Satzrader auBer mit dem gleichen Schneidstahl auch 
mit dem gleichen Stuck ks des Zahnstangenprofils geschnitten werden 
mogen (s. Abb. 23). Es liegt daher ein ahnlicher Fall vor, wie er bei den 
Satzradersystemen mit unvel'anderlicher FuBtiefe, nur dort mit dem 
Unterschied konstanter Zahnhohe, schon behandelt wurde. 

/ 
/ 

Abb. 23. Beziehungen zwischen Schneidstahl und Zahnliicke. 

Wie fruher gehen wir von den Eigenschaften des Rades mit der 
kleinsten Zahnezahl, des Anfangsrades, im System aus, wobei daran er­
innert sein mag, daB erst von der Anfangszahnezahl Za = 5 an Satz­
radersysteme moglich sind (s. S. 30). 

Es wird ferner vorausgesetzt, daB die Zahne des Anfangsrades bis 
ZUlli Grundkreis ausgeschnitten sein mogen. Es ist dann leicht zu be­
weisen, daB die Zahne der ubrigen Rader des Systems nicht bis zum 
Grundkreis reichende Evolventenflanken aufweisen konnen. Ein MaB 
fUr die Unvollstandigkeit der Evolventenflanke ist die GroBe u in der 
Abb. 23, die im Grunde eine Wiederholung der Abb. 18 ist. 
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.:. (~1 __ 1) + h _ h 
z 2 cos a s =_Z.l-cosas_hs-h 

u = -2 • tg a. - S 

sin as 2 sin as sin as 

Nur fUr das Anfangsrad mit der Zahnezahl za und der Zahnhoheh" 
ist u = 0; also wird: 

1 
h = -z .(1 - cos a )+h 

S 2 a s a' 

Wir entnehmen noch eine weitere Beziehung aus dem fruher auf S. 19 
und in Abb. 18 Erorterten. Dort war fur die GroBe 8 der Wert: 

n - x-z.(a - sina) 
8 = s s 

2 sin as 
ermittelt. 

1m vorliegenden Fall ist die Lage der Schneidstahlspitze zum Grund­
kreis veranderlich, und es gehort zu den Radern mit den Zahnezahlen ZI 

bzw. Z2 die GroBe 81 bzw. 82, Dagegen ist (hs + tgka) (Abb. 23) eine fUr 

den Schneidstahl unveranderliche GroBe. Diese steht mit jedem Rad 
k 

in der Beziehung: hs + -- = h + 8. Daher ist auch: hI + 81 = h2 + 82, tgas 

sowie 
n - x - z . (a - sin a ) n - x - z . (a - sin a ) h + 1 1 8 s =h + 2 2 8 • 

1 2 . sin a 2 2 . sin a ' 
s 8 

2· sin as' (hI - h2) - (Zl - Z2)' (a. - sin a.) = Xl - x2 • 

FUr hI und h2 ist Bedingung: 

Daher: 
2 . sin a . a . (z - z ) - (z - z ). (a - sin a ) = X - X 

8 1 2 1 ~ s s 1 2' 

x -x (2 a + 1). sin a - a = _l __ -.! • 
8 8 Zl - Z2 

Die linke Seite der Gleichung weist nur unveranderliche GroBen auf. 
Wir schlie Ben aus der hieraus folgenden geradlinigen Beziehung zwischen 
x und z in Verbindung mit der Grundgleichung, daB auch bei diesen 
Systemen der Eingriffswinkel <X und der Achsena bstand der Verzahnungen 
nur von der Summe der beiden zusammenarbeitenden Zahnezahlen, 
nicht aber von der GroBe der einzelnen Summanden abhangt (s. S. 33). 

b) Die Unterschnittverhaltnisse. 
Es empfiehlt sich, nunmehr die Unterschnittgrenzkurve festzulegen, 

urn einen Anhalt zu gewinnen, welche zusammenarbeitenden Zahne­
zahlen fUr die Unterschnittgefahr in Frage kommen. Ein Grenzwert ist 
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sofort bekannt; die Zahnstange namlich muB, wenn sie so hoch gemacht 
wird, wie der Schneidstahl ist, in jedem Rad den Unterschnittpunkt U 
beriihren (Abb.23). 

FUr die Verzahnungen hingegen, deren Zahnezahlensumme nicht 
unendlich ist, muB das Auftreten der Unterschnittgefahr noch besonders 
bestimmt werden. Die in Frage kommende Unterschnittgleichung ist 
auf S. 11 angegeben; sie lautet: 

} (Zl + z\I). tg a - 'U1 ~ Vh\l \I + h\l. Z2 • 

Wir legen fUr zl + Z2 die Zahnezahlensumme 2z zugrunde und setzen fUr 
1tt seinen Wert ein: 

z.tga _!. zl. 1 ~ cosaa _ h1.- ha ~ rh2~ + h2.Z2 • 
2 sma. sma. _'1 

Aus dieser Gleichung wird nach einigem Umformen und unter Beriick­
sichtigung, daB 

~ = a· Zt + b und h2 = a· ~ + b ist: 

z. [t a _ 1 ~ cosa. _~] + h8:- 2b _ b.(l - .cos(8 ) 

g sma8 sma8 sma. 2a.sma. 

~ yh \I (1 +!.) _ h .~ _ .j!L. (1 + 1- cosaa). 
- \I a .\l a sma 2a . a 

Wir setzen weiter die fUr ein System als unveranderlich erkannten 
GroBen: 

1 +!. = p, b _1_. [1 + 1 - cosaa ] =" 
a a=q, Bina8 2a 

und fassen die rechte Seite der Gleichung unter dem Ausdruck y zu­
sammen. Die Hoke Seite der Gleichung Boll stets groBer als die rechte 
Seite der Gleichung sein; diese Bedingung laBt sich erfiillen, sobald der 
GroBtwert der rechten Seite bekannt ist. 

y = Yp·h\l2 - q.h2 - ,,·h2 

dy 2p.h\l - q 
--0- -". dh", - - 2·Yph","'-q.h", 

Wird diese Gleichung nach h2 aufgelOst, so ergibt sich: 

+" - V,,2 P h", =q. - . 
- 2p· Vrl! p 

Von der GroBe der Werte q, r und p hangt es daher ab, welches hs 
den ausgezeichneten Wert bildet. Nun ist vorausgesetzt worden, daB 
der Zahnstangenstahl die Zahne aller Rader herstellen solI. Er bestimmt 
daher bei allen Zahnen den Pu1lkt, bis wohin die Flanke als Evolvente 
ausgebildet ist und von dem Kopfkreis eines Gegenrades ausgenutzt 
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werden darf (Punkt U in Abb. 23). Die vom Grundkreis gemessene 
unendlich groBe Zahnhohe der Zahnstange muB daher obige Gleichung 
befriedigen, und dies ist, abgesehen von den hier nicht in Frage kom­
menden Moglichkeiten q = 00 und a = 0, dann der Fall, wenn 

[ 1 ( 1 - cos a )' \1 1 r2 = p oder -.-.. 1 + ___ s J = 1 + -
sIna. 'la a 

ist. 
Hieraus gewinnen wir die Beziehung: 

a=~(_1 -1) 
2 cosa. 

und h = ~ z· (~- - 1) + b. 
2 cos as 

Der fiir hz eingesetzte Wert: unendlich ist tatsachlich ein Maximum, 
denn die zweite Ableitung: 

d2y q2 

dh'J'J = - Yph2 'J - qh'J.4.(ph'J2 - qh2) 

ergibt fiir ein immer groBer werdendes hz Werte, die sich von der negs,­
tiven Seite her dem Wert Null nahern. 

Waren wir voneinem Schneidrad (s. S.18) als Werkzeug ausgegangen, 
so hatte dessen endliche Zahnhohe, als die Unterschnittgrenze bestim­
mend, in die Gleichung fiir hz eingesetzt werden miissen, wobei rZ > p 
sein miiBte. 

Nachdem nunmehr die Unterschnittgrenze fiir die Zahne eines 
jeden Rades festliegt, ist noch darauf zu achten, daB die Zahnkopfe der 
Gegenrader keine Unterschnittgefahr hervorrufen. Da aIle Verzahnungen 
mit der endlichen Zahnezahlensumme 2z denselben Eingriffswinkel oc 
haben, so ist die hinsichtlich des Unterschnittes bedenklichste Ver­
zahnung herauszusuchen und ihr Eingriffswinkel groB genug zu wahlen, 
um die Unterschnittgefahr abzuwenden. 

Die Unterschnittgleichung z· tg oc - u1 ~ VhzZ + hz • Zz laBt sich 
durch Einsetzen von 

1 1 
'1.£1 = (Zl - za)·"2 tga.= (2 Z - Z2 -Za)·"2 tga• 

und 

auf die Form 

z· tg a ~ f Z2 \1 l a2 + a) + Z2 b· (2 a + 1) + b2 

1 1 + (2 z - z ) . - tg a - z . - tg a 
a 2 s \1 2 • 

bringen. Die rechte Seite der Gleichung wird am groBten, wenn Z2 am 
groBten ist; also fiir Zz = 2 Z - Za. Daher gilt als Unterschnittgleichung: 

z·tg a > f (2 z - za?· (all + a) + (2 Z - za)· (2 a + 1)· b + b2, 
K r ii g e r. Evolventen·Satzriidersysteme. 5 
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da die weitern Glieder sich zu Null erganzen. Fiir Z = 00 ergibt diese 
Gleichung: 

c) Zahnstarke nnd Schneidstahl. 
Zwischen den Zahnstarken x und den Zahnezahlen Z ist auf S. 63 

die Beziehung abgeleitet worden: 
x -x (2a+ l).sinlX -IX = _1 __ 2. 

8 8 Zl - Z2 

Nun ist 

a = ~ (_1_ -1) und daher tglX -IX = Xl - x2 
2 cos 1X8 S S Zl - Z2 

Dieser Gleichl1ng ist zu entnehmen, daB die Zahnstarken mit zu­
nehmender Zahnezahl wachsen. Bevor wir dieses Ergebnis weiter er­
ortem, bilden wir die Gleichung um: 

Zl· (tg 1X8 - IXs) - Xl = z~· (tg 1X8 - IXs) - x2 

und hedenken, daB alll! der Grundgleichung folgt: 

:n: 
Z • (tg IX - IXJ - X = - - = Z . (tg IX - IX ) - X 1 1 1 2 2 2 2 2' 

WO IXl bzw. ~ der Eingriffswinkel zweier zusammenarbeitender Rader 
mit gleicher Zahnezahl Zl bzw. Z2 ist. Durch Zusammenfassen der heiden 
letzten Gleichungen wird erhalten: 

Zl· [tg 1X1 - 1X1 - (tg 1X8 - IXs)] = Z2· [tg a2 - a2- (tg as - as)]. 

Diese Beziehung besteht zwischen zwei heliebigen Radern des Systems. 
Sind die Abmessungen eines Rades hekannt (und dies ist spater fiir das 
Anfangsrad mit der Zahnezahl Za der Fall), so laBt sich die Form jedes 
andem Rades bestimmen. Wir setzen 

za·[tgaa -lXa- (tgas - a8 )] = m 

und tg IXB - IXs = n-

ala unveranderliche GroBen im System und erhalten als Ergebnis: 

m=z.(tglX-a-n), 

1 
tg IX - IX = m·- + n. 

Z 

Diese Gleichung stellt im Koordinatensystem (tg IX-IX), (~) eine Gerade 

die Schneidstahlgerade, dar, von der sich der gleiche vorteilhafte Ge­
brauch zur Ermittlung der Satzradersysteme machen laBt, wie hei den 
Systemen mit unveranderlicher Zahnhohe. 
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Auf den Umstand, daB mit zunehmender Zahnezahl die Zahnstarken 
wachsen, wurde bereits zu Anfang dieses Abschnittes hingewiesen. 
Die volle, auf dem Grundkreis gemessene Starke x wird allerdings, ab­
gesehen vom Anfangsrade, nie erreicht, weil der J!'uBkreis mit steigender 
Zahnezahl auch immer weiter vom Grundkreis abriickt. Immerhin 
soll hier aus dem auf S. 27 erwahnten Grunde darauf Bedacht genommen 
werden, daB die 
Rader mit groBer 
Zahnezahl nicht star­
kere Zahne, im FuB­
kreis gemessen, er­
halten als die kleinen. 

Fiir den vorliegen­
den Fall ist nicht 
leicht eine iibersicht­
Hche Formel fiir den 
Verlauf der Zahn­
starken am FuBkreis 
dernicht ausgeschnit­
tenen Flanken an­
zugeben. Um den 
Gang unserer Unter-
suchungen nicht zu 
verwickeln, solI hier 

" / 
D/ "'V' 

I 
x.s/ 

Abb. 24. Anfangsrad und Zahnstange. 

nur erstrebt werden, das Rad mit der kleinsten Zahnezahl mit ebenso 
groBer Zahndicke auf dem Grundkreis zu erhalten, wie der ZahnfuB 
der Zahnstange aufweist. 

In der Abb. 24 ist der Eingriff des kleinsten Rades mit der Zahn­
stange dargestellt. Wir entnehmen die Beziehungen: 

h = ~ Z (1 - cos a) + hAC = 21 za [Bin a. _ a. - ~~l 
8 2 a • a cos a. 

A B = ~ Z sin a AD = A C 
2 a 8 tgas 

BC = _z,,-_. (a _ n - xa) EF= ~x 
2 cos a8 8 Za 2 a 

(wird erstrebt) 

EF= (hs + AD).tgas (h. + ~~}tga •. 

Hieraus ergibt sich dann: 
n + 2 hasinas=xa·(l + cos(8 ) + Za(a. - sin a.) • 

Durch die letzte Gleichung ist also eine weitere Beziehung zwischen 
dem Anfangsrad und dem Schneidstahl winkel des Systems gewonnen. 

5* 
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d) Die Fufitiefe. 
In den beiden letzten Abschnitten sind den hier zu untersuchenden 

Satzradersystemen bestimmte Eigenschaften hinsichtlich des Vnter­
schnittes und der Zahn-

IX 

\ 

Abb.25. FuBspiei einer Verzahnung. 

starken zugewiesen wor­
den, die, vom praktischen 
Gesichtspunkte aus, als 
erforderlich oder wiin­
schenswert anzusehen 
sind. Wir versuchen, die 
Zahl der moglichen Syste­
me durch eine weitere 
Forderung zu beschran­
ken, die bei fast allen 
bekannt gewordenen Satz­
radersystemen - viel­
leicht mehr zufallig ala 
begrundet - erfilllt ist: 
das Spiel zwischen dem 
Kopfkreis des einen Rades 
und dem FuBkreis des 
Gegenrades sei unveran­
derlich. 

Hierzu laBt sich aus der Abb. 25, wo zwei Rader mit den Zahnezahlen 
Zl und Z2 zusammenarbeiten, folgendes ermitteln: 

1 I 1 1 1 
2' ZI + hI - h. I W = 2' (ZI + Z2)· cos a - 2' Z2 - h'J. 

Durch Einsetzen von: 

1 1 (1) sin'J a 1 h = - Z (1 - cos a ) + -z -- - 1 + b = b + __ 8 ·-z 
8 2 a • 2 a cos a. cos a. 2 a 

(s. S. 63) und 

wird: 
1 ( 1 1) 1 sin'J IX w=-(z +z). ----- +-z ·--·-b. 
2. 1 2 cos IX cosa. 2 a cosa. 

An dem Wesen der Gleichung wird nichts geandert, wenn ffir Zl + z2 

die Gesamtsumme 2z eingesetzt wird: 

( 1 1) sin2 a. za 
W = z· cosa - cosa. + cosa

8
·"2 - b_ 
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Die GroBe des FuBspieles hangt also innerhalb eines Systems von einem 
Wert 

v = z· Co~ a - co~ a) 

abo Daher haben nur solche Satzradersysteme unveranderliches FuB­
spiel, deren Eingriff'3winkel bei allen Verzahnungen unveranderlich gleich 
dem Schneidstahlwinkel sind. 

1st der Eingriffswinkel der Verzahnungen innerhalb der Systeme 
von der Zahnezahlensumme abhangig, so weisen diejenigen Systeme die 
kleinsten Unterschiede im FuBspiel auf, bei denen sich der groBte vor­
kommende Eingriffswinkel dem Schneidstahlwinkel am weitesten nahert. 

e) Die Eingriffsdauer. 

Nach S. 12 ist fiir hinreichende Eingriffsdauer folgende Gleichung 
maBgebend: 

~ (Z1 + Z2)' tg a + n Tmin < f h12 + h1 • Z1 + V h'J 'J + h'J' Z2 • 

In dem hier zu untersuchenden Fall ist folgende Beziehung zwischen 
Zahnezahl und Zahnhohe gegeben: 

Werden diese Werte und auBerdem die Gesamtzahnezahl 2z = z1 + Z2 

in die Gleichung eingefiihrt, so entsteht die Form: 

z·tga + nTmin < V (az1 + b)2 + (az 1 + b) 'Z1 

+ V[a· (2z - Z1) + b]2 + [a· (2z - Z1) + b]· (2z - Z1) . 

Die linke Seite der Gleichung, die unter dem Ausdruck y zusammenge­

faBt werden mag, solI stets kleiner als die rechte Seite sein. Aus -ddJL =0 
. Z1 

folgt: z1 = Z. Dieser Wert ist aber, wie die zweite Ableitung zeigt, ein 
Maximum. Bei dem Verlauf der Beziehung liegt. demnach ein relativer 
Kleinstwert, der im vorliegenden Fall praktisch brauchbar ist, bei Z1 = Za' 

Wir erhalten daher als Grenzkurvengleichung fiir die Eingriffsdauer: 

z· tga + nTmin < V (aza + b)2 + (aza + b) 'Za 

-+ V[a· (2z - za) -+ b]2 + [a· (2z - za) + b]· (2z - za). 

Fiir Z = 00 ergibt diese Gleichung: tg IX <V 4a2 + 4a, oder, da. 

a = ~ (_1_ - 1) ist: tg IX < tg IXs. Eingriffs- und Unterschnittgrenz-
2 casas 

kurve streben also fiir z = 00 zusammen zu dem Wert tg as -IX •• 
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Die EingriHsdauer eines Rades mit der Zahnstange kann nicht ein­
fach aus der Grenzgleichung bestimmt werden. Die Ermittlung erfolgt 

A 

M 
Abb. 26. Elngriffsdauer der ZahnStange. 

anschaulich aus der Abb. 26, in der ein beliebiges Rad mit der Zahne­
z~ z und der Zahnhohe h mit der Zahnstange gepaart" gezeichnet ist. 
Dort ist: 

EEl = :itT: die Eingriffsdauer, 

AO = h" 

AB = h + ~z -~z. _1_ = h -~. z(_I_ -1) = b 
2 2 cos a, 2 cos a, , 

BO = h,-b, 

BE= h~-b, 
sma, 

1 
BE = v'h.(h+z)-"2z.tga" 

h -b I 
EE1= -'.-+v'h·(h+z) --z·tga. 

sma, 2 8 

f) Die Spitzengrenzkurve . 

. Zur Ermittlung der Spitzengrenzkurve kann der Abschnitt: "Das 
Auftreten iiberspitzer Zahne im Satzradersystem" auf S.38-40 auch 
im vorliegenden Fall zugrunde gelegt werden; nur daB fiir h die jeweiligen 
Zahnhohen hl und ha eingefiihrt werden miissen, so daB 



MaJ3gebende Grenzbedingungen. 71 

wird. 

Auch hier ergibt sich dann, daB bei der Gesamtzahnezahl 2 Z zweier 
eingreifender Rader der Eingrif£swinkel IX groBer sein muB, als es die 
Gleichung: 

.Xa + x(2 Z - Za) - n 
tg/X - /X = -"----==---:-2--"z""---

verlangt, wenn xa und x(2Z _ Za) die aus der Spitzengleichung : = f ( !) 
ermittelten Zahnstarken bedeuten. 

Da die Zahnhohe h ihrer GroBe nach auBer von der Zahnezahl auch 
noch von den Beiwerten a und b abhangig ist, so laBt sich die Spitzen­
grenzkurve nicht wie bei den Satzradersystemen mit unveranderlicher 
Zahnhohe von vornherein festlegen. Erst wenn auBer dem Anfangsrad 
auch noch der Schneidstahlwinkel bekannt ist, kann sie zur Nachpriifung, 
ob iiberspitze Zahne im System vorhanden sind, herangezoge:q werden. 

g) Die Abrundung am Schneidstahl. 

Eine ahnliche Untersuchung, wie sie bereits auf S. 40 angestellt 
wurde, und die deshalb hier nicht wiederholt zu werden braucht, fiihrt 
zu dem Ergebnis, daB das Anfangsrad mit der Zahnezahl Za die groBte 
zusatzliche Abrundung am Schneidstahl erfordert. 

Die fiir das Anfangsrad erforderliche FuBtiefe ist durch den Kopf­
kreis eines gleichen Rades Za bedingt und betragt 

fa=ha-Za.(_I- - I), 
cosaa 

vom Grundkreis aus nach dem Radinnern gemessen. Der Schneidstahl 
stellt jedoch nur die Grundtiefe 

1 
h. - ha = '2 Za' (1- cos/Xs) 

her. Demnach ist der Schneidstahl mit einer Abrundung in Rohe von 

1 (2 ) r=fa-(hs-ha)=ha--2 Za ---2+1-cos/X, 
cos /Xa 

=ha- 21 Za [_2_-(I+COS/X8)] 
cos /Xa . 

zu versehen. Die Abrundung kann also, was erwiinscht ist, um so 
kleiner werden, je groBer der Unterschied zwischen lXa und 1X8 ist. Mit 
dem groBern Unterschied dieser Winkel wachsen jedoch, wie auf S. 69 
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gezeigt, die FuBspielunterschiede. Daher lassen sich die Forderungen 
moglichst wenig veranderlichen FuBspieles und kleiner Abrundungs­
hohe am Schneidstahl nicht vereinigen. 

(Fiir r=O muB 1 + 2 ha= -~ -cosa, sein.) 
Za cosaa 

h) Der kleinste nnd gro8te mogliche Schneidstahlwinkel. 
Die in den voraufgehenden Abschnitten ermittelten Beziehungen 

lassen ihre Abhangigkeit yom Schneidstahlwinkel erkennen. 1m fol­
genden wird nun gezeigt werden konnen, daB es bei gegebener Anfangs­
zahnezahl und Zahnhohe viele Schneidstahlwinkel gibt, die brauchbare 
Satzradersysteme herstellen, unter denen noch eine geeignete Auswahl 
der giinstigsten Systeme getroffen werden kann. 

Es ist aber hier schon, ohne weitere Gesichtspunkte noch zu beriick­
sichtigen, moglich, die Grenzen, innerhalb deren sich die Schneidstahl­
winkel bewegen miissen, anzugeben. 

Der kleinste Schneidstahlwinkel des Systems ist dem Liickenwinkel 
. ,:n;-Xa 

des Anfangsrades gleIch, also ocs' . = ---
mill Za 

Ma 
Abb. 27. Groater und kleinster Schneidstahlwinkel. 

Die obere Grenze des Schneidstahlwinkels ist dadurch bestimmt, 
daB die Schneidstahlspitze gerade durch den Unterschnittgrenzpunkt m 
des Anfangsrades mit der Zahnezahl Za geht. Mit den Buchstaben der 
Abb.' 27 ist: 
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Za [ ( n - Xa)] 1 Za ( n - Xa) p ="2 tg as - as - ~ . tgas ="2' as - -z--;;- . tg as' 

Hieraus wird erhalten: 

n-Xa .. (2 )3 -- = as - sIn as . cosas = "-' -as 
~ 3 

a = "-' n-Xa V Smax 1,5·-- . 
Za 

(Nur sehr roh angenahert, da cx. max bei Systemen mit veranderlicher 
Zahnhohe verhaltnismaBig groB ist (s. S. 34). 

Es laBt sich demnach der Schneidstahlwinkel in dem Bereich 

v . n-Xa . n-Xa 
a -a =---"-' 15·--Smin· Smax . , 

Za Za 

wahlen. 

2. Verfahren und Anwendungsbeispiel zur Ermittlung 
von Satzradersystemen mit linear veranderlicher 

Zahnhohe. 
Am besten IaBt sich das Verfahren, nach dem Satzradersysteme mit 

veranderlicher Zahnhohe ermittelt werden konnen, an einem Beispiel 
darstellen, und zwar seien wie frillier die Anfangszahnezahl Za = 6 
und die Zahnhohe des Anfangsrades ha = 1,7 gegeben. Die Aufgabe 
besteht nun darin, die Beziehung zwischen Zahnhohe und Zahnezahl, 
insbesondere den Wert a der Gleichung h = a· z + b zu ermitteln oder, 
was auf das gleiche hinauslauft, den Schneidstahlwinkel CX. aufzufinden; 
denn zwischen a und cx. besteht die Beziehung: 

1 1- cos as 
a=-· 

2 coset, 

Zunachst kann das Gebiet, innerhalb dessen sich der Schneidstahl­
winkel cx. bewegen muB, angegeben werden. Der Eingriffswinkel zweier 
zusammenarbeitender Anfangsrader von 6 + 6 Zahnen und der Zahn­
hohe ha = 1,7Iiegt, wie aus der Abb.17 und aus der Tafel S. 52 hervor­
geht, zwischen 

a. und au = 34° 18,5' und 31°5,4'; 
hierzu gehoren 

tga - a = 0,08359 
" 

0,06038, 
n 

xa = zu·(tga - a) + 2 = 2,0723 " 1,9331, 

n-X 
= 0,1782 0,2014. --~ 

za " 



74 Evolventen-Satzradersysteme mit veranderlicher Zahnhiihe. 

Aus den auf S. 73 angegebenen Gleichungen laBt sich dann der kleinste 
und groBte zulassige Schneidstahlwinkel zu 10°13' bzw. 39°43' er· 
mitteln. Natiirlich sind nicht aile Werte dieses Bereiches, insbesondere 
nicht die Grenzwerte, fiir den praktischen Fall brauchbar. Trotzdem 

0,o1 v ~ 
l/ 

o 0/12 0,0'1- 0,06 0,08 0,10 x- 0,12 0,1'f 0,16 

Abb. 28. Satzradersysteme mit veranderlicher Zahnhohe. 
Anfangszahnezahl za = 6. Zahnhiihe des Anfangsrades ha = 1,7-
A: Grenzkurvenbereich des kleinstmoglichen Schneidstahlwinkels 
", = 10013'. B: Grenzkurvenbereich des kleinsten brauchbaren 
Schneidstahlwinkels a,min = 150 56',5. C: Grenzkurvenbereich 
des Systems mit kleinstem unveranderlichen Eingriffswinkel 
aBC = 33°33',5. D: Grenzkurvenbereich des griiBtmiiglichen 
Schneidstahlwinkels a, = 390 43'. eA.!.D Eingriffsgrenzkurven. 
UA~-D Unterschnittgrenzkurven. P";'~-D Spitzengreuzkurven. 

sind auch die fiir 
diese Schneidstahl­
winkel geltenden 
Grenzkurven fiir Ein­
griffsdauer und Un­
terschnittgefahr er­
mittelt und unter "A" 
und "D" in Abb. 28 
eingezeichnet. 

Die Ermittlung 
dieser Grenzkurven 
ist insofern einfach, 
als mit IXs auch a und 
b und damit der Ver­
lauf der Zahnhohen 
bekannt ist. Die 
Kurvengleichungen 

selbst sind auf S.65 
und 69 angegeben 
und fiir Abb.28 in 
das Koordinatensy­
stem 

(tg IX - IX), (~) 
umgerechnet. 

In die Grenzkur­
venbereiche lassen 
sich nun Schneid­
stahlgeraden eintra­
gen, die jedoch beim 
untersten Ge biet "A" 
nicht bis z = 00 im 
Bereich verbleiben, 
sondern schon vor­
her auBerhalb dieses 
Gebietes verlaufen. 
(In Abb. 28 nicht 

eingetragen, um das Bild nicht undeutlich zu machen.) Dagegen sind 
beim groBtmoglichen Schneidstahlwinkel Schneidstahlgeraden erziel-
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bar, die vollstandig im zugehOrigen Grenzgebiet verbleiben; allerdings 
mit dem Ergebnis, daB der Eingriffswinkel der Verzahnungen im zu­
gehorigen System mit zunehmender Zahnezahl wachst. 

Zwischen diese auBersten Grenzkurvenbereiche "A" und "D" sind 
zwei weitere eingefiigt, die nunmehr eingehender betrachtet werden 
sollen. 

Die dem tiefstmoglichen Grenzbereich "A" nahekommenden Ein­
griffs- und Unterschnittgrenzkurven haben Wendepunkte, die urn so 
naher nach der Anfangsordinate x = 0 riicken, je groBer der Schneid­
stahlwinkel wird. Hier ist zunachst der in Abb. 28 mit "B" bezeichnete 
Fall bemerkenswert, wo die Tangente an die Eingriffsgrenzkurve im 
Punkte x = 0 zugleich Tangente an die Unterschnittgrenzkurve in 
einem Punkte x> 0 ist. Diese Tangente stellt namlich, vorausgesetzt, 

1 
daB sie auch noch bei x = -- im Grenzkurvenbereich verbleibt, die 

za 
Schneidstahlgerade mit dem kleinstmoglichen, aber praktisch sehr wohl 
brauchbaren Schneidstahlwinkel dar, von dem ein Satzradersystem 
von Za = 6 bis Z = 00 hergestellt werden kann. Freilich liegt dabei, 
abgesehen von den Zahnstangenverzahnungen, eine endliche Verzah­
nung, namlich Za + (2z,..- za) = 2 . 33 = 6 + 60 Zahne, auf der Unter­
schnittgrenze. 

Von dem eben erwahnten Grenzkurvenbereich "B" ab gibt es viele 
Bereiche, aus denen brauchbare Satzradersysteme ermittelt werden 
konnen. 

Von Wichtigkeit ist darunter der Grenzkurvenbereich ,,0", wo die 
Tangente im Anfangspunkt der Unterschnittgrenzkurve wagerecht ver­

i 
lauft. Vorausgesetzt, daB sich auch hier diese Tangente bei x = -

Za 

noch im Grenzbereich befindet, erzeugt sie, als Schneidstahlgerade be­
trachtet, ein Satzradersystem, bei dem die Eingriffswinkel samtlicher 
Verzahnungen unveranderlich sind; und zwar ist es der denkbar nied­
rigste unveranderliche Eingriffswinkel bzw. Schneidstahlwinkel fiir 
die gege bene Anfangszahnezahl und Zahnhohe. 

In dem Gebiet zwischen diesem Bereich ,,0" llnd dem auBersten 
o bern Bereich "D" befinden sich e benfalls noch in unserm Sinne 
brauchbare Systeme, allerdings mit der praktisch noch nicht verwer­
teten Eigenschaft, daB die Eingriffswinkel mit steigender Zahnezahlen­
summe wachsen. 

Doch soIl hierauf nicht weiter eingegangen, sondern unsere Unter­
suchung nur auf die Grenzfalle "B" und ,,0" ausgedehnt werden. 

Der zweitgenannte Fall ,,0", wo die Schneidstahlgeradehorizontal 
und als Tangente an die Unterschnittgrenzkurve verlauft, ist der Rech­
nung zuganglich. Die auf S. 65 angegebene Unterschnittgleichung: 
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Z·tglX > t'(2 Z - Za)2.(a'.! + a) + (2 Z - za)·(2 a + l).b + b'.! 

laBt sich umformen in: 

tglXd: y4a(1+a)-~[4aza'(1+a)-2b(1+2a)J 

+~ [aZa2(1 +a)-bza.(1+2a)+b2 ]. 

Zur Ubersicht sei gesetzt: 

1 

und 

~=x, 

4a (1 + a) = e, 

[4a(1 + a) za - 2b(1 + 2a)] = J, 

[a (1 + a)za2 - bZa(1 + 2a) + b2] = l, 

tg IX = V = Ve - j • x + l . x 2 • 

Die Unterschnittgrenzgleichung hat im Koordinatensystem (tg IX - IX), 

( ~) die Form: 
tg IX - IX = V - arc tg v. 

Die Tangente im Punkte x an die Unterschnittgrenzkurve bildet 
mit der Abszissenachse den Richtungsunterschied: 

---:--~c:--

d(tglX-lX) dv v2 -j+ 2lx V e-jx+lx2 
---O-=C-_-'- = _ . ___ = ---'--__ 

dx dx 1+v2 2 l+e-jx+lx2 

Fiir eine wagerechte Tangente im Anfangspunkt der Kurve muB sein: 

d(tglX-IX)=O und x=O, 
dx 

-j·Ve=O. 

Also abgesehen von dem Fall Ve = 0, ist dann: 

- j = 0, d. h. 4a(1+ a)za = 2b(1+ 2a), 

1+a 
b = 2a 1 + 2a za . 

Fiir za = 6 und ha = 1,7 = aZa + b ist: 

a = 0,1, b = 1,1 und IX. = 33°33,5' . 

Die dem untern Grenzbereich des Eingriffswinkels entsprechende 
Schneidstahlgerade ist nicht so einfach durch Rechnung festzulegen. 
Es kann wohl die Gleichung der Anfangstangente an die Eingriffsgrenz­
kurve angegeben werden, aber das Aufsuchen der Anfangstangente, 
die zugleich die Unterschnittgrenzkurve beriihrt, fiihrt zu einer umstand­
lichen Ltisung einer Gleichung h6hern Grades. 
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Die Eingriffsgleichung hat die Form (s. S. 69): 

ztga < fha2 + haza - llTmin 

77 

+ Y[a (2 Z - za)+ b]'.! + [a(2 z- za) + b] .(2 Z - za)' 

tga < x·d + fe-j.x + l·x'.! 

und im Koordinatensystem (tga - a), (~): 
tg a - a = 8 - arc tg 8. 

Der Tangentenwinkel in einem Punkte x hat den Wert: 

d(tga-a) d8 8'2 
dx = dx· 1 + 82 

und fUr x = 0: 

d (tg a - a) = (d _ j _). _e_. 
dx 2 fe 1 + e 

Dieser Tangentenwinkel solI zugleich auch der Richtungsunterschied 
einer Tangente der Unterschnittgrenzkurve sein. Nennen wir die Ab­
§ZisSc;l des Unterschnittgrenzkurvenpunktes, wo dieses zutrifft, x', so 
erhalten wir die Gleichung: 

-j+2lx'. fe-jx'+lx'2 =(d- j_)._e_, 
2 1 + e - j x' + lx''.! 2 f e 1 + e 

die zu einer Gleichung vierten Grades fUr x' fiihrt. Durch Berechnen der 
Tangente im Anfangspunkt der Eingriffsgrenzkurve aus: 

tg a - a = [d - j _J . _e - . x + tg a - a 
2fe l+e 8 8 

und der Unterschnittgrenzkurve: 

tg a - a = f e - j- x + l· x2 - arc tg f e - j- x + l· x-J 

unter Verandern von a kommt man im allgemeineneher zum Ziele. 
In dem zugrunde liegenden Beispiele wird: 

a=0,02, 
oc. = 15 0 56,5' , 

1 
tg oc - oc = 0,404· - + 0,00741, 

Z 

tg OCa - OCa = 0,07474, 

xa = 2,0192. 

Mit allen Schneidstahlwinkeln zwischen", 16 0 und '" 331/ 2 0 konnen 
daher fUr Za = 6 und ha = 1,7 Satzradersysteme hergestellt werden, 
die nach unsern Begriffen brauchbar sind, wenn die Schneidstahlgerade 
so gelegt wird, daB sie innerhalb des Grenzkurvenbereiches verbleibt. 
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Es ist noch zu untersuchen, ob sich unter diesen Systemen ein solches 
befindet, wo die Zahnstarke des Anfangsrades gleich der ZahnfuBstarke 
seines Zahnstangenstahles ist. Kennzeichnend war hierfiir auf S. 67 
gefunden worden: 

:n; + 2ha sin IXs < xa (1 + cos IXs) + Za (lXs - sin IXs). 

Zu den fiir Za = 6 und ha = 1,7 moglichen Zahndicken xa des An. 
fangsrades: 

Xae = 2,0723 und xau = 1,9331 

gehOren die Schneidstahlwinkel: 

"8.=",16° und "811=",13°. 

Es kann also die genannte Bedingung von Systemen mit der Anfangs­
zahnezahl Za = 6 und ha = 1,7 nicht ganz erfiillt werden, aber in guter 
Annaherung, wenn der Schneidstahlwinkel IXs = 16 ° gewahlt wird. 

SchlieBlich sollen noch die Systeme aufgesucht werden, bei denen 
der Schneidstahl keine Abrundung erfordert. Hierfiir galt die Beziehung: 

2· ha + 1 = ~- - cos "8 (s. S. 72). 
Za cos "a 

FUr die fiir zwei Anfangsrader moglichen Eingriffswinkel zwischen 
(Xa = 34°18,5' und 31 °5,4' liegen die beziiglichen Schneidstahlwinkel 

zwischen IXs = 31 °17' und 39°45,7'. 

Von Belang ist d.er Fall, wo der Schneidstahlwinkel eines Systems 
gleich dem Eingriffswinkel zweier Anfangsrader ist. Es ist dann: 

2. ha + 1 = 2 - cos2 "8 
Za COS". 

1 
cos "8 = 1 + 2a 

2.ha= 2.(3a+4a2) 

Za 1 + 2a 

h b 
~=a+-
Za Za 

b 1 +a 
-=2a·---. 
Za 1 + 2a 

b hat also denselben Wert wie in dem Fall, wo die Schneidstahlgerade 
wagerechte Tangente an die Unterschnittgrenz:ktu've bei x = 0 bzw. 
Z = 00 ist. Diese Schneidstahlgerade hat daher die Eigenschaft, daB 
sie ein System mit unveranderlichen Eingriffswinkeln und gleichblei­
bendem FuBspiel schneidet. 



Bei den Anfangszahnezahlen Za = 5 bis Za = 10 mogIiche Satzradersysteme. 79 

3. Obersicht fiber die bei den Anfangszahnezahlen 
z .. =o bis z .. =10 moglichen Satzradersysteme mit 

linear veranderlicher Zahnhohe. 
In Abb. 29 sind fiir die Anfangszahnezahlen Za = 5 bis Za = 10 die 

Schneidstahlwinkel zusammengestellt, mit denen sich Satzradersysteme 
mit linear veranderlicher Zahnhohe herstellen lassen, die aIle Zahne­
zahlen von Za bis zur unendlichen Endzahnezahl fortlamend amweisen. 

Za= 5 
~~ 

OGJl 

J6 
(l~t ta-sc 

/.aE 
I""P\ 

l'OGlI 

-CGs IliL 

\:.t s£ 
fX, :p \ , 

....:~ t1" 
O£SII 

lJ 81---\--+--\--+--1 

6 6 6,~~~~~~~~~7 1,9 1,8 1,7 1,6 1,5 1,9 1,8 1,7 1,5 1,5 1,'1 1,9 1,8 1,7 1,6 1,5 1,'1 1,1 
ha. - ha.(ZohnhDhed.Ar!fangsrutles) ha. ~ 

Abb.29a. Satzrlldersysteme mit veranderlicher Zahnhohe. 

1. Grenzberelch derfiir z" moglichen Eln· 3. Schneidstahlwinkel fiir Systeme mit gleich-
griffswlnkel: bleibender FuJ3starke der Zahne: 

a E Eingriffsgrenzwinkel. 
ap Spitzengrenzwinkel. 
au Unterschnittgrenzwinke1. 

2. Schneidstahlwinkel fiir die bei zIJ mog­
lichen Satzriidersysteme: 

kleinster Schneldstahlwlnkel: 
as min fiir Systeme mit veriinderlichem. 
asa .. fiir Systeme mit unveranderlichem 

.' Eingriffswlnkel. 

aSE-aSraS U Grenzbereich dieser Schneid­
stahlwinkeI. 

4. Elngriffswinkel zweier Anfangsrader 
z .. +z,,; 

0.1 fiir a, mi •• 
all fiir a, min und Systeme mit gleichbleiben­

. der Fu6stiirke. 
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Bei den Anfangszahnezahlen z. = 5 bis z. = 10 mogliche Satzradersysteme. 81 

Der Abb. 29 liegt das Koordinatensystem IX = t(ha) der Abb. 17 zu­
grunde. Auch die Grenzkurvendreiecke (s. S. 29) der Abb. 17 sind unter 
der Bezeichnung IXE - IXp - IXu iibernommen und nebeneinander (statt 
ineinander) angeordnet. Nach dem Beispiel im vorhergehenden Abschnitt 
sind sodann die 
kleinsten Schneid­
stahlwinkel IX'min 
bzw. IX,., durch 
die sich oben ge­
nannte Systeme 
mit unendlicher 
Endzahnezahl und 

veranderlichem 
bzw. unverander­
lichem Eingriffs­
winkel erzeugen 
lassen, ermittelt 
und in Abhangig­
keit von der Zahn­
hOhe ha des An­
fangsrades darge­
stellt. Auch der 
Verlauf der Ein­
griffswinkelzweier 
Anfangsrader' ist 
eingetragen (Kur­
ve IXI), wenn diese 
mit dem Schneid­
stahlwinkel IX.min 
hergestellt wer­
den. Soweit die 
KurveIXlimGrenz-

kurvenbereich 
IXE - IXp - IXu ver­
bleibt, sind auch 
die entsprechen­
den Schneidstahl­
winkel 0Cs min zur 
Herstellung oben 

JJ> 

J2 

i/! .......... ..., 
-" 1 

~ 1'- ', ..... ~ 1 '-, 
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JO 
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\ 
1 Ja.=8 U 1 i i i 
1 I ' j 1 j Za.=S 11 I 

1 1 I ! I ! 1 1 I 

1 1 
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i ! I I 

I I ! J I i ,J 1 I I J I I 

\ i \ 
,V' r---- "" I I I ! 

fcSmln f'-..i \ j ~ 
! I ~ 
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1,8 1,7 1,6 1,5 1,¥- 1tl 1,2 1,1 
ha (ZuhnhOhendesArifungsrude.s) 

Abb. 30. Schneidstahlwinkd fiir Satzradersysteme mit verander­
lieher Zahnhiihe. 

"8 min Kleinste Schneidstahlwlnkel iiberhaupt. 
"8 a Klelnste Schneldstahlwinkel fiir Systeme mit unverAnder­

lIchem Elngriffswlnkel. 
"8mint Kleinste Sehneidstahlwinkel fUr Systeme mit glelchbleiben­

den FuBstllrken. 

genannter Systeme mit veranderlichem Eingriffswinkel brauchbar. 
Bei Systemen mit unveranderlichem Eingriffswinkel deckt sich natur­
gemaB die Kurve aI mit der Kurve au. Aus Abb.29a ist zu erkennen, 
daB es fiir die Anfangszahnezahl Za = 5 Systeme der genannten Art weder 

Kriiger, Evolventen·Satzrlldersysteme. 6 



82 Evolventen-Satzradersysteme mit veranderlicher Zahnhohe_ 

Schneidstahlwinkel fiir Satzradersysteme mit veranderlicher 
Zahnhohe. 

k. Zahnhohe des Rades mit der Anfangszahnezahl za' 
asmin Kleinster Schneidstahlwinkel fiir Systeme mit veranderlichem Ein­

griffswinkel. 
a sc Kleinster Schneidstahlwinkel fiir Systeme mit unveranderlichem 

Eingriffswinkel. 
asmlnt Kleinster Schneidstahlwinkel fiir Systeme mit gleichbleibenden 

FuBstarken. 

lXsmin 
as mint 

Za = 6 

(1,80)-T1,77--j' 1,74 1 1,65 11,61 I 1,5S-I-(I;w>T-­
(34°30') i34°IO', I 33 °6' 32 ° 40' (3J042') I 
(15°50') 1 115047'115051'1 I 15°59' I (16°17') I 
falit innerhalb des Zahnhohengebietes kG = 1,80 + 1,50 nicht 

mit asmin zusammen. 

Z. = 7 

::c --3~~!8'-lli2~fl~~'06f~/lIJ'fI5Tl:44-11 d~';~J,) 1----[' -,--

asmin 14°8'! 14° I 14° (140) I 
asmint falit innerhalb des Zahnhohengebietes k. = 1,82 --;- 1,40 nicht mit 

asmin zusammen. 

Z. = 8 
-- ----------

ka 1,88 1,35 1,33 (1,30) 
-

1,86 11,85 1,80 j 1,60 
a sc 30°49' 30 0 35' 28°36' 26°25' (25 0 57') 

12 ° 54'112 ° 53' 112038' CCsmin 12°34' (12°35') 
asmint 12°48' 

ZG = 9 
,-----"---------

1,90 I 1,70 I 1,60 ka 1,93 1,91 1,25 
I 

1,23 
a sc 29°32' 29 020'1 ' 27°4' 24°4' 
C1.smin 12° 11 0 58'1 11J035' 11 ° 22' 

I 

11 °23' 
tXsminf 11 °41' 

Z. = 10 

-ka--- --1~98-1;96i,95-rl:60--L50 1,16 1,14 (1,10) 
a sc 28°28' 128°16': 24°59' 22°5' I (2J033') 
asmin 11 °16' 11 015'1 10°35' 10°20' (10°20') 
asmint i 10 041'1 

Die eingeklammerten Werte liegen auBerhalb des brauchbaren Zahnhohenge­
bietes. 

mit veranderlichem noch mit unveranderlichem Eingriffswinkel gibt, 
und daB in dieser Beziehung za = 6 die kleinste Anfangszahnezahl ist. 

Fiir den Grenzbereich (I.E - (l.p - (l.u sind ferner die Schneidstahl­
winkel (l.SE - (l.SP - (l.su derjenigen Schneidstahle ermittelt, die eine 
gleiche FuBstarke wie das Anfangsrad aufweisen (s. S. 67). Nicht alle 
Schneidstahlwinkel des Gebietes (l.SE - (l.SP - (l.su eignen sich zur Her­
stellung von Systemen mit unendlicher Endzahnezahl, sondern nur die­
jenigen, die auch dem (l.smin - (l.sc-Gebiet zugleich angeh6ren, wie z. B. 
bei Za = 6 bis 10 schraffiert hervorgehoben. Wollte man von den Schneid-
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stahlen mit den Winkeln (Xsmin verlangen, daB sie das Anfangsrad zlJ 
mit der FuBstarke herstellen, wie sie sie seIber besitzen, so wiirden zwei 
Anfangsrader mit Eingriffswinkeln gemaB der (Xn-Kurve entstehen. 
Die IXrKurve und die ocn-Kurve decken sich im allgemeinen nicht; das 
bedeutet, daB die Schneidstahle mit den Winkeln IXsmin in ihrer FuB­
starke nicht mit der des Anfangsrades iibereinstimmen. Bei den hohern 
Anfangszahnezahlen von Za = 8 bis 10 schneiden sich jedoch die OCr- und 
die (XII-Kurve innerhalb des brauchbaren Zahnhohengebietes unter einem 
sehr spitzen Winkel, und es ist hierbei die Eigenschaft verwirklicht, 
daB der Schneidstahl mit dem Winkel (X,min auch Systeme von unend­
licher Endzahnezahl mit annahernd gleichen FuBstarken herstellt. 

Die Satzradersysteme, bei denen der zugehorige Schneidstahl gar 
keine oder nur eine geringe Abrundung an seinem spitz zulaufenden 
Ende braucht, scharen sich um die (Xsc-Kurve. Ihre kennzeichnenden 
Schneidstahlkurven sind, um die Ubersicht nicht zu beeintrachtigen, 
nicht besonders eingezeichnet. 

Abb. 30 und die Liste auf S. 82 zeigen als Ergebnis der Ermittlungen 
dieses Abschnittes, innerhalb welcher Anfangszahnhohen ka bei gegebener 
Anfangszahnezahl ZIJ geeignete Schneidstahlwinkel fiir Satzradersysteme 
mit linear veranderlicher Zahnhohe zu finden sind. 

Schlu6wort. 
In den vorstehenden Betrachtungen ist ein Weg gewiesen worden, 

auf dem es moglich war, praktisch brauchbare Satzradersysteme zu 
finden. Dies wurde an vier Beispielen gezeigt, die an sich ungleiche 
Voraussetzungen hatten. Die drei zuerst behandelten gingen von dem 
gleichen Gesichtspunkt aus, daB die Zahnhohe iiber dem Grundkreis 
unveranderlich sein sollte; sie unterschieden sich aber dadurch, daB 
im einen Falle unveranderliche FuBtiefen, im andern Falle ausgeschnit­
tene Zahnwurzeln und im dritten unveranderliche Zahnstarken gefor­
dert wurden. Das vierte Beispiel bezog sich auf Satzradersysteme mit 
linear veranderlicher Zahnhohe, iiber dem Grundkreis gemessen, und 
hatte zur weitern Voraussetzung, daB die wirklich meBbare Zahnhohe 
vom Kopfkreis bis zum FuBkreis bei allen Systemradern gleich sein sollte. 

DaB trotz der verschiedenen Voraussetzungen in der Art dieser 
Systeme ein gleichartiges Verfahren zu ihrem Auffinden fiihrt, laBt ver­
muten, daB zwischen ihnen eine gesetzmaBige Abhangigkeit besteht. 
1st diese ermittelt, so muB sich auch angebenlassen, welche Arten von 
Satzradersystemen iiberhaupt nach dem gezeigten Verfahren behandelt 
werden konnen. 

Wir gehen auf das Herstellen der Rader im Abwalzverfahren zuriick 
und finden auf S. 19, daB fiir das MaB 8, das den Abstand der Schneid-

6* 
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stablspitze von dem Grundkreis des zu schneidenden Rades angibt, die 
Beziehung besteht: 

n - x - Z (a - sin a) 
8 = 8 S • 

2.sinas 

FUr Satzradersysteme mit unveranderlicher FuBtiefe unter dem Grund­
kreis ist auch 8 unveranderlich. 

Fur Radersysteme mit ausgeschnittenen Zahnwurzeln ist (s. S. 20 
und Abb. 19): 

u=O; 

ferner 

1 
( = 2 Z (1 - cos as)' 

k 
(=8-­

tga; 
1 k 

8 = - Z (1 - cos a) + --. 
2 s tg as 

In diesem Fall ist: 
1 k 

8 -- - Z (1 - cos a ) = -- = unveranderIich. 
2 s tg as 

FUr Systeme mit unveranderlichen FuBstarken war auf S. 61 er­
mittelt : 

a - sin a n -- x 
8 + z. 8 8 = --;-- = unveranderlich. 

2· sin as 2· sm a. 

FUr das zu viert gewahlte Beispiel ist nach S. 63: 

k 
8 + h = h. + --. = unveranderlich. 

tga. 
Da ferner h = az + b ist, so ist: 

k 
8 -l- a· Z = h + -- - b = c = unveranderlich. 

, 8 tg as 

In allen vier Fallen steht also 8 in keiner h6hern als linearen Bezie­
hung zu den Zahnezahlen der Systemrader. 

Aus 
n-x-z(a -sina) 

8 = s s 
2 . sin as 

und den soeben abgeleiteten Beziehungen fur 8 folgt weiter fUr die 
Zahndicke der vier behandelten Beispiele: 

1. x=-z(IXs-sinIXs) + (n-2'8'sinIXs), 

2. x = -z(IXs -sin IXs' cos IXs) + (n - 2· k· cos IXs), 

3. x = unveranderIich, 

4. x = -z[IXs-sinIXs' (1 + 2a)] + (n-2· c·sinIXs). 



SohluBwort. 85 

Demnach stehen auch die auf dem Grundkreis gemessenen Zahn­
dicken in keiner hohern als linearen Abhangigkeit von der Zahnezahl 
der Satzrader. 

Daraus folgt weiter, daB bei jeder der vier Systemarten zu einer be­
stimmten Zahnezahlensumme eine und nur eine Summe der Zahndicken 
gehort, gleichgiiltig, aus welchen Summanden sich die Zahnezahlensumme 
zusammensetzt. Ferner gibt es nur einen Eingriffswinkel und einen 
Achsenabstand bei jeder Zahnezahlensumme der zusammenarbeitenden 
Rader, wie aus der Grundgleichung bzw. der auf S. 7 angegebenen 
Achsenabstandsgleichung hervorgeht. 

Es ist also mit derartigen Satzradersystemen moglich, 
ein Getriebe von bestimmtem Ubersetzungsverhaltnis durch 
ein anderes von einem andern Ubersetzungsverhaltnis zu 
ersetzen, ohne den Achsenabstand und den Eingriffswinkel 
zu andern, sofern die Summe der Zahnezahlen nicht ge­
.andert wird. 

AlIe bisher bekannten Satzradersysteme weisen diese Eigenschaft, 
von der in der Praxis recht haufig Gebrauch gemacht wird, auf. Bei 
einer hohern als linearen Beziehung zwischen der Zahnezahl und der Zahn­
dicke geht diese Eigenschaft verloren. Will man nicht darauf verzichten, 
.so muB sie ebenfalls zu einer Satzradereigenschaft erhoben werden. 
Dadurch wird die Zahl der moglichen Satzradersysteme auf diejenigen 
Systeme beschrankt, bei denen die Eintauchtiefe des Schneidstahls in 
linearer Abhangigkeit von der Zahnezahl steht. Fiir die Ermittlung 
dieser ist dann aber das vorstehend abgeleitete Verfahren, das an vier 
verschiedenen Beispielen gezeigt wurde, ganz allgemein anwendbar. 

Die sich auf diese Weise ergebenden Systeme sind nun theoretisch 
·einwandfreie Satzraderverzahnungssysteme, aber trotzdem nicht alle 
gleich gut fUr die Getrie betechnik verwert bar. Sie werden in ihrer Zahl 
bei einer Untersuchung der Reibungs- und Abnutzungsverhaltnisse ihrer 
Verzahnungen sowie der SchneidverhaItnisse des Werkzeuges noch be­
trachtlich eingeschrankt werden miissen. 

Diese VerhaItnisse zu verfolgen, hatte hier zu weit gefiihrt und hatte 
auch umfangreiche Versuche erfordert, da sowohl die Abnutzungs- wie 
auch die SchneidstahlverhaItnisse einer befriedigenden theoretischen 
Behandlung schwer zuganglich sind. 

Was das Verhaltnis der vorstehend untersuchten Systeme zu den 
bereits bestehenden Satzradersystemen anbetrifft, so sei hier nur auf 
die bisher in Deutschland zumeist verwendete Teilkreisverzahnung mit 
dem unveranderlichen Eingriffswinkel (X = (Xs = 15 0 und einer Zahn­
kopfhOhe gleich Teilkreismodul iiber dem Teilkreis naher eingegangen, 
die auch in das Gebiet der im vorstehenden behandelten Satzrader­
systeme gehort. 
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Rechnet man namlich die Zahnhohe auf den Grundkreismodul um, 
so folgt sie, da sie 

h =:= ~ (_1 __ 1). Z + __ 1_, 
2 cos as cos as 

vom Grundkreis aus gemessen, ist, der linearen Gleichung: 

h=a·z+b. 
Wenn das Anfangsrad mit der Zahnezahl Za noch ohne Unterschnitt 

mit der Zahnstange zusammenarbeiten soIl, sO muB sein (s. S. 76): 
1+a 

b = 2a· ----·z . 
1 + 2a a 

Hieraus ergibt sich als Anfangszahnezahl ftir diese Teilkreisverzahnung: 

Za = 29,87. 

Dieses Ergebnis ist wohl der Ausgangspunkt fiir die friihere An­
schauung gewesen, daB Evolventenrader nur fiir Za > 30 als Satzrader 
zu empfehlen sind. 

Hoppe hat wohl als erster geraten, kleinere Anfangszahnezahlen 
in Satzradersystemen dadurch zu erzielen, daB die Zahnhohe tiber dem 
Grundkreis unveranderlich und der Eingriffswinkel mit der Zahl der 
zusammenarbeitenden Zahne veranderlich gewahlt wird. 

In den vorstehenden Untersuchungen wurde nachgewiesen, daB es 
moglich ist, Satzradersysteme mit AuBenverzahnungen und unver­
anderlicher Zahnhohe nach dem Vorschlage Hoppes unter Verwendung 
nur eines Schneidstahles im AbwliJzverfahren herzustellen. Allerdings 
muB die Endzahnezahl des Systems auf eine endliche begrenzt bleiben. 

Die letztgenannte Einschrankung ist nicht erforderlich fUr Systeme, 
wo die Zahnhohe tiber dem Grundkreis in linearer Beziehung zur Zahne­
zahl steht. In diesem Fall bildet die Anfangszahnezahl Za = 6 die untere 
Begrenzung der Zahnezahl sowohl fUr Systeme mit unveranderlichem 
wie auch veranderlichem Eingriffswinkel. 

Ferner ist aus den vorstehenden Untersuchungen zu ersehen, daB 
die Satzradersysteme mit kleiner Anfangszahnezahl einen verhaItnis­
maBig hohen Eingriffswinkel haben, wenn dieser im System unverander­
lich bleiben solI, und dementsprechend, auf das ganze System bezogen, 
keine giinstigen Reibungsverhaltnisse aufweisen konnen1). 

Die Satzradersysteme mit veranderlichem Eingriffswinkel haben da­
gegen nur bei Verzahnungen mit sehr kleiner Zahnezahlensumme diesen 
Nachteil. Von allen Evolventen.Satzradersystemen passen sich solche 
mit einer linearen Abhangigkeit der ZahnhOhe von der Zahnezahl und 
mit veranderlichen Eingriffswinkeln, abhangig von der Zahnezahlen­
summe der zusammenarbeitenden Rader, am besten den Anforderungen 
der Verzahnungstechnik an. 

1) Hartmann, W.: Die Maschinengetriebe, 1913. S.243. 
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Ergebnis. 

Bei der Untersuchung von Evolventen-Satzradersystemen ist es 
zweckmaBig, von dem Veriauf der von dem Grundkreis aus gemessenen 
Zahnhohen der Satzrader auszugehen. 

Bisher sind nur Systeme, wo die Zahnhohe jedes Satzrades unver­
anderlich ist (Grundkreisverzahnungen), und solche, wo die Zahnhohe 
jedes Satzrades von der Zahnezahllinear abhangig ist (Teilkreisverzah­
nungen), in der Getriebepraxis in groBerm MaBe verwendet worden. 

Die praktische Brauchbarkeit beider Systemarten hangt davon ab, 
inwieweit mindestens die vorstehend naher untersuchten Grundbedin­
gungen fUr das einwandfreie Zusammenarbeiten der Verzahnungen er­
fuIlt und die durch die Eigenschaften der Evolventenflanken bedingten 
Grenzabmessungen eingehalten sind. 

Infoigedessen laBt sich das Gebiet der Verzahnungen, wo geeignete 
Satzradersysteme zu finden sind, umschreiben. 

Die Art der Herstellung der Zahne hat noch weitere Einschrankungen 
der so gefundenen Systeme zur Folge. 

Auf Grund dieser Uberlegungen wird ein Verfahren angegeben und 
auf die im Abwalzverfahren mit dem Schneidstahl herstellbaren Satz­
rader beispielmaBig angewandt, wonach samtIiche fUr eine bestimmte 
Anfangszahnezahl und Zahnhohe moglichen Satzradersysteme ermittelt 
werden konnen. 

Die kleinste Zahl der Zahne eines Satzrades, von dem Satzrader­
systeme mit unveranderlicher Zahnhohe abgeleitet werden konnen, 
ist 5; und fur Systeme mit linear veranderlicher Zahnhohe: 6. 

Die Schneidstahlwinkel, mit denen Satzradersysteme mit Anfangs­
zahnezahlen bis zu 10 herstellbar sind, bewegen sich fUr die erstgenannten 
Systeme zwischen 16 0 und 6°, und fur die letztgenannten Systeme 
zwischen 34 ° und 10°. 1m Ietzten Fall gehoren die groBern Schneidstahl­
,,,inkel zu Systemen mit unveranderlichen Eingriffswinkeln. 

Von den untersuchten Satzradersystemen werden solche mit linear 
veranderlicher und von der Zahnezahl abhangiger Zahnhohe und mit 
veranderlichen Eingriffswinkeln den Anforderungen der Praxis weit­
gehend gerecht. 

Durch das vorstehend abgeleitete Verfahren zur Ermittlung von 
Satzradersystemen lassen sich alle diejenigen Systeme finden, bei denen 
zwischen der Zahnezahl und der Zahndicke der Satzrader eine line are 
Beziehung besteht. 
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