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VORWORT

Ein junger Mensch, der auf eigenen Wegen
irre geht, ist mir lieber, als einer, der auf frem-
den Wegen recht wandelt. Goethe,

Die erste Auflage dieses kleinen Bindchens, das Ernst und
Scherz der Mathematik zu vereinigen sich vorgenommen hatte,
gab ich gemeinsam mit V. Trier 1913 heraus. Ich hatte die
Trugschlisse beigesteuert, Trier die Mehrzahl der Schiiler-
fehler; er hatte sie aus einer handschriftlichen Sammlung aus-
gewahlt, die er als Ubungsmaterial bei der Ausbildung von
Lehrern seit Jahren verwandt hatte.

Viggo Trier starb am 8. Februar 1916. Die Herausgabe
der zweiten Auflage, die 1917 erschien, lag mir allein ob.
Die Zahl der Trugschlisse wurde auf 50 vermehrt, bei den
Schiilerfehlern wurden einige wenige, den deutschen Schul-
verhaltnissen ferner liegende Aufgaben durch andere ersetzt.

Inzwischen ist, zumal dank reger Mitarbeit der Leser des
Buchleins setbst, die Zahl der Trugschliisse, die mir einer Ver-
offentlichung wert erscheinen, so gewachsen, dafl ich ihnen
ein eigenes Béndchen dieser Sammlung eingeriumt habe.
Das bot den Vorteil, das Kapitel der ,,Fehlschliisse” wesent-
lich zu erweitern. Die neue Auflage enthilt jetzt auch eine
Sammlung von Tauschungen der GroBenschatzung und Téu-
schungen der Anschauung. Den Schilerfehlern sind einige
Beispiele von ,,Autoreniehlern zur Seite gestellt. Natiirlich
ist die Grenze zwischen den einzelnen Kapiteln nicht scharf,
Aus der Reihe der Schiilerfehler sind wieder einige ausge-
schieden worden; daftir ist eine groBere Anzahl, von denen
ich mehrere Herrn Brettar in Viersen verdanke, neu auige-
nommen worden.

Mehrfach ist mir ein Wunsch entgegengetreten: Ich solle
angeben, wo der Fehler steckt! Ich glaube, es gibt in der
Reihe der Tauschungen und Fehler manchen, den man nicht

1*



v Vorwort. Inhalt

blof ftinf Minuten, sondern vielleicht ein paar Tage im Kopfe
bewegen mufl. So lange aber halt es der Wilbegierige nicht
aus; er wird doch einen Blick an die Stelle tun, wo der Fehler
angegeben ist, und die volle Freude, die man tiber den eigenen
Fund hat, und den geistigen Gewinn, den er eintrigt — beide
sind sie verloren. Deshalb mag es beim alten bleiben!

Gottingen, im Januar 1923, W. Lietzmann.
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I. TAUSCHUNGEN BEI DER GROSSENSCHATZUNG

Ich vereinige in diesem Abschnitt eine Anzahl von Tau-
schungen, die darin begriindet sind, dafl dem auf die vor-
gelegte Frage Antwortenden die Vertrautheit mit den in Be-
tracht kommenden GrofBenverhiltnissen abgeht. Eine bessere
Schulung in der Grofenerfassung, als sie gemeinhin vorhan-
den ist, witrde diese Tauschungen unmoglich machen,

1. Ich beginne mit einer Reihe ganz einfacher Schatzungen,
bei denen zwischen geschitzten und wirklichen Werten, die
entweder durch Messung oder durch Rechnung — eine un-
gefahre Uberschlagsrechnung reicht aus — festgestellt wer-
den, meist eine groBe Kiuft zu klaffen pilegt. Der Leser be-
antworte also zunichst schriftlich die nachiolgenden Fragen
und stelle dann den wirklichen Wert daneben. Der Fehler
werde danach je nachdem absolut oder prozentual angegeben.

a) Wie hoch ist ein Tisch?

b) Wie hoch ist die Sitziliche eines Stuhles?

¢) Wie hoch ist ein moderner Zylinderhut?

d) Denke an einen dir bekannien runden Turm der niheren
oder weiteren Umgebung deines Wohnortes. Das Wieviel-
fache des Umifanges ist seine Hohe?

¢) Man hat einen Globus von einem Meter Durchmesser.
Wie hoch mufl man, wenn man das Reliel nicht tiberhdhf,
den groften Berg Europas, den 4800 m hohen Montblanc,
darstellen?

f) Wie lang ist ein marschierendes Armeekorps?

g) Wieviel Menschen haben auf einem kreisrunden Platz
von 1 km Radius Raum?

h) Wie groBi mufl ein quadratischer Platz sein, der alle
Einwohner Deutschlands aufnehmen kann?

i) Ist es moglich, alle Bewohner der Erde auf der Flache
des Bodensees unterzubringen?

k) Wieviel Jungens kann man in einem Kubikmeter unter-
bringen?



2 Tauschungen bei der GroBenschitzung

1) Wieviel Erbsen haben in einem Wasserglas der tiblichen
Grofe Platz?

m) Um wieviel wiirde der Bodensee steigen, wenn man
in ihm die ganze lebende Menschheit ertrinken wiirde?

n) Wie schwer ist die Luft in deinem Wohnzimmer??)

0) Wieviel wiegt eine Korkkugel von einem Meter Radius ? %)

2. Ein paar Fragen mogen sich in den Dienst der Veran-
schaulichung der Groflenverhaltnisse unserer Erde stellen:

a) Wie hoch wolbt sich ein See von 1 km, von 4 km, von
6 km Breite mit seiner Mitte tiber der Ebene, die die beiden
Ufer verbindet, wie groB ist mit anderen Worten der EinfluR
der Erdkriimmung auf die Abweichung von der Ebene?

b) Wie grofi ist die Herauswo6lbung des Kaspischen Sees?

¢) Die Friedrichstrafie in Berlin ist etwas tiber 3 km (ge-
nau 3240 m) lang und geht ziemlich genau von Nord nach
Std. Die Hiuser, die an den beiden Enden stehen, sind nattr-
lich vertikal gebaut, d. h. ihre senkrechten Kanten weisen
zum Erdmittelpunkt, sie bilden alsc einen Winkel miteinander.
Wie grof ist der?

d) Da die senkrechten Kanten der beiden Endhauser der
FriedrichstraBe nicht parallel sind, klaffen sie oben etwas méhr
als unten auseinander. Um wieviel etwa?

e) Die PriedrichstraBe verlduft genau wagerecht. Wegen
der Erdabplattung, die ja /sy, betragt, ist also das Nordende
dem Erdmittelpunkte naher als das Stidende. Umwieviel etwa?

Ich mochte bei diesen Aufgaben, da ein Nachrechnen viel-
leicht dem einen oder anderen Schwierigkeiten bereitet, die
Ergebnisse angeben. Niheres ist hierttber bei Martus, Astro-
nomische Erdkunde, 4. Aufl. Dresden, Koch, 1912, zu finden:
a) 2 cm, 31 cmund 71 cm; beachte die starke Zunahme der
Werte! b) 28 km; ¢) 1%/,’; d) etwa 1 cm; e) das Nordende
ist 10,6 m dem Erdmittelpunkt néaher als das Stidende. Man
mufl also fast drei Stockwerk hochsteigen, um den gleichen
Abstand am Nordende zu haben, wie am Stidende.

3. Einen Strick denke man sich um den Erdiquator gelegt;
er sei etwas zu lang dazu, es mogen etwa 10 m iibrigblei-
ben. Man denke sich trotzdem die Enden des Sirickes an-

1) Ein Liter Luft wiegt 1,203 Gramm,
2) Das spezifische Gewicht von Kork ist 0,24.



Ein Stick um die Erde 3

einandergelegt, so dafl der Strick rings um die Erde herum
ein wenig gelockert wird. Der Einfachheit halber werde an-
genommen, dafl er tiberall um ein geringes, aber stets gleich
grofles Stiick von der Erdoberiliche abstehe. Wie grof ist
dieser Abstand? Konnte wohl eine Fliege zwischen der Erde
und dem gelockerten Strick durchkriechen?

Die Antwort lautet, dafl allerdings eine Fliege hindurch-
kriechen, {a dafB ein nicht allzugrofler Junge unter dem Strick
weggehen konnte, ohne sich zu bticken. Mit der anschau-
lichen Erfassung dieses Ergebnisses ist es nun wirklich eine
heikle Sache. Manch- ein Mathematiker hat mir versichert,
es sei ihm unméglich, sich das vorzustellen; nicht wenige
Nichtmathematiker haben mir gesagt, es sei tiberhaupt nicht
wahr; die Rechnung miisse falsch sein.

Man kann manchmal durch eine leichte Abanderung der
Fassung der Aufgabe das Ubel beseitigen. Im Grunde die
gleiche Aufgabe wie die Strickgeschichte ist die folgende: Um
wieviel ist der Weg, den der Kopi eines Wanderers um die
Erde zurticklegt, linger als der, den die Fufle zu machen
haben. Da hat man sofort ,das Geftihl®, daB es nicht so gar
viel sein wird.

Wem das noch nicht gentigt, mit dem will ich noch einen
anderen Versuch machen?): Statt an einer Stelle des Kreis-
umfangs 10 m einzusetzen, setzen wir an vier Stellen je
2,5 m ein (Fig. 1). Macht man das bei
TundIl, so wird der Kreis umje 1,25 m
nach oben und unten verschoben. Tut
man das gleiche bei Il und IV, so wird
der Kreis nach rechts und links um je
1,25 m verschoben. Die neue Linie, I Ir
die freilich kein ganz genauer Kreis
ist, steht dann iiberall 1,25 m von der
alten ab.

"Ein Leser hat noch einen anderen g
Vorschlag gemacht, das zunichst ver- v Fig.1.
bliiffende Ergebnis wirklich anschaulich zu erfassen. Er setzt
an die Stelle des Kreises ein Quadrat. Da ist ohne weiteres

117

1) Diese Veranschaulichung ist mir von Herrn E. Zirkel in
Rastatt (Baden) mitgeteilt worden.



4 Tauschungen bei der Groflenschitzung

klar, dal die Verteilung der tiberschiissigen 10 m, also von
2,5 m an {eder Ecke, ein Herausriicken der Quadratseiten

nach oben und unten, rechts und links um 25_5 m=125m

zur Folge hat. Ubrigens: jeder weif3, daB ein Kragen, der
auch nur um eine Nummer zu weit ist, schon betrichtlich
weit vom Halse absteht. Und das ist bei dem Problem ganz
gleichgliltig, wie grofl der Kreis ist, von dem man ausgeht,
ob es der Erddquator ist oder etwa — ein Fingerring.

4. Unter einer arithmetischen Reihe versteht man eine Folge
von Zahlen, bei denen die Differenz zweier Nachbarzahlen
immer konstantist. Fiir die Summe s einer n gliedrigen arith-
metischen Reihe

a+at+d+a+2d---Fa+{n—1)d
gilt der Ausdruck s=an - B d.

Als Beispiel dafiir, wie sehr man sich tiber das Anwachsen
dieser Summe mit zunehmender Gliederzahl tduschen kann,
diene statt vieler Beispiele eine einzige Frage, die zunichst
snach dem Zahlengelthl”, dann nach Rechnung zu beant-
worten ist:

A macht mit Beine Weite. A will nach einem 6000 Schritte
entfernten Orte hin- und zurtckgehen, bevor B 200 Apiel
in einen Korb gesammelf hat. Allerdings sollen die Apfel in
einer Reihe liegen, jeder von dem andern einen Schritt ent-
fernt, und sollen einzeln herangeholt werden zu dem Korb,
der bei dem ersten Apfel stehen bleibt. Die beiden Wetten-
den sollen gleich schnell gehen. Wer gewinnt?

5. Noch starker ist das Anwachsen der Summe bei zu-
nehmender Gliedzahl bei den geometrischen Reihen, bei denen
also der Quotient aufeinanderfolgender Zahlen konstant ist.
Ich erinnere da nur an das sehr bekannte Beispiel von dem
Erfinder des Schachspieles, das auf einen Bericht des ara-
bischen Geschichtschreibers Ja’qubi zuriickzugehen scheint.
Jener Mann erbat sich vom Kénige als Belohnung die Summe
von Weizenkornern, die man auf folgende Weise erhilt: Auf
das erste Feld des Schachspiels wird ein Korn gelegt, auf
das zweite kommen zwei Korner, auf das dritte vier usf,, immer
auf jedes Feld doppelt so viel wie auf das vorhergehende.
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Wer die Aufgabe durchrechnet und sich von der Zahl der
errechneten Korner eine anschauliche Vorstellung zu ver-
schaffen sucht, der wird geénau so wie jener Konig itberrascht
sein, dal es mit der grofien Bescheidenheit des Erfinders
wirklich nicht weit her war.

6. Auf andere Schwierigkeiten der GroBenerfassung stofit
man, wenn man von den endlichen zu den unendlichen geo-
metrischen Reihen tibergeht. Ich will zunéchst, natiirlich nur
in Gedanken, einen Korper konstruieren, der endlichen Raum-
inhalt hat und doch bis ins Unendliche reicht. Der Laienver-
stand wird zunéchst annehmen, dafl das allen Vorstellungen
von Raumgroéfien widerstreitet.

Ich nehme einen Wirfel von der Kantenlinge 1 m und
halbiere ihn durch eine Ebene parallel zur Grundfliche. Die
beiden Teile setze ich nebeneinander. Die Wiirfelhalite zur
Rechten halbiere ich durch eine Ebene parallel zur Grund-
flache abermals und setze das oben abgeschnittene Stiick
rechts daneben. Jetzt halbiere ich das zur Rechten stehende
Stiick nach demselben Rezept abermals und fuge es rechts
an, und so fahre ich beliebig oft fort. Ich erhalte einen Korper,
der eine Art Treppe darstellt, nur sind die Stufen nicht aile
gleich hoch, sondern sie nehmen von links nach rechts immer
an Hohe ab; jede Stufe ist halb so hoch wie ihre Vorgéangerin.
Dabei werden die Stufen zwar immer kleiner, erreichen aber
doch nicht die Null, sondern nihern sich nur beliebig dieser
Zahl. Der Korper selbst erstreckt sich nach rechts hin bis ins
Unendliche. Wie grof} ist aber sein Inhalt? Aus der Entste-
hungsweise geht schon hervor, daf3 der Inhalt gleich dem-
jenigen des ursprtinglichen Warfels, also gleich 1 m® ist.

7. Ich konstruiere eine Spiralbahn — wieder nur in Ge-
danken; mit der prakiischen Ausfithrung wiirde es genau so
wie im vorhergehenden Falle seine

Schwierigkeiten haben. An einen
Halbkreis ist, wie die Fig. 2 andeutet, ~

ein weiterer Halbkreis angeschlossen,
dessen Radius halb so grof§ ist wie
derjenige des ersten. Daran schlief3it
sich abermals ein Halbkreis mit einem
Radius, der wieder die Halite des Vor-
gangers ist usi. Alle die Halbkreise Fig. 2.
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sind spiralig angeordnet. Nach dem, was wir eben kennen
gelernt haben, wird es schon nicht in Erstaunen setzen, daf§
diese Spiralbahn den Mittelpunkt erst nach unendlich vielen
Windungen erreicht. Wie aber steht es mit der Lange dieser
Spiralbahn mit ihren unendlich vielen Windungen? Der Un-
befangene wird auch da natiirlich antworten, die Linge sei
gleichfalls unendlich. Dem ist aber kei-

/\ neswegs so. Ist r der Radius des ersten
\ Halbkreises, dann ist dessen Linge mir;

¢ die Lange des zweiten Halbkreises ist

Qf{ $mr, die des nachsten 1z ust. Die ge-
a samte Lange ist
B

(145 + g +g+e) =2mr,

Calso durchaus endlich, und zwar gleich

/ dem Umfang des ersten zum Vollkreis

p erginzten Kurvenstiickes der Spiral-
bahn.

8. Wir legen zwei gleichgrofie Miin-
zen so auf den Tisch, dafl sie sich be-
rithren. Die eine Minze bleibt liegen,
die andere wird ohne Gleiten am Rande

der festen Minze bis in die Anfangs-
stellung einmal herumgedreht, Da
die Umféinge beider Manzen gleich
groB sind, ist die Frage, wie oft sich
dabei die bewegliche Miinze um ihiren
Mittelpunkt dreht, leicht beant-
wortet.

Wir wollen nun aber den entsprechenden Fall’ auch bei
zwei Dreiecken ausfiihren. Die Ausgangsstellung sei durch
die Fig. 3a gegeben. Die Drehung beschrankt sich hier
auf die Eckpunkte 4, B und C des festen Dreiecks. Wir
bringen das bewegliche Dreieck zunichst durch Drehung um
A in die Lage b, dann durch Drehung um B in die Lage c,
schliellich durch Drehung um C wieder in die Lage a. Da-
bei beobachten wir, dai das zweite Dreieck sich tatsiachlich
zweimal um sich selbst gedreht hat. In der Tat erfolgt die
Drehung um A um den Winkel 4R — 2a, um B um den




Drehung einer Mianze um eine andere yi

Winkel 4R — 28, um C um den Winkel 4R — 27, wenn o,
f und ¥ die Dreieckswinkel sind. Die gesamte Drehung be-
tragt also

4R— 204+ 4R—2p+4R— 2y =12R—2(a 4+ B+ )
oder, da a+B+yv=2R

ist, 8R. Wenn dir das Ergebnis noch immer erstaunlich
sein sollte, dann fithre die Uberlegung noch einmal in ganz
gleicher Weise beim Quadrat durch. Wir sehen {etzt ein,
warum auch bei den Miinzen die bewegliche zwei volle Um-
drehungen gemacht hat. Und nun, Hand aufs Herz, hattest
du nicht eine Umdrehung erwartet?

1. TAUSCHUNGEN DER ANSCHAUUNG

1. Tauschungen der Anschauung sind unter dem Namen
geometrisch-optischer Tauschungen® in grofier Zahl bekannt.
Physiologie) und Psychologie* haben sich haufig mit ihnen
beschaitigt, seltener die Mathematik.%) Hier ist es bei der
Enge des Raumes nur moglich, unter Verzicht auf alle Er-
klarungsversuche einige typische Beispiele herauszugreifen.

Ich beginne mit einer Reihe von Tauschungen bei der Beur-
teilung der Linge von Strecken
und Linienstiicken. Wie wesent- /
lich fur die Beurteilung der
Linge einer Strecke ihre Be-
grenzung ist, zeigi die 1887
zuerst beschriebene Miiller- AN
Lyersche Tauschung. Fig. 4
zeigt zwei gleichlange Strecken
nebeneinander, Fig. 5 zeigt das
Gleiche in etwas anderer Ord-
nung, Fig. 6 eine Abanderung des Versuches. Die Fig. 7 zeigt,

Fig. 4.

Fig. 5.

1) Vgl z. B. v. Helmhoitz, Handbuch der physiologischen
Optik, 2. Aufl,, 1896.

2) Vgl z. B. W, Wundt, Grundziige der physiologischen Psy-
chologie, 6. Auil, 2. Bd., Leipzig 1910, Engelmann. ‘

3) Vgl. F. Schilling, Uber die Anwendungen der darstellen-
den Geometrie, insbesondere iiber die Photogrammetrie, Leipzig

1904, Teubner — diesem Buch sind mehrere der hier beigefiigten
Figuren entnommen.
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daB von den beiden Kreisbdogen derjenige, der durch eine
Sehne abgeschlossen ist, kleiner erscheint als der andere,
nicht in solcher Weise begrenzte.

Wenn man von zwei gleichlangen Strecken die eine mit
Strichen tiberdeckt, erscheint sie, wie Fig. 8 zeigt, linger als
die davon freie Strecke. Sehr wesentlich ist auch die gegen-
seitige Lage der beiden zum Vergleich kommenden Gebilde.
Das fallt namentlich bei der Anordnung der beiden Strecken
der Fig. 9 in die Augen. Die vertikale Strecke wird ganz
auBBerordentlich in ihrer Lange {iberschifzt. Ich nenne bei
der Gelegenheit noch eine andere T4uschung. Wenn man
eine groflere Anzahl von gleich grofien Halbkreisen unter-
einandersetzt, so tritt auch da eine falsche Beurteilung der
Ausmafle ein, die festzustellen ich dem Leser selbst tiberlasse.

2. Ich will nun eine Reihe geometrischer Tduschungen
nennen, die sich auf die Schitzung der Grdfe von Fldchen
beziehen. Wie bei der Strecke 148t sich die Beurteilung der
FlichengréBie durch die Begrenzung beeinflussen. Fig.10 zeigt
einQuadrat, das durch die angefugten Halbkreise zum Recht-
eck gedehnt wird. Auch Fig. 11 zeigt eine deutliche Beein-
flussung. Wie bei der Strecke kann man auch bei einer
Flache durch Schraffur Tauschungen hervorruien, die ganz
besonders stark bei zwei Quadraten wirken, von denen man
das eine horizontal, das andere vertikal schraifiert. Hier spielt
offenbar schon die Lage des Gebildes eine Rolle. Diesen
EinfiuBl soll Fig. 12 noch in anderer Weise zur Anschauung
bringen. Das auf eine Ecke gestellte Quadrat erscheint grofier
als die beiden anderen. Sehr bekannt ist die von den beiden
KreisringausschnitteninFig. 13 erzeugte Tauschung—Maller-
Lyer hat statt dessen urspriinglich zwei gleichschenklige
Trapeze studiert.

Eine grofle Zahl von T4duschungen geht auf Kontrastwir-
kungen zurtick. Wenn ich (Fig. 14) einen Kreis einmal von
kleineren, zum anderen von grofieren Kreisen umgebe, dann
wird dadurch das Schatzungsvermogen stark geschwicht.
Ich empfehle noch die folgende Figur zu zeichnen: Einem
Kreisausschnitt werden einmal beiderseits zwei kleinere, an-
dererseits zwei grofiere Ausschnitte desselben Kreises an-
geftigt. Auch da beobachtet man die gleiche Fehlschatzung.
Schon bei den Strecken kann man die Kontrastwirkung deut-



Strecken- und Flachentduschungen

—

Fig. 13.

Fig. 6.

Fig. 9.




Tauschungen der Anschauung

] B lich machen; eine

%*_ T\H\ zweckmaBige  An-

il ordnung auszupro-

é 1 bieren,iitberlasseich
dem Leser.

3. Nun einige
Richtungstduschun-
gen. Ich zeige zu-
nichst das allbe-
kannteZ6llnersche
Muster (Fig. 15). Die
Parallelen zur Qua-
dratdiagonale wer-
den durch die dar-
[ f 7 tbergelegten

Schraffuren schein-
bar ganz aus ihrer
Richtung gebracht. Ganz ahnlich ergeht es den Parallelen
in den Figuren 16und 17. Sie werden in der ersten Figur,

Fig. 15,

Fig. 16. Fig. 17,

der sogenannten Heringschen Sternfigur, nach auflen, in
der anderen, der sogenannten pseudoskopischen Strahlen-
figur nach innen gebuchtet.

In einem Kreis kann man durch Einftigung geeigneter
Sehnenscharen scheinbare Knickungen der Peripherie er-
zeugen; Beispiele
dafur mdége der Le-

L | ser selbst auspro-
- bieren.
f Hier mochte ich

auch die Poggen-
/ Fig. 18. dorischeFigur (18)
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anschlielen ; sie zeigt eine Gerade, die I I
zwei Balken quert und dabei beide } }
Male um ein betrichtliches Stack par-
allel zu sich verschoben erscheint.

4. Grof} ist die Zahl der Tauschun-
gen bei perspektivischen Darstellungen
raumlicher Gebilde. Wir miissen schon
von vornherein als Merkwiirdigkeit an-
merken, dafl es uns bei manchen Fi-
guren aufBerordentlich schwer fallt, sie
als ebene Zeichnungen, nicht als Dar- 4 4
stellungen raumlicher Gebilde aufzu- 7
fassen. Das Sonderbare ist nun aber, Fig. 19.
dal manche Figuren die Eigenschaft haben, ein Gebilde in
ganz verschiedenen Lagen darzustellen. Der Wirfel in
Fig. 19 erscheint einmal von rechis oben gesehen, dann
wieder auch plotzlich von links unten. Das ge-
faltete Blatt in Fig. 20 scheint seinen Falz bald
vorn, bald hinten zu haben. Die Zdllnersche
oder auch Schroedersche Treppe, Fig. 21, 143t
sich so auffassen, als wenn die Fliche links unten
vorn, die rechts oben hinten liegt; man kann
aber auch gerade die entgegengesetzte Auffassung
haben; dann wird durch die Figur etwa ein oben
vorspringendes Mauerstiick dargestellt. Es kommt bei alle-
dem darauf an, welche Stiicke der Figur man fixiert. Faflt
man in Fig. 19 die durch I gekennzeichnete Wirfelkante ins
Auge, so erscheint der Wiirfel von links unten gesehen;
fixiert man hingegen Kante If, dann von rechts oben gesehen.
Die fixierte Linie wird also vorn liegend gedacht. Man er-
probe das an den Fig.20 und 21 und etwa noch an der um-
fangreicheren Fig. 22%), die allerdings der einen Auifassung
Schwierigkeiten entgegensetzt.

Welche Mannigfaltigkeit unter Um- ’
stinden ftir die perspektivische Auf- [ [~~~
fassung einer ebenen Rigur gegeben -
sein kann, zeige die Fig. 23. Sie laBt "/’

1) Entnommen E. Maller, Lehrbuch

derdarstellenden Geometrie 2.Bd., 1.Heft, ‘

2. Aufl. Leipzig 1919, Teubner. Fig. 21.

Fig. 20.
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Unghmolige Bubdwihung. sich einmal als Bild

/ eines  zylindrischen
Korpers ansehen, die

nun entweder von
rechts oben oder von
links unten her be-
-7 trachtet wird. Aber
auch als Ring kann
ich die Figur auf-
fassen, dessen Breite
vorn und hinten ver-
schieden ist. Die
diinne Stelle wird ent-
weder vorn oder —
wenn man sich einige

Muhe gibt — hinten gesehen.

5. Man muB nicht denken, daf die hier vorgefiihrten geo-
metrisch-optischen Tauschungen nur seltene Absonderlich-
keiten einer mathematischen oder psychologischen Phantasie
sind; derartige Tauschungen begegnen uns iberall im tag-
{ichen Leben, wenn auch nicht so in ,Reinkultur wie oben.
Ein Flechtbogen der Kleinen, wie ihn Fig. 24 nach einem
Vorbilde von Elsner wiedergibt, weist Tauschungen auf, mit
deren Zuriickithrung auf einfache Formen sich der Leser be-
schaftigen moge. Zahlreiche Beispiele von Photographien
wirklicher Gegenstande konnten die Gultigkeit unserer Fest-
stellungen beiperspektivischen Darstellungenbelegen. Wegen
der Raummenge muf} es geniigen, den Leser zum Suchen nach
Beispielen anzuregen. Eine Zergliederung wird vielfach ofien-
baren, welche Elementarfehler vorliegen. Wer freilich die
Frage, wo der Fehler steckt, ernst nimmt, der wird sich mit

der Zurtckfiihrung auf einfachste
geometrische Gebilde nicht begnii-
gen, sondern wird sich fragen, worin
denn diese begriindet sind. Auf die-
ses Grenzgebiet von Mathematik und
Psychologie einzugehen verbietet
leider der Raum.
6. Das geht nicht! wird der
Fig. 23. Leser vielleicht bei folgenden Auf-
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gaben sagen und erst langeres Nachdenken wird ihn
belehren, daf ihn die Anschauung im Stich lieB: a) Ein
Wirfel soll so durch eine Ebene geschnitten werden, dafd
die Schnittiliche ein regelmaBiges Sechseck ist. b) Ein
Wirfel soll durch einen gleichgroen Wirfel hindurchge-
steckt werden. c) In ein Sttick Pappe ist ein Quadrat mit
der Seite a, ein Kreis mit dem Durchmesser a, ein gleich-
schenkliges Dreieck mit der Grundlinie a und der Hohe a
hineingeschnitten. Ein Korper ist herzustellen, der sich durch
diese drei Locher gerade hindurchstecken 148t, der mit an-
deren Worten die genannten drei Figuren zu Grundrif, Auf-
ri8 und Seitenrifi hat. d) Sechs gleichlange Strecken sind
gegeben (etwa Streichholzer). Aus ihnen sind vier gleich-
seitige Dreiecke zu bilden.

7. Zum Schiuf} dieses Abschnittes noch ein kleines Wech-
selgesprach: Ein Mathematiker kauft in einem Laden einen
Gegenstand.. ,Er kostet 90 M.“ ,Erlauben Sie, er ist aber
mit 60 ausgezeichnet!” ,Ach, verzeihen Sie, ich hatte die
Ziffer falsch herumgehalten. ,,Ach nein, 60 falsch herum-
gelesen gibt ...

M.-ph, Bibl, 52 Lietzmann-Trier, Wo steckt der Fehler? 3. Aufl. 2
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lll. AUTORENFEHLER

Ehe ich mich dem Hauptteil dieses kleinen Biichleins, den
Schilerfehlern, zuwende, will ich hier eine Reihe von Autoren-
fehlern zusammenstellen, gleichsam als Trost fiir die Schiiler,
daBl auch andere Leute Fehler begehen, ja dal das Fehler-
machen haufiger ist, als man denkt. Wichtiger aber ist es,
daBl aufgedeckte Fehler dazu dienen sollen, den Leser zu
kritischer Aufnahme der Lektiire zu erziehen. Dann sind die
Fehler anderer nicht nur ein Gegenstand des Spottes, viel-
leicht auch der Schadenfreude, sondern auch lehrreich.

1. Beginnen wir mit dem mathematischenLaien. Der Maler
mufl, wenn er sein Bild entwirft, sich den Gesetzen der Per-
spektive. unterwerfen. Verstdfle gegen diese Gesetze waren
an der Tagesordnung natiirlich in jenen Zeiten, als man die
Perspektive noch nicht erforscht hatte; das ist begreiflich.
Aber auch damalshitte manso einfache Dinge, wie die Wieder-
gabe eines Kreises durch eine Ellipse und nicht durch jenes
zweischnébelige, aus zwei Kreisbdgen zusammengesetzte Ge-
bilde, das tiberaus haufig ist — tibrigens auch heute noch in
zahlreichen Schiilerheften und selbst in einigen mathemati-
schen Schulbtichern — wohl richtig machen kdnnen. Verstéfle
gegen die Gesetze der Perspektive sind auch heute bei Ge-
milden durchaus nicht selten — ich will gar nicht von allerlei
modernen Verzerrungskiinsten reden, fiir die Perspektive
tiberwundener Standpunkt ist.

2. Beim Literaten, beim Romanschriftsteller und beim Iyri-
schen Dichier ist die Mathematik in der Regel nicht gut an-
geschrieben’) — wenngleich es auch Ausnahmen von der
Regel gibt. In einem Roman, der die Tragddie des fur die
Mathematik schlecht veranlagten Schiilers zum Gegenstand
hat, erzihlt der Verfasser, wie vier Adern auf dem Arm des
Jungen ein ,Parallelepipethon* bilden; er macht seinen Le-
sern weis, dafd ein Mathematiker bei seinem Studium iiber-
geschnappt ist, als er die Vegaschen Logarithmentafeln aus-
wendig lernte.

1) Uber die Beziehung der Mathematik zur Dichtung vgl. etwa
die zahlreichen Proben in W. Lietzmann, Lustiges und Merk-
witrdiges von Zahlen und Formen. Breslau 1922, Hirt.
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Bei einer Gelegenheit sind Fehler ganz besonders hiufig,
bei Naturschilderungen, die Vorkenntnisse aus der mathe-
matischen Astronomie voraussetzen.’) Ein paar Beispiele:

nsLangsam hebt sich gegen Abend die silberne Sichel des
Mondes tiber den Horizont empor.”

Im Anschlufi an einenSonnenuntergang heifdt es: ,,Wahrend
dieses herrliche Phinomen im Westen sich entwickelte, er-
hob sich im Osten der halbvolle Mond, und die Sterne flak-
kerten in goldiger Pracht.”

»oer Mond, eine liegende Sichel, stand fast im Zenit, so
hell, dal man die beschatteten Teile seiner Kugeliorm sehen
konnte ; die Sterne begannen in ihrer Pracht aus dem schwarz-
lichen Blau des Firmaments hervorzubrechen* — ein Satz aus
dem bekanntesten Roman eines Dichter-Ingenieurs.

In einem ganz modernen Robinson, der sich gerade die
Erziehung zur Naturbeobachtung zur Aufgabe gesetzt hat,
wird in Hamburg an einem frithen Sommerabend in den grofien
Ferien sehr genau der Orion mit Jakobsstab, Rigel und Betei-
geuze betrachtet.

3. Als Gegensatz will ich den Philosophen zitieren, der in
einer Studie tber Kierkegaard und Nietzsche die Mathematik
als Eideshelfer heranholt: ,Man kann das geradezu mit ma-
thematischen Formeln deutlich machen. Wenn Kierkegaard
lehrt, daB8 man (1) der Einzelne (m) werde mit Hilfe des Gottes-
glaubens (*), so kann man dafor die Formel setzen: 1 - m*.
Wenn Nietzsche meint, man (1) werde der Ubermensch (n7)
unter Ablehnung des Gottesglaubens (7%), so muf hierfar
die Formel gesetzt werden: 1 - 7% 1-n"% ist aber gleich
1/n*. Dann stehen sich die beiden Ansichten gegeniiber wie
1 - m* und 1/n% in Worten ausgedriickt: Durch den Gottes-
glauben wird der Einzelne potenziert, d. h. erhdht, durch die
Ablehnung des Gottesglaubens wird der, der der Ubermensch
sein will, dividiert, d. h. gebrochen.”

4. Ein anderer Philosoph behauptet in seinem Buch ,,Zum
Ablauf des Lebens”, dafl die Zahlen 23 und 28 im Leben
eine ausgezeichnete Rolle spielen dergestalt, dal alle wich-

1) Dieseund weitere Beispiele findensichinA.Hofler, Didaktik
der Himmelskunde und der astronomischen Geographie. Leipzig
1913, Teubner.

2.
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tigen Erscheinungen Vielfache dieser Zahlen oder die Summe
zweier solcher Vielfachen sind, mit anderen Worten, daf} sie
sich durch einen Ausdruck der Form 23x 4 28y darstellen
lassen. Nun ist es aber ein einfacher Satz der Zahlentheorie,
dal der ,Modul“ (23, 28) alle ganzen Zahlen darstellt, weil
23 und 28 relativprim sind. Das Gesetz ist also trivial und
lieBe sich in gleicher Weise fiir irgend zwei andere teiler-
fremde Zahlen formulieren, etwa 7 und 13, um gleich ein
paar mystische Verireter vorzuschlagen.

In einem 1906 erschienenen philosophischen Werk wird
sogar, wie ich wieder Hofler entnehme, die {folgende
Wundermir berichtet: ,,Die zdhesten und widerstandsfahig-
sten Lebewesen miissen am Nordpol erfrieren, am Stidpol
verbrennen . . .

5. Ich komme zur Kiasse der sog. Fachminner. Ich be-
ginne mit dem Zeitungsschreiber. Leider ist von Mathematik
in den Zeitungen nicht oft die Rede; wenn es aber einmal
der Fall ist, so mufl man zuweilen den Kopf schiitteln. Hier
nur zwei Beispiele, in denen es sich nicht um Rechnung,
sondern nur um mathematische Begritfe und Zeichen handelt.

Als der grofie Turm der Funkenstation in Nauen vor Jahren
vom Sturm umgeworfen worden war, fand eine Zeitung den
tieferen Grund darin, daB sich der Schwerpunkt des Turmes
in zwei Teile geteilt hatte.

Als das Fermatsche Problem durch alle Zeitungen ging,
schrieb eine unserer bekanntesten Tageszeitungen

gt =2z"(n+2)

lasse sich nicht in ganzen Zahlen losen! Ein Leser setzte
sich auch tatsachlich hin, zeigte, daB es schon fiir n =1
beliebig viele Losungen gab und — bewarb sich um den
Preis.

Die Ausdrucksweise der Zeitungen 14t gerade in mathe-
matischen Dingen oft recht zu wiinschen fibrig.

Im Brieikasten einer der bekanntesten illustrierten Wochen-
schriften wird ein Einsender wortlich so belehrt: ,,Der MaBi-
stab auf Ihrer Landkarte, 1 : 25,000, bedeutet, dafl eine Ver-
Kleinerung der Karte erfolgte, insofern als 1 cm gezeichnet
wurde ftr eine Strecke von 25,000 cm = %, km. Sie konnen
daher mit dem Metermal genau feststellen, wie weit ein Ort
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vom andern entfernt ist, wenn Sie das gewonnene Ergebnis
mit 25,000 cm oder Y/, km multiplizieren.“

6. Weit schlimmer steht es mit der grofilen Klasse der
mathematischen Dilettanten, deshalb namlich, weil hier grofier
Eifer und hingebende Liebe zur Wissenschaft nutzlos an all-
zu hohe Ziele vergeudet werden. Es mufl immer gieich an
die Bezwingung der griéfiten Probleme gehen, die zumeist
gar nicht voll verstanden werden, gerade weil sie so einfach
klingen. Zu den Winkeltrisektierern, Kreisquadratoren und
Kubisten (will sagen Wiirfelverdopplern) gesellen sich seit
einem Jahrzehnt die Fermatbeweiser. Eine systematische
Untersuchung der hier zutage getretenen Fehlergruppen wiare
eine gewif} lehrreiche Arbeit. Ich kannmir hiernur zweiProben
gestatten: Die erste ist mir von einem Leser der ersten Auf-
lage dieser Schrift zur Verfiigung gestellt worden, dem sie
zur Begutachachtung tiberreicht worden war, die zweite
stammt aus einem Fermatbeweis, der mir vom Verfasser
selbst tibersandt wurde, -

Der Winkel (Fig. 25) mit dem Scheitel O soll in drei gleiche
Teile geteilt werden. Eine beliebige Strecke trigt man drei-
mal hintereinander auf dem einen
Schenkel vom Scheitelpunkt aus ab
OA = AB=BC. Mit OB schlagt
man einen Kreisbogen, der den an-
dern Schenkel in B’ trifit. Man hal-
biert den Bogen BB und findet M.
Mit OC schiagt man gleichfalls um O
einen Kreisbogen, der den andern
Schenkel in C, trifit. Jetzt trégt man
den Bogen BM auf dem Bogen CC’
von C bis M ab. Dann ist

MOoC=iCoOC.

Und der Fermatbeweiser schreibt so: ,Was geht nun aus
dem Fermatschen Satz hervor? Wollen wir uns die 3. Po-
tenz (den Kubus) einer Zahl versinnlicht denken, so haben
wir uns einen Wiirfel vorzustellen. Nach dem Fermatschen
Satz ist es nun ausgeschlossen (weil @® — b* = ¢’ a, b und
¢ ganze Zahlen, unmaglich ist), dafl man aus dem Restkorper,
den man nun erhalt, wenn man von dem Inhalt eines grofie-
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ren Wiirfels den Inhalt eines kleineren Warfels abzieht, wie-
der einen mathematisch genauen Wurfel erhdlt. Oder: wir-
den wir zwei Wirfel aus leicht schmelzbarem Stoffe schmel-
zen (dabei vorausgesetzt, dafl nichts von dem Stoffe verloren
geht), so wiirde sich aus der nun erhaltenen flussigen Ge-
samtmasse ein regelmafliger Wiirfel nicht herstellen lassen.
Sollte es ein mathematisch genauer Wiirfel werden, so mafite
der Masse noch Stoff hinzugefiigt, oder ein Teil unverwendet
gelassen werden, auf keinen Fall wirde sich aus der Gesamt-
masse ein mathematisch genauer Wirfel herstellen lassen.”

7. Nichtselten sind Fehler in den Lehrbiichern von Fachern,
fiir die die Mathematik nur die Rolle einer Hilfswissenschaft
spielt. Das gilt in starkem Mafie von der Erdkunde; in den
Lehrbuchdarstellungen kommt hier die mathematische Erd-
und Himmelskunde zuweilen recht schlecht weg. Die Di-
daktik von A. Hofler (Anm. 1 S. 15) enthilt eine umfang-
reiche Sammlung solcher Siinden wider die Mathematik; einige
habe ich mir hier herausgesucht:

a) ,,Am 21. Marz steht die Sonne genau {iber der Mitte
der Erdkugel..."

b) ,,An jeder sich bewegenden Kugel mtissen zwei Punkte
in Ruhe verbleiben, und diese nennt man an der Erdkugel
Pole.*

¢) ,,Derjenige Durchmesser der Erdkugel, welcher genau
die Richtung von Norden nach Stiden hat, heifit die Erdachse.”

d) ,,Jede Halbkugel (der Erde) hat ihre warme Zeit, so-
lange sich die Sonne daselbst befindet.”

€) ,.Legt man sich durch jeden der 360 Grade des Aqua-
tors einen groBten Kreis, so erhiit man 180 Meridiane. Es
gibt also im ganzen 360 Meridiane. Ihre Entfernung vom
Aquator ist 111,3 km.“

f) ,,Orte, die an verschiedenen Meridianen liegen, haben
zu verschiedenen Tageszeiten Mittag.”

€) ,,Auch der Mond sucht die Koérper an sich zu ziehen.
Das Wasser kann diesem Zuge leichter folgen als das feste
Land; infolgedessen schwillt das Meer auf der dem Monde
zugekehrten Seite an. Eigentiimlich ist es, daf auch auf der
entgegengesetztenSeite der Erde eine Anschwellung entsteht.”



Der Geograph

Fig. 26.

h) ,Aber die Ebene der scheinbaren Sonnenbahn (der
Ekliptik) und die Ebene der Erdbahn fallen nicht zusammen,
sondern schlieBen einen Winkel von 23'%° ein.”

8. Ich fithre noch ein weiteres Beispiel deshalb an, weil
es in fast allen Lehrbiichern und Atlanten wiederkehrt, die
Mondbahn. Das iibliche Bild gibt etwa die Fig. 26 wieder, die
ich dem Prospekt irgendeines Werkes entnehme: Es ist eine

Schlangenlinie, die der Sonne bald zu-
gekrimmt, bald abgekrimmt, der Erde
jedoch immer zugekrimmt ist. Wenn
die Mondbahn tatsichlich solche Win-
dungen machte, so wiirde das rein

mathematisch zu recht merkwiirdigen -

Forderungen fihren. Tatsichlich ist die
Bahn in ihrem ganzen Verlauf der Sonne
zugekrimmt. DaB trotzdem das Hin-
und Herpendeln zwischen den beiden
Seiten der Erdbahn (der von der Sonne

aus gesehenen inneren und auBeren) ;o zros viersel
moglich ist, erklart sich daraus, dafl der 1877 Jan. 6

Mondbahnradius auflerordentlich klein
im Verhiltnis zum Erdbahnradius ist.
Pig. 27 stellt ein Zwolitel der Erdbahn
(gestrichelt) und der Mondbahn (ausge-
zogen) dar.?)

9. Neben dem Geographen konnte
ich noch die Vertreter anderer Facher
heranziehen. So haben die Darstellun-
gen der experimentellen Physik fast
durchweg eine elementare Umgehung

1) Naheres hieriiber vgl. in H. C.E.
Martens, Astronomische Erdkunde, Grofie
Ausg., 4. Aufl,, Dresden 1912, Koch, S. 408.

1. Viertel
1876 Dez. 23

i

Volimond i
1876 Dez. 30 ,’

—

Neumond

1

{

\

1877 Jan. 14 \\
1
)
i

Die Pfeile geben die Richtung nach der Sonne an

Erstes Viertel\

1876 Jan. 22
Fig. 27.
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der Infinitesimalrechnung sich zurechtgelegt, die in vielen
Punkten mathematisch fehlerhaft ist — doch will ich dar-
auf nicht eingehen. Ich mufl vielmehr jetzt dem mathe-
matischen Lehrbuchverfasser selbst das Wort geben. Alle
nachfolgenden Stellen sind wortlich Biichern entnommen.
Die Aufdeckung der Fehler und der Unzulinglichkeiten in
der Beweisfithrung ist durchaus nicht immer leicht; mehr-
fach handelt es sich um Dinge, bei denen im Unterricht bis
vor kurzem ganz allgemein eine vollstindige Klarstellung
verabsaumt worden ist.

Ich verzichte darauf, triviale Fehler anzuftihren; auch sie
kommen vor. In der 1922 erschienenen 2. Aufl. eines Plani-
metrie-Lehrbuches heifit es: ,,Alle rechtwinkligen Dreiecke
sind ahnlich.“ — Es liegt kein Druckiehler vor, denn zwei
Seiten darauf wird in einer Anmerkung ,wiederholt darauf
hingewiesen, daB rechtwinklige Dreiecke ahnlich sind®.

Und in einem amerikanischen Schulbuch soll zu lesen
stehen: Wihrend die Gleichung x* + y* = 0 einen runden
Punkt darstellt, ist es nicht moglich, einen viereckigen Punkt
darzustellen.

10. ,Hat der Dezimalbruch keine Periode, und ist er trotz-
dem unendlich lang, so 1483t er sich nicht in einen gewdhn-
lichen Bruch verwandeln. Denn wire er aus einem gewdohn-
lichen Bruche entstanden, so miifite er periodisch sein, da
die Reste sich schlieBlich doch wiederholen wiirden. Be-
trachtet man ihn als rein periodisch, jedoch mit unendlich
langer Periode, so erhalt der Zahler unendlich viele Stellen
und der Nenner ebenso oft die Zahl 9. Statt dessen kann
man ihn, wie es gewshnlich geschieht, auch als gewdhnlichen
Bruch schreiben, dessen Nenner 1 mit unendlich vielen Nullen
ist. Einen solchen Bruch nennt man eine Irrationalzahl. Als
eine solche ist z. B. m = 3,14159265 . . . von Lambert nach-
gewiesen worden, was nun als

314159265 .. .. 314159265 .. .
99999999 ..  °der als 155000000 . .

aufzufassen ist, jedoch mit endlosem Zahler und Nenner.“
11. ,,Statt eine mehrgliedrige GroBe im ganzen zu multi-
plizieren, kann man die Multiplikation an jedem einzelnen
Gliede vornehmen:
(a+bm=am+ bm, (a—bym=am — bm.
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Multipliziert man eine mehrgliedrige GroBe mit einer zweiten
ebenfalls mehrgliedrigen GroBe, so kann man diesen Satz
wiederholt anwenden. Man hat dann die Gleichungen:

(a+bdx+y=(a+bx+(a+bdby=ax-+bx+ay+by,
(@a+b)(x—y)=(a+bx—(a+by=ax+bx—ay— by,
(a—b)(x —y)=(a—bx—(a—b)y=ax—bx—ay + by.

Aus dem SchluBergebnis ersieht man, daf hierbei tatséch-
lich jedes Glied des einen Faktors mit jedem Glied des an-
dern Faktors multipliziert wird, wobei gleichstimmige Grofien
ein positives und ungleichstimmige ein negatives Produkt
ergeben.

Da bei diesenEinzelmultiplikationen immer nur dieFaktoren
jedes einzelnen Teilprodukts in Betracht kommen, muf} diese
Regel auch dann giiltig sein, wenn man nur mit solchen ein-
zelnen Produkten zu tun hat. Es gelten also nachstehende
vier Multiplikationsregeln:

(+a)-(+b)=+ab; (+ a):-(—b)=— ab;
(—a)-(+b)=—ab; (—a)-(—b)=+ab."

12. ,,Der Begriff der Potenz ... Danach war die Potenz
von a" das Produkt von n Faktoren, die samtlich den Wert
a besitzen ... Schreibt man statt a” das Produkt 1 - a®, so
kann man die n - Potenz von a als das Ergebnis der nmal
hintereinander ausgeftihrten Multiplikation der Zahl Eins mit
a ansehen. Daraus folgt, daBl die erste Potenz von a den
Wert a haben mufi ... Fuhrt man gar keine Multiplikation
mit a aus, so bleibt die Zahl Eins allein abrig, d. h. a® = 1.
Die nullte Potenz jeder Grundzahl a hat den Wert Eins.“

13. ,Aus...folgt je ein besonderes, dem Verfahren bei der
Ellipse ganz ahnliches Veriahren, von dem gegebenen Punkte
R ,auflerhalb der Hyperbel“ (d. h. innerhalb des zwischen
den beiden Hyperbelasten liegenden Zwischenraumes) Tan-
genten an die Hyperbel zu ziehen. Zugleich ergibt sich dabei,
daBl man von jedem solchen Punkte an denselben Ast zwei
Tangenten ziehen kann.

Da dabei der Brennpunkt innerhalb des Astes, an den Tan-
genten zu ziehen sind, eine andere Rolie spielt, als der andere
Brennpunkt, fallen die an den einen Ast gezogenen Tangenten
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nicht mit den von demselben Punkte ausgehenden Tangenten
an den andern Ast zusammen. Man kann also im ganzen von
jedem Punkte R vier Tangenten an die Hyperbel ziehen, zwei
an den einen, zwei an den andern Ast“

14. Damit man lerne, ein wenig zuriickhaltend in der schnel-
len Verurteilung solcher ,,Autorenfehler zu sein, bringe ich
im folgenden einen Abschnitt aus Eulers Algebra (es ist Nr. 33
vom 1. Abschnitt des 1. Teils), einem Buche, das eine neuere
Logik gelegentlich als eine Sammelstelle logischer Fehler
bezeichnet hat. Und doch war doch wahrlich Euler ein wahrer
Mathematiker!

wHierbey ist zunidchst klar, dafl das Product in Ansehung
der Buchstaben heiflen werde ab; ob aber das Zeichen +
oder — dafiir zu setzen sey, ist noch ungewil. So viel aber
ist gewif, daBl es entweder das eine oder andere seyn mufi.
Nun aber, sage ich, kan es nicht das Zeichen — seyn. Denn
— a mit + b mult, gibt — ab, und also — a mit — b muit.
kann nicht eben das geben, was — a mit + b giebt, sondern
es mufl das Gegentheil herauskommen, welches nehmlich
heit, + ab.“

15. SchlieBlich noch ein letztes Beispiel. Ineinem bekannten
Buch fiber Elementare Zahlentheorie (es ist kein Schulbuch)
steht geschrieben: ,Schon Euclid (Elementa, lib. IX, 20) hat
bewiesen, dafl die Menge der Primzahlen unendlich ist. In
der Tat, gibe es nur eine endliche Menge von Primzahlen,
so ware eine unter ihnen die groBte (nach Kap. 1, Nr. 7); sie
heifie p. Bildet man dann das Produkt aller vorhandenen
Primzahlen und addiert zu demselben die Einheit, so entsteht
die Zahl 2-3-5-7...p 4 1, welche offenbar > p und
durch keinedervorhandenen Primzahlen teilbar, folglich unzer-
legbar also noch eine neue Primzahl wire, gegen die Voraus-
setzung.“

Zudiesem Abschnitthatein?. LeserandenRand geschrieben:

,»Es steht nur fest, dafl diese neue Zahl einen Primfaktor
grofer als p enthilt. Sie braucht keine, kann aber eine Prim-
zahl sein.”

Dazu schreibt nun wieder ein 2. Leser kurz und bandig:

,Die Bemerkung ist falsch.”

Wer hat nun recht?
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Ich will zu dem gleichen Thema einen Brief, den ich vor
kurzem erhielt, wortlich hersetzen: ,,In lhrem Biichlein ,Riesen
und Zwerge im Zahlenreich’ teilen Sie im Abschnitt 7 (Von
grofien Primzahlen) mit, daBl das Problem, ob die Paare von
Primzahlen, die sich nur um 2 unterscheiden, einmal ganz
aufhéren, ob es also ein letztes, grofites gabe, oder ob ihre
Anzahl unendlich sei, bis heute noch nicht gelost sei. Nun
scheint mir die Antwort auf diese Frage aber aufierordentlich
einfach zu sein. Ich kniipfe unmittelbar an an den Euklidischen
Beweis fiir dieunendlich groe Anzahl derPrimzahlen. Nehmen
wir an, es gibe eine groBte Primzahl p. Euklid zeigt, daB
dann m = 1-2-3...p+ 1 eine weitere Primzahl ist, die
groBer als p ist. Auf dieselbe Weise ist aber auch zu zeigen,
daB die Zahln=1-2-3...p — 1 eine Primzahl ist. Wir
haben somit ein Primzahlenpaar, dessen Zahlen sich nur um
2 unterscheiden. Wenn nun das urspriinglich als grofites
Primzahlenpaar angesehene Paar die Zahlen r und r + 2
waren, so brauche ich jetzt nur p =r 4 2 zu setzen, und
die oben definierten Zahlen n und m bilden ein weiteres
Primzahlenpaar, dessen Zahlen grofier als die urspriinglich
angenommenen sind.”

Iv. SCHOLERFEHLER

a) Vorbemerkungen. Die im folgenden mitgeteilten 55
Beispiele sind mit ganz wenigen Ausnahmen ,wirkliche*, d. h.
sie sind in der vorliegenden Form von Schiilern abgeliefert
worden, entweder bei dem t#glichen Unterricht oder beim
Examen; sehr viele sind Prtifungsauigaben von der soge-
nannten ,,allgemeinen Vorbereitungsprifung” in Dinemark.

Ich habe dabei natarlich darauf verzichtet, ganz unsinnige
Dinge, die in Schiilerheften nicht gerade selten sind, wieder-
zugeben. Ein Beispiel mag da statt vieler geniigen, es ist der
schriftlichen Priifungsarbeit einer jungen Dame entnom-
men, die die Reife eines Lyzeums als Auswirtige erwerben
wollte:

,Der Pythagoras lautet: Das Quadrat tiber der Hypote-
nuse ist gleich der Summe der Quadrate tiber den beiden
Katheten.”

Behauptung: Ich behaupte a® = b* + ¢*,
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»Beweis: Wenn der Inhalt des Quadrates tiber der Hypo-
tenuse gleich 2 ist und der Inhalt der beiden Quadrate tiber
den beiden Katheten je 1 betrigt, so komme ich zu dem Re-
sultate 2=14 1. 1 4 1 ist aber 2. Also 2= 2. Setze ich
statt dieser Zahlen a, & und ¢, so erhalte ich a® = b? + ¢,
was zu beweisen war.“

Auch von den oft als Scherz erzihlten, nahe an das Un-
sinnige streifenden Beispielen falscher Schiilerantworten mo-
gen einige Beispiele geniigen. Der folgende Satz ist zu be-
weisen: An einer Geraden sind die Punkte A, O, M, B, N in
derangegebenenReihenfolge soangeschrieben, daB A O=0B

oM OB, .
und 0B = on st Es soll bewiesen werden, daf§
AM _ AN
MB ~— BN
ist. Die Losung, die einmal ein Schiler tatsichlich gegeben
hat, geht so: Man kiirzt die letztgenannten Briche, den einen
durch M, den andern durch N, und erhilt dadurch

A y:|

—E —3 —Eo
Das ist sicher richtig, mithin auch der zu beweisende Satz.
Dieses Beispiel erinnert an die Fuchsenirage in den mathe-

. . N : |
matischen Vereinen, warum man nicht in ?i% das d weghebe,

oder an die Berechnung von ng{ =fd, was dann 1 gibt,
da ja bekanntflich Integration und Differentiation entgegen-
gesetzie Rechenoperationen sind. Wirklich vorgekommen ist
die folgende Rechnung:
Jfwax _ JSdx _ x|
Jfgx)dx  Sfgxdx [fgx)dx

Eine amerikanische Schulzeitschriit verbtirgt die Division

flx): (x —a) =,

fx—rfl@

f(a)

als Beweis dafiir, dafl f(x) bei der Division durch x — a den
Rest f(a) ergibt.
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Gemeine Rechenfehler kommen in unseren Beispielen nur
ausnahmsweise vor. Auch sie kdnnen sich manchmal so ver-
stecken, daB} ein unaufmerksamer Leser sie nicht findet. Ein
Beispiel:

Die Entfernung zweierPunkte P;==(11;46) und P,=(137; 14)
ist zu berechnen. Nach der Formel

P1P2=V(Hx_y2)2 + (x1 — X)
wird PPy =V32%4+126% = /1024 + 15876
=1/16900 = 430.

Es ist bei unseren Aufgaben ganz davon abgesehen, sie
durch eine geschickte Einkleidung besonders schwierig zu
machen, wohl geradezu auf eine falsche Losung hinweisend;
es sind banale Schulaufgaben. Nur ein Beispiel, wie man
durch eigenartige Fassung aus einer trivialen Auigabe ein
scheinbar schwieriges Problem machen kann. EinPunkt einer
Hyperbel wird mit den Brennpunkten verbunden. Auf den
Brennpunkten werden die Mittelsenkrechten errichtet. Wel-
ches ist der geometrische Ort des Schnittpunktes der beiden
Mittelsenkrechten, wenn der Punkt auf der Hyperbel wandert?
— Man wird analytisch oder synthetisch an die Losung ge-
hen, entwirft wohl auch eine schone, aber zumeist ungenaue
Figur und hat sich — tiuschen lassen. Wo der Punkt auch
wandert, immer schneiden sich die drei Mittelsenkrechten
eines Dreiecks in einem Punkte, immer also liegt der Schmtt-
punkt der beiden auf der Mittelsenkrechten der beiden Brenn-
punkte.

Milverstandnisse undNichtverstdndnisse der gelernten Sitze
nebst Verstindigungen gegen die Logik sind die Fehler, die
am hiufigsten auftreten. Bisweilen ist alles, was niederge-
schrieben ist, richtig, aber etwas mehr oder weniger Bedeu-
tendes fehlt und macht dadurch die Losung unbefriedigend;
dann und wann rithrt das Verkehrte von unrichtiger Zeich-
nung her. Eine besondere Aufmerksamkeit verdienen einzeine
kuriose Fille, wo das Ergebnis richtig ist, trotzdem schwere
Fehler begangen sind.

Ein Fehler ist der Mehrzahl dieser wortgetreu wiederge-
gebenen Schulerdarstellungen gemeinsam. Sie scheuen den
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Text und beschrinken sich auf das Formelgerippe oft auch
in Fallen, wo Erliuterungen unumginglich gewesen wiren.
Welche Schwierigkeiten daraus for das Verstindnis entstehen,
zeigen nicht wenige der nachfolgenden Beispiele.

Es wird recht niitzlich sein, sich mit den am haufigsten vor-
kommenden Fehlern bei der Lésung von Aufgaben bekannt
zu machen. Selbst wenn jemand imstande ist, eine Aufgabe
richtig zu 18sen, wird er oft die Fehler in falschen Losungen
nicht sogleich entdecken, bisweilen wird er etwas Richtiges
als fehlerhaft bezeichnen oder etwas Fehlerhaites als richtig,
oder vielleicht zwar die Fehler als solche angeben konnen,
aber unfahig sein, die den Fehlern zugrunde liegenden Ge-
dankenginge zu erkliren. Wie demLehrendenwird die Samm-
lung vielleicht auch dem Lernenden etwas bringen, denn nicht
selten ist eine erst fehlerhaft behandelte Aufgabe fur das
mathematische Verstdndnis fruchtbarer als eine von Anfang
an glatt und richtig geldste.

b) Algebraische Gleichungen. 1. Die Gleichung

a—x _ 1—bx
l—ax  b—

Losung:(@a—x) (b — x) = (1 — ax)(1 — bx)
ab—ax—bx+ x*=1—bx —ax+ abx®
x*=1+4+abx*—ab
X*—~1=ab(x*—1)
1 = ab.
2. Vorgelegt ist die Gleichung
E+1)—G+Dx+)=+9HEx+5—(x+6)"
Losung:
X +2x4+1—5"—5x—6=x*+9x420—x*—12x—36
—3x—56=—3x—16
5 =16.

3. Lose die Gleichung

6 9 1 4

*—8 x—2  x—4  x=1’

ist zu losen.
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Losung:6x—2)—9x—3) _ (x—1)—4(x—4)

F—2)(@x—3)  x—H&—1)

6x—12—0x 427 x—1—4x+416

x*—B5x+6 = x*—5x44
15—8x 15—3x
x*—5x4+6 x*—5x44
also 6=4.
4. Man soll die Gleichung

Vxta V=4 |aen,

Vari2/o4l Vati-2/6+1
Losung:
Ve+x—2V6x+Vx+4Vx+1—-8Y/6+4
=V +x+2V6x+Vx—aVx+1—-8V6—4.
8Vx+ 1+ 8=4Y6x;
2Vx+ 1 =V6x—2;
4x+4=06x + 4 — 4/ 6x;

2V 6x = x;.
24 x = x%;
x = 24.
5. Lose die Gleichung
— 3 ——
V"“““vm Vx 1=0.

Losung: x—4—-3—)Y(x—1)(x—4)=0
x—71=V(x—1x—4)
x*—14x+49=x2—5x+4
9x =45
x=25.

6. Die Gleichung zu bilden, deren Wurzeln alle beide um
1 groBer als die Wurzeln der Gleichung 7x*—6x+1= 0
sind.
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Losung: a und § seien die Wurzeln der gegebenen Glei-
chung; die der neuen Gleichung sind dann « 4 —% und

8+ %, und die Gleichung lautet so:
F—(et5+8+3) v +(e+5)(+3)=0.
Nun ist aber a4+ B=26, af=1

(Satze tiber die Summe und das Produkt der Wurzeln einer
quadratischen Gleichung), also erhilt man:

¥ —Ty+4-=0 oder 45° — 28y + 17 = 0.
7. x + xV/2 =1, finde x!
Losung: xV“2_= 1 —ux;
2x? =1+ x*—2x;
x4+ 2x—1=0,
x=—1+V2.
8. x + 2)x = 3; finde x!

Losung: x + 21/;=3,
Ve=—1+Vi={_;
1
x_{g'

Da die gegebene Gleichung Quadratwurzeln enthilt, ist es
notwendig, die gefundenen Werte einzusetzen. Dann sieht
man, daB 1 der Gleichung geniigt, wihrend 9 eine ,fremde
Wurzel” ist.

9. Die folgenden zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
wurden vorgelegt:

x , 3
1) §+';=2

2) x—y=4
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Losung: Aus (1) folgt

x4y =2xy
*—2xy+y’=0
x—g*=0
x—y=0
x—y=4

- 0=4.

10. Aus den Gleichungen
(a—2)x+ Ba— 1)y =2a
4x—2(@— 1)y=—a
sind x und y zu finden. Besonders sind die Filie = 0 und
a = — 3 zu untersuchen.

Losung: Die obere Gleichung wird mit 4, die untere mit
a — 2 multipliziert. Dann wird durch Subtraktion erhalten:

L] 6 6
y(2a®+ 6a)f=a’+6a, also y=za:1(?a13))=z?a_:3).

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die obere Gleichung:

__a—3
*=3@+9)
Wenn a = 0, istx=—~-é-, y=1.
Wenn a=—3, iSt x=-—w, y=w.
11. Aus den Gleichungen
(1) a2x2 = b2y2
(2 2qx? = b2cy

sind x und y zu finden.
Losung: Durch Division erhilt man:

a_3¥ =ac,
7= oder =
Durch Einsetzen in (2):
C
2ax2=b20~9§—,
b*ct
=7,
bce
¥=+7-

M.-ph. Bibl. 52: Lietzmann-Trier, Wo steckt der Fehler? 3, Aufl. 3
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Durch Einsetzen in (1):

a*- P-Z—(f = by,
g = 9,192'
y=+%-
12. Die Gleichungen
(1) x2—yt=09
2) 2x 4+ 3y =22 sind zu 16sen.
Losung: Aus (2):  x = %?,jz_ﬁbl’
in (1) eingesetzt:  5y® — 132y + 448 =0,
y =4 und lé-z
Einsetzung in (1): x=+45undx=+ l—? .
13. Das folgende Gleichungssystem wurde vorgelegt:
) Fl=rt
(2) x-y=25.
Losung: x* — 26x = y* — 26y

¥ —y?—26x+26y=0
x—y)x +g) —26(x—g)=0
(x—g)-(x+y—26=0
a) x—y=0
b) x+y=26
2x =126; x=13
2y = 26; y=13.

Der Schiiler, der diese Losung gab, bemerkte dazu: ,,Auch
eine Gleichung mit zwei Unbekannten 148t sich losen.

Nimmt man hingegen die Losung b) mit der Ausgangs-
gleichung 2 zusammen, so hat man:
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x4+ y=26
xy = 25
x(26 — x) = 25
x2—26x +25=0
s=13 £ V185
x=13 4 12.
x, == 25, woraus mit x — g = 0 folgt y, = 25;
x, = 1, woraus ebenso folgt gy, = 1.
14. Man sucht zwei Zahlen, deren Summe, Produkt und
Quadratsumme gleich sind.
Losung: Aus x+y=xy=x+y°
erhalt man, weil x*+ g? = (x + y)¥ — 2xy:
3x+y) = (x+p)
x+y=
x und y sind dann die Wurzeln der Gleichung

+1/—

¥ —3u+3=0, woraus u=——5—-

Die Auigabe hat folglich nur imaginare Lc)sungen.

15. Von Skanderborg nach Silkeborg') laufen 3 Eisen-
bahnziige, A, B und C. Der Zug A gebraucht 10 Minuten
mehr ftir die ganze Fahrt als B, aber 40 Minuten weniger
als C; seine Fahrgeschwindigkeit (der wihrend einer Stunde
durchlaufene Weg) ist namlich um 6} km geringer als die
Fahrgeschwindigkeit des Zuges B, aber um 122 km grofier
als die des Zuges C. Wieviele Stunden gebraucht der Zug
A fur die ganze Fahrt, und wie gro8 ist seine Fahrgeschwin-
digkeit?

Losung: A fahrt 60 x Minuten, Fahrgeschwindigkeit y km,
B , 50x " " y+ 6.}7 ”
Cc , 100x n y— 123 .

[J

1) Zwei jatlindische Stadtchen.
38
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Man kann dann die Gleichungen aufstellen:

60xy =50xy + 310x xy=(x——%)(y+6%)
y=3l1 Mittels d. vor. Ergebnisses
x=1.

Die gesuchte Fahrgeschwindigkeit betrigt 31 km und die
Dauer der ganzen Fahrt des Zuges A 1 Stunde.

16. Vi—a*+Vx—b=a—b;
finde x! Speziell soll angenommen werden a = b.
Losung: Vx—a*=a—b—)x—b%
x—ad'=a—2ab+ b+ x—0—20@—0b)Vx— b
alb—a) = (b — ) V¥ — 5%
a’=x — b%
x = a? + b

Eine Probe zeigt, dafl die erste Quadratwurzel negativ zu
nehmen ist. Im speziellen Falle wird

x = 2ad%

17. Aus den Gleichungen
X+ xy=a+ab
¥+ xy=a"—ab
sind x und g zu finden.
Losung: Aus den gegebenen Gleichungen ergibt sich
durch Addition: (x + )’ =24,
x4+ y= aVE
Durch Multiplikation der Gleichungen erhilt man:
xy(x + y)? = a* — a®p?,
woraus mittels des vorigen Ergebnisses:

a?—b*
Xy = “—2

Man bildet dann eine quadratische Gleichung:

_ 2__ pe
Z2—alV2-z+" »zrb =0,
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aus welcher man findet:
LRV M L
Also x = (a-}-:ﬁ g‘}:,g),l/vz
_(@a=by2 (a4 b)y2
5 | 2

c) Arithmetik und Algebra mit Ausnahme algebraischer
Gleichungen.
18. Die Ausdriicke ]
2) viz+ 5 -1/,
b Vo +Va —ya—yan
6 T 5 1 ‘4 1 3 T
VeV e -Vi-V+
sind zu reduzieren.
Losung:
1\2
D ViE+Ve-)/ L=V@ 5+ VG o Vs )
S 2/ 60 —

=2V18 — =6V26—l

= 6'763.

a+a—a—a’

Vot Var—Va Vi _e
13/- 111_1 ‘1_
a

1
a

S EEy

19. Wie grof} ist i*"?
Losung: ) .
T=(+1) =+1.

o= (V=1 =l F) =
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20. Aus der Gleichung

2\logx 3\logx 13
(3)* "+ ()" =%
13

Losung: log x log § + log xlog g = log s

ist x zu finden.

2 3 13

log x (log 3 + log _ZA) = logg
1

log x - log ’6:_3 =log ¢ ;

log x = 1;
x = 10.
21. Aus der Gleichung
9.12" =6
ist x zu finden.

Losung: Setzt man)/ x =y, so andert sich die Gleichung
in diese: 9- 12¢ = 6¥% oder 9 - (2 - 6)¥ = (6¥)%; diese fteilt
sich in zwei Gleichungen:

6/=0 und 9-2Y=06Y
von denen die erste keinen endlichen Wert von y liefert.
Die letzte wird folgendermafien geindert:
9.2y =2v.34

und teilt sich dann wieder:

29=10 und 9=39
Die erste von diesen Gleichungen wird wie frtther vernach-
lassigt; aus der letzten erhalt man:

y=2, also x = 4.

22. Ein GefiB, das anfangs 2000 [ Wasser enthilt, wird
durch ein Rohr geleert, so daBl 50/ in jeder Minute hinaus-
laufen. Wieviel Wasser ist im Gefifie nach Verlauf von
1,2,3,...x Minuten? Ist die Wassermenge des Gefafies
der Zeit direkt oder umgekehrt proportional? Ist die hinaus-
stromende Wassermenge der Zeit direkt oder umgekehrt
proportional?
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Losung:

Nach dem Verlauf v. 1 Min. ist im Gefiaf 2000 — 50= 19501
” " m w2 wow o 2000—2-50=19001
” ” w 53 moay n 2000—3-50=1850!
p X m mo»  n 2000—x-501

Je groBler dieverflossene Zeit, desto geringerist die Wasser-
menge des GefaBes, d. h. die Wassermenge des Gefafles ist
der Zeit umgekehrt proportional.

Je grofer die verilossene Zeit, desto grofler ist die aus-
gestromte Wassermenge, d. h. die ausgestrdmte Wasser-
menge ist der Zeit direkt proportional.

23. Mittels Logarithmen soll berechnet werden x = i/ log 0,3.

Losung: x=104771 — 1 =¥—0,5228

7
log (— x) = 213%% — 0,2305.

log x = — 0,2395 = 0,7605 — 1

x = 0,5761.
2\logx 3\logx 13
Y
finde x!
410gx glogx 13
1. Lﬁsung: g“(;g_x éﬁé—;=f6—;

damit dieses stattfindet, mufl sein
log x =1, also x = 10.

2. Losung?): Da log a +logb=1loga-b ist, so ist

log x (logg + log g) = log [(g . %)logx} .

Nun ist aber ebenso

2 3 2 3
logz + log 5 = log ({3‘ . »2) )

1) Diese Losung ist mir, ausdriicklich als ,trugschliissig* be-
zeichnet, von einem Oberprimaner in Berlin-Pankow eingesandt
worden.
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also log x - log 1 =log 1
logx=1.
x = 10.

25. Aus der Gleichung 9 - 12/ = 6+
ist x zu finden.
L 6sung: Setzt man Vx=y,
dann &ndert sich die zu 16sende Gleichung in die folgende
9 - 12¥ = gu2,
Werden demnichst die Zahlen 9, 12 und 6 in Primfaktoren
zerlegt, so wird nach einer einfachen Reduktion erhalten:
32+y . 22y — 2y2 . 3y2-
Da nun eine Zahl nur in einer Weise in Primfaktoren zerlegt
werden kann, hat man

a
2

2+y=y" 24=4¢\

also beziehungsweise
—_— 2 . = 2.
y _{-— 15 ¥= {o
Da die zwei Gleichungen gleichzeitig gelten miissen, ist nur
y = 2 brauchbar. Also:
Vx=2, x=A4.
26. Fir welche Werte von a und b ist die Ungleichung
2+ 252 gutge
Losung: a® 4+ b® > 2ab
a* — ab > ab— bt
ala — b) > bla—b)
a>b.

Die Ungleichheit ist also immer gtiltig, wenn a > b.

27. Zu beweisen, daBl 240 in n* — 1 auigeht, wo n eine
Primzahl > 5 ist.

Lésung: 240 =3 -5-2%

—1=@4+1D)n+1) (n— 1)
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3 geht auf, weiln—1, n und n + 1 drei aufeinanderfolgende
Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe sind. In einer dieser Zahlen
muf 3 auifgehen, kann aber nicht in der Primzahl n aufgehen.
5 geht dem Fermatschen Satze') zulolge auf. 2* geht auf aus
folgenden Griinden: 2 gibt bei Division in n den Rest 1, also
gibt n* bei Division durch 2* den Rest 1*=1. Wenn aber
die Zahl 2* den Rest 1 gibt, geht sie in n* — 1 auf.

28. Welche Reste kann a®— a bei Division durch 12 geben?
(a ist eine positive, ganze Zahl.)

Lésung: ad—a=ala+1@—1)

ist durch 3 teilbar, weil die drei Faktoren drei aufeinander-
folgende Zahlen der Zahlenreihe sind. Bei Division durch 4
muf} a einen der Reste 0, 1, 2 oder 3 geben, a® also bzw.
0, 1, 8 oder 27, a®* — a also 0, 0, 6, 24; wird aber der Rest
24, so ist zu sagen, daf} die Division aufgeht. Die Antwort
ist dann: 0 oder 6.

29. Wenn zwei Zahlen a und b teilerfremd zueinander
sind, werden a4+ b und a - b auch teilerfremd sein. Be-
weise das!

L 6sung:Eine Zahl, die in ab aufgeht, darf nur in einem der
Faktoren aufgehen, z. B. in a. Dann kann sie nicht auch in
a + b aufgehen, weil sie dann in b aufgehen mufite (denn
eine Zah! wird nur dann in einer Summe aufgehen, wenn
alle Addenden dadurch teilbar sind); sie kann aber nicht in
b auigehen, weil a und b teilerfremd sind. Keine Zahl, die
in ab aufgeht, kann also in a + b aufgehen, d.h. a + b und
ab sind teilerfremd.

30. Beweise, da, wenn a und b positive Zahlen sind,
numerisch a + b grofler als a — b ist.

L osung: Wir bezeichnen den numerischen Wert einer Zahl
t durch | | und schlieBen dann folgendermafien:

1) Der Fermatsche Satz besagt, da a’~1 -1, wo a eine ganze
Zahl, p eine Primzahl ist, durch p ohne Rest teilbar ist, ausge-
nommen, wenn a durch p teilbar ist. (Vgl. Math.-phys. Bibl. 13. Bd.)
Man nennt den Satz auch manchmal den ,kleinen* Fermatschen
Satz zum Unterschied von dem in jiingster Zeit so berahmt gewor-
deren ,grofien Fermatschen Satz (vgl. Math.-phys. Bibl. 3. Bd.).



38 Schiilerfehler

la+b|=1]al+]|b]
lal+|b|>|al—]|b]|
lal—1b|=|a—0b]
Also |a+b|>]a—b],
was zu beweisen war.
31. Untersuche, ob man aus
ab> cd und ae> cf
die Ungleichheit bf > ed
herleiten kann. (Alle Buchstaben bezelchnen positive Zahlen.)
L ésung: DurchDivision erhaltman— >f’ woraus bf > ed.

Die Antwort muf also bejahend sein.

32. Finde das letzte Glied a,, und die Anzahl n der Glieder
einer geometrischen Reihe, in welcher das erste Glied gleich
a ist, der Quotient 2 und die Summe der Glieder b. Beispiele:

a)a=k=3,b=1092; b) a=k =23, b= 10000.

Losung: &) 1092 =272
a, = 729;
720 = 3.3 -1=2g",
n==~06.
__3—ay-3
b) 10000 =273
a, = 6667%;
66672 = 37,

log 667,67 _ 3,8240
= og3  — 041 — S0L

33. Das erste und das vierte Glied einer geometrischen
Reihe sind bzw. 2,1 und — 0,0168; wieviele Glieder der Reihe
sind mitzunehmen, damit die Summe 1,75056 werde?

Losung: 2,1 ¢*> = — 0,0168 gibt q=—0,2;

(=02 —
1,75056 = 2,1 - —Oﬁ




Reihen; ebene Geometrie 39

gibt demnichst (— 0,2)" = — 0,00032,

_ log 0,00032 _ 0,5052 —4

woraus log02 = 03010 —1— 5 (ungefahr).

d) Ebene Geometrie.

34. Konstruiere x =Vw’

wenn a und b gegebene Strecken bedeuten!
Loésung: Man setzt 2a® — 0¥ =3’

und konstruiert y® als Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks,
in welchem 2a die Hypotenuse und b die andere Kathete ist.

Dann ist -
2
o=y 2

. . >
Hier wird ’”g =2

gesetzt, und z wird als vierte Proportionale zu 3, y und V2
konstruiert. Endlich wird

x=Vyz

als mittlere Proportionale zwischen y und z konstruiert.

35. Zwei konzentrische Kreise sind gegeben; ihre Radien
sind a und b, wo a>b. Finde den Radius eines zu den ge-
gebenen konzentrischen Kreises, der den Kreisring zwischen
den gegebenen Kreisen in zwei andere Kreisringe teilt, der-
art, dafl der Flacheninhalt des duBleren doppelt so grof3 ist
als der des inneren.

Losung: Der gesuchte Radius sei x genannt; man erhalt
dann durch Benutzung des Satzes itber den Flicheninhalt

ahnlicher Figuren g: 32 = ‘f—‘,

woraus nach Reduktion
x*—2x(2a —b) + 2a* — b* =0,
x=2a—b+V4a® + b* — 4ab — 2a* + b,

x=2a—b4(a— b))2.
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36. Ein Dreieck ABC ist gegeben. Konstruiere eine Ge-
rade, welche AB und BC schneidet und welche gleiche Ab-
stinde von A und B hat, wihrend
der Abstand von B doppelt so grofl
als der Abstand von C ist. (Fig. 28.)

Lésung: AB sei im Punkte M
halbiert und BC sei in drei gleiche
Teile geteilt; sei endlich N der C am
nachsten gelegene Teilungspunkt. 4 c
Die Gerade durch M und N ist dann die gesuchte.

37. In dem Dreieck ABC sind die Seiten gegeben:
a=13cm, b= 0,5 cm,
c=12cm.

Die Winkelhalbierende des
Nebenwinkels von B schneidet
die Verlingerung von AC in D.
Finde AD! (Fig. 29.) 4 05 C x

Lésung: Einem bekannten Satze zufolge kann aufgestellt
werden:

x x+05 0,5

13- 12 T Zo1
woraus sich ergibt x + 0,5 = — 6.
Da keine Strecke negativ sein kann,
ist AD =6 cm. = 7

38. Die Gerade, die einen spitzen
Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks halbiert, teilt die ent-
gegengesetzte Kathete in zwei Strecken, die 4 und 5 cm lang
sind. Wie grofs sind die Seiten des Dreiecks? (Fig. 30.)

g 25

Losung: 5 = 6% =x?+ 81;
y“’=x2+ 81. | 2 x=81;
y="25; =100 14g,
x=12(cm); y=15(cm)

39. Durch den Mittelpunkt einer Kreissehne, deren zuge-
horiger Zentriwinkel 120° ist, ist eine andere Sehne gezogen;
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der eine Abschnitt derselben ist dreimal so grof} als der an-
dere. Was ist das fiir eine Sehne?

L&ésung: Es mufl ein Durchmesser sein, weil der Abstand
der Sehne von dem Zentrum dem halben Radius gleich ist,
so daB die zwei Abschnitte der gezogenen Sehne 4 r und
~§—'r werden (r = Radius des Kreises). Der letzte Abschnitt
ist also eben das Dreifache des ersten.

40. Zwei Kreise, die einander in P und Q schneiden, be-
rithren die Schenkel eines Winkels; die Berithrungspunkte
des einen sind durch A4 und A,, die des anderen durch B
und B, bezeichnet, so dafl A
und B auf demselben Winkel-
schenkel liegen. Beweise,
1. daf die Verlangerungen
der Geraden PQ durch die
Mittelpunkte von AB und
A, B, gehen, 2. dall AA,, BB,
und PQ einander parallel
sind! (Fig. 31.)

Losung: PQ schneide AB in C, A, B, in C,. Der Potenz-
satz gibt dann:

CA*’=CP-CQ=CH,
also ist C der Mittelpunkt von AB. In derselben Weise er-
halt man, dal C, der Mittelpunkt von A,B, ist. A4,, PO
und BB, sind einander parallel, weil sie gleiche Stiicke auf
den Geraden AB und A, B, abschneiden.

41. Konstruiere ein Dreieck aus den zwei Stiicken, in
welchen die Winkelhalbierende des einen Winkels die gegen-
tiberliegende Seite schneidet, nebst einem der dieser Seite
anliegenden Winkel! Es ist anzugeben, welche Bedingung er-
ftillt werden muf}, damit die
Aufgabe zwei verschiedene
Losungen erhalt. (Fig. 32.)

Losung: Auf den einen
SchenkeldesgegebenenWin-
4 b b Cr-b T kels (4) werden die gegebe-
nen Stticke a und b abgetragen. Die Spitze des dritten Drei-
eckswinkels wird dann der Schnitt des anderen Schenkels
des Winkels mit dem, Verhaltniskreise“, Wenn zwei L8sungen
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vorhanden sein sollen, mufl der Schenkel denKreis schneiden.
In dem Falle, wo sie einander berithren, erhalten wir zur
Bestimmung des Radius r des Verhaltniskreises:

a a-t2r ab
b = 27,‘:5 , WwWoraus r= (‘1-_—5;
+_ab
1 in A= r __ a=b _gl{_i
also sin T adr ab ~ a* a
a ——
a—b
Zwei Losungen fordern also
. b
sin A < -+
Bekanntlich ist sin 4 <1;

aus diesen zwei Ungleichheiten ergibt sich:
*Z*< 1 oder b < a.

Die gesuchte Bedingung ist also, dafl das grofite der ge-
gebenen Stiicke der Spitze des gegebenen Winkels zun4chst
liegen mufl.

42. In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten a
und b gegeben. Dem Dreieck ist ein Quadrat, dessen eine
Ecke in die Spitze des rechten Winkels
) fallt, eingeschrieben. Wie groB ist die

Seite des Quadrats? (Fig. 33.)

-2 Losung: Die Diagonalen eines
Quadrats halbieren die Winkel des-
selben; also hat man nach einem be-
kannten Satz tiber die Winkelhalbierende eines Dreieckswin-
kels (siehe die Bezeichnungen der Figur):

a_b_a+b__ a+d

a_>b a aya’+ b
m p m+p yapbrr UGS M= g
Weiter gibt das kleine rechtwinklige Dreieck links:

= T@ )
x’+(a—x)2—m2— (a+b)2 ’

Fig. 33.

wenn man diese Gleichung in gewohnlicher Weise behandel,

findet man fiir die gesuchte Quadratseite 2 Werte, namlich
ab at

atp und *=g13

X =
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43. Zwei Dreiecke haben beziehungsweise die Seiten g,
b, ¢ und ay, by, ¢;; ihre Umfange sind p und p,. Gegeben ist
a _p
a  p

Sind die zwei Dreiecke #hnlich?
Losung: Wenn die Dreiecke &hnlich sind, ist, wie bekannt,

a_b__c
a, b, ¢’ \
b . a b
aus dem, wasgegeben ist, nebsteinem

bekannten Satze aus der Proportio-
nenlehre ergibt sich also:

a_ b ¢ a+b+c _p. )

al _bl —cl _al+b1 +cl ——pl’
und wenn die Seiten zweier Dreiecke
proportional sind, dann sind die Drei- 4
ecke ahnlich.

44. In welchen Tangentenvierecken
stehen die Diagonalen aufeinander
senkrecht? (Fig. 34.)

Losung: Da das Viereck ein Tangentenviereck ist, hat
man (siehe die Bezeichnungen der Figur):

at+c=>b+4d.
Dem pythagoreischen Lehrsatze zufolge ist
a2+c‘“’=x2+y2+z‘“’+u2=b2+d2.
Aus diesen Gleichungen kann hergeleitet werden:

@ — b= — ¢

und a—b=d—c;
durch Division:

at+b=d+c;
also a=d
und b=c

o — = p? — o2
und a—d=b—c¢;
durch Division:

atd=b+c;
also a=2»5
und d=c.

Alle vier Seiten des Vierecks sind dann gleich, d. h. das V1er—

eck ist ein Rhombus.
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e) Trigonometrie, Stereometrie und analytische Geo-
metrie der Ebene.

45. Die Hohe vom Punkte A eines Tetraeders A — BCD
ist h, die drei von B ausgehenden Kanten verhalten sich wie
drei gegebene Zahlen p, ¢ und r, der Flichenwinkel zwischen
ABC und DBC ist o, SCABC=u und << DBC =v. Finde
den Rauminhalt des Tetraeders!

Losung: AB:BC:BD=p:q:r

4B _ p
BC.-BD ™ gqr
A

BC-BD= f,‘”

1 AB
V=§ -MBC BDsmv=—h qrsin v.

sma-sinu
V= h®qrsinv

6psinasinu

46. Eine Kugel vom Radius r ist durch eine Ebene so zu
schneiden, dafl die Oberflache des Abschnittes 7mal so grof§
ist als sein Grundkreis. Welche Hohe hat der Abschnitt?
Welche Werte kann n annehmen?

Losung: (1) 2rmh=np’n

(2 p?=h(2r — h)
2rh=nh@2r—h)
h= 2rn_—-—1

Um die Grenzen von n zu bestimmen, untersuche ich die
AuBersten Werte fiir h. Diese sind:

1.. hy =0 2. h, = 2r.
Es muf} also sein:
n—1 n—1
n—1=0 n—1=
n=1 0=1,

d. h. nkann kein echter Bruch sein.
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47. Ein Kreisabschnitt dreht sich um eine durch den Kreis-
mittelpunkt gehende Achse, die den Abschnitt nicht schneidet.
Das Verhiltnis zwischen dem Rauminhalte des durch eine
ganze Umdrehung des Abschnittes hervorgebrachten Rota-
tionskorpers und der ganzen Oberfliche des genannten Kor-

pers ist T]; des Radius des Kreises. Welchen Ausdruck erhalt

man zur Bestimmung der Grundzahl des entsprechenden Bo-
gens? Welche Werte konnen der Zahl n gegeben werden?

Losung: Der Radius sei r, die gesuchte Gradzahl 2 x, die
Sehne des Abschnittes &, ihr Abstand vom Kreismittelpunkt
p und ihre Projektion auf die Umdrehungsachse h. Man hat
dann bekannten Formeln zufolge:

1 2
'6—T[hk

1
2nrh+2mph - n T oder nkf = 12r(r + p).

Wird hier k=2rsinx und p=rcos x
eingefuhrt, so erhilt man:

n-4rsin® x = 12r*(1 + cos x)
oder nsin®x = 3(1 + cos x),
eine Gleichung, die sich so umschreiben 14Bt:

n- 4 sin’ 5 cos 7—3 2cos 2,

s V ~1/2n—3
woratu sm = 211 y COS - 2 27

und endlich sin x —Vﬂ'—:?

Da sin x reell sein muf3, hat man
6n— 9 =0, also ng%,
da sinx <1, muB 6n—9<n?

oder n—6n+920,
(n—3*%20,
n=3
sein. Die Antwort auf die letzte Frage der Aufgabe ist dann
n = 3.

M.-ph. Bibl, 52: Lietzmann-Trier, Wo steckt der Fehler? 3, Aufl. 4
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48. Wenn die krumme Oberfliche eines Rotationskegels
in eine Ebene abgewickelt wird, entsteht ein Kreisausschnitt,
dessen Bogen 237,77° ist. Berechne den Achsenwinkel des
Kegels!

Losung: Die Seitenlinie des Kegels sei s, der Radius der
Grundflache r und der halbe Achsenwinkel v; dann ist

7737:1' = 237,77°, woraus r = 37,85;

ferner ‘376’0‘ ms?=m - 37,85r, woraus s = 57,31;

. 37,85 0
endlich siny = 57,31 woraus v = 41,35°,

49, Auf einer Geraden liegen 3 Punkte 4, B, C in der an-
gegebenen Ordnung; finde durch analytisches Verfahren den
geometrischen Ort der Punkte, von welchen AB und BC
unter gleichen Winkeln gesehen werden!

Losung: Das Achsenkreuz wird so gelegt, dafl die Punkie
A, B, C und der bewegliche Punkt P die Koordinaten (0,0);
(a, 0); (b, 0) und (x, y) beziehungsweise erhalten. Aus dem
verlangten folgt dann:

L} | _3 8

x—a x x—a x—b

y* y? '
1-*-x(;x:-—a) 1+(x—a) (x —b)

Werden die Briiche auf gewohnliche Form gebracht und
wird die Gleichung reduziert, so kommt nach Kurzung durch
y heraus: X4y —2ax+a=0;
die Gleichung stellt einen Kreis dar.

50. Die Gleichung des Kreises ist abzuleiten.

Losung: Verbindet man (Fig. 35) einen Punkt des
Kreises, der die Koordinaten x und g hat, mit dem Ko-
ordinaténanfangspunkt, so ist, wenn r die Entfernung

des Punktes vom Koordinatenanfangs-
punkt ist, 2 ‘=12

Das gilt fiir jeden Punkt des Kreises.
51. Bilde die Gleichungen der Tan-
genten des Kreises

(x+1¥+@—3)°*=29

* Fig. 3. in den Punkten, deren Abszisse gleich 4
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ist! Bilde ferner die Gleichung zweiten Grades, die das Tan-
gentenpaar darstellt!

Losung: Wird x = 4 in die Gleichung des Kreises ein-
gesetzt, so ergibt sich y = 5 und = 1; die Tangente in (4,5)
hat dann die Gleichung

5(x + 1)+ 2(y —3) =202 oder 5x+ 2y = 842.
Die Tangente in (4,1) hat die Gleichung

5(x+1)—2(@y—3)=29% oder 5x— 2y = 830.
Die Gleichung des Tangentenpaares wird durch Multiplikation
der Gleichungen der einzelnen Tangenten erhalten; sie lautet
also: " (5x + 2y) (5x — 2y) = 842 - 830
oder 25x% — 4y* = 698860.

52. Die Seiten eines Dreiecks sind a, b, ¢. Es soll sin 4

mittels der gegebenen Grofien ausgedriickt werden.
Losung: Wie bekannt, gilt die Relation
e _ b _ ¢ |
smA~ sinB  sinC
In einer Proportion ist es gestattet, die Zwischenglieder um-
zutauschen; man erhilt dann:
La _b__sinB Iso sin 4 =25
sind~ ¢ sinCc dSOSImA=7
53. Die Formeln
s

A B C
r=stg§tg3tg?undR= B &
4 cos 7 cos 5 cos >
sind zu beweisen. Die Buchstabenbezeichnungen sind die
(in Danemark) ublichen.?)

Losung: Durch Division der ersten durch die zweite Glei-
chung ergibt sich
r . 4 . B, C
7= 4 sin % sin & sin 5
Die Relation wird auch erhaiten durch Division der be-
kannten Formeln

1) A4, B, C die Winkel des Dreiecks, s der halbe Umfang, r und
R die Radien des In- und Umkreises.
4*
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Also sind die zwei Formeln richtig.
54. Welcher Bedingung werden o, B und Y geniigen, wenn

tgo+tgB+tgrv=tga-tgf-tgy ist?
Losung: Die gegebene Gleichung 148t sich umformen in
tgp4tgy
tgo=— 1%@%%5=—tg(6 + 1)

in derselben Weise erhilt man
tgB=—tg(ax+ ) und tg v =— tg (a + B).

Durch Einsetzen der Ausdriicke fitr tg 8 und tg v in denjenigen
ftr tg a erhilt man:

_ et teEtD _
BT ge ety €@ TR
——tg@+7

(der obersten Gleichung zufolge) ; also:
2048+ r=pr+m—B—7, dh atB+r=73(p+1.

55. Es soll lim tg3x +1g5x
x»;—i tgx

gefunden werden.?)
Lésung: Wenn x =~1;7 ist, ist

tg3x=tgbx=1tg x,

also ist der gesuchte Grenzwert
2tgx

tgx

1) Die Aufgabe wurde solchen Schiilern gestellt, mit denen die
Ditferentialrechnung eingetbt war.

2.
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Praktische Mathematik. Von Dr. R. Neuendory, Prof. a. d. pniv. Kiel.
LTeil: Graph. Darsteliungen. Verkiirztes Rechnen. Das Rechnen m{tT:abell¢n,
Mech.Rechenhilfsmittel. Kanfm. Rechnen im tigl. Leben. Wahrscheinlichkeits-
rechnung. 3.Aufl. (ANuG 341.) {U.d. Pr. 1923.] 1L Teil. Geometr. 'Lexchne‘n:
Projektionslehre, Flachenmessung. Koérpermessung. Mit 133 Fig. [IVu.1028.]
8. 1918. (ANuG 526.) Kart. M. 1.30, geb. M. 1.60
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