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Vorwort. 

Die meisten der in der letzten Zeit erschienenen Einleitungen in 
die projektive Geometrie haben sich ganz der von v. STAUDT in seiner 
"Geometrie der Lage" eingefiihrten Behandlungsweise angeschlossen, 
und das ist auch bei den vorliegenden Vorlesungen der Fall. 

Ich lasse mich aufaxiomatische Fragen nicht ein und setze iibrigens 
die Kenntnis der elementaren reellen projektiven Geometrie in dem Um
fange und Geist voraus, wie sie in F. ENRIQUES' "Vorlesungen iiber 
projektive Geometrie"l behandelt ist. 

In der projektiven Geometrie ist der Begriff des Wurfes von aus
schlaggebender Bedeutung. Es scheint mir nahezuliegen, daB v. STAUDT 
schon durch dieses Wort hat andeuten wollen, daB es sich nur urn vier 
auf eine Gerade beliebig "hingeworfene" und in einer bestimmten Reihen
folge genommene Punkte handelt. Ein Wurf ist also zunachst eine 
Figur. 

Die Theorie der Wiirfe baut nun V. STAUDT auf die bekannte Be
stimmung eines harmonischen Wurfes durch ein vollstandiges Vierseit 
auf. Der sich hierauf stiitzende, im v. STAuDTschen Sinne durchzu
fiihrende Beweis des Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie 
erfordert Stetigkeitsbetrachtungen, deren Notwendigkeit v. STAUDT, wie 
alle anderen in jener Zeit, iibersehen hat. Diese Liicke ist spater aus
gefiillt worden; diesbeziiglich begniige ich mich mit einem Hinweis auf 
ENRIQUES. Es ist iiberhaupt fiir v. STAUDT charakteristisch, daB er 
Stetigkeitsbetrachtungen zu umgehen sucht. Ich bin ihm insofern ge
folgt, als ich fiir viele Grenzfalle, in denen der allgemeine Beweis versagt, 
aber durch Kontinuitatsbetrachtungen gerettet werden konnte, neue 
Beweise ge be. 

Weiterhin lernt man, daB man aus einem oder mehreren Wiirfen 
nach bestimmten Regeln neue ableiten kann. Durch diese "Wurf
rechnung" werden die Wiirfe zu Symbolen. 

Nach Einfiihrung der Messung von Strecken und Winkeln wird 
schlieBlich der Wurf zu einer Zahl, womit die Verbindung mit der friiher 
iiberall iiblichen Definition des Wurfes als Doppelverhaltnis hergestellt 
ist. Bei v. STAUDT geschieht dieser letzte Schritt nur fiir die euklidische 
Metrik; in der vorliegenden Darstellung schien es jedoch angemessen, 
auch die nichteuklidischen einzubeziehen. 

1 Deutsche Ausgabe von HERMANN FLEISCHER. 2. Aufl. Leipzig und Berlin 
1915· 



VI Vorwort. 

Wahrend die v. STAUDTsche Einleitung in die reelle projektive 
Geometrie allgemein durchgedrungen ist, gilt dies nicht von der Theorie 
der imaginaren Elemente, die er in seinen "Beitragen" entwickelt hat. 
Will man auch diese Elemente behandeln, so bildet die v. STAuDTsche 
Theorie die einfachste oder, richtiger gesagt, die auf der Hand liegende 
Methode. Hat man sich einmal entschlossen, eine elliptische, mit einer 
bestimmten Orientierung versehene Involution von reellen Punkten 
einer reellen Geraden als einen imaginaren Punkt aufzufassen, so folgen 
daraus unter Beibehaltung des Dualitatsprinzips in der Ebene und im 
Raume die Definitionen der iibrigen imaginaren Elemente mit logischer 
Notwendigkeit. In den Beweisen mache ich haufig Gebrauch von einer 
Umkehrung eines von v. STAUDT hervorgehobenen und nach ihm be
nannten Satzes (Kap. I, § 2, Satz XII). Diese Umkehrung findet sich 
nicht explizite bei v. STAUDT selbst. 

Urn die Projektivitat auch fiir imaginare Elemente einzufiihren, 
benutzt v. STAUDT die Definition: "Eine eindeutige Transformation 
zweier Elementargebilde ist projektiv, wenn entsprechende Wiirfe gleich
sinnig sind." Man muB also zunachst den "Sinn" eines durch vier 
imaginare Elemente eines Elementargebildes festgelegten Wurfes defi
nieren. Ich habe hier eine von der v. STAuDTschen etwas verschiedene 
Definition des Sinnes benutzt, und diese Abweichung hat der vorliegen
den Darstellung ihr Geprage gegeben. Ich hoffe, daB die Darstellung 
hierdurch etwas iibersichtlicher geworden ist, oder wenigstens, daB sie 
sich dem Gedachtnis etwas leichter einpragt. 

Durch die v. STAuDTsche Methode werden die imaginaren Elemente 
im ganzen Raum auf einmal eingefiihrt. Wir werden aber beim weiteren 
Aufbau der Theorie raumliche imaginare Konfigurationen nicht be
handeln, sondem nur solche, die in einer festen Ebene liegen; diese 
Ebene kann aber sowohl imaginar als auch reell sein. 

Aus der Theorie der Projektivitaten kann man die schon oben 
erwahnte Rechnung mit Wiirfen ableiten. Es bietet keine Schwierigkeit, 
die Operationsdefinitionen aus den Rechenregeln zu entnehmen 1 ; ich 
habe mich aber der Kiirze wegen auch an dieser Stelle an v. STAUDT 
angeschlossen und den entgegengesetzten Weg vorgezogen. 

Durch die Wurfrechnung wird unter anderem nachgewiesen, daB 
die von v. STAUDT gegebene, auf den ersten Blick etwas verwickelte 
konstruktive Losung einer Gleichung dritten Grades mit der einfachsten 
algebraischen Losung aquivalent ist. 

Es war ein Hauptzweck dieses Buches, die v. STAuDTsche Imaginar
theorie zu entwickeln. Doch wiinsche ich auch eine Einleitung in die 
von dem italienischen Mathematiker ENRICO SEGRE und von mir gleich-

1 VgI. z. B. meine Habilitationsschrift: Bidrag til den imagin:;ere Linies og 
den imagin:;ere Plans Geometri (Kopenhagen 1885). 



Vorwort. VII 

zeitig entwickelte Theorie der Antiprojektivitaten oder Symmetralitaten 
zu geben. Die wenigen hierauf beziiglichen Arbeiten sind unten an
gegeben 1 ; ich will in dieser Hinsicht nur bemerken, daB E. SEGRE diese 
Theorie sehr weit gefiihrt hat, wahrend ich mich auf das elementare Gebiet 
beschrankt habe, und nur das letztere spielt in diesem Buche eine Rolle. 

Die Moglichkeit eindeutiger Transformationen, bei denen ent
sprechende Wiirfe entgegengesetzten Sinn haben, hatte schon v. STAUDT 
an mehreren Stellen angedeutet, er lehnte aber ihre Einbeziehung in 
die projektive Geometrie ab, da fiir ihn die projektive Geometrie der 
klassischen Algebra vollstandig parallel laufen sollte. Es scheint mir 
aber auch schon in der reinen Algebra zweckmaBig zu sein, zu den vier 
bekannten Grundoperationen noch eine fiinfte hinzuzufiigen, namlich den 
Ubergang von x = a + i b zu x = a - i b, wo a und b reell sind. Hierdurch 
wird es ermoglicht, das Reelle yom Imaginaren formal zu trennen. 

Das oben Besprochene bildet den Inhalt der beiden ersten Haupt
abschnitte dieses Buches. Der dritte Hauptabschnitt geht auf die MaB
bestimmung von Strecken und Winkeln und damit auf die nicht
euklidischen Geometrien ein. DaB die CAYLEYSche MaBbestimmung 
mit den schon vorher entwickelten nichteuklidischen Geometrien im 
wesentlichsten identisch ist, hat FELIX KLEIN schon 1871 in zwei Ab
handlungen dargelegt 2. Als ein sich auf diesen Gesichtspunkt stiitzendes 
und vollstandig durchgefiihrtes Lehrbuch nenne ich: F. SCHILLING, 
Projektive und nichteuklidische Geometrie 1-II3. 

In der vorliegenden Darstellung zahle ich zuerst die wenigen Forde
rungen auf, die man den projektiven Voraussetzungen hinzufiigen muB, 
urn eine Metrik einfiihren zu konnen; daraus wird dann das absolute 
Polarsystem mit den zugehorigen Fundamentaltransformationen her
geleitet. Hierdurch wird es ermoglicht, die Messung von Strecken und 
Winkeln durch Zahlen durchzufiihren. Mit besonderer Umsicht wird die 
Streckenmessung in der euklidischen Geometrie behandelt. - Die 
Unterscheidung zwischen Kongruenz- und Symmetrietransformationen 
(in der hyperbolischen und euklidischen Geometrie) wird erst spater 
eingefiihrt. 

We iter folgen zwei Kapitel iiber die hyperbolische und die elliptische 
Geometrie mit besonderer Beriicksichtigung der elementaren Konstruk-

1 SEGRE, E., Un nuovo campo di ricerche geometriche [Torino Atti Bd. 25 
(1890) S. 276-301, 430-457 u. 592-612; Bd. 26 (1891) S. 35-71 - Rappre
sentazioni reall delle forme complesse [Math. Ann. Bd. 40 (1892) S. 413-467J. 
- JUEL, C., Bidrag til den imaginrere Linies og den imaginrere Plans Geometri 
[Hab. Schrift Kopenhagen 1885J - "Ober einige Grundgebilde der projektiven 
Geometrie [Acta Math. Bd. 14 (1890-1891) S. 1-30J. 

2 "Ober die sogenannte nichteuklidische Geometrie [Math. Ann. Bd. 4 (1871) 
S. 573-625; Bd. 6 (1873) S. 112-145J. 

3 Leipzig und Berlin 1931. 



VIII Vorwort. 

tionen und der Trigonometrie; bezuglich der letzteren ist die Behand
lung des rechtwinkligen Dreiecks hinreichend. Als SchluB des dritten 
Hauptabschnittes folgt ein Kapitel uber euklidische Geometrie, in das 
die Theorie der MOBIusschen Kreisverwandtschaften eingefiigt ist. Die 
hier gewahlte element are Darstellung dieser Theorie steht in Uberein
stimmung mit der des Urhebers und gibt unter anderem neue Kon
struktionen der Doppelpunkte. 

Den AbschluB des Buches sollte eigentlich eine Einfiihrung in die 
Theorie der algebraischen Kurven bilden. Ich sah aber bald, daB ich -
obgleich ich viel Material dafur hatte - nicht damit fertig werden 
wurde. Daher habe ich mich auf eine Theorie der Kurven dritter Ord
nung beschrankt und die wichtigsten projektiven Eigenschaften dieser 
Kurven in ihrer Beziehung zur Theorie der quadratischen Transfor
mationen innerhalb der gewahlten Grenzen in leidlicher Vollstandigkeit 
behandelt; jedoch ist die Theorie der Inflexionspunkte nur fur reelle 
Kurven - allgemeiner fur Kurven, bei denen die Existenz eines In
flexionspunktes im voraus gesichert ist - durchgefuhrt. 

Der Inhalt dieses Buches entstammt teils meiner Habilitationsschrift 
von 1885, teils zwei V orlesungsreihen, welche ich an der Wende dieses J ahr
hunderts an der Kopenhagener Universitat gehalten habe. Alles wurde 
aber einer volligen Neubearbeitung unterzogen. Hierbei wurde mir die 
beim allmahlichen Schwinden meiner Sehkraft unentbehrliche Hilfe 
von Privatdozent Dr. D. FOG geleistet, der selbst auf dem Gebiet der 
komplexen Geometrie mit Erfolg gearbeitet hat. Ohne sein verstandnis
voIles Eingehen auf meine Gedankengange und seine unermudliche 
Hilfsbereitschaft ware es mir nicht moglich gewesen, diese Arbeit zum 
AbschluB zu bringen. Es ist mir ein Bedurfnis. Herrn FOG an dieser 
Stelle meinen herzlichsten Dank fur seine jahrelange hingebungsvolle 
Mitarbeit auszusprechen. 

Fur sprachliche Durchsicht und Mithilfe bei der Korrektur bin ich 
Herrn Dr. J. F. PAL zu Dank verpflichtet. 

Ganz besonderen Dank schulde ich der Direktion des Carlsberg
Fonds fUr freigebige und vielseitige Unterstutzung, welche die Heraus
gabe dieses Buches ermoglicht hat; auch hat der Rask-.0rsted-Fond 
gutigst hierzu beigetragen; zugleich spreche ich der Verlagsbuchhand
lung fur die Ubernahme der Herausgabe und fiir die vorzugliche Aus
stattung des Buches meinen besten Dank aus. 

Kopenhagen, im Mai 1934. 
C. JUEL. 
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Erster Abschnitt. 

Einleitung in die Imaginartheorie. 
Projektivgeometrie im 

eindimensionalen komplexen Gebiet. 
I. Kapitel. 

Einleitung. 

§ 1. Voraussetzungen. Grundgebilde. 
Die Grundelemente der projektiven Geometrie sind Punkt, Gerade 

und Ebene; die zwei letzteren sind Gesamtheiten von Punkten. 
Es gelten die folgenden Voraussetzungen: 
1. Durch zwei Punkte geht eine und nur eine Gerade. 
2. Eine Gerade, die mit einer Ebene zwei Punkte gemein hat, liegt 

ganz in dieser Ebene. 
}. Eine Gerade, welche nicht in einer Ebene liegt, hat mit dieser 

einen Punkt gemein. 
4. Zwei Ebenen haben aIle Punkte einer Geraden miteinander gemein. 
5. Durch drei Punkte, welche nicht in einer Geraden liegen, geht 

eine und nur eine Ebene. 
Aus diesen Voraussetzungen folgt, daB drei Ebenen, welche nicht durch 

eine Gerade gehen, einen und nur einen Punkt miteinander gemein haben. 
Hierzu kommen noch Axiome der Anordnung. 
Die Punkte einer Geraden werden durch zwei ihrer Punkte, A und B, 

in zwei getrennte Mengen, "Strecken" oder "Segmente", geteilt, welche 
nur die zwei Punkte A und B miteinander gemein haben. 

Drei Punkte A, B, C einer Geraden bestimmen axiomatisch einen 
Sinn auf dieser, wodurch die Gerade orientiert wird. 

Sind A, B, C, D vier Punkte einer Geraden, so bestimmen AB C und ABD 
denselben oder den entgegengesetzten Sinn, je nachdem C und D derselben 
oder nicht derselben durch A und B bestimmten Strecke angehoren. 

Man kann sich auch des Ausdrucks bedienen, daB zwei veranderliche 
Punkte einer Geraden diese in demselben oder im entgegengesetzten 
Sinn durchlaufen. 

Auf die Satze, die man durch diese Begriffsbildungen gewinnt, kann 
man die DuaZztiitsgesetze anwenden. Durch diese werden Inzidenz und 
Koinzidenz unverandert iiberfiihrt, und man hat ferner: 

J uel, Projektive Geometrie. 



2 Einleitung in die Imaginartheorie. 

a) 1m Raume werden Punkt und Ebene in Ebene und Punkt ver
tauscht, wahrend Gerade in Gerade iibergeht. 

b) In der Ebene werden Punkt und Gerade vertauscht, und 
c) im Biindel werden Gerade und Ebene mit Ebene und Gerade 

vertauscht. 
Um nun die klassische Projektivgeometrie aufbauen zu k6nnen, ist 

noch ein gewisses Kontinuitatsaxiom einzufiihren l . 

Man ist jetzt imstande, den Hauptsatz der ganzen Theorie auf
zusteilen, indem man zuerst mittels eines vollstandigen Vierseits den 
Begriff "harmonische Punktpaare" einfiihrt. 

I. Fur zwei Gerade - welche insbesondere zusammenfallen k6nnen -
gibt es eine umkehrbar eindeutige Abhangigkeit ihrer Punkte, so daj3 har
monischen Punktpaaren der einen Geraden harmonische Punktpaare der 
anderen entsprechen. 

Die Abhangigkeit ist stetig und durch drei Paare von entsprechenden 
Punkten eindeutig bestimmt2• 

Eine solche Beziehung wird profektiv genannt. 
Die zwei Geraden heiBen Trager der Punktreihen. 
Sind (A, A'), (B, B'), (C, C'), (D, D') Paare von entsprechenden 

Punkten, so schreibt man 
AB CD A A'B'C'D'. 

Die von vier beliebigen Punkten A, B, C, D einer Geraden gebildete 
Konfiguration nennt v. STAUDT einen Wurt; solI ein Wurf (AIBI CIDI) 
mit einem gegebenen Wurf (A BC D) projektiv sein, dann ist nach 
Satz I die Lage des Punktes DI durch Angabe von AI, BI und CI 

eindeutig festgelegt. Sind (A, B) und (C, D) harmonische Punktpaare, 
heiBt der Wurf (ABCD) harmonisch. 

Die projektive Beziehung fiir andere Elementargebilde wird in ana
loger Weise erklart, insbesondere fiir Geradenbiischel in der Ebene und 
Ebenenbiischel im Raume. Die Trager sind hier das Zentrum des 
Geradenbiischels bzw. die Achse des Ebenenbiischels. 

Man sieht. daB die genannten Elementargebilde, wenn sie in bekann
ter Weise perspektivisch zueinander liegen, auch projektiv sind. Des 
weiteren findet man, daB zwei projektive Elementargebilde derselben 
Art perspektivisch liegen, wenn sie ein gemeinsames Element haben, 
das sich selbst entspricht. 

Sind (A, B) und (C, D) harmonische Punktpaare, so gilt, wie man 
durch Projektionen von zwei Gegenpunkten eines vollstandigen Vier
seits sieht (Fig. 1) 
(1) ABCDABACD. 

1 Siehe F. ENRIQUES: Vorlesungen uber projektive Geometrie. Deutsche Aus
gabe. II. Auflage 1915, § 18. 

S ENRIQUES: Kap. V. 
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Diese Figur zeigt auch, daB umgekehrt der projektive Zusammen
hang (1) mit sich fiihrt, daB (A,B) und (C,D)harmonischePunktpaare 
sind. 

Fiir vier willkiirliche Punkte A, B, C, D einer 
Geraden findet man (Fig.2) durch sukzessive 
Projektionen von H, A und F: 

ABCD A EFGD A HKGC A BADC, 
das heiBt: 

(2) ABCDABADC. 
A o 

Fig. I. 

Zwei Wiirfe, die durch gleichzeitige Vertauschung der beiden ersten 
und der beiden letzten Elemente aus einander hervorgehen, sind also 
projektiv. 

Wir benutzen im folgenden meistens eine in 
einer festen Ebene liegende Gerade als Trager. 

Raben zwei projektive Punktreihen (M) 
und (M') denselben Trager, so bilden sie eine 
Projektivitiit (M, M'), deren Element ein Paar 

H 

von entsprechenden Punkten (in bestimmter -f"---I<---!=--=-::o'

Folge) ist. Die Beziehung (M', M) heiBt die zu
gehOrige "inverse" Projektivitat. 1st eine Pro

Fig. 2. 

jektivitat mit ihrer inversen identisch, so nennt man sie eine Involution. 
Eine Projektivitat hat entweder zwei Doppelelemente (d. h. Ele

mente, deren Punkte zusammenfallen) oder ein einziges Doppelelement 
oder keines. In den drei Fallen nennt man die ProjEktivitat hyperbolisch, 
parabolisch bzw. elliptisch. Von einer para- p 

bolischen Projektivitat sagt man auch, 
daB sie zwei zusammenfallende Doppel
elemente hat. 

1st auf einer Geraden eine Projektivitat 
durch die Elemente (A, A'), (B, B') undein u 
Doppelelement E gegeben, so kann man 
leicht das andere Doppelelement F kon
struieren (Fig. 3). Auf einer durchE gehen

Fig. 3. 

den Geraden wahle man zwei Punkte P und Q als Zentren und projiziere 
aus P die eine Reihe AB ... und aus Q die andere Reihe A' B' . .. Die 
zwei Biischelliegen perspektivisch, und ihre Perspektivachse u schneidet 
den Trager in dem anderen Doppelelement F. 

Aus der Definition der ProjEktivitat folgt: 

EFABAEFA'B'. 

Geht die Perspektivachse u durch E, so ist dieser Punkt der einzige 
Doppelpunkt, und die Projektivitat ist parabolisch. In diesem FaIle 
schreiben wir: EEAB A EEA' B'· , 

1* 
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diese Schreibweise soIl also ausdriicken, daB es eine parabolische Projek
tivitat gibt, in der E der einzige Doppelpunkt ist, und (A , A') und (B, B') 
zwei Paare von entsprechenden Punkten sind. 

Wir betrachten einen Augenblick eine solche parabolische Projek
tivitat % und nehmen an, daB ein Punkt A' durch diese und ihre in
verse %-1 in bzw. A" und A iibergeht. Die Betrachtung eines geeigneten 
vollstandigen Vierseits fiihrt sogleich zu dem folgenden Satz: 

II a. Hat eine parabolische Projektivitat % den Doppelpunkt E, und geht 
ein Punkt A' durch:lt und ihre inverse %-1 in A" bzw. A uber, dann sind 
E und A' durch A und A" harmonisch getrennt. 

Umgekehrt hat man: 
lIb. Es werde durch eine nichtinvolutorische Projektivitat % und ihre 

inverse ein Punkt A' in A" bzw. A ubergefuhrt. 1st dann der Punkt E, 
welcher von A' durch A und A" harmonisch getrennt ist, ein Doppelpunkt 
der Projektivitat %, so ist diese parabolisch. 

Denn nach Satz II a gibt es ja eine parabolische Projektivitat mit 
dem Doppelpunkt E, welche A in A I und A I in A" iiberfiihrt, und diese 
ist mit % identisch. 

Durchlauft in einer Projektivitat ein Punkt Meine Gerade in einem 
bestimmten Sinn, dann wird auch der entsprechende Punkt M' die 
Gerade in einem bestimmten Sinn durchlaufen1. Sind die beiden Sinne 
iibereinstimmend, so nennt man die Projektivitat gleichsinnig, sonst 
ungleichsinnig. Eine ungleichsinnige Projektivitat hat immer zwei 
Doppelelemente; ist sie gleichsinnig, kann sie entweder zwei oder keine 
Doppelelemente oder ein Doppelelement haben 2• 

Es gilt der Satz: 
Entspricht in einer Projektivitat einem Punkt A derselbe von A ver

schiedene Punkt B, ob er der einen oder der anderen Reihe zugezahlt wird, 
so gilt dasselbe fur alle anderen Punkte, und die Projektivitat ist eine In
volution. 

Denn aus (2) folgt: ABMM'7".BAM'M. 

Eine Involution ist durch zwei Paare von entsprechenden Punkten 
eindeutig bestimmt. Wenn die zwei Paare einander'trennen, hat die 
Involution keine Doppelelemente, ist also elliptisch. Wenn dagegen die 
zwei Paare einander nicht trennen, hat sie zwei Doppelelemente, ist 
also hyperbolisch3 ; in diesem Fall wird jedes Paar von entsprechenden 
Punkten durch die Doppelelemente harmonisch getrennt4. 

Ferner hat man: 
III. Eine hyperbolische Involution ist ungleichsinnig, eine elliptische 

Involution dagegen gleichsinnig3 • 

1 ENRIQUES: S. 74, Zusatz. 
3 ENRIQUES: S. 118. 

2 ENRIQUES: S.95. 
4 ENRIQUES: S. 119. 
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Bilden die Paare (M, M') eine elliptische Involution, dann bewegen 
sich also die Punkte M und M' auf dem Trager in derselben Richtung. 
Wahlt man eine bestimmte der beiden m6glichen Richtungen, so sagt man, 
daB die Involution orientiert sei. Eine elliptische Involution zu orientieren 
ist also damit gleichbedeutend, einen bestimmten Durchlaufungssinn auf 
dem Trager zu wahlen. 

Fur elliptische Involutionen innerhalb anderer Elementargebilde 
kann man in ganz analoger Weise eine Orientierung einfUhren. Der 
Begriff "orientierte elliptische Involution" ist fUr die ganze Theorie 
von gr6Bter Wichtigkeit. 

IV. Eine elliptische und eine hyperbolische Involution auf derselben 
Geraden haben immer ein Element (Punktpaar) miteinander gemein. 

Denn entsprechen einem beliebigen Punkt M in den beiden In
volutionen die Punkte M' und M~, so ist die Beziehung (M', M~) eine 
ungleichsinnige Projektivitat, so daB fUr zwei Lagen des Punktes M die 
Punkte M' und M~ zusammenfallen. 

Insbesondere folgt hieraus, daB man in einer elliptischen Involution, 
ausgehend von einem Element (A, A'), stets ein Element (B, B') finden 
kann, welches (A, A') harmonisch trennt oder, wie man auch sagen kann: 

V. Jede elliptische Involution hat eine von einem beliebigen Punkt A 
ausgehende harmonische Darstellung (A, B, A', B'). 

1st die Involution orientiert, so wollen wir immer die vier Punkte 
A, B, A', B' in der mit der Orientierung ubereinstimmenden Reihen
folge nennen. 

In Analogie zu Satz IV kann man zeigen, daB zwei elliptische 
Involutionen eben falls ein Element miteinander gemein haben 1. Fur 
zwei hyperbolische Involutionen ist dies dagegen nicht immer der Fall. 

Es sei gegeben: EFAB7':.EFA'B'. , 
man hat dann sofort: EFAB 7':. FEB'A', 
also: 

VI. Sind (A , A') und (B, B') zwei Paare von entsprechenden Punkten 
in einer hyperbolischen Pro/ektivitat, deren Doppelelemente E und F sind, 
dann sind (E, F), (A, B'), (A', B) Paare einer Involution. 

Die Umkehrung ist offenbar auch richtig. - Da in der genannten 
Involution A' und B entsprechende Punkte sind, k6nnen sie vertauscht 
werden. Dies gibt sofort: 

VI'. Aus EFAB 7':. EFA'B' folgt EFAA' 7':. EFBB'. 
Dieses laBt sich auch leicht aus Fig. 3 ablesen, denn durch zwei 

Projektionen erhalt man: 

EFAA' A ENPQ A EFBB'. 

Als Grenzfall des Satzes VI findet man: 

1 ENRIQUES: S.118-119. 
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VII. Sind (A , A') und (B, B') zwei Paare von entsprechenden Punkten 
in einer parabolischen Profektivitat mit dem einzigen Doppelelement E, 
dann sind (E, E), (A, B'), (A', B) Paare einer Involution. 

Denn sonst miiBte in der Involution (A, B'), (A', B) dem Punkte E 
ein anderer Punkt F entsprechen; hieraus konnte man nach der Um
kehrung des Satzes VI 

EFABAEFA'B' 

schlieBen, was ja unmoglich ist. 
Die Umkehrung von VII ergibt sich in ahnlicher Weise. - Ver

tauschen wir wie oben A' und B, so erhalten wir einen Grenzfall von 
Satz VI': 

VII'. Aus EEAB A EEA'B' folgt EEAA' A EEBB'. 
1st eine nichtinvolutorische, hyperbolische Projektivitat gegeben, so 

bilden die Punktpaare, welche die Doppelelemente harmonisch trennen, 
eine hyperbolische Involution, die offenbar in der projektiven Ver
bindung sich selbst entsprichtl. 

Es ist nun von Wichtigkeit, daB man in einer nichtinvolutorischen 
:projektivitat unabhiingig davon, ob sie hyperbolisch oder elliptisch 
ist, immer eine Involution finden kann, welche sich selbst entspricht. 
Man hat namIich: 

VIII. Es werde durch eine nichtinvolutorische, hyperbolische oder 
elliptische Profektivitat n und ihre inverse n-1 ein beliebiger Punkt M' 
in Mil bzw. M iibergefiikrt; ferner sei N' von M' durch M und Mil 
harmonisck getrennt; dann bilden die Paare (M', N') eine Involution, 
und diese geht durch die gegebene profektive Beziehung n in sick iiber2• 

Sie ist die einzige Involution mit dieser Eigenschaft. 
Urn diesen Satz zu beweisen, zeigen wir zuerst, daB es hochstens 

eine Involution gibt, welche durch die gegebene Projektivitat n in sich 
selbst iibergeht. 

Es sei n etwa elliptisch; wir sehen dann sofort, daB es keine hyper
bolische Involution von der erwahnten Eigenschaft gibt; denn ihre 
Doppelelemente miiBten durch Transformation mit n entweder sich 
selbst entsprechen oder vertauscht werden, und beides ist unmoglich 
(vgl. S.4). Es kann auch nicht zwei elliptische Involutionen mit der 
genannten Eigenschaft geben; denn die Punkte ihres gemeinsamen 
Elementes miiBten wie oben entweder sich selbst entsprechen oder 
vertauscht werden. 

In gleicher Weise kann man den anderen Fall, wo n hyperbolisch 
ist, behandeln. 

1 ENRIgUES: S.121-
2 D. h. jedes Paar (M', N') wird durch Transformation mit n wieder in ein 

Paar der Involution iiberfiihrt. 
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Es seien nun (Fig. 4) M, M', Mil und N' die in der Formulierung 
des obigen Satzes genannten Punkte. Dem Punkte N' mogen in n und 
ihrer inversen n-1 die Punkte Nil bzw. N entsprechen. Diese zwel 
Punkte k6nnen dann auch aus Mil bzw. 

M 1/' /oIU N N' NH 
M in derselben Weise abgeleitet werden -I1f---tI-lf---+--tI--If-
wie N' aus M'. Wir haben nun: Fig. 4. 

MM'NN' A M'M"N'N" A M"M' N"N'. 

Dies zeigt, daB es eine Projektivitat mit den Doppelelementen M' 
und N' gibt, in der sowohl (M, Mil) als auch (N, Nil) entsprechende 
Punkte sind. Da (M, Mil) und (M', N') harmonisch getrennt sind, ist 
diese Projektivitat eine Involution. Wir haben dann: 

M'N'MN" A M'N'M"N A N'M'NM". 

d. h. (M, N), (M', N') und (Mil, Nil) sind drei Punktpaare einer In
volution n*. 

Da n* sowohl durch die beiden ersten als auch durch die beiden letz
ten der drei Punktpaare eindeutig bestimmt ist, geht sie durch Trans
formation mit n in sich iiber. Wir haben aber schon gesehen, daB es 
nicht mehr als eine solche Involution gibt, und hieraus folgt der Satz. 

Die Involution n* ist elliptisch oder hyperbolisch, je nachdem die 
Projektivitat n elliptisch oder hyperbolisch ist. 

Eine projektive PunkUransformation der Ebene (Projektivitat, Kolli
neation) wird nach V. STAUDT definiert als eine umkehrbar eindeutige 
Transformation ihrer Punkte, wo den Punkten einer Geraden wieder 
Punkte einer Geraden entsprechen1• 

Eine solche Abhangigkeit ist stetig; femer ist sie durch vier Paare 
von entsprechenden Punkten bestimmt, wo jedoch nicht drei Punkte 
der einen oder der anderen Figur in einer Geraden liegen diirfen 2• Ent
sprechende Elementargebilde sind projektiv. 

Hat eine ebene Projektivitat drei in einer Geraden u liegende Doppel
elemente, dann ist jeder Punkt von u ein Doppelelement. Die Pro
jektivitat heiBt dann eine Homologie; in einer solchen gehen die Ver
bindungslinien entsprechender Punkte alle durch einen Punkt, das 
Homologiezentrum P, wahrend entsprechende Gerade sich auf der 
Homologieachse u schneiden3• 

Das Zentrum kann auch auf der Achse liegen. 
Sind (A. A') und (B, B') zwei Paare von entsprechenden Punkten 

einer Homologie, und schneiden die Geraden AA' und BB' die Achse 
in H und K, so gilt, sofem P nicht in u liegt 3 : 

PHAA'APKBB'. 

1 Vgl. ENRIQUES: § 43. 2 ENRIQUES: § 45. 3 ENRIQUES: § 47. 



8 Einleitung in die Imaginartheorie. 

1st eine ebene Projektivitat involutorisch, so muB sie eine Homologie 
sein, und die Punktpaare (P, H) und (A, A') sind harmonisch getrenntl. 

Eine Kollineation, die keine Homologie ist, hat hochstens drei 
Doppelpunkte. 

In der Ebene gibt es noch eine andere projektive Abhangigkeit, 
in der jedem Punkt der einen Figur in umkehrbar eindeutiger Weise 
eine Gerade der anderen entspricht und den Punkten einer Geraden die 
Strahlen eines Biischels entsprechen. Diese Abhangigkeit, Reziprozitiit, 
ist stetig, und sie ist durch vier Paare von entsprechenden Elementen 
bestimmt, wobei jedoch nicht drei der Punkte in einer Geraden liegen 
und nicht drei der Geraden durch einen Punkt gehen diirfen. 

Die Abhangigkeit kann involutorisch sein. Entspricht in diesem 
Fall einem Punkt A eine nicht durch A gehende Gerade a, und einem 
Punkt B von a eine nicht durch B gehende Gerade b, dann wird dem 
Punkt ab = C die Gerade AB = c entsprechen. Das Dreieck ABC 
heiBt ein Polardreieck der Reziprozitat. 

Man hat den Satz: 
Entspricht in einer Reziprozitat jedem Eckpunkt eines Dreiecks 

die Gegenseite des Dreiecks, dann ist die Reziprozitat involutorisch 2 • 

Eine involutorische Reziprozitat wird ein Polarsystem (oder eine 
Polaritiit) genannt; ein solches Polarsystem ist durch ein Polardreieck 
und ein Paar von entsprechenden Elementen eindeutig bestimmt. 

Wenn in einem gegebenen Polarsystem ein Punkt P' auf der einem 
Punkt P entsprechenden Geraden (Polare von P) liegt, sagt man, daB P 
und P' konjugiert sind. Ebenso werden zwei Gerade konjugiert genannt, 
wenn die eine durch den entsprechenden Punkt (Pol) der anderen geht. 

Auf einer festen Geraden p, die nicht durch ihren Pol. P geht, bilden 
die Paare konjugierter Punkte eine Involution 3. Liegt dagegen P auf p, 
so ist jeder Punkt der Geraden zu P konjugiert. Man spricht in diesem 
Fall bisweilen von einer singuliiren Involution. 

Ich werde hier noch einer ausgearteten Reziprozitat gedenken, die 
den urspriinglichen Bedingungen nicht geniigt, aber ofters mit den 
eigentlichen zusammen auftritt. 

Man geht in diesem Fall von zwei projektiven Biischeln mit den 
Zentren 0 und 01 aus und laBt einem Punkt M die Geraden m' und m{ 
entsprechen, welche in der Biischelprojektivitat den Strahlen m = OM 
bzw. m1 = 01M entsprechen. Auch diese Reziprozitat kann involuto
risch sein; 0 und 0 1 miissen dann zusammenfallen, und die Biischel
projektivitat muB entweder identisch oder involutorisch sein. 

1m Raume kann man in ganz analoger Weise eine Projektivitat 
(Kollineation) definieren, wo jedem Punkt umkehrbar eindeutig ein 
Punkt entspricht und Punkte einer Ebene in ebensolche iibergehen4 • 

1 ENRIQUES: § 48. 2 ENRIQUES: § 51. 3 ENRIQUES: § 52. 4 ENRIQUES: § 85. 
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Entsprechende Elementargebilde sind projektiv. 
Die Abhangigkeit ist stetig, und sie ist durch flinf Paare von ent

sprechenden Punkten bestimmt, wenn nicht vier Punkte der einen 
oder der anderen Figur in einer Ebene liegen 1• 

Wenn in einer raumlichen Projektivitat vier Punkte einer Ebene 
(die nicht auf einer Geraden liegen) sich selbst entsprechen, dann ent
spricht jeder Punkt der Ebene sich selbst, und die Projektivitat ist 
eine Homologie 2• Die Verbindungslinien entsprechender Punkte gehen 
dann durch einen festen Punkt, das Homologiezentrum, und ent
sprechende Gerade schneiden sich auf einer festen Ebene, der Homo
logieebene. Insbesondere kann das Zentrum in der Homologieebene 
liegen. 

Eine Homologie ist involutorisch, wenn entsprechende Punkte durch 
das Homologiezentrum und die Homologiee bene harmonisch getrennt sind. 

Auch im Raume kann man eine Reziprozitat herstellen, wo jedem 
Punkt der einen Figur in umkehrbar eindeutiger Weise eine Ebene der 
anderen entspricht und den Punkten einer Ebene die Ebenen eines Biin
dels entsprechen. Sie ist stetig und durch flinf Paare von entsprechen
den Elementen bestimmt, wenn nicht vier der Punkte in einer Ebene 
liegen und nicht vier der Ebenen durch einen Punkt gehen. 

Es gibt mehrere Typen von involutorischen Reziprozitaten im 
Raume; wir werden nur eine nennen: das raumliche Polarsystem. Man 
hat ganz analog zum Satze in der Ebene: 

Entsprechen den vier Eckpunkten eines Tetraeders die gegeniiber
liegenden Seitenflachen, dann ist die Reziprozitat involutorisch und 
wird ein Polarsystem genannt. 

Urn ein Polarsystem zu bestimmen, ist auBer einem Polartetraeder 
noch ein Elementenpaar notig. 

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Ausflihrungen iiber 
konvergente Punktfolgen. Es sel AB em bestimmtes Segment einer 
Geraden und 

eine unendliche Folge von Punkten des Segmentes. Es mage nun einen 
Punkt Q von folgender Beschaffenheit geben: Zu jedem den Punkt Q 
enthaltenden Segment (J gibt es eine ganze positive Zahl N, so daB 
flir aIle n > N der Punkt Pn in (J liegt. Wir sagen in diesem Fall, daB P n 

gegen Q konvergiert (Pn --+ Q), und daB Q Grenzpunkt der Folge (3) ist. 
Es magen nun insbesondere die Punkte (3) in natiirlicher Ordnung 

aufeinander folgen (die Folge sei monoton). Es gilt dann: 
IX. Eine monotone Folge (3) von Punkten des Segmentes AB hat 

immer einen Grenzpunkt. 

1 ENRIQUES: § 87. 2 ENRIQUES: § 88. 
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Urn dies zu beweisen, teilen wir die Punkte von AB in zwei Klassen: 
1. M gehore zur ersten Klasse, wenn das Segment MB einen Punkt 

von (3) - und demnach unendlich viele - enthaJ.t; 
2. N zur zweiten, wenn das Segment AN die ganze Folge enthaJ.t. 
Zufolge des Stetigkeitsaxioms1 wird hierdurch eindeutig ein Punkt Q 

bestimmt, und dieser ist offenbar der Grenzpunkt der Folge. 
Es sei nun eine hyperbolische, nichtinvolutorische Projektivitat ~ 

durch die Doppelpunkte (E, F) und ein Paar (P, PI) von entsprechenden 
Punkten vorgelegt. Durch mehrmalige Iteration von ~ geht aus P 
eine unendliche F olge 

(4) P, P, P", ... , p(n), ••• 

hervor. Man hat dann den Satz: 
X. Die durch Iteration von ~ erzeugte Punktfolge (4) konvergiert gegen 

den einen der Doppelpunkte (E, F). 
Zum Beweise betrachten wir zunachst den Fall, wo die Punktpaare 

(E, F) und (P, PI) einander nicht trennen. Es liegen dann alle Punkte 
von (4) in demselben Segment EF; die Projektivitat ~ ist gleichsinnig 
(S.4) und die Folge (4) monoton. Nach Satz IX hat sie also einen 
Grenzpunkt Q. Nun ist die durch Q erzeugte Trennung des Segmen
tes EF in zwei Klassen invariant gegeniiber ~, also auch der Punkt Q 
selbst. Es muS also Q mit E oder F zusammenfallen. 

Wenn die Paare (E, F) und (P, PI) einander trennen, betrachtet 
man die Projektivitat ~2. Aus P erhalt man dann durch Iteration 
die Folge 

(5) P, P', P(4), ... , p(2n), ' • " 

welche monoton ist und ganz innerhalb des einen der Segmente EF 
verlauft. Diese Folge konvergiert also gegen den einen der Doppel
punkte E oder F, etwa F. 

Wendet man auf (5) die Projektivitat ~ einmal an, ergibt sich die 
ebenfalls monotone Folge 

(6) P', P'", P(5), .'.,' p(2n+l), ... , 

welche ganz im anderen Segment EF verlauft und gegen denselben 
Punkt F wie (5) konvergiert. Also konvergiert die ganze Folge (4) 
auch gegen F, und der Beweis von X ist zu Ende gebracht. 

Benutzt man statt ~ die inverse Transformation ~-1, so konvergiert 
die Folge (4) natiirlich gegen den andere~ Doppelpunkt. 

Ferner hat man: 
XI. Die durch Iteration einer parabolischen Projektivitiit erzeugte 

Folge (4) konvergiert gegen den einzigen Doppelpunkt. 

1 ENRIQUE6: § 18, 
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Der Beweis verlauft ganz wie bei dem ersten unter X betrachte
ten Fall. 

In einer elliptischen Projektivitat kann eine Folge der Form (4) 
nicht gegen einen festen Punkt Q konvergieren; denn es laBt sich zeigen, 
daB ein so1cher Grenzpunkt Q ein Doppelpunkt der Transformation 
ware. 

§ 2. Die Kegelschnitte. 

Eine rein projektivgeometrische Theorie der Kegelschnitte ist von 
einer der zwei folgenden Definitionen ausgegangen, von we1chen die 
erste von STEINER und CHASLES, die zweite von v. STAUDT her
riihrt. 

Bei der ersteren definiert man einen Kegelschnitt als Ott der Schnitt
punkte entsprechender Geraden in zwei projektiven Biischeln allgemeiner 
Lage. Die zwei Geraden, we1che der Verbindungslinie der Biischelzentren 
entsprechen, je nachdem diese dem einen oder dem anderen Biischel zu
gezahlt wird, sind die Tangenten des Kegelschnittes in den genannten 
Punkten. 

Nach V. STAUDT definiert man den Kegelschnitt mittels einer Polari
tat als Ort derjenigen Punkte, die in ihren entsprechenden Geraden 
liegen; diese Geraden beriihren den Kegelschnitt. 

Geht man von der erstgenannten Definition aus, so ist der erste 
Hauptsatz der, daB als Biischelzentren zwei beliebige Punkte der 
Kurve gewahlt werden konnen. Dies beweisen wir wie folgt: 

A und Al seien die urspriinglichen Biischelzentren (Fig. 5), B und BI 
zwei andere feste Punkte des Kegelschnittes x. Wir wahlen zwei weitere 
Punkte M und N von x, wo zunachst N als 
fest, M als beweglich betrachtet wird. Wenn 
nun AM die Gerade BN in P und AIM die Ge
rade BIN in PI schneidet, dann sind die Rei
hen P und PI perspektivisch, und die Gera
den P P I gehen aIle durch einen festen Punkt 5, 
der als Schnittpunkt von ABI und AlB be
stimmt werden kann. 

Halten wir nun M fest, wahrend sich N auf x 
bewegt, so beschreiben die Punkte P und PI 

N 

Fig. 5. 

perspektive Reihen auf den Geraden AM und AIM, also sind die 
Biischel BN und BIN mit den Zentren B und BI projektiv. Da B und BI 
willkiirliche Punkte von x sind, ist der Satz bewiesen. 

Wir wollen nun von der ersten Definition ausgehend die Polaren
theorie der Kegelschnitte entwickeln. Wir zeigen: 

Wenn eine durch einen Punkt P gehende bewegliche Gerade den 
Kegelschnitt in zwei Punkten schneidet, dann wird der Punkt Q, der 
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von P durch diese Punkte harmonisch getrennt ist, eine Gerade p 
oder ein Segment einer Geraden - durchlaufen. 

Es werde namlich der Kegelschnitt x durch zwei projektive Buschel 
mit den Zentren A und Al erzeugt (Fig. 6); P sei ein Punkt, der 

nicht auf x liegt. Die Geraden AP und AlP 
schneiden x nochmals in B bzw. B l . 

Die bewegliche Gerade m durch P schneide 
ABI und AlB in C bzw. D. Die projek
tiven Buschel bestimmen auf m eine Pro
jektivitat, in welcher P dem Punkte Coder 
D entspricht, je nachdem er der einen oder 
der anderen Reihe zugerechnet wird. Q sei 

Fig. 6. der Punkt, der von P durch C und D har-
monisch getrennt ist; nach Satz VIII des § 1 

trennen P und Q dann auch die Schnittpunkte von m und x harmonisch. 
Wenn nun m sich urn P dreht, bewegt sich Q auf einer festen Ge
raden p durch den Schnittpunkt von ABI und AlB. 

P und p werden Pol und Polare in bezug auf den Kegelschnitt 
genannt. 

Aus dieser Betrachtung leitet man sofort die gewohnliche Konstruk
tion der Polaren ab, die auf Fig. 7 angegeben ist. Diese Figur zeigt 

auch: Wenn ein Punkt Q auf der Polaren p 
eines Punktes P liegt, dann geht die Polare 
von Q durch P. Die Punkte der Ebene und 
ihre Polaren entsprechen sich also in einem 
Polarsystem. 

Als Polare eines Punktes des Kegelschnittes 
ist die zugehorige Tangente zu betrachten. Die 
von einem Punkt P ausgehenden Tangenten be-

Fig. 7. ruhren die Kurve in ihren Schnittpunkten mit 
der Polaren p. 

Durchlauft Peine Tangente a, welche in A beruhrt, so dreht sich die 
Polare p um A, und die Reihe der Punkte P ist zu dem Buschel der Pola
ren p projektiv. Hiemach sieht man sogleich, daB eine bewegliche Tangente 
des Kegelschnittes zwei feste Tangenten in projektiven Reihen schneidet. 

Jeder Kegelschnitt x teiIt die Punkte der Ebene in zwei Gebiete, 
ein auBeres und ein inneres. Jede durch einen inneren Punkt gehende 
Gerade schneidet x in zwei Punkten; die zugehOrige Polare liegt ganz 
auBerhalb x. Durch einen auBeren Punkt gehen zwei Tangenten, und 
die Polare schneidet x 1. 

Mittels der Polarentheorie sieht man, daB die Kegelschnitte selbst
duale Gebilde sind. Aus der v. STAuDTSchen Definition folgt dieses 
unmittelbar. 

1 V gl. ENRIQUES: § 69. 
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Wenn die zur Definition benutzten Geradenbiischel perspektivisch 
liegen oder dasselbe Zentrum haben, artet der Kegelschnitt in zwei 
Gerade aus. Diese ausgearteten Kurven werden oft zu den Kegel
schnitten mitgerechnet ("Kurven zweiter Ordnung"). 

Einer ausgearteten Kurve zweiter Ordnung entspricht dual ein 
Gebilde, welches aus zwei Geradenbiischeln besteht. Erganzen wir 
auf diese Weise die Gesamtheit der nichtausgearteten Kegelschnitte, 
so erhalten wir die "Kurven zweiter Klasse". 

Die v. STAuDTsche Definition der Kegelschnitte umfaBt die aus-
gearteten Gebilde nicht. 

Wir nennen hier noch einige wichtige Satze: 
Aus Fig. 5 lesen wir sogleich den PAScALschen Satz ab: 
1. Wenn ein Sechseck einem Kegelschnitt einbeschrieben ist, dann 

schneiden sich die drei Paare von gegenuberliegenden Seiten in drei Punkten 
einer Geraden. 

Hieraus ergibt sich durch Dualitat der Satz von BRIANCHON: 
II. In einem Sechseck, das einem Kegelschnitt umbeschrieben ist, gehen 

die Verbindungslinien der gegenuberliegenden Eckpunkte durch einen 
Punkt. 

Es ist leicht zu sehen, wie diese Satze sich formulieren lassen, wenn 
einige der Punkte oder Tangenten zusammenfallen. Wir heben ins
besondere hervor (vgl. Fig. 8) : 

III. 1st ein Dreieck einem Kegelschnitt umbeschrieben, dann gehen die 
drei Verbindungsgeraden jedes Eckpunktes mit dem Beruhrungspunkte 
seiner Gegenseite durch einen Punkt. 

Weiterhin hat man den Satz von DESARGUEs: 

Fig. 8. Fig. 9. 

IV. 1st ein Kegelschnitt und ein ihm einbeschriebenes Viereck PQRS 
gegeben, und schneidet eine Gerade u, die nicht durch einen Eckpunkt 
des Vierecks geht, die Seiten PQ, QR, RS, SP in bzw. A, B, A', B' und 
den Kegelschnitt in M und M ' , dann sind (A, A'), (B, B ' ), (M, M') drei 
Punktpaare einer Involution. 

Projiziert man namlich (Fig. 9) die Punkte P, R, M, M' von Q 
und S auf u, so findet man: 

ABMM' A B' A' MM', 
oder ABMM' A A'B'M'M. 
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Insbesondere kann der Kegelschnitt das dritte Paar von Gegenseiten 
des Vierecks sein. In diesem Falle erhalt man: 

V. Die drei Paare von gegenuberliegenden Seiten eines vollstandigen 
V ierecks schneiden eine Gerade, die nicht durch einen Eckpunkt geht, 
in drei Punktpaaren einer Involution. 

Mittels dieses Satzes beweist man 
leicht den Satz von HESSE: 

VI. Wenn zwei Paare von gegenuber
liegenden Eckpunkten eines vollstandigen 
V ierseits konjugierte Punkte in bezug auf 
ein Polarsystem sind, gilt dasselbe fur das 
dritte Paar. 

Die zwei ersten Punktpaare seien 
Fig. 10. 

(A, AI) und (B, BIL das dritte (C, CI ) 

(C Schnittpunkt von AB und Al BI , CI Schnittpunkt von ABI und AlB). 
Die durch Al gehende Polare von A schneidet die durch BI gehende 
Polare von B im Pole P der Geraden p = AB (Fig. 10). Das voll
standige Viereck AIBICIP bestimmt auf p drei Punktpaare (A, A'). 
(B, B ' ), (C, C/) einer Involution. Da nun A und A' sowie B und B' 

konjugierte Punkte des Polarsystems sind, 
gilt dasselbe von C und C', das heiBt: C' P 
ist Polare von C, also sind auch C und C1 

konjugierte Punkte. 
VII. Die Eckpunkte zweier Polardreiecke eines. 

Polarsystems liegen auf einem Kegelschnitt. 
Die zwei Polardreiecke seien AB C und 

PQR (Fig. 11). Es mogen die Geraden AC. 
AB, PB, PC die Gerade p = QR in bzw. M, 

Fig.H. N, M ' , N' schneiden. Die Polare von Mist 
PB, also sind M und M' konjugierte Punkte ~ 

ebenso N und N '. Also sind (M, M /), (N, N ' ), (Q, R) drei Paare 
einer Involution. Hieraus ergibt sich: 

MNQR 7' M'N'RQ 7' N'M'QR, 
also: 

A(CBQR) 7' P(CBQR), 

d. h. die sechs Eckpunkte liegen auf einem Kegelschnitt. 
Aus diesem Satz erh1ilt man durch Dualitat: 
VIII. Die Seiten zweier Polardreiecke eines Polarsystems sind Tan

genten eines Kegelschnittes. 
Zwei Dreiecke mit der Eigenschaft, daB die Seiten des einen die 

Polaren der Eckpunkte des anderen in bezug auf ein Polarsystem sind, 
heiBen konjugierte Dreiecke. Ein Polardreieck ist also nach dieser De
finition mit sich selbst konjugiert. Es gilt hier der Satz: 
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IX. Die Verbindungsgeraden entsprechender Eckpunkte in zwei kon
jugierten Dreiecken gehen durch eznen Punkt. 

Es seien namlich (Fig. 12) ABC und A'B'C' die zwei konjugierten 
Dreiecke, so daB BC, CA und AB die Polaren von A', B' bzw. C' und 
also auch B'C', C'A' und A'B' die Polar en von A, B bzw. C sind. 
Es soIl dann bewiesen werden, daB AA', BB' und 
C C' durch denselben Punkt gehen. 

Es mogen die Geraden A C und A' C die Gerade B' C' 
in U bzw. U1 schneiden, ebenso die Geraden AB' 
und A'B' die Gerade BC in V bzw. VI' 
Die Polaren der vier Punkte B', C', U, U 1 

sind offenbar die Geraden AC, AB, AB' 
und A VI; schneidet man diese vier Geraden 
mit BC, so erhalt man: 

B'C'UU1 7': CBVV1 • 

Hieraus: B'·'-----~------~~ 

Fig. 12. 

v 

Diese Projektivitat ist aber eine Perspektivitat, und hieraus folgt 
der Satz. 

Die Erzeugung der Kegelschnitte mittels projektiver Buschel zeigt, daB 
man den Begriff "proj ektive Reihen" unmittelbar auf Reihen, deren Trager 
ein Kegelschnitt ist, uberfuhren kann. 8 

Es sei 

ABCM ... 7': A'B'C'M' ... 
Projiziert man die Reihe A'B'C'M' ... 
aus A und ABCM ... aus A', so erhalt 
man zwei perspektive Buschel, wo also 
entsprechende Gerade (wieAM' und A' M) 
sich auf einer Geraden schneiden. Diese 
Gerade bleibt dieselbe, wenn man (A,A') 
mit einem anderen Paar von entspre

Fig. 13. 

chenden Punkten vertauscht, was eine Folge des PAScALschen Satzes 
ist. Die Gerade nennt man die Projektivitiitsachse; sie geht durch 
die eventuellen Doppelelemente der Projektivitat. 

1st die Projektivitat eine Involution, dann schneiden sich nicht nur 
die Paare AM' und A'M, sondern auch die Paare AM und A'M' auf 
der Projektivitatsachse. Die Polarentheorie zeigt dann sogleich, daB 
die Linien AA', BB', CC', MM' ... durch einen festen Punkt gehen, 
namlich den Pol der Geraden u (Fig. 13). Diesen Punkt nennt man 
den Involutionspol und die Projektivitatsachse auch Involutionsachse. 

Man bemerkt insbesondere: Wenn zwei Punktpaare (A, A') und 
(B, B') sich auf einem Kegelschnitt harmonisch trennen, dann sind die 
Geraden AA' und BB' konjugierte Gerade. 
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Viele Satze uber Projektivitaten treten deutlicher hervor, wenn der 
Trager der Punktreihen ein Kegelschnitt ist. Wir nennen den folgen
den Satz: 

X. 1st (M, M') ein beliebiges Paar einer Involution, und sind A 
und B zwei beliebige, teste Punkte des Triigers, wiihrend Al und BI die 
Punkte sind, welche A bzw. B von (M, M') harmonisch trennen, dann 
sind die Reihen der Punkte Al und BI projektiv. 

Der Trager kann sowohl eine Gerade wie ein Kegelschnitt sein; bei 
dem folgenden Beweise nehmen wir das letztere an. 

Q sei der Pol der Involution von Punktpaaren (M, M') auf x (Fig. 14). 
Wenn die Gerade p = MM' sich um Q dreht, beschreibt ihr Pol P die 

A Polare q von Q; dann ist sowohl die Reihe 

Fig.H. 

der Punkte Al als auch die Reihe der 
Punkte BI zu der Reihe der Punkte P 
perspektiv. 

Wenn Al wie oben mittels des Elementes 
(M, M') der Involution bestimmt ist, sagen 
wir, daB· die Reihe der Punkte A I - sowie 
andere zu dieser projektive Reihen - aut 

die Reihe von Elementen (M, M') projektiv bezogen ist. Diese Ausdrucks
weise ist durch den soeben bewiesenen Satz X gerechtfertigt. 

Fig. 14 zeigt unmittelbar, daB die Reihe von Elementen (M, M') 
zu dem Buschel der Geraden MM' projektiv ist. 

Ais Beispiel nehmen wir drei Punkte A, B und C auf einem Kegel
schnitt x und die Punkte A', B' und C', wo A I von A durch B und C 
harmonisch getrennt ist, usw. Die Paare (A, A'), (B, B ' ), (C, C') geh6ren 
dann einer Involution an (s. Satz III), und man kann zu jedem Punkt P 
von x ein Paar (M, M') der Involution finden, so daB 

ABCP A (A, A') (B, B') (C, C/) (M, M'). 

Man nennt das Paar (M, M') die erste Polare von P in bezug auf 
die drei Punkte A, B und C. Ist PI (auf x) von P durch (M, M') har
monisch getrennt, so nennt man PI die zweite Polare von P in bezug 
auf A, B und C. 

Man kann durch eine - und nur eine - Kollineation zwei Kegel
schnitte x und x' so aufeinander beziehen, daB drei gegebenen Punk
ten A, B und C von x drei gegebene Punkte A', B' und C' von x' ent
sprechen. Ist namlich D der Pol von AB in bezug auf x und D' der 
Pol von A' B' in bezug auf x', dann ist die Kollineation durch die vier 
Paare (A, A'), (B, B ' ), (C, C'), (D, D') eindeutig bestimmt. 

Raben zwei Kegelschnitte x und x' zwei Tangenten miteinander 
gemein, welche sich in 0 schneiden, k6rinen sie als entsprechende ,Kurven 
in einer Romologie mit 0 als Zentrum aufgefaBt werden. 
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Sind namlich die Beriihrungspunkte der Tangenten A, A' bzw. 
B, B', und schneidet eine durch 0 gehende Gerade " in C (und einem 
weiteren Punkt), ,,' in C' und C~, so ist die Homologie entweder durch die 
Paare (A, A'), (B, B'), (C, C') oder durch die Paare (A, A'), (B, B'), 
(C, C~) bestimmt. 

Beriihren zwei Kegelschnitte einander in 0, so kannen sie als ent
sprechende Kurven in einer Homologie aufgefaBt werden, die 0 als 
Zentrum hat; drei Paare von entsprechenden Punkten erhaIt man, 
wenn man durch 0 drei beliebige feste Gerade zieht und diese mit den 
Kegelschnitten schneidet. 

Ein Kegelschnitt entspricht sich selbst in einer harmonischen Homo
logie mit einem Punkt Pals Zentrum und der Polaren von P in bezug 
auf den Kegelschnitt als Achse. 

Wir haben noch den v. STAuDTschen Satz zu nennen: 
Xla. 1st eine Involution von Punktpaaren (M, M') auf einem Kegel

schnitt " gegeben, und projiziert man diese aus einem beliebigen festen 
Punkt A von" auf die Involutionsachse p, dann erhiilt man auf p die 
Involution von konjugierten Punkten (N, N') in bezug auf ". 

Entspricht namlich dem Punkte A in der Involution auf " der 
Punkt A', so schneiden sich (Fig. is) infolge der Definition der Involu
tionsachse sowohl AM und A' M' als auch N 
AM' und A' M auf p. Die Figur zeigt dann 
sogleich, daB N und N' konjugierte Punkte 
in bezug auf " sind. 

Umgekehrt hat man: 
Xlb. Projiziert man von einem beliebigen 

festen Punkt eines Kegelschnittes die kon
jugierten Punkte N und N' einer Geraden p 
aUf den Kegelschnitt in M und M', dann 

A6?----..!.f--7ifl 

Fig. 15. 

bilden die Punktpaare (M, M') eine Involution mit pals Involutionsachse. 
Die im Satz Xla genannten zwei Involutionen sind gleichzeitig 

hyperbolisch oder gleichzeitig elliptisch. Wir wollen den letzten Fall 
etwas naher besprechen. 

1st die Involution (M, M') auf" orientiert, so erhaIt man durch Pro
jektion aus A eine bestimmte Orientierung fiir die Involution (N, N') 
auf p. Diese ist von der Wahl des Punktes A auf" unabhangig; es 
mage namlich ein beliebiger Punkt M von" aus A und Al auf p in 
N bzw. NI projiziert werden; da p den Kegelschnitt nicht schneidet, ist 
die Projektivitat (N, N I ) elliptisch, also gleichsinnig. 

Fiir den Satz XIb gilt das Analoge. 
Der Satz XIa hat noch eine andere Umkehrung, die fiir uns von 

Bedeutung ist: 
JueI, Projektive Geometne. 2 
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XII. Werden die Paare (M, M') einer aut einem Kegelschnitt " 
liegenden orientierten elliptischen Involution n aus zwei Punkten A und 
Al der Kurve aut eine Gerade p in dieselbe orientierte elliptische Involu
tion n* projiziert, dann ist p die Achse der Involution n, und n* ist 
die Involution von konjugierten Punkten au/ p. 

Den Beweis fiihren wir wie folgt (Fig. 16): 
Die Involution n wird aus A und Al durch zwei orientierte, ellip

tische Involutionen von Geraden projiziert; die von der Geraden 
A a = AAl ausgehenden harmoni-

Fig. 16. 

schen Darstellungen dieser Invo
lutionen seien (a, b, a', b') und 
(a, bl , a~, b~) (vgl. § 1, Satz V 
und die anschlieBende Bemer
kung). Die drei Schnittpunkte 
(bb l ), (a' a~), (b' b~) liegen auf einer 
Geraden p, und diese ist die ein
zige, auf welcher die zwei Invo

lutionen von Geraden dieselbe orientierte, elliptische Involution aus
schneiden. Eine Gerade mit dieser Eigenschaft ist aber nach Satz XIa 
die Involutionsachse der Involution (M, M'), und p ist also mit dieser 
Geraden identisch. Hiernach ist auch die letzte Behauptung in Satz XII 
offenbar richtig. 

§ 3. Die einfache Regelf18,che. 
Zwei projektive Ebenenbiischel, deren Achsen a1 und a2 sich nicht 

schneiden, erzeugen durch die Schnittlinien entsprechender Ebenen 
eine FHiche W, die wir eine eintache Regel/lache nennen. 

Die Schnittpunkte (M) des ersten Biischels mit der Achse a2 des 
zweiten bilden eine Reihe, welche zu der Reihe der Schnittpunkte (N) 
des zweiten Biischels mit der Achse a1 des ersten projektiv ist. Das 
Gebilde ist also im gew6hnlichen Sinne selbstdual, denn die Ver
bindungsgeraden MN sind mit den obengenannten Schnittlinien iden
tisch. 

Die Schnittlinien entsprechender Ebenen nennt man die Erzeuger 
der Flache. Jede Gerade, welche drei Erzeuger schneidet, wird von 
den Ebenen der zwei Biischel in identischen Punktreihen geschnitten 
und liegt also auf der Flache; sie wird als Leitlinie der Flache be
zeichnet. Die Achsen a1 und a2 sind Leitlinien der FUiche. Durch jeden 
Punkt der Flache geht sowohl ein Erzeuger als auch eine Leitlinie. 
Zwei Erzeuger und ebenso zwei Leitlinien haben keinen Punkt mit
einander gemein, aber jede Gerade des einen Systems schneidet jede 
Gerade des anderen; hieraus folgt, daB man statt der urspriinglichen 
zwei Achsen a l und a2 zwei beliebige feste Erzeuger - oder Leitlinien -
als Achsen erzeugender Biischel nehmen kann. 
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Eine einfache Regelflache ist durch drei einander nicht schneidende 
Gerade eindeutig bestimmt. 

Jede Ebene schneidet die Flache (/J in einem Kegelschnitt. Diese Kurve 
kann in zwei Gerade (einen Erzeuger fund eine Leitlinie g) ausarten; 
die Ebene heiBt dann eine Tangentenebene der Flache mit dem Schnitt
punkt (f g) als Beriihrungspunkt, und eine von lund g verschiedene Gerade, 
die in der Ebene liegt und durch den Beriihrungspunkt geht, hat keinen 
weiteren Punkt mit (/J gemein und heiBt eine Tangente der Flache. 

Mittels einer Dualitat im Raume wird ein Kegelschnitt in einen 
Kegel zweiten Grades verwandelt. Jeder Punkt des Raumes ist Scheitel 
eines solchen Kegels, der (/J umbeschrieben ist. Liegt der Punkt im 
besondern auf der Flache, so artet der Kegel in zwei Gerade (Ebenen
biischel) aus. 

Wenn eine Gerade P die Flache (/J in zwei Punkten schneidet, gehen 
durch p auch zwei Tangentenebenen der Flache. Hat p mit der Flache 
keine Punkte gemein, so k6nnen durch p keine Tangentenebenen gelegt 
werden. 

Schneidet eine durch einen Punkt P gehende Gerade die Flache (/J 

in A und B, und ist Q von P durch A und B harmonisch getrennt, dann 
ist der Ort von Q eine Ebene n, die Polarebene von P (als Pol). 

Man sieht dieses sogleich, wenn man Ebenen durch P legt und die 
Polaren von P in bezug auf die Schnittkurven mit (/J betrachtet. P 
und Q heiBen konjugierte Punkte in bezug auf die Flache. 

Die Polarebene geht durch die Beriihrungspunkte aller aus P gehen
den Tangenten (und Tangentenebenen) der Flache. 

Durchlauft Peine Gerade p, so wird sich die Polarebene n urn eine 
Gerade Pl drehen, welche die Pole der durch P gehenden Ebenen ent
halt; P und Pl nennt man konfugierte Gerade in bezug auf (/J. Wenn die 
eine von diesen die Flache schneidet, gilt dasselbe fUr die andere. 

Die Reihe der Erzeuger - und ebenso der Leitlinien - kann in 
projektive Verbindung mit den Punkten einer Elementarreihe gebracht 
werden, indem die Reihe der Geraden von einer Geraden des anderen 
Systems projiziert wird. 

1st eine Reihe iI, 12' Is, ... von Erzeugern zu einer Reihe gl' g2' gs'''' 
von Leitlinien projektiv, so ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Elemente ein Kegelschnitt, dessen Ebene durch diePunkte flgl' f2g2' fsgs 
bestimmt ist. 

Wir sagen, daB zwei Geradenpaare im Raume einander harmonisch 
trennen, wenn sie demselben System von Geraden einer einfachen Regel
flache angeh6ren und auf dieser Flache einander harmonisch trennen. 

Es sei nun (f, f') eine Involution von Erzeugern auf t/J; ferner sei n 
eine Ebene, welche t/J in einem Kegelschnitt " und die genannten Er-

2* 
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zeuger in Punktpaaren einer Involution (M, M') auf " schneidet; die 
zugehOrige Involutionsachse, die ja in n liegt, sei p. 

Es sei g eine beliebige, feste Leitlinie; ihr Schnittpunkt mit n sei Q. 
Nach § 2, Satz XIa wird die Involution (M, M') aus Q auf p als die 
Involution von konjugierten Punkten (N, N') in bezug auf (p projiziert. 
Legt man durch peine andere Ebene n1, welche (p in "1 und g in Ql 

schneidet, und projiziert man die Involution (N, N') aus Q1 auf "1> 
~o erhalt man nach § 2, Satz Xlb eine Involution (M1> M~), welche p 
als Involutionsachse hat. Diese Involution ist offenbar gerade diejenige 
Involution, welche auf "1 durch (I, I') bestimmt wird; denn die beiden 
Projektionen (aus Q und Q1) k6nnen mittels derselben Ebenen (gt, gl') 
hergestellt werden. Wenn also die Involution (I, I') gegeben ist, und eine 
Gerade p Involutionsachse fUr eine durch sie gehende Ebene ist, dann 
hat sie diese Eigenschaft fUr alle solche Ebenen. 

Wir k6nnen die obigen Resultate nun folgendermaBen formulieren: 
la. Wird eine Involution (I, I') von Erzeugern aus einer Leitlinie g 

aut eine Involutionsachse p proiiziert, dann erhalt man die Involution 
konJ'ugierter Punkte in bezug aut (P. 

lb. Wird die Involution koniugierter Punkte einer Geraden p aus 
emer Leitlinie g von (p proiiziert, dann erhiilt man eine Involution (I, I') 
von .Erzeugern, tur welche p Involutionsachse ist. 

Wenn die Involution (I, I') elliptisch ist, wird einer bestimmten 
Ori~ntierung der Involution (I, I') eine bestimmte Orientierung der auf p 
liegenden Involution entsprechen - und umgekehrt. 

In diesem Fall schneidet keine der Involutionsachsen die Flache. 
Ferner findet man aus § 2, Satz XII: 
II. Werden die Paare (t, I') einer orientierten, elliptischen Involution 

von Erzeugern aus zwei Leitlinien aut eine nicht aut (p liegende Gerade 
in dieselbe orientierte Involution (N, N') pro
iiziert, dann sind die Punkte (N, N') kon
fugierte Punkte in bezug aut (P, und p ist 
Involutionsachse der Involution (1,1'). 

Wir wollen nun zeigen, daB die Involu
tionsachse p auch durch die duale Eigen
schaft definiert werden kann. j Q \.) DaB peine Involutionsachse der Invo

_-=~_:;x~<"!'!::::::::"'_P. . lution (I, f') ist, bedeutet ja folgendes: Durch 
"L p lege man (Fig. 17) eine beliebige, feste 
(,;;..--------- Ebene n, welche (P in einem Kegelschnitt" 

Fig. 17. schneidet; zieht man nun von einem be
liebigen Punkt P der Geraden p die zwei Tangenten an ", dann geht 
durch die Beriihrungspunkte ein Elementpaar (f, f') der Involution. 

Soll aber peine Gerade mit der dualen Eigenschaft sein, dann 
wird dies folgendes bedeuten: Auf p wahle man einen beliebigen, festen 
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Punkt P; man umschreibe tP einen Kegel mit dem Scheitel P und 
bestimme die Schnittlinien desselben mit einer beliebigen, durch p 
gehenden Ebene 'It. Die Beriihrungsebenen durch diese Schnittlinien 
enthalten dann immer ein Paar (1,1'). 

Dies ist aber genau dieselbe Eigenschaft wie die urspriingliche. 
Wir k6nnen nun auch die dualen Siitze der Siitze I und II aus

sprechen: 
I'. 1st (M, M') diejenige Involution von Punkten, welche auf einer Leit

linie von tP durch die Erzeugerinvolution (I, I') ausgeschnitten wird, und 
wird (M, M') aus einer I nvolutionsachse p durch Ebenenpaare (£x, £x') 
projiziert, dann sind die Ebenen (£x, £x') konjugiert in bezug auf tP. 

II'. Schneiden die Paare (I, I') einer orientierten, elliptischen In
volution von Erzeugern auf zwei Leitlinien der Plache tP Punktinvolutionen 
aus, welche von einer nicht auf tP liegenden Geraden p durch dieselbe 
orientierte Ebeneninvolution (£x, £x') projiziert werden, dann sind die 
Ebenen (£x, £x') konjugiert in bezug auf tP, und P ist eine Involutions
achse der Involution (1,1'). 

Es sei wieder (I, I') eine elliptische Involution von Erzeugern auf tP. 
Dann gilt nach dem Obigen: 

III. In jeder Ebene, die nicht Tangentenebene der Flache tP ist, liegt 
eine und nur eine Involutionsachse. 

Durch Dualitiit erhiilt man sofort: 
IV. Durch jeden Punkt, der nicht auf tP liegt, geht eine und nur eine 

I nvolutionsachse. 
Die von Pol und Polarebene in bezug auf tP gebildete Polaritiit fiihrt 

jede Gerade von tP in sich iiber, wiihrend jede andere in die konjugierte 
iibergeht. Da der Begriff Involutionsachse, wie oben gezeigt, selbst
dual ist, hat man: 

V. Wenn eine Gerade P Involutionsachse ist, gilt dasselbe fur die 
konjugierte Gerade Pl. 

Eine einfache Regelfliiche kann durch eine Kollineation in jede andere 
iibergefiihrt werden. Man hat niimlich den Satzl: 

VI. Es gibt eine und nur eine Kollineatwn, welche die einfache Regel
flache f/J in eine andere tP' uberfuhrt, so dafJ drei Erzeugern fv f2' fa und 
drei Leitlinien gl' g2' ga der ersten drei beliebige Erzeuger fi, f~, f~ und 
drei beliebige Leitlinien gi, g~, ga der zweiten entsprechen. 

Die Kollineation kann dadurch bestimmt werden, daB den Punkten 
flgl' flg2' f2gV f2g2' faga bzw. die Punkte figi, fi~, f~gi, f~g;, fags zu
geordnet werden. 

Man sieht unmittelbar, daB dieselbe Beziehung zwischen den 
Geraden von tP und den Geraden von tP' auch durch eine Reziprozitiit 
hergestellt werden kann. 

1 Vgl. v. STAUDT: Beitrage zur Geometrie der Lage, S. 6. 
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§ 4. Die lineare Linienkongruenz. 
1st auf einer einfachen Regelflache tP eine Involution (I, f') von 

Erzeugern gegeben, so bilden die in § 3 eingefiihrten Involutionsachsen 
unter Hinzufiigung der Leitlinien von tP eine Gesamtheit von Geraden, 
die man eine lineare Kongruenz KI nennt. 

Auf jeder Kongruenzgeraden p wird mittels (I, f') eine Involution 
von Punkten festgelegt, indem man die Involution (I, f') aus einer be
liebigen Leitlinie der Flache tP auf p projiziert (§ 3, Satz Ia); gehOrt 
die Gerade p der Flache tP nicht an, so ist die genannte Involution 
die Involution von konjugierten Punkten in bezug auf tP. 

Je nachdem die Involution (I, f') - und daher alle auf den Kon
gruenzgeraden liegenden, durch die Kongruenz bestimmten Involutionen 
von Punkten - hyperbolisch oder elliptisch ist, wird auch die Kongruenz 
hyperbolisch oder elliptisch genannt. 1m ersten Fall, wo die Invo
lution (I, f') zwei Doppellinien hat, besteht die Kongruenz aus den 
Geraden, welche diese Doppellinien schneiden. Wir wollen uns hier 
ausschlieBlich an den zweiten Fall halten und haben sofort nach § 3, 
Satz III und IV: 

1. Von einer elliptischen Kongruenz liegt in ieder Ebene eine und nur 
eine Gerade, und durch ieden Punkt geht eine und nur eine Gerade. 

In einer elliptischen Kongruenz kann man der Involution (I, f') 
eine bestimmte Orientierung geben; gleichzeitig werden dann alle 
auf den Kongruenzgeraden liegenden Involutionen orientiert (vgl. die 
Bemerkung nach Satz Ib in § 3); wir sprechen in diesem Fall von einer 
orientierten, elliptischen Kongruenz. 

Man sagt, daB eine einfache Regelflache in einer linearen Kongruenz 
enthalten sei, wenn alle Geraden des einen Systems der Regelflache 
der Kongruenz angehoren. 

Es sei nun eine orientierte, elliptische Kongruenz KI durch die 
orientierte elliptische Involution (I, f') von Erzeugern einer einfachen 
Regelflache tP gegeben, und wir suchen andere so1che Regelflachen, 
we1che in KI enthalten sind. Es seien gl und g2 zwei Leitlinien auf tP, 
und a ein Kongruenzstrahl, der nicht auf fP liegt; die drei Geraden 
gl' g2' a bestimmen eindeutig eine einfache Regelflache tPl und konnen 
als Leitlinien auf dieser aufgefaBt werden. 

Die orientierte Involution (I, f') wird sowohl aus gl als auch aus g2 
auf a als die - mit derselben Orientierung versehene - Involution 
von konjugierten Punkten in bezug auf tP projiziert. Die zwei 
projizierenden Ebenenbiischel schneiden demnach auf tPl dieselbe 
orientierte Involution (11' I~) von 'Erzeugern aus; also wird auch 
eine beliebige Leitlinie auf tPl von den zwei Biischeln in derselben 
orientierten Involution geschnitten; folglich ist sie nach § 3, Satz II 
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eine Kongruenzgerade, d. h. die Flache (PI ist in der Kongruenz ent
halten l . 

Weiter findet man nach § 3, Satz II: 
Jede nicht auf (PI liegende Kongruenzgerade ist Achse fUr die In

volution (/1' f~) auf (Pl' Die auf einer (PI nicht angehOrenden Kon
gruenzgeraden bestimmte Involution besteht aus Punkten, welche in 
bezug auf (PI konjugiert sind. 

Man sieht also, daB die Kongruenz ebensogut durch (PI und (/v f~) 
wie durch (P und (/, f') bestimmt ist. 

Sind a, b, c drei beliebige Kongruenzgerade, so kann man von (P 

schrittweise iiber (PI = (gl' g2' a) und <1>2 = (g2' a, b) zu (P3 = (a, b, c) 
gelangen. Man hat dann den Satz: 

II. In einer orientierten, elliptischen Kongruenz KI gibt es unendlich 
viele Regelflachen, namlich jede, welche durch drei beliebige Kongruenz
gerade geht. Auf jeder solchen Flache wird durch die Kongruenz eine 
orientierte Involution von Erzeugern festgelegt, und die Kongruenz ist 
durch eine beliebige der Flachen und die zugehorige Involution eindeutig 
bestimmt. 

Die auf einer Kongruenzgeraden P liegende elliptische Involution be
steht aus Punktpaaren, welche in bezug auf alle in KI enthaltenen, nicht 
durch P gehenden Regelflachen konjugiert sind. 

Die Gerade p hat mit diesen Flachen keinen Punkt gemein. 
Aus dem Obigen folgt: 
III. Die Kongruenzgeraden, welche eine beliebige, der Kongruenz nicht 

angehOrige Gerade schneiden, bilden eine einfache Regelflache. 
Wir haben ferner: 
IV. Eine elliptische Kongruenz ist durch vier Strahlen gl' g2' g3' g4 

ohne gemeinsame Treffgerade eindeutig bestimmt. 
Die Geraden gl' g2' g3 bestimmen namlich eindeutig eine einfache 

Regelflache (P, auf welcher sie als Leitlinien aufgefaBt werden k6nnen. 
Durch g4' als Involutionsachse betrachtet, ist die elliptische Involution 
der Erzeuger auf (P und damit gleichzeitig die Kongruenz festgelegt. 

Die Orientierung kann natiirlich in zweifacher Weise gewahlt werden. 

Es sei nun <I> eine in einer orientierten, elliptischen Kongruenz KI 
liegende Regelflache, p und PI zwei Kongruenzgerade, welche in bezug 
auf (P konjugiert sind; man hat dann: 

V. Jede durch p und PI gehende, inKI enthaltene Regelflache sehneidet(P 
in einem Paar (g, g/) von Kongruenzgeraden, welehe von p und PI har
moniseh getrennt sind; die Paare (g, g/) bilden eine elliptische Involution 
mit p und PI als I nvolutionsaehsen. 

1 Wenn eine einfache Regelflache in einer KI enthalten ist, wollen wir im 
folgenden immer die auf ihr liegenden Kongruenzgeraden als Leitlinien, die 
anderen als Erzeuger auffassen. 
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Man kann dies in folgender Weise einsehen: Durch P lege man 
(Fig. 18) eine Ebene 1(;, welche die Flache lP in einem Kegelschnitt " 
und PI im Punkte PI schneidet; PI ist der Pol von P in bezug auf ,,; 
da P und " sich nicht schneiden, liegt PI innerhalb ". 

Es sei lPl eine beliebige durch P und PI gehende Regelflache, welche 
in KI enthalten ist; lPl wird von der Ebene 1(; in P und einer anderen 
durch PI gehenden Geraden 1 geschnitten; 1 schneidet" in zwei Punkten 

G und G'; die durch diese Punkte 
gehenden Kongruenzgeraden g und g' 
liegen sowohl auf lP als auch auf lPl . 

Da, wie oben bemerkt, PI der Pol 
von p. in bezug auf" ist, schneidet 1 
die Geradenpaare (P, PI) und (g, g') 
in harmonischen Punktpaaren; also 
trennen diese Geradenpaare einander 
harmonisch (§ 3). 

Fig. is. 

Betrachtet man verschiedene Fla
chen lPl' so gehen die Geraden GG' 
alle durch PI; die Punktpaare (G, G') 

bilden also eine elliptische Involution mit pals Achse; die entsprechende 
Involution (g, g') ist dann ebenfalls elliptisch und hat P und daher (§ 3, 
Satz V) auch PI als Involutionsachse. 

VI. Zwei Paare von Kongruenzgeraden (P, PI) und (q, ql), welche in 
bezug aut die Plache (/> koniugiert sind, liegen aut einer Regeltlache 
und trennen sich nicht aut dieser. 

Es sei namlich lPl = (P, PI> q); lPl schneidet dann nach Satz V lP in 
zwei Kongruenzgeraden g und g'; die durch (/> bestimmte Polaritat fiihrt 
die Geraden p, PI' g, g', q in bzw. PI' p, g, g', ql iiber, d. h. die Flache (/>1 

entspricht sich selbst und enthlilt also die Gerade q1' 
Die Paare (P, PI) und (q, ql) k6nnen einander auf lP1 nicht trennen, 

denn sie werden beide durch das Paar (g, g') harmonisch getrennt. 

Es sei wie oben lP eine in KI enthaltene Regelflache, und es seien 
(a, a') und (b, b') zwei auf dieser liegende Paare von Kongruenzgeraden. 
Man hat dann den Hilfssatz: 

VII. 1st (P, PI) ein Paar von Kongruenzgeraden, welche sowohl (a, a') 
als (b, b') harmonisch trennen, dann liegen entweder P und Pl beide aut lP, 
oder sie sind koniugierte Gerade in bezug aut diese Flache. 1m letzten Fall 
sind sie Involutionsachsen der durch die Paare (a, a') und (b, b') aut lP 
bestimmten Involution. 

Es sei namlich angenommen, daB P - also auch PI - nicht auf lP 
liegt. Eine beliebige durch P gehende Ebene 1(; mage (/> in dem 
Kegelschnitt " und die Geraden a, a', b, b', PI in bzw. A, A', B, B', PI 
schneiden (Fig. 19); 1(; schneidet die Regelflache (P, PI' a, a') in P und 
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einer weiteren Geraden l; auf l liegen die Punkte A, A', PI' und A 
und A' werden von PI und dem Schnittpunkt (lP) harmonisch ge
trennt. In analoger Weise liegen B, B', PI auf einer Geraden m, 
und B und B' werden von PI und dem Punkt (mp) harmonisch getrennt. 
Hieraus folgt, daB PI der Pol von P in bezug auf" ist; also sind P und PI 
konjugierte Gerade in bezug auf f/>, und P - also auch PI - ist eine 
Involutionsachse der durch (a, a' ) und (b, b') bestimmten Involution. 

Es seien wie oben (a, a') und 
(b, b') zwei Paare von Kon
gruenzgeraden, die auf f/> liegen. 
Fur diese zeigen wir nun den 
Hauptsatz: 

VIII. Es gibt im Raume ein 
und nur ein Paar (P, PI) von 
Kongruenzgeraden, welehe so
wahl (a, a') als (b, b') harmo
niseh trennen. 

Wir beginnen mit dem Fall, 
wo (a, a') und (b, b') einander 
auf f/> nicht trennen. In diesem 
FaIle haben die Doppelstrahlen 

FIg. 19. 

der durch die zwei Paare bestimmten hyperbolischen Involution (g, g') 
die genannte Eigenschaft. Ein weiteres Paar (P, PI) gibt es nicht; denn P 
und PI konnen keinesfalls auf f/J liegen, also muBten sie nach dem Hilfs
satz VII Involutionsachsen der genannten hyperbolischen Involution 
sein und daher f/J schneiden, was ja fUr Kongruenzgerade unmoglich ist. 

Wir gehen nun zu dem anderen Fall uber, wo die durch (a, a') und 
(b, b') bestimmte Involution (g, g') elliptisch ist. Hier konnen die ge
such ten Geraden nicht auf f/J liegen, und nach Hilfssatz VII kommt es 
darauf an, ein Paar von Geraden (P, PI) zu finden, welche in bezug 
auf f/J konjugiert sind und Involutionsachsen fUr zwei verschiedene 
Involutionen sind, namlich sowohl fUr (g, g') als fUr die Involution 
(f, f') von Erzeugern, welche durch KI auf f/J festgelegt ist. Sind 
(gI' g2' g~,~) und (h, 12' I~, I~) beliebige harmonische Darstellungen der 
genannten Involutionen, so liegen die vier Schnittpunkte (gIll)' (g2/2)' 
(tr Ii), (g~ I;) nach §) in einer Ebene n; diese schneidet die Flache f/J 
in einem Kegelschnitt, auf welchem die beiden Involutionen (g, g') 
und (f, f') dieselbe Involution ausschneiden. Die in n liegende Involu
tionsachse P sowie ihre konjugierte Gerade PI (§), Satz V) sind dann 
die gesuchten Achsen. 

Auch in diesem Fall gibt es nur ein einziges Paar solcher Achsen; 
denn waren (P, PI) und (q, qI) zwei Paare mit der betrachteten Eigen
schaft, so wiirden sie nach Hilfssatz VII paarweise konjugiert in bezug 
auf f/J sein und daher nach Satz VI auf einer Regelflache liegen und 
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auf dieser einander nicht trennen. Dann wiirde es aber, wie wir soeben 
gesehen haben, nur ein Paar von Kongruenzgeraden geben, welche so
wohl (P, PI) als auch (q, ql) hannonisch trennten, in Widerspruch dazu, 
daB sowohl (a, a') als (b, b') diese Eigenschaft haben. 

Hiermit ist Satz VIII bewiesen. Aus dem Beweise folgt sofort: 
IX. Das Paar (P, PI) von Kongruenzgeraden, welches zwei gegebene, 

auf q, liegende Paare (a, a') und (b, b') von Kongruenzgeraden harmonisch 
trennt, trennt auch iedes andere Paar der durch (a, a') und (b, b') be
stimmten Involution harmonisch. 

Hierzu fiigen wir noch das F olgende: 
Zu jeder elliptischen Involution (g, g') von Kongruenzgeraden auf q, 

kann man nach dem Obigen eindeutig ein Paar (P, PI) von Kongruenz
geraden finden, welche in bezug auf q, konjugiert sind und aile Paare 
(g, g') harmonisch trennen. Geht man umgekehrt von einem Paar 
(P, PI) von Kongruenzgeraden aus, welche in bezug auf q, konjugiert 
sind, so laBt sich nach Satz V eine entsprechende elliptische Involution 
(g, g') eindeutig bestimmen. 

Diese Beziehung zwischen den elliptischen Involutionen (g, g') und 
den Geradenpaaren (P, PI) soIl etwas naher besprochen werden. Es 
sei die Kongruenz KI und also die Involution (f, f') von Erzeugern 
auf q, ein fUr a11emal orientiert. 1st nun (g, g') eine orientierte elliptische 
Involution von Leitlinien auf q" so kann man die hannonischen Dar
ste11ungen (fl' 12, Ii, f~) und (gl' g2' gi, g~) der beiden Involutionen so 
wahlen, daB sie mit den Orientierungen iibereinstimmen. Die vier 
Punkte (flgl)' (f2g2)' (figi), (f~~) liegen (vgl. S.19) in einer Ebene n, 
welche die eine Gerade des Paares (P, PI)' etwa p, enthalt. Auf P 
bestimmen die orientierten Involutionen (f, f') und (g, g'), durch Pro
jektion von einer Leitlinie bzw. einem Erzeuger von q, aus, eine und 
dieselbe orientierte Involution. Kehrt man die Orientierung von (g, g') 
urn, so erhalt man statt peine andere Gerade, also Pl' Wir haben so
mit das folgende Resultat: 

X. 1st eine orientierte, elliptische Kongruenz KI durch die Plache q, 
und eine elliptische Involution ihrer Erzeuger gegeben, dann entspricht 
ieder Kongruenzgeraden p, welche nicht auf q, liegt, eindeutig eine orientierte 
elliptische Involution (g, g') von Kongruenzgeraden auf q, - und um
gekehrt. 

Die zu P gehorige orientierte Involution (g, g') erhalt man, wenn man 
die durch KI bestimmte, auf p liegende Involution aus einem Erzeuger 
der Flache q, auf diese projiziert. Zwei konjugierten Geraden (P, PI) 
entspricht dieselbe Involution (g, g'), jedoch mit verschiedenen Orientie
rungen. 

Eine elliptische Kongruenz geht durch jede Kollineation des Raumes 
in eine ebensolche fiber. Nach § 3, Satz V hat man ferner: 
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XI. Eine elliptische Kongruenz wird durch jede Reziprozitat in eine 
ebensolche transformiert. 

Denn eine ReziprozitiH kann in eine Polaritat in bezug auf eine in 
der Kongruenz enthaltene Regelflache und eine KoIlineation zerlegt 
werden. 

Hierbei werden Punktinvolutionen in Ebeneninvolutionen iiber
geflihrt - und umgekehrt. 

Wir ki:innen nun einen dualen Satz des Satzes X aufstellen, welcher 
mit ganz denselben Worten ausgesprochen werden kann; nur soIl man 
sich hier die Gerade pals Achse eines Ebenenbiischels denken, und die 
orientierte Involution (g, g') wird folgendermaBen festgelegt: 

Die Kongruenz KI bestimmt eine orientierte Involution der durch P 
gehenden Ebenen; hierdurch wird auf einem beliebigen Erzeuger f 
von <P eine orientierte Involution von Punkten festgelegt; die In
volution (g, g') besteht dann aus Paaren von Leitlinien, welche durch 
entsprechende Punkte von f gehen. 

Wir ki:innen nun zeigen: 

XII. Die durch eine Kongruenzgerade p - als Trager einer Punkt
reihe oder Achse eines Ebenenbiischeis - bestimmten zwei Involutionen 
(g, g') auf <P stimmen bts auf ihre Orientierungen iiberein. 

Durch eine Polaritat in bezug auf <P wird namlich die Punktreihe p 
in ein Ebenenbiischel mit der konjugierten Geraden PI als Achse 
transformiert, wahrend aIle Geraden auf <P festliegen. Die Punkt
reihe p und die Achse PI bestimmen also dieselbe orientierte Involution 
(g, g') auf <P. Die zwei Punktreihen p und PI bestimmen aber dieselbe 
Involution (g, g') mit verschiedenen Orientierungen, und hieraus folgt 
der Satz. 

II. Kapitel. 

Imaginare Elemente. 

§ 1. Die imaginaren Elemente in der Ebene und im Raume. 
In der ersten Periode der projektiven Geometrie muBte man zwar 

noch sagen, daB in einer Ebene ein Kegelschnitt und eine Gerade zwei 
(verschiedene oder zusammenfallende) Punkte oder keinen Punkt 
miteinander gemein haben, aber man hatte doch schon bemerkt, daB 
man in vielen Konstruktionen ein Paar von nichtexistierenden Schnitt
punkten durch eine elliptische Involution von Punktpaaren ersetzen 
konnte. Man zeigte z. B., daB ein Kegelschnitt statt aus flinf Punkten 
auch aus drei Punkten A , B und C und einer auf einer Geraden Iliegenden 
eIliptischen Involution von konjugierten Punkten konstruiert werden 
kann. Man kennt namlich sogleich die Polaren der Punkte (I, AB) 
und (I, AC) und damit den Pol L von I; mittels der Polarentheorie 
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kann man leicht zwei neue Punkte D und E desjenigen Kegelschnittes 
bestimmen, der den Bedingungen geniigt. 

Dergleichen Aufgaben waren viele gelost, so daB man sich des Aus
drucks bedienen konnte, daB zwei (im Sinne der analytischen Geometrie) 
imaginare Punkte durch eine elliptische Involution bestimmt sind. Urn 
aber die zwei imaginaren Punkte untereinander unterscheiden zu konnen, 
machte v. STAUDT die durchgreifende Bemerkung, daB eine elliptische 
Involution in zweifacher Weise orientiert werden und dadurch dem einen 
oder dem anderen imaginaren Punkt zugeordnet werden kann1• 

Damit ist alles zu dem entscheidenden Schritt vorbereitet, und 
man definiert: 

Ein imaginarer Punkt ist eine orientierte, elliptische Involution. 
Selbstverstandlich kann man ebensogut sagen, daB ein imaginarer 

Punkt durch eine orientierte, elliptische Involution bestimmt sei, aber 
damit meint man nichts anderes als das Obige. 

Die Gerade, auf welcher die Involution liegt, nennt man den Trager 
des imaginaren Punktes. 

Zwei imaginare Punkte, die durch dieselbe Involution mit ihren 
zwei Orientierungen bestimmt sind, werden konjugiert imaginare Punkte 
genannt. 

Wir beschranken uns zunachst auf eine reelle Ebene; das Dualitats
prinzip fUhrt notwendigerweise zur folgenden Definition: 

Eine in einer reellen Ebene liegende imaginare Gerade ist eine orientierte, 
elliptische Involution in einem Strahlenbiischel. 

Die so definierte Gerade wird eine imaginare Gerade erster Art genannt. 
Konjugiert imaginare Gerade erster Art werden analog zu konjugiert 
imaginaren Punkten definiert. 

Die Inzidenz von Punkten und Geraden wird durch die folgenden 
neuen Definitionen festgelegt: 

Ein imaginarer Punkt liegt auf einer imaginaren Geraden erster Art, 
wenn die zwei Involutionen, welche den Punkt und die Gerade be
stimmen, perspektivisch liegen und iibereinstimmende Orientierungen 
haben. 

Ferner: Ein imaginarer Punkt liegt auf seinem reellen Trager und -
dual - eine imaginare Gerade erster Art enthalt das Zentrum des 
reellen Geradenbiischels, durch welches die Gerade definiert ist. 

Aus Kap. I, § 1, Satz V ergibt sich unmittelbar: 
1. Ein imaginarer Punkt hat eine von einem beliebigen reellen Punkt 

des Tragers ausgehende harmonische Darstellung. 
Das Analoge gilt fiir eine imaginare Gerade erster Art. 
Es kommt nun darauf an, zu zeigen, daB die gewohnlichen Ver

kniipfungsgesetze fUr die Gesamtheit aller reellen und imaginaren 
Punkte einer reellen oder imaginaren Ebene ihre Richtigkeit behalten: 

1 Vgl. Kap. I, § 1, S.5. 
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II. Zwei Gerade haben immer einen und nur einen Punkt miteinander 
gemein. 

III. Zwei Punkte kOnnen immer durch eine und nur eine Gerade 
verbunden werden. 

Da die zwei Aussagen dual sind, konnen wir uns auf die erste be
schranken. 

Wenn die eine Gerade reell ist, ist der Satz offenbar richtig; es seien 
nun beide Gerade imaginar. Raben die zwei Geraden (I und II) den
selben reellen Punkt, ist dieser der einzige gemeinsame Punkt. 1m 
anderen FaIle seien lund 11 durch die harmonischen Darstellungen 
(a, b, a', b') und (a, b1 , a~, b~) gegeben, wo a die Verbindungslinie der 
reellen Punkte von lund II ist. Die drei Schnittpunkte (b b1), (a' ail und 
(b' bi) liegen dann auf einer Geraden (der Perspektivachse); diese ist 
der Trager des gesuchten Punktes, und man hat sofort eine harmonische 
Darstellung desselben. 

1m Raume fiihrt das Dualitatsprinzip zur folgenden Definition: 
Eine imaginare Ebene ist eine orientierte, elliptische Involution 1n 

einem Ebenenbiischel. 
Man kann auch den Ausdruck benutzen, daB die imaginare Ebene 

durch die Involution bestimmt (oder dargestellt) sei. 
Rierzu kommt noch die folgende Definition: In einer imaginaren 

Ebene liegen erst ens alle - reellen und imaginaren - Punkte der reellen 
Achse des zugehorigen Ebenenbiischels, zweitens aIle imaginaren Punkte, 
deren bestimmende Involutionen mit der Ebeneninvolution perspektiv 
sind und mit dieser iibereinstimmende Orientierungen haben. 

Eine imaginare Gerade im Raume wird nun allgemein als Ort der 
Punkte definiert, welche in zwei Ebenen 71: und 71:1 liegen. 

Die Ebenen diirfen natiirlich nicht beide reell sein; wenn die eine 
reell ist, dann hat man die schon vorher betrachtete Gerade erster Art. 
Eine solche erhalt man auch, wenn die reellen Achsen der zwei imaginaren 
Ebenen einander schneiden; wenn namlich die zwei Achsen in einer 
reellen Ebene (X liegen, und wenn ((X, fJ, (X', fJ') und ((X, fJ1' (Xi, fJi) 
harmonische Dar~tellungen von 71: und 71:1 sind, so liegen aIle Punkte der 
Schnittlinie (71:71:1) in der durch die Geraden (fJfJ1) , ((X'(Xi), (fJ'fJi) be
stimmten reellen Ebene. 

Wenn aber die reellen Achsen a und a1 sich nicht schneiden, so haben 
71: und 71:1 keinen reellen Punkt gemein, und man erhalt eine neue Art 
von imaginaren Geraden, welche man imaginare Gerade zweiter Art 
nennt. 

Jedem Punkt einer solchen Geraden zweiter Art entspricht ein be
stimmter Trager; wir wollen das System von Tragern mit ihren zu
gehorigen Involutionen naher betrachten und zeigen zunachst: 

Durch einen beliebigen reellen Punkt P des Raumes geht ein und nur 
ein Trager. 
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Liegt P auf einer der reellen Achsen a und al , so ist derTrager eben 
diese Achse. Es liege nun P auBerhalb der Achsen; sind (!X, p, !X', P') 
und (!Xl' PI' !Xi, Pi) harmonische Darstellungen von 'JT, und 'JT,1' so daB !X 
und IXl beide durch P gehen, dann ist der gesuchte Trager die durch P 
gehende Transversale c der Geraden (PPI) und (!X' !Xi), welche auch die 
dritte Gerade (P' Pi) schneiden muB. 

Die Geraden a, al , c sind Lei tlinien einer einfachen Regelflache if>. 
Die durch a und a l gehenden Paare von involutorischen Ebenen schnei
den c in Punktpaaren derselben orientierten Involution und bestimmen 
also auf if> eine orientierte Involution (f, f') von Erzeugern; sie schneiden 
demnach auch jede andere Leitlinie von if> in derselben orientierten 
Involution, d. h. aIle Leitlinien von if> gehoren der betrachteten Ge
samtheit von Tragern an. 

Es sei nun p ein nicht auf if> liegender Trager; die Tragereigenschaft 
bedeutet ja, daB die Erzeugerinvolution (f, f') aus den zwei Leit
geraden a und a l in dieselbe orientierte Involution auf p projiziert 
wird; dann ist aber nach Satz II des Kap. I, § 3 die Gerade peine 
Involutionsachse fUr die Involution (f, f'). Man hat also: 

Die Gesamtheit von Tragern bildet eine elliptische, lineare Kongruenz. 
Zufolge dessen, was in Kap. I, § 4 von der Orientierung einer ellipti

schen Kongruenz gesagt wurde, kann man das obige Resultat folgender
maBen prazisieren: 

IV. Eine imaginare Gerade zweiter Art ist eine orientierte, elliptische, 
lineare Kongruenz - oder sie wird durch eine solche Kongruenz dargestellt. 

Kehrt man die Orientierung der Involution (f, f') - und daher auch 
aller Tragerinvolutionen - urn, dann erhalt man eine neue Gerade, 
welche die konjugiert imaginare Gerade der ersten genannt wird. 

Anstatt die Gerade 1 durch die zwei urspriinglichen Ebeneninvolu
tionen zu bestimmen, kann man nach Satz II des Kap. I, § 4 auch zwei 
andere verwenden, deren reelle Achsen zwei beliebige Strahlen der 
Kongruenz sein konnen. Der Trager jedes Punktes von list also die 
reelle Achse einer durch 1 gehenden imaginaren Ebene. Umgekehrt 
findet man nach Kap. I, § 3, Satz II', daB die reelle Achse jeder durch 
die Gerade 1 gehenden imaginaren Ebene auch Trager eines Punktes 
von list. Also: 

V. Die Trager der Punkte einer imaginaren Geraden zweiter Art sind 
mit den reellen Achsen der Ebenen, welche durch die Gerade gehen, identisch. 

Urn nun die Giiltigkeit der Verkniipfungsgesetze fUr imaginare 
Elemente zu beweisen, zeigen wir zuerst: 

VI. Eine Ebene 'JT, und eine nicht in ihr liegende Gerade 1 haben immer 
einen und nur einen Punkt miteinander gemein. 

Man sieht dieses sofort, wenn entweder 'JT, oder 1 reell ist; es seien 
nun beide imaginar. Wenn 1 imaginar erster Art ist, wird ihre reelle 
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Ebene von der imaginaren Ebene n entweder in der reellen Achse oder 
in einer von 1 verschiedenen imaginaren Geraden erster Art geschnitten; 
in beiden Fallen folgt der Satz aus Satz II. 

Es sei nun die Gerade I imaginar zweiter Art. Durch einen reellen 
Punkt der Ebene n lege man den Trager p eines Punktes von I; P ist 
nach Satz V zugleich reelle Achse einer durch I gehenden und von n 
verschiedenen Ebene :7l'1; n und n1 haben eine Gerade m erster Art mit
einander gemein, weil ihre reellen Achsen in derselben reellen Ebene 
liegen (vgl. S.29). Der in der durch m gehenden, reellen Ebene Iiegende 
Punkt von list der gesuchte. 

Man hat nun in allen Fallen: 
VII. Drei Ebenen, welche nicht durch dieselbe Gerade gehen, haben 

immer einen und nur einen Punkt miteinander gemein. 
Zwei der Ebenen schneiden namlich einander in einer Geraden, und 

diese Gerade schneidet die dritte Ebene in dem gesuchten Punkt. 

Wie schon im Kap. I, § 4 (S.26-27) bemerkt, geht eine lineare 
Kongruenz durch eine KolIineation sowie auch durch eine Reziprozitat 
in eine line are Kongruenz liber. 

Eine imaginare Gerade zweiter Art geht also durch eine reelle 
Kollineation sowie durch eine reelle Reziprozitat in eine imaginare 
Gerade zweiter Art liber. 1m letzten Fall gehen die Punkte der ersten 
Geraden in die durch die Bildgerade gehenden Ebenen liber. 

Das Analoge gilt offenbar flir eine imaginare Gerade erster Art. 
Aus VI folgen dann unmittelbar die Satze: 
VIII. Durch zwei Punkte geht eine und nur eine Gerade. 
IX. Eine Gerade und ein nicht in ihr liegender Punkt bestimmen ein

deutig eine Ebene. 
X. Drei Punkte, welche nicht in einer Geraden liegen, bestimmen eben

falls eindeutig eine Ebene. 

§ 2. Die einfache Kette. 
Unter den Punkten einer reellen Geraden spielt die Gesamtheit der 

reellen Punkte eine besondere Rolle; diese bildet eine spezielle sog. 
Kette. Die analoge Gesamtheit in einer imaginaren Geraden m zweiter 
Art wird man am natlirlichsten in folgender Weise erhalten: 

Es sei peine beliebige reelle Gerade, die nicht Trager eines Punktes 
von mist, und I eine andere reelle Gerade, die p nicht schneidet. Mittels 
des reellen Ebenenblischels mit der Achse p projizieren wir die reellen 
Punkte von I auf die Gerade m; wir erhalten dadurch alle solche Punkte 
von m, deren Trager die Gerade p schneiden und also (Kap. I, § 4, 
Satz III) eine einfache Regelflache bilden. 

Aus diesem Grund definieren wir: 
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Eine einfache Kette von Punkten in einer imaginaren Geraden zweiter 
Art besteht aus den Punkten, deren Trager Leitlinien einer einfachen 
Regelflache sind. 

Die Kette ist also durch drei ihrer Punkte bestimmt. - Wird die 
Kette k genannt, so bezeichnen wir die zugeh6rige Regelflache mit (k). 

AIle anderen einfachen Ketten, auf reellen Geraden sowie auf imagi
naren Geraden erster Art, werden wir - wie bald gezeigt werden soll
aus den eben genannten durch Projektion gewinnen. Wir werden uns 
aber fUrs erste mit einer imaginaren Geraden zweiter Art beschaftigen. 

Aus unseren Definitionen folgt, daB man jeden imaginaren Punkt 
einer reellen Geraden l durch eine orientierte, elliptische Involution 
von Punktpaaren von l festlegen kann. Man hat nun in Ubereinstim
mung hiermit den Satz: 

1. 1st auf einer imaginaren Geraden m zweiter Art eine Kette k gegeben, 
dann bestimmt jeder Punkt von m (aufJerhalb k) eindeutig eine orientierte, 
elliptische Involution der Punkte l von k - und umgekehrt. 

Dieser Satz ist nur eine andere Formulierung des Satzes X in Kap. I, 
§ 4. - Man sieht unmittelbar, daB die genannte Abhangigkeit zwischen 
Punkten von m und orientierten Involutionen auf k gegeniiber reellen 
Kollineationen des Raumes invariant ist. 

In analoger Weise k6nnen wir die Satze VIII-IX in Kap. I, § 4 
auch in folgender Form aussprechen: 

II. 1st eine imaginare Gerade zweiter Art vorgelegt, und sind (A, A') 
und (B, B') zwei derselben Kette angehOrige Paare von Punkten, dann 
gibt es immer ein und nur ein Paar von Punkten, welche sowohl (A, A') 
wie (B, B') harmonisch trennen; diese Punkte trennen auch jedes andere 
Paar der durck (A, A') und (B, B') auf der genannten Kette bestimmten 
Involution harmonisch. 

Es seien nun A, B, C, D vier Punkte einer imaginaren Geraden 
zweiter Art, die nicht derselben Kette angeh6ren; wir k6nnen jetzt 
den Sinn - oder, wie wir sagen werden - den Raumsinn des Wurfes 
(ABCD) definieren. 

Die Trager a, b, c der drei ersten Punkte sind Leitlinien einer ein
fachen Regelflache (k); wie aus Satz I hervorgeht, bestimmt der vierte 
Punkt D auf (k) eine orientierte, elliptische Involution von Tragern 
(g, g'l. Wir sagen nun, daB der Raumsinn des Wurfs (ABCD) positiv 
ist, wenn die Orientierung der Involution (g, g/) mit dem durch a, b, c 
in dieser Folge auf (k) bestimmten Sinn iibereinstimmt; im entgegen
gesetzten Fall wird der Raumsinn negativ genannt. Zwei Wiirfe haben 
denselben Raumsinn, wenn sie beide positiv oder beide negativ sind. 

Sind P und PI .durch Involutionen auf (k), die bis auf ihre 
Orientierung iibereinstimmen, bestimmt, und sind A, B, C drei 

1 D. h. der entsprechenden Trager. 
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beliebige Punkte der genannten Kette, dann haben die zwei Wiirfe 
(ABCP) und (ABCP1) entgegengesetzten Raumsinn. 

Sind A, B, C, D vier Punkte einer imaginaren Geraden zweiter Art, 
A*,B*, C*,D* die vier konjugiert imaginaren Punkte (auf der kon
jugiert imaginaren Geraden), dann haben die Wiirfe (ABCD) und 
(A * B* C* D*) entgegengesetzten Raumsinn. 

Wenn vier Punkte A, B, C, D derselben Kette angehoren, sagt man, 
daB der Wurf (ABCD) neutral sei. 

AuBerdem sei bemerkt: Wenn eine reelle Kollineation eine imagi
nare Gerade zweiter Art in eine andere iiberfiihrt, so andert sich der 
Raumsinn eines Wurfes nicht, und Kette geht in Kette iiber; ins
besondere gehen harmonische Punktpaare wieder in harmonische Punkt
paare iiber. 

Wir werden nun die beiden Begriffe "Kette" und "Raumsinn" 
durch Projektion auf reelle sowie auf imaginaTe Gerade erster Art 
iiberfiihren. Wir zeigen zuerst: 

III. Werden die Punkte zweier imaginaren Geraden II und l2 zweiter 
Art mittels Ebenen, welche durch eine teste - reelle oder imaginare -
Gerade s gehen, perspektivisch aufeinander bezogen, dann wird Kette in 
Kette ubergefuhrt, und entsprechende Wurfe haben denselben Raumsinn. 

Wir sehen unmittelbar, daB diese Projektion von II auf l2 immer 
durch zwei andere Projektionen ersetzt werden kann, indem man eine 
Gerade m zwischen II und 12 einschaltet und dann zuerst von 11 auf m, 
danach von m auf 12 projiziert. Diese Gerade m kann im besonderen so 
gewahlt werden, daB sie sowohll1 wie l2 schneidet. Man sieht dadurch, 
daB es beim Beweise des obigen Satzes zulassig ist, anzunehmen, daB 
II und 12 einander schneiden und also in einer imaginaren Ebene 7C 
liegen. 

Diese Ebene werde von s in einem Punkt P mit dem Trager p ge
schnitten; falls P reell ist, bedeute peine beliebige durch P gehende 
reelle Gerade; die Abbildung von II auf 12 kann dann auch mittels 
Ebenen geschehen, welche durch p gehen. 

Die Trager von Punkten auf l1' welche p schneiden, bilden die Leit
linien einer einfachen Regelflache (k1), und die Gerade 11 kann betrachtet 
werden als durch (kl) und eine auf dieser liegende orientierte Erzeuger
involution mit fier von p ausgehenden harmonischen Darstellung 
(P, a1' bv c1) gegeben. Analog sei 12 durch die Regelflache (k2) mit der 
auf ihr liegenden orientierten Erzeugerinvolution (P, a2 , b2 , c2) be
stimmt. 

Durch p lege man drei reelle Ebenen, welche (kl) in gl' g2' gs und 
(k2) in gi, i2, g; schneiden, und bestimme (Kap. I, § 3, Satz VI) die 
reelle Kollineation des Raumes, welche p, av bi in bzw. p, a2 , b2 und 
gl' g2' gs in bzw. gi, g~, g~ iiberfiihrt. 

J ueJ, Projektive Geometrie. 3 
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Diese Kollineation transformiert die Flache (k1) in die Flache (k2) 
und die auf (k1) liegende Erzeugerinvolution in die auf (k2) liegende 
Erzeugerinvolution, d. h. die Gerade 11 wird in die Gerade l2 iiberfiihrt. 

Da drei reelle Ebenen durch p sich selbst entsprechen, gilt dasselbe 
von allen anderen reellen Ebenen durch p und daher auch von jeder 
imaginaren Ebene durch p; denn jede solche ist ja durch eine Involution 
von reellen Ebenen mit pals reeller Achse bestimmt. 

Durch die obige reelle Kollineation entsprechen also die Punkte 
von II und 12 einander gerade wie in der Formulierung des Satzes III 
angegeben; hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit dieses Satzes. 

Es sei nun l eine reelle Gerade oder eine imaginare Gerade erster Art. 
Ein beweglicher Punkt M von I werde aus einem (reellen oder imagi
naren) Punkt PI auf eine imaginare Gerade 11 zweiter Art in einen 
Punkt M1 projiziert; PI' lund II miissen natiirlich in einer Ebene liegen. 
Ferner projiziere man den Punkt M aus einem anderen Punkt P2 auf 
eine andere imaginare Gerade zweiter Art 12 in den Punkt M 2' 

Wir projizieren nun (Fig. 20)1 die ganze Konfiguration aus einem 
Punkt 0 des Raumes auf eine imaginare Ebene n; 0 darf selbstver-

o sHindlich nicht in n oder 

Fig. 20. 

in einer der Ebenen (Ill) 
oder (U2) liegen. Ferner 
sei 0 so gewahlt, daB die 
Projektionen von I, II und 
l2 auf n imaginare Gerade 
zweiter Art sind. Werden 
M,M1 ,M2 , 1,11 ,12 , P1 ,P2 

in bzw. M ' , Mi, M~, I', l{, 
z: I;, P~, P; projiziert, so 

hat man infolge Satz III, 
daB zwei beliebige aufein
anderfolgende der Punkt

It mengen (M1), (Mi.), (M/) , 
(M~), (M2) so aufeinander 
bezogen sind, daB einer 
Kette wieder eine Kette 

entspricht, wahrend entsprechende Wiirfe denselben Raumsinn haben. 
Dies gilt also auch fUr die Abbildung (MIl M2)' 

Jetzt k6nnen Ketten auf reellen sowie auf imaginaren Geraden 
erster Art definiert werden, namlich als Projektionen von Ketten 

1 Die Figur ist gezeichnet, wie wenn aIle Elemente reell wilIen, obgleich man 
eben davori Gebrauch macht, daB sie imaginiII sind. Aber die Theorie der imagi
nilIen Elemente zeigt eben, daB man solche Schliisse projektiver Art auch durch 
reelle Figuren illustrieren kann. 
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einer imaginaren Geraden zweiter Art. Wir haben namlich soeben 
gezeigt: Wenn eine Menge von Punkten in einer reellen oder einer 
imaginaren Geraden erster Art von einer Geraden s aus auf eine einzige 
imaginare Gerade zweiter Art in eine Kette projiziert wird, dann muB 
dies auch der Fall sein bei jeder anderen solchen Projektion. 

In ganz analoger Weise wird der Begriff "Raumsinn" auf reelle 
sowie auf imaginare Gerade erster Art iiberfiihrt. 

Betrachten wir besonders eine imaginare Gerade erster Art. ]ede 
solche Gerade kann durch Projektion einer imaginaren GE<raden zweiter 
Art aus einem reellen Punkt hergestellt werden. Urn die Ketten auf 
imaginaren Geraden erster Art naher zu untersuchen, haben wir also 
nur eine imaginare Gerade zweiter Art 1 von einem reellen Punkt 0 
auf eine reelle Ebene ')7; zu projizieren. 

Zunachst sei k eine auf 1liegende Kette, deren entsprechende Trager
Hache (k) den Punkt 0 enthalt. Durch 0 geht ein Erzeuger sowie eine 
Leitlinie (Trager) P von (k), welche die Ebene ')7; in Q bzw. P schneiden 
mi:igen. Die auf (k) durch 1 gegebene orientierte Erzeugerinvolution 
(t, f') wird auf :'t als diejenige orientierte Involution im Geradenbiischel 
mit dem Zentrum P projiziert, welche die durch Projektion von 1 ent
standene imaginare Gerade 11 erster Art festlegt. Derjenige Punkt 
von k, dessen Trager P = OP ist, wird in den reellen Punkt P 
projiziert, alle anderen Punkte von k gehen in imaginare Punkte iiber, 
deren Trager durch Q gehen. 

Es mi:ige nun die Flache (k) den Punkt 0 nicht enthalten. Der durch 0 
gehende Trager p schneidet wie oben ')7; im reellen Punkt P der Geraden 11 . 

Der Kegel mit dem Scheitel 0, welcher der Flache (k) umbeschrieben 
ist, mi:ige die Ebene ')7; in dem Kegelschnitt u schneiden. Die Punkte 
von k werden dann aus 0 auf ')7; in Punkte projiziert, deren Trager 
Tangenten an u sind. 1st femer (M, M') die auf einer der Leit
linien von (k) liegende elliptische Involution, so ist nach Kap. 1, 
§ 3, Satz I' (PM, PM') die Involution von Ebenen, welche durch p 
gehen und in bezug auf (k) konjugiert sind. Diese Ebeneninvolution 
schneidet die Ebene ')7; in derjenigen Involution von Geraden durch P, 
welche die Projektion 11 von 1 bestimmt; die Geraden dieser Involution 
sind also in bezug auf u konjugiert. Damit ist gezeigt: 

IV. In einer imaginaren Geraden erster Art gibt es zwei Typen von 
Ketten: Enthiilt eine Kette den reellen Punkt P, so gehen die Trager aller 
anderen Punkte durch einen testen Punkt. Enthiilt die Kette den Punkt P 
nicht, dann sind die Trager Tangenten an einen Kege1schnitt u; die In
volution von Geraden durch P, we1che die imaginare Gerade testlegt, ist 
in diesem letzten Fall die Involution konfugierter Geraden in bezug aut u 1. 

1 Dies bedeutet nach dem dualen Satz zu Satz V in Kap. III, § 1, daB die ge
gebene imaginare Gerade - sowie auch die konjugiert imaginare - den Kegel
schnitt " beriihrt. 

3* 
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Eine Kette auf der Geraden 1 erster Art ist durch drei Punkte be
stimmt; denn der Kegelschnitt u ist durch drei Tangenten und die 1 
bestimmende Geradeninvolution festgelegt (vgl. den Anfang des § 1); 
dies ist selbstredend in Ubereinstimmung mit den Verhaltnissen auf 
einer Geraden zweiter Art (vgl. den Anfang dieses Paragraphen). 

Wir werden nun die Begriffe "Kette" und "Raumsinn" durch 
Dualitat auf Ebenenbiischel iiberfiihren. 

Wir beginnen mit einem Ebenenbiischel, dessen Achse eine imaginare 
Gerade zweiter Art 1 ist. Eine Kette von Ebenen wird dann dadurch 
definiert, daB die reellen Achsen Leitlinien einer einfachen Regelflache 
sind. Um den Raumsinn zu definieren, betrachten wir vier Ebenen 
(x, {3, y, CJ, welche durch 1 gehen und nicht derselben Kette angeh6ren; 
die entsprechenden reellen AchSen seien a, b, c, d. Indem man dais 
Achse eines reellen Ebenenbiischels betrachtet, so wird durchd nach Kap. I. 
§ 4 (S. 27) eine orientierte Involution (g, g/) von Kongruenzgeraden auf 
der Regelflache <P = (a, b, c) festgelegt, und je nachdem die Orientierung 
dieser Involution mit der durch a, b, c - in dieser Reihenfolge -
bestimmten Orientierung iibereinstimmt oder nicht, wird der Raum
sinn des Ebenenwurfes ((X{3yCJ) positiv oder negativ genannt. 

Wir haben dann sofort den zu Satz III dualen Satz: 
V. Wird eine Punktreihe durch zwei Ebenenbuschel projiziert, deren 

Achsen imaginiire Gerade zweiter Art sind, dann entspricht einer Kette 
von Ebenen des einen Busche1s eine Kette von Ebenen des anderen, und 
entsprechende Ebenenwurfe haben denselben Raumsinn. 

Nach diesem Satz kann man - genau wie oben - die Begriffe 
Kette und Raumsinn auf Ebenenbiischel iiberfiihren, deren Achsen 
imaginare Gerade erster Art oder reelle Gerade sind. 

Ferner hat man: 
VI. Wird ein Ebenenbusche1 von einer Geraden in einer Punktreihe 

geschnitten, dann entspricht einer Kette von Ebenen eine Kette von Punkten, 
und entsprechende Ebenen- und Punktwurfe haben dense1ben Raumsinn. 

N ach den obigen Satzen III und V k6nnen wir annehmen, daB das 
Biischel eine imaginare Gerade zweiter Art 1 zur Achse hat, und daB 
die Schnittgerade die zu 1 konjugiert imaginare Gerade 1* ist. Es sei 
nun k eine Kette von Ebenen durch 1; die reellen Achsen dieser Ebenen 
sind Trager der durch 1 gebildeten Kongruenz KI und liegen auf einer 
einfachen Regelflache (k). Die Schnittpunkte von 1* mit den Ebenen 
von k haben eben die genannten reellen Achsen als Trager; also bilden 
diese Punkte eine Kette. 

Ferner seien (X, {3, y, CJ vier durch 1 gehende Ebenen; die entsprechen
den reellen Achsen seien a, b, c, d. Diese sind Trager von vier Punkten 
A, B, C, D der Geraden 1 sowie auch der vier konjugiert imaginaren 
Punkte A *, B*, C*, D* auf 1*. Aus Kap. I, § 4, Satz XII folgt, daB 
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die zwei Wiirfe (()(,{ly,j) und (ABC D) entgegengesetzten Raumsinn haben; 
dies gilt aber auch fiir die beiden Wiirfe (ABCD) und (A *B*C*D*), 
und hiermit ist der Satz bewiesen. 

Zuletzt betrachten wir ein Geradenbiischel. Durch dieses legen wir 
ein beliebiges Ebenenbiischel; wir sagen dann, daB eine Gesamtheit 
der Geraden eine Kette bilden, wenn die entsprechenden Ebenen diese 
Eigenschaft haben. Ebenso wird der Raumsinn eines Geradenwurfes 
durch den Raumsinn des entsprechenden Ebenenwurfes festgelegt. All 
dieses ist nach dem obigen Satz V erlaubt. 

Wenn die Ebene des Geradenbiischels reell ist, geht durch eine reelle 
Polaritat dieser Ebene eine Kette von Punkten in eine Kette von 
Geraden iiber - und umgekehrt. Man hat hierdurch den zu Satz IV 
dualen Satz: 

VII. In einem Geradenbuschel, welches in einer reellen Ebene liegt 
und imaginares Zentrum hat, gibt es zwei Typen von Ketten: Enthiilt 
eine Kette den reellen Trager p des Buschelzentrums, so liegen die reellen 
Punkte aller anderen Geraden der Kette aut einer testen Geraden. Enthalt 
die Kette die Gerade p nicht, so bilden die reellen Punkte aller Geraden 
der Kette einen Kegelschnitt x; die Involution von Punkten, durch welche 
das Buschelzentrum testgelegt ist, ist in diesem letzten Fall die Involution 
konfugierter Punkte in bezug aut Xl. 

Man erhalt eine klare Vorstellung aller in einer festen Geraden 
liegenden Ketten, wenn man die in diesem und den folgenden vier 
Kapiteln dargestellte Theorie mit der Theorie der Kreistransformationen 
in Verbindung bringt. 

Es sei namlich 1 die betrachtete imaginare Gerade zweiter Art. 
Ferner sei 7& eine feste reelle Ebene, P der Schnittpunkt von 7& mit 1 
und p der in 7& liegende Trager von P. Schneiden wir nun die Trager 
aller Punkte von 1 mit 7&, ergibt sich in 7& das folgende Bild der in 1 
enthaltenen Ketten: 

1. Aus den durch P gehenden Ketten erhalt man die reellen Geraden 
von 7&. 

2. Aus den Ketten, welche P nicht enthalten, ergibt sich die Gesamt
heit der in 7& liegenden reellen Kegelschnitte, welche durch P und 
seinen konjugiert imaginaren Punkt gehen (vgl. Kap. I, § 4, Satz II 
sowie auch Kap. III, § 1, Satz V). 

Wenn wir spater die Kreispunkte einfiihren (vgl. Kap. XVI, § 1-2), 
wird sich ergeben, daB die obigen Kegelschnitte mit den reellen 
Kreisen einer reellen Ebene projektiv aquivalent sind. Diese Tatsache 
kann man gebrauchen, urn sich den Inhalt mehrerer im folgenden dar
zustellender Satze und Beweise zu veranschaulichen (vgl. z. B. die Figuren 

1 Dies bedeutet nach Kap. III, § 1, Satz V, daB das Biischelzentrum - sowie 
auch sein konjugiert imaginarer Punkt - auf dem Kegelschnitt " liegt. 
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in Kap. IV, § 2); doch ist es natiirlich an dieser Stelle nicht erlaubt, 
begrifflichen Gebrauch hiervon zu machen. 

§ 3. Sitze tiber Ketten. 
Die einfachen Ketten, die wir hier betrachten, denken wir uns in 

einer festen Geraden lliegend. Wir nehmen an, daB diese ein fiir allemal 
festgelegte Gerade eine imaginare Gerade zweiter Art ist, da wir alle 
iibrigen Falle durch Projektion auf diesen Fall zuriickfiihren k6nnen. 

Es seien kl und k2 zwei in lliegende Ketten, die einen gemeinsamen 
Punkt A haben. Eine beliebige, reelle Ebene n durch den Trager a des 
Punktes A m6ge (kI) und (k2) in den Erzeugern 11 und 12 schneiden; 
diese zwei Geraden haben einen reellen Punkt R miteinander gemein, 
der im allgemeinen nicht auf a liegt; die durch R gehende Kongruenz
gerade b liegt dann ebenso wie a auf den beiden Regelflachen, und 
der entsprechende Punkt B gehort beiden Ketten an. 

Wenn fUr eine Lage der Ebene n der Schnittpunkt R auf a liegt, 
beriihrt n beide Flachen in demselben Punkt, namlich R. Die Flachen 
haben dann keinen Punkt auBerhalb a miteinander gemein, und jede 
durch a gehende Ebene beriihrt demnach die beiden Flachen in dem
selben Punkt, d. h. die Flachen beriihren sich langs der Geraden a. 
In diesem Fall sagen wir auch, daB die Ketten ki und k2 einander im 
Punkte A beriihren. Also gilt der Satz: 

1. 'Zwei in einer Geraden 1 liegende Ketten, die einen gemeinsamen 
Punkt A besitzen, haben entweder einen weiteren Punkt B miteinander 
gemein, oder sie beruhren sich in A. 

Eine Kette ki ist, wie wir gesehen haben, durch drei Punkte ein
deutig bestimmt; man sieht aber sogleich, daB sie auch eindeutig be
stimmt ist, wenn sie eine gegebene Kette k in einem festen Punkt 
beriihren und auBerdem durch einen anderen Punkt gehen solI. 

Wenn zwei Punkte P und PI auf einer Kette k durch dieselbe In
volution (M, M') mit entgegengesetzter Orientierung bestimmt sind, 
sagen wir, daB P und PI in bezug aul die Kette k symmetrisch liegen. 
J ede durch P und PI gehende Kette schneidet dann die Kette k in einem 
Paar (M, M') der Involution, und aIle diese Paare sind von P und PI 
harmonisch getrennt (Kap. I, § 4, Satz V -X). 

Es sei kl eine dieser Ketten, und sie schneide k in A und A'. Wir 
betrachten nun die raumliche Polaritat mit (k) als Fundamentalflache; 
diese laBt jede Gerade von (k) unverandert und fUhrt P in PI iiber. 
Die Kette kl entspricht dann sich selbst, wei! ja A und A' fest bleiben. 
Die Punkte von ki verteilen sich also auf Paare, welche in bezug auf k 
symmetrisch liegen. Also: 

II. Wenn eine Kette kl ein Paar von Punkten enthiilt, welche in bezug 
aul eine andere Kette k symmetrisch liegen, dann schneidet sie k in zwei 
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Punkten, und aUe anderen Punkte von kl liegen paarweise symmetrisch 
in bezug aut k. 

Wir sagen in diesem Fall, daB kl orthogonal zu kist. Es gilt nun der 
Satz: 

III. Die orthogonale Lage zweier Ketien ist gegenseitig. 
Die zwei Ketten seien die obigen, wo kl ZU k orthogonal ist. P und 

PI bestimmen auf k eine elliptische Involution, und in dieser gibt es 
ein Paar von Punkten, etwa B und B ', welche A und A' harmonisch 
trennen. Die Punkte B und B' werden also sowohl durch (A, A') als 
auch durch (P, PI) harmonisch getrennt, d. h. B und B' liegen in 
bezug auf kl symmetrisch (Kap. I, § 4, Satz VII). 

IV. Beriihren zwei Ketten kl und k2 einander in A, und ist k eine 
durch A gehende Orthogonalkette zu kl' dann ist sie auch orthogonal zu k2• 

Die Ketten k und k2' welche den Punkt A gemein haben, k6nnen 
namlich einander in diesem Punkt nicht beriihren; sie haben demnach 
(Satz I) einen zweiten Schnittpunkt B. Bei der Polaritat mit (k) als 
Fundamentalflache wird kl sich selbst entsprechen. Dies gilt dann auch 
fUr k2 ; denn es gibt ja nur eine einzige Kette, welche durch B geht 
und die Kette kl in A beriihrt. 

V. Durch zwei Punkte P und Q, welche in bezug aut eine Kette k nicht 
symmetrisch liegen, geht eine und nur eine Kette, welche zu k orthogonal ist. 

Liegt namlich P nicht auf k, so ist P von seinem symmetrischen 
Punkt PI verschieden, und die gesuchte Kette ist durch die drei 
Punkte P, PI' Q bestimmt. Liegen beide Punkte auf k, so kann man 
nach Satz IV diese Kette durch eine andere ersetzen, welche k im 
Punkte P beriihrt. 

VI. Sind (P, PI) und (Q, QI) zwei Paare von Punkten einer Kette k, 
welche einander nicht trennen, dann gibt es eine und nur eine Kette kl' 
in bezug aut welche sowohl P und PI als auch Q und QI symmetrisch 
liegen. Trennen aber die Punkte einander, so gibt es keine solche Kette. 

Es seien namlich im ersten Fall A und B die zwei Punkte von k, 
welche sowohl (P, PI) als (Q, QI) harmonisch trennen. Die gesuchte 
Kette ist dann die durch A und B gehende Orthogonalkette zu k. -
Der letz~e Teil des Satzes folgt sofort aus Kap. I, § 4, Satz VI. 

VII. Wenn durch zwei Punkte A und Beine Kette k geht, in bezug aut 
welche zwei andere Punkte C und D symmetrisch liegen, dann gibt es auch 
eine Kette kl durch C und D, in bezug aut welche A und B symmetrische 
Punkte sind. 

C und D k6nnen namlich durch eine elliptische Involution auf k 
dargestellt werden, und in dieser gibt es ein Paar (M, M'), welches 
durch A und B harmonisch getrennt ist. Die durch C, D, M, M' 
gehende Kette ist die gesuchte. 

VIII. Es gibt eine und nur eine Kette durch einen gegebenen Punkt P, 
in bezug aut welche zwei andere Punkte A und B symmetrisch liegen. 
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Es sei namlich k eine beliebige Kette durch A und B; der zu P sym
metrische Punkt in bezug auf k sei PI; nach Satz VII gibt es dann eine 
Kette durch P und PI' in bezug auf welche A und B symmetrisch 
Iiegen. 

Zwei Ketten von der betrachteten Eigenschaft gibt es nicht; denn 
sie wiirden auf k zwei einander trennende Paare von Punkten bestim
men, welche beide von A und B harmonisch getrennt sein muBten. 

III. Kapitel. 

Projektivitaten und Symmetralitaten. 

§ 1. Die Projektivitat. 
Werden zwei Gerade perspektivisch aufeinander bezogen, dann wird, 

wie wir im vorigen KapiteI gesehen haben, Kette in Kette iiberfiihrt, 
und entsprechende Wiirfe haben denselben Raumsinn (Kap. II, § 2, 
Satz III). Es Iiegt deshalb nahe, die projektive Beziehung in dem 
durch die imaginaren Elemente erweiterten Raume in der foIgenden 
Weise zu definieren: 

Zwei Elementargebilde sind profektiv, wenn fedem Element des einen 
Gebildes umkehrbar eindeutig ein Element des anderen entspricht, so dafJ 
Kette in Kette iibergeht und aufJerdem entsprechende Wiirle denselben 
Raumsinn haben. 

EntschlieBt man sich, den Ausdruck zu benutzen, daB neutrale 
Wiirfe denselben Raumsinn haben, hat man die kurze Definition von 
v. STAUDT: 

Zwei Elementargebilde sind profektiv, wenn entsprechende Wiirle den
selben Sinn (Raumsinn) haben. 

Als Typus von Elementargebilden betrachten wir bis aufs weitere 
eine imaginare Gerade zweiter Art. 

Es gilt nun der Satz: 
I. Zwei profektive Punktreihen sind durch drei Paare von entsprechen

den Punkten eindeutig bestimmt. 
Der Beweis wird in drei aufeinanderfolgenden Schritten gefiihrt. 

Wir zeigen zuerst: 
1. In feder Beziehung, in der einer Kette wieder eine KeUe entspricht, 

wird einem harmonischen W uri wieder ein harmonischer W uri zugeordnet. 
Es seien namlich A, B, G, D und P fiinf Punkte einer imaginaren 

Geraden zweiter Art. Die Ketten PAB und PGD sowie PBG und PAD 
schneiden einander (Kap. II, § 3, Satz I) in E bzw. F; PBD und PEF 
sowie PAG und PEF schneiden einander in G bzw. H - abgesehen 
von dem allen diesen Ketten gemeinsamen Punkte P. Durch den 
Trager p des Punktes P lege man eine reelle Ebene 11:; diese schneidet 
die Trager a, b, ... h der Punkte A, B, ... H in AI' BI , ... HI' und 
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man erhalt (Fig. 21) ein vollstandiges Vierseit, welches El und Fl 
als Eckpunkte und Gl und HI als Diagonalpunkte hat. Die Punkt
paare (El,FI)und (GI , HI) trennen 
also einander harmonisch, und 
da :n; eine beliebige reelle Ebene 
durch p ist, gilt dasselbe fUr die 
Punktpaare (E, F) und (G, H). 
Sind umgekehrt zwei harmonische 
Punktpaare der imaginaren Ge-

'.1r:' 
raden gegeben, so kann man sie 
immer als in der obigen Weise FIg. 21. 

hergestellt denken. Damit ist aber Satz 1 bewiesen; denn wenn Kette 
in Kette iibergeht, muE auch ein "vollstandiges Kettenvierseit" in ein 
ebensolches iibergehen. 

2. Eine dureh die obige Definition gegebene Beziehung ist (wenn sie 
existiert) dureh drei Paare von entspreehenden Punkten eindeutig festgeIegt. 

Es seien namlich (A, A'), (B, B') und (C, C) die drei gegebenen 
Paare. Einem Punkt der Kette ABC = k entspricht eindeutig ein Punkt 
der Kette A' B'C' = k'. Es folgt dies unter Benutzung von 1 aus der 
grundlegenden Definition der Projektivitat zwischen reellen Elementen. 

Es sei nun D ein nicht in k liegender Punkt der ersten Geraden. 
Dieser Punkt ist durch eine orientierte, elliptische Involution von 
Punkten (M, M l ) auf k festgelegt. Der durch dieselbe, jedoch entgegen
gesetzt orientierte Involution bestimmte Punkt sei E; D und E trennen 
aIle Paare (M, M l ) harmonisch und miissen also in das eindeutig be
stimmte Paar von Punkten D' und E', welche aIle Paare (M', Mi) 
der entsprechenden Involution harmonisch trennen, iiberfiihrt werden 
(Kap. II, § 2, Satz II). Da aber die Wiirfe (A'B'CD') und (A'B'CE') 
entgegengesetzten Raumsinn haben (S. 32-33), ist der dem Punkte D 
entsprechende Punkt eindeutig bestimmt. 

3. Es gibt immer eine reelle Kollineation des Raumes, welehe eine Ge
rade II in eine andere I2 uberfuhrt, so dafJ drei gegebene Punkte AI' B l , 
CI der ersten in drei gegebene Punkte A 2, B 2, C2 der anderen ubergehen. 

Die drei Trager aI' bl , el sind namlich Leitlinien einer Regelflache 
(kl ); die durch die Gerade II auf (kl ) bestimmte orientierte Erzeuger
involution sei durch die harmonische Darstellung (/1' f2' f1' f~) fest
gestellt. In analoger Weise bestimmen a2, b2, e2 eine Regelflache (k2), 
auf welcher durch I2 eine orientierte Involution mit der harmonischen 
Darstellung (/3' f4' f~, f~) festgelegt ist. 

Wir betrachten nun die raumliche Kollineation, welche aI' bl , el , 11' 
11,12 in bzw. a2, b2 , e2, 13, I~, 14 iiberfUhrt (Kap. I, § 3, Satz VI). Diese 
Transformation hat .die gewiinschte Eigenschaft; auEerdem fiihrt sie 
Kette in Kette iiber, und entsprechende Wiirfe haben denselben Raum
sinn (vgl. den Beweis des Satzes III in Kap. II, § 2). 
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Die benutzte Kollineation ist freilich nicht eindeutig bestimmt; 
aber aus 2 folgt, daB man durch jede von ihnen dieselbe Abhangigkeit 
zwischen 11 und 12 erhiilt. 

Hiermit ist der Satz I bewiesen. 

Die in der Definition der projektiven Beziehung genannten Elemen
targebilde konnen sowohl Punktreihen als auch Ebenen- oder Geraden
buschel sein. Die Satze III und V des Kap. II, § 2 konnen hier folgender
maBen ausgesprochen werden: 

II. Zwei Punktreihen, welehe dureh dasselbe Ebenenbiisehel aus
gesehnitten werden, sind projektiv. 

II'. Zwei Ebenenbiisehel, welehe dieselbe Punktreihe projizieren, sind 
projektiv. 

Ebenso erhalt man aus Satz V desselben Paragraphen: 
III. Ein Ebenenbiisehel ist zu der Punktreihe, in welcher es von eIner 

Geraden gesehnitten wird, projektiv. 
Hieraus folgt ohne wei teres : 
IV. Zwei projektive Ebenenbiisehel werden von zwei Geraden in pro

jektiven Punktreihen gesehnitten. 
Fur Geradenbuschel gilt dasselbe; urn dies einzusehen, hat man nur 

Ebenenbuschel durch die Geradenbuschel zu legen. 
Man ist jetzt imstande, den Aufbau der Projektivgeometrie fUr den 

imaginaren Raum durchzufUhren, im wesentlichen in derselben Weise, 
wie es vorher fUr reelle Elemente skizziert wurde. Wir werden uns aber 
in diesem Buch auf die - reelle oder imaginare - Ebene beschranken. 

Es gelten hier viele von den fruheren Satzen und Resultaten, so z. B. 
(1) ABCD A BADC, 
wo A, B, C, D vier ganz beliebige, reelle oder imaginare Punkte einer 
Geraden sind. 

Ferner kann man Involutionen, Kegelschnitte und Polaritaten 
bilden, und man hat insbesondere (vgl. S. 8): 

V. Au! jeder Geraden l, welehe einen gegebenen Kegelsehnitt " nieht 
beriihrt, bilden die in bezug au! " konjugierten Punktpaare eine Involution. 
Die Doppelpunkte dieser Involution! sind die Sehnittpunkte von I mit". 

Aus Satz V sieht man insbesondere, daB die auf einem reellen Kegel
schnitt" liegenden imaginaren Punkte durch orientierte elliptische Involu
tionen von reellen, in bezug auf" konjugierten Punkten auf den auBer
halb" liegenden reellen Geraden bestimmt sind. Aus Kap. I, § 2, Satz XI b 
folgt dann, daB jeder soIche Punkt auch durch eine orientierte elliptische 
Involution der reellen Punkte von" selbst festge1egt werden kann. 

Selbstverstandlich gibt es auch Satze und Deduktionen, weIche nur 
fUr reelle Elemente gultig sind. Dies gilt z. B. von der Unterscheidung 
der Involutionen in elliptische und hyperbolische. 

1 Die Existenz der Doppelpunkte wird in Kap. IV, § 1 bewiesen. 
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§ 2. Die Symmetralitat. 
Wir betrachten jetzt eine beliebige Abbildung, die Kette in Kette 

iiberfiihrt. Wir haben schon gesehen, daB bei einer so1chen vier harmo
nischen Punkten vier harmonische Punkte entsprechen. Es seien (A, AI) 
und (B, B I ) zwei Punktpaare derselben Kette; falls sie einander auf 
dieser nicht trennen, gibt es ein drittes Paar von Punkten der Kette, 
we1che von den beiden gegebenen Paaren harmonisch getrennt sind; wenn 
dagegen (A, AI) und (B, B I ) einander trennen, gibt es innerhalb der Kette 
kein so1ches Paar. Es folgt hieraus, daB die obenerwahnte Abbildung 
einander trennende Punktpaare einer Kette in ebenso1che iiberfiihrt. 

Man hat nun: 
I. Sind zwei Gerade eindeutig so aufeinander bezogen, dafJ jeder Kette 

wieder eine Kette entspricht, dann sind entsprechende Wurfpaare entweder 
aUe gleichsinnig oder aUe ungleichsinnig. 

Urn dies zu beweisen, haben wir nur zu zeigen: Hat ein einziges 
Paar von entsprechenden Wiirfen (ABCD) und (A'B'C'D') denselben 
Raumsinn, dann ist dies auch bei jedem anderen Paar der Fall. Ferner 
ist es zulassig anzunehmen, daB A', B', C' mit bzw. A , B, C zusammen
fallen, weil dies ja durch projektive Transformation immer erreichbar ist. 

Infolge der gemachten Annahme faUt jeder Punkt der Kette k = ABC 
mit seinem entsprechenden zusammen. Ferner folgt aus der Invarianz 
der harmonischen Trennung, daB entsprechende Punkte auBerhalb k 
entweder zusammenfallen oder in bezug auf k symmetrisch liegen 
(Rap. II, § 3). Nun faUt aber wegen der Gleichsinnigkeit von (ABCD) 
und (ABCD') der Punkt D' mit D zusammen, und dasselbe muB dann 
bei jedem anderen Paar von entsprechenden Punkten E und E' der 
Fall sein; denn auf der durch D und E (und E') gehenden Orthogonal
kette zu k trennt das eine der Paare (D, E) und (D, E') die Schnitt
punkte mit k, das andere nicht. 

Hiermit ist Satz I bewiesen. Die erste der genannten Abhangig
keiten ist die projektive; die andere, wo entsprechende Wiirfe ungleich
sinnig sind, nennen wir antiprojektiv oder symmetral. Fiir diese letzte 
Beziehung wird das Zeichen ~ benutzt. 

Man hat nun: 
II. Eine Symmetralitiit ist dureh drei Paare von entsprechenden Punkten 

eindeutig bestimmt. 
Die drei Paare seien namlich (A, A'), (B, B'), (C, C'). Die nach 

Ausfiihrung einer projektiven Transformation, we1che A, B, C in bzw. 
A', B', C' transformiert, fehlende Resttransformation muB jeden Punkt 
in den symmetrischen Punkt in bezug auf die Kette k' = A'B'C' iiber
fiihren und ist eindeutig bestimmt. ~ Ferner gilt offenbar: 

III. Zwei Punktreihen, welehe zu einer dritten symmetral sind, sind 
projektit'. 
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Eine Symmetralitat kann hlVolutorisch sein; man nennt eine solche 
eine antiprojektive Symmetrie oder kurz eine Symmetrie. 

Es seien (A , A') und (B, B') zwei Paare von entsprechenden Punkten 
in einer solchen Symmetrie, also: 

(1) AA'BB' C:,L A'AB'B. 
Da nach § 1, (1) 

(2) AA'BB' A A' AB'B, 

ist: 

AA'BB' C:,L AA'BB', 

woraus folgt, daB die vier Punkte auf einer Kette liegen miissen; denn 
sonst wiirde der Raumsinn des Wurfes (AA' BB') sowohl positiv als 
auch negativ sein. Also: 

IV. Zwei Paare von entspreehenden Punkten in einer Symmetrie ge
hOren derselben Kette an. 

Die zwei Paare konnen also nicht beliebig gewahlt werden. Es gilt 
aber der Satz: 

V. Eine Symmetrie ist dureh zwei Paare von Punkten, welehe der
selben Kette angehOren, eindeutig bestimmt. 

Es seien namlich die zwei Paare (A, A') und (B, B ' ). Nun gibt es 
nach Satz II eine eindeutig bestimmte Symmetralitat, welche die 
Punkte A, A', Bin bzw. A', A, B' iiberfiihrt; diese fiihrt B' in B iiber, 
denn aus (3) und (2) folgt wieder (1). Ferner ist sie eine Symmetrie. 
denn durch Wiederholung ergibt sich eine Projektivitat mit vier 
Doppelpunkten, also die Identitat. 

VI. Wenn zwei orientierte lineare Kongruenzen kollinear oder reziprok 
aufeinander bezogen werden, dann sind die Punkte der entspreehenden 
imaginiiren Geraden zweiter Art projektiv bzw. symmetral gepaart. 

Sind namlich (a, a'l, (b, b'), (e, e') drei Paare von entsprechenden 
Geraden der beiden Kongruenzen, so kann man eine Kollineation sowie 
eine Reziprozitat des Raumes finden, welche die eine Kongruenz in 
die andere und insbesondere a, b, e in bzw. a', b' , e' iiberfiihrt (Kap. I, 
§ 3, Satz VI). Diese Kollineation und Reziprozitat sind - was die 
Transformation der Kongruenzgeraden anbelangt - eindeutig bestimmt; 
denn auf den entsprechenden imaginaren Geraden wird Kette in Kette 
iiberfiihrt, und es gibt dann nach Satz I gerade zwei Moglichkeiten. 
Nun wissen wir, daB der Kollineation im Raume eine Projektivitat 
der beiden imaginaren Geraden entspricht, also muB der Reziprozitat 
eine Symmetralitat entsprechen. 

Es sei noch bemerkt: 
VII. Wenn die Punkte einer Kette dureh eine Projektivitiit oder Sym

metralitiit in die Punkte einer anderen Kette uberfuhrt werden, dann sind 
die zwei Punktreihen projektiv. 
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Denn in beiden Fallen entsprechen harmonischen Punktpaaren wieder 
harmonische Punktpaare. 

Innerhalb eines Paares von entsprechenden Ketten kann man also 
eine Symmetralitat von einer Projektivitat nicht unterscheiden. 

IV. Kapitel. 

Doppelelemente und Doppelketten in projektiven 
und antiprojektiven Elementargebilden. 

§ 1. Doppelpunkte und Doppelketten in einer Projektivitat. 
Die Frage der allgemeinen Bestimmung der Doppelpunkte in einer 

Projektivitat - oder, was dasselbe ist, die Frage der Bestimmung der 
Schnittpunkte einer Geraden mit einem Kegelschnitt - war es haupt
sachlich, welche zur Bildung einer Imaginartheorie, in analytischer oder 
geometrischer Gestalt, den AnstoB gegeben hat. 

Wir beginnen damit, die Doppelpunkte einer Involution (A, A'), 
(B, B') . .. zu bestimmen; der Trager der Punkte sei eine imaginare 
Gerade zweiter Art. Es mogen zunachst die vier Punkte A, A I, B, B' 
derselben Kette k angehoren. In diesem Fall gibt es, wie wir 
wissen (Kap. II, § 2, Satz II) immer ein einziges Paar von Punkten E 
und F, welche von den beiden Paaren (A, A') und (B, B') harmonisch 
getrennt sind. Diese Punkte liegen entweder auf der Kette k oder aber 
symmetrisch in bezug auf diese. Im erst en Fall sind sie, wie unmittel
bar zu sehen, Doppelpunkte der Involution. Dies ist aber auch im 
zweiten Fall richtig; denn sonst miiBten sie durch die Involution ver
tauscht werden, was unmoglich ist, da in diesem Fall der Wurf (AA' BE) 
mit (A'AB'E) gleichsinnig und daher mit (A'AB'F) ungleicb8innig ist. 
- Da E und F die einzigen Doppelpunkte sind, trennen sie nicht nur 
(A, A') und (B, B ' ), sondern auch alle anderen Paare der Involution 
harmonisch. 

Insbesondere folgt hieraus, daB eine reelle elliptische Involution auf 
einer reellen Geraden zwei imaginare Doppelpunkte hat, we1che durch 
die Involution selbst (mit ihren zwei Orientierungen) dargestellt werden. 

Liegen die gegebenen Paare (A, A') und (B, B') nicht in derselben 
Kette, so kommt es darauf an, zwei Paare der Involution zu finden, 
welche einer und derselben Kette angehOren. Es zeigt sich, daB dies 
immer moglich ist, und zwar so, daB das eine Paar beliebig gewahlt 
werden kann (wobei bei der Bestimmung des zweiten Paares noch zwei 
M6glichkeiten bestehen). 

Indem (a, a'l, (b, b' ) die Trager der Punkte (A, A'), (B, B') sind, 
nehmen wir also an, daB (kl) = (aba') und (k2) = (ab' a') zwei verschiedene 
Regelflachen sind. Diese haben keinen auBerhalb a und a' liegenden 
Punkt miteinander gemein; denn die durch einen solchen Punkt gehende 
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Kongruenzlinie wiirde auf beiden Regelflachen liegen, was ja unmoglich 
ist. Legt man also (Fig. 22) durch einen beliebigen Erzeuger 11 von (kl) 
eine Ebene (b 11) = ;n;, so schneidet diese die andere Regelflache (k2) 
in einem Kegelschnitt ", der keinen Punkt mit b gemein hat, aber 11 

in den zwei Punkten (all) = Al und 
(a'iI) = Ai und b' in einem Punkt Bi 
schneidet. Durch (b 11) = 0 gehen zwei 
reelle Tangenten an", und von den Be
riihrungspunkten dieser mit" sei Cl der 
Punkt, welcherdurch (Al,Ai) vonB1ge
trennt ist. Die Schnittpunkte von Bi Cl 
mit b und 11 seien Bl bzw. Ci. Die 
durch Ci gehende Kongruenzgerade e' 
liegt auf (kl) (Kap. I, § 4, Satz III) ; fer-1 / ner liegen - nach demselben Satz - die 

b () vier Geraden b, e, e' , b' auf einer neuen 
01! 

t..::.:... _________ J Regelflache (ka), und auf dieser wird 
Fig. 22. 

(e, e' ) durch (b, b' ) nicht getrennt. 
Man kann nun zeigen, daB e und e' Trager eines Paares von ent

sprechenden Punkten C und C' der gegebenen Involution sind. 1st 
namlich 12 der durch C 1 gehende Erzeuger von k2' so gilt: 

also: 
aa' b' e 7': aa' e' b 7': a' a be'. 

Dies zeigt, daB (C, C') ein neues Paar der gegebenen Involution ist, 
und wir haben also zwei Paare (B, B') und (C, C') gefunden, die der
selben Kette ka angehoren; damit ist der letzterwahnte Fall auf den 
zuerst behandelten zuriickgefiihrt. Wir haben also bewiesen: 

1. E ine Involution hat immer zwei Doppelpunkte; diese trennen iedes 
Paar der Involution harmoniseh. 

Da (e, e' ) und (b, b' ) einander auf (ka) nicht trennen, liegen die zwei 
Doppelpunkte auf der Kette ka. 

Man hatte statt Cl den Beriihrungspunkt der anderen aus 0 gehenden 
Tangente wahlen konnen. Man wiirde dann in derselben Weise ein 
Paar von Tragern (d, d/) erhalten haben, die mit (b, b') in einer Regel
flache (k4) liegen wiirden, wo aber (b, b') durch (d, d/) getrennt waren. Die 
Doppelpunkte liegen in diesem Fall symmetrisch in bezug auf die Kette k4. 

Hieran schlieBen sich die folgenden Satze: 
II. Wenn es eine Kette k dttreh A und A' gibt, in bezug aul welehe B 

und B' symmetriseh liegen, dann gehoren die Doppelpunkte der Involution 
der Kette k an. 

Durch B und B' kann man namlich nach Kap. II, § 3, Satz VII 
eine Kette kl legen, in bezug auf welche A und A I symmetrisch liegen. 
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Die zwei Ketten k und kl sind orthogonal und schneiden sich in zwei 
Punkten, welche sowohl durch (A, A') als auch durch (B, B') har
monisch getrennt sind und also die Doppelpunkte der betrachteten 
Involution sein mussen. 

Ebenso finden wir: 
III. Wenn (A, A') und (B, B') in bezug auf dieselbe Kette k 

symmetrisch liegen, dann gehOren die Doppelpunkte der Involution dieser 
Kette an. 

Durch A , A I, B, B' geht namlich eine Kette kl' die k in zwei Punkten 
schneidet, welche sowohl durch (A, A') als auch durch (B, B') har
monisch getrennt werden und also die Doppelpunkte sind. 

Urn die Doppelpunkte einer allgemeinen Projektivitat zu bestim
men, bemerken wir zuerst, daB die Satze II a-b des Kap. I, § 4 mit 
ihren Beweisen unmittelbar auf das komplexe Gebiet ubertragbar sind. 
Wir konnen sie folgendermaBen formulieren: 

IV. Es sei E ein Doppelpunkt einer Projektivitat n, und es gehe 
durch n und ihre inverse n-1 ein Punkt A' in A" bzw. A iiber; n ist dann 
und nur dann parabolisch1 , wenn E von A' durch (A, A") harmonisch 
getrennt ist. 

Urn die Doppelpunkte einer nichtparabolischen und nichtinvolutori
schen Projektivitat n zu finden, bestimmen wir wie in Kap. I, § 1 eine 
Involution n*, welche in n sich selbst entspricht. Die Doppelpunkte 
von n* mussen auch Doppelpunkte von n sein; denn sonst bildeten sie 
ein involutorisches Paar, was fur eine nichtinvolutorische Projek
tivitat n unmoglich ist. Mehrere selbstentsprechende Involutionen 
konnen nicht auftreten, weil eine nichtidentische Projektivitat hochstens 
zwei Doppelpunkte haben kann. 

Man findet nun ganz wie bei dem Beweise des Satzes VIII in Kap. 1, 
§ 1 : 

V. Es werde durch eine nichtinvolutorische und nichtparabolische Pro
jektivitat n und ihre inverse n-1 ein Punkt M' in Mil bzw. M iiber
fiihrt; ferner sei N' von M' durch M und Mil harmonisch getrennt. Dann 
bilden die Paare (M', N') die einzige Involution n*, welche in n sich selbst 
entspricht. 

Wie erwahnt, sind die Doppelpunkte von n* auch Doppelpunkte 
m n; also gilt der Sa tz : 

VI. Eine Projektivitiit hat entweder einen oder zwei Doppelpunkte. 
Nach Kap. III,· § 1, Satz list eine Projektivitat durch zwei Doppel

punkte E und Fund ein Paar (A, A') von entsprechenden Punkten 
eindeutig bestimmt. Als ein Supplement hierzu hat man nun den 
Satz: 

1 D. h. n hat einen und nur einen Doppelpunkt. 
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VI. Eine parabolische Proiektivitiit ist durch den Doppelpunkt E und 
ein Punktpaar (A, A') eindeutig testgelegt. 

Denn ist A" der Punkt, welcher von A durch (E, A') harmonisch 
getrennt ist, so ist die gesuchte Projektivitat durch die drei Punktpaare 
(E, E), (A, A'), (A', A") bestimmt (Satz IV). 

Wir wollen nun die Doppelketten in einer Projektivitat bestimmen 
und nehmen zuerst an, daB diese Projektivitat zwei getrennte Doppel
punkte E und F hat. Es sei k eine Doppelkette; falls E nicht auf k liegt, 
bestimmt E eine orientierte Involution von Punkten (M, M') auf k, 
welche in der Projektivitat sich selbst entspricht; der durch dieselbe, 
aber entgegengesetzt orientierte Involution bestimmte Punkt muB dann 
der andere Doppelpunkt F sein. Eine notwendige Bedingung datiir, 
da{J k eine Doppelkette ist, ist also, da{J E und F entweder in k enthalten 
sind oder in bezug aut k symmetrisch liegen. 

Da eine Involution aus allen Punktpaaren besteht, die von den 
Doppelpunkten harmonisch getrennt sind, gilt im besonderen: 

VII. In einer Involution gibt es zwei eintach unendliche Reihen von 
Doppelketten, niimlich einerseits alle Ketten, welche durch die Doppelpunkte 
gehen, andererseits alle Ketten, in bezug aut welche diese Punkt~ sym
metrisch liegen. 

Es sei nun die betrachtete Projektivitat nichtinvolutorisch. M und 
M' seien zwei entsprechende Punkte in einer Doppelkette k, N und N' 
zwei beliebige entsprechende Punkte. Aus 

EFMN 7": EFM'N' 

folgt aber wie in der reellen Projektivgeometrie: 

EFMM' 7": EFNN'. 

Hieraus sieht man: Geh6ren E und F der Kette k an, dann liegen 
E, F, N, N' auf einer Kette, we1che offenbar Doppelkette ist. Liegen E 
undFin bezug auf k symmetrisch, so gibt es ebenfalls eine Kette kl durch 
N und N ', in bezug auf welche E und F symmetrisch liegen, und diese 
ist dann nach Kap. II, § 3, Satz VIII eine Doppelkette. 

Doppelketten beider Arten k6nnen gleichzeitig nur bei Involutionen 
auftreten; denn eine Kette durch die Doppelpunkte E und F schneidet 
eine Kette, in bezug auf we1che diese Punkte symmetrisch liegen, in zwei 
Punkten, die von E und F harmonisch getrennt sind (vgl. Kap. I, § 4, 
Satz V). 

Wir haben also den Satz: 
VIII. In einer nichtinvolutorischen Proiektivitiit mit zwei verschiedenen 

Doppelpunkten gibt es im allgemeinen keine Doppelkette; gibt es aber eine, 
dann gibt es eintach unendlich viele, niimlich entweder die Ketten durch 
die Doppelpunkte oder die Ketten, in bezug aut welche diese Punkte 
symmetrisch liegen. 
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Wir gehen nun zu einer Projektivitat mit einem einzigen Doppel
punkt E iiber; M sei ein beliebiger Punkt, der in M' und durch Wieder
holung der Transformation in Mil iiberfiihrt wird. Die Kette k = EMM' 
ist dann eine Doppelkette; denn die Punktpaare (E, M/) und (M, Mil) 
sind ja harmonisch getrennt (Satz IV) und liegen also in derselben Kette. 
Es gibt demnach unendlich viele Doppelketten; je zwei von ihnen 
beriihren einander in E, denn ein zweiter Schnittpunkt miiBte ein neuer 
Doppelpunkt der Projektivitat sein. 

Ferner sei kl eine beliebige, durch E gehende Kette, welche nicht 
mit ihrer entsprechenden Kette k~ zusammenfallt; kl und ki werden 
dann einander in E beriihren; ware namlich P ein zweiter Schnittpunkt 
von kl und k~, so miiBte P' auf k~ sowie auch auf der durch P gehenden 
Doppelkette liegen, d. h. in P fallen, was ja unmoglich ist, also: 

IX. In einer Projektivitiit mit zusammenjallenden Doppelpunkten gibt es 
immer eine einjach unendliche Reihe von Doppelketten, die durch den Doppel
punkt gehen und einander in diesem Punkt beriihren. J ede durch den Doppel
punkt gehende Kette beriihrt ihre entsprechende Kette in diesem Punkt. 

Zum SchluB werden wir kurz die gemeinsamen Punktpaare zweier 
Projektivitaten besprechen. 

Es seien n und n l zwei Projektivitaten in derselben Geraden. Die 
gemeinsamen Punktpaare (A, A') konnen folgendermaBen bestimmt 
werden: Die Punkte A sind die Doppelpunkte der Projektivitat nn11, 
die Punkte A' analog die Doppelpunkte von n11n. Es gibt also im all
gemeinen zwei solche Punktpaare, wenn aber nn11 (und demnach auch 
njl n ) parabolisch ist, nur ein einziges; dieses wird dann aber doppelt 
gezahlt. 

Sind n, n l und n 2 drei verschiedene Projektivitaten, und haben 
(n, nl) und (nl' n2) dieselben gemeinsamen Punktpaare, dann sind diese 
auch die gemeinsamen Punktpaare von (n, ns). Es ist dies auch richtig, 
wenn die genannten gemeinsamen Punktpaare zusammenfallen; denn 
wenn nn11 und n ln2"l parabolisch mit demselben Doppelpunkt sind, 
dann ist auch ihr Produkt nn2"l parabolisch mit diesem Doppelpunkt. 

Fiigt man zu den obigen drei Projektivitaten eine Projektivitat no, 
dann haben auch je zwei der Projektivitaten nno, nInO' nsno die
selben gemeinsamen Punktpaare. Denn die Punkte A der gemeinsamen 
Paare (A, A') von z. B. nno und nInO sind die Doppelpunkte von 
nno' (ni n o)-l = nn1t. und sie sind also dieselben wie die von n und ni . 

§ 2. Doppelpunkte und Doppelketten in einer Symmetralitat. 

Wir wollen unter den Symmetralitaten zuerst die involutorischen 
(die Symmetrien) in Betracht ziehen; es sei eine solche durch zwei in 
einer Kette k liegende Punktpaare (A, A') und (B, B') gegeben (Kap. III, 
§ 2, Satz V). 

J uel, Projektive Geometrie. 4 



50 Einleitung in die Imaginiirtheorie. 

Urn die Doppelpunkte zu bestimmen, denken wir uns zunaehst, daB 
die Paare (A, A') und (B, B') einander auf k nieht trennen; in diesem 
Fail gibt es (Kap. II, § 3, Satz VI) eine Kette ko, in bezug auf welche 
sowohl (A, A') als aueh (B, B') symmetriseh liegen. Die betraehtete 
Symmetrie ist dann offenbar eine Symmetrie in bezug auf diese Kette. 
Aile Punkte von ko sind Doppelpunkte; jeder andere Punkt wird in 
den symmetrisehen Punkt in bezug auf ko iibergefiihrt. Zwei beliebige 
Paare von entspreehenden Punkten liegen auf einer Kette, ohne ein
ander auf dieser zu trennen (Kap. I, § 4, Satz VI). 

Wenn dagegen die obigen Paare (A, A') und (B, B') einander auf k 
trennen, dann hat die Symmetrie keinen Doppelpunkt; denn gabe es 
einen solchen, etwa E, so hatte man auf der Kette EAA' zwei Paare 
von entspreehenden Punkten (E, E) und (A, A'), welche einander nieht 
trennten, und wir hatten den vorigen Fall, so daB aueh (A, A') und 
(B, B') einander trennen miiBten. Man hat also den Satz: 

1. Eine Symmetrie hat entweder keinen Doppelpunkt oder aber unendlich 
viele, niimlich alle Punkte einer einfachen Kette, die "Grundkette" der 
Transformation. 

1m ersten Fall trennen zwei Paare von entsprechenden Punkten ein
ander auf ihrer gemeinsamen Kette. 1m zweiten Fall besteht die Trans
formation aus der involutorischen Zuordnung aller Punktpaare, welche 
in bezug auf die Grundkette symmetrisch liegen; zwei solche Paare trennen 
einander nicht. . 

Aus Kap. III, § 2, Satz V ergibt sieh sofort: 
II. Doppelketten einer Symmetrie sind alle Ketten, welche durch ein 

Paar von entsprechenden Punkten gehen; hierzu kommt noch die Grund
kette, falls eine solche existiert. 

Wir gehen nun zu einer nichtinvolutorisehen, allgemeinen Sym
metralitat it iiber. Dureh Wiederholung von ii erhalt man eine nieht
identisehe Projektivitat ii2, welche zwei versehiedene oder zusammen
fallende Doppelpunkte E und F hat. 1m ersten Fall sind E und F ent
weder Doppelpunkte in der Symmetralitat ii, oder aber sie bilden ein 
involutorisehes Paar. Fallen E und F in einen Punkt zusammen, ist 
dieser Punkt aueh der einzige Doppelpunkt von it; also: 

III. Eine nichtinvolutorische Symmetralitiit hat zwei entweder ver
schiedene oder zusammenfallende Doppelpunkte oder aber ein involutorisches 
Paar. 

Man sieht leieht ein, daB aile drei Typen von Symmetralitaten wirk
lieh existieren. 

Wir werden im folgenden die Doppelketten der Symmetralitat ii 
bestimmen. Es moge ii zunaehst zwei nieht zusammenfallende Doppel
punkte E und F haben, und es sei ii dureh diese Punkte in Verbindung 
mit einem Paar (M, M') von entspreehenden Punkten gegeben. Even
tuelle Doppelketten miissen aueh Doppelketten in ii2 sein und also 
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nach § 1, Satz VIII entweder durch E und F gehen, oder diese Punkte 
miissen symmetrisch in bezug auf sie liegen. Es sei (Fig. 23)1 k eine der 
evtl. existierenden, durch E und F gehenden Doppelketten. Fiigen wir zu 
der gegebenen Symmetralitat ii eine Symmetrie iio in bezug auf k, so 
erhalten wir eine Projektivitat n = iiiio mit k 
als Doppelkette, so daB nach § 1, Satz VIII aIle 
durch E und F gehenden Ketten Doppelketten 
in n sind. Der zu M' symmetrische Punkt N in 
bezug auf k muB demnach auf der Kette kl =EF M 
liegen; ferner liegt er auf der durch M' gehen
den Kette k2' in bezug auf we1che E und F sym
metrisch liegen (Kap. II, § 3, Satz VII-VIII); 

Fig. 23. 

die zueinander orthogonalen Ketten kl und k2 schneiden sich in zwei 
Punkten N 1 und N 2' 

1st nun umgekehrt k die Kette durch E und F, in bezug auf we1che M' 
und Nl symmetrisch liegen, no die entsprechende Symmetrie, n die 
Projektivitat, we1che die Doppelpunkte E und F hat und M in Nl 
iiberfiihrt, dann ist n = nno, so daB k eine Doppelkette in n ist. - Er
setzt man Nl durch N 2 , so erhaIt man eine andere Doppelkette. 

Man sieht nun leicht, daB es keine Doppelketten gibt, in bezug auf 
we1che E und F symmetrische Punkte sind; denn eine so1che wiirde 
jede der oben betrachteten in zwei Punkten schneiden, die entweder 
sich selbst entsprechen oder ein involutorisches Paar bilden miiBten, 
was ja nach Satz III unmoglich ist. 

Da ii mittels einer Symmetrie in bezug auf eine der Doppelketten 
in sich selbst iiberfiihrt wird, sind die zwei Doppelketten zueinander 
orthogonal. Wir haben also gefunden: 

IV. In einer Symmetralitat mit zwei getrenn
ten Doppelpunkten E und F gibt es zwei Doppel
ketten, welche durch E und F gehen und orthogonal 
aufeinander stehen. 

Wir gehen nun zu dem Fall iiber, wo (E, F) 
ein involutorisches Paar der Symmetralitat ii ist. 
Wie vorher wird eine Doppelkette entweder 

Fig. 24. 

durch E und F gehen oder diese Punkte als symmetrische Punkte haben. 
Es sei diesmal (Fig. 24) k eine der evtl. existierenden Doppelketten 
der letztgenannten Art. Fiigen wir wie oben zu ii eine Symmetrie no 
in bezug auf k, so erhalten wir wieder eine Projektivitat n = nna mit k 
als Doppelkette, so daB nach § 1, Satz VIII aIle Ketten, in bezug auf 
we1che E und F symmetrisch liegen, Doppelketten in n sind. Der zu M' 
in bezug auf k symmetrische Punkt N muB also auf derjenigen Kette kl 
liegen, we1che durch M geht und E und F als symmetrische Punkte 

1 Vgl. die SchluBbemerkungen in Kap. n, § 2. 

4'" 
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hat. Ferner liegt N auf der Kette k2 = EFM'. Die zueinander ortho
gonalen Ketten kl und k2 schneiden sich in zwei Punkten N lund N 2; 
diese Punkte trennen (E, F) harmonisch; hieraus folgt, daB der eine 
von den Punkten (NI' N 2), etwa N 2 , auf k2 von M' durch (E, F) 
getrennt ist, der andere, Nl , dagegen nicht. Es gibt demnach (Kap. II, 
§ 3, Satz VI) eine Kette k, in bezug auf welche sowohl (E, F) als auch 
(M', N I ) symmetrische Punkte sind, und diese ist, wie im vorigen Fall, 
eine Doppelkette in ii. Der Punkt N 2 gibt hier zu keiner Doppelkette 
AnlaB, denn nach dem soeben genannten Satz gibt es keine Kette, in 
bezug auf welche sowohl (E, F) als auch (M', N 2) symmetrisch liegen. 

In Analogie mit dem vorigen Fall sieht man, daB es hier keine 
Doppelkette gibt, welche durch E und F geht; also: 

V. In einer Symmetralitllt mit einem involutorischen Paar (E, F) 
gibt es eine und nur eine Doppelkette; E und F liegen in bezug aUf diese 
Kette symmetrisch. 

Wir haben schlieBlich den Fall zu betrachten, wo die gegebene Sym
metralitat ii nur einen einzigen Doppelpunkt E hat. Eventuelle Doppel
ketten miissen hier innerhalb des "Biischels" 1 von einander beriihrenden 
Ketten gesucht werden, welche Doppelketten in der Projektivitat ii2 
sind (§ 1, Satz IX). 

Es sei k eine solche Doppelkette (von it). Fiigen wir wie in den 
beiden vorigen Fallen zu it eine Symmetrie iio in bezug auf k, so erhalten 
wir eine Projektivitat 7& = niio mit dem einzigen Doppelpunkt E; ein 
zweiter Doppelpunkt F miiBte namlich nach § 1, Satz VIII auf der 
Doppelkette k liegen, d. h. er miiBte schon in ii Doppelpunkt sein. 
Hieraus folgt, daB alle Ketten des Biischels }. Doppelketten in 7& sind; 
diese Ketten werden also durch ii und iio in derselben Weise involu
torisch vertauscht. 

Es seien p. und p.' ein Paar von solchen Ketten, welche einander in ii 
(und also auch in iio) entsprechen; nun gibt es innerhalb 1 eine und 
nur eine Kette k, deren entsprechende Symmetrie die Kette p. in p.' 
iiberfiihrt; man kann sie z. B. dadurch bestimmen, daB man durch E 
eine Kette 'I' legt, welche zu p. und p.' orthogonal ist; der Punkt von '1', 

welcher von E durch die von E verschiedenen Schnittpunkte (p.y) und 
(p.'y) harmonisch getrennt wird, ist dann ein Punkt von k. 

DaB die so gefundene Kette k Doppelkette in ii ist, folgt sofort 
aus der oben genannten Eigenschaft, wonach sie die einzige Kette des 
Biischels 1 ist, in bezug auf welche p. und p.' symmetrisch liegen. Hier
mit ist gezeigt: 

VI. Eine Symmetralitllt ii mit einem einzigen Doppelpunkt hat eine 
und nur eine Doppelkette; sie geht durch den genannten Doppelpunkt 
von 7&. 

Aus dem Obigen folgt, daB eine Symmetralitat ii immer mindestens 
eine Doppelkette hat; hieraus der Satz: 
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VII. Die durch Iteration einer Symmetralitiit ii gebildete Proiektivitiit ii2 
hat immer Doppelketten. 

Man kann also die allgemeine Projektivitat nicht durch Wieder
holung einer Symmetralitat herstellen. 

Wir wollen die Symmetralitat mit einem einzigen Doppelpunkt 
noch etwas naher besprechen. Fiir eine solche Transformation hat man 
den Satz: 

VIII. Es sei k die Doppelkette in einer Symmetralitiit mit dem einzigen 
Doppelpunkt E; jerner sei (A, A') ein Paar von entsprechenden, aufJer
halb k liegenden Punkten. Dann ist der von E verschiedene Schnitt
punkt S von k mit der Kette EAA' von E durch A 
und A' harmonisch getrennt. 

Es seien namlich (Fig. 25 1) kl und k~ die 
durch A bzw. A' gehenden Ketten, welche k 
in E beriihren; sie entsprechen einander in der 
betrachteten Transformation. Ferner sei ko die 
durch A und E gehende Kette, welche zu k 

---r----lF----k 

Fig. 25. 

(und demnach auch zu kl und k~) orthogonal ist; sie mage die Ketten k 
und k~ auBer in E in P bzw. Q schneiden. Dann sind (A, Q) und (E, P) 
harmonische Punktpaare. In der Projektivitat 

EAP ... 7":EAQ ... 

ist nun ko eine Doppelkette und demnach auch jede andere durch E 
und A gehende Kette. Ferner geht k in k~ und demnach S in A' iiber. 
Also hat man (Kap. I, § 1, Satz VI'): 

EAPQ7":EASA' 
oder auch: 

EPAQ 7": ESAA', 

so daB der letzte Wurf harmonisch ist; hiermit ist Satz VIII bewiesen. 
Es gilt, wie leicht zu sehen, fUr Symmetralitaten kein zu § 1, 

Satz VI analoger Satz. Dagegen hat man: 
IX. Eine Symmetralitiit ii mit dem einzigen Doppelpunkt E ist durch 

Angabe des Biischels J. der einander in E beriihrenden Ketten, wozu die 
Doppelkette gehort, in Verbindung mit einem Paar (A , A') von entsprechen
den Punkten eindeutig bestimmt. 

Man findet namlich unmittelbar zwei einander entsprechende Ketten fl 
und fl' des Biischels J. und also auch die Doppelkette k; ferner findet man 
leicht die auf k liegende parabolische Projektivitat, wodurch ii voll
standig bestimmt ist. 

1 In der Theorie der Kreistransformationen einer reellen Ebene rechnet man 
gewohnlich mit einem einzigen unendlich fernen Punkt. Die Figur entspricht 
dem Fall, wo E in diesem unendlich fernen Punkt liegt. 
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§ 3. Zerlegung in Symmetrien. 
Die Symmetrie ist die einfachste Symmetralitat; wir wollen nach

weisen, daB jede Symmetralitat und jede Projektivitat als Produkt 
von Symmetrien dargestellt werden kann. Man sieht unmittelbar, daB 
ein derartiges Produkt eine i Projektivitat oder eine Symmetralitat ist, 
je nachdem die Anzahl der Faktoren paar oder unpaar ist. Es kommt nun 
wesentlich darauf an, den folgenden Satz zu beweisen: 

I. Eine Proiektivitiit mit Doppelketten kann immer als Produkt von 
zwei Symmetrien dargestellt werden. 

Es mage zunachst die Projektivitat zwei DoppelpunkteE undFhaben; 
nach Kap. IV, § 1, Satz VIII bestehen die Doppelketten entweder aus den 
Ketten durch E und F oder aus den Ketten, in bezug auf welche diese 
Punkte symmetrisch liegen; wir beginnen mit dem ersten Fall. Es 
sei k eine der Doppelketten, (M, M') ein in dieser enthaltenes Paar 
von entsprechenden Punkten; auBerdem sei kl eine beliebige Kette, 
in bezug auf welche E und F symmetrisch liegen, und M 1 der zu M' 
in bezug auf kl syrnmetrische Punkt. Da kl zu k orthogonal ist, ist 
auch Ml in k enthalten. 

Da (E, F) und (M, M1) in einer Kette liegen, kann man (Kap. III, 
§ 2, Satz V) eine Symmetrie bestimmen, in der (E, F) sowie (M, M 1 ) 

entsprechende Punkte sind. Die gegebene Projektivitat kann man 
also - kurz ausgedriickt - als Produkt der zwei Symmetrien (M, M I ) 

und (MI' M') auffassen. 
Hiernach betrachten wir den Fall, wo die Punkte E und Fin bezug 

auf die Doppelketten symmetrisch liegen. Es sei wieder k eine Doppel
kette, kl aber eine durch E und F gehende Kette; M, M' und Ml haben 
dieselbe Bedeutung wie oben und liegen alle in k. Da k eine durch M 
und Ml gehende Kette ist, in bezug auf welche E und F symmetrische 
Punkte sind, gibt es (Kap. II, § 3, Satz VII) eine Kette durch E und F, 
in bezug auf welche (M, M 1) ein Paar von symmetrischen Punkten 
ist. Die Projektivitat kann also als Produkt der zwei Symmetrien (M, M 1) 
und (MI' M') aufgefaBt werden. 

Wenn endlich E und Fin E zusammenfallen, kann man die Trans
formation in zwei Symmetrien zerlegen, deren Grundketten beide durch 
E gehen und zu den Doppelketten orthogonal sind. 

Umgekehrt hat man: 
II. Eine Proiektivitiit, welche als Produkt zweier Symmetrien dargestellt 

werden kann, enthiilt immer Doppelketten. 
Es werde namlich ein Punkt M durch die erste und die zweite Sym

metrie in Ml bzw. M2 iiberfiihrt. Die Kette MMIM2 ist dann eine 
Doppelkette (Kap. IV, § 2, Satz II). 

Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar: 
III. J ede Symmetralitiit kann als Produkt von drei Symmetrien erzeugt 

werden. 
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Benutzt man namlich die Symmetrie in bezug auf eine Doppelkette 
als ersten Faktor, so kommt man auf den obigen Fall zuriick. 

Hieraus folgt weiter: 
IV. Jede Projektivitat kann als Produkt von vier Symmetrien dar

gestellt werden. 

V. Kapitel. 

Einleitung in die Wurftheorie; 
Koordinatenbestimmung. 

§ 1. Die Wurfrechnung. 
Ein Wurf ist seiner urspriinglichen Bedeutung nach die Konfiguration 

von vier Punkten einer Geraden. Wir set zen nun fest, daB zwei Wiirfe 
als "gleich" anzusehen sind, wenn die beiden Punktquadrupel pro
jektiv sind, Statt 

schreiben wir von jetzt ab auch 

Das Wort "Wurf" erhalt hierdurch eine zweite, umfassendere Be
deutung, indem ein Wurf als der Inbegriff aller mit einem gegebenen 
Wurf (im engeren Sinne) projektiven Punktquadrupel aufgefaBt werden 
kann. Einen solchen Wurf (im weiteren Sinne) bezeichnen wir durch 
einen einzigen kleinen Buchstaben. Eine Gleichung wie 

w = (ABCD) 

solI dann bedeuten, daB das Quadrupel (ABCD) der Gesamtheit w an
gehort. Sind w und die drei Punkte A, B, C gegeben, so ist der vierte 
Punkt D durch die obige Gleichung eindeutig bestimmtl. 

Wir wahlen nun drei feste Punkte U, 0 und E als Grundpunkte 
und bestimmen die neuen Elemente A, B, .. " X, Y, ' ,. durch die 
Wiirfe a = (UOEA), b = (UOEB), . , "x = (UOEX), y = (UOEY), ... 

Diese Bestimmungen nennt man die von U, 0 und E ausgehenden 
Koordinaten oder Parameter (Abszissen). Fallt im besonderen der vierte 
Punkt mit einem der drei anderen zusammen, wird der Wurf uneigent
lich genannt, und wir set zen : 

(UOEU) = 00, (UOEO) = 0, (UOEE) = 4. 

Mit diesen Koordinaten wollen wir nun operieren oder rechnen, 
urn die Abhangigkeit von zwei oder mehreren festen oder variablen 

1 Die hier fiir Punktreihen entwickelte Wurfrechnung HiBt sich unmittelbar 
auf andere Elementargebilde iibertragen. 
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Punkten durch eine Gleichung zwischen den Abszissen ausdrucken zu 
konnen. Die Definitionen sol1en projektiv-invarianten Charakter haben, 
und auBerdern sollen die folgenden Regeln der forrnalen Algebra be
friedigt werden: 

1. Das kornrnutative Gesetz der Addition: 

x+y=y+x. 

2. Das assoziative Gesetz der Addition: 

(x + y) + z = x + (y + z) . 

3. Das kornrnutative Gesetz der Multiplikation: 

xy = yx. 

4. Das assoziative Gesetz der Multiplikation: 

(xy) . z = x· (yz) . 

5. Das distributive Gesetz der Multiplikation: 

(x+y)·z=xz+yz. 

Urn zunachst zu einer Definition der Addition zu gelangen, betrachten 
wir die Gleichung: 

x + y = a, 

wo a =l= 00 ein fester Wurf ist. SolI die Beziehung zwischen x und y 
eine projektive sein, so rnuB sie nach 1 involutorisch sein. SolI auBerdern 
- wie in der gewohnlichen Algebra - x = 0 und x = 00 bzw. Y = a 
und y = 00 entsprechen, so rnuB (0, A) ein Paar der genannten Involu
tion sein, wahrend U ein Doppelpunkt ist. Die Definition lautet deshalb: 

1. Die Summe z = x + y wird dadureh bestimmt, daf3 die Paare (U, U), 
(X, Y), (0, Z) einer Involtdion angeharen sollen. 

Aus der Urnkehrung des Satzes VII in Rap. I, § 1 entnehrnen wir: 
I'. Der Punkt Z kann auch dureh 

(1 ) UUOY~UUXZ 

bestimmt werden. 
Urn die Multiplikation zu definieren, bernerken wir, daB eine durch 

die Gleichung 
xy = a, (a + 0 und a (0) 

festgelegte projektive Beziehung zwischen x und y nach 3 involutorisch 
sein rnuB. SoIl auBerdern x = 1 und x = 0 bzw. Y = a und y = 00 ent
sprechen, so folgt: 

II. Das Produkt z = xy wird dadurch bestimmt, dafJ (0, U), (X, Y), 
(E, Z) Paare einer Involution sein sollen. 

Hieraus folgt: 
UOEY 7': OU Z X 7': UOXZ. 
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Also: 
II'. Der Punkt Z kann aueh dureh die Gleiehung 

(2) (UOEY) = (UOXZ) 

definiert werden. 
Nach den soeben gegebenen Definitionen sind offenbar die Regeln 

1 und 3 erfiillt. Ehe wir die GiiItigkeit der drei anderen feststellen, be
trachten wir einige spezielle Falle der Addition und MuItiplikation. 
Aus den Definitionen folgt sofort: 

und weiter: 

a + 0 = a, 

a·1=a 

a+oo=oo, 

a • 0 = 0, 

a·oo=oo, 

(a =F 00) , 

(a =F 00), 

(a =F 0) . 

In den drei letzten Fallen und nur in diesen ist die in den Defini
tionen erwahnte Involution singular. Wir bemerken, daB 00 + 00 wie 
auch o· 00 unbestimmt ist. 

Urn nun die GiiItigkeit der Regeln 2, 4 und 5 zu beweisen, bemerken 
wir zuerst, daB in den Fallen, wo singulare Involutionen (oder Un
bestimmtheiten) vorkommen, die GiiItigkeit der Regeln unmittelbar 
einleuchtet. 1m folgenden ki:innen wir daher von diesen Fallen absehen. 

Wir beginnen mit 2 und setzen: 

y+z=b. 
Man hat dann: 

UUOY7".:UUXA 
und ebenso 

UUOY7".: UUZE, 
also: 

UUXA 7".: UUZE, 

d. h. (U, U), (X, E), (A, Z) sind Paare einer Involution. Setzt man 

a + z = s, 

so sind auch (U, U), (A, Z), (0,5) Paare einer Involution. Diese zwei 
Involutionen haben aber zwei Punktpaare miteinander gemein und sind 
also identisch. Die drei Paare (U, U), (X, E), (0,5) gehi:iren also der
selben Involution an; hieraus folgt aber: 

x + b = s, 
und damit ist 2 bewiesen. 

Wir gehen zu 4 iiber. Aus 

x = (UOEX) , y = (UOEY) = (UOXA) 
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xy = (UOEA). 
Diese Gleichung und 

ergibt: 
z = (UOEZ) = (UOAP) 

(xy) • z = (UOEP) . 

Andererseits finden wir aus 

y = (UOXA) , z = (UOAP) , 
daB yz = (UOXP) , 

und weiter durch Multiplikation mit x = (UOEX): 

x· (yz) = (UOEP). 

Zuletzt betrachten wir 5. Aus 

x = (UOEX) = (UOZA), y = (UOEY) = (UOZB), z = (UOEZ) 

finden wir: xz = (UOEA) , yz = (UOEB). 
Also ist s = xz + yz = (UOES) , 

wo (U, U), (A, B), (0,5) Paare einer Involution sind. 

Fig. 26. 

E z 
Fig. 28. 

Fig. 27. 

Dieselbe Involution zeigt aber auch, 
daB aus 

x = (UOZA) , y = (UOZB) 

folgt x + y = (UOZS). 

Da z = (UOEZ), finden wir also: 

(x + y) • z = (UOE 5) , 

und hiermit ist 5 bewiesen. 
Wir hatten die Beweise fiir 2, 4 

und 5 auch durch Projektion der Punkte 
auf einen Kegelschnitt durchfiihren k6nnen, wie es die Figuren 26-281 

unmittelbar zeigen. Die zwei ersten fordern nur eine Anwendung des 
PAscALSchen Satzes. Beziiglich des Beweises von 5 bemerkt man, daB die 
Transformation pi = zp eine Projektivitat (P, Pi) auf dem Kegelschnitt 
erzeugt, we1che durch die Punktpaare (U, U), (0,0), (E, Z) festgelegt 

1 Hier bedeutet z. B. X + Y den Punkt, welcher mit U,O und Eden Wurf 
x + y bestimmt usw. 
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werden kann; die Konstruktion der Summe ist aber gegeniiber dieser 
Projektivitat invariant. 

Die Subtraktion und die Division werden als Umkehrungen von 
Addition bzw. Multiplikation definiert. Die Differenz a - b ist eindeutig 
bestimmt, wenn a und b nicht beide 00 sind, ebenso der Quotient a: b , 
wenn nicht a und b entweder beide 00 oder beide 0 sind. 

Aus I findet man sofort: 
III. Wenn x + y = 0, sind X und Y durch U und 0 harmonisch 

getrennt, und umgekehrt. 
Wir schreiben in diesem Fall y = -x; ist insbesondere x = (UOEE) 

= 1, wird y = (UOEE1 ) = -1, und wir haben das Resultat: 
IV. Wenn AB und CD harmonische Punktpaare sind, ist (ABCD) 

= --1, und umgekehrt. 
Es sei noch erwahnt: 
V. Wenn a ein fester Wurf (=F 0 und =F 00) ist, dann sind die durch 

x' = a + x, x' = a - x, x' = ax, x' = a: x 
gegebenen vier Beziehungen zwischen x und x' projektiv. 

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen der Rechnungsarten. 

Wenn der Wurf x = (UOEX) neutral ist, d. h. wenn X in der Kette 
UOE liegt, wollen wir im folgenden auch x reel! nennen. 1st ein solcher 
reeller Wurf x =F 0 und =f= 00, so wird er positiv oder negativ genannt, je 
nachdem die Sinne UOE und UOX iibereinstimmen oder nicht. Man 
schreibt in den zwei Fallen: x> 0 bzw. x < O. Man setzt x ~ y, je 
nachdem x - y ~ 0 ist. 

VI. Wenn x> 0 und y> 0, dann ist auch z = x + y > O. 
Da namlich eine parabolische Projektivitat gleichsinnig ist, folgt 

aus UUOY 7':: UUXZ, daB UOY und UXZ denselben Sinn haben, 
also auch UOX und UXZ, d. h. die Punkte U, 0, X, Z folgen in dieser 
Reihenfolge aufeinander. Dann haben aber auch UOX und UOZ den
selben Sinn, was zu beweisen war. 

Ebenso ist, wenn x < 0 und y < 0, auch x + y < O. 
VII. Wenn x> 0 und y> 0, dann ist auch z = xy > O. 
Da namlich UOE und UOX denselben Sinn haben, ist die durch 

UOEY 7':: UOXZ 
bestimmte Projektivitat gleichsinnig; also haben UOY und UOZ den
selben Sinn. 

Ebenso sieht man: Aus x < 0, y < ° folgt xy > 0, und aus x < 0, 
y > ° folgt xy < 0. 

Wir wollen nun einige identische Gleichungen aufstellen. Zunachst gilt : 

(3) (UOEX) + (UEOX) = 1, 
also: 

VIII. Zwei Wurfe, die durch Vertauschung der zwei mittleren (oder 
auBeren) Elemente auseinander entstehen, haben die Summe 1. 
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Urn dies zu zeigen, bestimmen wir einen Punkt Y, so daB 

(UOEY) = (UEOX) . 

Die Paare (U, U), (0, E), (X, Y) gehOren also derselben Involution 
an; dies bedeutet eben, daB 

(UOEX) + (UOEY) = (UOEE) = 1. 

Ferner findet man aus 2: 

(4) (UOEX) • (UOXZ) = (UOEZ) . 

Ersetzt man hier Z durch E, so erhalt man: 

(5) (UOEX) • (UOXE) = 1, 
also: 

IX. Zwei Wilr/e, die durch Vertauschung der zwei letzten (oder der 
zwei ersten) Elemente auseinander entstehen, haben das Produkt 1. 

Zwei Punkte X und X - sowie auch die entsprechenden Wiirfe 
(UOEX) und (UOEX) - heiBen konjugiert imaginar, wenn X und X 
in bezug auf die Kette UOE symmetrisch liegen l . Da man projektive 
Wiirfe als gleich betrachtet, sind zwei Wiirfe (ABCD) und (AlBl CIDl ) 

konjugiert imaginar, wenn die projektive Transformation, welche 
A, B, C in bzw. AI' BI , Cl iiberfiihrt, den Punkt D in einen Punkt D' 
transformiert, welcher der zu DI in bezug auf die Kette AIBICI sym
metrische Punkt ist. 

Den zu x konjugiert imaginaren Wurf bezeichnen wir mit x. Wenn 
x = X, ist x reell. 

Da jede symmetrale Transformation eine Projektivitat in eine Pro
jektivitat und insbesondere eine Involution in eine Involution trans
formiert, kann aus 

x + y = z und x y = z 
bzw. 

und xy = z 
gefolgert werden. Hieraus finden wir sogleich: 

X. Summe und Produkt von zwei konjugiert imaginaren W ilr/en sind 
reeU. 

Denn aus 
folgt 

x + x = z und xx = z 

X + x = z bzw. xx = z, 

so daB in beiden Fallen z = z ist. 

1 Die Punkte der Kette UOE selbst werden dann auch als "reell" bezeichnet. 
Die so innerhalb einer beliebigen Geraden entstandenen Begriffe "reeller Punkt" 
und "konjugiert imaginare Punkte" haben einen relativen Charakter, indem sie 
von den Grundpunkten U, 0, E abhangen; sie k6nnen als eine projektive Ver
allgemeinerung des elementaren Begriffes "reeller Punkt" sowie des in Kap. II, § 1 
eingefiihrten Begriffes "konjugiert imaginare Punkte" betrachtet werden. 
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Man kann noch hinzufiigen: 
XI. Das Produkt xx ist positiv (wenn x =F 0 und =F (0). 
Setzen wir z = xx, so ist zu zeigen, daB die Folgen UOE und UOZ 

denselben Sinn haben. Nach der Definition der Multiplikation sind 
(U,O), (X, X), (E,Z) Paare einer Involution; die Doppelpunkte P 
und Q dieser Involution liegen auf der Kette k = UOE; denn in der 
durch X und X auf k bestimmten elliptischen Involution gibt es ein 
Paar von Punkten, welche von U und 0 harmonisch getrennt sind, und 
diese Punkte sind eben die Punkte P und Q. 

Die auf der Kette k durch (U, 0), (X, X), (E, Z) festgelegte In
volution ist daher hyperbolisch und also ungleichsinnig, so daB die 
Sinne UOE und OUZ verschieden sind; aber dann stimmen die Sinne 
UOE und UOZ iiberein. 

§ 2. Zerlegung eines Wurfes. 
Man kann einen beliebigen Wurf durch zwei reelle Wiirfe festlegen; 

es gilt namlich: 
I. 1st x = (UOEX) ein beliebiger und i = (UOEl) ein fester, nicht

reeller Wurf, dann kann man immer eindeutig zwei reelle Wurfe a und b 
bestimmen, so dafJ 

(1 ) x=a+ib. 

Die Transformation x' = ix ist nach § 1, Satz V projektiv und fiihrt 
die Kette k = UOE in die Kette ki = UOl iiber, so daB jedem Punkt 
von ki ein und nur ein Punkt von k entspricht. Es kommt deshalb nur 
darauf an, die Existenz und Eindeutigkeit 

k,' der Darstellung 
(2) x = a + bi 

zu beweisen, wo die entsprechenden Punkte A 
und BI in k bzw. ki liegen. If' 

Wir nehmen an, daB A und BI schon ge
funden sind, und betrachten die projektive 
Transformation x' = a + x mit dem ein- If 

zigen Doppelpunkt U; sie fiihrt 0 in A Fig. 29. 

und BI in X iiber (Fig. 29)1. Die Kette k 
ist eine Doppelkette; nach Kap. IV, § 1, Satz IX ist dies auch fiir die 
Kette k' = BIXU der Fall, und diese zwei Ketten beriihren einander 
in U; ki wird in ki = AXU transformiert, und auch diese zwei Ketten 
beriihren einander in U. 

Die Ketten k' und ki sind hierdurch eindeutig bestimmt, ebenso die 
Schnittpunkte A und BI , und die entsprechenden Wiirfe a und bi be
friedigen (2). Hiermit ist Satz I bewiesen. 

1 Vgl. die SchluBbemerkungen in Kap. II, § 2. 
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Es kann, wie gesagt, i als ein ganz beliebiger nichtreeIler Wurf 
angenommen werden. Es ist aber vorteilhaft i so zu wahlen, daB 
i2 = -1. Dies ist moglich, denn man hat ganz aIlgemein: 

II. 1st a = (UOEA) ein beliebiger Wurf c.j= 0 und =i= 00, dann gibt es 
immer zwei verschiedene Wurfe x = (UOEX), so dafJ x 2 = a. 

Aus x 2 = a folgt namlich, daB (U, 0), (E, A), (X, X) Paare einer 
Involution sind; also muB X ein Doppelpunkt in der durch die zwei 
ersten Paare bestimmten Involution sein. 

Die Gleichung (UOEE1) = -1 bestimmt einen Punkt E1, der durch E 
von (U, 0) harmonisch getrennt ist (§ 1, Satz IV). Fur I wollen wir den 
Punkt wahlen, der durch die elliptische Involution (U, 0), (E, E 1) auf 
der Kette k mit dem Sinne UOE bestimmt wird; dann ist i2 = -1. 
Diese Wahl von I halten wir im folgenden fest. 

Dieselbe Involution mit dem entgegengesetzten Sinn bestimmt einen 
Punkt II; I und II liegen in bezug auf k symmetrisch, also: 

III. Die Ketten k = UOE und k1 = UOI sind zueinander orthogonal. 
Da I und II durch U und 0 harmonisch getrennt sind, ist die Summe 

der zwei konjugiert imaginaren Wiirfe (UOE1) und (UOEI1) gleich 0 
(§ 1, Satz IV); also ist (UOEI1) = -i, d. h. i und -i sind konjugiert 
imaginar. Hieraus folgt sofort: 

IV. Konjugiert imaginiire Wurfe konnen in der Form a + ib und 
a - i b geschrieben werden. 

Man kann einen Wurf auch in anderer Weise zerlegen, namlich in 
ein Produkt von einem positiven Wurf und einem Einheitswttrf. Der 
letztere ist ein Wurf x, welcher der Gleichung 

xx = 1 
geniigt. Es gilt der Satz: 

V. Es gibt unendlich viele Einheitswurfe (UOEX) , und die dadurch 
bestimmten Punkte X bilden die Kette E1E1. 

Die Punkte, deren Abszissen x und y die Gleichung xy = 1 be
friedigen, bilden namlich eine involutorische Symmetralitat. Die Ein
heitswiirfe sind durch die Doppelpunkte. dieser Transformation be
stimmt; hieraus folgt der Satz, weil ja E, lund E1 solche Doppel
punkte sind, und aIle Doppelpunkte eine Kette bilden (Kap. IV, § 2, 
Satz I). 

VI. J eder W urf =F 0 und =i= 00 kann eindeutig als Produkt eines posi
tiven Wurfes r und eines Einheitswurfes e geschrieben werden. 

r heiBt der absolute Betrag des betrachteten Wurfes. 
Man hat namlich: 

wo der letzte F aktor wegen 

- x 
x = xx· X ' 

x X 
="-- = 1 x x 
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ein Einheitswurf ist. Hatte man zwei solche Zerlegungen 

x = I • e = II • e1 ' 
so wiirde folgen: 

Aber der Einheitswurf ejel kann nur dann positiv reell sein, wenn er 
gleich 1 ist. 

VII. Sind A und B reelle, C und D koniugiert imaginare Punkte, 
dann ist (ABCD) ein Einheitswurf; ieder Einheitswurf kann in dieser 
Weise dargestellt werden. 

1st namlich x = (ABCD), so wird x = (ABDC), und nach Kap. V, 
§ 1, Satz IX ist xx = 1-

Es sei umgekehrt x = (ABCD) ein Einheitswurf; wir k6nnen voraus
setzen, daB A reell und C und D konjugiert imaginar sind. Der zu B 
konjugiert imaginare Punkt sei B I ; dann ist x = (ABIDC), und man 
findet: 

xx =- (ABCD) . (ABIDC) = (BADC). (ABIDC) = (BBIDC). 

SolI nun der letzte Wurf gleich 1 sein, dann muB B mit Bl zusammen
fallen, d. h. reell sein. 

VI. Kapitel. 

Einleitung in die algebraische Theorie 
der Projektivitaten und Symmetralitaten. 

§ 1. Die Projektivitat. 
Wir benutzen im folgenden die im vorigen Kapitel gegebene Be

stimmung des Punktes X einer festen Geraden durch seine Abszisse x, 
d. h. durch den Wurf (UOEX); die Abszissen der Punkte U, 0 und E 
sind 00, 0 und 1-

Wir haben gezeigt (Kap. V, § 1, Satz V), daB bei jeder der vier 
Transformationen 

(1) x'=a+x, x=a-x, x'=ax, x=a:x 

X' eine Punktreihe bildet, die mit der Reihe des Punktes X projektiv 
ist. Dasselbe gilt ffir die Transformation 

(2) 

weil diese durch Zusammensetzung von Transformationen der Formen (1) 
hergestellt werden kann. 

Durch (2) wird die allgemeine projektive Transformation dargestellt; 
denn man kann, wie unten gezeigt werden solI, durch (2) drei ge
gebenen Punkten X drei beliebige Punkte X' zuordnen. 
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Zum Beweise geniigt es, die drei Punkte X' als U, 0 und E zu wahlen. 
Sollen nun den Punkten x = Xl und X = X2 die Punkte x' = 00 bzw. 
x' = 0 entsprechen, so muB (2) die Form haben: 

x' = x - x2 • k, 
x - Xl 

wo k eine Konstante ist. Sollen aul3erdem x = xa und x' = 1 einander 
entsprechen, muB 

sein, also ist 
x' = X3 - Xl : ~ - Xl • 

X 3 - X2 X - X 2 

Dieser Ausdruck hat die Gestalt (2). 

Aus (XlX2XaX) = (UOEX') = x' 
folgt sogieich: 

1. Sind Xl' X 2 , Xa, X 4 dureh die Wurle Xl' x2 , xa' x" von den Punkten 
U, 0, E aus bestimmt, dann ist 
(4) (X X X X) - X3 - Xl • %, - Xl 

1 2 a 4 - X3 - X 2 • X4 - X 2 • 

FaIit einer der vier Punkte mit U zusammen, ist die rechte Seite 
von (4) in bekannter Weise durch einfachere Ausdriicke zu ersetzen. 

(5) 

Die Transformation (2) kann auch in der Form 
CX'- d 

X=---
ax'- b 

oder auch 

(6) axx' - bx - ex' + d = 0 

geschrieben werden. 
Sie ist singular, wenn 

(7) ad - be = o. 
In diesem Fall kann die linke Seite von (6) in zwei Faktoren zerlegt 

werden: (mx - n) (px' - q) = 0, 

und wir sehen, daB jedem Punkt X der durch %0= ; bestimmte Punkt X6 

zugewiesen wird, ausgenommen dem durch Xo = : bestimmten Punkt 

Xu, dessen entsprechender Punkt unbestimmt ist. 
Die nichtidentische Transformation (6) ist involutoriseh, wenn 

(8) b - e = o. 
Sie hat im allgemeinen zwei Doppelpunkte, welche durch 

(9) ax2 - (b + e) x + d = 0 

bestimmt werden; diese fallen zusammen, wenn 

(10) (b + e)2- 4ad = O. 
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Die Ausdrucke Ll2 = ad - be 

sind Invarianten l , was man aus ihrer geometrischen Bedeutung sogleich 
einsieht. Man verifiziert dies auch direkt, indem man (6) mittels der 
Transformation 
(11) lXXX' - {Jx - yx' + b = 0 

transformiert. Aus (11) findet man namlich 
yx'- b 

X=---' 
(Xx' - {J , 

, yx - b yx' - b ., 
ersetzt man dann m (6) X und X durch -R bzw. -'--R' erhaIt 

(XX - I' (Xx - I' 
man: 

wo 

(12) 

Axx' - Bx - Cx' + D = 0, 

A = ay2 - bylX - eylX + d1X2, 

B = ayb- by{J - er51X + dlX{J, 

C = ayr5 - bblX - cy{J + dlX{J, 

D = ab2 - bb{J - eb{J + dfJ2. 

Es ergibt sich hieraus, daB 

(13) { 
Lli = B - C = (b -- e) (1Xr5 - (Jy), 

LI~ = AD - BC = (ad - be) (lXb - {Jy)2, 

wodurch die Invarianz von Lli und Ll2 bewiesen ist. 
Auch die Diskriminante der Gleichung (9) 

(14) LI = (b + e)2 - 4ad 

ist eine Invariante; sie laBt sich durch die vorherigen m der Form 

(15) 
darstellen. 

Mittels einer passend gewahIten Transformation (11) kann man die 
Gleichung (6) einer Projektivitat auf einfachere Formen bringen. Sind 
ihre Doppelpunkte verschieden, so kann man diese in U und 0 ver
legen; die Gleichung (6) wird hierdurch auf die Form 

(16) bx + ex' = 0 

gebracht. 
Fur die Invariante LI findet man in diesem Fall LI = (b + e)2, also, 

wenn ein passender Wert der Wurzel f1 genommen wird: -VL1 = b + e. 
Aus dieser Gleichung ·und Lli = b - e findet man b und e, und die 
Gleichung (16) laBt sich dann auch in der Form 

(LII + iA)x - (111 - -VLl)x' = 0 

1 "Invariant" 5011 hier und im folgenden "invariant gegeniiber projektiven 
Transformationen" bedeuten. 

J uel, Projektive Geometrie. 5 
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also: 
II. Wenn die Proiektiv~tiii (6) zwei verschiedene Doppetpunkte E 

und F hat, dann ist 

(17) 

Hierbei ist die Wurzel y2f in passender Weise zu wahlen; andert 
man die Reihenfolge der Doppelpunkte E und F, oder geht man zu 
der inversen Transformation iiber, so ist y'2f durch die andere Wurzel 
von L1 zu ersetzen. 

Fallen die Doppelpunkte der Projektivitat (6) zusammen, so kann 
man sie in U verlegen; die Gleichung (9) soll hier zweimal x = 00 

geben, also ist a = 0, b + c = 0; (6) erhalt dann die Form: 

x'=x-d. 

Hier ist, wie wir von vornherein wissen, L1 = O. 
Wir wollen noch eine Simultaninvariante fiir zwei Projektivitaten n 

und n1 mit den Gleichungen bzw. 

{ 
axx - bx - cx + d = 0, 

(18) 
alxx - blx - c1x + dl = 0 

bilden. 
Fiir das Produkt nn~ ergibt sich die Gleichung 

(19) (ax - c) (clx - dl ) = (bx - d) (alx - bl ) 

oder 
xx(ac~ - bal) - x (adl - bb}) - X(CCI - da}) + cd} - dbl = O. 

Diese Projektivitat ist nach (8) involutorisch, wenn 

(20) A = bbl + cCI - dal - adl = o. 
A ist also eine Invariante, deren Verschwinden bedeutet, daB das 

Produkt nnl eine Involution ist. 
Wenn insbesondere n l gleich n ist, erhalt man 

(21) Al = b2 + c2 - 2ad; 

das Verschwinden von Al bedeutet, daB n2 involutorisch ist. Man findet 
sofort die Identitat: A - A2 - 2 A 

1- 1 2' 

§ 2. Ketten und Symmetralitaten. 
Die einfachste antiprojektive oder symmetrale Abhangigkeit ist die 

Transformation, welche jeden Punkt x in den konjugiert imaginaren 
Punkt x iiberfiihrt; sie wird eine Umlegung genannt. 
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Die allgemeine antiprojektive Beziehung erhalt man, wenn man 
die allgemeine projektive Beziehung mit einer Umlegung kombiniert. Die 
Gleichung dieser Symmetralitat ist demnach: 

( 1) axx' - bx - ex' + d = ° . 
Wenn ad - be = 0, ist, wie in § 1, die linke Seite in zwei Faktoren 

zerlegbar, und dit Symmetralitat ist singular. 
Die Gleichung (1) ist eine "Symmetralgleichung", womit nur aus

gedriickt werden soIl, daB die Gleichung auBer den gewohnlichen 
Operationszeichen auch das Umlegungszeichen enthalt. Mit solchen 
Gleichungen kann man im wesentlichen wie mit gewohnlichen Gleichun
gen operieren; es mag aber besonders auf die folgenden Umstande 
aufmerksam gemacht werden: 

A. Eine Symmetralgleichung in x und x braucht gar keine Losungen 
zu haben. 

Dies gilt z. B. von der Gleichung 

(2) xx + r = 0, 

wo r eine reelle positive Konstante ist. 
B. Eine Symmetralgleiehung in x und x kann unendlich viele Losungen 

haben, ohne identisch erfiillt zu sein. 
Als Beispiel betrachte man die Gleichung 

xx-r = 0, 

wo r die obige Bedeutung hat. Diese Gleichung ist durch x = -Vi. e 
befriedigt, wo e ein beliebiger Einheitswurf ist. 

C. Eine Symmetralgleichung 

(4) F(x,x)=O 

ist gleiehwertig mit 

(5) F(x, x) + (XF(x, x) = ° 
wo (X kein Einheitswurf, im iibrigen aber beliebig ist. 

(Der Strich fiber F bedeutet, daB man die Koeffizienten von F 
umlegen soIl.) 

Denn aus (4) folgt ja leicht (5), und aus (5) und ihrer umgelegten 
Gleichung kann man wieder (4) herleiten, wenn nur (Xex =!= 1-

D. Die (im erweiterten Sinne zu nehmenden) Wurzeln einer Symmetral
gleiehung in x und x verteilen sich in eigentliche Losungen und uneigent
liche W urzelpaare. 

Hiermit meinen wir das Folgende: 
Urn die Werte von x, welche eine mit ihrer umgelegten nicht

identische Gleichung (4) befriedigen, zu finden, bestimmt man in ge
wohnIicher Weise x und x aus (4) und aus 

(6) F(x, x) = 0. 

5* 
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Es kommt also darauf an, die Gleichungen 
-

(7) F(x, y) = 0, F(y, x) = 0 

in x und y zu losen. 
Es sei (Xl' YI) eine Losung dieser zwei Gleichungen. Wenn YI = Xl' 

nennen wir Xl' eine eigentliehe Losung der Gleichung (4). 1st dagegen 
YI = x2 =f= Xl' dann ist 

F(xl , x2) = 0, F(X2' Xl) = 0 
und also auch 

F(XI' x2) = 0, F(X2' Xl) = 0; 

gleichzeitig mit (Xl' X2) befriedigen also (Xa, Xl) die Gleichungen (7). 
Wir sprechen in diesem Fall von einem uneigentliehen Wurzelpaar (Xl' X 2) 

der Gleichung (4). 

Trotz des in C erwahnten Tatbestandes lautet die Bedingung, daB 
zwei Symmetralitaten 

(8) 

zusammenfallen: 

(9) 

Es so 11 namlich 

{ 
axi' - bx - ex' + d = 0, 

alxx' - blx - elx' + dl = 0 

fUr jedes X richtig sein, und dies fordert das Bestehen von (9), was 
man z. B. einsieht, wenn man X = 0, 00 und dlb setzt. 

Die Gleichung (1) st~llt eine involutorische Symmetralitat dar, wenn 

sie mit ax'x - bx' - ex + d = 0 

oder, was dasselbe ist, mit 

(10) axx' - ex - bi' + d = 0 

gleichbedeutend ist. Dies erfordert 

(11) a : a = c: b = b : e = d : d ( = f) • 

1st diese Bedingung erfiillt, so erhalt man aus (1) durch Multiplikation 
mit 1 + f: 

(a + a) xx' - (b + e)x - (b + c);~' + (d + d) = O. 

Diese Gleichung stellt, wenn nicht gerade f = -1 ist, die Sym
metralitat (1) in der Form 

(12) axi' - mx - mi' + b = 0 I 

1 Die gotischen Buchstaben werden hier und im folgenden zur Bezeichnung 
von reellen GroBen verwendet. 
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dar. In dem ausgeschlossenen Fall ergibt sich (12) aus (1) durch Multi
plikation mit i. Also: 

I. Die Gleickung einer Symmetrie kann immer durck M ultiplikation 
mit einer Konstanten auf die Form (12) gebrackt werden. 

Diese Gleichung kann nun durch Transformation mittels einer Pro
jektivitat weiter reduziert werden. 

Zunachst sei a =1= o. Transformiert man (vgl. S. 65) durch 

x=x'+<5, 
so wird (12) in 

axx' - (m - aJ)x - (m - a <5) x' + a<5d - m~ - mJ + b = 0 

iiberfiihrt. Wahlt man nun <5 = ; , so reduziert sich diese Gleichung auf 

xx' - -; (mm - ab) = o. a 
Durch Transformation mittels 

x = ~ -ymm - ab • x' 
a 

erhalt man endlich, je nachdem mm ~ ab, die Gleichungen 

xx' - 1 = 0 oder xX' + 1 = o. 
1st dagegen a = 0, kann man (12) durch 

mx(x' + 1) - b = 0 

in x x' - 1 = 0 transformieren. Also: 
II. Durck Transformation mittels einer Profektivitat lapt sick die 

Symmetrie (12), fe nachdem mm ~ ab, in 

xi' - 1 = 0 bzw. xx' + 1 = 0 
uberfukren. 

Wenn mm = ab, ist die Symmetrie singular und kann in xx' = 0 
transformiert werden. 

Die Punkte einer Kette kann man a1s die Doppelpunkte in einer 
nichtsingularen Symmetrie definieren. Aus Satz II erhaIt man sofort: 

III. Die Gleickung einer allgemeinen Kette kann in der Form 

(13) axx - mx - mx + b = 0 

gesckrieben werden, wo mm> abo Jede solcke Gleichung kann durck 
Transformation mittels einer Profektivitat aUf die Form 

xx -1 = 0 
gebracht werden. 

Auch sieht man, daB (13) fiir mm < ab keine und fUr mm = all 
eine einzige L6sung hat. 

SolIen zwei Gleichungen von der Form (13) dieselbe Kette bestimmen. 
so miissen die Koeffizienten proportional sein. 
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Wir betrachten nun wieder die Symmetralitat (1). Wenn wir diese 
wie in § 1 (S. 65) mittels der Projektivitat § 1, (11) transformieren, ergibt 
sich durch eine zur dortigen analoge Rechnung: 

(14) AD - BC = (ad - be) (IXb - fly) (iiJ - fry). 
Wir werden hierdurch zu folgender Definition gefiihrt: 
Es sei I eine ganze, rationale Funktion der Koeffizienten a, b, e, d 

sowie der umgelegten a, b, c, d, homogen in bezug auf die vier ersten 
sowie auch in bezug auf die vier letzten; I' sei die entsprechende Funktion 
der transformierten Koeffizienten und ihrer umgelegten. Dann nennen wir 
I eine Invariante (deutlicher "Symmetralinvariante") der Gleichung (1), 
wenn fiir jede Wahl der Projektivitat § 1, (11) 

(15) l' = I· {IXb - fly)m. (lid - py)m, 
wenn also die Funktion I bei Ausfiihrung einer Transformation mit 
einer geraden Potenz des absoluten Betrages der Substitutionsdeter
minante multipliziert wird. 

Da A, B, C, D linear in bezug auf (a, b, e, d), (IX, fl, y, 15) und 
(ei, p, y,~) sind, hat man: 

IV. Der obige Exponent mist die Halite des Homogenitiitsgrades von I 
in bezug aul Ca, b, e, d, a, b, c, d). 

Dieser Grad ist also immer gerade. 
Als erstes Beispiel einer solchen Invariante haben wir schon nach (14) 

(16) r 2 = ad - be. 

Urn weitere zu finden, betrachten wir zwei Symmetralitaten ii 
und :7tl mit den Gleichungen 

axX' - bx - ex' + d = 0, 

alxx' - b1% - elX' + dl = O. 

Fiir das Produkt iiiil finden wir in Analogie mit § 1, S. 66 

(18) (ax - c) (clx - dl) = (bx - d) (alx - bl ), 

oder 

(19) xx(aci - bal) - x(adl - bbl) -- x (eci - dal) + edl - lbt = o. 
Hieraus ergibt sich eine Simultaninvariante der Symmetralitaten ii 

und :7t1, namlich 
(20) M = bbl + eCI - dal - adl , 

deren Verschwinden bedeutet, daB das Produkt iiiil eine Involution 
ist. DaB M wirklich die Bedingung (15) erfiillt, verifiziert man durch 
eine leichte Rechnung. 

Wenn insbesondere nl gleich :7t ist, erhalt man 

(21) MI = bb + ec - da - ad. 
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Das Verschwinden von Ml bedeutet, daB ii2 eine Involution ist. 
Man sieht, daB Ml immer reell ist. 

Bildet man die Invariante M fUr zwei Symmetrien ii und iiI 

(22) 

so ergibt sich 

{ axx' - mx - mx' + b = 0, 

al x x' - ml x - ml x' + bl = 0, 

(23) M2 = mml + mml - bal - abl . 

71 

Das Verschwinden von M2 bedeutet, daB die Grundketten der 
Symmetrien (22) - wenn sie existieren - zueinander orthogonal sind; 
denn aus iinl • iiiil = 1 folgt iiI = iiiil ii. 

Urn die Doppelpunkte der Symmetralitat (1) zu finden, hat man x 
und x aus 
(24) axx - bx - ex + d = 0 

und der umgelegten Gleichung 
- -

(25) axx - ex - bx + d = 0 

zu finden. Wenn die zwei Gleichungen zusammenfallen, haben wir eine 
involutorische Symmetralitat, die schon behandelt wurde (vgl. S. 69); 
dieser Fall sei nun ausgeschlossen. 

Elimination von x ergibt: 

(26) (ab - ac)x2 - (bb - ce + ad - ad)x + bd - cd = o. 
Diese Gleichung hat immer zwei verschiedene oder zusammenfallende 
Wurzeln ~l und x2 ; es ist Xl = X 2 , wenn die Diskriminante 

(27) r= (bb - ce + ad - adl- 4(ab - ac) (bd - cd) 
verschwindet. Man verifiziert leicht, daB 

(28) 

woraus folgt, daB r der Bedingung (15) geniigt und also eine Symmetral
invariante ist. r ist offenbar immer reell. 

Aus dem Obigen dad man nicht schlieBen, daB eine Symmetralitat 
immer Doppelpunkte hat. Wenn namlich Xl =*= x 2 , kann (Xl' x2) auch 
ein uneigentliches Wurzelpaar der Gleichung (24) sein (vgl. S. 68), so 
daB (Xl' .%2) sowie auch (X2' Xl) die Gleichung (24) befriedigen, wenn sie 
fUr X und .% eingesetzt werden. Dies bedeutet aber, daB die durch Xl 

und x2 bestimmten Punkte bei der Transformation (1) einander in 
doppelter Weise entsprechen. 

Urn nun zu sehen, ob die Wurzeln in (26) Doppelpunkte sind oder 
ein involutorisches Punktpaar bilden, betrachte man die Diskriminante r. 

Wenn die Symmetralitat (1) zwei Doppelpunkte hat, kann man, 
wie bei den Projektivitaten, diese Punkte durch eine projektive Trans-
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formation in U und 0 verlegen. Die Gleichung der Symmetralitat wird 
dann von der Form 

(29) bx + ex' = 0 

sein, und die Diskriminante r wird - wie aus der Definition einer 
Symmetralinvariante folgt - mit einem positiven Faktor multipliziert. 
Fiir (29) finden wir r = (bl; - eel, also, wenn b =1= e: r> o. 

Wenn aber die Symmetralitat ein involutorisches Paar hat, kann die 
Gleichung (1) in 

(30) xx' + d = 0 

iiberfiihrt werden, und dann wird r = (d - J)2, d. h. wenn d =1= d: 
r < O. Also: 

V. Eine niehtinvolutorisehe Symmetralitiit hat zwei Doppelpunkte oder 
ein involutorisehes Paar, ie naehdem die reetle Symmetralinvariante r 
positiv oder negativ ist. 

Fur r = 0 hat sie einen einzigen Doppelpunkt. 
Wenn die Symmetralitat involutorisch ist, hat man ebenfalls r = o. 
In einer Projektivitat (M, M') mit zwei Doppelpunkten E und F 

sind alle Wiirfe (EFMM') gleich (§ 1, Satz II). Fiir die Symmetralitaten 
hat man einen ahnlichen Satz, der aber verschieden ausfallt, je nachdem 
die Symmetralitat zwei Doppelpunkte oder ein involutorisches Paar hat. 

1m ersten Fall findet man: 
VI. Hat eine Symmetralitiit zwei Doppelpunkte E und F, so ist der 

absolute Betrag t des Wurfes ft = (EFMM') konstant. 
Fallen namlich die Doppelpunkte E und F in U bzw. 0, dann ist die 

Gleichung der Symmetralitat 

und 

also 

bx + ex' = 0 

x e X' 
u = (UOXX') = - = - - . -r x' bx" 

- ec 
);2 = fl fl = -= . 

bb 

Diese Konstante k6nnen wir leicht durch die obigen Invarianten 
ausdriicken; denn in dem betrachteten Fall ist 

r 2 = -be. 
Man hat nun 

2 + ~ = ec + bb = (ee)2 + (bb)2 = (cc- bb)2 + 
t 2 - - - 2, 

t bb cc bbee bbec 
also 

1 r M2 
(31) t 2 + 2" = ---=- + 2 = ~ - 2. 

t r2r2 I~r2 

Die Zweideutigkeit von t 2 entspricht dem Umstand, daG man E 
und F vertauschen kann. 
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1m zweiten Fall lautet der Satz: 
VII. Hat eine Symmetralitiit (M, M') ein involutorisches Paar (E, F), 

dann ist in der Zerlegung Il = (EF MM') = r· e der Einheitswur/ e konstant. 
Die Gleichung der Symmetralitat kann hier namlich 

xx'+d=O 

geschrieben werden, und man erhalt: 

Il = (UOXX') = x, = - ~_I' 
X xx 

also: f1, d 
e2 = =- = -=. 

!t d 

Es ist bemerkenswert, daB e durch dieselbe Gleichung bestimmt wird, 
wie oben r. Man findet namlich fUr b = c = 0: 

und 
e2+~= ~ + J =d2 +_d2 = (d_!)2 +2 

e2 d d dd dd ' 
also 

(32) 

§ 3. Doppelketten in Projektivitaten und Symmetralitaten. 
Wir wollen nun einige Fragen des Kap. IV analytisch behandeln 

und beginnen damit, die Doppelketten, d. h. die selbstentsprechenden 
Ketten in einer Projektivitat zu bestimmen. Es ist hier bequem, die 
Gleichung der Projektivitat zunachst auf ihre einfachste Form zu bringen. 
Diese ist, wenn die Projektivitat zwei verschiedene Doppelpunkte hat: 

(1 ) bx + ex' = 0, 

wo b und c beide von Null verschieden sind. 
In dieser Projektivitat wird der Kette 

(2) axx - mx - mx + b = 0 

eme andere Kette 
- b - b - bb 

axx + m -=- x + m - x + b • --= = 0 e e cc 

entsprechen. Diese zwei fallen zusammen, wenn [vgl. § 2, (9)] 

(3) 
a mb nib bbb 
-===--=--=~ 

a me me bee' 

Fiir b = -c ist (1) die identische Transformation; dies sei aus
geschlossen; dann muB nach (3) entweder a = b = 0 oder m = 0 sein. 

I Fllfd () h b b . . bb 
m ersten a or ert 3 noc c = c ' 1m zwe1ten c· e = 1. 
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1m allgemeinen gibt es also in einer Projektivitat keine Doppelkette; 
es gibt aber unendlich viele, wenn eine der Bedingungen 

(4) 
b b 
-·==1 c c 

erfuilt ist, d. h. wenn der Wurf blc entweder reell oder ein Einheitswurf 
ist. 1m ersten Fall sind die Doppelketten durch 

mx + mx = 0 

dargestellt, gehen also aile durch die Doppelpunkte; im zweiten Fall 
ist die Gleichung der Doppelketten 

axx + b = 0; 

in bezug auf jede dieser Ketten liegen die zwei Doppelpunkte sym
metrisch. 

Nur fUr b = c sind beide Bedingungen gleichzeitig erfullt (da ja 
b = -c ausgeschlossen wurde); in einer involutorischen Projektivitat 
gibt es also zwei einfach unendliche Reihen von Doppelketten. 

Hat die Projektivitat nur einen Doppelpunkt, so kann ihre Glei
chung in der Form 

(5) x'=x-d 

geschrieben werden. In dieser entspricht der obigen Kette (2) die neue 
Kette 

axx - (m - ad)x.- (m - ad)x + add - md - md + b = O. 

Diese fallt mit der ursprunglichen zusammen, wenn 

a m-ad 'iii-ad add-md-md+b 
a m m b 

Eine notwendige Bedingung fUr die Existenz von Doppelketten ist 
demnach, daB a = 0 sein soll; ist diese erfullt, so erhait man zur Be
stimmung der Doppelketten die einzige Gleichung 

md + md = 0 
oder md=irl. 

Also gibt es in diesem FaIle eine unendliche Reihe von Doppelketten, 
welche durch die Gleichung 

dargestellt werden. 

it it --a x + dx+b=O 

Es ist leicht, die Bedingung fur das Auftreten von Doppelketten 
sowie fur die verschiedenen Lagen dieser Ketten mittels der Invarianten 

1 t reell, vgl. die FuBnote S. 68. 
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auszudriicken. Hierzu betrachten wir wieder die Gleichung (1). Es ist 
hier (vgl. S. 65 -66): b,J1 + VLl· 

-c = L1 1 - ¥=Y. 
b 

Setzt man -c = k, so lassen sich die Bedingungen (4) in der Form 

(k - k) (k k - 1) = 0 

zusammenfassen; diese Gleichung kann auch in der Form 

k+~=k+i 
geschrieben werden. Nun ist 

k + ~ = ,J1 + YJ + ~1 - yJ = 2,J~ + 2,J = ,J~ - 2,J2 _ ,J~ _ 2 
k ,J1 - ¥=Y ,J1 + ¥=Y L1~ - ,J L12 - ,J2 • 

Die Bedingung fiir die Existenz von Doppelketten ist, wie man sieht, 

d B k 1 1,J~ 11 . a + Ii' a so Lf ree sel. 
2 

Man zeigt ohne Miihe, daB 

Ik+~1<2, 
je nachdem die erste oder die zweite Bedingung (4) erfiillt ist. Hieraus 
ergibt sich der Satz: 

1. Eine Profektivitiit hat dann und nur dann Doppelketten, wenn 
AVA2 reell ist. 

Fur ~~ < 0 oder ~~ > 4 gehen alle Doppelketten durch die Doppel-
2 2 

punkte; ist dagegen 0 < ~ ~ < 4, so liegen diese Punkte in bezug aut aile 
2 

Doppelketten symmetrisch. 2 

Es sei noch bemerkt: Fiir ~1 = 4 ist Ll = 0 und die Projektivitat 

parabolisch, und fUr ~~ = 0 ist sie involutorisch. 
2 

Wir wollen nun die Doppelketten in einer Symmetralitat bestimmen 
und beginnen mit der involutorischen, also mit der Symmetrie. Diese 
kann (§ 2, Satz II) durch 

(6) xx' - r = 0 

dargestellt werden; je nachdem r> 0 oder r < 0, hat sie eine Grund
kette oder nicht. Es sei 

axx - mx - mx + b = 0 

eine beliebige Kette; diese wird durch die Symmetrie (6) III 

bxx - mrx - mrx + ar2 = 0 
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UberfUhrt. Sollen die zwei Ketten zusammenfallen, muB also 

b mt at2 

a m b 

gelten. Hieraus findet man: Entweder b = at, m beliebig, oder b = - at, 
m = o. Die Doppelketten werden also durch 

axx - mx - mx + at = 0 

dargestellt, wo m und a (a reell) beliebig sind, und hierzu kommt fUr 
t > 0 noch die Grundkette 

xx - t = o. 
Wir wollen nun eine nichtinvolutorische Symmetralitat mit zwei 

Doppelpunkten betrachten. Verlegt man diese in U und 0, so lautet 
ihre Gleichung: bx + cx' = 0, 

wo [vgl. § 2, (11)] b b =f= c c. SolI die Kette 

axx - mx - mx + b = 0 

mit ihrer entsprechenden 
- -

accxx + mcbx + mcbx + bbb = 0 

zusammenfallen, so erfordert dies: 

(7) 
ace 
a 

mbc 
m 

mcb bbb 
m -b-· 

Da bb =f= ce, muB wenigstens der eine der Koeffizienten a und b 
gleich Null sein. Man sieht aber leicht, daB beide Koeffizienten ver
schwinden mussen, denn sonst ergabe sich aus (7) 

also cc = bb. 
Man erhalt dann: 

- mb 
c= - m' 

mb 
c=-m' 

(~Y=~:· 
Beide Werte von mini konnen gebraucht werden, und die zwel 

Doppelketten werden durch 

(8) Vbc-x± Vbc-x = 0 

dargestellt. 
Die Gleichung einer Symmetralitat mit einem involutorischen Paar 

kann man immer in der Form 

xx' + d = 0 

schreiben, wo d =f= d~ Fallt die Kette 

axx - mx - mx + b = 0 

mit ihrer entsprechenden 
- -

bxx + mdx + iiidx + dda = 0 
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zusammen, so ist: 
b md iiid dda 
a=---:;;;=- iii =-b-· 

Wegen d =F i muB m = 0 sein, und man erMlt: 

Von den zwei Werten von V dd kann nur der negative eine Kette 
geben, d. h. es gibt hier nur eine einzige Doppelkette, namlich 

Zuletzt betrachten wir die Symmetralitat mit einem einzigen Doppel
punkt. Liegt dieser Punkt in U, so miissen die zwei ersten Koeffizienten 
der Gleichung (26) in § 2 gleich Null sein, ohne daB gleichzeitig auch 
der dritte verschwindet. Hieraus findet man durch eine kleine Uber
legung die gesuchte Gleichung 

(9) bx + ex' + d = 0, 

wo 
- -

bb = ec, bd =F ed. 

Die Gleichung (9) kann noch vereinfacht werden. Durch Trans
formation mittels 

x = yx' 
erhalt man aus (9) 

byx + eyx' + d = o. 
Wird y so gewahlt, daB by=cy, also y: y=b : c (was ja moglich ist, 
weil b: c ein Einheitswurf ist), so erMlt die Gleichung der Symmetralitat 
die Form: 

(10) x+x'+d=O, 

wo d =F d. 
Um hier die Doppelketten zu bestimmen, betrachten wir, wie oben, 

die Kette 
axx - mx - iiix + b = 0, 

die mittels (10) in 

a(x + d) (x + d) + m(x + d) + m(x + d) + b = 0 
oder in 

axx + x(ad + m) + x(ad + m) + add + md + iiid + b = 0 

iiberfiihrt wird. Die zwei Ketten stimmen iiberein, wenn 

(11 ) 
a 
a 

ad+m 
m 

ad + m add + md + iiid + b ----
iii b 
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Da die Annahme a =F ° die Gleichung d = J mit sich fiihrt, muB not
wendigerweise a = ° sein. Die Proportionen (11) haben dann die Form 

m m md + ind + b 
--=--= m m b 

Hieraus findet man iii = ±m, wonach 

Das untere Vorzeichen ist unbrauchbar, und wir finden 

b = -!m(d + J). 
Es gibt also eine einzige Doppelkette mit der Gleichung 

(12) x + x + l(it + J) = 0. 

Es ist jetzt leicht, jede symmetrale oder projektive Transformation 
in ein Produkt von Symmetrien zu zerlegen (vgl. Kap. IV, § 3). 

Wir finden, indem wir jedesmal nur eine von den unendlich vielen 
Zerlegungen aufschreiben: 

A. Die symmetral~ Transformation 

bx + cx'= 0. 
b 

Setzt man c = te, so kann die Transformation als Produkt der 

folgenden Symmetrien 

hergestellt werden 

ex+x'=O, 
xx' - 1 = 0, 

xx' - t = ° 
B. Die symmetrale Transformation 

xX' - d = 0. 

Setzt man d = te, so findet man die Aufli:isung: 

x+ex'=O, 
x + x' = 0, 

xX'- t =0. 

C. Die symmetrale Transformation 

x+x'+d=O. 
1st d = te, so findet man: 

ex+ex'+t=o, 
ex + ex= 0, 
x+x'=O. 
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D. Die projektive Transformation 

bx + ex' = ° 
kann durch x' = x in Verbindung mit der ersten Gruppe der oben
genannten Symmetrien, also durch vier Symmetrien ersetzt werden. 

Nur wenn diese Projektivitat Doppelketten hat, kann man mit 
einer kleineren Zahl von Symmetrien auskommen, namlich 

1. wenn b:e reell ist, mit 

xx'- a = 0, 

xx' + ~a = 0· 
c ' 

2. wenn b:e em Einheitswurf ist, also bb = ee, mit 

x-x'=o, 

bx + c:X'= 0. 
E. Die Projektivitat 

x' = x + d. 

Ist d = te, so erhalt man: 

ex+ex'+t=O, 

ex + ex= 0. 

Wir wollen zuletzt noch untersuchen, inwiefem es maglich ist, durch 
Transformation mittels einer Projektivitat die Gleichung einer gegebenen 
Projektivitat oder Symmetralitat in eine andere mit reellen Koeffizienten 
zu iiberfiihren. 

Wenn das erreicht ist, wird jeder reellen Abszisse eine reelle Abszisse 
entsprechen, und die Kette der reellen Wiirfe, we1che durch x - x = ° 
bestimmt ist, wird in sich selbst iiberfiihrt. Es ist also notwendig, daB 
eine Doppelkette existiere - was offenbar auch hinreichend ist. Hat 
man eine Transformation, we1che die Gleichung in eine andere mit reellen 
Koeffizienten transformiert, so erhalt man unendlich viele andere, 
we1che dasselbe leisten, indem man die erste mit einer beliebigen anderen 
linearen Transformation mit reellen Koeffizienten zusammensetzt. 

Da eine Symmetralitat immer Doppelketten hat, gilt der Satz: 
II. Man kann dureh Transformation mittels einer Profektivitiit stets 

erreiehen, dafJ die Gleiehung einer beliebigen Symmetralitiit reelle Koetti
zienten erhiilt. 

Es mage erstens die Symmetralitat zwei Doppelpunkte haben, und 
ihre Gleichung sei auf die Form 

bx + eX' = ° 
gebracht. Eine der Doppelketten hat, wenn ~ = te gesetzt wird, die 

Gleichung: ex + x = 0; 
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diese geht durch 

in x - X = 0 iiber. Dieselbe Transformation muS auch die Symmetrali
tat in die gesuchte Form bringen, und man erhalt: 

t 2X - x= O. 

Hat die Symmetralitat ein involutorisches Paar, und ist ihre Gleichung 
auf die Form xx + d = 0 

gebracht, wo d = te ist, so hat sie eine Doppelkette mit der Gleichung 

XX-t=O. 

Diese geht durch Transformation mittels 

yt(x' - i) 
X= x'+i 

in x - x = 0 iiber. 
Dieselbe Transformation fiihrt die Symmetralitat in 

(1 + e) (xx + 1) + i(1 - e) (x - x') = 0 
iiber. 

Hiernach betrachten wir die Symmetralitat 

x+x+d=O 

mit einem einzigen Doppelpunkt. Ihre Doppelkette ist 

x + x + l(d + d) = O. 
Diese geht durch 

x(1 + i) + x'(1 - i) + l(d + d) = 0 

in x - x = 0 iiber. Die Symmetralitat wird durch dieselbe Trans-

formation in x _ x - ii(d - d) = 0 

iiberfiihrt. 
Eine Projektivitat mit zwei Doppelpunkten kann, wie erwahnt, 

im allgemeinen nicht mit reellen Koeffizienten geschrieben werden, 
sonde~ nur, we~n in der reduzierten Gleichung bx + ex' = 0 entweder 
be = be oder bb = ee. 1m ersten Fall geniigt es, mit e zu dividieren. 
1m zweiten geht die Gleichung durch Transformation mit 

ix' - 1 
x = ix'+ 1 

in (b + e)(xx' - 1) + i (b - c) (x' - x) = 0 

iiber, und diese ist, wenn durch b + e dividiert wird, wegen bb = ec 
eine Gleichung mit reellen Koeffizienten. 

Zuletzt betrachten wir die Projektivitat 

x'=x-d. 
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Eine ihrer Doppelketten ist 
dx - d-x = o. 

Diese wird durch 
Ydx - (dx'= 0 

in x - x = 0 iiberfiihrt, und die Gleiehung der Projektivitat in 

x'= x - Ydd. 

§ 4. Projektive Koordinaten in der Ebene. 
Ebenso wie man einen beliebigen Punkt einer Geraden von drei 

festen Punkten aus durch eine Abszisse bestimmen kann, so kann man 
auch einen beliebigen Punkt einer Ebene von vier festen Punkten der
selben aus durch Koordinaten festlegen; die vier Punkte sollen vonein
ander unabhangig sein, d. h. es sollen keine drei von ihnen in einer 
Geraden liegen. 

Die Koordinaten, die wir einfiihren werden, heiBen projektive Koordi
naten, da sie projektiv invariant sind; daB eine solche Koordinaten
bestimmung von vier Punkten ausgehen muB, folgt daraus, daB man 
durch eine projektive Transformation vier beliebige voneinander un
abhangige Punkte in vier ebensolche iiberfiihren kann. 

Die festen Punkte, von welchen die Bestimmung' ausgeht, seien 
AI' A 2, As, E. Den letzten Punkt he ben wir besonders hervor und nennen 
ihn Einheitspunkt, wahrend die drei ersten Grundpunkte heiBen und das 
Koordinatendreieck bestimmen. Die Seiten dieses Dreieckes aI' a2 , as, 
welche bzw. AI' A 2 , As gegeniiberliegen, heiBen Grundlinien. 

Einen beliebigen, auBerhalb as liegenden Punkt M kann man dann 
durch die zwei folgenden Wiirfe bestimmen: 

#1 =Al(A2 AaEM) = (aaa2 e1 ffl1) 

#2 = A2(AaA I EM) = (al aS e2 ffl2) , 

wo er und fflr die Geraden sind, welche E bzw. M mit Ar verbinden. 
Urn auch die Punkte von as zu bestimmen, braucht man noch den 

dritten Wurf A (A A EM) ( ) #s= S 1 2 = a2 al esffls • 
Diese drei Wiirfe sind durch die Gleiehung 

( 1) #1#2#S = 1 

verhunden. Urn dies einzusehen, nehmen wir zunachst an, M liege nicht 
auf einer der Grundlinien; dann sind alle # =f= 0 und =f= 00. Die Gerade EM 
schneide die Grundlinien aI' a2, as in bzw. B I , B2, B3; man hat dann 

1 
#1#2 = (B3 B2EM). (BIB3 E M) = (BIB"EM) = -, 

f.ta 
woraus (1) folgt. 

Geht im besonderen die Gerade EM durch A3 , so ist #1#2 = 1, #s = 1-
Liegt M auf a3 , aber nieht in einem Eckpunkt, so ist #1 = 00, P2 = 0, 

Jue\, Projektive Geometrie. 6 
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wahrend Its einen bestimmten Wert * 0 und * 00 hat; liegt M in As, 
so ist 1'1 = 0,1'2 = 00, und Ps ist unbestimmt. Auch in diesen und den 
analogen Fallen kann (1) als erfiillt betrachtet werden. 

Infolge (1) kann man nun setzen: 

(2) 

wo jedes x * 00, und nicht alle x gleichzeitig Null sind. Man sieht 
dann, daB eX1' eX2' exs, wo e (*0 und *(0) ein gemeinsamer Faktor 
ist, als homogene Koordinaten fiir die Punkte der Ebene benutzt werden 
konnen. 

Fiir Punkte auf as ist im besonderen xa = 0; fiir As ist sowohl 
Xl = 0 als X2 ='0. 

Die Koordinaten einer Geraden k6nnen in dual entsprechender Weise 
definiert werden. Man wahlt eine Einheitsgerade e, we1che die Grund
linien a1 , a2 , as in bzw. E1, E2 , Es schneiden moge. 1st nun m eine 
willkiirlichc Gerade, we1che die Grundlinien in M 1 , M 2 , Ma schneidet, 
so setzen .wir: v - (A A EM) 

1- S211' 

Man hat auch hier 
(3) 

Setzt man 

(4) 

'1'2 = (A1 ASE2M2) ' 

Va = (A2A1 ESMs) . 

so k6nnen eX1' eX2' eXa als homogene Koordinaten der Geraden auf
gefaBt werden. 

Es ist nicht notwendig, aber bequem, die Einheitslinie e als die 
sog. Harmonikale des Einheitspunktes E zu wahlen. Diese Harmonikale 
kann in folgender Weise definierl werden: 

Die Gerade ArE schneide die Grundlinie ar in E;. Die Schnittpunkte 
Er der Grundlinien mit der Einheitslinie werden danndurch die Gleichungen 

(A1A2EsE~) = (A2AsE1E~) = (AsA1E2E~) = -1 

definiert. - DaB die drei so gefundenen Punkte Er auf einer Geraderi 
liegen, kann .man leicht einsehen. 

Wir wollen ferner in diesen Koordinaten ausdriicken, daB ein Punkt 
M = (Xl' X2, xs) auf einer Geraden m = (Xl' X 2, Xa) liegt. 

Es gehe m durch keinen der drei Grundpunkte; die obige Be
dingung kann dann durch die Gleichung" 

(5) 

ausgedriickt werden. 
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Fiir die erste #-Koordinate des Punktes Ml finden wir mittels 
Kap. V, § 1, Satz III, indem e die Harmonikale des Punktes E ist, 
und also El und Ei durch A2 und As harmonisch getrennt sind (vgl. 
Fig. 30): 

-1 1 
Al (A2 AaE1Ml) = -AI (A2 AaE I M I) = (AsA2EIMl) = - -;;. 

Die ersten #-Koordinaten der vier Punkte 

dann - ~, 0, 00, #1; in analoger Weise wer-

M 1 , M 2 , M 3 , M werden 

VI 

den die zweiten #-Koordinaten 00, - ~, 0, #2. 
1'2 

Die Gleichung (5) gibt dann mittels § 1, 
Satz I: 

oder 
1 + #2'1'2 + #1'1'1#2'1'2 = o. 

Durch Einsetzen der Werte (2) und (4) er
halt man: 

(6) X 1X 1 + X 2 X 2 + xaXs = o. 
Dies ist die Gleichung der Geraden m 

in Punktkoordinaten, und zugleich die 
Gleichung des Punktes M in Linienkoordi-
naten. 

Fig. 30. 

Geht m im besonderen durch As, so ist, wie man sogleich findet, 
#aPs = -1, d. h.: 

Xl Xl + X 2 X 2 = 0, 

welche Gleichung ein spezieller Fall von (6) ist. 

Es seien IX = 0 und (J = 0 die Gleichungen zweier Geraden; dann 
stellt 
(7) IX + ).fJ = 0 

das durch die zwei Geraden bestimmte Buschel dar; durch Schneiden 
mit einer beliebigen Geraden, z. B. einer Seite des Koordinatendreiecks, 
sieht man, daB)' als der Wert des von den vier Geraden 

fJ = 0, IX = 0, IX+{J=O, IX + ).fJ = 0 

gebildeten Wurfes gedeutet werden kann. 
Jedes mit (7) projektive Buschel kann daher durch 

(8) y+).b=O 

dargestelit werden. Der Schnittpunkt entsprechender Strahlen be
schreibt einen Kegelschnitt; die Gleichung dieser Kurve ergibt sich durch 
Elimination von). aus (7) und (8) und lautet: 

(9) IXb = fJy· 
6* 
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Die Gleichung des Kegelschnittes ist demnach vom zweiten Grade. 
Umgekehrt wird jede Gleichung zweiten Grades einen Kegelschnitt 

darstellen; denn eine solche Gleichung kann leicht auf die Form (9) 
gebracht werden. 

VII. Kapitel. 

Aufgaben dritten und vierten Grades. 

§ 1. Ober die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte. 
Aufgaben dritten und vierten Grades sind solche, deren L6sungen 

sich auf die Bestimmung der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte zuriick
fiihren lassen. Bisweilen HiBt sich diese Bestimmung auf das Schneiden 
eines Kegelschnittes mit einer Geraden (Aufgaben zweiten Grades) 
reduzieren, und mit wichtigen Fillen dieser Art wollen wir uns zuerst 
beschiiftigen. 

"'Ober die Kegelschnitte werden keine speziellen Voraussetzungen 
gemacht; sie k6nnen imaginar sein und k6nnen auch in einer imaginaren 
Ebene liegen. Wir k6nnen doch zur ErHiuterung der Methoden reelle 
Figuren benutzen, wenn nur diese Methoden projektiver Natur sind 
(vgl. die SchluBbemerkungen in Kap. II, § 2). 

Raben zwei Kegelschnitte einen gemeinsamen Punkt A, so wer-
den wir im folgenden sagen, daB sie sich in A schneiden bzw. 

Fig. 31. 

beriihren, je nachdem ihre Tangenten 
in A verschieden sind oder zusam
menfallen. 

I. Wenn zwei Kegelschnitte sich in 
drei Punkten A, B und C schneiden, dann 

" schneiden sie sich noch in einem vier
ten Punkt. 

Es seien namlich (Fig. 31) P und 
PI die Pole der Geraden AB in bezug 
auf " und "1 und Q der Schnittpunkt 
von PP1 mit AB; Q ist von A und B 
verschieden. Es sei ferner R der Punkt, 
welcher von Q durch A und B harmo
nisch getrennt ist; R ist dann der Pol 
von PP1 sowohl in bezug auf" als 

auch auf "1. Durch eine harmonische Homologie mit R als Zentrum 
und P PI als Achse geht jeder der Kegelschnitte in sich iiber. Der 
Punkt, welcher dem Punkt C entspricht, ist der gesuchte vierte 
Schnittpunkt. 

Wir nehmen nun an, daB" und "1 sich in zwei Punkten A und B 
schneiden. Um die weiteren Schnittpunkte zu finden, ziehe man durch B 
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eine beliebige Gerade, we1che " und "1 auBer in B noch in M bzw. Ml 
schneidet. Die Projektivitat (AM, AM1) hat zwei verschiedene oder 
zusammenfallende Doppelgerade; keine von diesen kann in die 
Gerade AB oder in eine durch A gehende Kegelschnittangente fallen. 
Sind die zwei Doppelgeraden verschieden, dann haben " und "1 auBer A 
und B noch zwei Punkte C und D miteinander gemein; in keinem von 
diesen Punkten k6nnen die Kegelschnitte einander beriihren, wei! ein 
Kegelschnitt durch vier Punkte und die Tangente in einem von diesen 
eindeutig bestimmt ist. Wenn die Doppelgeraden zusammenfallen, 
gibt es auBer A und B nur einen gemeinsamen Punkt C; nach Satz I 
beriihren die zwei Kegelschnitte einander in C. Also: 

II. Wenn zwei Kegelschnitte sich in zwei Punkten s£hneiden, dann 
haben sie entweder zwei weitere Schnittpunkte, oder sie beruhren sich in 
einem Punkt. 

Es seien nun " und "1 zwei Kegelschnitte, die in einem Punkt A 
dieselbe Tangente a haben. Durch eine Homologie1 mit A als Zentrum 
kann die eine Kurve in die andere iiberfiihrt werden (vgl. S.17). Je 
nach der Lage der Homologieachse s hat man dann folgende FaIle: 

Wenn s die Kurve " in zwei Punkten B und C (=FA) schneidet, 
so sind diese Punkte auch Schnittpunkte von " und "1; beriihrt s den 
Kegelschnitt " in einem Punkt B (=F A), so ist dieser Punkt auch ein Be
riihrungspunkt der zwei Kurven. Schneidet s die Kurve " in A und 
in einem weiteren Punkt B, so ist der Punkt B ein Schnittpunkt; 
man sagt in diesem Fall, daB die zwei Kegelschnitte in A eine 
dreipunktige Beruhrung haben. FiilIt endlich s mit der Tangente a 
zusammen, so haben die Kegelschnitte auBer A keinen Punkt mit
einander gemein, und man sagt, daB sie eine vierpunktige Beruhrung 
in A haben. Also: 

III. Wenn zwei Kegelschnitte einander in einem Punkt A beruhren, 
sind vier Moglichkeiten vorhanden: 

1. Sie haben zwei weitere Schnittpunkte. 
2. Sie haben einen weiteren Beruhrungspunkt (die Kegelschnitte 

haben "Doppelberiihrung"). 
3. Sie haben in A dreipunktige Beruhrung und schneiden einander 

in einem zweiten Punkt. 
4. Sie haben in A vierpunktige Beruhrung. 
AIle genannten Lagen zweier Kegelschnitte sind wirklich m6glich. 

DaB alle vier Punkte getrennt liegen k6nnen, ist selbstverstandlich; 
die M6glichkeit der anderen FaIle schlieBt man unmittelbar durch An
wendung einer Homologie der obengenannten Art. 

Weiterhin gilt: 
IV. Wenn zwei Kegelschnitte" und "1 in einem Punkt A dreipunktige 

Beruhrung haben, dann wird ieder durch A gehende Kegelschnitt, welcher " 
1 Eine soIche existiert im imaginlixen Gebiet wie im reellen. 
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dreipunktig in A beruhrt, aueh den anderen Kegelsehnitt u1 in diesem 
Punkt mindestens dreipunktig beruhren. 

Haben zwei Kege1sehnitte u und u1 in einem Punkt A eine vierpunktige 
Beruhrung, dann wird ieder Kege1sehnitt, welcher in A die Kurve u vier
punktig beruhrt, aueh die andere Kurve u1 in diesem Punkt vierpunktig 
beruhren. 

Dies folgt daraus, daB das Produkt von zwei Homologien mit 
demselben Zentrum A und den Achsen S1 und S2 wieder eine Homologie 
mit dem Zentrum A ist, deren Achse s durch den Schnittpunkt (S1S2) 
geht oder, wenn SI und S2 dieselbe Gerade sind, mit dieser Geraden 
zusammenfallt. 

Nach diesen Vorbereitungen definieren wir ein Busehel von Kegel
sehnitten als die Gesamtheit von Kegelschnitten, welche durch vier 
Punkte, die Grundpunkte des Biischels, gehen; diese Punkte konnen 
paarweise verschieden sein oder auch aile oder teilweise zusammenfailen; 
hierbei gibt es fiinf projektiv verschiedene Moglichkeiten. 

Ein Biischel ist durch zwei beliebige seiner Kurven bestimmt, und 
durch jeden von den Grundpunkten verschiedenen Punkt der Ebene 
geht eine und nur eine Kurve des Biischels. Diese Kurve kann aber in 
ein Geradenpaar (im besondern in zwei zusammenfailende Gerade) aus
arten. 

Man hat nun den Hauptsatz: 
V. Die Kegelsehnitte eines Busehels sehneiden eine teste Gerade, we1ehe 

dureh keinen der Grundpunkte geht, in Punktpaaren einer Involution. 
Fiir den Fall, wo die Grundpunkte paarweise verschieden sind, ist 

der Beweis wohl bekannt; wir betrachten nun die iibrigen Faile. AIle 

Fig. 32. 

Kurven des Biischels haben dann in 
einem Punkt A eine gemeinsame Tan
gente a, und jede solche Kurve kann 
in jede andere Kurve des Biischels 
durch eine Homologie mit dem festen 
Zentrum A und einer festen Achse s 
iiberfiihrt werden. 

Es sei (Fig. 32) 1 die feste Gerade, 
u1 ein fester Kegelschnitt des Biischels. 
Ein beliebiger Kegelschnitt u des Bii
schels werde von lin den Punkten(M, M') 
geschnitten. In der Homologie, welche u 

in U1 iiberfiihrt, entspricht der Geraden 1 eine andere Gerade 11 durch den 
festen Schnittpunkt S = (ls); 11 schneidet U1 in den zwei Punkten 
(M l' M~), welche (M, M') entsprechen; die zwei Paare (M, M') und 
(MI' MiJ werden auS A durch dasselbe Geradenpaar projiziert. Wenn u 
variiert, dreht sich 11 urn S, und die Paare '(MI' M~) bilden eine In
volution auf u1 , und ebenso auch die Paare (M, M') auf l. 
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Der Satz gilt, wie man sofort sieht, auch fiir die ausgearteten Kurven 
des Biischels. 

Aus diesem Satz erhalt man: 
VI. Die Polaren zu einem festen. Punkt P in bezug auf die K urven 

eines Buschels bilden im aUgemeinen ein GeradenbUschel,· fur spezielle 
Lagen von P kOnnen sie aber in eine feste Gerade fallen. 

Es sei namlich Plein gemeinsamer Punkt der Polaren von Pin bezug 
auf zwei Kegelschnitte des Biischels; urn den Satz zu beweisen, geniigt 
es den Satz V auf die Gerade PP1 anzuwenden. 

Es seien nun P und Q zwei Punkte allgemeiner Lage. Die zwei 
Biischel entsprechender Polaren sind dann projektiv gepaart; es folgt dies 
sofort aus Kap. I, § 2, Satz X, indem man die Biischel mit der Geraden PQ 
schneidet. Jedes der zwei Biischel ist - nach der in dem soeben zitier
ten Paragraphen eingefiihrten Terminologie - mit den Paaren der Involu
tion projektiv, welche durch das Kegelschnittbiischel auf PQ bestimmt 
wird; die Involutionen, welche von dem Kegelschnittbiischel auf zwei ver
schiedenen Geraden ausgeschnitten werden, sind demnach projektiv. 

Ist A ein Grundpunkt, in welchem die Kurven " einander nicht 
beriihren, und P ein beliebiger, fester Punkt, dann ist das Biischel der 
Tangenten in A mit dem Biischel von Polaren des Punktes P projektiv. 
Dieses schlieBt man aus dem Obigen, indem man zwei Punkte P und Q 
mit den entsprechenden Biischeln von Polaren betrachtet und Q gegen A 
konvergieren laBt. 

Zieht man endlich durch einen Grundpunkt A eine feste Gerade l, 
und ist M der veranderliche Schnittpunkt von 1 mit einem Kegel
schnitt " des Biischels und P ein beliebiger, fester Punkt von l, dann 
ist die Reihe der Punkte M mit dem Biischel der Polaren des Punktes P 
projektiv. Denn schneidet eine Polare die Gerade 1 in N, dann ist der 
Wurf (AMN P) harmonisch. 

Ist ein Kegelschnittbiischel vorgelegt, so sind nach dem Obigen 
die folgenden Elementargebilde projektiv: 

1. Die Biischel von Polaren in bezug auf die verschiedenen Punkte 
der Ebene, 

2. die Involutionen, welche auf den verschiedenen Geraden aus
geschnitten werden, 

3. die Biischel von Tangenten in den verschiedenen Grundpunkten, 
4. die Punktreihen, welche auf den verschiedenen durch einen Grund

punkt gehenden Geraden ausgeschnitten werden. 
Jedes ElementargebiIde, welches zu einer von diesen - und also zu 

allen - projektiv ist, nenn t man zu dem Buschel von Kegelschnitten proiektiv. 
Wir beweisen nun: 
VII. Die Kurven " eines Buschels schneiden einen festen Kegelschnitt p" 

welcher durch zwei Grundpunkte geht, in Punktpaaren einer Involution. 
Die entsprechende Reihe von Sekanten ist zu dem Buschel (,,) proiektiv. 
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Die genannten Grundpunkte seien A und B und a ihre Verbindungs
gerade (Fig. 33)1. Ferner seien Xl' X 2 , Xs drei Kegelschnitte des Buschels, 
welche von ft auBer in A und B in Punktpaaren geschnitten werden, 
deren Verbindungslinien bzw. PI' P2' Ps heiBen mogen. Wir haben 
zu zeigen, daB PI' P2' Ps durch einen Punkt gehen. 

Es sei P der Schnittpunkt von PI ! und P2. Durch P ziehe man eine feste 
Gerade l, und diese moge a in Q und die 
Kurven Xl' X2, Xs und ft in (Mv Mi), 
(M2' M~), (Ms, M~) bzw. (N, N') schnei
den. Durch Betrachtung der Buschel 
(ft, Xl)' (ft, X 2), (Xl' X 2 , Xs) sieht man, daB 
(P, Q), (N, N'), (MI' M~) sowie (P, Q), 
(N, N'), (M2' M~) und (MI' Mi), (M2' M~), 
(Ms, M~) Paare je einer Involution sind. 
Diese drei Involutionen fallen aber offen
bar zusammen. 

Schneidet nun Ps die Gerade 1 in P', 
ergibt die Betrachtung des Buschels (ft, xs), 
daB (P', Q), (N, N'), (Ms, M~) eine In
volution bilden. Es muB daher P' mit P 

Fig. 33. zusammenfallen, und der erste Teil des 
Satzes ist bewiesen. 

Es sei P der gemeinsame Punkt der Schnittpunktsekanten PI' P2, Ps ... 
Das Buschel von Polaren von Pin bezug auf Xl' X2 , Xs ist dann mit dem 
Buschel PI' P2' Ps ... perspektiv; denn entsprechende Strahlen schnei
den sich auf der Polaren von P in bezug auf ft. 

Falls ft durch einen dritten Grundpunkt des Kegelschnittbuschels 
geht, wird die im Satze erwahnte Involution singular. Die projektive 
Beziehung zwischen den Kurven X und den Geraden P besteht jedoch 
auch hier, wovon man sich durch einen Grenzubergang uberzeugt. 

Aus Satz VII ergibt sich insbesondere: 
VIII. Geken drei Kegelseknitte durek dieselben zwei Punkte A und B, 

dann gehen die der Geraden AB gegenuberliegenden drei Sehnittpunkt
sekanten durek denselben Punkt. 

Als Beispiel einer Aufgabe mit vier Losungen, deren Bestimmung 
sich auf Aufgaben zweiten Grades reduzieren HiBt, nenne ich die folgende: 

Durch drei Punkte A, B, C einen Kegelschnitt zu legen, welcher mit 
einem gegebenen Kegelschnitt X Doppelberuhrung hat. 

Der gege bene und der gesuchte Kegelschnitt sowie die doppeltzahlende 
Verbindungsgerade der Beruhrungspunkte gehoren einem Buschel an. 
Der Hauptsatz V gibt dann die folgende Konstruktion: 

1 Auf der Figur sind A und B in die Kreispunkte verlegt. 
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Die Geraden AB und AC mogen " in (Ml' M 2) bzw. (Nl' N 2) 

schneiden. Rl und R2 seien die Doppelpunkte der Involution (A, B), 
(Ml' M 2) und 51 und 52 die der Involution (A, C), (Nl' N 2). Die Ver
bindungsgerade der Beriihrungspunkte ist dann eine der vier Geraden 
R15 l , R15 2, R25 l , R 25 2 • 

DaB jede so gefundene Kurve wirklich allen Bedingungen geniigt, 
erkennt man leicht. 

§ 2. Die rein kubische Gleichung. 
Die Theorie der kubischen Gleichung, zu der wir nun iibergehen, 

stiitzt sich auf den folgenden Satz: 
1. Zwei in einer reellen Ebene liegende reelle Kegelschnitte, welche 

sich in einem reellen Punkt schneiden, haben wenigstens noch einen reellen 
Punkt miteinander gemein. 

Diese Aussage findet sich in allgemeinerer Form bei v. STAUDT in 
seiner Geometrie der Lage § 157. Ob zwar sein Beweis den Kern der 
Sache trifft, kann er doch kaum als bindend betrachtet werden. Ein 
auf Kontinuitatsbetrachtungen sich stiitzender Beweis findet sich bei 
ENRIQUES § 76, und wir begniigen uns hier, auf diesen hinzuweisen. 

Urn nun die allgemeine Aufgabe dritten Grades zu losen, sucht 
v. STAUDT - ganz im Sinne der gewohnlichen Algebra - diese Aufgabe 
auf die Losung einer rein kubischen Gleichung zuriickzufUhren. Wir 
wollen hier dieselbe Methode anwenden und beginnen mit einer solchen 
Gleichung. 

Diese Gleichung sei 

(1 ) x3 = a, 

wo x der gesuchte Wurf und a =F 0 und =F 00 ist. 
1st a reell und positiv, so kann (1) nicht durch einen reellen negativen 

Wert befriedigt werden, denn x 3 ist gleichzeitig mit x negativ reell; 
es kann hochstens eine reelle positive Losung geben, denn Xl> x2 

ergibt xr. > ~. 
1st x eine nichtreelle Losung von (1) und a reell, so ist auch x eine 

Losung; denn aus x 3 = a folgt (x) 3 = a = a. 
Wir betrachten nun zuerst die Gleichung 

(2) 

fUr welche x = 1 eine Losung ist. Urn andere zu bestimmen, hat man 
einen von E verschiedenen Punkt X zu finden, so daB 

(UOEX)3 = (UOEE). 

Wie man auch den Punkt X wahlt, kann man immer die Punkte Y 
und Z so finden, daB 

(4) (UOEX) = (UOXY) = (UOYZ). 
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N ach der Multiplikationsregel erhalt man hieraus: 

(UOEX)3 = (UOEZ). 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB der Punkt X 
die Gleichung (3) befriedige, ist also, daB Z mit E zusammenfallt. Aus 
den Gleichungen (4) erhalten wir dann: 

UOEXY A UOXYE. 

Hieraus entnimmt man, daB U und 0 die zwei Doppelpunkte in der 
durch die Paare (E, X), (X, V), (Y, E) bestimmten Projektivitat sind. 
Dm nun X und Y zu bestimmen, wahle man in einer beliebigen (z. B. 
reeIlen) Geraden drei verschiedene Punkte E l , Xl' Yl und bestimme die 
Doppelpunkte Ul und 0 1 in der durch die Paare (El' Xl), (Xl' Yl), 
(Yl ,E1) bestimmten Involution. Diese Doppelpunkte miissen verschieden 
sein; denn sonst miiBten die zwei Punkte, welche Xl von (El' Yl) und 
Y1 von (El' Xl) harmonisch trennen, zusammenfallen (Kap. I, § 1, 
Satz II a) ; das ist aber unmoglich. Falls nun die Punkte X und Y 
existieren, gibt es eine projektive Transformation, welche E 1 , Xl' Y1 

in E, X bzw. Y iiberfiihrt; diese fiihrt die Doppelpunkte U 1 und 0 1 

in U und 0 iiber und kann deshalb durch (Ul' U), (01 ,0), (El' E) oder 
(U1 , 0), (01 , U), (El' E) bestimmt werden. Beiden Moglichkeiten ent
spricht eine Lasung X. 

Die Gleichung (2) hat also auBer x = 1 noch zwei Losungen, welche 
nach dem Obigen konjugiert imaginar sind. Sie sind Einheitswiirfe, 
denn setzt man nach Kap. V, § 2 x = re, wo r =l= 1, so wird X3 =l= 1. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB die Gleichung (1), wenn iiber
haupt eine, dann drei und nur drei verschiedene Losungen hat. 

Ist namlich Xl eine Lasung, finden wir (~y = 1, d. h.: auBer X = Xl 

hat man die zwei Losungen X = SXl , WO 10 eine von 1 verschiedene 
Losung der Gleichung (2) ist. . 

Ein beliebiger Wurf a kann ferner (Kap. V, § 2, Satz VI) stets als 
Produkt eines positiven reellen Wurfes und eines Einheitswurfes dar
gestellt werden; man braucht also, urn die Existenz der drei Losungen 
von (1) zu beweisen, nur die zwei FaIle zu betrachten, wo a = a oder 
aa= 1, und hier eine Lasung anzugeben. 

Wir beweisen zunachst folgenden Hilfssatzl: 
II. Sind U, 0, E, A vier Punkte eines Kegelschnittes, und ist S der 

Schnittpunkt der Tangenten in U und 0, dann ist 

(5) S(UOEA) = (UOEA)2. 

1 Dieser Satz ist eine projektive Form des folgenden elementaren Satzes: 
Ein Zentriwinkel in einem Kreise ist doppelt so groB, wie ein auf demselben 

Bogen ruhender Peripheriewinkel. 
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Die Gerade EA (Fig. 34) schneide namlich die Tangenten in U und 0 
sowie die Gerade UO in bzw. U 1, 0 1 , B. Man hat dann: 

Aus 
(U1 BEA) = U(U1BEA) = (UOEA) 

und 
(B01EA) = 0(B01EA) = (UOEA), 

folgt leicht (5). 
Wir denken uns nun den Kegelschnitt u 

als eine reelle Kurve und E und A als reelle 
Punkte; wenn U und 0 ebenfalls reell sind, 
ist der Wurf (UOEA) reell; sind dagegen 
U und 0 konjugiert imaginar, dann ist 
(UOEA) ein Einheitswurf (Kap. V, § 2, 

'B 
Fig. 34. 

Satz VII). S sei, wie oben, der Schnittpunkt der Tangenten an u in U 
und 0; dieser Punkt ist in beiden genannten Fallen reell. 

Die zwei projektiven Buschel 

S (UOE ... ) und E(OUA .. . ) 

bestimmen einen Kegelschnitt fl. Wenn U und 0 reelle Punkte sind, 
enthalt fl funf reelle Punkte; sind dagegen U und 0 konjugiert imaginar1, 

dann enthalt fl, wie unmittelbar zu 
sehen, drei reelle und zwei konjugiert 
imaginare Punkte; hieraus folgt, 
daB fl in beiden Fallen reell ist. 

Die Kurve fl beruhrt die Ge
rade EA in E und wird also (Satz I) 
wenigstens einen weiteren reellen 
Punkt mit u gemein haben. Fur 
jeden Schnittpunkt M von ,ll und 
u hat man nach dem Hilfssatz II 

Fig. 35. 

und der obengenannten Projektivitat (vgl. Fig. 35): 

(UOE M)2 = S (UOE M) = E (OUAM) = (0 UA M) = (UOMA). 

Da aber (UOEA) = (UOEM). (UOMA) , 
folgt (UOEA) = (UOEM)3. 

Mehr als drei Schnittpunkte auBer E k6nnen nicht auftreten. Wenn 
aa = 1, sind aIle drei Schnittpunkte reell; es sei namlich M ein 
reeller Schnittpunkt (vgl. Satz I) und P einer der anderen; dann ist 
(UOEP) = e· (UOEM), also (UOMP) = e, wo e eine der imaginaren 

1 Verlegt man U und 0 in die Kreispunkte, so wird " ein Kreis. Es laBt sich 
leicht zeigen, daB p, in diesem Fall eine gleichseitige Hyperbel ist. 
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L6sungen der Gleichung x 3 = 1 ist; also ist nach Kap. V, § 2, Satz VII 
der Punkt P reell. 

Wenn a = a, ist nur der eine Schnittpunkt reell; dies folgt un
mittelbar aus den einleitenden Bernerkungen. 

§ 3. Kegelschnitte, welche einander in einem gegebenen 
Punkt schneiden. 

Es seien " und "1 zwei Kegelschnitte, die einander in einern ge
gebenen Punkt A schneiden; wir wollen die iibrigen gerneinsarnen 
Punkte der Kurven bestirnrnen. 

1st S ein beliebiger, aber fester Punkt der einen Kurve ", und 
schneidet eine durch S gehende Gerade diese Kurve nochrnals in M 
und die andere in N und N', dann bilden die Strahlenpaare (AN, AN') 
eine Involution, welche (Kap. I, § 2, S.16) zu dern Strahlenbiischel S (M), 
also auch zu dern Strahlenbiischel A (M) projektiv ist. Jeder" und 
"1 gerneinsarne Punkt rnuB in einern Strahl AM liegen, welcher 
mit dern einen Strahl des entsprechenden involutorischen Paares zu
sarnrnenfallt; wir k6nnen - freilich in iibertragenern Sinne - sagen, 
daB AM in diesern Fall ein selbstentsprechender Strahl ist. 

Urn weiter zu kornrnen, brauchen wir den folgenden Hilfssatz, dessen 
Beweis sich auf die Resultate von § 2 stiitzt: 

I. Hiljssatz A 1. Sind in einem Elementargebilde die Paare einer 

s 

Fig. 36. 

Involution und die Elemente des Gebildes 
profektiv verbunden, und entsprechen den 
Doppelelementen U und V der I nvolu
tion die Elemente V bzw. U, dann gibt 
es drei (verschiedene) selbstentsprechende 
Elemente. 

Wir denken uns als Trager des Ele
rnentargebildes einen reellen Kegelschnitt I-' 

(Fig. 36). Der Pol der Involution sei S; ferner sei A ein Punkt der 
Kurve, (AI' A 2) das entsprechende Paar. 1st nun P ein selbstentspre
chender Punkt, dann ist: 

S(UVAlP) = (VUAP) = (UVPA). 

N ach dern Hilfssatz II des § 2 ist aber 

also: 
S(UVA1P) = (UVAlP)2; 

(UVAlP)2 = (UVPA). 
Hieraus ergibt sich: 

oder 
(UVAl P)3 = (UVAlP). (UVPA) 

(UVAl P)3 = (UVAlA). 

1 v. STAUDT: Beitrage § 294. 
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Da die Gleichung x 3 = a fur a =f= 0 und =f= 00 drei verschiedene Wur
zeIn hat, ist hiermit der Satz bewiesen. 

Fur die folgende Uberlegung ist es entscheidend, ob ein Punkt 5 
existiert, auf welchen man den Hilfssatz anwenden kann, und im be
jahenden Falle diesen zu finden. 

Es gibt nun einen Fall, wo man den c&:J'O.1 
Punkt 5 sogleich angeben kann, und die-
ser ist nach v. STAUDT der folgende: x x, 

Der erste Fall. ..sr-=----=-"l:-' 
Die zwei sick in A sckneidenden Tan- F 37 S, 

genten a und al an x bzw. Xl liegen so, 
19. • 

dafJ der Pol5 von a in bezug auf die Kurve Xl auf x liegt, und ebenso der 
Pol 51 von al in bezug auf x auf Xl' 

Dieser Fall ist in Fig. 37 dargestellt. Man sieht, daB man in diesem 
Fall fiir den Punkt 5 des Hilfssatzes einen der genannten Pole 5 und 51 
wahlen kann, etwa 5. Die Doppelstrahlen der Involution sind A5 und 
A5l , wahrend die entsprechenden Strahlen A5l und A5 sind. 

In diesem Fall haben also die Kegelschnitte auBer A drei verschiedene 
Schnittpunkte. 

Ais zweiten Fall betrachtet v. STAUDT den folgenden: 
Die zwei Kegelscknitte X und Xl' welcke im 5cknittpunkt A die Tan

genten a bzw. al kaben, liegen so, dafJ der Pol F von a in bezug aUf Xl 

auf X liegt. 
Wir wollen zuerst nachwei

sen, daB die hier angegebene 
Lagenbeziehung eine notwendige 
Bedingung fur die Existenz eines 
Punktes 5 auf X ist. 

Der Punkt 5 (Fig. 38) muB 
namlich so liegen, daB die durch 5 
gehenden Tangenten an Xl' wel
che in U I und VI beriihren m6-
gen, die Kurve X auBer in 5 noch
mals in V bzw. U schneiden, so 
daB V und U in AVI bzw. AUI 

Flg.38. 

liegen. Es ist dann A U5V ein in X einbeschriebenes Viereck, also 
sind U 1 und VI konjugierte Punkte in bezug auf x. 

Die Gesamtheit der Kegelschnitte, welche durch 5 und A gehen, 
in A eine feste Gerade a = AB beruhren und Ul und VI als kon
jugierte Punkte haben, bildet ein Buschel (vgl. Satz V des § 1). In 
diesem finden sich zwei Geradenpaare, namlich (A5, AF) und (AB, 5F). 
] edes von diesen Paaren schneidet namlich die Gerade U 1 VI in zwei 
Punkten, die von (Ul VI) harmonisch getrennt sind - das erste, weil der 
Schnittpunkt von Ul , VI und AF Pol der Geraden A5 in bezug auf Xl 
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ist, das zweite, weil der Schnittpunkt von U1 VI und AB Pol der Ge
raden 5F in bezug auf dieselbe Kurve ist. 

Der Punkt Fist dann der letzte Grundpunkt des betrachteten 
Biischels, also liegt F auf x, was zu beweisen war. 

Um nun zu beweisen, daB die oben genannte Lage der zwei Kegel
schnitte fUr die Existenz eines Punktes 5 auf x auch hinreichend ist, 
zeigen wir: 

II. Hiltssatz B. 5ind A und F zwei Punkte eines Kegelschnittes x, und 
ist B ein Punkt der T angente in A, der aber nicht mit A oder mit dem 
Pol von AF zusammentiillt, dann kann man immer zwei Punkte R und 5 
aut x so bestimmen, dafJ die Gerade R5 durch B geht, und die Punkte F 
und 5 durch A und R harmonisch getrennt werden. 

Die Gerade BF schneide namlich den Kegelschnitt auBer in F in einem 
weiteren Punkt C. Auf einem beliebigen Kegelschnitt fJ, wahle man drei 

in A, F bzw. 
III R, 5 iiber. 

Abb.39. 

verschiedene Punkte AI' 51 und 
R1 ; die Tangente in Al schneide 
die Gerade R l 5 1 in B 1 • Auf fJ, 

bestimme man den Punkt F l' der 
von 51 durch Al und R1 harmo
nisch getrennt ist. B1 F 1 schneide fJ, 

nochmals in C1 . Fiihrt man durch 
eine projektive Transformation fJ, 

in x iiber, so daB AI' FI und C1 

C iibergehen, dann gehen auch die Punkte R1 , 51 

Es seien nun wieder x und Xl die zwei Kegelschnitte mit dem ge
gebenen Schnittpunkt A, und der Pol'F der Tangente a = AB (Fig. 39) 
in bezug auf Xl liege auf x. Die Punkte R und 5 seien wie oben bestimmt; 
falls 5 auf Xl liegt, haben wir zwei gemeinsame Punkte der gegebenen 
Kurven, und wir konnen die ResuItate von § 1 anwenden; im anderen Fall 
solI gezeigt werden, daB der Punkt 5 die gewiinschte Eigenschaft hat. 

Die Tangenten von 5 an Xl mogen in U1 und VI beriihren; dann 
sind AF und A5 sowohl durch AB und AR als auch durch A U1 und A VI 
harmonisch getrennt. Man hat also: 

(1) A (U1 V1 F B) A A (VI U1 F R). 

Die Strahlen 5U1 , 5V1 , 5A, 5F sind zu ihren Schnittpunkten mit 
der Geraden AF und also auch iu den von diesen Punkten ausgehenden 
(von AF verschiedenen) Tangenten an Xl sowie zu den Beriihrungs
punkten dieser Tangenten projektiv. Also gilt: 

(2) 5 (U1 VI A F) A A (U1 VI F B) A A (VI .01 B F). 

Ersetzt man in der obigen SchluBreihe die Gerade AF durch die 
Gerade BF, so erhaIt man, indem man auch von (1) Gebrauch macht: 
(3) 5 (U1 V1F B) A A (Ul V 1 F B) A A (VI U1 F R). 



Kap. VII. § 3. Kegelschnitte mit gegebenem Schnittpunkt. 95 

(2) und (3) ergeben zusammen: 
S (Ul VlAF B) A A (VI UlBF R). 

Dies ist eben die Bedingung dafiir, daB S die gewiinschte Eigenschaft 
hat. Die Schnittpunkte der Kegelschnitte lassen sich dann mittels des 
Hilfssatzes A bestimmen. 

Urn den Hilfssatz B benutzen zu konnen, miissen wir bei der obigen 
Bestimmung des Punktes S voraussetzen, daB der Punkt B weder mit 
dem Punkt A noch mit dem Pole von AF in bezug auf x zusammen
fallt. Der ersten von diesen Moglichkeiten entspricht, daB x und Xl 

einander im Punkte A beriihren, was ja hier ausgeschlossen ist. Die 
andere Moglichkeit fiihrt zu dem obengenannten "ersten Fall" zuriick. 

Dritter Fall. 
Nun wird nichts Spezielles iiber die Lage der einander in A schnei

denden Kegelschnitte x und xl vorausgesetzt, und es ist deshalb nicht 
moglich, auf einer der gegebenen Kurven einen Punkt S zu finden, 
so daB man den Hilfssatz A anwenden kann. Aber man wird dann 
versuchen, einen neuen Kegelschnitt x2 zu finden, welcher durch aIle 
von A verschiedene gemeinsame Punkte von x und Xl geht und zu 
einer dieser, z. B. zu x, die im zweiten Fall beschriebene Lage hat. 

Solche Kegelschnitte sind leicht zu finden. Man wahle namlich die 
zwei Punkte Al und P beliebig auf X bzw. Xl und betrachte die drei 
Buschel mit den Zentren AI' A und P, von welchen das erste mit dem 
zweiten den Kegelschnitt X erzeugt, das zweite mit dem dritten den 
Kegelschnitt Xl' Das erste und das dritte werden dadurch ebenfalls 
projektiv aufeinander bezogen und erzeugen einen Kegelschnitt x 2 , 

der durch a/Ie die Punkte 
geht, welche X und Xl auBer A 
miteinander gemein haben. 

Fiir Al wahlen wir nun 
(Fig. 40) den Punkt, in wel
chen die Tangente in A an Xl 

die K urve X nochmals schnei
det. Nach dem Hilfssatz B 
kann man durch Al eine Ge
rade ziehen, welche Xl in P 
und Q schneidet, so daB A 

Fig. 40. 

und Q durch A2 und P harmonisch getrennt sind, wobei A2 der Schnitt
punkt von Xl mit der in A beriihrenden Tangente an X ist. Wenn 
also F der Pol von AQ in bezug auf xl ist, geht A 2 P durch F. Sind PI 
und Ql die Projektionen von P und Q aus A auf x, dann sind Al und 
Ql durch (A, PI) harmonisch getrennt, so daB die Gerade API durch 
den Pol Fl von AIQl in bezug auf X gehen muB. 

Legt man nun die obenerwahnten Biischelzentren gerade in die hier 
genannten Punkte AI' A und P, so erhalt man eine Kurve x 2 , welche 
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durch P, AI' Fund Fl geht und im Punkte Al die Gerade AIQl be
riihrt. 

Da der PolFI von AIQl in bezug auf'" auf "'2 liegt, haben '" und "'2 

die im zweiten Falle behandelte Lage; sie haben dann mindestens noch 
einen gemeinsamen Punkt, welcher ebenfalls auf "'1 liegt, und wir 
konnen die Satze von § 1 anwenden. 

Hierbei ist vorausgesetzt, daB Q und Ql nicht zusammenfallen, in 
welchem Fall "'2 zerfallt; aber auch in diesem Fall hat man ja zwei 
gemeinsame Punkte der Kegelschnitte '" und "'1. Wir bemerken, daB 
in diesem Fall eine dreipunktige Beriihrung eintreten kann. 

Wir haben also gesehen, daB zwei beliebige Kegelschnitte, welche 
einen gemeinsamen Punkt A haben, auBer diesem Punkt noch drei 
verschiedene oder zusammenfallende Punkte miteinander gemein haben. 

Hieraus leiten wir den folgenden Satz ab: 
III. Sind in einem Elementargebilde die Paare einer Involution mit 

einer Reihe von Elementen profektiv verbunden, dann gibt es drei - ver
schiedene oder zusammenfallende - selbstentsprechende Elemente. 

Der Trager des Elementargebildes sei namlich, wie oben, ein Kegel
schnitt p,. Der Pol der Involution sei S; femer sei M ein Punkt der Kurve 
und (M l' M 2) das entsprechende Paar der Involution. 1st Q ein fester Punkt 
von p, , dann ist das Geradenbiischel S (M l' M 2) zum Geradenbiischel Q (M) 
projektiv, so daB entsprechende Strahlen einander auf einem Kegel
schnitt "/I schneiden. Die zwei Kegelschnitte p, und "/I schneiden einander 
auBer in Q in drei Punkten, welche die selbstentsprechenden Elemente sind. 

Der Hilfssatz A ist gewissermaBen ein Spezialfall des obigen Satzes; 
doch ist zu bemerken, daB man in jenem Fall weiB, daB die drei Doppel
punkte sicher verschieden sind. 

§ 4. Die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte 
in allgemeiner Lage. 

Die Bestimmung der Schnittpunkte zweier beliebig liegender Kegel-
schnitte '" und "'1 der Ebene laBt sich auf die in § 3 geloste Aufgabe 

op 

Fig. 41. 

zuriickfiihren, indem man zuerst die Punkte 
zu bestimmen sucht, welche dieselbe Polare 
in bezug auf'" und "'1 haben. 

Es sei (Fig. 41) peine Gerade, P und PI 
ag, die Pole derselben in bezug auf", bzw. "'1. 

Die Polare von PI = Q in bezug auf '" 
sei q, und der Pol von q in bezug auf "'1 
sei QI. Die Polaren des Punktes (pq) sind 
also PPI und P I Ql. Die Polaren der Punkte 
von p in bezug auf '" und "'1 bilden zwei 

projektive Biischel und erzeugen einen Kegelschnitt p" welcher 
durch P und PI geht und die Gerade PIQI in PI beriihrt. Ebenso 
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erzeugen die zwei Polaren der Punkte von q einen Kegelschnitt fll' 
welcher durch PI und Ql geht und die Gerade PIP in PI beruhrt. 
Wenn P, PI und Ql in einer Geraden liegen, so hat (pq) dieselbe Polare 
in bezug auf " und "1' Sonst haben die zwei Kurven fl und fll den 
Punkt PI miteinander gemein, ohne dort einander zu beruhren; sie 
haben also jedenfaIls einen von PI verschiedenen Punkt E miteinan
der gemein, und E hat ersichtlich dieselbe Polare e in bezug auf " 
und "1' Es gibt also in allen Fallen einen Punkt Evon dieser Eigen
schaft. 

Wenn nun e durch E geht, dann beruhren" und "1 einander in E, 
und die hierbei moglichen FaIle sind in § 1 aufgezahlt. Wenn aber e 
nicht durch E geht, dann schneidet sie jede der Kurven " und "1 in 
zwei Punkten. FaIlt ein Punkt des einen Paares mit einem Punkte 
des zweiten Paares zusammen, dann beruhren sich die Kurven in diesem 
Punkt; schneidet e die Kurven in denselben zwei Punkten, dann be
ruhren sie sich doppelt. Auch in diesen zwei Fallen werden wir also auf 
die in § 1 behandelten Fane zuruckgefUhrt. 

1m allgemeinen schneidet aber e die Kurven in vier verschiedenen 
Punkten; dann gibt es auf e zwei Punkte Fund G, welche sowohl in 
bezug auf" als auch in bezug auf "1 konjugiert sind, und EFG ist ein fUr 
beide Kurven gemeinsames Polardrei
eck. Eine feste, nicht durch E, F oder 
G gehende Gerade l schneide " in 
(M, M') und "1 in (Ml' Mi) (Fig. 42). 
In der durch die zwei Geradenpaare f 
(EM, EM') und (EMl' EMi) bestimm- '~--\-\--\---~+---I--~ 
ten Involution suchen wir das Ge
radenpaar (e1 , e2) auf, welches durch 
EF und EG harmonisch getrennt ist. 
Die Punkte, welche diese zwei Geraden 
mit " gemein haben, sind dann die ge
suchten gemeinsamen Punkte der zwei 
K urven " und "1' 

FIg. 42. 

Fur aIle Kegelschnitte in dem durch " und (e1 , e2) bestimmten 
Buschel ist namlich EFG ein Polardreieck (§ 1, Satz VI); eine Kurve ,,~ 
des Buschels geht durch M 1 und Mi. (§ 1, Satz V). Sie geht auBerdem 
durch die drei Punkte, welche dem Punkte Ml in den drei harmonischen 
Homologien, welche durch eine Ecke und die entgegengesetzte Seite 
des Polardreieckes bestimmt sind, entsprechen, d. h. "1 faUt mit "1 
zusammen, und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Die Geraden e1 und e2 konnen den Kegelschnitt " nicht beruhren; 
denn in diesem Fall wiirden" und "1 - im Gegensatz zu der gemachten 
Voraussetzung - einen gemeinsamen Punkt auf FG haben. Wenn 
also e1 und e2 verschieden sind, haben die Kegelschnitte " und "1 vier 

J uel, Projektive Geometrie. 7 
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verschiedene Schnittpunkte. Fallen aber e1 und e2 zusammen, so beruhren 
die Kurven sich doppelt. 

Der letzte Fall tritt ein, wenn eine der Geraden EG oder EF Doppel
gerade der obenerwahnten Involution ist. Beide Gerade konnen nicht 
diese Eigenschaft haben. 

Man sieht nun, daB ein Buschel von Kegelschnitten durch zwei 
beliebige Kegelschnitte bestimmt ist, und daB es nur die flinf in § 1 
genannten projektivisch verschiedenen Buschel gibt. 

Ebenso erkennt man sogleich, daB zwei Kegelschnitte, welche ein
ander in vier verschiedenen Punkten A , B, C und D schneiden, nur ein 
einziges gemeinsames Polardreieck haben, und daB die Ecken dieses 
Dreiecks die Diagonalpunkte des Vierecks ABCD sind. 

Wenn aber die Kegelschnitte einander doppelt beruhren (mit den 
Beruhrungspunkten A und B), dann haben sie unendlich viele gemein
same Polardreiecke, von denen ein Eckpunkt in dem fur beide Kurven 
gemeinsamen Pol der Geraden AB liegt und die zwei anderen auf dieser 
Geraden liegen und durch A und B harmonisch getrennt werden. 

Beruhren die Kurven einander in A, wahrend sie sich in B und C 
schneiden, dann gibt es nur ein (ausgeartetes) Polardreieck, in welchem A 
eine doppeltzahlende Ecke und der Schnittpunkt von BC mit der Tan
gente in A eine andere ist. 

Beruhren die Kurven sich dreipunktig 'in A, so ist dieser Punkt der 
einzige, welcher in bezug auf beide Kurven dieselbe Polare hat; wenn 
sie sich aber in A vierpunktig beruhren, dann hat jeder Punkt der 
Tangente in A dieselbe Polare in bezug auf beide Kurven. 

Da die Disjunktion vollstandig ist, lassen sich diese Satze umkehren. 

Wir haben bewiesen, daB zwei Kegelschnitte vier verschiedene oder 
zusammenfallende Schnittpunkte haben. Als eine Anwendung hiervon 
zeigen wir das Folgende: 

I. Hat man in einem Elementargebilde zwei untereinander projektive 
Involutionen von Elementpaaren, dann gibt es immer vier - verschiedene 
oder zusammenfallende - Elemente, welche gleichzeitig entsprechenden 
Paaren angehOren. 

Der Trager des Gebildes sei etwa ein Kegelschnitt. Die zwei 
Geradenbuschel mit den Polen der zwei Involutionen als Zentren sind 
projektiv aufeinander bezogen, und entsprechende Strahlen bestimmen 
einen zweiten Kegelschnitt. Die gesuchten Punkte sind die vier Schnitt
punkte dieser zwei Kegelschnitte. 

§ 5. Algebraische Formulierung der v. STAuDTschen 
Lasung der kubischen Gleichung. 

Es ist nicht uninteressant, die samtlichen im vorigen gegebenen 
Konstruktionen algebraisch zu verfolgen. Wir wollen uns aber damit 
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begniigen, die in § 3 als ersten und zweiten Fall behandelten Konstruk
tionen algebraisch zu erHiutern; auf diese Weise erhalt man die v. STAUDT
sche Losung einer Gleichung dritten Grades. 

Wir denken uns also zwei Kegelschnitte x und Xl' welche sich in 
einem Punkt A schneiden; die Tangenten an X und Xl in A mogen Xl 

und X nochmals in B bzw. F schneiden. Als Koordinatendreieck wahlen 
wir AFB; die Gleichungen der Kurven konnen dann in der folgenden 
Weise geschrie ben werden: 

{ x: Mxi + 2Nx2XS + 2PXl X2 = 0, 
(1 ) 

Xl: MlX§ + 2Nl xl XS + 2Pl Xl X2 = 0. 

1m ersten Fall beriihrt BF die Kurven X und Xl in F bzw. B; dann 
ist insbesondere P = ° und PI = 0, und die Gleichungen (1) lassen 
sich in der Form 

(2) {xi - aX2xS= 0, 

x§ - bXlXS= ° 
schreiben. Durch Elimination von Xs erhalt man: 
(3) bx~ - aX'~ = 0, 
also eine rein kubische Gleichung. 

1m zweiten Fall beriihrt BF die Kurve Xl in E. schneidet aber X 

in F. Hier ist PI = 0, aber P =1= 0. Die Gleichungen (1) konnen hier 
ohne Einschrankung in der Form 

(4) {bX~ - 3aXlX~+ CX2 XS= 0, 
X2 - cXlXS - 0 

geschrieben werden. Elimination von Xs ergibt 

(5) bx~ - 3axIX2 + x~ = 0, 
wodurch die Verbindungsgeraden von A mit den gesuchten Schnitt
punkten bestimmt sind. 

Setzt man x2 = Axl , so erhiilt (5) die Form 
(6) lS- 3a), + b = 0, 

auf welche sich bekanntlich jede kubische Gleichung bringen laBt. 
Anstatt die Konstruktionen Schritt fUr Schritt zu verfolgen. was zwar 

moglich, aber etwas miihsam ist, wollen wir lieber die geometrische Losung 
aus derjenigen algebraischen Losung ableiten, wozu die v. STAuDTsche 
Losung den Weg vollig anweist. 

Urn (6) auf eine rein kubische Gleichung zu reduzieren, versuchen 
wir sie auf die Form 

(7) 
zu bringen. SolI diese Gleichung mit (6) identisch sein, so erhiilt man 
durch Koeffizientenvergleichung: 

(8) 

7* 
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Al und 1.2 sind also Wurzeln der Gleichung 

(9) 

Hiermit ist die L6sung in algebraischer Form zu Ende gebracht, 
aber wir wollen daraus noch die v. STAuDTsche Konstruktion ableiten 
(vgl. Fig. 39). 

Die Geraden X 2 = AlXl und X 2 = A2X I schneiden Xl in UI = (e, cAl' Ai) 

bzw. VI = (e, cA2 , Ai); fiir den PolS der Geraden U I VI in bezug auf Xl 

findet man die Koordinaten (2ae, be, 2a2); er liegt also auf x. Die Ge
rade SB schneidet X nochmals im Punkte R = (ae, be, 2a 2). Die zwei 
Punktpaare (A, R) und (F, 5) trennen einander harmonisch auf x; 
denn sie werden von A aus durch die Geradenpaare 

und ~ 
x2 = O} r Xl = 0 

bx1 - ax2 = 0 l bxl - 2ax2 = 0 

projiziert, und diese sind harmonisch getrennt: 
Wir sind hierdurch auf die v. STAuDTsche Konstruktion zuriick

gekommen. 

Zweiter Abschnitt. 

Projektivgeometrie 
im zweidimensionalen komplexen 

Gebiet. 

VIII. Ka pi tel. 

Projektive und antiprojektive Abhangigkeiten 
in der Ebene. 

§ 1. Die Kollineation. 
In Kap. I haben wir die reelle ebene Kollineation definiert als 

eine umkehrbar eindeutige Punkttransformation, weIche Gerade in 
Gerade iiberfiihrt. Wir wollen nun eine Transformation aller (reellen 
und imaginaren) Punkte einer beliebigen (reellen oder imaginaren) 
Ebene studieren, weIche derselben Bedingung geniigt, wo aber auBerdem 
einer einfachen Kette der einen Figur wieder eine soIche Kette der 

1 Man sieht leicht, daB im Falle ),1 = ),2' d. h. b2 - 4 a3 = 0, (6) in der Form 

geschrieben werden kann, und diese Umschreibung lost die Gleichung vollstandig. 
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anderen entspricht. Nach Kap. III, § 2, Satz I sind dann entsprechende 
Punktreihen (sowie Geradenbiischel) entweder projektiv oder symmetral; 
und daraus, daB zwei perspektive Punktreihen der einen Figur wieder 
in zwei perspektive Punktreihen der anderen iiberfiihrt werden, folgt 
unmittelbar, daB die Beziehung zwischen je zwei entsprechenden Punkt
reihen projektiv ist, sobald dieses fUr ein einziges Paar stattfindet. 
Wir haben also den Satz: 

1. In einer umkehrbar eindeutigen Punkttrans/ormation, welche Gerade 
in Gerade und ein/ache Kette in ein/ache Kette uber/uhrt, sind entweder 
alle Paare von entsprechenden Punktreihen (und Geradenbuschel) projektiv 
oder alle symmetral. 

1m ersten Fall heiBt die Transformation eine Kollineation, im an
deren eine Antikollineation. Zu ihrer Bezeichnung benutzen wir die 
zwei Zeichen 7": bzw. ~. 

In diesem Paragraphen werden wir uns mit der Kollineation be
schaftigen. 

Mehrere Satze lassen sich (mit ihren Beweisen) leicht in das er
weiterte imaginare Gebiet iiberfiihren. Wir nennen im besonderen: 

II. Durch zwei Paare von projektiven Strahlenbuscheln [mit den 
Zentren (A, A') und (B, B')] ist eine ebene Kollineation eindeutig be
stimmt, wenn in beiden Projektivitiiten der Geraden AB die Gerade A' B' 
entsprichP. 

vreiterhin als Folgerung dieses Satzes: 
III. Eine ebene Kollineation ist durch vier Paare von entsprechenden 

Punkten eindeutig bestimmt, wenn nicht drei Punkte derselben Figur in 
einer Geraden liegen2 • 

Wir wollen nun die Doppelpunkte einer Kollineation nach einer 
Methode von CHASLES bestimmen. Von der Homologie, wo alles leicht 
zu iibersehen ist, sehen wir ab; also k6nnen wir voraussetzen, daB nicht 
jede Gerade durch ein Paar von entsprechenden Punkten eine Doppel
gerade ist. 

Es gehe ein Punkt A in A' und A' durch Iteration der Trans
formation in A" iiber. Es sei vorausgesetzt, daB A kein Doppelpunkt 
und AA' keine Doppelgerade ist; A" liegt dann auBerhalb dieser 
Geraden. Als Ort der Schnittpunkte von entsprechenden, durch A 
und A' gehenden Strahlen erh1iJt man einen nichtausgearteten, durch A 
und A' gehenden Kegelschnitt u; die Tangente in A' ist die Gerade A' A". 
Die Strahlen durch A' und A" bestimmen in analoger Weise einen 
zweiten, durch A' und A" gehenden Kegelschnitt ,,', welcher in A' 
die Gerade AA' beriihrt und in der Transformation dem Kegelschnitt " 
entspricht. Die zwei Kegelschnitte schneiden einander in A' und haben 

1 ENRIQUES: S. 138. 2 ENRIQUES: S. 139. 
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also noch drei andere Punkte E, F, G miteinander gemein. Diese sind 
die gesuchten Doppelpunkte. 

Wenn die Kegelschnitte " und ,,' einander in einem Punkt E zwei
punktig beriihren, fallen zwei der Doppelpunkte, etwa E und F, in 
diesem Punkt zusammen; die gemeinsame Tangente e der beiden 
Kurven in E ist, wie man sofort sieht, eine Doppelgerade, und sie ist 
auBer EG die einzige Gerade mit dieser Eigenschaft; denn eine dritte 
Doppelgerade wiirde zu mindestens einem neuen Doppelpunkt AnlaB 
geben. Die zwei zusammenfallenden Doppelpunkte denken wir uns durch 
die Konfiguration (E, e) festgelegt; die drei Doppelpunkte sind dann von 
der Wahl des Punktes A unabhangig, wie im Falle von lauter ver
schiedenen Doppelpunkten. 

Wenn die Kegelschnitte " und ,,' einander in einem Punkt E drei
punktig beriihren, fallen alle drei Doppelpunkte in diesem Punkt zu
sammen; die gemeinsame Tangente e der Kurven ist wieder eine Doppel
gerade, und sie ist in diesem Fall die einzige; denn eine andere miiBte 
durch E gehen und " und ,,' nochmals in demselben weiteren Punkt 
schneiden. Wie wir auch in diesem Fall die drei zusammenfallenden 
Doppelpunkte durch eine solche Konfiguration angeben konnen, daB sie 
fiir drei Punkte zahlen und gleichzeitig von der Wahl der Punkte 
A, A', A" unabhangig sind, werden wir weiter unten sehen, indem wir 
diese letzte Art einer Kollineation etwas naher besprechen werden. 

Die Doppelgeraden einer Kollineation mit drei verschiedenen 
Doppelpunkten E, F, G sind die Geraden FG, GE,EF. Wenn alle 
Doppelpunkte oder zwei von ihnen zusammenfallen, fallen die Doppel
geraden, wie aus dem Obigen folgt, in dualer Weise zusammen. Die 
Doppelgeraden konnen natiirlich auch durch ein Verfahren bestimmt 
werden, welches der obigen Methode zur Bestimmung der Doppelpunkte 
dual entspricht. Hieraus folgt, daB die Gerade EG doppelt zu zahlen 
ist, wenn Emit F, aber nicht mit G zusammenfallt; die zwei zu
sammenfallenden Geraden konnen durch die Gerade selbst in Ver
bindung mit dem Punkte E festgelegt werden. Wenn E, F, Galle zu
sammenfallen, ist auch die einzige Doppelgerade dreifach zu zahlen; wie 
in diesem Fall die drei zusammenfallenden Doppelgeraden festzulegen 
sind, wird sich weiter unten ergeben. 

Es sei nun n eine Kollineation mit dem einzigen Doppelpunkt E 
und der einzigen Doppelgeraden e; femer sei (M, M') ein Paar von ent
sprechenden Punkten und " der Kegelschnitt, auf welchem entsprechende 
durch M und M' gehende Strahlen einander schneiden; " geht durch 
M, M' und E und beriihrt in diesem letzten Punkt die Gerade e. Durch 
diese Angaben ist die Transformation vollstandig bestimmt; denn sie 
kann nach Satz II durch die parabolische Projektivitat innerhalb des 
Biischels mit dem Zentrum E in Verbindung mit der Projektivitat 
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zwischen den Biischeln mit den Zentren M und M' als gegeben betrach
tet werden. 

Die letzte dieser Projektivitaten bestimmt die (parabolische) Pro
jektivitat auf der Doppelgeraden e und kann offenbar, was die Be
stimmung der Transformation anbelangt, durch diese ersetzt werden, 
wobei natiirlich die Punkte M und M' selbst beibehalten werden. 
Nun kann, wie leicht zu sehen, diese parabolische Projektivitat, deren 
Doppelpunkt in E liegt, in zwei Involutionen zerlegt werden, die beide E 
als einen Doppelpunkt haben; von den anderen Doppelpunkten P 
und Q kann der eine belie big gewahlt werden; der andere ist dann 
eindeutig bestimmt. Hierdurch gelingt es, die Transformation n in ein 
Produkt von zwei harmonischen Homologien aufzulosen. Es mogen 
namlich PM und QM' einander in M* schneiden. Die erste Homologie 
hat Pals Zentrum, und die Achse geht durchE und durch denjenigen 
Punkt von PM, welcher durch P von M und M* harmonisch getrennt 
ist; die andere Homologie ist in analoger Weise bestimmt. Also: 

IV. Eine Kollineation mit dem einzigen Doppelpunkt E und der 
einzigen Doppelgeraden e kann in zwei harmonische Homologien zerlegt 
werden, deren Zentren beide aut e liegen, wahrend die beiden Achsen 
durch E gehen. Das Zentrum der einen Homologie kann beliebig aut e 
(doch =4=E) gewahlt werden. 

Umgekehrt bestimmt das Produkt zweier solcher Homologien immer 
eine Kollineation mit E als einzigem Doppelpunkt und e als einziger 
Doppelgeraden. 

Durch die Punkte M, M*, M', E und die Tangente e ist ein Kegel
schnitt A eindeutig festgelegt; dieser geht durch be ide Homologien, 
also auch durch n in sich iiber. Dasselbe gilt fiir jeden anderen Kegel
schni tt, welcher A in E vierpunktig beriihrt; denn ein Punkt von e hat j a 
in bezug auf diese Kurven dieselbe Polare (Kap. VII, § 4, S. 98). Kein 
anderer Kegelschnitt kann durch n in sich iiberfiihrt werden; denn 
eine solche Kurve miiBte durch E gehen und hier e beriihren; falls nun 
die Beriihrung zweipunktig ware, wiirden die zwei "freien" Schnitt
punkte mit Ie entweder festliegen oder einander involutorisch ent
sprechen, was unmoglich ist; dreipunktige Beriihrung erweist sich in 
analoger Weise als unmoglich. Also: 

V. Eine Kollineation mit dem einzigen Doppelpunkt E und der einzigen 
Doppelgeraden e enthalt unendlich viele invariante Kegelschnitte }.; diese 
bilden ein Buschel (}.) von einander in (E, e) vierpunktig beruhrenden 
Kurven. 

Es sei vein Kegelschnitt, welcher durch E geht und die Gerade e 
beriihrt; durch eine der obengenannten Homologien moge v in VI iiber
gehen; diese Kurve beriihrt eben falls die Gerade e in E; wenn VI nicht 
mit V zusammenfallt, miissen die beiden Kurven einander in E genau 
dreipunktig beriihren; denn auJ3er E haben sie einen und nur einen 
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gemeinsamen Punkt (den Schnittpunkt mit der Homologieachse), und 
in diesem Punkt konnen sie einander nicht beruhren. Aus Satz IV 
ergibt sich dann sofort: 

VI. Eine Kollineation habe den einzigen Doppelpunkt E und die 
einzige Doppelgerade e; dann wird ein Kegelschnitt P, welcher durch E 
geht und die Tangente e hat, von seiner entsprechenden Kurve P' mindestens 
dreipunktig in (E, e) beruhrt. 

Wenn P die invarianten Kegelschnitte (A) nur zweipunktig beruhrt, 
dann ist die Beruhrung von P mit P' genau dreipunktig; denn in diesem 
Fall kann man n in zwei Homologien zerlegen, von denen die eine P 

invariant laBt. Dagegen hat man: 
VI'. Wenn p die invarianten Kegelschnitte (A) dreipunktig beruhrt, 

haben p und p' in (E, e) vierpunktige Beruhrung. 
Denn ware die Beruhrung nur dreipunktig, dann hatten p und p' 

auBer Enoch einen gemeinsamen Punkt, d. h. p wurde ein Paar von 
entsprechenden Punkten enthalten und demnach mit dem durch diese 
zwei Punkte gehenden invarianten Kegelschnitt zusammenfallen. 

Die Gesamtheit von Kegelschnitten durch drei feste Punkte bildet 
einen Spezialfall von dem, was wir weiter unten in Kap. XVII ein 
Bundel nennen werden. Auch fur drei zusammenfallende Punkte kann 
man dieser Aussage eine Bedeutung zulegen: Ein Bundel von Kegel
schnitten durch drei zusammenfallende Punkte ist die Gesamtheit von 
Kegelschnitten, welche einander in einem festen Punkt mindestens drei
punktig beruhren. Umgekehrt kann man drei zusammenfallende Punkte 
durch ein solches Bundel angeben. 

Es sei nun ein Bundel von Kegelschnitten {A}l durch drei zusammen
fallende Punkte vorgelegt; E sei der Punkt, wo die Kurven einander 
dreipunktig beruhren, e die zugehorige gemeinsame Tangente. Ferner 
sei }. eine Kurve des Bundels, A und B zwei Punkte derselben; die 
Tangenten in A und B mogen einander in C schneiden. Durch A , B, C, E 
und die Tangente e ist ein Kegelschnitt u eindeutig festgelegt. Wir 
beweisen nun den folgenden Hilfssatz: 

VII. Wird A beliebig innerhalb des Bundels {A} gewahlt, und A und B 
belie big auf A, und wird jedesmal in der obengenannten Weise ein Kegel
schnitt u bestimmt, dann bilden die Kegelschnitte u wieder ein Bundel 
von Kurven mit dreipunktiger Beruhrung in (E, e). Die Bundel {J.} und 
{u} bestimmen einander gegenseitig 2• 

1 1m folgenden werden Bundel immer durch geschweifte Klammern gekenn
zeichnet, wahrend wir fur Buschel die gewiihnlichen runden Klammern gebrauchen. 

2 Man kann sagen, daB die durch {;.} und {x} bestimmten Tripel von zu
sammenfallenden Punkten die zwei durch (E, e) bestimmten zusammenfallenden 
Punkte miteinander gemein haben. 

Einen metrischen Spezialfall des Satzes VII von besonders ubersichtlichem 
Charakter erhalt man, wenn E ein unendlich ferner Punkt und e die unendlich 



Kap. VIII. § 1. Die KollineatlOn. 105 

Zum Beweise betrachten wir zunachst zwei Punktpaare (A, B) und 
(AI' B I ) auf demselben KegelschnitU (Fig. 43) ; die entsprechenden Kegel
schnitte der Gesamtheit {,,} seien" und "1' Die Punktpaare (A, AI)' 
(B, B I ), (E, E) bestimmen eindeutig eine Projektivitat auf A; die ent
sprechende Projektivitatsachse s mage I. auBer in E in einem Punkt F 
schneiden. Die Projektivitat lant sich, wie die Figur zeigt, in zwei 
Involutionen zerlegen, deren Pole, P und Q, 
auf s liegen. Diese Involutionen erzeugen 
zwei Homologien HI und H 2 der ganzen 
Ebene, welche ;. invariant lassen. Auch das 
Produkt HIH2 laBt ). invariant; ferner geht 
" offenbar in "1 uber, und wir werden zeigen, 
daB" und "1 einander in (E, e) dreipunktig 
beruhren. Zu diesem Zweck betrachten wir 

FIg. 43. 

A 

A, 

den eindeutig bestimmten Kegelschnitt v, welcher" dreipunktig in 
E und }, zweipunktig in F beruhrt; diese Kurve geht durch HI und H2 
und also auch durch HIH2 in sich uber und wird demnach auch "'1 
in E dreipunktig beruhren; also haben auch " und "1 eine dreipunktige 
Beruhrung in diesem Punkt 1. . 

Es magen nun (A, B) und (AI' B I ) auf zwei verschiedenen Kegel
schnitten A und J'I des Bundels {}.} liegen; wir kannen voraussetzen, 
daB die zwei Kurven einander in (E, e) genau dreipunktig beruhren. 
Dann kann }, in 1.1 durch eine harmonische Homologie uberfuhrt 
werden, deren Zentrum auf e liegt und deren Achse durch E geht. Der 
durch (A, B) bestimmte Kegelschnitt " geht hierdurch in einen Kegel
schnitt ,,* uber, welcher", in (E, e) dreipunktig beruhrt; die Kegel
schnitte Xl und x* gehen nun aus zwei Punktpaaren desselben Kegel
schnittes }. hervor und haben also nach dem soeben Bewiesenen in 
(E, e) dreipunktige Beruhrung; dies gilt dann auch fUr X und Xl' 

Wir haben also gesehen, daB aIle Kegelschnitte x, welche in der 
angegebenen Weise bestimmt werden kannen, einem Bundel mit drei 
zusammenfallenden Punkten angeharen. 1st nun p} ein anderes Bundel, 
dessen Kurven mit den Kurven von {Ie} in (E, e) nur zweipunktige Be
ruhrung haben, dann kann auch das neue Bundel {x} nicht mit {"'} 
zusammenfallen. Man sieht dies sofort, wenn man die Punkte A 
und B als die zwei von E verschiedenen Schnittpunkte eines Kegel-

ferne Gerade ist. Ein Bundel von Kegelschnitten mit dreipunktiger Beruhrung 
in (E, e) ist dann eine Gesamtheit von 002 Parabeln mit festem Parameter. Durch 
Anwendung der ParabeIgIeichung m Parallelkoordinaten sieht man, daB der 
Parameter des Bundels {Yo} gleich P!2 ist, wenn der Parameter von {J.} gleich P ist. 
Ein Buschel von Kurven mit vierpunktiger Beruhrung in (E, e) ist eine Gesamt
heit von 00 1 Para be In mit festem Parameter und gemeinsamer Achse. 

1 Ist insbesondere die Projcktivitiit auf !. parabolisch, hat die entsprechende 
Kollineation der Ebene nur den einzigen Doppelpunkt E und die einzige Doppel
gerade e; die Behauptung folgt dann sofort aus Satz VI. 
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schnittes A. mit einem Kegelschnitt 1 wiihlt. Hiermit ist die umkehr
bar eindeutige Beziehung zwischen den Bundeln {A.} und {,,} bewiesen. 

Geht man von dem Bundel {,,} aus, so findet man das Bundel {A.} 
in folgender Weise: Man wiihlt einen Kegelschnitt " und zwei Punkte 
(A, B) desselben. Die durch E gehende Gerade, welche e von EA und 
EB harmonisch trennt, mage" in C schneiden; dann gibt es einen Kegel
schnitt durch E, A, B, welcher in diesen Punkten e, AC bzw. Be be
ruhrt; dieser ist eine Kurve von {A.}. 

Wir kehren nun zu der Kollineation :n; mit dem einzigen Doppel
punkt E und der einzigen Doppelgeraden e zuruck. 1st A. ein invarianter 
Kegelschnitt, (M, M') ein Paar von entsprechenden Punkten desselben, 
und bestimmt man, ausgehend von (M, M'), nach der CHASLEsschen 
Methode. einen Kegelschnitt ", dann ist die Beziehung zwischen A. 
und " genau die in Satz VII angegebene. Da das Buschel aIler in
varianten Kegelschnitte einem Bundel {A.} der obigen Art angehOrt, 
bilden auch aIle Kegelschnitte " ein Bunde!. Also: 

VIII. Wenn eine Kollineation nur den einzigen Doppelpunkt E und 
die einzige Doppelgerade e hat, dann bilden alle Kegelschnitte ", welche 
nach der CHASLEsschen Methode zur Doppelpunktsbestimmung benutzt 
werden konnen, ein Biindel mit dreipunktiger Beriihrung in (E, e). 

Wir setzen jetzt lest, daf3 die Angabe der drei zusammenlallenden 
Doppelpunkte der Kollineation die Angabe des Biindels {,,} bedeuten soll. 

Es sei nebenbei bemerkt, daB nach Satz VI und der darauf folgenden 
Bemerkung jeder Kegelschnitt " genau ein Paar von entsprechenden 
Punkten enthiilt. 

Man sieht nach Satz VII, daB durch drei zusammenfaIlende Doppel
punkte einer Kollineation die invarianten Kegelschnitte noch nicht 
gegeben sind, wohl aber das Bundel {A.}, wozu sie geharen. Sind um
gekehrt die invarianten Kegelschnitte (A.) vorgelegt, so findet man leicht 
die drei zusammenfaIlenden Doppelpunkte. 

Es sei bemerkt, daB die Identifizierung der drei zusammenfaIlenden 
Doppelpunkte mit dem CHASLEsschen Bundel {,,} naturlich, aber 
doch gewissermaBen willkurlich ist; denn in :n; ist ja nach Satz VI nicht 
nur das Bundel {,,}, sondern jedes Bundel, dessen Kurven einander in 
(E, e) dreipunktig beruhren, invariant. -

Urn die Doppelgeraden von :n; direkt zu bestimmen, kannte man, 
wie auf S. 102 erwiihnt, eine zur CHASLEsschen Methode duale anwenden; 
ausgehend von einem Paar von entsprechenden Geraden (a, a') erhiilt 
man dann einen Kegelschnitt fl, dessen Tangenten die Geraden a und a' 
in entsprechenden Punkten schneiden. Die Kurven fl entsprechen dem 
Biindel {,,} dual und bilden daher selbst ein Bundel; denn der Begriff 
eines Bundels von Kegelschnitten mit dreipunktiger Beruhrung ist 
selbstduaI. Das Bundel {fl} kann zur Festlegung der drei zusammen
faIlenden Doppelgeraden benutzt werden. Von dem Bundel {fl} kann 
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man zum Biindel {J.} auf eine Weise kommen, welche der friiheren von 
{u} zu {J.} fiihrenden dual entsprichtl. 

Wir gehen nun zu einigen Sat zen iiber, die fiir aIle Kollineationen 
giiltig sind, unabhangig davon, ob die Doppelpunkte verschieden sind 
oder nicht. 

IX. Eine Kollineation ist durch die Doppelpunkte E, F, G und 
ein Paar (M, M') von entsprechenden Punkten, welche nicht aut einer 
Doppelgeraden liegen, eindeutig bestimmt. 

Die Doppelpunkte diirfen natiirlich, wenn sie verschieden sind, nicht 
in einer Geraden liegen; ebenso darf, wenn E = F, aber =l=G, die Ge
rade EF nicht durch G gehen. 

Wenn die Doppelpunkte aIle verschieden sind, ist IX eine unmittel
bare Folge von Satz III. 1st E = F =l= G, so ist die Kollineation nach 
Satz II unmittelbar herzusteIlen; denn man kennt ja die Projektivitaten 
innerhalb jedes der Biischel mit den Zentren E und G; die zweite 
dieser Projektivitaten ist parabolisch. 

Wenn endlich aIle drei Doppelpunkte zusammenfaIlen, bestimmen 
wir im Biindel {u} den durch M und M' gehenden Kegelschnitt; hier
durch ist die Projektivitat zwischen den durch M und M' gehenden 
Geraden festgelegt. Die parabolische Projektivitat innerhalb des durch 
E bestimmten Geradenbiischels ist ebenfalls bekannt, und man kann 
wieder Satz II anwenden. 

X. Aus EFGMPxEFGM'P' folgt EFGMM'~EFGPP' oder
m anderer Formulierung: 

Zwei Kollineationen mit denselben Doppelpunkten sind vertauschbar. 
Wenn E, F, G voneinander verschieden sind, folgt der Satz unmittel

bar aus dem entsprechenden Satz iiber Projektivitaten in einer Geraden 
(Kap. I, § 1, Satz VI'); denn man kann aus 

E(FGMP) 7'. E(FGM'P') und G(EFMP) 7'. G(EFM'P') 

sogleich 

E(FGMM') A E(FGPP') und G(EFMM') 7'. G(EFPP') 

folgern, womit der Satz bewiesen ist. 
Wenn Emit F, aber nicht mit G zusammenfaIlt, bleibt der Beweis 

ebenfaIls giiltig; nur sind die zwei rechtsstehenden der obigen Projek
tivitaten parabolisch, so daB man aus Kap. I, § 1 den Satz VII' statt des 
Satzes VI' heranziehen muB. 

1 In dem in der letzten FuBnote S. 104 genannten Fall besteht auch das Biin
del {,u} aus Parabeln mit festem Parameter. 1st wie dort der Parameter von {i-} 
gleich p, so ist, wie man leicht einsieht, der Parameter von {/t} gleich 2P; denn 
ein Kegelschnitt ;. und ein entsprechender Kegelschnitt .u liegen homothetisch 
im Verhaltnis t. 
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Wenn aber E, F, Galle zusammenfallen, muB der Beweis geandert 
werden. Die zwei Kollineationen, deren Vertauschbarkeit zu beweisen 
ist, seien 1& und 1&1. Die erste fiihre Min M' iiber, die andere M und M' 
in P bzw. P'; es ist zu beweisen, daB 1& den Punkt Pin P' transformiert. 

Raben die beiden Kollineationen dasselbe Biischel von invarianten 
Kegelschnitten, so folgt der Satz sofort daraus, daB zwei parabolische Pro
jektivitaten in einem Elementargebilde und mit demselben Doppel
punkt vertauschbar sind (Kap. I, § 1, Satz VII'). Es mogen also die 
Biischel der invarianten Kegelschnitte von 1& und 1&1 verschieden sein; 
jeder invariante Kegelschnitt von 1& hat dann mit jedem invarianten 

,A, 

Kegelschnitt von 1&1 in E dreipunktige Be
riihrung. Die gemeinsame Tangente sei e. 

Es sei (Fig. 44)1 A der durch M und 
M' gehende, in 1& invariante Kegelschnitt; 
ferner seien Al und A~ die durch (M, P) 
bzw. (M', P') gehenden, in 1&1 invarianten 
Kegelschnitte; Al und J.~ haben in (E, e) vier-
punktige Beriihrung (Satz V); da die 

Fig. 44. Kollineation 1& den Punkt M in M' iiber-
fiihrt, folgt nun aus Satz VI', daB sie auch Al 

in J.~ transformiert. Endlich sei A * der durch P und P' gehende Kegelschnitt, 
in welchen A durch 1&1 iibergeht; A und A* haben also (Satz VI') in (E, e) 
vierpunktige Beriihrung, und da A in 1& invariant ist, folgt, daB auch A* 
diese Eigenschaft hat. Dann ist aber P' der Punkt, welcher in 1& dem 
Punkte P entspricht, was zu beweisen war. 

XI. Das Produkt zweier Kollineationen 1& und 1&1 mit denselben 
Doppelpunkten E, F, Gist, solern sie keine Homologie ist, wieder eine 
Kollineation mit diesen Doppelpunkten. 

Dies ist selbstverstandlich, wenn die drei Doppelpunkte alle ver
schieden sind. Auch wenn Emit F, aber nicht mit G zusammenfallt, 
ist dies beinahe unmittelbar einzusehen; ein dritter Doppelpunkt miiBte 
namlich auf der Geraden e liegen, welche mit E die zwei zusammen
fallenden Doppelpunkte bestimmt; dies ist aber unmoglich, weil das 
Produkt zweier parabolischen Projektivitaten mit demselben Doppel
punkt E entweder die Identitat oder eine parabolische Projektivitat 
mit E als Doppelpunkt ist. 

Wenn E, F, Galle zusammenfallen, laBt sich der Beweis folgender
maBen fiihren: DaB die Produktkollineation n1&1 unter der angenomme
nen Voraussetzung nur dieselben Doppelelemente E und e wie die ein
zelnen Faktoren haben kann, ist klar, wei! sowohl die Punkte auf e, 
wie die Geraden durch E parabolisch transformiert werden. Die in
varianten Kegelschnitte der beiden Kollineationen gehoren demselben 
Biindel {A} an. Es gehe ein Punkt M durch 1& in M' und dieser 

1 Vgl. die letzte FuBnote S. 104. 
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Punkt durch n 1 in M* iiber; der durch M und M* gehende Kegelschnitt }, 
des Biindels {Je} ist dann in nn1 invariant; denn er geht in einen Kegel
schnitt J.* durch M* iiber, welcher nach Satz VI' Je in E vierpunktig 
beriihrt. Hieraus folgt sofort der zu beweisende Satz; da namlich die 
invariant en Kegelschnitte von n, n 1 und nn1 demselben Biindel an
gehoren, haben die drei Transformationen auch dasselbe CHASLEssche 
Biindel {x}. 

Es seien nun n und n1 zwei (verschiedene) Kollineationen und A 
ein Punkt, der durch n und n 1 in denselben Punkt A' iiberfiihrt wird. 
Die Punkte A konnen dann als die Doppelpunkte der Kollineation 
nn11 und die entsprechenden Punkte A' als die Doppelpunkte der 
Kollineation nlln bestimmt werden. 

Die Multiplizitat eines gemeinsamen Paares (A, A') wird definitions
gemaJ3 durch die Multiplizitat des Doppelpunktes A in nn1 1 (oder A' 
in n11n) festgelegt. Auch die friiheren Angaben von zwei oder drei 
zusammenfallenden Punkten (durch einen Punkt und eine damit in
zidente Gerade oder ein Biindel von Kegelschnitten mit dreipunktiger 
Beriihrung) lassen sich hier anwenden: Ein doppelt zahlendes, gemein
sames Punktpaar von n und n 1 wird durch (A, a), (A', a') festgelegt, 
wo (A, a) zwei zusammenfallende Doppelpunkte in nn11 und (A', a') 
die entsprechenden, zusammenfallenden Doppelpunkte in n;-ln be
bedeuten; ein dreifach zahlendes, gemeinsames Punktpaar wird durch 
{x}, {x'} angegeben, wo {x} und {x'} die CHASLEsschen Biindel von 
nn11 bzw. nlln s~nd. Das Resultat dieser Festsetzungen konnen wir 
in folgender Weise kurz als Sa tz formulieren: 

XII. Zwei Kollineationen n und n 1 haben drei (nicht notwendig ver
schiedene) oder unendlich viele Punktpaare miteinander gemein. 

Der letzte Fall trifft ein, wenn nn11 (und demnach auch nl1n) eine 
Homologie ist. 

Ferner hat man: 
XIII. Wenn die Kollineationen n und n l dieselben drei - nicht not

wendig verschiedenen - gemeinsamen Elemente (A, A') wie n1 und n 2 

haben, dann bilden diese auch die gemeinsamen Elemente der Kollinea
tionen n und n 2 - oder diese Transformationen haben unendlich viele 
Elemente miteinander gemein. 

Haben namlich nn11 und nln;;-l dieselben drei Doppelpunkte, dann 
sind diese Punkte auch die Doppelpunkte von nJr;;-l (Satz XI), wenn 
diese letzte Transformation keine Homologie ist. 

XIV. Wenn je zwei der Kollineationen n, Jt1 und Jt2 dieselben gemein
samen Elemente (A, A') haben, dann gilt dasselbe fur die Kollineationen 
JtJto , JtIJtO' Jt2JtO' wo Jto eine beliebige Kollineation ist. 

Denn wegen JtJto • (Jtl Jto)-l = JtJt11 und der zwei analogen Gleichun
gen, sind die Punkte A fiir beide Tripel (inklusive Multiplizitat) dieselben. 
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§ 2. Die Reziprozitat. 
Die reelle Reziprozitat wurde in Kap. I besprochen. Wir betrachten 

nun eine umkehrbar eindeutige Transformation der durch die imaginaren 
Elemente erweiterten Ebene, welche folgende Eigenschaften hat: 

Einem Punkt und einer Geraden der einen Figur entsprechen eine 
Gerade bzw. ein Punkt der anderen; wenn eine Gerade sich um einen 
Punkt dreht, dann durchlauft der entsprechende Punkt die entsprechende 
Gerade; und eine einfache Kette von Punkten wird in eine einfache Kette 
von Geraden iiberfiihrt. 

Wie im vorigen Paragraphen findet man auch hier, daJ3 entweder 
jede Punktreihe zu dem entsprechenden Geradenbiischel projektiv oder 
aber symmetral ist. 1m ersten Fall heifJt die Transformation eine Rezi
prozitiit oder Korrelation, im zweiten eine Antireziprozitiit oder Antikorre
lation. 

Wir behandeln zunachst die Reziprozitat. 
Man erhalt leicht die folgenden zwei Satze, welche den Satzen II 

und III des § 1 vollig analog sind: 
I. Sind zwei gerade Punktreihen a und b auf zwei Geradenbuschel 

(mit den Zentren A bzw. B) projektiv bezogen, so dafJ in beiden Be
ziehungen dem Schnittpunkte (ab) die Gerade A B entspricht, dann ist 
hierdurch eindeutig eine Reziprozitiit bestimmt l . 

II. Eine Reziprozitiit ist eindeutig bestimmt, wenn vier gegebenen 
Punkten der einen Figur vier gegebene Gerade der anderen entsprechen 
sollen; nur durfen nicht drei der gegebenen Punkte auf einer Geraden liegen 
und nicht drei der gegebenen Geraden durch einen Punkt gehen 2• 

Wir betrachten nun zwei Reziprozitaten E und El ; die Punkte A, 
denen dieselbe Gerade a' in E und El entspricht, konnen als die 
Doppelpunkte der Kollineation EEll bestimmt werden und die ge
nannten Geraden a' als die Doppelgeraden der Kollineation EllE. 
Doppelt und dreifach zahlende gemeinsame Elemente (A, a'l werden 
ganz wie am SchluJ3 des § 1 erklart. Wir haben dann: 

III. Zwei Reziprozitiiten E = (M, m'l und El = (M, m~) haben drei 
(nicht notwendig verschiedene) oder unendlich viele Punkt-Geradeele
mente (A, a'l miteinander gemein. 

Der zweite Fall tritt ein, wenn EEll (und demnach auch Ell E) 
eine Homologie ist. 

Was oben gesagt ist, kann man im besonderen anwenden, wenn die 
zwei Reziprozitaten invers (aber nicht involutorisch) sind. Die Punkte 
und Geraden der obenerwahntenElemente (A, a'l sind dann die Doppel
punkte und Doppelgeraden der KoIlineation E2 und werden Haupt
punkte und Hauptgerade von E genannt. Die Hauptpunkte und Haupt
geraden entsprechen einander in E in involutorischer Weise. 

1 ENRIQUES: S. 138. 2 ENRIQUES: S. 139. 
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Hinsichtlich des in Satz III erwahnten letzten Falles zeigen wir: 
IV. Wenn es in einer nichtinvolutorischen Reziprozitat eine gerade 

Reihe von Hauptpunkten - und also ein Biischel von Hauptgeraden -
gibt, dann liegt jeder dieser Hauptpunkte in der entsprechenden Haupt
geraden, und die Reziprozitat la(Jt sich - aut unendlich viele Weisen -
in eine Polaritat und eine Kollineation zerlegen, welche durck Wieder
holung eine H omologie ergibt. 

Urn dies zu beweisen, bemerken wir zuerst, daB auBer den soeben 
erwahnten Hauptpunkten auch das Zentrum E des Biischels ein (iso
lierter) Hauptpunkt ist; die entsprechende Hauptgerade ist der Trager e 
der Punktreihe. Andere Haupfelemente kann es nicht geben. 

Ferner zeigen wir, daB es keine durch E gehende Hauptgerade gibt, 
weIche den entsprechenden Hauptpunkt nicht enthalt. Es sei nam
lich a (Fig. 45) eine soIche Gerade, A'der entsprechende Hauptpunkt. 
Ferner sei B ein beliebiger, fester Punkt auf a; die entsprechende Ge
rade b' geht durch A I, aber sie enthalt nicht den Punkt B, weil dann 
(B, b' ) ein Hauptelement ware. Die Strahlen durch B sind auf die 
Punkte der Geraden b' projektiv bezogen; es muB demnach mindestens 
einen durch B gehenden Strahl m geben, 
weIcher durch seinen entsprechenden 
Punkt M' geht; mist von B A I verschie
den; sie schneide e im Punkte N, des sen 
entsprechende Gerade n' = E M' ist. Dem 
Punkte M' = (mn') entspricht dann die 
Gerade M' N = m, d. h. (m, M') ware ein 
Hauptelement, was unmoglich ist. 

Der Beweis ist, wie man unmittelbar 
sieht, ganz unabhangig davon, ob E auf 
e liegt oder nicht. 

Es liegt also j eder Punkt von e in der 

e 

Fig. 45. 

entsprechenden Hauptgeraden; wir betrachten nun einen beliebigen 
Kegelschnitt u, weIcher E und e als Pol und Polare hat; es seien Fund G 
die Schnittpunkte von u mit e. Ferner sei (m, M') ein Element der 
Reziprozitat; M' liegt auf der Geraden, weIche Emit dem Schnitt
punkte (em) verbindet. 1st M* der Pol von m in bezug auf u, dann 
sind E M' und E M* konjugierte Gerade in bezug auf diese Kurve. Die 
gegebene Reziprozitat kann dann als das Produkt der folgenden Trans
formationen hergestellt werden: 

a) Eine Polaritat in bezug auf )or: , 

b) eine Kollineation mit den Doppelpunkten E, F, G und (M*, N') 
als entsprechenden Punkten. 

Denn diese Transformation fiihrt e, EF, E G, m in bzw. E, F, G, M' 
tiber; auBerdem entspricht jeder Geraden durch E ihr Schnittpunkt mit 
e in involutorischer Weise. 



112 Projektivgeometrie im zweidimensionalen komplexen Gebiet. 

Man sieht, daB die genannte Kollineation durch Wiederholung eine 
Homologie mit dem Zentrum E und der Achse e ergibt. 

Es seien nun E, F, G drei verschiedene Hauptpunkte einer Rezi
prozitat, welche nicht in einer Geraden liegen. Von vornherein gibt es 
dann die folgenden Moglichkeiten: 

1. J edem der Punkte entspricht seine Gegenseite im Dreieck; die 
Transformation ist dann involutorisch und bildet ein Polarsystem oder 
eine Polaritiit1 ; alle Punkte sind Hauptpunkte. 

2. Jedem Punkt entspricht eine anliegende Seite. Dieser Fall ist 
aber unmoglich; denn wird E in EF urtd F in FG iibergefiihrt, so muB 
der Geraden EF der Punkt F entsprechen, so daB die Beziehung zwischen 
Hauptpunkten und Hauptgeraden nichtinvolutorisch ware. 

3. Einem der Hauptpunkte, z. B. E, entspricht die Gegenseite FG, 
wahrend den anderen Hauptpunkten anliegende Seiten entsprechen. In 
diesem Fall wollen wir E prinzipalen Hauptpunkt und Fund G 
sekundare Hauptpunkte nennen. Insbesondere konnen hier alle Punkte 
der Geraden FG Hauptpunkte sein (vgl. Satz IV) oder, wie oben, alle 
Punkte der Ebene (Polaritat). . 

Gibt es in einer Reziprozitat nur zwei Hauptpunkte, wo also der eine 
doppelt zu zahlen ist (E = F und =1= G), dann hat die Reziprozitat auch 
nur zwei Hauptgerade (EG und "EF"). Es gibt hier zwei Moglichkeiten: 

4. Dem Punkte G (dem prinzipalen Hauptpunkt) entspricht die 
Gegenseite EF, und E die Gerade EG. 

5. Den Punkten E und G entsprechen die Geraden EF bzw. EG; 
dies erweist sich wie oben als unmoglich. 

6. Fallen endlich alle drei Hauptpunkte zusammen, so gibt es nur 
einen (prinzipalen) Hauptpunkt und eine durch diesen gehende Haupt
gerade. 

AIle die obigen Falle, die sich nicht schon bisher als unmoglich er
wiesen haben, lassen sich realisieren. Einige von ihnen sind schon be
kannt; die Existenz der anderen geht aus den folgenden Entwicklungen 
hervor. 

Man hat den Satz: 
V. Eine Reziprozitiit ist dureh drei Hauptelemente (E, e), (F, f), 

(G, g), welehe nieht aile zusammenfallen, in Verbindung mit einem Element 
(M, m') eindeutig bestimmt, sofern M nieht auf einer H auptgeraden liegt 
und m' nieht durch einen Hauptpunkt geht. 

Sind aIle Hauptelemente verschieden 2, so ist Satz V eine unmittelbare 
Folge von II; wenn dagegen zwei Hauptelemente wie (E, e) und (F, f) 
zusammenfallen 3, kann der Beweis folgendermaBen gefiihrt werden: 

1 ENRIQUES: § 51-
2 Wir setzen voraus, daB sie wie in den Fallen 1. oder 3. liegen. 
3 Wir setzen voraus, daB sie wie im Fall 4. liegen. 
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Es mage (Fig. 46) die von e verschiedene, durch G gehende Ge
rade p die Gerade g in P schneiden; der der Geraden p entsprechende 
Punkt P' liegt auf g. P' muB dann von P verschieden sein; denn sonst 
ware (P, P) ein neues Hauptelement. Die 
Beziehung zwischen P und P' ist also eine 
parabolische Projektivitat mit E als Doppel
punkt. 

Es sei nun (M, m') ein beliebiges Ele
ment der Reziprozitat. Nach dem soeben 
Bewiesenen kennt man dann die projektive 
Beziehung zwischen dem Geradenbuschel mit 

(J 

dem Zentrum G und der Punktreihe g. Ferner ist die Projektivitat 
zwischen dem Geradenbusche1 mit dem Zentrum E und der Punktreihe e 
festgelegt, und man kann Satz I anwenden. 

1m vorigen Paragraphen haben wir gesehen, daB eine Kollineation 
durch die Doppelpunkte und ein Paar von entsprechenden Punkten 
eindeutig bestimmt war, auch in dem Fall, wo die Doppelpunkte alle 
zusammenfallen. Ein analoger Satz filr Reziprozitiiten mit drei zusammen
fallenden Hauptelementen ist, wie wir bald sehen werden, nicht gilltig. 

Wir werden nun die Reziprozitaten dieser Art naher studieren. Es 
sei 1: eine solche Reziprozitat; die drei zusammenfallenden Haupt
punkte seien, wie in § 1 besprochen, durch ein Bundel {x} mit drei
punktiger Beruhrung gegeben; der Beruhrungspunkt sei E , die zugehOrige 
Tangente e; {x} ist das CHASLEssche Bundel der Kollineation 1:2• 

Aus {x} kannen wir, wie in § 1, ein Bundel {A} herstellen, innerhalb 
dessen das Buschel (A) von in 1:2 invarianten Kegelschnitten sich be
findet. Das Buschel (A) wird durch 1: auf sich selbst projektiv bezogen, 
und diese Projektivitat ist entweder die Identitat oder eine Involution; 
denn durch ihre Wiederholung ergibt sich ja die Identitat. Es gibt 
demnach auBer dem ausgearteten Kegelschnitt, der aus der doppelt zu 
zahlenden Geraden e gebildet ist, einen anderen, nicht ausgearteten, 
Ao' der in 1: invariant ist (d. h. die Punkte der Kurve gehen durch 1: 
in die Tangenten derselben uber). 

Es sei nun 1:0 die Polaritat in bezug auf Ao. Wir betrachten dann 
die Kollineation 

(1 ) 

Da Ao in 1: invariant ist, sind 1: und 1:0 offenbar vertauschbar, und 
man erhalt: :n;2 = 1:2. Die Transformation :n;2 hat also drei Zllsammen
fallende Doppelpunkte, welche durch {n} festgelegt sind. Dann muB 
auch :n; drei zusammenfallende Doppelpunkte haben, und diese sind 
dieselben wie die von :n;2 (§ 1, Satz XI). Aus (1) findet man: 

(2) 
Juel, Projektive Geometrie. 8 
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also: 
VI. ] ede Reziprozitat mit drei zusammenfallenden H auptelementen hat 

einen und nur einen invarianten Kegelschnitt Ao. Sie lajJt sich in eine 
Kollineation n mit den Hauptpunkten als Doppelpunkten und Ao als einem 
invarianten Kegelschnitt und eine Polaritat Eo in bezug auf Ao zerlegen; 
n und Eo sind vertauschbar. 

Wir wollen nun zeigen: 
VII. Es gibt unendlich viele Reziprozitaten mit drei in (E, e) zusammen

fallenden Hauptelementen und einem Paar (M, m') von entsprechenden 
Elementen. Wird aujJerdem die dem Schnittpunkte Q' = (em') ent

sprechende, durch E gehende Gerade q" gegeben, dann 

Fig. 47. 

e' ist die Transformation eindeutig bestimmt. 
Die Hauptpunkte seien namlich durch ein Bun

del {x} mit dreipunktiger Beruhrung in (E, e) ge
geben. Aus {x} bestimmen wir wie vorher das 
Bundel {A}, innerhalb dessen der invariante Kegel
schnitt Ao zu suchen ist. 

Wir denken uns nun (Fig. 47) eine Transforma
tion der gewunschten Art gefunden und nach 
Satz VI in eine Kollineation n und eine Polaritat Eo 
zerlegt. Die invarianten Kegelschnitte (A) in n 
haben mit Ao in (E, e) vierpunktige Beruhrung; 
die durch M gehende Kurve Al dieses B~schels 

enthalt den Pol M~ von m' in bezug auf Ao. In der Reziprozitat ent
spricht der Geraden q = EM der Punkt Q' und diesem Punkt die Gerade 
q"; also geht q durch n in q~ = E M~ und diese Gerade in q" uber, und 
das Paar (e, q~) ist von (q, q") harmonisch getrennt (Kap. I, § 1, Satz IIa). 

Hieraus ergibt sich die folgende eindeutige Bestimmung der Trans
formation: Durch E lege man die Gerade 1I, we1che von e durch (q, q") 
harmonisch getrennt ist. Es gibt nun innerhalb {A} ein eindeutig 
bestimmtes Buschel (A) - mit vierpunktiger Beruhrung in (E, e) -, 
dessen Kurven Q' und qi als Pol und Polare haben; innerhalb (A) be
stimme man den durch M gehenden Kegelschnitt AI' Die Pole von m' 
in bezug auf die Kurven (A) liegen aIle auf q~, und es gibt eine einzige 
unter diesen Kurven, Ao, so daB der Pol von m' auf Al liegt (also in Mil. 
Die Kollineation n wird dann durch das Buschel (A) von invarianten 
Kegelschnitten und das Punktpaar (M, Mi) festgelegt, und Eo ist die 
Polaritat in bezug auf Ao. 

Man verifiziert leicht, daB die Reziprozitat E = nEo den Bedingungen 
geniigt. 

Des weiteren nennen wir den Satz: 
VIII. Wenn die Reziprozitaten E und El dieselben drei - nicht not

wendig verschiedenen - gemeinsamen Elemente wie El und E2 haben, 
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dann bilden diese Elemente auch die gemeinsamen Elemente dey zwei Re
ziprozitaten 1: und 1:2, oder diese Transjormationen haben unendlich viele 
Elemente miteinander gemein. 

Haben namlich 1:El1 und 1:11::;1 dieselben drei Doppelpunkte, 
dann sind diese Punkte auch die Doppelpunkte von EE:;1 (§ 1, Satz XI), 
sofem diese Transformation keine Homologie ist. 

IX. Wenn die Reziprozitaten 1:, 1:1 und 1:2 paarweise dieselben ge
meinsamen Elemente (A, a') haben, dann gilt das Analoge fur die Kolli
neationen 1:1:0, 1:11:0, 1:21:0, wo 1:0 eine beliebige Reziprozitat ist. 

Dies folgt in Analogie mit dem Beweis des Satzes XIV in § 1 daraus, 
daB die Gleichung 1:1:0. (1:11:0)-1 = 1:1:11 und ihre zwei analog en gelten. 

IX. Kapitel. 

Die zweidimensionale Kette. 

§ 1. Die geometrische Behandlung der zweidimensionalen 
Kette. 

Auf der Geraden spielen gewisse Punktgesamtheiten, die wir einfache 
Ketten genannt haben, eine besondere Rolle. Eine soIche Kette wird z. B. 
aus den reellen Punkten einer reellen Geraden gebildet. In der Ebene 
kann man in analoger Weise Gesamtheiten von Punkten hervorheben. 

Gegeben seien vier Punkte A, B, C, D der Ebene, von weIchen keine 
drei in einer Geraden liegen; wir definieren dann: 

Die Gesamtheit der Punkte P, fur welche die Wurje A(BCDP) und 
B(ACDP) reell sind, bildet eine zweidimensionale Kette Ill. 

Durch eine - reelle oder imaginare - Kollineation oder Anti
kollineation geht eine zweidimensionale Kette in ein~ ebensoIche iiber. 
1m besonderen k6nnen die Punkte A, B, C, D durch eine soIche Kolli
neation immer in vier reelle Punkte einer reellen Ebene iiberfiihrt werden 
(Kap. VIII, § 1, Satz III) 1; die entsprechende Kette besteht offenbar 
aus allen reellen Punkten dieser Ebene. Also gelten die folgenden 
Satze I-IV: 

I. Durch vier Punkte der Ebene, von welchen keine drei in einer Ge
raden liegen, geht eine und nur eine zweidimensionale Kette. 

Man sieht, daB die vier in der Definition erwahnten Punkte be
liebige Punkte der Kette sind. 

II. Eine Gerade, welche zwei Punkte einer kll enthalt, hat mit der III 
alle Punkte einer einfachen Kette gemein. 

1 Die in Kap. VIII gegebene Definition der kollinearen Abhangigkeit laBt sich 
ebensogut anwenden, wenn die zwei Figuren in verschiedenen Ebenen liegen. Der 
Satz III ist auch in diesem FaIle giiltig. 

Ein Beispiel einer solchen Kollineation zwischen zwei Ebenen hat man - wie 
im reellen - in der zentrischen Projektion. 

8* 
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Man sagt in diesem Fall, daB die Gerade der Kette /II adiungiert sei. 
III. Durch ieden Punkt P der Ebene aufJerhalb klI geht eine und nur 

eine Gerade p, welche der Kette adiungiert ist. 
Der Punkt P kann durch eine Involution von Punkten auf jener 

einfachen Kette bestimmt werden, welche p mit /II gemein hat. 
Durch einen Punkt der Kette kIl gehen unendlich viele adjungierte 

Gerade, und diese bilden eine einfache Kette von Geraden. 
Ferner: 
IV. Eine in der Ebene liegende Gerade, welche nicht mit der Kette klI 

adiungiert ist, hat mit dieser einen und nur einen Punkt gemein. 
Denn jede in einer reellen Ebene liegende imaginare Gerade hat einen 

reellen Punkt. 
Die Punkte einer zweidimensionalen Kette und die derselben ad

jungierten Geraden sind zwei duale Gebilde; dies gilt namlich fiir die 
reellen Punkte und die reellen Geraden einer reellen Ebene. 

Eine /II kann auBer durch vier Punkte auch in anderer Weise be
stimmt werden. Man hat: 

V. Eine zweidimensionale Kette ist eindeutig bestimmt durch 
1. drei Punkte, welche nicht in einer Geraden liegen, und eine ad-

1·ungierte Gerade, oder 
2. drei adiungierte Gerade, welche nicht durch denselben Punkt gehen, 

und einen Punkt, oder 
3. vier adiungierte Gerade, von welchen keine drei durch einen 

Punkt gehen. 
In allen Fallen findet man namlich leicht vier Punkte der gesuchten 

Kette. 
Durch zwei Punkte A und B und zwei adjungierte Gerade a und b 

ist im allgemeinen keine klI bestimmt; wenn aber A, B, (A B, a) und 
(A B , b) vier Punkte einer einfachen Kette sind, dann bestimmen a, b, 
A und B unendlich viele kIlo -

Es sei peine der Kette /II adjungierte Gerade und k die einfache 
Kette, welche p und klI miteinander gemein haben. Wenn zwei Punkte 
durch dieselbe, aber entgegengesetzt orientierte Involution der Punkte 
von k gegeben sind, also in bezug auf k symmetrisch liegen (Kap. II, 
§ 3), sagen wir, daB diese Punkte auch in bezug aut /II symmetrisch 
liegen. Wenn die Kette kIl aus allen reellen Punkten einer reellen Ebene 
besteht, sind symmetrische Punkte dasselbe wie konjugiert imaginare 
Punkte. 

In dualer Weise definieren wir zwei in bezug auf kII symmetrisch 
liegende Gerade. Die Punkte zweier solcher Geraden liegen paarweise 
symmetrisch in bezug auf /II. 

VI. Gegeben seien vier Punkte A, B, C, D, von welchen keine drei 
auf einer Geraden liegen. Es gibt dann eine und nur eine Kette /II, die 
durch A und B geht und in bezug aut welche C und D symmetrisch liegen. 
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Man bestimme namlich in der Geraden CD diejenige einfache Rette kv 
die durch den Schnittpunkt von AB und CD geht, und in bezug auf 
welche C und D symmetrisch liegen (Kap. II, § 3, Satz VIII). Zwei 
Punkte dieser Kette bestimmen zusammen mit A und B die gesuchte 
Kette kIl. 

Auf diese Bestimmung einer kIl laBt sich die folgende zuruckfiihren: 
VII. Gegeben seien vier Punkte A, B, C, D, von welchen keine drei 

auf einer Geraden liegen. E~ gibt dann eine und nur eine Kette kIl, in 
bezug auf welche sowohl A und B als auch C und D symmetrisch liegen. 

Die genannte Kette muB namlich durch die Punkte (AC, BD) und 
(AD, BC) gehen. 

Man hat femer: 
VIII. Gegeben seien drei Punkte A, B, C, welche nicht auf einer 

Geraden liegen, und eine Gerade d, welche durch keinen der Punkte 
geht. Es gibt dann eine und nur eine Kette kIl, die durch A geht, in be
zug aUf welche B und C symmetrisch liegen und die d als adjungierte 
Gerade hat. 

Die Geraden AB und AC schneiden namlich d in zwei Punkten, 
welche in bezug auf die gesuchte Kette symmetrisch liegen. 

Dagegen hat man, wie leicht zu sehen: 
IX. Durch zwei adjungierte Gerade und zwei symmetrische Punkte 

ist entweder keine oder es sind unendlich viele kIl bestimmt. 
Des weiteren haben wir: 
X. Die Beziehung, welche jeden Punkt in den symmetrischen Punkt 

in bezug auf eine feste Kette kIl iiberfiihrt, ist eine spezielle Antikollineation 
(eine sog. "Symmetrie in bezug auf kIl"). 

Urn dies einzusehen, haben wir nach der Definition in Kap. VIII, 
§ 1 nur zu zeigen, daB entsprechende Punktreihen untereinander sym
metral sind. Wir betrachten demnach die Geradenbuschel, welche zwei 
solche Punktreihen aus einem beliebigen Punkt der Kette kIl proji
zieren. Wird nun die Kette durch eine Projektivitat in die reellen Punkte 
einer reellen Ebene transformiert, so gehen die Buschel in zwei andere 
uber, welche aus paarweise konjugiert imaginaren Geraden bestehen, so 
daB ihre Beziehung symmetral ist (vgl. den Anfang des Rap. VI, § 2). 

Wir wollen nun die gemeinsamen Punkte zweier in derselben Ebene 
liegenden zweidimensionalen Ketten kIl und k[I bestimmen. Wir k6nnen 
voraussetzen, daB die Ebene reell ist und daB k[I aus den reellen Punkten 
dieser Ebene besteht. 

Es sei A ein beliebiger imaginarer Punkt von kIl. Durch A gehen 
unendlich viele zu kIl adjungierte Gerade, welche eine einfache Kette von 
Geraden bilden. Der Ort der reellen Punkte dieser Geraden ist nach 
Kap. II, § 2, Satz VII ein reeller Kegelschnitt ~; wenn insbesondere eine 
der Geraden reell ist, zerfallt ~ in diese und eine andere Gerade. 
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Ersetzt man A durch einen anderen imaginaren Punkt B von kIl, 
so erhaIt man in derselben Weise einen zweiten reellen Kegelschnitt f-l; 
x und f-l haben den auf AB liegenden reellen Punkt C miteinander ge
mein. Sie haben daher noch einen oder drei gemeinsame reelle Punkte; 
ein beliebiger von diesen gehort den beiden zweidimensionalen Ketten 
an, weil er reell und Schnittpunkt zweier der Kette 111 adjungierten Ge
raden ist. 

1m besonderen konnen sowohl x als au~h f-l in ein Geradenpaar zer
fallen, und ferner kann eine Gerade des ersten Paares mit einer Geraden des 
zweiten zusammenfallen. In diesem Fall haben kII und kIf alle Punkte 
einer einfachen Kette miteinander gemein und auBerdem noch einen 
isolierten Punkt, der aber auch in der einfachen Kette liegen kann. 

Betrachten wir noch besonders den Fall, wo x und f-l auBer C einen 
reellen Punkt und zwei konjugiert imaginare Punkte P und P mit
einander gemein haben. Die Geraden AP und AP liegen symmetrisch 
in bezug auf die obige Kette von Geraden, welche durch A gehen; 
also liegen sie auch symmetrisch in b!zug auf ~f; dies gilt in analoger 
Weise fiir die Geraden BP und BP; also liegen auch die Punkte P 
und P symmetrisch in bezug auf kII. 

Da die zweidimensionale Kette ein selbstduales Gebilde ist, wer
den zwei solche Ketten im allgemeinen entweder eine oder drei ad
jungierte Gerade miteinander gemein haben; wenn deren drei existieren, 
sind ihre Schnittpunkte gemeinsame Punkte der Ketten, und umgekehrt. 

Wir fassen die oben gefundenen Resultate in dem folgenden Satz zu
sammen: 

XI. Zwei zweidimensionale Ketten derselben Ebene haben im all
gemeinen einen Punkt und eine adfungierte Gerade oder drei Punkte 
und drei adfungierte Gerade miteinander gemein. Wenn sie nur einen 
(nicht mehrfach zu zahlenden) Punkt miteinander gemein haben, dann 
gibt es zwei Punkte - und auch zwei Gerade -, welche in bezug auf die 
beiden Ketten symmetrisch liegen. 

Haben die zwei Ketten mehr als drei Punkte gemein, dann bestehen 
die gemeinsamen Punkte aus allen Punkten einer einfachen Kette und 
einem isolierten Punkt. Der isolierte Punkt kann im besonderen auf der 
einfachen Kette liegen. 

Eine Kette kIf kann in bezug auf eine andere Kette kII selbstsym
metrisch sein; eine solche erhaIt man, wenn man kIf durch zwei Paare 
von Punkten (A, A') und (B, B') legt, welche in bezug auf ~f sym
metrisch liegen und nicht derselben Geraden angehoren (Satz X). Man 
sagt dann, daB kIf zu kIl orthogonal ist. Man kann nun zeigen, daB 
diese Lage gegenseitig ist, d. h. es gilt: 

XII. Wenn eine Kette kIf zu einer anderen ~f orthogonal ist, dann 
ist auch die letztere zur ersteren orthogonal. 
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1st namlich kf durch die zwei obengenannten Paare (A, A') und 
(B, B') bestimmt, dann ist die Gerade AA' sowohl zu kII wie zu kf 
adjungiert und hat also mit ihnen zwei einfache Ketten k und kl gemein. 
Von diesen ist kl ZU k orthogonal (Kap. II, § 3, Satz II); dann ist aber 
auch k zu kl orthogonal (Kap. II, § 3, Satz III), d. h., man kann in k 
zwei Punkte finden, welche in bezug auf kt und also auch in bezug auf 
kf symmetrisch liegen. Ebenso kann man in BB' zwei Punkte finden, 
die in bezug auf kIl symmetrisch sind und zugleich in kII liegen, und damit 
ist der Satz bewiesen. 

XIII. Zwei Orthogonalketten haben immer eine einfache Kette mit
einander gemein. 

Diese ist, wenn A, A', B, B' die obige Bedeutung haben, die einfache 
Kette, welche eine der gegebenen Ketten mit derjenigen Geraden gemein 
hat, die (AB, A' B') mit (AB', A'B) verbindet. Der isolierte Punkt ist 
der Punkt (AA', BB'); dieser ist der gemeinsame Schnittpun~t aller Ge
raden, welche zwei Punkte der einen Kette, die in bezug auf die andere 
symmetrisch liegen, verbinden. 

Wir wollen nun die Gesamtheit (Kongruenz) von Tragern der Punkte 
einer zweidimensionalen Kette III bestimmen, die in einer imaginaren 
Ebene n liegt und im besonderen die Gesamtheit der Regelflachen (k) 
charakterisieren, welche den in adjungierten Geraden zweiter Art liegen
den einfachen Ketten k entsprechen. Zunachst wollen wir den all
gemeinen Fall betrachten und nehmen an: 

Die reeUe Achse u von n ist der Kette III nicht adjungiert, und der auf 
u liegende Punkt von kII ist nicht reeU. 

Es gibt in diesem Fall unendlich viele imaginare Gerade erster Art, 
welche zu III adjungiert sind, namlich durch jeden reellen Punkt von u 
genau eine; es sei l eine solche und IX die reelle Ebene, welche 1 enthalt. 
Die Gesamtheit dieser Ebenen hiillt eine Flache (Torse) t/J ein. 

Es sei nun m eine adjungierte Gerade zweiter Art; sie enthalt eine 
einfache Kette k von Ill; die entsprechende Regelflache sei (k). Dann 
muB jede Ebene IX jede Regelflache (k) beriihren; denn IX enthalt 
den Trager von (k), welcher dem Schnittpunkt (1m) entspricht. ]ede 
Regelflache (k) ist also t/J eingeschrieben. 

Die Flache t/J ist durch zwei beliebige der Regelflachen (kl) und (k2) 
bestimmt, was leicht einzusehen ist: Die Regelflachen (k1) und (k2) 
haben namlich einen Trager a miteinander gemein, welcher dem Schnitt
punkt A der Ketten kl und k2 entspricht. ]ede nicht durch a gehende 
gemeinsame Tangentenebene von (k1) und (k2) enthalt zwei Trager und 
schneidet demnach die Ebene n in einer der Kette kII adjungierten 
Geraden erster Art. 

Es sei P ein beliebiger, reeller Punkt des Raumes. Durch Betrach
tung der durch P gehenden, den Flachen (kl) und (k2) umbeschriebenen 
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Regelflachen erkennt man, daB im allgemeinen durch P (auBer Pa) 
drei gemeinsame Tangentenebenen der beiden Tragerflachen gehen. 
Die Torse tP ist also von dritter Klasse. 

Es seien ferner PI und pz zwei tP nicht beriihrende, reelle Ebenen 
allgemeiner Lage. Es gibt dann eine einzige Tragerflache (k) mit PI 
und P2 als Tangentenebenen, denn jede dieser Ebenen enthalt den 
Trager eines Punktes von kII; (k) ist wie oben gezeigt der Flache tP 
einbeschrieben. Es gibt aber nur eine einzige, tP einbeschriebene Regel
£lache, fUr we1che PI und pz Tangentenebenen sind1 • Also: 

XIV. Die reellen Ebenen der adfungierten Geraden erster Art Millen 
eine Torse tP dritter Klasse ein. Die Tragerflachen (k) sind mit den tP 
eingeschriebenen Regelflachen identisch; tP ist durch zwei dieser Trager
flachen eindeutig bestimmt. 

Man kann auch zeigen, daB die Trager die Doppeltangenten an tP sind2• 

Es sind noch eine Reihe von speziellen Fallen zu betrachten: 
A. Alle reellen Punkte der Achse u gehOren der Kette III an. 
Jede von u verschiedene, adjungierte Gerade ist in diesem Fall 

imaginar erster Art, so daB zwei beliebige Trager einander schneiden. 
Also: 

XV. Alle Trager der imaginaren Punkte der betrachteten Kette kTl 
gehen durch einen festen Punkt. 

Eine Kette dieser Art erhalt man, wenn man die reellen Punkte 
einer reellen Ebene aus einem reellen Punkt auf eine imaginare Ebene 
projiziert. 

B. Die Achse u ist der Kette adfungiert, ohne daf3 alle ihre reellen 
Punkte der Kette angehiYren. 

Es seien II und l2 zwei imaginare Gerade zweiter Art, we1che der 
Kette klI adjungiert sind und die Achse u in verschiedenen Punkten 
schneiden; ihr Schnittpunkt sei A. Die Trager der entsprechenden ein
fachen Ketten bilden zwei Regelflachen, we1che zwei gemeinsame 
Trager haben, namlich auBer u noch den Trager des Punktes A; sie 
geh6ren deshalb einer linearen Kongruenz an. Da der Trager jedes der 
Kette angehOrigen Punktes auf einer Regelflache liegt, we1che drei 
Leitlinien in der genannten linearen Kongruenz hat, gilt: 

XVI. Die Trager der betrachtetenKette III bilden eine lineareKongruenz. 
Je nachdem auf u zwei (evtl. zusammenfallende) oder keine reelle 

Punkte von kII liegen, hat die Kongruenz zwei reelle (evtl. zusammen
fallende) Ordnungslinien oder keine. 

1 Diese Tatsache ist dual zu dem bekannten Satz, daB die durch eine Raum
kurve dritter Ordnung gehenden FIll.chen zweiter Ordnung ein Biindel bilden 
(vgl. TH. REYE: Geometrie der Lage, III, Leipzig 1910, S.136). 

B Die Beriihrungspunkte sind nicht immer reell; sie k6nnen auch konjugiert 
imaginll.r sein. 
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c. Die Achse u hat einen reellen Punkt 0 mit der Kette III gemein, 
ohne zu ihr adJ·ungiert zu sein. 

In diesem Fall gehen durch 0 unendlich viele zu kIl adjungierte Gerade 1 
erster Art, welche eine einfache Kette von Geraden bilden. Die Schnitt
punkte der Geraden 1 mit einer beliebigen, festen Geraden m erster Art der 
betrachteten imaginaren Ebene bilden eine einfache Kette; die Trager 
der Punkte dieser Kette sind die Tangenten eines reellen Kegelschnittes, 
welcher in der durch m gehenden reellen Ebene # liegt (Kap. II, § 2, 
Satz IV). Die Trager der Punkte von kIlliegen alle in den beriihrenden 
Ebenen der Kegelflache zweiten Grades, welche den genannten Kegel
schnitt aus 0 projiziert. 

In jeder solchen beriihrenden Ebene (X bilden die Punkte von III eben
falls eine einfache Kette, aber hier geh6rt der reelle Punkt 0 der Kette an; 
deshalb miissen die Trager durch einen festen Punkt A gehen (Kap. II, 
§ 2, Satz IV). AIle solche Punkte A liegen in der obengenannten Ebene #. 
Entsprechen den zwei Lagen m1 und m2 der Geraden m die Ebenen #1 
und #2' liegen die Punkte A sowohl in #1 als in #2' also in der Ge
raden (f-ll#2); diese ist der Trager des Punktes (m1m2) und deshalb 
eine Tangente der Kegelflache. Also: 

XVII. Die Trager der Punkte von III beriihren einen Kegel zweiten 
Grades und schneiden eine teste Tangente derselben. (In der durch diese 
Tangente t gehenden Beriihrungsebene der Kegelflache sind nur die 
Kegeltangenten durch den Beriihrungspunkt von t Trager.) 

Eine Kette der letzten Art erhalt man, wenn man die reellen 
Punkte einer reellen Ebene (X aus einem imaginaren Punkte P 
auf eine imaginare Ebene f3 projiziert; der obengenannte reelle 
Punkt 0 wird als der Schnittpunkt von (X mit der reellen Achse von f3 
bestimmt. 

Umgekehrt kann man sich jede Kette kIl der Art C in dieser Weise 
erzeugt denken. Es sei namlich P die Gerade, welche von allen Tragern 
geschnitten wird, P der entsprechende Punkt, A, B und C drei andere 
Punkte der Kette Ill. Ferner sei Q ein beliebiger, von P verschiedener 
imaginarer Punkt von p. Die Ebenen p A, P B, pC sind alle reell; also 
sind die Geraden QA, QB, QC alle imaginar erster Art und enthalten 
die reellen Punkte A', B' bzw. C'. Projiziert man nun die reellen Punkte 
der Ebene # = A I B' C' aus Q auf die Ebene von Ill, erhalt man eine 
Kette, welche durch die vier Punkte P, A, B, C geht und demnach 
mit kll identisch ist. 

Als Beispiel einer Anwendung dieser Ausfiihrungen k6nnen wir die 
Frage beantworten: 

Welches ist die kleinste Anzahl von aufeinander folgenden zentrischen 
Projektionen, durch welche sich vier imaginare Punkte einer imaginaren 
Ebene in vier reelle Punkte einer reellen Ebene iiberfiihren lassen? 
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Durch eine einzige Projektion ist dies im allgemeinen nicht er
reichbar; denn die durch die gegebenen Punkte bestimmte Kette miiBte 
dann von der Art A oder C sein. 

Man kann aber immer durch eine Projektion erreichen, daB eine 
beliebige Kette einer imaginaren Ebene n in eine Kette von der 
Art C in einer anderen Ebene n1 transformiert wird. Man braucht nur 
das (reelle oder imaginare) Projektionszentmm in dem Trager m eines 
Punktes M der Kette - aber auBerhalb n - und die reelle Achse 
von n1 durch einen reellen Punkt von m zu wahlen. Durch zwei auf
einanderfolgende Projektionen kann man also immer das Verlangte 
leisten. 

Hierbei waren aber die benutzten Projektionszentren im allgemeinen 
imaginar. Man kann aber fragen: Wie viele Profektionen sind notig, 
wenn siimtliche Zentren reell sein sollen? Wir wollen zeigen, daB man 
dann mit drei Projektionen auskommen kann. 

Durch Projektion aus einem reellen Punkt kann man namlich wie 
oben eine Kette k{l von der Art C herstellen. Die Trager der Punkte 
von k{l schneiden alle eine Gerade p und beriihren einen Kegel zweiten 
Grades. Man lege nun eine reelle Beriihntngsebene IX an den Kegel, we1che 
p in P schneiden moge. Die Projektion von k{l aus P auf eine imaginare 
Ebene n 2 , deren Achse in IX liegt, ergibt dann eine Kette von der Art A. 
Diese Kette kann schlieBlich aus einem passenden reellen Punkt in 
die Kette der reellen Punkte einer beliebigen reellen Ebene projiziert 
werden. 

§ 2. Die algebraische Theorie der zweidimensionalen Kette. 
Eine Kette ~l wollen wir algebraisch definieren als Ort der Schnitt

punkte entsprechender Strahlen in zwei antiprojektiven Strahlen
biischeln, wobei die Verbindungslinie der Zentren sich selbst entspricht. 
Diese Definition werden wir jedoch weiter unten durch eine Neben
bedingung erganzen, urn die volle 'Ubereinstimmung mit der friiheren 
geometrischen Definition herzusteUen (vgl. S. 115). 

In gewohnlichen homogenen Koordinaten seien die Gleichungen der 
Biischel (vgl. Kap. VI, § 4) : 

).(a1x1 + a2x2 + aaxs) + (b1x1 + b2x2 + b3xS) = 0, 

l(a1x1 + aaxa + a3xS) + (C1X1 + caxa + csxs) = ° 
oder kiirzer: 

( 1) ).IX+,'=O. 

Elimination von ). ergibt 

(2) IX r - (X. fJ = 0 

als allgemeine Gleichung der Kette ~l. 



Kap. IX. § 2. Die algebraische Theorie der zweidimensionalen Kette. 123 

Diese Gleichung ist durch jeden Punkt der Geraden ex = 0 erfilllt. 
lndessen erhalt man, wenn ex =f= 0, aus (2) und ihrer umgelegten Gleichung: 

(3) ')'r-pP=O. 
Wir setzen nun fest, nur solche Punkte von iX = 0 als der Kette angehorig 
zu betrachten, welche die Nebenbedingung (3) erfullen. 

Da (3) aussagt, daB y: P ein Einheitswurf e ist, werden die der Kette kII 
zugezahlten Punkte von iX = 0 durch die einfache Kette von Geraden 
y = e P auf iX = 0 ausgeschnitten, d. h. sie bilden eine einfache Kette von 
Punkten. 1m besonderen sieht man, daB die zwei Biischelzentren 
iX = 0, P = 0 und iX = 0, y = 0 der Kette nicht angehoren. 

Die Geraden P = 0 und Y = 0 konnen durch ein beliebiges anderes 
Paar von entsprechenden Geraden der zwei antiprojektiven Biischel er
setzt werden. Durch PI = 0, Yl = 0, wo 

(4) PI = /-t iX + p, ')'1 = fJ,iX + ')', 
ist nach (1) ein soIches Paar bestimmt. Fiihren wir 

(5) P = PI - fliX, ')' = ')'1 - UiX 

in (2) ein, so finden wir 

(6) iX YI - ti PI = 0 , 
wahrend (3) durch dieselbe Substitution (5) mit Hilfe von (2) und ihrer 
umgelegten in 

(7) 
iibergeht. 

Die Gleichungen (6) und (7) haben diese1be Form wie (2) und (3) 
und stellen wieder die Kette III dar; diese ist also - auch was die Punkte 
auf iX = 0 anbelangt - von der speziellen Wahl des Paares (P, y) un
abhangig. 

Die Gleichung der Kette kann noch in anderer Weise geschrieben 
werden. Aus (2) und (3) erhalt man 

iXr - tip + k(')'y - pp) = 0, 

wo k eine beliebige Konstante (=f= (0) ist. Dies kann auch 

(8) (iX + kP + k')')y - (ti + kP + kr)P = 0 

geschrieben werden. Fiihren wir die Abkiirzung 

(9) iXl = iX + kP + k)' 

ein, so erhiilt man aus (8) 

(10) 

Umgekehrt kann man von (10), wo iXl die Bedeutung (9) hat, mittels 
(3) wieder zu (2) zuriickkehren. 
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Die Gleichungen (10) und (3) geben also eine neue Darstellung der 
Kette kII; sie sagen aus, daB diese auch durch die antiprojektiven 
Biischel 

definiert werden kann. Die entsprechenden Zentren P und Q sind durch 
IX1 = 0, {J = 0 und IXI = 0, y = 0 oder 

(11) IX + ky = 0, {J = 0 und IX + kfJ = 0, y = 0 

bestimmt. 
Variiert man die Darstellung der Kette mittels (4) und (5), so erh1il.t 

man auBer (11) andere Biischelzentren. Fiihrt man in (11) mittels (4) 
f-t1X + {J und fJ,IX + Y statt (J und y ein, so findet man, daB fiir be
liebige, aber verschiedene Werte von Al und A2 die durch 

(12) {~lIX + fJ = 0 , und {~2IX + fJ = 0, 
~IX+y=O ~IX+r=O 

bestimmten Punkte entsprechende Biischelzentren sind. Man hat dann 
sofort: 

I. Die Kette kII kann auf unendlich viele Weisen durch zwei anti
proiektive Geradenbuschel dargestellt werden; das eine Zentrum, P, kann 
in einem beliebigen Punkt der Ebene au(3erhalb kII gewahlt werden; das 
andere, Q, ist dann eindeutig bestimmt. 

DaB die Wahl von P den Punkt Q eindeutig bestimmt, ist sofort 
klar; denn hatte ein Biischelzentrum P zwei entsprechende Zentren Q, 
wiirde man zwei projektive (sogar perspektive) Biischel haben, die 
einander in kII schnitten, was ja unmoglich ist. 

Die Gleichungen (12) zeigen ferner, daB P beliebig auBerhalb 111 und 
auBerhalb IX = 0 gewahlt werden kann; sie stellen alle Paare von 
Biischelzentren dar, welche nicht auf IX = 0 liegen. Nun kann man 
aber eine neue Darstellung von kII wahlen, wo IX = 0 durch eine andere 
Gerade ersetzt ist; also ist Satz I vollstandig bewiesen. 

Aus Satz I entnimmt man: 
II. ~urch ieden Punkt P au(3erhalb kll geht eine einzige Gerade, welche 

eine einfache Kette mit kII gemein hat; sie verbindet P mit dem entsprechen
den Buschelzentrum Q. 

Denn dies gilt ja von den urspriinglichen Biischelzentren. 
Die genannte Gerade wird adiungiert zu kll genannt; jede andere 

durch P gehende Gerade hat mit 111 einen einzigen Punkt gemein. 
Die Gerade, welche die heiden durch (12) bestimmten Biischel

zentren verbindet, hat die Gleichung 

(13) (Al'~~1 - A2 l 2) IX + (II -12) fJ + (AI - A2) Y = o. 
Durch Variation von Al und A2 (AI =l= A2) erhalt man aBe von IX = 0 
verschiedenen adjungierten Geraden. Man findet dann: 
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III. Die adiungierten Geraden der betrachteten kIl sind durch 

14) tIX+kf3+ k y=O 

dargestellt, wo t reell ist. 
Denn fUr k = 0 gibt (14) IX = 0, und fiir k =1= 0 laBt sich (14) leicht 

- sogar auf unendlich viele Weisen - auf die Form (13) bringen. 

AIle Geraden (14), welche der Kette kIl adjungiert sind, bilden eine 
sog. zweidimensionale Kette von Geraden; es ist leicht, die Gleichung 
dieser in Linienkoordinaten zu finden. In entwickelter Form lautet (14) 

(tal + kbl + kcl ) Xl + (ta2 + kb2 + kC2)X2 + (ta3 + kb3 + kC3)X3 = O. 

Die Linienkoordinaten sind demnach durch 

(15) I eXl = tal + ~bl + kcl , 

eX2 = ta2 + kb2 + kc2, 

eX 3 = ta3 + kb3 + kC3 

bestimmt. Wir suchen nun die Bedingung, welche (Xl' X 2 , X 3) befrie
digen miissen, damit man aus den Gleichungen (15) Losungen e, t 

und k finden kann, wo t und k nicht beide gleich Null sind, und also 
auch e =1= O. 

Die Determinante der Koeffizienten auf der rechten Seite in (15) 
sei L1; es ist sicher L1 =1= 0, weil die drei Geraden IX = 0, f3 = 0 und 
y = 0 nicht durch denselben Punkt gehen. Die Unterdeterminanten 
von L1 sollen wie gewohnlich mit entsprechenden groBen Buchstaben be
zeichnet werden. Die Gleichungen (15) sind dann mit den folgenden 

oder kurzer, mit 

(16) 

gleichwertig. 

e(AlXI + A2 X 2 + AaX 3) = ILl, 

e(BlXI + B2 X 2 + B 3 X 3) = j;-LJ, 

e(ClXI + C2 X 2 + C3 X 3) = kLJ 

\

eA=tLJ, 
eB = kLJ, 
eT= kLJ 

Aus diesen Gleichungen bilde man 

woraus 

(17) 

eeAr= tkLJJ, 
eeXB = tkLlX, 

Ar-AB=O 
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folgt. Des weiteren findet man aus den beiden letzten Gleichungen (16), 
daB r: B ein Einheitswurf sein muB, also: 

(18) rr-BB=O. 
Fiir Gerade mit A =+= 0 folgt diese Bedingung schon aus (17). 

Die gefundenen notwendigen Bedingungen (17) und (18) fiir Xl' 
X 2' X 3 sind auch hinreichend. Es sei namlich zunachst A =+= 0; man 

kann dann t = 1 und daher e = ~ setzen; die zwei letzten Gleichungen 

(16) geben dann k-= B: A und k = r: A, welche Werte nach (17) 
konjugiert imaginar sind. 1st dagegen A = 0, so findet man auch t = 0; 
setzt man e = -VB. -VI'. L1 , so ergeben die zwei letzten Gleichungen (16) 

k=B.fij.-yr, k=T.fij.fl', 
welche nach (18) konjugiert sind. 

Die Kette III ist also durch die Gleichung (17) mit der Neben
bedingung (18) in Linienkoordinaten dargestellt. Die Analogie mit den 
Gleichungen (2) und (3) ist vollstandig; also ist eine zweidimensionale 
Kette ein selbstduales Gebilde. 

Eine Kette kll konnen wir auch in ganz anderer Weise darstellen. 
Aus (2) und ihrer umgelegten erhaIt man namlich 

(19) IIX (~ + r) - iX (,8 + r) = 0, 

iX(,8 - r) + iX(,8 - r) = 0, 

und diese zwei Gleichungen sind mit (2) gleichwertig. Sie sagen aus, 

daB entweder IX = 0 oder p + l' reell und p - l' rein imaginar ist, und 
• IX IX 

Sle konnen demnach durch 

(20) { I1iX + t1 (,8 + r) = 0, 

I2IX + itz(,8 - y) = 0, 

wo (II' t1) und (I2' t2) zwei homogene reelle Parameter sind, ersetzt 
werden. Die Kette ist also durch diese zwei Gleichungen mit der Neben
bedingung (3) festgelegt. 

Man sieht nun leicht, daB die Gleichungen 

{
II IX + t1; = 0, 

(21) 
IZIX + t2'11 = 0, 

wo IX = 0, ; = 0 und '11 = 0 nicht durch denselben Punkt gehen, zu
sammen mit der Bedingung 

(22) 

eine Kette darstellen; denn durch Vergleichung mit (20) findet man 

(23) ,8+r=;, i(,8-r) ='11, 
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woraus 
(24) 

folgt. Die Bedingung (22) geht mittels (23) in (3) liber. 
Ais Beispiel nennen wir: 
Sind x = 0, y = 0 zwei reelle Gerade einer reellen Ebene, und ist 

U = 0 die unendlich feme Gerade, dann stellen die Gleichungen 

(25) { 
tl U + tl X = 0, 

t 2u + t2 y = 0 
mit der Nebenbedingung 

(26) xy -xy = 0 

die Gesamtheit der reellen Punkte der Ebene dar. Statt (25) konnen 
wir auch die einzige Gleichung 

(27) u(x - iy) - u(x - iy) = 0 

setzen. Hieraus folgt die Ubereinstimmung der geometrischen und alge
braischen Definition einer kIl; denn beide sind ja projektiv invariant. 

Doch machen wir auf den folgenden, schon berlihrten Umstand 
aufmerksam: Diese Ubereinstimmung ist nur durch einen Kunstgriff 
hergestellt worden, welcher darin besteht, daB der algebraischen De
finition die Nebenbedingung (3) zugefiigt wurde. Ohne diese stimmt die 
Definition der Kette kIl als Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen 
in zwei antiprojektiven Strahlenblischeln - wo also jedem Punkt von 
kIl eindeutig ein Parameterwert A beigelegt ist und die ganze Ver
bindungsgerade der Biischelzentren eigentlich als einziges Element 
aufzufassen ist - mit der geometrischen Definition nicht iiberein. 

Die Gleichung (27) konnen wir auch in der Form 

(28) { ~u+ (x-iy) =0, 

AU + (x + iy) = 0 

schreiben. Die Zentren dieser antiprojektiven Biischel sind (1, -i, 0) 
und (1, i, 0); diese liegen in bezug auf die einfache Kette der reellen 
Punkte von u = 0 und also (§ 1) in bezug auf kIl symmetrisch. Fur 
eine kIl sind also entsprechende Buschelzentren und symmetrische Punkte 
identische Begrifte. 

Wir wollen nun die gemeinsamen Punkte zweier zweidimensionalen 
Ketten analytisch bestimmen. Die eine sei gegeben durch die zwei 
Biischel 

(29) { 
~IX + P = 0, 

AIX+'Y=O, 
die andere durch 

(30) { mIX + np + PI' + p(mlIX + ndJ + Pl'Y) = 0, 

mIX + np + PI' + ji(mzIX + n2P + P2i') = 0 . 
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Fur bestimmte Werte von A und P werden diese Geraden durch 
evtl. gemeinsame Punkte der zwei Ketten gehen. 

Die drei ersten Geraden gehen durch denselben Punkt, wenn 

m + pml A X 
n + pnl 1 0 =0, 

P + PPI 0 1 
woraus 

(31) 11=-
m - ni. - pI 

ml - n1l - P1l 

folgt. Ersetzt man die dritte Gerade durch die vierte, erhaJt man 

Aus (31) und (32) erhalt man zur Bestimmung von A: 

(33) (m-nA-pI) (iii2-n21-p2A)-(iii-ni-pA) (ml-nlJ.-PlI)=o. 

Diese Gleichung und ihre umgelegte ergeben eine Gl~ichung vierten 
Grades in A. Die Wurzeln sind, wie fruher bemerkt (Kap. VI, § 2), 
entweder eigentliche L6sungen oder Wurzelpaare. Der durch 

(34) m - n). - pI = 0 

im allgemeinen eindeutig bestimmte Wert von A gibt eine eigentliche 
Wurzel; dieser entspricht nach (31) p = 0, so daB der entsprechende 
Punkt im allgemeinen nicht der Kette (30) angeh6rt, sondern nur, wenn 
zugleich die Nebenbedingung erfiillt ist. 

Die drei anderen Werte von A sind entweder aIle eigentliche L6sungen, 
oder der eine ist eigentlich, wahrend die zwei anderen ein Wurzelpaar 
bilden. 1m letzten Fall sei (AI' A2) dieses Paar. Dann liegen die Punkte 

(35) { ~1(X+,B=0' 
A2 (X + 'Y = 0 

und { A2 (X + ,B = 0, 

A1 (X + r = 0, 

welche ja nach (12) symmetrisch in bezug auf die Kette (29) sind, 
auch symmetrisch in Bezug auf (30). Denn setzen wir 

so besagt (33), daB die zwei Geraden (30) durch den ersten Punkt 
(35) gehen, wenn man fiir p und ji, bzw. PI und ji,2 setzt, und durch den 
zweiten Punkt, wenn p und jj gleich P2 bzw. ji,l gesetzt werden. Aber 
dann liegen - ebenfalls nach (12) - die Punkte (35) auch in bezug 
auf die Kette (30) symmetrisch. 
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X. Kapitel. 

Antiprojektivitaten in der Ebene. 

§ 1. Die Antikollineation. 
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Die Antikollineation wurde schon im Kap. VIII, § 1 definiert. DaB 
solche Antikollineationen wirklich existieren, wissen wir schon; denn 
eine Symmetrie in bezug auf eine zweidimensionale Kette (Kap. IX, 
§ 1, Satz X) ist ein Beispiel einer solchen Transformation. 

Wir haben sofort: 
I. Eine Antikollineation ist durch vier Paare von entsprechenden Punk

ten (A, A'), (B, B'), (G, G'), (D, D') eindeutig bestimmt, wenn keine drei 
Punkte derselben Figur in einer Geraden liegen. 

Es gibt namlich nach Kap. VIII, § 1, Satz III eine Kollineation, 
welche A, B, G, D in bzw. A', B' , G' , D' iiberfiihrt; fiigen wir hierzu 
eine Symmetrie in bezug auf die durch A', B' , G', D' bestimmte Kette, 
so ist die so entstehende Transformation von der gesuchten Art. Es kann 
nicht zwei verschiedene solche Antikollineationen ii und ii1 geben; 
denn das Produkt iiiii1 ware eine nichtidentische Kollineation mit den 
Doppelpunkten A, B, G, D. 

Eine Antikollineation kann involutorisch sein und wird dann durch 
zwei Paare (A, A'), (B, B'), welche nicht in einer Geraden liegen, ein
deutig bestimmt. Man hat: 

II. Eine involutorische Antikollineation ist eine Symmetrie in bezug 
aut eine zweidimensionale KeUe. 

Man kann namlich eine zweidimensionale Kette klI bestimmen, in 
bezug auf welche A und A I sowie B und B' symmetrisch liegen (Kap. IX, 
§ 1, Satz VII); die durch klI bestimmte Symmetrie muB mit der Anti
kollineation zusammenfallen, weil sie mit derselben zwei Paare ge
mein hat. -

Eine Symmetrie hat unendlich viele Doppelpunkte, welche eine zwei
dimensionale Kette bilden. Wir wollen nun die Doppelpunkte in einer 
nichtinvolutorischen Antikollineation ii bestimmen. 

Ein Doppelpunkt in ii muG auch ein Doppelpunkt in ii2 sein; diese 
Transformation ist aber eine Kollineation, welche drei verschiedene 
oder zusammenfallende Doppelpunkte E, F, Ghat, sofern sie keine 
Homologie ist. 1st nun z. B. der Punkt F kein Doppelpunkt in ii, muB 
er mit einem der anderen, etwa G, ein involutorisches Paar bilden. 
Sind also E, F, G verschiedene Punkte, dann hat man folgende zwei 
Moglichkeiten: Entweder sind aIle drei Punkte Doppelpunkte oder 
nur der eine, wahrend die zwei anderen ein involutorisches Paar bilden. 

Beide Moglichkeiten konnen auftreten. Es sei namlich kif eine durch 
E, F, G gehende Kette und 7l eine Kollineation mit den Doppelpunkten 

Juel, Projektive Geometrie. 9 
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E, F, G, welche die genannte Kette invariant laBt und durch Wieder
holung keine Homologie erzeugt. Durch das Produkt von n und einer 
Symmetrie in bezug auf klI ist dann die erste Moglichkeit realisiert. Er
setzt man klI durch eine andere Kette, die durch E geht und in bezug 
auf welche Fund G symmetrisch liegen, so kann man in analoger Weise 
eine Antikollineation herste len, in der E ein Doppelpunkt und (F, G) ein 
involutorisches Paar ist. 1m ersten Fall sind alle drei Verbindungsgeraden 
EF, EG, FG Doppelstrahlen, im letzten ist FG eine Doppelgerade, 
wahrend EF und EG einander involutorisch entsprechen. 

Fallen E , F, G ganz oder teilweise zusammen, so sind sie stets Doppel
punkte in ii. 

Wenn n2 eine Homologie ist, miissen sowohl die Achse u wie das 
Zentrum U dieser Homologie Doppelelemente in ii sein; wenn namlich 
z. B. u durch n in eine andere Gerade u' iiberfiihrt wiirde, dann miiBten die 
Punkte von u und u' einander in n gegenseitig entsprechen, so daB auch 
die Punkte von u' Doppelpunkte in n2 waren, und dies ist ja unmoglich. 

Die Punkte von u werden durch n sowohl antiprojektiv als involuto
risch gepaart; es gibt also in u entweder keine Doppelpunkte oder un
endlich viele, welche eine einfache Kette bilden (Kap. IV, § 2, Satz I). 
Man hat also: 

III. Eine niehtinvolutorisehe Antikollineation hat im allgemeinen ent
weder drei (versehiedene oder zusammen/allende) Doppelpunkte oder einen 
einzigen Doppelpunkt in Verbindung mit einem involutorisehen Paar. SPe
ziell kann sie aufJer einem isolierten Doppelpunkt noeh unendlieh viele 
involutorisehe Paare haben, welehe eine Gerade bilden; in diesem Fall 
kann es insbesondere innerhalb dieser Geraden eine ein/aehe Kette von 
Punkten geben, welehe alle Doppelpunkte sind. 

Sind zwei Antikollineationen n und iiI vorgelegt, so kann man -
wie bei den Kollineationen - die gemeinsamen Punktpaare (A, A') der 
beiden Transformationen dadurch bestimmen, daB die Punkte A Doppel
punkte der Kollineation iiiil !, die Punkte A' Doppelpunkte der Kolli
neation nIl n sind. 

§ 2. Die Antireziprozitat. 
Die Antireziprozitat wurde im Kap. VIII, § 2 definiert. Z. B. erhalt 

man eine solche Antireziprozitat, wenn man einer Reziprozitat eine 
Symmetrie in bezug auf eine zweidimensionale Kette hinzufiigt; 
umgekehrt kann jede Antireziprozitat in dieser Weise hergestellt 
werden. 

Zwei Gebilde, welche derselben dritten antireziprok sind, sind unter 
sich kollinear. 

Betrachtet man nur Gebilde innerhalb einer zweidimensionalen 
Kette, dann sind die reziproke und die antireziproke Abhangigkeit von
einander nicht zu unterscheiden. 
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Analog zum friiheren findet man: 
I. Eine Antireziprozitat ist durch vier Punkt-Geradeelemente ein

deutig bestimmt, wenn keine drei der Geraden durch einen Punkt gehen 
und keine drei der Punkte in einer Geraden liegen. 

Ferner: 
II. Zwei A ntireziprozitaten E = (M, m') und El = (M, mi) haben im 

aligemeinen drei gemeinsame Elemente (A, a'), konnen aber auch un
endlich viele Elemente miteinander gemein haben. 

Die Punkte A sind die Doppelpunkte der Kollineation 1:E:;:l, die 
Geraden a' die Doppelgeraden der Kollineation };~lE. 1m besonderen 
kann E~-l (und demnach auch .t~lE) eine Homologie sein. 

1st 1:1 invers zu"1:, dann erhalt man die "H auptelemente" von L', welche 
aus Hauptpunkten und Hauptgeraden bestehen. Hauptpunkte und Haupt
gerade entsprechen einander in E in involutorischer Weise. 

Wir wollen im folgenden nur den Fall betrachten, wo es in E drei 
verschiedene Hauptpunkte gibt, welche nicht in einer Geraden liegen. Die 
entsprechenden Hauptgeraden sind dann die Seiten in dem durch die 
Hauptpunkte E, F, G gebildeten Dreieck. 

Man sieht dann (genau wie bei der gewohnlichen Reziprozitat), daB 
es nur folgende zwei Moglichkeiten gibt: 

1. Jedem Eckpunkt des Dreiecks entspricht die Gegenseite. 
2. Nur einem Eckpunkt, etwa E, entspricht die Gegenseite e, 

wahrend jedem der anderen Eckpunkte Fund G eine anliegende Seite 
entspricht. 

Wenn eine Antireziprozitat involutorisch ist, wird sie Antipolaritat 
genannt. Ein Punkt und die entsprechende Gerade werden als Pol und 
Polare bezeichnet, und wir sprechen wie friiher von Polardreiecken. In 
einem solchen entspricht jedem Eckpunkt die gegeniiberliegende Seite 
(vgl. den Fall 1 oben). 

Eine gewohnliche Reziprozitat ist involutorisch, sobald sie ein Polar
dreieck enthalt, und man kann noch ein Element (M, m') (in nicht 
spezieller Lage) beliebig wahlen. Es ist dies bei den Antireziprozitaten 
etwas anders; man hat: 

III. 1st ABC ein Polardreieck in einer Antipolaritat, und entspricht 
in dieser einem Punkt P allgemeiner Lage die Gerade p, dann ist p 
der durch A, B, C und P bestimmten Kette 111 adiungiert. 

Jede der Geraden AB, BC, CA sowie PA, PB und PC ist namlich 
111 adjungiert, weil sie zwei Punkte mit derselben gemein hat. Es 
sei AP = q; der entsprechende Punkt Q ist der Schnittpunkt von p 
mit BC. Die Gerade q schneidet BC in einem Punkt Ql von 111, so daB 
B, C und Ql derjenigen einfachen Kette k angehoren, welche kll mit der 
Geraden BC gemein hat. Aber auch Q gehOrt dieser Kette k an, weil 
(B, C) und (Q, Ql) als zwei Paare einer Symmetrie innerhalb der Ge-

9* 
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raden BC in derselben einfachen Kette liegen (Kap. III, § 2, Satz IV). 
Die Schnittpunkte von p mit den Seiten des Dreieckes ABC geh6ren 
also kP an; folglich ist p der Kette JlI adjungiert. 

Umgekehrt hat man: 
IV. Entspricht in einer Antireziprozitat jedem Eekpunkt eines Drei

eekes ABC die Gegenseite, und gibt es ein Paar (P, P) in allgemeiner Lage, 
so dafJ p derjenigen zweidimensionalen Kette JlI adjungiert ist, weleke durch 
A, B, C und P bestimmt ist, dann ist die Antireziprozitat involutoriseh. 

Durch das Polardreieck ABC und das Paar (P, P) wird namlich eine 
Polaritat E bestimmt, in welcher die Kette kII sich selbst dual entspricht. 
Fiigt man zu dieser die Symmetrie Eo in bezug auf JlI, so erhalt man 
eine involutorische Antireziprozitat EEo, welche mit der gegebenen zu
sammenfallen muB, denn eine Antireziprozitat ist ja durch vier Elemente 
allgemeiner Lage eindeutig bestimmt. 

XI. Kapitel. 

Einleitung in die algebraische Theorie 
der Projektivitaten und Antiprojektivitaten 

in der Ebene. 

§ 1. Die Kollineation und die Antikollineation. 
In gew6hnlichen projektiven Dreieckskoordinaten wird die allgemeine 

Kollineation n durch die linearen Gleichungen 

(1) I ex~ = allxl + a12 x2 + alaxa , 

e~ = a21 xI + a22 x2 + a 2a x a , 

e~ = aalxl + aa2 x2 + a 3a x a , 

wo die Determinate LI = I arB I =+= 0, dargestellt. Dies k6nnen wir in 
folgender Weise einsehen: 

Die Eckpunkte des Koordinatendreieckes seien Al = (1, 0, 0) , 
A2 = (0,1,0), Aa= (0,0,1), der Einheitspunkt sei E; durch An
gabe der entsprechenden Punkte Ai, A~, A~, E' ist eine Kollineation 
eindeutig bestimmt. Die Gleichungen (Xl = 0, (X2 = 0, (Xa = ° von A~ A~, 
A~Ai, bzw. Ai A~ k6nnen so gewahlt werden, daB E' durch (Xl = (X2 = (Xa 

dargestellt ist. 
Die Geraden Xl = 0, x2 = 0, Xl - x 2 = 0 werden dann in (Xl = 0, 

(X2 = 0 bzw. (Xl - (X2 = 0 iiberfiihrt und, da entsprechende Wiirfe 
einander gleich sind, wird der Geraden Xl - Ax2 = 0 die Gerade 
(Xl -A(Xs = 0 zugeordnet. Der Punkt (Xl' X2, Xa) wird demnach in 
((Xl' (X2, (Xs) iiberfiihrt, wo Xl' X2 und Xa in die Linearformen einzufiihren 
sind. Dann haben aber die Transformationsformeln eben die Ge
stalt (1). 
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Umgekehrt sieht man sofort, daB die Gleichungen (1) immer eine 
Kollineation darstellen, wenn nur L1 =F 0 ist. 

(2) 

Die Doppelpunkte der Kollineation (1) werden aus den Gleichungen 

1 
(an - e)X1 + a12 x2 + a13 xS = 0, 
a21 x1 + (a22 - e)X2 + a2S xS - 0, 

a31 x1 + a32 x2 + (a33 - e)xs = 0 

bestimmt. Die entsprechenden Werte von e sind durch 

(3) =0 
a31 a32 a3S - e 

gegeben. Einer L6sung e = e1 von (3) entspricht entweder ein einziger 
Doppelpunkt oder unendlich viele, welche eine Gerade erfiillen, je 
nachdem fUr e = e1 die Gleichungen (2) sich auf zwei oder auf eine ein
zige reduzieren (d. h. je nachdem eine Unterdeterminante =F 0 oder 
aIle gleich 0 sind). AIle L6sungen e in (3) sind =F o. 

Wir wollen nun mittels einer linearen Transformation mit den 
Gleichungen 

(4) xr = "2:, Pr8 Y8 (r, s = 1,2,3; r= [Pr8[ =F 0) 

zu einem anderen Koordinatensystem (y!, Y2' Ya) iibergehen. Wir fiihren 
demnach links und rechts in (1) durch 

(5) bzw. xr = "2:, PrsYs 
die neuen Koordinaten ein und erhalten 

(6) e "2:, Pr8'Y~ = ar1"2:, haY. + a,2"2:, h'Y8 + a,3"2:, P3aY8 0 

Hieraus k6nnten wir die Y~ finden und die Gleichungen auf eine zu 
(1) analoge Form 

(7) ey~ = "2:, b'.Y8 
bringen; wir werden jedoch die Gleichungen (6) beibehalten. Um im 
neuen Koordinatensystem die Doppelpunkte zu bestimmen, setzen wir 
in (6) Y~ = Ys und eliminieren die Yso Es ergibt sich dann eine Deter
minante, welche das Produkt von r = [ PTa [ und L1 (e) ist. Also haben wir: 

I. Die Gleichung L1 (e) = 0 ist gegeniiber Koordinatentransformationen 
der Form (5) invariant!. 

1 Die einzelne Wurzel von L1 (e) = 0 hat vom projektiven Gesichtspunkte aus 
keine invariante Bedeutung, nur das Verhaltnis zweier solchen; die Invarianz der 
Gleichung L1 (e) = 0 (also auch deren WurzeIn) gegeniiber den benutzten Ko
ordinatentransformationen ist nur eine Folge geeigneter Normierung. Wir 
kiinnten namlich die linken Seiten von (5) mit zwei verschiedenen, nicht ver
schwindenden Proportionalitatsfaktoren versehen, ohne den geometrischen Inhalt 
der Koordinatentransformation zu andern. Hierbei erhielten die Wurzeln von 
..1 (e) = 0 einen gemeinsamen Faktor. 
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Wir versuchen jetzt ein Koordinatensystem zu finden, in dem die 
Gleichungen (1) moglichst einfache Form annehmen. Aus (1) bilden wir 
die line are Kombination 

e (11 x~ + 12 x 2 + 1a xi) = Xl (11 au + 12 a 21 + 13 a S1 ) 

+ x2 (11 a12 + 12 a22 + ls aa2) + xa (11 alS + 12 a23 + 13 aS3) • 

Wir wollen nun die 1, so bestimmen, daB die Gleichungen 

J' l all + J'2 a21 + )'3 a 31 = Al a l2 ± ;'2~2_± )'3a~ = AlaI. + A2 a2• + A.a •• (= x) 
~ ~ ~ 

erfiillt sind. Hieraus findet man: 

(8) I 11 (all - x) + 12a21 + ),saSl = 0, 
11 a12 + 12 (a22 - x) + l s as2 = 0, 
11 al3 + ),2a~S + ls(ass - x) = O. 

Durch Vergleich mit (2) erkennt man, daB x aus J(x) = 0 zu be
stimmen ist; jeder Losung von x entspricht ein Wertsystem von 
(11: ),2 : ),s) -oder unendlich viele. Jede auf diese Weise bestimmte Gerade 

l l x l + ),2 X 2 + }'sxa = 0 

ist offenbar eine Doppelgerade der Transformation (1) ; also gibt es immer 
wenigstens eine so1che. 

Wir gehen nun durch eine Koordinatentransformation der Form (4) 
zu einem neuen Koordinatensystem (Yl' Y2' Y3) iiber, wo die Yl-Achse 
eine der gefundenen Doppelgeraden ist; die beiden anderen Achsen 
seien vorlaufig beliebig gewahlt. Die Gleichungen (1) werden dann: 

(9) 1 
ey~ = XlYl' 

ey~ = b21 Yl + b22 Y2 + b2S Ys, 
eys = ba1 Yl + bS2 Y2 + bssYs, 

wo x = Xl eine Wurzel von LI(x) = 0 ist. 
Wir bilden nun eine line are Kombination der beiden letzten Glei

chungen (9): 

e~~+~~=~~~+~~+~~~+~~ 
+ Ya (P2 b2s + Pa baa) 

und konnen analog zum obigen einen Wert P2: Pa so bestimmen, daB 

ft2 b22 + ft. b32 ft2 b23 + fl. ba• 

ft2 ft. 

Fiihrt man die entsprechende Gerade P2Y2 + PaYa = 0 als Achse 
Z2 = 0 ein (und schreibt Zl statt Yl), so gehen die Gleichungen (9) in 

1 
e z~ = Xl Zl , 

ez2 = C21 Z1 + X 2 Z2 ' 

ezs = CS1 Zl + Ca2 Z2 + XsZs 

(10) 
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liber, wobei Za = 0 noch beliebig ist und die Koeffizienten <Xl' <X2 , <Xa 

die Wurzeln von L1 (<X) = 0 sind. Die geometrische Bedeutung des letzten 
Schrittes ist offenbar die, daB Z2 = 0 und die ihr entsprechende Gerade 
die Doppelgerade Zl = 0 in demselben Punkt schneiden, mit anderen 
Worten, daB (0, 0, 1) ein Doppelpunkt ist. Also: 

II. Jede Kollineation kann in der Form (10) geschrieben werden. Diese 
Gestalt der Transformationsgleichungen ist damit gleichbedeutend, daft 
Zl = 0 eine Doppelgerade und (0, 0, 1) ein Doppelpunkt ist. 

Es sei nun <Xl =*= (\2' Aus den zwei ersten Gleichungen (10) bilden wir 

e (AZ~ + z~) = (A <Xl + C21 ) Zl + <X2 Z2 

und k6nnen in diesem Fall A so bestimmen, daB 

AIX1 + C21 (\2 
.~---

A 

Die zugeh6rige Gerade AZI + Z2 = 0 ist eine Doppelgerade; wiihlt man 
sie als die zweite Koordinatenachse, so erhiilt die Transformation die Form: 

1 
e z~ = <Xl Zl , 

ez~ = <X2 Z2 ' 

ez~ = Ca1ZI + Ca2 Z2 + <XaZa' 

(11) 

Sind <Xl' <X2 , <Xs aIle verschieden, bilden wir aus den Gleichungen (11) 
die line are Kombination 

e(Az~ + flz~ + z~) = (l<Xl + CSI)ZI + (fl<X2 + CS2 )Z2 + <Xaz3; 

hieraus lassen sich ), und fl derart bestimmen, daB 

A IXI + cal J1!X2 + ca2 IXa 
-;-. - --fl~-

Dann ist AZI + flZ2 + Z3 = 0 eine dritte Doppelgerade; wir wiih
len diese als die dritte Koordinatenachse und haben den Satz: 

III. Wenn L1(<x) = 0 drei verschiedene Losungen <Xl' <X2 , <X3 hat, so laftt 
sich die Transformation (1) auf die Form 

(12) /?x~ = <XIXl , /?x~ = <X2x a' /?Xs = <X3XS 

bringen. Sie hat drei verschiedene Doppelgerade (und Doppelpttnkte); die 
Form (12) bedeutet, daft die Seiten des Koordinatendreiecks die Doppel
geraden sind. 

Es sei nun <Xl =*= <X2 , aber <X2 = <X3 • Wir bilden dann aus (11) die 
Kombination 

/?(AZr + z~) = (J'<X I + C31)ZI + C32 Z2 + <X2 Z3 

und k6nnen A so bestimmen, daB 

A IXI + cal IX2 
--),- 1 

Wiihlt man dann },Zl + Z3 = 0 als dritte Achse, so erhiiIt man in 
(11) die Reduktion C3l = 0, und man findet sofort den Satz: 
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IV. 1st IXl =F IX2 = IXs, llifJt sich die Transformation (1) auf die Form 

(13) eXl = IXlXl , e X2 = IX 2 X2 , eXa = CS2 X2 + IX2 Xa 
bringen. Diese Form bedeutet, dafJ die Geraden Xl = 0 und x2 = 0 Doppel
gerade und die Punkte (0,0,1) und (1,0,0) Doppelpunkte sind. Wenn 
Ca2 =F 0, sind sie die einzigen; ist dagegen Ca2 = 0, stellt (13) eine Homo
logie mit Xl = 0 als Achse und dem nicht auf ihr liegenden Punkt (1,0,0) 
als Zentrum dar. 

Zuletzt soll der Fall, wo IXl = IX2 = IXa besprochen werden. Aus (10) 
findet man: 

V. 1st IXl = IX2 = IXs, so llifJt sich die Transformation in der Form 
(14) ex;' = IXlXl , ex2 = C2l Xl + IX1X2 , eXs = CalXl + CS2 X2 + IXlXa 

schreiben. Diese Form bedeutet, dafJ d~e Gerade Xl = 0 eine Doppelgerade 
und (0, 0,1) ein Doppelpunkt ist, und dafJ sie im allgemeinen die einzigen 
Doppelelemente sind. Falls aber C2l = 0 oder Ca2 = 0, ist die Transfor
mation eine Homologie, deren Zentrum auf der Achse liegt. 

Die letzte Bemerkung kann folgendermaBen prazisiert werden: 1st 
C2l = 0, so liegt das Zentrum der Homologie in (0,0,1), und die Achse 
ist eine durch diesen Punkt gehende Gerade. FUr C32 = 0 ist die 
Achse die Gerade Xl = 0, und das Zentrum ein auf ihr liegender Punkt. 

Wir wollen jetzt die in Kap.VIII, § 1 besprochenen invarianten Kegel
schnitte einer Kollineation mit einem einzigen Doppelpunkt und einer 
einzigen Doppelgeraden anaIytisch bestimmen. Der "Obersichtlichkeit 
haIberl gehen wir zu inhomogenen Koordinaten iiber und setzen Xl = 1, 
x2 = y, xa = x. Die Gleichungen (14) werden dann, indem e = IXl 

gesetzt wird: 

(15) 

WO c2l =F 0, C32 =F O. 

{ 
~=X+C32Y+C3l' 
Y = Y + C2l ' 

Ein Kegelschnitt, welcher die Doppelgerade 1m Doppelpunkt be
riihrt, wird durch 
(16) y2 = px + qy + r 
dargestellt. Setzt man in (16) fiir X und y die rechten Seiten von (15) 
ein, so ergibt sich: 

(17) y2 = px + Y(PC32 + q - 2C2l) + pCal + qC21 + r - ~1' 

Die Gleichungen (16) und (17) stimmen iiberein, wenn 

(18) PC32 - 2C21 = 0, PC3l + qC2l - C~l = o. 
Aus (18) werden, da C2l und C32 nicht verschwinden, p und q ein

deutig festgelegt, wahrend r beliebig ist, und damit haben wir die 001 aus 
Kap. VIII, § 1 bekannten, einander vierpunktig beriihrenden Kegel
schnitte gefunden. 

1 Vgl. auch die letzte FuBnote Kap. VIII, § 1, S. 104. 



Kap. XI. § 1. Die Kollineation und die Antikollineation. 137 

Durch die Konstante p ist das in Kap. VIII, § 1 mit {A} bezeichnete 
Bundel und damit auch das CHASLEssche Bundel {x} festgelegt. Wir 
k6nnen dann die obigen Formeln (12), (13), (14) in Ubereinstimmung 
mit Kap. VIII, § 1, Satz IX bringen. In (12) und (13) gibt es namlich 
auf der rechten Seite drei homogene Parameter (<Xl: <X2 : <Xa und 
<Xl: <X2: Ca2), welche durch Angabe von einem Paar (M, MI) von ent
sprechenden Punkten eindeutig festgelegt werden k6nnen. In (14) gibt 
es freilich vier homogene Parameter 1\1: C2l : Cal: Ca2 ; wenn aber die 
drei zusammenfallenden Doppelpunkte in der S. 106 festgesetzten 
Weise gegeben sind, ist die Konstante p in der erst en Gleichung (18) 
bestimmt, so daB auch hier ein Paar (M, MI) ausreicht, urn die 
Transformation vollstandig festzulegen. 

Die Formeln (14) stellen in einfachster Weise alle Transformationen 
mit dem Doppelpunkt (0,0,1) und der Doppelgeraden Xl = 0 dar, fur 
die LI(<x) = 0 drei zusammenfallende Wurzeln hat. Wenn man aber nur 
eine einzige Transformation dieser Art betrachtet, liifit sich die Reduktion 
der Gleichungen (14) noch einen Schritt weiter fuhren. Aus den beiden 
letzten dieser Gleichungen bilden wir namlich 

(19) e(Ax~ + x~) = (AC2l + Cal)Xl + (A<Xl + Ca2)X2 + <Xl X3· 

1st nun C2l =F 0, so k6nnen wir ), so wahlen, daB 

A C2l + cal = 0 . 

Die Gleichung (19) wird dann 

e (Ax; + x3) = Ca2 X2 + cx l (Ax2 + xa) . 

Man sieht hieraus: Wenn man statt Xa = 0 die Gerade AX2+Xa=0 
als dritte Koordinatenachse wahlt, dann werden die Transformations
gleichungen von der Form (14) mit C31 = O. 

Wenn C2l = 0, wahlen wir statt X 2 = 0 (oder Xl = 0) die Gerade 
CalXl + Ca2 X2 = 0 als eine neue Koordinatenachse und haben dann die
selbe Reduktion wie oben. Also: 

VI. Jede Transformation der Form (14) liifit sich, wenn das Ko
ordinatensystem noch spezieller gewiihlt wird, aUf die Form 

reduzieren. 
Fur verschiedene Transformationen (14) kann im allgemeinen nicht 

dasselbe spezielle Koordinatensystem benutzt werden. 
Wir wollen auch uberlegen, wann die betrachteten Transformationen 

involutorisch sind. Dies ist im FaIle (12) unm6g1ich; denn wenn CXl , 

CX2 , CX3 paarweise verschieden sind, kann man nicht cxi = cx~ = cx~ 
haben. Dagegen ist (13) involutorisch, wenn CXl = -CX2 , C32 = 0; (14) 
ist nur involutorisch, wenn C21 = Cal = C32 = O. 



138 Projektivgeometrie im zweidimensionalen komplexen Gebiet. 

Die einzige nichtidentische involutorische Kollineation ist also die 
harmonische Homologie. 

Eine antikollineare Transformation wird durch 

(21) 

und die zwei analogen Gleichungen, wo J = larsl =F 0, bestimmt. Eine 
Iteration ergibt eine Kollineation, welche durch 

{ 
a x~ = (all an + al2 a21 + al3 a31) Xl + (all al2 + a12 a22 + al3 a32) x2 

(22) (_ _ _) + an al3 + al2 a23 + a13a33 X3 

und zwei analoge Gleichungen dargestellt ist. Schreibt man diese 
Gleichungen in der Form 

(23) 

usw., so erhalt man die Doppelpunkte der genannten Kollineation, in
dem man (1 aus 

Au - a Al2 A13 

(24) A21 A22 - a A 23 =0 

A31 A32 Aaa - a 
bestimmt. 

Wir beschaftigen uns hier mit den folgenden zwei Fallen: 
A. Es gibt in der Antikollineation drei verschiedene Doppelpunkte, 

welche nicht in einer Geraden liegen. Werden sie als Grundpunkte des 
Koordinatendreiecks gewahlt, so wird die Transformation 

(25) 

Sind (X1(£1' (X2(£2 und (Xa(£a alle verschieden, so gibt es nach Satz III 
nur die drei genannten Doppelpunkte. Wenn aber zwei der Produkte 
einander gleich sind, ist die iterierte Transformation eine Homologie 
(Satz IV). Wenn endlich (XI,x1 = (X2,x2 = (Xa,x3' ist (25) eine Sym
metrie. Die Gleichungen dieser Symmetrie konnen offenbar 

(26) 

geschrieben werden, wo 8 1 ,82 ,83 Einheitswiirfe sind. 
B. Es gibt einen Doppelpunkt und ein involutorisches Paar, so daB 

die drei Punkte nicht in einer Geraden liegen. Die Gleichungen konnen 
dann in der Form 

(27) 

geschrieben werden. Sind (Xl (\2' (X2a1' (Xaa3 alle verschieden, so gibt es nur 
den einen Doppelpunkt (0, 0, 1) und das eine involutorische Paar (1,0,0) 
und (0, 1, 0). Sind zwei der Produkte einander gleich, so ist wie oben die 
iterierte Transformation eine Homologie. Ebenso ist, wenn (XI,x2 = (X2al 
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= lX3iX3' die Transformation (27) eine Symmetrie, deren Gleichungen 
also auch in der Form 

(28) 

geschrieben werden konnen, wo A belie big, ca aber ein Einheitswurf ist. 
Die Grundkette der Symmetrie (26) wird durch 

(~ ~~~-G~~=O, ~~~-~~~=O, ~~~-~~~=O 

bestimmt. Diese drei Gleichungen sind voneinander abhangig, aber 
keine von ihnen kann entbehrt werden. Die beiden ersten Gleichungen 
konnen auch durch die einzige 

(30) 

ersetzt werden, wenn nur kC2 =!= lUI; aus (30) und ihrer umgelegten lassen 
sich namlich die beiden anderen ableiten. Die Grundkette der Symme
trie (26) kann dann durch (30) mit der letzten Gleichung (29) als 
Nebenbedingung (vgl. Rap. IX, § 2) dargestellt werden. 

Die Grundkette der Symmetrie (28) ergibt sich einfacher als 

C3 XI xa - AX2 Xa = 0 
mit der Nebenbedingung 

§ 2. Die ReziproziUit und die Antireziprozitat. 
In Analogie zum vorhergehenden Paragraphen findet man als die 

allgemeine Darstellung einer Reziprozitat £: 

(1 ) I QX~ = anxi + a12 x2 + alaxa , 

yX2 = a21 x l + a 22 x 2 + a2a x a , 

eX~ = aalxl + a 32 x 2 + a 3a xa · 

Setzt man diese Ausdrucke in 

X~X~ + X2X; + X3Xa = 0 

(,1 = I arsl =!= 0) 

em, so erh1ilt man eine neue Darstellung durch die einzige Gleichung 

(2) (r, S = 1,2,3) 

durch welche jedem Punkt x und ebenso jedem Punkt x' eine Gerade 
zugeordnet wird. 

SoIl die Transformation involutorisch sein, so daB einem Punkt die
selbe Gerade entspricht, gleichgultig, ob dieser als ein Punkt x oder 
ein Punkt x' aufgefaBt wird, dann mussen die Gleichungen 

1 
an Xl + a l2 x 2 + a l3 x 3 = P (all Xl + a 21 x 2 + aal xa), 

(3) a2l x I + a 22 x 2 + a 23 x a = fk (a12 x I + a 22 x 2 + aa2 x 3) ' 

aal Xl + a 32 x 2 + a 33 Xa = P (ala Xl + a 23 x 2 + aaaXa), 
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wo fl ein Proportionalitatsfaktor ist, fUr aIle x richtig sein. Dies erfordert 
a rs = fl as r fUr aIle r und s. 1st einer der Koeffizienten au, a 22 , a 33 =l= 0, 
so wird also fl = 1. Wenn diese drei Koeffizienten aIle Null sind, be
trachtet man einen anderen, ars , der =l= ° ist. Aus 

arB -- flaIr = 0, as, - fla,s = ° 
ergibt sich dann fl2 = 1, d. h. fl = ± 1. Nun ist aber fl = -1 aus
geschlossen, weil eine schiefsymmetrische Determinante unpaarer Ord
nung gleich Null ist; also ist auch in diesem Fall ,u = + 1, und die 
Bedingungen, daB (1) - oder (2) - eine Polaritat darstelle, sind 

(4) ars = au. (r, s = 1, 2, 3) 

Die Punkte, welche in diesem Fall in ihrer entsprechenden Geraden 
liegen, bilden den Kegelschnitt 

(5) ~ a,s Xr Xs = 0. (arB = au) 

Bekanntlich ist· die Gerade, welche einem Punkt x entspricht [also 
(2) mit den x' als laufenden KoordinatenJ, die PoIare von x in bezug 
auf (5). 

Wir wollen nun die Hauptpunkte in einer nichtinvolutorischen Re
ziprozitat aufsuchen. Diese Punkte sind die Doppelpunkte der Kol
lineation };2 (Kap. VIII, § 2); wir k6nnen sie aber leichter dadurch be
stimmen, daB sie die Gleichungen (3) befriedigen mussen. Dies gibt 
zur Bestimmung von fl: 

an - flan a12 - fl a 2l al3 - fl a 3l 

(6) ..1(fl) = a 21 -fla 12 a 22 -fla 22 a23-fla32 =0. 

a 31 - fl a t3 a 32 - fl a t3 a 33 - fl a 33 

Wenn hieraus fl gefunden ist, k6nnen die Koordinaten der gesuchten 
Hauptpunkte aus den Gleichungen (3) bestimmt werden. Man hat dann 
auch sofort die Hauptgeraden; ihre Linienkoordinaten ergeben sich, 
wenn man in die Linearformen (3) rechts - oder links - die Ko
ordinaten der Doppelpunkte einfUhrt. 

Wir wollen die nichtinvolutorischen Reziprozitaten naher betrachten 
und beginnen mit dem allgemeinen Fall, wo es drei verschiedene Haupt
punkte gibt, welche nicht in einer Geraden liegen; wir wahlen diese 
Punkte als Grundpunkte des Koordinatensystems. 

Die Hauptpunkte und Hauptgeraden k6nnen nach Kap. VIII, § 2 
in zweifacher Weise zusammengehOren. 1m dortigen Falle 1. ist die 
Transformationsgleichung 

(7) 

welche eine Polaritat darstellt. 
In dem anderen, mit 3. bezeichneten Fall sei (0,0,1) der prinzipale 

Hauptpunkt; die Transformationsgleichung (2) ist dann 

(8) a12xlx~ + a 21 x 2xi + a 33 x 3 x3 = 0. 
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Sowohl in (7) wie in (8) mussen alle Koeffizienten =1= ° sein. 
Wenn insbesondere al2 = a21 , stellt (8) wieder eine Polaritat dar. 

Urn den Fall a12 =1= a21 naher zu untersuchen, bilden wir 

(9) Ll (fl) = - (a12 - fl a21) (a21 - fl a12) (aaa - flass) = 0. 

Setzt man die aus (9) bestimmten Werte von fl nach und nach in (3) 
ein, so findet man, daB (8) im allgemeinen nur die drei Ecken des Koordi
natendreiecks als Hauptpunkte hat. Nur wenn a12 = - a21 • werden aIle 
Punkte von xa = ° Hauptpunkte. 

Es seien nun (1,0,0) und (0,0.1) die einzigen Hauptpunkte, 
X 2 = ° und Xa = Odie entsprechenden Hauptgeraden - in Dberein
stimmung mit dem Falle 4. in Kap. VIII, § 2. Driickt man aus, daB 
die genannten Punkte und Geraden Hauptelemente sind, so ergibt sich 
aus (2): 

(10) a12x1x~ + a21 x 2xi + a22 x2x2 + aaa Xax3 = 0, 

wo alle Koeffizienten =1= ° sein mussen, wenn die Transformation weder 
singular (d. h. Ll = 0) noch mit (7) identisch sein solI. 

Urn nun auszudrucken. daB die genannten Hauptelemente die ein
zigen sind, bilden wir wie oben Ll(fl) und erhalten wieder die Formel (9). 
In diesem Fall sollen zwei der Wurzeln zusammenfallen, woraus man 
findet: a12 = ± a21 ; das obere Vorzeichen gibt eine Polaritat und ist 
demnach hier unbrauchbar; fur das untere zeigt sich durch Heranziehen 
der Gleichungen (3), daB die Transformation die gewiinschte Eigen
schaft hat. Die Transformationen mit den einzigen Hauptpunkten (1, 0.0) 
und (0,0,1) und den entsprechenden Hauptgeraden x2 = ° und Xa = ° 
sind also: 

(11) a12 (x1 x2 - x2 x1J) + a22 x2 x2 + aaaxax~ = 0. 

Endlich sei (1,0,0) der einzige Hauptpunkt und x2 = Odie ent
sprechende Gerade. Verlangt man zunachst nur, daB die genannten 
Elemente Hauptelemente sein sollen, aber nicht notwendigerweise die 
einzigen, so wird (2) zu 

(12) a12x1x~ + a21 X2xi + a22x2x~ + a2a x2xa + aa2xax~ + aaaX3x3 = 0, 

wo alle Koeffizienten bis auf a23 oder a32 =1= ° sein miissen, wenn die 
Transformation weder singular sein noch mit einer der schon be
handelten zusammenfallen soIl. 

Die Determinante L1 (fl) wird auch in diesem Fall durch (9) dar
gesteIlt; es sollen nun aIle drei Wurzeln zusammenfallen, woraus a12=a21 

folgt. Betrachtet man unter dieser Voraussetzung die Gleichungen (3), so 
ergibt sich folgendes: Die Transformationen mit dem einzigen Haupt
punkt (1,0,0) und der einzigen Hauptgeraden X 2 = ° werden durch 

(13) a 12 (x1x2 + x 2x1) + a22 x2x2 + a23x2x3 + a32x3x~ + asaxsxi = ° 
mit a23 =1= aa2 dargestellt; a23 = aS2 gibt eine Polaritat. 
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Die Gleichungen (8) und (11) zeigen, daB es 00 2 Reziprozitaten mit 
drei gegebenen Hauptelementen gibt, we1che nicht aIle zusammenfallen. 
Durch Angabe von einem neuen Element (M, m') wird die Transforma
tion eindeutig festgelegt - in Ubereinstimmung mit Kap. VIII, § 2, 
Satz V. 

Betrachten wir nun (13). Sind drei zusammenfallende Hauptelemente 
- in der in Kap. VIII, § 2 eingefiihrten Bedeutung - bekannt, so hat man 
eine Gleichung zwischen den flinf homogenen Koeffizienten in (13). Es 
gibt also 00 3 Reziprozitiiten mit drei gegebenen zusammen/allenden Haupt
elementen. Dies stimmt mit Kap. VIII, § 2, Satz VII iiberein. 

Die Punkte, we1che in den verschiedenen Fallen auf ihrer entsprechen
den Geraden liegen, ergeben sich sofort aus den Gleichungen (8), (11) 
und (13), wenn man in diesen x' = x setzt. Man erhalt bzw.: 

(a12 + a21) Xl x2 + a33x~ = 0, 

a22 x§ + a33X~ = 0, 

2a12 x1x2 + (a 23 + ad x2 x3 + a22 x§ + a33X~ = O. 

1m ersten Fall erhalt man, wenn a12 =1= - a21 , einen nicht aus
gearteten Kegelschnitt; wenn dagegen a12 = - a21 , eine doppeltzahlende 
Gerade. 1m zweiten Fall erhalt man zwei verschiedene Gerade, im dritten 
einen nicht ausgearteten Kegelschnitt - alles in Ubereinstimmung 
mit dem, was wir in Kap. XVII, § 3, S. 204 geometrisch zeigen werden. 

Eine Antireziprozitat I: wird durch 

(14) 

und zwei analoge Gleichungen oder auch durch die einzige Gleichung 

( 15) 1: ar.x~x. = 0, 

wo LI = \ ar .\ =1= 0, bestimmt. 
Die Hauptpunkte konnen durch Iteration der Transformation ge

funden werden (vgl. S. 138). 
Die zu (15) inverse Transformation ist 

(16) 

DieAntireziprozitat (15) ist also involutorisch (d. h. eineAntipolaritat), 
wenn 

(17) 

wo It ein Proportionalitatsfaktor ist. 
Die Gleichung (15) laBt sich in diesem FaIle auf eine reduzierte Form 

bringen. 1st p, =1= -1, so erhalt man aus (15) durch Multiplikation mit 
1 + p, die mit (15) aquivalente Gleichung 

(18) 
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wo 

(19) 

1st ft = -1, geht (18) aus (15) durch Multiplikation mit i hervor. 
Also: 

1. Die notwendige und hinreiehende Bedingung dafiir, dafJ die Anti
reziprozitiit (15) eine Antipolaritiit darstelle, ist, dafJ die Gleiehung (15) 
dureh Multiplikation mit einer Konstanten auf die Form (18) gebraeht 
werden kann, wo die Koeffizienten brs die Gleiehungen (19) befriedigen. 

Der Ort der Punkte in einer Antipolaritat, we1che in ihren ent
sprechenden Geraden liegen, nennen wir eine Hyperkonik. Wir haben 
dann sofort: 

II. Jede Hyperkonik kann dureh eine in xr und Xs bilineare Gleiehung 

(20) 2' br8 xr xs = 0 

dargestellt werden, wo die Koeffizienten brs (19) befriedigen. 
Es mage nun die Antireziprozitat 1: ein Polardreieck ABC haben. 

Werden die Eckpunkte A, B, C als Grundpunkte des Koordinaten
systems gewahlt, so nimmt die Gleichung (15) die einfache Form 

(21) anx~xl + a22x~x2 + aaax~xa = 0 

an. Diese Transformation ist nicht immer eine Antipolaritat; die Be
dingung hierfiir ist nach Satz I die, daB sich (21) in der Form 

(22) on X~ Xl + 022 X2X 2 + oaax~xa = 0 

schreiben laBt, wo die Koeffizienten reell sind. Die entsprechende Hyper-
konik ist in diesem Fall l 

(23) 0nxlxl + 022 X2X2 + oaaxaxa = O. 

Wir denken uns nun die Antireziprozitat 1: durch ein Polardreieck 
ABC und ein Element (P, P') gegeben. Wir wollen dann die Lage von 
(P, P') analytisch so bestimmen, daB E eine Antipolaritat wird. 

Die Punkte A , B, C werden als Grundpunkte und der Punkt Pals 
Einheitspunkt gewahlt; die durch A , B, C, P bestimmte zweidimensio
nale Kette besteht dann aus allen Punkten mit reellen Koordinaten. 
Die Transformation sei durch (21) gegeben, so daB die Gleichung der 
Geraden P' 
b4) llnX~ + ll22X; + lla3X3 = 0 

wird. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Anti
reziprozitat eine Antipolaritat sei, ist nun nach dem Obigen, daB (24) 
sich mit reellen Koeffizienten schreiben laBt, d. h. daB sie der Kette 
(ABCP) adjungiert ist. Wir sind also wieder auf die Satze III und IV 
des Kap. X, § 2 gefiihrt worden. 

Wahrend eine Hyperkonik eine dreidimensionale Punktmannigfaltig
keit ist, bilden die Punkte einer nichtinvolutorischen Antireziprozitat, 
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welche in ihren entsprechenden Geraden liegen (die "Ordnungspunkte" 
der Transformation) eine im allgemeinen zweidimensionale Mannigfaltig
keit. Fiir die Transformation (15) wird die Gleichung der Ordnungs
punkte 

(25) 1: ar.xrx. = 0, 

wo die Koeffizienten arB auBer I ar.1 =1= 0 keinen Bedingungen unter
worfen sind. 

Eine Punktmannigfaltigkeit der Form (25) erhalt man z. B., wenn 
man entsprechende Strahlen zweier antiprojektiven BiischellX + 1 {3 = 0, 
y + It5 = 0 allgemeiner Lage miteinander schneidet (vgl. S.83). 

Wir nennen zuletzt den Satz: 
III. Die Punkte, welche zwei Hyperkoniken miteinander gemein haben, 

sind die Ordnungspunkte einer nichtinvolutorischen Antireziprozitat. 
Es seien namlich die zwei Hyperkoniken 

(26) 1: br.xrx. = 0 und 1: cr.xrx. = 0, 
wo 
(27) b. r = brs und Csr = Cr.' 

Aus· (26) bilden wir 

(28) 

Diese Gleichung ist von der Form (25); sie ist mit den beiden Gleichungen 
(26) aquivalent, wenn nur 1 nicht reell ist. Denn die umgelegte Gleichung 
zu (28) 

laBt sich mittels (27) auch 

(29) 

schreiben, und aus (28) und (29) folgen dann unter der genannten Be
dingung fiir·1 unmittelbar die beiden Gleichungen (26). 

XII. Kapitel. 

Doppelketten in Kollineationen und Antikollineationen. 

§ 1. Geometrische Bestimmung der Doppelketten. 

1m folgenden werden wir die zweidimensionalen Doppelketten einer 
gegebenen Kollineation :n; bestimmen. 1st klI eine solche Doppelkette, 
so werden zwei Punkte, welche in bezug auf klI symmetrisch liegen, 
durch :n; in ebensolche Punkte iibergehen. Diejenigen Doppelpunkte 
von :n;, welche nicht in kl1 enthalten sind, miissen demnach paarweise 
symmetrisch in bezug auf diese Kette liegen. Ebenso werden die Doppel-
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geraden, welche kfI nicht adjungiert sind, paarweise symmetrisch in 
bezug auf JlI sein. 

Zunachst habe n drei (und nur drei) verschiedene Doppelpunkte 
E, Fund G; eine Doppelkette JlI wird dann entweder alle diese Punkte 
enthalten oder nur den einen, wahrend die zwei anderen in bezug auf 
kII symmetrisch liegen. 

Es seien (P, P') und (Q, Q') zwei Punktpaare in n. Aus 

(1) EFGPQ A EFGP'Q' 

folgt (Kap. VIII, § 1, Satz X): 

(2) EFGPP'AEFGQQ'. 

Wenn also (P, P') in einer Doppelkette einer der genannten Arten 
liegt, dann gehOrt (Q, Q') einer Doppelkette derselben Art an. Denn 
eine zweidimensionale Kette ist durch vier Punkte oder durch zwei 
Punkte und ein Paar von symmetrischen Punkten eindeutig bestimmt 
(Kap. IX, § 1, Satz I und VI). Man hat also: 

I. Es gibt in einer Kollineation mit drei (und nur drei) verschiedenen 
Doppelpunkten im allgemeinen keine Doppelketten; gibt es aber eine, dann 
gibt es unendlich viele; alle Doppelketten sind von derselben Art, und durch 
jedes Paar von entsprechenden Punkten geht eine. 

In einer nichthomologischen Kollineation konnen die beiden Arten 
der obengenannten Reihen von Doppelketten nicht gleichzeitig auf
treten. Wenn namlich durch ein Paar (P, P') von entsprechenden 
Punkten eine Doppelkette kII geht, welche E, F, G enthalt, und eine 
andere k[I, die E enthalt, und in bezug auf welche Fund G symmetrisch 
liegen, so sind die zwei Ketten zueinander orthogonal (S. 118); denn 
JlI enthalt die Punkte (FP, GP') und (FP', GP), we1che ebenso wie F 
und G in bezug auf k[I symmetrisch liegen. Da der isolierte gemeinsame 
Punkt der zwei Ketten auf FG liegt (vgl. Kap. IX, § 1, Satz XIII), 
miissen die anderen gemeinsamen Punkte E, P, P' in einer einfachen 
Kette, also auch in einer Geraden liegen, d. h. die Kollineation ware in 
diesem Falle eine Homologie. 

Betrachtet man umgekehrt eine Homologie mit dem ZentrumE und der 
Achse e, welche E nicht enthalt, so sieht man wie oben, daB eine Doppel
kette JlI notwendig E enthalten und e als adjungierte Gerade haben 
muB. Sind P und P' entsprechende Punkte innerhalb JlI, dann ist auch 
die Gerade EPP' adjungiert, so daB der Schnittpunkt 5 dieser Geraden 
mit e der Kette EPP' angehoren und der Wurf (ESPP') also reell sein 
muB. Die betrachtete Homologie enthiilt also im allgemeinen keine Doppel
kette; wenn aber der "charakteristische" Wurf reell ist, gibt es olfenbar 
unendlich viele: Jede Kette JlI, welche durch E, einen beliebigen Punkt P 
allgemeiner Lage und zwei beliebige in e liegende Punkte geht, ist 
eine Doppelkette. 

J uel, Projektive Geometrie. 10 
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Es magen nun in einer nichthomologischen Kollineation die Doppel
punkte Fund G in F zusammenfallen. Eine Doppelkette muB dann 
notwendigerweise durch E und F gehen und e = FG als adjungierte Ge
rade haben. Genau wie oben kann man aus (1) die Beziehung (2) ab
leiten. Da eine Kette durch drei Punkte und eine adjungierte Gerade 
eindeutig bestimmt ist (Kap. IX, § 1, Satz V), folgt hieraus, daB die 
Transformation wie oben im allgemeinen keine Doppelkette hat, wenn aber 
eine, dann unendlich viele. 

Ganz anders verhaIt es sich, wenn alle drei Doppelpunkte in E zu
sammenfallen. Es gilt namlich in diesem FaIle: 

II. Eine Kollineation mit drei zusammenfallenden Doppelpunkten ent
halt unendlich viele Doppelketten, namlich durch jedes Paar von ent
sprechenden Punkten allgemeiner Lage genau eine. 

Dies zeigen wir so: jede Doppelkette muB durch den einzigen Doppel
punktE gehen und die einzige Doppelgerade e als adjungierte Gerade haben. 
Es sei (P, P') ein Paar von entsprechenden Punkten, P" der aus P' 
durch Iteration der Transformation erzeugte Punkt. Eine Doppelkette 
durch (P, P') muB den Schnittpunkt A = (e, PP') sowie den ent
sprechenden Punkt A' = (e, P' P") enthalten. Nun ist aber durch 
(A , A', P, P') eine Kette III eindeutig festgelegt. Diese geht auch 
durch den aus A' durch Iteration erzeugten Punkt A", denn die vier 
Punkte E, A, A', A" bilden einen harmonischen Wurf. Ferner ist die 
Gerade EP" adjungiert, weil sie mit den drei adjungierten Geraden e, 
EP, EP' einen harmonischen Geradenwurf bildet. Ebenso ist die Ge
rade A'P' adjungiert, so daB auch der Punkt P" der Kette kIl angehart; 
also ist kIl eine Doppelkette. 

Es eriibrigt noch, die Doppelketten in einer Homologie, deren Zen
trum E auf der Achse e liegt, zu bestimmen. Jede solche Doppelkette 
muB, wie im obigen Fall, durch E gehen und e als adjungierte Gerade 
haben. Man sieht unmittelbar, daB in diesem FaIle jede kfI, welche 
zwei beliebige entsprechende Punkte P und P' der Ebene sowie zwei 
beliebige Punkte von e enthaIt, eine Doppelkette ist; dies folgt daraus, 
daB der Wurf (EPP'P") harmonisch ist. Es gibt also in diesem Fall 
unendlich viele Doppelketten. 

Wir gehen nun zu einer Antikollineation iiber. Wenn sie involuto
risch und daher eine Symmetrie in bezug auf eine Grundkette ist, geht 
- auBer der Grundkette - jede kIl, welche zu dieser Grundkette ortho
gonal ist, in sich iiber. 

Wir betrachten nun eine Antikollineation ii, deren Quadrat keine 
Homologie ist. Sie mage zunachst drei verschiedene Doppelpunkte 
haben. Eine eventuelle Doppelkette muB auch eine Doppelkette in ;i2 

sein und deshalb dem Vorhergehenden zufolge entweder durch aIle drei 
Doppelpunkte E, F, G gehen oder nur durch den einen, wahrend die 
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beiden anderen symmetrisch in bezug auf sie liegen. Eine Kette der 
ersteren Art hat mit EF sowie mit EG eine einfache Kette gemein. 
Durch die Transformation ii geht jede dieser Geraden, z. B. EF, so 
in sich iiber, daB dabei zwei verschiedene Doppelpunkte E und F 
auftreten. Es gibt demnach (Kap. IV, § 2, Satz IV) in EF zwei durch 
E und F gehende einfache Ketten kl und k2' in EG zwei andere durch 
E und G gehende Ketten kt und k:, welche in sich transformiert werden. 
Da eine zweidimensionale Kette durch zwei einfache Ketten, welche 
einen Punkt miteinander gemein haben, vollstandig bestimmt ist, 
gibt es vier Ketten, welche durch ii in sich iibergehen, namlich die
jenigen, welche durch (kl' kt). (k2' kt), (kl' k:). (k2' k:) bestimmt 
sind. Da kl und k2 sowie kt und k: orthogonal sind, werden auch je 
zwei der gefundenen zweidimensionalen Ketten zueinander orthogonal 
sein. AuBer diesen kann keine andere durch E, F, G gehende Kette 
Doppelkette sein; dagegen waren noch Doppelketten moglich, welche 
z. B. durch E gehen, wahrend Fund G symmetrisch liegen. Diese 
neuen Ketten wiirden dann auch in der Kollineation ii2 Doppelketten 
sein, und dann miiBte, wie friiher bewiesen, ii2 gegen die gemachte 
Voraussetzung eine Homologie sein. Also: 

III. Eine Antikollineation, deren Quadrat keine Homologie ist und die 
drei verschiedene Doppelpunkte hat, enthiilt vier zweidimensionale Doppel
ketten, von welchen je zwei zueinander orthogonal sind. 

Fallen zwei der Doppelpunkte, etwa E und F, zusammen, so ist die 
Transformation innerhalb der Geraden EF eine Symmetralitat mit dem 
einzigen Doppelpunkt E, und es gibt demnach in dieser Geraden nur 
eine (durch E gehende) einfache Doppelkette (Kap. IV, § 2, Satz VI). 
In der Geraden EG gibt es, wie oben, zwei solche. Also: 

IV. Fallen in einer Antikollineation, deren Quadrat keine Homologie 
ist, zwei der Doppelpunkte zusammen, so gibt es zwei zweidimensionale 
Doppelketten, und diese sind zueinander orthogonal. 

Es mogen nun aIle drei Doppelpunkte in E zusammenfallen; die 
einzige Doppelgerade sei e. Wie oben ist die Transformation innerhalb 
e eine Symmetralitat mit dem einzigen Doppelpunkt E, und es gibt 
demnach innerhalb e genau eine (durch E gehende) einfache Doppel
kette k. In analoger Weise ist die Transformation des Geradenbiischels 
mit dem Zentrum E eine Symmetralitat mit der einzigen Doppel
geraden e, und es gibt demnach innerhalb des genannten Biischels eine 
einzige (e enthaItende) Doppelkette m von Geraden. Eine zweidimen
sionale Doppelkette der betrachteten Antikollineation ii muB offenbar 
innerhalb der Gesamtheit der zweidimensionalen Ketten gesucht werden, 
welche k enthalten und die Geraden von m als adjungierte Gerade 
haben. 

Wir betrachten einen Augenblick diese Gesamtheit und zeigen, daB 
durch jeden Punkt P, dessen Verbindungsgerade mit E der Kette m 

10* 
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angehOrt, genau eine zur Gesamtheit gehorige klI geht. Es seien nam
lich A und B zwei Punkte von k; auf den Geraden PA und PB werden 
durch m zwei einfache Ketten von Punkten ausgeschnitten, wodurch 
die genannte klI eindeutig bestimmt ist ; diese werde mit klpI bezeichnet. -
Man sieht sofort: Wenn P1 und P2 zwei Punkte sind, welche auf ver
schiedenen Geraden von m liegen, so ist die notwendige und hinreichende 
Bedingung des Zusammenfallens der Ketten 1Ip~ und kif. die, daB der 
Schnittpunkt (e, P1P 2) der Kette k angehort. 

Es moge nun (Fig. 48) ein Punkt P der obigen Art durch ii in P' 
und dieser Punkt weiter in P" iibergehen. Die Geraden EP, EP', EP" 

mogen kurz bzw. p, p', p" heiBen. Innerhalb 
der Kette m wird durch ii eine parabolische 
Projektivitat erzeugt, und demnach trennen 
die Paare (e, P') und (P, P") einander har
monisch. Ferner sei Q der Schnittpunkt 
von emit der Geraden P P'; der Q entspre
chende Punkt ist Q' = (e, P' P"). Falls Q 
(also auch Q') auf k liegen, ist schon IIpI eine 

p' 
nL_~k-:7Ii"'---P' Doppelkette. Es sei nun dies nicht der Fall; 

dann wird die einfache Kette EQQ' die Kette k 
auBer in E in einem Punkt S schneiden, wel
cher von E durch Q und Q' harmonisch ge
trennt ist (Kap. IV, § 2, Satz VIII). Nun schnei-

Fig. 48. det aber, wie die Figur zeigt, die Gerade PP" 
die Gerade e eben in dem Punkt, welcher von 

E durch Q und Q' harmonisch getrennt ist, d. h. PP" geht durch S. 
Nach dem Obigen ist dann kif mit k~~, identisch, d. h. kIf und kIp~ ent
sprechen einander in ii gegenseitig. 

Die Kette m schneidet auf der Geraden PQ eine einfache Kette von 
Punkten aus. Es sei M ein beliebiger Punkt dieser Kette, M' der ent
sprechende Punkt auf P' Q', und es moge SM' die Gerade PQ in M* 
schneiden. Da jede kII der betrachteten Gesamtheit genau einen Punkt 
mit PQ gemein hat, ist klJ dann und nur dann eine Doppelkette, 
wenn M* mit M zusammenfillt. Die Beziehung zwischen M und M* 
ist aber eine Involution, deren einer Doppelpunkt in Q liegt; also 
haben wir: 

V. Eine Antikollineation mit drei zusammenjallenden Doppelpunkten 
enthiilt genau eine zweidimensionale Doppelkette. 

Diese Doppelkette kann nach dem Obigen folgendermaBen be
stimmt werden: Es sei (P, P') ein beliebiges Paar von entsprechenden 
Punkten, deren Verbindungsgeraden mit E der Kette m angehoren; es 
moge ferner die Gerade P P' die Doppelgerade e in Q schneiden, und es 
sei R der Punkt, welcher von Q durch P und P' harmonisch getrennt 
ist. Die gesuchte Doppelkette ist dann k1I. 
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Urn die Doppelketten zu bestimmen, wenn die Antikollineation if; 
einen Doppelpunkt und ein involutorisches Paar (F, G) hat, schlagen 
wir einen anderen Weg ein. Wir suchen die eventuellen Doppelketten, 
welche durch E gehen und in bezug auf welche F und G symmetriseh 
liegen. Es sei kfI eine solche Kette. Eine beliebige, feste, dureh F 
gehende Gerade p muB dann einen (noeh nieht bekannten) Punkt P 
mit kfI gemein haben. Der Geraden p entspricht in if; eine dureh G 
gehende Gerade P', dieser wiederum eine dureh F gehende Gerade p". 
Entspricht ferner dem Punkte P der Punkt P' (auf P'), so wird dieser 
in kfI liegen. Die Gerade GP nennen wir r, die entsprechende, FP', heiBe 
r'. Werden nunFG, GE undEF mit e, j bzw. g bezeichnet, so hat man, 
da F und G symmetrisehe Punkte in bezug auf kfI sind: 

und ferner: 

Hieraus folgt: 

(egpr') ::,.L (e jrp') 

(ejrp') ::,.L (egr'p") . 

(egpr') A (egr' P") A (gep" r') , 

d. h. r' ist ein Doppelstrahl in der durch die Paare (e, g), (P, P") be
stimmten Involution. Aus r' laBt sich r bestimmen, und der Schnittpunkt 
von r mit p ergibt P. Die obigen Beziehungen, in umgekehrter Ordnung 
genommen, zeigen, daB eine Kette, welche durch E und P geht und F 
und Gals symmetrische Punkte hat, auch P' enthalten muB und dem
naeh eine Doppelkette ist. AuBer den hierdureh bestimmten zwei 
Ketten konnte es noch Doppelketten geben, welche dureh alle drei 
Punkte E, F, G gehen; dann wiirde aber die dureh Iteration erzeugte 
Kollineation if;2 eine Homologie sein. 

Da es nur zwei Doppelketten gibt, mussen diese notwendigerweise 
zueinander orthogonal sein. Man hat also: 

VI. Eine Antikollineation, deren Quadrat keine Homologie ist und die 
einen Doppelpunkt und ein involutorisches Paar hat, enthiilt zwei zwei
dimensionale Doppelketten, welche zueinander orthogonal sind. 

Zuletzt sind noeh die Antikollineationen if; zu behandeln, welche 
dureh Iteration eine Homologie erzeugen. Das Homologiezentrum sei 
E, die Homologieaehse e. Dann ist E aueh in if; ein Doppelpunkt und 
e eine Doppelgerade, und auBerdem ist die Transformation innerhalb e 
eine involutorisehe Symmetralitat, also eine eindimensionale Symmetrie. 

Zunachst moge E nieht auf e liegen. Wenn die Symmetrie inner
halb e eine Grundkette ko besitzt, geht dureh zwei beliebige Punkte 
A und B von ko naeh Kap. II, § 3, Satz V noeh eine eindeutig be
stimmte einfaehe Doppelkette k. In der Geraden EA liegen (Kap. IV, 
§ 2, Satz IV) zwei einfaehe Doppelketten kl und k2' aber auch nicht 
mehr, denn die Transformation von EA in sich kann nur dann involu
toriseh sein, wenn die Transformation if; selbst involutoriseh ist. Ver
bindet man k (und die feste ko) mit jeder der Ketten kl und ks, so 
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erhalt man zweidimensionale Doppelketten; es gibt also deren un
endlich viele. - Wenn es in e keine Grundkette ko gibt, betrachte 
man ein involutorisches Paar (F, G) von e. Ganz wie beim Beweise des 
Satzes VI konnen wir dann zwei Doppelketten bestimmen. Da F be
liebig in e gewiihlt werden kann, gibt es also wieder unendlich viele. 

Nun moge E auf e liegen. In diesem Fall existiert sicher die obige 
Grundkette ko; ebenso gibt es innerhalb des Geradenbiischels mit dem 
Zentrum E eine der Kette ko dual entsprechende Doppelkette k~ von 
Geraden, welche alle Doppelgerade in ii sind. Innerhalb jeder solchen 
Geraden gibt es eine einfache Doppelkette k. Verbindet man die ver
schiedenen Ketten k mit den in e liegenden und durch E gehenden ein
fachen Doppelketten, so ergeben sich zweidimensionale Doppelketten 
von 1i. Wir haben also bewiesen: 

VII. Jede Antikollineation, welche durch Iteration eine Homologie er
zeugt, enthalt unendlich viele zweidimensionale Doppelketten. 

Wir haben friiher gesehen, daB es in einer Kollineation im allgemeinen 
keine Doppelketten gibt. Dagegen gibt es, wie wir jetzt bewiesen haben, 
in allen Antikollineationen mindestens eine Doppelkette. Die durch 
Iteration einer allgemeinen Antikollineation erzeugte Kollineation muB 
deshalb eine spezielle sein (vgl. Kap. IV, § 2, Satz VIII). 

§ 2. Algebraische Bestimmung der Doppelketten. 
Um die zweidimensionalen Doppelketten in einer Kollineation 

algebraisch zu bestimmen, konnte man die Gleichung einer Kette 
aufstellen und verlangen, daB sie gegeniiber der Transformation in
variant ware. Wir wollen indessen etwas anders verfahren; wenn 
namlich eine Kette kII in sich iibergeht, dann gilt dasselbe von der 
durch die Kette erzeugten Symmetrie; wir werden deshalb diese Sym
metrien aufsuchen; ihre Grundketten sind die gesuchten III. 

Der Kiirze halber wollen wir uns im folgenden auf den im Kap. XI, 
§ 1, Satz III besprochenen nichtausgearteten Fall beschranken; die 
Gleichungen der gegebenen Kollineation sind 

(1) eXl = 1X1X1 , e~ = 1X2X2 , exi = lXaXa' 

wo IXl' 1X2' lXa alle verschieden sind. 
Eine Doppelkette muB (vgl. § 1) entweder durch alle drei Doppel

punkte gehen oder durch den einen, wahrend die zwei anderen in bezug 
auf sie symmetrisch liegen. 1m ersten Falle ist die entsprechende 
Symmetrie [Kap. XI, § 1, (26)]: 

(2) aYl = 81Y1' ay~ = 82 Y2' ayi = 8aYs, 

wo 81 ,82 , 8a Einheitswiirfe sind. 
Diese Symmetrie (2) geht mittels (1) in 

(3) 
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und die zwei analogen Gleichungen iiber. Sollen diese mit (2) zusammen
fallen, so muB 

(4) 

sein, d. h. die Gr6Ben eXI , (X2' eXa miissen reelle VerhaItnisse haben. 1st 
diese Bedingung erfiillt, so geht jede Symmetrie (2) in sich iiber. 

Eine Symmetrie, deren Grundkette durch (0,0,1) geht, wahrend 
(1,0,0) und (0,1,0) symmetrisch in bezug auf sie liegen, ist [Rap. XI, 
§ 1, (28)] durch 

(5) 

gegeben, wo A beliebig und ea ein Einheitswurf ist. 
Diese Transformation (5) geht mittels (1) 10 

(6) y~ 1 Yl '/:.-=-.-
iis I al' 

iiber. 
Diese fa.llt mit (6) zusammen, wenn 

(7) 

d. h. wenn die VerhaItnisse (Xl: eXa und eX2 : (Xa konjugiert imaginar sind. 
Jede Symmetrie (5) geht dann in sich selbst iiber. 

Wenn (4) oder (7) erfii11t sind, gibt es also unendlich viele Doppel
ketten. Beide Arten von Doppelketten k6nnen nur fiir eXl = eX2 simultan . 
auftreten, welchen Fall wir ja ausgeschlossen haben. Also: 

I. Die Kollineation (1) hat im allgemeinen keine Doppelketten. Sind 
aber zwei Verhiiltnisse der Koettizienten (z. B. eXI : eXa und eX2 : (Xa) entweder 
reell oder konfugiert imaginar, so gibt es unendlich viele Doppelketten. 

Wir werden nun die Doppelketten in einer Antikollineation be
stimmen, wollen aber nur die zwei wichtigsten FaIle besprechen. Der 
erste ist [Rap. XI, § 1, (25)] 

(8) e~ = eXl Xl , ex~ = eX2X2 , 

WO eXl 1XI , eX2 1i2 , eXa1Xa aIle verschieden sind. 
und nur drei verschiedene Doppelpunkte. 

eXi = eXaxa' 

In diesem Fall gibt es drei 

Wir bestimmen wie oben die Symmetrien, deren Grundketten die 
gesuchten Doppelketten sind. Die Grundkette muB auch hier entweder 
durch alle drei Doppelpunkte gehen oder nur durch den einen, wahrend 
die zwei anderen symmetrisch liegen. 1m ersten Fall ist die ent
sprechende Symmetrie durch (2) dargestellt, und sie wird mittels (8) in 

(9) 

und zwei ana loge Gleichungen oder, anders geschrieben, in 

(10) 
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und zwei analoge Gleichungen iiberfiihrt. SolI diese Transformation mit 
(2) zusammenfallen, muB 

(11) 
f~ (i1 e~ (X2 

<Xl <X2 

gelten. 
Zerlegen wir die Roeffizienten in (8) In 

(12) 

so ergeben die Gleiehungen (11), da es ja nur auf die Verhaltnisse 
£1: £2: £3 ankommt: 

( 13 ) £1 = ± el ' £2 = ±e2 , £3 = e3 • 

Dies gibt vier versehiedene M6gliehkeiten. Die entspreehenden Sym
metrien werden: 

(14) oy~ = ±elYl' oy~ = ±e2Y2' oYs = e3 Y3' 

Die Grundketten dieser Symmetrien, also die gesuchten Doppelketten, 
ergeben sieh, wenn man in (14) y' = Y setzt. Dajede der Symmetrien (14), 
wie man leieht sieht, durch Transformation mit jeder der anderen in 
sieh iibergeht, sind je zwei der gefundenen Doppelketten zueinander 
orthogonal. 

Wir haben noeh beziiglieh der Transformation (8) die M6gliehkeit 
in Betraeht zu ziehen, daB eine Doppelkette nur dureh den einen 
Doppelpunkt geht, wahrend die zwei anderen symmetriseh liegen. Die 
entspreehende Symmetrie mag dann dureh (5) gegeben sein; sie geht 
mittels (8) in 
(15) '/:. Y; = I. ~2, '/:. Y: = ~.1:l 

<Xl <X2 <X 2 ;., (\1' 

iiber. Diese fallt mit (5) zusammen, wenn 

(16) 
2-

E3 3 

;., <Xl I <X2 <X3 

N aeh Voraussetzung ist IXl <Xl =1= (X2 <X2 , und es gibt demnaeh keine Doppel
ketten dieser Art. Also: 

II. Eine Antikollineation mit drei und nur drei verschiedenen Doppel
punkten hat vier Doppelketten; diese gehen alle durch die drei Doppel
punkte und sind paarweise zueinander orthogonal. 

Wir gehen nun zu der Antikollineation mit einem einzigen Doppel
punkt und einem einzigen involutorisehen Paar iiber. Ihre Gleichungen 
seien [Rap. XI, § 1, (27)J: 

( 17) 

wo IXI ~2' (X2 ~l' (X3 ~3 paarweise verschieden sind. 
Die Symmetrie (2) geht mittels dieser Transformation in 

( 18) 
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iiber. Diese stimmt mit (2) iiberein, wenn 

(19) 81 E2 (il ~~2 (i2_ 

IXI IX2 

Dies ist aber unmoglich, weil ja nach Voraussetzung IXl <i2 =f= IX2 <il' 

Wir versuchen es demnach mit der Symmetrie (5). Diese geht durch 
(17) III 

(20) 

iiber. Zur Bestimmung von A und ea erhalt man: 

(21) 
l2(i2 (il 

;;-. 
IXI A IX2 

Setzt man, wie oben, 

(22) 

so findet man, da es ja wieder nur auf die Verhaltnisse ankommt: 

(23) , ,r;:-;: yt;. 1" = _1_ . yt;. 
A = Vel e2 • ,,- ,A ,ea = ea· 

rt2 Vel e2 (r; 

Die zwei Wurzeln Vtl und Vt2 konnen positiv gewahlt werden. In 
den Ausdriicken fUr A und I solI derselbe - aber beliebig gewahlte -
Wert der Wurzel V el e2 gebraucht werden. 

Es gibt also zwei selbstentsprechende Symmetrien; ihre Gleichungen 
sind 

]eder Wert von yel e2 ergibt eine der Symmetrien. Die entsprechen
den Doppelketten ergeben sich, wenn man in (24) Y' = Y setzt. Man 
verifiziert leicht, daB die eine der Symmetrien (24) durch Transformation 
mit der anderen in sich iibergeht, so daB die gefundenen Doppelketten 
zueinander orthogonal sind. - Wir haben also: 

III. Eine Antikollineation mit nur einem Doppelpunkt E und einem 
involutorischen Paar (F, G) enthalt zwei Doppelketten; diese sind zu
einander orthogonal; beide gehen durch E, wahrend Fund G in bezug auf 
beide symmetrisch liegen. 

Mit der Bestimmung der Doppelketten ist auch die Frage erledigt, 
ob die gegebene Beziehung nach Transformation mitte1s einer passend 
gewahlten linearen Transformation sich mit reellen Koeffizienten 
schreiben laBt. Eine beliebige zweidimensionale Kette laBt sich nam
lich immer durch eine projektive Transformation in die Kette der 
reellen Punkte einer reellen Ebene transformieren. Man hat deshalb 
dem friiheren zufolge (vgl. § 1) : 
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IV. Eine Kollineation liif3t sick nur in speziellen Fiillen, eine Anti
kollineation dagegen immer mit reellen Translormationskoettizienten 
darstellen. 

Wenn eine lineare Transformation der betrachteten Eigenschaft 
gefunden ist, so hat man sofort unendlich viele, namlich alle diejenigen, 
welche sich aus der ersten durch Hinzufiigung reeller linearer Trans
formationen ableiten lassen. Wir betrachten unten nur solche lineare 
Transformationen als verschieden, welche nicht durch reelle Trans
formation ineinander iibergefiihrt werden konnen. 

Bei der Bestimmung dieser 'Obergangstransformationen halten wir 
uns an die friiher erwahnten allgemeinen Falle. Es gibt dann immer 
ein sich selbst entsprechendes Dreieck, und dieses wird als Koordinaten
dreieck gewahlt. 

Wir beginnen mit der Symmetralitat; sie habe zunachst drei Doppel
punkte. Ihre Gleichungen seien 

(25) eXl = £Xl Xl , ex~ = £X2X2, exa = £X3XS' 
wo 
(26) £Xl = tl el , £x2 = tael , £Xs = t3eS' 

Jede Koordinatenachse ist eine Doppelgerade und wird durch eine 
eindimensionale Symmetralitat in sich transformiert. Diese Trans
formationen lassen sich, wie am SchluB des Kap. VI, § 3 ausgefiihrt 
wurde, mit reellen Koeffizienten schreiben, und wir finden in dieser 
Weise die lineare Transformation 

(27) aYl = YeIYI' ay~ = ye;Y2' a~ = (e;Y3; 
welche (25) in 
(28) eXl=tIXI' eX~=t2X2' eX~=t3x3 
iiberfiihrt, wo die Koeffizienten reell sind. 

Da jede der Wurzeln -ve;., -ye;., ye3 zweideutig ist, gibt (27) vier 
verschiedene Moglichkeiten, die alle brauchbar sind. 

Es habe nun die Symmetralitat einen Doppelpunkt und ein in
volutorisches Paar. Die Gleichungen seien 
(29) eXl = £XI X2 , ex~ = £X2 XI , exs = £X3X3, 
wo die Koeffizienten wieder wie in (26) zedegt gedacht seien. 

Die Gerade X3 = 0 ist eine Doppelgerade, und die innerhalb dieser 
bestimmte Symmetralitat laBt sich - wieder durch den SchluB des 
Kap. VI, § 3 - in eine Symmetralitat mit reellen Koeffizienten iiber
fiihren. Dies geschieht mittels der Projektivitat 

(30) aYI = ~(Yl - iy;), aY2 = -Yt2 (Yl + iY2) . 

Fiigen wir O'Y3 = Vel + e2 Ya hierzu, d. h. benutzen wir die line are 
e3 

Transformation der Ebene 

(31) aYI = -Ytl (Yl - ii2), aYa = (r;(Yl + iy~), aY3 = Vel! e2 Y;, 
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so wird (29) in 

1 
e~~ = ~ ttl {t; {(el .+ e2) Xl + i (el - e2) x2}, 

(32) eX2 - "2 ¥tl {t; {-z (el - e2) Xl + (e2 + e2) X 2}, 

exs = ta (e} + e2) Xa 

iiberfiihrt. Da £ (el - e2): (el + e2) reeil ist, werden nach Division mit 
el + e2 aile Koeffizienten der rechten Seite in (32) reell. 

Es gibt zwei verschiedene Transformationen (31), entsprechend den ,--
zwei Werten von vel + e2 . 

ea 
Zuletzt betrachten wir die zwei speziellen Falle einer Kollineation, 

wo es eine Doppelkette gibt. 
Der erste Fall, wo die Koeffizienten lXI' lX2' lXa nach (4) reelle Ver

haltnisse haben, erfordert keine nahere Besprechung; im zweiten gilt (7) : 

(33) 
(Xa (il ex •. 

Setzen wir lXa = taea, und transformieren wir (1) mittels I aYI = Yl - iY2, 
(34) aYli = y~ + iY2 , 

aYa = Ya, 
so konnen wir das Resultat folgendermaBen schreiben: 

(35) 

ex~ = -21 {(lXI + lXa) Xl - i (lXI - lX2) X 2}, ea 

eX2 = 2~3 {i (lXI - lX2) Xl + (lXI + lX2) X 2}, 

exs = taxs' 

wo die Koeffizienten reeil sind, da (Xl + (Xa und i((X1 - (Xa) nach (33) 
ea ea 

diese Eigenschaft haben. 

Dritter Abschnitt. 

Metrik in projektiver Auffassung. 

XIII. Ka pitel. 

Einfiihrung in die Metrik. 
§ 1. Das absolute Polarsystem. 

In den vorigen Abschnitten waren reelle und imaginare Elemente 
gleichberechtigt. In diesem Abschnitt wird es sich besonders urn reelle 
Elemente hande1n; Punkte oder Gerade, welche imaginar sind, sollen 
immer als solche angegeben werden. 
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Um nun Streeken, Winkel usw. dureh ZahlengroBen zu eharak
terisieren, ist es zunaehst notwendig, eine Regel anzugeben, wonaeh 
zwei geometrisehe Figuren derselben Art als gleieh groB zu betraehten sind 
oder nicht. DiesZiel wird erreieht, indem man eine Gesamtheit von Trans
formationen wahlt, weIche definitionsgemiiB die GroBen nieht andern; 
diese Transformationen werden Fundamentaltransformationen genannt. 

Die FundamentaItransformationen konnen natiirlieh bis zu einem 
gewissen Grad beliebig gewahlt werden; doeh wollen wir die foIgenden, 
sehr natiirliehen F orderungen aufstellen: 

I. Die Fund{lmentaltransformationen sollen eine Gruppe bilden, welche 
insbesondere die Identitat E enthiilt. 

1st dies erfilllt, haben zusammenfalIende Figuren dieselbe GroBe, 
und zwei Figuren, weIche mit derselben dritten gleieh groB sind, haben 
aueh untereinander dieselbe GroBe. 

II. Die Fundamentaltransformationen sollen proiektive Transfor
mationen sein. 

Hierzu kommt noeh die folgende wesentliehe Forderung: 
III. Sind A und B zwei Punkte und a und b zwei durch A bzw. B 

gehende orientierte Gerade, dann gibt es zwei und nur zwei Fundamental
transformationen, welche A in B und gleichzeitig a in b (inklusive 
Orientierung) uberluhren. . 

Die Forderung III solI aueh gelten, wenn die zwei Punkte oder 
die zwei Gerade (oder beide gleichzeitig) zusammenfalIen. 

Wir wollen nun die zwei Fundamentaltransformationen betraehten, 
weIche einen Punkt A und eine dureh diesen gehende, orientierte Gerade a 
in sieh iiberfiihren. Die eine ist nach Forderung I die Identitat, die 
andere werde Sa genannt. Sa ist involutoriseh; denn sonst hatte 
man auBer E zwei FundamentaItransformationen Sa und 5;;1, wo A 
und a in sich selbst iibergehen, was nach III unmoglieh ist. Die Trans
formation der Punkte innerhalb a muB die Identitat sein; denn sonst 
ware sie eine hyperbolisehe Involution, und diese kehrt die Orientierung 
der Geraden a urn. 

Die FundamentaItransformation Sa' die wir hier eine Symmetrie 
in bezug auf a nennen wollen, ist also eine harmonische Homologie 
mit dieser Geraden aIs Aehse. Das zugehorige Homologiezentrum liegt 
auBerhaIb der Geraden a; es wird der absolute Pol der Geraden a 
genannt. Jede dureh ein Paar von entspreehenden Punkten gehende 
Gerade wird dureh Sa in sich selbst iiberfiihrt und geht also durch den 
absoluten Pol. - Wir zeigen nun: 

IV. Wenn eine Gerade b durch den absoluten Pol einer Geraden a 
geht, dann geht auch a durch den absoluten Pol von b. 

Die Transformation SaSbSa fiihrt namlich jeden Punkt von b in 
sich selbst iiber. Man hat delnnach: 
(1) SaSbSa = Sb, 
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denn die Transformation auf -der linken Seite von (1) kann nicht die 
Identitat sein. Nun laBt sich die Gleichung (1) auch in der Form 

(2) 

schreiben; dies sagt aus, daB die Symmetrie Sa durch Transformation 
mit Sb in sich selbst iibergeht, und dies gilt dann auch fUr ihre Achse a; 
also geht a durch den absoluten Pol von b, was zu beweisen war. 

Man sagt in diesem Fall, daB a und b aufeinander senkrecht stehen 
(a 1- b). 

Wie oben angefUhrt, gibt es zu jeder Geraden einen bestimmten 
(auBerhalb ihr liegenden) absoluten Pol. Umgekehrt konnen wir zeigen, 
daB auch jeder Punkt Peine bestimmte absolute Polare hat. Es sei 
namlich a eine beliebige, durch P gehende Gerade mit dem absoluten 
Pol A; femer sei B der absolute Pol der Geraden b = P A. Die Gerade 
AB ist dann nach Satz IV die absolute Polare von P. Man hat dann: 

V. Die Geraden und ihre absoluten Pole bilden ein (nichtausgeartetes) 
reelles Polarsystem, "das absolute Polarsystem". 

Es gilt femer: 
VI. Jede Fundamentaltransformation fiihrt das absolute Polarsystem 

in sich iiber. 
Es sei namlich T eine beliebige Fundamentaltransformation, a 

und a' ein Paar von entsprechenden Geraden. Die Transformation 
T-l SaT laBt aIle Punkte der Geraden a' ungeandert; also ist 

Dann geht aber auch der absolute Pol von a III den absoluten Pol 
von a' iiber, womit VI bewiesen ist. 

Dem absoluten Polarsystem entspricht ein Kegelschnitt Q, in bezug 
auf welchen entsprechende Punkte und Gerade Pole und Polaren sind. 
Also: 

VII. Es gibt einen (nichtausgearteten) reellen oder imaginiiren Kegel
schnitt Q, welcher durch alle Fundamentaltransformationen in sich selbst 
iibergeht. Senkrechte Gerade sind konjugierte Gerade in bezug auf fJ. 

Wir haben also gesehen: Sollen die Forderungen I-III fUr die 
ganze Ebene erfiillt sein, dann muB es ein in bezug auf die Fundamental
transformationen invariantes, regulares Polarsystem mit zugehorigem, 
invariantem Fundamentalkegelschnitt Q geben. Q muB femer imaginar 
sein, denn sonst hatte man sowohl Q schneidende als Q nichtschneidende 
reelle Gerade, was nach der Forderung III unmoglich ist. DaB um
gekehrt ein imaginarer Kegelschnitt mit einem reellen Polarsystem 
eine Gruppe von FundamentaItransformationen bestimmt, welche den 
Forderungen I-III geniigen, werden wir in § 2 sehen. 

Wir werden im folgenden auch regulare Polarsysteme mit 
reellem Fundamentalkegelschnitt sowie singulare Polarsysteme mit 
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ausgeartetem Fundamentalkegelschnitt in Betracht ziehen und ver
suchen, Teilgebiete E der Ebene zu finden, innerhalb welcher die Forde
rungen I-III erfiillt sind. Es wird dann, wie oben, jede Gerade von E 
einen absoluten Pol haben, aber dieser kann sehr wohl auBerhalb E liegen. 

Die singuHiren Polarsysteme, die wir anHinglich zulassen werden, 
konnen wir am leichtesten durch die Art des Fundamentalkegelschnittes 
!J charakterisieren: 

Punktort: 

1. eine doppelt zahlende reelle 
gerade Punktreihe, 

2. eine doppelt zahlende reelle 
gerade Punktreihe, 

3. zwei konjugiert imaginare 
gerade Punktreihen, 

4. zwei reelle gerade Punkt
reihen, 

5. eine doppelt zahlende reelle 
gerade Punktreihe, 

Geradenort: 

zwei konjugiert imaginare Ge
raden biischel ; 
zwei reelle Geradenbiischel; 

ein doppelt zahlendes reelles Ge
raden biischel ; 
ein doppelt zahlendes reelles Ge
raden biischel ; 
ein doppelt zahlendes reelles Ge
radenbiischel. 

Wir werden schon an dieser Stelle eine neue Forderung angeben, die 
aus Griinden, welche wir bald (§ 2) besprechen werden, sehr natiirlich ist: 

Die durch einen beliebigen festen Punkt gehenden Paare von kon
jugierten Geraden in bezug auf !J bilden eine (regulare oder singulare) 
Involution. Wir verlangen, dafJ diese Involution fur alle Punkte des 
betrachteten Gebietes E regular und elliptisch sein soU. Dann miissen die 
vier letzten der obigen flinf FaIle ausgeschlossen werden, und es er
iibrigt insgesamt, die folgenden drei FaIle zu betrachten: 

A. !J ist nicht ausgeartet und reeIl (hyperbolische Geometrie), 
B. !J ist nicht ausgeartet und imaginar, das zugehOrige Polarsystem 

aber reeIl (elliptische Geometrie), 
C. Q ist als Punktort eine doppelt zahlende reeIle gerade Punkt

reihe, als Geradenort ein Paarvon konjugiert imaginaren Geradenbiischeln 
(euklidische Geometrie). 

§ 2. Lange und Winkel. 
Wir beginnen mit der hyperbolischen Geometrie, wo !J reell und 

nicht ausgeartet ist. Hier miissen aIle auBeren Punkte ausgeschlossen 
werden; denn durch einen solchen Punkt gehen sowohl Gerade, welche !J 
schneiden, als Gerade, welche !J nicht schneiden, was mit der Forde
rung III des § 1 nicht vereinbar ist. 

Wir miissen deshalb das Gebiet auf das Innere des Kegelschnittes Q 
einschranken. Eine solche Begrenzung ist iibrigens auch eine Folge 
der am SchluB des § 1 aufgeste~ten neuen Forderung. 



Kap. XIII. § 2. Lange und Winkel. 159 

Die inneren Punkte werden in der hyperbolischen Geometrie auch 
eigentliche Punkte genannt; die Punkte von Q heiBen Grenzpunkte 
oder absolute Punkte, die auBeren Punkte auch uneigentliche Punkte. 
Ebenso spricht man von einer eigentlichen Geraden, einer Grenzgeraden 
(absoluten Geraden) oder einer uneigentlichen Geraden, je nachdem 
die Gerade in das innere Gebiet eindringt, Q beriihrt oder ganz im 
.A.uBeren verlauft. Eine eigentliche Gerade enthalt zwei Grenzpunkte. 
Die Orientierung einer solchen Geraden ist offenbar mit der Angabe 
der Reihenfolge dieser Grenzpunkte U und V gleichwertig; wir set zen 
fest, daB wir U und V den negativen bzw. den positiven Grenzpunkt 
nennen, wenn die Orientierung innerhalb Q von U nach V lauft. 

Man sieht nun leicht, daB die Gesamtheit der eigentlichen Punkte 
und Geraden aIle Forderungen von § 1 erfiillt, wenn wir als Fundamental
transformationen die Gruppe derjenigen projektiven Transformationen 
wahlen, welche Q in sich iiberfiihren. Insbesondere fUr die Forderung III 
ergibt sich der Beweis folgendermaBen: Es seien A und A I zwei eigent
liche Punkte, a und a' zwei durch A bzw. A' gehende orientierte Ge
rade mit den positiven Grenzpunkten V bzw. V'. Die paarweise kon
jugiert imaginaren Tangenten durch A und A' an Q mogen in (P, Q) 
bzw. (P', Q') beriihren. Durch 

APQ V A A' P'Q'V' und APQVAA'Q'P'V' 

sind zwei Kollineationen der Ebene bestimmt, welche Q in sich iiber
fUhren; diese sind die gesuchten Fundamentaltransformationen. 

Wir wollen nun MaBzahlen fUr die Lange von Strecken einfUhren; 
es solI dies so geschehen, daB folgende Bedingungen erfiillt sind: 

a) Wenn zwei Strecken nach § 1 gleich groB sind (d. h. durch Funda
mentaltransformation ineinander iiberfiihrbar sind), dann sollen sie 
bei entsprechenden Orientierungen auch diese1be MaBzahl haben; 

b) Wenn drei Punkte A, B, C in einer Geraden liegen, dann solI fUr 
eine feste Orientierung dieser Geraden 

AB +BC =AC 
gelten. 

Es sei a eine beliebige, orientierte, eigentliche Gerade; negativer 
und positiver Grenzpunkt seien die Punkte U bzw. V. Auf a wahlen 
wir zwei Punkte 0 und E, so daB die Punkte U, 0, E, V in dieser 
Reihenfolge aufeinander folgen. Die Strecke OE wird Einheit genannt. 
Wir konnen nun OE = EE2 abtragen, d. h. den Punkt E2 so festlegen, 
daB (VUOE) = (VUEE2) oder (Kap. V, § 1, Satz II'): 

(1) (VUOE)2 = (VUOE2). 

Durch mehrmaliges Abtragen konnen wir die Punktfolge 

(2) 
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bestimmen. Diese Punkte erhalt man durch Iteration derjenigen Pro
jektivitat n, welche durch 
(3) VUO ... 7". VUE ... 

gegeben ist. Nach Rap. I, § 1, Satz X konvergiert die Folge (2) gegen 
den positiven Grenzpunkt V. 

Ebenso kann das Abtragen nach der anderen Seite ausgefiihrt 
werden, und wir erhalten die Folge 

(4) 

welche durch Iteration von n-1 hervorgeht und gegen U konvergiert. 
Durch 

(5) (VUOX) = (VU X E) 

oder (VUOX) = (UVEX) sind zwei Punkte X bestimmt, namlich die 
Doppelpunkte der durch (U, V) und (0, E) bestimmten Involution; einer 
von diesen liegt innerhalb der Strecke UV und wird mit E1. bezeichnet; 

2 

er liegt zwischen 0 und E. Den Ubergang von E zu E! nennen wir 
Halbierung von OE. 

Durch mehrmaliges Abtragen von OE i nach beiden Seiten erhalten 

wir die Gesamtheit der Punkte E!,-, wo n eine beliebige ganze Zahl ist. 
2 

1st n paar, so findet sich der Punkt schon in einer der Reihen (2) oder (4). 
Der durch p-malige Halbierung entstandene Punkt wird mit E ~ be-

2P 

zeichnet. Durch mehrmaliges Abtragen von OE ~ nach beiden Seiten 
2P 

ergeben sich Punkte, we1che wir mit E ~ bezeichnen. Die zwei Punkte E!,-
• • 

und E~ sind identisch, wenn ; = ;; die Korrespondenz zwischen 
2-

Punkten und Indizes ist also umkehrbar eindeutig. Die Punktmannig-
faltigkeit E!,- (n und p ganze Zahlen, p > 0) solI die von OE ausgehende 

2P 

H auptgruppe genannt werden. 
Man hat sogleich 

(6) (VUOE",) . (VUOEp) = (VUOE",+{J) , 

wenn IX und f3 Zahlen von der Form ; sind. Man braucht nur, urn dies 

zu sehen, IX und f3 auf einen gemeinsamen Neuner zu bringen. Ferner 
sieht man, daB einer Folge von Punkten E", in natiirlicher Reihenfolge 
eine monotone Folge von Parameterwerten IX entspricht, und umgekehrt. 

SindE", undEp Punkte der Hauptgruppe, so setzen wir die LiingeE",Ep 
= {3 - IX. Dann sind die Forderungen a) und b) fiir die Punkte der 
Hauptgruppe erfiillt. Was b) anbelangt, ist dies ganz einleuchtend; 
die Richtigkeit von a) ist sofort ersichtlich, wenn man die vorkommenden 
Parameterwerte auf denselben Nenner bringt. 
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Durch wiederholte Halbierung der Einheitsstrecke entsteht die Folge 

(7) E,E 1 ,E 1 ,· •• E 1 , ••• 

2 4 2P 

Diese Folge konvergiert gegen O. Denn sie ist monoton und hat also 
einen Grenzpunkt S. Dieser Punkt muB aber mit 0 zusammenfallen; 
denn sonst hiitte man eine Strecke OS, mit welcher man durch mehr
malige Verdopplung, also auch durch beliebig wiederholtes Abtragen 
nie tiber E hinaus kommen konnte, was ja unmoglich ist. 

Wir konnen nun zeigen, daB die Hauptgruppe G aut der Strecke UV 
iiberall dicht liegt, d. h. daB es in jedem Intervall AB der genannten 
Strecke Punkte der Hauptgruppe gibt. Urn dies einzusehen, tragen wir die 
Einheitsstrecke OE von A in der Richtung nach B ab und halbieren 
sie so oft, bis wir einen Punkt Al innerhalb AB gefunden haben. Dies 
ist nach dem Obigen immer moglich. Die Strecke AAl tragen wir nach 
beiden Seiten von A aus unbegrenzt oft ab und erhalten die Punktfolge 

(8) ... A_ 2 ,A_ 1 ,A,A1 ,A2 ,··· 

Es sei E", ein ganz beliebiger Punkt von G; er liegt in einem der 
durch (8) bestimmten Intervalle. Durch wiederholtes Abtragen von 
AAI kann man dann - von ElY. ausgehend - einen Punkt von G 
finden, der innerhalb AA l , also auch innerhalb AB liegt, was zu be
welsen war. 

Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt P des Segmentes UV. 
Durch P wird die Hauptgruppe G auf zwei Teilmengen verteilt und daher 

auch die Menge der Zahlen ;. Hierdurch wird eine reelle Zahl x ein

deutig festgelegt, und wir konnen P mit Ex bezeichnen. Verschiedenen 
Punkten P entsprechen dann verschiedene Zahlen x; denn zwischen 
zwei beliebigen Punkten gibt es, wie wir gesehen haben, immer Punkte 
der Hauptgruppe. Einer Folge von Punkten in nattirlicher Ordnung 
entspricht eine monotone Folge von Zahlen. Umgekehrt entspricht auch 
jeder reellen Zahl y ein Punkt Q; wir konnen namlich die Strecke UV 
in zwei Punktmengen teilen: Die Punkte Ex mit x -< y und die Punkte 
Ex mit x> y. Diese Teilung bestimmt nach dem Stetigkeitsaxioml 

einen Punkt Q; dieser Punkt entspricht y. 
W ir haben also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der Punkte 

der Strecke UV zu den reellen Zahlen. Ferner hat man in Analogie zu (6) 

(9) (VUOEx) . (VUOEy) = (VUOEz+y). 

Denn das Produkt auf der linken Seite ist gleich einem Wurf (VUOEz)' 
so daB 0( + fJ < z, wenn (X < x, fJ < y, und (X + fJ > z, wenn (X > x, 
fJ > y, wo (X und fJ Parameter von Punkten der Hauptgruppe sind; 
also ist z = x + y. 

1 ENRIQUES: S. 66. 

Iuel, Projektive Geometrie. 11 
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Wir setzen nun fur beliebige Punkte Ex und E" des Segmentes UV 
die Lange ExElI = Y - x. Dann ist, wie unmitte1bar ersichtlich, die 
Forderung b) erfiillt. Ferner ist nach (9) 

(VUOEx)' (VUOElI - x) = (VUOElI). 

Hieraus findet man: 

(VUOElI _x) = (VUExElI). 

Man sieht dann leicht ein, daB auch die Forderung a) erfiillt ist. 
Es ist zu bemerken, daB die MaBzahl einer beliebigen Strecke die

selbe bleibt, wenn man statt OE eine andere Einheit 0' E' von derselben 
Lange benutzt. Dies folgt unter Benutzung der Projektivitat, welche 
0' E' in OE iiberfiihrt, aus a). 

Mit Riicksicht auf (9) setzen wir rein formal 

2x 
(10) (VUOEx) = e k, 

wo k eine beliebige, positive Konstante ist, oder, was dasselbe bedeuten 
soll: 
(11) x = !klog(VUOEx)' 

wo die Gleichungen (10) und (11) als Einfiihrung der Exponential
funktion und der Logarithmusfunktion betrachtet werden k6nnen. Es 
gelten dann nach (9) die gew6hnlichen Funktionalgleichungen 

(12) eHft = e.i • eft, log (aT) = logo + 10gT. 

.i+ -,; ;. -,; 
Wie iiblich bezeichnen wir e 2 e mit Cos). und e -2e - mit Sin).. 

Aus (12) in Verbindung mit (10) und (11) ergibt sich fiir die Lange <5 
zweier beliebiger Punkte P und Q der Geraden a: 

2~ 

(13) (VUPQ) = ek , <5 = !klog(VUPQ). 

Die Formeln (13) geben die hyperbolische Langenmessung in ge
w6hnlicher Form. Wir k6nnen sie aber auch auf andere Weise schreiben. 
Es sei /1. ein innerhalb Q liegender Kegelschnitt, welcher Q in U und V 
doppelt beriihrt (eine Abstandslinie der Geraden a, vgl. Kap. XIV, 
§ 1), und es sei A der Pol von a in bezug auf fl (und Q). Ferner 
seien PI und Ql Schnittpunkte von fl mit AP bzw. AQ, welche auf 
demselben Bogen UV von fl liegen. Nach Kap. VII, § 2, Satz II ist 

dann (VUPQ) = (VUP1Ql)2, 
~ 

und wir haben also, da ek und (VUP1Ql) positiv sind: 
~ 

14) (VUP1Ql) = ek , <5 = klog(VUP1Qt). 
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Hat man auf einer einzigen orientierten Geraden a eine Einheit 
gewahlt, dann laBt sich diese mittels einer Fundamentaltransfor
mation auf eine andere orientierte Gerade a1 iiberfiihren. Nun laBt 
sich ja a durah mehrere Fundamentaltransformationen in a1 iiberfiihren; 
aber man erhalt nach dem Obigen fiir jede bestimmte Strecke von a1 

immer dieselbe MaBzahl. Wir konnen somit alle Strecken des betrachte
ten Gebietes widerspruchslos mit MaBzahlen versehen. 

Wir gehen nun zur Winkelmessung iiber; nur Winkel, deren 
Scheitel eigentliche Punkte sind, kommen in Betracht. Die Schenkel 
eines solchen Winkels denken wir uns zunachst als nichtorientiert. 
Dagegen wollen wir eine bestimmte Orientierung fiir den Scheite1, d. h. 
einen bestimmten Umlaufssinn urn diesen Punkt fixiert denken. 

Wir betrachten einen festen, orientierten Punkt A und wollen zuerst 
eine MaBbestimmung fiir Winkel mit diesem Punkt als Scheitel angeben. 
Die zwei konjugiert imaginaren Tangenten durch A an Q (die absoluten 
Geraden durch A) seien u und v; sie sind durch die elliptische Involution 
(mit ihren zwei Orientierungen) von konjugierten Geraden durch A 
gegeben. Es sei u die "erste" absolute Gerade, d. h. die Tangente, 
fiir die die Orientierung der Involution mit der Orientierung von A iiber
einstimmt. 

Es seien nun ° und 1 zwei beliebige konjugierte Gerade durch A. 
Dieses Geradenpaar teilt die projektive Ebene in zwei Gebiete [0l]1 
und [0l]2; [olJI sei das Gebiet, welches von der Geraden ° beschrieben 
wird, wenn sie urn A in der durch die Orientierung von A bestimmten 
Richtung gedreht wird, bis sie zum erstenmal mit 1 zusammenfallt. 

Wir bestimmen nun eine durch A gehende Gerade x, so daB 

(15) (vuol) = (VUOX)2. 

Es gibt zwei solche; sie sind die Doppelstrahlen der durch (u, v) 
und (0,1) bestimmten Involution; eine von diesen liegt im Ge
biet [Ol]l' und sie werde mit II bezeichnet ["Halbieren des Winkels 

"2 
(ol)"J; die andere bezeichnen wir mit 13 • Durch mehrmaliges Abtragen 

y 

von (0 It) von ° aus erreicht man I!, 1, l~ unddann wieder 0, Ii' I,ll usw. 

Die Gerade ° kann demnach passend auch mit 12 B bezeichnet werden, 
Ii auch mit ll+28 usw., wo seine beliebige ganze Zahl ist. 

Durch mehrmaliges Halbieren und Abtrageh erhaIt man in analoger 
Weise eine Geradenmannigfaltigkeit I!!... (n und p ganze Zahlen, p ~ 0), 

2P 

die von 01 ausgehende Hauptgruppe von Geraden. Fiir festes p 
und 0 <: n < 2p+1 bilden diese Geraden fiir wachsende n eine mono-

tone Folge, fiir 2P+1 <: n < 2P+2 ergeben sich fiir wachsende n 
genau dieselben Geraden in derselben Reihenfolge usw. Die Gerade In 

2P 

11* 
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ist also mit In identisch (s belie big ganz). Sind l", und lfl Gerade 
2P +28 

der Hauptgruppe, so hat man in Analogie zu (6): 

(16) (vuol",) • (vuolp) = (vuol",+p). 

Fur Gerade der Hauptgruppe definieren wir nun: 

(17) <;: (l",lp) = ~ (,8 - (X + 2s). 

Dann gelten fiir solche Gerade die zu a) und b) dualen Forderungen, 
die letzte jedoch mit der Einschrankung, daB statt des Gleichheits
zeichens das Kongruenzzeichen modulo n zu setzen ist. Insbesondere 

ist <}: (ol) = ~ + sn. 

Wie friiher erkennt man, daB die Folge 

l, II , ll' ... 11, ... 
2 4 2P 

gegen 0 konvergiert und die Hauptgruppe im Geradenbiischel mit dem 
Zentrum A iiberall dicht liegt. Man kann demnach jeder Geraden peine 
Serie von Parameterwerten x + 2s zuordnen, und die Gerade kann mit 
lx oder allgemeiner mit la;+23 bezeichnet werden. Verschiedene Gerade 
haben verschiedene Parameterserien. Es gilt wieder: 

(18) (vuolx) • (vuoly) = (vuolx+y ). 

Wir definieren nun fur beliebige Gerade durch A: 

( 19) 

Die zu a) und b) dualen Forderungen sind dann in derselben Weise 
wie innerhalb der Hauptgruppe erfiillt. Das WinkelmaB ist periodisch 
mit der Periode n. 

Wir setzen hier: 

(20) 

Die auf diese Weise eingefiihrteExponentialfunktion ist periodisch mit 
der Periode 2ni, und die logarithmische Funktion ist fiir jedes Argument 
nur bis auf ein Multiplum von 2ni festgelegt. Es gelten wieder die Funk
tionalgleichungen (14), die letzte jedoch nur als Kongruenz modulo 2ni. 

Ferner hat man, wenn p und q zwei beliebige, durch A gehende 
Gerade, sind und <;: (pq) = cp ist: 

1 
(21) (vupq) = e2i 'P, cp = 2i log(vupq). 

eO. + e-iJ. eO. _ e-iJ. 
Wie gew6hnlich bezeichnen wir 2 mit cos).. und ~--

mit sinA. 
Wir wollen nun die Winkelmessung verfeinern, indem wir die 

Orientierung der Schenkel beriicksichtigen. 
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Es sei A der oben betrachtete Scheitel; die absoluten Geraden 1t 

und v mogen Q in U bzw. V beruhren. Ferner sei x ein beliebiger, 
aber fester Kegelschnitt, welcher Q in den Punkten U und V doppelt be
ruhrt und innerhalb Q liegt (ein hyperbolischer Kreis mit dem Zentrum A, 
vgl. Kap. XIV, § 1); durch den gegebenen Umlauf urn A wird auch ein 
bestimmter "positiver" Umlaufsinn auf x festgelegt. Ferner sei a 
eine beliebige, durch A gehende Gerade, welche x in den Punkten 5 
und T schneidet ; wenn a orientiert ist, und diese Orientierung innerhalb x 
von 5 nach T lauft, bezeichnen wir 5 und T als den negativen bzw. 
den positiven Schnittpunkt von a mit x. 

Es mogen nun die obigen Geraden 0 und l orientiert sein, und die 
positiven Schnittpunkte mit x seien 0 bzw. L. Durch 

(VUOL) = (VULL 2) 

ist ein Punkt L2 von x eindeutig bestimmt, und dieser ist offenbar der 
zweite Schnittpunkt von AO mit x, denn die entsprechende Projektivi
tat der Ebene vertauscht die Geraden 0 und l. Durch Iteration geht L2 
in den zweiten Schnittpunkt L3 von AL mit x uber, und durch noch
malige Iteration kehrt dieser Punkt wieder nach 0 zuruck. 

Durch (VUOL) = (VUOX)2 

werden wie oben zwei Punkte von x festgelegt; derjenige Punkt, 
welcher zuerst getroffen wird, wenn sich ein Punkt, von 0 ausgehend, in 
positiver Richtung auf x bewegt, wird mit L1. bezeichnet; L1. ist der eine 

2 2 

Schnittpunkt von I1. mit x. Durch Fortsetzung erhalten wir eine Haupt-
2 

gruppe L",- von Punkten auf x, und hierdurch weiter eine Darstellung 
2P 

eines beliebigen Punktes von x als Lx+4s (s beliebig ganz). Lx ist der 
eine Schnittpunkt von Ix mit x. 

Sind nun Lx und Ly die positiven Schnittpunkte zweier durch A 
gehenden orientierten Geraden, so setzen wir den entsprechenden Winkel 

(22) -1: (L",A Ly) = -i (y - x + 4s) . 

Die zu a) und b) dualen Forderungen sind dann wieder erfullt, die 
letzte jedoch nur modulo 2n. 

Dieses WinkelmaB ist pcriodisch mit der Periode 2 n; die Reihe (22) 
ist in der Reihc (17) enthalten. In Ubereinstimmung mit Kap. VII, 
§ 2, Satz II setzen wir: 

(23) 
1 

x = -.log(VUOL.,). z 

Sind p und q zwei orientierte Gerade durch A, deren positive Schnitt
punkte mit x bzw. P und Q sind, so erhalten wir fUr -s: (PAQ) = cp: 

(24) (VUPQ) = eiq;, 1 
q; = -:-log(VUPQ). z 
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Der Kegelschnitt x kann auf unendlich viele Weisen gewahlt werden; 
zwei verschiedene Kegelschnitte Xl und X 2 bestimmen aber dieselbe 
Winkelmessung, was man mittels einer Homologie mit A als Zentrum 
und der gemeinsamen Polaren desselben in bezug auf Xl und x 2 als Achse 
einsieht. Insbesondere kann man fiir X den Fundamentalkegelschnitt Q 
selbst wahlen. 

Durch Fundamentaltransformationen kann die Winkelmessung auf 
Winkel mit beliebigem Scheitel iiberfiihrt werden. 

Es sei noch bemerkt, daB man in der hyperbolischen Geometrie die 
Orientierungen der verschiedenen Punkte miteinander vergleichen kann, 
indem man sie mit einer festen Orientierung von Q in Verbindung setzt. 
Man sagt, daB zwei Punkte dieselbe Orientierung haben, wenn ihre 
Umlaufe, auf Q projiziert, denselben Umlauf ergeben. - Einen 
Umlaufssinn auf Q zu wahlen, heiBt auch "die hyperbolische Ebene zu 
orien tieren" . 

Aus den obigen Ausfiihrungen sieht man, daB die Bedeutung der 
am SchluB des § 1 eingefiihrten Forderung darin liegt, daB das Winkel
maB periodisch wird - daB man also durch mehrmaliges Abtragen 
eines Winkels ganz urn den Scheitel herumkommen kann. Die erwahnte 
Forderung wurde eben gestellt, weil man auf dieses anschauliche Moment 
nicht verzich ten will. 

Wir gehen nun zum zweiten Fall iiber, wo Q imaginar, das zu
gehOrige Polarsystem aber reell ist ("elliptische Geometrie"). 

Die Fundamentaltransformationen sind wieder die reellen projek
tiven Transformationen, welche Q in sich selbst iiberfiihren, und diese 
Transformationen erfiillen in diesem Fall alle Forderungen des § 1 
innerhalb der ganzen projektiven Ebene. Insbesondere ergibt sich die 
Richtigkeit der Forderung III ganz wie in der hyperbolischen Geometrie. 

Jede reelle Gerade a enthalt hier zwei konjugiert imaginare absolute 
Punkte U und V. Diese konnen nicht, wie in der hyperbolischen Geo
metrie, durch fortgesetztes Abtragen approximiert werden; gleichwohl 
kann ihre Reihenfolge mit der Orientierung von a in Verbindung gesetzt 
werden, und zwar folgendermaBen: U und V sind durch eine elliptische 
Involution (mit ihren zwei Orientierungen) von konjugierten Punkt
paaren in bezug auf Q festgelegt; derjenige Punkt, etwa U, fiir den 
die Orientierung der Involution mit der Orientierung von a iiberein-
stimmt, werde als der erste absolute Punkt bezeichnet. . 

Ein Punkt A wird wie in der hyperbolischen Geometrie durch einen 
bestimmten Umlaufsinn in dem entsprechenden Geradenbiischel orien
tiert, und diese Orientierung kann zur Festsetzung der Reihenfolge 
der durch A gehenden absoluten Geraden benutzt werden. Die Orien
tierungsprozesse fiir Punkte und Gerade sind in der elliptischen Geo
metrie vollig dual. 
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Wir gehen nun zur EinfUhrung der Metrik iiber. Fiir die Winkel
messung verlauft die Sache ganz wie in der hyperbolischen Geometrie, 
und wir erhalten, wenn 1: (pq) = rp gesetzt wird, die zwei Formelpaare: 

(25) (vupq) = e2irp , 

und 

(26) (VU PQ) = ei'l, 

1 
rp = ---clog(vupq) 

2t 

1 
rp = -clog(VUPQ) 

t 

mit den Period en n bzw. 2n fUr cp. Als Kurve u kann jeder reelle 
Kegelschnitt gebraucht werden, welcher die imaginare Kurve [J in U 
und V doppelt beriihrt. 

Die Streckenmessung verlauft hier anders als in der hyperbolischen 
Geometrie; wir fiihren sie dual zur Winkelmessung ein. Der einzige 
Unterschied ist, daB wir statt (19) 

(27) ExEy = k· ~ (y - x + 2s) 

setzen, wo k eine beliebige positive Konstante ist. Der Abstand zwischen 

kon j ugierten Punkten in bezug auf [J wird dann k (~ + P n) . 
Die zu (25) analogen Formeln werden dann mit AB = 15: 

(28) (VUAB) = e k , 
k 

15 = 2i1og(VUAB). 

Wir konnen hier auch das LangenmaB verfeinern, indem wir einen 
reellen Kegelschnitt ,il zu Hilfe nehmen, der [J in U und V doppelt 
beriihrt (elliptischer Kreis mit Zentrum in dem absoluten Pol von AB, 
vgl. Kap. XV, § 1). A und B liegen auBerhalb p; es ergeben sich dann 
die zu (26) analogen Formeln 

(29) (vuab) = e k , 
k 15 = -clog(vuab). 
t 

In (28) und (29) bedeuten U und V den ersten bzw. den zweiten 
absoluten Punkt der Geraden AB, u und v die Tangenten an [J, welche 
in U bzw. V beriihren, a und b die "positiven Tangenten" von A und 
B an It (wo der Begriff "positive Tangente" zum friiher eingefUhrten 
Begriff "positiver Schnittpunkt" dual ist). 

In der hyperbolischen Geometrie konnten wir eine bestimmte Orien
tierung auf dem reellen [J festlegen und dadurch die Orientierungen 
der verschiedenen Punkte miteinander vergleichen. Dies ist in der 
elliptischen Geometrie, wo [J imaginar ist, nicht moglich, in Uberein
stimmung damit, daB in der elliptischen Geometrie eine Gerade die 
Ebene nicht in zwei getrennte Gebiete teilt. 

Wir gehen schlieBlich zum dritten Fall iiber, wo [J als Geradenort in 
zwei Punkte (Geradenbiischel) lund ] ausartet ("euklidische Geo-
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metrie"). Die reelle Verbindungsgerade IJ werde mit u bezeiehnet ("un
endlich ferne Gerade"). Als Gebiet der eigentlichen Punkte nehmen wir 
hier die ganze Ebene mit Ausnahme von u; dann ist die am SchluB des 
§ 1 aufgestellte Forderung erfiillt. Als Gruppe der Fundamentaltrans
formationen k6nnen wir hier nicht die Gruppe der reellen projektiven 
Transformationen, welche das Punktpaar (I, J) invariant lassen, brau
chen, denn diese Gruppe befriedigt nicht die Forderung III des § 1. 
Dagegen Hi.Bt sich, wie wir beweisen werden, eine Untergruppe der ge
nannten Gruppe bestimmen, welche aIle Forderungen I-III erfiillt. 

Zu diesem Zweck wollen wir erst eine Metrik einfiihren. Dieses ge
schieht hier am leiehtesten fUr Winkel. Es seien (ab) und (cd) zwei 
Winkel; die Schnittpunkte von u mit den Geraden a, b, c, d seien bzw. 
A, B, C, D. Wir sagen dann, daB (ab) = (cd), wenn 

30) (l lAB) = (lICD). 

Die Gruppe der Transformationen innerhalb u, welche die Gleich
heit festlegt, wird von den Projektivitaten, welche die Punkte lund J 
invariant lassen, gebildet. Die Winkelmessung der ganzen Ebene wird 
demnach formal identisch mit einer Streckenmessung auf u von der 
Art, die wir schon in der elliptischen Geometrie behandelt haben. Sie 
wird, wie wir ja auch verlangt haben, periodisch. 

Die Angabe einer Streckenmessung (auf den von u verschiedenen 
Geraden) ist schwieriger. Es sei a eine solche Gerade, ihr Schnittpunkt 
mit u sei U. Als Transformationen innerhalb a, welche die Langen
maBe invariant lassen sollen, wahlen wir die Gruppe der parabolischen 
Projektivitaten auf a mit U als Doppelpunkt. Fixieren wir dann eine 
Einheit OE auf a, so k6nnen . wir diese mittels der parabolischen Pro-
jektivitat UUO ... A UUE ... 

nach beiden Seiten beliebig oft abtragen und den entsprechenden 
Punkten En die Parameter n zuordnen. Nach Kap. I, § 1, Satz XI 
konvergieren beide Folgen 

und 

gegen U. Ebenso kann man den Punkt E.l als den Punkt festlegen, 
2 

welcher von U durch 0 und E harmonisch getrennt ist. Die durch fort-
gesetztes Halbieren entstehende Folge 

E, El , El , ... El , ... 
2 4 2P 

konvergiert gegen O. 
Man erhalt in dieser Weise wieder eine Hauptgruppe E ~ (n und p 

2P 

ganze Zahlen, p 2:: 0), welche wie in den friiheren Fallen die Gerade 
iiberall dieht erfUllt. Statt (6) erhalt man hier (Kap. V, § 1, Satz I und I'): 

(31) (UOEEex) + (UOEEp) = (UOEEex+p) , 
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WO iX· und fJ Zahlen von der Form i;; sind. Wir definieren 

E",Ef3 = fJ - IX; 
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dann sind die Forderungen a) und b) innerhalb der Hauptgruppe 
erfullt. 

Wie vorher werden die ubrigen Punkte der Geraden durch das 
Kontinuitatspostulat bestimmt. Es gilt dann fUr beliebige Punkte von a: 

(32) (UOEE",) + (UOEEy) = (UOEEX+y)' 

Die fUr die Hauptgruppe gegebene Definition wird zu 

E",Ey = Y - x 

erweitert, und die Forderungen a) und b) sind dann fUr aIle Punkte 
der Geraden a befriedigt. Das AbstandsmaB ist von der Lage der auf a 
gewahlten Einheit unabhangig. 

Man kann nun zeigen, daB fUr beliebige x und y 

(33 ) 
gilt. 

Die Richtigkeit dieser Gleichung ist namlich leicht einzusehen, wenn x 

fest und y von der Form ;. ist; denn die Projektivitat mit den Doppel

punkten U und 0, weIche E in E", uberfUhrt, transformiert auch Ey in ExV' 
Hieraus folgt aber in ahnlicher Weise wie mehrmals fruher die Richtig
keit von (33) fUr beliebiges y. 

Die Gleichung (33) laBt sich auch in der Form 

(34) (UOEE",). (UOEEy) = (UOEE",y) 

schreiben. Diese zeigt in Verbindung mit (32), daB man mit den Wurfen 
(UOEEx) in ganz derselben Weise wie mit den Zahlen x rechnet; wir 
kannen demnach die Wurfe mit den entsprechenden Zahlen identifi
zieren und 

(35) (UOEE",) = x 

schreiben. Die in Kap. V, § 1 gegebene Wurfrechnung wird dann mit 
der gewohnlichen Zahlenrechnung identisch. So hat man z. B. 

z-x t-x 
(36) (E",EyEzEt) = --- : -t -'. z-y -y 

\Vas bisher von dem LangenmaB gesagt wurde, war im wesentlichen zu 
den fruheren Fallen analog. Die wirklichen Schwierigkeiten treten erst 
ein, wenn man die Skala - also die Einheit - von a auf eine andere 
Gerade b iiberfuhren will. Zunachst mage der Schnittpunkt (ab) in 
einen auf u liegenden Punkt U fallen ("parallele Gerade"). Durch eine 
Homologie mit u als Achse und einem auf u liegenden Punkt V (=f= U) 
als Zentrum laBt sich a in b, also die Einheit von a in eine Ein-
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heit von b iiberfiihren ("Paralleiverschiebung"). Es gibt unendlich 
viele Paralleiverschiebungen, welche a in b iiberfiihren; sind aber n l 

und n 2 zwei solche, so hat man 

wo n* eine Paralleiverschiebung ist, welche b in sich transformiert. 
Demnach werden die durch n l und n 2 auf b bestimmten Einheiten gleich 
groB, denn die durch n* innerhalb b erzeugte Transformation ist ja 
eine parabolische Projektivitat mit U als Doppelpunkt. - Sind ferner 
n l und n 2 Paralleiverschiebungen, welche a in b bzw. c iiberfiihren, 
dann ist n11 n 2 eine Paralleiverschiebung, welche b in c transformiert. 
Eine auf a gewahlte Einheit laBt sich also widerspruchslos auf aIle zu a 
parallele Geraden iiberfUhren. 

Es sei nun u ein fester, durch 1 und J gehender, reeller Kegelschnitt. 
Der Pol von tt in bezug auf " sei 0; er liegt innerhalb u. Auf jeder 
durch 0 gehenden orientierten Geraden wahlen wir als Einheit die 
Strecke von 0 nach dem positiven Schnittpunkt (vgl. S. 165) der 
Geraden mit u. Nachdem also der Kegelschnitt u gewahlt ist, sind 
auf allen durch den PolO gehenden orientierten Geraden und damit auf 
allen orientierten Geraden iiberhaupt (mit Ausnahme von ttl die Ein
heiten festgelegt. 

Ais Gruppe der Fundamentaltransformationen wahlen wir nun in 
der Gruppe aller Transformationen, welche (1, J) invariant lassen, die
jenige Untergruppe rp, deren Transformationen fUr passend gewahlte 
Orientierungen der entsprechenden Geraden die Langen aller Strecken 
ungeandert lassen. 

Damit sind die Forderungen I und II des § 1, wie unmittelbar er
sichtlich, erfUllt; es solI be wiesen werden, daB auch III erfUllt ist. 
Es seien A und A' zwei :f>unkte und a und a' zwei durch A bzw. A' 
gehende orientierte Gerade. Durch eine Paralleiverschiebung n kann A 
in 0 iiberfiihrt werden; dieselbe Transformation mage a in eine Gerade b 
iiberfUhren. Durch eine zweite Paralleiverschiebung n l kann A' in 0 
(und a' in b') transformiert werden. Es seien OEI und OE2 die auf a' 
bzw. b' liegenden Einheiten. Durch 

1JE1 ••• A 1JE2 '" 

ist eine Projektivitat auf u und damit auch eine Kollineation K in der 
ganzen Ebene eindeutig festgelegt. In dieser entspricht die Gerade tt 

sich selbst, ebenso der PolO. Auf allen durch 0 gehenden Geraden wird 
eine Einheit in eine Einheit iiberfiihrt, aber dies gilt dann auch fUr 
beliebige Gerade; denn ein Viereck, welches aus zwei Paaren von par
allelen Geraden gebildet ist (ein "Parallelogramm"), geht in ein eben
solches iiber. - Die Kollineation Kist also eine Fundamentaltrans
formation. 
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Durch I]E1 ... A IIE2 ... 

wird eine zweite Kollineation K* mit analogen Eigenschaften fest
gelegt. 

Damit haben wir zwei Fundamentaltransformationen gefunden, 
namlich nKnll und nK*n11, welche beide (A, a) in (A', a') iiberfiihren. 
Weitere Fundamentaltransformationen dieser Art kann es nicht geben; 
es seien namlich B und B' zwei Punkte auf a bzw. a', so daB AB = A' B' ; 
dann gibt es nur eine Kollineation, welche A, B, I, I in bzw. A', B ' , I, I 
und ebenso n ur eine, welche A, B, I, I in bzw. A', B ' , I, I iiberfiihrt. 

Damit ist bewiesen, daB die Forderung III des § 1 erfUllt ist. DaB 
die betrachteten Fundamentaltransformationen die Gr6Ben der Winkel 
(jedenfalls abgesehen vom Vorzeichen) nicht andern, ist klar. 

Es solI noch bewiesen werden: 
Die gefundene Gruppe C/J von Fundamentaltransformationen ist von 

der Wahl des durch I und I gehenden Kegelschnittes '" unabhiingig. 
Wir haben also zu zeigen, daB man, wenn man statt '" einen anderen 

durch I und ] gehenden Kegelschnitt "'1 benutzt, eine mit C/J identische 
Gruppe C/J1 von Fundamentaltransformationen erhalt. 

DaB die Parallelverschiebungen dieselben sind, ist klar. Es sei nun T 
eine beliebige andere Transformation von C/J; sie kann nach dem Obigen 

T= nKnll 

geschrieben werden, wo K eine Kollineation ist, welche '" in sich selbst 
iiberfiihrt. 

Geht nun insbesondere "'1 aus i< durch eine Parallelverschiebung no 
hervor, so hat man 

wo K1 eine Kollineation ist, welche "'1 in sich selbst iiberfiihrt. T geh6rt 
also auch der Gruppe C/J1 an, so daB C/J in C/J1 ganz enthalten ist. Ebenso 
umgekehrt; also sind die zwei Gruppen identisch. 

Hiernach geniigt es, den Fall zu betrachten, wo die Gerade u den
selben PolO in bezug auf", und "'1 hat. In diesem Fall iiberfiihrt, wie 
wir leicht einsehen k6nnen, jede Kollineation K, welche u und '" in
variant laBt, auch "'1 in sich selbst; denn eine Projektivitat auf"" deren 
Projektivitatsachse u ist, laBt sich in zwei Involutionen zerlegen, deren 
Pole auf u liegen; also kann auch die Kollineation K aus zwei harmoni
schen Homologien zusammengesetzt werden, deren Zentren auf u liegen, 
wahrend die Achsen durch 0 gehen. Demnach fiihrt K die Kurve "'1 
in sich iiber. Jede Transformation T der Gruppe C/J geh6rt dann wieder C/J1 

an, und die zwei Gruppen sind auch in diesem Fall identisch. Damit ist 
der obige Satz bewiesen. 

Aus den obigen Entwicklungen folgt, daB die Kegelschnitte durch I 
und I identisch sind mit den Kurven, welche als Ort der Punkte definiert 
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werden konnen, die einen gegebenen Abstand (Radius) von einem festen 
Punkt (Zentrum) haben. Diese Kurven werden Kreise genannt; das 
Zentrum ist der Pol der unendlich femen Geraden u. 

Auch in der euklidischen Geometrie kann man ein verfeinertes 
WinkelmaB einfiihren. Zu diesem Zweck lege man einen Kreis" urn 
den Scheitel A als Zentrum. Die positiven Schnittpunkte. der Schenkel 
mit" seien P und Q. Man wird dann ganz wie frtiher auf die folgenden 
Formeln geftihrt: 

(37) (JIPQ) = ei'P, q; = ~log(JIPQ). z 

XIV. Kapitel. 

Die hyperbolische Geometrie. 

§ 1. Elementare hyperbolische Geometrie. 
In der hyperbolischen Geometrie sind die Fundamentaltransfor

mationen definiert als diejenigen Kollineationen, welche einen reellen 
Kegelschnitt Q (die "Fundamentalkurve") in sich transformieren. 
Nur eigentliche Punkte und Gerade kommen in Betracht (Kap. XIII, 
§ 2), und wir werden haufig diese schlechthin Punkte und Gerade nennen, 
wenn kein MiBverstandnis moglich ist. Durch mehrmaliges Abtragen 
einer beliebigen Lange auf einer Geraden von einem eigentlichen Punkt 
aus kommt man nie zu einem uneigentlichen Punkt. Diese konnte 
man deshalb auch "unzuganglich" nennen. 

Es seien A und A' zwei Punkte, a und a' zwei durch A bzw. A' 
gehende orientierte Gerade. Da die Forderung III des Kap. XIII, 
§ 1 erfii1lt ist, gibt es genau zwei Fundamentaltransformationen, 
welche (A, a) in (A', a') transformieren, und wir haben frtiher (S.159) 
gesehen, wie diese zu bestimmen sind. Die eine geht aus der anderen 
durch Hinzufiigung einer Symmetrie in bezug auf a' hervor (vgl. 
Kap. XIII, § 1). 1m einen Fall ist deshalb die Projektivitat auf Q 
gleichsinnig, im anderen ungleichsinnig. Nun nennen wir eine Funda
mentaltransformation eine Kongruenztransformation oder eine Sym
metrietransformation, je nachdem die entsprechende Projektivitat auf Q 
gleichsinnig oder ungleichsinn~g ist; wir haben also gezeigt: 

I. Es gibt eine Kongruenztransformation und eine Symmetrietrans
formation, welche (A, a) in (A', a') uberfuhrt. 

Zwei Figuren, welche durch eine Kongruenz- bzw. eine Symmetrie
transformation ineinander tiberftihrt werden k6nnen, heiBen kongruent 
bzw. symmetrisch. 

Eine Kongruenztransformation, welche einen Punkt 0 ungeandert 
laBt, nennt man eine Drehung urn o. In der projektiven Ebene liegt 
dann auch eine uneigentliche Gerade fest, namlich die absolute Polare 
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von O. Die Projektivitat auf Q hat zwei konjugiert imaginare Doppel
punkte; umgekehrt erzeugt jede so1che Projektivitat eine Drehung. 

Eine Kongruenztransformation, we1che eine Gerade p in sich selbst 
iiberfiihrt, nennt man eine Verschiebung langs p. In der projektiven 
Ebene liegt dann auch der uneigentliche Pol zu p fest. Bei einer Ver
schiebung hat die Projektivitat auf Q zwei reelle Doppelpunkte - und 
umgekehrt. 

Wenn endlich die genannte Projektivitat parabolisch ist, bleibt inner
halb Q weder ein Punkt noch eine Gerade fest; wir sprechen dann von 
einer Grenzdrehung (oder Grenzverschiebung). 

Aus dem Obigen folgt: 
II. Eine Figur kann in jede zu ihr kongruente durch eine Drehung, 

eine Verschiebung oder eine Grenzdrehung iiberfiihrt werden. 
Eine ungleichsinnige Projektivitat auf Q hat immer zwei reelle 

Doppelpunkte. Also: 
III. EineFigur kann in jede zu ihr symmetrische durch eineSymmetrie 

in bezug auf eine Gerade und eine Verschiebung liings dieser Geraden 
iiberfuhrt werden. 

Die Gerade ist die Verbindungslinie der erwiihnten Doppelpunkte. 
Die Einbettung der hyperbolischen Ebene in die projektive ergibt 

eine Reihe von weiteren Satzen. 
Zwei Gerade heiBen parallel, wenn sie einander auf Q schneiden. 

Wir haben dann: 
IV. Wenn zwei nichtparaUele Gerade keinen Punkt miteinander ge

mein haben, dann haben sie eine gemeinsame Normale. 
Diese ist die Polare des uneigentlichen Schnittpunktes. Wir k6nnen 

auch sagen: 
V. AUe Gerade, welche durch einen uneigentlichen Punkt gehen, haben 

eine gemeinsame N ormale - und umgekehrt. 
Weiter: 
VI. In der projektiven Ebene ist der Ort der Punkte, welche von einem 

jesten Punkt A einen gegebenen Abstand haben, ein Kegelschnitt, welcher 
mit dem Fundamentalkegelschnitt Q in den kon
jugiert imaginiiren Schnittpunkten mit der abso
luten Polare a von A Doppelberuhrung hat. 

Es schneide namlich (Fig.49) eine belie
bige Gerade m durch A den genannten Ort 
in M und einem zweiten Punkt, die Kurve Q 
in M' und M" und die Polare a in P. Dreht 
sich nun m urn A, so ist der Wurf (M' M" AM) 
wegen der Konstanz des Radius konstant, also auch (AM' M" M) ; 
ebenso (A PM' M") als harmonischer Wurf, also auch (AM' PM"). 
Dann ist auch das Produkt (AM' PM) und also (APMM') konstant. 
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Dies zeigt, daB die betrachtete Kurve durch eine Homologie mit A 
als Zentrum und a als Achse aus Q hervorgeht, wodurch der Satz be
wiesen ist. 

Die' Kurve wird hyp~rbolischer Kreis mit dem Zentrum A und dem 
Radius AM genannt. Die projektive Auffassung zeigt sogleich, daB die 
Tangente in M auf dem Radius AM senkrecht steht (vgl. Fig. 49). 

1m obigen Falle ist auch der Wurf (M' Mil MP) konstant, und dies 
gilt auch, wenn a eigentlich und A uneigentlich sind. Demnach gilt: 

VII. Der Ort der Punkte, welche von einer festen Geraden a einen ge
gebenen Abstand haben, ist ein Kegelschnitt, welcher die Fundamentalkurve 
Q in deren reellen Schnittpunkten mit a beriihrt. 

Die Tangente dieser "Abstandskurve" ist normal zum senkrechten 
Abstand von a. 

Ais Ubergangsform zwischen den hyperbolischen Kreisen und den 
Abstandskurven hat man die Horozyklen, d. h. die Kegelschnitte, 
we1che Q vierpunktig beriihren. 

Wir be mer ken noch: 
VIII. Die drei H ohen eines Dreieckes gehen durch einen Punkt. 
Dies ist nur eine andere Ausdrucksweise des Satzes IX in Kap. I, 

§ 2, wonach zwei konjugierte Dreiecke eines Kegelschnittes perspektiv sind. 
Die Begriffe "innerhalb" und "auBerhalb" beziiglich Kreisen und 

Polygonen k6nnen leicht auf die hyperbolische Ebene iibertragen 
werden, und man kann, ganz wie in der gewohnlichen Geometrie, eine 
groBe Reihe von entsprechenden Sat zen aufstellen und Konstruktionen 
ausfUhren; z. B. kann man durch Kreise den Mittelpunkt einer ge
gebenen Strecke finden, sowie von einem Punkt B die Senkrechte auf 

Fig. 50. 

eine Gerade a konstruieren, sowohl wenn B 
9 auf a als auch wenn er nicht auf a liegt. 

Wir werden an dieser Stelle noch die Aus
fUhrbarkeit zweier fUr die hyperbolische Geo

U' metrie eigentiimlichen Konstruktionen nach
weisen, indem wir nur von eigentlichen Punk
ten und Geraden Gebrauch machen. Die erste 
und wichtigste ist die folgende: 

Duych einen nicht auf einer Geraden a liegen
den Punkt B die zwei zu a parallelen Geraden a' 
und a" zu konstruieren. 

Die Grenzpunkte der Geraden a seien U 
und V (Fig. 50); die gesuchten Geraden sind 
dann a' = UB und a" = VB; der zweite 

Grenzpunkt von a' und a" sei V' bzw. U' . 
Man k<;nstruiert die Gerade BBl = b J_ a und dann die Gerade c .1 b 

durch B. AuBerdem falle man von einem beliebigen Punkt A der 
Geraden a aus die Senkrechte auf c; sie schneide a' und a" in A I bzw. 
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A". Die Geraden a' und a" liegen in bezug auf b und daher auch in 
bezug auf c symmetrisch; also ist BA' = BA". Wir konnen aber zeigen, 
daB diese zwei Strecken auch gleich BI A sind. Hieraus folgt dann 
sofort eine Konstruktion der Punkte A' und A", wodurch die gesuchten 
Parallelen gefunden sind. 

Die erwahnte Gleichheit zeigt man am leichtesten, indem man den 
Kegelschnitt Q benutzt. Die Geraden UU', VV', BIB, AA" gehen alle 
durch denselben Punkt, namlich den absoluten Pol der Geraden c. Die 
drei Wiirfe (VUAB1), (VU'A"B) und (V'UA'B) sind dann perspektiv, 
woraus sofort ABI = A" B = A' B folgt. 

Es wiirde zu weit fUhren, dies durch element are Betrachtungen zu 
begriinden. 

Wir gehen nun zu der zweiten Hauptkonstruktion iiber: 
Fur zwei gegebene, einander n-ichtschneidende (und nichtparallele) 

Gerade a und b ist die gemeinsame N ormale zu bestimmen. 
Durch einen beliebigen Punkt von a ziehe man die zwei Parallelen b' 

und b" zu b und bestimme die Gerade c, welche von a durch b' und b" 
harmonisch getrennt ist; sie schneidet b in einem Punkt Q der gesuchten 
N ormalen. Ebenso findet man den Schnittpunkt R von a mit dieser 
Normalen, und man hat dann nurQ mit R zu verbinden. Die Richtigkeit 
der Konstruktion folgt sofort daraus, daB QR die absolute Polare des 
Schnittpunktes (ab) ist. 

Eine einfache Dberlegung zeigt, daB eine Gerade, welche sowohl 
zu a als zu b parallel sein solI, entweder durch den Mittelpunkt S 
von QR oder durch den (uneigentlichen) Punkt, welcher von S durch 
(Q, R) harmonisch getrennt ist, gehen muB. 

§ 2. Winkelsumme und FlachenmaB. 
Eine der Fragen, die seinerzeit AnlaB zur Entwicklung einer nicht

euklidischen Geometrie gegeben haben, ist die Frage, ob der Satz von 
der Winkelsumme eines Dreiecks - der ja in engster Verbindung mit 
dem Parallelenaxiom steht - sich 
aus den iibrigen fUr die Entwick
lung der Elementargeometrie not
wendigen Voraussetzungen ablei
ten laBt. 

Dies ist, wie wir jetzt wissen, 
nicht der Fall. Man kann namlich ~ BOA R P 
beweisen, daB in der hyperboli- Fig. 51. 

schen Geometrie die Winkelsumme 
in einem Dreieck kleiner, in der elliptischen Geometrie aber groBer als 
zwei Rechte ist. 

Wir fassen an dieser Stelle nur die hyperbolische Geometrie ins Auge 
und betrachten zuerst (Fig. 51) ein Viereck ABeD mit rechten Winkeln 
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in A und B, und wo auBerdem BC = AD ist. Die Figur ist sym
metrisch in bezug auf die Senkrechte auf AB im Mittelpunkte 0; diese 
Gerade ist also auch ..L CD; ihr Schnittpunkt mit CD sei E. Die Ge
rade CD schneidet AB im absoluten Pol P von OE, und eine durch D 
gehende und zu AD senkrechte Gerade schneidet AB im absoluten 
Pol Q von AD. Da (0, P) und (A, Q) Paare einer hyperbolischen 
Involution sind, trennen sie einander nicht. Man sieht hieraus, daB 
der Winkel D im Viereck ABCD kleiner als ein Rechter ist. Die Winkel 
in C und D sind aber gleich groB, woraus folgt, daB die Winkelsumme 
im Viereck ABCD kleiner als vier Rechte ist. 

Es sei nun (Fig. 52-53) ABC ein Dreieck, Ml und M2 die Mittel
punkte von AB und AC und Nl und N2 die Projektionen von B und C 

A A 

m m 

Fig. 52. Fig. 53. 

auf m = M 1 M 2 ; indem man auch A auf m projiziert, sieht man un
mittelbar, daB die Winkelsumme im Dreieck ABC gleich der Summe 
der bei B und C liegenden Winkel im Viereck BN}N2 C ist. Ebenso 
ist BN} gleich CN2. Also hat man nach dem Obigen: 

I. Die Winkelsumme eines Dreieckes ist kleiner als n. 
lIieraus folgt sofort: 
II. Der N ebenwinkel eines Winkels in einem Dreieck ist groper als 

die Summe der zwei anderen Winkel. 

Wir werden nun den Begriff FHichenmaB (Areal) einfiihren und 
dieses MaB durch eine Zahl ausdriicken. lIierbei werden die folgenden 
F orderungen gestellt: 

1. Kongruente Figuren haben dasselbe FlachenmaB. 
2. Wird eine Figur F in zwei Teile F} und F2 geteilt, dann ist 

Areal F = Areal F} + Areal F 2. 

Nach diesen Forderungen ist z. B. das Areal des obengenannten 
Dreiecks ABC gleich dem des Vierecks BN1 N 2C. Man hat also: 

Wenn ein Punkt X auf der durch A gehenden Abstandslinie vom m 
liegt, haben die Dreiecke ABC und XBC dasselbe FlachenmaB und 
auch dieselbe Winkelsumme. 

Liegt X zwischen der Geraden BC und der genannten Abstandslinie, 
so ist offenbar Dreieck XBC < Dreieck ABC; liegt dagegen X auf der 
anderen Seite der Abstandslinie, so ist Dreieck XBC > Dreieck ABC. 
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Entsprechend ist die Winkelsumme des Dreiecks XBC groBer bzw. 
kleiner als die Winkelsumme des Dreiecks ABC, was unmittelbar aus 
Satz II folgt. 

Wenn also die Winkelsumme zunimmt, nimmt das FlachenmaB ab, 
und umgekehrt. 

Symmetrische Dreiecke haben dieselbe Winkelsumme; ebenso haben 
sie dasselbe FHichenmaB, was man durch Triangulation aus dem Zentrum 
des umgeschriebenen Kreises leicht einsieht. Also geniigt es, nur den 
Fall zu betrachten, wo die Punkte A und X auf derselben Seite der 
Geraden BC liegen. 

Wenn nun zwei beliebige Dreiecke ABC und AIBICI gegeben sind, 
kann man sie so abandern, daB sie zwei gleiche Seiten erhalten, ohne 
daB ihre Areale oder Winkelsummen geandert werden. 1st z. B. 
AB < AIBI , so kann man A langs einer Abstandslinie der durch die 
Mittelpunkte von AB und AC bestimmten Geraden verschieben, bis 
die geforderte Gleichheit erreicht ist. 

Das FlachenmaB eines Dreieckes ABC ist also durch die Winkel
summe A + B + C eindeutig bestimmt, also auch durch den "Defekt" 
d = n - (A + B + C). FlachenmaB und Defekt nehmen gleichzeitig 
zu und abo 

Hat man zwei Dreiecke AIBI CI und A 2B 2C2 , wo AIBI = A 2B 2 , 

und <;:'BI = n - <;:'B2 , so konnen sie zu einem Dreieck zusammengesetzt 
werden. Der Defekt dieses Dreieckes ist, wie man sieht, gleich der 
Summe dl + d2 der Defekte der zwei urspriinglichen Dreiecke, und 
das FlachenmaB gleich der Summe der zwei FHichenmaBe. 

Aus dem soeben auseinandergesetzten folgt, daB das FlachenmaB y 
eines Dreiecks eine monoton wachsende Funktion des Defektes x ist, etwa 

y = f(x), 

welche der Funktionalgleichung 

t (Xl + x2) = t (Xl) + t (x2) 
geniigt. 

Foiglich ist, wie bekannt, 
y =Ax, 

wo I! eine positive Konstante ist. 
Wir sind also dazu gefiihrt worden, das FliichenmafJ eines Dreieckes 

dem Defekt proportional zu setzen. 
Die Festsetzung des Wertes von I! ist mit der Wahl einer Einheit 

gleichwertig (I! ist der reziproke Wert des Defektes in einem Dreieck 
mit dem FlachenmaB 1). 

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Bemerkungen iiber 
die Kongruenzsatze fiir Dreiecke, wollen aber nur zwei der Fane naher 
besprechen, weil die anderen ganz wie in der elementaren euklidischen 
Geometrie behandelt werden k6nnen. 

J ue1, Projektive Geometrie. 12 
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III. Zwei Dreiecke, wekhe in einer Seite, einem anliegenden und dem 
gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen, sind kongruent oder symmetrisch. 

Die beiden Dreiecke seienABC und AlBICl , und es sei BC = BICI, 
<j::B = <rBI und <rA = <rA1 . Wir konnen (Fig. 54) das Dreieck AIBICI 
so auf das andere legen, daB BI und CI in B bzw. C fallen und Al 

auf die Gerade BA fant. Wenn nun der Punkt 

Fig. 54. 

Al nicht mit A zusammenfant, wird nach Satz II 
<rAI =F -tA, was gegen die Voraussetzung ver
stOBt. Damit ist III bewiesen. 

Ein zu III dualer Satz, wo die Dreiecke in 
einem Winkel, einer anliegender und der gegeniiber
liegenden Seite iibereinstimmen, gilt nicht all
gemein, ebensowenig wie in der euklidischen Geo

metrie. Dies ist in Dbereinstimmung damit, daB in der hyperbolischen 
Geometrie (d. h. fiir das innere Ge biet von.o) das Dualita tsprinzi p nicht gilt. 

B, IV. Zwei Dreiecke, welche in den Winkeln iiber-

~ 
einstimmen, sind kongruent oder symmetrisch. 

Wir konnen namlich in diesem Fall das Drei
eck AIBI CI so legen, daB Al in A fant, wah-

A rend Bl und CI auf den Halbgeraden AB bzw. 
Fig. 55. £1 t: AC liegen (Fig. 55). Wenn nun die Strecken BC 

und Bl CI nicht zusammenfallen, miissen sie ein
ander in einem Punkt P schneiden; denn sonst wiirde das eine Dreieck ganz 
in dem anderen enthalten sein, und das ist ja unm6glich, weil sie dieselbe 
Winkelsumme und daher auch dasselbe FlachenmaB haben. Be undBICI 

t k6nnen aber nach Satz II keinen 
t gemeinsamen Punkt haben, und da

mit ist Satz IV bewiesen. 

§ 3. Trigonometrie. 
Wir wollen nun die hyperbo

lische Trigonometrie entwickeln 
und beginnen mit einigen vorberei
tenden Formeln. 

---,;u,-F-----;;If--+.,...-j,rr--.---p Es seien (Fig. 56) II und l2 zwei 
Z, eigentliche, zueinander senkrechte 

Gerade (hyperbolische MaBbestim
mung), welche einander in dem 
eigentlichen Punkt 0 schneiden. 
Die uneigentlichen Schnittpunkte 

Fig. 56. 

von II und la mit der Polaren m von 0 in bezug auf Q seien P bzw. Q. 
Der positive und der negative Grenzpunkt von It seien VI bzw. UI . 

Es sei M ein beliebiger Punkt in der durch II begrenzten hyper
bolischen Halbebene, welche durch die positive Richtung von l2 fest-
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gelegt ist; die Projektionen von M aus Q und P auf 11 und 12 seien 

Ml bzw. Ma. Wir setzen OM1 = ~ und wollen zunachst Cos! 

bestimmen. Durch M legen wir eine Abstandslinie ft zu ll; der positive 
Schnittpunkt von 12 mit ft sei T; dann liegen M und T auf demselben 
Bogen UI VI von ft, und es gilt nach Rap. XIII, § 2, (14): 

(1 ) 

Durch Projektion von U1 auf 12 ergibt sich hieraus: 
~ 

(2) eTC = (OQTM'). 

Die Gerade PM moge die Rurve ft nochmals in N schneiden; dann ist 
; 

e-TC = (VI UITN) , 

und wir finden in Analogie zu (2) 

(4) 
Hieraus ergibt sich: 

(5) 
( ; ;) 

Cos k = ~ eTC + e-TC = (OQTZ) , 

wo Z der Punkt ist, der von 0 durch (M', N') harmonisch getrennt ist. 
Z fant aber mit M 2 zusammen, denn die Punktpaare (0, M 2) und (M', N') 
werden aus UI durch harmonische Geradenpaare projiziert. 

Hieraus folgt: 

(A) 

Man konnte nun eine entsprechende Formel ffir Sin! aufstellen 

und dadurch auch eine Formel ffir Tg ! finden; wir wollen aber lieber 

die Formel fur Tg ! direkt ableiten, weil wir im folgendennurvondieser 

Gebrauch machen werden. Wir setzen 

(6) 

Da (0, P) und (U1 , VI) harmonische Punktpaare sind, wird (Rap. V, 
§ 2, Satz III) : 
(7) -1= (POUIMI). 

Aus (6) und (7) ergibt sich (Rap. V, § 2, Satz VIII): 

1 -1 = (PV10MI) bzw. 1 + 1 = (PUIOMI) , 

also (Rap. V, § 1): 

12* 
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Hieraus findet man: 

(8) 

Nach (6) und (8) haben wir dann 

(B) 

Wir bemerken, daB nach (A) und (B) - oder direkt zufolge der 

Definition - Cos! fiir aile ~ positiv ist, wahrend Tg ! und daher 

auch Sin! positiv oder negativ ist, je nachdem ~ <: O. 

Wir gehen nun zu den Winkeln iiber und betrachten Fig. 57. Die 
Buchstaben 11 , 12 , 0, P, Q, M, M l' m ha ben dieselbe Bedeutung wie 

€ 
t 

friiher. Die Gerade 1 = OM sei von 
o nach M orientiert. Durch M legen 
wir einen hyperbolischen Kreis u 
mit dem Zentrum O. Die konju
giert imaginaren Schnittpunkte 
von m mit u (und Q) seien lund 

-n.t-_---:..r_#--t":.!..I_....:;Z;.c.I ___ p ]; sie sind durch die elliptische 

Fig. 57. 

Involution von konjugierten Punk
ten in bezug auf u (und Q) mit 
ihren zwei Orientierungen fest
gelegt; es sei I derjenige Punkt, 
fUr den die Orientierung mit dem 
Umlauf urn 0 iibereinstimmt. Der 

positive und der negative Schnittpunkt von 11 mit u sei T1 bzw. 51' 
und es sei <:;:.(T10M) = cpo Es ist dann nach § 1: 

(9) ei<p= (J1T1M). 

Wir projizieren nun den Kreis u aus I auf 11 und erhalten 

(10) ei<p = (POT1 K), 

wo K der imaginare Schnittpunkt von 1M mit 11 ist und durch die 
elliptische Involution (51' T1), (M1' P) mit einer ihrer Orientierungen 
bestimmt werden kann. 

Da e-i'P zu ei <p konjugiert imaginar ist, wird 

(11) 

wo K* zu K konjugiert imaginar ist und daher durch dieselbe Involution 
wie K, aber mit entgegengesetzter Orientierung, festgelegt ist. Aus (10) 
und (11) bilden wir 

coscp = i(ei<p + e-i<p) = (PO T1 Z), 
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wo Z der Punkt ist, der von P durch das Punktpaar (K, K*) harmonisch 
getrennt ist, d. h. Z fallt mit Ml zusammen. Wir haben somit bewiesen: 

(C) cosrp = (POTI M l )· 

Urn auch sing; zu bestimmen, betrachten wir die Gerade 12 ; ihr 
positiver und negativer Schnittpunkt mit x sei T2 bzw. 52' Die 

:n; 
Orientierung von 12 sei so gewahlt, daB <r. (T lOT 2) = + -:i' d. h. der 

durch die Reihenfolge T l , T 2 , 51 bestimmte Umlauf auf x stimme mit 
dem Umlauf urn 0 iiberein. Wir konnen dann zeigen, daB 

(12) 

wo i der in Rap. V, § 2 definierte Wurf ist. Durch Projektion von I 
auf 11 ergibt sich wie oben 

(] ITI T 2) = (PO Tl L), 

wo L der imaginare Schnittpunkt vOn 11 mit IT2 ist. Die entsprechende 
elliptische Involution ist durch (51' T l ) und (0, P) mit der Orien
tierung POTI bestimmt. Also ist (S. 62): 

(PO TIL) = +i, 
womit (12) bewiesen ist. 

Aus (9) und (12) ergibt sich 

(13) 

1st M2 der Schnittpunkt von 12 mit der Geraden PM, so erhalt 
man ganz wie oben, da ja sing; gleich der halben Summe von (13) und 
ihrer konjugiert imaginaren ist: 

(D) 

Aus (C) und (D) entnimmt man insbesondere, daB sing; = cos(~ -11'), 
und daB sing; > 0 fUr 0 < g; < n, wahrend cosg; > 0 fiir 0 < g; < ~ 

:n; 
und cosg; < 0 fUr "2 < g; < n. 

Aus den gefundenen Formeln (A) bis (D) laBt sich nun die hyper
bolische Trigonometrie eines Dreieckes ableiten. Es geniigt, wie be
kannt, ein rechtwinkliges Dreieck zu betrachten; denn auf diesen 
speziellen Fall laBt sich der allgemeine zuriickfiihren. 

Das Dreieck sei ABC, wo <r.C = ~. Seiten und Winkel werden 

wie gewohnlich mit kleinen bzw. groBen Buchstaben bezeichnet. Sie 
werden aIle positiv gedacht (die Winkel zwischen 0 und n); nach § 2 

sind dann A und B kleiner als ~-. AIle Funktionen, sowohl hyperbolische 

als auch trigonometrische, sind dem Obigen zufolge positiv. 
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Wir identifizieren das Dreieck ABC mit dem Dreieck OMM1 in 
Fig. 56und 57. Es ist dann nach (B), da OM1 = b und OM = OT1 = c: 

Durch Division erhiilt man mit Hille von (C) wegen -9:(T10M) = A: 

b 
Tg k 

cosA=--. c 
Tg k 

(E) 

Weiter ergibt sich aus (B) wegen M1M = OT = a (Fig. 56), wenn 
OMa = 'YJ gesetzt wird und Vll den positiven Grenzpunkt von III be
deutet: 

Durch Division erhiilt man mit Hilfe von (A) 

(14) 

a 
b Tg k 

Cos k =--· 
Tg!L 

k 

Wendet man (E) auf das Dreieck OMM2 an, so ergibt sich 

Tg!L 
. A k sm =--, c Tg k 

undo durch Division mit (E) 

(15) 
Tg!L 

k 
tgA=--b' 

TgT 

Aus (14) und (15) findet man durch Elimination von 'YJ: 

(F) 

a 
TgT 

tgA=--b' 
Sink 

Durch Vertauschung der Buchstaben A, a mit B, b erhalt man 
aus (E) und (F): 

(G) 

a 
TgT 

cosB= --, c 
TgT 

b Tg k 
tgB= --. 

S. a InT 
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Aus drei der Formeln (E), (F), (G) lassen sich alle anderen herleiten. 

So findet man z. B. aus (E) und (F) mit Hille von co:SA = 1 + tg 2A 
durch nachfolgende Ausziehung einer Quadratwurzel 

(16) 
abc 

Cos-· Cos- = Cos-
k k k ' 

da ja Cosinus stets positiv ist. 
Die anderen Formeln ergeben sich durch rationale Operationen. 

Als eine Anwendung der entwickelten Formeln wollen wir zuletzt 
den "Parallelenwinkel" bestimmen. 

In Fig. 56 und 57 mogen p, und " den Fundamentalkegelschnitt Q 
darstellen. MM I sei eine beliebige Gerade mit dem einen Grenzpunkt M; 
o sei ein beliebiger Punkt. Der Abstand von 0 und MMI sei OMI = d; 
OM ist die eine Parallele durch 0 zu MMI und -1:(MIOM) der 
Parallelenwinkel u. Dann ist nach (B) und (C) 

(17) 
d 

cosu = Tg k . 

Hieraus oder durch Vergleich von (D) mit (A) findet man 

. 1 
Slnu = --d-' 

Cosk 
(18) 

SchlieBlich kann die Gleichung auch in der Form 

(19) 
1 tgu=-

S. d 
Ink 

geschrieben werden. 

XV. Kapitel. 

Die elliptische Geometrie. 

§ 1. Einleitende Bemerkungen. FlachenmaB. 
Die Fundamentalkurve ist hier ein imaginarer Kegelschnitt Q mit 

reellem Polarsystem. Da Q imaginar ist, fiillt die Trennung der Pro
jektivitaten auf dieser Kurve in gleichsinnige und ungleichsinnige weg 
und damit auch die Trennung der Fundamentaltransformationen in 
Kongruenz- und Symmetrietransformationen. 

Bei jeder Fundamentaltransformation bleiben zwei konjugiert 
imaginare Punkte auf Q und damit auch die reelle Verbindungsgerade und 
der entsprechende absolute Pol fest. ]ede Fundamentaltransformation 
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kann also sowohl als Drehung wie als Verschiebung aufgefaBt werden. 
Der Ort der Punkte, welche von einem gegebenen Punkt einen festen 
Abstand haben, wird ein elliptischer Kreis genannt und ist wie im 
hyperbolischen Fall ein Kegelschnitt, welcher Doppelberiihrung mit Q 
(in zwei konjugiert imaginaren Punkten) hat. Jeder elliptische Kreis 
ist gleichzeitig eine Abstandskurve zur absoluten Polaren des Zentrums. 

Parallele Gerade gibt es nicht; je zwei Gerade schneiden einander. 
Drei Gerade, welche nicht durch denselben Punkt gehen, bestimmen 

in der ganzen projektiven Ebene vier Dreiecksgebiete; diese sind in der 
elliptischen Geometrie vollig gleichberechtigt. Ein Dreieck ist also 
durch Angabe seiner Eckpunkte nicht eindeutig bestimmt; vielmehr 
muB das "innere" Gebiet (am einfachsten durch einen Punkt desselben) 
angegeben werden. 

Die elementare elliptische Geometrie ist der spharischen Geometrie 
sehr ahnlich. 

Die Ausfiihrungen des Kap. XIV, § 2 iiber Winkelsumme und 
FlachenmaB sind auch in der elliptischen Geometrie leicht durch
zufiihren. In dem an Fig. 52 und 53 ankniipfenden Beweis erhalt man 
statt einer hyperbolischen Involution eine elliptische, woraus folgt, daB 
die Winkel C und D im Viereck ABCD stumpf werden. Infolgedessen 
wird die Winkelsumme eines Dreieckes immer gr6Ber als n, so daB 
man statt eines Defektes einen ExzeB erhalt. Der Nebenwinkel eines 
Winkels in einem Dreieck wird kleiner als die Summe der zwei anderen 
Winkel. 

Das FlachenmaB kann genau wie in der hyperbolischen Geometrie 
eingefiihrt werden. Es sei ABC ein beliebiges Dreiecksgebiet und m die 
Verbindungsgerade der Mittelpunkte von AB und AC. Die durch A 
gehende Abstandslinie I' zu mist hier ein elliptischer Kreis mit dem 
absoluten Pol von m als Zentrum; er geht durch B und C. Man findet 
wie friiher, daB sich weder das FlachenmaB noch die Winkelsumme andert, 
wenn A sich auf I' bewegt. Geht A ferner in einen innerhalb It liegenden 
Punkt X iiber, so werden sowohl FlachenmaB als auch Winkelsumme 
groBer; umgekehrt, wenn X auBerhalb I' liegt. Wenn 8 den ExzeB 
bezeichnet, wird man durch Dberlegungen, die den obigen analog sind, 
dazu gefiihrt, das FlachenmaB gleich ).8 zu setzen, wo ). eine positive 
Konstante ist. 

Ein Dreieck fiillt mit seinen drei "Nebendreiecken" die ganze ellipti
sche Ebene aus. Die Summe der Win~el in allen vier Dreiecken ist 6n 
(namlich 2n urn jede der drei Eckpunkte). Die Summe der vier Exzesse 
wird demnach 6n - 4n = 2n, so daB das FlachenmaB der ganzen 
elliptischen Ebene gleich 2n). wird. 

Setzen wir ). = k 2, so ist das Areal der ganzen Ebene gleich 2nk2 
(d. h. so groB wie eine Halbkugel mit dem Radius k in euklidischem 
MaB). 
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§ 2. Trigonometrie. 
Die elliptische Trigonometrie eines Dreiecks kann wie die hyper

bolische (Rap. XIV, § 3) entwickelt werden; die Ableitung ist einfacher 
in dem Sinne, daB sowohl Seiten als auch Winkel durch gewohnliche 
trigonometrische Funktionen ausdruckbar sind. 

Die zu (A) analoge Formel brauchen wir nicht. Eine zu (B) analoge 
Formel ergibt sich ganz wie fruher. Setzt man namlich wie in 
Rap. XIV, § 3, 
(1) 1 = (POVI M I), 

so erhalt man statt der dortigen Formel (8), da ja hier (VI U10MI ) 
2i; 

7= ek ist: 

(2) 

i; i; 
ek _ e-k 

1 = i; i;' 

e k + e k 

Also wird die (B) entsprechende Formel 

(3) i tg ! = (POVI MI)' 

Die AusfUhrungen in Rap. XIV, § 3, S.180-181 konnen unver
andert ubertragen werden und ergeben die Formeln 

(4) cosqJ = (POT1M1) , sinqJ = (QOT2 M 2) 

sowie sinqJ = cos(~ - qJ) . 
Wir betrachten nun ein rechtwinkliges Dreieck ABC, welches wie 

fruher mit dem Dreieck OMM1 auf Fig. 56 und 57 identifiziert wird. Es 
mogen zunachst beide Ratheten a und b spitz I sein; dann liegt das Drei
eck ABC ganz innerhalb eines der Dreiecksgebiete OPQ (P undQ sind 
ja hier eigentliche Punkte), so daB auch die Hypothenuse c sowie -1:A 
(und demnach auch -1:B) spitz sind. Ebenso ist 'rj = OM2 spitz. AIle 
vorkommenden trigonometrischen Funktionen sind demnach posit iv, 
so daB keine Zweideutigkeit bezuglich der Vorzeichen moglich ist. 

Aus (3) und (4) ergibt sich nun ganz wie fruher 

b 
tg T 

(5) cosA =-c 
tg T 

und 

(6) 

r; tg --
. A k SIn =--

c 
tg T 

1 Eine Strecke 0 (0 < 0 < kn) wird spitz oder stumpf genannt, je nachdem 
:n: :n: o < k 2" oder 0 > k 2" . 
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und hieraus durch Division: 

(7) 
tg!L 

k tgA =-b. 
tg

k 

Die Punkte P, M und M2 bestimmen ein rechtwinkliges Dreieck, 

in welchem der eine Winkel gleieh ~, die anliegende Kathete gleich 

k ~ - 'YJ und die Hypothenuse gleich k ~ - a ist. Wenden wir auf 

dieses Dreieck die Formel (5) an, so erhalten wir 

(8) 

a 
b tg k 

cosT = --. 
tg!L 

k 

Aus (7) und (8) ergibt sieh durch Elimination von 'YJ: 

(9) 

a 
tg

k 
tgA =-.-b. 

SInk 

Aus (5) und (9) und den analogen Formeln fiir <;::'B lassen sieh, wie 
in der hyperbolischen Geometrie, alle anderen Formeln ableiten. 

Wir haben oben vorausgesetzt, daB a und b beide spitz sind. Die 
anderen Fane lassen sich durch Ubergang zu einem Nebendreieck auf 
den schon behandelten zuriickfiihren. Wenn namlich a spitz und b stumpf 
ist, geht man zu dem Nebendreieck mit den Katheten a und kn - b 
iiber; wenn a und b beide stumpf sind, betrachtet man das Nebendreieck 
mit den Katheten kn - a und kn - b. Die bewiesenen Formeln und 
die daraus ableitbaren sind demnach allgemein giiltig. 

Die niehteuklidischen Geometrien k6nnen auf verschiedene Weisen 
entwickelt werden. Die in mancher Hinsieht interessanteste ist die 
elementargeometrische, die auf die Vorganger und ersten Begriinder 
einer systematischen Entwieklung zuriickgeht. 

Die hier benutzte Methode ist im wesentlichen die CAYLEY-KLEINsche, 
welche in natiirlicher Weise die Theorie in die projektive Geometrie 
einfiigt. Dieselbe Methode laSt sieh selbstverstandlieh auch in alge
braischer Form entwickeln. 

Eine ganz andere Grundlage erhalt man, wenn man mit RIEMANN 
(und spater POINCARE) von einem quadratischen Differentialausdruck 
des Bogenelementes ausgeht; diese hat sieh besonders fiir die Erweiterung 
der Theorie auf mehrdimensionale Raume als fruchtbar erwiesen. 

Die tiefst gehende Grundlage erhalt man aber durch die von 
M. PASCH eingefiihrte Theorie der uneigentlichen Elemente. In 
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v. STAUDTS Geometrie der Lage muBte der Parallelensatz entweder als 
Axiom vorausgesetzt oder durch einen (unzuHinglichen) Beweis in die 
Theorie eingefiigt werden. Alles dies wird durch die PASCHsche Ein
fiihrung der uneigentlichen Elemente entbehrlich, und unzweifelhaft ist 
erst durch PASCH das v. STAUDTsche System der Geometrie zur Voll
endung gebracht worden. 

Bei PASCH, wie auch bei V. STAUDT, werden gleich von vornherein 
raumgeometrische Elemente benutzt. Es ist aber auch moglich, durch 
geanderte Voraussetzungen eine Geometrie der reellen Ebene aufzubauen, 
ohne von einem umgebenden Raum Gebrauch zu machen. Dies ist von 
J. HJELMSLEV ausgefiihrt worden. 

XVI. Kapitel. 

Euklidische Geometrie. 

§ 1. Elementare euklidische Geometrie. 
Wir haben zuletzt den Fall zu betrachten, wo der Fundamental

kegelschnitt in zwei konjugiert imaginare Punkte 1 und ] ausartet. 
Es wurde schon friiher (Kap. XIII, § 2) gezeigt, wie man in diesem Fall 
Langen und Winkel messen kann. Die Punkte 1 und ] sind die Doppel
punkte der Involution, welche von den aufeinander senkrechten Geraden 
eines Geradenbiischels auf der unendlich fernen Geraden ausgeschnitten 
wird. 

Eine Fundamentaltransformation laBt das Punktpaar (1,]) in
variant; sie wird eine Kongruenz- oder Symmetrietransformation ge
nannt, je nachdem jeder der Punkte 1 und ] fest bleibt oder die beiden 
vertauscht werden. Die Punkte 1 und ] werden die Kreispunkte 
genannt, weil jeder Kreis durch diese Punkte hindurchgeht (vgl. 
Kap. XIII, § 2, SchluB). 

Man sieht sofort, daB der Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen in zwei kongruenten Geradenbiischeln ein Kreis ist, wenn nicht 
entsprechende Strahlen parallel sind (Spezialfall der Herstellung eines 
Kegelschnittes durch projektive Biischel). Das Zentrum des Kreises 
ist der Schnittpunkt der Tangenten in 1 und J; man sieht hieraus, daB 
der in Kap. VII, § 2 bewiesene projektive Satz II nun auch folgender
maBen metrisch gedeutet werden kann: Ein Peripheriewinkel ist halb 
so groB wie der auf demselben Bogen ruhende Zentriwinkel. 

Eine kollineare Transformation, welche jeden der Kreispunkte in 
sich iiberfiihrt, nennt man eine A"hnlichkeitstransjormation; entsprechende 
Winkel sind, evtl. abgesehen vom Vorzeichen, gleich groB. 

Die einfachste Ahnlichkeitstransformation, welche keine Kongruenz
oder Symmetrietransformation ist, ist eine Homologie mit der unendlich 
fernen Geraden als Achse, eine sog. Multiplikation. Entsprechende Ge-
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rade sind hier parallel. 1st 0 das Zentrum der Multiplikation, (A, A') 
und (B, B') zwei Paare von entsprechenden Punkten, dann hat man 

OA' OB' 
OA OB· (1 ) 

Es mogen namlich die Geraden OA und OB die unendlich ferne Ge
rade in U bzw. V schneiden. Dann ist 

(UOAA') = (VOBB') , 

und hieraus folgt nach Kap. XIII, § 1, (36) die obige Gleichung (1). 
Ferner folgt aus (1), daB entsprechende Seiten in zwei gleichwink

ligen Dreiecken proportional sind; hieraus weiter, daB aIle entsprechen
den Strecken in einer Multiplikation (evtl. abgesehen vom Vorzeichen) 
proportional sind. Diese Proportionalitat gilt dann auch in einer be
liebigen Ahnlichkeitstransformation; denn eine solche ist durch zwei 
Paare von entsprechenden Punkten bestimmt und laBt sich demnach 
in eine Multiplikation und eine Kongruenztransformation zerlegen. 

Eine Kollineation, welche die Punkte lund J vertauscht, wird 
eine symmetrische Ahnlichkeitstransformation genannt. Jede solche kann 
aus einer Ahnlichkeitstransformation durch Hinzufiigung einer Sym
metrie erzeugt werden. 

Es ist natiirlich, daB man in der Elementargeometrie von der 
Ahnlichkeit den ausgiebigsten Gebrauch macht. Ich nenne als Beispiel 
eine Konstruktionsaufgabe, welche sich nicht ohne weiteres in gewohn
licher Weise durch geometrische Orter 16sen laBt, namlich die alte 
NEWToNsche Aufgabe: 

In ein gegebenes Viereck ABCD ein Viereck MNPQ einzuschreiben, 
welches einem anderen gegebenen Viereck XYZT ahnlich ist. 

Man umschreibe dem Viereck XYZT ein Viereck Al BI C1D1, welches 
ABCD ahnlich ist; diese Aufgabe laBt sich leicht losen, weil man die 
Winkel kennt, in welche die Winkel Al und C1 durch die Diagonale geteilt 
werden. Hiernach ergibt eine Ahnlichkeitstransformation die Losung. 

Die Gerade, welcher in einer allgemeinen Kollineation die unendlich 
ferne Gerade entspricht, heiBt eine Fluchtlinie der Transformation. 
Es gibt im allgemeinen zwei verschiedene Fluchtlinien, je nachdem 
die unendlich ferne Gerade der einen oder der anderen Figur zugerechnet 
wird. 

Wenn die unendlich ferne Gerade sich selbst entspricht, nennt man 
die Transformation eine Affinitat. Eine solche ist, wie man leicht sieht, 
durch drei Paare von entsprechenden Punkten eindeutig bestimmt. 

Als Typus einer recht interessanten Art von Aufgaben nenne ich 
die folgende: 

Zwei kollineare Figuren sind durch Bewegung (Kongruenz oder 
Symmetrie) in perspektive Lage zu bringen. 
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Eine elementargeometrische Losung ist die folgende: In der einen 
der zwei Figuren nehmen wir vier Punkte A, B, C, D, we1che die Eck
punkte eines Quadrates sind. Die entsprechenden Punkte seien 
A', B', C', D'. Wenn die Kollineation keine Affinitat ist, konnen wir 
A, B, C, D so wahlen, daB das Viereck A' B'C' D' kein Paralle10gramm 
wird. 

Es mogen sich A' B' und C'D' in E', B'C' und A'D' in P' schneiden. 
Die Gerade E' P' muB dann eine Fluchtlinie derjenigen Homologie sein, 
we1che zwischen den zwei Figuren - nach der Bewegung der ersten -
bestehen solI. Es moge E' F' von A' C' und B'D' in G' bzw. H' 
geschnitten werden. Da die gesuchte Homologie das Viereck in ein 
Quadrat verwandeln solI, ist das Zentrum 0 dadurch bestimmt, daB 

<t: E'O P' = <t: G'OH' = ~ . 

Eine beliebige Homologie mit 0 als Zentrum undEP als der einen 
Fluchtlinie fiihrt A' B'C' D' in ein Quadrat iiber. Durch Hinzufiigung 
einer Multiplikation mit 0 als Zentrum kann man dem Quadrat die 
richtige GroBe geben. 

Diese Konstruktion wird hinfallig, wenn die zwei Figuren affin sind, 
und es zeigt sich, daB die Aufgabe in diesem Fane nicht immer eine 
Losung hat. 

Eine Affinitat ist, wie gesagt, durch drei 
Paare (A, A'), (B, B'), (C, C') von entspre
chenden Punkten eindeutig bestimmt. Wir 
wahlen A, B, C so, daB sie Eckpunkte eines 
gleichseitigen Dreieckes sind. Dieses Dreieck 
verschieben wir zunachst so, daB A in A' 
falIt; man hat dann, wenn A' B' C' fest
gehalten wird, das Dreieck ABC so urn A' 
zu drehen, daB BB' und CC' parallel wer
den. Geht der Punkt B' bei einer Drehung 8 

urn A' urn den Winkel ; in Bl iiber (Fig. 58), 

8' 

Fig. 58. 

so ist die Lage von C durch die bekannte Lange von A' C und den 

Winkel Bl CC' = ; bestimmt. 

§ 2. Die Kreisverwandtschaften. 
Eine reiche Quelle von elementargeometrischen Satzen und Konstruk

tionen sind die Kreisverwandtschaften der euklidischen Geometrie. Wir 
wollen im folgenden diese Theorie von einer projektivgeometrischen 
Auffassung aus entwickeln, dabei aber nicht vergessen, die interessanten 
elementargeometrischen Konsequenzen aus ihr zu ziehen. Wir beschranken 
uns in diesem Paragraphen auf reelle Elemente. 
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Die Transformationen, mit denen wir uns hier beschaftigen werden, 
haben die besondere Eigenschaft, daB sie aIle unendlich fernen Punkte der 
einen Figur in einen und denselben Punkt der anderen uberfuhren. Es 
wird daher be quem sein, diese unendlich fernen Punkte als ein einzelnes 
Individuum, den unendlich fernen Punkt U der Ebene, aufzufassen. Die 
so praparierte Ebene heiBt eine GAusssche Ebene oder ein RIEMANN
sches Blatt; sie ist keine projektive Ebene mehr, sondern eine zwei
dimensionale Kette (im algebraischen Sinne, ohne Nebenbedingung, 
vgl. S.127). Da jede Gerade einen unendlich fernen Punkt enthalt, 
werden wir konsequenterweise auch sagen, daB U auf jeder Geraden 
liegt, dagegen naturlich nicht auf den Kreisen. Statt "Gerade" wollen 
wir auch "Kreis durch U" sagen. Durch Einfiihrung dieser Sprechweise 
gestaltet sich die Definition besonders einfach: 

Zwei Figuren 1: und 1:' keif3en kreisverwandt, wenn iedem Punkt 
der einen eindeutig ein Punkt der anderen entsprickt, und den Punkten 
eines Kreises die Punkte eines Kreises entsprecken. 

Die Punkte 0 1 und O~, welche dem Punkte U entsprechen, je nach
dem er als der einen oder der anderen Figur angehorig betrachtet wird, 
heiBen die Zentralpunkte der Transformation. 

Es seien nun lund J die Kreispunkte der Ebene. Verbindet man 
einen von diesen - etwa I - mit entsprechenden Punkten M und M' 
der zwei Figuren, so erhalt man zwei Geradenbiischel (mit demselben 
Scheitel). Nun ist eine Kette von Geraden innerhalb eines solchen 
Biischels eben dadurch bestimmt, daB die reellen Punkte der ent
sprechenden Strahlen auf einem Kreis liegen (Kap. II, § 2, Satz VII); 
also wird mittels der Transformation (M, M') eine solche Beziehung 
der genannten Geradenbiischel hergestellt, welche Kette in Kette iiber
fiihrt. Sie ist also entweder projektiv oder symmetral (Kap. III, § 2, 
Satz I). Es gibt demnach zwei verschiedene Arten von Kreisverwandt
schaften oder Kreistransformationen; wir nennen sie Transformationen 
erster und zweiter Art, je nachdem die Buschel I (M) und I (M') projek
tiv oder symmetral sind. Statt 

I(MNPQ) A I (M'N'P'Q') und I(MNPQ) ~ I (M'N'P'Q') . 

schreiben wir im folgenden auch kiirzer 
MNPQ"A M'N'P'Q' bzw. MNPQ ~ M'N'P'Q'. 

Die Hauptsatze iiber Kreistransformationen lassen sich nun aus den 
friiheren Resultaten, insbesondere aus Kap. II-IV, einfach ablesen. 
Erstens: 

I. Eine Kreistrans/ormation gegebener Art ist durck drei Paare (A, A'), 
(B, B'), (C, C') eindeutig bestimmt. 

In beiden Fallen wird einem beliebigen Punkt M des Kreises (AB C) 
= lX ein Punkt M' von (A' B' C') = lX' zugeordnet, so daB 

ABCM"A A'B'C' M'; 
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denn innerhalb einer Kette besteht kein Unterschied zwischen Pro
jektivitat und Symmetralitat. Die Konstruktion von M' ist mittels 
perspektiver Biischel leicht durchzufiihren; schneidet namlich die Ge
rade AA' die Kreise iX und iX' in den weiteren Punkten R und S' (Fig. 59), 
so sind die Biischel R (M) und S' (M') perspektiv. 

Zwei harmonische Geradenpaare des Biischels mit dem Scheitel I 
geh6ren derselben Kette an. Die entsprechenden vier reellen Punkte 
liegen daher auf einem Kreis und bilden 
auf diesem harmonische Punktpaare. 
Wir definieren deshalb: 

Zwei Punktpaare der Ebene lie{!,en har
monisch, wenn sie einem Kreis angehoren 
und aUf diesem harmonisch getrennt sind. 

Auch der Begriff "symmetrische Lage 
in bezug auf eine Kette" laI3t sich auf 
die reelle Ebene iiberfiihren: 

Zwei Punkte M und M' liegen in Fig. 59. 

bezug aUf einen Kreis iX symmetrisch, 
wenn es aUf diesem eine elliptische Involution (P, Pl) gibt, deren Paare 
alle durch (M, M') harmonisch getrennt sind. Jeder Kreis durch M und 
M' schneidet auf iX ein Paar der Involution aus. 

Insbesondere ist der symmetrische Punkt des Zentrums des Kreises 
der unendlich ferne Punkt U. 

Wir wollen zunachst die involutorische Kreistransformation zweiter 
Art betrachten, weil sich nach Kap. IV, § 3 jede Kreistransformation 
als Produkt solcher Transformationen darstellen laI3t. 

Diese Transformation wird Inversion genannt und kann aus einer 
Symmetrie innerhalb des Geradenbiischels mit dem Scheitel I abgeleitet 
werden. Die Zentralpunkte fallen in einen Punkt 0 zusammen, welcher 
das Zentrum der Inversion genannt wird. Es sei (M, M') ein beliebiges 
Paar von entsprechenden Punkten; die zwei Paare (0, U) und (M, M') 
liegen dann auf einem Kreis (Kap. III, § 2, Satz IV), d. h. 0, M, M' 
liegen in einer Geraden. 1st (P, P') ein anderes Paar, so liegen 
auch 0, P, P' in einer Geraden und M, M', P, P' auf einem Kreis. 
Nach dem Potenzsatz ist dernnach OM· OM' = OP . OP'; wir haben 
also: 

II. In emer Inversion liegen entsprechende Punkte (M, M') mit 
dem Zentrum 0 aUf einer Geraden, und das Produkt OM· OM' ist 
konstant. 

Wenn die Symmetrie innerhalb des Biischels (I) eine Grundkette hat, 
gibt es in der Inversion einen "Grundkreis" k, dessen Punkte aIle fest 
bleiben, wahrend jeder andere Punkt in seinen symmetrischen in bezug 
auf k iibergeht. Der Wert des Produktes OM· OM' ist positiv und 
gleich dem Quadrat des Radius des Grundkreises. 
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Gibt es dagegen im Buschel (I) keine Grundkette, dann hat die In
version keine selbstentsprechenden Punkte, und das Produkt OM . OM' 
ist negativ. 

Eine Inversion ist durch Angabe des Zentrums 0 und eines Paares 
von entsprechenden Punkten, welche mit 0 in einer Geraden liegen, ein
deutig bestimmt. 

Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn das Zentrum 0 unendlich fern 
liegt, d. h. wenn U ein Doppelpunkt ist. Man sieht leicht, daB es in 
diesem Fall einen geradlinigen Grundkreis gibt, und die Transformation 
ist eine gewohnliche Symmetrie in bezug auf diese Gerade. 

Die symmetrische Lage zweier Punkte in bezug auf einen Kreis ist 
in bezug auf eine Inversion invariant. 

Es seien IX und fJ zwei (nichtorientierte) Kreise; fiir eine festgelegte 
Orientierung der Ebene ist dann der Winkel -1: (IX fJ), in einem bestimmten 
Schnittpunkt gemessen, bis auf ein Multiplum von n eindeutig bestimmt. 
Es gilt der Satz: 

III. Die Winkel -1: (IXfJ) zweier Kreise IX und fJ in den zwei Schnitt
punkten A und B sind gleich grofJ mit entgegengesetztem Vorzeichen. 

Man schlieBt dieses aus der Symmetrie der Figur in bezug auf die 
Symmetrieachse von AB. 

Der Satz (und der Beweis) gilt auch, wenn einer der Kreise eine 
Gerade ist. Sind dagegen beide Kreise in Gerade ausgeartet, fant der 
eine Schnittpunkt in U, wo die Winkelmessung ganz unbestimmt ist. 
Urn diesen Ausnahmefall zu beseitigen, fUhren wir die folgende Defi
nition ein: 

Der Winkel -1: (ab) zweier Geraden a und b in U ist gleich dem 
Winkel -1: (a b) in dem nicht unendlich fernen Schnittpunkt, mit entgegen
gesetztem V orzeichen. 

Sind a, b, c drei beliebige Gerade, so gilt fUr die so definierten 
Winkel im gemeinsamen unendlich fernen Schnittpunkt U die gewohn
liche Relation: 

(ab) + (be) = (ac) . 

Durch die obige Definition wird der Satz III ausnahmslos richtig. 
Als eine naturliche Folge dieser Definition ergibt sich auch die 

folgende Redeweise: 
Zwei parallele Gerade beriihren einander in U. 
Also beriihren zwei Kreise einander, wenn sie einen einzigen Punkt 

miteinander gemein haben, und die Beruhrung zweier Kreise ist gegen
uber Kreistransformationen invariant. 

Man hat nun: 
IV. In zwei inversen Figuren sind entsprechende Winkel gleich gro{J 

mit entgegengesetztem V orzeichen. 
Der Begriff "entsprechende Winkel" ist so zu verstehen: Zwei 

Kreise (in weiterem Sinne) IX und fJ mogen <len Schnittpunkt A haben. 
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Dem Winkel <}:. ((X{J), in A gemessen, solI dann der Winkel <}:. ((XI (J'), 
in A I gemessen, entsprechen. 

1m allgemeinen Fall, wo keiner der Kreise (x, {J, (XI, {J' geradlinig 
ist, ergibt sich der Satz in bekannter Weise mittels des Satzes III, 
indem man beachtet, daB (X in (X' durch eine Multiplikation, deren 
Zentrum im Inversionszentrum liegt, iiberfiihrt werden kann, und ebenso 
{J in {J'. 

Die verschiedenen SpezialfaIle bieten keine besondere Schwierig
keiten dar. 

Der Satz gilt auch, wenn A oder A' in U faIlt; beim Beweise braucht 
man dann nur mittels III zu dem anderen Schnittpunkt iiberzugehen. 

Nach Satz IV gehen insbesondere Orthogonalkreise in Orthogonal
kreise iiber. 

Wir wollen noch einen Augenblick eine Inversion mit dem Grund
kreis k betrachten; (X sei ein zweiter Kreis orthogonal zu k; (X geht durch 
die Inversion in sich selbst iiber und besteht also aus lauter Paaren 
(M, M') von Punkten, welche in bezug auf k symmetrisch liegen. Um
gekehrt wird jeder Kreis durch ein solches Paar (M, M') in sich selbst 
iiberfiihrt und ist also nach Satz IV zu k orthogonal. Diese Kreise sind 
gerade diejenigen, welche auf k die durch (M, M') bestimmte Involution 
ausschneiden. 

Man sieht, daB zwei Orthogonalkreise gerade durch zwei orthogonale 
Ketten im Geradenbiischel (I) bestimmt werden (Kap. II, § 3). 

Der Aufbau der allgemeinen Kreistransformation aus Inversionen 
ergibt sofort: 

V. In zwei kreisverwandten Figuren sind entsprechende Winkel gleich 
gro/3, und zwar mit demselben Vorzeichen bei Transformationen erster Art, 
mit entgegengesetztem Vorzeichen bei Transformationen zweiter Art. 

Ais eine Anwendung hiervon nennen wir das Folgende: 
Es seien a und b zwei Gerade durch den einen Zentralpunkt 0 1 ; 

sie werden in zwei Gerade a' und b' iiberfiihrt, welche durch den anderen 
Zentralpunkt O~ gehen; nach Satz V ist <;:.:(ab) in 0 1 gleich ± <;:':(a' b') 
in U, je nachdem die Kreistransformation erster oder zweiter Art ist; 
<;:.:(a' b') in U ist nach Satz III gleich - <;:.:(a' b') in 0;. Also: 

VI. In einer allgemeinen Kreistransformation mit den Zentralpunkten 0 1 

und 0; entspricht dem Geradenbuschel mit dem Zentrum 0 1 das Geraden
biischel mit dem Zentrum 0;, und die zwei Buschel sind kongruent oder 
symmetrisch, ie nachdem die Transformation von zweiter oder erster Art ist. 

Da orthogonales Schneiden invariant ist, k6nnen wir sofort hinzu
fiigen: 

Die Kreise mit dem Zentrum 0 1 werden in die Kreise mit dem Zen
trum 0; ubergefuhrt. 

Fiigt man zu der beliebigen Kreistransformation T eine Inversion S 
mit dem Zentrum 0;, so erhalt man eine Transformation TS, welche 01 

J nel, Projektive Geometrie. 13 
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in O~ und U in sich selbst iiberfiihrt, also eine Ahnlichkeitstransformation 
mit den entsprechenden Punkten (01 , O~). Wird ein beliebiger Punkt M 
durch T in M' und dieser durch 5 in Mil transformiert, so hat man also: 

0 1 M: O;M" = konstant und O;M'. O;M" = konstant. 
Also ergibt sich: 

VII. In einer beliebigen Kreistransformation (M, M') mit den Zentral
punkten 0 1 und 0; ist das Produkt 0 1 M . O;M' konstant. 

Wir besprechen an dieser Stelle nicht. die Orientierung der Geraden 
und nehmen alle Langen von Strecken positiv. 

Wir gehen nun zu den involutorischen Transformationen erster Art 
iiber. Die Transformation ist durch zwei beliebige Paare (A, A') und 
(B, B') entsprechender Punkte bestimmt; denn, wie schon oft bemerkt, 
geben die vier Bedingungen, daB A, A', B, B' in bzw. A', A, B', B 
iibergehen sollen, nur drei voneinander unabhangige Bedingungen. 

Eine solche Transformation hat immer zwei verschiedene Doppel
punkte E und F. Zwei entsprechende Punkte (M, M') werden durch 
E und F harmonisch getrennt. 

Man hat: 
VIII. Eine involutorische Kreistransformation erster Art ist das Produkt 

zweier Inversionen, deren Grundkreise zueinander orthogonal sind. 
Sind namlich 0(1 und 0(2 zwei beliebige durch E und F gehende Ortho

gonalkreise, und sind PI und P 2 die zwei Punkte, welche zu P sym
metrisch in bezug auf 0(1 bzw. 0(2liegen, dann werden PI und P 2 durch 
E und F harmonisch getrennt. Man erkennt dies am schnellsten 
durch eine Inversion mit E als Zentrum; durch diese gehen 0(1 und 0(2 

in zwei zueinander senkrechte Gerade iXi und iX~ iiber, PI' P 2 und 
P in Pi, P; und pi, so daB Pi und P; symmetrisch zu pi in bezug auf 
O(i bzw. 0(; liegen; also liegen Pi und P; in bezug auf den Schnitt
punkt F' von O(i und 0(; symmetrisch. Die Punktpaare (Pi, P;) und 
(U, F') sind demnach harmonisch getrennt, also auch die urspriing

B 

o~-----t 

lichen Paare (PI' P 2) und (E, F). 
In diesem speziellen Fall geben die Satze VI 

und VII: 
IX. In einer involutorischen Kreistransfor

mation erster Art (M, M') mit dem Zentralpunkt 
o ist das Produkt OM . OM' konstant, und die 
zwei Geradenbiischel 0 (M) und 0 (M') sind sym
metrisch. 

Fig. 60. Hieraus ergibt sich nun eine einfache Be-
stimmung sowohl des Punktes 0 als auch der 

zwei Doppelpunkte E und F, wenn die Transformation durch die zwei 
Paare (A, A') und (B, B') festgelegt ist: 

Die beiden Dreiecke OAB und OB' A I (Fig. 60) sind namlich ahnlich, 
und die untereinander gleichen Winkel (OA, OB') und (OB, OA') sind 
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als der Winkel (AB, B' A') modulo n eindeutig bestimmt; der Schnitt
punkt von AB mit A' B' sei 5; der Punkt 0 kann dann als der von 5 
verschiedene Schnittpunkt von den Kreisen AB' 5 und BA' 5 gefunden 
werden. 

Die Doppelpunkte liegen nun auf der inneren Halbierungslinie des 
Dreieckes AOA', so daB OE = OF = yOA . OA'. 

Wir gehen nun zu der allgemeinen Kreistransformation iiber und 
wollen eine Methode fUr die Konstruktion entsprechender Punktpaare 
angeben. 

Die Transformation sei durch (A, A'), (B, B') und (C, C') gegeben; 
sie ist dann nach Satz I vollstandig bestimmt, wenn man ihre Art kennt. 
M sei ein beliebiger Punkt; sein entsprechender Punkt M' wird gesucht. 

Wenn M auf dem Kreis (X = ABC liegt, gehOrt M' dem Kreise 
(x' = A' B' C' an und kann, wie friiher erwahnt, durch perspektive 
Geradenbiischel konstruiert werden; wir brauchen also hier nur den 
Fall zu betrachten, wo M nicht auf (X liegt. 

Durch M und A legen wir einen Orthogonalkreis A zu (X; er schneide (X 

nochmals in AI; ein zwei ter Orthogonalkreis fl, durch M und B schneide (X 

nochmals in B1; die A1 und B1 entsprechenden Punkte A~ und B{ 
k6nnen nach dem soeben Gesagten konstruiert werden; die durch A' 
und A~ bzw. B' und Bi. gehenden Orthogonalkreise A' und fl,' zu (x' 

schneiden einander in zwei Punkten, M' und M"; in einem dieser 
Punkte, etwa M', ist 1: (A'fl,') = 1: (Afl,), (gemessen in M), in dem 
anderen ist er - 1: (Afl,). Je nachdem also die Transformation von erster 
oder zweiter Art ist, entspricht dem Punkte M der Punkt M' oder M". 

Insbesondere kann man durch diese Methode die zwei Zentralpunkte 
0 1 und 0; der Transformation bestimmen. Urn z. B. 0; zu finden, 
ziehe man die Durchmesser des Kreises (X durch A und B und bringe 
die entsprechenden Kreise zum Schnitt; der Schnittpunkt, welcher 
nicht dem Zentrum von (X entspricht, ist der 
gesuchte. H' 

Jetzt wollen wir die Doppelpunkte einer 
allgemeinen Kreistransformation bestimmen und 
beginnen mit einer Transformation T zweiter 
Art; sie sei durch die Zentralpunkte 0 1 und 
0; und ein Punktpaar (A, A') gegeben. 

Nach Satz VI sind die Strahlenbiischel mit 
den Zentren 0 1 und O~ kongruent; also durch
lauft der Schnittpunkt entsprechender Strahlen 

l 

Fig. 61. 

einen Kreis (J. Es sei (Fig. 61) (M, M') ein beliebiges Paar von entspre
chenden Punkten; der Schnittpunkt 5 von 01 M und O;M' liegt dann auf (J • 

Durch stetige Variation von M (und damit auch von M' und 5) sieht man: 
Wenn 5 auf dem einen Bogen 010; liegt (den wir etwa den "ersten" nennen 

13* 
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wollen), so entsprechen sich die Halbgeraden 01 (5) und 0; (5) (d. h. 
die aus 0 1 bzw. 0; gehenden Halbgeraden, welche 5 enthalten); 
wenn dagegen 5 auf dem anderen Bogen 0 10; liegt, dann entspricht 
der Halbgeraden 01 (5) die zu 0; (5) entgegengesetzte Halbgerade. 
Welcher von den Bogen 010; der erste ist, ist also schon durch das 
gegebene Punktpaar (A, A') festgelegt. 

Die Senkrechte zu 010; im Mittelpunkte 0 sei 1 und die zu M 
und M' symmetrischen Punkte in bezug auf 1 seien N' bzw. N; aus 
0lM· O;M' = 01A ·00A' folgt dann: 

0lN. O~N'= 0lA. O~A'. 
Beachtet man, was iiber die Halbgeraden 0 1 (5) und 0; (5) gesagt 

wurde, sieht man, daB (N, N') ein Paar von entsprechenden Punkten 
ist. Also: 

Fig. 62. 

Durch 5ymmetrie in bezug aUfl geht die Trans
formation T in ihre inverse T-l iiber. 

Wir betrachten nun den Fall, wo die Trans
formation T zwei verschiedeneDoppelpunkteEund 
F hat (Fig. 62). Diese miissen beide auf dem 
ersten Bogen 010; liegen, und da ein Doppel
punkt in T auch ein Doppelpunkt in T-l ist, 
liegen sie symmetrisch in bezug auf 1. Die 
Schnittpunkte von 1 mit a seien Q und R, und 
zwar liege Q auf dem ersten Bogen. Die Kreise 
IX und {J urn Q bzw. R, welche durch E und F 

gehen, werden dann durch T in sich selbst iiberfiihrt; so geht IX 

durch E und Fund schneidet die Gerade 0 1 Q senkrecht und wird 
demnach in einen Kreis durch E und F transformiert, welcher die ent
sprechende Gerade O;Q senkrecht schneidet, d. h. in IX selbst. 

Diese zwei sich selbst entsprechenden Kreise k6nnen wir nun folgender
maBen bestimmen: Die Gerade 01Q schneide den Kreis IX in M und M1; 
der zu M entsprechende Punkt M' ist dann der zu M1 symmetrische 
Punkt in bezug auf 1; dennM' sollsowohlauflXalsauchaufO~Qliegen. Aus 

0lM· O~M' = 0lA. O~A' 
erh1ilt man nun, wenn e der Radius von IX ist: 

also (OlQ - e)· (OlQ + e) = 0l A . O~A', 
(1) ri=01Q2_01A.0;A'. 

Wenn e konstruiert ist, hat man sofort die Doppelpunkte. Ferner 
finden wir aus (1): 

Wenn die Transformation zwei Doppe1punkte hat, ist 

01Q2> 0lA. O~A'. 
Hat die Transformation nur einen einzigen Doppelpunkt, so muB 

dieser notwendigerweise in Q fallen, also: 
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Wenn die Transformation nur einen einzigen Doppe1punkt hat, ist 

01 Q2 = 0lA. O~A'. 

Wir betrachten zuletzt den Fall, wo die Transformation ein in
volutorisches Punktpaar (E, F) hat. Hierbei miissen die Punkte E 
und F entweder beide auf 1 oder syrnmetrisch in bezug auf 1 liegen. 
Das letzte ist aber wegen OlE. O~F = 0IF. O~E unmoglich. Also liegen 
E und F auf 1, und aus dem oben iiber die Halbgeraden 01 (5) und O~ (5) 
Gesagten sieht man, daB sie beide auf derselben Seite von 010~ liegen 
wie Q. Ubrigens liegen sie offen bar symmetrisch in 
bezug auf a. 

Die Punkte E und F konnen in folgender Weise 
konstruiert werden (Fig. 63): Es sei F* der zu F 
symmetrische Punkt in bezug auf 01 Q. Dieser Punkt 
ist Schnittpunkt der folgenden zwei geometrischen 
Drter: Erstens die zu 1 symmetrische Gerade 1* in 
bezug auf OIQ, zweitens die zu 1 inverse Kurve A*, 
wobei 01Inversionszentrum und 01A . O~A' die ent
sprechende Potenz ist. Die zwei Schnittpunkte von 1* 
und A* geben dasselbe Punktpaar (E, F). 

Den kleinsten Wert des Produktes erhalt man, 
Fig. 63. 

wenn A * die Gerade 1* beriihrt; der Beriihrungspunkt muB dann ill 

den Punkt Q fallen; wenn demnach E und F existieren, so ist 

also: 
Wenn die Transformation ein invo1utorisches Paar hat, ist 

0lQ2< 0lA. O~A'. 

In diesem Fall gibt es, wie wir wissen, einen einzigen Kreis ()(" 
welcher bei der Transformation sich selbst entspricht. Dieser geht 
durch E und Fund muB gerade der Kreis sein, der EF als Durchmesser 
hat; denn sonst konnte man durch Symmetrie in bezug auf 1 einen 
anderen Kreis erhalten, welcher durch T-l und daher auch durch T 
in sich selbst iiberfiihrt wiirde, was unmoglich ist. 

Die drei oben hervorgehobenen Aussagen lassen sich offenbarumkehren: 
X. Die betrachtete Transformation zweiter Art hat zwei verschiedene 

Doppelpunkte, einen einzigen oder ein invo1utorisches Punktpaar, ie nachdem 

01Q2~01A. O~A'. 

Des weiteren nennen wir den Satz: 
xi. Zwei kreisverwandte Figuren zweiter Art konnen immer durch 

Kongruenztransformation in inverse Lage gebracht werden. 
Durch eine Parallelverschiebung fiihre man namlich 01 in O~ iiber, 

und durch eine Drehung der einen Figur bringe man einen Punkt A 
in die Gerade O~A'. Damit ist die inverse Lage erreicht. 

Zuletzt betrachten wir die allgemeine Transformation T erster Art; 
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sie sei ebenso wie die schon behandelte Transformation zweiter Art durch 
die Zentralpunkte 0 1 und O~ und ein beliebiges Punktpaar (A , A') gegeben. 

Wir benutzen die schon in Kap. I fur Projektivitaten entwickelte 
Methode und suchen eine involutorische Kreistransformation erster Art 
mit denselben Doppelpunkten wie T. Durch Iteration von T geht A' 
in A" uber; man bestimme den Punkt A *, welcher mit A' das Paa,r 
(A , A") harmonisch trennt; (A, A *) ist dann ein Paar der genannten 
involutorischen Transformation. Ein zweites solches Paar ist offenbar 
(0, U), wo 0 der Mittelpunkt von 010; ist; 0 ist also der Zentralpunkt 
der involutorischen Transformation. Nach 5.195 oben findet man also 
die Doppelpunkte, indem man die innere Halbierungslinie des Winkels 
(OA',OA*) zeichnet und auf dieser Geraden zwei Punkte E und F 
bestimmt, so daB OE2= OP= OA'.OA*. 

Die Theorie der Kreisverwandtschaften kann nach verschiedenen 
Methoden entwickelt werden. AuBer der hier benutzten kann man eine 
rein elementargeometrische anwenden; diese ist von MOBIUS, der diese 
Theorie schuf, benutzt worden und ist eigentlich immer noch die inter
essanteste. 

Auch kann man mit Vorteil eine Methode benutzen, bei der man 
davon Gebrauch macht, daB die Lage eines Punktes durch die im 
GAussschen 5inne zu verstehende komplexe Zahl x + iy angegeben 
werden kann. In der Tat ist die in Kap. VI gegebene Theorie mit 
dieser Methode aquivalent. . 

Endlich k6nnen die Kreistransformationen auch als quadratische 
Transformationen aufgefaBt werden. Hierbei macht sich jedoch eine 
etwas andere Auffassung geltend, weil sowohl imaginare als reelle 
Punkte in Betracht gezogen werden. 

Vierter Abschnitt. 

Quadratische Transformationen 
und Kurven dritter Ordnung. 

XVII. Kapitel. 

Buschel. 

§ 1. Biischel von Projektivitaten in einem Elementargebilde. 
Es seien n und n1 zwei Projektivitaten in einem Elementargebilde, 

z. B. in einer Geraden. Durch n und n1 wird ein Biischel von Profektivi
tiiten bestimmt, das ist die Gesamtheit der Projektivitaten nr , welche 
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mit'lt (und'lt1) dieselben gemeinsamen Elemente (A, A') und (B, B') haben 
wie 'It und 'lt1 selbst. (A, A') kann von (B, B') verschieden sein oder die 
beiden kannen auch zusammenfallen (vgl. Rap. IV, § 1, SchluB). Es gilt: 

1. Ein Buschel von Pro1'ektivitiiten ist durch zwei beliebige seiner 
Transformationen eindeutig bestimmt. 

Sind namlich 'ltr und 'lts zwei Transformationen des Biischels ('It, 'lt1), 

so haben sie dieselben gemeinsamen Elemente wie 'It und 'lt1 (Rap. IV, 
§ 1, SchluB). 

Wir betrachten zunachst ein spezielles Biischel, welches durch eine 
Projektivitat 'It und die Identitat erzeugt wird; dieses besteht aus 
den Transformationen, welche dieselben Doppelpunkte E und F wie '"' 
haben. Durch ein einziges Paar (M, M;) von entsprechenden Punkten 
ist eine Transformation 'ltr des Biischels eindeutig bestimmt. 1st (N, N;) 
ein anderes Paar von entsprechenden Punkten, so hat man 

EFMNnEFM~N~, 

also (Rap. I, § 1, Satz VI' und VII'): 
EFMM~nEFNN~; 

wenn also '"'r das Biischel durchlauft, wahrend M und N fest bleiben, 
beschreiben M; und N; projektive Reihen. 

Diese Resultate lassen sich sofort auf ein beliebiges Biischel ('"', '"'1) 
iibertragen; denn dieses geht aus dem durch '"''"'11 und die Identitat 
bestimmten Biischel hervor, wenn man allen Transformationen die 
Projektivitat '"'1 hinzufiigt. Wir finden dadurch den Satz: 

II. In einem Buschel von Profektivitaten '"'r ist eine Transformation 
durch A ngabe eines einzigen Paares (M, M;) eindeutig bestimmt. Die 
Punktreihen M; und N;, welche aus zwei festen Punkten M und N hervor~ 
gehen, sind profektiv. 

Zufolge des letzten Teiles dieses Satzes kann man ein Biischel von 
Projektivitaten zu einem Elementargebilde projektiv setzen. 

Es mage nun zunachst jedes der gemeinsamen Paare (A, A') und 
(B, B') aus zwei verschiedenen Punkten bestehen. Man hat dann: 

III. In einem Buschel von Profektivitiiten, welche 
keinen gemeinsamen Doppelpunkt haben, bilden die 
Paare von Doppelpunkten eine Involution, welche 
mit dem gegebenen Buschel profektiv ist. B 

Der Trager der Projektivitaten sei ein Regel
schnitt. Die gemeinsamen Paare (A, A') und (B, B') 
seien zunachst verschieden (Fig. 64). AIle Projek
tivitatsachsen gehen dann durch den festen Punkt 
0= (AB', BA'), und die Doppelpunkte (Er' Fr) 
bilden eine Involution mit 0 als Pol. Das Biischel 

Fig. 64. 

von Geraden ErFr ist zu dem Biischel B (M;) perspektiv, woraus der 
letzte Teil des obigen Satzes folgt. 
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Fallen aber die gemeinsamen Paare zusammen (A = B, A' = B'), 
dann gehen aIle Projektivitatsachsen durch denselben auf AA I liegenden 
Punkt; denn schnitten sich zwei Projektivitatsachsen in einem Punkt 0 
auBerhalb AA' , dann wiirden die Geraden OA und OA ' auf dem Kegel
schnitt ein zweites gemeinsames Element (B, B') der entsprechenden 
Projektivitaten bestimmen, was ja nach Voraussetzung unmaglich ist. 
Der Satz III folgt dann wie oben. 

Es mage nun A mit A' zusammenfallen, aber B nicht mit B'. Man 
hat dann: 

IV. Wenn die Projektivitiiten eines Biischels einen und nur einen 
gemeinsamen Doppelpunkt haben, ist die Reihe der anderen Doppelpunkte 
zu dem genannten Biischel projektiv. 

Der Beweis verlauft ganz wie oben in dem Fall, wo (A, A') und 
(B, B') verschiedene Punktpaare sind. 

Endlich magen alle Projektivitaten des Biischels dieselben zwei 
Doppelpunkte haben; dieser Fall tritt z. B. ein, wenn das Biischel aus 
einer nichtinvolutorischen Projektivitat und ihrer inversen erzeugt ist. 
Hier gilt natiirlich kein zu Satz III analoger Satz. 

Zuletzt nennen wir: 
V. Wenn ein Biischel zwei Involutionen r und r 1 enthiilt, dann sind 

aUe Transformationen des Biischels Involutionen. 
Die Pole der zwei gegebenen Involutionen seien P und Q. Zunachst 

mage PQ den Kegelschnitt in zwei verschiedenen Punkten A und B 
schneiden; diese entsprechen einander in doppelter Weise sowohl in r 
als in rv also auch in jeder anderen Transformation des Biischels; 
diese Transformationen miissen demnach aIle involutorisch sein. Die 
Pole der Involutionen erfiilIen die Gerade PQ. 

Wenn dagegen PQ den Kegelschnitt in einem Punkt A beriihrt, 
ist A Doppelpunkt fUr jede Projektivitat des Biischels, und eine solche 
hat mit r (und r1) auBer A kein Element gemein. Das Biischel besteht 
deshalb wie oben aus allen Involutionen, deren Pole die Gerade PQ 
bilden. 

§ 2. Busche! von Kollineationen in der Ebene. 

Es seien n = (M, M') und n 1 = (M, Mil zwei KolIineationen der 
Ebene. Wir betrachten dann alle Kollineationen nr = (M, M;) mit 
den folgenden Eigenschaften: 

1. nr solI mit n dieselben gemeinsamen Elemente (A, A') haben 
wie n und n1 ; dies soIl auch fiir die Multiplizitat dieser Elemente gelten 
(vgl. S. 109); 

2. fiir jedes M soIl der entsprechende Punkt M; mit M' und M{ 
auf einer Geraden liegen. 

Die Gesamtheit dieser Kollineationen wird ein Biischel genannt. 
Es gilt der Satz: 
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I. Fugt man zu allen Kollineationen ttr eines Busehels eine Kollinea
tion 7to, dann bilden die Kollineationen 7tr7to wieder ein Busehel. 

Aus Kap. VIII, § 1, Satz XIV folgt namlich, daB die obige Eigen
schaft 1. fur die Gesamtheit 7tr7to giiltig bleibt, und dies ist offen bar 
auch bei 2. der Fall. 

Wie im vorigen Paragraphen, betrachten wir zunachst ein spezielles 
Buschel (/J, das von einer Kollineation 7t = (M, M') und der Identitat 
erzeugt wird. Zunachst sei 7t keine Homologie. Die Kollineationen 7tr 

von (/J sollen dieselben drei (verschiedenen oder zusammenfallenden) 
Doppelpunkte E, F, G haben wie 7t, und fiir jedes M solI M; auf 
MM' liegen. Es sei nun M ein fester Punkt und M; ein beliebiger 
Punkt der Geraden MM'. Durch E, F, G und das Paar (M, M;) 
ist dann eine Kollineation eindeutig bestimmt (Kap. VIII, § 1, Satz IX); 
diese Kollineation ttr gehOrt dem Biischel (/J an; es sei namlich N 
ein beliebiger von M verschiedener Punkt, dessen entsprechende Punkte 
in 7t und ttr bzw. N' und N; sein mogen; nach Kap. VIII, § 1, 
Satz X wird die Kollineation mit den Doppelpunkten E, F, G, welche 
M in N iiberfiihrt, auch M' in N' und M; in N; iiberfiihren. Dem
nach liegen N, N' und N; auf einer Geraden, was zu beweisen war. 
Gleichzeitig sieht man, daB die von M; und N; gebildeten Punktreihen 
projektiv sind. 

Wenn 7t eine Homologie ist, besteht das Biischel (/J, wie man unmittel
bar sieht, aus allen Homologien, welche dasselbe Zentrum und dieselbe 
Achse wie 7t haben. Die Punktreihen M; und N; sind wieder projektiv. 

Nach Satz I konnen wir wie in § 1 das gefundene Resultat auf ein 
beliebiges Buschel ubertragen und erhalten den Satz: 

II. In dem durch zwei Kollineationen 7t = (M, M') und 7t1 = (M, M{) 
bestimmten Busehel von Kollineationen ttr = (M, M;) ist eine Trans
formation dureh Angabe eines einzigen Paares (M, M;), wo M; auf M'M{ 
liegt, eindeutig festgelegt. Die Punktreihen M; und N;, welehe aus zwei 
festen Punkten M und N entstehen, sind projektiv. 

Durch Betrachtung der Projektivitat zwischen den Punktreihen 
M; und N; sieht man, daB zwei beliebige Transformationen ttr und 7t8 des 
Biischels nicht mehrere gemeinsame Punktpaare haben konnen als 7t 

und 7t1 ; die gemeinsamen Punktpaare von ttr und 7t8 sind dann nach 
Kap. VIII, § 1, Satz XIII genau dieselben wie die von 7t und 7t1 , und 
zwar mit derselben Multiplizitat. Man erhaIt dann leicht den Satz: 

III. Ein Busehel von Kollineationen in der Ebene ist dureh zwei be
liebige seiner Transformationen eindeutig bestimmt. 

§ 3. Biische! von Reziprozitaten in der Ebene. 
Es seien E = (M, m') und E1 = (M, mil zwei Reziprozitaten in der 

Ebene. Das durch diese bestimmte Biischel von Reziprozitaten Er 
= (M, m;) wird in Analogie zu § 2 folgendermaBen definiert: 



202 Quadratische Transformationen und Kurven dritter Ordnung. 

1. Er soIl mit E dieselben gemeinsamen Elemente (A, a') haben 
wie E und E1 ; dies solI auch fUr die Multiplizitat dieser Elemente gelten 
(vgl. S. 110). 

2. Fur jedes M soIl die entsprechende Gerade m; durch den Schnitt
punkt M* = (m'mJ.) gehen. 

Aus dieser Definition in Verbindung mit Kap. VIII, § 2, Satz IX 
ergiht sich in Analogie zum vorher Entwickelten: 

I. Fiigt man zu allen Reziprozitiiten Er eines Biischels eine Rezi
prozitiit Eo, so bilden die Kollineationen ErEo wieder ein Biischel - und 
umgekehrt. 

Fugt man in analoger Weise zu allen Reziprozitaten eine feste Kol
lineation :ito, so erhalt man naturlich ein neues Buschel von Reziprozi
taten Er:ito. 

Aus Satz I ergibt sich mittels § 2: 
II. In dem durch zwei Reziprozitiiten E = (M, m') und E1 = (M, mi) 

bestimmten Biischel von Reziprozitiiten Er = (M, m;) ist eine Trans
formation durch Angabe eines einzigen Elementes (M, m;), wo m; durch 
den Schnittpunkt M* = (m' m~) geht, eindeutig festgelegt. Die Geraden
biischel m; und n;, welche zwei festen Punkten M und N entsprechen, sind 
projektiv. 

Ebenso: 
III. Ein Biischel von Reziprozitiiten in der Ebene ist durch zwei be

liebige seiner Transformationen eindeutig bestimmt. 

Aus einem beliebigen Punkt M haben wir oben mittels der Rezi
prozitaten E und E1 einen Punkt M* abgeleitet. Geht man von M* aus 
und benutzt die zu E und E1 inversen Reziprozitaten E-1 und Ell, 
gelangt man offenbar zu M zuruck. Es folgt hieraus insbesondere, daB 

Fig. 65. 

die Beziehung (M, M*) involutorisch ist, wenn 
E = E-1. Die Punkte M und M* werden in 
diesem Fall konjugiert in bezug auf das ent
sprechende Buschel genannt. Hierbei gilt: 

IV. 1st cP ein Biischel, das zwei inverse Rezi
prozitiiten E und E-1 enthiilt, dann gehen alle 
Verbindungsgeraden von konjugierten Punkten M 
und M* durch einen festen Punkt, niimlich den 
prinzipalen H auptpunkt Evon E. 

Es sei namlich (Fig. 65) a eine beliebige Ge
rade, die keine Hauptgerade ist. Wenn ein 
Punkt M diese Gerade durchlauft, hilden die 
Geraden m' und mi, welche dem Punkte M in 

E und E-1 entsprechen, zwei projektive Buschel mit den Zentren A I 
bzw. A~, und der Crt der Punkte M* = (m'~) ist ein Kegelschnitt ", 
der durch A' und A~ sowie durch die Hauptpunkte von E geht. 
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Die Schnittpunkte von a mit m' und mi. seien N bzw. N I . Die 
Beziehungen (M, N) und (M, N I ) sind dann zwei inverse Projektivi
taten 7& und 7&-1 auf a; denn da Nl auf der zu M in E-l entsprechenden 
Geraden m' liegt, geht auch die zu NI in E entsprechende Gerade 
durch M. Die Doppelpunkte von 7& (und 7&-1) sind dieselben wie die 
von 7&2 = (NI' N), also die Schnittpunkte P und Q von a und ". 

Es mogen nun zunachst wie in der Figur P und Q verschieden sein. 
No sei der Punkt auf a, welcher von M durch N und NI harmonisch 
getrennt ist; die Gerade M* No heiBe m~; ihr Schnittpunkt mit" sei B. 
Nach Kap. IV, § 1, Satz V sind auch (M, No) und (P, Q) harmonische 
Punktpaare. Durch Projektion von M* auf" ergibt sich dann, daB 
sowohl B als auch der Schnittpunkt C von M* M mit " fest bleiben, 
wenn sich M auf a bewegt. 

Wenn insbesondere a den Kegelschnitt " beriihrt, fallen P und Q 
(sowie No und B) in dem Beriihrungspunkt zusammen. Wenn man 
hier aus Kap. IV, § 1 statt des Satzes V den Satz IV benutzt, sieht man, 
daB C auch in diesem Falle fest bleibt. 

In den beiden Fallen ergibt sich sofort, daB emit dem prinzipalen 
Hauptpunkt Evon E identisch sein muB; denn verlegt man M in den 
Schnittpunkt von a mit der prinzipalen Hauptgeraden e von E, so talIt 
M* in E. Hiermit ist Satz IV bewiesen. 

Ferner hat man: 
V. Ein d2trch zwei inverse Reziprozitaten E und E-l bestimmtes 

Buschel enthiilt immer eine Polaritat. Diese kann aber singular sein. 
Wir benutzen beim Beweise die obigen Bezeichnungen (vgl. Fig. 65). 

Die Beziehung (M, m~) ist eine Reziprozitat, denn wenn M die Gerade a 
durchlauft, dreht sich m~ urn den festen Punkt B und schneidet auf a 
eine Punktreihe (No) aus, die zu der Reihe (M) projektiv ist. Da ferner 
die Projektivitat (M, No) auf a, wie schon erwahnt, eine Involution 
(mit den Doppelpunkten P und Q) ist, muB auch die Reziprozitat 
(M ,m~) involutorisch sein. 

VI. In einer beliebigen Reziprozitat E ist der art der Punkte, welche 
aut ihren entsprechenden Geraden liegen, eine Kurve f-t zweiter Ordnung, 
und die entsprechenden Geraden beruhren eine Kurve v zweiter Klasse. 
Diese zwei Kurven haben Doppelberuhrung. 

Wenn namlich ein Punkt M in E auf seiner entsprechenden Geraden 
liegt, muB dies auch in E-l der Fall sein, demnach auch in allen Trans
formationen des Biischels (E, E-l), insbesondere in der nach Satz V 
im Buschel enthaltenen Polaritat Eo. Wenn umgekehrt M ein Punkt ist, 
der auf seiner entsprechenden Geraden m~ in Eo liegt, fallt (vgl. Fig. 65) 
No mit M zusammen; da (M, No) und (N, N 1) harmonische Punktpaare 
sind, muB einer der Punkte N und Nl (und daher beide) mit M zu
sammenfallen. Die Punkte, welche in Ebzw. Eo auf ihren entsprechenden 
Geraden liegen, sind also dieselben. In Eo bilden sie aber einen Kegel-
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schnitt, und hiermit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Der zweite 
ergibt sich dann sofort mittels des Dualitatsprinzipes. 

Urn auch die Doppelberiihrung festzustellen, bemerken wir, daB 
einem Punkt M von f-l in E und E-l die Tangenten von M an vent
sprechen, eben so einer Tangente m an v die zwei Schnittpunkte von m 
mit f-l. Es sei nun P ein gemeinsamer Punkt von f-l und v. P ist dann 
nach dem soeben Bemerkten ein Hauptpunkt, und die entsprechende 
Hauptlinie ist die Tangente an v in P; diese muB aber - ebenfalls 
zufolge der obigen Bemerkungen - auch f-l beriihren. Hiermit ist 
auch der letzte Teil von Satz VI bewiesen. 

Sind nun insbesondere die Hauptpunkte E, F, G verschieden, dann 
miissen dem Obigen zufolge f-l und v einander in den zwei nichtprinzipalen 
Hauptpunkten Fund G beriihren und dort die Tangenten f = EF und 
g = EG haben. 

Nun mogenF und G zusammenfallen, wahrend der prinzipale Haupt
punkt E von den anderen verschieden sei. Auch in diesem Fall wird 
F auf f-l liegen und die Gerade f = EF keinen weiteren Punkt von f-l 
enthalten; aber auch auf e kann kein von F verschiedener Punkt von f-l 
liegen, denn einem solchen Punkt P wiirde sowohl in E als auch in E-l 
die Gerade EP entsprechen, d. h. P wiirde ein neuer Hauptpunkt sein. 
Deshalb muB f-l in diesem Fall aus zwei durch F gehenden Geraden a 
und b bestehen, und v aus zwei auf f liegenden Punkten A und B. 

Fallen E, F, G samtlich in E zusammen, dann konnen f-l und v nur den 
einzigen Punkt E miteinander gemein haben, denn ein neuer Beriihrungs
punkt wiirde, wie oben, einen neuen Hauptpunkt ergeben. Die zwei 
Kurven f-l und v mussen sich deshalb in E vierpunktig beriihren. 

Wenn es unendlich viele Hauptpunkte gibt (vgl. S. 111), ist f-l eine 
(doppelt zu zahlende) Gerade und vein (doppelt zu zahlender) Punkt. 

In einer Polaritat fallen die Kurven f-l und v zusammen. 
Man vergleiche diese Resultate mit denjenigen, die wir auf anderem 

Wege schon in Kap. XI, § 2 (S. 142) erortert haben. 
In diesem Zusammenhang nennen wir noch den folgenden Satz: 
VII. 1st auf einem Kegelschnitt ~ eine Projektivitat (M, M') gegeben, 

dann hiillen die Verbindungsgeraden MM' entsprechender Punkte einen 
Kegelschnitt u1 ein, welcher mit U Doppelberiihrung hat. 

Es sei namlich die Projektivitat auf u durch die Doppelpunkte E 
und Fund ein festes Paar (A, A') von entsprechenden Punkten fest
gelegt. Es gibt einen eindeutig bestimmten Kegelschnitt, welcher die 
Kurve u in E und F beriihrt und auBerdem die Gerade AA' als 
Tangente hat; diesen nennen wir u1 . Es sei nun (M, M') ein beliebiges 
Paar von entsprechenden Punkten auf u. Aus 
(1) EFAM 7". EFA'M' 
ergibt sich wie gewohnlich 
(2) EFAA'?,,-EFMM'. 
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Durch (2) ist eine Projektivitat auf" und durch diese eine Kollinea
tion n der Ebene festgelegt. Diese laJ3t sich in zwei harmonische 
Homologien zerlegen, deren Zentren auf EF liegen, und deren Achsen 
durch den gemeinsamen Pol dieser Geraden in bezug auf" und "1 gehen 1. 

Durch n geht demnach auch "1 in sich selbst uber. Ferner entspricht 
der Geraden AA' die Gerade MM'; diese beruhrt demnach "1' und der 
Satz ist bewiesen. 

Der Beweis gilt auch, wenn die Punkte E und F zusammenfallen; 
" und "1 haben dann vierpunktige Beruhrung. 

Mittels dieses Satzes hatte man auch die gegenseitige Lage der im 
vorangehenden erwahnten Kegelschnitte p, und v untersuchen konnen. 

§ 4. Buschel und Bundel von Kegelschnitten. 
1. Wenn ein Buschel von Reziprozitiiten zwei Polaritiiten enthiilt, dann 

sind alle Transjormationen des Buschels Polaritiiten. 
Es sei namlich a eine feste Gerade und (M, m'l eine beliebige Trans

formation des Buschels. Durchlauft M die Gerade a und ist Ml der 
Schnittpunkt (m' a), dann ist die Beziehung (M, M 1) eine Projektivitat. 
Durch das gegebene Buschel von Reziprozitaten wird auf diese Weise 
ein Buschel von Projektivitaten auf a bestimmt; dieses letzte Buschel 
enthalt zufolge der Voraussetzungen zwei Involutionen und besteht 
demnach nur aus Involutionen (§ 1, Satz IV). Hieraus folgt der Satz 1. 

Durch ein Buschel von Polaritaten wird eine unendliche Schar 
von Kegelschnitten p, = v bestimmt (vgl. § 3, Satz VI). Nach der 
Definition eines Buschels von Reziprozitaten haben je zwei dieser Kegel
schnitte dieselben gemeinsamen Punkte; es gilt dies auch betreffs der 
Multiplizitat, denn in einem gemeinsamen Punkt sind nach § 3, Satz II 
entweder aIle Tangenten verschieden oder aIle fallen zusammen. Die 
Kegelschnitte p, bilden demnach ein Buschel (vgl. Kap. VII, § 1). 

Eine Gesamtheit von Kegelschnitten bildet ein Bundel, wenn die durch 
einen beliebigen Punkt gehenden Kurven ein Buschel bilden -. oder fur 
spezielle Lagen des Punktes aus allen Kurven der Gesamtheit bestehen. 

Das einfachste Bundel wird von den Kegelschnitten gebildet, welche 
durch drei feste Punkte gehen. Ein Bundel dieser Art, wo die drei 
Punkte zusammenfaIlen, haben wir schon in Kap. VIII, § 1 besprochen. 

Der Hauptsatz in der Theorie des Bundels ist der folgende: 
II. Ein Bundel von Kegelschnitten ist durch drei Kurven, welche nicht 

demselben Buschel angehoren, eindeutig bestimmt. 
Die Kurven, welche als "Basis" des Bundels gebraucht werden sollen, 

seien ex, {Jl und {J2' Wir zeigen zuerst, daB durch diese jedenfalls nicht 
mehr als ein Bundel bestimmt ist. Es sei namlich A ein Punkt 

1 Vgl. S. 171. 
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allgemeiner Lage; durch A geht eine einzige Kurve des Buschels (IX, (1) 
und ebenso eine einzige des Buschels (IX, (2); also ist das durch A 
gehende (in der Definition erwlihnte) Buschel eindeutig bestimmt. 

Es soil nun bewiesen werden, daB IX, P1 und P2 wirklich einem Bundel 
angehOren. Durch /31 und P2 wird ein Buschel 

( 1) P1' P2' /1a' ... 
festgelegt. Wir bilden dann die Schar von Buscheln 
(2) (IX, fA), (IX, /3s), (IX, /3a), ... 
und zeigen, daB diese Gesamtheit von Kegelschnitten ein Biindel ist. 

Es sei C ein Punkt allgemei
ner Lage; die durch C gehenden 
Kurven der Buschel (2) seien 
bzw. 1'1' 1'2' I'a, ... ; es soIl dann 

-*----m--...... ~~-,t.;L....;F'I--oooooF~ bewiesen werden, daB diese Kur
ven ein Buschel bilden. 

Es sei (Fig. 66) C' ein wei
terer gemeinsamer Punkt von 

Fig. 66. 1'1 und 1'2; die Gerade 1 = CC' 
m6ge IX in (A , A') und die Kegel

schnitte (1) in bzw. (B1' Bi), (B2' B~), (Ba, B~), ... schneiden. Die zwei 
Involutionen 
(A, A'), (C, C/), (B1' Bn und (A, A'), (C,C'), (B2 ,B2) 
sind offenbar identisch; dieser Involution geh6ren auch die Paare 
(Ba, B~), (B" B~), ... an. Da I'a, 1'4' ... den Biischeln bzw. (IX, /3a), 
(IX, P,), ... angeh6ren, werden sie von lin Paaren derselben Involution 
geschnitten; und da sie durch C gehen, enthalten sie alle auch den 
Punkt C'; sie bilden demnach ein Buschel, was zu beweisen war. 

DaB man als Basis des betrachteten Biindels drei belie bige ihrer Kurven, 
welche nicht demselben Buschel angeh6ren, wahlen kann, ist nun klar. 

Sind zwei Punkte P und P' konjugierte Punkte in bezug auf alle 
Kegelschnitte eines Bundels, so nennt man sie "im Biinde!" konjugiert. 

III. Sind zwei Punkte P und P' in bezug aut drei Kegelsehnitte, 
welehe nieht demselben Busekel angehOren, konjugiert, dann sind sie im 
Bundel konjugiert. 

Die drei Kegelschnitte seien, wie oben, IX, P1 und P2' Sind P und P' 
konjugiert in bezug auf diese drei, so sind sie auch konjugiert in bezug 
auf die Kurven der Scharen (1) und (2), d. h. in bezug auf aile Kurven 
des Biindels. 

IV. Sind P und Q zwei teste Punkte, weleke nieht im Bundel konjugiert 
sind, dann bilden die Kegelsehnitte des Bundels, in bezug auf welche P 
und Q konfugiert sind, ein Bilsekel. 

Jedes im Bundel enthaltene Buschel schneidet namlich auf der 
Geraden PQ eine Involution von Punktpaaren aus und enthalt demnach 
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einen Kegelschnitt # (insbesondere unendlich viele), in bezug auf 
welche P und Q konjugiert sind. Sind #1 und #2 zwei solche Kegelschnitte, 
so hat jeder Kegelschnitt des Buschels (#1' #2) dieselbe Eigenschaft. 
Weitere solche Kegelschnitte kann es nach Satz III nicht geben. 

§ 5. Algebraisches Supplement. 
Sind zwei Kollineationen durch 

(1) 

und 

(2) 

gegeben, dann steIlt 

(3) ex; = 2' (aik + H ik) Xk 
k 

das durch diese bestimmte Buschel von Kollineationen dar. 
Halt man namlich den Punkt x fest, wahrend J. variiert, so bleibt 

der Punkt x' nach (3) entweder fest, oder er durchlauft eine Gerade. 
Ein Biischel von Reziprozitaten kann in entsprechender Weise dar

gestellt werden. Sind zwei Reziprozitaten durch die bilinearen Gleichungen 

(4) 

und 

(5) 

gegeben, so ist die Gleichung des entsprechenden Biischels 

(6) ~ (aik + J. bik) X~Xk = O. 
i, k 

SoIl dieses Buschel eine Polaritat enthalten, so muS die Gleichung 

aik+ Hik= aki+ )'bki 
fur festes A. und aIle Kombinationen der Indizes i, k befriedigt sein, d. h.: 

au - an aS3 - ass a3l - a l3 
b12 - bn b23 - b3D b31 - b13 • 

Diese Bedingungen sind im besonderen edullt, wenn (4) und (5) 
inverse Transformationen sind (bik = aki), (vgl. § 3, Satz III). 

XVIII. Kapitel. 

Quadratische Transformationen. 

§ 1. Definition und einleitende Sitze. 
Hat man zwei Reziprozitaten 1:1 = (M, mi) und 1:2 = (M, ~) einer 

Ebene, so kann man hieraus eine neue Transformation bilden, indem man 
dem Punkt M den Schnittpunkt M' = (mim~) entsprechen laBt. Diese 
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Transformation Q= (M, M') wird eine quadratische Transformation ge
nannt. Die inverse Transformation Q-1 = (M', M) ist von derselben 
Art und wird durch die inversen Reziprozitaten I';::-l und I'21 erzeugt. 
Q hangt offenbar nur von dem Buschel (I'l' I'2) ab; jedes Buschel von 
Reziprozitaten bestimmt eindeutig eine quadratische Transformation 
und umgekehrt. 

Die Transformation Q ist im wesentlichen eindeutig; eine Ausnahme 
tritt nur ein fUr so1che Punkte M, deren entsprechende Geraden mf 
und m; zusammenfallen. Nun haben nach Rap. VIII, § 2, Satz III 
die zwei Reziprozitaten I'l und I'2 drei (verschiedene oder zusammen
fallende) oder unendlich viele gemeinsame Elemente (M, m*). Von 
der letzten Moglichkeit k6nnen wir aber hier absehen, wenn wir 
nur nichtsingulare Transformationen Q betrachten wollen; denn tritt 
sie ein, so ist I'l I'2 1 eine Homologie, und jeder Punkt M allgemeiner 
Lage wird durch Q in einen Punkt der Homologieachse iiberfUhrt. 

Die drei gemeinsamen Elemente von I'l und I'2 seien (E, e*), (F, f*), 
(G, g*); die Punkte (E, F, G) heiBen Fundamenta1punkte der ersten 
Figur, die Geraden (e*, f*, g*) Fundamentalgerade der zweiten. Durch 
Betrachtung von I'll und I'21 findet man in analoger Weise drei Ele
mente (E*, e), (F*, f), (G*, g), we1che aus den Fundamentalpunkten 
(E*, F*, G*) der zweiten Figur und den Fundamentalgeraden (e, f, g) 
der ersten bestehen. 

Die Fundamentalpunkte und -geraden der ersten Figur sind die 
Doppelelemente der Rollineation ;n; = I'l I'21, die der zweiten Figur 
(die mit einem Stem bezeichneten) sind die Doppelelemente von ;n;* 

= I'2 1I'l' Die Bezeichnungen konnen so gewahlt werden, daB e, f, g 
in bezug auf ;n; zu bzw. E, F, G assoziiertl sind; durch Transformation 
mit I'1 sieht man, daB dann auch e*, f*, g* zu bzw. E*, F*, G* assoziiert 
in bezug auf ;n;* sind. Fundamentalelemente der beiden Figuren fal
len in entsprechender Weise zusammen. 

Zwei Fundamentalpunkte, wie z. B. E und E* heiBen in bezug auf 
Q adjungiert. 

1. Einer Geraden 1 durch den Fundamentalpunkt E entspricht eine 
Gerade l' dureh den adjungierten Fundamentalpunkt E*; die zwei Punkt
reihen 1 und I' sind projektiv. 

Die Punktreihe I geht namlich mittels I'1 und I'2 in zwei zu I pro
jektive Geradenbuschel (Li) und (L;) uber; diese sind aber perspektiv, 
da die Gerade e* beiden Buscheln angehort und sich selbst entspricht. 
Also entspricht in Q der Punktreihe 1 eine geradlinige Punktreihe 1', 
we1che mit 1 projektiv ist. Ferner geht das Buschel (L~) durch ;n;* in 
(Li) uber; nach der Definition assoziierter Elemente1 geht demnach l' 
durch den zu e* assoziierten Doppelpunkt E* von ;n;*. 

1 ENRIQUES: § 49. 
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Man bemerke, daB in der Projektivitat zwischen I und I' dem Punkt E 
der Schnittpunkt von I' mit e* entspricht. 

II. Einer Geraden I, welche durch keinen Fundamentalpunkt der ersten 
Figur geht, entspricht in Q ein Kegelschnitt A' durch die Fundamentalpunkte 
der anderen Figur - und umgekehrt. Die Punktreihe list zur Punkt
reihe ).' profektiv. 

Wenn namlich I weder durch E, F noch G gebt, werden die obigen 
Biischel (Li) und (L~) wohl projektiv, aber nicht perspektiv; die I ent
sprechende Kurve ist demnach ein Kegelschnitt A'. Die Projektivitat zwi
schen lund J.' liegt auf der Hand. Da (L~) durch n* in (Li) iibergeht, ge
hort A' dem CHASLEsschen Biindel der Kollineation n* an (vgl. Kap. VIII, 
§ 1); A' gebt demnach durch E*, F*, G*. 

Die Umkehrung folgt unmittelbar daraus, daB ein Kegelschnitt 
durch E*, F*, G* und zwei weitere Punkte eindeutig festgelegt ist. 

Liegt E nicht auf e und trifft I die Gerade e in P, so ist die EP 
entsprechende Gerade die Tangente an A' in E*. Denn diese letzte Ge
rade kann mit A' auBer E* keinen Punkt gemein haben. 

Weiter ergibt sich: 
III. Das Buschel von Geraden I durch E ist zu dem Buschel von ent

sprechenden Geraden I' durch E* profektiv. 
Dies ergibt sich, wenn man die Schnittpunkte des ersten Biischels 

mit einer Geraden k und die entsprechenden Schnittpunkte des zweiten 
Biischels mit dem aus k hervorgehenden Kegelschnitt ~' betrachtet. 
Man bemerke, daB in dieser Projektivitat (f, g*) und (g, /*) Paare von 
entsprechenden Strahlen sind. 

IV. Die Kegelschnitte A', welche einem Buschel von Geraden (I) durch 
einen von E, F, G verschiedenen Punkt A entsprechen, bilden ein zu (I) 
profektives Kegelschnittbuschel. 

DaB die Kurven A' ein Buschel hilden, ist sofort klar, wenn A 
auf keiner der Geraden e, /, g liegt; denn aIle A' gehen dann durch 
E*, F*, G*, A'. Liegt dagegen A auf einer der genannten Geraden, so 
kann man den Satz beweisen, in dem man beachtet, was oben von der 
Tangente an A' in einem Fundamentalpunkt bemerkt wurde. 

Die Projektivitat der Biischel ergibt sich, wenn man (I) und (A') 
mit zwei entsprechenden, etwa durch E und E* gehenden Geraden 
schneidet. 

Wir fiihren noch den folgenden Satz an, der aus der Definition einer 
quadratischen Transformation unmittelbar abzuleiten ist: 

V. Das Produkt Qn einer quadratischen Trans/ormation Q mit einer 
Kollineation n ist wieder eine quadratische Trans/ormation. 

1st namlich Q mittels der zwei Reziprozitaten 1:1 und 1:2 festgelegt, 
so wird Qn durch };1 n und 1:2n bestimmt. 

Es ist zu bemerken, daB die Fundamentalelemente der ersten Figur 
fiir Qn dieselben sind wie fiir Q, wahrend die Fundamentalelemente der 

J nel, Projektive Geometrie. 14 
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zweiten Figur fUr Qn aus denjenigen fUr Q durch Transformation mit n 
hervorgehen. 

Fiir die Transformation nQ gilt Analoges. 
AIle Satze dieses Paragraphen - sowie ihre Beweise - sind ganz un

a bhangig da von, 0 b die F undamen talelemen te verschieden sind oder nicht. 

§ 2. Involutorische Transformationen. 
Wir wollen jetzt die involutorischen quadratischen Transformationen 

betrachten. In einer solchen mussen die Fundamentalpunkte der ersten 
Figur mit denen der zweiten zusammenfaIlen. 

Die quadratische Transformation sei durch die Reziprozitaten 1:1 
und 1:2 bestimmt; da sie involutorisch ist, geh6ren die Transformationen 
1:11 und 1:2-1 dem Buschel (1:1' 1:2) an. In diesem Buschel sind entweder 
aIle Transformationen Polaritaten, oder es enthalt zwei Transfor
mationen 1: und 1:-1, die verschieden sind. Es gibt demnach zwei ver
schiedene Arten von involutorischen quadratischen Transformationen: 

A. Erste Art: Die quadratische Transformation ist durch zwei 
Polaritaten bestimmt. 

B. Zweite Art: Die quadratische Transformation ist durch eine nicht
involutorische Reziprozitat 1: und ihre inverse 1:-1 bestimmt. 

Urn die involutorischen Transformationen erster Art zu untersuchen, 
betrachte man also zwei Kegelschnitte Xl und "'2 und lasse jedem 
Punkt M den Schnittpunkt M' seiner Polaren in bezug auf "'1 und X2 

entsprechen. Die Fundamentalpunkte der Transformation sind die
jenigen Punkte, welche dieselbe Polare in bezug auf "'1 und X2 haben; 
da wir von singularen Transformationen absehen, mussen also "'1 und "'2 
solche Lage haben, daB sie ein einziges (evtl. ausgeartetes) gemeinsames 
Polardreieck EFG haben, d. h. sie durfen nicht Doppelberuhrung (oder 
vierpunktige Beruhrung in einem Punkt) haben (vgl. S. 98). Die 
Fundamentalpunkte sind dann die Punkte E, F, G; jeder Fundamen
talpunkt fallt mit seinem adjungierten zusammen; die Projektivitaten 
der entsprechenden Geradenbuschel sind involutorisch und durch 
ihre Doppelstrahlen (Schnittpunktsekanten von "'1 und "'2) unmittelbar 
festgelegt. 

Je nach der gegenseitigen Lage von "'1 und "'2 bestehen die folgenden 
drei M6glichkeiten: 

1. Die Schnittpunkte von "'1 und "'2 sind aIle verschieden (Trans
formation CP1); E, F, G sind dann ebenfalls paarweise verschieden. 

2. Zwei und nur zwei der Schnittpunkte fallen zusammen (Trans
formation CP2); dann fallen auch zwei der Fundamentalpunkte, etwa F 
und G, zusammen. 

3. Die Kegelschnitte Xl und x2 haben dreipunktige Beruhrung in 
einem Punkt (Transformation CPa); dann fallen aIle drei Punkte E, 
F, G zusammen. 
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Fur die involutorischen quadratischen Transformationen zweiter Art 
sind die Fundamentalpunkte die Hauptpunkte der entsprechenden 
Reziprozitat I). Es gilt hier: 

I. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
prinzipalen Fundamentaipunkt i E, und aUe solche 
konjugiert in bezug auf einen Kegelschnitt IX. 

gehen durch den 
Punktpaare sind 

Der erste Teil des Satzes ist schon fruher in Kap. XVII (§ 3, Satz IV) 
bewiesen worden; der zweite folgt aus dem dortigen Satz V, der besagt, 
daB das Buschel (I), I)-I) immer eine Polaritat enthiilt. 

Nach der Lage der Hauptpunkte E, F, G von I) (Fundamentalpunkte 
der involutorischen quadratischen Transformation) kannen wir auch hier 
drei verschiedene FaIle unterscheiden: 

1. E, F, G sind aIle verschieden (Transformation PI)' In diesem 
Fall ist der Kegelschnitt IX nicht ausgeartet und geht nicht durch den 
prinzipalen Fundamentalpunkt E; Fund G sind die Beruhrungspunkte 
der Tangenten von E an IX. 1st insbesondere die Ebene reell, und sind 
Fund G die Kreispunkte, so erhalt man die in der Theorie der Kreis
transformationen erwahnte Inversion. 

2. Fund G fallen zusammen, sind aber von E verschieden (Trans
formation P 2); IX artet dann in zwei Gerade lund m aus, welche einander 
in F schneiden. Die Fundamentalgerade FG ist von EF durch lund m 
harmonisch getrennt. 

3. E, F, G fallen samtIich zusammen (Transformation lJ'3)' Hier ist IX 

nicht ausgeartet und geht durch E. Mittels Kap. VIII, § 2, Satz VI 
sieht man, daB IX mit dem dort erwahnten, in I) invarianten Kegel
schnitt .1.0 vierpunktige Beruhrung in 
E hat; IX gehOrt also dem Buschel (A) 
der invarianten Kegelschnitte der 
Kollineation I)2 an. 

Wirwollendie Transformationen P 2 

und P 3 etwas naher besprechen und 
beginnen mit P 2• Es gilt hier: 

II a. ] ede Transformation P 2 lafJt 
sich aus einer harmonischen H omologie 
durch Transformation mit einer PI her
stellen. 

Es seien namlich (Fig. 67) E und 
F = G die Fundamentalpunkte von 

Fig. 67. 

P 2 , (I, m) der ausgeartete Kegelschnitt IX. Fur PI wahlen wir 
den prinzipalen Fundamentalpunkt Eo beliebig auf m, die sekundaren 
Found Go in E bzw. F. Durch PI mage l in II ubergehen. Ferner 

1 Ein prinzipaler (sekundarer) Hauptpunkt in 2: wird auch prinzipaler (sekun
darer) Fundamentalpunkt der involutorischen quadratischen Transformation 
genannt. 

14* 



212 Quadratische Transformationen und Kurven dritter Ordnung. 

sei (M, M') ein Paar von Punkten, welche einander in lJI2 entsprechen; 
die Punkte, in welche diese durch lJI1 iibergehen, seien Ml und Mi.. 
Man entnimmt nun leicht der Figur, daB lJI2 durch Transformation 
mit lJI1 in eine harmonische Homologie HI mit F als Zentrum und II 
als Achse iibergeht. 

Ferner hat man: 
lIb. Jede Transformation lJIa lii(3t sich aus einer harmonisehen Homo

logie dureh Transformation mit einer lJI2 herstellen. 
Es sei namlich lJIs durch den festen Kegelschnitt IX und den Punkt E ,in 

dem aile drei Fundamentalpunkte zusammenfallen, gegeben (vgl.Fig. 68). 
Den prinzipalen Fundamentalpunkt Eo von lJI2 wahlen wir beliebig auf 0; , 

N' die beiden anderen F 0 = Go in E, so daB 

Fig. 68. 

FoGo Tangente an IX ist. Der Kegelschnitt IX 

geht durch lJI2 in eine .Gerade a1 iiber 
(§ 1, SatzII). Ferner seien M undM' zwei 
Punkte, welche einander in lJIa entsprechen ; 
sie mogen durch lJI2 in M 1 und M; iiber
gehen. Man sieht, daB lJIa durch Transfor
mation mit lJI2 in eine harmonische Homo
logie H2 mit a1 als Achse und E als Zen
trum. iibergeht. 

Urn eine Beziehung zwischen involutorischen Transformationen erster 
und zweiter Art herzustellen, betrachten wir das Produkt einer involu
torischen Transformation zweiter Art lJI mit den (verschiedenen oder zu
sammenfallenden) Fundamentalpunkten E ,F , G und einer harmonischen 
Homologie H, deren Achse durch E geht, und die 0; in sich transformiert, 
so daB Fund G vertauscht werden. Die Transformation lJI H = HlJI 
ist quadratisch und offenbar involutorisch, also eine Transformation 
erster Art tJ>. 

Geht man umgekehrt von einer involutorischen Transformation erster 
Art tJ> aus, so kann man immer eine harmonische Homologie H so fin
den, daB tJ> H involutorisch zweiter Art (und demnach auch gleich H tJ» 
wird. Es sei namlich tJ> durch die zwei Polaritaten 1:1 und 1:2 gegeben. 
Es geniigt dann, eine harmonische Homologie H zu konstruieren, so daB 

2:1H = (2:2 H)-I, 
d. h. H2:1H = 2:2 , 

H ist also eine harmonische Homologie, welche 1:1 in 1:2 trans
formiert. Es gibt wenigstens eine solche. Wir haben also bewiesen: 

III. Zu jeder involutorisehen qttadratisehen Transformation erster 
(zweiter) Art kann man eine mit ihr vertausehbare harmonisehe Homologie 
linden, so da(3 das Produkt involutoriseh zweiter (erster) Art ist. 

An die obigen Betrachtungen kniipfen wir noch die folgende: Es 
sei lJIa eine involutorische quadratische Transformation mit drei in E 
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zusammenfallenden Fundamentalpunkten; ferner sei Heine beliebige, 
nichtharmonische Homologie mit demZentrumE. Das ProduktQ = lJ'3H 
ist dann wieder quadratisch; wir wollen die Transformation Q etwas 
naher betrachten. Die Schnittpunkte des in lJ'3 festen Kegelschnittes iX 

mit der Homologieachse l seien R und S. J ede durch E gehende Gerade 
wird durch Q projektiv auf sich bezogen, wobei der eine Doppelpunkt E, 
der andere von E verschieden ist. Das Buschel von Kegelschnitten, 
weIche durch R, 5 und E gehen und iX im letztgenannten Punkt be
ruhren, wird ebenfalls projektiv auf sich bezogen; der eine "Doppelkegel
schnitt" ist nach dem soeben Bemerkten das Geradenpaar (RE, SE), 
der andere, fJ, ist nichtausgeartet. Hieraus ergibt sich der Satz: 

IV. Es sei fJ ein gegebener Kegelschnitt, E ein fester Punkt desselben. 
Ferner sei M ein beliebiger Punkt der Ebene, N der zweite Schnittpunkt 
von EM mit fJ. Wird dann M' so auf EM bestimmt, dafJ (ENMM') ein 
fester Wurf ist, so ist die Transformation (M, M') quadratisch. 

Es ist zu bemerken, daB in der betrachteten Transformation sowohl 
die Punkte E, F, G wie die Punkte E*, F*, G* zu dreien zusammen
fallen. Die beiden Tripel haben zwei, aber nicht alle drei Punkte mit
einander gemein; denn die entsprechenden Bundel {u} und {u*} be
ruhren fJ be ide in E, ohne jedoch zusammenzufallen (wie in der Trans
formation lJ'3)' 

§ 3. Weitere Satze tiber allgemeine quadratische 
Transformationen. 

Wir kehren zu der allgemeinen quadratischen Transformation zuruck 
und zeigen: 

1. Wenn nicht siimtliche Fundamentalpunkte der ersten Figur (und 
demnach auch nicht die der zweiten) zusammenfallen, dann ist eine quadra
tische Transformation Q durch Angabe der drei Paare von adjungierten 
Fundamentalpunkten (E, E*), (F, F*), (G, G*) und ein Paar (A, A') ent
sprechender Punkte (allgemeiner Lage) eindeutig bestimmt. 

Nach Kap. VIII, § 2, Satz V gibt es namlich genau ein Busche1 
von Reziprozitaten, weIche E, F, G in bzw. e*, f*, g* und A in eine 
durch A' gehende Gerade uberfuhren. Zwei beliebige Transformationen 
dieses Buschels bestimmen die Transformation Q. 

1st M ein beliebiger Punkt, so hat man die projektive Beziehung 

(1) E (FGAM) A E* (G* F* AIMI) 

und zwei analoge. Mindestens zwei von diesen Beziehungen sind ver
schieden; sie konnen also zur Bestimmung von M' benutzt werden. 

Wenn dagegen E, F, G samtlich zusammenfallen, liegt die Sache 
ganz anders. Hier fallt ja (1) mit den beiden analogen Beziehungen 
zusammen, so daB die obige Bestimmung von M' versagt. Es gilt in 
diesem Faile: 
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II. Es gibt unendlich viele quadratische Transformationen mit einem 
dreifach zu zahlenden Paar von Fundamentalelementen (E, E*) und einem 
Paar (A, A') von entsprechenden Punkten. Wird noch ein zweites Paar 
(B, B') von entsprechenden Punkten so gegeben, dafJ die nach (1) not
wendige Bedingung 

(2) E(EEAB) A E* (E*E*A'B') 

erfiillt ist, dann ist die Transformation eindeutig bestimmt. 
Wir beweisen zunachst die Existenz einer quadratischen Trans

formation Q, welche den genannten Bedingungen geniigt: Die dreifach 
zu zahlenden Fundamentalelemente seien (vgl. Kap. VIII, § 1) durch 
zwei Biindel {,,} und {,,*} festgelegt. Es sei n eine Kollineation, welche 
{,,} in {,,*} und A und B in zwei auf den Geraden E* A' bzw. E* B' 
liegende Punkte Al und Bl iiberfiihrt; dies ist nach (2) immer moglich. 
Ferner sei C der Punkt, welcher von E* durch A' und Al harmonisch 
getrennt ist, und D der Punkt, welcher von E* durch B' und Bl harmo
nisch getrennt ist. Durch C und D legen wir den Kegelschnitt (( 
desjenigen Biindels {J.*}, welches nach Kap. VIII, § 1 {,,*} entspricht; 
die zu IX gehorige Transformatiol'l lJI3 sei Q 0; das Produkt Q = nQ 0 hat 
dann die gewiinschte Eigenschaft. 

Die Eindeutigkeit von Q ist leicht nachzuweisen. Zunachst muB 
namlich (nach § 1, Satz II) der in {,,} enthaltene, durch A und B gehende 
Kegelschnitt "0 in die Gerade A' B' iibergehen. Die Beziehung zwischen 
den Punkten von "0 und A' B' ist durch 

E(EEAM) A E*(E*E*A'M') 

festgelegt. Der einer beliebigen Geraden I entsprechende, in {,,*} ent
haltene Kegelschnitt ist nun auch bestimmt; man hat dazu nur die 
Schnittpunkte von lund "0 zu transformieren. Hieraus folgt die Ein
deutigkeit, und Satz II ist bewiesen. 

III. Jede quadratische Transformation lafJt sich als Produkt einer 
Kollineation und einer involutorischen quadratischen Transformation zweiter 
Art darstellen. 

Wenn die drei Fundamentalpunkte jeder Figur zusammenfallen, 
folgt der Satz aus dem Beweise von Satz II. 1st dies nicht der Fall, 
dann seien (E, E*), (F, F*), (G, G*) die drei Paare von adjungierten 
Fundamentalpunkten, das erste von den beiden anderen verschieden, 
und (A, A') ein Paar von entsprechenden Punkten. Ferner sei n eine 
Kollineation, dieE, F, Gin bzw. E*, G*, F* undA in einen Punkt Al der 
Geraden E* A' iiberfiihrt, und lJI diejenige involutorische quadratische 
Transformation zweiter Art mit dem prinzipalen Fundamentalpunkt E* 
und den sekundaren Fundamentalpunkten F* und G*, welche Al in A' 
transformiert. Die gegebene quadratische Transformation ist dann das 
Produkt nlJl. 
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Fiir jede quadratische Transformation hat man: 
IV. Ein Kege1schnitt A durch zwei Fundamenta1punkte Fund G der 

ersten Figur geht in einen Kege1schnitt A' durch die adjungierten Fundamen
ta1punkte F* und G* iiber. 

Wenn Fund G verschieden sind, folgt dies durch Betrachtung der 
zwei projektiven Geradenbiischel mit den Zentren Fund G, welche A 
erzeugen; diese gehen (§ 1, Satz III) in zwei andere projektive Biische! 
(mit den Zentren F* und G*) iiber, durch welche A' erzeugt wird. Ins
besondere ist hierdurch der obige Satz fiir eine involutorische Trans
formation PI bewiesen. 

Wenn Fund G zusammenfallen, geniigt es nach Satz III, die in
volutorischen Transformationen zweiter Art, also die Transformationen 
P 2 und Pa, zu betrachten. Wir betrachten zunachst P 2 und kniipfen 
an Fig. 67 an. Es sei A ein beliebiger Kegelschnitt durch die zusammen
fallenden Punkte Fund G, d. h. ein Kegelschnitt, welcher in F die
jenige Gerade e beriihrt, welche von FE durch 1 und m harmonisch 
getrennt ist. Da Eo beliebig auf m gewahlt werden kann, k6nnen wir 
diesen Punkt in den von F verschiedenen Schnittpunkt von m mit }. 
legen. Durch 'PI geht e in eine durch E gehende Gerade e1 iiber, welche 
von EEo durch 11 und EF harmonisch getrennt ist und demnach die 
Gerade m in einem Punkt 5 schneidet, der dem Punkt 0 in der auf 
S. 212 erwahnten harmonischen Homologie H] entspricht. Es geht dem
nach A durch PI in einen Kegelschnitt }'1 durch E, Eo und 5 iiber. Durch 
HI geht aber Al in einen Kegelschnitt Ai durch dieselben drei Punkte 
iiber, und diesem entspricht in PI wieder ein Kegelschnitt A', welcher 
die Gerade e in F beriihrt. Hiermit ist nach § 2, Satz II a dieser Fall 
erledigt. 

Der Fall, wo die Transtormation eine lJfa ist, ist leicht zu er
ledigen. Es sei wieder (Fig. 68) A ein Kegelschnitt, welcher die Gerade e 
in F beriihrt. Diese Lage wird weder durch P 2 noch durch die harmolli
sche Homologie H 2 (S. 212) zerst6rt; hiermit ist (§ 2, Satz II b) auch der 
letzte Fall erledigt, und Satz IV ist bewiesen. 

V. Eine quadratische Transformation ist durch Angabe von zwei ver
schiedenen Paaren (F, F*) und (G, G*) von adfungierten Fundamenta1-
punkten und von drei Paaren (A, A'), (B, B'), (C, C) von entsprechenden 
Punkten eindeutig bestimmt. 

Mittels F(EGABC) 7'.F* (G*E*A'B'C') 
und 

G(EFABC) 7'. G* (F* E*A'B'C') 

findet man namlich das dritte Paar von Fundamentalpunkten (E, E*). 
und dieses kann, wie man sieht, zwei der gegebenen Paare von ent
sprechenden Punkten ersetzen, so daB man auf den obigen Satz I zuriick
gefiihrt wird. 
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Fur besondere Lagen (namlich wenn FG und F*G* in beiden Pro
jektivitaten einander entsprechen) wird die Transformation kollinear l . 

Der bewiesene Satz kann auch so ausgesprochen werden: 
V'. Durch zwei Paare von projektiven Strahlenbiischeln allgemeiner 

Lage ist eine quadratische Transformation eindeutig bestimmt. 
In diesem Zusammenhang bemerken wir folgendes: In einem Biischel 

von Reziprozitaten gibt es drei ausgeartete; wenn zwei von diesen ver
schieden sind, konnen sie zur Bestimmung der entsprechenden quadrati
schen Transformation benutzt werden. Eine solche Darstellung ist es 
gerade, die wir im Satz V' gefunden haben. 

1m Gegensatz zu Satz V hat man: 
VI. Es gibt unendlich viele quadratische Transformationen mit Izwei 

zusammenfallenden Paaren (F, F*) und (G, G*) von adjungierten Funda
mentalpunkten und drei Paaren (A, A'), (B, B ' ), (C 1 C') von entsprechen
den Punkten. Wird noch ein viertes Paar (D, D') von entsprechenden 
Punkten so gegeben, daf3 die nach (1) notwendige Bedingung 

(3) F(ABCD) AF*(A'B'C'D') 

erfiillt ist, und weder (A, B, C, D, F, G) noch (A', B ' , C', D', F*, G*) 
auf einem Kegelschnitt liegen, dann ist die Transformation eindeutig be
stimmt. 

Fiir besondere Lagen der Punkte kann jedoch - wie in Satz V -
die Transformation kollinear werden. 

Urn den obigen Satz zu beweisen, werden wir zunachst versuchen, 
das dritte Paar von Fundamentalpunkten (E, E*) zu finden. Die Ge
raden EF = f und E* F* = f* werden durch 

(4) F(ABCEG) AF*(A'B'C'G*E*) 

eindeutig festgelegt. Nun werden zwei Falle zu unterscheiden sein: 
a) fist von e = FG (also auch f* von e* = F* G*) verschieden. 
Die Punkte E und E* mussen so auf f bzw. f* bestimmt werden, daB 

(5) E (ABCDF) A E* (A'B'C'D'F*) . 

Wir wahlen demnach einen beliebigen Punkt M auf f und betrachten 
die zwei Kegelschnitte £Xl = (ABCFM) und £x2 = (ABDFM). Es sei PI 
der Kegelschnitt durch A', B', C', F*, auf dem der Wurf (A' B'C'F*) 
gleich M (ABCF) ist; P2 sei der analoge Kegelschnitt, wo C' mit D' 
(und C mit D) vertauscht ist. Die von F* verschiedenen Schnittpunkte 
von f* mit PI und P2 seien Mt bzw. Mr Es kommt darauf an, M so 
zu wahlen, daB Mt mit M: zusammenfallt. Die Beziehung (Mt, M:) 
ist aber projektiv, weil dies fiir je zwei der Kegelschnittbiischel (£Xl)' 

(£X2), (PI)' (P2) der Fall ist. Mt und M: fallen also in zwei Lagen zusam
men; der eine von den so entstehenden Punkten ist aber der Schnitt-

1 Vgl. Kap. VIII, § 1, Satz II. 
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punkt von 1* mit der Geraden A I B' und kommt daher nicht in Betracht. 
Der andere Punkt wird E* genannt; sein entsprechender Punkt auf I 
sei E. Diese zwei Punkte sind sieher von Fund F* verschieden; denn 
wenn z. B. M in F 1iegt, konnen Mt und Mi nicht zusammenfallen. 

Fiir die gef~ndenen Punkte E und E* sind (4) und (5) erfiillt, und die 
gesuchte Transformation ist zufo1ge Satz V' bestimmt. 

b) Wenn I mit e (und demnach 1* mit e*) zusammenfaJ.lt, miissen E 
und E* mit F bzw. F* zusammenfallen. In diesem Fall 11iBt sich 
eine Kollineation 7C eindeutig bestimmen, welche A, B, G, F, e in bzw. 
A I, B ' , C', F*, e* iiberfiihrt; durch 7C geht D in einen Punkt Dl von F* D' 
iiber. Nach Ausfiihrung von 7C ist eine quadratische Transformation zu 
bestimmen, fiir welche F* und G* in beiden Figuren zusammenfallende 
Fundamenta1punkte sind, bei der ferner A', B' , C' und demnach aIle 
Punkte des Kegelschnittes (A', B' , C', F*, G*) fest b1eiben, und bei der 
end1ich Dl in D' iibergeht. Diese Transformation ist eindeutig bestimmt 
und ist von der in § 2, Satz IV besprochenen Art. Hiermit ist Satz VI 
bewiesen. 

Das Produkt zweier quadratischer Transformationen ist im al1-
gemeinen keine quadratische Transformation. Doch gilt der fo1gende 
Satz: 

VII. Sind Q und Ql quadratische Translormationen, lur welche zwei 
Fundamentalpunkte F* und G* der zweiten Figur von Q mit zwei Funda
mentalpunkten der ersten Figur von Ql zusammenlallen, dann ist das 
Produkt QQl wieder quadratisch (evtl. eine Kollineation). 

Wenn F* und G* verschieden sind, ist dies eine unmitte1bare Fo1ge 
von Satz V'. Fallen dagegen F* und G* zusammen, so 11iBt sich der 
Beweis wie fo1gt fiihren: 

Es seien Fund G die zu F* und G* adjungierten (zusammenfallenden) 
Fundamenta1punkte der ersten Figur von Q, ebenso F** und G** die 
zu F* und G* adjungierten Fundamenta1punkte der zweiten Figur 
von Q1' Ferner seien A, B, G, D vier Punkte, welche mit Fund G nieht 
auf einem Kege1schnitt 1iegen; sie mogen durch QQl in A", B", Gil, D" 
iibergehen. Es gibt nun nach Satz VI eine eindeutig bestimmte quadrati
sche Transformation T mit (F, F**) und (G, G**) als zwei zusammen
fallenden Paaren von adjungierten Fundamenta1punkten, welche A, B, 
G, Din bzw. A", B", Gil, D" iiberfiihrt. Diese stimmt, wie man leicht 
(Satz IV) einsieht, fiir jedes Punktpaar mit QQl iiberein, womit der 
Satz bewiesen ist. 

Aus Satz VII ergibt sieh insbesondere, daB aIle quadratischen Trans
formationen, fUr welche ein festes Paar von Punkten Fund GFundamental
punkte sowohl in der ersten als auch in der zweiten Figur sind, in Verbin
dung mit den Kollineationen, welche das Paar (F, G) invariant lassen, eine 
Gruppe bilden. Sind Fund G die Kreispunkte lund J einer reellen Ebene, 
so bilden die reellen Transformationen der genannten Gruppe die friiher 
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erwahnten MOBIUSschen Kreistransformationen. Es folgt dies mittels 
Satz V' daraus, daB die zwei Geradenbiischel, we1che die reellen Punkte 
der Ebene mit lund] verbinden, symmetral sind1• 

In einer quadratischen Transformation Q gibt es immer Punkte, 
we1che mit ihren entsprechenden zusammenfallen. Es sei namlich Q 
durch die Reziprozitaten 2:1 und 2:2 bestimmt; einem Punkt M ent
spricht ja dann der Schnittpunkt M' der zwei Geraden mi und m;, in 
we1che M durch 2:1 und 2:2 iiberfiihrt wird. Der Ort der Punkte M, 
we1che auf miliegen, ist nach Kap. XVII, § 3, Satz VI ein Kegelschnitt 1X; 

ebenso ist der Ort der Punkte M, we1che auf m; liegen, ein Kegelschnitt {J. 
Die Schnittpunkte von 1X und {J sind die gesuchten sich selbst ent
sprechenden Punkte. Also: 

VIII. Eine quadratische Transformation hat im allgemeinen mer 
Doppelpunkte. 

In speziellen Fallen kann 1X mit {J zusammenfallen, so daB jeder 
Punkt eines Kegelschnittes sich selbst entspricht. Dies ist z. B. bei der 
involutorischen quadratischen Transformation zweiter Art sowie bei 
der in § 2, Satz IV besprochenen Transformation der Fall. 

Es sei hier noch erwahnt, daB eine quadratische Transformation im 
allgemeinen ein involutorisches Punktpaar besitzt. Den Beweis hierfiir 
k6nnen wir aber erst spater (Kap. XXIV, § 2) erbringen. 

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit dem folgenden Satz, von dem 
wir spater Gebrauch machen werden: 

IX. Eine quadratische Transformation Q ist durch Angabe des Funda
mentaldreiecks EFG der ersten Figur und von vier Paaren (A, A'), 
(B, B'), (G, C'), (D, D') von entsprechenden Punkten allgemeiner Lage 
eindeutig bestimmt. 

Hierbei wird vorausgesetzt, daB E, Fund G verschieden sind. 
Aus der Projektivitat der Geradenbiischel 

(6) E (ABGD .. . ) und E* (A'B'G'D' ... ) 
folgt als Ort fUr E* ein Kegelschnitt 1X. Da in (6) EG und E* F* ent
sprechende Strahlen sind, muB E* F* durch einen leicht zu bestimmenden 
Punkt P' von 1X gehen. 

Durch Betrachtung der zwei anderen projektiven Geradenbiischel 
(7) F(ABGD ... )AF*(A'B'C'D' ... ), 
wo FG und F* E* einander entsprechen, findet man in analoger Weise 
einen Kegelschnitt {J als Ort des Punktes F* und einen Punkt Q' von {J , 
durch we1chen F* E* gehen muB. 

1 Fa11en Fund G zusammen, so bilden die betrachteten quadratischen Trans
formationen ebenfalls eine Gruppe. Sind insbesondere Fund G die zusammen
fallenden Kreispunkte einer isotropen Ebene, so erhalt man die MOBIUsschen Kreis
transformationen dieser Ebene. Diese Gruppe ist mit der sog. erweiterten LA
GUERRESchen Gruppe einer gewohnlichen Ebene isomorph (vgl. DAVID FOG: Bi
drag til den komplexe Geometri. Habil.-Schrift, Kopenhagen 1930). 
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Die Gerade E* F* ist demnach durch die zwei Punkte pf und Qf 
bestimmt, und die Punkte E* und F* sind die weiteren Schnittpunkte 
dieser Geraden mit <X bzw. fJ. 

Die zwei Paare von adjungierten Fundamentalpunkten (E, E*) und 
(F, F*) bestimmen in Verbindung mit (A, A f), (B, Bf) und (C, C') ein
deutig eine quadratische Transformation Q, und diese ist, wie man leicht 
sieht, die gesuchte. 

§ 4. Bestimmung von Reziprozitaten und quadratischen 
Transformationen durch Paare von konjugierten Punkten. 

Wir werden im folgenden sagen, daB ein Punkt Mf in einer Rezi
pro zit at dem Punkt M konjugiert sei, wenn die M entsprechende 
Gerade durch Mf geht. Ebenso sagen wir statt "entsprechende Punkte 
(M, Mf) in einer quadratischen Transformation" auch "konjugierte 
Punkte". Der hier eingefiihrte Begriff "konjugiert" ist also im all
gemeinen von der Reihenfolge der Punkte abhangig1 . 

In diesem Paragraphen schlie Ben wir jede Art von Zusammenfallen 
von Fundamentalelementen aus. Nach § 3, Satz I haben wir dann; 

1. Durck A ngabe von drei Punkt-Geradenelementen (E, e*), (F, f*), 
(G, g*) und von einem Paar von konjugierten Punkten (A , A f) allgemeiner 
Lage ist ein Biisckel von Reziprozitiiten - oder eine quadratiscke Trans
formation - eindeutig bestimmt. 

Es seien nun ai und a~ zwei Gerade durch A f; die drei gege benen 
Punkt-Geradenelemente bestimmen nach Rap. VIII, § 2, Satz II mit 
jedem der Elemente (A, a;) und (A, a~) eine Reziprozitat des obigen 
Buschels. Sie mogen 1:1 und 1:2 heiBen. 

Es sei (B, B') ein weiteres Paar von konjugierten Punkten. In 
dem Buschel (1:1,1:2' ... ) entspricht dem Punkt B ein Geradenbuschel 
(bi, b;, ... ). Fallt das Zentrum dieses Buschels nicht in B f , so sagen wir, 
daB Bf allgemeine Lage hat; in diesem Fall geht nur eine Gerade des 
genannten Buschels durch Bf. Also: 

If. Eine Reziprozitiit ist durek drei Punkt-Geradenelemente und zwei 
Paare konjugierter Punkte allgemeiner Lage eindeutig bestimmt. 

Hiermit konnen wir von neuem den Satz V von § 2 beweisen: 
II. Durck Angabe von zwei Punkt-Geradenelementen (E, e*), (F, f*) 

und drei Paaren von konjugierten Punkten (A, A f), (B, B f), (C, C') all
gemeiner Lage ist ein Biisckel von Reziprozitiiten (also eine quadratiscke 
Transformation) eindeutig bestimmt. 

Durch Af legen wir eine Gerade a~. Nach Satz If bestimmen dann 
die drei Punkt-Geradenelemente (E, e*), (F, f*), (A, a~) in Verbindung 
mit (B, B') und (C, C') eindeutig eine Reziprozitat 1:1; ersetzt man a{ 

1 Vgl. Kap. XVII, § 3, wo das Wort nur fur involutorische Beziehungen (M, M') 
eingefuhrt ist. 
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durch eine andere durch A ' gehende Gerade a;, so erhalt man eine andere 
Reziprozitat 1:2. Die Reziprozitaten des Biischels (L'l' 1:2) erfiillen 
dann die Forderungen des Satzes II, und keine andere Reziprozitat 
hat diese Eigenschaft. 

Hiermit ist der Satz bewiesen. Man findet nun ganz wie oben, daB 
eine Reziprozitat durch zwei Punkt-Geradenelemente und vier Paare 
von konjugierten Punkten allgemeiner Lage eindeutig bestimmt ist. 
Fahrt man in dieser Weise fort, so erMlt man schlieBlich: 

III. Durch Angabe von sieben Paaren von konfugierten Punkten all
gemeiner Lage ist ein Buschel von Reziprozitiiten - also eine quadrati
sche Transformation - eindeutig bestimmt. 

III'. Eine Reziprozitiit ist durch acht Paare von konfugierten Punkten 
allgemeiner Lage eindeutig bestimmt. 

Die Zahl der Punktpaare, welche man frei wahlen kann, wird natiir
lich kleiner, wenn man verlangt, daB die quadratische Transformation 
involutorisch sein solI. Wir wollen die Transformationen erster Art 
untersuchen und betrachten deshalb die Kegelschnitte und die Kegel
schnittbiischel. 

Wir wissen, daB ein Kegelschnitt durch fiinf Punkte und ein Kegel
schnittbiischel durch vier Punkte (allgemeiner Lage) eindeutig be
stimmt ist. Hieraus folgt, daB ein Kegelschnitt durch vier Punkte 
und ein Paar von konjugierten Punkten (A, A') eindeutig bestimmt ist; 
denn die Polaren zu A in bezug auf die Kegelschnitte des Biischels, 
welches durch die vier Punkte festgelegt ist, bilden ein Geraden
biischel, von dessen Geraden eine durch A' geht. Hieraus folgt 
weiter: 

Die Gesamtheit der Kegelschnitte, welche durch drei Punkte und 
ein Paar von konjugierten Punkten bestimmt sind, ist ein Biischel. 
Denn nach dem Obigen geht genau eine Kurve dieser Gesamtheit 
durch einen Punkt allgemeiner Lage, und die Gesamtheit muB des
halb mit dem durch zwei von ihren Kurven bestimmten Biischel iiber
einstimmen. Weiterhin folgt: 

Ein Kegelschnitt ist durch drei Punkte und zwei Paare (A, A'), 
(B, B') von konjugierten Punkten eindeutig bestimmt. 

Denn in dem durch die drei Punkte und das eine Paar (A, A') be
stimmten Biischel gibt es genau eine Kurve, fiir welche die Polare von B 
durch B' geht. 

Fahrt man in dieser Weise fort, so findet man: 
IV. Ein Buschel von Kegelschnitten - und damit eine involutorische 

quadratische Transformation erster Art - ist durch vier Paare von kon
fugierten Punkten allgemeiner Lage eindeutig bestimmt. 

IV'. Ein Kegelschnitt ist durch funf Paare von konfugierten Punkten 
allgemeiner Lage eindeutig bestimmt. 
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Zu diesen Sat zen bemerken wir: Der Satz von HESSE (Kap. I, § 2, 
Satz VI) zeigt, daB man aus zwei Paaren von konjugierten Punkten ein 
drittes ableiten kann; also sind schon drei Paare von konjugierten 
Punkten nicht immer voneinander unabhangig (haben nicht immer 
"allgemeine Lage"). 

Fur die Transformation zweiter Art gilt: 
V. Eine involutorische quadratische Transformation zweiter Art ist 

durch Angabe von fiinf Punktpaaren (A, A'), (B, B'), (C, C), (D, D'), 
(E, E'), deren Verbindungsgeraden alle durch denselben Punkt gehen, im 
allgemeinen eindeutig bestimmt. 

Nach Satz IV' ist namlich durch die flinf Punktpaare ein Kegel
schnitt ex, fUr welchen diese Paare konjugierte Punkte sind, im allge
meinen eindeutig bestimmt, obwohl die Punktpaare durch die Bedingung 
eingeschrankt sind, daB die Geraden AA', BB', ... EE' durch einen 
Punkt gehen sollen. 

Der in diesem Paragraph en stark benutzte Begriff "allgemeine Lage" 
ist vorlaufig nicht genau erklart; nach Zuendefuhrung der Theorie der 
Kurven dritter Ordnung werden wir aber in Kap. XXIV auf diesen 
Begriff zuruckkommen und ihn vollstandig beschreiben. 

XIX. Kapitel. 

Die unikursale Kurve dritter Ordnung. 

§ 1. Definition der unikursalen Kurve dritter Ordnung. 
Eine unikursale Kurve dritter Ordnung - eine q - definiert man als 

Ort der Schnittpunkte entsprechender Elemente in einem Kegelschnitt
buschel (p) und einem dazu projektiven Geradenbuschel (P), dessen Zen
trum in einem Grundpunkt 0 des Kegelschnittbuschels liegt. Die drei 
anderen Grundpunkte A, B, C des Buschels (p) werden als von 0 ver
schieden angenommen; sie liegen offenbar auf der Kurve, ebenso, wie 
wir unten sehen werden, der Punkt 0 selbst; dieser letzte Punkt wird 
der singulare Punkt der Kurve genannt. 

Es gilt nun der Hauptsatz: 
1. Als Grundpunkte des erzeugenden Kegelschnittbiischels (p) kann 

man (auBer 0) drei beliebige Punkte der Kurve q wahlen. 
Urn dies zu beweisen, wenden wir eine involutorische quadratische 

Transformation Q zweiter Art an, deren prinzipaler Fundamentalpunkt 
in 0 falIt, wahrend die sekundaren in A und B liegen. Hierdurch geht 
das Buschel (ft) nach Kap. XVIII, § 1, Satz II und IV in ein Geraden
buschel (m') uber, welches zu (p) projektiv ist, und dessen Zentrum 
in den aus C hervorgehenden Punkt C £alIt; das Buschel (P) bleibt hier
bei ungeandert; die q geht demnach in eine Kurve uber, welche durch 
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die projektiven Geradenbuschel (m') und (p) erzeugt wird, also in einen 
Kegelschnitt " durch a und C. 

Urn diesen Kegelschnitt 1-C zu erzeugen, kann man statt des Buschels 
(m') ein anderes Buschel verwenden, dessen Zentrum auf 1-C beliebig 
gewahlt werden kann. Transformiert man nun mittels Q-1 (d. h. Q) 
zuruck, so erhalt man eine Erzeugung der cg, wo der Grundpunkt C 
durch einen beliebigen anderen Punkt der Kurve ersetzt ist. 

Hieraus ergibt sich Satz I unmittelbar. Aus dem Beweise folgt auch: 
II. Transformiert man eine cg durch eine involutorische quadratische 

Transformation zweiter Art, deren prinzipaler Fundamentalpunkt in a 
fallt, wahrend die zwei anderen beliebige Punkte der Kurve sind, so geht sie 
in einen Kegelschnitt durch a iiber. 

Umgekehrt geht jeder Kegelschnitt durch a mittels der quadratischen 
Transformation in eine cg uber. Geht der Kegelschnitt auBer durch a 
auch durch einen der anderen Fundamentalpunkte, so zerfallt die q in 
einen Kegelschnitt und eine Gerade (vgl. Kap. XVIII, § 1, Satz XI). 
Geht der Kegelschnitt durch alle drei Fundamentalpunkte, so zerfallt 
die cg in drei Gerade (vgl. Kap. XVIII, § 1, Satz II). 

Wenn im folgenden nichts anderes ausdrucklich bemerkt ist, set zen 
wir voraus, daB die betrachtete cg nicht zerfallt. 

Wir werden nun zeigen: 
III. Eine cg wird von einer nicht durch den singularen Punkt gehenden 

Geraden in drei Punkten geschnitten. 
Die Gerade sei 1; nach Satz I kann man voraussetzen, daB sie durch 

keinen der Grundpunkte von (p) geht. Die erzeugenden Buschel (p) 
und (P) schneiden auf 1 eine Involution von Punktpaaren und eine 
zu ihr projektive Punktreihe aus; es gibt dann drei Punkte dieser Reihe, 
von denen jeder mit einem Punkt des ihm zugeordneten Paares der 
Involution zusammenfallt (Kap. VII, § 3, Satz III). 

Die so gefundenen drei Schnittpunkte von 1 mit der cg sind nicht 
notwendig verschieden. Fallen zwei von ihnen zusammen, so nennt 
man 1 Tangente an cg in dem betreffenden Punkt. Urn dies naher zu er
lautern, nehmen wir an, D sei einer der Schnittpunkte von 1 mit cg; 
wir verlegen dann den einen Grundpunkt von (fl) in D. Die zwei er
zeugenden Buschel (fl) und (P) schneiden in diesem Fall projektive Punkt
reihen auf 1 aus, und die Doppelpunkte R und S derselben sind die 
zwei restierenden Schnittpunkte von 1 mit cg. Man sieht nun, daB einer 
dieser Doppelpunkte dann und nur dann in D faUt, wenn 1 die Tangente 
desjenigen Kegelschnittes fl ist, welcher der Geraden aD des Buschels (P) 
entspricht. Diese Tangente ist also auch Tangente an cg in D, und eine cg 
hat also in jedem von a verschiedenen Punkt eine bestimmte Tangente. 

Fallen aIle drei Schnittpunkte von 1 mit der q in einen Punkt zu
sammen, so nennt man diesen Punkt einen Inflexionspunkt und die 
zugehorige Gerade eine Wendetangente. 
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Eine durch den singularen Punkt 0 gehende Gerade l schneidet 
zufolge der Definition einer cg diese Kurve auJ3er in 0 in einen ein
zigen Punkt M. Durchlauft l das Geradenbuschel (P), so talIt M zwei
mal in 0; denken wir uns namlich die Grundpunkte A, B, e von 0 
verschieden, was ja nach Satz I moglich ist, wird das Buschel (P), das 
ja zu (fl) projektiv ist, nach Kap. VII, § 1, S. 87 auch zu dem Buschel (t) 
der Kegelschnittstangenten in 0 projektiv. Hat die Projektivitat 
zwischen (P) und (t) zwei verschiedene Doppelstrahlen, so geht die cg 
zweimal durch 0 (mit zwei verschiedenen Tangenten), und 0 wird ein 
Doppelpunkt der Kurve genannt. Fallen dagegen die Doppelstrahlen in 
eine Gerade zusammen, so spricht man von einer Spitze (mit dieser Gera
den als Tangente). 

Zwischen den Strahlen durch 0 und den Punkten der Kurve gibt es 
eine ausnahmslos eindeutige Beziehung, wenn man im Falle, wo 0 ein 
Doppelpunkt ist, diesen Punkt zweimal zahlt und den beiden Tangen
ten in 0 zuordnet. Diese Beziehung wird projektiv genannt, und wir 
konnen dadurch Begriffe wie Projektivitat und Involution auf die Punkte 
der Kurve ubertragen. 

IV. Die Geraden, welche durch einen festen Punkt P der Kurve cg 
gehen, schneiden diese aufJer in P in Punktpaaren einer Involution 
(MI' M 2), in der 0 sich selbst entspricht [d. h. im Geradenbuschel (0) ent
sprechen die - verschiedenen oder zusammenfallenden - Kurven
tangenten einanderJ. Die Reihe der Punktpaare (MI' M 2) ist zu dem 
Busche! der Geraden M 1 M 2 projektiv. 

Der erste Teil dieses Satzes folgt sofort aus dem obigen Satz II 
mittels einer involutorischen quadratischen Transformation zweiter Art 
mit dem prinzipalen Fundamentalpunkt in 0, wenn der eine sekundare 
Fundamentalpunkt in P und der andere belie big auf der Kurve ge
wahlt wird. Der letzte Teil ergibt sich mit Hilfe von Kap. XVIII, § 1, 
Satz III und einer Bemerkung auf S. 16. 

Durch indirekte SchluJ3weise folgt aus Satz IV: 
V. Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte in einer auf der q 

liegenden Involution, in der der Punkt 0 sich selbst entspricht (vgl. die 
obige Bemerkung), gehen durch einen festen Punkt der Kurve. 

Ferner finden wir: 
VI. Ein durch den singularen Punkt 0 gehender Kegelschnitt schneidet 

die cg in vier weiteren Punkten. 
Es sei namlich P ein beliebiger Punkt der eg; das Geradenbuschel 

durch P schneidet auf der cg und dem Kegelschnitt zwei Involutionen 
von Punktpaaren, (MI' M 2) und (NI' N 2), aus, die nach dem Obigen 
untereinander projektiv sind. Die zwei Involutionen werden von 0 aus 
durch zwei projektive Involutionen von Geradenpaaren projiziert; dann 
gibt es nach Kap. VII, § 4, Satz I vier Gerade, welche gleichzeitig in 
entsprechenden Paaren liegen. 
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Aus Kap. XVIII, § 3, Satz IV ergibt sich: 
VII. Transformiert man eine q dureh eine involutorisehe quadratisehe 

Transformation zweiter Art, deren prinzipaler Fundamentalpunkt in den 
singularen Punkt 0 fallt, wahrend der eine sekundare Fundamentalpunkt 
irgendwo auf der Kurve, der andere aufJerhalb der Kurve liegt, geht die q 
in eine Kurve derselben Art uber. 

Man entnimmt hieraus mittels Satz VI: 
VIII. Zwei q mit dem gemeinsamen singularen Punkt 0 und mit 

einem gegebenen Sehnittpunkt P sehneiden einander in vier weiteren 
Punkten. 

Wir nennen ferner die folgenden Satze: 
IX. Eine q ist durch den singularen Punkt 0 und seehs andere Punkte 

eindeutig bestimmt. 
Drei der Punkte A, B, C bestimmen namlich in Verbindung mit 0 

ein Kegelschnittbuschel (f-l), die drei anderen D, E, F die projektive 
Verbindung zwischen (f-l) und dem Geradenbuschel (P) mit dem Zentrum 0 . 

Die gegebenen Punkte konnen in verschiedener Weise zusammen
fallen; wir nennen schon an dieser Stelle die folgenden FaIle: 

Zwei der Punkte, z. B. D und E, konnen als "Nachbarpunkte" zu 0 
gewahlt werden, d. h. : 

Eine q ist dureh den Doppelpunkt 0 mit den zugehorigen Tangenten 
und vier weitere Punkte eindeutig festgelegt. 

Ferner konnen in 0 die zwei Tangenten zusammenfallen, d. h.: 
Eine C~ ist dureh die Spitze 0 mit der zugehorigen Tangente und vier 

weitere Punkte eindeutig bestimmt. 
Letzteres folgt daraus, daB eine parabolische Projektivitat durch das 

einzige Doppelelement und ein zweites Element festgelegt ist. 
In Satz V haben wir schon eine Umkehrung des Satzes IV gegeben; 

eine andere ist die folgende: 
X. Der Ort der Schnittpunkte entsprechender Elemente in einem 

Strahlenbuschel und einem dazu projektiven Buschel von Geradenpaaren 
einer Involution ist eine q. 

Es mage namlich das erste Buschel das Zentrum P, das andere das 
Zentrum 0 haben, und es seien (AI' A 2), (Bl' B 2), (C1 , C2) die Schnitt
punkte dreier Strahlen durch P mit den entsprechenden Strahlenpaaren 
durch O. Durch den singularen Punkt 0 und die sechs anderen Punkte 
AI' A 2 , B 1 , B 2 , C1 , P ist nach Satz IX eine q eindeutig festgelegt; 
diese geht nach Satz IV durch C2 und ebenso durch die Schnittpunkte 
aller anderen entsprechenden Elemente der zwei Geradenbuschel. -
GehOrt der Strahl PO dem entsprechenden Paar der Involution an, 
dann zerfallt die cg in die Gerade PO und einen Kegelschnitt. 

Es sei nun P ein Kurvenpunkt. Die durch P gehenden Strahlen 
schneiden nach Satz IV die cg in Punktpaaren einer Involution. 
Hieraus folgt, daB durch P zwei Gerade gehen, welche auBer P zwei 
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zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein haben; diese Punkte 
seien 51 und 52' 1st der singulare Punkt 0 ein Doppelpunkt, dann 
werden die Geraden 051 und 052 durch die Doppelpunktstangenten 
harmonisch getrennt (Satz IV); ist dagegen 0 eine Spitze, so taIlt einer 
der Punkte 51 und 52 in diesen Punkt. Also: 

XI. Hat die cg einen Doppelpunkt 0, so gehen von einem K urven
punkt aufJer der Tangente in diesem Punkt zwei weitere Tangenten an 
die Kurve; ihre Beruhrungspunkte sind durch die zwei in 0 liegenden 
Kurvenpunkte harmonisch getrennt. 

XII. Hat die q eine 5pitze 0, so geht von einem Kurvenpunkt aufJer 
der Tangente in diesem Punkt eine weitere Tangente an die Kurve. 

Wir wollen im folgenden die Frage nach den Inflexionspunkten einer 
q beantworten. Zunachst setzen wir voraus, der singulare Punkt 0 
sei ein Doppelpunkt, die zwei Tangenten in 0 also verschieden. 

Es sei M ein variabler Punkt der Kurve; die zu den verschiedenen 
Punkten M gehOrigen Involutionen bilden ein Buschel (Kap. XVII, § 1). 
Verbindet man M mit einem festen Punkt F der Kurve, und schneidet 
die Gerade MF die Kurve nochmals in M*, so ist (M) zu (M*) und 
diese Punktreihe wieder zu der Reihe der Involutionen in dem genannten 
Buschel projektiv (Kap. XVII, § 1, Satz II). Nach Satz III desselben 
Paragraphen sind diese Involutionen wiederum zu der Reihe der 
Doppelpunkte (51 ,52) projektiv. Also ist die Reihe der Punkte M zu 
der Reihe der Beriihrungspunkte (51 ,52) der Tangenten aus M projek
tiv. Konvergiert der Punkt M auf dem einen Zweig gegen 0, so 
rucken 51 und 52 auf dem anderen Zweig beide gegen 0.1 

Durch Projektion aus 0 erhalt man ein Strahlenbuschel 0 (M), 
welcher zu dem involutorischen Buschel von Geradenpaaren (051 ,052) 

projektiv ist. Die Doppelgeraden der Involution sind die Tangenten tl 
und t2 im Doppelpunkt 0, und jeder von diesen - als Paar von zu
sammenfallenden Geraden der Involution betrachtet - entspricht die 
andere - als Strahl des Buschels 0 (M) betrachtet. 

Wir haben also genau den Fall vor uns, den wir schon im Kap. VII, 
§ 3 unter Hilfssatz A besprochen haben. Es gibt demnach drei ver
schiedene Lagen des Punktes M, wo er mit einem der entsprechenden 
Punkte (51' 52) zusammenfallt. Die Tangente in einem solchen Punkte M 
hat auBer M keinen Punkt mit q.er Kurve gemein und ist also eine 
Wendetangente. Wir haben demnach gefunden: 

XII. Eine cg mit Doppelpunkt hat drei verschiedene I nflexionspunkte2• 

1 Diese Tatsache ist ja anschaulich klar, wenn die Kurve reell mit reellen 
Doppelpunktstangenten ist. Einen Beweis, der auch im imaginaren Gebiet 
giiltig ist, geben wir erst am SchluB von Kap. XX, § 2. 

2 Diesen Satz werden wir spater mittels der HEssEschen Kurve von neuem 
beweisen. 

Joel, Projektive Geometrie. 15 
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Es sei nun A einer der Inflexionspunkte. Schneidet eine durch A 
gehende Gerade die Kurve nochmals in Ml und M 2 , so bilden die Paare 
(OMl ,OM2) eine Involution, in welcher OA der eine Doppelstrahl ist, 
wahrend der andere durch den Punkt A I geht, in dem die durch A 
gehende, von der Wendetangente verschiedene Tangente der cg diese 
Kurve beriihrt. Die Geraden OMl und OM2 sind durch OA und OA' 
harmonisch getrennt, d. h. : 

XIII. Eine cg mit Doppelpunkt entspricht sich selbst in einer harmoni
schen Homologie mit einem Inflexionspunkt als Zentrum und einer durch 
den Doppelpunkt gehenden Geraden als Achse. 

Diese Gerade nennt man die harmonische Polare des entsprechenden 
Inflexionspunktes. 

Durch eine projektive Transformation geht ein Inflexionspunkt 
wieder in einen solchen Punkt iiber. Also ergibt sich mit Hilfe von 
Satz XIII: 

XIV. Die drei Inflexionspunkte einer cg mit Doppelpunkt liegen in 
einer Geraden. 

1st die Kurve insbesondere reell, so sind die Inflexionspunkte offen
bar entweder alle reell oder der eine ist reell, die zwei anderen kon
jugiert imaginar; in beiden Fallen ist die Gerade, auf der sie liegen, reell. 

Es sei nun wieder die cg beliebig, reell oder imaginar. Ferner seien 
A, B, C die drei Inflexionspunkte, 1 ihre gemeinsame Verbindungs
gerade und A *, B*, C* die Schnittpunkte von 1 mit den entsprechenden 
harmonischen Polaren. Die Schnittpunkte von 1 mit den Doppelpunkts
tangenten seien U und V. Nach Satz Xln werden dann U und V 
durch jedes der Paare (A, A *), (B, B*), (C, C*) harmonisch getrennt, 
d. h. diese Paare gehoren einer Involution mit den Doppelpunkten 
U und Van. Aus Satz XnI ergibt sich weiter 

UVAB A VUCB A UVBC, 
also 
(1) (UVAB) = (UVBC) = (UVCA) ; 

die dritte Potenz jedes dieser drei Wiirfe ist offenbar nach der Regel 
der Multiplikation +1. 

Da nach dem Obigen 

UVABCAUVBCA, 
erhalt man auch 
(2) (UABC) = (UBCA) = (UCAB) , 

und die analogen Gleichungen fiir V. 
Setzenwir(UABC) =A, sowird (UBAC) = i-A und (UBCA) = _1_" 

so daB A die Gleichung A2 _ A + 1 = 0 1 - A 

befriedigt, woraus sofort durch Multiplikation mit A + 1 folgt: 
Die dritte Potenz jedes der drei Wiirfe (2) ist gleich -1. 
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Aus dem Obigen folgt, daB, durch ein Punkttripel (A, B, C) auf 
einer Geraden auf die folgenden drei Weisen dieselben zwei Punkte U 
und V festgelegt werden: 

1. Es sei A * der Punkt, welcher von A durch B und C harmonisch 
getrennt ist; B* und C* mogen die analoge Bedeutung haben. Dann 
bilden (A, A *), (B, B*), (C, C*) drei Paare einer Involution; U und 
V sind die Doppelpunkte derselben. 

2. U und V sind die Doppelpunkte der Projektivitat, welche A, B, C 
zyklisch vertauscht. 

3. U und V sind die zwei Losungen der Gleichung 
(XABC)3 = -1 , 

fiir welche der Wurf (XABC) nicht harmonisch ist. 
Sind U und V auf eine dieser Weisen bestimmt, so nennt man jeden 

der zwei Wiirfe (UABC) und (V ABC) iiquianharmonisch. 
Der Wurf (UV AB) ist imaginar. Hieraus folgt leicht fiir reelles A, 

daB stets eines der beiden Punktpaare (U, V) und (B, C) aus reellen, 
das andere aus konjugiert imaginaren Punkten besteht. Man hat demnach: 

XV. Eine reelle cg mit Doppelpunkt hat einen oder drei reelle In
flexionspunkte, ie nachdem die Tangenten im Doppelpunkte reell oder 
koniugiert imaginiir sind. 

Nun moge die cg eine Spitze im Punkte 0 haben. 1st M ein Punkt 
auf der Kurve, so schneiden wie friiher die Geraden durch M die Kurve 
nochmals in Punktpaaren einer Involution (Satz IV); in diesem Fall 
fallt der eine Doppelpunkt dieser Involution - fiir aIle Lagen des 
Punktes M - in 0; wenn M sich auf der cg bewegt, bilden die ent
sprechenden Involutionen wieder ein Biischel, welches zu der Punkt
reihe M projektiv ist (Kap. XVII, § 1, Satz IV). Demnach ist auch 
hier die Punktreihe M zur Reihe der von 0 verschiedenen Doppel
punkte S der Involutionen projektiv. 

Der eine Doppelpunkt dieser Projektivitat £allt offenbar in 0; also: 
XVI. Eine cg mit Spitze hat einen und nur einen Inflexionspunkt. 
Genau wie beim Beweise des Satzes XIII laBt sich hier zeigen, daB 

eine cg mit Spitze durch eine harmonische Homologie in sich iibergeht, 
deren Zentrum im Inflexionspunkt liegt. Die zugehorige Achse ist die 
Spitzentangente. 

SchlieBlich nennen wir: 
XVII. Eine cg ist durch den singuliiren Punkt 0 und zwei Inflexions

punkte A und B mit den zugehOrigen Wendetangenten a und b eindeutig 
bestimmt. 

Dieser Satz kann ·als ein Grenzfall des friiheren Satzes IX angesehen 
werden; der Beweis muB aber etwas anders gefiihrt werden. 

Die Geraden a und b mogen einander in S schneiden; es gibt dann 
eine eindeutig bestimmte involutorische quadratische Transformation Q 

15* 
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zweiter Art, flir die 0 der prinzipale Fundamentalpunkt ist, wahrend die 
zwei sekundaren in A und B liegen, und 5 sich selbst entspricht. 

Ferner seien die Schnittpunkte (OA, b) und (OB, a) bzw. Bl und A l . 
In der genannten Transformation entspricht der gesuchten cg ein Kegel
schnitt, welcher durch 0 geht und a und b in Al und BI berlihrt. Dieser 
Kegelschnitt ist eindeutig bestimmt und daher auch die q. 

§ 2. Die Involution dritter Ordnung. 
Wir betrachten eine q und einen festen Punkt P, welcher der Kurve 

nicht angehOrt. Die Geraden durch P schneiden auf q Punkttripe1 
(MI' M 2 , Ma) aus, welche aus dem singularen Punkt 0 der Kurve durch 
Geradentripel (mI' m2 , ma) projiziert werden. Eine so gebildete Gesamt
heit von Geradentripeln wird eine Involution dritter Ordnung genannt. 

Es seien (mI' m2 , ma) und (nI' n2 , na) zwei Tripel von Geraden, 
welche aile sechs durch denselben Punkt 0 gehen. Wir kannen dann 
wie folgt eine Involution dritter Ordnung bestimmen, welche diese zwei 
Tripel enthalt: Durch einen beliebigen Punkt P legen wir zwei nicht 
durch 0 gehende, aber sonst beliebige Gerade m und n; durch die sechs 
Punkte (mm1), (mm2), (mma), (nn l ), (nn 2), (nna) geht nach § '1, Satz IX 
eine eindeutig bestimmte q, welche 0 als singularen Punkt hat; durch 
diese in Verbindung mit P ist eine Involution dritter Ordnung fest
gelegt, welche die beiden gegebenen Tripel enthalt. 

Die auf diese Weise hergestellte Involution dritter Ordnung ist nur 
scheinbar von der Wahl des Punktes P und der Geraden m und n 
abhangig. Es gilt namlich der Satz: 

I. Eine Involution dritter Ordnung ist durch zwei Geradentripel ein
deutig bestimmt. 

Urn dies zu zeigen, ersetzen wir zunachst P durch einen in OP 
liegenden Punkt P' und die Geraden m und n durch zwei durch P' 
gehende Gerade m' und n'. Nun gibt es eine Homologie mit dem Zentrum 0, 
deren Achse durch die Schnittpunkte (mm') und (nn') geht, und welche P 
in P' iiberflihrt. Diese Transformation laBt die durch 0 gehenden Ge
raden ungeandert und fiihrt die obige c~ in eine ebensolche liber, womit 
der Satz flir diesen speziellen Fall bewiesen ist. 

Es solI nun P durch einen anderen Punkt ersetzt werden, dessen 
Verbindungsgerade P* mit 0 von OP verschieden ist. Es mage P* die 
obige q in einem Punkt p* schneiden. Eine involutorische quadratische 
Transformation zweiter Art mit 0 als prinzipalem und P und p* als 
sekundaren Fundamentalpunkten flihrt dann m und n in zwei durch p* 
gehende Gerade m' und n' und (§ 1, Satz VII) die q in eine ebensolche 
liber, wahrend aile durch 0 gehenden Geraden festbleiben, womit auch 
dieser spezielle Fall und damit Satz I bewiesen ist. 

Aus dem Beweis folgt ferner: Wenn die Involution auf verschiedene 
Weisen - also durch verschiedene Punkte P und zugeharige Gerade m 
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und n - hergestellt wird, so sind die entsprechenden Geradenbuschel 
mit den Zentren P untereinander projektiv. Man kann demnach aIle 
diese Buschel zu der Involution selbst projektiv setzen. 

In einer Involution dritter Ordnung mage ein Tripel aus drei zu
sammenfallenden Geraden bestehen. 1st in diesem Fall die Involution 
durch eine q und einen Punkt P festgelegt, dann muB P auf einer 
Wendetangente der Kurve liegen, oder die q muB eine Spitze in 0 
haben, und P muB auf der Spitzentangente liegen. 

Wir betrachten besonders den Fall, wo jedes der obigen zwei Tripel 
(ml' m2 , ma) und (nl' n 2 , na) aus drei zusammenfallenden Geraden be
steht. Satz list auch in diesem Fall gultig, und der oben gegebene 
Beweis laBt sich im wesentlichen ungeandert wie folgt durchfiihren: N ach 
der Wahl von P, m und n verlauft die Herleitung der Involution wie 
oben, da ja eine q durch den singularen Punkt 0 in Verbindung mit sechs 
anderen Punkten eindeutig bestimmt ist, auch wenn diese letzten Punkte 
zu dreien zusammenfallen (§ 1, Satz XVII). Auch der Eindeutigkeits
beweis laBt sich iibertragen; hierzu sei nur bemerkt, daB durch eine 
quadratische Transformation ein Inflexionspunkt, dessen zugeharige 
Tangente t durch einen der Fundamentalpunkte geht, in einen In
flexionspunkt mit der t entsprechenden Geraden t' als Tangente uber
fiihrt wird. 

Die Involution dritter Ordnung ist oben innerhalb eines Geraden
buschels definiert worden; sie laBt sich na turlich in gewahnlicher Weise 
auf andere Elementargebilde (gerade Punktreihe, Kegelschnitt, q usw.) 
ubertragen. 

Man hat nun: 
II. Die Kegelschnitte eines Buschels (){) mit einem Grundpunkt 0 

schneiden einen festen, durch 0 gehenden Kegelschnitt }, aufJer in 0 in 
Punkttripeln einer Involution dritter Ordnung. 

Urn dieses einzusehen, benutze man eine involutorische quadratische 
Transformation zweiter Art mit dem prinzipalen Fundamentalpunkt 
in 0 und den beiden sekundaren in zwei der anderen Grundpunkte 
von (){). Hierdurch geht dieses Buschel in ein Geradenbuschel und der 
feste Kegelschnitt }, in eine q uber. 

Des weiteren folgt, daB die auf A liegende Involution dritter Ord
nung zum Buschel (){) projektiv ist, und hieraus weiter: Wenn (){) 
von verschiedenen, durch einen Grundpunkt gehenden Kegelschnitten 
AI' A2 , ••• geschnitten wird, dann sind die hierdurch erzeugten In
volutionen dritter Ordnung untereinander projektiv. 

Wir definieren: 
Die unikursalen K urven dritter Ordnung mit einem festen singularen 

Punkt 0, welche durch weitere funf gegebene Punkte gehen, bilden ein 
Buschel. 
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Transformiert man ein solches Buschel durch eine involutorische 
quadratische Transformation zweiter Art mit dem prinzipalen Funda
mentalpunkt in 0 und den beiden anderen in zwei der Grundpunkte 
des Buschels, so erhalt man ein Kegelschnittbuschel. Hieraus folgt 
mittels Satz II: 

III. Ein Buschel von q schneidet eine teste Gerade in Punkttripeln 
einer Involution dritter Ordnung. 

Man sieht nach dem Obigen, daB die Involutionen, welche auf ver
schiedenen Geraden ausgeschnitten werden, projektiv sind. Man kann 
sie also zum Buschel der q projektiv setzen. 

Es seien nun (MI' M~), (M2' M~), (Ma, Mi) drei feste Punktpaare 
einer Involution; der Bequemlichkeit wegen sei der Trager ein Kegel
schnitt ". Die Involution sei zu einer Punktreihe auf " projektiv, 
so daB den drei gegebenen Punktpaaren die drei Punkte PI' P2, Pa 
entsprechen. Die drei Inzidenzpunkte der genannten projektiven Be
ziehung k6nnen in folgender Weise bestimmt werden (vgl. S. 96): 

Man verbinde einen festen Punkt R von" mit den Punkten PI' P 2, 
Pa, ... ; das so gefundene Geradenbuschel bestimmt in Verbindung 
mit dem dazu projektiven Geradenbuschel MIM~, M2M~, MaMi, ... 
einen Kegelschnitt p" welcher " auBer in R in den gesuchten drei In-

zidenzpunkten schneidet. 
Denken wir uns nun (Fig. 69), daB die 

Punkte PI und P 2 fest bleiben, wahrend P a (= Q) 
den Kegelschnitt " durchlauft; dann bilden die 
entsprechenden Kegelschnitte p, ein Buschel; 
also bilden die Tripel von Inzidenzpunkten eine 

e t Involution dritter Ordnung (Satz II). Diese 
ist nach dem Obigen zu dem Kegelschnitt
buschel (p,), also auch zu der von (p,) auf der 
festen Geraden MaM~ ausgeschnittenen Punkt-

Fig. 69. reihe S und demnach zu der Punktreihe Q 
projektiv. Hieraus: 

IV. Sind innerhalb eines Elementargebildes (MI' Mi), (M2' M~), 
(Ma, M~) drei teste Punktpaare einer gegebenen Involution, PI und P2 
zwei andere teste Punkte, Q dagegen varia bel, dann bilden die Tripel der 
I nzidenzpunkte der profektiven Beziehungen 

eine Involution dritter Ordnung, welche zu der Reihe der Punkte Q pro
fektiv ist. 
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XX. Kapitel. 

Die Polarentheorie einer unikursalen Kurve 
dritter Ordnung. 

§ 1. Polaren in bezug auf ein Linientripel. 
Wir haben schon in Kap. I, § 2 die erste Polare eines Punktes P 

in bezug auf ein Tripel von Punkten MI , M 2, M3 definiert. Alle 
Punkte liegen in demselben Elementargebilde, welches wir uns hier 
insbesondere als eine Gerade denken. Die Definition war die folgende: 

Es sei M~ der Punkt, welcher durch Ml von M2 und M3 harmonisch 
getrennt ist; M; und M~ haben analoge Bedeutung. Die Punktpaare 
(MI' M~), (M2' M~) und (Ma, M~) sind dann, wie wir wissen, Paare 
einer Involution. Zu einem beliebigen Punkt P der betrachteten Ge
raden kannen wir ein Punktpaar (PI, P") bestimmen, so daB: 

(1) MIM2MaP"A (MI' M~), (M2' M~), (Ma, Ms), (P', P"). 

Das Punktpaar (PI, P") ist dann die gesuchte erste Polare von P. 
Insbesondere ist die erste Polare zu MI das Punktpaar (MI' MD. 

In (1) sind die Punkte (MI' M 2, Ma) als verschieden angenommen. 
Fallen aber z. B. M2 und M3 zusammen, wird die genannte Involution 
singular und besteht aus allen Punktpaaren, fur welche der eine Punkt 
in Ma liegt. Die erste Polare eines Punktes P beliebiger Lage hat also 
den einen Punkt in Ma; der andere ist in diesem Fall durch die obige 
Projektivitat nicht bestimmt; es solI spater gezeigt werden, wie man 
unter Wahrung der Stetigkeit diesen anderen Punkt festlegen kann. 
- Fallen endlich alle drei Punkte M I , M 2, Ma in Ma zusammen, so solI 
dieser Punkt - doppelt gezahlt - als die erste Polare eines belie bigen 
Punktes P betrachtet werden; die erste Polare von M3 selbst ist 
unbestimmt. 

Fallt einer derPunkte (PI, P") mit einem derPunkte (MI' M 2, M3) 
zusammen, dann mussen entweder zwei der letzten Punkte zusammen
fallen, oder P muB in einem dieser Punkte liegen (vgl. Kap. VII, § 3, 
Satz III). 

Unter der zweiten Polare von Pin bezug auf (MI' M 2, Ma) versteht 
man (Kap. I, § 2) den Punkt P*, welcher von P durch P' und P" 
harmonisch getrennt ist. 

Urn die erste Polare eines Punktes P in bezug auf eine q zu defi
nieren, ziehe man durch Peine beliebige Gerade, welche die Kurve in 
(MI' M 2, Ma) schneiden mage. Wir definieren dann: 

Der Ort der ersten Polaren von Pin bezug aut (MI' M 2, M3) heif3t die 
erste Polare von P in bezug aut die Kurve. 
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In analoger Weise definiert man die zweite Polare von P in bezug 
auf die Kurve. 

Wir beginnen die Untersuchung mit einer cg, welche in drei nicht 
durch denselben Punkt gehende Gerade a, b, e ausgeartet ist. Die 
Eckpunkte des von ihnen gebildeten Dreieckes seien A, B, C, so daB 

A A, B und C bzw. a, b und egegen-
iiberliegen. P (Fig. 70) sei ein be
liebiger Punkt und peine durch 
diesen gehende Gerade, welche a, b, e 
in bzw. Ma, Mb,Meschneidet. Die 

~_...!!--t----;~ __ ~==-=.4f., erste Polare 1I:a von Ma in bezug auf 
die ausgeartete cg besteht aus zwei 
Geraden, namlich aus a und der 
Geraden a', welche von AMa durch 
b und e harmonisch getrennt ist. 

Fig. 70. 

Ebenso sind die ersten Polaren 1I:b und 11:" von Mb und Me Geradenpaare 
(b, b') und (e, e'). 

Die Geraden a', b' und e' gehen durch einen Punkt Q, namlich den 
Punkt, fiir welchen p die Harmonikale ist (5. 82). Die drei Ge
radenpaare 1I:a, 1I:b, 1I:e - als ausgeartete Kegelschnitte betrachtet -
gehOren deshalb einem Kegelschnittbiischel an, dessen Grundpunkte 
A, B, C und Q sind. In diesem Biischel gibt es einen bestimmten 
Kegelschnitt 11:, so daB 

(2) 

und es soil nun gezeigt werden, daB 11: die erste Polare von Pin bezug 
auf die "Kurve" abc ist. 

Um dies einzusehen hat man nur zu zeigen, daB die gefundene 
Kurve 11: von der Wahl der durch P gehenden Geraden p unabhangig 
ist; denn die 5chnittpunkte 'Von p mit 11: sind nach (1) und (2) gerade 
die erste Polare von Pin bezug auf das Tripel (Ma, M b, Me). 

Wir betrachten demnach die Tangenten der vier obigen Kegel
schnitte 1I:a, 1I:b, 1I:e und 11: in einem Grundpunkt, etwa in C. Die drei 
ersten sind bzw. a, b, e', die letzte sei t. Man hat nun nach (2): 

(3) abc't7'\. MaMbMe P . 

Die Geraden e' und t mogen die Gerade p in den Punkten M~ bzw. T 
schneiden; man erh1i.lt dann aus (3): 

(4) 

Hieraus folgt in bekannter Weise: 

(5) MaMbM~M"7'.MaMbTP. 

Der erste Wurf ist aber harmonisch, so daB auch (Ma' M b) und 
(T, P) harmonische Punktpa~re sind. Hieraus folgt, daB die Tangente t 
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an 1t in C die Gerade ist, welche von CP durch a und b harmonisch ge
trennt ist; sie ist also nur von P, nicht von der Geraden p abhangig; 
dasselbe gilt auch fUr die Tangenten in A und B und demnach fUr den 
Kegelschnitt 1t, was zu beweisen war. Also: 

I. Die erste Polare eines Punktes P in bezug auf die "Kurve" abc 
ist ein Kegelschnitt durch A, B und C. Die T angente in einem dieser 
Punkte ist von der Verbindungsgeraden des genannten 
Punktes mit P durch die entsprechenden Dreiecksseiten 
harmonisch getrennt. 

Die zweite Polare von Pin bezug auf abc ist offen
bar eine Gerade, namlich die gewohnliche Polare des 
Punktes P in bezug auf den erwahnten Polarkegel
schnitt. 

Aus dem Obigen folgt ferner: 
II. Die Polarkegelschnitte der Punkte einer Ge

raden I bilden ein Biischel, welches zur Punktreihe I pro
fektiv ist. 

Fig. 71. 

Die Grundpunkte des Biischels sind A , B, C und derjenige Punkt, fUr 
welchen die Gerade die Harmonikale in bezug auf das Dreieck ABC ist. 

Es sei nun (Fig. 71) P ein beliebiger Punkt und 1t der entsprechende 
Polarkegelschnitt. Die Gerade P A schneide a in A und 1t nochmals 
in A I. Man kann dann (A, A') als die erste Polare von P in bezug auf 
(A, A , A) auffassen, und wir haben dadurch eine Definition der ersten 
Polaren fUr den Fall erreicht, wo zwei der drei festen Punkte zusammen
fallen. Es solI nun gezeigt werden, daB die so definierte Polare nur von 
den Punkten A, A und P abhangt. 

Die Tangenten an 1t in B und C seien s bzw. t. Da (BA, BA) 
und (BP, s) sowie auch (CA, c1) und (CP, t) harmonische Geraden
paare sind, geht A P durch den Schnittpunkt Q von s und t, d. h. durch 
den Pol von a in bezug auf 1t. Die Punktpaare (A , A), (P, Q) sowie auch 
(A, A'), (1, Q) sind harmonisch getrennt. 

Haben nun die Punkte A, A, P die Abszissen bzw. 00,0,1, so wird 
die Abszisse des Punktes Q gleich -1, und die Abszisse x von A' wird 
durch 

(00, x, 0, -1) =-1 

bestimmt, woraus x = -i folgt. Also: 
Der Wurf (AAPA ') ist gleich -t. 
Die erste Polare zu A selbst in bezug auf (A, A, .:4) ist A, doppelt 

gezahlt. 

Wir wollen nun auch in anderer Weise die Polare eines Punktes P 
in bezug auf das Geradentripel abc bestimmen (Fig. 72). Durch A 
legen wir eine feste Gerade u und betrachten eine Homologie mit P 
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als Zentrum und u als Achse. Durch diese wird A in sich selbst trans
formiert, wahrend B, C, a, b, e in bzw. B', C', a', b', e' ubergehen mogen. 
Die zwei ausgearteten q - abc und a' b' e' - schneiden einander auBer 

A in A in funf Punkten und bestim-

Fig. 72. 

men also ein Buschel von q mit A 
als singularem Punkt. Verlangt man, 
daB eine Kurve dieses Buschels auBer 
A und dem Schnittpunkt (au)=(a'u) 
noch einen Punkt mit u gemein haben 
solI, so zerfallt sie in u und einen 
Kegelschnitt". Wir wollen zeigen, daB 
" gegen den Polarkegelschnitt :rt in be
zug aufabekonvergiert, wennB' gegen 
B (also auch C' gegen C) konvergiert. 

Zunachst sieht man, daB" durch A geht. Ferner geht " durch 
die zwei Punkte (ae') = QI und (a' c) = Q2' die beide mit B' gegen B 
konvergieren. Also wird die Grenzkurve durch B gehen und hier die 
Grenzlage von QIQ2 als Tangente haben. Nach dem Satz uber das 
vo11standige Vierseit schneiden aber die Geradenpaare (a, c) und 
(BB', QIQ2) die Gerade u in harmonischen Punktpaaren; hieraus folgt, 
daB QIQ2 gegen die Gerade konvergiert, we1che von PB durch a und e 
harmonisch getrennt ist. Das Analoge gilt in C, und die Grenzkurve 
muB demnach mit dem Polarkegelschnitt zusammenfallen. 

Schneidet man die Figur mit einer festen, durch P gehenden Geraden, 
so erhalt man aus dem obigen Resultat eine neue Bestimmung der 
erst en Polaren eines Punktes in bezug auf ein Punkttripel: 

III. Es sei auf einer Geraden p ein Punkt P und ein Punkttripel 
(M I, M 2, M 3) gegeben,' ferner sei U ein beliebiger fester Punkt von p. 
Man betraehte eine projektive Transformation mit P und U als Doppel
punkten, dureh welehe M I , M 2, M3 in bzw. Mi, M;, M~ iibergehen. Es 
sei U, R, 5 das den Punkt U enthaltene Tripel in der Involution dritter 
Ordnung, welehe dureh die zwei anderen Pun.kttripel bestimmt ist. Wenn M{ 
gegen MI (also M~ und M~ gegen M2 bzw. M 3) konvergiert, wird (R, 5) 
gegen die erste Polare von P in bezug aUf (MI' M 2, M 3) konvergieren. 

Diese Bestimmung der Polaren ist auch moglich, wenn zwei Punkte 
des Tripels (MI' M 2, M3) zusammenfallen. 

Wir haben noch einige wichtige Satze zu nennen: 
IV. 1st P die zweite Polare von Q in bezug auf ein Punkttripel, dann 

gehort Q der ersten Polare von P an - und umgekehrt. 
Zum Beweis benutzen wir Fig. 70. Nach Satz I hat der Polar

kegelschnitt :rtQ von Q in bezug auf abc in A, B und C die Tangenten 
AMa• BMb und CMc • Die Polaren von Ma. Mb und Me in bezug auf:rtQ 
sind demnach a', b' und e'. Die Polare von Q in bezug auf :rtQ' d. h. die 
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zweite Polare von Q in bezug auf abc, ist also die Gerade p. Hieraus 
ergibt sich sofort Satz IV. 

Es sci wieder ein festes Punkttripel auf einer Geraden gegeben. Die 
zugehorigen ersten Polaren eines variablen Punktes P dieser Geraden 
bilden eine Involution (P', pIt), welche zu der Reihe der Punkte P 
projektiv ist. Es sf'ien U und V die Doppelpunkte dieser Involution; 
man hat dann: 

V. Die erste Polare des einen Doppelpunktes - etwa U - besteht aus 
zwei im anderen Doppelpunkt - V - zusammenfallenden Punkten. 

Der Doppelpunkt V - als zwei zusammenfallende Punkte betrachtet 
- ist jedenfalls die erste Polare eines Punktes, etwa U1 ; auch die zweite 
Pol,are von U1 fallt dann in V. Dann zeigt aber der vorhergehende 
Satz IV, daB die erste Polare von V den Punkt U1 enthalt und daB 
auBerdem die zweite Polare von V in U1 fallen muB. Das ist aber nur 
moglich, wenn die erste Polare von V aus zwei in U1 zusammenfallenden 
Punkten besteht. U1 ist demnach mit dem Doppelpunkt U identisch, 
und der Satz ist bewiesen. 

Wir konnen nun auch einen von CREMONA herriihrenden Satz iiber 
die gemischte Polare von zwei Punkten P und Q in bezug auf ein Punkt
tripel formulieren. Die ersten Polaren von P und Q seien (P', pIt) bzw. 
(Q', Q"). Unter der gemischten Polaren von P und Q (in dieser Reihen
folge) versteht man dann den Punkt, welcher von P durch Q' und Q" 
harmonisch getrennt ist. Der Satz lautet nun: 

VI. Die gemischte Polare von P und Q ist von der Reihenfolge dieser 
Punkte unabhiingig. 

Urn dies zu beweisen, legen wir P und daher auch (P', pIt) fest und 
lassen Q die Gerade durchlaufen. Die gemischte Polare von P und Q 
sei R, die von Q und P dagegen 5; es soll be wiesen werden, daB R 
und 5 zusammenfallen. Es ist aber klar, daB R und 5 zwei projektive 
Reihen bilden; man braucht also nur zu zeigen, daB fUr drei ver-

. schiedene Lagen von Q die Punkte R und 5 zusammenfallen. Dies 
geschieht erstens, wenn Q in P taIlt; aber dasselbe tritt nach Satz V 
auch ein, wenn Q in einen der Doppelpunkte der Involution (Q', Q") fallt. 

Zuletzt nennen wir den Satz: 
VII. Jede Involution von Punktpaaren kann auf unendlich viele Weisen 

als die Gesamtheit der ersten Polaren in bezug aUf ein Punkttripel auf
gefafJt werden, 

Urn dies zu zeigen, den ken wir uns die Punktreihe auf einem 
Kegelschnitt liegend und projizieren die Figur so, daB der Kegelschnitt 
in einen Kreis iibergeht, und die Doppelpunkte der Involution in die 
Kreispunkte fallen. Entsprechende Punkte M und M' liegen dann auf 
demselben Durchmesser, und man sieht sogleich, daB die Paare (M, M') 
die erst en Polaren sind, wenn man die Eckpunkte eines gleichseitigen, 
einbeschriebenen Dreieckes als Punkttripel benutzt. 
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Die Polarentheorie in bezug auf drei Gerade abc, welche ein Drei
eck ABC bilden, wird elementargeometrisch iibersichtlich, wenn zwei 
der Eckpunkte, z. B. B und C, in den Kreispunkten I und ] liegen. 
Man sieht leicht (Satz I), daB der Polarkegelschnitt eines Punktes P 
ein Kreis wird, welcher durch A geht, und dessen Zentrum 0 auf der 
Geraden PA liegt, so daB PA = AO ist. 

§ 2. Die Polarentheorie einer nicht speziellen ~. 

Urn die erste Polare eines Punktes P in bezug auf eine beliebige 
q zu untersuchen ziehe man durch den singuHiren Punkt 0 der Kurve 
eine feste Gerade u und fiihre durch eine Homologie mit Pals Zentrum 
und u als Achse die q in eine andere, q', iiber. Die zwei Kurven haben 
auBer 0 und einem zweiten Punkt auf u noch vier Punkte miteinander 
gemein (Kap. XIX, § 1, Satz VIII) und bestimmen also ein Biische! 
(Kap. XIX, § 2). Eine Kurve dieses Biischels, welche durch einen dritten 
Punkt von u geht, zerfallt in diese Gerade und einen Kegelschnitt ". Es 
sei peine beliebige, aber feste Gerade durch P. Konvergiert cg' gegen 
cg, so konvergieren die Schnittpunkte von p mit" nach § 1, Satz III 
(in Verbindung mit Satz III des Kap. XIX, § 2) gegen die erste Polare 
von P in bezug auf die drei Punkte, in welchen p die q schneidet. 
Hieraus: 

I. Die erste Polare eines Punktes Pin bezug auf eine q ist ein Kegel
schnitt n durch den singuliiren Punkt O. 

Die zweite Polare ist also eine Gerade, namlich die Polare von P 
in bezug auf n. 

In dem besonderen Fall, wo P auf der q liegt, ist dieser Satz leichter 
einzusehen. Schneidet namlich eine beliebige durch P gehende Gerade 
die q in Ml und Ms und die Polarkurve in M', so sind die beiden 
Biischel P(M') und 0 (M') zu der Involution (OMl , OMs) und daher 
untereinander projektiv, woraus der Satz folgt. 

Man findet in diesem Fall insbesondere: 
II. Wenn P auf der q liegt, beruhrt der Polarkegelschnitt die q in P. 
Es sei bemerkt, daB der obige Beweis des Satzes I auch in dem 

Fall gilt, wo die q in einen Kegelschnitt und eine Gerade ausartet. 
Es sei nun P ein beliebiger Punkt, peine durch P gehende Gerade; 

die Schnittpunkte von p mit cg und n seien M l , M 2 , Ma bzw. P', plI; 
die zwei letzten Punkte bilden die erste Polare von P in bezug auf das 
Tripel der drei ersten. Wir projizieren alle Punkte von dem singularen 
Punkt 0; die zwei Geraden (OPI,OPII) bilden dann die erste Polare 
der Geraden OP in bezug auf das Geradentripel (OMl , OM2 , OMs). 

Dreht sich p urn P, so bilden (OPI, OP") die Geradenpaare einer ge
wohnlichen Involution und (OMl , OMs, OMs) die Geradentripel einer 
Involution dritter Ordnung. Beide Involutionen sind zum Geraden-
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biischel (p) projektiv. Also haben wir, indem wir das gefundene Re
sultat auf ein Elementa'rgebilde von Punkten iibertragen: 

III. Die ersten Polaren eines festen Punktes in bezug aUf die Punkt
tripel einer Involution dritter Ordnung bilden eine zu ihr projektive I n
volution zweiter Ordnung. 

Konvergiert die Gerade p gegen OP, so konvergieren zwei Gerade 
des Tripels (OM1 , OM2, OM3), etwa OM1 und OM2, gegen die Tangen
ten tl und t2 an die q in 0, wahrend die dritte, also OM3 , gegen OP 
konvergiert. Von den Geraden OP' und OP" konvergiert die eine, etwa 
OP", gegen OP, wahrend die andere, OP', gegen die Tangente von n 
in 0 strebt. Wir haben demnach: 

IV. Die Tangente in 0 an den Polarkegelschnitt des Punktes P ist 
die Gerade, welche von OP durch die Tangenten tl und t2 harmonisch ge
trennt ist. 

Aus Satz III folgt femer: 
V. Die Polarkegelschnitte eines Punktes P in bezug auf ein Buschel 

von q (mit festem singularem Punkt) bilden ein Buschel. 
Denn ein Schnittpunkt zweier Polarkegelschnitte gehort auch allen 

anderen an. 
Aus Satz IV des vorigen Paragraphen ergibt sich unmittelbar: 
VI. Die Polarkegelschnitte der Punkte einer Geraden in bezug auf eine 

feste q bilden ein Buschel. 
Die drei von 0 verschiedenen Grundpunkte des Biischels sind die

jenigen Punkte, welche die Gerade als Polargerade haben. 
Wenn P auBerhalb der Kurve liegt, wird einer der Punkte (P', P") 

mit einem der Punkte (Ml' M 2 , M 3) dann und nur dann zusammen
fallen, wenn zwei der letztgenannten Punkte zusammenfallen. Also: 

VII. Die von 0 verschiedenen Schnittpunkte von q mit dem Polar
kegelschnitt eines Punktes P sind die Beruhrungspunkte der aus P gehenden 
T angenten an q. 

Wenn P auf einer Wendetangente liegt, beriihrt der Polarkegel
schnitt, wie leicht zu sehen, die q im entsprechenden Inflexionspunkt. 
Liegt P im Inflexionspunkt, dann zerfallt der Polarkegelschnitt 
in die Wendetangente und die harmonische Polare (vgl. Kap. XIX, 
§ 1, Satz XIII). 

Aus den obigen Satzen IV und VII in Verbindung mit dem Satz VI 
des Kap. XIX, § 1 folgt: 

VIII. Hat die q einen Doppelpunkt, so gehen durch einen nicht auf 
der Kurve liegenden Punkt vier Tangenten. 

Hat dagegen die q eine Spitze in 0, so beriihrt nach Satz IV der 
Polarkegelschnitt eines beliebigen Punktes P die zugehorige Spitzen
tangente. Also: 

IX. Aus einem Punkt aufJerhalb einer q mit Spitze gehen nur drei 
Tangenten. 
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Wir werden nun eine C~ mit Spitze etwas naher betrachten. Es sei P 
ein beliebiger Punkt der Spitzentangente t. Der Polarkegelschnitt 'Jt von P 
wird von einer durch P gehenden Geraden im allgemeinen in zwei 
verschiedenen Punkten geschnitten. Fiir die Spitzentangente t selbst 
fallen jedoch beide Punkte in 0 zusammen. 

Die Kurve 'Jt entspricht sich selbst in der Homologie, deren Zentrum 
in dem Inflexionspunkt A und deren Achse in t liegt; 'Jt muB deshalb 
in zwei durch 0 gehende Gerade OR und 05 zerfallen. Die Schnitt
punkte R und 5 von diesen Geraden mit der q sind die Beriihrungs
punkte der aus P gehenden Tangenten. 

Die Geraden durch P schneiden auf der q eine Involution dritter 
Ordnung aus. Projizieren wir diese Involution von dem Punkte 0 aus, 
so erhalten wir den folgenden Satz: 

X. Gibt es in einer Involution dritter Ordnung ein Elemententripel, 
welches aus drei zusammenfallenden Elementen U besteht, dann besteht die 
erste Polare von U in bezug auf alle Tripel der Involution aus denselben 
zwei Elementen. 

Die obigen Betrachtungen gelten insbesondere fUr den Fall, wo der 
Punkt P im Schnittpunkt der Spitzentangente t mit der Wendetangente 
in A liegt. Der Polarkegelschnitt von P artet dann in die doppelt zu 
zahlende Gerade OA aus. 

In diesem FaIle mage eine durch P gehende Gerade die Kurve in 
(MI' M 2 , Ma) schneiden. Wir betrachten nun die Homologie mit P 
als Zentrum und OA als Achse, welche MI in M2 iiberfiihrt; durch diese 
geht die q offenbar in sich iiber; denn eine q ist ja durch die Spitze 
mit zugehariger Tangente und weitere vier Punkte eindeutig bestimmt 
(Kap. XIX, § 1, Satz IX und die darauf folgenden Bemerkungen). Also 
geht M2 in Ma und Ma wieder in MI iiber, und wir haben den Satz 
(vgl. S. 226-227): 

XI. Gibt es in einer Involution dritter Ordnung zwei aus drei zusammen
jallenden Elementen gebildete Tripel U und V, dann besteht die erste Polare 
von U bzw. V in bezug auf alle Tripel (MI' M 2 , Ma) der Involution 
aus dem festen, doppelt zu ziihlenden Element V bzw. U. Ferner ist 

(UMIM2 M a) = (UM2 MaM I) = (UMaMIM2)' 

Analoges gilt filr V, und die beiden Wilrfe (UMIM2Ma) und (VMIM2 M 3) 

sind iiquianharmonisch. 

Nun mage die q wieder einen Doppelpunkt in 0 haben. Liegt P 
auf einer der Tangenten an q in 0, so beriihrt der Polarkegelschnitt 
'Jt in 0 diese Tangente; die zweite Polare von P geht deshalb durch O. 
Betrachten wir die Involution dritter Ordnung im Geradenbiischel (0), 
welche durch Schneiden der Kurve mit den durch P gehenden Geraden 
bestimmt wird, so erhalten wir den folgenden Satz: 
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XII. 1st in einem Elementargebilde eine Involution dritter Ordnung 
gegeben, und ist A einElement, welches mit einem seiner zwei entsprechenden 
zusammenfiillt, dann ist die zweite Polare von A in bezug auf alle Elementen
tripel der Involution dieselbe. 

Wir denken uns nun eine q mit dem singuHiren Punkt 0 durch 
ein Geradenbiischel (jJ) mit dem Zentrum P und eine dazu projektive 
Involution von Geradenpaaren (nI' n2) durch 0 erzeugt (Kap. XIX, 
§ 1, Satz X). 

Es sei (Fig. 73) M ein beliebiger Punkt der Ebene, und es mage 
PM = P* die q auBer in P in (NI' N 2) schneiden; der von 0 ver
schiedene Schnittpunkt von OM 
mit der q sei R. 

Die zweite Polare von M in 
bezug auf die q fallt offenbar 
mit der zweiten Polare von M 
in bezug auf das Geradentripel 
(ONI ,ON2 , PR) zusammen; denn 
die zwei Kurven dritter Ordnung 
schneiden jede der Geraden OM 
und PM in demselben Punkt-
tripel. 

p 

Fig. 73. 

Durch M ziehen wir eine beliebige feste Gerade a. Die Schnitt
punkte von a mit der q sind die Inzidenzpunkte der Punktreihe (ap) 
mit der zu ihr projektiven Involution von Punktpaaren (anI' an2). 

Dem Punkt M, aufgefaBt als ein Punkt (ap), entspricht das Punkt
paar (Ni, N~), in welchem a von ONI und ON2 geschnitten wird, und dem 
Paar der Involution (anI' an2), welches M enthalt, entspricht der Punkt 
(a, P R) = S. Man hat also den folgenden Satz: 

XIII. Auf einer Geraden a liegen eine Punktreihe (M) und eine zu ihr 
proJ'ektive Involution (Ni, N~); (QI' Q2' Qa) seien die Inzidenzpunkte. 
EinemPunktM entspreche in der Involution das Paar (Ni, N~); dem Paar, 
welches M enthiilt, entspreche der Punkt S. Dann fallen die zweiten Polaren 
von M in bezug auf die zwei Punkttripel (QI' Q2' Qa) und (Ni, N~, S) 
zusammen. 

Wir wollen nun eine q mit einem Doppelpunkt, 0, betrachten. Aus 
einem beliebigen Punkt M der Kurve gehen zwei Tangenten an diese, 
welche inMI undM2 beriihrenmagen. Die GeradenOMI undOM2 werden 
durch die Tangenten tl und t2 in 0 harmonisch getrennt; wenn M gegen 0 
strebt, so daB OM gegen eine der genannten Tangenten, z. B. tI , kon
vergiert, dann werden also OM 1 undO M 2 entweder beide gegen tl oder beide 
gegen t2 konvergieren. Es soIl gezeigt werden, daB das letzte der Fall ist. 

Man sieht dies am deutlichsten, wenn man neben der Kurve auch 
eiil symmetrales Gebilde betrachtet, welches man eine RIEMANNSche 
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Flache der Kurve nennen kann. Wir denken uns dann - was durch Pro
jektion immer erreichbar ist - die Ebene der Kurve als reell, den Doppel
punkt 0 aber als einen imaginaren Punkt, und projizieren die Punkte 
der q aus 0 auf die Kette kII der reellen Punkte der Ebene. Hierdurch 
wird jedem Punkt der Kurve ein reeller Punkt umkehrbar eindeutig 
zugeordnet, jedoch mit Ausnahme von 0; denn diesem entsprechen 
aIle reellen Punkte seines Tragers o. Das Gebilde ist keine projektive 
Ebene, sondem das, was wir friiher ein Blatt genannt haben; alle reellen 
Punkte von 0 sollen als ein einziges Element betrachtet werden. 

Die reellen Punkte der zwei Tangenten tl und ts seien Ti und T~. 
Auf der Kurve gibt es zwei Gesamtheiten von Punkten, welche sieh 0 
nahem; die Punkte PI der einen Gesamtheit sind dadurch charakterisiert, 
daB OPI gegen tl , also der Bildpunkt Pi gegen Ti konvergiert; fUr 
die Punkte P s der anderen Gesamtheit wird OPs gegen ts und P; 
gegen T~ konvergieren. 

Der Polarkegelschnitt ", des Punktes M hat mit der q auBer 0 die 
Punkte M, MI und Ms gemein, wo M doppelt zu zahlen ist. Wenn M 
gegen 0 strebt, geht ", stetig in den Polarkegelschnitt des Punktes 0, 
d. h. in die Geraden tl und ts iiber, und die Schnittpunkte von", mit 
der q konvergieren gegen die Schnittpunkte von (tl' ts) mit der q. 
Auf der RIEMANNschen Flache werden dann die Bildpunkte M', Mi , M~ 
von bzw. M, MI, Ms gegen das Punktpaar (Ti, T~) konvergieren; also 
k6nnen sie nieht aIle drei gegen denselben Punkt konvergieren. Wenn 
demnach M' gegen Ti strebt, miissen nach dem Obigen Mi und M; 
beide gegen T~, d. h. OMI und OMs beide gegen ts konvergieren. 

Die eben bewiesene Tatsache haben wir schon zum Beweise des 
Satzes XII in Kap. XIX, § 1 benutzt. 

XXI. Kapitel. 

Die allgemeine Kurve dritter Ordnung. 

§ 1. Erzeugung der Kurve nach CHASLES. 

Eine allgemeine Kurve dritter Ordnung - eine C3 - ist (nach 
CHASLES und ]ONQUIERES) der Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Elemente in einem Kegelschnittbiischel und in einem zu ihm projektiven 
Geradenbiischel. 

In der projektivgeometrischen Theorie der C3 ist der Hauptsatz der 
folgende: 

I. Als Grundpunkte des erzeugenden Kegelschnittbuschels kOnnen vier 
beliebige Punkte der Kurve gewahlt werden. 

Urn dies zu beweisen, zeigen wir zuerst: 
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(IX). Man kann die Grundpunkte (A, E, C, D) und das Zentrum P 
durch (P ,E, Cl,Dl) bzw. A ersetzen, wo Cl und Dl die drittenSchnittpunkte 
von C3 mit EC bzw. ED sind. 

Durch einen der Grundpunkte, etwa A, legen wir eine bis aufs 
weiteres feste Gerade a (Fig. 74); sie schneidet die C3 in zwei Punkten, 
die sich folgendermaBen bestimmen lassen: 

Es sei p ein beliebiger Strahl des Ge a 

radenbuschels und :rt der entsprechende BK:-----=I"=-----')I---,lJ 
Kegelschnitt; die Gerade a schneidet die
sen Kegelschnitt in A und einem weiteren 
Punkt M; die Gerade EM heiBe b. Wennp 
das Geradenbuschel durchHiuft, erzeugt der 
Schnittpunkt (P b) einen Kegelschnitt u, 

Fig. 74. 

und die gesuchten zwei Punkte sind die Schnittpunkte von a mit u. 
Wenn nun a variiert, wird auch u variieren. Die Kegelschnitte u 

werden dann ein Buschel bilden; u geht namlich durch E und P und 
auBerdem, wie man durch Betrachtung der ausgearteten Kegelschnitte 
(AC, ED) und (AD, EC) des Buschels (:rt) leicht feststellt, durch die 
Punkte Cl und Dl • Die zwei Buschel (a) und (u) sind projektiv; man 
sieht dies, wenn man die Schnittpunkte 
von a und u mit einer durch E gehen
den festen Geraden betrachtet. Hiermit 
ist (IX) bewiesen. 

Wir denken uns nun wieder die C3 
durch das Kegelschnittbuschel (:rt) mit 
den Grundpunkten (A, E, C, D) und das 
Geradenbuschel (P) mit dem Zentrum P 
erzeugt. 

Ein Kegelschnitt :rto und die entspre
chende Gerade Po mogen sich in M und N 
schneiden (Fig. 75)1. Durch A, E, M 
und N legen wir einen Kegelschnitt ft 
und wollen die von diesen vier Punk

Fig. 75. 

ten verschiedenen Schnittpunkte von ,u mit der C3 finden. 

p 

Die Kurve ft wird von den Kurven (:rt) in Punktpaaren einer In
volution geschnitten (Kap. VII, § 1, Satz VII); die Verbindungsgeraden q 
entsprechender Punkte in dieser Involution bilden ein Buschel mit dem 
Zentrum Q = (CD, Po); das Buschel (q) ist nach dem soeben genannten 
Satz zum Buschel (:rt) und also auch zum Buschel (P) projektiv. Die 
Projektivitat zwischen (q) und (P) ist aber eine Perspektivitat, weil die 
Gerade Po sich selbst entspricht. Die zwei gesuchten Schnittpunkte 
von /1, mit der C3 sind also die Schnittpunkte von f1, mit der Perspektiv
achse r der zwei genannten Geradenbuschel. 

1 Auf der Figur sind A und B die imaginaren Kreispunkte. 

J uel, Projektive Geometrie. 16 
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Die Gerade r geht durch den dritten Schnittpunkt R von CD mit 
der ca, was man sofort sieht, wenn man das Geradenpaar (AB, CD) 
als einen Kegelschnitt n betrachtet. Variiert fl innerhalb des Buschels 
mit den Grundpunkten (A, B, M, N), so dreht sich r urn den Punkt R, 
und die C3 wird durch die Buschel (fl) und (r) erzeugt. Diese zwei 
Buschel sind projektiv; denn halt man einen Kegelschnitt n und die 
entsprechende Gerade p fest, so sind beide Buschel zum Geraden
buschel (q) projektiv. Man kann also die zwei Grundpunkte C, D und 
das Zentrum P gleichzeitig durch M, N und R ersetzen. 

Nun kann man diese Anderung noch einmal ausfUhren, indem man 
einen Punkt C1 auf der C3 wahlt, den dritten Schnittpunkt DI von RCI mit 
der C3 bestimmt und zum Kegelschnittbuschel mit den Grundpunkten 
A, B, C1 , Dl ubergeht; das Zentrum des entsprechenden Geraden
buschels wird dann zufolge der obigen Uberlegungen wieder P. Also: 

(fJ). Man kann, ohne das Zentrum P zu andern, die Grundpunkte 
A, B, C, D durch A, B, C1 , Dl ersetzen, wo C1 belie big aut der Kurve 
gewahlt werden kann. 

Es solI nun gezeigt werden, daB man durch wiederholte Anderungen 
der Typen (1X) und (fJ) die Grundpunkte A, B, C, D in vier beliebige 
Punkte A', B', C', D' der Kurve verlegen kann. Dies geschieht in den 
'folgenden sechs Schritten: 

Grundpunkte Zentrum 

{A,B,C,D P 

fJ {AI, B, C, X P 

:{AI, B', C, Y P 

{p, B', Z, T A' 

fJ {p, B', C1 , U A' 

:{ V, B', C1 , Dl A' 

A', B', C' , D' V 

C1 und Dl sind die dritten Schnittpunkte von B' C' bzw. B'D' 
mit der C3; fUr den Beweis ist es ohne Bedeutung, sich mit der Lage 
der oben eingefUhrten Punkte X, Y, Z, T, U, V naher zu beschaftigen . 

. Hiermit ist Satz I bewiesen. 
Die Lage des Zentrums ist natiirlich durch das Kegelschnittbuschel 

festgelegt. 

Ganz wie bei der q sieht man, daB eine C3 von einer Geraden 1 
in drei - verschiedenen oder zusammenfallenden - Punkten geschnitten 
wird. Fallen zwei der Schnittpunkte zusammen, so nennt man 1 eine Tan
gente in dem entsprechenden Punkt. DaB es in einem Punkt D der C3 
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eine eindeutig bestimmte Tangente gibt, kann man, wie bei der q, 
einsehen, indem man einen Grundpunkt des Kegelschnittbiischels nach D 
verlegt; die Tangente in D an C3 ist dann als die Tangente desjenigen 
Kegelschnittes bestimmt, dessen'in der Erzeugung der C3 entsprechende 
Gerade durch D geht. 

Wir k6nnen aber auch eine andere Bestimmung der Tangente an
geben, indem wir den Punkt DaIs Zentrum des Geradenbiischels (p) 
benutzen; die Tangente ergibt sich dann als die Gerade p, deren in der 
Erzeugung der C3 entsprechender Kegelschnitt durch D geht. 

Die Tangente in D hat sich als die Gerade ergeben, welche auBerhalb D 
h6chstens einen (einfach zu zahlenden) Punkt mit der Kurve gemein 
hat; sie ist demnach auch die Grenzlage einer Sekante DD', wenn D' 
auf der Kurve gegen D konvergiert. 

Hat die Tangente 1 auBer D keinen Schnittpunkt mit der Kurve, 
so wird D ein Inflexionspunkt und 1 eine Wendetangente genannt. 

Aus dem Hauptsatz folgt insbesondere: 
II. Ein Kegelschnitt, welcher zwei Punkte mit der C3 gemein hat, schneidet 

diese in weiteren vier (verschiedenen oder zusammenfallenden) Punkten. 
Urn dies einzusehen, braucht man nur zwei der Grundpunkte des 

erzeugenden Kegelschnittbiischels in den zwei gegebenen Schnitt
punkten zu wahlen und Kap. VII, § 1, Satz VII sowie Kap. VII, § 4, 
Satz I zu benutzen. 

Eine wie oben definierte C3 kann in eine q oder in einen Kegel
schnitt " in Verbindung mit einer Geraden 1 oder auch in drei Gerade 
ausarten. Es geniigt, den zweiten Fall naher zu betrachten. 

Wahlt man zwei Grundpunkte auf", zwei andere auf 1, so schneidet 
das Kegelschnittbiischel auf " eine Involution aus, wodurch das Ge
radenbiischel bestimmt ist. 

Wahlt man drei Grundpunkte auf", den vierten auf 1, so schneiden 
die Kegelschnitte des Biischels auf " und 1 projektive Reihen aus; 
da die Schnittpunkte von 1 und " sich selbst entsprechen, gehen, wie leicht 
zu sehen, die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch einen 
festen Punkt von ", und das so entstandene Biischel ist zum Kegel
schnittbiischel projektiv. 

In einem Doppelpunkt versagt die eindeutige Bestimmung der 
Tangente. 

Wir wollen nun die Bestimmung emer C3 durch neun gegebene 
Punkte besprechen. 

Es seien acht Punkte At, A 2 , ••• As gegeben. Das Kegelschnitt
biischel mit den Grundpunkten At, A 2 , As, A4 sei (%); ferner seien %5' 
%6' %7' %s die durch bzw. A 5 , A 6 , A 7 , As gehenden Kegelschnitte von (%). 

Das Zentrum P solI dann der Bedingung 

(1 ) 
16* 
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genugen. Als Ort des Punktes P wird hierdurch ein Kegelschnitt " 
bestimmt. Wahlt man einen beliebigen Punkt p* auf" als Zentrum, 
so erhalt man eine durch die acht gegebenen Punkte gehende C3• 

Diese wird von" in P*, A 5, Ao, A 7, As und daher nach Satz II auBer
dem in einem Punkt A9 geschnitten; die diesem Punkt entsprechende 
Kurve in (n) sei n g • Man hat dann fur jeden Punkt P auf ,,: 

(2) 

d. h. 
III. Jede Kurve dritter Ordnung, welche dunh acht gegebene Punkte 

geht, enthiilt einen durch diese eindeutig bestimmten neunten Punkt. 
Solche Kurven bilden definitionsgemaB ein Buschel. Von den Punkten 

sollen h6chstens drei in einer Geraden und h6chstens sechs auf einem 
Kegelschnitt liegen. - In speziellen Fallen muB der obige Beweis etwas 
modifiziert werden. 

Durch einen von AI' A 2 , ••• Ag verschiedenen Punkt B geht eine 
und nur eine Kurve des Buschels, denn das Zentrum P des Geraden
buschels kann als Schnittpunkt von" mit einem z. B. durch A 5, A 6 , A7 
und B gehenden Kegelschnitt festgelegt werden. Also haben wir: 

IV. Eine Kurve dritter Ordnung ist durch neun voneinander un
abhiingige Punkte eindeutig bestimmt. 

Wir betrachten nun wieder das obige Buschel von C3. Jeder Lage 
von P auf " entspricht eine bestimmte Kurve des Buschels; wenn P 
auf" variiert, gehen diejenigen Strahlen der verschiedenen Buschel (P), 
welche einem festen Kegelschnitt n entsprechen, durch einen festen 
Punkt 5 von ,,; denn der Wurf P(A5AoA75) ist ja konstant, namlich 
gleich (n5n6n7n). Die Beziehung zwischen 5 und n ist projektiv. 

Wir suchen die Schnittpunkte der Kurven C3 des betrachteten 
Buschels mit einer festen Geraden l. Die Schnittpunkte von 1 mit " 
seien 51 und 52; diesen Punkten entsprechen nach dem Obigen zwei 
KegelschniHe von (n), etwa n l und n 2 • Ein weiterer, beliebig gewahlter 
fester Punkt von" sei 53 und der entsprechende Kegelschnitt n3 • Die 
Schnittpunkte von 1 mit derjenigen C3, welche zu einem Punkt P 
von" gehOrt, sind die Inzidenzpunkte der durch das Geradenbuschel (P) 
und das zu ihm projektive Kegelschnittbuschel (n) auf 1 erzeugten 
projektiven Beziehung. Der Satz IV des Kap. XIX, § 2 gibt dann 
unmittelbar: 

V. Ein Buschel von C3 schneidet eine teste Gerade in Punkttripeln 
einer Involution dritter Ordnung, welche zur Reihe der Punkte P aut" 
projektiv ist. 

Das Buschel von C3 hat, wie wir im Satz III gesehen haben, neun 
Grundpunkte. Vier beliebige von diesen k6nnen als Grundpunkte des 
erzeugenden Kegelschnittbuschels gewahlt werden, und jeder solchen 
Wahl entspricht ein Kegelschnitt " als Ort des Zentrums P des ent-
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sprechenden Geradenbuschels. Die auf den verschiedenen " liegenden 
Punktreihen P sind aber nach dem soeben bewiesenen Satz V unter
einander projektiv, und wir konnen sie deshalb zum Buschel der Ca 

projektiv nennen. Satz V kann dann auch so ausgesprochen werden: 
VI. Ein Busehel von Ca sehneidet eine teste Gerade in Punkttripeln 

einer Involution dritter Ordnung, welehe zur Reihe der K urven des Busehels 
projektiv ist. 

Wir nennen noch den folgenden Satz: 
VII. ZweiKurven dritter Ordnung, welehe tunt PunkteAI,Az,Aa,A4,A5 

miteinander gemein haben, sehneiden sieh in weiteren vier (verschiedenen 
oder zusammenfallenden) Punkten. 

Ais erzeugendes Kegelschnittbuschel konnen wir namlich fur beide 
Kurven das Buschel mit den Grundpunkten AI' A z, A a, A4 wahlen. 
Die zwei entsprechenden Geradenbuschel (PI) und (pz) erzeugen einen 
Kegelschnitt, welcher mit einer der C3 auBer A5 und dem Zentrum des 
einen Geradenbuschels noch vier Punkte gemein hat. Diese Punkte 
liegen aber auch auf der anderen ca. . 

Man hat weiter: 
VIII. Wenn seehs Sehnittpunkte AI' A 2 , ••• A6 zweier C3 aut einem 

Kegelsehnitt " liegen, dann liegen die drei letzten Sehnittpunkte in einer 
Geraden. 

In der Tat gibt es nach Satz VII drei weitere Schnittpunkte; sie 
seien A 7 , As, A 9 • Die acht Punkte AI' A z, ... As bestimmen ein 
Buschel von C3, dessen Kurvennach SatzIII samtlichdurchA9 gehen. Ver
langt man, daB eine Kurve dieses Buschels durcheinen von AI' A z, ... A6 
verschiedenen Punkt des Kegelschnittes " gehen solI, so zerfallt sie in " 
und eine Gerade. Hieraus folgt die Behauptung. 

In ganz derselben Weise zeigt man die Umkehrung: 
IX. Wenn drei Sehnittpunkte zweier C3 in einer Geraden liegen, dann 

liegen alle ubrigen (eventuellen) Sehnittpunkte aut einem Kegelsehnitt. 
In Satz VIII kann" in zwei Gerade und die eine Ca in ein Geraden

tripel zerfallen; man findet dann: 
X. Sehneiden zwei Gerade eine Ca in (AI' A z, Aa) und (BI' Bz, Ba), 

dann sehneiden die Geraden AIBI , A zB 2 , AaBa die Kurve in drei weiteren 
Punkten einer Geraden. 

Wenn die Tangente in einem Punkt A die Kurve wieder in P schneidet, 
so nennt man P den Tangentialpunkt von A . Einen Grenzfall des Satzes X 
konnen wir dann folgendermaBen aussprechen: 

XI. Wenn drei Punkte einer C3 einer Geraden angehOren, dann liegen 
die entspreehenden drei Tangentialpunkte ebentalls in einer Geraden. 

Fallt ein Punkt mit seinem Tangentialpunkt zusammen, so ist der 
Punkt ein Inflexionspunkt; also: 

XII. Eine Gerade, welehe zwei Intlexionspunkte der C3 verbindet, 
mull durch einen dritten Intlexionspunkt der Kurve gehen. 
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§ 2. Der Satz von SALMON. 

Wir betrachten eine C3 ohne Doppelpunkt oder Spitze. Denkt man 
sich diese durch ein Geradenbiischel (P) mit dem Zentrum P und ein 
damit projektives Kegelschnittbiischel (n) erzeugt, so sieht man sogleich, 
daB der Ort der Punkte Q, welche von P durch die zwei anderen Schnitt
punkte von p mit der C3 harmonisch getrennt sind, ein Kegelschnitt 
ist, namlich die erste Polare oder der Polarkegelschnitt Il von P in 
bezug auf die C3; dies folgt daraus, daB die Polaren des Punktes P 
in bezug auf die Kegelschnitte des Biischels (n) ein Geradenbiischel (q) 
bilden, welches zu (n) und daher auch zu (P) projektiv ist. 

Die von P verschiedenen Schnittpunkte von Il mit der C3 sind offen
bar die Beriihrungspunkte der aus P an die C3 gehenden Tangenten. 

Wir behandeln zunachst den speziellen Fall, wo P ein Inflexionspunkt 
ist. Der Polarkegelschnitt Il enthalt dann die entsprechende Wende
tangente und zerfallt demnach in diese und eine andere Gerade, die 
harmonische Polare zu P. 1st umgekehrt P ein Punkt der C3, fUr 
welchen Il ausartet, wo also die obigen Geradenbiischel (P) und (q) 
perspektiv sind, dann ist P ein Inflexionspunkt; der Kegelschnitt n, 
welcher durch P geht, muB namlich die entsprechende Gerade p in diesem 
Punkt beriihren .. Die Perspektivachse der zwei Geradenbiischel ist die 
harmonische Polare von P. Diese geht nicht durch P; sie schneidet 
die C 3 in drei verschiedenen Punkten; denn in einem gemeinsamen Punkt 
geht die Tangente an C3 durch P und kann demnach mit der harmoni
schen Polaren nicht zusammenfallen. Durch einen Inflexionspunkt P 
gehen also auBer der Wendetangente drei Tangenten an die C3. 

Es mage nun P kein Inflexionspunkt sein, so daB also ,u nicht aus
artet. Dann beriihrt Il die C3 in P; in jedem anderen gemeinsamen 
Punkt R voh fl und C3 haben die zwei Kurven verschiedene Tangenten, 
denn die Tangente PR an C3 schneidet ja fl in zwei verschiedenen 
Punkten. Durch P gehen demnach (§ 1, Satz II) auBer der Tangente 
in P vier Tangenten an die C3 • 

Wir konnen die soeben gefundenen Resultate folgendermaBen for-
mulieren: . 

I. Durch einen Punkt P einer C3 gehen aufJer der T angente in P vier T an
genten an die Kurve. lst insbesondere P ein lnflexionspunkt, mufJ jedoch 
die Wendetangente mitgerechnet werden. Die vier T angenten sind immer 
verschieden. 

Aus den obigen Betrachtungen folgt auch, daB eine C3 - ganz wie 
eine q - durch jede harmonische Homologie in sich selbst iibergeht, 
deren Zentrum in einem Inflexionspunkt liegt, und deren Achse die 
zugehorige harmonische Polare ist. 

Ebenso schlieBt man, daB die C3 durch eine involutorische quadratische 
Transformation zweiter Art lJ'3 in sich selbst iibergefiihrt wird, deren 
drei Fundamentalpunkte in einen beliebigen Punkt P der Kurve zu-
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sammenfaIlen, wahrend der entsprechende Polarkegelschnitt die feste 
Kurve ist (vgl. S. 211). 

Wir sind jetzt imstande, den fundamentalen Satz von SALMON zu 
beweisen: 

II. Wenn ein Punkt M sick auf der C3 bewegt, dann ist der durch 
die vier von M ausgehenden Tangenten gebildete W urf (der "ckarakteristische 
Wurf") konstant l • 

Dies ist so zu verstehen: Es seien M und M' zwei Punkte der Kurve; 
die Tangenten aus M seien r l , r2 , r3 , r4 ; dann k6nnen die durch M' 
gehenden Tangenten ri, r;, r~, r~ so numeriert werden, daB 

r1 r2 r3r4 7": ~r~r3r4. 

Der Beriihrungspunkt von r l sei R1 ; eine beliebige Tangente durch 
M' sei r~, der entsprechende Beriihrungspunkt R~. Der dritte Schnitt
punkt von RI R~ mit der C3 sei P. 

Wir benutzen nun eine quadratische Transformation 1Jf3 mit P als 
Fundamentalpunkt und dem entsprechenden Polarkegelschnitt als fester 
Kurve. Hierdurch gehen die vier Tangenten r l , r2 , r3 , r4 in vier Kegel
schnitte el' e2' e3' e4 eines Biischels iiber, welche einander in P drei
punktig beriihren und auBerdem die C3 in dem M entsprechenden, auf 
der Kurve liegenden Punkt schneiden. Diese Kegelschnitte beriihren 
aIle die C3, el insbesondere in Ri. Der Biischel (e) kann aber als er
zeugender Biischel der C3 angesehen werden 2; das entsprechende Ge
radenbiischel hat sein Zentl1.lJll in dem Tangentialpunkt des Punktes Ri, 
also in M'. Durch diesen Punkt gehen also auch die Tangenten in den 
Beriihrungspunkten von C3 mit e2'!?3 und !?4' d. h. diese Tangenten sind 
eben die Geraden r;, Ya, r~. Nun ergibt sich: 

r1r2r3r4 7": (he2e3e4 A rlr~r3r~. 
Die erste dieser Beziehungen ist eine F olge der Lehre von den 

quadratischen Transformationen (Rap. XVIII, § 1, Satz IV); die andere 
entspringt der Definition einer C3. 

Wenn der charakteristische Wurf harmonisch bzw. aquianharmonisch 
ist, wird auch die Kurve harmonisch bzw. aquianharmonisch genannt. 

§ 3. Konjugierte Punkte auf einer C3• 

Wir betrachten eine C3 ohne Doppelpunkt oder Spitze. Zwei Punkte 
dieser Kurve, welche denselben Tangentialpunkt haben, nennt man 

1 Der urspriingliche Beweis von SALMON beruht auf der folgenden Tatsache: 
Wenn man von einem Punkt P der Kurve zu einem Nachbarpunkt iibergeht, bewegt 
sich P auf dem entsprechenden Polarkegelschnitt, wahrend die zugehorigen vier 
Tangenten an Ca sich urn die respektiven Beriihrungspunkte drehen. Der aus 
den vier Tangenten gebildete Wurf ist demnach konstant. 

2 Der Satz I in § 1 ist auch giiltig, wenn zwei oder drei Grundpunkte zusammen
fallen. - Ein Kegelschnitt und eine ca haben drei in einem Punkt P zusammen
fallende Punkte miteinander gemein, wenn sie auBer P nur drei Schnittpunkte 
haben (§ 1, Satz II). 



248 Quadratische Transformationen und Kurven dritter Ordnung. 

konjugierte Punkte der Kurve. Nach dem vorigen Paragraphen gibt 
es zu jedem Punkt drei konjugierte, so daB ein Punkt auf drei ver
schiedene Weisen zu einem Paar von konjugierten Punkten erganzt 
werden kann. 

Es solI gezeigt werden, daB die Paare von konjugierten Punkten 
einer C3 sich in drei vollstandig getrennte Systeme verteilen; dazu 
brauchen wir aber einige Hilfssatze, die zunachst bewiesen werden 

B 
~ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

A' 

sollen. 
I. 1st ein Sechseck ABCAIBICI 

in eine C3 eingeschrieben, so dafJ zwei 
Schnittpunkte von gegeniiberliegenden 
Seiten auf der Kurve liegen, dann 
liegt auch der dritte Schnittpunkt auf 
der C3. 

Wenn die Kurve in einen Kegel
schnitt und eine Gerade ausartet, 

, erhalt man als Spezialfall den P AS
-~~;::::::=--:/ 'i cALschen Satz. 

// Zum Beweis betrachte man die 
// zwei Geradentripel (AB, CAl' BI CI ) 

// und (BC, AIBI , CIA). Acht der 
/ Schnittpunkte dieser zwei Tripellie-

// gen auf der C3, also auch der neunte 
T / Punkt. 

II. Projiziert man zwei konjugierte 
Fig. 76. 

Punkte (P, P') aus einem beliebigen 
Punkt A der Kurve auf diese in (Q,Q'), dann liegt der Schnittpunkt A' 
von PQ' und QP' ebenfalls aUf der Kurve, und (Q, Q') sowie auch (A, A') 
sind konjugierte Punktpaare. 

Der Beweis geschieht durch wiederholte Anwendung des Satzes I. 
Ais erstes Sechseck nehmen wir (Fig. 76) das Viereck PQP'Q' in Ver
bindung mit den Tangenten in P und P'. Man schlieBt dann, daB sich 
PQ' und Q P' in einem Punkt A' der Kurve schneiden. Dasselbe Viereck 
in Verbindung mit den Tangenten in Q und Q' zeigt, daB diese Tangenten 
einander in einem Punkt T der Kurve schneiden, d. h. Q und Q' sind 
konjugiert. Endlich zeigt das Viereck APA' P' in Verb in dung mit 
den Tangenten in A und A', daB diese Tangenten einander in einem 
Punkt B der Kurve schneiden, d. h. daB auch A und A' konjugiert sind. 

Nebenbei sei bemerkt, daB der gemeinsame Tangentialpunkt 5 von P 
und P' mit T und B auf einer Geraden liegt; denn diese Punkte sind 
Tangentialpunkte der drei Punkte P, Q, A (Kap. XXI, § 1, Satz XI). 

Wir nennen noch die folgende Umkehrung des Satzes II: 
III. 1st ein Viereck PQP'Q' in eine C3 eingeschrieben, und liegen die 

beiden Schnittpunkte A = (PQ, P'Q') und A' = (PQ', QP') auf der 
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Kurve, dann sind die Paare von gegenuberliegenden Eckpunkten (P, P') 
und (Q, Q') sowie auch (A, A') konjugierte Punktpaare. 

Der Beweis ist dem vorigen Beweis ganz analog. 
Wir definieren nun: 
Zwei Paare von konjugierten Punkten (P, P') und (Q, Q') gehOren 

demselben System an, wenn PQ und P'Q' sich auf der Kurve schneiden. 
Je zwei der in den Satzen II und III betrachteten Punktpaare (P, P'), 

(Q, Q'), (A, A') gehOren also demselben System an. AuBerdem folgt 
aus Satz II, daB die Eigenschaft, daB zwei Paare von konjugierten 
Punkten demselben System angehoren, nicht von der Reihenfolge der 
Punkte innerhalb der Paare abhangt. 

Die Berechtigung der obigen Definition beruht auf folgendem Satz: 
IV. Sind (P, P'), (Q, Q'), (R, R') drei Paare von konjugierten Punkten, 

und gehoren (P, P') und (Q, Q') demselben System an, und ebenso (Q, Q') 
und (R, R'), dann gilt dies auch fur die Paare (P, P') und (R, R'). 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz I; denn betrachtet man das 
eingeschriebene Sechseck PQRP'Q'R', so sieht man, daB PQ und P'Q' 
sowie auch QR und Q'R' sich auf der Kurve schneiden; dann ist dies 
aber auch fUr PR' und P'R der Fall, d. h. (P, P') und (R, R') gehOren 
demselben System an. 

Es seien nun P, P', P", P'" die Beriihrungspunkte der von einem 
Punkt der Kurve gehenden vier Tangenten; diese Punkte sind paar
weise kon jugiert ; offenbar gehoren keine zwei der Paare (P, P'), (P, P"), 
(P, P"') demselben System an. Die drei Paare bestimmen also drei 
verschiedene Systeme von konjugierten Punkten. 1st (Q, Q') ein weiteres 
solches Paar, und schneidet PQ die Kurve nochmals in S, so laBt sich 
nach Satz II das Paar (Q, Q') durch Projektion von S in eines der 
Paare (P, P'), (P, P"), (P, P''') iiberfUhren. Hieraus folgt: 

V. Die Paare von konjugierten Punkten aut einer C3 zerfallen in drei 
vollstandig getrennte Systeme. 

Beispielsweise gehOren (P, P') und (P", P''') demselben System an. 

Wir wollen die dreimal beriihrenden Kegelschnitte einer C3 unter
suchen. Es seien P und Q zwei feste Punkte auf der C3; wir wollen dann 
die Kegelschnitte bestimmen, welche die C3 in P und Q und einem 
dritten Punkt beriihren. Die Kegelschnitte, welche die Kurve in P 
und Q beriihren, bilden ein Biischel (n), welches zur Erzeugung der C3 
benutzt werden kann. Da die Gerade PQ - doppelt gezahlt - in (n) 
auftritt, fallt das Zentrum des entsprechenden Geradenbiischels in den 
Tangentialpunkt R* des dritten Schnittpunktes R' von PQ mit der C3. 
Von R* gehen an die C3 auBer R* R' noch drei Tangenten; hier
aus folgt: 

VI. Es gibt drei Kegelschnitte, welche eine"C3 in zwei gegebenen Punkten 
P und Q und in einem dritten Punkt beruhren. Die drei Lagen des dritten 
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Beriihrungspunktes sind die drei Punkte, welehe zum dritten Sehnittpunkt 
von PQ mit der Ca konfugiert sind. 

Es seien nun P, Q, R die Beriihrungspunkte eines solchen Kegel
schnittes, und es mogen die Geraden PQ, QR und RP die Ca nochmals in 
bzw. R', P', Q' schneiden. Wir haben dann unmittelbar: 

VII. Jedes Paar (P, P'), (Q, Q'), (R, R') besteht aus konfugierten 
Punkten, und die drei Punktpaare gehOren demselben System aut der ca an. 

Die Gesq-mtheit von dreimal beriihrenden Kegelsehnitten zertiillt also 
in drei vollstiindig getrennte Systeme. 

Nach Satz II liegen die drei Punkte P', Q', R' in einer Geraden. 

§ 4. Eingeschriebene Polygone. 
Wir nennen noch den folgenden Satz iiber Polygone, welche einer Ca 

eingeschrieben sind: 
Gehen n-1 Seiten eines in einer ca eingesehriebenen variablen 

n-Eekes dureh teste Punkte der Kurve, dann geht bei geradem n aueh die 
letzte Seite dureh einen testen Kurvenpunkt. 

Es geniigt offenbar, den Satz fiir n = 4 zu beweisen. Es sei das ein
geschriebene Viereck AIA2AaA4' und die Seiten AIA2' A 2A a, AaA4 
und A4AI mogen die Kurve nochmals in B I , B 2, Ba bzw. B4 schneiden. 
Der dritte Schnittpunkt von BI Ba mit der Kurve sei D. Die drei 
Geraden A 2A a, AIA4' BIBa schneiden nach Satz X des § 1 die Kurve 
in drei weiteren Punkten einer Geraden, d. h. D ist auch der dritte 
Schnittpunkt von B2B4 mit der Kurve. Sind nun B I , B 2, Ba und daher 
auch D feste Punkte, so liegt auch der Punkt B4 fest. 

Hieraus folgt, daB die Aufgabe, in eine gegebene Ca ein n-Eck so 
einzuschreiben, daB jede Seite durch einen gegebenen Kurvenpunkt 

geht, fUr paares n entweder keine oder 
unendlich viele Losungen besitzt. 

Wenn dagegen n unpaar ist, dann hat 
die Aufgabe, wie wir sehen werden, immer 
vier Losungen. 

Man braucht offenbar nur den Fall 
n = 3 zu betrachten. Es sei (Fig. 77) 
Al A2Aa das gesuchte Dreieck, und es seien 
B I ,B2, Ba die Punkte durch welche AIA2' 
A2 A a bzw. AaAI gehen sollen. Die Gerade 
BI B2 schneide die Kurve nochmals in 
C, und der Tangentialpunkt des Punktes 

Fig. n A2 sei D; da die Punkte AI' A 2, BI so-
wie Aa, A 2 , B2 in einer Geraden liegen, 

folgt sogleich aus § 1, Satz X, daB auch die Punkte Ba , C, D in einer 
Geraden liegen. Der PUlilkt D ist also durch B I , B 2, Ba eindeutig fest
.gelegt, und die vierdeutige Bestimmung von A2 liegt auf der Hand. 
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Fallen fUr paares n die Punkte BI , Ba, ... Bn - 1 in einen Punkt 5 
zusammen und ebenso B 2 , B 4 , ••• Bn - 2 in einen Punkt T, dann kann, 
wie STEINER bemerkt hat, in speziellen Fallen auch Bn in T fallen; die 
entsprechenden "STEINERschen Polygone" wurden von mehreren Geo
metern untersucht. Den Fall n = 4 haben wir im vorigen Paragraphen 
naher besprochen; in diesem Fall sind 5 und T zwei konjugierte Punkte. 

§ S. GRASSMANNsche Definition einer d. 
Es seien (Fig. 78) ABC und Al BI CI zwei Dreiecke mit den Sei

ten a, b, C bzw. aI' bl , ci . 1st X ein Punkt, derart daB die drei 
PunkteP= (XA,al),Q= (XB, bl)' 
R = (XC, cI ) in einer Geraden X 
liegen, dann ist, wie wir unten . 
beweisen wollen, der Ort des 
Punktes X eine ca. 

Wir denken uns den Punkt R 
einen Augenblick festgehalten 
und suchen den Ort des Punktes 
X, wenn die Schnittpunkte P _._. fJ ._.---1_L-o.c-,~ 
und Q der Geradenpaare (XA , al ) 

bzw. (XB, bl ) mit R in einer Ge
raden liegen sollen. Da die zwei 
Geradenbuschel A (P) und B (Q) 
projektiv sind, ist der Ort ein 
Kegelschnitt fl; er geht durch Fig. 78. 

A, B, CI und offenbar auch 
durch den Schnittpunkt 5 der zwei Geraden ABI und BAl' Bewegt 
sich also R auf cI , so bilden die entsprechenden Kegelschnitte fl ein 
Buschel. Dieses Buschel (.u) ist zum Geradenbuschel C (R) projektiv, 
was man z. B. einsieht, wenn man die Gerade AP festhalt. 

Hiermit ist bewiesen, daB der erstgenannte Ort des Punktes X eine 
ca ist. 

Umgekehrt laBt sich jede C3 auf diese Weise erzeugen. Es ist namlich 
immer moglich, zwei Dreiecke ABC und AIBI CI so in die Kurve ein
zuschreiben, daB die Schnittpunkte (aal ), (bbl ), (ccI ) ebenfalls auf der 
Kurve liegen; hierzu wahle man (A. AI), (B, BI ) und (C. CI ) als drei 
Paare von konjugierten Punkten desselben Systems. Diese zwei Dreiecke 
bestimmen durch die obige Erzeugungsweise eine ca, welche, wie man 
leicht sieht, mit der ursprunglichen C3 die neun Punkte A. B, C, AI' BI , 
CI • (aal ), (bb l ), (CC I ) gemein hat. Sofern diese neun Punkte voneinander 
unabhangig sind, fallen die zwei Kurven zusammen, und die Behauptung 
ist bewiesen. 

Die Unabhangigkeit der neun Punkte folgt daraus, daB das durch die 
ersten acht Punkte bestimmte Buschel durch die gegebene ca und das 
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Geradentripel (BC, Al CI , ABI ) festgelegt ist, und der neunte Schnitt
punkt dieser zwei Kurven nicht (cc I ) ist. 

Die in diesem Paragraphen erwahnte Erzeugung einer C3 wurde von 
GRASSMANN angegeben. 

XXII. Kapitel. 

Einleitung in die Polarentheorie einer allgemeinen 
Kurve dritter Ordnung. 

§ 1. Die JACoBIsche Kurve eines Biindels von Kegelschnitten. 
In einem Blindel von Kegelschnitten gibt es unendlich viele Kurven, 

welche in ein Geradenpaar ausarten. Den Ort der Doppelpunkte dieser 
Geradenpaare nennt man die JACoBlsche Kurve J3 des Blindels. 

Es sei P ein solcher Doppelpunkt; dann geht ein Paar von Geraden a 
und b durch P, welches - als ausgearteter Kegelschnitt betrachtet -
dem Blindel angehOrt. Wir konnen deshalb das Blindel durch (a, b) 
und zwei gewohnliche Kegelschnitte iXI und iX2 gegeben denken. 

Die Polaren von P in bezug auf iXI und iX2 mogen sich in P' schneiden; 
P' ist dann konjugiert zu P in bezug auf lXI' iX2 und (a, b), d. h. P 
und P' sind fUr aIle Kegelschnitte des Blindels oder kurz "im Blindel" 
konjugiert (Kap. XVII, § 4, Satz III). Also: 

1. Wenn P ein Doppelpunkt ist, dann gibt es einen Punkt pI, so daf3 
P und P' im Biindel konjugiert sind. 

P' laBt sich als Schnittpunkt der Polaren von Pin bezug auf zwei 
beliebige Kegelschnitte des Blindels bestimmen. 

Umgekehrt hat man: 
II. 1st P ein Punkt, der im Bilndel einen konjugierten Punkt P' 

besitzt, dann ist P Doppelpunkt eines ausgearteten Kegelschnittes im Bilndel. 
Es sei namlich S ein Punkt der Ebene, welcher nicht auf PP' liegt. 

Die Kurven des Blindels, fUr welche P und S konjugierte Punkte sind, 
bilden nach Kap. XVII, § 4, Satz IV ein Blischel (u). Flir alle Kegel
schnitte dieses Blischels ist P'S die Polare von P. Die Kurve des 
Blischels (u), welche dutch P geht, muB demnach in ein Geradenpaar 
zerfaIlen, und damit ist Satz II bewiesen. 

Auf der Geraden P'S gibt es noch zwei (verschiedene oder zu
sammenfaIlende) Punkte Q und R, so daB PQR ein gemeinsames Polar
dreieck der Kurven (u) ist; Q und R sind ebenso wie P Doppelpunkte 
ausgearteter Kegelschnitte und daher Punkte von ]3. 

Drei Punkte - wie die betrachteten Punkte P, Q, R -, welche ein 
gemeinsames Polardreieck eines Blischels von Kurven innerhalb des 
Blindels bilden, nennt man ein Tripel von Punkten der JACoBIschen 
Kurve. Aus dem Beweise des Satzes II folgt, daB man zwei Punkte 
des Tripels beliebig wahlen kann; dann ist der dritte eindeutig bestimmt. 
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Es sei nun P ein beliebiger Doppelpunkt und (a, b) das entsprechende 
Geradenpaar. Wir denken uns wie oben das Blindel durch (a, b), (Xl 

und (X2 gegeben, ziehen eine Gerade p durch P und suchen die von P 
verschiedenen Schnittpunkte von p mit J3 auf. Die durch P gehende 
Gerade, welche von p durch a und b harmonisch getrennt ist, sei p*. 
Durchlauft ein Punkt M die Gerade p*, dann ist die Polare von M in 
bezug auf (a, b) immer die Gerade p. Die Polaren von M in bezug 
auf (Xl und (X2 beschreiben zwei projektive Geradenbuschel, so daB ihr 
Schnittpunkt einen Kegelschnitt 11; erzeugt; dieser schneidet p in den 
gesuchten Punkten (Satz II). 

Indem sich nun p (also auch P*) urn P dreht, andert sich auch 11;; 

dieser Kegelschnitt geht aber immer durch die Ecken Q, R, S des 
fUr (Xl und (X2 gemeinsamen Polardreiecks und auch durch den nach 
Satz I existierenden Punkt P', wel
cher im Bundel zu P konjugiert ist; 
die Kegelschnitte 11; bilden also ein 
Busche!. 

p* 

DaB die zwe(Buschel (P) und (11;) p'~------.l,-----b 
projektiv sind, sieht man so (Fig. 79) : 
Durch Q lege man eine feste Gerade 
q; bewegt sich der obengenannte 
Punkt M auf dieser Geraden, so bil
den die Polaren von M in bezug 
auf (Xl und (X2 zwei zur Punktreihe 
(M) projektive Geradenbuschel (ml ) 

Fig. 79. 

p 

a 

und (m2); diese sind offenbar perspektiv, und die Perspektivachse 
geht durch Q. Der freie Schnittpunkt von t mit den Kegelschnitten (11;) 
wird von jedem der Buschel (ml ) und (m2) ausgeschnitten; also ist 
(ml ) - sowie (m2) - zum Kegelschnittbuschel (11;) projektiv. Ferner 
ist die Punktreihe (M) zum Buschel (P*) und daher auch zum Buschel (P) 
projektiv; hieraus folgt die behauptete Projektivitat zwischen (P) 
und (11;). Wir haben also bewiesen: 

III. Die JACoBIsche Kurve eines Biindels von Kegelschnitten ist eine 
K urve dritter Ordnung. 

Wir wollen einige spezielle Bundel naher betrachten. 
1. Alle Kurven des Bundels gehen durch einen festen Punkt O. 

Dieser Punkt ist im Blindel sich selbst konjugiert und geh6rt also 
der JACoBIschen Kurve an. 0 kann offenbar gleichzeitig als Zentrum 
des erzeugenden Geradenbuschels und als Grundpunkt des entsprechen
den Kegelschnittbuschels angenommen werden; die J3 hat also in diesem 
Falle einen Doppelpunkt (oder eine Spitze), d. h. sie ist eine q. 

2. AIle Kurven des Bundels gehen durch zwei feste Punkte A und B. 
Dann ist offenbar die Gerade AB ein Teil der JACoBIschen Kurve; denn 
zwei Punkte der Geraden AB, welche durch A und B harmonisch ge-
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trennt sind, sind im Bundel konjugiert. Der ubrigbleibende Teil muB 
dann ein Kegelschnitt sein; dieses ist auch leicht direkt zu beweisen. 

Sind A und B die zwei Kreispunkte, so ist der genannte Kegelschnitt 
der gemeinsame Orthogonalkreis aller Kreise des Bundels. Konjugierte 
Punkte im Bundel liegen auf dem Orthogonalkreis diametral. 

3. Gehen alle Kurven des Bundels durch drei feste Punkte, besteht 
die JACoBIsche Kurve aus den Verbindungsgeraden dieser drei Punkte. 

Wir heben noch den Fall hervor, wo alle Kurven des Bundels ein 
gemeinsames Polardreieck haben. In diesem Fall besteht die JAcoBIsche 
Kurve offenbar aus den Seiten dieses Dreiecks. 

Wir haben ein Tripel von Punkten auf]3 definiert als die Eckpunkte 
eines Polardreieckes, welches zu einem im Bundel enthaltenen Buschel 
von Kegelschnitten gehort. Von solchen Tripeln gilt der Satz: 

IV. Zwei Tripel liegen immer aut einem Kegelschnitt. 
Zwei beliebige Buschel innerhalb desselben Bundels haben namlich 

einen Kegelschnitt miteinander gemein, und der Satz folgt dann aU5-
Kap. I, § 2, Satz VII. 

Sind (P,Q,R) und (PI,QI,RI) zwei Tripel, und nahern sich PI 
und QI langs J3 den Punkten P bzw. Q, dann konvergiert auch RI 
gegen R. Hieraus: 

V. Die Punkte eines Tripels sind die Beriihrungspunkte von ]3 mit 
einem dreimal beriihrenden Kegelschnitt. 

Es sei nun P, Q, Rein solches Tripel. Der zu P konjugierte Punkt 
im Bundel ist der dritte Schnittpunkt P' von QR mit]3. N ach Kap. XXI, 
§ 3, Satz VI sind aber P und P' auch auf der Rurve J3 konjugiert 
(haben denselben Tangentialpunkt). Also haben wir den ersten Teil 
des folgenden Satzes bewiesen: 

VI. Zwei Punkte P und pI, welche im Biindel konjugiert sind, sind auch 
konjugierte Punkte aut]3. Alle solchen Paare (P, Pi) gehOren aut P 
demselben System an. 

Der letzte Teil ergibt sich so fort aus dem Satz von HESSE; denn sind 
(P, PI) und (Q, Q/) zwei Paare von Punkten, welche im Bundel kon
jugiert sind, dann sind auch die Punkte A = (PQ, P' Q/) und A I 
= (PQ', PIQ) im Bunde! konjugiert; sie liegen also auf p, und die 
ursprunglichen Paare gehoren demnach demselben System auf J3 an. 

Nun haben wir auch (vgl. Rap. XXI, § 3, Satz VII): 
VII. Die im Satz V erwiihnten Kegelschnitte gehoren siimtlich dem

selben System an. 
Ferner: 
VIII. Die zu den Punkten emes Tripels im Biindel konjugierten 

Punkte liegen aut einer Geraden. 
Es folgt dies aus einer dem Satz VII in Rap. XXI, § 3 angefiigten 

Bemerkung. 
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Die Kegelschnitte des Bundels, we1che durch einen fest en Punkt A 
gehen, bilden ein Buschel (<x). Wir k6nnen nun zeigen: 

IX. Wenn A auf j3liegt, dann beriihren die Kurven (<x) einander in A, 
und umgekehrt. Die gemeinsame Tangente ist die Gerade, welehe A mit 
dem konjugierten Punkt A I verbindet. 

Liegt namlich A auf j3, so besteht eine der Kurven (<x) aus zwei 
durch A gehenden Geraden. In A fallen deshalb zwei der Grundpunkte des 
Buschels (<x) zusammen, woraus die behauptete Beruhrung folgt. Die 
gemeinsame Tangente ist die Polare von A in bezug auf die Kurven (<X) 
und geht deshalb durch den konjugierten Punkt A'. 

Umgekehrt: Beruhren sich die Kurven (<x) in A, so geh6rt dieser 
Punkt der j3 an; denn A ist Doppelpunkt eines zerfallenden Kegel
schnittes von (<x). 

Man k6nnte also die JACoBIsche Kurve eines Bundels auch als Ort 
der Beruhrungspunkte zweier Kurven des Bundels definieren. 

X. J ede Verbindungsgerade zweier konjugierter Punkte A und A I 

ist Teil eines zerfallenden Kegelsehnittes des Biindels. 
Die Kegelschnitte durch A bilden namlich nach Satz IX ein 

Buschel (<x), dessen Kurven samtIich die GeradeAA' beruhren. Die Ver
bindungsgerade l der zwei von A verschiedenen Grundpunkte von (<x) 
bildet in Verbindung mit AA I den gesuchten zerfallenden Kegelschnitt. 

Die Gerade l geht durch den dritten Schnittpunkt der Geraden AA' 
mit J3. 

Umgekehrt hat man: 
XI. J ede Gerade, welehe Teil eines zerfallenden Kegelsehnittes des 

Biindels ist, enthiilt zwei konjugierte Punkte. 
Es sei namlich a eine solche Gerade. Auf dieser wahlen wir einen 

beliebigen Punkt P; die Kegelschnitte durch P bilden ein Buschel, 
welches auBer P noch einen weiteren Grundpunkt PI auf a besitzt; 
(Q, QI) sei ein anderes, in analoger Weise bestimmtes Punktpaar. 
Die Doppelpunkte der durch (P, PI)' (Q, QI) bestimmten Involution 
sind dann im Bundel konjugiert. 

Es gilt der Satz: 
XII. Jede allgemeine Kurve dritter Ordnung ist die JAcoBIsehe Kurve 

dreier Kegelsehnittbiindel. 
Es sei also die J3 gegeben, und wir suchen das entsprechende Bundel 

von Kegelschnitten. Die Paare von konjugierten Punkten im Bundel 
sind nach Satz VI auf j3 konjugierte Punkte desselben Systems; wir 
betrachten deshalb auf j3 drei so1che Paare (A, A'), (B, B ' ), (C, C'). 
Diese Paare bestimmen ein Bundel von Kegelschnitten l ; die JACOBI
sche Kurve dieses Bundels hat mit der gegebenen J3 auBer den ge
nannten sechs Punkten noch die Punkte (AB', A' B), (AB, A' B') so-

1 Durch drei Paare von konjugierten Punkten und einen weiteren Punkt ist ja 
(S. 220) ein Biischel von Kegelschnitten bestimmt. 
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wie auch (AC', A'C) und (AC, A'C') gemein, d. h. die zwei Kurven 
sind identisch. 

Da es auf der J3 genau drei getrennte Systeme von konjugierten 
Punkten gibt, ist der Satz bewiesen. 

Der Satz III kann etwas verallgemeinert werden; wir k6nnen nam
lich zeigen: 

XIII. Sind E I , E2 und Ea drei Reziprozitiiten, welche nicht demselben 
Buschel angehiJren, dann ist der art der Punkte, deren entsprechende 
Gerade in E I , E2 und Ea durch denselben Punkt gehen, eine Kurve dritter 
Ordnung. 

Ein Buschel von Reziprozitaten enthalt immer, wie leicht zu sehen, 
eine ausgeartete, durch zwei projektive Strahlenbuschel bestimmte 
Reziprozitat von der in Kap. I, § 1 angegebenen Art. 

Wir ersetzen nun E3 durch eine im Buschel (E2' Ea) enthaltene aus
geartete Reziprozitat E; die entsprechenden Buschelzentren seien P 
und Pl' Wir suchen die Punkte auf, deren entsprechende Gerade 
in E, EI und E2 durch denselben Punkt gehen. 

Es sei p* eine beliebige Gerade durch P; durchlauft ein Punkt M 
diese Gerade, so ist die MinE entsprechende Gerade eine feste, durch 
PI gehende Gerade p; die dem Punkte M in El und E2 entsprechenden 
Geraden beschreiben projektive Geradenbuschel, so daB ihr Schnitt
punkt einen Kegelschnitt n erzeugt; dieser schneidet p in zwei Punkten 
Mi und M~, entsprechend zwei Lagen MI und M2 des Punktes M. 

Man zeigt nun, ganz wie fruher, daB n ein zu (P) projektives 
Buschel durchlauft, wenn sich p urn PI dreht, so daB der Ort der 
Punkte Mi und M~ eine C3 ist. Durch Obergang zu den drei inversen 

Reziprozitaten vertauschen die Punkte 
Mi, M~ und M I , M2 ihre Rolle, und hier
aus folgt der Satz. 

§ 2. Polarkurven in bezug 
auf eine (!d. 

Sowohl die erste als auch die zweite 
Polare eines Punktes in bezug auf eine 
C3 wird wie fUr eine q definiert 
(Kap. XX, § 1), und wie wir sehen wer-

Fig. 80. den, laBt sich die Polarentheorie einer C3 
auf die fruher behandelte einer q zu

ruckfUhren, sogar auf den Spezialfall, wo die q in einen Kegelschnitt 
und eine Gerade zerfillt. 

Es sei (Fig. 80) P der Punkt, dessen erste Polare n zu bestimmen ist. 
Ferner sei I eine beliebig gewahlte, feste Gerade, welche die C3 in den 
drei Punkten A, B, C schneidet. Wir verbinden P mit diesen Punkten 
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durch drei Gerade a, b, c; diese schneiden die C3 in weiteren sechs 
Punkten, welche auf einem Kegelschnitt " liegen (Kap. XXI, § 1, 
Satz IX). Die drei Kurven C3, (1, ,,), (a, b, c) gehOren einem Kurven
biischel an und schneiden demnach eine beliebige, feste Gerade in drei 
Punkttripeln einer Involution dritter Ordnung (Kap. XXI, § 1, Satz V). 
Wir wahlen insbesondere diese Gerade so, daB sie durch P geht; in 
diesem Fall besteht das eine Tripel aus drei in P zusammenfallenden 
Punkten. Der Satz X in Kap. XX, § 2 zeigt dann, daB die erste Polare 
von Pin bezug auf die C3 dieselbe ist wie in bezug auf (1, ,,). Hieraus 
folgt: 

I. Die erste Po1are n eines Punktes Pin bezug auf eine allgemeine C3 
ist ein Kege1schnitt. 

Genau wie friiher sieht man, daB die Schnittpunkte des Polarkegel
schnittes eines Punktes P mit der C3 die Beriihrungspunkte der aus P 
gehenden Tangenten an die C3 sind. Nach Kap. XXI, § 1, Satz II ergibt 
sich daraus: 

II. Durch den Schnittpunkt zweier Tangenten an die C3 gehen noch 
vier weitere Tangenten an die Kurve. 

Die zweite Polare eines Punktes Pin bezug auf eine C3 ist eine Ge
rade. Diese laBt sich in der folgenden Weise mittels einer ausgearteten C3 
bestimmen: 

III. Die C3 werde durch ein Kege1schnittbiische1 (fl) und ein dazu 
profektives Geradenbiische1 (m) erzeugt. Durch P geht eine der Geraden (m); 
der entsprechende Kege1schnitt sei fl'. Ebenso geht durch P einer der 
Kegelschnitte (fl); die entsprechende Gerade sei m'. Dann ist die zweite 
Po1are von P in bezug auf die C3 dieselbe wie die zweite Polare in bezug 
auf (fl', m'). 

Dies folgt unmittelbar aus Satz XIII in Kap. XX, § 2. 
Es gilt weiter: 
IV. Die sechs Punkte, in welchen die in Satz II genannten Tangenten 

die C3 nochmals schneiden, liegen auf einem Kegelschnitt (der "Saletite"). 
Es mage namlich eine der Tangenten, t, die C3 in A beriihren und 

in .If schneiden; der von A verschiedene Schnittpunkt von t mit dem 
Polarkegelschnitt sei A'. Mit den auf S. 233 benutzten Koordinaten 
erhalt A', wie wir damals sahen, die Abszisse -i. Man findet nun 
leicht die Abszisse des Schnittpunktes 5 von t mit der zweiten Polaren p 
von P; sie wird gleich - 2. Daraus ergibt sich weiter: 

(PSAA) =-2. 

Hieraus folgt aber der obige Satz; denn die sechs Tangentialpunkte 
gehen ja aus den sechs Beriihrungspunkten durch eine Homologie mit P 
als Zentrum und pals Achse hervor. 

Schon in Kap. XXI; § 2 haben wir gesehen: Wenn P auf der C3liegt, be
riihrt der zugehOrige Polarkegelschnitt n die C3 in P; wenn insbesondere P 

J uel, Projektive Geometrie. 17 
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ein Inflexionspunkt ist, zerfallt 11, in die entsprechende Wendetangente 
und die harmonische Polare. Wir zeigen nun: 

V. Liegt P auf der Wendetangente eines Inflexionspunktes A, so 
beruhrt der Polarkegelschnitt 11, die C3 in A. Dies ist der einzige Fall, 
wo der Polarkegelschnitt 11, eines au/3erhalb der C3 liegenden Punktes P 
die C3 beruhrt. 

Die Gerade PA schneidet na.mJ.i.ch die C3 in drei in A zusammen
fallenden Punkten; die erste Polare von P in bezug auf (A, A , A) ist 
aber (A, A), d. h. PA ist gemeinsame Tangente an 11, und C3. 

Wenn umgekehrt 11, und C3 einander in einem Punkt A beriihren, 
moB P auf der gemeinsamen Tangente liegen, denn sonst k6nnten die 
Schnittpunktsgruppen von PA mit C3 und 11, keinen Punkt miteinander 
gemein haben. Die Schnittpunkte von P A mit C3 sind also (A, A , B) , 
wo B zunachst unbekannt ist, und die erste Polare von Pin bezug auf 
dieses Tripel ist (A, A); dann moB aber B mit A zusammenfaIlen. 
Hiermit ist Satz V bewiesen. 

Aus Kap. XX, § 1, Satz IV ergibt sich: 
VI. Wenn die erste Polare eines Punktes P durch einen Punkt Q 

geht, dann geht die zweite Polare von Q durch P - und umgekehrt. 
Ferner hieraus: 
VII. Die ersten Polaren der Punkte P einer Geraden 1 in bezug aUf 

eine C3 bilden ein zu der Punktreihe (P) proiektives Buschel von Kegel
schnitten. 

Die Projektivitat folgt daraus, daB die Gerade 1 von dem Kegel
schnittbuschel in einer zur Punktreihe (P) projektiven Involution 
geschnitten wird. 

Weiter: 
VIII. Die ersten Polaren alZer Punkte der Ebene in bezug auf eine C3 

bilden ein Bundel von Kegelschnitten. 
Weiterhin finden wir mittels Kap. XX, § 2, Satz III: 
IX. Die ersten Polaren eines festen Punktes P in bezug auf alle C3 

eines Buschels bilden ein zu diesem Buschel proiektives Buschel von 
Kegelschnitten. 

Wir beweisen nun: 
X. Wenn der Polarkegelschnitt 11, eines Punktes Pin zwei Gerade Pl 

und pz zerflilU, dann ist P zu dem Schnittpunkt P' = (PIPZ) im Bundel 
der Polarkegelschnitte konfugiert. 

P' hat jedenfalls nach § 1, Satz I eineI;l konjugierten Punkt, und wir 
zeigen nun, daB dieser eben der Punkt P ist. Es gehen namlich sowohl 
die erste als auch die zweite Polare von P durch P'; also gehen nach 
Satz VI sowohl die zweite als auch die erste Polare von P' durch P, 
d. h. der Polarkegelschnitt 11,' von P' hat mit der Geraden P P' zwei in P 
zusammenfallende Punkte gemein. Das Buschel (11" 11,/) von Polarkegel-
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schnitten schneidet auf P P' eine Involution von Punktpaaren aus, 
deren Doppelpunkte eben P und P' sind; also sind P und P' in bezug 
auf die Kegelschnitte dieses Buschels und demnach auch im Bundel 
konjugiert. 

Umgekehrt: 
XI. Wenn P und P' im Biindel der Polarkegelschnitte konjugiert 

sind, dann besteht der Polarkegelschnitt jedes dieser Punkte aus zwei Ge
raden, welche einander im anderen der Punkte schneiden. 

P' ist namlich nach § 1, Satz II Doppelpunkt eines ausgearteten 
Polarkegelschnittes, dessen entsprechender Pol nach dem soeben be
wiesenen Satz X in P liegt. 

Die jAcoBIsche Kurve des Biindels von Polarkegelschnitten ist ja 
der Ort der Doppelpunkte der im Bundel enthaltenen, zerfallenden 
Kurven. Aus den Satzen X-XI ergibt sich aber: 

XII. Die jAcoBIsche Kurve ist zugleich der Ort der Punkte, deren 
Polarkegelschnitte in zwei Gerade zertaUen. 

Auf Grund der vorhergehenden Entwicklungen k6nnen wir nun den 
Satz von CREMONA beweisen: 

XIII. Sind A und B zwei Punkte und lX und {J die entsprechenden 
Polarkegelschnitte in bezug aut eine Ca, dann tiiUt die Polare ap von A 
in bezug aut {J mit der Polaren b", von B in bezug aut lX zusammen. 

Nach dem CREMONAschen Satz im eindimensionalen Gebiet (Kap. XX, 
§ 1, Satz VI) schneiden die Geraden ap und bot die Gerade AB = l in 
demselben Punkt. Wir brauchen also nur einen auBerhalb lliegenden 
Punkt zu finden, welcher sowohl ap als b", angeh6rt. Ein solcher Punkt 
ist, wie wir zeigen wollen, der Pol P von l in bezug auf lX. 

DaB b", durch P geht, ist klar. Urn zu zeigen, daB auch ap diese 
Eigenschaft hat, betrachten wir einen Schnittpunkt M von l mit der 
zum Biindel der Polarkegelschnitte gehOrigen p. Der Polarkegel
schnitt ,u von M zerfallt nach Satz XII in zwei Gerade m1 und ma, 
welche (Satz X) durch den zu M im Bundel konjugierten Punkt M' 
gehen. Die Polare m", von M in bezug auf lX geht durch M'; ebenso 
die Polare a,.. von A in bezug auf ft, und da diese zwei Polaren nach dem 
schon einmal benutzten Satz VI in Kap. XX, § 1 die Gerade l in dem
selben Punkt schneiden, fallen sie ganz zusammen. Es geht demnach a" 
durch P. Nun geh6ren aber (Satz VII) lX, {J und ft demselben Buschel 
an; also geht ap durch den Schnittpunkt P von a", und a,.., und damit 
ist der Beweis des Satzes XIII durchgefUhrt. 

§ 3. Die HEssEsche Kurve. 
Die Polarkegelschnitte einer Kurve dritter Ordnung bilden, wie wir 

gesehen haben, ein Biindel. Die jAcoBIsche Kurve dieses Bundels 
nennt man die HESSEsche Kurve H3 fUr die gegebene C3 als Grundkurve. 

17· 
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Diese HESSEsche Kurve spielt eine zweifache Rolle fiir die Grund
kurve; einerseits ist sie der Ort der Doppelpunkte ihrer ersten Polaren, 
andererseits ist sie nach § 2, Satz XII der Ort der Punkte, deren erste 
Polaren zerfallen. 

Es gilt der Satz: 
I. Die zweite Polare eines Punktes P von H3 in bezug auf die C3 beruhrt 

H3 in dem zu P im Bundel von Polarkegelschnitten koniugierten Punkt P'. 
Nach § 1, Satz X und der folgenden Bemerkung ist namlich PP' Teil 

eines zerfallenden Polarkegelschnittes fl, dessenDoppelpunkt in denjenigen 
Punkt M fallen muB, in dem P P' die H3 nochmals schneidet. Der Pol 
von fl ist nach § 2, Satz XI der zu M im Biindel konjugierte Punkt M'; 
die Punkte M und M' sind nach § 1, Satz VI konjugierte Punkte auf H3, 
die demselben System wie (P, P') angehoren; sie konnen demnach aus 
(P, P') durch Projektion von P aus bestimmt werden; also ist M' der 
Tangentialpunkt von P (wie von P'). Nun gehen die Polarkegelschnitte 
der Punkte P' und M' beide durch P; also ist P'M' die zweite Polare 
von P, und damit ist der Satz bewiesen. 

Wir wollen noch besprechen, wie sich die HEssEsche Kurve gestaltet, 
wenn die C3 in verschiedenen Weisen ausartet. Man hat: 

II. Die HEssEsche Kurve einer cg mit dem Doppelpunkt 0 ist eine Hg 
mit demselben Doppelpunkt; die zwei Kurven haben in 0 dieselben 
Tangenten. 

DaB 0 auch Doppelpunkt der HEssEschen Kurve ist, ergibt sich so
fort aus § 1 (S. 253), weil ja alle Polarkegelschnitte durch 0 gehen. 

Es seien nun t1 und t2 die Tangenten an cg in O. Es moge eine von 
diesen, etwa t1 , die Hg nochmals in P schneiden. Der Polarkegel
schnitt 1'& des Punktes P in bezug auf die cg geht durch 0 und beriihrt 
hier (Kap. XX, § 2, Satz IV) diejenige Gerade, welche von t1 durch t1 
und t2 harmonisch getrennt ist, d. h. die Gerade t1 selbst. Da aber P 
auf m liegt, zerfallt 1'&, und 1'& muB demnach aus t1 und einer anderen 
Geraden bestehen. P liegt also auf 1'&, d. h. P ist ein Punkt von cg, was 
der Voraussetzung widerspricht. Also haben q und m dieselben 
Tangenten in O. 

Hat die q eine Spitze in 0, dann gehOrt (vgl. S. 238 oben) jeder 
Punkt der Spitzentangente t zu der Hg; diese Tangente ist als Be
standteil der Hg doppelt zu zahlen. Weiter bemerken wir~ Der Polar
kegelschnitt des Inflexionspunktes A besteht aus t und der Wende
tangente, und der Polarkegelschnitt von 0 ist die Spitzentangente -
doppelt gezahlt. Diese zwei Kegelschnitte bestimmen ein Biischel, welches 
lauter ausgeartete Kegelschnitte enthalt; also gehOrt die ganze Gerade OA 
der m an. Die HEssEsche Kurve ist also in diesem Fall ein Geraden
tripel (t,t,OA). 

In ahnlicher Weise wie oben sieht man, daB die HEssEsche Kurve 
einer Kurve dritter Ordnung, welche aus einem Kegelschnitt " und 
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einer " schneidenden Geraden I gebildet ist, aus I und einem anderen 
Kegelschnitt !t besteht, welche " in den Schnittpunkten mit I doppelt 
beriihrt. 

1st insbesondere " ein Kreis und I die unendlich ferne Gerade, so 
wird fl ein zweiter, mit" konzentrischer Kreis. Hat" die Gleichung 

x2 + y2 = r2, 
so ist, wie man leicht findet, 

die Gleichung von fl. 
Man sieht, daB fl imaginar ist, wenn " und I reell sind, ohne 

einander in reellen Punkten zu schneiden. 
Ferner kann die cg aus einem Kegelschnitt " und einer Tangente t 

desselben bestehen. Der Beriihrungspunkt sei R; der Polarkegelschnitt 
von R ist die Tangente t, doppelt gezahlt. Das Biischel von Polar
kegelschnitten, welche den Punkten einer durch R gehenden Geraden 
entsprechen, hat demnach vierpunktige Beriihrung in R. Kein Punkt 
auBerhalb t hat also einen zerfallenden Polarkegelschnitt, d. h. die 
HEssEsche Kurve ist die Tangente t, dreimal gezahlt. 

1st endlich die q in drei Gerade ausgeartet, so fallt sie mit der 
zugeh6rigen Hg zusammen. 

§ 4. Die CAYLEYSche Kurve eines Kegelschnittbiindels. 
Es sei ein Biindel von Kegelschnitten gegeben, und P und P' seien 

konjugierte Punkte in bezug auf dieses Biindel. Wir wollen nun die 
Einhiillungskurve aller Geraden P P' bestimmen. 1st das Biindel durch 
drei nicht demselben Biischel angeh6rige Kegelschnitte IX, fJ und y 
festgelegt, so k6nnen die Geraden P P' auch dadurch charakterisiert 
werden, daB sie die genannten drei Kegelschnitte in Punktpaaren einer 
Involution schneiden. 

Wir wahlen IX, fJ und y als drei Geradenpaare. Wenn wir jetzt eine 
beliebige reziproke Transformation anwenden, also zu der dualen Auf
gabe iibergehen, haben wir drei Punktpaare (A, AI)' (B, BI ), (C, CI ) und 
suchen den Ort der Punkte P, fUr die (PA, PAl), (PB, PBI ), (PC, PCI ) 

oder, wie wir schreiben werden, (a, a l ), (b, bl ), (c, cI ) drei Geraden
paare einer Involution bilden, d. h. so daB 

Setzt man also 
(1 ) 

so solI auch 

(2) 

gelten. 

aa l bc A alahlcI • 
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Aber aile Punkte P, welche fur festes A die Gleichung (1) erfii11en, 
liegen auf einem Kegelschnitt p, und die Punkte, welche (2) er
fii11en, auf einem anderen Kegelschnitt Pl' Die Schnittpunkte von P 
und ,ttl sind Punkte des gesuchten Ortes. Nun sieht man sogleich 
durch Betrachtung der Tangenten in einem Grundpunkt, daB zu
sammengehOrige Kurven P und PI projektiv gepaart sind. Weiter er
gibt sich, daB der zerfailenden Kurve (AA1' BC) die zerfailende Kurve 
(AA1' Bl Cl) entspricht. 

DaB der Ort der Schnittpunkte von P und PI eine C3 ist, sieht man 
am leichtesten, wenn man eine involutorische quadratische Trans
formation zweiter Art benutzt, deren prinzipaler Fundamentalpunkt 
in B faJJ.t, wahrend die beiden anderen in A und Alliegen. Durch diese 
Transformation geht das Buschel (p) in ein Geradenbuschel (m') 
und das Buschel (PI) in ein neues Kegelschnittbuschel (pi) uber. 
Der Ort der Schnittpunkte (m', pi) ist demnach eine C3, und diese 
Kurve geht, wie man sieht, durch A, Al und B. Also ist der gesuchte 
Ort e benfails eine C 3• 

Die einer C3 dual entsprechende Kurve ist eine Kurve dritter Klasse, 
eine K3. Jedem Satz uber C3 entspricht ein dualer Satz uber K3. Ins
besondere sei bemerkt, daB der Beruhrungspunkt einer Tangente t von 
K3 als Grenzpunkt des Schnittpunktes von t mit einer Tangente, welche 
gegen t konvergiert, aufgefaBt werden kann. 

Die am Anfang des Paragraphen erwahnte Einhuilungskurve der 
Geraden PP' wird die CAYLEYSehe Kurve des Kegelschnittbundels 
genannt. Wir haben dann nach dem Obigen: 

I. Die CAYLEYSehe Kurve eines Kegelsehnittbundels ist eine Kurve 
dritter Klasse. 

Infolge § 1, Satz X und XI haben wir sofort: 
II. Die CAYLEYSehe Kurve ist die Einhullungskurve aller zerlallenden 

Kegelsehnitte des Bundels. Jeder solehe Kegelsehnitt hat mit der Kurve 
Doppelberuhrung. 

Gehen aile Kurven des Biindels durch einen festen Punkt 0, dann 
gibt es ein Buschel von Kurven, welche in 0 eine gegebene Gerade 
beriihren. Daher verbindet jede durch 0 gehende Gerade zwei kon
jugierte Punkte. Die ubrigen Geraden P P' beruhren dann einen Kegel
schnitt. 

Gehen aile Kurven des Biindels durch zwei feste Punkte, so bilden 
die Geraden PP' drei Geradenbuschel. 

Wir konnen nun zeigen: 
III. Sind (M, M') die Paare konjugierter Punkte eines lesten Systems 

aut einer C3, dann hullen die Geraden MM' eine K3 ein. Der Beruhrungs
punkt von MM' mit der K3 ist derjenige Punkt, welcher durch M und M' 
von dem dritten Sehnittpunkt dieser Geraden mit der C3 harmoniseh ge
trennt ist. 
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Der erste Teil des Satzes folgt sofort daraus, daB die Paare (M, M') 
konjugierte Punkte in bezug auf ein Kegelschnittbiindel sind (vgl. § 1, 
Satz XII). 

Es sei demnachst (M, M') ein festes Paar von konjugierten Punkten 
auf der C3 ; der dritte Schnittpunkt von MM' mit der Kurve sei S. 
Verbindet man M und M' mit einem Punkt P von C3, so erhalt man als 
neue Schnittpunkte zwei Punkte N und N', welche konjugiert sind und 
demselben System wie (M, M') angehOren. MM' und NN' magen 
einander in Q schneiden. Die Schnittpunkte von PQ mit MN' und 
M'N seien U bzw. V; dann werden P und Q nach dem Satz vom 
vollstandigen Vierseit durch U und V harmonisch getrennt. Wenn P 
gegen S konvergiert, konvergiert Q gegen den gesuchten Beriihrungs
punkt, womit der Satz bewiesen ist. 

§ 5. Die Polokonik. 
Die Polkurve oder die Polokonik "t einer Geraden 1 in bezug auf eine 

C3 ist die Einhiillungskurve der zweiten Polaren der Punkte von 1. 
Es sei P ein beliebiger Punkt der Ebene, 7C der entsprechende Polar

kegelschnitt. Es mage 7C die Gerade 1 in A und B schneiden; die zweiten 
Polaren von A und B gehen dann durch P, d. h. aus P gehen im all
gemeinen zwei Tangenten an die "t. Diese zwei Tangenten fallen zu
sammen, wenn 7C die Gerade 1 beriihrt; in diesem Fallliegt P auf "t. 
Die Polokonik ist deshalb auch der Ort der Punkte, deren Polarkegel
schnitte die Gerade 1 beriihren. 

Wir zeigen nun: 
1. Die Polokonik ist ein Kegelschnitt. 
Es seien (Fig. 81) A und B zwei 

feste Punkte, P ein beweglicher Punkt, 
alle auf 1; die entsprechenden zweiten 
Polaren seien bzw. a, b und p. Die 
Schnittpunkte (ap) und (bP) seien M 
und N. 

Fig. 81. 

Der Polarkegelschnitt f-l von M geht durch A und P, ebenso der 
Polarkegelschnitt 'JI von N durch B und P. Wenn P sich auf 1 bewegt, 
so bewegen sich die Punkte M und N auf a bzw. b, und f-l und 'JI be
schreiben nach § 2, Satz VII zwei Biischel; diese sind zur Punktreihe (P) 
und also untereinander projektiv. Nach dem soeben genannten Satz 
sind dann auch die Punktreihen (M) und (N) untereinander projektiv, 
so daB MN einen Kegelschnitt einhii11t. 

Des weiteren gilt: 
II. Die Polokonik einer Geraden 1 ist zugleich der Ort der Pole von 1 

in bezug auf die ersten Polaren der Punkte von 1. 
Es sei namlich M ein Punkt der Polokonik und ft die erste Polare 

von M; diese mage 1 in N beriihren; die erste Polare von N sei 11. N ach 
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dem Satz von CREMONA falit die Polare von Min bezug auf 'V mit der 
Polaren von N in bezug auf fl, also mit 1 zusammen. 

III. Die Polokoniken einer C3 sind dreifach beruhrende Kegelschnitte 
der HEssEschen Kurve. 

Es sei namlich P einer der Schnittpunkte von 1 mit ~er HEssEschen 
Kurve H3. Die Polokonik 'Xl geht durch den im Biindel der Polar
kegelschnitte konjugierten Punkt P', weil die erste Polare zu P' die 
Gerade 1 in zwei zusammenfalienden Punkten schneidet. AuBerdem 
haben wir fruher (§ 3, Satz I) gezeigt, daB die zweite Polare von P die 
H3 im Punkte P' beruhrt, womit der Satz bewiesen ist. 

CREMONA hat noch eine gemischte Polokonik fur zwei Gerade in 
Betracht gezogen. Die gemischte Polokonik der Geraden a und b (in 
dieser Reihenfolge) ist der Ort der Pole von b in bezug auf die Polar
kegelschnitte der Punkte von a. DaB dieser Ort ein Kegelschnitt ist, 
ergibt sich sofort. Von Interesse ist der folgende Satz: 

IV. Die gemischte Polokonik zweier Geraden ist von der Reihenfolge 
dieser Geraden unabhiingig. 

Es sei namlich N ein Punkt der gemischten Polokonik zweier 
Geraden a und b; also ist N der Pol von b in bezug auf den Polar
kegelschnitt fl eines Punktes M von a. Ferner sei 'V der Polarkegel
schnitt von N. Nach dem Satz von CREMONA falIt die Polare von M 
in bezug auf 'V mit der Geraden b zusammen, so daB also a und b in 
bezug auf 'V konjugiert sind. 

1st umgekehrt 'Vein Polarkegelschnitt, in bezug auf welchen a und b 
konjugierte Gerade sind, so gehort der 'V entsprechende Punkt N der 
betrachteten gemischten Polokonik an. Diese ist also der Ort der 
Punkte, fur deren Polarkegelschnitte a und b konjugierte Gerade sind. 
Damit ist die behauptete Symmetrie bewiesen. 

XXIII. Ka pi tel. 

Die Inflexionspunkte. 

§ 1. Aus einem Inflexionspunkt die anderen abzuleiten. 
1m Kap. XXI, § 2 haben wir gesehen, daB der Polarkegelschnitt 

eines Punktes P einer C3 in bezug auf diese Kurve dann und nur dann 
zerfaIlt, wenn P ein Inflexionspunkt ist. Wir haben also: 

I. Die Inflexionspunkte einer C3 sind die Schnittpunkte der Kurve 
mit der zugehorigen H3. 

Eine C3 enthalt also hochstens neun Inflexionspunkte. 
Der Polarkegelschnitt eines Inflexionspunktes A von C3 zerfiillt 

in die Wendetangente a und eine nicht durch A gehende Gerade at -
die harmonische Polare -, und die Kurve geht durch eine harmonische 
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Homologie mit A als Zentrum und al als Achse in sich iiber. Umgekehrt: 
1st A ein Punkt der Kurve, derart daB diese durch eine harmonische 
Homologie mit A als Zentrum in sich selbst iibergeht, dann ist A ein 
Inflexionspunkt. Wir entnehmen hieraus: 

II. Die Schnittpunkte von C3 mit H3 sind auch Inflexionspunkte 
von H3. 

Denn eine harmonische Homologie, welche die C3 in sich iiberfiihrt, 
fiihrt zufolge der projektiven Abhangigkeit der H3 von C3 auch die H3 
in sich iiber. 

Wenn die C3 keinen singuHiren Punkt hat, kann dies auch bei der 
entsprechenden H3 nicht der Fall sein. Es sei namlich 0 ein singularer 
Punkt auf H3; die Polargerade von 0 in bezug 
auf C3 miiBte dann nach Kap. XXII, § 3, 
Satz I durch 0 gehen, so daB 0 auf C3 lie
gen wiirde. 0 wiirde dann nach Satz II sin- ---~_ 
gularer Punkt und gleichzeitig Inflexions
punkt fUr H3 sein, was unmoglich ist. 

Es sei wieder A ein Inflexionspunkt, a 
die Wendetangente in A und a l die entspre
chende harmonische Polare (Fig. 82); A ist --:..:.!.f----:---~,--
dann dem Schnittpunkt Al = (aa l ) im Biin-
del der Polarkegelschnitte konjugiert, so daB 
Al auf H3 liegt. Die zweite Polare von Al in Fig. 82. 

bezug auf C3 beriihrt nach Kap. XXII, § 3, 
Satz I die H3 in A; endlich ist die Tangente an H3 in Al wegen der 
zu A gehorigen harmonischen Homologie die Wendetangente a. Wir 
haben also bewiesen: 

III. Die HEssEsche Kurve einer C3 geht durch den Schnittpunkt Al 
einer Wendetangente a mit der zu dem Inflexionspunkt A gehorigen har
monischen Polaren. Die Tangente an H3 in A ist die zweite Polare von Al 
in bezug aUf die C3, und die Tangente an H3 in Al ist die Wendetangente a. 

Die H3 kann nach dem Obigen die Gerade a in A nicht beriihren, 
d.h.: 

IV. Die C3 und H3 kOnnen einander nicht beruhren. 
Hieraus folgt, daB die Inflexionspunkte einer C3 immer aIle ver

schieden sind. 

Wir gehen nun zu der Theorie der Inflexionspunkte iiber; wir wollen 
aber die Theorie nicht in ihrer Vollstandigkeit durchfiihren, sondern 
ohne Beweis die Tatsache benutzen, daB eine C3 mindestens einen 
Inflexionspunkt besitzt. Zuerst zeigen wir doch den Satz: 

V. Eine reelle C3 hat wenigstens einen reellen Inflexionspunkt. 
Fiir reelle Kurven ist also die Theorie, die wir unten entwickeln, 

vollstandig begriindet. 
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Urn den Satz V zu beweisen, betrachten wir eine reelle C3. Diese 
enthalt eine stetige Folge von reellen Punkten, und sie hat in jedem 
dieser Punkte eine reelle, stetig variierende Tangente. AuBerdem ent
halt die Kurve imaginare Punkte, welche - ebenso wie die zugeh6rigen 
Tangenten - paarweise konjugiert imaginar sind, weil sie in bezug auf 
die Kette der reellen Punkte symmetrisch liegen. 

Aus einem reellen Punkt P der Ebene gehen h6chstens sechs reelle 
Tangenten an die Kurve; ihre Beriihrungspunkte sind die Schnittpunkte 
der Kurve mit dem zugehorigen Polarkegelschnitt. Wir nehmen nun an, 
daB der Punkt Peine feste Gerade 1 durchlauft; man sieht, daB die 
Zahl t der durch P gehenden Tangenten sich nur dann andert, wenn P die 
Kurve oder eine Wendetangente derselben iiberschreitetl; in diesem Fall 
wird t entweder urn 2 vergr6Bert oder urn 2 verkleinert. Wenn P die 
Gerade 1 durchlauft, bis er in seine Anfangslage zuriickkehrt, nimmt 
t wieder seinen Anfangswert an, und die Lagen von P, wo t sich andert, 
miissen demnach in gerader Anzahl vorkommen. Nun gibt es genau drei 
Schnittpunkte von l mit der C3; also ist immer mindestens eine 
Wendetangente vorhanden, und damit ist V bewiesen. 

Kennt man von einer allgemeinen C3 einen Inflexionspunkt, so 
lassen sich, wie nun gezeigt werden soil, weitere acht bestimmen. 

Es sei A ein gegebener Inflexionspunkt. Da eine Gerade, welche 
zwei Inflexionspunkte verbindet, noch einen dritten Inflexionspunkt 

enthalt (Kap. XXI, § 1, Satz XII), liegen 
die eventuellen iibrigen Inflexionspunkte 
paarweise auf Geraden, welche durch A 
gehen. 

Wir werden jetzt eine ein-zweideutige 
Transformation anwenden. Es sei r eine 

=-,RL.===::::===Ji~a1 feste Gerade, welche die harmonische 
Polare a1 von A in R schneidet; ist nun P 
ein beliebiger Punkt der Ebene, und 

Fig. 83. schneidet A P die Geraden a1 und r in M 
bzw. N, so sollen dem Punkt P diejenigen 

zwei Punkte P~ und P'z entsprechen, welche Doppelpunkte in der durch 
die Paare (A, M) und (P, N) bestimmten Involution sind (Fig. 83). 
Umgekehrt entspricht zwei Punkten ~ und P'z der Geraden AM, 
welche durch A und M harmonisch getrennt sind, ein Punkt P, welcher 
von N durch P~ und P; harmonisch getrennt ist. Die Punktreihe (P) der 
Geraden AM ist, wie man so fort erkennt, zur Reihe der Paare (P~, P;) 
projektiv. 

Wir werden zuerst zeigen, daB durch die Transformation (P~, P;) ->- P 
ein Kegelschnitt 'X. fUr welchen A und al Pol und Polare sind, in einen 

1 Dies ist in Dbereinstimmung damit, daB der entsprechende Polarkegelschnitt 
die Kurve eben fur die genannten Lagen von P beruhrt. 
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anderen Kegelschnitt ubergeht, welcher A enthaJt und dort die Ge
rade AR beruhrt (vgl. Fig. 84). Eine beliebige, durch A gehende Gerade 
mi:ige " in P~ und P; schneiden, und es mi:igen die Geraden RP~ und 
RP; die Kurve " nochmals in Q~ bzw. Q; schneiden. Die Ver
bindungslinie der letzten zwei Punkte geht dann durch A, weil A und R 
konjugierte Punkte in bezug auf 
" sind. 

Die Paare (A~, AQi) so
wie auch die Paare (RPi, RP~) 
bilden eine Involution. Diese 
zwei Involutionen sind projek
tiv verbunden; es sei namlich S 
ein beliebiger, fester Punkt der 
Ebene; die Polaren von S in be
zug auf (APi, AQi), (RP'r, RP;) 
und " gehen durch denselben 
Punkt T, weil die drei K urven 

A 

Fig. 84. 

einem Buschel angehi:iren; die zwei ersten der Polaren schneiden sich 
also auf einer festen Geraden, woraus die behauptete Projektivitat folgt. 

Wenden wir nun unsere Transformation an, so bleiben die durch A 
gehenden Geraden unverandert, und das Buschel der durch R gehenden 
Geradenpaare wird in ein dazu projektives Geradenbuschel trans
formiert. Also geht " durch die Transformation in eine q uber; diese 
zerfallt aber in die Gerade AR und einen durch A gehenden Kegel
schnitt, welcher die Gerade AR in A beruhrt; denn der Geraden RA, 
als dem Buschel (R) angehi:irig, entspricht im Buschel (A) von Ge
radenpaaren die Gerade A R, doppelt gezahlt. 

Wir betrachten nun unsere C3 und ziehen durch den Inflexions
punkt A zwei feste Gerade r und s, welche die Kurve in vier festen 
Punkten schneiden; wir ki:innen uns dann die C3 erzeugt denken mittels 
eines Buschels von Kegelschnitten (n), welche durch die vier Punkte 
gehen, und eines dazu projektiven Buschels von Geraden (P), welche 
durch A gehen; in dieser Projektivitat entspricht insbesondere dem aus
gearteten Kegelschnitt (r, s) die Wendetangente a an die C3 im Punkte A . 

Durch die obengenannte Transformation gehen die Kegelschnitte (n) 
in ein Buschel von Kegelschnitten (n') uber, welche durch A gehen 
und hier die Gerade AR beruhren; insbesondere entspricht der aus
geartete Kegelschnitt (r, s) sich selbst, und dies gilt auch von jeder der 
Geraden p. Die C3 geht deshalb in eine q uber, welche den Punkt A 
zum Doppelpunkt hat; die eine Tangente in A ist AR, die andere die 
Wendetangente a, da diese Gerade in der projektiven Beziehung von (P) 
und (n') dem ausgearteten Kegelschnitt (r, s) entspricht. 

In derselben Weise sieht man ein, daB durch die obige Transfor
mation die H3 in eine Hg ubergeht, deren Doppelpunkt ebenfalls A 
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ist; die Tangenten sind hier AR und die Wendetangente in A an H8. 
Die _ Kurven q und m haben also den Doppelpunkt A und eine 
(und nur eine) der Tangenten in diesem Punkt miteinander gemein; 
sie schneiden sich demnach (Kap. XIX, § 1, Satz VIII) in weiteren vier 
Punkten. Die vier Verbindungsgeraden von diesen Punkten mit A 
bestimmen acht von A verschiedene Schnittpunkte von C3 mit H3, 
d. h. acht neue Inflexionspunkte; unter Annahme der Existenz eines 
Inflexionspunktes haben wir also bewiesen: 

VI. Eine C3 hat genau neun Intlexionspunkte. 
Ais eine Folge von Satz VI nennen wir: 
VII. Durch Angabe von H3 und einem System von konfugierten Punkten 

aut dieser ist die Grundkurve C3 eindeutig bestimmt. 
Eine Grundkurve C3 geh6rt jedenfalls dem Buschel von Kurven 

dritter Ordnung an, welches durch die neun Inflexionspunkte von H3 be
stimmt ist. Es sei A ein Inflexionspunkt (vgl. Fig. 82); die entsprechende 
harmonische Polare a l ist durch die Inflexionspunkte aIIein bestimmt 
und geh6rt also sowohl H3 als auch C3 an. Ferner sei Al der zu A 
konjugierte Punkt des gegebenen Systems auf H3; er liegt auf a l . Nach 
Satz III muS die gesuchte C3 die Gerade AAI in A beruhren; durch 
diese Forderung ist im obengenannten Buschel eine C3 eindeutig be
stimmt; diese ist die gesuchte; denn ihre HEssEsche Kurve geht durch 
die neun Inflexionspunkte sowie durch Al und fant also mit der ge
gebenen H3 zusammen. 

Aus Satz VII ergibt sich sofort: 
VIII. Jede allgemeine Kurve dritter Ordnung ist die HESSEsche Kurve

von drei Kurven als Grundkurven. 
Weiter ergibt sich: 
IX. J edes Kegelschnittbundel bildet das System der Polarkegelschnitte 

einer und nur einer C3. 
Denn das Bundel bestimmt eindeutig die JACoBIsche Kurve f3 und 

das zugeh6rige System von konjugierten Punkten; die f3 ist aber die 
HEssEsche Kurve der gesuchten C3. 

Die beiden letzten Satze stehen in enger Beziehung zu Satz XII 
in Kap. XXII, § 1. 

AIle C3, welche durch die neun Inflexionspunkte gehen, bilden ein 
"syzygetisches" Buschel. 

X. Alle Kurven eines syzygetischen Buschels haben Inflexionspunkte' 
in den neun Grundpunkten. 

Man sieht dies sogleich, wenn man bedenkt, daB durch jeden In
flexionspunkt A vier Gerade gehen, welche aIle Kurven des Biischels 
in denselben Punkten schneiden. Die harmonische Polare von A in 
bezug auf die urspriingliche Kurve ist demnach auch harmonische 
Polare aller anderen Kurven des Biischeis. 
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§ 2. Aus drei auf einer Geraden liegenden Inflexionspunkten 
die sechs anderen abzuleiten. 

Wir werden nun aus drei Infiexionspunkten A, B, C, die auf einer 
Geraden u liegen, die iibrigen ableiten. Die entsprechenden Wende
tangenten seien a, b, c. Wir bemerken zuerst: 

1. Die erste Polare - und daher auch die zweite - eines beliebigen 
Punktes P von u in bezug aut die C3 ist gleichzeitig die Polare von P in 
bezug aut die degenerierte Kurve (a, b, c). 

Wenn P in A liegt, ist der Satz klar; denn der Polarkegelschnitt 
von A in bezug auf beide Kurven zerfallt in a und die Gerade aI' welche 
die Gerade (A, (bc)) von den Geraden b und c harmonisch trennt. Analog, 
wenn P in B oder C liegt. Nun ist aber die Punktreihe u zu dem ent
sprechenden Biischel von Polarkegelschnitten projektiv; hieraus folgt 
der Satz. 

Die Geraden aI' bl , cl gehen, wie wirfriiher gesehen haben (vgl. S. 232), 
durch denselben Punkt, etwa U. Die zweite Polare von U in bezug 
auf C3 ist u. 

Schneiden die Geraden aI' bl , Cl die Gerade u in bzw. AI' Bl , Cl , 

so gehOren die Punktpaare (A, AI)' (B, Bl)' (C, Cl ) einer Involution 
an. Die Doppelpunkte V und W dieser Involution haben die Eigen
schaft, daB die zweite Polare von V in bezug auf (A, B, C) in W falIt 
und umgekehrt (Kap. XX, § 1, Satz V). 

Die zweiten Polaren von V und Win bezug auf die C3 gehen also 
durch W bzw. V. Wir werden ferner zeigen, daB sie beide durch U 
gehen. Die Kurve geht namlich durch die harmonische Homologie 
mit A als Zentrum und a l als Achse in sich iiber; durch diese geht auch 
die auf u liegende Involution in sich 
iiber und deshalb V in W und um- U 

gekehrt. Die zweiten Polaren von 
V und W entsprechen also einander 
und schneiden sich demnach auf der 
Homologieachse a l . Dann schneiden 
sie sich aber auch auf bl und cl , 

d.h. in U. -A~----*-------~~'-~B-

Das Dreieck UVW hat also die 
Eigenschaft, daB die Polargerade 
jedes Eckpunktes die gegeniiberlie- Abb.85. 

gende Seite ist. 
Es sei nun D (Fig. 85)1 ein Schnittpunkt von UV mit der C3. Durch 

die genannte Homologie geht dieser Punkt in den Schnittpunkt von AD 
mit UW iiber. Ebenso schneiden die Geraden DB und DC die Gerade UW 

1 Die Figur ist nur symbolisch aufzufassen; denn die Punkte A, B, C, V, W 
k5nnen nicht gleichzeitig reell sein. 
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in Punkten, welche auf C3 liegen. Hieraus folgt aber, daB der Polar
kegelschnitt von D zerfallen muB, weil er drei Punkte einer Geraden 
enthalt, namlich derjenigen Geraden, welche WD von WV und WU 
harmonisch trennt. D ist also ein Inflexionspunkt. 

Die sechs von A, B, C verschiedenen Inflexionspunkte ergeben sich 
also als Schnittpunkte der Kurve mit den Geraden UV und UW. Die 
neun Inflexionspunkte liegen zu dreien auf den Seiten des Dreiecks 
UVW, eines sog. syzygetischen Dreiecks. 

Durch jeden Inflexionspunkt gehen, wie wir wissen, vier Gerade, 
von denen jede zwei weitere Inflexionspunkte enthalt; es gibt also in 
allem vier syzygetische Dreiecke. Zwei Seiten, welche verschiedenen 
Dreiecken angehOren, schneiden sich in einem Inflexionspunkt. 

Fiirden PunktD auf Fig. 85 sind die vier Geraden DV, DA, DB, DC; 
nun ist aber (vgl. S. 226) (VABC)3 = -1; also: 

II. Die vier Geraden durch einen Inflexionspunkt, weiche die anderen 
Inflexionspunkte enthalten, sind aquianharmonisch. 

Wir zeigen nun: 
III. Eine reelle C3 enthiilt genau drei reelle Inflexionspunkte; diese 

liegen auf einer Geraden. 
Mehr als drei reelle Inflexionspunkte kann es jedenfalls nicht 

geben; denn sind A und B zwei solche Punkte, so schneidet die Ge
rade AB die C3 in einem dritten reellen Inflexionspunkt. Auf dieser 
Geraden werden die obengenannten Punkte V und W imaginar 
(vgl. S. 227), also auch die Seiten UV und UW des entsprechenden 
syzygetischen Dreiecks, so daB die sechs anderen Inflexionspunkte 
imaginar sind. 

DaB drei reelle Inflexionspunkte wirklich existieren, sieht man so 
ein: Durch zwei konjugiert imaginare Inflexionspunkte lege man eine 
Gerade; sie schneidet die C3 in einem dritten, reellen Inflexionspunkt. 
Auf dieser Geraden sind die Punkte V und W reell (S. 227); das ent
sprechende syzygetische Dreieck ist demnach reell, und auf jeder Seite 
liegt ein reeller Inflexionspunkt. 

N ach dem Obigen gibt es ein syzygetisches Dreieck mit drei reellen 
Seiten und ein anderes, welches eine reelle und zwei konjugiert imaginare 
Seiten besitzt. Fiir jeden reellen Inflexionspunkt sind also zwei von den 
in Satz II erwahnten Geraden reell; die zwei anderen werden demnach 
konjugiert imaginar. 1st dagegen der Inflexionspunkt imaginar, so ist 

·eine der Geraden reell, die drei anderen imaginar. 
Die zwei noch nicht besprochenen syzygetischen Dreiecke haben je 

drei imaginare Seiten. 

Wir wollen dem Obigen emlge weitere, kurze Bemerkungen iiber 
reelle C3 hinzufiigen. Eine solche Kurve kann in der projektiven Ebene 
entweder zusammenhangen ("einteilig" sein) oder in zwei getrennte 
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Zweige zerfallen ("zweiteilig" sein). DaB beide FaIle mi:iglich sind, 
sieht man z. B., wenn man von einer q ausgeht und ein Buschel 
von C3 bildet, welches die q und die dreifach gezahlte Gerade durch 
die drei Inflexionspunkte der Kurve enthhlt. 

Hat die q imaginare Doppelpunktstangenten, und betrachtet man 
eine Kurve des Buschels, welche durch einen der q naheliegenden 
Punkt geht, so erweist sie sich als einteilig. Hat dagegen die q reelle 
Doppelpunktstangenten, so erhalt man eine zweiteilige Kurve, wenn man 
im Buschel eine Kurve bestimmt, welche durch einen Punkt innerhalb 
der Schleife der cg geht. 

Der Zweig einer einteiligen Kurve ist unpaar; eine zweiteilige Kurve 
enthalt dagegen einen unpaaren und einen paaren Zweig. Die In
flexionspunkte liegen auf dem unpaaren Zweig!. 

IV. Durch einen Punkt P eines unpaaren Zweiges gehen immer zwei 
und nur zwei T angenten an diesen. 

Es liege namlich P zunachst in einem Inflexionspunkt A ; ferner sei M 
ein beliebiger Punkt des betrachteten Zweiges und Ml der dritte Schnitt
punkt des Zweiges mit der Geraden AM. Durchlauft M den Zweig, 
so wird Ml diesen in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen, so daB 
M und Ml auBer in A gerade einmal zusammenfallen. Es gibt also 
durch den Punkt A auBer der Wendetangente - welche hier mitzuzahlen 
ist - genau eine Tangente an den Zweig, insgesamt also zwei. Diese 
Zahl kann sich aber nicht andern, wenn P den Zweig durchlauft; denn 
die vier Tangenten, welche im komplexen Gebiet von P an die C3 gehen, 
sind ja immer verschieden. 

Wir haben nun sofort: 
Ist die C3 zweiteilig, so gehen durch einen Punkt des unpaaren Zweiges 

vier reelle Tangenten an die Kurve, durch einen Punkt des paaren 
Zweiges dagegen keine. Der charakteristische Wud ist reell. 

Ist dagegen die C3 einteilig, so gehen durch einen Punkt der Kurve 
zwei reelle und zwei konjugiert imaginare Tangenten an diese. Der 
charakteristische Wud ist also ein Einheitswud (Kap. V, § 2, Satz VII). 
Der Wud kann auch in diesem Fall reell sein, aber nur, wenn er gleich 
-1 und also die Kurve harmonisch ist (vgl. S. 247). 

Umgekehrt hat man: 
Ist der charakteristische Wurf imaginar - also ein Einheitswurf -, 

dann ist die Kurve einteilig. Wenn der Wurf reell ist, ist die Kurve 
im allgemeinen zweiteilig; ist aber der Wurf insbesondere gleich -1, 
die Kurve also harmonisch, so kann sie sowohl einteilig als zweiteilig 
sem. 

1 Ein reeller Zweig einer Kurve heiBt paar oder unpaar, je nachdem die 
Anzahl seiner Schnittpunkte mit einer Geraden allgemeiner Lage paar oder 
unpaar ist. 
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§ 3. Harmonische und aquianharmonische Kurven. 
Eine C3 wurde harmonisch genannt, wenn der charakteristische Wurf 

harmonisch ist. 1st A ein Inflexionspunkt, a die Wendetangente in A 
und a1 die zugehorige harmonische Polare, und schneidet a1 die C3 
und die Gerade a in (Bl' C1 , D1) bzw. AI' so ist die Kurve dann und 
nur dann harmonisch, wenn die vier genannten Punkte zwei harmo
nische Paare - etwa (AI' C1) und (Bl' D1) - bilden. 

Es sei nun die C3 harmonisch. Nach dem Obigen geht dann die 
erste Polare von C1 in bezug auf die Kurve durch AI; also geht die 
zweite Polare von Al durch C1 ; diese zweite Polare ist aber nach Satz III 
des § 1 die Tangente an H3 in A. Also: 

Die Tangente t an H3 in A ist die Gerade AC1 • 

Die HEssEsche Kurve zu H3 muB - ebenfalls nach dem genannten 
Satz III - durch den Schnittpunkt (tal)' d. h. durch C1, gehen. Aber 
durch C1 in Verbindung mit den neun Inflexionspunkten ist nur eine C3 
bestimmt, namlich die urspriingliche. Wir haben also bewiesen: 

I. 1st eine C3 harmonisch, dann ist die HEssEsche Kurve der ent
sprechenden H3 wieder die ursprungliche C3. 

Die Umkehrung des Satzes ist auch richtig. Wenn namlich die HESSE
sche Kurve von H3 die urspriingliche C3 ist, dann geht die Tangente 
von H3 in A durch einen der Schnittpunkte B1 , C1 , Dl von C3 mit aI' 

z. B. durch C1 , d. h. die zweite Polare von Al in bezug auf C3 geht durch 
C1 ; auf a1 besteht demnach die erste Polare von C1 in bezug auf 
(Bl' C1, D1) aus C1 und AI' d. h. (AI' C1) und (B1' D1) sind harmonische 
Punktpaare. 

Eine C3 wurde aquianharmonisch genannt, wenn der charakteristi
sche Wurf aquianharmonisch ist. Wir erinnern an die auf S. 227 
gegebene Definition eines solchen Wurfes: 

Sind A, B, C drei feste Punkte einer Geraden, dann gibt es zwei 
Punkte U und V, von denen jeder mit A, B, C einen aquianharmoni
schen Wurf bildet. Die Punkte U und V konnen bestimmt werden: 

1. als Doppelpunkte der Involution, welche von den ersten Polaren 
des Tripels (A, B, C) gebildet ist; 

2. als Doppelpunkte der Projektivitat, welche A, B und C zyklisch 
vertauscht; 

3. als diejenigen Losungen der Gleichung 

(XABC)3= -1, 

fiir welche der Wurf (XABC) nicht harmonisch ist. 
Unter Anwendung der Vertauschungen, we1che fiir einen beliebigen 

Wurf zulassig sind, sieht man, daB man in einem aquianharmonischen 
Wurf einen beliebigen Punkt festhalten und die drei anderen zyklisch 
vertauschen kann, ohne den Wert des Wurfes zu andern. 
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Bilden vier Punkte in passender Ordnung einen aquianharmonischen 
Wurf, dann ist dies auch fUr jede andere Reihenfolge der Punkte der Fall. 

Ferner sei an den Satz XI des Kap. XX, § 2 erinnert, dessen letzter 
Teil so ausgesprochen werden kann: 

II. Enthiilt eine Involution dritter Ordnung zwei aus drei zusammen
jallenden Elementen gebildete Tripel U und V, dann bildet U - sowie 
auch V - mit iedem Tripel der Involution einen iiquianharmonischen 
Wurf. 

Urn einen Dberblick iiber die aquianharmonischen Kurven zu ge
winnen, beweisen wir die folgenden Satze: 

III. Gehen drei Wendetangenten einer C3 durch denselben Punkt, dann 
besteht die HESSEsche Kurve aus drei Geraden, und die C3 ist iiquian
harmonisch. 

Es seien namlich A, B, C drei Inflexionspunkte, deren Wende
tangenten a, b, c durch denselben Punkt X gehen. Dann miissen die 
drei Punkte A , B, C in einer Geraden, u, liegen; denn die erste Polare 
von X geht ja durch A, B und C und wird in diesen Punkten von 
XA, XB bzw. XC in zwei zusammenfallenden Punkten geschnitten 
(Kap. XXII, § 2, Satz V); dies ist nur moglich, wenn die Polare in zwei 
zusammenfallende Gerade ausartet. 

Ferner muB X mit dem Eckpunkt U des syzygetischen Dreiecks 
UVW, dessen eine Seite VW auf u liegt, zusammenfallen. Es gehen 
namlich, wie fmher angegeben (S. 2(9), die harmonischen Polaren 
aI' bl , c1 von bzw. A, B, C samtlich durch U; ferner schneiden sich b 
und c auf a l usf.; also gehen aIle drei Geraden a, b, c durch U. 

Die HEssEsche Kurve der gegebenen C3 geht durch den Schnitt
punkt (aa l ), also durch U, d. h. sie muB mit den Seiten des Dreieckes 
UVW zusammenfallen; denn diese "Kurve" ist die einzige des syzygeti
schen Biischels, welche durch U geht. 

Urn den zweiten Tei! des obigen Satzes zu beweisen, betrachten wir 
das Biischel von Kurven dritter Ordnung, welches durch C3 und (a, b, c) 
bestimmt ist; eine Kurve dieses Biischels ist die Gerade u, dreifach 
gezahlt. Die harmonische Polare a l zu A moge u in D und die C3 in 
R, S, T schneiden. Dann miissen die Tripel (R, S, T), (U, U, U), 
(D, D, D) derselben Involution angehoren; also ist nach Satz II der 
Wurf (RSTU) aquianharmonisch, d. h. die durch A gehenden vier 
Tangenten an die C3 sind aquianharmonische Gerade. Hiermit ist der 
Satz bewiesen. 

IV. Wenn die HESSEsche Kurve H3 einer C3 aus drei Geraden besteht, 
dann gehen die Wendetangenten zu ie dreien durch die Eckpunkte des 
von H3 gebildeten syzygetischen Dreieckes, und die Kurve C3 ist iiqui
anharmonisch. 

Die genannten Eckpunkte seien U, V, W. Auf jeder Seite des 
Dreieckes UVW liegen drei Wendepunkte, auf VW etwa A, B, C. 

J uel, Projektive Geometrie. 18 
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Die Wendetangente in A schneidet nach § 1, Satz III die H3 in zwei 
zusammenfallenden Punkten, d. h. sie muB durch U gehen; ebenso die 
Wendetangenten durch B und C. 

Den letzten Teil des Satzes beweist man genau wie den Satz III. 

XXIV. Kapitel. 

Kurven dritter Ordnung und quadratische 
Transformationen. 

§ 1. Transformation aer Kurven. 

Durch eine Kollineation geht eine C3 in eine ebensolche iiber, und 
der charakteristische Wurf bleibt ungeandert. Umgekehrt hat man: 

I. Zwei Kurven dritter Ordnung mit demse1ben eharakteristisehen Wurf 
konnen dureh eine Kollineation ineinander iiberfiihrt werden. 

Die beiden Kurven seien C3 und C'3. Inflexionspunkte gehen in 
Inflexionspunkte iiber; wir wahlen also einen Inflexionspunkt A der 
einen Kurve und einen A' der anderen. Die zugehorigen Wende
tangenten seien a und a'. Durch A gehen auBer a drei andere Tangenten 
b, e, d an C3, welche in B, C, D beriihren mogen. In der anderen Figur 
seien b', e', d' und B', C', D' die analog gewahlten Geraden und Punkte. 
Nach Voraussetzung konnen die Bezeichnungen so gewahlt werden, daB 

(1 ) abed A a'b'e'd'. 

Es sei M ein beliebiger Punkt auf C3. Zu der Geraden m = AM 
gibt es eine bestimmte Gerade m', so daB 

(2) abcdm A a'b'e'd'm'. 

Die von A' verschiedenen Schnittpunkte von C'3 mit m' seien M' 
und Mi.. Die Geraden DM und D'M' seien mit 1 und l' bezeichnet. 

Es gibt nun, was nach Kap. VIII, § 1, Satz III leicht einzusehen 
ist, eine Kollineation, welche A, B, C und 1 in A', B', C' bzw. l' iiber
fiihrt. Da B, C, D sowie auch B', C', D' in einer Geraden liegen, 
geht durch die genannte Kollineation D in D' iiber. Die Geraden b, e, d 
werden also in bzw. b', e', d' transformiert, und infolge (2) also auch a 
in a' und m in m'; M geht demnach in M' iiber. Die C3 geht also in eine 
Kurve dritter Ordnung iiber, welche durch A', B', C', D' und M' geht, 
inA' dieWendetangente a' hat und in B', C', D' die Tangenten b', e', d' 
hat; sie faUt demnach mit C'3 zusammen. 

Hiermit ist Satz I bewiesen. Statt M' kann man in dem obigen 
Beweise auch Mi benutzen; nach Wahl von A und A' gibt es also im 
allgemeinen zwei Transformationen der gewiinschten Art. Sind die 
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Kurven insbesondere harmonisch oder aquianharmonisch, so gibt es 
mehr M6glichkeiten l . 

Durch eine quadratische Transformation geht eine Kurve dritter 
Ordnung C3 in eine andere C'3 iiber, wenn die Fundamentalpunkte 
E, F, G der ersten Figur auf der C3 liegen. Man sieht dies sofort auf 
Grund der CHASLEsschen Erzeugung, wenn man drei Punkte des er
zeugenden Kegelschnittbiischels in E, F, G verlegt. 

Die genannte Bedingung ist auch notwendig; denn wenn E, F, G 
nicht aIle auf C3 liegen, dann schneidet ein durch diese drei Punkte und 
zwei Punkte der Kurve gehender Kegelschnitt die C3 in mindestens 
vier verschiedenen Punkten, so daB die der C3 entsprechende Kurve 
nicht von dritter Ordnung sein kann. 

Es ist nun der folgende einfache Satz von entscheidender Bedeutung: 
II. Geht durch eine quadratische Transformation eine C3 in eine C'3 

iiber,und sind (AI' B I ), (A2' B2), ... Punktpaare, deren Verbindungs
geraden m l , m2 , ••• durch einen festen Punkt P von C3 gehen, dann 
werden auch die Verbindungsgeraden n l , n 2 , .•. der entsprechenden Punkt
paare (Ai, Bi), (A;, B;), ... durch einen festen Punkt p* von C'3 gehen, 
und die Geradenbiischel (m) und (n) sind projektiv. In dieser Projektivitiit 
entsprechen die Tangenten aus P und p* an die respektiven Kurven 
einander paarweise. 

Den Geraden (m) entsprechen namlich in der quadratischen Trans
formation die Kegelschnitte eines Biischels (fJ,') , welches zu (m) pro
jektiv ist und seine Grundpunkte auf C'3 hat. Die Verbindungsgeraden 
(n) der zwei freien Schnittpunkte von C'3 mit den Kurven (fJ,') gehen 
(Kap. XXI, § 1, Satz I) durch einen festen Punkt p* von C'3, und das 
Biischel (n) ist zu (fJ,') projektiv. 

Beriihrt insbesondere die Gerade m die Kurve C3, so besteht das zu
gehorige Punktpaar (A, B) aus zwei zusammenfallenden Punkten; die 
entsprechenden Punkte (A', B') fallen dann ebenfalls zusammen, so 
daB die Gerade n die C'3 beriihrt. Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Aus dem letzten Teil des obigen Satzes schlieBen wir unmittelbar: 
III. Konjugierte Punkte von C3 gehen in konjugierte Punkte von C'3 

iiber. . 
Ebenso: 
IV. Der charakteristische Wurf einer Kurve dritter Ordnung ist gegen

iiber einer quadratischen Transformation invariant. 
Man hat nun: 
V. Sind C3 und C'3 zwei weder harmonische noch iiquianharmonische 

Kurven dritter Ordnung, welche einander in einer quadratischen Trans-

1 Eine Bestimmung aller Kollineationen, welche eine gegebene C3 in sich iiber
fuhren, findet sich z. B. in einer Abhandlung von FR. FABRICIUS-BJERRE in 
Matematisk Tidsskrift B (Kopenhagen 1928), S. 46- 53. 

18* 
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formation entsprechen, dann ist die Beziehung der beiden Kurven durch 
Angabe von zwei Paaren entsprechender Kurvenpunkte (A, A') und (B, B') 
eindeutig festgelegt, insofern (A, B) nicht konfugierte Punkte von C3 [und 
demnach (A', B') nicht konfugierte Punkte von C'3] sind. Die qua
dratische Transformation in der Ebene ist dureh die obigen Angaben 
nicht festgelegt. 

Die beiden Punktpaare kannen nicht belie big auf den Kurven gewahlt 
werden (vgl. die folgenden Seiten). 

Urn den obigen Satz zu beweisen, betrachten wir die Tangential
punkte P und Q von A bzw. B; offenbar fallen P und Q nicht zu
sammen. Die ebenfalls verschiedenen Tangentialpunkte von A' und B' 
seien p* bzw. Q*. Die in Satz II erwahnte projektive Beziehung der 
Geradenbiischel mit den Zentren P und p* ist nun bekannt; ebenso 
die der Geradenbiischel mit den Zentren Q und Q*; also ist zu jedem 
Punkt von C3 der entsprechende Punkt eindeutig festgelegt. 

Mit Hilfe des Satzes I laBt siCh die Aufgabe, die quadratischen Trans
formationen zu bestimmen, welche eine C3 in eine andere, C'3, iiberfiihren, 
auf eine einfachere Aufgabe zuriickfUhren, namlich die quadratischen 
Transformationen, die eine C3 in sich transformieren, zu bestimmen. 

Zur Lasung dieser Aufgabe betrachten wir zunachst die involuto
rischen Transformationen zweiter Art. Wir wahlen den prinz~palen 

FundamentalpunktE belie big auf C3; der feste Kegelschnitt muB jeden
falls die Beriihrungspunkte R1 , R 2 , R 3 , R4 der ausE gehenden Tangenten 
enthalten. Wir kannen nun zeigen: 

VI. Es gibt unendlich viele involutorische quadratische Transforma
tionen zweiter Art mit dem Zentrum E, welche die C3 in sich uberfuhren; 
die entsprechenden festen Kegelschnitte bilden das Buschel mit den Grttnd
punkten R 1 , R 2 , R 3 , R4. 

Eine dieser Transformationen benutzten wir schon im Beweise des 
Satzes von SALMON. 

Urn nun Satz VI zu beweisen, zeigen wir zuerst, daB der Ort der Be
riihrungspunkte der durch E gehenden Tangenten der genannten Kegel
schnitte die gegebene (3 ist. DaB der Ort eine Kurve dritter Ordnung 
ist, ist nach der CHASLEsschen Erzeugungsweise klar; denn die Polaren 
zu E in bezug auf die Kegelschnitte des Biischels gehen durch einen festen 
Punkt P und sind auf das genannte Biischel projektiv bezogen. Der Ort 
fallt aber mit der gegebenen C3 zusammen, weil er mit ihr die fUnf 
Punkte E , R 1 , R 2 , R 3 , R4 und die Tangenten in diesen Punkten gemein hat. 

Da P in der CHASLEsschen Erzeugung Zentrum des erzeugenden 
Geradenbiischels ist, liegt P auf der Kurve. P ist demnach der Tangen
tialpunkt von E. Man sieht nun, daB die C3 durch eine involutorische 
Transformation zweiter Art mit E als prinzipalem Fundamentalpunkt 
und einem Kegelschnitt ex des betrachteten Biischels als fester Kurve in 
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sich iibergeht. Die sekundaren Fundamentalpunkte Fund G sind namlich 
die Beriihrungspunkte der Tangenten von E an l¥ und liegen demnach 
auf der C3, so daB die C3 jedenfalls in eine Kurve dritter Ordnung iiber
geht; diese hat aber mit der urspriinglichen C3 wieder die obengenannten 
fiinf Punkte und die zugehorigen Tangenten gemein. Hierdurch ist 
der Satz bewiesen. 

Alle gefundenen quadratischen Transformationen bestimmen auf 
der C3 dieselbe Abhangigkeit; wir nennen diese eine zenirische Trans
formation mit E als Zentrum. 

Der obige Satz kann auch folgendermaBen formuliert werden: 
VII. Eine C3 kann durch eine involutorische quadratische Trans

formation zweiter Art in sich iibergefiihrt werden, wobei der prinzipale 
Fundamentalpunkt E und einer der sekundiiren, F, belie big auf der C3 
gewiihlt werden kOnnen. 

Durch F geht namlich ein Kegelschnitt des oben betrachteten 
Biischels. 

Sind die sekundaren Fundamentalpunkte Fund G auf der C3 gegeben, 
so erhalt man den Tangentialpunkt P von E als den dritten Schnitt
punkt von FG mit der Kurve. Fiir E ergeben sich demnach vier 
Losungen. Fiir eine C3, welche durch die Kreispunkte geht, ergibt 
sich hieraus, daB eine solche "zyklische Kurve" durch vier Inversionen 
in sich iibergeht; die Zentren der zugehorigen festen Kreise sind die 
Beriihrungspunkte derjenigen Tangenten an C3, welche durch den 
dritten unendlich fernen Punkt der Kurve gehen. Diese vier Kreise 
sind paarweise orthogonal. 

1m folgenden werden wir - wie gelegentlich schon friiher - nur die 
Kurve, nicht die diese enthaltende Ebene in Betracht ziehen, und dann 
die quadratischen Transformationen der Kurve in sich studieren. Wir 
setzen voraus, daB die Kurve weder harmonisch noch aquianharmonisch 
ist. Ferner sei (A, A') ein Paar von Kurvenpunkten, welche einander 
entsprechen sollen. 

Eine Transformation, welche dieser Forderung geniigt, ist, wie wir 
schon wissen, die zentrische Transformation, deren Zentrum im dritten 
Schnittpunkt 0 von AA I mit der Kurve liegt. Eine andere erMlt man 
wie folgt: Durch eine harmonische Homologie 'It fiihre man die Kurve in 
sich und A in einen anderen Punkt Al iiber und durch eine zentrische 
Transformation 'l' den Punkt Al in A' iiber. Das Produkt 'It'l' ist dann 
eine neue quadratische Transformation mit der gewiinschtenEigenschaft. 

Mehr solche Transformationen kann es nicht geben. Es seien 
namlich P und p* die Tangentialpunkte von A bzw. A'. Die zwischen 
den Geradenbiischeln (A) und (A') nach Satz II existierende Projek
tivitat ist eindeutig bestimmt. Ist demnach B ein beliebiger Punkt 
der Kurve, so muB B' einer der Schnittpunkte von C3 mit einer 
durch die Projektivitat festgelegten, durch p* gehenden Geraden sein. 
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Es gibt demnach nur zwei verschiedene Moglichkeiten fUr die Lage von 
B', also (nach Satz V) hochstens zwei Transformationen. 

Es seien nun Bo und B' die Punkte, in welche B durch die zentrische 
bzw. nichtzentrische Transformation ubergeht, welche A in A' uber
fUhrt. Wir konnen eine sehr einfache Konstruktion des Punktes B' 

Fig. 86. 

angeben (Fig. 86): 
Die Punkte P*, Bo, B' liegen nach 

dem qbigen auf einer Geraden. X sei der 
Schnittpunkt von AB' mit A 'B. Fur die 
zwei Geradentripel 

(AO, BA' , B'P*) 
und (BO, AB', A'P*) 
liegen acht der Schnittpunkte auf der C3, 

. also auch der neunte Schnittpunkt X. 
Wir haben also bewiesen: 

VIII. 1st eine weder karmoniscke nock aquiankarmoniscke K urve dritter 
Ordnung vorgeleg&, und ist (A, A') ein beliebiges Paar ihrer Punkte, dann 
gibt es - solange es sick nur um die Punkte der Kurve selbst kandelt -
aufJer der zentriscken Transformation genau eine quadratische Transforma
tion (M, M/) der Kurve in sick, welcke A in A I uberfukrt. Zu einem 
gegebenen Punkt M lafJt sick der Bildpunkt M' dadurch bestimmen, dafJ AM' 
und A'M einander aUf der Kurve schneiden. 

1st die Kurve harmonisch oder aquianharmonisch, gibt es auBer den 
zwei eben genannten Transformationen noch weitere. 

Fur die betrachteten, nicht harmonischen und nicht aquian
harmonischen Kurven hat man ferner: 

IX. Eine nicktzentrische Transformation der Kurve in sich lafJt sich 
in ein Produkt zweier zentriscker Transformationen zerlegen, von we/chen 
die erste beliebig gewaklt werden kann . 

. Es sei namlich (A, A') ein Paar von entsprechenden Punkten der 
gegebenen, nichtzentrischen Transformation, Al ein beliebiger Punkt 
der Kurve. Durch eine zentrische Transformation 1"1 laBt sich A in Al 
iiberfuhren, und durch eine andere, 1'2' Al in A'. Ein beliebiger weiterer 
Punkt B der Kurve moge auf dieselbe Weise in Bl und B' iibergehen. 
Dann schneiden sich nach Kap. XXI, § 3, Satz I die Geraden AB' 
und BA' auf der Kurve, und die Behauptung folgt aus Satz VIII. 

Ebenso hat man fur die in Satz VIII betrachtete Kurve: 
X. Durck eine quadratiscke Transformation der Kurve in sick gekt 

iedes System von konjugierten Punktpaaren in sick uber. 
Wir wollen nun insbesondere die involutorischen Transformationen 

einer Kurve dritter Ordnung in sich bestimmen. Die zentrischen Trans
formationen haben wir schon besprochen und wollen nun die nicht
zentrischen finden. Wir nehmen, wie oben, an, die Kurve sei weder 
harmonisch noch aquianharmonisch. 
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Es seien (A , A') und (B, B') zwei Paare von entsprechenden Punkten 
der gesuchten Transformation. Wegen des involutorischen Charakters 
schneiden sich nach Satz VIII sowohl AB' und A I B als auch AB und 
A' B' auf der Kurve; also sind nach Kap. XXI, § 3, Satz III sowohl 
(A, A') als auch (B, B') Paare von konjugierten Punkten, und sie ge
h6ren demselben System an. Also: 

XI. Es gibt drei involutorische, nichtzentrische Transformationen der 
Kurve in sich. Bei einer solchen Transformation sind entsprechende Punkte 
koniungierte Punkte eines festen Systems. 

In Verbindung mit Satz XI machen wir die folgende Bemerkung: 
Es sei (A, A') ein festes Paar von konjugierten Punkten, P der gemein
same Tangentialpunkt. Ferner sei (M, M/) ein beliebiges Paar von 
konjugierten Punkten, das demselben System wie (A, A') angeh6rt. 
Nach Satz II sind dann die Biischel P(M) und P(M/) projektiv, 
bilden also eine Involution, da ja M und M' in doppelter Weise ein
ander entsprechen. Also haben wir den Satz: 

XII. Proiiziert man die Paare koniugierter Punkte eines bestimmten 
Systems aus einem beliebigen, festen Punkt der Kurve, so bilden die proii
zierenden Strahlen eine Involution. 

Kombiniert man Satz VIII mit Satz I, erhalt man ein Resultat, 
woraus unter anderem die Umkehrung des Satzes IV folgt: 

XIII. Sind zwei weder harmonische noch aquianharmonische Kurven 
dritter Ordnung C3 und C/3 mit demselben charakteristischen Wurf ge
geben, und ist A ein Punkt der ersten, A I der letzten, dann gibt es genau 
zwei quadratische Transformationen, welche C3 in C'3 und dabei A in A I 

iiberfiihren. 
Von der umgebenden Ebene wird natiirlich wie oben abgesehen. 

Wir wollen zuletzt wieder die ganze Ebene in Betracht ziehen und 
beweisen den folgenden Satz: 

XIV. Sind C3 und C'3 zwei Kurven dritter Ordnung mit demselben 
charakteristischen Wurf, dann kann die erste durch eine quadratische 
Transformation in die andere transformiert werden, so daIJ die drei Funda
mentalpunkte E, F, G der ersten Figur beliebig auf C3 gegeben werden 
kiinnen. 

Mittels einer quadratischen Transformation sieht man, daB man 
immer einen Kegelschnitt IX finden kann, welcher durch E, F, G 
geht und die C3 in einem Punkt A dreipunktig beriihrt; denn eine 
Kurve dritter Ordnung hat ja immer Inflexionspunkte. In dersel
ben Weise sieht man, daB es drei Kegelschnitte {3, y, /J durch E, F, G 
und A gibt, welche die C3 in von A verschiedenen Punkten beriih
ren; die Beriihrungspunkte seien bzw. B, C, D; ebenso erkennt man 
mit Hilfe von Satz III, daB der charakteristische Wurf von C3 gleich 
(IX{3y/J) ist. 



280 Quadratische Transfonnationen und Kurven dritter Ordnung. 

Ferner sei A I ein Inflexionspunkt auf C/3, a' die zugehorige Wende
tangente, b' , e' , d' seien die drei durch A' an C'3 gehenden Tangenten, 
welche in den Punkten B', C' , D' beriihren mogen. Der Beweis verlauft 
nun ganz analog dem Beweise des Satzes I, indem man statt der dort 
benutzten Kollineation eine quadratische Transformation, in welcher 
E, F, G Fundamentalpunkte der ersten Figur sind, zur Hilfe nimmt, 
welche A , B, C und einen durch E, F, G und D gehenden Kegelschnitt A 
in bzw. A', B', C' und eine passend gewahlte, durch D' gehende Gerade l' 
iiberfiihrt. DaB eine solche Transformation existiert, folgt unmittelbar 
aus Kap. XVIII, § 3, Satz IX. 

§ 2. Involutorische Paare in einer allgemeinen quadratischen 
Abhangigkeit. 

Wir wollen nun untersuchen, ob es in einer allgemeinen quadratischen 
Transformation Q Paare von Punkten gibt, welche in doppelter Weise 
'einander entsprechen, uns aber auf den Fall beschranken, wo in jeder 
Figur mindestens zwei der Fundamentalpunkte verschieden sind. 

Es sei peine durch den Fundamentalpunkt E der ersten Figur 
gehende Gerade; diese geht durch Q in eine durch den adjungierten 
Fundamentalpunkt E* gehende Gerade p' iiber, und diese geht durch 
Iteration von Q in einen Kegelschnitt nil durch die Fundamentalpunkte 
E*,F*, G* der zweiten Figur iiber. Die Punktreihen p, p' und nil sind 
projektiv. 

1st nun M' ein Schnittpunkt von p mit nil, so entsprechen diesem 
Punkt in Q-l und Q die Punkte M bzw. M', welche beide auf p' 
liegen. Durchlauft p das Geradenbiischel mit dem ZentrumE, so durch
!auft p' das Geradenbiischel mit dem Zentrum E* und nil ein Kegel
schnittbiischel. Die drei Biischel sind paarweise projektiv, und der 
Ort von M' ist demnach eine Kurve C3. Diese Kurve geht durch 
E*, F*, G*, und fiir jeden Punkt M' der Kurve, welcher von diesen drei 
Punkten verschieden ist, liegen M, Mil und E* auf einer Geraden. 

Nun kann man aber (E, E*) durch ein anderes Paar von adjungier
ten Fundamentalpunkten (F, F*) ersetzen, und man erhalt so eine neue 
Kurve dritter Ordnung C'3. Wahlt man M' auf dieser Kurve, geht MM" 
durch F*. Jeder von E*, F*, G* verschiedene Schnittpunkt ist also 
ein Punkt M ', welcher mit dem entsprechenden Punkt M ein involutori
sches Paar bildet. 

Man weiB aber im voraus, daB im allgemeinen Fall die zwei Kurven 
auBer E*, F*, G* noch vier Punkte miteinander gemein haben, namlich 
die vier Punkte, welche in der Transformation Q sich selbst entsprechen 
(Kap. XVIII, § 3, Satz VIII). Diese Punkte miissen abgerechnet 
werden. Man findet dann: 

In einer quadratischen Transformation gibt es im allgemeinen ein ein
ziges Paar von Punkten, welche einander in doppelter Weise entsprechen. 
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Ausgeartete FaIle treten auf, wenn die Kurven G3 und C'3 zu
sammenfallen, oder zerfallen und einen Teil miteinander gemein haben. 

§ 3. Bestimmung einer quadratischen Transformation 
durch Paare von entsprechenden Punkten. 

Wir haben in Kap. XVIII gesehen, daB eine allgemeine quadratische 
Transformation durch sieben voneinander unabhangige Paare von 
entsprechenden Punkten eindeutig bestimmt ist; doch waren weniger 
Paare notwendig, wenn die Transformation involutorisch sein sollte; 
z. B. ist eine Transformation erster Art schon durch vier Paare be
stimmt. Wir wollen nun den Begriff "voneinander unabhangig" 
genauer prazisieren. 

Zuerst wollen wir die involutorischen Systeme erster Art betrachten. 
In diesem Fall haben wir den Satz von HESSE, der besagt, daB zwei 
Punktpaare (A, A') und (B, B') schon ein drittes Punktpaar (G, C') 
bestimmen, derart daB G = (AB', A' B), G' = (AB, A' B'). Dieser Satz 
wurde schon in Kap. I, § 2 bewiesen. Hierzu bemerken wir, daB nur das 
einzige Paar (G, G') durch die zwei anderen bestimmt ist, denn man kann 
erst P und dann auch Q beliebig wahlen - freilich beide von den sechs 
anderen Punkten verschieden - und dann immer Kegelschnitte finden, 
fUr welche (A , A'), (B, B') und (P, Q) konjugierte Punkte sind. Es mogen 
namlich A P und A' Q einander in D schneiden; die zwei Geradenpaare 
(DA, DA '), (DB, DB') bestimmen dann eine Involution, und die Doppel
geraden dieser Involution bilden einen degenerierten Kegelschnitt von 
der genannten Eigenschaft. Vertauscht man in diesem SchluB die Paare 
(A, A') und (B, B'), so erhalt man einen anderen degenerierten Kegel
schnitt von derselben Eigenschaft; diese zwei Kegelschnitte bestimmen 
ein Biischel von Kegelschnitten, fUr welche (A, A'), (B, B') sowie 
auch (P, Q) konjugierte Punkte sind. Der Beweis ist nur dann hin
fallig, wenn P oder Q als einer der anderen sechs Punkte gewahlt wird. 

Es seien jetzt drei voneinander unabhangige Paare von entsprechen
den Punkten (A, A'), (B, B'), (G, C') gegeben. Es gibt dann1 ein 
einziges Biindel von Kegelschnitten, fUr welche diese Punkte paarweise 
konjugiert sind. Es sei G3 die JACoBIsche Kurve dieses Biindels; die 
drei Punktpaare sind dann konjugierte Punkte auf G3 vom selben 
System. 

Wir wollen nun die involutorischen quadratischen Transformationen 
erster Art bestimmen, in welchen (A, A'), (B, B'), (G, G') Paare von 
entsprechenden Punkten sind, und wir suchen eine Darstellung jeder 
solchen Transformation mittels zweier Involutionen, jede innerhalb 
eines Geradenbiischels (vgl. Kap. XVIII, § 3, Satz V'). 

1 Vgl. die FuBnote S. 255. 



282 Quadratische Transformationen und Kurven dritter Ordnung. 

Zu diesem Zweck bestimmen wir den Ort der Punkte P, aus welchen 
die drei gegebenen Punktpaare durch involutorische Geradenpaare proji
ziert werden. Dieser Ort ist die obengenannte C3. Nach § 1, Satz XII 
hat namlich jeder Punkt dieser Kurve diese Eigenschaft, und wir wollen 
nun zeigen, daB es keine weitere solche Punkte gibt. 

Durch (A, A') und (B, B') lege man (Fig. 87) einen Kegelschnitt fl, 
uno es sei P ein Punkt von fl mit der genannten Eigenschaft. Schnei

den PC und PC' die Kurve fl nochmals in 
Cl bzw. Ci, wird das Dreieck PCl Ci dadurch 
bestimmt, daB jede Seite durch einen gegebe-

C nen Punkt gehen solI. Auf fl gibt es also, wie 
~----r'-,i...--"k'-- man durch einfache projektive Betrachtungen 

einsieht, zwei und nur zwei Punkte der gesuch
ten Art; diese bilden zusammen mit (A, A') 
und (B, B') die sechs 'Schnittpunkte von fl mit 

Fig. 87. der C3; also enthalt der gesuchte Ort keine 
anderen Punkte als die Punkte der obigen C3. 

Wahlen wir umgekehrt zwei beliebige Punkte E und F von C3 als 
Zentren der obengenannten Geradenbiischel, dann wird hierdurch eine 
quadratische Transformation der gesuchten Art eindeutig bestimmt; 
diese fUhrt (§ 1, Satz XII) die C3 in sich iiber, und die Transformation 
der C3 ist unabhangig von der Wahl von E und F. Durch die drei 
gegebenen Punktpaare sind also unendlich viele andere Paare von 
entsprechenden Punkten festgelegt, namlich alle solchen Paare auf der C3, 
welche konjugiert sind und demselben System wie die drei gegebenen 
angeh6ren. 

Weitere Punktpaare werden durch die drei urspriinglichen nicht 
bestimmt; es sei namlich M ein Punkt auBerhalb der C3; der ent
sprechende Punkt M' ist Schnittpunkt der Strahlen EM' und F M', 
welche den Strahlen EM und FM in den Involutionen entsprechen. 
LaBt man nun z. B. E fest liegen, wahrend F sich auf der Kurve bewegt, 
dann wird fUr festes M die Gerade F M' sich urn einen fest en Punkt der 
Kurve drehen; also kann M' kein fester Punkt sein. 

Wir haben also das folgende Resultat gefunden: 
1. Drei Paare von Punkten sind gegeniiber involutorischen quadrati

schen Transformationen erster Art voneinander unabhiingig, wenn sie nicht 
Gegenpunkte eines vollstiindigen V ierseits sind, und vier Punktpaare sind 
voneinander unabhiingig, wenn sie nicht konjugierte Punkte desselben 
Systems auf einer C3 sind. 

Wir gehen nun zu den nichtinvolutorischen, quadratischen Trans
formationen tiber und zeigen den Satz von CLEBSCH1 : 

II. Funt Paare von entsprechenden Punkten in einer quadratischell 
Transformation bestimmen ein sechstes Paar. 

1 Vgl. E. DUPORCg: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 126 (1898) S.1405. 
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Urn dies zu beweisen, betrachten wir zwei quadratische Trans
formationen Ql = (M, M') und Q2 = (M, M"). Die erste sei durch die 
beiden Reziprozitaten (M, m1) und (M, m2) gegeben, wo also (ml m2) 

= M'; die andere in analoger Weise durch (M, ma) und (M, m4), wo 
(ma m4) = M". 

Der Ort der Punkte M, flir welche die Geraden m1 , m2 , ma durch 
einen Punkt gehen, ist nach Kap. XXII, § 1, Satz XIII eine Kurve 
dritter Ordnung q; diese geht durch die drei Fundamentalpunkte 
E, F, G der Transformation Q1; denn wenn m1 und m2 zusammenfallen, 
gehen m1 , m2 und ma durch denselben Punkt. Ganz analog sieht man 
ein, daB der Ort der Punkte M, flir welche die Geraden m1 , m2 , m4 durch 
denselben Punkt gehen, eine andere Kurve dritter Ordnung, q, ist, 
welche ebenfalls durch E, F, G geht. Die von diesen Fundamental
punkten verschiedenen Schnittpunkte der beiden Kurven q und q 
sind die Punkte, welche in den beiden quadratischen Transformationen 
denselben entsprechenden Punkt haben. 

Es seien nun flinf Punktpaare (A, A'), (B, B'), (C, C'), (D, D'), (K, K') 
gegeben; ferner sei Ql eine feste und Q2 eine variable quadratische Trans
formation mit diesen Punktpaaren als Paaren von entsprechenden Punkten. 
Die beiden Kurven q und q variieren mit Q2' gehen aber immer durch 
die festen Fundamentalpunkte E, F, G von Q1 sowie auch durch die 
fiinf Punkte A, B, C, D, K. Also haben sie einen festen sechsten Schnitt
punkt, und der Satz ist bewiesen. 

We iter sehen wir: 
III. Seehs voneinander unabhiingige Paare von entspreehenden Punkten 

in einer quadratisehen Transformation bestimmen unendlieh viele; diese 
bilden zwei Kurven dritter Ordnung. 

Betrachten wir namlich zwei der moglichen Transformationen, so 
fallen die zwei Kurven q und q in eine einzige Kurve C3 zusammen, 
und jeder Punkt M dieser Kurve hat in den beiden Transformationen 
denselben entsprechenden Punkt M'. 

Der Ort des Punktes M' ist ebenfalls eine Kurve dritter Ordnung, C'3. 
Nach dem Obigen enthalt in allen betrachteten Transformationen 

die Kurve C3 die Fundamentalpunkte E, F, G der ersten Figur; ent
sprechend enthalt natiirlich die Kurve C'3 die Fundamentalpunkte 
E*, F*, G* der zweiten Figur. 
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