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Vorwort. 

In den Kl'eisen der akademisch gebildeten Architekten verschafft 

f'ich imucer mehr und mehr das Bestrebell Geltung, alle die für den 

Hochbauer erforderlichen wissenschaftlichen Vorkenntnisse, auf denen 

sich die konstruktive Gestaltung seiner Bauten gründet, ihm in zu

"annnengefaßter Form, aber doch mit wissenschaftlicher Vertiefung zu 

hickn, um einen möglichst großen Teil der Aushildung;;<zeit für die 

ei,&tentliehcn Aufgaben der künstlerischen Entwicklung und Durch

bildung zur Verfügung ~teilen zu können. Überblickt man unter diesem 

Gesichtspunkte die für clas Studium cler Architekten vmhanclenen, viel

gc:otnltigon Lehrbücher, ans clonen er die notwendigen KenntnisQc 

aus tlcn Gebieten: Festigkeitslehrc, Statik der Hochbaukonstruktionen 

nnd Eisen bau entnehmen' kann, so wird man sich der Erkenntnis niuht 

entziPhen können, daß trotz dem Vielen und oft Wertvollen, was hier 

geboten 11ird, doch eigentlich noch ein Lehrbuch fehlt, das einmal 

in gedrängter Kürze ~ich freihält von allen den theoretischen Bc

ham1lungen, die dem Studium und Anwendungsgebiete des In
genieur!:'. angehören, z11m auelern sich ausschließlich an die Be

dürfnisse des Hochbaus v>endet, hierbei aber auf einer höheren 

"i,.,senschaftlichen Warte steht als die - für ihren Sonderzweck recht 

brmwhharcn - 'Werke des Baugewerkschulunterrichtes. Diesen in 

langji1hriger akademischer Lehrtätigkeit selbst empfundenen und oft 

von clen Studierenelen bitter beklagten Mangel abzustellen, sollen die 

drei unter dem Namen des l"tepetitorium für den Hochba11 zu

:mmmengcfaßten Hefte beitragen. Bei ihrer Abfassung ist darauf ·wert 

gelegt, einerseits die rein theoretischen Abhandlungen auf ein Mindest

maß zu beschränken und andererseits - soweit es möglich - ihre 

praktische Anwendung durch zahlreiche l~cchnungsbeispiele aus ckr 

Praxis zn erläutern nnd snmit dem Verständnisse der Architekten 

näherzubringen. In diesem Sinne ·werden die Hefte nicht nur als Lehr

hüeher zn selbständiger Aneignung der notwendigsten Kenntnisse 

dienen können, sonelern in erster Linie eine Wiederholung aus den vor

genannten Lehrgebieten zn ermöglichen bestrebt nnd in der Lage sein. 

Gleichzeitig dürften ~ie aber auch dem in der Praxis stehenden 

Architekten ein 11illkommenes RüF<tzeug für die vielseitigen Erforder

niR"e seines BC'rufe" hieten. 



IV Vorwort. 

Das Gesamtwerk zerfällt in die drei Abschnitte, deren jedem ein Heft 
für sich vollkommen abgeschlossen - gewidmet ist: 
Heft I: Graphostatik und Festigkeitslehre. 
Heft II: Statik der Hochbaukonstruktionen. 
Heft Ill: Die Grundzüge des Eisenbaus im Hochbau. 
Das vorliegende erste Heft, die Graphostatik und die Festigkeits

lehre behandelnd, bespricht in seinem ersten Teile die Grundzüge der 
graphischen Statik: die Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften 
in der Ebene, die I,ehre vom Kraft- und Seileck, die zeichnerische Dar
,.;klltmg statischer und höherer Momente. 

In den Grundzügen der Festigkeitslehre-derder zweiteund bei weitem 
ülwnviegende Teil des Heftes gewidmet ist -- wird zunächst die reeh
ner[,;che Ermittlung der Schwerpunkte, statischen, Trägheits- und Zen
trifngalmomente gegeben, einschließlich ihrer wichtigsten Beziehungen 
nnter sich und zu verschiedenen Achsens_vstemen. Hieran schließen sich 
die Darlegtmgen über die verschiedenen einfachen und zusammengesetz
ten Beanspruehungen der Querschnitte. Behandelt werden: die Normal
(Drnck- nncl Zug-)festigkeit, die Frage des Knickens, die Biegungs
festigkeiL (lie Schubfestigkeit (für sich allein und in Verbindung mit 
Biegnng) nnd endlich die Beanspruchung der Querschnitte gemeinsam 
1lnrch ein Moment und eine :'\ormalkraft. Die an die allgemeineren Am;
fühnmgen und Entwicklungen in jedem Einzelgebiete sich anschließen
ckn Beispiele sind fast stets aus der hochbauliehen Pmxis entnomrnen 
nnd so gewählt, daß sie eine möglichst große Vielseitigkeit der An
wend nng cn.;chließen. Soweit angängig ist neben schärfere Rech
mmgswegen auch auf vereinfachte Amü\herungsmethoclen der Rech
nnng eingegangen. Bei der Knickfestigkeit ist in- diesem f:\inne neben 
der l<JulE'r-(ileichung auch die Berechmmg Dach Tetmajer ausführlich 
wiedergegeben. cin~chli0ßlich aller der -- vereinfachtE'n- Einzelbcrech
unngen üher die Knickfestigkeit gegliederter Stäbe. 

;\ifögE' Hdt I, eiern in kurzer 7.eit Heft Il folgt, eine freundliche Auf
nahme finden und der ihm gestellten Aufgabe gereeht werden, Grapho
statik und Festigkeitslehre in wissenschaftlicher Form ünd dabei cngster 
Zusammenfassung dem Architekten näherzubringen. 

Der Verlangsbuchhandhmg .Julius Springer, Be>rlin, n'rfehle ieh 
nicht für die Yortreffliche Aw.;stattnng, die :'\ie in altbewährter \V cii'c 
auch diese-m Hefte hat zuteil werden lassen, und für <las \Yeitschauenclc 
[nterec;se, mit drr sie trotz schwierigster Zeitverhältni~se cbs rnter
nchmen gefördert hat, nleincn ergcbcnsten Dank an:"zusprcchen .. \uch 
danke irh meinem ABsistentell, Herrn Regierungsbaumeister Dr.-Ing. 
\V. Kunze, für mmwh \\'Crtvollen natschlag Hn<l ,.;eine entgegenkom
mende Hilfe bei (ler Korrektnr. 

Dresden, im .Jnli 101 D. Dr.-Tng. ~1. Foerster. 
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Erster Teil. 

Die Grundzüge der graphischen Statik. 

1. Kapitel. 

Die Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften in 
der Ebene. 

1. Die Zusammensetzung der J{räfte nach dem Parallelogramm 
der Kräfte und der Gleichgewichtszustand der Kräfte. 

In der graphischen Statik werden Aufgaben, die sich auf das Zusam
menfassen und Zerlegen von Kräften, auf die Bildung von Momenten 
verschiedener Ordnung usw. beziehen, auf rein zeichnerischem Wege 
gelöst. Hierzu bedarf es eines Zeichnungsmaßstabes, eines Kräfte maß -
stabes, der in seinen Einheiten sich nach der je vorliegenden Auf
gabe richtet. Bei der Behandlung einfacher Kräfte wird der Maßstab, 
der zur zeichnerischen Darstellung der Kräfte in Form bestimmter 
Längen dient, sein: l t = n cm bzw. l kg = n' cm UE'W., während bei 
der graphischen Darstellung von Flächen als Kräft8 die Einheit der 
Fläche die Grundlage bilden wird: 1 qm = n cm, 1 qcm = n' cm 
= n" mm usw. Damit eine Kraft zeichnerisch dargestellt werden 
kann, ist es notwendig, von ihr zu kennen die Lage, ihre Richtung, 
ihre Größe. Das gleiche gilt auch von Kräften, welche Flächen 
ersetzen; hier ist in der Regel der Angriffspunkt der Kraft, der 
Punkt, in dem die Fläche statisch vereinigt gedacht werden kann, 
d. h. ihr Schwerpunkt. Die Richtung der Kraft ist durch einen Pfeil 
anzugeben, der die Richtung ihrer Wirkung darstellt, und zwar sowohl 
bei der Kraft selbst als auch bei ihrer zeichnerischen Darstellung. 

Die in Fig. l gegebene, unter 45 ° nach rechts 

aufwärts gerichtete Kraft von 3 t wird demgemäß bei h 
einem Kräftemaßstab von 1 t = 1 cm durch eine ebenso 'b~ • / 

gerichtete Gerade von 3 cm Länge, bei einem Maß- ~ 
stab 1 t = 3 cm durch eine solche von 9 cm dar- / 
zustellen sein. Wäre ein Maßstab: 30 kg = l mm 0 

gegeben, so wäre die Kraft von 3 t = 3000 kg Fig. 1. 

durch 100 mm, d. h. dnrch 10 cm, darzustellen. Es liegt auf der 
Hand, daß man gern den Maßstab in runden, einfachen Zahlen 

lT'o er~ t er. HepetitoriHnl. T. 
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wählt, um sich die Umrechnungs- und Darstellungsarbeit möglichst 
zu vereinfachen. 

Wirken mehrere Kräfte in ein und derselben Richtung, so kann 
man sw durch Aneinanderreihen zeichnerisch addieren, bei entgegen-

P. ~ 1 t Pz -z,st p, =J.O t gesetzter Richtung voneinander ab-
t .. - ;. J J "' 

ziehen. (Fig. 2.) 
~"'PzrPs --.o !10 .. 

<-- - ------ --6,Scm- - ----- - --> 
Pz =z t;. Pz · t,5t ~ ~Jt 

Die zeichnerische Zusammen
fassung zweier in einem Punkte wirk· 
samer, in Richtung und Größe ge
gebener Kräfte ist durch das Pa-

~:3P.E1==A~2t.__.f.P.Lr ;o.:oo P,-Pz"'IJ rallelogramm der Kräfte bekannt. In 
<----- J_S cm- - - - - > Fig. 3 ist R die Mittelkraft der beiden 

l<'ig. 2. Kräfte P 1 und P 2 • Betrachtet man 
das Dreieck a h c, so erkennt man, da in ihm b c = der Kraft P1 

ist, daß es der Aufzeichnung des Parallelogramms nicht bedarf, 
sondern daß das einfache Dreieck ausreicht, nm die Mittelkraft R zu 
bestimmen, daß also nur ein K raft dreieck zur Lösung der Aufgabe 
zu zeichnen ist. Da Kraft R die Mittelkraft von P 1 und P2 darstellt, 

o/~ 
a~;; 

Pz b 

c 

Fig. 3 a. fig . 3 b . 

also derell ·Wirkung zu e•·sctzen hat, so ist ihre Richtung aus dem 
Kräfteparallelogramm gegeben; sie ist demgemäß der durchlaufenden 
Richtung von P 1 und P2 im Kraftdreieck entgegengesetzt gerichtet. 

·wird hingegen eine Kraft gesucht, welche den Kräften P 1 und P 2 

das Gleichgewicht hält, so muß sie die Wirkung der Mittelkraft R auf
heben, d. h. ihr Pfeil muß alsdann im Kraftdreieck mit dem von P 1 

P,." und P 2 in demselben Richtungssinne durch
< 7 laufen (Fig. 3b). 

q /Pz' Da man (Fig. 4) jede Kraft P 1 bzw. P 2 durch 
' zwei beliebige Seitenkräfte ersetzen kann, für 

,' die alsd ann die Kräfte P 1 bzw. P2 je Mittcl-
/ 'P.,'' kräfte sind , 11nd diese Zerlegung ins Beliebige~ 

---- -->--.....,;' 
.19' fortzusetzen vermag, in dem so sich bilden-

Fig. 4 . den Kraftvieleck im Zustande des Gleichgewichts 
aber alle Kräfte in demselben Richtnngssinnc befahren werden, so 
kann man den Satz aussprechen : 

Im Gleichgewichtszustande von Kräfte n läuft der Rich 
tungspfe il im Krafteck in d e m selbt-n Umfahrnngssinne 
durch. 
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Greifen in einem Punkte mehrere Kräfte an und wird für siedie 
Mittelkraft gesucht, so kann man zunächst für zwei von ihnen die Mittel
kraft finden, diese dann mit einer weiteren Kraft zu einer weiteren 
Mittelkraft vereinen und so weiter fortfahren, bis alle Kräfte unter sich 
zeichnerisch vereinigt sind. Hierbei entstehen (Fig. 5) die Zwischen
mittelkräfte R 1 _ 2 , R1 _ 3 • Man erkennt, daß man auch ohne ihre Hilfe 

/,1 ,1f 
I / 

f/ ir,F , -{.~"> 
' / P. 
I / z 
. R . 

I~' ig. 5. Fig. 5 a. Fig. 5 b. 

auszukommen vermag, den Kräftezug aus der unmittelbaren Zu
sammensetzung der Kräfte P 1 , P 2 , P 3 , P4 finden kann und die Mittel
kraft aller Kräfte R1 _ 4 durch Verbindung der Anfangs- und Endpunkte 
dieses Kraftlinienzuges erhält . Der Richtungspfeil der Kraft ist entgegen
gesetzt der an und für sich gleichlaufenden Richtung der zusammen
zusetzenden Kräfte. Bei der Lösung ist es, wenn man nur auf die Rich
tungspfeile der Kräfte achtet, ohne Bedeutung (Fig. 5 b ), in welcher 
Reihenfolge die einzelnen Kräfte aneinander gesetzt werden, da sie 
nur eine Mittelkraft haben können, 
also stets dasselbe Ergebnis sich 
zeigen muß. Man wird aber gern 
bei der Zusammensetzung der an 
ein und demselben Punkte angreifen
den Kräfte sich nach der Reihenfolge 
richten, wie sie aufeinander folgen. 

Greifen in einem Punkte Kräfte 
an, welche bei der Aneinanderreihung 
im Krafteck ein geschlossenes Viel
eck bilden, so ist die Mittelkraft = 0, 
d. h. die Kräfte sind unter sich im 
Gleichgewicht (Fig. 6). Projiziert 
man ein solches Krafteck auf irgend

Fig. 6. 

ein senkrechtes Achsensystem und denkt man sich eine jede Kraft 
nach diesen Achsen zerlegt, so findet man, daß die Summe aller Seiten
kräfte in beiden Richtungen unter sich je = 0 ist. Hieraus folgt: 

Sind in einem Punkte sich schneidend e Kräfte unter sich 
1* 
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1111 Gleichgewicht , ~o s ind di e Nunune n ihrer 
bezogen auf zwei b e liebige, zu ein a nder 
lie gend e A chs en, j e =-= 0 . 

~eitenkräfte, 

r ec htwinklig 

Hierbei ist selbstverständlich Voraussetzung, daB rnan das Kraft
eck, den Pfeilen folgend, in einheitlichem Sinne umfahren kann , daß 
das Krafteck also einen stetigen Umfahrungssin n aufweist , also 
niemals zwei Pfeile sich begegnen. 

Zngleich ist ersichtlich , cl aß, wenn in dem geschlossenen Krafteck 
der Pfeil irgendeiner Kraft nmgekehrt wird , alsdann diese zur Mit t e .l 
kn dt aller anderen wird. 

Das einfachste Krafteck in obigem Sinne ist das Dreieck, dem in der 

-1 R liehe, In emem Punkte angre1fcnde Kr11fte ent-
~bene. dre~ unter sich im Glei~hgewichte befinc.l-

R, P. sprechen. Hier kann (Fig. 7) nur Gleichgewicht 
E 2 > a. • ~ herrsch en, wenn die 3 Kräfte sich wirklich in 

~ A ' 
o' ~ I ;. einem Punkte schneiden. Fiele der Schnittpunkt a 

b Pz von R und P 1 nicht mit dem von P2 und R (b) 
Fi~. 

zusammen (Fig. 7), s o könnte man imPunktea , 
ohne das Kraftbild zu verändern, zwei entgegengesetzt wirkende und 
sich somit gegenseitig wieder a ufhebende Kräfte P 2 anbringen ; als
dann sind üic drei mit Doppelpfeil versehenen Kräfte in a im Gleich
gewieht, und es verbleibt noch ein am Hebelarm }, wirkendes Kräfte-

Fi~ . s. 

paar P 2 • }, , welcheti ein, durch keine ~1nde t·c Kraftwirkung ausgegliche
nes "Drehmoment" erzeugt, a lso einen Gleichgewichtszustand aus
schließt. Nur wenn der H eb elarm dieses Kräftep aares 2 = 0 wird, also 
wenn der Angriffspnnkt b auch mit a znsnmmenfällt, also alle drei 
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Kräfte im Punkte a sich schneiden, kann Gleichgewicht herrschen. 
Hieraus folgt der wichtige Grundsatz:. 

Drei Kräfte könnennur im Gleichgewichte sein, wenn sie 
sich in einem Punkte schneiden. 

Greifen mehrere Kräfte in der Ebene nicht in demselben Punkte 
an, sondern schneiden sie sich in verschiedenen Punkten, so kann 
man allerdings der Zwischemnittelkräfte nicht entbehren, um den 
jeweiligen Schnittpunkt der Zwischenmittelkraft und der mit ihr zu 
vereinigenden, gegebenen Kraft zu finden und endlich die Lage der 
Mittelkraft zu allen gegebenen Kräften zu bestimmen. (Fig. 8.) Hier
bei ist der äußere Verlauf des Krafteckes allerdings auch ohne die 
ZwiRchcnkräfte bestimmt. 

2. Krafteck und Seileck. 

Geht mau in Fig. 9a zunächst vom Krafteck unter Benutzung der 
Zwischenmittelkräfte aus, und zeichnet man zu ihm allmählich fort
schreitend ein zusammenhängendes Seilee k 
in Fig. 9b derart, daß man jede Zwischen
resultante mit der nächstfolgenden Kraft 
zum Schnitt bringt und durch den so ge
wonnenen Punkt die nächste Zwischepmittel
kraft zieht, so bestimmt die letzte Seite 
dieses Eckes die Lage der Gesamt
mittelkraft, und das ganze Seileck 
als solches gibt in seinen einzelnen 
Seiten die Mittelkraft aller voran
liegenden . Kräfte an. Dies ergibt 
sich daraus, daß in Fig. 9a jede 
Zwischenmittelkraft die Mittelkraft 
aller voranliegenden Kräfte ist und 

·~ 

das in gleicher Weise für die Zusammen
fügung der Kräfte in ]'ig. 9b gelten muß. 
Das dort gezeichnete Eck führt den Namen 
des Mittelkraftecks. Auch hier ist es 
gleichgültig, in welcher Reihenfolge die ge
gebenen Kräfte miteinander in Verbindung 
gebracht worden, da die Lage der SchuB-
mittelkraft unabhängig von der Kraftreihen· 
folge ist. 

Fig. 9. 

Rehneiden sic:h die Kräfte ungünstig unter spitzem \Vinkel, so wer
den von einem beliebig angenommenen Pole in einer der Fig. 9 ähn
lichen \V eise Hilfskriifte a, h, c, rl, e (Fig. 10) zum Kraftzuge gezogen, 
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so daß also lauter einzelne zusammenhängende Kraftdreiecke ent
stehen, gebildet durch je eine äußere gegebene Kraft und zwei Hilfs-

l'ig. 10. 

I 
I 
I , 
'e 
I 
J 

b) 

kräfte, a nsgehend von dem a ngenommrnen Pole 0. Zeichnet m an mm 
zu diesen Kräften eine Mittelkraftlinie in Form eines zusammenhängen-

- -- - --- ___ g_ _____ _ - -- --~-:.--:-::to 

b _ .... ---- ....... :,',/ 
... p ... ~ ,. / ' 

e,' 

' ' 

a) 

' I 

d,: / 
IJ '41 

c) 

Yig. 1!. 

' 
,~' 

-----.;__ D 

~ --/ ~ 
, ' ' cJ;,. I 

b) 

den Seilecks in die Kraftlage ein , s o cutspricht a uch hier jeder Schnitt
punkt von drei Linien einem Dreieck im K rafteck; d ie dort im 
Gleichgewicht befindlich en Kräfte sind es also auch im Seilccks-
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punkte. Betrachtet man in demselben Sinne das Dreieck 0 a e, in dem 

Rt_ 4 die Mittelkraft der Kräfte P 1 _ 4 darstellt und a bzw. e die 

äußersten Hilfskräfte, also auch die äußersten Seileckkräfte darstellen, 

so müssen sich auch im Kraftplane die Mittelkraft R 1 _ 4 mit den letzteren 

' 
~e· 

Fig. li a., b. 

in einem Punkte schneiden; denn die drei im Kraftdreieck vereinigten 
Kräfte R 1 _ 4 , a und e können nur im Gleichgewicht sein, wenn sie sich 

in einem Punkte schneiden. 
Da die Richtung von R 1 _ 4 bekannt ist, so ist somit auch ihre 

Lage im Kraftplan durch den Schnittpunkt von a' und e' (Fig. lOb) 

gegeben. 
Die Auffindung der Mittelkraft auf dem voranstehend behandelten 

R 

Fig. 13 a , b. 

Wege hat eine grundlegende Bedeutung. Das in Fig. lüa dargestellte, 

von dem beliebigen Pole 0 mit Hilfe der Kraftstrahlen a, b usw. 
gezeichnete Polygon führt den Namen Krafteck, das mit seiner Hilfe 

gezeichnete Mittelkrafteck die Bezeichnung Seilee k. Unter der Pol
weite des Kraftecks wird der senkrechte Abstand des Poles 0 von der 

Mittelkraft verstanden ( = H in Fig. lO a). 
Das Verfahren gestattet naturgemäß auch, jede beliebige Mittel

kraft in ihrer Lage im Kräfteplan zu bestimmen, wenn man sie im 
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l(mfkvk ei nzciehnet, und die für :-;ie in Frage kommenden äußerstoll 
Ncileckstrahleu sinngemäß benutzt. 

Bei der A.ufzeichnnng des Kraftecks und Seilecks ist es ohne statische 
Bcdmttung, ·wie die I\eihenfolge d er einzelnen K räfte beim Aufzeichnen 
des Kraftecks gewählt wird, da es zu den Kräften nur eine Mittelkraft 
in bestimmter v~gc gibt. .Jedoch ist selbstverständlich d arauf zu ach
ten , daß jeclcm Dreieck im Krafteck ein Schnittpunkt derselben drei 
Kräfte im St~ikck entsprechen muß. Unter Wahr ung dieser Überlegung 
sind im Anschlusse an Fig. 10 die Seilecke in Fig. ll a, b und llc, d 
für die Iteihenfolge der Kräfte Pu P 3 , P2 , P4 und P 2 , P1 , Pt, Pa 
gezeichnet . Selbstverständlivh empfiehlt es sich a u ch hier, die bequem
ste 11ml meist ;weh übersichtlichst e Kraftreihenfolge zu wählen. 

Kraft- ttml Seileck finden vorwiegend Verwendung bei zueinander 
p<tmllelen, gleichgerichteten und nicht gleichgerichteten Kräften, da 
bei ihnen der Sehnittpunkt im Unendlichen liegt und man somit nicht 
umnittelhar clen Angriffspunkt d er Mittelkraft zu finden vermag. Hier
übe r ge ben die Fig, l2 a, h und l3 a, b Auskunft; in ersterer handelt es sich 
um die Zm;ammenfassung gleichgerichteter, in letzterem Falle ver
schi ed t>ll gerichteter P<tralklkräfte. 

3. llil• zeichnerische Bestimmung des t-lchwcrpunktcs ebener Flächen. 

Di e Be~timmung der Mittelkraft von parallelen Kräften h:1t 
Becleu tung für di e A11ffindung der Schwerpunkte ebener Flächen, 

e' --

U'l n a: 
lJ 

J, 
r fz 

I 1 c' \ . 

J; 
d' ,~ 

.Ii e; 
f, 

h 'T 

l ' i ~, 1 ~. 

_R:!4 

j;, 

fz jj 

1 
a b c 

r 
..I <# 

d e 

Da 1min in einem 
Schwerpunkt das 
GewichtderFläche 
sich vereinigt den 
ken kann , so muß 
auch , wenn man 
die Fläche in ein
zelne Teile teilt , 
diese als Kräfte 
auffaßt und zu 
ihnen eine Mittel
kraft sucht, diese 
durch den Schwer-
]Hmktgehen. Hier
be-i ist es zweck
mäßig , di e !fläche 
in Dreiecke ,I~echt-

ceke, Trapeze, überha upt in ,.;o lchc Figuren zu unterteilen, deren Schwer
punkte man ohne weiteres durch Zeichnung finde n kann, und in diesen 
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,, 
;'? 

.h. r:: / 
' I 

~' / 
I I 

' I 
I 1 

I 

_t -- I 1/ 
rx: -: ___ ---·r~-Ej 
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Für. 15. 

' \ b 
\ 

' .......... \ 

o, 

Punkten die Größen der Einzelteile als Kräfte 1m bestimmten Ma ß
st abe, und zwar unter sich p a ra llel, anzubringen . I st die Gesamt
fläch e zu keiner Achse sym metrisch, eine Schwerach se also von 
vomher ein nicht be tim mbar ·o wird man fü r 
zwei verschiedene Richtungen je d ie 'littelkraft 
be. t imm n und in ihrem chnittpunkt al dann den I? ------b-
• chwerpunkt der Ge amtfläch find n. 

In d en Fig. 14 bi. 16 ind zeichnerische chwcr- f3 
pu nkt besti mmungen durchgeführt. r ach Annahme 
eines Kräft maß -tabes (z. B . 100 qcm = 1 cm) 
wurden in Fig. 14 die einzelne n Dr iecksflächen, .lj 
in die die Ge ·amtfläch un terteilt i t , einmal in 
wagerechter , dann in senkrechter R,ichtung als 
Kräfte aufgcfaßt uncl aufgetra-
gen und a lsdann mit Hi lfP der 
Kra.ftecke I un l II die l\iitt 1-
kräft R = ~.' f be timmt; ihr 
chni ttpunkt S i t der • chwer

pu nk t d r· Fläche. In crJ icher 
Wei e i.·t der , 'chwerpunkt d es 
Mauerpfeilcr · in F ig. l 5 ermittelt. 
Hier i ncl , da keine • '.nn metric
achse vo r liegt, die Flächenkrä fte 

' I "'/I 

,..t;// rl J.? /' J1 ". I 

bl -- / -
a' ...... -.. '. 
- - 'i' =- - ----- - -< I, tt.3 

R. 
Fij:~. 16 -

d l' 
' I 

/ 
' I 
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einmal unter 45° nach oben, das andere Mal senkrecht nach 
unten gerichtet aufgetragen und für diese Richtungen je die 
Mittelkraft bestimmt; hier liegt der Schwerpunkt (S) außerhalb der 
Fläche. 

In Fig. Hl endlich liegt ein Querschnitt mit einer Symmetrieachse 
vor, innerhalb deren also der Schwerpunkt liegen muß. Deshalb reicht 
hier die Bestimmung einer Mittelkraft zu den Flächenkräften aus, die 
im vorliegenden F;tll der Einfachheit halber für die senkrechte Rich
tung erfolgt ist. 

4. Allgemeine Beziehungen zwischen I\rafteck und Seileck. 

Seil- und Krafteck gestatten auch die Auffindung einer 
graphisc hen Gleichgewichtsbedingung von Kräften, die 

~ nicht c1 urch e inen Punkt gehen. 0 Auch wenn diese Kräfte ein geschlosse
fl -s nes Krafteck bilden, so ist noch nicht 

bewiesen, daß sie unter sich im Gleich-
P. ~ 3 gewicht sind. Die vier an einer selbst 

Fi~! . 17. 

dreh baren Scheibe in Fig. 17 angreifen
den Kräfte können z. B. in einem ge
schlossenen K rafteck sich vereinigen 

lass011, sind aber nicht unter sich im Gleichgewicht, da sie alle in 
demselben Sinne an der Scheibe drehen, also eine Bewegung dieser zur 

m 

Folge haben. 
Führt man bei 

den vier in Fig. 18 
gegebenen Kräf
ten, die unter sich 
ein geschlossenes 
Viereck bilden, an 
Stelle von P 1 (be
liebig gewählt) die 

Mittelkraft R2 _ 4 der andern Kräfte P 2 , 

P3 , P4 ein , und zeichnet man zu 
diesen ein\iKraft- und Seileck, so he-

" stimmt sich in letzterem die Lage von 
R2 _ 4 durch das Zusammenschneiden 
der änßen;tcn Seileckstrahlen a' und d' 
im Punkt 1:. X ur wenn P1 durch diesen 

Punkt geht, also die Wirkung von R2 _ 4 aufhebt, i:<t Gleichgewicht möglich . 
. Jede andere Lage von F\ z . B. (f\) würde -- da R 2 _ 1 ~~ P1 , aber zu ihm 
entgegengesetzt gerichtet ist -- die Ansbildung eines KräftepaarcR P1 ), 
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bedingen, das einen Gleichgewichtszustand ausschließt, Daraus folgt, 
daß Kräfte in der Ebene, die sich nicht in einem Punkte 
schneiden, nur alsdann unter sich im Gleichgewicht sind, 
wenn sowohl das Krafteck als auch das Seileck sich 
schließen. 

Ist für die Aufzeichnung des Seilecks kein besonderer Durchgangs
punkt oder ein sonstiger Anhalt gegeben, so ist es in der Regel ohne 
Bedeutung, von welchem Punkte man das Seileck beginnt; es ent
stehen, wenn man denAnfangspunktverschieden wählt, (Fig.10 
Seite 6) lauter ähnliche Seileckzüge, welche nach den Lehren der 
ebenen Geometrie mit ihren äußersten Strahlen sich alle auf derselben 
Geraden schneiden, d. h. auf der Mittelkraft R. Die in Fig. 10 ermittel-

b) 

--------- / 

~'ig . 19. 

ten Punkte i, i', i" mt1ssen auch deshalb in ein und derselben 
Geraden liegen, weil durch sie alle die Mittelkraft R hindurchgeht 
und es zu den gegebenen Kräften nur eine in ihrer Lage ganz bestimmte 
Mittelkraft geben kann. 

Werden zu den gegebenen Kräften zwei Kraftecke mit ver
schiedenen Polen (Fig. 19) 0 und 0 1 gezeichnet, so schneiden sich 
die entsprechenden Seileckstrahlen der beiden, den Polen entsprechenden 
Seilecke auf einer gemeinsamen Geraden, die der Verbindungslinie der 
beiden Pole parallel ist. 

Die Richtigkeit dieses Satzes läßt Fig. 19 erkennen. Hier sind 0 
und 0 1 die beiden Pole, a, b, c, d bzw. a, ß, y, Ö die von ihnen zu den 
drei gegebenen Kräften gezogenen Krafteckstrahlcn. Ihnen entspre-
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chend sind in.Fig. Hlb die beiden fo;eilecke a', b', c', d' nnd IX', (J', y', Ö' 

gezeichnet und deren zugehörende Strahlen a' e<', b' fi', c' )'' und d' Ö' 

je zum Schnitte gebracht. Betrachtet man in Fig. l9a das Dreieck q 001 , 

so können in ihm die Strecken 0 0 1 , 0 q und 0 1 q als Kräfte aufgefaßt wer
den, denen - da ;;ie ein Dreieck bilden -in Fig. l9b drei Kräfte ent
sprechen n:lÜRseD, die sich in einem Pm:ktc schneiden (Punkt 1 in Fig.l9 b); 
hier ist also tl//001 . 

In gleicher Weise lehrt die Betrachtung des Dreiecks 0 p 0 1 mit dell 
Kmftstrahlen b und (i, clcs Dreiecks 0 n 0 1 mit c und y und endlich 
des Dreiecks Orn 0 1 mit d und ö, daß in Fig.l9b in den Punkten 2, 
:~ 11Jl(l 4, also in den Schnittpunkten der zugehörenden Seileckseiten 
(// ttn(1 (3', c' und 'l, d' und Ö'), je eine Kraft I I 0 0 1 liegen muß. 
D11 0 0 1 im Krafteck als Mittelkraft der den Umfang dieses darstellenden 
Kräfte. die alle in Fig. l!)b edhaltell sind, aufgefaßt werden und 
somit in Fig. l9b nur einmal vorkommen kann, müssen die Punkte 
1, 2. :3, 4 auf ein und derselben zu 0 01 parallelen Geraden liegen. Diese 
Gerade nennt man Polare. Diese Gesetzmäßigkeit läßt Hich in dem 
Satze zusammenfa~sen: 

Verschiebt man den Pol im Krafteck, so schneiden sich 
die zugehörenden Seileeckstrahlen je auf einer zur Pol
vcn.;ehicbung parallelen Geraclcn, die al,.; Polare bezeichnet 
wird. 

Die Anwendung diefeb Satzes sei an der Lösung der Aufgabe ge
zeigt : e i n S e i I e c k z u g e g e h e n e n Kräften cl u r c h d r e i g e
gehene Punkte zu legen. 

\Vährend man zu gegebenen Kräften dutch einen und auch noch 
durch zwei Punkte eine unendlich große Anzahl von Seilecken legen 
kaun, kann durch drei Pu11kte nur ein einziges gezeichnet werden 
(Fig. 20). Hier seien gcgchcn die drei Kräfte 1\, P 2 , P 3 und die Punkte 
A, B und C', durch clic Zll diesen Kräften ein Seileck gelegt werden 
soll. Zunächst werde unter Benutzung des beliebig angenommenen 
Püles 0 1 ein Krafteck a, b, c, d gezeichnet und durch den Punkt A 
gehend ein Seileck a', b', c', d' zu den gegebenen l(räften eingetragen. 
Soll nun das zweite Seileck auch durch A gehen, dann ist A ein Punkt, 
in dem sich späterhin zwei zugehörende Srileckstrahlen, der erste Strahl 
(les ersten und der eines zweiten Seilecks, 8chnciclen müssen. Mithin ist 
anch A ein Punkt der zmn Seileck 2 gehörenden Polare: cla diese sonst 
an keine Bedingungen gebunden ist, so kann ihre Richtung durch A 
hindurch beliebig - in Fig. 20 wagerEcht - angenommeu werden. Dem
gemäß verschiebt sich auch cler Pol 0 1 im Kraftfek jetzt in wagerechter 
Richtung. Soll das zweite Seileck zugleich clnrch Punkt B hindurehgehen, 
~o muß die ent::-;prechendc ~eit~' c"' mit c' \·om er;;ten Seileck sich auf 
c1er Pohtre I schneiden. Da c' im Punkte m. mit clc>r Polare J zusammen-
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trifft, muß mithin auch c"' durch diesen Punkt und B gehen, ist also 
in seiner Richtung bestimmt. Eine entsprechende Parallele im Kraft
eck durch · 3 zu c"' bestimmt demgemäß den Pol 0 2 des Kraftecks a", 
b", c", d", dessen zugehörendes Seileck durch A und B geht - a"', 
b'", c''', d'" . 

Soll nun das dritte Seileck durch die l>uukte A, B und C gehen, 
so sind zunächst A und B weitere Punkte, in denen je die zugehören
den Seileckseiten sich schneiden müssen. Dongemäß ist jetzt die 
Polare durch A und B bestimmt, also vollkommen festliegend . Auf 
einer Parallelen zu ihr durch 0 2 im Krafteck muß mithin auch der Pol 
des Kraftecks für das Seileck durch die drei Punkte liegen. Dieser 

Fü.r. 20. 

Pol 0 2 wird dadurch bestimmt, cl<"Lß auf der Polare II sich auch die ä u ßer
sten rechten Seileckseiten (entsprechend der Lage von G, rechts von 
P3 ) schneiden müssen: verlängert man demgemäß die Seite d"' des 
Seilecks 2 ·bis zu ihrem S chnittpunkte n mit Polare II, so muß auch 
durch n der Strahl r) ' des gesuchten Seilecks durch d rei Punkte gehen . 
Da somit (/ in seiner Richtung b ekannt ist , ist auch Pol 0 3 im Krafteck 
bestimmt und somit das Krafteck a , ß, y, b und mit seiner Hilfe das 
.durch die drei Punkte A, ß, C gehende Seileck IX 1 ,' ß', y', (>' zu finden. 

i). Die Zerlegnng der Kräfte. 

Ist eine Mittelkraft (Fig . 21) gegeben = Rund soll sie in zwei Kräfte, 
die mit ihr in einem Punkte sich schneiden, zerlegt werden, deren 
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Richtungen bekannt sind, so ist die Lösung durch Aufzeichnung dec; 
Dreiecks a b c gegeben. Schneiden sich mehr als zwei Kräfte mit R 
in einem Punkte, so kann R in eindeutiger Weise nicht mehr in sie 
zerlegt werden, da die Lösung unendlich viele Möglichkeiten zuläßt 

a. R. 
'I ' 

C b R! /' \\ 
Fig. 21. Fi$l:. 22. 

(Fig. 22). Hier könnte sich z. B. mit Hilfe der gegebenen Kraft R für 
die drei Kraftrichtungen P 1 , P 2 , P3 ein Krafteck ab c d oder ac' c' d 
oder a b" c" d usw. ergeben. Die Aufgabe ist nicht mehr lösbar. Es 
kann also eine Kraft höchstens i n zwei Kräfte zerlegt 
werd e n, die mit ihr sich in einem Punkt e sc hneid en. 

a) 

R b) c 

Fig. 23 a, b. 

Schneiden sich hingegen drei Kraftrichtungen ni c ht in ei n e m 
Punkte, so kanneinegegebene Kraftnachihnen zerlegtwerden (Fig. 23). 
Hier ist R gegeben sowie die Lage der Kräfte P 1 , P 2 , P3 bestimmt, die 
mit R im Gleichgewicht sein sollen. Bringt man je zwei der Kraftrich
tungen zum Schnitt, also z. B . Rund P1 in a, P2 und P3 in b, so kann 
man die beiden Schnittpunkte durch eine Hilfskralt L verbinden und 
nun zunächst für den Punkt a (da hier R hekn.nnt ist) ein Kraftdreieck 
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c, e, d zeichnen, in dem man eindeutig P 1 und L findet. Zerlegt man 

alsdann L (Doppelpfeilrichtung!) in P 3 und P 2 - gemäß dem Zu

sammentreffen dieser drei Kräfte in Punkt b - , so sind alle drei ge

suchten Kräfte bestimmt. Hierbei wird L durch verschiedenes Be

fahren aus der Rechnung wieder herausgehoben und zudem die Rieb-

b----- - -__J, d " 

l·'ig. 24. Fig. 25 . 

tung der Kräfte P 1 , P 2 , P 3 bestimmt. Soll R ihnen das Gleichgewicht 

halten, so muß der Richtungspfeil im Krafteck stetig sein, d. h. durch 

R bestimmt, den in Fig. 23b angegebenen Verlauf aufweisen, von dem 

aus alsdann die Eintragung der Kraftrichtungen in Fig. 23a erfolgt. 

Die Aufgabe, eine Kraft nach drei Richtungen, die sich nicht in 
einem Punkt schneiden, zu zerlegen, ist also lösbar; sie bietet eine 

der wichtigsten grundlegenden Lösungen der graphischen Statik. Auf 

m 

'-:p--- b' ', . ----- ~ 
• L ------

'R 

Pz 

n 

Fig. 26. 

ihrer Anwendung beruht das Culmannsche Verfahren zur Ermitt

lung von Stabkräften in Fachwerken. 
Eine gegebene Kraft R nach mehr a I s drei Richtungen zu zerlegen, 

die nicht in einem Punkte zusammentreffen, ist nicht lösbar. Auch 

hier ergeben sich - vgl. Fig. 24 u. 25 - unendlich viele Lösungs
möglichkeiten. 

Sind die Kräfte parallel und handelt es sich (Fig. 26) darum, zu 
einer Kraft R zwei gleichgerichtete Seitenkräfte zu ermitteln, deren 

Angriffspunkte m und n gegeben sind, so dient zur Lösung ein belie-
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biges, in die Kraftrichtunge n hineingezeichnetes tleileck und das am; 
ihm, r ü ckwärts gehend, entwickelte KraJteek. Hierbei ist da.s Seil
eck mlturgemäß so zu zeichnen, daß sich seine äußersten Seiten auf 
der Mittelkraft schneiden (in i), es ist also von den Seiten a' und c' 
~mszugehen und erst dadurch die Lage von b' zu finden. Da im Punkt k 
drei Kräfte a' , b' und P 1 ·, ebenso in Z, b', P2 und c' zusammentreffen, 
ihnen a.bor im Krafteck je ein Dreieck entsprechen muß, so sind die 
Größen von P1 und P 2 durch eine Parallele durch 0 zn b', also clnrch 
den K rafteckstrahl b - di e Schlußlinie des Seilec k s - gegeben. 
Auf d er Lösung dieser Aufgabe beruht auch die weitere, zwei Kräft 8 

V 

A 

P, p2 P, Pq zu finden, die durch bekannte Angriffs-

l'h! . 27. 

I 
I 
I 
I 

.).rv' 
I 

I 
I 

punkte (v und w in .Fig. 27) gehend, 
einer Anzahl paralleler Kräfte das 
Gleichgewicht halten. Hier wird (Fig. 27) 

zu den gegebenen Kräften zunii.chst ein 
beliebiges Krafteck entworfen, mit sei
ner Hilfe durch ein Seileck d ie Lage 
der Mittelkraft R bestimmt und nun
mehr R in der vorstehend gezeigten 
Weise in die B,iehtungen A und B zer
l<.'gt. Da flie äußersten Seileckstrahlen 
hier bereits vorh a nden sind , wird die 
Fig. 26 entsprechende Schlußlinie durch 
zwei Parallelen zur gegebenen Kraft

richtung, durch die Angriffspunkte der gesuchten Kräfte gelegt, auf 
den äußersten Seileckseiten gefunden - v ' und w' . Eine Parallele zu 
v' w' im K rafteck schneidet a lsdann auf der 2 P die gesuchten Kräfte 
A. und B ab. Da sie den nach unten gerichteten '3enkrechten Kräften P 
das G leichgewicht hal ten sollen, so sind sie senkrecht nach oben ge
richtet. 

2. Kapitel. 

Statische l\Iomente von Kräften und Flächen und 
Trägheitsmomente von Ji'lächen. 

1. Statische l\'[omente von Jüitften und .Flächen. 

Unter dem Dre hmome n t oder dem sta tis c h e n Moment ein.e l' 
Kraft um einen ·Punkt versteht man das P ro dukt aus der Kraft 
u n d d e m v o m Pu n k t P a u f cl i e ~ e g e fii.ll t e n Lot . ckm HP lJE> I a r m 
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der Kraft. Das Moment der Kraft P um Punkt m in Fig. 28 ist somit 
Mm = P · r. Das Moment wird als + eingeführt, wenn es um 

Fig. 28. Fig. 29. 

den Punkt im Sinne des Uhrzeigers dreht, im entgegengesetzten Falle 
als - bezeichnet. DieEinheit, in der das Drehmoment einer Kraft 
sich zeigt, setzt sich also stets zusammen 
aus dem Produkt von Kraft und Abstand, 
erscheint demgemäß in t · m oder in kg · cm, 
oder in t · cm bzw. in kg · m. In der Regel 
ist es üblich, t mit m, kg mit cm zu ver
einigen, aber auch die Einheit t · cm findet 
Rich. Ein Moment P · r kann zeichnerisch 
durch ein Rechteck dargestellt werden, 
dessen eine Seite in bestimmtem Kräfte-
maßstab aufgetragen = P, dessen andere 

a 

c 

]'ig. 30. 

= r ist (Fig. 28), oder auch durch den zweifachen Inhalt eines Dreiecks mit 
der Grundlinie = P und der Höhe = r wiedergegeben werden (Fig. 29). 

Wählt man letztere Darstellungsart für die im Parallelogramm der 
Kräfte vereinigten 3 Kräfte (Fig. 30) , so ergibt sich in bezug auf einen 
Punkt m als Drehpunkt für das Moment, einmal fhr R, dann für die 
beiden Seitenkräfte P 1 und P 2 :· 

MR",~~R·r=2 
am . 

a c m =~, 2 · -2 · h, = a m · h, , 

arn 
111.1._, ,,, = P.; r._o ~'" 2 !\ a d m = 2 · -- · h" = a m · h, . - .. 2 • -

Hieraus folgt: 

J.lip,,. + JVlp,m = P 1 r1 + P 2 r2 = am (h1 + h2 ). 

Da ferner h1 i- h2 = h, ist, so ist auch: 

MR., = Mp1 m + Mp2 m ~~ 2:: li!Jp, d. b.: 

Das Moment der Mittelkraft auf einen Punkt ist gleich 

F o erster. Repetitorium. T. 2 
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der Sumrne der Momente der Seitenkräfte, bezogen auf den
selben Punkt. 

Die Richtigkeit dieses Gesetzes für zerstreut in der Ebene wirkende 
Kräfte läßt sich (Fig. 31) aus den folgen
den Überlegungen finden : Zeichnet man zu 
den gegebenen Kräften ein Seileck, bestimmt 
in ihm die Lage der Mittelkraft, so muß in 
allen den einzelnen Punkten des Seilecks 
Gleichgewicht herrschen. Dies bedingt, daß 
die hier angreifenden Seilkräfte sich paarweise 
aufheben, d. h . I= 1', 11 = II', 111 = 111', 
IV= IV' ist. Da z.B. in a die Kräfte 1', P 1 

Fig. 31. und I I im Gleichgewicht sind, so ist 11' die 
Mittelkraft :w I' und I\ und somit, wenn man auf einer"l bestimmten 
Punkt d<"r Ebene die Mom.ente dieser Kräfte mit Mu., Mr, Mp1 be
zeichnet , nach dem oben erwiesenen Satze: 

Mn· = Mr + Mp1 . 
In gleicher \V eise ergibt sich für Punkt b: 

111nr = lrln· + Mp, = Mr + Mp1 + Mp, 

uncl für Pm:kt c: 

JvllV' = Mm· + Mp, = Mr + Mp1 + Mp, -t- Mp,. 
Da ferner R die Mittelkraft aus IV' und I ist, so ist: 

J.l1R ~= Mz MIV' 
und somit: 

Da die Mmnente J)!J1 und Mr absolut unter sich gleich sind, sich aber 
wegen der entgegengesetzten Pfeilrichtung von I und J' aufheben, so 
wird: 

111R = J.l1p1 + 1l1p, + Mp, = 2.' .i.l1p ' 

womit das obige Gesetz auch für in derEbene zerstreut li egende 
Kräfte als richtig nachgewiesen ist. 

Diezeichnerische DarstellungeinesMomentes gegebener 
Kräfte. 

Zeichnet man, um das Moment der Kräfte P 1 , P 2 , P 3 , in bezug 
auf den Punkt m zu finden, zu diesem ein Kraft- und Seileck, konstm
iert in letzterem die Mittelkraft R und zieht dnrch den gegebenen 
Punkt rn eine Parallele zu R, die anf den äußersten Seileckstrahlen 
die Punkte cx, (3 bcstim m t, so ist das Dreieck cx, ß, )' ""'Dreif'ck t', w, 0, 
und somit verhält sich: 

cxß:T = n:r=R:H. 
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Somit ist : u · H = R · r = L P · r = dem Moment der Kräfte in bezug 
auf den Punkt m; d. h. das Moment der gegebenen Kräfte ist gleich dem 
Produkt aus der Polentfernung ihrer Mittelkraft (H) nnd einer Strecke (u), 

Fig. 3i. 

die parallel zu R und durch den ::VIomentcnclrehpunkt gelegt von den 
äußersten SeileckBeiten abgeschnitten wird . 

m 

~· ; g . 34 9. 

0 IJ------ : 

Fig . 34 b. 

Man erkennt aus der graphischen Darstellung, daß mit Hinaus
schiebung des Punktes rn das Moment zunimmt, daß es so lange als 
+ anzusprechen ist, solange der Punkt rn links yo n R liegt, bei einer 

2* 

' 
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l:techtslage aber -- wird . Zugleich zeigt sich, daß wenn m in die 
Angriffslinie von R fällt , M = 0 wird, da alsdann r = 0 ist. 

:Für parallele Kräfte ist die zeichnerische Ermittlung die genan 
gleiche (Fig . 33 u . 34). Hier sind einmal die Kräfte gleich- (Fig. 33), 
das nndere Mal verschieden gerichtet (Fig. 34). Im ersten Fall ist R 
die Mittelkraft der drei Kräfte P 1 , P2 , P3 und das Moment Mm = u · H. 
Zugleieh zeigt die Darstellung auch die Momente der Einzelkräfte 
<tuf m in den Strecken u 1 bzw. u 2 bzw. u~ , multipliziert mit H. Hier
bei sind die jeweilig letzten Seilseiten herangezogen, zwischen denen 
die Parallelen zu R durch m abgeschnitten sind. Es ergibt sich zu
gleich, eh 1t1 + 1[2 + u 3 = u ist, auch hier die Richtigkeit des Ge-

X H 
r 

;: .. ,.-:~;[ 0 .. !?·}; Q 
' c. - -

z;J; ---
d. - -

IJ·.h e 

~ 

R.·J" 

~~ 

Fig. 25. 

setzes, dal.\ in bczug a.uf cleu gleichen Drehpunkt das Moment der 
Mittelkraft gleich der Summe der Momente der Einzelkräfte ist. 

In Fig. 34 zeigt die Richtung von P 1 nach oben, von P2 nnd P 3 

nach ullten. R liegt hier links von P 1 , d as Moment auf m ist: 
lvlm "'0 ' u · H; es ist nach der Pfeilrichtung von R positiv, da R nm rn 
im Sinne des Uhrzeigers dreht. Das gilt m gleicher Weise von 
111111, = u1 H; für Punkt i ist Jvii = 0 . 

Da, wie bereits auf S. 8 hervorgehoben ist , Fläch e nt ei l e als 
E in z el k r ä f t c auf g e f a ß t und in einem en tspreehenden l\1aßsta h 
dargestellt werden können, so läßt sich auch nach den voranstehend 
b ehanclelten Darstellungsmeth odcn das statische Moment von .Piächen, 
bezogen auf bestimmte Geraden, als Achse n in der Form : 
Jll = S = H · ·u darstelle n . 
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Handelt es sich (Fig. 35) um das statische Moment der Fläche 
r s tu v w in bezug auf die Achse x x, so wird die Fläche in 2 Dreiecke, 
1 Trapez und 2 Rechtecke zerlegt, in deren Schwerpunkten je die Einzel
flächenkräfte /1 , / 2 , / 3 , / 4 , f5 , und zwar parallel zu der Achse xx, an
greifen. 

Das statische Moment dieser Flächen findet alsdann seinen Aus
clruck in der Gleichung: 

Um diesen Ausdruck zeichnerisch 'zu gewinnen, wird 
mit der Polweite H gezeichnet und mit seiner Hilfe das 
:cus ihm die Strecke 1.i bestinnnt. / 

I 
Alsdann ist: S., = u · H. Hierbei ,ii' 

ist u im Maßstabe der Zeichnung, 
H im Kräftemaßstab des Kraft
ecks, a lso in cm 2 o. dgl. Einheit 
zu messen; alsdann ergibt sich 
auch Sx als eine Größe dritten 
Grades, als das Produkt a.us einer 
Fläche und einem Hebela.rme. Das 
Seileck gesta.ttet zu gleicher Zeit 
die Auffindung der Lage von 
2; f = F und somit als Kontroll
rechnung die Bestimmung von 
Sx in der Form: Sr= F · r (vgl. 
Fig. 35). 

In gleicher Weise ist in 
Fig. 3.6 das statische Moment 
des Pfeilerquerschnittes, bezogen 
auf seine untere Begrenzungslinie 

' ' 

Fig . 36. 

das Krafteck 
Seileck sowie 

!I 
I 

!I 

x x , in der Form: Sx = u. H = R · r 
dargestellt. Hier sind die Einzelkräfte 
zu x x e inge'führt. 

f naturgemäß wieder parallel 

2. Trägheitsmomente von Flächen. 
Onter dem Träg h eits moment (.!) einer Fläche, bezogen auf 

eine Ach se, versteht man das Produkt der Fläche bzw. ihrer Einzelteile 
und des Quadrates ihres Abstandes bzw. der Einzelabstände von der 

Achse (Fig. 37): 

.fy = F x6 = /1 x~ + /2 X~ + f3x~ + f4x1 + f5 x;~ + f6x~ = L f x2. 

Hierbei sind also die f-Kräfte wiederum parallel zu der Achse 
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einzuführen, auf die die Trägheitsmomente bezogen werden sollen, 
so daß die x-\Verte die senkrechten Abstände der /-Kräfte von derbe
treffenden Achse darstellen. 

Der Ausdruck .Iv =' L; I x 2 gestattet eine zeichn e ri sche Dar
stell n 11 g unter Verwendung des Kraft- und Seilecks. Handelt es sich 
in Fig. 38 um die Auffindung des Trägheitsmomentes in bezug auf 

die hier senkrecht a.ngenommene x-Achse - durch 
den noch nicht bekannten Schworpunkt des Quer
schnittes gelegt - , also um die Darstellung des Aus
drucks: 

so wird zunächst für die alsdann m senkrechter 
Richtung einzuführenden f -Kräfte das Krafteck 
ab c d e I in Fig. :38 b gezeichnet und mit seiner 

x"'--------->-"x Hilfe das Seileck a' b' c' rl' e' in Fig. 38a gefunden. 
Die äußersten Seiten dieses liefern im Punkte i den 
Angriffspunkt der Mit telkraft R = L; f = F und so
mit den Schwerpunkt S und die senkrechte Schwer

!I 
Fig . ~~7 . 

aehc;c x :r deR Querschnittes . Bringt man auf dieser alle die einzelnen 
Seileckseiten zum Schnitte , so entstehen im Anschlusse an das Seileck 

(1, 

!I '!! f, LJ}' 
______ ];···-· -- 0 
~!t -;;:::;?7 J.Z 

/i 
iJIIt~ -, -· 

-'4*•.-e' 
.r. ' 'f ,"iJV' b) 
.h 

... . .. l i .- ... -> 

J, J; J.j .4 
R 

,, c) 

Fiu. 3 

fünf Dreiecke> !..\ I, !.':c. II , t.._, UI, !.':c. IV und. :_, V, die den ent8precheu
den Dreiecken !..\ I', t.._, II', L lll', L"::, lV', /..\ V' im Krafteck, da sie 
je von parallelen Seite n muschlos8en sind, ä hnlich sind . Da iihnliche 
Dreiecke sich verhalten wif' die Qw«lrat<> ihrer Höhen, so folgt z. B. für 



Statische Momente von Kräften u. Flächen u. Trägheitsmomente von Flächen. 23 

das Dreieckpaar l\ I und 6 I': 

LI: ;'~I'= YI : H 2 ; 
;\.1' Yi 

L'\I =- - -- -- Hz 

Da nun ferner: 

ist, so wird weiter: 

oder: 

61' = j~_II 
2 

a) / 1 yf = LI· 2 H. 

Eine gleiche Beziehung läßt sich für die Dreiecke li, LIII, 
!~IV und 6 V aufstellen, deren Höhen in bezugauf x x = y 2 , y3 , y 4 , y5 

sind, also gleich dem Abstande der Kräfte /2 , / 3 , / 4 , f5 von der x x-Ach8e: 

b) / 2 y~ = L\.II · 2 H, 

c) f:J y~ = ~lll· 2 H, 

d) / 4 y'i = LIV · 2 H, 

e) (, y?, =/_,V· 2 H. 

Addiert man die Gleichungen a-e, so ergibt sich: 

/1 YI + /2 Y~ + /3 Y~ + /4 Y~ -\- /5 Y~ = Jx 

= (LI + L II + 6 II r + 6 IV + /\V) · 2 H = F 0 • 2 H, 

wenn F 0 die Gesamtfläche darstellt, welche umschlossen wird von dem 
Seileck und seinen äußersten Seiten. Es erscheint also das Trägheits
moment in der Form: 

Jx = F 0 • 2 H 1). 

Wählt man nicht, wie zunächst angenommen, den Polabstand beliebig, 
sondern zeichnet man im Krafteck die äußersten Kraftstrahlen je 
unter 45 ° zur Kraftrichtung, so wird: 

Yt F 
H=--- =-

2 2 

und somit: 

Jx = F 0 2 H = F0 • F. 

1 ) Hierbei ist F 0 im Maßstab der Zeichnung, H im Maßstab des Kraftecks, 
also in der Einheit der Flächenkräfte, zu messen. J x erscheint demgemäß, 
wie es sein muß, als eine Größe vierter Ordnung. 



Die Grundzüge cler gmphis~hen i'lt<ttik. 

ln gleicher Weise ist in Fig. 38a (links), unter Anwendung des 
Kmftecks in Fig. 38c, also unter Einführung der Flächenkräfte als 
wagerechte Kräfte, ein Seileck und eine Fläche F 0 gefunden worden, 
mit deren Hilfe in entsprechender Weise das Trägheitsmoment der 
Fläche, bezogen anf die wagerechte Schwerachse, abgeleitet wird: 

.ly = L f :r 2 = F[) 2 H' ~c P[1 Ji'. 

Hierhei ist der Querschnitt in die Teile f~ = l~, f~ = f~ und f~ zer
legt worden. 

Die Ermittlung von Trägheitsmomenten auf zeich
nerischem \Vege wird alsdann am Platze und der rech
nerischen Behandlung vorzuziehen sein, wenn der Quer
,;chnitt verwickeltere Formel\ aufweist. 



Zweiter Teil. 

Die Grundzüge der Festigkeitslehre. 

Vorbemerkung. 

In der Fe10tigkeitslehre werden die Formänderungen ver
folgt, welche Körper unter den sehr verschiedenartig mög
lichen Belastungen erfahren, und die Abmessungen und 
Formen der Körper so bestimmt, daß die Formänderunge1i 
und die durch sie hervorgerufenen Spannungen in bestimm
tenGrenzen verbleiben, bzw. derNachweis erbracht, daß dies 
bei gegebenen Abmessungen und Belastungen zu erwarten 
steht. 

Unter der Festigkeit eines Körpers, Stabes usw. wird der 
\Viderstand verstanden, den der Körper einer Trennung 
seiner Teiledurch den Zusammenhang seiner kleinsten Teil
chen wirksam entgegensetzt. Hierbei kann die Beanspru
chung des Körpers eine einheitliche, nur eine einzige be
stimmte Art von Formänderungen hervorrufende, sein, es 
handelt sich um einfache Festigkeit, oder es kann der Kör
per, durch mehrere gleiehzei tig und verschiedenein wirkende 
Belastungen bedingt, Formänderungen nach verschiedener 
Richtung erfahren - zusammengesehtc Beanspruchung 
und Festigkeit. 

Für die sich hier abspielenden Vorgänge ist die Kennt
nis der Schwerpunktslage der Querschnitte und ihrer höhe
ren Momente- der Trägheits- und Zentrifugalmomente 
- von besonderer grundlegender Bedeutung; deshalb soll 
auch zunächst auf diese Fragen, alsdann auf die verschie
denen Arten der Festigkeit eingegangen werden. 
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3. Kapitel. 

Die rechnerische Ermittlung von Schwerpunkten, stati
schen Momenten und Trägheitsmomenten. 

1. Die Schwerpunktsbestimmung für ebene Flächen. 
Die Auffindung von Schwerpunkten ebener Flächen hat für die 

Aufgaben der Festigkeitslehre insofern eine grundlegende Bedeutung, 
als sie für die Ermittlung der Spannungsverteilung in gebogenen Quer
schnitten uncntbe>hrlich ist . Zur Ermittlung der Schwerpunkte macht 

y m a n von dem vorstehend (S. 17) bewiesenen 
Satze Gebrauch, daß die Summe der statischen 

X~o r Momente der Einzelkräfte gleich dem stati-
x - seh en Moment der Mittelkraft aus diesen ist, 

f oder anf ebene Flächen und deren Teile be-y Yo 
zogen , daß die Summe d er statischen 

..::;x'----t------'--
1

- ____.J'-'x""- Momente der einzelnen Flächenteile 

y 
Fig. 39. 

gleich dem :Moment der Gesamtfläche 
i st. Dabei ist es ohne Bedeutung, auf welche 
Achse diese Beziehung angewendet wird, da 
das Gesetz unabhängig von einer besonderen 

Achslage gilt . Hat man in Fig. 39 die FlächeF, deren SchwerpunktS von 
der Ach se y y den Abst and x0 besitzt, und wird sie in einzelne schmale, 
zu y y parallele Streifen = /1 , / 2 , f3 usw. zerlegt, deren Abstände x1 , 

x2 , x 3 \IRW. sind, so ist Inithin: 

Xn P = /1 X1 + /2 X2 + fs Xs + · · · = 2J ·X 

'2;/x 'Y'f x X -- . ............ - ....,.,__ 
• 0 - F - Li 

Bezeichnet man L,fx mit 1U .. 11 , da sie das Moment aller Flächen
teilchen auf die y-Achse bezogen darstellt, so wird: 

.My 
Xo = -y . 

Ebenso läßt sich für die x-Achsc die entsprechende Beziehung für den 
Schwerpunkts-Abstand y 0 der Fläche P von ihr ableiten: 

)'jy 1Vfx 
Yo = --F = F . 

Nimmt man die Flächenteilchen sehr klein, RO tritt an Stelle des 
,L -Zeichens das / . 

II ~r 
F . 
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Verschiebt man die y-Achse um die Strecke e nach links, so nehmen 
alle x-'V erte um dieses Maß e zu, und es ergibt sich: 

, _2'f(x-f- e) L:,f x+e'L, f L.fx+F e 
(x0 + e) = Xo = -----~- = - ·· -p···---- = F -- · 

Es vermehrt sich hierbei also das statische Moment M 11 um die Größe 
F · e, eü1e Beziehung, von der man unter Umständen Gebrauch macht. 

, M 11 -t-F e 
Xo= -·· y-· 

Ist die gegebene ebene Fläche nach einer Richtung oder n ach beiden 
(x und y) symmetrisch, so vereinfacht sich die Rechnung, da alsdann 
der Schwerpunkt in der Symmetrieachse bzw. im Schnittpunkt dieser 
liegt. Hieraus geht unmittelbar die Lage des 
Schwerpunktes bei einem Parallelogramm 
und dessen Sonderformen dem Rechteck- und 
Quadratq u erschnitte , sowie beim Kreis 
und I{,i ng q uersc h ni tte als in dem Schnitt
punkt der Diagonalen bzw. in Kreismitte lie
gend, hervor. 

~~c __ _ 
h -I h. 0 

t 3 8 
A· o.---.,..· 

]'ig. 40. 

Die Dreiecksfläche (Fig. 40) zerlegt man in kleine Streifen 
parallel zur Grundlinie, deren Einzelschwerpunkte sämtlich auf der 
Mittellinie des Dreiecks durch 0 liegen. In bezug auf die Spitze des 
Dreiecks gilt: 

h 

-, j~ydy 
2.fY i> 

Yo -= . F = --;;h-
2 

Da :r : y = a : h ist . so wird : 

und somit: 

y · a 
X = --

h 

h 

( a 'd . h y- y 
0 

ah 
2 2 

Der Schwerpunkt liegt in der Symmetrieachse, und zwa.r um j- h von 
der Spitze nnd § h von der Grundlinie aus entfernt. 

:Xaturgcmäß kann man, da das Dreieck drei Mittellinien hat, den 
Sch·werpunkt auch durch den Schnittpunkt von je zweien von ihnen 
finden. 
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Liegt (Fig. 41) ein Tra.pez vor, w ka.nn dies in ein Parallelogramlll 
uml ein Dreieck zerteilt werden . Alsdann folgt, bezogen auf die kürzere 
Parnllt'h;eik: 

VI + b2 V b~ - b1 , h2 
y 11 F = 1/o · 2 ·· · h =,- ..:...., f · y = 2 · h ~- h + b1 • 2 

h2 h2 
6 (2 b, - 2 b, + 3 bl) ~= 6 (bl + 2 b2) . 

Hieraus folgt: 
h(b, + 2 b2) 

Yo = -3-·(b;+b~f · 
Der Schwerpunkt liegt zudem auf der Mittellinie des Trapezes . 

r 
h 
' 

Fig . .t.l. Fig . <2 . Fig. 43. 

1~2 f~i j-~_b_l hl (2 !~~ j · hj) 
2(b2 h2 + b1 h1 ) 

\Vill man denselben Querschnitt auf die schmale Seite b1 beziehen, so 
wird in gleiehem Sinne : 

b1 hf -r h2 h2 (2 h1 + h2l y; = 
2 (bj h, + b~ h2) 

Ma11 überzeugt sich, als Probe für die Rechnung, daß y0 + y; tlcn 
Wert h 1 + h2 ergibt!) . 

FürdasWinkeleiseu i11 Fig.43giltfiiry0 clicsclhe Uleiehung, da 

b, h~ + b, h, (2 h.~ I h1 l + b1 hi + h, h, (:2 h 1 ! h,) 
--------~ (b, h, +"bl ",-,)---··--··-·---··--. 

2 b, hi + 2 bl hi -t· 2 bl h) h, + 2 b, h , h, 
----·-I (IJ,· ;1, .;: 7;:);y-.. _ .. ----· 
:2(b, h , : b, k ,) (h, f h,) 

,~-. .. - - . - - - · -- · -- · -- - = (hl h ,) " '· z. b. \1, 

2 (h, h, + bl hl) 
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es für die statischen Momente, bezogen auf die wagerechte Achse, ohne 
Bedeutung ist, ob das Rechteck F 2 die Lage in Fig. 42 oder 43 besitzt. Ist 
das Winkeleisen nicht symmetrisch, sind also seine beiden Flanschen 
verschieden lang, so ist auch die gleiche Beziehung für die y-Achse 
aufzustellen. Hier ergibt sich: 

bl b2 
x0 F = x0(b1h1 -\- b2 h2 ) = b1 h1 2 + b2 h~ 2 , 

h1 b'i + h2 bJ 
Xo = - - - ---

2(b1h1 + b2h2) 

Aus y 0 und x0 folgt die Lage von S 0 • Bei symmetrischem Winkel sind 
beide Werte gleich; hier kann die Schwerpunktslage auch durch Kon
struktion der die Winkel halbierenden Diagonal-Symmetrieachse nach 
Bestimmung des Wertes y0 gefunden werden (Fig. 43). 

Fig. 44. Fig. 45. 

In gleicher Weise ergibt sich für die I- bzw. [- Q n er s eh ni tte in 
Fig. 44 und 45: 

b3 h~ + b2 h2 (2h3 + h2) + b1 h1 (2h3 + 2h2 + h1) Yo = -- -- --------- ------- ------ · -
2 ( b1 h1 + b2 h2 + b3 h3) 

bzw. für Fig. 45: 

2 hl bi h2 b~ - -+ - -2 2 
------·- -- -

2 b1 h1 + b3 h2 

2 hl bi + h2 bi 
2(2 bl hl +-b~l-12) . 

Die Guldinsche Regel für Umdrehungskörper und ihre An
wendung zur Bestimmung der Schwerpunkte von durch 

Kurven begrenzten Flächen. 

Dreht sich in Fig. 46 das Rechteck ABC D um die y-Achse, die 
parallel zu A D ist, so bildet sich ein Hohlzylinder von dem Inhalte: 

V= n (ri - rf) h = n(r2 + r 1 ) (r2 - rl) h = ;r(r2 + r 1 ) b · h = 2 n Q F , 
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da (2, der Schwerpunktsabstand des Rcchteeks von der Drehachse, 

Q = r~ _ ~- = r2 __ (~2 .-~- --~~) = r2 t r1 
ist. Demgemäß ist der Inhalt des Drehung skörpers (V) g le ic h 
dem \Vcge des Schwerpunkts (2c.n), multipliziert mit der 
_Fläche (F). 

Ke11nt man Fund V, so kann ausdi ese r He ge ldi e Größe 
von g, cl. h. dieLagedes Schwerp unkts, abgel e itet w er den. 

y 

X 

!J 
!I 

l<'ig. 4(). Fh!. 47 . F ig. 48 . 

Bei der Halbkreisfläche (Fig. 47) entsteht durch Drehung um ,, 
< len Durchmesser eine K ugcl mit V = :\ r3 n; da P = r-;:_ ist, so 

wird mithin : 

F= 

(} = ,, 
-r"Jl 

2 .n. -
2 

4r 
3 :r 

Bei der halben Kreis - Hingfläche (Fig . 48) wird: 

Fiu-. 4H a. 

und somit: 
} n(r3 - r?) 

-- (r2 -~-rY) ~ 

2 .n 2 

, (r2 - ri}.n 
} = -- - ---

2 

4 (r3 - r;) 
:~n(;2 ~- rf) · 

Liegt ein Kreisa bs c hnit.t nn·, begrenzt durch die 

Sehne 2 8 =' s in Fig. 49 a , so Ü;t zunächst der Körper-
2 . 

[nhalt zu finden , der bei der Drehung der FlächeFEH DO 
entsteht, also der Inhalt der Kugel Yerminrl0rt 11m je 
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zwei Kugelabschnitte, die durch die Drehung der Teile FE B und 
A GD gegeben sind. Für einen solchen Körper gilt die mathematische 
Beziehung: 

n s n s3 
V= ~ (6a2 +s2)=nsa2 1' ·· 

1 fi 6 ' 

worin a den Abstand der Sehne s vom Mit telpunkt M des Kreises 
darstellt. 

Von diesem Körper V 1 ist der bei Drehung des Kreisabschnittes 
sich bildende innere Zylinder V2 =a2 ns abzuziehen, d. h. es wird : 

ns3 ns3 
V = a2 n s + 6 - ~ ~ a2 ns = 6- , 

d. h. der Inhalt V ist gleich dem einer Kugel mit dem Radius = ~ 1). 
Die Fläche F des Kreisabschnittes folgt (Fig. 49a) aus: 

J;' = Kreisausschnitt ME H D - D. ME D 

. y o . r2 ( y o . ) 
= r2n36oo - J r2 smy = 2 nl80 o - smy 

Demgemäß wird : 

V 

~ -~( ··~ y-a· · ·-~ · ~) · 
6 r n 180 c,~ ~ sm )' 

Hierin i st )' zu finden aus : 
. y 8 

sm2 = 2r · 
J<'ig. 49 b . 

Nach Kenntnis des Schwerpunktes des Kreisabschnittes ist dann 
auch derSchwer p unkt des Kreisausschnittes b ekannt, da man 
ihn aus dem Kreisabschnitt und dem Dreieck ableiten kann, von denen 
beiden die Schwerpunkte bekannt sind. Hier gilt (Fig. 49 b): 

e · 1: t = !1 e1 + f'J, r22 , 

1) F iir 1· = 8 wird: 2 



:l2 llie Grundzüge dpr Ft•stigkei t.s iPh l't'. 

Netzt mall hierin: 
!X 

s "" 2 -;· s in · . . 2 ' 

::;o ergibt sieh nach Umrechnung: 

h -~~ r eos -~-
2 ' 

240 ° rsin 1x 
_2 1). 0= 

'" ncx 
Ist a ber der Schwerpunkt des KreisR-usschnittes bekannt, so kann auch 

der des H.ingausschnittes abgeleitet werden aus dem Unterschiede 
eines größeren und kleineren Ausschnittes mit demselben Mittelpunkt 

und MittelwinkeL Das Endergebnis der 
Rechnung ist (Fig. 49 c) : 

240 ° r sin ~- 3 ·t 
2 r -1·1 

Setzt man: 

l'i~. 49 (', 

n!X 

!X = 90'' . 
2 

liegt also ein Halbkreisring vor, w wird sin C\ = 1, uncl es ergibt sich, 
wie schon auf 8. 30 entwickelt wurde: 

4 (r3 -- r /) 
.Q = .. •) -·-., 

.3 n (r · -- ri) 

Die Sehwerpunktsbestimmung von LinieH. 

Auch hier wird die Guldinsche l{,egel, und zwar in Verbindung 
1nit Drehnngsflächen zur Lösung herangezogen. 

1 ) l<'iir ,2; f ergibt sich : 

'> r si n -" r cos 1\ 
" ( ' w ' 2 ' 2 1'2 (' IX • ) 1'2 IX ~- " i~O --- - sinc.) + --2--~ -= 2 n l80 ~ sm o. + siniX ; = 2;r!sö · 

WeitPr vereinfacht sich die r echt e Seite der Gleichung: 

(2rsin 0-)· '' 
. 2 

12 

(

I ' ( '( :\ • (:\ ) 

_,-= ". '1'3 sm · + 8 Jll C\ co~2 ) _ ;, 2 :.. 

Demgemäß wird: 

:T C\ 
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Dreht sich CFig. :10) die Linie s um die Achse y y, so beschreibt sie 
einen Kegelmantel mit der Fläche: 

F = (r + r1)n· 8· = 2(~ 1 -rl)ns=2ens, 

worin e den Schwerpunktsabstand der körperlich gedachten Linie 
von der y-Achse darstellt. Demgemäß ergibt sich hier der Satz : 

Die Fläche ist gleich dem 
Schwerpunktsweg (2 Q n) m u 1 t i -
pliziert mit d er Länge der Linie. 

!J 

Das Gesagte gilt in gleicher Weise für 
jede Linie, also auch Kurve, die n:mn sich 
aus einzelnen kleinen Stücken gerader 
Linien zusammengesetzt denken kann: 
8 1 8 2 s3 ••• mit den Schwerpunktabständen 
!h Q2 Q3 ••• Dann wird: 

s~ ~s, J 

~s~ s. 
ss Ss 

X 

!I Vi(!'. fi tl 

Denkt man sich den Schwerpunkt (S in Fig. 50) des gesamten Linien
zuges (s) gebildet und ist sein Abstand von der y-Achse = Q, so wird 
nach dem Gesetz der statischen Momente (s. S. 17 u. 18): 

i.! 8 = fl1 81 + 1.!2 82 + (}3 Sa + · · · 
und somit : 

F = 2ngs; 

Ist bei einer Kurve die Bogenlänge 
die durch sie erzeugte Umdrehungs-
fhtche, so wird in gleicher Weise: 

F e = --- . 
2nb 

Aus der Halbkreislinie ergibt 
sich (Fig. 51) F = 4 r 2 n, gleich der 
Oberfläche der Kugel 

= 2neb=2nern 

F 4r2 n 2r . o = -- = - -- -- = = 0,636 r . 
~ 2nb 2nrn n 

F 
12 = ----

2ns 

= b bekannt und kennt man 

!I 
l<' ig. 51. Fig. 52. 

Liegt (Fig. 52) ein Kreissegmentbogen vor, so ist F =2rns 
gleich der Oberfläche e iner Kugelzon e und: 

(\:0 

b = r n isoö 0 

F o er s t er, Hepetitorium. I. 
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llemgnnäß wirr!: 

J? 2r:ns 
() = --~ ~ ~ = -
~ 2:rrb 2:nb 

rs 
IJ 

rs 
IX" 

r :Jli::~o" 

8 

cXO 

1m Falle, daß IX = lt\0 o wird, d. h. ein Halbkreis vorliegt, <tlso auch 
für s der, vVert 2 r einzuführen ist, geht diesc> Gleichung in die oben 
entwickelte über: 

2r 
!:.! =-

:Jl 

L' l I . (' l . h 1 h . U' . (\ J:',rcJetzt Inan 111 < cr o ngcn , cw Hng s < nrc senwn n'ert 2 r .~m •), 

,;o ist: 

•> r sin c\ 
~· 2 

u= 
b C\0 

.-r. 186° 

2. Beziehungen zwischen Trägheitsmomenten für 
verse hiedenc Achsen. 

a) Die a nfeinander ,;enkrecht stehenden Achsenpaare 
gehen dnrch e1n nnd denselben Punkt. 

Unter Beziehung auf em recht\vinklig angenommenes Achsen~ 

kreuz .r, y, bezeichnet man das Produkt aus den Summen aller Quer~ 
schnittsteilchen (dF), multipliziert je mit dem Qua.dmte ihrer Abstämk 
von der Achse, wie schon auf S. 21 hervorgehoben wurde, mit dem (am.; 
der D,vn a mik a bgeleitcten) ?\ amen des Trägheitsmomentes: 

J'" = i y 2 dF m hczug anf die ;;:;-Achse, 

.!!! = / ;;:; 2 dP in bezug mlf die y-Aehse 

Illlcl mit J xy , - 1 .r y df? das Zentrifugalmoment. 
Sind nur wenige endliche Querschnittsteile Yorhanden, ~0 kann 

an Stelle des J das Smnmenzeichen treten: 

J X= l\ yf + F2 y~ + P:l ii + ... = V i 0 y2 

und ebeuNo: 

Dreht ll\an das rechtwinklige Achsenkreuz :t.: y um !len 
die Lage :r' y', 80 sind die nenen Koorrlinatcn (v~l. Fig .. i:3): 

y' c= y COS IX --- X sin C\ 

nnd dcmgcmi1f.l \I'Pnlen jetzt die QIH'I'~ehnittsmonwnte: 

C\ in 
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l. .!x· = fy' 2 dF ~= cos2 a jy2 dF -+ sin2afx2 d.F' - 2sin a cos a ):rydF, 

2 . .!y· = fx' 2 d.F = sin2 o: J y2 d.F+ co::h' J x2 dF + 2 sin a cosa fx y dF, 

:3 . ./x•y· = sin a cosa ({y2 d.F' - - f x2 dF) + (cos2a- sin2 a) f x y dF. 

Setzt 1nan hierin für (y 2 dP bzw. /x 2 dF bzw. (x y dF ihre Werte 
ein, so stellt sich ein Zu~a.mmenhang .zwischen den Jx-, .J..". - , .!v- und 
.J y' -Werten hera. us : 

a) J x' = J ., cos 2 <X + .J y sin2 1\ - J"' y sin 2 <X , 

b) J y ' = .r, sin2 a + J y cos2 a + Jx 11 sin 2a , 

c) Jy·x·=-~(J"- Jy)sin2 a-j-Jxy cos2a. 

Durch die Addition von a) und b) folgt: 

Jx. + .111• = .!x(cos2 (1; + sin2 a) + .!y(sin2 o.: + cos2 o: ) = J" + .!y, d. h. 

Die Summe der Träg.heitsmome nte, bezogen a u f irge nd 
zwei durch einen und denselben Punkt gehende rechtwink
lig e Achsen, ist konstant. 

y y ' 

X 

y' y 

Fig. 53. l<' ig. 54. 

Bezeichnet man (Fig. 54) mit dem Ausdruck des pola r en Träg
heitsmomentes des Querschnitts auf einen in der Ebene des Quer
schnitts gelegenen Punkt 0 bzw. eine hier senkrechtstehende Achse 
die Größe: 

JP = fr2dF , 

so wird, da r2 = :c2 + y2 ist: 

JP = /(x2 + y2)dF = .Jv -j- Jx . 

vVählt man auch hier ein beliebiges anderes senkrechtes Achsen
system x' y' durch denselben Anfangspunkt, so gilt auch hier: 

r2 = xi + yi , d . h. J P = .ly· + .J.,. · 

Durch Gleichsetzung der beiden Jp-vVerte folgt unmittelbar : 

J II + J X = J y ' -j- J x' ' 

3* 



Die Grumhiige der J<'eRtigkeitslehre. 

rl. h. der Beweis der Richtigkeit cloH oben entwickelten Gesetzes auf 
einem anderen vVoge. 

Führt man in die obige Gleichung für .Tx· (a) die trigonometrischen 
Beziehungen ein: 

o l + cos2 x 
COS"rX == --2 --

1- cos2x 

2 

BO erhält J x' den Wert: 

d) Jx, = ~-(.T.,+ .Ty)-!- }(.Jx ---- J 11 )co_;2x -- Jx 11 sin2x. 

Dieser Wert erhält einen Größt- hzw. Kleinstwert, sobald die e1ste 
Abgeleitete: 

ist. d. h. für: 
- 2Jxy 

ta2 rX = ---
'"' .Tx -- .Ty 

Dieser Gleichung genügen 2 vVinkel x, die sieh voneinander um 90" 
unterscheiden. Die Aehsen, für die der Größt- bzw. Kleinstwert von J 
eintritt, stehen also senkrecht zueinander. Sie führen den Namen 
Hauptachsen; die auf sie bezogenen Trägheitsmomente werden als 
Hauptträgheitsmomente bezeichnet. 

Ersetzt man in der Gleichung für Jx'y' (c) den \Vert für .Txy durch 
den obigen Gleichungswort: 

.Txy = --pg2x(.Tx-Jy), 
so wird: 

J,.y• = ~ (Jx- J 11 ) iÜn2 rX- ~- tg2 x(.Tx- J 11 ) oos2 rX 

= ~ ( J x -- J y) ( sin2 x -- tg 2 x cos 2 x) 

= 0(Jx-J11)(sin2x -sin2x)=O, 

d.h.dasZentrifngalmoment für dieHauptachsenist gleichü. 
Da für jede S y m m e tri e a c h s e das Zentrifugalmoment 

Jx 11 =(x·y·dF=O 

ist, so ist zugleich auch jede Symmetrieachse Haupt
achse, nnd somit sind weiter die auf z·wei zueinander 
senkrecht stehende Symmetrieachsen bezogenen Träg
heitsmomente auch Hauptträgheitsmomente. 

Bezeichnet man die Hauptträgheitsmomente mit J 1 und J 2 , so 
wird für ein anderes senkrechtos Achsenkreuz: 

e) Jx = J 1 cos2 x + J 2 sin2 <X., 

f) .Ty = J 1 sin2 x -j- .T2 ros 2 x --= .!1 -!- J 2 - Jx

g) .fxy =~ }(J1 - .12) 8in2f\. 
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Diese Gleichungen sind aus den allgemeinen Beziehungen unter 
a, b, c abgeleitet, wobei berücksichtigt ist, daß für die Achsen der Haupt
trägheitsmomente der Wert .lxy = 0 ist. 

Setzt man in die Gleichung (d): 

Jx' = ~(.!" + .!y) + }(Jx - .l71 )cos201 - .lxysin21X 

den Wert .lxy aus der Beziehung: 

tg2 IX = 

em, so ergibt sich: 

J,. = .!1 = {-(Jx + .!71 ) + !(Jx - .!y) cos2cx + !tg2~X(Jx- .!y) sin2cx 

~ ( J x + J y) + t ( J x - J y) C OS 2 (X ( l + tg2 2 (X) 

~ (Jx + .fy) + !(Jx- .fy) Yl -f: tg 2 2--;x , 
Hnd demgemäß unter Einführung des obigen Wertes von tg2 " : 

h) .~1 = t(J" + Jy) + t(J"- .!y)Vl ~ C"2~"%-t 
, J J -~ /(J-:-=- .fy)2 +4f;x 

= }(J" I Jy) + ~- ( x - y) 1 - (J; :__-J;)2 - --

= }(Jx + .fy) + -~ 1 (J~-=-7'y)-2 + 4J~x = .Imax, 

und ebenso entwickelt sich: 

i) ./2 = 1:- (Jx + Jy) - -H'(jx -_ Jy) 2 -t4J~x ~-=.Imin· 

Liegt ein Querschnitt vor, bei dem Jx = Jy ist, z. B. ein gleich
schenkliges Winkeleisen, so wird : 

b) Eine durch d e n Schwerpunkt des Querschnitts gehende 
Achse wird parallel verschoben. 

Wird die Achse x x in Fig. 55 um die Entfernung a parallel zu sich 
verschoben, so haben die einzelnen kleinen 
Querschnittsteilchen, die vorher einen Ab
stand von y von der x-Achsc hatten, jetzt 
einen Abstand von (y :i a), je nachdem sie ~-.r"--t---"-<:'IT--.-::--+----!'~"''
jetzt weiter entfernt von der neuen Achse (x") -c· x",_·---1;-- ---H'---'t.....,L--...:"t.:""L' 

liegen ( + ) oder näher an sie herangerückt 
sind. Demgemäß folgt jetzt das Trägheits
moment auf die neue x" x"-Achse aus der 
Erklärung dieses: 

-y 

l<'ig. 55. 

Jx" = 2.' f(y ± a) 2 = 2: /y 2 ± 2 f2ya + 2; /· a 2 . 



llie Urumlziige der FeBtigkeit-dehre. 

In clim.;er C:leichung bcdc u tL t der nste tlumtLaEd 2,; f y2 das Träg
heitsmoment des Querschnitts anf die x-Achse = Jx; der zweite tlnm
mand 2,; f 2 y a = 2 a Y f · y ist das mit 2a erweiterte statische Moment 
des Querschnitts, bezogen auf die Schwerachsex x, und hat, da in letz
terer die Fläche statisch Yereinigt ist, einen Wert = 0. Der dritte 
Nmmnam1 endlich stellt dar: 2;; f a2 = a 2 L f, ein Produkt aus der 
Gmmmtfläche, multipliziert mit dem Quadrate der Entfernung der 
parallelen AchserL Demgemäß führt die oben gefundene Beziehung 
Jx,. '~' Jx a2 F zu dem Gcsdze: 

Das Trägheitsmoment, bezogen auf eine Achse parallel 
z11 einer Schwcrachse, ist gleich clcm Trägheitsmoment 
auf (lie:-;c und der Gesamtfläche, multipliziert mit dem 
(,)nadrate cleii Abstandes der beiden Achsen. 

B!'skht ein Querschnitt aus mehreren 
Teilen, clie je auf senkrechte Schwer
achsen bezogen und deren Einzelträgheits
momente bekannt sind, so kann man unter 
Verwendung des oben hergeleiteten Gesetzes 

auch das Trägheitsmoment 
des gesamten Querschnitts auf' 

-t-;:-<-Y'cr'---=---~~x"'2'-- den gegebenen Einzelgrößen 
bilden. 

Liegt z. B. ein au~ zwei 
Teilen bestehender Querschnitt 

Fig. sn, nach Fig. 56 vor, bei dem von 
Teil F 1 gegeben sind J,,, Jy,, 

J,, y, , uncl ebenso von Teil .h\ die Größen J,, ·, .]112 , J.r,l;,, so ergibt 
sich im Hinhlick auf die Figur nncl deren Bezeichnungen: 

Da in 8 die GesamtqucrschuittsfHiehe (F1 + F 2 ) vereinigt ist, so ergibt 
sich aus der Beziehung der Btat.isch(n Momente anf sl: 

nnd somit: 

Hieraus folgt: 

.h\F2 ·u~ 

p~- + P2 ' 
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und somit ergibt sich: 

1' F a2 
J = Jx + J + _1 J .. --. 

"' ' x, Fl+Fz 
und ehem;o (vgl. Fig. ~>6): 

Jx y c= J,<, l!, + J":,y, + .Jll 1h ~~ + F2 1/2 ~2 1 ); 

. F 1 1'2 a·b 
Jxy = J,c,y, + J,.,y, + --F--·-·-; 7>1 • 

1 T L' 2 

Sind die Schwerachsen der Flächenteile F 1 und F 2 Hauptachsen, 
also deren Zentrifugalmomente je = 0, so wird: 

J = ?'1 F_z__a b 
xv Fl + F2 . 

Die Gleichungen sind wertvoll, weil sie die Ermittlung der Träg
heitsmomente usw. der Gesamtfläche auf deren Schwerachsen gestatten, 
ohne daß deren Schwerpunkt erst vorher bestimmt zu werden braucht, 
vgl. das Zahlenbeispiel auf S . 52. 

3. Die Berechnung der Trägheitsmomente der wichtigsten 
ebenen Querschnitte. 

Da die für Berechnungen des Hochbaues 
vorkommenden Flächen sich in der Regel 
in Rechtecke bzw. Parallelogramme und 
Dreiecke zerlegen lassen, so wird auch die 
Bestimmung der Trägheitsmomente für diese 
besondere Bedeutung haben. 

Bezieht man beim Pa ra 11 e logramm 
(Fig. 57 a) mit der Grundlinie = b und der 
Höhe = h dessen Trägheitsmoment auf die l;'i:z. 57 a. 

1 ) Bezieht man das Zentrifugalmoment J , , Yt des Flächenteils F, auf den 
Punkt S mit den Abständen 'Ii und l:'1 von 8 1 , so ist : 

J,,,= L}dF(x1 + c"1). (!!J + 'll) =·c 2,~dFXJ1fl + L;dF;t'i! + L}dFx1•11 + L;dfi'yl~t. 
Da die letzten beiden Summanden die statiwhen Momente des Flächenteils F't, 
bezogen auf seinen Schwerpunkt , nur m.it •11 bzw. l:'1 erweiter-t., d arstellen, also 
je =0 sind , ferner L;JFE,,, , = F1 ~1 •!t ist, so wird: 

J , y = L;dFXI!fl + F1 ~1'11 ~.-.c Jx, q, + F1 1il ; 1 · 

Von d iesem Gesetz ist obenst-ehend Gebrauch gemacht worden (für F 1 und F 2 ). 



Die Grundzüge der Fcstigkeitslehre. 

zu b pa.rallele Schwerpunktachsc, also die Hauptachse I I , so ist : 

+th 

Jx = Jl =fy2dF 
j/1 

und cla dF = b dy ist: 

+!" r o h)3 . o h)3] b h3 
J!=)y2 bdy=bl·3·--r _:3. = i2 

-lh . 

Ebenso ergibt sich für die andere Schwerachse b e i d en Abmes
:-;ungen : Grundlinie = a und Höhe = h' : 

]'ig. 57 b. 

a h.'a 
J 2 = l2 . 

Iu gleicher Weise ist für da s l~ e chteck (Fig. 57b) mit 
den Seiten b und h: 

b h3 
J- . 
l- 12 ' 

Handelt es sich hier um das Trägheitsmoment für die Achse 0 0, d. h. 
die eine Begrenzungslinie b als Achse, so ist: 

J = b_h~ + F. (-~) 2= bh3 - ~ b h2~2 = b h3 
l) 12 2. 12 I 4 3 

Für den Sonderfall des Qua cl rate s mit der Seite = a wird : 

Für d as Dreieck (Fig. 38) ergibt sich in bezug a uf eine Achse x ;.r, 

durch die Dreiecksspitze und parallel zur Grundlinie b gelegt , bei einer 
Dreieckshöhe = h: 

Fig. 58 . 

h 

Jx = jy2d_F; 
u 

hierin ist der kleine :Flitchen~treifen parallel 
Z \1 b : 

r//t' c.= x·dy = bydlf 
h . 

6 

Hieraus folgt da,; 'l'rügheitsmoment auf die z n b pa nt!lele Schwer -
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? ~ _4_ h2 = ~ -h~ - 2? ~3 = ~~:l 
2 9 4 9 36 

Bezieht man das Trägheitsmoment auf die Grundlinie des 
Drei e c k s als Achse, so wird: 

Jo = b3~3 + b{~. (-} h r = ~3~~ + bl~3 c= ~1~: 
Will man das Trägheitsmoment des Kreises in bez.ug auf den 

Mittelpunkt dieses, also das polare Trägheitsmoment, büden, so kann 
der Kreis (Fig. 59) als aus lauter einzelnen , diffe
rential kleinen Dreiecken bestehend angesehen 
werden, die alle ihre Spitze im Kreismittelpunkt 
httben und deren Grundlinie das kleine Stück 
des Kreisumfanges "b" darstellt. Für das ein
zelne kleine Dreieck gilt alsdann der vorstehend 
für die Achse durch die Dreiecksspitze ent 
wickelte Jx-Wert: 

b h3 
.fx = -----

4 
l<'ig, 59 . 

Für die Gesamtheit aller Dreiecke, also den Kreisquen;chnitt, wird dem
gemäß das polare Trägheitsmoment : 

r3 ---. r 3 r4 :n 
J P = 4- _2: b = 4 2 r :n = - 2- . 

d d4 n 
Führt man 2 = r ein, so ist: J p = -3-2- · 

Will man das Trägh e it s moment des Kreises für den Kreis
dur c hm e sser I I= J 1 entwickeln, so drückt 
sich dieses a us (Fig. 60): 

.Jl = _2:y2dF 

uncl auf Achse II II: 

J2 = Yx2 dF. 

Für den Mittelpunkt des Kreises wircl: 

J;, = 2' ezdF = ,L(x2 + yz) dF 

= ~ x2 dJi' + :Z,y2 dF = J2 + Jl 

Dtt bei der Symmetrie der Kreisfläche und 
Fig. 60. 

dem Bezug der .!-Werte auf die Hauptachsen .!1 = J 2 wird, so folgt: 

-!_1, r4 :n d4n 
JJ ·- ·- J - --

2 2 4 64 
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Hicraui:\ ergibtsich alsdann weiter dasTräg h ci t s m o m e 11 t de s Krei s 
ringquerschnitts mit den Durchmessern D hzw. d (vgl. Fig. 61): 

1 
I 
1 

I I 
~:- ·-0 --::.l 

Fig . 61 . 

. (D'1 -- d4 ) n J = J ~~ · - ·· ······· ... . .. . 
1 2 ß4 . 

Liegen _Querschnitte vor, die aus Kreis-
L flächen bzw. einzelnen R echtecken usw. zu

s .\ m meng esetzt sind, ·so werden die entsprechen
den Trägheitsmomente durch Anwendung der 
vorstehend entwickcltcii Ergebnisse nnd der all
gemeinen Beziehung : Jx = J 1 + a 2 F (vgl. S. 38) 
~1bgeleitet. Hierüber geben die nachfolgenden 
beispielsweisen Ermittlungen Aufschluß: 

I. Vö r ueu aus 5 Kreispfählen gebildeten Pfeilcrqnerschnitt m 
Fig. 62 e rgibt sich für Achse I I: 

4.i 

d1 ;r . (d'1 ;r ' !l2 .'1 ·') ~ dJ :7. d2 :7. .. 
.;1 0 00 3 Ü4 + :! 64- -:-- 4 · 0 - = 0 -64 + --2 a· · 

Derselbe \Vert zeigt sich für Achse II II nnd auch für die unter 
znr Achse I I geneigte Schwerachse :~: x: 

Jx = ~ii' : 4(~ii~ + 0i~~ c2); (2cF = 2a2 c = ,.::_. ' 
f2 

F ig. ö:l. 

2 . Äh11lieh ~tellt sieh die ltl'elmung hei dem aus 4 Kt·Pispfählen 
gebildeten Pfeiler in Fig. 63. Auch hier sind diE' J-\Verte für die Achsen 
I, Ilund xeimmdor gleich, wie au~ drrSynnnetrie d er Gesamtanordnung 
a uch zu rrwarten steht.: 
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d4n 16- + d2n. a2 = Jl = J2 . 

3. Für den Querschnitt in Fig. 64 können die Trägheitsmomente 
für die Hauptachsen durch Abziehen der Werte für das innere Recht
eck von denen des äußeren ermittelt werden: 

b h;; b Jd 
l -- ----- ----·· 
• l - 12 12 , 

b3 !J3 
f2 (h - htJ = 12 . 2 d . 

H;. 64 . Fig. 66. Fi ; . ß7_ 

Dasselbe Ergebnis hätte sich auch (für die Achse 11 I I) herausgestellt, 
wenn man die beiden schraffierten Rechtecke für sich betrachtet hätte: 

db3 

.]2 ~~ 2. 12 . 

4. In g leicher Weise ergibt sich für die Querschnitte m Fig. 65: 

Jl 
b hB b1 ht 
12 - 12 , 

h b 3 h b;' J ~ ---- -- J ____ l 
. ~ -- 12 12 , 

und in Fig . 6ß : 
b h:l bl hi' 

.JJ =c 12 --- 212 ' 

(h - hl) b3 hl b;~ 
J 2 =" 12 + -iT- ' 

woriu b0 = b -- 2 b1 ist. 
5. Für den [ -förmigen Querschnitt in Fig. 67 muß zunächst die 

Lage des Schwerpunktes S in bekannter Weise mit Hilfe der Gleich-
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~etzu11g der st<ttü;chen 1\lonwnte des Uesamtquerschnittcs uml seiner 
EillZ('ltoilo bestimmt werdctL Ist hierdurch d ie senkrechte Schwer
achse durch den Abstand c festgelegt, w ergibt sich : 

bh: b1 M 
.!1 - -~2- - 12 

./., = h .. rl.-3 + hd(' r - - d l2 + 2 ('l~~d! + b1 dl · V2.) . 
- 12 2 ; 12 . 

l·her ist v der Absttutcl des Schwerpunkts s des f{echtecks b1 d1 von d er 

seukrech ten Seh wcraeh:;e I I I I ~= b -· c -- ~1 . 

G. B ei dem z-förmigcn Qnersehnitte in Fig. m; ist: 

b h3 IJL h~ 
.J ·= -·- ·· -
. I 12 12 

Es ergibt sich also dasselbe J 1 wie für Fig. 67, weil es für die 2, y2 dP, 
also die Beziehung des Trä.gheitsmonHmteR auf clie wagerechte Schwer-

Firr. 68. F ig. 69. 

achse, iln vorliegendoll Falle bedeutungslos ist, ob das obere wage
rechte Rechteck sich nach l inks oder rechts von der senkrechten Achse 

wie in Fig. 67 
Ferner wird : 

erstreckt. 

hd3 ' d b1 'b d) 2 ] 

J 2 ' " 12- + 2 l--i21 -f- bA(; + 2 . 

7. Für den Krm1zcpwrschnitt iu Fig. GD wird: 

b h3 bl hl 
.Tl = 12 + 12 

!.. h (b + blp -!·· (h~. ~_jl)bi . 
' 2 = 12 12 

8. Liegen (Wig. 70 u. 71) z\\ei sogenaJmtc BlcchbalkeHquersehnitte, 
bestehend aus ei.ncl!l Stehhleclw, Yier \Vinkelei;::en bzw. auf ihnen noch 
auflagernden Kopfplatten \ ' Ol'. so ergiht ,;ich, und zwar unter Abzug 
im en;te11 Fall der wagercebtell ::\ietlöcher, im zweitPn Fall uut.er Berück-
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sichtigung der Querschnittsschwächung durch die senkrechte ~ictung 
auf die Hauptachse I das Trägheitsmoment, in Fig. 70: 

b h3 b h:' b M (c d3 ) 
JI = -12--2-121 -2 }{ -2 12 + cdJ.2 • 

Hierin stellt der letzte Klam.merausclruck den Abzug dar, der durch 
die wagerechte Nietung also durch die Querschnittsschwächung von 
2 · (c · d) bedingt ist, die mit 
ihrer Achse um das Maß i, von 
cler Achse I I entfernt liegt. 

In gleicher \Veisc wird m 

Fig. 7l: 

( b - 2 d) h3 bl k/ J = -- -- -- - 2 ---
1 12 12 

(b2- d)h~ ' b;1h:i -- 2 ----- -- 2 --
12 12 

Hierbei ist - zur Vereinfachung 
der Rechnung - von vornherein 
beiclerseits ein senkrechter Strei-

h 

Fig. 70. Fig. 71. 

fen von der Breite = d = der Nietstärke uHd der Gesamthöhe = h in 
Abzug gebracht. Dadurch vermindert sich bei dem Ab>mg der beiden 
Rechtecke b2 h2 deren Breite b2 jederseits um die Größe d. 

9. U m das Trägheitsmo
ment für das rege! mäßige 
Achteck (Fig. 72a) zu fin
den, geht man wie heim Kreis 
vom polaren Trägheitsmo
ment des Dreiecks, und zwar 
im Hinblick auf die natur
gemäße Zerteilung einesregel
mäßigen Polygons in gleich
sc h e n kl ig e Dreiecke, von 
einem solchen (Fig. 72 b) aus . 

Nach S. 41 ist : 

I 
I 

I 
I 

I 
a) 

Fig. 72 a , b. 

Da a = 2 h tga bzw. im Vieleck (Fig. 72a) a = 2 r tg c:x, h ,,, r ist, 
so wird: 



.[(j 

1111d fiir Plll regelmiil.lige,.; n-Eek: 

nr4 tga 
.rp~= 2 -- (l+\tg~!\). 

Hier gilt genau das gleiche wie beim Kreise (wegen der vollkommenen 
Symmetrie des Querschnittes), d . h. alle Trägheitsmomente auf Durch
messer dnrch den Polygonmittelpunkt sind unter sich gleich und eiri 

]·wies = JP Demgemäß wird beim regelmäßi!ren Achteck: . 2 ~ 

8 
J =J = --- r4 t<riX(l+ ~ . to 2 cx) 

1 2 2. 2 "' .. ,..,. 

und fiir: 

4. Allgemeine Beziehungen für Zentrifng·almomente 
und für deren B_m·echnung. 

Ist dar.; Zentrifugalmoment für ein senkrechtes Achsensystem x' y' 

= Jx'y' bekannt und wird die gleiche Funktion für ein mit ihm par
alleles Achsensystem x y gesucht, das vom erste 'l um dieAbstände ~ 
und 17 entfernt liegt, so wird (Fig. 73): 

.lxy = {(x' + ~)(y' + 17)df? = {c'y'dF' + j~y'df? + }~ l)dF' + jx'IJdF 

= Jx'y' + ~J)P. 

1 

Fill. 73. l.'ig. 74. 

Die SummaiHlen I; jy' dF und 11 J:l dP sind je ·~~ 0, weil das j 
je das statische Moment der Fläche, bezogen auf ihren Schwerpunkt, 
darstellt 2). Liegt der Sonderfall vor .Tx'N' = 0 . Ü;t also eine der Schwer-

1 ) Für den Qurrs c hni t t ergibt sich: 
l 2 r tg ~ 1· 

z; CO~ s' ---:t = 8 •(12 l)r" = a,:lt:n /", 

") Vgl. auch die Anm. I auf S. :W. 
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achsen x' oder y' eine Sym nwtrieachse, so ist: 

.7;,, !I = ; lj]11 , 

Für ein Rechteck (b · h), dessen .l.,y auf zwei Achsen bezogen wer
den soll, die mit den Seiten zusammenfallen (Fig. 74), wird hiernach: 

b h b2 h2 

.f.=-· bh= ·· -
X!J 2 2 4 

Besteht der Querschnitt aus mehreren l{echtecken, so wird 
dieselbe Gleichung benutzt; nur ist hier auf die Vorzeichen der einzelnen 
Schwerpunktsabstände ~ und YJ zu achten. 
Nach Fig. 75 wird z. B. nach Einteihmg cbs 
Querschnitts in 3 Rechtecke F 1 , F 2 , F 3 mit den 
Schwerpunktsabständen +~1 + 111, ~f2 -112 

und - 173 + ~3 das Zentrifugalmoment in bezug 
auf die Sclnverachse des Gesamt querschnitts .:~: y 

gebildet .in der Form : 

Jxy = J\ 111 ~t + P21l2 ~2 - F3 1)3 ~3 . 

Liegen Querschnitte vor, die man in kleine 
Rechtsecksabschnitte zerteilen kann, so bleibt 
der Rechnungsgang derselbe wie vorher. Hier 

Fig. 75. 

ist aber darauf zu achten, ob die Mittelpunkte aller d ieser kleinen 
Rechtecke auf einer Achse liegen, die parallel zu einer der Bezugsachsen 
verläuft, oder mit diesen (Fig. 76) einen Winkel a einschließt. In letz
terem Falle ist zu beachten, daß x = y ctg a ist; demgemäß ist das 
Zentrifugalmoment in der Form zu bilden: 

Jx y = f xydF = {yctga · ydF = ctga j y2 dF = ctga J x . 

Für das in Fig. 76 dargestellte Drci ee k uncl die Achsen xy ergibt 
~ich z. B ., da für 8ie 

ist: 

b h3 .r = ---
X 4 

bh3 
.!xy = T · ctgiX 

Für das Ach,;ensystem x1 y1 durch den Schwer
punkt des Dreiecks selbst, also für Achsen, die 
keine Symmetrieachsen darstellen, wird nach der vorstehe nd ermittel

ten Gleichtmg: 

.f" IJ = .fx·y· + F ij ~ , 

b h3 b h . 
Jxy = Jx y - PI} i; = -4-ctga -- 2-· lj c; 
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IJ ü.;t = ~ h, und ~ =c I) ctgo; ··~· ~ hctgcx . 

./.., = bh3 ctu(\- bZ.!2h2_ hct<ro; =Ct(ro;(~b_!!3- ~b. h:l) = bh:lctgC\, 
x v 4 ,.. 2 :l :3 '""' '"' 3ß :{G aß 

5. Zahlenbeispiele. 

1 a. Die größten und klein:"ten Träghcitsmomm1te sind ;r,u berechnen 
für ci n H echte c k von 4;) cm Höhe' und 20 cm Breite'. 

20 . 4;)3 - - n . c ~~ .~ 2 ,.. ' -~ ·) • r; ~- - ,.. '"'' . -1 
./1 = l i - ,J • 4,J 1.> - 4,J · 1 ,J -~ ~02o · I,) --- I ,) l 81 ,) Clll = Jmax , 

4.) . 203 - - . ' ' -
J 2 =~ = 1.> · .> • 20 2 == .30000 cm4 = Jmill . 

12 

I b. Für denselben Quer~chnitt i.st das Trägheitsmoment, bezogen 
auf die Seite b == 20 cm zu lwstimmen: 

bh3 20-453 
.fo o= -3 = -~~ -- ~~ 20. 452 • l:'i = 300. 2025 = (}07500 cm4 • 

2. Die Trägheitomornente J 1 = J 2 eine~[~ Querschnitts nach 
Fig. ß7 sind geweht für <lie Abmessungen: b = 10 cm: d1 = 1 cm; 
h =-= 20 cm; b1 = 0 cm, also auch d = l cm hzw. h 1 •=• 18 cm. 

Zunächst ermittelt sich c mm der Beziehung: 

c · 2 f =· /1 ~~ + 2 fz ~2 , 

_2 f = 20 · l + 2 · 9 · l = 38 cm 2 , 

/ 1 == 20cm 2 ; ~1 = 0,5 cm; / 2 =~ 9 cm2 ; ~1 = (l + 4,5) = :i,;) cm, 

20. 0,5 + 2. !) . 5,.-J lO + 2. 49,5 
38 

109 
-- = '> s-, cm 38 -· ' c = 38 

Dcmgcnüif3 ist (vgl. I•'ig. ß7): 

V = b -· C -- b1 = 1() - 'J_.,u __ ,-, 2 " · 4,.-> = 2,ß3 cm. 

l~s wird mmmchr: 

10 . 203 !J . 183 
- - 12 = ßß()ß,(j cm3 

12 

_ _ h d3 , _ ( , d ') 2 ( b] d1 • 2) 
J2 -- 12 -t- hd i ~-- 2 + 2 -12 --,- bldtv 

20 . 13 ( !)3 ' 1 ) 
= 12 + 20·1 (2,87- 0,5) 2 + 2 .. -·12 + !). 1. 2,ß:~2 

= l,ßß + 112,82 + 2 (60,7:1 + ß2,2i) ~= 360,02 em 4 . 
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Auf die Achse 0 0 (Figo 67) ergibt sich das Trägheitsmoment zu : 

20 . 13 (1 ° 1)3 ) 
Joo = -3-- + 2 - fi + 1° 9 · (1; + c)2 = 6,66 + 2 (60,75 + 9. 50:)2) 

= 672,66 cm4 = 360,02 + 38. 2,872 0 
30 Von einem regelmäßigen Acht-

eck ist die Seite a = 20 cmo Gesucht 
wird das Hauptträgheitsmomento Es ist: 

45° 
a = 2 r tg <X = 2 r tg -2- = 2r · 0, 414 = 20 

20 r = -~-- = 2418cm 
2. 0,414 ' 

und somit : 

J = 0,8758 r 4 = 0,8758 ° 24,184 
= rd. 299 380 cm4

0 

r 
' O o 

40 Eine gußeiserne Säule hat einen Ringquerschnitt mit 
D = 32 cm, d = 24 cm, also von 4 cm Wandstärkco D emgemäß ist: 

D4 ~ d4 324 ~ 244 323 • 4 + 243 • :3 
J= --- -- - ·n = ---- ·:n = ----- ·n 

64 64 8 

32768·4+13824·3 " -· " = ------~8~ ------ · 3,14 = (16384 + 1128) · 3,14 = :)6871 , , cn;40 

50 Für den in Figo 77 dargestellten Querschnitt einesBlech b al kens 
ist das Trägheitsmoment auf die wagerechte Hauptachse zu b estimmen. 
Die Winkeleisen 150 ° 100 · 12 haben auf ihrer eigenen Schwerachse 
parallel zu I I ein J~ = 232 cm 4 ; ihre Fläche beträgt je 28,7 qcm, 
der Abstand ihres Schwerpunkts von ihren oberen Flanschen je 2,42 cmo 
Es ergibt sich : 

1,00. 80,03 

Jstehhlech = - ----~2---

Jwinkeleisen = 4 · [ 232 + 28,7 (~:..~.c9 ~ 2,42rJ 

= 42886cm4 

= 163055 " 

2 . 33 0. 2 43 (80 0 ) 2 
J K opfplatten = -----i2 ___ ,_ + 4 • 33,0 ·1,2 ---; -- + 1,2 

= 76,0 + 268874 = 268 950 " 

Hiervon ist das Trägheitsmoment der Nietlöcher 
abzuziehen: 

.2 J = 474891 " 

f 3,63 • - 0 (84,8 3 ,6) 2} - -4\2 3 . - --- + 2 3. 3 6 -- - - - = -- ;)4 ~92 
! , 12 , ' 2 2 " 

Somit wird d as TrägheitsmomE-Tit 
}' o e r s te r, R e pet itorium. I. 

J 1 = 420299cm4 

4 
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M.an erkennt, daB, ohne irgendeinen erheblichen Fehler zu begeheri , 
lll<1ll clas Trägheitsmoment der Kopfplatten anf ihre eigene Schwerachse 
hiitte vernachlässigen können. 

fi. DasTrägheitsmoment der einschnittigen Nietverbindung 

<::>•MZOmm T x~l ----- ~ 
"') I o- .L 

Fig. 78. 

in bezug auf die wagerechte Achse in Fig. 78 wird 
für jede Seite des Verbindungsbleches gesucht. Der 
Nietdurchmesser sei 2 em. Es ist: 

.J. = 2 (24 ;-r- . 22 ;7. ;2
1
) = 2(16·.3,14 ) 

X ß4 f-- 4 " (\4 + 3,14 " 2:) 

""' 2 (0,8 + 80) = l61,6cm4 

Man erkennt <tuch hier, daß das Eigenträgheitsmoment des Quer
schnitts keine erhebliche Bedeutung auf das Endergebnis ausübt. 

7. Für das Winkeleisen 100 · 100 · 12 (Fig. 79) sind zu bestimmen die 
Schwerpunktslage, di e Trägheitsmomente auf die Achsen y und x, die 
Hauptachsen und die Hauptträgheitsmomente auf diese. 

Es ist nach der Figur: 

Fiv. 79. 

F = 1,2 · lO + 1,2. 8,8 = 22,ß em 2, 

1,2. 102 + 8,8 ·1,22 
17 0 = · - = 294cm 

2. 22,6 ' , 

1,2. 1C3 8,8. 1,23 4 1 
./0 ~= · -3- -· + 3~ -- = 405 cm · ) 

./X ·= .ly = .111 -- - F. 2,942 = 405 - 22,6. 2,942 

= 209 em4 . 

Ferner wird das Zentrifugalmoment: 

.J x y = F 1 X1 Y1 + F2 X2 Y2 , 

worin 1\ und P 2 die Einzelteile des Quersehnitts, y x die Abstände 
der Schwerpunkte> dieser vom Gesamtschwerpunkt . des Winkels dar
stellen . 

.!xy = 1,2 · 10 · 2,34 · 2,06 + 1.2 · 8,8 · 2,66 · 2,34 = rd. 124,13 cm4 • 

Hieraus folgt: 

2·124,1:3 
0 = cx:;, 

d. h. ww von vornherein bei dem gleiehsclwnkligen Winkeleisen zn er
warten stand, 

tg2 <X = 90 ° . tg iX c.= 4;) '' . 

1) J 0 i;;t auf eine der .-\nßenkantPn bezogctl. 
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Für die Bestimmung von .J 1 kann nunmehr die Gleichung h (auf 
Seite 37) benutzt werdeti 1): 

.]1 == ~ (Jx + .fy) +-} V(Jx · - Jy) 2 + 4J;y = .lrnax, 

.!1 = 209 1- } \'4 · 124.132 = 209 + l24,la ~= rd. 333 cm4. 

Demgemäß wird: 

.!2 = Jx + JY- .!1 = 2 · 20\J -- 3:33 = 8:1 cm4. 

(Nach dem deutschen Normalprofil- ·9. i"Y 
buch sind für dieses Winkeleisen bei Be- ,.t, -
rücksichtigung der Ausrundungen des 
Querschnitts J 1 = 328, J 2 = 86,2 cm4 .} 

8. Für das in Fig. 80 dargestellk~ 
Z f ö r m i g e Eisen sollen gebildet werden 
clie Trägheitsmomente auf ein Achsen
system parallel und senkrecht zum 
:Steg durch den Schwerpunkt des Quer
schnitts gelegt; aus ihnen sollen in wei
terer Folge die Hauptträgheitsmomente 
und deren Achsen abgeleitet werden. 

Es ergibt sich: 
.Fi!. 80. 

Jx = 1 \ - (8 · 14a - 7 · ll ,63) = 9Hl cm4 , 

J!l = -i 1r(l,2 · L13 + 12,8 · 1,03) = 339 en; 4 , 

Jx 11 = 2 · 1.2 · 7 · 6 ,4 · 4,0 = 4:30 cm4• 

Daraus folgt: 

tg2 (\ 
Jx- JY 

2 C\ = rd. 5fi 0 : 

sin a = 0,4fili; 

co,;cx = 0,885; 

860 SfiO 
\-119 - 33H =" 3so = 1 '4s4 · 

a = 28°. 

:,;in 2 a = 0,220 ; 

cos2 a = 0,780. 

1 

Demgemäß tiefem die G-leichungen e und f (anf Seite :36) das Er
gebnis: 

Jx = !HD c= .]1 0,78 + .!20,22 , 

Jy = :339 = .]1 0 ,22 + .]20,78 . 

Zur Probe kann man sich überzeugen, daß die Beziehung innegehalten ist: 

./X + .]1/ = ./1 + ./2 ' 

1 ) Die G!Pichungen ,. und f (.':!. :lü) können hier nicht angewendet werden. 
weil ./ x = ./ " i., t. 
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:\u::; den Gleichungen folgt: 

.12 = Jx + .!y - .l1 = 12;)8 - 1144 = 114 cm4. 

Rechm't man mit Gleichung h (auf SEite 37), so wird unmittelbar: 

.!1 = ~- 1258 + J v 5s<f2 + 4. 4302 

= 629 + ·} 1038 = 629 + 519 = 1148 cm = .Imax, 

J2 =7 ' 1258 - 1148 = 110 cm4 = .]min 

Die b eiden verschiedenen Rechnungswege haben somit zu für die 
Praxis ausreichender Übereinstimmung geführt. 1,0, 

g -- -----

Iif~F:.~z~E6~,:~~~~~· -~. -~- ~ 
Fi~. 81. 

H. Für den ungleichschenkligen L-förmigen 
Querschnitt in Fig. 81 sind die Trägheitsmo
mente für die beiden I~echtecke gegeben. Gesucht 
werden die Trägheitsmomente für den Gesamt-
querschnitt. 

Es sind: 

J ,., = O,.J cm4 ; 

J:r, = 61 cm 4 ; 

F 1 = 6 qcm; 

Jy, = 18 cm4 ; 

J!,, = 0,75 cm4 • 

Ji'2 = = 9 qcm . 

a = 4,5 + 0,5 = 5 cm; 

b = 3,0-- O,S = 2,5 cm. 

Daraus folgt sofort (vgl. S. 38 u. 39): 

J J J 6. \) -) 0 - ("'1 ;)4 . " 
== • + .. + . . ; >c = ,> + J + --· 2;.> = lül,;'i cm\ 

"' x , ·' ' 6 + 9 ., E> 

6-. Die räumliche Deutung von Triig·heits- und Zentrifngalmomenten. 

Ist eine beliebige Fläche (Fig. 82) in der Ebene gegeben und stellt 
y die Achse dar, auf die das Trägheitsmoment der Fläche gebildet wer
den soll, so kann man sich die Abstände der einzelnen Flächenteil
chen von der y-Achse über den einzelnen Fläehenelementen als senk
reehte Ordinaten (x) aufge tragen und sich aus ihnen allen einen 
prismatischen Körper zusammengofaßt denken, dessen Grundfläche die 
Gesamtfläche darstellt und d er oben entspreehend seinem Bildungs
gesetze -- durch eine unter 45 ° znr wagerechten Ebene geneigten Ebene 
a bgeschlossen ist . Dieser Körper hat einen Inhalt von V = Y f . :r. lst 
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der Abstand des Schwerpunktes dieses Körpers von der y-Achse = x0 , 

so ist sein statisches Moment = V · x0 . Da das statische Moment 
einer Kraft, und als solche kann man sowohl den Gesamtkörper V als 
auch alle seine Einzelteile auffassen, gleich der 
Summe der statischen Momente der Einzelkräfte 
ist, so ergibt sich die Beziehung: 

worin / 1 x 1 d er prismatische (säulenförmige) Kör
per, der über der Fläche /1 sich aufbaut, und x 
sein Abstand von der y-Achse ist; das gleiche gilt 
von den Ausdrücken (/2 x2) x 2 usw. Demgemäß 
wird: 

cl. h . das Trägheitsmoment de r Fläche 
auf eine A c hse läßt sich als Produkt 
aus dem nach obiger Bildungsart ent-

!-l -. ?S 
I 

I 

Y _ _ J:o-~ 
I 

!I 
Fig . 8~. 

standenen Körper V und dem Ab stande sein e s Schwer
punkts von dieser Achse darst e ll en. 

Entwickelt man (Fig. 83) nach diesem Gesichtspunkte das Trägheits
moment desR echte c ks J 1 für die wagerechte Schwerachse, so sind die 
hierbei entstehenden Körper, einer oberhalb, der andere unterhalb 
der x x-Achse, halbe, durch eine Diagonalebene unter 45 o abgeschlos
sene parallelepipedische Körper , die sich je auf Grundflächen von der 

Größe 6.!!. aufbauen. Der Inhalt dieser Körper ist je: 
2 

V = 1 (b h. '!_) = ~l~= 
2 2 2 8 

uml der Abstand ihres 
Schwerpunktes von der hier 

in Frage stehenden Haupt- L ~~~~--!!. 
achse I I: 

2 h h 
Yn = ~ ~ = 

3 2 3 

Demgemäß wird: 

b h2 h J = 2. ~~ . 
1 8 3 

Fig. 83. 

wie auf dem vVege der reinen Rechnung aueh aufS . 40 gefunden wurde. 
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Für das Dreieck (Fig. 84), und zwar für eine durch seine Spitze 
parallel :;;ur Grundlinie gelegte Achse, ergibt sich für den Körper eine 
vierseitige Pyramide, da nach Auftragung der y-.Abstämle über der 
Linie a b, je = h , sieh hieran anschließend ein Rechteck von der Breite h 
ergibt. Die unter 45 ° genE'igte Abschlußebene ist hier durch die Ebene 

Fig. R4 . 

C1 r f gegeben. Es wird: 

1 1 h b h2 
V = ,a hfe· · , -~ - · 

. 3 3 ' 

Yo = '! h 
und ::;omit: 

b h2 :l b h:l 
. h = 

:l 4 4 ' 

ww u.uch <llif S. 40 
bestimmt. 

In ülmlieher Art lä ßt. ::;ich aueh ein Zentrifugalmoment 
.f x 11 = L j x y darstellen (Fig. 85): 

Auch hier denkt man sich über der gegebenen :Fläche F bzw. allen 
ihren einzelnen kleinen Flächenteilchen "/" Säulen je mit den Höhen :r 

X 

y 

Fig. 85. 

gleich clen Abständen dieser Flächenteilehen Yon 
d er y-Achseaufgesctzt, so daß an eh hier ein, durch 
eine, nnter 45 ° znr Fläche F geneigte Ebene 
abgeschlossener, sonst prismatischer K örper ent
steht =~ 2 I · :r. Bildet m an nun das statische 
J\Ioment dieser kleinen einzelnen Säulen in bezug 
auf die x-Achse, also die Produkte I x · y, so 
ent steht durch Sunullation clie Form: 

/1 :t1Y1 + fz:r:2Yz + /3 x3y3 + · · · 
Stellt V den Inhalt de~ Säulenkörpers dar, und 
hat dieser einen Schwerpunktsabstand YO ll der 
:r :r-Achse = !Jn, so wird: 

V· !Jo = 2:,f.x: !/ = ,J,.!I • 

Naturgemäß hätte man a uch d en Säulenkörper unter Heranziehung 
der Abstände von der x :r-Achse - also der y-\Verte -- bilden und dann 
die EinzelRäulen bzw. oeu ganZl'll Körper auf die y-Aehse beziehen 
könne11. 

\.Vill maHuaeh dieser Art d aR Z entrifugalmoment dP s Recht · 
ecks darstellen , und zwar auf ~eine St-iten (Fig. Sß) bezogen. so wird 
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der Körper, ähnlich wie in Fig. 83, ein halbes (diagonal geschnittenes) 
Parallelepiped : 

Das statische Moment dieses Körpers in bezug auf die Seite b ist, da 
der Abstand des Körper-Schwerpunkts von einer durch sie gelegten 

senkrechten Ebene = '!._ ist: 
2 

y 

Fig. 86. .Fig. 87. 

Wird das Zentrifugalmoment in bezugauf zwei senkrechte, berührende 
Achsen für eine Kreisfläche gesucht (Fig. 87), so wird der Säulenc 
körperfür jede der beiden Achsen die gleiche Form annehmen. Verwendet 
man zu seiner Konstruktion die Abstände x, so entsteht ein Körper: 

'2:, f x = .r2 n · r = r:! n , 

da r die mitt,lere Höhe des schräg abgeschnittenen Zylinderstumpfes 
ist. Da auch der Schwerpunktsabstand von der x x-Achse y0 = r ist, 
so wird mithin : 

7. Der Trägheitsradius. 

Unter dem Trägheitsradius wird eine Querschnittsgröße, in 
der Regel mit "i" bezeichnet, verstanden, die sich erklärt aus der 
Beziehung: 

. J 
.~2 = ·-

F 
und demgemäß in bezug auf die x-Achse lautet: 

,., Jx 
~ :;, = 1' ' 
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wonn .lx das Trägheit~moment des Querschnitts auf die (wagcrechte) 
x-Achse darstellt, F den Querschnitt bedeutet. In gleicher Weise 
wird für die (senkrechte) y-Achse : 

•2 Jl/ 
~y = F. 

Für das Rechteck mit den beiden Hauptabmessungen b =Grund
linie und h = Höhe wird: 

.. , .Jx 
~; = F 

b h3 

12 b h 

h2 
12 

hh 
2 6 .' 

d. h. i ist mittlere Proportionale zu ~ und h 
2 6 

h h 
ix = li"2 = 3,464 = 0,288 h . 

Ebenso ~wird : 
. b 
ty = -, = 0,288 b . 

)
112 

Für daH Dreieck uml zwar für die Achse parallel der Grundlinie b 
wird ·ix bestimmt durch die Beziehung: 

.. , .lx b h3 h2 
~~ = F- = -TI = 18 

36 2 

hh 
--

3 6 

cl. h. hier ist ix die mittlere Proportionale zwischen h und !&_ . 
3 6 

Für den Kreisquerschnitt wird: 

.. , J r 4 n r 2 

1- = }Ii = 4 . ;2 n = 4 ' 

d. h. 1: = r 
2 

Für den Kreis-Ringq uerschnitt ergibt sich, wrnn r1 bzw. r 

die Halbmesser sind: 

i 

'2 J (r4 - ri) n 
1 = - = -~---- -~--- ---

F 4 · (r2 - ri) n 

vVird r1 = 0, liegt also ein voller Kreisquerschnitt vor, so wird 

r wie oben. 
2 
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4. Kapitel. 

Die verschiedenen FesUgkeitsarten. 

1. Einfache und zusammengesetzte Beanspruchungen 
und Festigkeitsarten. 
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Eine jede äußere Kraft, die einen Körper oder Stab beansprucht, 
ruft in ihm innere Kräfte hervor, die im Zustande des Gleichgewichts 
in ihrer Gesamtwirkung der äußeren Kraft das Gleichgewicht halten 
müssen. Die inneren Kräfte werden als Spannungen bezeichnet und 
als Belastungen auf die Einheitsgröße des Querschnittes (in der Regel 
kgfqcm) bezogen. Die äußeren Kräfte rufen, indem sie im Körper in
nere Spannungen hervorrufen , Formänderungen in ihm hervor, die rein 
elast ische sein können, d. h. nach Aufhören der K raft wieder ver 
schwinden , oder eine dauernde Veränderung, alsdann in der Regd 
unter Störung des Gleichgewichts, nach sich ziehen können. Hierbei 
werden die einzelnen Körper- oder Stabquerschnitte Bewegungen gegen
einander ausführen, deren Art, Richtung und Wirkung die verschieden
artigen Festigkeitsbeanspruchungen bezeichnet 
und zu ihrer Unterscheidung führt . 

Wird ein Stab durch eine Kraft zentra l 
auf Druck belastet (Fig. 88a), so werden 
zwei benachbarte, zueinander parallele Quer
schnitte aus dieser ihrer Parallellage nicht 
gedrängt, sie werden aber in ihrer gegen
seitigen Entfernung einander genähert. Der 
Stab wird z u sa m m engedrückt, dieäußere 
Kraft versucht ihn zu verkürzen und hier-
bei zugleich die Querschnitte zu verbreitern. 

a) 

p 

J<'ig. 88 a., h . 

Im Stabinnern treten hierbei Druckspannungen auf. Im Zustande 
des Bruches findet ein Z e rdrücken des Materials statt. 

Ist die zentral angreifende ä ußere Kraft (Fig. SSb) eine Zu g kr a f t, 
so verbleiben ebenfalls die Querschnitte in ihrer zueinander parallelen 
Lage; die Kraft versucht hier ihre gegenseitige Entfernung zu ver
größern, der Stab wird gezogen und verlängert sich, wobei zu
gleich seine Querschnitte sich zusammenschnüren, d. h. sieh in der 
Breite zu vermindern suchen . Es treten im Innern des Sta.bes Zug· 
spannungen auf; im Bru c hzustand findet ein Zerreißen d es 
Stabes statt. 

Da in d en Fällen der reinen -- zentralen -- Druck- und Zugbela
stung die äußere Kraft senkrecht zur Querschnittsebene steht, und dem-
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gemäl3 auch im Gleichgewichtszustande die inneren Spannungen die 
gleiche Richtung zum Querschnitte einnehmen müssen, so benennt man 
die Druck- und Zugfestigkeit hzw. -beanspruchung auch als Normal· 
festigkcit und N ormalbeanspruchung. 

Eine Druckspannung wird--- nach Vereinbarung --- als-, 
eine Zugspannung als + bezeichnet. 

Ist d<>r gedrückte Stab (Fig. 89) verhältnismäßig lang zu seiner 
Querschnittsgröße, BO findet - auch bei theoretisch genau zentraler 

p 

Ficr. sa. 

Belastung -- clurch die Druckkraft ein Ausknicken des 
Stabes statt. In seinem Innern treten Knickspannungen 
auf, die u. a. ein Zer knie ken des Stabes bewirken können; 
hicrlwi wirken neben den Druckspannungen auch Biegungs
spannungen (vgl. weiter unten) auf den Stab ein. Der Grund, 
weshalb ein solcher KnickYorgang eintritt, liegt darin, daß es 
einDHti praktisch nicht möglich ist, die Druckkraft vollkommen 
zentral 11uf den Stab einwirken zu lassen, daß ferner das Ma
terial niemals so gleichmäßig ist, daß im lnnern des Stabes 
die Kraft durchaus geradlinig fortgeleitet wird, und daß end
lieh auch der Stab nie so gleichmäßig oben und unten an
geschlossen bzw. aufgeiSetzt werden kann, daß eine durchaus 
gleichmüßige Druckbelastung hier eintritt und demgemäß die 

Mittelkraft der Kräfte mit der St abachse genau zusammenfällt. Zudem 
wirkt auch oft der Umstand hierbei mit, daß der Stab durch Fehler 
in der Bearbeitung oder Zusammenfügung der einzelnen Teile mehr 
oder weniger in seiner Achsenlage von einer geraden Linie abweicht. 
Alle diese Einflüsse machen sich bei kurzen Stäben oder Baukörpern, 
die zu ihrer Höhe verhältnismäßig breit sind, weniger bemerkbar und 
können hier unberücksichtigt bleiben, da bei ihnen auch tatsächlich 
der Bruch nur durch Zerdrücken zu erwarten steht, während bei Vor
handensein einer Knickgefahr der Stab stets durch seitliches Aus
biegen zum Bruche gelangt. 

\Vircl ein Stab senkrecht oder unter einem \Vinkel zu seiner Achse 
belastet, so verbiegt er sich (Fig. 90a). Es findet eine Bean· 
spruchung auf Biegung statt ; der Stab widersteht infolge seiner 
Biegefestigkeit. Der in Fig. 90 a dargestellte, eiüfache, auf 

l~d ~~~~~ ~~---
ti'ig flU n.. 

zwei Stützen liegende Balken sei 
durch senkrechte Lasten bean
sprucht; er verbiegt sich unter 
ihrer \Virkung konka-v nach unten. 
Z\YOi benachbarte Querschnitte, die 
vor Einleitung der Belastung und 

VerbiegLmg zueinaJHlm· parallel waren, nehmen jetzt eine geneigte Lage 
zueirmnder an; sie haben sich - im vorliegenden Falle ~ an ihrem 
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oberen Ende einander genähert, an ihrem unteren Teile voneinander 
entfernt. Die Wirkung dieser Formänderung ist das Auftreten von 
Druckspannungen in den oberen, von Zugspannungen in den unteren 
Fasern des Balkens bzw. seiner Querschnitte. Der gleiche Vorgang 
spielt sich auch ab (Fig. 90b), wenn der Balken sich konvex verbiegt; 
nur entfernen sich hier die Querschnitte in den oberen und nähern sich 
in den unteren Fasern; hier treten also 
oben Zug-, unten Druckspannungen auf. 
Das B ezeichnende beim Auftreten der 
reinen Biegungsbelastung besteht also 
darin, daß die zunächst parallelen 
Nachbarquerschnitte nach der Biegung 
einen Winkel miteinander bilden und 
in ihnen sowohl Druck- als auch Zug

Fig. 90 b. 

Biegespannungen sich ausbilden. Beim Bruchzustande zerbricht der 
Balken durch Überwindung entweder seiner Zugfestigkeit, indem in 
der gebogenen Zone Risse auftreten, oder durch Überanstrengung in 
der Druckzone, wenn hier ein Zerdrücken, Zerquetschen des Materials 
eintritt. 

Wird ein Körper so belastet, daß zwei benachbarte Querschnitte 
in ihrem gegenseitigen Abstande zwar erhalten bleiben, also weder 
gegeneinander gedrückt, noch von
einander abgezogen, aber gegen
einander parall e l verschob en 
werden, so liegt eine Schub- oder 
Scherbelastung vor und es tre-
ten Behubspannungen in der Quer

Fig. 91. 

schnittsfläche auf. Im Zustande des Bruches findet ein Abschieben 
des Mat::;rials durch Paralleltrennung der Querschnitte senkrecht zur 
Achse statt. In diesem Sinne würde bei der in Fig. 91 dargestellten 
einfachen (einschnittigen) Nietverbindung eine Trennung in der Ebene 
I I vor sich gehen. Einer derartigen Formänderung wirkt die Schub
oder Scherfestigkeit der Verbindung entgegen. 

Neben dieser in Richtung der Kraft auftretenden Schubbeanspru
chung treten zudem bei gebogenen Konstruktionen auch Scherspan
nungen senkrecht zu der durch die äußeren Kräfte gelegten Ebene, 
also b ei deren sen krechter Lage in 
wagerechter Richtung auf. Würde man 
z. B. den Kragträger in Fig. 92a aus 
einzelnen dünnen, nicht miteinander 
verbundenen Platten herstellen, so 
würde entsprechend der verschieden 
großen Beanspruchung clit:>ser eine Ver-

E · ~I 

Fi;r. 92 " · b. 
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~chiehung eintreten, wie Hie Fig. 92b zu erkennen gibt. Hieraus zeigt 
f<ich , d a ß bei einem zusammenhängenden homogenen, gebogenen Stabe 
parallel zu seiner Achse Spannungen bei der Verbiegung sich auslösen 
müssen , welche einer Formänderung wie der dargestellten entgegen
wirken und sie, solange ein Gleichgewichtszustand besteht, verhindern. 
In den in Fig. 92 a angegebenen Querschnitten treten also sowohl senk
rechte in der Kraftrichtung verlaufende als auch wagerecht gerichtete 
Schu bspannungen auf. 

Bleiben zwei Xachbarq uerschnitte zueinander parallel, erleiden sie 
aber in ihrer Ebene, ohne irgendwie senkrecht belastet zu sein, eine 
Drehung, so wird der Querschnitt auf Drehungsfestigkeit beansprucht; in 

Fig. 93. 

ihm entstehen alsdann Torsions - oder Drehungs
spannungen. In Fig. 93 wirken an dem fest ein
gespannt zu denkenden Rundeisen Kräfte im Sinne 
der Pfeile drehend ein und versuchen den Quer
schnitt P so zu drehen, daß seine vor Beginn der 
Kraftwirkung in der La.ge a b, c d, liegenden Achsen 
nunmehr nach a' b', c' d' gelangen. Hierbei tritt 
also ausschließ lich ein Drehen des Querschnittes 

m seiner Ebene um die Stabachse ein. Da die Drehungsbeanspruchung 
m der Regel für Hochbaukonstruktionen von untergeordneter Be
deutung ist, wird ihr auch in den weiteren Betrachturigen kein I~aum 
gewährt. 

Von den zusammenges e tzt en Beanspruchungen und den 
durch sie bedingten zusammengesetzten Spannungen ist für die 

d,----F~w'----,c 
! 

I - -~·t-- - I 

a.'----+. i" ;:----'b b) 
IJl 

!P s·t J?·P 
P,'=P ' c) 

iP, ,.--_...L.L..----,1 d) 

Fig . 9!. 

'-------' a.) 

Rechbauten besonders bedeu
tungsvoll die Belastung ei
ne s Qu ersc hnittes durch 
eine Normalkraft und 
zugleich durch ein Bie
g u n g s m o m e n t , cder 
was in der Wirkung dasselbe 
ist - eine exzen trisehe 
Q n ersc h n i ttsb elas tung. 
Denkt man sieh z. B. den Pfei-
lcrquerschnitt sl in Fig. H4 a 
bzw. ab c d in .Fig. 94 b durch 
Pine a ußerhalb seines Schwer
punktes (aber immerhin noch 

m einer seiner Hauptachsen) angreifende senkrechte Kraft P be
lastet, so kann man (Fig. 94 c) im Querschnittssclnverpunkte zwei ent
gegengesetzte Kräfte P 1 und P; sich angebracht denken, die je unter 
sich gleich und zudem gleich P sind. Trennt man die Wirkung dieser 
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drei Kräfte in der Art, daß einmal (Fig. 94d) nur P 1 im Schwerpunkt 
als Druckkraft wirkend auftritt, und zum andern die Kräfte P und P{ 
unter sich gleich, am Hebelarme r wirkend, verbleiben, so werden diese, 
da sie ein drehendes Kräftepaar bilden, den Querschnitt zu verbiegen 
suchen, und zwar in vorliegendem Falle ihn derart aus seiner Ebene 
heraus um die Schwerachse I I I I drehen, daß an der Kante a d die 
größte Druckwirknng, an der Kante b c der Höchstwert einer Zug
spannung auftritt. Da die Kraft P 1 , im Schwerpunkt liegend, den 
Querschnitt nur auf Normalspannung belastet, das Kräftepaar in ihm 
aber Biegungsspannungen hervorruft, so bedingt somit die Wirkung der 
exzentrisch wirkenden Kraft P eine zusammengesetzte Beanspruchung 
und zusammengesetzte Spannungen. Zugleich ist ersichtlich, daß die 
Wirkung zerlegt wird in die einer Normalkraft P und eines Biegungs
momentes M = P . r· 

Die weiteren zummmengesetzten Fcstigkeitsarten, Beanspruchungen 
und Spannungen, die sich bilden bei Vereinigur1g von Schub- und Normal
belastung, von Biegungs- und Drehungsbeanspruchung, können für die 
vorliegende Bearbeitung als für die Hochbaukonstruktionen ohne wesent
liche Bedeutung ausgeschaltet >verden. 

2. Die Normalfestigkeit, Druck- und Zugfestigkeit. 

a) Die Normalspannungen und Beanspruchungen. 
Die Art und Wirkung der hier vorliegenden Beanspruchungsart und 

Festigkeit ist bereits auf S. G8 erörtert. Bei der hier vorausgesetzten 
genau zentralen Belastung wird bei einer Druckkraft eine Näherung, 
bei der Zugbelastung eine Entfernung der benachbarten Querschnitte 
bedingt. 

Ist die den Querschnitt = F zentral und senkrecht beanspruchende 
Kraft = P, entsteht in ihm durch ihre Wirkung eine Spannung = a 
und nimmt man an, daß sich diese gleichmäßig über den Querschnitt 
verteilt, so folgt aus der Überlegung, daß im Zustande des Gleich
gewichts die inneren Kräfte gleich der äußeren Kraft sein müssen, die 
grundlegende Bez'iehung: 

P = + aF, 

p 
iJ = + .F bei Zugbelastung, 

p 
iJ = - J!~ bei Druckbelastung. 

Hat der Stab verschiedene Querschnitte, so ist naturgemäß in dieser 
Gleichung der Sicherheit halber -~ also um a hoch zu erhalten -- der 
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kleinste Wert von l!' einzuführen. Das gilt ~weh , weun Querschnit te 
vorhanden sind , welche durch irgendwelche Einschnitte, Einbohrungcn , 
Ausklinkungen usw. geschwächt sind; alsdann ist für sie nur der "nutz
bare" Querschnitt - - also abzüglich der Schwächung --- in die l~ech
nung einzuführen. 

vVird ein fluHeiserner Probestab aus elastischem, homogm1en 
Stoffe (Fig. 9ila) durch eine Zugkraft P zentrisch belastet, so wird er 
sich verlängern, hierbei zunächst nur elastische, a lsdann dauernde 
Formänderungen zeigend. Trägt man unter Zugrundelcgung eines 
senkrechten Koordinatensystems auf der y-Achse dieses die Belastungs
größen in bestimmtem Maßstabe, auf der x-Achse die durch gena11 
arbeitende Apparate zu messenden Dehnungen des Stabes - und 
zwar zweckmäßig in vergrößertem Maßstabe - auf und bildet (.Fig. 95b) 
aus beiden zur Darstellung d es ·Zusammenhanges zwii:ichen Belastung 

Fig. 95. 

c 

' 
' Orv'ybelo.sfung 
I 
I 

b a 0 

!J 

(bzw. Spannung) und Dehnung eine Fonnänderu ngskurve, so verläuft 
diel:le zunächst -vollkommen geradlinig - Strecke OA d er Kurve. Inner
halb dieser Strecke sind demgemäß die Dehnungen und Spannungen 
unter sieh proportional. Die Grenze, bis zu der ein solches Vnhalten 
bestehe n bleibt (A in Fig. !)öb), nennt man die Pr opo rtion a li t äts 
grenze. Bis zu ihr gilt also das Hooksehc oder Elastizität.sgesetz, 
daß die auftretenden Spannungen proportional d en sie bedi ngenden 
Dehnungen sind: 

ll (J 

E' 

worin a die zur Formänderung .J l gehörenue Spa nnung, E die Elasti
z itä tszahl des Materials für die jeweilig vorliegende Beanspruchungs
art darstellt. Dl1 L1 l und l L ä ngen sind, o eine Spannung darstellt (kg/qCJu ). 
so muß also auch E "einPr Einht>it nach eint>n Spa mnmgswcr t dn.rstell('n. 
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Innerhalb der Grenze OA ist die Formänderung (bei dem hier 
vorliegenden Eisen) noch rein elastisch, sie verschwindet also nach 
Aufhören der Kraft wieder; dies verbleibt auch noch auf eine kurze 
Strecke über die Proportionalitätsgrenze hinaus, wenn auch hier die 
Formänderungskurve eine starke Krümmung erfährt. Die Grenze, bis 
zu der die Formänderungen rein elastische sind, also später wieder ver
seh winden, heißt die Elastizitätsgrenze. Sie ist in der Regel verschieden 
hoch bei verschiedenartiger Belastung und naturgemäß abhängig vom 
Material. Nach Überschreiten der Elastizitätsgrenze beginnen die 
Formänderungen bald stärker und mit dem Auge wahrnehmbar zu 
werden. Es beginnt - von der Grenze Bin Fig. 95 b an - der Stab 
bei Zugbelastung zu "fließen", während bei Druckbeanspruchung ein 
Zerquetschen deutlich wahrnehmbar wird. Die Grenze, von der dies 
erkennbar ist, wird die Streck- oder Fließ- bzw. Quetschgrenze benannt. 
Diese Grenze gibt sich auch im Formänderungsdiagramm durch eine11 
schwächer gekrümmten, zunächst fast geradlinig ansteigenden, dann 
aber stark sich aufwärts biegenden Verlauf der Kurve zu erkennen. 
Innerhalb dieses Zwischenraumes entsprechen also der Zunahme der 
Kraft unverhältnismäßig große, sich stetig steigernde Dehnungen. Im 
Punkt 0 erreicht die Kraft ihren Höchstwert; von hier aus fällt die 
Kurve wieder, bis nahe dem liöchstpunkt (0) die Grenze eintritt, 
bei der der Stab zum Bruche gelangt. Die dem Punkt C entsprechende 
Höchstlast (0 b in Fig. 95b) wird mit "Bruchlast" bezeichnet, die 
zu ihr gehörende Spannung Bruchspannung oder Bruchfestig
keit benannt. 

Bei Druckbelastung ist das Bild der Formänderung bis zum 
Beginne der Quetschgrenze im wesentlichen das gleiche wie bei Zug
belastung. Jedoch ist hier weiterhin nur bei spröden Stoffen, wie Guß
eisen, Stein, Zement u. a., die Bruchgrenze deutlich erkennbar, während 
zähe und verhältnismäßig weiche Körper, wie Flußeisen, Kupfer usw., 
nicht zum Bruch gebracht werden können, da sie sehr große FormäJ;de
rungen unter Druckbelastung vertragen, ohne daß ein eigentliches Zer
brechen stattfindet; hier ergehen Rieh FormänderungRknrven, wie sie 
Fig. 95 c veranschaulicht. 

Mit der Verlängerung des gezogenen, bzw. der Verkürzung des ge
drückten Stabes tritt eine Querschnittsverminderung bzw. -Verstärkung 
namentlich nahe der Stabmitte ein. Die hier auftretende :B'ormänderung 
kann bei den meist verwendeten elastischen Baustoffen zu etwa ein 
Drittel bis ein Viertel der Formänderung in der Stabachse geschätzt 
werden. 

Bei der gesamten Längenänderung unterscheidet man die 
bleibende und die federnde, d.h. rein elastische. ,Te höher die 
Belastung steigt, um so größer ist auch die bleibende Formänderung; 
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eine solche darf bei Konstruktionsteilen gar nicht oder nur in ganz 
geringem, unschädlichem Maße auftreten. Als ein Maß für den 
Elastizitätsgrad eines Körpers wird der Quotient aus der federnden 
durch die gesamte Dehnung bezeichnet: 

!lf 
jl = 2: i1. 

Für ft =' 1 ergibt sich die vorgenannte Elastizitätsgrenze, da hier die 
Gesamtdehnung gleich der rein elastischen ist. 

Die im Hoo kschen Gesetz: 

Al a z-=cx= E 

enthaltene Elastizitätszahl wird aus Versuchen ermittelt. Da 
die Spannung: 

jeweilig ist, so wird: 

p 
a= p 

.Jl p 

l FE 

In dieser Gleichung sind beim Versuche bekannt alle Werte 
außer E, das demgemäß unmittelbar als Versuchsergebnis aus Mes
sungen folgt. 

Die Elastizitätszahlen der wichtigen Baustoffe des 
Hochbaues enthält die nachfolgende Zusammenstellung: 

Gußeisen .. 
Schweißei8en 
Flußeisen 
Stahl 
Nadelholz 
Eiche und Buche 
Ziegelmauerwerk . 
Bruchsteinmauerwerk 
Beton i. M ..... 
Granit 
Sandstein, Kalkstein 

E = l 000 000 kgfqcm 
2 000 000 
2 150 000 
2 200 000 

100 000 
120 000 

. . . nl. 50 000 ") 
rd. 60 000-100 000 ., 
. . . 220 000 1 ) " 

300 000 " 
L)O 000 ~ 200 000 " 

bei Druck
belastung 

Bei vielen, namentlich bei steinartigen Körpern ist nicht wie bei 
den rein elastischen Eisenbaustoffen E eine konstante Größe, sondern 

1 ) Im Verbundbau i. tl. R.: 140 000 kg qcm. 
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unter anderen Funktionen in hohem Maße abhängig von der Größe 
der jeweiligen Spannung, also der Last. Das gilt namentlich von Zement
mörtel und Beton, bei denen die Zahl E geringer wird mit höherer 
Spannung1 ). · 

Es se! besonders hervorgehoben, daß die obigen Werte vonEin der 
Einheit von k g / q c m angegeben sind, daß also bei Veränderung der 
Einheit eine Umrechnung notwendig wird. So ergibt sich z. B. für: 
Flußeisen: E = 2150000 kgjqcm = 2150 t(qcm bzw. 21 500 000 t(qm; 
Beton: E = 200 000 kg(qcm = 200 tjqcm = 2 000 000 tjqm. 

Da bei Baukonstruktionsteilen keine bleibenden Formänderungen 
verbleiben dürfen, also auch die Elastizitätsgrenze des Materials, ge
schweige denn seine weiter hinausliegenden Gefahrgrenzen nicht er
reicht werden dürfen, so darf ein Stab, Körper usw. nur mit einem 
bestimmten Teil seiner Bruchfestigkeit beansprucht werden, der sich 
nach dem Baustoff und der Beanspruchungsart richtet. 

Bezeichnet man mit a die unter diesem Gesichtspunkte als erlaubt 
angesehene, zulässige Spannung, mit ab die Bruchspannung und mit 8 

die notwendige, letztere ausschließende Sicherheit, so wird: 
Ob 

(J =- .. 
8 

Bei .Fluß- und ~chweißeisen ist 8 in der i{egel 4, bei Gußeisen 
auf Druck 8-10, auf Zug rd. 6, bei Holz auf Druck 6-8, auf Zug 8-12, 
bei Beton rd. 5--6, bei Natursteinquadern etwa 15-20, bei Mauerwerk 
rd. 20. Hierbei ist npturgemäß zu beachten, daß viele Baustoffe, wie 
Beton und Steine, vorwiegend nur auf Druck belastet werden dürfen, 
da sie eine zum mindesten unsichere, oft aber nur geringe Zugsicherheit 
besitzen. Ist ihre Zugbeanspruchung in besonderen Fällen nicht ver
meidbar, so wird man etwa damit rechnen können, daß die Zugfestig
keit dieser Stoffe rd. 1(10 - 1 / 12 der Druckfestigkeit ist und eine etwa 
4-6fache Sicherheit gegenüber dem Auftreten von Rissen angezeigt 
erscheint. Bei in Zementmörtel ausgeführtem Mauerwerk wird man 
mit einer Zugfestigkeit der Mörtelfuge von etwa 12 kgfqcm rechnen, 
also ihr eine Zugbelastung von rd. 2 kg(qcm zuweisen können, ohne ein 
Auftreten von Rissen befürchten zu müssen. 

Über die z ulä ssi gen Spannungen der wi eh tigen Hoch-

1 ) Es nimmt z. B. die Elastizitätszahl bei Druckbelastung und einem Zement
beton von I : 3 mit 8 v. H. Wasser ab, bei 11 = 3,0 kgjqcm bzw. 60 kgjqcm von 
300 000 auf 240 000 kgjqcm und bei einem Wassergehalt von 14 v. H. von 272 000 
auf 209 000 kg/qcm; ähnlich liegen die Verhältnisse bei Zugbelastung: bei o = 1,6 
bis 9,2 kg/qcm nimmt die Elastizitätszahl bei 8 v. H. Wasser ab von 267 000 auf 
196 000 kgjqcm. Noch erheblich stärker weichen die Zahlen bei Druckbeanspru
chung der Naturgesteine ab. So fand v. Bach bei Sandstein von o = 0,1 bis 
16,4 kgjqcm und Zugbelastung E = 93 700 bis 21 000 kgjqcm. 

F o erster, Hepetitorium. I. " 
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ln1ustoffe auf Druck und Zug gibt die nachfolgende Zusammen· 
stellung Auskunft. 

Zulässige Beanspruchungen :tuf Druck und Zug 
(bei Normalbeanspruchung). 

Gußeisen 
Schweißei~en 
:Flußeisen 

Nadelholz 

Haustoffe 

Laubholz (ßiche, Duche) 
Granit 
Sandst-ein . . . 
Kalkstein .. 

Zulässige Beanspruchung 
in kgjqcm 

auf Druck auf Zug 

500-800 
750- 1000 

1000-1200 
(1400) 

60 
80-100 
50-75 
20-35 

250 
750-1000 

1000··-1200 
(1400) 
80-100 

100-120 

Bruchsteinmauerwerk in K alkmörtel 
desgl. in verlängertem Zementmörtel 
Ziegelmauerwerk in Kalkmörtel . . 
desgl. in verlängertem Zementmörtel 
de;..;gl. in Zementmörtel l : 3 . . . 

i. M. 25 
20 

2.'i--30 
7 

12 
14--16 
20---30 
20-85 
:35- 50 

Bestes Hartbrandsteinmauerwerk in Zementmörtel 
Beton 1 : 3 : 3 . . . . . . . . . 
Beton l : 3 bzw. 1 : 4 (EisE>n beton) . 

I. Ein <WB zwei 

'-120-.J 
• ' ~1 

rw~ • • . . 1 ..,_ 
2 

b) Zahle n bcis pielc. 

Flacheisen von je 1 cm Stärke gebildeter Stab, der 
je durch ein Nietloch von 2 cm Durch
J.nesser geschwäeht ist, hat eine Kraft von 
24 t zu tragen. Wie groß ist seine Breite b 
zu gestalten ? Als zulässige Spannung o 
wird 1200 kgjqcm zugelassen . Demgemä ß 
wird: 

24000 
F = --- = 20 qem 1200 . 

Fig. 96. 
Da (Fig. UH) der Stab um den Betrag von 

2 · 1 · 2 = 4 qcm geschwächt üst, so ist seine Breite b au:'l der Be
ziehung abzuleiten : 

(2 b · l ,0) qcm = (20 + 4) qem 

2. Eine H.undeisenzugstange (a =·' 1200 kgjqcm) habe ()000 kg zu 
tragen. GeRncht winl ihr Durchmes~n = d . 
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Es iRt: 
, GOOO dz n 

1 = i20o = ;"Jqcm 4 ' 

/s--:4 
d = j: 3-:-14 ~ 2,7cm. 

:~. Ein quadratisches Eisen hat 3 cm Seite und eine Zuglast 

von P = 6000 kg zu tragen. Gesucht wird die Spannung. Hier ist 

F = :3 . :3 = 0 qcm und demgemäß: 

p 6000 
o = F = · ·~~ GG7 kgjqcm. 

9 

4. Der kreisringförmige Querschnitt einer gußeisernen Säule hat 

einen äußeren Durchmesser von D = 24, einen innerend = 1G cm. Die 

zulässige Beanspruchung beträgt 500 kgjqcm. Die Tragfähigkeit der 

f-\äule ist zn berechnen. 
Da hier: 

(202 ~- 16)23 14 
F = - - 4----'- = 113,1 qcm 

ist, so wird mit o = ;)00 kgfqcm: 

P = F. o = 113,1 qcrn · 500 kgjqcm c~ 56 550 kg. 

;). Bei einer Säule, ähnlich >vie unter 4, ist P = 30 000 kg, 

a = 500 kgfqcm, D = 12 cm. Gesucht wird der innere Durchmesser= d. 

p 30000 
F ~= -- = ·· --- = 60qcm. 

() 500 

, (DZ- d2) 3,14 
P = -- ~- --- . = 60 (lClll 4 . . 

4· 60 
d2 = D 2 - - - = 144 · 

3)4 

240 
.. -c 144- 76,4 = 67,6; d = 8,2crn. 

3,14 

Demgemäß erhält die Säule eine Wandstärke von: 

D-d 
2 

12 = 8,2 - 2 = l,9cm. 

6. vVieviel vermag ein Ziegelpfeiler von 11/ 2 Steinstärke in Kalk

mörtel gemauert zu tragen? Hier ist die Pfeilerstärke 38 cm, also: 

F = 38 2 = 1444 qcm, 

P = o F = 7 · 1444 = lO 108 kg = rd. 10 t. 

vVinl der Mauerpfeiler in verlängertem Zementmörtel gemauert, 

für a also der Wert 12 kg(qcm zugelaEsen, so wird seine Tragfähig

kPit: 

p = 12.1444 = 17 328kg, 

d. h. wie zu erwarten steht, sehr erheblich höher. 
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7. Ein Dachstuhl (Fig. 97) überträgt an seinem Auflager eine Last von 
50 t und belastet mitseiner Unterlagsplatte einen Quader (o = 20 kgjqcm); 
dieser bindet in ein Mauerwerk ein, das mit a = 11 kgjqcm beansprucht 
werden darf. Die Grundflächenabmessungen der Auflagerplatte tmd des 
Quaders sind zn ermitteln. Für die Auflagerplatte folgt: 

Fi;r. 97. 

50000 
F\ = ·---w- = 2500 qcm. 

Macht man sie quadratisch, so ergibt sich 
demgemäß eine Seite = 50 cm. 

Für die Quaderfläche folgt: 

50000 
F 2 = - 11- = 4545 qcm. 

H ier >vird eine Grundfläche von 70 X 70 
= 4900 qcm gewählt. 

8. Ein kurzer Stiel a us Kiefernholz hat eine Druckkraft = 20 t zu 
trager1. Eine Abmessung seines Hechteckquerschnitts beträgt 12 cm, 
die andere wird gesucht. a = 60 kgjqcm. 

' . 20000 . . -F = 12 · x = - 60- = .333,D qcm 

333,3 
x = ~ = rd.2Rcm. 

Demgemäß wird ein Stiel 28/ 12 zu verwenden sein. 
9. Ein Steinpfeiler nach Fig. 98 habe die Höhe von 1,00 m, ein Eaun:

gewicht von 2,3 und eine zentrale Last von P = 10 000 kg zu tragen. 
Wie groß muß unter Hineinrechnung seines Eigengewichtes seine Grund

Fig . 91l. 

fläche gemacht werden, wenn diese nur mit 7 kgfqcm 
beansprucht werden darf. 

Bezeichnet man (Fig. 98) das Gewicht. des Pfeilers 
mit G, die gewehte Grundfläche mit F, so ist : 

U = )'·F·l 

1111d die Gesamtlast: 

l'-1- f' Pl . 

Somit. wird : 

p _I _ v}i'{ 
F' = ·- ' I 

' 
"p l p 

F -- -'-'-= 
0 (i (j 

Bei Einsetzung der Zahlen ist darauf zu achten , daß für y , o und P 
dieselben Gewichtseinheiten innegehalten werden. Da a = 7 kg/qcm 



N ormalfcstigkeit. - Zahlenbeispiele. 69 

ist, so ist demgemäß für y auch der Wert in kgfcbcm einzusetzen, d. h. 
da y = 2300 kgfcbm ist: 

2300 
Y = -- = 0 0023 kgfcbcm 

1003 ' 

einzuführen; ebenso ist P in kg und l in cm zu rechnen: 

F-0.967= 1430, F = 1478 qcm. 

Dasselbe Ergebnis entsteht naturgemäß, wenn man y in kgfcbm 
= 2300 einführtund demgemäß a ebenfalls in kgfqm ausdrückt. a= 70000 
kgfqm. Alsdann ist l in m einzuführen, während P in kg verbleibt. 

F (l _ 2300 · 1,0). = 1000__() 
. 70000 70000 ' 

F. 0,967 = 0,143, F 1 = 0,1478 qm = 1478 qcm. 

10. Ein Flacheisen mit d · b = 2,5 · 9 qcm Querschnitt und 3,5 m 
Länge hat eine Kraft P = 18 t auf Zug zu tragen. Die auftretende 
Spannung und rlie Dehnung des Stabes sind zu ermitteln. 

p 18000 
(J = db ~c 2,5. 9 = 800kgjqcm, 

(J 800 
/1l = - . l = ------- . 350 = rd 0 13 cm 

E 2 150 000 . ' . 

11. Eine schweißeiserne Rundstange hat bei einer Beanspruchung 
1 

durch eine Zugkraft P = 15 t eine Verlängerung LI l = SOOO l ergeben. 

Der Durchmesser der Stange wird gesucht. 
Es ist: 

d2 n 
-- 0 (J =~ p = 15000 4 0 

Lfl 1 
3000 

(J (J 

E -2000000' 

2000000 
11 = -- 301y0-- = 666,6 kgfqcm, 

d2 ~-r 15000 
4 6-6{6' 

_J/4· 15000 -
d - r 3,14 ° 666,6 - 5' 35 cm. 

12. Bei einer Druckbelastung durch P = 245 t drückt sich ein 
40 cm langer Probestab aus Gußeisen von F = 350 qcm um 0,28 mm 
zusammen. Gesucht wird die Elastizitätszahl des Eisens, 
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Es ergi ht ~ie!J <lliK: 

fl 
i\ = 

() p 

FB' 

p l 245 000 ° 40 700 000 ° 40 
E = - ----- = --. -.-- - - - ~~ - -- - -- 0-~ l 000 000 kgfqemo 

F :ll 3u0 o 0,028 28 · 

Hierbei ist auf die lnnehaltung der Einheiten - alle Größen in kg 
und cn1 --- zu achten. 

:3. Die Knickfestigkeit. 

a) Die Eulersche Gleichung. 

Bereits auf S. 58 wurde darauf hingewiesen, daß, wenn die Länge 
eines Stabes im Vergleich zu seii1er Querschnittsfläche groß ist, unter 
dem Einflusse einer Druckkraft ein Ausbiegen stattfinden kann. Als
chum wirkt auf einen jeden Querschnitt neben der Druckkraft noch ein 
Biegungsmoment ein, das naturgemäß um so größer ist, je weiter sich 
die Stabachse nach der Knicklmg ans ihrer ursprünglichen Lage ver
schoben hat. Hierbei ist zwar im allgemeinen die Ausknickung des Stabes 
nach jeder Richtung denkbar, sie wird sich aber vor allem nach der 
geringeren oder größeren Steifigkeit des Qaerschnitts richten und dem
gemäß aus der Ebene heraus zu envarten stehen, die durch die Achse des 
kleinsten Trägheitsmomentes gelegt wird, also auf der des größten senk
recht steht. Dies folgt daraus, daß die seitliche Ausbiegung auch durch 
eine zur Stabachse senkrechte Kraft veranlaßt \Verden kann und hier 
um so eher ein Ausbiegen stattfindet, je näher die Kraftebene mit der 
Ebene, durch die Achse von Jmax gelegt zusammenfällt, eine Bean
spruchung, für die also Jmin in Frage kommt. 

Die Berechnung der Last, welche ein Stab auf Knicken zu tragen 
vermag, bei der also mit seinem Ausknicken zu rechnen und der Zu
stand der Knickfestigkeit erreicht ist, erfolgt nach der von Euler 
~tufgestellten, auf der Form der Wellenlinie als Biegelinie beruhenden 
Gleichung: der Euler- Gleichung: 

p _ C E'Jmin 
0- [2 

oder, wenn man eme ausreichende Sicherheit dafür einführt, daß 
diese (iefahrengrenze nicht erreicht wird, nach der Beziehung: 

p = C BJ1:1in. 
s 0 zc 

Hierbei bedeutet C eine von der Lagerung des Stabes, also dem ,-\nschlussc 
dieses nach oben und unten abhängige Zahl; E stellt dio Elastizitätszahl 
des lVIaterialsdar, .Imin ist das kleinste TrägheitRmoment des Querschnitts, 
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l ist die mathematische Länge des Stabe;;. Die Sicherheit e:; wird für 
Gußeisen zu 8-10, für Schweißeisen zu 5, für Flußeisen zu 4-,--5, für 
Holz ·zu 10--12 genommen. 

Bei der Lagerung der Stäbe werden die vier Stützungs
arten in Fig. 99a- d unterschieden. 

I. Der Stab ist an einem Ende eingespannt, an seinem anderen 
n2 

Ende vollkommen frei; hier ist 0 = 4 . 
II. Der Stab ist an seinen beiden E11den gelenkartig, d. h. frei dreh

bar geführt. Dieser Fall ist der für Baukonstruktionen >vichtigste und 
meist vorhandene; er wird deshalb auch als Normalfall bezeichnet, und 
bei allen Druckgliedern von ]'achwcrkskonstruktioncn für deren Knick
berechnung zugrunde gelegt. Hier ist C = n 2. 

III. Der Stab ist an dem einen Ende gelenkig, also frei drehbar ge
lagert, am anderen eingespannt. 0 = 2 n 2. 

IV. Der Stab ist beiderseits frei eingespannt. C = 4 :n 2• 

Setzt man, da e~> sich bei der Knickberechnung doch nur vorwiegend 
nm eine Schätzungsrechnung handelt, n 2 ~ 10, 
so ergeben sich für die vier Stützungsarten 
nach Fig. 99 a - d die Gleichungen: 

, _ EJmin 
l. P = 2,:J. --~ z2-

2. p = 10. /!} Jmin 
sl2 

3. p = 20 • E J miu 
sl2 

E Jmin 
4. p = 40· 

sl2 

a) b) 

l 01f Zl · 

',; 

tT .ll 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Fig. 99. 

Geht man vom Normalfall (Fig. 99b) aus, so kann man auch unter 
Einführung der wirklichen, auf die Ausbiegung im Normal
fall bezogenen Knicklänge r)ie obigen Beziehungen ent
wickeln. 

In Fall I (Fig. 99a) ist, wenn man die Knicklänge im Vergleich zu 
Form und Ausdehnung der Ausbiegung in Fig. 99b mit l0 bezeichnet, 
l0 = 2 l, in Fall III l0 = 0, 7l Z, im Fall IV l0 = 0,5 l. Hierin bedeutet l 
die mathematische Länge. In der ersten Beziehung gibt sich deutlich 
die erheblich leichtere Knickmöglichkeit der einseitig vollkommen 
freien Säule zu erkennen, während die Verringerungen der Knicklänge 
bei Fall III uud IV der Einwirkung der Einspannung des Stabes 
Rechnung tragen. Unter Einführung dieser wirklichen Knicklängen 
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111 die Uleiehung für dem i'\onnalfall folgen dieselben Bc?:iehungen, 
wie Yor,.;tehend gegeben: 

l. p = J 0 E .Jlllin =~ 10 li}___Jnün = 2 .) lJ} Jnli11 

8(2Z) 2 4 8l2 ' sl2 

2. P = ~ E{1Jti1J (Normalfall) . 
8l2 

3. p = 10 E !In}_l] 10E Jmin 20E .Imin 
-----~ _,_,_ -·- ----

· s(O, 7ll)2 ~- 8l2 sF 

4. P= lOE Jmin lOEJmin 40 E .Imin 

8 (0,5 l) 2 } 8l2 sl2 

Hür die Herech n u nge n der Praxis wird die Eule rglei eh ung 
für den Normalfall zweckmäßig vereinfacht und, je nach dem 
jeweilig vorliegenden Material, dessen E und die zugehörende Sicherheit 8 

in Zahlenwerten eingeführt. 
Für GnUeisen ist: E = 1 000 000 kgjqcm. Da in der Regel der 

Querschnitt des auf Knickung belasteten Stabes gesucht wird, so 
wird die Gleichung nach dem ·wert Jmin entwickelt. Da hier s = 8 

ist, wird somit: 

8 p l2 

.lmin = fOE 
8. p [2 

10. 1000000 . 

Setzt man hierin l in m, P in kg ein, HO muß auch E in kgfqm ein
geführt werdeu; alsdann ergibt sich Jmin in m 4 : 

SP ·l2 

.Imin m 4 = 10. i()~oooööoooo 

Um die vielen De?:imalstellen zu vermeiden, soll .Imin in cm4 er
scheinen; aiRdann ist die rechte Gleichnngsseite mit 1004 zu multipli
zieren: 

8 p l2i004 p l2 

Jmin Ulll
4 = IÖ-Toooo-()ooooo 12:-i 

\Vird endlich, zur weiteren Rechnuugsvereinfachung P in t-Einheit 
eingeführt = P 1 , so ist die rechte Gleichungsseite nochmals mit 1000 
zn erweitern: 

p [i!. 
.Fm;n em4 = 1 ~5 · 1000 = 8 J>1 I~ , P - Ü 125 ,/min 

t - ' z2 . 

Au;,; cler Gleichung ergibt sich also J in em4, wem1 F\ in t und l in m 
eingeführt wird. 
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Ist z. B. P 1 = 20 t, l = 5 rn, so wird: 

.Imin cm4 = 8 · 20 · 25 = 8 · f100 cm4 = 4000 mn4 • 

Wird 8 = 10 gewählt, so wird: 

und somit: 

Pl2 
Jmin = lOO bzw. = 10 P1/ 2 

P _ O 1 ./min 
1- ' 72 

73 

ln genau der gleichen Weise wird entwickelt für SchweiHeißen. 
R = 2 000 000 kg/qcm, s = 5: 

und: 

p _ 04~nin 
l- ' z2 , 

für I<'lußeisen. E = 2 1.10 000 kgfqcm, s = 5: 

und: 

bzw. für 8 = 4: 

und: 

Pl2 

Jmin = 430' 

p -0 43 Jmln • 
1 - ' 72 ' 

• } min = 1,87 P1 l 2 , P _ O •4 ./min • 
1- ,o ~' 

t>ndlieh für Kiefernholz, E = 120000 kg/qcm, s = 10: 

p[2 
.Tlll i II = --ur-

lllld: 

P = 0 012 .Imin 
I l { 2 • 

Liegt ein anderer Stützungsfall als der Normalfall vor, so sind für 

l die wirklichen Knicklängen nach den voranstehenden Ausführungen, 
also 2 l bzw. 0,7ll bzw. 0,5 l einzuführen. 
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h) Die Grenzen der Gültigkeit der Eulergleichung und die 
Gleichungen von Tetmajer. 

Durch praktische Versuche ist von Tetmajer nachgewiesen worden, 
daß die Eulerglcichung nur innerhalb bestimmter Grenzen Gültigkeit 
besitzt, daß sie namentlich bei Gußeisen in der Hege!, sowie bei schmied
heuern Eisen in den Fällen versagt, in denen der Stab kräftig konstruiert 
und nicht in höherem Grade elastisch ist. 

Führt rnan die Knickspannung k0 ein, d. h. die Spannung bei der 
ger;Hle ein Zerknicken eintritt, so wird, wenn P 0 die Knicklast und F 
dm klei m:ten Querschnitt darstellt: 

ttnd hieraus nach Enler: 

Po ko = ---
F 

0 · ]iJ .Imin k -- -------- ---
n- Fl2 

I)- .Jmin .. , l . h l Q l t d 'J' .. h "t d. . ( I S c-) a p- = ,- g ew c em uacra 0 er rag ei sra 1us 1st vg. c. ,),) , 

w wird: 

Für clas V0rhältnis Z/i sind durch Tetmajer die Grenzen der Gül
tigkt:>it der Eulergleichung bestimmt; da bei den hierzu dienenden aus
gedehnten Versuchsreihen die Stützung der Säulen der Normalstützung 
entsprach, ist in der obigen Beziehung und den weiter unten mitgeteilten 
Tetmajerschen Tabellen l auch die wirkliche Knicklänge. Für n 2 

wird sein genauer Wert: 9,87 eingeführt. Die Knickspannung k0 er
scheint in tjqcm: demgemäß ist auch diese Einheit für die Zahl E 
maßgebend. 

Für Gußeisen ergibt sich, daß mtr Säulen mit 

cler Enlergleichung folge11: 

daß a her unterhalb dieser GrenzE> die Beziehung gilt: 

p l ( l )2 k" .CCC F-0 = j- 7, 7() - 0,120 . + 0,000;)8 ~-
1 !. 

worin alle Wette in t- bzw. cn1-Einheiten zugrunde gelegt sind. 
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Die nachstehende Tabelle enthält für Gußeisen für eine größere 
Anzahl Werte lfi, die zugehörenden k0-Werte, und zwar sowohl 
innerhalb wie außerhalb des Gültigkeitsbereiches der 
Eulerglei eh ung. 

Ta belle der Knickspannung k 0 für graues Gußeisen. 
(Druckfestigkeit 8 tjqcm.) 

a) ~ = 10 bis 80 
l I b) 

l 
.- > 80 
~ 

h0 = 7,76- 0,12 -. 
k0 = 9870 ({f tjqcm. 

t 

+ 0,00053(~Y tjqcm. 

I ko l ko l ko I l ko 

i tjqcn1 i tjqcm i t/qcm i t/qcm 

10 6,613 471/2 3,256 821/2 1,450 135 0,542 
121/2 6,343 50 3,085 85 1,366 140 0,504 
15 6,079 521/2 2,921 871/2 i 1,289 145 0,470 
171/2 5,822. 55 2,763 90 1,218 150 0,439 
20 5,572 571/2 2,612 921/2 : 1,154 155 0,4ll 
221/2 5,328 60 2,468 95 i 1,094 160 0,386 
25 5,091 621/2 . 2,330 971/2 r 1,038 165 0,363 
271/2 4,861 65 2,199 100 0,987 170 0,342 
30 4,637 671/2 2,075 105 0,895 
321/2 4,420 70 1,957 llO 0,816 
35 4,209 721/2 1,846 115 0,746 
371(2 4,005 75 1,741 120 0,686 
40 3,808 771/2 1,643 125 .0,632 
421/2 3,617 80 1,552 130 0,584 
45 3,433 

Für Flußeisen (E = 2150 tjqcm) liegt die Grenze der Gültig-
keit bei: 

l --;- > lQ;). 
t 

'"'u"r l l- b' .1' -~ = ,J IS 
t 

ko = 9,87. 2150 (fY = 21220 ( f) 2
• 

105 gilt: 

l 
k0 = 3,10- 0,0114-;. 

~ 

Die Knickzahlen für Flußeisen k0 sind der nachfolgenden Tabelle 
zu entnehmen; in ihr finden sich die Angaben für eine größere An-

zahl _;_Werte sowohl für den Bereich der Gültigkeit der Eulergleichung 
I . 

als auch bei deren Versagen. 
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Tnbelle rler Knick::;pannung k0 für Flußei::;en. 

l 
= Li bi::; 105 b) 

l > lü:i a) 
i i 

1.:0 = :1,10 0,0114 (J tjqcm. k0 = 21220 ( frt/qcm. 

l ko I l ko I l I ko 
i tjqcm i t/qcm i i t/qcm 

I 

15 2,929 62 1 / 2 2,387 107 1 /2 1,836 
1~1' 

I /z 2,905 65 2,359 JlO 1,754 
20 2,872 67'/z 2,331 115 1,605 
21 1 / 2 2,844 70 2,302 120 1,474 
25 2,815 72 1 /2 2,274 125 1,358 
2~1: 

' /2 
2,786 75 2,245 130 1,256 

30 2,758 77'/z 2,217 135 1,165 
321 / 2 2,729 80 2,188 140 1,083 
a5 2,701 821/2 2,159 145 1,009 
:!7'/2 2,673 85 2,131 150 0,943 
40 2,644 87 1 /c 2,101 155 0,883 
42 1 / 2 2,615 90 2,074 160 0,829 
45 '! 2,587 92 1 /2 2,046 165 0,779 
47 1 / 2 2,558 95 2,017 170 0,734 
50 2,530 97 1 / 2 1,989 175 0,69:~ 

52 1 / 2 2,501 100 1,\!60 180 0,655 
!15 2,473 1021 /" um 185 0,620 
!J7lj2 2,444 10.5 1,903 190 0,588 
60 2,416 

I 
195 0,558 
200 0,531 

Die Tabellen gestatten die Berechnung der Knicklast. P0 auf 
l 

::;ehr einfachem und schnellem vVege, wenn man die Größe -;- kennt. 
~ 

Da P 0 = k0 P ist, RO wird die er lau btc Traglast bei einer Sicherheit = s: 

p =c k0_J' = Po . 
8 8 

Auch bei dieHell Gleichungen ist einer anderen Lagerungsart als im 
Normalfalle durch Einfühn1ug der wahren Knicklänge (vgl. S. 71) 
Rechnung zu tragen. 

Über die Größe der T r ii g h e i t s r a dien für die deutschen Normal
profile geben die Tabellen im Anhange von Heft III Aufschluß. 

Für die Best im m u n g der (~ u er s c h n i t t e u n cl Trägheits -
m o 111 e n t e ring f ö r m i g er gußeisern c r Sä u 1 e n kann von der 
nachfolgendt'n Zusammenstellnng vorteilhaft Gehrauch gemacht 
werden. 
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Tabelle der Quert>chnittsflächen (F), Trägheits- (J) und 
Widerstandsmomente (W) von häufiger vorkommenden 

ringförmigen Querschnitten. 

D =äußerer Durchmesser. ,j = \Vandstärkc. 

D I ö I F J JV D I ,j F J TV I D ö 
F I .] w 

cm cm qClll crn4 cm3 cm cn1 qc1n cm 4 cm 3 cm Clll <[Clll Clll cm 3 

' 
289,81 57,96 330,3125 10 1,0 28,27 16 2,8 116,1 2643 2,2 157,6 10334 827,0 

1,2 33,18 372,11 65,42 17 1,2 59,57 1869 ;219,9 2,5 176,7 ll320 905,7 
1,5 40,66 373,0! 74,59 1,5 73,04 2214 260,5 2,8 19.5,3 12222 977,7 
1,8 46,37 408,5] 81,70 1,8 85,95 2517 296,1 :3,0 207,4 12778 1022 
2,0 50,27 427,3! 85,45 2,0 94,25 2698 317,4 3,5 236,4 14022 1122 

ll 1,2 :~6.95 405,21 81,85 2,2 102,30 2863 336,8 27,5 2,0 160,2 13102 953 
1,5 44,77 517,611 94,11 2,5 113,88 3082 362,6 2,2 174,9 14095 102.~ 
1,8 52,02 5il,5 103,9 2,8 124,90 3271 384,8 2,.5 196,4 15493 ll27 
2,0 56,55 600,8 109,2 3,0 131,95 3381 297,8 2,8 217,3 16782 1221 
2,2 60,82 625,6 113,8 18 1,2. 6i3,35 2246 249,5 3,0 2:30,9 17585 1279 

12 1,2. 40,71 601,0 100,2 1,5 77,75 ,2668 294,4 3,5 263,9 19397 1411 
1,5 49,18 695,8 116,0 1,8 ' 91,61. 3042 338,0 30,0 2,0 175,9 17327 1155 
1,8 57,68 773,5 128,9 2,0 100,50]3267 363,0 2,2 192,1 18676 1246 
,2,0 62,83 816,8136,1 ' 2,2 '109,20 3475 386,1 2,5 216,0 20586 1372 
2,2 67,73 854,11142,4 2,5 121,74'3751 416,8 2,8 239,3 22359 1491 
',2,5 74,62 900,0 150,0 : 2,8 133,70 3992 443,6 3,0 254,5 23472 1565 

131,2 44,48 782,31120,3 1 3,0 141,40 4135 459,5 3,5 291,4 26021 1735 
·1,5 54,19 911,11140,2 r1D 1,5 82,47 3180 334,8 32,5 2,0 191,6 22377 1377 
1,8 63,33 1019 156,8 1,8 97,26 3636 382,8 2,2 209,4 24157 1487 
2,0 69,ll 1080 1166,1 2,0 106,80 3912 4ll,8 2,5 235,6 26688 1643 
2,2 74,64 1134 174,4 1 2,2 116,10 4168 438,7 2,8 261,3 29058 1788 
2,5 82,47 1201 184,8 ', 2,5 129,59 4511 474,9 3,0 278,0 30554 1880 

14 1,2 48,26 996,9 142,4 1 2,8 142,50 4814 506,8 3,5 318,9 34005 2093 
1,5 58,90 1167 166,7 '1 3,0 150,80 4995 525,8 35 ,2,0 207,4 28325 1619 
1,8 68,99 1311 187 4 120 1,5 87,18 3754 375,4 2,2 226,7 30619 1750 
2,0 75,40 1395 1199::) ' 1,8 102,9 4303 430,3 2,5 255,3 33896 1937 
2,2 81,56 1469 1209,9 2,0 ll3,1 4637 463,7 2,8 283,3 :36983 2114 
2,.5[ 90,32 1564 223,4 2,2 123,0 4948 494,8 3,0 301,6 38938 2225 

1fi 1,2] 52,06 1248 1166,4 2,5 137,4 5369 536,9 3,5 346,4 43484 2485 

1,5i 63,62 1467 1195,6 2,8 151,3 5743 574,3 37,5 2,0 22:3,1 35245,1880 
1,8 74,65 1656 220,8 3,0 160,2 5968 596,8 2,2 244,0 381452035 
2,0 81,68 1766 1251,5 3,5 181,4 6452 645,2 2,5 274,9 42301,2256 
2,2 88,47 1896 [248,8 22,5 1,8 117,1 6319 561,7 2,8 305,3 46237 2466 
2,5 98,18 1994 1265,9 2,0 128,8 6831 607,2 3,0 325,2 48736 2599 
2,8 107,32 2102 280,2 2,2 140,3 7311 650,0 3,5 374,9 54588 2912 

16 ,1,2 55,80 1538 1192,2 2,5 157,1 76i7 709,0 40 2,0 238,8 4321( 2161 
:1,5 68,33 1815 1226,9 2,8 173,3 8576 762,3 2,2 261,3 46313 2341 
,1,8 80,30 2056 1257,1 3,0 183,8 8942 794,9 2,5 294,5 51995 2600 
2,0 87,97 2199 274,9 3,5 208,9 9747 866,4 2,8 327,2 56917 2846 
2,2 95,38 2329 [291,9 25 1,8 131,2 8880 710,4 3,0 348,7 60058 3003 
2,5 106,03 2498 ,312,3 ,2,0 144,5 9628 770,2 3,5 401,4 67440 3372 

Für Holz ~ ermittelt für lufttrockenes Nadelholz - hat nachTet
majer die Eulersche Gleichung so lange Gültigkeit, als l :i> 100 ist. 
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Für ein Längenverhältnis l : i < 100 tritt an ihreStelle mitsprechendeiner 

alsdann sich ausbildenden Knickspannung von k0 = 0,293 
die Beziehung: 

l 
. 0,00194 . 

I 

( l) ]!' p = 0,293 ~ 0,00194 -~ ' 
t. 8 

worin s, die Sicherheit, zu 10-12 zunehmenist und Pint erscheint!). 
Da Tetmajer bei seinen ausgedehnten Versuchen die Elastizitätszahl 
des zu ihnen verwendeten Nadelholzes zu lOOtjqcm = 100 000 kgjqcm 
f1tnd, so ergibt sich bei lOfacher Sicherheit und bciderseits gelenkiger 

l 
Lagcnmg die Tragfähigkeit bei Grenzen . > 100 zu: 

t 

p = _!? JE_ Jmin = C · E · ]!' i 2 = n 2 l 00 · fi' ( i )' 2 ~~ 98 70 ( i ). 2 p 
sl2 s l2 10 l ' l · 

Hierin ist wiederum F in qcm einzuführen, während P sich in t 
ergibt. 

Da, bei einem quadratischen Holze: 

2 
'2- a 
t - 12, 

. a 
t = 3,4-6 

ist, so ist hier die Grem;e der Anwen(1barkeit der Eulergleichung durch die 
Beziehung gegeben: 

100' 
lOOa 

l > ·---- > 28 4 (( . 
3,46 , 

Da dies Verhältnis durchans nicht immer gewahrt ist, kann die Euler
gleichnng bei Holz oft nicht angewendet werden. 

e) Die Grenze zwisehen Druck- und Knickfestigkeit. 

Die Grenze zwischen der normalen Druck- und Knickfestigkeit findet 
man durch Gleichsetzung beider Festigkeiten und Ermittlung der sich 
hieraus ergebenden KnickHinge = lk. Für den Bereich der Enkr-

1 ) Da nach Tetmajer das erste Glied dieser Gleichung 0,2!)3 die mittlere 
Druckfestigkeit cles Nadelholzes in tjqcm bedeutet, so stellt der zweite Summand 
die Herabminderung r1er NormalfestigkPit clun:h die Knickbelastung dar. fst 
l 

= I 00 , so wird: 
t 

ko = 0,293 ---0,194 cc= o,ml!l t/qmu. 

Nach cler oben entwickf'lten Gleichnn~ wird: k0 == 0.091'7. 
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P=aF= C-EJITli" sn , 

lk = l/ G_!f-fi" = l/01 ~~nin 
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Zieht man dieTetmajer-Gleichung heran, so folgt aus der Be
dingung, daß der Stab gleichzeitig auf Druck und auf Knicken voll 
ausgenutzt sein soll, daß alsdann die zulässige Druckspannung (az) 
gleich der zulässigen Knickspannung (kz) sein muß: 

P = Oz]i' = k,F = k,l_F 
8 

Nimmt man, wie das die Regel bildet, für Gußeisen s = 8, 
a, = O,G tjqCin, so wird: 

ko 
k, = 0.5 = 8 ' k0 = 4,0 tjqcm. 

Kach der Tetmajerschen Tabelle entspricht diesem k0-Wert ein 
l 

Verhältnis --;- = 37,5. Man erkennt zunächst, daß gußeiserne Säu-
~ 

Jen, welche der obigen Bedingung entsprechen, stets außerhalb der 
Gültigkeit der Eulergleichung stehen; sie sind an das Verhältnis ge
bunden: 

~=87,fi, lk = 87,:'"ii. 
~ 

Da beim Ringquerschnitt angenähert i 2 = 0,125 D5 ist, wenn !J11 

den mittleren Ringdurchmesser darstellt, so wird hier: 

lk = 87,5 · }0,125 · D~ = rd. 13,3 D0 . 

Wird D 0 in cm eingeführt, ergibt sich auch lk in cm. 
Bei Flußeisen läßt sich die erlaubte Druckspannung im Hinblicke 

auf Knicken nicht Yollkommen ausnutzen. Hier wird bei vierfacher 
Sicherheit: 

k0 F 
P = Oz F = kz F = 4--- , k0 = 4 Oz . 

:Füraz = 1200 kgfqcm würde k0 =4800kgfqcm sein, d.h. es ergäbe sich 
ein Wert, bei dem die Druckfestigkeit des Materials bereits überschritten 
ist. Eine allgemeine Gleichung wie bei Gußeisen ist also nicht möglich. Hier 
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wird es vielmehr erforderlich, die jeweilig unter der gegebenen Belastung 
11uftretcnde Druckspannung (a') zu ermitteln, alsdann ausder Beziehung: 
k0 = 4 a' den k0-Wert, mit seiner Hilfe aus der Totmajorsehen 

l 
Tabelle das zugehörende Verhältnis -:k = n abzuleiten und am; dem 

~ 

bekannten Querschnittswerte ·i die zulässige Knicklänge lk = n. i zu 
finden. 

Da die Tet majerschen Tabellen zugleich die k0 -Werte für den 
Bereich der Gültigkeit der Eulergleichung und deren Nichtanwendbar
keit enthalten, so gestattet die obige Art der Rechnung in jedem Fall 
die Ermittlung von lk an Hand der Tabellen. 

fl) Die Knickung eines Stabes aus mehreren, nicht fest nnter 
sich verbundenen Teilen. 

Besteht em 1:-ltab aus mehreren, nicht stetig miteinander 
verbundenen Teilen, so Ü;t neben der Knicksicherheit des gesamten 
Querschnitts für die Gesamtlast P nachzuweisen, daß auch ein jeder 
Stabteil für die auf ihn entfallende Knickkraft knicksicher ist. Dies 
ist erforderlich, weil bei n Stabteilen mit einem Gesamtträgheitsmoment 
= Jmin der einzelne Teil stets ein J(nin hat, welches m·heblich kleiner ist 

J· 
als __ :''1~1l. Es hat dies seinen Grund darin, daß für den Gesamtquerschnitt 

n 
und seine Einzelteile ganz verschiedene Trägheitsachsen in Frage z11 
ziehen sind, die für den Einzelteil in der Regel durch dessen Schwer
punkt gehen, für seinen Anteil am Gesamtquerschnitte sich aber nach 
dem Schwerpunkt dieses richten. 

Bei der Lastverteilung auf die Einzelteile ist damit zu 
rechnen, daß wegen der ungenauen Anschlußmöglichkeit der Stäbe, des 
nicht stets homogenen Baustoffes, der nicht vermeidbaren Abweichung 
der Einzelteile und des Gesamtstabes von der mathematischen Achsen
linie eine ungleichmäßige Lastverteilung sich ausbildet, die erfahrungs
gemäß bei einem Stabe aus zwei Teilen jede Hälfte bis zu rd. 70 v. H., 
bei vier Teilen jeden Teil bis zu rd. 3:5 v. H. von der Gesamtkraft bei 
der Knickberechnung zu belasten erfordert. 

1Tnter einer derartigen Lastverteilung wird sich somit die Knick
berechnung der Einzelteile auf die Ermittlung der zulässigen Knick
länge dieser, d. h. die Grenze erstrecken, bis zu der der einzelne Teil 
freigelegt werden kann, nnd \'Oll cler an er mit den anderen Stabteilen 
durch Bindekonstruktionen n. dgl. wieder zn einem einheitlichen, ge
schlossenen Querschnitte verbunden werden muß. 

Über die Ausführung der an und für sich einfachen Rechnung geben 
die nachfolgendrn Zahlenb8i;.;piele nnter .) md 6 Anfschlnß. 
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e) Zahlenbeispielc. 
1 a. Eine gußeiserne Säule hat einen äußeren Durclunm;ser von 

22,5 cm, einen inneren von 18,5 cm, d. h. eine vVamlstärke von 2 cm. 
Nach der Tabelle auf S. 77 entspricht ihr ein J = 6831 cm4 und eine 
Querschnittsfläche F = 128,8 qcm. Gesucht wird bei einer Länge von 
l = 5,0 m ihre Tragfähigkeit bei 8- hr,w. 10faehcr Sicherheit. 

Nach der Eulergleichung ist: 

. - .] . - 6831 . . 
bei 8 = 8: pl =0,12.) [2 = 0,12;) 2Fi c~ .34,115 t, 

.] 6831 
pl = 0,1. l2 .. = 010---- = 27 324 t 

' 25 ' ' 
bei B = 10: 

1 h. Rechnet man dieselbe Sänle nach den Tetmajerschen Tabellen 
nach, so ist zunächst: 

'2 - J - 6831 - ~· 500 
2 - F - i2-8,8- .>.3, 2 = 7•28 ' i 7,28 = 68•7 . 

Diesem vVert., der zunächst erkennen läßt, daß die Eulergleichnng 
nicht gilt, entspricht in der Tabelle auf S. 75 ein Wert k0 = 2,031 
(nach Interpolation!). 

Demgemäß wircl: 

P - 5()1!. 
1-

s 

hzw. 

~,0_31 ... 128,8 = 32,7t 
8 

= ~.'~~1_· 128,8 = 26,66 t. 
10 

1 c. Wird die zulässige Knicklänge dieser Säule bei Ausnutzung 
von Oz = 0,5 tjqcm auf Druck verlangt, so wird k0 = 4 t/qcm und 
lk = 37,5 i = 37,5 · 7,28 = rd. 273 cm = 2,73 m. 

Alsdann trägt die Säule bei 8fachcr Sicherheit: 

p = 4,0·128,~ = 64 4t 
1 8 ' . 

und die Druckbelastung wäre: 

64400 
Oz = --~8 8 = 500 kgjqcm = 0,5 tjqcm. 

12 ' 
wie vorstehend auch vorausgesetzt. 

Man erkennt, daß der Säulen-Länge von 5,00 m gegenüber l = 2,75 m 
ein sehr erheblicher Rückgang der Knicklast von 64,4 auf 32,7 t, d. h. 
um fast die Hälfte entspricht, und daß hier die Druckspannung von 
rd. 500 kgjqcm bei weitem nicht mehr ausgenutzt wird: 

32 700 -
a = ~ 8 8 = 284kgfqcm. 

12 ' 
F o erster, Hepetitorium. !. (j 
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2. Eine Holz,;i\ule Yon 4,00 m Läng<' hat 20 000 kg auf Jlrunk ZH 

tragen. Geweht wird ihr Querschnitt unter Berücksichtigung clr:'i 
Knickens. 

Unter <ler Annahme, daß die Eulerglcichung gilt, wird: 

p . l2 ·20 000 . 16 
J =-- ·= = 26666cn. 4 
' nun 12 12 

Gewählt wird ein quadratischer Querschnitt mit der Seite a = 24 cm. 

a4 
.J = --- = 27 648cm4. 

12 

Für das Verhältnis von \Yinl: 
i 

'2- a2 . 
~ - 12' 

. a 24 ~ 
·1. = - = - - == rd . 1 ; 

3,46 3,46 
l = 400 = rcl fl7.2. 
i 7 

Es gilt also (vgl. S. 78) die Eulergleichung nicht, und demgemäß be
rechnet sich die Traglast auf Knicken = P nach der Beziehung: 

242 

p = (0,293 - 0,00194. fl7,2) 1() = 10,66 t 

cl. h. die genaue Rechnung läßt erkennen, daß der nach Euler gewählte 
Querschnitt auf Knicken für eine Last P = 20 t nicht ausreicht. Wählt 
man einen quadratischen Querschnitt von 35 cm Seite, so wird: 

3'2 
~~- nl. 40 und P = (0,293 -- 0,00194 · 40) T~ = 0,21.5 · 122,5 = 26,34 t. 

3. Eine gußeiseme, ringförmige Säule hat eine Last von 40 000 kg 
zu tragen bei l = 4,60 m. Gesucht wird ihr Querschnitt. Da der Quer
schnitt zunächst noch nicht bekannt ist, wird er nach E uler bestimmt, 
um später d(ls Ergebnis nach Tetmajer nachprüfen zu können. Bei 
8facher Sicherheit wird: 

.lmin = 8 · P 1 l2 = 8 · 40 · 4,62 = 8 · 40 · 21,16 = 6771,2 cm4• 

Gewählt wird nach Tabelle S. 77 ein etwas größerer Querschnitt -· ab 
11ach E nler notwendig - mit .J = 7311, cl. h. von 22,5 cm äußerem 
Durchmesser und 2,2 cm Wandstärke. F = 140,3 qcm. 

Für diesen Querschnitt wird I: 

7311 
i2 = 140,3 ::'-:' ;)2, 1 . i = 7,22 cm, 

460 
Ü2 = ö:~ () ~ 

~ 

kl) = 2,2R (Tab. S. 7:'J), 
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4. Ein beiderseitig gelenkartig angeschlossenes Winkeleisen 90. 90 · D 

mit einem Jmin = 49,2 cm4, einem. F = 15,4 qcm hat eine Druckkraft 
P = 4000 kg zu tragen. Wie groß darf seine Knicklänge gemacht 
werden? 

Es ergibt sich nach Eulc r: 

I 110. 2150 ooo. 42,2 
lk = V ... -- 4:-4o6o -- - = rd . 260 Clll . 

Geht man auf dem a!-lf S. 80 gezeigten Wege vorwärts, so wircl: 

4000 
Oz = 15,4 = rd. 260 kgjqcm, 

k0 = 4 · 260 = 1040 = 1,04 t jqcm. 

Diesem k0 -Wert entspricht nach d er Tabelle auf Seite 76 ein !~-Wert 
von rd . 142. t 

J/149,2 
lk = 142 · i = 142 · - -::- - = 142 · 1, 78 = 260 cm 

1:->,4 

wie oben; die beiden R echnungen stimmen hier überein, da das in Frage 

stehende Verhältnis L innerhalb d es Gültigkeitsbereiches der Euler-
gleichung liegt. t 1 

5. Ein Stab, gemäß Fig. 100, be-
steht aus zwei ungleichschenkligen 
Winkeleisen, die in lichtem. Abstande 
von 3,6 cm liegen. Gesucht wird die 
Tragfähigkeit des Stabes bei 4,00 m 
Länge und alsdann die freie Lä nge, 
auf die jeder seiner Teile knicksicher ist. 

I n bezug auf die Achse !I ergibt 

-ft; ZJ,Jcm• 

Fig. 100. 

sich das Trägheitsmoment zu Ju = 2 · 141 
der Achse I: 

= 282 cm• und bezüglich 

J 1 = 2 (23 ,5 + (1 ,2 + 1,8)2 • 14,1) = 2 · 150,4 = 300,8 cm4• 

Demgemä ß ist Ju die kleinere, für die Rechnung maßgebende Größe. 
Nach E uler ist: 

J 282 
p = 0 54 -- = 0 54 - - - = 9 517t. 

1 , Z2 ' 4,02 , 

Demgemäß entfällt auf ein jedes Winkeleisen unter Annahme einer 
ungl e i c hmäßig en bis 70 v . H. g e ste i g e r te n Belastung: 

P 1 = 0,70 · \1,517 = rd. 6,662 t (vgl. S. 80). 

6* 
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Für das einzelne Winkeleisen ist: 

Jmin = l4,6cin 4 , 

ferner: 

6662 
az ~· f:ry = 457 kgjqcm ; k 0 = 4 · 457 = 1828 kg/qcm = 1,828tjqcm. 

, 
Hierdurch findet man nach der Tabelle (S. 76): 

lk 
--; = 108, 
~ 

also lk = 108 · 1 = 108 cm, d. h. die beiden Winkeleisen sind zwischen 
ihren Endpunkten mindestens dreimal zu verbinden, um den geschlos
senen Querschnitt hier zu sichern und ein Ausknicken der beiden Einzel
teile auszuschließen. 

l'technet man, da hier E uler auch gilt, zur Kontrolle mit dieser 
Gleichung, so ergibt sich: 

lk = V1-~~2 !~?~:·l~~ = 107 cm. 

Es sei hier besonders darauf hingewiesen, daß für das einzelne 
Winkeleisen ein Jmin von nur 14,6 cm4 in Frage kommt, während der 
Gesamtquerschnitt ein J = 282 hat. Hier besteht also ein Verhältnis 
von rd. 1 : 20. 

6. Ein Stab besteht aus 4 Winkeleisen, gemäß Fig. 101 ab, l = 6,7lm. 
An die Winkeleisen schließen Bindebleche an, die eine Knicklänge 
der einzelnen Teile zwischen den Anschlußnieten von 88,0 cm ergeben. 
Es beträgt für l bzw. 2 bzw. 4 WinkeleiRen 

F 1 = 8,61, 

Jmin1 = 10,1, 

Hieraus folgt: 

F 2 = 17,22, F 4 = 34,44qcm, 

Jmin4 = 2147cm4 . Jmin, = 34,2 , 

i4 = V ~l~~ = 7, 90 cm 
671 
~- = 84,9 < 105 . 
7,9 

(Die Eulergleichung gilt also nicht.) Aus der Tabelle auf S. 76 folgt: 
k0 = 2,131 tjqcm; P 0, = k0 • F = 2,131 · 34,44 = 73,43 t für den 

gesamten Stabquerschnitt als Knickkraft. Ferner wird für das ein
zelne Winkeleisen: 

. lllO,l tr = Kßi = 1,07, 
l! 88 
Ir = i;ol' = 81,5 < 1os. 

k0 = 2,171 tjqcm, P0, = 4 · 8,61 · 2,172 = 74,4 t, 
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d. h. die Tragfähigkeit auf Knicken ist bei Berücksichtigung der 
vier einzelnen Winkel und ihrer Freilage von 88,0 cm etwas größer 
als bei dem Gesamtquerschnitt und seiner Knicklänge von 6,71 m. 

Für die Stabhälfte ist: 

i2 = V 137~;~ = rd. 1,40, ~: ~~~ = 62,4 < 105 

k0 = 2,389 t jqcm, P 0, = 2 · 17,22 · 2,389 = 82,2 t. 

Also auch hier liegt keine vergrößerte Knickgefahr gegenüber Clcr 
Gesamtstablast vor. 

Rechnet man hier jedoch mit einer ungleichmäßigen Kraftverteilung, 
nimmt man also an, daß die Hälfte des Stabes bis zu 70 v. H . der Gesamt-

last erhalten kann, so folgt aus der Knicklast von~~:-~ die die Stab-

hälfte zu tragen vermag, daß 
beim Knicken mit: 

m an den Gesamtstab nur belasten darf 

70 
ioo P0 = 41,1 , 

100. 41,1 
P 0 = - - - = 58 7 t 70 , . 

In gleicher Weise ergibt sich bei 
Berücksichtigung jedes einzelnen 
Winkeleisens aus der Annahme, daß 
dieses 35 v. H . der Gesamtlast auf 
zunehmen hat: 

35 74,4 
-- p = - = 186 100° 4 ,, 

100. 18,6 
P 0 = - ---- = 52 2 t .. 

35 ' Fig. 101 a, b. 

Demgemäß cliirfte der Stab bei einfac h er Sie h e r hei t mit dem 
kleinst en sich ergebenden Worte von 52,2 t nur belastet werden, falls 
man eine erheblich ungleichmäßige Belastung zugnunde legt. Führt 
man eine vierfache Sicherheit ein, so wird P = rd. 13.0;"; t. 

Rechnet man zur Kontrolle rückwärts, geht man also davon aus, 
daß ein jedes Winkeleisen bei v ierfachET Sicherhei t 0,35 P = 0,35 · 13,05 
= 4,58 t im Höchstfalle und b ei ungleichmäßiger Belastung zu tragen 
hat, so wird : 

4580 
Oz = 8,-ßi = rd . 532 kgfqcm, 

und somit, da i = 1,07 cm ist : 

k0 = 4 · 0,532 = 2,128 t jqcm. 

l 
-:- = rd. 84 
z 

lk = 84. 1,07 = rd. 90 cm. 
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4. Die axiale Biegungsfestigkeit und die axialen ßicgungs· 
Spannungen. 

D er Querschnitt sei nur durch ein Bi cgungsmomcnt auf 
reine Biegung , also nicht zudem durch eine Axialkraft belastet. 
Eine reine Biegungsheanspruchung liegt bei prismatischen Körpern, 
wie Trägern u. dgl., vor, die in einer Ebene, die den Querschnitt 
zentrisch schneidet, durch i . d . R. zur Stabachse senkrecht gerichtete 
Lasten verbogen werden. L egt man durch die Kr.äfte eine Ebene, so 
führt diese den Namen der Kraft e b c n e. Da hier die Kraftebene 
durch den Schwerpunkt des Querschnitts gehen soll, so kann sie (bei 
den üblichen Belastungsfällen und normaler Trägeranordnung) den 
Querschnitt in Symmetrie-, also Hauptachsen schneiden, u. U. aber 
auch schräg zu letzteren liegen. Der erste Fall Bei bei den nach
folgenden Betrachtungen zunächst zugrunde gelegt. 

a) DieKraftebene schneidet den Querschnitt in e iner H au pt
achse. 

\Vie bereits auf S. 58 hervorgehoben wurde, entspricht einer axialen 
Verbiegung des Balkens das Auftreten von Druck- bzw. Zugspannungen 
an den äußersten Randfasern des Querschnittes. 

Sind in Fig. 102 die beiden nahe aneinanderliegenden Querschnitte 
a b und c d vor Eintritt der Biegung parallel, um nach ihr in "die Stellung 
a' b', c' d' zu gelangen, so i st die gesamte Formänderung auf die 
L änge d x in der obersten Faser auf Druck a a' und d d', und ebenso 
auf Zug b b' und c c' . Stellt man· die Formänderungen durch einfache 
Aneina nderreihung in einem Diagramm, d. h . in der Figur d m c g f 
zusammen, so ergeben sieh hierbei unt e r der Voraussetzung, 
daß di e Qu e r sch'nitt e au ch nach d er Bi eg un g eben ve r 
bleib e n , zwei Forni.ändernngsdreiecke, die einen gemeinsamen Spitze11 -
punkt in m haben. Bis z u clie~:;em Punkte nehmen von oben aus gerechnet 
die Formänderungen und die von ihnen lwiTorgerufem' ll illll<'l'l'lt QmT-
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Schnittsspannungen ab, um alsdann vonmaus nach unten innerhalb der 
Zugzone wieder zuzunehmen. mistsomit ein Punkt, in dem die Druck- in 
die Zugformänderungsfläche übergeht, in dem also weder eine Verdrückung 
noch eine Zugwirkung vorliegt, also keine Formänderung und keine innere 
Spannung auftritt. Aus dem Ebenbleiben der Querschnitte folgt weiter, 
daß der durch die Biegung gedrehte Querschnitt den ursprünglichen 
in einer Geraden schneidet, von dermein Punkt ist, daß also Nullspan
nungen auf einer Geraden auftreten, die den Querschnitt schneidet -
N N in Fig. 102. Diese Gerade wird als Nullinie bezeichnet, die Faser, 
in der die Nullspannung auftritt, als neutrale Faser benannt. 

Bezeichnet man den Abstand der am meisten beanspruchten, stärkst 
gedrückten bzw. gezogenen Randfasern von der Nullinie mit e1 bzw. e2 , 

nimmt man ferner an, daß hier Biegungsspannungen = aa bzw. a. 
auf Druck und Zug auftreten und bezeichnet man die gleichen Funk
tionen für eine beliebige Faser (i v in Fig. l02a) mit y bzw. a, so ergibt 
sich nach clf'm Hoo kschen Gesetze: 

iv 
LJx 

0 

E' 
df 

Llx 

Durch Division beider Gleichungen folgt, unter der weiteren Voraus
setzung, daß es sich um ein überall gleich elastisches Material handelt, 
bei dem E in der Zug- und in der Druckzone denselben Wert hat: 

·i V a 

df aa 
Da ferner: 

iv y 
-=---
df el 

ist, so ist zugleich : 
a y 

ad el 

d. h. es verhalten sich die auftretenden Spannungen wie 
die Abstände ihrer zugehörenden Fasern von der Null

linie. 
Demgemäß zeigt auch das Diagramm der auftretenden 

Spannungen (Fig. 102c) einen geradlinigen Ver~auf, ent
sprechend dem Verlauf des Formänderungsd1agramms. 
Dem Nullpunkt im letzteren entspricht auch eine Nullspannung im 

Spannungsdiagramm. 
Zugleich folgt aus der Beziehung: 

(j 
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<l. h. ein kom;tanter Wert, solange alle in Frage gezogenen Querschnitts
fasern den konstanten Abstand y von der Nullinie aus haben, d.h. in den 
einzelnen Faserschichten parallel zur Nullinie herrscht 
stets eine konstante Biegungsspannung. 

Denkt man sich den Querschnitt in lauter kleine :Flächenteilchen 
von der Größe /1 / 2 . . • in der Druck-, bzw. /1 j; ... in der Zugzone 
zerteilt, in denen Spannungen a1 a2 ..• bzw. aj a; ... auftreten, so 
bedingt der Zustand des Gleichgewichts, daß sich die geHamten inneren 
Druck- und inneren Zugkräfte gegenseitig ausgleichen, d. h. daß: 

2:/1 al + l2 a2 ... - 2; /1 aj + 1; a; . .. = 0 

oder allgemein: 

L,fa=O 

ist. Da für jedes - beliebige - a die Gleichung gilt: a : ad = y : e1 

bzw. y : e2 , also allgemein = y : e, so geht die obige Beziehung in 
die Form über: 

LI a = 2: I oa y = 0 ' 
e 

ad ,~ 
---...:::....f·y=O. 
e 

Da ad und e bestimmte feste Größen sind, die im vorliegenden Falle 
nicht = 0 sein können, so muß _2: IY = 0 sein. Da L. fy das statische 
Moment der Fläche auf die Nullinie darstellt, so muß diese mit einer 
Schwerachse des Querschnitts znsmnmenfallcn, da nur für eine solche 
die Beziehung: 2 f y = 0 zutrifft. Es geht mithin bei homogenem, 
gleich elastischen lVIa terial clie neutrale Achse durch den 
Schwerpunkt. Ist der Quorsclmitt zur Schnittlinie mit der Kraft
ebene symmetrisch, und erstere also - wie vorausgesetzt - eine Haupt
achse, so besagt ferner .L IY =0, daß alsdann die Nullinie mit der 
anderen Schwerachse, d. h. der zweiten Hauptachse zusammenfällt und 
somit senkrecht auf der Schnittlinie mit der Kraftebene steht. 

Im Zustande des Glcichgmvichts muß das Moment der äußeren 
Kräfte, das mit JYI bezeichnet sei 1md dessen Größe nach den Gesetzen 
der Trägerlehre ermittelt wird, dem l\Ioment der inneren Kräfte gleich 
sein. Bezieht man letzteres auf die Nullinie, so ist zu beachten, daß 
auf einer Seite von ihr innere Druckkräfte, auf der t<nderen innere 
Zugkräfte angreifen, die also mit entgegengesetzten Richtungen ein
znführen sind, Rber um die Nnllinie als Dn'hachse in demselben Sinne 
drehen. 

Bezeichnet man- wie ,-orsteheml ~die einzelnen Flächenteilchen in 
rler Druckzone (Fig. l02b), also oberhalb der Nullinie, mit f1 f2 ••• , 
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ihre Abstände von N N mit y1 Jh ... , ihre Spannungen mit a1 a2 ••• 

und führt man ebenso in der Zugzone die Bezeichnungen /1 f~ ... , 
yj y~ ... , o{ o~ ... ein, so ergibt sich aus den obigen Überlegungen: 

Aus dem vorbewiesenen Gesetze, daß unter den hier gemachten An
nahmen die Spannungen proportional ihren Abständen von der Nullinic 
sind, ergibt sich: 

aa Yt 
al = -~--~' 

el 

dl = Oz Yt ' 
e2 

OdY2 
()2 = ~- ... , 

el 

' a,y~ 
0·)=·-- ... 

- e2 

Führt man diese Werte in die vorstehende Gleichung em, so wird: 

2: I Y2 2 f' Y' 2 Jo J~ 
= Oi[· ~~ --~~ + 0 2 -~-~--- =~ Oa- + Oz -- • 

el e2 cl c2 

Hierin bedeutet J 0 das Trägheitsmoment des gedrückten Quer
schnittsteils bezogen auf die Nullinie und ebenso J6 das der Zugzone 
auf dieselbe Achse. Wird aa, wie es bei vielen der vorliegenden Kon
struktionsmaterialien (Flußeisen, Stahl, usw.) der Fall ist, = Oz = a 
gesetzt, so ergibt sich für ehtstisch gleichartige, homogene 
Querschnitte, also bei Zugrundelegung nur eines a-Wertes: 

(J J'' 
M=a ~-:+~~)· 

Bei verschiedenen W' er t e n von ad und Oz kann zur Ermittlung 
einer der Spannungen das V er hältnis zwischen beiden herangezogen 
werden. Liegt also z. B. ein gußeiserner, auf Biegung belasteter Trag
körper vor, bei dem die zulässige Druckspannung zu 500, die Zug
spannung zu 250 kgfqcm zugelassen ist, so wird: 

aa a =-
z 2 

und somit in obiger Gleichung: 

(a) lvl = adJ_o_ + 0d J~ = aa (J_o + J6) 
e1 2 e2 e1 2 e2 

bzw.: 
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Am; der Bedingung: 

folgt weiter, da: 
2 
l . 

ist, e1 = 2 e2 1), d. h. die Schwerachse und damit der Schwerpunkt des 
betreffenden Querschnitts liegt bei einer, richtiger Materialausnützullg 
entsprechenden, Querschnittsform um zwei Teile von der Druckkante, 
um einen Teil von der Zugkante entfernt, also in zwei Drittel der 
QuerschnittshöhP. 

na 

el e2 

ist, so kann die allgemeine Gleichung ( a) auch in der Form geschrieben 
werden: 

Oz , ad , Oz , ud J Oz J ·- .lo = -- (Jo + .lo) = ··· (.fo + Jo) = -- = -··· ; 
e2 e1 e2 e1 e2 

(b) ~lf e1 
ua =--y-, 

(b') JJ e2 
6z =+-y-• 

Hierbei ist J chs Gesamtträgheitsmoment des Quer
schnitts auf seine Null-(Schwer-)Linie (II in Fig.l02). 

Daß diese Addition J 0 + Jb = J richtig, erkennt man daran, daß 
J 0 und J~ je auf die Nullinic für sich bezogen sind, also der Form~ f y 2 

entsprechen, und derselben Beziehung auch durch J genügt wird, da 
sich dieses auf die Querschnittsflächen sowohl an der einen als auch an der 
anderen Seite der Nullinie erstreckt. Beispielsweise ergibt sich bei einem 
Itechtecksquerschnitt mit der Breite b und der Höhe h: 

1 ) Diese Beziehung folgt auch, da 

cl ez 

b h3 

24' 

ist, unmittelbar nus der oben entwickelten allgcmcim•n Gleichung: 

"tl .. o, (./n + .f,:) = od (./o + .J,()' 
c2 2 e;!. 

r1 = 2 re. 
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somit ist: 

J ]' -- ') b ll)l b h3 

1 + . 0 - - 24 12 , 

ein Wert, der für den zusammenhängenden Querschnitt, bezogen auf 
seine Schwerachse auch tatsächlich als richtig auf S. 40 nachgewiesen 
\vurde. 

Ist. bei homogenem, gleichartig elastisch wirkendem 
Baustoff ad ==Oz =O und be.i einem zur Schwerachse sym
metrischen Q u er schnitte e1 = e2 = e, so wird: 

(c) 

. J . 
D1e Größe - d. h. das Trägheitsmoment, bezogen auf seine zur 

e 
Schnittlinie mit der Kraftebene zugeordnete Haupt- (Schwer-) Achse, 
geteilt durch den äußersten Faserabstand, pflegt man das 
Widerstandsmoment des Querschnitts zu nennen und mit W zu 
bezeichnen. Diesem W wird noch ein Index anzufügen sein, um zu 
bezeichnen, auf welche Achse W -- ebenso wie das zugehörende J -
sich bezieht, bzw. - bei verschiedenen e-Werten -- welcher von ihnen 

in Frage kommt. Für die Achse I I in Fig. 102 ist W 1 für J 1 ein-
zuführen. el 

Für den einfachen rechteckig c n Querschnitt ergibt sich z. B.: 

b h3 b h2 h b3 h b2 

wl = l;h 6 , w 2 = ~~ 6 , 
2 2 

für den Kreisquer s c h n i t t wird W - gleich groß für jede Durch
messerlage : 

und ebenso für den Ringquerschnitt mit den Durchmessern D und d: 

D4 -- d4 
W = --------n. 

32D 

Sind die beiden Werte e1 und e2 verschieden (also bei homo
genen Baustoffen zugleich auch J 0 und J:J, so ist zu rechnen mit: 

WO! in 
1W = ad W' + OzW", 

J 
W' =- o, 

1'1 

W" = .!,; 
l'z 
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Für ein Trägheitsmoment deB GesamtquCl'BchnittB c .. c J gehen 
dic,.;c Beziehungen in <lie F'orm über: 

(d) 
.1vt c1 111 

(Jd == - --J - w; , 

(d') 
"'"7J1 e2 1ll 

0 z = +--.r = + tvf 
wobei, wre c1Usdrücklich hervorgehoben sei, sich beide W- Werte 
( Wi und W;) auf dieselbe Biegeachse beziehen. Wird die auftretende 
größte Spannung gesucht, so ist selbstverständlich der kleinere der 
W-Werte der Rechnung zu Grunde zu legen. 

Über die A1rwendung dieser Gleichungm ist das Zahlenbeispiel 
unter 5. auf S. 96 u. 97 zu vergleichen. 

Für homogenes Mate ri a I und zur Biegeachse s ym metri
s c h e n Q u e r s c h n i t t wird : 

JT ,,. 
(e) 6=±-w, .li'.L=uW, 

das Ha u p t g es e t z der a x i a l e 11 Bezieh n n g s s pannun g, gültig 
für die Randspannung in der Zug- (+) bzw. Druckzone (--). 

vVird bei gegebenem Moment der äußeren Kräfte und bekannter, zu
lässiger Spannung (o) (ler Querschnitt gesucht, so folgt seine Größe aus: 

Bei richtiger wirtschaftlicher M:atcrinJausnutzung werden die zu
liü,;o;ige Spannung und die Randspannung gleichbedeutend sein. 

vVill man dieSpann u ng Gy in einerbeliebigen Querschnitts
fase r im Abstande von y von der N ullinic berechnen, so ist da.s Ver

G 
hältnis -- in Gleichung ( c) nur zu ersetzen durch: _Gjl_ da· y , . c . 

Gy: y = 0: e. 

Alsdann wird unter Einführung cler alsdann m Frage kommen
den J = J 1 : 

( f) ' -- Jl 111-0-
y y 

gültig für jede beliebige Quero;ehnittsfaser. Hierbei soll das 
±-Zeichen unterscheiden, ob die Faser in der Zug- oder Druckzone liegt. 

b) Die Kraftebenegeht d urchdeu Querschnittsschwerpunkt, 
schneidet den Querschnitt aber nicht in einer Hauptachse. 

Ist der Querschnitt beidcrseits symmetrisch, sind also die Schwer
achsen auch die Hauptachsen, so winl man bei einer zu den Achsen ~chiefen 
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Schnittlinie von Kraftebene und Qnerschnitt am einfachsten die bei 
einer axialen Biegung auftretenden größten Spannungen dadurch finden, 
daß man das Moment M,. (Fig. 103) in zwei Seitenmomente nach Hichtung 
der Schwerachsen zerlegt: J!I 1 = 21[, sirux, 
M 2 = M r cos cx und die je von diesen Seiten
momenten bestimmten Spannungen nach 
der Grundgleichung: 

M 2VI·e 
0 = w J 

Fig. 103. 

ermittelt. Hierbei ist naturgemäß bald die 
eine, bald die andere Schwerachse für J und e 
maßgebend, wobei bei symmetrischem Quer
schnitte darauf zu achten ist, daß die zur 
Schnittlinie von Querschnitt und Kraftebene 
zugehörende Nullinie auf diesem 
Schnitte senkrecht steht. Demgemäß gehören z11 r Momeuten

einwirknng M 1 in Fig. 103 die Achse II, J 1 , W1 und 
b . 

für M 2 die Achse 11 II, J 2, W 2 und e =' 2 m Frage 

h 
e = 2- , während 

kmnmen 1). 

Demgemäß wird, wenn man die Spannung infolge des Momentes M1 

mit a 1 , die durch M2 mit a2 bezeichnet, zunächst ohne Bestimmung des 
Vorzeichens für einen beliebigen Querschnittspunkt mit den Abstän
den y und x: 

bzw. für die von der Achse I I bzw. II /I am meisten entfernten Raml
(Eck-) Punkte: 

h MI M -
1lf1 e 1 2 Jl Mt 

O'tmax --
J! Jl h w] ' 

2 

b M2 M -
M 2 e ~ ~ 2 J2 J112 

Ozmax = 
J2 J2 b w2 

2 

1 ) Da hier für beide Achsen je e1 = e2 ist, ist der \Vcrt allgemein mit e 
bezeichnet. 



Hat, wir~ bereits bei dem vorliegenden, beiden.;eits ,;ynunetrisehen 
Querschnitt vorausgesetzt, dieser Randpunkte, welche zu gleicher Zeit 
am weitesten von beiden Hauptaehsen entfernt sind, so iRt clie 
Griißtspanmmg, die hier auftritt: 

0 = Omax --- f~: + ~~ ~c }~I (il1\ + M2 ~:). 
Diese Gleiehung gilt im besonderen für alle Querschnitte, die auf 

der Form des Rechtecks sich aufbauen und Eckpunkte mit den vor
genannten Eigenschaften haben, also für die Rechtecke, I- und [ -Qucr-

Rehnitte. Bei diesen kann auch für das Verhältnis von wl- zum minde-
w2 

sten für eine Verwehsrechnung zur Querschnittsermittlung -- enw 
konstante Größe eingeführt werden 1) = c, so daß sich ergibt: 

l 
a = w! (.1v1J + clf'J2)' 

w - _.llll-t_~!1_2_ 
1- 0 

Diese Beziehung hat im besonderen Bedeutung zur angenäherten Be
stimmung des erforderlichen Querschnitts. 

Die Auffindung des gefährlichen, meist gedrückten bzw. meist ge
zogenen Randpunktes ist ohne Schwierigkeit, wenn man sich die bie
gende Wirkung der Momente M 1 und .f.J,f2 je vergegenwärtigt. Diese ge
fährlichsten Punkte liegen immer nahe der Schnittlinie der Kraftebene 
des Momentes Mr mit dem Querschnitte (vgl. Fig. 103). 

Hat der Querschnitt keine Symmetrieachsen, so wird man nach 
der auf S. 35-36 gezeigten Berechnungsart zunächst die Hauptachsen 
bestimmen, nach ihnen das Moment Mr zerlegen und alsdann nach der 

1 ) Eine solche Rechnung ist bei Hochbaukonstruktion in erster Linie für die 
durch Wind hzw. senkrechte Belastung (je naeh deren Lag-e zu den Ach~en) 
schiefwinklig belasteten Pfettenquerschnitte aufzustellen. Hierbei kann für das 
Rechteck fiir c eingeführt wPrden: 

b h' 6 h 
c = 6ll b' = b • 

also eine Verhältniszahl, in der die Hauptabmessungen stehen, während für 
die hier in Frage kommenden mittleren Profile der [-Eisen c = 6, für die I-Eisen 
c = 8 einzuführen ist. Naturgemäß ist alsdann das gewählte Profil unter Ein
führung der - in der Tabelle der Normalprofile enthalterH"n - wirklichen \VE-rtP 

wl 
c = - nachzuprüfen. w2 
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My M~; 
allgemeinen Gleichung o = -- b~r.w. == die auftretenden Span-

Jl J2 
nungenbestimmen und addieren. Über den an und für sich einfachen, 

hier einzuschlagenden Rechnungsweg gibt das Beispiel auf S. 98-100 

Auskunft. Hier sind die Spannungen ermittelt, welche in einem aus Steh

blech und zwei l-Eisen in Form eines Z zusammengesetzten Querschnitte 

durch schiefe Biegungsbelastung auftreten. 

c) Zahlen beispiele. 

1. Ein senkrecht belasteter Holzbalken hat ein Biegungsmoment 

= 140 000 kg · cm aufzunehmen; als zulässige Spannung kommt die 
Druckspannung od in Frage. Der notwendige Balkenquerschnitt wird 

gesucht: 
Er ist: 

_ M _ 140000 _. . 3 _ b h2 wl - -- - --- - 2333 cm --- --- . 
OJ 60 6 

Wählt man für b 22 cm, so wird: 

I 6 .w 1 /ß~2§§ä 
h = V -- -b - = V - 22 = 26 cm . 

Demgemäß ist ein Balken von 26/22 cm zu verwenden. 
2. Ein flußeiserner Unterzug hat infolge senkrechter Belastung ein 

M = 600 OOO.kg · cm auszuhalten. Sein Querschnitt (l-Eisen) wird bei 

o = 1200 kgfqcm gesucht. 

W = 600 _O_Q_~ = 500 . 
1 1200 

Es reicht aus em I-Normalprofil von 28 cm Höhe mit einem 

wl = 541 cm3. 
Das nächstkleinere Profil, 27 cm hoch, mit einem W1 = 491 würde 

knapp genügen: 

M 600000 
a = - = ---- - = 1225 kgjqcm, d. h. > 1200 > Oznl. 

W1 541 

3. Eine hölzerne Pfette 30/24 wird senkrecht zn einer Dachfläche 

verlegt, die unter einem Winkel von 30° zur Wagerechten geneigt ist 

und durch ein Moment M = 140 000 kg · cm in senkrechter Ebene be

lastet wird. Die Eckspannungen sind zu ermitteln. 
Nach Fig. 104 ergibt sich: 

M 2 = Mr sina = 140 000 · 0,5 = 70 000 kg · cm, 

M 1 = Mr cosa = 140 000 · 0,866 = 121 240 kg · cm. 



Ferner if;t: 
24. ;{()~ 

= :1600 cm 3 , 

BO· 242 
W2 = = 2880 cm 3 

6 
und somit: 

M 1 J112 121240 70000 . . 
o = o 1 ma.x -+ a2 max = ·-w-

1 
+ -w-~- = ---äooü- + -288Ö = 33,7 + 24,3 

= ± 58,0 kgfqcm. 

s/n a: • 0, 500 

Fig_ Hl4. 

4. Ein I -Eisen stehe mit seinem Steg unter 45·o geneigt und werd0 
senkrecht belastet. _1VI,. = 640 000 kg · cm. Versuchsweise sei ein Differ
dinger breitflansehiges I-Eisen angenommen mit W1 = 2360 und 
W 2 = 586 em 3 . 

Im vorliegenden Falle ist: sincx =cos<X = 0,707 und demgemäß: 
M 1 = J.Vi 2 = 640 000 · 0,707 = 452 480 kg · cm. 

452 480 452 480 
o = 0 1 max + o 2 max = -- 236<) + -586 - = 192 + 772 = ± 964 kgfqcm. 

5. Ein Rundeisenbolzen hat in seiner Mitte ein M = 810 000 kg · cm 
auszuhalten. Gesucht wird der Durchmesser bei a = 1000 kgfqcm . 

W = ~LQQ~_ = 81 cm 3 = ~3_:_"l_ 
1000 32 

3 -------

d ~" -~'/_8~: -3~ = rd 9 4 em. 
3,14 -. ' 

6. Der in Fig. 105 dargestellte, zur wagerechten 
Schwerachse nicht syrn metrische Querschnitt aus 
Schweißeisen habe ein 

.Ll-'I max = 4045 kg · m = 404 500 kg · em 
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zu tragen. Die hierbei auftretenden Randspannungen (oben Zug, 
unten Druck) sind zu bestimmen. 

Zunächst wird der Schwerpunktsabstaml e1 hzw. e2 berechnet: 

Fl Y1 -i F2 Y2 -+- F3 y,l e1 = -- ~~- - -- -- --- ----
F1 -:- F2 + F3 

l.i_·l · 0,5 ± ~0_·_0,8ll()_:! _l) ±_10 · 1,2 · (~O+ l + '-2") 

442,7 
43 

15 . l + 20. 0,8 lO . ] ,2 

10,3 C'lll. 

e2 = 1 + 20 + 1,2- 10,:3 = 11,9 cm. 

Ferner wird (bezogen auf die Kullinie oder wagerechte Schwemchse): 

JJ = ~- {(15. 10.3:l) -- (15 -- 0,8) (10,3- 1)3 + 10 ·11,93 

- (10- 0,8) (1Ul- 1.2)3} 

= ~ (16 391 - 11421,8 + 16 851,6- 11270,4) =} (4969,2 + 5581,2) 

= ), 10 550,4 = 3516,8 cm4 . 

(Hierbei ist erst der untere Teil, die beiden ersten Summanden, 
al:-;dann der obere Teil, die beiden letzten Glieder, in Rechmmg gestellt.) 

Demgemäß wird : 

3516,8 - . 3 -1 ---;:;-- - 341,4 cm , o,., 
3516,8 
- - = 29.);) cm 3 
11,9 , 

Unter Einführung des kleineren W-Wertes, also TV ~, wird: 

J.1i 404 500 ' 
0 2 = --, =- ----- = <ler Spannung am oberen Rande 

w~ 29a,5 

== rd. - 1350 kgfqcm, 

währeml 0 1 die Spannung am unteren Rande des Querschnitts wird: 

404 500 
a1 = 341,4 = rd. + 1180 kgjqcm. 

ZurKontrolle der Hechn u ng kann die Gleichung benutzt werden: 

Jo J~ 
11f = 0d ----- + Gz --- . 

el e2 

Hier ist nach der obigen Rechnung: 

49139.2 J ------
0- ;) 

F o Pr~ 1 er, Hevetitoriutn. I. 

J'- _5~~_,2_ 
u- 3 

7 



und ;.;omit: 

4969 . ~~81 
ll80 ° ' - -, + 1:{:)0 ~ - -- . 

. 3 ° 10,:3 .1 ° 11,9 
= nl. 404 000 ; 

es ergibt sich also gegenü her lJ!l ~~ 404 ;-,oo kg o em eine genügende 
Üben:·instimmung. 

7 0 Eine untn GO " zur \ Vagerrchtcn gu:cigte Dachpfette best ehe 
aus einem Stehbleche von 16 o 1 qc:m und zwei ungleichschenldigen 
\Vinkeleisen 10 o 6,~ 0 0,90 Die Pfette wird durch eine senkrechte 
Last (EigengEwicht und Schnee) von 152 kgjlfdo m belastet und 

Fig. 106 a, h . 

vom \Vincle in der Richtung 
des Pfettensteges mit einer 
Last von 121 kgjlfdo m be
anRprucht. Gesucht wer
den die Spannungen an 
den ]{andpunkten c und d 
(Figo l06d). 

Für die durch den Schwer
punktSgelegten senkrechten 
Achsen x und !! ergibt sich 
(Fig. 106a n. b): 

J x , , -,1:' {11 ol6,(J'3 - 9,1 o}4,23 - - 0, () o 3,03 -- ] ,0(12,():1 - 8,43 )) 

= 140:3 cm4 ·' 

./?! ~= 1 1~{0, Do2P (.\G - 1,8) 2,83 + 9,5·1 ,0:3} = 702em4 . 

J '~~ = 0 -- 2{D,lo o, Oo 7,:"'i5 ° t,, 9:l + 6,.-, 0 0,\lo 4, 7::> o 0, 9;) --- 1,8· 0,9o:),Hl, 95} 

=~ nl. - 770 cm4 

(vgl. Figo 106b). Hierbei ist berücksichtigt, daß .!xy für das Stehblech 
des Querschnitts 1,0 o 16,0 = 0 ist, da für diesen Querschnittsteil die 
x y-Aehsen Hauptachsen s.indo 

Die>. H:otuptachsen des Gesamtquerschnitts bestimmen sich aus: 

2JXIJ 
t.c: 2 a ~~ - · 
'-- J y - J r 

2 ° 770 
702 -- 140:3 ' 

tg 2 C\ c_oo 2,J \) 686 , 

2 (\ - 6:) 0 32' ; 

Ikmgemäß we>rclen die Hanptträgheit.smomcnt-P : 

./1 = .T:rcos2 o; -+ .r,,s in2 o; -- Jx _,1sill2 t\ = 1403 ° 0 0 8142 + 702°0,:'5402 

-+- 770 ° 0,!)] ~~ nlo I SDU em~ -~ Jlll," . 

./ 2 = J ,. + J y --- ./1 c_~ 1403 + 702 - l sgn = 20(i c m4 = J,llill . 
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Nunmehr sind die Belastungen auf die Achse 11 bzw. 1I II umzurech
nen. Im Hinblick auf Fig. 106c ergibt sich, wenn man die Belastung 
senkrecht I I mit v, die senkrecht I I l1 mit w beliennt, und zwar auf 
1 cm Länge: 

v = 1,52 cos 7 ° 14' + 1,21 cos 32 ° 46' = 2,53 kg jlfd . cm, 

w = 1,21 sin 32 ° 46' - 1,52 cos r 14' = 0,463 kg jlfd . cm. 

Aus ihnen läßt sich das Moment, bezogen senkrecht auf die Achseu I 
und II (vgl. die Trägerlehre), berechnen, wenn die Pfetten mit einer 
1:-ltützweite l = 5,30 m = 530 cm als Träger auf zwei Stützen ;tnge
sehen werden : 

w l 2 

Jlfu = 8 

2,53. 5302 
--8- - = 88 839 kg · cm, 

0,463. 5302 
--'----8- = 162.17 kg · cm. 

Fig. IOß c, d. 

vVillman endlich die Spannungen ermitteln, welche in den äußersten 
Querschnittspunkten auftreten, dann sind bei genügend großem Zeich
nungsmaßstab entweder die' Koordinaten dieser Punkte, bezogen auf das 
Achsensystem I I, II II, abzugreifen oder rechnerisch zn bestimmen. 

Es ergibt sich für den Punkt d (vgl. Fig. l06d): 

d1 = 8 sin a = 8 · sin 32 ° 46' •= 8 · 0,540 =c~ 4 ,320 cm , 

d 2 = 8 COSIX = 8 · 0,841 = 6,728 f'lll 

und clemgemäß die Spannung an dieser Stelle: 

a<~ = ~_!f-_d2 , Mwd1 88839· 6,728 + 162~~o·t3_2~ = rcl. 650 kgjqem. 
· r .Tu 1899 -

7* 
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In entsprechender ·weise werden (Fig. HHid) für dc•n Punkt c diP 
Koordinaten: 

c1 =~(l0,5cos32°4tl' --- 8sin32°4ß') 

~= -4,:31 cm, 

(10/l . 0,841 . 8. 0,:140) 

c2 = 8 · cos32° 46' + 10,5 · :.;in:i2° 46' = 8 · 0,841 + 10,5 · Ü/l40 

= l2,4cm. 

Demgemäß wird: 

Mr c2 JJ!JII" c1 88 839·12,4 16257. 4,öl 
Ge = - J;- -- --J;-- = - l8g\) - -ZOff-- = 228 kgjqcm. 

Dieses Beispielläßt erkennen, wie die Biegungsspannungen in einem 
Qnerschnitte zu berechnen sind, wenn der Schnitt der Kraftebene bzw. 
zweier Kraftebenen den Querschnitt nicht in Hauptachsen schneidet 
und letztere schiefwinklig zum Querschnitte liegen. 

5. Die Schubfestigkeit. 

a) Die reine Schubfestigkeit und Schubbeanspruchung. 

In der allgemeinen Betrachtung über die verschiedenen Arten der 
~tabbeanspruchung und Festigkeit wurde hervorgehoben, daß bei einer 
reinen Schubbclastung, die also ohne eine Biegungswirkung zustande 
kommt, zwei benachbarte Querschnitte sich zueinander parallel ver
schieben, sonst aber keine Formänderung ausführen und daß hier diese 
Verschiebung in der Hichtung der angreifenden Kraft 
er f o 1 g t. Geht man von der Voraussetzung aus, daß die im Querschnitt 
von der Größe F auftretende Schubspannung =< sich gleichmäßig über 
ihn verteilt, und bezeichnet man die äußere, in der Querschnittsebene 
wirkende, verschiebende Kraft mit Q, so folgt aus dem Grundsatze, daß 
bei Gleichgewicht die Summe der inneren Kräfte gleich der äußeren 
Kraft sein muß, die einfache Beziehung: 

TP= Q 
und somit: 

T = ~ bzw. F = Q ·, 
p T 

im letzteren Falle wird 1: die zulässige Schubspannung des je
>veilig Yorliegenden Materials sein. :Für Gußeisen kann diese Größe 
(Tzur.l zu 200, für Sch\Yeißeisen zu rd. t\00~800, für Flußeisen zn 
1000, für X aclelholz, parallel zur Faser, zu 10, für Eiche und Buche in 
derselben Richtung zu rd. 20 kgfqcm genommen werden. Bei Mauerwerk ist 
für dessen Schubbelastung iu der 1:\,cgcl die Schubbcansprnchnng der 
Mörtelfuge nu:tßgebcnd, für diP je nach der Hiirte der Baustoffe die zu-
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lässigen ' •Vertc zwischen 2- -12 kgjqcm schw~mken ; für Beton, wie er im 
Verbundba u üblich, ist r = 4,0 k gjqcm zugelassen und eine Querschnitts
abänderung gefordert, wenn r, die Grenze von 14 kgjqcm überschreitet. 

b) Die Schubbeanspruchung b e i Bicgu ngsbelast ung. 

Bereits auf S. 59 wurde hervorgehoben und an einem B eispiel zur 
Anschauung gebracht, daß bei der Verbiegung eines Stabes nicht nur 

parallel zu den verbiegenden Kräft en, sondern auch senkrceht zu ihnen 
Schubspannungen auftreten, w elche ein gegenseitiges Verschieben der 
kleinsten Querschnittsteilchen erstreben. Bei einem wagerecht liegen
den Balken und senkrechter Belastung werden somit smvoh 1 in seinen 
Querschnitten als auch parallel zu seiner Achse Schubspannungen auf
treten. Mit den letzteren sollen sich zunächst die Erörterungen befassen. 
Hierbei wird vorausgesetzt, daß die Kraftebene den Querschnitt in 
einer Hauptach se schneidet. 

Betrachtet werden zwei nahe a neinander liegende senkrechte , also in 
die R ich tung der Lasten fallende Querschnitte (Fig. 107). 

Da, wie später in den Ausführungen der Trägerlehre dargelegt wird, 
in beiden Querschnitten in der Regel verschieden große äußere Biegungs
momente e inwirken und ihnen 
auch verschieden große Spann 
ungen in den beiden Quer
schnitten entsprechen, so wird 
hier eine Spannungsverteilung 
sich einstellen, wi0 sie Fig. 107 
darstellt. Unter der Voraus
setzung, daß die auftret.ende 
wagerechte Schubspannung 

[ D 

Fig. 107. 

!I 

X 

!I 

für die Flächeneinheit in der ganzen Breite des Querschnittes kon
süwt ist, daß ferner in den Querschnittsteilen der betrachteten, be
nachbarten Querschnitte oberhalb der Linie n n die Momente ~W und 
J.li + dJ.l1 nnd hier- bei N on:nalspannungen = a - die Summe dieser 
R bzw. R + dR ist , so ergibt sich für die Grenzen y1 bzw. e1 : 

e, 

R = I 0 df 

oder, da : 

so wird: 
P. : 

/
,. J.l1 

R , j j~ ydf 
Y1 
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und ebenso: 
e, 

R + dR = /'M_~-d~ ydf. 
. "' 
1/t 

Da die beiden Normalkräfte Rund R + dR verschiedene Richtung 
haben - sie drücken im vorliegenden Fall je auf den zugehörenden 
Querschnitt -, so wird ihre Mittelkraft = dR: 

Soll das hier in Frage stehende Balkenstück im Gleichgewichte sein, 
Bo muß die Summe der auf dieses einwirkenden wagerechten Kräfte 
= 0-sein. Der verbleibenden Kraft dR muß somit die wagerechte Schub
kraft das Gleichgewicht halten, da keine andere Kräftewirkung auf
tritt. Bezeichnet man die Größe der Schubkraft für die Längeneinheit 
des Balkens mit T, so beträgt sie für die durch die Entfernung der 
beiden Querschnitte gegebene Länge d x: T · d x, woraus folgt: 

e, 
dlVI ,. 

T d X= d R =- -j y d I' 
J" . 

!Ii 

e, 

1' = d~~i 1 ;·· df 
dx J y · 

x. 
y, 

dM 
Da, wie in der Trägerlehre nachgewiesen wird, rlx-, d. h. das Mo-

ment, differenziert nach x, gleich der Vertikalkraft in dem in Frage 
Btehenden Querschnitt = Q ist, so folgt weiter: 

e, 
Die Größe J y d f ist das statische Moment des Querschnittsteils 

Yt 

oberhalb der Linien n, bezogen auf die x-Achm = Sx. Demgemäß wird: 

T = Q_Sx. 
Jx 

Da für einen und denselben Querschnitt Q und Jx konstante '.Yerte 
sind, so ist T veränderlich mit Sx, und weil Sx für die wagerechte 
Schwerachse das Maximum erreicht, wird in ihr c1iC' Schuhkraft ihren 
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Größtwert erhalten. Für ver schi e den gelegene, unter :;ich a ber gleiche 
Querschnitte und gleiche Abschnitte dieser ist T abhängig von Q. D>t 
die Vertikalkraft nach den Auflagern der Balken zunimmt und hier 
ihren Größtwert erreicht, so wird auch T für einen B alken hier sein Maxi
mum erhalten. Sind verschiedene B elastungszustände möglich ,so wird 7' bei 
der Belastung den Größtwert aufweisen , bei der Q das Maximum b ekommt. 

e, 

Für den Re chtecksquers c hnitt (h·b) ergibt sich für (ydf 
cler Wert : y, 

h 

:~ 

I. b ( h2 . .• \ 
y · b d y = 2 4 - Yi) · 

und da : 
b h3 

.}X == - -
12 

Ü;t: 

D er Größtwert tritt ein für y 1 = 0, d. h. für die wagerechte Schwer
aehse : 

F ür den oberen und unteren Querschnittsrand ist rl' = 0, da hier-

h (h2 .,') 
für y1 = - und somit der Klammer -Ausdruck: - - Yl = 0 wird. Der 

2 , 4 
Verlauf erfolgt nach einer P l'tra bel, vgl. Fig. 108. 

Fi!l. 108. Fig. 109 . 

Für den I-Qu er sc hnitt ('rla ng t , cla er aus dem H,echteck entwiekelt 
ist, die Schubkraft in halber Steghöhe ihr Maximum. Hier wird (vgl. 
Fig. 109): 
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so daß: 

7' Q ~·b ~ (' Ö) I h.' r) l = J X . • . (/ /~0 + 2 T I) 2 
wird. 

Besonders wichtig ist die Ermittlung der wagerechten Sc h ub 
kraft für genietete Blcchbalken, da beiihnendieNietungder 
angeschlossenen Gurtteile sieh nach der wagerechten Schubkraft richtet . 

Fig. 110. 

Hier handelt es sich (Fig. 110) sowohl um den 
Anschluß der Kopfplatten durch senkrechte 
Niete als auch der W inkeleisen gemeinsam 
mit den Kopfplatten durch wagerechte Niete . 
Aus der Fig. llO folgt für diese Teile ein 
Wert für Sx: 

; h (J) s;,. = (b- 2 d) ö · ( 2 - 2 (für Kopfplattcn) 

bzw. für Kopfplatten m :cd Winkel: 

(h ö' (h ' s;; = ( b ~ 2 d) ö 2- - 2) + 2 t 2 - ö - ~) · 

Handelt es sich um die Größe der Schubkraft T, nicht wie vor
stehend ermittelt, für d ie Längeneinheit, sonelern für eine Länge = e , 
so wird: 

T= QS".e . ,,,. 
\Vie vorerwähnt, \Virken außer d e n wagerechten Schub

s p a n n u n g e n a u c h n o c h s e n k r e c h t e , d . h. bei den belasteten 
Balken in der Richtung d er Lasten, auf die Balkenelemente ein. Be

Q 

Fig. 111 a , b . 

zeichnet man die in dem einen 
nm zwei benachbarten Quer 
schnitten (Fig. llla) aufwärts 
wirkende Vertikalkraft mit Q, 
so muß in dem zweiten Quer-

<;,. schnitt, damit Gleichgewicht 
herrsch t , eine gleiche Kraft Q, 
aber n ach unten gerichtet, sich 
einstellen . Diese Kraft ist der 

senkrechte Abscherungswiderstmtcl, ~welcher einein Verschil hen des Bal
kenstückes liings der Querschnitte entgegen wirkt. Dr.s Auftreten der 
senkrechten Behubspannungen kan n auch dadurch f:' r!iiutert werden, 
da ß ohne sie bei einem kleinen Prisma im Inuern des Balken"; 
{Fig . lll a) ein Gleichgewichtszustand nicht m öglich 11är<' , \\·Pil die 
wagerechten Schuhspannungen hier ein Kräftepaar bilden. dem durch 
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die senkrechten erst das Gleichgewicht gehalten werden kann . Denkt 
man sich die wagerechten und senkrechten Schubspannungen des 
differential kleinen, beliebig geformten Prismas in Fig. 111 b in der Mitte 
der Prismafläche angreifend, so entspricht ihnen je ein Kräftepaar : 

a) bei den senkrechtenSchubspannnngen (rv): von Tv • b · c am Hebel
arme = a; d. h. es ist ihr Drehmoment: 

Ji = Tv • a · b · c, 

b) bei den wagerechten Schu bspannungen, der K raft je r h · a · c, 

und dem H ebelarm = b von : 

Da iJn Zustande des Gleichgewichts sieh die beiden Drehmomente 
ausgleichen müssen, wird: 

M = 1111 = Tv • a · b · c = r h · a · c · b , 
d. h. 

Es ist also d i e an i r g e n d e i n e r S t e ll e a u f d i e L ä n g e n -
einheit wirkende lotr e chte Schub s p a nnung gleich der 
an d e r s elb e n Stelle auf die Läng e n einheit wirk enden 
wa ge r e cht e n Schubspannung. Demgemäß wird also auch die 
bei Biegung auftretende senkrechte Schub
kraft : 

Setzt man die a n einem kleinen Würfel 
im lnnern eines Balkens auft ret enden senk-
rechten und wagerechten Schubspannungen 
zu in den Kanten dieses ·Würfels angreifen - r11 "• 

den Mittelkräften zusammen, die also alsdann Fig. 112. 

senkrecht zur Diagonalfläche des Würfels ge· 
richtet sind, so entstehen unter 4 5 o zur Wagerechten g erichtete Kräfte, 
die je n ach der Zusammenfassung der Schubspannungen als schiefe 
Druck- bzw. Zugkräfte auftreten. 

Hat (Fig. 112) der Würfel eine K ante = d x, so w erden die Schub
kräfte in der wagerechten hzw. senkrechten Ebene · r h d x 2 bzw. Tv dx 2 

1) Bei clt>rn obigen Nachweise ist die Einwirkung der NormalkriLftc auf 
das differen t ia l kleine Prisma nicht in Rechnung gestellt und ebenso auch die 
Eip :ngewichtswirkung desselben n icht berücksichtigt worden, da die hierdurch 
hervorgerufenen CnteJschicdskräfte vernachlä~sigbar klein sind , namentlich für 
die Rechnungen, wie s ie im Hochbau vorkommen. 
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und ihre Mittelkraft ergibt sich zu: 

da Tft = Tv ~ T i~t. 

Da die Diagonalfläche des Würfels 

= d x v'2 . dx =c dx2 y2 
ist, so wird mithin in ihr die sehiefe Spannung - die sogenannte 
schiefe Hauptspannung - : 

Zr T dx2 Y2 z = = -··-~~r 

' F dx2 V2 ' 
d. h. dJeliSO groß wie die Schubspannung: 

Diese r:;chiefe n Hit u ptz ugs pan nungenspielen eine wiehtige Rolle 
bei den V crbundkonstruktionen und werden hier, da sie selbst unter 

Schub -Sponnvng~-llöck 
45 o nach dem. Balkenauflager 
zn gerichtet sind, von ebenso 
gerichteten besonderen Eisen
einlagen aufgenommen. Stellt 
(Fig. 113) die Fläche über der 
Balkenachse die Fläche der 

r; {" 1" -seht!" Havpt·Zug3pannun!P -Rüche.~ wagerechten Schubspannungen 
Fig. 113. = Pr1 , FT2 us>v. dar, so er-

geben sich die Flächen de: 
schiefen Hauptzugspannungen in der dargestellten Weise aus ihnen. Da 
die Spannungen selbst gleich sind, verhalten sich die schiefen Hauptzugs
spannungsflächen zu den entsprechenden Flächen der wagerechten Schub
spannungen wie: 

Hieraus folgt das Bildungsgesetz der Flächen zur Ermittlung der 
schiefen H auptzugsspannungen und damit dieser selbst, vgl. das Bei
spiel a uf S. lll. 

ü) Zahlenheispiele. 

l. Ein aus zwei [-Eisen bestehender Stab hat (Fig. 114) E'ine Zugkraft 
von 37 t auf ein zwischen h eide [-Profile eingeschobenes Knotenblech 
zu übertragen. Zum Anschlusse sind (j Niete vorn Durehmesser = 2,0 cm 
verwendet. Die in ihnen auftretende Schubspannung wird gesucht . 
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:::loll die Verbindung durch Überwindung der Schubfestigkeit der 
Niete zerstört werden, so müssen in jedem der 6 Niete je 2 SchuLflächen 
(1 und l) abgeschert werden. Beträgt T die gesuchte Schubbelastung 
des Flußeisens, aus dem die Niete hergestellt sein sollen, so ist die 
Schubkraft, die sie übertragen können: 

'1 1 d2Jl 6 2 4·3,14 . . 6 " 
= 6·2· -- •T= • • - - - - T=l2·314r=37 ~T 4 4 , ' . 

Jm Gleichgewichtszustand muß '1' = P sein, woraus folgt: 

rp o= 37,68r = 37,0 = P , 

37,o , 8 I 
T = -~-. =c rd 0 98 t,·qcm o= g 0 kg CICm. 

37,68 . , 

P-zzt 

9 0 z ;[; 
0 ß 
1 J 0 

0 10 

) _i z ][ I 
~ ~ ~ \ 

1 1 

I 

ll'i~. 114. Fig. 115. 

2 . .Eiu I -Träger I soll in der in Fig. 115 dargestellten Weise vermit
tels Niet en vom Durchmesser = 22 mm an den I-Träger Il ange
schlossen werden und an sPiner Anschlußstelle die Kraft von 22 t über
tragen. Gesucht wird die Anzahl der Niete, die bei zulässiger Schub
belastung von 1000 kgfqcm erfordert sind. 

Die Zerstörung der Verbindun g kann hier auf zweifache Art er
folgen; einmal kann der Träger I mit seinen Anschlußwinkeln gemein
sam durch Abschieben der Nietflächen "2" von dem Träger II abge
trennt werden, und zum anderen kann der Träger I nach Überwindung 
der Scherfestigkeit der Niete 1 sich aus der Umklammerung durch die 
beiden Winkel lösen. Im ersten Falle werden bei jedem Niet "2" 
nur je eine SchubWiche belastet (einschnittige Nietung), während 
im zweiten FaH von je!lPm Niet 1 je 2 Scherflächen Widerstand 



lOH Die (~rundzüge der FeHtigkeitslehre. 

leisten. Bezeichnet man die Anzahl der crforderliehen Schubflächen 
der Niete bei dem Durchmesser = 2,2 cm mit n, so wird: 

d2 nT 2,22 n:T 222 ·1000 
n-4- = n - 4- = n - '--.f - n = P = 22t = 22000 kg. 

Hieraus folgt: 

22000. 4 88 88 
n = -----2---- = -··------ = - ;:-· ·· = rd. 6, 

1000. 2,2 . 3,14 4,84. 3,14 b,20 

d. h. es sind zum mindesten 6 Niete "2" und 3 Niete " 1" notwendig. 
Gesetzt sind 8 Niete "2" und 3 Niete "1" , vgl. Fig. 118. 

3. Auf einen Balken soll (Fig. 116) vermittels einer in Gabelform aus

Fig. 116. 

geschmiedeten Rundeisenzugstange eine Kraft 
von 5000 t übertragen werden. Gesucht wird der 
Durchmesser des zylindrischen Anschlußbolzens 
und sein Abstand a von dem oberen Rande der 
Ausschmiedung. 

Auch hier werden vom Bolzen mit dem Durch
messcr = d 2 Schubflächen belastet: 

2 d2 7r T -- 4- .. = p = 5000 kg. 

Für T = 800 kgfqcm wird : 

0 5000. 2 
d" = - ------ . 

800 . 3,14 ' 1 / 10000 
d = I --- -- = rd. 2 0 cm. 

I 800·3,14 ' 

Damit ein Herausreißen des Bolzens aus dem seitlichen Lappen d er 
Gabel durch Abschieben verhindert wird , muß der Abstand a an die 
folgend e Bedingung geknüpft sein : 

p 
2ct ·O·T1 ;;o__: 2 

da auf jede Hälfte der Gabel am Anschlusse an den Bolzen die Kraft 

=f einwirkt. Läßt man für T den Wert von 600 kgfqcm (einen ver

hältnismäßig geringen W ert im Hinblicke auf die Schmiedearbeit der 
Verbindung) zu , so wird: 

2500 2500 
a > ----- -· ·- -- _:-:- -- ----- ~ rd. 2 1 cn1. 

-- 2 . 1,0 . 600 -' 1200 - . , 

Gewählt wird zweckmä ßig 3 ,0 cm. 
4 . Die Strebe in Fig . 117, unter 30° zur \Vagereehten , also <weh zu r 

Balkenachse, geneigt, hat auf den Balken eine Kraft P = 12 000 kg 
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zu übertragen. Die Hobwerbindung wird in der dargestellten Weise 
durch einen Zapfen bewirkt. Gesucht wird der Abstand s der Strebe 
vom Balkenende im Hinblick auf eine schubsichere Verbindung . 

Die unter 30 o gerichtete Kraft P = 12 000 kg kann man sich in 
zwei Seitenkräfte zerlegt denken, deren eine P sin <X senkrecht auf 
die Verbindungsstelle einwirkt, hier also einen Druck und durch diesen 
eine Reibungskraft hervorruft, während die andere P cos <X, wagerecht 
gerichtet, sich bemüht, das Holzprism'1 am Balkenende v w 1l t, das 
vor dem Zapfen liegt , herauszuschieben. Hier kommen d emgemäß als 
widerstehende Schubflächen in li'rage : (da + ab + b c) · s. 

Bezeichnet man die Reibungszahl zwischen Hirnholz und Langholz 
mit f, so wird ehe Reibungskraft infolge der Kraft P sin <X: 

= f P sin<X = 0,3 P sincx, 

und somit steht eine Verschiebung so lange nicht zu befürchten, 
als: 8(da +ab + b c) T + f P sincx > P coscx > als die verschiebende 
Kraft. ist. 

Fig . 11 8 . 

Läßt man für r die zulässige Belastung von lO kgfqcm zu, so wird: 

8(da +a b + bc) 10 + 0,3 P siniX > Pcos<X. 

Ist im vorliegenden Falle : da = b c = 8 cm, ab= 6 cm, LX = 30 °, 
sincx = 0,500, coscx = 0,866, so ergibt sich für: 

12000.0,866- 0,3. 12000. 0,;) 12000. 0,7l(i 
8 > - --- - -(6 + 2-:s)-:--io- - > -220- > rd. 40 cm. 

4. Ähnlich ist die ebenfalls durch eine schiefe Druckkraft = P 
belastete Holzverbindung in Fig. 118 - Doppelversatzung und Be
festigungsbolzen - zu berechnen. Ohne Berücksichtigung der Reibung 
sind hier die auf Schub widerstehenden Flächen: 3 · s o + 2 8 c, wobei 
die Teilnahme des kleinen Holzstückes <X vernachlässigt ist. Auch ge
nügt es, für den Bolzen als Abscherungsquerschnitt einen Kreis ein-
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zuführen , zumal diese Annahme gegenillwr der tatKäehtich in Frage 
kommenden Ellipsenform des Schubquerschnitts eine vergrößerte Siche-r
heit in sich schließt. D emgemäß muß hier sein: 

Hieraus folgt z. B.: 

d 4 1P ·3 -~ 2 ' 2 > -- •- \ COS1X --- T1 8 ( u -f--' C) l. 
r 2 n 

Ist z_ B, P = 15 000 kg, der Neigungswinkel der Strebe = 24 ", 
cos 1X = 0 ,918, T2 = 800 kgjqcm, T1 == 10kgfqcm , Ö = 5 cm , c = 7,0 cm, 
s 20 cm, so wird: 

d 2 > ·· --4 ---- \'15000 · () m .3 -- 10 · 20 (3 · ,-) 1- 2 · 7)\/ = rd. 13 <1Clll 800·3,14 ' . . , 

b 

+ V 

.l!'i~ . 119. 

d Q2 3,6 cm. 

:J. Die in Fig. 119 d argestellte Ver
bindung zwischen einer Hängesäule und 
den beiden an sie anschließenden Druck
streben ist für die dort angegebenen K räfte 
schubsicher zu gest a lten. 

Die Druckkräfte D 1 = D{ sind senkrecht 
zur Hängesäule und parallel zu ihr in je 
zwei Seitenkräfte zerlegt, von denen die 
letzteren die Größe von je 3000 kg erhalten 
m ögen. Bei einer zulässigen Schubbelastung 
d es Holzes von 10 kgjqcm und bündiger 
L age der Streben und der Säule, also der 

Entgegenwirkung von Schubflächen nur in der :Ebene a b bzw. c d, 
ergibt sich deren Größe bei einer Dicke des HolzeR = ä zn : 

b cm ·ab cm · 10 kgjqcm = 8000 kg, 

ö · a b = 300 qcm. 

I st 15 = 15 cm, so wird a b = -3~0 = 20 cm. Macht man aus Kon
H> 

struktionsgründen ab = 30 cm, so wird bei- () =c 15 cm die einem Ab
schieben widerstrebende Kraft: 

T = 30 · 15 · lO = 4500 kg > 3000 leg . 

ßa. Für den in Fig. 110 (Seite 104) dargest ellten Blechbalken ist 
Qmax = 16600 kg. Die anzuschließenden Kopfplattc-n haben Abmessungen 
von b = 20 nncl b = 1 cm. Ihre Niete sinrl mit 2 .0 cm ausgeführt nncl 
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haben einen gegenseitigen Abstand = e von 20 cm. Der 50 cm hohe 
Balken hat ein J" =55 300 cm4 . Gesucht wird die Schubkraft, welche 
diese Niete aufnehmen müssen. Es ist (vgl. S. 104): 

T = !({ SJe. 
' X 

lh Sx = 20 · 1 (25 --- 0,5) = 4HO cm" ist, so wircl: 

rp = ~ß?Q.<2_!'~ ---~fl~ cm~ · 20 cm = rd 2922 kg 
55 300 cm4 · · 

Es haben mithin je 2 Niete eine Schubspannung auszuhalten von: 

2d2nr 2·22 ·3,l4r 
2 j T =" --4-- = ---4 --- == ß,28r = 1' , 

2922 
T = ß,2S = rd . 470 kgjqcm. 

6 b. In gleicher Weise ist der Anschluß der Winkeleisen und der 
Kopfplatten an das Stehblech zu berechnen. Hier sind die Abstände 
der 2,4 cm starken Niete ebenfalls zu 20 cm bemessen. Für Sx ergibt 
sich (vgl. Fig. llO): 

Sx = 20·1 (25- 0,5) + 2 · 15 · (25 - 1 -- 2,34) = ll39 cm 3 . 

1' = ~ß~O · 1-13~ 20 =~ rJ . 6800 kg. 
:i5 300 . 

Demgemäß wird die Schubbelastung der hier verwendeten Niete: 

T 6800 
r = - - ·- = - ·-·-· = 750 kgjqcm. 

2df:n: 2 · 4,G2 

4 

7. Ein Verbundbalken 
von rechteckigem Quer
schnitt und einer Breite 
= 40 cm habe am Auf
lager eine wagerechte 

Schubspannung von 
12,5 kgjqcm, und bei ge
radlinigem Spannungs
verlauf in Entfernung 
von 3,25 m von hier von 
4,0kgjqcm, vgl. Fig. 120. 

Fig. 120. 

Die hierzu gehörende Fläche der schiefen Hauptzugspannungen ist 
zu konstruieren und die gesamte schiefe Hauptzugspannung zu be-
rechnen . 
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Da, wie auf 8.106 nachgewiesen, die .Fläche der schiefen Haupt;~ug
spannungen sich zur Fläche der wagerechten Schubspannungen wie 
l : y2 verhält, die schiefen Hauptzugspannungen aber gleich den ent
sprechenden Schubspannungen sind, so ergibt sich die zeichnerische 
Ermittlung der Flächen der schiefen Hauptzugspannungen dadurch, 
<laß man, von der Nullinie des Balkens ausgehend, in der die Grüßt
werte der Schubspannungen auftreten, je 2 Gerade unter 45 o durch a 
und m (für rb = 0) zieht: a b und m b, ferner den zur Spannung 
r11 = 4,0 kgjqcm gehörenden Punkt d auf m b bestimmt und nunmehr 
in b und d die Schubspannung Tbmax = 12,5 bzw. T~; = 4,0 kgfqcm auf
trägt und ihre Endpunkte geradlinig durch die Linie c e verbindet. 
Alsdann stellt die Fläche b c e d die Fläche der schiefen Hauptzug
spannungen dar, denn es ist: 

bc+ed }, 
Fl bced=F =--~----·---. . z 2 ~-- ' 

}2 
während die Fläche der Schu bspannungcn: 

a t + h:!f_ . 2 c~ b c -i- e ~ . ;, 
2 2 

ist. Daraus folgt: 

}, 1/2 
}. l 

1/2 
\V. z. b. \\'. 

Die gesftmte schiefe, im Verbundban von unter 4:'5 ° gerichtetem 
Eisen aufzunehmende Zugkraft ist mithin: 

2 b 12,;) + 4,0 . - -9 k 
= · = -----,------ · 230 · 40 = 8.2;> · 9200 = 7a .. 00 · g. 

y2 2 . 

Werden zur Aufnahme dieser Kräfte Hundeisen von je 26 mm 
Durchmesser mit je fe = 5,31 cm 2 verwendet, so ist ihre Anza.hl bei 
einer zulässigen Spannn ng von 1200 kgjqcm: 

7;") 900 
n= -·------ =nl 12 

1200. s,:n · · 

6. Die zusammengesetzte Festigkeit. 

Die zusammengesetzte \Virkung von Normal- und Bie
gungsbelastung und die Reibung bei schiefem Kraftangriff. 

Für häufiger vorkommende Berechnungen des Hochbanes hat von 
den verschiedenartigen, ans (lem Zusammenwirken einfacher Festigkeitell 
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sich bildenden zusammengesetzten Beanspruchungen ttusschließlich die 
Ver e i n i g u n g Y o n X o r m a l - u n d B i e g u n g s s p a n n u n g e n , also 
die gleichzeitig e Inanspruchnahme des Querschnitts 
durch e1ne zentral wirkende Normalkraft und ein 
Biegung s m o m e n t eine größere B edeutung. Eine solche zusammen
gesetzte Beanspruchung kann - bei Berücksichtigung üblicher Be
lastungsfällc - entweder entstehen, wenn ein in der Achse durch eine 
Längskraft belasteter Stab durch eine znr Achse (in der Regel) senkrecht 
gerichtete Kraft yerbogen wird, oder sie kann durch eine senkrecht zum 
Querschnitt liegende, exzentrisch angreifende Kraft bedingt sein. In 
beiden B elastungsfällen ist die B eanspruchungsatt die gleiche, da auch
wie bereits auf S. 60 hervorgehoben wurde - die Wirkung jeder ex
zentrisch zum Querschnitt gerichteten senkrechten Kraft ohne weiteres 
durch die einer zentrisch wirkenden Kraft und ein verbiegendes 
:Moment ersetzt werden kann. B ei der Ermittlung der auftretenden 
Spannungen wird zu unterscheiden sein, ob die Kraftebene den Quer
schnitt in einer Hauptachse oder schiefwinklig schneidet; in letzterem 
Irall, ob ihre Schnittlinie durch den Schwerpunkt des Querschnitts geht 
oder außerhalb dieses zu liegen kommt. Ferner wird zu trennen sein, 
ob der Querschnitt einheitlich, d. h. nur auf Druck oder nur auf Zug 
bzw. zugleich auf Druck und Zug durch die zusammengesetzte Bcan
Rpruchung belastet wird, und ob im letzteren Fall sein Baustoff ge
eignet ist, beide Arten yon Spannungen oder nur eine aufzunehmen. 
Hierbei wird es sich bei den Hochbaukonstruktionen vorwiegend 
um Mauerkörper handeln, die zwar auf Druck erhebliche Lasten zu 
tragen vennögen, gegen Zugwirkung aber weniger sicher sind und 
daher besser nach dieser Richtung hin nicht belastet werden. In 
gleichem Sinne darf auch eine Erdschicht nur gedrückt werden. Da 
ihre Kohäsion als Sicherheit nicht in Rechnung 
gestellt werden darf, ycrmag sie keinen Zug auf
zunehnlen. 

Wirkt auf einen Querschnitt die ihn bean
spruchende Kraft (P) (bei exzentrischem oder zen
tralem Angriffe) schiefwinklig ein, so ist sie 
(Fig. 121) in eine senkrecht zum Querschnitt an
greifende Kraft (N) und in eine in seiner Ebene 
wirksame (H) zu zerlegen. Letztere belastet als
(lann den Querschnitt auf Schub und kann so 
lange unberücksichtigt bleiben, als die Gefahr 

Fig. 121. 

eines Gleitens der Querschnitte aufeinander ausgeschlossen ist. Diese 
Gleitung wird durch den Reibungswiderstand der einzelnen 
Querschnitte verhindert, der eine Folge der Rauheit der Querschnitts
oberflächen und in Verbindung hiermit eine Funktion der auf ihr 

F o erst Pr Repetitorium. I. 8 
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lastenden Normalkraft ist. Den einzelnen Baustoffen ist eine ver
sehieden große Reibung eigen, die neben ihrer Art in erster Linie 
von der Gestaltung und Bearbeitung der Oberflächen abhängt. Diese 
spezifische Rcibungsgröße, die Reibungsziffer (f), ist für die verschie
denen Baustoffe durch Versuche ermittelt. In der Zusammenstellung 
in Anm.l) sind die Größen f für die wichtigsten, gleichartigen oder 
verschiedenen, sich berührenden Baustoffe gegeben. 

Ist N die Normalkraft, so ist bei einer Reibungszahl = f der Rei
bungswiderstand: N · f, und solange N · f > H ist, steht eine Gleitung 
nicht zu befürchten, da der Reibungswiderstand stets einer Bewegung 

entge.genwirkt. ... . .. . H . . 
Fuhrt man fur em Verhaltms i/, be1 dem gerade noch der Glewh-

o 
gewichtszustand vorhanden ist, aber ein Gleiten nahe bevorsteht, die 
Winkelfunktion tg !p ein, so wird tg (p = 1 ; cp führt den Namen des 
Heibungswinkels. Auch dieser darf also nicht überschritten werden, 
wenn eine Gleichgewichtsstörung vermieden werden soll. 

Ist die Wirkung der Seitenkraft in der Ebene des Querschnitts 
als nicht gefährlich nachgewiesen, oder war die Kraft von vornherein 
normal, so sind die durch diese und das Moment hervorgerufenen Bie
gungsspannungen zu untersuchen. Sie bilden in fast allen prak
tischen Fällen die gefährliche Belastungsart des Querschnittes und 
können je nach den Größen und dem Verhältnis von Normalkraft 
und Moment als gefährliche Druckspannung oder Zugspannung am 
Querschnittsrande auftreten. 

Ist für einen Querschnitt das durch die exzentrisch wirkende Normal
kraft N in bezug auf den Querschnittsschwerpunkt bedingte Moment 
und die Exzentrizität der Normalkraft, d. h. ihr Abstand vom Schwer
punkt = e gegeben, so ist diese selbst bekannt, denn es ist: 

M=eN; N=M. 
e 

1 ) Es i:-t für die Berührung von: 'I 

Stein auf Stein, .Mauerwerk auf Mauerwerk, auf Beton n8w. 
Mauerwerk auf trockenem Baugrund 
Mauerwerk auf feuchtem Baugrund 
Holz auf Stein. 
Holz auf Metall 
Holz auf Holz 
1-\tahl auf Stahl 
Gußeisen auf Gußei,;en 
Eisen auf Stein . 
Eisen auf Kies 
Schmiedeeisen auf NchmiedeeisPn 
Gußeisen auf Stahl 

35° 
33° 

Hl 0 20' 
33° 
31° 
17 ° 

8° :30' 
ll 0 20' 
7° 30' 

:2:20~--170 

:.!4° 30' 
18 ° 30' 

0,70 
0,65 
0,35 
0,65 
0,60 
0,30 
0,15 
0,20 
0,13 

0,4-0,3 
0,45 
0,33 
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Ebenso liefert diese selbstverständliche Beziehung auch, wenn lVI und 

N gegeben sind, die Größe: 

Schon auf S. 60 wurde hervorgehoben, daß eine jede exzentrisch 

wirkende Kraft im Querschnitte eine Verbiegung infolgc d es Kräfte

paares N · e und eine Normalbelastung durch die im Schwerpunkt rtn

greifende Kraft N auslöst (vgl. Fig . 94). Addiert man die beiden Span

nungen zueinander (Fig. 122), so ent -
steht ein Spannungsdiagramm, bei dem 
an den Querschnittsrändern verschieden 
große Spannungen sich ausbilden und dem-
gemäß di e Nullini e nicht m e hr 
durch den Schwerpunkt ge ht , 
sondern , falls die Randspannungen ent
gegengesetzte Vorzeichen erhalten, außer
halb desselben den Querschnitt schnei
det, sonst überhaupt außerhalb dieses 
liegt. Die letztere Lage schließt a lso das 
Auftreten einer einheitlichen Spannung 
im Querschnitte in sich und · kann nur 
alsdam1 eintreten, wenn die d urch die 
im Schwerpunkt angreifende Normalkraft 
erzeugten Spannungen, absolut b::trachtet, 

I 

* 

Fig. 122. 

größer sind als die Spannungen aus der Biegung. In dieser Ver

schiebung der Nullinie gege nüb e r ihr6r zentr a l en L age 

bei aus schli e ßli c h axia l e r Biegungsbea.nspruchung liegt 

das bezeichnende Merkmal bei der hi e r vorli ege nd en zu

samme n gesetzten Spannung aus Normal- und Bi eg u ngs 

be l astung. 
Der Querschnitt vermag Druck- und Zugspannung·en aufzu

nehmen. 
Bei den f olgenden Erörterungen, die 

die Lage d er Nullinie gegenüber dem Kr a ftangriffe und 
ihre Auffindung 

zum Gegenstande haben, werde zunächst vorausgesetzt, daß die 

Kraftebene den Quer sc hnitt in einer Schwer- (Haupt-) 

Ac h se sc hn ei d e t . Ist alsdann in Fig. 123 k der in der Achse yy 

liegende Angriffspunkt der exzentrisch wirkenden Normalkraft N , ihr 

Abstand von dem Querschnittsschwerpunkte = f und sucht man für 

rinen beliebigen Punkt des Querschnittes (x' y' oder :r" y") innerhalb 

8* 
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der Zoue ?-wischen Nullinie und stärkst belasteter Querschnittsaußen
lmnte die <tuftrctcndc Spannung (a), so wird: 

N M ·y' N Nf · y' 
() = - + -- . = -... + . --- -

F J x F J,. 

Da in der Nullinie die Spannung = 0 ist, so wird für den hier vorliegen
den Wert y' = Yo : 

N NIYo 
r; - - 0 

F + J,, 
oder: 

N N IYo Jx "2 
~J 

F .JX Yo = Ff I ' 

worin, wie stets, F den Querschnitt in seiner ganzen Ausdehnung be

zeichnet und für { :_der \Vert des Quadrats des zugchörenden Träg-
F 

heitsradius ( i~ = ~) gesetzt ist (vgl. S. 55(56). DaR - -Zeichen auf 

der rechten Gleichungsseite läßt erkennen, daß y0 und f auf ver
schiedenen Seiten der x-Achse liegen, d. h . daß dem Angriffs 
punkt e der Kraft (k) e in e Lage der Nullin i e auf d e r 

y 
anderen Seite der zu gehörenden Ac hse 
e n t spricht. Zugleich zeigt die Gleichung, daß 
für den F all, daß I = oo wird, a lso der Angriffs
punkt der Kraft im Unendlichen liegt, der Wert 

~x=-+-~--<J.!.--.-h~x y0 = 0 ist, also die Nullinie alsdann durch den 

y 
li ig. 123. 

Schwerpunkt geht; ebenso entspricht dem Wert 
I = 0 die Größe y0 = oo, d . h . - wie bekannt 
- liegt die Nullinie im Unendlichen, wenn die 
Kraft N im Schwerpunkte angreift. Da I im Nen
ner auf der rechtm1 Seite steht, wird mit Ver-
größerung von I der Nullinienabstand kleiner und 

11mgekehrt. Entfern t s i c h a lso der Angr iff sp unktcl er K raft 
vom Schwerpunkt, so nähert s i c h ihm die Kullinie, 
und nähert er sic h dem Schwerp unkt , so entfernt sic h 
die Nullinie von ihm. Beicl e führen al so in bezng auf den 
Schw er punkt entgege n gesetzte B ewegungen an s. 

Unter Beachtung dieser Lageverhältnisse kann man y0 als vierte 
Proportionale nach der Gleichung konstruieren : 

Yo • f = i;; !Jo : ix -== i.c : / . 

Das setzt natürlich voraus, daß neben dem Angriffspunkte rler Kraft 
auch die Größe des Trägheitsradins ix bekannt ist . 
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Ist nicht die y-, sondern die x-Achse die Schnittlinie der Kraftebene 

mit dem Querschnitt, greift abo N in der x-Achse an, so wird in glei
cher Weise: 

"2 
X --· _'!J;_ 

0 - f' 
oder absolut: 

und: 

Hierin ist: 

Da in den Gleichungen für die Lage der Nullinie nur die Querschnitts

abmessung i (ix bzw. iy) und der AbRtand der Normalkraft, diese selbst 

aber nicht vorkommt, so folgt, daß die Lage der Nu lli nie u n ab

hängig ist von der Größe der Normalkraft. 
Denkt man sich (Fig. 124) die 

Kraft N in einem beliebigen Quer
schnittspunkte k angreifend und legt 
man durch ihn eine beliebige Gerade, 
welche die Querschnittsschwerachsen 
in den Punkten lc1 und lc2 schneidet , 
so kann man sich in diesen Punkten 
zwei Seitenkräfte angreifend denken, 
zu denen die Normalkraft in k die 
Mittelkraft darstellt. Hierdurch ent
stehen die Abstände dieser Seiten
laäfte vom Schwerpunkt, b auf der 

0 

X 

!I• 
a X 

s 
2 

b 

k, 

!I 
Fig. 124. 

y- und a auf der x-Achsc. Kennt man die Trägheitsradien ix und iy, 

so sind auch die zu den in den Achsen gelegenen Kraftangriffspunk· 

ten k1 und k2 zugchörenden Nullinien parallel der x- bzw. y-Achse 

bekannt: 

Da sich beide Nullinien ün Punkte 0 schneiden, die beiden Seiten

kräfte in k1 und k2 also je in diesem Punkte eine Nullspannung erzeugen, 

so wird auch ihrer Mittelkraft in 0 eine Nullspannung entsprechen, 

d. h. es ist 0 ein Punkt der Nullinie zu dem Angriffspunkt Je der 

Kraft N. 
Obige Beziehungen gelten für jeden beliebigen Angriffspunkt der 

Kraft N auf der Linie k1 lc2 , da jede Kraft N innerhalb dieser Strecke 

in zwei Seitenkräfte in k1 bzw. k 2 zerlegt werden k ann, die Lage der 

Nullinie zum Schwerpunkt aber unabhängig ist von der Größe der sie 
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l>edingenden Normalkraft. Demgemäß verbleiben auch die beiden Null
linien und ihr Schnittpunkt unverändert , wenn sich die Kraft N auf der 
Linie k1 k2 bewegt. Hierbei bilden sich Nullinien aus, die durch den 
Punkt 0 gehen, sich also bei Verschiebung der Kraft N auf k1 k2 um den 

!I 

X 

} 'ig. 125. 

Punkt 0 drehen. Hieraus 
folgt: 

Verschic bt sich der 
Angriffspunkt der Kraft 
auf ein e r G eraden , so 
dreht sich die Nullinie 
um einen Punkt, und 
umgekehrt: 

Dreht sich die Null
linie um ein en Punkt, 
s o verschiebt sichder An
griffs p unkt derKraftauf 
einer Geraden. 

Will man für einen be
stimmten Kraftangriff k die 
Nullinie finden, so legt ma,n 
durch diesen Punkt zwei ver-
schiedene Geraden k1 k2 und 

k{ k~ (Fig. 125) und bestimmt für beide L<tgen, also für je 2 zusammen
gehörende parallele Teilkräfte von N je einen Punkt der Nullinie 0 1 

bzw. 0 2 und somit diese selbst durch die beiden Punkte. Die entspre
chende Konstruktion beruht auf der Auffindung der vierten Proportio
nalen. anf Gnmcl der Gleichungen: 

x 1 : iy = i 11 : f , 
Yt :~X = ix: r 1). 

Der Kern des Querschnitts. 
::-lchneidet die Nullinie den Querschnitt, so haben die Spannungen 

in den durch sie geschiedenen Querschnittsteilen verschiedene Vorzei
ehen. J e nachdem N eine Druckkraft oder Zugkraft ist, sind in der 
Quersehnittszone, in der diese Kraft rmgreift, Dn:ck- bzw. Z11gspan-

1 ) Hierbei ist die Konstruktion vermittels des rechtwinkligen Dreiecks bc. 
nutzt, bei dem das Quadrat der Höhe gleich dem Rechteck aus den beiden 
Hypotenusenabschnitten ist. Auf den Achsen Rind die TriighE>itshalbmesser 
1.x u. iy aufgetragen und, je von den Angriffspunkten k1 bzw. k 2 bzw. k', bzw. 
k'" ausgehend, zu ihnen in derart rechtwinkelige Dreiecke konstruiert, daß ix 
b zw. i" (auf der X· br.w. y-Achse abgesetzt) in ihnen immer di0 Höben auf 
der Hypotenuse bilden. Hierdurch sind die Werte x 1 y 1 , x~ y~ bestimmt und 
die Punkte 0 1 und 0 2 gefunden. 
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nungen vorhanden. Berührt die Nullinie den Querschnitt, so tritt in 
ihm eine einheitliche Spannung auf. 

Denkt man sich (Fig. 126) an den Querschnitt alle möglichen, ihn 
berührenden Nullinien gelegt und zu ihnen allen je den Angriffspunkt 
der Kraft ermittelt, so liegen alle diese Angriffspunkte auf einer Figur, 
die sich um den Schwerpunkt des Querschnitts herumzieht und inner
halb des Querschnitts verbleibt, da keine der Nullinien den Querschnitt 
schneidet, also auch der jeweilig zugehörenden Kraftangriff nicht außer
halb des Querschnitts liegen kann. Den geometrischen Ort aller :w den 
berührenden N ullinien gehörenden Kraftangriffspunkte n ennt man die 
Kernlinie des Querschnitts und den von ihr umschlossenen zentralen 
Querschnittsteil den Kern oder Zentralkern des Querschnitts. Bewegt 
sich also der Angriffspunkt der Kraft auf der Kernlinie, so berührt die 
zugehörende Nullinie den Querschnitt, und 
in letzterem herrscht eine einheitliche 
Spannung. Liegt der Kraftangriffspunkt 
innerhalb des Kerns, so entfernt sich die 
Nullinie vom Querschnitt und liegt gänz· 
lieh außerhalb dieses; demgemäß entspricht 
auch jedem Kraftangriffe innerhalb der 
Kernlinie, also im Kern, eine einheit
liche Spannung im Querschnitt. Rückt 
jedoch der Angriffspunkt außerhalb. des 
Kerns, so verschiebt sich die Nullinie allS 
ihrer berührenden Lage nach dem Innern 

]<'ig . 126. 

des Querschnitts, schneidet ihn und bedingt das Auftreten von ver
schiedenartigen (Zug- und Druck-) Spannungen im Querschnitt. 

Der Kern gestattet demgemäß je nach der Lage des An
griffsp unktes - auf seiner Begrenzung bzw. in ihm oder 
außerhalb d e r Kernlinie - die sofo rtige Entscheidung, ob 
die Spannung im Querschnitte einheitlich oder ver
schiedenartig ist, ob also die Nullinie den Querschnitt 
nicht schneidet oder in ihm eine Druck- und Zugzone ab-
trennt. 

Hierbei ist - wie vorstehend bewiesen wurde - stets zu beachten, 
daß Angriffspunkt der Kraft und Nullinie auf verschiedenen Seiten des 
Schwerpunktes liegen. 

Wird der Querschnitt von geraden Linien umgrenzt, so genügt es, 
dessen einzelne Seiten als berührende Nullinien zu betrachten und zu 
ihnen die Angriffspunkte der Normalkraft zu ermitt eln. Geht hierbei 
die Nullinie von einer Begrenzungsseite in die andere über, so dreht 
sie sich um den Querschilittseckpunkt, an dem beide Seiten zu
sammenstoßen. Dieser Drehung der Nullinie entspricht nach dem 
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auf S. 118 geführten Bewei~e eine gemdliuige Bewegnng de~ Angriff,;
punktes. 

Demgemäß ist im vorliegenden Fall die Kernlinie aus einer gerad 
linigen Verbindung der zu den berührenden Nullinien gehörenden 
Angriffspunkte zu bilden und ein Vieleck von derselben Seitenzahl 

l\ 

Fig. 127 a, h. 

wie das aus den berührenden N ullinien am Umfange des Querschnitts 
gebildete. Hat dieser keine einspringende Ecke und ist er ein "n-Eck" , 
so ist somit auch der Kern ein "n-Eck". Bei einspringenden Ecken 
verringert sich die Anzahl der Seiten des Kerns gegenüber der Seiten
zahl d es Querschnitts um deren Anzahl (vgl. Fig. l27 a u. b) . 

Die rechnerische Bestimmung des Rcrns der wichtigsten 
Querschnitte. 

l. Das Rechteck. Zur Auffinclung des Kerns läßt man die Null
linie nacheinander mit den Seiten des Querschnitts zusammenfallen. 
Wird (Fig. 128) in diesem Sinne I I als Nullinie betrachtet, so ergibt 
sich für den Abstand des Angriffspunktes r!cr Kraft von der y y-Achse 
die Gleichung: 

b 
BS· -

2 

In gleicher Weise wird für ein Zusammenfallen Yon Seite II li und Nnllinie: 

a ··2 .]tl b a3 a.z 
0 8 · 2 = ~" ~~ F = '12-;-;·z;- = 12 , 

<..' (I (( 
0 = 6. 
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Hieraus ergibt sich die Form des Kerns im Rechteck als Parallelo
gramm, dessen Ecken auf den Hauptachsen liegen und welches das innere 
Drittel d es Querschnitts einnimmt. Greift also innerhalb des letzteren 
Ausmaßes die NormalkraSt im Querschnitte an, so liegt in diesem eine 
einheitliche Spannung vor. Diese Feststellung ist besonders wertvoll 
für auf Druek belastete gemauerte Körper (Stützmaueri1, Pfeiler, Ge
wölbe usw.) , bei denen das Verbleiben der Mittelkraft im inneren Drittel 
das Auftreten von Zugspannungen an den Querschnittsrändern ausschließt. 

Fig. 128. F ig. 129. 

2. In gleicher Weise ergibt sich derKernfür das Parallelogra mm 
(Fig. 129). Hierbei bezieht man den Querschnitt auf das schiefwinklige 
KoordinatensystelH und rechnot auf dieses das Trägheitsmoment für 
die in Frage stehende Seite um. Läßt man die Nullinie mit a zu
sammenfallen, so kommt in Fig. 129 die wagerechte Schwerachse für 
die Bildung des Trägheitsmomentes in Frage; für diese ist bei senk
rechten Achsen: 

b h3 

J x =' TI- ' 

und da hier h = b sinß ist, so wird: 

a b3 sin3 (f J = - --- .. 
X 12 

Da nun ferner nach Fig. 130 : y' =~ y cosecß ist , 
so wird: 

J~ = ly'f dF = cosec2 ß (y2 dF = cosec2 f] Jx. 
Fig .. I30. 

Daraus ergibt sich das hier zu verwendende Trägheitsmoment : 

Da nun: 
b 

BS· ·· 
2 

X 
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il,;t, f;ü wird: 
2 · a b3 sinß b B S =c ~~------ - - ~ 

12 b · a b sin (I 6 ' 

Hlld c>benso wird: 
a 

CS= 6 _. 

Die Kernfigur des Parallelogramms ist also der des Rechtecks durch
aus entsprechend. 

3. Für einen I- Querschnitt symmetrischer Art ergibt sich in der 
gleichen Weise (vgl. Fig. 131): 

wonn: 

Fig. 131. 

.1, = T~ (b h3 -- bl hn , 

.ly = = 11~ [(h - hl) b3 + hl (b - b1)3] , 

F = bh- b1 h1 ist. 

Auch hier ist die Kernfigur ein Parallelogramm, da nur 4 berührende 
Nullini en für den Querschnitt in Frage kommen. 

!I 
Fig. 132 a, b. 

4. Für den Kreisq11c>rschnitt iRt: 

B 0 .. , J 
n · T = 1- = - --- F 

4 
4' 

r 
BS= 4 ' 
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d. h. der Kern ist ein Kreis mit einem Durchmesser gleich dem halben 
Radius (Fig. 132a). 

5. Für den Kreisringquerschnitt (Fig.l32b) folgt: 

.] 
B 8 · R = i 2 =~ 

]? 

(R4 -- r4) ~ 
4 

(R2 - r2) n , 

ES 
(R2 + r2) 
···--·-· -

4R 
Aus der Symmet rie des Kreisringes folgt auch hier, daß de,r Kern 

ein Kreis mit dem Halbmesser B 8 ist. 
6. Beim Dreieck werden die Eckpunktedes Kerns auf den Mittel

linien des Dreiecks liegen, da einmal für die unendlich entfernte Null
linie der Angriffspunkt der Kraft in den 
Schwerpunkt des Dreiecks fällt und zum 
anderen für eine bestimmte Lage cler X11ll
linie pa,ra llel zn einer Seite der Angriffs
punkt in den gegenü herliegenden Dreiecks
punkt fällt. Unter Benutzung der Be
zeichnungen in Fig. 133 folgt: 

da: 

-'> JI X 

Bs a .-, . -3- = tj ' 

3 i'f BS = --
a 

b h" 
cosec:2 (1 36 

Fig. 133. 

cosec2 ß b · (asin ß) 3 

-~~ = y = 
cusec2 p J,, 

p bh = ---·-fs b a sinß __ _ 

b a': a~ 

18·ba IR 

i~t , so wird : 

2 

3 ,, 
BS = ·-·- ~V: 

l8·a 6 

ln g leicher Weise werden die 

c 
08 = 6 , 

Abstände : 
d 

DS = -
6 

ermittelt, wenn c und d die zugehörenden Mittellinien sind. Der Kern 
des Dreiecks ist somit ein zum Querschnitte ähnliches Dreieck, dessen 
Ecken auf den Mittellinien liegen und von hier aus eine Entfernung 
gleich jP einem Sechstel der betreffenden 1\Iittellinic haben. 
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l>ie Berechnung und graphische Konstruktion der Rand
spannungen im 11echtecksquerschnitt. 

Der wichtigste Querschnitt ist für Baukonstruktionen der l{echtecks
(JUCrsehnitt. In ihm greife in einer der Hauptachsen und im Abstande 
= 1 vom Schwerpunkte entfernt, und r.war zunächst außerhalb des 
Kerns (Fig. 134), eine Normaldruckkraft = N an. 

Die Randspanmmgen sind : 

a) n = -- ~ ~= ~- = ~ /; ± ~ J = -- b~ ( l ± ~l) . 
ß 

:Man erkennt, claß ,;olange fj_J < l ist, d. h. I < -~-, also die 
h 6 

Kraft innerhalb des Ke.rm; angreift - die Klammer stets einen posi
tiven Wert hesitzt und somit eine einheitliche Druckspannung über 
dem ganzen Querschnittvorhanden ist, daß aber bei Überschreitung der 

GreJ;ze f =' h_ der Klammerausclrvck negativ wird und sich somit 
6 

das Auftreten einer Zugrandspannung zu erkennen gibt. Die beiden 
Ranclspannnngcn o1 bzw. a 2 werden: 

b) () = ~ lV (I + ~1) = -- N_ (1 + 6 L) 
I bh. h F h. ' 

u) o2 ~~ - N ( l -- 6f) = -- N (I ~ 6)) . 
bd. h. F h 

Für die Spannung eines beliebigen Querschnittspunktes im Abstande 
von z von der senkrechten Haupt-Achse ergibt sieh eine Spannung o: 

d) N JJ.fz N M·z·l2 N( l2zf) 
0 = -- - .L · .-c - - ·· + · --- -- = -- -- 1 + --- .. , 

b h _!_ J y b h - b h3 b h - h2 

Die Gleichung ist vom ersten Grade; demgemäß verläuft die Spannung 
über den Querschnitt nach seiner geraden Linie. Für z = 0, d. h. den 
8chwerpunkt, wirrl: 

c) 
N N 

() :;:-__::;- (}/// c=:- -

bh F 
h 

währelld sieh für: z = ± 2 , cl. h. die Quersehnittc;ränder, die vor-

stehend angegebenen Randspanmmgcn a1 , o2 ergeben. 
Die vorstehende Gleichung (h, c) gestattet eine sehr einfache gra-

phische Darstellung (vgl. :F'ig. 134). N 
Im SchwerJ.lllllkte wird die mittlere S}Xtnnulli!: n = -- ---

'-~ - 111 }J"'T 
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<tufgetrageu, alsdann dnrch ihren Endpunkt (s) und den vom Angriffs
punkt cler Kraft abgewandt liegenden Kernpunkt eine Gerade gezogen, 
die bis zum Schnitt mit der Angriffslinie von N (t in Fig. 134 b) verlängert 
wird. Zieht man alsdann t 1" parallel zur Grundlinie w v und alsdann die 
Gerade 1· s z , so stellt die schraffierte Figur das 
Spannungsdiagramm in dem hier betrachteten 
Querschnitte dar; n' ist ein Punkt d er Nullinie, 
(1er diese somit im Grundrisse eindeutig be- a.) 
stimmt. Daß diese graphische Konstruktion mit 
der vorsteh end abgeleiteten Gleichung überein
stimmt, erkennt man einmal darin, daß die 
Spannungsverteilung tatsächlich als Gerade b) 
durch die Punkte 1· s festgelegt ist, daß ferner 
für sie die vorstehend berechnete Ordinate im 

N 
~chwerpunkte: o"' = - F innegehalten ist und 

I 
I I I 

daß endlich auch eine jed e R andspannung 
dem oben b erechneten Werte entspricht. Es 
ergibt sich z. B. für die größte Druckrand-
spannung o1 : 

I lt I 

dl(5~1 
'/ t~C5z 

I ' 

o1 = rw = tu; ' ' o I 
' I 
I o 

I I 

tu : s m = tu · -- !V_ = (t+ .!!._) · }t_ . b h . 6 . 6 ' 
e)c>".-Gm 

' I 

d. h. 

N (. h) 
tu= - ~-h_- -~~ -6 .. = - b~- ( 1 + _61) = 0 t' 

6 
Fig. 134. 

wie vorstehend berechnet wurde. Hiermit ist die Richtigkeit des dar
gestellten Diagramms und Spannungsverlaufes bewiesen.. Rückt die 
Kraft in den einen Kernpunkt, so wird in der vorstehenden Gleichung: 

und somit : 

h 
I = -6 

' h) N( 6"6 N 
(J 1 '~ - b it" 1 + .. "!t" . = - 2 bh ' 

N 
0 = - - (1- 1) = 0 (v_ gl. Fig. l34c). 

2 bh 

I 
I 
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Das gibt sich naturgemäß auch im Diagramm zu crkmmett. Gelangt 
die Kraft innerhnJb des Kerns, so treten an beiden Rändern nur Drllck
spannungen auf (vgl. das Diagramm Fig. 134d), und gelangt die Kraft 
endlich in den Schwerpunkt selbst, so verteilt sie sich vollkommen 
gleichmäßig über ihn hinweg. 

Liegt b e i außerhalb des Kerns angreifender Kormai
kraft ein Quersc hnitt vor, d e r nur Druck, ab er keinen 
Zug aufzunehmen vcrn>ag, wie csz.B. bei1nanchemlVIauerwerk, 
vor allem aber bei der Erdfuge cler Fall ist, so kann hier im äußersten 
Falle eine Spannung = 0 eintreten, cl. h. das Spannungscliagran1m nur 
die in Fig.l34c bzw. 134f dargestellte Form erhalten. Da . hier die 
Normalkraft im Kernpunkt, d. h. im Drittelpunkt der allein wirksam ver
bleibenden Fuge angreift, so wird in dem hier vorliegenden Falle die 
wirksame Druckzone auch nur das Dreifache der Außenexzentrizität 
der Kraft = 3/1 (Fig. I:34f) sein können. Demgemäß wird hier die mitt
lere Spannung: 

(JIII = 

nnd die Handspannnng: 

nl _--:::::c 

Ist b in allen obigen Darlegungen = 1,00 m Tiefe , erstrecken sich also 
die Ermittlungen auf die Einheitstiefe, so wird b überall = l zu setzen 
sein. 

Liegt der An gri ffspunkt der Kraft nicht in einer Schwer
(Haupt-) Achse, ist aber der Kern des Querschnittes be

Fig. 135. 

kannt, so kann dieser zu einer 
sehr übersichtlichen und schnell 
\'lU bewirke nden AnHindun g der 
Rand s pannnngen 
fi n clen. 

Ben ntz n ng 

Greift (Fig. 135) die Kormalkraft in 
dem beliebigen Querschnittspunkt k an, 
so legt man durch ihn und den Schwer
punkt eine Gerade, welche auf der Kern
Iinie die beiden Kernpunkte k1 nnd k 2 

bestimmt. Unter der Annahme, clnß n n 
die dem Kraftangriffe entsprechende 

Nullinie ist, wählt man die <\\reite ) .. chse parallel zu n n durch S uJHl 
erhält hiermit die Abstände der iinßersten FnRNpunkte e, hz\1·. e" in 
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bezug auf diese Achse. .Für eine Q,uerschnittsgröße 
dann die Randspannungen: 

]1' werden als-

N f e, 

NIe" 
J;, 

Da der Kempuukt k2 der Angriffspunkt znr Lage der N ullinie n2 2 

und ebenso k1 der zu n 1 n1 ist, so folgt: 

d. h. 

J~ 
k,,= F ; 

e, 

J;, 
-- = k" F; 
e, 

k = J;, 
' F e11 

J;, = k F 
I • 

e" 
Hiermit werden die l{andspannungen: 

01 = :_~ + _Nf = _N (1 + 1) = 1!_ (k" + f)' = N h _ 0 h 
J.i k" F F . k". F . k" F k" - "' k" 

und: 

J! ___ N f. = ~ ( 1 -~ j_) = N_ (~ -- I) = N_ l !_ = o," /1 
F k, F F . k, F k, F k, k, 

Hierbei sind /1 und 12 die Abstände der Kernpunkte k1 bzw. k2 von 
dem Angriffspunkte der Kraft k. 

Ist der Kern des Querschnitts bekannt, so sind mithin, da alsdann 
auch die Größen /1 , / 2 , k" k" gegeben sind, die Randspanmmgen mit 
Hilfe des ebenfalls bekannten 
om -Wertes zu finden, .und zwar 
ohne daß man notwendig hat, die 
Nullinie zu ermitteln, deren Rich
tung also für die vorliegende Be
rechnung ohne Bedeutung ist. N eben 
der rechnerischen Auffindung der 72 
Werte o1 und a2 kann auch der aus 
Fig. 136 ersichtliche grap hische 

Fig. 136. 

Weg schnell zum Ziele führen. Man zieht durch k die Gerade k S, 
bestimmt k1 und k2 , legt durch S eine beliebig gerichtete Achse (S U), 
trägt auf ihr den Wert der mittleren Spannung: 

am = 
N 
-- = s u 
F 
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auf und zieht clie Ueraclen k2 U und U lc1 , ehe auf Piner durch k zn U 8 
gE>zogcnen Parallelen die Punkte 'f12 und T1 abschneiden. Alsdann ist 
k T 2 = a 1 nncl k T1 = o2 • Denn: 

k 'l\ : u 8 = /2 : k2 8 = /2: k" ' 

lllld: 

w. z. h. w. 

k T 1 : U 8 = k k1 : k1 8 = f1 

kT =N~jl_ 
1 F k, 

k ·, ~ 

vVird das Moment der äußeren Kräfte n,uf die Kernpunkte bezogen, 
iHt also: 

bekannt, so werden die Randspannungen am hef'ten auf rechnerischem 
\Vege aus den Beziehnngen bestimmt: 

Hierbei sind die Werte k" und k, die Abstände der Kernpunkte, ge
troffen von der Schnittlinie zwischen der durch den Schwerpnnkt ge
legten Kraftebene und dem Querschnitte. Bei Belastung eines Recht
eckquerschnitts in seiner senkrechten Achse sind also z. B.: 

h 
k, = krl = () 

und da hiN F = b h, ;.;o wird: 

Jll~.;, 

b h2 

G 

worin W das \ViderstanclsnlOment des Querschnitts angibt, bezogen 
auf die zur Kraftebeneu-Schnittlinie zugehörende Achse. 

Der Querschnitt vermag nm Druck aufzunehmen, seine Zug
wirkungsBäche ist unwirksam. 

Zunächst sei wiederum vorausgesetzt, daß die Kr tt f t ebene den 
Q u e r s c h n i t t i n e i n c r S c h w er - (H a n p t -) A c h s e s c h n c i d e t 
und dieser zu ihr symmetrisch ist. Denkt man sich (Fig.l37) 
den Angriffspunkt der Normalkraft in k, innerhalb der x-Achs0, Ro 
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wird zunächst die Nullinie senkrecht zur x-Achse verlaufen. Betrachtet 
man ein beliebiges Flächenteilchen df, das von der Null-Achse den 
Abstand x haben möge, so wird dessen Spannung als alleinige Ab
hängigkeit von diesem Abstande, d. h. in der Form: a = a x aus
gedrückt werden können, wobei a eine Konstante ist, die allen d'f-Teil
ehen eigen ist, die im Abstande von x zur n n-Achse, also auf einer 
Parallelen zu ihr liegen. Aus dem Gleichgewichte 
der äußeren Kraft mit den inneren Querschnitts
spannkräften folgt: 

N = L,odf = 'L,axdf = a2::,xdf, 

und ebenso aus der Gleichheit der Momente der 
~inßeren Kraft und der inneren Kräfte, bezogen 
>tnf die Xullinie: 

S · r = :::; rulf x = '}; a x df x = a L, x2 df. 
Fig. 137. 

Hieraus ergibt sich der Abstand der N ullinie von dem Angriffspunkte 
(k) der Normalkraft: 

"2:; X 2 df Jn 
1" = . --~-- - = 

"Lxdf Sn 

= dem Quotienten aus dem Trägheitsmoment der wirksamen Fläche 
und dem. statischen Moment dieser, beide bezogen auf die Nullinie . 
Die Auf f in c1 u n g der Null i nie auf Grund dieser Beziehung wird am 
besten auf g ra phi s chem \V e g e bewirkt . Hierzu sei an die graphische 
Darstellung eines Momentes und eines Trägheitsmomentes (vgl. S. lD 
bis 21 u. 23) erinnert, die beide auf der Verwendung von Kraft- und 

Seileck sich aufbauen. 
Der Gang der graphischen Ermittlung sei an dem Beispiele in Fig. 138 

gezeigt. k sei, wie stets, der Angriffspunkt von N und liege in der 
x-Achse, d. h. in der wagerechten Schwer- und Symmetrieachse des 
nur nach dieser symmetrischen Querschnittes. Unter Annahme eines 
bestimmten Flächenmaßstabes wird alsdann der Querschnitt in eine 
Anzahl kleiner Flächenstreifen zerteilt, parallel zur y-Achse, und ihr 
Inhalt als Gewicht aufgefaßt. Zeichnet man alsdann zu diesen Kräften 
mit einem beliebigen Polabstande das Kraft- und Seileck, so stellt, 
wenn n n in Fig. 138 die gesuchte Nullinie ist, die Fläche {F0), be
grenzt durch den ersten Seileckstrahl, das Seileck und die G~rade v w 
die zur Auffindung des Trägheitsmomentes des wirksam.en Flächenteils, 
bezogen auf n n, erforderliche Fläche dar: 

.F o er s t c r. Repetitorium. I. 
9 
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In gleicher Weise ist Sn = l H, wobei l der Teil d<"r n n-Linie ü;t, 

der von d en äußersten S eileckstrahlen abgeschnitten wird. 
Da : 

sein soll, s o ist 1m vorliegenden Fall: 

oder: 

T= 

lr
Fo = 2 ' 

' ' ,.._ _ _ fl---- ~ 

Fig. 138. 

2P0 

l 

d. h . die Nullinie n n liegt vom Angriffspunkt der Normalkraft so weit 
ab, d a ß ein Dreieck entsteht, A 11 w = P 0 • Dieses Dreieck kann man 
aus F 0 in der Art gewinnen , daß eine durch A - senkrecht unter k 
gelegen - gezogene Gerade in Fig. 138 zwei Flächen unter- bzw. 
oberha lb des Seilecks ab schneidet , die unter sich inhaltsgleich sind. 

Sind - durch Probier en zu lösen - in diesem Sinne die heiden Flä 
chenteilchen / 1 und / 2 einander gleich gemacht , dann ist v ein Punkt 
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der Nullinie und somit diese auch im Querschnitte bestimmt. Hierbei 
wird zugleich der unwirksame T eil des Querschnitts von dem unter 
Druck stehenden abgetrennt. Die größte Randdruckspannung findet 
man am besten graphisch, indem man für den wirksamen Querschnitts
teil (Fn) unter Verwendung des bereits gezeichneten, nur in der Nähe 
der N ullinie wegen der hier in der Regel veränderten Kräfte ein wenig 
abzuändernden Seilecks den (neuen) Schwerpunkt der Druckfläche be-

stimmt, für ihn die mittlere Spannung am = N berechnet und mit dieser 
Fn 

mit Hilfe der Spannung = 0 in der N ullinie das geradlinig verlaufende 
Spannungsdiagramm aufzeichnet und somit amax bestimmt. 

Will man die Randspannung rech
nerisch er mittel n, so dienen hierfür die 
vorstehend gefundenen Beziehungen: 

N = (LL,xdf; 
N 

(t = L,x(if 8" 

N 

nnd smnit: 

N·x () = ---·-
Sn 

bzw. für die arn weitesten von der Nullinic 
(um z) entfernte Randfaser: 

N·z 
0 max = -a-

A~n 

Hierbei kann naturgemäß S,. aus der Beziehung : 
Sn = l· Ii entnommen werden. 

Aufga ben, wie die vorliegende, sind u . a. bei 
der Berechnung hoher, dem \Vinddrucke und 
dem Eigengewicht ausgesetzter Schornsteine 

Fig . 139. 

H 

mit Ringquerschnitt zu lösen. Hier wird in der Regel darauf Wert zu 
legen sein, daß die innere Kreislinie ganz oder doch zum größten Teile 
innerhalb d er wirksamen Querschnittsfläche liegt (Fig. 139). 

Der Winddruck (Ii) wird zweckmäßig wagerecht eingeführt. Er kann 
für l Höhenmeter des Schornsteins mit 190 r · kg angenommen werden, 
worin r den äußeren Halbmesser darstellt. Da der Schornstein nach oben 
zu sich im äußeren Umfange (und der Stärke) verringert, so empfiehlt es 
sich, die H-Kräfte für mittlere Außendurchmesser in bestimmten Höhen
abschnitten (von 5-10 m) zn berechnen uncl die einzelnen H-Kräfte 
zu einer Mittelkraft Ii zusammenzusetzen, die ihrerseits mit dem 
Gesamtgewichte des Schornsteins zur Endmittelkraft zu vereinigen ist. 
Liegt der Angriffspunkt dieser innerhalb des Kerns, so treten nur Druck-

!)* 



132 Die Grundzüge der Festigkeitslehre. 

STHtlllHmgen auf utHl alsdann ist die größte Randspannung zu bemessen 
nach: 

(] = --(~ + -fv) = -(~ + 11~~) = -(~ + ~fi/) 

=- ~ (1 + ~~c) =- ~ (1 + ~) 1), 

worin: 
w 

k = p den Kernhalbmesser bedeutet 2 ). 

Liegt -~ wie dies meist der Fall sein wird - der Allgriffspunkt der 
Kraft (k0 ) außerhalb des Kerns, wie auch in Fig. 139 vorausgesetzt, so 
ist genau in der vorstehend erörterten ~Weise vorzugehen, der Ring
qnersdmitt in f-ltreifen zu zerteilen und mit Hilfe der Beziehung: 

Jn 
1' =c ~-

SI/ 

die Lage rler Nnllinie zn bestimmen. Die größte Randdruckspannung 
wird alsdann, da hier N = 0 ist: 

Liegt <lcr Angriffspunkt der Kraft nicht in einer Achse, 
sonelern an beliebiger Stelle im Querschnitt, so wird man bei 
clen im Hochbau vorliegenden Aufgaben am besten mit Hilfe 
eitws Probierverfahrens die Ham1spannnngcn zu ermitteln suchen. 
Hierhei wird zunächst schätzungsireise die l~icht ung der ::\ullinie an
genommen tmd alsrbnn das vorstehend dargelegte graphische Verfahren 
zur Bestimmung der Lage der Xullinie im Querschnitte angewendet. 
Tst die' Nullinie gefunden, so liegt eine Kontrolle für die mehr oder 
weniger richtige Lösung darin, clall jetzt die Summe der inneren Spann· 
kräfte gleich der äußeren X ormalkraft N sein und zudem durch cleu 
Angriffspunkt VOll N gehen muß. Aus dem für die gefundene Lage 
<ler 1\nllinie ermittelten Spannungsdiagramm entnimmt man zu diesem 
Zwecke die mittleren, zu den t>inzelnen Flächenstreifen gehörenden 

1 ) Hierin ist h drr Abstand des Angriffs-Punktes der Mittelkraft H über 
dem (}elände, also oberhalb des untersuchten Querschnittes. 

2) Es ist: 

k· H = i"~J; 
F 

J 
k=f/.pi 

da R den iiußersten J<'>tserabstand darstellt. 

TV 
-F, 

3 ) Über die Berechnung der \Verte S,. und J,. bei ringförmigelll Querseimitte 
vgl. u. a. 2\IüllPr- Brt:slau, Graphisc)w Statik, Bd. I, fünfte Auflage 11112, S. 95ff. 
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Spannungen und bildet aus ihnen und den zugehörenden :Flächenele
menten die inneren Spannkräfte, die dann zu Mittelkräften nach zwei 
verschiedenen Richtungen zusannnengesetzt werden müssen, um den 
Angriffspunkt der Mittelkraft der inneren Spannkräfte zu erhalten. 

Eine probeweise Untersuchung in obigem Sinne ist in Fig. 140 dar
gestellt 1 ). 

~~~~~~~~~~~~~~~--~~~--~fz·~ml 

~;:-__:::".--=:-...;::,..<::.:-~:::...."::---=;;;..:::.-.:::-----f~~~......."::;:::.,~--J., • 6m , 

Fig. HO. 

1 ) In Fig. 140 ist ein Rechtecksquerschnitt der Untersuchung zugrunde gelegt. 
Der Angriffspunkt der Kraft ist k. Die Richtung der Kullinie wird angenommen n0 n0 

und ihr entsprechend die Fläche in 6 Teile (I-VI) geteilt, in deren Schwerpunkten j" 
die Flächenkräfte f1 bis f6 angreifen. Zu ihnen ist mit Hilfe des Kraftecks (mit H) ein 
~eileck gezeichnet und in ihm unter Zuhilfenahme des Punktes A (entsprechendlc) 
die Flächenausgleichung (wie in Fig. 138) vorgenommen und durch sie der Punkt v 
der XuUinie und somit diese = n n im Querschnitte bestimmt. Des weiteren wird 
die SchwerachseS 81 des nunmehr nur noch wirksamen Flächenteils (Fn) ermittelt 

und das Spannungsdiagramm gezeichnet (aus a = 0 und am = ;: ) . In ihm werden 
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Sind erhebliche Unterschiede zwischen beiden Angriffspunkten vor
handen, so ist die Richtung der Nullinie anders zu wählen und das 
Verfahren bis zu einem angenäherten Zusammentreffen der Angriffs
punkte zu wiederholen. Meist wird eine zweifache bis dreifache Wieder
holung schon zu einem guten Endergebnisse führen. Hierbei kann man 
bei einem Rechtecksquerschnitt und dem Angriffspunkte der Normal
kraft auf einer Diagonale davon Gebrauch machen, daß die Nullinie 
der anderen Diagonale parallel ist. 

Zahlen bei spi e le. 

I. Der Ober- (Druck-) Gurt eines Balkenbinders (Fig. 141) wird durch 
eine zwischen die Knotenpunkte des Tragsystems gelegte Pfette in der 
Mitte zusätzlich auf Biegung mit einer zur Achse senkrechten Last von 
1200 kg belastet. Die Druckkraft - axial angreifend - beträgt 
14 000 kg. Als Querschnitt ist der in Fig. ·141 dargestellte, aus zwei 
[ -Eisen (Normalprofil 12) bestehende Querschnitt mit F = 2 · 17,0 
= 34,0 qcm und W" = 2. 60,7 = 121,4 cm3 gewählt. Die Randspan
nungen sind zn berechnen. Das znsätzliehc Biegungsmoment in Stab
mitte beträgt: 

1200 . . 
1vl = ~- --- . 200 = 120 000 kg · mn. 

2 
Demgemäß wird : 

.J! 14000 120 000 
w 34,0 121,4 

= -411- 988 = -1399 kg/qcm . 

o2 = -411 + 988 ~~ +577 kg/qcm. 

Die Beanspruchung a 1 ist eine hohe, blC'ibt aber immerhin noch inner
halb der Proportionalitätsgrenze. 

2. Auf der in Fig. 142 dargestellten gußeisernen Säule mit nng· 
förmigem Querschnitte ruhen zwei I-Träger auf, die ba.ld mit 18 t.. 
bald nur mit 12 t be-
last et Werden. Die Span
nungen im Säu lenq uer
f;chnitt sind bei stärkster 
Exzentrizität des· Kraft
angriffes, also bei ein
seitigerTotalbelastimg des 
einen Trägers und gering
ster Belastung des <mde

Fig. H1. 

l'Cn, zu berechnen. Der Querselmitt hat eÜ1en äußeren Durchmesser von 
20 cm , einen inneren von 16 cm,,mlcl demgeu1ä ß ein F == 113 qC'm und 
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ein Widerstandsmoment W = 463 cm 3 . Die Exzentrizität berechnet 
sich aüs der Bedingung: 

(P1 + P,J · f = 30 · f = P 1 0,1::>- P 2 0,15 = (18,0- 12,0) · 0,15 , 

also aus einer, auf die Säulenachse bezogenen Momentengleichung. 

ß.O · 0.15 f = c ~ 30 '----- = o,o:~ ll1 = 3 cm. 

Demgemäß w·ird: 

und 

Jf = 3 . 30 000 = 90 000 kg · cm 

N M 
0 = -·-. + 

F -- W 
:~o ooo 

113 + 
90000 

463 

0 1 -= --2ßß- 194 = - 460 k gjqcm, 

a 2 = - 2ßß + 194 = - 72 kgjqcm. 

Die Säule ·wird also in allen ihren Querschnitts
teilen auch bei der exzentrischen Belastung ge
drückt. Die hierbei auftretenden Spannungen 
sind als erlaubt zu bezeichnen. Bei totaler Be
lastung P 1 = P 2 = 18 t wird die a lsdann über 
den Querschnitt sich gleichmäßig verteilende 
Drnckspannung: 

2·18000' 
0 = · ·u:) = - 320 kgfqcm. 

' 

0 
17.?f1-:i 
2 8 CD/ 

Fig. 142. 

3. Der Keru des Mauerquerschnitts in Fig. 143 ist unter der Vor
aussetzung, daß die seitlichen Vorsprünge um je 1 m heraustreten, zn 
bestimmen. 

Aus den Abmessungen der Figur folgt: 

F = (3. 3 - 2 · 1 · l) qm = 7 qm = 70 000 qcm, 

J ,= ~-!!._~~:~~ _ 2. _l_,9_ ~ -~-~~-3 = ·r'·• (3. 27 - 2 · l) = 6,ti833 m3, 
. X 12 12 • 

l 0 . 3 03 1 0 . l 0 3 

J Y = .2 · -~- + ... .: .. y~{-- = T12 (2 · 27 + l) = 4,:J833 ma. 

Demgemäß wird: 

k . ~ .... ~ = !.3' = i1 = 6,583~-
1 2 F X },0 

k = 6·.? 8~~ = 0 626))] 
'1 7,0·1,5 ' ' 
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k . 8,0 = J!l = {l = 4,5833 
'J 2 F !I 7,0 ' 

4,5833 . -
k2 = 7-o-:-1-- = 0,44;) m. 

' ,D 

Aus diesen Maßen ist der in Fig. 143 dargestellte Kern bestimmt. 
Er hat eine Höhe von 1,252 m und eine Breite von 0,89 m. 

Fig. 143. ll'ig. 144. 

4. Eine Gewölbefuge (Fig. 144) von 1,00 m Stärke und 1,00 m Tiefe 
wird im Abstande von dem oberen Gewölberande von 0,20 m durch 
eine Normalkraft von 30 t exzentrisch belastet. Gesucht sind die Raud-

spannungeiL Da hier die Kennreite -~,()_ = 0,33 m beträgt, der Kern 
3 

also um je 16,5 cm von der Mittellinie absteht, clie :Normalkraft aber· 
von hier aus den Abstand von 50 - 20 = 30 cm hat, so liegt sie außer
halb des Kerns, und es sind somit verschiedene Spannungen, am oberen 
Rande - also nahe der Druckkraft - die größten Druckspannungen, 
a1n unteren Gewölberande der Höchstwert der Zugspannungen zu er
warten. 

Es ist: 

F = 1,00 qm; 
p I 

W = - = - = 0 1666 m3 6 6 , , 

.111 = ao. o,ao = 9 t. m, 
und somit ergibt sich : 

N .111 30 9 
a = - F :!:: -w = -- -1 ± ü.lß-66 = - 30 --- :>4 = - 84 

bzw. = -+ 24 tfqm 1). 

24000 
1) 24 tjqm entsprechen 24 000 kgfqm und Iöo-:Too = :2,4 kgjqc111. 
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Demgemäß sind die Randspannungen: 

ot = -8,4kgfqcm , 

a2 = +2,4 kgjqcm. 

137 

5. Der in Fig. 145 dargestellte Mauerpfeiler setzt sich mit einer 
Grundfläche von 6,00 · 2,00 m auf einen guten, tragfähigen Baugrund 
auf, der bis zu 4 kgfqcm beansprucht werden darf. Auf die letzte 
Mauerfuge und ebenso auf die Erdfuge wirkt eine schräg gerichtete 
Kraft R = 155 t ein , die in zwei Seitenkräfte, eine senkrechteN= 150 t 
und eine wagerechte H = 37,5 t ~ 
zerlegt wird. Es ist zu untersuchen, ~ f/ 
ob der Pfeiler gegen Verschieben ~ N 150t 

ausreichend gesichert ist und keine 
zu hohen Belastungen im Mauer- ff·J7,5 t 

werk und auf dem Baugrunde auf
t reten. Da dieReibungszahl zwischen 
Erde und Mauerwerk unter un
günstigen Verhältnissen rd. 0,40 ist, 
so wird hier eine Reibungskraft auf
tretel} = 0,4 · N = 0,4 · 150 = 60 t , 
also > H > 37,5 t, so daß eine Ver
schiebung d es Pfeilers durch die 
horizontale Seitenkraft der Gesamt
mittelkraftnicht zu befürchten steht. 

Die Kraft N greift von der 
Pfeileraußenkante um 1,60 m ent
fernt an, liegt also, da die Fuge 

"'~ .., - "' ! ~ +. .., 
' ' "-'>' ,.c;--r- - -t 
-o.oom-----.1 

Fig. 145. 

6,00 m breit ist, nicht mehr im K ern, d. h. nicht im inneren Drit
tel. Ihre Exzentrizität gegenüber dem Querschnit t ssch we1;punkte ist 
j = 3,0 - 1,60 = 1,40 m und somit M = 150 · 1,4 = 210 t · m. F erner 
ist W y für die hier in Frage kommende senkrecht zur Kraftebene 
stehende Achse y: 

Wy = 2 · :·02 = 12,0 m3• F = 12,0 qm. 

Aus diesen Werten folgen die Randspannungen : 

150 210 360 
ol = - T2 - 12 = - 12 t fqm, 

= -30 tfqm = -3,0 kgjqcm, 

-150 + 210 60 
o2 = ---rr-- = + 12 = +5,0 t fqcm = 0,5 kgfqcm. 
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Die mittlere Spannung Om im Schwerpunkt wird: 

150 
Om = 12 = 12,5 tjqm = 1,25 kgjqcm. 

Mit Hilfe dieses Wertes ist auch das Spannungsdiagramm in Fig. 145 
gezeichnet. Es liefert die Nullinie im Querschnitte. Die Lage dieser 
kann naturgemäß auch rechnerisch gefunden werden. Bezeichnet man 
die Abstände der N ullinie von den beiden Querschnittsrändern 
(Fig. 145) mit r und t, so wird: 

r : t = a1 : a 2 = 3,0 : 0,5; r + t = 6,0; 

6,0- t : t = 3,0: 0,5 = 6,0; 

6,0 - t = 6,0 · t; 7 t = 6,0; t = 0,86 m 

r=6,0-t, 

und demgemäß r = 5,14 m. Nunmehr kann man auch nach der Gleichung 

N·z 
Omax = --s 

n 

die größte Randspannung für den Fall berechnen, daß die Zugzone nicht 
berücksichtigt wird, also die Druckzone allein die gesamte Kraft auf
nimmt. Hier ist z = .'5,14 m. 

S = 5,1 42 · 2 ' 0 = 26 42m3 
n 2 ' ' N = 150 t, 

150. 5,14 150 1 
Omax = ----- --- = :::--4· = 29,3 tjqm = 2,93 kgfqcm ). 

26,42 o,1 

Für die Spannung in der Erdfuge darf nur die 3 fache Außenexz~m
trizität für die wirksame Fläche in Rechnung gestellt werden, d. h. 
b0 = 3 · 1,60 = 4,80 m. Demgemäß wird (vgl. S. 125): 

150 1.50 
a", = 4- 8---- = -- = rd. 15,6 tjqm = 1,56 kgfqem 

' 0. 2,0 9,6 

1 ) Man kö~nte - einfacher - auch folgendermaßen rechnen: da 

z2 b Sn= _2 __ _ 
ist, so wird: 

N · z 2N 
Oma:x: . - z~ b- = ZlJ ' 

2 
also vorliegend: 

2. 150 
GmaY = -5,!4-;-2 = 29,3 t/qm. 

Es mag verwundern, daß jetzt die Randspannung geringer wird als bei 
Heranziehung der Zugfläche: (2,93 < 3,0 kg/qcm). Es findet das seine Erklärung 
darin, daß bei Ausschaltung der Zugzone die Exzentrizität des Kraftangriffes ver
hältnismäßig geringer wird. 
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und somit: Cimax = 2 a". = 3,02 kgjqcm < 4 kgjqcm, wie höchstens ge
stattet war. 

Das entsprechende Diagramm ist in Fig. 145 dargestellt. 
6. Ein normal gebauter Fabrikschornstein von 36,0 m Höhe (Fig. 146) 

hat einen äußeren oberen Halbmesser von 0,9 m, einen unteren von 
1,50 m und hier einen inneren Radius von 
1,05m, sowie einen Querschnitt von rd. 3,6qm. 
Das Eigengewicht des Schornst eins betrage 
150 t, der für eine mittlere Stärke berechnete 
wagerechte Winddruck H = 8,0 t. Das Mo
ment infolge des Winddruckes ist 

36 
111 = 8,0 · 2 = 144t· m. 

Das Widerstandsmoment des Querschnitts be
rechnet sich zu: 

W = S_R4 -_Cl2 == 1,504 -- 1,0 54 • 3 14 
4R 4· 1,50 ' 

= 5,0625 - 1,217. 3 14 
4. 1,50 ' 

= 3'8455 . 3 14 = 2 013 3 
6 0 ' ' m · 
' 

Nunmehr lassen sich auch die l{andspannungen bilden : 

F ig. 146. 

N M 150 144 
ai=--F - -w=---3,6 - 2,oia=rd . - 41,6~ 71,7= - ll3,3tjqm, 

= -11,3 kgjqcm, 

c;-2 = --,-41,6 + 71,3 = -t- 29, 7 t jqm = +2,97 kgjqcm. 

Beide Spannungen sind durchaus zulässig. Da sowohl Druck- wie 
Zugspannungen auftreten , ist ersichtlich, daß die Mittelkraft aus N 
und H die Grundfläche außerhalb des Kerns schneidet!). Erhält der 
Schornstein ein im Grundrisse quadratisch geformtes Fundament, so 
sind nach Auffindung der auf dieses wirkenden Mittelkraft und ihres 
Angriffspunktes (am best en auf graphischem Wege) die :Randspannungen 
im Fundamentkörper und die größte Pressung des Baugrundes unter 
der nach der Mittelkraft zu gelegenen Kante auf genau dieselbe Art 
zu bestimmen, wie es in Beispiel 5 vorstehend ausführlich erläutert 
worden ist. 

1 ) D er K erndurchmesser ergibt sich hier zu : 

J J w 2,013 
k · R = F , k = R . P = F- = ~ = rd. 0,56 m. 

Da die Exzentrizität der Mittelkraft 0,96 m ist, so tritt letztere m it hin aus dem Kern. 
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physikalischen Grundlagen der energetischen Festigkeitslehre. Von Carl 
Kriemler, Professor der technischen Mechanik an der Technischen Hoch
schule zu Stuttg·art. Mit 18 'fextabbildungen. Preis M. 2.40 

Technische Mechanik. Ein Lehrbuch der Statik und Dynamik für 
Maschinen- und Bauingenieure. Von Ed. Autcnrieth. Zweite Auflage. Neu
bearbeitet von Prof. Dr.-Ing. Max Enßlin. Mit 297 Textabbildungen. Un
veränderter Neudruck. Gebunden Preis M. 26.-

Aufgaben aus der technischen Mechanik. Von Professor Ferd. 
\Vittenbauer, Graz. 

I. Band: Allgemeiner Teil. 843 Aufgaben nebst Lösungen. Vierte, 
Yermehrte und verbesserte Auflage. Mit 627 Textabhildungen. 

Gebunden Preis M. 14.
Il. Band: Festigkeitslehre. 611 Aufgaben nebst Lösungen und einer 

Formelsammlung. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 505 Textab
bildungen. Gebunden Preis M. 12.

III. Band: Flüssigkeiten und Gase. 586 Aufgaben nebst Lösungen und 
einer Forrnelsarnrnlung. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 396 Text
abhildtmgen. Preis M. 9.-; gebunden M. 10.20 

Ingenieur-Mechanik. Lehrbuch der technischen Mechanik in vorwiegend 
graphischer Behandlung Yon Dr.-Ing. Dr. phil. Heinz Egerer, Diplom-Inge
nieur, vormals Professor für Ing·enieur-Mechanik und Materialprüfung an der 
Technischen Hochschule Drontheim. 

I. Band: Graphische Statik starrer Körper. Mit 624Textabbildungen, so
wie 238 Beispielen nnd 145 vollständig gelösten Aufgaben. 

Preis .M. 14.-; gebunden M. 16.-

Lehrbuch dertechnischen Mechanik. Von Prof. M. Griibler,Dresden. 
I. Band: Bewegungs! ehre. Mit 124 Textabbildungen. Preis M. 8.

IL. Band: Die Statik der starren Körper. Mit etwa 225 Textabbildungen. 
In Vorbereitung 

Elastizität und Festigkeit. Die für die Technik wichtigsten Sätze und 
deren erfahrm1g·smäßige Grundlage. V.on Dr.-Ing. C. Bach, Staatsrat, Professor 
des Maschinonbauwesens, Vorstand des Ingenieurlaboratoriums und der Mate
rialprüfungsanstalt an der Technischen Hochschule Stuttgart. Unter Mitwirkung 
von Professor R. Baumann, StellvertreterdesVorstandes der Materialprüfungs
anstalt an der Technischen Hochschule zu Stuttgart. Achte Auflage. Mit in 
den Text gedruckten Abbildungen und Tafeln. In Vorbereitung 

lTierzu Teuerungszuschläge 




