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Vorwort.

In den Kreisen der akademisch gebildeten Architekten verschafft
sich immer mehr und mehr das Bestreben Geltung, alle die fiir den
Hochbauer erforderlichen wissenschaftlichen Vorkenntnisse, auf denen
sich die konstruktive Gestaltung seiner Bauten grimndet, ihm in zu-
sammengefaBter Form, aber doch mit wissenschaftlicher Vertiefung zu
hieten, um einen moglichst groBen Teil der Ausbildungszeit fir die
eigentlichen Aufgaben der kiinstlerischen Entwicklung und Durch-
bildung zur Verfiigung stellen zu kénnen. Uberblickt man unter diesem
Gesichtspunkte die fir das Studium der Architekten vorhandenen, viel-
gestaltigen TLehrbiicher, aus denen er die notwendigen Kenntnisse
aus den Gebicten: Festigkeitslehre, Statik der Hochbaukonstruktionen
und Eisenbau entnehmen kann, so wird man sich der Erkenntnis nicht
entzichen koénnen, dal} trotz dem Vielen und oft Wertvollen, was hier
geboten wird, doch eigentlich noch ein Lehrbuch fehlt, das einmal
in gedringter Kiirze sich freihiilt von allen den theoretischen Be-
handlungen, die dem Studium und Anwendungsgebiete des In-
genieurs angehoren, zum andern sich ausschlieBlich an die Be-
ditrfnisse des Hochbaus wendet, hierbei aber auf einer hdoheren
wissenschaftlichen Warte steht als die — fiir ihren Sonderzweck recht
brauchbaren — Werke des Baugewerkschulunterrichtes. Diesen in
langjiihriger akademischer Lehrtatigkeit selbst empfundenen und oft
von den Studierenden bitter beklagten Mangel abzustellen, sollen die
drei unter dem Namen des Repetitorium fiir den Hochbau zu-
sammengefaBten Hefte beitragen. Bei ihrer Abfassung ist darauf Wert
gelegt, einerseits die rein theoretischen Abhandlungen auf ein Mindest-
maB zu beschrinken und andererseits — soweit es moglich — ihre
praktische Anwendung durch zahlreiche Rechnungsbeispiele aus der
Praxis zu erliutern und somit dem Verstindnisse der Architekien
nitherzubringen. In diesem Sinne werden die Hefte nicht nur als Lehr-
biicher zu selbstindiger Aneignung der notwendigsten Kenntnisse
dienen konnen, sondern in erster Linie eine Wiederholung aus den vor-
genannten Lehrgebieten zu ermoglichen bestrebt und in der Lage sein.
Gleichzeitig diirften sie aber auch dem in der Praxis stehenden
Architekten ein willkommenes Riistzeug fiir die vielseitigen Erforder-
nisse seines Berufes hieten.



1A% Vorwort.

Das Gesamtwerk zerfallt in die drei Abschnitte, deren jedem ein Heft
— fiir sich vollkommen abgeschlossen — gewidmet ist:

Heft I: Graphostatik und Festigkeitslehre.

Heft II: Statik der Hochbaukonstruktionen.

Heft TI1: Die Grundziige des Eisenbaus im Hochbau.

Das vorliegende erste Heft, die Graphostatik und die Festigkeits-
lehre behandelnd, bespricht in seinem ersten Teile die Grundzige der
graphischen Statik: die Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften
in der Ebene, die Lehre vom Kraft- und Seileck, die zeichnerische Dar-
stellung statischer und héherer Momente.

IndenGrundziigen der Festigkeitslehre — derder zweite und beiweitem
titberwiegende Teil des Heftes gewidmet ist — wird zunichst die rech-
nerische Ermittlung der Schwerpunkte, statischen, Trigheits- und Zen-
trifugalmomente gegeben, einschlieflich ihrer wichtigsten Beziehungen
unter sich und zu verschiedenen Achsensystemen. Hieran schliefen sich
cdie Darlegungen itber die verschiedenen einfachen und zusammengesetz-
ten Beanspruchungen der Querschnitte. Behandelt werden: die Normal-
(Druck- und Zug-)festigkeit, die Frage des Knickens, die Biegungs-
festigkeit, die Schubfestigkeit (fir sich allein und in Verbindung mit
Biegung) und endlich die Beanspruchung der Querschnitte gemeinsam
durch ein Moment und eine Normalkraft. Die an die allgemeineren Aus-
fithrungen und Entwicklungen in jedem Einzelgebiete sich anschlieBen-
den Beispicle sind fast stets aus der hochbaulichen Praxis entnommen
und so gewihlt, dafi sie eine moglichst grofle Vielseitigkeit der An-
wendung erschliefen. Soweit anginglg ist meben schirfere Rech-
nungswegen auch auf vereinfachte Anniherungsmethoden der Rech-
nung eingegangen. Bei der Knickfestigkeit ist in- diesem Sinne neben
der Euler-Gleichung auch die Berechnung nach Tetmajer austithrlich
wiedergegeben, einschlieflich aller der — vereinfachten — Kinzelberech-
nungen fitber die Knickfestigkeit gegliederter Stibe.

Moge Heft I, dem in kurzer Zeit Heft 11 folgt, eine freundliche Auf-
nahme finden und der ihm gestellten Anfgabe gerecht werden, Grapho-
statik und Festigkeitslehre in wissenschaftlicher Form und dabei engster
Zusammenfassung dem Architekten néherzubringen.

Der Verlangsbuchhandlung Julius Springer, Berlin, verfehle ich
nicht fiir die vortreffliche Ausstattung, die sie in altbewidhrter Weise
auch diesem Hefte hat zuteil werden lassen, und fiir das weitschauende
Interesse, mit der sie trotz schwierigster Zeitverhaltnizse das Unter-
nehmen gefordert hat, meinen ergebensten Dank auszusprechen. Auch
danke ich meinem Assistenten, Herrn Regierungsbaumeister Dr.-Ing.
W. Kunze, fir manch wertvollen Ratschlag und seine entgegenkoni-
mende Hilfe bei der Korrektur.

Dresden, im Juli 1919, Dr.-Ing. M. Foerster.
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Erster Teil.
Die Grundziige der graphischen Statik.

1. Kapitel.

Die Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften in
der Ebene.

1. Die Zusammensetzung der Krifte nach dem Parallelogramm
der Krifte und der Gleichgewichtszustand der Krifte.

In der graphischen Statik werden Aufgaben, die sich auf das Zusam-
menfassen und Zerlegen von Kréften, auf die Bildung von Momenten
verschiedener Ordnung usw. beziehen, auf rein zeichnerischem Wege
gelost. Hierzu bedarf es eines Zeichnungsmalistabes, cines Kraftemaf3-
stabes, der in seinen Kinheiten sich nach der je vorliegenden Auf-
gabe richtet. Bei der Behandlung einfacher Kriifte wird der MaBstab,
der zur zeichnerischen Darstellung der Krifte in Form bestimmter
Langen dient, sein: 1t = n em bzw. 1 kg =2 cm usw., withrend bei
der graphischen Darstellung von Fliachen als Krafte die Einheit der
Flache die Grundlage bilden wird: 1gqm =#ncm, 1 qgem =n"em
=n""mm usw. Damit eine Kraft zeichnerisch dargestellt werden
kann, ist es notwendig, von ihr zu kennen die Lage, ihre Richtung,
ihre Grofle. Das gleiche gilt auch von Kraften, welche Flichen
ersetzen; hier ist in der Regel der Angriffspunkt der Kraft, der
Punkt, in dem die Fliche statisch vereinigt gedacht werden kann,
d. h. ihr Schwerpunkt. Die Richtung der Kraft ist durch einen Pfeil
anzugeben, der die Richtung ihrer Wirkung darstellt, und zwar sowohl
bei der Kraft selbst als auch bei ihrer zeichnerischen Darstellung.

Die in Fig.1 gegebene, unter 45° nach rechts
aufwirts gerichtete Kraft von 3 t wird demgemil3 bei
einem KriaftemaBstab von 1t =1 cm durch eine ebenso
gerichtete Gerade von 3 em Léange, bei einem Mal3-
stab 1t = 3 cem durch eine solche von 9 em dar-
zustellen sein. Wiire ein Malstab : 30 kg = 1 mm ‘
gegeben, so wire die Kraft von 3t = 3000 kg Fig. 1.
durch 100 mm, d. h. durch 10 cm, darzustellen. KEs liegt auf der
Hand, daf man gern den MaBstab in runden, einfachen Zahlen

Foerster, Repetitorinm, T. 1



2 Die Grundziige der graphisehen Statik.

wihlt, um sich die Umrechnungs- und Darstellungsarbeit moglichst
zu vereinfachen.
Wirken mehrere Krifte in ein und derselben Richtung, so kann
man sie durch Aneinanderreihen zeichnerisch addieren, bei entgegen-
gesetzter Richtung voneinander ab-
ziehen. (Fig. 2.)

Die zeichnerische Zusammen-
fassung zweier in einem Punkte wirk-
samer, in Richtung und Grofle ge-
gebener Krifte ist durch das Pa-
rallelogramm der Krafte bekannt. In
Fig. 3 ist R die Mittelkraft der heiden

Fig. 2. Krifte Py und P,. Betrachtet man
das Dreieck abec, so erkennt man, da in ihm b¢ = der Kraft P,
ist, da es der Aufzeichnung des Parallelogramms nicht . bedarf,
sondern dal} das einfache Dreieck ausreicht, um die Mittelkraft R zu
bestimmen, daf} also nur ein Kraftdreieck zur Lésung der Aufgabe
zu zeichnen ist. Da Kraft R die Mittelkraft von P, und P, darstellt,

N

2
Fig. 3 b.

also deren Wirkung zu ersetzen hat, so ist ihre Richtung aus dem
Krifteparallelogramm gegeben; sie ist demgemsfl der durchlaufenden
Richtung von P, und P, im Kraftdreieck entgegengesetzt gerichtet.
Wird hingegen eine Kraft gesucht, welche den Kraften P, und P,
das Gleichgewicht halt, so muB sie die Wirkung der Mittelkraft £ auf-
heben, d. h. ihr Pfeil muBl alsdann im Kraftdreieck mit dem von P,
und P, in demselben Richtungssinne durch-
laufen (Fig. 3b).

Da man (Fig. 4) jede Kraft P, bzw. P, durch
zwel beliebige Seitenkrifte ersetzen kann, fir
die alsdann die Krifte P, bzw. P, je Mittel-
kriafte sind, und diese Zerlegung ins Beliebige
fortzusetzen vermag, in dem so sich bilden-

Fig. 4. den Kraftvieleck im Zustande des Gleichgewichts
aber alle Krifte in demselben Richtungssinne befahren werden, so
kann man den Satz aussprechen:

Im Gleichgewichtszustande von Kraften lauft der Rich-
tungspfeil im Krafteck in demselben Umfahrungssinne
durch.
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Greifenineinem Punktemehrere Kriafte an und wird fiir sie die
Mittelkraft gesucht, so kann man zunéchst fiir zwei von ihnen die Mittel-
kraft finden, diese dann mit einer weiteren Kraft zu einer weiteren
Mittelkraft vereinen und so weiter fortfahren, bis alle Krafte unter sich
zeichnerisch vereinigt sind. Hierbei entstehen (Fig. 5) die Zwischen-
mittelkrafte Ry s, R;_35. Man erkennt, dal man auch ohne ihre Hilfe

2

-0
+0

G
Ri-u

Fig. 5. Fig. 5a. Fig. 5 b.

auszukommen vermag, den Kriftezug aus der unmittelbaren Zu-
sammensetzung der Krafte P;, P,, P;, P, finden kann und die Mittel-
kraft aller Krifte R;_, durch Verbindung der Anfangs- und Endpunkte
dieses Kraftlinienzuges erhialt. Der Richtungspfeil der Kraft ist entgegen-
gesetzt der an und fiir sich gleichlaufenden Richtung der zusammen-
zusetzenden Krifte. Bei der Losung ist es, wenn man nur auf die Rich-
tungspfeile der Krifte achtet, ohne Bedeutung (Fig. 5b), in welcher
Reihenfolge die einzelnen Krifte aneinander gesetzt werden, da sie
nur eine Mittelkraft haben konnen,
also stets dasselbe Ergebnis sich
zeigen mufl. Man wird aber gern
bei der Zusammensetzung der an
ein und demselben Punkte angreifen-
den Krafte sich nach der Reihenfolge
richten, wie sie aufeinander folgen.
Greifen in einem Punkte Krafte
an, welche bei der Aneinanderreihung
im Krafteck ein geschlossenes Viel-
eck bilden, so ist die Mittelkraft =0,
d. h. die Krifte sind unter sich im
Gleichgewicht (Fig. 6). Projiziert
man ein solches Krafteck auf irgend-
ein senkrechtes Achsensystem und denkt man sich eine jede Kraft
nach diesen Achsen zerlegt, so findet man, daB die Summe aller Seiten-
krifte in beiden Richtungen unter sich je = 0 ist. Hieraus folgt:
Sind in einem Punkte sich schneidende Kréafte unter sich
1*

Fig. 6.
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im Gleichgewicht, so sind die Summen ihrer Seitenkrafte,
bezogen auf zwei beliebige, zu einander rechtwinklig
liegende Achsen, je = O.

Hierbei ist selbstverstandlich Voraussetzung, dafl man das Kraft-
eck, den Pfeilen folgend, in einheitlichem Sinne umfahren kann, daf
das Krafteck also einen stetigen Umfahrungssinn aufweist, also
niemals zwei Pfeile sich begegnen.

Zugleich ist ersichtlich, daf}, wenn in dem geschlossenen Krafteck
der Pfeil irgendeiner Kraft umgekehrt wird, alsdann diese zur Mittel-
kraft aller anderen wird.

Das einfachste Krafteck in obigem Sinne ist das Dreieck, dem in der

Ebene drei unter sich im Gleichgewichte befind-

5] R liche, in einem Punkte angreifende Krafte ent-

) o sprechen. Hier kann (Fig. 7) nur Gleichgewicht

“a X herrschen, wenn die 3 Krafte sich wirklich in

:«5' 2 s > einem Punkte schneiden. Fiele der Schnittpunkt ¢
2

von R und P, nicht mit dem von P, und E ()
zusammen (Fig. 7), so konnte man im Punkte a,
ohne das Kraftbild zu veriindern, zwei entgegengesetzt wirkende und
sich somit gegenseitig wieder aufhebende Kriifte P, anbringen; als-
dann sind die drei mit Doppelpfeil verschenen Kréfte in « im Gleich-
gewicht, und es verbleibt noch ein am Hebelarm 2 wirkendes Krifte-

Fig. 7.

FFig. 8.

paar P, - 1, welches ein, durch keine andere Kraftwirkung ausgegliche-
nes ,,Drehmoment” erzeugt, also einen Gleichgewichtszustand aus-
schlieft. Nur wenn der Hebelarm dieses Kriftepaares 4 = 0 wird, also
wenn der Angriffspunkt & auch mit ¢ zusammenfiillt, also alle drei
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Krifte im Punkte ¢ sich schneiden, kann Gleichgewicht herrschen.
Hieraus folgt der wichtige Grundsatz:,

Drei Krafte konnennur im Gleichgewichte sein, wenn sie
sich in einem Punkte schneiden.

Greifen mehrere Krifte in der Ebene nicht in demselben Punkte
an, sondern schneiden sie sich in verschiedenen Punkten, so kann
man allerdings der Zwischenmittelkrifte nicht entbehren, um den
jeweiligen Schnittpunkt der Zwischenmittelkraft und der mit ibr zu
vereinigenden, gegebenen Kraft zu finden und endlich die Lage der
Mittelkraft zu allen gegebenen Kriften zu bestimmen. (Fig. 8.) Hier-
bei ist der &dulBere Verlaut des Krafteckes allerdings auch ohne die
Zwischenkrafte bestimmt.

2. Krafteck und Seileck.

Geht man in Fig. 9a zundchst vom Krafteck unter Benutzung der
Zwischenmittelkrafte aus, und zeichnet man zu ihm allmihlich fort-
schreitend ein zusammenhingendes Seileck
in Fig. 9b derart, dall man jede Zwischen-
resultante mit der néchstfolgenden Kraft
zum Schnitt bringt und durch den so ge-
wonnenen Punkt die nichste Zwischenmittel- N
kraft zieht, so bestimmt die letzte Seite /5
dieses Kckes die Lage der Gesamt-
mittelkraft, und das ganze Seileck
als solches gibt in seinen einzelnen
Seiten die Mittelkraft aller voran-
liegenden-Kriifte an. Dies ergibt
sich daraus, dal in Fig. 9a jede
Zwischenmittelkraft die Mittelkraft
aller voranliegenden Krafte ist und SN
das in gleicher Weise fir die Zusammen- A,
fiigung der Krifte in Fig. 9b gelten muf.
Das dort gezeichnete Eck fithrt den Namen
des Mittelkraftecks. Auch hier ist es
gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge die ge-
gebenen Krifte miteinander in Verbindung
gebracht werden, da die Lage der Schul3-
mittelkraft unabhingig von der Kraftreihen-
folge ist.

Schneiden sich die Krifte ungiinstig unter spitzem Winkel, so wer-
den von einem beliebig angenommenen Pole in einer der Fig. 9 éhn-
lichen Weise Hilfskriifte a, b, ¢, d, e (Fig. 10) zum Kraftzuge gezogen,

<0

Fig. 9.
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so dall also lauter einzelne zusammenhidngende Kraftdreiecke ent-
stehen, gebildet durch je eine &uBere gegebene Kraft und zwei Hilfs-

Fig. 10.

krifte, ausgehend von dem angenommenen Pole O. Zeichnet man nun
zu diesen Kriften eine Mittelkraftlinie in Form eines zusammenhingen-

Fig. 11.

den Seilecks in die Kraftlage ein, so entspricht auch hier jeder Schnitt-
punkt von drei Linien einem Dreieck im Krafteck; die dort im
Gleichgewicht befindlichen Krifte sind es also auch im Seilecks-
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punkte. Betrachtet man in demselben Sinne das Dreieck O ¢ e, in dem
R,_; die Mittelkraft der Krafte P,_, darstellt und a bzw. e die
auBersten Hilfskrifte, also auch die #uBersten Seileckkrifte darstellen,
so miissen sich auch im Kraftplane die Mittelkraft R, 4 mit den letzteren

Fig. 12 a, b.

in einem Punkte schneiden; denn die drei im Kraftdreieck vereinigten
Krafte R, _,, @ und e kdnnen nur im Gleichgewicht sein, wenn sie sich
in einem Punkte schneiden.

Da die Richtung von R;_, bekannt ist, so ist somit auch ihre
Lage im Kraftplan durch den Schnittpunkt von «’ und ¢ (Fig. 10b)
gegeben.

Die Auffindung der Mittelkraft auf dem voranstehend behandelten

Fig. 13a, b.

Wege hat eine grundlegende Bedeutung. Das in Fig. 10a dargestellte,
von dem beliebigen Pole O mit Hilfe der Kraftstrahlen @, b usw.
gezeichnete Polygon fithrt den Namen Krafteck, das mit seiner Hilfe
gezeichnete Mittelkrafteck die Bezeichnung Seileck. Unter der Pol-
weite des Kraftecks wird der senkrechte Abstand des Poles O von der
Mittelkraft verstanden (= H in Fig. 10a).

Das Verfahren gestattet naturgemif auch, jede beliebige Mittel-
kraft in ihrer Lage im Kréafteplan zu bestimmen, wenn man sie im
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Krafteck cinzeichnet und die fiir sic in Frage kommenden auBersten
Seileckstrahlen sinngemafl benutzt.

Bei der Aufzeichnung des Kraftecks und Seilecks ist es ohne statische
Bedeutung, wie die Reihenfolge der einzelnen Krafte beim Aufzeichnen
des Kraftecks gewiihlt wird, da es zu den Kriften nur eine Mittelkraft
in bestimmter rage gibt. Jedoch ist selbstverstindlich darauf zu ach-
ten, dal3 jedem Dreieck im Krafteck ein Schnittpunkt derselben drei
Krifte im Seileck entsprechen mufB. Unter Wahrung dieser Uberlegung
sind im Anschlusse an Fig. 10 die Seilecke in Fig. 11a, b und 1l¢, d
tar die Reihenfolge der Krafte Py, P, P,, P, und P,, P,, P,, P,
gezeichnet. Selbstverstindlich empfiehlt es sich auch hier, die bequem-
ste und meist auch iibersichtlichste Kraftrethenfolge zu wihlen.

Kraft- und Seileck finden vorwiegend Verwendung bei zueinander
parallelen, gleichgerichteten und nicht gleichgerichteten Kraften, da
bei ihnen der Sehnittpunkt im Unendlichen liegt und man somit nicht
unmittetbar den Angriffspunkt der Mittelkraft zu finden vermag. Hier-
ther geben die Fig. 12a, b und 13a, b Auskunft; in erstercr handelt essich
um  dic Zusammenfassung gleichgerichteter, in letzterem Falle ver-
schieden gerichteter Parallelkrifte.

3. Die zeichnerische Bestimmung des Schwerpunktes ebener Flichen.

Die Bestimmung der Mittelkraft von parallelen Kriften hat
Bedeutung fiir die Auffindung der Schwerpunkte ebener Flichen.
Da man in einem

Schwerpunkt das

GewichtderFlache

sich vereinigt den-

ken kann. so mul}

auch, wenn man

die Fliche in ein-

zelne Teile teilt,

diese als Krafte

auffaft und zu

ihnen eine Mittel-

kraft sucht, diesc

durch denSchwer-

punktgehen. Hier-

bei ist es zweck-

miBig, die Flache

inDreiecke,Recht-

ecke, Trapeze, iiberhaupt in solche Figuren zu unterteilen, deren Schwer-
punkte man ohne weiteres durch Zeichnung finden kann, und in diesen
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Fig. 15.

Punkten die GroBen der Einzelteile als Kriafte im bestimmten MaB-
stabe, und zwar unter sich parallel, anzubringen. TIst die Gesamt-
fliche zu keiner Achse symmetrisch, eine Schwerachse also von
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cinmal unter 45° nach oben, das andere Mal senkrecht nach
unten gerichtet aufgetragen wund fir diese Richtungen je die
Mittelkraft bestimmt; hier liegt der Schwerpunkt (S) auBerhalb der
Flache.

In Fig. 16 endlich liegt ein Querschnitt mit einer Symmetrieachse
vor, innerhalb deren also der Schwerpunkt liegen muf3. Deshalb reicht
hier dic Bestimmung einer Mittelkraft zu den Flichenkriften aus, die
im vorliegenden Fall der Einfachheit halber fiir die senkrechte Rich-
tung erfolgt ist.

4. Allgemeine Beziehungen zwischen Krafteck und Seileck.

Seil- und Krafteck gestatten auch die Auffindung einer

graphischen Gleichgewichtsbedingung von Kriften, die

3 I3 nicht durch einen Punkt gehen.

Auch wenn diese Krifte ein geschlosse-

nes Krafteck bilden, so ist noch nicht

o bewiesen, daBl sie unter sich im Gleich-

gewicht sind. Die vier an einer selbst

drehbaren Scheibe in Fig. 17 angreifen-

den Krafte kénnen z. B. in einem ge-

schlossenen Krafteck sich vereinigen

lassen, sind aber nicht unter sich im Gleichgewicht, da sie alle in

demselben Sinne an der Scheibe drehen, also eine Bewegung dieser zur
Folge haben.

Fithrt man bei

den vier in Fig. 18

gegebenen Kraf-

ten, die unter sich

ein geschlossenes

Viereck bilden, an

Stelle von P; (be-

liebig gewahlt) die

Mittelkraft 2, , der andern Kréfte P,,

P,, P, ein, und zeichnet man zu

diesen cinjKraft- und Seileck, so be-

stimmt sich in letzterem die Lage von

R, , durch das Zusammenschneiden

der #ufersten Seileckstrahlen ¢ und @’

im Punkt i. Nur wenn P, durch diesen

Punkt geht, also die Wirkung von R, _,aufhebt, ist Gleichgewicht méglich.

Jede andere Lage von P, z. B. (P,) wiirde — da R, = P, aberzuihm

entgegengesetzt gerichtet ist — die Ausbildung eines Kriftepaares Py4

5

~0
wh

wh
€9,

L

Fig, 17.

IMig. 18,
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bedingen, das einen Gleichgewichtszustand ausschlieBt. Daraus folgt,
daB Krafte in der Ebene, die sich nicht in einem Punkte
schneiden, nur alsdann unter sich im Gleichgewicht sind,
wenn sowohl das Krafteck als auch das Seileck sich
schlieBen.

Ist fiir die Aufzeichnung des Seilecks kein besonderer Durchgangs-
punkt oder ein sonstiger Anhalt gegeben, so ist es in der Regel ohne
Bedeutung, von welchem Punkte man das Seileck beginnt; es ent-
stehen, wenn man den Anfangspunkt verschieden wahlt, (Fig. 10
Seite 6) lauter dhnliche Seileckziige, welche nach den Lehren der
ebenen Geometrie mit ihren dufBlersten Strahlen sich alle auf derselben
Geraden schneiden, d. h. auf der Mittelkraft R. Die in Fig. 10 ermittel-

ten Punkte ¢, ¢, ¢’ miissen auch deshalb in ein und derselben
Geraden liegen, weil durch sie alle die Mittelkraft R hindurchgeht
und es zu den gegebenen Kriften nur eine in ihrer Lage ganz bestimmte
Mittelkraft geben kann.

Werden zu den gegebenen Kriften zwei Kraftecke mit ver-
schiedenen Polen (Fig. 19) O und O, gezeichnet, so schneiden sich
die entsprechenden Seileckstrahlen der beiden, den Polen entsprechenden
Seilecke auf einer gemeinsamen Geraden, die der Verbindungslinie der
beiden Pole parallel ist.

Die Richtigkeit dieses Satzes laft Fig. 19 erkennen. Hier sind O
und O, die beiden Pole, @, b, ¢, d bzw. «, B, 7, 6 die von ihnen zu den
drei gegebenen Kriften gezogenen Krafteckstrahlen. Ihnen entspre-



12 Dic Grundziige der graphischen Statik.

chend sind in Fig. 19b die beiden Seilecke o', ¥’, ¢, d” und o', ', y’, &’
gezeichnet und deren zugehorende Strahlen o’ a”, &' 7, ¢y und d' ¢’
je zum Schnitte gebracht. Betrachtet manin Fig. 19a das Dreieck ¢00,,
so konnen in ihm die Strecken O O, , O ¢ und 0, g als Krafte anfgefalit wer-
den, denen — da sie ein Dreieck bilden — in Fig. 19b drei Krafte ent-
sprechen miissen, die sich in einem Punkte schneiden (Punkt] in Ifig.19b);
hier ist also ¢1//00;.

In gleicher Weise lehrt die Betrachtung des Dreiecks O p O, mit den
Kraftstrahlen 6 und fi, des Dreiecks O 70, mit ¢ und y und endlich
des Dreiccks Om 0; mit d und 0, daBl in Fig. 19b in den Punkten 2,
3 und 4, also in den Schnittpunkten der zugehorenden Seileckseiten
(" und p’, ¢ und y’, d’ und &), je eine Kraft // O O, liegen muf}.
Da 0 O, im Krafteck als Mittelkraft der den Umfang dieses darstellenden
Krifte, die alle in Fig. 19b enthalten sind, aufgefafit werden und
somit in Fig. 19b nur einmal vorkommen kann, miissen die Punkte
1, 2, 3, 4 auf ein und derselben zu O 0, parallelen Geraden liegen. Diese
Gerade nennt man Polare. Diese Gesetzmiligkeit 1af3t sich in dem
Satze zusaminenfassen :

Verschiebt man den Pol im Krafteck, so schneiden sich
die zugehérenden Seileckstrahlen je auf einer zur Pol-
verschiebung parallefen Geraden, die als Polare bezeichnet
wird.

Die Anwendung dieses Satzes sei an der Losung der Aufgabe ge-
zeigt: ein Seileck zu gegebenen Kriaften durch drei ge-
gebene Punkte zu legen.

Wihrend man zu gegebenen Kriften durch einen und auch noch
durch zwei Punkte cine unendlich groBe Anzahl von Seilecken legen
kann, kann durch drei Punkte nur ein einziges gezeichnet werden
(Fig. 20). Hier seien gegeben die drci Kriifte P,, P,, P und die Punkte
A, B und (, durch dic zu diesen Kriften ein Seileck gelegt werden
soll.  Zunichst werde unter Benutzung des beliebig angenommenen
Poles O, ein Krafteck a, b, ¢, d gezeichnet und durch den Punkt A
gehend ein Seileck o/, b’, ¢’, d’ zu den gegebenen Kraften eingetragen.
Soll nun das zweite Seileck auch durch 4 gehen, dann ist 4 ein Punkt,
in dem sich spiterhin zwei zugehorende Seileckstrahlen, der erste Strahl
des ersten und der eines zweiten Seilecks, schneiden miissen. Mithin ist
auch A ein Punkt der zum Seileck 2 gehérenden Polare: da diese sonst
an keine Bedingungen gebunden ist, so kann ihre Richtung durch 4
hindurch beliebig — in Fig. 20 wagerecht — angenommen werden. Dem-
gemiB verschiebt sich auch der Pol O, im Krafteck jetzt in wagerechter
Richtung. Soll das zweite Seileck zugleich durch Punkt B hindurchgehen,
so mul} die entsprechende Seite ¢’ mit ¢’ vom ersten Seileck sich auf
der Polare I schneiden. Da ¢’ im Punkte m mit der Polare I zusammen-
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trifft, mull mithin auch ¢’ durch diesen Punkt und B gehen, ist also
in seiner Richtung bestimmt. Kine entsprechende Parallele im Kraft-
eck durch 3 zu ¢ bestimmt demgemif den Pol O, des Kraftecks a”,
b7, ¢, d’, dessen zugehérendes Seileck durch 4 und B geht - o’
b e, Al

Soll nun das dritte Seileck durch die Punkte A4, B und C gehen,
so sind zunédchst 4 und B weitere Punkte, in denen je die zugehéren-
den Seileckseiten sich schneiden miissen. Demgemafl ist jetzt die
Polare durch 4 und B bestimmt, also vollkommen festliegend. Auf
einer Parallelen zu ihr durch O, im Krafteck mufl mithin auch der Pol
des Kraftecks fiir das Seileck durch die drei Punkte liegen. Dieser

’

Tig, 20.

Pol O, wird dadurch bestimmt, daf} auf der Polare 11 sich auch die & uf3er-
sten rechten Seileckseiten (entsprechend der Lage von U, rechts von
P,) schneiden miissen; verlingert man demgemiafl die Seite d” des
Seilecks 2 bis zu ihrem Schnittpunkte » mit Polare II, so muf} auch
durch » der Strahl ¢ des gesuchten Seilecks durch drei Punkte gehen.
Da somit ¢ in seiner Richtung bekannt ist, ist auch Pol Og im Krafteck
bestimmt und somit das Krafteck «, f, 7, 0 und mit seiner Hilfe das
durch die drei Punkte 4, B, C gehende Seileck &’} ', »’, ¢’ zu finden.

5. Die Zerlegung der Krifte.

Ist eine Mittelkraft (Fig. 21) gegeben = Rund soll sie in zwei Krifte,
die mit ihr in einem Punkte sich schneiden, zerlegt werden, deren
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Richtungen bekanut sind, so ist die Losung durch Aufzeichnung des
Dreiecks a b ¢ gegeben. Schneiden sich mehr als zwei Krifte mit R
in einem Punkte, so kann R in eindeutiger Weise nicht mehr in sie
zerlegt werden, da die Losung unendlich viele Moglichkeiten zulift

Fig. 21. Fig. 22.

(Fig. 22). Hier kénnte sich z. B. mit Hilfe der gegebenen Kraft R fiir
die drei Kraftrichtungen P,, P,, P, ein Krafteck a bcd oder ac¢' ¢’ d
oder a b’ ¢’ d usw. ergeben. Die Aufgabe ist nicht mehr losbar. Es
kann also eine Kraft hochstens in zwei Krifte zerlegt
werden, die mit ihr sich in einem Punkte schneiden.

Fig. 23a, b.

Schneiden sich hingegen drei Kraftrichtungen nicht in einem
Punkte, sokanneine gegebene Kraft nachihnen zerlegt werden (Fig. 23).
Hier ist R gegeben sowie die Lage der Krifte P,, P,, P, bestimmt, die
mit B im Gleichgewicht sein sollen. Bringt man je zwei der Kraftrich-
tungen zum Schnitt, also z. B. R und P;in @, P, und P, in b, so kann
man die beiden Schnittpunkte durch eine Hilfskraft L verbinden und
nun zunichst fir den Punkt a (da hier R hekannt ist) ein Kraftdreieck
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¢, e, d zeichnen, in dem man eindeutig P, und L findet. Zerlegt man
alsdann Z (Doppelpfeilrichtung!) in P, und P, — gemaB dem Zu-
sammentreffen dieser drei Krifte in Punkt b —, so sind alle drei ge-
suchten Kriafte bestimmt. Hierbei wird L durch verschiedenes Be-
fahren aus der Rechnung wiedér herausgehoben und zudem die Rich-

\
LY ]

Iig. 24. Fig. 25.

tung der Krafte P;, P,, P; bestimmt. Soll B ihnen das Gleichgewicht
halten, so muBl der Richtungspfeil im Krafteck stetig sein, d. h. durch
R bestimmt, den in Fig. 23b angegebenen Verlauf aufweisen, von dem
aus alsdann die Eintragung der Kraftrichtungen in Fig. 23a erfolgt.
Die Aufgabe, eine Kraft nach drei Richtungen, die sich nicht in
einem Punkt schneiden, zu zerlegen, ist also losbar; sie hietet eine
der wichtigsten grundlegenden Loésungen der graphischen Statik. Auf

Tig. 26.

ihrer Anwendung beruht das Culmannsehe Verfahren zur Ermitt-
lung von Stabkriften in Fachwerken.

Eine gegebene Kraft Rnach mehr als drei Richtungen zu zerlegen,
die nicht in einem Punkte zusammentreffen, ist nicht losbar. Auch
hier ergeben sich — vgl. Fig. 24 u. 25 — unendlich viele Losungs-
moglichkeiten.

Sind die Kriifte parallel und handelt es sich (Fig. 26) darum, zu
einer Kraft R zwei gleichgerichtete Seitenkriifte zu ermitteln, deren
Angriffspunkte m und n gegeben sind, so dient zur Losung ein belie-
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biges, in die Kraftrichtungen hineingezeichnetes Seileck und das aus
ihm, riickwarts gehend, entwickelte Krafteck. Hierbei ist das Seil-
eck naturgemill so zu zeichnen, dal} sich seine duBersten Seiten auf
der Mittelkraft schueiden (in ¢), es ist also von den Seiten a’ und ¢’
auszugehen und erst dadurch die Lage von & zu finden. Da im Punkt k&
drei Krafte a’, " und Pl', ebenso in I, ¥, P, und ¢’ zusammentreffen,
ihnen aber im Krafteck je ein Dreieck entsprechen muf, so sind die
Groflen von P, und P, durch eine Parallele durch O zu ¥, also durch
den Krafteckstrahl b — die Schlufilinie des Seilecks — gegeben.
Auf der Losung dieser Aufgabe beruht auch die weitere, zwei Krifte
zu finden, die durch bekannte Angriffs-
punkte (v und w in Fig. 27) gehend,
einer Anzahl paralleler Kriifte das
Gleichgewicht halten. Hier wird (Fig. 27)
zu den gegebenen Kriaften zunichst ein
beliebiges Krafteck entworfen, mit sei-
ner Hilfe durch ein Seileck die Lage
der Mittelkraft R bestimmt und nun-
mehr R in der vorstehend gezeigten
Weise in die Richtungen 4 und B zer-
legt. Da die d&uBersten Seileckstrahlen
hier bereits vorhanden sind, wird die
Fig. 26 entsprechende Schlufllinie durch
zwei Parallelen zur gegebenen Kraft-
richtung, durch die Angriffspunkte der gesuchten Krifte gelegt, auf
den aullersten Seileckseiten gefunden — » “und w’. Eine Parallele zu
v" w’ im Krafteck schneidet alsdann auf der > P die gesuchten Krifte
4 und B ab. Da sie den nach unten gerichteten senkrechten Kriiften P
das Gleichgewicht halten sollen, so sind sie senkrecht nach oben ge-
richtet.

Fig. 27.

2. Kapitel.

Statische Momente von Kriaften und Flichen und
Trigheitsmomente von Flachen.

1. Statische Momente von Kriften und Fléiehen.

Unter dem Drehmoment oder dem statischen Moment einer
Kraft um einen Punkt versteht man das Produkt aus der Kraft
und dem vom Punkte auf diese gefillten Lot. dem Hebelarm
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der Kraft. Das Moment der Kraft P um Punkt m in Fig. 28 ist somit
M, = P-.r. Das Moment wird als - eingefithrt, wenn es um

Fig. 28. Fig. 29.

den Punkt im Sinne des Uhrzeigers dreht, im entgegengesetzten Falle
als — bezeichnet. Die Einheit, in der das Drehmoment einer Kraft

sich zeigt, setzt sich also stets zusammen
aus dem Produkt von Kraft und Abstand,
erscheint demgemif in t-m oderin kg - cm,
oder in t - cm bzw. in kg- m. In der Regel
ist es uiblich, t mit m, kg mit em zu ver-
einigen, aber auch die Einheit t . cm findet
sich. Ein Moment P.r kann zeichnerisch
durch ein Rechteck dargestellt werden,
dessen eine Seite in bestimmtem Krafte-

Fig. 30.
malstab aufgetragen = P, dessen andere

== rist (Fig. 28), oder auch durch den zweifachen Inhalt eines Dreiccks mit
der Grundlinie = P und der Hohe == » wiedergegeben werden (Fig. 29).

Wihlt man letztere Darstellungsart fur die im Parallelogramm der
Krifte vereinigten 3 Krifte (Fig. 30), so ergibt sich in bezug auf einen
Punkt m als Drehpunkt fiir das Moment, einmal fiir R, dann fiir die

beiden Seitenkrifte P, und P,

am
Mp, =R.r=2 acm =2 h=am-h,,

2
, am
Mp =P r=2 abm=2.-— - h =am-h,,
Prow 11 2 1 t
. , am
Mp,, = Pyro =2/ Nadm = 2—2 chy =am-hy.

Hieraus folgt:
Mp,, 4 Mp,, = Pyr + Pyry =am (b 4 hy).
Da ferner hy + hy = h, ist, so ist auch:
Mg, = Mp,,, + Mp,, =D Mp, d. h.:
Das Moment der Mittelkraft auf einen Punkt ist

Foerster, Repetitorium. T. 2

gleich
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derSumme der Momente der Seitenkrifte, bezogen auf den-
selben Punkt.

Die Richtigkeit dieses Gesetzes fiir zerstreut in der Ebene wirkende
Krafte 148t sich (Fig. 31) aus den folgen-
den Uberlegungen finden: Zeichnet man zu
den gegebenen Kriften ein Seileck, bestimmt
in ihm die Lage der Mittelkraft, so muf} in
allen den einzelnen Punkten des Seilecks
Gleichgewicht herrschen. Dies bedingt, dal}
die hier angreifenden Seilkrifte sich paarweise
autheben, d. h, I =1, Il =10’, [I1I=11I",
IV = IV’ ist. Daz. B. in a die Krifte I’, P,

Fig. 81. und 71 im Gleichgewicht sind, so ist 1/’ die
Mittelkraft zu /" und P; und somit, wenn man auf einen bestimmten
Punkt der Ebene die Momente dieser Krifte mit M,,., M,, M, be-
zeichnet, nach dem oben erwiesenen Satze:

Myp = My + Mp, .
In gleicher Weise ergibt sich fir Punkt b:
Myy =My + Mp, = Mp -+ Mp, + Mp,
und far Punkt c¢:
Mpyp = Myp - Mp, = My + Mp, + Mp, + Mp, .
Da ferner R die Mittelkraft aus IV’ und I ist, so ist:
Mp = M;+ My
und somit:
My—M;+ My + Mp, + Mp, + Mp, .
Da die Momente M; und M, absolut unter sich gleich sind, sich aber
wegen der entgegengesetzten Pfeilrichtung von 7 und I” aufheben, so
wird : -
My = Mp, + Mp,+ Mp,= > Mp,
womit das chige Gesetz auch fiir in der Ebene zerstreut liegende
Krafte als richtig nachgewiesen ist.

Die zeichnerische Darstellung eines Momentes gegebener
Krafte.

Zeichnet man, um das Moment der Kriafte P,, P,, P,, in bezug
auf den Punkt m zu finden, zu diesem ein Kraft- und Seileck, konstru-
iert in letzterem die Mittelkraft B und zieht durch den gegebenen
Punkt m eine Parallele zu R, die auf den duBersten Seileckstrahlen
die Punkte «, f§ bestimmt, so ist das Dreieck «, 8, 3 = Dreieck v, w, O,
und somit verhilt sich:

xpir=u:r==R:H.
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Somitist: u - H=R.r=_2> P.r=demMomentder Kriftein bezug
auf den Punkt m; d. h. das Moment der gegebenen Krifte ist gleich dem
Produkt aus der Polentfernung ihrer Mittelkraft (H) und einer Strecke (u),

Fig. 32.

die parallel zu B und durch den Momentendrehpunkt gelegt von den
duBersten Seileckseiten abgeschnitten wird.

Fig. 34b.

Man erkennt aus der graphischen Darstellung, dall mit Hinaus-
schiebung des Punktes m das Moment zunimmt, dafl es so lange als
-+ anzusprechen ist, solange der Punkt m links von R liegt, bei einer

2*



20 Die Grundziige der graphischen Statik.

Rechtslage aber — wird. Zugleich zeigt sich, daBl wenn m in die
Angriffslinie von R fillt, M = 0 wird, da alsdann r =0 ist.

Fiur parallele Krifte ist die zeichnerische Ermittlung die genau
gleiche (Fig.33 u. 34). Hier sind einmal die Krifte gleich- (Fig. 33),
das andere Mal verschieden gerichtet (Fig.34). Im ersten Fall ist R
die Mittelkraft der drei Krafte P,, P,, P; und das Moment M, =u- H.
Zugleich zeigt die Darstellung auch die Momente der Einzelkrifte
auf m in den Strecken %, bzw. wu, bzw. u,, multipliziert mit H. Hier-
bei sind die jeweilig letzten Seilseiten herangezogen, zwischen denen
die Parallelen zu R durch m abgeschnitten sind. Es ergibt sich zu-
gleich, da w, - u, + u; = w ist, auch hier die Richtigkeit des Ge-

Fig. 35.

setzes, daB in bezug auf den gleichen Drehpunkt das Moment der
Mittelkraft gleich der Summe der Momente der Einzelkrafte ist.

In Fig. 34 zeigt die Richtung von P; nach oben, von P, und P,
nach unten. R liegt hier links von P;, das Moment auf m ist:
M, = u- H; es ist nach der Pfeilrichtung von R positiv, da E win m
im Sinne des Uhrzeigers dreht. Das gilt in gleicher Weise von
M, ==u, H; fir Punkt ¢ ist M; =0.

Da, wie bereits auf S. 8 hervorgehoben ist, Flichenteile als
Einzelkrifte aufgefaflt und in einem entsprechenden MaBstab
dargestellt werden kénnen, so it sich auch nach den voranstehend
behandelten Darstellungsmethoden das statische Moment von Flichen,
hezogen auf bestimmte Geraden, als Achsen in der Form:

M =8 = H-u darstellen.
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Handelt es sich (Fig. 35) um das statische Moment der Flache
rstu v w in bezug auf die Achse x x, so wird die Flache in 2 Dreiecke,
1 Trapez und 2 Rechtecke zerlegt, in deren Schwerpunkten je die Einzel-
flichenkréfte f,, f,, f5, fu, f5, und zwar parallel zu der Achse zx, an-
greifen.

Das statische Moment dieser Fléchen findet alsdann seinen Aus-
druck in der Gleichung:

Se=fmnn+thi.+favs+fayatfs s

Um diesen Ausdruck zeichnerisch zu gewinnen, wird das Krafteck

mit der Polweite H gezeichnet und mit seiner Hilfe das Seileck sowie
aus ihm die Strecke % bestimmt.
Alsdann ist: S, =u-H. Hierbei
ist w im MaBstabe der Zeichnung,
H im Kraftemalstab des Kraft-
ecks, also in em? o. dgl. Einheit
zu messen; alsdann ergibt sich
auch S, als eine GroBe dritten
Grades, als das Produkt aus einer
Fliche und einem Hebelarme. Das
Seileck gestattet zu gleicher Zeit
die Auffindung der Lage von
>'f=F und somit als Kontroll-
rechnung die Bestimmung von
S; in der Form: S, =F.r (vgl.
Fig. 35).

In gleicher Weise ist in
Fig. 36 das statische Moment
des Pfeilerquerschnittes, bezogen
auf seine untere Begrenzungslinie Tig. 36.
xz,inderForm: S, =uH =R-7r
dargestellt. Hier sind dic Rinzelkrifte f naturgemiaf wieder parallel
zu x x eingefiihrt.

2. Trigheitsmomente von Flichen.

Unter dem Tragheitsmoment (/) einer Fliache, bezogen auf
eine Achse, versteht man das Produkt der Fliche bzw. ihrer Kinzelteile
und des Quadrates ihres Abstandes bzw. der Einzelabstinde von der
Achse (Fig. 37):

Jy = P =yt + fy o a8+ fead o foad + fyad = S fat

Hierbei sind also die f-Krifte wiederum parallel zu der Achse
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einzufithren, auf die die Tragheitsmomente bezogen werden sollen,
so daB die z-Werte die senkrechten Abstinde der f-Krifte von der be-
treffenden Achse darstellen.

Der Ausdruck J,= > fa? gestattet eine zeichnerische Dar-
stellung unter Verwendung des Kraft- und Seilecks. Handelt es sich
in Iig. 38 um die Auffindung des Trigheitsmomentes in bezug auf

Y

L]
- i x
/4
Fig. 37.

die hier senkrecht angenommene xz-Achse — durch
den noch nicht bekannten Schwerpunkt des Quer-
schnittes gelegt —, also um die Darstellung des Aus-
drucks:
‘]x = Zf . .7/2 )

so wird zunéchst fir die alsdann in senkrechter
Richtung einzufithrenden f-Krafte das Krafteck
abcdef in Fig. 38b gezeichnet und mit seiner
Hilfe das Seileck a’b ¢’ d’ ¢’ in Fig. 38a gefunden.
Die duflersten Seiten dieses liefern im Punkte ¢ den
Angriffspunkt der Mittelkraft B = > f=F und so-
mit den Schwerpunkt S und die senkrechte Schwer-

achse w2 des Querschnittes. Bringt man auf dieser alle die einzelnen
Seileckseiten zum Schnitte, so entstehen im Anschlusse an das Seileck

finf Dreiecke A1, AT A TIL, ATV und .4V, die den entsprechen-
den Dreiecken A1, A 11, AT, ATV, /v V2 im Krafteck, da sie
je von parallelen Seiten umschlossen sind, ahnlich sind. Da #hnliche
Dreiecke sich verhalten wie die Quadrate ihrer Hihen, so folgt z. B. fiir
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das Dreieckpaar AT und A\ 17:

P S, NS
LY AN =yi H2, ANl =- e
Da nun ferner:
. hH
JAN MR
2
1st, so wird weiter:
fL H yi
AT = 27
2 H?

oder:
a) fLyi=A1.-2H.

Eine gleiche Beziehung 148t sich fir die Dreiecke ANII, /AT,
ATV und AV aufstellen, deren Héhen in bezug auf x = y,, ¥s, ¥4, Us
sind, also gleich dem Abstande der Krifte f,, f,, f,, /5 von der x2-Achse:

b) foyi— AII-2H,
¢) foy = AII-2H,
dy f,yi =AIV.2H,
e) frys =~,V-2H.

Addiert man die Gleichungen a—e, so ergibt sich:

hi+tfhwy+hyi+hyi+ hyi=1Js
=AL+AIL+ AL+ ATV +AV).2H =F,-2H,
wenn F, die Gesamtfliche darstellt, welche umschlossen wird von dem

Seileck und seinen auBersten Seiten. Es erscheint also das Tragheits-
moment in der Form:

Jy =Fy-2H1).
Wsahlt man nicht, wie zunachst angenommen, den Polabstand beliebig,

sondern zeichnet man im Krafteck die duBersten Kraftstrablen je
unter 45° zur Kraftrichtung, so wird:

Ny OF
H=5" =,

und somit:
J,=F,2H=F,-F.
1) Hierbei ist #, im MaBstab der Zeichnung, H im MafBstab des Kraftecks,

also in der Einheit der Flichenkrifte, zu messen. .J, erscheint demgemil,
wie es sein muB, als eine Grofe vierter Ordnung.
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In gleicher Weise ist in Fig. 38a (links), unter Anwendung des
Kraftecks in Fig. 38¢, also unter Einfithrung der Fliachenkrifte als
wagerechte Krifte, ein Seileck und eine Fliche F§j gefunden worden,
mit deren Hilfe in entsprechender Weise das Triagheitsmoment der
Flache, bezogen auf die wagerechte Schwerachse, abgeleitet wird:

Jy=far =F2H =F,F.

Hierbei ist der Querschnitt in die Teile f; = f;, /5 =f, und f, zer-
legt worden.

Die Ermittlung von Trigheitsmomenten auf zeich-
nerischem Wege wird alsdann am Platze und der rech-
nerischen Behandlung vorzuziehen sein, wenn der Quer-
schnitt verwickeltere Formen aufweist.



Zweiter Teil.

Die Grundziige der Festigkeitslehre,

Yorbemerkung.

In der Festigkeitslehre werden die Formanderungen ver-
folgt, welche Kérper unter den sehr verschiedenartig még-
lichen Belastungen erfahren, und die Abmessungen und
Formen der Kérper so bestimmt, dafl die Forménderungen
und die durch sie hervorgerufenenSpannungen in bestimm-
tenGrenzenverbleiben, bzw. derNachweiserbracht, daf} dies
bei gegebenen Abmessungen und Belastungen zu erwarten
steht.

Unter derFestigkeit eines Kérpers, Stabes usw. wird der
Widerstand verstanden, den der Korper einer Trennung
seiner Teile durch den Zusammenhang seiner kleinsten Teil-
chen wirksam entgegensetzt. Hierbei kann die Beanspru-
chung des Kérpers eine einheitliche, nur eine einzige be-
stimmte Art von Formanderungen hervorrufende, sein, es
handelt sich um einfache Festigkeit, oder es kann der Kor-
per, durch mehrere gleichzeitig und verschieden einwirkende
Belastungen bedingt, Formédnderungen nach verschiedener
Richtung erfahren — zusammengesetzte Beanspruchung
und Festigkeit.

Fiir die sich hier abspielenden Vorginge ist die Kennt-
nis der Schwerpunktslage der Querschnitte und ihrer héhe-
ren Momente — der Tragheits- und Zentrifugalmomente
— von besonderer grundlegender Bedeutung; deshalb soll
auch zunichst auf diese Fragen, alsdann auf die verschie-
denen Arten der Festigkeit eingegangen werden.
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3. Kapitel.

Die rechnerische Ermittlung von Schwerpunkten, stati-
schen Momenten und Trigheitsmomenten.

1. Die Schwerpunktshestimmung fiir ebene Flichen.

Die Auffindung von Schwerpunkten ebener Fliachen hat fir die
Aufgaben der Festigkeitslehre insofern eine grundlegende Bedeutung,
als sie fir die Ermittlung der Spannungsverteilung in gebogenen Quer-
schnitten unentbehrlich ist. Zur Ermittlung der Schwerpunkte macht
man von dem vorstehend (S. 17) bewiesenen
Satze Gebrauch, dafl die Summe der statischen
Momente der Einzelkriafte gleich dem stati-
schen Moment der Mittelkraft aus diesen ist,
oder auf ebene Flichen und deren Teile be-
zogen, daf die Summe der statischen
Momente der einzelnen Flachenteile
gleich dem Moment der Gesamtfliche
ist. Dabei ist es ohne Bedeutung, auf welche
Achse diese Beziehung angewendet wird, da
das Gesetz unabhingig von einer besonderen
Achslage gilt. Hat man in Fig. 39 die Fliche F, deren Schwerpunkt S von
der Achse yy den Abstand «, besitzt, und wird sie in einzelne schmale,
zu y y parallele Streifen = f,, f,, f, usw. zerlegt, deren Abstinde z,,
%y, ¥, usw. sind, so ist mithin:

Tig. 39.

v F =fix, + foxy +faag+ ... :fo

w — 2l®_ 2l
0 T F - Zf .
Bezeichnet man > fx mit M,, da sie das Moment aller Flichen-
teilchen auf die y-Achse bezogen darstellt, so wird:

M,
Xy = ?; .
Ebenso 148t sich fiir die x-Achse die entsprechende Beziehung fir den
Schwerpunkts-Abstand y, der Fliche F von ihr ableiten:

Mty M,
Yo="F T p-
Nimmt man die Flichenteilchen sehr klein, so tritt an Stelle des
> '-Zeichens das f

- /f 4 [fa

.”(:o F s Yo == ¢ F
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o

Verschiebt man die y-Achse uin die Strecke ¢ nach links, so nehmen
alle x-Werte um dieses MaBl e zu, und es ergibt sich:

o, 2Hete  Zfetedf Dfx+Fe

(o + €) = 2 = A Y

Es vermehrt sich hierbei also das statische Moment M, um die Grofie
F . e, eine Beziehung, von der man unter Umstinden Gebrauch macht.

M, 4 Fe
=~

Ist die gegebene ebene Flache nach einer Richtung oder nach beiden
(z und y) symmetrisch, so vereinfacht sich die Rechnung, da alsdann
der Schwerpunkt in der Symmetrieachse bzw. im Schnittpunkt dieser
liegt. Hieraus geht unmittelbar die Lage des
Schwerpunktes bei einem Parallelogramm
und dessen Sonderformen dem Rechteck- und
Quadratquerschnitte, sowie beim Kreis
und Ringquerschnitte als in dem Schnitt-
punkt der Diagonalen bzw. in Kreismitte lie-
gend, hervor.

Die Dreiecksflache (Fig. 40) zerlegt man in kleine Streifen
parallel zur Grundlinie, deren Einzelschwerpunkte samtlich auf der
Mittellinie des Dreiecks durch €' liegen. In bezug auf die Spitze des
Dreiecks gilt:

x/

Fig. 40.

. [eydy
. >y o
POk
2
Da o :y =a:hist, so wird:
.t
und somit:
*
[ y2dy 7
0 3 5
Yo = " :'kz":.’i’h-
2 2

Der Schwerpunkt liegt in der Symmetrieachse, und zwar um % % von
der Spitze und 4 kb von der Grundlinie aus entfernt.

Naturgemif kann man, da das Dreieck drei Mittellinien hat, den
Schwerpunkt auch durch den Schnittpunkt von je zweien von ihnen

finden.
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Liegt (Kig. 41) ein Trapez vor, so kann dies in ein Parallelogramm
und ein Dreieck zerteilt werden. Alsdann folgt, bezogen auf die kiirzere
Parallelseite:

b, + b,

- b h
Yo I =y, - o 'h:;»\'_f‘?/: :

~b N 2
9 '}-}Lg h *!" bl-fzf

h2 . ) h2
= @b— 2b 4 3b) = (b 2b)

Hieraus folgt:

o — Dby + 20y
o 3(b, 4 by

Der Schwerpunkt liegt zudem auf der Mittellinie des Trapezes.

Fig. 41. Fig. 42. | Tig. 4.

Far den T-Querschnitt in Fig. 42 folgt, bezogen auf ic
Grundlinie b,:

: ‘ . h, h
Yo I = yy(by- by by ly) = Dfey =byhy- 5 T /’"1<h2 T !'>

A 2
bohy Iy
o Tl (]'2 T z) byl 1 by Iy (2 by + hy)
] _ —— - -_— . —— e T T
P by~ Ty by I, 2(by hy -+ by )

Will man denselben Querschnitt auf dic schmale Seite b, bezichen, so
wird in gleichem Sinne:
L b R by hg (20 4 Ry
O 2 (b, byt byhy)
Man {iberzeugt sich, als Probe fir die Rechnung, dal y, + #; den
Wert hy -+ h, ergibth).
Fiir das Winkeleisen in Fig. 43 gilt fir 77, dicselbe Gleichung, da

Do b3+ by hy (2R 4 Ry + 0003 4 Dy ho (2 0y - hy)
2(by by + by )
20, R A+ 20,83 + 2D by 4 20, Ry hy
2(by by + by hy)

2(0y by - by k) (A - hy)

e 2N = (hy, | hs) w.z. bow.

2(hy by 4+ by hy)

"
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es fur die statischen Momente, bezogen auf die wagerechte Achse, ohne
Bedeutung ist, ob das Rechteck F, die Lage in Fig. 42 oder 43 besitzt. Ist
das Winkeleisen nicht symmetrisch, sind also seine beiden Flanschen

verschieden lang, so ist auch die gleiche Beziehung fiir die y-Achse
aufzustellen. Hier ergibt sich:

b b
wo = wy(byhy 4 byh) = byl ) by

7h1 b{ + hy b3

o 2(by by + by 7";) '

Aus y, und =z, folgt die Lage von §,. Bei symmetrischcm Winkel sind
beide Werte gleich; hier kann die Schwerpunktslage auch durch Kon-
struktion der die Winkel halbierenden Diagonal-Symmetrieachse nach
Bestimmung des Wertes y, gefunden werden (Fig. 43).

Fig. 44. Tig. 45.

In gleicher Weise ergibt sich fur die I- bzw. [ -Querschnitte in
Fig. 44 und 45:

’ by bi + by ha(2 by + hg) + by by (2 s +- 2 Ry + hy)
g = 2 fla\ 2 Ty 17 Mg) T 1M1 2Ty 7T 2 e T

2(by by + by hy + by hy)

bzw. fur Fig. 45:

i“)_hl b leb:;
hy 2 T2 2 hy b3 + hy b3

0T 9 hy + byhy . 22b hy + byhy)

Yo = -

Die Guldinsche Regel fiir Umdrehungskérper und ihre An-
wendung zur Bestimmung der Schwerpunkte von durch
Kurven begrenzten Flachen.

Dreht sich in Fig. 46 das Rechteck 4 BC D um die y-Achse, die
parallel zu A4 D ist, so bildet sich ein Hohlzylinder von dem Inhalte:

Ve=a@l—mMh=ma(,+r)rs —r)h=al,-Fr)b-h=2a0F,
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da o, der Schwerpunktsabstand des Rechtecks von der Drehachse,
b . (77'.277:77‘71) _ry ey
2 7 2 /2
ist. Demgeméil ist der Inhalt des Drebungskorpers (V) gleich
dem Wege des Schwerpunkts (2¢x), multipliziert mit der
Flache (F).

Kennt man Fand V, sokannausdieser Regeldie Gréfle
von g, d.h.die Lagedes Schwerpunkts, abgeleitet werden.

Q=1 -

TFig. 46. Fig. 47. Fig. 48.

Bei der Halbkreisfliche (Fig.47) entsteht durch Drehung um

2
. .o, r?m .
den Durchmesser eine Kugel mit V=4 ¥z; da F =5 ist, so
wird mithin:
2
. . r’m
Ve="\Pa=2a0- .
‘ 2
Lrda 4r
) = - =
© 9 r’a 3
P
2
Bei der halben Kreis - Ringfliche (Fig. 48) wird:
2 2
7o 3 3y . _(7' — )7
V=4%amwp-r), F=-—— 5
und somit:
_ _patt o) 400 =)
= (r2—rHam 3a(rz —rh’

2
T
Liegt ein Kreisabschnitt vor, begrenzt durch die
Sehne 2; = s in Fig. 49a, so ist zunichst der Koérper-
inhalt zu finden, der bei der Drehung der Fliche FE H D/
Fie. 49a.  entsteht, also der Inhalt der Kugel vermindert nm je
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zwei Kugelabschnitte, die durch die Drehung der Teile F E B und
A G D gegeben sind. Fir einen solchen Kérper gilt die mathematische
Beziehung :
7w sd
6 b
worin ¢ den Abstand der Sehne s vom Mittelpunkt M des Kreises
darstellt.

Von diesem Korper V, ist der bei Drehung des Kreisabschnittes
sich bildende innere Zylinder V, = a?ms abzuziehen, d.h. es wird:

V,= y;;((iaz + 82) = asa? +

3 3
TS s
V=atns-+ o a’ms =6

d.h. der Inhalt V ist gleich dem einer Kugel mit dem Radius = S 1,
Die Fliche F des Kreisabschnittes folgt (Fig. 49a) aus:

F == Kreisausschnitt MEHD —/ \ME D

° . r ° .
= r2n§é6o — 1 r2siny = ) (n 1805 smy) .
Demgemafl wird:
V s
®TeaF T ey
6'2”"'2"( 180° W)
&3
I S )
67 (n 180° siny
Hierin ist y zu finden aus: )
Tig. 49 b.
sind — 2
2 2r’

Nach Kenntnis des Schwerpunktes des Kreisabschnittes ist dann
auch der Schwerpunkt des Kreisausschnittes bekannt, da man
ihn aus dem Kreisabschnitt und dem Dreieck ableiten kann, von denen
beiden die Schwerpunkte bekannt sind. Hier gilt (Fig. 49b):

Q’Zf=f191+f2927

r® a” i ) S‘hJ 72( a” sinzx)
O =y — .
e [2(”1800 sina )+ 2 \"180°

3 .
5 o _|_,S,,,},L.;.;k;
2( L —sinoc) 2
67 180

3
4 (‘4) i
2 481 sa
L Fir r = Y owird: V= o == o=
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NSetzt man hierin:

Lo
§ = 27rsin 5

4

&
h = rcos—-,
2
so ergibt sich nach Umrechnung:
. X
240 °r sin 5
O =7 e e e 1).
7T
Ist aber der Schwerpunkt des Kreisausschnittes bekannt, so kann auch
der des Ringausschnittes abgeleitet werden aus dem Unterschiede

eines grofleren und kleineren Ausschnittes mit demselben Mittelpunkt
und Mittelwinkel. Das Endergebnis der

Rechnung ist (Fig. 49¢):
L&
240° 7 sin - 5
2 78—
7T X 72— r?
Setzt man:
. N
Fig. 49 ¢ = 00" .
2

liegt also ein Halbkreisring vor, so wird sina = 1, und es ergibt sich,
wie schon auf 8. 30 entwickelt wurde:

4 — )

Q= 2 AN
3a(rt—ry
Die Schwerpunktsbestimmung von Linien.
Auch hier wird die Guldinsche Regel, und zwar in Verbindung

mit Drehungsflichen zur Lésung herangezogen.

B Fir Zf ergibt sich:

92y si e [aY
sin 7 cos - !
r? ( « . > - 2 2 r? ( o . . ) o
s\ T o —sina | e T (7 — sine - SinA == oy Ao
2 \7 180 f 2 2 17180 + 2 180
Weiter vereinfacht sich die rechte Seite der Gleichung:
5 i O o (') . A)“
. 2rsin - reds s 278in
r2 g3 n 2 2, A \ 2/ Lo i O N
5w o 327 CO8 = e - 2 9% sin cos®
2 62 2 K 2 12 K 2 2
g gl o® . OA> s a( B _2a) g O
== 3717 | 81n 5 - sIna cos ) r st s 5 -+ cos o) = G MHQ .

Demgeméil wird:
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Dreht sich (Fig. 50) die Linie s um die Achse yy, so beschreibt sie
einen Kegelmantel mit der Flache:

F=@+r)n-s = 2(7—”—7ﬂ>ns=2@ns ,

worin @ den Schwerpunktsabstand der korperlich gedachten Linie

von der y-Achse darstellt. Demgemal ergibt sich hier der Satz:
Die Flache ist gleich dem

Schwerpunktsweg (2o7) multi-

pliziert mit der Lange der Linie.
Das Gesagte gilt in gleicher Weise fiir

jede Linie, also auch Kurve, die man sich

aus einzelnen kleinen Stiicken gerader

Linien zusammengesetzt denken kann:

818585 . . . mit den Schwerpunktabstinden
010505 ... Dann wird:
F=20 s +20a8+20ms3+ ... =2a(018+0:8 1 0585+ -..).

Denkt man sich den Schwerpunkt (§ in Fig. 50) des gesamten Linien-
zuges (s) gebildet und ist sein Abstand von der y-Achse = ¢, so wird
nach dem Gesetz der statischen Momente (s. S. 17 u. 18):

08=018 1+ Qa8+ Qa8+ -

und somit:

F
F=2mnps; e=g. -
Ist bei einer Kurve die Bogenlange = b bekannt und kennt man

die durch sie erzeugte Umdrehungs-
fliche, so wird in gleicher Weise:
—_ E’,
C T oab
Aus der Halbkreislinie ergibt
sich (Fig.51) F =4 r%z, gleich der
Oberflache der Kugel

=2mpb=2agra:

F 4727 2r Vig. 51. Pig. 52
T 4T 0,636 . & o o2
2xb 2arm n 4

3
r“”\k’l‘"\

Q.‘:‘

Liegt (Fig. 52) ein Kreissegmentbogen vor, so ist V' =2ras
gleich der Oberfliche einer Kugelzone und:
L
180° "

Foerster, Repetitorium. I. 3

b=rn
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Demgemafd wird:

F 277 S rs rs 8
PR - e =
h 2ab 27bh b ¢ x°

ra

180° T 180°

Im Falle, dafi & = 180° wird, d. h. ein Halbkreis vorliegt, also auch
fiir s der. Wert 2 r einzufithren ist, geht diese Gleichung in die oben
entwickelte tber:
_2r

o

)

¢

Ersetzt man in der obigen Gleichung s durch seinen Wert 2 rsin N

$0 ist:

o . & . . A
2 r2gin—- 2 7sin
2 2
g == e == —

b a’

T
180°

2. Beziehungen zwischen Trigheitsmomenten fiir
verschiedene Achsen.
a) Die aufeinander senkrecht stehenden Achsenpaare
gehen durch ein und denselben Punkt.

Unter Beziehung auf ein rechtwinklig angenommenes Achsen-
kreuz w, y, bezeichnet man das Produkt aus den Summen aller Quer-
schnittsteilchen (4 F), multipliziert je mit dem Quadrate ihrer Abstinde
von der Achse, wie schon auf S. 21 hervorgehoben wurde, mit dem (auns
der Dynamik abgeleiteten) Namen des Trigheitsmomentes:

Je=| y*dF in bezug auf die x-Achse,
Jy == / 22 dF in bezug auf die y-Achse

und mit J,, = [ aydF das Zentrifugalmoment.
Sind nur wenige endliche Querschnittsteile vorhanden, so kann
an Stelle des | das Summenzeichen treten:

Je= Pyt + Bt + Ryt o = X
und ebenso:
Jy‘—‘—"foz; ']zy::Zf'm'?/'

Dreht man das rechtwinklige Achseikreuz @y um den <ia in
die Lage 2"y, so sind die neuen Koordinaten (vgl. Fig. 53):
Yy =y cosa — xsina
¥ = ysina - acosa

und demgemily werden jetzt die Querschnittsmomente:
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LoJy = ‘/‘y’z ar = cos%cfgﬁ dF + sin?w ”/ixz dF — 2sinax cosa»[‘xydl" )
2. J, = [x’ZdF = sinq j‘yz dr 4 coazafmz dF 4 2sinx Cosav{ﬂxde ,
3.J,r = sinx cosa (»)‘yzdF - fxz d F) 4+ (cos?a — sin2x) fxde .
Setzt man hierin fir fyz dF bzw. ~/'962 dF bzw. /70 y dF ihre Werte
ein, so stellt sich ein Zusammenhang zwischen den J,-, Jp -, J,- und
Jy-Werten heraus:
a) Jpy =dJycos?x 4 J,sina — J,,sin 24,
b) Jy =dJ,sin?x -+ J, cos?x + J,ysin 24,
e) Jyy =3Jy — Jysin2a + J,,cos2x .
Durch die Addition von a) und b) folgt:
Jp -+ Jy = J(cos?a 4 sin?x) + Jy (sin?o + cosx) = J, +J,, d.h.
Die Summe der Trigheitsmomente, bezogen auf irgend

zwei durch einen und denselben Punkt gehende rechtwink-
lige Achsen, ist konstant.

Fig. 53. I'ig. 54.

Bezeichnet man (Fig. 54) mit dem Ausdruck des polaren Trag-
heitsmomentes des Querschnitts auf einen in der Ebene des Quer-
schnitts gelegenen Punkt O bzw. eine hier senkrechtstehende Achse
die GroBe: ,

Jp = [r?dF,
so wird, da % = 2% 4 y? ist:
Iy = M/ﬂ(a:2 + ydF =J,+J,.

Wihlt man auch hier ein beliebiges anderes senkrechtes Achsen-
system z’ 3" durch denselben Anfangspunkt, so gilt auch hier:

2 =at+yi,d. hJy=Jp+Jp.
Durch Gleichsetzung der beiden J,-Werte folgt unmittelbar:
Jy+Jx:Jy’+Jx’a
3*
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d.h. der Beweis der Richtigkeit des oben entwickelten Gesetzes auf
cinem anderen Wege.

Fithrt man in die obige Gleichung fiir J, (a) die trigonometrischen
Beziehungen ein:

L+ cos2a

- 1 — cos2
cos?y = —— sin?x = =

2 ’ 2
so erhalt J, den Wert:
d) Jp=3J,+J,)+ L, —J)cos2a — J,sin2« .

Dieser Wert erhialt einen GroBt- bzw. Kleinstwert, sobald die erste
Abgeleitete:
— 3y — J)sin2& — J, cos2x = 0
ist, d. h. fur:
y
tg2 « To—J,

Dieser Gleichung geniigen 2 Winkel «, die sich voneinander um 90°
unterscheiden. Die Achsen, fiir die der Groft- bzw. Kleinstwert vou J
eintritt, stehen also senkrecht zueinander. Sie fithren den Namen
Hauptachsen; die auf sie bezogenen Trigheitsmomente werden als
Haupttrigheitsmomente bezeichnet.

Ersetzt man in der Gleichung fiir J,-, (¢c) den Wert fiir J,, durch
den obigen Gleichungswert:

']zg/ = "_‘gth“(Jx_‘J?/) )
so wird:

Sy =4Sy — ) sin2 & — Ltg2a(J, —J,)cos2«
=3/, — J)(sin2 & — tg2 & cos2 x)
=/, —J,)(3in2a —sin2«a)=0,

d.h.das Zentrifugalmoment tir dieHauptachsen ist gleich 0.
Da fiir jede Symmetrieachse das Zentrifugalmoment

Sy :_/Aa:-y-dF:O

ist, so ist zugleich auch jede Symmetrieachse Haupt-
achse, und somit sind weiter die auf zwei zueinander
senkrecht stehende Symmetrieachsen bezogenen Triag-
heitsmomente auch Haupttrigheitsmomente.

Bezeichnet man die Haupttragheitsmomente mit J; und J,, so
wird fiir ein anderes senkrechtes Achsenkreuz:

e) J, = Jicos?x + Jysin?a
f) J,=Jsin?x 4 Jycos?a = J, + Sy, — S,
g) Joy = L(J — Jy)sin2a .
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Diese Gleichungen sind aus den allgemeinen Beziehungen unter
a, b, ¢ abgeleitet, wobei beriicksichtigt ist, dal fiir die Achsen der Haupt-
trigheitsmomente der Wert J,, = 0 ist.

Setzt man in die Gleichung (d):

Jp =5, +J,) + L (Jg — Jy)eos2a — J,,sin2
den Wert J,, aus der Beziehung:
2J,y

te2 X — —
gao J, —J,

ein, so ergibt sich:
Jp=d, =3I+ Jy) +3Js — Jy) cos2a + Ltg2x(J, — J,)sin2«

= 1 (Jy + J) + 5y — J,) cos2 (1 4 tg*2 o)
— 1+ ) AT — YY1+ tg22a,

und demgemiB unter Einfithrung des obigen Wertes von g2 o :

[ 2J,, \2
h)%:ﬂ%+M4(J—%4L%J_§»
Yy
J —J 4.2
- %(]x "‘f Jy) + {) (Jx - Jv/)l ( (J li:}{:)'z ux
z v

:JZ(Jx+Jy)+12]i3x ) +4J//l I max »

und ebenso entwickelt sich:
D) Sy =3+ T) — 3V — TP+ 4T = T -

Liegt ein Querschnitt vor, bei dem J, =.J, ist, z. B. ein gleich-
schenkliges Winkeleisen, so wird :

Jlnax:J1:Jx+ zy > Jmin:“]2:']2/_']xy'

b) Eine durch den Schwerpunkt des Querschnitts gehende
Achse wird parallel verschoben.

Wird die Achse z 2 in Fig. 55 um die Entfernung a parallel zu sich

verschoben, so haben die einzelnen kleinen

Querschnittsteilchen, die vorher einen Ab-

stand von y von der xz-Achse hatten, jetzt

einen Abstand von (y--a), je nachdem sie

jetzt weiter entfernt von der neuen Achse (z”")

liegen (-+) oder niher an sie herangertickt

sind. Demgemill folgt jetzt das Tragheits-

moment auf die neue z” #”-Achse aus der ‘

Erklarung dieses: Fig. 55.

Jopr= Dy +a)r=Dfyr+ > f2ya+ 2f-a?.
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In dieser Gleichung bedcutet der erste Summnand D f y* das Trig-
heitsmoment des Querschnitts auf die z-Achse = J,; der zweite Sum-
mand X' f2ya =2a |-y ist das mit 2a erweiterte statische Moment
des Querschnitts, bezogen auf die Schwerachse x x, und hat, da in letz-
terer die Tliche statisch vereinigt ist, einen Wert = 0. Der dritte
Summand endlich stelit dar: > fae? =a2D [, ein Produkt aus der
Gesamtfliche, multipliziert mit dem Quadrate der Entfernung der
parallelen Achsen. Demgemil fithrt die oben gefundene Beziehung
Sy = Jp 4 a*F zu dem Gesctze:

DasTriagheitsmoment, bezogenaufeinc Achse parallel
zu einer Schwerachse, ist gleich dem Trigheitsmoment
auf diese und der Gesamtfliche, multipliziert mit dem
Quadrate des Abstandes der beiden Achsen.

Besteht ein Querschnitt aus mehreren
Teilen, die je auf senkrechte Schwer-

achsen bezogen und deren Einzeltragheits-

momente bekannt sind, so kann man unter

Verwendung des oben hergeleiteten Gesetzes

S : auch das Tragheitsmoment

T T, T /””””% des gesamten Querschnitts aus

Ho—— t %z den gegebenen Einzelgrofien
B R 7 N

IIAII L)Y I LI P e oot bllden.

7’ ¥y Liegt z. B. ein aus zwei

G- wﬁd Teilen bestehender Querschnitt

nach Fig. 56 vor, bei dem von

Fig. 56.
, _ .

Teil Fy gegeben sind J, , J, ,
J,lyl , und ebenso von Teil F, die GroBen Y ) ergibt
sich im Hinblick auf die Figur und deren Bezeichnungen:

Jo="Jo + Fyni+ Jo, + Fyns .

Da in § die Gesamtquerschnittsfliche (F, -+ F,) vereinigt ist, so ergibt
sich aus der Beziehung der statischcn Momente auf S;:

(4 Fy) = Fy(y + ) = Fy - a

und somit:

Fya . Fia
g = s ) ebenso ist fir S,: 4, = . 1o
L A P2 M p T,
Hieraus folgt:
RATEG F, Fia® F Fy-a?

Foopi 4 Fyd = - , e = e
e (A NN SRR O iy iy 3
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und somit ergibt sich:

F F,a?
Jo =, + Ju, + FI:’[~F
1 2
und ebenso (vgl. Fig. 56):
. F F, b
J,’/ = J!/l + J!/;) + FL;%IP )
1 2

Jzy - ’]11!/1 + J‘l’eyz + F 1 &+ Fz Ho &s b,

F,Fya-b
']xy = J-m/; + ‘]%1/3 + Fl’?i F,

Sind die Schwerachsen der Flachenteile F, und F, Hauptachsen,

also deren Zentrifugalmomente je = 0, so wird:
7o F,Fyab
YR+ By

Die Gleichungen sind wertvoll, weil sie die Ermittlung der Trag-
heitsmomente usw. der Gesamtfliche auf deren Schwerachsen gestatten,
ohne daf}3 deren Schwerpunkt erst vorher bestimmt zu werden braucht,
vgl. das Zahlenbeispiel auf S. 52.

3. Die Berechnung der Trigheitsmomente der wichtigsten
ebenen Querschnitte.
Da die fiir Berechnungen des Hochbaues
vorkommenden Flichen sich in der Regel
in Rechtecke bzw. Parallelogramme und
Dreiecke zerlegen lassen, so wird auch die
Bestimmung der Trigheitsmomente fiir diese
besondere Bedeutung haben.
Bezieht man beim Parallelogramm
(Fig. 57a) mit der Grundlinie = 6 und der
Hohe =% dessen Trigheitsmoment auf die Fig. 57 a.

1) Bezieht man das Zentrifugalmoment J, , des Flachenteils F; auf den
Punkt S mit den Abstianden 5, und & von 8, so ist:

Joy= A F (x, &) (y+ ) = SdFwyy, + SAdFE g+ SdFayn, + JdFy & .

Da die letzten beiden Summanden die statischen Momente des Fldchenteils |,
bezogen auf seinen Schwerpunkt, nur mit 5, bzw. §; erweitert, darstellen, also
je =0 sind, ferner XA F &y = Fy &9, ist, so wird:

Joy=DdFay + F1&in == o + Frniéy .

Von diesem Gesetz ist obenstehend Gebrauch gemacht worden (fir F; und F,).
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zu b parallele Schwerpunktachse, also die Hauptachse I 1, so ist:

ik
Sy =, = ] yrdF
~1h
und da dF = bdy ist:
+4h
» hr )b
J, = 2 [y — 2= T == e,
! .L/f/hbd?’ b[ 3 T3 12
Ebenso ergibt sich fiir die andere Schwerachse bei den Abmes-
sungen : Grundlinie = ¢ und Hohe = "
ah’
Sy = -
P12

In gleicher Weise ist fiir das Rechteck (Fig. 57b) mit
den Seiten b und A:

_bw

2

R

Jy LI

Handelt es sich hier um das Trigheitsmoment fir die Achse 00, d. h.
die eine Begrenzungslinie b als Achse, so ist:

h3 \ 2 3 2 bh}
g, =k F(k) bk -}-bh%:

12 2/ 12 3
IMir den Sonderfall des Quadrates mit der Seite = g wird:
at at
hi=dem e =y

Fiir das Dreieck (Fig. 58) ergibt sich in bezug auf eine Achse @,
durch die Dreiecksspitze und parallel zur Grundlinie b gelegt, bei einer
Dreieckshéhe = h:

/.z
Jo= [y2ar
0

hierin ist der kleine Flichenstreifen parallel

zu b
dF =x-dy = by dy
o
13 h
by byt bk
Jo= Y gy - Y
g /h, A R R

(i 0

Hieraus folgt das Trigheitsmoment auf die zu b parallele Schwer -
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achse I I:

4 29 49 36

Bezieht man das Trigheitsmoment auf die Grundlinie des
Dreiecks als Achse, so wird:

J bh® bh (1 h>2 br® bk bhAP
°7 3 "2 \3"7) 3 18 12 °

Will man das Tragheitsmoment des Kreises in bezug auf den
Mittelpunkt dieses, also das polare Tragheitsmoment, bilden, so kann
der Kreis (Fig. 59) als aus lauter einzelnen, diffe-
rential kleinen Dreiecken bestehend angesehen
werden, die alle ihre Spitze im Kreismittelpunkt
haben und deren Grundlinie das kleine Stiick
des Kreisumfanges ,,b° darstellt. Fur das ein-
zelne kleine Dreieck gilt alsdann der vorstehend
fir die Achse durch die Dreiecksspitze ent-
wickelte J,-Wert:

D 2 3 3 ¢ 3 3
leJz_F'@“h);bk Cbh4 L, BB 26K bk

g b _ b vig. 50
Y4 4
Fir die Gesamtheit aller Dreiecke, also den Kreisquerschnitt, wird dem-

gemial das polare Trigheitsmoment:

r? r3 rtm
JP:4;2{b:4j27’ﬂ:'§*.
d dtn
Fithrt man 5 = 7 ein, so ist: Jp == 39

Will man das Tragheitsmoment des Kreises fiir den Kreis-
durchmesser 1] = J, entwickeln, so driickt
sich dieses aus (Fig. 60):

Jp =D ypPdF
und auf Achse IT II:
Jy= D a*dF .
Fir den Mittelpunkt des Kreises wird:
I, = Dlrdl = D (a4 y) dF
= D>dF + X yPdF = J, + J, .

Da bei der Symmetrie der Kreisfliche und
dem Bezug der J-Werte aut die Hauptachsen J, = J, wird, so folgt:

Fig. 60.

gy r‘an  dn
Ti=de= g =y T
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Hieraus ergibtsich alsdann weiter das Tragheitsmomentdes Kreis-
ringquerschnitts mit den Durchmessern D bzw. d (vgl. Fig. 61):
4 4
J, =, = Dt —d = .
64
Liegen Querschunitte vor, die aus Kreis-
flichen bzw. einzelnen Rechtecken usw. zu-
sammengesetzt sind, so werden die entsprechen-
den Tragheitsmomente durch Anwendung der
vorstehend entwickelten Ergebnisse und der all-
gemeinen Beziehung: J, = J; 4+ a2 F (vgl. S.38)
Tig. 61. abgeleitet. Hieriiber geben die mnachfolgenden
beispielsweisen Ermittlungen Aufschluf3:
I. Fir den aus 5 Kreispfihlen gebildeten Pfeilerquerschnitt in
Fig. 62 ergibt sich fir Achse I I:
Jq ::3(?1:7 -+ 2((& - d27(1) = d47 >z 2.
64 64 4
Derselbe Wert zeigt sich fiir Achse I I1 und auch fiir die unter
45 zur Achse I 1 geneigte Schwerachse xa:

dta dta a2 @
Sy = —— *,4(” - 2) 2= 22 = -
* = 64 6 g ©)y BaE=2a ‘Te
_dim " a \? din  dina?
Joo=h - o diaf N 5T S
* )64+d7<‘1§) o4 2 ‘
Fie. 62, Fig. 63,

2. Ahnlich stellt sich die Rechnung hei dem aus 4 Kreispfahlen
gebildeten Pfeiler in Fig. 63. Auch hier sind die J-Werte fiir die Achsen
I, 1T und xeinander gleich, wic aus der Symmetrie der Gesamtanordnung
auch zu erwarten steht:

Jyo=dy =4

2

(d‘ﬂ 4‘ 17'3,7‘2 _r/“:r 12 )
6l 4(’,*]?3 4 A2 a? .
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Sdtn (d":r a2 x .,> diz diz
s ™ == S

J,=2"" 19 e
" 32 " 32

> 52
6s "\e Ty +oy (a2)

ditn )
T +Bra-a=dJ, =4J,.
3. Fiur den Querschnitt in Fig. 64 konnen die Tragheitsmomente
fur die Hauptachsen durch Abziehen der Werte fir das innere Recht-
eck von denen des dulleren ermittelt werden:

_bi bk
T2 T 12
RbS R b3 B b3
A R A .
e TR T A T R

N sa
{;1_

N

- R
N
o R
N

Iiz, 64.

Dasselbe Ergebnis hétte sich auch (fir die Achse 17 1) herausgestellt,
wenn man die beiden schraffierten Rechtecke fiir sich betrachtet hitte:
_db®

12
4. In gleicher Weise ergibt sich fir die Querschnitte in Fig. 65:

J, = bR b

Jy—2

12 12
- .
und in Fig. 66:
3 b B3
Jy — ,“ﬂﬁ*’*’f n %bf' ,

worin b, = b — 2 b, ist.
5. Fir den C-férmigen Querschnitt in Fig. 67 mull zunichst die

Lage des Schwerpunktes § in bekannter Weise mit Hilfe der Gleich-
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setzung der statischen Momente des Gesamtquerschnittes und seiner
Einzelteile bestimmt werden.

Ist hierdurch die senkrechte Schwer-

achse durch den Abstand ¢ festgelegt, so ergibt sich:

' bh? b, kj‘r
J, =

12 12

hd? d\? b d ,
Jy = 12 + hd((: — 2) +2( ——11—21— —+ by dy - v?

Hier ist » der Abstand des Schwerpunkts s des Rechtecks b, d; von der
senkrechten Schwerachse 11 1] =0b - ¢ — b,

D}

L

6. Bei dem z-formigen Querschnitte in Fig. 68 ist:
13 3
;o bh* by hi
2 12
: . : e T e . N
Es ergibt sich also dasselbe J, wie fiir Fig. 67, weil es fiir die > y2d F,
also dic Beziehung des Trigheitsmomentes auf die wagerechte Schwer-

Fig. 68, Fig. 69.
achse, im vorliegenden Falle bedeutungslos ist, ob das obere wage-
rechte Rechteck sich nach links oder rechts von der senkrechten Achse
— wie in Fig. 67 - erstreckt.
Ferner wird:
hd? | db} b, d\?
Jy = 2[ ! T1)1(1,(2 ,2> l ;

7. Fur den Kreuzquerschnitt in Fig. 69 wird:

br b I
Tty
; ho(b -+ b,

T 12

(= 7 by

12
8. Liegen (Iig. 70 u. 71) zwei sogenannte Blechbalkenguerschnitte,
bestehend aus einem Stehbleche, vier Winkeleisen bz, auf ihnen noch
auflagernden Kopfplatten vor, so ergibt sich, und zwar unter Ahzug

im ersten Fall der wagerechten Nietlocher, im zweiten Tall unter Beriick-
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sichtigung der Querschnittsschwichung durch die senkrechte Nietung
auf die Hauptachse I das Trigheitsmoment, in Fig. 70:

b h? b, b, ki cd?
Ti=y 2 2, —2( “d“)
Hierin stellt der letzte Klammerausdruck den Abzug dar, der durch
die wagerechte Nietung also durch die Querschnittsschwichung von
2. (c-d) bedingt ist, die mit
ihrer Achse wm das MafB 2 von
der Achse I I entfernt liegt.
In gleicher Weise wird in
Fig. 71:

b—2d)k® bk

J,o= e SO gl
! 12 12
(by — d) I by b
g2 TR :
12 2 12

Hierbei ist — zur Vereinfachung

der Rechnung — von vornherein Yig. 70,

beiderseits ein senkrechter Strei-

fen von der Breite = d = der Nietstirke und der Gesamthohe = / in

Abzug gebracht. Dadurch vermindert sich bei dem Abzug der beiden

Rechtecke b, h, deren Breite b, jederseits um die Grofe d.
9. Um das Trigheitsmo-

ment fir das regelmifige

Achteck (Fig. 72a) zu fin-

den, geht man wie beim Kreis b)

vom polaren Trigheitsmo-

ment des Dreiecks, und zwar JQT
im Hinblick auf die natur- CILANE S
geméfe Zerteilung einesregel- ‘|L
miBigen Polygonsin gleich- o ol g

schenklige Dreiecke, von
einem solchen (Fig. 72h) aus.
Nach S. 41 ist:

| ah®  Jh-(ya)P ah (hz i a2> .
4 12 4

Fig. 72 a, b.

12
Da a =2 htegx bzw. im Vieleck (Fig.72a) a =2rtgx, h =1 ist,
g0 wird :
2rtgar | 472t rttga
= 2Ty At stien
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und fir ein regelmiifiges n-Eck:

nriten ;
Jy = S+ Ltgia).

Hier gilt genau das gleiche wie beim Kreise (wegen der vollkommenen
Symmetrie des Querschnittes), d. h. alle Trigheitsmomente auf Durch-
messer durch den Polygonmittelpunkt sind unter sich gleich und ein

jedes ~~:Jp . Demgemall wird beim regelmafBigen Achteck:
2
8 4 fv 1 2
J1: J2 == 2’*;2’7 t‘r(\(l + & tg (\)

und fir:

Jyo= Sy = (12 — 1) (1 4+ 5()2 — 1)) = 4744 |2 — 5) = 0,8758 1 1).

4. Allgemeine Beziehungen fiir Zentrifugalmomente
und fiir deren Berechnung.

Ist das Zentrifugalmoment fiir ein senkrechtes Achsensystem x’ i’
= Jyz,r bekannt und wird die gleiche Funktion fiir ein mit ihm par-
alleles Achsensystem zy gesucht, das vom ersten um die Abstinde &
und 5 entfernt liegt, so wird (Fig. 73):

Joy = [(@& + O + ndF = [y dF + [y dF + [EndF + [¢'ndF

o Al
= Sy +EnF .

Fig. 73. Fig. 74,
- Die Summanden 5/.y'0lF und /l]f.'l/'/(;lF sind je =0, weil das /
je das statische Moment der Fliche, bezogen auf ihren Schwerpunkt,

darstellt 2). Liegt der Sonderfall vor J,, = 0, ist also eine der Schwer-

1} Fir den Querschnitt ergibt sich:

2 . .
Ny T%ﬁf’,‘l 8.2 1) == 33137

®) Vgl auch die Anm. 1T auf S. 39,
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achsen 2’ oder y’ eine Symmetrieachse, so ist:

Joy =5 F.
Fiir ein Rechteck (b-#h), dessen J,, auf zwel Achsen bezogen wer-
den soll, die mit den Seiten zusammenfallen (Fig. 74), wird hiernach:
b h b b2 h?
2 277 4

;]xy =

Besteht der Querschnitt aus mehreren Rechtecken, so wird
dieselbe Gleichung benutzt; nur ist hier auf die Vorzeichen der einzelnen
Schwerpunktsabstinde & und # zu achten.
Nach Fig. 75 wird z. B. nach Einteilung des
Querschnitts in 3 Rechtecke F,, F,, Fj mit den
Schwerpunktsabstinden & -7, , —& —n,
und —uy + &5 das Zentrifugalmoment in bezug
auf die Schwerachse des Gesamtquerschnitts 2y
gebildet in der Form:

oy = Fri &+ Fany &y — Fyng &y

Liegen Querschnitte vor, die man in kleine
Rechtsecksabschnitte zerteilen kann, so bleibt
der Rechnungsgang derselbe wie vorher. Hier
ist aber darauf zu achten, ob die Mittelpunkte aller dieser kleinen
Rechtecke auf einer Achse liegen, die parallel zu einer der Bezugsachsen
verliuft, oder mit diesen (Fig. 76) einen Winkel & einschliefit. In letz-
terem Falle ist zu beachten, daB z = yctga ist; demgemal ist das
Zentrifugalmoment in der Form zu bilden:

Fig, 75.

Juy ::fxde = »/.yetgzx cydF = ctgafyzdF = ctgx J, .

Fir das in Fig. 76 dargestellte Dreieck und die Achsen xzy ergibt
sich z. B., da fiir sie

b h3
Sy =
* 4
ist:
bh?
Sy = -A:r-ctgc\ .
Fiir das Achsensystem 2, y; durch den Schwer- ¥ig. 76.

punkt des Dreiecks selbst, also fiir Achsen, die
keine Symmetrieachsen darstellen, wird nach der vorstehend ermittel-
ten Gleichung:

Joy = Jwy +Fiy &,
. bm bh .
Jpy =dpy—Fné = A Ctgcx—a——-i/., .
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yist=2h,und § =ypectga = 3 hetgo .
; bh? R thhzh — tea 9o h* Sbiﬂ> b h? otgn .
W —— ton —— ton = ctg —— = O ¢
Ty e 2736 36 ) 36

5. Zahlenbeispiele,
lLa. Die grofiten und kleinsten Trigheitsmomente sind zu berechnen
fir ein Rechteck von 45 cim Hohe und 20 cm Breite.
20 - 458 . . - onos ms
= =545 15 =452.75=2025.75 = 151 875 cm* = J .y ,
15:5-202 = 30000 cm* == J, .

Sy =
2 12
Ib. Iir denselben Querschnitt ist das Trigheitsmoment, bezogen

auf die Seite b = 20 em zu bestimmen
; bhd  20-45° _
Jy = =y = 20 - 45215 =300 - 2025 = 607500 cm?

2. Die Trigheitsmomente J; =J, eines E- Querschnitts nach
Ilig. 67 sind gesucht fiir die Abmessungen: b = 10cm; d;, =1cm;
I =20 cm; by =9cem, also auch d =1em bzw. #, =18 cm.

Zuniichst ermittelt sich ¢ aus der Beziehung:
('Zf:flgl+2f29t2’
5,5 cm,

Df=20-1+2.9-1=38cm?
fo = 9cm?; = (1 4 4,5) = 5,

5em;
109 .
- = 2,87 cn.

fi=20em?; §& =0,
- 20:05+2-9-55  1042-495
‘= 38 T T
Demgemafl ist (vel. Fig. 67)
v=b—c-— 1 =10-287 -~ 45 = 2,63 cm.

Es wird nunmehr:
9.18%
= 6666,6 cm?3 |

;o bm bk 10-208
T2 T 12 12 12
, hdd " bid, R
Jo= 1y + hd((’—z—) + 2( e bldlv“>
2013 ()3 ]
— 1(2,87 — 0,5)2 +2( o b9-1-263

12
= 1,66 4 112,32 - 2(60,75 -+ 62,27) = 360,02 cm*.
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Auf die Achse 00 (Fig. 67) ergibt sich das Trigheitsmoment zu:

20-18 1.-93
Joo*’* +2(,,,9,,_{_1 9. (v+c)2)~666+2(6075+9 5.52)
= 672,66 em? = 360,02 - 38 . 2,872
3. Von einem regelmiéfBigen Acht-
eck ist die Seite a = 20em.  Gesucht
wird das Haupttragheitsmoment. Es ist:
450
a=2rtgua = 27‘tg—§ =27r.0414 = 20,
20
©2.0414
und somit:
J = 0,8758 r* = 0,8758 - 24,18¢*
= rd. 299 380 cm?*.
4. Eine gufleiserne Saule hat einen Ringquerschnitt mit
D=32cm, d=24cm, also von 4 cm Wandstirke. Demgemil ist:
Dt —d* 324 — 244 323.4 4 243%.3

-7 = o JT = e 0 T

64 64 8

3‘) 68-4 + 13824
! —¥_g;38—— -3 -3,14 = (16384 4-1728) - 3,14 = 568 71,7 cui.

5. Fir den in Fig. 77 dargestellten Querschnitt eines Blechbalkens
ist das Tragheitsmoment auf die wagerechte Hauptachse zu bestimmen.
Die Winkeleisen 150-100.12 haben auf ihrer eigenen Schwerachse
parallel zu I I ein J{ =232 cm*; ihre Fliche betragt je 28,7 qem,
der Abstand ihres Schwerpunkts von ihren oberen Flanschen je 2,42 cm.
Es ergibt sich:

= 24 18cm

Fig, 77.

J

1,00.80,03
Jstenblech = 1,0 1‘2'8~’* = 42886 cm?*
80,0
JWinkeleisen l232 “{ 28 (*277 — 2 42) :J = 163055 .
2.33,0-2,4 80, 0
JKopfplatten = ’k“<*l§*' 2 +4.330-1 2( -+ 1 2>
= 76,0 4 268874 = 268950 ,,

3= 474801

’

Hiervon ist das Trigheitsmoment der Nietlocher

abzuziehen :
f (848 3{3)2} s
423 *~+23 3,6(—5- — 5 54592
Somit wird das Tragheitsmoment J, = 420299 em?

Foerster, Repetitorium. I. 4



e Die Grundziige der Festigkeitslehre,
) & e}

Man erkennt, dal, ohne irgendeinen erheblichen Kehler zu begehen,
man das Trigheitsmoment der Kopfplatten auf ihre eigene Schwerachse
hittte vernachlassigen konnen.

6. Das Triigheitsmoment der einschnittigen Nietverbindung

in bezug auf die wagerechte Achse in Fig. 78 wird
F fiir jede Seite des Verbindungsbleches gesucht. Der
Nietdurchmesser sei 2 cm. Es ist:

+ 3,14.25)

=
50,50
~700=

o 214 225 163,14
J:‘(, b _,2):.< o
B O] 7==206 T 77 64

~ 2(0.8 + 80) = 161,6cm?.

Man erkennt auch hier, dafl das Eigentrigheitsmoment des Quer-
schnitts keine erhebliche Bedeutung auf das Endergebnis ausiibt.

7. Fiir das Winkeleisen 100 - 100-12 (Fig. 79) sind zu bestimmen die
Schwerpunktslage, die Tragheitsmomente auf die Achsen y und x, die
Hauptachsen und die Haupttragheitsmomente auf diese.

Es ist nach der Figur:

—1,2.10 + 1,2.88 = 22,6 cm?,
C L2.10% 48812

9. 2'2"6 —- == 2,94 cm,
2.103 3.8-1,23
= 1’ 31 - ’}’ *8**8\3"”’ = 405 cm* 1)
w=J, = J, — F-2,94% = 405 — 22,6 2 94
== 209 cm?.

Ferner wird das Zentrifugalmoment:

Soy = Fya y, + oy y, s
worin F, und F, die Einzelteile des Querschnitts, y» die Abstinde
der Schwerpunkte dieser vom Gesamtschwerpunkt -des Winkels dar-
stellen.
Jry = 1,2.10-2,34- 2,06 4 1,2.8,8.2,606- 2,34 = rd. 12413 cm*.
Hieraus folgt:
-2, 2.124,13
tg2 x = o= T = oo
B2 = g, Y, 0 o~
d.h. wie von vornherein bei dem gleichschenkligen Winkeleisen zu er-
warten stand,
tg2a0 = 90°. tga = 457 .

1} J, ist anf eine der AuBenkanten bezogen.
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Fiir die Bestimmung von ./, kann nunmehr die Gleichung h (auf
‘Seite 37) benutzt werderil):
J1 ) ('] + J ) L(jz - '] 7)27+ 4:751 = Jnmx .

Jy= 209 4+ L4 124,132 = 209 4 124,13 = rd. 333 cm?.
Demgema wird:
Jo=Jp,+J, —J, = 2-209 — 333 = 8> cm?.

(Nach dem deutschen Normalprofil-
buch sind fiir dieses Winkeleisen bei Be-
riicksichtigung der Ausrundungen des
Querschnitts J,=328, J,=86,2 cm*.)

8. Fir das in Fig. 80 dargestellts
Ztsrmige Eisensollengebildet werden
die Tragheitsmomente auf ein Achsen-
system parallel und senkrecht zum
Steg durch den Schwerpunkt des Quer-
schnitts gelegt; aus ihnen sollen in wei-
terer Folge die Haupttrigheitsmomente
und deren Achsen abgeleitet werden.

s ergibt sich:

Jy = (8- 148 — 7-11,6% = 919 cm?,
_,,( 1,2 15% + 12,8 - 1,05 = 339 cnid,

Fir. 80.

]M 212.7-6,4-4,0 =430 cm?,
Daraus folgt:
2. 36 (
teZa = iMJ - s19§~b—0339' B fgg — 1484
2x = rd. 56° ; o = 28°.
sina = 0,469 ; sinZa = 0,220 ;
cosx = 0,885 ; cos2x == 0,780 .

Demgemiil liefern die (ileichungen e und f (auf Seite 36) das Er-
gebnis:

J, =919 = J, 078 + J,0,22,
J, =339 = J,0,22  J,0,78 .
Zur Probe kann man sich itberzeugen, daf} die Beziehung innegehalten ist:
Jo Sy =J s
1) Die Gleichungen ¢ und f (8. 36) koénnen hier nicht angewendet werden,
weil '];c = ./!/ ist
4*
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Aus den Gleichungen folgt:
Jy = 1144 emt; S, =J, 4 J, - J, — 1258 — 1144 — 114 cm.
Rechnet man mit Gleichung h (auf Seite 37), so wird unmittelbar:
J, = 11258 + 175802 4 4. 4302
= 629 + | 1038 = 629 4 519 = 1148 cm = J s,
Jy = 1258 — 1148 = 110 cm?* = J y, .

Die beiden verschiedenen Rechnungswege haben somit zu fiir die
Praxis ausreichender Ubereinstimmung gefiihrt.
9. Tiur den ungleichschenkligen L-fé6rmigen
Querschnitt in Fig. 81 sind die Trigheitsmo-
mente fir die beiden Rechtecke gegeben. Gesucht
werden die 'Trigheitsmomente fiir den Gesamt-
querschnitt.
Es sind:

g = 0,5 cm?; Jy

S, = 61 cm?; J,. = 0,75 cm*.

_ = 18 em?;

F, =6 qcm; Fy =9 qem.
a=45+035=35cm;
b=30-—-05=2,5cm.

Daraus folgt sofort (vgl. S. 38 u. 39):

Fig. 81,

; | T S

Jo=J +J,, + 619" 52 =05 + 61 4 =15 , em?,
6.9 54 .

Jy="J,+J,+ 610 < 252=18+4+075 + ;5 6,25 = 41,25 cm4.

6. Die riumliche Dentung von Triigheits- und Zentrifugalmomenten.

Ist eine beliebige Flache (Fig.82) in der Ebene gegeben und stellt
y die Achse dar, auf die das Tragheitsmoment der Flache gebildet wer-
den soll, so kann man sich die Abstinde der einzelnen Flichenteil-
chen von der y-Achse iiber den einzelnen Flichenelementen als senk-
rechte Ordinaten (¢) aufgetragen und sich aus ihnen allen einen
prismatischen Korper zusammengefalt denken, dessen Grundfliche die
sesamtfliche darstellt und der oben — entsprechend seinem Bildungs-
gesetze — durch eine unter 45 ° zur wagerechten Ebene geneigten Ebene
abgeschlossen ist. Dieser Korper hat einen Inhalt von '= >'f. 2. Ist
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der Abstand des Schwerpunktes dieses Kérpers von der y-Achse = x,
so ist sein statisches Moment = V -z,. Da das statische Moment
einer Kraft, und als solche kann man sowohl den Gesamtkorper V als
auch alle seine Einzelteile auffassen, gleich der

Summe der statischen Momente der Einzelkrifte

ist, so ergibt sich die Beziehung:

Vieay = (fra) @ + (fa@y) g 4 (fag) 2y 4 ..oy

worin f, #, der prismatische (saulenfoérmige) Kor-
per, der iiber der Flache f; sich aufbaut, und x
sein Abstand von der y-Achse ist; das gleiche gilt
von den Ausdriicken (f,z,) x, usw. Demgemal
wird :

Veag = fiat 4 fpad + fyal++ . ..o=Dfat=J,,

d. h. das Tragheitsmoment der Flache

auf eine Achse liBt sich als Produkt

aus dem nach obiger Bildungsart ent-

standenen Koérper V und dem Abstande scines Schwer-
punkts von dieser Achse darstellen.

Entwickelt man (Fig. 83) nach diesem Gesichtspunkte das Tragheits-
moment des Rechtecks J, fiir die wagerechte Schwerachse, so sind die
hierbei entstehenden Koérper, einer oberhalb, der andere unterhalb
der x z-Achse, halbe, durch eine Diagonalebene unter 45° abgeschlos-
sene parallelepipedische Korper, die sich je auf Grundflichen von der

Fig. 82,

arofle b} aufbauen. Der Inhalt dieser Korper ist je:
v 1/bh A b h?
CT2\l2 72/ %
und der Abstand ihres
Schwerpunktes von der hier
in Frage stehenden Haupt-

achse I I:
Y 2h _h
fo= 39 3"
Demgemall wird:
bh: h b A3 Fig. 83.
J, =2 . =~ . '
! 8 3 12

wie auf dem Wege der reinen Rechnung auch auf S. 40 gefunden wurde.
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I'ir das Dreieck (Fig. 84), und zwar fir eine durch seine Spitze
parallel zur Grundlinie gelegte Achse, ergibt sich fiir den Korper eine
vierseitige Pyramide, da nach Auftragung der y-Abstinde iiber der
Linie @ b, je = h, sich hieran anschlielend ein Rechteck von der Breite A
ergibt. Die unter 45° geneigte Abschluflebene ist hier durch die Ebene

¢’ e fgegeben. Es wird:

h o bh?
Ve=cabfe- ="
'] ¢ 3 3 ¢
Yo="1h
und somit:
bh? 3 b h?
S h= s
3 4 4
Fie, 84. wic auch auf S. 40
bestimmt.

In  ahnlicher Art 1a8t sich auch ein Zentrifugalmoment
ey = > fay darstellen (Fig. 85):
Auch hier denkt man sich itber der gegebenen Fliche F bzw. allen
ihren einzelnen kleinen Flichenteilchen ,,f Siulen je mit den Hohen a
gleich den Abstinden dieser Fliachenteilchen von
der y-Achse aufgesetzt, so dal auch hier ein, durch
eine, unter 45° zur Flache F gencigte Ebene
abgeschlossener, sonst prismatischer Korper ent-
steht = X'/ 2. Bildet man nun das statische
Moment dieser kleinen einzelnen Saulen in bezug
auf die z-Achse, also die Produkte fz -y, so
entsteht durch Summation die Form:

foviy + %y, -+ fsasys + ..

Stellt 1 den Inhalt des Saulenkérpers dar, und
hat dieser einen Schwerpunktsabstand von der

x w-Achse = y,, so wird:
Fig. §5.

Viyo=2foey=dJoy.

Naturgeméh hitte man auch den Saulenkorper unter Heranzichung
der Abstidnde von der x z-Achse — also der y-Werte — bilden und dann
die Einzelsiulen bzw. den ganzen Korper auf die y-Achse beziehen
koénnen.

'1 Ay = :_f.![ Ho= rly,,» = rl‘r!/ .

Will man nach dieser Art das Zentrifugalmoment des Recht-
ecks darstellen, und zwar auf seine Seiten (Fig. 86) bezogen. so wird
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der Kérper, ahunlich wie in Fig. 83, ein halbes (diagonal geschnittenes)
Parallelepiped :

, bbbk
Vebhg ="

Das statische Moment dieses Korpers in bezug auf die Seite b ist, da
der Abstand des Kdérper-Schwerpunkts von einer durch sie gelegten

senkrechten Ebene = g ist:

; _brh b bR
TR 9 o 4

Wird das Zentrifugalmoment in bezug auf zwei senkrechte, berithrende
Achsen fiir eine Kreisfliche gesucht (Fig.87), so wird der Siulen-
korper fitr jede der beiden Achsen die gleiche Form annehmen. Verwendet

man zu seiner Konstruktion die Abstinde x, so entsteht ein Korper:
Mfx=rta-r=1%x,

da 7 die mittlere Hohe des schrig abgeschnittenen Zylinderstumpfes

ist. Da auch der Schwerpunktsabstand von der z z-Achse y, = r ist,

so wird mithin:

dtn

T

Jpy =131 =rln=

7. Der Triigheitsradius.

Unter dem Tragheitsradius wird eine Querschnittsgrofle, in
der Regel mit 5 bezeichnet, verstanden, die sich erklart aus der
Beziehung :

2 = J
F

und demgemiB in bezug auf die x-Achse lautet:
) Ja:

1, =—

F
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worin J, das Trigheitsmoment des Querschnitts auf die (wagerechte)
x-Achse darstellt, F den Querschnitt bedeutet. In gleicher Weise
wird fiir die (senkrechte) y-Achse:

o J
0= 7’: )

Fur das Rechteck mit den beiden Hauptabmessungen b = Grund-
linie und h = Hohe wird:

L J. bR R

e _ _P_hh
“TF T 12Bh 12 26
h

d. h. ¢ ist mittlere Proportionale zu —g und 6

h h
= == = 0,288
T y1s T 3464 0,

Ebenso wird:

1y, = ~}—)»,—:0,288b.

Y2
Fur das Dreieck und zwar fiir die Achse parallel der Grundlinie b
wird 2, bestimmt durch die Beziehung:

o J. bW hh

29 == — . == e == e T e

*TF bh 18 36°
36 ‘é'

h

d. h. hier ist i, die mittlere Proportionale zwischen ;i und 5

Fir den Kreisquerschnitt wird:
J rta r?
F  4.r2x 47

)2

1

d. h. i — |

Fiir den Kreis-Ringquerschnitt ergibt sich, wenn r, bzw. r
die Halbmesser sind:

. J (rt—rhn 72 4 1l R
7/2 = e e ES ’ ) = -}— 2 2 2 .
FT 4" — 4 r=airan

Wird r; =0, liegt also ein voller Kreisquerschnitt vor, so wird

. r .
t = -— wie oben,
2
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4. Kapitel.
Die verschiedenen Festigkeitsarten.

1. Einfache und zusammengesetzte Beanspruchungen
und Festigkeitsarten,

Eine jede auflere Kraft, die einen Korper oder Stab beansprucht,
ruft in ihm innere Krifte hervor, die im Zustande des Gleichgewichts
in ihrer Gesamtwirkung der aufBleren Kraft das Gleichgewicht halten
miissen. Die inneren Krifte werden als Spannungen bezeichnet und
als Belastungen auf die Einheitsgrofe des Querschnittes (in der Regel
kg/qem) bezogen. Die dulleren Kriifte rufen, indem sie im Korper in-
nere Spannungen hervorrufen, Formanderungen in ihm hervor, die rein
elastische sein konnen, d. h. nach Aufhéren der Kraft wieder ver-
schwinden, oder eine dauernde Verinderung, alsdann in der Regel
unter Storung des Gleichgewichts, nach sich ziehen konnen. Hierbei
werden die einzelnen Korper- oder Stabquerschnitte Bewegungen gegen-
einander ausfiihren, deren Art, Richtung und Wirkung die verschieden-

artigen Festigkeitsbeanspruchungen bezeichnet S

und zu ihrer Unterscheidung fiihrt. P

Wird ein Stab durch eine Kraft zentral @) b)
auf‘ Druck belastet (Fig. 88a), so werden i louks 5
zwei benachbarte, zueinander parallele Quer-  zfrrirmiz ~

schnitte aus dieser ihrer Parallellage nicht ]|

gedrangt, sie werden aber in ihrer gegen- !
seitigen Entfernung einander genahert. Der
Stabwirdzusammengedriickt, diedulere
Kraft versucht ihn zu verkiirzen und hier-
bei zugleich die Querschnitte zu verbreitern.
Im Stabinnern treten hierbei Druckspannungen auf. Im Zustande
des Bruches findet ein Zerdriicken des Materials statt.

Ist die zentral angreifende AuBere Kraft (Fig.88b) eine Zugkraft,
so verbleiben ebenfalls die Querschnitte in ihrer zueinander parallelen
Lage; die Kraft versucht hier ihre gegenseitige Entfernung zu ver-
grofern, der Stab wird gezogen und verlingert sich, wobei zu-
gleich seine Querschnitte sich zusammenschniiren, d. h. sich in der
Breite zu vermindern suchen. Es treten im Innern des Stabes Zug-
spannungen auf; im Bruchzustand findet ein Zerreillen des
Stabes statt.

Da in den Tillen der reinen — zentralen — Druck- und Zugbela-
stung die duBere Kraft senkrecht zur Querschnittsebene steht, und dem-

Fig. 88a, b.
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gemall auch im Gleichgewichtszustande die inneren Spannungen die
gleiche Richtung zum Querschnitte einnehmen mitssen, so benennt man
die Druck- und Zugfestigkeit bzw. -beanspruchung auch als Normal-
festigkeit und Normalbeanspruchung.

Eine Druckspannung wird — nach Vereinbarung — als —,
cine Zugspannung als 4 bezeichnet.

Ist der gedriickte Stab (Fig. 89) verhiltnismaBig lang zu seiner
QuerschnittsgroBe, so findet — auch bei theoretisch genau zentraler

Belastung -~ durch die Druckkraft ein Awusknicken des

Stabes statt. In seinem Innern treten Knickspannungen

auf, die u.a. ein Zerknicken des Stabes bewirken kénnen;

hierbei wirken neben den Druckspannungen auch Biegungs-

spannungen (vgl. weiter unten) auf den Stab ein. Der Grund,
| weshalb ein solcher Knickvorgang eintritt, liegt darin, daf} es
_,a"' einmal praktisch nicht mdéglich ist, die Druckkraft vollkommen
zentral auf den Stab einwirken zu lassen, dafl ferner das Ma-
: terial niemals so gleichmifig ist, dafl im Innern des Stabes
die Kraft durchaus geradlinig fortgeleitet wird, und dafi end-
77z lich auch der Stab nie so gleichméflig oben und unten an-
geschlossen bzw. aufgesetzt werden kann, dafl eine durchaus
gleichméBige Druckbelastung hier eintritt und demgemil die
Mittelkraft der Krifte mit der Stabachse genau zusammenfillt. Zudem
wirkt auch oft der Umstand hierbei mit, daB3 der Stab durch Fehler
in der Bearbeitung oder Zusammenfiigung der einzelnen Teile mehr
oder weniger in seiner Achsenlage von einer geraden Linie abweicht.
Alle diese Einfliisse machen sich bei kurzen Staben oder Baukorpern,
die zu ihrer Hohe verhaltnismafBig breit sind, weniger bemerkbar und
konnen hier unberiicksichtigt bleiben, da bei ihnen auch tatsichlich
der Bruch nur durch Zerdriicken zu erwarten steht, wahrend bei Vor-
handensein einer Knickgefahr der Stab stets durch seitliches Aus-
biegen zum Bruche gelangt.

Wird ein Stab senkrecht oder unter einem Winkel zu seiner Achse
belastet, so verbiegt er sich (Fig. 90a). Es findet cine Bean-
spruchung auf Biegung statt; der Stab widersteht infolge seiner
Biegefestigkeit. Der in Fig. 90a dargestellte, einfache, auf

zwei Stiitzen liegende Balken sei

——= durch senkrechte Lasten bean-
== == sprucht; er wverbiegt sich unter
- ihrer Wirkung konkav nach unten.
Fig. 90 a. Zwei benachbarte Querschnitte, die

vor Kinleitung der Belastung und

Verbiegung zueinander parallel waren, nehmen jetzt eine geneigte Lage
zueinander an; sie haben sich - im vorliegenden Falle — an ihrem

I"ig. 89.
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oberen Ende einander gendhert, an ihrem unteren Teile voneinander
entfernt. Die Wirkung dieser Forménderung ist- das Auftreten von
Druckspannungen in den oberen, von Zugspannungen in den unteren
Fasern des Balkens bzw. seiner Querschnitte. Der gleiche Vorgang
spielt sich auch ab (Fig. 90b), wenn der Balken sich konvex verbiegt;
nur entfernen sich hier die Querschnitte in den oberen und nihern sich
in den unteren Fasern; hier treten also
oben Zug-, unten Druckspannungen auf.
Das Bezeichnende beim Auftreten der
reinen Biegungsbelastung besteht also
darin, dafB die zunichst parallelen
Nachbarquerschnitte nach der Biegung
einen Winkel miteinander bilden und FFig. 90 b.
in ihnen sowohl Druck- als auch Zug-
Biegespannungen sich ausbilden. Beim Bruchzustande zerbricht der
Balken durch Uberwindung entweder seiner Zugfestigkeit, indem in
der gebogenen Zone Risse auftreten, oder durch Uberanstrengung in
der Druckzone, wenn hier ein Zerdriicken, Zerquetschen des Materials
cintritt.

Wird ‘ein Korper so belastet, dafl zwei benachbarte Querschnitte
in ihrem gegenseitigen Abstande zwar erhalten bleiben, also weder
gegeneinander gedriickt, noch von-

/

b‘a‘ ~

einander abgezogen, aber gegen- -..-:P—[ﬁ:z ]
einander parallel verschoben | AN P
werden, so liegt eine Schub- oder ‘\_/

Scherbelastung vor und es tre-
ten Schubspannungen in der Quer-
schnittsfliche auf. Im Zustande des Bruches findet ein Abschieben
des Materials durch Paralleltrennung der Querschnitte senkrecht zur
Achse statt. In diesem Sinne wiirde bei der in Fig. 91 dargestellten
einfachen (einschnittigen) Nietverbindung eine Trennung in der Ebene
IT vor sich gehen. Einer derartigen Forminderung wirkt die Sehub-
oder Scherfestigkeit der Verbindung entgegen.

Neben dieser in Richtung der Kraft auftretenden Schubbeanspru-
chung treten zudem bei gebogenen Konstruktionen auch Scherspan-
nungen senkrecht zu der durch die #uBeren Krifte gelegten Ebene,
also bei deren senkrechter Lage in
wagerechter Richtung auf. Wiirde man 772222222 ||
z. B. den Kragtriger in Fig. 92a aus 7
einzelnen diinnen, nicht miteinander
verbundenen Platten herstellen, so
wiirde entsprechend der verschieden
groen Beanspruchung dieser eine Ver-

Fig. 91.
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schicbung eintreten, wie sie Fig. 92b zu erkennen gibt. Hieraus zeigt
sich, dal} bei einem zusammenhéngenden homogenen, gebogenen Stabe
parallel zu seiner Achse Spannungen bei der Verbiegung sich auslosen
miissen, welche einer Forminderung wie der dargestellten entgegen-
wirken und sie, solange ein Gleichgewichtszustand besteht, verhindern.
In den in Fig. 92 a angegebenen Querschnitten treten also sowohl senk-
rechte in der Kraftrichtung verlaufende als auch wagerecht gerichtete
Schubspannungen auf.

Bleiben zwel Nachbarquerschnitte zueinander parallel, erleiden sie
aber in ihrer Ebene, ohne irgendwie senkrecht belastet zu sein, eine
Drehung, so wird der Querschnitt auf Drehungsfestigkeit beansprucht; in

ihm entstehen alsdann Torsions- oder Drehungs-
‘. ) spannungen. In Fig. 93 wirken an dem fest ein-
L d_d _#F gespannt zu denkenden Rundeisen Krafte im Sinne
' der Pfeile drehend ein und versuchen den Quer-
schnitt F so zu drehen, dafl seine vor Beginn der
zzzzw 7 Kraftwirkung in der Lage a b, cd, liegenden Achsen
nunmehr nach a’b’, ¢’d’ gelangen. Hierbei tritt
also ausschlieflich ein Drehen des Querschnittes
in seiner Ebene um die Stabachse ein. Da die Drehungsbeanspruchung
in der Regel fir Hechbaukonstruktionen von untergeordneter Be-
deutung ist, wird ihr auch in den weiteren Betrachtungen kein Raum
gewihrt.

Von den zusammengesetzten Beanspruchungen und den
durch sie bedingten zusammengesetzten Spannungen ist fir die
Hechbauten besonders bedeu-
tungsvoll die Belastungei-
nesQuerschnittesdurch
eine Normalkraft und
zugleich durch ein Bie-
gungsmoment, ocder —
was in der Wirkung dasselbe
ist — eine exzentrische
Querschnittsbelastung.
Denkt man sich z. B. den Pfei-
lerquerschnitt st in Fig. 94a
bzw. abcd in Fig. 94b durch

Tig. o, eine aullerhalb seines Schwer-

punktes (aber immerhin noch

in einer seiner Hauptachsen) angreifende senkrechte Kraft P be-
lastet, so kann man (Fig. 94¢) im Querschnittsschwerpunkte zwel ent-
gegengesetzte Krifte P, und Pj sich angebracht denken, die je unter
sich gleich und zudem gleich P sind. Trennt man die Wirkung dieser

Fig. 93.
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drei Krafte in der Art, dafl einmal (Fig. 94d) nur P; im Schwerpunkt
als Druckkraft wirkend auftritt, und zum andern die Krafte P und P;
unter sich gleich, am Hebelarme r wirkend, verbleiben, so werden diese,
da sie ein drehendes Kraftepaar bilden, den Querschnitt zu verbiegen
suchen, und zwar in vorliegendem Falle ihn derart aus seiner Ebene
heraus um die Schwerachse II II drehen, daB an der Kante ad die
gréfite Druckwirkung, an der Kante b ¢ der Hiochstwert einer Zug-
spannung auftritt. Da die Kraft P;, im Schwerpunkt liegend, den
Querschnitt nur auf Normalspannung belastet, das Kraftepaar in ihm
aber Biegungsspannungen hervorruft, so bedingt somit die Wirkung der
exzentrisch wirkenden Kraft P cine zusammengesetzte Beanspruchung
und zusammengesetzte Spannungen. Zugleich ist ersichtlich, daf} die
Wirkung zerlegt wird in die einer Normalkraft P und eines Biegungs-
momentes M = P . r

Die weiteren zusammengesetzten Festigkeitsarten, Beanspruchungen
und Spannungen, die sich bilden bei Vereinigung von Schub- und Normal-
belastung, von Biegungs- und Drehungsbeanspruchung, kénnen far die
vorliegende Bearbeitung als fiir die Hochbaukonstruktionen ohne wesent-
liche Bedeutung ausgeschaltet werden.

2. Die Normalfestigkeit, Druck- und Zugfestigkeit.

a) Die Normalspannungen und Beanspruchungen.

Die Art und Wirkung der hier vorliegenden Beanspruchungsart und
Festigkeit ist bereits auf S. 58 erortert. Bei der hier vorausgesetzten
genau zentralen Belastung wird bei einer Druckkraft eine N&herung,
bei der Zugbelastung eine Entfernung der benachbarten Querschnitte
bedingt.

Ist die den Querschnitt = F zentral und senkrecht beanspruchende
Kraft = P, entsteht in ihm durch ihre Wirkung eine Spannung = ¢
und nimmt man an, daB sich diese gleichmafig iiber den Querschnitt
verteilt, so folgt aus der Uberlegung, daB im Zustande des Gleich-
gewichts die inneren Krifte gleich der dufleren Kraft sein miissen, die
grundlegende Beziehung:

P=-+oF,

o=+ ——f—, bei Zugbelastung,

P .
6= — - bei Druckbelastung.

Hat der Stab verschiedene Querschnitte, so ist naturgemail in dieser
Gleichung der Sicherheit halber — also um ¢ hoch zu erhalten - der
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kleinste Wert von F einzufithren. Das gilt auch, wenn Querschnitte
vorhanden sind, welche durch irgendwelche Einschnitte, Einbohrungen,
Ausklinkungen usw. geschwiicht sind; alsdann ist fiir sie nur der ,,nutz-
hare** Querschnitt — also abziiglich der Schwiichung - in die Rech-
nung einzufihren.

Wird ein flulleiserner Probestab aus elastischem, homogenen
Stoffe (Iig. 95a) durch eine Zugkraft P zentrisch belastet, so wird er
sich verlingern, hierbei zun#chst nur elastische, alsdann dauernde
Forméanderungen zeigend. 'Tragt man unter Zugrundelegung eines
senkrechten Koordinatensystems auf der y-Achse dieses die Belastungs-
grofen in bestimmtem Malstabe, auf der z-Achse die durch genau
arbeitende Apparate zu messenden Dehnungen des Stabes — und
zwar zweckmiBig in vergrofertem Mallstabe — auf und bildet (Fig. 95b)
aus beiden zur Darstellung des Zusammenhanges zwischen Belastung

Fig. 95.

(bzw. Spannung) und Dehnung eine Forminderungskurve, so verliuft
diese zunichst vollkommen geradlinig — Strecke OA der Kurve. Inner-
halb dieser Strecke sind demgemiB die Dehnungen und Spannungen
unter sich proportional. Die Grenze, bis zu der ein solches Verhalten
bestehen bleibt (4 in Fig. 95b), nennt man die Proportionalitits-
grenze. Bis zu ihr gilt also das Hooksehe oder Elastizitiitsgesetz,
daf} die auftretenden Spannungen proportional den sie bedingenden
Dehnungen sind:

worin ¢ die zur Forménderung -l I gehérende Spannung, ¥ die Elasti-
zititszahl des Materials fiir die jeweilig vorliegende Beanspruchungs-
art darstellt. Da 4lund I Léangen sind, oeine Spannung darstellt (ke/qem).
so muf} also auch E seiner Einheit nach einen Spannungswert darstellen,
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Innerhalb der Grenze OA4 ist die Forminderung (bei dem hier
vorliegenden Eisen) noch rein elastisch, sie verschwindet also nach
Aufhoren der Kraft wieder; dies verbleibt auch noch auf eine kurze
Strecke iiber die Proportionalitiitsgrenze hinaus, wenn auch hier die
Formanderungskurve eine starke Kritmmung erfihrt. Die Grenze, bis
zu der die Forménderungen rein elastische sind, also spater wieder ver-
schwinden, heiBt die Elastizitdtsgrenze. Sie ist in der Regel verschieden
hoch bei verschiedenartiger Belastung und naturgem#f abhéingig vom
Material. Nach Uberschreiten der Elastizititsgrenze beginnen die
Formanderungen bald stirker und mit dem Auge wahrnehmbar zu
werden. Es beginnt — von der Grenze B in Fig. 95b an — der Stab
bei Zugbelastung zu ,flieBen*’, wahrend bei Druckbeanspruchung ein
Zerquetschen deutlich wahrnehmbar wird. Die Grenze, von der dies
erkennbar ist, wird die Streck- oder Flie- bzw. Quetschgrenze benannt.
Diese Grenze gibt sich auch im Forméinderungsdiagramm durch einen
schwicher gekriimmten, zunéchst fast geradlinig ansteigenden, dann
aber stark sich aufwirts biegenden Verlauf der Kurve zu erkennen.
Innerhalb dieses Zwischenraumes entsprechen also der Zunahme der
Kraft unverhaltnismiBig grole, sich stetig steigernde Dehnungen. Im
Punkt C erreicht die Kraft ihren Hochstwert; von hier aus fallt die
Kurve wieder, bis nahe dem Héchstpunkt (C) die Grenze eintritt,
bei der der Stab zum Bruche gelangt. Die dem Punkt C' entsprechende
Hochstlast (O 6 in Fig. 95b) wird mit ,,Bruchlast bezeichnet, die
zu ihr gehorende Spannung Bruchspannung oder Bruchfestig-
keit benannt.

Bei Druckbelastung ist das Bild der Forménderung bis zum
Beginne der Quetschgrenze im wesentlichen das gleiche wie bei Zug-
belastung. Jedoch ist hier weiterhin nur bei sproden Stoffen, wie Gub-
eisen, Stein, Zement u. a., die Bruchgrenze deutlich erkennbar, wihrend
zéhe und verhiltnismiBig weiche Korper, wie FluBleisen, Kupfer usw.,
nicht zum Bruch gebracht werden konnen, da sie sehr groBe Forminde-
rungen unter Druckbelastung vertragen, obne daf} ein eigentliches Zer-
brechen stattfindet; hier ergeben sich Forminderungskurven, wie sie
Fig. 95¢ veranschaulicht.

Mit der Verlingerung des gezogenen, bzw. der Verkiirzung des ge-
driickten Stabes tritt eine Querschnittsverminderung bzw. -verstarkung
namentlich nahe der Stabmitte ein. Die hier auftretende Forméanderung
kann bei den meist verwendeten elastischen Baustoffen zu etwa ein
Drittel bis ein Viertel der Forménderung in der Stabachse geschatzt
werden.

Bei der gesamten Langenédnderung unterscheidet man die
bleibende und die federnde, d.h. rein elastische. Je hoher die
Belastung steigt, um so groBer ist auch die bleibende Forminderung:;
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cine solche darf bei Konstruktionsteilen gar nicht oder nur in ganz
geringem, unschiadlichem Mafle auftreten. Als ein MaB fir den
Elastizitatsgrad eines Korpers wird der Quotient aus der federnden
durch die gesamte Dehnung bezeichnet:

_ 4
o= >S4

Fir w = 1 ergibt sich die vorgenannte Elastizititsgrenze, da hier die
Gesamtdehnung gleich der rein elastischen ist.
Die im Hookschen Gesetz:
4t yo
1 E
enthaltene Elastizitatszahl wird aus Versuchen ermittelt. Da
die Spannung:

_r
Ty
jeweilig ist, so wird:
A _ P
! FE’

In dieser Gleichung sind beim Versuche bekannt alle Werte
auller £, das demgem#dB unmittelbar als Versuchsergebnis aus Mes-
sungen folgt.

Die Elastizitiatszahlen der wichtigen Baustoffe des
Hochbaues enthalt die nachfolgende Zusammenstellung:

GuBeisen. . . . . . . . . . . . FE=1000000kg/gem
Schweiflejsen . . . . . . . . . .. 2000 000 ,,

Fluleisen . . . . . . . . . . .. 2150 000

Stahl . . . . . ... . .. ... 2200 000 ,,

Nadelholz . . . . . . . . . . .. 100 000 ,,

Eiche und Buche . . . . . . .. 120 000 ,,
Ziegelmauerwerk . . . . . . . . . rd. 50 000 ,,
Bruchsteinmauerwerk . . . . rd. 60 000—100 000 ,, .
Beton i. M. . . . . . . . . ... 220 0001) ,, bsllDr“"k‘
Granit . . . ... .. . . ... 300 000 | Pelastung
Sandstein, Kalkstein . . . . . 150 000—200 000 ,,

Bei vielen, namentlich bei steinartigen Koérpern ist nicht wie bei
den rein elastischen Eisenbaustoffen E eine konstante Grofle, sondern

1) Im Verbundbau i d. R.: 140000 kg /qem.
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unter anderen Funktionen in hohem Malle abhingig von der Grofe
der jeweiligen Spannung, also der Last. Das gilt namentlich von Zement-
mortel und Beton, bei denen die Zahl E geringer wird mit hoherer
Spannung?). '

Es sei besonders hervorgehoben, daf} die obigen Werte von K in der
Einheit von kg/qem angegeben sind, daf} also bei Veranderung der
Einheit eine Umrechnung notwendig wird. So ergibt sich z. B. fiir:
FluBeisen: F = 2150000 kg/gem = 2150 t/qem bzw. 21 500 000 t/qm;
Beton: K = 200 000 kg/qem = 200 t/qem = 2 000 000 t/gqm.

Da bei Baukonstruktionsteilen keine bleibenden KForméanderungen
verbleiben diirfen, also auch die Elastizitatsgrenze des Materials, ge-
schweige denn seine weiter hinausliegenden Gefahrgrenzen nicht er-
reicht werden diirfen, so darf ein Stab, Korper usw. nur mit einem
bestimmten Teil seiner Bruchfestigkeit beansprucht werden, der sich
nach dem Baustoff und der Beanspruchungsart richtet.

Bezeichnet man mit ¢ die unter diesem Gesichtspunkte als erlaubt
angesehene, zulissige Spannung, mit o, die Bruchspannung und mit s
die notwendige, letztere ausschlieBende Sicherheit, so wird:

Op
0= ".
s

Bei FluB3- und Schweifleisen ist s in der Regel 4, bei Gulleisen
auf Druck 8 —10, auf Zug rd. 6, bei Holz auf Druck 6—8, auf Zug 812,
bei Beton rd. 5—6, bei Natursteinquadern etwa 15— 20, bei Mauerwerk
rd. 20. Hierbei ist naturgemaB zu beachten, dal} viele Baustoffe, wie
Beton und Steine, vorwiegend nur auf Druck belastet werden dirfen,
da sie eine zum mindesten unsichere, oft aber nur geringe Zugsicherheit
besitzen. Ist ihre Zugbeanspruchung in besonderen Fillen nicht ver-
meidbar, so wird man etwa damit rechnen kénnen, dafi die Zugfestig-
keit dieser Stoffe rd. 1/, — /4, der Druckfestigkeit ist und eine etwa
4—6fache Sicherheit gegeniiber dem Auftreten von Rissen angezeigt
erscheint. Bei in Zementmértel ausgefithrtem Mauerwerk wird man
mit einer Zugfestigkeit der Mortelfuge von etwa 12 kg/qem rechnen,
also ihr eine Zugbelastung von rd. 2 kg/qem zuweisen konnen, ohne ein
Auftreten von Rissen befirchten zu miissen.

Uber die zulissigen Spannungen der wichtigen Hoch-

1) Es nimmt z B. die Elastizitiitszahl bei Druckbelastung und einem Zement-
beton von 1 :3 mit 8 v. H. Wasser ab, bei ¢ = 3,0kg/gem bzw. 60 kg/qem von
300 000 auf 240 000 kg/qem und bei einem Wassergehalt von 14 v. H. von 272 000
auf 209 000 kg/qem; #hnlich liegen die Verhiltnisse bei Zugbelastung: bei o = 1,6
bis 9,2 kg/qem nimmt die Elastizititszahl bei 8 v. H. Wasser ab von 267 000 auf
196 000 kg/qem. Noch erheblich stirker weichen die Zahlen bei Druckbeanspru-
chung der Naturgesteine ab. So fand v. Bach bei Sandstein von 6 = 0,1 bis
16,4 kg/gem und Zugbelastung B = 93 700 bis 21 000 kg/qem.

Foerster, Repetitorium, I. 0
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baustoffe auf Druck und Zug gibt die nachfolgende Zusammen-
stellang Auskunft.

Zulassige Beanspruchungen auf Druck und Zug
(bei Normalbeanspruchung).

Zulissige Beanspruchung
Baustoffe in kg/gem
auf Druck auf Zug

GuBeisen 500-—800 250
Schweilleisen . 750—1000 | 750—1000
FluBleisen 1000—1200 | 1000—1200

(1400) (1400)
Nadelholz e 60 80—100
Laubholz (Kiche, Buche) 80—100 100-—120
Granit e 50—175 —
Sandstein 20—35
Kalkstein . i. M. 25 -
Bruohstelnmauerwerk in Kalkmortel o 20 -
desgl. in verlingertem Zementmortel . 25--30
Ziegelmauerwerk in Kalkmortel . . . . . . . . 7
desgl. in verlingertem Zementmortel . 12
detgl in Zementmortel 1 : 3. . 14—16
Bestes Hartbrandsteinmauerwerk in Aementmox td 20—30 -
Beton 1:3:3 . ... . . . . . . ... .. 20—35
Beton 1 :3 bzw. 1:4 (Eisenbeton) 35—50

b) Zahlenbeispiele.

1. Ein aus zwei Flacheisen von je 1 em Stidrke gebildeter Stab, der
je durch ein Nietloch von 2c¢m Durch-
messer geschwiicht ist, hat eine Kraft von
24 t zu tragen. Wie grof} ist seine Breite b
zu gestalten? Als zulissige Spannung o

wird 1200 kg/gem zugelassen. Demgema
wird:

2000

~1ze0 A

Fig. 96. ; .
“ Da (Fig. 96) der Stab um den Betrag von

2.1.2 =4qgom geschwiicht ist, so ist scine Breite b aus der Be-
ziehung abzuleiten:

(20-1,0) gem = (20 + 4) gem

~12¢
5 Chi.

2. Eine Rundeisenzugstange (o = 1200 kg/qem)
tragen. Gesucht wird ihr Durchmesser = d.

habe 6000kg zu
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Es ist:
p 6000
= 1500 5qem 4
/5.4 _
d =1/ 3,14 o 2,70111-

3. Ein quadratisches Eisen hat 3 cm Seite und eine Zuglast
von P = 6000 kg zu tragen. Gesucht wird die Spannung. Hier ist
F=3.3=09qcem und demgem#B:

P 6000
e

4. Der kreisringférmige Querschnitt einer gufleisernen Saule hat
cinen fuBeren Durchmesser von D = 24, einen inneren d = 16 cm. Die
zulissige Beanspruchung betrigt 500 kg/qem. Die Tragfihigkeit der
Sgule ist zu berechnen.

Da hier:

0 ==

== 667 kg/qem.

202 — 16)23,14
F= (20 7—4L 2 = 113,1 qem

ist, so wird mit ¢ = 500 kg/gem:
P = F -0 = 1131 qem - 500 kg/qem = 56 550 kg.

5. Bei einer Saule, ahnlich wie unter 4, ist P = 30000 kg,
0 = 500kg/qem, D =12 em. Gesucht wird der innere Durchmesser = d.

D — d?) 3,14
F = 2 39090 = 60 gcm, F = (02— d9 3.1% 60 qem,
o 500 4
4.60 240
e e B0y Y 4764676, d =820,
d D 314 3.14 , 6: d .2 cm

Demgemal3 erhalt die Sjule eine Wandstirke von:

D—d 12 —382 :

o = g T 1,9cm.

6. Wieviel vermag ein Ziegelpfeiler von 11/, Steinstirke in Kalk-
mortel gemauert zu tragen? Hier ist die Pfeilerstirke 38 cm, also:

F = 382 = 1444 qcm,
P=0F =7-1444 — 10108 kg =rd. 10 t.

Wird der Mauerpfeiler in verlangertem Zementmortel gemauert,

tir o also der Wert 12kg/qem zugelassen, so wird seine Tragtahig-
keit:

P =12. 1444 =17 328 kg,

d.h. wie zu erwarten steht, sehr erheblich hoher.
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7. Ein Dachstuhl (Fig. 97) tibertrigt an seinem Auflager eine Last von
50 t und belastet mit seiner Unterlagsplatte einen Quader (6 =20kg/qem);
dieser bindet in ein Mauerwerk ein, das mit 6 = 11 kg/qem beansprucht
werden dart. Die Grundflichenabmessungen der Auflagerplatte und des
Quaders sind zu ermitteln. Fur die Auflagerplatte folgt:

50000
F, ="
1 20
Macht man sie quadratisch, so ergibt sich

demgemif eine Seite = 50 cm.
Fiir die Quaderfliche folgt:

14
Fy = 50000 = 4545 qem.
11
Hier wird eine Grundfliche von 70 X 70
= 4900 qem gewahlt.

8. Ein kurzer Stiel aus Kiefernholz hat eine Druckkraft = 20t zu
tragen. Kine Abmessung seines Rechteckquerschnitts betrigt 12 em,
die andere wird gesucht. ¢ = 60 kg/qem.

= 2500 gem.

Fig. 97.

20000
=12 .2 = —— = 333.5qc
F 2.2 0 333,5 gem
333,3
; = = rd. 28 .
x B rd. 28 cim

Deingemil wird ein Stiel 28/12 zu verwenden sein.

9. Ein Steinpfeiler nach Fig. 98 habe die Héhe von 1,00 m, ein Raum:-
gewicht von 2,3 und eine zentrale Last von P = 10 000 kg zu tragen.
Wie grofl mufl unter Hineinrechnung seines Eigengewichtes seine Grund-

fliche gemacht werden, wenn diese nur mit 7 kg/qem
beansprucht werden darf.

Bezeichnet man (Fig. 98) das Grewicht des Pfeilers
mit &, die gesuchte Grundfiiche mit F, so ist:

=y -F.1
und die Gesamtlast:
P+yvFI.
Fig. 93. Somit wird:
F:Pq{;[lf’l; P Lﬁ’lzp; F(l——;,l\):—;P,
G 6 6 y o o

Bei Einsetzung der Zahlen ist darauf zu achten, daB fir y , 6 und P
dieselben Gewichtseinheiten innegehalten werden. Da o6 = 7kg/qem
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ist, so ist demgemal fir y auch der Wert in kg/cbem einzusetzen, d. h.

da y = 2300 kg/cbm ist:
2300
y = o008 = 0,0023 kg/cbem

einzufithren; ebenso ist P in kg und ! in cm zu rechnen:

F(l - 0,0023 - 100) _ 10 000,
7 7
F.0,967 == 1430 | F = 1478 qem.

Dasselbe Ergebnis entsteht naturgemall, wenn man y in kgfchm
==2300 einfithrt und demgemaf} 6 ebenfalls in kg/qm ausdriickt. 6=70000
kg/gm. Alsdann ist ! in m einzufithren, wahrend P in kg verbleibt.

p(y _ 2800- 1,0‘) 10000
\ 70000 / 70000

F.0,967=0143,  F, = 0,1478 qm = 1478 gem.

10. Ein Flacheisen mit d .6 = 2,5.9 qem Querschnitt und 3,5m
Lange hat eine Kraft P = 18t auf Zug zu tragen. Die auftretende
Spannung und die Dehnung des Stabes sind zu ermitteln.

P 18000

0= 55.9 = 800 kg/qem,

8
00 - 350 =rd. 0,13 cm.

(4]
A= 5 1= 5750000

11. Kine schweilleiserné Rundstange hat bei einer Beanspruchung

1
durch eine Zugkraft P =15t eine Verlingerung 41 = 3000 l ergeben.
Der Durchmesser der Stange wird gesucht.
Es ist:
d2n B Al 1 o 6
g o~ b= 15000 7 73000 & ~ 2000000’
2000 000
=TT 666,6 k
3000 666,6 kg/qom,
d2x 15000 /"4.15000
i 6666 4= I/ 314.6666 — D230 om.

12. Bei einer Druckbelastung durch P =245t driickt sich ein
40 cin langer Probestab aus GuBeisen von F = 350 gem um 0,28 mm

zusammen. (Gesucht wird die Elastizititszahl des Hisens,
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ds ergibt sich aus:

11 o p
X = = . == -
{ E FE°
v Pl 245000 - 40 700000-40
== Fﬁ"l = ‘3301'602*8* == - "’ég” — =1 OOU 000 kg/q(,]ﬂ.
Hierbei ist auf die Innehaltung der Einheiten — alle Gréfien in kg

und em — zu achten.

3. Die Knickfestigkeit.
a) Die Eulersche Gleichung.

Bereits auf S.58 wurde darauf hingewiesen, daf}, wenn die Lange
eines Stabes im Vergleich zu seiner Querschnittsfliche grof ist, unter
dem Einflusse einer Druckkraft ein Ausbiegen stattfinden kann. Als-
dann wirkt auf einen jeden Querschnitt neben der Druckkraft noch ein
Biegungsmoment ein, das naturgemif um so gréfer ist, je weiter sich
die Stabachse nach der Knickung aus ihrer urspriinglichen Lage ver-
schoben hat. Hierbei ist zwar im allgemeinen die Ausknickung des Stabes
nach jeder Richtung denkbar, sie wird sich aber vor allem nach der
geringeren oder groBeren Steifigkeit des Querschnitts richten und dem-
gemiB aus der Ebene heraus zu erwarten stehen, die durch die Achse des
kleinsten Trigheitsmomentes gelegt wird, also auf der des grofiten senk-
recht steht. Dies folgt daraus, daB die seitliche Ausbiegung auch durch
eine zur Stabachse senkrechte Kraft veranlat werden kann und hier
um so eher ein Aushiegen stattfindet, je niher die Kraftebene mit der
Ebene, durch die Achse von Jya gelegt zusammenfillt, eine Bean-
spruchung, fir die also Jpn in Frage kommt.

Die Berechnung der Last, welche ein Stab auf Knicken zu tragen
vermag, bel der also mit seinem Ausknicken zu rechnen und der Zu-
stand der Knickfestigkeit erreicht ist, erfolgt nach der von Euler
aufgestellten, auf der Form der Wellenlinie als Biegelinie beruhenden.
Gleichung: der Euler - Gleichung:

PO — Q;—Elzjll]ln .
oder, wenn man eine ausreichende Sicherheit daftir einfithrt, daf
diese Gefahrengrenze nicht erreicht wird, nach der Beziehung:
CE Jmin
s- 2
Hierbei bedeutet Ceine von der Lagerung des Stabes, also dem Anschlusse

dieses nach oben und unten abhingige Zahl; E stellt die Elastizititszahl
des Materials dar, Jyn ist das kleinste Trigheitsmoment des Querschnitts,

P =
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l ist die mathematische Lange des Stabes. Die Sicherheit s wird fir
GuBeisen zu 8—10, fiir SchweiBeisen zu 5, fir FluBeisen zu 4-—5, fir
Holz zu 10—12 genommen.

Bei der Lagerung der Stabe werden die vier Stiitzungs-
arten in Fig. 99a—d unterschieden.

I. Der Stab ist an einem Ende eingespannt, an seinem anderen

2
Ende vollkommen frei; hier ist C = 7;’ .

I1. Der Stab ist an seinen beiden Enden gelenkartig, d. h. frei dreh-
bar gefithrt. Dieser Fall ist der fiir Baukonstruktionen wichtigste und
meist vorhandene; er wird deshalb auch als Normalfall bezeichnet, und
bei allen Druckgliedern von Fachwerkskonstruktionen fiir deren Knick-
berechnung zugrunde gelegt. Hier ist ¢ = n2.

III. Der Stab ist an dem einen Ende gelenkig, also frei drehbar ge-
lagert, am anderen eingespannt. C = 2 72

IV. Der Stab ist beiderseits frei eingespannt. C = 4 72

Setzt man, da es sich bei der Knickberechnung doch nur vorwiegend
um eine Schitzungsrechnung handelt, 7% ~ 10,
so ergeben sich fur die vier Stiitzungsarten
nach Fig. 99 a - d die Gleichungen:

5
EJ min
.

1. P=25. 2 2mm
" s l?
EJ
2. P —10. -2
sz’
'E Jmin
P =2p. lmm
i s
4P =40 £ i Fig. 99.
o sl2

Geht man vom Normalfall (Fig. 99b) aus, so kann man auch unter
Einfithrung der wirklichen, auf die Ausbiegung im Normal-
tall bezogenen Knickldnge die obigen Beziehungen ent-
wickeln.

In Fall T (Fig. 99a) ist, wenn man die Knicklange im Vergleich zu
Form und Ausdehnung der Ausbiegung in Fig. 99b mit I, bezeichnet,
ly=21,in Fall II1 }, = 0,71 1, im Fall IV ], = 0,5 [. Hierin bedeutet |
die mathematische Linge. In der ersten Beziehung gibt sich deutlich
die erheblich leichtere Knickmoglichkeit der einseitig vollkommen
freien Saule zu erkennen, wihrend die Verringerungen der Knicklinge
bei Fall IIT und IV der Einwirkung der Einspannung des Stabes
Rechnung - tragen. Unter Einfithrung dieser wirklichen Knicklingen
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in die Gleichung fir den Normalfall folgen dieselben Beziehungen,
wie vorstehend gegeben:

10 £ Jmin 10 B Jmin - B Jmin
1. P= - = == 2D ———
s(21)2 4 st ’ sz
10 E Jy
2. P = YT B (Normalfall)
3 . 108 Jmin . 10 Jmin - 208 Jmin
Ch T g0 T Lsk o s2
— }Q‘-Ej;]}tllll — 108 Jmin . 40 E Jmin
(0,5 17)2 s s

Fiir die Berechnungen der Praxis wird die Eulergleichung
fiir den Normalfall zweckmiBig vereinfacht und, je nach dem
jeweilig vorliegenden Material, dessen B und die zugehorende Sicherheit s
in Zahlenwerten eingefithrt.

TFir GuBeisen ist: £ = 1 000 000 kg/qgem. Da in der Regel der
Querschnitt des auf Knickung belasteten Stabes gesucht wird, so
wird die Gleichung nach dem Wert Jyu, entwickelt. Da hier s =38
ist, wird somit:

sPIr_ 8.PP
10E  10-1000000 °

'/min =

Setzt man hierin [ in m, P in kg ein, so mufl auch E in kg/qm ein-
gefiihrt werden; alsdann ergibt sich Jyin in m*:
8P - [?
Jooomd —
min T .0..10000 000 000
Um die vielen Dezimalstellen zu vermeiden, soll Jpy, in em* er-
scheinen ; alsdann ist die rechte Gleichungsseite mit 100* zu multipli-
zieren :
8 P 21004 P2
Jpip e = =

10 - 10000000000 125
Wird endlich, zur weiteren Rechnungsvereinfachung P in t-Einheit
eingefithrt = P;, so ist die rechte Gleichungsseite nochmals mit 1000
Z1 erweitern:

1)1 {2
125

J min
[E

S min Mt =

- 1000 =8 P 1*, P, = 0,125

Aus der Gleichung ergibt sich also J in em', wenn P; int und [in m
eingefithrt wird.
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Ist z. B. P, =20¢t, l =5m, so wird:

Jmin em? =8 - 20- 25 = 8 . 500 cm* = 4000 cm?*.

Wird s = 10 gewshlt, so wird:

2
Jn)ln = "Pi

100 bzw. = 10 Py 1?

und somit:

mln

73

In genau der gleichen Weise wird entwickelt fiir SchweiBeilen,

E = 2000 000 kg/qem, s = 5:
pre

'Imin = 71‘66 ’

und :

!Imin

J|11i11=29’5l)l[29 I)I—O4

fir FluBeisen. E = 2150 000 kg/qem, s = 5:

re
'Imin = 'm ’
und :
g g Jmln
Jmin=2933P1 2 ) 1 —-043 H
bzw. fur s = 4:
prr
'lmm - "5—37
und :
PImm ;

S min = 1,87 P 12, P, =004

endlich fir Kiefernholz, 7/ = 120000 kg/qem, s = 10:
re
e/ min = _1?

und:

Jin = 83,3 Py 12, Py = 0,012 Zmin 'lmm

Liegt ein anderer Stiitzungsfall als der Normalfall vor, so sind fiir
! die wirklichen Knicklingen nach den voranstehenden Ausfithrungen,

also 217 bzw. 0,711 bzw. 0,5 [ einzufithren,
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h) Die Grenzen der Giiltigkeit der Eulergleichung und die
Gleichungen von Tetmajer.

Durch praktische Versuche ist von Tetmajer nachgewiesen worden,
daB die Eulergleichung nur innerhalb bestimmter Grenzen Giiltigkeit
besitzt, daB sie namentlich bei GuBeisen in der Regel, sowie bei schmied-
barem Eisen in den Fillen versagt, in denen der Stab kraftig konstruiert
und nicht in héherem Grade elastisch ist.

Fithrt man die Knickspannung k, ein, d. h. die Spannung bei der
gerade ein Zerknicken eintritt, so wird, wenn P, die Knicklast und F
den kleinsten Querschnitt darstellt:

P
bo=-0
o F
und hieraus nach Kuler:
L — C- E ‘]min
Y= TR

']min

Da = ¢2 gleich dem Quadrate der Tragheitsradius ist (vgl. S.55),

i\2
so wird : OZOE(Z>,.

Fiir das Verhiltnis 1/2 sind durch Tetmajer die Grenzen der Giil-
tigkeit der Eulergleichung bestimmt; da bei den hierzu dienenden aus-
gedehnten Versuchsreihen die Stiitzung der Siulen der Normalstittzung
entsprach, ist in der obigen Beziehung und den weiter unten mitgeteilten
Tetmajerschen Tabellen ! auch die wirkliche Knicklange. Fir =2
wird sein genauer Wert: 9,87 eingefithrt. Die Knickspannung k, er-
scheint in t/qgem; demgemiB ist auch diese Einheit fur die Zahl B
mafigebend.

Fur GuBeisen ergibt sich, dafi nur Siulen mit

! = 80

v

der Eulergleichung folgen:

N (4 i\
ky = 9,87- 1000 i) ;9810(2) ~ rd. 10000 z) ,

dafl aber unterhalb dieser Grenze die Bezichung gilt:

P { I\2
k= 22 = £ 776 — 0,120 - + 0,00053<f,) ,
r 7 1

worin alle Werte in t- bzw. cm-Einheiten zugrunde gelegt sind,
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Die nachstehende Tabelle enthilt fiir Guleisen fiir eine grofBere
Anzahl Werte I/i, die zugehorenden k,-Werte, und zwar sowohl
innerhalb wie auflerhalb des Gultigkeitsbereiches der
Eulergleichung.

Tabelle der Knickspannung k, fiilr graues GuBeisen.
{(Druckfestigkeit 8 t/gqem.)

a) l == 10 bis 80 }
! , by > 80
hy = 776012 ! o
e ky = 9870 (i) t/qem.
+ 0,000 5%&) t/qem.

/ To 7 o 7 ko 1 IS
i t/qem i t/qem i t/qem K tiqem
10 6,613 47y, | 3,256 821/, | 1,450 135 0,542
121/, | 6,343 .| 50 3,085 8 | 1,366 140 0,504
15 6,079 521, | 2,921 871, | 1,289 145 0,470
17y, | 5,822 55 2,763 90 1,218 150 0,439
20 5,572 57Y, | 2,612 021/, | 1,154 155 0,411
221/, | 5,328 60 2,468 95 | 1,094 160° 0,386
25 5,091 621/; | 2,330 971/, | 1,038 165 0,363
271/, | 4,861 65 2,199 100 | 0,987 170 0,342
30 4,637 671, | 2,075 105 | 0,895
321/, | 4,420 70 | 1,957 110 ‘ 0,816
35 4,209 724, | 1,846 115 | 0,746
371/, | 4,005 75 1,741 120 0,686
40 3,808 7Y, | 1,643 125 0,632
421/, | 3,617 80 1,552 130 0,584
45 3,433

Fiir FluBeisen (E = 2150 t/qem) liegt die Grenze der Giiltig-
keit bei:
oy s
LTS b, — 9,87 2150 (}) — 21220 (%) .
(2 G/

Fuar l = 15 bis 105 gilt:
i

o
Iy = 3,10 — 0,014

Die Knickzahlen fir FluBleisen k, sind der nachfolgenden Tabelle
zu entnehmen; in ihr finden sich die Angaben fir eine groflere An-

zahl —l:—-VVerte sowoh] fiir den Bereich der Giiltigkeit der Eulergleichung
7

als auch bei deren Versagen.
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Tabelle der Knickspannung & fiir FluBeisen.

a) l = 15 bis 105 b) l > 105
1 7
'l 7\?
ky = 3,10 -~ 0,0114 ({) t/gem. ky = 21220 <7> t/qem.
4 - ko 2 ko 2 ko

i t/qem i t/gem i t/gem
15 2,929 621/, 2,387 1071/, 1,836
171/, 2,905 65 2,359 110 1,754
20 2,872 671/, 2,331 115 1,605
211/, 2,844 70 2,302 120 1,474
25 2,815 721/, 2,274 125 1,358
271/, 2,786 75 2,245 130 1,256
30 2,758 771/, 2,217 135 1,165
321/, 2,729 80 2,188 140 1,083
35 2,701 821/, 2,159 145 1,009
371/, 2,673 85 2,131 150 0,943
40 2,644 871/, 2,101 155 0,883
421/, 2,615 90 2,074 160 0,829
45 7 2,587 921/, 2,046 165 0,779
471/, 2,558 95 2,017 170 0,734
50 2,530 971/, 1,989 175 0,693
521/, 2,501 100 1,960 180 0,655
55 2,473 1021/, 1,931 185 0,620
571/, 2,444 105 1,903 190 0,588
60 2,416 195 0,558
200 0,531

Die Tabellen gestatten die Berechnung der Knicklast P, auf

. {
sehr einfachem und schnellem Wege, wenn man die Grofe —- kennt.

i
Da P, = k, F ist, so wird die erlaubte Traglast bei einer Sicherheit = s:
po bl B
8 5

Auch bei diesen Gleichungen ist einer anderen Lagerungsart als im
Normalfalle durch Einfuthrung der wahren Knicklinge (vgl. S.71)
Rechnung zu tragen.

Uber die Grofe der Tragheitsradien fir die deutschen Normal-
profile geben die Tabellen im Anhange von Heft IIT Aufschluf.

Fuar die Bestimmung der Querschnitte und Trigheits-
momente ringférmiger gulleiserner Sdulen kann von der
nachfolgenden Zusammenstellung vorteilhaft Gebrauch gemacht
werden.
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Tabelle der Querschnittsflichen (F), Tragheits- (J) und
Widerstandsmomente (W) von hidufiger vorkommenden
ringformigen Querschnitten.

D = dullerer Durchmesser.

& = Wandstarke.

D\ ¢ r J w D4 a J w D 4 F J w
cmjem| gem cm? em? |emfem| gem |em* |em3 |em [em| ¢em cn cm?
10|1,0| 28,27 289,8\ 57,9616 12,8\ 116,1 2643(330,3/25 12,2|157,6 (10334 827,0
1,2} 33,18 372,111 65,42(17 [1,2] 59,57[18691219,9 2,5|176,7 |11320; 905,7
1,5| 40,66 373,0“ 74,59 1,51 73,0412214,260,5 2,81195,3 (12222 977,7
1,8| 46,37| 408,5 81,70 1,8] 85,95(2517{296,1 3,0, 207,4 127781022
2,01 50,27 427,3\ 85,45 2,01 94,25(2698317,4 3,51236,4 (140221122
11|1,2| 36,95 405,2; 81,85 2,21102,30(2863]336,8/27,5|2,0| 160,2 |13102] 953
1,5| 44,77 517,6i 94,11 2,5(113,88|3082|362,6 2,21174,9 1140951025
1,8] 52,02 571,5/103,9 2,81124,90]3271|384,8 2,51 196,4 [15493[1127
2,0| 56,55, 600,81109,2 3,01131,95|3381|297,8 2,81217,3 1167821221
2,2] 60,82| 625,6/113,8 18 }1,2] 63,352246|249,5 3,0|230,9 |17585/1279
121,21 40,71} 601,0{100,2 1,5} 77,75|2668(294,4 3,51263,9 1193971411
1,5] 49,18 695,8116,0 1,8} 91,61}3042|338,0,30,0|2,0|175,9 17327|1155
1,8 57,68 773,5\128,9 | 2,01100,50 3267(363,0 2,21192,1 /18676/1246
2,0 62,83 816,81136,1 | 2,21109,203475(386,1 2,5/ 216,0 |20586(1372
2,2| 67,73 854,1[142,4 | 2,5/121,74|3751|416,8 2,81 239,3 122359(1491
;2,5 74,62 900,0/150,0 | 2,8133,70|3992|443,6 3,0| 254,5 |23472|1565
13(1,2( 44,48 782,3/120,3 3,01141,40(4135(459,5 3,51291,4 126021|1735
1,5 54,19 911,1/140,2 |19 1,5 82,47(3180(334,832,5(2,0|191,6 |223771377
1,8| 63,33/1019 [156,8 1,8] 97,26|3636|382,8 2,2|209,4 124157/1487
2,0| 69,11/1080 |166,1 | 2,0/106,80|3912|411,8 2,5|235,6 |26688(1643
2,2| 74,64|1134 |174,4 2,2(116,10|4168|438,7 2,81261,3 [29058(1788
2,5 82,47/1201 184,8 2,5(129,59(4511(474,9 3,0( 278,0 {30554(1880
14|1,2| 48,26| 996,9'142,4 2,8(142,50|4814|506,8 3,5| 318,9 {34005[2093
1,5| 58,90, 1167 166,7 3,0{150,80[4995|525,8/35 |2,0|207,4 [28325]1619
1,8} 68,99 1311 187,420 |1,5| 87,18|3754(375,4 2,2|226,7 1306191750
2,01 75,40 1395 ‘199,3 1,8| 102,9|4303|430,3 12,5 255,3 |33896/1937
2,2| 81,56/ 1469 (209,9 2,0| 113,1|4637(463,7 12,81 283,3(36983|2114
2,5 90,32/ 1564 [223,4 2,2| 123,0(4948(494,8 13,01 301,6 389382225
15 11,2| 52,06/ 1248 [166,4 2,5 137,4|5369(536,9 3,5|346,4 |43484(2485
1,5| 63,62|1467 [195,6 2,8| 151,3|5743|574,3137,5|2,0| 223,1 [352451880
1,8 74,65/1656 220,8 3,0| 160,2|5968(596,8 2,2|244,0 (381452035
2,()‘ 81,68 11766 |251,5 3,5| 181,4|6452(645,2 2,5|274,9 14230112256
2,2| 88,47|1896 1248,8 [22,5/1,8| 117,1/6319|561,7 2,8|305,3 462372466
2,5| 98,18/ 1994 [265,9 2,0| 128,8(6831|607,2 3,0| 325,2 {48736(2599
2,81107,32| 2102 (280,2 2,2| 140,3|7311|650,0 3,5| 374,9 (545882912
16(1,2| 55,80/ 1538 [192,2 2,5 157,1|7677|709,0;40 |2,0,238,8 4321012161
1,5 68,33 1815 1226,9 2,8 173,3]8576|762,3 2,2, 261,3 [463132341
1,8} 80,30/ 2056 257,1 3,0| 183,8{8942(794,9 2,5(294,5 519952600
}2,0 87,97/ 2199 274,9 3,5/ 208,9 9747|866,4! 2,81 327,2 |56917/2846
2,2| 95,38/2329 |291,9(25 |1,8 131,2|8880|710,4 3,0| 348,7 1600583003
2,5|106,03| 2498 312,3 2,0| 144,5|96281770,2 3,5/401,4 167440,3372

Fir Holz — ermittelt fiir lufttrockenes Nadelholz — hat nach Tet-
majer die Eulersche Gleichung so lange Giltigkeit, als :4>> 100 ist.
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Iar ein Langenverhaltnis 7 : 4 <100 tritt an ihre Stelle entsprechend einer

l
alsdann sich ausbildenden Knickspannung von %, =0,293 -- 0,001 94 --
die Beziehung: ['

\

P= <0,293 — 0,001941,)F,
1/ 8

worin s, die Sicherheit, zu 10—12 zu nehmenist und P in t erscheint?!).
Da Tetmajer bei seinen ausgedehnten Versuchen die Elastizitatszahl
des zu ihnen verwendeten Nadelholzes zu 100 t/qem = 100 000 kg/qem
fand, so ergibt sich bei 10facher Sicherheit und beiderseits gelenkiger

[
Lagerung die Tragfihigkeit bei Grenzen p > 100 zu:

2

P = F.

CEJyww C-E-F¢ n2100~F<z')'3 : - (z)
cmin T =] = 98,70
s sl? 10 l B/
Hierin ist wiederum F in qem einzufilhren, wihrend P sich in t
ergibt.

Da bei einem quadratischen Holze:

2
. a . [¢4
22 =

120 T 346
ist, so ist hier die Grenze der Anwendbarkeit der Eulergleichung durch die
Beziehung gegeben:

l 100 @

— = 100, ——— > 284

i VTR
Da dies Verhaltnis durchaus nicht immer gewahrt ist, kann die Euler-
gleichung bei Holz oft nicht angewendet werden.

¢) Die Grenze zwischen Druck- und Knickfestigkeit.

Die Grenze zwischen der normalen Druck- und Knickfestigkeit findet
man durch Gleichsetzung beider Festigkeiten und Ermittlung der sich
hieraus ergebenden Knicklinge = I . Fir den Bereich der Kuler-

1) Da nach Tetmajer das erste Glied dieser Gleichung 0,293 die mittlere
Druckfestigkeit des Nadelholzes in t/gem bedeutet, so stellt der zweite Summand

die Herabminderung der Normalfestigkeit durch die Knickbelastung dar. Tst

l
P = 100, so wird:

ko = 0,293 — 0,194 = 0,099 t/qcn.

Nach der oben entwickelten Gleichung wird: k&, = 0,0087.
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gleichung gilt:

P=—¢F — C - B J iy ,
sl

b= |/ OF Sum |/ CE
ke l soF f sP

Zieht man die Tetmajer-Gleichung heran, so folgt aus der Be-
dingung, dalBl der Stab gleichzeitig auf Druck und auf Knicken voll
ausgenutzt sein soll, dal alsdann die zulissige Druckspannung (o)
gleich der zuldssigen Knickspannung (k,) sein muB:

ko F
=t

P=o,F —FkF =

k, =0, = —.
s
Nimmt man, wie das die Regel bildet, fiir GuBleisen s == 8§,
o, = 0,5 t/gem, so wird:
ko

b=05="0,

ky = 4,0 t/qem.

Nach der Tetmajerschen Tabelle entspricht diesem k,-Wert ein
l
Verhéaltnis = 37,5. Man erkennt zunidchst, daB gulleiserne Siu-

len, welche der obigén Bedingung entsprechen, stets auflerhalb der
Giultigkeit der Eulergleichung stehen; sie sind an das Verhiltnis ge-
bunden :

5, L, =375i.

Da beim Ringquerschnitt angenshert ¢* =0,125 D? ist, wenn D),
den mittleren Ringdurchmesser darstellt, so wird hier:

I, = 375-70,125 - D} = rd. 13,3 D, .
Wird D in cm eingefiihrt, ergibt sich auch ¥ in cm.
Bei FluBeisen 148t sich die erlaubte Druckspannung im Hinblicke

auf Knicken nicht vollkommen ausnutzen. Hier wird bei vierfacher
Sicherheit:

ky,F
P:UZF:]CZF=&04:, ky=4o,.

Fiir o, = 1200 kg/qem wiirde k, = 4800kg/qem sein, d.h. es ergibe sich
ein Wert, bei dem die Druckfestigkeit des Materials bereits itberschritten
ist. Bine allgemeine Gleichung wie bei Gufleisen ist also nicht méglich. Hier
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wird es vielmehr erforderlich, die jeweilig unter der gegebenen Belastung
auftretende Druckspannung (¢’) zu ermitteln, alsdann aus der Beziehung :

ky, =40 den k,-Wert, mit seiner Hilfe aus der Tetmajerschen

!
Tabelle das zugehdrende Verhiltnis ;k =n abzuleiten und aus dem

bekannten Querschnittswerte ¢ die zulassige Knicklange I =n -1 zu
finden.

Da die Tetmajerschen Tabellen zugleich die kj,-Werte fiwr den
Bereich der Giltigkeit der Eulergleichung und deren Nichtanwendbar-
keit enthalten, so gestattet die obige Art der Rechnung in jedem Fall
die Ermittlung von {; an Hand der Tabellen.

d) Die Knickungeines Stabesaus mehreren, nicht fest unter
sich verbundenen Teilen.

Besteht ein Stab aus mehreren, nicht stetig miteinander
verbundenen Teilen, so ist neben der Knicksicherheit des gesamten
Querschnitts fiir die Gesamtlast P nachzuweisen, daf3 auch ein jeder
Stabteil fur die auf ihn entfallende Knickkraft knicksicher ist. Dies
ist erforderlich, weil bei »n Stabteilen mit einem Gesamttrigheitsmoment
= Jmin der einzelne Teil stets ein J . hat, welches erheblich kleiner ist

7
min

als ‘7]}3@. Es hat dies seinen Grund darin, daB fiir den Gesamtquerschnitt
n

und seine Einzelteile ganz verschiedene Tragheitsachsen in Frage zu

ziehen sind, die fiir den Einzelteil in der Regel durch dessen Schwer-

punkt gehen, fir seinen Anteil am Gesamtquerschnitte sich aber nach

dem Schwerpunkt dieses richten.

Bei der Lastverteilung auf die Einzelteile ist damit zu
rechnen, dafi wegen der ungenauen Anschluimoglichkeit der Stabe, des
nicht stets homogenen Baustoffes, der nicht vermeidbaren Abweichung
der Einzelteile und des Gesamtstabes von der mathematischen Achsen-
linie eine ungleichmiBige Lastverteilung sich ausbildet, die erfahrungs-
gemal bei einem Stabe aus zwei Teilen jede Halfte bis zu rd. 70 v. H .,
bei vier Teilen jeden Teil bis zu rd. 35 v. H. von der Gesamtkraft bei
der Knickberechnung zu belasten erfordert.

Unter einer derartigen Lastverteilung wird sich somit die Knick-
berechnung der Einzelteile auf die Ermittlung der zulassigen Knick-
lange dieser, d. h. dic Grenze erstrecken, bis zu der der einzelne Teil
freigelegt werden kann, und von der an er mit den anderen Stabteilen
durch Bindekonstruktionen u. dgl. wieder zu einem einheitlichen, ge-
schlossenen Querschnitte verbunden werden muf3.

Uber die Ausfithrung der an und fiir sich einfachen Rechnung geben
die nachfolgenden Zahlenbeispiele unter 5 und 6 Aufschluf.
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e) Zahlenbeispiele.
la. Kine guBeiserne Saule hat einen dufleren Durchmesser von
22,5 cm, einen inneren von 18,5 cm, d. h. eine Wandstirke von 2 em.
Nach der Tabelle auf S.77 entspricht ihr ein J = 6831 cm* und eine
Querschnittsflache F = 128,8 gqem. Gesucht wird bei einer Lange von
I =5,0 m ihre Tragfihigkeit bei 8- bzw. 10facher Sicherheit.
Nach der Eulergleichung ist:

J 63

bei s = 8: P,=0,125 %, = 0,125 e IRIEY
J 6831

beis =100 Py=01-7"; = 0,102—2) — 97,324 t,

1b. Rechnet man dieselbe Siule nach den Tetmajerschen Tabellen
nach, so ist zunichst:
J 6831 [ 500

2 U = 5 o 8 — )
) 7 1288 )3, ) 7,28, T 68,7

Diesem Wert, der zunichst erkennen 1aft, daBl die Eulergleichung
nicht gilt, entspricht in der Tabelle aunf S.75 ein Wert k;, = 2,031
(nach Interpolation!).

Demgemafl wird:

p, = ol 2031-1288 4, oy
s 8
hzw.
2,031 - 1288

SRS ae66 t,

le. Wird die zulissige Knicklinge dieser Siule bei Ausnutzung
von o, = 0,5 t/gem auf Druck verlangt, so wird &, = 4 t/qem und
Ih=3875¢=37,5-728 =rd. 273 cm = 2,73 m.

Alsdann trigt die Saule bei 8facher Sicherheit:

4,0-128,8
L= - O e = 64,41,
8
und die Druckbelastung ware:
64 400
0, = 712*8,%— = 500 kg/qem = 0,5t/qem.

wie vorstehend auch vorausgesetzt.

Man erkennt, daf der Siulen-Linge von 5,00 m gegentiber! =2,75m
ein sehr erheblicher Riickgang der Knicklast von 64,4 auf 32,7 t, d. h.
um fast die Hilfte entspricht, und dal} hier die Druckspannung von
rd. 500 kg/qem bei weitem nicht mehr ausgenutzt wird:

32700
"= 188

Foerster, Repetitorium. I. 6

= 254 kg/qem.
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2. Kine Holzsiiule von 4,00 m Lange hat 20 000 kg auf Druck zu
tragen. Gesucht wird ihr Querschnitt unter Beriicksichtigung des
Knickens.

Unter der Annahme, dafl die Eulergleichung gilt, wird:

P72 20000-16
12 12
Gewihlt wird ein quadratischer Querschnitt mit der Seite @ = 24 em.

Jmin = = 26 666 crit.

4

a
J = . = 27648 cm?.
19 27 em

. e .
Hir das Verhiltnis von -- wird:

7
2 1 2 /
12 = “a - @ - 4 =rd. 7; 77 = 4{)0 = rd 57.2.
12 3,46 3,46 ' 7

Es gilt also (vgl. 8. 78) die Eulergleichung nicht, und demgemifl be-
rechnet, sich die Traglast auf Knicken = P nach der Bezichung:
242
— = 10,66t
10 ’
d. h. die genaue Rechnung 146t erkennen, daB der nach Euler gewihlte
Querschnitt auf Knicken fiir eine Last P =20t nicht ausreicht. Wihlt
man einen guadratischen Querschnitt von 35 cm Seite, so wird:

P = (0,293 — 0,00194- 57,2)

=2
f = rd. 40 und P = (0,293 — 0,00194 . 40) % =0,215.122,5 = 26,34 t.
3. Eine guBeiserne, ringformige Siule hat eine Last von 40 000 kg
zu tragen bei I = 4,60 m. Gesucht wird ihr Querschnitt. Da der Quer-
schnitt zunichst noch nicht bekannt ist, wird er nach Euler bestimmt,
um spéter das Ergebnis nach Tetmajer nachpriifen zu konnen. Bei
8facher Sicherheit wird:

Join = 8- Py 2 = 8.40 4,62 = 8.40.21,16 = 6771,2 em*.

Gewihlt wird nach Tabelle S. 77 ein etwas groferer Querschnitt — als
nach Euler notwendig — mit J = 7311, d. h. von 22,5 cm #ullerem
Durchmesser und 2,2 em Wandstirke. I = 140,3 gem.

Fiir diesen Querschnitt wird i:

7311
= ~ 5 : i ="122¢
? 1403 > 52,1 i 22 cm,
l 460 . 3 19 2KY Al O Ldied
fi = 7:22 = 63() s A,‘) == 2,28 ('lab N. ]L)),

F o 228.140;
_hF_2,28-1403 39,99 ~ 40 t.

P 8 8
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4. KEin beiderseitig gelenkartig angeschlossenes Winkeleisen 90 - 90 - 9
mit einem Jpin = 49,2 cm4, einem F = 15,4 gem hat eine Druckkraft
P =4000 kg zu tragen. Wie grol3 darf seine Knicklinge gemacht
werden ?

Es ergibt sich nach Euler:

: ’IO 21 0 000 - 422
l, = /- 43 4000 — = rd. 260 cm.

Geht man auf dem auf S. 80 gezeigten Wege vorwirts, so wird:
0, = —- = rd. 260 kg/qcm,
5 ,

k, =4-260 = 1040 = 1,04 t/qem.

: l
Diesem X -Wert entspricht nach der Tabelle auf Seite 76 ein E Wert
von rd. 142. v

/49
l, = 142.¢ = 142 ]/ MQf — 142.1,78 = 260 cm

wie oben; die beiden Rechnungen stimmen hier iiberein, da das in Frage

stehende Verhiltnis lf innerhalb des Giiltigkeitsbereiches der Euler-
gleichung liegt.

5. Ein Stab, gemif Fig. 100, be-
steht aus zwei ungleichschenkligen
Winkeleisen, die in lichtem Abstande
von 3,6 cm liegen. Gesucht wird die
Tragfahigkeit des Stabes bei 4,00 m
Liange und alsdann die freie Linge,
auf die jeder seiner Teile knicksicher ist.

In bezug auf die Achse Il ergibt
sich das Trigheitsmoment zu Jp = 2. 141 = 282 em* und beziiglich
der Achse I:

Fig. 100.

Jr =2 (23,54 (1,2 4+ 1,8)2. 14,1) = 2- 150,4 = 300,8 cm*.

DemgemaB ist J;; die kleinere, fiir die Rechnung maBgebende Grofe.
Nach Euler ist:
J 282

Py =045 = 0,54 1 = 9517t.

Demgemaf entfillt auf ein jedes Winkeleisen unter Annahme einer
ungleichmiBigen bis 70 v. H. gesteigerten Belastung:
P, =0,70 - 9,517 = rd. 6,662 t (vgl. 8. 80).
6*
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Fir das einzelne Winkeleisen ist:

14,6
Jmin = 14:601114 5 ‘/14] ==pd. 1 0
ferner:
6662
I VR 457kg/qem ; ky = 4- 457 = 1828 ke/qem = 1,828 t/qom.
Hierdurch findet man nach der Tabelle (S. 76):

b _ 108,
7

also I, = 108.1 =108 cm, d. h. die beiden Winkeleisen sind zwischen
ihren Endpunkten mindestens dreimal zu verbinden, um den geschlos-
senen Querschnitt hier zu sichern und ein Ausknicken der beiden Einzel-
teile auszuschliefen.

Rechnet man, da hier Euler auch gilt, zur Kontrolle mit dieser
Gleichung, so ergibt sich:

10 2100000 14,6
I = ’/ A eee 107 em.

Es sei hier besonders darauf hingewiesen, dafB fiir das einzelne
Winkeleisen ein Jyp von nur 14,6 cm? in Frage kommt, wihrend der
Gesamtquerschnitt ein J = 282 hat. Hier besteht also ein Verhaltnis
von rd. 1:20.

6. Ein Stab besteht aus 4 Winkeleisen, gema 3 Fig. 101ab, [ = 6,71 m.
An die Winkeleisen schliefen Bindebleche an, die eine Knicklinge
der einzelnen Teile zwischen den Anschlufnieten von 88,0 cm ergeben.
Es betriigt fir 1 hzw. 2 bzw. 4 Winkeleisen

F, = 8,61, Iy = 17,22, F, = 34,44 qcm,
']mim = 10,1, Jmin.z = 34,2, Jmim = 2147cm*.
Hieraus folgt:
. /2147 I 671
LA 105 .
iy = 34 i = 7,90 cm, W= 70 84,9 < 105

(Die Eulergleichung gilt also nicht.) Aus der Tabelle auf S. 76 folgt:

ky = 2,131 t/qem; P, =k, -F =2,131-34,44 =73,43¢t fir den
gesamten Stabquerschnitt als Knickkraft. Ferner wird fir das ein-
zelne Winkeleisen:

~ = 1,07, —— = 81,5 <105,

; 10,1 A
e ]861 i 1,07

ky = 2171 t/qem, P, =4-8,61 2172 = T44t,
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d. h. die Tragtahigkeit auf Knicken ist bei Beriicksichtigung der
vier einzelnen Winkel und ihrer Freilage von 88,0 cm etwas grober
als bei dem Gesamtquerschnitt und seiner Knicklinge von 6,71 m.
Fur die Stabhilfte ist:
342 !

, 88
.- it 3 __ C "
i = |/ {75 — rd. 1,40, ia_*14_62,4<100,

ky =2389t/qem, P, =2-1722.238) = 82,2 t.
Also auch hier liegt keine vergroflerte Knickgefahr gegeniiber der
Gesamtstablast vor.
Rechnet man hier jedoch mit einer ungleichmafigen Kraftverteilung,
nimmt man also an, dafl die Halfte des Stabes bis zu 70 v. H. der Gesamt-

last erhalten kann, so folgt aus der Knicklast von 82 ’22t 2 die die Stab-

halfte zu tragen vermag, dall man den Gesamtstab nur belasten darf
beim Knicken mit:
70 100 - 41,1
—— P, = 41,1 = o
100 70 Y Po 70
In gleicher Weise ergibt sich bei £
Beriicksichtigung jedes einzelnen ] f_
Winkeleisens aus der Annahme, daf}

dieses 35 v. H. der Gesamtlast auf- L
]

= 58,7t.

zunehmen hat:

ta— 88,0 cm—=

35 P, — 74,4

— = 186
4 b bl
100-18,6
= 35 52,2 t. Fig. 101 a, b.

100

P,

DemgemiB dirfte der Stab bei einfacher Sicherheit mit dem
kleinsten sich ergebenden Werte von 52,2t nur belastet werden, falls
man eine erheblich ungleichmiBige Belastung zugrunde legt. Fihrt
man eine vierfache Sicherheit ein, so wird P =7rd. 13,035 t.

Rechnet man zur Kontrolle riickwirts, geht man also davon aus,
daB ein jedes Winkeleisen bei vierfacher Sicherheit 0,35 P = 0,35 13,05
=458 t im Hochstfalle und bei ungleichmafiger Belastung zu tragen
hat, so wird:

0, = i;igTO = rd. 532 kg/qem, ky=4.0,532 = 2,128 t/qem.

l = rd. 84
7
und somit, da ¢ = 1,07 em ist:

l, = 841,07 = rd. 90 em,
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4. Die axiale Biegungsfestigkeit und die axialen Biegungs-

spannungen.

Der Querschnitt sei nur durch ein Biegungsmoment auf
reine Biegung, also nicht zudem durch eine Axialkraft belastet.
Eine reine Biegungsbeanspruchung liegt bei prismatischen Kérpern,
wie Triagern u. dgl, vor, die in einer Ebene, die den Querschnitt
rentrisch schneidet, durch i. d. R. zur Stabachse senkrecht gerichtete
Lasten verbogen werden. Legt man durch die Krifte eine Ebene, so
fihrt diese den Namen der Kraftebene. Da hier die Kraftebene
durch den Schwerpunkt des Querschnitts gehen soll, so kann sie (bei
den iiblichen Belastungsfallen und normaler Trigeranordnung) den
Querschnitt in Symmetrie-, also Hauptachsen schneiden, u. U. aber
auch schrig zu letzteren liegen. Der erste Fall sei bei den nach-
folgenden Betrachtungen zunichst zugrunde gelegt.

a) Die Kraftebeneschneidet den Querschnittin einer Haupt-
A achse.
Wie bereits auf S. 58 hervorgehoben wurde, entspricht einer axialen
Verbiegung des Balkens das Auftreten von Druck- bzw. Zugspannungen
an den HuBersten Randfasern des Querschnittes.

Fig. 102,

Sind in Fig. 102 die beiden nahe aneinanderliegenden Querschnitte
a b und ¢ d vor Bintritt der Biegung parallel, uin nach ihr in die Stellung
a’ b, ¢’d zu gelangen, so ist die gesamte Formanderung auf die
Lange dz in der obersten Faser auf Druck a o’ und dd’, und ebenso
auf Zug 66" und cc¢’. Stellt man die Formanderungen durch einfache
Aneinanderreihung in einem Diagramm, d. h. in der Figur dmcyg f
zusamien, so ergeben sich hierbei — unter der Voraussetzung,
dafB die Querschnitte auch nach der Biegung eben ver-
bleiben, zwei Forni'andermlgsdreiecke, die einen gemeinsamen Spitzen-
punkt in mhaben. Bis zu diesem Punkte nehmen von oben aus gerechnet
die Forminderungen und die von ihnen hervorgerufenen inneren Quer-
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schnittsspannungen ab, um alsdann von m aus nach unten innerhalb der
Zugzone wieder zuzunehmen. m ist somit ein Punkt, in dem die Druck- in
dieZugformanderungsflache ibergeht, in dem also weder eine Verdriickung
noch eine Zugwirkung vorliegt, also keine Forménderung und keine innere
Spannung auftritt. Aus dem Ebenbleiben der Querschnitte folgt weiter,
daB der durch die Biegung gedrehte Querschnitt den urspringlichen
in einer Geraden schneidet, von der m ein Punkt ist, dafl also Nullspan-
nungen auf einer Geraden auftreten, die den Querschnitt schneidet —
NN in Fig. 102. Diese Gerade wird als Nullinie bezeichnet, die Iaser,
in der die Nullspannung auftritt, als neutrale Faser benannt.

Bezeichnet man den Abstand der am meisten beanspruchten, starkst
gedriickten bzw. gezogenen Randfasern von der Nullinie mit e, baw. ¢,,
nimmt man ferner an, daB hier Biegungsspannungen = og bzw. g,
anf Druck und Zug auftreten und bezeichnet man die gleichen Funk-
tionen fiir eine beliebige Faser (i » in Fig. 102a) mit y bzw. ¢, so ergibt
sich nach dem Hookschen Gesetze:

JeTmS e B
Durch Division beider Gleichungen folgt, unter der weiteren Voraus-

setzung, daf} es sich um ein iiberall gleich elastisches Material handelt,
bei dem F in der Zug- und in der Druckzone denselben Wert hat:

v o df o4

TV o

df ~ o4’
Da ferner:

v Y

af e
ist, so ist zugleich:

o Y

e

d.h. es verhalten sich die auftretenden Spannungen wie
die Abstiande ihrer zugehorenden Fasern von der Null-
linie.

DemgemiB zeigt auch das Diagramm der auftretenden
Spannungen (Fig. 102¢c) einen geradlinigen Verlauf, ent-
sprechend dem Verlauf des Formﬁnderungsdiagramms.
Dem Nullpunkt im letzteren entspricht auch eine Nullspannung im
Spannungsdiagramm.

Zugleich folgt aus der Beziehung:

0 Yy Y

== G = 0g—

s

a1 €
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L. h. ein konstanter Wert, solange alle in Frage gezogenen Querschnitts-
fasern den konstanten Abstand y von der Nullinie aus haben, d.h.in den
einzelnen TFaserschichten parallel zur Nwullinie herrscht
stets eine konstante Biegungsspannung.

Denkt man sich den Querschnitt in lauter kleine Flichenteilchen
von der GroBe f, f, . . . in der Druck-, bzw. fi fo ... in der Zugzone
rerteilt, in denen Spannungen o, 0, ... bzw. ¢} o5 ... auftreten, so
bedingt der Zustand des Gleichgewichts, dafl sich die gesamten inneren
Druck- und inneren Zugkrifte gegenseitig ausgleichen, d.h. daB:

Zf1”1+f202- i ng‘j;‘*“f/zo/z =0
oder allgemein:
Dfe=0
ist. Da fir jedes — beliebige — o die Gleichung gilt: ¢6:05 =y : ¢,
bzw. y : e,, also allgemein = g : e, so geht die obige Beziehung in
die Form tber:

Y ~,00Y
Sio= 3% <0

s

Da 64 und e bestimmte feste Grofien sind, die im vorliegenden Falle
nicht = 0 sein konnen, so muB > fy =0 sein. Da > fy das statische
Moment der Fliche auf die Nullinie darstellt, so muf} diese mit einer
Schwerachse des Querschnitts zusammenfallen, da nur fiir eine solche
die Beziehung: ' fy =0 zutrifft. Es geht mithin bei homogenem,
gleich elastischen Material die neutrale Achse durch den
Schwerpunkt. Ist der Querschnitt zur Schnittlinie mit der Kraft-
ebene symmetrisch, und erstere also — wie vorausgesetzt — eine Haupt-
achse, so besagt ferner > fy =0, daB alsdann die Nullinie mit der
anderen Schwerachse, d. h. der zweiten Hauptachse zusammenfillt und
somit senkrecht auf der Schnittlinie mit der Kraftebene steht.

Im Zustande des Gleichgewichts muf das Moment der dufleren
Krafte, das mit M bezeichnet sei und dessen GréBe nach den Gesetzen
der Trégerlehre ermittelt wird, dem Moment der inneren Krifte gleich
sein. Bezieht man letzteres auf die Nullinie, so ist zu beachten, daf3
auf einer Seite von ihr innere Druckkriifte, auf der anderen innere
Zugkrifte angreifen, die also mit entgegengesetzten Richtungen ein-
zufithren sind, aber um die Nullinie als Drehachse in demselben Sinne
drehen.

Bezeichnet man — wie vorstehend — die einzelnen Flichenteilchen in
der Druckzone (Fig. 102b), also oberhalb der Nullinie, mit f, f, . .

s
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ihre Abstande von NN mit y, ¢, ..., ihre Spannungen mit 0,0, ...
und fithrt man ebenso in der Zugzone die Bezeichnungen f{f; ...,
Yiys ..., 61065 ... ein, so ergibt sich aus den obigen Uberlegungen:

M = fio0y, + fa0oya &+ ... + flojy; + frosys + . ..

Aus dem vorbewiesenen Gesetze, dal unter den hier gemachten An-
nahmen die Spannungen proportional ihren Abstinden von der Nullinie
sind, ergibt sich:

Og 0
Gl=7—~y1, nzz_—dyz-...,
e . ey

14 4
0. Y1 0, Y

o = ——, 0l = 225
) €a

Fihrt man diese Werte in die vorstehende Gleichung ein, so wird:
% 2 O¢ vy O,
M = fly%e" +f2y%?+ R i A féy/z2e_z+
1 1

€s 2
> f 92 2
gl 2N
€ e

2

= 064 f,,‘l + a, Ji i
e ey

Hierin bedeutet J, das Tragheitsmoment des gedriickten Quer-
schnittsteils bezogen auf die Nullinie und ebenso J§ das der Zugzone
auf dieselbe Achse. Wird 65, wie es bei vielen der vorliegenden Kon-
struktionsmaterialien (FluBeisen, Stahl, usw.) der Fall ist, =0, =0
gesetzt, so ergibt sich fiir elastisch gleichartige, homogene
Querschnitte, also bei Zugrundelegung nur eines o-Wertes:

M =0 (QZ,O + {(l) )
21 €9

Bei verschiedenen Werten von o; und 0, kann zur Ermittlung
einer der Spannungen das Verhaltnis zwischen beiden herangezogen
werden. Liegt also z. B. ein guBleiserner, auf Biegung belasteter Trag-
kérper vor, bei dem die zulassige Druckspannung zu 500, die Zug-
spannung zu 250 kg/qem zugelassen ist, so wird:

0q=20,, 0, =
und somit in obiger Gleichung:
J g J Jg
) Mgl g T (D T
e 2 e
bzw.:
J J 2J, J§
(@) M =20, ';Q + 0. “eﬁ' = 0, (—J U)

0.
A 2 e ey /
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Aus der Bedingung:
0y = 121—0,1
folgt weiter, da: _
(e €1 2

7, e 17

ist, e; = 2e, 1), d. h. die Schwerachse und damit der Schwerpunkt des
betreffenden Querschnitts liegt bei einer, richtiger Materialausnittzung
entsprechenden, Querschnittsform um zwei Teile von der Druckkante,
um einen Teil von der Zugkante entfernt, also in zwei Drittel der
Querschnittshohe.
Da
Oq 0Oy

€ €y
ist, so kann die allgemeine Gleichung (a) auch in der Form geschrieben
werden :

M= g g = 2 g dy = T = =
e, €y e €y ¢ ey
Me
(b) Oa=—"5",
, _ JI@Q
(b') G =+—5—.

Hierbei ist J das Gesamttrigheitsmoment des Quer-
schnitts auf seine Null- (Schwer-) Linie (IT in Fig. 102).

Dafl diese Addition J, -} Jj =J richtig, erkennt man daran, daf}
Jound Jj je auf die Nullinie fiir sich bezogen sind, also der Form Z fy?
entsprechen, und derselben Bezichung auch durch J geniigt wird, da
sich dieses auf die Querschnittsflichen sowohl an der einen als auch an der
anderen Seite der Nullinie erstreckt. Beispielsweise ergibt sich bei einem
Rechtecksquerschnitt mit der Breite b und der Hshe A:

J , bhd o bka.
3 "' 8.3 24
1) Diese Beziehung folgt auch, da
Oq Oz
e e

ist, unmittelbar aus der oben entwickelten allgemeinen Gleichung:

O g 0

M= ., T = T, T
M e ]0’1'(’2 ]u Py (]OT]U)’
Mo O N Oa ’

M = p’ (‘/0 -t J”) = 2’(1’: (']0 -+ Ju) ]

2
€ = 2e,.
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somit ist:
bh* bh?

J, 4 Jy =22
L 24 12

ein Wert, der fiir den zusammenhiingenden Querschnitt, bezogen auf
seine Schwerachse auch tatsiichlich als richtig auf S. 40 nachgewiesen
wurde.

Ist bei homogenem, gleichartig elastisch wirkendem
Baustoff 04 =0,=0 und bei einem zur Schwerachse sym-
metrischen Querschnitte e =e¢, =e, so wird:

M

(C) 6=i76-

J .
Die Grofie o d. h. das Tréagheitsmoment, bezogen auf seine zur

Schnittlinie mit der Kraftebene zugeordnete Haupt- (Schwer-) Achse,
geteilt  durch den #uflersten Faserabstand, pflegt man das
Widerstandsmoment des Querschnitts zu nennen und wmit W zu
bezeichnen. Diesem W wird noch ein Index anzuftigen sein, um zu
bezeichnen, auf welche Achse W — ebenso wie das zugehoérende J —
sich bezieht, bzw. — bei verschiedenen ¢-Werten — welcher von ihnen

in Frage kommt. Fir die Achse I1 in Fig. 102 ist W, fir T ein-

zufithren. &
Tir den einfachenrechteckigen Querschnitt ergibt sich z. B.:
B bk hE hbe
T
12h 6 12 b 6
2 2

fir den Kreisquerschnitt wird W — gleich gro§ fiir jede Durch-
messerlage :

ria  ra  dda

W=

ir T4 T m
und ebenso fiir den Ringquerschnitt mit den Durchmessern D und d:
Db gt
= 5p ™
Sind die beiden Werte e¢; und e, verschieden (also bei homo-
genen Baustoffen zugleich auch J, und Jj), so ist zu rechnen mit:
M=qc,W +o,W",
woiin 7
wv/ . ']0 , u/// - ’]7(,'7

. €y Co
Ist,
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Fir ein Trigheitsmoment des Gesamtquerschnitts = J gehen
diese Bezichungen in die orm iiber:
Me M
1 Of = ——t = —
() ‘ J Wi
, M e M
(d) O, == — *Vszz"}‘i’

wobei, wie ausdriicklich hervorgehoben sei, sich beide W-Werte
(W{ und W;) auf dieselbe Bicgeachse beziehen. Wird die auftretende
grofite Spannung gesucht, so ist selbstverstindlich der kleinere der
W-Werte der Rechnung zu Grunde zu legen.

Uber die Anwendung dieser Gleichungen ist das Zahlenbeispiel
unter 5. auf S. 96 v. 97 zu vergleichen.

Fir homogenes Material und zur Biegeachse symmetri-
schen Querschnitt wird:

(© o=,
das Hauptgesetz der axialen Beziehungsspannung, giltig
fir die Randspannung in der Zug- (+4) bzw. Druckzone (—).

Wird bei gegebenem Moment der dulleren Krafte und bekannter, zu-
lassiger Spannung (0) der Querschnitt gesucht, so folgt seine GrofBe aus:

M

= .

0

M=6W,

Bei richtiger wirtschaftlicher Materialausnutzung werden die zu-
lassige Spannung und die Randspannung gleichbedeutend sein.
Will man die Spannung o, ineiner beliebigen Querschnitts-
faser im Abstande von % von der Nullinie berechnen, so ist das Ver-
. . 0, . o
haltnis -~ in Gleichung (¢) nur zn ersetzen durch: %, da:
e Y
GylY=0:e.
Alsdann wird unter Einfithrung der alsdann in Frage kommen-
den J = J;:
J M- q
(f) M=o, o, =Y
Y Ji
giltig fir jede belichige Querschnittsfaser. Hierbei soll das
+--Zeichen unterscheiden, ob die Faser in der Zug- oder Druckzone liegt.

b) Die Kraftebene geht durchden Querschnittsschwerpunkt,
schneidet den Querschnitt aber nicht in einer Hauptachse.

Ist der Querschnitt beiderseits symmetrisch, sind also die Schwer-
achsen auch die Hauptachsen, so wird man bei einer zu den Achsen schiefen
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Schnittlinie von Kraftebene und Querschnitt am einfachsten die bei
einer axialen Biegung auftretenden grofiten Spannungen dadurch finden,
dafl man das Moment M, (Fig. 103) in zwei Seitenmomente nach Richtung
der Schwerachsen zerlegt: M; = M,sinx,

M, = M,cosx und die je von diesen Seiten-

momenten bestimmten Spannungen nach

der Grundgleichung:

ermittelt. Hierbei ist naturgemafl bald die
eine, bald die andere Schwerachse fiir J und e
maBgebend, wobei bei symmetrischem Quer-
schnitte darauf zu achten ist, daB die zur
Schnittlinie von Querschnitt und Kraftebene
zugehdrende Nullinie auf diesem
Schnitte senkrecht steht. Demgemill gehéren zur Momenten-

Fig. 103.

h
einwirkung M, in Fig. 103 die Achse I1, J;, W; und ¢ = 5 wihrend
b
fir M, die Achse II 11, J,, W, und e = 5 in Frage kommen 1).

DemgemafB wird, wenn man die Spannung infolge des Momentes M,
mit 6,, die durch M, mit 6, bezeichnet, zundchst ohne Bestimmung des

Vorzeichens fiir einen beliebigen Querschnittspunkt mit den Abstin-
den y und x:

] M
Glzllfly, Ty == ']2.1/,

bzw. fiir die von der Achse I I bzw. I1 1] am meisten entfernten Rand-
(Eck-) Punkte:

h b
y:c:—2—, LL:€:2.
h M,
7 FR—
My "2 J M
O1max =— T]l = ’j’l == h = W1 s
2
b M,
M =
_ Mye P2 Jy M,
ma g T g, b Wy
2

1) Da hier fiiv beide Achsen je ¢, = ¢, ist, ist der Wert allgemein mit e
bezeichnet.
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Hat, wie bereits bei dem vorliegenden, heiderseits symmetrischen
Querschnitt vorausgesetzt, dieser Randpunkte, welche zu gleicher Zeit
am weitesten von beiden Hauptachsen entfernt sind, so ist die
Groftspannung, die hier auftritt: k

M, M, 1

w,
wohw, T w, )

(Ml My
2

0 = Ulnﬂx S

Diese Gleichung gilt im besonderen fur alle Querschnitte, die auf
der Form des Rechtecks sich aufbauen und Eckpunkte mit den vor-
genannten Eigenschaften haben, also fir die Rechtecke, I- und C-Quer-

schnitte. Bei diesen kann auch fiir das Verhdltnis von —-! — zum minde-

2
sten fiir eine Versuchsrechnung zur Querschnittsermittlung -- eine
konstante GroBe eingefithrt werden!) =c¢, so daf} sich ergibt:
1 !
0 = ‘W‘l(ﬂll - CM2),
M, +cM,

W, = T oMy

Diese Beziehung hat im besonderen Bedeutung zur angenaherten Be-
stimmung des erforderlichen Querschnitits.

Die Auffindung des gefiahrlichen, meist gedriickten bzw. meist ge-
zogenen Randpunktes ist ohne Schwierigkeit, wenn man sich die bie-
gende Wirkung der Momente M, und M, je vergegenwirtigt. Diese ge-
fahrlichsten Punkte liegen immer nahe der Schnittlinie der Kraftebene
des Momentes M, mit dem Querschnitte (vgl. Fig. 103).

Hat der Querschnitt keine Symmetrieachsen, so wird man nach
der auf S, 3536 gezeigten Berechnungsart zuniichst die Hauptachsen
bestimmen, nach ihnen das Moment M, zerlegen und alsdann nach der

1) Eine solche Rechnung ist bei Hochbaukonstruktion in erster Linie fir die
durch Wind bzw. senkrechte Belastung (je nach deren Lage zu den Achsen)
schiefwinklig belasteten Pfettenquerschnitte aufzustellen. Hierbei kann fiir das
Rechteck fiir ¢ eingefithrt werden:

bh*6 h
6B b’

also eine Verhiltniszahl, in der die Hauptabmessungen stehen, wihrend fir
die hier in Frage kommenden mittleren Profile der [-Eisen ¢ = 6, fiir die I-Eisen
¢ = 8 einzufithren ist. Naturgemil ist alsdann das gewiihlte Profil unter Ein-
fuhrung der — in der Tabelle der Normalprofile enthaltenen - wirklichen Werte

w
¢ = -Wi nachzupriifen.
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M r .
allgemeinen Gleichung 6 = i]ﬁ?’/ bzw. = M die auftretenden Span-

1 2
nungen bestimmen und addieren. Uber den an und fir sich einfachen,

hier einzuschlagenden Rechnungsweg gibt das Beispiel auf S. 98—100
Auskunft. Hier sind die Spannungen ermittelt, welche in einem aus Steh-
blech und zwei 1-Eisenin Form eines Z zusammengesetzten Querschnitte
durch schiefe Biegungsbelastung auftreten.

¢) Zahlenbeispiele.

1. Ein senkrecht belasteter Holzbalken hat ein Biegungsmoment
= 140 000 kg - cm aufzunehmen; als zulissige Spannung kommt die

Druckspannung oz in Frage. Der notwendige Balkenquerschnitt wird
gesucht :
Er ist:
M 140 000 2

bk
_ TRV UVY 99 3__ "
W, oy 60 = 2333 cm 5

Wahlt man fir b 22 cm, so wird:

=)=5 R i 26cm .

] /6-W _ 1/6-2333
Demgemif ist ein Balken von 26/22 cm zu verwenden.
2. Ein fluBeiserner Unterzug hat infolge senkrechter Belastung ein
M = 600 000 kg - cm auszuhalten. Sein Querschnitt (I-Kisen) wird bei
o = 1200 kg/qem gesucht.

w, = 200900 _ 5.

Es reicht aus ein I-Normalprofil von 28 cm Hohe mit einem
W, = 541 cm3.

Das nichstkleinere Profil, 27 cm hoch, mit einem W; = 491 wiirde
knapp geniigen:

M 600000

6 = Wl == = 1225 kg/qem, d. h. > 1200 = o4y,

3. Eine hélzerne Pfette 30/24 wird senkrecht zu einer Dachfliche
verlegt, die unter einem Winkel von 30° zur Wagerechten geneigt ist
und durch ein Moment M = 140 000 kg - em in senkrechter Ebene be-
lastet wird. Die Eckspannungen sind zu ermitteln.

Nach Fig. 104 ergibt sich:

M, = M, sina = 140 000 - 0,5 = 70 000 kg - cm,
M, = M, cosx = 140 000 - 0,866 = 121 240 kg - cm.
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Led

Ferner ist:
b h? 24 . 302
W= — = . = 3600 cm?,
6 6
30-- 242
Wy = T = 2880 em?
)

und somit:
Ml M, B 121 240 70 000

7 v O = W, W, 3600 2880
= 58,0 kg/qem.

— 337 + 243

IFig. 104.

4. Ein I-Eisen stehe mit seinem Steg unter 45° geneigt und werde
senkrecht belastet. M, = 640000 kg - cm. Versuchsweise sei ein Differ-
dinger breitflanschiges I-Eisen angenommen mit W, = 2360 und
W, = 586 cm 3.

Im vorliegenden Falle ist: sina =cosa = 0,707 und demgemal:
My = M, = 640000 - 0,707 = 452 480 kg - cm.

452 480 = 452480
- ’2*§6'6" *{" '5‘§6V' = 192 + 772 = 964 kg/qcll].

5. Ein Rundeisenbolzen hat in seiner Mitte ein M = 810 000 kg - cm
auszuhalten. Gesucht wird der Durchmesser bei ¢ = 1000 kg/qem.

G = Opmax + Ogmax ==

81 000 B
W oo 81 em® = ot
1000 = Shem® =g
BT a2
= |/ ENTh = rd. 9,4 cm.

6. Der in Fig. 105 dargestellte, zur wagerechten
Schwerachse nicht symmetrische Querschnitt aus
Schweifleisen habe ein

Fig. 105. M. =4045kg - m = 404500 kg « cm
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zu tragen. Die hierbei auftretenden Randspannungen (oben Zug,
unten Druck) sind zu bestimmen.
Zunachst wird der Schwerpunktsabstand e; bzw. e, berechnet:

o = iy Foyy + Foys
‘ F,+Fy+ F,
15-1-0,5 +20-0,8(10+1) 4 10-1,2-(20 + L + %)

15-1+20-0,8+10-1.2

442 7 .
= 4’3 = 10,3 cm.

eg =1+ 20+ 1,2 —-10,3 = 11,9 em.
Ferner wird (bezogen auf die Nullinie oder wagerechte Schwerachse):
Jy=14(15-10.3% — (15 - 0,8) (10,3 — 1)3 - 10-11,9%
— (10 — 0,8) (11,9 — 1.2)%;
L (16391 — 11421,8 + 16851,6 — 11270,4) = £ (4969,2 - 5581,2)
= 110550,4 = 3516,8 cm*.

I

(Hierbei ist erst der untere Teil, die beiden ersten Summanden,
alsdann der obere Teil, die beiden letzten Glieder, in Rechnung gestellt.)
Demgemif3 wird:
, 3516,8
= ()11 = - 103 = 341,4 cm?,
J,. 3516,8

Wi = AT == 295,5 cm®.
Unter Einfithrung des kleineren W-Wertes, also W,, wird:
_ M _ 404500

Wi~ 295
= rd. — 1350 kg/qem,

Gy = der Spannung am oberen Rande

wiahrend o, die Spannung am unteren Rande des Querschnitts wird:

404 50
0, = 344 = rd. 4+ 1180 kg/qem.
Zur Kontrolleder Rechn ung kann die Gleichung benutzt werden:
J g
]W::(FdJ' +GZ *L)
€1 €
Hier ist nach der obigen Rechnung:
49692 , 55812
Jo= g 5 S = Ty
TFoerster, Repetitorium. I. 7
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und somit:

/ 0 --
M=oy i’ oo, (l; ~ 1180 34‘)16& + 1350 31’.31%{9
= rd. 404000 ;
es ergibt sich also gegeniiber M = 404 500 kg - cin eine geniigende
Ubereinstimmung.

7. Eine unter 50° zur Wagerechten gencigte Dachpfette bestehe
aus einem Stehbleche von 16:1qem und zwei ungleichschenkligén
Winkeleisen 10.6,5-0,9. Die Pfette wird durch eine senkrechte
Last (Eigengewicht und Schnee) von 152 kg/lfd. m belastet und
vom Winde in der Richtung
des Pfettensteges mit einer
Last von 121 kg/lfd. m be-
ansprucht.  Gesucht wer-
den die Spannungen an
den Randpunkten ¢ und d
(Fig. 1064d).

Fir die durch denSchwer-
punkt S gelegten senkrechten
Achsen z und y ergibt sich
(Fig. 106a u. b):

Sy = L1608 — 911423 —0,9.3,05 — 1,0(12,0° — 843}
= 1403 cm? |

I'ig. 106 a, b.

Jy= 5 {0,921 (5,6 — 1,8)2,8 4 95 1,03} = 702 cm* .
./‘,;.,A, = () - 2{9,1-()?9- 7.55+5,95 4 6,5-0,9.4,75-0,95 —1,8-0,9-5,1. 0,95}
= rd. — 770 em*

(vgl. Fig. 106b). Hierbei ist berticksichtigt, dafl J,, fir das Stehblech
des Querschnitts 1,0 - 16,0 = 0 ist, da fiir diesen Querschnittsteil die
x y-Achsen Hauptachsen sind.

Die Hauptachsen des Gesamtquerschnitts bestimmen sich aus:

2.J,, 21770

LR = e ot 2 = 2,19 686
g2« Jy—J, 702 — 1403 g2« ) 5
2o = 65°32; X — 32°46" .

Demgemill werden die Haupttrigheitsmomente :

Jy= Jyeo8?a £, sin?a - S, sin2a = 1403 - 0,8142 - 702 - 0,5402
A4 770- 0,91 = rd. 1899 em* = J .« .

Sy =S+ J,—J; = 1403 + 702 - 1899 = 206 em? = J .
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Nunmehr sind die Belastungen auf die Achse I I bzw. /I I1 wmzurech-
nen. Im Hinblick auf Fig. 106¢ ergibt sich, wenn man die Belastung
senkrecht I I mit », die senkrecht I1 IT mit w beniennt, und zwar auf
1cem Lange:

v =1,52c087° 14" + 1,21 cos 327 46" = 2,53 kg/lfd. cm,

w = 1,21 sin 32°46" — 1,52 cos 7° 14" = 0,463 kg/lfd. em.
Aus ihnen 148t sich das Moment, bezogen senkrecht auf die Achsen [
und I1 (vgl. die Tragerlehre), berechnen, wenn die Pfetten mit einer

Stittzweite 1 = 5,30 m = 530 cm als Triger auf zwei Stiitzen ange-
sehen werden:

vl? 2,53 - 5302

M, = g =g = 88839 kg - cm,
2 0,463 - 5302
4’7}111 = “ et 3“’0 = 16257 kg < Cm.
8 8
Fig. 106 ¢, d.

Will man endlich die Spannungen ermitteln, welche in den duflersten
Querschnittspunkten auftreten, dann sind bei geniigend grofiem Zeich-
nungsmaBstab entweder die Koordinaten dieser Punkte, bezogen auf das
Achsensystem I I, IT II, abzugreifen oder rechnerisch zu bestimmen.

Es ergibt sich fiur den Punkt d (vgl. Fig. 106d):

d, = 8sinx = 8.5in32° 46" = 8. 0,540 == 4,320 cm,

dy =8cosx =8§. 0,841 = 6,728 cm

und demgemif die Spannung an dieser Stelle:
_ My-d, | My-d,  88839.6,728  16257- 4,320

Og = —

Nl | . = rd. 650 kg/qem.
g, Ty 1899 206 &/

T*
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In entsprechender Weise werden (Fig. 106d) fiir den Punkt ¢ die
Koordinaten:

¢, = — (10,5 c0s32°46” — 8 sin32°46’) = - (10,5 - 0,841 -~ 8. 0,540)
= —4,51 cm,
Cy = 8- c0832°46" + 10,5 . 8sin32°46" =8. 0,841 - 10,5 0,540
= 12,4 cm.
Demgemall wird:

M;- My 88839-124 16257-4,51
A M S P F 2B 998 ke/gem.

= J 1899 206

Dieses Beispiel lait erkennen, wie die Biegungsspannungen in einem
Querschnitte zu berechnen sind, wenn der Schnitt der Kraftebene hzw.
zweier Kraftebenen den Querschnitt nicht in Hauptachsen schneidet
und letztere schiefwinklig zum Querschnitte liegen.

5. Die Schubfestigkeit.
a) Die reine Schubfestigkeit und Schubbeanspruchung.

In der allgemeinen Betrachtung iiber die verschiedenen Arten der
Stabbeanspruchung und Festigkeit wurde hervorgehoben, daf} bei einer
reinen Schubbelastung, die also ohne eine Biegungswirkung zustande
kommt, zwei benachbarte Querschnitte sich zueinander parallel ver-
schieben, sonst aber keine Formanderung ausfithren und daf} hier diese
Verschiebung in der Richtung der angreifenden Kraft
erfolgt. Geht man von der Voraussetzung aus, dafl die im Querschnitt
von der GroBe F auftretende Schubspannung =7 sich gleichmafig tiber
ihn verteilt, und bezeichnet man die duBere, in der Querschnittsebene
wirkende, verschiebende Kraft mit @, so folgt aus dem Grundsatze, daf}
bei Gleichgewicht die Summe der inneren Krifte gleich der dufleren
Kraft sein muf}, die einfache Bezichung:

TF=Q

und somit:

T:Q bzw. F:Q;
T
im letzteren Falle wird 7 die zulissige Schubspannung des je-
weilig vorliegenden Materials sein. Fiar GuBeisen kann diese Grofie
(T,1.) zu 200, fir Schweifleisen zu rd. 600800, fiir FluBeisen zu
1000, fiir Nadelholz, parallel zur Faser, zu 10, fiir Eiche und Buche in
derselben Richtung zu rd. 20 kg /qem genommen werden. Bei Mauerwerk ist
fiir dessen Schubbelastung in der Regel die Schubbeanspruchung der
Moértelfuge maBgebend, fiir die je nach der Hiirte der Baustoffe die zu-
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lassigen Werte zwischen 2—12 kg/qem schwanken; fir Beton, wie er im
Verbundbau iiblich, ist 7 = 4,0 kg/qem zugelassen und eine Querschnitts-
abinderung gefordert, wenn t die Grenze von 14 kg/qem iiberschreitet.

b) Die Schubbeanspruchung bei Biegungshelastung.

Bereits auf S.59 wurde hervorgehoben und an cinem Beispiel zur
Anschauung gebracht, dafl bei der Verbiegung eines Stabes nicht nur
parallel zu den verbiegenden Kriaften, sondern auch senkrecht zu ihnen
Schubspannungen auftreten, welche ein gegenseitiges Verschieben der
kleinsten Querschnittsteilchen erstreben. Bei einem wagerecht liegen-
den Balken und senkrechter Belastung werden somit sowohl in seinen
Querschnitten als auch parallel zu seiner Achse Schubspannungen auf-
treten. Mit den letzteren sollen sich zunichst die Erorterungen befassen.
Hierbei wird vorausgesetzt, daB die Kraftebene den Querschnitt in
einer Hauptachse schneidet.

Betrachtet werden zwei nahe aneinander liegende senkrechte, also in
die Richtung der Lasten fallende Querschnitte (Fig. 107).

Da, wie spiter in den Ausfithrungen der Trigerlehre dargelegt wird,
in beiden Querschnitten in der Regel verschieden groe Aullere Biegungs-
momente einwirken und ihnen U edht
auch verschieden grofle Spann- g 2
ungen in den beiden Quer- \ e A [“FFdR
schnitten entsprechen, so wird ‘
hier eine Spannungsverteilung ) o
sich einstellen, wie sie Fig. 107
darstellt. Unter der Voraus- y
setzung, daB die auftretende
wagerechte  Schubspannung
fiir die Flicheneinheit in der ganzen Breite des Querschnittes kon-
stant ist, daB ferner in den Querschnittsteilen der betrachteten, be-
nachbarten Querschnitte oberhalb der Linie nn die Momente M und
M 4 d M und hier — bei Normalspannungen =¢ — die Summe dieser
R bzw. R + dR ist, so ergibt sich fur die Grenzen 3, bzw. e;:

Fig. 107.

oy

R=|odj
2
oder, da:
M
=
G g,
so wird : ,
M
= —yd
R / J, /
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und ebenso:

2y

, ‘M dM
erdfiz:/ﬁljﬂ{fydf.
o Jx
N
Da die beiden Normalkrifte R und R 4 dR verschiedene Richtung
haben —- sie driicken im vorliegenden Fall je auf den zugehérenden

Querschnitt —, so wird ihre Mittelkraft = dR:

M d M M M|
(l R ~~"/ ”'”cj; Y df - “/’/ Jl Y df = T]';U/ Ki df .
Y1 R Y

Soll das hier in Frage stehende Balkenstiick im Gleichgewichte sein,
so muf} die Summe der auf dieses einwirkenden wagerechten Krifte
= 0-scin. Der verbleibenden Kraft d R muf} somit die wagerechte Schub-
kraft das Gleichgewicht halten, da keine andere Kriftewirkung auf-
tritt. Bezeichnet man die GréBe der Schubkraft fiir die Langeneinheit
des Balkens mit 7, so betragt sie fiir die durch die Entfernung der
beiden Querschnitte gegebene Linge dx: T -dx, woraus folgt:

€y

M '
Tdae =dR = (17717/ ydf,

Jx o
e ‘
diM 1 |
- /rd.
v g, | VY
v
. o . ) dM
Da, wie in der Trigerlehre nachgewiesen wird, P d. h. das Mo-

ment, differenziert nach x, gleich der Vertikalkraft in dem in Frage
stehenden Querschnitt =) ist, so folgt weiter:
‘:’\
T:%ij.

Yi
e

Die Grole / ydf ist das statische Moment des Querschnittsteils

i
oberhalb der Linie n n, bezogen auf die v-Achze = S,. Demgemal wird:
_ @8
J g
Da fiwr einen und denselben Querschnitt @ und J, konstante Werte
sind, so ist 7' verinderlich mit S,, und weil S, fir die wagerechte
Schwerachse das Maximum erreicht, wird in ihr die Schubkraft ihren

T



Schubfestigkeit. 103

Grofitwert erhalten. Fiir verschieden gelegene, unter sich aber gleiche
Querschnitte und gleiche Abschnitte dieser ist T abhingig von . Da
die Vertikalkraft nach den Auflagern der Balken zunimmt und hier
ihren GroBtwert erreicht, so wird auch 7' fiir einen Balken hier sein Maxi-
mum erhalten. Sind verschiedene Belastungszustinde moglich,so wird 7"bei
der Belastung den Grofitwert aufweisen, bei der @ das Maximum bekommt.
Fir den Rechtecksquerschnitt (h-b) ergibt sich fir / ydf
der Wert:

n
h

5

k b(he
foay =5 (7 ).
iy

und da:

ist:

L2 b (/ﬂ )
T - ‘44y1/)‘

T b3 2
Der GroBtwert tritt ein fiir 4, == 0, d. h. fur die wagerechte Schwer-
achse:

12Q b 2 3¢
T = s 2 4 "2
Fir den oberen und unteren Querschnittsrand ist 7 = 0, da hier-
h h? o )
far y, = 5 und somit der Klammer-Ausdruck : (—4 — y;) == 0 wird. Der

\

Verlauf erfolgt nach einer Parabel, vgl. Fig. 108.

}._ -
(= =t
b 7 It | |
R 2 2 I 2,
& [
x =k Fpr———t
%
SR, | [ ]
e — =t
Fig. 108. Fig. 109.

Fiir den I-Querschnitt erlangt, da er aus dem Rechteck entwickelt
ist, die Schubkraft in halber Steghshe ihr Maximum. Hier wird (vgl.
Fig. 109):

A 12

BN

Sz = o - (IZ/D ’1“ 2[ 2
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so daf3:
wird.

Besonders wichtig ist die Ermittlung der wagerechten Schub-
kraft fiir genietete Blechbalken, da bei ihnen die Nietung der
angeschlossenen Gurtteile sich nach der wagerechten Schubkraft richtet.

Hier handelt es sich (Fig. 110) sowohl um den
Anschlufl der Kopfplatten durch senkrechte
Niete als auch der Winkeleisen gemeinsam
mit den Kopfplatten durch wagerechte Niete.
Aus der Fig. 110 folgt fiir diese Teile ein
Wert fiir S,:

. )
S, =(b—2d)0d- (; — (2> (far Kopfplatten)
bzw. fiir Kopfplatten und Winkel:
) h r3> (h R
Fig. 110. " (h— 9 GO IR WY SO S I
: sp—w—2a8(} —0) r2g(h o]

Handelt es sich um die GroBe der Schubkraft 77, nicht wie vor-
stehend ermittelt, fiir die Liéngeneinheit, sondern fir eine Linge = e,
so wird:

T= ———Q Ss -e
o I

Wie vorerwahnt, wirken auBer den wagerechten Schub-
spannungen auch noch senkrechte, d. h. bei den belasteten
Balken in der Richtung der Lasten, auf die Balkenelemente ein. Be-
zeichnet man die in demn einen
von zwei benachbarten Quer-
\ A \; schnitten (Fig.111a) aufwarts

/ |

i)

wirkende Vertikalkraft mit @,
so mul} in dem zweiten Quer-
schnitt, damit Gleichgewicht
herrscht, eine gleiche Kraft @,
aber nach unten gerichtet, sich
einstellen. Diese Kraft ist der
senkrechte Abscherungswiderstand, welcher einem Verschicben des Bal-
kenstiickes lings der Querschnitte entgegenwirkt. Des Auftreten der
senkrechten Schubspannungen kamn auch dadurch erliutert werden,
daf3 ohne sie bei einem kleinen Prisma im Innern des Balkens
(Fig. 111a) ein Gleichgewichtszustand nicht moglich wire, weil die
wagerechten Schubspannungen hier ein Kréftepaar bilden, dem durch

w0y

Fig. 111 a, b.
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die senkrechten ecrst das Gleichgewicht gehalten werden kann. Denkt
man sich die wagerechten und senkrechten Schubspannungen des
differential kleinen, beliebig geformten Prismasin Fig. 111 b in der Mitte
der Prismafliache angreifend, so entspricht ihnen je ein Kraftepaar:

a) bei den senkrechten Schubspannungen (7,): von 7, + b - ¢ am Hebel-
arme = a; d. h. es ist ihr Drehmoment:

M =1t,-a-b-c,

b) bei den wagerechten Schubspannungen, der Kraft je 7,-a-c,
und dem Hebelarm = b von:

M, =m-a-c-b.

Da im Zustande des Gleichgewichts sich die beiden Drehmomente
ausgleichen miissen, wird:

M=M =1-a-b-c=1a-¢c-b,
d. h.
Ty = Tph .

Es ist also die an irgendeiner Stelle auf die Lingen-
einheit wirkende lotrechte Schubspannung gleich der
an derselben Stelle auf die Langeneinheit wirkenden
wagerechten Schubspannung. Demgemifi wird also auch die
bei Biegung auftretende senkrechte Schub-
kraft:

1
s

Setzt man die an einem kleinen Wiirfel
im Innern eines Balkens auftretenden senk-
rechten und wagerechten Schubspannungen
zu in den Kanten dieses Wiirfels angreifen-
den Mittelkraften zusammen, die also alsdann Fig. 112.
senkrecht zur Diagonalfliche des Wiirfels ge-
richtet sind, so entstehen unter 45° zur Wagerechten gerichtete Krifte,
die je nach der Zusammenfassung der Schubspannungen als schiefe
Druck- bzw. Zugkrafte auftreten.

Hat (Fig. 112) der Wiirfel eine Kante = dx, so werden die Schub-
krifte in der wagerechten bzw. senkrechten Ebene 1 da? bzw. 7, da?

1) Bei dem obigen Nachweise ist die Einwirkung der Normalkrifte auf
das differential kleine Prisma nicht in Rechnung gestellt und ecbenso auch die
EFicengewichtswirkung desselben nicht beriicksichtigt worden, da die hierdurch
hervorgerufenen Unterschiedskrifte vernachlissighar klein sind, namentlich fir
die Rechnungen, wie sie im Hochbau vorkommen.
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und ihre Mittelkraft ergibt sich zu:

Z, =V, di27)2 + (1, da?)? =1dazy2

da 75 = 1, = 1 18t
Da die Diagonalfliche des Wirfels

= da |2 -dx = da? )2

ist, so wird mithin in ibr die schiefe Spannung — die sogenannte
schiefe Hauptspannung —:
Z, tdx*)2

Z2, = =

F o da2y2

=T

’

d. h. cbenso grof wie die Schubspannung:
2, =T =1,.

Dieseschiefen Hauptzugspannungenspielen eine wichtige Rolle
bei den Verbundkonstruktionen und werden hier, da sie selbst unter
) 45° nach dem Balkenauflager
‘T—‘f’ M’:b'“?”"’_’@"'ﬁm zu gerichtet sind, von ebenso
- = i i’ gerichteten besonderen Eisen-
|j ) einlagen aufgenommen. Stellt
o N '_L( (Fig. 113) die Flache iiber der
= Balkenachse die Fliche der
5 K f =schefe Hayot-Zugspannungs = Fdchen wagerechten Schubspannungen
Fig. 113. = Fr,, Fr, usw. dar, so er-
geben sich die Flichen der
schiefen Hauptzugspannungen in der dargestellten Weise aus ihnen. Da
die Spannungen selbst gleich sind, verhalten sich die schiefen Hauptzugs-

spannungsflichen zu den entsprechenden Flichen der wagerechten Schub-
spannungen wie:

B

Ly

J— FT
V2
Hieraus folgt das Bildungsgesetz der Flichen zur Ermittlung der

schiefen Hauptzugsspannungen und damit dieser selbst, vgl. das Bei-
spiel auf S. 111,

F:r, —=1:y2;, F

¢) Zahlenbeispiele.

1. Ein aus zwei [-Eisen bestehender Stah hat (Fig. 114) eine Zugkraft
von 37 t auf ein zwischen beide C-Profile eingeschobenes Knotenblech
zu iibertragen. Zum Anschlusse sind 6 Niete vom Durchmesser = 2,0 cm
verwendet. Die in ihnen auftretende Schubspannung wird gesucht.
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Soll die Verbindung durch Uberwindung der Schubfestigkeit der
Niete zerstort werden, so miissen in jedem der 6 Niete je 2 Schubflachen
(1 und 1) abgeschert werden. Betriigt 7 die gesuchte Schubbelastung
des FluBeisens, aus dem die Niete hergestellt sein sollen, so ist die
Schubkraft, die sie tibertragen koénnen:

n 4.314

6.2 T g My g 37687
6.2 4T 6.2 4 " 12.3,147 = 37,681

Im Gleichgewichtszustand mufl 7" = P sein, woraus folgt:
T -=3768t=370=P,

37,0
1= 768 = rd. 0,98 t/qem = 980 kg/qcm.

Tig. 114, I'ig. 115.

2. Ein T-Triger I soll in der in Kig. 115 dargestellten Weise vermit-
tels Nieten vom Durchmesser = 22 mm an den T-Trager II ange-
schlossen werden und an seiner AnschluBstelle die Kraft von 22t {iber-
tragen. Gesucht wird die Anzahl der Niete, die bei zuldssiger Schub-
belastung von 1000 kg/qem erfordert sind.

Die Zerstorung der Verbindung kann hier auf zweifache Art er-
folgen ; einmal kann der Triger I mit seinen AnschluBwinkeln gemein-
sam durch Abschieben der Nietflichen ,,2° von dem Trager II abge-
trennt werden, und zum anderen kann der Triger I nach Uberwindung
der Scherfestigkeit der Niete 7 sich aus der Umklammerung durch die
beiden Winkel losen. Im ersten Falle werden bei jedem Niet ,,2°
nur je eine Schubfliche belastet (einschnittige Nietung), wihrend
im zweiten IFall von jedem Niet 1 je 2 Scherfiichen Widerstand
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leisten. Bezeichnet man die Anzahl der erforderlichen Schubflichen
der Niete bei dem Durchmesser =22cm mit »n, so wird:

2., 21,4 222.
@ 22T, ,,7,,43@9n=p: 22t — 22000 kg.

Ty T
Hieraus folgt:
" 22000 - 4 B 88 88 6
T1000-22%-314 484.314 1520 0
d. h. es sind zum mindesten 6 Niete ,,2°° und 3 Niete ,,I* notwendig.
Gesetzt sind 8 Niete ,,2°° und 3 Niete ,,I°, vgl. Fig. 118.

3. Auf einen Balken soll (Fig. 116) vermittels einer in Gabelform aus-
geschmiedeten Rundeisenzugstange eine Kraft
von 5000 t iibertragen werden. Gesucht wird der
Durchmesser des zylindrischen Anschluffbolzens
und sein Abstand ¢ von dem oberen Rande der
Ausschmiedung.

Auch hier werden vom Bolzen mit dem Durch-
messer = d 2 Schubflichen belastet:
2t

= P = 5000 ke,

Fir © = 800 kg/qem wird :

5000-2 ] 10000 42,0 em.

Fig. 116, 2o 2 T
800- 3,14’ 7800 - 3,14

Damit ein Herausreilen des Bolzens aus dem seitlichen Lappen der
Gabel durch Abschieben verhindert wird, muf3 der Abstand a an die

folgende Bedingung gekniipft sein:

2001 = o

)4

da auf jede Hilfte der Gabel am Anschlusse an den Bolzen die Kraft
:Zg einwirkt. LaBt man fiir 7 den Wert von 600 kg/qem (einen ver-
haltnismaBig geringen Wert im Hinblicke auf die Schmiedearbeit der
Verbindung) zu, so wird:
. 2500 2500 vl 2.1
= 2.1,0-600 1200 = T O

Gewiahlt wird zweckmiaBig 3,0 em.
4. Die Strebe in Fig. 117, unter 30° zur Wagerechten, also auch zur
Balkenachse, geneigt, hat auf den Balken eine Kraft P = 12000 kg
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zu iibertragen. Die Holzverbindung wird in der dargestellten Weise
durch einen Zapfen bewirkt. Gesucht wird der Abstand s der Strebe
vom Balkenende im Hinblick auf eine schubsichere Verbindung.

Die unter 30° gerichtete Kraft P = 12000kg kann man sich in
zwel Seitenkrifte zerlegt denken, deren eine Psina senkrecht auf
die Verbindungsstelle einwirkt, hier also einen Druck und durch diesen
eine Reibungskraft hervorruft, wéahrend die andere P cosax , wagerecht
gerichtet, sich bemiiht, das Holzprisma am Balkenende »w u ¢, das
vor dem Zapfen liegt, herauszuschieben. Hier kommen demgemil als
widerstehende Schubflichen in Frage: (da -+ ab -+ bc) - s.

Bezeichnet man die Reibungszahl zwischen Hirnholz und Langholz
mit f, so wird die Reibungskraft infolge der Kraft P sin«:

= [ Psinx = 0,3 Psing ,

und somit steht eine Verschiebung so lange nicht zu befiirchten,

als: s(da - ab+be)r + f Psina > Pceosx > als die verschiebende
Kraft ist.

Fig. 117. Tig. 118.

LaBt man fiir 7 die zuldssige Belastung von 10 kg/qem zu, so wird:
s(da +ab+be) 10 + 0,3 Psina > Pcos«x.

Ist im vorliegenden Falle: da = be¢ =8cm, ab = 6cm, &« =307,
sina = 0,500, cosa = 0,866, so ergibt sich fiir:

12000 - 0,866 — 0,3 - 12000 - 0,5 12000-0,716

$ AR - e d. 40 cm.
y 612.8-10 550 - r-Hem
4. Ahnlich ist die ebenfalls durch eine schiefe Druckkraft = P
belastete Holzverbindung in Fig. 118 — Doppelversatzung und Be-

festigungsbolzen — zu berechnen. Ohne Beriicksichtigung der Reibung
sind hier die auf Schub widerstehenden Flichen: 3-sd + 2 s¢, wobei
die Teilnahme des kleinen Holzstiickes & vernachlissigt ist. Auch ge-
niigt es, fur den Bolzen als Abscherungsquerschnitt einen Kreis ein-
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zufithren, zumal diese Annahme gegeniiber der tatsichlich in Frage
kommenden Ellipsenform des Schubquerschnitts eine vergrofierte Sicher-
heit in sich schlieft. Demgemafl mufl hier sein:

d?‘.//
$(30 4 2¢)7, + Tl > Pceosx .

Hieraus folgt z. B.:

d? >

T

4
~ -{Pcosa - 1,8(30 + 2¢)} .
2 7T

Ist z. B. P =15000 kg, der Neigungswinkel der Strebe = 24°,
cos & = 0,913, 7, = 800 kg/qem, 7, = 10kg/qem, 6 = 5em, ¢ = 7,0 cm,
s = 20 cm, so wird:

az > {15000 - 0,913 — 10-20(3-5 + 2-7)} = rd. 13 qem,

4
800 3,14
d> 3,6 cm.

5. Die in Fig. 119 dargestellte Ver-
bindung zwischen einer Héngesdule und
den beiden an sie anschliefenden Druck-
streben ist fiir die dort angegebenen Kriifte
schubsicher zu gestalten.

Die Druckkrafte D; = D] sind senkrecht
zur Hangesdule und parallel zu ihr in je
zwei Seitenkrifte zerlegt, von denen die
letzteren die GroBle von je 3000 kg erhalten
maogen. Bei einer zulidssigen Schubbelastung

Fiz. 119, des Holzes von 10 kg/qem und biindiger

Lage der Streben und der Siule, also der

Entgegenwirkung von Schubflichen nur in der Ebene ab bzw. ¢ d,
ergibt sich deren GréBe bei einer Dicke des Holzes =& zu:

dem - abcem - 10 kg/qgem = 3000 kg,
d-ab =300 gem.
300

Ist 6 = 15cm, so wird ab = = 20 cm. Macht man aus Kon-
5 :
struktionsgriinden ¢ b = 30 cm, so wird bei- 0 = 15 em die einem Ab-

schieben widerstrebende Kraft:
T =30-15- 10 = 4500 kg > 3000 kg .

6a. Fir den in Fig. 110 (Seite 104) dargesteliten Blechbalken ist
@max = 16600kg. Die anzuschlieflenden Kopfplatten haben Abmessungen
von b = 20 und 0 =1 cm. Thre Niete sind mit 2.0 ecm ausgefithrt unc
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haben einen gegenseitigen Abstand =e von 20 cm. Der 50 cm hohe
Balken hat ein J, = 55 300 cm?. Gesucht wird die Schubkraft, welche
diese Niete aufnehmen missen. Es ist (vgl. S. 104):

T = JQx S»,.e .

Da S, =20-1(25 — 0,3) = 490 cm? ist, so wird:
16600 kg - 490 cm 3
55300 cm?

Es haben mithin je 2 Niete eine Schubspannung auszuhalten von:

- 20 em = rd. 2922 kg.

2d?s 2.22.314
2ft = *’*4:”' - 4‘EL T6287 =T,
2922
7= 628 = rd. 470 kg/qem.

6b. In gleicher Weise ist der Anschlull der Winkeleisen und der
Kopfplatten an das Stehblech zu berechnen. Hier sind die Abstande
der 2,4 cm starken Niete ebenfalls zu 20 cm bemessen. Fur 8, ergibt
sich (vgl. Fig. 110):
Sy =20-1(25 —0,5) +2-15- (25 — 1 — 2,34) = 1139 em®.
~ 16600- 1139

= e 20 = rd. 680 .
1 55300 0 = 1 0 kg
DemgemaB wird die Schubbelastung der hier verwendeten Niete:
T 6800
= = ——— — = T50 .
T @ T 2. dnp o kelaem
o

7. Ein Verbundbalken
von rechteckigem Quer-
schnitt und einer Breite
=40 cm habe am Auf-
lager eine wagerechte

Schubspannung ~ von
12,5 kg/gem, und bei ge-
radlinigem  Spannungs-
verlauf in Entfernung
von 3,25 m von hier von
4,0kg/qem, vgl. Fig. 120.
Die hierzu gehérende Fliche der schiefen Hauptzugspannungen ist
zu konstruieren und die gesamte schiefe Hauptzugspannung zu be-
rechnen.

Fig. 120.
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Da, wie auf S.106 nachgewiesen, die IFliche der schiefen Hauptzug-
spannungen sich zur Fliche der wagerechten Schubspannungen wie
1: 1/5 verhalt, die schiefen Hauptzugspannungen aber gleich den ent-
sprechenden Schubspannungen sind, so ergibt sich die zeichnerische
Ermittlung der Flichen der schiefen Hauptzugspannungen dadurch,
dafl man, von der Nullinie des Balkens ausgehend, in der die Grofit-
werte der Schubspannungen auftreten, je 2 Gerade unter 45° durch a
und m (fir 7, =0) zieht: ab und mb, ferner den zur Spannung
7, = 4,0 kg/qem gehdrenden Punkt d auf mb bestimmt und nunmehr
in b und d die Schubspannung 7, .. = 12,5 bzw. 1, = 4,0 kg/qem auf-
tragt und ihre Endpunkte geradlinig durch die Linie c¢e verbindet.
Alsdann stellt die Fliche b ¢ ed die Fliche der schiefen Hauptzug-
spannungen dar, denn es ist:

Pl beed — 7, — 20000 A
2 V2
wahrend die Fliche der Schubspannungen:
:  f - be+ed
Fl. afgh=F, — ,“f,;,,,}ig_.z - Cje/

ist. Daraus folgt:
F, L2
F, A 1

w. z. b, w.
Die gesamte schiefe, im Verbundbau von unter 45° gerichtetem
Eisen aufzunehmende Zugkraft ist mithin:

tLed 2 5 L
boted 4, 125 40 ooy 4o 8,25 . 9200 = 75900 kg.
2 }/2 2

Werden zur Aufnahme dieser Krifte Rundeisen von je 26 mm
Durchmesser mit je f, = 5,31 cm? verwendet, so ist ihre Anzahl bei
einer zuldssigen Spannung von 1200 kg/qem:

75 900
— 27T 2.
1200 - 5,31

6. Die zusammengesetzte Festigkeit.
Die zusammengesetzte Wirkung von Normal- und Bie-
gungsbelastung und die Reibung bei schiefem Kraftangriff,

Fur haufiger vorkommende Berechnungen des Hochbaues hat von
den verschiedenartigen, aus dem Zusammenwirken einfacher Festigkeiten
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sich bildenden zusammengesetzten Beanspruchungen ausschlieflich die
Vereinigung von Normal- und Biegungsspannungen, also
die gleichzeitige Inanspruchnahme des Querschnitts
durch eine zentral wirkende Normalkraft wund ein
Biegungsmoment eine grofere Bedeutung. Eine solche zusammen-
gesetzte Beanspruchung kann — bei Beriicksichtigung tiblicher Be-
lastungsfille — entweder entstehcn, wenn ein in der Achse durch eine
Liangskraft belasteter Stab durch eine zur Achse (in der Regel) senkrecht
gerichtete Kraft verbogen wird, oder sie kann durch eine senkrecht zum
Querschnitt liegende, exzentrisch angreifende Kraft bedingt sein. In
beiden Belastungsfillen ist die Beanspruchungsart die gleiche, da auch —
wie bereits auf S.60 hervorgehoben wurde — die Wirkung jeder ex-
zentrisch zum Querschnitt gerichteten senkrechten Kraft ohne weiteres
durch die einer zentrisch wirkenden Kraft und ein verbiegendes
Moment ersetzt werden kann. Bei der Ermittlung der auftretenden
Spannungen wird zu unterscheiden sein, ob die Kraftebene den Quer-
schnitt in einer Hauptachse oder schiefwinklig schneidet; in letzterem
Fall, ob ihre Schnittlinie durch den Schwerpunkt des Querschnitts geht
oder auferhalb dieses zu liegen kommt. KFerner wird zu trennen sein,
ob der Querschnitt einheitlich, d. h. nur auf Druck oder nur auf Zug
bzw. zugleich auf Druck und Zug durch die zusammengesetzte Bean-
spruchung belastet wird, und ob im letzteren Fall sein Baustoff ge-
eignet ist, beide Arten von Spannungen oder nur eine aufzunehmen.
Hierbei wird es sich bei den Hochbaukonstruktionen vorwiegend
um Mauerkdrper handeln, die zwar auf Druck erhebliche Lasten zu
tragen vermogen, gegen Zugwirkung aber weniger sicher sind und
daher besser nach dieser Richtung hin nicht belastet werden. In
gleichem Sinne darf auch eine Erdschicht nur gedriickt werden. Da
ihre Kohision als Sicherheit nicht in Rechnung
gestellt werden darf, vermag sie keinen Zug auf-
zunehmen.

Wirkt auf einen Querschnitt die ihn bean-
spruchende Kraft (P) (bei exzentrischem oder zen-
tralem Angriffe) schiefwinklig ein, so ist sie
(Fig. 121) in eine senkrecht zum Querschnitt an-
greifende Kraft (N) und in eine in seiner Ebene
wirksame (H) zu zerlegen. Letztere belastet als-
dann den Querschnitt auf Schub und kann so Fig. 121,
lange unberticksichtigt bleiben, als die Gefahr
eines Gleitens der Querschnitte aufeinander ausgeschlossen ist. Diese
Gleitung wird durch den Reibungswiderstand der einzelnen
Querschnitte verhindert, der eine Folge der Rauheit der Querschnitts-
oberflichen und in Verbindung hiermit eine Funktion der auf ihr

Foerster. Repetitorium. I. S
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lastenden Normalkraft ist. Den einzelnen Baustoffen ist eine ver-
schieden grofle Reibung eigen, die nchen ihrer Art in erster Linie
von der Gestaltung und Bearbeitung der Oberflichen abhingt. Diese
spezifische Reibungsgrole, die Reibungsziffer (f), ist fiir die verschie-
denen Baustoffe durch Versuche ermittelt. In der Zusammenstellung
in Anm.1) sind die GréBen f fiir die wichtigsten, gleichartigen oder
verschiedenen, sich berithrenden Baustoffe gegeben.

Ist N die Normalkraft, so ist bei einer Reibungszahl = f der Rei-
bungswiderstand: N - f, und solange N - f > H ist, steht eine Gleitung
nicht zu befiirchten, da der Reibungswiderstand stets einer Bewegung
entgegenwirkt.

Fiithrt man fir ein Verhaltnis =-°

% , bei dem gerade noch der Gleich-
0
gewichtszustand vorhanden ist, aber ein Gleiten nahe bevorsteht, die

Winkelfunktion tge ein, so wird tge =%; @ fihrt den Namen des
Reibungswinkels. Auch dieser darf also nicht tiberschritten werden,
wenn eine Gleichgewichtsstérung vermieden werden soll.

Ist die Wirkung der Seiterikraft in der Ebene des Querschnitts
als nicht gefahrlich nachgewiesen, oder war die Kraft von vornherein
normal, so sind die durch diese und das Moment hervorgerufenen Bie -
gungsspannungen zu untersuchen. Sie bilden in fast allen prak-
tischen Fillen die gefahrliche Belastungsart des Querschnittes und
konnen je nach- den GroBen und dem Verhiltnis von Normalkraft
und Moment als gefiahrliche Druckspannung oder Zugspannung am
Querschnittsrande auftreten.

Ist fiir cinen Querschnitt das durch die exzentrisch wirkende Normal-
kraft NV in bezug auf den Querschnittsschwerpunkt bedingte Moment
und die Exzentrizitit der Normalkraft, d. h. thr Abstand vom Schwer-
punkt = e gegeben, so ist diese selbst bekannt, denn es ist:

M =eN; N= M .
e
') Es ist fir die Berithrung von: 4 /
Stein auf Stein, Mauerwerk auf Mauerwerk, auf Beton usw.  35° 0,70
Mauerwerk auf trockenem Baugrund . . . . . . 33° 0,65
Mauerwerk auf feuchtem Baugrund . . . . . . o 19° 20 0,35
Holz auf Stein. . . . . . . . . ... . . .. 33° 0,65
Holz auf Metall . . . . . . . . . . . . ... .. 31° 0,60
Holz auf Holz C e . 17° 0,30
Stahl auf Stahl . . . . . . . . . .. ... . 8° 307 0,15
GuBeisen auf GuBeisen . . . . . . . . . . .. .. 11°207 0,20
Eisen auf Stein . . . . . . o .. 7° 30 0,13
Eisen auf Kies S L. 220 17° 0,4—0,3
Schmiedeeisen auf Schmiedeeisen . . . . . . . - 24.° 30" 0,45

GuBeisen auf Stahl . . . . . . . . . . . . . . 18° 30/ 0,33
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Ebenso liefert diese selbstverstiindliche Beziehung auch, wenn M und
N gegeben sind, die Grofie:

M
N

e =

Schon auf S.60 wurde hervorgehoben, dafl cine jede exzentrisch
wirkende Kraft im Querschnitte eine Verbiegung infolge des Krifte-
paares N - e und eine Normalbelastung durch die im Schwerpunkt an-
greifende Kraft N auslost (vgl. Fig. 94). Addiert man die beiden Span-
nungen zueinander (Fig. 122), so ent- v
steht ein Spannungsdiagramm, bei dem l ;
an den Querschnittsrindern verschieden 7
groBe Spannungen sich ausbilden und dem- "
gemaB die Nullinie nicht mehr
durch den Schwerpunkt geht,
sondern, falls die Randspannungen ent-
gegengesetzte Vorzeichen erhalten, auBer-
halb desselben den Querschnitt schnei-
det, sonst {iberhaupt auBlerhalb dieses
liegt. Die letztere Lage schlieBt also das
Auftreten einer einheitlichen Spannung
im Querschnitte in sich und- kann nur
alsdanit eintreten, wenn die durch die
im Schwerpunkt angreifende Normalkraft Fig. 122.
erzeugten Spannungen, absolut betrachtet,
grofer sind als die Spannungen aus der Biegung. In dieser Ver-
schiebung der Nullinie gegentiiber ihrér zentralen Lage
bei ausschlieBlich axialer Biegungsbeanspruchung liegt
das bezeichnende Merkmal bei der hier vorliegenden zu-
sammengesetzten Spannung aus Normal- und Biegungs-
belastung.

Der Querschnitt vermag Druck- und Zugspannungen aufzu-
nehmen.

Bei den folgenden Erérterungen, die

die Lage der Nullinie gegeniiber dem Kraftangriffe und
ihre Auffindung

zum Gegenstande haben, werde zunichst vorausgesetzt, dall die
Kraftebene den Querschnitt in einer Schwer- (Haupt-)
Achse schneidet. Ist alsdann in Fig. 123 k& der in der Achse yy
liegende Angriffspunkt der exzentrisch wirkenden Normalkraft N,-ihr
Abstand von dem Querschnittsschwerpunkte = f und sucht man fir
cinen beliebigen Punkt des Querschnittes (v"y" oder " y"") innerhalb

8%
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der Zone zwischen Nullinie und stirkst belasteter QuerschnittsauBen-
kante die auftretende Spannung (o), so wird:

N My N Ny

T F J, F J,
Da in der Nullinie die Spannung = 0 ist, so wird fiir den hier vorliegen-
den Wert 4" =y,:

N N iy,
g == 0 = T - 7’1
oder:
N N fy, Je o
Fﬁ “7711;7 ’ Yo = _’T;f 44; 5

worin, wie stets, F' den Querschnitt in seiner ganzen Ausdehnung be-

z

zeichnet und fiir Q;’ der Wert des Quadrats des zugehorenden Trig-

heitsradius (z‘_‘;z ';?) gesetzt ist (vgl. 8.55/56). Das — -Zeichen auf

der rechten Gleichungsseite 148t erkennen, dafl y, und f auf ver-

schiedenen Seiten der x-Achse liegen, d. h. da dem Angriffs-

punkte der Kraft (k) eine Lage der Nullinie auf der

anderen Seite der zugehodrenden Achse

entspricht. Zugleich zeigt die Gleichung, dafi

fir den Fall, dai f =00 wird, also der Angriffs-

punkt der Kraft im Unendlichen liegt, der Wert

Yo = 0 ist, also die Nullinie alsdann durch den

Schwerpunkt geht; ebenso entspricht dem Wert

f=0 die Grofle y,=o0, d. h. — wie bekannt

— liegt die Nullinie im Unendlichen, wenn die

Kraft N im Schwerpunkte angreift. Da f im Nen-

Vig. 123. ner auf der rechten Seite steht, wird mit Ver-

groBBerung von f der Nullinienabstand kleiner und

umgekehrt. Entfernt sich also der Angriffspunkt der Kraft

vom Schwerpunkt, so nahert sich ihm die Nullinie,

und nihert er sich dem Schwerpunkt, so entfernt sich

die Nullinie vonihm. Beide fithren also in bezug auf den
Schwerpunkt entgegengesetzte Bewegungen aus.

Unter Beachtung dieser Lageverhiltnisse kann man ¥, als vierte

Proportionale nach der Gleichung konstruieren :

o, A
Yool =i yyiie=1i,:7].

Das setzt natiirlich voraus, daf neben dem Angriffspunkte der Kraft
auch die GréBe des Tragheitsradius 4, bekannt ist.
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Ist nicht die y-, sondern die x-Achse die Schnittlinie der Kraftebene
mit dem Querschnitt, greift also N in der z-Achse an, so wird in glei-
cher Weise:

oder absolut:
und :

Hierin ist:
Jy,

Da in den Gleichungen fiir die Lage der Nullinie nur die Querschnitts-
abmessung 4 (i, bzw. 4,) und der Abstand der Normalkraft, diese selbst
aber nicht vorkommt, so folgt, dafl die Lage der Nullinie unab-
hingig ist von der GroBe der Normalkraft.

Denkt man sich (Fig. 124) die
Kraft NV in einem beliebigen Quer-
schnittspunkte % angreifend und legt
man durch ihn eine beliebige Gerade,
welche die Querschnittsschwerachsen
in den Punkten k; und k&, schneidet,
so kann man sich in diesen Punkten
zwei Seitenkrifte angreifend denken,
zu denen die Normalkraft in k die
Mittelkraft darstellt. Hierdurch ent-
stehen die Abstande dieser Seiten- Fig. 124.
krifte vom Schwerpunkt, b auf der
y- und @ auf der z-Achse. Kennt man die Trigheitsradien 4, und 4,
so sind auch die zu den in den Achsen gelegenen Kraftangriffspunk-
ten %k, und k, zugehérenden Nullinien parallel der - bzw. y-Achse
bekannt :

by, =12; ax =71 .

Da sich beide Nullinien im Punkte O schneiden, die beiden Seiten-
krafte in &k, und k, also je in diesem Punkte eine Nullspannung erzeugen,
so wird auch ihrer Mittelkraft in O eine Nullspannung entsprechen,
d. h. es ist O ein Punkt der Nullinie zu dem Angriffspunkt k der
Kraft .

Obige Beziehungen gelten fiir jeden beliebigen Angriffspunkt der
Kraft N auf der Linie k, k,, da jede Kraft N innerhalb dieser Strecke
in zwel Seitenkrifte in &, bzw. k, zerlegt werden kann, die Lage der
Nullinie zum Schwerpunkt aber unabhingig ist von der Grofe der sie
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bedingenden Normalkraft. Demgemifl verbleiben auch die beiden Null-
linien und ihr Schnittpunkt unverdndert, wenn sich die Kraft N auf der
Linie k, k, bewegt. Hierbei bilden sich Nullinien aus, die durch den
Punkt O gehen, sich also bei Verschiebung der Kraft N auf k, k, wm den
Punkt O drehen. Hieraus
folgt:

Verschiebt sich der
Angriffspunkt der Kraft
auf einer Geraden, so
dreht sich die Nullinie
um einen Punkt, und
umgekehrt : '

Dreht sich die Null-
linie um einen Punkt,
so verschiebt sichderAn-
griffspunktderKraftauf
einer Geraden.

Will man fiir einen be-
stimmten Kraftangriff & die
Nullinie finden, so legt man
durch diesen Punkt zwei ver-
schiedene Geraden k%, und
k{ ky (Fig. 125) und bestimmt fiir beide Lagen, also fiir je 2 zusammen-
gehorende parallele Teilkriafte von N je einen Punkt der Nullinie O,
bzw. O, und somit diese selbst durch die beiden Punkte. Die entspre-
chende Konstruktion beruht auf der Auffindung der vierten Proportio-
nalen, auf Grund der Gleichungen:

@ iy =1,:f,
Yot =1z ).

Der Kern des Querschnitts.

Schneidet die Nullinie den Querschnitt, so haben die Spannungen
in den durch sie geschiedenen Querschnittsteilen verschiedene Vorzei-
chen. Je nachdem N eine Druckkraft oder Zugkraft ist, sind in der
Querschnittszone, in der diese Kraft angreift, Druck- bzw. Zugspan-

') Hierbei ist die Konstruktion vermittels des rechtwinkligen Dreiecks be-
nutzt, bei dem das Quadrat der Hohe gleich dem Rechteck aus den beiden
Hypotenusenabschnitten ist. Auf den Achsen sind die Trigheitshalbmesser
“x U. ¢ aufgetragen und, je von den Angriffspunkten ky bzw. &y baw. ¥, bzw.
kK, ausgehend, zu ihnen in derart rechtwinkelige Dreiecke konstruiert, dafl 2,
bzw. 4, (auf der a- bzw. y-Achse abgesetzt) in ihnen immer die Hohen auf
der Hypotenuse bilden. Hierdurch sind die Werte a, Y1» @,y bestinmt und
die Punkte 0; und 0, gefunden.
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nungen vorhanden. Beriihrt die Nullinie den Querschnitt, so tritt in
ihm eine einheitliche Spannung auf.

Denkt man sich (Fig. 126) an den Querschnitt alle moglichen, ihn
bertthrenden Nullinien gelegt und zu ihnen allen je den Angriffspunkt
der Kraft ermittelt, so liegen alle diese Angriffspunkte auf einer Figur,
die sich um den Schwerpunkt des Querschnitts herumzieht und inner-
halb des Querschnitts verbleibt, da keine der Nullinien den Querschnitt
schneidet, also auch der jeweilig zugehorenden Kraftangriff nicht auBer-
halb des Querschnitts liegen kann. Den geometrischen Ort aller zu den
bertihrenden Nullinien gehtrenden Kraftangriffspunkte nennt man die
Kernlinie des Querschnitts und den von ihr umschlossenen zentralen
Querschnittsteil den Kern oder Zentralkern des Querschnitts. Bewegt
sich also der Angriffspunkt der Kraft auf der Kernlinie, so beriihrt die
zugeh6rende Nullinie den Querschnitt, und
in letzterem herrscht eine einheitliche
Spannung. Liegt der Kraftangriffspunkt
innerhalb des Kerns, so entfernt sich die
Nullinie vom Querschnitt und liegt ginz-
lich auBerhalb dieses; déemgem&af3 entspricht
auch jedem Kraftangriffe innerhalb der
Kernlinie, also im Kern, eine einheit-
liche Spannung im Querschnitt. Riickt
jedoch der Angriffspunkt auBerhalb des
Kerns, so verschiebt sich die Nullinie aus
ihrer berithrenden Lage nach dem Innern
des Querschnitts, schneidet ithn und bedingt das Auftreten von ver-
schiedenartigen (Zug- und Druck-) Spannungen im Querschnitt.

Der Kern gestattet demgemiB je nach der Lage des An-
griffspunktes — auf seiner Begrenzung bzw. in ihm oder
auBerhalb der Kernlinie — die sofortige Entscheidung, ob
die Spannung im Querschnitte einheitlich oder ver-
schiedenartig ist, ob also die Nullinie den Querschnitt
nicht schneidet oder in ihm eine Druck- und Zugzone ab-
trennt.

Hierbei ist — wie vorstehend bewiesen wurde — stets zu beachten,
daB Angriffspunkt der Kraft und Nullinie auf verschiedenen Seiten des
Schwerpunktes liegen.

Wird der Querschnitt von geraden Linien umgrenzt, so geniigt es,
dessen einzelne Seiten als beriithrende Nullinien zu betrachten und zu
ihnen die Angriffspunkte der Normalkraft zu ermitteln. Geht hierbei
die Nullinie von einer Begrenzungsseite in die andere iiber, so dreht
sie sich um den Querschnittseckpunkt, an dem beide Seiten zu-
sammenstoBen. Dieser Drehung der Nullinie entspricht nach dem

Fig. 126.
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auf S. 118 gefilhrten Beweise eine geradlinige Bewegung des Angriffs-
punktes.

Demgemil ist im vorliegenden Fall die Kernlinie aus einer gerad-
linigen Verbindung der zu den berithrenden Nullinien gehoérenden
Angriffspunkte zu bilden und ein Vieleck von derselben Seitenzahl

Fig. 127 a, b.

wie das aus den berithrenden Nullinien am Umfange des Querschnitts
gebildete. Hat dieser keine einspringende Ecke und ist er ein ,,n-Eck™,
so ist somit auch der Kern ein ,n-Eck”. Bei einspringenden Ecken
verringert sich die Anzahl der Seiten des Kerns gegeniiber der Seiten-
zahl des Querschnitts um deren Anzahl (vgl. Fig. 127a u. b).

Die rechnerische Bestimmung des Ierns der wichtigsten
Querschnitte.

1. Das Rechteck. Zur Auffindung des Kerns lafit man die Null-
linie nacheinander mit den Seiten des Querschnitts zusammenfallen.
Wird (Fig. 128) in diesem Sinne IT als Nullinie betrachtet, so ergibt
sich fir den Abstand des Angriffspunktes der Kraft von der y y-Achse
die Gleichung:

b . Ja ab® b?
BS. = 2="" = =
Pt TV TR 246 120
; b
B S = e
6
Ingleicher Weise wird fiir ein Zusammenfallen von Seite 1111 und Nullinie :
J,  bd® a?

a .
Q. e Y -
U8y =4 =% 13,5 " 12"

({4

S ( =¥
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Hieraus ergibt sich die Form des Kerns im Rechteck als Parallelo-
gramm, dessen Ecken auf den Hauptachsen liegen und welches das innere
Drittel des Querschnitts einnimmt. Greift also innerhalb des letzteren
Ausmafes die Normalkraft im Querschnitte an, so liegt in diesem ecine
einheitliche Spannung vor. Diese Feststellung ist besonders wertvoll
fir auf Druck belastete gemauerte Korper (Stitzmauern, Pfeiler, Ge-
wolbe usw.), bei denen das Verbleiben der Mittelkraft im inneren Drittel
das Auftreten von Zugspannungen an den Querschnittsrindern ausschlie3t.

Fig. 129.

2. In gleicher Weise ergibt sich der Kern fiir das Parallelogramm
(Fig. 129). Hierbei bezieht man den Querschnitt auf das schiefwinklige
Koordinatensystem und rechnet auf dieses das Tragheitsmoment fir
die in Frage stehende Seite um. Lift man die Nullinie mit a zu-
sammenfallen, so kommt in Fig. 129 die wagerechte Schwerachse fir
die Bildung des Trigheitsmomentes in Frage; fiir diese ist bei senk-
rechten Achsen:

b3
Jo=
T 12 b)
und da hier % = bsinf ist, so wird:
a b3sindf; X
Je= "5 .
Da nun ferner nach Fig. 130: %" = y cosecf ist, ¥
so wird:
Fig..130.

Ji= [y} dF = cosec® [y> dF = cosec?fiJ, .
Daraus ergibt sich das bier zu verwendende Trigheitsmoment:

L abdsin®f  abdsing
r_. 2g. 2 2P Y P
J; = cosec?f 12 D .

Da nun:
b J!

BS. 5 = F =2
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ist, so wird:
gg_ Zealimp b
12b-absing 6
und ebenso wird:
a
CS =~ .
6.
Die Kernfigur des Parallelogramms ist also der des Rechtecks durch-
aus entsprechend.
3. Fiir einen T-Querschnitt symmetrischer Art ergibt sich in der
gleichen Weise (vgl. Fig. 131):

op
e = Fln’
k= Jﬁ b
WOorin :
Jo= 45 (b1 — b BY),
Ty = ST hy) 65+ hy (b — 6,91,
Fig. 131, F =bh—0bh ist.

Auch hier ist die Kernfigur ein Parallelogramm, da nur 4 beriihrende
Nullinien fiir den Querschnitt in Frage kommen.

Fig. 132 a, b.

4. Fir den Kreisquerschnitt ist:

J 4 ¥2
‘Q./:"Z:,i: e
B&-r ! ¥ ra 4’

BS ="
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d. h. der Kern ist ein Kreis mit einem Durchmesser gleich dem halben
Radius (Fig. 132a). ‘
5. Fiur den Kreisringquerschnitt (Fig. 132b) folgt:

JT
YA
(R 7)4

J
S . - — [ I
BS -R=1 Iy B9

Aus der Synmumetrie des Kreisringes folgt auch hier, daB der Kern
ein Kreis mit dem Halbmesser B S ist.

6. Beim Dreieck werden die Eckpunkte des Kerns auf den Mittel-
linien des Dreiecks liegen, da einmal fiir die unendlich entfernte Null-
linie der Angriffspunkt der Kraft in den
Schwerpunkt des Dreiecks fallt und zum
anderen fiir eine bestimmte Lage der Null-
linie parallel zu einer Seite der Angriffs-
punkt in den gegeniiberliegenden Dreiecks-
punkt fallt. Unter Benutzung der Be-
zeichnungen in Fig. 133 folgt:

BS-g i,
gy 2
a Fig. 133.
da:
cosec? 3@}
e coseetpd, TG cosect b wsing)?
Y F F bl 18 ba sinp
2
" ba? a?
- 18-ba 18
ist, so wird:
3 - a? 1%
S = =
B 18-« 6

In gleicher Weise werden die Absténde:
c d

78 = — S =—

CS G D 5
ermittelt, wenn ¢ und d die zugehoérenden Mittellinien sind. Der Kern
des Dreiecks ist somit ein zum Querschnitte dhnliches Dreieck, dessen
Ecken auf den Mittellinien liegen und von hier aus eine KEntfernung
gleich je einem Sechstel der betreffenden Mittellinie haben.
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Die Berechnung und graphische Konstruktion der Rand-
spannungen im Rechtecksquerschnitt.

Der wichtigste Querschnitt ist fiir Baukonstruktionen der Rechtecks-
querschnitt. In ihin greife in einer der Hauptachsen und im Abstande
== f vom Schwerpunkte entfernt, und zwar zunichst auflerhalb des
Kerns (Fig. 134), eine Normaldruckkraft = N an.

Die Randspannungen sind:

. LA N N N0
8) CTTU R T W T Thap T b2 Y R
6

Man erkennt, dall — solange »6}{ < list, d. h. f< ’}é" also die

Kraft innerhalb des Kerns angreift — die Klammer stets einen posi-
tiven Wert besitzt und somit eine einheitliche Druckspannung iiber
dem ganzen Querschnitt vorhanden ist, dafl aber bei Uberschreitung der

Grenze [ = g der Klammerausdruck negativ. wird und sich somit

das Auftreten einer Zugrandspannung zu erkennen gibt. Die beiden
Randspannungen o, bzw. 6, werden:

S (TS (o (N}
S LI (I (I 1]

Fiir die Spannung eines beliebigen Querschnittspunktes im Abstande
von z von der senkrechten Haupt-Achse ergibt sich eine Spannung o:

N 1 Mz N M-z-12 N<1 IZif)

1 e S B e S fonted
o=ty TR

B Y R ¥

Y

Die Gleichung ist vom ersten Grade; demgemiB verliuft die Spannung
itber den Querschnitt nach seiner geraden Linic. Fiir z =0, d. h. den
Schwerpunkt, wird:

e) O == 0Oy == — 773" -

h
wihrend sich fiir: z = i—2— , d. h. die Querschnittsrinder, die vor-

stehend angegebenen Randspannungen ¢;, 6, ergeben.
Die vorstehende Gleichung (b, ¢ gestattet eine sehr einfache gra-
phische Darstellung (vgl. Fig. 134). N
Im Schwerpunkte wird die mittlere Spannung: 6, = —

F
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aufgetragen, alsdann durch ithren Endpunkt (s) und den voin Angriffs-
punkt der Kraft abgewandt liegenden Kernpunkt eine Gerade gezogen,
die bis zum Schnitt mit der Angriffslinie von N (¢in Fig. 134 b) verlingert
wird. Zieht man alsdann ¢ 7 parallel zur Grundlinie w v und alsdann die
Jerade # s z, so stellt die schraffierte Figur das
Spannungsdiagramm in dem hier betrachteten
Querschnitte dar; »” ist ein Punkt der Nullinie,
der diese somit im Grundrisse eindeutig be-
stimmt. Dal diese graphische Konstruktion mit
der vorstehend abgeleiteten Gleichung tiberein-
stimmt, erkennt man einmal darin, dal die
Spannungsverteilung  tatsichlich als Gerade
durch die Punkte rs festgelegt ist, dall ferner
fir sie die vorstehend berechnete Ordinate im

N .
Schwerpunkte: 6, = — 7 innegehalten ist und

daB endlich auch eine jede Randspannung
dem oben berechneten Werte entspricht. Es
ergibt sich z. B. fiir die grofte Druckrand-
spannung o, :

6, =rw=1=tu,;

tu:sm=tu:d5%-:(f+-g):fg,
d. h.
N/ I
alite) e
E Fig. 134,

wie vorstehend berechnet wurde. Hiermit ist die Richtigkeit des dar-
gestellten Diagramms und Spannungsverlaufes bewiesen.. Riickt die
Kraft in den einen Kernpunkt, so wird in der vorstehenden Gleichung:

h
F=%

und somit:

h
6.

N 6 N
- e
Y (1 ) J
g = - N (1 — 1) =0 (vgl. Fig. 134c).

 bh
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Das gibt sich naturgemifl auch im Diagramm zu crkennen. Gelangt
die Kraft innerhalb des Kerns, so treten an beiden Randern nur Druck-
spannungen auf (vgl. das Diagramm Fig. 134d), und gelangt die Kraft
endlich in den Schwerpunkt selbst, so verteilt sie sich vollkommen
gleichmafBig tiber ihn hinweg.

Liegt bei auflerhalb des Kerns angreifender Normal-
kraft ein Querschnitt vor, der nur Druck, aber keinen
Zug aufzunehmen vermag, wie s z. B. bei manchem Mauerwerk,
vor allem aber bei der Krdfuge der Fall ist, so kann hier im dullersten
Falle eine Spannung = 0 eintreten, d. h. das Spannungsdiagramm nur
die in Fig. 134c bzw. 134f dargestellte Form erhalten. Da hier die
Normalkraft im Kernpunkt, d. h. im Drittelpunkt der allein wirksam ver-
bleibenden Fuge angreift, so wird in dem hier vorliegenden Falle die
wirksame Druckzone auch nur das Dreifache der AuBenexzentrizitit
der Kraft =3 f; (Fig. 134f) sein kénnen. Demgemi 3 wird hier die mitt-
lere Spannung:

N
"3

und die Randspannung :
2 N
3467

Ist & in allen obigen Darlegungen = 1,00 m Tiefe, erstrecken sich also
die Ermittlungen auf die Einheitstiefe, so wird b tiberall =1 zu setzen
sein.

Liegt der Angriffspunkt der Kraft nicht in einer Schwer-
(Haupt-) Achse, ist aber der Kern des Querschnittes be-
kannt, so kann dieser zu einer
sehr {ibersichtlichen und schnell
zu bewirkenden Auffindung der
Randspannungen Benutzung
finden.

Greift (Fig. 135) die Normalkraft in
dem beliebigen Querschnittspunkt kan,
so legt man durch ihn und den Schwer-
punkt eine Gerade, welche auf der Kern-
linie die beiden Kernpunkte &, und k,
hestimmt. Unter der Annahme, dafi n n
die dem Kraftangriffe cntsprechende
Nullinie ist, wihlt man die zweite Achse parallel zu nn durch S und
erhdlt hiermit die Abstdnde der dulersten Faserpunkte e, bzw. e, in

Fig. 135.
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bezug auf diese Achse. Fir eine Querschnit’osgré[ie = F werden als-
dann die Randspannungen:
oo ¥ Nie
D
N Nfe,
G = o o AT
®TF .

Da der Kernpunkt k, der Angriffspunkt zur Lage der Nullinie n, ,
und ebenso k&, der zu n,n, ist, so folgt:

Ju Ju
k,=-—; =
Y Fe’ k, Fe,’
d. h.
L k,F; In _ kF.
e/ el/
Hiermit werden die Randspannungen:
NN N ) N N
S e L it A 1 = ’" — Sz |
SR % A AL 7l k)T F R, T,
und:
e N NNy Ny N
: F k F F k, F\ k F ok, "k

Hierbei sind /, und f, die Absténde der Kernpunkte k; bzw. &y von
dem Angriffspunkte der Kraft k.

Ist der Kern des Querschnitts bekannt, so sind mithin, da alsdann
auch die GréBen f,, f,, £, k, gegeben sind, die Randspannungen mit
Hilfe des ebenfalls bekannten
on-Wertes zu finden, und zwar
ohne dafl man notwendig hat, die
Nullinie zu ermitteln, deren Rich-
tung also fur die vorliegende Be-
rechnung ohne Bedeutungist. Neben
der rechnerischen Auffindung der
Werte o, und o, kann auch der aus
Fig. 136 ersichtliche graphische
Weg schnell zum Ziele filhren. Man zieht durch k die Gerade kS,
bestimmt %, und k,, legt durch S eine beliebig gerichtete Achse (S U),
trigt auf ihr den Wert der mittleren Spannung:

Gy = Zlg =8U

Fig. 136.
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auf und zieht die Geraden k, U und U k,, die auf ciner durch k£ za U S
gezogenen Parallelen die Punkte 7, und 7T, abschneiden. Alsdann ist
kT, =0, und kT =06,. Denn:

KTy US =fy:hy S=1f,k, |

Ny
N |
kT Pk,
und :

kT, :US =kky by S=1f %k,

LN
]{' ,1 1= ‘]4:' ’]1% = (72 s
w. z. b, w.
Wird das Moment der dulleren Krifte auf die Kernpunkte bezogen,
ist also:

Nfy bzw. N f; = M, baw. = M,

bekannt, so werden die Randspannungen am besten auf rechnerischem
Wege aus den Beziehungen bestimmt:

o ]”1 ko . ﬂ[kl

T FE T Fi,

Hierbei sind die Werte &, und £ die Abstinde der Kernpunkte, ge-

troffen von der Schnittlinie zwischen der durch den Schwerpunkt ge-

legten Kraftebene und dem Querschnitte. Bei Belastung eines Recht-
eckquerschnitts in seiner senkrechten Achse sind also z. B.:

h
A/ = ]‘// = (3
und da hier F = b h, so wird:
_ M‘ — %‘z —
T w ™
6

worin W das Widerstandsmoment des Querschnitts angibt, bezogen
auf die zur Kraftebenen-Schnittlinie zugehérende Achse.

Der Querschnitt vermag nur Druck aufzaunehmen, seine Zug-
wirkungsfliche ist unwirksam.

Zunéchst sei wiederum vorausgesetzt, dafy die Kraftebene den
Querschnitt in einer Schwer- (Haupt-) Achse schneidet
und dieser zuihr symmetrisch ist. Denkt man sich (Fig. 137)
den Angriffspunkt der Normalkraft in k, innerhalb der z-Achse, so
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wird zunéchst die Nullinie senkrecht zur »-Achse verlaufen. Betrachtet
man ein beliebiges Flichenteilchen df, das von der Null-Achse den
Abstand « haben mége, so wird dessen Spannung als alleinige Ab-
hingigkeit von diesemn Abstande, d. h. in der Form: ¢ =az, aus-
gedriickt werden konnen, wobei @ eine Konstante ist, die allen df-Teil-
chen eigen ist, die im Abstande von z zur nn-Achse, also auf einer
Parallelen zu ihr liegen. Aus dem Gleichgewichte

der auBBeren Kraft mit den inneren Querschnitts-

spannkraften folgt:

N =Yodjf=Daxdf =aXucdf,

und ebenso aus der Gleichheit der Momente der
iuBeren Kraft und der inneren Krifte, bezogen
auf die Nullinie:

) s . . Fig. 137.
Nor= Nodfs=davdfx=aa*df.

Hieraus ergibt sich der Abstand der Nullinie von dem Angriffspunkte
(k) der Normalkraft:

>ardf  J,
C Xwdf S,
— dem Quotienten aus dem Triagheitsmoment der wirksamen Fliche
und dem statischen Moment dieser, beide bezogen auf die Nullinie.
Die Auffindung der Nullinie auf Grund dieser Beziehung wird am
besten auf graphischem Wege bewirkt. Hierzu sei an die graphische
Darstellung eines Momentes und eines Trigheitsmomentes (vgl. S. 19
bis 21 u. 23) erinnert, die beide auf der Verwendung von Kraft- und
Seileck sich aufbauen.

Der Gang der graphischen Ermittlung sei an dem Bei spiele in Fig. 138
gezeigt. K sei, wie stets, der Angriffspunkt von N und liege in der
v-Achse, d. h. in der wagerechten Schwer- und Symmetrieachse des
nur nach dieser symmetrischen Querschnittes. Unter Annahme eines
bestimmten Flichenmalstabes wird alsdann der Querschnitt in eine
Anzahl Kkleiner Flichenstreifen zerteilt, parallel zur y-Achse, und ihr
Inhalt als Gewicht aufgefaBt. Zeichnet man alsdann zu diesen Kriften
mit einem beliebigen Polabstande das Kraft- und Seileck, so stellt,
wenn nn in Fig. 138 die gesuchte Nullinie ist, die Flache (Fy), be-
grenzt durch den ersten Seileckstrahl, das Seileck und die Gerade vw
die zur Auffindung des Tragheitsmomentes des wirksamen Flichenteils,
bezogen auf n n, erforderliche Fliche dar:

Jo =2F,H.

Toerster, Repetitorium. I. 9
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In gleicher Weise ist S, = I H, wobei I der Teil der n n-Linie ist,
der von den duBersten Seileckstrahlen abgeschnitten wird.

Da:
I
S,

sein soll, so ist im vorliegenden Fall:

. _2FH _2F,
~ I1H 1

oder:

lr
Fy,= 5

T'ig. 188.

d. h. die Nullinie # # liegt vom Angriffspunkt der Normalkraft so weit
ab, dal} ein Dreieck entsteht, 4 vw =F,. Dieses Dreieck kann man
aus F, in der Art gewinnen, daff eine durch A — senkrecht unter &
gelegen — gezogene Gerade in Fig. 138 zwei Flichen unter- bzw.
oberhalb des Seilecks abschneidet, die unter sich inhaltsgleich sind.

Sind — durch Probieren zu lésen — in diesem Sinne die beiden Fli-

chenteilchen f; und f, einander gleich gemacht, dann ist » ein Punkt
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der Nullinie und somit diese auch im Querschnitte bestimmt. Hierbei
wird zugleich der unwirksame Teil des Querschnitts von dem unter
Druck stehenden abgetrennt. Die grofite Randdruckspannung findet
man am besten graphisch, indem man fiir den wirksamen Querschnitts-
teil (#,) unter Verwendung des bereits gezeichneten, nur in der Nihe
der Nullinie wegen der hier in der Regel verinderten Kréafte ein wenig
abzudndernden Seilecks den (neuen) Schwerpunkt der Druckflache be-

stimmt, fur ihn die mittlere Spannung 6, = ﬁﬂ‘ berechnet und mit dieser
n

mit Hilfe der Spannung =0 in der Nullinie das geradlinig verlaufende
Spannungsdiagramm aufzeichnet und somit o,,, bestimmt.
Will man die Randspannung rech-
nerisch ermitteln, so dienen hierfir die
vorstehend gefundenen Beziehungen:

G=@a-x;

N N
N =a Dadf; = 57 = =
—=ra Swdf 8,
und somit:
N-x
o= -~ ,

Sy
bzw. fur die am weitesten von der Nullinie

(um z) entfernte Randfaser:

N-z:

Oprny =
max
) Sn

Hierbei kann naturgemi8 8, aus der Beziehung:
S, = 1. H entnommen werden.

Aufgaben, wie die vorliegende, sind u.a. bei
der Berechnung hoher, dem Winddrucke und
dem Eigengewicht ausgesetzter Schornsteine
mit Ringquerschnitt zu losen. Hier wird in der Regel darauf Wert zu
legen sein, daB die innere Kreislinie ganz oder doch zum gréfiten Teile
innerhalb der wirksamen Querschuittsfliche liegt (Fig. 139).

Der Winddruck (H) wird zweckmiBig wagerecht eingefithrt. Er kann
tir 1 Hohenmeter des Schornsteins mit 190 # - kg angenommen werden,
worin 7 den duBeren Halbmesser darstellt. Da der Schornstein nach oben
zu sich im duBeren Umfange (und der Stiarke) verringert, so empfiehlt es
sich, die H-Krifte fiir mittlere AuBendurchmesser in bestimmten Hohen-
abschnitten (von 5—10m) zu berechnen und die einzelnen H-Krifte
zu einer Mittelkraft H zusammenzusetzen, die ihrerseits mit dem
Gesamtgewichte des Schornsteins zur Endmittelkraft zu vereinigen ist.
Liegt der Angriffspunkt dieser innerhalb des Kerns, so treten nur Druck-

0%

Fig. 139.
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spannungen auf und alsdann ist die grofite Randspannung zu bemessen

nach:
G M G H-h G G-c
G = — (7’ -+ W:) = —(15 + - ﬁ,"‘) = — ( ¥ + 7)

“ r,,,F;C,),V (( v0>1
_F(“ wo) T e\t

= den Kernhalbmesser bedeutet 2).

Liegt — wie dies meist der Fall sein wird — der Angriffspunkt der
Kraft (k,) aullerhalb des Kerns, wie auch in I'ig. 139 vorausgesetzt, so
ist genau in der vorstehend erdrterten Weise vorzugehen, der Ring-
querschnitt in Streifen zu zerteilen und mit Hilfe der Beziehung:

I

=

Sll

die Lage der Nullinie zu bestimmen. Die grofite Randdruckspannung
wird alsdann, da hier N = ¢ ist:

worin: k

Gz 5
Op = Omax = — & )

s,

Liegt der Angriffspunkt der Kraft nicht in einer Achse,
sondern an beliebiger Stelle im Querschnitt, so wird man bei
den im Hochbau vorliegenden Aufgaben am besten mit Hilfe
cines Probierverfahrens die Randspannungen zu ermitteln suchen.
Hierbei wird zunichst schiitzungsweise die Richt ung der Nullinie an-
genommen und alsdann das vorstehend dargelegte graphische Verfahren
zur Bestimmung der Lage der Nullinie im Querschnitte angewendet.
Ist die Nullinie gefunden, so liegt eine Kontrolle fiir die mehr oder
weniger richtige Losung darin, daB jetzt die Summe der inneren Spann-
krafte gleich der duBeren Normalkraft N sein und zudem durch den
Angriffspunkt von N gehen muB. Aus dem fiir die gefundene Lage
der Nullinie ermittelten Spannungsdiagramm entnimmt man zu diesem
Zwecke dic mittleren, zu den einzelnen Flichenstreifen gehdrenden
1) Hierin ist 4 der Abstand des Angriffs-Punktes der Mittelkraft H iiber
dem Geldnde, also oberhalb des untersuchten Querschnittes.

2) Es ist:

S F T RLF F
da R den #duBersten Faserabstand darstellt.

3) Uber die Berechnung der Werte S, und J,, bei ringformigem Querschnitte
vgl. u. a. Miiller - Breslau, Graphische Statik, Bd. I, fiinfte Auflage 1912, 8. 95ft,
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Spannungen und bildet aus ihnen und den zugehérenden Flachenele-
menten die inneren Spannkrifte, die dann zu Mittelkréaften nach zwei
verschiedenen Richtungen zusammengesetzt werden missen, umn den
Angriffspunkt der Mittelkraft der inneren Spannkrifte zu erhalten.

Eine probeweise Untersuchung in obigem Sinne ist in Fig. 140 dar-
gestellt 1).

Fig. 140.

1) In Fig. 140 ist ein Rechtecksquerschnitt der Untersuchung zugrunde gelegt.
Der Angriffspunkt der Kraftist . Die Richtung der Nullinie wird angenommen ngn,
und ihr entsprechend die Fliche in 6 Teile (I—VT) geteilt, in deren Schwerpunkten j
die Fliichenkriifte f, bis f; angreifen. Zu ihnen ist mit Hilfe des Kraftecks (mit H) ein
Seileck gezeichnet und in ihm unter Zuhilfenahme des Punktes 4 (entsprechend k)
die Flichenausgleichung (wie in Fig. 138) vorgenommen und durch sie der Punké v
der Nullinie und somit diese = » n im Querschnitte bestimmt. Des weiteren wird

die Schwerachse § 8, des nunmehr nur noch wirksamen Flichenteils (F',) ermittelt
. N .
und das Spannungsdiagramm gezeichnet (aus 0= 0 und on = j«’”) . Inihm werden

0/
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Sind crhebliche Unterschiede zwischen beiden Angritffspunkten vor-
handen, so ist die Richtung der Nullinie anders zu wihlen und das
Verfahren bis zu einem angenédherten Zusammentreffen der Angriffs-
punkte zu wiederholen. Meist wird eine zweifache bis dreifache Wieder-
holung schon zu einem guten Endergebnisse fithren. Hierbei kann man
bei einem Rechtecksquerschnitt und dem Angriffspunkte der Normal-
kraft auf einer Diagonale davon Gebrauch machen, da$ die Nullinie
der anderen Diagonale parallel ist.

Zahlenbeispiele.

1. Der Ober- (Druck-) Gurt eines Balkenbinders (Fig. 141) wird durch
eine zwischen die Knotenpunkte des Tragsystems gelegte Pfette in der
Mitte zusitzlich auf Biegung mit einer zur Achse senkrechten Last von
1200 kg Dbelastet. Die Druckkraft — axial angreifend — betragt
14 000 kg. Als Querschnitt ist der in Fig. 141 dargestellte, aus zwei
C-Eisen (Normalprofil 12) bestehende Querschnitt mit F =2.17,0
= 34,0 qem und W, = 2. 60,7 = 1214 em® gewihlt. Die Randspan-
nungen sind zu berechnen. Das zusitzliche Biegungsmoment in Stab-
mitte betragt:

1200

M == 5 200 = 120 000 kg - cm.
Demgemil wird:
N M 14000 120 000
TR T w T 340 1214

= —411 — 988 = — 1399 kg/qem,
0y = —411 ++ 988 = 577 kg/qem.

Die Beanspruchung o, ist eine hohe, bleibt aber immerhin noch inner-
halb der Proportionalitiitsgrenze.

2. Auf der in Fig. 142 dargestellten gulleisernen Saule mit ring-
férmigem Querschnitte ruhen zwei T-Triger auf, die bald mit 18t.
bald nur mit 12t be-
lastet werden. Die Span-
nungen im Siulenquer-
schnitt sind bei stirkster
Exzentrizitit des’ Kraft-
angriffes, also bei ein-
seitigerTotalbelastung des
einen Tragers und gering- Fig. 141,
ster Belastung des ande-
ren, zu berechnen. Der Querschuitt hat einen duBeren Durchmesser von
20 c¢m, einen inneren von 16 cm,~und demgemif ein F =113 gem und
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ein Widerstandsmoment W = 463 cm?3. Die Exzentrizitat berechnet
sich aus der Bedingung:

(P, -+ P)-f=30.f{=P,0,15 — P,0,15 = (18,0 — 12,0) - 0,15,

also aus einer, auf die Siulenachse bezogenen Momentengleichung.
6,0.0.15
f == ‘*"‘;(‘)*'O = 0,03 m = 3 cm.

Demgemal3 wird:

M = 3.30000 =90 000 kg - cm

und
N M 30000 90000
G = —’lj + 7VV - 1i3 + 74@7 ’
6, = —266 — 194 —= —460 kg/qem,
0, = —266 4 194 = —72 kg/qem.

Die Saule wird also in allen ihren Querschnitts-
teilen auch bei der exzentrischen Belastung ge-
driickt. Die hierbei auftretenden Spannungen
sind als erlaubt zu bezeichnen. Bei totaler Be-
lastung P; == P, =18t wird die alsdann tiber
den Querschnitt sich gleichmaflig verteilende
Druckspannung:
G = 2 ilféOOO = —320 kg/qem.
3. Der Kern des Mauerquerschnitts in Fig. 143 ist unter der Vor-
aussetzung, daf} die seitlichen Vorspriinge um je I m heraustreten, zu
bestimmen.
Aus den Abmessungen der Figur folgt:

Tig. 142.

F=(3.3-2.1-1)qgm =T7qgm =70 000 gcm,
- 3,0-300 10-1,0°

J, = e T g = 15 (3.27—2.1) = 6,5833m?3,
T, — .Lol';’o'f’ n }zoi;;’o?i — 1, (2274 1) — 4,5833 w,
Demgemafl wird:
ky = 2%38?5 = 0,626 m,
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30 J, ., 45833

kg F-YT 70
4,5833 .
/(2 = 7:0*:1’7 = 0,440 m.

Aus diesen MaBen ist der in Fig. 143 dargestellte Kern bestimmt.
Fr hat eine Hohe von 1,252 m und eine Breite von 0,89 m.

Fig. 143. TPig. 144.

4. Eine Gewélbefuge (Fig. 144) von 1,00 m Stirke und 1,00 m Tiefe
wird im Abstande von dem oberen Gewdlberande von 0,20 m durch
eine Normalkraft von 30 t exzentrisch belastet. Gesucht sind die Rand-

Spannungeli. Da hier die Kernweite %’))9« = 0,33 m betriigt, der Kern

also um je 16,5 cm von der Mittellinic absteht, die Normalkraft aber’
von hier aus den Abstand von 50 — 20 = 30 cm hat, so liegt sie auBer-
halb des Kerns, und es sind somit verschiedene Spannungen, am oberen
Rande — also nahe der Druckkraft — die gréBten Druckspannungen,
am unteren Gewoélberande der Hochstwert der Zugspannungen zu er-
warten.
Es ist:
13 1
F =100 qm ; W= 6 :520’1666 mé,
M =30-030=9t-m,
und somit ergibt sich:
LN M w9
r-w 1 - 0,1666

bzw. = 424 t/qm?).

—30 — 4= —84

24 000

') 24 t/qgm entsprechen 24 000 kg/qm und 6160 2,4 kg/qem.
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Demgemal3 sind die Randspannungen:
o, =—8,4 kg/qem,
0, =+2,4 kg/qem.

5. Der in Fig. 145 dargestellte Mauerpfeiler setzt sich mit einer
Grundflache von 6,00 - 2,00 m auf einen guten, tragfahigen Baugrund
auf, der bis zu 4kg/qgem beansprucht werden darf. Auf die letzte
Mauerfuge und ebenso auf die Erdfuge wirkt eine schrig gerichtete
Kraft R = 155t ein, die in zwei Seitenkrifte, eine senkrechte N = 150 t
und eine wagerechte H = 37,51
zerlegt wird. Esist zu untersuchen,
ob der Pfeiler gegen Verschieben
ausreichend gesichert ist und keine
zu hohen Belastungen im Mauer-
werk und auf dem Baugrunde auf-
treten. Da die Reibungszahl zwischen
Erde und Mauerwerk unter un-
glinstigen Verhaltnissen rd. 0,40 ist,
so wird hier eine Reibungskraft auf-
treten = 0,4.- N =0,4.150 = 60 t,
also > H > 37,54, so dal eine Ver-
schiebung des Pfeilers durch die
horizontale Seitenkraft der Gesamt-
mittelkraft nicht zu befiirchten steht.

Die Kraft N greift von der
PfeilerauBBenkante um 1,60 m ent-
fernt an, liegt also, da die Fuge
6,00 m breit ist, nicht mehr im Kern, d. h. nicht im inneren Drit-
tel. Thre Exzentrizitit gegeniiber dem Querschnittsschwerpunkte ist
§f=3,0— 1,60 =140m und somit M =150.1,4 = 210 t-m. Ferner
ist W, fur die hier in Frage kommende senkrecht zur Kraftebene
stehende Achse y:

LR 02
W, — 2 250 —120ms.  F—=12,0 qm.

Fig. 145.

Aus diesen Werten folgen die Randspannungen:

150 210 360

(71 = —T2“ —_— TZ— = —T2-* t/qm,
= —30 t/gm = —3,0 kg/qem,
—150 + 210

60
0y = D = +E = 45,0 t/gem = 0,5 kg/qem.
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Die mittlere Spannung 6, im Schwerpunkt wird:

150
12

Mit Hilfe dieses Wertes ist auch das Spannungsdiagramm in Fig. 145
gezeichnet. Es liefert die Nullinie im Querschnitte. Die Lage dieser
kann naturgemdl auch rechnerisch gefunden werden. Bezeichnet man
die Abstinde der Nullinie von den beiden Querschnittsrindern
(Fig. 145) mit » und ¢, so wird:

r:it=0,:0,=3,0:05; r+1{=60; r=60-—1,

= 12,5 t/qm = 1,25 kg/qem.

Oy =

6,0 —t:t=30:0,5=06,0;
60 —t=60-¢ 7¢t=60; t=08m

und demgemif » = 5,14 m. Nunmehr kann man auch nach der Gleichung
Nz
Omax = _-LST,:_
die groB3te Randspannung fiir den Fall berechnen, dafl die Zugzone nicht
beriicksichtigt wird, also die Druckzone allein die gesamte Kraft auf-
nimmt. Hier ist z = 5,14 m.

5,142 .
= LVE,ZLQ = 26,42 m3, N = 150 t,
150- 5,14 150
Omax = 726,74727 = 5’17: = 29,3 t/qm = 2,93 kg/qem 1.

Fir die Spannung in der Erdfuge darf nur die 3fache Auflenexzen-
trizitit far die wirksame Fliache in Rechnung gestellt werden, d. h.
b, =3-1,60 =48 m. Demgemi wird (vgl. S.125):

150 150

Op = ——=-——— = —— = 1d. 15,6 t/qm = 1,56 kg/qem
Dim 48020 9,6 /‘1 g/q
1) Man kénnte — einfacher — auch folgendermaflen rechnen: da
2% b
S, = 5
ist, so wird: Nz oON
Omax = ?:_{?)" - ;7)7 )
5
also vorliegend:

2 .150
— = 20 ,
Omax 514.2 9,3 t/qm.

Es _mag verwundern, dafl jetzt die Randspannung geringer wird als bei
Hel:anzlellllllg der Zugfliche: (2,93 < 3,0 kg/qem). Es findet das seine Erklirung
darin, daf bei Ausschaltung der Zugzone die Exzentrizitit des Kraftangriffes ver-
hiltnismaBig geringer wird.
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und somit: oy = 20, = 3,02 kg/qem < 4kg/qem, wie hdchstens ge-
stattet war.

Das entsprechende Diagramm ist in Fig. 145 dargestellt.

6. Ein normal gebauter Fabrikschornstein von 36,0 m Hohe (Fig. 146)
hat einen #duBeren oberen Halbmesser von 0,9 m, einen unteren von
1,50 m und hier einen inneren Radius von
1,05m, sowie einen Querschnitt von rd. 3,6 qm.

Das FEigengewicht des Schornsteins betrage
150 t, der fiir eine mittlere Starke berechnete
wagerechte Winddruck H = 8,0t. Das Mo-
ment infolge des Winddruckes ist

M =8,0- 325 = 144 t.m.
Das Widerstandsmoment des Querschnitts be-
rechnet sich zu:

(R* —f)x 1,501 — 1,054

7o SR . 314
U 4R 4-1,50 3
5,0625 — 1,217
= aapm0 MM

455 Fig. 146.
— 3’2537 . 3,14 — 2,013 m®.

Nunmehr lassen sich auch die Randspannungen bilden:

N M 150 144
= = = — sy =rd. — 46— 71,7— —
" Foow 36 2,013 , 7 113,3 t/qm,
= —11,3 kg/qcms
6y = —41,6 + 71,3 = 4 29,7 t/qm = 42,97 ke/gem.

Beide Spannungen sind durchaus zulissig. Da sowohl Druck- wie
Zugspannungen auftreten, ist ersichtlich, dafl die Mittelkraft aus N
und H die Grundfliche auBerhalb des Kerns schneidet!). Erhalt der
Schornstein ein im Grundrisse quadratisch geformtes Fundament, so
sind nach Auffindung der auf dieses wirkenden Mittelkraft und ihres
Angriffspunktes (am besten auf graphischem Wege) die Randspannungen
im Fundamentkérper und die groBte Pressung des Baugrundes unter
der nach der Mittelkraft zu gelegenen Kante auf genau dieselbe Art
zu bestimmen, wie es in Beispiel 5 vorstehend ausfithrlich erliutert
worden ist.

1) Der Kerndurchmesser ergibt sich hier zu:
J J W 2,013
k=g F=5%TF = F = 36
Da die Exzentrizitit der Mittelkraft 0,96 m ist, so tritt letztere mithin aus dem Kern.

= rd. 0,56 m.
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