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Vorwort. 
Das vorliegende Buch verdankt sein Entstehen den Lehrerfahrungen 

an einer höheren technischen Lehranstalt (Staatl. Gewerbe-Akademie 
zu Chemnitz) und soll der theoretischen Ausbildung des Praktikers 
(Ingenieur, Naturwissenschaftler usw.) dienen. Daraus erklärt sich die 
Stoffwahl und die Behandlungsweise des Gegenstandes: Anknüpfung 
der theoretischen Erörterungen an praktische Aufgaben und umgekehrt 
unmittelbare Anwendung der entwickelten allgemeinen Theorie auf 
spezielle physikalische, chemische und besonders technische 
Probleme, die zum Teil ausführlich behandelt werden; möglichste 
Heranziehung der Anschauung auch bei der Ableitung abstrakter mathe
mathischer Ergebnisse. Mit Rücksicht darauf, daß das Buch außer 
Differentialrechnung, Integralrechnung, Differen tialglei
chungen und der Lehre von den Reihen die Grundlagen der analy
tischen Geometrie und der Nomographie sowie viele ausführlich 
durchgearbeitete Beispiele und Anwendungen enthält, dürfte der 
Umfang des Buches nicht als zu groß erscheinen, zumal an die Vor
kenntnisse nur sehr geringe Anforderungen gestellt werden. 

Im einzelnen sei zur Erläuterung des Voranstehenden noch das 
Folgende hinzugefügt: Der Abschnitt Differentialrechnung be
ginnt aus dem oben erwähnten Grunde nicht mit dem Begriffe "Funk
tion", sondern mit einem Beispiele; der Differentialquotient wird nicht 
abstrakt formell eingeführt, sondern an Hand des Steigungsbegriffes 
(Leibniz: Tangentenkonstruktion) sowie des Begriffes der Geschwin
digkeit (Newton: Fluxion). Im zweiten Abschnitte, Integration, 
ist ebenso eine praktische Aufgabe vorangestellt, die auf die Notwendig
keit des Integrierens hinführt, wobei das Verfahren selbst (Umkehrung 
der Differentiation) sich aus dem Sachverhalte ergibt. - Besonders ist 
der Abschnitt der Analytischen Geometrie der Ebene von dem 
angeführten allgemeinen Gesichtspunkte beeinflußt: Nur die notwen
digen Grundlagen der reinen analytischen Geometrie sind entwickelt 
(ausführliche Behandlung von Gerade und Kreis). Hieran schließt sich 
sofort die Verwendung des Gewonnenen für die Kurvenuntersuchung 
mit Mitteln der Differentialrechnung: Tangente, Normale, Differential
quotienten höherer Ordnung und Krümmung, Evolute. Unmittelbar 
angeschlossen finden sich dann im gleichen Abschnitte die Parameter
darstellung und die Polarkoordinatenform der Kurve mit ihren Fol
gerungen aus der Anwendung der Differential- und Integralrechnung. -
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In ähnlichem Gedankengang finden sich m dem Abschnitte Analy
tische Geometrie des Raumes nur die notwendigen Grundlagen 
dieser selbst, um sofort für die Flächentheorie, die Lehre von den Funk
tionen mit mehreren Veränderlichen, die Integration, die Theorie der 
impliziten Funktionen ausgewertet zu werden. Überdies sind die drei 
räumlichen Koordinatensysteme vorangestellt, um je nach dem größeren 
Vorteile verwendet zu werden, den jedes gegebenenfalls bieten kann. -
Die Tangentialebenen und Normalen wiederum erscheinen erst im Ab
schnitte Unendliche Reihen mit mehreren Veränderlichen, wo ihre 
Gleichungen sich besonders bequem entwickeln lassen, zusammen mit 
den Extremwerten von Funktionen mehrerer Veränderlichen, deren 
Theorie sich durch Betrachtung der Entwicklung in unendliche Reihen 
ohne Schwierigkeiten ergibt. Endlich ist die Nomographie unmittelbar 
aus der Entwicklung von Beispielen aufgebaut unter Beiseitelassong 
aller allgemeinen Theorien (Abbildungstheorie usw.). 

Die sich hieraus ergebende Stoffolge, mag sie vielleicht auch hier 
und da von dem sonst üblichen Schema abweichen, dürfte mithin das 
volle Verständnis aller derjenigen finden, welche in der mathematischen 
Lehrpraxis stehen; überdies wird das am Ende des zweiten Bandes 
befindliche ausführliche Sachverzeichnis ein rasches Auffinden eines 
gewünschten Gegenstandes ermöglichen. -

So geht das Buch nirgends auf Betonung systematischer Reinheit 
und Ausschließlichkeit aus, sondern auf vielseitige Ausnutzung aller 
mathematischen Mittel zur Bewältigung praktischer Aufgaben. Viel
leicht kann das Buch aber gerade aus diesem Grunde auchdemMathe
matikstudierenden manche Anregung bieten, zumal durch die zahl
reich gestellten und gelösten Aufgaben; sie können ihn durch ihre Ver
schiedenartigkeit zu einer gewissen Beweglichkeit und Schlagfertigkeit 
in der Handhabung der Theorie erziehen helfen. -

Schließlich drängt es mich, allen meinen verehrten Amtsgenossen, 
die mir ihre höchst wertvolle Unterstützung zuteil werden ließen, unter 
ihnen ganz besonders Herrn Prof. Dr. phil. Erich Müller, der mir in 
allen Stadien der Entstehung des Buches mit Rat und Tat zur Seite stand, 
zu danken. 

Ch e mnitz, im August 1927. 
Fritz Wicke. 
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Erster Abschnitt. 

Das Differenzieren. 

§ 1. Ein Beispiel. 
(1) Es möge die Aufgabe gestellt sein, aus einer Temperaturangabe 
nach der Celsius-Skala die Angabe der gleichen Temperatur in der 
Fahrenheit- Skala zu berechnen. Die gegebene Celsius-Temperatur
angabe sei 0, die dieser entsprechende Fahrenheit-Angabe F. Nun 
ist bekannt, daß Celsius das Temperaturintervall zwischendem Gefrier
punkt des Wassers und dessen Siedepunkt in 100 gleiche Teile, Fahren
heit das nämliche Intervall in 180 gleiche Teile teilt, so daß also je 
5 Celsius graden 9 Fahrenheit grade entsprechen; ferner daß 
Celsius den Gefrierpunkt des Wassers mit 0° bezeichnet, Fahren
heit dagegen dieser Temperatur die Zahl 32° zuteilt. Um also zu einer 
Celsius-Temperatur 0 die zugehörige Fahrenheit-Temperatur F zu 
berechnen, muß man zu 32° noch die 0 entsprechenden Fahrenheit
Einheiten, d. h. t 0 hinzufügen. Es ist also 

F = 32 + tO. 1) 

Mit dieser Formel ist die anfangs gestellte Aufgabe gelöst; denn 
mit ihrer Hilfe kann man nun zu jeder beliebigen Celsius-Temperatur 
die zugehörige Fahrenheit-Temperatur berechnen. So entspricht 
beispielsweise einer Celsius-Temperatur von 15° eine Fahrenheit
Temperatur F = 32 + t · 15 = 59°. Man berechne ebenso F für 
0=-15°, 50°, 100° (Siedepunkt des Wassers), -273° (absoluter 
Nullpunkt); für welche Temperaturen zeigen beide Skalen a) gleiche, 
b) entgegengesetzt gleiche Angaben 1 

[a) O=F=-40°; b) F=-O=llf.] 

Die Formel 1) teilt den beiden Größen 0 und F verschiedene 
Rollen zu. Gemeinsam ist ihnen, daß sie - im Gegensatz zu den in 
Formel 1) auftretenden Zahlengrößen 32 und t - verschiedene Werte 
annehmen können, daß sie veränderlich sind. Man bezeichnet sie 
daher als Veränderliche (Variable) und nennt im Gegensatz zu 
ihnen die unveränderlichen Größen (32; t) Konstante. Formel 1) 

Wicke, Ingenieur·Mathematik I. 1 
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lehrt nun, zu jedem 0 das zugehörige F zu finden. Während man 
also 0 willkürlich wählen kann, ist F durch dieses willkürlich gewählte 
0 bestimmt; F ist von 0 abhängig. F heißt daher die abhängige 
Veränderliche, 0 die unabhängige Veränderliche. Man nennt 
F auch eine Funktion von 0. Ganz allgemein kann man eine 
Funktion definieren als den Ausdruck für das Gesetz der Ab
hängigkeit einer Größe von einer oder mehreren unabhän
gigen Größen. Die Mathematik hat es ausschließlich mit solchen 
Funktionen zu tun, deren Gesetz sich durch eine mathematische Formel 
darstellen läßt. Dies ist durchaus nicht immer möglich, so ist bei
spielsweise die Tagestemperatur wohl abhängig von der Tagesstunde, 
indessen dürfte sich diese Abhängigkeit kaum durch eine mathematische 
Formel ausdrücken lassen. 

In unserem Beispiele ist nun F eine ganz besonders einfache Funktion 
von 0; der Ausdruck der rechten Seite von l) ist nämlich in 0 vom 
l. Grade; sie heißt daher auch eine Funktion ersten Grades von 0 
oder auch eine lineare Funktion von 0, ein Ausdruck, der schon in 
den nächsten Zeilen (S. 9) seine Begründung finden wird. 

Im Anschluß an das Obige sei schon hier bemerkt, daß die Ver
teilung der Rollen der unabhängigen und der abhängigen Ver
änderlichen im allgemeinen nur bedingten Wert hat und durch den 
jeweiligen praktischen Fall bestimmt wird. Löst man nämlich Glei
chung l) nach 0 auf, so erhält man einen neuen Funktionsausdruck 

O= t F - 17-L 
in welchem F die Rolle der unabhängigen und 0 diejenige der abhängigen 
Veränderlichen übernommen hat; diese Funktion würde praktische 
Bedeutung haben, wenn die Aufgabe gestellt wäre, aus der Fahrenheit
Angabe die Cels ius-Angabe zu errechnen . Auf die gegenseitigen Be
ziehungen zweier derartig miteinander verbundenen Funktionen wird 
später näher einzugehen sein (S. 80). 

(2) Wir wollen uns nun nach Verfahren umsehen, die es uns ermög
lichen, den durch Gleichung l) ausgedrückten mathematischen Zu
sammenhang zwischen Celsius- und Fahrenheit-Temperatur an
schaulich und praktisch verwertbar darzustellen. Das, wenn auch nicht 
gerade schwierige, auf die Dauer aber doch ermüdende Ausrechnen 
des F aus dem 0 mit Hilfe von Formel l) erübrigt sich, wenn man 
eine Tabelle benutzt, die sofort das zu 0 gehörige F aufzuschlagen 
gestattet, ähnlich den Tafeln für die Logarithmen der Zahlen, oder 
für die Funktionen der Winkel. Der Vorteil einer solchen Tafel 
besteht einmal, wie schon erwähnt, darin, daß man jeglicher Rechen
mühe enthoben ist, zum anderen darin, daß man die Genauigkeit 
der Ablesung bis zu jedem gewünschten Grade treiben kann, wenn 
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man nur eine Tafel mit der dazu nötigen Genauigkeit verwendet (man 
denke nur an die drei-, vier-, fünf-, sieheusteHigen Logarithmentafeln!). 
Indessen liegt hierin zugleich ein großer Nachteil derartiger Tafeln; 
je genauer sie sind, um so unhandlicher und unübersichtlicher sind 
sie auch, und der Forderung der Anschaulichkeit wird eine Tafel 
überhaupt nicht gerecht. 

Da verrichtet nun die Zeichnung die besten Dienste. Allerdings 
sind die zeichnerischen (graphischen) Methoden so mannigfaltig, daß 
es unmöglich ist, sie hier auch nur zu einem geringen Teile 

C F 
zu behandeln. Für unser Beispiel dürfte sich u. a. diejenige H 5o +300 

empfehlen, die wir an den Thermometern selbst angewendet 1w 
280 

finden. Ein Thermometer, das sowohl Fahrenheit- als auch 13o 
260 

Celsius-Temperaturen abzulesen gestattet, enthält zwei Lei~ 120 
2~0 

tern (Skalen), die mit ihrer Achse zusammengefügt sind, viel- 110 

leicht so, daß auf der linken Seite sich die Celsius-, auf +100 220 

der rechten die Fahrenheit-Einteilung befindet (Abb. 1). 90 +zoo 

An die Stelle der 0-Skala, auf welche das Ende des Queck- so 180 

silberfadens bei der Schmelztemperatur des Eises weist, wird 70 160 

die Zahl 0°, gegenüber auf der F-Skala dagegen die Zahl 32° 60 1~0 

geschrieben; an die Stelle, auf welche das Ende des Queck- +5o 120 

silberfadens bei der Siedetemperatur des Wassers zeigt, links ~o •100 

100°, rechts 212°. Das Intervall der 0-Skala wird daraufhin JO 80 

zwischen diesen beiden Punkten in 100, das der F-Skala in zo 
60 

180 gleiche Teile geteilt und fortlaufend beziffert, links von 0 10 
~0 

bis 100,. rechts von 32 bis 212. Doch nicht genug! Durch die !o 
zo 

Fortsetzung dieser Einteilung (fortgesetztes Antragen der 10 

Celsius- bzw. Fahrenheit-Einheiten) nach oben und unten zo !o 
ist man in der Lage, auch solche 0- und F-Ablesungen mit- 30 20 

einander zu vergleichen, die außerhalb dieses Intervalls liegen. -~o -~o 

Das nötigt allerdings dazu, die unter dem Nullpunkt beider Abb. 1. 

Skalen gelegenen Teilpunkte von den darübergelegenen zu unter
scheiden; man tut dies, indem man vor diese ein Minuszeichen setzt. 
- Das Verfahren der Aneinanderfügung und Zuordnung solcher 
Leitern ist in der Nomographie ausgebaut worden, auf die an späterer 
Stelle (s. S. 584-613) näher eingegangen werden soll. 

(3) Zu einer mathematisch und technisch fruchtbareren Darstellung 
der Abhängigkeit des F von dem 0 gelangt man auf folgendem Wege : 
Man wählt in der Ebene einen beliebigen Punkt, der mit 0 bezeichnet 
werde (Abb. 2); er möge der Koordinatenanfangspunkt, Anfangspunkt, 
Nullpunkt genannt werden. Durch ihn zieht man zwei beliebige, auf
einander senkrecht stehende Geraden; meist liegt die eine wagerecht, 
die andere also lotrecht. Erstere heißt die Abszissenachse, letztere 
die Ordinatenachse. Jene wird zum Träger der unabhängigen Ver-

1* 
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änderlichen, diese zum Träger der abhängigen Veränderlichen gewählt. 
Weil nun in unserem Beispiele die unabhängige Veränderliche C, die 
abhängige Fist, wollen wir an die Abszissenachse den Buchstaben C, an 
die Ordinatenachse F schreiben und erstere auch die C-Achse, letztere 
die F-Achse nennen. -Die beiden Achsen, Abszissenachse und Ordinaten
achse, haben auch den gemeinsamen Namen Koordinatenachsen, und 
das ganze Gebilde wird als ein Koordinatensystem, und zwar, weil die 

][ 

DJ 

F beiden Achsen aufein-

-15 

Abb. 2. 



(3) Ein Beispiel. 5 

59 ° F entspricht; jetzt führen wir folgendes aus: In Abb. 3, die im 
Maßstab 1: 10 gegenüber Abb. 2 verkürzt ist, suchen wir auf der 
G-Achse denjenigen Punkt G, der 15° C entspricht, und auf der F-Achse 
den 59° F entsprechenden Punkt F. Ferner ziehen wir durch G zur 
F-Achse und durch F zur G-Achse die beiden Parallelen, die sich in 
A schneiden mögen. Dieser Punkt A soll nun derjenige Punkt sein, 
der dem Wertepaare l5°CI59°F ent
spricht. Da FA= OG und GA =OF 
ist, hätte man zu A auch gelangen kön
nen, wenn man durch G die Parallele zur 
F-Achse gezogen und auf ihr GA= OF 
abgetragen hätte. Man nennt 0 G = 15 oc 
die Abszisse und GA = 59 o F die Ordi
nate und beide zusammen die Koordi-
naten des Punktes A. Zugleich erkennt 
man, daß jeder Punkt in der Ebene 
eine und nur eine Abszisse und ebenso 
eine und nur eine Ordinate hat, und 
daß zu jedem Wertepaare 0 und F ein 
und nur ein einziger Punkt gehört, 

F 

F 

+200 

+150 

•100 

,8 

A 

für den 0 die Abszisse und F die Ordi- ~-+-+-+-+-+-+-....-,jj4l!:'-+-................ ,_._ ........ _ 
-50 

c+u 
10 20 +50 +100 

nate ist. Der Punkt A ist also da-
durch gefunden worden, daß man zu 
den Koordinatenachsen Parallele ge
zogen hat; das Koordinatensystem 
trägt aus diesem Grunde auch den 
Namen Parallelkoordinatensystem. 

-50 

-100 

Abb. 3. 

c 

Es ist ohne weiteres klar, daß nicht 
jeder Punkt der Ebene die Eigenschaft hat, 

Gleichung F = -t G + 32 
daß seine Koordinaten die 

1) 

erfüllen; sie kommt nur gewissen Punkten zu, wenn deren Anzahl 
auch an sich unendlich groß ist. Einer dieser Punkte ist, wie wir ge
funden haben, A, ein anderer, wie man sich leicht überzeugt, B 
(25 o C 177 o F), während beispielsweise der Punkt U (25 ° C 112 ° F) diese 
Eigenschaft nicht aufweist. Es empfiehlt sich, zur Förderung des Ver
ständnisses eine größere Anzahl solcher Punkte zu bestimmen, indem 
man in Gleichung 1) für 0 eine Reihe von Werten einsetzt und das 
zugehörige F berechnet. So gehören zu den Werten 

c = - 80 -60 -40 -20 ± 0 +20 + 40 + 60 + 80 
die Werte F = -112 -76 -40 - 4 +32 +68 + 104 +140 +176 

(In Abb. 4 sind die zugehörigen Punkte eingetragen.) In dieser Tabelle 
wachsen die Werte von 0 um je 20°; man kann selbstverständlich 
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die Intervalle noch dichter wählen, 1 o oder 0,1 o oder 0,01 o •.. ; das 
würde, wie man sich leicht überzeugt, zur Folge haben, daß zwischen je 
zwei der obigen Tabelle entsprechende aufeinanderfolgende Punkte noch 
19 oder 199 oder 1999 ... weitere Punkte einzuschalten wären. Die Punkte 
folgen dichter und dichter aufeinander; sie erfüllen schließlich eine Linie, 
die man als das Schaubild oder Diagramm der Gleichung 1) bezeichnet. 

Schon Abb. 4 läßt vermuten, daß diese Linie eine Gerade ist; 

+180 

+zo HO +6o •so 
-20 

-60 

-80 

-100 

-120 

-1'10 

Abb. 4. 

denn die Tabelle lehrt, daß der Unter
schied je zweier aufeinanderfolgenden 
Werte von F beständig derselbe, näm
lich 36 ist, daß also zu einer kon
stanten Differenz von C, nämlich der 
Differenz 20, die konstante Differenz 36 
von F gehört. Was bedeutet dies aber 
geometrisch? Zieht man in Abb. 4 bei
spielsweise durch P 20 die Parallele zur 
C-Achse und durch P40 die Parallele zur 
F-Achse, die sich in Q40 schneiden mögen, 
so bildet sich ein rechtwinkliges Dreieck 
P 20Q40P 40 , indem die Kathete P 20 Q40= 20, 
der Differenz der C, und die Kathete 
Q40 P40 = 36, der Differenz der F, ist. 
Dann ist aber das Dreieck P 40 Q60 P 60 in 
Abb. 4 deckungsgleich mit diesem, folg
lich ist auch 

und zwar ist tgtX = H = -!1- . Da nun die 
beiden Schenkel P20 Q40 bzw. P 40 Q60 parallel der C-Achse, also auch 
untereinander parallel sind, müssen auch die beiden Schenkel P 20 P40 

und P 40 P60 untereinander parallel sein; weil sie fernerhin den 
Punkt P 40 gemeinsam haben, müssen sie sogar auf die nämliche Ge
rade fallen. Das heißt aber nichts anderes, als daß P60 auf der 
Geraden P 20 P40 liegen muß. Damit ist bewiesen, daß die Punkte der 
Abb. 4 auf einer Geraden liegen, und zwar bildet diese Gerade mit der 
C -Achse einen Winkel lX, für welchen tg lX = t ist, der also lX ~ 61 o 

ist. Man bezeichnet tg tX = A als den Ric h tu ngsf ak tor der Ge
raden. 

So bleibt nur noch der Nachweis übrig, daß jeder der Punkte, 
deren Koordinaten die Gleichung 1) erfüllen, sich dieser Geraden 
einfügt. Wir wollen uns zu diesem Zwecke unter C einen ganz be
liebigen, aber bestimmten Wert vorstellen ; zu ihm gehört vermöge 
Gleichung 1) ein bestimmter Wert F = -} C + 32; beiden Koordinaten 
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entspricht (Abb. 5) ein bestimmter Punkt P. Diesen wollen wir durch 
eine Gerade mit P 20 verbinden. Ferner wollen wir durch P 20 die Parallele 
zur 0-Achse und durch P die Parallele zur F-Achse ziehen; beider 
Schnittpunkt sei Q. Dann ist P 20 Q gleich der Differenz der zu P 20 

und zu P gehörigen Abszissen, also gleich 0 - 20, ebenso ist Q P 
gleich der Differenz der Ordinaten dieser Punkte, also gleich 

* 0 + 32 - 68 = % 0 - 36; 
folglich ist 

~ c- 36 
tg PP zo Q = "c - 20 = % = tg 1X • 

Die Gerade P 20 P hat demnach dieselbe Richtung 
wie die Gerade P 20 P 40 der Abb. 4; demnach fallen 
beide aufeinander, d. h. der PunktPistein Punkt 
dieser Geraden. Damit ist der Beweis erbracht. 

( 4) Wir sind am Ende unserer Betrachtungen über 
das eingangs dieses Paragraphen eingeführte Bei
spiel; fassen wir daher das Wesentlichste unserer 
Erörterungen nochmals zusammen: 

Die Gleichung 1) F = % 0 + 32 lehrt, zu einer 
beliebigen Celsius-Temperatur 0 die zugehörige 
Fahrenhe it-Temperatur F zu finden. Die ab
hängige Veränderliche F ist eine lineare Funktion 
von 0, deshalb linear genannt, weil ihr Schaubild 
im rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem eine 
gerade Linie ist. Bildet man die Differenz irgend 
zweier Werte von 0, ebenso die Differenz der zu 
ihnen gehÖrigen beiden Werte von F und dividiert 

Abb. 5. 

letztere · Differenz durch erstere, d. h. bildet man den Quotienten aus 
der Differenz irgend zweierWerte der abhängigen Veränderlichen und 
der Differenz der zugehörigen unabhängigen Veränderlichen, den sog. 
Differenzenquotient, so ist dieser für unsere lineare Funktion konstant, 
d. h. gänzlich unabhängig von den zufällig gewählten Werten von 0 . Er 
hat in unserem Falle den Wert t , ist also identisch mit dem Richtungs
faktor der Geraden. Man sieht fernerhin, daß der Differenzenquot ient 
identisch mit dem Faktor von 0 in Gleichung 1) ist. Damit hat dieser 
einen geometrischen Sinn erhalten. Aber auch die andere konstante Größe 
in Gleichung 1), das Absolutglied 32, läßt eine geometrische Deutung 
zu; es ist nämlich gleich dem Stücke, das die Bildgerade auf der 
F-Achse, der Ordinatenachse, abschneidet, wie man sich leicht über
zeugt, und wie schon aus der Tabelle (S. 5) ersichtlich ist. 

Was hat uns dieses Schaubild praktisch zu sagen 1 In Abb. 6 ist 
es noch einmal wiedergegeben unter Fortlassung aller konstruktiven 
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und für die Beweise notwendigen Einzelheiten der vorangehenden 
Abbildungen. Wir können mit Hilfe des Schaubildes zu einer beliebigen 
Celsius-Temperatur 0 die Fahrenheit-Temperatur F finden und 
umgekehrt, und zwar auf folgendem Wege: Wir lesen auf der 0 -Achse 
das gegebene 0 ab, gehen von diesem Punkte auf der Parallelen zur 
F-Achse bis zum Punkte P der Geraden und von diesem auf der Par

F 

+220 

+200 

+180 

+80 

allelen zur 0-Achse bis zum Schnitt-
punkte F derF -Achse; dieser liefert 
die gesuchte Fahrenheit-Tem
peratur. - Es lassen sich zeich
nerisch noch eine große Fülle an
derer Aufgaben lösen. So macht 
beispielsweise die Beantwortung 

";1/ der in (1) S. I, gestellten Frage 
/ 

/ nach der Temperatur, für welche 
/ 

: / F und 0 gleiche Angaben haben, 
' / 

~/ keine Mühe ; man braucht bloß zu 
/// ! bedenken, daß die Halbierende w1 

. // : des Winkels zwischen der posi-
·z~/ ' d FA / ; c tiven 0- und er positiven - chse 

~~---->--'l-:fii-+-ZO,.__•~+o-• ....,6o,.,._:...•s+o-•__,to,_o_+1+Zo._.,r: und seines Scheitelwinkels der Ort 
-zo für jeden Punkt ist, dessen Abszisse 

gleich der Ordinate ist, um im 
Schnittpunkte G mit der Geraden 
von der Gleichung l) den Punkt 
zu finden, für welchen F = 0 ist; 
das Bild läßt deutlich erkennen, 
daß für ihn F = 0 = -40° ist. 
(Wie findet man zeichnerisch die 
Temperaturen, für welche F und 0 

-60 

-80 

-100 

-120 

-1~0 

Abb. 6. 

entgegengesetzt gleiche Angaben liefern 1 Für welche ist die F-Angabe 
um 100° höher als die 0-Angabe 1 usw.) 

Es empfiehlt sich, einer ganz entsprechenden Betrachtung auch 
die Beziehung zwischen Celsius und Reaumur und zwischen 
Fahrenheit und Reaumur zu unterziehen und diese Unter
suchungen in allen den Richtungen zu vertiefen, wie es in diesem 
Paragraphen für Fahrenheit-Celsius geschehen ist. Doch sei dies 
dem Leser überlassen. 

Haben wir uns mit den Ausführungen dieses Paragraphen voll 
vertraut gemacht, so dürfte die Behandlung der allgemeinen linearen 
Funktion, mit der wir uns im folgenden Paragraphen befassen wollen, 
keine Schwierigkeit bereiten. 
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§ 2. Die lineare Funktion. 

(5) Man ist übereingekommen, solange keine anderweitigen Gründe, 
wie praktische Erwägungen usw., es erfordern, die Veränderlichen mit 
den letzten Buchstaben des (lateinischen, griechischen, deutschen) 
Alphabets, die Unveränderlichen dagegen mit den ersten Buchstaben 
zu bezeichnen. Handelt es sich also um eine Funktionsbeziehung 
zwischen nur zwei Veränderlichen, so wählt man die Buchstaben x 
und y, ersteren für die unabhängige, letzteren für die abhängige Ver
änderliche. Die allgemeinste Form der linearen Funktion wird dem
nach durch die Gleichung 

y=Ax+b 2) 

wiedergegeben. Die Konstante A heiße der Beiwert (Koeffizient) der 
unabhängigen Veränderlichen, die Konstante b das Absolutglied; im 
Gegensatz hierzu heiße das Glied A x das lineare Glied der Funktion. 

Setzt man in 2) x = 0, so ergibt sich y = b; das Absolutglied 
ist also derjenige Wert, den die abhängige Veränderliche 
annimmt, wenn man der unabhängigen Veränderlichen den 
Wert Null erteilt. Auch der Größe A kann man eine funktionale 
Bedeutung beimessen; wir kommen zu ihr durch folgende Über
legungen: 

Wir nehmen einen beliebigen, aber bestimmten Wert für x an; zu 
ihm gehört vermöge 2) ein bestimmter Wert y = Ax + b. Nun er
teilen wir der unabhängigen Veränderlichen einen zweiten beliebigen, 
aber bestimmten Wert, er möge x1 sein; ihm entspricht ein anderer 
Wert y1 der abhängigen Veränderlichen, so daß y1 = A x1 + b ist. 
Jetzt bilden wir die Differenz der beiden Werte der unabhängigen 
Veränderlichen, sie ist x1 - x ; ebenso die Differenz der beiden Werte 
der abhängigen Veränderlichen, diese ist y1 - y = A (x1 - x). Schließ
lich dividieren wir diese Differenz durch die erste; wir bilden den 
Differenzenquotienten: 

3) 

Formel 3) sagt uns zweierlei: Erstens: Für jede lineare Funk
tion ist der Differenzenquotient kons tant, welche beiden Werte 
man auch für die unabhängige Veränderliche wählen möge. Und 
zweitens: Der Beiwert der unabhängigen Veränderlichen ist 
für jede lineare Funktion gleich ihrem Differenzenquo
tienten. 

Eine im Grunde völlig gleiche, nur in der äußeren Form und der 
Ausdrucksweise etwas abweichende Ableitung derselben Ergebnisse ist 
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die folgende: Man gibt der Unabhängigen einen bestimmten Wert x; 
der zugehörige Wert der Abhängigen ist 

y = Ax + b. 2) 

Nun erteilt man dem gewählten x einen Zuwachs, der mit L1 x be
zeichnet wird, so daß der neue Wert der unabhängigen Veränder
lichen x + L1 x lautet; zu ihm gehört auch ein anderer Wert der 
abhängigen Veränderlichen, der sich von dem vorherigen um den Zu
wachs L1 y unterscheiden möge, so daß also die Gleic4ung besteht: 

y + L1 y = A (x + LI x) + b • 2') 

(Es sei, um Mißverständnissen vorzubeugen, ausdrücklich betont, daß 
die Bezeichnungen L1 x bzw. L1 y nicht etwa Produkte aus L1 und x 
bzw. y sind, sondern Abkürzungen für "Differenz der x bzw. y" , ähnlich 
wie sin x nicht das Produkt aus den beiden Faktoren sin und x dar
stellt, sondern "Sinus des Winkels x" zu lesen ist; L1 x und L1 y sind also 
gleichbedeutend mit den Ausdrücken, die oben als x1 - x bzw. y1 - y 
bezeichnet worden sind.) Subtrahiert man die Gleichungen 2) und 2') 
voneinander, so erhält man die Größe des Zuwachses L1 y = A. L1 x 
und hieraus den Quotienten der beiden Zuwüchse bzw. Differenzen, 
also den Differenzenquotienten in Übereinstimmung mit oben: 

_L1y_ = A 3') 
Lfx • 

Es ist also gleichgültig, welche der beiden Betrachtungsweisen man 
zugrunde legt; wir werden im folgenden bald diese, bald jene wählen, 
je nachdem ob wir mehr den Begriff der Differenz oder den des Zu
wachses betonen wollen. Im übrigen ist es nicht nötig, daß L1 x und L1 y 
stets einen Zuwachs im eigentlichen Sinne bedeuten; L1 x kann auch 
negativ gewählt werden, also nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauch 
eigentlich eine Abnahme darstellen; ebenso gibt es, wie die folgenden 
Beispiele zeigen, Fälle, in denen L1 y negativ wird. 

(6) Wir kommen nun zum Schaubild der allgemeinen linearen Funk
tion im rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem. Da wir die un
abhängige Veränderliche mit x bezeichnet haben, so heißt ihr Träger, 
die Abszissenachse, auch die X-Achse, und entsprechend die Ordinaten
achse die Y -Achse. Wir wählen auf beiden Achsen eine Maßeinheit, 
die, soweit keine Zweckmäßigkeitsgründe dagegen sprechen, für beide 
Achsen dieselbe sein möge. Der Punkt P (Abb. 7) habe die Eigen
schaft, daß seine Koordinaten 0 X = x und X P = y die Gleichung 2) 

erfüllen A + b y= X ; 

dasselbe möge von den Koordinaten OX1 = x1 und X 1 P 1 = y1 des 
Punktes P 1 gelten: y1 = A x1 + b. J etzt ziehen wir durch P die Parallele 
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zur x-Achse, die X1 P 1 in Q1 schneiden möge. Nun ist aber 

PQl = xxl = oxl- ox = xl- X= L1x' 

11 

also gleich der Differenz bzw. Zunahme der unabhängigen Veränder
lichen, und 

QlPl = XlPl- XlQl = X1P1- XP = Y1- Y = L1y, 
d. h. gleich der Differenz bzw. Zunahme der abhängigen Veränderlichen. 
Folglich ist 

P PQ Yl - y t1 y A tg 1 1 = tg !X = - - - = .---- = x1 - x LJ X 

Wenn man also irgend zwei Punkte, 
deren Koordinaten Gleichung 2) er
füllen, miteinander durch eine Gerade 
verbindet, so schließt diese mit der 
X-Achse einen Winkel !X ein, dessen 
Tangensfunktion gleich dem Beiwert A 
des linearen Gliedes, also konstant ist. 
Das ist aber nur dann möglich, wenn 
alle diese Punkte auf einer Geraden g 
liegen, deren Richtungsfaktor gleich 
dem Beiwert A ist. Das Schaubild 
der linearen Funktion ist also 

y 

e ine Gerade. Es genügt, von dieser Abb. 7. 

Geraden irgendeinen Punkt zu be-

[s. 3) bzw. 3')]. 

g 

stimmen und durch diese11 die Gerade mit dem Richtungsfaktor A 
zu legen. Da tg lX = A ist, so ist man imstande, den Winkel lX selbst 
zu berechnen; Voraussetzung hierzu ist allerdings, daß man für beide 
Koordinatenachsen die gleiche Strecke als Maßeinheit gewählt hat: 
im Falle des § l ist also lX = 60 o 56' 44". Aus 3) bzw. 3') ergibt sich 
ferner: Ist A positiv, so steigt die Gerade bei wachsender Abszisse, 
ist A negativ, so fällt sie. 

Einen besonderen Punkt B erhält man, wenn man x = 0 setzt; 
für ihn ergibt sich y = b; es ist der Schnittpunkt der Geraden g mit 
der y-Achse. Damit hat auch das Absolutglied von Gleichung 2) 
seine geometrische Deutung erhalten; es liefert den Abschnitt, den 
die Bildgerade der linearen Funktion auf der Ordinatenachse bildet: 
b = 0 B. Ist also b positiv , so schneidet die Gerade die y-Achse in ihrem 
positiven Teil, im anderen Falle in ihrer negativen Hälfte. 

Das Ergebnis unserer Untersuchungen ist also das folgende : 
Das Schaubild der linearen Funktion ist im rechtwinkligen Parallel

koordinatensystem stets eine Gerade ; der Beiwert des linearen Gliedes 
bestimmt die Richtung dieser Geraden, derart, daß bei für beide Achsen 
gleicher Maßeinheit dieser Beiwert gleich dem Tangens desjenigen 
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Winkels ist, den die Gerade mit der positiven Abszissenachse einschließt; 
das Absolutglied bestimmt nach Größe und Vorzeichen den Abschnitt, 
den die Gerade auf der Ordinatenachse bildet. 

(7) Wir wollen diesen Paragraphen nicht schließen, ohne noch einiger 
Anwendungen der linearen Funktion, denen technische Bedeutung zu
kommt, zu gedenken. An erster Stelle sollen zwei Beispiele aus der 
Bewegungslehre stehen, in denen, in Vorbereitung später folgender 
Paragraphen, der Differenzenquotient eine wichtige Deutung erfährt. 
Das eine ist die gleichförmige Bewegung; man versteht unter ihr eine 
solche, bei welcher der bewegte Massenpunkt in gleichen Zeiten gleiche 
Wege zurücklegt. Bedeutet t die Zeit in einer Maßeinheit (Sekunde, 
Minute, Stunde, ... ), die seit dem Beginn der Zeitmessung verflossen 
ist, und s die Länge des Weges in der zugrunde gelegten Längenein
heit (cm, m, km, ... ) von seinem Anfangspunkte aus gemessen, so be
steht für die gleichförmige Bewegung zwischen Weg und Zeit die 
Gleichung 

s = s0 + c · t, 4) 

wobei t die unabhängige, s die abhängige Veränderliche, s0 und c Kon
stanten sind. Daß Gleichung 4) wirklich die gleichförmige Bewegung 
beschreibt, sehen wir an folgendem : Gibt man der Veränderlichen t 
irgendeinen Zuwachs LI t, so daß seit Beginn der Zeitmessung die Gesamt
zeit t + LI t verflossen ist, so ist der Massenpunkt um eine Länge s + LI s 
von dem Anfangspunkte seiner Bewegung entfernt, wobei 

s + LI s = s0 + c (t + LI t) 4') 

sein muß. Hieraus berechnet sich durch Subtraktion von 4) und 
4') LI s = c · LI t. Das heißt aber nichts anderes, als daß in gleichen 
Zeiträumen LI t auch die gleichen Wegstrecken LI s = c · LI t durchlaufen 
werden, worin eben das Wesen der gleichförmigen Bewegung beruht. 

Der Differenzenquotient dieser linearen Funktion ist ~ ~ = c; c ist also 
der Quotient aus der durchlaufenen Strecke und der hierzu be
nötigten Zeit, der als Geschwindigkeit bezeichnet wird. Wir haben 
also gefunden, daß bei der gleichförmigen Bewegung die Geschwindig
keit während der ganzen Bewegung konstant ist; sie ist der Beiwert 
des linearen Gliedes. - Setzt man in 4) t = 0, so ergibt sich s = s0• 

Hiermit ist auch die andere Konstante der Gleichung 4) gedeutet; 
sie gibt an, welche Entfernung vom Anfangspunkte seiner Bahn der 
bewegte Punkt im Augenblicke des Beginns der Zeitmessung hat. 

Das Schaubild der Gleichung 4) liefert natürlich wieder eine 
Gerade. In Abb. 8 ist die gleichförmige Bewegung 

s = 5m- T12" ms- 1 • t 
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dargestellt; hierbei sind für die Zeiteinheit und die Längeneinheit 
verschieden lange Strecken gewählt worden, da sonst das Bild, wie 

man sich leicht überzeugt, zu wenig ausdrucksvoll geworden wäre. 

Selbstverständlich sagt die Gerade - dessen muß sich besonders der 

Anfänger bewußt sein - nichts über s 
die Gestalt der Bahn des Massen-
punktes aus. Die Bahn braucht durch
aus keine Gerade zu sein; ein an einem 
Faden befestigter Stein, der im Kreise 
geschleudert wird, kann sehr wohl eine 
gleichförmige Bewegung beschreiben, 
der das obige Diagramm zukommt; 
das Schaubild gibt einzig den gesetz
mäßigen Zusammenhang zwischen 
Weg und Zeit. 

Noch klarer werden diese Ver
hältnisse durch Abb. 9 werden, die 
einen Teil des graphischen Eisenbahn
fahrplanes der Strecke Freiberg
Chemnitz gibt. Sie zeigt, daß die Ge
radenzüge, von denen ein jeder das 

10 

10 

-5 

-10 

Abb. 8. 

Schaubild eines auf dieser Strecke veckehrenden Eisenbahnzuges ist, 

verschiedene Richtung haben. Im übrigen dürfte das Bild so klar ver

ständlich sein, daß .sich ein weiteres Wort der Erklärung erübrigt. 

(8) Auch die gleichmäßig- veränderte Bewegung bietet eine An

wendung der linearen Funktion, da bei ihr die Geschwindigkeit v sich 

in gleichen Zeiten um gleiche Beträge ändert. Die Geschwindigkeits
Zeit-Beziehung ist also hier gegeben durch eine Gleichung von der Form 

V= v0 + b • t, 5) 

wobei v0 die Geschwindigkeit des bewegten Massenpunktes im Zeit

Nullpunkt ist und b = ~t die Beschleunigung heißt, die also bei 

der gleichförmig-veränderlichen Bewegung konstant ist; ist sie negativ, 

so heißt sie auch Verzögerung. Ein Beispiel hierfür ist der senkrecht 

nach oben gerichtete Wurf im luftleeren Raume; für ihn ist, falls 

die Bewegungsrichtung nach aufwärts als die positive angesehen wird, 

b =-g =-9,81 m • s-2. Es sei v0 = 40 ms- 1 ; dann lautet die 

Gleichung 
v = 40ms- 1 - 9,81 ms- 2 • t. 5') 

Abb. 10 gibt die Kurve wieder. Bis t = 4,08' ist v positiv,. wird aber 
mit wachsendem t immer kleiner. Für t = 4,08' ist v = 0; der be

wegte Massenpunkt hat seine höchste Stelle erreicht; er kehrt um 
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und bewegt sich in umgekehrter Richtung; v wird negativ. - Die 
Geschwindigkeits-Zeit-Gleichung für den frei e n Fall lautet, falls die 
Bewegungsrichtung nach unten als positiv gelten soll, v = g · t, wenn 
der Fall gerade zum Zeit-Nullpunkt beginnt. Der Entwurf des Schau
bildes sei dem Leser überlassen. 

(9) Der Hydrostatik entnommen ist das folgende Beispiel: In 
einem Gefäße befinde sich eine Flüssigkeit vom spezifischen Gewichte y ; 
der Oberflächenspiegel habe den Abstand h vom Boden des Gefäßes. 

ms""1 v 
70 

- - 2 - 1 

50 

50 

110 

30 

zo 
10 

- 10 

- ZO 

- 30 

Abb. 10, Abb. 11. 

Die Flüssigkeit übt auf die Wandung einen Druck aus, der in ver
schiedenen Höhen verschieden ist, da die darüberlagernde Flüssigkeit s
säule um so mehr wiegt , je höher sie ist, und zwar ist der Druck 
proportional der Höhe der darüberlagernden Flüssigkeitsschicht. In 
der Höhe h über dem Boden ist der Druck Null; der Boden trägt das 
Flüssigkeitsgewicht I · h · y, wenn I die Fläche des Bodens ist; folglich 
ist der Druck am Boden gleich 

Gewicht der Flüssigkeit = h . 
Grundfläche l' · 

Um den Druck D in der Höhe x über dem Boden zu finden, verwende 
man die Proportion 

D: (h · y) = (h- x): h; 
hieraus folgt: 

D = y(h - x ). 6) 

D ist also eine lineare Funktion von x ; der Differenzenquotient 
ist - y . Da die unabhängige Veränderliche x in diesem Beispiele 
eine Höhe ist, also lotrechte Richtung hat, empfiehlt es sich, für das 
Schaubild, abweichend von der sonstigen Gepflogenheit, die x-Achse 
auch lotrecht, die D-Achse dagegen wagerecht zu wählen; das Schau
bild gestattet dann, sofort für jede beliebige Höhe den Druck abzu
lesen. Erwähnt sei ferner noch, daß Gleichung 6) zwar von den 
Koordinaten aller Punkte der unendlich langen Geraden G H erfüllt 
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wird, daß aber für das gestellte Problem nur die Strecke GH Wert 
hat, da x praktisch ja nur zwischen den endlichen Werten 0 und h 
variieren kann. 

(10) Ein elektrischer Stromerzeuger habe eine elektromotorische 
Kraft e und einen inneren Widerstand wi; wie ändert sich die Klemmen
spannung ea mit der Verbraucherstromstärke i ? Ist Wa der Widerstand 
des Verbraucherstromkreises, der äußere Widerstand, und ei das Span
nungsgefälle im Innern der Stromquelle, so ist nach dem Ohmsehen 
Gesetze 

a) 

ferner 

i = --,e,-
w;+wa' 

b) e = ~ + ea 

und nach dem Kirchhoffachen Gesetze 

c) ei: ea = wi: Wa • 

Eliminiert man aus diesen Gleichungen e; und Wa, so ergibt sich: 

ea = e- wii. 7) 

Die Klemmenspannung ist also eine lineare Funktion der Verbraucher
stromstärke. Da ea praktisch nur zwischen den Grenzen 0 und e variieren 
kann, gelten für das Schaubild dieselben Bemerkungen wie in (9). 

L Außerdem erkennt man, daß der Höchst-
mm 

10010 

10005 

9995 

Abb. 12. 

t 

wert, der für i aus unserer Stromquelle her
ausgeholt werden kann, für ea = 0 eintritt; 
er beträgt 

. e 
~max =- · 

W; 

Schließlich sei noch an das Gesetz aus 
der Wärmelehre erinnert, nach dem im 
allgemeinen die Ausdehnung eines Körpers 
innerhalb gewisser Grenzen der Tempera
turerhöhung proportional ist: 

Lt = L 0 (1 + cxt). 

(L0 die Länge bei 0 o C, Lt die Länge bei t o C, cx der Ausdehnungs
koeffizient.) Da cx im allgemeinen sehr klein ist, empfiehlt es sich, 
um überhaupt ein handliches Schaubild zu erhalten, die Bezifferung 
der L-Achse nicht mit 0, sondern mit einem höheren Werte, etwa L0 

zu beginnen. So gibt Abb. 12 das Schaubild für die lineare Ausdehnung 
des Messings (cx = 0,000019). 

Wir sind am Ziele unserer Betrachtungen über die lineare Funktion 
und haben zuletzt an Beispielen ihr mannigfaches Auftreten kennen
gelernt ; wir haben die praktische Bedeutung der auftretenden Größen, 
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insbesondere des Differenzenquotienten, erkannt und gesehen, wie 
man beim Entwurf des Schaubildes bisweilen zweckmäßigerweise von 
der üblichen Form in der einen oder anderen Richtung abweicht, 
und so gelernt, das Wesentliche der Darstellung vom Unwesentlichen 
zu unterscheiden. Wir sind damit reif geworden zur Behandlung von 
weniger einfachen Problemen; wir gehen einen Schritt weiter und 
wollen uns im folgenden Paragraphen in das Wesen der q uadra
t i s c h e n Funktion vertiefen. 

§ 3. Die quadratische Funktion. 
(11) Die allgemeinste Form der quadratischen Funktion ist 

y = a~2 + b x + c, 8) 

d. h. also, daß - zum Unterschied von der linearen Funktion- y auch 
noch von der zweiten Potenz (dem Quadrat) von x abhängig ist. 
Ehe wir jedoch zu ihrer Untersuchung übergehen, wollen wir vorerst 
den einfachsten Sonderfall betrachten; wir erhalten ihn, indem wir der 
Konstanten a den Wert 1, den Konstantenbund c den Wert 0 erteilen. 
Es ergibt sich die rein quadratische Funktion von der Form 

y= x2; 9) 

sie liefert also zu jeder Zahl x die zugehörige Quadratzahl, und jede 
Tabelle der Quadratzahlen ist eine tabellarische Darstellung dieser 
Funktion. Wenden wir uns ihrem !f 
Schaubilde zu! Es ist nach obigem '1--...---+ 
eine Linie, die alle Punkte umfaßt, 
für welche der Zahlenwert der Ordi
nate das Quadrat des Zahlenwertes 
der Abszisse ist; auf ihr liegen also 
beispielsweise die Punkte ( 0 I 0), ( 1 11), 
(2!4), (3!9) ... ; diese Bezeichnungs
weise wird gern verwendet, die erste 
Zahl in der Klammer gibt die Ab
szisse, die zweite die Ordinate des 
Punktes. Schon hieraus erkennt man, 
daß die Linie keine Gerade sein kann. 

~--7--~~~-~--~~x 
Durch Einschalten weiterer Punkte -Z -1 1 2 

tritt die Art der Kurve noch deut- Abb. 13. 

lieber hervor, um so deutlicher, je dichter die Punkte gewählt werden; 
in Abb. 13 sind noch die Punkte (} I T\r) , (} I t), (ll-r\) . . . ein
gezeichnet. Das Schaubild der rein quadratischen Funktion ist die 
Parabel, nach der Geraden wohl die wichtigste Kurve der Technik. 
Die Gleichung y = x2 m_öge für uns die Definitionsgleichung der Parabel 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 2 
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sein. Aus ihr lassen sich sofort einige wichtige Eigenschaften dieser 
Kurve finden. Ziehen wir, was bisher nicht geschehen ist, auch negative 
Abszissen in den Bereich unserer Betrachtungen ein, und berücksichtigen 
wir, daß die Quadrate entgegengesetzt gleicher Zahlen einander gleich 
sind, so finden wir, daß zu entgegengesetzt gleichen Abszissen Punkte 
von gleicher Ordinate gehören [ z. B. P ( t I H) und P' ( -t I ·H)]. Da 
diese Punktepaare spiegelbildlich (symmetrisch) zur Ordinatenachse 
liegen, so muß die Kurve selbst aus zwei Teilen bestehen, von denen 
der eine das Spiegelbild des anderen bezüglich der Ordinatenachse ist. 
Diese hat daher eine ganz besondere Bedeutung für die Parabel; sie 
heißt die Achse der Parabel. Der Punkt, in wt>lchem beide Teile zu
sammenstoßen - in unserem Falle der Koordinatenanfangspunkt -, 
hat ebenfalls eine besondere Bedeutung; er heißt der Scheitel der 
Parabel. Unter dem Scheitel der Parabel versteht man also ihren 
Schnittpunkt mit ihrer Achse. - Da das Quadrat einer reellen Größe 
stets positiv ist, so folgt weiter, daß die Ordinate eines jeden 
Punktes unserer Parabel positiv sein muß, daß also die Parabel in 
ihrem ganzen Verlaufe oberhalb der x-Achse, d. h. in demjenigen Teile 
der Ebene läuft, welcher durch die positive Hälfte der y-Achse be
stimmt ist. 

(12) Wir wählen jetzt für die unabhängige Veränderliche einen neuen 
Wert x1 ; zu ilim gehört auch ein neuer Wert der abhängigen Ver
änderlichen y1 = xr. Die Differenz beider Werte der abhängigen 
Veränderlichen ist also y1 - y = xi- x2 ; dividiert man diese durch 
die Differenz der beiden Werte der unabhängigen Veränderlichen, also 
durch x1 - x, so ergibt sich der Differenzenquotient: 

10) 

Hier ist nun eine Tatsache besonders bemerkenswert; der Differenzen
quotient ist nämlich nicht, wie bei der linearen Funktion, eine kon
stante Größe; er ist im Gegenteile, da er gleich der Summe der beiden 
Werte der unabhängigen Veränderlichen ist, abhängig sowohl von x 
als auch von x1, also von zwei Bestimmungsstücken. Dies lehrt auch 
der andere Weg zur Bestimmung des Differenzenquotienten [s. (5)]. 
Gibt man nämlich der Veränderlichen x den Zuwachs L1 x, so daß der 
neue Wert der unabhängigen Veränderlichen x + L1 x ist, so erhält 
die Abhängige y einen Zuwachs L1 y, und der zu x + L1 x gehörige 
Wert derselben, y + L1 y, ist durch die Gleichung 

y + L1y = (x + L1x)2 ll} 

bestimmt. Durch Subtraktion der beiden Gleichungen 9) und ll) 
folgt für L1 y 

L1y = 2x·L1x + (L1x)2, 
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und hieraus für den Differenzenquotienten 

.dy=2x+Llx· 

.dx ' 

19 

12) 

auch in dieser Form erkennt man seine Abhängigkeit von der Wahl 
zweier Größen, von x und Ll x. Der Zusammenhang zwischen den 
Formeln 10) und i2) wird durch die Gleichungen 

Llx=x1 -x, Lly=y1 -y bzw. x1 =x+Llx, y1 =y+Lly 

hergestellt. 
Zwecks geometrisch anschaulicher Darstellung des Differenzen

quotienten sei P (Abb. 14) der Punkt mit den Koordinaten 0 X = x, 
XP = y, wobei y = x 2 ist; P 1 habe 
die Koordinaten OX1=x1 , X 1P 1 =y1 , 

so daß also 

ist. P P 1 ist also eine durch den 
Punkt P gehende Sekante s der Pa
rabel, deren Richtung gegen die x-Achse 
gerade durch den Differenzenquotienten 

Yl- Y = ~Y wiedergegeben wird [s. (6)]. 
X1- X LJX 

Nun erkennt man weiter, daß sich 
durch P unendlich viele Parabelsekan
ten legen lassen, da man noch den 
Punkt P 1 willkürlich wählen kann; 

!/ 

t 

Abb. 14. 

dieser Umstand ist das geometrische Gegenstück zu der oben abgelei
teten Eigenschaft, daß der Differenzenquotient von der Wahl von x1 

bzw. Ll x abhängig ist. 

(13) Die bemerkenswerteste der unendlich vielen durch P gehenden 
Parabelsekanten ist nun die in Pan die Parabel gelegte Tangente; 
sie ergibt sich, wenn der Punkt P 1 auf der Parabel wandert, bis er in 
unmittelbare Nachbarschaft von P gelangt, bis er zum Nachbarpunkt 
von P auf der Parabel wird. Da entsteht sofort die Frage: Wie drückt 
sich dieser Grenzübergang, wie wir den soeben beschriebenen geo
metrischen Vorgang nennen wollen, analytisch, d. h. rechnerisch, aus 1 
Da brauchen wir nur im Auge zu behalten, daß dem Umstande, daß 
P 1 sich P nähert, rechnerisch die Tatsache entspricht, daß die Differenz 
ihrer Abszissen, also x1 - x = Ll x, immer kleiner wird oder, wie 
man sich ausdrückt, "sich der Grenze Null nähert", "unter jeden 
noch so kleinen Wert fällt", oder "gegen Null konvergiert". Man 
schreibt dies in folgender Form: 

lim(x1 - x) = limLlx 
x1-+x L1x-+0 

2* 



20 Das Düferenzieren. (13) 

(sprich Iimes Ax; limes = Grenzwert). Nun ergibt sich aber für diesen 
Grenzwert des Differenzenquotienten der rein quadratischen Funktion 

lim Yl - y = !im A y = 2 x, 
x.->-x xl- x Jz->-0 Ax 

13) 

wie aus Formel 10) und 12) übereinstimmend folgt. 
Für 

hat man einen besonderen Ausdruck geprägt; man bezeichnet den 
Grenzwert des Differenzenquotienten als Differentialquotient und 

schreibt ihn in der Form ~~ und liest ihn mit den Worten "dy nach 

dx". Also ist der Differentialquotient der rein quadratischen Funktion 

dy 
dx=2x, 14) 

d. h. der Differentialquotient der rein quadratischen Funktion 
ist für einen bestimmten Wert der unabhängigen Veränder
lichen gleich ihrem doppelten Betrage. 

Der Differenzenquotient lieferte uns die Richtung der Sekante; 
folglich gibt der Differentialquotient uns die Richtung der 
Tangente; d. h. bezeichnet man in Abb. 14 den Winkel, den die in 
P an die Parabel gelegte Tangente mit der x-Achse bildet, mit q;, 
so ist 

dy 
dx = tgq; = 2x. 15) 

Voraussetzung ist allerdings, daß Abszisse und Ordinate mit derselben 
Einheit gemessen sind. Dieses Ergebnis bietet uns also ein Mittel, 
um in einem bestimmten Punkte P an die Parabel die Tangente zu 
legen. Man braucht zu diesem Zwecke nur von P in Richtung der 
positiven x-Achse um die Längeneinheit bis zum Punkte R und von 
diesem in Richtung der y-Achse um die Länge RT = 2x zu gehen; 
der Endpunkt T ist ein Punkt der in Pan die Parabel gelegten Tangente; 
denn es ist 

RT 2x 
tg q; = p R = T = 2 X. 

Ist x negativ, d. h. liegt der Parabelpunkt links der Achse, so muß 
selbstverständlich die Strecke 2 x im Sinne der negativen Achse gezogen 
werden (s. Abb.14, Punkt P'). Wir sind also imstande, von der Parabel 
nicht nur Punkte in beliebiger Zahl anzugeben, sondern vermittelst 
des Differentialquotienten in diesen Punkten auch die Tangenten 
zu zeichnen, die Parabel also mit einem ziemlich hohen Grade der Ge
nauigkeit zu entwerfen. Es sei nun dem Leser als lehrreiche Übung 
anheimgestellt, diese Konstruktion auch wirklich durchzuführen. 
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(14) Erteilt man in Gleichung 8) der Größe a einen beliebigen, 
vorläufig positiven Wert, während die Größenbund c auch noch weiter
hin gleich Null sein mögen, so kommt man zu der allgemeineren qua
dratischen Funktion 

y = ax2. 16) 

Da a > 0 sein soll, so ist auch y > 0; also läuft die zugehörige Kurve 
ebenfalls ganz auf der positiven Seite der y-Achse. Sie unterscheidet 
sich von der bisherigen Parabel y = x2 
einfach nur dadurch, daß die Ordi
naten ihrer Punkte das afache der zu 
derselben Abszisse gehörigen Punkte 
der früheren sind. In Abb. 15 sind 
die Kurven für verschiedene Werte 
von a eingezeichnet; man erhält, wie 
man aus ihr erkennt, beispielsweise 
die Kurve für a = 4 aus derjenigen 
für a = 1 einfach dadurch, daß man 
die Ordinaten der letzteren vervier-

f facht. Ist a > 1, so ergibt sich die 
entsprechende Kurve gewissermaßen 
dadurch aus der ursprünglichen Pa
rabel, daß man diese in Richtung der 
y-Achse dehnt, für a < 1 umgekehrt 
dadurch, daß man sie zusammen

Abb. 15. 

drückt. Für a < 0 ist y stets negativ; die zugehörige Kurve verläuft 
also ganz auf der zur negativen Hälfte der y-Achse gehörigen Halb
ebene; es bedarf wohl keines Beweises dafür, daß man sie aus der 
zu dem entgegengesetzt gleichen Werte von a gehörigen Kurve dadurch 
erhält, daß man diese an der x-Achse spiegelt (s. Abb. 15). 

Die durch die Gleichung y = ax2 definierte Kurve ist eine 
Parabel. Beweis: Nach 8) verstehen wir unter einer Parabel eine 
Kurve, deren Gleichung im rechtwinkligen Koordinatensystem y = x2 
lautet. Nun ist aber die Gestalt der Parabel wesentlich abhängig 
von der Wahl der Längeneinheit des Koordinatensystems. So ist 
beispielsweise in Abb. 16a als Längeneinheit 1 cm, in Abb. 16b 2 cm 
gewählt, in letzterer zum Vergleiche nochmals die Parabel von 16a, 
und zwar gestrichelt, eingezeichnet. Abb. 17 sei das Bild der Funktion 
y = ax2, wobei eine bestimmte Längeneinheit e zugrunde gelegt sei, 
so daß also die Strecken 0 X x und X P y = a x2 dieser Längeneinheiten 
umfassen. Messen wir nun aber die Strecken mit einer anderen Längen
einheit e' von der Art, daß e' = efa bzw. e = ae' ist, so enthält OX 
!; = a x und X P r; = a · a x2 = a2 x2 solcher Längeneinheiten; es ist 
also r; = /;2 die Gleichung der nämlichen Kurve unter Zugrundelegung 
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X 

X 

der Längeneinheit e', womit der Beweis erbracht ist. (In Abb. 17 ist 
a = -L also die neue Einheit das -J-fache der ursprünglichen; man prüfe 
an einzelnen Punkten der Kurve die Zusammenhänge der Koordinaten-
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paare nach; ist für P beispielsweise x = te, y =~He, so ist ; = te', 
r; = f~e', und in der Tat r; = ; 2.) Man erhält also: Jede Gleichung 
von der Form y = ax2 ist die Gleichung einer Parabel, deren 
Achse die y-Achse, deren Scheitel der Koordinatenanfangs
punkt und deren Scheiteltangente die x-Achse ist. Sie ist 
für positive Werte von a im Sinne der posi
tiven y-Achse, für negative Werte von a im 
Sinne der negativen y-Achse geöffnet. 

Da, wie schon gezeigt, die Parabel y = a x2 

aus der Parabel y = x2 dadurch hervorgeht, 
daß man die Ordinaten mit a multipliziert, 
so verzerrt sich auch die Tangentenrichtung ___ ___",.er..:.:..._-++.-i--

e'X e in dem Maße, daß der Richtungsfaktor irgend- Abb. 17• 

einer Tangente der Parabel y = a x2 das afache 
des Richtungsfaktors der entsprechenden Tangente an die Parabel 
y = x2 ist; es ist also nach Formel 15) tgrp = 2ax. - Zu diesem 
Ergebnis gelangen wir aber auch auf Grund ähnlicher Betrachtungen, 
wie sie oben [s. (13)] durchgeführt worden sind. Auch hier ist, wie dort 
und wie überhaupt ganz allgemein, die Tangente an die Parabel y = ax2 

im Punkte P die Gerade, in welche irgendeine durch P gehende Sekante 
übergeht, wenn ihr zweiter Schnittpunkt P1 mit der Parabel sich dem 
Punkte P unbegrenzt nähert. Rechnerisch läßt sich dies ganz wie 
oben durchführen: P habe die Abszisse x, also die Ordinate y = ax2 ; 

P1 habe die Abszisse x + L1x, also die Ordinate y + L1y = a(x + L1x)2, 
wobei L1 x und L1 y wieder die Zuwüchse sind, die man den Koordinaten 
von P erteilen muß, um diejenigen von P 1 zu erhalten. Es ist daher, 
wie man durch einfache Subtraktion findet, 

L1y = a(x + L1x)2 - ax2 oder L1 y = 2 a x · L1 x + (Li x)2, 

daher der Differenzenquotient 

Lfy = 2ax + L1x· 
Lfx ' 

geometrisch ist dieser Ausdruck (s. Abb. 14) nichts weiter als der 
Richtungsfaktor der Sekante P P1. Nähert sich nun P 1 auf der Parabel 
dem Punkte P, so heißt dies analytisch, daß L1 x dem Grenzwert Null 

zustrebt und ~; in den Differentialquotienten übergeht; man erhält 

also für diesen 
dy 
dx = 2ax = tgrp, 17) 

wie oben. 
Der Leser tut gut, auf Grund dieser Formel17), etwa in Anlehnung 

an Abb. 15, an verschiedene Parabeln in mehreren Punkten die Tan
genten tatsächlich zu zeichnen; empfehlenswert ist es ferner, wie auch 
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sonst im folgenden, das Problem umzukehren und nach demjenigen 
Punkte einer bestimmten Parabel zu fragen, in welchem die Tangente 
eine verlangte Richtung hat. (So muß beispielsweise derjenige Punkt 
der Parabel y = }x2, dessen Tangente mit der x-Achse den Winkel 60 o 

einschließt, eine Abszisse haben, welche sich aus der Gleichung be
stimmt -! x = y3, also x = f y3; hieraus folgt weiter y = ll.) In 
welchem Punkte schließt insbesondere die Tangente an die Parabel 
y = ax2 mit der x-Achse den Winkel 45° ein? Welches ist bei ver-

änderlichem a der Ort aller dieser Punkte? (Die Gerade y = ~ .) 
(15) Wenden wir uns nun der allgemeinen quadratischen Funktion 

y=ax2 +bx+c 8) 

zu. Auf Grund der bisher erworbenen Kenntnisse sind wir in der 
Lage, uns die zugehörige Kurve zu entwerfen; wir brauchen ja bloß 
zu einem gegebenen x mit Hilfe der Gleichung 8) das zugehörige y 
zu berechnen und den Punkt in der Ebene zu suchen, der die 
soeben ermittelten Koordinaten x und y hat; er ist ein Punkt der 
Kurve. Durch Wahl weiterer Werte von x gelangen wir zu anderen 
Punkten des Schaubildes von Gleichung 8). So gehören zur Funktion 

x2 4 17 . 
y = 5 - 3 x + 15 dte Wertepaare: 

!I 
15 

Abb. 18 gibt die zu dieser Funktion 
gehörige Schaukurve aa. 

Setzt man y1 = a x2 und y2= b x+ c, 
so ist y = y1 + y2 • Nun hat nach (14) 
y1 = a x2 zum Schaubild eine Parabel bb, 
deren Scheitel in 0 und deren Achse 
die y-Achse ist, während das Schau
bild von y2 = b x + c nach (6) eine Ge-

:: rade cc von der Richtung b und dem 
--:-r--""'"tf~-+--77p:P<-::.'---.:.-'-~"_-~r:-_-_-.r Abschnitt c auf der y-Achse ist. Wir 

können unsere Kurve aa also auch 
erhalten, indem wir (s. Abb. 18) die 
Parabel b b und die Gerade cc zeichnen 
und die zu einer beliebigen Abszisse x 
gehörigen Ordinaten beider Kurven 
addieren; ihre Summe gibt uns die zu 

c 

Abb. 18. 

diesem x gehörige Ordinate der Kurve a a . Hiermit ist die der Glei
chung 8) entsprechende Kurve in einfacher Weise auf bekannte Kurven 
zurückgeführt. Ja, wir können noch einen Schritt weiter gehen; es kann 
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nämlich bewiesen werden, daß diese Kurve nichts anderes ist als die 
uns aus (14) bekannte Parabel, und daß in Abb. 18 die Kurve aa 
kongruent ist der Kurve bb . Doch zuvor soll der Differential
quotient der quadratischen Funktion 8) gebildet werden. 

Wir wissen nun schon, wie wir zu diesem Zwecke zu verfahren haben: 
Wir erteilen der unabhängigen Veränderlichen x einen Zuwachs Lfx; 
dadurch erhält auch y von selbst einen Zuwachs Lf y, der sich durch 
die Gleichung bestimmt: 

y + Lly = a(x + Lfx)2 + b(x + Lfx) + c. 18) 

Durch Subtraktion von Gleichung 8) folgt 

ily=a(2x·Lfx+(Lfx)2)+b·L1x=ilx[a(2x+Lfx)+b], 18') 

und hieraus durch Division mit Lf x für den Differenzenquotienten 

~Y = a(2x + Lfx) + b J" 19) 
LJX -:'"'~/ 'V: , 

und hieraus wiederum durch den Grenzübergang limL:I x ~ 0 für den 
Differentia1q uotien ten: 

dy 
dx =2ax+b. 20) 

Auch hier gelten für die geometrische Deutung des Differentialquotienten 
die gleichen Schlüsse wie in (13) und (14). Sind nämlich x I y die Koordi
naten des Punktes P der Kurve, so sind x + Lf x I y + L1 y nach 18) die 

Koordinaten eines anderen Punktes P 1 dieser Kurve, und ~ ~ ist der 

Richtungsfaktor der durch P und P 1 bestimmten Sekante; er er
rechnet sich aus 19). Wird limLfx ~ 0, so heißt das geometrisch, 
daß P 1 auf der Kurve bis in unmittelbare Nähe von P wandert; die 
Sekante wird also zur Tangente, deren Richtung demnach durch den 
Differentialquotienten ermittelt wird. Für das Beispiel in Abb. 18 er
geben sich in Ergänzung der Tabelle auf S. 24 aus 20) die Richtungs
faktoren der Tangenten für 

X =-4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 
dy - •• 
dx --·a -H - H - t!· - ~ -H--h -lr; 

+4 +5 +6 +7 
+n- +! +H +H 

+8!1+9 
+H+H 

I 

+10 
+t 

+11 zu 

+H-

In Abb.18 ist für den Punkt P (5l-l 3 ) die Konstruktion der Tangenten
richtung angedeutet (PQ = 3, QT = 2, PT Tangente). Der Leser 
möge zur Übung die Tangenten für weitere Kurvenpunkte und ebenso 
für andere Kurven von der Gleichung y = a x2 + b x + c konstruieren. 

Damit ist eigentlich auch die umgekehrte Aufgabe schon gelöst , 
nämlich die Frage nach demjenigen Punkte der Kurve, in welchem 
diese eine vorgeschriebene Richtung A hat; da 2ax + b = A sein 
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A-b muß, so folgt für die Abszisse des betreffenden Punktes x = 2 a. 
Um beispielsweise für den Fall der Abb.18 denjenigen Punkt zu finden, 
in dem die Tangente unter 45 o gegen die x-Achse geneigt ist, setzen 

. 2x 4 35 253 w1r 5 - 3 = 1 , woraus folgt x = 6 und daher y = - 240 . In 

der Folge wird uns nun bei einer Kurve besonders derjenige Punkt 
beschäftigen, in welchem die Tangente parallel der x-Achse, der zu
gehörige Richtungswinkel qy = 0 und daher auch der Richtungsfaktor 

~{ = tgqy = 0 ist. Wollen wir also den Punkt von dieser Eigenschaft 

auf der Kurve von unserer Gleichung 8) suchen, so müssen wir setzen 
[s. Formel20)]: 

2ax+b=O. 

Die Abszisse dieses Punktes S ist demnach 

b 
x. = -2a' 

und also nach Formel 8) die Ordinate 

b2 
Ys =- 4a + c. 

2la) 

21 b) 

(Im Falle der Abb. 18 ist, wie man sich leicht überzeugt, x8 = ~Q, 
Ys = -H.) 

Nun wollen wir einmal diesen PunktS als Nullpunkt eines Koordi
natensystems wählen, dessen Achsen parallel zu den Achsen des ur
sprünglichen Systems liegen sollen; die Abszissenachse möge ;-Achse, 
die Ordinatenachse 17-Achse, und also die Abszisse eines beliebigen 
Punktes dieses neuen Systems ; , die Ordinate 1J heißen. Wir fragen: 
Wie heißt die Gleichung der Kurve im ;17-System, deren Gleichung 
im alten xy-System y = ax2 + bx + c lautet~ Man bezeichnet einen 

!I + '7 P solchen Übergang aus einem Koordinaten-
' system in ein anderes als eine Umfor-
I 
I mung (Transformation) des Koordi-
1 

1 natensystems, und in unserem Sonder-
-----~-- _.".---~5 fall, wo die Koordinatenachsen des neuen s, 

1 Systems parallel zu den entsprechenden 
---e------.Jxi:::'---1 --6x--~.x des alten Systems sind, als eine Par

I 
J allelver sch ie bung des Koordinaten-

Abb. 19. 110 D systems [s. ( )]. amit wir diese vor-
nehmen können, müssen wir natürlich den Zusammenhang beider 
Systeme kennen; er ist (Abb. 19) im Falle der Parallelverschiebung 
völlig bestimmt, wenn wir die Koordinaten OSz = X8 und SzS = Ys 
des neuen Anfangspunktes im alten System kennen. P sei nun ein 
beliebiger Punkt der Ebene; seine Koordinaten im alten Systeme seien 
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0 X = x und X P = y, die im neuen SE= ~ und E P = 1J , und es ist 
aus Abb. 19 ohne weiteres ersichtlich, daß OX =OS.,+ S.,X = OS.,+SE, 
also 

X= X8 + ~ 
und XP =XE+ EP= S.,S + EP, also 

y = y. + 1] 

22a) 

22b) 

ist. Setzt man also für x und y die in 22) gefundenen Werte in Glei
chung 8) ein, wobei sich x8 und y, aus Gleichung 21) bestimmen, 
so erhält man die Gleichung derselben Kurve, jetzt aber im ~ 1]-System; 
sie lautet 

Ys + 1] = a(xs + ~)2 + b(x, + ~) + c 
oder 

1]- :: + c = a(~- 2baY + b (~- :a) + c 
oder 

~ ~ ~ 
1]- "4ti" + c = a~2 - b~ + 4"a + b~- "2"a + c 

oder nach Zusammenfassung der Glieder: 

1J = a ~2. 23) 

Es ist also in der Tat die Gleichung einer Parabel. Damit ist der Beweis 
erbracht dafür, daß das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion 
im rechtwinkligen Koordinatensystem die in (13) definierte Parabel 
ist. Wir fassen das Ergebnis in dem Satze zusammen: 

Das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion 
y = ax2 + bx + c ist im rechtwinkligen Koordinatensystem 
eine Parabel, deren Achse parallel der y-Achse ist; sie ist 
in Richtung der positiven y-Achse geöffnet, wenn a > 0 
ist, und in Richtung der negativen y-Achse geöffnet, wenn 
a < 0 ist. -

(16) Derjenige Wert der unabhängigen Veränderlichen x, für welchen 
der Differentialquotient gleich Null ist, gibt uns, wie wir gesehen 
haben, _die Abszisse, der zugehörige Wert der abhängigen Veränder
lichen die Ordinate des Parabelscheitels. Wir sehen weiter, daß 
der Scheitel zugleich derjenige Punkt ist, für welchen die Ordinate 
unter allen zur Parabel gehörigen die kleinste ist für a > 0 und 
die größte für a < 0; denn im ersten Falle geht die Kurve in diesem 
Punkte aus dem Fallen ins Steigen, im anderen aus dem Steigen ins 
Fallen über. Abstrahieren wir vom Bilde, so können wir also sagen: 
Für denjenigen Wert der unabhängigen Veränderlichen, für 
welchen der Differentialquotient verschwindet, besitzt die 
quadratische Funktion einen Kleiostwert (Minimum) (für 
a > 0) oder einen Größtwert (Maximum) (für a < 0). 
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Der Satz wird nun besonders wertvoll durch seine Umkehrung, 
die sich in der Aufgabe ausdrückt, den Kleinst- bzw. Größtwert einer 
gegebenen quadratischen Funktion zu ermitteln. Man braucht, um 
sie zu lösen, nur den Differentialquotienten der Funktion gleich Null 
zu setzen; dadurch erhält man eine Bestimmungsgleichung für die 
unabhängige Veränderliche, die für die quadratische Funktion, wie 
wir gesehen haben, stets linear sein muß. Man löst sie auf, setzt 
den gefundenen Wert in die Funktionsgleichung ein und erhält 
schließlich den gesuchten Funktionswert, der ein Minimum ist, wenn 
der Beiwert des quadratischen Gliedes positiv ist, und ein Maximum, 
wenn er negativ ist. Ein einfaches Beispiel möge dies erläutern. 

Sind die beiden Seiten eines Rechtecks a und b, so beträgt sein Um
fang u = 2 (a + b). Ist nun umgekehrt eine Strecke u gegeben, so lassen 
sich unendlich viele Rechtecke finden, für welche der Umfang gleich u 
ist. Eine Seite a eines solchen Rechtecks kann man beliebig wählen, 

ll§t§m lllltlllll 
I ft!HEm m m!ml111111111 

&) ö) c) d) e) ~ §J h) 

Abb. 20a-k. 

wenn sie nur, um negative Strecken zu vermeiden, die Bedingung 
erfüllt: 0::; a < tu. Durch Wahl dieser Seite ist aber das Rechteck 
auch völlig bestimmt; denn die andere Seite b findet sich aus der obigen 
Gleichung zu b =tu- a. 

Abb. 20a-k zeigen eine An~ahl von Rechtecken, die in ihrem Um
fange u übereinstimmen, und zwar ist u = 22 Längeneinheiten gewählt. 
Kennt man die Seiten eines Rechtecks, so findet man den Inhalt aus 
ihrem Produkte 

F=a·b=a·(; -a) oder u F=-a2 +-a. 2 

Der Inhalt ist also eine quadratische Funktion der Seite a . (Im 
obigen Beispiele sind die Inhalte der Reihe nach 10, 18, 24, 28, 30, 
30, 28, 24, 18, 10 Flächeneinheiten.) 

Abb. 21 gibt die zu dieser Funktion gehörige Parabel für obiges 
Beispiel. Praktischen Wert hat allerdings von der Parabel nur der 
dick ausgezogene, oberhalb der a-Achse verlaufende Bogen, da für den 
anderen Teil die Ordinaten, das heißt die Inhalte der entsprechenden 
Rechtecke, negativ sind. Schon aus der Zahlenreihe der für die Recht
ecke der Abb. 20 angeführten Inhalte sieht man, daß diese anfangs 
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zunehmen und später wieder abnehmen.· Es gibt also unter allen diesen 
Rechtecken eines, das den größten Inhalt hat. Dies wird bestätigt durch 
die Parabel der Abb. 21; denn sie hat in der F 

Tat einen Punkt, der eine größte Ordinate 
hat. Wir wissen nach dem Obigen nun auch, 
wie wir diesen Punkt und damit auch das 
Rechteck vom größten Inhalte finden. Wir 
bilden nämlich den Differentialquotienten von 
F nach a, setzen ihn gleich Null und lösen 
die so gefundene Bestimmungsgleichung nach a 

auf. Dieser Wert liefert uns die eine Seite des 

~0 

JO 
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I 

I 

I 

I 

I 

I 

II 

Rechtecks, aus der wir dann mit Hilfe des Abb. 21. 

gegebenen Umfanges die andere Seite und 
den Inhalt berechnen können. Nun ist, wie man entweder unmittelbar 
aus 20) oder durch Bilden des Grenzüberganges findet, 

dF u 
11--a=- 2a+2; 

die Gleichung - 2a + i = 0 liefert den gewünschten Wert a = ~· ; folg

lich ist auch b = ~. Unter allen Rechtecken, die den gegebenen Um

fang u haben, hat daher das Quadrat den größten Flächeninhalt, und 
2 

dieser ist F max = ~6 . (Ist, wie im obigen Beispiele, u = 22 Längen-

einheiten, so ist also F max = .1.p Flächeneinheiten.) 
Zur Einübung des Vorstehenden möge der Leser die verwandte Auf

gabe behandeln: In Anlehnung an eine Mauer MM (Abb. 22) soll ein 
rechteckiges Flächenstück AB 0 D so eingezäunt werden, "' 

~ 

daß der Zaun AB+ BO +GD eine gegebene Länge l hat. 
Wie muß man das Rechteck wählen, damit sein Inhalt mög-

lichst groß wird~ (AB=OD=i; BO=}.) 

(17) Wir wenden uns jetzt einigen mechanischen An
wendungen zu, und beginnen mit dem freien Fall im luft
leeren Raume; er wird durch die Formel 

A B ------, 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

ff------'c 

8 = !gt2 24) Abb. 22. 

beschrieben. Hierbei ist g = 9,81 m8- 2 die Erdbeschleunigung, t die 
Zeit in Sekunden, gerechnet von dem Augenblick an, wo der Körper 
zu fallen beginnt, und 8 der von ihm in dieser Zeit durchfallene Weg. 
8 ist nach 24) eine quadratische Funktion von t, das Weg-Zeit-Diagramm 
demnach eine Parabel, deren Scheitel im Schnittpunkte der Weg
und der Zeitachse liegt. Zu einem Zeitpunkte t ist die durchfallene 
Wegstrecke s == !gt2, zu einem anderen Zeitpunkte t1 > t aber 81 =!gti; 
folglich hat der . Körper in der Zwischenzeit t1 - t die Strecke 

a 



30 Das DiHerenzieren. (17) 

81 - 8 = !g(tf- t2) zurückgelegt. Würde sich der Körper in dieser 
Zeit gleichförmig bewegt haben, so würde seine Geschwindigkeit 

81-8 1 
Vm = tl _ t = 2 g(t1 + t) 25) 

betragen haben; vm heißt die durchschnittliche oder mittlere 
Geschwindigkeit innerhalb des Zeitraumes t1 - t . In Wirklichkeit 
hat er sich aber am Anfange des betrachteten Zeitintervalles langsamer, 
am Ende desselben schneller bewegt. Läßt man nun das betrachtete 
Zeitintervall t1 - t immer kleiner werden (JS, O,lB, 0,0}8 ... ) , so wird 
auch die durchfallene Wegstrecke immer kleiner, der Quotient Vm 

nähert sich dabei nach 25) mehr und mehr dem Werte 

! g. (t + t) = ! g. 2t = g t' 

ein Wert, der wirklich erreicht wird, wenn limt1 --->- t, was zur Folge 
hat, daß auch lim s1 --->- 8 ist. Dann ist aber nach den Betrachtungen 

von (13) lim :1 =: = ::, und aus der mittleren Geschwindigkeit wird 
t.->- t 1 

nun die augenblickliche Geschwindigkeit v. Es ist also für 
den freien Fall : 

d8 
v=ae=gt. 26) 

Die Geschwindigkeit des freien Falles ist also der Differential
quotient des Weges nach der Zeit. Daß dieser Satz für jede 

20 

100 

2(}() 

beliebige Bewegung gilt, wird im nächsten 
Paragraphen dargetan werden. Daß hier bei 
der Ableitung des Differentialquotienten das 
Verfahren limt1 --->- t und nicht das Verfahren 
limLit->- 0 verwendet worden ist [s. (13)], ge
schah nur, um dem Leser auch dieses wieder 
vor Augen zu führen; er möge die gleichen Be
trachtungen für das letzte selbst durchdenken. 
- Der Unterschied zwischen mittlerer und 

Abb. 23. augenblicklicher Geschwindigkeit zeigt sich recht 
klar im Weg-Zeit-Diagramm (Abb. 23), in welchem die 8-Achse nicht, 
wie gewöhnlich die positive Ordinatenachse, nach oben, sondern - ein 
übliches Zugeständnis an die Fallrichtung - nach unten gezeichnet ist. 
Solange t1 - t endlich ist, gehören zu den beiden Zeitpunkten t und t1 

zwei getrennte Punkte P undP 1 , deren Verbindungsgerade, eine Sekante k 
der Parabel, einen Richtungsfaktor hat, welcher gleich der diesem Zeit
intervalle zukommenden mittleren Geschwindigkeit ist; ist aber 
limt1 --->- t, so wird P 1 unmittelbarer Nachbarpunkt von P, und die 
Sekante wird zur Tangentetin P, deren Richtungsfaktor entsprechend 
die augenblickliche Geschwindigkeit zur Zeit t liefert. 
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Eine weitere Anwendung ist der senkrecht aufwärtsgerichtete 
Wurf im luftleeren Raume. Ein Körper möge zur Zeit t = 0 
mit einer Anfangsgeschwindigkeit v0 senkrecht nach oben geworfen 
werden; dann hat er (vom Anfangspunkt der Bewegung aus gerechnet) 
zur Zeit t eine Höhe erreicht, die sich aus der Formel errechnet: 

27) 

Auch hier ist 8 eine quadratische Funktion von t, das Schaubild also 
ebenfalls eine Parabel; sie geht zwar, da für t = 0 auch 8 = 0 ist, eben
falls durch 0; dieser Punkt ist aber hier nicht der 
Scheitel der Parabel (Abb. 24). Außerdem soll an 
dieser Stelle nochmals vor einem Irrtum gewarnt 
werden, der hier für den Anfänger naheliegt, daß 
nämlich diese Parabel die Bahn darstelle, die der 
Körper wirklich beschreibt (denn diese ist eine 
vertikale Gerade), sondern einzig den Zusammen
hang verbildlichen soll, der zwischen der Wurfzeit 
und der Wurfhöhe besteht. - Zu einer bestimmten 
Zeit t hat der Körper also eine Höhe 8=v0 t-igt2 

erreicht, nach einem weiteren Zeitintervalle LI t, 
nachdem also vom Anfang der Bewegung die Ge
samtzeit t + LI t verstrichen ist, dagegen die H öhe 

.s 

100 

50 

8 + Ll8 = v0 (t + Llt)- h(t + Llt)2 ; 

demnach ist er in diesem Zeitintervalle LI t um 

Ll8 = v0 L1t- gt · Llt- ig. (L1t)2 

~ s 

Abb. 24. 

gestiegen. (Ergibt sich L18 < 0, so bedeutet dies, wie ohne weiteres 
einleuchtet, ein Fallen.) Folglich ist die mittlere Geschwindigkeit 
während dieser Zeit 

V = ~ = V -g·t-_!_g•Lit 
m Llt 0 2 · 

Durch den Grenzübergang lim L1 t--+ 0 errechnet sich, wie im vorigen 
Beispiele, die augenblickliche Geschwindigkeit zur Zeit t für den Fall 
vertikal aufwärts zu 

I . ds 
V = 1m Vm = dt = V0 - g t ; 

LI t -+ 0 

28) 

sie ist auch hier der Differentialquotient des Weges nach der Zeit. Die 
Geschwindigkeit ändert sich demnach von Zeitpunkt zu Zeitpunkt, 
und zwar gibt es einmal einen Augenblick, in dem sie gleich Null ist 
in dem also der Körper frei im Raume schwebt ; für ihn ist 

ds 
V = dt = Vo - g t = 0, 

t 
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d. h. er tritt ein zur Zeit t = Vo • Der Körper erreicht dort seine g 
größte Höhe; sie errechnet sich aus 27) zu 

v~ lvg lv~ 
8 --- - ----max-g 2g-2g · 

Für die Zeit t >"!Cl. ist die Geschwindigkeit negativ, d. h . nach unten 
g 

gerichtet: der Körper fällt. Diese Betrachtungen stehen völlig im Ein
klange mit den Ergebnissen von (16), nach denen eine Funktion ihr 
Maximum erreicht, wenn der Differentialquotient verschwindet. Ver
folgen wir den Körper weiter in seiner Bahn! Es wird einmal ein Augen
blick kommen, in welchem er wieder an der Ausgangsstelle anlangt, 
für den also s = 0 ist. Dann muß aber v0t - lgt2 = 0 sein; diese 
quadratische Gleichung hat außer derWurzelt = 0, die selbstverständ-

lich ist, noch die Wurzel t = 2 • Vo ; also braucht der Körper doppelt g 
soviel Zeit, um wieder an der Ausgangsstelle anzukommen, wie um die 
höchste Stelle zu erreichen; die Fallzeit ist gleich der Steigzeit. Die 
Geschwindigkeit, mit der er unten wieder anlangt, ergibt sich aus 28) 
zu v = -v0 ; d. h. er trüft auf dem Boden mit der gleichen, aber ent
gegengesetzten Geschwindigkeit wieder auf, mit der er ihn verlassen 
hat. Daß dies übrigens allgemein gilt, d. h. daß der Körper ein und 
dieselbe Stelle sowohl beim Steigen als auch beim Fallen mit gleicher, 
wenn auch entgegengesetzt gerichteter Geschwindigkeit durchläuft , daß 
er auch die gleiche Zeit braucht, um von ihr aus die höchste Stelle 
seiner Bahn zu erreichen, wie um von dieser wieder bis zu ihr zu fallen, 
dies nachzuweisen, sei dem Leser überlassen. - Ist der Körper in 
der Lage, noch über die Ausgangsstelle hinaus zu fallen (etwa wenn 
der Versuch in einem Schachte stattfindet), so ergibt sich die Steighöhe 

für t > 2 ;o als negativ; denn nach 27) ist s = ~ (2 ;o - t). Dies 

steht völlig im Einklange mit unseren Betrachtungen; denn da wir 
die Richtung nach oben positiv eingeführt haben, ist die nach unten 
negativ zu rechnen. - Den geometrischen Ausdruck findet die 
jeweilige Geschwindigkeit ebenso wie im vorangehenden Beispiele in 
der Richtung, die die Parabeltangente im entsprechenden Parabel
punkte hat . 

Mit den folgenden beiden Beispielen möge sich der Leser selbst 
befassen. 

l. Zwischen der Umlaufzahl n und der Leistung N einer Turbine 
besteht die Beziehung N = -0,0010344n2 + 0,45543n; hierbei ist n 
die Zahl der minutlichen Umdrehungen, und N in Pferdestärken ge
messen. Es ist das Schaubild zu zeichnen und anzugeben, bei welcher 
Umdrehungszahl die Höchstleistung erzielt wird, und wie groß diese 
ist. (n = 220, N max = 50,13 .) 
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2. Zwischen der Temperatur t und der spezifischen Wärme c des 
Wassers ist die folgende Gleichung aufgestellt worden [s. (216) S. 731]: 

c = 0,0000105884 t2 - 0,000599201 t + 1,00660562. 

Wie sieht das Schaubild aus ~ Bei welcher Temperatur hat sie den 
kleinsten Wert, und wie groß ist dieser ~ 

Überschauen wir nochmals den Inhalt dieses Paragraphen, so hat 
uns die Betrachtung der quadratischen Funktion in folgerichtiger 
W eiterspinnung der linearen Funktion eine Reihe neuer Vorstellungen 
und Begriffe gebracht. Der Differenzenquotient des § 2 führte uns 
hier zum Differentialquotienten; während jener bei der linearen 
Funktion konstant war, hängt der Differentialquotient der quadra
tischen Funktion von der Veränderlichen ab; er ist selbst eine 
Funktion von ihr. Das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion 
ist eine krumme Linie, Parabel genannt; ihre Achse ist parallel 
der Ordinatenachse; alle diese Parabeln sind untereinander ähnlich 
und ähnlich gelegen. Wir haben gelernt, an eine Parabel die Tangenten 
in beliebigen Punkten zu legen, da ihr Richtungsfaktor gleich dem 
Differentialquotienten für denjenigen Wert der unabhängigen Ver
änderlichen ist, der gleich der Abszisse des Berührungspunktes ist. 
Auch eine physikalische Deutung haben wir für den Differential
quotienten gefunden: Ist nämlich bei der Bewegung eines Punktes 
die zurückgelegte Bahn eine quadratische Funktion der Zeit, so liefert 
ihr Differentialquotient nach dieser die augenblickliche Geschwindig
keit. Weiterhin konnten wir dadurch, daß wir den Differentialquotienten 
gleich Null setzten, den Höchst- oder Tiefstwert der quadratischen 
Funktion bestimmen. Alle diese Ergebnisse haben wir gewonnen 
durch eine Reihe von Schlußfolgerungen, die der niederen Mathematik 
durchaus fremd sind, die im Gegenteil der sog. höheren Mathematik 
das Gepräge geben, durch den Grenzübergang: wir ließen eine 
Größe sich einer gegebenen Größe unbegrenzt nähern und studierten 
die Veränderung, welche der Differenzenquotient bei diesem Vor
gange erfuhr, insbesondere den Wert, den dieser annahm, wenn die 
betreffende Größe der gegebenen, wie wir sagten, unendlich nahe
gekommen war, und dies führte uns zum Differentialquotienten. 
Es sei noch besonders hervorgehoben, daß wir absichtlich die Worte 
gebrauchten "sich unendlich nähern" ; der Anfänger könnte ver
muten, daß wir statt der anscheinend geschraubten Ausdrucksweise 
kurz hätten sagen können : die betreffende Größe nimmt den Wert 
der gegebenen Größe an. Doch zwischen beiden Ausdrucksweisen be
steht ein wesentlicher Unterschied, den wir uns am besten geometrisch 
klarmachen: Wenn sich ein Punkt auf einer Kurve bewegt und sich 
dabei einem anderen fest zu denkenden Kurvenpunkte unbegrenzt 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 3 
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nähert, so nimmt die Verbindungssekante beider Punkte bei dieser 
Bewegung eine ganz bestimmte Grenzlage an, die wir als Tangente 
bezeichnen. Wenn dagegen der bewegliche Punkt mit dem festen zu
sammenfällt, so sind in Wirklichkeit nicht mehr zwei getrennte Punkte, 
sondern es ist nur noch ein einziger Punkt vorhanden, und durch 
diesen lassen sich unendlich viele Geraden legen; das ganze Problem ist 
damit völlig unbestimmt geworden. Erklärlicherweise bieten derartige 
Grenzübergänge, besonders dem Anfänger, mannigfaltige Schwierig
keiten; man muß daher ganz besondere Sorgfalt auf sie verwenden. -
Wir haben es also in der höheren Mathematik zum Unterschiede 
von der niederen mit "unendlich kleinen Größen", die indessen noch 
verschieden von Null zu denken sind, zu tun; aus dieser Tatsache 
leitet sich der andere Name dieser mathematischen Disziplin, der Name 
Infinitesimalrechnung, ab. 

Ehe wir nun nach der Betrachtung der Funktionen ersten und 
zweiten Grades zu denen höheren Grades übergehen, ist es nötig, den 
durch Behandlung der quadratischen Funktion gewonnenen Begriff 
des Differentialquotienten zu vertiefen und seine Anwendbarkeit auf 
jede beliebige Funktion zu zeigen. Dieser Untersuchung ist der nächste 
Paragraph gewidmet. 

§ 4. Der Differentialquotient. 
Die einfachsten Differentiationsregeln. 

(18) Die bisher behandelten Funktionen, die lineare und die qua
dratische, sind die einfachsten Formen der Abhängigkeit einer Größe 
von einer anderen. Es ist ohne weiteres verständlich, daß die Ab
hängigkeit unendlich mannigfaltig sein kann. Wenn wir alle nur 
erdenklichen Abhängigkeiten ins Auge fassen wollen, so ist es in 
erster Linie nötig, ein mathematisches Symbol zu schaffen, unter dem 
wir uns irgendeine dieser Abhängigkeiten vorstellen können. I st x 
die unabhängige, y die abhängige Veränderliche, so drückt man dies 
dadurch aus, daß man sagt, "y ist eine Funktion von x"; man schreibt 
hierfür die Gleichung 

y=f(x), 29) 

die man liest: "y ist gleich f von x." Statt des Buchstabens f, der an 
das Wort "Funktion" erinnern soll, kann man aus gleichem Grunde 
auch F oder cp, cJ> oder auch jeden beliebigen Buchstaben wählen. 

Die quadratische Funktion hat uns gelehrt, wie der Differential
quotient zu bilden ist; wir haben dort zwei Wege kennengelernt, 
die sich wohl äußerlich unterscheiden, in Wirklichkeit jedoch den gleichen 
Gedankengang wiedergeben . Wir wollen beide Wege auch für die 
allgemeine Funktion y = f(x) einschlagen. 
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Beim ersten Wege geben wir der unabhängigen Veränderlichen x 
den Zuwachs LI x, so daß der neue Wert der unabhängigen Veränder
lichen x + Llx ist; zu diesem gehört nach 29) auch ein anderer Wert 
der abhängigen Veränderlichen, der sich von dem ursprünglichen um 
den Zuwachs A y unterscheiden möge; er ist also y + A y und ergibt 
sich zu 

y + Ay = f(x + Llx), 30) 

hieraus berechnet sich durch Subtrahieren von 29) und 30) der Zu
wachs Ay zu 

A y = f(x + Ax)- f(x). 31) 

Ehe wir den Weg zum Differentialquotienten fortsetzen, wollen wir 
an Gleichung 31) noch eine kurze, für die Folge aber sehr wichtige 
Betrachtung anknüpfen. 

Nähert sich Llx dem Grenzwerte Null, limLix -+ 0, so haben wir 
bei der quadratischen Funktion gesehen, daß auch LI y sich dem Grenz
werte Null nähert, also auch IimLI y -+ 0 ist. Eine Funktion von 
der Eigenschaft, daß für ein b estimmtes x zugleich mit 
IimLix -+ 0 auch IimLiy-+0 wird, heißt für diesen Wert von x 

stetig, im anderen Falle heißt sie unstetig für den betref
fenden Wert von x. Die quadratische Funktion ist nun für alle 
möglichen Werte von x stetig, sie ist eine üb er a ll stetige Funktion, 
sie hat für endliche Werte von x nirgends eine Unstetigkeitsstelle. 
Daß es aber wirklich Funktionen mit Unstetigkeitsstellen gibt, werden 
wir bald erkennen. - Wir nehmen nun die unterbrochene Entwicklung 
wieder auf! 

Wir wollen voraussetzen, daß für den betrachteten Wert von x 

y = f (x) stetig ist, d. h. daß limLI y -+ 0 ist. Dividiert man beide 
Seiten der Gleichung 31) durch Ll x , so ergibt sich der Differenz en
quotient 

LJ y f(x+ ßx)-f(x) 
LJx LJx 

32) 

Lassen wir nun LI x dem Grenzwerte Null zustreben, so nähert sich 
der Differenzenquotient einem bestimmten endlichen Werte, dem 
Differentialquotienten 

dy = lim ß y = lim f(x + LJx) - f (x) d (j(x)) 33) 
dx Ax-+ 0 Ax A x -+ 0 LJx dX 

In der Formel 33) ist der ganze Gang der Bildung des Differential
quotienten in eine knappe mathematische Form gebracht; sie sagt 

aus: Gib dem x den Zuwachs LI x, bilde den zu x + LI x gehörigen 
Funktionswert; ziehe von ihm den zu x gehörigen Funktionswert ab; 
dividiere die Differenz durch LI x , erteile dem Zuwachs L1 x den Wert 0; 
das Ergebnis ist der Differentialquotient. 

3 * 
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Der zweite Weg sagt aus: Erteile der unabhängigen Veränderlichen 
einen zweiten Wert x1 ; der zugehörige Funktionswert ist y1 = f(x1). 

Bilde die Differenz beider Funktionswerte y1 - y = f ( x1) - f ( x) . 
Dividiere diese durch die Differenz der beiden Werte, die die unabhängige 
Veränderliche erhielt; das Ergebnis ist der Differenzenquotient 

Y1-Y f(xl)-f(x) 
x1 - x x1 - x 

Lasse nun x1 sich unbegrenzt dem Werte x nähern; der Grenzwert 
ist der Differentialquotient 

34) 

Bei diesem Wege drückt sich die Stetigkeit dadurch aus, daß 
lim (y1 - y) = 0 oder lim y1 = y ist. Da im allgemeinen der Differential-
xc~z X1~x 

quotient d ~~)) = ~~ wiederum eine Funktion von x ist, so schreibt 

man zur Abkürzung für ihn auch j'(x) oder y' und liest dies "/-Strich 
von x" bzw. "y-Strich". 

Welche der beiden Vorschriften, ob Formel 33) oder 34), man 
verwendet, ist für das Endergebnis ohne Belang. Wir wollen jetzt 
ein Beispiel behandeln, dessen Ergebnis uns bald die besten Dienste 
leisten wird; wir werden Formel 34) verwenden, weil durch sie der 
Differentialquotient sich in einfacher, leicht verständlicher Weise 
errechnet. Es betrifft die Funktion y = xn, wobei n eine natürliche 
(d. h. ganze positive) Zahl sein soll. Wir geben der unabhängigen 
Veränderlichen den Wert x1 ; dann ist die zugehörige abhängige 
Veränderliche y1 = x~' ; die Differenz der beiden Funktionswerte ist 
also y1 - y = x~- xn; es wird also lim(y1 - y) = 0, d. h. y = xn 

ist eine für alle endlichen Werte von x stetige Funktion. 

F d D "ff . "b . h "t Yl - Y xi - xn ür en 1 erenzenquotwnten erg1 t s1c we1 er --- ---- = ~----; 
x1 - x x1 - x 

dieser Quotient läßt sich aber, daneine natürliche Zahl ist, nach einer 
bekannten Regel der Arithmetik restlos ausdividieren; man erhält 

Setzt man hier x1 = x, so nimmt jedes der n Glieder der rechten 
Seite den Wert xn- 1 an, und sie ergibt einfach n · xn- 1 ; es ist also 
der Differentialquotient von y = xn 

dy d(xn) n-1 
dx = dX = nx 35) 
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Sonderfälle : 

n= 1: 

n=2: 

n= 3: 

d(x2
) = 2x [in Übereinstimmung mit 14)]; 

dx 

d(xa) = 3x2. 
dx ' 

n=4: d(x') = 4x3 
dx 

(19) Wir kommen nun zur geometrischen Deutung der durch 
Gleichung 29) gegebenen Beziehung. Fassen wir die unabhängige Ver
änderliche als Abszisse, die abhängige als Ordinate eines Punktes im 
rechtwinkligen Koordinatensystem auf, so gibt uns ein durch 29) 
vermitteltes Wertepaar xiy einen bestimmten Punkt der Ebene. Läßt 
man x beliebig viele Werte annehmen, so häufen sich die Punkte. Ist 
die Funktion stetig, d. h. ist für ein beliebiges x lim LI y = 0, so liegt 

dx->-0 

dem zu x gehörigen Punkte der nächste Punkt unendlich nahe; die 
Punkte schließen sich also zu einer Kurve zusammen. Ist dagegen 
für ein bestimmtes x limLI y =F 0, so erleidet der 

dx->-0 

Kurvenzug an dieser Stelle eine Unterbrechung. 
Wir werden für dieses Verhalten späterhin eine 
Reihe von Belegen finden. 

Abb. 25 stelle ein Stück der durch die Glei
chung 29) definierten Kurve dar; P sei der zu 
einem gegebenen x gehörige Kurvenpunkt, der 
Endpunkt der zugehörigen Abszisse sei X; die 
Funktion sei für dieses x stetig, die Kurve 
also in P zusammenhängend. x erfahre einen 

!J 
t 

Abb. 25. 

Zuwachs A x ; die diesem entsprechende Abszisse ende in X 1 , so daß 
X x1 = LI X ist. Zum Werte xl = X+ LI X der unabhängigen Veränder
lichen gehört nach 29) der Funktionswert y1 = y+Liy = f( x+Lix); 
diesem Wertepaare x11 y1 , bzw. x + J x I y + LI y sei der Punkt P 1 der 
Kurve zugeordnet. Die Parallele zur X-Achse schneide x1 p1 in Q1' 
und es ist 

und 

Zeichnen wir nun die durch die beiden Kurvenpunkte P und P 1 be
stimmte Sekante s, so schließt diese mit der x-Achse einen Winkel cp, 
ein, der (s. Dreieck PQ1 P 1) durch die Gleichung bestimmt ist: 

t _ Q1P1 _Yt - Y _ L1y . 
g ({is - PQ1 - x1 - x - L1 x ' 
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d. h. der Differenzenquotient liefert die Richtung der Sekante. Dies 
alles bleibt erhalten, wie groß, oder vielmehr wie klein auch LI x gewählt 
wird, wie nahe also auch P1 auf der Kurve an P heranrückt ; es gilt 
also auch noch, wenn A x sich der Grenze Null oder x1 sich dem 
Werte x nähert. In diesem Falle nimmt aber die Sekante - Stetig
keit vorausgesetzt - eine ganz bestimmte Grenzlage an; sie ist die V er
bindungsgerade zweierunendlich benachbarter Punkte der Kurve, die man 
als Tangente t bezeichnet. Schließt sie mit der x-Achse den Winkel rp ein, 
so muß sein: 

tgrp = lim y1 - y = lim Ay = -~_Y_ = df!a_. 36) 
x,-+x x1 - x Ax-+O Llx dx dx 

Wir kommen also zu dem folgenden Ergebnis: 
Die Tangente an eine Kurve, deren Gleichung im recht

winkligen Koordinatensys tem lautet y = f(x), schließt mit 
der x-Achse einen Winkel ein, dessen Tangenswert gleich 
dem Differentia lquotiente n dieser Funktion ist. 

Diesen Satz haben wir schon bei der quadratischen Funktion und 
der zu ihr gehörigen Parabel bestätigt gefunden; jetzt haben wir be
wiesen, daß er ganz allgemeine Gültigkeit hat. 

Aus der geometrischen Deutung der Funktion und ihres Differential
quotienten folgt zwanglos ein weiterer Vorteil, den wir auch schon 
bei der quadratischen Funktion kennengelernt haben. Ist nämlich die 
Tangente horizontal, d. h. parallel der x-Achse, also der Differential
quotient gleich Null, so wird im allgemeinen die Kurve entweder aus 
dem Steigen ins Fallen oder aus dem Fallen ins Steigen übergehen 
(eine weitere Möglichkeit soll jetzt übergangen werden); im ersten 
Falle hat die Kurve ihren höchsten Punkt erreicht, die Funktion also 
ihren größten Wert, im letzten hat die Kurve ihren tiefsten Punkt 
erreicht, die Funktion also ihren kleinsten Wert. W enn man um
gekehrt den Höchst- oder Tiefstwert ein er F unktion er 
mitteln will, so muß m an ihren Differentialquot ienten 
bilden und diesen gleich Null setzen; man erhält da
durch eine Bestimmungsgleichung für diejenigen Werte 
der unabhängigen Veränderlichen, für welche allein die 
Funktion einen Höchst- oder Tiefstwert annehmen kann; 
löst man die Gleichung auf und setzt man den gefun
denen Wert in die Funktion ein, so bekommt man den 
Höchst- oder Tiefstwert selbst. Ob dieser Funktionswert ein 
Höchstwert oder ein Tiefstwert (oder keines von beiden) ist, können 
wir allerdings mit unseren bisherigen Mitteln im allgemeinen nicht 
entscheiden; dazu gehören Untersuchungen, die erst später angestellt 
werden können; doch läßt sich in den Anwendungen häufig ohne 
weiteres erkennen, welcher Fall in Frage kommt. 
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(20) Im Anschlusse an die geometrische Deutung wollen wir auf die 
wesentlichsten Verwendungen des Differentialquotienten in der Mecha
nik zukommen. Drückt die Gleichung 

8=/(t) 37) 

die Abhängigkeit des Weges 8 eines materiellen Punktes von 
derdazu benötigten Zeit t aus [s. auch (17) !], so ist der Punkt 
nach einem weiteren Zeitverlauf LI t um ein Wegstück Ll8 vorwärts 
gekommen, wobei nach 37) 8 + Ll8 = f(t + Llt) sein muß. Die Weg
zunahme Ll8 berechnet sich also zu Ll8 = f(t + LI t) - f(t). Würde 
der Punkt sich in dem Zeitraume LI t gleichmäßig bewegt haben, so 

würde der Quotient -~: nach (7) die Geschwindigkeit dieser Be

wegung sein. Da aber im allgemeinen die Bewegung ungleichmäßig 

sein wird, so bezeichnet man ~: als die mit t 1 er e oder durch -

schnittliehe Geschwindigkeit während des Zeitintervalles Llt; 

~T ist nämlich die konstante Geschwindigkeit, mit der sich der 

Punkt vom Augenblicke t bis zum Augenblicke t + LI t bewegen 
müßte, um die Strecke Ll8 zurückzulegen. Wählt man den Zeit
raum Llt immer kleiner und kleiner, so wird bei stetigem Zusammen
hange zwischen 8 und t auch Ll8 sich dem Werte 0 nähern, während 

L1s • b t' te G t t b · d L1 t emem es 1mm n renzwer e zus re en wu : 

lim ~-II_ = lim /(t + Llt) - /(t) = q_~ . 
llt-*0 Llt Llt-*0 Llt dt 

Man nennt diesen Grenzwert der mittleren Geschwindigkeit die augen
blickliche Geschwindigkeit des Massenpunktes oder auch kurz
weg seine Geschwindigkeit im Zeitpunkte t; und wir erkennen, 
daß diese einfach der Differentialquotient des Weges nach der 
Zeit ist 

= ds = tij(t) = f'(t) 
V dt dt . 38) 

In Verbindung mit der geometrischen Darstellung der Weg- Zeit
Beziehung als Kurve (Weg-Zeit-Diagramm) finden wir weiter, daß die 
Geschwindigkeit hier als die Richtung der Tangente an die Weg
Zeit-Kurve zu deuten ist. 

Weiter sei die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Zeit 
behandelt: Ein Massenpunkt bewege sich so, daß zwischen seiner Ge
schwindigkeit v und dem zugehörigen Zeitpunkte t die Gleichung besteht 

v=f(t). 39) 

In einem anderen Augenblicke t1 hat der Körper im allgemeinen eine 
andere Geschwindigkeit v1, die sich aus der Gleichung v1 = f(t1 ) ergibt. 



40 Das Düferenzieren. (21) 

Im Zeitraume t1 - t hat also die Geschwindigkeit um den Wert 
v1 - v = j(t1)- j(t) zugenommen. Das Verhältnis der Geschwindig
keitszunahme zur Zeitzunahme ist demnach 

VI - V j(tl) - /(~) 
tl - t tl - t 

Wäre dieser Quotient unabhängig von der Wahl von t1 , also konstant, 
so hätten wir nach (8) die gleichmäßig beschleunigte Bewegung vor 
uns, und der Quotient würde die - konstante - Beschleunigung 
sein. Im allgemeinen trifft dies aber nicht zu, und man bezeichnet 

~~ = ~ als die durchschnittliche oder mittlere Beschleuni

gung des Massenpunktes während der Frist t1 - t; es ist die Be
schleunigung, die dem Punkte erteilt werden müßte, wenn er, sich gleich
förmig bewegend, seine Geschwindigkeit vom Werte v zur Zeit t bis 
zum Werte v1 zur Zeit t1 steigern wollte. Wählt man das Zeitintervall 
t1 - t kleiner und kleiner , d . h . läßt man t1 nach t konvergier en, so 
konvergiert - wiederum stetige Beziehungen zwischen v und t vor
ausgesetzt - auch v1 gegen v, die mittlere Beschleunigung aber gegen 
einen Grenzwert, den man als die augenblickliehe Beschleuni
gung oder auch kurzweg als die Beschleunigung b des Massen
punktes im Augen b I i c k e t bezeichnet. Es ist also 

b = lim~~ = lim/(t1 ) __ -::- jlj)_ = lim L1 v = dv = f'(t) = b. 40) 
t,-+ttl - t t, -+t tl - t tl t-+OL1t dt 

Die B e schleu n igung einer B ewegung ist der Diffe r e n t ia l
quotient der Geschwindigkeit nach der Zeit. - In der Ge
schwindigkeits-Zeit-Kurve gibt demnach die Richtung der 
Tangente ein Maß für die jeweilige Beschleunigung. 

(21) Wir haben nun nach verschiedenen Richtungen hin Wert und 
Bedeutung des Differentialquotienten einer Funktion erkannt . Um 
zu ihm zu gelangen, ist, wie wir gesehen haben, stets ein Gr e nz
ü bergang nötig. Es ist nun das Verdienst des großen deutschen 
Gelehrten Leibniz, dem wir auch die Bezeichnungsweise des Diffe
rentialquotienten verdanken, durch Aufstellung einiger weniger Sätze 
die Differentiation zusammengesetzter Funktionen auf die von wenigen 
einfachen Funktionen zurückgeführt zu haben, so daß wir nur an 
diesen die Grenzübergänge wirklich vorzunehmen brauchen. Drei 
von diesen Sätzen sollen jetzt abgeleitet werden. 

I. Es sei f(x) eine für den zu betrachtenden Wert von x stetige 
Funktion, also 

lim (f(x + Ll x)- j(x)) = 0 ; 41) 
tl x -+ 0 

dabei kann es sehr wohl eine endliche Anzahl von Werten x geben, 
für die f( x ) unstetig ist, also Formel 41) nicht erfüllt ist; diese sollen 
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von den folgenden Betrachtungen ausgeschlossen werden. Wir wollen 
jetzt diese Funktion mit einem endlichen konstanten Faktor a t 0 
multiplizieren; dadurch entsteht eine neue Funktion 

y=a·f(x); 42) 

von dieser soll nun der Differentialquotient gebildet werden. Es ist 

y+Ay=a·f(x+Ax), 
also 

Ay = a · f(x + ilx)- a · f(x) = a(f(x + dx)- j(x)). 

Da nach 41) beim Grenzübergange lim L1 x = 0 der zweite Faktor der 
rechten Seite verschwindet, wird die ganze rechte Seite gleich Null, 
also auch L1y; es ist limL1y = 0, und wir erhalten als erstes Ergebnis 
den Satz: Ax4-0 

Das Produkt aus einer Konstanten und einer stetigen 
Funktion ist wieder eine stetige Funktion. 

Wir bilden weiterhin 
Ay f(x + L1x)- f(x) 
L1x=a· L1x 

Es ist also der Differenzenquotient von y stets das afache des Diffe
renzenquotienten von f(x), wie groß oder wie klein auch L1x gewählt 
werden möge. Diese Eigenschaft gilt daher auch dann noch, wenn 
sich L1x dem Grenzwerte Null nähert; dann geht aber die obige 
Gleichung über in 

oder 

dy = lim L1y = a ·lim f(x + L1x)- f(x) = a • f'(x), 
dx Llx-+OL1x ,1x-+O L1x 

d[a · f(x)] df(x) --;rx-· = a. -(l;- 43) 

Wir erhalten sonach die erste wichtige Differentiationsregel, die wir 
kurz als die Konstantenregel bezeichnen wollen: 

Ein Produkt aus einer Konstanten und einer Funktion 
wird differenziert, indem man die Konstante mit dem 
Differentialquotienten der Funktion multipliziert. 

Einen Beleg für die Richtigkeit dieses Satzes haben wir übrigens 
schon in (14) Formel 17) gefunden, wo wir gezeigt haben, daß 

d(ax2) = a. dxz = 2ax 
dx dx 

ist. Eine weitere Bestätigung ergibt sich aus den geometrischen Be
trachtungen: Zeichnen wir in ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
einmal die Kurve von der Gleichung y = f(x) und dann die Kurve 
von der Gleichung y = a · f(x), so sehen wir, daß die Ordinaten der 
letzteren das afache der Ordinaten jener Kurve sind. Also gehört 
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auch für ein bestimmtes x zu dem gleichen LI x für die zweite Kurve 
ein LI y, das a mal so groß wie bei der ersten Kurve ist, wie man durch 
elementare geometrische Betrachtungen zeigen kann. Dann ist aber 

Abb. 26. 

daher auch 

der Richtungsfaktor der zugehörigen Sekante der 
y;a.f(x) · K h d f h d · · d zwmten urve auc as a ac e esJenigen er 

Sekante der ersten. Folglich ist auch im Grenz
falle LI x ---+ 0 der Richtungsfaktor der zugehörigen 
Tangente der zweiten Kurve das afache desjenigen 
der Tangente der ersten. 

Anwendung: a) Nach Formel 35) ist für 
jedes positive ganzzahlige n 

d(ax") _ n-l ---a;x- anx . 44) 

b) Ist y = a, also die Funktion eine von x 
unabhängige Konstante, so ist auch y1 = a, also 
Y1 - y = 0 und mithin 

Y1 - Y = :1_}{ = O 
x1 - x L1x ' 

oder da= 0 
dx · 

Der Differentialquotient einer Konstanten ist Null. (Geo
metrischer Beweis ! ) 

II. Es sei y = u + v; u = <p(x) und v = 'lf'(x) seien zwei Funk
tionen von x, die beide für die Werte von x, die wir der folgenden 
Betrachtung zugrunde legen wollen, stetig sind. [Da wir jetzt mehrere 
Funktionen benötigen, so reicht die bisherige alleinige Verwendung 
der Bezeichnung I für die Funktion nicht mehr aus; daher haben wir 
oben die griechischen Buchstaben <p und V', und ebenso u und v an 
St.elle von y herangezogen; s. a. (18) .] Dann ist 

y = u + v = <p(x) + '1/'(x) = l(x) 

als die Summe beider Funktionen wieder eine Funktion von x. Erteilen 
wir x den Zuwachs LI x, so erhält u einen Zuwachs LI u und v einen Zu
wachs LI v , und zwar ist 

u + Llu = <p(x + Llx) und v + Llv = '1/'(X + Llx). 
Zugleich erhält aber auch die Summe y beider Funktionen einen Zu
wachs LI y, und es muß sein 

y + LI y = u + LI u + v + LI v = <p (x + LI x) + V' (x + LI x) = I (x + LI x) ; 
demnach ist 

Lly = Ll u + Llv = <p(x + Llx)- <p(x) + '1/' (X + Llx)- '1/'(x) 
= l(x + Llx)- l(x). 
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Da für das betrachtete x liin L1 u = 0 und lim L1 v = 0 sein soll, so 
Llx-+0 Llx-+0 

ist auch lim L1 y = 0 ; das heißt aber: 
Llx-+0 

Die Summe zweier stetigen Funktionen ist wieder eine 
stetige Funktion. 

Dividieren wir nun L1 y durch L1 x, so erhalten wir weiter 

Lly _ f(x+ Llx)- f(x) _ Llu + Llv _ qy(x+ Llx)- tp(x) + tp(x+ Llx) -tp(x). 
Llx- Llx - Llx Llx- Llx Llx ' 

und da 

lim Lly = dy' 
Llx-+OLix dx 

. Llu du hm -----
Ax+oLix- dx' 

. Llv dv hm --- =-
Jx-+0Lix dx 

ist, so wird für den Grenzfall L1 x -+ 0 

dy _du+ dv 
dx - dx dX oder f' (x) = rp' (x) + ~p' (x) , 

oder auch 

d(u + v) = du + !!.!!__ oder 
dx dx dx 

d[qy(x) + tp(x)] _ dtp(x) + dtp(x) 45) 
dx - dx dx • 

In Worten: 
Die Summezweier stetigen Funktionen wird differenziert, 

indem man die Differentialquotienten der Summanden 
addiert (Summenregel, Regel von der gliedweisen Differentiation). 

Diese Regel ist übrigens, wie leicht zu erweisen ist, nicht auf zwei 
Summanden beschränkt, sondern gilt für jede Summe mit einer end
lichen Anzahl von Gliedern. 

Wenden wir diesen Satz auf die quadratische Funktion 

y = ax2 + bx + c 
an, so erhalten wir 

d(ax2 + bx + c) = d(ax2 ) + d(bx) + _!,~ = 2ax + b + 0 
dx dx dx dx ' 

in Übereinstimmung mit Formel 20) in 
(15). Auch eine geometrische Be
stätigung wollen wir uns suchen: Wir 
zeichnen die beiden Kurven u = tp (x) 
und v = 1Jl(x) (Abb. 27), und finden 
durch Addition der zu einem bestimm
ten Werte von x gehörigen Ordinaten 
u=XU und v=XV die zu diesem x 
gehörige Ordinate y = X Y. Erhält x 
den Zuwachs X xl = LI X' so erhält u den -----!;-;;-t--------
Zuwachs u ul = Llu, V den Zuwachs 
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)8 V1 = Llv und y den Zuwachs [)Y1 =LI y, wobei die Punkte U1 , V1 , Y1 

selbstverständlich auf den zugehörigen Kurven liegen müssen. Da nun 
die Summe der Ordinaten der beiden Kurven u und v für jedes x, also 
auch für x +LI x gleich der entsprechenden Ordinate von y sein muß, 
so ist y + LI y = u + LI u + v + Ll v, also LI y = LI u + Ll v, d. h. 
IJ)Y 1 = U U1 + )8 V1 . Dann ist aber auch 

Ay _Au ~ 
Ax- Ax + Ax' 

d. h . der Richtungsfaktor der Sekante an die Kurve y ist gleich der 
Summe der Richtungsfaktoren der Sekanten an die Kurven u und v, 
wie klein auch LI x gewählt werden möge; folglich auch noch in dem 
Falle lim LI x = 0. Dies ergibt aber, daß für ein bestimmtes x der 
Richtungsfaktor der Tangente an die Kurve y gleich der Summe 
der Richtungsfaktoren der Tangenten an die Kurven u und v sein muß: 

dy _ du + dv 
7ii - ax ax · 

III. Es seien wiederum u = cp (x) und v = 1p (x) zwei Funktionen, 
die für die zu betrachtenden Werte von x stetig sind und endliche 
Werte haben. Dann ist auch ihr Produkt y=u·v=cp(x)·VJ(X)=f(x) 
eine Funktion von x, deren Eigenschaften wir nun untersuchen 
wollen. Erteilt man dem x den Zuwachs LI x, so vermehrt sich u 
um LI u , v um LI v und y um LI y, und es ist 

y + Ay = (u +Au)· (v + Llv), 

y + Lly = uv + u · Llv + v · Llu +Au· Av; 
also 

Ay = u • Llv + v ·Liu + Llu · Llv. 

Da nun lim LI u = 0 und lim A v = 0 sein soll, so ist auch 
Az~o 

limAy = O, d.h.: 

Das Produkt zweier stetigen Funktionen ist wieder eine 
stetige Funktion. 

Dividieren wir durch A x, so ergibt sich 

Ay =U·Av +v·Liu +Au·Li v . 
Ax Llx Llx Llx 

Gehen wir hier zur Grenze lim LI x = 0 über, so nehmen die beiden 

ersten Glieder der rechten Seite die Werte u · ~~ bzw. v · ~~ an, 

während das letzte Glied 

hm Llu ·- = 0·- = 0 . (' Llv) dv 
LI x dx 
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wird. Wir erhalten die Gleichung 

dy dv du 
-Jx = u · d"X + v · dx 

d(uv)=U·:!:..:!_+v·du l 
dx dx dx' 

d[tp (xL "P (x)] = <p (x) . 1p'(x) + 1p (x) • <p'(x) . 

oder 

46) 

Das Produkt zweier stetigen Funktionen wird diffe
r enziert, indem man zum Produkte aus dem ersten Faktor 
und dem Differentialquotiente n d es 
zweiten Faktors das Produkt aus L1v u-L1v Ll -Llu 

dem zweiten Faktor und dem Diffe-
rentialquotienten des ersten Fak
tors addiert (Produktregel). 

Eine geometrische Deutung dieses Satzes 
auf Grund der zu den Funktionen u = <p ( x ), 
v = 1p(x) und y = f( x) gehörigen Kurven 
ist nicht recht angängig. Wenn wir indessen 

V U.·U u-L1u 

u L1u 

Abb. 28. 

u und v als Strecken deuten, dann entspricht dem Ausdruck y = u · v 
der Inhalt des Rechtecks mit den Seiten u und v (Abb. 28). Erhält u 

den Zuwachs L1 u und v den Zuwachs L1 v, so hat das neue Rechteck 
den Inhalt 

y + Lly = (u + ! Iu) • (v + Llv) = uv + u · Llv + v • Llu +Au · Llv; 

die Inhaltszunahme ist also 

L1y=u·L1v+v·L1u+L1u· Liv. 

Sie ist gleich der Summedreier Rechtecke mit den Seiten u und L1 v bzw. 
v und LI u bzw. L1 u und L1 v. Nähert sich nun L1 x, und damit auch LI u 
und L1 v, dem Grenzwert Null, so werden auch die Inhalte dieser drei 
Rechtecke unendlich klein; doch nimmt der Inhalt des letzten unend
lich viel schneller ab als derjenige der beiden ersten, weil bei ihm beide 
Seiten sich dem Grenzwerte Null nähern. (Beispiel: u = lO cm, 
v = 8 cm; Llu = 0,1 mm, Llv = 0,2 mm; uL1v = 20 mm2, vdu = 8mm2, 

dagegen L1uL1v=0,02mm2 ; wähltman L1u=0,00lmm, Llv=0,002mm, 
so wird uL1v = 0,2mm 2 , vL1u = 0,08mm 2 , dagegen L1uL1v 
= 0,000002 mm2.) Daher fällt der Inhalt Llu • Llv um so weniger dem 
Inhalte der beiden anderen Rechtecke gegenüber ins Gewicht, je 
mehr sich Llu und Llv der Null nähern. 

Die Produktregel gestattet auch eine Erweiterung auf ein Produkt 
aus mehr als zwei Faktoren. Ist nämlich y = u · v · w, so wollen wir 
vorerst v · w = z setzen; dann ist y = u · z, also nach der Produkt-

regel dy dz du 
a;;; = u·a;;;+z·a;;; · 
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Da nun aber z = v • w, folglich (ebenfalls nach der Produktregel) 

dz dw d v 
dx =V·dx+w· dX 

ist, so erhalten wir 

rj-y__ = t!_(uv~~ = uv dw + u w _d}J_ + v w du . 
dx dx dx d x dx 

So kann man fortfahren; man würde beispielsweise erhalten: 

d(uvwt) dt dw dv du 
dx =uvwdx +uvtdx +uwtdx +vwt dx · 

Man erkennt ohne weiteres die Richtigkeit des Satzes: 

(22) 

Um ein Produkt von n Funktionen zu differenzieren, 
bildet man die n möglichen Produkte aus (n- 1) dieser 
Funktionen und dem Differentialquotienten der übrig
ble ibenden Funktion und addiert alle diese Produkte. 

1 2 3 n 

Eine Anwendung : Es sei y = xn = x · x · x ... x; also 

U=V=W=··•=X. 
Daher ist 

du dv dw 
-=-= - = ... =1, 
dx dx dx 

und jedes Glied der Summe ist xn- 1 · 1 = xn- l; da die Summe aus n 

derartigen Gliedern besteht, so wird !!__~~)_ = n · xn- 1 in Übereinstim
mung mit (18) Formel 35). 

(22) Vor einer irrtümlichen Auffassung sei noch gewarnt! Es könnte 

scheinen, als ob der Differentialquotient. ~~ ein wirklicher Quotient 

oder Bruch im Sinne der Arithmetik sei, daß sich also auf ihn un
beschränkt die Regeln der Bruchrechnung anwenden ließen. Die Kon
stantenregel und die Summenregel scheinen diese Auffassung zu be
stätigen. Doch schon die Produktregel steht mit dieser Auffassung 
in Widerspruch. Um die irrtümliche Auffassung zu widerlegen, müssen 
wir uns den ganzen Gedankengang, der uns zum Differentialquotienten 
geführt hat, nochmals vergegenwärtigen. Wir haben erst die Differenz 
der abhängigen Veränderlichen, also L1 y, gebildet und sie dann durch 
die Differenz der unabhängigen Veränderlichen L1 x dividiert. Diese 
Division läßt sich wirklich ausführen, wie die bisher angeführten 
Beispiele bestätigen, so daß, wenn auch die linke Seite noch in Form 
eines Quotienten geschrieben wird, die rechte Seite in Wirklichkeit 
überhaupt kein Quotient mehr ist. Daher kann auch dem Grenzwert 
der linken Seite, dem Differentialquotienten, nicht die Bedeutung eines 
Quotienten zukommen; und es ist sehr wohl möglich, wie ja die 
Produktregel bestätigt, daß die Regeln der Bruchrechnung keine 
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Anwendung beim Rechnen mit Differentialquotienten mehr finden. 

Die Schreibweise ~~ und die Ausdrucksweise Differentialquotient 

haben also rein symbolischen Wert; sie erklären sich einfach aus 
der Entstehungsweise. Trotzdem macht man von dieser Schreibweise 

ab und zu Gebrauch und operiert mit dem Symbole ~; wie mit 

einem Quotienten, selbstverständlich nur solange, als man nicht in 
Widerspruch mit den Gesetzen der Differentialrechnung gerät. Aus 

der Gleichung ~; = f'(x), wenn y = f(x) ist, erhält man durch for

males Multiplizieren mit d x die Gleichung 

dy = f'(x) · dx. 47) 

Man bezeichnet hierin dx, das den Grenzwert der Differenz Llx dar
stellt, limLix=dx, als das Differential der unabhängigen Ver-

änderlichen, und ebenso dy = lim LI y als das Differential der 
Ll:v~o 

abhängigen Veränderlichen, und die Gleichung 47) sagt uns, 
in welchem Größenverhältnis beide Differentiale stehen. Und der 

Quotient der beiden Differentiale ~~ heißt unter Weiterführung der 

symbolischen Ausdrucksweise der Differentialquotient, eine uns 
schon seit § 2 vertraute Bezeichnung, die, wie auch die Schreib-

weise ~; , durch die obigen Ausführungen ihre formale Begründung 

und Berechtigung erhält. Wenn wir auf die bisher gewonnenen 
Differentiationsregeln die Schreibweise der Differentiale anwenden, 
so nehmen die zugehörigen Formeln die folgenden Gestalten an: 

Konstantenregel: 

y=a·f(x), dy=a·f'(x)·dx oder d[a·f(x)]=a·f'(x)·dx, 43') 

Summenregel: 

oder 

bzw. 

y = tp (x) + "P (x) , dy = [ tp'(x) + 1f''(x)] dx I 
d[ tp (x) + "P (x)] = [tp'(x) + "P'(x)] dx 

y=u+v, dy=du+dv oder d(u+v)=du+dv. 

Produktregel: 

y = tp(x) ·'l.jJ(x), dy = [tp(x) ·1f''(x) + tp'(x) ·1jJ(X)] dx 

oder d[tp(x) •1f' (x)] = [tp(x) ·1f''(x) + tp'(x) ·1jJ(x)] dx 

bzw. 

y = u·v, dy = u·dv + v·du oder d(u·v) = u·dv + v·du. 

45') 

46') 
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Dividiert man die vorletzte Formel durch y = u · v, so nimmt die 
Produktregel die besonders einfache Gestalt an: 

!.!l_ =du+~ 
y U V 

oder, wenn y das Produkt von n Funktionen y = y1 , y2 •• • Yn ist: 

dy = dyl + dy2 + . •. + dyn • 
Y Y1 Y2 Yn 

Eine praktische Anwendung findet diese als rein formale Aus
drucksweise berechtigte Einführung der Differentiale bei den sog. 
Fehlerabschätzungen: Folgt aus einer durch Beobachtung oder Mes
sung zu findenden Größe x eine andere Größe y durch die Beziehung 

y=f(x), 29) 

und ist x mit einem Beobachtungsfehler LI x behaftet, so also, daß 
man an Stelle des wirklichen Wertes x eine Größe x + L1 x an dem 
Meßinstrument abgelesen hat, so wird natürlich auch die Formel29) 
nicht den bei einwandfreier Messung zu erwartenden Wert y ergeben, 
sondern einen Wert, der mit dem Fehler LI y behaftet ist, so daß 
y +LI y = f(x +LI x) ist. Der Fehler LI y errechnet sich zu 

LI y = I (x + LI x) - I (x) = t_(x + Llj~-=_1_(~) · LI x. 

Nimmt man nun an, daß LI x sehr klein ist, so wird - bei Stetigkeit 
der Funktion - auch LI y sehr klein sein, und man erhält für die 
Fehlerfortpflanzung die Gleichung 

dy = f'(x) · dx. 48) 

Beispiel: Über einem Kreise vom Halbmesser a ist ein Kegel
stumpf von der Höhe h errichtet; der obere Grundkreis hat den 
Halbmessers b. Welchen Einfluß hat eine fehlerhafte Messung von b 
auf den Inhalt des Kegelstumpfes? 

Für den Inhalt des Kegelstumpfes gilt die Formel 

V :;r 
= -3 h(a2 +ab+ b2). 

Hat man beim Messen des Halbmessers b den Fehler db begangen, so 
haftet dem daraus errechneten Rauminhalt V ein Fehler d V an, der 
sich nach 48) ergibt zu 

d V=.:'~ h(a + 2b) db. 

Sind beispielsweise a = 10 cm, h = 15 cm gegeben und b = 7 cm ge
messen, wobei der verwendete Maßstab auf höchstens 1 mm gerrau 
abzulesen gestattet, so ist V = 3440 cm3 . Nun ist der beim Messen 
mögliche Fehler höchstens 1/2 mm, eine Größe, die gegenüber den in 
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diesem Beispiele sonst in Betracht kommenden sehr klein ist, die wir also 
praktisch gleich dem Differential db setzen können; db = 0,05 cm. Dann 

ergibt sich dV = -;-. 15. (10 + 14) · 0,05 cm3 = 18,8 cma. Um diesen 

Betrag ist also infolge der Unzuverlässigkeit der Messung das berechnete 
Volumen unsicher. Der sog. relative Fehler, d. h. der Quotient 

a; beträgt in diesem Falle ~; = 0,0055 = 5,5 %o. 

(23) Es erübrigt noch, die in (21) gewonnenen Differentiationsregeln 
an einigen einfachen Beispielen zu erläutern; ihre Handhabung, ebenso 
die der folgenden Regeln, muß durch Übungen an zahlreichen Bei
spielen so geläufig werden, daß sie dem Rechnenden überhaupt 
keine Schwierigkeiten mehr bieten, sie sind das Einmaleins der Diffe
rentialrechnung. Es gibt zahlreiche Aufgabensammlungen, auf die 
hinzuweisen hier genügt. 

Die einzige Elementarfunktion, deren Differentialquotienten wir 
bisher haben ableiten können, ist die Funktion y = xn, wobei n eine 
positive ganze Zahl ist; wir haben gefunden, daß 

d(xn) 
--- = nxn-l 35) 

dx 

ist. Nun sind wir aber durch unsere Differentiationsnl"geln imstande, 
jede Funktion zu differenzieren, die sich aus dieser durch Addieren 
und Multiplizieren bilden läßt. 

a ) Es ist der Differentialquotient der Funktion 

y = ~ x7 - 0,6 x3 + a x + n 

zu bilden. Nach der Summenregel ist 

dy _ d(tx7 ) d(0,6x3) + d(ax) + d:n . 
ax -~ - -----ax -a----x ax , 

wenden wir jetzt die Konstantenregel an, so erhalten wu 

r!_y_ = !:_ '!_!;'~__- 0 6 dxa + a dx + 0 
dx 2 d x ' dx dx ' 

also auf Grund von Formel (35) 

dy 7 
dX = 2 x6 - 1,8 x2 + a . 

b) y = x 2 (5x3-1 x+ 1)(x - 3) ist von der Form y = u· v ·w, 
wobei u = x2, v = 5 x3 - 7 x + l, w = x - 3 ist. Nach der Produkt-
regel ist dy dw du dv 

ax = u · v · ax + v · w · dx + w • u · ai' 

also in unserem Falle 

~~ = x2(5x3 - 7x + l) ·l + (5x3- 7 x + 1) (x - 3) • 2x 

+ x2(x - 3) (15x2 - 7); 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 4 
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die Ausrechnung ergibt 

r]_y_ = 30 x5 -- 7 5 x4 - 28 x3 + 66 x2 - 6 x . 
dx 

(24) 

Zu demselben Ergebnis gelangen wir, wenn wir die Funktion von 
vornherein ausmultiplizieren: 

y = 5 x6 - 15 x5- 7 x4 + 22 x3 - 3 x2 ; 

nach der Summenregel ist dann wie oben 

y' = 30x5 - 75x4 - 28x3 + 66x2 - 6x. 

Überschauen wir zusammenfassend diesen Paragraphen, so erscheinen 
die Ergebnisse der vorigen Paragraphen jetzt als Sonderfälle einer 
viel umfassenderen Lehre. Er bringt uns den allgemeinen Begriff der 
]'unktion und die allgemeine Definition des Differentialquotienten. 
Diese neu gewonnenen Vorstellungen sollen nun der Reihe nach auf 
die uns bekannten Funktionen ·angewendet werden. Wir gelangen 
dadurch zugleich zu einer Einteilung der Funktionen und bringen 
in ihre Fülle eine gewisse Ordnung. Wir beginnen mit der ganzen 
rationalen Funktion. 

§ 5. Die ganze rationale Funktion. 
(24) Wir wollen uns eine Veränderliche x, außerdem eine Anzahl kon
stanter Größen denken. Diese wollen wir untereinander einzig durch 
die beiden Rechnungsarten der Addition (einschließlich Subtraktion) 
und Multiplikation verbinden. Wir erhalten dadurch einen Ausdruck, 
der von x abhängig, also eine Funktion von x ist. Eine solche Funk
tion soll eine ganze rationale Funktion heißen. Sind beispiels

weise die zu verwendenden Konstanten 2, l , n , + y3, a, so ließe 
sich u. a. durch Anwendung der Addition und Multiplikation die 
Funktion bilden: 

y = n[(x- 2) (x- 2) + l}x- (a·x·x·x + nx) (xy3 -1-)] + 2xx- -l-n. 

Führt man die Multiplikationen aus, faßt die Glieder mit gleicher 
Potenz von x zusammen und ordnet diese nach fallenden Potenzen 
von x, so muß sich ein Ausdruck ergeben von der Form 

y=anxn+an - 1xn - l+an_ 2 xn - 2 + ··· +a2 x2 +a1x+a0 , 49) 

wobein eine natürliche Zahl ist und die Beiwerte an, an-l, ... a1 , a0 

sich durch Addition und Multiplikation aus den gegebenen Kon
stanten zusammensetzen. Im Falle des obigen Beispiels ist: 

y = -nay3-x4 - -fnax3 + (n- n2 }'3 + 2)x2 - (-i·f n+ ln2)x+.l-i"-n, 



(24) 

also 

n=4, 
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a3 = -}na, 

al=-(-lfn+ l n2), ao=1ln. 

Gleichung 49) stellt die allgemeinste ganze rationale Funktion in 
geordneter Form dar. Die Zahl n, den höchsten Exponenten, den x 
hat, nennt man den Grad der Funktion. Unser Beispiel ergibt 
also eine ganze rationale Funktion vierten Grades. 

Sonderfälle: 

n = 0, y = a0 ; die ganze rationale Funktion nullten Grades ist eine 
Konstante; 

n = 1, y = a1 x + a0 ; die ganze rationale Funktion ersten Grades ist 
die lineare Funktion; 

n = 2, y = a2 x 2 + a1 x + a0 ; die ganze rationale Funktion zweiten 
Grades ist die quadratische Funktion. 

Da nun [s. (18)] xn für endliche Werte von x eine stetige Funktion 
von x ist, nach der Konstantenregel und der Summenregel also auch 
49) eine stetige Funktion von x ergibt, so erhält man den 

Lehrsatz: Jede ganze rationale Funktion von x ist für 
jeden endlichen Wert von x eine stetige Funktion. 

Das Bild der ganzen rationalen Funktion n ten Grades im recht
winkligen Koordinatensystem ist eine Kurve ; man nennt sie eine 
Para bel nter Ordnung. DasBild der linearen Funktion, die Gerade, 
würde also eine Parabel erster Ordnung sein, und das Bild der quadra
tischen Funktion, das wir oben als Parabel schlechthin bezeichnet 
haben, müßten wir nun genauer Parabel zweiter Ordnung be
nennen; s i e ist gemeint, wenn man von Parabel (ohne Beisatz) 
spricht. Man nennt sie auch Apollonische Para b e l. Aus der Tat
sache, daß die ganze rationale Funktion stetig ist, folgt sofort, daß 
die Parabel nter Ordnung eine überall s t e tige Kurve, alsonirgends 
unterbrochen ist, ferner daß sie für endliche Werte der Abszisse 
im Endlichen verläuft. 

Da 
dxk =k·af-1 
dx 

35) 

ist, so ist der Differentialquotient der ganzen rationalen Funktion 
nten Grades 

y' = nanxn-l + (n- 1) an_ 1 xn- 2 + ·· · + 2a2 x + a1 , 

und es ergibt sich der 
L ehrsatz: D er Differ entialquotient einer ganzen ratio

nalen Funktion nten Grade s ist e ine g a nze rationale Funk
tion (n - l)ten Grade s. 

4* 
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Aus der Gleichung der Parabel n ter Ordnung lassen sich für ihren 
Verlauf einige allgemeine Schlüsse ziehen ; wir schreiben zu diesem 
Zwecke Gleichung 49) in der Form 

n( + a,._, a,. _ 2 + + a2 + a1 + a0 ) Y = x a - + -- . . . -- -- - ·- . 
, n X x2 xn - 2 xn--1 X" 50) 

Wählen wir für x einen positiven Wert, so wird der erste Faktor der 
rechten Seite von 50) xn ebenfalls positiv ; der zweite Faktor wird 
um so weniger vom ersten Gliede an abweichen, je größer wir x wählen, 
da die übrigen Glieder bei Wachsen des x immer kleiner werden. Also 
muß es einen endlichen genügend großen Wert x0 geben, für welchen 
das zweite und erst recht die weiteren Glieder und ebenso auch ihre 
Summe ohne Einfluß sind auf das Vorzeichen der Klammer; dies gilt 
dann für jedes x > x0 natürlich um so mehr. Dadurch wird ihr Vor
zeichen und damit auch das von y identisch mit demjenigen von an. 
Wir erhalten also für die ganze rationale Funktion die Eigenschaft, 
daß von einem bestimmten Werte x0 > 0 an für jedes x > x0 das 
Vorzeichen des Funktionswertes mit demjenigen des Beiwertes des 
höchsten Gliedes übereinstimmt, und zwar so, daß der Funktionswert 
mit x über alle Grenzen hinauswächst. -Wählen wir dagegen x< 0, 
so wird der erste Faktor von 50), der Faktor xn, positiv, wenn n eine 
gerade Zahl, dagegen negativ, wenn n eine ungerade Zahl ist; für den 
zweiten Faktor gelten dieselben Betrachtungen wie oben (für posi
tives x). Von einem bestimmten Werte x0 < 0 an hat also der Wert 
einer ganzen rationalen Funktion für jedes x < x0 das gleiche Vor
zeichen wie der Beiwert des höchsten Gliedes von x, wenn n gerade 
ist, für ungerades n aber das entgegengesetzte. Auch für x< 0 wächst 
y mit x über alle Grenzen hinaus. 

Ist also an > 0, so muß die Parabel für gerades n aus dem zweiten 
Quadranten kommen und im ersten Quadranten die Bildebene wieder 
ver lassen. Für ungerades n aber tritt die Parabel im dritten Quadranten 
in die Bildebene ein und verläßt sie im ersten Quadranten. Für negatives 
an bekommt man den Verlauf der Parabel durch Spiegelung der obigen 
Ergebnisse an der x-Achse: also bei geradem n kommt die Parabel 
aus dem dritten Quadranten, bei ungeradem n aus dem zweiten Qua
dranten, um beide Male im vierten Quadranten zu verschwinden. Abb.29 
gibt den typischen Verlauf der betreffenden Parabeln an. Für n = l 
und n = 2 haben wir in den §§ l-3 die Bestätigungen schon gefunden. 

Da die Parabeln n ter Ordnung einen stetigen, d. h. ununter
brochenen Linienzug darstellen, so folgt hieraus weiter, daß die x-Achse 
von jeder Parabel gerader Ordnung in einer geraden Anzahl von 
Punkten, von jeder Parabel ungerader Ordnung dagegen in einer 
ungeraden Anzahl von Punkten geschnitten wird. Im ersten Falle ist 
unter Umständen kein reeller Schnittpunkt vorhanden; dagegen muß 
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jede Parabel ungerader Ordnung die x-Achse sicherlich wenigstens 
einmal schneiden. Diese Tatsachen werden wichtig, wenn es sich 
darum handelt, eine allgemeine Gleichung n ten Grades zu lösen. 

!I 

JI I 

lli 

Abb. 29. 

(25) Wir wollen alle diese Fragen an der allgemeinen Funktion 
dritten Grades, der kubischen Funktion, und der allgemeinen Parabel 
dritter Ordnung, der kubischen Parabel, näher erörtern: Ihre Gleichung 
lautet: 

y = a 3 x3 + a2 x2 + a1 x + a0 • 51) 

Wir untersuchen die Funktion auf Maxima und bilden zu diesem 
Zwecke den Differentialquotienten: 

dy - 3 2 2 dx- aax + a2x+al. 

Setzen wir ihn gleich Null und lösen wir die quadratische Gleichung 
nach x auf, so erhalten wir 

x _ _ _!__ ~ ± Ya~- 3a1 a3 

- 3 a3 3a3 • 

Je nachdem a~- 3a1 a3 ~ 0 ist, sind die beiden Wurzeln reell oder 
imaginär; d . h. die Parabel dritter Ordnung hat entweder zwei Punkte, 
in denen die Tangenten parallel zur x-Achse sind, oder keinen solchen 
Punkt. Sind es zwei, so muß infolge des zusammenhängenden Ver
laufes der eine Punkt ein Höchst-, der andere ein Tiefstpunkt sein. 
Ehe wir diese indessen bestimmen, wollen wir denjenigen Punkt P0 

der Parabel betrachten, dessen Abszisse das arithmetische Mittel aus 

den Abszissen dieser beiden Punkte ist, für den also x0 = - j :2 , 

demnach stets reell ist; die zugehörige Ordinate ergibt sich zu 3 

2a~ la1 a2 
Yo = 27 a"f - 3 ----a;- + ao · 

Diesen Punkt wollen wir als neuen Koordinatenanfangspunkt wählen; 
d. h . wir wollen das Achsenkreuz so verschieben, daß P 0 der neue 
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Anfangspunkt Q ist und die neuen Achsen ~ und 'YJ parallel zu 
den alten x und y sind; s. a. (110) S. 296f. Ein beliebiger Punkt P 

!f 
p 

'1 

------t 

der Ebene habe im alten System 
die Koordinaten xund y, imneuen 
die Koordinaten ~ und 'YJ , und 
zwischen diesen muß (Abb. 30) 
die Beziehung bestehen: 

:Xo X = ~ + Xo ' y = 'YJ + Yo • 

--~==~§::x~'if1 ~==JL.--~:x Führt man dies in Gleichung 51) 

I unter gleichzeitiger Einsetzung 
I der für x0 und y0 gefundenen 
I Werte ein, so erhält man die Abb. 30. 

Gleichung 

'YJ = aa ~a + ( al - 3a!J ~ . 52) 

Aus der bemerkenswerten Tatsache, daß die Parabel dritter Ordnung 
im ~-'Y}-System eine Gleichung hat, in der nur noch Glieder mit 

P' 

P" 

Abb. 31. 

ungeraden Potenzen von ~ auftreten, folgt 
ohne weiteres, daß zu entgegengesetzt glei
chen Werten von ~ auch entgegengesetzt 
gleiche Werte von 'YJ gehören; zwei Punkte 

$ P' und P", deren Koordinaten diese Eigen
schaft haben (s. Abb. 31), müssen aber 
symmetrisch zum Koordinatenau
fangspunkt liegen, d. h. ihre Verbindungs
strecke muß durch diesen Punkt hindurch-

gehen und von ihm halbiert werden. Das sagt also aus: Alle durch 
diesen Punkt Q gehenden Sehnen (V erbindungsstrecken zweier Kurven
punkte) der kubischen Parabel werden von Q halbiert. Einen Punkt 
aber, der alle durch ihn gehenden Sehnen einer Kurve halbiert, be
zeichnet man als einen Mittelpunkt der Kurve. 

Die kubische Parabel ist also eine Mittelpunktskurve; 
sie besteht aus zwei in ihrem Mittelpunkte zusammen
stoßenden kongruenten Hälften, die man dadurch zur 
Deckung bringen kann, daß man die e ine in der Ebene um 
den Mittelpunkt um e inen Winkel von 180 ° dreht. 

Nehmen wir jetzt an, daß in Gleichung 52) a3 > 0 ist, und setzen 
wir zur Abkürzung unter Einführung einer neuen Konstanten b1 

a• 
al- 3_!_. = -3aa bl, 

aa 
so geht 52) über in die einfachere Form 

'YJ = a3 (~3 - 3b1 ~). 53) 
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Bilden wiT den Differentialquotienten, so erhalten WJI 

~; = 3a3 (;2 - b1); 

55 

also ergeben sich ausgezeichnete Werte für ; 1,2 = ± {b1 • Reelle Werte 
für ~1 ergeben sich aber nur, wenn b1 >0 ist ; nur in diesem Falle hat 
die kubische Parabel also Höchst- und Tiefstpunkte, und 
zwar im ganzen zwei, nämlich 1)1 = +2b1 a3 1b1 für ; 1 = -yb1 und 

1)2 = -2b1 a3f b1 für ; 2 = + y b1 • Dabei ist 1)1 > 0 ,' also ein Höchst
wert, 1)2 < 0, also ein Tiefstwert; der Höchstpunkt liegt im zweiten, 
der Tiefstpunkt im vierten Quadranten des ; 1)-Achsenkreuzes. Da nun 
die Parabel im dritten Quadranten in die Zeichenebene eintritt [s. (24)], 
durch den zweiten Quadranten, den 
Nullpunkt, den vierten Quadranten 
in den ersten geht, um in diesem 
die Bildebene wieder zu verlassen, 
so muß sie die Abszissenachse noch 
in zwei weiteren Punkten schnei
den. Dies ergibt sich auch aus Glei
chung 53); denn 1) nimmt den Wert 
Null an, außer für ; = 0, auch für 
die beiden Abszissen ; = -y3 b1 

und ; = + y 3 b1 , die ebenfalls reell 
sind, solange b1 >0 ist. - Ist b1 =0, 
so fallen der Tiefst- und der Höchst
punkt und ebenso die beiden Schnitt
punkte mit der Abszissenachse alle b <0. 

mit dem Koordinatenanfangspunkt 1 

zusammen; dieser, in welchem die 

y 

Abb. 32. 

Kurve horizontal verläuft, da seine Tangente mit der Abszissen
achse zusammenfällt, ist ein sog. Terrassenpunkt. Für b1 < 0 hat 
die kubische Parabel weder einen Höchst- noch einen Tiefstpunkt, 
auch keinen weiteren Schnittpunkt mit der Abszissenachse, außer dem 
Nullpunkt; sie steigt beständig (s. hierüber Abb. 32). Die Glei
chung 53) geht für den Fall b1 = 0 über in die Gleichung 1J = a3 e; 
diese Funktion heißt die rein kubische Funktion; ihre Kurve die 
rein kubisch·e Parabel. 

Ist schließlich a3 < 0, so erhält man Kurven, die sich aus denjenigen 
der Abb. 32 durch Spiegelung an der Abszissenachse ergeben. 

(26) Im Anschluß hieran soll jetzt die reduzierte kubische Gleichung 
untersucht werden. Sie möge in der Form geschrieben werden: 

54) 
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wobei a und b irgendwelche positiven oder negativen Zahlen sein 
können. Wir setzen 

x3- 3ax- 2b = y, 54') 

erhalten damit eine kubische Funktion, in der das quadratische Glied 
fehlt, eine sog. reduzierte kubische Funktion; ihr Bild ist eine kubische 
Parabel. Von dieser kommen jetzt in erster Linie die Schnittpunkte 
mit der x-Achse in Frage; denn für diese ist y = 0, demnach die 
Gleichung 54) erfüllt. Die Abszissen der Schnittpunkte der Parabel 
mit der x-Achse sind also die reellen Wurzeln der Gleichung 54). Es 
handelt sich nun für uns darum, zu untersuchen, wie oft die Parabel 
die x-Achse schneidet, da die Zahl der Schnittpunkte mit der Zahl 
der reellen Wurzeln von 54) übereinstimmen muß. Aus den in (24) an
gestellten Erörterungen folgt, daß Gleichung 54) eine ungerade Anzahl 
von reellen Wurzeln haben muß, also entweder eine oder drei. Welcher 
von beiden Fällen eintritt, hängt - wie das Schaubild lehrt - von 
der Lage der beiden ausgezeichneten Werte ab. Um sie zu bestimmen, 
setzen wir den Differentialquotient gleich Null und erhalten 

~~ = 3 x 2 - 3a = 0 also x = ±ya. 
Ist a negativ, so werden die Abszissen der Höchst- und Tiefst
stelle imaginär; die Parabel hat keine solchen Punkte ; folglich hat 
sie die in Abb. 32 für b1 < 0 skizzierte Gestalt, d. h. nur einen 
Schnittpunkt mit der x-Achse, und wir bekommen als erstes Ergebnis: 

Die Gleichung 54) hat für a < 0 eine und nur eine reelle :Wurzel. 
Ist dagegen a > 0, so sind beide Werte x = ± ya reell; die Parabel 

hat demnach ein Maximum und ein Minimum (Abb. 32, b1 > 0). Da 
die Parabel nach den Erörterungen von (24) im dritten Quadranten 
in die Bildebene eintritt und diese im ersten Quadranten wieder 
verläßt, so folgt, daß sie erst ansteigen, dann wieder fallen muß, 
um schließlich wieder zu steigen; das heißt aber, daß für x = - ya 
das Maximum, für x = + ya das Minimum erreicht wird. Aus Glei
chung 54') ergibt sich für das erstere 

Ymax = +2a ya- 2b und für das letztere Ymin = -2aya- 2b. 55) 

Damit nun die Parabel drei Schnittpunkte mit der x-Achse hat, muß 
der Höchstpunkt über der x-Achse, der Tiefstpunkt unter der x-Achse 
liegen, d. h. Ymax > 0, Ymin < 0 sein. Haben beide gleiches Vor
zeichen, so kann die Parabel nur einen Schnittpunkt mit der x-Achse, 
Gleichung 54) also nur eine reelle Wurzel haben. Damit nun Ymax > 0, 
Ymin < 0 wird, muß a ya größer sein als der absolute Betrag von b, 
a ya > I b I, wie sich aus den Gleichungen 55) durch einfache Über
legung ergibt, oder a3 > b2• Ist dagegen a3 < b2, also aya < I b I, 
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so sind bei b > 0 im ersten Falle Ymax und Ymin beide negativ, bei 
b < 0 positiv, im zweiten beide positiv; die Parabel hat nur einen 
Schnittpunkt mit der x-Achse, Gleichung 54) nur eine reelle Wurzel. 

Wir haben also gefunden: Ist b2 - a3 > 0, so hat die Gleichung 
stets nur eine reelle Wurzel; hierin ist auch der Fall eingeschlossen, 
daß a < 0 ist, da dann diese Bedingung stets erfüllt ist (Abb. 33, Kurve 1, 
2 und 3). Ist dagegen b2 - a3 < 0, so hat die Gleichung stets drei 
reelle Wurzeln (Abb. 33, Kurve 4). Diese Ergebnisse stimmen völlig 
mit den in der Algebra gewonnenen 
Lösungen der Gleichung 54) überein. 
Denn ist b2 - aa > 0, so ist die Car
danische Lösung anzuwenden, die die 
drei Wurzeln liefert 

3 1 3 - - --. ----. -

X = cYb + yb2 - a3 + - Vb- yiJ2:._ aa' 
E 

wobei s3 = l ist. Ist dagegen b2 - a3 < 0, 
so verwendet man am besten die gonio
metrische Lösung, die die drei reellen 
Wurzeln liefert 2 

x=2facos(cp+k·l20°), k=O, l, 2, 4 

wobei cos3<p = ~;-:- ist. 
ara 

(27) Wir haben in den vorangehenden 
Abschnitten mehrere Male erwähnt, daß 

Abb. 33. 

ein Schnittpunkt einer stetigen Kurve mit der Abszissenachse dadurch 
gekennzeichnet ist, daß für ihn die Ordinate den Wert Null hat. Die 
Ordinaten der linken Nachbarpunkte haben also ein anderes Vor
zeichen als die der rechten Nachbarpunkte. Durchläuft mithin ein 
Punkt die Kurve, so tritt im allgemeinen beim Durchgang durch 
eine solche Nullstelle für seine Ordinate ein Vorzeichenwechsel ein. 
Übertragen wir diese Ergebnisse auf die stetige Funktion y = f(x), 
deren Bild diese Kurve ist, so finden wir die folgende Eigenschaft: 
Suchen wir einen Wert von x, für welchen y gleich Null ist, so heißt 
dies nichts anderes, als daß wir eine Lösung (Wurzel) der Gleichung 
f(x) = 0 suchen. Wir können als erstes Ergebnis buchen, daß eine 
solche Gleichung ebenso viele Wurzeln hat, als ihre Kurve 
Schnittpunkte mit der Abszissenachse besitzt. Weiterhin 
wird der Funktionswert für Nachbarwerte einer solchen Wurzel, die 
kleiner sind als diese, ein anderes Vorzeichen haben als derjenige für 
Nachbarwerte, die größer als diese sind. Tritt also, wenn x eine Reihe 
von Werten durchläuft, für f(x) ein Zeichenwechsel ein, so heißt dies, 
daß in dem von x durchlaufenen Intervall eine Wurzel der Glei
chung f(x) · 0 liegt. Diese Tatsache läßt sich ausnutzen zur nähe-
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rungsweisen Auflösung einer Gleichung f ( x) = 0. Man wird nämlich 
zwei Wertex (durch Probieren) suchen, für welche f (x) entgegengesetzte 
Vorzeichen hat; zwischen diesen Werten muß eine Wurzel der Gleichung 
liegen. Durch systematisches Einengen dieser Grenzen kann man dann 
die Wurzel bis zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit berechnen. 
Dieses hier nur in groben Strichen angedeutete Verfahren läßt sich 
stets anwenden, welcher Art auch die Gleichung f(x) = 0 sei, was 
für eine Funktion also y = f(x) auch sein möge. Das Näherungs
verfahren der Lösung von Gleichungen soll aber schon in diesem 
Paragraphen, der die ganzen rationalen Funktionen behandelt, bespro
chen werden, weil die mit ihr aufs engste verwandte algebraische 
Gleichung n ten Grades das Näherungsverfahren am einfachsten an
wenden und am klarsten durchschauen läßt. In späteren Abschnitten 

Abb. 34. 

werden sich gelegentlich auch Nähe
rungslösungen für andere Gleichungen 
finden. Wir erläutern das Näherungs
verfahren am besten an einem 

Beispiel: Im Schubkurbel
getriebe (Abb. 34) bewegt sich bei 
gleichförmigem Umlaufe des Kurbel
zapfens Z der Kreuzkopf K gerad

linig, aber mit wechselnder Geschwindigkeit. Derjenige Winkel -& 
zwischen Kurbel und Kreuzkopfbahn, für welchen die Geschwindigkeit 
von K ihren größten Wert erreicht, bestimmt sich aus der Gleichung 

sin6 # - 22 sin4 # - 24 sin2 # + 24 = 0. a) 

wobei 2 = ~ das Verhältnis der Pleuelstangenlänge zur Kurbellänge 

angibt. Für den sehr gebräuchlichen Fall, daß 2 = 5 ist, erhält man 
hieraus durch die Substitution 

die kubische Gleichung 
b) 

f(x) ·~ x 3 - x2 - x + 0,04 = 0. c) 

Da /(0) = +0,04 und /(1) = -0,96 ist, also zwischen 0 und + 1 ein 
Zeichenwechsel stattfindet, muß eine Wurzel dieser Gleichung zwischen 
x = 0 und x = 1 liegen, und zwar besonders nahe an x = 0, da + 0,04 
wesentlich näher an Nullliegt als - 0,96. Wir probieren deshalb weiter 
mit x = 0,1; es ist /(0,1) = -0,069. Der Zeichenwechselliegt zwischen 
x = 0 und x = 0,1, folglich ist auch die Wurzel unserer Gleichung 
zwischen diesen beiden Grenzen gelegen. Nun könnten wir der Reihe 
nach für die Werte x = 0,01, 0,02, ... 0,09 die zugehörigen Funkt ions
werte berechnen, den Ort des Zeichenwechsels bestimmen und hätten so 
die Wurzel auf zwei Dezimalen gefunden. Dann könnten wir durch weiteres 
Teilen des Intervalls, in dem der Zeichenwechsel stattfindet, eine dritte 
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Dezimale bestimmen usw. Doch läßt sich dieses immerhin mühsame 
Verfahren wesentlich vereinfachen. Wie das geschehen kann, soll an 
den zwei gebräuchlichsten Methoden, der Regula falsi und der Newton
sehen Methode auseinandergesetzt werden. 

Die Regula falsi beruht auf folgenden Erwägungen: Wir zeich
nen (Abb. 35a) in einem zweckmäßigen Maßstabe diejenigen Punkte 
P 1 (x1 ly1) und P 2 (x2 ly2) der Kurve y = l(x) = x3- x 2 - x + 0,04, 
zwischen denen der Schnittpunkt mit der x-Achse liegt. Wir wissen 
zwar nichts über den Verlauf der Kurve zwischen diesen Punkten, 
können aber in erster Annäherung annehmen, daß sie sich nicht allzu 
weit vom geradlinigen Verlaufe P 1 P 2 entfernen wird. Der Schnittpunkt X 
dieser Strecke mit der x-Achse wird also in unmittelbarer Nachbarschaft 
des Schnittpunktes der Kurve mit der x-Achse liegen. Da die beiden 
Dreiecke P1P'P2 (P1P' II y-Achse, P'P2 II x-Achse) und P 1 X1 X ähn
lich sind, so ergibt sich für die Abszisse x von X die Proportion 

(x - X1) : (x2 - xi) = Y1 : (yl - Y2) ' 

P-, "1'\,-,--,-----,-,---,---,-,-,---, 

+0,011 t-+"--+-+--+-+-+-+-+-+4 

x1J;-+-+-~-+--+-I-+--+-,d x z 
Q1 

p{-_ - - - - - - - Pz 
Abb. 35a. 

I'\ 
I'\ 

+0/}0.9181 t--+-+-+--+1'\__".-t-i---t---t---l 
'\ 

OpJ 0,0'1 
- - - -- - - - _-..-0,0015J6 

Abb. 35b. 

in unserem Beispiele also, da x1 = 0, x2 = 0,1, y1 = 0,04, y2 =- 0,069 ist, 

(x - 0) : (0,1 - 0) = 0,04: (0,04 + 0,069) 
oder x- 0 = 0,004: 0,109 R:::l 0,04. 

Wir bekommen demnach als neuen Näherungswert x = 0,04; hierzu 
gehört I (0,04) = -0,001536. Da 1{0,04) negativ ist, so ist nach Abb. 35 a 
x = 0,04 zu groß; wir probieren daher mit x = 0,03 und erhalten 
1(0,03) = +0,009181. Also findet zwischen x = 0,03 und x = 0,04 
Zeichenwechsel statt. Wir erhalten aus Abb. 35 b, die entsprechend 
der Abb. 35a entworfen ist, durch eine erneute Proportion einen 
besseren Näherungswert. Es ist nämlich 

(x - 0,03) : 0,01 = 0,009181 : (0,009181 + 0,001536) = 0,857 ; 
X= 0,0386. 

Da I (0,0386) = -0,000032447, 1(0,0385) = +0,000074817 
ist, so erhält man für einen weiteren Näherungswert die Proportion 

(x - 0,0385) : 0,0001 = 0,00007482: 0,000107 26 = 0,6976 

und daraus x = 0,038 569 76. 
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So kommt man schrittweise zu immer besseren Näherungswerten. 
Die aufgestellte Proportion wird einen um so gerraueren Wert liefern, 
je weniger die Sehne von dem Kurvenbogen abweicht, und das trifft 
um so mehr zu, je kleiner das Intervall ist. Das hat aber zur Folge, 
daß wir durch die Proportion um so mehr neue Dezimalstellen ge
winnen können, je genauer der zugrunde gelegte Näherungswert schon 
ist. Aus diesem Grunde haben wir auch oben durch die erste Pro
portion nur eine Dezimale, durch die zweite aber schon zwei und 
durch die dritte sogar vier neue Dezimalen gewonnen. - Der Um
stand, daß wir in diesem Verfahren die Kurve durch die Sehne er
setzen, also die aufgestellte Proportion eigentlich nicht richtig ist, hat 
diesem Verfahren seinen Namen: Regula falsi (die Regel vom fal
schen Ansatz) erteilt. -

Die Newtonsehe Methode verfährt folgendermaßen: Man legt an 
die durch die Funktion y = f(x) bestimmte Kurve in einem Punkte 
P0 (x0fy0 ) die Tangente; diese weicht verhältnismäßig wenig von der 

Kurve ab. Daher wird auch ihr Schnitt
punkt X1 mit der x-Achse in der Nähe des 
gesuchten Schnittpunktes X der Kurve mit 
der x-Achse liegen (Abb. 36), und zwar be
rechnet sich, da 

tgP0 X 1 X 0 = tg<p0 = (ddy) 
X :li = Xo 

h _jb_ 
1 - tg'Po oder 

Um diesen Betrag vermindere man x0 , um die Abszisse von X 1 

zu erhalten. Für unser Beispiel ist y = x3 - x2 - x + 0,04 , also 

dy 
dx = 3x2 - 2x- 1. 

Der erste Näherungswert sei x0 = 0,1; dann ist 

-0,069 
h1 = _ 1,17 = 0,06, also x1 = 0,04. 

Nun bestimme man zu dieser Abszisse den zur Kurve y = f(x) gehörigen 
Punkt P 1 , der im allgemeinen wesentlich näher am gesuchten Schnitt
punkte X liegen wird als P 0 ; in unserem Falle ist y1 = -0,001536. 
Jetzt legt man in P 1 an die Kurve die Tangente und sucht ihren Schnitt
punkt X 2 mit der x-Achse, dessen Abszisse einen weiteren besseren 
Näherungswert für die Wurzel der gegebenen Gleichung liefert usf. 
Unser Beispiel wird sich also folgendermaßen fortsetzen: 
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-0,001536 
h2 = -1,0752 = 0,0014' x2 = 0,0386; 

h = -0,000032447 =0 0000302r:: 
3 -1,07273 ' () ' x3 = 0,03856975. 

Damit sind wir zu derselben Genauigkeit gelangt wie nach der Regula 
falsi. Der Leser möge sich selbst ein Urteil über die Vorzüge und 
Nachteile der beiden Verfahren bilden. 

Aus Gleichung b) erhält man für x = 0,03856975 

sin2# = 0,964 244 , 

also {} = 79° 6' 0". 

Da y = x3- x2 - x + 0,4 für x = -1 den Wert -0,6 hat, liegt 
eine zweite Wurzel der Gleichung x3 - x2 - x + 0,4 = 0 zwischen 0 
und -1, und da y für x = +2 den Wert + 2,4 hat, eine dritte 
zwischen 1 und 2. Doch kommen diese für unsere ursprüngliche 
Aufgabe deshalb nicht in Betracht, 
weil beide für sin {} unmögliche 
Werte ergeben. 

(28) Von den technischen An
wendungen der ganzen ratio
nalen Funktion und damit der 
Parabel n ter Ordnung seien be
sonders die Gebiete der Momenten
linie und der elastischen Linie er-
wähnt. Hier möge der Fall heraus

- x .."---
11 ~ ----- --------------y ' - - - - - 8 

I 

r: 
Abb. 37. 

gegriffen und eingehender behandelt werden 1) : Ein an einem Ende B 
wagerecht eingeklemmter Stab von der Länge l trägt eine stetig ver-
teilte Last (Sand u. ä .) derart , daß deren auf die Längeneinheit be
zogenes Gewicht von dem Werte q in B gleichmäßig bis zum ·werte 
Null im freien Ende A abnimmt; die Strecke A 0 in Abb. 37 soll die 
Belastung veranschaulichen. Der Stab hat eine Momentenlinie, deren 
Gleichung 

M - !!_ (1 - ~)3 
- 3 l 

lautet; und er biegt sich durch nach einer Linie von der Gleichung 

y = :;;~ ( ( ; t- ( ; r + ~ ( ; r-1~ ( ; )l 
Hierbei ist als Koordinatenanfangspunkt der Punkt B gewählt, in 
welchem der Stab aus dem Mauerwerk heraustritt; ferner ist die 
Abszissenachse für beide Kurven in Abb. 37 nach links und die Ordinaten-

achse nach unten gerichtet gewählt. Sodann ist P = ~- das Eigen-

1) Siehe Freytags Hilfsbuch, 7. Aufl., S. 232ff. Berlin: Julius Springer 1924. 
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gewicht des Stabes, E das Elastizitätsmaß des Stabes und J das 
auf die Schwerachse bezogene axiale Trägheitsmoment seines Quer
schnittes. Die Momentenlinie ist also eine rein kubische Parabel, 
deren Mittelpunkt in A liegt, und die vom Stabe in diesem Punkte 
berührt wird; praktische Bedeutung hat naturgemäß nur das zur 
Länge l gehörige Stück A D der Parabel, und zwar ist das zu dem 

Endpunkte B gehörige Moment BD =MB= ~l. Die elastische 

Linie dagegen, nach der sich der Stab durchbiegt, ist eine Parabel 
fünfter Ordnung; sie geht durch den Endpunkt B und verläuft hier 
wagerecht, da 

d y = .!..!!_ [2 (~)2 - 3 (~)2 + 2 (~)3- _!_ (~)4] 
dx 6EJ . l l l 2 l 

für x = 0 ebenfalls gleich Null wird. Ihre Durchbiegung A A' = f 
am Ende A (x = l) beträgt I = 1;;J. Diese Gleichung gibt u . a. 

einen Zusammenhang zwischen der meßbaren Größe I und der Elasti
zitätszahl E; es läßt sich also E aus dieser Durchbiegung berechnen: 

E = 1f j~ . Führt man f in die Gleichung der elastischen Linie ein, 

so wird diese Gleichung: 

y= :t[( ; r-(;r+ ·!Ur-~~(nl 
die den Vorzug hat , daß sie die Gestalt der elastischen Linie einzig 
durch die Länge l und die Durchbiegung I am freien Ende des Stabes 
bestimmt. Der Neigungswinkel CX. am freien Ende läßt sich zeichnerisch 
dadurch finden, daß 

tgcx. = (ay) = {!!__ L [2 ~ - 3 (~)2+ 2(~)s- .!.(~)4]} = _~?_ L 
dx z = l 2 l l l l 2 l x = l 4 l 

sein muß. Man erhält also die Gestalt der elastischen Linie des 
Stabes mit sehr großer Genauigkeit, indem man AB in fünf gleiche 
Teile teilt und den dem Punkte B zunächstliegenden Teilpunkt T mit A' 
verbindet; diese Gerade ist die Tangente an die elastische Linie in A'. 
Berücksichtigt man weiter, daß die Tangente in B in die Gerade AB 
fällt, so läßt sich die Durchbiegung des Stabes bequem einzeichnen 
(Abb. 37). Für das Problem der elastischen Durchbiegung des Stabes 
kommt praktisch nur der Bogen AB in Frage. Will man sich ein 
Bild vom ganzen Verlaufe der .Parabel machen, so kann man dies auf 
Grund der folgenden leicht nachzuweisenden Tabelle tun. Es ist für 

X= - 3l - 2l -l 0 +l +2l + 3l + 4l + 5 l 

y= +252/ + 58/ + 6,5/ 0 I +21 - 4,51 - 56/ -2501 

dy I - Ioof l - 18,75t 0 I I 
0 I I I 

dx = - 318,75-y 1,25 -zl ~-18,75 -z l-lOOT -318,75 T 
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In Abb. 38 ist die Parabel gezeichnet; das der Abb. 37 entsprechende 
Stück A' B ist durch stärkeren Strich hervorgehoben. 

Aufgabe: Die Tragfähigkeit T eines Balkens von recht
eckigem Querschnitt mit der Breite b und der Höhe h ist durch die 
Formel gegeben T = cbh2, wobei c ein durch den Werkstoff des Bal
kens usw. bedingter Beiwert ist. Welche Breite und Höhe hat der 
Balken von. größter Tragfähigkeit, den man aus einem Stamme von 

Abb. 38. 

y 

kreisförmigem Querschnitte heraus
schneiden kann ? 

Abb. 39. 

Ist (Abb. 39) r der Radius des Kreises, so besteht zwischen b und h 
die Gleichung h2 = 4r2 - b2 ; setzt man dies in die Formel für T ein, 
so erhält man T = cb(4r2 - b2). T ist also eine ganze rationale Funktion 

dritten Grades von b. Damit T ein Maximum werde, muß ~f = 0 

sein; wir erhalten demnach zur Bestimmung des zugehörigen b die 
Gleichung c (4r2 - 3 b2) = 0 . Hieraus folgt b = ·5· q'3; also h = % r y6 
und T max = JTJQ c r3 y3 . 

Aufgabe: Der Rauminhalt v einer Wassermenge, die bei 
der Temperatur 0° C den Rauminhalt l hat, ist für die Temperatur 
t ° C angenähert durch die Gleichung gegeben: 

V = l - 0,000061045t + 0,0000077183t2 - 0,00000003734t3 • 

Bei welcher Temperatur ist der Rauminhalt am kleinsten, und wie 
groß ist er dann? (t = 4,08 ° C, vmin = 0,9998769). 

Wir sind damit am Ende dieser Betrachtungen über die ganze 
rationale Funktion angelangt. Ehe wir nun zu der nächsten Funk
tionengruppe übergehen können, zu den gebrochenen rationalen 
Funktionen, müssen wir erst unsere Differentiationsregeln um eine 
neue, die Quotienten- oder Bruchregel, vermehren; ihre Ab
leitung und die Behandlung der gebrochenen rationalen Funk 
tion sollen den Inhalt des nächsten Paragraphen bilden. 
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§ 6. Die Quotientenreget 
Die gebrochene rationale Funktion. 

(29) Es seien u = f(x) und v = cp(x) zwei stetige Funktionen von x; 
dann ist auch ihr Quotient u 

y = -; 56) 

eine Funktion von x; über ihre Stetigkeit sind allerdings. erst Unter
suchungen anzustellen. Geben wir zu diesem Zwecke der unabhängigen 
Veränderlichen x einen Zuwachs L1 x, so erhalten u und v die Zunahmen 
L1 u und L1 v; und zwar ist 

u+Llu=f(x+Llx) und v+Llv=cp(x+Llx) . 

Zugleich ändert sich auch y um einen Wert L1 y_, wobei 

+Ll _u+Lfu _ f(x+ Lix~ 
Y Y-v+Liv- <p (x+Li x) 

ist. Der Zuwachs, den y erfährt, ist also 

L1 = u+Llu _3::_=v(u+Au)-u·(v+Li v)=vLiu-__ uA1J. 
y v + Av v v(v+Llv) v(v+Liv) 57) 

Da u und v stetige Funktionen von x sind, d. h. lim Ll u = 0 und 
Llx .... o 

lim L1 v = 0 ist, so nähert sich der Zähler von 57) für lim L1 x = 0 
Llx .... o 
auch dem Werte Null; der Nenner nähert sich dagegen dem Werte v 2• 

Es ist also limLly = 0
2 • Solange demnach x nur Werte hat, für 

Ax .... o v 

welche v t 0 ist, ist auch lim L1 y = 0; dies gilt jedoch nicht mehr 
Llx .... o 

ohne weiteres für solche Werte von x, für welche v = 0 ist. Wir kommen 
demnach zu dem überaus bemerkenswerten 

L ehrsatz: Der Quotient zweier ste tiger Funktionen ist 
wieder eine stetige Funktion für solche Werte der unab
hängigen Veränderlichen, für welche die Divisorfunktion 
von Null verschieden ist. 

Wir gehen nun über zur Ableitung des Differentialquotienten. 
Wir bilden LI u LI v . 

Ay v· :JX -u· Ax 

und erkennen, daß 
Ax v(v + Lf v) 

Lfu Lfv 
v - -u -

!!:..1!_ = lim LI x LI x 
d x Jx~O v(v + L1v) -

du dv 
v · ax-u·ax 

v2 oder 
d(~v) du dv v dx- u dx 
-ax = - -v2--

u , v u' - u v' 
y = v • y = - -v-2 - 58) 



(29) Die Quotientenreget Die gebrochene rationale Funktion. 65 

Lehrsatz: Der Differentialquotient eines Bruches ist 
wieder ein Bruch; sein Nenner ist das Quadrat des ursprüng
lichen Nenners; den Zähler erhält man, indem man vom 
Produkt aus dem ursprünglichen Nenner und dem Diffe
rentialquotienten des ursprünglichen Zählers das Produkt 
aus dem ursprünglichen Zähle:r und dem Differentialquo
tienten des ursprünglichen· Nenners abzieht (Quotientenregel, 
Bruchregel). · 

Diese anscheinend ziemlich verwickelte Regel läßt sich auch aus 
der Produktregel ableiten: Bedienen wir uns nämlich der Schreibweise 
in Differentialen, so läßt sich die Bruchregel auch in folgender Gestalt 
wiedergeben: 

u 
Ist y = v' so ist u = vy, also nach (22) S. 48 

du = !!:.3!._ + dy 
U V y 

oder 

Multiplizieren wir beide Seiten dieser 

!.:}!_ 
y 

du dv 
U V 

Gleichung mit y = ~, 
V 

du dv 
v--u-

so wird 

dy = du_ udv = vdu- udv also 
v v2 v2 ' 

dy dx dx 
dX = v2 

wie oben. 

B l - I - 2x2. - 2 l eis pie e: a) y- -2--2 , u- 1- 2x, v = 2- x2, a so 
-X 

du dv 
-=-4x -=-2x 
dx ' dx ' 

du (2- x2)( -4x)- (I - 2x2)( -2x) -6x 
dX (2 - x2)2 = (2 - x2)2 . 

b) Die Funktion y = ::! ~ wird gebrochen e lineare Funktion 

genannt; ihr Differentialquotient ist 

dy (<Xx+ß)·a-(ax+b)<X_ aß-<Xb. 
dX (<XX+ ß)2 -(<XX+ ß)2 ' 

der Zähler ist also eine Konstante. 
Man übe die Quotientenregel an einer großen Anzahl weiterer Bei

spiele, da ihre gründliche Beherrschung ein unbedingtes Erfordernis ist. 
Setzen wir u = 1, v = xn, so wird 

du= 0 
dx 

dv - = nxn-1 
dx ' 

d(:,.) 
also 

dx 
xn·O-n·x" - 1 ·1 -n 

Differenzieren wir andererseits y = x-n nach Formel 35), so er-
halten wir 

d(x - n) __ (- ) - n - 1 _ - n 
dx - n X - xn+l ' 

Wicke, lngenieur·liiathematik I. 5 
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also das gleiche Ergebnis wie oben; damit ist gezeigt, daß Formel 35), 
die wir früher nur für natürliche Exponenten abgeleitet hatten, 
auch für solche Exponenten richtig ist, die negative ganze Zahlen 
sind: 

Lehrsatz: Die Formel 
dx• -=n•xn-1 
dx 

gilt für jeden ganzzahligen Exponenten. 
B . . l· ) _ 1 dy _ 3 e1sp1e. a Y-:J!!' a-x--x4; 

b) y=(x-~)a=r- 9 + 27 _ 27 x2 x3 x6' 

dy = 3x2 - !!._ + 162 = 3 (x- ~)2(1 + ~). 
dx x4 x7 x2 :Jfl 

(30) Wir gehen nun zur Behandlung der gebrochenen rationalen 
Funktion über: Wenden wir in beliebiger Folge auf die Veränderliche x 
und eine Anzahl von Konstanten außer der Addition, der Subtraktion 
und der Multiplikation [s. (24)] auch noch die Division an, so erhalten 
wir eine Funktion von x, die alsgebrochene rationale Funktion 
bezeichnet wird. Sind beispielsweise die Konstanten 2, t, y3, n, a, 
so läßt sich auf die angegebene Weise u. a. die Funktion bilden: 

2x- a 
y= :;r 

xx+·---
{3 3 
--x-4 

2 
a:;r --
___ x -2xxx 
t+x 

Eine auf diese Weise gewonnene Funktion läßt selbstverständlich noch 
ivesentliche Vereinfachungen zu; so kann man zuerst einmal alle 
Doppelbrüche beseitigen, so daß y sich als eine Summe von Brüchen 
darstellt; im obigen Beispiele: 

-6x2 + 3ax + 8xy3- 4af3 -8x5y3- 6x4y3 + 40:~rxjl3- sys 
y = -3:Jf! + 4x2 }"3 + 4:;rx - 4:;rx4 + 4:Jf!y3 + 3:~r:Ji! + 3x2 {3 · 

Schließlich lassen sich die einzelnen Brüche noch auf einen Haupt
nenner bringen; Zähler und Nenner können ausmultipliziert und nach 
fallenden Potenzen von x geordnet werden. Man erkennt dadurch, 
daß sich eine gebrochene ~ationale Funktion stets als Quotientzweier 
ganzen rationalen Funktionen schreiben läßt; ja man kann sogar 
die gebrochenen rationalen Funktionen als Quotienten 
zweier ganzen rationalen Funktionen definieren. So würde 
unser oben ganz willkürlich gewähltes Beispiel einer gebrochenen ratio
nalen Funktion der Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen 
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werden, von denen der Dividend eine ganze rationale Funktion sie
benten Grades, der Divisor eine solche sechsten Grades ist, es würde 
sich also die Form ergeben: 

~~+~~+~~+~~+~~+~~+~x+~ 
Y = b6 x6 + b5 x5 + b4 x4 + b8 x8 + b2 x2 + b1 x + b0 ' 

wobei sich die Beiwerte a 7, ••• , a0 und b6 , ••• , b0 durch die vier Grund
rechnungsarten aus den Konstanten 2, t , y3, :n;, a zusammensetzen; 
ihre Berechnung sei dem Leser überlassen. 

Die allgemeinste Form der gebrochenen rationalen Funktion ist also 

a,x' + a,_ 1 x'- 1 + a,_ 2 x•-• + · · · + a2 x2 + a1 x + a0 y- 59) 
- b,x' + b,_ 1 x' 1 + b,_ 2 x' 2 + ··· + b2x2 + b1 x + b0 ' 

wobei Zähler und Nenner zueinander relativ prim sein, d. h. keinen 
gemeinsamen Faktor haben sollen. Ist der Grad des Zählers kleiner 
als derjenige des Nenners, also r < 8, so nennt man die Funktion eine 
echt gebrochene Funktion, für r :> 8 dagegen eine unecht 
gebrochene rationale Funktion. Unser obiges Beispiel stellt 
demnach eine unecht gebrochene rationale Funktion dar. 

Dividiert man in einer unecht gebrochenen rationalen Funktion 
den Zähler durch den Nenner, so wird im allgemeinen die Division 
nicht aufgehen, sondern es wird ein Rest bleiben, den man nur noch 
formell durch den Nenner dividieren kann. Da für diesen Bruch der 
Grad des Zählers notwendig niedriger ist als der des Nenners (sonst 
ließe sich ja die Division noch weiter durchführen), stellt er eine 
echt gebrochene rationale Funktion dar, während der erste Teil eine 
ganze rationale Funktion ist. 

Beispiel: 

7x5 - 2x2 +9x- 5 
3 2 = (7x5 -2x2 +9x-5):(x3 +2x2 -2x-1)=7x2 -14x+42 

x +2x - 2x-l -14x4 + 14xa+ 5z2+ 9x- 5 

+42~- 23x2 - 5x- 5 

Also ist -107x2 + 79x-+ 37 

7x5 - 2x2 + 9x- 5 _ 7 x2 _ 14x + 42 _ 107x2 - 79x- 37 
x3 + 2x2 - 2x - 1 - x3 + 2x2 - 2x - 1 · 

Hier ist 7 x2 - 14x + 42 eine ganze rationale Funktion und 
107x2 - 79x - 37 
x3 + 2x2 - 2x - 1 

eine echt gebrochene rationale Funktion. Wir erhalten demnach den 
Lehrsatz: Jede unecht gebrochene rationale Funktion 

läßt sich in eine Summe aus einer ganzen rationalenFunktion 
und einer echt gebrochenen rationalen Funktion zerlegen. 

Solange die unabhängige Veränderliche x solche endliche Werte 
annimmt, für welche der Nenner b8xB + b,_1 x•-l + · ·· + b0 von Null 

5* 
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verschieden ist, muß die Funktion 59) einen endlichen Wert haben. 
Das wird aber anders, wenn x eine Wurzel der Gleichung 

b.x•+b8 _ 1 xB- 1 + ··· +b0 =0 

ist; denn dann wird der Nenner gleich Null, der Zähler dagegen nicht, 
da nach Voraussetzung Zähler und Nenner zueinander relativ prim 
sein sollen. Der Zähler wird also endlich und von Null verschieden sein, 
demnach y selbst unendlich groß werden. Wir treffen damit 
zum ersten Male auf den Fall, daß der Funktionswert für einen end
lichen Wert der unabhängigen Veränderlichen unendlich groß wird. 
Die Funktion selbst muß an einer solchen Stelle nach den Ableitungen 
von (29) unstetig werden. Was dies bedeutet, wird uns erst völlig 
klar werden, wenn wir die zu einer solchen gebrochenen rationalen 
Funktion gehörige Kurve untersuchen. Doch wollen wir vorher ein 

Pz fo!a) 
--------~~--------x 

Abb. 40. 

Beispiel durchführen. 

(31) Die einfachste gebrochene rationale 
Funktion ist 

1 
y=-. 

X 
60) 

Man kann Gleichung 60) auch in der Form 
schreiben: 

xy = 1. 60a) 

Aus 60) und 60a) kann man über den Ver
lauf der zugehörigen Kurve einige Schlüsse 
ziehen: 60 a) ist in x und y symmetrisch 

gebaut; d. h. eine Vertauschung von x und y führt 60a) in sich selbst 
über. Kennen wir also ein Wertepaar x=a und y= b, das Gleichung 60a) 
befriedigt, so muß auch das Wertepaar x=b und y=a Gleichung 60a) 
befriedigen. Die zugehörigen Punkte P 1 und P 2 (Abb. 40) liegen aber 
symmetrisch zueinander bezüglich derjenigen durch 0 gehenden 
Geraden (h, welche beide Achsen unter 45 o schneidet, also den Winkel 
zwischen der positiven x- und der positiven y-Achse und ebenso den 
Winkel zwischen der negativen x- und der negativen y-Achse halbiert; 
wir wollen diese Gerade künftig kurz als die 45 o -Linie bezeichnen. 
Unsere Kurve ist also symmetrisch bezüglich der 45 o -Linie. 
Diese Eigenschaft kommt übrigens nach der obigen Ableitung allen 
Kurven zu, deren Gleichung symmetrisch in x und y gebaut ist. -
Weiterhin folgt aus 60a), daß auch das Wertepaar x = - b und y = -a 
die Gleichung 60a) erfüllen muß; der Punkt P 3 muß also auch auf der 
Kurve liegen. P1 (a [ b) und P 3 ( -b [-a) liegen aber zueinander sym
metrisch bezüglich einer Geraden (12, die gegen die positive x-Achse 
unter 135° geneigt ist, die sog. 135 ° -Linie; also ist auch die 135°-Linie 
eine Symmetrieachse der Kurve. - Schließlich erfüllt auch das 
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Wertepaar x = -a und y = -b die Gleichung; die beiden Punkte 
P1 (a I b) und P 4 ( -a l-b) liegen [(25) Abb. 31] symmetrisch zu 0. Die 
Kurve hat demnach den Punkt 0 zum Mittelpunkt, eine notwendige 
Folge der beiden ersten Eigenschaften. Da x und y stets dasselbe 
Vorzeichen haben, verläuft die Kurve nur im ersten und dritten 
Quadranten. Abb. 41 zeigt ihren Verlauf. Die Kurve ist die gleich
seitige Hyperbel. Da auf Grund von Gleichung 60) für wachsendes x 
der Wert von y immer kleiner wird, 
und lim y = 0 ist, so schmiegt sich ', 

y 

' 
die Hyperbel mit wachsender Ab- ',, 
szisse immer näher an die x-Achse ',, T' A,/ 

an, ohne sie J'edoch im Endlichen ',,, Y --, '·· · P 
',, // : __ .."_ 

zu erreichen; gleiches gilt, wenn x ------/'lil--~~-:--~r"--x 

die negativen Werte durchläuft. ',,, 
Eine Gerade, der sich eine Kurve '', 
beständig nähert, die von ihr aber ',,, 
erst im Unendlichen erreicht wird, 
heißt eine Asymptote der Kurve. Die 
x-Achse ist demnach eine Asymptote 
der gleichseitigen Hyperbel von der 

Abb. 41. 

Gleichung y = 1 . Nach den Auseinandersetzungen von (30) ist, da 
X 

der Nenner der gebrochenen Funktion für x = 0 verschwindet, die 
Funktion für diesen Wert von x unstetig. Wir finden dies bestätigt; 
denn für x = 0 ist y = oo. Je näher also x >0 dem Werte Null kommt, 
um so größere Werte nimmt y an, und je mehr sich x < 0 der Null 
nähert, um so mehr nähert sich y dem Werte - oo. Auf Grund unserer 
obigen Betrachtungen ist daher die y-Achse eine Asymptote der 

gleichseitigen Hyperbel y = _1_. Der Nullstelle des Nenners einer ge-
x 

brochenen rationalen Funktion entspricht also bei der Kurve eine 
parallel zur y-Achse verlaufende Asymptote. Weil die beiden 
Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel mit den Koordinatenachsen 

zusammenfallen, nennt man die Gleichung y = _1_ die Asym-
x 

ptotengleichung der gleichseitigen Hyperbel. Da für x = 1 
auch y = 1 und für x = -1 auch y = -1 ist, sind die beiden 
Punkte A 1 (1J1) und A2 ( -1J-1) der Hyperbel deren Schnittpunkte mit 
der 45 o- Linie, also der einen Symmetrieachse. A1 und A2 heißen 
die Scheitel der Hyperbel, die Gerade A 1 A 2 die reelle Achse, 

die Strecke A 1 A 2 = 2 · y2 die Länge der reellen Achse und die 

Strecke OA 1 = y2 die Länge der reellen Halbachse der Hyperbel. 
Die 135 ° -Linie hat dagegen keinen Punkt mit der gleichseitigen 
Hyperbel gemeinsam; sie ist die imaginäre Achse der Hyperbel. 
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Um Tangenten an die gleichseitige Hyperbel zu konstruieren, 

müssen wir den Differentialquotienten der Funktion y = -~ bilden; 
es ist 

Der Richtungsfaktor ist daher stets negativ; d. h. die gleichseitige 

Hyperbel y = .! fällt beständig. Man kann schreiben: 
X 

1 y 
tg<p = -X : X = -X ; 

dies gibt eine überaus einfache Tangentenkonstruktion (Abb. 41): Man 
trage auf der x-Achse der Strecke 0 T = 20X = 2 x ab und verbinde 
T mit P; PT ist dann die in P an die Hyperbel gelegte Tangente. 
(Daß übrigens 0 T' = 2 y ist, wenn T' der Schnittpunkt der Tangente 
mit der y-Achse ist, ist leicht einzusehen; der Leser mag sich dies selbst 
beweisen.) 

Für den allgemeineren Fall der gleichseitigen Hyperbel lautet 
die Gleichung 

c 
Y = - · 

X ' 
61} 

ist c > 0, so verläuft die Hyperbel im ersten und dritten , ist c < 0, 
im zweiten und vierten Quadranten, da im ersten Falle x und y stets 
gleiche, im letzten stets verschiedene Vorzeichen haben. Als Bild 
kann wieder Abb. 41 gelten, wenn man nur die Koordinaten des 
Scheitels A1 0 X1 = + yc und X1 A1 = + yc (oder für c < 0 + y- c 
bzw. -y-c) wählt. - Da das Rechteck 0 X P Y die Seiten x und y 
und folglich den von der Wahl des Punktes P unabhängigen Inhalt 
x • y = c hat, ist die gleichseitige Hyperbel der geometrische Ort der 
vierten Eckpunkte aller Rechtecke von gleichem Inhalte c, von denen 
ein Eckpunkt in einem festen Punkte 0 liegt, während die beiden 
diesem benachbarten Eckpunkte sich auf zwei durch 0 gehenden und 
aufeinander rechtwinkligen Geraden bewegen. 

Die gleichseitige Hyperbel wird in der Technik vielfach verwendet. 
Als Beispiel diene das Boyle -Mariottesche Gese tz, nach dem das 
Produkt aus Volumen v und Druck p eines vollkommenen Gases bei 
gleichbleibender Temperatur konstant ist: v · p = C. Je nachdem 
man p oder v als die unabhängige Veränderliche betrachtet, erhält 
man die beiden Gleichungen 

0 
V = -

p 
oder 

0 
P= -v · 
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Der Leser zeichne sich unter Z ugrundelegung einer der Volumeneinheit 
und der Druckeinheit entsprechenden Längeneinheit die zu verschiedenen 
Werten von 0 gehörigen gleichseitigen Hyperbeln [s. (184) S. 584]. 

(32) Kehren wir nun zur allgemeinsten gebrochenen rationalen Funk
tion zurück! Wir wollen sie in der Form schreiben 

62) 

wobei f(x) und q;(x) zwei ganze rationale Funktionen sein mögen, die 
zueinander relativ prim sind, also etwa [s. 59)] 

f(x) = a,x• + ... + a0 , q;(x) =b,x"+ ··· +b0 • 

Für alle reellen Werte von x, welche Wurzeln der Gleichung q;(x) = 0 
sind, wird y = oo; sie sind also Unstetigkeitsstellen der Funktion. 
Daß nicht jede gebrochene rationale Funktion solche Unstetigkeits
stellen zu haben braucht, leuchtet ohne weiteres ein, wenn man be
denkt, daß nicht jede Gleichung q;(x) = 0 reelle Wurzeln hat. Bei-

spielsweise hat die Funktion y = x/~ 1 keine solchen Unstetigkeits

stellen. Die der Funktion 62) entsprechende Kurve hat an diesen 
Unstetigkeitsstellen Asymptoten, welche der y-Achse parallel sind. -
Um weiterhin den Verlauf der Kurve für wachsendes x zu unter
suchen, wollen wir uns die gebrochene rationale Funktion als Summe 
einer ganzen rationalen und einer echt gebrochenen rationalen Funk
tion geschrieben denken: Ist also r < s, so wollen wir die rechte Seite 
von Gleichung 59) mit x" kürzen; wir erhalten dann: 

a, a,_ 1 a1 a0 

~+F+T+···+~ + x. 

Y = b, + b,_ 1 + b,_ 2 + ... + Ji.._ + b0 • 

x x2 x- - 1 x' 

63) 

Wird nun x sehr groß, so wird .!. sich immer mehr der Null nähern, 
X 

in noch viel höherem Maße aber die Potenzen von .!. ; der Zähler der 
X 

rechten Seite von 63) nähert sich immer mehr dem Werte Null, wäh
rend der Nenner sich unbegrenzt dem Werte b, nähert; also wird y 
sich der Null nähern. Wächst schließlich x über alle Grenzen hinaus, 
so erhält y den Wert Null: lim y = 0 . Die Kurve schmiegt sich dem-

x~oo 

nach immer enger an die x-Achse an, erreicht sie aber erst für eine 
unendlich große Abszisse. Die x-Achse ist also Asymptote 
der Kurve. [Vgl. (31), gleichseitige Hyperbel.] Im Falle der unecht 
gebrochenen rationalen Funktion kommt zu dem Ausdrucke in 63) 
noch eine ganze rationale Funktion hinzu ; von ihr wissen wir aber 
aus (24), daß sie mit wachsendem x über alle Grenzen hinauswächst. 
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Folglich verhält sich eine unecht gebrochene rationale Funk
tion für ein unbegrenzt wachsendes x wie die zu ihr ge
hörige ganze rationale Funktion. Insbesondere hat die der 
Funktion 

a,x' + ... + a0 
y = b, x• + .. · + b0 (r = s) 

entsprechende Kurve die Gerade y = b~ , also eme Parallele zur 
' x-Achse zur Asymptote, ebenso ist für die der Funktion 

a•+t w+I + ... + ao 
y= b,x'+··· + bo (r=s + 1) 

entsprechende Kurve eine Gerade vom Richtungsfaktor ~•:+-_! Asym-
b, 

ptote. (Ausdividieren!) 

(33) Einige Anwendungen aus der Technik mögen das Verständnis 
für die gebrochene rationale Funktion vertiefen. Wir beginnen mit 
dem folgenden Problem: 

A. In einem Punkte A einer Geraden befinde sich die E 1 e k tri -
zitätsmenge +e, in einem um die Strecke e von A entfernten 
Punkte B die Elektrizitätsmenge - 2 e. Eine punktförmige Elektrizi
tätsmenge +e' werde auf der Strecke AB bewegt. Wie groß ist die 
jeweilige Kraft, die in irgendeinem Punkte X durch die beiden Elektri
zitätsmengen +e und - 2 e auf die Elektrizitätsmenge +e' aus
geübt wird 1 

Wir wählen A als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Achsen
kreuzes und AB als x-Achse. Der Punkt X, in dem sich die Elek
trizitätsmenge +l augenblicklich befinden möge, habe die Ab
szisse x, von A also den Abstand x und von B den Abstand e .,... x . 

Auf +e' wird demnach ausgeübt von A die Abstoßung ±8
2(_ und 

. . - 2 u' . . x . 
von B die Anziehung (e _ x)2 • Solange SICh, w1e angenommen, X zwi-

schen A und B befindet, wirken beide Kräfte in gleichem Sinne, 
nämlich in Richtung der positiven x-Achse ; sie summieren sich also, 
und die auf X ausgeübte Gesamtkraft ist 

K = e l (:2 + (e _: x)2). 

K ist eine echt gebrochene rationale Funktion des Ortes X. Für x = 0 
und x = e wird K = oo ; für Zwischenwerte von x nimmt K endliche 

Werte an; . t f" e e SOlS urx= 4 , 2 , 

ee' 
K = 19,56-2 , e 

3 
4 e entsprechend 

&e' 
12 ---

e2 ' 

ee' 
33,78 C2' 

wie man durch einfache Rechnung findet. Man kann sich den V er lauf 
der Kraft anschaulich machen, wenn man K als Ordinate in dem 
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jeweiligen Punkte X aufträgt; es ergibt sich eine Kurve, die in A und B 
ins Unendliche geht und dort Asymptoten parallel der K-Achse hat. 
Ferner erkennt man mühelos, daß es einen Punkt X 0 gibt, in welchem 
auf die Elektrizitätsmenge +s' die geringste Kraft ausgeübt wird; ihn 
wollen wir jetzt ermitteln. Für , 1 

dK l I 
ihn muß ({x- = 0 sein, also er- i \ 

'I I 

halten wir zur Bestimmung seiner 1 \ 

Abszisse die Gleichung ! \ 
! \ 

2 4 j \ 
- x3 + (e - x)3 = 0 /tofji' \ 

_..... .. ....... ___ _ 
oder 

A 
X 1 

e- x V2 ' 
e 

x = --- ~ 0,4425 e 
1 +V2 

und daraus Abb. 4:!. 

( ~J-)3 ee' ee' 
Kmin = 1 + y 2 - 2 ~ 11,5420-2 • e e 

Verfolgen wir die Kurve von der Gleichung 

K = Es' (:2 + (e ~ x)2 ) 

weiter, also für x > e und x < 0, so ergibt sich der in Abb. 42 gestrichelt 
angegebene Verlauf 

(z. B.: x=-e, x = 2e, K = ~ EE
1
) 

4 e2 • 

Doch gibt die Funktion 

K = es'(:2 + (e ~ x)2 ) 

für die Werte von x, die außerhalb des Bereiches 0 < x < e liegen, 
die wirklichen Kraftverhältnisse unseres Beispiels gar nicht wieder. 
Ist nämlich x < 0, befindet sich also die Elektrizitätsmenge e' außer
halb AB auf der zu A gehörigen Seite, so wirkt die durch A hervor
gerufene Abstoßung im Sinne der negativen x-Achse, schwächt also die 
durch B hervorgerufene Anziehung, und der Kraftverlauf wird durch 
die Gleichung 

beschrieben. Die Kraft K ist anfangs negativ; in der Entfernung 

x = +--e- <X> -2 414e 
-ß + 1 ' 
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heben Anziehung und Abstoßung einander auf, da hier K = 0 wird, 
und für noch weitere Entfernung von A überwiegt die Anziehung 
die Abstoßung. Ist dagegen x > e, befindet sich die Elektrizitäts
menge jenseits des Punktes B, so wirkt die vonBausgeübte Anziehung 
im Sinne der negativen x-Achse, und der Kraftverlauf wird in diesem 
Falle durch die Gleichung 

K = u:'(:2 - (e! x)2) 
wiedergegeben; jetzt ist die Kraft für jeden Wert x > e nach A bzw. B 
hin gerichtet. Abb. 42 enthält die zugehörigen Kurven . - Es dürfte 
sich empfehlen, zur Übung auch den Fall zu behandeln, bei dem A 
und B Träger gleichnamiger Elektrizitätsmengen sind, sowie den 
Fall, bei welchem mehr als zwei punktförmige Elektrizitätsmengen 
auf einer Geraden verteilt sind. 

B. Ein weiteres Beispiel ist folgendes: Gegeben seien n E 1 e
mente von der gleichen elektromotorischen Kraft e und 
d e m gleichen inn e ren Wid e rstande wi ; sie mögen zu je x in 
Reihen, und diese Reihen parallel geschaltet sein. Der Stromkreis sei 
geschlossen, der äußere Widerstand sei Wa; wie groß ist die Strom
stärke ~ - Die Gesamtspannung einer Reihe beträgt e x, ihr innerer 

Widerstand wi x; solche Reihen lassen sich insgesamt ..?!:. bilden. Da 
X 

sie parallel geschaltet sind, ist der innere Gesamtwiderstand des Systems 

wi x : .!!:. = w, x2 , während die Gesamtspannung e x bleibt. Zum inx n 
neren Widerstande _w_;_ • x 2 kommt noch der äußere Widerstand Wa n 
des Stromkreises hinzu, so daß der vom Strome zu überwindende 

Gesamtwiderstand w = w, x 2 + Wa ist. Dann berechnet sich die Stromn 
stärke i zu 

. ex 
~= ---- . 

.!!!_i_ x2 + w n a 

Zwar kann praktisch x als Anzahl der in Reihen geschalteten Elemente 
nur eine in n als Faktor enthaltene natürliche Zahl sein; doch wollen 
wir einmal von dieser Beschränkung absehen und die Funktion 

. ex 
~= ----

_'ll!_i_ x2 + w n a. 

rein mathematisch behandeln, also annehmen, daß x irgendeine, also 
auch eine gebrochene oder irrationale positive oder negative Zahl sein 
kann. Daß diese Annahme keine abstrakt mathematische Betrach
tung ist, sondern sehr wohl praktischen Nutzen zeitigt, wird die fol
gende Höchstwertuntersuchung lehren. Wir erkennen, daß unsere 
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Funktion eine echt gebrochene rationale Funktion ist; da unter der 
praktisch einzig möglichen Annahme, daß die Konstanten e, wi, Wa, n 

absolute Größen sind, die Gleichung 1l!i x 2 + Wa = 0 keine reellen Wur-
n 

zeln hat, wird i auch für keinen reellen Wert von x unendlich groß. 
Außerdem ist für x >0 auch i >0. Die zugehörige Kurve hat also 
die x-Achse zur Asymptote, sonst aber keine weiteren Asymptoten. 
Ferner geht sie, wie man sich leicht überzeugt, durch den Nullpunkt; 
schließlich hat sie den Nullpunkt 
zum Mittelpunkt, da zu entgegen
gesetzt gleichen Werten von x auch 
entgegengesetzt gleiche Werte von i 
gehören [s. (25) S. 54). Sie hat 
demnach den in Abb. 43 angedeu
teten Verlauf. Aus ihm erkennt man, 
daß für kleine positive x auch i klein 
ist, daß mit wachsendem x auch i 
anfangs wächst, bis es einen Höchst
wert erreicht hat, um von da an all

Abb. 43. 

mählich bis zum Betrage Null abzunehmen. Derjenige Wert von x, 
für den i am größten ist, hat nun besondere Bedeutung; denn er gibt 
uns jene Schaltweise, durch welche wir mit den vorhandenen Mitteln 
die größtmögliche Stromstärke erzielen. Zur rechnerischen Ermittlung 
bilden wir den Differentialquotienten 

di 
_.!.x2 +w e-ex·2---'-x ( W · ) W· 
n a n 

dx (W· ).2 (W· )2 ' r/: x2 + w. r/; x2 + w. 

Damit ~: gleich Null wird, muß der Zähler verschwinden; es ist also 

Wa - wi x2 = 0 oder x = + l/ n · w • . 
n ~ 

(Warum nur +y1) Die höchste zu erzielende Stromstärke ist 

. e n V-
~max = -2 -- · 

WiWa 

Ist beispielsweise n = 12, Wa = 3 wi, so schaltet man am zweck
mäßigsten die Elemente zu je sechs in zwei Reihen, um als größtmög-

lichen Wert der Stromstärke e · zu erhalten. 
wi 

C. Die Unkosten, die die Anlage einer elektrischen 
Leitung verursacht, setzen sich im wesentlichen aus zwei Teilen 
zusammen, den Anlagekosten und den durch Energieverlust hervor
gerufenen Kosten. Beide sind vorwiegend bestimmt durch den Quer-
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schnitt q des Leitungsdrahtes. Der Preis für 1 m Draht ist im all
gemeinen proportional dem Querschnitt, also K · q. Der Energie
verlust auf 1 m Draht ist um so größer, je kleiner der Querschnitt 
ist; er möge umgekehrt proportional zu diesem angenommen werden, 

also gleich E . Dabei sind K und E Konstanten, die von wirtschaft-
q 

liehen und sonstigen Verhältnissen bestimmt sind. Die Gesamtkosten 
für 1 m sind also 

E 
V = K·q+-. 

q 

U ist demnach eine unecht gebrochene rationale Funktion von q. 
Nach den Ableitungen von (32) muß die zugehörige Kurve die Ge

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

~ 
Abb. 44. 

stalt der Abb. 44 haben, wobei K = tg<X 
ist. Es sei dem Leser überlassen, das 
Beispiel weiter durchzuführen, insbeson
dere festzustellen, mit .welchem Quer
schnitte man am wirtschaftlichsten ar~ 
beitet. 

( !E 
q=l! x, Umin = 2 yEK). 

Die gebrochene rationale Funktion 
unterscheidet sich wesentlich von den 
bisher betrachteten Funktionen dadurch, 
daß sie uns zwingt, auch den Begriff 
der Unstetigkeit, allerdings noch ver

bunden mit dem Begriffe des Unendlichen, in unsere Betrachtungen 
hereinzuziehen. Im nächsten Paragraphen werden uns wieder neue 
Begriffe entgegentreten, wenn wir uns mit den inversen Funk -
t i o n e n befassen. Da zu ihrem Verständnis die sogenannte K e tten -
r ege l erforderlich ist, soll sie am Anfange der folgenden Betrach
tungen stehen. 

§ 7. Die KettenregeL Die inversen Funktionen. 
(34) Wenn wir den Differentialquotienten einer ganzen rationalen 
Funktion, etwa von der Gestalt y = (a x 2 + b x + c)4, bilden wollen, 
so haben wir nach unseren bisher erworbenen Kenntnissen zuerst die 
Potenz auszumultiplizieren - wir bekommen in unserem Beispiele 
eine Funktion achten Grades - und dann gliedweise zu differenzieren. 
Einen einfacheren Weg eröffnet uns die Kettenregel, zu deren Ablei
tung wir nunmehr schreiten wollen. 

Wir führen statt a x2 + b x + c eine neue Größe z ein; dann ist 
y = z4 , wobei z = ax2 + bx + c ist. Ganz allgemein möge sein 
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y = f(z), wobei z = rp(x) ist; y ist gewissermaßen nicht direkt, 
sondern durch Vermittlung einer Zwischenveränderlichen z von x ab
hängig. Man sagt, "y ist eine Funktion von einer Funktion 
von x" oder "y ist eine mit t e 1 bare Funktion von x". Die ver
mittelnde Größe z spielt eine doppelte Rolle; bezüglich x ist es die 
abhängige, bezüglich y die unabhängige Veränderliche. 

Erteilt man der Größe x einen Zuwachs LI x, so erhält auch wegen 
der Beziehung z = <p(x) die Größe z einen Zuwachs L1z und daher 
infolge der Beziehung y = f(z) auch y einen Zuwachs Lly; mit anderen 
Worten: der Zuwachs L1 x hat einen Zuwachs LI y zur Folge. Für den 
der Betrachtung zugrunde gelegten Wert von x möge z = tp(x) stetig 
sein, also limLlz = 0, und für den sich aus x ergebenden Wert von z 

J X ->-0 

möge auch y = f(z) stetig, also limL1 y = 0 sein. Das heißt aber, daß 
J z->-0 

auch limLI y = 0 ist, und man erhält den Satz: Die stetige Funktion 
Jx->-0 

einer stetigen Funktion einer Veränderlichen ist ebenfalls 
eine stetige Funktion dieser Veränderlichen. In unserem 
obigen Beispiel ist y = z4 eine stetige Funktion von z (als ganze 
rationale Funktion von z) und z = ax2 + bx + c eine solche von x 
(aus demselben Grunde); daher ist auch y = (ax2 + bx + c)4 eine 
stetige Funktion von x. 

Wir bilden nun den Differentialquotienten ~~ . Wir gehen vom 

Differenzenquotienten ~~ aus; diesen können wir schreiben : 
.dy .dy .dz 
L1x=LfZ'L!x· 

Wird nun L1 x unendlich klein, so nähert sich ~~ dem Differential

quotienten ~~ und ~~ dem Differentialquotienten ~~; zugleich wird 

aber auch L1 z unendlich klein, und ~; nähert sich dem Differential

quotienten ~f. Wir erhalten demnach die Gleichung 

dy dy dz 64) 
dx = ([Z'([X• 

Lehrsatz: Ist y = f(z) eine stetige Funktion von z, wobei z = <p(x) 
eine stetige Funktion von x ist, so ist auch y = f(<p(x)) eine stetige 
Funktion von x; ihren Differentialquotienten nach x erhält man, indem 
man den Differentialquotienten von f(z) nach z mit dem Differential
quotienten von <p (x) nach x multipliziert. 

Im obigen Beispiele ist 

~~ =4z3 =4(ax2 +bx+c)3 und 
dz 

- =2ax+b· 
dx ' 

also ist 
d(ax2 ~;x+c)4 =4(ax2 +bx+c)3 ·(2ax-t-b) . 
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Diese Differentiationsregel gestattet noch eine Erweiterung: Ist 
nämlich z nicht direkt eine Funktion von x, sondern eine Funktion 
einer anderen Veränderlichen u: z = IP ( u) , und u eine Funktion 
von x: u = 1jJ ( x), so ist nach der eben abgeleiteten Regel 

d z dz du ax =du ·ax, 
demnach 

dy dy dz d u 
-dx = Tz· du • dx · 

Die drei Faktoren der rechten Seite folgen derart aufeinander, daß 
der formale Nenner des ersten Faktors zugleich der formale Zähler 
des zweiten Faktors ist usw. ; es wird eine Art von K e t t e gebildet, 
die das Anfangsglied d y derselben durch Zwischenglieder mit dem 
Endgliede dx verknüpft. Aus diesem rein äußerlichen Grunde nennt 
man die obige Regel auch die KettenregeL Einige Beispiele folgen. Auch 
diese Regel ist gut einzuüben. 

l _ (ax + b)3 _ 3 b . _ ax + b . t . Y- c x + g -Z, wo ei z- cx +g 1s . Nun ist nach der 
Grundformel 35) 

!!.J!._ = 3 z2 = 3 ( a x + b )2 
dz cx + g 

und nach der Quotientenregel 

also ist 

d z ag-bc 
dX = (c x + g)2 ' 

d(ax + b)a 
cx j- g = 3 (ax + b)2 • !_!1---=l!_c_ = 3(ag- b c)(ax + b)2 

dx cx+g (cx+g)2 (cx+g)4 • 

2. y = (3x2 -7 x+ 6)3 · (x + 5)2 = u·v, wobei u = (3x2 -7 x+6)3 
und v = (x + 5)2 ist. Nach der Produktregel ist 

dy dv du 
dx- = u · dX + v · dx- · 

Wir müssen demnach zuerst ~~ bilden; es ist v = z2 , wobei -~ = x + 5 

ist, also ist nach der Kettenregel 

dv dv dz 
dX = Tz· dx = 2z · l = 2 (x + 5) . 

Ferner ist ~i- zu ermitteln; es ist u = w3, wobei w = 3 x 2 - 7 x + 6 

ist ; also ist 
du du dw 
dx = dw • dx = 3w2 • (6x- 7) = 3(3x2 - 7x + 6)2 · (6x- 7). 

Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir 
dy dx = (3 x2 - 7 x + 6)3 • 2 (x + 5) + (x + 5)2 • 3. (3x2 - 7 x + 6)2 (6x - 7). 
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Dieser Ausdruck läßt sich noch zusammenfassen in 

:~ = (3x2 - 7x + 6)2(x + 5)[2(3x2 - 7x + 6) + 3(x + 5)(6x + 7)] 
= (3x2 - 7x + 6)2(x + 5)(24x2 + 55x- 93). 

(x- 1)3 u 
3. y = (x2 + 1)2 = v-' wobei u =(x-1)3 und v=(x2+1)2 ist. Nach 

der Bruchregel ist du dv 
dy vdX- u· dx 
dx v2 

Hierbei sind ddu und ddv wieder nach der Kettenregel zu berechnen: 
X X du 

u=z3 , wobei z= x-1 ist; also dx =3z2 ·1=3(x-1)2• v = w2, 

wobei w=x2 +1 ist; also -~~=2w-2x=4x(x2+1). Demnach 
erhalten wir: 

dy _ (x2 + 1)2 • 3 · (x- 1)2 - (x- 1)3 • 4x(x2 + 1) 
dx - (x2 + 1)4 

_ (x- 1)2 [3(x2 + 1)- 4x(x- 1)) _ (x -1)2 (3 + 4x- x2) 

- (x2 + 1)3 - (x2 + 1)3 

Ein anderer häufig zu empfehlender Weg für die Differentiation 
eines Bruches ist der, den Bruch in Produktform zu schreiben und 
damit dieses Beispiel auf die Form des Beispieles 2 zurückzuführen: 
y = (x -1)3 · (x2 + 1)- 2 = u · v , wobeiu = (x -1)3undv = (x2+ 1)- 2 

ist. Jetzt ist 
dv 
dx = - 2(x2 + 1) - 3 · 2x = - 4 x (x2 + 1) - 3 , 

während wie oben ~: = 3(x- 1)2 ist. Dann ist aber nach der 
Produktregel 

:; = (x- 1)3. [-4x(x2 + 1)-3] + (x2 + 1)-2 · 3(x- 1)2 
(x - 1)2 [3(x2 + 1)- 4x(x- 1)] (x - 1)2 (3 + 4x - x 2) 

(x2 + 1)3 (xz + 1)3 

Man vermeidet auf diesem Wege eine überflüssig hohe Potenz des 
ursprünglichen Nenners im Differentialquotienten. 

y = z2 , wobei z = u3 + a, 

u = v2 + b und v = x 2 + !_ ist. E s ist 
. X 

: ; = 2z =: [((x2+ !f+bY+a], 
:: = 3u2 = 3 ( ( x2 + ! r + b r 
~: = 2v =2(x2 + !), 
d v 1 
dX = 2x- xz . 
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Demnach ist 

~; = 2 [ ( ( x2 + ± r + b r + a]. 3 ( ( x2 + ~ r + b r 2 ( x2 + ±) . ( 2x- :2) 

=t2[((x2+ ~r+bY+a] ·((x2 + ~r+bY(x2 + !)(2x- !)· 
Diese Beispiele mögen genügen; aus ihnen kann man - und 

zwar, wie sich im Laufe der weiteren Entwicklung herausstellen wird, 
mit Recht - vermuten, daß man mit Hilfe der Kettenregel stets 
imstande ist, die Differentiation einer auch noch so verwickelten 
Funktion auf die Differentiation von Elementarfunktionen - in 
unseren Beispielen der Elementarfunktion y = xn, der einzigen, die 
wir bis jetzt differenzieren können - zurückzuführen. 

(35) Überaus wertvoll erweist sich die Kettenregel in ihrer Anwendung 
auf die inversen Funktionen, denen wir uns jetzt zuwenden wollen. 
Es ist, wie schon in (1) angedeutet worden ist, häufig nicht von vorn
herein zu entscheiden, welche der beiden Veränderlichen man als die 
unabhängige, welche man als die abhängige anzusehen hat; zu
weilen wird man die eine, dann wieder die andere Anschauung vor
ziehen. So wird im Beispiele (1) die Beziehung F = -}0 + 32 zu 
wählen sein, wenn man aus gegebener Celsiusangabe die Fah
renheitangabe errechnen will; umgekehrt wird man zur Fo1mel 
0 = t F - 17 } greifen, wenn man die entgegengesetzte Aufgabe 
lösen muß. Die beiden Funktionen F = i O + 32 und 0 = t F -17~ 
gehören eng zusammen; man nennt die eine die Umkehrfunktion oder 
die inverse Funktion zur anderen; dabei ist es gleichgültig, welche von 
beiden man als die ursprüngliche und welche man als die abgeleitete 
Funktion ansehen will. 

Wie erhält man nun die inverse Funktion zu einer gegebenen 
Funktion~ Ist y = f(x) die gegebene Funkt ion, so löse man diese 
Gleichung nach der Größe x auf. Man erhält dadurch einen Ausdruck 
von der Form x = qJ (y). Da wir aber gewöhnt sind, die unabhän
gige Veränderliche mit x, die abhängige dagegen mit y zu bezeichnen, 
so ist y = qJ ( x) die zu y = f ( x) inverse Funktion. Ist also y = ~- x + 32 
die ursprüngliche Funktion, so erhalten wir durch Auflösung nach x 
die Gleichung x = t y - 1~ und durch Vertauschen von x und y 
y = } x - 1~ . Also sind die beiden Funkt ionen y = ;-x + 32 und 
y = } x - 1~ zueinander invers. Noch einfacher wird die Überleitung 
aus einer Funktion in die andere, wenn man in der ursprünglichen 
Funktionsgleichung x und y miteinander vertauscht; so ist zu 
y = f(x) die inverse Funktion x = f(y). Allerdings verzichtet man 
hierbei darauf, die letzte Gleichung nach der abhängigen Veränder· 
lichen aufzulösen. 
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Beispiel: y = fx + 32 und x = ·}y + 32. 
Desgleichen ist die zur quadratischen Funktion y = a x 2 + b x+c in

verse Funktion x = a y2 + b y + c oder nach der abhängigen Veränder-
lichen aufgelöst: b 1 ,.~----· 

y= -2a+2ayb2 -4a(c-x). 

Woran erkennt man nun, daß zwei gegebene Funktionen y = l(x) 
und y = <p ( x) zueinander invers sind 1 Diese Frage ist nach den 
obigen Ausführungen nicht mehr so schwer zu entscheiden. In einer 
der beiden Gleichungen, beispielsweise in der letzteren, vertausche man 
x und y, so daß sich ergibt x = <p (y); diesen Wert setze man in die 
erste Gleichung für x ein. Der Ausdruck y l(cp(y)) muß eine iden
tische Gleichung ergeben; d. h. die rechte Seite muß sich dann so 
umformen lassen, daß nur noch y stehen bleibt. Beispiel: Es seien 
wiederum y = f x + 32 und y = ~- x - 1~ gegeben; in der letzteren 
vertauschen wir x und y, um zu erhalten x = -} y - 1~ ; diesen Wert 
setzen wir in die rechte Seite der ersten Gleichung ein: 

%X + 32 = % (~- y - _L~) + 32 = y - 32 + 32 = y . 

Damit ist gezeigt, daß die beiden Funktionen zueinander invers sind. 
Zeige, daß dies auch für die beiden Funktionen 

y = a x2 + b x + c und y = L (-b + Y::-:b2o--4:-a-( c--x-,-)) 

gilt! 
Schließlich soll noch die Frage beantwortet werden: 

ziehung besteht zwischen den beiden Schaubildern, die 
versen Funktionen gehören 1 Erfüllt 
das Wertepaar x = a, y = b die Glei
chung y = I ( x) , so liegt der Punkt 
P1 (alb) auf der zu dieser Gleichung ge
hörigen Kurve. Dann muß aber das 
Wertepaar x = b, y = a die zur vorigen 
inverse Gleichung X = I (y) erfüllen, d. h. 

Welche Be
zu zwei in-

der Punkt P 2 (b Ia) auf der zu dieser ge- ----L-....l-.!~--;;_.,.-/1-..L--
hörigen Kurve liegen. Nun sind aber die 
beiden Punkte P 1 und P 2 zueinander 
spiegelbildlich bezüglich der 45 ° -Linie 
[s. a. (31)]. Demnach müssen die beiden 
Kurven selbst zueinander bezüglich 
dieser Linie symmetrisch liegen. Man 
zeige dies an den zu den Funktionen 

Abb. 45. 

y = %x + 32 und y = -&x- l*!l. 

bzw. y = a ;r2 + b x + c und y = 2
1a ( -b + fb2 - 4a(c- x) 

gehörigen Bildern. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 6 
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Zwischen zwei inversen Funktionen bestehen also die denkbar 
innigsten Beziehungen; diese müssen sich auch auf deren Differential
quotienten erstrecken, die wir nun bilden wollen. Den Schlüssel hierzu 
liefert uns die Kettenregel: Es sei y = f(x) die gegebene Funktion, 
die nach x aufgelöst, die Form haben möge x = g; (y) so daß f(g;(y)) == y 
ist und demnach f(x) und g;(y) zueinander invers sind. Da nun 

~ = 1 [s. (18)] ist, so muß auch df(!~y)) = 1 sein. Nun ist aber nach 

der Kettenregel: 

df(x) = df(x). dx = df(x). drp(y) = f'(x). '( ) 
dy dx dy dx dy g; Y · 

Folglich ist 
f'(x) • cp'(y) = 1. 65) 

Die Differentialquotienten zweier zueinander inversen 
Funktionen sind zueinander reziprok. Dieses überaus wichtige 
Ergebnis können wir auch aus Abb. 45 ablesen: Sind t1 die in P 1 und t2 

die in P 2 an die inversen Kurven gelegten Tangenten und g;1 bzw. cp2 

ihre Richtungswinkel, so muß infolge der Symmetrie bezüglich der 
45°-Linie cp1 + cp2 = 90°,alsotgcp1 • tgcp2 = 1,oder da tgg;1 = f'(x)x=a 
und tgcp2 = g;'(x)x=b ist, f'(x)x=a · cp'(x)x=b = 1 sein - in Überein
stimmung mit dem obigen Ergebnis. 

Die in den vorangehenden Zeilen entwickelte Lehre von den Umkehr
funktionen gibt uns in Verbindung mit der Kettenregel den Schlüssel, 
eine neue Gruppe von Funktionen, die bei weitem umfangreicher als 
die bisherige ist, zu untersuchen. .Die Funktionen, die wir bisher be
handelt haben: die ganze und die gebrochene rationale Funktion, werden 
unter dem Begriffe der rationalen Funktionen zusammengefaßt. Wir 
erinnern uns daran, daß sie entstehen, wenn man auf die Veränder
liche und eine Anzahl von Konstanten die vier elementaren Rechnungs
arten Addition, Subtraktion; Multiplikation und Division anwendet. 
Die Multiplikation schließt dabei von selbst auch das Potenzieren mit 
natürlichem Exponenten ein. Ehe wir uns jedoch mit denirrationalen 
Funktionen befassen, sei noch der binomische Satz abgeleitet, da 
wir ihn bald benötigen werden. 

(36) Es ist, wie sich leicht durch fortschreitendes Ausmultiplizieren 
bestätigen läßt: 

(1 + x)2 = 1 + 2x + xz, 

(1 + x)a = 1 + 3 x + 3 x2 + x3, 

(1 + x)4 ~ l + 4x + 6x2 + 4x3 + x4, 
66) 

(1 + x)5 = l + 5 x + 10x2 + 10x3 + 5x4 + x5. 
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Der binomische Satz befaßt sich nun mit der Entwicklung 
des Ausdruckes (1 + x)n nach steigenden Potenzen von x für 
beliebige Werte von n . Wir beschränken uns hier auf den Fall, daß n 
eine natürliche Zahl ist. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daß wir 
in diesem Falle beim Ausmultiplizieren von (1 + x)n eine Summe von 
n + 1 Gliedern erhalten. Das erste Glied heißt 1, die übrigen sind 
nach steigenden Potenzen von x geordnet, das letzte Glied ist xn; 
die übrigen Potenzen von x sind mit je einem Faktor multipliziert; 
diese Faktoren heißen die Binomialkoeffizienten. Um sie zu 
ermitteln, setzen wir an: 

die Binomialkoeffizienten sind also der Reihe nach mit 

bezeichnet word~n; man liest (~) als "n über k" und nennt (~) den 

kten Binomialkoeffizienten der nten Reihe. (~) ist nur von n 

und k abhängig, muß sich also durch diese beiden Zahlen ausdrücken 

lassen. Für besondere Werte von n und k können wir(~) schon angeben: 

man erkennt aus 67) sofort, daß (~) = (:) = l ist. 66) lehrt ferner, daß 

(~) = 2, 

(~) = 5, 

(~) = 3, 

(:) = 10' 

(;) = 3' 

(~) = 10' 

(~) = 4' (!) = 6' (!) = 4' 

(!) = 5 .. . ist. 

Kennt man alle Binomialkoeffizienten der (n- l)ten Reibe, so 
kann man leicht diejenigen der nten Reibe bilden, da man (l + x)n 

aus (I' + x)n- 1 dadurch erhält, daß man (1 + x)n- 1 mit (1 + x) multi
pliziert. In der Reihe (1 + x )n- 1 kommt nun ein Glied vor mit der 
Potenz x" und eines mit der Potenz x" - 1 ; ersteres hat den Bino-

mialkoeffizienten (n ~ 1) , letzteres den Binomialkoeffizienten (~ = D. 
Multipliziert man (1 + x)n - 1 mit 1 + x , so muß auch u. a. das Glied 

(n ~ 1)xk mit 1 und das Glied (~ = D x" - 1 mit x multipliziert werden; 

beide Multiplikationen ergeben die kte Potenz von x. Es sind dies 
aber auch die einzigen Glieder von (1 + x)n - 1 , die bei der Multipli
kation mit 1 + x Glieder von (1 + x)n mit der Potenz x" liefern; 

6* 
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also lautet dieses Glied [(~ = ~) + (n ~ 1)] x'<. Da dieses aber den 

Binomialkoeffizienten (~) hat, so muß 

(~) = (~ = D + (n ~ 1) 68) 

sein. Wir sehen diese Formel in den Gleichungen 66) bestätigt. Mit 
Hilfe von Formel 68) können wir also aus den Binomialkoeffizienten 
der (n-1)ten Reihe die der ,nten Reihe ableiten. Um dieses recht über
sichtlich zu gestalten, machen wir von den beiden selbstverständlichen 
Gleichungen Gebrauch (1 + x)O = 1 und (1 + x)1 = 1 + x, aus denen 

folgt (~) = 1 , @ = 1 , G) = l. Wir schreiben die Binomialkoeffizienten 

einer bestimmten Reihe in eine Zeile, und zwar so, wie das folgende 
Schema es zeigt: 

1 
1 1 

69) 
1 2 1 

1 3 3 1 
1 4 6 4 1 

1 5 lO lO 5 1 

Man nennt es das Pascalsehe Dreieck. Nach Formel 68) muß nun 
jedes Glied gleich der Summe derjenigen beiden Glieder der voran
gehenden Zeile sein, unter deren Lücke es steht; wir überzeugen uns, 
daß dies der Fall ist. Wir können auf Grund dieser Eigenschaft mit 
Leichtigkeit, ohne weiteres Ausmultiplizieren, die Binomialkoeffizienten 
der sechsten Reihe aufstellen; sie müssen lauten: 

1 6 15 20 15 6 1 

und ebenso die der folgenden Reihen 

1 7 21 35 35 21 7 1 
1 8 28 56 70 56 28 8 1 

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 

Dieses Verfahren, die Binomialkoeffizienten zu ermitteln, hat den 
Nachteil, daß man zwei Binomialkoeffizienten der vorangehenden 
(n- 1)ten Reihe schon kennen oder selbst erst ableiten muß, um 
einen der n ten Reihe zu berechnen. Befriedigend ist die Aufgabe erst 

dann gelöst, wenn wir eine Formel gefunden haben, die(~) unmittelbar 

durch n und k ausdrückt. Zu ihrer Ableitung gehen wir von der Glei
chung 67) aus; sie stellt eine Identität dar; d. h. sie soll für jeden 
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beliebigen Wert von x erfüllt sein. Dann muß auch der Differential
quotient der linken Seite identisch gleich dem Differentialquotienten 
der rechten Seite sein. Den Differentialquotienten der linken Seite 
bilden wir unter Zuhilfenahme der Kettenregel: Wir setzen y = z", 
z = l + x; es ist 

~~ = nzn- 1 = n(l + x)n- 1 , !!__ = l 
dx · 

Also ist 
d(1 + x)n - (l + )n-1 

dx - n x • 

Die rechte Seite differenzieren wir gliedweise unter wiederholter Be
nutzung der Formel 35). Setzen wir beide Differentialquotienten ein
ander gleich, so erhalten wir: 

n(l + x)n-1 = l· (~) + 2-(;) x+ 3-(;)x2 + · · · + k-(~)xk- 1 + · · ·1 67 a) 

+ (n - l) • (n: 1) xn- 2 + n·(:) xn- 1 • 

Dieses Verfahren setzen wir fort; d. h. wir bilden fortgesetzt die Diffe
rentialquotienten beider Seiten und setzen diese einander gleich ; wir 
erhalten so die weiteren identischen Gleichungen: 

n(n- 1)(1 + x)n- 2 

= 1·2·(;) + 2·3·(;)x + 3·4· (~)x2+ ... +(k-1). k(~)xk- 2+··· 

+ (n- 2) (n- 1) (n: 1)xn-s + (n- 1)n(:)x"- 2 , 

n(n- l)(n- 2)(1 + x)n-3 

= 1·2·3·(;)+ 2·3·4(~)x + .. · + (k-2)(k- 1)k(~)xk - 3+ · · · 

+ (n- 3) (n -2) (n-1)(n : 1)xn-4 + (n- 2)(n - l)n(:)xn- 3 , 

n(n- 1)(n- 2) ... (n- k + l)(l + x)n-k 67b) 

= 1· 2 · · · k(~) + · · · + (n- k) ·· · (n -2) (n-1)(n: 1)x"- 1 -k 

+ (n + 1- k) ··· (n-1)n(:)xn-k, 

n(n-l)(n-2)···2(l+x)=l·2···(n-3)(n-2)(n-l)( n) n-1 

+ 2 • 3 . • · (n- 2) (n- l) n (:) x, 

n (n- l) (n- 2) .. · 2 · 1 = 1 · 2 · 3 · · · (n- 2)(n - 1) n · (:). 
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Nun setzen wir in den Gleichungen67), 67a), 67b) für x den Wert Null 
ein; wir bekommen dadurch der Reihe nach die Gleichungen: 

l = (~), n = 1 · (~), n(n- l) = l · 2 · (;), 

n(n- l)(n- 2) = 1· 2 · 3 · (;), ... , 

n(n- I) . ·. (n- k +I)= 1· 2 . ·. k(~), ... , 
n (n - I) (n - 2) · .. 2 = 1 · 2 · · · (n - 3) (n - 2) (n - I) • (n: 1) , 

n (n - I) (n - 2) · · · 2 · I = I · 2 · 3 .. · (n - 2) (n - I) n • (:) . 

Diese können wir nach den Binomialkoeffizienten auflösen, für die 
sich die Werte ergeben: 

(~) = 1 , (~) = ; , (;) = n(~ :-; 1), (;) = n(n~.1~:n3-2), ... , 
(n) = n(n- I)(n- 2) ... (n- k + 1) 
k 1·2·3···k , . . . , 

70) 
( n ) = n(n - 1)(n- 2) ·. · 2 
n- 1 l · 2 · 3 ... (n- l) ' 

(n) = n(n-; 1)(n- 2) ··· 2 · 1 = I . 
n 1· ·3 · ··(n - l)n 

Damit ist unsere Aufgabe in der gewünschten Form gelöst. Wir können 

den Ausdruck für (~) noch etwas einfacher gestalten, indem wir das 

Produkt aller ganzen Zahlen von I bis k, also den Ausdruck 
I· 2 · 3 · · · (k- 2)(k- l)k kurz in der Form k! schreiben und k! 
als "k ausgerufen" lesen. Macht man hiervon Gebrauch, so kann man 
schreiben: 

(n) = n(n - 1) · ·· (n - k + 1) 
k k! . 

Erweitern wir mit (n- k)!, so wird 

(n) = n(n- 1)(n- 2) ··· (n- k + 1) · (n - k)(n- k- l) ··· 3 · 2 ·1 
k l · 2 · 3 . .. k . 1 · 2. 3 · · · (n - k) 

oder, da der Zähler gleich n! ist, 

(n) n! 
k = k! (n- k)! · 

70a) 

Zwischen den Binomialkoeffizienten besteht nun eine Fülle von 
Beziehungen, auf die einzugehen hier nicht der Ort ist. Erwähnt 
seien nur die folgenden: Gleichung 68) stellt eine solche dar; und 
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aus Gleichung70a) folgt sofort eine andere: Nach ihr ist nämlich, wenn 
wir statt k den Wert n- k setzen: 

( n ) n! n! 
n- k = (n- k)! (n- (n- k))! = (n- k)! k!' also 

Nun steht aber in der Entwicklung (1 + x)" das Glied mit dem Koeffi

zienten (n ~ k) ebenso weit vom Ende entfernt wie das Glied mit dem 

Koeffizienten ( ~) vom Anfange; also sind die Binomialkoeffizienten 

jeder Reihe symmetrisch angeordnet, eine Eigenschaft, die man schon 
aus den Formeln 69) vermuten konnte, die hiermit für jedes n streng 
bewiesen ist. 

Wir wollen schließlich die gewonnenen Ergebnisse auf ein Beispiel 
anwenden; wir wählen hierzu den Ausdruck (a + b )9. Wir können 
schreiben: 

(a + b)9 = a9 (1 + !t = a9 (l + x)9 , 

wenn .! = x gesetzt wird. Es ist a 

(1 + x)9 = 1 + m X + (~) x2 + (:) x3 + (!) x4 + (:) x5 + (:) x6 

+ (~) x1 + (!) xs + (:) x9 , 

und wir finden nach 70) 

f9) 9 (9) 9 . 8 (9) 9 . 8 . 7 (9) 9 . 8 . 7 . 6 
,1 = T = 9, 2 = n = 36, 3 = r-:-2:3= 84, 4 = ~a--:-4 = 126 

usf. Demnach ist 

(a + b)9 = a9 ( 1 + 9 ! + 36 (! r + 84 (! y + 126 (! r + 126 (! r 
+ 84 (: r + 36 ( ! r + 9 ( : t + (! n 

oder 
(a + b)9 = a9 + 9aBb + 36a7 b2 + 84a6 b3 + l26a5 b4 + l26a4 b5 

+ 84 a3 b6 + 36 a2 b7 + 9 a bB + b9 • 

§ 8. Die irrationalen Funktionen. 

(37) Wendet man auf eine Veränderliche x und eineAnzahl von Kon
stanten außer den Grundrechnungsarten auch noch das Wurzelziehen 
an, so erhält man die irrationalen Funktionen; sie unterscheiden sich 
rein äußerlich von der bisher betrachteten rationalen Funktion 
durch das Auftreten des Wurzelzeichens. 
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Der einfachste Fall der irrationalen Funktion ist natürlich die 
Funktion 

y=yx. 71) 

Sie ist nach (35) die zu y = x 2 inverse Funktion. Doch hier 
begegnen wir einer neuen Sachlage: Die Quadratwurzel aus einer 
Zahl ist nur dann reell, wenn der Radikand x positiv ist. Wir lernen 
demnach in 71) eine Funktion kennen, die nicht für jeden Wert von 
x einen - für uns allein in Betracht kommenden - reellen Wert hat, 
sondern nur für x > 0, ein Verhalten, das bei den rationalen Funktionen 
völlig ausgeschlossen war. Ferner wissen wir aus der Algebra, daß die 
Quadratwurzel aus einer positiven Zahl stets zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte hat. Die Funktion y = fX ist eine zweideutige 
Funktion. Um den Differentialquotienten von y = yx zu bilden, 
benutzen wir den in (35) gewonnenen Satz : Wir lösen nach x auf und 

h I 2 D h . dx _ 2 I dy 1 d dy _ 1 . er a ten x = y . a er 1st d- - y, a so -d = 2- , o er d- - ,1-, _ y x y x 2rx 
demnach ist ddy x = ~-. Wir sehen, daß auch der Differentialquo-

x 2rx 
tient nur für x > 0 reell ist und ebenfalls zwei entgegengesetzt gleiche 
Werte hat. Besonders hervorzuheben ist aber der Wert x = 0; für 
ihn hat y den Wert 0, ist also- im Gegensatz zu allen anderen Werten 
von yx - eindeutig. Dagegen ist der Differentialquotient an dieser 

Stelle gleich oo; es kann also für ~~ der Wert oo auch an Stellen ein

treten, an denen der Funktionswert y selbst endlich ist. 
Das Schaubild der Funktion y = yx bestätigt die Ergebnisse der 

Rechnung. Es hat folgende Eigenschaften: Da sich nur für positive x 
reelle y ergeben, verläuft die Kurve nur auf derjenigen Halbebene, welche 
die positive x-Achse enthält, und da zu jedem positiven x zwei entgegen
gesetzt gleiche y gehören, ist die x-Achse Symmetrieachse der Kurve. 
Ferner geht die Kurve durch den Anfangspunkt und berührt in diesem 
die y-Achse (s. Abb. 46); man findet am bequemsten und raschesten die 
Punkte 

OJO, +IJ±l, +4 J+2, +9J±3, +i-I±·L 
+tl ± t, +.2fl ± -~ ···). 

Da uns auch der Differentialquotient d Yx = ~~- bekannt ist, sind 
dx 2 r x 

wir in der Lage, in den einzelnen Punkten an die Kurve die Tangenten 
zu legen, wobei nur zu beachten ist, daß das Vorzeichen der Wurzel 
mit dem jeweiligen Vorzeichen von y übereinzustimmen hat. So hat die 
Tangente im Punkte P ( +{ J + t) die Richtung +{, dagegen im 
Kurvenpunkte P' ( + -} J- t) die Richtung -{. Auch das Verhalten 
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der Funktion y = "Jix für x = 0 erhellt aus der Kurve; denn da diese 
in 0 die y-Achse zur Tangente hat, so nähert sich LI y wesentlich 

langsamer dem Werte Null als LI x; und das Verhältnis ~~ wächst 

mit abnehmendem LI x über alle Grenzen hinaus. In Abb. 46 a ist der 
Kurventeil in der Scheitelnähe vergrößert gezeichnet; es ist für 

Llx = t -fs tr~ rh 0, 

Lly = t ±- t -~s
Liy- 2 
Llx- 4 8 16 

0, 

oo. 

Da nach (35) die Bilder zweier zueinander inversen Funktionen 
zueinander bezüglich der 45 o -Linie symmetrisch sind, so muß dies auch 

y 

+2 k:::i:::== 

""'""' [J_~ / 
....... L 

:---- b 

L 
L 1/ 

1 2 J 'I 
X 

\ 

" -1---
r"=!=o., 

...... /:" 

-----l --b-
r-

1 1 _J__ 1 
256611 iG q 

Abb. 46. Abb. 46a. 

für die Bilder der Funktionen y = yx und y = x2 gelten. Hiernach 

ist das Bild der Funktion y = yx eine Parabel, deren Scheitel in 0 
liegt, deren Achse die positive x-Achse und deren Scheiteltangente die 
y-Achse ist. 

(38) Am häufigsten tritt die einfachste irrationale Funktion in der 
etwas allgemeineren Form auf 

y = y 2 p-; oder y2 = 2 px ; 72) 

aus ihr ergibt sich Gleichung 71), wenn man 2p = 1 setzt. Die inverse 
2 

Funktion ist y = ;P; die zu ihr gehörige Kurve ist nach (16) eine 

Parabel, deren Scheitel in 0 liegt, deren Achse die y-Achse und deren 
Scheiteltangente die x-Achse ist. Daher ist die zu 72) gehörige Kurve 
ebenfalls eine Parabel, deren Scheitel in 0 liegt, deren Achse aber die 
x-Achse und deren Scheiteltangente die y-Achse ist. Die hier auftretende 
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Konstante p, welche die Gestalt der Parabel bestimmt, heißt der Para
meter der Parabel, die Gleichung y = y2px bzw. y2 =2px heißt die 
Scheitelgleichung der Parabel; diese Form wird den Parabel
untersuchungen zumeist zugrunde gelegt. Wir wollen aus ihr einige 
weitere Eigenschaften der Parabel ableiten: 

Für p > 0 ist die positive x-Achse, für p < 0 die negative x-Achse 
die Parabelachse (warum~). 

Zur Konstruktion der Parabel verfährt man zweckmäßig derart, 
daß man die Abszissen der Punkte als Vielfache von p darstellt; dann 

y 

ergeben sich auch die Ordinaten 
nach 72) als Vielfache von p: 

p 9 
x = 2 2p 2P 

Y=±p ±2p ±3p 

8p 

±4p 

Besondere Bedeutung hat der 
PunktF auf der Parabelachse, des-

sen Abszisse gleich{- ist, er heißt 

der Brennpunkt der Parabel; der 
zu ihm gehörende Parabelpunkt E 

Abb. 47. hat eine Ordinate, die gerade gleich 
dem Parameter p ist (Abb. 47). 

Zur Konstruktion der Tangenten an die Parabel bilden wir den 

Differentialquotienten von 72). Es ist x = 2Y
2 

, also ddx = 1L und nach (35) 
p y p 

!:JL P oder dY2 P x = _P_ = 1/J: . 
dx y dx y2px 2x 

Demnach sind die Tangentenrichtungen in den Punkten 

~ l ± p, 2pJ ± 2p, ~ pl ± 3p, 8pJ±4p, . . . 
I • 

:c 1' ±L ±L ±-i:, ... 

Wir merken uns hiervon, daß in dem zum Brennpunkte F ge
hörigen Parabelpunkte E die Tangente gerade unter 45° 
geneigt ist. Ferner folgt aus dem Dreieck TXP (Abb. 47) 

1 
TX :XP = - oder tgcp TX:y = JL, 

p 
TX = y2 = 2px = 2x. 

p p 

Da OX = x ist, muß also auch TO = x sein. Dann muß aber infolge 
der Ähnlichkeit der beiden Dreiecke TOS""' TXP die Proportion 

gelten: OS: XP = TO: TX oder OS: y = x: 2x, woraus OS = { 
folgt. Das heißt aber: 
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Jede Parabeltangente schneidet auf der Parabelachse 
ein Stück TO ab, das gleich des Abszisse des Berührungs
punktes, und auf der Scheiteltangente ein Stück OS ab, das 
gleich der halben Ordinate des Berührungspunktes ist. 
Um also die zu P gehörige Parabeltangente zu konstruieren, brauchen 
wir nur auf der Achse einen Punkt T derart zu suchen, daß 0 der 
Mittelpunkt von TX ist, oder auf der Scheiteltangente vom Scheitel 0 
aus die Strecke 0 S gleich der halben Ordinate von P aufzutragen 
und T bzw. S mit P zu verbinden [s. a. (114) S. 311]. 

(39) Wir gehen nach diesen Sonderbetrachtungen jetzt zur all
gemeinen irrationalen Funktion über; vorher aber wollen wir 

die Funktion y = yx differenzieren, wobein eine ganze Zahl sein soll. 
Ihren Differentialquotienten gewinnen wir auf folgende Weise: Es ist 

x = yn, also ddx = n • yn-l, demnach ddy = -~1 ; und da y = yx y x ny-
ist, so wird 

1 
73) ~n--· 

n ·l'xn-1 

Mittels der Kettenregel läßt sich nun auch der Differentialquotient der 

Funktion y = y x• bilden, wobei r und s ganze Zahlen sein sollen. 

Wir setzen y = yz, z = x•; es ist nach 73) 

Also wird 

dy 
Tz 

1 
und ~ = sx"-1 

dx 

Bei Einführung der Bruchexponenten ( )rx = x+) geht der Differential
quotient über m 

dy 8 x<- 1 8 x•- 1 8 + -1 
-=-·---=---=-X 
dx r ..!... (r - ll r , _ ' - r 

X r X r 

8 

Da wir aber auch y in der Form y = x r schreiben können, so erhalten 
wir schließlich die Formel 

' 
dx 7 8 ' - 1 
-- = -x' 
dx r 

Setzen wir in ihr !... = n, so kommen wir auf die Grundformel r 

74) 

35) 
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dxn . 
Die Formel ---;IX= nxn-l gllt daher für jeden beliebigen 

rationalen Exponenten n. 
Es wird sich später zeigen, daß die Formel 35) auch für Werte 

von n gilt, die nicht rational sind. 
Nun sind wir in der Lage, jede beliebige irrationale Funktion zu 

differenzieren ; an einer Reihe von Beispielen soll das V erfahren 
erläutert werden {Übungen!). Wir beginnen mit der Einübung der 
Formel 35) für gebrochene Werte von n: 

l. 

2. 

3. 

also 

y = -y-;; 

lfX9 y= ; 

y=fxä; 

d-1-

l 
also n=2, 

9 
n=5, also 

3 
also n=5, 

3 n=- -4' 

d Vx = .!_ xt _ 1 = _I_ = _ I_ . 
dx 2 2xt 2y'X' 
5-

dVx9 = ~x~ -1 = ~x! = ~ }IX4. 
dx 5 5 5 ' 

dyXS = !x~-1 = !x-! = _ 3_ . 
dx 5 5 •12 ' 5 •}X 

yxa = -~x-f-1 = -~x-t---3-
dx 4 4 · - ~~--- • 4. rx' 

Durch Anwendung der Fundamentalformel 35) auf gebrochene 
Exponenten gestaltet sich demnach die Differentiation dieser Funk
tionen sehr einfach. Auch für die Funktion y = y2 p x ergibt sich 
leicht, wenn wir 2 p x = z und daher y = yz = zl setzen, 

dy = dy -~~ = ..!..z-L 2p = _P_ = l/ P wie oben. 
dx dz dx 2 y2px V2x 

Weitere Beispiele : 

5. y = a yr ; nach der Konstantenregel ist: 

dy s ..!__1 s'--
dx = a. r. x' = a. r yr-r . 

~c ~c dy 7 ~G 7 ~1-6. y=x2·rx= rx7, dx = 3·yx4 = 3xyx. 

Man differenziere unter Zuhilfenahme der Summenregel die Funktion 

y = 2 x2 - '1...,.-t x y; + 3 y; - 5 

und überzeuge sich, daß der Differentialquotient lautet: 

:~ = (2 v;- v~r 



(39) Die irrationalen Funktionen. 93 

7. y = y 3 - 2 x. Man setze y = zi, z = 3 - 2 x; dann ist 

dy - 1 -i- 1 -- -z - , 
dz 3 3·f(3 -2 x)2 

dz = _ 2 
dx ' 

also 
dy 2 

dx =- 3·V(3-2x)2. 

1 
8. y = ---· y =z-i, z = 2ax- x2 ; 

· V2ax- x2 ' 

dy 1 _ 1 dz 
- =- - z 1=- - =2a-2x· 
dz 2 2Y(2ax -x2)3' dx ' 

dy 1·2(a-x) x-a 

dx 2V(2ax-x2)3 y(2 ax-x2) 3 . 

9. y = x ia2 - x2. Verwendung der Produktregel: y = u · v, wobei 
d ,/ E du _ l d dv x u = x un v = ra2 - x2 ist. s ist dx- un dx ya2 _ x2 

(v = zl und z = a2 - x 2) . Also ist 

Beweise unter Verwendung der Produktregel, daß der Differential-
. ~ dy 27x ß quot1ent von y = (5 + 3 x) r 6x- 5 lautet: -d = ~ ; ebenso da 

x }6x - 5 der von 

lautet :~ = 7 x2 • f5 + 2 x. 

y = zt, 
a2 + x2 

z =-- · a2- x2' 

Nach der Quotientenregel ist weiter 

also ist 

d z 
dx 

(a2 - x2) • 2x- (a2 + x2) • (-2x) _ 4a2 x . 
(a2 _ x2)2 - (a2 _ x2)2 ' 

dy 1 ~ · 4a2 x 2a2 x 
dx 2 ya2 + x2 (a2 _ x2)2 (a2 ~ x2) ya4 _ x4 • 

11 y - a + yx - .!:. wo bei u = a + 11 x , v = b + ~'x ,· Quo-. -b+Jrx-v' f r"' 
tientenregel: 

du 
dx 

1 dv 1 
dx = 3yXZ; 
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also 

dy 
dx 

Das Differenzieren. 

( 3·-) 1 ,;-) 1 
b + V x • -- - (a + r x · 3 _ 

2Yx 3 yx2 

(b + Vx)2 

=3b·Vx-2a+vx 
6·fx2 (b+yx)2 

(40) 

b 1 a 1 -+------
2VX 2vx 3VX2 3Vx 

(b + rx)2 

12. y = Vx + y'x2 + a2 ; Kettenregel: y = zi, z = x + v, v = ut, 
u = x2 + a2 , 

also ist 

dy 1 - 2 1 
-= -z •= •-====== 
dz 3 3 Y<x + vx2 + a2)2 

dz = l + dy_ 
dx dx' 

dv 1 1 
-= - u-t=---
du 2 2 vx2 + a2 ' 

du 
dx = 2x, 

dv 
dx 

X dz = l + __ x_ = x + ~(ti!. 
dx yxz + a2 vx2 + a2 ' 

3 ------

dy X + Vx2 + a2 Yx + vX2+a2 
dx = 3 f(x +-Vx2 + a2)2. yxz + az = 3 Jix2+ az 

( 40) Anwendung der irrationalen Funktion: Das Ponceletsche 
Theorem, das dem rechnenden Techniker ein praktisches Mittel in die 

Abb. 48. 

Hand gibt, um annäherungsweise Quadratwurzeln zu 
ziehen. Sind z. B. P und Q (Abb. 48) zwei aufeinander 
senkrecht stehende auf denselben Massenpunkt wir

kende Kräfte, so ist ihre Mittelkraft R = yP 2 + Q2 • 

Wir wollen R möglichst bequem - unter Umgehung 
des Wurzelzeichens - berechnen. Es sei Q die kleinere 

der beiden gegebenen Kräfte, wir wollen den echten Bruch~ gleich x 

setzen. Dann ist R = P · y'l + x 2 • Am bequemsten wäre R zu ermit
teln, wenn es sich als lineare Funktion von x ausdrücken ließe, etwa 
in der Form R = P · (/-l + v x). Gegenüber dem richtigen Werte 
P · y'l + x2 ist der absolute Fehler, den wir begehen, wenn wir 

R = P (u + vx) setzen, F = P · yl + x 2 - P · (f-l + vx), und demnach der 
relative Fehler (Quotient aus dem absoluten Fehler und dem wahren 
Werte) 

F yf+XZ-,u-vx d 
y =- = o er 

R y1 + x2 

,u + vx 
Y = l- V1 + x2' 

Die Frage ist nun: Welche Werte haben wir den Größen f-l und v zu 
geben, damit der relative Fehler y möglichst klein wird, und wie groß 
kann y im ungünstigtsen Falle werden 1 



(40) Die irrationalen Funktionen. 95· 

Wir untersuchen zur Beantwortung der Frage die Funktion 

y = 1 - :r: ~~ in dem uns allein angehenden Bereiche 0 :::; x < 1 . 

Für x = 0 wird y0 = l - fk; für x = l wird y1 = 1 - fl J- v. Damit y = 0 

wird, muß l - fl + vx = 0 sein oder 1 = (fl + vx)2 oder 
y1 + x2 1 + x2 

(l- v2}x2 - 2fkvX + (1- f12) = 0. 

Die Lösungen dieser quadratischen Gleichung sind 

Also, wenn nur f1 2 + v 2 > l ist, gibt es stets zwei Schnittpunkte mit 
der x-Achse. Da ferner die Funktion y und also auch die Kurve stetig 
ist, so muß zwischen diesen beiden 0 p 
Punkten ein Maximum bzw. Minimum 
der Funktion liegen. Wenn wir weiter 
voraussetzen, daß die Ungleichungen 

und 

1-,u>O, 

1 - 1t+__2'>0 
(2 

0 < x1 <x2 < l 

erfüllt sind - Voraussetzungen, die 
durch die späterenWerte von f1 und v 

s 
Abb. 49. 

in der Tat erfüllt werden -, so hat die Kurve den in Abb. 49 an-
gegebenen Verlauf, wobei 

AO = l- ,u = y0 , AB= 1, 

ist. In diesem Falle besitzt die Kurve zwischen K und N ein Minimum, 
das durch die Strecke CS dargestellt wird. Um C S zu ermitteln, 
bilden wir 

(1 + x2)v- (fl + vx)x 

Y(l + x2)a 

Soll der Differentialquotient gleich Null werden, so muß 

(1 + x2) v - (,u + v x) x = 0, d. h. x = AC = ~ 
fl 

sein; hierzu gehört 
y2 

fl +-

Ymin = C S = l - V fl 2 = l - f /)-2 + y2 < 0 
1 + _I'_ 

fl 2 
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nach obigen Voraussetzungen. Folglich ist der absolute Betrag 

I OS I= yp.-2 + v2- l. 

Poncelet legt nun seiner Fehlerfunktion 

=l-!'+vx 
y Yl + x2 

(40) 

die Bedingung auf, daß die absoluten Beträge von AO, BP und C S 
einander gleich sein, d. h. also, daß die beiden größten positiven Fehler 
und ebenso der größte negative Fehler denselben Betrag haben sollen. 
Er setzt demnach 

I - /).- = I - fl + V = -y p.-2 + v2 - 1 . 
y2 

Hierdurch erhält er zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten p.
und v, die wir nun auflösen wollen: Wir bekommen 

v = p.-(-y2- I) und 2- p.- = yp.-2 + ---;2, 
also 

2- /).- = /).- YI + 2- 2f2 +I; 
hieraus folgt 

2 /).- = = 0,960 
l + f4- 2 V2 

und weiter v = 0,398. Man überzeuge sich, daß in der Tat 

I - p.- = 0,040 > 0 , 
fl + ,, 

l - -y"2 = 0,040 > 0, p.-2 + v2 = 1,080 > I , 

X1 = 0,12 < 1, x2 = 0,79 < 1 ist. 

Hiernach ist der relative Fehler, den wir begehen, wenn wir statt 
des Ausdruckes yP2 + Q2 den Ausdruck 

P(0,960 + 0,398x) = 0,960P + 0,398Q 
setzen, 

_ l _ 0,960 + 0,398 X 

y- YI+x2 

Dieser ist höchstens 0,04. D. h . die P onc e let sche Formel 

yP2 +Q-2 = 0,960P + 0,398Q 

liefert uns einen Wert, der vom wirklichen Werte um höchstens 4% 
abweicht. 

Falls man nicht von vornherein weiß, welche von beiden Kräften 
die kleinere ist, so setze man y'1 + x 2 = ,u ( 1 + x) ; legt man der 

Fehlerfunktion y = 1 - ,uy~{ ;> wiederum die Bedingung auf, daß 
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der größte positive Fehler gleich dem größten nega
tiven Fehler sein soll, so ergibt sich p = 0,828, also 

l' P 2 + Q2 = 0,828 (P + Q), der größte Fehler beträgt 
hier 17%. Die Durchrechnung nehme der Leser selbst vor. 

Ebenso sei ihm überlassen, nachzuweisen, daß der 
Fehler nur ungefähr 2% beträgt, wenn man für x > 0,2 

yp2 + Q2 R:J 0,888P + 0,490Q 

setzt, und wenn man für x < 0,2 einfach 

yp2 + Q2 R:! p 

setzt (Polytechnische Mitteilungen Bd. 1). 

(41) Wir fassen in einem Überblick die bisher behan
delten Gruppen von Funktionen kurz zusammen: Wir 
haben begonnen init der linearen Funktion, daran ~ 

anschließend die quadratische Funktion untersucht; o 
beide sind Sonderfälle der allgemeinen ganzen ratio- ~ 
nalen Funktion, die wir dann behandelt haben. In ~ 
gewissem Gegensatze hierzu stehen die gebrochenen 
rationalen Funktionen, die wir in die echt ge
brochenen und die unecht gebrochenenrationalen 
Funktionen eingeteilt haben. Beide, die ganzen und 
die gebrochenen rationalen Funktionen, bilden die zwei 
großen Gruppen der rationalen Funktionen. Ihnen 
stehen gegenüber die irrationalen Funktionen. Alle 
bisher behandelten Funktionen lassen sich auf al
gebraischem Wege aus einer Veränderlichen und einer 
Anzahl von Konstanten bilden; man bezeichnet sie 
daher als algebraische Funktionen. 

Hiermit ist jedoch das große Gebiet der Funktionen 
bei weitem noch nicht erschöpft; wir können uns 
Funktionen denken, die eine Abhängigkeit ausdrücken, 
welche nicht durch algebraische Operationen aus einer 
Veränderlichen und aus Konstanten entsteht; man 
denke an die Sinus-, die Logarithmenfunktion usw. 
Alle diese Funktionen, die nicht algebraisch sind, wer
den als transzendente Funktionen bezeichnet. 
Von diesen sind uns aus der niederen Mathematik 
als elementare Funktionen bekannt die goniometri
schen Funktionen (Sinus, Kosinus, Tangens, 
Kotangens, Sekans, Kosekans) und die logarith
mische Funktion; wenn wir die zu diesen gehörigen 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 

97 

7 
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Umkehrfunktionen noch dazunehmen, so haben wir alle in der niederen 
Mathematik wichtigen transzendenten Funktionen aufgezählt. Wir 
können durch Verbindung dieser Funktionen untereinander und mit 
algebraischen Funktionen eine unendliche Fülle zusammengesetzter Funk· 
tionen schaffen. Und da auch hiermit die gesamte Menge der transzen
denten Funktionen noch nicht erschöpft ist, lassen sich weitere Funk
tionen in beliebiger Zahl mathematisch definieren. Doch davon später! 

In den nächsten Paragraphen wollen wir die aus der elementaren 
Mathematik bekannten transzendenten Funktionen im Sinne der In
finitesimalrechnung behandeln und damit vorläufig die Lehre von den 

Funktionen und die Differentialrechnung abschließen. Die umstehende 
Übersicht (s. S. 97) stellt die Funktionen schematisch zusammen. 

§ 9. Die goniometrischen Funktionen. 
( 42) Anschließend an die elementare Mathematik definieren wir die 
goniometrischen Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x als Funktionen 
eines Winkels x, wobei wir allerdings jetzt den Grundbegriffen der 
Goniometrie hier und da eine andere Fassung zu geben haben. So haben 
wir in der Elementarmathematik den rechten Winkel in 90 gleiche Teile 
geteilt, einen solchen Teil als 1 Grad (1 °) bezeichnet, weiter 1 Grad 
in 60 Minuten (1 ° = 60') und 1 Minute in 60 Sekunden (1' = 60") 

Abb. GO. 

geteilt. In der Wahl dieser Winkeleinheiten liegt 
nun aber eine im Wesen des Winkels durchaus 
nicht begründete, wenn auch für die Elementar
mathematik praktisch recht wertvolle Willkür. 
Andererseits würde die Übernahme dieser Art von 
Winkelmessung in die Infinites im a Ire c h nun g 
die Behandlung der Winkelfunktionen überaus 
schwerfällig gestalten. Nun läßt sich aber leicht 
ein Winkelmaß finden, das die Größe des Winkels 

einzig aus seiner Eigenschaft heraus definiert, das also ein n a t ü r I ich es 
Winkelmaß darstellt; es ist dies das Bogenmaß des Winkels. 

Schlagen wir nämlich (Abb. 50) um den Scheitel 0 eines Winkels X 

einen Kreis mit beliebigem Radius r, dessen zwischen den Schenkeln von 

x liegender Bogen die Länge b habe, so hat das Verhältnis f einen 

nur von der Größe des Winkels x abhängigen Wert. Man nennt f 
das Bogenmaß von x, und wir werden späterhin einfach schreiben 

x = f . In diesem Abschnitte ( 42) indessen, der die Beziehungen 

zwischen dem neu zu wählenden und dem bisherigen Winkelmaß aus
einandersetzen soll, wollen wir hierfür schreiben arc x (sprich Arcus 
von x). Wählt man r = 1, so ist x(=arcx) = b; man nennt denKreis 
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vom Radius r = 1 den Einheitskreis; mit seiner Hilfe kann man das 
Bogenmaß etwas anschaulicher auch dadurch definieren, daß man sagt: 

Das Bogenmaß eines Winkels ist der zu ihm als Mittel
punktswinkel gehörige Bogen im Einheitskreise. 

Welche Beziehung besteht zwischen der Maßzahl eines Winkels im 
Gradmaß und derjenigen im Bogenmaß ? Wir stellen die Proportion auf: 
b: 2:nr = X 0 : 360°, um zu erhalten: 

b X 0 :n: 
arcx = r = 2 :n 3600 = 1800 . xo. 

:n: 0 0 1800 
arcx =ISO" · x , x = -----;;---- • arcx. 75) 

Gleichung 75) sagt aus, daß wir die Gradangabe eines Winkels mit 

1:0o zu multiplizieren haben, um das Bogenmaß zu erhalten, und 

daß wir umgekehrt aus diesem das Gradmaß durch Multiplikation 
180° mit -- bekommen. 

:n: 

So ist beispielsweise das Bogenmaß zu x = 112 o 32' 54" = 112 o, 548 

arcx = 112,548 · 1; 0 = 112,548 · 0,0174533 = 1,96433; 

und das Gradmaß zu arc x = 2,34567, 

X= 2°, 34567: l~O = 2°,34567:0,0174533 = 134°, 397 

= 134 ° 23' 49". 

In der Praxis bedarf es dieser Rechnung nicht, da jedes Ingenieur
taschenbuch1) diesbezügliche Umrechnungstabellen enthält. Im folgenden 
ist eine Zusammenstellung der wichtigsten Winkel in Gradmaß und 
Bogenmaß gegeben: 

ZD arc x: .", arcx 

30° 
:n: 
6 = 0,52360 150° ~:n: = 2,61799 

45° 
:n: 
4 = 0,78540 180° :n: = 3,14159 

60° 
n 

. 3- = 1,047 20 225° ~:n: = 3,92699 

90° 
:n: 
2 = 1,57080 240° t,n = 4,18879 

120° ~:n: = 2,09440 270° ~n = 4,71239 

135° in = 2,35620 360° 2n = 6,28319 

57° 17'44",8 1 

1 ) Freytags Hilfsbuch für den ]daschinenbau, 7. Aufl. Berlin: Julius 
Springer 1924. 

7* 
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(43) Um die Funktionen eines Winkels x zu definieren, wählen 
wir, wie aus der elementaren Mathematik bekannt ist, seinen Scheitel 0 

i als Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
I 

1 Koordinatensystems und legen die x-Achse 
I in die Richtung seines Anfangsschenkels. 
: Wir wählen ferner auf dem freien 

Q X; Schenkel einen beliebigen Punkt P; 
----;----- - ~ o 0 P = r heiße der Leitstrahl des 

p 

I 
: Punktes P [s. a. (105)], und bestimmen 
1 Abb. 51· die Abszisse und die Ordinate von P, 
I 
I 

. Ordinate 
sm x = Leitstrahl 

t x = Ordinate 
g Abszisse 

man definiert 

QP 
OP' 
QP 

= OQ' 

Abszisse OQ 
cos X = Leitstrahl = 0 P ' 

t Abszisse OQ 
c gx = Ordinate = QP' 

( _ Leitstrahl _ 0 P _ Leitstrahl _ 0 P) 
sec x - Abszisse - 0 Q ' cosec x - Ordinate - Q P · 

Unter Benutzung des Bogenmaßes ist also beispielsweise: 

. n 1 O SO n 1 ,(<; 
Slll6 = -2- = , 000, COS ·ß = 2 y3 = 0,86603, 

tg ~ = }13 = 0,57735, ctg-f = y3 = 1,7321; 

. 3 1 ,;-
sm4 n = -2- y2 = 0,70711, 

3 
tg4 n =-I, 

sin: n =-! y'3 = -0,86603, 

tg: n = + y3 = +I,732l, 

3 1 , ;-
cos4n = - 2 y2 = - 0,70711, 

3 
ctg4 n =-I; 

4 1 
cos3 n = - 2 = -0,50000, 

4 I ,;-
ctg3n = +s y3 = +0,57735, 

sin 2 n = 0 , cos 2 n = + I , tg 2 n = 0 , ctg 2 n = oo . 

Die Periodizität der Winkelfunktionen spricht sich in den Formeln aus: 

sin(x+2kn) =sinx, cos(x+2kn) =cosx, 

tg(x + kn) = tgx, ctg(x + kn) = ctgx, 

wobei k eine ganze Zahl ist. 
Unter Benutzung des Bogenmaßes gelten ferner u. a. die Formeln: 

sinx=+cos(; -x)=-cos(; +x)=+cos(x- ;) 

=+~~-~=-~~+~=-~~-~ 

= - COS ( ~ n - X) = + C OS ( ~ n + X) = - COS (X - ~ n) 

= -sin(2n - x) = +sin(2n + x) = +sin(x- 2n); 
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cos x = + sin (; - x) = + sin (; + x) = - sin ( x - i) 
= -cos(n- x) = -cos(n + x) = -cos(x- n} 

. -sin(-}n- x) = -sin(! n + x) = +sin(x-! n) 

= +cos(2n- x) = + cos(2 n + x) = +cos(x- 2 n); 

tg X = + ctg (; - X) = - ctg (; + X) = - ctg (X - ; ) 
= -tg(n- x) = + tg(n + x) = +tg(x- n) 

=+~(:n-~=-~(:n+~=-~~-:~ 
=- tg(2n- x) = + tg(2n + x) = + tg(x- 2n) ; 

ctg X = + tg (; - X) = - tg ( ~- + X) = - tg (X - ; ) 

= - ctg(n- x) = + ctg(n + x) = + ctg(x- n) 

= +tg(: n- x) = -tg(:n + x) = -tg(x-- : n) 

= -ctg(2 n- x) = +ctg(2 n + x) = + ctg(x- 2 n). 

(44) Wir wenden uns nun zunächst der Sinusfunktion zu. Wenn 
wir uns ein möglichst anschauliches Bild von ihrem Verlaufe bei ver
änderlichem Winkel x verschaffen wollen, so tun wir gut, auf dem 
freien Schenkel von x den Punkt P (Abb. 52) 
so zu wählen, daß sein Leitstrahl gleich der 
Längeneinheit wird: r = 0 P = l ; dann ist nach 
der obigen Definition in ( 43) einfach sin x = Q P, 
d. h. die Ordinate. Ändert sich der Winkel x, so 
beschreibt P den um 0 geschlagenen Einheits
kreis, und die Ordinaten seiner Punkte liefern die 
Sinuswerte der zugeordneten Winkel. Wir lesen 
so aus Abb. 52 ohne weiteres die folgenden 

p7 

Abb. 52. 

Eigenschaften der Sinusfunktion ab: Wächst der Winkel von 0 bis in, 
so wächst sein Sinus von 0 bis I ; wächst der Winkel von t n bis n, so 
fällt sein Sinus von I bis 0; wächst der Winkel von n bis tn , so fällt 
s'ein Sinus von 0 bis -I; wächst der Winkel von '~n bis 2n, so wächst 
sein Sinus von - 1 bis 0. Nun wiederholen sich die Werte für jeden 
Umlauf. Hierbei ist der freie Schenkel so zu bewegen, wie es die Pfeil
richtung in Abb. 52 andeutet, also in dem dem Uhrzeiger entgegen
gesetzten Drehsinn, im Gegenzeigersinne, den man den positiven 
Drehsinn nennt. Die Drehung im Uhrzeigersinne heißt dann ent
sprechend negativer Drehsinn; die in diesem Sinne beschriebenen 
Winkel sind n egative Winkel. Für zwei entgegengesetzt gleiche 
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Winkel liegen die zugehörigen Punkte P und P' des Einheitskreises 
symmetrisch zur Abszissenachse; ihre Ordinaten und damit ihre Sinus
werte sind folglich entgegengesetzt gleich; d. h. es ist 

sinx = -sin (- x). 

Um das Schaubild der Funktion y = sinx zu erhalten, tragen wir 
auf der Abszissenachse die Winkel x im Bogenmaß ab. Da r =I 
ist, ist der zu einem Winkel x gehörige Bogen des Einheitskreises be
reits die Abszisse :i. Im Endpunkte Q der Abszisse tragen wir sodann 
als Ordinate QP den Sinuswert von x ab, den wir wiederum aus 
Abb. 52 entnehmen können. In Abb. 53 ist die Konstruktion durch-

y 
1 ~ P, P. 

p 
P, 

Pa 1 

~~ ~2 .7[ Zlf, 
X 

2 

-1 
P., 

Abb. 53. 

geführt; sie stellt den Bereich des ersten Umlaufes dar. Will man das 
Schaubild für noch größere Winkel und für negative Winkel her
stellen, so braucht man nur den in Abb. 53 gefundenen Linienzug 
wiederholt nach rechts und nach links anzusetzen; Abb. 54 gibt das 

Abb. 54. 

entsprechende Bild in verkleinertem Maßstabe; zugleich sind die Winkel 
auch im Gradmaß angegeben .. Das Bild der Sinusfunktion ist also eine 
Wellenlinie; sie heißt die Sinuslinie. 

Wenn wir den Differentialquotienten der Sinusfunktion 
y = sinx bilden wollen, so benutzen wir die in § 4 gegebene Vor
schrift: Wir erteilen der unabhängigen Veränderlichen x einen Zuwachs 
LI x, so daß der neue Wert der unabhängigen Veränderlichen x + LI x 
ist; der zugehörige Funktionswert ist dann von dem ursprünglichen 
um die Größe LI y verschieden, so daß die Gleichung besteht: 

y + Lly = sin(x + Llx). 

Hieraus ergibt sich für den Zuwachs der abhängigen Veränderlichen: 
Lly = sin(x + Llx)- sinx. 
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Da . . ß 2 tx+ß . tx -ß stn ~ - stn = cos - 2- sm - 2--

ist, so erhalten wir für L1 y den Ausdruck 

Ay = 2cos(x + Ll2x)sin L12x. 

Daraus ergibt sich der Differenzenquotient 

Lly 
Llx-

( Llx) . Llx 2cos x+ 2 sm 2 
Llx 

Der Differenzenquotient geht in den Differentialquotient 
L1 x sich dem Werte Null unbegrenzt nähert. Um 
den Grenzübergang vorzunehmen, schreiben wir: 

. Llx 
Lly Ll x) sm 2 

-.;[X = COS (X + 2 • ----:Tx- . 76) 
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über, wenn 

(] 

2 
0 (!., a?Sa. {' A 

Lassen wir nun L1 x beliebig klein werden, so nähert 
sich der erste Faktor dem Werte cosx, d. h. 

Abb. 55. 

lim cos ( x + L1 x) = cos x. Der zweite Faktor dagegen strebt mit ab
.1z-+O 

nehmendem L1 x einem Grenzwerte zu, den wir folgendermaßen be
stimmen können. 

Ist (Abb. 55) ~ irgendein spitzer Winkel, so wollen wir um seinen 
Scheitel 0 den Einheitskreis schlagen; der zu ~ gehörige Bogen AB 
hat dann die Länge AB=~ und der Kreisausschnitt AOB den Inhalt 
J 1 = -} cX . Fällen wir von B auf OA das Lot BC, so ist BC = sin~ 
und OC = cosc:x, also der Inhalt. des rechtwinkligen Dreiecks OCB 
J 2 =} sin~ cos~. Errichten wir schließlich in A auf OA das Lot, 
das OB in D schneiden möge, so ist OAD ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Kathete OA = l und dessen Kathete AD = tg~, dessen Inhalt 
also J 3 = t tg~ ist. Da nun für jeden beliebigen spitzen Winkel stets 
J 2 < J 1 < J 3 sein muß, so besteht die Ungleichung 

l sin~ cos~ < ~- iX < i tgiX; 

sie bleibt bestehen, wenn jeder der drei Ausdrücke mit demselben 

Faktor _y,___ multipliziert wird; es ist also 
SlDIX 

IX 1 
cos~ < sintx < costx · 

D. h. der Quotient ~ ist für spitze Winkel ~ stets in die Grenzen 
SlDIX 

cos~ und _ _!__ eingeschlossen, so klein auch cX sein möge. Nun 
COSIX 
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nähert sich aber, wenn cX sich dem Werte Null nähert, sowohl coscX 

als auch - 1- dem Werte 1; die Grenzen, zwischen denen __;!:__ coso.: smo.: 
liegt, werden demnach immer enger und fallen schließlich für lim cX = 0 

zusammen in den Wert 1. Folglich muß dann auch _;x_ diesen 
SinO.: 

Wert annehmen. Wir haben damit die wichtige Formel gewonnen: 

Da nun "' und sin o.: 

lim ----/!---- = 1 . 
<> -+O BinO.: 

sino.: ·-· · zueinander reziprok sind, muß auch 
IX 

I. sinOt 1 Im -- = 
<X-+0 "' 

77) 

77') 

sein, und das ist gerade der Grenzwert, den wir suchten. Setzen wir 

nämlich cX = L12x , so erhalten wir 

. Llx 
s1n~ 

lim ·--~ =I 
Llx 

<~"'~o - 2 

Aus 76) folgt dann: 

. Llx 
Sill -

oder auch lim --x!-- = I . 
Ax~o 

2 

. Ll x 
Sin -

d y li L1 y l" ( + L1 X) 1" 2 I -- = m --- = 1m cos x - · 1m - - = cosx · = cosx 
d x A x~ o Lfx J x~ o 2 ,jz ~ o Lf x 

2 
oder 

dsinx 
----;J'X = COS X • 78) 

Da der Differentialquotient gleich der Richtung der an das Schau
bild gelegten Tangente ist, sind wir in der Lage, an die Sinuslinie 
Tangenten zu konstatieren. Für x = 0 ist 

sinx = 0 und 
dsinx 
-- = cosx = l· 

dx ' 

folglich schneidet die Sinuslinie die Abszissenachse im Nullpunkte wie 
überhaupt in den Punkten x = 2 k n unter 45 o. Für x = n ist 

sinx = 0 und 
dsinx - - = cosx = -1. 

d x ' 

die Sinuslinie schneidet die Abszissenachse in den Punkten x = (2 k + l) n 
unter 135 o. Man bestimme die Tangentenrichtungen für 

n n 2 
x= -6'3 ' 3 n , · · · 

Da cos x = 0 ist für x = t n + k n, so hat die Sinuslinie und die 
Sinusfunktion für diese Werte Höchst- und Tiefstwerte, und zwar 
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entsprechen den Stellen x = 1 n + 2 k n Höchstpunkte (y = 1) und 
den Stellen x = t n + 2 k n Tiefstpunkte (y = -1) . Will man mit 
wenigen Punkten eine Sinuslinie möglichst genau zeichnen, so genügt es, 
die Punkte 

0 I 0 ' ~ I ~ t3 ~ 0,866 ' ; 11 
und im ersten Punkte die Tangente 
unter 45 o und im letzten die Tangente 
horizontal zu zeichnen; aus diesen An
gaben läßt sich das erste Viertel der 
Sinuslinie mit einer Genauigkeit zeich-

1 

l/ 
y 

I/ 
l/v 

/ 
I/ 

1/ 
/ 

nen, die in den meisten Fällen aus- 1 1'J 
reicht (Abb. 56). Abb. 56. 

c.--

(45) Bei den übrigen Funktionen können wir uns wesentlich kürzer 
fassen. Da der Kosinus das Verhältnis der Abszisse zum Leitstrahl 
ist, so ist (s. Abb. 52) der Kosinus gleich der Abszisse des zugeordneten 
Punktes auf dem Einheitskreise. Für den Verlauf der Kosinusfunktion 
ergibt sich hieraus folgendes Gesetz: 

Wächst der Winkel von 0 bis l n, so fällt sein Kosinus von + 1 bis O· 
' 

" " " "t:rr " 
n, 

" " " " 
0 

" 
-1; 

~ wächst -1 O· " " " n " t n, " " " " ' 
" " " ~- n "2:rr, " " 0 " +1. 

Darüber hinaus wiederholt sich der Verlauf. Abb. 57 zeigt die Kosinus
linie; sie ist kongruent der Sinuslinie und um die Strecke t n nach 
links verschoben. Man 
sagt: Die Kosinus
funktion eilt der 
Sinusfunktion um 
t:rr ·voraus. 

Da die Tangens
funktion das Verhält
nis von Ordinate zu Ab-

y 

Abb. 57. 

S X 
-z.Jt 

szisse ist, erhalten wir am schnellsten einen Einblick in ihren Verlauf, wenn 
wir die Abszisse des auf dem freien Schenkel von x liegenden Punktes 
P gleich der Längeneinheit wählen; dann ist die Ordinate gleich dem 
Tangenswert von x. Abb. 58 erläutert die Verhältnisse. Für Winkel, 
deren freie Schenkel die Senkrechte im Punkte E 1 nicht schneiden, muß 
man den Schenkel rückwärts verlängern (s. x 4 und x5 inAbb. 58). Über 
den Verlauf der Tangensfunktion ergibt sich hieraus folgendes: 

Wächst x von 0 bis t n, so wächst sein Tangens von 0 bis + oo, 

" X " t .n '' :n ' " " " " " - CX> " 0, 
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worauf sich der Vorgang wiederholt. Das Bild der Tangensfunktion 
zeigt Abb. 59. Die Tangenslinie hat unendlich viele Asymptoten; es 

f.n: -z 
Abb. 58. 

sind die in den Punkten x = tn +kn auf der 
Abszissenachse errichteten Lote. 

Um zur Darstellung der Kotangensfunk
tion zu gelangen, wähle man den Punkt P auf 

Abb. 59. 

dem freien Schenkel oder seiner Verlängerung so, daß seine Ordinate 
gleich l ist; die Abszisse gibt dann den Kotangens des betreffenden 

Winkels. Es gilt für den 
Verlauf der Kotangens

J 

-J 

Abb. 60. 

funktion: 
Wächst der Winkel von 

0 bis t.n:, so fällt sein Ko
tangens von + oo bis 0, 
wächstder Winkel von t n 
bis n, so fällt sein Ko
tangens von 0 bis - oousw. 

Abb. 60 zeigt die Ko
tangenslinie. 

Zur Bildung des Dif
ferentialquotienten 

der Funktion y = cos x 
können wir verschiedene 
Wege einschlagen. 

Erstens können wir ähnlich verfahren wie bei der Funktion y = sin x . 
Wir geben x einen Zuwachs LI x; dann erhält y einen Zuwachs LI y, 
so daß y + Liy = cos(x+Lix), also 

Ll y=cos(x+Lix) -cosx = -2sin(x + L12x)sinLI2x 
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ist. Dann ist 

und 

Ay 
Ax 

2 . ( Ax) . Ax . Ax 
sm x+ 2 sm 2 . ( Ax) sm2 
--'---L1~x---- = -Sill X+ -2- . _ A_x_ 

2 

. Ax 

dy . . ( Ax) . sm2 . . 
-d =- hm Sill x + -2 • lim - ,- = -s1nx·l = -sillx. 

X LI z ~ 0 Lfz ~ 0 LJ X 

2 
deosx . ---;r;;- = -Sill X • 

Zweitens können wir schreiben: 
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79) 

y = cosx = sin(;- x) = sinz, wobei ist. 

Es ist ~; = cosz = cos (; - x) = sinx, dz = _ 1 
dx ' 

also 
dz dcosx . - = --- = -sillx wie oben. 
dx dx 

Drittens können wir schreiben: 

y = cosx = fl- sin2 x = zl, 

Es ist 

wobei z = l - u2 und u = sinx ist. 

dy = I_z-t= 1 
dz 2 2 Jf1- sin2x 

1 
2 cosx' 

dz 2 2 . 
du = - U = - SlnX 

und du 
dx = cosx. 

Also ist 

dy dcosx 1 . . 
dx = --ax-- = 2cosx · (-2sillx) · cosx = -sillx, w. o. 

Aus dem Differentialquotienten der Kosinusfunktion Tangentenkon

struktionen für die Kosinuslinie abzuleiten, sei dem Leser überlassen. 

Um die Funktion y = tg x zu differenzieren, verfahren wir wie 

oben. Es ist 
y+L1y=tg(x+L1x), 

L1 =t (x+L1x)-t x=sin(x+Ax)cosx-cos(x+Ax)sinx=~~-
y g g cos(x+Ax)·cosx cos(x+Ax)cosx' 

Ay 1 sinAx 
--.::IX cos(x + Ax) · cosx ·----:IX 

für limdx = 0 wird cos(x + dx) = cosx und nach 77') 

sinAx _ l 
Ax - ' also 

dy 1 
dX cos2 x 
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oder dtgx 1 
""""iiX = cos2x · 80) 

. sinx Ein anderer Weg ist der folgende: Es 1st tgx = cosx; nach der Quo-
tientenregel ist: 

cosx · cosx - sinx · ( -sinx) 
cos2 x 

cos2 x + sin2x 
cos2 x 

w. 0 . 

Man überzeuge sich, daß auch die Tangenslinie die x-Achse unter 
45 o schneidet; ferner bestimme man für 

;r; n n n 
X=lf• 4' 3' 2 

die Richtung der Tangente. Warum muß die Tangenslinie beständig 

steigen 1 (ddtgx = ----4-- > 0 !) 
X COS X 

Zum Düferentialquotienten der Funktion y = ctg x wollen wir durch 
die B · h t cos x l E · t ez1e ung c gx = sinx ge angen : s IS 

dctgx 
dX 

sinx · ( -sinx)- cosx · cosx 
sin2 x 

-sin2 x - cos2 x 
sin2 x 

1 
- sin2 x · 

81) 

L dctgx . d ( 1 ') d Der eser suche andere Wege, um ----a;x zu bil en ctg x = tgx , un 

führe für die Kotangenslinie die gleichen Betrachtungen durch wie 
oben. 

Es blieben noch die weniger wichtigen goniometrischen Funktionen 
y = sec x und y = cosec x zu behandeln; der Leser versuche sich selb
ständig an ihnen, stelle ihren Verlauf fest, zeichne ihre Kurven und 
beweise mit Hilfe der Formeln 

daß 

1 
secx = - 

cosx 

sinx 
cos2 x 

und 

und 

1 
cosecx = sinx , 

d cosec x cos x 
----;IX = - sin2x ist. 

Für die Düferentiation zusammengesetzter Funktionen sollen nun 
einige Musterbeispiele folgen: 

a) y = cos(px + q); Kettenregel: y = cosz, z = px + q; 

dy . . ( ) dz ls dy • ( dz = -smz = -sm px + q, dx = p; a o dx = -psm px + q). 

b) y = x3 sinx; Produktregel: ddy = w cosx + 3x2 sinx . 
. X 
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c) y = ctgnx; y = z", z = ctgx; dy = nzn- 1 = n · ctgx"-1 x · 
dz ' 

dz 1 
dx - sin2 x ; 

dy nctg"- 1 x 
- =- . = -nctg"- 1x(l + ctg2 x) . 
dx sm2x 

dy 1 
Summenregel: d- = --2 -

X COS X 

1 1 1 1 
+ -3 · 3 tg2 x · cos2 x = cos2x (l + tg2 x) = cos4 x • 

e) y = sinx · cos(x - x); 

oder 
~; = cosx · cos(x - x) + sinx · sin(x- x) = cos(x - 2 x) 

y =! [sinx + sin(2x- x)]; 
dy 1 
dx = 2 · cos(2x- x) · 2 = cos(2x- x) = cos(x- 2x) w. o. 

(46) Anwendungen der goniometrischen Funktionen: a) Ein Massen
punkt Q bewege sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit auf einem 
Kreise vom Halbmesser a und Mittelpunkt 0; er brauche zu einem 
Umlaufe, d . h. zum Wege 2:n:a, die Zeit psec. Dann ist seine Geschwin-

d. k 't 2""a d d' w· k l h . d ' k . c 2 "" Ig e1 c = T- un le In e gesc Wln Ig elt w = a = -T. 

'Da er in p sec einen Umlauf macht, legt er in pecn = {- Umläufe 

zurück; n ist die Umlaufszahl oder Frequenz. Da T = 2 "" ist, so 
w 

ist n = 2: . Der Massenpunkt Q beginne seine Bewegung an der 

Stelle A (Abb. 61); nach Verlauf von tsec hat er 11 

einen Bogen AQ beschrieben, der sich aus der 
Proportion ergibt: 

AQ:2:n:a=t:T , so daß AQ = 2n:a. t 
T 

ist. Der zugehörige Mittelpunktswinkel {} ergibt 
sich zu 

AQ 2n: {} = -- = - ·t = wt. 
a T 

Abb.61. 

E s 

Wir wollen uns nun mit Q durch irgendeine mechanische Vorrichtung 
einen Punkt P auf folgende Weise verbunden denken: P bewege sich 
auf dem zu OA senkrechten Durchmesser EF , und PQ sei parallel 
zu OA, also senkrecht zu diesem Durchmesser. Dann beschreibt P, 
während Q gleichförmig auf dem Kreise läuft, eine hin- und hergehende 
Bewegung, die man als harmonische Bewegung bezeichnet, und 
zwar ist 0 P = s = a sin {} . 

. 2n . 
s = as1n T t = asmwt 

ist die Gleichung der harmoni s che n Bewegung; sie gibt uns 
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an, welchen Abstand 8 der Punkt P zur Zeit t vom Mittelpunkte 0 
hat. Nach T Sekunden kehrt der Bewegungszustand wieder; T heißt 
die Periode der harmonischen Bewegung. Die harmonische Bewegung 
wird also mathematisch durch eine Sinusfunktion beschrieben: Für 
t = 0 geht P durch den Mittelpunkt 0; für t = -t T ist 8 = a, P hat 
seine äußerste rechte Lage E erreicht und kehrt um; für t = t T 
ist 8 = 0, P geht wieder durch 0, aber in der entgegengesetzten 
Richtung wie zur Zeit t = 0; für t = t T ist 8 = -a, P hat seine 
äußerste linke Lage F erreicht und kehrt nun um; für t = T ist wieder· 
um 8=a, Pbefindet sich wieder in 0, worauf sich derVorgang wieder
holt. - Wir wollen nun die Weg-Zeit-Kurve entwerfen (Abb. 62). 

Abb. 62. 

Sie ist eine Sinuslinie, allerdings nicht in dem strengen in (44) ent
wickelten Sinne; denn die reine Sinuslinie muß ja die Abszissenachse 
in 0 unter 45 o schneiden. Das wird jetzt im allgemeinen nicht der 
Fall sein, da wir den Maßstab für T willkürlich wählen können, und 
infolgedessen die Kurve in 0 steil oder flach verlaufen kann. Um in 

0 den Neigungswinkel v zu berechnen, müssen wir ~: bilden; es ist 

ds 2n 2n 
lit = T a cos -T t 

also, da in 0 t = 0 ist, tgv = 2; a. Nun ist in Abb. 62 a = 5 Längen

einheiten und T = 24 Längeneinheiten gewählt; also ist für diesen Fall 

2n · 5 
tgv = ---u- ~ 1,31 , 

woraus folgt v F:::J 53 ° . 
Der Punkt P bewegt sich mit wechselnder Geschwindigkeit v; 

um ihre Abhängigkeit von der Zeit zu erhalten, müssen wir uns erinnern, 

daß v = ~: ist. Es ergibt sich 

2na 2n 
v = ---p- cos T t = a w · cosw t. 
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Zur Zeit t = 0, zu der sich P in 0 befindet, ist v = a w am größten; 
dann nimmt v ab, bis es zur Zeit t = l T (Pan der Stelle E) den Wert 
Null erreicht; nun wird v negativ, d. h. die Bewegung erfolgt in ent
gegengesetzter Richtung, und fürt = t T (Pwiederin 0) wird v = -aw; 
weiterhin verlangsamt sich die Bewegung wieder, und für t = !- T 
( P in F) wird wiederum v = 0 , die Bewegung kehrt in die ursprüngliche 
Richtung um, und für t = T (P in 0) erreicht v wieder den Wert a w. 
In Abb. 62 ist zugleich das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm ein
gezeichnet. 

Zur Beschleunigung-Zeit-Beziehung gelangen wir dadurch, daß wir 

die Geschwindigkeit nach der Zeit differenzieren; es ist p =~~'also 
in unserem Falle 

(2.n)2 . 2.n . 
p = -a · T sin T t = - a w2 sin w t = - w2 s . 

Für die harmonische Bewegung ist also die Beschleunigung und damit 
auch die sie verursachende Kraft, in jedem Augenblick proportional 
dem Ausschlage 8 aus der Ruhelage 0, und zwar 
ist p stets nach 0 hin gerichtet (Beschleunigung
Zeit-Kurve s. Abb. 62). 

Da p = -w2 s ist, ist die Beschleunigung
Weg-Kurve eine durch 0 (Abb. 63) und durch -a 

den zweiten und vierten Quadranten gehende 
Gerade, von der hier allerdings nur das zwischen 
s = -a und 8 = +a liegende Streckenstück prak
tische Bedeutung hat. Den größten Betrag hat 

s 

Abb. 63. 

die Beschleunigung für s = ± a, wenn also P den größten Ausschlag 
hat; es ist dann 

Wir können auch die Beziehungen zwichen Geschwindigkeit und 
Weg und zwischen Beschleunigung und Geschwindigkeit aufstellen. 
Da nämlich s = asinwt, v = aw coswt und p = aw2 sinwt ist, so 
folgt unter Benutzung der Formel 

,s2 v2 
sin2 x + cos2 x = 1, - + - - - 1 a2 (aw)2 - • 

für die Geschwindigkeit-Weg-Beziehung und 
v2 p2 

(aw)2 + (aw2)2 = 1 

für die Beschleunigung-Geschwindigkeits-Beziehung. Die zugehörigen 
Diagramme sind in beiden Fällen Ellipsen [s. (136) S. 374]. Im übrigen 
vgl. (235) S. 835f. 
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b) Die vorangehenden Abschnitte, insbesondere ( 44) und S. 109, 
zeigen: Wir können die Funktion y = a sin x auf doppelte Art zeichnerisch 
darstellen: ·Entweder im rechtwinkligen Koordinatensystem; dann ist 

das Bild eine Sinuslinie mit dem größten Ausschlage a (für x = ·~ 

+ 2 kn) bzw. -a (fürx = tn + 2 kn); man nennt a die Amplitude 
der Sinuslinie oder in Anlehnung an die Entwicklungen v. S. 109 die 

P Schwingungsweite; die Periode ist 2n. Oder man 
~/:" zeichnet (Abb. 64) einfach einen Pfeil OP = a, der mit 

&.J:.__ einem durch 0 gehenden festen Strahle g den Winkel x 
0 e g einschließt; das von P auf g gefällte Lot QP gibt dann die 

Abb. 64. Größe y = a sin x. Denkt man sich den Pfeil 0 P umlaufend, 
so erhält man zu jedem Winkel x das zugehörige y. OP ist eine ge
richtete Größe; d. h. zu ihrer völligen Bestimmung muß man außer 
ihrer Länge OP = a auch ihre Richtung, die durch den Winkel x 
festgelegt ist, kennen; eine solche Größe heißt ein Vektor. Man kann 
sich in diesem Sinne also die Funktion y = a sin x durch Umlauf des 
Vektors a veranschaulichen; der jeweilige Winkel x, den a mit dem 
Anfangsstrahle g einschließt, wird die Phase genannt. Diese 
überaus einfache Darstellung findet in der Elektrotechnik weitgehende 
Anwendung. 

Wir wollen uns zwei Sinusfunktionen denken y1 = asin x und 
y2 = bsin(x - !fJ). Beide haben die gleiche Periode 2n ; dagegen hat y1 

die Amplitude a, während y2 die Amplitude b hat. Auch haben beide 
nicht zu gleicher Zeit dieselbe Phase; die Phase von y2 ist nämlich 
stets um die konstanten Winkel !fJ kleiner als die von y1 . DerVektor 0 P 1 

p 
eilt dem Vektor 0 P 2 

um diesen Winkel !fJ 
voraus (Abb. 65 a) ; 
!fJ heißt die Pha sen
differenz der bei
den Sinusfunktionen. 
Abb. 65 b zeigt die zu
gehörigen beiden Si
nuslinien, die in ein-

Abb. 65 a uud b . fachem Zusammen-
hang mit Abb. 65a 

stehen . Denkt man sich nämlich die beiden Vektoren so umlaufend, 
daß sie stets den Winkel !fJ miteinander einschließen, so geben sie 
bei einer bestimmten, durch den Winkel x zwischen OP1 und g ge
kennzeichneten Stellung ein y1 und ein y2 , die wir nur in Abb. 65b über 
der zugehörigen Abszisse x abzutragen haben, um je einen Punkt der 
beiden Sinuslinien zu erhalten. 
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Nun bilden wir durch Summieren beider Sinusfunktionen eine neue 
Funktion: 

Y = Y1 + y2 = a sinx + b sin(x- q;). 

Von der Funktion y können wir jetzt schon aussagen, daß sie ebenfalls 
periodisch ist und die Periode 2 n haben muß, da dies von den 
Summanden gilt. Wir gewinnen in Abb. 65 b Punkte dieser Kurve, indem 
wir die zu einem bestimmten x gehörigen Werte von y1 und y2 addieren; 

XP = XP1 + XP2 • 

Um uns über die Art der Kurve y = a sinx + b sin(x- q;) klarzu
werden, nehmen wir einige Umformungen vor. Es ist nämlich aus der 
Periodizität und ihrem Bilde in Abb. 65 b zu vermuten, daß die Summen
kurve wieder eine Sinuslinie ist; als solche müßte sie eine Gleichung 
von der Form haben 

y = csin(x- J), 

wobei die Amplitude c und die Phasendifferenz 8 sich durch die Größen a, 
b, q; ausdrücken lassen müssen. Unter Anwendung der Formel 

sin(cx- ß) = sincx cosß- coscx sinß 

können wir für y schreiben 

a sinx + b sinx costp- b cosx sinq; = (a + b cosq;) · sinx- b sin q; cosx; 

andererseits ist: 

y = c sin(x - J) = c cosJ- sinx - c sinJ · cosx. 

Sollen beide Ausdrücke für jedes beliebige x denselben Wert ergeben, 
also identisch gleich sein, so müssen die Beiwerte von sinx und eben
so die von cos x übereinstimmen; d . h. es müssen die beiden Glei
chungen bestehen: 

c cos J = a + b cos q; und c sin 8 = b sin q; . 

Damit haben wir aber zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten c 
und J erhalten, die wir noch aufzulösen haben: Wir quadrieren und 
addieren sie und bekommen unter Verwendung der Formel 

sin2 cx + cos2 cx = 1 
das Ergebnis 

c2 (sin2J + cos2b) = (a + bcosq;)2 + (b sinrp)2 = a2 + 2abcos q; 

+ b2 (cos2 tp + sin2 tp); 

a) c2 = a2 + 2abcosq; + b2 ; 

andererseits ist 

b) ~in ~~ = '!_ . 
Slll<p C 

Wicke, Ingenieur·Mathematik I . 8 
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Die · beiden Formeln a) und b) lassen nun eine sehr einfache 
geometrische Deutung zu (Abb. 65a). c ist nämlich (Kosinussatz) gleich 
der Mittelkraft OP aus den Vektoren a und b, die den Winkel rp mit
einander bilden; b ist (Sinussatz) der Winkel POP1 zwischen c und a. 

Durch Übereinanderlagerungzweier Sinuslinien (Summierung zweier 
Sinusfunktionen) von gleicher Periode erhält man also wieder eine 
Sinuslinie (Sinusfunktion), von derselben Periode. Ferner bekommt 
man die Schwingungsweite c der Summenlinie, wenn man die Schwin
gungsweiten a und b der Elementarfunktionen geometrisch addiert, 
d. h. nach Größe und Richtung aneinandersetzt, und der Phasen
unterschied b der Summenschwingung gegen die erste Schwingung 
ist der Winkel, den der Vektor c mit dem Vektor a einschließt. Mit 
anderen Worten: Sinusschwingungen von gleicher Periode 
lassen sich geometrisch addieren. 

c) Die Theorie des elektrischen Wechselstromes lehrt, daß die 
Stromstärke i und die elektromotorische Kraft p Funktionen von gleicher 
Periode sind. Befolgen beide das reine Sinusgesetz, so ist 

i = ~ · sinx und p = ~sin(x + rp), 

wobei cp den Voreilungswinkel (Phasenunterschied) der elektro
motorischen Kraft gegen die Stromstärke bedeutet. Abb. 66 zeigt die 

:~J'ro•p 
Abb. 66. 

entsprechenden Kurven. Ferner lehrt die Theorie, daß die Augenblicks
leistung des Wechselstromes sich durch die Gleichung l = i · p be
rechnet. Wir wollen die Abhängigkeit der Leistung l von der Größe 
x und das Schaubild dieser Beziehung ermitteln. Zu diesem Zwecke 
schreiben wir unter Verwendung der Formel 

sincX sinß = Hcos (cX - ß) - cos (cX + ß)], 

l = S · ~ · sin x • sin ( x + rp) = .;5: [ cos rp - cos ( 2 x + rp)] 

.;51.13 .;5\ß 
= -2 COS rp - 2 • COS (2 X + cp ). 

Das erste Glied .;J~ cos rp ist eine Konstante, das zweite Glied 
3~ · cos(2x + rp) ist das Produkt aus der Konstanten .;5: und der 

Kosinusfunktion cos (2x + rp). Man erhält also die Leistung, indem 
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man von dem konstanten Werte ~~ cos <p jedesmal den Wert der 

Sinusfunktion ~~ cos (2 x + cp) subtrahiert. Die Leistungskurve selbst 

ergibt sich dadurch, daß man die Sinuslinie y = ! ~l,ß cos (2 x + cp) 
um die x-Achse umlegt und die so erhaltene Kurve um das Stück 

~~ cos <p im Sinne der positiven y-Achse verschiebt. Hervorzuheben 

ist, daß die Periode der Leistungsfunktion nicht dieselbe ist wie die 
von Stromstärke und elektromotorischer Kraft, sondern nur halb 
so groß, bei uns also = n, da irrfolge des Faktors 2 vor x sich der 
Vorgang schon nach einer Vermehrung von x um n wiederholt. 
Die Frequenz der Leistungskurve ist also das Doppelte der Strom
bzw. Spannungsfrequenz. - Für die Konstruktion der Kurve sei noch 
bemerkt, daß sie durch die Schnittpunkte sowohl der i- als auch der 
p-Kurvc mit der x-Achse gehen muß, da je ein Produkt verschwindet, 
wenn wenigstens ein Faktor gleich N;ull wird. 

(47) d) Eine Walze von 0,5 m Halbmesser, 2m 
Länge und l t Gewicht schwimmt so auf Was
ser, daß ihre Achse wagerecht liegt; wie tief 
taucht sie ein 1 Abb. 67 stelle den Querschnitt 
der 'Valze dar, a möge die Wassero her
fläche andeuten. Die Eintauchtiefe h ist durch 

Abb. 67. 

den Mittelpunktswinkel x des eintauchenden Kreisabschnittes be

stimmt; denn es ist h = 0,5(1 - cosi). Wir werden daher erst x 

bestimmen. Nach dem Archimedischen Prinzip ist das Gewicht des 
schwimmenden Körpers gleich dem Gewichte der verdrängten Wasser
menge; letztere ist aber ein zylindrischer Körper, dessen Höhe 2m und 
dessen Grundfläche ein Kreisabschnitt vom Halbmesser 0,5 m und dem 
Mittelpunktswinkel x ist. Die Grundfläche hat also unter Benutzung 

des Bogenmaßes für x den Inhalt (O~S) 2 (x - sinx) m2 , demnach ist 

das Volumen des verdrängten Wassers 

2 · (0,:)2 (x- sinx) m3 = 0,25(x- sinx) m3 , 

und folglich das Gewicht 0,25 (x - sinx) t. Zur Bestimmung von x 
erhalten wir nun die Gleichung 

0,25(x - sin x) = l oder x - sinx = 4. 

Das ist eine transzendente Gleichung, die keine exakte Auf
lösung zuläßt; wir müssen ein Annäherungsverfahren einschlagen. Zu
vor wollen wir uns indes einen Überschlagswert der Lösung x ver
schaffen; wir schreiben zu diesem Zwecke die obige Gleichung in der 
Form sin x = x - 4 . Wir setzen y1 = sin x und y2 = x - 4 und suchen 

8* 
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denjenigen Wert von x, für den y1 = y 2 ist; das Bild der ersten 
Funktion ist die Sinuslinie, das der zweiten eine unter 45 o geneigte 
Gerade, die auf der y-Achse das Stück -4 abschneidet (Abb. 67 a). 

Abb. 67a. 

Beide Kurven schneiden sich im Punkte Y; 
also ist seine Abszisse ungefähr 3,5, oder im 
Gradmaß 200°. Zur Durchführung der Re
gula falsi (27), die wir zuerst verwenden 
wollen, formen wir die Gleichung um in 

f( x) = x - sinx- 4 = 0. 
Setzen wir 

x1 = 200° = 3,491, 

so ergibt sich 

f(x1) = 3,491 + 0,342-4 = -0,167 . 

Da f(x) an dieser Stelle mit wachsendem x wachsen muß (weshalb?), 
setzen wir weiter 

und bekommen 
x 2 = 210 ° = 3,665 

f(x2) = 3,665 + 0,500 - 4 = 0,165. 

Während x2 zu groß ist, ist x1 zu klein, und zwar sind in unserem 
Falle die Abweichungen der Werte f(x) von 0 ihrem absoluten Be
trage nach fast gleich. Wir wählen daher als neu es x x3 = 205 o = 3,577 93; 
hieraus folgt: 

f(x3) = 3,57793 + 0,42262-4 = +0,00055. 

Zwar ist x3 zu groß; aber die Abweichung ist überaus gering. Für 

ergibt sich 
x4 = 204 o = 3,56047 

f(x4) = 3,56047 + 0,40674- 4 = -0,03279. 

Nach der R egula falsi bekommen wir die Verbesserung durch Ansetzen 
der Proportion 

b: 1° = 0,03279: 0,03334 = 0,975, 
also 

b = 0,975 ° =59'. 
Versuchen wir jetzt mit 

so bekommen wir 
x5 = 204 o 59' = 3,577 64, 

f(x5 ) = 3,57764 + 0,42236 - 4 = 0,00000. 

Demnach ist der mit fünfstelligen Tafeln zu eneichende genaueste Wert 

X= 204° 59' 

und die zugehörige Eintauchtiefe 

h = 0,769m. 
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Nach der N ewtonschen Methode (27) gestaltet sich die Lösung 
folgendermaßen: Wir gehen von dem Werte x1 = 200° = 3,491 aus; 
die abzuziehende Korrektur ist: 

h = f(x1 ) = x1 - sinx1 - 4 = 3,49I + 0,342-4 = _ O,I67 = _ 0 081 
1 f'(x1) I - cosx1 I+ 0,940 0,940 ' · 

Wir wählen demnach 
x2 = 3,57200 = 204 o 40'; 

hierzu gehört 

h = 3,57200 + 0,41734- 4 =-0,01066 = -0 00561 
2 1 + 0,90875 I,90875 ' 

und hieraus x3 = 3,577 61 = 204 o 59' wie oben. 
e) Als weiteres Beispiel wollen wir die Bewegung des Kreuzkopfes 

beimzentrischen Schubkurbelgetriebe behandeln (Abb.68). Osei die 
linke Totlage, so daß also OM = l + r 
ist, wobei r der Kurbelradius und l 
die Länge der Schubstange ist. Der 
Kurbelradius bewegt sich mit kon
stanter Winkelgeschwindigkeit w, so -N'~"'--..JL...-----::::If-'v-~'i-;---+ 
daß der Kurbelwinkel {} = w · t ist, wo
bei die Zeit t vom Augenblicke der 
linken Totlage an gemessen ist. Zur 
Zeit t beträgt die Entfernung des 
Kreuzkopfes K von 0: 

Abb. 6!l. 

8 = OA +AM- KX- XM = l + r -lcosrp- rcosD, 

wobei rp der Winkel ist, den in diesem Augenblicke die Pleuelstange KZ 
mit OM bildet. Er ist von if abhängig, und zwar ist, da 

h = XZ = lsinrp = rsin-ß. ist, sinrp = ~ sin-ß.. 

Der Weg, den der Kreuzkopf in der Zeit t zurückgelegt hat, ist also 

8 = r (1 - cos#) + l ( 1 -- V 1 - ( T t sin 2#) 

= l[q(1- cos#) + 1- y1- q2 sin2 U.], 
worin -;- = q und '19- = wt ist. Die Bewegung des Kreuzkopfes ist natur

gemäß eine ungleichförmige; sie ist wie die harmonische Bewegung 
[Beispiel a)] eine hin und her gehende Bewegung; der Kreuzkopf be
wegt sich zwischen den beiden Totlagen 0 (8 = 0) und 0' (s = 2r). 
Auch die Geschwindigkeit des Kreuzkopfes ist dauernd veränder-

1. h · f' d · · d · ds b.ld 1c ; w1r m en s1e, 1n em w1r v =ae 1 en, 

ds d{} d{} 
V = d{} • dt' dt = W' 

ds l [ . Jl. - 2 q2 sin {}cos{}] . - = qs1n·u· - , 
d{} 2 YI - q2 sin2 {} 
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also 
[ . {}+r·rsinßcosft] [h +h ·(l+r-s') ] V=W·rstn· =W , yl2 - r2 sin2rt s' - 8 

wenn 

druck 

zur Abkürzung 0 X = s' gesetzt wird. Da der Klammeraus. 
h(l + r- 8 ) • t · d hl" ßl" h = -~--- --- lS Wlr SC 1e lC 

s'- s ' 
d8 _ h l + r -~ _ I: 
d{} - w 81 - 8 - w ~' 

wobei ; =MG (Abb. 68) ist; letzteres folgt aus der Proportion 

; : h = KM: K X = (l + r - s) : (s' - s) . 

Wir können somit auf sehr einfache Weise uns ein Geschwindigkeit
Weg-Diagramm entwerfen: Wir brauchen nur in K auf 00' das 
Lot KV =MG=; abzutragen; dann ist V ein Punkt dieser Kurve. 
Die Geschwindigkeit erreicht nach ihr einmal ein Maximum ; es tritt 

ein, wenn die Beschleunigung p = ~~ = 0 wird. Aus 

l [ . {} + q sin rt cosfi. ] V = W q Sln fl - q2sin2ff 
folgt durch Differenzieren 

P = wZl q [cos{} _ q sinff cosfi.( -2 q2 sinffcosff) + q(cos2{}- si~,~~] 
2Y1- q2sin2{}3 fl- q2sin21? 

zz [ _Q + q2sin2rt cos28 + (l - q2 sin2 rt) (cos2{}- sin28)] = W q COS'U' q . 
fl - q2 sin283 

zz [ _Q+ q2sin4ff+cos2fi.-sin2rt] = W q COSv q . yl - q2 sin2-&3 

Die Beschleunigung p wird gleich Null, wenn [] verschwindet; das 
ergibt: 

{} q3 sin4{f - 2 q sin2{f + q 
cos = - · . yl - q2 sin2B3 

Durch Quadrieren erhält man 

(I - sin2 {}) (I - q2 sin2 {})3 = (q3 sin40 - 2qsin2 {} + q)2 , 

I- 3q2 sin2 {} + 3q4 sin4{}- q6sin6{}- sin2 {} + 3q2 sin4 -U - 3q4sin6{) 

+ q6sin8 ·ß> 

= q6sin8{} - 4q4sin6{} + 2q4 sin40 + 4q2 sin4 0- 4q2 sin2{l + q2 

und durch Zusammenfassen 

oder q4 sin6 {} - q2 sin4 {}· - sin2 {} + I = 0. 

[s. a. S. 58, Gleichung a); l = -i-]· 
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f) Auf einer schiefen Ebene E vom Neigungswinkel 1X liegt eine 
Last Q; sie soll durch eine Kraft K aufwärts bewegt werden, welche 
mit der Normalen zu E einen Winkel ß einschließt. Wie groß muß K 
mindestens sein, damit eine Bewegung stattfindet, wenn der Reibungs
faktor längs der schiefen Ebene = f-l ist 1 
Wie muß man ß wählen, damit K mög
lichst klein wird 1 (Abb. 69.) 

Wäre keine Reibung vorhanden, so müßte 
K so beschaffen sein, daß seine Komponente 
~n der schiefen Ebene entgegengesetzt ge
richtet und mindestens gleich ist der Kom
ponente von Q in der schiefen Ebene, also 
K sinß = Q sin IX. Infolge der Reibung muß 
aber K noch einen Widerstand überwinden, 
der proportional ist dem Normaldruck, den 

Abb. 69. 

e' 

e 

n' 

das Kräftesystem (QK) auf die Ebene ausübt. Der Normaldruck von Q 
auf die Ebene ist Q · cos 1X; er muß indessen vermindert werden um 
einen Betrag, der gleich der Normalkomponente von K zur Ebene 
ist, also um K cosß, so daß der wirkliche Normaldruck des Kräfte
systems auf die Ebene Qcos ~:X - K cosß beträgt. Diese Größe ergibt, 
mit dem Reibungsfaktor f-l multipliziert, die Reibungskraft 

R = /-l (Q cos ~:X- K cosß) . 

Damit eine Aufwärtsbewegung stattfindet, muß demnach K m in
destens gleich dem Werte sein, der sich aus der Gleichung ergibt: 

K · sinß = Q · siniX + f-l (Q coscx - K cosß) 
oder 

K = Q . sin a + p cos c' • 
sin {J + p cos fJ a) 

Damit ist der erste Teil der Aufgabe gelöst. Um die Frage nach dem 
günstigsten Winkel ß zu beantworten, wollen wir bedenken, daß 
Kam kleinsten wird, wenn der Nenner in (a) möglichst groß wird 
[ß kommt nur im Nenner vor]. Damit nun aber der Ausdruck 
sinß + f-l cos ß ein Maximum wird, muß sein Differentialquotient nach 
ß verschwinden; zur Bestimmung des günstigsten Winkels ß erhalten 
w1r demnach die Gleichung 

cosß - f-l sinß = 0; 
aus ihr folgt 

ctgß = t-t· b) 
Aus (b) ergibt sich 

sinß = ~-, _1---,-~ , 
VI + ft2 

ß f l 

cos = VI + ,,2' 
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und demnach durch Einsetzen in (a): 

K . _ Q. sin,x + ft cos,x 
mm - yl + 1"2 • 

Führt man den Reibungswinkel e ein, der durch die Gleichung 
ft = tg e definiert ist, so gestaltet sich die Entwicklung wesentlich 
durchsichtiger; außerdem liefert sie eine einfache Konstruktion für K. 
Es wird dann K _ Q. sin<X + tge cos<X 

- sin{J + tge cos{J ' 

woraus man durch Erweitern mit cose erhält: 

K _ Q. sin<X cose + cos,x sine 
- sin{J cose + cos{J sine 

oder 
a') 

Nun läßt sich K sehr bequem zeichnerisch ermitteln. Dreht man nämlich 
das rechtwinklige Kreuzen in Abb. 69 um denWinkelein die Lage e'n' 
und fällt vom Endpunkt von Q das Lot auf e', so schneidet es die Ver
längerung des freien Schenkels von ß in einem Punkte, dessen Ab
stand von 0 die Kraft K liefert, denn Q schließt mit n' den Winkel ~X + e 
und K mit n' den Winkel ß + e ein, woraus sich mit Leichtigkeit 
die Beziehung (a') ergibt. Ohne daß wir zu differenzieren brauchten, 
läßt dieser Ausdruck erkennen, daß sein Kleilistwert eintritt, wenn 

ß + e = ; ist. Also wird K am kleinsten, wenn {J = ; - Q ist, 

wenn also K in die Richtung e' fällt, und zwar ist der Minimalwert 

Kmln = Q · sin(1X + Q). b') 

Die Anordnung ist also am günstigsten, wenn die bewegende 
Kraft mit der schiefen Ebene den Reibungswinkel ein
schließt. 

Die Reibung hat auf die Aufwärtsbewegung denselben Einfluß, 
als ob die Ebene um den Reibungswinkel stärker geneigt wäre. 

Zur selbständigen Behandlung seien die folgenden Fragen vor
geschlagen: Wie groß muß K mindestens sein, damit Q unter Über
windung der Reibung sich auf der schiefen Ebene abwärts bewegt? 
Welches ist hier der günstigste Winkel ß ? 

Wie sind die entsprechenden Verhältnisse auf der horizontalen 
Ebene ? Zahlenbeispiel: Beim langsamen Schleifen von Gußeisen auf 
nasser Eichenholzunterlage ist ft = 0,65. Für Fuhrwerke auf schlechten 
Straßen sei ft = 0,07; unter welchem Winkel ist die Wagendeichsel 
zu neigen? 

g) Eine flachgängige Schraube habe den Neigungswinkel 1X; 
auf ihr möge eine Last Q befördert werden; wie groß muß die in Q 
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angreifende, die Schraube drehende Kraft K mindestens sein, wenn 
eine Aufwärtsbewegung von Q stattfinden soll? Der Reibungsfaktor sei#· 

Der Normaldruck des Systems ist Q cos cX + K sin cX , folglich ist die 
Reibung fl (Qcos cX + K sincX), und es ist bei der Aufwärtsbewegung eine 

(NI 

~~ 
fl 

Abb. 70a. Abb. 70 b. 

Gesamtkraft Q sincX + ft(QcoscX + KsincX) zu überwinden. Anderer
seits beträgt die in die Schraubenfläche fallende Komponente von K 
K cos cX; diese muß bei Gleichgewicht gleich der obigen Gesamtkraft 
sem. Wir erhalten also die Gleichung 

K coscX = Q sincX + ft(Q coscX + K sincX), 

aus welcher sich ergibt 
K = Q sina + fl c?sa . 

cosa- fl sma 

Führen wir wieder den Reibungswinkel e durch die Gleichung tg e = fl 
ein, so erhalten wir 

K = Q. sina + tge c?sa = Qsina cose + cosa sino = Q sin(<X + e) 
cos<X- tge sma cosa coso - sina sine cos(a + e) 

= Qtg(cX + e). 

Also auch bei der Schraube hat die Reibung die Wirkung, als ob der 
Neigungswinkel der Schraube um den Reibungswinkel vergrößert 
worden wäre. 

Bei einer vollen Umdrehung hat die Kraft K den Weg 2 nr zurück
gelegt, wobei r der mittlere Schraubenradius ist, es ist also die Arbeit 
2nr Kaufgewendet worden. Dabei ist Q um die Ganghöhe h = 2nrtgcX 
gehoben, also die Arbeit Q · h = 2nrQtgcX verbraucht worden. Folg
lich ist der Wirkungsgrad 

oder 

gewonnene Arbeit h · Q 
17 = aufgewendete Arbeit 2.nr K 

2nrtga · Q 
2.nr. Qtg(a + e) 

11 = tgcX • ctg(cX + c,>). 

Der Wirkungsgrad wird um so günstiger, je größer 17 ist. Ist e = 0, 
ist also keine Reibung vorhanden, so ist 17 = 1, d. h . es wird ebensoviel 
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Arbeit gewonnen, alR aufgewendet worden ist. Bei Vorhandensein der 
Reibung ist die .Frage von Bedeutung: Wie hat man den Neigungs
winkel 1X der Schraube zu wählen, damit der Wirkungsgrad rJ mög
lichst groß wird, und wie groß ist 'fJ im günstigsten Falle 1 Um diese 
Fragen zu beantworten, bilden wir den Differentialquotienten 

dYj ctg(a + e) tga 
da cos2 a - sin2 (lX + e) 

und setzen ihn gleich Null. Wir erhalten 

sin(1X + (!) COS(1X + (!) = sina COS1X, 

Es ist also entweder 

2(1X + e) = 21X oder 

sin2 (1X + e) = sin21X. 

2(t:X + e) = n -- 2a. 

Der erste Fall widerspricht der Voraussetzung, da er e = 0 zur Folge 
hat. Im zweiten Falle ergibt sich die Lösung 

1r Q 
lX=-:r-2· 

Für diesen Neigungswinkel 1X ist also der Wirkungsgrad am größten; 
er berechnet sich zu 

'f/max = tg ( ~ - ~ ) - ctg ( ~ + -~ ) = tg2 ( : - ~ ) • 

(48) h) In einem künstlichen Wasserlaufe (Graben) fließe das Wasser 
allenthalben mit konstanter Geschwindigkeit c; der Wasserquer-

schnitt F = Q ist dann ebenfalls konstant; Q ist hierbei die in c 
der Zeiteinheit durch den Querschnitt fließende Wassermenge; 
der Wasserspiegel ist der Grabensohle parallel. 

Das Wasserspiegel- (Sohlen -) Gefälle ist abhängig von dem 
Bewegungs- (Reibungs-) Widerstand w, der berechnet wird 
mittels der Beziehung 

U c2 

w=eyL2i; 
hierin bedeuten: 

U den benetzten Querschnittsumfang, 
F den Wasserquerschnitt, 
L die Länge der W asserführung, 
c die mittlere Wassergeschwindigkeit, 
(! eine von den Abmessungen, der Geschwindigkeit und ins

besondere von der Rauhigkeit der umfassenden Wandungen abhängige 
Erfahrungsgröße. 
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Falls Q und c gegeben sind, folgen für F = !I unzählig viele Lö-c 
sungen; bei Wasserzuführungen für Kraftanlagen sind jene Quer
schnittsabmessungendie günstigsten, für die das Transportgefälle w 
(das Gefälle, das einzig dazu aufgebraucht wird, um den Widerstand 
zu überwinden) ein Minimum wird. Wird die an sich geringe Ab
hängigkeit der Reibungszahl (} von den Querschnittsabmessungen 
vernachlässigt, so tritt der Kleinstwert von wein, wenn U ein Kleinst
wert ist. 

Wir wollen unter diesem Gesichtspunkte einige Querschnittsformen 
näher untersuchen: 

a) Rechteckquerschnitt: Es ist U = b + 2t, wenn b die 
Breite und t die Tiefe bedeuten, wobei b · t = F ist. Damit wird 
U b 2F . M .. = + b e1n 1n1mum, wenn 

rj!!_ = l - 2F = 0 
db b2 

also b = y2F 

ist. Also 
b = 2t; Umin = 2y2F. 

und lfF t=r 2 

b) Trapezquerschnitt (im Abtrag oder Auftrag liegend): 

Daher 

also 

2t u = b + -.-·-
Sill (X ' 

F = (b + t ctg1X) t. 

F 2t 
U = ~ - t ctg 1X + -o-~ • t SllliX 

dU F 2 
-dt = -~t2- ctg1X + -.- = 0, 

Bill IX 

b = 2 1/. (2F ;(l-cos1X). V sm IX - cos ot 

VI 2- COSIX 
Umin = 2 F· -- .- -- . 

Sill (X 

Abb. 7la. 

t = 1/ F siM 
r 2- COSIX ' 

Abb. 71 b. 

c) Teilweise gefüllter Kreisquerschnitt vom Halbmesser r: 
r2 

U = r • rp, F = 2 (rp - sinqJ) , 

also 

U = 2F· .. V '1'2 

'P- smtp 
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2 
U wird ein Minimum, wenn <p • ein Minimum wird; wir kommen 

<p- sm<p 

durch Differenzieren zu der Gleichung 

(cp- sincp) · 2cp- cp2 (1- coscp) = 0. 

cp = 0 scheidet aus; also muß sein cp (1 + coscp) = 2sincp. Setzt 
man cp = 2'1jl, so geht die Gleichung über in die folgende 

COS'Ijl('lf'- sin'ljl) = 0, 

aus der sich als einzig brauchbare Lösung cos'ljl = 0, 'ljJ = ; , 

cp = n ergibt. Der Halbkreis ist demnach der günstigste Kreis
querschnitt; für ihn ist 

r = 1 /~: , ,,--y •• U min = y 2 n F . 

Wir gehen über zur Bestimmung des Transportgefälles w, und 
zwar möge sein Q = 4 m3 s- 1 , L = 500 m, c = 1,25 ms - 1 . 

Der Kanal habe Rechtecksquerschnitt und sei in Backstein
mauerwerk ausgeführt; in diesem Falle gilt nach der älteren Bazinschen 
Formel: 

~ u 2i = 0,00024 + 0,0006 F. 

In unserem Zahlenbeispiele ist 

F = !1_ = 32m2 = 2t2 demnach t = ,11,6 m = 1,2659 m, c ' ' r .I.,u 

~ 5,060 
b = 2,530m und 2 g = 0,00024 + 0,00006 · 3,"2 = 0,000335, 

Damit wird 

w = 0,000335 · ~l:~ · 500 · 1,252 R:::~ 0,414 m. 

Bei einem Gesamtgefälle von 4 m würde also das Transportgefälle 
10,4% ausmachen; das ist verhältnismäßig viel. Werden höchstens 
5% zugelassen, so folgt aus 

0 05 . 4 = _ _Q_ • b + 2 t • 500 . (.!)2 = __Q_ • .!~ . 500 . ~-
, 2g bt bt 2g 2t2 4t4 

mit dem Schätzungswerte 2~ = 0,000335, 

5 - 0,000335-2-500·4 - - - -t ---0,05 . 4 - 6,7, t - 1,46m, b - 2,93m. F = 4,28m2. 

Die Kontrolle liefert~ = :::~ = 1,37, gegenüber 53~6 = 1,58 vorher 

und 

,]-g = 0,00024 + 0,00006. 1,37 = 0,000322, 
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1 0,000335-0,000322 - 0 039 d 
a so 0,000335 - ' o er 3,9% weniger, so daß genauer 

folgt 
t5 = 0,961 · 6,7 = 6,44 und t= I,45m, b = 2,90m. 

Ist die mittlere Geschwindigkeit nicht gegeben, so ist auch F un
bekannt; die Auflösung nach c liefert 

c = V2eg • Vi · t = f: · yi.R · 
wobei i =I das relative Transportgefälle, und 

R = ~ den hydraulischen Radius 

bezeichnet. Hieran anschließend wollen wir nun die 
Aufgabe lösen: Für welchen Mittelpunktswinkel q; wird bei be-

kanntem i = E die Geschwindigkeit c am größten 1 

Der Größtwert von c tritt ein, wenn R = ~ ein Maximum ist. Nun 
• r2 (<p - sin<p) .. I _ sin <p Ist R = --2--- am großten, wenn Maximum ist; wir 

• r<p 'P 
kommen damit zu der Gleichung 

q;cosq;-sinq;=O oder tgq;=q;, f( r )=tgq;-q;=O, 

einer transzendenten Gleichung, die sich nur durch Annäherung lösen 
läßt. Wir wollen die Regula falsi (27) anwenden. Da q; = 0 und 
q; > 360 praktisch nicht in Betracht kommen können, liegt die Lösung 
zwischen I80° und 270° (s. Abb. 7Ic). Als ersten An
näherungswert wählen wir (p1 = 260 °, arc q;1 = 4,5379, 
tgq;1 = 5,67I3; also ist f(q;1) = + I,I334; q;1 ist zu groß; 

gJ2 = 257 °; f( cp2) = -0,1539; 
Cf'3 = 258° ; f(q;3) = + 0,20I7; 

u o : I o = O,I539: 0,3556 = 0,433, u = 27', 

o/4 = 257°27'; f(cp4) = -O,OOI2; 
({)5 = 257°28'; f(q;5) = +0,0043, p=257°27'13". 

V2g ;-
Cmax = - ·l i • 0,78I . 

(! 

Dagegen wird die Durchflußmenge ein Maximum, 
wenn 

Abb. 71 c. 

Q = F · c = 1 / 2g ·l'i ~ (q;- sinq;) ·l/ !_ (1- sin<p) V (! 2 2 'P , 

d h 1 ( 'P - sin ~~' )3 • M . . d D h D"ff . . . a so, wenn em ax1mum w1r . urc 1 erenzwren 
cp 

erhält man für den zugehörigen Winkel q; die Gleichung 

q; • 3 (q; - sin cp)2 ·(I - cos cp) - (cp - sin cp)3 = 0. 
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'Po 

310° 
309° 
308° 
308° 10' 
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Die Lösung f[J = 0 scheidet aus 
praktischen Gründen wiederum 
aus; es muß sein 

3f[J(l- COSf[J)- (f[J- sinf[J) = 0 

oder 

2 f[J - 3 f[J cos f[J + sin f[J = 0 . 

Wir setzen zur Auflösung 

/(f[J) = 2f[J-3f[J COSffJ+Sinf{J = 0 

und 
y1 = 2 f[J + sinf[J, 

Y2 = 3f[JCOSf[J. 

Abb. 71d. 
Abb. 7ld zeigt beide Kurven 
und läßt erkennen, daß sie sich 

ungefähr bei fP = 310° überschneiden; diesen Wert benützen wir als 
ersten Näherungswert. Es ist 

arccp log arc 'P log cos 'P log (3 arc 'P cos q>) j 2 arc 'P sin'P [3arc<proscpi f(cp) 

5,41052 0,73324 9,808 07 1,018 43 110,821 04 - 0,766 041 10,4335 
5,39307 0,73184 9,79887 1,007 83 110,78614 -0,77715 10,1819 
5,375 62 0,73043 9,78934 0,99689 10,75124 i-0,788011 9,9286 

5,~78 53 i u, 730 66 9,79095 0,998 73 j 10, 757 06 , -0,786 22, 9,9708 

Der genaue Wert von fP ist demnach 308 o 10' 0" ; also 

Qmax = 2,333 r 2 i 2/ i r. 

1-0,378 5 

, - 0,1729 
+0,0346 
± 0,0000 

§ 10. Die zyklometrischen Funktionen. 

u' :60' 
} = 346: 207fo 

11 = 10' 

(49) Vertauschen wir in y=sinx x und y, so erhalten wir x=siny; 
Lösen wir diese Gleichung nach der Abhängigen y auf, so heißt dies 
wir suchen denjenigen Winkel y (in Bogenmaß) dessen Sinus 
den gegebenen Wert x hat. Wir schreiben dies folgendermaßen: 

y = arcsinx 82) 

und sprechen "y ist gleich Arkussinus von x", d. h. y ist derjenige 
Winkel im Bogenmaß, dessen Sinus gleich x ist. Einige Bei
spiele mögen dies erläutern: 

I. Wir wollen arcsin -~- berechnen. Nach dem Obigen suchen wir 
das Bogenmaß desjenigen Winkels, dessen Sinus gleich {- ist; es ist 

der Winkel arc 30° = ; . Folglich ist arcsin {- = i-. Nun gibt es aber 
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noch mehr Winkel, deren Sinus gleich 1 ist ; nämlich ein jeder, der 

sich von ~· ( arc 30 o) um ganze Vielfache von 2 n ( = arc 360 °) unter

scheidet. Folglich ist ganz allgemein arcsin {- = ·~ + 2 kn, wobei k 

irgendeine ganze Zahl bedeutet. Aber auch damit ist die Menge der 
Winkel arcsin § nicht erschöpft ; denn da auch sin * n ( -- sin 150 °) = + 
ist, so bekommen wir unter Berücksichtigung 
der Periodizität als eine zweite Winkelgruppe 
arcsin} = &n + 2kn. 

2. Es ist zu zeigen, da ß 

arcsin (- } y2) = t n + 2 k n 
bzw. 

= rn + 2kn ist. 

3. Wie groß sind 

arcsin ( - t) , arcsin ( + } f2) , arcsin t VS, 
arcsin (- -~ V3) , arcsin 0 , arcsin 1 ~ 

4. Wir wollen noch arcsin0,7 berechnen. Zu 
diesem Zwecke suchen wir erst einmal den 
spitzen Winkel in Gradmaß auf, dessen Sinus 
gleich 0,7 ist. Wir finden in der Tabelle 
44°25'37"; sein Bogenmaß ist 0,77539. Folg
lich ist einerseits arcsin 0,7 = 0,77539 + 2kn . 
Da aber sin(n-0,77539)=sin2,36620 eben
falls gleich 0,7 ist, so ist vollständig arcsin 0,7 
= 0,77539 + 2kn bzw. = 2,36620 + 2kn. 

Wir erkennen also: Die Arkussinusfunk
tion ist e ine unendlich vieldeutige Funk
tion, da sie, wenn ihr überhaupt ein Wert zu
kommt, unendlich viele Werte annehmen kann. 
Damit sie reelle Werte hat, muß die 
unabhängige Veränderliche x zwischen 
den Grenzen -1 s x < +1 liegen. [Vgl. 
hierzu die Verhältnisse bei der Funktion y = yx 
(37) s. 87 ff.] 

Um zur Arkussinuskurve zu gelangen, machen 
wir von dem Satze Gebrauch, daß die Bilder Abb. 72. 

inverser Funktionen zueinander bezüglich der 
45 ° -Linie symmetrisch sind, wonach die Kurve y = arcsin x also das 
Spiegelbild zur Kurve y = sin x bezüglich dieser Linie ist. Abb. 72 
zeigt die Arkussinuslinie. Wir sehen, daß zu einem bestimmten x von 
der Eigenschaft -1 < x < + 1 unendlich viele Kurvenpunkte gehören; 
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die Ordinaten der Punkte ... 8_ 1 , 8 1 , S 2 , .•• und ebenso die Ordinaten 
der Punkte ... 8'_ 1 , S{, S~ ... unterscheiden sich um je 2n. Zu Werten 
von x, deren absoluter Betrag >l ist, gehören keine Kurvenpunkte. 
Die Vieldeutigkeit der Arkussinusfunktion kann zu Unklarheiten führen. 
Man hat sich daher, um Eindeutigkeit zu erzielen, geeinigt, denjenigen 

Funktionswert als Hauptwert zu wählen, der zwischen - i und 

+ ; liegt, falls nicht besondere Umstände zu einer anderen Festsetzung 

zwingen. Man nennt diesen Bereich den Bereich der Hauptwerte 
der Arkussinusfunktion. 

Nach den Erörterungen über y = arcsinx dürften die Ausdrücke 
y = arccos x, y = arctg x und y = arcctg x (gesprochen "Arkus
kosinus von x", "Arkustangens von x", "Arkuskotangens von x") 
ohne weiteres verständlich sein. Wir können uns daher kurz fassen 
und sagen: 

Unter y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgx versteht man 
das Bogenmaß desjenigen Winkels y, dessen Kosinus bzw. 
Tangens bzw. Kotangens denWert x hat. Wegen der Periodizität 
der goniometrischen Funktionen y = cos x , y = tg x , y = ctg x sind diese 
Funktionen unendlich vieldeutig. Während aber zur Arkuskosinusfunktion 
(ebenso wie zur Arkussinusfunktion) nur für Wertex von der Eigenschaft 
-1 ...:;; x :S:: + 1 reelle Funktionswerte gehören, sind bei der Arkustangens
und bei der Arkuskotangensfunktion jedem beliebigen x Funktionswerte 
zugeordnet. Die folgenden Beispiele wird der Leser hiernach ohne 
Mühe nachprüfen können: 

l. arccos{- }"2 = -~ + 2kn 

2. arctg(-1) = fn + kn, 
3. arcctg2 = 0,46365 + kn. 

bzw. 7 
4 n+2kn, 

Die Bilder der Arkuskosinus-, Arkustangens- und Arkuskotangens
funktion sind mit dem der Arkussinusfunktion in Abb. 72 vereinigt. 

Die Hauptwerte liegen bei der Arkustangensfunktion zwischen - ~ 

und + ~ , bei der Arkuskosinus- und bei der Arkuskotangensfunktion 

dagegen zwischen 0 und n . 

(50) Die Differentialquotienten der zyklometrischen Funktionen 
werden auf folgendem Wege gefunden: 

Wenn y = arcsinx, so ist x = siny, also 

dx ,---- ,1---
dy = cosy = }1- sin2 y = yl- x2 , 

demnach ist 
dy 
dx y f=-x2 ' 
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oder darcsinx 1 
dx = f1-x2 • 

83) 

Wenn y = arccosx, so ist x = cosy, also 
dx ---- ----

demnach 
dy = -siny =-y'1- cos2y =-y1- x2; 

d arccosx 1 
84) dx =- f1-x2 • 

Wenn y = arctgx, so ist x = tgy, also 

dx 1 
- = -- = 1 + tg2y = 1 + x2· 

demnach 
dy cos2y ' 

d arctgx 1 
85) dx = 1+x2 • 

Wenn y = arcctgx, so ist x = ctgy, also 

dx I - = --.- = - (1 + ctg2 y) = -(1 + x2)· 
demnach 

dy sm2y • 

darcctgx 1 
86) dx = -1+x2 • 

Die Formeln 83) bis 86) sind in mehrfacher Hinsicht eigentüm
lich; auffällig ist zunächst, daß zwar die Funktionen transzendent, 
ihre Differentialquotienten aber algebraische Funktionen von x 
sind, und zwar die Differentialquotienten von arcsin x und arccos x 
irrationale, die Differentialquotienten von arc tg x und arcctg x sogar 
rationale Funktionen. Bisher mußten wir den Eindruck gewinnen, 
als ob die algebraischen und die transzendenten Funktionen zwei große 
Gruppen bildeten, zwischen denen keine Verbindung und kein Übergang 
bestünde; und das ist auch so, solange wir uns auf das Gebiet der ele
mentaren Mathematik beschränken. Die Infinitesimalrechnung da
gegen reißt in gewissem Sinne diese Schranke nieder und gliedert die 
zykl~metrischen und dadurch mittelbar auch die goniometrischen Funk
tionen an die algebraischen Funktionen an; wir werden bald seh~n, 
daß Ähnliches auch für die logarithmische Funktion zutrifft. 

Eine zweite Eigentümlichkeit besteht darin, daß die Arkussinus
und die Arkuskosinusfunktion zwei Differentialquotienten haben, die 
einander entgegengesetzt gleich sind, d. h. daß 

darcsinx + darccosx _ O --ax- --ax- - . 
ist, und daß das Gleiche für die Arkustangens- und die Arkuskotangens
funktion gilt: 

d arctgx + d arcctgx _ 0 ---ax --ax- - . 
Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 9 
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Diese Merkwürdigkeit erklärt sich aber sofort, wenn wir bedenken, 
daß - bei Beschränkung auf die Hauptwerte - für ein bestimmtes x 
die Beziehungen bestehen: 

. + "' arcs1n x arccos x = -2- bzw. "' arctg x + arcctg x = !:f . 87) 

Sie folgen aus Abb. 72; man kann sie aber auch aus den goniometrischen 
Formeln 

sin.x = cos(; - tX) und tg.x = ctg ( -'f - .x) 

ableiten. 
Differenziert man die Gleichungen 87) nach x, so erhält man unter 

Beachtung des Umstandes, daß die rechten Seiten Konstanten sind, 
die obigen Gleichungen 

d arcsin x + d arccos x _ 0 -----a;;- -----a;;- - ' bzw. 
darctgx + d arcctgx _ 0 
~ -----a;;- - ' 

siehe oben. 
Einige B e ispiele als Anleitung für Different iation verwickelterer 

Funktionen: 

1. y = arcsin _:l:_ ; Kettenregel : y = arcsin z , z = !2._ ; 
a a 

also 

dy 1 1 

d z = yi - z2 = l/- ( x )2 ' 
v 1 - li-

dy 
dx 

1 

d z 
d x a 

2. y = arctg _::._ ; auf gleichem Wege erhält man ddy = --y-+~. a x x a 

5 x - 2 3 . 5x - 2 . . y = arcsm - 3- = arcs1nz, z = - - · 
3 ' 

also 

dy 
dz 

dy 11 5 
-dx = V I + 4x - 5 x2 • 

1 

I 
4. y = arccos - = arccosz, 

X 

dy -I 1 
- - ---

dz Vl-z2 1h- 1 
also x2 

dy 1 
----

d x xyx2-l · 

3 
----·--·--
y5 + 20x - 25x2 ' 

1 
z = - · 

X ' 

X 

=-v --i' dz 
d x 

d z 
-dx 

1 
-X2-' 

5 
3 ' 
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5. y = x · arcsinx + yl= x2 ; durch Verwendung der Summen-, 
Produkt- und Kettenregel erhält man: 

dy . X X • 
-d = arcs1nx + -== - ,1--= = armnnx. 

x Yl - xz r I - xz 
x+2 x+2 6. y = arctg - 3- = arctgz , z = - 3- ; 

dy _ I _ 9 dz I 

dz - 1 + (x + 2)2 - x2 + 4x + 13' dx 

also 3 
dy 3 
d x x2 ---,+,------:-4_x_+,-----::I:-o:3 · 

Die technische Bedeutung der zyklometrischen Funktionen tritt 
besonders in der Integralrechnung zutage; wir werden uns daher 
dort noch mit ihnen zu beschäftigen haben. 

Erwähnt sei noch, daß man die goniometrischen und die zyklometri
schen Funktionen unter dem gemeinsamenN amenKreisfunkt i o n e n zu
sammenfaßt. 

§ 11. Die logarithmische Funktion. 
(51) Aus der elementaren Mathematik wissen wir, daß man unter 
dem a-Logarithmus von x diejenige Zahl y versteht, mit der 
man a potenzieren muß, um x zu erhalten, in Formeln 

alogx = y, wenn aY = x 88) 

ist. a heißt hierbei die Grundzahl (Basis), und alle Logarithmen, die 
auf dieselbe Grundzahl bezogen sind, bilden ein Logarithmensystem; 
ferner ist x der Logarithmand oder Numerus und y der Logarith
mus. Bei gegebener Grundzahl ist also der Logarithmus y eine Funktion 
des Numerus x. 

Beispiele: 
2 log 128 

4 log 128 
2 log2 
2 log 1 
2 log f.r 
2 logfi6 

= 7; 

= -L 
= 1; 
=0; 

=-6; 

lOlog 1000 = 3 ; 
100 log 1000 = f ; 
lolog _I_ = -4 ·, 

10000 

10log10 =l; 
10log I = 0; 
10log V 10000 = ~- ; 

denn 

" 
" 
" 
" 

" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 

= 128, 

= (y4)' = 128 l 

=2, 
= 1, 

=ic=-n, 
= V24 = V16, 

103 = 1000 l 

100~ = 1000 l 

10-4 I 
= 10000' 

101 = 10 l 

10° = 1' 
10} = v 10ooo . 

9* 
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Die Logarithmen mit der Grundzahl 10 heißen die gemeinen oder 
Briggssehen Logarithmen; sie finden im praktischen Rechnen wegen 
ihrer hierfür besonders günstigen Eigenschaften ausschließlich Verwen
dung. Man schreibt sie unter Weglassung der Grundzahl 10 kurzweg 
log x statt 10log x. 

Um die Beziehungen zwischen den Logarithmenzweier Systeme 
aufzudecken, wollen wir folgenden Weg einschlagen: Es sei a die Grund
zahl des einen, b die des anderen Systems, so daß Ya = a1og x und 
Yb = blog x die Logarithmen desselben Numerus x in diesen beiden 
Systemen sind. Nach Definition ist dann 

aY• = x und bYo = x , also aY• = bYb . 

Nehmen wir erst von beiden Seiten den a-Logarithmus, so erhalten wir 
als neue Gleichung (unter Verwendung der Regel vom Logarithmus 
einer Potenz "logun = n · clogu) 

Ya = Yb · alogb oder alogx = blogx · a1ogb ; 89a) 

nehmen wir ferner von beiden Seiten den b-Logarithmus, so erhalten wir 

Ya • bloga = Yb oder alogx · bloga = blogx. 89b) 

Durch Verbindung dieser beiden Gleichungen bekommen wir 

a1 b Yb Ya = Yb · og = r1- , oga 

also die neue Beziehung alogb • bloga = 1. Wir können unsere 
Ergebnisse in den Satz zusammenfassen: 

Um aus dem a-Logarithmus einer Zahl ihren b-Logarith
mus zu berechnen, muß man den a-Logarithmus dieser Zahl 
entweder mit dem b-Logarithmus von a multiplizieren oder 
durch den a-Logarithmus von b dividieren; der a-Logarith
mus von b und der b-Logarithmus von a sind zueinander 

1 
lo x 

10 

reziprok. Die Loga
rithmen zweier Systeme 
sind zueinander propor
tional. 

Beispiel: Es ist 
10log 100 = 2; folglich ist 

2log 100 = 2 · 2log 10 
=2:10log2 = 2:0,30103 

=2· 3,32193=6,64386. 

Abb. 73. 
Abb. 73 zeigt die zu 

y=10log x und y= 2log x 
gehörigen Kurven; sie 

haben beide die negative y-Achse zu Asymptoten (warum 1) und ver
laufen gänzlich rechts von der y-Achse (warum 1). 
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(52) Zur Bildung des Differentialquotienten de1· Funktion 
y = aiogx geben wir x einen Zuwachs LI x, so daß y einen Zuwachs 
LI y erhält, und zwar besteht die Gleichung y + LI y = alog (x + LI x) . 
Demnach ist LI y = alog (x +LI x) - alogx, und mit Hilfe der Formel 

u alog u - alog v = alog -
können wir schreiben: v 

LI Y = alog x + x ,1 x = alog (I + ,dx x) . 

Ist x =f 0, so nähert sich mit unbegrenzt abnehmendem LI x die Klammer 
dem Werte I, also die rechte Seite und damit auch LI y dem Werte Null. 
Wir bekommen demnach den Satz: 

Die Logarithmenfunktion ist für jeden Wert der unab
hängigen Veränderlichen mit Ausnahme von x = 0 eine 
stetige Funktion. 

Durch Dividieren mit LI x bekommen wir den Differenzenquotienten 

~ = _1_ . alog (I + A x) • 
Ax Ax x 

Die rechte Seite formen wir in folgender Weise um: 

Ay = 1_. ____:___ . alog (I + -~_:;_) = I . alog [(1 + ,1x) A'"x]. 
Llx x Ax x x x ' 

die Richtigkeit dieses Schrittes folgt aus der Formeln· alog x = alog (x".) . 
Nehmen wir den Grenzübergang für LI x -+ 0 vor, so bleibt der erste 

1 
Faktor - davon unberührt. Was wird aber aus dem Faktor 

X 

alog [ (I + Axx),tx ] 1 

Diese Frage wird sich beantworten lassen, wenn wir den Grenzwert 

bestimmt haben 
Wenn wir setzen LI~= n, so wird limn = oo, und die Betrachtung 

L1 x--+ 0 ( 1 )n 
läuft hinaus auf die Untersuchung des Ausdruckes lim 1 + n . Für 

n+= 

bestimmte endliche Werte von n nimmt (I + ~r bestimmte endliche 
Werte an, wie die folgende Tabelle zeigt. 

( 1 + ~ r: : I m · ~ :.,.1 m· ~ : .• 70371 m· ~ : ... 141 I (il'- :.48832 

n = 10 1100 11000 
( 1 + ! r = 2,594 2,705 2,72 
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Die letzten drei Werte sind mit Hilfe fünfstelliger Logarithmen be
rechnet worden, so genau, als es auf diesem Wege möglich ist. Die 

für ( 1 + ! r gefunc;lenen Zahlen zeigen das Bestreben, sich einer 

Zahl zu nähern, die ungefähr bei 2,7 liegt. Während nämlich die 
ersten Zahlen verhältnismäßig rasch zunehmen, findet von n = 5 
bis n = IO nur eine Zunahme von O,I06, für das große Intervall 
von n = IO bis n = 100 nur eine Zunahme von 0,10I, und für das 
noch wesentlich größere Intervall von n = 100 bis n = 1000 sogar nur 
eine Zunahme von höchstens 0,02 statt. Eine mathematisch gegründete 

Untersuchung von lim ( 1 + ~ r wollen wir nun vornehmen. 
n-+ oo 

Wir entwickeln - unter der Annahme, daß n eine natürliche Zahl 

sei - ( 1 + ! r nach dem binomischen Satze (36): 

(1 + _!_)"- 1 +..::. _!_ + !!:_{?!:_-1). (.!.) 2 + n(n - l)(n- 2). (.!.r 
.n 1 n 1·2 n 1·2·3 n . 

+ . , . + n(n - 1) ,. , (n - (n - 2))(n - (n - 1)). (_1-)" 
l · 2 .. · (n- 1) · n n · 

Das allgemeine Glied der rechten Seite ist 

!!:_(n- I{~-~~~; k + l). (~·)k; 

der Zähler enthält k Faktoren, ( * r desgleichen; wir können demnach, 

ohne den Wert des Gliedes zu ändern, jeden Faktor des Zählers durch n 
dividieren, und kommen für das kte Glied somit auf die Form 

lr. 1 ( 1 - ! ) (1 - ! ) ... ( 1 - k ~ 2) . 
Also ist 

(I + '.!_)" = I +_!_ -I + _!_ -1 (I - .!_) + _l_ -I (I - .!_)(I - ~) + .. . 
n l! 2! n 3! n n 

l ( l ) ( 2 ) ( n - 2) ( n - 1) + n! • I I - n I - n . . . I - -n I - - n- . 

Wenn jetzt n über alle Grenzen hinauswächst, so nähert sich .!... , wo
n 

bei r < n irgendeine feste endliche Zahl ist, immer mehr dem Werte 

Null, also der Ausdruck I - !___ immer mehr dem Werte I, und es wird 
n 

. ( l )" 1 l l hm I+ - =I+,-+,-+ ,-+ 
n-+oo n l. 2. 3. 

90) 

Um die unendliche Summe 

l 1 1 
I + TI + 2! + ·a! + ... 
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wirklich zu berechnen, bilden wir 

1 = 1,0000000' 

1 
TI= 1,0000000, 

1 
2! = 0,5000000' 

1 
3T = 0,1666667' 

also ist 

1 
4T = 0,0416667' 

1 
5! = 0,0083333' 

1 
6! = 0,0013889' 

1 
-7! = 0,0001984' 

1 
8T = 0,0000248' 

1 
9! = 0,000002 8 ' 

1 
10! = 0,0000003' 

1 
+TOT= 2,718282; 

ein gerrauerer Wert ist 
e = 2,718281828459. 

135 

Man bezeichnet diese Zahl, die in der höheren Mathematik eine 
hervorragende Rolle spielt, mit dem Buchstaben e; eist eine transzen
dente Zahl, d. h. es gibt keine algebraische Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten, welche e als Lösung hat; in dieser Beziehung gleicht 
sie der uns aus der Elementarmathematik bekannten Ludolphschen 
Zahl n = 3,14159. 

Jetzt kehren wir zur Ableitung des Differentialquotienten der 
Funktion y = alogx zurück. Wir hatten (S. 133) gefunden, daß 

~~ = + · alog [(1 + ~rJ ist; folglich ist :~ = ! · aloge, 

oder 
d'!'logx 1 aJ ----;rx = x · og e. 

Es ist also beispielsweise für den gemeinen Logarithmus, da 

loge = log 2,71828 = 0,434294 ist, 

dlogx 1 1 
----;IX = x ·loge = 0,434294 · x 

und entsprechend 

~_:~gx = _!_. 210 e = _!_. log e = _!_ . 0,434294 = 1 44269 . _!_. 
dx X g X 1og2 X 0,301030 ' X 

91) 

Diese beiden Formeln können wir benutzen, um an die Kurven 
in Abb. 73 die Tangenten zu legen; so hat z. B. im Punkte 1/0 die Kurve 
y = logx die Neigung 0,434294, die Kurve y = 2logx dagegen die 
Neigung 1,44269. 

(53) Wählt man dieobige Zahl e als Grundzahleines Logarithmensystems, 
d'logx _ 1 d h . h d. 

SO wird, da 'loge = 1 (weil e1 = e) ist, dx- - x' WO Ure SlC Ie 
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Gleichung 91) wesentlich vereinfacht. Aus diesem Grunde bezeichnet 
man das Logarithmensystem mit der Grundzahl e = 2,7182818 . .. 
als das natürlichen Logarithmensystem und nennt "logx den 
natürlichen Logarithmus von x, kurz geschrieben lgx oder lnx 
(Iogarithmus naturalis); es ist also 

und ferner 
lnx = lgx = "logx 

dlnx 1 
dx =;;, 

92) 

93) 

in Worten: Der Differentialquotient der Funktion y = lnx ist einfach 
der reziproke Wert der unabhängigen Veränderlichen. 

Will man zu einer gegebenen Zahl den natürlichen Logarithmus 
bestimmen, so kann man etwa von den gemeinen Logarithmen aus
gehen, von denen uns ja Tafeln zur Verfügung stehen, und nach 89) 
setzen: 

oder 
lnx = logx:loge oder 

In x = 2,302 59 · logx 

ln x = logx:0,434294 
} 94a) 

Andererseits ist für den Übergang von den natürlichen zu den gemeinen 
Logarithmen 

logx=lnx· loge=lnx:ln10 oder log x=0,434294·ln x . 94b) 

Beispiele: l. Es soll der natürliche Logarithmus von 7 be
rechnet werden: 

ln7 = 2,30259 ·log7 = 2,30259 · 0,84510 = 1,94591, 

2. ln:n: = 2,30259 ·logn = 2,30259 · 0,49715 = 1,14473, 

3. lnx =3,45926, logx =3,45926·0,434294 = 1,50234, x=31,794. 

Überdies enthalten die Ingenieurhilfsbücher und -taschenbücher zumeist 
auch Tafeln der natürlichen Logarithmen (s. u. a. Freytag, Hilfs
buch für den Maschinenbau, 7. Aufl.). 

Abb. 73 enthält. auch die Kurve der Funktion y = lnx; be
merkenswert ist an ihr, daß die Tangentenrichtung in jedem Punkte 
reziprok zum Zahlenwert seiner Abszisse ist, daß also insbesondere im 
Punkte (1/0) die Tangente genau unter 45 o geneigt ist. 

(54) Zur Einführung in das Differenzieren mit Logarithmenfunk
tionen mögen die folgenden Beispiele dienen: 

l. y = ln(x3 + ax2 + b): 
dy 
dz 

also dy 
dx 

I I 
x3 + ax2 + b' 

3x2 + 2ax 
x3 + ax2 + b · 

y=lnz, z=x3 +ax2 +b; 
dz - = 3x2 + 2ax· dx ' 
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2. y = In(x + ~·~2 +-;;2), 

dy 1 l 
dz = z = x + y(i2. + xz ' 

y = Inz, Z = X+ V~2 + x2; 

dz x x + }"a2 + x2 - = l + --····-··· = ----· 
dx vaz + x2 yaz + X2 ' 

dy x + yä2·+-x2 1 
also dx ---

(x+Jiaz+xz)yaz+x2 Va2 +Xi" 
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a2+x2 
3. y =In - 2- - 2 ; man forme erst um: y = ln(a2 + x2) -ln(a2- x2), 

a -x 
dy -~ -~- 4a2 x 
dx - a2 + x2 + a2 - x2 - a4 - x4 • 

~/ 4 4 4. y=Inva2 +bx+x2 = 3 ln(a2 +bx+x2); 
dy 4 b+2x 
dx 3 a2+bx+x2" 

dy l 
5. y=xlnx-x; dx=Inx+x·:;-l=Inx. 

6. y = x · arcctgx + In l'l+ x2 ; 

dy x l 2x 
dx = arcctgx- 1 + X2 + 2 I+ xz = arcctgx. 

7. y = In(x2 + 4x + 5)- Sarctg(x + 2); 

dy = ~t~-- _ S • 1 = 2 X- 4 . 
dx x2+4x+5 (x + 2)2 +1 x2+4x + 5 

Hier ist die Gelegenheit, um auch die letzte Differentiationsregel, die 
Regel des logarithmischen Differenzierens, zu behandeln. Man 
benutzt sie, um Funktionen von der Form y = uv, wobei u und v 
ihrerseits Funktionen von x sind, nach x zu differenzieren. Um den 

Differentialquotienten ~~ zu bilden, helfen wir uns folgendermaßen: 

Wir logarithmieren beiderseits und erhalten ln y = v · ln u, wodurch 
auch ln y als Funktion von x eingeführt ist. Wir differenzieren beide 
Ausdrücke nach x. Der erste ergibt (Kettenregel) 

d lny d lny dy 1 dy · dx- = """"""dij • dx = y · dx ; 

der zweite (Produktregel) 

d(v·lnu) dlnu dv dlnu du dv 
---a:x- = v · - dx + lnu· dx = v · -({u " dx + lnu· dx 

1 du dv 
= V· u · dx + ln u · dx · 

Setzen wir die beiden Differentialquotienten einander gleich, so be· 
kommen wir 

l dy v du dv - - · - = - ·- + lnu·-Y dx u dx dx' 
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also dy [v du dvl - - = y· - · - + lnu· - -dx u dx dx ' 
oder 

d(uv) [v du dv] --=uv -·-+lnu·- ; dx u dx dx 

Regel von der logarithmischen Differentiation. 
Beispiel: 

y=x", U=X, V=X, du= 1 
dx · 

~~ = 1. 
dx · 

also 
d (x") ---;rx- = x"[l + lnx]. 

y = (sinx)arctgx, 

also 

u = sinx, v = arctgx , 
du -- = cosx 
dx ' 

dv 
dx 

d(sinx)•rctgx [arctgx 1 l - --- = (sinx)arctgx -.- - cosx + In sinx · --
dx smx x2 + 1 

= ( . )arctgx [arctgx + ln sinxl 
smx tgx x2 + 1 ' 

(54) 

95) 

Aus der Regel von der logarithmischen Differentiation wollen wir 
noch einen Satz ableiten. Setzen wir nämlich in Formel 95) 

U=X und v=n, 

wobei n irgendeine ganz beliebige Zahl ist, so ist 

oder 

du = 1 und dv = 0 und dx" = xn [!~'_. 1 + lnx. o] 
dx dx dx x 

dxn 
--=n·xn-1, 
dx 

Lehrsatz: Die Formel 

dx" - = n•xn-1 
dx 

gilt für jeden beliebigen konstanten Exponenten n. [Vgl. (18), 
s. 36, u. (39)' s. 92 !] 

In Ergänzung zu dem am Ende des vorigen Paragraphen Gesagten 
sei noch hervorgehoben, daß die transzendente Funktion y = alog x 
und ihr Sonderfall y = ln x durch ihre 'Differentialquotienten 

d•log 1 1 a dlnx 1 
dX = xlna = z-· Ioge bzw. dx x' 

- die einfachste echt gebrochene rationale Funktion von x (s. § 7) -
aufs engste mit den algebraischen Funktionen verknüpft sind. Mittelbar 
gilt dies dann auch für ihre inverse Funktion, die Exponential
funktion, zu deren Behandlung wir nunmehr übergehen wollen. 



(55) Die Exponentialfunktion. 139 

§ 12. Die Exponentialfunktion. 
(55) Aus der zu Beginn von § ll gegebenen Definition von y= alogx 
folgt ohne weiteres, daß die Funktion y = a"' die zur logarithmischen 
Funktion inverse ist. Die unabhängige Veränderliche tritt hier also 
im Exponenten auf; daher nennt man die Funktion y = a"' die 
Exponentialfunktion. Je nach der Wahl der Grundzahl a va
riiert die Exponentialfunktion. Ihr Bild erhält man aus dem der 
Logarithmenfunktion durch Spiegelung an der 45 a -Linie; man erhält 
also Kurven wie die 
in Abb. 74 dargestell
ten; sie heißen Expo
nentialkurven. Alle 
haben die x-Achse 
zur Asymptote und 
schneiden von der 
y-Achse die Längen
einheit ab. 

Die für die höhere 
Mathematik wichtig
ste Exponentialfunk
tion ist - wie nach 
den Ausführungen 
des vorigen Paragra
phen verständlich 
ist - die Funktion 

-J 

'f 

1 

y = e"'. Auf sie lassen sich alle übrigen Exponentialfunktionen leicht 
zurückführen. Es ist nämlich 

.a"' = (elna)"' = e"'1na; 

d. h . die Funktion ax hat für X den gleichen Wert wie ex für X . lna. 
Die erste Kurve hat also für die Abszisse dieselbe Ordinate wie die 
letztere für die Abszisse x · lna. Wenn man demnach die Abszissen 
der Kurve von der Gleichung ex im Verhältnis 1: lna verkürzt, unter 
Beibehaltung der Ordinaten, so stellt die neue Kurve das Bild der 
Gleichung y = a"' dar. 

Eine weitere geometrische Eigenschaft der Exponentialkurve ist 
die folgende: Wir legen der Betrachtung die allgemeinere Gleichung 
y = c · abx zugrunde, wobei b und c irgendwelche Konstanten sind; 
ist dabei b < 0, so fällt die Kurve beständig und hat die positive x-Achse 
zur Asymptote. Es sei y1 = cabx, der zu x1 gehörige Funktionswert; 
vermehrt man x1 um die Größe d, so ergibt sich als zu x1 + d gehöriger 
Funktionswert: 

Yz = cab(x,+d) = cabd. abx, oder Yz = Yl. abd. 
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Das heißt aber: Eine fortgesetzte Vermehrung der unabhängigen Ver
änderlichen um einen konstanten Summanden d hat eine fortgesetzte 
Multiplikation der abhängigen Veränderlichen mit einem konstanten 
Faktor abd zur Folge. Anders ausgedrückt: 

Durchläuft die unabhängige Veränderliche eine arith
metische Reihe, so durchläuft die Exponentialfunktion eine 
geometrische Reihe. 

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich aus zwei gegebenen Punkten 
der Exponentialkurve beliebig viele durch einfache geometrische Kon
struktion finden. Es seien in Abb. 75 Pdx1 Jy1) und P 2 (x2 JY2 ) zwei 
Punkte der Exponentialkurve; man ziehe P 1Y1 II x-Achse und durch 
Y1 eine Gerade unter einem beliebigen Winkel a (in Abb. a= 45°) 
gegen die y-Achse, welche P 2Y2 JI x-Achse in Q2 schneiden möge. Nun 

ziehe man 0 Q2 • Durch Y 2 ziehe 
man Y 2 Q3 J/ Y1Q2 (Q3 auf OQ2) 

und die Gerade Q3 Y3 // X

Achse, welche die durch 
X 3 (X2 X 3 = X 1 X 2) zur y
Achse gezogene Parallele in P 3 

schneiden möge. Dann ist Pa 
ein weiterer Punkt der Ex-

_-_g~~~~~~~~-l:.;:;F==-- ponentialkurve. Aus P 2 und 
x5 x P 3"" erhält man durch ent-

sprechende Konstruktion P 4 

usw. Es ist zu beachten, daß 
X 1 X 2 = X 2 X 3 = X 3 X,l = · · · ist und daß die Dreiecke Y 1Q2Y 2 , 

Y 2Q3 Y3 , Y3Q4 Y4 • • • ähnlich sind. Da nämlich 

OY1 :0Y2 = OQ2 :0Q3 = OY2 :0Y3 = OQ3 :0Q4 = OY3 :0Y4 •• . , 

also OY1 :0Y2 = OY2 :0Y3 = OY3 :0Y4 = · · · ist, bilden die Ordinaten 

Y1 = OYt, Yz = OYz, Ya = OYa, Y4 = OY4, · · · 

eine geometrische Reihe, während nach Konstruktion die Abszissen 
xl = oxl, Xz = OXz, Xa = OXa, x4 = ox4, ... eine arithmetische 
Reihe bilden, womit der Beweis erbracht ist, daß die Punkte P 1 , 

P 2 , P 3 , P 4 , ••• auf der nämlichen Exponentialkurve liegen. 
Diese technisch häufig verwendete Punktkonstruktion hat den 

Vorzug, daß sie die Exponentialkurve über die gegebenen Punkte hinaus 
zu verlängern gestattet; damit ist aber der Nachteil verknüpft, daß 
eine Ungenauigkeit in der Bestimmung eines Punktes notwendig auch 
Ungenauigkeiten in der Konstruktion der folgenden Punkte nach sich 
zieht, so daß infolge dieser Fehler die konstruierte Kurve immer stärker 
von der idealen abweicht. Dazu kommt, daß durch die angeführte 
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Methode keine Zwischenpunkte gefunden werden können. Aus diesen 
beiden Gründen empfiehlt sich die folgende Konstruktion : Sind P 1(x1 ! y1) 

und P 2 (x2 !y2) (Abb. 76) zwei Punkte, und sollen Zwischenpunkte ge
zeichnet werden, so ermittelt 
man zuerst den Punkt P 3 , 

dessen Abszisse x3 = x1 t x2 , 

für den also X1 X3 = X 3 X 2 

ist, und zwar in folgender 
Weise : Es muß y1 :y3 =y3 :y2, 
also y3 die mittlere Propor- Zz 12 
tionale zu y1 und y2 sein: Man 
schlage über 0 Y 1 den Halb-
kreis, der von P 2Y 2 in Z 2 ge- X1 Xq. X.J Xs Xz 

schnitten werden möge; dann Abb. 76. 

ist y3 =0Y3 =0Z2 • Verfährt 
man mit den beiden Punkten P 1 und P 3 ebenso wie mit P 1 und P 2 , so 
erhält man einen weiteren Punkt P4 , und durch Verwendung von 
P 3 und P 2 einen Punkt P 5 usf. 

(56) Wir kommen nun zur Bildung des Differentialquotienten 
der Exponentialfunktion: Wenn y = a"' ist, so ist x = aiogy und 
folglich 

dx 1 •loge 
dy = ylna = ---y-; 

daher ist 
dy y - = y ·lna = - - . 
dx •Iog e 

Wir erhalten als Ergebnis 

und als Sonderfall 

dax ax - = a"' • ln a = -dx "log e 
96) 

96') 

Die Exponentialfunktion hat demnach die Eigentümlichkeit, daß sie 
mit ihrem Differentialquotienten identisch ist. 

B . . l l . . dy I . I e1sp1e e: . y = asmx; y = az, z=s1nx; dz = az na=a'mx na, 

d z I dy . I 
dx = cosx; a so dx = asmxcosx na, 

2. y= e2"'·(x2 -x+ !); 
Produktregel: ~~ = e2 "' (2x- l) + 2e2 "' (x2 - x + ! ) = 2x2 e2 "'. 
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(57) Anwendungen. 
a) Die Strahlungsenergie J einer radioaktiven Substanz 

klingt nach einem Gesetze ab, das durch die Formel J = J 0 e-At be
schrieben wird; hierbei ist J 0 die Energie zur Zeit t = 0 und Ä. eine 
Konstante, die der Substanz eigentümlich ist. Man mißt sie durch 
die Zeit T, in der die Energie J 0 auf den halben Wert sinkt; T heißt 
die Halbierungskonstante oder die Halbwertszeit. Um die Be
ziehung zwischen Ä. und T zu finden, gehen wir von der Formel aus: 

oder 

Durch beiderseitiges Logarithmieren folgt hieraus: 

Ä.T = ln2 = 0,6931, also Ä. = 2·~31 

Für Radiumemanation ist 

rp = 4 Tage= 4D, also 

so daß die Abklingungsformel für Radiumemanation lautet 

J = J 0 e - 0,173t, 

wobeitinTagen anzugeben ist. Das Schaubild ist zu entwerfen. 
b) Wird ein Gleichstrom führender Kreis von der elektro motorischen 

Kraft E und dem Widerstande R plötzlich geschlossen, so steigt die 
Stromstärke infolge der Selbstinduktion des Kreises nicht sofort auf 

die nach dem Ohmsehen Gesetze zu erwartende Stromstärke i = ~, 

sondern schwillt an nach der Formel i = ~(1- e- ~t), wobei t die 

Zeit und L der Selbstinduktionskoeffizient (Induktivität) ist. 
Ist beispielsweise E = 100 V, R = 1 Q und L = 0,1 Henry, so ist 

10011 

V 

/ 
1011 

0 s 

f-" 

__ ...... 

s o,z 
Abb. 77. 

s t 

i = 100 (1 - e - 101) Ampere (Abb. 77). Die folgende Tabelle gibt die 
Werte für die Stromstärke zu verschiedenen Zeiten: 

t = 0,01 0,02 
i = 9,52 18,1 

0,05 
39,3 

0,069 
50,0 

0,1 0,15 
63,2 77,7 

0,2 0,3 0,4' 
86,5 95,0 98,1 Amp. 
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Wird der Stromkreis, der einen Gleichstrom führt, plötzlich unter
brochen, so sinkt die Stromstärke nach dem Gesetze 

R 
. E - Lt 
~=Re. 

dieser Fall ist entsprechend zu untersuchen [vgl. (225) S. 776]. 
c) Schließt man plötzlich einen Stromkreis, dessen elektro motorische 

Kraft sich nach dem Sinusgesetz 

E E . 2n = 0sm r_rt 

ändert, so fließt in ihm nicht sofort ein reiner Wechselstrom, sondern 
em Strom, dessen Stärke sich nach dem Gesetze ändert: 

wobei 

und 

R 

i = Ae-Lt+ Bsin(2; t -qJ), 

2nL 
tg117 = RT 

ist, und L, R dieselben Bedeutungen wie in b) haben (s. a. S. 776f.). Die 
-~t 

Stromstärke i ist also die Summe aus einer Exponentialfunktion Ae L 

und einer Sinusfunktion B sin(2,P t -111). 
d) Ein Massenpunkt, der in einem widerstandsfreien Mittel eine 

harmonische Bewegung [s. (46), 8.109] beschreiben würde, führt in einem 
Mittel, das ihm einen genügend großen Widerstand bietet, eine Bewegung 
aus, deren Gesetz durch die Formel wiedergegeben wird: 8·= v0t e- lt; 

hierbei bedeutet 8 die Entfernung aus der Gleichgewichtslage zur Zeit t, 
v0 die Geschwindigkeit zur Zeit t = 0 und A. eine durch die physikalische 
Beschaffenheit des Mittels bestimmte Konstante. (Beispiel : Gewicht 
an einer Spiralfeder befestigt, sich in einer Flüssigkeit von bestimmtem 
Widerstand bewegend. Aperiodische gedämpfte Schwingung.) 
Abb. 78 zeigt die Weg-Zeit-Kurve für die Werte 

Da für positive Werte von t 8 = v0 t e- J. t stets positiv ist, kann der 
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Massenpunkt für endliche Werte von t niemals wieder in die Ruhelage 
zurückkehren. Er wird sich bei Beginn der Bewegung von ihr entfernen, 
einen größten Ausschlag Smax erreichen und dann wieder nach der 
Ruhelage zurückstreben, der er sich asymptotisch nähert. Um den 

s 

V " 1/ 
r-.... 

1/ t-... 
1'--

t"-
7 ....... 
1/ - 1-

0 ,,,-10 ",,-zo 
Abb. 78. 

größten Ausschlag 8max zu bestimmen, bedenken wir, daß für ihn 

die Geschwindigkeit v = ~: gleich Null sein muß. Nun ist 

v=v0 e-J.t(l-lt). 

Der zugehörige Zeitpunkt ist also t = ~ , und demnach 

- Vo - 1- Vo 
8max- ye - eJ. • 

(Für unser Zahlenbeispiel ist t = 5 sec, 8max = 9,197 m.) 
e) Ist der Widerstand des Mittels weniger groß, so führt der Massen

punkt (an der Spiralfeder) eine schwingende Bewegung aus, deren 
Ausschläge aber allmählich abnehmen; diese Bewegung wird als ge
dämpfte Schwingung bezeichnet. Sie geht vor sich nach der Formel 

't . 2n 
8 = a e-A sin- t· 

T ' a) 

hierbei bedeutet s die Entfernung, die der Massenpunkt von der Ruhelage 
zur Zeit t hat, während l und die Periode T durch die physi
kalische Beschaffenheit des Systems (Spiralfeder, Massenpunkt) und 
den Widerstand des Mittels bestimmt sind. a ist eine Konstante, 
die sich, wie wir sehen werden, aus der Anfangsgeschwindigkeit v0 

ergibt, welche man dem Massenpunkte bei der Bewegung aus der 
Ruhelage erteilt. Wir wollen die gedämpfte Schwingung näher 
untersuchen. 

s wird gleich Null, wenn sin?; t = 0, also t = k · ; ist; der Punkt 

geht unendlich oft durch die Ruhelage, und zwar nach gleichen Zeiträumen, 

die gleich der halben Periode sind. Ist zur Zeit t1 8 - a e - lt, sin 2 "" t so 
1 - T ' 
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ist nach einem weiteren Verlaufe der Periode T, also zur Zeit t 1 + T 

s = ae-l(t,+Tlsin 2Jr (t + T) = ae-J.t•e-J.T sin2 Jr t 
2 T 1 T 1> 

oder 

Das heißt aber: wenn man den Ausschlag zu einer bestimmten Zeit 
kennt, so erhält man denjenigen nach Verlauf einer Periode T durch 
Multiplikation mit dem konstanten Faktor h = e- 1T; man nennt h 
das Dämpfungsverhältnis. Die Ausschläge, deren Zeiten sich um 
eine Periode unterscheiden, bilden demnach eine geometrische Reihe. 
lnh =-lT ist das logarithmische Dekrement der gedämpften 
Schwingung. Sind 81 , 8 2 und 8 3 drei Ausschläge, die zu den Zeiten t, 
t + T, t + 2 T gehören, so daß also 

82 =81 e-1T=h81 und 83 =s2 e- !.T =h82 =h2 s1 

ist, so ist 
8 3 -82 = h81 (h- l) und 82 -81 = 81 (h - 1), 

also 

Wenn sich also die drei Ausschläge 81 , 82 , 83 bequem und mit genügender 
Genauigkeit beobachten lassen, so kann man mit Hilfe der Formel 

durch einfache Rechnung das Dämpfungsverhältnis ermitteln. Am 
besten sind der Beobachtung zugänglich drei aufeinanderfolgende 
größte Ausschläge. Um die größten Ausschläge der Hin- und Her
bewegung des Massenpunktes rechnerisch zu erhalten, muß man be
denken, daß für sie die Bewegung umkehrt, d. h. die Geschwindig-

keit v = ~T gleich Null sein muß. Wir haben also die Funktion 

8 = a e -lt sin 2; t zu differenzieren und erhalten: 

ds 2Jr 2n ). . 2Jr v = -- = a e- .lt ·- cos - t - a l e- t sm- t dt T T T . b) 

Soll v = 0 sein, so muß 

2n 2Jr . 2 n 
-cos - t -lsm-- t = 0 
T T T 

oder t 2nt=2 n 
g T J..T 

oder 
T 2n 

t = 2; arctg }. T 

sein. Dann erhalten wir als den größten Ausschlag mittels der 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 10 
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Formel 

_AT arctg 2"' 2n 
8max = a e 2n AT • -----===---o:--==. 

V12 T2 + 4n2 

Weil arctg j-; unendlich vieldeutigist [s. (49) S.l28], so erhält man un

endlich viele Werte für 8max, deren Zeiten sich je um {unterscheiden. 

Wir wollen die Formel b) für die Geschwindigkeit benutzen, 
um das Gesetz von v zu untersuchen. Da die Anfangsgeschwindigkeit v0 

sein soll, so erhalten wir, wenn wir t = 0 setzen 

oder 
T 

a = 2n Vo, 

und damit ist der oben schon angedeutete Zusammenhang der Kon
stanten a mit v0 gefunden. Gleichung a) geht nun über in: 

T 't . 2n 
8 = 2 nv0 e-A s1nTt. a') 

Die Gleichung b) gestattet noch eine Vereinfachung. Setzen wir 

und 

so bestimmen sich die beiden neuen konstanten Größen v1 und t1 aus 
diesen Gleichungen zu 

v1 = a v;+ ~2 = -j y).2 T2 + 4n2 und tl;,"' t1 = !;T. c) 

Durch Einführen von v1 und t1 geht b) über in 

, [ . 2n 2n 2n . 2n l v = v e-At sm-tcos-t + cos- t sm --- t 
1 T Tl T pl 

_ -At . 2 n( ) v - v1 e sm T t + t1 • 

oder 
b') 

Der Winkel 2; t1 muß, da sein Sinus positiv und sein Kosinus negativ 

ist, im zweiten Quadranten, t1 also zwischen i und i liegen. Der 

Vergleich von b') mit a) bzw. a') zeigt, daß v das gleiche Gesetz 
befolgt, wie 8; insbesondere ist v ebenso wie 8 eine periodische Funktion 
von der Periode T, v hat ferner das gleiche Dämpfungsverhältnis 
h = e- J.T, wie man sich leicht überzeugt. Nur erreicht v stets um 
die Zeitspanne t1 früher den entsprechenden Zustand; die Geschwindig
keit v eilt also um diese Zeitspanne dem Ausschlage voraus. 

So hat beispielsweise v zur Zeit t = - t1 + k ~ den Wert Null, während s 

ihn erst zur Zeit t = k · ~ erreicht; gleiches gilt natürlich auch von 

den Höchstwerten von v, die zu bestimmen dem Leser überlassen sei. 
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Wir gehen noch einen Schritt weiter und suchen das Gesetz der 

Beschleunigung p. Es ist p = :;. Das Differenzieren von v nach t 

und das weitere Umformen lassen sich genau so ausführen wie oben; 
daher gelten auch hier die dort gezogenen Schlüsse. Insbesondere ist 
auch p eine periodische Funktion von t von der Periode T und dem 

h 

II II 
'0 I 

1/ 

5 
h. 

1/ I{ / I\ II "... s 
I-LI 

I 1/ I z 17" 1\ 

Zi?..J I 17 J \ t 

\ 17 I ~V 
l'r 

I \ I !"= V 
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1\ 
1-' 

'0 
I 

Abb. 79. 

Dämpfungsverhältnis h = e- .t T; ferner eilt die Beschleunigung der 
Geschwindigkeit um die Zeit t1 , dem Wege also um die Zeit 2t1 voraus . 
In Formeln 

- - A. t • 2.n ( + 2 ) p - p1 e sm -T t t1 , d) 

wobei sich p bestimmt zu: 

PI = 2:oT (J..2 pz + 4n2) . 

Zahlenbeispiel: Es seiT= lO sec, J.. = 0,04 sec - 1 , v0 = lOm sec- 1; 
dann ist das logarithmische Dekrement - 0,4, das Dämpfungsverhältnis 
h = 0,670, 

10 2 .n 
t1 = 2n · arctg-_ 0,4 sec = 1,591 · 1,635 sec= 2,60 sec, 

v1 = 10,02 msec - 1, p1 = 6,308 msec - 2 , a = 15,915 m, 

Bmax, = 14,43mzurZeit2,40sec, Bmin, = - 11,81 m zurZeit 7,40 sec, 

Bmax, = 9,67 m zur Zeit 12,40 msec . . . ; 
10* 
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die Gleichungen lauten: 

s = 15,92 · e -0,04 t • sin0,6283 t m; 

v = 10,02. e - 0,04t . sin0,6283(t + 2,60) msec- 1 , 

p = 6,308 · e-0,04t.sin0,6283(t + 5,20) msec-2 • 

Abb. 79 zeigt für unser Zahlenbeispiel die Kurven für Weg, Geschwin
digkeit und Beschleunigung in Abhängigkeit von der Zeit. 

§ 13. Die hyperbolischen Funktionen. 
(58) Es hat sich als zweckmäßig erwiesen, für gewisse Funktionen, 
die sich in bestimmter Weise aus Exponentialfunktionen zusammen
setzen, besondere Bezeichnungen einzuführen. Man hat ihnen die 
Namen hyperbolische Funktionen gegeben. Man unterscheidet 
im wesentlichen vier verschiedene: den Sinus h y perbolicus (hyper
bolische n Sinus), den Cosinus hyperbolicus (hyperbolischen 
Kosinus), den Tangens hyperbolicus (hyperbolische n Tangens) 
und den Kotangens hyper bolicus (hyperbolischen Kotangens). 

Abb. 80. 

Ferner gilt die Formel 

X 

Wir wollen uns zunächst mit dem hyper
bolischen Sinus einer Veränderlichen x 
oder, wie man abgekürzt schreibt, der 
Funktion y = ®in x (oder auch y = sh x) 
beschäftigen; ®in x ist definiert durch die 
Gleichung 

. ez-e-x 
E>mx= 2 ; 97) 

es ist also beispielsweise 

®in 3 = e3 - e- 3 = ?0,085-0,050 
2 2 

= 10,018; 

insbesondere ist 
E>inO = 0. 

E>in( - x) = -®inx, 

98) 

99) 

wie leicht aus Gleichung 97) folgt. Das Bild der Funktion erhält 
man am bequemsten, indem man die beiden Kurven y1 = ex und 
y 2 = e- x zeichnet und die Differenz der zu einer bestimmten Abszisse x 

gehörigen beiden Ordinaten halbiert; y = _y_1 ; Y2 ist dann die Ordinate 

des für dieses x zur Kurve y = ®inx gehörigen Punktes (Abb. 80). 
Die drei anderen Funktionen werden durch die Gleichungen definiert: 

e• + e- x 
Q:of x = ---2 - - , 

ex - e-x 
~gx = e• + e x , 97') 
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statt ~of x, :tg x, ~tg x werden auch die Bezeichnungen eh x, tgh x, 
ctgh x benutzt. Man erkennt sofort, daß die Gleichungen gelten: 

Q:o] 0 = 1 , %g 0 = 0 , Q:tg 0 = oo , 98') 

ferner 

Q:of( -x) = Q:o] x, %g( -x) = -%gx, Q:tg(-x) = -Q:tgx. 99') 

Die ~of-Kurve ergibt sich durch Halbieren der Summe der entsprechen
den Ordinaten der beiden Kurven y = e"' und y = e-"'; diese und die 
:tg- und die ~tg-Kurve sind ebenfalls in Abb. 80 eingezeichnet. Wir 
sehen aus ihr, wie sich auch durch Rechnung bestätigen läßt, daß 
die ~of-Kurve zur Ordinatenachse symmetrisch verläuft und mit 
wachsendem I x I vom Werte 1 (x = 0) über alle Grenzen hinaus wächst; 
ferner wächst die @lin-Funktion für positive x von Null (x = 0) mit 
wachsendem x ebenfalls über alle Grenzen hinaus. Die :tg-Funktion 
nähert sich von Null (x = 0) für wachsende x asymptotisch dem Werte 1 
wachsend, die Q:tg-Funktion dagegen von oo (für x = 0) fallend 
dem Werte 1 asymptotisch. Wir sehen ferner, daß für sehr große positive 

Werte von x, da e- "' dann sehr klein wird, ~of x ~ @:!in x ~ { wird. 
So ist beispielsweise 

es 
Q:o]6 ~ ®in6 ~ 2 = 201,71. 

Die Ingenieur-Hilfs- und -Taschenbücher (siehe u. a. Fr e y t a g, 
Hilfsbuch für den Maschinenbau, Berlin: Julius Springer) enthalten zu
meist Tafeln der hyperbolischen Funktionen und ihrer Logarithmen. 
Aus diesen Tabellen kann man leicht die Werte der Exponentialfunk
tion finden; denn es ist nach den Formeln 97) und 97'): 

e"' = Q:o]x + @)inx, 

Da beispielsweise 

Q:o]1,64 = 2,6746, 
so ist 

e1,64 = 5,1552 , 

e-"' = Q:o[x- @)inx. 

®in 1,64 = 2,4806, 

e- 1,64 = 0,1940. 

Die Benennung der hyperbolischen Funktionen läßt schon auf eine 
innere Verwandtschaft mit den goniometrischen schließen. Nun fehlt 
allerdings den hyperbolischen Funktionen das hervorstechendste Merk
mal der goniometrischen, die Periodizität, wenigstens für reelle Werte 
der unabhängigen Veränderlichen. Indessen erinnern schon die 
Formeln 98), 98'), 99), 99;) an die gleichlautenden Beziehungen 
zwischen den goniometrischen Funktionen; weitere sollen jetzt ab
geleitet werden. 

Da die hyperbolischen Funktionen in gesetzmäßiger Weise von der 
Exponentialfunktion abhängen, müssen zwischen ihnen selbst be-
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stimmte Zusammenhänge bestehen. Zunächst erkennen 
weiteres aus den Formeln 97) und 97'), daß 

wir ohne 

@Sinx 
%gx = Q:ofx 

ist. Da ferner 

e2 • + 2 + e-u 
~oj2x = 4 

ist, so folgt weiter: 

und %gx·~tgx= 1 100) 

und 

100') 

Die Formeln 100) entsprechen genau den bekannten goniometrischen, 
nur steht in 100') statt der Summe die Differenz. 

Auch die hyperbolischen Funktionen haben Additionstheoreme. 
Es ist 

e•+Y-e-(•+Yl ~-e-• e•+e-Y e" + e-• eY-e-Y 
-- 2 = - 2- ·-2- + 2 ·-2· 

wovon man sich durch Ausrechnen leicht überzeugen kann; folglich ist 

e>in(x + y) = e>inx ~ofy + ~ofx e>iny. 101) 

Ferner ist 
ez+y + e-(x+uJ e• + e-• eY + e-• ez- e-Y eY - e-Y 
----'--,2".----- = -2-. --2- + --2--. --2-; 

also 
li:of (x + y) = ~of x li:of y + e>inx e>iny. 101') 

Setzt man y = x, so folgen die weiteren Formeln: 

e>in2x = 2e>inxli:ofx, ~of2x = ~oj2 x + e>in2 x} 102) 

(vgl. cos2x = cos2 x- sin2 x). 

Aus letzterer ergibt sich in Verbindung mit Formel 100'): 

li:of 2 x = 1 + 2 e>in2 x und ~of 2 x = 2 ~of2 x - 1, 

ls f .. u 
a o ur x = 2 , 

e>in; = y0:of~ - -i und ~of .; = VQ:of~ +I usw. 103) 

Man beachte bei allen diesen Formeln die Ähnlichkeit mit den 
entsprechenden der goniometrischen Funktionen, aber auch den Vor
zeichenunterschied in gewissen Formeln; beides setzt sich auch in die 
Differentialrechnung hinein fort, wie nun gezeigt werden soll. 

Es ist 

also 

ferner 
d Q:of x e•- e- • . 
-·~;rx- = - -2- = e>m x . 
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Weiter ist nach der Quotientenrege~ 

d:.tgx 
dx 

d 6~nx 
G:ofx 

llx I und ebenso d[tgx 
G:of2 x d x 

Wir stellen diese :Formeln nochmals zusammen: 

d6inx rr 1 --;rx = ~o, x, 

dstg X I 
dx- G:of2 x' 

dG:ofx = 6inx I 
dx ' 

d[tgx I 
d x- =- 6in2x · 
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104) 

(59) Die inversen Funktionen zu den hyperbolischen Funk

tionen sind die sog. Area-Funktionen. Man versteht unter Area
Sinus von x eine Zahl y, deren hyperbolischer Sinus den Wert x hat, 
in Formeln 

y = ~b:6inx, wenn 6iny = x 105) 
ist; ebenso ist 

y = WrQ:of x, wenn Q:o]y = x ist; 

l y = Wrstgx , wenn ;tgy =X ist; 105') 

y = WrQ:tg x, wenn Q:tgy =X ist. 

Zum Aufschlagen der Werte der Areafunktionen für ein bestimmtes x 
dienen dieselben Tabellen wie zum Aufschlagen der hyperbolischen 

Funktionen; nur sind jetzt abhängige und unabhängige Veränderliche 

zu vertauschen (vgl. trigonometrische Funktionen und Winkel; Numerus 

und Logarithmus). 
Theoretisch sind weder die hyperbolischen Funktionen noch ihre 

Umkehrfunktionen nötig; wie jene sich durch die Exponentialfunktion 

ausdrücken lassen, so diese durch die natürlichen Logarithmen. 

Da nämlich nach Definition y = Wr 6in x ist, wenn x = 6in y = eu - 2 e- u 

ist, so muß die Gleichung bestehen 

eY- e-Y = 2x 

oder nach Multiplizieren mit eY 

(eY) 2 - 2x eY - · 1 = 0. 

Die Lösung dieser in eY quadratischen Gleichung ist 

eY = x ± yx2 + f; 
da eY > 0 sein muß, gilt nur das obere Vorzeichen. Es ist also 

eY = x + fx2 -tl, hieraus y = ln(x + yx2 + 1), 

also läßt sich Wr ®in x ersetzen durch 

Wr6inx = ln (x + fx2 +1 ) . 106) 
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Ebenso läßt sich zeigen, daß 

~{tQ:ofx = ln(x + Vx2 -=-i) 
ist. Da weiter y = 2rr~g x ist, wenn 

eY- e - v 
X=~gy=e•+e u 

ist, so ist nach Erweitern mit eY 

e2Y- 1 
e2•TI = x, e2Y = 1 +X 

1 - X' 

1+x y=_!_ln1+x. 2Y=ln1-x' 2 1-x' 

1 1 +X 
2rt~gx = 2-ln 1 _ x. 

Ebenso ergibt sich 
1 X+ 1 

2rrQ:tgx = 2 1n x _ 1 . 

Ist y = 2ft @)in x, also x = @)in y, so folgt 

Daher ist 
dy 
dx 

:i = Q:o! y = y®in2y + 1 = y;;2+1 . 

oder 
dWt@>inx 
-a;x-

I 

Jfx2-+- f' 

Ebenso findet man, daß für y = 2rrQ:o! x d~x; = .d--- ist. 
Y rx2- I 

(59) 

106') 

106") 

106"') 

dx· I 
y = 2rr:tgx, x = :tgy, dy = Q:of2y = I - :tg2y = I - x2' 

also 
dy I 
dx 1 - x 2 ' 

dWt:tgx 
dx 

1 
1 - x2 • 

Das gleiche Ergebnis erhält man auch für y = ~ltQ:tg x . 
Wir haben sonach die Formeln gefunden: 

dWt@>inx 1 dWtQ:ofx 
~ v,.L,, ] dx yx2+ 1' dx 

dWt:tgx dWtQ:tgx 1 
dx - l; -- 1=- x2 . 

107) 

Daß die unmittelbare Differentiation der Formeln 106) zum gleichen 
Ziele führt, davon möge sich der Leser selbst überzeugen. Vergleiche 
hierzu auch (54), Differentiationsbeispiel 2) . Man beachte auch hier 
die enge Verwandtschaft der Formeln 107) mit den Formeln für die 
Differentialquotienten der zyklometrischen Funktionen [Formeln 83) 
bis 86)]. 
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(60) Ein Beispiel aus der Bewegungslehre möge dazu beitragen, das 
Verständnis für die hyperbolischen Funktionen zu vertiefen: der Fall 
im lufterfüllten Raume. Wird der Luftwiderstand proportional 
dem Quadrate der Geschwindigkeit angenommen, so wird die Ab
hängigkeit des durchfallenen Weges 8 von der dazu benötigten Zeit t 
durch die Formel wiedergegeben: 

vi gt 
8 = -- · JnQ:oj - · 

g vl' 
a) 

hierbei ist v1 die sog. stationäreGeschwindigkeit und g= 9,8lms - 2 

die Schwerebeschleunigung. Beispielsweise ist für eine gußeiserne Kugel 
vom Halbmesser 10 cm v1 = 171,3 ms -I und demnach 

8 = 2990m·lnQ:oj0,0572t = 6894m -logQ:oj0,0572t. 

(Übergang von den natürlichen Logarithmen zu den gemeinen Loga
rithmen.) Benutzt man die Tafeln der gemeinen Logarithmen des 
hyperbolischen Kosinus, so erhält man 

für t = 0 1 2 
die Werte 8 = 0 4,83 19,31 

für t = 10 
die Werte 8 = 465,2 

20 
1639 

30 
3158 

3 
43,44 

40 
4806 

4 

77,90 

50 
6498 

5 sec 
120,7 m 

lOOsec 
15049 m. 

Für höhere Werte von t können wir von der S. 149 abgeleiteten Formel 
ex 

Q:ojx~ 2 

Gebrauch machen; Gleichung a) geht dann über in 

g t 

v2 e v, v2 (g t ) 
8 = --;}- · ln 2 - = --;}- · v

1 
- In 2 . 

Also wird für unser Zahlenbeispiel 

8 = 2990m · (0,0572t- 0,6931) oder 8 = 17l,3t- 2072, 

demnach für 

t = 100 200 300 400 500 600 sec 
8=15060 32190 49320 66450 83580 l00710m . 

a') 

Um andererseits die Zeit zu ermitteln, die der Körper braucht, um 
eine bestimmte Höhe 8 zu durchfallen, muß man Gleichung a) nach t 
auflösen. Man erhält nacheinander: 

In Q:oj 2.!._ = !L 8 
v1 vi ' 

also 
g 

V -s 
t = -1 • mr~oj et>i • 

(/ 
b) 
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Für unser Zahlenbeispiel wird also t = 17,46 · ~h:~of e0•000 3348 sec und 
bei sehr großen Werten von s t ~ 17,46 · (0,000334 8 + ln2) oder 
t ~ (0,00584 8 + 12,09) sec. Eine Höhe, wie sie die Zugspitze hat, 
würde - gleichen Luftwiderstand in allen Schichten vorausgesetzt -
von unserer Kugel in der Zeit 
t = 17,46. 2h:~ofeo,ooo334 · 2960 ~ 17,46 · 2b:~of e0•989 ~ 17,46 · 2lr~of2,69 
~ 17,46 · 1,65 ~ 29 sec 

durchfallen, eine Höhe von 20 km in 
t ~ 0,00584 · 20000 + 12,09 ~ 116,8 + 12,1 ~ 129 sec. 

Abb. 81 zeigt die Zeit-Weg-Kurve unseres Zahlenbeispiels nach Formela) 
(Kurve s) und Formel a') (Kurve 80); s0 ist eine Gerade, an die sich s 
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Abb. 81. 

asymptotisch anschmiegt. Zugleich ist die Weg-Zeit-Kurve s' ein
gezeichnet für den Fall im luftleeren Raume; die Differenz der Ordinaten 
von s und s0 gibt die Strecke, um welche die Kugel infolge des Luft
widerstandes zurückbleibt. 

Um den gesetzmäßigen Zusammenhang zwischen der Gesch windig
keit v und der Zeit t beim Falle im lufterfüllten Raume zu finden, 
müssen wir 8 = ~ ·ln~of q_! nach t differenzieren. Wir setzen : g vl 

v• 
s = __.! ·lnu 

g ' 
da vi 1 
du= g . u = g~of f t ' 

vl 

u = ~ofz, 

es ist v; 

du c::. · c::. · g d z g 
Tz = ~m z = ~m vl t ' dt = vl ' 
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also 

c) 

Jetzt können wir auch die Größe v1 deuten; wächst nämlich t über alle 

Grenzen hinaus, so wird auch JL t unendlich groß, und damit nähert 
vl 

sich :.tg _!l_ t dem Grenzwerte 1, v also der Grenze v1 : 
vl 

lim v = v1 . 

t "* 00 

Die Geschwindigkeit nähert sich also einem bestimmten Grenzwerte, 
eben der stationären Geschwindigkeit, und zwar kommt sie schon 
in verhältnismäßig kurzer Zeit dieser sehr nahe, wie der Verlauf der 
:.t'g-Funktion lehrt. Praktisch geht demnach der Fall im lufterfüllten 
Raume sehr bald in die gleichförmige Bewegung über. In unserem 
Zahlenbeispiele ist 

v = 171 ,3 · :.tg0,0572t msec- 1 ; 

und hieraus ergeben sich mit Hilfe einer Tabelle der :.tg-Funktion 

für t = 0 5 10 20 30 40 50 60 sec 
die Werte v = 0 47,7 88,5 139,8 160,6 167,8 170,2 170,9 m sec- 1• 

(Abb. 81: v-Kurve, im Vergleich dazu v'-Kurve für den Fall im luft
leeren Raume.) 

Die Beschleunigung-Ze it-Beziehung stellt sich folgender-

maßen dar: Es ist die Beschleunigung p = ~ ~; also nach der Kettenregel 

oder 

und t = v1 2(r~of V"i_ . 
(/ p 

d) 

Die Beschleunigung nähert sich demnach sehr rasch dem Werte Null. 
In unserem Zahlenbeispiele ist 

9,81 9 

P = 0:of2 0,0572 t m sec - - ; 

für t = 0 5 10 20 30 40 50 60 70 80 sec 
wird p = 9,81 9,05 7,19 3,28 1,19 0,396 0,128 0,041 0,013 0,004 msec- 2. 

(Abb. 81: p-Kurve, im Vergleich dazu p'-Kurve im luftleeren R aume.) 
Zur Abrundung des Beispieles wollen wir noch kurz auf die Weg

Geschwindigkeits-, Weg-Beschleunigungs- und Geschwindigkeits-Be-
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schleunigungs-Beziehungen und ihre Schaubilder eingehen. Aus a) folgt 

t ~8 
Q:o1 'L = e"' · I V ' 1 

da nun 

ist, so ist 

also mit Hilfe von c) 

l / -2_{/_s 
V = vl . V 1 - e vr oder 

und mit Hilfe von d) 

vi vi 8=--·ln---
2g vi- V2 

-2~8 
p = g. e ur oder 

vz g 
8 = --'-·ln - . 

2g p. 

e) 

f) 

Schließlich folgt durch Verbindung der beiden Formeln c) und d) 
die Geschwindigkeit-Beschleunigungs-Beziehung 

also 
p = g ( 1 - :tg2 ~ t) ' 

oder g) 

Formel g) bestätigt die anfangs über den Fall im lufterfüllten Raume 
gemachte Annahme, daß der Luftwiderstand proportional dem Quadrate 

der Geschwindigkeit sein soll; denn es ist p = g - st. v 2 , d. h. die 
vt 

Schwerebeschleunigung g wird in jedem Augenblicke vermindert um 

eine Größe '4 v2 ; diese Verzögerung ist in der Tat dem Quadrate der vt 
augenblicklichen Geschwindigkeit proportional. Für unser Zahlen-
beispiel gestalten sich die Formeln folgendermaßen : 

v = 171,3 ·V1- e-o,ooo66ssmsec -1 
oder 

29340 29340 
8 = 1495 ·In 29340 _ v2 m = 3442 ·log 29340 _ v2 m (s. Abb. 82), 

p = 9,81· e-o,ooo66ss msec-2 
oder 

8 = 1495 ·ln 9'81 m= 3442 ·log 9'81 m (s. Abb. 82), p p 

p = 9,81· (29~40) msec-~ 
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oder ,- - -
V= 171,3. vl- 9,~1 msec- 2 (s. Abb. 83). 

Folgende Fragen mögen zur rechnerischen Einübung im Gebrauche 

der hyperbolischen Funktionen beantwortet werden: 

a) Wie groß sind nach 8, 35, 100 Sekunden die Beschleunigung, die 

Geschwindigkeit und die Fallhöhe? (p = 8,011; 0,6930; 0,0004 msec- 2 • 

v = 75,84; 165,2; 141,3 msec- 1 • s = 303,4; 3967; l,5049m.) 

b) Wann hat der Körper eine Strecke von 10, 100, 1000, 10000 m 

durchfallen und wie groß sind die zu diesen Strecken gehörigen Ge

schwindigkeiten und Beschleunigungen? (t = 1,414; 4,532; 15,07; 
70,4lsec. v=l3,97; 43,54; 119,6; l71,2msec- 1 • p=9,745;9,l76; 
5,030; 0,012msec- 2 .) 
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Wir sind hiermit ans Ende des ersten Abschnittes gelangt. Die 

bisherigen Erörterungen galten der Klarlegung des Begriffes der Funk
tion, ihrer rechnerischen Untersuchung und zeichnerischen Darstellung, 

insbesondere der Entwicklung ihres (ersten) Differentialquotienten und 

der mit ihm zusammenhängenden Eigenschaften (Kurventangente, 

Höchst- und Tiefstwerte usw.) der Funktion bzw. Kurve. Theorie 
und Praxis führen aber auf zahlreiche Aufgaben, die nicht durch die 

Differentiation, sondern nur durch die Umkehroperation - die sog. 
Integration - gelöst werden können. Begriff, Verfahren und An

wendung dieser neuen Rechenoperation sind der wesentliche Inhalt 

des folgenden Abschnittes. 



Zweiter Abschnitt. 

Das Integrieren. 

§ 1. Das Problem und die Grundformeln. 
( 61) Wir beginnen mit einem Beispiele: Ein in voller Fahrt befindlicher 
Wagen habe eine Geschwindigkeit c ( = 20msec -l); irrfolge der Reibung 
und anderer Einflüsse vermindere sich diese von einem Augenblicke t = 0 
an in jeder Sekunde um p (= 0,2 msec- 2), so daß sie nach t Sekunden 
noch 

v = c- pt (v = (20- 0, 2t) msec- 1) 1) 

beträgt. Welchen Weg hat der Wagen bis zu diesem Zeitpunkte zurück
gelegt? 

Es ist nach dem Wege 8 gefragt, den der Wagen zurückgelegt hat; 
unsere früheren Betrachtungen lehren uns nun, daß der Differential
quotient des Weges nach der Zeit die Geschwindigkeit ergibt; folglich 

besteht die Gleichung ~: = c - pt. Es ist selbstverständlich, daß 8 

ebenfalls eine Funktion von t sein muß. Allerdings kennen wir sie 
noch nicht, wohl aber ihren Differentialquotienten; die Aufgabe läuft also 

darauf hinaus, 8 so als Funktion von t zu bestimmen, daß ~~ = c -- p t 

wird. Wenn wir auf Grund der in der Differentialrechnung gewonnenen 
Ergebnisse diese Funktion aufstellen wollen, so können wir so vorgehen: 
c- pt ist eine algebraische Summe; demnach muß die gesuchte :Funktion, 
deren Differentialquotient ja diese Summe sein soll, ebenfalls eine 
Summe sein (Summenregel!). Das erste Glied der gesuchten Summe 
muß c · t heißen; denn nur dann ergibt sich als Differentialquotient 
nach t die Konstante c. Ebenso sieht man leicht, besonders wenn 

man pt in der Form -~ · 2t schreibt, daß das zweite Glied der gesuchten 

Summe nur -f · t 2 heißen kann; denn ~ . t2 gibt nach t differenziert 

-~ · 2t = p · t. Die gesuchte Funktion muß also sicher die beiden 

Glieder ct - · ~ t 2 enthalten. Es fragt sich nun weiter, ob sie vielleicht 
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noch andere Glieder enthalten kann. Daß sie keine weiteren Glieder 
zu enthalten braucht, sehen wir daran, daß 

a(ct-: ~ tz) 
dt =c-pt, 

also gleich der gegebenen Funktion ist. Hieraus ergibt sich aber sofort, 
daß die Funktion höchstens noch Glieder enthalten kann, die, nach t 
differenziert, verschwinden. Solche Glieder sind aber nur Konstante, 
die man natürlich in eine zusammenzieht. Fügen wir demnach zu 
dem obigen Ausdrucke noch irgendein von t unabhängiges Glied C 
hinzu, so erhalten wir die allgemeinste Funktion, deren Differential
quotient gleich c - pt ist; sie heißt 8 = C + ct - { pt2 • Man nennt 
8 das Integral der Funktion c- pt und schreibt 

8 = j(c- pt) · dt = C + ct- tpt2 . 

Die Konstante C heißt Integrationskonstante; über sie ist dabei 
nichts Näheres ausgesagt; sie kann beliebige Werte haben. Insofern 
liegt in dem Integrale noch eine Unbestimmtheit, und man nennt 
daher ein solches Integral ein unbestimmtes Integral. Die Auf-

gabe, 8 aus ~~ zu finden, hat hiernach zunächst unendlich viele Lö

sungen. Es ist also festzustellen, welche von ihnen die tatsächliche Be
wegung des Wagens darstellt. 

Wir haben gefunden, daß der Wagen bis zum Zeitpunkte t den Weg 

8 = C + ct- tpt2 2) 

zurückgelegt hat. Die Frage nach dem Weg des Wagens bat aber 
nur dann einen bestimmten Sinn, wenn der Anfangspunkt des Weges 
gegeben ist. Da die Bremswirkung im Augenblicb~ t = 0 einsetzt, der 
Wagen sich aber schon vorher mit der Geschwindigkeit c bewegte, 
so hat er bereits einen bekannten Weg zurückgelegt, für den aus der 
Formel 2) der Betrag (t = 0) 8 = C folgt. Damit hat die Integrations
konstante in unserem Beispiele eine bestimmte Bedeutung gewonnen: 
sie ist gleichbedeutend mit dem Wege, den der Wagen vor Beginn der 
Verzögerung schon zurückgelegt hatte, oder auch die Entfernung des 
Ausgangspunktes seiner Bahn von dem Punkte, wo die Bremswirkung 
anhebt. Man sieht auch leicht ein, daß die Kenntnis der Geschwindig
keit allein nicht ausreichen kann, um die Bewegung vollständig zu be
schreiben. Will man insbesondere durch die Formeln nur den Weg 
darstellen, auf dem die Bremsung wirkt, so hat man C = 0 zu setzen, 
und die Formellautet dann 8 = ct - -~- pt2 , in unserem Zahlenbeispiele 
s = (20 t - 0,1 t 2 ) m. Nach ihr ist 

nach t = 0 1 2 3 4 5 6 7 sec 
s = 0 19,9 39,6 59,1 78,4 97,5 116,4 135,1 rn. 



160 Das Integrieren. (62) 

Da die Geschwindigkeit immer kleiner wird, muß sie schließlich = 0 
werden. Nach 1) tritt dies ein zur Zeit t = lO sec. Also beträgt 
der Weg, den der Wagen zurücklegt, um von der Geschwindigkeit 
a = 20 msec- 1 bis zum Stillstand zu kQmmen, der Bremsweg 

s = (20 · 100 - 0,1 · 1002) m = (2000 - 1000) m = 1 km. 

Wäre uns bekannt, daß der Wagen bis zum Beginne des Bremsens 
schon 17 km gefahren ist, so könnten wir jetzt die ganze Wegstrecke 
des Wagens bis zum Stillstande angeben: sie betrüge 18 km. 

(62) Wir wollen nun verallgemeinern: Ist uns irgendeine Funktion 
von x l(x) gegeben, so nennen wir diejenige FunktionF(x), von welcher 
f ( x) der Differentialquotient nach der Veränderlichen x ist, das In
tegral von I (x) ü her die Veränderliche x und schreiben 

F(x) = J f(x) • dx 3) 

(gesprochen: "GroßFvon x ist gleich Integral über klein/von x mal dx") . 
Der Sinn dieser Ausdrucksweise und der Grund für diese Schreibweise 
wird uns im weiteren Verlaufe klar werden; jetzt sei nur gesagt, daß 
das Zeichen J, das In tegralzeichen, aus einem gestreckten großen 
lateinischen S entstanden ist. Die Veränderliche x heißt Integrations
veränderliche (Integrationsvariable), die Funktion f(x) der 
Integrand , die Funktion F(x) das Integral. Die Probe darauf, 
ob F (x) wirklich das Integral von I (x) ist, besteht nat11rgemäß darin, daß 

a:;x) ~-=t(x) 

ist; durch Einsetzen von 3) in 4) folgt die identische Gleichung: 

d[/ f(x)dx] = f( ) 
dx - X· 

4) 

5) 

Es ist leicht einzusehen, daß auch jetzt, wenn F(x) ein Integral von f(x) 
ist, jede Funktion F (x) + C, wobei C irgendeine von der Integrations
veränderlichen x unabhängige Größe, eine Integrationskonstante 
ist, ebenfalls ein Integral von f (x) ist. Folglich hat I (x) unendlich 
viele Integrale. Daß sie außer den in dem Ausdrucke F(x) + C ent
haltenen keine weiteren Integrale haben kann, wollen wir nun be
weisen. 

Sind nämlich zwei Funktionen F(x) und G(x) Integrale von f(x), 

so daß also :!~~x) = l(x) und d~~x) = f(x) ist, so muß die Glei

chung gelten 
d G(x ) _ tl_]i' (x) _ 0 . 

dx d x - ' 
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nach der Summenregel ist aber 

Also muß auch 

d G(x) dF(x) _ d[G(x)- F(x)] 
a x- -ax- = ax 

d[G(x)- F(x)] = O 
dx 
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sein, d. h. der Differentialquotient der neuen Funktion G(x)- F(x) 
muß den Wert Null haben. Nun gibt es aber keine Funktion von x, 
deren Differentialquotient für jeden Wert von x gleich Null ist; dies 
trifft nur für eine von x unabhängige, für eine konstante Größe zu. 
Also muß G(x)- F(x) = C sein oder G(x) = F(x) + C; d. h. alle 
Integrale desselben Integranten unterscheiden sich nur um 
eine Integrationskonstante. Damit ist der Beweis erbracht. 

Wir können uns diesen Satz auch geo
metrisch veranschaulichen: Sind nämlich F(x) 
und G(x) zwei Funktionen, die für jedes be
liebige x denselben Differentialquotienten 
haben, so müssen ihre Kurven für gleiche 
Abszissen x auch stets die gleiche Tangenten
richtung besitzen. 

Das ist, wie die Anschauung lehrt, nur x 
dann möglich, wenn die Differenz C der zu Abb. 84. 

einer und derselben Abszisse gehörigen Ordi-
naten stets die gleiche, d. h. G(x)- F(x) = C oder G(x) = F(x) + C 
ist. Die Kurve y = G(x) geht aus der Kurve y = F(x) dadurch her
vor, daß man diese um das Stück C im Sinne der y-Achse verschiebt. 

(63) Kennt man demnach ein Integral einer Funktion, so kann man 
aus ihm beliebig viele neue zu der gleichen Funktion gehörige Integrale 
bilden, indem man beliebige Konstanten hinzufügt. 

Die Kernfrage der Integration lautet daher: Wie findet man irgend
ein Integral der gegebenen Funktion? Offenbar ist diese Aufgabe für 
alle die Funktionen bereits gelöst, die als Differentialquotienten beim 
Differenzieren entstanden sind. Wie die anderen Umkehroperationen 
(Dividieren, Radizieren usw.) setzt also das Integrieren eine völlige 
Sicherheit und Gewandtheit in der Ausgangsoperation, hier also im Diffe
renzieren, voraus, insbesondere ist unbedingt eine sichere Kenntnis der 
Differentialquotienten der einfachen Funktionen notwendig. Ferner 
liegt es nahe zu versuchen, Integrationsregeln durch Umkehrung der 
Differentiationsregeln abzuleiten. 

Aber die so gefundenen Verfahren genügen nicht, um jede beliebige 
Funktion zu integrieren, sondern es bleiben noch unzählig viele Funk
tionen übrig, die wir nicht integrieren können. Dabei ist mit dem 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. ll 
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Ausdrucke "eine Funktion nicht integrieren können" gemeint, daß sich 
keine der uns bisher geläufigen, im I. Abschnitt behandelten Funktionen 
und keine Verknüpfung aus ihnen finden läßt, deren Düferentialquotient 
die gegebene Funktion ist. Da der einfachste Weg zur ~winnung 
von Integralen der ist, Gleichungen, die durch Düferenzieren ent
standen sind, umzukehren, so beginnen wir mit einer Zusammen
stellung der Grundformeln der Differentiation. 

Die Differentiation der algebraisehen Funktion ließ sich stets auf 
die Grundformel 

zurückführen, wobein eine beliebige Zahl sein kann. Die Differentiation 
der goniometrischen Funktionen lieferte die Grundformeln 

dsinx dcosx . -----ax = COS X, - dx - =- s1nx, 

dtgx I 
dx = cos2x' 

dctgx 1 
----;i-x- - sin2 x 

und die der zyklometrischen Funktionen die Grundformeln 

darcsinx 1 darccosx 1 
"fiX- -y'f=--x·-· -crx- = - y1 - x2 ' 

darctgx 1 darcctgx 1 
~ 1+x2 ' - JX- -1 + x2 ' 

Die logarithmische Funktion führte zu der Formel 

insbes. 

und die Exponentialfunktion zu der Formel 

dax 
- = a"'·lna dx 

bzw. 
dex 
- =e"' dx 

Schließlich erhielten wir aus den hyperbolischen und den dazu inversen 
Funktionen die Formeln: 

d6inx = ~o'x 
dx 1 ' 

d:tgx 1 
-----ax = [of2 x ' 

d2lr6inx 
----;rx- - Y x2 + 1 ' 
d Wr:tg x 1 

dx = 1-x2 ' 

de\:o[x _ ~· 
dx- -omx, 

de\:tg X 1 
--a:;- - 6in2 x ; 

d Wtel:ofx 1 
dx - Yx2-1' 

d Wre\:tgx 1 
-rx- 1 - x2 " 
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Durch Umkehrung dieser Formeln erhalten wir die grundlegenden 

Integralformeln. Da ~~ = n · xn-l ist, so ist nach Definition 

J n · x 11 - 1dx = X11 • Der Integrand ist n · x 11 - 1 • Wir können ihn ein
facher gestalten; es ist nämlich 

( I ) d -xn 
n = xn-1 
dx ' 

also J X 11 - 1 dx = ! X 11 • 

Setzen wir hierin n + I statt n, so folgt als erste Grundformel 

r xn+l 
X 11 ·dx = -- + 0 n+ l ' 

6) 

wobei 0 die stets hinzuzufügende bzw. zu ergänzende Integrations
konstante ist. Formel 6) gilt für jedes beliebigen, ob es nun positiv, 
negativ, rational oder irrational ist, mit der einzigen Ausnahme 
n = -1! Denn für diesen Fall würde sich aus Formel6) der unsinnige 
Ausdruck ergeben: 

Die Frage nach J x- 1dx wird durch Formel93) S. 136 beantwortet, 

nach welcher _!_ = ddlnx ist, und aus der sich ergibt: 
X X 

f dx --;;=lnx+O. 6a) 

Man versäume nicht, zur Einübung von Formel 6) genügend Übungs
beispiele zu bilden. So ist 

fdx x - 1 l fdx 1 - -- 0 - - - 0 - - - - - - 0 x2 - -1 + - x + 1 x~ - (n -l)xn- 1 + 

[man setze in 6) -n statt n!], 

f dx Y-- =3· x+O k2 ' rx2 

Auch die übrigen Formeln lassen sich leicht umkehren. Aus den 
Formeln 78) bis 81) S. l04ff. erhalten wir 

J cosxdx = sinx + 0, 

f dx 
- 2- = tgx + 0, 
COS X 

J sinxdx = -cosx + 0, 

f dx 
- . - 2- = -ctgx + 0. 
Slll X 

11* 
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Aus den Formeln 83) bis 86) S. 129 

! JI dx _ = arcsinx + C = -arccosx + C' , 
1 -x2 

I x2d: I = arctgx + C = -arcctgx + C'. 

(63) 

[Warum widersprechen die beiden letzten Gleichungen nicht dem oben 
bewiesenen Satze, daß alle Integrale derselben Funktion sich nur um 
eine Konstante unterscheiden 1 Vgl. (50) S. 129.] 

Weiter folgen aus den Formeln 96) S. 141 die Formeln 

f a• 
a"dx=~ + C 

lna ' fe"d x = e" + C 

und aus den Formeln 104) S. 151 und 107) S. 152 die folgenden: 

jff.ofxdx = ®inx + C, j®in x dx = ff.ofx + C, 

I dx 
G:of2x = stgx + C' r dx 

. ®in2x = -(f.tgx + C. 

I dx = mr®inx + c = ln(x + yx2 + 1) + c' 
}" x2 + 1 

I dx ( - -
,,- -= = mrff.ofx + 0 = ln X+ fx2 - 1) + C , r xz - I 

I 1 ~ X2 = mr stg X + c = ~ ln ~ ~ : + c für I X l < l, 

In den letzten vier Formeln sind zugleich die Logarithmenfunktionen mit 
angegeben, durch welche sich nach (59) S. 151 f. die Areafunktionen 
ersetzen lassen. 

Zur besseren Übersicht wollen wir die jetzt aufgestellten Grund
formeln und die späteren Formeln in gewisse Gruppen einteilen. Maß
gebend für diese Einteilung kann nur der Integrand sein; denn dieser 
ist das Gegebene. Es ergeben sich ungezwungen drei große Gruppen, 
je nachdem der Integrand I) eine rationale , II) eine irrationale 
oder III) eine transzendente Funktion ist. So wissen wir jederzeit, 
in welcher Gruppe wir ein Integral zu suchen haben. Unter diesem 
Gesichtspunkte wollen wir die Grundintegrale (unter Weglassung der 
jedesmal zu ergänzenden Integrationskonstanten) nochmals zusammen
stellen: 
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f xn+l 
I. a) xndx=n+l' 

I I. 

b} rd:=lnx; 
~ 

c} J xzd~ 1 = arctgx = -arcctgx; 

f dx 1 1 + x 
d} 1=-7 = Wr~gx = -2- In 1 _ x; 

f dx 1 x -1 
e) x2 _ 1 =-WdHgx= -2 lnx+ 1 ; 

f) r dx_ = arcsinx = -arccosx; 
. Yl- xz 

g} J dx _ _ = 2l:r(5inx = Jn(x + yi2--tl); 
Yx2 +I ' 

f dx r--:---) 
h) ,~ = Wr (Iojx = In(x + Vx2 - 1 ; 

yx2 - 1 

III. i) Jsinxdx = -cosx; k) fcosxdx =+sinx; 

r dx 
I) - .- 2- = -ctgx; 

, 81ll X 

n} / (5in xdx = [ofx; 

J. dx 
p} 6in2 x = -[tgx; 

/ 
az 

r) axdx =- · 
lna' 

/ 
dx 

m ---t x· ) cos2x- g ' 

o) / [of x dx = 6inx; 

q) J ([~~ = 1gx; 

s) fexdx = ex. 
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7) 

Man gewöhne sich von Anfang an daran, die Differential- und 
die Integralformeln scharf auseinanderzuhalten! So beachte man, 

daß zwar d~;x =+cosx, aber J sinx dx = -cosx ist usw., und daß 

wir zwar tg x düferenzieren können, daß aber J tg x d x unter den 
Grundformeln nicht zu finden ist. [Über dieses s. (66) S. 170.] 

Die Formelgruppe 7} bildet den Ausgang für alle Integrationen; 
die Kunst des Integrierens besteht einzig darin, den Integranden nach 
Möglichkeit so umzuformen, daß man nur noch die Formeln 7) anzu
wenden braucht. Ist eine solche Umformung nicht möglich, so ist dies 
ein Zeichen dafür, daß das Integral eine bisher unbekannte Funktion ist. 

Im nächsten Paragraphen wollen wir die wichtigsten Integrations
regeln aufstellen, die in erster Linie geeignet sind, ein Integral auf ein 
Grundintegral zurückzuführen. 
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§ 2. Die wichtigsten lntegrationsregeln. 
(64) Wir gehen von den Differentiationsregeln aus. Die erste war 
die Konstantenregel (s. S. 41); nach ihr ist 

d[aF(x)] dF(x) 
--riX-=a·~· 

Die entsprechende Formel der Integralrechnung lautet 

Ja·f(x)·dx = a· /f(x)dx; 8) 

in Worten: Ein konstanter Faktor des Integranden kann vor 
das Integralzeichen gesetzt werden (Konstantenregel). Be
weis: Differenziert man die linke Seite von 8) nach x, so erhält man 
den Integranden a · f(x); die rechte Seite ergibt, nach x differenziert, 

nach der Konstantenregel 
ebenfalls a · f ( x). 

d jf(x)dx 
der Differentialrechnung a · -~ , also 

Beispiel: 

J2nx·dx=2nfxdx=2n· ~2 =nx2 . 

Eine weitere Differentiationaregel ist die Summenregel [s. (21) 
S. 43], nach der 

d(F1 (x) +F2 (x)) = dFt(x) + dF2 (x) 
dx dx dx 

ist. Die entsprechende Integrationsformel lautet: 

j(f1 (x) + /2 (x)] · dx = /f1 (x) • dx + /f2 (x) • dx. 9) 

Eine Summe aus einer endlichen Anzahl von Funktionen 
wird gliedweise integriert (Summenregel). 

Beweis: Differenzieren wir die linke Seite von 9), so erhalten wir 
/ 1 (x) + /2 (x); wenden wir auf die rechte Seite die Summenregel der 
Differentiation an, so erhalten wir ebenfalls /1 (x) + /2 (x). 

Beispiel: 

/(asinx + bcosx)dx =-acosx + bsinx + 0. 

f(x2 + 1)2 d _ { x4 + 2x2 + I d {[ + 2 + 1] d 
--- X -J X= X - - X x3 x3 • x x3 

x3 l 
= 2 + 2lnx - 2 x2 + 0 . 

(65) Zum leichteren Verständnis der nächsten Regel wollen wir zuvor 
ein Beispiel behandeln. Es soll das Integral J ( a + b x )n d x ausgewertet 
werden. Ist n eine natürliche Zahl, so könnte man sich dadurch helfen, 
daß man (a + b x)n nach dem binomischen Satze [s. (36) S. 82 ff.)] nach 
steigenden Potenzen von x entwickelt und dann gliedweise integriert. 
Doch führt dieses Verfahren bei nur einigermaßen größeren Werten 
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von n praktisch zu Schwierigkeiten und ist für Werte von n, die keine 
natürlichen Zahlen sind, überhaupt undurchführbar. Wir greüen hier 
auf die Kettenregel der Düferentialrechnung zurück. Setzen wir näm
lich a + bx = z, indem wir also statt x die neue Veränderliche z ein
führen, so können wir schreiben 

j(a + bx)ndx = Jzndx. 

Nun darf aber, damit wir die Grundformel 7) Ia anwenden können, 
nur eine Veränderliche unter dem Integrale auftreten. Aus z = a x + b 
folgt aber 

z - a 
X= - b- ' daher 

dx 1 

dz b' 
Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir: 

f(a + bx)ndx =fzn · dbz = ~~zndz 
(. 1 z n +l (a + b x)n +l 

= j(a + bx)ndx =b 'n + I +0= b(n + I) + C . 

Durch Düferenzieren können wir uns leicht von der Richtigkeit der 
Integration überzeugen. Der Weg der Integration ist genau entgegen
gesetzt zu dem bei der Differentiation eingeschlagenen. Wir haben 
- und das ist der Kern der Methode - durch Einführung (Substitution) 
einer neuen Integrationsveränderlichen das ursprüngliche Integral auf 
ein Grundintegral zurückgeführt. Das Verfahren, von dem wir hier 
ein Beispiel durchgeführt haben, heißt daher die Substitutions
methode; sie soll jetzt allgemein entwickelt werden. 

Ist ein Integral jf(x)dx gegeben und wollen wirdurchdie Gleichung 
x = rp (z) eine neue Integrationsveränderliche z einführen, so müssen 

wir bedenken, daß ~: = rp' (z), also dx = rp'(z) • dz ist. Wir erhalten 
also: 

jf(x )d x = jf(rp (z)) · rp' (z) · d z , SubstitutionsregeL 10) 

Beweis: Düferenziert man die linke Seite nach x, so erhält man f(x). 
Die rechte Seite ist eine Funktion von z; um sie nach x zu düferenzieren, 
verwenden wir die KettenregeL Die Differentiation nach z ergibt 
f(rp(z)) • rp'(z). Da x = rp (z) ist, so ist 

d x '( ) l d z 1 
d z= rp z, a so dx <p' (z) 

[s. (35)]; mit diesem Ausdrucke muß man /(rp (z)) · rp'(z) nach der Ket ten
regel noch multiplizieren, um die rechte Seite auch nach x zu differen
zieren. Der Differentialquotient der rechten Seite nach x ist demnach 

/(rp(z)) · rp'(z) · <p'~z) = /(rp(z)) = /(x), 

also gleich dem oben für die linke Seite erhaltenen. 
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Man lasse sich durch die dem Anscheine nach verwickelte Gestalt 
der Formel 10) nicht täuschen. Man wendet dieses Verfahren eben 
nur dort an, wo die Einführung einer neuen Integrationsveränderlichen 
auf ein Grundintegral führt. Allerdings lassen sich allgemeingültige 
Vorschriften über die Wahl der Funktion x = <p(z), durch welche das 
gegebene Integral eine möglichst günstige Form annimmt, nicht geben. 
Oft werden mehrere Wege gangbar sein. Erfahrung und Übung müssen 
hier viel tun. Die folgenden Erörterungen sollen zeigen, wie man die 
bekanntesten Fälle behandelt. Dabei werden wir einige wichtige neue 
Integrationsformeln gewinnen. Am Ende des Buches sind die häufig 
vorkommenden Integralformen zusammengestellt, und zwar eingeteilt 
nach der Art des Integranden in die drei oben (S. 164) angegebenen 
Gruppen I, II, III. Auf diese Tafel werden wir uns künftig häufig be
ziehen müssen; das wird abkürzend geschehen durch einen Hinweis, 
z. B. TII 3, der ohne weiteres verständlich sein dürfte. 

a ) J =j(3x + 7)2 dx; wir setzen 3x+7 = z oder x=]--}, 
also dx = -!dz und erhalten 

J = jz2 ·tdz = tjz2 dz = §za = }(3x + 7)3. 

Es ist demnach 
j(3x + 7)3 dx = 1(3x + 7)3 • 

Ein anderer Weg, um dieses Integral auszuwerten, ist folgender; 

j(3x + 7)2dx = j(9x2 + 42x + 49)dx = 3x3 + 2lx2 + 49x. 

(Zeige, daß beide Ergebnisse sich nur um die konstante Größe _a_t_a_ 

unterscheiden!) 

b) J !axd~b; ax+b=z, x = ~ - ~' dx=~dz; 
! I I lfdz 1 1 

J = z · a dz = a z = a lnz = a In (ax + b); 

also f dx I 
ax +Ii = a, ln(ax + b). [TI6] 

c) J= .~-dx, arcsmx=z, dz= --;=--= , dx=yl-x2 ·dz; Jarcsin x . d x .~ 

rl+x2 yl- x2 

J Jv1 ~ x2 • fl- x2 dz - ;; dz = ~ = ~ (arcsinx)2 , 

also ( arcsinxd _ _!_ • • 2 .--- x - 2 (arcsmx) . 
• Vl -x2 

d) J Jsin(ax+b)dx, 
z b 1 

ax+b=z, x=-- -- , dx=-dz· 
a a a ' 

J f . l d lf . d 1 I = smz·- z =- smz z=--cosz=--cos(ax+b); a a a a 
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also 

e) 

also 

f) 

oder 

also ist 

Die wichtigsten Integrationsregeln. 

Jsin(ax + b)dx =-~cos(ax + b). 

J - (~ · wir setzen hier x = az, dx = a · dz; - )x2 + a2' 

( adz l ( dz 1 1 x 
J = J a2 z2+a2 = a) z2 + 1 = a arctg z = a arctg a ' 

J- r dx . -J;;z _ a2' 

J; dx 1 x -- = -arctcr - . 
x2 + a2 a 0 a 

die gleiche Substitution wie e) führt zu 

l{dz 1 z -1 1 ~- 1 1 x-a 
J = aJ z2 - l = 2 a ln Z + 1 = 2a ln ~ + 1 = 2 a ln X + a 

1 1 X 
J =-- 2hQ:tgz =- - 2ltQ:tg-; 

a a a 

[ dx 1 X - a 1 X rx2 - a2 = 2 a ln X + a = - a 2{t Q:tg a . 
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[TI 7] 

[TI 8] 

g) J - (Y d x ; wir setzen wieder x = az, dx = a · dz und erhalten 
}Ja2-x2 

f adz f dz . . x J = .~ = ,;- = arcsmz = arcs1n-; 
ya2-a2z2 r1-z2 a 

also ---=== = arcs1n - . Ii dx . x 
ya2 _ x2 a 

[TII4] 

h) J (~ dx ; mit der gleichen Substitution wie in g) ergibt sich 
)Jxz- a2 . 

,] ( adz ( ; dz = 21:rQ:o)z = 21:tQ:of ~ 
}ya2z2- a2 }rzz- 1 a 

= ln(~ +V (~)2 _---;-) = ln(x + yxz- az); [TII 5] 

letztere Formel, wenn man zur Integrationskonstanten lna addiert. 
Probe durch Differenzieren. Leite auf gleichem Wege ab: 

f dx - · m rr=. · x _ l ( +'' 2 2) , ;-- .... - «<t ""m- - n x r x + a . 
yxz+ az a 

[TII 6] 

Beide Formeln lassen sich auch vereinigen in der Formel 

f dx '-ln(x+'fx2+a) ; [TII7] 
vx2 + a 

aus ihr ergibt sich [T II 5] für a > 0 und [T II 6] für a < 0. 

(66) Eine besonders wertvolle Formel entsteht, wenn der Integrand 
ein Bruch ist, dessen Zähler der Differentialquotient des Nenners ist, 
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wenn also der Nenner f(x) und der Zähler f'(x) = d~~) ist. Das 

Integral lautet dann Jfg? · dx. Setzen wir hier f(x) = z, dann ist 

f'(x) = ;; , also f'(x) · dx = dz, und das ursprüngliche Integral geht 
über in 

ff(x). dx =fdz = lnz = lnf(x); 
f(x) z 

also ist 

j't'(x) 
f(x) dx = lnf(x) . 11) 

Ist der Integrand ein Bruch, dessen Zähler der Differential
quotient des Nenners ist, so ist das Integral der natürliche 
Logarithmus des Nenners. 

Von diesem Satze sollen ebenfalls einige Anwendungen folgen, die 
sich später als wertvoll erweisen werden. 

a) !axd~ b kann geschrieben werden = !lax~ b dx; in dieser Formist 
der Zähler a der Düferentialquotient des Nenners a x + b . Folglich ist 

{ dx 1 Fax +b = a ln(ax + b) [TI6] 

in Übereinstimmung mit Beispiel (65) b). 

f fsinx }~- sinx . . b) J = tgxdx = - dx = - -- dx; da -smx der Differen-cosx cosx 
tialquotient von cosx ist, folgt J = -lncosx, also 

Leite ab: 
Jtgxdx = -lncosx. 

J ctgx dx = lnsinx! 

[T III 11] 

[T III 12] 

Dieses Integral bildet den Ausgangspunkt einer Reihe anderer Integrale, 
von denen anschließend die wesentlichsten abgeleitet werden mögen. 
Es ist unter Verwendung der geometrischen Formeln: 

tg& = sin CJt ctg01: = c~s CJt, 
COS CJI ' Sln a 

sin2x = 2 sinx cosx, cosx = 8in(; + x). 

J. dx fsin2x + cos2 x fi sinxcosx = . dx = [tgx + ctgx] dx SlllXCOSX 

also 
= Jtgxdx + jctgxdx = -lncosx + lnsinx = lntgx, 

f dx -.- -- = lnt x . smx cosx g [TIII13] 
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Folglich ist 
{--.!!.!.___{ dx _ 1 { dx _ 1 ln 

} sin2x -}2sinx COSX- 2}sinx COBX- 2 tgx' 

Hieraus berechnet sich J · ( ~x mit Hilfe der Substitutin x = 2z 
)smx 

dx = 2dz : 

!2 dz J dz 1 x J = -.-2- = 2 -:----2 = 2 · -2 ln tgz = ln tg-2 , also Bill z sm z 

f dx x 
-. - = lntg-2 . smx [T IIIl4] 

Aus diesem folgt weiter 

J=!=· J t ) J Sill 2 +X 

wenn wir setzen-~ + x = z, dx = dz: 

also 
f dz z (n x) J = -.- = lntg- = lntg - - + -. 

smz 2 4 2 ' 

[T III 15] 

c) 

= t ln(x2 +2ax+b) . [TI9] 

Dieses Integral wird uns unten (67) gute Dienste leisten. 

(67) Nachdem wir bisher nur Einzelfälle behandelt haben, wollen 
wir jetzt das Integrationsverfahren für zwei große Gruppen von Funk
tionen herleiten: für die rationalen gebrochenen Funktionen mit line
rem bzw. mit quadratischem Nenner. Wir befassen uns zunächst mit 
der Integration einer beliebigen g e brochenen rationalen 
Funktion, deren Nenner vom ersten Grade ist. Der Integrand 
möge die Gestalt haben: 

F = anxn + an _, xn - l + · · · + a2x2 + a1x+ a0 
b1 x + b0 

Nun wissen wir aus (30), daß sich jede unecht gebrochene rationale 
Funktion als Summe einer ganzen rationalen Funktion und einer echt 
gebrochenen rationalen Funktion schreiben läßt, indem man den Zähler 
durch den Nenner dividiert. Der Integrand läßt sich also in der Form 
schreiben : 

k 
F = Cn - l xn - l + Cn-2xn-·2 + ... + c2x2 +Cl X+ Co+ blx + bo 



172 Das Integrieren. (67) 

Unter Verwendung der Summen- und der Konstantenregel werden 
die einzelnen Glieder nach [TI l] integriert, während das letzte Glied 
nach Formel [T I 6] ergibt: 

{__ __ ~--- dx =!!.__In (b1 x + b0) . 
)b1 x + b0 b1 

Wir erhalten also den Satz: Jede gebrochene rationale Funktion, 
deren Nenner vom ersten Grade ist, läßt sich integrieren, 
d. h. ihr Integral läßt sich aus uns bekannten Funktionen, nämlich 
einer ganzen rationalen Funktion und einer logarithmischen Funktion, 

zusammensetzen. f 2 + 3 
Ein Beispiel möge das Verfahren erläutern: Es sei x 2 : ~ dx 

auszuwerten. Wir schreiben x 
X 7 23 1 

(x2 + X - 3): (2 X - 5) = 2 + 4 + 4 • 2 X - 5 ' 

so daß das Integral die Form ·annimmt: 

fl( X 7 23 1 ) 
,/\2+4+4·2x-5 dx. 

Durch gliedweise Integration ergibt sich 

x2 7 23 
4 + 4 x + 8 ln(2 x - 5) ; 

es ist also 

JX2 + X - 3 X2 7 23 
2x_ 5 dx=4+4x+s·ln (2x-5). 

Wir gehen nun zu dem Falle über, daß der Integrand eine be
liebige gebrochene rationale Funktion ist, ~eren Nenner 
vom zweite n Grade ist; er hat also die Gestalt 

F _ an xn + an __ 1xn-l + · · · + a2x 2 + a1x + a0 
- b2 x2 + b1 x + b0 

Man kann ihn - wiederum durch Division - verwandeln in eine Summe 
aus einer ganzen rationalen Funktion und einer echt gebrochenen 
rationalen Funktion, deren Nenner vom zweiten Grade ist. Die erstere 
läßt sich wieder gliedweise unter Verwendung der Konstantenregel (64) 
in Verbindung mit Formel [TI 1] integrieren; wir brauchen uns also 
nur mit der echt gebrochenen Funktion zu befassen, die die allgemeine 

Form hat: b2x2c~ b~xc~ bo Wir kürzen den Bruch mit b2 , damit das 

höchste Glied des Nenners den Beiwert +1 erhält; dann nimmt der 
Bruch die Gestalt an : 

a lx + <Xo 

x2 + 2 (11 x + flo ' 
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wenn man 
b. ß 
~ = 2 1' 

bo ß b; = 0 

setzt. Zum besseren Verständnisse möge ein Zahlenbeispiel die aH-
a 

gemeine Entwicklung begleiten. Der Integrand sei 2x2 +~5 x _ 3 , durch 

A d. 'd' ht "b . X 5 + 31 X- 15 D 1 t t us IVI 1eren ge er u er m 2 - 4 8 x• + 20 x _ 12 . en e z en 

Bruch schreiben wir: x:'~\-;;; ~c;} . Der Zähler enthält zwei Glieder, 

ein lineares Glied (X1 x und- ein Äbsolutglied (Xo. Wir formen nun den 
Integranden so um, daß wir einen Teil von ihm nach Formel 11) 
behandeln können. Der Differentialquotient des Nenners ist nämlich 
2 x + 2 ß 1 ; schreiben wir also den Zähler 

(XIX+ <Xo = ~~ (2x + 2ßl) + (.xo- IX1ß1)' 

so können wir den Integranden spalten in zwei Brüche: 

<X1 x + <Xo = ~! • 2 x + 2 ßt + <Xo - <X1 ß1 

x2 +2ß1 x+ßo 2 x2 +2ß1 x+ßo x2 +2ß1 x+ß0 " 

Das Integral über den ersten Bruch ist nach 11) 

~~ln (x2 + 2ßlx + ßo); 

es bleibt demnach nur noch das Integral auszuwerten 

f x2 : 0 2P1:1~ ßo dx = (1Xo- (Xlßt) fx• + 2~;x +ßo' 

also ein Integral, dessen Zähler eine Konstante, die Zahl 1 ist. In 
unserem Zahlenbeispiele würde sich die Umformung so gestalten: Es ist 

J!lx - 1·;{'- = }k (2x + t ) + (- -);"- - .Yi') 
x2 + .i} x - -~ x2 + -~- x - J 

also 

31 2x + t 215 1 
= 16 • x2 + ~ x - 1- - 32 · x2 + ~ x - ~- ' 

f "\'-X - -'yj'- _ 31 ( 2 5 3) 2151' d X 
X2 + t X- f dx- 16 •ln X + 2 X- 2 - 32 X2 +-~X- ~-

Um nun noch das Integral 

J- r dx 
- Fr•+ 2ßix + ßo 

auszuwerten, ergänzen wir die ersten beiden Glieder des Nenners des 
Integranden zu einem vollständigen Quadrat, formen also den Nenner 
um in 

Nun müssen wir die beiden Fälle ß1 > ßo und ß~ < ßo getrennt be
handeln. 



174 Das Integrieren. (67) 

a) Ist f!i > ß0 , so ist ßi- ßo positiv; man kann also setzen 
ßi - ßo = y2 , wobei y eine reelle Größe ist; das Integral geht dann 
über in 

J-f_d_x - -! dx 
- X 2 + 2,81 x + ßo- (x + ,81)2- )'2 • 

Setzen wir jetzt x + ß1 = z, d x = dz, so ergibt sich weiter: 

J = f_!:-:._ = _!_ In z - _r_ = _!_ In x + ,81 - i' 
z2- y2 2y z + y 2 y x + ß1 + Y' 

also· 

f dx 1 x + ,81 - y 
(x + ,91)2 _ y2 = 2" In x + ,a1 + Y [s. Formel TI 8]. 12) 

Unser Zahlenbeispiel ist von dieser Art; denn es ist 

- - --= = = - ln - - = - ln----j; dx ~ dx J; dz 1 z - { 2 x + '} - { 
x2 + g x- ~ (x + ~)2 - H z2- (W 2 · -} z + } 7 x + t + i 

2 2x-1 
= 7 1n2x+6 · 

Das betrachtete Zahlenbeispiel ergibt also vollständig ausgewertet 

f x~ x2 5 31 ( 5 3 ) 
J= 2x2+5x:__::3dx=4-4x+16In x2 +2x-2 

215 2x-l 
- 112ln 2x + 6 · 

b) Ist ß~ < ß0 , so ist ßo - /ff = y 2 positiv (y eine reelle Größe), 
und das Integral geht über in 

J -! dx -! dx . - x2 + 2,81 x + ßo - (x + ,81)2 + )'2, 

die Substitution x + ß1 = z, dx = dz leitet über zu 

J = ~~ = _!_ arctg ~ = _!_ arctg x + I!!. z2 + y2 i' y y i' , 
also 

f dx I x + ,81 
(x + ,81)2 + 7'2 = Y arctg -"- [s. Formel T I7]. 13) 

Zahlenbeispiel: 

f dx J dx ;· d z 1 z 
x2 + x +!= (x +W+ (W= z2+m2=TarctgT 

= 2 arctg2z = 2 arctg(2x + I) . 

c) Den Übergang zwischen den beiden Fällen a) und b) bildet der 
Fall, daß f!i = ßo ist; dann gestaltet sich die Integration sehr einfach. 

Es wird nämlich J = f(x !x,81)2, und die Substitution x + ß1 = z, 
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dx = dz führt zu 

J = J ~~ = - + = -X~ ß1 ' 

J dx I 
(x + ß1)2 = - x + ß1 · 

also 
14) 

Zusammenfassendkönnen wir sagen: Jede gebrochene rationale 
Funktion, deren Nenner vom zweiten Grade ist, läßt sich 
integrieren, d. h. ihr Integralläßt sich aus uns bekannten Funktionen, 
und zwar rationalen Funktionen, der logarithmischen und der Arkus
tangensfunktion, zusammensetzen. Die dabei einzuschlagenden Schritte 
sind: 

Erstens verwandelt man die Funktion, falls sie unecht gebrochen 
ist, in die Summe aus einer ganzen rationalen Funktion und einer echt 
gebrochenen rationalen Funktion. 

Zweitens zerlegt man das Integral über die echt gebrochene rationale 
Funktion, deren Zähler linear ist, in die Summe zweier Integrale, 
von denen der Zähler des ersten Integranden - von einem konstanten 
Faktor abgesehen - der Differentialquotient des Nenners ist, während 
der Zähler des zweiten Integranden eine Konstante ist. Das erste 
Integral läßt sich leicht auswerten. 

Drittens bringt man das zweite Integral durch quadratische Er
gänzung im Nenner des Integranden und durch geeignete Substitutionen 
auf eine der drei Formen 

Iz2 ~ r2' fz 2 ~ r2' J::' 
die nach den Formeln [TI8], [TI7], [Tll] auszuwerten sind. 

Zur Erläuterung des Verfahrens möge noch das Beispiel durch
geführt werden: 

}
. 2x -1 

J = 3x2 + x + 2 dx · 
Der Integrand ist hier schon echt gebrochen; wir schreiben also sofort: 

J=[:fx--} dx-j-}(2x+ !)-: dx 
X 2 X 2 

"' x2+3+3 x2+3+3 

1 ( x 2) 4f; dx = - In x2 +-+ - -- . 3 3 3 9 2 x 2 
x+3+3 
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Weiter wird das Integral 

I', dxx 2 '~ ;), 23 {( 1 )d'x (123)' 
~ X + 3 + 3 J I X+ 6 + 36 J I X+ 6 + 6 

6 x + { 6 6x + l = ,ro.; arctg ,ro.; = ,/oii arctg---;;=-- . 
r23 r23 r23 r23 

6 
Wir erhalten also schließlich 

f 2x- l _ l ( 2 x 2) 8 6x + l. ax2 + x+ 2 dx- 3 1n x +3 + 3 - 3}'23arctg }'23 , 

(68) 

fügen wir noch die konstante Größe t ln 3 hinzu, so kommen wir zu 
dem etwas einfacheren Ergebnis 

r 2x- l _ l 2 8 6x + l 
• ax2 + x + 2 dx- 3 ln(3x + x + 2)- 3 }"23 arctg y'23 , 

von dessen Richtigkeit man sich durch nachträgliches Differenzieren 
überzeuge. 

Übungen! 
(68) Wir wollen die Anwendung der Substitutionsregel nicht ab
schließen, ohne auch die wichtigsten und einfachsten Integrale mit 
irrationalem Integranden für spätere Verwendung abgeleitet zu haben. 
Es soll jetzt gezeigt werden, daß wir mit unseren bisherigen Mitteln 
jedes Integral von der Form 

J=j· alx+ao dx 
yb2 x2 + b1 x + b0 

auswerten können. Wir führen zuerst die Substitution 

z = b2 x2 + b1 x + b0 , 

aus, indem wir schreiben: 

J = !!1_! 2b2 x + b1 dx + (a _ a1 b1)j dx 
2 b2 jlb2 x2 + b1 x + b0 ° 2 b2 yb2 x2 + b1 x + b0 

= !!1_!~ + (a _ ~1 b1)/ dx 
2b2 Yz o 2b2 jlb2x2 + blx + bo . 

Das erste Integral ist nach [T I 1] 

2a~ ·2Yz=:lfb2x2+b1x+bo. 
2 2 

Das zweite Integral unterscheidet sich von J dadurch, daß der Zähler 
des Integranden nicht wie dort eine lineare Funktion, sondern eine 
Konstante ist. Es handelt sich also jetzt darum, ein Integral von 
der Form 
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auszuwerten. Hier sind wieder zwei Fälle zu unterscheiden: a) b2 > 0 
und b) b2 < 0. 

a) Ist b2 > 0, so schreiben wir 

J _ _ 1 J dx 
1-jlb2 Jfx2+2fllx+f:Jo' 

wobei fb2 reell ist und zur Abkürzung 2ß1 = ~~ und ßo = ~0 ge· 
2 2 

setzt sind. Nun erfolgt wiederum die quadratische Ergänzung: 

J __ 1 J dx _ _ l_J dx 
1 - Yb2 Y(x + fltl2 + flo- {J~ - Yba Y(x + fl1)2 + c' 

wobei zur Abkürzung c = ßo- {ff gesetzt ist. Die Substitution 
x + ß1 = z, dx = dz führt dieses Integral weiterhin über in 

J 1 = ,/ Jv :z = ,~ln(z + fz2 + c) [T II7] 
oder r b2 z + c r b2 

J dx =ln(x + ß1 +fx2 +2ß1 x+ß0). 15) fx2 + 2(:Jlx + ßo 

Ist die Größe c = ßo- ßi > 0, so läßt sich nach Formel [TII6] statt 
der Logarithmenfunktion auch die Areasinusfunktion, für c < 0 nach 
Formel [TII5] die Areakosinusfunktion verwenden. 

b) Ist b2 < 0, so schreiben wir 

J 1 = I J dx . 
Jf - b2 Yßo + 2{Jix - X 2 , 

wobei y-b2 reell ist und zur Abkürzung 2ß1 = --~2 und ßo =- ~0 
2 2 

gesetzt sind. Die quadratische Ergänzung ergibt mit der Abkürzung 

C2 = ßi + ßo, 

J __ l_J dx 
1- , 

Y- b2 fc2 - (x - ßt)2 

woraus mit Hilfe der Substitution x- ß1 - z, dx = dz weiter folgt: 

I J dz 1 . z 
J 1 = Y - b~ y c2 - z2 = Jf - b2 arcsm c [T II 1] 

oder r dx = arcsin x - {11 

., Y ßo + 2 fl1 x - X2 Jf f:J~ + flo 
16) 

c) Im Falle b2 = 0 ist der Radikand nur eine lineare Funktion, 
und das Integral 

wird durch die Substitution b1 x + b0 = z übergeführt in das Integral 

J 1 = _!_Jdz_ = ~ -y; 
bl Yz bl 

Wicke, lngenieur·Mathematik I. 12 
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oder 
17) 

Hiermit ist gezeigt, daß wir in der Tat jedes Integral von 
der Form 

auswerten können. Eine Anzahl von Beispielen soll das Verfahren 
erläutern. 

a) J =j xdx ; Substitution x 2 + a = z, 2xdx = dz, also 
}"x2 + a 

J = _!_fd~ = Yz = yx2 + a' f xdx = yx2 + a. [TII8J 
2 yz Vx2 +a 

Zeige auf gleichem Wege, daß 

f xdx = - Y a - x2 
ya- x2 

b) J =!~-=! dx 
V2rx-""X2 }"r2 -(x-r)2 

Substitution x- r = z, dx = dz: 

also 

J f dz . z = = arcsin -}"r2 _ z2 r 
[T II 4] 

ist. 

. x- r = arcs1n -r- , 

[T li 9J 

r dx . x- r - - -- = arcs1n --. 
. ]12rx- x2 r 

[T II 10] 

Leite ebenso ab: 

1-:r:=;;:=:=d=;xö== = 'lttQ:of _x _±_r = ln(x ± r + }'x2 ± 2 rx) . 
Vx2 ± 2rx r 

[T II 11] 

c) J =! 2x- 3 dx = -! - 2- 2x dxl) _ 5! . dx . 
V3-2x-x2 V3 - 2x - x2 }"4-(x+J)2' 

im erstenintegralesetzen wir 3 - 2x - x 2 = z, also (-2 - 2x)dx=dz, 
und erhalten 

f -2 - 2 X dx =! ~ = 2 iZ = 2 V 3 - 2x-- X2 ; 
]13- 2x- x2 t z 

im zweiten Integrale setzen wir x + 1 = z, also dx = dz, und erhalten: 

f dx =! dz = arcsin 2z = arcsin x +2 
1 . 

f4- (x + 1)2 y22 - z2 

Daher ist 

f 2x- 3 dx=-2)13-2x-x2-5arcsinx+2
1 . 

f3- 2x- x2 

1 ) Der Zähler ist der Düferentialquotient des Radikanden. 
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d) J=f 5x-4 dx=!!_( 6x-2 dx-'!_J __ !!_x __ . 
j/3x2 -2x+l 6)]13x2 -2x+1 3 y3x2-2x+I' 

das erste Integral ergibt vermittelst der Substitution 3 x 2 - 2 x + 1 = z, 
(6x- 2)dx = dz: J:; = 2iz = 2i3x2 - 2x + 1; 

im zweiten Integrale heben wir im Nenner den Faktor 3 aus, den wir 
1 

als -= vor das Integral setzen, und bekommen 
V3 · 

fv3x2 ~~x+ 1 = v~fl'x2 ~d;x + { = v~f ~~. 
Wir setzen x- t = z, dx = dz, dann wird 

j~3x' ~~X +i ~ vtj V·· :·(1;)' ~ r. ilt6in ;; ~ v'ol!t6in '";. 
1 

Demnach ist 

r.o=;c:==::===o' d x = - )f3 x2 - 2 x + 1 - = ~t 6in --- . f 5x- 4 5 ' 7 3x- 1 

j/3 x2 - 2 x + 1 3 3y3 ]12 

(69) Die letzte der wichtigen Integrationsregeln ist die Regel von 
der teilweisen (partiellen) Integration. Wir knüpfen zu ihrer 
Ableitung an den Produktsatz der Differentialrechnung [s. (21)] an, 
nach ihm ist 

d(ul') = U• dv + v. ~!!_ 
dx dx dx 

oder kürzer 
d(uv) , + , 
----;rx=U•V V•U. 

Integriert man beide Seiten der Gleichung nach x, so erhält man unter 
Verwendung der Summenregel 

oder 
uv = J uv' · dx + J v · u' dx 

j u · v' · dx = u · v- j v · u' dx, 18) 

Formel der teilweisen (partiellen) Integration. 
Scheinbar ist mit Formel 18) nichts gebessert, da ein Integral

zeichen durch ein anderes ersetzt wird, während wir doch bestrebt 
sein müssen, das Integralzeichen ganz zu beseitigen. In der Tat hat 
die Umformung auch nur dann Wert, wenn das neue Integral einfacher 
ist bzw. bereits bekannt ist. Dies aber hängt von der Art ab, wie man 
den ursprünglichen Integranden in Faktoren zerlegt. Auch hierfür 
lassen sich keine allgemeine Vorschriften geben; Beispiele mögen das 
Verfahren erläutern. 

12* 
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a) J = jlnxdx; wir setzen lnx = lnx ·1 , und zwar u = lnx, 

v' = 1; dann ist u' = ! , v }~ • dx = x; führen wir dies in Formell8) 

ein, so erhalten wir 

J = f In X. I . d X = In X • X - r X • ! d X = X In X - f d X = X In X - X ' 

also jinxdx=xinx-x. (Probe!) [TIII16] 

b) J = f xm ·lnx. dx; u = lnx' v' = xm' 
1 xm+l 

demnach u' = x, v = m + 1 . 

xm+l fxm+l 1 
J = m + 1 ·Inx- m +1' x dx 

Also 

f xm+ l 
xminx dx = (m + l)2 [(m + 1) Inx- I]. 

c) J = J arcsin x d x ; u = arcsin x , v' = I , demnach 

I 1 
U = --= , V=X. 

y'I - x2 

J = x · arcsinx- {,~--- dx; 
. rl- xz 

unter Benutzung der Formel [T II 9] ergibt sich 

Beweise: 
J arcsinx d x = x arcsinx + yf=- x2. 

[T III 17] 

[T III 18] 

f arccosx dx = X arccosx- vi-=- x2. [T III 19] 

d) J=farctgxdx; u = arctgx, v'=I, u'= 1 ~xz• v=x. 

J=xarctgx-{i+x 2 dx=xarctgx- !In(1+x2), [s.TI9] 
• X 

Beweise: 
Jarctgxdx = xarctgx- tin(1 + x2). [TIII20] 

J arcctgx dx = x arcctgx + t In (1 + x2). [T III 21] 

e) J =jln(1+x2)dx; u = In(1+x2), v'=1, u'= 1 :xx2' v=x. 

J = x ln (I + x2) -/1 :;:2 d x = x ln (I + x2) - 2 j( I - 1 ~ xz) dx 

= xln(I + x2)- 2 Jax + 2j1 ~xz> 
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also 
Jln(1 + :~,.2) dx- x in(1 + x2) - 2 x + 2 arctgx. 

f) S = J sin 2 x d x. Wir setzen sin x = u , v' = sin x; dann ist u' = cos x 
und v = -cosx, und wir erhalten 

oder 
S = -sinxcosx + fcos2 xdx 

S = -sinxcosx + j(l- sin2 x) dx = -sinxcosx + x- Jsin2 xdx. 

Hier tritt rechts das gesuchte Integral mit auf; es ist 

S = - sinxcoE"x + x - S; 

diese Gleichung für S können wir auflösen: 

2S = x- sinxcosx S X l . 
= 2 - -:;r smxcosx. 

Daher 

j~in2xdx = ~·· - ~- sinxcosx. [T III 22] 

(Probe!) Beweise die Formel 

}
. ,2 d - X l . • 
CO;,; X X - 2 + 2 Slll X COS X • [T III 23] 

[T III 22] läßt sich auch ohne teilweise Integration auf folgendem Wege 
finden. Es ist sin2 x = ~-(1- cos2x), also 

lf X ~;· S = 2 (1- cos2 x) dx = -!f- 2 cos2xdx; 

in diesem Integral setzen wir 2 x = z, d x = -} dz und erhalten 

J cos2 x dx = {-J cosz dz = t sinz = {- sin2 x = sinx cosx, 

und es ergibt sich wie oben 

J~"2d X l. sm x x = 2 - 2 smxcosx. 

g) Setzen wir zur Abkürzung 

S = J ea x sin b x d x , 0 = Jeaxcosbxdx, 

so erhalten wir, wenn wir im ersten Integrale einführen 

l 
u = eax, v' = sinbx, also u' = aeax, v = -bcosbx; 

S =-! eax COSb X+ : feax COSbX dx 

oder als erste Gleichung 

bS- aG = - eax cosbx. a) 
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Führen wir im zweiten Integrale ein 

u = eax, v' = cosbx, also u' = a eax, 1 . b v=bsm x , 

so erhalten wir 
0 = _!_ea"'sinbx- !!_feaxsinb x 

b b 

oder als zweite Gleichung 

aS + bO = eax sinbx. 

Aus den beiden linearen Gleichungen a) und b) lassen sich 
Unbekannten S und 0 berechnen. 

Es ergibt sich schließlich 

S -f ax . b d _ e•x(asinb x - bcosbx) 
- e sm x x - a2 + b2 , 

0 f ax b d eax(acosbx + bsinbx) 
= e cos x x = a2 + b2 • (Probe!) 

h) Es sei 

J 1 =jy x2 dx und J 2 =jfa2 - x2 dx. a2- x2 
Wir schreiben 

und setzen 
I X 

U = X, V- ' - va2 - ;z- ' 

b) 

die beiden 

[T III 24] 

[T III 25] 

dann ist u' = 1 und 
halten demnach 

nach Formel [TII 9] v = -y~- x 2 • Wir er-

Jl = -xya2- x2 + fva2- x2 dx 

oder als erste Gleichung 

J 1 - J 2 = - x ya2 - x2 . 
Wir schreiben weiter 

J2=(a2-x2dx=f a2 dx-J x2_dx 
j yaz- x2 j yaz- x2 yaz - x2 

a) 

und mit Verwendung von Formel [TII4] J 2 = a 2arcsin_::_- J 1 ; 
a 

daraus folgt die zweite Gleichung 

b) 
Aus a) und b) folgt: 

f x2 az . x x - -- I J 1 = dx =- arcs1n- --fa2 - x2 

und }"ä2=- x2 2 a 2 Probe ! 

J2 = jva2 - x2dx = ;2 arcsin; + ; ya2- x2. 

[T II 121 

[T II 13] 
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i) Es sei 

Wir verfahren entsprechend Beispiel h) und setzen 

U=X, 
I X v---- fx2 + a' 

also u' = 1 und nach [T II 8] v = y x 2 + a. Wir erhalten demnach: 

J1 = xy~ + a- Jyx2 + adx 
oder 

a) 
Ferner ist 

J2 =!~ + a dx =! . x2 dx + af dx 
]lx2 + a jlx2 + a Jfx2 + a 

= J 1 + aln(x + Jfx2 + a), nach[TII7], 
also 

J 2 - J 1 = aln(x + fx2 + a). b) 

Durch Addition und Subtraktion von a) und b) bekommen wir 

schließlich 

und 
2J1 = xfx2 + a- aln(x + y'x2 + a) 

2J2 = xfx2 + a + aln(x + fx2 + a) 
oder 

r r- dx=~yx2 +a-~1n (x+yx2 +a) , I 
))'x2 + a 2 2 

(Probe!) 

jyx2 + adz = ;vx2 + a+ iln (x + y'x2 + a) . 

[TII 14] 

[TII 15] 

Ist a eine positive Größe, a = b2 , so kann man auch schreiben: 

== = -yx2 + b2 - -2lr@:>in - [TII14'] Ii x2 X - -- b2 X 

Jfx2 + b2 2 2 b ' 

f --- - X - -- b2 X 
Jlx2 + b2 = 2yx2 + b2 + 2 2lr@:>in b. [TII 15') 

Ist a negativ, a = -b2 , so erhält man : 

I• x2 X -- b2 X 

• Jfx2- b2 = 2 yx2 - b2 + 2 2lrlfof b, [TII 14"] 

f -- x,~-- b2 x 
Jfx2- b2 = px2- b2 - 2 mrlfo17J. [TII 15"] 

In diesem Paragraphen haben wir die Hauptregeln für die Integration 
behandelt: die Konstantenregel, die Summenregel, die Substitutions-
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regel und die Regel der teilweisen Integration. Gleichzeitig haben 

wir uns die für den Ingenieur wichtigsten Integralformeln abgeleitet 
und zusammengestellt. Ehe wir uns mit den Anwendungen und den 
damit zusammenhängenden bestimmten Integralen befassen, sollen noch 
einige schwierigere Integrationsverfahren behandelt werden, die der 
Anfänger zunächst ruhig überschlagen darf. 

§ 3. Integration der gebrochenen rationalen Funktion. 

(70) Die Aufgabe lautet, das Integral 

J= [a,x'+a,_ 1 x'- 1 +···+a2 x2 +a1 x+aodx 19) 
., bnx"+bn_1 x"- 1 + ··· +b2 x2 + b1 x+b0 

auszuwerten, d . h. eine Funktion von x zu finden, die sich aus den 
uns geläufigen Funktionen zusammensetzt, und deren Differential
quotient die allgemeine gebrochene rationale Funktion 

f(x) = a,x' + a, _ 1 x•- 1 + ... + a2 x2 + a1 x + a0 

- bnx" + bn_ 1 x" 1 + .. . + b2 x2 + b1 x + b0 ist. 

Ohne die Allgemeinheit des Problems einzuschränken, können wir 
stets annehmen, daß r < n ist, d. h. daß der Integrand eine echt 
gebrochene rationale Funktion ist; im anderen Falle läßt er sich 
[s. (30) S. 67] darstellen als die Summe einer ganzen rationalen und einer 
echt gebrochenen rationalen Funktion, die nach der Summenregel 
einzeln integriert werden können. Ferner bedeutet es keine Einschrän
kung der Allgemeinheit, wenn wir von vornherein bn = 1 setzten; 
durch Kürzen von f (x) mit bn läßt sich das stets erreichen. Unser 
Integral lautet demnach: 

19') 

Der Zähler des Integranden kann höchstens vom Grade (n - 1) sein. 
Die Auswertung soll aufgebaut werden auf dem Verfahren der 

Teilbruchzerlegung (Partialbruchzerlegung). Ein einfaches 
Beispiel möge den allgemeinen Fall vorbereiten. Wir wollen 

J 2x2 -1 d x 
x3 + x2 - 6x 

2x2 - 1 
auswerten. Der Integrand ist x3 + x2 ..=-6;r ; der Nenner x3 + .x 2 - 6x 

läßt sich in unserem Beispiele leicht in Faktoren zerlegen: 
x3 + x2- 6x = x(x + 3)(x- 2); also kann der Integrand geschrieben 

2x2 - 1 
werden: x(x + a)(x - 2). Wir fragen: Läßt sich dieser Bruch so als 

Summe dreier Brüche schreiben, daß ihre Nenner der Reihe nach x , 
x + 3 , x - 2, und daß ihre Zähler Konstante A, B, C sind, und 
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wie bestimmt man diese Konstanten 1 Gelingt diese Zerlegung, dann 
besteht für jeden beliebigen Wert von x die Gleichung: 

2x2 - 1 A B C 
x (x + 3}(x - 2) = x + x + 3 + x - 2 · 

Das Integral kann dann als Summe dreier Integrale von der Form 

} . -~ leicht berechnet werden. Eine solche Zerlegung des Intex- x0 

grauden nennt man Teilbruchzerlegung und die einzelnen Brüche 
die Teilbrüche. Wir führen diese Teilbruchzerlegung für unser Bei
spiel durch. Es handelt sich dabei nur um Anwendung bekannter 
Regeln der Arithmetik. Es ist 

..4: + __!!_ + __!l_ = A (x + 3) (x - 2) + B x (x - 2) + C x (x ~ 
X X + 3 X - 2 X (x + 3) (x -- 2) 

(A + B + G) x 2 + (A - 2 B + 3 G) x - 6 A 
x(x + 3) (x- 2) ---

Der letzte Bruch muß nun identisch gleich dem Integranden sein; 
da die Nenner übereinstimmen, gilt das auch für die Zähler. Die Zähler 
können aber nur dann identisch gleich sein, wenn die Beiwerte gleich 
hoher Potenzen von x einander gleich sind. Durch die Gleichsetzung 
dieser Beiwerte [Beiwerte- (Koeffizienten-) Vergleichung] gelangen 
wir in unserem Beispiele zu den drei Gleichungen 

A - 2B + 3C=0, - 6A = - I. 

Wir stellen zunächst fest, daß wir eben soviele Gleichungen erhalten, 
als unbekannte Beiwerte A, B, C zu berechnen sind; die Unbekannten 
können demnach wirklich berechnet werden. Zweitens zeigt sich, daß 
die drei Gleichungen linear sind; die Lösungen sind also eindeutig. 
In unserem Beispiele läßt sich demnach die Teilbruchentwicklung 
wirklich durchführen, und zwar nur auf eine einzige Weise; die Teil
bruchentwicklung ist eindeutig. Wir erhalten 

A=t, B=H, 
Es ist also 

2x2 - 1 1 1 17 1 7 1 
x3 + x2 - 6x = 6 · x + 15 • x + 3 + 10 • x- 2 

und folglich 

J 2x2 -1 1 17 7 
x3 + x2 _ ßx dx = 6 lnx + 15 ln (x + 3) + 10 ln (x - 2) . 

Wir erkennen an diesem Beispiele, daß für das Integrieren selbst 
keinerlei Schwierigkeiten bestehen, wenn uns die Verwandlung des 
Integranden in Teilbrüche gelingt. Zu diesem Zwecke müssen wir aber 
den Nenner des Integranden in Faktoren zerlegt haben. Die Kern
frage lautet also: Ist es stets möglich, eine ganze rationale Funktion 
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n ten Grades in Faktoren zu zerlegen, und wie wird die Zerlegung aus
geführt 1 Die Antwort auf diese rein algebraische Frage ist: Die ganze 
rationale Funktion n1en Grades 

xn + bn _1 xn- 1 + · · · + b2 x2 + b1 x + b0 

läßt sich stets in n lineare Faktoren ( x - x1) ( x - x2) ••• ( x - xn) 
zerlegen; hierbei sind die Konstanten x1 , x2 , • • • Xn die Lösungen 
der Gleichung nten Grades 

xn + bn _1 xn -I + · • · + b2 x2 + b1 X + b0 = 0 . 

Wie wir nun die algebraische Schwierigkeit überwinden, eine Glei
chung n ten Grades aufzulösen, ist nicht Sache der Infinitesimalrechnung. 
Hier seien nur noch einige für unsere Zwecke wichtige Eigenschaften 
der Lösungen einer Gleichung nten Grades hervorgehoben. Wir setzen 
selbstverständlich voraus, daß die Beiwerte bn _1 , bn _ 2 , ••. , b2 , b1 , b0 

sämtlich reelle Zahlen sind; die Gleichung nten Grades hat dann 
stets n Lösungen x1 , x2 , •. • , Xn (Grundsatz der Algebra). Es kann 
aber der Fall eintreten, daß einige von denn Lösungen x1 , x2 , . • . , xn 
einander gleich sind; man spricht dann von einer-mehrfachen (zwei
fachen, dreifachen, ... ) Lösung der Gleichung. Es kann ferner vor
kommen, daß eine dieser Lösungen eine komplexe Zahl ist; nun 
können aber komplexe Zahlen, also Zahlen von der Form p + iq, 
(i2 = -1), wie die Algebra weiter lehrt, als Lösungen immer nur paar
weise auftreten, und zwar als konjugiert komplexe Zahlen p + i q und 
p - iq. Durch Multiplizieren der beiden zugehörigen Faktoren x- p- iq 
und x - p + iq läßt sich die imaginäre Einheit leicht beseitigen. 
Dadurch entsteht der quadratische Faktor (x- p) 2 + q2 , der ein 
Ersatz für zwei lineare Faktoren ist. Auch solche Paare von komplexen 
Lösungen können mehrfach auftreten. Es ergeben sich demnach vier 
verschiedene Gruppen, die getrennt voneinander behandelt werden 
sollen. 

I. Die Gleichung nten Grades, die man durch Nullsetzen des Nenners 
des Integranden erhält, hat nur reelle Lösungen; 

a) diese Lösungen sind alle voneinander verschieden, 
b) einige dieser Lösungen sind einander gleich. 
II. Die Gleichung hat konjugiert komple xe Lösungen; 
a ) diese sind alle voneinander verschied en, 
b) einige von ihnen sind einander gleich. 
Unser oben durchgeführtes Beispiel gehört der Gruppe Ia) an, deren 

allgemeinen Fall wir nun betrachten. 

(71) Ia) Die Gleichung 

xn + bn _1 xn- 1 + · · · + b2 x2 + b1 X + b0 = 0 

hat n voneinander verschiedene reelle Lösungen x1 , x2 , . • • , xn; 
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es ist also 

x" + bn_ 1 xn-l + · · · + b2 x2 + b1 x + b0 - (x- x1) (x- x2) • •• (x- Xn), 

wobei jeder Faktor nur einmal auftritt. Wir setzen für den Integranden 
die Teilbruchentwicklung an: 

an-lxn-1 + ... + a2x2 + alx + ao =-A- + _ B_ ] 
(x- x1 ) (x- x2) ··· (x- x.) - x- x1 x- x2 I 

( 20) 
+ _o_ + ... + ___E___ J 

X- x3 X- Xn 

Schließlich bringen wir die Teilbrüche wieder auf einen Nenner und 
ordnen den Zähler nach fallenden Potenzen von x; die höchste Potenz 
ist xn- 1 . Der so gewonnene Bruch muß mit dem Integ:r;anden identisch 
sein; da die Nenner gleich sind, muß dies auch für die Zähler gelten; 
d. h. die Beiwerte gleich hoher Potenzen von x müssen einander gleich 
sein. Durch die Beiwerte-Vergleichung erhalten wir nunmehr n 
lineare Gleichungen mit denn Unbekannten A 1 , A2 , ••• , An . Es sind 
in der Tat n Gleichungen, da jeder der beiden Zähler n Glieder mit 
den Potenzen xn-l, xn- 2 , ••• , x2 , xl, xo hat. Damit ist gezeigt, daß 
die nötige Anzahl von Gleichungen zur Bestimmung der n Größen 
A, B, ... , N wirklich vorhanden ist. Da diese Gleichungen linear 
sind (warum 1), ergibt sich für jede Größe stets ein und nur ein Wert, 
d. h. die Teilbruchzerlegung ist eindeutig. Es sind demnach nur 

Integrale von der Form~~= ln(x- xk) auszuwerten; der Fall Ia) 
x- xk 

führt also einzig auf logarithmische Funktionen. 

Beispiel: J = fx 4 _ ;:2 + 4 dx. Der Integrand ist eine unecht 

gebrochene rationale Funktion; wir dividieren aus und erhalten: 

x6 _ 2 5 + 21 x2 - 20 
x4 -5x2 +4 -X+ x4 -5x2 +4" 

Der Nenner läßt sich in das Produkt verwandeln 

x4-'- 5x2 + 4 = (x + l)(x- l)(x + 2)(x- 2); 

wir haben demnach den Bruch 

2lx2 - 20 
(x + l)(x ~ l)(x + 2)(x- 2) 

in Teilbrüche zu zerlegen. Wir setzen an 

2lx2 - 20 A B 0 D 
(x + l)(x- l)(x + 2)(x- 2) = x + 1 + x- I+ x + 2 + x- 2 

(A+B+O+D)x3+(-A+B-20+2D)x2+(-4A-4B-O-D)x+(4A-4B+20-2D) 
(x + l)(x- l)(x + 2)(x- 2) 
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Die Vergleichung der Beiwerte ergibt die vier Gleichungen 

=0, 

-4A - 4B - 0 - D = 0, 

-A + B- 20 + 2D = 21, 

4A- 4B + 20- 2D = -20, 

woraus die Lösungen folgen: 

A = + -'"sl- , B = - ,~l , 0 = - "J.f , D = +'J"3"6. . 

Hiernach ist 

f x6 x3 41 41 
x4 _ 5 x2 + 4 dx = 3 + 5x + 6 In(x + 1)- 6 In(x- 1) 

26 26 
- 3 In(x + 2) + 3 In(x- 2) 

= xa + 5x +In D(x + 1)41· (x-~)52. 
3 V X - I X+ 2_ 

(71) 

Hierher gehören übrigens die als Sonderfall in § 2, Formel 12} 
betrachteten Beispiele, in denen der Nenner des Integranden eine 
Funktion zweiten Grades ist, die sich in zwei reelle lineare Faktoren 
zerlegen läßt. Das dort angeführte Zahlenbeispiel lautete, von dem 

unwesentlichen Faktor t abgesehen (s. S. 173): I.:~x ~~ ~ ~- dx; wir 

wollen es jetzt durch Teilbruchzerlegung behandeln. Wir setzen 

3lx - 15 31x-15 A B (A+B)x+(3A-~B) 

x2 + ~ x- ') = (x - ~){X+ 3) = x- -~ + x + 3 = (x- i)(x + 3) ' 

A+B=31, 3A-~B= - 15; A=4, B= 2-f6. 
Demnach ist 

1 f 31 X - 15 1 [ (' 1 ) ] 8 x2 +~x-}dx= 56 ln x- 2 +216ln(x+3). 

Daß dieses Ergebnis dem auf S. 174 angeführten 

311n( 2 + ~ _ ~) _ 215ln x - -~ 
16 X 2 X 2 112 X + 3 

nicht widerspricht, ist leicht zu zeigen. Da nämlich 

ist, so ist x2 + ~-x- -fr = (x- {) • (x + 3) 

31 ( 5 3) 215 X - J. 31 ( 1) 
16ln x2 + 2x - 2 - 112ln x + ~ = 16ln x - 2 

31 215 ( 1) 215 
+ 16 In (x + 3) - 112 ln .x - 2 + 112 ln (x + 3) 

= 1 ~2 [(217- 215) In (x- ~) + (217 + 215) ln (x + 3)] 

= l~!d2 ·ln (x- ~) + 432 ·ln (x + 3)] 

= ; 6 [ ln (x- ~) + 216ln(x + 3)] 

in Übereinstimmung mit oben. 
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(72) Ib) Die Gleichung 

xn + bn _1 xn -l + · · · + b2 x2 + b1 X + b0 = 0 

habe wieder nur reelle Lösungen, a her einige von ihnen mögen 
untereinander gleich sein; so möge beispielsweise die Lösung x=xk 
xmal auftreten. Wir setzen in diesem Falle die folgende Teilbruch
entwicklung an: 

a,._ 1x"- 1+ ···+a1x+a0 l 
x" + b,. _1 x" - 1 + · · · + b 1 x + b0 -

K "-1 K "..: 2 K K 21) ·••+ x-1 X + x-2X +···+ 1X+ o+••• 
(x - xk)" 

Es sind x Teilbrüche von der Form ~ in Fortfall gekommen, 
x-x1 

und an ihre Stelle ist in 21) eine echt gebrochene rationale Punktion, 
deren Nenner vom Grade x ist, getreten. Dadurch sind zwar auch 
x Zähler L verlorengegangen; diese haben aber Ersatz gefunden durch 
die x zu bestimmenden Beiwerte K,._ 1 , K x- 2 , ••• , K 1 , K 0 , so daß 
auch jetzt durch Beiwerte-Vergleichung n lineare Gleichungenmitn Un
bekannten erhalten werden, aus denen sich diese stets eindeutig be
stimmen lassen. [Die Punkte vor und hinter dem Bruche in Gleichung 21) 
sollen andeuten, daß außerdem noch andere Teilbrüche auftreten 

L 
können, die von der früheren Form - - sind oder von der Form 

x - x, 
des obenstehenden, je nach der Art des ursprünglichen Nenners.] Zu
sammengefaßt läßt sich sagen, daß sich der Integrand, dessen Nenner 
nur lineare Faktoren in irgendwelcher Potenz enthält, stets in Teil
brüche zerlegen läßt, deren Nenner betr. Potenz des entsprechenden 
linearen Faktors ist. 

Wir haben es also mit Integralen von der Form 

!K ,. -I x" - 1 + ... + Klx + Kodx 
(x - xk)" 

zu tun. Die Integration geschieht nach der Methode der Integration 
durch Differentiation , indem man ansetzt: 

fKx-lX"- 1 + ··· + K1x + Ko dx l 
(x- xk)" 

22) 
= Kx- 2x"-2 + Kx-a x"- 3 + ·· · + K1x + Ko + Sf {_!!:_~ . 

(x- xk)><-l )x- xk 

Differenziert man beide Seiten und bringt danach die rechte Seite auf 
den Hauptnenner ( x - xk)", so erhält man beiderseits eine echt ge
brochene rationale Funktion, deren Nenner (x- xk)" ist. Da beide 
Funktionen einander identisch gleich sein sollen, so gilt dies für ihre 
Zähler; d . h. die Beiwerte gleich hoher Potenzen von x müssen einander 
gleich sein. Wir wenden demnach nochmals die Beiwerte-Verglei-
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eh ung an und erhalten dadurch u lineare Gleichungen zur Bestimmung 
der u Größen Kx-2> Kx-3> ... , K1, Ko, ~-

Beispiele: 
r x4 + 1 

a) J =./(x + 2)2 (x- 1)3 dx · 

Teilbruchentwicklung nach 21) 

x4 + 1 A 1 x + A0 B2 x2 + B 1 x + B0 

(x+2)2 (x-1)3 = (x+2)2 -+ (x-1)3 = 
(A 1 + B 2)x4+(A0 -3A1+B1 +4B2)x3+( -3A0+~A1+B0+4B1+4B2)x2+(3A0 -A1 +4B0 +4B1)x+( -A0 +4B0) 

(x + 2)2 (x - 1)3 --

Vergleichung der Beiwerte: Fünf lineare Gleichungen für A1 , 

Ao, B2, BI, Bo: 
A1 + B2 = 1, A 0 - 3A1 + B1 + 4B2 = 0, 

- 3A0 + 3A1 + B0 + 4B1 + 4B2 = 0, 3A0 - A1 + 4B0 + 4B1 = 0, 

-A0 +4B0 = 1. 
Hieraus 

Es ist demnach 
x4 + 1 1 [15x + 13 12x2 - 16x + 10] 

(X+ 2)2(x--=--1)3 = 27 (x + 2)2 + (x- 1)a · 

E . d I . I I D . j"15x + 13d ~ sm a so zwm ntegra e auszuwerten. as erste 1st (x + 2)2 x; 
wrr setzen an: !15x + 13 _ A0 { dx . 

(x+2)2 dx-x+2+~}x+2' 
wir differenzieren beide Seiten und erhalten 

15x + 13 A0 W Wx + (2W- A0 ) 

(x + 2)2 = - (x + 2)2 + x + 2 = (x + 2)2 · ; 

durch Vergleichung der Beiwerte folgt: 

~ = 15, 2 ~ - A0 = 13; hieraus ~ = 15, A0 = 17. 
Also ist 

/
15x+l3 17 {dz 17 
(x + 2)2 dx = x + 2 + 15 }x +2 = x + 2 + 15ln (x + 2). 

Das zweite Integral ist 

/
12x2 - 16x + 10 dx = 8 1x + ~ + )S { dx . 

(x- 1)3 (x - 1)2 }x- 1' 

differenzieren: 

12x2 -16x + 10 = _8_1 __ 2(81x + 8 0) + ~ 
(x- 1)3 (x- 1)2 (x- 1)3 x- 1 

_ B1(x- 1)- 2(81 x + 8 0) + ~(x - 1)2 • 

- (x - 1)3 ' 
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Vergleichung der Beiwerte: 

~=12, -81 -2~=-16, -81 -280 +~=10 ; 

hieraus ~ = 12 , 8 1 = - 8, 8 0 = 5 . 

fl2x2 - l6x + 10 d = - Sx + 5 + 12 I ( _ 1) 
(x-1)3 x (x-1)2 nx . 

Wir erhalten demnach: 

( x4 + 1 d - _!_ [__!_2_ l ( ?) - Sx-5 l ( - 1) 1 }(x + 2)2(x- 1)3 x- 27 x + 2 + 15 n x + ~ (x- 1)2 + 12 n x J 

- l x2- 5 x + 3 I l [( 2)5 ( 1)4] 
- 3 (x + 2) (x - 1)2 + 9 n x + x - · 

b) J -}· dx . 
- x(x+l)(x-2)2 ' 

Teil bruchen twickl ung: 

l A B C1 x + 0 0 

x(x + l)(x - 2)2 = x + x + l + (x - 2)2 
A (x + 1)(x- 2)2 + Bx(x- 2)2 + (C1 x + C0 )x(x + 1) 

x(x + 1)(x - 2)2 

Vergleichung der Beiwerte gleich hoher Potenzen des Zählers: 

A+B+01 =0, -3A-4B+01 +00 =0 , 4B+00 =0 , 4A=1: 
hieraus 

B = - -!J , 
Demnach ist 

1 1 [ 9 4 5 x- 16] 
x(x + 1)(x- 2)2 = 36 x- x + 1- (x - 2)2 · 

Nun kann man mittels der Summenregel integrieren ; unser Augen
merk richtet sich auf das Integral 

f5x-_!(>dx = _G__ + @!~ . 
(X - 2)2 X - 2 X - 2 ' 

Integration durch Differentiation: 

5x- 16 ro @ @ (x- 2)- ru 
(x - 2)2c = - (x - 2)2 + x - 2 = (x - 2)2 ; 

Vergleichung der Beiwerte: 

@ = 5, 

Folglich 

-2@ - r 0 =- 16; hieraus @=5 , 

f5x -16 6 
(x _ 2)2 dx = x _ 2 + 5ln (x - 2) . 

Wir erhalten also: 

f dx 1 1 
x(x + 1)(x _ 2)2 = 6 (x _ 2) + 36 [9lnx - 4ln(x + 1) - 5ln(x - 2)] . 
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(73) lla) Die Gleichung 

xn+bn_1 xn-l+ ··· +b2 x2 +b1 x + b0 =0 

habe konjugiert komplexe Lösungen; diese mögen aber alle 
voneinander verschieden sein. Sind xk und x~ zwei zueinander 
konjugiert komplexe Lösungen, so ist das Produkt 

(x- x~) (x - xn = x2 + px + q' 

eine rationale Funktion, in der p und q reelle Größen sind, und der 
Integrand läßt sich in Teilbrüche zerlegen nach der Form: 

a. _,x•- 1 + ···+ a1 x + a0 Px + Q 23) 
x• + bn _1 x• -l + · · · + b1 x + b0 = . · · + x2 +-P x + q + · · · · 

Die Punkte in 23) sollen wiederum andeuten, daß außerdem noch andere 
Teilbrüche vorhanden sind, deren Nenner entweder Potenzen linearer 
Funktionen von x oder, beim Auftreten weiterer konjugiert komplexer 

Lösungen, ebenfalls quadratisch sind. Da der Bruch 2 :x + ~ 
x px q 

für zwei Teilbrüche mit linearem Nenner steht, so treten für deren 
Zähler die beiden neuen Konstanten P und Q auf, und daher ist die 
Anzahl der zu bestimmenden Konstant wie vorher gleich n . Für 
ihre Ermittlung stehen auch wieder n hneare Gleichungen zur Ver
fügung. Die Größen P und Q lassen sich also stets, und zwar eindeutig 
berechnen. Das in dieser Entwicklung neu auftretende J nt.egral 

j. Px + Q d 
x2 + px+q X 

ist aber schon in (67) behandelt worden. 
Beispiele: 

f x2 + 1 
a) J = xa - 1 d x. 

Teilbruchzerlegung des Integranden: 

x2 + 1 x2 + 1 A P x + Q 
XI- 1 (x- 1) (x2 + x + 1) = x -l + x2 + x +l 

A (x2 + x + 1) + (Px + Q) (x- 1) 
(x- 1) (x2 + x + 1) 

Beiwerte-Vergleichung: A + P = 1, A- P + Q = 0, A - Q = 1, 
hieraus 

also 

Da 

A =~- , Q = - t, 

f d x 
- - = ln(x-1) x - 1 
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und 

r·:~~~dx~ ~r:::~,dx- ;/(•+}r+(t:)' 
1 ,r 2x + 1 

= 2 In(x2 + x +I)- y3 arctgj73-

ist, so ist schließlich 

/
x2+1 2 I }"3 2x+1 
X3 _ 1 dx = 3 In(x- l) + 6 Jn(x2 + x + l)- 3 arctg]/3 .. 

r x3 - 2x 
b) J =. (x2 + 4)(x2 - 4x + 5) dx. 

x3 -2x P 1 x+Q1 P 2 x+Q2 

(x2 +4)(x2 -4x+5)= x2 +4 +x2 -4x+fi 
(P1 x + Q1)(x2- 4x + 5) + (P2 x + Q2)(x2 + 4) 

(x2 + 4)(x2 - 4x + 5) 

P 1 +P2 =l, -4P1 +Q1 +Q2 =0, 5P1 -4Q1 +4P2 =-2, 

5Ql+4Q2=0; 
hieraus 

P~=-i;;;. 

also ist 

Da 

und 

x3 .lx I [-6x+96 7lx-1201 
(:1··-,- 4)(x2 - 4x+5) =65 x2+4 +x2-4x-t5 · 

r-6x+96 f 2x J dx ----dx =-3 ---dx + 96 -
. x2 +4 x2 +4 x2 +4 

X = - 3ln ( x2 + 4) + 48 arctg 2 

/
71x - 120 71/ 2x - 4 f dx 

x2 - 4x + 5 dx = 2 x2 - 4x + 5 dx + 22 (x- 2)2 + f2 
71 

= 2 In (x2 - 4x + 5) + 22 arctg (x- 2) 

ist, so wird 

f(xz + 4~x; ~:x + 5) dx = 1!0 [nln(x2 - 4x + 5)- 6ln (x2 + 4) 

+ 44 arctg (x- 2) + 96 arctg i)· 
(74) Ilb) Ein Paar konjugiert komplexer Lösungen der 
Gleichung 

xn + bn -1 xn- 1 + . . . + bl X + bo = 0 ' 

trete mehrmals auf; dann muß der Nenner des Integranden den 
zu diesem Paare konjugiert komplexer Lösungen gehörigen quadra-

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 13 
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tischen Faktor x2 + px + q auch mehrmals haben. Wir zerlegen den 
Integranden in eine Summe von Teilbrüchen: 

a. _ 1 x"- 1 + · · · + a 1 x + a0 I 
x• + b .. _ 1 x• 1 + · · · + b1 x + b0 

R 2r-1 + R 2r - 2 + + R 2 + R + R 24) =···+ 2r-1X 2r-2X ··· ~ zX 1X o+··· 
(x2 +px+q)' · 

Der auf der rechten Seite von 24) angeführte Teilbruch steht für 2r Teil
brüche in 20), deren Nenner linear sind; die 2 r Beiwerte R2 r - x, ... , R0 

treten demnach für die zu diesen gehörigen konstanten 2r Zähler ein, 
so daß sich durch Beiwerte-Vergleichung auch hier n lineare Gleichungen 
für die n unbekannten Beiwerte ergeben, und Eindeutigkeit gesichert 
ist. Als neu treten dann nur noch Integrale auf von der Form 

IR2 , _ 1 x2 r -I + . · · + R2 x 2 + R1 x + R0 d X 

(x2 +px+q)' ' 

für die wir den Ansatz machen 

IR2,_1 x•r - I + ·· · + R2 x2 + R1 x + R0 dx 
(x2 +px+q)' 

= P2r - ax•r-a+ P., _.x•r - • + ... + P.x•+ P1xf_?_o +!~-+~ dx 
{x2 + p x + q)' - 1 x2 + px + q · 

25) 

Die .2r Beiwerte P2r-3, P2r-4, ... , P2 , P1 , Po, \ß, D werden wie in Ib 
mitte1st der Methode der Integration durch Differentiation 
bestimmt; differenziert man nämlich beide Seiten von 25) nach x, 
und bringt man die rechte Seite auf einen Hauptnenner, der sich wie 
links zu (x 2 + px + qy ergibt, so erhält man beiderseits einen Zähler 
vom (2r- 1)ten Grade in x. Hierdurch werden 2r Beiwerte-Ver
gleichungen für die 2r gesuchten Beiwerte ermöglicht; wir erhalten 
demnach 2r lineare Gleichungen und aus ihnen wiederum für jeden 
gesuchten Beiwert P2 , _ 3, ... , P 1 , P 0 , \ß, D stets einen, aber auch 
nur einen Wert. Das dann auftretende Integral ist das gleiche wie in Ila. 

Beispiele: a) J = l(x• + ~)~:. + 4) dx; 

~-~-- = A 5 x5 + A 4 x4 + A3x3 + A 2 x2 + A 1 x + A 0 + B1 x + B0 

(x2+1)3(x2+4) (x2+l)3 x2+4 
_ (A 5 x5 +A4 x4 + A3x3 +A2 x2 +A1 x + A 0 )(x2 +4) + (B1 x + B0)(x2 + 1)3. 
- (x2 + l)3 (x2 + 4) ' 

hieraus durch Beiwerte-Vergleichung: 

A5 + B 1 = 0, A 4 + B0 = 0, 4A5 + A 3 + 3B1 = 0, 

4A4 + A 2 + 3B0 = 0, 4A3 + A 1 + 3B1 = 0, 

4A 2 + A 0 + 3B0 = 0, 4A1 + B1 = 1, 4A0 + B0 = 1; 
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folglich: 

A5 = Ai = "'lr, Aa = A2 = B1 = Bo = --lr, Al = Ao = -fr- · 
Demnach ist 

x + I I [xS + x4 - x3 - x2 + 7 x + 7 x + I] 
(x2 + I)3 (x2 + 4) = 27 (x2 + I)3 - x2 + 4 · 

Wir setzen an: 

J
x5 +x4 -x3 -x2 +7x+7 d _ A3 x3 +A2 x2 +A1 x+Ao_+Jll3x+Od . 

(x2 + 1)3 X - (x2 + I)Z x2 + 1 X ' 

xs + x4- x3 - x2 + 7x + 7 
(x2 + 1)3 

(3A3 x2 +2A2 x+A1 ) (x2+1)-4x(A3 x3+A2 x2 + A1 x+ Ao)+(\l3x+O) (x2 + 1)2 

(x2 + 1)3 

Vergleichung der Beiwerte ergibt die Gleichungen 

~ = l, -A3 + D = l, - 2 A2 + 2 ~ = -1 , 

3 A3 - 3 A1 + 2 D = - I , 2 A2 - 4 Ao + ~ = 7 , A1 + D = 7 , 
deren Lösungen sind 

Aa = 1t/'- , A2 = J , A1 = "1l , Ao = - ~- , l,l3 = l , 0 = '}-s3 . 

Daher ist Jx5 +x4-x3 -x2+7x +7 
(xz + 1)3 dx 

= _!_[15x3+12x2 +33 x - 6+!8x + 23d] 
8 (x2 + 1)2 x 2 + 1 x 

= l [15x3_±_ 12x2 ± 33x- 6 + 41 ( 2 + l) + 23 t J 
8 (xz + 1)2 n x arc g x • 

Da weiter (x +I I I x 
) x2 + 4 dx = 2ln (x2 + 4) + 2 arctg 2 

ist, so ergibt sich schließlich: 

f<x2 + ~)~:2 + 4) dx 

_ I {I5z3+I2x2 +33x+6 2 2 4 x} 
- 216 - -· (x2 + 1)2 + ln[(x +4)(x +l)] +23arctgx+4arctg2 . 

f 3x2 +4x+2 
b) J= (x+1)2(x2+x+1)2dx. 

3x2 + 4x+2 A 1x+A0 B3 x3 +B2 x2 + B 1 x+B0 

(x + l)2(x2 + x + 1)2 ;== (x + 1)2 + (x2 + x + 1)2 
(A1 x+A0)(x2+x+1)2+(B3 x3 +B2 x2+B1x+B0)(x+1)2 

(x + 1)2 (x2 + x + 1)2 

A1 + Ba = 0, 2 A1 + A 0 + 2 Ba + B 2 = 0, 
3 A1 + 2 A 0 + B3 + 2 B 2 + B1 = 0, 2 A1 + 3 A 0 + B2 + 2 B1 + Ba = 3 , 

A1 + 2 A0 + B1 + 2 Ba = 4, A 0 + Ba = 2; 
13* 
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hieraus 

A1 = 0, A0 = l, B3 = 0, B0 = l. 
Es ist also 

x3 +4x+2 
(x+-i)2(xz--t x + 1)2 

1 x 2 - 1 
----
(x + 1)2 (x2 + x + 1)2 • 

Nach Ib) ist 
r dx 1 

.J (x + 1)2 =- x + 1 · 

Für das zweite Integral setzen wir an: 

r x2 - 1 d X - Blx + Bo +! \13 X + D d X • 
.J (x2 + x + 1)2 - x2 + x + 1 x2 + x + 1 ' 

x2 - 1 B1 (x2 + x+ 1)- (B1 x + B0)(2x+ 1) + (\jSx + D)(x2 +x+ 1). 
(x2 + x + 1)2 (x2 + x + 1)2 

~ = 0, - 8 1 + ~ + D = 1, -2 80 + ~ + D = 0, 81 - 80 + D = -1 . 

Hieraus 
8 0 = 0, ~=0, D=O; 

also ist 

und wir erhalten 

( 3 x2 + 4 X + 2 d l X 2 x2 + 2 X + 1 
.J (x + 1)2(x2 + x + 1)2 X=- x +I - x2 + x+T = - (x + l)(x2 + -x- +1) · 

§ 4. Die wichtigsten Integrale mit irrationalem oder 
transzendentem Integranden. 

(75) Da die Integration irrationaler Funktionen in voller Allgemeinheit 
undurchführbar ist, seien hier nur einige wichtige integrable Sonder
fälle behandelt. 

Als ersten wollen wir den Fall herausgreifen, daß der Integrand 
von der Form ist 

f (x, lf,a __ x_+_b); 26) 

hierbei soll f eine rationale Funktion der beiden Größen x und 

Vax + b sein. Die Irrationalität tritt also . nur als nte Wurzel aus 
einer linearen Funktion der Integrationsveränderlichen auf. Das 
hiermit gebildete Integral 26) läßt sich stets mit unseren Hilfsmitteln 
auswerten. Wir verwenden die Einsetzungsmethode und setzen 

fax + b = z, ax + b = z" , 
zn b 

x =u: - a; · dx = :'l'_z" - 1 dz 
a ' 
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also {. (z•- b ) n J =Jf -a-, z ·a-zn- 1 • dz. 

Der neue Integrand 
n n - 1 f (z" - b ) - z · -- z 
a a ' 

ist eine rationale Funktion von z, und damit ist die Aufgabe auf 
die im vorigen Paragraphen behandelte zurückgeführt. 

Beispiele. 

f X 
a) J = v--= dx. Wir setzen 

yx + a 

Vx +a=z, x+a=z3 , dx=3z 2 dz 

und erhalten 

J =r~- a. 3z2 dz = 3~z4 - az) dz = 3 (!~- a 72 ) = ~ z2 {2z2 - · 5 a) 
• z J' 5 2 10 

= 1
3
0 (2(x + a)- 5a)V(x +a)2 = 1

30 (2x- 3a)y(x + a)2, 

also 

r2-Vx+5 
b) J = - - ,---= dx; 

. 2x - tx+5 
y'x + 5 = z, x = z2 - 5, dx = 2z dz, 

J =j· (; - z)2z dz = (,( _ 1 + :z - 10 ·)dz 
2z - 10 - z I I 2 z - z - 10 

= ~(-1 + 16 . _1 - - -~· -1-.-) dz j I 9 z + 2 18 z - :; 

16 5 
=- z + - ln(z + 2)- --ln(2z- 5) 

9 18 
oder 

1.2 - vx+5 - - 16 (,e~- ) 5 ( , ,- - -- ) y dx = - 1/x+5 + -9 In rx +5+2 - 18ln 2rx + 5 - 5. 
2x- x + 5 

) J ryx -1 + 2d 
c = - 3 ===- x; 

• Vx- 1 
v~=·l = z' X= Z6 +I' dx = 6z5dz. 

r(z3 + 2) • 6z5 {. 6 
J = . z2 dz = 6 J (z6 + 2z3} dz = 7 z7 + 3z4 

oder 

j~Jix- 1 + 2 6 " - - ~ / 
3 _ _ dx = 7 (x- 1) Vx- 1 + 3 y (x- 1)2 • 

Vx -1 
Probe! 

Hierher gehören auch die Integrale von der Form 

J jf(x, v::::)dx, 26') 
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wobei I eine rationale Funktion von x und -j'/ax~{Jb ist. Sie werV lXX • 

den durch die Substitution V::!~ = z in Integrale mit rationalem 

Integranden übergeführt; denn es ist :: ~; = zn oder 

{Jz"-b n({Ja-iXb)z"- 1 
X = - --- , d X = ( n ) 2 dz; iXZ"- a iXz - a 

also 

f ( fJ z" - b ) n ({Ja - IX b) z n - 1 
J= I --- z · dz 

IXZ"- a' (iXZ"- a)2 ' 

Beispiel: 
;--

J =fl;-x dx· va=x , V X ---z a-x- ' 
z2 

x=a--• 
z2 + 1 

dx _ 2az 
- (z2 + 1)2 dz: 

f 2az f z2 
( z ) J = z · (z2 + 1)2 dz = 2a (z2 + 1)2 dz = a - z2 +l + arctgz , 

also 

rl I x ___ dx = aarctgV x - yx (a - x) . 
• Va-x a-x 

Probe! 

(76) Auch die Integrale 

in welchen 
J = j I ( x, f ax2 + 2 b x + c) d x, 27) 

f(x, yax2 + 2bx + c) 
eine rationale Funktion von x und yax2 + 2bx + c ist, lassen 
sich sämtlich mit den bisherigen Mitteln auswerten. Wir unterscheiden 
zwei Fälle: 

a) Es sei a = 1X 2 > 0; dann läßt sich die Wurzel 

w = yax2 + 2bx + c 
in der Form schreiben 

w = 1X YY + 2ßx + x2 , 

wobei zur Abkürzung y = ~ und ß = !!__gesetzt sind. Jetzt setzen wir a a 

w = 1X(z- x) = 1X Jfy + 2ßx + x2 , 

woraus sich ergibt 

z2 - 2zx + x2 = y + 2ßx + x2 , 

z2 + 2{Jz + y 

x = 2(z + ß)' z2 -y I 
dx= 2 (z+f1) 2 dz, 

während die Wurzel 

( z2 - y ) z2 + 2 fJ z + y 
w = 1X z- 2({1 + z) = 1X 2(z + {J) = w 

28) 

28') 

28") 
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wird. Das Integral geht hierdurch über in: 

j. ( z2 - r z2 + 2 ß z + ") z2 + 2 ß z + r 
J= f 2(z+ß)' IX 2(z+ß) • 2(z+ß)2 dz. 29) 

Sein Integrand ist eine rationale Funktion von z; das Integral läßt sich 
also nach den Methoden von § 3 auswerten. Zuletzt hat man noch die 
Veränderliche z durch x zu ersetzen durch die aus 28) sich ergebende 
Gleichung: 

oder 
z = x + ~ oder z = x + _!_ fr + 2 ß x + x2- ~ 

z=x+;ax2 +2bx+c. iX 

30) 

b) Es sei -a = IX 2 > 0, d. h. a negativ. Man kann jetzt schreiben 

w=~XYy+2ßx-x2 , 
wobei zur Abkürzung 

c r=-a 
und 

gesetzt sind. 
Gleichung 

Sind nun x 1 und x 2 die Lösungen der quadratischen 

so ist 
31) 

Man setze 

dann folgt 

w2 = 1X2 (x2 - x) (x- x1) = ~X2 (x- x1) 2 z2 , ) 

( ) 2 x2 + x1 z2 d 2 z (x1 - x2) d 
Xz - X = X - X1 Z , X = l+z2 , X = (1+7)2- Z, 

31') 

während 
w = 1X (x - x ) z = IX z(x2 - x1) 31") 

1 I+ z2 

wird. Das Integral geht hierdurch über in 

J =ff (x2 + x1 z2 (x2 - x1) z) • 2 (x1 - x2) z d 32) 
I + z2 ' IX I + z2 (I + z2)2 Z. 

Sein Integrand ist wiederum eine rationale Funktion von z. Am Schlusse 
hat man noch z durch 

zu ersetzen. 
Beispiele : 

a) J -J- i!.!___ · wir setzen yx2-+ a2 = z - x , also 
- xyx• + a 2 ' 

z2- a2 
X=~, 

z2 + a2 
dx=~dz, 
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demnach 

J =! (z2 + a2) 2 z . 2 z d z = 2!_!:_!_ = _!_In z - a . 
2z2(z2 -a2)·(z2+a2) z2-a2 a z+a' 

nun ist 

z = x + fx2 + a2 , 

also wird 

Probe! 

b) J=f-~ xyx2-a2' 

z2- a2 
dx=~dz, 

yx2 - a2 = z - x, 

1---- z2- a2 
x2-a2=--

2z ' 

J = 2!-2 dz 2 = ! arctg _:_ = ! arctg (~ + y(~)2 - 1) z+a a a a a a 
1 a n = -arccos - +-. a x 2a 

c) 

also 
1- z2 

x = a 1 + z2' 
-4z 

dx = a (1 + z2) 2 dz. 

Nun wird 

, fa2- x2 = 2a-z-
r I + z2 ' 

daher 

J = _ 4! zdz • 1 + z2 . 1 + z2 = _ !/___!:_::____ = _!_ ln 1 - z . 
(1+z2)2 1-z2 2az a 1-z2 a z+ l' 

da nun 

ist, so ergibt sich 

J _ _!_I ya + x - ya - x 
- n . 

a y'a+X + ya - x 

Hiermit ist gezeigt, daß und auf welchem Wege sich alle rationalen 
Funktionen einer Veränderlichen x und der Quadratwurzel aus einer 
quadratischen Funktion von x integrieren lassen; zuweilen läßt sich 
eine bestimmte Funktion dieser Art auf einem anderen Wege bequemer 
integrieren. So läßt sich beispielsweise das unter b) angeführte Integral 

J =j ,, dx viel leichter mit der Substitution 
xrx2 - a2 

a x = cosz, 
a 

X =-
cosz ' 

a 
z = arccos x ' dx = + asinz dz 

cos2 z 
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auswerten; wir erhalten dadurch: 

f a sinz. cosz 1 f 1 1 a J = dz = --- dz = - z = - arccos - . V a2 a a a x 
cos2z·a ---a2 

cos2 z 

(77) Eine besondere Hervorhebung verdient das Integral 

. fa .. xn+ an-1 x••-1 + ... + a2x2 + a1 x+ ao 
J= dz, 

'J"ax2 +2bx+c 
33) 

das häufig in der Praxis vorkommt und eine bemerkenswert einfache 
Auswertung gestattet. Wir machen den Ansatz: 

!an x" + an_ 1 x" - 1 + · · · + a2 x2 + a1 X + a0 d X 

yax2+2bx+c 

= (1Xn - l xn-l + 1Xn_ 2 xn- 2 + .. · + 1X1 X+ 1X0) ya x2 + 2b X+ C 34) 

+ ß ·Jvax2 :;bx + c · 

Die Aufgabe läßt sich hierdurch zurückführen auf die Auswertung des 

Integrals ~~_x __ , das sich aber mit Hilfe der in TII ange-
rax +2bx+c 

führten Formeln, besonders T II 4, 5, 6, 7, mittels einer linearen 
Substitution leicht erledigen läßt. Differenzieren wir nämlich beide 
Seiten von 34) und multiplizieren dann mit ya x2 + 2b x + c , so er
halten wir: 

an xn + an __ 1 xn - 1 + · · · + a2 x2 + a1 x + a0 

= ((n-1)1Xn_1xn- 2 + (n-2)1Xn_ 2 xn-a + · · · + 1X1)(ax2+2bx+ c) 

+ (1Xn-1 xn - 1+ 1Xn-2xn-2 + ... +1Xx2+ lXlX + 1Xo) (ax+b) + ß. 

Sollen die beiden ganzen rationalen Funktionen n ten Grades links 
und rechts identisch gleich sein, so müssen die Beiwerte gleich hoher 
Potenzen von x beiderseits gleich sein; hieraus ergeben sich aber n + 1 
Gleichungen zur Bestimmung der n + 1 Beiwerte 1Xn_1 , . . . , IX , ß. 

Beispiele: a) J=J--x2- - dx. Wir setzen an 
VI+ x- 2x2 

jyl + :a_ 2x2dx = (cX2x2 + 1X1 x + cXo) fl + x- 2x2 + ß Jl'l + ~x- 2x2; 

jetzt düferenzieren wir beiderseits und erhalten nach Multiplikation 

mit l'f+ x - 2x2 
x3 = (21X2 x + .x1)(1 + x--,-- 2x2) + (.x2 x2 + c:X-1 x + .x0)(f - 2x) + ß. 

Die Vergleichung der Beiwerte gleich hoher Potenzen von x ergibt 
die vier Gleichungen 

-61X2 = 1, f.x2 - 4 1X1 = 0, 2tx2 + i.x1 - 2 .x0 = 0, 

1X1 + -~ cXo + ß = 0; 
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aus ihnen folgt: 

Also ist 

f-:r.==x=3~=;; dx = (-_!_x2- ~x- -4-7 ) fl + x- 2x2 YI + x - 2x2 6 48 192 

+~! dx 
I28 y1 + x - 2x2 • 

Weiter ist 

!VI +:~::_ 2;2 = V~f1 / 1 dxx - 2 = ~fv( 3 )' d( I)' 
V2+2-x 4 - x-4 

I f dz 1 . 4 1 . 4 x - 1 
= y"2 ~2 _ z

2 
= ( 2_ arcsm 3 z = t'2 arcsm - 3-, 

unter Verwendung der Substitution x - {- = z. So ist schließlich 

f ~ 2x2 dX = - 1!2 (32x2 + 20x + 47}fl + x- 2x2 

+ ~ y2 · arcsin 4x; 1 . Probe! 

b) J = j(x2- p2)fx2 + p2dx. Um den Integranden auf die 
Form 33) zu bringen, erweitern wir ihn mit yx2 + pi; wir erhalten 
dann 

J =f(x2- p2) (x2 + p2) dx =! x4- Pt dx 
v'X2+ p2 yx2 + p2 

= (<XaX3 + <X2X2 + <X1X + <Xo}ix2 + P2 + ßJV:x . . x2+p2 

Differenzieren und Multiplizieren mit }'x2 + p2 ergibt 

x4 - p4 = (3 <Xax2 + 2 <X2 x + <Xl)(x2 + p2) 

+ ( <Xa X3 + <X2 X2 + <X1 x + <Xo) • x + ß · 
Vergleichung der Beiwerte liefert die Gleichungen 

4 <X3 = l , 3 <X2 = 0 , 3 <X3 p2 + 2 <X1 = 0 , 2 <X2 p2 + <X0 = 0 , 

<Xlp2 + ß = -p4; 
hieraus folgt: 

1 -3~ 
<Xa = 4 ' <X2 = 0 ' <Xl = - 8- ' <Xo = 0 ' 

Da nun (~ = mr®in .=_ [s. TII6] ist, so ergibt sich 
.; x2+p2 p 

j(x2 - p2}fx2 + p2dx = ; (2x2 - 3p2)fx2 + p2 - fp4 mr®in ; . 
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Dieses und das folgende Integral stehen in enger Beziehung zur 

Parabel. f 12 2 
c) J = x V 2::: dx. Wir bringen das Integral auf die Form 

33) durch Erweitern des Integranden mit f2x + 2p; es wird dann 

J=f 2~2px - dx. 
V4x2 + 6px + 2p2 

Verfahren wir weiter wie oben, so erhalten wir schließlich 

f 1 / 2x + 2p - v2 ,; 2 2 5 2 4x + 3p 
xv 2x+p dx-y6 (4x-p)r2 x +3px+p - 32 p 2{rQ;of P . 

(78) Noch weniger als im Falle des irrationalen Integranden lassen 
sich, wenn der Integrand eine transzendente FunktiDn ist, allgemeine 
Gesichtspunkte angeben, wie beim Auswerten des Integrals zu ver
fahren ist. Auch hier müssen wir uns auf einige integrable Sonder
fälle beschränken, die die wichtigsten Integrale mit transzendenten 
Integranden darstellen. 

I. J = Jxnea"'dx. Wir wenden die Methode der teilweisen 
Integration an und setzen xn = u, eax = v'; dann ist u' = nxn-l 

e•x 
und v = - ; es ergibt sich also: 

a 

j~n eax d x = ~ xneax _ : J xn- l eaxdx. [T III 26] 35) 

Hiermit ist, wenn n eine natürliche Zahl ist, das ursprüngliche Integral 
auf ein anderes zurückgeführt, in dessen Integranden x nur noch in 
der (n- l)ten Potenz auftritt. Durch wiederholte Anwendung der 
Formel 35) gelangen wir schließlich zu dem Integral j eardx, das 
nach [TIII 10] gleich 

ist. Eine Formel wie 35), die zwar die gestellte Aufgabe nicht sofort 
löst, aber auf eine einfachere zurückführt und durch fortgesetzte An
wendung. die Lösung bringt, heißt eine R eduktionsformel oder 
RekursionsformeL 

Ist bespielsweise J x 5 eaxdx auszuwerten, so erhält man mittels 35) 

f x5eax 5! xseaxdx = -a-- a x4eaxax 

und ebenso weiter 
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Setzt man dies ein und fährt so fort, so ergibt sich: 

!X6 eaz d X = x5 e•x _ ~ {x4 e•x _ i_ [x3 e•x _ _! (x2 e•x _ ~ (Xe"' _ _!_ e•x))]} 
a a a a a a a a a aa 

= ea"'{xs- ~ x4 + 20 x3- 60 x2 + 120 x- 120}. Probe! 
a a2 a 3 a4 a5 a6 

Formel 35) läßt sich nach dem Integrale auf der rechten Seite 
auflösen: 

ersetzt man hier n - 1 durch -Y, so erhält man 

- v- 1 re•x d X = ~ - r e•x d X. 
a "xv a·xv-l xv- 1 

Schreibt man schließlich wieder n statt Y, so erhält man die Formel 

reax e•x a f e•x 
---"dx=-(- 1) n 1+~-1 ---n=J:dx. , X n - •X n - X [T III 27] 35') 

Diese Rekursionsformel vermindert den Exponenten der diesmal im 
Nenner stehenden Potenz von x wiederum um l. Durch ihre wieder-

holte Anwendung gelangt man schließlich zu dem Integrale Je:x d x, 
das man durch die Substitution 

1 
x = - lnz, a 

überführen kann in das Integral 

feax j'dz 
--;; dx = a lnz. 

dx = dz 
az 

Weder je" ~ dx noch !!!!_ lassen sich mit unseren bisherigen Mitteln 
x lnz 

auswerten; durch diese beiden Integrale sind vielmehr neue Funk
tionen definiert [s. (201) S. 661]. 

Beispiel: 

I' [ f ]} eax eaz a eax a eax a eax 

J=j-dx=- - +-{-- +- - - +- - dx x4 3x3 3 2 x2 2 x 1 x ' 

f eax ( 1 a a2 ) a3j'e•x 
X4 = - eaz 3x3 + 6x2 + 6x -6 xdx. Probe! 

II. Sn= j'sinnx dx. Wir benutzen wieder die Methode der teil-
weisen Integration 

u=sin"-lx, v'=sinx , 

und erhalten 

u' = (n- l) sin" - 2 x cosx, v = -cosx 

Sn = - sin" - 1 xcosx + (n -l)jsin"- 2xcos2xdx . 
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Nun ersetzen wir cos2 x durch 1- sin2 x; dann wird 

Sn = -sinn-! x cosx + (n- 1) J (sinn- 2x- sinnx) dx 

= -sinn- 1 xcosx + (n- 1)jsinn- 2 xdx- (n- 1)jsinnxdx. 

Kürzt man J sinn- 2 x dx ab durch Sn_ 2 , so ergibt sich 

Sn= -sinn-lxcosx + (n- 1) Sn-l- (n- 1) Sn 

oder durch Auflösen nach Sn 
1 n - - 1 S =- ·· - sinn - lxcosx + -- S - 2 n n n n ' also 

j~innx dx =- ~- sinn-lx cosx + n: 1 fsinn-2xdx. [T III 28] 36) 

Ist n eine natürliche Zahl, so stellt Formel36) eine Rekursionsformel 
dar, durch deren wiederholte Anwendung man schließlich bei ungeradem 
n auf das Grundintegral J sin x d .t = - cos x oder bei geradem n auf 
das Integral J d x = x geltmgt. Das ursprüngliche Integral läßt sich 
demnach vollständig auswerten. 

Beispiele: 

a) Jsin5 x dx = - tsin4 xcosx + 4 Jsin3 x dx =- }sin4 xcosx 
+ J (- } sin2 x cos x + } J sin x d x) , 

/sin5 x dx =- tsin4 xcosx- 14:, sin2 xcosx- T85 cosx. Probe! 

b) / sin6 x dx = - { sin5 x cosx 
+ 3 {- { sin3 X COS X + ·~ ( - -} sin X COS X + ·~ X]} , 

fsin6 x dx =- b- sin5 xcosx 
- -.}4 sin3 x cos x - -A; sin x cos x + 15ii x . Probe ! 

Setzt man in 36) n- 2 = -v, also n = 2- v, so erhält man 

f dx 1 cosx v - 1~ d x 
sin•- 2x = ,-; _ 2sin•· - lx+ •• - 2 sin•·x· 

Ersetzen wir v durch n und lösen nach dem Integrale der rechten 
Seite auf, so erhalten wir die neue Rekursionsformel 

f d X 1 COS X n - 2! d X 
sinnx = - n- 1 sinn -T;; + n- 1 sinn-2x · LT III 29] 

Wir gelangen bei wiederholter Anwendung dieser Formel (ganzzahliges 
positives n vorausgesetzt) schließlich entweder zu dem Integral 

} . ~: (wenn n eine gerade Zahl ist) oder auf das Integral~-~ 
~X ~X 

(wenn n eine ungerade Zahl ist) . Da nun nach [T III 3] 

f8I'i;.x =- ctgx und nach [T III 14] !s~:x = ln tg {ist, so läßt 

sich J-od_~-- stets vollständig auswerten .. 
Sill X 
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Beispiele: 

a ~~ = _ _!._ c.osx ~(- _!._ C?SX o) = _ _!._ ~osx _ -~ ct X. 
) sin4 x 3 sm3 x + 3 1 sm x + 3 sm3 x 3 g 

b ~~ = _ _!._ cos x _!_ {- _!_ _cosx _!._In t x} 
) sin~x 4 sin4 x + 4 2 sin2 x + 2 g 

__ _!_ cos~ _ _!_ cosx + _!_ ln t X 
- 4 sin4 x 8 sin2 x 8 g · 

Es sei ferner Cn = .f cosn X d X • Auf ganz entsprechendem w ege 
wie oben lassen sich hierfür die beiden Rekursionsformeln finden 

fcos"x dx = ~- cosn-lx sinx + n: 1 fcosn - 2 x dx 

und 

[T III 30] 

f dx 1 sinx n - 2! dx 
cosnx = n- 1 cosn-lx + n- 1 cos" - 2 x · [T III31] 

(79) Ill. Das Integral 
T = j j(tgx)dx, 37) 

wobei j(tgx) eine rationale Funktion von tgx sein soll, wird durch 
die Substitution 

tgx = z , x = arctgz , 

übergeführt in das Integral 

J/t)z2 dz. 

dz 
dx = 1 + z2 

Hier ist der Integrand /t)z2 eine rationale Funktion von z, kann also 

nach den Methoden des § 3 behandelt werden. 
Beispiele: 

a) Jtg4 xdx = J 1:z2 dz = j(z2 - 1 + z2 t1 ) dz 
z3 1 = 3 - z + arctgz = 3 tg3x- tgx + 1. 

b) ~~ _ -! dz __ _!._/(~!___ _ ~!___) 
1- tg2x- (z2 + 1)(z2 - 1) - 2 z2 - 1 z2 + 1 

= _!._ ln z + 1 + _!._ arctg z = _!._ In tg x + 1 + -1 x 
4 z - 1 2 4 tgx - 1 2 

= ; -1- ! ln tg ( ~ -1- x) . 

IV. Wir sind nun auch imstande, jedes Integral von der Form 

J = f sinrx COS8 X dx 38) 

auszuwerten, in welchem r und s irgendwelche ganze Zahlen sind. 
Wir wollen zum Nachweise mehrere Fälle gesondert betrachten. 
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a) Eine der beiden Zahlen r und 8 sei ungerade. Ist r ungerade, 
so führt die Substitution cosx = z den Integranden in eine rationale 
Funktion von z über; ist dagegen 8 ungerade, so hat die Substitution 
sinx = z den gleichen Erfolg. 

b) Beide Expomenten sind gerade Zahlen r = 2e, 8 = 2 a. In 
diesem Falle ersetzt man die gegebenen Funktionen am bequemsten 

durch die Tangensfunktion mit Hilfe der Formeln sin2 x =I ~::2 x und 

cos2 x =,I + Itg2 x , wodurch dieser Fall auf den Fall III zurückgeführt wird. 

B e ispiele : 
• 4 

a) J = sm x dx. Wir setzen sinx = z, damit ist cosx dx = dz, cos3 x 
und es wird 

J =fsin4 xcosxdx = ( ___!__ dz = (,(1 + 2z2 -=--!)dz. 
cos4 x J(I - z2)2 Jl (z2-1)2 

Nun ist 
(2z2 - 1 z 3 ( dz 
j (z2- 1)2 dz = - 2(z2 -1} + 2Fz2 -1 ; 

daher ist 
z 3 z- 1 . sinx 3 I - sinx 

J = z- 2(z2 -1} + 4lnz + 1 = smx + 2cos2x + 4ln1 + sinx 
oder 

fsin4 x . sinx 3 (n x) 
- 3- dx = smx + -2 2 + -2 In tg -4 - -2 . 
COS X COS X 

b) J = J sin4x cos6 x dx. Wir setzen 

und erhalten 

• 2 - tg2x 
sm x- 1 + tg2x und 

1 
cos2 x = - - - -

1 + tg2 x 

( tg4 x 
J =){I + tg2x)s dx 

und durch die Substitution 
d z 

tgx = z, d x =I+-z2 

Probe ! 

{ z4 1 I5z9 + 70z7 + l28z5 - 70z3 - 15z 3 
J = }(z2 + l)s d z = 1280. (z2 + l)• + 256 arctgz ' 

.fsin4 x cos6 xdx = 8~~~sz(l5 sin8x + 70sin6x cos2x + l28sin4 x cos4x 

- 70sin2xcos6x- l 5 cos8x) +2!6x . 

V. Sn=Jxnsinaxdx und Cn=Jxncosaxdx. 

Wir wenden die Methode der Integration nach Teilen an xn = u , 
• ' ' n 1 cosax d h lt f" S s1nax = v, u = nx - v = --a- un er a en ur n 

l nf l n Sn = - - xncosax +- xn- lcosaxdx = --xncosax +-On--! ; a a a a 
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ebenso erhalten wir für On, wenn wir setzen 

cosax = v', 
sinax 

v=--a , 

Hieraus ergeben sich die beiden Rekursionsformeln: 

(79) 

Jxn sinax dx = - ~ xn cosax + :Jxn-t cosax dx, l 
JxncoRaxdx = ~ xnsinax- :Jxn - 1 sinaxdx. 

[TIII 32] 39) 

Sie führen - positives ganzzahliges n vorausgesetzt - schließlich auf 

jeosaxdx = ! sinax oder Jsinaxdx =-! cosax; 

Sn und On lassen sich also stets auswerten. 

Beispiel: 

J = fis sin Zn t · dt =- _T t3 cos Zn t + 3T [.!'__ t2 sin Zn t 
T 2n T 2n 2n T 

2T ( T 2n T T . 2n ) I - -- - - t cos- t + - ·-sm- t 2n 2n T 2n 2n T . 

. T 2n ( T )2 . 2n ( T )3 2n = - - t3 cos - t + 3 - t2 sm - t + 6 - t cos - t 
2n T 2n T 2n T 

Beweise die Rekursionsformeln: 

und 
f sinax dx = _ _ l_ sinax _ _ a_ fcosax dx 

xn n - l xn- 1 n - l xn - 1 

fcosax dx = __ l __ cosax _ _ a_ J'sinax dx. 
xn n-1 xn- 1 n-1 xn- 1 

Durch sie werden die Integrale 

und 

zurückgeführt auf die beiden Integrale 

f sinax dx 
X . 

und fcosax d x 
X ' 

deren Auswertung mit elementaren Hilfsmitteln nicht möglich ist. 
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§ 5. Die geometrische Deutung des Integrals. 

Das bestimmte Integral. 
(80) Das geometrische Bild der Funktion y = f(..c) ist, wie wir im 
Abschnitt I erfahren haben, in einem rechtwinkligen Koordinaten
systetü eine Kurve; wir nennen y = f(x) die Gleichung dieser Kurve. 
Es ist zu erwarten, daß das Bild der Funktion F ( x) = J f ( x) d x einen 
ähnlich engen Zusammenhang mit dem Bilde von f(x) haben wird, 
wie ihn die beiden Funktionen selbst aufweisen. 

Wir wollen nun zeigen, daß F(x) = J f(x)dx als eine Fläche 
gedeutet werden kann (s. Abb. 85), und zwar stellt es die 
Fläche dar, die begrenzt wird von y 

der x-Achse , der Kurve y = f(x) und 
zwei Ordinaten, der zu e iner be
liebigen, aber kons t anten Abszisse c 
gehörigen und der zur veränder
lichen Abszisse x gehörigen. 

Mit der Änderung von x ändert sich 
auch der Inhalt F des betrachteten 
Flächenstückes, d. h. der Flächeninhalt 

Abb. 85. 

ist eine Funktion der Endabszi'sse x. Es bleibt nun noch nachzu
weisen, daß der Differentialquotient dieser Funktion für jedes beliebige x 
gleich f(x) ist. Zu diesem Zwecke erinnern wir uns der Definition des 
Differentialquotienten [ vgl. Abschnitt I (18) S. 35]. Wir erteilen x 
einen Zuwachs L1 x; dadurch nimmt F (Abb. 85) um einen Flächenstreifen 
L1F zu, der sich zusammensetzt aus einem Rechteck mit den Seiten Llx 
und y = f (x) und einem rechtwinkligen Dreieck mit den beiden Katheten 
Llx und L1y, dessen Hypotenuse allerdings nicht geradlinig, sondern 
ein Stück der Kurve y = f(x) ist. Wir köru1en aber L1F um so besser 
durch das Rechteck ersetzen, je kleiner wir Llx wählen; denn dann wird 
zwar der Inhalt des Rechtecks sich der Null nähern, da eine seiner 
Seiten es tut, in höherem Grade aber der des rechtwinkligen Dreiecks, 
da dessen beide Katheten gegen Null konvergieren, so daß wir seinen 
Inhalt gegen denjenigen des Rechtecks vernachlässigen können. Wählen 
wir also L1 x klein genug, so können wir setzen L1F ~ f ( x) · L1 x , und 
zwar um so unbedenklicher, je kleiner wir Llx nehmen. Der Differenzen-

quotient ist also ~~ ~ f( x ), und kommt dem Werte f( x) um so 

näher, je mehr sich Llx dem Werte Null nähert; das Zeichen~ läßt 
sich durch das Zeichen = ersetzen für limAx = 0. Dann wird aber 

aus ~: der Differentialquotient ~f, und wir haben damit gezeigt, 
dF · . 

daß dx = f (x) 1st. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 14 
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Wählen wir statt der Anfangsabszisse c irgendeine andere c', so 
ist der bis zu der veränderlichen Endordinate y reichende Flächen
inhalt G wieder eine Funktion von x, deren Differentialquotient eben
falls f(x) ist, da für sie der obige Beweis genau ebenso gilt. Die beiden 
Flächen F und G sind aber nicht dieselben, sie unterscheiden sich viel
mehr um ein Flächenstück C, das von der Abszissenachse, der Kurve 
y = f(x) und den zu den Abszissen c und c' gehörigen Ordinaten be
grenzt wird, so daß also F(x) = G(x) + C ist. Da C von der Veränder
lichen x unabhängig ist, so finden wir in C die geometrische Deutung 
der Integrationskonstanten wieder. 

Wie man die Eigenschaft, daß /f(x)dx 
einen Flächeninhalt darstellt, zur Ermittlung 
des Inhaltes einer Fläche benutzen kann, sei 
an einem einfachen Beispiele gezeigt. In 
Abb. 86 ist die Parabel von der Gleichung 
y = x2 dargestellt, und es sei die Aufgabe ge
stellt, den Inhalt der Fläche zu ermitteln, die 
von der x-Achse, der Parabel und den zu 

--~~~~~,.....-x x = l und x = 2,5 gehörigen Ordinaten be-
grenzt wird. Nach obigen Erörterungen stellt 

Abb. 86. f ;r3 
x2 d x = 3 + C die Fläche dar, die bis zu 

der einem veränderlichen x zugehörigen Endordinate reicht. C er
gibt sich aus der willkürlich gewählten Anfangsordinate y0 . Nimmt 
man als Endordinate die zu x = 2,5 gehörige, so wird die Fläche 

F 2·5 = 2'53 + C = 5 208 + C 
3 ' ' 

dagegen diejenige, die bis zu der zu x = l gehörigen Ordinate reicht: 

F 1 = 1: + C = 0,333 + C. 

(In Abb. 86 ist die wagerecht schraffierte Fläche gleich F2,s, die senk
recht schraffierte dagegen F 1.) Da als Anfangsordinate in beiden 
Fällen dieselbe Ordinate y0 gewählt worden ist, hat auch C in beiden 
Fällen den gleichen Wert. Andererseits stellt dann die Differenz F2,s - F 1 

den Inhalt des gesuchten Flächenstückes dar; sie beträgt 

Fi·s = F2·5 - F 1 = (5,208 + C) - (0,333 + C) = 4,875. 

Das Bemerkenswerte an dem Ergebnisse ist, daß durch die Differenz
bildung die Integrationskonstante weggefallen ist; das Integral hat 
jetzt seine Unbestimmtheit verloren, es ist ein bestimmtes Integral 
geworden. 
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Ganz allgemein versteht man unter dem bestimmten Integrale 
b 

jf(x)dx einen Ausdruck, zu dem man auf folgendem Wege gelangt: 
a 
Man ermittelt zunächst das unbestimmte Integral 

J f(x) dx = F(x), 

bildet dann durch Einsetzen der bestimmten Werte a und b 
für die Veränderliche x die beiden Werte F(a) und F(b) und 
subtrahiert schließlich F(a) vonF(b). DerAusdruck F(b) -F(a) 

b 

ist das gesuchte bestimmte Integral Jt(x) dx. a heißt die 
a 

untere, b die obere Grenze des bestimmten Integrals. Aus dieser 
Definition folgt sofort die Gleichung 

b a b a 

,[f(x) dx + ,[f(x) dx = 0, .Jt(x) dx = -- ,[f(x) dx, 40) 
a b a b 

d. h. eine Vertauschung der Grenzen führt ein Integral in 
den entgegengesetzten Wert über. 

Ferner ist 

F(b)- F(a) = F(b)- F(c) + F(c)- F(a), 
also 

b c b 

jf(x)dx= jf(x)dx+.{f(x)dx. 40') 
a a 

Einige bestimmte Integrale sollen ermittelt werden: 

4 f [x3 ]4 43 p 
a) x2 dx = -3 1 = 3 - 3 = 21, 

1 

b fdx b b 
b) - = [Jn x] = ln b - In a = In - , 

x a a 
a 

a ) f d X [ • X la · 1 · ;n; 0 ;n; c ,, = arcs1n - = arcs1n - arcs1n 0 = -2 - = -2 , 
raz - x2 a Jo 

0 

" 
d) ·1 d X [ l X ]a 1 1 -- = - arctcr- = - arctg 1 - - arctg 0 

a2 + x2 a 0 a o a a 
0 

=_!:_ · ;n; - 0 = -=-
a 4 4a · 

14* 
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00 

f dx 1 1 1 TC 1 TC TC 
e) - - = - arctg oo - - arctg 1 = - · - - - · - = -a2 + x2 a a a 2 a 4 4 a ' 

a 

2 n 

f) fsin X d X = [- COS X J "2 = - COS ; + COS 0 = 0 + 1 = 1 . 
• 0 
0 

Weise die Richtigkeit der folgenden bestimmten Integrale nach: 

4 00 
I 2 -.,-

jxf~dx = 12,4, f~: = 0,5, !,} dx = ln 5 = 1,6094, 
rx2 + 1 

1 2 

3_ ll • 

0 

{cosxdx = 0,2072. 
7< 

6 

(81) Mit Hilfe der in (80) erworbenen Kenntnisse können wir jetzt 
auch dem bestimmten Integrale eine geometrische Deutung geben. 
Es ist nämlich 

b 

F = J f(x)dx 41) 
a 

die Fläche, welche von der x-Achse, der Kurve y = f(x) 
und den zu den Abszissen x = a und x =- b gehörigen Ordi

Abb. 87. 

naten begrenzt wird; eines 
Beweises bedarf es nicht mehr. 
Aber geradediese geometrische 
Deutung eröffnet uns einen 
noch tieferen Blick in das W e
sen des bestimmten Integrals. 
Wir können (Abb. 87) den In
halt dieser Fläche auch auf fol
gendem Wege ermitteln. Wir 
setzen zunächst voraus, daß 
y = f( x ) zwischen x = a und 
x = b stetig verlaufe und be-
ständig wachse. Nun teilen 

wir das Stück der Abszissenachse von x = a bis x = b in n gleiche 

Teile, so daß jedes Teilstück die Länge LI x = b - a hat. Ferner 
n 

ziehen wir durch diese TeilpunkteX0 , X 1 , X 2 , . . . , x .. _1 , Xn die Or-
dinaten XoPo = Yo· XIPI = yl, X2P2 = Y2 .. . , Xn- lpn- 1 = Yn- l• 
X,.P .. = y,.. Dadurch wird die Fläche F in n Parallelstreifen zerlegt. 
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Jetzt wollen wir durch die Kurvenpunkte P 0 , P 1 , P 2 , Pn-t die 
Parallelen zur Abszissenachse ziehen, welche die jeweils folgenden 
Nachbarordinaten in Q1 , Q2 , Q3 , ••• , Q11 schneiden mögen. Es entsteht 
dann eine Anzahl von Rechtecken, deren jedes irrfolge der obigen 
Annahme, daß die Kurve nirgends fallen soll, kleiner ist als der 
zugehörige Streifen; folglich ist auch die Summe dieser Rechtecke 
kleiner als F. Die Inhalte der Rechtecke sind aber der Reihe nach 
y0 ·Lix, y1 ·Lix, y2 ·Lix, .. . , y11 _ 1 Lix; wir erhalten also, wenn wir für 
das Summenzeichen den Buchstaben S wählen, die Ungleichung 

n-1 

SY~c·LIX < F. 
k~o 

Ziehen wir dagegen durch P 1 , P 2 , ... , P 11 _ 1 , P 11 die Parallelen zur 
Abszissenachse, welche die jeweils vorangehenden Ordinaten · in R 0 , 

R1 , ... , R11 _ 2 , R11 _ 1 schneiden mögen, so erhalten wir wiederum eine 
Anzahl von Rechtecken, deren jedes irrfolge der oben angeführten 
Voraussetzung über y = f(x) größer ist als die zugehörige Lamelle 
von F, so daß also 

n 

SY~c·.dx>F 
k~l 

ist. Nun haben aber beide Summen die gleichen Glieder, ausgenommen 
das Glied Yn Llx, das nicht in der ersten Summe, und das Glied Yo · Llx, 
das nicht in der letzten Summe vorkommt; folglich ist ihr Unterschied: 

n n-1 

S Y1c • LI X - S Yk • LI X = Yn • LI X - Yo • LI X = (Yn - y0) • LI X. 

k~1 k=O 

Wir finden dies auch in Abb. 87 bestätigt: dort ist auf der Abszissen
achse die Strecke AB = LI x abgetragen, in den Punkten A und B 
sind Parallelen zur Ordinatenachse gezogen, und der dadurch ent
standene Streifen ist durch die Verlängerungen von R0 Q1 , R1 Q2 , •.. 

Rn_ 1 Qn, R 11 _ 1 P 11 in Rechtecke 

D0 0 0 C1 D1 = P 0 Q1 P 1 R0 , D1 C1 C2 D 2 = P 1Q2 P 2 R 1 , • • • , 

Dn-1 Cn- 1 CnDn = Pn - 1 QnPnQn- t 

zerlegt worden, deren Inhalt also gleich der Differenz der Inhalte je 
zweier entsprechender Rechtecke der beiden Summen 

und 

ist. Somit hat der Streüen D0 0 0 EnDn einen Inhalt, der gleich der Dif
ferenz der beiden Summen ist. Da nun D0 Dn = C0 Cn = Yn - Yo ist, 
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so beträgt diese Differenz wie oben 

(Yn - Yo) • L1 X • 

Jetzt wollen wir die Anzahl n der Streifen, in die wir F zerlegt 
haben, vermehren. Hiervon unberührt bleibt die Tatsache, daß 

n-1 n s Yk L1 X < F < s Yk L1 X 

k=O k=1 

ist. Andererseits wird aber L1x = b- a sich in dem Maße dem Grenz-n 
werte Null nähern, als die Zahl n selbst über alle Grenzen hinaus wächst. 
Das Rechteck D0 0 0 0nDn behält zwar seine Höhe D0 Dn = Yn- y0 , 

die von der Wahl der Größe n unabhängig ist, unverändert bei; aber 
die Breite L1 x und damit der Flächeninhalt konvergiert mit L1 x gegen 
Null. Das heißt aber, daß die Differenz der beiden Summen 

und 

sich mit wachsendem n der Null nähert, daß also die beiden Summen 
mehr und mehr einander gleich werden: 

Weil aber der Wert von F stets zwischen diesen beiden Werten liegt, 
ist der gemeinsame Grenzwert dieser beiden Summen gleich F : 

n - 1 

lim SYk L1x = F. 
Ax~ok= O 

Wir können uns nun auch von der oben gemachten Annahme, daß f(x) 
von a bis b nicht abnehmen solle, freimachen. Würde nämlich f (x) 
in diesem Intervalle abnehmen, so würden die gleichen Schlüsse wie 
oben gelten, nur daß jetzt 

n-1 n 

SY~cL1x> F > s Y~cL1x 
k =O k ~ l 

wäre. Würde dagegen ein abwechselndes Steigen und Fallen von f(x) 
im betrachteten Intervalle stattfinden, so brauchte man nur dieses 
so in kleinere Intervalle zu teilen, daß in jedem f(x) entweder nur 
steigt oder nur fällt, und ~tuf jedes dieser Intervalle die angeführte 
Schlußfolgerung anzuwenden. Wir können das bestimmte Integral 

/J 

F = J f ( x ) d x, wenn wir von der geometrischen Betrachtung abstra-
a 
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hieren, auch folgendermaßen deuten. Man teilt das Intervall von 
x = a bis x =bin eine endliche Anzahl n gleicher Teile, deren 

jeder den Wert Llx = b-;; a hat, und multipliziert dieses LI x 

mit dem zu dem betreffenden x gehörigen Funktionswerte 
y = f(x). Alle diese Produkte werden addiert. Von dieser 
Summe bestimmt man den Grenzwert für den Fall, daß n 
über alle Grenzen hinaus wächst, oder -was dasselbe ist 
daß LI x sich dem Grenzwerte Null nähert. Durch diesen Grenz
übergang wird zwar die Anzahl der Summanden unendlich groß, dafür 
aber jeder einzelne Summand unendlich klein, in der Weise, daß die 
Summe selbst endlich wird. Man drückt diese Tatsache gern kurz, 
wenn auch unscharf, dadurch aus, daß man sagt: "Ein bestimmtes 
Integral kann aufgefaßt werden als eine Summe unendlich vieler unend
lich kleiner Größen." 

Ein paar Worte noch über die Bezeichnung. Bedenken wir, daß 
in der Summe 

n - 1 

S YkLix 
k=O 

die unabhängige Veränderliche x für k = 0 den Wert a, für k = n 
den Wert b annimmt, für k = n- 1 einen Wert, der um so näher 
dem Werte b kommt, je kleiner Llx ist, und daß die abhängige Veränder
liche y = f(x) ist, so können wir diese Summe auch schreiben 

b 

S f(x) Llx; 
x=a 

drücken wir schließlich den Grenzübergang dadurch aus, daß wir statt 
Llx schreiben dx, und daß wir das Summenzeichen S zum Integral
zeichen J strecken, so ergibt sich für den Grenzwert der Summe die 
Schreibweise 

b 

(f(x)dx; 
x= a 

die Schreibweise, die wir in § l für das Integral kennengelernt haben, 
findet hierdurch ihre Begründung. 

Fassen wir nochmals das Wesentlichste zusammen. Wir haben 
zwei ganz verschiedene Deutungen für das Symbol 

b 

jf(x) dx 
a 

gefunden. Einmal gelangen wir zu ihm, indem wir die Funktion F(x) 
suchen, deren Differentialquotient f( x) ist, ferner F(b) und F(a) und 
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schließlich die Differenz F(b)- F(a) bilden: 

b 

Jt(x)dx = F(b)- F(n). 
n 

(SI) 

Der andere Weg ist der: Wir teilen das Intervall x = a bis x = b in 
eine Anzahl gleicher Teile, multiplizieren den zu einem bestimmten x 
gehörigen Funktionswert f ( x) mit dem zugehörigen Teilintervalle L1 x 
und addieren alle diese Produkte; schließlich lassen wir L1x sich dem 
Werte Null nähern, wodurch sich zwar jedes Produkt ebenfalls der Null 
nähert, die Anzahl der Produkte jedoch über alle Grenzen wächst; der 
Grenzwert dieser "Summe unendlich vieler unendlich kleiner Größen" ist 
derselbe Wert wie vorher. Häufig wird man vor die Aufgabe gestellt, 
eine solche "Summe unendlich vieler unendlich kleiner Größen" zu 
bilden, eine schon in den einfachsten Fällen recht schwierige und ver
wickelte Aufgabe, die aber sehr vereinfacht wird, wenn man den anderen 
Weg einschlägt. Zwei Beispiele mögen dies erläutern: 

b 

1. Es soll F = J x2 d x ermittelt werden. Wir teilen das Intervall 

b . a b · l · h T 'l " b - a d' bh'" · von x = a IS x = In n g e1c e ei e LJX =' ---n- ; IC una ang1ge 

Veränderliche erhält der Reihe nach die Werte 

a, a + L1x, a + 2L1x, a + 3L1x, ... , a + (n- 1)L1x = b, 

also die abhängige Veränderliche die Werte 

a2 , (a + L1x) 2 , (a + 2L1x) 2 , (a + 3L1x) 2 , .•• , (a + (n- 1)Ax)2 • 

Diese sind mit L1 x zu multiplizieren, und über die Produkte ist zu sum
mieren. Es ergibt sich: 

b 

S x2 L1x = a2 L1x + (a + L1x)2 L1x + (a + 2L1x)2 L1x 

a + (a + 3L1x)2 L1x + ... + (a + (n - 1) Lfx)2 L1x. 

Wir heben L1x aus, führen die Quadrate aus und fassen zusammen; 
wir erhalten 

b 

Sx2 L1x = L1x[na2 + 2aLfx(1 + 2 + 3 + ... + (n - 1)) 

a + (L1 x)2 (12 + 22 + 32 + .. . + (n - 1)2] . 

Aus der elementaren Mathematik ist bekannt, daß 

und 

1 + 2 + 3 + · · · + (n- 1) = (n - 1) n 
2 

12 + 22 + 32 + .. . + (n _ 1)2 = (n - 1) n(2n - 1) 
6 
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ist. Hierdurch wird 
b S x2 Ax = Ax[na2 + n (n- l) aAx + (n -I) n6(2n- I) (L1x)2] 
a 

d . L1 b-a . t un , wenn wrr x = -n- mnse zen, 
b 
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S 2 ,1 _b-a[ 2 +n(n-l)a(b-a)+(n-l)n(2n-l)(b-a)2] 
x x- n na n 6n2 

a 

= (b - a) [a2 + ( l - ! ) (ab - a2) 

+ ( l - -~) (2 - ! ) (b; - a3b + ;~)] 
= (b - a) [az f ]___ + ---'!__ + -~) 

\3 2n 6n2 

+ab (I_- _ _1_) + b2 (I_- -1- + _.!._.)]. 
3 3n2 3 2n 6n2 

Wächst n über alle Grenzen hinaus, so bekommen wir 
b 

fx2 dx = (b- a) [a2 + ab + b2] = ba- aa 
3 3 3 3 . 

a 

Das gleiche Ergebnis erhalten wir auf wesentlich kürzerem Wege, wenn 

f xa 
wir unbestimmt integrieren X2 dx = 3, hierin die obere Grenze b 

~ 3 . 

und die untere Grenze a setzen, : f bzw. ~ , und beide Werte voneinander 
abziehen: 

b f ba-aa 
x2dx=-3-. 

a 
(I 

2. F = J cos x d x. Wir teilen in gleicher Weise em wie vorhin 

und erhalten als Summe 
(I s COS X J X = COS iX • ,1 X + COS ( iX + LJ X) • LJ X + COS ( cX + 2 LJ X) • LJ X + · · · 
a + cos(IX + (n- 1) L1x) · Lfx 

= Ax [cos<X + cos(<X + Ax) + cos(<X + 2L1 x) 
+ cos(<X + 3Ax) + · · · + cos(<X + (n- l) Ax)], 

wobei Ax = ß- cx ist. Da nun nach einer goniometrischen Formel 
n 

cos<X + cos(c:X + Jx) + cos(<X + 2Ax) + cos(.x + 3Ax) + · · · 
sin; Ax-cos(cx+ n;lAx) 

+ cos(<X + (n - l) Ax)] = . Ax 
sm 2 
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ist, so ist 
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ß sin~; a cos(a + ß; a- Ll2x) 
S cosxLix = Llx · . L1_x _ _ _ 

sm2 

sinß - a cos(~ + a- L1x) 
--2 2 2 2 
- . Ax · 

sm-2 

i fx-
2 

Gehen wir zur Grenze Llx--->- 0 über, so wird 

ß 

f d 2 .ß-a ß+a 'ß. cosx x = s1n - 2 - cos - 2 = sm - sm ~ . 

"' 
Wesentlich einfacher ist der zweite Weg: 

ß 

Jcosxdx = sinx, also .Jcosxdx = [sinxJ! = sinß- sin~. 
IX 

(82) 

Wir sind am Ende unserer theoretischen Betrachtungen über das 
bestimmte Integral und können nun dazu übergehen, das bestimmte 
Integral zur Lösung von Aufgaben zu verwenden. 

§ 6. Berechnung des Inhaltes ebener Figuren (Quadratur); 
Näherungsformeln. 

(82) Wir beginnen damit, das bestimmte Integral auf die Ermittlung 
des Inhaltes ebener Flächen anzuwenden. Zuerst wollen wir uns 
mit solchen ebenen Flächen befassen, deren Begrenzungskurve durch 
eine Gleichung im rechtwinkligen Koordinatensysteme gegeben ist. 

Gegeben sei die Kurve von der Gleichung 

x3 x2 3 
Y=w-T-2x, 

deren Verlauf Abb. 88 zeigt. Das Integral 

gibt uns nach dem vorigen Paragraphen den Inhalt des Flächenstückes, 
das von der x-Achse, der Kurve und den zu x = x1 und x = x2 gehörigen 
Ordinaten begrenzt wird. Führen wir die Integration aus, so erhalten wir 

Fx,- [x4 x3 3 2lx, 
x, - 40 - 15 - 4 X x1 • 
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Also ist 
F~ = -l•lo- (-9) = 9]V,r 

Flächeneinheiten, wo bei die Flächeneinheit gleich dem Qua
drate ist, dessen Seite die bei Zeichnung der Kurve zugrunde 
gelegte Längeneinheit ist (s. Abb. 88). y 
Bilden wir dagegen F=t, so erhalten wir 

F=t = -t- VI-= -V-i-- = -6 -H-, 

d. h. einen negativen Wert. Wie erklärt 
sich ·das 1 

Wir wissen aus § 5, daß F die Summe 
von Produkten y • L1 x ist. Ist nun y < 0, 
L1 x > 0, so muß auch das Produkt y · L1x-
man nennt es auch das "Flächenelement" - x 
< 0 sein. In dem Bereiche von x1 = -5 
bis x2 = - 4 ist nun wirklich y überall 
negativ. Andererseits ist L1x positiv, da die 
untere Grenze x1 = -5, die obere Grenze 
x2 = -4, d . h. x2 > x1 ist, die Abszissenachse 
also in der positiven Richtung, d. h. im 
Sinne wachsender x durchlaufen wird. Folg- Abb. 88. 

lieh ist in diesem Bereiche jedes Flächen-
element, und damit auch die ganze Fläche F=g < 0. Auch Ax selbst 
kann negativ werden, wenn nämlich x 2 < x1 ; ist in diesem Falle y 

beständig positiv, so muß F~~ < 0 sein, ist dagegen y beständig negativ, 
so muß F~: > 0 sein. So ist bei unserem Beispiele 

F=~ = -2 T~ - (-T"lo) = -1-llo• 
dagegen 

Fl = -H- (-9 H ) = +9 iu -
Auf das Vorzeichen der Flächeninhalte ist bei jeder Flächenberechnung 
Rücksicht zu nehmen. Will man beispielsweise den Gesamtinhalt der 
beiden von der Kurve und der x-Achse begrenzten Schleifen in Abb. 88, 
von denen die eine von x = -3 bis x = 0 , die andere von x = 0 bis 
x = +5 reicht, wissen, so wird man beide für sich berechnen und ihre 
absoluten Werte addieren. 

}i"J__3 = 0 - (- 1-i,l-) = 2 H, F& = - ll-H - 0 = - ll-H. 

Die Summe der absoluten Beträge ist demnach 

2H+ nu = 14H 
Flächeneinheiten. Würde man dagegen ohne diese Unterteilung F!~ 
gebildet haben, so hätte man erhalten 

F 5_3 = -ll H - ( -2 -}ö) = -8 }!) 
Flächeneinheiten. 
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(83) Wir wollen jetzt den Inhalt einer Fläche berechnen, die von der 
Abszissenachse, einer beliebigen Parabel dritter Ordnung und zwei 

Ordinaten begrenzt wird (Abb. 89). Die Pa
rabel habe die Gleichung 

y = a3 x3 + a2x2 + a1 x + a0 , 

die Grenzabszissen seien x1 und x2 , die zu 
-=P-----!i""----f~ ihnen gehörigen Ordinaten 
Ztt 

y., 

---
Abb. 89. bzw. 

Y1 = aaxf + a2XI + alxl + ao 

Y2 = aaX"~ + a2x~ + a1X2 + ao · 
Es ist 

a3 ( 4 4) a2 ( 3 ß) al ( __ 2 2) ( ) = 4 x~ - xl + 3 X2 - x-1 + 2 X2 - x1 + ao x2 - xl 

= ~~x1 [3a3 (x~ + ~x1 + x2 xi + xD + 4a2 (x§ + X2 X1 + xi} 

+ 6a1 (x2 + x1) + 12a0]. 

Halbieren wir den Bereich X 1 bis X 2 durch den Punkt Xm, dessen Ab

szisse also xm = ~-1 ~~ ist, so ist die zu xm gehörige Ordinate 

_ (x2 + X1)3 + (x2 + ~1) 2 + X2 + xl + Ym - aa 2 a2 2 al 2 ao . 

Wir bilden jetzt den Ausdruck: 

2(y1 + 4ym + y2) = 2a3 (x1 + (x2-~ x1)
3 + x~) + 2a2(xi + (x2 + x1 )2 + xD 

+ 2a1 (x1 + 2(x2 + x1) + x2) + 2a0 (l + 4 + l) 

= a3 (3 :r~ +3x~x1 +3x2 xi+3xi) +2a2 (2x~+2x2 x1+2xi) 

+ 2a1 (3x2 +3x1) + 12a0 

= [3a3(x~ + ~x1 + x2xi + x~) + 4a2 (x~ + x 2x1 + xf) 

+ 6a1 (x2 + x1) + l2a0]. 

Der Inhalt der eckigen Klammer stimmt genau mit dem der in F;; ent
haltenen überein. Bezeichnen wir noch die Strecke xl x2 = Xz - xl 
mit h, so erhalten wir die Formel: 

F';,; = j;a3 x3 + a2 x2 + a1x + a0) dx = ~- (y1 + 4ym + y2). 42) 

Diese unter dem Namen Simpsonsche Regel bekannte Formel hat eine 
große praktische Bedeutung; sie lehrt: Um den Inhalt der Fläche zu 
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erhalten, multipliziert man den sechsten Teil der Breite der Fläche 
mit der Summe aus den Endordinaten und der vierfachen Mittelordinate. 
Die Simpsonsche Regel gilt genau, solange der Integrand eine ganze 
rationale Funktion von höchstens drittem Grade ist; daß man sie mit 
Erfolg auch zur angenäherten Berechnung verwenden kann, wenn diese 
Bedingung nicht erfüllt ist, wird bald gezeigt werden. Zur Bestätigung 
der Sim psonschen Regel mögen mit ihr die in (82) berechneten 
Flächeninhalte der Abb. 88 nochmals ermittelt werden: Es ist 

Ya = 5g-, Y7 = 14' YG ' = _7_AJ._ ,a s -o ' 
also 

Y-5 = -10' Y-4=-3%, Y-4,5 = -6H' 
also 

F:~ = i ( -10 - 25H - 31) = - 6H ; 

Y-t = 1s, Y-2 = 1~- , Y- 1,5 = 1H-' 
also 

F:i = - A (1t + 5tZ- + 1}) = -1-/:itr; 

Y4 = -2,8, 
also 

Yt = -1,6, 

Fl = -1 ( - 2,8- 13,75- 1,6) = + 9-:(0 ; 

h = 1' 

h = 1' 

h = -1, 

h= -3, 

Y-~=0, Yo =0, Y-t ,5= 1 -~~. h=3, 
also 

Yo = 0, 
also 

Y-3 = 0, 
also 

Y5 = 0, Y2,5 = -3i~, h = 5, 

Fg = ~ . 4. (- Hi-) = -llH ; 
Y5 = 0 , Yt = -1,6 , h = 8 r 

F~3 = ~- · 4 · ( - 1,6) = - St\- . 

(84) Wir zeigen an einigen Beispielen die Anwendung des oben be
sprochenen Verfahrens. 

a) Die Scheitelgleichung der Para bellautet y2 =2px [vgl. (38)] ; 
um den Inhalt eines von dieser Parabel und einer Normalen zur Parabel
achse begrenzten Parabelabschnitteszu bestimmen (Abb. 90), be
denken wir, daß die Achse diese Fläche in zwei kongruente Hälften 
OX0P 0 bzw. OX0P~ teilt. Der Inhalt von OX0P 0 ist 

Xo 

F = jy2px dx = [y2p ·lx v'~]~" = txo y2pxo, 
0 

wobei x0 die Abszisse des Punktes P 0 , des Endpunktes des Parabel
bogens, ist ; führen wir seine Ordinate y0 = y2 p x0 ein, so erhalten 
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wir für die Fläche OX0 P0 den Ausdruck 

F = -§-Xo Yo · 
Wir erhalten demnach das Ergebnis, daß das Rechteck OX0P0 Y0 

d ur eh die Parabel in zwei Teile zerlegt wird, deren Flächen 
sich wie 1:2 verhalten. Der Inhalt des Parabelabschnittes OP0P~ 
ist also = 5x0s0 , wenn s0 = 2y0 = P~P0 die Länge der Sehne ist. 

Will man die Parabelfläche OX0P 0 in ein Rechteck verwandeln, 
das dieselbe Breite x0 = OX0 hat, so muß man ihm die Höhe Ym = i- Yo 
geben; die Höhe Ym nennt man den Mittelwert der Ordinaten 
der Parabel y = l'2p-; im Bereiche von x = 0 bis x = x0 • Allgemein 
verstehtman unter dem Mittelwert der Ordinaten einer Kurve 

1 

Abb. 90. Abb.91. 

von der Gleichung y = f (x) in einem Bereiche von x = x1 bis 
x = x2 diejenige Ordinate Yrn, mit der man die Differenz 
x2 - x1 multiplizieren muß , um den Inhalt der von der 
x-Achse, der Kurve und den zu x = x1 und x = x2 gehörenden 
Ordinaten begrenzten Fläche zu erhalten. Es ist also : 

43) 

Sieht man von der geometrischen Deutung ab, so kann man festsetzen: 
Der Mittelwert Yrn aller Werte, die die Funktion y = f( x) im 
B'ereiche von x = x1 bis x = x2 annimmt, ist 

X~ 

J f(x)dx 
:n 

b) In (31) haben wir die gleichseitige Hyperbel behandelt. 
Wenn wir den Inhalt der von ihr, der Abszissenachse und zwei Ordi
naten eingeschlossenen Fläche berechnen wollen, so müssen wir die 
Unstetigkeit unserer Funktion für x = 0 beachten; dieser Wert darf 
weder innerhalb des Bereiches noch auf der Grenze auftreten. Wählen 
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wir daher als untere Grenze x1 = 1, während die obere Grenze x (ver
änderlich) sei! Es ist 

X 

F·" {"d x [1 ]x 1 1 = -x- = nx 1 = nx. 
r 

Die Anzahl der Flächeneinheiten ist also gleich dem natürlichen Logarith
mus der Maßzahl der Endabszisse. Wenn wir demnach die gleich
seitige Hyperbel genau zeichnen, so können wir den natürlichen Logarith
mus der oberen Grenze dadurch finden, daß wir den Flächeninhalt von 
x = 1 ab auf irgendeinem Wege ermitteln. 

Würde man x = 0 als untere Grenze nehmen, so würde, da lnü = -oo 

ist, jede von dort aus gezählte Fläche oo werden. Warum darf natür
lich auch nicht als obere Grenze x = oo auftreten? Daß es nicht immer 

Abb. 92. Abb. 93. 

nötig ist, Werte von x zu meiden, für die y unendlich groß wird, zeigt 

uns das Beispiel y = V~ . Zwar ist (vgl. Abb. 92) für x = 0 y = oo; 

aber die Ermittlung des Flächeninhaltes ergibt 
X 

FJ =~~·X, = [ 2 }fxj~ = 2 {~ . 
tx 

0 

Demnach ist beispielsweise der Inhalt der Fläche, welche von der 
x-Achse, der y-Achse, der Kurve und der zu x = 1 gehörigen Ordinate 
begrenzt wird, gleich zwei Flächeneinheiten, also endlich, obwohl die 
Fläche selbst sich längs der y-Achse ins Unendliche erstreckt. Anderer
seits läßt sich bei manchen Integralen als obere Grenze auch x = oo 
verwenden, ohne daß das Integral selbst unendlich groß wird. So 

zeigt Abb. 93 die Kurve von der Gleichung y = 1 ~ x2 ; die Fläche 

die von ihr, der x-Achse, der y-Achse und der zu einem beliebigen x 
gehörigen Ordinate begrenzt wird, ist, so groß man auch x wählen 
möge, X 

Fx j" dx [ ]"' o = l + x2 = arctg x 0 = arctg x . 
0 
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Läßt man x über alle Grenzen wachsen, so wird lim arctg x = -~- , 
X~ oo 

und die Fläche selbst hat, obgleich auch sie sich ins Unendliche erstreckt, 

den endlichen Inhalt von -~- = 1,5758 Flächeneinheiten. 

c) Die Fläche, die von der x-Achse und einem Berge der Sinuslinie 
y = asin w x begrenzt wird, ergibt sich zu 

n w n 

Ff =.fasinwxdx= [:acoswx]~= [~ -(- :)] =2~. 
0 

Der Mittelwert der Ordinaten ist demnach in diesem Bereiche 

2::._ 
w a 

Ym = --- = 2 -- (s . Abb. 94). 
Jr Jr 

w 

Weitere Aufgaben erhält der Leser, wenn er die logarithmische Linie 
y = lnx, die Exponentiallinie y = ex, die Tangenslinie y = tgx usw. 
zugrunde legt und die zu diesen Kurven gehörigen Flächen berechnet. 

y 

Jr. 
2iii 

Abb. 94. 

- ---~ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

,!! X 
w 

Abh. 95. 

(85) Bisher unterlag die Inhaltsbestimmung der Beschränkung, daß 
zur Begrenzung die x-Achse und zwei Ordinaten gehören. Von dieser 
Einschränkung können wir uns jedoch leicht befreien. Um die in Abb. 95 
dargestellte Fläche auszumessen, deren Begrenzungskurve durch 
irgendeine Gleichung gegeben sei, legen wir an diese die beiden zur 
Abszissenachse senkrechten Tangenten X 1 T 1 und X 2 T 2 • F ist dann 
die Differenz zweier Flächen der früheren Art. Die eine (der Minuend) 
wird begrenzt von der Abszissenachse, den beiden Ordinaten X 1 T1 

und X 2 T 2 und dem oberen Kurventeil k', die andere (der Subtrahend) 
von denselben geraden Linien, aber von dem unteren Kurventeil k". 

Zur Erläuterung mögen die beiden folgenden Beispiele dienen. 
a) Es sei (y- 5) 2 - 4x = 0. Diese Gleichung ist nicht nach der 

abhängigen Veränderlichen y aufgelöst; sie ist in unentwickelter 
(impliziter) Form gegeben. Lösen wir nach y auf, so erhalten wir 
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y = 5 ± 2 yx. y nimmt für jedes positive x zwei Werte an; die Kurve 
besteht also aus zwei Zweigen, die im Punkte (0 ! 5) zusammenstoßen 
und sich von da nach rechts erstrecken (Abb. 96). Wir wollen jetzt 
den Inhalt der von dieser Kurve und der zu x = 9 gehörigen Ordinate 
begrenzten Fläche berechnen. Wir zerlegen zu diesem Zwecke die Kurve 
in die obenerwähnten beiden Zweige, deren oberer die Gleichung 

y = 5 + 2 yx hat, während zum unteren die Gleichung y = 5 - 2 {x 
gehört. Die vom oberen Zweige, der x-Achse, der y-Achse und der 
zu x = 9 gehörigen Ordinate begrenzte Fläche hat den Inhalt 

9 

F' = / (5 + 2fx) dx =[5x +: xtx]: = 45 + 36 = 81. 
0 

Die vom unteren Zweige und den gleichen Geraden wie oben begrenzte 
Fläche hat den Inhalt 

9 

F" = j(5- 2jlx) dx = [5x- {- x lx]: = 45- 36 = 9. 
0 

Abb. 96. 

A 

y 

1 
Abb. 97. 

Folglich hat die zu bestimmende Fläche den Inhalt 

F = F'- F" = 72. 
b) Die Gleichung 

x 2 - 2xy + 2y2 + IOx- 20y + 32 = 0 

X X 
2 

ist die unentwickelte Gleichung einer Ellipse; ihre nach y aufgelöste 
Gleichung ist 

y = t(x + 10 ± yl36- x2). 

Da i36-~ nur so lange reell ist, als -6 ;;::;; x ~ +6 ist, zu einem 
Werte von x aber, der diese Bedingung erfüllt, stets zwei Werte y 
gehören, wird die Ellipse von den beiden zu x = -6 und x = +6 
gehörigen Parallelen zur y-Achse berührt (der Berührungspunkt ist 
-6 12 bzw. +6 , 8) (s . Abb. 97). Zur Ermittlung des Flächeninhaltes 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 15 
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F der Ellipse zerlegen wir diese wieder in die Differenz der beiden 
Flächen X 1 ADBX2 - X 1ACBX2 • Die Koordinaten der Punkte des 
Bogens ADB erfüllen die Gleichung 

Y = t(x + lO + f36- x2) , 

die der Punkte des Bogens ACB dagegen die Gleichung 

y = t ( x + lO - y 36 - x2) . 

Für den Inhalt des Flächenstückes X 1 ADBX2 erhalten wir, wenn wir 
Formel TII13 zu Hilfe nehmen: 

+6 
F'= ~~- (x + lO + y36- x 2) dx 

-6 

[ I (x2 36 . x x-y )]+6 = - - + lOx + - arcsm - + - 36 - x2 
2 2 2 6 2 -6 

= ~ [(18+60+18·; +o)-(18 - 60-18·; +o)J =60 + 9n; 

für den Inhalt des Flächenstückes X 1 ACBX2 ergibt sich ebenso: 

+6 
F"= J~ (x + 10- f36- x 2) dx 

- 6 

= [_!_ ( x2 + lOx- 36 arcsin ~ - ~ '136 - x2) ] +6 
2 2 2 6 2 r -6 

= ~ [(18+60-18·; -o)-(18-60+18·; -o)]=60-9n, 

so daß F = F'- F" = l8n ist. 

(86) Bisher haben wir im wesentlichen den Inhalt von solchen Flächen 
berechnet, die von einer Kurve, der Abszissenachse und zwei 
Ordinaten begrenzt waren; wir können uns aber von dieser Beschrän
kung freimachen. Denn da 

ist, so ist die Integralformel überall verwendbar, wo eine Zerlegung 
in Parallelstreifen möglich ist und wir die Länge dieser Streifen finden 
können. Die folgenden Beispiele: Dreieck, Trapez, Kreis, sollen, wenn 
auch ihre Inhaltsformeln aus der Planimetrie bekannt sind, zur Er
läuterung des Verfahrens dienen und zugleich auf spätere Unter
suchungen vorbereiten [s. (93) S. 249f. und (96) S. 261 f.]. 

Dreieck von der Grundlinie g und der Höhe h: Wir zerlegen das 
Dreieck durch Parallelen zur Grundlinie im Abstande L1x in eine 
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Anzahl von Streifen; die Parallele im Abstande x von der Spitze hat 
eine Länge y, die sich aus der Proportion ergibt: y: g = x: h; daher 

ist y = i x . Ersetzen wir jeden Streifen durch ein Rechteck von 

der Breite y und der Höhe L1 x, so ist die Summe dieser Rechtecke 
h h 

Sy·Lix= S{-xLix. 
:t=O 0 

Nach (81) erhalten wir durch den Grenzübergang limLix = 0 den In
halt des Dreiecks, der sich also ergibt zu 

h 

F =I~ x dx = [ ~ ~2J: = ~ g h, 
0 

wie bekannt. 

Abb. 98. Abb. 99. 

Trapez mit der Höhehund den beiden Parallelen a und b (Abb. 99): 
Die im Abstande x von a gezogene Parallele zu a hat, wie man durch 
Einzeichnen der Diagonale leicht erkennt, die Länge 

X h -X 
Y = Y1 + Y2 = hb + - h- a; 

also ist der Flächeninhalt des angrenzenden Streifens von der Höhe d x : 
1 

dF = y · dx oder dF = h ((b - al x + a h) · dx, 

demnach der Inhalt des Trapezes: 

h 

F = !J[(b- a) x + ah]dx = ! [(b- a) ~2 + ahxJ: 
0 c 

=! [(b - a) ~2 + ah2] = a~bh. 

Der Kreis: Um den Flächeninhalt des Ab
schnittes ABO von der Pfeilhöhe h (Abb. lOO) 
zu ermitteln, zerlegen wir die Fläche durch 
Parallele zur Sehne AB in Streifen von der 
Breite d x . Der Streifen, der vom Mittel- Abb.IOO. 

15* 
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punkte M den Abstand x hat, hat eine Länge UV = 2y, wobei 
y = yr2- x2 ist. Der Inhalt des Streifens ist demnach 

dF = 2ydx = 2fr2 ~ xZdx, 

daher der Inhalt des ganzen Abschnittes 

r 

F = 2 J fr2 xZ dx. 
r-h 

[Warum ist die untere Grenze r- h 1] 
Nach Formel TII13 erhalten wir: 

F = -r2arccos- + x fr2 - x 2 [ i -]r 
r r-h 

oder 
= [(-0 + 0)- (-r2 arccos r--; h + (r- h) f2 rh -h2)] 

r - h ,ro-::z:--
a) F = r2 arccos- -- - (r- h) r2rh- h2 • 

r 

Als Sonderfälle ergeben sich hieraus für 

h = r der Inhalt des HalbkreisesF = r 2 arccos0- 0 = ; r 2, für 

h = 2r der Inhalt des Vollkreises F = r 2 arccos(-l) + r · 0 = nr2. 

Formel a) erlaubt noch eine Umgestaltung. Führt man nämlich den 
zur Sehne AB gehörigen Mittelpunktswinkel AMB = IX ein, so ist 

r - h MD IX 
- r - = li!A = cos2; 

ferner ist, da der Umfangswinkel über Bogen AOB gleich ; ist, 

<r. GAB= ~, als Umfangswinkel über Bogen OB, also 

IX h . IX AD 
tg 4 = AD' sm 2 = -;.- ; 

demnach 
h IX. IX 2 . 2 1X 
--;:= tg 4 ·sm 2 = sm 4 ; 

schließlich ist 

Nun ist 

2r-h r-h IX cx 
-r- = l + -r- = l + cos 2 = 2cos2 4 . 

[ r- h r - h 1/ h ( r- h)] F = r2 arccos - r - - -;;:- r r l + - r -

=r2 - -cos- 2sin2 - ·2cos2 - =r2 --2sm-cos-cos-[ Oi Olvf . IX IX] [IX , IX Oi IX] 
2 2 4 4 2 4 4 2' 

F = r2 [~- - sin; cos~-) = ~ (~- sin~) = F; 

das ist die bekannte Formel für den Inhalt des Kreisabschnittes. 
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Zu diesem Ergebnis können wir einfacher gelangen, wenn wir be
denken , daß x = r cos cp, also d x = - r sin cp d cp ist. Da weiter 
y = r sinrp ist, so wird der Inhalt eines Elementarstreifens 

dF = 2ydx = -2r2 sin2cpdcp. 

Durch Einführen der neuen Integrationsveränderlichen ändern sich 

natürlich auch die Grenzen. Zu x = r - h gehört cp = ~ , zu x = r 
cp = 0; also wird mit Formel T III 22 : 

0 ,. [ ]0 
F = - 2r2} sin2 cpdcp =- 2r2 ~ - ~ sincp coscp ~ 

~ 2 
+2 

= -2r[(+:- ~ sin(+ ;)cos(+ ;))] 

=- 2r2 [: - ! sin1X] =- ~ (1X- sin1X). 

(87) Kann man den Inhalt einer Fläche mit dem bisherigen Verfahren 
nicht genau ermitteln (z. B. wenn die Begrenzungskurve nur empirisch 
festliegt), so greift man zu Näherungsverfahren. Mit jedem Nähe
rungsverfahren gewinnt man zugleich eine Möglichkeit, ein bestimmtes 
Integral angenähert auszuwerten. Wir gehen dazu über, die 
wichtigsten dieser Näherungsformeln zu entwickeln. 

~' 
13. 

~~------------~Xz 
~~~'-----h~----~~·2 

Abb. 101. Abb. 102. 

Der Inhalt der in Abb. 101 gezeichneten Fläche X 1 X 2 P 2P 1 ist 
gesucht. In roher Annäherung können wir die Fläche ersetzen durch 
das Trapez X 1 X 2P 2P 1 . Dann ist 

44) 

Einen besseren Näherungswert erhalten wir, wenn wir die Fläche in 
Parallelstreifen von gleicher Breite X 0 X 1 = X 1 X 2 = · · · = Xn - l Xn = h 
zerlegen. Ersetzen wir die Flächenstreifen durch Trapeze, so ist an
genähert 

h 
F = 2[(Yo + Y1) + (yl + Y2) + (y2 + Y3) + ··· + (Yn-1 + Yn)] 
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oder 

F = h [Yo ~ Yn + Y1 + Y2 + Ya + · · · + Yn-1l· 45) 

Die Trapezformel45) wird den Inhalt um so genauer geben, je größer n 
ist, da sich der geradlinige Linienzug dann um so enger an die Kurve 
anschmiegt. 

Ein anderer Weg ist folgender (Abb. 103): Man halbiert die Strecke 

xlx2 = x2- xl = h durch xm, so daß xlxm = xmx2 = ~ ist. 
Dann mißt man die Ordinaten X1P1 = y1, X2P2 = y2, XmPm = Ym 
und findet nach der Simpsonschen Regel [s. (83) S. 220] 

h 
F = 6 (yl + 4 Ym + Y2) 42) 

den Inhalt der Fläche, wenn auch für ein beliebiges y = f(x) nur an
genähert. Genauere Werte erhält man, wenn man (Abb. 104) die Fläche 

Abb. 103. 

Yo!ft!lzl/; 

Xo X. X. X, 

~h----4-h~ 

Abb. 104. 

in eine gerade Anzahl (2 n) gleich breiter Parallelstreifen zerlegt; die 

Breite bezeichnen wir mit ~ . Sind die zugehörigen Ordinaten der 

Reihe nach y0 , y1 , y2, . .. , y 2n _ 2 , y2n_1, y2n, so ergibt sich, wenn man 
auf je zwei aufeinanderfolgende Streifen die Simpsonsche Formel42) 
anwendet, 

h 
F = 6[(Yo + 4yl + Y2) + (y2 + 4ya + Y4)+ · · · +(Yzn-2+4Y2n-1 +Y2n)], 

F = ~[Yo + Y2n + 4(yl + Ya + ··· + Y2n-1l l 
+ 2(y2 + Y4 + · ·· + Y2n-2l], 

die verallgemeinerte Simpsonsche Regel. 

46) 

Es gibt noch andere Näherungsverfahren; die angeführten sind aber 
die in der Praxis am meisten verwendeten. Wir wollen sie an einigen 
Beispielen erläutern und werden dadurch zugleich Wege aufzeigen 
können, wie man einige bekannte Zahlen (n, die Logarithmen) finden 
kann. 

a) Wir haben S. 222f. gesehen, daß die von der x-Achse, der gleich-
1 seitigen Hyperbel y = x, der zu x = 1 und der zu einem beli~bigen x 
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gehörigen Ordinate begrenzte Fläche den Wert lnx hat. Daher sind 
wir in der Lage, mit einer der Näherungsformeln den natürlichen 
Logarithmus einer Zahl beliebig genau zu berechnen. Wir wollen 
ln3 nach den verschiedenen Methoden berechnen, um ihre Güte gegen
einander abwägen zu können. Es ist 

3 

ln3 =fdx. 
X 

.1 

Nach der einfachen Trapezregel [s. Gleichung 44)) haben wir 
zu wählen 

Y1 = }, h= 2; 

wir erhalten demnach 
ln3~ l(1 + ~) = 1,333, 

ein nur wenig befriedigendes Ergebnis; der Fehler beträgt etwa 22%. 
Eine Unterteilung des Intervalles von 1 bis 3 in 10 gleiche Teile muß 
mittels der allgemeinen Trapezformel 45) ein besseres Ergebnis liefern. 
Die Ordinaten lauten jetzt: 

Yo = i- = 1,000; y1 = / 2 = 0,833; 

y3 = 1~6 = 0,625; y4 = 11 = 0,556; 

y6 = 2~- = 0,455; y1 = 2~4 = 0,417; 

Y9 = A = 0,357; YlO = {- = 0,333; 

ferner ist h = 0,2. Somit wird 

y2 = /4 = 0,714; 

y5 = 2~0 = 0,500; 

y8 = 2i = 0,385 ; 

ln3 ~ 0,2 · [0,667 + 4,841] = 1,102. 

Auch dieses Ergebnis ist noch um etwa 30fo0 zu groß, trotz der ver
hältnismäßig starken Unterteilung; die Trapezregel wird sich nur dann 
empfehlen, wenn das Kurvenstück sehr wenig von einer Geraden ab
weicht, wie wir weiter unten an einem Beispiele sehen werden. Er
proben wir die einfache Sim psonsche Regel 42)! Es ist 

y1 =} = 1,000, Y2 = -} = 0,333, Yrn =} = 0,500, h=2; 

dann wird 
ln3 ~ f (1 + 2 + 0,333) = 1,111 

mit einem Fehler von 1%, ein bei Berücksichtigung der aufgewendeten 
geringen Mühe recht befriedigendes Ergebnis. Die verallgemeinerte 
Simpsonsche Regel endlich liefert für n = 5 nach Formel 46) 

ln 3 ~ 5-~6 [} + i- + 4 <1~2 + 1~6 + 2~o + A + 2~s) + 2 <Ir + 1\ + 2~ + 2~6)] 
~ ~ [1,333333 + 10,928572 + 4,218004] = 1,098661' 

was einem Fehler von nur 0,04%0 entspricht, da der genaue Wert 
ln3 = 1,0986155 ist. 
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h) S. 223 haben wir gefunden, daß 

:2: 

} 1 ~x2 = arctgx 
0 

ist; wählen wir als obere Grenze x = 1, so erhalten wir 

also 
1 

f dx 
n=4 1+x2' 

0 

(87) 

eine Formel, die sich gut zur Berechnung von n eignet. Wir verwenden 
die verallgemeinerte Simpsonsche Regel 46) und setzen n = 2; 
es ist dann 

1[ 1 1 ( 1 1) 1 ] 
n R::i 4 . 2. 6 1 + 02 + 1 + f 2- + 4 1 + C\)2 + 1 + <W + 2 . 1 + <+? 
R::i-1+-+4· -+- +2·-1 [ 1 (16 16') 4] 

3 2 17 25 5 ' 

I 1 
Jl:R::i2 [1,5 + 4 ·1,5811765 + 1,6] R::l3. 9,4247060 = 3,141569; 

Fehler 0,007%0 • Für n = 3 würde sich ergeben n = 3,1415928; 
also mit einfachen Mitteln eine ganz ausgezeichnete Übereinstimmung. 

c) Daß auch die Trapezformel 45) gute Dienste leisten kann, möge 
an dem Integrale 

60 

J = jlogxdx 
50 

gezeigt werden; wir wählen n = 10 und erhalten 

log 50+ log60 
JR::~ 2 + log51 + log52 + ... + log59 = 17,39750. 

Wir können dieses Ergebnis leicht nachprüfen; denn es ist 

logx = 0,434294 · lnx 

[s. (53) Formel 94 b)], ferner nach Formel T III 16 
60 60 

Jlogxdx = 0,434294 ·finxdx = 0,434294[xlnx- x]!2 
50 50 

= 0,4344294 · (60ln60- 50 In 50) - 0,434294 · (60 - 50) 

= 60 ·log60- 50 ·log50- 4,34294 = 17,3975. 
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d) In der Elektrotechnik wird das bestimmte Integral 

"' 2 

J = jsi:x dx 
0 

benötigt; unsere Verfahren reichen nicht aus, um das Integral exakt 
auszuwerten; wir müssen also zu einem Näherungsverfahren greifen. 
Wählen wir die einfache Simpsonsche Regel, so erhalten wir 

( 
. TC . TC) sm- sm-

J ~ .::..._ sinO + 4-~ + __ 2 = 1 3713. 
12 0 TC TC 1 

4 2 

( sinO ) Beachte - 0- = 1! 

Fehler 0,40fo0 • 

Mit der verallgemeinerten 

für n = 3: J R:i 1,370 77, 

Simpsonschen Regel ergibt sich 

für n = 6: J R:i 1,370 764. 

Die Nachprüfung sei dem Leser überlassen. [Vgl. (201) S. 661.] 
Als weitere Beispiele zur Bearbeitung seien vorgeschlagen: 

2 

J%gxdx 1 

1 

"' 2 

/log sinx d x 1 

n 

6 

2 Iex 
-dx X 1 

1 

(88) Es wird erwünscht sein, wenn wir an dieser Stelle die Theorie des 
Polarplanimeters entwickeln, das der Ingenieur gern benutzt, um 
den Inhalt einer graphisch gegebenen ebenen Fläche (Indikatordiagramm) 
zu bestimmen. Sind (Abb. 105) zwei Kurven a und b und außerdem 

B 

eine Strecke von der Länge l gegeben, so 
kann man, falls die beiden Kurven nirgends 
weiter als um l voneinander entfernt siJ:id, die 
Strecke l so bewegen, daß der eine Endpunkt 
stets auf a, der andere stets auf b gleitet. 
Wenn die Strecke auf diese Weise aus der 
Lage AB in die Lage A1 B1 gebracht worden 
ist, so hat sie die von a, b, AB und A1 B1 

eingeschlossene Fläche F überstrichen. Dabei 
hat l eine verwickelte Bewegung ausgeführt. 
Wir könnenlaus der Lage AB in die Lage A1 B1 

noch auf unendlich mannigfaltige Art bringen, 
am einfachsten so, daß wir l erst parallel so 
verschieben, daß der eine Endpunkt auf der 
Geraden A A1 bis A1 gleitet - l wird dann 
die Lage A 1 D1 annehmen -, und dann um Abb. 105. 
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den Punkt A 1 drehen, bis der andere Endpunkt schließlich auf B 1 

fällt. Wir haben jetzt die beiden Lagen AB und A 1 B1 durch zwei 
einfache Bewegungen: eine Parallelverschiebung und eine Dre
hung ineinander übergeführt. Allerdings hat die Strecke l hierbei 
nicht die Fläche F überstrichen; doch können wir dies immer voll
kommener erreichen, wenn wir Zwischenstufen einschalten. Wir ver
schieben erst die Strecke l in die Lage A 2 D 2 (A 2 auf a gelegen) und 
drehen sie dann um A2 in die Lage A2B 2 (B2 auf b gelegen) , sodann 
verschieben wir sie in die Lage A1 D3 und drehen sie um A 1 in der 
Lage A 1 B 1 . Wir können noch weitere Zwischenstufen einschalten, 
wobei wir nur darauf zu achten haben, daß die Punkte Ak auf der 
Kurve a und die Punkte Bk auf der Kurve b liegen. Je enger wir diese 
Zwischenstufen aufeinander folgen lassen, um so weniger wird sich die 
von der Strecke l überstrichene Fläche von der Fläche F unterscheiden, 
und wir erkennen, daß die so verwickelt erscheinende ursprüngliche 
Bewegung von l sich auflöst in eine lückenlose Folge von unendlich 
kleinen Parallelverschiebungen und unendlich kleinen Drehungen , der
art, daß beide stets abwechseln. Sobald es nun gelingt, die ausgeführten 
Bewegungen des Stabes abzulesen, kann man eine Fläche mittels 
des Stabes ausmessen. Dieses Ziel wird durch folgende Überlegung 
bzw. Konstruktion erreicht: 

Wir denken uns an einem Stabe AB von der Länge l ein möglichst 
reibungslos um AB drehbares R ädchen R in der Entfernung a von A 

angebracht und mit einem Zählerwerk 
8' 
1 versehen, das den vom Rädchen abge-
\ rollten Weg abzulesen gestattet. An der 
\0 ..=-'--'--fb:-----

1
..;, , t in Abb. 106 dargestellten Elementarbe-

' 'dh wegung aus der Lage AB in die Lage 
A , 1------<-,,j -:J, J: A 'B ' durch die Parallelverschiebung in 
r+-CL~ 

&---~ d!e Lage A'D und die nachfolgende Dre-
Abb. 106. hung um A' nimmt nun auch das Räd-

chen teil, und zwar in folgender Weise: 
Die Parallelverschiebung von AB nach A'D läßt sich zerlegen in eine 
Verschiebung nach W~, die in der Stabrichtung erfolgt - hierbei 
gleitet das Rädchen, ohne eine Drehung um seine Achse auszuführen - , 
und eine Verschiebung von W~ nach A'D senkrecht zur Stabrichtung 
- hierbei dreht sich das R ädchen so, daß sein Umfang die Strecke dh, 
den Abstand der beiden Parallelen AB und A'D, abwälzt. Um genau 
dieselbe Strecke wälzt sich das Rädchen ab, wenn der Stab AB un
mittelbar in die Lage A'D verschoben wird. Bei der Drehung aus der 
Lage A 'D in die Lage A 'B' um den Winkel d rp dagegen beträgt der 
abgerollte R ädchenumfang a · drp, so daß bei der gesamten Elementar
bewegung der Umfang des Rädchens sich um die Gesamtstrecke 
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du= dh + a · drp abgerollt hat. Die dabei vom Stabe l überstrichene 
Fläche ist aber 

Eliminiert man aus beiden Gleichungen das Differential dh, so ergibt sich 

l 
dF = l· du+ 2 (l- 2a) · drp. 

Der Inhalt der in Abb. 105 dargestellten Fläche wird demnach 

F = j[zdu + ~ (l- 2a)drpj = zfau + f (l - 2a)fdrp. 

j du= u ist dabei die Länge der Strecke, die bei der Gesamtbewegung 
der Umfang des Rädchens zurückgelegt hat. jdrp = rp andererseits 
ist der Winkel, den die Anfangslage AB mit der Endlage A1 B 1 ein
schließt. Kann man es nun so einrichten, daß rp = 0 ist, so ist der 
Inhalt der überstrichenen Fläche einfach l · u, meist ist sogar die Ablese
vorrichtung so beschaffen, daß man ohne weiteres dieses Produkt, 
mithin den Inhalt der Fläche abliest. Abb. 107 zeigt die Form des 
Polarplanimeters, die die gestellte Forderung erfüllt. Ein Stab von 
der Länge 8 ist um einen seiner Endpunkte P, den Pol, drehbar an
gebracht, so daß sein anderer Endpunkt A sich auf einem Kreise k 
bewegt. In A ist an 8 gelenkig der Stab l befestigt, dessen anderes Ende 
auf dem Umfange g der zu messenden Fläche F herumgeführt wird. 

I 
I 

/ 
/ 

/ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
\ 

' ' 

-- --- ........... , 

' ' \ 
\ 
\ 

Abb: 107. 

Richtet man es so ein, daß 
A nicht den ganzen Kreis k 
durchläuft, sondern sich zwi
schen zwei äußersten Lagen I 
und IV bewegt, während B 

Abb. 107'. 

g durchläuft - dies läßt sich durch passende Wahl von P stets er
reichen -, so wird A wieder an demselben Punkte von k angelangt 
sein, wenn B gerade einmal F umlaufen hat, also die Endlage von l 
sich mit seiner Anfangslage decken. Während des Umlaufes hat l die 
verschiedensten Richtungen innegehabt, doch so, daß schließlich die 
Drehung in dem einen Sinne wieder durch die im entgegengesetzten 
Sinne aufgehoben wird, wie in Abb. 107' angedeutet ist; es ist also 
in der Tat J drp = 0 . 



236 Das Integrieren. (89) 

§ 7. Weitere Anwendungen des bestimmten Integrales 
in der Geometrie. 

(89) A. Berechnungen der Länge ebener Kurven (Rektifikation). Ge
geben sei eine Kurve von der Gleichung y = f(x); gesucht ist die 
Länge des von P1 bis P 2 reichenden Kurvenstückes (Abb. 108), wobei 

)(, 
.x, 

Abb. 108 . 

Ii die Endpunkte durch ihre Abszissen x1 bzw. x2 

festgelegt sind. Wir lösen die Aufgabe folgender
maßen: Wir teilen das Intervall X 1 X 2 in n gleiche 

Teile LI x = :1:2 _::- x1 ; durch die benachbarten Teil-n 
punkte X und X' legen wir die Ordinaten, die die 
Kurve in den Punkten P und P' schneiden mögen. 
Dadurch wird die Kurve in lauter Kurvenstücke 
Ll8 = PP' zerlegt, die wir um so besser durch 
die entsprechenden Sehnen PP' ersetzen können, 

je näher Llx dem Grenzwerte Null kommt. Aus dem rechtwinkligen 
Dreiecke PQP', in dem die Katheten PQ = Llx, QP' = /1y und die 
Hypotenuse PP'= L18 sind, folgt nach dem pythagoreischen Lehrsatze 

. Ll s 1 I (Ll y)2 LJ 8 = V(L1x)2 + (Liy)2 oder Llx =V 1 + Llx · 

Daher ist 
. ;·- ---;--;.---;-;: 

ds = lim Lls = l/1 +(dy)2. 
dx Llz-+O Llx dx 

Also wird, da 
P 2 X~ 

8 =fd8 = rds • dx ist 
dx ' 

pl ;;] 

X2 X2 

s = j y 1 + <:.~)2 dro = j fr-:-1-+--:[,--,(-(ro--,) ]=2 dro. 4 7) 

"'' 
a) Als erstes Beispiel wählen wir die Gerade von der Gleichung 

s 
y = Ax + b; es ist :~ = A, also 

d8 = f1 + N dx und 

"'• 
8 = jy1 + Ndx =fl-f. N[xJ~: 

Abb. 109. "'' = (x2 - x1) y1 + N . 

Da A = tg IX ist, so ist 8 = x2 - x1 , ein Ergebnis, das man ohne Mühe 
COS<X 

auch aus Abb. 109 abliest. 
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2 

b) FürdieParabel von der Gleichung y =; [s. (14)] erhalten wir 
1 X p 

Y =- also 
p' 

Rechnen wir den Parabelbogen vom Scheitel aus, so wird x1 = 0; 
zugleich wollen wir die obere Grenze x2 = x setzen. Wir bekommen 
nach Formel TII 15' 

"' 
st) = ~~ jlp2 + x2dx = [2xp jx2 + p2 + :; 5llr6in ;J:, 

0 

s() = ~ [ ; . V 1 + (} r + mr Sin ; ] . 

Zahlenbeispiele (Ab b. 110) : Für P 1 ist x = p; daher ist der Bogen 0 P 1 

sS = ~ [J12 + 2lr6inl] = ~ [1,4142 + 0,8814] = 1,1478p; 

OP2:sjP = f [~ ·! + 5llr6in :] = ~ [2,2222 + 1,0986] = 1,6604p. 

Zeige, daß Y 
sgP = 2,9579p, 

sgP = 5,6526p, 

s5•4 P = 3,9247 p ist! 

Die Fragestellung läßt sich auch um
kehren in die folgende: Wie findet man auf 
der Parabel den Punkt P von der Eigen- x 
schaft, daß der von ihm und dem Scheitel 0 

Abb. llO. 
begrenzte Bogen die gegebene Länge s hat? 
Damit sind wir vor die Aufgabe gestellt, die Gleichung 

; -Jh + (; r + 5llr Sin ; - 2 ; = 0, a) 

die ohne weiteres aus der Formel für die Länge des Parabelbogens 

folgt, nach -=_ aufzulösen, um die Abszisse x des Endpunktes P zu 
p 

erhalten. Gleichung a) ist. transzendent, daher nur zu lösen, wenn 

!_ zahlenmäßig gegeben ist; wir wenden eines der in (27) behandelten 
p 
Näherungsverfahren an. Es sei s = 2 p; setzen wir ~ = z, so ist die 

p 
zu lösende Gleichung: 

f(z) zfl+z2 +5llr6inz-4=0. 
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Wir wollen die Newtonsehe Methode benutzen und bilden zu diesem 

Zwecke f'(z) = 2 yl + z2 • Als ersten Annäherungswert wählen wir 
z == 2, ein Wert, von dem wir im voraus wissen, daß er zu groß ist, 
da in unserem Falle die Abszisse des Endpunktes kleiner sein muß als 
die Bogenlänge. Es ist 

/(2) =2y5 + Wt6in 2-4 = 4,47 + 1,44-4 = 1,91, 

/'(2) = 2 y5 = 4,47' h = -0,43. 

Folglich wählen wir als zweiten Wert z = 2- 0,43 = 1,57, und es ist 

/(1,57) = 2,9225 + 1,2330- 4 = 0,1555; 

/'(1,57) = 3,7229, h = -0,0418, z = 1,5282; 

/(1,5282) = 2,7910 + 1,2103- 4 = 0,0013, 

/'(1,5282) = 3,6527' h = -0,0004, z = 1,5278; 

/(1,5278) = 2,7900 + 1,2101 - 4 = 0,0001. 

Die Lösung lautet z = 1,5278; also ist x = 1,5278p. 
Wesent.lich bequemer ist das folgende Verfahren: Man setze in 

a) ; = @5in ~ ; dann geht a) über in 

f (u) = u + 6in u - 4~ = 0; b) 
p 

also für s =-= 2 p in 

f(u) u + 6inu - 8 = 0 . 
Mit einer Tafel der 6in-Funktion finden wir 

/(2,42) = -0,0015, /(2,43) = +0,0654; 

mittels der Regula falsi folgt hieraus u = 2,4202, also 

X= p · @5in1,2101 X= 1,5278p. 

Zeige, daß der Endpunkt des Bogens, der gleich dem Parameter p 
ist, die Abszisse x = 0,8927 p hat! 

c) Eine andere Kurve, deren Länge sich mit unseren Hilfsmitteln 

finden läßt, ist dieN eilsehe Para bei mit der Gleichung y = x · -v: 
(konstruieren ! ) ; für sie ist 

, 3 1;-x 
Y =2v -a · 

also X 

s = I'V1 + _!!_~-dx = a [(i_ + ~) lY-~ + ~- ~] . .; 4 a 9 a 9 a 27 
0 

Zeige, daß a 

sg = 1,4397a, 
ist, berechne sga! 
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Weiterhin seien zur Behandlung empfohlen die Kurven mit den 
Gleichungen 

So ist 
y = lnx und y = ]nsinx. 

[boglnx]~ = 3,0036, [boglnsin xJ! = 0,5493. 
3 

(90) B. Berechnung des Rauminhaltes von Körpern (Kubatur). 
Wir denken uns (Abb. 111) den Körper u. a. durch zwei parallele 
Ebenen begrenzt, deren Abstand h betrage; die übrige Begrenzungs
fläche sei beliebig. Die in die beiden parallelen Ebenen fallenden Teile 
der Oberfläche, die Grundflächen, mögen den Inhalt g1 und g2 

Abb. 111. Abb. 112. 

haben. Zur Ermittlung des Rauminhaltes zerlegen wir den Körper 
durch Ebenen, die parallel zu den Grundflächen sind, und die - im 
Grenzfalle - den unendlich kleinen Abstand d x voneinander haben 
mögen, in eine - über alle Grenzen hinaus wachsende - Anzahl von 
Schichten. Diejenige Schnittebene, die von g1 den Abstand x hat, 
möge den Flächeninhalt y haben; die auf ihr lagernde Schicht nähert 
sich dann mehr und mehr der Prismenform und hat deshalb um so 
genauer den Rauminhalt y · dx, je dichter die Schnittebenen aufein
anderfolgen. Die Summe der Inhalte aller dieser Schichten gibt um so 
besser den Inhalt des Körpers wieder, je mehr d x dem Grenzwerte 
Null zustrebt; wir erhalten demnach für den Rauminhalt V des Körpers 
die Formel h 

V= j y• da:. 48) 
0 

Kennt man das Gesetz, nach dem sich der Flächeninhalt y mit der 
Schnitthöhe x ändert, so kann man durch Auswerten des Integrales 
den Rauminhalt wirklich bestimmen. 

a) Wir beginnen mit dem Pyramidenstumpf (Abb.ll2); er habe 
die Grundflächen g1 und g2 und die Höhe h. Wir führen die Ergänzungs
pyramide ein, d. h. diejenige Pyramide, die den Stumpf zur vollständigen 
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Pyramide ergänzt; ihre Höhe sei u, wobei u sich aus der Proportion 
bestimmt u: (u + h) = yg2 : yg1 ; d. h. 

u=h yg;; . 
1%-Yu;; 

Im Abstande x von der Spitze legen wir die Parallelebene, die den 
Stumpf in einer Fläche vom Inhalt y schneide; y erhalten wir aus 
der Proportion 

y: fJ2 = x2 : u2 

Demnach ist der Rauminhalt: 

zu 

x1 X1 

V= Jydx = !:/x2 dx = :~2 • [x3]~ = :~2 [x1 ~ ~] 

= :~2 (x1 - x2) (xi + x1 x2 + ~) . 
Die untere Grenze x2 ist gleich dem Abstande der Spitze von g2 , also 
gleich 

u = h,1_yg;; c• 
rth -l'g2 

die obere x1 gleich dem Abstande der Spitze von g1 , also gleich 

u+h=h~ . 
1%-Yiz 

Setzen wir diese Werte in das Integral ein, so erhalten wir 

V= :~2 h(u2 + u(u + h) + (u + h)2) = :~2 h(3u2 + 3uh + h2) 

= u2 h (3 + 3 ~ + (~) 2 ) = g2 h ( 3 + 3 vg;: -= vih + (yg;: -=.iih)2) 
3 u u 3 Vg2 yg2 

= g2 h (3 v~ + gl _ 2 v~ + 1) 
3 Yga Ua YUa 

oder 

Für g2 = 0 ergibt sich hieraus der Inhalt der Vollpyramide zu V = t g1 h. 

Da y = g: x2 eine ganze rationale Funktion zweiten Grades von x 
u 

ist, hätten wir V auch mit Hilfe der Simpsonschen Regel (83), 
Formel 42) ermitteln können. Der Leser schlage diesen Weg ein ; wir 
wollen jetzt die Simpsonsche Regel bei Berechnung des Inhaltes 
eines Ob.elisk en verwenden, wobei wir unter einem Obelisken einen 
Körper verstehen, dessen Grundflächen zwei Rechtecke mit paarweise 
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parallelen Seiten, dessen Seitenflächen also Trapeze sind. Sind a1 , b1 

bzw. a 2 , b2 die Seiten der Rechtecke, und ist h die Höhe des Obelisken 
(Abb. 113), so ist jeder Parallelschnitt wiederum ein Rechteck, dessen 
Seiten u und v sich leicht bestimmen zu 

wenn x der Abstand der Schnittfläche von dem 
Rechtecke (a1 , b1) ist. Der Inhalt der Schnitt
fläche ist demnach 

( ai - a2 ) (b b1 - b2 ) y= al- - h- x ~- -h-x' 
Abb. 113. 

also eine Funktion zweiten Grades. Die Verwendung der Si m p so n sehen 
Regel führt also zu einem exakten Ergebnis. Der Mittelschnitt hat 
nun die Seiten 

und 

daher ist 
(a1 + a 2) (b1 + b2 ) 

Ym= 4·-- , 

Da ferner y1 = a1 b1 und y2 = a 2 b2 ist, so folgt 

V=: [a1 bc-i- (a1 + a2) (b1 + b2) + a2 b2] 

oder 
h 

V= 6[(2a1 + a 2) b1 + (a1 + 2a2) b2]. 

Ist b2 = 0, so wird aus dem Obelisken ein Keil; sein Inhalt ist 

V = ~~ ~ (2 a1 + a2) • 

b) Von den krummflächig begrenzten Körpern erhalten wir 
den Rauminhalt des Kreiskegelstumpfes aus demjenigen des 
Pyramidenstumpfes, indem wir g1 = :n ri, g2 =Ln~ setzen, wobei 
r1 und r2 die Halbmesser der Grundkreise sind. 
Es ergibt sich 

V= ; h (ri + r 1 r 2 + ~) 
also für den Kreiskegel (r2 = 0) 

V=;rf.h·. Abb. 114. 

Wir kommen zur Kugel. Schneiden wir sie (Abb. 114) durch ei:p.e 
Ebene im Abstande x vom Mittelpunkte, so erhalten wir ·als Schnitt
figur einen Kreis vom Halbmesser yr2 _:: xi, also vom Inhalte :n (r2 - x2). 

Demnach ist der Inhalt einer Kugelschicht, welche ~us d·er Kugel 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 16 
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durch zwei Parallelebenen mit den Abständen x1 bzw. x2 vom Mittel
punkte ausgeschnitten wird, 

fz, [ x3lz, 
V= n(r- x 2) dx = n r2 x- 3 x, 

x, 

= ; (x2 - x1) (3r2 - (xjl + x1 x2 + x§)), 

= ; h(6r2 + h2 - 3xi- 3x§) 

= ; h(h2 + 3(r2 - xjl) + 3(r2 - x§)), 

V = ; h (3a2 + 3 b2 + h2), 

wobei h = x2 - x1 die Höhe und a = yr2 - xjl und b = yr2 -- xl 
die Halbmesser der Grundkreise sind. Setzen wir x2 = r, also b = 0, 
so erhalten wir den Rauminhalt des Kugelabschnittes 

V = ; h (3 a2 + h2) , 

eine Formel, die wir, da a2= h(2r- h) ist, noch umgestalten können zu 

V = ; h2 (3 r - h) . 

Fügen wir zu dem Kugelabschnitte noch den Kegel, dessen Grundkreis 
der Kreis vom Halbmesser a ist und dessen Spitze im Mittelpunkt 
der Kugel liegt, dessen Höhe also r - h, dessen Inhalt demnach 

; (r- h) h (2 r - h) ist, so erhalten wir den Rauminhalt des Kugel

ausschnittes 

oder 

V = ; h2 (3 r- h) + ; (r- h) h (2 r- h) 

= ; h (3 r h - h2 + 2 r 2 - 3 r h + h2) 

V =-i-nr2 h. 

Setzen wir schließlich in der Formel für den Kugelabschnitt bzw. 
Kugelausschnitt a = h = r, so ergibt sich die Formel für den Inhalt 
der Halbkugel, aus der durch Verdoppeln für den Rauminhalt der 
Vollkugel folgt: 

V= -}nr3. 

Man zeige, daß der Rauminhalt für die Kugelrinde (schraffierte 
Fläche, Abb. 114) ist 

V= ; h82 

(Kugelschicht vermindert um den zugehörigen Kegelstumpf). 
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c) Die Kugel leitet über zu den Umdrehungskörpern. Ist 
y = f(x) die Gleichung der Meridiankurve (in Abb. 115 ist die x-Achse 
vertikal, die y-Achse horizontal gezeichnet), und ist die x-Achse Dreh
achse, so zerlegen wir den Körper durch Parallelebenen normal zur Dreh-

.r achse in Schichten, deren Grund-
.Tz flächen Kreise vom Halbmesser y, 

r y .r 

.r 

L-~----------~y 

Abb. 115. Abb. 116. 

deren Höhe dx ist. Es ist demnach der Inhalt einer solchen Schicht 
ny2 dx und daher der Rauminhalt des Umdrehungskörpers 

49) 

Im Falle des Kreisringkörpers (Abb. 116) ist jede Schicht ein Hohl
zylinder, dessen innerer Halbmesser y' = a - yr 2 - xii, dessen äußerer 
y" = a + yr2 - x 2, desen Grundfläche daher 

n(y''2 - y' 2) = n(y'' + y') (y''- y') = 4na yr2 - x2 , 

dessen Rauminhalt folglich 4n a yr2 - x2 · d x ist. Für den Inhalt des 
Ringes bekommen wir also mittels Formel TII 13 

+r 

!,;- [r2 x x - - ]+r V= 4na rr2 - x2dx = 4na -arcsin- + -fr2 - x 2 
2 r 2 - r 

- r 

Unter einem Umdrehungsparaboloid versteht man eine Fläche, 
die durch Drehung einer Parabel um ihre Achse entsteht. Der Inhalt 
des Körpers, gerechnet vom Scheitel bis zu einer zur Drehachse senk
rechten Ebene ist, da y = y2px die Gleichung der Parabel ist: 

Xo Xo 

V= njy2 dx = n j2pxdx = npx5 = ; · x0 • 2px0 = ; x0 yÖ. 
0 0 

Konstruiert man über dem Grundkreise vom Halbmesser y0 einen geraden 
Kreiszylinder von der gleichen Höhe x0 , so ist sein Inhalt V = n x0 YÖ . 

16* 
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Das Umdrehungsparaboloid halbiert demnach den Kreiszylinder von 
gleicher Grundfläche und Höhe. - Der Leser zeige, daß der durch 
Drehung der Parabel um die Scheiteltangente entstehende Körper 

(Abb. 117) den Rauminhalt V = -~ x6 Yo hat. 

Die Umdrehung einer Parabel kann auch auf folgende Weise zur 
Begrenzung eines Körpers dienen: Wir denken uns ein Faß von der 
Höhe h (Abb. 118), dessen Dauben parabolisch gekrümmt sind, derart, 
daß der Scheitel mit dem Mittelpunkte der Daube zusammenfällt. 
Ist der Spundhalbmesser r 2 und der Bodenhalbmesser r1 , so hat bei 
der aus der Abbildung ersichtlichen Wahl des Koordinatensystems der 
Punkt A die Koordinaten 

y 

Abb. 117. Abb. 118. 

Da die Parabel die Gleichung y = ;~ haben und A auf ihr liegen 

muß, so ergibt sich für p die Gleichung 
h2 

2p· (r2- rl) =4; 

also lautet die Gleichung der Parabel 

Y = 4 r2- rix2 
h2 . 

Der der Abszisse x entsprechende Parallelkreis des Fasses hat daher 
den Halbmesser 

' 4 r2- ri 2 y = r2 - y = r2 - -h~ x 

Mithin ergibt sich der Inhalt des Fasses zu 
h 
2 

V= 2:nf(r2- 4 r2-;; rlx2r dx 
0 

h 

- 2 [·.2 8 r2 - ri 3 + 16 h - rl)2 s]2 - :n 12X- 3r2 --v- x 5 h4 x o 

= 1~ h (8 ~ + 4 r1 r2 + 3 ?{) . 
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Nun werden im allgemeinen die Dauben eines Fasses nicht Parabel
gestalt haben; dann greift man, um den Inhalt zu ermitteln, am zweck
mäßigsten zur Simpsonschen Regel. Setzen wir in Gleichung 42) 
für y1 = y2 den Flächeninhalt des Bodens, also :nr~ und für Ym den
jenigen des Spundquerschnittes, also :nr~ , so bekommen wir 

V ~ ; h (ri + 2 ~) . 

Als Anregung zu weiteren Berechnungen seien die folgenden 
Beispiele gegeben. Die Kurven 

mögen um die x- bzw. um die y-Achse rotieren; der Rauminhalt der 
entstehenden Drehkörper ist zu ermitteln. 

(91) C. Berechnung der Oberfläche von Drehkörpern (Komplanation). 
Rotiert eine Kurve y=f(x ) (Abb.ll9) um die x-Achse, so beschreibt 
ein Kurvenelement ds = yl + y' 2.dx einen Kegelmantel, dessen 
Flächeninhalt nach den Lehren der Stereometrie 

dO = :n (y + y + d y) · ds 

ist. Vernachlässigen wir die unendlich kleine 
Größe dy gegenüber den endlichen Summan
den y, so ist 

dO = 2:nyds = 2:nyfl + y' 2 dx , 
daher "'• 

0 = 2 ;rr jyt'f+ y' 2 dre. 50) 

Anwendungen: a) Im Kreise vom Halb
messer t ist y = yr2 - x2; folglich ist 

I X 
y = - Yr2- x2 

und V x2 r 
ds = 1 + -2--2 dx = ,; .dx. 

r-x rr2- x2 

Also ist der Flächeninhalt der Kugelzone: 

"'• 

:r 
Abb. 119. 

y 

Abb. 120. 

0 = 2:njyr x2 • , ; r dx = 2:nr[xJ~: = 2:nr(x2 - x1) = 2:nrh. 
rrz- x2 

Da diese Formel nur von der Differenz x2 - x1 = h abhängig ist, 
gilt sie auch noch für x2 = r, d. h. für die Kugelkappe. Setzen wir 
h = 2r, so erhalten wir für die Oberfläche der Vollkugel 

0 = 4:nr2 • 
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b) Die P-arabel y = y2px möge um ihre Achse rotieren; hier ist 

y'= n. also ds = V1 + ixdx, 

und demnach die Oberfläche des Umdrehungsparaboloides 
(Abb. 117): 

Xo Xo 

0 = 2n J f2p x ·V 1 + ix dx = 2n VP J VP + 2x dx 
0 0 

= 2nfp· [! VP + 2x3J:· = ~ nyp[yp + 2Xo3 - v1l] 
oder 

0 nyo [' !.;~. +-4 23 3] = -6 2 r .'10 Xo - Yo • 
Xo 

So ist die Oberfläche des Paraboloids, vom Scheitel bis zu einer durch 
den Brennpunkt senkrecht zur Achse gelegte Ebene gerechnet: 

(xo= ~, y0 =p), 0=~:FP2 [2ß-1]=3,8295p2 • 
Lä.ßt man die Parabel um die Scheiteltangente rotieren (Abb.l17), 

so entsteht eine Drehfläche, für welche 
y• 

x = 211 , also 

und 
~ ~ ~ 

0 = 2n J :;. ypz + y2 dy = ;.Jyz ypz + y2 dy = ;.J~p~ :•;• dy 
0 0 0 

ist. Nun ist nach dem Verfahren von (77) 

f y4 + p•y• dy = 2._[(2y3 + pZy) fpz + yz- p4~b:E>in1L]. yp• + y• 8 p 
Also ist 

0 = 8;. [ (2y6 + p2 y0) jyg + p 2 - p4mrE>in ~ ]. 

Für Yo = p ergibt sich 
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Um f 2;n; 1/ 4;n;2a2 2;n; 
J = cosbx· V 1 + --v-sin2 bxdx 

unbestimmt auszuwerten, setzen wir 

also 

2;n;a • 2;n; 
- b-srnbx =z, 

und erhalten mittels Formel T II 15': 

b2 J;-- b2 ( - - - ) J = -4 2 }1 + z2 dz = -8 2 zy'z2 + 1 + ~r~inz 
"" a ""a 

b2 [2;n;a. 2;n; l / 4;n;2a2 . 2 2;. -+-1 or c::· (2;n;a. 2;n; )] = S;n;2 a - b- smTxV b~sm bx + '«.fotn - b- srnbx . 

Daher ist 

0~= :: [2 ~alh + 4 ~: a.2 + mr~in 2 ~a] = ifb2 + (2na)2 + ::mr~in 2 ~a. 
Weitere Aufgaben entsprechend den unter B aufgeführten. 

§ 8. Anwendung des bestimmten Integrales 
auf technische Probleme. 

(92) A. Das statische Moment und der Schwerpunkt. Wir denken 
uns eine punktförmige Masse m, welche von einer festen Geraden g 
den Abstandahaben möge; dann versteht man unter dem statischen 
Momente dieser Masse m bezüglich der Geraden g das Produkt 
ausmunddem Abstande a: My=m·a; g heißt die Momenten
achse. 

Sind im Raume eine endliche Anzahl solcher Massenpunkte vor
handen, so versteht man unter dem statischen Momente des 
Systems dieser Massenpunkte bezüglich g die Summe der 
statischen Momente der einzelnen Massenpunkte: 

My= l:mkak, 

wobei mk die Masse irgendeines dieser Massenpunkte und ak seinen 
Abstand von g bedeutet. Ändert man die Momentenachse, so wird auch 
das statische Moment ein anderes. - Wir wollen uns nun vorstellen, 
daß die Gesamtmasse aller dieser getrennt liegenden Massenpunkte 
in einem einzigen Punkte S vereinigt werden könne, so daß also S 
der Träger der Masse 1: mk ist. Ferner wollen wir S einen solchen 
Abstand 1X von g geben, daß das statische Moment von S bezüglich g 
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gleich dem statischen Momente des Systems der einzelnen Massen
punkte ist, so daß also die Gleichung besteht: 

Nun lehrt die Mechanik, wie später bewiesen werden soll [s. (117) S. 319], 
daß es für jedes starre Massensystem stets einen und nur einen solchen 
festen Punkt S gibt, für welchen diese Gleichung erfüllt ist, welche 
Lage auch die Momentenachse g haben möge. Diesen Punkt bezeichnet 
man als den Massenmittelpunkt oder den Schwerpunkt des 
Systems. 

Der Massenpunkt ist ein abstrakter Begriff; in Wirklichkeit ist 
die Masse räumlich verteilt. Wir können jedoch dem Massenpunkte 
gedanklich näherkommen, wenn wir die räumlich verteilte Masse m 
in Teile zerlegen; diese Teile werden dem Begriffe des Massenpunktes 
um so mehr entsprechen, je kleiner die Massenteilchen dm gewählt 
werden. Bestimmen wir von jedem dieser Massenteilchen dm den 
Abstand a von der Momentenachse g, wobei a für die verschiedenen 
Massenteile im allgemeinen verschiedene Werte annimmt, so können 
wir für jedes dm das statische Moment a · dm berechnen; durch Sum
mieren ergibt sich dann dasMomentder Gesamtmasse m bezüglich 
der Momentenachse g 

M9 = Ja·dm, 51) 
m 

wobei I andeuten soll, daß das Integral über alle Teilchen der Masse m 
m 

erstreckt werden soll. Der Abstand lX des Schwerpunktes der Masse m 
von der Momentenachse ergibt sich dann zu 

Jadm 
lX =m--- . 

m 

Da für jede durch S gehende Achse g lX = 0 ist, folgt für eine solche, 
Schwerachse genannte Gerade 

M 9 =0. 

Das statische Moment, bezogen auf eine Schwerachse, ist 
Null. 

In den folgenden Erörterungen, die sich auf ebene Flächen und 
ebene Kurven erstrecken - Körper werden später behandelt -, wollen 
wir die Annahme machen, daß die Masse homogen, d. h. überall gleich 
dicht sei, und wollen ferner die Dichte der Masse p, = I setzen, so 
daß also die Masse des betreffenden Gebildes gleich seinem Flächen
inhalt oder gleich seiner Länge ist, je nachdem das Gebilde eine Fläche 
oder eine Kurve ist. 



(93) Anwendung des bestimmten Integrales auf technische Probleme. 249 

(93) I. Statisches Moment und Schwerpunkt ebener Flächen. Ist g 

(Abb. 122) die Momentenachse und F die zu untersuchende Fläche, so 
zerlegen wir T in Streifen parallel zur Achse g; 
ist der Inhalt eines solchen Streifens dF und sein 
Abstand von g gleich x, so ist sein Moment 
d Mg = x · dF, daher das Moment der ganzen Fläche: 

Mu = Jx·dF. 
F 

Abb. 122. 

Der Schwerpunkt S von F hat von g einen Abstand ~, der sich ergibt zu 

jxdF 
F 

~=~F- . 
52) 

a) Um das statische Moment des ~echtecks 
mit den Seiten a und b, bezogen auf die Seite a 
als Achse (Abb. 123), zu ermitteln, zerlegen wir das 
Rechteck durch Parallelen zur Seite a in Streifen 
von der Breite a und der Höhe dx; der Inhalt 
eines solchen Streifens ist a · d x; ist x sein Ab

Abb. 123. 

stand von a, so ist sein Moment a · x · dx und demnach das Mo
ment des ganzen Rechtecks 

b 

Ma = Jaxdx = a· [~2 J: = -~- ab2. 
0 

Ist ~ der Abstand des Schwerpunktes von a, so ist 

a b · ~ = 2
1 a b2 oder ~ = ! a b2 = _!_ b 

ab 2 

in Übereinstimmung mit der Tatsache, daß der Schwerpunkt des Recht
ecks mit seinem Mittelpunkte zusammenfällt. 

Für das Dreieck bekommen wir unter Benutzung von Abb. 98 
das statische Moment eines Streifens bezüglich der zur Grundlinie 
durch die Spitze gezogenen Parallelen g' 

dMg' = x • ~ x • dx ; 

demnach ist h 

Mu' = {-jx2dx = ~ [~3 J: =! gh2. 
0 

Hieraus berechnet sich der Abstand des Schwerpunktes ,; von g' zu 

,; = ~ ~ ~2 ' ,; = ~ h ' 

woraus sich S als Schnittpunkt der drei Mittellinien des Dreiecks ergibt. 
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Im Trapez (Abb. 99) ist das Moment des Flächenstreifens be
züglich der Parallelen a 

also 

1 
dMa = x • h ((b- a)x + ah) dx, 

h 

1 f 1 [ x3 x2]h Ma=h ((b-a)x2 +ahx)dx=h (b-a) 3 +ah30 
0 
1 ~ 

= w[2(b- a) h3 + 3ah2 ] = 6(a + 2b); 

~ · a + b h = h2 (a + 2b) 
2 6 oder 1: _ .!!:__ a + 2b 

s--3a+b' 

Durch Vertauschung von a und b bekommen wir den Abstand r des 
Schwerpunktes S von der Parallelen b zu 

1:.' _ .!!:__. b + 2a p b 1: 1:' h ) ., - 3 b + a • ( ro e: "+ s- = . 

Es verhält sich also 

~:r=(a+2b):(b+2a)=(; +b) : (; +a). 

Hieraus ergibt sich, wenn man bedenkt, daß S auf der Verbindungs
linie der Mittelpunkte von a und b liegen muß, die in Abb. 99 aus
geführte Konstruktion von S. 

Um den Schwerpunkt des Kreisausschnittes (Abb. 124) zu finden, 
zerlegen wir den Ausschnitt in unendlich schmale Kreisausschnitte, 

deren Mittelpunktswinkel dcp sei. Einen sol
chen Ausschnitt können wir als ein Dreieck 
ansehen; sein Inhalt ist also -!r2 • dcp, und sein 
Schwerpunkt liegt auf der durch M gehenden 
Mittellinie, die er im Verhältnis 2: l teilt. Wir 
bestimmen das statische Moment des Aus-

Abb. 124. schnittes bezüglich des Kreisdurchmessers a, 
der senkrecht auf der Symmetrielinie des 

Ausschnittes steht. Schließt die Mittellinie eines elementaren Aus
schnittes mit dieser Symmetrielinie den Winkel :p ein, so hat der Schwer
punkt dieses Ausschnittes von a den Abstand x = §- rcoscp; demnach 
ist das statische Moment 

2 1 r3 
dM a = 3 r cos cp · 2 r2 d cp = 3 cos cp d cp , 

also das statische Moment des ganzen Kreisausschnittes: 
ff 

+ 2 ff rj' r 3 • + 2 2 . {} 
Ma = 3 coscpdcp = 3 [smcp]_ ~ = 3 rsm 2 . 

{) 2 

2 
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Der Schwerpunkt S muß auf der Symmetrielinie des Ausschnittes 
liegen; sein Abstand ~ von a ergibt sich aus der Gleichung: 

. ~ 
4 sm2 

~ =ar-~-. 
r 2 2 . ~ 

~· - {} = -flsrn -
2 3 2 

zu 

Nun ist 

2 . {} d .ll b r srn 2 = 8 un r · 'lf = , 

wenn 8 und b die Sehne und den Bogen bedeuten, die zum Kreisaus
schnitte gehören; wir können daher ~ in der einfacheren Form schreiben: 

~=.!. ~ 
" 3 b . 

Das statische Moment des Kreisabschnittes ergibt sich, wenn 
wir von dem des Ausschnittes das des Dreiecks ABM abziehen; dieses 
ist aber 

M 2 {} ..2 • ~ ~ 2r3 . ~ 2 {} 
LI = 3 rcos 2 ·rsrn 2 cos 2 = 3 srn 2 cos 2 ; 

folglich ist das Moment des Abschnittes 

M 2 --~ . {} 2 --~ . {} 2 {} 2 ~~ . {} (l 2 {} ) 
a = 3'srn2- -3· ·rsrn -2- cos 2 = 3r srn-2- - cos 2 

2 . {} 83 
= - fl Sln3 - = - -

3 2 12' 

und folglich ist der Schwerpunktsabstand ~ des Kreisabschnittes von a 
83 

~ = l2F' 

wenn F der Flächeninhalt des Abschnittes ist. 
b) Die Fläche, deren statisches Moment berechnet werden soll, 

möge begrenzt sein von der zur Gleichung y = f (x) gehörigen Kurve, 
der x-Achse und zwei Ordinaten (Abb. 125). !I 
Wir zerlegen die Fläche durch die Ordi
naten in Streifen von der Höhe y und der 
Breite d x. Einen solchen Streifen können 
wir als ein Rechteck ansehen ; sein Moment 
bezüglich der x-Achse ist, da sein Schwer-

punkt von ihr den Abstand ~ hat, 

y y2 
dM:x = 2 · y dx = -2 dx . 

0 

!/, 

xdr Xz X 

Abb. 125. 

Das Moment der ganzen Fläche, bezogen auf die x-Achse, ist daher 
z, 

Mx= -!jy2 dx. 53a) 
z , 
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Derselbe Streifen hat von der y-Achse den Abstand x; folglich ist sein 
statisches Moment bezüglich dieser Achse dMY = x · ydx, und daher 
das statische Moment der ganzen Fläche, bezogen auf die y-Achse, 

x, 

My= Jxydx. 53b) 
x, 

Der Schwerpunkt S möge die Koordinaten ; und 17 haben; in ihm 
haben wir uns die gesamte Masse der Fläche 

x, 

F =Jydx. 
x, 

vereinigt zu denken. Es muß demnach sein: 

und 

woraus sich für die Koordinaten von S die beiden Werte ergeben: 

x, 

Jxydx 
~= _x, __ 

x, 
jydx 

x, 

und 

x, 
J y2dx 

1 x, 
1]= - - --. 2 x, 

jydx 

54) 

Beispiele: Das von der Parabel y =y2px, der x-Achse und 
der zu x = x0 gehörigen Ordinate begrenzte Flächenstück (Abb. 90) 
hat die statischen Momente 

x, 

M 1 1'2 d p [ 2J xo p 2 1 2 x = 2 p x. x = 2 x o = 2 Xo = 4 Xo Yo , 
0 

Demnach sind, da nach S. 222 der Flächeninhalt fx0 y0 beträgt, die 
Koordinaten des Schwerpunktes dieser Fläche 

17 = !Yo · 

2n d Für die von der Kurve y = a · cos b x, er x- und der y-Achse 

begrenzte Fläche (Abb. 121) ist [s. TIII23 und 32]: 

!!_ 
4 b 

I! 2n ba2 [2n . 2n 2n ]-4- a2 b M = - a2cos2- xdx =- - x + sm - xcos - -x -16 x 2 b Sn b b b o 
0 
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und 

4 b f . 2 .n: a b2 [2 .n: • 2 .n: 2 .n: ] 4- a b2 [ .n: ] M = x · acos- xdx =- - xsm -- x + cos--x = - - - l . 
y b 4.n:2 b b b 0 4.n:2 2 

0 
Da b 

4 

f 2.n: ab 
F = a cosbxdx = 2 "' 

0 

ist, so folgt für die Koordinaten des Schwerpunktes der Fläche 
b .n; 

~ = 4"' (.n - 2) , 1] = 8 a . 

Weitere Beispiele: y = tgx, y = ex usw. 
Lassen wir die Fläche (Abb. 125) um die X-Achse rotieren, so be

schreibt sie einen Drehkörper, dessen Inhalt nach 49) in (90) 

ist. Nun ist nach 53a) 
x, 

jyzdx=2M.,=21J·F. 

"'• 
Es wird also 

V=2.n1J·F, 55) 

Da 2.n1'} der Weg ist, den der SchwerpunktS der Fläche F bei ein
maliger Umdrehung zurücklegt, ergibt sich hieraus die 

Erste Guldinsche Regel: Der Rauminhalt eines Drehkörpers 
ist das Pro(lukt aus dem Inhalt der Meridianfläche und dem 
Wege, den ihr Schwerpunkt bei der Um- y 
drehung beschreibt. Die Formelliefert eine 
der Größen V, F, 11 , wenn die beiden anderen 
bekannt sind. 

Um beispielsweise dieLagedes Schwerpunktes 
der Fläche zu bestimmen, die durch Halbieren 
eines Kreisabschnittes mittels seiner Symmetrie
linie gebildet wird (Abb. 126), bedenken wir zu-

Abb. 126. 

nächst, daß (s. S. 251) ~ = -} ~ sein muß, da der Schwerpunkt der Hälfte 

des Abschnittes infolge der symmetrischen Anordnung denselben Abstand 
von dem zur Sehne parallelen Durchmesser haben muß wie derjenige 

des ganzen Abschnittes, und daß e = ~ ist und außerdem unsere 

Fläche gleich der Hälfte derjenigen des Abschnittes ist. Um die Ordinate17 



254 Das Integrieren. (94) 

von S zu suchen, lassen wir die Fläche um die x-Achse rotieren; sie 
beschreibt dabei einen Kugelabschnitt von der Höhe h und dem Grenz
kreishalbmesser 11, dessen Rauminhalt folglich nach (90) S. 242 ist 

y 

also ist 

-+--+-------'L----..;x;,--~x=-2 ~.x (94) II. Statisches Moment und Schwerpunkt 

Abb. 127. ebener Kurven. Soll das statische Moment des 
Kurventeiles AB = s (Abb. 127) bezüglich der 

x-Achse berechnet werden, so zerlegen wir AB in eine Anzahl von 
Kurventeilen ds; und bestimmen von jedem Kurventeile das statische 
Moment 

dMx = y · ds = y fl + y' 2 dx. 
Dann ist 

x, 

x, 

M,. = J y· fl + y' 2 dx und 

jyV1 + y' 2 dx 
rJ = X-''~~~· 

x, 
x, jV1 + y'2 dx 

x, 

Entsprechend ist 
x, 

x, 

My= J X· fl + y'-2dx und 
jxff+y'2 dx 

~=x--''~--
x, 

x, jvf+YI2dx 
x, 

~ und rJ sind wieder die Koordinaten des Schwerpunktes. 
Beispiele. Kreisbogen (Abb. 124). Es ist 

also 
db = r · drp, y = rcosrp, 

r·s 
-b-. 

{} 
+ -

2 

Ma = r2fcosrpdrp = 2r2 sin:, 
{} 

2 

Für den Halbkreis ist demnach 

2 7 
'YJ = -r = 0,637r~-r. 

n 11 

56a) 

56b) 
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Parabel (Abb. 90): 

y = f2px, y' = V{;, ds = Jh + ix dx, 

~ ~ 

M., = J y'2px· y1 + ix dx = y'p J y'2x + pdx 
0 0 

[s. TII 15"] 

Setzen wir x0 = ~ , so erhalten wir 

M., = ~2 (2 y2- 1) = 0,6095p2 , 

My=~; (6y2- 2trQ:of 3) = ~; (8,4853 -1,7627) = 0,2101p2 • 

Da der zugehörige Bogen [(s. (89) S. 237)] b = 1,1478p ist, so ergibt 
sich für die Koordinaten des Schwerpunktes 

~ = 0,1831 p' 1J = 0,5311 p. 
Tangenslinie: 

Zo 

y = tgx , M., = Jtgx y1 + -4-- dx. 
COS X 

0 

Wir setzen: 
1 

-- =Z 
cos2 x ' 

2sinxd d 
--X= Z 
cos3 x ' 

Zo Zo 

M = _!_JVz2 + 1 dz = _!_Jz2 +__!_ _!_z 
z 2 z 2 z Vz2+1 

0 0 

dz 
2tgxdx =-; z 

= _!_Jz?[_z + _1 -] dz = _!_[J'" ____!_~ + r dz ]z'. 
2 yz2 + 1 zyz2 + 1 2 yz2 + 1 ) zVz2 + 1 0 

0 

Man setzt im ersten Integrale z2 = u, im zweiten z = -~ und erhält 

1 [ I ]z, 1 [l"IT cos4 x ]"'• M = - yz2 + 1 - 2tr@5in- = - ·- -- - 2tr6in cos2 x · 
z 2 z o 2 cos2 x o 
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Ist x0 = -4 , so ist 

M., = t [y5- mr6int- y2 + mr6inl] = ·0,6110. 

Berechne ebenso das statische Moment der Sinuslinie bezüglich der 
x-Achse, der Logarithmenlinie bezüglich der y-Achse, der gleichseitigen 
Hyberbel usw. 

Die in Abb. 127 gezeichnete Kurve möge um die x-Achse rotieren; 
in diesem Falle beschreibt sie eine Drehfläche, deren Inhalt nach 50) 

z, 

0 = 2nj yyl + y'2dx, 

"'• 
also nach 56 a) 

0 = 2 nM., = 2 n •1] • 8 

ist, wenn 8 die Länge des Bogens AB bedeutet. 

0=2n1J•8. 

Formel 57) gibt die zweite Guldinsche Regel, welche besagt: 

57) 

Die Oberfläche eines Umdrehungskörpers ist das Produkt 
aus der Länge der Meridiankurve und dem Wege, den ihr 
Schwerpunkt bei einer Umdrehung beschreibt. 

Wir wollen die zweite Guldinsche Regel verwenden und die 
Oberfläche des in Abb. 116 angedeuteten Kreisringes berechnen: 
Die Länge der Meridiankurve ist 2nr, der Schwerpunktsweg ist 2na, 
also ist 0 = 4 n 2ra. 

(95) B. Das Trägheitsmoment. Unter dem axialen Trägheits
moment Jg eines Massenpunktes von der Masse m bezüglich 
einer Achse g versteht man das Produkt aus dieser Masse 
und dem Quadrate ihres Abstandes a von g: 

Ju = m·a2 • 

Unter dem Trägheitsmoment eines Systems von Massenpunkten be
züglich der Achse g versteht man die Summe der Trägheitsmomente 
dieser Massenpunkte bezüglich g: 

Ju = Lmkai . 

Ist die Masse nicht punktförmig, sondern stetig (in einer Kurve, 
einer Fläche, einem Körper) verteilt, so zerlegt man, um das Trägheits
moment zu ermitteln, das Gebilde in unendlich kleine Teile und be
stimmt das Trägheitsmoment dieser Teile; durch Summierung erhält 
man das Trägheitsmoment des Gebildes: 

J u = Ja2 dm. 
m 
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Über die Masse und ihre Dichte machen wir hier die gleichen Voraus
setzungen wie oben [vgl. (92) S. 248]. 

Wir beschränken uns hier auf ebene Gebilde und schicken noch 
die folgenden Betrachtungen vor:. Es sei (Abb. 128) S der Schwerpunkt 
des Gebildes, g die Achse, auf die das Trägheitsmoment bezogen werden 
soll, und 8 die zu g parallele Schwerachse; der 
Abstand zwischen beiden sei e. dm sei ein 
Massenelement; sein Trägheitsmoment bezüg
lich g ist dJu = a2dm. Bezeichnen wir den 
Abstand von dm von der Schwerachse 8 mit 
a8 , so ist a = a8 - e, also dJu = (a8 - e)2 · dm. 
Demnach wird 

Jfl =J(a. - e)2dm =J(a~- 2a,e + e2)dm. 
m m 

/ 

/ 
/ 

s. /<" 
/ 1 as 

s;. / / '"\,e 

Abb. 128. 

Da e von der Lage der Massenteilchen unabhängig ist, demnach bei 
der Integration als Konstante zu behandeln ist, so ist 

Jg = J a;dm- 2eJ a8dm + e2J dm. 
m m 

Nun ist J a;dm = J 8 das Trägheitsmoment des Gebildes bezüglich der 

Schwera~hse 8. Ferner ist J a8 dm = M 8 nach (92) das statische Moment 

des Gebildes bezüglich der Schwerachse 8, folglich ist J a8 dm = 0. 

Schließlich ist J dm die Summe aller Massenteilchen, de~nach gleich 
m 

der Gesamtmasse m des Gebildes. Wir erhalten daher die wichtige 
Gleichung: 

J 11 = e2 • m + J 8 • 58) 

Formel 58) sagt aus, daß man das Trä gheitsmoment eines 
Ge bildes bezüglich eine r Achse g erhä lt, indem m a n zu m 
Trägheitsmomente bezüglich der zu dieser parallelen 
Schwerachse 8 das Trägheitsmoment der im Schwerpunkte 
vereinigten Gesamtmasse m bezüglich der Achse g hinzu
fügt. 

Da dJu = a2dm - unter der Annahme, daß die Masse eine absolute 
(vorzeichenfreie) Größe ist - positiv sein muß, ist auch Ju = J dJu 

positiv. Dann folgt aber aus 58), daß unter allen parallelen Achsen 
der Schwerachse das kleinste Trägheitsmoment eines Ge
bildes zukommt. 

Außer dem bisher behandelten axialen Trägheitsmomente 
führt die Rechnung noch auf das pola r e Trägheitsmoment. Ihm 
sind die folgenden Betrachtungen gewidmet: 

Wicke, Ingenieur·Mathematik 1. 17 
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Gegeben sei ein Punkt P und eine Punktmasse m, welche von P 
den Abstand a habe; dann versteht man unter dem polaren Träg
heitsmomente Jp der Masse m bezüglich des Poles P den 
Ausdruck 

Jp = a 2 • m. 

Das polare Trägheitsmoment eines Systems von Massenpunkten ist 
die Summe der polaren Trägheitsmomente der einzelnen Massen
punkte. Das polare Trägheitsmoment eines stetigen Massengebild es 
erhält man, indem man das Gebilde in unendlich kleine Massen zerlegt 
und die Summe der polaren Trägheitsmomente dieser Massenelemente 
bestimmt: 

m 

Zieht man durch P zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen x und y 
und bestimmt bezüglich dieser die Trägheitsmomente Jz und J 11 , so 

erhält man (Abb. 129) 

y 

tim 

y 

-+--~~~--L---~x 

also 

-do<~--1-----~-t also 
m m 

59) 

Abb. 129. Das polare Trägheitsmoment eines Ge-
bildes ist gleich der Summe irgend zweier 

axialer Trägheitsmomente dieses Gebildes , wenn die Achsen 
durch den Pol gehen und aufeinande r senkrecht stehen. 

Ist S (Abb. 129) der Schwerpunkt des Gebildes und ~ und rJ die 
zu x und y parallelen Schwerachsen derart, daß x und ~ den Abstand v, 
y und rJ den Abstand u voneinander haben, so ist nach 58) 

Jz = J; + v2 m, Jy = J'1 + u2m 
und nach 59) 

Jp = J ; + J"' + (u2 + v2)m = J 8 + e2 m, 

wenn e der Abstand des Poles P vom Schwerpunkte S ist. Die Formel 

Jp = J 8 + e2 m 60) 
enthält den Satz : 

Das polare Trägheitsmoment eines Gebildes bezüglich 
eines Poles P erhält man , indem man zum polaren Träg
h eitsmoment des Gebildes bezüglich des Schwerpunktes 
das polare Trägheitsmoment d er im Schwerpunkt v e r
einigte n Gesamtma sse b ezüglich des Poles P hinzufüg t. 
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Nach diesen allgemeinen Erörterungen über das Trägheitsmoment 
wollen wir die Trägheitsmomente bestimmter Gebilde ermitteln. 

(96) a) Das Trägheitsmoment einer Strecke l: Die Momentenachse 
sei eine Schwerachse 8, die mit l den Winkel <X einschließe. Es ist das 
Moment des Streckenelementes du (Abb. 130) 

Also ist 

' ' 

I 
I 
Jp g ---------,--
lk 

Abb. 130. 

Für <X= 0° ist J 8 = 0, ein Ergebnis, das sich von selbst versteht, 
wenn man bedenkt, daß in diesem Falle alle Streckenelemente den 

Abstand Null "\TOll der Momentenachse haben. Für <X= 90° ist J. = f2 . 
Wählt man zur Achse die durch einen Endpunkt der Strecke zu 8 ge
zogene Parallele g, so erhält man nach 58) 

( l )2 za Jg=J,+l· 2sincx = 3 sin2 cx. 

Zieht man durch den anderen Endpunkt die Normale h zu g, so ist 

J h = ~ cos2 <X; folglich ist das polare Trägheitsmoment bezüglich des 

Schnittpunktes P von g und h J P = z;, also unabhängig von <X. 

Das ergibt den Satz: Alle Punkte, bezüglich deren die Strecke 
das gleiche polare Trägheitsmoment hat, liegen auf einem 
umS geschlagenen Kreise. Der Beweis hierfür möge vom Leser 
vervollständigt werden. 

Unter dem Trägheitshalbmesser e versteht man den Ab
stand von der Achse bzw. von dem Pole, in dem man sich 
die Gesamtmasse in einem Punkte vereinigt denken muß, 
damit sie das gleiche Trägheitsmoment hat wie das Gebilde. 

So ist der Trägheitshalbmesser der Strecke l für die Achse s durch 
die Gleichung bestimmt 

l 2 za . 2 . e. = 12 sln cx, 
ferner ist 

l l3 • n 

• /2y = 3 sm· <X, 

also 

also 
l -. 

eu=-af3sm<X. 
Schon aus dieser Zusammenstellung erkennt man, daß der Punkt, in 
dem die Gesamtmasse vereinigt sein müßte, sich mit der Lage der Achse 
ändert. So liegt er beispielsweise für 8 in A und für g in B bzw. auf 
einer durch diese Punkte zu 8 bzw. g gezogenen Parallelen. Das Träg-

17* 
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heitsmoment kennt demnach keinen festen Mittelpunkt, wie wir ihn 
beim statischen Moment im Schwerpunkte kennengelernt haben. 

Für den Pol P ergibt sich der Trägheitshalbmesser aus der Gleichung 
{3 l 2 ·ep= 3 zu 

l , ;-
(!p=3v3. 

b) Trägheitsmoment des Kreisbogens, bezogen auf den zur zu
gehörigen Sehne parallelen Durchmesser (Abb. 124). Es ist 

d m = d b = r · d rp , x = r cos rp , also d J a = r2 cos2 rp · r d rp 

und {} 

+2 {} 

Ja J r3 cos2 rpdrp = ~ r3 [rp + sinrpcosrp] :~ = i [~ + sin~] 
{} 2 

-y =m·~(l+si:ß), 

wenn m = r · {} = b gesetzt wird. 
Bezüglich der Symmetrielinie l ist das Trägheitsmoment des Kreis-

bogens .~ 
+ y {} 
{. r 3 +2 r3 

J 1 =;r2 sin2 rp · rdrp = 2 [rp- sinrpcosrp] -~ = 2 [-&- sin#] 
{} . 2 

- 2- = m·~(1 _ si:ß). 

Folglich ist das polare Trägheitsmoment des Kreisbogens, bezogen 
auf den Mittelpunkt des zugehörigen Kreises J m = m · r2 , ein Ergebnis, 
das zu erwarten war, weil alle Massenteilchen vom Pole den Abstand r 
haben. 

c) Trägheitsmoment des Parabe lbogens (Abb. 90). Es ist 

also 
dm = db = fl + y' 2 dx = Vr + f x dx, 

~ ~ ~ 

J" -Iy2 dm =!2px·Vl + fxdx = 2p/Vx2 + ~~dx 
0 0 0 

= p [ (xo + ~)V xö + ~ Xo - i~ mr~of 4 Xo;+- p] (s. s. 255)' 

Xo X 0 X 0 

JY -Jx2dm Jx2Vl + fxdx JxVx2 + ~xdx 
0 0 0 

= 3~4 [ (128x5 + 16pxo- 12p2W'xö + ~xo+ 3 p3 mr~of 4 Xo/ p]' 

wie sich durch Benutzung des in (77) angeführten Verfahrens ergibt. 



(96) Anwendung des bestimmten Integrales auf technische Probleme. 261 

Jo=Jx+JY 

= 3!4 [(128x5 + 400px0 + 84p2) Vx5+ ~ x~- 21ps~r~of 4xo/P]. 

Für x0 = ~ ergibt sich 

Jx = i~ (6"Jf2- ~t~of3) = 0,4202p3 , 

JY = :;4 (14 y2 + 3 ~t~of3) = :s: (19,7990 + 5,2883) = 0,0653 p3 , 

J 0 = 0,4855p3 • 

d) Trägheitsmoment des Rechtecks (Abb. 123). Die Seite a werde 
zur Trägheitsachse gewählt; dann ist 

dm = a · dx, also dJa = x2 • a dx 
und 

b 

f ab3 b2 1 
Ja = a x2 dx = 3 = ab · 3 = 3 m b2 • 

0 

Der zugehörige Trägheitshalbmesser ist e = : y3 . Entsprechend ist 

J b = t m a2 • Folglich ist das polare Trägheitsmoment des Rechtecks, 
bezogen auf eine· Ecke A : JA = J md2 , wenn d die Länge der 
Diagonale ist. 

Legen wir durch den Schwerpunkt die Parallelen sa und sb zu a 
bzw. zu b, so ist nach 58) 

1 ( b )2 1 Js. = 3mb2- m· ,2 = 12mb2; 

entsprechend ist 
J,b = -0Jma2 und J 8 = Tl.xmd2 • 

e) Trägheitsmoment des Dreiecks (Abb. 98). Es ist 

h h 

Jg• = Jy · dx · x2 = X/x3 dx = 4gh [x4]~ = ! g h3 = ~ mh2; 
0 0 

Nach 58) ist 

Js, = Jg'- m · ~2 = Jg•- t mh2 = -h; mh2 

und 

J - J + (h)2- 1 h2 + 1 h2- 1 h2 
0 - '• m · 3 - 18m 9 m - 6 m · 

Man berechne das Trägheitsmoment bezüglich der zu g gehörigen Höhe, 
ferner das polare Trägheitsmoment bezüglich der Ecke A und bezüglich 
des Schwerpunktes S . 
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f) Trägheitsmoment zusammengesetzter Flächen 1): I. Gleich
schenkliges Trapez (Abb. 131). Das Trapez ist die Summe eines 
Rechtecks mit den Seiten b und h und zweier Dreiecke mit der Seite 

..-b--.., b21 und der Höhe h . Das Trägheitsmoment ist 
r- -- -: b 

h-
gleich der Summe der Trägheitsmomente der 
Einzelflächen. Mit Hilfe von Fall d) und e) er
halten wir also: 

Abb. 131. 
I I ~ ~ 

Jb = 3bh3 + 2. 4 2 h3 = 12 (4b + 3bl). 

Nun hat nach (93) S. 250 der Schwerpunkt S von b den Abstand 

~ - !!_ b + 2 (b + bl) - !!_ 3 b + ~ 
- 3 b + (b + bl) - 3 2 b + bl • 

Demnach ist nach 58) 

J = h3 (4b + 3b ) - h2 (3b + 2bl)2 • b + (b + bl) h = h3 6b2 + 6b bl + bi 
bs 12 1 9 (2b + b1 ) 2 2 36 (2b + b1) • 

2. Profil von den Abmessungen der Abb. 132. Das Profil wird 
durch 8 in zwei kongruente Hälften zerlegt ; jede von ihnen ist aus 

Abb. 132. 

zwei Rechtecken zusammengesetzt: Das eine hat 

die Seiten (B- b) und ~ , von denen die erste auf 

8 fällt; sein Trägheitsmoment ist nach d) 

I I h3 h3 

J. = 3 (B- b) 8 = 24 (B - b) . 

Das andere Rechteck hat die Seiten B und H ; h, von denen die erste 

parallel zu 8 ist und von 8 den Abstand ~ hat. Das auf seine Schwer

achse 8' bezogene Trägheitsmoment ist 

r = 2_ B. (H- h)a 
8 12 8 . 

Da der Abstand zwischen 8 und 8 1 den Betrag H tl!: hat, so ist das 

auf 8 bezogene Trägheitsmoment dieses Rechtecks 

J;' = J~~ + m. (H + h)2 = 2_ B(H - h)3 + (H + h)2 . B. H - J:: 
16 96 16 2 

B(H - h) 
= - 00--- [(H- h)2 + 3(H + h)2], 

J~ = B(~;; h) (4H2 + 4Hh + 4h2)= ~ · B(H3 - h3). 

1 ) Siehe Freyt ags Hilfsbuch für den Maschinenbau. 7. Aufl. , S. 238. Berlin: 
Julius Springer. 
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Folglich ist das Trägheitsmoment des Profiles 

J 8 = 2 (J~ + J~') = -t-2- [B h3 - b h3 + B H 3 - B h3] = i2 (B H 3 - b h3) . 

Auf wesentlich kürzerem Wege wären wir zu diesem Ergebnis gelangt, 
wenn wir das Profil als die Differenz zweier Rechtecke behandelt hätten, 
von denen das eine die Seiten Bund H, das andere die Seiten b und h 
hat. Fürbeideist s die zur Seite B bzw. b parallele Schwerachse. Folglich 
ist nach d) J 8 = n (B Ha - b ha) . 

g) Trägheitsmoment der Kreisfläche. Wir zerlegen die Kreis
fläche in unendlich viele schmale Ringflächen (Abb. 133); der Inhalt 
einer einzelnen ist 2 n x d x. Da alle Teile einer sol
chen den gleichen Abstand x von M haben, ist ihr 
Trägheitsmoment bezüglich M dJM=x2 ·2nxdx, 
also das Trägheitsmoment der ganzen Fläche 

r 

JM = 2nf x3dx = ; x4 = ~ mr2 . 
0 

Nun ist nach 59) JM =Ja+ Jb. Da aber aus 
Symmetriegründen Ja = Jb sein muß, so ist das 
auf einen Durchmesser bezogene Trägheitsmoment 

J = m r2 = ..::_ r4 = ..::_ d4 . 
a 4 4 64 ' 

der Trägheitshalbmesser für diesen Fall ist 

r 
ea=!f· 

Abb. 133. 

der Kreisfläche 

Das polare Trägheitsmoment der Kreisfläche bezüglich eines 
Punktes A des Umfanges ist nach 60) 

das axiale Trägheitsmoment bezüglich einer Tangente nach 58) 

Jt = -!-mr2 + mr2 = }mr2. 

Man suche das Trägheitsmoment des Kreisabschnittes und des Kreis
ausschnittes zu bestimmen. 

h) Um das Trägheitsmoment einer durch die x-Achse, die Kurve 
y = f(x) und die zu x = x1 und x = x 2 gehörigen Ordinaten begrenzten 
Fläche (Abb. 125) zu ermitteln, zerlegen wir diese Fläche wiederum 
durch Parallelen zur Ordinatenachse in Parallelstreifen, die wir als 
Rechtecke mit den Seiten d x und y ansehen können. Das Trägheits
moment eines solchen Rechtecks ist nach Beispiel d) bezüglich der 
x-Achse 

dJ., = l y3dx , 
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bezüglich der y-Achse 
dJy=x2 -ydx, 

so daß wir die Formeln erhalten: 

"'• 

(97) 

"'• 
J"' = !Jy3 dx und Jy Jx2 ydx. 61) 

"'' "'' 
Für die Parabelfläche (Abb. 90) bekommen wir also, da nach (84), 
S. 222 m = ~x0y0 ist, 

x, 

f 2 ,;--d ,1- 2 - x0 2 3 , 12- - 2 3 3 9 
Jy= x y2px x=r2p- 1 [x<]0 = 1 x0 y p x0 = 7 x0 y0 = 7 m x(). 

0 

Da nach (93) S. 252 die Koordinaten des Schwerpunktes S dieser Fläche 
~ = !-x0 , 'Y} = ~ y0 sind, sind nach 58) die Trägheitsmomente bezüglich 
der Schwerachsen Bx bzw. sy 

J,x = t myÖ- P; myÖ= 1N15 myÖ und J,y= ~-mxö - -la-mx6 = -/-;~mxö. 

Man behandle ebenso die durch die Sinus-, die Tangens-, d~eLogarithmen
linie und die gleichseitige Hyperbel bestimmte Fläche. 

(97) C. Ermittlung von resultierenden Kräften. Diese und die 
folgenden Anwendungen sollen nicht allgemein durchgeführt werden, 
sondern es soll an bestimmten Beispielen gezeigt werden, wie sich 
die Anwendung des bestimmten Integrals in diesen technischen 
Wissensgebieten gestaltet. 

Es sei (Abb. 134) AB ein Stab von der Länge l; wir wollen 
uns ihn mit Elektrizität von der Menge -1:: gleichmäßig be-

' legt denken, so daß 
: die elektrische Dichte 
I 
I 

//------,[ : 
//" / .,,\, I 

- E 
- l- betrage. Ferner be-

finde sich in der Ver-
/ ,' '\~----

! tdx '1 ', längerung von AB über 
Al M/:.r!J t: JB --'~~~-- ---------- - -- - B hinaus in der Ent-

' kR-a ' ,p 
'----L 

Abb. 134. 
fernung a = M P vom 
Mittelpunkte M der 
StreckeABeinPunktP , 

der Träger der Elektrizitätsmenge + e' sein möge. Wir wollen die 
Größe der Anziehung ermitteln, die der Stab AB infolgedessen auf P 
ausübt. Wir zerlegen uns zu diesem Zwecke AB in kleine Teile d x ; 
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ein solches Teilchen trägt die Elektrizitätsmenge Td x. Das Teilchen, 

das von M den Abstand MX= x hat, ist von P um die Strecke 
XP = a- x entfernt: es übt also aufs' eine Anziehung aus, die nach 
dem Co u 1omb sehen Gesetze 

<'. !_a x 

dK=k· -( l )2 a-x 

beträgt. Wir erhalten demnach für die Gesamtanziehung des Stabes 
den Wert 

l I 
+2 +-z 

K ~fk· :·i:):~<L~x)'~k'ila~xJ 't ~ k'~[-1 -z- ~]' 
_:._ _}__ a-2 a+2 

2 2 
ff1 

K = k· a2 -(~r 
Konstruiert man den Punkt E auf AB so, daß 

wird (Halbkreis über AB, Tangente PT, PE= PT), und denkt man 
sich in E die gesamte Elektrizitätsmenge des Stabes vereinigt,- so ist 
die Wirkung gleich der von dem Stabe ausgeübten. Die in Abb. 134 
gezeichnete Kurve gibt ein Bild vom Verlaufe der Funktion K. 

Befindet sich P nicht in der Verlängerung von AB, sondern zwischen 
A und B (was man praktisch annähernd dadurch verwirklichen kann, 
daß man sich AB in der Gestalt einer Röhre denkt, in der sich P ver
schieben kann), so können wir die resultierende Kraft K durch die 
folgende Erwägung ermitteln. Befindet sich P näher an B als an A, so 
machen wir PQ = BP (Abb.l35). Die Anziehung, dies' durchQPerfährt, 
ist die gleiche wie die von PB stammende; da beide entgegengesetzt 
gerichtet sind, heben sie sich auf. Es kommt daher für die Wirkung 

nur der Stabteil AQ in Betracht. Da A von M die Entfernung - } 

und Q von M die Entfernung 2a- { hat, ergibt sich für die Gesamt
kraft 2a - !... 

f 2ee dx ee'[ l ] 2a-t ee'[ 1 } l K- k--- -k--- -k---- - -
- l (a - x)2 - l a - x _J_ - l l z 

z 2 --a -+a 
-- 2 2 

2 
ee' a 

= 2kT ur-a2. 
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Die Kraft K ist wieder eine :Funktion von a; ihr Verlauf wird durch 
die in Abb. 135 gezeichnete Kurve wiedergegeben. 

Befindet sich P schließlich außerhalb des Stabes AB und seiner 
Verlängerung, so verfahren wir in folgender Weise (Abb. 136). Wir 

' 
A,,----=-,?""-----+-----'ig 

Abb. 135, 

_../ 
/ 

!I 
..... --- --..._ 

Abb. 136. 

wählen AB als Abszissenachse und die Mittelsenkrechte von AB als 
Ordinatenachse. P habe dann die Koordinaten a und b. Der Punkt X 

auf AB als Träger der Elektrizitätsmenge T d x habe von M den Ab

stand x; dann beträgt seine Entfernung von P, wie man aus dem 
rechtwinkligen Dreieck XPxP erkennt, y(a - x)2 + b2 • Folglich zieht 

die in X befindliche Elektrizitätsmenge T d x die Elektrizitätsmenge s' 
von P mit einer Kraft 

ss' dx 
dK = k . T . (a - x)2 + b2 

an. Da aber die unendlich vielen Kraftwirkungen dK verschiedene 
Richtungen haben (beispielsweise schließt die Richtung AP mit der 
x-Achse den Winkel <X , die Richtung BP mit ihr den Winkel ß ein), 
so dürfen wir sie nicht ohne weiteres summieren, um die resultierende 
Kraft zu erhalten. Wir zerlegen vielmehr dK erst in zwei Seitenkräfte dX 
und dY, deren Richtungen die der x- bzw. der y-Achse sind, indem 
wir dK mit dem Kosinus bzw. mit dem Sinus des Winkels PXB = cp 
multiplizieren. Da 

a- x 
coscp = . , 

y(a- x)2 + b2 

ist, so erhalten wir 

dX = k « ' a - x 
l Y(a- x)2 + b23 dx' 

. b 
sm cp = ~=~;;= 

y(a- x)2 + b2 
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Da alle Teilkräfte dX in dieselbe Richtung fallen und ebenso alle Teil
kräfte d Y, können wir sie summieren. Es ergibt sich 

l 1 
+2 +2 

X = r ee' a- X dx = k ee'f a- X dx 
k l V(a - x)2 + b23 l V(a- x)2 + b23 

l l 
2 

Die Substitution 

2 

(a- x) 2 + b2 = z, 

führt das Integral 

-2(a- x)dx = d z 

fv(a: ~z: b23 dx über in 

so daß wir erhalten 

wenn wir AP mit la und B P mit lb bezeichnen. Ferner ergibt sich 

2 2 

Zur Auswertung des Integrals 

J-J dx 
- t '(a - x)2 + bz3 

verwenden wir das in (76) 28) S. 198 angegebene Verfahren. Wir 
setzen a- x = u, dx = -du und erhalten 

f du 
J = - yuz + lj23 • 

Nun setzen wir f-U2 + b2 = z - u , also 

z2- b2 
U=2z-, 

und erhalten 

,C21i2 = z2 + b2 
y·•r-r-u- 2 z ' 

z2 + b2 
du=~dz, 

f (z2 + bZ). 8 z3 f z dz 
J = - 2 z2 (zZ + bZ)a d z = - 4 (z2 + b2)2 • 
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Die Substitution z2 + b2 = v, 2z dz = dv führt J über in 

f dv 2 2 I 
J = -2 V2 = v = z2 + b2 = (u + yu2 + b2) jlu2 + b;; 

= ~ ~2u = b~ (I - j1u2: b2) = : 2 (I - y (a ~ ~): + b2) . 

(Zu dem gleichen Ergebnisse gelangt man auf wesentlich kürzerem 

Wege durch die einzige Substitution a; x = ctgt9). Daher wird 

Y = k ee'[l- a-x ]+f 
b l V(a _ x)2 + b2 _ _!_ 

2 

88' [ a + f a- f l 
= kn V(a+ ~Y+ b2- y(:-=-~)\ b2 . 

Wir können die Ausdrücke für X und Y noch etwas umformen, 
wenn wir die Winkel IX und ß verwenden. Es ist 

b b 
tg<X = -~, tgß = --l' 

a+ 2 a- 2 
also 

b 
==~== = sin IX, 

l/ (a + ~-)\ b2 
-===b=:=l :::;)2== = sinß' V (a - 2 + b2 

und demnach, da weiter b = __ l __ ist: 
ctgcx - ctgß 

und 

X k BE1 (. ß . ) 2 k ee'. ß-!X ß+!X = lb Sill - SilliX = l,b·sm-2- cos- 2-

ee' <<1 • ß- !X . ß+ cx 
Y = kTb (cosiX- cosß) = 2k Tb sm - 2-sm-2-_- . 

Nun ist 2{) = ß- IX der Winkel APB, ferner a = <;:: PW B, wenn 
PW die Halbierende des Winkels AP B ist. Da 

y ß+ !X X= tg-2-- = tga 

ist, folgt, daß die Richtung der Resultierenden K die der Winkel
halbierenden von APB ist. Die Größe von K ergibt sich durch die 
Beziehung ,fV2-- <<' . 

K = yX2 + y2 zu K = 2k Tb srn{). 
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Setzen wir K 0 = 2k · ~:', wobei K 0 nur von den gegebenen Größen, 

nicht aber von der Lage des Punktes P abhängt, so ist 

K = K 0 -} sin(}. 

Ist also P gegeben, so konstruiert man 8 = l sin (} und findet K 
in einfacher Weise durch die Proportion K: K 0 = 8: b. 8 wird gleich 
lang für alle Punkte P, die auf dem über AB den Umfangswinkel 2 (J 

fassenden Kreisbogen liegen. Die Richtung von K findet man, Wie 
oben schon erwähnt, durch Halbieren des Winkels AP B. 

K 0 ist selbst eine Kraft, und zwar findet man den Punkt P0 , für 
welchen K = K 0 ist, auf der Mittelsenkrechten von AB durch die 
Beziehungen 

. -~ b 
Slnu = T 

aus ihnen folgt 

cos(} = ~ (fi7- 1) , 

und 
l 

tgc5 = 2b ; 

b= !V2 (y17 -1) = 0,6247l. 

Bequemer bekommt man einen anderen Punkt P6, für den ebenfalls 
K = K 0 ist, dadurch, daß man über AB den Bogen schlägt, der den 

Winkel 60 o faßt und zu AB im Abstande b = ; die Parallele zieht; 

der Schnittpunkt von Kreisbogen und Parallele ist P6; der Beweis 
ergibt sich durch die Überlegung, daß in diesem Falle c5 = 30° ist. 

Wir sehen, daß in unserer Aufgabe jedem Punkte der Ebene eine 
Kraft von ganz bestimmter Größe und Richtung zugeordnet ist. Man 
sagt: Durch unser Problem ist ein Kraftfeld definiert. In Abb. 137 

"' 

" 
' " 

I I 

I "' 

"" 
/ --
B 

Abb. 137 
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sind an einigen Punkten der Ebene die zugehörigen Kräfte nach Größe 
und Richtung eingetragen; wir erhalten so ein immerhin anschauliches 
Bild von der Anziehungswirkung des Stabes l in ihrer Abhängigkeit 
von der Lage des Punktes P. 

(98) D. [Siehe E\-UCh (46) c) S. ll4ff.] Unter der wirksamen (effek
tiven) Stromstärke J eines Wechselstromes versteht man den Aus
druck 

hierbei ist T die Periode, i die augenblickliche Stromstärke. Befolgt 

der Strom das reine Sinusgesetz i = ~ sin w t, so wird, da w = 2,; ist: 

In gleicher Weise berechnet sich die wirksame Spannung dieses 

Wechselstromes zu P = -~ 
Y2' 

Während einer Periode wird die Arbeit 
T 

A = J ip dt vollbracht; 
0 

folglich ist die (mittlere) Leistung des Stromes während der Zeit T 

T 

L = ~ = ~ ~ ·l.ß Jsinw t • sin(w t + cp) dt; 
0 

hierbei ist p = l.ß • sin(w t + cp) gesetzt, wobei cp die Phasen ver
schiebung [vgl. (46) S. 114] bedeutet. Die Auswertung des Inte
grals ergibt 

T T 

}~~nw t • sin (w t + cp) dt = ~ J[coscp - cos(2 w t + cp)] dt 
0 0 

1 [ 1 . ]T T = 2 tcoscp- 2wsm(2wt + cp) 0 = 2 coscp . 

Demnach ist die mittlere Leistung 

~ $ T ~ $ 
L = .J'T . -2 cos cp = T cos (/} = J p cos cp . 
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E. Ein magnetischer Fluß durchsetze einen Teil einer Kraftröhre 
von der Gestalt eines Obelisken (Abb. 138) (Luftraum zwischen Pol
schuh und Anker); welches ist der Widerstand dieses Rohrteils? Da 
der Widerstand dem Querschnitt umgekehrt, der Länge direkt pro
portional ist, erleidet der Fluß beim Durch
fließen der Schicht von der Höhe d x, die wir 
als einen Quader ansehen können, dessen recht-

eckige Grundfläche die Seiten a1 - ~Lh a x 

und b1 - b1 h b x hat, einen Widerstand 
dx 

dR = Q ( + ) ( b - b ) . a1 - ?'rT x b 1 - _!_h_ x Abb. 138. 

(e ist ein von dem Stoffe abhängiger Proportionalitätsfaktor, der 
z. B. für Luft = 1 ist). Folglich ist der gesamte zu überwindende 
Widerstand 

h 

R :{1 dx 
=e ( al - at -;: a x) ( br - br -;:__!!_ x) 

0 
h 

h2e ~ dx 
= (a1 - a) (b1 - b) (x _ ~ h) (x _ _!!_!.__ h) 

a1 -a b1 - b 
0 
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(99) F. EinigeAnwendungendes bestimmten Integrals auf die Mechanik 
der Flüssigkeiten. Wir denken uns1) (s. Abb.l39), die Flüssigkeit, deren 
A 0 wagerechte Oberfläche 

Abb. 139. 

OABC sei, übe auf eine 
mitOABOden WinkeliX 
einschließende Ebene 
OA' B'C einen Druck 
aus; unsere Aufgabe soll 
sein, den Gesamtdruck 
der Flüssigkeit auf das 
Flächenstück F der 
Ebene OA' B'C zu er
mitteln. Wir legen in 
der Ebene OA' B'C ein 

rechtwinkliges Koordinatensystem fest, dessen x-Achse mit 00 und 
dessen y-Achse mit OA' zusammenfalle; irgendein Punkt P dieser Ebene 
mit den Koordinaten OX = x und XP = y hat von der horizontalen 
Ebene OABC einen Abstand P' P = z, und zwar ist, wie aus dem 
rechtwinkligen Dreieck XP' P ohne weiteres folgt, z = y siniX. Ist ?' 
das spezifische Gewicht der Flüssigkeit, so wird auf das Flächen
element dF von ihr ein Druck ausgeübt von der Größe dD = ?' · z · dF, 
so daß der Gesamtdruck auf die Fläche beträgt 

D = ?' Jz · dF = ?' -J y siniX · dF = ?' • siniX ..J y. dF. 
F F F 

Nun ist aber J y · dF das . statische Moment der Fläche F bezüglich 
Jo 

der x-Achse; ist also Ys der Abstand ihres Schwerpunktes S von der 
x-Achse, so ist 

mithin 

f y • dF = Ys • F, 
li 

D = ?' • siniX · Ys · F 
oder 

D=r·F·z,, a) 

wobei Z8 der Abstand des Schwerpunktes S von der Oberfläche ist. 
Der Druck auf F ist also gleich dem einer wagerecht liegenden 

Fläche F, deren Abstand von der Oberfläche gleich dem ihres Schwer
punktes S ist. 

Wir wollen uns weiter die folgende Aufgabe stellen. Der durch 
Gleichung a) gefundene Gesamtdruck D sei nicht über die ganze Fläche F 

1 ) Siehe W i t t e n baue r : Aufgaben aus der technischen Mechanik 3. Bd. 
Berlin: Julius Springer. 
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verbreitet, sondern greife nur in einem bestimmten Punkte M an; 
wo liegt dieser Punkt, wenn die Wirkung auf die Fläche F die gleiche 
sein soll wie vorhed Der Punkt M heißt der Druckmittelpunkt; 
seine Koordinaten seien ~, 1J, sein Abstand von der Flüssigkeitsober
fläche !;. 

Zur Ermittlung von M müssen wir bedenken, daß das statische 
Moment der Kraft D, die wir uns in M angreifend denken, gleich ist 
der Summe der statischen Momente der Elementarkräfte dD. Wählen 
wir als Momentenachse die y-Achse, so muß sein 

~ · D = _( x · dD = y J xzdF = ysina J xy · dF = y sina · Cxy; 
n F F 

Cxv = Jxy dF heißt das Zentrifugalmoment der Fläche F bezüg
F 

lieh der x- und y-Achse [s. (178) S. 568]. Da nun nach a) 

ist, so folgt 
D = y Fy, sina 

~- cx._ 
- F·y,. b) 

Durch entsprechende Erwägungen bekommen wir, wenn wir die x-Achse 
zur Momentenachse machen, 

1J • D = J y · dD = y J yzdF = y sina -j y2 dF = J,.. y sina, 
1J F 

wobei J,. das uns aus (95) bekannte Trägheitsmoment von F be
züglich der x-Achse ist. Nun ist 

J,. = Jsx + y~F = ri F + y!F, 

wobei J sx das Trägheitsmoment bezüglich der zur x-Achse parallelen 
Schwerachse s,. und e der Trägheitshalbmesser von F bezüglich s,. ist. 
Wir bekommen daher o o 

J. e2 
1J = ---~ = Ys + - · F. y, y, 

Schließlich folgt 

c) 
z c 

:t-~b 
~ a 

2 

!; = 1J • sin.x = z, + -'L sin2 a . z, 
Abb. 140. d) 

Beispiel: Ein Recht eck liege in einer vertikalen Ebene (siehe 
Abb. 140). Welchen Flüssigkeitsdruck erleidet es und wo liegt der 
Druckmittelpunkt ~ 

dD = r · z • adz, 
c+b r [z2]c+b ay 1 

D =" azydz=ay 2 c = 2 [2cb + b2] = 2 rab(2c + b). 
c 

Wicke, Ingenieur·Mathematik I. 18 
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c+b 

1; • D = Jayz2 dz = a; [z3]~+b = ; ab(3c2 + 3bc + b2), 
c 

2 3c2+3bc+b2 ;; = - --·-··----
3 2c + b • 

Abb. 141. 

0 

Zerlegt man das Quadrat durch die horizon
tale Diagonale in zwei Dreiecke, so erhält 
man für das Trägheitsmoment des Quadrats 
mit Hilfe von Beispiel e) S. 261 

1 a2 a4 

J. = y. 6- a2 • 2 = ')' 12 = ')' a2 • ~2 

Folglich ist e = ~ -y'3, und demnach der Abstand 1; des Druckmittel

punktes von der Oberfläche 00 nach d) 

!; = c + .!!_ y2 + a2 = l2c2 + l2acY! + 7a2 = a2 + 12e2 
2 12(c+; ß) 6(2c+aY2) 12e · 

Einige Anwendungen. a) Zwischen einer vertikalen Wand 
(Abb. 142) OV und einer Wand OA, die um eine durch 0 gehende 

horizontale Achse drehbar ist, ist eine Flüssigkeit 
j-.."..,=~-.<~ vom Gewicht G und dem spezifischen Gewicht y 

eingeschlossen; die Länge des durch diese beiden 
Wände und zwei zur Achse senkrechte Wände ge
bildeten Gefäßes sei a. Mit der Größe von lX wird 
sich der Druck D auf die Wand OA und das auf sie 
ausgeübte Moment M bezüglich der durch 0 gehen-

Abb. 142. den Achse ändern; der Zusammenhang zwischen D 
und lX bzw. zwischen M und lX soll aufgesucht 

werden. Bezeichnen wir mit b = OA die Breite der Seitenwand, so 
ist der Rauminhalt des Gefäßes 

V = a · ~ b sin 1X • b cos 1X , 
ab2 • G V= - sin21X = - · 

4 )'' 
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also ist 

Nun ist nach Formel a) 
b y 2G 

D = Y 'ab' 2 = 2ab2 = sin2a · 

Der Druck ist also dann am kleinsten, wenn iX = 45 o ist; Drnin = 2 G . 
Um das Moment zu bestimmen, bedenken wir, daß der im Abstande x 

von 0 befindliche Flächenstreifen dF = a · dx das Moment 

dM = )' • a • dx • (b- x) COSiX • X, 

also die ganze Wand das Moment 

b 

M = {yax(b- x) cosiX dx 
b 

auszuhalten hat. Es ist demnach 

[ b x 3]b ab3 M = y a cos a 2 x2 - 3 0 = y 6 cos iX 

ya SGjiG 1/ cos2 a G l/2G __ I __ 
= 6 · ya. yya • V sin3 2a = 3 V ya • Ysin3 acostX · 

Wir sehen, daß dieses Moment am kleinsten wird für einen Winkel a, 
für welchen sin3 a cosa ein Maximum ist. Um dieses zu bestimmen, 
bilden wir 

aus dieser Gleichung folgt tga = y3, also a = 60°. Das kleinste 
Moment, das die Flüssigkeitsmenge G überhaupt ausüben kann, ist 
demnach 

M · = ~ G. 1 /~-q: . ~f3. 
rnm 27 V r a r <> 

b) Hat der Querschnitt des Gefäßes die Ge
stalt eines Trapezes von den Abmessungen der 
Abb. 143, und ist z die Tiefe der in ihm ent

-- T 
z 

~-~-J 
Abb. 143. 

haltenen Wassermenge vom Gewichte G, so ist nach a) der Druck 
auf die schräge Seitenfläche 

1 z2 
D=-y·a-

2 sina ' 

wobei sich a aus der Gleichung bestimmt: 

18* 
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Eliminiert man ~, so ergibt sich 

D = -~ Vy2 a2 z4 + 4(G- rabz)2 • 

Der Druck hängt also, wie schon vorauszusehen war, von der durch 
den Neigungswinkel ~ bestimmten Wassertiefe z ab; er ist am kleinsten 

für den Wert z, den man aus der Gleichung ~--!J = 0 erhält. Er ist 
bestimmt durch die Gleichung 

Gb 
z3 + 2 b2 z - 2- = 0 . (Ableiten!) 

ya 

Das Druckmoment um 0 ist 

l z l z3 

M =3D Sln-:x = 6 ya sin2 tX"' 

wie der Leser durch Integration selbst finden möge. 

l 
M = --- [r2 a2 z4 + 4(G- yabz)2]. 

6)'aZ 

M wird am kleinsten, wenn dd~ = 0, also 

z4 + {- b2 z2 + 34l'~;2 = 0, z = V!-[ V b4 + :2~: -=-b2 ] ist. 

c) In ein halbkugelförmiges, mit Flüssigkeit gefülltes Gefäß wird 
eine Zwischenwand OA eingefügt; der auf sie ausgeübte Druck ist zu 

Abb. 144. 

ermitteln. Nach a) ist 
D = y · n r 2 cos2 ~ • r cos ~ sin ~ = r n r 3 cos3 ~ sin ~ . 

D wird ein Maximum für 

tg~ = t y3, also a = 30° ; 

Dmax = ft )' 7l r3 y'3-. 
Die Tiefe !; des Druckmittelpunktes berechnet sich nach d) , da 

z8 = rcos~ sin~ und nach (96) Beispiel g) S. 263 (! = ; cos~ ist, zu 
. r 2 cos2 cx . 5 . 

!; = r cos ~ sm ~ + 4 . sm2 ~ = -4 r cos ~ sm ~; 
r coscx srncx 

also liegt der Druckmittelpunkt am tiefsten, wenn ~ = 45 o ist, 

!;max = -~- r . 

(100) G. Ermittlung der Ausflußzeiten. Ein Gefäß sei bis zu einer 
bestimmten Höhe h mit Wasser gefüllt; es besitzeamBoden eine Öff
nung A vom Flächeninhalte f, durch welche das Wasser ausfließt. Die 
Zeit t, die das Wasser braucht, bis der Wasserspiegel eine Höhe x er
reicht hat, ist - bei Zugrundelegung des Torricellischen Gesetzes 
v = y2gx - wesentlich abhängig von der Gestalt des Gefäßes. Hat 
der in der Höhe x durch das Gefäß gelegte wagerechte Querschnitt den 
Flächeninhalt y, so vermindert sich der Wasserinhalt J des Gefäßes 
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bei einer Senkung des Spiegels um dx um den Betrag y · dx; dieser 
fließt durch die Öffnung A ab. Da das Wasser durch diese mit der 
Geschwindigkeit v = i2g-xströmt, also im Zeitelement dt durch A die 
Wassermenge 

I. V. dt = I ·12 g; dt 

abfließt, welche entgegengesetzt gleich der oben 
gefundenen Wassermenge y · dx sein muß, so ist 

dt =- Y dx 1). 
fV2gx 

Folglich liefert die Formel 
X 

l ;· t=-fV2g Vxdx a) 

h 

Abb. 145. 

die Zeit, welche benötigt wird, damit der Spiegel von der Höhe h auf 
die Höhe x sinkt, und demnach ist 

0 
l ·y 

T =- TV2~./ rx dx b) 
h 

die Ausflußzeit des Wassers aus dem Gefäße. 
Beispiele. a) Ist das Gefäß zylindrisch, also y = na2 , wenn a 

der Grundkreishalbmesser des Zylinders ist, so ist 

t = - ,vi: [2rxJ: 
oder 

2 :rc a 2 ( 1 -) 2 J ( - -) t = ---= ] h - 1 X = - - =- fh - f X , 
tV2g hfV2g 

wobei J der ursprüngliche Wasserinhalt des Gefäßes ist. Demnach 
ist nach Verlauf der Zeit t der Wasserspiegel auf die Höhe 

( ,- hfV2g ) 2 

X = yh- - 2J- t 

gesunken; die Ausflußzeit beträgt 
2J 

T = fV2gh-. 

b) Hat das Gefäß die Gestalt eines Kreis
kegelstumpfes, wie ihn Abb. 146 im Achsen
schnitte darstellt, so ist 

also 

Abb. 146. 

1 ) Das Minuszeichen ist in dem Umstande begründet, daß die Wassermenge 
y d x eine Verminderung des Inhaltes des Gefäßes, dagegen die Wassermenge 
f · j/2 g x d t eine V erme hr u n g des ausgeflossenen Wassers bedeutet, 
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Damit ergibt sich 

r--
T 2,;,.} h 0 8 ") = -- - ;= (3r1 + 4r1 r2 + T§ • 

15/}2g 

Ist r2 = 0, also das Gefäß ein gerader Kreiskegel, dessen Spitze nach 
unten gerichtet ist, so beträgt die Ausflußzeit 

T _ 2" yh r, _ ~J 
- 5fYig 1 - 5fy2gh. 

Ist dagegen die Spitze nach oben gekehrt h = 0}, so ist 

T = !_6ny~ ~ = 16 "(___ ; 
l5fV2g " 5 fV2gh 

sie ist also größer als im ersten Falle, nämlich das -~fache. 
c) Man zeige, daß die Ausflußzeit aus einem k.ugelförmigen 

Gefäße, dessen Halbmesser r ist, 

4 J 
T= T - >--

0 ffgr 

beträgt, ferner, daß sie sich für ein zylindrisches Gefäß vom Grund
kreisradius r, wobei aber die Zylinderachse horizontal liegt, auf 

beläuft. 

T = -~__!__ 
3 fVnr~r 

Sowohl die hier behandelte Integralrechnung als auch die Diffe. 
rentialrechnung erlauben noch viele fruchtbare Anwendungen, be
sonders auf Kurven und Flächen. Hierzu müssen wir aber erst Wesen 
und Verfahren der analytischen Geometrie auseinandersetzen und diese 
in Verbindung mit der Infinitesimalrechnung auf Kurven und Flächen 
im allgemeinen anwenden, wobei wir besonders den technisch wichtigen 
unser Augenmerk zuwenden wollen. 



Dritter Abschnitt . 

Analytische Geometrie der Ebene. 

§ 1. Die Koordinatensysteme. 

(101) Die analytische Geometrie hat es zu tun mit der Darstellung 
geometrischer Gebilde und Beziehungen durch algebraische Mittel und 
der Lösung geometrischer Aufgaben auf rechnerischem Wege. Zu 
diesem Zwecke sind in erster Linie die geometrischen Grundgebilde, 
die Punkte, durch Zahlen eindeutig darzustellen. Wir wollen zunächst 
den einfachsten Fall betrachten, daß die Punkte sämtlich auf einer 
Geraden angeordnet sind. 

A. Punkte auf einer Geraden. Um einen Punkt P auf der Ge
raden g (Abb. 147) festzulegen, wählt man auf g einen festen 
Punkt 0, den Anfangspunkt, Ursprung, Nullpunkt. 0 teilt 
g in zwei Strahlen, die zwei entgegengesetzte Richtungen be
stimmen. Diese beiden Richtungen sollen durch Vorzeichen unter
schieden werden, und zwar wollen wir den nach rechts gerichteten 
Strahl in Abb. 147 als den p 
positiv en, den nach links ...... ~----fJN-;e:-clr----+l----g~"'+ 

gerichteten als den n eg a tiven 
Strahl bezeichnen. Schließlich 

Abb. 147. 

wählen wir eine bestimmte Strecke OE= e als die Einheitsstrecke . 
. Jetzt können wir jedem Punkte P der Geraden eine Zahl zuordne!!-, näm
lich die Zahl, die angibt, wie oft sich die Einheitsstrecke e auf OP auf
tragen läßt. Enthält OP x Einheiten, so nennt man x die A bs:Zisse des 
Punktes P . x kann alle Werte von - oo bis + oo durchlaufen , und 
zwar ist x positiv, sobald P auf dem positiv en Strahle, dagegen 
negativ, wenn P auf dem n e gativ e n Strahle liegt, oder wenn man 
von 0 nach P in positiver bzw. negativer Bewegungsrichtung gelangt. 
Praktische Anwendung finden diese Festsetzungen an vielen Apparaten, 
z. B. bei den Thermometern. Hier hat man ebenfalls einen festen 
gewählten Nullpunkt, eine positive und eine negative Richtung und 
eine feste Einheit, die als ein Temperaturgrad bezeichnet wird. 
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Zu jedem Punkte P gehört somit stets ein, aber auch nur ein Zahlen
wert x, die Abszisse, und umgekehrt gehört zu jeder beliebigen Zahl x 
stets ein, aber auch nur ein Punkt P, dessen Abszisse gleich x ist. 

Wir können nun leicht die Länge von Strecken, die sich auf g 
befinden, bestimmen. Sind nämlich die Abszissen x1 und x2 zweier 
Punkte P 1 und P2 gegeben, so ist auch ihre Entfernung P 1 P 2 bestimmt 
und muß sich aus x1 und x2 berechnen lassen. Da nun die Abszissen
achse eine bestimmte Richtung hat, kommt jeder Strecke auf ihr 
ebenfalls eine solche zu. Versteht man bei der Strecke P 1 P 2 ein Durch
laufen von P 1 (Anfangspunkt) nach P2 (Endpunkt), so folgt sofort, 
daß P1 P2 und P2 P1 nicht identisch, sondern entgegengesetzt gleich 
sind: P 2 P 1 = -P1 P 2 • Aus diesem Grunde ist auch, wenn P 1 die 
Abszisse x1 hat, OP1 = x1 , dagegen P 10 = -(OP1) = -x1 . Wie auch 

die Punkte P 1 und P 2 auf g liegen 
fq -s, (Y1 ,IJ ~ I ...,., __ _.8.:!...---_:.<J'-+--&-+-+1-+-+"'-J~ .......... +-t7'-+--+-' ..... ,~~+ mögen, stets wird der Ab-

Abb. 148. stand P 1 P 2 dargestellt durch 1) 
x2 - x1 . So ist in Abb. 148 

plp2 = +7- (+3) = +4 , 

plp3 = -3- (+3) = -6, 

plp4 = -8- (+3) = -11, 

p 2pl = +3- (+7) = -4, 

p2p3 = - 3 - (+ 7) = - 10 , 

p2p4 = -8- (+ 7) = -15 , 

P 3 P 1 = +3- (-3) = +6, 

P 3 P 2 = + 7- (-3) = +10 , 

P 3 P 4 = - 8 - (-3) = - 5, 

p4pl = + 3 - (- 8) = + 11 , 

p4p2 = +7 - (- -8) = + 15 , 

p4p3 = -3- (-8) = +5. 

Wir erkennen, daß das Ergebnis stets die Strecke nach Vorzeichen 
und Größe richtig angibt. 

Die Länge einer Strecke erhält man , indem man von der 
Abszisse des Endpunktes die Abszisse d es Anfangspunktes 
abzieht. 

Weiter ist 

oder 
2) 

Die Länge eines zusammenhängenden Streck enzuges auf 
einer Geraden erhä lt man , wenn m a n vo n d er Abs zi sse des 
Endpunktes die Abszisse d es Anfangs punktes subtra hiert. 

p · Wählt man einen neuen Nullpunkt 0', 
---+~_::a--+--ti'L--+-~ der bezüglich des alten Nullpunktes 0 die 

Abb. 149. Abszisse 00' = a hat (Abb. 149), so ge-
hören zu einem bestimmten Punkte P 

zwei Abszissen x und x'; x beziehe sich auf den Nullpunkt 0, x' auf 
0'. Es ist also OP = x, O'P = x'. Nun ist für jede Lage der drei 
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Punkte 0, 0', P nach 2) 
OP = 00' + O'P 

oder 
x = a + x' und x' = x - a. 3) 

Verschiebt man den Nullpunkt um die Strecke a, so ist 
die alte Abszisse eines beliebigen Punktes gleich der Summe 
aus der Abszisse a des neuen Nullpunktes und der neuen 
Abszisse des betreffenden Punktes. 

(102) Eine zweite Möglichkeit, einen Punkt P auf der Geraden g 
durch eine Zahl festzulegen, eröffnet folgender Weg (Abb. 150). Man 

· ~1 I I I I I 1{1 I I I"! I p Ei 1 g 
:!_-~ -~ -lo -i --; -o+ +~ +1 +i 1+j +P·~6 ~- -s -i -1§ -i -.!J -~ _i 
-1 ~ 

Abb. 150. 

wählt auf g zwei feste Punkte E 1 und E 2 , die sog. Festpunkte. Dann 
soll zu dem Punkte P das Verhältnis 

;, = _E_1 P 4) 
PE2 

gehören; ). heißt das Teilverhältnis des Punktes P. In Abb. 150 sind 
an eine Anzahl von Punkten die Teilverhältnisse angeschrieben, und 
man erkennt, daß zu jedem Punkte ein und nur ein solches Teil
verhältnis ). gehört, und daß umgekehrt zu jeder Zahl). ein und nur 
ein Punkt gehört, dessen Teilverhältnis gleich ). ist. Wandert P von E 1 

bis zum Mittelpunkte M von E 1 E 2 , so ist A. beständig positiv und ein 
echter Bruch, wächst also von 0 bis 1; wandert P von M bis E 2 , so ist ). 

beständig positiv und ein unechter Bruch, wächst also von 1 bis + oo; 
wandert P über E 2 hinaus, so ist ). stets negativ (da P E 2 n egativ 
ist) und ein unechter Bruch, wächst also von - oo bis - 1; nähert sich 
dagegen Paus unendlicher Ferne von links dem Punkte E 1 , so ist). stets 
negativ (da E1 P negativ ist) und ein echter Bruch, wächst also von -1 
bis 0. Dem Punkte E 1 kommt das Teilverhältnis ). = 0, dem Punkte M 
das Teilverhältnis ). = 1 zu. Der Punkt E 2 scheint zwei Teilverhältnisse 
zu besitzen, nämlich ). = + cio, wenn man sich ihm von E 1 aus, und 
l = - oo, wenn man sich ihm von der anderen Seite her nähert. Das 
würde aber mit der Forderung im Widerspruche stehen, daß zu jedem 
Punkte nur ein einziges Teilverhältnis). gehört. Wir vermeiden diesen 
Widerspruch dadurch, daß wir + oo mit - oo identifizieren [ vgl. ( 45) 

S.105; tg -i = ± oo ]. Ebenso scheint es zwei Punkte zu geben, die das 

Teilverhältnis -1 besitzen, nämlich der linke und der rechte unendlich 
ferne Punkt von g. Auch dieses würde im Widerspruche zu der For
derung stehen, daß zu jedem Teilverhältnis nur ein Punkt gehört. Diesen 
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Widerspruch vermeiden wir dadurch, daß wir festsetzen: Die Gerade 
hat nur einen (uneigentlichen) unendlich fernen Punkt, eine Vorstellung, 
die uns verständlich wird, wenn wir g als den Grenzfall eines Kreises, 
der ja eine geschlossene Linie ist, auffassen, dessen Halbmesser über 
alle Grenzen hinaus wächst. 

Erwähnt werden möge, daß dieser Begriff des Teilverhältnisses prak
tische Bedeutung gewinnt bei Messung des elektrischen Widerstandes 
eines Leiters durch die Wheatstonesche Brücke. Um nämlich den 

L 
Widerstand w des Lei-
tungsstückes AL mit dem 
des Leitungsstückes LB, 
der lÜ betragen möge, zu 
vergleichen, gleitet man 
mit dem Ende P der 
Leitung LP, in die ein 

Abb. 151. Galvanometer G einge-
schaltet ist, so lange auf 

der Leitungsschiene AB entlang, bis das Galvanometer auf Null 
weist, d. h. die Leitung LP stromlos ist. Dann ist w: l Q = A P: PB. 
Da l = ~ das Teilverhältnis des Punktes P auf der Strecke AB 
ist, so ist w = l · Q. Schreibt man also an die einzelnen Punkte die 
Teilverhältnisse an, so kann man ohne weiteres den Widerstand von AL 
auf der Brücke ablesen. 

(103) Wir haben somit zwei Verfahren kennengelernt, um einen 
Punkt P auf der Geraden durch eine Zahl eindeutig festzulegen: das 
Abszissenverfahren und das Verfahren des Teilverhältnisses A. 
Hieraus folgt, daß man aus der Abszisse eines Punktes auch sein Teil

[, MP 

Abb. 152. 

verhältnis berechnen kann und 
umgekehrt. Ist in Abb. 152 
0 der Nullpunkt, und sind x1 

und x2 die Abszissen der beiden 
Festpunkte E 1 und E 2 , ferner OP = x die Abszisse des beliebigen 
Punktes P und l sein Teilverhältnis, so muß gelten 

also 

EIP _EIO+OP _ -xi+x 
PE2 -PO+OE2 - -x + x2 ' 

A =X- XI • 5 a) 
x2 - x 

Formel 5 a) berechnet das Teilverhältnis }, von P aus der Abszisse x 
von P. Lösen wir 5 a) nach x auf, so erhalten wir 

xi + l x2 
X = -l + J.· 5b) 

5 b) berechnet umgekehrt aus dem Teilverhältnis i. die Abszisse x. 
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Da für den Mittelpunkt M der Strecke E 1 E 2 das Teilverhältnis 
gleich 1 ist, so ist die Abszisse von M nach 5 b) 

Die Abszisse des Mittelpunktes einer Strecke ist das arith
metische Mittel aus den Abszissen ihrer Endpunkte. (Leite 
dieses Ergebnis unmittelbar aus der Abbildung ab!) 

Aufgabe: Es sei 

a) x1 = 7, x2 = 20; b) x1 = -5, x2 = 8; 

c) x1 = 5, x2 = -7; d) x1 = 18, x2 = 8; 

e) x1 = -3, x2 = -15. 

Suche durch Rechnung und Zeichnung die Teilverhältnisse der Punkte 
mit den Abszissen 

X= 0, 4, 10, 25, -1, -7, -13, -24. 

Suche durch Rechnung und Zeichnung die Abszissen der Punkte, deren 
Teilverhältnis 

J 
2 ' 

3 
4• 1' 2' 7' 

ist. (100 Aufgaben.) 

-}, --~' -0,4, -2, -4, -6 

(104) B. Der Punkt in der Ebene. Um einen Punkt in der Ebene 
festzulegen, kann man ebenfalls verschiedene Wege einschlagen; die 
zwei wichtigsten sollen hier behandelt 
werden. Man wählt (Abb. 153) einen 
festen Punkt 0, den Koordinaten
anfangspunkt, Ursprung, Null
punkt, und zieht durchihnzwei Ge
raden,dieKoordinatenachsen, die 
einen Winkel w, den Koordinaten
winkel, miteinander einschließen 
mögen. Die eine Achse, die meist 
horizontal gelegt wird, wird als 
Abszissenachse, gewöhnlich X

Achse, die andere, deren Lage nun 
durch w bestimmt ist, als die Or
dina tenachse, gewöhnlich y-Achse, 

.DI 

I 

Abb. 153. 

bezeichnet. Beide werden durch 0 in zwei Strahlen zerlegt, die man 
durch das Vorzeichen unterscheidet. Dabei wählt man im allgemeinen 
auf der Abszissenachse die nach rechts weisende, auf der Ordinaten
achse die nach oben weisende als positive Richtung. Schließlich 
wählt man für beide Achsen eine bestimmte Längeneinheit. 
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Um einen Punkt P festzulegen, zieht man durch ihn zu den beiden 
Achsen die Parallelen PX und PY; man nennt die Strecke 
OX = YP = x die Abszisse und die Strecke OY = XP = y die 
Ordinate von P; beide führen den gemeinsamen Namen Koordinaten 
des Punktes P. Die Beziehung zwischen Punktlage und Wertepaar 
der Koordinaten ist, wie man sich leicht überzeugt, eindeutig. Zu 
jedem Punkte P gehört ein und nur ein Wertepaar x/y; und zu jedem 
Wertepaare x /y ein und nur ein Punkt P . Wie auf der Geraden 
eine Zuordnung zwischen Punkt und einer Zahl (Abszisse) besteht, 
so in der Ebene Zuordnung zwischen Punkt und einem Zahlen pa a r . 
Ein System, das erlaubt, einen Punkt durch Koordinaten festzu
legen, heißt ein Koordinatensystem. In unserem Falle bedarf es 
der durch den Punkt gehenden Parallelen, um seine Koordinaten zu 
finden; man nennt daher dieses System ein Parallelkoordinatensystem. 
Der gebräuchlichste Sonderfall nimmt als Koordinatenwinkel w den 
rechten Winkel; bei ihm stehen also die beiden Koordin a tena chsen 
a ufeinander senkre cht. In diesem Falle nennt man das Parallel
koordinatensystem rechtwinklig oder spricht kurzweg von einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem. Ist w =t l R, so heißt das 
System ein schiefwinkliges Parallelkoordinatensystem. Die 
beiden Koordinatenachsen zerlegen die Ebene in vier Teile, Quadrant en 
genannt, die mit den Nummern I bis IV versehen werden. Und zwar 
wird der erste Quadrant von der positiven Abszissen- und positiven 
Ordinatenhalbachse begrenzt, der zweite von der positiven Ordinaten
und der negativen Abszissenhalbachse, der dritte von der negativen 
Abszissen- und der negativen Ordinatenhalbachse und der vierte von 
der negativen Ordinaten- und der positiven Abszissenhalbachse begrenzt. 
Über die Vorzeichen der Koordinaten eines beliebigen Punktes gibt 
für die einzelnen Quadranten die nachstehende Tafel Auskunft, deren 

Abb. 154. 

Richtigkeit durch einfache Über
legung bestätigt wird: 

X 

y 

I 

+ 
+ 

II 

+ 

III IV 

+ 

Einige Anwendunge n der 
P arallelkoordinaten mögen fol
gen (s. Abb. 154). 

Jedem Punkte der x-Achse 
kommt die Eigenschaft zu, daß 
seine Ordinate den Wert Null 
hat; umgekehrt ist y = 0 die 
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Bedingung dafür, daß der Punkt auf der x-Achse liegt; y = 0 wird daher 
die Gleichung der x-Achse genannt. Entsprechendfindet man als Glei
chung der y-Achse x = 0. Man sieht weiter, daß die Gleichung y = b 
von den Ordinaten aller derjenigen Punkte erfüllt wird, welche auf 
derjenigen Parallelen zur x-Achse liegen, die auf der y-Achse das Stück b 
abschneiden; man nennt daher y = b die Gleichung dieser Parallelen. 
Man deute die Gleichung x = a. 

Der Punkt P 0 habe die Koordinaten x0 und y0 ; irgendein Punkt P 
auf der Geraden OP0 möge die Koordinaten x und y haben. Aus der 
Ähnlichkeit der Dreiecke OXP und OX0 P0 folgt ohne weiteres, daß 

y:x = y0 :x0 ist; folglich ist y = '!!.2_ • x die Gleichung der Geraden 
Xo 

OP0 , da sie von den Koordinaten eines jeden Punktes dieser 
Geraden erfüllt wird. Man beweise, daß y- x = 0 die Gleichung 
der Halbierenden w des Koordinatenwinkels w und seines 
Scheitelwinkels, und daß y + x = 0 die Gleichung der Hal
bierenden w' des Nebenwinkels zu w ist. Man überzeuge sich 
weiter, daß jede durch 0 gehende Gerade eine Gleichung von der Form 
y = A x hat; beispielsweise suche man Punkte, deren Koordinaten die 
Gleichung y = J x oder die Gleichung y + 2 x = 0 erfüllen. Diese 
Betrachtungen gelten für jedes Parallelkoordinatensystem, ob es nun 
schiefwinklig oder rechtwinklig ist. Im folgenden wollen wir uns auf 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem beschränken. 

In Abb. 155 ist um 0 ein Kreis vom Halbmesser c geschlagen; auf 
ihm liege der Punkt P (x! y). Welche Bedingung müssen seine Koordi
naten erfüllen? Aus dem rechtwinkligen Drei
ecke OXP folgt ohne weiteres 

x2 + y2 = 0 2. 

Diese Gleichung wird von den Koordinaten 
jedes Punktes dieser Kreislinie erfüllt, wie 
man sich leicht überzeugt; man nennt daher 
die Gleichung 

6) 

die Gleichung des Kreises, und zwar, weil 
der Mittelpunkt des Kreises mit dem Koordi-

y 

Abb. 155. 

natenanfangspunkt zusammenfällt, die Mittelpunktsgleichung des 
Kreises vom Halbmesser c. 

Diese Mittelpunktsgleichung für den Kreis gilt nur im rechtwink
ligen Koordinatensystem. Im schiefwinkligen Koordinatensystem 
lautet die Gleichung, wie leicht mittels des Kosinussatzes nachzuweisen 
ist (s . Abb. 154), 

x2 + 2 x y cos w + y2 = c2 • 
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(Mittelpunktsgleichung des Kreises im schiefwinkligen Koordinaten
system.) Im Anschlusse hieran suche man durch punktweise Konstruk
tion die ~stalt der Kurve zu ermitteln, deren Gleichung im schief
winkligen Koordinatensystem x2 + y2 = c2 lautet. 

Man konstruiere, sowohl im rechtwinkligen als auch im schiefwink
ligen Koordinatensystem, punktweise die Kurven von der Gleichung 

Dabei ist zu beachten, daß man unter der Gleichung einer Kurve 
eine Gleichung aversteht, die von den Koordinaten aller 
Punkte der Kurve erfüllt wird. 

(105) Einen anderen Weg, Punkte in der Ebene eindeutig festzulegen, 
eröffnet das Polarkoordinatensystem. Wir wählen in der Ebene einen 
festen Punkt 0, den Nullpunkt, Ursprung, Pol, und von ihm 
ausgehend einen Strahl (im allgemeinen wagerecht nach rechts), den 
AnfangsstrahL Um einen PU:nkt P der Ebene festzulegen , verbinden 
wir 0 mit P; die Strecke OP = r heißt der Leitstrahl, Radius
vektor, Fahrstrahl von P, und der Winkel {}, um den man den 
Anfangsstrahl drehen muß, bis er mit OP zusammenfällt, heißt die 
Amplitude oder Anomalie von P. Man hat die Drehung entgegen 
dem Uhrzeigersinne als positive Drehung festgelegt und bezeichnet 
daher umgekehrt die Uhrzeigerdrehung als negativ e. Die Amplitude {} 
kann also alle Werte von - oo bis + oo durchlaufen. Der Leitstrahl 
dagegen wird, wenn nicht besonderer Anlaß vorhanden ist, ohne Vor
zeichen eingeführt; er ist im allgemeinen eine absolute Größe. 

Es ist ohne weiteres verständlich, daß zu einem gegebenen Werte
paarerund {} sich stets ein und auch nur ein Punkt P finden läßt; 
r und {} heißen seine Polarkoordinaten. Zur Übung suche man 
die Punkte mit den Polarkoordinaten 

a) r = 3cm, {} = 45° ; 

c) r=7cm, {}=225 °; 

e) r = a, {} = -53°; 

b) r = 12 cm, {) = 172°; 

d) r =Sem,{}= 427°; 

f) r = b, {) = 4 (Bogenmaß ! ) . . . 

Andererseits gehört zu einem bestimmten Punkte P zwar stets 
e in und auch nur e in Leitstrahl r = OP (r absolut vorausgesetzt), 

aber unendlich viele Amplituden . Um bei
spielsweise in Abb. 156 den Anfangsstrahl 
mit OP zur Deckung zu bringen, können wir 
ihn um den Winkel {} drehen; wir können ihn 
aber auch um den Winkel {)' drehen, also eine 
volle Drehung mehr ausführen; ebenso kön-

Abb. 156. nen wir beliebig viele Volldrehungen hinzu-
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fügen. Auch durch Drehungen im negativen Sinne (s. {)") läßt sich 
die Lage von OP erreichen. Alle diese unendlich vielen Drehwinkel sind 
Amplituden zu P; sie stehen aber in engem Zusammenhang unterein
ander. Ist nämlich eine Amplitude {} bekannt, so ist jede andere 
Amplitude von P von der Form 

{} + k. 360° bzw. {} + 2kn, 

je nachdem ob man die Amplituden im Gradmaß oder im Bogenmaß 
mißt; k ist hierbei irgendeine positive oder negative ganze Zahl. In 
Abb. 156 ist 

{}" = 75° + (-1). 360° = -285° 

oder im Bogenmaß 

{} = -l'2 n, {}' = -f2 n + 1· 2n = 2T5"2 n = H n, 

{}" = -/''! n + ( --1) · 2 n =-{ ~ n. 

Jede Gleichung zwischen r und {) stellt die Gleichung einer Kurve 
dar; hierbei ist die Kurve die Gesamtheit aller Punkte, deren Polar
koordinaten r und {} diese Gleichung erfüllen. Einige einfache Beispiele 
mögen dies näher erläutern. 

a) Die Gleichung r = a wird von allen Punkten erfüllt, für welche 
der Leitstrahl, welches auch die Amplitude sei, die Länge a hat; alle 
diese Punkte liegen aber auf dem um 0 mit dem Halbmesser r = a 
geschlagenen Kreise. Folglich ist r = a die Gleichung dieses Kreises. 

b) Der Gleichung {) = ~ genügen alle Punkte, für welche, wie 
groß auch der Leitstrahl sein mag, die Amplitude die Größe ~ hat; 
diese Punkte liegen aber sämtlich auf dem von 0 ausgehenden Strahle, 
der mit dem Anfangsstrahle den Winkel ~ einschließt. Folglich ist 
{} = ~ die Gleichung dieses Strahles. 

c) Die einfachste Gleichung, die zwischen r und {} besteht, ist die 
lineare Gleichung 

r=a·{); 7) 

sie sagt aus, daß der Leitstrahl proportional der Amplitude zunimmt. 
Für{) = 0 ist r = 0; d. h. der Nullpunkt ist selbst ein Punkt der Kurve. 
Mit wachsendem {} entfernt sich der zugehörige Punkt immer mehr 
vom Nullpunkt. Nach einem Umlauf, d. h. für{) = 2n ist r = 2na = b. 
Die Kurve (Abb. 157) heißt die Archimedische Spirale; sie schneidet 
jeden Leitstrahl in unendlich vielen Punkten, die um die Strecke b 
voneinander abstehen. Berücksichtigt man auch negative Amplituden, 

so muß man auch negative Leitstrahlen einführen; so ist für il =- ~. 
1 b 

r =- 3 na = - 6 . 
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Diese Strecke ist aber nicht auf dem zu 1} = - ]- gehörigen Strahle, 

sondern auf seiner Rückwärtsverlängerung über 0 hinaus abzutragen; 
man gelangt so zu dem Punkte P 1 in Abb. 157. Auf diese Weise wird 
die Archimedische Spirale selbst über 0 hinaus verlängert; der zu nega
tiven Amplituden gehörige Kurvenzweig ist in der Abbildung gestrichelt 
angedeutet. Man erkennt, daß sich die Archimedische Spirale unendlich 
oft selbst überschneidet; diese Schnittpunkte sind alle auf der durch 0 
gehenden Normalen zum Anfangsstrahle verteilt. Weiteres über diese 
Kurve siehe später S. 405. 

(106) Da sich ein bestimmter Punkt in der Ebene sowohl durch Parallel
koordinaten als auch durch Polarkoordinaten eindeutig festlegen läßt, 

I 
I 

! 
: 
' ' ' 

Abb. 157. 

muß es möglich sein, die einen 
aus den anderen abzuleiten. 
Besonders einfach werdendiese 
Formeln, wenn wir ein recht-

y 
p 

Abb. 158. 

winkliges Parallelkoordinatensystem der Betrachtung zugrunde legen. 
Wir wählen dabei die gegenseitige Lage der beiden Koordinaten
systeme so, daß ihre Nullpunkte aufeinanderfallen und der Anfangs
strahl des Polarkoordinatensystems sich mit der positiven Abszissen
achse deckt (Abb. 158). Es ist dann für jede Lage des Punktes P 

x = rcos {f, y = rsin {}. 8) 

Die Formeln 8) lehren, aus den Polarkoordinaten r und {} die recht
winkligen Koordinaten x und y zu finden. Ferner ist 

r = Jiy2+ x2, tg {} = y_' 
X 

{} = arctg '! . 
X 

9) 

Die Formeln 9) lehren umgekehrt, aus den rechtwinkligen Koordinaten x 
und y die Polarkoordinaten r und {} zu finden, nur seien zu 9) noch 
einige Bemerkungen hinzugefügt. 

Die Quadratwurzel ist - soweit sich nicht das Gegenteil als not
wendig erweist - stets absolut (ohne Vorzeichen) zu nehmen. Bei 
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Bestimmung des Quadranten, in dem{} liegt, ist sowohl das Vorzeichen 
von x als auch das von y zu beachten, die folgende Tabelle zeigt den 
Zusammenhang: 

X 

y 

# 

+ 
+ + 

+ 

Außerdem ist zu dem auf diese Weise gefundenen Winkel {}zwischen 
0 und 2n nach (105) noch eine Größe 2nk zu addieren (k irgend
eine ganze Zahl). 

Die Überführung der Koordinaten eines Systems in die eines anderen 
wird Koordinatentransformation, die sie vermittelndenFormeln8) 
und 9) werden Transformationsformeln genannt. 

Aufgaben: Welches sind die rechtwinkligen Koordinaten des 
Punktes, dessen Polarkoordinaten lauten: 

a) J b) C) d) I e> I o g> 1 h> I i) I k) 

5 i 
2,00 ! 

9 I 10 I o I 10 
-4,000 700° - 10 -10 

\Velches sind die Polarkoordinaten des Punktes, dessen recht
winklige Koordinaten lauten: 

a) 

X= 3 
y = 4 

Zeichnung und Rechnung! 

g) 

7 
8 

h) 

-8 
3 

Mit Hilfe der Transformationsformeln 8) und 9) sind wir in die 
Lage versetzt, die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten aufzu
stellen, wenn uns ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten gegeben 
ist, und umgekehrt. Einige Beispiele mögen dies zeigen. 

a) Wir wissen, daß die Gerade, die zur y-Achse parallel ist und 
auf der x-Achse das Stück a abschneidet, die Gleichung hat x = a 
[s. (104:) S. 285]. Setzen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
voraus, so können wir jetzt leicht die Transformation in Polarkoordinaten 
vornehmen; nach Gleichung 8) ist nämlich 

rcosff = a; also ist 
a 

r = cos# 

die Gleichung dieser Geraden in Polarkoordinaten. Wir finden diese 
Gleichung in Abb. 159 bestätigt. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 19 
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b) Die Scheitelgleichung der Parabel [s. (38)] lautet y = y2px; 
mittels der Formeln 8) ergibt sich hieraus 

rsin19- = y2prcos19- oder 
cos{} ctg{} 

r = 2p~{} = 2p -;--{}. sm sm 

Hieraus folgt eine einfache Konstruktion von Punkten der Parabel 
(s. Abb. 160): Man wähle auf der Parabelachse den Punkt 0, der vom 

y y 

p 

Abb. 159. Abb. 160. 

Scheitel A die Entfernung AC= 2p hat, fälle von ihm auf den freien 
Schenkel der Amplitude # das Lot, das die Scheiteltangente in S 
schneidet, und ziehe durch S die Parallele zur Parabelachse, die den 
freien Schenkel von 19- im Parabelpunkte P schneidet. Denn es ist 

also 
<;::. AS0=19-, also AS = 2pctg#; <r_ SPA = ~9, 

AS ctg{} 
AP = r = -;--{} = 2p -;--{}. 

Sln Slll 

§ 2. Strecken und Flächen im rechtwinkligen 
Koordinatensysteme. Transformation der 

Parallelkoordinatensysteme. 
(107) Im ersten Teile dieses Paragraphen beschränken wir uns auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem. In der Ebene seien zwei Punkte 
Pdx1 !y1) und P 2 (x2 ly2) gegeben. Durch sie ist eine Strecke P 1 P 2 be
stimmt; hierbei ist mit "Strecke P1 P 2" die Strecke nach Größe und 
Richtung gemeint. Man nennt ein Gebilde, zu dessen völliger Be
stimmung sowohl die Angabe seiner Größe als auch die seiner Richtung 
gehört, einen Vektor; eine Größe, der keine Richtung zukommt, 
heißt ein Skalar. In diesem Sinne ist die Strecke P1 P2 also ein Vektor. 
Wir wollen sie vom Anfangspunkte P1 nach dem Endpunkte P2 

hin durchlaufen; sie ist also durchaus verschieden von der Strecke P 2 P 1 , 

die die entgegengesetzte Richtung hat [s. a. (101) S. 280]. Der 
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Richtungssinn wird (s. Abb. 161) durch einen angefügten Pfeil an
gedeutet. 

Um die Richtung einer Strecke P 1 P 2 eindeutig festzulegen, zieht 
man durch ihren Anfangspunkt P1 eine Parallele zur posi
tiven Hälfte der x-Achse und be-
stimmt den Winkel{}, um den man 
diese Parallele um P 1 drehen muß, 
damit sie mit PIP2 zusammen
fällt. - Hieraus ergibt sich, daß die 
beiden Strecken PI P 2 und P 2 PI zwei 
um 180° bzw. :rr verschiedene Rich
tungswinkel {} und {}' haben; es ist 
{}'- {} = :rr. 

Die Strecke P 1 P 2 ist durch ihren 
Anfangspunkt PI und ihren Endpunkt 

Abb. 161. 

P2 völlig bestimmt. Da nun diese beiden Punkte durch ihre 
Koordinaten xi\ YI bzw. x2 j y2 ihrerseits völlig bestimmt sind, muß es 
möglich sein, sowohl die Größe 8 als auch den Richtungswinkel {} 
durch diese vier Koordinaten auszudrücken. Wir ziehen durch P 1 und P 2 

die Parallelen PIXI und P 2 X 2 zur y-Achse und P 1 Y1 und P2Y 2 zur 
x-Achse; PIY1 und P 2 X 2 mögen sich in Q schneiden; dann ist 

PIQ = xlx2 und QP2 = YIY2. Nach 1) ist aber xlx2 = Xz- XI 
und Y1 Y2 = y2 - yi , wie auch die beiden Punkte P 1 und P2 zu
einander liegen mögen. Daher ergibt sich für die L ä nge der Strecke P1 P 2 

die Formel 

8 = 1(x2- x1l2 + (Yz- Y1f2 · 

Weiterhin ist nach der Definition der Winkelfunktionen 

also 

lüa) 

lOb) 

lOb) liefert den Winkel{}; hierbei ist nach dem Vorgange der Formel 9 b) 
zur Bestimmung des Quadranten von {} sowohl das Vorzeichen von 
y2 - YI als auch das von x2 - x1 zu beachten. 

Beispiele. Wir wollen unseren Betrachtungen das Dreieck ABC 
zugrunde legen, dessen Eckpunkte die Koordinat en haben: 

A( - 13 \22) , B(23 \7), C (3 \ - 8); 

es möge, da es auch im folgenden immer wiederkehren wird, kurzweg 
als das Dreieck D bezeichnet werden (s. Abb. am Schluß dieses Bandes). 

Es sind die Länge und die Richtung der Seiten AB, BC, CA des 
Dreiecks D zu berechnen. 

(a = 25, {}BC = 216 ° 52' ll" ; b = 34 , {} CA = 118 ° 4' 21"; 

c = 39 I {}AB = 337 ° 22' 48" .) 
19* 
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Es ist zu zeigen, daß der Richtungswinkel von P 2 PI um n ver
schieden ist von dem Richtungswinkel PI P 2 • 

Umgekehrt kann man aus der Länge s und dem Richtungswinkel {} 
einer Strecke PIP2 zwar nicht die Koordinaten der beiden Punkte PI 
und P 2 , wohl aber die Differenz ihrer Abszissen und die ihrer Ordninaten 
berechnen nach den Formeln 

y2 - YI = ssin{}. 11) 

Man addiert zwei Strecken (Vektoren), indem man sie nach 
Größe und Richtung aneinandersetzt, d. h. die zweite Strecke unter 
Beibehalten ihrer Richtung so in der Ebene verschiebt, daß ihr Anfangs
punkt auf den Endpunkt der ersten Strecke fällt; die Strecke, deren 
Anfangspunkt der Anfangspunkt der ersten, und deren Endpunkt der 
Endpunkt der zweiten Strecke in ihrerneuen Lage ist, heißt die Summe 
der beiden ursprünglichen Strecken. Diesen Vorgang bezeichnet man 
als geometrische Addition. Hierbei ist die Lage der Anfangs
punkte derßtrecken unwesentlich, ebenso ist die Reihenfolge der 
Summanden ohne Belang. (S.Abb. 162: AIB1 die ursprüngliche 

I 
I 

I ;v, 
A, - -- I Üz- - -- JD, 

Abb. 162. 

Lage des einen Summanden v1 , A2 B2 

die ursprüngliche Lage des anderen 
Summanden v2 ; es ist gleichgültig, 
ob man in BI nach Größe und Rich
tung B 1 C1 = v2 oder in B2 nach 
Größe und Richtung B2 C2 = v1 an
fügt, da A1 C1 = A2 C2 = V8 ist; man 
kann auch in A1 erst A1 D1 = v2 

und in D 1 dann D1 C1 = vi anfügen. Anwendung bei Zusammensetzen 
von Kräften!) 

In Abb. 161 heißt X 1 X 2 die Projektion der tltrecke (des Vektors) 
P 1 P 2 auf die x-Achse; unter dem Neigungswinkel einer Strecke 
(eines Vektors) gegen einen Strahl versteht man den Winkel, 
um den man diesen Strahl drehen muß, bis er in die Richtung 
der Strecke (des Vektors) fällt oder parallel und gleich
gerichtet mit ihr ist. Hiernach ist{} der Neigungswinkel des Vektors 
P 1 P 2 gegen die x-Achse. Da X1 X 2 = s • cos{} ist [s. 11)], ergibt 
sich der Satz : 

Man erhält dte Projektion einer Strecke gegen einen 
Strahl, indem man die Länge d er Strecke mit dem Ko
sinus ihres Neigungswinkels gegen diesen Strahl multi
pliziert. 

Da man die positive y-Achse um den Winkel -~-n drehen muß, bis 
sie mit der positiven x-Achse zusammenfällt, bedarf es der Drehung 
um den Winkel {-n + {}, bis sie parallel und gleichgerichtet mit P 1 P 2 
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ist. Demnach ist die Projektion von P 1 P 2 auf die y-Achse 

Y1 Y2 = 8 • cos (~ n: + fJ) = 8 • sim't = y2 - Y1 , 

in Übereinstimmung mit :Formel ll b). 

293 

Eine unmittelbare Folge dieser Entwicklungen ist der 
Projektionssatz: Alle Linienzüge, die von einem bestimmten 

Anfangspunkte P 1 zu einem bestimmten Endpunkte P 2 führen, liefern 
auf eine beliebige Gerade dieselbe Projektion, nämlich die Projektion 
der Strecke P1 P 2 • - Die Projektion jedes geschlossenen Linienzuges 
auf eine beliebige Achse ist gleich Null. 

Daß der Projektionssatz für einen aus Strecken bestehenden Linien
zug gilt, leuchtet auf Grund der obigen Definition der Projektion einer 
Strecke ohne weiteres ein; da man sich einen krumm verlaufenden Linien
zug, insbesondere eine Kurve, aus 
unendlich vielen unendlich kleinen 
Strecken entstanden denken kann, so 
gilt der Projektionssatz auch für diese. 

Anwendung: Gegeben sei ein 
regelmäßiges n-Eck von der Seiten
länge 8, dessen Mittelpunkt in 0 
liege; die erste Seite bilde mit der 
x-Achse den Winkel <X. Da man 

jede Seite um den Winkel 2 .n drehen n 

y 

Abb. 16:l. muß, damit sie die Richtung der 
auf sie folgenden annimmt, bildet 
die zweite Seite mit der x-Achse den Winkel <X + 2.n, die dritte den 

n 
Winkel a + 2. 2~, .. . die letzte den Winkel a + (n- l) 2 n: • Die n n 
Projektion des Umfanges des regelmäßigen n-Eckes auf die x-Achse 
ist also 

( 2n) ( 2n) 8 • cos a + 8 • cos a + --n + 8 • cos a + 2 . --n + ... 

+ 8 • cos (<X + (n- l) 2:). 

Der Linienzug ist aber geschlossen ; folglich ist nach dem Projektions
satze die Projektion auf die x-Achse gleich Null, und es ergibt sich die 
wichtige goniometrische Formel 

cosa +cos( <X+ 2:) + cos( <X+ 2 · 2nn) + · · · + cos(a + (n- l) · ~".':·) = 0 . 

Aus der Projektion auf die y-Achse erhalten wir ebenso 

sin <X + sin (<X + ~~:") + sin( <X + 2 · 2nn) + · · · + sin( <X + (n - l) · ~n) = 0. 
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Ist n = 3, so folgt hieraus die in der Elektrotechnik verwendete Formel 
(Dreiphasenstrom): 

sincx + sin(cx + 120°) + sin(cx + 240°) = 0. 

(108) Durch die beiden Punkte P 1 und P 2 ist in Verbindung mit dem 
Nullpunkt 0 ein Dreieck (Abb. 161) OP1 P 2 bestimmt; wir wollen 
seinen Inhalt F berechnen. Sind{\ und r1 die Polarkoordinaten des 
Punktes P1 und {}2 und r2 die von P 2 , so ist nach dem Sinussatze 

2F =r1 r2 sin ({}2 -{}1) =r1 cos{}1 • r2 sin {}2-r2 cos{}2 • r1 sin {}1 =x1 y2-x2 y1 ; 

also 12) 

Formel 12) berechnet den Flächeninhalt aus den Koordinaten der 
beiden Punkte P 1 und P2 • Hierbei ist zu beachten, daß sich fürFauch 
ein negativer Wert ergeben kann, wenn nämlich sin{&2 - {}1) < 0 , d.h. 

:n: < {}2 - {}1 < 2:n: oder 0 > {}2 - {}1 > -:n: 

ist. Das ist dann der Fall, wenn die kürzeste Drehung, die den VektorO P 1 

in den Vektor OP2 überführt, die negative ist. Damit erhalten wir 
aber ein sehr anschauliches Kennzeichen für die Entscheidung über 
das Vorzeichen der Fläche: 

Folgen die Ecken 0, P 1 , P 2 des Dreiecks OP1 P 2 so aufein
ander, daß der Inhalt des Dreiecks zur linken Hand bleibt, 
so ist das Vorzeichen der Fläche positiv, im anderen Falle 
negativ. 

Die tiefere Berechtigung dafür, der Dreieckfläche ein Vorzeichen 
zu erteilen, wird klar, wenn wir den Vektor P 1 P 2 als eine Kraft deuten. 
Der doppelte Inhalt des Dreiecks ist dann das Produkt aus der Grund
linie P 1 P2 und dem von 0 auf diese gefällten Lote, also das statische 
Moment oder Drehmoment der Kraft P1 P2 bezüglich des 
Punktes 0, und für dieses ist ein Vorzeichen sehr wohl berechtigt 
je nach dem Drehsinne der Kraft P1 P 2 ; sucht sie im Gegenzeigersinne 
zu drehen, so wird ihr Moment positiv, im anderen Falle negativ. 

Wenden wir Formel 12) auf unser Dreieck D an, so finden wir 
für den Inhalt des Dreiecks OAB 

F = -t ((- 13) · 7 - 22 · 23) = -298,5. 

Das negative Vorzeichen erklärt sich aus der Tatsache, daß beim Um
lauf in der Reihenfolge 0, A , B die Fläche zur Rechten bleibt. Da
gegen würde der Inhalt die Fläche OBA den Inhalt +298,5 ergeben. 
Welches sind die Inhalte der Dreiecke OBG und OCA? 

Aus der Eigenschaft, daß Flächen mit Vorzeichen behaftet (relative 
Größen) sind, ergibt sich sehr bequem eine Möglichkeit, den Flächen
inhalt irgendeiner geradlinigen Figur zu berechnen. Um den Inhalt 
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des in Abb. 164 gezeichneten Fünfecks P1 P 2 P3 P4 P5 zu bestimmen, 
verbinden wir jeden Eckpunkt mit 0; dadurch stellt sich das Fünf-
eck dar als die Summe der fünf Dreiecke -y 

OP1 P 2 + OP2 P3 + OP3 P4 

+ OP4P 5 + OP5 P 1 • 

Von diesen haben die ersten vier positives 
Vorzeichen; ihre Summe ist also die Fläche 
OP1 P2P 3 P 4 P50. Addiert man zu dieser 
Figur noch das Dreieck 0 P 5 P 1 , das von --------4'2..::...._:...._ _ ___,_.x 
selbst negativ wird (vgl. den Umlaufssinn 
in der Abbildung), so ergibt sich die 
Fläche des Fünfecks P 1 P 2 P 3 P4P 5 • Abb. 164. 

Hat man ganz allgemein ein n-Eck 
P1 P 2P 3 ••• Pn-tPn, dessen Eckpunkte die Koordinaten x1 [ y1 ,r x2 1 y2 , 

x3 [y3 , . . • , Xn-r[Yn- 1 , Xn [Yn haben, so ist sein doppelter Inhalt, wie 
man durch Zerlegen in Dreiecke mit der gemeinsamen Ecke 0 bekommt, 

2F = X1Y2- X2Y1 + X2Ya - XsY2 + XaY4- X4Ya + · · · 
oder 

2F _ Yt(Xn-Xz) + Y2(x1- Xa) + Ya(x2- X4) + · · · + Yn(Xn-t- xl)} 

- X1 (y2- Yn) + X2(Ys- Yt) + Xa(Y4- Y2l + · .. + Xn(Yt- Yn-tl · 
13) 

Die Fläche hat das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem 
ihr Umlaufssinn mit dem positiven oder mit dem negativen Drehsinn 
übereinstimmt. 

Berechne hiernach den Inhalt des Dreiecks D! 

2F = 22(3- 23) + 7(-13- 3) + (-8) (23 + 13) =-840. 

(109) Die Transformation des Parallelkoordinatensystems befaßt sich 
mit der Aufgabe, aus den Koordinaten, die ein bestimmter Punkt P 
der Ebene in irgendeinem Parallelkoordinatensystem hat, seine Koordi
naten in irgendeinem anderen Parallelkoordinatensystem zu brechen. 

Es sind also aus (Abb. 165) den Koordinaten OX = x, XP = y 
des Punktes P im Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte 0 und 
den Achsen x und y seine Koordinaten QS = ~ und ZP = 17 im 
Koordinatensysteme mit dem Anfangspunkte Q und den Achsen ~ 

und 'YJ zu ermitteln. 
Wir werden diese Aufgabe in vier Schritten lösen. Zuerst werden 

wir eine Parallelverschiebung des Oxy-Systems nach Q vornehmen, 
d. h. wir werden an Stelle des Oxy-Systems ein neues Q!~ einführen 
derart, daß die !-Achse parallel der x-Achse und die ~-Achse parallel 
der y-Achse wird. Sodann werden wir das schiefwinklige Q!~-
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System in ein rechtwinkliges Koordinatensystem QXY über
führen, so, daß die X-Achse mit der !;-Achse zusammenfällt. Drittens 

werden wir das recht
winklige Koordinaten
system Q X Y so lange um Q 
drehen, bis die I-Achse 
des neuen rechtwinkligen 
Systems 0 I IJ) mit der 
~ -Achse zusammenfällt. 
Schließlich werden wir das 
rechtwinklige Q I IJ)-System 

----fff-....L..L-f-..<--+--.:,...,..-::::....."..--....._--· in das schiefwinklige 
·-........... 

/ I 
Abb. 165. 

System Q ~ 1J ü herführen. 
Damit ist die Aufgabe dann 
gelöst. Die Reihenfolge der 
Schritte kann abgeändert 
werden; man könnte bei
spielsweise auch erst aus 
dem schiefwinkligen in das 
rechtwinklige System über

gehen, sodann die Parallelverschiebung, darauf die Drehung vornehmen 
und schließlich aus dem rechtwinkligen System in das gewünschte 
schiefwinklige System übergehen. Tatsache ist jedenfalls, daß diese 
vier Schritte - in welcher Reihenfolge auch immer - stets die Über
führung aus einem beliebigen System in ein anderes beliebiges System 
ermöglichen. In vielen Sonderfällen genügteine geringereAnzahl Schritte. 

Wir erkennen, daß wir drei grundlegende Aufgaben zu lösen haben, 
nämlich: 

l. Parallelverschiebung eines Koordinatensystems, 
2. Überführung eines rechtwinkligen Koordinatensystems in ein 

schiefwinkliges und umgekehrt, 
3. Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems um den Null

punkt. 
Wir beginnen mit der ersten Aufgabe. 

,f,?J 
I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

p 
(110) A. Parallelverschiebung des Koor
dinatensystems (Abb.l66). Die Koordinaten 

:",· ·-"-s des neuen Nullpunktes Q bezüglich des ur
sprünglichen Systems seien OQx= a, Qx Q=b. 

---flf--""-!i~-t----.x Der Punkt P habe im ursprünglichen Systeme 

Abb. 166. 

die Koordinaten OX = x, XP = y und im 
neuen Systeme die Koordinaten Q S = ~, 
SP = 1J· Nun ist nach Formel 2) S. 280, 
wie auch die Punkte 0, Q, P zueinander 
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liegen mögen, 

OX = OQ., + Q.,P, XP =XE+ EP = Q.,Q + EP. 

Führen wir die obigen Bezeichnungen ein, so erhalten wir die Formeln 

c = x- a, 

14a) 

14 b) 

Die Formeln 14 a) drücken die alten Koordinaten x und y durch die 
neuen ; und 'Y) aus, 14 b) lehren aus den alten Koordinaten x und y 
die neuen ; und 'YJ zu finden. 

Eine Anwendung dieser Formeln haben wir schon in (15) S. 26f. 
gemacht, wo wir durch Parallelverschiebung des Koordinatensystems 
um X 8 bzw. Ys nachwiesen, daß die Gleichung von der Form 
y = ax2 + bx + c stets eine Parabel zur Bildkurve hat. Eine 
weitere ist in (25) S. 53 f. erfolgt. Hieraus erhellt gleichzeitig die 
Wichtigkeit der Transformation der Koordinatensysteme ; man kann 
nämlich häufig aus der Gleichung, die eine Kurve in einem anderen 
Koordinatensysteme hat, Eigenschaften derselben ablesen, die man 
sonst nur auf sehr umständlichem Wege gefunden hätte. Ein anderer 
Beleg dafür soll hier noch gebracht werden. 

a) Die allgemeinste Gleichung zweiten Grades zwischen den 
beiden Veränderlichen x und y lautet 

a20 x2 + 2 a11 x y + a02 y2 + 2 a10 x + 2 a 01 y + a00 = 0 . a ) 

Hierbei sind a20 , a11 , a02 , a10 , a01 , a00 beliebige Konstanten. Die Kurve, 
die diese Gleichung hat, d. h. deren Punkte sämtlich der Art sind, 
daß ihre Koordinaten die Gleichung erfüllen, heißt eine Kurve zweiter 
Ordnung. Von dieser Kurve, deren Gestalt uns jetzt nicht weiter 
kümmern soll, wollen wir eine wichtige Eigenschaft ableiten: Wir ver
schieben das K oordinatensystem nach einem neuen Nullpunkt Q, 
dessen Koordinaten a und b vorläufig noch unbestimmt bleiben mögen. 
Die Gleichung dieser Kurve im neuen System lautet unter Verwendung 
der Formeln 14 a) 

a20 (; + a)2 + 2a11 (; + a) ('Y) + b) + a02 ('Y] + b)2 + 2a10 (; + a) 

oder 
+ 2a01 ('Y) + b) + a00 = 0 

a2o ;z + 2 an ; 'YJ + ao2 'YJ2 + 2 alo (azo . a + au • b + alO) ; I 
+ J (a11 • a + a02 • b + a01) 'Y) b) 

+ (a20 • a2 + 2 a11 ·ab + a02 • b2 + 2a10 • a + 2 a01 • b + a 00) = 0. 

Bestimmen wir nun die beiden Größen a und b so, daß sie die linearen 
Gleichungen erfüllen 

a 20 • a + a11 • b + a10 = 0 und 
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so geht die Gleichung der Kurve über in die folgende: 

a 20 ~2 + 2 a 11 $1] + a 02 172 + 0 = 0 d) 

(0 = a20 • a2 + 2a11 • ab+ a02 • b2 + 2a10 • a + 2a01 • b + a00). 

Nach der Theorie der linearen Gleichungen lassen sich die beiden Glei
chungen c) stets auflösen, wenn a20 • a 02 - a~1 + 0 ist. Ist also diese 
Bedingung erfüllt, so läßt sich stets ein Punkt Q (a/b) finden. Nun ist 
ohne weiteres ersichtlich, daß, falls ein Koordinatenpaar ~0 /1Jo die 
Gleichung d) erfüllt, auch das Koordinatenpaar (-~0 /-1)0) diese 
Gleichung erfüllt [s. a. (25) S. 54]. Die zugehörigen Punkte P0 und P~ 
liegen dann so zueinander, daß ihre Verbindungsstrecke durch Q geht 
und von Q halbiert wird. Jede durchQ gehende Sehne der Kurve wird 
demnach durch Q halbiert, d. h. Q ist ein Mittelpunkt der Kurve. 
Ist also a 20 • a 02 - a1~ + 0, so besitzt dieKurvezweiter Ordnung 
a) einen Mittelpunkt; sie ist eine Mittelpunktskurve zweiter 
Ordnung. 

b) Die Mittelpunktsgleichung des Kreises vom Halbmesser c lautet 
im rechtwinkligen Koordinatensystem [s. (104) S. 285] 

x2 + y2 - c2 = 0. 6) 

Wir wollen das Koordinatensystem nach dem linken Schnittpunkte A 
des Kreises mit der x-Achse verlegen (s. Abb. 167). A hat die Koordi-

V naten xa = -c, Ya = 0. Werdendieneneu 

:r 

Koordinatenachsen durch ~ und~ bezeich
net, so sind die Transformationsformeln 
x = ~- c, y =~.und Gleichung 6) geht 
über in 

8 ~ oder 
ü; - c)2 + ~2 = c2 

~2 + ~2 - 2 c ~ = 0 0 

C Wählen wir A zum Pol eines Polarkoordi
natensystems, dessen Anfangsstrahl die 

Abb. l67. positive ~-Achse ist, so ist ~ = r cos {}, 
~ = r sin {}, und die Gleichung des Kreises 

lautet in diesem Polarkoordinatensystem 

oder r = 2ccosff. 

Die Richtigkeit dieses Ergebnisses können wir leicht an Hand der 
Abb. 167 nachprüfen. Es ist 

1:-.APB = 1R und AP =AB cosff, also r = 2ccosff. 

Wie lautet die Gleichung des Kreises, wenn der Nullpunkt nach dem 
Punkte B bzw. nach 0, D , E(ccoscx/csincx) verlegt wird? 
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(111) B. Vberführung eines rechtwinkligen Koordinatensystems in ein 
schiefwinkliges und umgekehrt (Abb. 168). Es seien OPx = x und 

Px P = y die Koordinaten von P im rechtwinkligen xy-System 

und OP x = X und P x P = Y die Koordinaten von P im schief

y 
V 

winkligen X Y- Systeme, dessen Koordinaten
winkel w sei. Nach dem Projektionssatze 
[s. (107) S. 293] hat jeder Linienzug, der 
von 0 nach P verläuft, auf irgendeine Ge
rade die gleiche Projektion. Von 0 nach P 
führt einmal der Linienzug 0 P x P, zweitens 
der Linienzug OP x P. Beide wollen wir zu- --fJ(I--'---....,f----;-;---x*X 

Px 
nächst auf die x-Achse projizieren. OPx bil-
det mit der x-Achse den Winkel 0°, Px P 
den Winkel 90°; es ist also die Projektion 
von OPx P auf die x-Achse: 

0 P x cosO o + P x P cos 90 o = x. 

Abb. 168. 

OPx bildet mit der x-Achse den Winkel 0°, P.\ P den Winkel w; also 
ist die Projektion von OPxP auf die x-Achse: 

0 P x cos 0 ° + Px P · cos w = X + Y cos w . 

Wir erhalten demnach 
x = X+ Ycos w. 

Nun projizieren wir beide Linienzüge auf die y-Achse. Bedenken wir, 

daß die Strecken OPx, Px P, OP x• P x P mit der y-Achse der Reihe 
nach die Winkel 270°, 0°, 270°, 270° + w einschließen, da man die 
y-Achse um diese Winkel drehen muß, um sie mit diesen Strecken 
zur Deckung zu bringen, so ergibt sich aus dem Projektionssatze 

OP.vcos270° + PxPcos0° = 0Pxcos270° + P x Pcos(270 ° + w) 

oder 
y = Ysinw. 

Die beiden Formeln 

x =X+ Ycosw, y = Ysinw 15a) 

lehren, aus den schiefwinkligen Koordinaten X und Y von P seine 
rechtwinkligen Koordinaten x und y zu finden. Wir lösen diese Glei
chungen nach X und Y auf und erhalten 

X = x - y ctg w , Y - ·· Y _ 15 b) 
- sinw' 

Formeln, die umgekehrt die schiefwinkligen Koordinaten von P durch 
die rechtwinkligen Koordinaten ausdrücken. 

Als Anwendungsbeispiel möge das folgende dienen: Wir wissen, 
daß im rechtwinkligen Koordinatensystem y2 = 2px die Scheitel-
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gleichung der Parabel ist [s. (38) S. 89]. Wir stellen uns jetzt 
die Frage: Welche Kurve wird im schiefwinkligen Koordinaten
system durch die Gleichung a) y2 = 2px beschrieben~ Wir wollen 
uns zunächst ein Bild von der Gestalt der Kurve verschaffen. Sie 
geht durch den Anfangspunkt, da für x = 0 auch y = 0 ist; zu jedem 
positiven Werte x gehören die zwei entgegengesetzt gleichen Werte 
von y = ± y2px. Alle zur y-Achse parallelen Sehnen werden dem
nach von der x-Achse halbiert; es besteht eine Art von Symmetrie, 
nur daß die Verbindungssehnen entsprechender Punkte nicht auf der 
Symmetrielinie senkrecht stehen, sondern sämtlich unter dem Koordi
natenwinkel w gegen sie geneigt sind. Die y-Achse ist Tangente an die 
Kurve in 0. Es macht ganz den Eindruck, als wäre die Kurve unsere 
bekannte Parabel; der Beweis ist erbracht, wenn wir durch Übergang zu 

I 
I 
I 

einem rechtwinkligen Koordinaten
system und Parallelverschiebung 
auf eine Gleichung von der Form 
'Y/2 = 2 n ~ für diese Kurve ge

~ x langen. Wir wollen zu diesem 

I 

--·--t---·-·-·----- --g 
I 

Zwecke zunächst aus dem schief~ 
winkligen xy-System in das recht
winklige ~ t)- System durch die 
Gleichungen 15 b) 

I 

x = ~ - t) ctgw, 

Abb. 169. übergehen. Aus der 
y2 = 2px wird dann 

t)2 = 2ppin2 w- 2pt) sinw cos w. 

Gleichung 

b) 

Nun wollen wir das rechtwinklige ~t)-System nach einem neuen Anfangs
punkte Q mit den Achsen~ und 'YJ parallel verschieben; die Koordinaten 
von Q seien im ~t)-System ~ = a und t) = bundvorläufig unbestimmt 
gelassen. Die Transformationsformeln lauten nach 14) 

6 = ~ + a, 

und Gleichung b) geht über in 

oder 
(17 + b)2 = 2 p(~ + a) sin2w- 2 p('Y} + b) oünw cosw 

r? = 2 p sin2w · ~- 2 (b + sinw cosw) · 'YJ } 

+ (2 pasin2w- 2 pb sinw cosw - b2). 

Nun setzen wir 

b + p sinw cosw = 0, 2pasin2m - 2pb sinwcosw- b2 = 0; 

c) 
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aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir 

b = -p sinw cosw, 

oder 

a = - ~ cos2 w , b = - p sin w cos w . 

301 

Führen wir diese Werte für a und b in c) ein, so geht die Gleichung 
unserer Kurve über in 

'Y/2 = 2 · p sin2 w · ~ 
oder, wenn wir zur Abkürzung psin2w = n 1) setzen, 

r12 = 2n~ . d) 
Dies ist, da das ~'Yj-System rechtwinklig ist, in der Tat die Scheitel
gleichung einer Parabel. Demnach stellt auch die ursprüngliche Glei
chung x2 = 2px eine Parabel dar; die x-Achse ist parallel zur Parabel
achse oder ein Durchmesser der Parabel, und die y-Achse ist die 
Tangente, die im Endpunkte dieses Durchmessers an die Parabel ge
legt worden ist; die Tangente heißt konjugiert zu dem durch den 
Berührungspunkt gehenden Durchmesser. 

(112) C. Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems um einen 
Winkel IX (Abb. 170). Es seien OX = x und XP = y die Koordinaten 
von P im xy-System und Ox =~und y 
IP = ~ die Koordinaten des nämlichen y 
Punktes in dem durch Drehung um IX 

aus dem xy-System hervorgegangenen 
!~-System. Zur Ableitung der Bezie
hungen zwischen x und y einerseits und 
6 und ~ andererseits wenden wir wie in 

p 

B. auf die beiden von 0 nach P füh- ------,f!E---'----t,...---~.x 

renden Linienzüge OXP und OIP den 
Projektionsatz [s. (107) S. 293] an . . Be
denken wir, daß die Strecken OX, XP, 
Ox, IP mit der x-Acbse nach unserer Abb. 110. 

Definition [s. (107) S. 291] der Reihe 
nach die Neigungswinkel 0 o, 90 o, IX , IX + 90 o einschließen, so be
kommen wir die Beziehung 

OX · cos0 ° + XP · cos90° = Ox · cos <X + IP · cos(90° + <X) 
oder 

X = 6 COS IX - ~ sin IX • 

Die einzelnen Strecken der beiden Linienzüge haben gegen die y-Achse 
die Neigungswinkel 270 °, 0 °, 270 ° + o;, IX; also ergibt sich 

OX · cos270 ° + XP · cos 0 ° = Ox · cos(270 ° + ~X)+ IP · cos ~X 

1) Unter .n ist hier ni c ht die Ludolphsche Zahl 3,14159 zu verstehen! 
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oder 
y = ~ siniX + t) COSIX. 

Die beiden Formeln 

X = ~ COS IX - t) sin IX und y = piniX + t) COSIX 16a) 

lehren, die ursprünglichen Koordinaten x und y des Punktes P aus 
den um IX "gedrehten" Koordinaten ~ und t) zu finden. 

Projizieren wir jetzt beide Linienzüge auf die ~-Achse und bedenken, 
daß die Strecken OX, XP, Ox, IP mit dieser der Reihe nach die Winkel 
360 o - IX , 90 o - IX , 0 o, 90 o einschließen, und schließlich auf die t)-Achse, 
wobei die Neigungswinkel 270°- IX, 360°- IX, 270°, 90° sind, so 
erhalten wir die Gleichungen 

~ = XCOSIX + ysiniX und t) = -xsiniX + ycosiX , 16b) 

welche die "gedrehten" Koo~dinaten von P durch die ursprünglichen 
ausdrücken. Die Formeln 16 b) hätte man auch erhalten, wenn man 
die Formeln 16a) nach ~ und t) aufgelöst hätte, oder wenn man in den 
Formeln 16 a) IX durch -IX, x durch ! , y durch t) ersetzt hätte, da 
das xy-System aus dem !t)-System dadurch hervorgeht, daß man 
letzteres um den Winkel - IX dreht. 

Die Drehung des rechtwinkligen Koordinatensystems findet sehr 
häufige Verwendung; wir wollen sie uns daher durch Behandlung 
mehrerer Beispiele zu eigen machen. 

a) Die Mittelpunktsgleichung des Kreises vom Halbmesser c lautet 
im rechtwinkligen Koordinatensystem [s. (104) S. 285] x2 + y2- c2 = 0; 
wie heißt sie im !t)-System 1 Durch die Formeln 16 a) geht die 
Gleichung über in 

(!COSIX - t)sin1X)2 + (!;Sin<X + t)COS<X) 2 - c2 = 0 

oder, wie man durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen erkennt, 
62 + t)2 - c2 = 0; sie hat also im !t)-System genau die gleiche Form 
wie im xy-System. Es folgt hieraus: Legt man durch den Koordinaten
anfangspunkt irgendein rechtwinkliges Koordinatensystem, so hat die 
Kurve zu diesem genau die gleiche Lage wie zu einem anderen recht
winkligen Koordinatensystem, das durch 0 geht; das ist aber die 
gerade für den Kreis bemerkenswerte Eigenschaft. 

b) Wie ändert sich die . Gleichung 

x3 - 3 x y2 - a3 = 0 , a) 

wenn das Koordinatensystem um -120 ° gedreht wird 1 Die Formeln 16 b) 
lauten in diesem Sonderfall 

X= - t 6 + }f3' t), 
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und die ursprüngliche Gleichung geht über in 

(- t 6 + t l"3 · ~)3 - 3 (- + 6 + t y3 · ~) (- t l"3 · 6 - 1 ~)2 - a3 = 0 

oder 

- t !3 + t 1"3!2~ - ~~ 6 ~2 + t y3 ~3 + "~- !3-* i3 ~2~ + t V3 62~ 
- 1- 6 ~2 + t 6 ~2 - -~ y3 ~3 - aa = 0 

oder 

im neuen Koordinatensystem ist also die Gleichung von derselben 
Form wie im ursprünglichen. Das heißt aber nichts anderes, als daß die 
zugehörige Kurve zu dem xy-System die gleiche Lage hat wie zu dem 
um -120° gegen dieses gedrehten !~-Systeme. Daraus folgt weiter, 
daß die Kurve, wenn man sie um 120 o um 0 dreht, wieder mit sich 
selbst zur Deckung kommt; sie muß demnach aus drei einander kon
gruenten Teilen bestehen. Eine Bestätigung für diesen Schluß erhalten 
wir, wenn wir in Polarkoordinaten um
formen; mittels der Formeln 8) S. 288 
ergibt sich aus der Ausgangsgleichung 

r3 (cos3 if- 3 cosif sin2ß)- a3 = 0. 

Da nun aber, wie sich ohne Mühe nach
weisen läßt, 

cos3if- 3 costfsin2 if = cos3if 

ist, so lautetdie Gleichung r3 cos3if = a3 

oder a 
r = ~--- · b) 

ycos3& ' 

y 

r ist also eine periodische Funktion Abb. 171. 

von if, und zwar folgt aus 3/} = 360 ° 
die Periode 120 o; r &+ 120• = r0 . Hiermit ist die oben abgeleitete 
Eigenschaft der Kurve bestätigt. Im übrigen ergibt sich aus Glei
chung b) die in Abb. 171 dargestellte Form der Kurve. 

c) Die Asymptotengleichung der gleichseitigen Hyperbel 
lautet 

x · y = c2 ; a) 

[s. (31) S. 69]; wir wollen eine Drehung des Koordinatensystems um 
45 o vornehmen und die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel in dem 
neuen System aufstellen. Nach den Formeln 16a) ist hier 

also 

oder 
t (!2- ~2) = c'Z 

!2_ t)2 = 2c2. b) 
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Man nennt diese Gleichung die Achsengleichung der gleich
seitigen Hyperbel. Die x-Achse heißt die reelle Achse, da sie 
die Hyperbel in den reellen Punkten A1 und A2 , den sog. Scheiteln 
schneidet (s. Abb. 172), und die y-Achse die imaginäre Achse, 
da sie die Hyperbel in zwei "imaginären" Punkten schneidet. Die Strecke 
A2 A1 = 2c y2 heißt die Länge der reellen Achse, die Strecke 
OA1 = OA 2 = c y2 die Länge der reellen Halbachse der gleich
seitigen Hyperbel. 

Abb. 172. Abb. 173. 

Wir verallgemeinern den Fall c) und wollen die Kurve untersuchen, 
deren Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten lautet: 

c) 

Die durch diese Gleichung bestimmte Kurve wird Hyperbel genannt. 
Aus der Tatsache, daß in c) sowohl x als auch y nur im Quadrat auf
treten, folgt, daß die Kurve zu beiden Koordinatenachsen symmetrisch 
liegt. Die Hyperbel hat also zwei Symmetrieachsen; man nennt sie 
die Achsen der Hyperbel, und die Gleichung c) Achsengleichung 
der Hyperbel. Die x-Achse schneidet die Hyperbel in zwei Punkten A1 

und A2 (Abb. 173), deren Abszissen +a bzw. -a sind; sie heißt die 
reelle Achse, A1 , A 2 die Scheitel und a die Länge der reellen 
Halbachse. Für x = 0 wird dagegen y =±bi; d. h. die y-Achse 
schneidet die Hyperbel nicht in reellen Punkten. Die y-Achse wird 
imaginäre Achse der Hyperbel genannt; b ist die Länge der ima
ginären Hal bachse. Setzen wir zur weiteren Untersuchung y = x tgß, 
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so geht c) über in 

x2 (~ - tg2 {}) = 1 oder b2 a2 
b 

X = ··· ···· -

\ b)2 Y a - tg28 

und 

Es gibt also nur so lange reelle Abszissen und Ordinaten, als 

tg2 {} ~ (~Y oder - ~ ;?; tgß :::;_: + ~ 
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ist. Nur solche durch 0 gehende Geraden schneiden die Hyperbel, 
deren Neigungswinkel {} gegen die x-Achse diese Bedingung erfüllt. 
In den beiden Grenzfällen 

b 
tgy = +-

a 
und 1 b tgy = -

a 

wird sowohl x als auch y unendlich groß; die beiden durch 0 gehenden 
Geraden, die diesen Winkel Y mit der x-Achse einschließen, schneiden 
also die Hyperbel erst im Unendlichen; sie sind Asymptoten an die 
Hyperbel. Diese Asymptoten wollen wir jetzt als neue Koordinaten-
achsen wählen und auf sie die Hyper- y 

bei beziehen. Wir könnten so vor- 7J 
gehen, daß wir das xy-System nach C. 
zuerst um den Winkel -Y drehen, wo
durch die x-Achse mit der ~-Achse zur 

Deckung käme, und dann aus dem recht- -----fll--'--/---&--~.x 
winkligen Koordinatensystem nach B. in 
ein schiefwinkliges mit dem Achsen
winkel 2Y übergehen, wodurch die Or-
dinatenachse auf die andere Asymptote 
fiele. Wir können aber die Transforma-
tion auch mit einem Schritte erledigen. 
Den letzten Weg wollen wir jetzt ein

Abb. 174. 

schlagen. Abb.l74 soll der Ableitung der zugehörigen Transformations
formeln dienen. Es ist 

OX=x, XP=y, OE=~, EP='YJ· 

Die beiden Linienzüge OXP und OEP sollen einmal auf die X-Achse, 
das andere Mal auf die y-Achse projiziert werden; da die Strecken 
OX, XP, OE, EP mit der x-Achse bzw. der y-Achse der Reihe nach 
die Winkel 0°, 90°, 360° - Y, Y bzw. 270°, 0 °, 270 ° - Y , 270 ° + J' 

einschließen, erhalten wir die Transformationsformeln 

X = ( ~ + 'Yj) COS V , y = ( - ~ + 17) sin v . 
Da ferner 

b 
tgv = a ' al8o 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I . 

a 
cos v = -=, 

y'a2 + b2 

. b 
Sln V = ··=cc:· 

Ya2 + b" 

20 
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ist, so ist 
X l 
a = ra2 + b2 (~ + 1J), 

und folglich 

oder 
it_+ '7)2 - (-~ + '7)2 = 1 
az + b2 a2 + b2 

a2 + b2 ;11 = -4-

(113) 

d) 

die Gleichung unserer Hyperbel, wenn die Asymptoten als Achsen ge
wählt werden; sie wird die Asymptotengleichung der Hyperbel ge
nannt. Sie weist denselben Bau auf wie die Asymptotengleichung der 
gleichseitigen Hyperbel. Der Unterschied zwischen den beiden Hyperbeln 
besteht nur darin, daß die Asymptoten hier einen rechten, dort einen 
schiefen Winkel miteinander bilden. 

Welche Transformation wir auch vornehmen, ob A. oder B. oder C., 
stets wird der Übergang durch ein System linearer Gleichungen 
vermittelt, wie wir in den Gleichungen 14), 15) und 16) sehen. Es 
geht also stets eine algebraische Gleichung n ten Grades durch irgend
eine dieser Transformationen wieder in eine algebraische Gleichung 
nten Grades über. Der Grad der Gleichung bleibt erhalten 
beim Übergange von einem Parallelkoordinatensystem in 
e in anderes. - Um die Anzahl der Schnittpunkte einer Kurve, deren 
Gleichung vom n ten Grade ist, mit der x-Achse zu bestimmen, setzen 
wir y = 0; wir erhalten dadurch eine Gleichung von höchens n tem Grade 
in x . Folglich hat diese Kurve höchstens n Schnittpunkte mit der 
x-Achse und damit auch mit jeder beliebigen Geraden, da man diese 
zur Abszissenachse machen könnte. Nun bezeichnet man als Ordnung 
einer algebraischen Kurve die Höchstzahl ihrer Schnittpunkte 
mit e iner beliebigen Geraden, und damit finden wir den Satz: 

Die Ordnung eine r algebraischen Kurve stimmt mit dem 
Grade ihrer Gleichung in Parallelkoordinaten überein. 

§ 3. Die Gerade. 
(113) A. Die gerade Linie. In jedem Para llelkoordina t ensystem 
hat die allgemeine lineare Funktion zwischen x und y 

17) 

als Bild eine gerade Linie. Denn sind (Abb. 175) P 1 und P 2 zwei 
Punkte, deren Koordinaten x1 1 y1 bzw. x2 ly2 die Gleichung 17) erfüllen, 
für welche also 
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ist, so erhalten wir durch Subtrahieren der ersten von 17) 

A ( x - x1) + B (y - y1) = 0 

und durch Subtrahieren beider 

A(x2 - x1) + B(y2 - y1) -- 0. 
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A 
Wir lösen die zuletzt gefundenen Gleichungen nach - B- auf und er-
halten durch Gleichsetzen 

Y- Yr 
X- X 1 

18) 

18) ist eine Gleichung, die von den Koordinat!;ln x I y eines beliebigen 
Punktes P erfüllt werden muß, der 
auf der zu 17) gehörigen Kurve lie
gen soll. Da nun aber 

y- Y! = QP, 

X- xl = xlx = P!Q, 

Y2- Y1 = Q2P2· 

x2- xl = XIX2 = PIQ2 
ist, so ist 

QP Q2P2 
PIQ = PIQ2; 

dann muß aber P auf der durch Abb. I7G. 

P 1 und P 2 bestimmten Geraden g 
liegen, womit der obige Satz bewiesen ist. Gleichzeitig ist auch seine 
Umkehrung bewiesen, daß die Koordinaten aller Punkte, die auf einer 
geraden Linie liegen, eine lineare Gleichung erfüllen müssen; denn 
damit P(x iy) auf der durch P 1(x1ly1) und P 2(x2ly2) bestimmten Geraden 
liegt, muß Gleichung 18) bestehen. Beseitigen wir aus ihr die Nenner, 
so läßt si(l sich auf die Form bringen: 

(y2 - y1 ) x + (x1 - x2)y + (x2y1 - x1y2) = 0. 18') 

Dies -ist eine lineare Gleichung in x und y; vergleichen wir sie mit 17), 
so finden wir 

A=y2-YI• B--xl-x2, G~x2yl-x!Y2· 

Wir sehen hieraus zugleich, daß jeder linearen Gleichung 17) stets 
nur eine Gerade entspricht, daß aber andererseits zu jeder Geraden 
unendlich viele Gleichungen gehören. Hat man nämlich eine Gleichung, 
so kann man durch Multiplizieren derselben mit irgendeiner Konstanten 
eine andere Gleichung herstellen, deren Bild aber dieselbe Gerade sein 
muß. Dies trifft übrigens für jede Kurve zu. Hiervon werden wir 
sofort Gebrauch machen, um verschiedene Gleichungsformen einer 
bestimmten Geraden abzuleiten. 

20* 
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Dividieren wir 17) durch B und lösen nach y auf, so bekommen 
wir die Gleichungsform 

wobei 

und 

y = Ax + b, 

0 
b=- B 

19) 

gesetzt ist. Gleichung 19) heißt die Richtungsgleichung der Geraden; 
denn 

ist bestimmend für die Richtung der Geraden. A wird daher der 
Richtungsfaktor genannt [s. a. (6) S. IOf.]. 

Eine Gerade kann auf mannigfaltige Art festgelegt sein; der 
häufigste Fall ist der, daß von ihr zwei Punkte P 1 (x1ly1) und P 2 {x2!y2) 

gegeben sind; welches ist dann die Gleichung der Geraden? 
Eine Lösung dieser Aufgabe wird uns durch Gleichung 18) gegeben; 
eine andere bekommen wir auf folgendem Wege. Ist (Abb. 175) P (x iy) 
ein beliebiger Punkt auf g, und A. sein Teilverhältnis bezüglich der 
beiden Punkte P 1 und P 2 , so bestehen die Gleichungen 

A. = P1 P = X 1 X = ox - OX1 = x - _s = A. 
PP2 XX2 OX2 - 0X x2 - x ' 

ebenso 

Aus ihnen folgt 

20) 

Die Bedeutung der Formeln. 20) liegt darin, daß sie die Koordinaten 
desjenigen Punktes P auf g liefern, der bezüglich der beiden FestpunkteP1 

und P 2 das Teilverhältnis A. hat. Wir können die beiden Gleichungen 20) 
zusammen ebenfalls als die Gleichung der Geraden g ansprechen; 
sie unterscheidet sich allerdings wesentlich von der uns bisher geläufigen 
Gleichung der Geraden. Während die Gleichungen 17) bis 19) eine 
unmittelbare Beziehung zwischen x und y darstellen, ist in 20) sowohl 
x als auch y als Funktion einer dritten Größe A. ausgedrückt; A. ist also 
gewissermaßen eine unabhängige Veränderliche, x und y sind die ab
hängigen Veränderlichen. Wir werden später noch häufig Darstellungen 
dieser Art begegnen, daß nämlich die Koordinaten eines Punktes von 
einer dritten Veränderlichen abhängen; man bezeichnet diese dritte 
Größe als einen Parameter, und diese Darstellungsweise der Kurve 



(113) Die Gerade. 309 

als Parameterdarstellung. Gleichung 20) ist demnach eine Para
meterdarstellung der Geraden. Natürlich kann man von der 
Parameterdarstellung einer Kurve wieder zur unmittelbaren Glei
chung durch Elimination des Parameters gelangen, so aus Gleichung 20) 
zu Gleichung 18) oder 18'). 

Setzen wir in 20) 2 = I, so bekommen wir für die Koordinaten 
des Mittelpunktes der Strecke P 1 P 2 

Y _ Y1 + Y2 
m- 2 . 21) 

Anwendungen auf unser Dreieck D [s. (107) S. 291]. (Es ist 
zu beachten, daß wir für diese Berechnungen das D:·eieck D nicht 
auf ein rechtwinkliges Parallelkoordinatensystem zu beziehen 
brauchen, sondern daß sie für ein beliebiges Parallelkoordinatensystem 
gelten.) 

a) Wie lauten die Gleichungen der Seiten des Dreiecks~ 

AB) 5x + 12y- 199 = 0, B C) 3 X - 4 y - 41 = 0' 

CA) 15x + Sy + 19 = 0. 

b) Welches sind die Mittelpunkte der Seiten 1 

c) Wie lauten die Gleichungen der Mittellinien~ 

ma)45 x +52y-559 = 0, mb)y - 7 = 0 , mc)45x-4y - 167 = 0. 

d) Welches sind die Teilverhältnisse der Schnittpunkte dieser 
Geraden mit den Achsen~ (AB: y = 0, 1 = -.2,l-; x = 0, l = + H. 
ma:y=O, l=+44; x=O, 2=+1 usw.) 

e) Suche auf allen diesen Geraden die Punkte mit den Teilverhält
nissen2= 2 , i, -3, - t. (AB : 2= 2, x =ll,y=12; ma : x =J.dl·,y=7usw.) 

Als Festpunkte sind auf den Seiten jedesmal die Eckpunkte A , B 
bzw. B, C bzw. C, A in dieser Reihenfolge, auf den Mittellinien der 
Eckpunkt als erster, der Mittelpunkt der 
Gegenseite als zweiter zu wählen. 

Die Gerade g möge auf der x-Achse den 
Abschnitt a , auf der y-Achse den Abschnitt b 
bilden; durch a und b ist die Lage der Ge
raden (mit Ausnahme des Falles, daß gleich
zeitig a = 0 und b = 0 ist) bestimmt. Es 
ist die Gleichung der Geraden zu ermitteln. x 
Es sei (Abb. 176) OA =a, OB= b; die Koor
dinaten von A sind dann x1 = a , y1 = 0, 
die von B x2 = 0, y2 = b. Setzen wir diese in 

Formel18) ein, so erhalten wir 1!.:=5! = 0b - 0 
x - a - a Abb. 176. 
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und nach einigen einfachen Umformungen 
X y -- + -- = 1 a b 

(114) 

22) 

als Gleichung der Geraden, die auf den beiden Achsen die Abschnitte a 
bzw. b bildet; Gleichung 22) heißt daher die Abschnittsgleichung der 
Geraden. Diese hat praktisch dadurch eine große Bedeutung, daß 
sich die Gerade, falls ihre Achsenabschnitte bekannt sind, leicht zeichnen 
läßt; sie vermittelt also bequemer als jede andere Gleichung die Lage 
der Geraden. Die allgemeine Gleichung der Geraden 17) läßt sich 
in die Abschnittsgleichung 22) überführen, indem man das Absolut
glied auf die rechte Seite schafft und durch dieses dividiert. Die rezi. 
proken Werte der Faktoren von x und y sind dann die Abschnitte auf 
den betreffenden Achsen. Die Rechnung ergibt 

-A - B 
Ax + By= -0 , (,;-x+ -v - y=1; 

also ist 
und 

Dreieck D: Die Gleichung der Geraden BOlautet 3x-4y-41 = 0; 
daraus folgt ihre Abschnittsgleichung 

Demnach sind die Abschnitte auf den Achsen 

a = 4} = l3J, 

Man prüfe das Ergebnis in der Abbildung nach l Bestimme die Achsen
abschnitte der übrigen Seiten und der Mittellinien (an der Abbildung 
nachprüfen! ); zeige insbesondere, daß der Abschnitt von mb auf der 
x-Achse unendlich groß ist, daß also mb 1/ x-Achse ist! 

(114) Schließlich möge die Aufgabe gelöst werden, die Gleichung 
einer Geraden aufzustellen, welche durch e inen festen Punkt 
P 0 (x0 /y0 ) geht und eine gegebene Richtung A hat (parallel zu 
einer Geraden mit dem Richtungsfaktor A ist). Da die Gerade den 
Richtungsfaktor A haben soll, muß ihre Gleichung nach 19) die Form 
haben y = Ax + b; da sie durch P0 gehen soll, muß außerdem 
y 0 = A x0 + b sein. Zieht man beide Gleichungen voneinander ab, 
so erhält man die gesuchte Gleichung 

Y - Yo = A (x - X0). 23) 

Dreieck D: Um die Gleichung der durch A(-13/22) gehenden 
Parallelen zu BC zu ermitteln, bedenken wir, daß der Richtungsfaktor 
von BC A = i ist; also lautet die gesuchte Gleichung 

y - 22 = }(x + 13) oder 3x - 4y + 127 =:0. 
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Bestimme die Gleichung der durch die Ecken A, B, C, ebenso durch 0 
und die Punkte Ma, Mb, Mc gehenden Parallelen zu den Seiten und 
Mittellinien; überzeuge dich durch Ermittlung der Achsenabschnitte 
an der Abbildung von der Richtigkeit der errechneten Gleichungen! 

Eine geometrisch wichtige Anwendung dieser Aufgabe ist das 
Problem, die Gleichung einer an die Kurve y = f(x) im Punkte 
P 0 (x0 iy0) gelegten Tangente zu ermitteln. Da P0 Berührungspunkt 
sein soll, also auf der Kurve ßelbst liegt, muß natürlich y0 = f ( x0 ) 

sein. Die Tangente ist eine Gerade, von der uns ein Punkt P 0 (x0 [ y0) 

und die Richtung A = y~ = ( ~~ }"=x, gegeben sind; folglich lautet nach 
23) die Gleichung dieser Tangente 

y-y0 =y~·(x-x0). 24) 

Beispiele. a) Die Parabel. 

y = V2px, Yo=Y2pxo, 

Gleichung der Tangente 

Y - Yo = 1!_ (x - x0 ) 
Yo 

oder da yg = 2px0 : 

oder 

y' p ' p Yu= - . 
Yo y ' 

px- PXo = YoY- YÖ' 

Yo' Y = p(x + X0). 

Abschnittsgleichung: 

_x _ + Y_o_ y = 1 oder 
-Xo PXo 

X y 
-- - + --=1; 

-Xo Yo 
2 

d. h.: Jede Parabeltangente schneidet auf der Parabel
achse ein Stück ab, das gleich der Abszisse, und auf der 
Scheiteltangente ein Stück, y 
das gleich der halben Ordinate 
des Berührungspunktes ist. 
Da Formel 23) für ein beliebiges 
schiefwinkliges Koordinatensystem 
gilt, ist dieser Satz auch noch richtig 

----~~~~~~--~----~x in einem Tangenten-Durchmesser-
System der Parabel (111): Jede -
Parabeltangente schneidet 
auf einem beliebigen Durch
messer ein Stück ab, das 
gleich der Abszisse ~0 und auf 
der zu diesem Durchmesser 

Abb. 177. 

konjugierten Tangente ein Stück, das gleich der halben Or
dinate I:Jo des Berührungspunktes ist (Abb. 177) [s. a. (111)]. 
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b) Die Asymptotengleichung der Hyperbel lautet xy = c2 

[s. (112)]; es ist also 
1 c2 y 

Y =--=--x2 x · 

:Für den Berührungspunkt P 0 ist 
c2 

Yo = -~, 
Xo 

1 Yo Yu=---. 
Xo 

Also ist die Gleichung der Tangente 

y- y0 =- Yo (x- x0) oder y0 x + x0 y = 2x0 y0 ; 
Xo 

Xo 

Abb. 178. 

messer c (rechtwinkliges 

die Abschnittsgleichung ist 

~ +1-1 
2x0 2y0 - • 

Jede Hyperbeltangente schneidet 
auf den Asymptoten Stücke ab, die 
doppelt so groß sind wie die Stücke, 
welche die durch den Berührungs
punkt gezogenen Parallelen ab
schneiden (Abb. 178). 

c) Die Mittelpunktsglei" 
chung eines Kreises vom Halb

Koordinatensystem) ist 

y =vc2- x2' 
1 -X X 

y = ,; 2 2 = - -y ' 

Yo = Vc2 - xii ' 
Gleichung der Tangente: 

rc - x 

I Xo Yu =--. 
Yo 

y- Yo =- x_o_ (x-x0) oder x0 x + YoY = xö + Y6 
Yo 

oder x0 x + y0 y = c2 • 

Man übe sich weiter an der Sinus-, Tangens-, Exponentialkurve usw. 
Schwieriger ist die Aufgabe, von einem Punkte an eine Kurve 

die Tangente zu legen; wie man hierbei verfahren muß, soll an 
einigen Beispielen gezeigt werden. 

a) Es soll an den Kreis von der Gleichung x2 + y2 = 25 vom 
Punkte ( -9113) die Tangente gelegt werden. Nach obigem muß die 
Gleichung der Tangente lauten x0 • x + y0 • y = 25. Da die Tangente 
durch den Punkt ( -9113) gehen soll, muß die Bedingung erfüllt werden 
-9x0 + 13y0 = 25. Da der Berührungspunkt P 0 auf dem Kreise 
liegen muß, ist ferner x5 + 7/o = 25. Jetzt haben wir zwei Gleichungen 
mit den beiden Unbekannten x0 und y0 ; es gibt zwei Lösungspaare 
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- 2"4._ I - t und 3J4 und demnach auch zwei Tangenten mit den 
Gleichungen 

- -'!..rf-x- Jy = 25 und 3x+4y=25 
bzw. 

24 x + 7 y + 125 = 0 und 3x + 4y- 25 = 0. 

Bestimme die Achsenabschnitte und bestätige das Ergebnis durch die 
Zeichnung! 

b) Es soll an die Kosinuslinie y = cosx v'om Nullpunkt aus die 
Tangente gelegt werden. Gleichung 24) lautet in diesem Falle 

y - cosx0 = - sinx0 • (x - x0). 

Da die Tangente durch 0 gehen soll, muß ihre Gleichung durch das 
Wertepaar OJO befriedigt werden; dieses gibt zur Bestimmung von x0 

die Gleichung 
-cos x0 = x0 sin x0 oder x0 + ctg x0 = 0, 

die wir nach der N ewtonschen Methode (27) lösen wollen. Wir 
setzen f ( x0 ) x0 + ctg x0 ; dann ist 

f' (x0) = l - + = - ctg2 x0 • sm x0 

Nun liegt ein Näherungswert, wie man an einer kleinen Skizze erkennt, 
·bei x0 = 150 °; von ihm wollen wir ausgehen. Die folgende Tabelle 
enthält den Rechnungsgang: 

arcx, I x, ctgx, f(x,) logctgx,llogf'(x,) l logj(x,) Iogh h 

2,61799150° 1-1,7321 +0,8859!0,23856 0,47712\0,94738-1 0,47026-11-0,29530 
2,9133 166°55' -4,3031 -1,3898!0,633761,267521o,14295 0,87543-2 +0,07506 
2,83824162°37'9" - 3,1948-0,35660,504441,008880,55218-10,54330-2 + 0,03494 
2,80330160°37' 2" -2,8423 - 0,03900,45368 0,907360,59106-2 0,68370-3 + 0,00483 
2,79847160°20' 25" -2,79911 - 0,0006 0,44702 0,89404 0,77815- 410,88411-5 + 0,00008 
2,79839160°20'9" - 2,7984 ± 0,0000 0,446910,89382 

Die Gleichung der Tangente lautet demnach, wie sich durch Einsetzen 

ergibt: y + 0,33651x = 0. 

(115) Im Anschluß an die Gleichung der in einem Punkte an eine 
Kurve gelegten Tangente mögen noch die folgenden für die Kurven
untersuchung wichtigen Begriffe be
handelt werden. Die in Abb. 179 dar
gestellte Kurve möge die Gleichung 
y = f ( x) haben. Im Punkte P mit der 
Abszisse x und der Ordinate y = XP 
sei an sie die Tangente gelegt, welche 
die Abszissenachse in T schneide. Man 
bezeichnet das Stück '1.' P = t der Tan-
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gente, welches vom Berührungspunkte P bis zu T reicht, als die Länge 
der Tangente, und ihre J:>rojektion auf die x-Achse TX = Bt als die 
Subtangente des Punktes P. Aus tg# = y' folgt 

s1 = ~- und weiter t = ;, yl + y12 • 25) 

Man erhält hiermit für die Subtangente der Parabel y = y2px, da 

I · p y = ---
V2px ' 

,;2px -
St = -r _ f2p x = 2x 

p ' 

ein Ergebnis, das schon aus (114) S. 311 folgt. Für die Exponenti a l
linie y = a · ebz [s. (56)] ergibt sich 

Y1 = abebz = by, 

d. h. für die Exponentiallinie ist die Subtangente m jedem Punkte 

von der gleichen Länge ! . Dies vermittelt eine überaus einfache 

Tangentenkonstruktion an diese Kurve (s. Abb. 74). 
Wir wollen weiter die Frage aufwerfen: Gibt es eine Kurve, für 

welche in jedem Punkte die Länge der Tangente den konstanten Wert a 
hat 1 Es müßte dann sein 

: yl + y'2 = a . 

Wir sind hiermit auf eine Gleichung gestoßen, in der aus einer Beziehung 
zwischen der abhängigen Veränderlichen und ihrem Differentialquo
tienten die Funktion ermittelt werden soll; wir haben einen einfachen 
Fall einer Differentialgleichung vor uns. Um die Funktion zu 
bestimmen, beseitigen wir den Nenner und quadrieren; wir erhalten 

wir lösen nach y' auf: 
I Y dy 

Y = Jla2-_ yz = dx ; 

unter Verwendung von Düferentialen können w1r schreiben : 

v;iz--= -y2 
dx = - - dy . y 

Wir integrieren beiderseits ; während das Integral der linken Seite x - x0 

ergibt, wobei unter x0 die Integrationskonstante verstanden sein soll, 
verfahren wir rechts folgendermaßen. Wir setzen 

ya2- y2 = z , 

daher 

also a2 _ y2 = z2, -2ydy = 2z dz, 

d y z d z 
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und es wird [ s. Formel TI 8] 

J]la2-=-- y2 r z2dz j r dz z - -- dy = -2--2 = dz + a2 - 2--2 = z - a Wr:tg -
Y .z-a z-a a 

- -- y(i2-y2 
= ya2 - y2 - a Wt::tg -;; 

Setzen wir 

magv1
1- (-~)2 = u' also :tgu = ~\ - ( ~ y, 

so wird 

(~Y = 1- ~g2u = l- ~~:: = <fo~zu' a - = [ofu 
y ' 

a 
u = mr[ofy 

[s. (58{59)]. Demnach ist 
;----

mag~ 1- (~Y = \llr[of ~ , 

und die Gleichung derjenigen Kurve, für welche in jedem Punkte die 
Tangente die Länge a hat, lautet 

x- x0 = ya2 - y2 - a·mr[of~. 
y 

Wir werden auf diese Kurve, die Huyghenssche Traktrix, näher 
eingehen [s. (133)]. 

Einfacher ist die Frage nach denjenigen Kurven zu beant
worten, für welche in jedem Punkte die Subtangente die Länge a hat; 
ihre Gleichung lautet - die Ableitung sei dem Leser überlassen 

y = ce ;; ; die Exponentialkurve ist die einzige Kurve dieser Art. 

(116) ß. Die gerade Linie und der Punkt. Unter Zugrundelegung 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems möge die folgende Aufgabe 
behandelt werden. 

Gegeben ist eine Gerade g durch ihren Abstand d von 0 
und den Winkel iX, dendmit der positiven x-Achse einschließt; 
gegeben ist außerdem ein Punkt Pdurch sei_ne Koordinaten x 
und y; z n berechnen ist der Ab
stand n, den P von g hat (Abb. 180). 

Ist D der Fußpunkt von d, wobei d 
eine absolute Größe ist, und N der Fuß
punkt von n, so hat der von 0 nach P 
führende Linienzug ODN P die gleiche 
Projektion auf irgendeine Gerade wie der 
von 0 ·nach P führende Linienzug OXP 
[Projektionssatz ( 107)]. Wir wollen 
beide Linienzüge auf die Gerade OD 

y 

g 

n 

AIJb. 180. 

I 

I 
ly 
I 
I 
I 
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projizieren: Der erste Linienzug gibt d + n, der andere 

X COS <X + y COS (90 ° - <X) = X COS <X + y sin<X. 

Also erhalten wir 

oder 
d + n = xcosoc + ysinoc 

n = x cos <X + y sin oc - d. 

(116) 

26) 

Da d + n nur dann größer ist als d, wenn P so liegt, daß die Gerade g 
zwischen 0 und P hindurchgeht, andererseits nur dann kleiner ist 
als d, wenn 0 und P auf derselben Seite von g liegen, so folgt, daß 
sich n aus Gleichung 26) positiv ergibt, wenn 0 und P voneinander 
durch g getrennt werden, und negativ, wen:rt sie beide auf derselben 
Seite von g liegen. Formel 26) gibt uns also einmal die Länge des 
Abstandes, den P von g hat, außerdem sagt sie uns auch, auf welcher 
Seite von g P zu suchen ist. 

Liegt P auf g selbst, so ist n = 0, und die Koordinaten x und y 
von P müssen die Gleichung erfüllen: 

xcosoc + ysinoc- d = 0. 27) 

Besteht andererseits diese Gleichung, so muß P auf g liegen. Wir 
haben demnach in 27) eine neue Form der Gleichung einer Geraden 
gewonnen; man nennt diese Gleichung die Hessesehe Normalform 
der Geraden. 

Kennt man die Hessesehe Normalform, so kann man leicht 
den Abstand eines beliebigen Punktes von der Geraden er
mitteln: man braucht zu diesem Zwecke nur die Koordinaten dieses 
Punktes in die linke Seite von 27) einzusetzen. Sie nimmt einen im 
allgemeinen von Null verschiedenen Wert an, dessen absoluter Betrag 
gleich dem Abstande des Punktes von der Geraden ist, und dessen 
Vorzeichen angibt, ob der Punkt von 0 durch die Gerade getrennt 
liegt ( +) oder ob er mit 0 auf der gleichen Seite der Geraden liegt (- ). 

Die allgemeine Gleichung 17) der Geraden läßt sich in die Hessesehe 
Normalform überführen, indem man die gegebene Gleichung mit einer 
geeigneten Konstanten R, dem Reduktionsfaktor, multipliziert. 
Die allgemeine Gleichung 17) geht dadurch über in die Gleichung 

RA · x + RB · y + RG = 0. 

Damit diese mit 27) identisch ist, müssen die Beziehungen bestehen: 

RA= cosoc, RB= sinoc, -RG = d. 28) 

Aus den ersten beiden folgt durch Quadrieren und nachheriges Addieren 

also 
R2(A2 + ß2) = I' 

29) 
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Hierbei ist das Vorzeichen der Quadratwurzel noch unbestimmt; be
denken wir jedoch, daß d eine absolute Größe ist, so erkennen wir, 
daß -RC positiv sein, daß also das Vorzeichen von R dem von C 
entgegengesetzt sein muß. Unter diesen Voraussetzungen lautet 
die Hessesehe Normalform 

( A B C ) ± YA2-J-ffi·x+ -u;-+W·Y+u~ =o, 

wobei das obere Vorzeichen gilt, wenn C negativ, und das untere, wenn C 
positiv ist. 

Was haben wir dadurch gewonnen? Da 

cos 1\C = A · R und sin cX = B · R 

ist, so ist der Winkel 1\C , den das von 0 auf die Gerade gefällte Lot 
mit der x-Achse einschließt, gefunden, und zwar eindeutig im Bereiche 
von 0° bis 360°. Da ferner 

d= - RC 

ist, so kennen wir auch den Abstand d, den der Anfangspunkt von der 
Geraden hat. Und schließlich können wir, wie schon oben ausgeführt, 
jetzt den Abstand irgendeines beliebigen Punktes von der Geraden 
leicht errechnen. Einige Beispiele werden diese Tatsachen erläutern. 

In unserem Dreieck D (jetzt gilt nur das rechtwinklige Koordinaten
system!) war die Gleichung der Seite BC 3x - 4y - 41 = 0; wir 
wollen sie in die HesseseheN ormalform bringen. Zu diesem Zwecke 
multiplizieren wir die Gleichung 3 x - 4 y - 41 = 0 mit R und er
halten 3Rx- 4Ry- 41 R = 0. Nun muß sein 

a) COSOi- = +3R, b) sincX = -4R, c) d=+41R. 

Aus den ersten beiden Gleichungen a) und b) folgt durch Quadrieren 
und Addieren 

25R2 = 1, also R = ± t· 

Da C negativ ist (-41), muß R positiv sein, also R = +l· Mithin 
lautet die Hessesehe Normalform unserer Geraden: 

d) +~-X- ~y- Ao"l = 0. 

Ferner ist nach a) und b) 

cos 1\C = + t , sin cX = - ~- ; 
iX liegt demnach im vierten Quadranten, und zwar ist iX = 306 o 52' 12". 
Der Abstand d des Anfangspunktes von BC ergibt sich aus c) zu d = -*f. 
Um schließlich noch den Abstand der Ecke A von der Seite BC , also 
die Länge der Höhe ha zu berechnen, setzen wir in d) die Koordinaten 
von A ( -13122) ein. Wir erhalten 

ha = _ ß!l''L- -\8. - Af = _ ip. = -33~. 



318 Analytische Geometrie der Ebene. (117) 

Das negative Vorzeichen deutet an, daß A und 0 auf derselben Seite 
von BO liegen. Von der Richtigkeit aller dieser Ergebnisse überzeuge 
sich der Leser an der Hand der Abbildung. - Da wir (107) die Länge 
von BO zu a = 25 gefunden haben, erhalten wir als Flächeninhalt des 
Dreiecks ABO 

F = laha = t · ~B- • 25 = 420 

in Übereinstimmung mit dem in (108) S. 295 gewonnenen Ergebnisse. 
(Da uns hier nur der absolute Betrag der Fläche angeht, ist auch nur 
der absolute Wert von ha in Rechnung gesetzt worden.) 

Der Leser ermittle die Hessesehen Normalformen der übrigen 
Seiten und der Mittellinien des Dreiecks D, bestimme die Abstände 
der Ecken und der Seitenmitten von den verschiedenen Geraden und 
bestätige die Ergebnisse an der Zeichnung. 

(117) Wir kehren zu den allgemeinen Betrachtungen zurück und 
wollen sie auf zwei Gerade ausdehnen. Sind 

XCOSIX 1 + ysin iX1 - d1 = 0 und XCOS IX2 + ysin<X2 - d2 = 0 

die Hess eschen Normalformen von !h bzw. g2 , und hat ein Punkt P (x [ y) 
von ihnen die Abstände n1 bzw. n2 , so muß sein 

n1 = x cos .x1 + y sin .x1 - d1 , n2 = x cos IX2 + y sin <X2 - d2 • 

Wir wollen P jetzt so wählen, daß er von beiden Geraden den gleichen 
Abstand hat; dies ist dann der Fall, wenn entweder n 1 = n 2 oder 
n1 = -n2 ist [warum ? wann tritt der eine, wann der andere Fall ein?]. 
Damit also P von beiden Geraden gleichen Abstand hat, müssen seine 
Koordinaten entweder die Gleichung 

X COSIX1 + y sin<X1 - d1 = X COS<X2 + y siniX2 - d2 

oder die Gleichung 

x cos.x1 + ysin .x1 - d1 = - (xcos<X2 + ysina2 - d2). 

erfüllen. Nach einfacher Umformung ergeben sich hieraus die beiden 
Gleichungen 

und 
x(cos.x1 - cos.x2) + y(sin.x1 - sin.x2) - (d1 - d2) = 0 30a) 

x(cos a 1 + cos.x2) + y(sin <X1 + sin.x2)- (d1 + d2) = 0. 30b 

Beides sind in x und y lineare Gleichungen; ihre geometrischen Bilder 
sind infolgedessen Geraden w1 bzw. w2 • Damit P von g1 und g2 gleich 
weit entfernt ist, muß also P entweder auf w1 oder auf w2 liegen . Nun 
wissen wir aus der Planimetrie, daß alle Punkte, welche auf den beiden 
Halbierungsgeraden der von g1 und g2 gebildeten Winkel liegen, von 
g1 und g2 gleiche Entfernung haben; demnach sind die beiden 
Gleichungen 30a) und 30b) die Gleichung en der Halbierungs
geraden w1 und w2 der von g1 und g2 gebildeten Winkel. 
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Dreieck D: Die Normalformen der Seiten BO und GA lauten 

t x- ! y- V = 0 bzw. -Hx--try-H=O; 

demnach sind die Gleichungen der Winkelhalbierenden des Dreiecks
winkels r und seines Nebenwinkels 

(f + -H)x + (-t+ r''r)Y- (1l- H) = o. 
und 

(t - H) X + (- } - -/-,-) y - (1l + H-} = 0 

oder zusammengeiaßt 

wr) 9x - 2y - 43 = 0 und w~) 2 x +9y+66=0. 

(Nachprüfen in der Abbildung durch Achsenabschnitte!) Bestimme 
ebenso die Gleichungen der Halbierenden der übrigen Dreieckswinkel 
und der sonstigen von Mittellinien und Seiten usw. gebildeten Winkel! 

Schließlich möge die Hessesehe 
Normalform der Geraden noch Ver- Y 
wendung finden zum Beweise des in 
(92) S. 248 angeführten Satzes, daß 
die im Schwerpunkte eines 
Massensystems vereinigt ge
dachte Ge samtmasse dieses Sy
stems bezüglich jeder belie
bige n Momentenachse ein sta 
tisches Moment hat, das gleich 
der Summe der statischen Mo 
mente der Einzelmassen dieses 
Systems bezüglich der betref
fenden Achse ist. 

Abb. 181. 

In Abb. 181 sei mk (xk iYk) ein Massenpunkt des Systems, ferner 
S ( ~ 111) der Schwerpunkt dieses Systems, wo bei nach der Definition 
des Schwerpunktes 

) ~ = 2:mkxk b) _ 2:mkyk 
a 2:mk ' 11 - 2:mk ' 

ist [s. (92) S. 248]. Als neue Momentenachse werde die Gerade g ge
wählt, deren Gleichung in der Hessesehen Normalform 

x cos .x + y sin .x - d = 0 

lauten möge. Die Masse mk hat von g den Abstand Pk, der sich 
errechnet zu 

Pk = xk cos .x + Yk sin .x - d . 

S besitzt von g den Abstand y ; er ist 

y = ~ cos .x + 17 sin .x - d . c) 
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Die Masse mk hat bezüglich g das Moment 

pkmk = mkxk cos<X + mkY.t sin<X- mk d; 

folglich das Massensystem bezüglich g das Moment 

M 9 = L'(m.~:x.~:cos<X + mky.~:sin<X- m.~:d) 

= cos<X · L'mkxk + sinf · L'mkyk- d · 2;mk. 

Da aber nach a) und b) 

~mkxk =; · ~mk, ~mkyk = 17· ~mk 

M 9 = 2: mk · (~ coS<X + 7J sin <X - d), 
ist, so ist 

also mit Hilfe von c) 

(118) 

d. h. die Summe der statischen Momente der Einzelmassen ist bezüglich 
der beliebigen Geraden g gleich dem statischen Momente der in S ver
einigten Gesamtmasse. 

(118) C. Mehrere Geraden. Unter den Fragen nach den Beziehungen, 
die zwischen zwei Geraden g1 und g2 bestehen, sind die wichtigsten die 
nach dem Schnittpunkt und dem Schnittwinkel der beiden Geraden. 
Bei Beantwortung der ersten Frage sei ein beliebiges schiefwinkliges 
Koordinatensystem zugrunde gelegt. 

Die Gleichungen der beiden Geraden seien 

Sind die Koordinaten des Schnittpunktes S x, bzw. y., so müssen 
die beiden Gleichungen bestehen 

A 1 x,+B1 y,+C1 =0, A 2 x,+B2y.+C2 =0. 

Das sind zwei lineare Gleichungen mit den beiden Unbekannten x8 

und Ys; ihre Auflösung gibt 

BI 02 - B201 und AI 02 - A2 Cl 31) 
x, = AIB2 - A2Bl y. = BlA2 - B2Al 0 

Die Lösung ist eindeutig und stets möglich, solange A1 B2 - A2 B1 t 0 ist. 
Ist dagegen 

oder 32) 
so ist 

x, =oo bzw. Ys =oo ; 

d. h . der Schnittpunkt liegt im Unendlichen, die Geraden sind zu
einander parallel. Dieses Ergebnis deckt sich mit der Tatsache, 
daß nach 19) in (113) 

A - A2 l 
2 = -s, aso 

2 . 

ist, d. h. die Richtungsfaktoren einander gleich sind. 
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Dreieck D liefert uns eine Fülle von Anwendungen. 
a) Bestimme den SchnittpunktS der Mittellinie ma mit der Mittel

linie mb! 

ma) 45 x + 52 y - 559 = 0, mb) y - 7 = 0 , 

Xs = ~3-' Ys = 7 . 

b) Zeige, daß die drei Mittellinien sich in einem Punkte schneiden! 
Rechtwinkliges Koordinatensystem: 

c) Bestimme den Schnittpunkt W der beiden Winkelhalbierenden wr 

und w"! 

Wy) 9 X - 2 X - 43 = 0, 

Xw = ~]L> 
Wa) lOx + 11x- 112 = 0, 

Yw = 11r4_ · 

d) Zeige, daß die sechs Winkelhalbierenden w", w:, Wp, wß, wy, w~ 
sich zu je drei in einem Punkte schneiden, und bestimme die Koordinaten 
dieser Schnittpunkte, der Mittelpunkte des Inkreises und der Ankreise ! 

(li"2tl-13); (-3310); (17 155). 

e) Bestimme mittels der Hessesehen Normalform der Seiten die 
Halbmesser des Inkreises und der Ankreise! 

Beispiel: 
Xw = \1 ' Yw = ·\ l ; 

AB) -f)fx + { t Y - -Vl = 0; 
also: 

e = r5:r • .111 + H · ,ql - -V:P· = - J,_Pro. = - s.;io ; 
f2a = '\f'- , Qb = 28 , {!c = 42 . 

f) Welches sind die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden mit den 
Seiten und den Mittellinien ? 

Man prüfe alle Rechnungsergebnisse 
an der Abbildung nach! 

(119) Bestimmung des Schnitt
winkelszweierGeraden im recht
winkligen Koordinatensystem. 

Es ist in Abb. 182 der Winkel rp, 
den die beiden Geraden g1 und g2 mit
einander bilden, gleich der Differenz 
der beiden Winkel{} 2 und{} 1 , den die Ge
raden mit der x-Achse einschließen, also 

rp = {}2 - {}1 . 

Nun ist nach den Entwicklungen von (6) S. 11 

und 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 

Abb. 182. 

21 
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wobei A1 und A2 die Richtungsfaktoren von fh bzw. g2 sind und 

A1 = - -~> A2 = - ~: 
ist. Es ist deshalb, da 

tgU2 - tgU1 • 

tg<p = T + tgU2 tg19>t Ist, 

t A2 - At AtB2- A2Bt 3) 
g<p = 1 + A1 A2 = A1 A2 + B1 B2 • 3 

Anwendung auf das Dreieck D (rechtw. Koord.): 
a) Bestimme die Dreieckswinkeil Anleitung: Die Gleichung der 

Seite AB lautet: 
5 X + 12 y - 199 = 0, 

die der Seite B 0: 
3 X - 4 y - 41 = 0; 

folglich ist 
5 . ( -4) - 12 . 3 -56 

tgß= 5·3-12·4 =-33=+1,69697, ß = 59° 29' 23" . 

b) Bestätige durch Rechnung, daß eine Winkelhalbierende mit den 
zu ihr gehörigen Seiten gleiche Winkel einschließt! Anleitung: Der 
Winkel <p zwischen 

wr) 9x- 2y- 43 = 0 und BO) 3x- 4y- 41 = 0 

ist bestimmt durch 
3 · (-2)-9·(-4) 30 6 

tg <p = 3. 9 + (- 4). (- 2) = 35 = 7 ; 
der zwischen 

GA) 15x + 8y- 19 = 0 und wr ) 9x- 2y- 43 = 0 

durch 
1 9 • 8 - ( -2) • 15 102 6 

tg 'P = 9 . 15 + ( - 2) . 8 = u 9 = 7 ; also tgq?' = tgq?. 

c) Bestimme die anderen am Dreieck vorkommenden Winkel! 

Wir wenden uns zwei Sonderfällen zu. 
l. Ist <p = 0°, so ist tg<p = 0, also nach 33) A1 B 2 - A2 B1 = 0; 

wir kommen wieder auf Gleichung 32), die die Bedingung für das 
Parallellaufen von g1 und g2 darstellte, und in der Tat sind g1 und g2 

zueinander parallel, wenn <p = 0 ist. 
2. Ist 'P = 90 °, so ist tg<p = oo, also nach 33) 

A1A2 + 1 = 0 , A1A2 + B1B2 = 0. 34) 

Gleichung 34) enthält also die Bedingung für das Senkrechtstehen 
zweier Geraden: Zwei Geraden stehen aufeina nder senkrecht, 
wenn ihre Richtungsfaktoren zueinander entgegengesetzt 
reziprok sind. 
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Dreieck D: Beweise, daß die beiden Halbierenden eines Dreiecks
winkels und seines Außenwinkels aufeinander senkrecht stehen! An
leitung: Es ist 

wr) 9x- 2y- 43 = 0, w~) 2x + 9y + 66 = 0; 

da 9 · 2 + ( -2) · 9 0 ist, ist der Beweis erbracht. 

Aufgabe: Durch den Punkt P 0 (x0 ly0) ist eine Geraden zu legen, 
welche auf der Geraden 

g) Ax + By + G = 0 

senkrecht steht. Der Richtungsfaktor von g ist 

A 
A1 =- B; 

folglich ist der Richtungsfaktor von n nach 34) 

B 
A2= + A 

und demnach nach 23) die Gleichung von n 

B 
Y - Yo = A (x - x0) oder A (y - y0) - B (x - x0) = 0 . 35) 

Dreieck D: a) Es sind die Gleichungen der drei Höhen aufzu
stellen. Anleitung: Die Gerade GA hatdie Gleichung 15x+8y+ 19=0; 
die Ecke B die Koordinaten xB = +23, YB = +7. Demnach lautet 
die Gleichung der Höhe hb 

15 (y - 7) - 8 (x - 23) = 0 oder 8 x - 15 y - 79 = 0 , 

hc) 12 X- 5 y- 76 = 0. 

Bestimme die Achsenabschnitte und prüfe die Ergebnisse an der 
Abbildung nach! 

b) Bestimme die Fußpunkte der Höhen! Anleitung: Die Seite GA 
und die Höhe hb schneiden sich in einem Punkte H 6 , dessen Koordinaten 

-Hf bzw. _J"Jfll-rl- sind; Ha(7 2~0 1-4H), Hc(llT4t;8~-I11Hf:). 

Berechne ferner die Länge der Höhen! Anleitung: 

hb = V(23- fH)2 + (7 + \%V )2 = 24-H 

[s. (116) S. 317]. Der Schnittpunkt H der drei Höhen hat die Koordi-
naten 

YH = -2f . 
c) Stelle die Gleichungen der Mittelsenkrechten auf! Anleitung: 

BG hat die Gleichung 3x- 4y- 41 = 0, der Mittelpunkt Ma von BG 
die Koordinaten 

XMa = + 13, YMa = -! ; 
21* 
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folglich ist die Gleichung der Mittelsenkrechten na 

3(y + !) + 4(x- 13) = 0 oder 8x + 6y- 101 = 0; 

n6) 8x- 15y + 145 = 0, nc) 24x- lOy + 25 = 0. 

d) Welches sind die Koordinaten des Mittelpunktes M des Um
kreises? Welches ist der Halbmesser r des Umkreises? 

YM = 119, r= 19H}. 

(120) Lehre von den Normalen der ebenen Kurven. Unter 
der Normalen an eine Kurve in einem ihrer Punkte versteht 
man die Gerade, die in diesem Punkte auf der zugehörigen 
Kurventangente senkrecht steht. 

Ist (Abb. 183) y = f(x) die Gleichung der Kurve und P 0 (x0 J y0 ) 

einer ihrer Punkte, wobei also y0 = f (x0) ist, so hat die Tangente in P 0 

den Richtungsfaktor A1 = y~ [s. (114)], 
folglich die Normale den Richtungs-

faktor A2 = -J;-. Demnach lautet die 
Yo 

Gleichung der Normalen 

1 
(y - Yo) = ----; (x - x0 ) 

Yo 

(x - x0 ) + Yo(Y - y0 ) = 0. 36) 
Abb. 183. 

Beispiel: Zur Parabel y = y2px 

soll im Punkte P 0 (x0 J y0), wobei y0 = y2px0 ist, die Normale gelegt 
werden. Es ist 

yO= p _ =_1!_, 
Y2px0 Yo 

daher die Gleichung der Normalen 

oder, wenn wir 
setzen: 

bzw. 

x- x0 + _1!_ (y - y0) = 0 
Yo 

zur Vermeidung von Irrationalitäten 

y~ p 
x - -fp + Yo (y - Yo) = 0 

2py0 ·X+ 2p2 • y - (t/o + 2p2 y0} = 0. 

x _ _ yj_ 
o- 2p 

a) 

Ist umgekehrt durch irgendeinen Punkt A mit den Koordinaten a und b 
die Normale zur Parabel zu legen, so müssen wir erst die Koordinaten x0 J y0 

des Fußpunktes der Normalen ermitteln; da x = a und y = b die 
Gleichung a) der Normalen erfüllen müssen, erhalten wir zur Be
stimmung . der Ordinaten y0 des Fußpunktes die kubische Gleichung 

y8- 2p(a- p)y0 - 2bp2 = 0. 
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Man kann also im allgemeinen von einem Punkte auf eine Parahel 
drei Lote fällen, von denen allerdings zwei imaginär sein können. Liegt 
beispielsweise A auf der Parabelachse (b = 0), so lautet die Gleichung 

yg- 2p(a- p)y0 = 0, 
also ist 

Yo = 0 bzw. Yo = ± f2p(a- p), 

und wir erkennen, daß jetzt - wie vorauszusehen war - das eine 
Lot die Parabelachse ist, während die Fußpunkte der beiden anderen 
Lote 

x0 = a- p, 

sind; es gibt demnach in diesem Falle nur so lange drei Lote, als a > p ist. 
In Ergänzung zu den in (115) S. 313f. gebrachten Ausführungen über 

die Tangente sei noch folgendes aus der Kurvenlehre hier erwähnt. 
Man nennt (s. Abb. 183) die Strecke P0 N 0 = n der Normalen, die 
vom Kurvenpunkte P.o bis zum Schnittpunkte N 0 der Normalen mit 
der Abszissenachse reicht, die Länge der Normalen, und ihre Pro
jektion X 0 N 0 =Sn auf die Abszissenachse die Subnormale. Für sie 
ergeben sich aus Abb.183, da tg1J0 = YÜ 
ist, die Formeln 

Sn= Yo' YÜ' n = Yo • f1 + yfl, 37) 

So ist die Subnormale der obigen 
Parabel 

p 
Sn= Yo·- = P· 

Yo 

Die Subnormale der Parabel ist 
für alle Punkte gleich dem Para

Abb. 184. 

meter. Hieraus folgt für die Konstruktion der Parabelnormalen eine 
einfache Regel (Abb. 184): Man geht von der Achsenprojektion X 
des Parabelpunktes P um die Strecke XN = p auf der Achse vorwärts; 
PN ist dann die Normale im Punkte P und folglich das in P hierauf 
errichtete Lot die Tangente. 

Daß übrigens die Parabel die einzige Kurve ist, deren Sub
normale konstant ist, läßt sich leicht ableiten. Soll nämlich 

y • ;; = p sein (Differentialgleichung!), so muß 

y · d y = p · d x oder y2 = 2 p ( x - a) 

sein. Letzteres ist aber die Gleichung einer Parabel, deren Achse die 
x-Achse ist und deren Scheitel die Koordinaten a [ 0 hat. 

Um auch die Kurve zu finden, deren Normale die für jeden 
Punkt konstante Länge c hat, müssen wir ansetzen 

yf1 + y'2 = c; 
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wir lösen nach y' auf und erhalten 

::==y'=v(;r- 1 · 

Trennen wir die Veränderlichen, so ergibt sich 

ydy = dx 
fc2- y2 

und durch Integration 

- yc2 - y2 = x - a oder (x _ a)2 + y2 = c2. 

Letzteres ist aber die Gleichung eines Kreises [ s. (123) S. 330], dessen 
Halbmesser gleich c ist und dessen Mittelpunkt die Koordinaten x[O 
hat. Dieses Ergebnis stimmt überein mit der Tatsache, daß die Normale 
für jeden Punkt eines Kreises vom Halbmesser c, durch dessen Mittel
punkt die Abszissenachse geht, in der Tat gleich dem Halbmesser ist. 

(121) D. Geometrische Örter. Zu den wichtigsten Aufgaben, die die 
analytische Geometrie zu lösen hat, gehört die Ermittlung des geo
metrischen Ortes eines Punktes, der sich nach vorgeschriebenem 
Gesetze bewegt. Die hierbei einzuschlagenden Verfahren sollen an der 
Hand einiger Beispiele erörtert werden. Wir beginnen mit der folgenden 

Aufgabe: Gegeben ist ein Winkel BAC =IX und eine Strecke s; 
ein Punkt P bewegt sich so, daß die Summe der beiden Lote, die man 
von ihm auf die Schenkel AB und AC von IX fällt, stets gleich der 
gegebenen Strecke s ist. 

Ist die Aufgabe in dieser Allgemeinheit gestellt, so muß man sich 
stets erst über das Koordinatensystem schlüssig werden. Daß man 

s 

Abb. 185. 

mit Erfolg verschiedene Wege 
einschlagen kann, wollen wir an 
diesem Beispiele zeigen. 

Man kann von der Erwägung 
ausgehen, daß, solange keine trif
tigen Gegengründe vorliegen, 
man am besten ein rechtwink
liges Koordinatensystem wählt; 
dies wollen wir hier auch tun. Da 
(Abb. 185) der Punkt A als Schei
tel von IX eine bevorzugte Rolle 
spielt, wollen wir ihn als Null
punkt wählen, und da die bei-
den Schenkel hervorgehobene Ge

raden sind, wollen wir den einen, nämlich AB, als positive x-Achse wählen; 
die y-Achse ist dann das in A auf AB errichtete Lot. Wir konstruieren 
uns nun einen der unendlich vielen möglichen Punkte P, indem wir 
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zu AB in einem beliebigen Abstande y und zu AC in dem Abstande 8 - y 
die Parallelen ziehen; beide Parallelen mögen sich in P schneiden. 
Die Koordinaten von P seien x = AD und y = DP. Die Parallele 
zu AB möge AC in Q schneiden, QR sei das von Q auf AB gefällte 
Lot. Dann ist 

x = AD = AR + RD = AR + QP oder 
s-y 

x = y ctgcx. + -.~ . 
Blll1X 

Hiermit haben wir eine Gleichung gewonnen, welche die Koordinaten x 
und y des Punktes P erfüllen müssen; es ist dies also die Gleichung 
des geometrischen Ortes von P. Formen wir die Gleichung um, so 
erhalten wir 

x · sincx. + y · (l- coscx.) = 8. 

Die Gleichung ist in x und y linear; die Bahn des Punktes P ist also 
eine Gerade g. Wir können leicht die Hessesehe Normalform dieser 
Geraden finden. Da nämlich 

• 2 . G\0 IX s1n1X = sm 2 cos 2 , l - COS!X. = 2sin2 ; 

ist, so erhalten wir nach Division durch 2 sin ~-

IX • G\0 8 Ü xcos- + ysm-- --- = . 
2 2 2 . (\0 sm 2 

Das von 0 auf die Gerade gefällte Lot hat also die Länge 

8 
d=-~-, 

2 • IX sm 2 

und es schließt mit der x-Achse den Winkel ~ ein; es fällt demnach 

auf die Winkelhalbierende w von IX. Um die Gerade zu finden, brauchen 

wir nur auf der y-Achse die Strecke AG = ; abzutragen und durch G 

die Parallele zu AB zu ziehen, welche w in W schneidet; das in W auf w 

errichtete Lot ist die Gerade g (da A W = -!~ ist) . 
2sm 2 

Auf eineu zweiten Lösungsweg kommt man durch folgende Erwägung. 
Die Kurve, die die Bahn des Punktes P ist, muß symmetrisch zur 
Winkelhalbierenden w von cx. liegen; denn der zu P bezüglich w sym
metrisch liegende Punkt P' hat von AB einen Abstand, der gleich PE, 
und von AC einen solchen, der gleich PD ist; die Summe beider muß 
demnach wieder gleich 8, P' daher ebenfalls ein Punkt des gesuchten 
Ortes sein. Man wählt nun gern eine solche Symmetrielinie als die 
eine Achse des zugrunde zu legenden _ Koo~dinatensystems, weil bei 
der mathematischen Behandlung meistens erhebliche Vereinfachungen 
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eintreten. Es sei also w die eine Koordinatenachse. Wollen wir 
bei einem rechtwinkligen Koordinatensystem bleiben, so muß die 
andere Koordin&tenachse u in A auf w senkrecht stehen, und die Koordi
naten von P sind im wu-System A W = w, W P = u. Wir projizieren 
den Linienzug A W P auf PD und erhalten (Projektionssatz!) 

PD = A W sin ; + W P cos ; = w sin ; + u cos ; ; 

nun projizieren wir A W P auf PE und erhalten 

PE A .tX WP tX .tX tX = + w sm 2 - cos 2 = w sm 2 - u cos 2 . 

Da PD+ PE= 8 sein soll, so ergibt sich als Gleichung des geometri
schen Ortes : 

2 . tX 
wsm 2 = 8 oder 

8 
w = - ----. 

2 . tX 
sm 2 

In dieser Gleichung tritt die Veränderliche u überhaupt nicht auf; 
der Ort ist folglich eine Gerade, die parallel zur u-Achse, also senkrecht 

zur Winkelhalbierenden w ist und auf ihr die Strecke - 8- abschneidet 
2 . tX 

sm 2 
- ein Ergebnis, das mit dem obigen übereinstimmt. 

Will man die Rechnung für ein schiefwinkliges Koordinatensystem 
durchführen, so liegt es nahe, als Achsen die Schenkel von lX zu wählen, 
und zwar sei AB die ~-Achse und AC die !:)-Achse. Die Koordinaten 
von P sind dann Ax = ~ und xP = l:J, und es ist 

PD= xP sinlX = n sinlX 
und 

PE= QPsinlX = AxsinlX = pinlX, 
folglich 

pino.c +!:) sinlX = 8 oder 

Der Ort von P ist mithin eine Gerade, die auf beiden Schenkeln das 

gleiche Stück, nämlich a = ---.!---- abschneidet. Zur Konstruktion von a 
SllltX 

trägt man auf einem in A zu einem Schenkel errichteten Lote die 
Strecke AK = 8 ab und zieht durch K die Parallele zu diesem Schenkel, 
welche den anderen Schenkel in L schneide; dann ist AL = a. 

(122) Nicht immer liegen die Verhältnisse so einfach wie in der eben 
durchgeführten Aufgabe; häufig muß man eine veränderliche Hilfs
größe, einen Parameter, einführen, der zuletzt wieder zu eliminieren 
ist. Wir wollen dieses Verfahren an einer weiteren Aufgabe erläutern. 

Aufgabe: In ein gegebenes Viereck ABCD soll ein Parallelo
gramm EFGH so eingezeichnet werden, daß seine Seiten parallel den 
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Diagonalen des Vierecks sind. Wo liegt der Mittelpunkt M des Parallelo
gramms~ 

Wir werden in diesem Falle am zweckmäßigsten die Achsen des 
zu wählenden Koordinatensystems in die Diagonalen des Vierecks 
legen, und zwar sei (Abb. 186) 
AC die x-Achse,BDdie y-Achse, 
und der Schnittpunkt 0 der 
Nullpunkt. Das Viereck werde 
dann so in dem Koordinaten
system festgelegt, daß wir uns 
die Strecken OA = a, OB= b, 
00 = c und OD = d geben. 
Die Koordinaten der Eckpunkte 
sind dann A(a[O), B(O[b), 
O(c[O), D(O[d). Kennen wir 
nun eine Ecke E des Parallelo
gramms, so sind die : übrigen 
Ecken und damit das Parallelo
gramm selbst und sein Mittel

y 

X 

Abb. 186. 

punkt M mitbestimmt. Nun können wir E auf AB durch sein Teil
verhältnis A bezüglich der Punkte A und B festlegen; dann ergeben sich 
seine Koordinaten mit Hilfe der Formeln 20) S. 308 zu 

a + J .• o a O + J.b J..b 
XE= 1 + }. = 1 + }.' YE = 1 + }. = ~-+} .. 

Da den Punkten F bezüglich C und B, G bezüglich C und D, X bezüglich 
A und D das gleiche Teilverhältnis A zukommt, so sind die Koordinaten 
dieser Punkte · 

J. b c J.d 
YF = I + J. ; xa = 1 + J. ' . Ya = i +- ;: ; 

a J.d 
XH = 1 + J. ' YH = 1 + } .. 

Die Koordinaten von M seien x und y; da M der Mittelpunkt von EG 

ist, so ist nach 21) S. 309 

1 ( a c ) a + c 1 ( J. b }. d ) J. (b + d) 
X= 2 1 + J. + f +-J: = 2 (1 + J.)' y = 2 1 + }. + l +}. = 2(1 + J.); a) 

zu den gleichen Ergebnissen führen die Koordinaten von F und H. 
a) gibt uns die Koordinaten von M in ihrer Abhängigkeit vom Para
meter A. A selbst kann unendlich viele Werte annehmen, entsprechend 
der Tatsache, daß sich in das Viereck ABCDunendlich viele Parallelo
gramme von der geforderten Eigenschaft zeichnen lassen, und zwar 
ist jedem Werte von A ein solches Parallelogramm zugeordnet. Die 
Gesamtheit der Mittelpunkte aller dieser Parallelogramme erhalten 
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wir, wenn wir aus den beiden Gleichungen a) .A. eliminieren. Das Er
gebnis ist eine unmittelbare Beziehung zWischen den Koordinaten der 
Punkte M, folglich die Gleichung des geometrischen Ortes von M. Da 

ist, so ist 

2x l 2y ). 
und a+c 1+). b+d 1+). 

~ ~-1 
a+c+b+d-

die Gleichung des Ortes von M. Wir bekommen eine lineare Gleichung 
zwischen x und y; folglich bewegt sich M auf einer Geraden, deren 
Achsenabschnitte 

bzw. 

sind. M 1 ist demnach der Mittelpunkt von AC, ebenso M 2 der Mittel
punkt von BD. Der geometrische Ort der Mittelpunkte 
aller dem Viereck einbeschriebenen Parallelogramme, 
deren Seiten zu den Diagonalen des Vierecks parallel 
sind, ist die Verbindungsgerade der beiden Mittelpunkte 
dieser Diagonalen. 

§ 4. Das Wichtigste aus der analytischen Geometrie 
des Kreises. 

(123) Die Untersuchungen dieses Paragraphen beziehen sich, soweit 
ein Parallelkoordinatensystem in Betracht kommt, auf ein recht

winkliges Koordinatensystem. Definie
ren wir die Kreislinie als den geometri
schen Ort aller Punkte P, welche von 
einem festen Punkte M, dem Mittelpunkte, 
den gegebenen Abstand a (Radius, Halb
messer) haben, so müssen die Koordina
ten x und y eines beliebigen Punktes P 

----i)l----fi------ix,----*.X des 1 Kreises eine Gleichung erfüllen, die 
Mx sich folgendermaßen ergibt: Es ist nach 

Abb. 187. (107) S. 291 (s. Abb. 187) 

MP2 = ii(JZ + QP2 = M.,X2 + QP2 = (OX- OM.,)2 + (XP- XQ)2 • 

Sind p jq die Koordinaten von M, so folgt hieraus 

(x _ p)2 + (y _ q)2 = a2 38) 

als die G Ieich ung des Kreises. 
Dreieck D: a) Der Umkreis hat den Mittelpunkt (3 -H-111 ~- ) und 

den Halbmesser 19H- [s. (119)]; stelle die Gleichung des Kreises auf! 

(x- 'J0\"-)2 + (y _ ~-)2 = (li-P-)2 
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oder 
28x2 + 28y2 - 2l5x- 656y- 6647 = 0. 

b) Der Inkreis hat den Mittelpunkt ('Y-1 "'l..l-) und den Halbmesser 6f 
[s. (118) S. 321]; wie lautet seine Gleichung 1 

7 x2 + 7 y2 - 82 x - 68 y - 109 = 0. 

c) Bestimme ebenso die Gleichungen der Ankreise! 

x2 + y2 - 51 x + 26 y + 513 = 0; x2 + y2 + 66 x + 305 = 0; 

x2 + y2- 34x- llOy + 1550 = 0. 

Kehren wir zur Gleichung 38) zurück, die wir umformen in 

x2 + y2 - 2 p x - 2 q y + p2 + q2 - a2 = 0. 38 a) 

Wir erkennen, daß die Kreisgleichung in x und y vom zweiten Grade 
ist; der Kreis ist eine Kurve zweiter Ordnung. Bemerkenswert 
an der Gleichung 38 a) ist, daß von den drei in einer Gleichung zweiten 
Grades möglichen quadratischen Gliedern x 2 , xy, y2 das gemischt 
quadratische Glied, d. h. das Glied mit dem Faktor xy, fehlt, 
und daß die beiden rein quadratischen Glieder x2 und y2 denselben 
Beiwert, in 38a) den Beiwert 1, haben. Wir wollen zeigen, daß jede 
quadratische Gleichung in x und y, welche diese beiden Eigenschaften 
hat, im rechtwinkligen Koordinatensystem einen Kreis als Bild hat. 
Die allgemeinste Gleichung dieser Art hat die Form 

A ( x2 + y2) + 2 B x + 2 0 y + D = 0. 39) 

Wir dividieren durch A 

B G D 
x2+2Ax+y2+2Ay+ A =0 

und erhalten durch quadratische Ergänzungen 

(x + ~Y + (Y + ~r = 12 (B2 + o2 - AD). 39a) 

Vergleichen wir die zuletzt gefundene Form mit der Gleichung 38), 
so erkennen wir, daß sie in der Tat die Gleichung eines Kreises dar
stellt; sein Mittelpunkt M hat die Koordinaten 

B G 
p = - A, q= - A' 

und sein H albmesser ist 

a= ~ l(B2 +02 -AD 

ist. Ist der Ausdruck ß2 + 02 - AD = 0, so ist der Halbmesser 
a = 0, und der einzige relle Punkt, dessen Koordinaten die Glei
chung 39) erfüllen, ist der Mittelpunkt; ist B2 + 0 2 - A D < 0 , so 
ist der Hall;nnesser sogar imaginär, und es gibt keinen wirklichen Punkt, 
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dessen Koordinaten Gleichung 39) erfüllen; wir haben es mit einem 
sogenannten imaginären Kreise zu tun. 

Zahlenbeispiel zu der obigen Ableitung: Die Kreisgleichung laute: 

7 x2 + 7 yz - 82 x - 68 y - 109 = 0; 

wir können sie folgendermaßen schreiben: 

oder 
(x _ -\l)2 + (y _ --Y-)2 = ~P- + _l_Hll + :rl-! 

(x _ Jl-)2 + (y _ l.f-)2 = (.2,f-)2; 

folglich hat der Mittelpunkt die Koordinaten (-4,(-[ --Y-), und der Halb
messer ist .2f . 

Die vier Konstanten A, B, 0, D bestimmen die Kreisgleichung und 
damit den Kreis völlig. Wenn wir jedoch Gleichung 39) durch irgend
eine konstante Größe dividieren, so bekommen wir zwar eine neue 
Gleichung in x und y; aber ihr geometrisches Bild ist der nämliche 
Kreis. Wir sehen hieraus, daß es nicht auf die vier Größen A, B, 0, D, 
sondern nur auf ihr gegenseitiges Verhältnis ankommt, und daß der 
Kreis demnach schon durch drei voneinander unabhängige Bedingungen 
gegeben ist. Insbesondere folgt hieraus der Satz: 

Durch drei Punkte läßt sich stets ein, aber auch nur 
ein Kreis legen. 

Sind die drei Punkte durch ihre Koordinaten x1 [ y1 , x2 [ y2 , x3 [ y3 

gegeben, so müssen die drei Gleichungen bestehen: 

A(xi + yi) + 2Bx1 + 20y1 + D = 0, 

A(x~ + YD + 2Bx2 +.20y2 + D = 0, 

A ( xä + yä) + 2 B x3 + 2 0 y3 + D = 0. 

Aus ihnen läßt sich das Verhältnis A : B: 0: D berechnen, und folglich, 
da sie in A, B, 0, D linear smd, die Gleichung des Kreises aufstellen, 

Anwendung auf das Dreieck D: a) Der Feuerbachsehe Kreis 
enthält die Mittelpunkte der Seiten, die,t Fußpunkte der Höhen und 
die Mittelpunkte der an den Ecken liegenden Höhenabschnitte. Wie 
lautet seine Gleichung in unserem Falle 1 Wir legen ihn durch die 
drei Seitenmittelpunkte 

Ma (13 [ - t ), M. (5[ .2/). 

Es muß also sein 
..6.f-1- A + 26 B - 0 + D = 0 , 

74A -10B + 140 + D = 0, 

.ll.f_l_ A + 10 B + 29 0 + D = 0, 
woraus folgt 

B = -ffiA, 0= -HA, D = - JJ.tP A. 
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Die Gleichung des Feuerbachsehen Kreises lautet demnach: 

56(x2 + y2)- 513x- 520y- 3069 = 0. 

Berechne die Lage seines Mittelpunktes und die Länge seines Halb
messers und zeige, daß er durch die Fußpunkte der Höhen und die 
Mittelpunkte der oberen Höhenabschnitte geht! 

b) Lege durch ;die Ecken des Dreiecks den Kreis und zeige, daß 
seine Gleichung mit der schon oben gefundenen Gleichung des um
beschriebenen Kreises übereinstimmt! 

(124) Der Kreis als geometrischer Ort. Wir wollen den 
aus der Planimetrie bekannten Satz beweisen: Die Spitzen aller 
Dreiecke von festen Grundlinien, welche einen gegebenen 
Winkel an der Spitze haben, liegen auf dem über der Grund
linie als Sehne geschlagenen Kreis
bogen, der den gegebenen Winkel 
als Umfangswinkel faßt. 

Ist (Abb. 188) AB = c die gegebene 
Grundlinie und y der gegebene Winkel, so 
können wir eins von den unendlich vielen 
Dreiecken erhalten, indem wir durch A 
einen beliebigen Strahl ziehen und durch B 
eine Gerade, welche mit diesem den Winkel y 
einschließt; der Schnittpunkt ist ein Eck
punkt 0. Zur analytischen Lösung wählen 
wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem, Abb. 188. 

und zwar am zweckmäßigsten so, daß 
die x-Achse auf AB und der Nullpunkt auf den Mittelpunkt von AB 

fällt; dann sind die Koordinaten von A ( - · ~-~ 0) und von B ( + ~ I 0) ; 
0 möge die Koordinaten x j y haben. Die Gerade AC schließt mit der 
x-Achse einen Winkel {)1 ein, der sich nach (107) S. 291 ergibt zu 

tg{)t = _Y_; 
x+~ 

2 

der Winkel {)2 , den BC mit der x-AQhse einschließt, ergibt sich in gleicher 
Weise zu 

Nun ist y = {)2 - {)1 ; folglich 
tgD2 - tgD1 

tgy = tg ({}2 - {)1) = 1 + tgD2 tgD1 
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oder wenn wir einsetzen, 

_Y ___ Y_ 
c 

x-2 
y2 

l+--c2 x2 __ 
4 

cy 
----=----- c2 = tgy' 
xz + y2- 4 

c2 
x2 + y2 - cy · ctgy- 4 = 0. 

(125) 

Der geometrische Ort von 0 ist also in der Tat ein Kreis; schreiben 
wir seine Gleichung in der Form 

x2+(y-; ctgrY= 4s;~2r' 
so können wir ablesen, daß sein Mittelpunkt die Koordinaten x = 0, 

y = 2c ctgy hat, während sein Halbmesser gleich -2 ? ist, woraus smr 
die bekannte Konstruktion folgt. 

Beweise den Apollonischen Satz: Der Ort der Spitzen aller 
über derselben Grundlinie AB errichteten Dreiecke, deren anderes Seiten
paar das konstante Verhältnis Ä hat, ist der Kreis, dessen Mittelpunkt 
auf der Geraden AB liegt und der die Strecke AB innen und außen 
im Verhältnis Ä teilt (Apollonischer Kreis). 

(125) Der Kreis in Verbindung mit anderen geometrischen 
Gebilden. 

a) Der Kreis und die Gerade: Hier kommt in erster Linie 
die Ermittlung der Schnittpunkte beider Gebilde in Frage. Die Koor
dinaten Xs und Ys eines solchen müssen sowohl die Gleichung des 
Kreises , als auch die Gleichung der Geraden, also eine quadratische 
und eine lineare Gleichung erfüllen. Es gibt demnach im allgemeinen 
zwei Wertepaare xs I Ys und folglich zwei Schnittpunkte zwischen Kreis 
und Gerade. Allerdings sind hierbei drei Fälle zu berücksichtigen. 
Hat die quadratische Gleichung zwei reelle, voneinander verschiedene 
Lösungen, so sind die beiden Schnittpunkte reell, die Gerade ist Sekante 
des Kreises. Sind die beiden Lösungen reell und gleich, so fallen die 
beiden Schnittpunkte in einen zusammen, und die Gerade ist Tangente 
an den Kreis. Sind schließlich die beiden Lösungen komplex, so nennt 
man die Schnittpunkte imaginär, die Gerade meidet den Kreis. 

Dreieck D: a) Bestätige durch Rechnung, daß der Umkreis die 
Seiten in den Eckpunkten ~chneidet. 

b) In welchen Punkten schneidet der Feuerbachsehe Kreis die 
Seiten, die Höhen, die Mittellinien, die Winkelhalbierenden, die Mittel
senkrechten 1 Anleitung: Die Seite BO hat die Gleichung 

3 X - 4 y - 41 = 0; 
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wir setzen 4y = 3x- 41 in die Gleichung des Feuerbachsehen 
Kreises 

56x2 + 56y2- 513x- 520y- 3069 = 0 

ein und erhalten für x die Gleichung 

25x2 - 504x + 2327 = 0. 

Hieraus ergibt sich x1 = 13, x 2 = V 59_ , und daher y1 = - t, 
y2 = - J-ll; folglich sind die Koordinaten der beiden Schnittpunkte 

131-l und 7"245 1-4-H. 
c) Zeige durch Rechnung, daß die Seiten Tangenten an den Inkreis 

und die Ankreise sind, und bestimme die Berührungspunkte! An
leitung: BC) 3x- 4y- 41 = 0. Inkreis: 

7 x2 + 7 y2 - 82 x - 68 y - 109 = 0. 

Setzen wir wieder 4 y = 3 x - 41 in die Gleichung des Kreises ein, 
so erhalten wir die quadratische Gleichung x 2 - 22 x + 121 = 0, die 
die Doppellösung x = 11 hat. Demnach fallen die beiden Schnitt
punkte in der Tat in einen Punkt zusammen, der die Koordinaten 11 1- 2 
hat; die Gerade B C ist Tangente. 

Für den Sonderfall, daß der Mittelpunkt des Kreises im Nullpunkt 
liegt, die Gleichung des Kreises also lautet x2 + y2 - a2 = 0, möge 
die Gleichung der Geraden in der Hessesehen Normalform vorliegen: 

X COS IX + y sin IX - d = 0. 

Löst man die Gleichungen nach x und y auf, so ergibt sich 

x = d cos IX + E {ti2 -- d2 sin IX und y = d sin IX - f -y;;F=- d2 cos IX , 

wobei E2 = 1 ist. Man sieht in Übereinstimmung mit der Anschauung, 
daß es zwei reelle, getrennte Schnittpunkte gibt, wenn a > d , d. h. 
wenn der Halbmesser größer als der Abstand der Geraden vom Mittel
punkte ist; die Schnittpunkte fallen in einen Punkt zusammen, wenn 
a = d ist; beide Kurven meiden sich, wenn a < d ist. Im Falle a = d 
sind die Koordinaten des Berührungspunktes 

x0 = a cosiX, y0 = a siniX 
oder 

COSIX = Xo siniX = Yo • 
a' a' 

setzen wir diese Werte in die Gleichung der Geraden ein, so erhalten wir 
als Gleichung der Tangente xx0 + yy0 = a2 wie früher [s. (114) S. 312]. 

b) Mehrere Kreise. Sind 

und k1 •=--- x2 + y2 + 2a1 x + 2b1 y + c1 = 0 

k2 • ~- x2 + y2 + 2 a2 x + 2 b2 y + c2 = 0 
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die Gleichungen der beiden Kreise k1 und k2 , so ist 

k1 +lk2=(1+ A.) (x2+y2)+2 (a1 + A.a2) x+2 (b1 + A.b2) y+(c1 +A.c2)= 0, 40) 

wie man sieht, ebenfalls die Gleichung eines Kreises, und zwar muß 
dieser durch die beiden Schnittpunkte von k1 und k2 gehen, mögen 
sie reell oder imaginär sein. Denn sind x8 und y8 die Koordinaten 
eines solchen Schnittpunktes, so müssen sie beide Gleichungen k1 = 0 
und k2 = 0 und folglich auch die Gleichung k1 + A.k2 = 0 erfüllen. 
Da A. alle Werte von - oo bis + oo annehmen kann und zu jedem 
Werte von A. ein solcher Kreis gehört, so lassen sich durch diese beiden 
Schnittpunkte unendlich viele Kreise legen. Die Gesamtheit aller dieser 
Kreise nennt man ein KreisbüscheL Setzt man insbesondere A. = -1, 
so erhält man aus 40) die Gleichung 

2(a1 - a 2)x + 2(b1 - b2)y + (c1 - c2) = 0, 

also eine lineare Gleichung. In diesem Sonderfalle artet der Kreis 
in eine Gerade aus; sie ist die Verbindungsgerade der Schnittpunkte 
aller Kreise des Büschels und heißt die Potenzlinie des Büschels. 

Der Mittelpunkt des Kreises von Gleichung 40) hat die Koordinaten 

er teilt folglich nach Formel 20) S. 308 die Verbindungsstrecke der 
Mittelpunkte von k1 und k2 im Verhältnis A.. Die Mittelpunkte aller 
Kreise des Büschels liegen demnach auf einer Geraden, deren Gleichung 
nach Elimination von A. sich ergibt zu 

( b1 - b2) x - ( a1 - a2) y + a 2 b1 - a1 b2 = 0. 

Da ihr Richtungsfaktor 

der der Potenzlinie 
A =_al-a2 
2- bl- b2 

ist, demnach A1 • A2 = -1 ist, so muß diese Mittelpunktslinie auf 
der Potenzlinie senkrecht stehen. 

Dre ieck D: Der der Seite BC anliegende Ankreis hat die Gleichung 

x2 + y2 - 51 x + 26 y + 513 = 0, 

der der Seite CA anliegende die Gleichung 

x2 + y2 + 66 x + 305 = 0. 

Stelle die Gleichung des zugehörigen Büschels auf; suche insbesondere 
die Gleichung des durch C gehenden Kreises des Büschels und die 
Potenzlinie. Die Kreise haben keinen reellen Schnittpunkt. Zwei 



(126) Das Wichtigste aus der analytischen Geometrie des Kreises. 337 

Kreise des Büschels schrumpfen zu Punkten zusammen; welche sind 
. dies 1 

Büschel: (1 + A.) (x2 + y2) +(-51+ 66A.)x + 26y + (513 + 305A.) = 0. 

Soll der Kreis durch (31- 8) geht;ln, so muß sein 

(1 + A.) (32 + 82) +(-51+ 66A.). 3 + 26. (-8) + (513 + 305A.) = 0; 

hieraus ergibt sich A. = - lt, und demnach heißt die Gleichung des 
durch 0 gehenden Kreises 

3(x2 + y2)- 378x + 128y + 1939 = 0. 

Die Gleichung der Potenzlinie lautet 

9x- 2y- 16 = 0 . 

Um die letzte Aufgabe zu lösen, formen wir zuerst die Büschelgleichung 
um in 

[ + -51+ 66_1.]2 + [ + ~]2 = [-51+ 66/.]2+· [~]2- 513 + 305_!:. 
X 2(1 + ).) y l +). 2(1 + J.) 1 + ). 1 + ), . 

Soll der Halbmesser des Kreises gleich Null werden, so muß nach 
Formel 39 a) die rechte Seite verschwinden; hieraus ergibt sich für A. , 
die quadratische G~eichung 

3136A.2- 10004A. + 1225 = 0, 

deren Lösungen sind 

A.1 = H und A.2 = & . 
Die beiden Kreise schrumpfen demnach zusammen auf die beiden Punkte 

(- 9:;~-1 - J:,*l·) und (.llT2l j - 1..(-.ft) . 

- In ähnlicher Weise stelle man sich weitere hierher gehörige Aufgaben 
aus dem Dreieck D zusammen! Man beweise u. a., daß der Feuer
b achsehe Kreis sowohl den Inkreis, als auch die Ankreise b e r ü h r t 
[Berührungspunkte: (14 ·l 9 j 6 289 ); (12 r/f-s I -1 H~); (- 5f-ll1 I 
3 HH); (6 HH j14 tHt)] . Nachprüfung an der Zeichnung! 

( 

(126) Der Kreis im Polarkoordinatensystem. Sind (Abb. 189) 
c und y die Polarkoordinaten des Mittelpunktes M, und a der Halb
messer des Kreises, so folgt aus dem Kosinus
satze für die Polarkoordinaten r und i} eines 
beliebigen Kreispunktes die Gleichung 

r2 - 2crcos(ß- y) + c2 - a2 = 0. 41) 

Ist insbesondere c = a, geht also der Kreis 
durch den Nullpunkt, so lautet die Glei-
chung 

r = 2ccos(ß - y) . 41 a) 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 

Abb. 189. 

22 
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Da Gleichung 41) in r vom zweiten Grade ist, ergeben sich für eine 
gegebene Amplitude{} stets zwei Werte r1 und r 2 ; d. h. jede durch . 
einen festen Punkt 0 gehende Gerade schneidet den Kreis in 
zwei Punkten. Wohl können diese Punkte imaginär sein - dies 
tritt ein, wenn die Lösungen der quadratischen Gleichung komplex 
sind -; da andererseits das Absolutglied der quadratischen Gleichung 
gleich c2 - a2 ist, also von der Amplitude {} völlig unabhängig ist, 
erhalten wir den weiteren Satz: 

Alle von einem Punkte 0 ausgehenden Strahlen schnei
den den Kreis in zwei Punkten, für welche das Produkt 
ihrer Abstände von 0 konstant ist; es ist gleich der Diffe
renz der Quadrate aus Mittelpunktsabstand von 0 und 
Kreishai bmesser. 

Die Größe c2 - a2 nennt man die Potenz des Punktes 0 bezüglich 
des Kreises. 

Kreisverwandtschaft. Zwei Punkte P und P' heißen zuein
ander kreisverwandt bezüglich des Kreises vom Halbmesser p, wenn 

sie auf dem gleichen vom Kreismittelpunkt 0 aus-
- P' 

--- 1 gehenden Strahle liegen, und das Produkt ihrer 

Abb. 190. 

/ Mittelpunktsabstände r und r' gleich dem Quadrat 
des Kreishalbmessers ist, wenn also die Glei
chung erfüllt ist 

r · r' = p 2 • 

Liegt der eine Punkt P innerhalb des Kreises, 
so muß folglich der andere Punkt P' außerhalb 
liegen. Man kann zu einem Punkte P leicht den 
kreisverwandten P' konstruieren, wenn man die 

durch ihn senkrecht zu 0 P gezogene Sehne mit dem Kreise zum Schnitt 
bringt und in den Schnittpunkten die Tangenten an den Kreis legt; sie 
schneiden sich in P'. Umgekehrt legt man von P' die Tangenten 
an den Kreis und bringt die Berührungssehne mit OP' zum Schnitt. 

Der geometrische Ort aller zu den Punkten einer Kurve k kreis
verwandten Punkte ist eine Kurve k'; man nennt die beidenKurven 
zueinander kreisverwandt. 

Lehrsatz: Die zu einem Kreise kreisverwandte Kurve ist wiederum 
ein Kreis. 

Hat nämlich der Kreis k die Gleichung 

r2 - 2crcos(ß- y) + c2- a2 = 0, 
2 

so ist r = ~ , wenn r der Leitstrahl von P und r' der von P' ist; die 

Amplitude 19 ist nach Definition für beide Punkte die gleiche. Folglich 
lautet die Beziehung zwischen r' und {} 

p4 p2 
r'-2- 2c7cos(ß- y) + c2 - a 2 = 0 
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oder 2 4 

r' 2 - 2c~r'cos(t?- y) + ~ = 0. c-a c-a 

Dieses ist aber wiederum die Polargleichung eines Kreises, wie man 
durch Vergleich mit 41) feststellt, wenn man 

und 

setzt. 

4 
c'2 _ a'2 = _P __ 

c2- a2 

Geht insbesondere der ursprüngliche Kreis durch das Verwandt
schaftszentrum 0 (Abb. 191), so lautet seine Gleichung nach 41 a) 

r = 2acos('!9> - y), 

folglich die Gleichung der kreisverwandten Kurve 
2 

r' = P . 
2a • cos(-&- y) ' 

das ist aber die Gleichung einer Geraden, wie man aus Abb. 191 er-
2 

kennt, in der OD = fa , folglich 
2 

OP'- r'- P · t 
- - 2acos(-&- y) 1s · 

Eine einfache Vorrichtung, die zu einer Kurve die kreisverwandte 
zeichnet, ist der Pea ucelliersche In versor (Abb. 192). Er besteht 

Abb. 191. 

\ 
\ 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

/ 
" / ........... ____ .,...."" 

Abb. 192. 

aus sechs miteinander gelenkig verbundenen Stäben, von denen die 
zwei Stäbe OA = 00 = a einander gleich und die vier Stäbe 
AB = BC = CD= DA = b ebenfalls untereinander gleich sind. Die 
beiden EckenBund D müssen stets auf einer durch 0 gehenden Geraden 
liegen, wie leicht einzusehen ist. Nun ist 

OD ·OB= (OQ- QD) (OQ + QD) 

= OQ2 - QD2 = (OA2 - Ai;n - (AD2 - XQ2) 

22* 
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also konstant. Folglich sind die beiden Punkte B und D zueinander 
kreisverwandt; beschreibt D eine Kurve, so muß B die zu ihr kreis. 
verwandte Kurve beschreiben. Zwingt man demnach D durch An. 
bringen eines siebenten Stabes DE, wobei E in der Ebene festliegt, 
einen Bogen eines durch 0 gehenden Kreises zu beschreiben (ED = EO), 
so muß sich nach obigem B auf einer Geraden bewegen. In dieser 
Anordnung stellt also der Peaucelliersche Inversor eine einfache 
Vorrichtung dar, um eine kreisförmige Bewegung in eine geradlinige 
überzuführen. Eine solche technisch wichtige Vorrichtung bezeichnet 
man als Geradführung. 

Die vorangehenden Paragraphen zeigen, wie schon mit den Mitteln 
der elementaren Algebra die verschiedenartigsten Aufgaben der Geo
metrie rechnerisch gelöst werden können. Wesentlich ergänzt werden 
diese Hilfsmittel durch die Verwendung der Rechenmethoden der 
höheren Mathematik, insbesondere sind gewisse Fragen, die bei den 
Kurvenuntersuchungen auftauchen (Neigung, extreme Punkte, Krüm
mung, Fläche), nur mittels Differential- und Integralrechnung zu klären. 
Das soll im folgenden geschehen. 

§ 5. Die Differentialquotienten höherer Ordnung. 
(127) Ist y = f(x) eine stetige Funktion von x, so ist 

Y' = df(x) = f'(x) = dy 
dx dx 

ebenfalls eine Funktion von x, sie heißt dieabgeleitete Funktion von 
f(x) [s. auch (24) S. 51). Ist sie stetig, so kann man auch von ihr einen 
Differentialquotienten bilden; er heißt der zweite Differential
quotient oder die zweite abgeleitete Funktion der ursprünglichen 
Funktion. Man bezeichnet ihn, indem man schreibt 

ddy 
11 dj'(x) dx d2 y d2 f(x) 42) 

Y = a x- """"' !Tx · = dx2 = a:X?.- ; 

y" = ~~liest man: "y-Z weistrich ist gleich d zwei y nach dx- Quadrat". 

So kann man fortfahren und einen dritten, vierten, ... , nten Diffe
rentialquotienten der gegebenen Funktion bilden. Im allgemeinen kann 
man sagen: 

Der nte Differentialquotient oder die nte abgeleitete 
Funktion, die n te Ableitung einer Funktion f(x) ist die
jenige Funktion, die sich durch Differenzieren des (n- l)ten 
Differentialquotienten ergibt. 

an -1 y 
d --

dny dxn-l apn -1l(x) 
y(n) = dxn = dx = j(n) (x) = --a;x-. 42') 
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Beispiele. a) Ist y = x", so ist y' = n · x"- 1 , also 

y" = n(n- 1) x"- 2 , Y111 = n(n- 1) (n- 2) x"- 3 , 

y<4l = n (n- 1) (n- 2) (n- 3) x"- 4 .•. , 

y(k) = n (n- 1) (n- 2) . .. (n- k + I) x"-k ... , 

y(n-l)=n(n-1)(n-2) ... 2·x, y(")=n(n-1) ... 2·1=n! 

Beweis! 

c) aninx =(-1)"-ll·2 ... (n-l). Beweis! 
dxn xn 

d) Ist y = sinx, so ist 

f • ( + lC) " . ( ") . ( 2 lC) y = COS X = Sill .X 2 , y = - Sill X = COS X + 2 = Sill X + • 2 , 

111 ( ") • ( . ") y = - COS X = COS X + 2 • 2 = Sill X + 3 • 2 ... , 

also ist 
ansinx . ( lC ') ---a;xn = Sill X + n · 2 . 

Beweise: dncos X ( ") 
([J;n- = cos x + n · 2 . 

Nur in den seltensten Fällen kann man wie hier den n ten Differential

quotienten in geschlossener Form hinschreiben. Bisweilen kann man 

dieses Ziel durch geschickte Zerlegung der gegebenen Funktion erreichen. 

Zwei Beispiele hierfür: 

e) Es sei y = .... ..!..__2 ; wir zerlegen und schreiben 
1-x 

Differenzieren wir gliedweise, so erhalten wir 

(n)_n![ l + (-l)n l 
Y - 2 (l- x)n+l (l + x)n+l . 

f) Es sei y = arctgx; dann ist x = tgy, 

dx l l dy 2 , 
aso - --cosy-y 

dy - cos2y' dx - - · 

y" = 7,~ = ~~ · ~~ = y'~~ =cos2 y · 2cosy ( -sin y) = -cos2 y sin2y. 

Schreibt man 

y' = cosy·sin(y+ ~), 
so kann man entsprechend schreiben 

y'' = cos2 y· sin2(y + ~)· 
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Weiterhin ist 

- dy" - dy" • dy - '. ~y" 
y"'- dx - dy dx - Y dy 

= cos2 y · (cos2 y • 2 cos2(y + 'i) - 2 siny cosy sin2 (y + 'i)), 

y'" = 2cos3 y · [cosy · cos2 (y + 'i)- siny · sin2 (y + 'i)] 

= 2 cos3 y • cos (y + 2 (y + 'i)] , 

y"' = 2 cos3 y · sin 3 ( y + 'i) . 

Allgemein ist 

y(n) = (n- l)! cosny ·sinn (y + 'i). 

(128) 

Den Beweis erbringen wir durch den Schluß von n auf n + 1; ist nämlich 
die Formel für y(n) richtig, so muß sein 

dy<n) d (y<nl) dy f dy<n) y(n+l)= -- = _ _ • - =y __ 
dx dy dx dy 

= cos2 y· (n-1)! (ncosnycosn(y + 'i)-ncosn - lysinysinn(y + 'i)] 
= n! cosn+ly · (cosy · cosn (y + i)- siny ·sinn (y + i)] 
=n! cosn+ly · cos [Y + n(y+ 'i)], 

y(n+l) = n! cosn+l y · sin (n + 1) (y + i). 
Dies ist dieselbe Gleichung wie für y(n); nur steht (n + l) an Stelle 
von n. Da die Formel für y(n) nun gilt für n = 3, wie oben gezeigt 
worden ist, so gilt sie auch für n = 4, folglich auch für n = 5 usf. Setzen 
wir schließlich wieder für y den Wert arctgx, so erhalten wir, da 

1 . 
cos y = .~ 1st, 

r1 + x2 

dn(arctgx) (n-1)! . ( "') 
-~ = YI+x2"·smn arctgx + 2 . 

(128) Die Differentialkurven. Wir wissen, daß im rechtwinkligen 
Koordinatensystem das Bild der Funktion y = f(x) eine Kurve ist; 
daher muß auch das Bild der ersten abgeleiteten Funktion y' = f'(x) 
eine Kurve sein; man nennt sie die (erste) Differentialkurve der 
ursprünglichen Kurve. . Ebenso ist das Bild der zweiten abgeleiteten 
Funktion y" = f"(x) eine Kurve, die zweite Differentialkurve usf. 
Unter der n ten Differentialkurve einer Kurve von der Glei
chung y = f(x) versteht man das Bild ihrer n ten Ableitung 
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y(n) = j(n) (x). Es ist zu erwarten, daß zwischen diesen Kurven enge 
Beziehungen bestehen müssen, und daß sich aus der Ausgangskurve 
die Differentialkurven eindeutig auf zeichnerischem Wege ermitteln 
lassen müssen. Wir wollen dies näher untersuchen. 

In Abb. 193 sei die mit y bezeichnete Kurve die Ausgangskurve 
als Bild der Funktion y = f(x). Wir wollen jetzt zu einer bestimmten 
Abszisse die Ordinate y' der Diffe
rentialkurve y' = f' (x) konstruie-
ren. Da y' = tgcp die Richtung !J 
der Ausgangskurve im Punkte P 
von der Abszisse x ist, können 
wir folgenden Weg einschlagen. 
Wir gehen vom Punkte X um die y' 

Einheit nach links bis zum Punkte Q 
und legen durch ihn die Parallele 
zu der in P an die Kurve y ge- Abb. 193. 

zogenen Tangente, welche X P in P' 
schneiden möge; P' ist ein Punkt der Differentialkurve y'; denn es 
ist X P' = 1 · tg cp = y' . 

Wir können so die Differentialkurve y' punktweise konstruieren, 
und erkennen ohne weiteres die folgenden Gesetzmäßigkeiten. Durch
laufen wir die y-Kurve im Sinne wachsender x, so hat die y'-Kurve 
positive Ordinaten, solange die y-Kurve steigt, negative Ordinaten, 
solange die y-Kurve fällt. An denjenigen Stellen, wo die y-Kurve 
einen Höchst- oder Tiefstpunkt hat, schneidet die y' -Kurve die Abszissen
achse. 

Aus der y'-Kurve läßt sich in gleicher Weise die y"-Kurve kon
struieren usf. 

Wir können nun folgende vier Typen des Verlaufs einer y-Kurve 
unterscheiden, wobei sehr wohl an einer Kurve mehrere dieser Typen 
auftreten können. [V gl. die Abb. 194 unter a) bis d)]. Die Fälle a) und b) 

:f·KYXy~ 
J _/Y'X. 

Abb. 194. 

zeigen ansteigende y-Kurven, und zwar wächst bei a ) das Ansteigen, 
während es bei b) abnimmt. Die y'-Kurven verlaufen daher, da die 
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Tangentenrichtungen der y-Kurven in beiden Fällen positiv sind, ober
halb der x-Achse, und zwar so, daß bei a) die y'-Kurve steigt, während 
sie bei b) fällt. c)undd) zeigenfallendey-Kurven; die Tangentenrichtungen 
sind überall negativ, folglich verlaufen die y'-Kurven vollständig 
unterhalb der x-Achse. Da bei c) der Fall schwächer wird, muß sich 
die y' -Kurve der x-Achse nähern, beim Typ d) dagegen von der x-Achse 
entfernen. Nun leiten wir aus der y'-Kurve in gleicher Weise die y" -Kurve 
ab; sie muß· bei Typ a) und c) oberhalb der x-Achse verlaufen, da die 
y' -Kurve hier positive Tangentenrichtungen hat, bei b) und d) dagegen 
unterhalb der x-Achse, da hier die y' -Kurve negative Tangentenrich
tungen hat. Nun haben die y-Kurven im Falle a) und c) die Eigen
schaft, daß ihre hohle (konkave) Seite in der Richtung der positiven 
y-Achse liegt, daß sie in der Richtung der positiven y-Achse geöffnet 
sind, während im Falle b) und d) in Richtung der positiven y-Achse 
die erhabene (konvexe) Seite liegt, die y-Kurven also in Rich
tung der negativen Seite geöffnet sind. Daraus ergibt sich 
der Satz: 

Eine Kurve von der Gleichung y = f(x) ist in Richtung 
der positiven Ordinatenachse geöffnet, wenn der zweite 
Differentialquotient von f(x) positiv, dagegen in Richtung 
der negativen Ordinatenachse geöffnet, wenn dieser ne
gativ ist. 

Durch diesen Satz ist die Bedeutung des zweiten Differential
quotienten für den Verlauf der Kurve festgelegt. Bezeichnen wir 
Typ a) und c) als konkav, b) und d) als konvex, so können wir den 
Satz auch so aussprechen: Im konkaven Teile einer Kurve ist ihr zweiter 
Düferentialquotient positiv, im konvexen Teile negativ. An einer 
Stelle, wo die Kurve aus ihrem konkaven Verlauf in den konvexen 

Abb. 195. 

übergeht oder umgekehrt, wo 
die Kurve sich wendet, muß 
folglich der zweite Diffe 
ren tialq uotien t gleichNull 
werden ; einen solchen Punkt 
nennt man Wendepunkt 
(Abb. 195). Er hat die Eigen
schaft, daß die Tangente in 
ihm nicht wie gewöhnlich nur 
auf einer Seite der Kurve ver-

läuft, sondern sie durchsetzt, von der einen Seite auf die andere 
übergeht; die Tangente in einem Wendepunkte heißt Wendetangen te. 
Die Eigenschaften der Wendepunkte können wesentliche Dienste für 
die Festlegung der Gestalt einer Kurve leisten. Ein einfaches Beispiel 
möge dies erläutern. 
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Gegeben sei die Gleichung y = x2 ~~; die zugehörige Kurve ist 

zu zeichnen. Wir bilden den ersten und den zweiten Differential
quotienten : 

, I - x2 

Y = (x2+ 1)2' 
" 2x (x2 - 3) 

y = (x2 + 1)3 . 

Die Gleichung der Kurve ist eine echt gebrochene rationale :Funktion 
von x; folglich muß die Kurve die x-Achse als Asymptote haben [s. (32) 
S. 71]. Da y das Vorzeichen ändert, wenn x es tut, ist der Nullpunkt 
Mittelpunkt der Kurve, und die Kurve besteht aus zwei Teilen, von 
denen der eine aus dem anderen hervorgeht, wenn man ihn um den 
Nullpunkt um 180° dreht. Ihren Größt- bzw. K.leinstwert erreicht 
die Kurve, wenn x2 - l = 0 ist, also für x = ± l; ihre Wendepunkte, 
wenn 2 x ( x2 - 3) = 0 ist, also für x = 0, + y3, - y3. Die folgende 
Tabelle stellt die Koordinaten dieser Punkte und die zugehörigen 
Kurvenrichtungen zusammen; Abb.l96 gibt den rechten Teil der Kurve: 

"' y y' Bez. 

0 0 1 0 1 
1 1 0 P, ]f 

-1 - ~ 0 P, Pz 

va V3 1 
p2 

4 - -8 

_v;·l 1 . 1 v.J 
- V3 -s l Abb. 196. 

Der Leser untersuche noch die folgenden Kurven, besonders auf 
Wendepunkte und Maxima hin: 

a) y = sinx +! sin2x, b) y = cosx + f cos2x, 

c) y = sin x ( 1 + ! cos x) . 
a) Max bzw. Min: 

; IV:f; : ni-Y3; Wendep.ülü; nlü; ( 1) I 3 ---arccos - 4 ± 16 Y15 . 

(129) Maxima und Minim a . Bei unseren bisherigen Untersuchungen 
über Höchst- und Tiefstwerte einer Funktion hatten wir uns immer 
darauf beschränkt, diese Werte zu bestimmen, die Entscheidung darüber 
aber, ob der betreffende Wert ein Maximum oder Minimum ist, aus 
der Natur der einzelnen Aufgabe getroffen. Jetzt können wir in allen 
Fällen leicht und einwandfrei diese Fragen mathematisch beantworten. 

Bedingung für das Eintreten eines Größt- oder Kleinstwertes ist 
zunächst, daß f' (x) an der betreffenden Stelle gleich 0 ist [s. (19) 

. Größt- konvex 
S. 38]. Da nun an der Stelle emes K 1 . t Wertes die Kurve k k mns- on av 
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ist, so muß /" (x) an dieser Stelle neg~t~iv sein. Wir erhalten damit pos1 1v 
den wichtigen Satz: 

Damit eine Funktion y = f(x) für einen Wert x = x0 einen 
Höchst- oder Tiefstwert hat, ist notwendig, daß f'(x0 ) gleich 
Null wird; und zwar liegt ein Höchstwert vor, wenn f"(x0) < 0, 
ein Tiefstwert, wenn /"( x0) > 0 ist. 

Es fragt sich noch, was eintritt, wenn f" (x0) = 0 wird; hierüber 
entscheidet derWert von f"'(x0 ). Ist f"'(x0) ;::_o, so muß nach dem 

obigen Satze f'(x0) an dieser Stelle einen ~!~~~~t-Wert besitzen. Daher 

muß f(x0 ) ein Terrassenwert der Funktion y = f(x) sein ; der zu
gehörige Punkt der Kurve y = f(x) muß ein Terrassenpunkt sein 
[s. (25) S. 55]. Ist auch f"' (x0) = 0, so muß man zur Entschei
dung noch höhere Differentialquotienten heranziehen; und zwar gilt 
der Satz: 

Eine Funktion y = f (x) kann nur für einen solchenWert x0 

e inen Höchst- oder Tiefstwert haben, für den ihr erster Diffe
rentialquotient verschwindet. Um zu entscheiden, ob ein 
Höchst-, ein Tiefst- oder ein Terrassenwert vorliegt, be
rechnet man die höheren Differentialquotienten f" (x0 ), 

f"' (x0 ), .. • , bis man auf einen stößt, der für x = x 0 von Null 
verschieden ist. Ist e r von ungerader Ordnung, so ist f(x0 ) 

ein Terrassenwert der Funktion y = f(x); ist er von gerader 
0 d 1. t . Größt- W t . hd d b r nung, so 1eg e1n Kl einst- er v~r, Je nac em er e-
treffende Differentialquotient neg~tt.1 v ist (s. Abb. l97). 

pos1 IV 

Beweis: Ist f (n) ( x0 ) der erste für 
x = x0 von Null verschiedene Differen
tialquotient, so wollen wir annehmen, rrn-"' 

rx.J daß j(") (x0) > 0 ist. Dann muß f (n - l ) (x0 ) 

für x = x0 eine steigende Funktion sein. 
Da j<n - l)(x0) = 0 sein soll, so muß 
j<n - 2) ( x0) ein Kleinstwert der Funktion 
f<" -2) (x) sein. Da f<" -2) (x0) = 0 sein soll, 
so muß j<n-a) (x0) ein Terrassenwert der 
Funktion j<n - a)(x) sein, so zwar, daß in 
x = x0 die Funktion f (n - 3) ( x) steigt. Da 

Abb.l!l7. außerdem j (n - 3l(x0) = 0 ist, so muß 
j<n - 4) (x0) ein Kleinstwert der Funk

tion j<n - 4l(x) sein, ebenso wie j(" - 2l(x0) (s. oben). Nun wiederholen 
sich die Schlußfolgerungen derart, daß j(n - 5l(x0), j<"- 7l (x0) , ••• 

Terrassenwerte, j(" - 6l (x0) , j<n - B)(x0) Kleinstwerte der zugehörigen 
Funktion sind. Ist n gerade, so muß also f (x0 ) ein Kleinstwert, ist da
gegen n ungerade, so muß f (x0) ein Terrassenwert der ursprünglichen 
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Funktionen sein. Nehmen wir j(n) (x0 ) negativ an, so bleiben die 
Schlußfolgerungen die gleichen, nur daß es statt Kleinstwert überall 
Größtwert heißt. 

Beispiele. a) Die Funktion y = x2 (l- x) hat den Differential
quotienten y' = 2 x - 3 x2 ; setzen wir ihn gleich Null, so erhalten wir 
X 1 = 0, X 2 = t; hierzu y1 = 0, y2 = 2\. Der zweite Differentialquotient 
lautet y" = 2- 6x; also ist y7 = 2, y~ = -2. Demnach tritt für 
x = 0, y = 0 ein Kleinstwert und für x = -}, y = 2\ ein Größtwert 
der Funktion ein. Bestätigung durch Zeichnung l 

y' = 2xe-x- x2 e-x = 0, 

Y1 = 0, 

y~'=+2>0, 

4 
Y2=~, 

y'{=-! < 0; also ist 

y1 = 0 ein Kleinstwert; ein Größtwert. 

Untersuche auch die bisher behandelten Maxima-Aufgaben darauf
hin, ob jeweils ein Höchst- oder Tiefstwert vorliegt! 

c) y = x2 n hat für x = 0 einen Tiefstwert, y = x2 n + 1 hat für 
x = 0 einen Terrassen wert. Beweis! 

d) y=x2 +2cosx; y'=2x-2sinx=0 gibt x=O, y=2; 
für x = 0 wird aber y" = 2- 2cosx = 0, y'" = +2sinx = 0, 
y"" = 2cosx = 2. Der erste nicht verschwindende Differentialquotient 
ist also von gerader Ordnung, außerdem positiv; folglich ist y = 2 
ein Tiefstwert der Funktion. (Bild!) 

e) Zeige, daß y = x- sinx für x = 0 einen Terrassenwert hat! 

(130) Die Krümmung einer Kurve. Wir kehren zu der Untersuchung 
von Kurven zurück. Wir haben anfangs die Kurven punktweise 
konstruiert; einen wesentlichen Fortschritt bedeutete es, als wir lernten, 
Tangenten an die Kurven zu legen; wir tun jetzt einen weiteren wichtigen 
Schritt, indem wir in einem Punkte an eine Kurve den Krümmungs
kreis legen. Hat die Tangente mit der Kurve zwei unendlich benach
barte Punkte gemeinsam, so haben Kurve und Krümmungskreis mit
einander sogar drei Nachbarpunkte gemeinsam; der Krümmungskreis 
schmiegt sich der Kurve also noch enger an als die Tangente, so daß durch 
seine Konstruktion die Gestalt der Kurve an der betreffenden Stelle 
wesentlich genauer wiedergegeben wird. 

Durch drei Punkte ist stets ein Kreis bestimmt. Wählen wir also 
auf einer Kurve drei Punkte P, P', P", so können wir durch sie einen 
Kreis legen, der die Kurve in diesen Punkten schneidet. Da mit 
jedem Überschneiden ein Übertritt des Kreises von einer Seite der 
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Kurve auf die andere verbunden ist, so muß der Kreis beim Verlassen 
des dritten Punktes auf der anderen Kurvenseite laufen als vor Er
reichen des ersten Punktes. Lassen wir die beiden Punkte P' und P" 
näher und näher an P rücken, so ändert auch der Kreis seine Lage 
und Größe; er nimmt schließlich eine ganz bestimmte Lage und Größe 
an, wenn P' und P", auf der Kurve wandernd, in unendlich benachbarte 
Lage von P gelangt sind. Der Kreis, der sich in diesem Grenzfalle 
ergibt, heißt der Krümmungskreis der Kurve im Punkte P, sein 
Mittelpunkt der Krümmungsmittelpunkt, sein Halbmesser der 
Krümmungshalbmesser; den reziproken Wert des Krümmungs
halbmessers bezeichnet man als die Krümmung der Kurve im Punkte P. 
Aus den oben angeführten Gründen muß der Krümmungskreis die 
Kurve in P durchsetzen, d. h. er muß auf der einen Seite an sie heran
treten, um sie auf der anderen Seite wieder zu verlassen. Ausgenommen 
hiervon ist der Fall, daß Krümmungskreis und Kurve noch einen 

Abb. 198. 

vierten Punkt miteinander 
gemeinsam haben; hiervon 
soll später die Rede sein. 

Wiegelangen wirnunana
lytisch zu diesem Krüm
mungskreise 1 In Abb. 198 
sei die Kurve y = f( x ) dar
gestellt; P ( x I y) sei ein Punkt 
auf ihr, P'(x + d x l y + dy) 
sei sein Nachbarpunkt. Ein 
Kreis, der durch P und P' 
gehen soll, muß seinen Mittel
punkt auf der Mittelsenk
rechten von PP' haben. Die 

Mittelsenkrechte von PP' geht aber, da P' unendlich nahe an P liegen 
soll, PP' also Tangente an die Kurve im Berührungspunkte P ist, in 
die zu P gehörige Normale der Kurve über. Nennen wir die Koordi
naten des zum Kurvenpunkte P gehörigen Krümmungsmittelpunktes M ~ 
und 'YJ, so müssen diese die Gleichung der Normalen erfüllen. Nach 36) 
S. 324 besteht also die Gleichung 

~- X + (1}- y) · y' = Ü. a) 

Da schließlich der Krümmungskreis auch durch die beiden Nachbar
punkte P' und P" ·der Kurve y = f(x) gehen muß, muß M auch auf 
der Mittelsenkrechten von P' P", d. h. auf der Kurvennormalen in P' 
liegen. Nun hat P' die Koordinaten x + d x und y + dy, wobei 
y + d y = f ( x + d x ); ferner hat die Kurve in P' die Richtung y' + d y', 
wobei y' + dy' = f'( x )x+dz ist. Folglich müssen die Koordinaten 
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von M auch die Gleichung der Nachbarnormalen n' zu n, d . h. die 
Gleichung 

~- (x + dx) + (rJ- (y + dy)) · (y' + dy') = 0 b) 
erfüllen. 

In a) und b) haben wir zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung. 
der beiden Unbekannten ~ und rJ erhalten; ziehen wir a) von b) ab, 
so fällt ~ weg, und es ergibt sich für rJ die Gleichung 

-d X + 1] • d y' - y · d y' - y' d y - d y • d J/1 = 0, 

aus der nach Division durch d x folgt 

-l + 11 • dy' - y. dy' - y'. dy - dy. dy' = 0 . 
. , dx dx dx dx 

Das letzte Glied ist unendlich klein gegenüber den übrigen Gliedern. 
Da weiter 

dy 1 

dx = Y' 
dy' " 
dx = Y 

ist, "o können wir diese Gleichung auch schreiben 

-l + (17- y). y"- y'2 = 0. 

Aus ihr ergibt sich 

Setzen wir diesen Wert in a) ein, so erhalten wir 

und hieraus 

I +y'2 ' 
~- x +--·y =0 y" 

I+ y'2 ' 
~= x - -,-,-·y. y 

43a) 

43b) 

43a) , b) geben die Koordinaten desKrümmungsmitte lpunktes; 
wir sehen, daß bei ihrer Berechnung auch der zweite Differential
quotient eine wesentliche Rolle spielt. Zur Ermittlung des Krü m
mungshalbmessers e erinnern wir uns der Formel lOa) S. 291; 
nach ihr ist 

e2 = (~ - x)2 + (n - y)2 = (- I ~f2 y'r + c ~fT 
= (I + y'2)2 (y'2 + l) = (I + y'2)3 

y" y"2 , 
also 

vr+ y'2a e = - -"- . y 
44) 

Soll für die Wurzel nur der absolute Wert gelten, so erkennen wir, 
daß das Vorzeichen von e mit dem von y" übereinstimmt. Da wir 
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unter der Krümmung einer Kurve den reziproken Wert des Krüm
mungshalbmessers, also den Ausdruck 

I y" 

e y'I + y'23 
44') 

verstehen wollen, haben wir jetzt gefunden, daß die Krümmung 
an allen Stellen positiv ist, wo die Kurve in der positiven 
Richtung der y-Achse konkav, dagegen an allen denjenigen 
Stellen negativ ist, wo sie in dieser Richtung konvex ist. 

Zu dem Ausdrucke für den Krümmungshalbmesser können wir 
noch auf einem anderen Wege gelangen. Ist {f der Richtungswinkel 
der in P gezogenen Tangente t (s. Abb. 198), {} + d{} derjenige der 
in P' gezogenen Tangente t', so ist, wie man leicht erkennt, der Winkel 
PM P' = d {}; er ist der Mittelpunktswinkel des Kreisausschnittes PM P' 
der den Halbmesser e und den Bogen PP' = ds hat, folglich ist 

ds = ed{} oder 
ds e = d{} . 

Nun ist nach Formel 47) in (89) ds = y 1 + y'2 · dx; ferner' ist 

{} = arctgy, also 
d{} I 

demnach 

und folglich 

wie oben. 
Die Anwendung des Krümmungskreises soll jetzt an dem Beispiele 

der Parabe l gezeigt werden (Abb. 199). Ihre Gleichung sei y2 = 2px; 
es ist also 

y = {2px; y' _ ]!__ = p_ , II P I P2 

Y2 p X y ' y = - -i} . y = - Y3 

( Kettenregel!). Also ist 

I+ p2 
y2 y2 p y2 

~ = 2p - -p2 . y = p + 3 2 p 
- );3 

= p + 3x, 
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Da die Subnormale der Parabel nach (120) S. 325 Sn = p ist, so ist 
yp2 + y2 = n gleich der Normalen, und es ist 

n3 
e = - 2 . 

p 

Diese Formel liefert für den zu P gehörigen Krümmungsmittelpunkt 
der Parabel die folgende einfache Konstruktion. Man zeichnet in P 
die Normale PN = n (XN = p), errichtet in N auf n das Lot, das 
den durch P gehenden Durchmesser in Q schneidet, und errichtet in Q 
auf diesem das Lot, das n im gesuchten Krümmungsmittelpunkte M 

2 

schneidet; es ist nämlich PM: PQ = PQ : PN = PN: XN, also PQ = ~ 
demnach P 

n4 na 
PM = p2:-:n = p2 = e . 

Für den Scheite I der Para bei versagt diese Konstruktion ; doch läßt 
sich für ihn der Krümmungsmittelpunkt viel einfacher finden. Für 
den Scheitel ist X = 0, y = 0, also ~ = p, 'YJ = 0, e = - p; der zum 
Scheitel gehörige KrümmungsmittelpunktS liegt folglich auf der Parabel
achse und hat vom Scheitel den Abstand OS = p. 

(131) Da zu jedem Kurvenpunkte ein Krümmungsmittelpunkt gehört, 
muß die Gesamtheit der Krümmungsmittelpunkte eine Kurve ergeben; 
sie heißt die Evolute zur gegebenen Kurve; umgekehrt nennt man 
die ursprüngliche Kurve eine Evolvente zum geometrischen Orte ihrer 
Krümmungsmittelpunkte. Zwischen Evolvente und Evolute müssen 
naturgemäß enge Beziehungen bestehen; wir wollen die wichtigsten 
unter ihnen ableiten. 

Der Punkt M der Evolute (Abb. 198) ist der Schnittpunkt der 
beiden Nachbarnormalen n und n' der Evolvente; der Nachbarpunkt M' 
der Evolute ist dann der Schnittpunkt der beiden Nachbarnormalen n' 
und n" der Evolvente. Folglich enthält die Normale n' der Evolvente 
die beiden NachbarpunkteMund M' der Evolute; n' muß daher Tan
gente an die Evolute sein: Die Normalen der Evolvente sind 
zugleich Tangenten an die Evolute; die Normalen der Evol
v ente umhüllen die E volute. Hieraus folgt sofort eine weitere 
Beziehung zwischen beiden Kurven : Man denke sich in M einen in 
der Normalen n liegenden straffgespannten Faden befestigt , dessen 
Endpunkt mit P zusammenfällt, und drehe diesen um M um den 
Winkel d{} in die Lage n'; dann wird der Endpunkt mit P' zusammen
fallen; außerdem wird der Faden jetzt durch M' gehen. Nun denke 
man wieder um M' eine Drehung um den Winkel d{}' ausgeführt in 
die Lage n", der Endpunkt wird jetzt nach P" gelangen usf. Wir 
können daher die E volvente aus der E volute folgendermaßen ent-



352 Analytische Geometrie der Ebene. (131) 

stehen lassen: Wir wickeln auf der Evolute einen Faden auf; sein End
punkt beschreibt hierbei die Evolvente. Wir können den Faden auch 
ersetzen durch eine Gerade, welche auf der Evolute, ohne zu gleiten, 
sich abwälzt; irgendein Punkt dieser Geraden beschreibt bei dieser 
Bewegung eine Evolvente. Wir sehen hieraus, daß, während es zu 
einer Evolvente stets nur eine Evolute gibt, eine Evolute unendlich 
viele Evolventen besitzt; denn jeder Punkt der sich auf der Evo
lute abwälzenden Geraden beschreibt eine Evolvente. Alle diese Evol-

Abb. 200. 

venten haben die Normalen gemeinsam; irgend zwei derselben schneiden 
auf jeder Normalen das gleiche Stück ab, das gleich dem Abstande der 
beiden sie beschreibenden Punkte der abgewälzten Geraden ist. Die 
unendlich vielen Evolventen einer Kurve bilden eine Schar von 
Parallelkurven (s. Abb. 200: Parallelkurven der Parabel). 

Aus der Darstellung der bewegten Geraden folgt sofort eine weitere 
Eigenschaft der Evolvente. Trifft nämlich der diese beschreibende 
Punkt auf der Evolute auf, so daß er der augenblickliche Berührungs
punkt der Geraden wird, so wird er im nächsten Augenblicke sich 
wieder von der Evolute entfernen, und zwar nach derselben Richtung, 
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von der er gekommen ist. Da seine Bewegungsrichtung an dieser Stelle 
senkrecht zur Evolute ist, so muß die Evolvente hier eine Spitze, 
einen Rückkehrpunkt besitzen: An den Stellen, wo die Evol
vente senkrecht auf die Evolute auftrifft, besitzt die Evol
vente eine Spitze. 

Die angeführten Beziehungen zwischen Evolvente und Evolute, die 
wir auf Grund rein geometrischer Betrachtungen gefunden haben, 
lassen sich auch auf analytischem Wege finden, wenn man die 
Gleichung der Evolute einer Kurve kennt. Wir haben sie schon 
aufgestellt: es sind die beiden Gleichungen: 

43) 

Die Form der Gleichungen erinnert an die Parameterdarstellung 
[s. (113) S. 308f.]. Bedenken wir, daß y, y', y" Funktionen von x sind, 
so kann man sagen: Die Gleichungen 43) stellen ~ und 'YJ durch den 
Parameter x dar. Es fragt sich nun,' ob man an Stelle der beiden 
Gleichungen 43) durch Elimination des Parameters nicht auch eine 
einzige parameterfreie Gleichung für die Evolute finden kann. Es 
leuchtet ohne weiteres ein, daß die Beantwortung dieser Frage in dieser 
allgemeinen Fassung Schwierigkeiten bereitet. In bestimmten, besonders 
einfachen Fällen läßt sich die Gleichung der Evolute auch ohne Para
meter darstellen. Greifen wir beispielsweise die bezüglich ihrer Krüm
mungsverhältnisse in (130) S. 350 behandelte Parabel y2 = 2px heraus 
(Abb. 199). Für die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes haben 
wir dort gefunden: 

3y2 
~=p+3x=p+ 2,p, 

Das sind die Parametergleichungen der Evolute der Parabel; der Para
meter ist allerdings nicht die Abszisse x, sondern die Ordinate y des 
Parabelpunktes, was aber unwesentlich ist. Wir eliminieren aus den 
beiden Gleichungen y, indem wir schreiben 

y2 = § p (~ - p) ' 
oder 

woraus sich ergibt 
8 

'YJ2 = 27 p (~ - p)3. 

Verlegen wir das Koordinatensystem (Parallelverschiebung!) nach dem 
Punkte S (Abb. 199) (~ = 6 + p, 'YJ = ~), so nimmt die Gleichung 
der Parabelevolute die Form an 

oder 
,-

l! 8 3 

~ = r 27p · P · 

Wicke, Ingenieur·Mathematik I . 23 
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Wegen des Exponenten l, den x trägt, nennt man die Kurve die s e m i
kubische (halbkubische) Parabel; sie trägt auch den Namen N eilsehe 
Parabel [s. a. (89) S. 238]. 

Macht man die Achse der Parabel zur Ordinatenachse, ihre Scheitel-
2 

tangente zur Abszissenachse, so lautet ihre Gleichung y = ; P und 

die Gleichung ihrer Evolute 8(~- p)3 - 27px2 = 0, ein Ergebnis, 
das man durch einfaches Vertauschen der Abszissen und Ordinaten aus 
der obigen Gleichung erhält. Wesentlich verwickelter ist die Beantwortung 
der Frage nach der Evolute der allgemeinen Potenzkurve, deren 
Gleichung y = a • xn lautet. Man kann zwar verhältnismäßig einfach 
den Krümmungsmittelpunkt auf zeichnerischem Wege finden 1 ) ; doch 
bereitet die Aufstellung der parameterfreien Evolutengleichung ele
mentar-mathematische Mühen, die um so größer sind, je höhere Werte n 
annimmt. Will man beispielsweise für die Kurve von der Gleichung 

y = X: die Evolute ermitteln, so gelangt man zu der Parameterdar-
F 

stellung 
X 

~ = - (p4 - 9 x4) 
2p4 ' 'YJ = -6 \ (15 x4 + p4) ' p X 

aus der man durch Eliminieren von x die parameterfreie Gleichung 
gewinnt: 

8748~~5+ 9375p2 ~4+ 20250p2 ~2 1]2 -729p2rJ4 - 4800p4 ~~+256p6= 0 0 

Für die Kurve y = X: ist die Gleichung der Evolute in Parameterform 
p 

2 16 x7 

~ = 3x- 3 ps' 

und in parameterfreier Form: 

28x6 + p6 

~ = 12 p3 x 2 

216 . 33 ~2 'Y/7 - 77 p3 ~6 - 26 • 3 . 75 p3 ~4 'Y/2 - 211 . 3 . 5 . 72 p3 ~2 'Y/4 

_ 216 p3 ~6 + 24 • 34 . 73 p6 ~ 'YJ + 211 . 33 p6 rl _ 24 . 36 p9 = 0 . 

Wer Lust und Zeit hat, möge das Ergebnis nachprÜfen. Abb. 201 a, b 
zeigt die beiden Kurven 

bzw. 

mit ihren Evoluten. 

(132) Unter dem Scheitel einer Kurve versteht man einen Punkt 
der Kurve, in welchem die Krümmung einen Höchst- oder Tiefstwert 
und damit auch der Krümmungshalbmesser einen Tiefst- oder Höchst
wert annimmt. Besitzt die Kurve Symmetrieachsen, so muß wegen 
der Symmetrie jeder Schnittpunkt der Kurve mit diesen Achsen ein 

1 ) S. u. a. Ebne r : Technische Infinitesimalrechnung. 
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solcher Scheitel sein. Daher heißt auch der Schnittpunkt der Parabel 
mit ihrer Achse ihr Scheitel. Indessen brauchen durchaus nicht alle 
Scheitel einer Kurve auf ihren Symmetrielinien zu liegen. Betrachten 

3 
wir beispielsweise die soeben behandelte Kurve y = x 2 (Abb. 201 a)! 

p 
In 0 ist die Krümmung gleich Null; sie nimmt mit wachsendem x 
zuerst zu, muß aber später wieder abnehmen, da, wie die Anschauung 

Abb. 201 a. Abb. 201 b. 

lehrt, für sehr großes x die Kurve wieder flacher verläuft, die Krümmung 
sich also wieder dem Werte Null nähert. Nun hat die Parabelevolute 
für den Parabelscheitel eine Spitze; ebenso zeigt die Evolute der Kurve 

y =X: eine Spitze. Dieser Umstand ist ganz allgemein das Merkmal p 
für einen Scheitel der Evolvente: Eine m Scheite l der E v olvente 
entspr icht ste ts e ine Spitze d er Evolute. Dieser Satz be
weist sich aus den beiden Tatsachen, daß die Tangenten der Evo
lute zugleich die Normalen der Evolvente sind, und daß im Scheitel 
der Krümmungshalbmesser entweder ein Maximum oder ein Mini
mum ist. 

Welches sind nun die analytischen Bedingungen für den Scheitel? 
Wir haben gefunden, daß 

44) 

sein muß; durch 44) ist e mittelbar als Funktion von x dargestellt. 
Nimmt e einen Höchst- oder Tiefstwert an, so tut es auch 

2 - (l + y' 2)3 
Q - y" 2 

23* 
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Es muß für einen Scheitel folglich 

dr/ _ 0 
dx-

(132) 

sein. Differenzieren wir nun 1i unter Berücksichtigung der Tatsache, 
daß dyl ' I 

Jx =y · 
dy" II -a:c = Y 

ist, nach x , so erhalten wir 

~~2 = (1 + y'2)3 • (- 2) y"- 3 . y111 + y"- 2 • 3 (1 + y'2) 2. 2 y' . y" 

2 (l + y'2)2 (3ylyll2- (l + yl2). y"') 
y"3 

Damit der Differentialquotient ~~ verschwindet, muß die zweite 

Klammer des Zählers gleich Null werden, da 1 + y'2 für jeden Wert 
von y' > 0 ist. Wir bekommen demnach als Bedingung für den 
Scheitel der Kurve die Gleichung 

3 yl y"2 = (I + yl2) y"l. 

In Weiterführung unsere3 

1 3x2 

y= ? , 

. . xa 
Bmsp1els y = 2 p 

" 6x 
y = p2' 

erhalten wir 

45) 

also für die Abszisse des Scheitels der Kurve Abb. 201 a die Gleichung 

3 x2 36 x2 p4 + 9 x4 6 3· - · -- = ---- · -p2 p• p• p2 
und hieraus 

X - __l!_ 
- y;ü( 

Folglich sind die Koordinaten des Scheitels 

Xs = 4 P__ ::::::1 0,386 P 1 

V45 

p ~ ~-
Ys = 45 • y45 ::::::1 0,0576 p. 

Hieraus ergeben sich die Koordinaten der dem Scheitel entsprechenden 
Spitze 2: der Evolute zu 

~:E = : p ::::::1 0,154 p' 
5 V45 

2 ·-'Yj:E = 9 p f45 ::::::1 0,576 p . 

x1 
Zeige, daß die Kurve y = 3 den Scheitel 

p 

·v:6/4 V~ 
und seine Evolute die Spitze 

hat! (Abb. 201 b.) 

~y'2 p[Yfp 
7V7 4 
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Wo liegt der Scheitel der Kurve y = ex 1 (- t ln 21 i ]12) (l?min = ·~ ]13) . 
Wo liegt der Scheitel der Kurve y = CSinx 1 (0,8814!1) (Qmin = 3y3). 
Wo liegt der Scheitel der Kurve y = ~gx ? 

(Gleichung: 3tgsx + 5tg4x- 2tg2x- 2 = 0 

oder 2sin6 x- 3sin4x- 4sin2 x + 2 = 0), 

o,693 7o 1 o,83158, Qmin = 5,3941 . 

(133) Stellen wir uns die Ergebnisse unserer Betrachtungen zusammen, 
so erhalten wir für eine Kurve, deren Gleichung im rechtwinkligen 
Koordinatensystem die Form hat y = f(x), und für den Punkt 
P 0 ( X0 ! Yo = f ( x0)) als Gleichung der Tangente: 

Y - Yo = Yo · (x - xo), 

als Gleichung der Normalen: 

x- xo + Yo(Y- Yol = O; 

als Länge der Subtangente: 
Yo 

8t==-·: ,, 
Yo 

Subnormale: Sn = Yo · y~, 

Tangente: t = ~ t'f + y;/, 
Yo 

Normale: n = y0 {i + y~2 , 

als Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes: 

l + y~· ' ,; = X 0 -- Y~- Yo, 
1 + y~2 . 

YJ = Yo + - -,,-- · 
Yo 

als Halbmesser des Krümmungskreises: 

(l + y~2)i 
e = - Yi'-. 

Die Abszisse der Höchst- und Tiefstpunkte ist zu bestimmen aus 
der Gleichung y' = 0. 

Die Abszisse der Wendepunkte ist zu bestimmen aus der Gleichung 
y" = 0. 

Der Inhalt der durch die Kurve, die Abszissenachse und die zu 
x = x1 und x = x2 gehörigen Ordinaten begrenzten Fläche 

x, 

Fx, = j·Y · dx. x, • 
x, 

Die Länge des von den Punkten P 1 (x1 ly1) und P 2 (x2 !y2) begrenz. 
ten Kurvenstückes ist x, 

s~: =I vi+-if2 dx . 
x, 
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Hierzu kommen noch die Formeln, die das statische Moment, das 
Trägheitsmoment, den Schwerpunkt der Fläche F"'• oder der Kurve s:r,, 

Xt X1 

die Oberfläche oder den Inhalt des durch Rotation von F"'• oder s~· 
:rl ~1 

entstehenden Drehkörpers liefern; hierüber s. u. II, § 8, S. 247ff. 
Alle diese Betrachtungen sollen jetzt zusammenhängend an dem Beispiele 
der gemeinen Kettenlinien durchgeführt werden. 

Die gemeine Kettenlinie hat die Gleichung 

y = a Q:of : oder y = ; ( e~ + e- ~-) . 
Es ist die Kurve, in welcher ein homogenes, vollkommen elastisches 
und biegsames Seil von unendlich kleiner Dicke durchhängt, wenn 

Abb. 202. 

es an zweien seiner Punkte festgehalten wird. a ist der Parameter 
der Kettenlinie. Da !J:of ( -u) = IJ:of u ist, so liegt die Kettenlinie sym
metrisch zur y-Achse; diese Symmetrielinie heißt die Achse der Ketten
linie; sie schneidet die Kurve im Punkte A(Oia), dem Scheitel der 
Kettenlinie. Abb. 202 zeigt einen Teil der Kurve; man erhält die 
Koordinaten von Punkten mit Hilfe einer Tafel der Q:of-Funktion. 
Da 

' - c::· x - V« f2 x 1 - Vy2- a2 y - om- - ~o - - - ~~-
a a a 

[ s. (58) S. 150] ist, so ergibt sich für die Konstruktion der Tangente 
das folgende Verfahren: Wir schlagen über der Ordinate XP den nach 
dem Scheitel zu liegenden Halbkreis und um X mit a den Kreisbogen, 
der diesen in T schneide; dann ist T P die zum Berührungspunkte P 
gehörige Tangente. In der Tat ist~ TXP = q;, wenn cp der Neigungs-
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winkel der Tangente ist; denn nach Konstruktion ist 

Ferner ist 

daher 

Da nun die Normale 

PT yy•-a• 
tgq} = XT = --a- . 

"-lfC'ix_y 
y - a\(!,0'a- a2 ' 

, ,--- - ~~ X X y2 

n = P N = y · r l + y'2 = y • . l + 6in2- = y Gl:of- = -a a a 

359 

ist, so ist e = n. Um also den Krümmungsmittelpunkt n für 
den Kurvenpunkt P zu erhalten, brauchen wir nur die Längen= PN 
der Normalen vonPaus nach der anderen Seite auf der Normalen ab
zutragen; ihr Endpunkt ist TI . 

Die Gleichung der Evolute ergibt sich zu 

(1 + 6in2 _::_) a 
1: a ~· x 
\>=X- otn-, 

a:of _::_ a 
a 

oder 
~ = x- ~ 6in2_::_ 

2 a ' 
X 

'YJ = 2aQ:of-. a 

Der zum Scheitel A gehörige Krümmungshalbmesser ist ea = a; der 
Krümmungsmittelpunkt A also leicht zu finden. 

Der Inhalt der von der x-Achse, der y-Achse, der Kettenlinie und 
der zur Abszisse x gehörigen Ordinate begrenzten Fläche OXPA ist 

"' 
l!' = Ja· Gl:of_::_ dx = a2 [sin _::_]"' = a2 Sin_::_ 

a a o a 
0 

= a2 V Gl:of2 : - l = a yy2 - a2 ; 

er ist also doppelt so groß als der Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks PT X 
oder gleich dem Inhalte des Rechtecks PTXT'. Die Länge 8 des Kurven
stückes A P ist 

"' "' 
8 = JV1 + 6in2 :·-dx = ja:of: dx = a [sin :]: = a6in: 

0 0 

= a V Gl:o\2 : - l = yy2 - a2 . 

Der Bogen ist also gleich der Strecke PT. 
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Der Punkt T liegt demnach auf der Kurve, die wir erhalten, wenn 
wir einen Faden derart an die Kettenlinie legen, daß sein Endpunkt 
in A liegt, und ihn - straff gespannt - von der Kettenlinie abwickeln ; 
der Endpunkt beschreibt dabei diese Kurve. Dann muß aber nach 
den Ausführungen von (131) die Kettenlinie die Evolute dieser Kurve, 
also die Kurve eine Evolvente der Kettenlinie sein. Da TP Normale 
zu dieser Kurve in T, also XT Tangente an sie sein muß, da ferner 
X T = a ist, so hat die Kurve die Eigenschaft, daß die Länge ihrer 
Tangente konstant ist. Es ist demnach die nämliche Kurve, die wir 
in (115) S. 315 behandelt haben: die Huyghenssche Traktrix. 
Hiernach kann man sich diese Kurve auch auf folgende Weise ent
standen denken. Bewegen wir einen Stab von der Länge XT = a 
so, daß der eine Endpunkt auf einer Geraden x gleitet, so wird der 
Stab nachgeschleppt, und der andere Endpunkt T beschreibt die 
Huyghenssche Traktrix; aus dieser Bewegung heraus erklärt sich 
auch ihr Name (Traktrix= Schleppkurve). Sind die Koordinaten von T 
t; und ~ , so ist 

6 = x -- asin<p, 

nun ist cos1p =~; also ist 
y 

oder 

~ = acoscp; 

a 
~ = -x- ; 

(Io[ -
a 

Parametergleichung der Traktrix. Es ist demnach 

x a 
Q:of-a = ~, 

a 
x = a ~trQ:of ~; 

folglich ist die parameterfreie Gleichung der Traktrix 

t; = a · 2rrQ:of ; - fa2 - tf ; 
das ist, vom Vorzeichen abgesehen, die nämliche Gleichung wie die 
in (115) auf S. 315 gefundene. 

Lange Zeit war man der Meinung, daß ein Seil in der Gestalt einer 
Parabel durchhänge; die wahre Gestalt der Kettenlinie wurde erst 
ziemlich spät erkannt; es dürfte daher wertvoll sein zu untersuchen, 
wie groß der Fehler ist, den man begeht, wenn man die Kettenlinie 
durch die Parabel ersetzt, welche sich ihr am engsten anschmiegt. Wir 
müssen zu diesem Zwecke von den beiden Kurven fordern, daß sie 
die Achse, den Scheitel und · die Krümmung im Scheitel gemeinsam 
haben. Die Parabelgleichung muß demnach von der Form sein 

y = Co + c2x2; 
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da für x = 0 y = a sein soll, ist c0 = a . Die Parabel y = a + c2 x2 

hat nun im Scheitel den Krümmungsradius 

(! = [(1 + (2 c2 x )2)l] = _1 ; 
2c2 x = O 2c2 

1 1 
- = a oder c2 = -
2c2 2a 

daher muß 

sein, und die Gleichung der Ersatzparabel lautet 

x2 
Y = a + 2a · 

Zum Vergleiche sind in der folgenden Tabelle für eine Reihe von Ab
szissen die zugehörigen Ordinaten der Kettenlinie und der Ersatz
parabel berechnet und der ermittelte Fehler sowohl absolut als auch 
verhältnismäßig angegeben: 

X = 0 0,2a 0,4a I 0,6a 0,8a l,Oa I 1,2a 1,4a 

y-Kettenlinie a 1,0201 a 1,0811 a i 1,1855 a 1,3374a 1,5431 a 1,8107 a 2,1509 a 
y-Parabel . a 1,0200a 1,0800al1,1800a 1,3200a 1,5000a 1,7200a 1,9800a 
Fehler 0 0,0001 a\O,OOll a 0,0055 a 0,0174a 0.0431 a 0,0907 a I 0,1709 a 
Fehler in Proz. 0 0,008 0,102 0,466 1,31 2,80 5,28 7,96 

x = 1,6a I 1,8 a 2,0a I 2,2a 2,4a 2,6a 2,8 a 

y-Kettenlinie . 2,5775a 3,1075a 3,7622 a 4,5679a 5,5570a 6,7690 a 8,2527 a 
y-Parabel 2,2800a 2,6200a 3,0000a 3,4200 a 3,8800 a 4,3800 a 4,9200 a 
Fehler. 0,2975 a 0,4875a 0,7622a 1,1479 a \1,6770 a 2,3890 a 3,3327 a 
Fehler in Proz. ll,7 15,7 20,3 25,1 30,2 35,3 1 40,4 

Von praktischer Bedeutung ist die folgende Aufgabe 1 ) : Ein Seil 
habe die Länge 2s und sei an zwei Punkten P 1 und P 2 aufgehängt, 
deren Höhenunterschied 2h und deren wage-
rechter Abstand 2 b betrage; das Seil hängt 
in einer Kettenlinie durch, deren Parameter a 
und deren Scheitel A ermittelt werden sollen 
(Abb. 203). Als y-Achse sei eine Parallele 
zur Achse der Kettenlinie, als x-Achse eine 
Senkrechte zu ihr genommen ; die Lage des 
Koordinatenanfangspunktes möge noch un
bestimmt gelassen werden. M ( Xm I Ym) sei 
der Mittelpunkt der Strecke P 1 ( x1 1 y1) , 

P 2 (x2 Jy2). Dann gelten die Beziehungen: 

A 

Abb. 203. 

xl = Xm - b' Yl = Ym - h' x2 = Xm + b' Y2 = Ym + h . 

1 ) Siehe Freytags Hilfsbuchf.d.Maschinenbau, 7.Aufl., S.127f. Berlin: 
Julius Springer 1924. 
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Ist y = a~of~ die Gleichung der Kettenlinie, so ist mithin 
a 

X - b 
Ym- h = a~of-"'--, a 

außerdem muß sein 

Ym + h = a~ofx". + b; 
a 

2 (C:::.. Xm + b C:::., X,. - b) 
8 = a out--- otn--. 

a a 

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen a) erhält man 

2 1t = a ( ~of x,.: b - Q":of x".;: ~) . 
b) und c) lassen sich umformen zu 

« 1x .. c:::.· b 
a~o ---om- =8 

a a ' 
a 6in x". 6in .!!___ = h 

a a 

(133) 

a) 

b) 

c) 

d) 

[s. (58) S. 150), aus denen man durch Quadrieren und Subtrahieren 
erhält 

oder 

~- b 
""'tn a 
---b-

a 

V82 - W. 
-b- e) 

b e) ist eine in transzendente Gleichung, aus der sich durch An-
a 

näherung ..!!__ und damit a ermitteln läßt. Dividiert man die beiden 
a 

Gleichungen d) durcheinander, so erhält man 

~gx". =!!:__ 
a 8 

und daraus die Abszisse von M: 
h 

Xm = a\llrstg-. 
8 

Die Addition der beiden Gleichungen a) liefert 

2 Ym = a ( G\:of x,. - b + G\:of x,. + b) = 2 a Q":of x,. G\:of .!!___ 
\ a a a a 

f) 

und in Verbindung mit der ersten Gleichung von d) die Gleichung 

b 
Ym = 8 ~tg - , g) a 

wodurch auch die OrdinatevonMund damit die Lage des Koordinaten
systems festgelegt ist. Die gestellte Aufgabe wird demnach durch die 
Gleichungen e), f), g) 

gelöst. 

~- b 
~tn

a 
- b -

a 

V82- h2 
-b-

h 
Xm = a\llr~g-, 

8 

b 
Ym = 8~tga 
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ZahlenbeispieL Das Seil habe die Länge 2s =34m; ferner sei 
b = 14m, h = 8 m. Nach e) ist 

f (~) 6in ~ - 15 • ~ = 0 · 
a a 14 a ' 

die N ewtonsche Methode gibt 

t(!)=~of! - 1,07143; 

der Lösungsweg ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich: 

b 
a 

1 0,78 0,676 I 0,641 0,6481 

t(!) 0,1038 0,0258 0,0058 1-0,0010 0,0000 

r(~) 0,4717 0,2485 0,1659 I 0,1412
1 

~ 0,22 0,104 0,035 '- 0,0071, 

Es ist demnach 
b 

- = 0,6481, 
a 

also a = 21,61 m; 

folglich nach f) 

X m = 21,61 m · 2lr:tg 0,4706 = 21,61 m · 0,5108 = 11,04 m 

und nach g) 

Ym = 17 m::tg 0,6481 =17m: 0,5704; Ym = 29,80 m. 

Abb. 204 zeigt die Lage des Seiles. 
Ist h = 0, d. h . liegen die beiden Aufhängepunkte P 1 und P 2 gleich 

hoch, so geht e) über in 12 

~· b m -
a 8 

e') R, --b- IJ z, 
a 

10 
Außerdem läßt sich in diesem Falle der 
Aufhängewinkel tX , d . h. der Winkel, 
unter welchem in den Aufhängepunkten 

--------L---~~~~~om--~x 

Abb. 204. 
das Seil gegen die x-Achse gerichtet ist, 
bequem bestimmen; es ist nämlich (s. Ab b. 202), da hier y1 = Ym = y2 , 

<0:. ' b 
""'tn-a ab a a a 8 1 

COS tX = - = - ;tg- = - -- = -•-• .. ·-- --· 
Ym 8 a 8 G:of ~ 8 a G:of ~ 

a a 

1 
- -b. 
C5:of-

a 
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Setzen wir wieder 8 = 17m , b = 14 m , dagegen h = 0, so gestaltet 
sich die Rechnung folgendermaßen : 

b 
a 

I(!!__)= 6in !!__- 1 2143 · !!__ 
a a ' a' r(!)=a:o]! - 1,2143. 

1 1,119 
"b 

1,1006 1,1002 . - = 1,1002, a = 12,73 m 
a 

/ (:) ~ - 0,0391 + 0,0088 + 0,0002 0,0000 Ym = 21,24 m 

r(!) I 0,3288 + 0,4799 + 0,4550 COS1X = (!:o[l~l002 = 1,:688 = 0,5992 

~ [- 0,119 + 0,0184 + 0,0004 IX = 53° 11' (Abb. 205) 

10m 

Abb. 205. 

90 o - cx einschließen, ist 
H = V· ctgcx. Nun ist 

Hat das Seil das Gewicht 28 · y, 
wobei y das Gewicht der Längenein
heit bedeutet, so wird auf die beiden 
in gleicher Höhe liegenden Aufhänge
punkte P 1 und P 2 vom gegenseitigen 
Abstand 2b eine Zugkraft G ausgeübt, 
die die Richtung des Seiles in P 1 bzw. 
P 2 hat und deren vertikale Komponente 
V = s · y ist. Da G und V den Winkel 

V G = -.- und die horizontale Komponente 
Bill (X 

c:.· b 
8 = a~;:.~tn-, 

a 
also V= ya 6in!!__, 

a 
und tg cx = 6in !!__ , a. 

demnach H = y a; die horizontale Komponente der Zugkraft 
eines Se ile s ist an a llen Stellen die gleiche. Wir erhalten 
somit für die gesamte Zugkraft, die das Seil auf den Aufhängepunkt 
ausübt, da 

Die Beanspruchung des Aufhängepunktes ist also, wie schon einfache 
Überlegung lehrt, von der Länge 2 8 des Seiles und damit von dem 
Parameter a abhängig; sowohl für a = 0 (Seil unendlich lang) als auch 
für a = oo (Seil zwischen P 1 und P 2 straff gespannt, kürzeste mögliche 
Länge 2b) wird G = oo. Wir wollen die Seillänge ermitteln, für welche 
die Aufhängepunkte am geringsten beansprucht werden. 
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G = y a [of ~ stellt G als Funktion von a dar; wir müssen demnach 
a 

~: bilden. Nach der Produktregel ist 

dG [ b b . b] - = y [of- - -Sm- . 
da a a a 

G wird also am kleinsten, wenn die Gleichung erfüllt ist: 

b b . b b b 
Q:of-a- a Sma = 0 oder a · :tga = 1. 

Diese Gleichung lösen wir unter Benutzung der log :tg-Tafeln durch 

Annäherung. Ist 

( b) b b I a =~ log-a + log:tg-a = o, 
so ist 

für !!_ = 1 ,20 1,19 
a 

1,199 1,1997 

b 
log- = 0,0792 

a 
0,0756 0,0788 0,0791 

b 
log :tg- = 0,9210- 1 0,9194- 1 0,9208- 1 0,9209- 1 

a 

t(!) = 0,0002 -0,0050 -0,0004 0,0000 

Also ist!!_= 1,1997 und a = 0,83354b. Da 
a 

d2G [ b . b b . b b2 b l b2 b 
d2a = 'Y- a2Sma + a2 Sma + ~3Q:of-a = y aa ~of-a 

für jeden Wert von a, also auch für a = 0,83354b positiv sein muß, 

ist G in der Tat ein Kleinstwert. Es ist ferner die Ordinate des Auf

hängepunktes 
b 

Yb = a[of- = 0,83354b ·[ofl,1997 = 1,5087b 
a 

und demnach der Durchhang der günstigsten Kette 

k = Yb- a = 0,6152b. 

Der Aufhängewinkel 1Xb ergibt sich aus 

tg1Xb = Sin!!_ = Sin 1,1997 
a 

zu 1Xb = 56 o 28' und die Seillänge zu 

2s = 2 · aSin!!_ = 2 · 0,83354 ·®tnl,1997b = 2,515b. 
a 

Die bisherigen Kurvenuntersuchungen schlossen sich an die Form 

y = I (x) der Kurvengleichung an. Sie sind, da diese Form nicht immer 

möglich ist, noch auf andere Gleichungsformen auszudehnen. So wollen 

wir uns im nächsten Paragraphen mit Kurven befassen, deren Gleichung 
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in Parameterdarstellung gegeben ist, d . h. für welche sowohl die 
Abszisse als auch die Ordinate eines beliebigen Kurvenpunktes Funk
tionen einer dritten Veränderlichen, eben des Parameters, sind. 

§ 6. Die Kurve in Parameterdarstellung. 
(134) Wir haben schon einige Parameterdarstellungen von Kurven 
kennen gelernt; es sei nur erinnert an die Gleichung der Geraden (113), 
Formeln 20) S. 308, in der x und y als Funktionen des Teilverhältnisses A. 
gegeben waren, oder an die Gleichung der Evolute einer Kurve (130), 
Formeln 43), S. 353. Bezeichnen wir allgemein den Parameter mit t, 
so ist die Gleichung der Kurve 

x = <p(t) und y = 1p(t) , 46) 

wobei rp und 1p beliebige, stetige und eindeutige Funktionen von t sein 
sollen. Zu einem bestimmten Wertet gehört dann stets ein bestimmter 
Wert x =rp(t) und ein bestimmter Wert y= 'lp (t) , also ein bestimmter 
Punkt P, dessen Koordinaten diese bestimmten Werte von x und y 
sind. Um die folgenden Betrachtungen möglichst anschaulich zu ge
stalten, möge die allgemein theoretischen Erörterungen ein einfaches 
Anwendungsbeispiel begleiten. Wir wählen dazu die Kurve, deren 
Gleichung lautet: 

X = t2 - t, y = t3 + t2. 
Wir finden für 

t = 
X= 

y= 

0 0,5 1 1,5 2 · · · - 0,5 - 1 - 1,5 ' - 2 · .. dw Werte I I I I I I I I I . 

o - o,25 o o,75 2 .. . + o,75 2 3,75 1 6 .. . 
0 + 0,375 2 5,625 12 .. . \ + 0,125 1 0 I - 1,125 I -4 .. . 

Nur für t = 0 und t = 1 wird die Abszisse x = 0 und nur 
für t = 0 und t = -1 die Ordinat e y = 0 . In Abb. 206 
sind die zugehörigen Punkte mit Angabe ihres Para
meters t eingetragen. 

Um die Richtung der Kurve in einem Punkte P 

zu ermitteln, bedürfen wir des Differentialquotienten~; , 

und es fragt sich nun, wie wir zu ihm gelangen, wenn 
x und y Funktionen von t, und y nicht mehr unmittelbar 
eine Funktion von x ist. Nun ist 

1 

dy = lim Ay; 
dx Jz-)-Q A x 

den Differen tialq uotien

ten ~~ können wir aber auch 

in unserem Falle bilden: 
Wir erteilen der unab-
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hängigen Veränderlichen t einen Zuwachs J t; dadurch erhalten so
wohl x als auch y einen Zuwachs Jx bzw. Jy derart, daß 

J X = (jJ (t + J t) - (jJ (t) , J y = 1f' (t + J t) - 1f' (t) 

ist. Demnach ist der Differenzenquotient 

Ay 1p(t + At)-1p(t) 
Ax cp(t+At)-q>(t)' 

den wir auch schreiben können 

Folglich ist 

A y 1p (t + At) - 1p (t) <p (t + At) - <p (t) 
Ax = At : At 

dy__ =.lim Ay = lim [1p(t +At) -1p(t): cp(t +At)- cp(t)l 
dx . 1 t~ 0 Ax ,1t-->-O At At 

= lim 1p(t +At) -1p(t): lim cp(t +At)- cp(t) 

Jt-->-o At J t--->-0 At Da nun 

lim <;J(~~~<p(t) = ?:__cp(t) = !}~ und 
Llt-->-O At dt dt 

ist, so ergibt sich für den Differentialquotienten 

dy 1p' (t) · dy dx 
dx = cp'(t) = dt: dt" 47) 

Wir sehen aus Formel47), daß formal die beiden Differentialquotienten 

~~ und ~~ wie zwei wirkliche Brüche durcheinander dividiert werden 

können, daß man scheinbar durch das Differential dt kürzen kann. 

Um also in unserem Beispiele den Differentialquotienten * zu bilden, 
ermitteln wir zunächst 

dy = 3t2 + 2t 
dt 

und finden durch Dividieren 
dy 
dx 

und 
dx - = 2t -1 
dt 

Der Differentialquotient erscheint demnach als Funktion des Para
meters t. Nun können wir an unsere Kurve die Tangenten kon
struieren ; es ist nämlich für 

t = I 0 I 0,5 :. 1 d I 

d~ =I 0 I 00 I 5 

I I I I I 1,5 I 2 ... 1 - o,5 - 1 • - 1,5 - 2 .. . 

4,875
1

5,333 .. ·I + 0,125 ! - 0,333 1- 0,9375
1

- 1,6 .. . 

In Abb. 206 sind die Tangenten zum Teile eingetragen. Wir erkennen, 
daß für t = 0 der Punkt (0 /0) eine horizontale Tangente und für t = 0,5 
der Punkt ( -0,25 1 +0,375) eine vertikale Tangente hat. Da taucht 
die Frage auf, ob die Kurve noch weitere derartige Punkte hat. Damit 
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ein Höchst- oder Tiefstpunkt vorhanden ist, muß~~= 0 sein; folglich 

ist nach Formel 47) ~~ = 0 die notwendige Bedingung für das 

Auftreten eines solchen Punktes. Allerdings müssen wir darauf 

achten, ob für den so gefundenen Wert nicht auch~~= 0 ist; in diesem 

Falle würden wir für den Differentialquotienten den unbestimmten 
Ausdruck g erhalten. In unserem Beispiele wird außer für t = 0 auch 

noch für t = - ; ~f = 0; da an dieser Stelle ~~ = - ~ ist, ist hier 

in der Tat ~ ~ = 0; folglich hat auch der Punkt C9° ~ 2~) eine horizontale 

Tangente. Die Abbildung zeigt uns, daß (O iO) ein Tiefst- und (\0 1 2~) 
ein Höchstpunkt ist; die analytische Entscheidung können wir erst 
nach Ermittlung des zweiten Differentialquotienten treffen. Daß 
andererseits ( -0,251 +0,375) der einzige Punkt ist, dessen Tangente 
vertikal läuft, sei der Untersuchung des Lesers überlassen. 

Haben wir~~ ermittelt, so sind wir in der Lage, mitte1st der in ( 133) 

S. 357 zusammengestellten Formeln auch die Gleichungen der 
Tangenten und der Normalen aufzustellen, ebenso die Längen 
der Tangenten, Normalen, Subtangenten und Subnormalen 
zu berechnen. Der Leser möge dies für einige Punkte unserer Kurve 
wirklich durchführen. 

Wir gehen zur Bildung des zweiten Differentialquotienten~~ 
über. Da dy 

d-
d2y dx 

dx2 dx 
ist und 

dy VJ'(t) 

dx <p'(t) 

eine Funktion von t ist, so müssen wir nach der Kettenregel ~~ zuerst 
ddy 

nach t differenzieren und diesen Differentialquotienten :-i- mit dem 

Differentialquotienten ;t multiplizieren. Nach Formel 65) in (35) 
S. 82 ist daher x 

ddy d VJ'(t) 
d2 y dx dx <p1 (t) , 
dx2 = ---rft : dt = ~: cp (t) · 

d VJ'(t) 

Die Differentiation ~: {Q wird 
sie ergibt 

nach der Quotientenregel ausgeführt; 

d VJ'(t) 
gl(t) 

_ d_t _ 
<p'(t) ·VJ"(t) -1p'(t). <p11 (t) 

[<p'(t)]2 ---
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so daß wir schließlich erhalten 

q/(t) •1jJ11 (t)- 1jJ1 (t). t:p"(t) 
[q:l (t)]3 

dx d2 y dy d2 x 
dt • dt2 - dt. dt2 

(~~y 
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48) 

Da in unserem 
wir hier 

d2 x d2 y . 
Beispiele dt2 = 2 und rlt 2 = 6t + 2 1st, erhalten 

d2 y 2(3t2 - 3t- 1) 
dx2 (2t-1)3 

So ist für 

t = 0 0,5 1 1,5 2 .. . -0,5 -1 -1,5 
I 
-2 ... 

d2y 
2 -2 

5 10 5 10 41 34 
- = 00 ~ ~ ... -~ - - -~ -~ 

dx2 16 27 16 27 128 125 ... 

Da für t = 0 ~2 ~ = 2 > 0 ist, so ist durch Rechnung bewiesen, daß 

(0 I 0) in der Tat ~n Tiefstpunkt ist; ebenso ist für t =- i ~2J = - ~, 
d. h. der Punkt (l j h\) ist in Übereinstimmung mit der Abbildung 
ein Höchstpunkt. 

Den zweiten Differentialquotienten können wir weiter verwerten, 
um die Krümmungsverhältnisse der Kurve zu untersuchen. Die 
allgemeine Berechnung der Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 
und des Krümmungsradius irgendeines Kurvenpunktes nach den 
Formeln 43) und 44) - hier als Funktionen von t - ist einfach und 
bleibe dem Leser überlassen. Wir wollen nur die Krümmungshalbmesser 
für die Höchst- und Tiefstpunkte berechnen, da sich hier die Rechnung 

besonders einfach gestaltet. Da nämlich in diesen Punkten ;iJL = 0 

't 'dh' 1 d 't't' (O IO) 1 d' (10 14 ) X 49 IS , Wir Ier (! = y'', un SOmi IS In , (} = 2 Un In g i 27 (] = fS · 

Im Punkte ( -0,251 +0,375) versagt unsere Formel, da hier sowohl 

~·~, als auch ~~ unendlich groß werden. Wir können uns aber hier 

durch die folgende Erwägung helfen. In der Formel für den Krümmungs
halbmesser 

(1 + (*Y? 
e = d2y 

dx2 

wird x als die unabhängige, y als die abhängige Veränderliche betrachtet, 
da die Differentialquotienten von y nach x auftreten. In Wirklichkeit 
ist aber die Größe des Krümmungshalbmessers einzig durch die Kurve 
und nicht auch (wie etwa die Länge der Tangente, Subtangente, 
Normalen, Subnormalen usw.) durch die Lage der Koordinatenachsen 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 24 
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bestimmt. Eine Vertauschung der beiden Veränderlichen kann daher 
auf die Größe des Krümmungshalbmessers überhaupt keinen Einfluß 
haben; folglich läßt sich der Krümmungshalbmesser auch durch die 
Formel 

dy2 

berechnen. Diese Formel können wir nun bei unserem Punkte 
( -0,25[ +0,375) verwenden, mit besonders gutem Erfolge, weil für ihn 

dx _ ( 2t - l ) _ 0 
dy - 3t2 + 2t t=0,5-

wird, also einfach 
l 

e = a2 x 
dy2 

. t w· .. B t' t azx IS . Ir mussen zur es Immung von (! nur ers -d 2 
d -Y 

ausrechnen, indem 

wir d~ nochmals nach y differenzieren. Es ist 

Da 
ddx 

dy 
([t 

dd:x;_ ddx 
d2 x dy dy . dy 
(j!J2 -dy -di- . dt . 

(3t2 + 2t). 2 - (2t - l) (6t + 2) 
(3t2 + 2t)2 _ __ _ 

- 6t2 + 6t + 2 
(3t2 + 2t)2 

ist, so wird 
d2 x _ 2(3t2 - 3t- l) . 2 _ 2(3t2 - 3t- l) 
dy2 - - (3t2 + 2t)2 • ( 3t + 2 f) - - t3 (3t + 2)3 

Demnach ist für t = 0,5 der gesuchte Krümmungshalbmesser e = -H-. 
Wir wissen, daß an Stellen, wo der zweite Differentialquotient ver

schwindet, die Kurve einen Wendepunkt hat. Für unser Kurven
beispiel tritt dies ein, wenn 3 t2 - 3 t - 1 = 0 ist; das gibt die beiden 
Lösungen 

t= -A-(3±f21), also t1 =1,2638, t2 =-0,2638. 

Es gibt also zwei Wendepunkte ; sie haben die Koordinaten 

-}[is-(33 ± 7f21) 
oder 

W1) (0,3333[3,6155) und W2) (0,3333[ 0,0512); 

die Wendetangenten haben die Neigung -}(5 ± y2I), also 

W1) 4,7913 bzw. W2) 0,2087. 

(135) Damit wollen wir die Anwendung der Differentialre chnung 
auf die Untersuchung der in Parameterform gegebenen Kurve ab-
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brechen. Wir überlassen dem Leser die weitere Ausführung, wie die 
Ermittlung der Scheitel der Kurve, und gehen jetzt zur Verwertung 
der Integralrechnung über. Da kommt in erster Linie in Frage die 
Ermittlung des Inhaltes einer von der Kurve, der Abszissenachse 
und zwei Grenzordinaten eingeschlossenen Fläche; aus (81) Formel4l) 

x, 

S. 212 wissen wir, daß diese Fläche durch die Formel Jy · dx wieder-
z, 

gegeben wird. Diese Formel läßt sich jedoch nur anwenden, wenn x 
die Integrationsveränderliche, d . h . die unabhängige Veränderliche ist. 
Diese Voraussetzung trifft für unseren Fall nicht zu, da y ( = VJ (t)) 
und x ( = <p (t)) Funktionen des Parameters t sind. Aus der Gleichung 
x = qJ (t) folgt aber 

also dx = IP' (t) • dt. 

Damit ist der Integrand y · dx übergeführt in den Integranden 

VJ (t) • p (t) • dt ' 

d. h. in eine Funktion von t. Da unsere Integrationsveränderliche 
jetzt t ist, müssen die Integrationsgrenzen auch bestimmte Werte t1 

und t2 von t sein, so daß sich für eine Fläche, welche begrenzt wird 
von der Abszissenachse, zwei zu t = t1 und t = t2 g ehörigen 
Gr enzordinaten und der Kurve x = qJ (t), y = VJ(t), die In
haltsformel ergibt 

t, 

Fr: = f VJ (t) . ip'(t) • dt, 49) 
t, 

Für die Kurve in Abb. 206 ist also 
t2 t ... 

F~: = f (t3 + t2) (2t - l) dt = f (2t4 + t3 - t2) dt = [} t5 + t t4 - t t3Jl: . 
tl t1 

Wollen wir z. B. die von der Abszissenachse und der Kurve allein 
begrenzte Fläche, die also zwischen den beiden Schnittpunkten der 
Kurve mit der Abszissenachse liegt, berechnen, so müssen wir t1 = 0 
und t2 = -l setzen und erhalten (F)ö1 = H Flächeneinheiten . 

Gleichung 49) gibt die Fläche, die von der Abszissenachse, 
zwei Grenzordinaten und der Kurve eingeschlossen wird. Durch 
Vertauschung von qJ und VJ erhalten wir ohne weiteres eine Formel 
für den Inhalt der Fläche, welche von der Ordinatenachse, zwei 
Grenzabszisse n und der Kurve eingeschlossen wird; sie lautet 

t, 

F;,1• = f qJ(t) • 't.;/(t) • dt. 49') 
t, 

24* 
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In unserem Beispiele : 

= [ t t5 - l- t4 - t t3]l: . 

Insbesondere ist der Inhalt der von der Ordinatenachse und der Kurve 
allein eingeschlossenen Fläche (F')A = -H Flächeneinheiten. 

Die Länge der Kurve wird nach (89) S. 236 Formel 47) dar
gestellt durch das Integral 

Wir müssen diese Formel für den vorliegenden Fall folgendermaßen 
umgestalten. Es ist nach 4 7) 

dy tp'(t) 
dx = <p'(t); 

außerdem dx = tp'(t) • dt; daher lautet die Formel jetzt 

t, 

s:: - }i [;:-tp--;-:-1 ( t-:-:;) ]c:----2 +--,-------::-[ lf'----;1 (-:-:t) ]2 d t . 
t. 

Unser Beispiel liefert 

50) 

~ ~ 

s:: = jy(2 t - 1)2 + (3 t2 + 2 t) 2 dt ---Ii9---:-t4-+--:-1-c-2t~3-+--::-8--::t2-------,4-t-+ 1 dt. 
4 4 

Mit unseren bisherigen Hilfsmitteln läßt sich das erhaltene Integral 
nicht auswerten; wir wollen daher von einer zahlenmäßigen Berechnung 
Abstand nehmen. 

Wie die Formeln für den Flächeninhalt und für die Kurvenlänge 
lassen sich auch die Formeln für statisches Moment, Trägheitsmoment, 
Schwerpunkt, Drehflächen und Drehkörper, die in Abschnitt II, § 8 ab
geleitet sind, für die Parameterdarstellung umformen. So geht beispiels
weise die Formel für das statische Moment der Fläche bezüglich der 
x-Achse 

x, 

Mx= tf y2 dx 
x. 

über in 
t, 

Mx= li(1{'(t)) 2 ·tp'(t)dt; 
t. 
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aus 

" 

" 

Die Kurve in Parameterdarstellung. 

x, 

My =Jxydx wird 

" 

" 

t, 

My JIP(t) ·1j.!(t) ·qJ'(t) dt, 
t, 

t, 

J z = -kj(tp (t) )3 1jJ1 (t) dt > 

t, 
t, 

Jy -fqJ(t) (1jJ(t))2 1jJ'(t) dt 
t, 
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usw. Durch Vertauschen von ljJ und 1j) erhält man hieraus die ent
sprechenden Formeln für die Fläche, welche von der y-Achse, der 
Kurve x = ljJ (t), y = 'lf! (t) und den zu t = t1 und t = t2 gehörigen 
Abszissen begrenzt wird. 

In unserem Beispiel x = t2 - t, y = t3 + t2 ist für die von der 
x-Achse und der Kurve begrenzte Fläche 

-1 

M., = ~ ft3 + t2) 2 • (2t- l)dt 
0 

-1 

= !_ {.(2 t7 + 3 t6 - t4) d t = !_ l~ + ~ t7 - ~]- 1 = __!__ 
2)1 24 7 5 280' 
0 0 

-1 

My ft2 - t) (t3 + t2) (2t- l)dt 
0 

-1 

= {.(2 t6 - t5 - 2 t4 + t3) d t = [~ t7 - ~ - ~ t5 + ~J -J = 83 . 
)' 7 6 5 4 420' 
0 0 

hieraus ergeben sich die Schwerpunktskoordinaten 

~ = H = 1,0779, 'YJ = rt;r = 0,058 44. 

Die weitere Behandlung sei dem Leser überlassen. 

(136) Als Anwendung der Lehre von der ebenen Kurve in Parameter
darstellung wollen wir einige t echnisch besonders wichtige Kurven 
behandeln. Wir beginnen mit der 

Ellipse. Wir definieren sie als die Kurve, deren Gleichung in Para
meterform lautet 

x = acost, y = bsint, 51) 

wobei a und b gegebene Strecken sind. Wir können in diesem Falle 
leicht eine parameterfreie Gleichung gewinnen, wenn wir beide Glei
chungen nach cost bzw. sint auflösen und die gewonnenen Gleichungen 
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quadrieren und addieren. Es ergibt sich 
x2 y2 
äZ+b2=1, 52) 

die Achsengleichung der Ellipse. Davon später mehr. Aus den 
Gleichungen 51) folgt eine einfache geometrische Konstruktion der 
Ellipse (Abb. 207). Wir schlagen um 0 die beiden Kreise mit den 
Halbmessern a und b ; ferner legen wir durch 0 einen Strahl unter dem 
Winkel t gegen die x-Achse, der die beiden Kreise in Pa bzw. Pb schneiden 
möge. Dann ziehen wir durch Pa die Parallele zur y-Achse und durch 
Pb die Parallele zur x-Achse; beide Parallelen mögen sich in P scheiden; 
P ist ein Punkt der Ellipse. Es ist in der Tat 

OX = x = acost, OY = y = bsint. 

Aus der Konstruktion folgt sofort weiter, daß sowohl die x-Achse 
als auch die y-Achse Symmetrielinien der Ellipse sind, eine Eigen
schaft, die wir übrigens auch aus Gleichung 52), die sowohl in x als auch 
in y rein quadratisch ist, ablesen können. Man nennt daher diese beiden 
Geraden die Achsen der Ellipse, ihre Schnittpunkte mit der Ellipse 
die Scheitel der Ellipse. Diese Scheitel ergeben sich zu 

A1(a\O)(t=0), B1 (0\b)(t=i), A2(-a\O)(t=n) , B2(0\~b)(t=in) . 

Ist a > b, so heißen a die Länge der großen Ha 1 b a c h s e , b die Länge 
der kleinen Halbachse, A1 und A 2 die Hauptscheitel, B1 und B2 

die Nebenscheite 1 der Ellipse. Der Kreis um 0 mit dem Halb
messer a, der also durch A1 und A2 geht, heißt der Hauptscheitel
kreis, der um 0 mit dem Halbmesser b, der B1 und B 2 enthält, der 
Ne benscheitelkreis. 

Aus dem Gleichungssystem 51) ergibt sich noch eine enge Beziehung 
zwischen Ellipse und Kreis. Bedenken wir nämlich, daß das Gleichungs
paar x = a cos t, y = a sin t eine Parameterdarstellung des Kreises vom 
Halbmesser a, also des Hauptscheitelkreises, ist, so sehen wir, daß 
man die Ordinate des Ellipsenpunktes P aus der des entsprechenden 
Kreispunktes Pa erhält, indem man diese im Verhältnis b: a verkürzt. 
Ellipse und Hauptscheitelkreis sind zueinander affin. Ebenso besteht 
Mfinität zwischen Ellipse und Nebenscheitelkreis, nur mit dem Unter
schied, daß man die Abszissen der Punkte des letzteren im Verhältnis a: b 
strecken muß. 

Zieht man durch P zu OPbP n die Parallele, welche auf den Achsen 
die Punkte Qx bzw. QY ausschneidet, so sind OQxPPb und OQYPPa 

Parallelogramme; folglich ist QYP = a, QxP = b, also QyQx = a - b. 
Hieraus ergibt sich die folgende Entstehungsweise der Ellipse: Läßt 
man eine Gerade sich so bewegen, daß zwei ihrer Punkte Qx 
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und QY, deren gegenseitiger Abstand gleich a-b ist, auf 
zwei zueinander senkrechten Geraden gleiten, so beschreibt 
der Punkt P der Geraden, dessen Abstand von QY gleich a, 
von Qx also gleich b ist, eine Ellipse mit den beiden Halb
achsen a und b, 
für welche diezu
einander senk
rechten Geraden 
die Achsen sind. 
- Zu einer anderen 
Ellipsenerzeugung 

gelangt man durch 
folgende Betrach
tung. Ergänzt man d72-t'----t-~~--&---=-t;---T~-b-t-~+,---------.::;Ta,.. 

die drei Punkte Pa, 
P, P" zudem Recht
eck PaPP b P', zieht 
man ferner die 
Diagonale PP' die
ses Rechtecks, wel
che die x- Achse 

Abb. 207. 

in R.< , die y-Achse in RY schneiden möge, so ist 

RxP =0Pb = b, PRy =PP'+ P'Ry = PbPa + OPb =OPa= a, 

und daher RxRq = a + b. Hieraus ergibt sich: Bewegt sich eine 
Gerade so, daß zwei ihrer Punkte Rx und R if , die den Abstand 
a + b voneinander haben, auf zwei zu einander senkrechten 
Geraden gleiten, so beschreibt der zwischen R x und R 11 

liegende Punkt P der Geraden, für welchenRxP = b, PR11 =a 
ist, eine Ellipse mit den Halbachsen a und b, deren Achsen 
die zueinander senkrechten Geraden sind. Man bezeichnet 
diese Erzeugungsweisen der Ellipse wohl auch als Papierstreifen
konstruktion, weil sie sich bequem· mit einem Papierstreifen, von 
dem zwei Punkte auf zueinander senkrechten Geraden gleiten, aus
führen lassen. Der Ellipsenzirkel, die Ellipsendrehbank, das 
Ovalwerk sind auf diesem Prinzip aufgebaut. 

Da dx . dy 
dt = - a srn t, dt = b cos t 

dy b 
- · =- - ctgt 
dx a ' 

ist, so ist 

und die Tangente in P hat die Gleichung 

y - b sin t = - '!._ (x - a cos t) ctg t, 
a 
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die sich durch Multiplizieren mit a sint umformen läßt in 

bxcost + aysint =ab. 

Die Abschnittsgleichung lautet demnach: 

X y 
a : cosi + b : sin t = 1. 

(136) 

Also schneidet die Tangente auf der x-Achse das Stück ~-t, auf der 
cos 

y-Achse das Stück _J_t ab. Diese Stücke kann man dadurch finden, sm 
daß man in Pa an den Hauptscheitelkreis und in Pb an den Neben
scheitelkreis die Tangenten legt; erstere schneide die x-Achse in Ta, 
letztere die y-Achse in Tb; dann sind Ta und Tb Punkte der Tangente; 
denn es ist 

OT = __!!____ 
a cost und 

b 
OTb = -.-t. 

Sill 

Hat man so die Tangente konstruiert, so läßt sich leicht die Normale 
zeichnen, auf der der Krümmungsmittelpunkt liegen muß. Aus Gründen 
der Symmetrie müssen selbstverständlich die Scheiteltangenten senk
recht zu den zugehörigen Achsen laufen, die Scheitelnormalen folglich 
in die Achsen fallen. Die Subnormale Sn errechnet sich zu 

dy b2 
Sn= Y· dx = --acost, 

die sich ebenfalls einfach konstruieren läßt. (Wie?) Die Länge der 
Normalen ist dann 

n = ys~ + y2 = .!!__ fb2 cos2 t + a2 sin2 t. 
a 

Aus dem zweiten Differentialquotienten 

ddy 
d2 y dx dx b . b 
d-:a = - dt: -dt = - , 2t. :( - asmt) = -~t x as1n a Bin 

ergibt sich für die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes: 

1 +(:;r dy 1 + :: ctg2 t b 
~=X-~- dx = acost- - -·-b-- (- a ctgt) 

dx2 - a2 sin3 t 

(a2 sin2 t + b2 cos2 t) a2 sin3 t. b cost = a cost - ·------
a2 sin2 t • a • sint • b 

(a2 sin2 t + b2 cos2 t) cost 
= acost- cost = -(a2 - a2 sin2t- b2 cos2 t) a a 

cost = --;--- (a2 cos2t- b2 cos2t) , 



(136) Die Kurve in Parameterdarstellung. 

Entsprechend findet man 
a2- b2 . 

fJ = --b-sm3 t. 

Das Gleichungssystem 
a2- b2 

$ = --cos3 t 
a ' 
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stellt die Parameterform der Evolute der Ellipse dar; eliminiert man 
aus ihm den Parameter t, indem man schreibt 

quadriert und 
gleichung 

cost = (a2 ~ b2y, . (-brj)t 
smt = a2 - b2 ' 

addiert, so erhält man die parameterfreie Evoluten-

( a~ )i ( b'1 )i 
a2 - b2 + a2 - b2 = 1 . 

Die Evolute selbst besteht aus vier symmetrischen Teilen und hat 
vier, den Ellipsenscheiteln entsprechende Spitzen A1 , B1 , A2 , B2 , welche 
die zu diesen gehörigen Krümmungsmittelpunkte darstellen. 

Die Länge des Krümmungshalbmessers in einem beliebigen 
Punkte P der Ellipse berechnen wir nach der Formel 

wir erhalten 

= (a2 sin2 t + b2 cos2 t)i . (- _b_) = _ (a2 sin2 t + b2 cos2 t)~ 
e a3 sin3 t . a2 sin3 t ab 

Da nun nach obigem 

yb2 cos2 t + a2 sin2 t = ~ n 

ist, so nimmt die Formel für den Krümmungshalbmesser die einfachere 
Gestalt an 

azna 
e=--v· 

Setzen wir t = 0 oder t = n, so erhalten wir den Krümmungshalb
messer für die Hauptscheitel 

für 

ergibt sich 

b2 
(!A, = (!A, = a ; 

:rc 3 
t = 2 oder t = 2 n 

a2 
en,= en,=b 

als Krümmungshalbmesser für die NebenscheiteL 
Zu den entsprechenden Mittelpunkten A1 , A2 , B1 , B2 , den Spitzen 

der Evolute, gelangt man sehr einfach auf folgende Weise: Man ergänzt 
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die drei Punkte 0, A 2 , B1 zum Rechteck OA 2EB1 , zeichnet die Diagonale 
A 2 B 1 und durch E das Lot zu dieser, welches die Hauptsache der Ellipse 
in A2 , die Nebenachse in 81 schneidet. Die Richtigkeit der Konstruktion 
folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke A 2 B 10 und E A2 A 2 • A1 und 82 

sind dann leicht zu finden. 
Um den Inhalt der von der Ellipse eingeschlossenen Fläche zu 

berechnen, bedienen wir uns der Formel 49); bedenken wir, daß die 
beiden Achsen die Ellipse in vier kongruente Quadranten teilen, so 
genügt es, den Inhalt eines Quadranten zu berechnen. Im ersten 

Quadranten ist die untere Integrationsgrenze t = 0, die obere t = i. 
Wir erhalten sonach 

n n 
2 2 

F = 4 Jb · sint · (- asint)dt = -2ab j{1- cos2t)dt 
0 n 0 

= -2ab[t - ! sin2t\: = -nab. 

Das Minuszeichen erklärt sich daraus, daß zur unteren Grenze t = 0 

die Abszisse x = a und zur oberen Grenze t = ; die Abszisse x = 0 

gehört; bei der Integration haben wir also die Abszissenachse in der 
negativen Richtung durchlaufen, während die Ordinaten sämtlich 
positiv sind ; folglich muß sich nach den Auseinandersetzungen in (82) 
S. 219 der Inhalt negativ ergeben. Überdies hätten wir den Inhalt 
der Ellipse aus dem Inhalt des Hauptscheitelkreises auf Grund der 
Affinitätsbeziehungen von S. 374 erhalten können durch Multiplikation 

von na2 mit dem Verkürzungsfaktor _b_. 
a 

Die L ä nge des Ellipsenumfanges berechnen wir mittels der 
:Formel 50) zu "" 

2 

8 = 4 J y-a2=-s_i_n-=-2 t_+_ b::-:2 cos2 t dt . 

0 

Zwar sind wir vorläufig nicht in der Lage, dieses Integral auszuwerten; 
doch wollen wir - für spätere Zwecke - eine Umformung des In-

tegrals vornehmen. Wir führen durch die Gleichung t = ; - {} eine 
neue Integrationsveränderliche ein und erhalten 

0 0 

8 = 4Jya2 cos2 {} + b2 sin2 {}d{} = 4Jy-,a2=------,(a--:2 - b2)sin2 {}d{} 
n n 

2 2 
0 

= 4a fvl- c2 sin2{}d{}, 
n 

2 
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b · ya2-b2 d" · h E t · •t·· t wo e1 E = ·- --·- - 1e numer1sc e xzen r1z1 a 
a 

der Ellipse 

genannt wird. Wie dem unbestimmten Integrale 

J y1 - E2 sin2ß Mf, 

einem sog. elliptischen Integrale, praktisch beizukommen ist, 
werden wir später sehen [s. (201) S. 664f.]. 

Der Rauminhalt des durch Umdrehung der Ellipse um eine Achse 
entstehenden Umdrehungsellipsoids läßt sich folgendermaßen be
rechnen. Wählen wir als Drehachse die x-Achse, so ist nach Formel49) 
auf S. 243 n ä 

2 2 

V= 2n J b2 sin2 t · ( -a sint) dt =- 2na b2Jsin3 tdt 
0 0 

;n; 

2 2 

= - 2n ab2I(l - cos2 t) sint dt = 2n a b2I(l - cos2 t) d (cost) 
0 0 

[ cos3 tJ~ 4 = 2 n a b2 cos t - - 3- 0
2 = - 3 n a b2 ; 

wobei sich der Umstand, daß der Rauminhalt negativ wird, aus der 
gleichen Ursache erklärt wie beim Flächeninhalt [s. (82) S. 219]. 

Um die Oberfläche des Umdrehungsellipsoids zu berechnen, wollen 
wir als Drehachse die y-Achse wählen; wir erhalten unter der Voraus
setzung a > b das abgeplattete Umdrehungsellipsoid. Wir 
bedienen uns zur Ermittlung der Oberfläche der Formel 50) S. 245, aus 
welcher die für unseren Fall geltende Formel folgt 

;n; 

2 

0 = 2n J x · 1/~Y+ (~;yat, 
u 

die für das Umdrehungsellipsoid ergibt 
;n; ;n; 

2 2 

0 = 4n Ja cost · fa2 sin2 t + b2 cos2 t dt = 4naj fb2 + (a2 - b2) sin2 t cost dt 
0 0 

;n; 

2 
= 4n a J y·b-=-2=--+- ac:-2 -:E2 sin2 t · cost · dt 

0 

( - ya2- b2 
E- a ' 

;n; ;n; 

2 2 

s. o.), 

o = 4n a2EI V(~Y + sin2 t cost dt = 4n a2EJ V(:<r + sin2 t d(sint) 
0 0 
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und unter Verwendung der Formel [TII 15] 

o = 2n w 2 [ V(e~)z + 1 + (eba)2 ln {1 + VC~Y + 1}- (ebS 1n e:]. 
Da 

ist, so läßt sich dieser Ausdruck zusammenziehen zu 

[ ( I) ] I b2 I+- ea 
0 = 2n t: a2 - +- ·ln 8 

e e2 a 2 b 
oder 

0 = 2n [az + b: ln{(l + t:) ~}] = 2n [a2 + b: ~tQ:of ~ J. 
Der Erdkörper ist ein abgeplattetes Umdrehungsellipsoid, und zwar 
ist a = 6377,397 km, b = 6356,079 km; hieraus folgt t: = 0,081698 
und damit die Oberfläche des Erdsphäroids zu 0 = 509,95 · 106 km2 • 

Lassen wir die Ellipse sich um die große Achse drehen, so wird 
n n 

2 2 

0 = 4n Jbsint · fa2 sin2 t + b2 cos2 t dt = 4n bffa2 - (a2 - b2) cos2 t sint dt 
0 0 

= - 2n ab [arcsin (e cost} + t: cost · fl - t:2 cos2 t]~ [s. Formel TII 13], 
e o 

2n [ - ] 0 = 7 ab arcsin t: + t:fl- ez • 

Da 
-- b yl - t:2 = 

a 

ist, so erhält man schließlich 

0 = 2n [b2 +ab arc:ine] 

Im Zusammenhang mit der Ellipse wollen wir kurz auf die Hyperbel 
eingehen. Legten wir bei der Parameterdarstellung der Ellipse die 
Kreisfunktionen in der Form x = a cost, y = b sint zugrunde, so 
führt, wie wir gleich sehen werden, die Verwendung der entsprechenden 
hyperbolischen Funktionen auf eine Parameterdarstellung der 
Hyperbel; die Gleichungen lauten 

x = aQ:oft, y = b®int. 51') 
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Da nach Formel 100') S. 150 Q:of2t - <5in2t = 1 ist, so folgt aus 51') 
die parameterfreie Gleichung der Hyperbel 

52') 

in Übereinstimmung mit der auf S. 304 behandelten Achsengleichung 
der Hyperbel. Unter Verwendung der Tafeln der Hyperbelfunktionen 
kann man die Hyperbel auf Grund der Gleichungen 51') punktweise 
konstruieren (s. Abb. 208). Für t = 0 ist x = a , y = 0; der zugehörige 

X 

Abb. 208. 

Punkt A1 ist ein Scheitel der Hyperbel; da stets [oft> 1 ist, kann 
niemals x = 0 sein; die Hyperbel schneidet demnach die y-Achse 
nicht; diese heißt die imaginäre Achse der Hyperbel, während die 
x-Achse ihre reelle Achse ist. Formelpaar 51') gibt nur den einen Hy
perbelzweig; der andere wird durch das Gleichungspaar 

X = - a [oft, y = - b @)int 

wiedergegeben; er trägt den anderen Hyperbelscheitel A 2 (-a jO). a ist 
die Länge der reellen, b die der imaginären Halbachse. Da 

d x c::.· dt. = a "-'mt, 
dy 
Tt = btfoft, 

so ist 
dy b - = -t.ttgt. d x a 

Die Tangente im Punkte P hat folglich die Gleichung 

(y - b <Sin t) = .!!__ tftg t · (x - a tfof t) 
a 

oder in Abschnittsform 
_ x ____ Y_ = 1 
a : (:l;o[ t b : @?in t · 
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Die Abschnitte auf den Achsen sind demnach 

bzw. 
-b2 

y 

Schlägt man den Scheitelkreis und über OX als Durchmesser den Halb
kreis, so schneiden sich beide in zwei Punkten T ' und T", deren Ver
bindungssehne die reelle Achse im Schnittpunkte T der Tangente 
mit der Achse trifft. Der Richtungsfaktor der Tangente ist 

b 
tg-& = a (Ugt. 

Der Abschnitt der Tangente auf der x-Achse wird gleich Null, wenn 
t = oo ist; in diesem Falle geht die Tangente durch den Nullpunkt. 
Da P selbst für t = oo ins Unendliche wandert , so ist diese Tangente 

Asymptote; ihr Richtungsfaktor ist tge =±~, je nachdem t die 

positiven oder die negativen Werte durchlaufend über alle Grenzen 
hinaus wächst. Um die Asymptoten zu konstruieren, errichte man in 
A1 auf der reellen Achse nach beiden Seiten die Lote A1 C1 = A1 C2 = b; 
dann sind die Geraden OC1 und OC2 die Asymptoten. - Der Leser 
beweise selbständig, daß man die Mittelpunkte M 1 bzw. M 2 der Scheitel
krümmungskreise durch die folgende Konstruktion erhält: Man fällt 
von C1 auf A1 B1 das Lot, welches OA1 in M' scheide; ea = A 1M' 
ist die Länge des Krümmungshalbmessers, also erhält man M 1 , 

indem man auf der x-Achse von A1 aus nach der anderen Seite ea 
abträgt. 

Ist b = a, so geht die Hyperbel, da tge = l, also e = 45° ist, folg
lich die Asymptoten aufeinander senkrecht stehen, in die gleich

Abb. 209. 

seitige Hyperbel über; ihre Gleichung ist 
demnach 

x = a ~of, y = a @)in t bzw. x2 - y2 = a2 . 

Die gleichseitige Hyperbel nimmt somit unter 
den Hyperbeln eine ähnliche Sonderstellung ein 
wie der Kreis unter den Ellipsen. Wenden wir 
uns der gleichseitigen Hyperbel von der Halb
achse a = l zu! In ihr können wir dem Para
meter t eine einfache geometrische Deutung 
geben. In Abb. 209 ist 

OA = l, OX =~oft, 

XP = 6int, AQ = %gt , 

denn es ist AQ: OA = XP: OX. Wir wollen den Inhalt der in Abb. 209 
schraffierten J!'läche des Hyperbelausschnittes OP' APO berechnen. Es 
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ist JOP'P = !J:oft · ®int; andererseits ist nach 49) S. 371 Fläche 

t ' 

PAP'P = 2 J ®int. ®int. dt = 2x J ®in2 t dt = 2 [} ®int [oft- ~J: 
0 (I 

= [®int!J:oft- t]. 

Daher ist Fläche 

OPAP'O = !J:oft ®int- (!J:oft ®int- t) = t. 

Der Parameter ist demnach gleich dem Flächeninhalt des bezeichneten 
Hyperbelausschnittes. Zur Würdigung dieses Ergebnisses mögen die 
entsprechenden Eigenschaften am Kreise vom Halb
messer l angeführt werden. (Abb. 210.) Bezeichnen 
wir den Inhalt des Kreisausschnittes OP'AP mit t, so 
ist auch der zugehörige halbe Mittelpunktswinkel 

folglich AOP = P'OA = t, 

OX = cost, XP = sint, AQ = tgt . 

Die Hyperbelfunktionen stehen demnach mit Abb. 21o. 
dem Inhalt des Hyperbelausschnittes der 
gleichseitigen Hyperbel in demselben Zusammenhange wie 
die Kreisfunktionen mit dem Inhalte des Kreisausschnittes. 
In dieser Tatsache ist einerseits die innige Verwandtschaft der beiden 
Funktionsgruppen, andererseits die Bezeichnung "Hyperbelfunktionen'' 
begründet. 

(137) Die Rollkurven. Ist k inAbb. 211 eine in der EbenefestliegendeKurve 
und c eine Kurve, welche auf k, ohne zu gleiten, abrollt, so beschreibt 
irgendein mit c festverbundener Punkt P 
eine Kurve, welche man Rollkurve 
nennt. Wir wollen zunächst rein geo-
metrisch eine allen Rollkurven gemein
same Eigenschaft ableiten. B möge der 
Punkt sein, in dem in der Anfangslage 
von c die beiden Kurven sich berühren. 
In einer späteren Lage sei der Punkt D 
der ersten Lage zum Berührungspunkte B' 
geworden. Der frühere Berührungs
punkt B mag jetzt in die Lage 0' ge
kommen sein. Da ein Gleiten ausge
schlossen sein soll, besteht die Bedin-

gung, daß BD = BB' = B"if ist. Weiter-

t 

k 
Abb.211. 

hin kann man, wie die Kinematik lehrt, die Bewegung von c in die un
endlich benachbarte Lage stets auffassen als eine augenblickliche Drehung 
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um den jeweiligen Berührungspunkt B . An dieser Drehung nehmen 
alle mit c starr verbundenen Punkte, also auch der Punkt P teil, seine 
Momentanbewegung ist also ein unendlich kleiner Kreisbogen, dessen 
Mittelpunkt in B liegt. Die Tangente seiner Bahn ist demnach senk
recht zu dem Momentanradius BP, oder BP ist die Normale n der 
Rollkurve im Punkte P. Wir erhalten hiermit den Satz: 

Die Normale einer Rollkurve geht stets durch den augen
blicklichen Berührungspunkt zwischen der festen und der 
auf dieser abrollenden Kurve. 

Nach diesen allgemeinen Erörterungen wenden wir uns bestimmten 
Sonderfällen zu. Ist die feste Kurve k eine Gerade, und die auf ihr 
rollende Kurve c ein Kreis, so ist die Bahn, die ein mit c starr ver
bundener Punkt P bei der Bewegung beschreibt, eine Zykloide. 
Der Kreis c möge den Halbmesser a haben und P vom Mittel
punkte von c um die Strecke b entfernt sein; ist b ~ a, so heißt die 

Rollkurve gespitzt e Zykloide nach der Gestalt, welche die {
gestre c kt e } 

verschlungene 
Kurve annimmt. 

Man kommt zu Punkten der Zykloide auf folgendem Wege. Wir 
wählen als Anfangslage die Lage c0 des rollenden Kreises, in welcher 

der zu P = P 0 gehörige Halb
messer M 0 P 0 J. k ist ; der Be
rührungspunkt von c0 heiße B0 • 

Ist B der Berührungspunkt in 
einer beliebigen Lage des rol
lenden Kreises, so brauchen 
wir auf c nur von B aus 
den Bogen B 0 gleich der 

k--rtt-4---!-;------="'--~=---~.x Strecke B 0B und auf dem 
Halbmesser MO die Strecke 

Po MP = b abzutragen, um einen 
Abb. 212. Punkt P der Zykloide zu er-

halten. [Am zweckmäßigsten 
t eilt man den Umfang von c in eine bequeme Anzahl (12, 16, 24) 
gleicher Teile und trägt diese von B0 aus auf k ab, um dann in ein
facher Weise Punkte der Zykloide zu erhalten.] 

Wir wollen nun die Zykloide analytisch behandeln. Wir wählen 
zu diesem Zwecke die Gerade k zur Abszissenachse und den Punkt B0 

zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Die Lage 
des allgemeinen Punktes P der Zykloide ist durch den Winkel BMP = t 
festgelegt; t ist hierbei der Winkel, um den sich die Gerade M P aus 
der Anfangslage gedreht hat , oder um welchen sich der Kreis c auf k 
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abgewälzt hat; wir wollen ihn deshalb als den Wälzungswinkel 
bezeichnen. Die Strecke B 0B ist gleich dem Bogen BC = a · t; ferner 
ist die Abszisse von P 

B0X = B 0B- XB = a · t- b sint, 
die Ordinate 

X P = X Q + Q P = a + b sin (t - ; ) = a - b cos t . 

Die Parametergleichung der Zykloide lautet also 

x = at- bsint, y =a-b cost 1). 53) 

Für 0 
:rr; 3 2:rr; ist also t= 
2 

:rr; 2:rr; 

X= 0 ::_a-b 
2 

a 3;a+b 2:rr;a 

y= a-b a a+b a a-b. 

Hierauf wiederholt sich der Verlauf; die Zykloide ist also eine 
periodische Kurve; sie setzt sich aus lauter kongruenten Teilen von 
der Länge 2na zusammen. 

Aus 53) erhalten wir durch Differenzieren 

dx 
dt = a - b cos t , 

dy b . ' 
dt = smt, 

also 
dy b sint 
dx a-bcost· 

a) 

Folglich ist die Gleichung der Norm a I e n 

. b~nt 
x - (at - bsmt) + (y- (a - bcost)) b t = 0, a- cos 

die man umformen kann in 

x = at- Y . 
a- bcost 

Für y = 0 ergibt sich als Abszisse des Schnittpunktes der Normalen 
mit der Abszissenachse x = at; der Schnittpunkt der Normalen mit 
der Geraden k ist also in der Tat der jeweilige Berührungspunkt von 
c mit k, in Übereinstimmung mit dem oben allgemein abgeleiteten Satze. 

1 ) Diese Ableitung der Zykloidengleichung ist auf die Abb. 212 zugeschnitten; 
will man sie mit Hilfe des Projektionssatzes [s. (107) S. 293] theoretisch einwand
frei gewinnen, so muß man bedenken, daß <9:: BMP, weil im Uhrzeigersinne 
durchlaufen, negativ ist, also zweckmäßig als -t bezeichnet wird; dann ist, 
welches auch der Wälzungswinkel sein mag, allgemein gültig 

x = B 0 X = B0 B +BX =a • t+ bsin(-t) = at- bsint, 
y = XP = XQ+QP=a+bcos(:rr;-(-t))=a-bcost w. o. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 25 
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Von nun an wollen wir uns auf die Betrachtung der gespitzten 
Zykloide beschränken; wir setzen b = a und erhalten als ihre 

Gleichungen 

x = a(t- sint), } 53,) 
y = a ( l - cos t) . 

Ferner ist 

---"~~=-..,::,..~:::...._-t-------==--'___,..x d Y_ = sin t = ct _!_ . b) 
d X 1 - COS t g 2 ' 

den 

die Tangente schließtalso 
mit der x-Achse den Win-

----6'--------~• ßl k l :n: t . . . t 
IJ e 2 - 2- em; s1e 1s 

Abb. 213. 
parallel zurHalbieren

des Wälzungswinkels. Die Länge der Normalen ist 

___ ._ t VI t t 
n = yfl + y' 2 = 2asin2 2 l + ctg2 2 = 2asin 2 . 

Weiter ist 

ddy 

d2~ = __!:_:::._ : dx =-__ 1_: a (! - cost) =- __ 1 __ . c) 
dx dt dt 2 . 2 t 4 . 4 t 

sm 2 asm 2 

Demnach erhalten wir für den Krümmungshalbmesser: 

e =(l + ctg2 _!_)~: (- 1 )=- 4
asin

4 ~ = -4asin_!_= -2n . d) 
2 4 . 4 t . 3 t 2 

asm 2 sm 2 

Der Krümmungsmittelpunkt II liegt also auf der Verlängerung der 
Normalen über B hinaus, und zwar so, daß B der Mittelpunkt der 
Strecke P Il ist. 

Die Gleichung der Evolute gestaltet sich folgendermaßen: 

1 · ( -4asin4 _!_) 
$ = a (t- sint) - 2 . ctg ~ 

sin2 _!_ -
2 

= a [t - sint + 4sin ~ cos ~] = a[t + sint], 

-4asin4 _!_ 
'YJ=a(l-cost)+ . t 2 =a[l-cost-4sin2 i] 

Sin2 -
2 

= a[l - cost- 2(1 - cost)] = -a[l - cost]. 
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Ersetzt man den Parameter t durch einen neuen Parameter r, der mit t 
durch die Gleichung t = n+r zusammenhängt, so lautet die Gleichung der 

Evolute ~=an+ a(r- sim), 'YJ = a(l - cosr) - 2a. 

Verschieben wir schließlich das Koordinatensystem nach einem Punkte D, 
dessen Koordinaten n a 1-2 a sind, mittels der Transformationsgleichungen 

~=t;+na , 1J=~-2a, 

so geht die Gleichung der Evolute über in 

t; = a(r- sim), ~ = a(l - cosr). 

Damit haben wir eine völlige Übereinstimmung zwischen der Gleichung 
der Zykloide und ihrer Evolute erreicht und sind zu dem Ergebnis gelangt: 

Die gespitzte Zykloide ist mit ihrer Evolute kongruent. 
Der Inhalt der von der Abszissenachse, der Zykloide und der zu 

gehörigen Ordinate begrenzten Fläche ist [s. Formel TIII23)] 
t t 

Fb = Ja(l- cost) · a(l- cost)dt = a2J(l- 2cost + cos2 t)dt 
0 0 

= a2[t- 2sint + !{t + sintcost)]~, 
Fb = a2 [~t- 2 sint + i sint cost]. 

Demnach ist der von einem ganzen Zykloidenbogen und der Abszissen
achse begrenzte Flächeninhalt 

Fö;[ = 3na2 , 

also das Dreifache des Inhaltes des rollenden Kreises. 
Die Länge des Kurvenbogens, der von t = 0 bis t = t reicht, 

ergibt sich zu 
t t 

8 =Ja f{l- cost)2 + sin2 t dt =Ja f2(1- cost) dt 
0 t 0 

= 2a Jsin ~ dt = -4a [cos ~J: = 4a(l- cos ~) = 8asin2 ! . 
0 

Demnach ist die Länge eines ganzen Bogens (t = 2 n) : l = 8 a. 
Statische Momente. a) Halbe Fläche (t = 0 bis t = n) 
l. bezüglich der x-Achse: ,., 

~ n 2 

M = _!_ a3 j.(l - cost)3 dt = 4a3}~in6~ dt = 8a3fsin6~ • d ~ 
X 2 . 2 2 2 

0 0 0 

= 8a3 [- _!_ sin5~ cos~ + ~ {- _!_ sin3~ cos~ 
6 2 2 6 4 2 2 

25* 
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2. bezüglich der y-Achse: 

"' 
M 11 = a3J(t- ~int) (1 - cost)2 dt 

0 

;n; 

= a 3 J[t - 2t cost + t cos2t - sint + 2 sint cos t - sint cos2 t]dt 
0 

[ t
2 t2 1 = a3 2 - 2tsint- 2cost + 4 + 8 (2tsin2t + cos2t) 

1 ] "' a 3 + cost- cos2t + 3 cos3 t 0 = 12 (9.n2 + 16) [TIII28) 30) 32)]. 

Der Schwerpunkt S dieser Fläche hat also die Koordinaten: 

a3 3 9 .n2 + 16 
X 8 = 12 (9.n2 + 16) : 2 .n a2 = --rs-;- · a R::i 1,854a, 

5 3 5 
Ys = 4 .na3 : 2 .n a2 = 6 a R::i 0,833a (s. Abb. 213) . 

b) Ganze Fläche: t = 0 bis t = 2.n, 

M 5 3 
x=2.na' 

, 5 
Ys = 6a . 

c) Halber Bogen: 
;n; ;n; 

(137) 

M~ = 8a2 sm3 - • d - =-a2 ! . t t 16 
~ 2 2 3 ' 

0 

My = 2a2 {(t - sint) sin ~ dt = 1
3
6 a2 • 

0 

Schwerpunkt ( : a I : a) . 

d) Ganzer B ogen: 

M - 32 2 
x-;r a' 

Schwerpunkt ( .n a I : a) . 

Trägheitsmomente. a) Halbe Fläche: 

"' 
J 1 4/ 35 x =;r a .(1 -cost)4 dt = 24.na4 ; 

0 

kleinstes Trägheitsmoment (Achse [[ x-Achse): 152 n a4 ; 

"' 
J 11 = a4/(t- sint)2 (1 - cost)2 dt = ~ a4 (12.n2 + 29); 

0 
a4 

kleinstes (Achse [[ y-Achse): 216". (27 n 4 - 27 n 2 - 256) . 



(137) Die Kurve in Parameterdarstellung. 

b) Ganze Fläche: 

J - 35 4· 
x- 12na, kleinstes: 

5 
- na4 • 
6 ' 

389 

J11 = ~ a4 (48n2 - 35); 

c) Halber Bogen: 

kleinstes : ~ a4 (12.n2 - 35) . 

"' j. . t 128 
Jx = 2a3 (1 - cost)2 sm 2 dt = T5 a3 ; kleinstes: 

0 

'"' 

J11 = 2a3f(t- sint)2 sin ~ dt = !!a3 (15.n- 32); 
0 

kleinstes: 
32 
45 a3 (15n - 42) . 

d) G a nzer Bogen: 

J - 256 3 • kleinstes: x - l5 a' 

J 11 = ~: a3 (45n2 - 128); 

128 3 . 

65a ' 

kleinstes: 
8 
45 a3 (45n2 - 256). 

Die Achsen der kleinsten Trägheitsmomente gehen dabei durch den 
Schwerpunkt des betreffenden Gebildes. 

Umdrehungskörper. Rotiert die Zykloide um die 

a) x-Achse, b) y-Achse, c) Symmetrielinie, 

so ist für den entstehenden Umdrehungskörper 

das Volumen 

V = a) 5n2 a3 , 

c) ~ a3(9n2 - 16); 

die krumme Oberfläche 

0= 
64 

a) -na2 
3 ' 

b) 32 2 
3 na , b') 16n2 a2 , 

8 
c) 3 na2 (3n- 4). 

Hierbei beziehen sich a) und b') auf das ganze, b) und c) auf das halbe 
Gebilde. 

Das Zykloidenp ende l: Ein Faden von der Länge 4a, der an 
seinem unteren Ende die punktförmige Masse m trägt, werde, wie aus 
Abb. 214 ersichtlich, mit dem anderen Ende an der Spitze S einer 
von S aus sich nach unten verzweigenden Zykloide c befestigt ; die 
Masse m pendle um S derart, daß sich der Faden an die Zykloide c 
anlegen muß. Dann beschreibt nach den Ausführungen von 
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S. 351 der Massenpunkt m eine Evolute 
da die Länge des Fadens gerade 4a 

der Zykloide c, und zwar, 
ist, die zu c kongruente 

Zykloide c'. Legen wir 
in den Scheitel von c' den 
Nullpunkt eines recht
winkligen Koordinaten
systems, so lautet, wie 
man sich leicht überzeugt, 
die Gleichung von c: 

y 
s 

m 
x=a(t+sint), 

y = a(1- cost). 

Um zu untersuchen, nach 
welchen Gesetzen sich m 

----------~~~~-=~----------~X bewegt, legen wir unseren 
Abb. 214. Betrachtungen das Ge 

setz von der Erhaltung der Energie zugrunde, welches besagt, 
daß die Summe aus potentieller und kinetischer Energie in jedem 
Augenblicke der Bewegung konstant ist . Da die kinetische Energie 
gleich t mv2 und die potentielle Energie im homogenen Schwerefeld 
der Erde gleich m · g · y ist, so ist 

-}mv2 + mgy = C. 

Es sei für y = 0, also beim Durchgang der Masse m durch den Scheitel 0 
von c' die Geschwindigkeit gleich v0 ; hieraus folgt C = tmvö, und die 
Formel für die Erhaltung der Energie können wir schreiben: 

VÖ- v2 = 2gy 

Im Falle unserer Zykloide ist 

y = a(1 - cost) 

oder 

oder 

,/- '> -
V= yVi)- 2gy. 

cost = 1- .JL. 
a 

Um v zu bestimmen, bedenken wir, daß v =~:ist, wenn die Zeit mit z 
bezeichnet wird (weil t hier den Parameter bedeutet). Nun ist 

ds = V(~:r + (~~r dt = a f(1 + cost)2 + sin2 t dt = 2a cos ~ dt; 

also ist 

Da nun 

also 

t dt 
v = 2acos- · - -

2 dz • 

cost = 1 - J!.... ist, so ist a 

sin ~ = v1"0- cost) = v2~' 
~ cos _:_ d t = __r!Jf__ 
2 2 2Y2ay ' 
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und daher ist 

V = ll/2a . !!JL . 
y dz 

Setzen wir diesen Ausdruck in die oben gewonnene Formel für v ein, 
so erhalten wir die Gleichung 

l ;f2U dy ,-2--~ r --y. Tz = vvo- 2gy, 

die wir nach dem Zeitelement dz auflösen: 

y- ay lja dy 

dz = 2a vv~y- 2gy2 = g Vi(:;/=-(y - ;! ( 
Die Integration ergibt 

z = [ 1;; arcsin ( ~r y - 1) J: = v; [ arcsin ( ~r y - 1) + ; J. 
Der Massenpunkt m hat seine Höchstlage erreicht, und das Pendel 
schlägt zurück, wenn v = 0 ist; hierzu gehört also 

V~ 
Ymax = 2g · 

Da Ymax nicht größer sein kann als 2 a, so tritt nur so lange ein wirkliches 
Pendeln ein , als v0 :S 2 yag ist. Nun besteht eine vollständige Pendel
schwingung aus vier Teilen, die sich in gleich langen Zeiten abspielen: 
die Bewegung vom Tiefstpunkt bis zum rechten Höchstpunkt, von 
diesem zurück zum Tiefstpunkt, von hier zum linken Höchstpunkt 
und wieder zurück zum Tiefstpunkt. Nennen wir die ganze Schwingungs-

dauer T, so ergibt sich [ aus z, wenn wir y = ~~ setzen; es ist also, 

wenn mit l = 4a die Länge des Pendels bezeichnet wird, 

T = 4 .y;-[arcsin l + ; J = 4n V; = 2n 10 · 
Bemerkenswert ist bei diesem Ergebnisse, daß die Schwingungsdauer 
unabhängig ist von der Höchstgeschwindigkeit v0 und der Schwingungs
höhe Ymax, daß sie nur abhängt von der Länge l = 4a des Zykloiden
pendels, ein Ergebnis, das bekanntlich bei dem gewöhnlichen Pendel 
nur bei kleinen Ausschlägen und auch dann nur annähernd erreicht 
wird; man nennt das Zykloidenpendel aus diesem Grunde ein tau
tochrones Pendel [tautochron (griechisch)= von gleicher Zeit]. 

(138) Ist die feste Kurve k selbst ein K:reis vom Halbmesser l und die 
rollende Kurve c ebenfalls ein Kreis vom Halbmesser a, so beschreibt 
ein mit c fest verbundener Punkt P eine Trochoide; es sind hierbei 
drei verschiedene Fälle zu unterscheiden : 
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l. c rollt außerhalb des Kreises k ab: Epizykloide; 
2. c rollt innerhalb von k ab; a < l: Hypozykloide; 
3. c rollt auf k derart ab, daß k von c eingeschlossen wird; a > l: 

Perizykloide. 
Alle drei Fälle können wir analytisch in einem einzigen behandeln, 

wenn wir bedenken, daß für die Hypo- und Perizykloide a zu l die 
entgegengesetzte Lage hat wie bei der Epizykloide, also für die Epi
zykloide a > 0, für die Hypo- und die Perizykloide a < 0 ansetzen. 
Der die Kurve beschreibende Punkt P habe vom Mittelpunkte von c 

{
verschlungene} 

den Abstand b; ist b ~ a, so ist die erzeugte Kurve eine gespitzte 
gestreckte 

Trochoide. Wählen wir als Anfangslage diejenige, in welcher der zu P 
gehörige Halbmesser von c gerade durch den Berührungspunkt B 0 

y von c und k geht, und legen wir 
den Anfangspunkt des Koordinaten
systems in den Mittelpunkt von k, 
die x-Achse durch B 0 , so ist (vgl. 
Abb. 215) Bogen BC = Bogen BB0 

= l· t, wobei t der Winkel B 0 OB ist. 
Folglich ist der Wälzungswinkel 

-t----iP---'--;;r=-J.E--">:L,-,---+-.,...:r O MB = t = Bogen B C = !:_ t 
a a ' 

und es ist 

Abb. 215. 

x = OX = OMcost - MPcos(t + t), 

y = OY = OMsint- MPsin(t + t) 

oder, wenn wir die oben gefundenen Werte einsetzen: 

x = (l + a) cos t - b cos l + a t, y = (l + a) sin t - b sin l + a t. 54) 
a a 

54) ist die Parametergleichung der Trochoide. Versteht man unter a 
eine absolute Größe, dann gilt 54) nur für die Epizykloide, während 
wir für die Hypo- und Perizykloide in 54) a durch -a ersetzen müssen; 
die Gleichung dieser Kurve lautet demnach in diesem Falle : 

l- a l a 
x=(l-a)cost-bcos - a- t, y = (l - a)sint+bsin-: t. 54') 

Beschränken wir uns auf gespitzte Trochoiden (b = a) und führen 
wir einen neuen Parameter v durch die Gleichung t = av ein, so lautet 
die Gleichung 

x = (l + a) cosav- acos (l + a) v, y= (l+a) sinav-asin (l+a) v. 54") 

Ersetzt man hier a durch a' = -(l + a), so geht x in sich selbst über, 
während y nur sein Vorzeichen ändert; der neue Punkt P liegt also 
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spiegelbildlich zum ursprünglichen bezüglich der x-Achse. Da die x-Achse 
Symmetrieachse ist, so ist die Trochoide, die durch Abwälzen des 
Kreises c vom Halbmesser -(l + a) auf dem Kreise k vom Halbmesser l 
von einem Punkte des Umfanges von c beschrieben wird, identisch 
mit derjenigen, die durch Abwälzen des Kreises c vom Halbmesser a 
auf dem gleichen Kreise k von einem Punkte des Umfanges von c be
schrieben wird. Ist a < 0 und l + a > 0 (Fall der Hypozykloide), 
so ist a' = -(l + a) < 0; demnach die zweite Kurve ebenfalls eine 
Hypozykloide. Führen wir für a den absoluten Betrag ein, den wir 
als I a I = -a bezeichnen wollen, so bekommen wir den Satz: 

Die gespitzte Hypozykloide, welche durch Abrollen des 
Kreises vom Hai bmesser l - I a I im Kreise vom Hai bmesser l 
beschrieben wird, ist identisch mit derjenigen, welche 
durch Abrollen des Kreises vom Halbmesser I a [ im gleichen 
Kreise beschrieben wird. 

Ist -jaj=a <O und 

Fall der Perizykloide, so ist 

a' =- (l + a) = [ a 1- l > 0, 

die zweite Kurve demnach eine Epizykloide. 
Die gespitzte Periz y kloide, die durch Abrollen des 

Kreises vom Halbmesser a um den festen Kreis vom Halb
messer l beschrieben wird, ist identisch mit der Epizyklo
ide, die durch Abrollen des Kreises vom Halbmesser a -l 
auf dem gleichen Kreise beschrieben wird. 

Für jede solche Trochoide gibt es demnach zwei Entstehungsmöglich
keiten. 

Setzen wir l + a = 8, so gehen die Gleichungen 54") über in die 
Gleichungen 

X = 8 COS a V - a COS 8 V, y = 8 sinav - a sin8v, 54111) 

mit denen wir jetzt weiterarbeiten wollen. Es ist 

dx ( . . ) 2 . 8- a 8 + a 
dv = as - smav + s1nsv = a8sm-2- v ·cos-2- v, 

dy 2 . 8- a . 8 + a dy _ t 8 + a 
dv = a8sin - 2- v·sin - 2- v, dx - g 2 v. 

Die Gleichung der Normalen lautet: 

(y- ssinav + asin8v)tg 8 ~av + (x- 8cosav + acossv) = 0, 

die man umformen kann zu 

8+a . 8+a s - a 
xcos - 2- v + ysm - 2- v = (s- a) cos-2-v. 
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Nun hat der jeweilige Berührungspunkt B zwischen c und k die Koordi
naten 

xs = l cost und YB = l sirrt, 
oder, da 

l = s - a und t = av ist, 

xs = (8- a)cosav und Yn = (8- a)sinav; 

setzt man diese in die linke Seite der Normalengleichung ein, so erhält 
man 

8-a 
(s- a) cos - 2-v 

in Übereinstimmung mit der rechten Seite; folglich geht die Normale 
durch den zugehörigen Berührungspunkt zwischen c und k, gemäß der 
in (137) S. 384 für alle Rollkurven abgeleiteten Eigenschaft. 

Es ist 

ferner ist 
ddy 

(dy)2 1 l - - --- · + dx - 8 + a ' 
cos2-- v 

2 

1 1 d2y dx dx 8 + a 

dx2 =([V: dv = 2 • - - 8 ~. 2a8sin 8- a v. cos 8 + a v 
cos2 - 2- v 2 2 

Hieraus berechnen sich die Koordinaten des Krümmungsmittel
punktes 

~ = scosav- acossv 

1 
---8~· 

cos2 - - v 
2 

4 a 8 cos3 8 + a v . sin 8 - a v 
2 2 
(8 + a) 

. 8+a sm - 2- v 

·--8-+a' 
cos-2-v 

4a 8 . 8 - a . 8 + a 
~ = 8 COSa V - a COS8 V - - - Sill-- V • Sill-- X 

8 + a 2 2 
a8 = scosav- a cossv- 2-+ (cosav- cos8v), 

8 a 
8-a 

~ = -+ (8cosav + acossv); 
8 a 

4a 8 cos3 ::_j- a v. sin 8 - a v 
. . 1 2 2 

1J = 8 sma v - a sms v + ----- - · ----~-~--
2 8 + a (8 + a) cos - 2- v 

· . 4 a8 . 8-a 8 + a = 8Sinav- asmsv + --sm--v· cos--v 
8+a 2 2 ' 

. . + 2 as ( . . ) 1') = ssmav- asm8V -+ sm8V- smav 
8 a 

8 -a( . . ) = - + 8Slnav- asln8v . 
8 a 
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Also ist die Gleichung der Evolute der gespitzten Trochoide 

8-a 
~ = -+ (8cosav + acos8v), 

8 a 
r; = 8 +- a (8 sinav- asin8v). 55) 

8 a 

Um sie zu deuten, stellen wir die folgende Betrachtung an: Würden 
wir nicht die Anfangslage wie in Abb. 215 gewählt haben, in der 
P0 mit B0 zusammenfällt, sondern jene Lage, in der P0 der Gegenpunkt 
zu B0 auf c0 ist, derart also, daß die Trochoide auf der positiven x-Achse 
statt der Spitze einen Scheitel hätte, so würde, wie man sich leicht 
überzeugt, die Gleichung der Trochoide in die Gleichung übergehen: 

x = 8 cosav + a cos8v, y = 8 sinav + a sinsv. 

Dann ist aber die Evolute eine Trochoide, welche der Evolvente ähnlich 
ist, und zwar ist 

1 8-a 
8 = s· ---- -8+a' 

1 s-a 
a = a· -

s+a 

zu setzen, so daß man die Evolute dadurch erzeugen kann, daß man 
einen Kreis vom Halbmesser 

1 l 
a =a·l+2a 

auf einem Kreise vom Halbmesser 

abrollen läßt. 

I [2 
l = -----

l + 2a 

Die Länge eines ganzen (zwischen zwei Spitzen liegenden) Kurven
bogens ergibt sich nach Formel 50) S. 372 zu 

2~ 2n 
l T 

S = fv/(~~r+ (~!J dv = j2as sin 8 ~ a V · dv 56) 
0 0 

= - 2as· - 2- [cos 8 -avjV"= s~ = s(l+a)a. 
8-a 2 o s - a l 

Die obere Grenze?-.[- erhalten wir dabei durch die folgende Erwägung: 

Der Punkt P ist wieder Spitze der Trochoide, wenn der auf k abgewälzte 
Bogen gleich dem Umfange von c, also gleich 2na ist; dann ist aber 

2na t 2n 
t = - z- , also v=a;=r: w. o. 

(139) Unter den Sonderfällen der gespitzten Trochoide wollen wir 
zwei hervorheben. 

A. Setzen wir a = l, so erhalten wir die Kardioide; sie hat nach 54) 
die Gleichung 

X = 2l COS t - l COS 2 t, y = 2lsint - Zsin2t, 
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ihre Evolute nach 55) die Gleichung 

; = ~ (2 cost + cos2t), t] = ~ (2 sint + sin2t). 

Die Länge ihres Bogens ist nach 56) S = l6l; es dürfte sich empfehlen, 
diese Ergebnisse ohne Zuhilfenahme dieser Formeln unmittelbar aus 
der Gleichung abzuleiten. 

Die Kardioide hat ihren Namen von ihrer Gestalt, die der Form 
eines Herzens nicht unähnlich ist [Kardion (griechisch) = Herz). 

y 

X 

Abb. 216. 

- (" y~2 + 1:)2) }"~;2 + 1:)2 6-2l l--2-l- __ 2_l _ ' 

V erlegen wir den Koordi
natenanfangspunkt nach der 
Spitze S der Kardioide, so er
halten wir mit Hilfe der ParaHel
verschiebungsformeln x = l + 6. 
y = ~ die Gleichung 

6 = l(2 cost- cos2t- l) 
= 2lcost(l- cost), 

~ = 2lsint(l- cost), 

die wir leicht in eine parameter
freie Form überführen können. 
Es ist nämlich 

62 + ~ 2 = 4l2 (1 - cost)2 , 

also Y62 + 1:)2 
cost = l- - 2-l-.-, 

und daher 

Auch in Polarkoordinaten läßt sich die Gleichung leicht überführen. 

Es ist _12_ = tg t , und da wir r = r cos {} , ~ = r sin {} setzen müssen 
6 

[s. Gleichung 8) in (106) S. 288], so ist der Parameter t identisch mit 
der Amplitude {} des Polarkoordinatensystems, und es ergibt sich 

r = 2Z(l - cos{}). 

Verlängern wir den zu P gehörigen Leitstrahl überS hinaus, so schneidet 
er die Kardioide noch in einem zweiten Punkte P', der zur Amplitude 
{} + n gehört; folglich ist SP' = r' = 2l(l + cos{}) und demnach 
PP'= 4l. 

Alle durch die Spitze gehenden Sehnen einer Kardioide· 
sind gleich lang. 
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Die Sehne PP' schneide den festen Kreis k in K; da aus dem recht
winkligen Dreieck SKS' sich KS = 2lcos{} ergibt, so ist 

KP = KS + SP = 2l; 

hieraus ergibt sich die folgende Entstehungsweise der Kardioide: 
Bewegt sich eine Strecke KP = 2l so, daß sie beständig 

durch einen bestimmten Punkt S eines Kreises vom Halb
messer l geht, während ihr einer Endpunkt K auf diesem 
Kreise gleitet, so beschreibt der andere Endpunkt P eine 
Kardioide. 

Im Anschluß an die Kardioide möge die folgende Aufgabe 
behandelt werden: OA = a in Abb. 217 stelle eine um 0 drehbare 
Platte vom Gewichte G dar; an 
ihrem Ende A ist ein Seil befestigt; 
das über die Rolle B (von sehr klei
nem Halbmesser) geführt ist, wobei 
OB= a vertikal sein soll. Am Ende 
des Seiles ist ein Gewicht P be
festigt; welche Bahn muß bei Be
wegung der Klappe das Gewicht P 

Abb. 217. 

beschreiben, damit der Klappe in jeder ihrer Lagen das Gleichgewicht 
gehalten wird 1 Liegt die Klappe horizontal, so möge sich P in unmittel
barer Nähe von B befinden; das Seil AP soll also die Länge b = a y2 
haben. Ferner wollen wir die besondere Annahme machen, daß in dieser 
Lage die Bahn von P vertikal sei, so daß das volle Gewicht P zur Wirkung 
kommt, also im Seile A 0 B die Spannung P herrscht. Wählen wir 0 
als Momentenpunkt, so ist das in A 0 B wirkende Moment von P 

a ,;- 1 
Mp = P · 2 r 2 = 2 bP. 

Diesem wirkt entgegen das Drehmoment von G, das, weil wir uns 
G im Mittelpunkt (Schwerpunkt) von OA0 angreifend denken müssen, 

gleich G.% ist. Da beide Momente infolge des Gleichgewichtes einander 

gleich sein müssen, so ergibt sich, daß P = i "}12 sein muß. 

In einer beliebigen Lage der Klappe möge OA mit OB den Winkel2e 
einschließen. G hat sich gegenüber der horizontalen Lage um die Strecke 

h = ~cos2e gehoben, wie man leicht aus der Abbildung sieht; folglich 

ist durch Heben der Klappe die Arbeit geleistet worden: 

A=G·h=tG·acos2e. 

Diese Arbeit ist aber von P aufgebracht worden; hat sich P um die 
Strecke h' gesenkt, so muß die Arbeit A' = P h' gleich der Arbeit A sein, 
und es ergibt sich a - b 

h' = 2 y 2 cos 2 f = 2 cos 2 f • 
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Da nun AB= 2a sine ist, so ist 

BP = r = a}'2- 2asine = b- byZsine, 

und der Winkel {}, den BP mit BO einschließt, ergibt sich aus 
h' 

cos {} = - . Also ist 
r 

rcos{} = ~ cos 2e = ~ (1- 2sin2 e) 

und dadurch 
~~~~-

r = b - b V 1 - 2 i cos {} 

und hieraus 

oder 

oder 

r = 2 b (1 - cos {}) . 

2 sin2 e = 1 - 2 i cos {}, 

Das ist aber die Polargleichung der Kardioide; also muß sich das 
Gewicht P längs einer Kardioide bewegen, deren Spitze in B liegt 
[ vgl. hierzu (226) S. 785]. 

B. Setzen wir a =- ·~, so erhalten wir eine Hypozykloide, die 

nach 54) die Gleichung hat: 

x=(~-b)cost, y=(~ +b)sint. 

Das ist aber nach Gleichung 51) in (136) S. 373 die Parametergleichung 

einer Ellipse mit der großen Halbachse i + b und der kleinen Halb

achse { - b. Wir erhalten somit den Satz: 

Rollt ein Kreis innerhalb eines anderen Kreises vom 
doppelten Halbmesser ab, so beschreibt irgendein mit ihm 
fest verbundener Punkt eine Ellipse. Liegt insbesondere der 

betreffende Punkt auf dem Umfange des rollenden Kreises ( b = {.), 
so lautet die Gleichung der Kurve 

x=O, y=lsint; 

Die Bahn des Punktes ist dann der mit der y-Achse zu
sammenfallende Durchmesser: Rollt ein Kreis innerhalb 
eines anderen Kreises vom doppelten Halbmesser des 
ersten, so beschreibt jeder Punkt auf dem Umfange des 
rollenden Kreises eine geradlinige Bahn (Geradführung!). 

C. Setzen wir a = - {-, so erhalten wir aus 54) eine gespitzte 

Hypozykloide, deren Gleichung lautet: 

x = i (3cost + cos3t), y = ~ (3sint- sin3t). 
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Diese Kurve heißt Astroide (Sternkurve); sie hat vier Spitzen, welche 
auf den Halbierungslinien der Koordinatenwinkel liegen. Da 

cos 3 t = 4 cos3 t - 3 cos t 
und 

sin3t = 3 sint - 4 sin3 t 

ist, so läßt sich die Gleichung der 
Astroide auch folgendermaßen schreiben: 

x = l cos3t, y=lsin3 t. 

Hieraus ergibt sich die parameterfreie 
Gleichung der Astroide 

x1 + yj = l1. 

Die Gesamtlänge der Astroide ist nach 56) 

Abb. 218. 

s = 6l. Da 

dx 3l 2 • - -- = - cos t sm t 
dt ' * = 3lsin2 tcost 

ist, so ist 
dy 
dx =-tgt 

und demnach die Gleichung der Tangente 

y -l sin3 t = -tgt · (x -l cos3t) oder x sint + y cost = l sint cos t 

oder X y 
l cos t + l sin t = l · 

Die Achsenabschnitte der Tangente sind also l cost bzw. l sint , daher 
die Länge der Tangente konstant gleich l. Wir erhalten hieraus die 
folgende Entstehungsweise der Astroide: 

Bewegt sich eine Strecke von der Länge l so, daß ihre 
Endpunkte auf zwei zueinander senkrechten Geraden glei
ten , so umhüllt s.i e eine Astroide. 

(140) Schließlich sei die Gleichung der Kurve abgeleitet, die ein mit 
einer Geraden c starr verbundener Punkt P beschreibt, wenn die Gerade c 
auf dem festen Kreise k abrollt. Wir wählen als Anfangslage die, in 
welcher der Berührungspunkt B 0 zwischen c und k gerade mit dem 
Fußpunkte des von P auf c gefällten Lotes zusammenfällt; durch 
ihn legen wir die Abszissenachse .: der Nullpunkt sei der Mittelpunkt 
von k (Abb. 219). In einer durch den Winkel B 00B = t bestimmten 
beliebigen Lage ist der Fußpunkt des von P auf c gefällten Lotes nach C 

gewandert, und es ist Mo = B C = l · t. Wir erhalten daher für die 
Koordinaten von P 

x = OB cost + BC sint + CP cost, y = OB sint - BC cost + CP sint 
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oder x = (l + b)cost + lt sint, y = (l + b)sint -lt cost 

als die Parametergleichung der Kurve, von der wir zwei Sonderfälle 
betrachten wollen. y 

::r: 

Abb. 219. 

A. Ist b = 0, liegt also 
P auf c (P _ C), so lautet 
die Gleichung der Kurve 

x = l ( cos t + t sin t) , 

y = l(sint- t cost). 

Da die Tangente BC des 
Kreises k nach den Erörte-
rungen von (137) S. 384 
Normale zur Rollkurve sein 
muß, so ist k Evolute zur 

Rollkurve [s. (131) S. 351] und demnach diese eine Evolvente zu k; 
man nennt diese Kurve daher die Kreisevolvente. Wir können diese 
Beziehungen auch leicht rechnerisch nachweisen; es ist nämlich 

dx dy l . dy dt = l t cost, dt = t smt, dx = tgt , 

also die Gleichung der Normalen 

[y- l(sint- tcost)]tgt + [x- l(cost + tsint)] = 0 

oder, wie man durch leichte Umformung findet, 

x cost + y sint- l = 0 (Hessesche Normalform der Geraden). 

Die Normale ist also eine Gerade, die von 0 den konstanten Abstand l 
hat, d. h. sie ist Tangente an k. 

Ferner ist 

d2 y l l 1 (dy)2 l 
d x 2 = cos2 t • lt cost = ltcos3 t' l + dx = cos2 t; 

daher sind die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 

; = l ( cost + t sint - tc~~~a/ · tgt) = l (cost + t sint - t sint) = l cost, 

l ( . t cos3 t) l ( . + t ) l . r; = smt - t cost + coszt = smt - t cost cost = smt. 

Die parameterfreie Gleichung der Evolute lautet also: 

x2 + y2 = z2. 

Die Evolute ist ein Kreis mit dem Halbmesser l und dem Mittelpunkt 0; 
k ist in der Tat die Evolute. Der Krümmungshalbmesse r hat die 
Länge 1 

o = -- · l t cos3 t = l t 
~ cos3 t ' 
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ist also gleich dem BogenBB0 • Die Kreisevolvente hat in B0 eine Spitze 
(s. Abb. 219). 

Die Länge des von der Spitze aus gemessenen Kurven
bogens ist 

t t 

s= jyl2 t2 cos2 t+l2 t2 sin2 tdt=/ltdt=! t2 • 

0 0 

Man berechne die Fläche, die man durch Integrieren zwischen den 
Grenzen 0 und 2n erhält! [Ergebnis: F = (n l)2]. Man entwerfe 
ein Bild dieser Fläche. 

B. Ist b = -l, so lauten die Gleichungen der Rollkurve 

x = ltsint, y = -ltcost; 

die Kurve geht durch den Nullpunkt. Wir können leicht ihre Gleichung 
in Polarkoordinaten aufstellen; es ist nämlich 

tgß = -ctgt, also ß = t_-;, r = lt oder r = Z(ß + ;). 

Legen wir den Anfangsstrahl nicht in die positive x-Achse, sondern 
in die negative y-Achse, wobei wir setzen müssen 

ß=e-;. r=R, 

so lautet die neue Gleichung 
R = z. e. 

Dadurch sind wir auf eine Gleichung gestoßen, die uns schon aus 
(105) S. 287 als die Gleichung der Archimedischen Spirale bekannt 
ist; diese läßt sich also auch auf folgende Weise erzeugen: 

Rollt eine Gerade auf einem Kreise a b, so beschreibt ein 
mit dieser Gerade n starr verbundener Punkt, d er durc h 
d en Mitte lpunkt d es Kreises läuft, eine Archimedische 
Spirale. 

Wir werden der Archimedischen Spirale im nächsten Para
graphen nochmals begegnen. Dort wollen wir Kurven untersuchen, 
deren Gleichung in Polarkoordinaten gegeben ist. 

§ 7. Die Kurve in Polarkoordinaten. 

(14:1) Ist die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten gegeben 
[ s. (105) S. 286 ff. ], so ist zumeist derLeitstrahlreines Kurvenpunktes P 
als Funktion der zu P gehörigen Amplitude ß gegeben, so daß die 
Kurvengleichung die Form hat: 

r = j(ß). 57) 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 26 
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Die Eigenart der Polarkoordinaten erfordert auch eine von der bisher 
gewohnten im allgemeinen völlig verschiedene Art der Kurvenunter
suchung. 

Es sei in Abb.220 die Kurve von der Gleichung r = f(ß) angedeutet 
und P({} / r) einer ihrer Punkte. Geben wir der Amplitude{} einen Zuwachs, 
den wir - der Bequemlichkeit halber - von vornherein unendlich 
klein annehmen und als solchen mit d{} bezeichnen wollen 1 ), so daß 
die neue Amplitude den Wert{}+ d{} hat, so erhalten wir zu dieser 
auch einen neuen Leitstrahl, der sich von dem zu {} gehörigen r um 
den unendlich kleinen Wert dr unterscheiden, also gleich 

r + dr = f({} + d{}) ?J 
sein möge. Zu den beiden Polarkoordinaten fiJ + dß/r + dr) finden 
wir sodann einen Punkt P', welcher - auch auf der Kurve gelegen -

N 

Abb. 220. 

dem zu den Koordinaten (ß / r) 
gehörigen Punkte P unend
lich benachbart liegt. Die 
Verbindungsgerade PP' ist 
demnach die in P an die 

t 

0 

Abb. 221. 

Kurve gelegte Tangente, und PP' selbst ein Kurvenelement ds, das, 
weil es unendlich klein ist, als geradlinig gelten kann. Schlagen wir 
um 0 den Kreis, der durch P geht, so schneidet dieser auf 0 P' einen 
Punkt Q aus, und wir erhalten eine Figur PQP', die begrenzt wird 
von der (geradlinigen) Strecke QP' = dr, dem (krummlinigen) Kurven
element PP'= ds und dem Kreisbogen PQ = r · dß; außerdem ist 
der Winkel PQP' = lR, da OP' als Kreishalbmesser normal zum 
Kreisbogen ist. Im Grenzfalle ist sowohl PP'= ds als auch PQ = r d{} 
geradlinig, und die Figur PQP' wird ein unendlich kleines, bei Q recht
winkliges Dreieck, dessen Form in unendlich starker Vergrößerung in 
Abb. 221 wiedergegeben sei. Bildet nun die Tangente PP' = t mit 

1 ) Streng genommen müßten wir zunächst den endlichen Zuwachs LJi) geben 
und am Schlusse erst zu unendlich kleinem di) =cc limAi)-->-0 übergehen (vgl. 
die früheren Grenzübergänge). 



(141) Die Kurve in Polarkoordinaten. 403 

der Verlängerung des zu P gehörigen Leitstrahles OP den Winkel rp, 
so ist auch <r:. PP' Q = rp, also 

r. d~ dr r 
tgrp = ---;r:;:- = r: d~ = 7' 

wenn zur Abkürzung die Ableitung von r nach {} mit r' bezeichnet 
wird. Die Formel r 

tgrp = 7 58) 

kann dazu verwendet werden, die zu P gehörige Kurventangente 
festzulegen; wir tun dies also im Bereiche der Polarkoordinaten 
dadurch, daß wir den Winkel rp bestimmen, um welchen 
man den Leitstrahl des Berührungspunktes P um P drehen 
muß, bis er mit der Tangente zusammenfällt, und weichen 
damit von der bei den Parallelkoordinaten gebräuchlichen Art ab, 
bei der wir den Winkel verwenden, um den man die positive 
Abszissenachse drehen muß, bis sie mit der Tangente zusammenfällt 
'oder mit ihr parallel ist. 

Man erkennt auch ohne Mühe, daß für die Höchst- und Tiefst
punkte einer Kurve, d. h. solche Punkte, in denen die Tangente parallel 
dem Anfangsstrahl ist, rp + {} = n, also 

r 
tgrp = 7 = -tg{} 

sein muß. 
59) 

Durch die Richtung der Tangente ist auch die Richtung der N or
malen bestimmt. Errichten wir in 0 auf dem Leitstrahle OP das Lot, 
und schneidet dieses die Tangente des PunktesPinT und seine Normale 
in N, so nennt man hier - ebenfalls abweichend von den bei Parallel
koordinaten . üblichen Festsetzungen - die Strecken OT = St die 
Polarsubtangente, ON= Sn die Polarsubnormale und die 
Strecken TP = t die Länge der Tangente, NP= n die Länge 
der Normalen der Kurve r = f ({}) im Punkte P. Da 

<r ONP = <r: OPT = rp 

ist, und tgrp = ~ ist, so erhält man ohne weiteres die folgenden 

Formeln für die Größe dieser Strecken : 

I 
Sn = r, t = ! ·l/r2 + r'2 

r' ' 

Aus Abb. 221 ergibt sich ferner 

n = fr2 + r' 2 • 

ds = V(dr) 2 + (r • d{})2 = d{} • Vr2 + (;;y = yr2 + r'2 d{}; 

es ist demnach die Länge der Kurve selbst 
#, 

s = j Y-r2_+_ r.,....' 2 d{}. 
{fl 

26* 

60) 

61) 
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Schließlich hat der Ausschnitt OPP' in Abb. 220 einen Flächen
inhalt, der sich zusammensetzt aus dem Inhalte des Kreisausschnitt es 
OPQ und dem Inhalt der Figur PQP'; er ist also 

! r2 d{) + ! r dr d{} = i (r + dr) · d1? . 

Im Grenzfalle nähert sich der Faktor r + dr dem Werte r, und es ist 
dF = t r2 d& und damit der Inhalt der von der Kurve r = /(fJ) 
und den beiden zu {) = fJ1 und {) = fJ2 gehörigen Leitstrahlen be
grenzten Fläche 

{}, 

F = +J r2 • dfJ . 62) 
if, 

Um schließlich die Größe des zu P gehörigen Krümmungshalb
messers zu ermitteln, haben wir folgendes zu bedenken. Der Krüm
mungsmittelpunktMist der Schnittpunkt der zu P gehörigen Normalen n. 
mit der zu P' gehörigen Normalen n'; beide bilden denselben Winkel dr: 
miteinander, den die zu P und P' gehörigen Tangenten t und t' mit
einander einschließen. Aus dem Kreisausschnitte M PP' ergibt sich 
dann 

PP' ds 
12 = dr = d"i . 

Um dr: zu erhalten, drehen wir den Leitstrahl OP um 0, bis P auf Q 
zu liegen kommt, also um den Winkel dß. Damit ist aber t noch nicht 
in eine zu t' parallele Lage gekommen; denn der Winkel, den t' mit 
OP' einschließt, ist ja nicht gleich g;, d. h. gleich dem Winkel, den t 
mit OP einschließt, sondern gleich g; + dg;. Wir müssen demnach 
die um d{) gedrehte Tangente t um den weiteren Winkel dg; drehen, 
erst dann ist t zu t' parallel. Es ist also dr: = d{) + dg; und damit 

d s 
ds d{} e= - - =--

dff+d tp 1 +a'P· 
d{} 

Da nun nach 59) g; = arctg; ist, so ist nach der Kettenregel 

d r d r' 
r'· - - T• -

d{} d {} 

und da -1~- = r', folglich ~~ = r" ist, so ergibt sich 
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Da fernerhin nach obigem 4-~ = yrz + r'2 ist, so erhalten wir für die 

Länge des Krümmungshalbmessers 

(r2+r'2)~ 
(! = r2 + 2r' 2 - rr'' ' 63) 

(142) Diese Formeln enthalten das für die Kurvenuntersuchung 
Wichtigste. Wir gehen nun zur Erörterung bestimmter Kurven über, 
deren Darstellung in Polarkoordinaten besonders einfach ist; es sind 
dies vor allem die Spiralen, von denen wir an dieser Stelle die archi
medische, die hyperbolische und die logarithmische Spirale 
näher behandeln wollen. 

A. Der Archimedischen Spirale sind wir schon begegnet in (105) 
S. 287 und in (140) S. 401; ihre Gleichung ist 

7) 

In (105) S. 287 haben wir uns auch schon ein Bild von ihrer Gestalt 
verschafft; es erübrigt nur noch, ein wenig auf ihre infinitesimalen 
Eigenschaften einzugehen. Es ist r' = a = sn; die Subnormale der 
Archimedischen Spirale hat in je
dem Punkte die konstanteLänge a. 
Hieraus folgt eine einfache Konstruktion 
der Normalen und damit auch der Tan
gente (Abb. 222): Wir schlagen um 0 
den Kreis k vom Halbmesser a und er
richten in 0 auf dem Leitstrahle OP das 
Lot, welches k in N schneidet; NP ist 
die zu P gehörige Normale, die in P 
auf NP errichtete Senkrechte folglich 
die Tangente. Da r" = 0 ist, so wird 

({}2 + l)~ (a2 + r2)~ n3 
(! = a f)2 + 2 = 2a2 + r2 = a2 + n2 ' 

Abb. 222. 

wobei n = yaz + r 2 die Länge der Normalen ist. Um zu dem zu P ge
hörigen Krümmungsmittelpunkt M zu gelangen, führen wir die 
folgende Konstruktion aus: Wir errichten in P auf OP und in N auf 
NP die Lote, welche einander in Q schneiden mögen; OQ schneidet 
dann die Normale in M. Es sind nämlich die beiden rechtwinkligen 
Dreiecke OPN und NQP einander ähnlich, und zwar ist in Dreieck OPN 

OP=r, ON=a, NP=n, <r.ONP=<r.(rt)=q;, 

wobei 
r r 

tgq; =-:;:t = a: 
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ist. Ferner ist 
PQ:PN=PN:ON, also 

n2 
PQ = -- . 

a 

(142) 

Bezeichnen wir den in dem rechtwinkligen Dreieck OPQ gelegenen 
Winkel QOP mit 'lf', so ist 

PO ar 
ctg 'ljJ = Q p = nz . 

Auf das Dreieck OPM, in welchem -9::: OPM = ·~- rp ist, wenden 
wir den Sinussatz an und erhalten 

PM : 0 P = sin V' : sin ( ~ + V' - cp) = sin 'ljJ : cos ( 'ljJ - rp) 

= 1 : (cosrp ctg'ljJ + sinrp) , 
also 

r n3 
p M = a ar r = a 2 + n2 = e ' 

n:·nz-+ -n 
was zu beweisen war. 

Die von der Archimedischen Spirale und dem zur Amplitude {} 
gehörigen Leitstrahlen r begrenzte Fläche hat nach 62) den Inhalt 

f} 

1 f a 2 r3 1 F = - a2{}2d{} = -{}3 =- = - r2{} 
2 6 6a 6 · 

0 

Da die Fläche des vom Mittelpunktswinkel {} bestimmten Ausschnittes 
im Kreise vom Halbmesser r den Inhalt t r2{} hat, also das Dreifache 
der obigen Fläche ist, erhalten wir den Satz : 

Die Archimedische Spirale teilt alle Krei~Sausschnitte, 
die ihren Mittelpunkt in 0 haben, und deren Halbmesser 
der Leitstrahl und deren Mittelpunktswinkel die Amplitude 
ist im Verhältnis 1:2 (s. a. Parabelfläche (84) S. 22lf.]. 

Die Länge d es vom Nullpunkt bi s zum Punkte P(r [{}) 
reichenden Bogen s ergibt sich nach Formel 61) zu 

'~ 

8 = J fa2 1J2 + a2 d{} = -~ [ß fl + {}2 + Wr @>in{}] [s. Formel T II 15')]. 
0 

Es ist also der Bogen des ersten Umlaufes ({} = 2.n:) 

8 = ; [2.n: yl + 4.n:2 + Wt @>in 2.n:] = ; [39,975 + 2,537] 

= 21,256a = 3,3830r. 

Da yf+. {)2 für sehr große Werte {} sich dem Werte {} nähert und 
Wt @>in{) gegenüber {} yl + {)2 vernachlässigt werden kann, ist für 
große Werte {) angenähert 

oder 
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Die Archimedische Spirale gibt Anlaß zu einer Reihe von 
Aufgaben, von denen einige hier angedeutet seien. 

a) Welches ist die Gleichung der Archimedischen Spirale, welche 
durch den Punkt P 0 (r0 lß0 ) geht 1 

{} 
r= r0 ·F, 

0 
allgemein 

wobei n irgendeine ganze Zahl ist. 
b) Wie groß ist der Flächeninhalt und der Bogen der Archimedischen 

Spiral!'), für welche zu ß = 2 n der Leitstrahl 1 m gehört 1 

Bogen l = 3,383 m. 

c) Wie bestimmt man die Höchst- und die Tiefstpunkte der Spirale 1 
Für sie muß nach 59) sein tg-& + {f = 0; aus dieser transzendenten 
Gleichung kann man durch irgendein Annäherungsverfahren beliebig 
viele Winkel ß, deren Anzahl unendlich groß ist, bestimmen. (Der 
kleinste dieser Winkel ist -& = 116 ° 14' 23" = 2,0288; s. H in Abb. 222.) 

d) Wo liegt der Endpunkt des Bogens, der gleich der Strecke 8 

ist 1 Für ihn muß sein 
--- 2s 

ßil + il2 + 2h:®inß= - . a 

Ist beispielsweise 8 = a, so erhalten wir für 8 die transzendente Gleichung 

-&yl + -&2 + 2tr®in-&- 2 = 0; 

führt man {} = ®in ~ ein, so wird sie übergeführt in 

. 1t u u 
®m- Gro'- + - - 2 = 0 2 I 2 2 oder u + ®inu = 4, 

deren Lösung u = 1,6068, also-&= ®in0,8034 = 0,8927, -&=51 °9' ist. 

B. Die hyperbolische Spirale. Sie hat die Gleichung r · -& = a. 

Bei ihr ist also wie bei der gleichseitigen Hyperbel das Produkt 
aus den beiden Koordinaten eines jeden Punktes konstant [s. (31) 
S. 69]; dieser Übereinstimmung verdankt die Spirale auch ihren 
Namen. Lösen wir die Gleichung nach r auf, so erhalten wir 

a 
r = 7J· 64) 

Beschränken wir uns auf positive Winkel, so lesen wir aus 64) ab, 
daß für -& = 0 r = oo wird; mit wachsenden Werten von ß nähert 
sich r dem Werte Null, ohne ihn jedoch zu erreichen; der Nullpunkt 
wird also in immer enger verlaufenden Windungen umkreist, liegt 
aber selbst nicht auf der Kurve; er ist ein sog. asymptotischer 
Punkt. Abb. 223 deutet den Verlauf an. Für negative Amplituden 
ergeben sich negative Leitstrahlen; zur vollständigen Kurve würde 
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also, wenn man auch negative Leitstrahlen zuläßt, noch ein Teil ge
hören, der zu dem bisher erwähnten bezüglich des durch 0 gehenden 
Lotes zum Anfangsstrahl symmetrisch verläuft. Aus der Gleichung 

Abb. 223. 

r · {} = a folgt, daß die Bögen P 0 P aller um 0 geschlagenen Kreise, 
welche zwischen dem Anfangsstrahle und der Spirale liegen, die kon
stante Länge a haben. 

Da , a r2 

r=-{p=--;; 

ist, so ist nach 60) die Subtangente s1 = -a; die Subtangente 
der hyperbolischen Spirale hat für jeden Punkt den kon
stanten Wert -a. Dabei deutet das Minuszeichen an - wie wir 
durch Vergleich mit Abb. 220 und den zugehörigen Ableitungen er
kennen - , daß wir, um sie zu erhalten, den Leitstrahl nicht im Uhr
zeiger-, sondern im Gegenzeigersinne um 1 R zu drehen haben, um 
die Lage der Subtangente zu erhalten. - Diese Konstanz der Sub
t angente gestattet eine bequeme Tangentenkonstruktion. Man schlägt 
um 0 mit a den Kreis und bringt ihn zum Schnitt mit dem in 0 auf 
OP errichteten Lote; die Verbindungslinie von P mit dem Schnitt
punkte T ist die Tangente in P. Diese Konstruktion gilt auch noch 
für {} ~ 0; da hier r = oo ist, wird die Tangente zur Asymptote. 
Die hyperbolische Spirale besitzt also eine Asymptote; man erhält 
sie, indem man in 0 auf dem Anfangsstrahl das Lot OT0 = a errichtet 
und durch T 0 die Parallele zum Anfangsstrahle zieht. 

Es ist r" = 2 ; 3 = 2 ; , also nach 63) 
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wobei t = yr2 + a2 die Länge der Tangente ist. Um demnach zum 
Krümmungsmittelpunkte M zu gelangen, errichten wir auf der Nor
malen NP in N das Lot, das die Verlängerung von OP in Q schneiden 
möge, und auf QP in Q das Lot, das die Normale in M schneidet. In
folge der Ähnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke MQP, QNP, NOP, 
POT ist nämlich 

n:r=t:a, 

ferner 

QP:n = t:a, 

also 

also 

t 
n=-r 

a ' 

schließlich MP: QP = t: a, demnach in der Tat 

MP = ( ~ Y, r = e. 
Die vom Leitstrahle bei seiner Drehung aus der Amplitude ß 1 

bis zur Amplitude {)2 überstrichene Fläche der hyperbolischen Spirale 
ergibt sich aus 62) zu 

Wächst {)2 über alle Grenzen hinaus, so ist diese Fläche, wenn {)1 = {) 
gesetzt wird, F = {- ra, also gleich dem Inhalte des Kreisausschnittes 
OP0 P (Abb. 223). 

Die Berechnung der Länge des von P 1 bis P 2 reichenden Kurven
bogens führt auf das Integral [s. 61)] 

{}, {}, . ~~~ ;v~ [s]~ = V~ + ~ d{} = a ------:u2- d{} . 
{}, {}, 

Um {VI~ {}2 d{} auszuwerten, setzen wir {) = @:>inu; dann ist 
.; 

f1 + 112 = ~ofu, d{) = ~ofudu, 
also 

!V~ Jliof2u {,( 1 ) ~ d{) = lbin2u du = j 11 + 6in2~t du 

y1 + {}Z 
= u- ~tgu = ~r@:>in{)- - {}- . 

Demnach ist 

• [ . Yl + {}21*' [s]i = a ~lt@)m{)- -{}- {},. 

(143) C. Die technisch wichtigste Spirale ist die logarithmische S}lirale; 
sie hat die Gleichung 

r = a · eb*, 65) 
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wo bei a eine Strecke, b eine Zahl bedeutet. Für {} = 0 ist r = a. 
Durchläuft die Amplitude eine arithmetische Reihe, so 
durchläuft der Leitstrahl eine geometrische Reihe; in der Tat 
gehören zu den Amplituden {}0 , {}0 + cx, {}0 + 2cx, ... , {}0 + ncx 
die Leitstrahlen 

r 0 = a eb"•, 

rl = a eb(ß,+cx) = a ebß,. eb"' = ro. q' 

r 2 = a eb(1},+2cx) = a ebß,. e2b"' = ro q2, 

rn = · aeb(ß,+n") = aebß, • enbcx = ro. qn, 

wenn q = eb"' gesetzt wird. Dies gibt Anlaß zur folgenden Konstruktion 
(Abb. 224): Sind P 0 hj{}0 ) und P1 (r1 j{}1 = {}0 + cx) irgend zweiPunkte 

T 

Abb. 224. 

der Spirale, so trage man an OP1 in 0 nochmals den Winkel cx an und 
zeichne auf dem freien Schenkel den Punkt P 2 so, daß OP2 = r2 sich 
zu r1 verhält wie r1 zu r0 ; P 2 ist dann ein weiterer Punkt der Spirale. 
Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann man zu einer beliebigen 
Anzahl solcher Punkte gelangen. Halbiert man andererseits den Winkel 
P 0 0P1 und trägt auf der Winkelhalbierenden das geometrische Mittel 
aus r 0 und r 1 OP = r = jr0 r~ ab, so ist P ebenfalls ein Punkt der 
Spirale; durch wiederholtes Winkelhalbieren kann man die Punkt
folge so dicht gestalten, wie man nur will. 

Ist b > 0, so ist für cx > 0 q = eb"' > 1: die Leitstrahlen nehmen 
mit wachsender Amplitude zu und wachsen über alle Grenzen; sie 
nehmen andererseits mit der Amplitude ab und nähern sich (für 1X < 0), 
stets positiv bleibend, dem Grenzwerte Null, der jedoch erst erreicht 
wird, wenn {} = 0 wird ( lim r = 0). Der Nullpunkt ist demnach 

7}-+ - oo 

ein asymptotischer Punkt, der in immer engeren Windungen um
kreist wird. Für b < 0 kehren sich die Verhältnisse sinngemäß um. 

Bei der Bedeutung, die der loga.rithmischen Spirale zukommt, ist 
es unerläßlich, sich Übung im Konstruieren dieser Kurve anzueignen; 
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der Leser entwerfe selbständig auf Grund der oben gegebenen Winkel 
die Spiralen, für welche 

b = 1, 0,1' n' 

1 
IOn' 

1 
2,. ln2, -0,2206 ist. 

Eine logarithmische Spirale, deren asymptotischer Punkt mit 0 
zusammenfällt, ist durch zwei weitere Punkte P 1 {r1 Jß1) und P 2 (r2 Jß2) 

völlig bestimmt; ihre Gleichung muß von der Form sein: r = a · eb u. 
Es müssen also die beiden identischen Gleichungen bestehen: 

r1 = aebff, und r2 = aeb&,; 

aus ihnen folgt durch Dividieren 
ff,- ff, ,-

eb({},-ff,)=!i oder b l i r2 b-lnr2-lnr1 
rl e = r' ~) - {}2- {}1 • 

Setzt man diesen Wert in eine der beiden Gleichungen ein, so erhält 
man 

Also ist die Gleichung der durch P 1 und P 2 gehenden logarithmischen 
Spirale 

oder 

Besonders einfache Eigenschaften zeigen sich bei Anwendung der 
Infinitesimalrechnung auf die logarithmische Spirale. Es ist 

r' = a · b eb u = b r ; 
demnach ist 

1 
tgcp = b 0 

D ie logarithmische Spirale r = a ebff schneidet alle Leit
strahlen unter dem g leichen Winke l , dessen Kotangens den 
Wert b hat. 

Bestimme diesen Winkel für die oben angegebenen Spiralen! 
Hieraus folgt, daß alle durch Tangente und Normale gebildeten 

rechtwinkligen Dreiecke T PN einander ähnlich sind. 
Dar" = b2 r ist, so folgt für den Krümmungshalbmesser 

- (r2 + b2r2H - fll- 2 - r -e - 2 + 2 b2 2 b2 2 - r y 1 + b - - .- - - P N. r r - r smcp 

Der Krümmungsmittelpunkt fällt demnach mit N zusammen. Da 
r = ON= r ·bist, so ist r =ab· eb{}; wählen wir als neuen Anfangs
strahl denjenigen, der auf dem ursprünglichen senkrecht steht, so 
sind r und 1} die Polarkoordinaten von N; demnach ist r = ab ebff 
die Gleichung der Evoluteder ursprünglichen logarithmischen Spirale. 
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Sie ist, wie man aus ihrer Gleichung erkennt, wiederum eine logarith
mische Spirale, die den gleichen Winkel cp besitzt wie ihre Evolvente. 
Die Evolute der logarithmischen Spirale ist eine zu ihrer 
Evolvente kongruente Spirale. Beziehen wir die Gleichung der 
Evolute auf den ursprünglichen Anfangsstrahl, so lautet ihre Gleichung 

r = abeb(u.- i); für sie können wir schreiben r = aeb!U.- U.,>, wenn 

wir {)0 = ; - - l~b setzen. Würden wir also als neuen Anfangsstrahl 

denjenigen wählen, der mit dem ursprünglichen den Winkel {)0 = ~-- l~b 
einschließt, so würde die Gleichung der Evolute lauten t = aebß, 
also identisch mit der Gleichung der Evolvente sein. Dreht man die 
logarithmische Spirale um ihren asymptotischen Punkt um 

den Winkel {)0 = ~- l~b, so geht sie in ihre Evolute über. 

Da eine Kurve mit sich selbst zur Deckung kommt, wenn man sie 
um einen oder mehrere Vollwinkel um 0 dreht, so kann auch der Fall 
eintreten, daß eine logarithmische Spirale ihre eigene Evolute ist; es 
müßte dann {)0 = 2n ;;rr sein, wobei n eine ganze Zahl ist. Die Be
dingung dafür, daß eine logarithmische Spirale ihre eigene 
Evolute ist, ist folglich 

(2n -t)bn + lnb = 0, 

eine Bestimmungsgleichung für b. 
Setzen wir n = 1 , so lautet sie -~ b ;;rr + ln b = 0; ihre Lösung ist 

b = 0,274412, und der Neigungswinkel dieser Spirale ist cp = 74 o 39'18". 
Ist n = 2 , so ist 

t b ;;rr + lnb = 0, b = 0,16427, cp = 80° 40' 17". 

Die von der logarithmischen Spirale und den beiden Leitstrahlen r 1 

und r 2 eingeschlossene Fläche hat nach 62) den Inhalt 
ß, a2r a2 . a2 1 [F]2 = _ e2bß d{) = _ [e2bß]O' = _ [e2b u., _ e2b'~'] = _ [~ _ ?f] 

1 2 4b ß, 4b 4b 2 1 

fi, 1 ( ) . r2- rl 
= -4 • r2 + r1 smrp · - - -; cosrp 

die Länge der von P 1 bis P 2 reichenden Kurve beträgt nach 61 

~ ~ 

[s]i = jya2e2bß + a2b2e2bßd{) = a-yl+ b2febßd{) 

~ ~ 

t'1 + b2 Y1+ b2 
=a--b- [ebßJ~: =a--b- [ebß, _ ebß,], 

[ ] 2 _ Y1 + b2 ( _ ) _ r 2 - r1 
s 1 - b r2 rl - cosr:p . 
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Die Formeln für [ F]i und [ 8 Ji lassen eine einfache Konstruktion 
für Länge und Fläche zu. Man zeichne (s. Abb. 225) in P 2 an die Spirale 
die Tangente und schlage um 0 den Kreis durch P1 , der OP2 in Q und 
die Rückwärtsverlängerung von OP2 in R schneidet. Das in Q auf OP2 

errichtete Lot schneidet die Tangente von 
P 2 inS, und es ist P2S = [8]i. Ferner ziehe U,-------~· 
man durch R zu P 2S die Parallele, welche 
das in S auf P2 S errichtete Lot in T 
schneiden möge, und ergänze zu dem Recht
ecke P 2 S T U; sein Flächeninhalt ist gleich 
4 [ F]i . Der Beweis ist einfach: Es ist 
P 2 Q = r2 - r1 , also 

p S = :2 :-Tl = [8]2. 
2 cos <p 1 , Abb. 225. 

ferner P 2R = r2 + r1 , also ST = (r2 + r1) sintp, und daher Rechteck 

T2 -Tl . 2 2 . T~ - T~ • 
P 2 STU = --- · (r2 + r1) smtp =(Tz- r1 ) tgtp = -b- = 4 LF]!. 

COS<p ' 

Setzen wir fJ1 = -oo, also r1 = 0 und {}2 = {}, r 2 = r, so erhalten wir 
~ T 

F = -4 tg tp und 8 = -- . 
COS<p 

Der Weg, den ein Punkt auf der logarithmischen Spirale zurücklegt, 
bis er in unendlich vielen Windungen vom asymptotischen Punkte 
bis zum Punkte P gelangt, ist also nicht, wie man leicht vermuten 
könnte, unendlich groß, sondern hat eine endliche Länge, und zwar 
ist diese gleich der Länge der Tangente im Punkte P. Die Fläche, 
die bei dieser Bewegung der Leitstrahl des Punktes überstreicht, hat 
einen Inhalt, der gleich dem Rechtecke aus dem Leitstrahle von P 
und dem vierten Teil der Subtangente von P ist. 

Wir wollen die Betrachtung der logarithmischen Spirale nicht ab
schließen, ohne auf ihre innige Beziehung zur gedämpften Schwin
gung [s. (57) S. l44f.] einzugehen. Um den Zusammenhang beider 
noch enger zu gestalten, wollen wir die Gleichung der logarithmischen 
Spirale schreiben r = a · e-b{}, wobeibeineabsolute Größe.sein soll; 
wir beschränken uns mit anderen Worten auf eine logarithmische 
Spirale, bei welcher mit wachsender Amplitude der Leitstrahl abnimmt. 
Auf der logarithmischen Spirale möge sich ein Punkt P mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit w bewegen, {} = wt, wobei t die Zeit bedeutet. 
die zur Zurücklegung des Winkels{} gebraucht wird. Er möge zu einem 
Umlaufe die Zeit T benötigen, so daß w · T = 2n ist. Unter Ein
führung der Zeit t erhält die Gleichung der logarithmischen Spirale 

die Gestalt r = a. e-bwt = a. e-!.t, 

wenn b w = A. gesetzt wird. 
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Mit dem auf der Spirale sich bewegenden Punkte P denken wir 
uns nun einen Punkt Q auf der durch 0 gehenden Normalen zum 

Abb. 226. 

Anfangsstrahle derart verbunden, 
daß QP parallel dem Anfangsstrahle 
ist; Q führt bei jedem Umlauf 
von P eine Hinundherbewegung 
aus, die stets durch 0 führt; die Pen
delungen werden hierbei beständig 
kürzer. Bezeichnen wir OQ mit y, 
so ist in jeder Lage 

oder 

bzw. 

y = rsinif 

y = a e-.ltsinw t 

't . 2 Jt y = a e-'· sm T t. 

Dies ist aber die Gleichung der gedämpften Schwingung. Ist 
die Tangente an die Spirale parallel dem Anfangsstrahl, so hat der 
die gedämpfte Schwingung ausführende Punkt Q seinen größten Aus
schlag und kehrt um; hier ist also seine augenblickliche Geschwindig
keit gleich Null. Da nach 59) in diesem Falle rp + {} = n sein muß, 

so ist die zugehörige Amplitude{} durch die Gleichung bestimmt tg{} = -~- ~ 
demnach ist der Zeitpunkt, in welchem Q umkehrt, 

I I I w T 2,..-
t1 = --;;; arctg b = --;;; arctg T = 2n arctg J. T, 

in Übereinstimmung mit der in (57) gefundenen Formel. 
D. Eine besondere Spirale, die Fermatsche Spirale, findet neuer

dings im Rundfunkgerät Verwendung. Der in ihm eingebaute Dreh
plattenkondensator trägt auf seinem Knopfe eine Ablesevorrichtung 
zur Einstellung der richtigen Wellenlänge. Die feste Platte des Konden
sators ist halbkreisförmig, die an ihr vorbeizudrehende war es ur
sprünglich auch. Daher war die Kapazität 0 proportional dem Dreh
winkel cx. Da nun die Wellenlänge 2 sich aus der Formell = 2 n yLO 
berechnet (L Selbstinduktion), so war 2 proportional fX. Das hatte 

Abb. 227. 

zur Folge, daß die Einteilung an der Ab
lese-vorrichtung ungleichförmig war, und 
zwar für kleine Wellenlängen wesentlich 
dichter als für große (s. Abb. 227), so daß die 
Einstellung für jene wesentlich ungenauer
wurde als für diese. Um eine gleichmäßige
Empfindlichkeit des Kondensators zu er

zielen, gibt man der Drehplatte eine spiralige Abgrenzung; die Glei
chung der _ Spirale möge r = f({}) lauten. Nach Drehung um den 
Winkel n aus der Anfangslage befindet sich dann eine Fläche F 
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über der festen Platte, die sich zu F = ~ J r2 diJ ergibt. Da sie pro
o 

portianal zu C, also proportional A.2 ist, A. aber proportional {} sein soll, 
so erhalten wir für r die Gleichung 

1} 

-! J r2 d {} = c • {)2 . 

0 

Beiderseitiges Differenzieren nach {} liefert 

!r2 = 2c {}, also r = 2{~>{& , r=af§., 
die Gleichung der Fermatschen Spirale, deren Gestalt Abb. 228 
zeigt. Da man in der Gestalt der Drehplatte die Umrisse einer Niere 
zu erkennen glaubte, wird 
dieser Drehkondensator 
von gleichmäßiger Emp
findlichkeit für Wellen
längeneinstellung auch 
als "Nierenplattenkon
densator" bezeichnet. 

(144) Neben den ange
führten Spiralen sind noch 
andere Kurven einer Un-

Abb. 228. 

N 
Abb. 229. 

t ersuchung in Polarkoordinaten leicht zugänglich ; der Leser behandle 
beispielsweise die uns aus (139) S. 395 bekannte Kardioide auf diese 
Weise und zeige insbesondere, daß die von ihr eingeschlossene Fläche 
den Inhalt J = 6n l2 hat. Hier seien noch die Lemniskate und die 
Kegelschnitte behandelt. Die Lemniskate hat die Gleichung 

r = a Vcos2{} . 66) 

Der Leitstrahl ist also nur so lange reell, als cos 2ß > 0 ist, d. h . für 
Werte von {}, die in den Grenzen 

und 3 /.Q < 5 -n s,. v_ -n 4 - -4 

liegen. Den zu einer bestimmten Amplitude l} gehörigen Lemniskaten
punkt P kann man durch folgende Konstruktion finden (s. Abb. 229): 
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Man wählt auf dem Anfangsstrahle den Punkt A so, daß OA = a ist, 
und schlägt über OA als Durchmesser den Kreis k. Diesen bringt man 
mit dem freien Schenkel der Amplitude 2{} in Q zum Schnitt; dann 
schlägt man um 0 den durch Q gehenden Kreis, der OA in R trifft, 
und errichtet in R das Lot auf OA, das k in S schneidet; schließlich 
schlägt man um 0 den durch S gehenden Kreis, der den freien Schenkel 
der Amplitude{} in dem Lemniskatenpunkt P trifft. Es ist in der Tat 

OR = OQ = acos2{}, folglich OP2 = OS2 = a · acos2{}, 

also OP = r = a ycos2{}. 

Gleichung 66) sagt weiterhin aus, daß die Lemniskate aus vier 
zu einander symmetrischen Teilen besteht, und daß der Anfangsstrahl 
und seine Verlängerung sowie die in 0 auf diesem senkrechte Gerade 
die Symmetrielinien sind. Noch deutlicher läßt sich diese Eigenschaft 
erkennen, wenn wir die Gleichung der Lemniskate im rechtwink
ligen Koordinatensystem aufstellen. Da 

und 
xz y2 

cos2 & = cos2{} - sin2{} = - - -rz rZ 

ist, so ist (x2 + y2)2 - a2 (x2 - y2) = 0 die gewünschte Gleichung, 
aus der die zu den beiden Koordinatenachsen symmetrische Lage der 
Kurve ohne weiteres hervorgeht. 

Es ist ferner 
, sin2& }"a4 - r4 

r = - a--- = - - -- da 

also 

ist. Folglich ist 

ycos2& r ' 

,-
sin2 {} = ta4 - r4 

az 

?'2 
cos2/J. = 2 , 

a 

tgrp = !, = a ycos 2ß: (- a .: in2&) = - ctg2 {), 
r rcos2& 

l ;r {) a so rp = 2 + 2 ·; 

d. h. der Winkel zwischen Leitstrahl und Kurvennormale rp' = 2 {}. 
Um also in P die Normale zu zeichnen, trägt man in P an PO den 
Winkel 2{} an; der freie Schenkel ist die Normale. Damit ist dann 
auch die Tangente gefunden. Den Höchstpunkt der Lemniskate er
halten wir durch die Erwägung, daß nach 59) rp + {) = :n sein muß, 
aus der Gleichung 

.:!... + 2{) + {)- :n 2 - , 
aus der sich ergibt 
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Da die Subnormale 
' ya'- r4 

Sn =r = ---,.-

ist, so ist die Länge der Normalen 

V a4- r4 a2 n= r2+--2-=-. r r 

Schneidet man OS mit dem in A auf OA errichteten Lote in U, w ist 
OU = n; denn es ist im rechtwinkligen Dreieck OAU AS j_ OU, 

-2 a2 
folglich OS· OU = OA oder OU =- = n. Um also die Normale r 
im Punkt T zu zeichnen, können wir auch so verfahren: Wir errichten 
in 0 auf OP das Lot und schlagen um P mit n den Kreis, der das Lot 
in N schneidet; PN ist dann die gesuchte Normale. 

Ferner ist 

Da nun 

ist, so ist 

Hieraus folgt 

dr' 
dr 

" dr' dr' dr , dr' 
r = d{} = dr • d{} = r dr • 

" a4 + r4 r = --,.a-

oder 
n 

e = a· 

Der Krümmungsmittelpunkt und damit auch der Krümmungskreis 
lassen sich demnach in überaus einfacher Weise zeichnen; u. a. hat 

der Krümmungshalbmesser im Scheitel A die Länge i-, im Höchst

punkte die Länge i-y3. 
Der Inhalt der von der Lemniskate, dem Anfangsstrahle und dem 

Leitstrahle von der Länge r begrenzten Fläche ist 
{} 

1 { a 2 {} aZ 1 , ,- - -
F = 2.} a 2 cos 2{} d{} = 4 [sin21't]0 = 4 sin 2'!9- = 4 ya4 - r4. 

0 
2 

Setzen wir ß = ~ oder r = 0, so ist F = ~ , und der Inhalt der von 

der schleifenförmigen Lemniskate begrenzten Gesamtfläche wird F = a2 • 

Der von A aus gerechnete Kurvenbogen ergibt sich zu 
{f {} {} 

s =fn · d{} -fa2 dß = a { d{} 
r }t'cos 2{} 

0 0 0 

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 27 
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oder 
~~ r 

J a2 j' dr s = - r'dr= -a2 .r:- · r. ya4 _ r4 
0 a 

Beide Integrale können wir erst später auswerten [s. (201) S. 662]. 
Auf eine weitere Konstruktionsart der Lemniskate sei zum Schlusse 

noch hingewiesen. Wir wählen in Abb. 229 auf der Geraden OA die 
beiden Punkte F 1 und F2 im Abstande 

a , ;
OF1 = OF2 = 2 r 2 . 

Dann ist nach dem Kosinussatze 
o a2 a - --2 a 2 a , ;-

F1P"= -2- + r2 - 2 · 2 frcosß- und F 2 P = 2 + r2 + 2 · 2 r2rcosß-

oder 
a4 

(F1 P · F 2 P)2 = 4 + a2 r2 + r4 - 2a2 r2 cos2 '!9- . 

a 2 
= 4 + a2 r2 + r4- a2 r2 (1 + cos 2'!9-) 

~ ~ ~ ~ = 4 + r4 - a2 r2 cos2ß = 4 + r4- a 2 r2 • a2 = 4 
oder 

F 1P · F 2P = ~ = (i y2y = OF1
2• 

Die Lemniskate i s t d e r Ort a ller Punkte, für w elche d as 
Produkt aus d e n Abständen v on zwe i festen Punkten F 1 

und F 2 konstant, nämlich gleich dem Quadrate aus der 
halben gegenseitigen Entfernung dieser beiden Punkte ist. 
Gibt man sich demnach auf der Mittelsenkrechten zu F 1F 2 einen be
liebigen Punkt H und errichtet man in F 2 auf F 2H das Lot, das die 
Mittelsenkrechten in H' schneidet, so sind r1 = OH und r2 = OH' 
zwei Strecken, mit denen man nur um F 1 bzw. F 2 Kreise zu schlagen 
braucht, um in deren Schnittpunkten Punkte der Lemniskat e zu er
halten. 

Die Lemniskate erscheint so als Sonderfall einer umfassenderen 
Gruppe von Kurven, den Cassinischen Kurven, bei welchen das Produkt 
aus r und r' nicht gerade gleich dem Quadrate über der halben Ent
fernung von F und F' ist, sondern irgendeinen beliebigen, aber kon
stanten Wert hat. 

Suchen wir schließlich die zur Lemniskate kreisverwandte Kurve 
[s. (126) S. 338], wobei der Verwandtschaftskreis der um 0 durch A 
geschlagene Kreis sein möge, so muß der Leitstrahl r des zur Amplitude-& 
gehörigen Punktes dieser Kurve die Bedingung erfüllen 

r · r = a2 oder 
a 2 a 

r =-= - - -
r Jfcos219>. 
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Setzen wir diese Gleichung in rechtwinklige Koordinaten um, so er-

halten wir r2 cos21? = a2 oder t 2 cos21?- sin2 1? = a2 

oder schließlich x2- y2 = a2 [s. (112) S. 303]. 

Die Lemniskate ist die zur gleichseitigen Hyperbel kreis
verwandte Kurve. 

(145) Unter einem Kegelschnitte wollen wir den geometrischen Ort 
aller Punkte verstehen, für welche das Verhältnis des Abstandes von 
einem festen Punkte F, dem Brennpunkte, und von einer festen 
Geraden l, der Leitlinie, gleich einem konstanten WerteE, der nume
rischen Exzentrizität ist. Wir erhalten demnach auf folgendem 
Wege Punkte des Kegelschnittes: Wir tragen auf zwei sich schneidenden 
Geraden vom Schnittpunkte S aus zwei Strecken SM= m bzw. SN= n 
ab, so daß m:n =eist. Eine beliebige Parallele zu MN schneidet auf 
den beiden Geraden zwei Strecken SM' und SN' ab, deren Verhältnis 
ebenfalls Eist. Mit SM' schlagen wir um Feinen Kreis, im Abstand SN 
ziehen wir zu l die Parallele. Die Schnittpunkte zwischen Kreis und 
Parallele sind Punk.te des Kegelschnittes. Wählen wirF als Nullpunkt 
und die Verlängerung 
des von F auf l gefäll
ten Lotes als Anfangs
strahl eines Polar-

koordinatensystems 
(Abb. 230), so ist, wenn 
F D = d der Abstand 
des Brennpunktes von 
der Leitlinie ist, der 
Abstand PQ eines Abb. 230. 

Kurvenpunktes P von 
der Leitlinie gleich d + r cos ß; demnach müssen die Polarkoordinaten 
eines jeden Kegelschnittpunktes die Gleichung erfüllen 

r ed 
d + rcos{} = E oder r = I - ecos{} · 67) 

Diese Gleichung heißt die Polargleichung des Kegelschnittes. 
Der Anfangsstrahl ist eine Symmetrielinie des Kegelschnittes, da sich 
aus 67) für entgegengesetzt gleiche Amplituden ß gleiche Leitstrahlen r 
ergeben; sie heißt die Hauptachse des Kegelschnittes; und die beiden 
auf ihr gelegenen Punkte A und A', die man dadurch erhält, daß man 
die Strecke FD innen und außen im Verhältnis E teilt, sind die Haupt
scheitel des Kegelschnittes; man erhält ihre Leitstrahlen für {i = 0 
und ß = n zu 

und 

27* 
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Für{}=; und 1'f = in ergibt sich r = ed = p; p heißt der Para

meter des Kegelschnittes und ist die zum Brennpunkt gehörige Ordinate. 
Unter Verwendung von p geht die Gleichung 67) über in 

und es wird 

r =- P 
1-ccosfJ' 

p 
rA=--

1-Ii 
und 

67') 

Wir müssen nun drei verschiedene Fälle unterscheiden, je nachdem 

e ~ 1 ist. Ist e = 1, so lautet die Gleichung 

p 
r = 1- cosfJ · 

Es wird 
p=d. 

Der Kegelschnitt heißt Parabel und hat die Eigenschaft, daß der eine 
Scheitel A im Unendlichen liegt, während der andere A' der Mittel
punkt von FD ist. Da e = 1 ist, so ist die Parabel der Ort aller 
Punkte, für welche die beiden Abstände vom Brennpunkt 
und von der Leitlinie einander gleich sind. 

Ist e < I, so heißt die Kurve Ellipse. Da in diesem Falle 1 - ecosff 
stets positiv und endlich sein muß, so liegt nach Gleichung 67) und 67') 
auf jedem Leitstrahle ein Punkt der Kurve; die Ellipse ist eine ge
schlossene Kurve. Der Leitstrahl ist am größten für {} = 0 , am 
kleinsten für {} = n. Der Scheitel A liegt unter allen Ellipsenpunkten 
am weitesten von F entfernt, der Scheitel A' ihm dagegen am nächsten. 

Ist schließlich e > 1, so heißt die Kurve Hyperbel. Für sie kann 

1 - ecosff positiv, negativ und Null sein, je nachdem cosff ~ ! 
ist. Mit 1 - ecosff ist auch r positiv, und zwar am kleinsten für 

{} = n: r A' = 1 ~ Ii • Mit 1 - e cosff ist auch r negativ, der absolute 

Betrag am kleinsten für ff=O : r A =- _P._1_ . Sowohl der Scheitel A li-
als auch der Scheitel A' liegen demnach vom Brennpunkte F aus auf 
der gleichen Seite der Achse, nämlich auf der nach l hin gerichteten, 
und zwar A' zwischen F und D, da 

r A' = _ Ii_ • d < d, 
c+l 

dagegen A noch über D hinaus, da 

-rA = + -li-d>d 
E -1 

ist. Ist schließlich cosff = _.!_ , so ist r = oo. Die Hyperbel besitzt 
Ii 

daher zwei unendlich ferne Punkte. 
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Abb. 231 zeigt für verschiedene Werte ~: die Kegelschnitte, die 
den Brennpunkt und die Leitlinie gemeinsam haben. 

Daß die im obigen definierten Kegelschnitte Ellipse, Parabel und 
Hyperbel identisch sind mit den von uns schon früher behandelten 

---------- E=9/to -, -, 
' 

Abb. 231. 

' ' ' \ 

Kurven gleichen Namens, können wir sehr einfach nachweisen, wenn 
wir vom Polarkoordinatensystem zum recht winkligen Koordinaten
system übergehen. Aus Gleichung 67' ) erhalten wir 

r = E • r cos {} + p . 
Setzen wir 

r = {X2 + y2 , r cos {} = x 

[s. (106), Formeln 8) und 9)], so ergibt sich 

ftZ+ y2 = p +E X, 
woraus wir durch Quadrieren erhalten 

x2 (I - c2) + y2 - 2e p x - p2 = 0. 

Jetzt verschieben wir den Anfangspunkt des rechtwinkligen Koordinaten
systems nach dem Scheitel A', und zwar, da 

p 
TA' = 1 + E ' 

also 

ist, mittels der Verschiebungsformeln 

X=~- _ _ 'I!_ 
I+ E ' 

und erhalten 

FA' = _ _ P_ 
I +< 

(1 - e2) (~ - _ P_ )2 + 172 - 2 c p(~ - _P_)- p2 = 0 
I +< I+ c 
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oder geordnet 

Scheitelgleichung des Kegelschnittes. 
Für s = 1 geht sie über in 

ry2 - 2p~ = 0, 

eine Gleichung, die uns schon aus dem ersten Abschnitt [s. (38), 
Formel 72)] als die Scheitelgleichung der Parabel bekannt ist. Damit 
ist die Identität der Parabel nachgewiesen. 

Schließlich verschieben wir den Anfangspunkt des rechtwinkligen 
Koordinatensystems nach dem Mittelpunkt M der Strecke A'A. Da 

ist, so ist 

und demnach 

A'F=-P-
1 + ö 

und 
p 

FA=rA=--1- e 

A'A = p(-1- + _1_) = __ EE_ 
1- ö 1 + ö I- ~;2 

A'M=-1 P 2' - e 

Daher lauten die Verschiebungsgleichungen 

~=~+1~' -e 

und demnach die Kegelschnittsgleichung 

oder 
(1- s2) (~ + I ~ ~;2y + ~2- 2p(~ + I ~ ~;2) = 0 

(1 - s2) ~2 + ~2 = I ~2 e2' 

aus der die Gleichung folgt 

~2 ~2 

(_P_)2 + p2 = 1 ' 
l - E2 1- e2 

Achsengleichung der Kegelschnitte. 
Nehmen wir erst den Fall der Ellipse e < 1, so können wir auch 

schreiben 
~2 ~2 

( )2 + (--2 = l . 
c~-~ ~e2) 

Diese Gleichung geht aber in die uns aus (136) S. 374 bekannte Achsen
gleichung der Ellipse 

über, wenn wir 
p 

a = 1 - e2' 
b = -prr-- E2 
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setzen, womit die Identität der Ellipse nachgewiesen ist. Im Falle 
der Hyperbel ist e > 1 ; wir schreiben jetzt die Achsengleichung: 

t2 t)2 
-:--"-----c-:: - ----- --- = 1 . 

( 82 ~ S (v/~-S 
Setzen wir hier 

p 
e2-l=a, 

so geht diese über in 

die wir schon aus (112) S. 304 als dieAchsengleich ung der Hyperbel 
kennen, womit schließlich auch die Identität der Hyperbel nach
gewiesen ist. 

Wir schließen hiermit die Behandlung der Kurven in Polarkoordi
naten ab; es bleiben nun noch die ebenen Kurven 7lU untersuchen, 
deren Gleichung in derunentwickelten (impliziten) Form f(x, y) = 0 
gegeben ist. Vorher aber müssen wir uns mit der Lehre der partiellen 
Differen tialq uotien ten vertraut machen, die uns zur analytischen 
Geometrie des Raumes führt. 



TabeHe der wichtigsten Integrale. 

5)!~ 
x2 - 1 

6) J dx 
ax+ b 

7) f dx 
x2+a2 

8) /3/~a2 

n'f'=-l, 

= lnx, 

= arctgx = -arcctgx, 

1 1 +X = mrstgx = -ln--2 1- x' 

1 x-1 = -mr~tgx = -ln--
2 X+ 1' 

1 = -ln(ax + b), a 

1 X = -arctg-a a' 

1 x-a 1 x 1 a+x = -ln-- = --~lt~tg- = --ln - -2a x + a a a 2a a - x 

1 X 
=+a-mrstga-, 

f x+a _ 1 2 -
9) x2+ 2ax+bdx- 2 In(x + 2ax + b). 

TII l) f dx 
y1- x2 

2) f dx 
Yx2 + 1 

3) !_!3;_ 
yx2 -1 

4) r dx 
J ya2- x2 

!i dx 
5) ,;-___:____ 

yx2- a2 

6) r dx 
J yx2+ a2 

= arcsin x = - arccosx , 

= mr6inx = ln(x + f'X2+1)' 

= mr~ofx = ln(x + ~1)' 

. X X = arcs1n- = - arccos-
a a ' 

= mr~of: = ln(x + Vx2- a2), 

=mr6in: =ln(x+Vx2+a2), 



ll) f dx 
Yx2 ± 2rx 

!i x2 
12) --dx 

ya2- x2 

Tabelle der wichtigsten Integrale. 

= ln(x + fx2 + a), 

. x-r 
=arcsm- -

r ' 

= mr~o1x:;=r = ln(x ± r + fx2 ± 2rx), 

a2 • X X -v--= -arcs1n--- a2- xz 
2 a 2 ' 

13) Jya2 x2 dx = ~2 arcsin: + ; yaz x2, 

14) fvx 2x: a dx = ; yx2.+a- ; ln(x + -(x2 + a), 

14') -·- dx = -1x2 + a2 - - ~tr@lin-f ~ X ~ X 

yx2 + a2 2 2 a ' 

14") r x2 dx 
J rxz- a2 

15) Jyx2 + a dx = ; "(x2 + a + ; ln(x + fx2 + a), 

15') J-vx2 + a2 dx = ; ~ + ~2 mr@lin: , 

15") J-vx2 - a2 dx = ; fx2 - a2 - ~2 mr~of: . 

Tllll) Jsinx dx = -cosx, 

2) Jcosxdx = +sinx, 

3)/~ sin2 x = -ctgx, 

4) Jc:s~x = tgx, 

5) J @linxdx = ~o]x, 

6) J~ofxdx = @linx, 

421) 
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7) /61n~--x 
S} f~:f~x 
9} fa"'dx 

10) fe"'dx 

ll} jtgxdx 

12} jctgxdx 

13) f_____!:_x_ 
sinxcosx 

14) f ~X 
BlnX 

15)!~ cosx 

16) J lnxdx 

17) Jxmlnxdx 

18) J arcsinx dx 

19) Jarccos~dx 

20) I arctgx dx 

21) J arctgx dx 

22) I sin2x dx 

23) I cos2 x dx 

Tabelle der wichtigsten Integrale. 

= -Q::tgx, 

=%gx, 

lna · 

= -lncosx, 

= lnsinx, 

= lntgx, 

= xlnx- x, 

xm+l 
=(m+l)2 [(m+ l}lnx-1], 

= xarcsinx + ~ x2, 

= x arccosx - ff x2, 

1 
= xarctgx- 2 ln (1 + x2), 

1 
=xarcctgx+ 2 1n (l + x2), 

X l . 
= 2 - 2 smxcosx, 

X l . 
= 2 + 2 smxcosx, 

24) ;· ax . b d _ eax (a sinbx- b cosbx) 
e sm x x - a2 + b2 , 

25) I ax b. d _ eax (a cosbx + b sinbx) 
e cos x x - a2 + b2 , 

26) Ixnea"'dx = xneaz- .!!:_Ixn-Iea"'dx 
a a ' 



27) 

28) 

29) 

BO) 

31) 

32) 

Tabelle der wichtigsten Integrale. 

f e•x 
-dx 
x" 

=- - - - - dx e•x a f e•x 
(n-1)xn-l+n-1 xn-l ' 

=-~ sinn-lx cosx + n- 1fsinn- 2x dx 
n n ' 

1 cosx n- 2!' dx 
=-n- l sin"- 1 x + n- 1. sinn- 2x' 

1 n-1~ = -cosn-1xsinx + -- cosn- 2 xdx 
n n ' 

f dx 1 sinx n- 2! dx 
cos" x = n - 1 cos" - 1 x + n - 1 cosn - 2 x ' 

!
Jxn sinax dx = - . ~ x" cosax + : Jxn-l cosax dx, 

Jxncosaxdx = ~ xnsinax- :Jxn- 1 sinaxdx. 

427 



Additional material from  
ISBN 978-3-662-35974-7, is available at http://extras.springer.com 

Einführung in die Höhere Mathemtik,



V i e r t e r A b s c h n i t t. 

Analytische Geometrie des Raumes. 

§ 1. Räumliche Koordinatensysteme; besondere Flächen. 

I. Räumliche Koordinatensysteme. 

(146) Nach dem Gay-Lussacschen Gesetze ist das Volumen v 
eines Gases durch die Gleichung gegeben 

V= k· T 
p' 

wobei k eine Konstante, T die absolute Temperatur und p der Druck 
ist, unter welchem das Gas steht. v ist also von zwei Größen, T und p 
abhängig; es ist eine Funktion zweier Veränderlichen. All
gemein bezeichnet man eine Größe z dann als Funktion zweier 
Veränderlichen x und y, wenn sowohl eine Änderung der Größe x 
als auch eine von dieser völlig unabhängige Änderung der Größe y 
eine Änderung der Größe z zur Folge hat; x und y sind die beiden 
unabhängigen Veränderlichen, z ist die abhängige Veränder
liche. Ebenso gibt es natürlich Funktionen von mehr als zwei Ver
änderlichen; so sagt beispielsweise die Zinsformel 

k. p. t 
Z= ---

100 

(k =Kapital, p =Zinsfuß, t =Zeit in Jahren, z =Zinsen) 

aus, daß die Höhe der Zinsen eine Funktion der drei voneinander 
völlig unabhängigen Größen k, p und t ist. 

Ebenso wie bei den Funktionen einer Veränderlichen suchen wir 
jetzt nach einer geometrischen Darstellung einer Funktion von mehreren 
Veränderlichen; daß eine solche möglich ist, wird die No m o g r a p h i e 
lehren. Beschränken wir uns jetzt auf Funktionen--von nur zwei Ver
änderlichen, so gibt uns die analytische Geom~~trie des Raumes· 
ein Mittel an die Hand. Die analytische Geometrie des Raumes ist 
die Erweiterung der analytischen Geometrie der Ebene um eine dritte 
Dimension. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 1 
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Da es sich um drei Veränderliche handelt, die wir mit x, y, z be
zeichnen wollen, so führen wir drei Koordinatenachsen ein, die wir 
als die x-, die y- und die z-Achse bezeichnen wollen. Wir ziehen 
sie (s. Abb. 232) durch einen und denselben Punkt 0 des Raumes, 
den Koordinatenanfangspunkt, Nullpunkt, Ursprung derart, 
daß sie nicht in der gleichen Ebene liegen. Jede dieser Achsen 

f-X I 

Abb. 232. 

wird durch 0 in zwei Teile geteilt, einen posi
tiven und einen negativen, die wir in der 
folgenden Weise anordnen wollen: Wir wählen 
die im wesentlichen von hinten nach vorn 
gehende Achse zur x-Achse, die im wesent
lichen von links nach rechts gehende zur 

t-!J y-Achse und die im wesentlichen von unten 
nach oben gehende zur z-Achse und bestimmen 
den nach vorn, bzw. rechts, bzw. oben ge
richteten Teil als den positiven Teil der 

betreffenden Achse. Dadurch erreichen wir, daß, wenn wir von irgend
einem Punkte der positiven x-Achse auf das y z-System blicken, wir 
die positive y-Achse durch eine Drehung im Gegenzeigersinne (also im 
positiven Sinne) um einen hohlen Winkel in die positive z-Achse über
führen können; das gleiche gilt von der positiven y-Achse für eine 
Überführung der positiven z-Achse in die positive x-Achse und von 
der positiven z-Achse für eine Überführung der positiven x-Achse in 
die positive y-Achse. Zwischen den drei Achsen besteht in der Form 

/X'.. 
z--y 

die Möglichkeit zyklischer Vertauschung, auf deren Durchführung 
wir auch in Zukunft streng achten wollen. 

Die x-und y-Achse bestimmen eine Koordinatenebene, die wir 
als die xy-Ebene bezeichnen wollen; ebenso bestimmen die y- und 
die z-Achse die yz-Ebene und die z- und die x-Achse die z x-Ebene. 
Die drei Koordinatenebenen wiederum teilen den ganzen Raum in acht 
Teile; einen solchen Teil nennen wir einen Oktanten. 

Um nun einen Punkt P im Raume festzulegen, ziehen wir durch P die 
Parallele zur z-Achse, welche die xy-Ebene in Pa schneiden möge, und 
durch Pa die Parallele zur y-Achse, welche die x-Achse in Px schneiden 
möge. WirnennendannOPx = xdie X-Koordinate, P-c Pa = ydie y-Koor
dinate und PaP = z die z-Koordinate des Punktes P. Diese Koordinaten 
-erhalten das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem ihre Richtung 
mit der positiven öder negativen Richtung der betreffenden Koordinaten
achse zusammenfällt. Durch diese Festsetzung ist völlige Ein-ein-Deutig
keit erzielt in dem Sinne, daß zu jedem Punkte des Raumes stets eine, 
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aber auchnur eine Wertegruppe x /y/z gehört, und umgekehrt zu jeder 
Wertegruppe x / y /z stets ein, aber auch nur ein Punkt P im Raume, 
der diese Koordinaten x I y J z hat. Dabei können x, y und z alle 
Werte zwischen -oo und +oo annehmen. Wie Abb. 232 zeigt, 
ist der Linienzug OP'" P 3P nicht der einzige Koordinatenzug, der von 
0 nach P führt; es gibt im ganzen sechs: OPxP 3P, OPxP2P, OPYP1P, 
OPYP3P, OPzP2P, OPzP1P. Die acht Punkte 0, Px, P 11 , Pz, P 1 , 

P 2 ; P 3 , P bilden die Ecken eines Spates (Parallelepipeds) ; da 

OP =P P 3 =P.P2 =P1P=x, OP =P.P1 =P P 3 =P2P=y, 
X y - . y.., X 

OPz = P,cP2 = PYP 1 = P 3P=z 

ist, so ist es gleichgültig, welchen Linienzug man zur Bestimmung 
der Koordinaten benutzt. 

Wir erkennen hieraus: Jeder Punkt im Raume braucht zu seiner 
Bestimmung drei Stücke. Wir haben sie nach unserem jetzigen Ver
fahren dadurch gefunden, daß wir durch den Punkt Parallelen zu den 
Koordinatenachsen gelegt haben; dieses Koordinatensystem wird daher 
das räumliche Parallelkoordinatensystem genannt. Bilden insbesondere 
die drei Koordinaten ein räumliches rechtwinkliges Achsenkreuz, wobei 
also jede der drei Achsen auf jeder der beiden anderen senkrecht steht, 
so heißt das System ein rechtwinkliges Koordinatensystem, 
sonst ein schiefwinkliges. 

Bezeichnen wir die acht Oktanten als rechten-vorderen-oberen 
bzw. rechten-vorderen-unteren ... , so sehen wir auf Grund der Abb. 232 
ohne Mühe, daß die drei Koordinaten eines Punktes P je nach dem 
Oktanten, in welchem P liegt, ganz bestimmte Vorzeichenzusammen
stellungen haben, und zwar gehört zu allen Punkten eines und des
selben Oktanten die gleiche Vorzeichenzusammenstellung. In der 
folgenden Tabelle sind diese Zusammenstellungen für die einzelnen 
Oktanten aufgeführt; dabei bedeutet r = rechts, l = links, v = vorn, 
h = hinten, o. = oben, u = unten: 

X 

y 
z 

rvo i rvu lvo lvu rho rhu lho lhu 

+ i+ 
Liegt der Punkt P auf einer Koordinatenebene oder auf einer Koordi
natenachse, so nehmen eine oder mehrere der Koordinaten·: von P 
den Wert Null an. Hierüber gibt die folgende Tabelle Aufschluß: 

xy-Ebene y z- Ebene :l z x· Ebene x-Achse y-Achse z-Achse Null-_ " ____ _ ""- , "--- ; - "-"-- "i --" ---
v"fh 

---"~ --~--- punkt rv i rh j lv ! lv ro ru lo ! lu- vo vu 1 ho hu r i l 0 u 

X + I- I+ I - 0 0 0 101 + + !-- + j- o t o 0 0 0 
y + + - - + + -1- 0 o : o 0 0 0 + - 0 0 0 
z 0 1 0 , 0 ; 0 + - + - + ,- ' + .- 0 1 0 0 I O + - 0 

1* 
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Man stelle sich ein Modell aus drei Kartonebenen her und vergegen
wärtige sich die einzelnen Fälle. Dann wähle man eine bestimmte 
Strecke als Einheit für alle drei Koordinatenachsen und suche die 
räumliche Lage derjenigen Punkte zu bestimmen, deren Koordinaten 
die folgenden sind 

(± 21 ± 31 ± 4) 
(± 41 ± 21 ± 3) 

( 48 Punkte). 

(± 31 ± 21 ± 4) 
(± 31 ± 4 1 ± 2) 

(± 21 ± 41 ± 3) 
(± 41 ± 3J ± 2) 

Welche Eigenschaft haben alle Punkte der xy-Ebene? Für sie 
ist z = 0 ; diese Gleichung heißt daher die Gleichung der x y-Ebene. 
Wie heißen die Gleichungen der übrigen Koordinatenebenen? 

Was sagt die Gleichung y = 2 aus? Alle Punkte, deren y-Koordinate 
den Wert 2 hat, liegen auf der Parallelebene zur xz-Ebene, welche 
auf der y-Achse das Stück 2 abschneidet; in Abb. 232 ist PYP 3PP1 

ein Stück davon. y = 2 nennt man daher die Gleichung dieser 
Ebene. Deute z = c, x + a = 0, y - b = 0. 

Warum ist y = x die Gleichung der Ebene, die durch die z-Achse 
geht und den von der xz-Ebene und der y z-Ebene gebildeten Winkel 
halbiert ? Die Ebene geht durch die beiden vorderen rechten und die 
beiden hinteren linken Oktanten. Deute x + y = 0, z ± x = 0, 
z ± y = 0! 

Welche Eigenschaften haben alle Punkte der x-Achse? Für sie 
ist y = 0 und z = 0. Diese beiden Gleichungen werden von allen 
Punkten der x-Achse erfüllt; man nennt daher y = 0, z = 0 die 
Gleichung der x-Achse. Stelle daraufhin die Gleichung der y-Achse, 
der z-Achse auf! 

Gibt es Punkte, für welche y = 2, z = 3 ist, und wo liegen diese 
Punkte? Ein solcher Punkt muß, da y = 2 ist, auf derjenigen Parallel
ebene zur xz-Ebene liegen, welche auf der y-Achse das Stück 2 ab
schneidet. Da ferner z = 3 ist, muß er auch auf der Parallelebene 
zur xy-Ebene liegen, welche auf der z-Achse das Stück. OP, = 3 ab
schneidet. Folglich muß der Punkt auf der Schnittgeraden beider 
Ebenen liegen; und zwar hat jeder Punkt dieser Schnittgeraden 
die Eigenschaft, daß seine y-Koordinate gleich 2 und seine z-Koordinate 
gleich 3 ist. Ein Stück dieser Geraden ist die Strecke P1 P in Abb. 232; 
sie muß als Schnittlinie der beiden Ebenen y = 2 und z = 3 parallel 
zur x-Achse sein. Ihr Spurpunkt P 1 in der yz-Ebene hat die Koordi
naten y = 2, z = 3. Also ist das Gleichungspaar y = 2, z = 3 die 
Gleichung einer Geraden, und zwar der Parallelen zur x-Achse, deren 
Spurpunkt in der yz-Ebene die Koordinaten y = 2 und z = 3 hat. 
Deute die Gleichungspaare 

X= 4 , y = - 5; X= -2, Z = -3; X=a, y=b; Z=C, y=O! 
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Wo liegen alle Punkte, für die x = y = z ist~ Einen solchen Punkt 
erhält man, indem man von 0 aus auf den drei Achsen drei gleich lange 
Strecken OPx = OPY = OP" = a abträgt, und die Figur zum Spate 
ergänzt. Der 0 diagonal gegenüberliegende Eckpunkt P hat die Koordi
naten x = y = z = a, ist also ein Punkt des gesuchten Ortes. Der 
Punkt P' der Geraden OP, dem ·das Teilverhältnis OP': P' P = A. 

zukommt, hat nun die Koordinaten OP' x = 1 } I a = OP~ = PO~, ist 

also ebenfalls ein Punkt dieses Ortes. Daher ist die Gerade OP 
selbst der geometrische Ort aller dieser Punkte, und damit kommt 
ihr die Gleichung x = y = z zu. Legt man insbesondere ein recht
winkliges Koordinatensystem zugrunde, so ist x = y = z die Gleichung 
der durch 0 gehenden Diagonale eines Würfels, dessen von 0 ausgehende 
Kanten auf die positiven Hälften der drei Koordinatenachsen zu liegen 
kommen. - Da übrigens x = y ist, so muß der ·Punkt auf der Halbie
rungsebene des von der xz- und der yz-Ebene gebildeten Winkels liegen. 
Ebenso muß er auf der Halbierungsebene des von der xy- und der 
yz-Ebene gebildeten Winkels liegen. Die Schnittgerade beider Ebenen 
ist die Gerade, welche die Gleichung x = y = z hat. Deute ebenso 
die Gleichungssysteme x = y = -z, x = -y = z, x = -y = -z! 
Welche Eigenschaft muß die Gerade haben, für die ax=by_:._cz ist ~ 
Beschreibe die Lage der Geraden x + y = 0, z = c! (Nachprüfen am 
Modell!) 

Zusammenfassend sei als besonders bemerkenswert hervorgehoben, 
daß jede Ebene, die wir in unseren bisherigen Beispielen betrachtet haben, 
durch eine einzige Gleichung, und zwar eine lineare Gleichung be
stimmt war, jede Gerade dagegen, als Schnitt zweier Ebenen, durch 
zwei lineare Gleichungen. In der Folge werden wir sehen, daß ganz 
allgemein eine Fläche als ein zweidimensionales Gebilde durch eine 
Gleichung, eine Raumkurve als ein eindimensionales Gebilde durch 
zwei Gleichungen bestimmt ist. Dies ist ohne weiteres verständlich, 
wenn man die Raumkurve als die Schnittlinie zweier F~ächen auffaßt. 

(147) Dem Parallelkoordinatensystem haben wir in der analytischen 
Geometrie der Ebene das Polarkoordinatensystem an die Seite ge
stellt; im Raume lassen sich zwei Koordinatensysteme finden, die als 
Gegenstücke zum ebenen Polarkoordinatensystem gelten können: das 
zylindrische und das sphärische Polarkoordinatensystem. 

Zum zylindrischen Polarkoordinatensysteme gelangen wir auf folgen
dem Wege (s. Abb. 233): Gegeben ist ein Anfangspunkt 0, eine durch 
ihn hindurchgehende (im allgemeinen horizontale) Ebene, in dieser ein 
von 0 ausgehender Strahl, der Anfangsstrahl, und außerdem eine dW"ch 
0 gehende Normale zur Ebene, die z-Achse. Um in diesem Systeme 
irgendeinen Punkt P festzulegen, ziehen wir zuerst durch P die Parallele 
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zur z-Achse, welche die Horizontalebene in P' schneiden möge. P' P 
möge mit z bezeichnet werden; dabei mÖge das z das positive Zeichen 
erhalten, wenn P oberhalb der horizontalen Ebene liegt. Nun ver
binden wir 0 mit P' und bezeichnen 0 P' mit (!. Schließlich wollen 
wir den Winkel, um welchen wir in der horizontalen Ebene den Anfangs
strahl drehen müssen, bis er mit 'OP' zusammenfällt, mit{} bezeichnen. 
Die drei Angaben{},(!, z heißen die zylindrischen Polarkoordina
ten von P . Hierbei ist zu beachten, daß(!, entsprechend dem Leitstrahle 

z im ebenen Polarkoordinatensystem, 
eine absolute Größe -ist und alle 
Werte 0 < (! < oo annehmen kann. 
{} kann alle Werte von - oo bis + oo 
erhalten, desgleichen z. Dabei soll {} 
positiv sein, wenn von einem Punkt 
P mit positiver z-Koordinaten aus 
die Drehung des Anfangsstrahls in 
die Lage OP' im Gegenzeigersinne 
erscheint. 

Abb. 233. Es ist ohne weiteres klar, daß 
zu einer gegebenen Wertegruppe {}, (!, z stets ein, aber auch 
nur ein Punkt P gehört, während umgekehrt zu einem im Raume 
liegenden Punkte zwar stets ein und nur ein Wert von (! und 
ebenso von z gehört, dafür aber unendlich viele Werte von {}, die 
sich untereinander um ganze Vielfache von 2 n (360 °) unter
scheiden. 

Geben wir z einen bestimmten Wert z = c, so finden wir unendlich 
viele Punkte, die diese z-Koordinate haben ; sie sind sämtlich Punkte 
der zur horizontalen Ebene parallelen Ebene r , welche auf der z-Achse 
die Strecke OC = c abschneidet. Daher bezeichnet man z = c als die 
Gleichung dieser Ebene. Insbesondere hat die horizontale Ebene 
selbst die Gleichung z = 0. Die Gleichung{} = ~ wird von allen Punkten 
der von der z-Achse ausgehenden Halbebene A erfüllt, welche mit der 
durch die z-Achse und den Anfangsstrahl bestimmten Ebene den Winkel~ 
einschließt; insbesondere hat die letztere Halbebene selbst die Gleichung 
{} = 0, während ihrer über die z-Achse hinausgehenden Erweiterung 
die Gleichung {} = n zukommt. Schließlich liegen alle Punkte, für 
welche (! den konstanten Wert (! = a hat, auf der Oberfläche Z des
jenigen Umdrehungszylinders, dessen Achse die z-Achse ist, und dessen 
Grundkreis den Halbmesser a hat; (! = a heißt daher die Gleichung 
dieser Zylinderfläche. Dieser Umstand hat dem Koordinaten
system die Bezeichnung zylindrisches Polarkoordinatensystem ver
schafft. Für den Fall (! = 0 zieht sich die Zylinderfläche zur z-Achse 
zusammen. 
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Alle Punkte, deren Koordinaten den beiden Gleichungen z = c 
und {} = a genügen, müssen auf dem Schnittstrahle der Ebene I 
mit der Halbebene A, also auf dem Strahle CP in Abb. 233 liegen; 
man nennt daher das Gleichungspaar z = c, {} = a die Gleichung 
dieses Strahles. Alle Punkte, deren Koordinaten den beiden Glei
chungen {} = a, e = a genügen, müssen auf der Geraden P' P als 
der Schnittgeraden der Halbebene A und der Zylinderfläche Z liegen. 
Das Gleichungspaar {} = a, e = a "wird aus diesem Grunde als die 
Gleichung dieser Geraden bezeichnet. Schließlich ist das Glei
chungspaar z = c, e = a die Gleichung der Kreislinie, welche ihren 
Mittelpunkt in C hat, in der Ebene I liegt und den Halbmesser a hat. 

Das sphärische Polarkoordinatensystem schließlich legt den Raum
punkt P in folgender Weise fest (Abb. 234): In einer - meist hori
zontalen - Ebene wird ein Anfangs-
punkt 0 und durch ihn ein Anfangs
strahl angenommen; weiter wird die 
durch 0 zur Ebene senkrecht ver
laufende Gerade gezogen. Jetzt ver
bindet man 0 mit P durch die 
Strecke OP = r, legt durch OP, den 
Leitstrahl von P, eine Ebene senk
recht zur Horizontalebene - sie ent
hält auch das obenerwähnte Lot -, 
welche die Horizontalebene in der 
Geraden p schneiden möge; der Win- i

kel cp , der von p und r eingeschlossen 
wird, heißt die Breite von P. Der 
Winkel l, der vom Anfangsstrahle 

N 

und p eingeschlossen wird, heißt die Abb. 234. 

Länge von P. Letztere beiden Be-
zeichnungen sind der Astronomie bzw. der Erdkunde (geographische 
Länge bzw. Breite) entnommen. Die drei Größenl, cp, r heißen die sphä
rischen Koor"dinaten von P. Man überzeugt sich leicht, daß zu einer 
bestimmten Wertegruppe l, cp, r stets ein und nur ein Punkt P gehört. 
Legt man den sphärischen Koordinaten die Beschränkung auf, daß r stets 
absolut ist, also 0 :::; r < oo, cp zwischen den Grenzen - t :n < cp < + t :n 

liegen soll, so erkennt man, daß umgekehrt zu einem bestimmten 
Punkte P im Raume zwar stets ein und nur ein Leitstrahl r und 
stets eine und nur eine Breite ~, aber unendlich viele Längen l 
gehören, die sich jedoch untereinander um ganze Vielfache von 2:n 

unterscheiden. ·- Statt der Breite cp benutzt man bisweilen die Pol
distanz y (s. Abb. 234), welche mit rp durch die Gleichung cp + y = t :n 

verbunden ist. 
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Die Gleichung l = ~ wird von allen Punkten der Ha I beben e A 
erfüllt, die mit der durch den Anfangsstrahl und das Lot zur Horizontal
ebene bestimmten Halbebene den Winkel ~ einschließt; insbesondere 
ist A. = 0 die Gleichung der letzteren Halb~bene selbst. Die Glei
chung cp = ß oder y = }n- ß wird von allen Punkten der Mantel
fläche B des Umdrehungskegels erfüllt, dessen Drehachse die 
Normale zur Horizontalebene ist, und dessen Mantellinien mit ihr den 
Winkel }n- ß einschließen; irisbesondere ist cp = 0 oder y =tn 
die Gleichung der Horizontalebene selbst, während für cp = tn bzw. 
y = 0 die Mantelfläche in die positive Hälfte der Normalen für 
cp = -1-n bzw. y = n in die negative Hälfte dieser Normale aus
artet. Schließlich umfaßt r = kallePunkte der Kugeloberfläche K, 
deren Mittelpunkt in 0 liegt, und deren Halbmesser k ist (daher der 
Name sphärisches Polarkoordinatensystem). Für r = 0 artet diese 
in den einzigen Pun~t 0 aus. 

Man sieht ohne weiteres ein, daß das Gleichungspaar A. = "', cp = ß 
die Gleichung des Strahles OP als der Schnittgeraden von A und 8 
ist. Ferner ist das Gleichungspaar A. = ~, r = k die Gleichung des 
Halbkreises (Meridiankreises) NPS als Schnittlinie von A und K. 
Schließlich ist das Gleichungspaar cp = ß, r = k die Gleichung des 
Kreises k, dessen Ebene parallel zur Horizontalebene, dessen Mittel
punkt auf der durch 0 gehenden Normalen zu dieser liegt, und der 
durch P geht, als Schnittlinie von Bund K (Parallelkreis, Breiten
kreis). 

Wir finden also auch in den Polarkoordinatensystemen bestätigt, 
daß - abgesehen von einigen Sonderfällen - eine Fläche durch eine 
Gleichung, eine Kurve durch zwei Gleichungen gegeben ist. 

X 

z 

' ' \ 
\P 

Es bleibt nur noch übrig, die Über
gänge zwischen den besprochenen drei 
räumlichen Koordinatensystemen zu 
schaffen. Wir beschränken uns hierbei 
auf ein rechtwinkliges Koordinaten
system; zugleich vereinigen wir die 
beiden Polarkoordinatensysteme derart 
mit dem rechtwinkligen System, daß 
wir ilire Anfangspunkte mit dem An

l'k:'-1+-t---+---...-y fangspunkt des ersteren, die Anfangs

Abb. 235. 

strahlen mit der positiven x- Achse, 
die Horizontalebene mit der xy-Ebene 
und folglich die z-Achse des zylin
drischen Koordinatensystems und die · 

Normale des sphärischen Koordinatensystems mit der z-Achse des 
rechtwinkligen Koordinatensystems zusammenfallen lassen, so daß sich 
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die Zusammenstellung der Abb. 235 ergibt. Sind nun die recht
winkligen Koordinaten x, y, z des Punktes P gegeben, so ergeben sich 
die zylindrischen {), e, z und die sphärischen ..t, cp, v durch die Formeln 

{) = arctg ~ 1) , e = y x2 + y2 , z = z ; 1 
y z ----- 1) 

l = arctg x 1) , cp = arctg y xz-+?Jil, r = y x2 + y2 + z 2 . 

Aus den zylindrischen Koordinaten ergeben sich die rechtwinkligen 
und die sphärischen durch die Formeln . 

X '= (} COS {) , y = esin{), z = z; I }, = 0, z 
r = -y (}2 + z2 . cp = arctg-, 

(! 

2) 

Endlich folgen aus den sphärischen Koordinaten die rechtwinkligen 
und die zylindrischen durch die Formeln 

x = r cos cp cos J. , 

{1· = J., 

y = r cos cp sin l , 

e = rcos cp, 

z = rsincp; 

z = rsincp. 

Übungs beispiele. a) Dierechtwinkligen Koordinateneines Punktes 
seien x = -1, y = 2, z = -3; bestimme die zylindrischen und die 
sphärischen Koordinaten dieses Punktes! 

({) = 116° 33', e ={5, Z=- 3; A= ll6°33', cp =- 53 ° 18', r = fl4.) 

b) Aus den zylindrischen Koordinaten {) = 40°, e = 2, z = 3 
eines Punktes P die rechtwinkligen und die sphärischen Koordin'aten 
zu berechnen! 

(x=l,5321, y=l,2856, z=3; A=40°, cp=56°19', r=3,6056.) 

c) Aus den sphärischen Koordinaten von P:r = 10, J. = 200 °, 
cp = - 20° seine rechtwinkligen und seine zylindrischen Koordinaten 
zu berechnen! 

(x = -8,8304, 

{) = 200°, 

y = -3,2140, 

(! = 9,3969, 

z = -3,4202; 

z = -3,4202.) (Modell!) 

(148) II. Um uns mit den Verfahren der analytischen Geometrie des 
Raumes vertraut zu machen, wollen wir zu einigen einfachen Gleichungen 
das zugehörige Bild allmählich entstehen lassen; die so gefundenen 
Ergebnisse werden uns bei unseren weiteren Betrachtungen gute Dienste 
leisten. Wir beginnen unsere Untersuchung besonderer Flächen mit 
der einfachsten Gleichung, der linearen Gleichung. 

1 ) Der Quadrant von{} bzw. ). ergibt sich aus den Vorzeichen von x und y 
[s. (106) S. 288]. 
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A. Die allgemeinste lineare Gleichung zwischen den drei Ver
änderlichen x, y, z hat die Gestalt 

Ax+By+Cz+D = O, 4) 

wobei A, B, C, D beliebige konstante Größen sind. Wir· wollen zwei 
getrennte Fälle unterscheiden. 

a) Das Absolutglied D sei von Null verschieden: In diesem 
Falle können wir Gleichung 4) umformen in 

oder, wenn wir 

setzen, 

A B C 
--- x + ---y + - = 1, - D - D -D 

-D 
~ =a, 

-D -- b B -

X y Z -- + - + -- = 1. a b c 

- D cr =c 

5) 

Diese Form wollen wir unserer Untersuchung zugrunde legen. Wir 
wählen ein beliebiges Parallelkoordinatensystem (s. Abb. 236). Um 

I 
X I 

z 

Abb. 236. 

Da nach (113) S. 310 

ß __ _ 

~ -+ I =l 
a b ' 

uns eine Vorstellung vom Ver
laufe der zur Gleichung 5) 
gehörigen Fläche - denn um 
eine solche muß es sich ja 
nach unseren bisherigen Be
trachtungen handeln- zu ver
schaffen, suchen wir zunächst 
ihre Schnittkurven mit den 
drei Koordinatenebenen, die 

Y sog. Spurli~ien, zu ermit
teln. Da für alle Punkte der x y
Ebene z = 0 sein muß, so lautet 
die Gleichung der x y-Spurlinie 

z=O. 

~ + ! = 1 
a b 

die Abschnittsgleichung einer Gerade n ist, deren Achsenabschnit te 
OA = a, OB= b sind, ist die xy-Spurlinie unserer Fläche eine Ge
rade AB. Setzen wir, um die yz-Spurlinie zu erhalten, x = 0 , so be
kommen wir durch entsprechende Betrachtungen die Gleichung 

x = O, I+.: = 1· 
b c ' 
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die yz-Spurlinie ist ebenfalls eine Gerade; ihre Achsenabschnitte sind 
OB= b und OC = c. Schließlich finden wir, daß die xy-Spurlinie 
die Gleichung hat 

y=O, 
X Z 
;+c-=1, 

also eine Gerade ist, deren Achsenabschnitte OA = a und OC = c sind. 
Um uns über die Natur der Fläche vollkommene Klarheit zu ver

schaffen, untersuchen wir nunmehr ihre Schichtlinien; man versteht 
darunter die Kurven, in denen die zu irgendeiner Koordinatenebene 
parallelen Ebenen die Fläche schneiden. Es genügt im allgemeinen, 
wenn man die zu einer einzigen Koordinatenebene parallelen Schicht
linien kennt; wir beschränken uns daher jetzt und auch später fast 
ausschließlich auf die Untersuchung der zur xy-Ebene parallelen Schicht
linien. Die Ebene z = z0 (z0 eine Konstante) schneidet die z-Achse 
im Punkte 0 0 , die xz-Ebene in der Geraden x0 und die yz-Ebene in 
der Geraden y0 • Ihre Schnittlinie mit unserer Fläche hat demnach 
das Gleichungspaar 

oder nach Einsetzen 

z = z0 • 

Die erste Gleichung läßt sich, da z0 konstant ist, auch schreiben: 

oder 

Da sich wegen der Bedingung z = z0 alle Betrachtungen auf die Vor
gänge in der x0 y0-Ebene erstrecken, können wir der letzten Gleichung 
eine geometrische Deutung in dieser Ebene geben: sie ist die Gleichung 
einer in der x0 y0-Ebene liegenden Geraden, welche auf der x0-Achse das 

Stück 0 0 A 0 = a (1 - ~z) und auf der y0-Achse das Stück 0 0 B0 = b ( l - ~) 
abschneidet. Demnach hat der Punkt A0 , der ja auch in der xz-Ebene 
liegt, die Koordinaten 

x = a(l-~), y = O, 

Da diese die Gleichung der xz-Spurlinie AC 

_:._+ _:_ =1 
a c ' y=O 

(s. oben) erfüllen, so muß A 0 auf AC liegen. Ebenso liegt B 0 auf der 
yz-Spurlinie BC. A 0 ist demnach der Spurpunkt unserer Schicht
linie in der xz-Ebene, B 0 der in der yz-Ebemi. Wir köl),nen uns dem-
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nach unsere Fläche in folgender Weise entstanden denken: Eine Gerade 
bewegt sich beständig parallel zur xy-Ebene, so, daß ihre Spurpunkte 
in der xz-Ebene und in der yz-Ebene auf den beiden sich auf der z-Achse 
schneidenden Geraden AC und BO wandern. Da nun aber die so 
bewegte Gerade nach den Lehren der Stereometrie 
schreiben muß, so erhalten wir den Satz: 

eine Ebene be-

Die Gleichung 
X y Z -+-+-=1 a b c 

5) 

ist die Gleichung einer Ebene, welche auf den Koordinaten
achsen dieSrecken a, b, c abschneidet. a, b, c sind die Achsen

g 

z 
abschnitte der Ebene, Glei
chung 5) heißtdie Abschnitts
gleichung der Ebene. 

b) Ist das Absolutglied 
D = 0, so lautet die lineare 
Gleichung 

Ax+By+Oz=O. 

Der Koordinatenanfangspunkt 
l:JIJ-------~y muß der Fläche angehören, da 

Abb. 237. 

die Koordinaten x = 0, y = 0, 
z = 0 die Gleichung erfüllen. Die 
xz-Spurlinie der Fläche hat die 
Gleichung y = O, Ax+Oz=O. 

Nun stellt aber in der xz-Ebene die Gleichung A x + Cz = 0 eine 
Gerade dar, welche durch den Anfangspunkt geht, deren Richtungsfaktor 

gleich - ~ ie~t, wie man findet, wenn man die Gleichung nach z auflöst. 

Die xz-Spurlinie der Fläche ist demnach eine durch den Anfangspunkt 
gehende Gerade g. Ebenso findet man, daß die yz-Spurlinie eine durch 
den Anfangspunkt gehende Gerade h von der Gleichung x = 0, 
By + Cz = 0 ist. Die Schichtlinie in der zur xy-Ebene parallelen 
Ebene, welche auf der z-Achse das Stück 000 = z0 abschneidet, hat 
die Gleichung z = z0 , Ax + By =- Oz0 oder 

A B 
- C z0 x + =-c z0 Y = 1 ; 

sie ist also eine Gerade, deren Achsenabschnitte auf den m der xz
bzw. yz-Ebene gelegenen Koordinatenachsen 

0 0 
OoAo =- A Zo, OoBo =- B Zo 

sind. Da A 0 die Koordinaten x =- ~ z0 , y = 0, z = z0 hat, die 

die Gleichung von g erfüllen, so liegt A 0 auf g; desgleichen liegt B0 
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auf h. Die Fläche wird demnach beschrieben von einer Geraden, die 
sich, beständig parallel zur xy-Ebene, so bewegt, daß ihre Spurpunkte 
in der xz- bzw. yz-Ebene auf zwei sich in 0 schneidenden Geraden 
wandern; sie ist folglich eine durch 0 gehende Ebene. Wir 
kommen damit zu dem Gesamtergebnis: 

Das Bild der allgemeinen in x, y, z linearen Gleichung 
ist im Parallelkoordinatensystem eine Ebene. 

Wir wenden uns der Betrachtung einiger Sonderfälle zu. - Ist 
der Beiwert C gleich Null, so lautet die lineare Gleichung 

Ax+By +D = O. 6) 

Es wird c = -J- = oo; der Abschnitt auf der z - Achse wird unendlich 

groß; das tritt nur ein, wenn die Ebene parallel zur z-Achse ist. Dem
nach ist Ax + By + D = 0 die Gleichung einer zur z -Achse 
parallelen Ebene. 

Diese Tatsache läßt sich auch von einem viel allgemeineren Stand
punkt aus betrachten, wobei wir zu dem gleichen Ergebnisse gelangen. 
Wenn wir die Gleichung f(x, y) = 0, in welcher die Veränderliche z 
fehlt,· im räumlichen Parallelkoordinatensystem deuten wollen, so 
können wir sagen (Abb. 238): Der Punkt P 0 (x0 I y0 I z0) möge auf der 
durch f(x, y) = 0 definierten Fläche liegen; d. h. es möge f(x0 , y0) = 0 
sein. Greifen wir nun einen Punkt P 1 heraus, der auf der durch P 0 

gehenden Parallelen p zur z-Achse liegt, so hat P 1 die Koordinaten 
x1 = x0 , y1 = y0 mit P 0 gemeinsam; nur die dritte Koordinate z1 ist 
von z0 verschieden. Da aber in 
der Gleichung f(x, y) = 0 die 
z-Koordinate überhaupt nicht 
vorkommt, müssen auch die Ko
ordinaten von P 1 die Gleichung 
f(x,y) = Oerfüllen: f(x1 ,y1) 0. 
Demnach liegen alle Punkte der 
durch P 0 gezogenen Parallelen p 
zur z-Achse, und damit die ganze 
Gerade p selbst auf der durch 
f (x, y) = 0 definierten Fläche. 
Wir wollen nun die x y-Spur- X 

z i.v 
I 

lt1 
I 
I 
I 

:Po 
I 
I 
I 

:zo 
I 
I 

~-r~--------------~y 

~ 
s Abb. 238. 

linie 8 unserer Fläche suchen: sie muß nach unseren obigen Aus
führungen das Gleichungspaar haben: 

z = 0, f(x, y) = 0. 

Ziehen wir durch jeden Punkt von 8 die Parallele .zur z-Achse, so müssen 
alle diese Geraden der Fläche angehören; die Fläche wird demnach 
durch eine Gerade beschrieben, welche beständig parallel zur z-Achse 
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gerichtet, sich längs der Kurve s bewegt. Sie ist also eine Zylinder
fläche, deren Mantellinien parallel zur z-Achse sind. Wir erhalten 
mithin das Ergebnis: 

Die Gleichung f(x, y) = 0 ist im räumlichen Parallelkoordi
natensystem die Gleichung einer Zylinderfläche, deren 
Mantellinien parallel zur z-Achse sind , und deren xy-Spur
Iinie durch das Gleichungspaar f(x, y) = 0, z = 0 bestimmt ist. 

Frage : Welches ist die Gleichung der allgemeinsten Zylinderfläche, 
deren Mantellinien parallel der x-Achse (der y-Achse) sind 1 

Wenden wir den soeben gefundenen Satz auf die Gleichung 

Ax + By+D=O 
an, so finden wir: Das ihr entsprechende geometrische Gebilde ist eine 
Ebene, da ihre Gleichung linear ist; sie ist zur z-Achse parallel , da in 
ihrer Gleichung z nicht auftritt, ein Ergebnis, das mit dem oben ge
fundenen übereinstimmt. 

Frage: Wie lautet die Gleichung einer Ebene, die parallel zur x-Achse 
(y-Achse) ist 1 

Ist so"wohl C = 0, als auch D = 0, so lautet die Gleichung. 

Ax + By = 0. 

Die ihr entsprechende Ebene muß, weil C = 0 ist, parallel der z-Achse 
sein, und weil D = 0 ist, durch den Anfangspunkt gehen. Folglich ist 
A x + By = 0 die Gleichung e iner Eben e , die diez-Achs e enthält. 

Frage : Wie lautet die Gleichung der allgemeinsten, die x-Achse 
(y-Achse) enthaltenden Ebene ? 

Sind B = 0 und C = 0, so muß die Ebene sowohl parallel der 
y-Achse als auch parallel der z-Achse sein; folglich ist sie parallel 
der yz-Ebene. Die allgemeinste Gleichung einer zur yz-Ebene parallelen 
Ebene ist demnach A x + D '= 0. Dieses Ergebnis haben wir schon 

in (145) gefunden; die Gleichung von der Form x = - ~ = a gehörte 

ja zu einer Ebene, welche parallel zur yz-Ebene ist und auf der x-Achse 

das Stück a = - ~ abschneidet. 

Der Leser möge sich an der Hand eines räumlichen Koordinaten
modells über die Lage der Ebenen Klarheit verschaffen, welche die 
Gleichungen haben : 

a) 3 x ± 4y ± 5z ± 60 = 0 (bestimme zuerst die Achsenabschnitte 
dieser Ebenen!.), 

b) 3x ± 4y ± 5z = 0 (bestimme zuerst die Lage der Spurlinien 
dieser Ebenen!), 

c) 3x ± 4y ± 60:;: 0, 
d) 4y±5z± 60 = 0, 
e) 3 x ± 5z = 0. 
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(149) B. Die allgemeinste Gleichung zweiten· Grades zwischen den 
drei Veränderlichen x, y, z ist von der Form 

Ax2+ßy2+0z2+2Dxy+2Exz+2Fyz+2Gx+2Hy+2Jz+K=0. 

Es läßt sich nun zeigen, daß diese Gleichung sich durch geeignete 
Umformungen des räumlichen Parallelkoordinatensystems stets auf eine 
der beiden folgenden einfacheren Gleichungen zurückführen läßt 

Ax2 + By2 + Cz2 + D = 0 oder z = Ax2 + By2, 

wobei das diesen beiden Gleichungen zugrunde liegende Koordinaten
system sogar rechtwinklig ist. Der Beweis würde über den Rahmen 
des Buches hinausgehen und soll daher unterbleiben. Die der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades entsprechende Fläche wird Fläche zweiter 
Ordnung genannt. Wir wenden uns zuerst den Flächen zu, deren 
Gleichung von der Form A x 2 + By2 + Cz 2 + D = 0 ist. 

a) Eine Fläche, deren Gleichung im räumlichen rechtwinkligen 
Koordinatensystem 

Ax2 + By2 + Cz2 + D = 0 7) 

lautet, muß die folgenden Eigenschaften haben. Liegt der Punkt 
P 0 (x0 'J Yo l z0) auf ihr, so daß also A x~ + By~ + Cz~ + D- 0 ist, so 
muß auch A (-x0 ) 2 + B(-y0) 2 + C(-z0 ) 2 + D = 0 sein, d . h. die 
Fläche enthält auch den Punkt P~ (- x0 J-y0 ! - z0), dessen Koordinaten 
entgegengesetzt gleich denen von P0 sind. Nun liegen aber die beiden 
Punkte P 0 und P~ - vgl. Abb. 239 - so zueinander, daß ihre Ver
bindungsgerade durch den Koordinatenanfangspunkt geht, und dieser 
zugleich der Mittelpunkt der Strecke P0 P~ ist. Der Punkt 0 halbiert 
demnach alle durch ihn hindurchgehenden Sehnen der Fläche. Einen 
solchen Punkt bezeichnet man als 
Mittelpunkt der Fläche, und jede 
durch den Mittelpunkt einer Fläche 
hindurchgehende Sehne als Durch
messer der Fläche. Demnach be-
sitzt jede Fläche zweiter Ord-

z 

nung, deren Gleichung von y 
der Form 7) ist, einen Mitte l
punkt, den Koordinatenanfangs-
punkt, und man nennt eine Fläche X 

von der Gleichung 7) eine Mittel
punktsfläche zweiter Ordnung. 

Noch eine weitere Eigenschaft der Fläche von der Gleichung 7) 
sei hervorgehoben. Zugleich mit dem Punkte P 0 (x0 I Yo I z0) liegt auch 
der Punkt P 1 ( -x0 I y0 J z0 ), dessen x-Koordinate der von P 0 entgegen· 
gesetzt gleich ist, während die beiden anderen Koordinaten mit denen 
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von P0 übereinstimmen, auf der Fläche. P 0 und P 1 liegen aber, wie 
man sich leicht überzeugt, zueinander symmetrisch bezüglich der 
yz-Ebene (Abb. 239: P 0Q = Q P 1). Demnach ist die yz-Ebene Sym. 
metrieebene der Fläche; das gleiche gilt auch von der xy-Ebene 
und der xz-Ebene. Die Fläche zweiter Ordnung von der Glei
chung Ax2 + By2 + C'z2 + D = 0 hat die Koordinatenebenen 
zu Symmetrieebenen. Eine Schnittgeradezweier Symmetrieebenen 
zu einer Fläche ist eineAchseder Fläche; daher hat eine Mittelpunkts
fläche zweiter Ordnung drei Achsen, die in der durch Gleichung 7) 
gegebenen Lage mit den Koordinatenachsen zusammenfallen. 
Die Durchstoßpunkte der Achsen durch die Fläche sind die Scheitel
punkte der Fläche. 

Um die Gestalt der einzelnen Mittelpunktsflächen zweiter Ordnung 
zu untersuchen, bringen wir in Gleichung 7) das Absolutglied D auf 
die rechte Seite und dividieren sodann durch -D; sie nimmt dadurch 
die Form an: A B C -- x2 + -- y2 + ---- z2 = 1. 

- D - D - D 

Die Gestalt wird nun im wesentlichen von den Vorzeichen der drei 

B . t A B C bh.. . ' d . d ht h' mwer e _ D , _ D, =-15 a ang1g sem; un zwar sm ac versc Ie-

dene Fälle möglich, die in der Tabelle zusammengestellt sind: 

5 ! I 

6 i 7 I 8 

A I 
-D + + + -1-'+ B 
=-n + + + - + -
c 

+ + 1-=-15 + + 

Indessen lassen sich diese acht Fälle auf eine geringere Anzahl zurück
führen. Fall 8 scheidet überhaupt aus; da nämlich x2, y 2, z2 ihrer 
Natur nach positiv sind, so würden · 

c -- z2 
- D 

sämtlich, und damit auch ihre Summe, negativ sein, diese könnte also nie
mals den Wert l haben. Einer Gleichung von dieser Form entspricht dem
nach überhaupt keine Fläche. Die Fälle 2 - 4 zeichnen sich dadurch aus, 
daß ein Beiwert (bei 2 z. B. der von z2) von z2 negativ ist, die beiden 
anderen dagegen positiv sind. Der betreffenden Achse (bei 2 also der 
z-Achse) wird mithin für die Fläche eine andere Rolle zukommen als 
den beiden anderen. Die drei Flächen werden sich also- nur durch 
ihre Lage zum Achsenkreuze unterscheiden ; es genügt daher, eine 
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von ihnen zu untersuchen. Ähnliche Betrachtungen gelten für die 
Flächen 5, 6 und 7, die wieder nur verschiedene Lage zum Achsen
kreuze haben (und zwar nimmt jetzt die Achse, zu der der positive 
Beiwert gehört, eine Sonderstellung ein; warum 1). Die durch den Fall I 
dargestellte Fläche, in deren Gleichung alle drei Beiwerte positiv sind, 
steht für sich allein da. 

Es gibt somit nur drei wesentlich voneinander verschiedene Mittel
punktsflächen zweiter Ordnung. Setzen wir zur Abkürzung 

A 1 B 1 G 1 
- D = ± a2 ' - D = ± b2' - D = ± C2' 

je nachdem diese Größen positiv oder negativ sind, so kommen diesen 
drei Flächen die Gleichungen zu: 

x2 y2 z2 x2 yz z2 
a) 2 + b2 + 2 =I, b) 2 + -b2- 2 =I, a c a c 

x2 y2 z2 
c) - a2- b2 + C2 =I; 

a, b, c sind hierbei gegebene Strecken. 

(150) l. 
x2 y2 z2 
-z + -b2 + -z = 1. a c 8) 

Wir bestimmen wiederum zuerst die Spurlinien der Fläche. Die 
xy-Spurlinie hat die Gleichung 

z = 0, 

In der xy-Ebene ist 
x2 y2 
(i2+1)2 = 1 

die Achsengleichung einer Ellipse [s. (136) S. 374], deren Halbachsen 
(Abb. 240) OA = OA' = a und OB =OB'= b sind. Wir finden weiter, 
daß die yz-Spurlinie die Gleichung 

x = O, 

hat, also eine Ellipse ist mit den 
Halbachsen OB= OB'= b und 
00 = 00'= c, und daß die xz
Spurlinie eine Ellipse von der 
Gleichung 

y = O, 

mit den Halbachsen 0 A = 0 A' = a 

z 

X 

Abb. 240. 

und 00 = 00' = c ist. Die im Abstande 00' = z0 parallel zur xy-Ebene. 
gelegte Ebene schneidet auf der Fläche eine Schichtlinie aus, deren 
Gleichung lautet 

z = z0 , 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 2 
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oder umgeformt: 

z = z0 , 

Die Schichtlinie ist demnach wiederum eine Ellipse, deren Halbachsen 

O'U = O'U' = ay 1- _:~2~ bz~. O'V = O'V' = bv 1- ~:
sind. Da U demnach die räumlichen Koordinaten 

;- - ;_z 
a V 1 - ~~-J 0 j z0 

hat, so liegt U, wie man sich durch Einsetzen leicht überzeugt, auf 
der xz-Spurlinie der Fläche, ebenso U'; ebenso liegen V und V' auf 
der yz-Spurlinie. Wenn wir demnach eine Ellipse parallel der xy-Ebene 
so bewegen, daß ihre Scheitel auf den beiden in der xz- bzw. in der 
yz-Ebene gelegenen Elll.psen AOA'O' und BOB'O' gleiten, wobei die 
Ellipse ihre Größe ändert, so beschreibt sie eine Fläche, deren Gleichung 
von der Form 8) ist, Diese Fläche wird Ellipsoid genannt; sie besitzt 
sechs Scheitel A, A', B, B', 0, 0'. 

Sonderfälle des Ellipsoids: Ist c = oo, so lautet die Gleichung 
xz yz . 
az + -b2 =I, 

die Gleichung einer Schichtlinie ist 

z = z0 , 

Die Schichtlinie ist also eine Ellipse, die die Halbachsen a und b hat; 
ihre Größe ist demnach unabhängig von dem Abstand~ z0 , den die 
sie enthaltende Ebene von der x y-Ebene hat. Das heißt aber: Alle 
Schichtlinien parallel zur xy-Ebene sind untereinander kongruent; 
man erhält sie, wenn man die x y-Spurellipse derart parallel zur x y-Ebene 
verschiebt, so daß ihr Mittelpunkt auf der z-Achse bleibt. Dadurch 
wird aber ein elliptischer Zylinder beschrieben, dessen Achse mit 
der z-Achse zusammenfällt. Mit anderen Worten: Die Gleichung 

xz yz 
az + 7)2 = 1 

ist die Gleichung der Mantelfläche eines elliptischen Zylin
ders, dessen Achse mit der z-Achse zusammenfällt und dessen Mantel
linien folglich parallel zu dieser sind. Dieses Ergebnis konnten wir 
einfacher mit dem in (148) S. 441 abgeleiteten Satze sofort aus der 
Gleichung ablesen, da in ihr z überhaupt nicht vorkommt. 

zZ 
Ist a = b = oo, so lautet die Gleichung 2 = 1, welche in die 

c 
beiden Gleichungen z = ±c zerfällt; das Ellipsoid geht über in das 
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Paar der durch die Punkte C und C' zur xy-Ebene gelegten Parallel
ebenen. 

Ist b = a, so lautet die Gleichung 

x2 + y2 z2 
~ - +C2=l. 

Die xy-Spurlinie 

z=O, 

ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt 0 und dessen Halbmesser a ist. Die 
Schichtlinie 

ist em Kreis, dessen Mittelpunkt auf der z-Achse liegt und dessen 
Halbmesser gleich 

al/I -~ 
ist. Das Ellipsoid von der Gleichung 

x2 + y2 z2 
-a~ +C2= l 

ist ein Umdrehungsellipsoid, dessen Drehachse die z-Achse ist; 
es entsteht dadurch, daß die Ellipse mit den Halbachsen a und c um die 
letztere rotiert. Ist außerdem c = oo, so artet das Umdrehungsellipsoid 
in die Mantelfläche eines geraden Kreiszylinders aus, dessen 
Achse die z-Achse ist, und dessen Grundkreis den Halbmesser a hat; 
ihre Gleichung ist 

xz + y2 
- 2- =l. 

a 

Ist schließlich a = b = c, so sind alle Spurlinien Kreise vom Halb
messer a, ebenso alle Schichtlinien Kreise. Die Fläche kann in bezug 
auf jede der drei Koordinatenachsen als Umdrehungsfläche angesprochen 
werden. Sie ist eine Kugelfläche, deren Mittelpunkt 0, und deren 
Halbmesser a ist; ihre Gleichung lautet x 2 + y2 + z2 = a 2• Zu dieser 
Gleichung können wir noch auf einem anderen Wege gelangen. ·Da 
nämlich die Kugelfläche der Ort der Punkte ist, welche von einem festen 
Punkte 0, dem Mittelpunkte , einen gegebenen Abstand a, den Halb
messer, haben, so müssen die Koordinaten x/ y/ z eines Punktes P dieser 
Fläche die Bedingung erfüllen x 2 + y2 + z 2 = a 2• 

2. 9) 

Die xy-Spurlinie dieser Fläche ist wiederum eine Ellipse ABA'B' 
von der Gleichung 

Z = Ü, 

2* 
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(Abb. 241). Die yz-Spurlinie dagegen ist eine Hyberbel von der 
Gleichung 

x=O, 

ihre reelle Achse ist demnach die y-Achse und ihre imaginäre Achse 
die z-Achse; der Asymptotenwinkel E ist durch die Gleichung bestimmt 

2 tgs = ~ [s. (136) S. 382]. Ebenso ist die xz

Abb. 241. 

Spurlinie eine Hyperbel von der Gleichung 

y=O, 

deren reelle bzw. imaginäre Achse die x- bzw. 
die z-Achse ist, und deren Asymptotenwinkel1J 

durch die Gleichung tg?] = ~ bestimmt ist. 
a 

Die Schichtlinie in der im Abstande z = z0 zur 
x y-Ebene parallelen Ebene hat die Gleichungen 

z = z0 , 

sie läßt sich umformen in 
x2 y2 

-,--(a 1---;/I=~=:~ r + ( b v 1 + ;~ r = 1 , 

ist also eine Ellipse, deren Mittelpunkt auf der z-Achse liegt, und deren 
Scheitel U, U', V, V', wie man sich leicht überzeugen kann, auf der 
xz- und auf der yz-Spurlinie liegen. Die Fläche wird demnach be
schrieben von einer Ellipse, welche, ihre Gestalt ändernd, sich beständig 
parallel zur x y-Ebene so bewegt, daß ihre Scheitel auf den beiden in 
der xz- bzw. in der yz-Ebene gelegenen Hyperbeln wandern. Sie heißt 
das einschalige Hyperboloid; die Ellipse ABA' B' ist die Kehlellipse , 
die x- und die y-Achse sind die reellen und die z-Achse ist die ima
ginäre Achse dieser Fläche. 

Sonderfälle des einschaligen Hyperboloids: Ist c = oo, so 
lautet die Gleichung 

das Hyperboloid wird zum elliptischen Zylinder. Ist b = a, so 
lautet die Gleichung 

das Hyperboloid wird zum Umdrehungshyperboloid, dessen Dreh
achse die z-Achse und dessen Schichtlinien Kreise sind. Die Kehl-
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ellipsegeht in den Kehlkreis (z = 0, x2 + y 2 = a 2 ) über. Ist b = oo, 
so lautet die Gleichung 

die Fläche ist ein hyperbolischer Zylinder, dessen Mantellinien 
parallel·der y-Achse sind. Nähern sich alle drei Größen a, b, c der Null, 

aber derart, daß die Verhältnisse : = tg 1] und ~ = tg e, also die 

Winkel 'YJ und e konstant bleiben, so zieht sich die Kehlellipse immer 
mehr nach dem Anfangspunkte zusammen, und die xz- und die yz-Spur
hyperbeln schmiegen sich immer dichter an ihre Asymptoten an. Im 
Grenzfalle a = b = c = 0 selbst artet das Hyperboloid zu einer ellip
tischen Kegelfläche aus, deren Spitze in 0 liegt und deren Achse 
die z-Achse ist. Ihre Gleichung lautet 

x2tg21] + y2tg2e- z2 = 0; 

man erhält sie, wenn man Gleichung 9) mit c2 multipliziert, die Winkel1J 
und e einführt und schließlich c = 0 setzt. Der Kegel heißt der Asym
ptotenkegel des Hyperboloids von der Gleichung 9), da sich ihm 
das Hyperboloid, wie man bei Untersuchung der Schichtlinien beider 
Flächen erkennt, mit wachsendem z dichter und dichter anschmiegt. 

x2 y2 z2 
3. - a2 - b2 + C2 = l. 10) 

.. • x2 y2 
Fur z = 0 1st - a2 - b2 ·= l : es gibt 

keinen Punkt, dessen Koordinaten diese 
Gleichung erfüllen; daher hat unsere 
Fläche keine xy-Spurlinie. Für x = 0 

2 2 

ist - ~2 + :2 = l: die yz- Spurlinie 

ist eine Hyperbel, deren reelle Achse 
die z-Achse, deren imaginäre Achse die 
y-Achse ist und deren Asymptoten
winkel gegen die y-Achse durch die 

Gleichung bestimmt ist: 
c 

tge = b' 
Ebenso ist die xz-Spurlinie eine Hy
perbel, deren reelle Achse die z-Achse 
und deren imaginäre Achse die x-Achse 
ist, und deren Asymptotenwinkel gegen 
die x-Achse durch die Gleichung be-

z 

Abb. 242. 

stimmt ist: tg 1') = ~. Die Schichtlinie z = z0 hat die Gleichung 
a 

x2 y2 

(aJI:~-~r+ (by;;-~r=l. 
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Solange ~ > c2 ist, ist sie eine Ellipse, deren Scheitel auf der xz- bzw. 
auf der yz-Spurhyperbel liegen. Ist zö < c2, so gibt es keine Schicht
linie; für z0 = ± c artet sie in die beiden Scheitelpunkte 0 und 0' 
aus. Die Fläche ist das zweischalige Hyperboloid. Die x- und die y-Achse 
sind die imaginären, diez-Achseist die reelle Achse. 

Sonderfälle des zweischaligen Hyperboloids: Ist a = oo, 
so lautet die Gleichung 

y2 z2 

-1>2+&= l; 

die Fläche ist ein hyperbolischer Zylinder, deren yz-Spurhyperbel 
mit derjenigen des Hyperboloids übereinstimmt, und deren Mantellinien 
parallel der x-Achse sind. Ist außerdem noch b = oo, so lautet die 

2 

Gleichung ; ___:__ l, die man in die beiden Gleichungen z = ±c auf-c 
lösen kann; die Fläche besteht aus den beiden durch die Punkte 0 und C' 
parallel zur xy-Ebene gelegten Ebenen. Nähern sich a, b, c gleich-

zeitig dem Werte Null, jedoch so, daß die Verhältnisse ~ = tg1] und a 
-6 = tg s, also auch die Winkel 17 und s erhalten bleiben, so geht die 

Gleichung über in 
- x2 tg21]- y2 tg2c + z2 = 0; 

das Hyperboloid geht in den nämlichen Kegel über wie oben das ein
schalige Hyperboloid. Dieser Kegel ist auch für dieses zweischalige 
Hyperboloid Asymptotenkegel, wie der Leser durch Untersuchung 
der Schichtlinien beider Flächen selbst feststellen möge. 

Obgleich die Gleichungen 6), 9), 10) sich nur in Vorzeichen unter
scheiden, zeigen die drei Flächen, das Ellipsoid , das eins c h a li g e 
und das zweischalige Hyperboloid ganz verschiedene Gestalten. 
Und dennoch findet zwischen ihnen ein stetiger Übergang statt. Das 
Ellipsoid geht (für c- oo) über in den elliptischen Zylinder, aus diesem 
entwickelt sich das einschalige Hyperboloid (oo- c), aus diesem der 
Asymptotenkegel (a, b, c _., 0); dieser wird zum zweischaligen Hyper
boloid (0- a, b, c), aus dem sich das Ebenenpaar entwickelt (a, b- oo), 
und dieses geht schließlich wieder in das Ausgangsellipsoid ( oo- a, b) ü her. 

(151) b) Eine Fläche, deren Gleichung im räumlichen rechtwinkligen 
Koordinatensystem von der Form 

z = Ax2 + ßy2 ll) 

ist, hat die yz-Ebene zur Symmetrieebene; denn zu einem bestimmten 
Wertepaare y, z gehören stets zwei einander entgegengesetzt gleiche 
Werte: ~-· _ _ · 

X = ±V~- ~y2 . 
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Aus dem gleichen Grunde ist auch die xz-Ebene Symmetrieebene 
dieser Fläche. Folglich ist die z-Achse als die Schnittgerade beider 
Symmetrieebenen eine Achse der Fläche und der Nullpunkt als der 
einzige Schnittpunkt dieser Achse mit der Fläche ihr Scheitel. Die 
Gestalt der Fläche wjrd im wesentlichen durch 
die Vorzeichen der Konstanten A und B be
stimmt. Von den zunächst möglichen vier Fällen 
{s. nebenstehende Tabelle) läßt sich leicht4 auf 1 
und 3 auf 2 zurückführen. 4 ergibt die an der 

A 
B +1- +I + + -

xy-Ebene gespiegelte Fläche l; 3 entsteht aus 2 durch Vertauschen der 
Rollen von x und y. Bedeuten a und b zwei absolute (positive) Strecken, 
so brauchen wir also nur die beiden Flächen zu untersuchen, die als 
Gleichung 

oder 
x2 y2 

z =- -- + --
2a 2b 

haben. Die beiden Flächen haben - im Gegensatz zu den bisher be
trachteten - keinen Mittelpunkt; man bezeichnet sie daher als die 
mittelpunktslosen Flächen zweiter Ordnung. 

l. 
x2 y2 

z = 2a + 2b · 12) 

Die xy-Spurlinie hat die Gleichungen 

z = 0, 

Die letzte Gleichung kann aber, da a > 0 und b > 0 sein soll, nur durch 
dasWertepaar 010 erfüllt werden; die Fläche hat also mit der x y-Ebene 
nur einen Punkt, den Koordinatenanfangspunkt gemeinsam. Die 

2 

yz-Spurlinie hat die Gleichung x = 0, z = ~b; f 
die yz-Spurlinie ist also eine Parabe l , deren 
Scheitel in 0 liegt, deren Achse die z-Achse und 
deren Parameter gleich b ist (Abb. 243). Die 

x2 . 
xz-Spurlinie hat die Gleichung y = 0, z = 2 a; 

sie ist eine Parabel, deren Scheitel 0, deren 
Achse wiederum die z-Achse und deren Para
meter a ist. Die zur Ebene z = z0 gehörige 
Schichtlinie hat die Gleichungen 

x2 y2 
Z = Zo, (y2az0) 2 + (y2bz0 ) 2 = l; Abb. 243. 

sie ist also eine Ellipse, deren Mittelpunkt 0' auf der z-Achse liegt 
und deren Scheitel 

U (y2a Zc; I 0 I z0), U' (- yiaz~ I 0 I z0), V (}"2bz0 I 0 [ z0), V' (- y:Z b-z~ I 0 [ zo) 
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auf den entsprechenden Spurparabeln liegen. Die Fläche wird demnach 
von einer Ellipse beschrieben, die - beständig parallel zur xy-Ebene 
und ihre Gestalt ändernd - sich so bewegt, daß ihr Scheitel' auf den 
beiden Spurparabeln wandern. Die Fläche wird elliptisches Paraboloid 
genannt. 2 

Im Sonderfalle a = oo. lautet die Gleichung z = JL · die Fläche 2b' 
ist zu einem parabolischen Zylinder geworden, dessen yz-Spurlinie 
die gleiche geblieben ist und dessen Mantellinien parallel der x-Achse sind. 

2. 13) 

Die xy-Spurlinie hat die Gleichung 

z = 0 , 
x2 y2 

- -- +- ----=0· 
2a 2b ' 

letztere läßt sich in die beiden Gleic~ungen zerlegen 

; =±V~· 

Abb. 244. 

Die xy-Spurlinie besteht demnach aus zwei Geraden, welche, durch 0 
gehend, mit der x-Achse den Winkel cx. einschließen, wobei 

tgcx.=V: 

ist. Die yz-Spurlinie hat die Gleichung 

X = 0, 
y2 

z = ---- . 
2b' 
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sie ist. also die gleiche Parabel wie im Falle l. Die xz-Spurlinie hat 
die Gleichung x2 

y=O, z=-2a; 

sie ist also kongruent mit Parabel von 1, nur nach der negativen 
z-Achse geöffnet. Die zu z = z0 gehörige Schichtlinie hat die Gleichung 

x2 y2 
- - +-=1 2az0 2bz0 • 

Für z0 > 0 ist sie eine Hyperbel, deren Mittelpunkt 0' auf der z-Achse 
gelegen ist und deren reelle Achse parallel zur y-Achse läuft; ihre 

Scheitel V(O I y2bz0 I z0 ) und V'(O l-y2bz0 I z0 ) liegen auf der yz-Spur
parabel. Für z0 < 0 ist sie eine Hyperbel, deren Mittelpunkt 0' ebenfalls 
auf der z-Achse liegt, deren reelle Achse dagegen parallel zur x-Achse 

läuft und deren Scheitel u qr=2azo I 0 I Zo) und U'(- v- 2azo I 0 I Zo) 
auf der xz-Spurparabel liegen. Die Asymptoten jeder Schichtlinie 
sind parallel zu den beiden xy-Spurgeraden, wie man leicht durch 
Rechnung findet. Die Fläche wird demnach von einer Hyperbel be
schrieben, die- beständig parallel zur xy-Ebene -unter Beibehaltung 
ihrer Asymptoten sich so bewegt, daß ihre Scheitel auf den Spurparabeln 
gleiten. Die Fläche wird das hyperbolische Paraboloid genannt. 

Im Sonderfalle a = oo lautet seine Gleichung - iri Übereinstimmung 
2 

mit dem Falle l. - z = % b ; die Fläche ist also der gleiche parabolische 

Zylinder. Wir haben damit auch für diese beiden anscheinend ganz 
verschiedenartigen Flächen einen Übergang gefunden. 

Wir wollen schließlich durch 
eine Koordinatentransformation 
dem hyperbolischen Paraboloid 
eine andere Gleichung zuordnen. 
Als ~-Achse wollen wir die eine 
und als 17-Achse die andere 
Spurgerade des Paraboloids in 
der x y-Ebene wählen, während 
die (-Achse mit der z-Achse zu
sammenfallen möge. Die z-Ko
ordinate bleibt demnach völlig 
unberührt; es ist also z = C. Die 
Transformationsformeln für x 
und y ergeben sich aus Abb. 245 

zu: x = (~- 17) cosx und 

X 

Abb. 245. 

y = (( + 17) sin x 

[vgl. (112) S. 305]. Dadurch geht Gleichung 13) über in 

C = (~ + n)Z sin~ _ (~ _ n) 2 cos2~. 
"1 2b "1 2a 
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Da aber 

also 
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tgiX = ~' 

. {b 
SlniX=,~ , 

r a + b 

v--a 
COS iX = I 

l a + b 

(152) 

ist, so erhalten wir weiter 

1: =a+b, .. 
ro'Y) 2 "' 

13') 

Gleichung 13') ist nun aber technisch von größter Bedeutung (Gay
Lussacsches Gesetz usw.); ihr Bild ist also ein hyperbolisches Paraboloid. 

§ 2. Strecken und Winkel im räumlichen rechtwinkligen 
Koordinatensysteme. 

(152) Ein Punkt P (Abb. 246) mit den Koordinaten x I y I z habe von 
0 den Abstand r; OP = r schließe mit den Koordinatenachsen die 

X 

z Winkel -1: (x r) = iX, -1: (yr) = ß, 
-1: (z r) = y ein. iX, ß, y sind die 
Richtungswinkel, r ist der 

p Betrag des Vektors OP = r. Da 

--2 
OP' = x2 + y2 

und 
OP2 = OP' 2 + z2 

y . t . 
IS , SO ISt 

Abb. 246. od" ': = ;~,:~;.: ::.) 14a) 

Ferner folgt aus dem bei PY rechtwinkligen Dreieck OPYP die Be

ziehung cos ß = }!__, und mithin besteht die Formelgruppe r 

X 
COSiX = r ' cosß = JL, 

r 
z 

cosy = ; · l4b) . 

Formel14a) gibt den Betrag des durch P bestimmten Vektors r, l4b) 
seine Richtungswinkel, ausgedrückt durch die Koordinaten von P. 
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Sind andererseits Betrag r und die Richtungswinkel IX, ß, y des 
in 0 beginnenden Vektors r gegeben, so folgt für die Koordinaten seines 
Endpunktes P 

x = rcosa, y = rcosß, z = rcosy. 15) 

Setzen wir diese Werte in Gleichung l4a) ein, so erhalten wir nach 
Division durch r 2 die Beziehung 

16) 

Gleichung 16) sagt aus, daß die drei Richtungswinkel nicht voneinander 
unabhängig sind, sondern daß durch (irgend) zwei derselben der 
dritte - abgesehen von dem Quadranten - bestimmt ist. 

Weiterhin folgt aus den Gleichungen 16) mit Hilfe von 15) die 
Formel 

r = x cos a + y cos ß + z cos y . 17) 

Formel 17) wird als der Projektionssatz des Raames bezeichnet. 
Da nämlich xcoscx die Projektion der X-Koordinate von P auf den 
Vektor r ist, so sagt er aus: 

Projiziert man die drei Koordinaten des Endpunktes 
eines in 0 beginnenden Vektors auf diesen, so ergibt die 
Summe dieser Projektionen den Betrag des Vektors. 

Da man x, y, z als die Projektionen des Vektors r auf drei zueinander 
senkrechte Gerade auffassen kann, so läßt sich der Projektionssatz 
auch folgendermaßen aussprechen: 

Projiziert man einen Vektor auf drei zueinander senk
rechte Achsen und diese Projektionen wiederum auf den 
Vektor, so ist die Summe der letzten drei Projektionen 
gleich dem Betrage des Vektors. 

Anwendung auf Zusammensetzung und Zerlegung von räumlichen 
Kräften, die in demselben Punkte angreifen! 

Beispiele. Hat P die Koordinaten 2 j -4j5, so ist nach 14) 

r = 3 y5 = 6,7082, 

ß = 126 ° 36' 14", y = 41 °48'32". (Modell!) 

Sind gegeben r = 51, IX = 38 o 19', ß = 105 o 17', und soll y stumpf 
sein, so berechnet sich y aus Formel 16) zu I' = 124 o 8', und aus 
Formeln 15): 

x = 40,015, y = -13,443, z = -28,621. (Modell!) 

Liegt der Anfangspunkt des Vektors r nicht in 0, sondern in einem 
beliebigen Punkte P 1 (x1 1 y1 i z1) (freier Vektor) , und der Endpunkt in 
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P2(x2!Y2!z2) (s. 
Richtungswinkel 
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A:bb. 247), so berechnen wir den Betrag r und die 
IX, ß, y in folgender Weise. Wir verschieben das 

X 

z tt 
I 
I 

~~--+---------~y 
Zz 

Yz 

Abb. 247. 

Koordinatensystem, so daß sein 
Nullpunkt im Anfangspunkte P1 

des Vektors liegt und die neuen 
Achsen, die ~-, 1}-, C-Achse, 
parallel der x-, y-, z-Achse sind. 
Dann sind die Koordinaten von 
P 2 im neuen Systeme 

~ = x2- xl, 1J = Y2- Y1• 

C = Z2- Z1. 

den Nullpunkt, folglich gelten 

Im ~rJC-Systeme fällt aber der 
Anfangspunkt des Vektors m 

die Formeln 14) ; es ist 

r = y~2 + 1J2 + C2, 
$ 

cos~t = r' .cosß = '!!_, 
r 

cosy = _f 
r 

oder 

Die Formeln 18) berechnen den Betrag und die Richtungswinkel des 
freien Vektors aus den Koordinaten seines Anfangs- und seines End
punktes. Wir verstehen dabei unter den Richtungswinkeln eines 
freien Vektors die Winkel, die er mit den durch seinen Anfangspunkt 
gezogenen Parallelen zu den Koordinatenachsen einschließt. 

X 2 - x1 , y2 - y1 , z2 - z1 sind die Projektionen des freien Vektors 
auf drei zueinander senkrechte Gerade; sie ergeben sich aus dem Betrage r 
und den Richtungswinkeln IX, ß, r des Vektors mittels der Formeln 

x2 - x1 = rcosiX, y2 - y1 = rcosß, z2 - z1 = rcosr. 19) 

Beispiele: Der durch diebeidenPunkteA(I3I-8!4) und B(5III9) 
bestimmte Vektor hat den Betrag 

r = f{5- 13)2 +(I+ 8)2 + (9- 4)2 = fl70 

und die Richtungskosinus 

8 
COSIX =- Jfl7()' 

9 
cosß = yi70' 

woraus sich die Richtungswinkel 

5 
COS')' = Yl70' 

0( = 127° 50' 45", ß = 46° 20' 55", ')' = 67° 27' 0" 

ergeben. 
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Die beiden Punkte A (13 ) -814) und B(5 l 1)9) mögen zwei Eck
punkte eines Tetraeders sein, das wir in der . Folge ständig be
nutzen werden; wir wollen es als unser Tetraeder T bezeichnen. 
Die beiden anderen Ecken sollen sein 0(21!-7)-ll) und D(l! -2!4). 
Der Leser stelle sich ein Koordinatenmodell her und lege in dieses 
das Tetraeder T hinein, um die Rechnungsergebnisse nachprüfen zu 
können. - Berechne Länge und Richtung der übrigen Tetraederkanten! 

(153) Zwei von 0 ausgehende cx1!ß1/}'t 
Strahlen mögen durch ihre Rich
tungswinkel 

(cx.li ß1! r,) und (cx.2) ß2! Y2) 

gegeben sein (s. Abb. 248); wir 
wollen den Winkel {} bestimmen, 
den sie miteinander einschließen. 
Zu diesem Zwecke wählen wir auf 
dem einen Strahle einen beliebigen 
Punkt P 1 durch OP1 = r1 ·und auf 

X 

z 

Abb. 248 . 

dem anderen Strahle einen beliebigen Punkt P 2 durch OP2 = r2 • Die 
Länge s = P1 P 2 ergibt sich aus dem Dreieck OP1P2 nach dem Ko
sinussatze zu s 2 = r~ + r~ - 2 r1 r2 cos {}. Sind x 1 ) y1 1 z 1 und x 2 1 y2 1 z 2 

die Koordinaten von P 1 bzw. P 2 , so ist 

~ = x~ + Yi + zL r~ = ~+ Y~+z~ 
und nach 18) 

s2 = (x2 - x1)2 + (y2 - Yt)2 + (z2 - z1)2. 

Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir 

~- 2x1 x2 + ~ + y~ - 2y1 y2 + Yi + ~ - 2z1 z2 + zi 
= ~ + Yi + z~ + ~ + y~ + z~ - 2 r 1 r 2 cos {} 

und hieraus 

Da nach 15) 

x 2 = r2 cosa2 , y2 = r2 cosß2 , 

ist, so folgt nach Dividieren durch r1 r2 

z1 = r1 cosy1 , 

z2 = r2 cosr2 

~{} = ~~~~ + ~~~~+~h~h· ~ 

Mit Gleichung 20) ist die gestellte Aufgabe gelöst. Dabei können wir 
uns noch von einigen anfangs gemachten Annahmen frei machen. Erstens 
nämlich gilt Gleichung 20) auch dann noch, wenn die beiden Strahlen 
nicht von 0, sondern von einem ganz beliebigen Punkte P ausgehen, 
da die Ableitungen die gleichen bleiben, wenn man die Parallel-



458 Analytische Geometrie des Raumes. (153) 

verschiebung des Koordinatensystems nach P vorgenommen hat. Und 
zweitens gilt sie auch noch für den Winkel zweier sich kreuzender 
Strahlen; hierunter versteht man den Winkel, den zwei von irgend
einem Punkte P aus gezogene Parallelen zu den Strahlen miteinander 
einschließen. Zu beachten ist dabei aber stets, daß zwischen den drei 
Winkeln lXI> ß1> y1 und ebenso zwischen den drei Winkeln lX2 , ß2 , y2 

die Beziehung 16) bestehen muß. 
Beispiele. a) Welchen Winkel schließen die beiden Strahlen 

(60 ° /45 o jl20 °) und (30 o /60 o /90 °) miteinander ein 1 Es ist 

cos{} = t · t {3 + t y2 · -~ + ( ~ t) · 0 = 1 (-y3 + y2); 
{} = 38° 8' 54". 

b) In unserem Tetraeder T hat die Kante AB (s. oben) die 
Richtungskosinus 

8 9 5 
- fl70' Jfi70' vi7o' 

die Kante AG die Richtungskosinus 

8 1 15 

y290' y29-ö' - y'290 . 

Folglich ist der Winkel {}, den beide miteinander einschließen, bestimmt 

durch -64 + 9 - 75 13 
cos{} = ----=--~ = - -= -

y'29o • y170 y 29. 17 

und daher {} = 125 o 50' 17". - Unter welchem Winkel kreuzen sich 

die Kanten AD und BO 1 AD hat die Richtungskosinus- -f= I }-I 0, 
4 I 2 I 5 . ,5 y5 

B 0 dagegen sy'Ö ·- 3 y5 - 3y5 ; also 1st 

-8-2 -2 
cos{} = 15 = 3 und {} = 131 ° 48'39". 

Bestimme die übrigen Neigungswinkel der Tetraederkanten gegen ein
ander! 

c) Liegt OP1 in der xz-Ebene, so daß ß1 = 90°, y1 = 90° - lX 1 

ist, und OP2 in der xy-Ebene, so daß ß2 = 90 ° - cx2 , y 2 = 90 ° ist, 
so ist nach 20) 

21) 

Formel 21) sagt aus: In jeder rechtwinkligen dreiseitigen Ecke ist 
der Kosinus der Hypotenuse gleich dem Produkte aus den Kosinus 
der beiden Katheten. 

Multiplizieren wir Gleichung 20) mit r2 , so erhalten wir unter 
Berücksichtigung der Formeln 15) die neue Gleichung 

22) 
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die als die verallgemeinerte Projektionsgleichung bezeichnet 
wird. Sie sagt aus: · 

Eine Strecke r2 wird auf eine Richtung (1X1 [ß1 [ rd projiziert, 
indem man ihre zu drei b~lie bigen untereinander senk
rechten Richtungen gehörigen Komponenten x2 , y 2 , z2 auf 
diese Richtung projiziert und diese Projektionen addiert. 

Durch zwei von einem Punkte ausgehende Strahlen ist eine Ebene 
bestimmt; diese schließe mit den Koordinatenebenen, der yz-, der 
z X- und der X y-Ebene der Reihe nach die drei Winkel A' B ' r ein. 
Sie heißen die Stellungs winke 1 der Ebene und sind gleich den Winkeln, 
welche irgendeine Normale zur Ebene mit der x-, der y- und der z-Achse 
bildet. Es muß möglich sein, die Stellungswinkel A, B, r der 
Ebene aus den Richtungswinkeln der die Ebene bestimmen
den beiden Strahlen zu berechnen; hierzu wollen wir nun über
gehen. 

Wir verlegen zu diesem Zwecke den Anfangspunkt der beiden Strahlen 
in den Koordinatennullpunkt (s. Abb. 248) und wählen auf ihnen 
je einen beliebigen Punkt P 1 bzw. P 2 ; ihre xy-Projektionen seien 
P~ und P~. Nun ist der Flächeninhalt des Dreiecks OP1 P 2 nach dem 
Sinussatze 

F = -~- r1 r 2 • sinß; 

demnach ist der Inhalt seiner x y-Projektion, also des Dreiecks OP{ P~: 

F' = ir1r2 • sinß · cosr. 

Da aber der Inhalt von OP!P~ nach Formel 12) in (108) auch durch 

F' = 1· (X1Y2- X2Yl) 

wiedergegeben wird, so ist mit Berücksichtigung der Formeln 15) 

t r1 r2 sin ß cos r = t r1 r2 (cos 1X1 cosß2 - cos1X2 cosß1) 

und demnach 
sinßcosr = cos1X 1 cosß2 - cos1X2 cosß1 , 

zu der sich durch zyklische Vertauschung noch zwei weitere Formeln 
gesellen, so daß wir die Formelgruppe erhalten: 

sinßcosA = cosß1 cosy2 - cosß2 cosy1 , l 
sin ß cos B = cosy1 cos1X2 - cosy2 cos1X1 , 

sin ß cos I = cos 1X1 cos ß2 - cos IX2 COS ß1 • 

23) 

Da durch Formel 20) der Winkel ß bestimmt ist, liefern uns die 
Formeln 23) die Stellungswinkel A, B, I der zu den beiden Strahlen 
(1Xll ß1 [ Y1) und (1X 2 [ ß2 [ y2) und damit auch untereinander parallelen 
Ebenen; damit ist die oben gestellte Aufgabe gelöst. 
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Beispiele. a) Welches sind die Stellungswinkel der Ebenen, welche 
den beiden 'Strahlen (60 o 145 o 1120°) und (30 o 160 o 190 °) parallel sind 1 
Da in diesem Falle (s. oben) 

cosfJ = t (.y3· + y2) , 
also {} = 38 o 8' 54" und 

ist, so ist 

und daher 

. {} (11~ sm = 4 

sinfJcosA = t"V2· 0- t · ( -t) = t, 
sin {} cos B = - {- · l y'3- 0 ·1 = - t y'3, 
sin{} cosr = l· -}- -~-f3·1f2 = t(l- l'ß) 

1 
cosA = . , . fll- 2y6. 

y3 
cosB = --- - -, 

J'u- 2V6 

t'6- 1 
cosr=- ' 

yu- 2 {6 

also 
A = 66° 7' 4", B = 134 o 31' 32", r = 125° 56' O". 

b) Die Stellungswinkel der Seitenfläche ABC unseres Tetraeders T 

berechnen sich, da cosBAC = cos{} =- .~, demnach sin# = } 8 

~w rW rW 

es ist also 
cosA = -~-I cosB =--}I cosr = - t; 

A = 141 o 3' 30", B = r = 116 o 23' 17". 

z (154) Anwendung: In 
Abb. 249 soll die in der 
x y -Ebene gelegene Ge
rade OT, welche mit der 
y-Achse den Winkel iX ein
schließt, eine Welle darstel
len; mit ihr ist rechtwinklig 

(] V verbunden eine Gerade 
~-----l::......tL:~---r---'---Y CA ( <J: TCA =IR). Ferner 

X 

Abb. 249. 

T 

soll die in der y-Achse 
liegende Gerade CG eine 
Welle darstellen, mit wel
cher rechtwinklig die Ge
rade OB verbunden ist 

( <J: GCB = l R). Schließlich sind die beiden Geraden CA und OB 
ebenfalls in der Weise starr miteinander verbunden, daß sie in jeder 
Lage aufeinander senkrecht stehen. Fassen wir die Welle CT als 
treibende Welle auf, so ist die Welle CG die getriebene Welle, da. 
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infolge der geschilderten Verbindungen die Drehung um CT eine 
ganz bestimmte Drehung um CG zur Folge haben muß. Liegt im 
Sonderfalle CA in der xy-Ebene in der Lage CA0 , so muß OB in der 
Lage CB0 auf die z-Achse zu liegen kommen. 

Im allgemeinen Falle möge CA mit der xy-Ebene den Winkel 
{} = A 0 CA einschließen; dies hat zur Folge, daß OB mit der z-Achse 
den Winkel {}' = B 0 CB bildet. Es soll unsere erste Aufgabe sein, 
den Zusammenhang zwischen den beiden Winkeln {} und {}' zu unter
suchen. 

In der allgemeinen Lage mögen dem Strahle CA die Richtungs
winkel ~1 , ß1 , y1 zukommen. Da die x-Achse, CA und CA0 die Kanten 
einer an· der Kante CA rechtwinkligen dreiseitigen Ecke bilden, deren 
Katheten XCA 0 = <X und A 0 CA = {} sind, so ist die Hypotenuse 
XCA = <X1 nach 21) bestimmt durch cos<X1 = cos<X cos{}. Ferner ist, 
wie man aus der von den Kanten CA0 , CA und der y-Achse gebildeten, 
an der Kante CA0 rechtwinkligen dreiseitigen Ecke - ihre Katheten 
sind A 0 CA = {} und YCA 0 = 90° + <X - erkennt, 

cos YCA = cosß1 = -sin<X cos{}. 
Schließlich ist 

y1 = 90°-,. {} = B0 CA. 

Der Strahl OB möge die Richtungswinkel <X2, ß2 , y2 haben, wobei, 
wie man leicht erkennt, 

<X2 = 90 0 + {}', 
ist. Da nun die beiden Strahlen CA und OB den Winkel 90° mitein
ander einschließen, so folgt aus Formel 20): 

oder 

oder 

d.h. 

cos90° = cos<X1 cos<X2 + cosß1 cosß2 + cosy1 cosy2 

0 = cos <X cos{} • cos(90° + {}') + (- sin <X cos{}) · cos90° 
+ cos (90- {}) cos {}' 

- cos <X cos {} sin {}.' + sin {} cos {}' = 0 , 

tg{} = cos<X tg{}' oder 

So ist beispielsweise 

ctg {}' = cos <X • ctg {} oder tg {}' = tg f} • 
COS <X 

für <X= 30°: 

für <X= 60°: 

ctg{}' = l y3. ctg{}, 

ctg{}' = tctg{}', 

tg{}' = tr3tg{}; 

tg{}' = 2tg{}. 

Die nachfolgende Tabelle enthält die Zusammenstellung zueinander
gehöriger Werte {} und {}' und ihrer Differenzen : a) für <X = 30 o, 

b) für <X = 60°. 

Wicke, Ingenieur-Mathemat ik JI. 3 
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/}= oo 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 

{ {Y = oo 49° 6'24" 90° 130 ° 53' 36" 180° 229° 6'24" 270° 310° 53'36" 
IX = 30° {Y _ I} = oo 4 ° 6'2411 oo -4° 6'24" oo 4° 6'24" oo -4° 6'24" 

{ {Y- oo 63°26' 6" 90° 116 ° 33' 54" oo 243°26' 6" 270° 296°33'54" 
IX = 60° {Y _ I} :: oo 18 ° 26' 6" oo -18°26' 6" oo I 18°26' 6" oo -18°26' 6" 

Wir erkennen, daß die Differenz {}'- {} bei einer Umdrehung 
der Wellen hin und her schwankt; sie muß demnach für bestimmte 
Stellungen einen Größtwert annehmen, den wir jetzt bestimmen 
wollen. 

{}'- {} wird gleichzeitig mit tg(W- {}) ein Maximum. Nun ist 

tgl} - tgl} 
t ({}' _ {)) = tg{JI -_~g_i_ = ~- = tg I} ( 1 - COS IX) 
g 1 + tgl}' tgl} 1 + tg2 ~ tg21} + COS IX 

COSIX 

Dieser Ausdruck wird ein Maximum, wenn sein Differentialquotient 
nach tg{} gleich Null wird. Es muß demnach sein: 

(tg21} + cos <X)- tgl} · 2tgt'J (1 - ) _ 0 t 2 .{) _ tg{} = jlcos ~, 
(tg2t'J+cos<X)2 COS1X- , g -COS1X, ""' 

Q/ 1 tgv = -:= , 
Vcosa: 

1 1 - COSIX 
[ tg ( J9i - -{}) ]max = -,1---=- · 

2yCOSIX 

So wird für 1X = 30 ° diese Differenz am größten, wenn 

tgß = 0,93062' {}' = 47°3'30", 
also 

(ß' - ß)max = 4 ° 7' 0". 

ist. Für 1X = 60 o sind die entsprechenden Werte 

-{} = 35 ° 15' 53", -{}' = 54 ° 44'7", 
also 

({}'- ·{})max = 19°28'15". 

Unter dem Übe'rsetzungsverhältnis 'ljJ ist das Verhältnis der 
Umlaufszahl der getriebenen und der treibenden Welle, also das Ver
hältnis ihrer Winkelgeschwindigkeiten zu verstehen. Ist w die Winkel
geschwindigkeit der treibenden, w' die der getriebenen Welle, so ist 

w' 
'ljJ = - . Nun ist 

w 

also 

Da 

dl} 
(J) = ([{' 

d{Y 
w' = ([{' 

dl}' 
'ljJ = df}. 

t {)! = tgl} . 
g COBIX 
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ist, so ist 

tg{} 
darctg--

cos a 1 cos cx cos a 
1p=--ri{)- - =(1· tg2{}) 2 {} = cos2 a cos2 {} + sin2 {} = 1-sin2a co82ß. · + - ·- cosa cos 

cos2 a 

Da nach einem vollen Umlauf der treibenden Welle auch die ge
triebene Welle einen vollen Umlauf ausgeführt hat, das Übersetzungs
verhältnis aber mit f} veränderlich ist, so schwankt das Übersetzungs
verhältnis 1p zwischen Werten, die kleiner, und solchen, die größer 
als 1 sind. Für einen bestimmten Wert von f} wird 1J' = 1 sein, d. h. 
es werden beide Wellen gleiche Winkelgeschwindigkeiten w' = w 
haben; für einen anderen Wert wird 1p einen kleinsten, für einen 
dritten 1p einen größten Wert annehmen. Wir wollen auch diese Winkel{) 
noch bestimmen. 

Damit lfJ = 1 wird, muß 

1 - sin2 C%:cos2 ß· = cosC%: , 
also 

l - COSiX 1 
cos2 f} = - ,--- = - - --

sm2a l + cos a ' 
demnach 

1 
cosf} = ... 

Y1 + cos a 
oder tg {} = r cos (X 

sein. f} ist mithin derselbe Winkel, für den die Differenz {}'- {} ein 
Maximum ist (s. oben), ein Ergebnis, das völlig einleuchtend ist. 

Damit "P am größten bzw. am kleinsten wird, muß 1- sine\:cos2 f} 

am kleinsten bzw. am größten oder sin2 C%: cos2 f} und damit cos2f} am 
größten bzw. am kleinsten sein. Es l;lrgibt sich , daß für {} = 0 ° und 
{} = 180° "P am größten und .für {} = 90° und f} = 270° 1p am 
kleinsten wird ; und zwar ist 

für{J-=0° 

l 
"P = cosa COSC%: cosa 

COS C\: 
COS C\ 

Demnach schwankt das Übersetzungsverhältnis zwischen den Werten 
l 

cos iX und - - · 
COS iX ' 

für iX = 30° ist also 0,86603 < 1p < 1,15470, 

für iX = 60° 0,5000 < "P::;;;: 2,0000. 

3* 
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§ 3. Die Ebene und die räumliche Gerade. 
(155) A. Die Ebene. In (148) haben wir gefunden, daß jede lineare 
Gleichung in x, y, z die Gleichung einer Ebene ist: 

Ax + By + Cz + D = 0. 4) 

Andererseits sind jeder Ebene unendlich viele lineare Gleichungen zu
geordnet; kennen wir eine von ihnen, so ergeben sich die übrigen, in
dem wir die gegebene Gleichung mit irgendeiner von x, y, z unabhängigen 
Größe multiplizieren. Daß andererseits eine Ebene stets eine lineare 
Gleichung haben muß, erkennen wir folgendermaßen: 

Wir wissen, daß eine Ebene durch drei nicht in einer Geraden liegende 
Punkte P 1 (x1 ly1 lz1), P 2 (x2 IY2 Iz2), P 3 (x3 l y3 lz3) bestimmt ist. Nun 

lassen sich stets drei Verhältnisse ~, ~, ~ ermitteln, für welche 

A B C A B C 
15 X 1 + D y1 + 15 z1 + 1 = 0, 15 x2 + 15 y2 + 15 z2 + l = 0, 

A B C 
15 Xa + 15 Ya + 15 Za + 1 = 0 

ist. Wir brauchen nur diese drei linearen Gleichungen nach den drei Un

bekannten ~ , ~ , ~ aufzulösen. Dann wird also die lineare Gleichung 

A B C 
15 x + 15 y + 15 z + 1 = 0 oder A x + By + C z + D = 0 

von den Koordinaten der drei Punkte P 1 , P 2 , Pa erfüllt; da sie aber 
linear ist, ist sie die Gleichung einer Ebene; folglich ist sie die Gleichung 
der durch die drei Punkte P 1 , P 2 , Pa gehenden Ebene. Der Beweis 
versagt allerdings, wenn die Ebene durch 0 geht, da in diesem Falle 
D = 0 sein muß. Da jedoch wenigstens eine der anderen drei Größen 
A , B, C, z. B. A, von Null verschieden sein muß, so finden wir dann 
drei lineare Bestimmungsgleichungen mit den drei Unbekannten 

B C D d' S hl" . d . "b . d ' l . h . h A, A, A; 1e c usse sm 1m u ngen genau te g etc en w1e vor er. 

Wir haben weiter gefunden, daß, falls die Ebene 0 nicht enthält, 
aus 4) nach Division durch -D die Abschnittsgleichung 

X y Z -+ -- + - =1 a b c 
5) 

folgt, wobei a, b, c die Abschnitte sind, die die Ebene auf der x-, y-, 
z-Achse bildet. Da die Achsenabschnitte eine leichte räumliche Vor
stellung der Ebene gestatten, ist die Abschnittsgleichung überaus 
wertvoll. 

Beispiele. Bestimme die Gleichungen und die Achsenabschnitte 
der vier Ebenen unseres Tetraeders T! 
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Anleitung: Da B(5ll l 9), C(2ll-7 1-ll), D(l l -214) ist, so 
muß sein 

5A + B + 9C + D = 0, 21A- 7 B- llC + D = 0, 

A- 2B + 4C + D = 0. 
Hieraus folgt 

A =- -.}-3 D, B = -l3 D, C = - -i·3 D, 

so daß die Gleichung der Ebene A ,= B CD lautet: 

x- 8y + 4z- 33 = 0, 

und die Achsenabschnitte dieser Ebene sind: 

a = 33' b = -~v-' c = 13-ji . 
Die Gleichungen der Ebenen 8- ACD, r = ABD, ~ ~ ABC 

lauten: 

8) 3x + 6y + 2z + l = 0, r) X+ 2y- 2z + ll = 0, 

~) 7x+4y+4z-75=0. 

(156) Gegeben sei im rechtwinkligen Koordinatensystem eine 
Ebene E mit den Stellungswinkeln cx, ß, y, welche vom Nullpunkt 
den Abstand d haben möge, 
außerdem ein Punkt P mit den 
Koordinaten x l y !z; welches ist 
der Abstand n, den P von E hat ? 
(Abb. 250.) 

Wir verbinden 0 mit P und 
projizieren OP auf das von 0 
auf E gefällte Lot OD. Nach 
dem verallgemeinerten Projek
tionssatze [Formel 22)] ist die 
Länge OP' dieser Projektion, da 
OP' als Lot zu E die Rich
tungswinkel (cx I ß I y) haben muß: 

z 

X 

pt/~lß/;r) 
/ -- if:riY/z) 

Abb. 250. 

Hieraus folgt 
OP'= d + n = xcos.x + ycosß + zcosy. 

· n = x cos <X + y cos ß + z cos y - d. 24) 

Mit Formel 24) ist die gestellte Aufgabe gelöst. 
Ist d + n > d, also n > 0, so lehrt die Abbildung, daß 0 und P 

voneinander durch E getrennt werden; ist dagegen d + n < d, also 
n < 0, so liegen 0 und P auf der gleichen Seite von E. Somit entscheidet 
das Vorzeichen von n über die Lage von P bezüglichE. Ist schließlich 
im Grenzfalle n = 0, so muß P auf E liegen; dann müssen aber die 
Koordinaten von P die Gleichung erfüllen: 

X COS IX + y COS ß + Z COS y - d = 0. 25) 
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Diese Gleichung heißt die Stellungsgleichung der Ebene, da sie 
außer dem Abstande d von 0 die Stellungswinkel der Ebene verwendet. 

Kennt man demnach die Stellungsgleichung einer Ebene, so kann 
man den Abstand, den ein beliebiger Punkt von dieser Ebene hat, 
einfach dadurch finden, daß man in die linke Seite von 25) die Koordi
naten des Punktes an Stelle von x, y, z setzt. Der sich ergebende, 
im allgemeinen von Null verschiedene Wert von n ist dann der: gesuchte 
Abstand, und zwar entscheidet das n anhaftende Vorzeichen im oben 
angeführten Sinne über die Lage von P zu E. 

Um die allgemeine Gleichung der Ebene 4) in die Stellungs
gleichung 25) überzuführen, hat man zu bedenken, daß die Beiwerte 
der drei Veränderlichen in 25) die Bedingung erfüllen müssen: 

16) 

Wir werden daher 4) mit einer noch zu bestimmenden Größe R multi
plizieren, um zu erhalten 

ARx + BRy + ORz + DR = 0; 

soll dies die Stellungsgleichung sein, so muß nach 16) 

A2R2 + ß2R2 + Q2R2 = 1 

sein, woraus sich der Reduktionsfaktor 

R = - ·-=1=-== ±yAz+Bz+iJz 26) 

ergibt. Hierbei ist, da R · D = -d sein muß, wobei d eine absolute 
Größe ist, das Vorzeichen der Wurzel in 26) so zu bestimmen, daß 
es dem von D entgegengesetzt ist. Dann geht die allgemeine Gleichung 
über in die Stellungsgleichung 

A x+ . B Y+ C z+ D =0 
±yAz+Bz+cz ±JIAz+Bz+cz ±yAz+Bz+cz ±JIAz+Bz+cz ' 
und es ist 

A 
cos~= ~~~~~~ ±JIAz+Bz+cz' 

c 27) 

Die Gleichungen 27) gestatten, die Stellungswinkel der Ebene und 
ihren Abstand vom Nullpunkt aus den Konstanten der allgemeinen 
Ebenen-Gleichung 4) zu berechnen. 

Beispiele. Die Gleichung der Ebene A unseres Tetraeders T 
ist x- 8y + 4z- 33 = 0; ihr Reduktionsfaktor ist 

R = + yf2 + 82-t42 = +9; 
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die Stellungsgleichung von A lautet demnach 

t x + (- -B-)y + ~z -.3ifi = 0. 

467 

Aus ihr können wir ablesen, daß für die Stellungswinkel <X, ß, y dieser 
Ebene die Gleichungen bestehen: 

cos iX = ~- ' cos ß = - 4 ) cos y = t ' 
woraus sich <X = 83 o 37' 14", ß = 152 o 44' 2" , y = 63 o 36' 43" er
geben, und daß die Ebene A von 0 einen Abstand d = Jl,f- hat. Ferner 
läßt sich jetzt der Abstand des Eckpunktes A (131-814) von A, also 
die zu A gehörige Höhe des Tetraeders ermitteln; es ist 

ha = ~ ·13 + ( - -B-) • ( -8) + f· 4 -ß-j = +-21. 
(Das positive Vorzeichen sagt aus, daß die Ebene A zwischen den 
Punkten 0 und A hind~rchgeht.) (Im Anschluß hieran sei · erwähnt, 
daß wir jetzt auch den Rauminhalt des Tetraeders berechnen können. 
Da nämlich B'(5I1IOJ, 0'(21 1-710) , D'(1I-2 IO) die xy-Projektionen 
der Ecken B, G, D sind, so ist nach 13) in (108) der Inhalt des Dreiecks 
B' G' D' gleich 

}[5(-7 + 2) + 21(-2 -1)+ 1(1 + 7)]=-40; 

also ist der Inhalt der Grundfläche BGD des Tetraeders gleich 

-40 = -90 
COS )' ' 

und demnach der Inhalt des Tetraeders gleich 

t· (-90) . :Jj = -200' 

sein absoluter Betrag daher 200 Raumeinheiten. Dieses Ergebnis läßt 
verschiedene Nachprüfungen zu, da man zur Berechnung des Inhaltes 
des Dreiecks BGD auch die anderen Projektionen benutzen kann.) 

Bestimme die Stellungsgleichungen der übrigen Tetraederflächen, 
die Stellungswinkel, die Abstände von 0 , die Höhen des Tetraeders 
und seinen Rauminhalt! 

Wir können die Stellungsgleichung noch benutzen zur Bestimmung 
der beiden Ebenen W 1 und W 2 , welche die von den Ebenen E1 und E2 

eingeschlossenen Winke l h a lbieren. Diese Ebenen sind der Ort 
aller Punkte, welche von E1 und E2 gleichen Abstand haben. Sind 

xcosxl + ycosßl + z cosyl- al = 0 
und 

xcos<X2 + ycosß2 + zcos y2 - d2 = 0 

die Stellungsgleichungen von E1 und E2 , so sind 

n1 = X COS <'X1 + y cosß1 + Z COS)'1 - d1 

und 
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die Abstände, die ein beliebiger Punkt P(x [ y [z) von beiden Ebenen 
hat. Sollen diese einander gleich sein, so muß entweder n1 = n2 oder 
n1 = -n2 sein (inwiefern 1). Folglich müssen die Koordinaten von P 
entweder die Gleichung 

x cos1X1 + y cosß1 + z cosy1 - d1 = x cos1X2 + y cosß2 + z cosy2- d2 

erfüllen oder die Gleichung 

xcos1X1 + y cosß1 + z cosy1 - d1 = -(xcos~2 + y cosß2 + z cosy2- d2). 

Die beiden Gleichungen lassen sich in die Form bringen: 

x· (cos1X1 -cos1X2)+y·(cosß1 -cosß2)+z·(cosy1 -cosy2)-(dl-d2)=0 I 
und 28) 

x· (cos1X1 +cos1X2)+y·(cosß1 +cosß2)+z·(cosr1 +cosy2)- (d1 +d2)=0. 

Beide Gleichungen sind linear, also die Gleichungen von Ebenen, näm
lich die der obenerwähnten Winkelhalbierenden Ebenen W 1 und W 2. 

Beispiele. Unser Tetraeder T besitzt sechs Paare winkelhalbieren
der Ebenen; ihre Gleichungen sind zu ermitteln! Anleitung: Die 
Stellungsgleichung von A ist 

X 8 4 33 
g--g-Y+g-z-9=0, 

die von B ist 
-tx--!j-y-fz-+=0; 

folglich sind die Gleichungen von W A 8 bzw. W~ 8 : 

(} + i) X+ ( -t + -!j-) Y + (t + f) Z- (~- t) = 0 
und 

(t- f) x + ( - t - -!!-) Y + (-}- f)z- (3/ + t) = 0, 

die sich auf die einfachen Formen bringen lassen: 

WA 8 ) 2x + lly -z +24=0 und W~8) l7x - y+23z - lll = O. 

Bestimme die Achsenabschnitte, die Stellungswinkel und die Abstände 
dieser Ebenen von 0! (Nachprüfung am Modell!) 

(157) Bei der Behandlung von mehreren Ebenen wird besonders 
die gegenseitige Lage zweier Ebenen von Bedeutung sein, vornehmlich 
die Frage ·nach ihrer Schnittgeraden und nach dem Winkel, den sie 
miteinander einschließen; insbesondere werden die Bedingungen auf
zustellen sein, welche ihre Gleichungen erfüllen müssen, damit die 
Ebenen zueinander parallel oder zueinander senkrecht sind. Wir wollen 
auch bei Behandlung dieser Fragen ein rechtwinkliges Parallel
koordinatensyste m voraussetzen, obgleich einige Ergebnisse auch 
für ein schiefwinkliges System richtig bleiben. 
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SindA1 x + B 1 y + C1 z + D1 = 0 undA2x + B 2 y + C2 z + D2 = 0 
die Gleichungen der beiden Ebenen E1 und E2, also die Kosinus ihrer 
Stellungswinkel nach 27) gegeben durch 

wobei 

COSC\:1 =AIR!' 

COSC\:2 = A2R2' 

cosß1 = B1 R1 , co3y1 = C1 R1, 

cosß2 = B2R2, cosy2 = C2R2, 

ist, so finden wir die Größe des von ihnen eingeschlossenen 
Winkels {} durch die Überlegung, daß {} zugleich auch der Winkel 
ist, den zwei Normalen n 1 l_ E1 und n 2 l_ E2 miteinander einschließen, 
daß aber andererseits die Richtungswinkel von n1 bzw. von n 2 gleich 
den Stellungswinkeln <X11 ß1ly1 und <X21 ß21 y2 von E1 bzw. E2 sein müssen. 
Folglich erhalten wir mittels 20) für {} die Gleichung 

cosff = (A1 A2 + B 1 B2 + C1 C2} · R1 R2 1 
_o. _ . A 1 A 2 + B 1 B 2 + 0 1 0 2 

cos·u· -,1 . .~ _ . 
rA~ + B~ + 0~ • yA~ + B~ + 0~ 

oder 29) 

Sollen insbesondere beide Ebenen aufeinander senkrecht stehen 
E1 l_ E2, also {} = 90 o sein, so folgt hieraus 

30) 

Sollen ferner beide Ebenen parallel zueinander sein, so muß{}= 0°, 
also cosff = l sein; es ergibt sich aus 29): 

yAi + Bi + er · yA§ + B§ + c~ = Al A2 + BI B2 + cl 02 

und nach beiderseitigem Quadrieren 

M~+~B§+M~+Bi~+BiB§+Bi~+~~+~B§+~~ 
= AiA~ +Biß§+ CfC§ + 2A1 B1 A2B2 + 2A1C1 A2C2 + 2B1C1 B2C2. 

Diese Gleichung läßt sich vereinfachen zu 

(A1B2 - A2B 1}2 + (B1 C2 - B2C1) 2 + (C1 A2 - C2A1) 2 = 0. 

Nun kann eine Summe von Quadraten nur dann den Wert Null haben, 
wenn jedes Quadrat uncl damit jede Basis einzeln gleich Null ist. Wir 
erhalten aus der letzten Gleichung demnach die drei folgenden 

A1 B 2 - A2B1 = 0, B1 0 2 - B2C1 = 0, C1 A2 - C2A1 = 0, 

die sich auch schreiben lassen in der Form 

A1 :A2 = B 1 :B2 , B1 :B2 = 0 1 :02 , C1 :C2 = A1 :A2 . 

Eine von diesen drei Gleichungen ist eine Folge der beiden anderen. 
Für die Parallelität von E1 und E2 sind also nur zwei voneinander 
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unabhängige Bedingungen zu erfüllen; wir können sie in den beiden 
folgenden Formen schreiben: 

At BI Ot 
A; ~- 02 oder 31) 

In einfacherer Weise gelangt man zu den Gleichungen 31) durch die 
folgenden Erwägungen. Wenn E1 ll E2 sein soll, so müssen sie beide 
gegen die Koordinatenebenen gleiche Stellung haben, d. h." ihre Stellungs
winkel müssen einander entsprechend gleich sein: 

Y1 = r~. 
Hieraus folgt: 

A1 R1 = A2 R2 , B1 R1 = B2 R2 , C1 R1 = C2 R~ 

oder wenn wir nach ~1 auflösen, 
2 

R2 Al BI 01 
J?; A2 B2 02 

in Übereinstimmung mit 31) . 
Beispiele. a) Bestimme die Kantenwinkel unseres Tetraeders T! 

Anleitung: Die Stellungsgleichung von A ist TI - ~- y + ~ z - \ 1 = 0 , 

die von B ist -'}X- -11-Y- i-z- + = 0; demnach ist nach 29): 

cos (AB)= +t · (- t ) + (-f) · (- ~-) + t (-i) = -H, 
-1: (AB) = 54 o 2'3". 

b) Bestimme die Winkel, welche eine Winkelhalbierende Ebene mit 
den Seitenflächen des Tetraeders T einschließt! Anleitung: 

X 8 4 11 
A) 9 - 9 Y + 9 z - 3 = 0 ' WAs) 2x + 11 y - z + 24 = 0; 

demnach ist 
1 . 2 - 8 ° 11 - 4 ° 1 10 

cos (AWAs) = . =- - -= 
9V126 3~'14 

und -1: (A W A 8 } = 152 o 58' 58" 

oder bei Beschränkung auf spitze Winkel 

<9:(AWAs) = 27 o 1'2"; 

das ist in der Tat die Hälfte von <9:(AB). 

WA. 8 ) 17 x - y + 23 z - 111 = 0, 

also cos (A W' ) = 1 . 17 + 8 . 1 + 4 . 23 = _E__ 
AB '9 ° V819 3jl9i 

und -1: (A WÄ s) = 62 o 58' 58" 
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in Übereinstimmung mit der Tatsache, daß 

<f.(AWAs) + <;:. (AWÄs) = 90° 

sein muß. Es ist 
3 6 2 1 

B) - 7 X- 7 y- 7 z - 7 = 0' 
also 

cos(BWAs) = - 6 -V66 + 2 =- ~1° = cos(AWAs) 
7. 126 3rl4 

1 -51 ..L 6 - 46 13 I 

cos(BWAs) = - - ' -=-- =- - -= = -cos(AWAs) 
1ys19 3Y91 ' 

und 

471 

zur Bestätigung der Eigenschaften von w AB und w~B als der Winkel
halbierenden Ebene zu A und B . 

c) Zeige, daß die beiden Winkelhalbierenden Ebenen zu zwei Ebenen 
stets aufeinander senkrecht stehen! Wenden wir die Bedingung 30) 
auf die Gleichungen 28) an, so ergibt sich unter Benutzung von 16) 

(cose\:1 - cose\:J (cose\:1 + cose\:2) + (cosß1 - cosß2) (cosß1 + cosß2) 
+ (cosrl- cosr2) (cosrl + cosr2) 

= cos2 C\:1 - cos2 C\:2 + cos2 ß1 - cos2 ß2 + cos2 r 1 - cos2 r 2 = 1 - 1-0; 

damit ist der Beweis erbracht. - Prüfe insbesondere dieses Ergebnis 
an den winkelhalbierenden Ebenen des Tetraeders T nach! 

d) Wie heißt die Gleichung der durch eine Ecke des Tetraeders T 
parallel zur gegenüberliegenden Seitenfläche gelegten Ebene? An
leitung: A) x- Sy + 4z- 33 = 0. Demnach muß jede zu A 
parallele Ebene eine Gleichung von der Form haben x- S y + 4z + D = 0. 
Da diese Gleichung von den Koordinaten des Punktes A (l3[-S [4) 
erfüllt werden soll, erhalten wir für D die Bestimmungsgleichung 
13 + 64 + 16 + D = 0, also D = -93, und die Gleichung der ge
suchten Ebene lautet x - 8 y + 4z - 93 = 0. 

e) Wie lautet die Gleichung der Ebene, die durch die Kante AB 
des Tetraeders T geht und auf der Ebene A senkrecht steht? Die 
Ebene möge die Gleichung haben Ax + By + Oz + D = 0; da sie 
durch A (i3[-S! 4) und durch B (5[1[9) gehen soll, müssen die beiden 
Gleichungen bestehen 

l3A .,..-SB+ 40 + D = 0 und 5A + B + 90 + D = 0. 

Da sie ferner auf A) x - Sy + 4z - 33 = 0 senkrecht stehen soll, 
muß nach 30) A - SB+ 40 = 0 sein. Aus den drei gefundenen 
linearen Gleichungen ergibt sich 

B= -FfrA, 0 = #,A, D = -12A, 

also als Gleichung der verlangten Ebene 

76 x + 37 y + 55z - 912 = 0. 
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Stelle die Gleichungen der übrigen senkrecht zu den Seitenflächen 
durch die Kanten des Tetraeders T gelegten Ebenen auf! 

Die letzte Aufgabe läßt sich leichter behandeln, wenn wir uns mit 
dem Wesen des Ebenenbüschels befaßt haben. Es möge zur Ab
kürzung der Ausdruck A1 x + B1 y + 0 1 z + D1 mit E1 bezeichnet 
werden, so daß E1 = 0 die Gleichung der Ebene E1 ist; desgleichen 
soll A 2 x + B 2 y + C2 z + D 2 durch E2 abgekürzt werden und also 
E2 = 0 die Gleichung der Ebene E2 sein. Dann ist E1 + A. E2 = 0, 
welchen Wert auch die von x, y, z unabhängige Größe A. annehmen 
möge, wiederum eine lineare Gleichung, nämlich die abgekürzte Schreib
weise für 

E3 - (A1 + A.A2)x + (B1 + A.B2)y + (01 + A.C2)z + (D1 + A.D2) = 0. 

Demnach ist sie die Gleichung einer Ebene E3 . Diese Ebene E3 geht 
durch die Schnittgerade g der beiden ursprünglichen Ebenen E1 und E2 • 

Ist nämlich P(x /y /z) ein Punkt von g, so müssen seine Koordinaten 
die Gleichung E1 = 0 erfüllen, da ja P auf E1 liegt; aus dem gleichen 
Grunde müssen sie auch die Gleichung E2 = 0 erfüllen. Dann erfüllen 
sie aber notwendig auch die Gleichung E1 + 1 E2 = 0, d. h. P liegt 
auch auf E3 • Diese Eigenschaft haben nun alle Punkte von g ; dem
nach muß E3 die Gerade g enthalten. Jedem Werte 1 entspricht nun 
eine solche durch g gehende Ebene; die Gesamtheit dieser Ebenen 
heißt ein Ebenen büsch e l, die Gerade g ihr Träger. 

32) 

ist die Gleichung dieses Ebenenbüschels. In diesem Büschel sind 
sowohl die Ebene E1 als auch die Ebene E2 als Sonderfälle enthalten, 
und zwar erhalten wir die Gleichung von E1 , wenn wir 1 = 0 setzen, 
und die Gleichung von E2 , wenn wir 1 = oo setzen . (Im letzteren 
Falle dividiert man die Gleichung E1 + 1E2 = 0 vorher durch 1!) 

Wie sehr die .Yerwendung der Eigenschaften des Ebenenbüschels 
häufig die Lösung von Aufgaben erleichtert, sei an einer Anzahl von 
Beispielen gezeigt. 

a) Sind E1 = 0 und E2 = 0 die Ste llungsgle ichungen der beiden 
Ebenen E1 und E2 , so erhalten wir für A. = -1 und A. = +I die folgen
den beiden Ebenen des durch E1 und E2 bestimmten Büschels: 

und 

Beide sagen aber aus [s. (156)], daß sie Punkte enthalten, welche von 
E1 und E2 gleichen Abstand haben; sie sind demnach die Gleichungen 
der zu E1 und E2 gehörigen Winkelhalbierenden Ebenen. Damit ist u. a. 
der Beweis erbracht, daß die Winkelhalbierenden Ebenen zu zwei Ebenen 
die Schnittgerade der letzteren enthalten müssen. 
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b) Durch die Schnittgerade AB der beiden Ebenen r und !:. unseres 
Tetraeders T ist die Ebene zu legen, die 0 enthält. Die Gleichungen 
von r und /:,. sind 

r) X+ 2y- 2z + 11 = 0, /:,.) 7x + 4y + 4z- 75 = 0; 

folglich ist die Gleichung des Büschels (r !:.) 

(l + 7 .J.)x + (2 + 4l)y + ( -2 + 4.J.)z + (11- 75.J.) = 0. 

Da für die gesuchte Ebene das Absolutglied gleich Null sein muß, be
steht die Gleichung 11- 75.J. = 0, woraus }. = -H- folgt. Setzen wir 
diesen Wert in die Büschelgleichung ein, so erhalten wir nach 
einfachen Umformungen als Gleichung der durch A, Bund 0 bestimmten 
Ebene 76 x + 97 y - 53 z = 0. - Lege ebenso durch die übrigen 
Kanten des Tetraeders die durch 0 gehenden Ebenen. 

c) Durch dieselbe Kante ist die Ebene zu legen, welche durch den 
Mittelpunkt der Kante CD geht. Der Mittelpunkt von CD hat die 
Koordinaten (111 ->~ 1-}); diese müssen die Gleichung des Büschels 
erfüllen. Folglich erhalten wir zur Bestimmung von l die Gleichung 

(l + 7 .J.). 11 + (2 + 4.J.) ( -%) + ( -2 + 4l) ( -t) + (11 - 75.J.) = 0' 

aus der sich }. = {- und daher als Gleichung der verlangten Ebene 
17 x + 14y + 2z- 117 = 0 ergibt. - Lege in gleicher Weise durch 
die übrigen Kanten und die Mittelpunkte der Gegenkanten die Ebenen! 

d) Durch die nämliche Kante ist die Ebene zu legen, welche auf 
der Ebene A senkrecht steht [s. Aufgabe e) S. 471]. Wir machen 
Gebrauch von Formel 30) und bekommen zur Bestimmung des Para
meters }. die Gleichung 

(1 + 7 .J.) • 1 + (2 + 4.J.) · (-8) + (-2 + 4.J.) · 4 = 0, 

woraus folgt }. = - '2/ . Demnach ist die Gleichung der gewünschten 
Ebene 76x + 37 y + 55z - 912 = 0 wie oben. - Erweitere diese 
Aufgabe auf die übrigen Kanten und Flächen des Tetraeders T! 

e) Durch die gleiche Kante sind die zu den Koordinatenachsen 
parallelen Ebenen zu legen. Damit eine Ebene auf der xy-Ebene senk
recht steht (zur z-Achse parallel ist), darf ihre Gleichung die Veränder
liche z nicht enthalten [s. (148) S. 441]; es muß also in unserem Falle 
- 2 + 4l = 0, d. h. }. = i sein. Die durch die Kante AB parallel 
zur z-Achse gelegte Ebene hat folglich die Gleichung 9 x + 8 y - 53 = 0. 
Die Gleichungen der durch AB parallel zur x-Achse bzw. y-Achse 
gelegten Ebenen lauten 

(A = -t) 5y- 9z + 76 = 0 und (.J. = -i) 5x + Sz - 97 = 0. 

Behandle in gleicher Weise die übrigen K anten des Tetraeders T! 
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(158) B. Die räumliche Gerade. Die letzten Aufgaben leiten zur Be
handlung der Geraden über. Liegt nämlich ein Punkt P zugleich 
auf zwei Ebenen E1 und E2 , so muß er ein Punkt der Schnittgeraden 
beider Ebenen sein, und seine Koordinaten müssen die beiden Glei
chungen E1 = 0 und E2 = 0 erfüllen. Umgekehrt: wenn seine Koordi
naten diese beiden Gleichungen erfüllen, so ist er notwendig ein Punkt 
der Schnittgeraden. Folglich können wir die beiden linearen Gleichungen 
E1 = 0 und E2 = 0 als die Gleichung der Schnittgeraden die ser 
beiden Ebenen ansehen. Wollen wir demnach eine räumliche Gerade g 
analytisch festlegen, so stellen wir die Gleichungen irgend zweier sie 
enthaltenden Ebenen auf. Allerdings enthält dieses Verfahren insofern 
eine große Unbestimmtheit, als man durch g unendlich viele Ebenen 
legen kann, so daß die Gleichung von g durch unendlich viele Paare 
linearer Gleichungen wiedergegeben werden kann. Einige dieser Paare, 
die von besonderer Bedeutung sind, wollen wir eingehender behandeln. 

Eliminieren wir aus den beiden linearen Gleichungen E1 = 0 und 
E2 = 0 die Veränderliche z, so erhalten wir eine Gleichung, die wir 
nach y auflösen und in der Form schreiben können: y = M x + m . 
Diese Gleichung ist die Gleichung derjenigen Ebene des durch E1 und E2 

bestimmten Büschels, die parallel zur z-Achse ist. Diese Ebene pro
jiziert die Gerade g auf die xy-Ebene. Die beiden Gleichungen 

z=O, y=Mx+m 

sind demnach die Gleichung der x y-Projektion von g. In gleicher Weise 
können wir y eliminieren und erhalten z = N x + n als die Gleichung 
derjenigen Ebene, welche die durch g gelegten Paralle~strahlen zur 
y-Achse enthält, jener Ebene also, die g auf die x y-Ebene projiziert. 
Folglich stellt das Gleichungspaar 

y = O, z= Nx +n 

die x z-Projektion von g dar. Das Gleichungspaar 

y=Mx + m, z=Nx+n 33) 

bezeichnet man daher als die Projektionsgleichung der Geraden g. 
Beispiele. Stelle die Projektionsgleiühungen der Kanten des 

Tetraeders T auf! Anleitung: r hat die Gleichung 

x + 2y - 2z + 11 = 0, 
/::,. die Gleichung 

7x + 4y + 4z- 75 = 0. 

Eliminieren wir aus beiden z , so bekommen wir 9 x + 8 y - 53 = 0; 
eliminieren wir y, so ergibt sich 5x + 8z - 97 = 0 [vgl. Beispiel e) 
auf S. 473]. Also ist die Projektionsgleichung der K ante A B : 

y = - ~x + V-, z = - }x + il~' . 
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Aufgabe: Wie heißt die Gleichung der Geraden, die durch den gegebe
nen Punkt P 0 ( x0 ! Yolz0) geht und die gegebenen RichtungswinkellXIß l y hat~ 

Ist (Abb. 251) P(x lylz) der Punkt auf der gesuchten Geraden g, 
welcher von P0 die Entfernung 8 hat, so bestehen nach Formel 18) 
S. 456 die Beziehungen · 

X 

X-X 
COSIX = --0 , 

8 

z 

Abb. 251. 

folglich ist 

cosß = Y- Yo·, 
8 

cx/ßjy 

X 

z-z 
cosy = --0 • 

8 ' 

z 

Abb. 252. 

x = x0 + 8COSlX, y = y0 + 8cosß, z = z0 + 8cosy . 34) 

Die Gleichungen 34) berechnen demnach die Koordinaten des Punktes P 
auf g, der von P 0 den Abstand 8 hat. Läßt man 8 von - cx:> bis + cx:> 

alle Werte durchlaufen, so durchläuft P alle Punkte von g, und die 
Gleichungen 34) geben damit die Koordinaten . eines jeden Punktes 
von g als Funktionen von 8. Die Größe 8 hat mithin die Eigenschaft 
eines Parameters, und die Gesamtheit der Gleichungen 34) ist daher 
eine Parameterdarstellung der Geraden g. Lösen wir alle drei 
Gleichungen nach 8 auf und setzen sodann die gefundenen Werte 
einander gleich, so erhalten wir die parameterfreie Lösung der ge
stellten Aufgabe und als Gleichung der gesuchten Geraden 

x - Xo y - Yo z - Zo 
coso.: cosß = easy -

Gleichungssystem 35) wird als die Richtungsgleichung 
liehen Geraden bezeichnet. 

Eine weitere wichtige Aufgabe ist die folgende 

35) 

der räum-

Aufgabe: Wie lautet die Gleichung der Geraden, weiche durch 
die beiden Punkte P 1 (x1 ly1 lz1) und P 2 {x2 ly2 lz2) bestimmt ist~ 

Aus Abb. 252 lesen wir die folgenden Beziehungen ab: Ist J. das 
Teilverhältnis d~s Punktes P der Geraden g'= P1 P2 bezüglich der 
beiden Punkte P 1 und P 2 , so ist 
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entsprechend lassen sich die Formeln finden 

und l = z- z1 • 
z2 - z 

(158) 

Lösen wir diese Gleichungen nach den Koordinaten von P auf, so er
halten wir die Gleichungen: 

36) 

Die Gleichungen 36) geben wiederum eine Parameterdarstellung 
der Geraden g; Parameter ist das Teilverhältnis l. Lösen wir diese 
Gleichungen nach A auf, so erhalten wir durch Gleichsetzen der ge
wonnenen Werte die parameterfreie Darstellung der Geraden 

37) 

Gleichungssystem 37) ist die Lösung der gestellten Aufgabe. 
Gleichung 37) läßt sich noch etwas vereinfachen, indem wir durch 

korrespondierende Addition [Zähler: (Zähler+ Nenner)] die Ver
änderliche aus dem Nenner fortschaffen. Wir erhalten dadurch das 
Gleichungssystem 

37') 

Beispiele. Es sind die Gleichungen der Kante des Tetraeders T 

aufzustellen. Anleitung: Die durch A (13 1-814) und B (5 1119) gehende 
Kante hat nach 37') die Gleichung 

X- 13 y + 8 Z- 4 
5 - 13 = i + 8 = 9 - 4 oder AB) 

X - 13 
-=s 

y+8 
-9-

z-4 
- 5 - usf. 

Während 37) bzw. 37') die am häufigsten auftretende Aufgabe 
über die Gerade löst, ist die Projektionsgleichung 33) die gebräuchlichste 
Form, die man der Gleichung der Geraden gibt; die Richtungs
gleichung 35) wird man zweckmäßig verwenden, um die Richtungs
winkel der Geraden zu ermitteln. Hierbei erweist es sich als notwendig, 
eine gegebene Form der Gleichung einer Geraden in eine andere über
zuführen; besonders bedeutungsvoll ist einmal die Ermittlung der 
Projektionsgleichung und dann die Überführung in die Richtungs
gleichung oder wenigstens die Ermittlung der Kosinus der Richtungs
winkel. Die Lösung der ersten Aufgabe ist schon oben gegeben worden; 
insbesondere macht der Übergang von Gleichung 37') in die Gleichung 33) 
gar keine Schwierigkeiten. Fassen wir nämlich in 37') den zweiten 
und · den ersten Ausdruck zusammen, so erhalten wir durch Auflösen 
nach y die erste und beim Zusammenfassen des dritten und des ersten 
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Teils durch Auflösen nach z die zweite Gleichung der Projektionsgleichung 
der Geraden: 

z2 - z1 x1z2 - x2z1 z=--x-----
x2- xl x2- xl 

Wollen wir nun aus einer beliebigen Geradengleichung die Richtungs
winkel der Geraden auffinden, so können wir statt der beliebigen Glei
chung auch die Projektionsgleichung als Ausgangsgleichung wählen. 
Nun verlangt die Richtungsgleichung einen bestimmten Punkt P0 der 
Geraden als Ausgangspunkt, wobei dieser Punkt jedoch ganz willkürlich 
gewählt werden kann. Wir wollen daher den Spurpunkt der Geraden 
in der y z-Ebene wählen, für den sich aus 33) die Koordinaten ergeben: 

x0 = 0, Yo = m, z0 = n. 

Die Gleichung 33) läßt sich dann überführen in die Form 

x-0 y-m z-n 
-1-=M-=-N-

Indessen haben wir damit noch nicht die Richtungsgleichung gewonnen, 
da ja die Nenner von 35) als Kosinus der Richtungswinkel die Be
dingung cos2 iX + cos2ß + cos2 y = l erfüllen müssen. Um das zu er
reichen, dividieren wir die gefundene Gleichung durch eine noch zu 
bestimmende Größe R; sie nimmt damit die Gestalt an: 

x-0 y-m z-n 
~R M.R N·R. 

Diese Gleichung wird zur Richtungsgleichung, wenn 

(l . R)2 + (M . R)2 + (NR)2 = l oder R = - - 1- - 38) Y1 + M2 + N2 

ist. 38) gibt den Wert des Reduktionsfaktors R; das Vorzeichen der 
Wurzel ist beliebig, da eine Änderung des Vorzeichens von R, wie man 
sich leicht überzeugt, nur die Umkehrung der Richtung in die entgegen
gesetzte zur Folge hat, die Lage der Geraden also gar nicht berührt. 
Durch Vergleich mit 35) erhalten wir mithin als Kosinus der Richtungs
winkel der durch ihre Projektionsgleichung 33) gegebenen Geraden: 

cosa = Yl + ~2 + N2 ' cNosß = Yl +; + N2' I 
39) 

cosy = }ll+M~ . 

Beispiele. Bestimme von den Kanten des Tetraeders T die Spur
punkte in den Koordinatenebenen und die Richtungswinkel! An
leitung: Die Gleichung der Kante AB ist (s. oben) 

x - 13 y + 8 z- 4 --8 9 5 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 4 
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also die Projektionsgleichung 

y = -~x + .ZV-, z = --frx + \l, 
in Übereinstimmung mit den Ergebnissen von S. 474. Die Koordinaten 
des xy-Spurpunktes von AB sind 

z= 0, 

die des x z- Spurpunktes 

X = -U 
~ ' 

y .- 0 , X = 1!93. , 

die des yz-Spurpunktes schließlich 

X= 0, 

Y =_(Jl_ 
~ ' 

Z - .:LG 
- 9 ' 

Die Teil ver häl tni.sse dieser Spurpunkte bezüglich der Punkte A 
und B sind nun 

}. _z-~_0-~ 4 
xy- ZB- Z - 9 - 0 - g' 

}. =X-_XA=0-13 13 
yz XB - X 5 - 0 - 5 • 

}. - y - y~ - 0 + 8 -· 8 
xz- YB - y - 1 - 0 -

Die Richtungskosinus von AB sind schließlich nach. 39) 

1 8 9 5 
coscx = -----:===::c=:::== yfm' cosß =-v11ü, cosy =- yl'7o; v1 +(~9r+(~5r 
demnach ist 

(X= 52° 9' 4"' ß = 133° 39' 5"' l' = 112° 33' 0". 

Kennt man die Spurpunkte der Geraden, so kann man sich ohne Mühe an 
einem Modell den räumlichen Verlauf der Geraden veranschaulichen. 

(159) Von den Fragen, die bei Betrachtung von mehreren Geraden 
von Belang sind, ist die wesentlichste die nach dem Winkel, den 
zwei Gerade g1 und g2 miteinander bilden. Wir benutzen zu ihrer Be
antwortung die Formel 20) in (153) S. 457. Ist 

y = M1 x + m 1 , 

die Gleichung von g1 und 

die Gleichung 

y = M2 x + m2 , 

von g2 , so.ist unter Verwendung der 

_a 1 + M1 M2 + N1 N2 
cosv·= ~~~~~~~~~==~ 

yl +Mi+ N~. Vl + M~ + N~ ' 

Gleichungen 39) 

40) 

wenn mit{} der Winkel der beiden Geraden bezeichnet wird. Aus 40) 
ergeben sich als Sonderfälle 

1 + M1 M2 + N1 N2 = 0 40') 
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als Bedingung für das Senkrechtstehen beider Geraden und 

M2 = M1 , N2 = N1 40") 

als Bedingung für das Parallellaufen beider Geraden. 
Damit ferner zwei Gerade sich im Raume schneiden, muß es 

einen Punkt S geben, dessen Koordinaten x,, y., z, die Gleichung 
beider Geraden. erfüllen; es muß demnach 

y, = M1 x, + m1 = M2 x, + m2 , 

aber auch 

Z8 = Ni X8 + n1 = N2 X 8 + n2 , 

sein. Daher ist 

also 

also 

nl- n2 

NI-= t\J; 

mi-m2 
Xs = - _M ___ M_' 

1 - 2 

41) 

die Bedingung dafür, daß g1 und g2 einander schneiden, also 
in einer Ebene liegen. 

Beispiele. a) Welche Winkel bilden die Kanten des Tetraeders T 
miteinander? Anleitung: Die Gleichung der Kante AB ist 

y = - g. X + I>jl- ' 

die der Kante AC 
z = _ 15 X+ 227. 

8 8 , 

1: BAC =54 o 9' 43" 

bzw. die Flachergänzung hierzu. 

13 

y11. 29' 

b) Unter welchem Winkel kreuzen sich zwei Gegenkanten des 
Tetraeders T? Anleitung: 

AB) 

CD) 

y = - ix + I>j , Z = -t X+ Jlfl-; 

X 7 
y=-4-4' 

3 :1.9 
z=-4x+4; 

1 + (-") (-.!) + (-") (- 'l ) cos{J. = . " 4 " 4 y1 + ( - ~ )2 + ( - ~Y · p + (- W+ (- W 
28 

- -- · 
}"85-T3' 

{} = 32° 36' 47". 

c) Von einem Eckpunkte des Tetraeders T ist auf eine ihn nicht 
enthaltende Kante das Lot zu fällen. -:Anleitung: Um vonA (131- 814) 
das Lot l auf die Kante BC, deren Gleichung 

4* 
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ist, zu fällen, nehmen wir an, daß die Gleichungen von l lauten 

y=Mx+m, z=Nx+n. 

Die vier Größen M, N, m, n sind so zu bestimmen, daß die Gleichung 
von l durch die Koordinaten von A erfüllt wird, daß ferner l und BC 
sich schneiden [Gleichung 41)], und daß sie schließlich aufeinander 
senkrecht stehen [Gleichung 40')]. Es müssen demnach die vier 
Gleichungen bestehen 

-8=13M+m, 

m - } n - ~~t 

M+l N+~' 
aus ihnen folgt 

4 = 13N + n, 

1- tM-iN= 0; 

M = _tj-, N = i, .m = 1...p. , n =-·5}, 

so daß die Gleichung von l lautet: 

y = - lf x + J...~JL, z = ix - Ilf . 
Der Fußpunkt F des Lotes hat als Schnittpunkt von BC und l die 
Koordinaten 

yp= - -}, Zp= -§-, 

und die Länge des Lotes ist nach (152) S. 456 

AF = Y(l3 - _3-:f-)2 + (-8 + f )2 + (4- ! )2 = 3. ß. 
d) Es sind die gemeinsamen Lote zu je zwei sich kreuzenden Kanten 

des Tetraeders T zu bestimmen. - Anleitung: Die Kante AB hat 
die Gleichungen 

y=-*x+ ~ , 

die Kante CD die Gleichungen 

X 7 
y = -4-4' 

3 19 
z =- 4x + 4· 

Die Gleichung des gemeinsamen Lotes l sei 

y=Mx+m, z=Nx +n. 

Nach Gleichung40') müssen M und N die beiden Bedingungen erfüllen: 

1 - t M - t N = 0 und 1 - t M - t N = 0, 

aus denen sich ergibt 

N =ft. 
Da l und AB sich schneiden sollen, so muß nach 41) sein 
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und da l und CD sich ebenfalls schneiden sollen, muß sein 

m + t n- 1!-
Ä-+t=H+i" 

481 

Die beiden Gleichungen lassen sich auf die einfacheren Formen bringen: 

167m- ll5n = -288; 89m- 19n = -246, 

aus denen sich ergibt 

m = - -H-H. n = -H--H· 
Die Gleichung von l heißt somit 

y=-hx- H:H. z =Hx- -HH; 
die Koordinaten des Schnittpunktes G von l mit AB sind 

Xa = f%-}, Ya = -tH-, za =-Hf, 
die des Schnittpunktes H von l mit CD sind 

Hieraus ergibt sich als Abstand der beiden Kanten AB und CD: 

GH = YHH - Ht)2 + ( - H--!f- + t -H)2 + (-i-H - H-'W = -Ir/)- Y32l · 
Wenden wir uns schließlich den B eziehungen zu, die zwischen 

einer Geradengundeiner Ebene E bestehen, so wird uns in erster 
Linie die Frage nach dem Schnittpunkte beider und nach dem 
Neigungswinkel von g gegen E von Bedeutung sein. Ist y = Mx+ m, 
z=Nx+n die Gleichung von g und Ax+By+Cz+D=O die 
Gleichung von E, so wird die erste Frage einfach dadurch gelöst, daß 
wir diese drei in x, y, z linearen Gleichungen auflösen, um die Koordi
naten des Durchstoßpunktes von g durch E zu ermitteln. Wir 
erhalten 

also Ax + B(Mx + m) + C(Nx + n) + D = 0, 

Bm+On+D 
X=-A+BM+ON' 

Am+O(Nm-Mn) - DM 
Y= --Ä + BM +ON 

und damit An+B(Mn-Nm)-DN 
z = A + BM +O N 

l 
~ 
J 

42) 

Der Neigungswinkel v einer Geraden g gegen eine Ebene E 
ist die Rechtergänzung (das Komplement) zu dem Winkel {), den g 

mit einem Lote l zu E einschließt. Ist y = M x + m, z = N x + n 
die Gleichung ·von g, so sind die Richtungswi.Iikel Ot.g, ßu, r u von g 

durch die Gleichungen 39) bestimmt, während die Stellungswinkel 
~E• ßE, YE von E, die zugleich die Richtungswinkel von l sind, -durch 
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die Gleichungen 27) bestimmt· sind. Aus Gleichung 20) erhalten wir 
mithin für den Kosinus von{} bzw. für den Sinus von v die Gleichung 

. A+BM+CN 
SlnV = . . . fl + M2 + N2. yA2 + ß2 + 02 

43) 

Soll insbesondere die Gerade g senkrecht zur Ebene E sein, so 
muß v = 90° sein; hierfür folgt aus 43) die Bedingung [s. Ableitung 
der Formel 31) S. 469f.]: 

A : B : 0 = l : M : N . 43') 

Soll abe~ die Gerade g parallel zur Ebene E sein, so muß v = 0° 
sein; hierfür folgt aus 43) die Bedingung 

43") 

Soll schließlich g ganz in E liegen, so müssen die Koordinaten. eines 
jeden Punktes von g die Gleichung von E erfüllen. Setzen wir 

y=Mx+m, z=Nx+n 

in die Ebenengleichung ein, so erhalten wir 

(A + BM +ON) x + (Bm +On+ D) =:: 0. 

Diese Gleichung muß für jeden beliebigen Wert von x erfüllt werden, 
da zu jedem beliebigen Werte von x ein Punkt von g gehört; dies ist 
aber nur dann möglich, wenn sowohl A + BM +ON als auch 
Bm +On+ D für sich verschwinden. Die beiden Gleichungen 

A + BM +ON= 0 und Bm +On+ D = 0 44) 

sind demnach der analytische Ausdruck dafür, daß g in E liegt. Die 
erste dieser beiden Gleichungen ist insofern selbstverständlich, als sie 
nach 43") die Bedingung für die Parallelität zwischen g und E ist, 
eine Bedingung, die ja auch dann erfüllt sein muß, wenn g in E liegt. 

Beispiele. a) Welche Neigungswinkel bilden im Tetraeder T 
die Kanten gegen die Seitenflächen 1 - Anleitung: Die Kante AB 
hat die Gleichungen 

y = - ~x + "~~.,_, z == - -~ x + ·;?- , 
die Ebene A die Gleichung x - 8 y + 4z - 33 = 0. Es ist also 

sinv= l + (-:---S)·( - ~)+ 4 ·(-~) = - 2()_ __ . 11 =30° 45'6". 
y1 + <-~)2 + <-W. y1 + <-8)2 + 42 3yi7o' 

b) Zeige mit Hilfe der Formeln 44), daß die Kante AB in der Ebener 
liegt! 

AB) y=-ßx+V-, Z=-Jx+ ·qs7_' r) x+2y-.-2z+ll =0. 

Es ist 

l + 2 ·(-%) + (-2) ·(-%)- 0 und 2 · \a + (-2) · -11- + IL- O. 
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c) Fälle von einer Ecke des Tetraeders T das Lot auf die gegen
überliegende Seitenfläche! Anleitung: 

A) (131-8 14), A) x-8y+4z-33=0. 

y =Mx+ m, z = Nx + n sei die Gleichung des von A auf A ge
fällten Lotes. Nach 43') ist M = -8, N = 4; durch Einsetzen der 
Koordinaten von A in l erhält man 

-8 = -8 · 13 + m, 4 = 4 · 13 + n, also m = 96, ·n = -48, 

so daß die Gleichung von l lautet: 

y = -8 X + 96, Z = 4 X - 48. 

Um die Koordinaten des Fußpunktes F des Lotes in A zu erhalten, setzen 
wir für y und z die durch die Gleichung von l gegebenen Werte in A 
ein und erhalten: 

x - 8 · (-8x + 96) + 4 · (4x- 48) - 33 = 0, 

woraus sich x = lVY- und mit Hilfe der Gleichungen von 

y=-H, 
ergibt, so daß' die Koordinaten von F 

z =-H 

sind. Den Abstand ha = AF des Punktes A von A erhält man dann 
mit Formel 18) in (152) zu 

ha = f(13- ll#)2 + (-8 +~-W + (4 -l~-)2 = 6§, 

ein Wert, den wir in (156) S. 467 mit Hilfe der Stellungsgleichung 
von A auf viel einfachere Weise gefunden haben. 

d) Lege durch die Ecken des Tetraeders T die Normalebenen 
zu den Kanten! Anleitung: Um durch A(13 l-8l4) die Normal-

N X 7 
ebene ) Ax + By + Cz + D = 0 zur Kante BC) y =- 2 + 2' 

z = - i- x + -~!- zu legen, bedenken wir, daß nach 43') B = - i A, 
0 = -1 A sein muß. Da die Gleichung von N ferner durch die Koor
dinaten von A erfüllt werden muß, ist weiterhin 

13A- !A · (-8) -1A · 4 + D = 0, 

also D = -12A, und die Gleichung von N lautet somit 

4 x - 2 y - 5z - 48 = 0. 

Der Durchstoßpunkt von BC durch N hat die Koordinaten 

X = Jl.f I y = --,-t ' z = t ' 



484 Analytische Geometrie des Raumes. (160) 

und damit wird die Länge des von A auf BC gefällten Lotes 

l = y(l3- ..8f-)2 + ( -8 + f) 2 + (4- f )2 = 3 y5, 
in Übereinstimmung mit dem auf S. 480 gefundenen Ergebnisse. 

e) Wie heißt die Gleichung der mittelsenkrechten Ebenen einer 
Kante unseres Tetraeders T (der Ebene, die durch den Mittelpunkt 
einer Kante geht und auf dieser senkrecht steht) 1 Anleitung: Der 
Mittelpunkt von AB hat die Koordinaten (9!-t!V); AB hat die 
Richtungsfaktoren M = -% , N = - i . Folglich ist nach 43') die 
Gleichung einer Normalebene zu AB 

Ax-lAy-iAz+D=O; 

da unsere Ebene durch den Mittelpunkt von AB gehen soll, muß die 
Gleichung bestehen 

9A +-H-A- HA+ D = 0; 

also ist D = - -'gl- A. Die Gleichung der gesuchten Ebene ist mithin 
8 x - 9 y - 5z - 71 = 0. Zeige, daß die sechs mittelsenkrechten 
Ebenen des Tetraeders T sämtlich durch den gleichen Punkt (-2.f-l6 i -5) 
gehen, den Mittelpunkt der dem Tetraeder um beschriebenen Kugel. 
Wie groß . ist der Halbmesser dieser Kugel1 (i yfi09). - Gibt es 
Kugeln, die alle vier Seitenflächen des Tetraeders T berühren (ein
und an beschriebene Kugeln) 1 Wie viele 1 Wie kann man ihre 
Mittelpunkte und ihre Halbmesser finden 1 

§ 4. Besondere Gruppen von Flächen und Raumkurven. 
(160) Wir wenden uns nun einigen besonderen Gruppen von Flächen 
und Kurven zu: den Zylinder-, den Kegel- und den Umdrehungs
flächen sowie der Schraubenfläche und der Schraubenlinie. 
Das Wichtigste von diesen Gebilden sei hier zusammenfassend dar
gelegt. 

Wir haben in (148) S. 441 auseinandergesetzt, daß eine Zylinder
fläche, deren Mantellinien parallel der z-Achse sind, von der 
Gleichung ist 

f(x, y) = 0, 45) 

wobei z = 0, f(x, y) = 0 die Gleichung der xy-Spurlinie dieser Zylinder
fläche ist. Wir wollen hier darauf verzichten, die allgemeine Gleichung 
einer Zylinderfläche aufzustellen, deren Mantellinien irgendwelche 
räumliche Richtung haben, ebenso darauf, die allgemeine Zylinderfläche 
von Gleichung 45) noch weiter zu untersuchen. Wir wollen uns viel
mehr darauf beschränken, aus der Gleichung der geraden Kreis
zylinderfläche (rechtwinkliges Koordinatensystem), deren Achse mit 
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der z-Achse zusammenfallen möge, einige ihrer Eigenschaften abzu
leiten. Hat der Grundkreis den Halbmesser a, so lautet die Gleichung 
der Zylinderfläche x2 + y2 - a2 = 0 (Abb. 253). Die Fläche werde mit 
irgendeiner Ebene E geschnitten, welche gegen die Zylinderachse unter 
dem Winkel rx geneigt sein möge. Da sowohl eine Parallelverschiebung 
der schneidenden Ebene E als auch eine Drehung derselben um die 
Zylinderachse wohl die Lage der Schnitt-
figur ändert, aber auf ihre Größe und 
Gestalt ohne Einfluß ist, ist es für letztere 
ohne Belang, wenn wir zur xy-Spurlinie 
der schneidenden Ebene E die x-Achse 
selbst wählen. Um nun die Gestalt der 
Schnittkurve zu bestimmen, führen wir ein 
Koordinatensystem x' - y' - z' derart ein, 

z z' 
y' 

daß wir die x-Achse zur x' -Achse, die Schnitt- y 

gerade von E mit der yz-Ebene zur y' -Achse 
und die z-Achse zur z' -Achse wählen. x x' 
Ein beliebiger Raumpunkt P, der im Abb. 253. 

x- y- z-System die Koordinaten OX' = x, 
X' P' = y, P' P = z hat, hat im x'- y'- z' -System die Koordinaten 
OX' = x', X' P" = y', P" P = z', und zwar besteht zwischen beiden 
Systemen der Zusammenhang 

x = x', y = y'sinrx, z = y'cos rx + z', 

wie man aus Abb. 253 ~rkeimt. Die Gleichung der Zylinderfläche 
heißt demnach im neuen System 

Fügen wir hierzu noch die Gleichung z' = 0, so erhalten wir die Gleichung 
der x' y'-Spurlinie der Zylinderfläche, d. h. die Gleichung der gesuchten 
Schnittkurve. Bringen wir sie durch Division mit a2 auf die Form 

x'2 y'2 
(i2+(.a )2=l, 

,sm"' 

so erkennen wir [s. (136) S. 374], daß die Schnittkurve eine Ellipse 
ist, deren kleine Halbachse, in der x' -Achse gelegen, die Länge a, und 

deren große Halbachse, in der y'-Achse gelegen, die Länge -.a,_ 
Slll1X 

hat. Wir bekommen als Ergebnis: 
Jeder ebene Schnitt durch einen geraden Kreiszylinder 

ist eine Ellipse. 
Daß auch jeder ebene Schnitt durch einen schiefen Kreiszylinder 

eine Ellipse ist, sei hier nur erwähnt; der Beweis soll unterbleiben. 
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, Um auch ein einfaches Beispiel der Behandlung einer Raumkurve 
anzuführen, wollen wir uns die folgende Aufgabe stellen: 

Eine gerade Kreiszylinderfläche, deren Achse in die z-Achse fällt, 
habe den Grundkreishalbmesser a, eine andere, deren Achse in die 
y-Achse fällt, den Grundkreishalbmesser b; die Durchdringungskurve 
beider ist zu untersuchen (Abb. 254: Grundriß, Aufriß, Seitenriß). 

Die Gleichung der ersten Zylinderfläche lautet x 2 + y 2 - a 2 = 0, 
die der zweiten Zylinderfläche x 2 + z2 - b2 = 0 . Die Koordinaten der 

Punkte der Schnittkurve müssen 
beide Gleichungen erfüllen; folglich 
ist die Gleichung dieser Schnitt
kurve 

x--_J_-+---4~---"----+--+Y Erstere können wir auch auffassen 

.X 

Abb. 254. 

als die Gleichung der Zylinderfläche, 
welche die Raumkurve auf die x y
Ebene, letztere als die Gleichung 
der Fläche, welche die Raumkurve 
auf die x z-Ebene projiziert. Wenn 
wir nun nach der Zylinderfläche 
fragen, welche die Raumkurve auf 

die yz-Ebene projiziert, also Mantellinien hat, die parallel zur x-Achse 
laufen, so müssen wir die beiden Gleichungen so miteinander ver
binden, daß die neue Gleichung die Veränderliche x nicht mehr enthält. 
Dies können wir in unserem Falle einfacp dadurch erreichen, daß wir 
beide Gleichungen voneinander subtrahieren; wir erhalten . 

y2- z2= a2- b2. 

Folglich hat die y z-Projektion unserer Kurve die Gleichung 

X = 0, 

Da wir letztere auch auf die Form bringen können 
y2 z2 

a2 -- b2 - a2 - b2 = 1 ' 

so erkennen wir, daß die yz-Projektion unserer Raumkurve eine gleich
seitige Hyperbel ist, deren reelle Achse (für a > b) die y-Achse, 
deren imaginäre Achse die z-Achse ist, und deren reelle Halbachse 
die Länge ya 2-=b2 hat. Für den Fall a < b kehren sich die Verhältnisse 
entsprechend um [vgl. (137) S. 380ff. !]. 

(161) Auch bei den K egelflächen, denen wir uns nunmehr zu
wenden, machen wir eine Einschränkung; wir wollen nur solche Kegel
flächen behandeln, deren Spitze im Koordinatenanfangspunkte liegt. 
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Ferner wählen wir als Leitiinie (Abb. 255) eine Kurve, die in einer 
zur x y-Ebene parallelen x0 y0-Ebene von der Gleichung z = z0 liegt. 
Ist P 0 ( x0 I Yo I z0) irgendein Punkt dieser Kurve, welche die Gleichung 
f(x0 , y0 ) = 0 haben möge, so muß jeder Punkt P(xlylz) , der auf der 
Verbindungsgeraden OP0 liegt, auch ein Punkt der Kegelfläche sein. 
Nun müssen aber für die Koordinaten von P die Proportionen bestehen 

OX: OX0=XP' : X0P1;=P'P:P~P0 , 

d. h. 

x : Xo = y : Yo = z : Zu ' 

aus denen folgt 

X 

Xo = z-Zo' 
y 

Yo = z Zo · 

Setzen wir diese Werte in die Glei
chung der Leitlinie ein, so erhalten 
wir die Gleichung 

l(:~:_.z 1L.z)=o 
,z 0' z 0 ' 

46) 

z 

X 
Abb. 255. 

die von deq Koordinaten eines jeden Punktes der Kegelfläche erfüllt 
werden muß. Folglich ist Gleichung 46) die Gleichung der all
gemeinsten Kegelfläche, die ihre Spitze in 0 hat. In ihr ist z0 

eine Konstante; die Veränderlichen x, y, z treten nur in der Verbindung 

x, Y auf; es ist also nur ihr Verhältnis maßgebend. Eine Gleichung, 
z z 
die diese Eigenschaft hat, heißt eine in diesen Größen homogene 
Gleichung. Die Gleichung einer K egelfläc he, deren Spitze 
in 0 liegt , ist a lso stets eine in den Veränderlichen homogene 
G Ieich ung. Andererseits hat eine Gleichung, die in den Veränderlichen 
x I y I z homogen ist, im rechtwinkligen Koordinatensystem stets eine. 

Kegelfläche zum Bilde, deren Spitze in 0 liegt. Ist nämlich f ( ~-, ;-) = 0 

diese Gleichung und ist P 0 (x0 ly0 jz0 ) ein Punkt dieser Fläche, so daß 

f (~, Yo)- 0 ist, so ist auch P (2 x0 I 2 y0 I Az0 ) ein Punkt dieser Fläche, da 
Zo Zo 

ist, also auch 

ist. Da: fernerhin P auf der Geraden OP0 liegen muß, erfüllen die Koordi
naten eines jeden Punktes von OP die Gleichung der Fläche, mit
hin liegt die Gerade OP0 selbst völlig auf der Fläche. Die Fläche ent-
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hält also alle Geraden, welche die Punkte irgendeiner auf ihr liegenden 
Kurve mit 0 verbinden. Damit ist der Beweis erbracht. 

Wir wollen nunmehr den ebenen Schnitt durch einen geraden 
Kreiskegel untersuchen, den man kurzweg einen Kegelschnitt 
nennt. Zu diesem Zwecke wählen wir die z-Achse zur Achse der Kegel
fläche; ihre Schichtlinie (Abb. 256) im Abstande c von der xy-Ebene 
ist ein Kreis, der den Halbmesser a haben möge. Wir schneiden die 
Kegelfläche mit einer Ebene E , welche gegen die Kegelachse unter 

dem _Winkel !X geneigt ist und von 
z . z' dieser im Punkte M durchstoßen· 

Y' wird. Drehen wir sie unter Bei
behaltung von M um die z-Achse, 
so bleibt die Gestalt und Größe der 
Schnittfigur die gleiche, nur ihre 
Lage ändert sich; wir können daher 

1 A'M-,t...,L----~"J der Ebene E die für unsere Rech
nung besonders bequeme Lage ge-

JL-.--------'~Y ben, in der die xz-Spurlinie par

Abb. 256. 

allel der x-Achse ist. Um die 
Gleichung der Kegelfläche abzu
leiten, wählen wir auf dem Schicht
kreise einen Punkt P 0 (x0 [y0 [c}, 

wobei xö + yÖ = a2 sein muß. Wir verbinden P 0 mit 0 und greifen auf 
dieser Kegelmantellinie OP0 einen Punkt P(x J yjz) heraus. Es muß 
nun sein 

x0 : x = Yo: y = c: z , also X y 
Xo = z c' Yo = z c' 

und daher ist 

47) 

die Gleichung der Kegelfläche. Führen wir den Öffnungswinkel w 
des Kegels in die Gleichung ein, wobei 

a 
tgw =

c 

ist, so können wir der Gleichung der Kegelfläche auch die Form geben: 

47') 

E schneide die x z-Ebene in einer Geraden x', die y z-Ebene in einer 
Geraden y', welche mit der z-Achse den Winkel !X bilden muß. Wir 
nehmen jetzt eine Umformung des räumlichen x- y- z-Systems in das 
x'- y'- z' -System, wobei die z' -Achse mit der z-Achse zusammenfallen 
soll. Ist OM = h, so lauten die Transformationsformeln, wie man 
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bei Einführung der durch M gezogenen Parallelen ~ zur y-Achse leicht 
erkennt: 

x = x', y = y' sin~X, z = h + z' + y' cos IX • 

Die Gleichung der Kegelfläche lautet also im x' y' z'- System 

x'2+ y'2sin21X- (h + y'cos~X + z')2tg2w = 0. 

Unser Kegelschnitt ist aber nichts anderes als die x' y'- Spurlinie der 
Kegelfläche; setzen wir also z' = 0 in die eben gewonnene Gleichung 
ein, so erhalten wir die Gleichung des Kegelschnittes. Sie lautet 

x'2 + y'2sin2 ~X - (h + y' cos~X) 2 tg2w = 0 
oder 

x' 2 + y'2(sin2 ~X- cos2 ~X tg2w)- 2hy' cos~X tg2w- h2 tg2 w = 0, 

x + y sm IX y 1 - ctg IX tg w -,2 ( 1 • ,; 2 2 h ctg 01: tg2 w )2 
· y1 - ctg2o,: tg2w 

= h2. t 2w (I+ ctg2o,:tg2 w ) 
g 1 - ctg2<X tg2w ' 

'2 + · 2 ( 1 2 2 ) ( 1 h ctg2 01: tg2 ro )2 
X sm IX - ctg IX tg W Y - (l t 2 t 2 ) 

COSO!: - C g 01: g W . 

- h2 tg2w 
- 1- ctg2o,: tg2w · 

Setzen wir 

xl= ~. 
, ctg2o,: tg2w 

Y - h coM (l- ctg2 <Xtg2 w) = 1]' 

was einer Verschiebung des Anfangspunktes vonMaus auf der y'-Achse 
um das Stück 

ctg2o,:tg2w h . 
coso,:(l- ctg2<X tgw) 

gleichkommt, so können wir die Gleichung des Kegelschnittes schließlich 
schreiben:· 

~2 ~2 

( 
tgw )2 + ( tgw )2 = I. 

h' y1 _ ctg2o,:tg2w h • sin<X (1- ctg2o,: tg2w) 

Wir sehen, daß der so definierte Kegelschnitt identisch ist mit der 
Kurve, welche wir in (145) S. 422 als Kegelschnitt bezeichnet haben. 
Und zwar ist der Nenner des ersten Gliedes der linken Seite unserer 
Gleichung positiv, wenn ctg~X · tgw < 1, also tg ~X > tgw oder IX> w 
ist; er ist gleich Null, wenn IX =W ist, und negativ, wenn IX< w ist. 
Im ersten Falle schneidet die Ebene aus der Kegelfläche demnach 
eine Ellipse, im zweiten eine Parabel, im dritten eine Hyperbel aus. 
Steht die Ebene E auf der Kegelachse senkrecht, so wird die Ellipse 
zum Kreise, geht E durch die Spitze des Kegels, so artet der Kegel-
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schnitt für iX < w in ein sich in 0 schneidendes Geradenpaar, für iX = w 
in eine doppelt zu zählende Gerade, für iX > w in einen Punkt aus. -
Daß übrigens ein ebener Schnitt durch einen schiefen Kreiskegel 
die nämliche Kurvengruppe Ellipse, Parabel, Hyperbel mit ihren 
Sonderfällen liefert wie der durch einen geraden Kreiskegel, sei hier 
ohne Beweis erwähnt. 

In Abb. 257 ist ein gerader Kreiskegel angedeutet, der mit einer 
Ebene E geschnitten ist. Es lassen sich nun zwei Kugeln K und K' 

E 

Abb. 257. 

finden, welche sowohl 
E als auch den Kegel 
berühren. K möge E 

' ~ im Punkte F und den 
Kegellängs des Krei-
scs k, K' erstere in 
F', letzteren längs des 
Kreises k' berühren. 
Die Ebene A von k 
möge die Ebene E in 
der Geraden l schnei
den. Wir ziehen nun 
eine Kegelmantel
linie, die k in K, k' 
in K' und den in E ge
legenen Kegelschnitt 
e in P schneiden 
möge. Fällen wir von 
P das Lot PP' auf 
A, und legen wir 
durch dieses die zu l 
normale Ebene, wel
che l in Q schneide, 
so ist PP' Q ein bei P' 

rechtwinkliges Dreieck, dessen bei P gelegener spitzer Winkel gleich 
dem Neigungswinkel iX der Kegelachse gegen E ist. Ebenso ist PP'K 
ein bei P' rechtwinkliges Dreieck, in welchem -1: P ' P K = w, d. h. gleich 
(lern Öffnungswinkel des Kegels ist. Da ferner PF = P K sein muß, 
da beide Strecken Tangenten von P an die Kugelfläche K sind, so 
ist PP' = PKcosw= PFcosw. Ferner ist PP' = PQ·cosiX, wie sich 
aus dem rechtwinkligen Dreieck P P'Q ergibt. Wir erhalten mithin 
die Gleichung 

PFcosw = PQ cosiX oder PF: PQ = cosiX: cosw. 

Nun sind iX und w von der Wahl des Punktes P des Kegelschnittes 
unabhängig, folglich ist cos<X : cosw eine konstante Größe. Da PQ der 
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Abstand des Punktes P von der Geraden l ist, haben wir gefunden, 
daß der ebene Schnitt durch den geraden Kreiskegel die Eigenschaft 
haben muß, daß für jeden beliebigen Punkt P der Kurve das Verhältnis 
seines Abstandes von dem in der Schnittebene E gelegenen festen 
Punkte F zu seinem Abstande von der in der gleichen Ebene gelegen~n 
Geraden l konstant ist. Auf diese Eigen
schaft haben wir oben [s. (145) S. 419] die 
Definition des Kegelschnittes gegründet. 
Damit ist ein rein geometrischer Beweis 
für die Identität der j etzt eingeführten 
Kurven mit den früher behandelten ge
wonnen. 

Weiterhin i~t in Abb. 257 - der Kegel
schnitt ist dort eine Ellipse, da iX > w ist 
dessen ist 

Abb. 258. 

PF' = PK'. Infolge-

PF + PF'= PK + PK'= KK'. 

Da aber die beiden Kreisekund k' auf 
jeder Mantellinie des Kegels Strecken 
von der gleichen Länge KK' abschnei
den, so ist für jeden Punkt P der 
Ellipse e die Summe der Verbindungs
strecken mit den beiden Punkten F 
und F' gleich KK'. Man nennt die 
beiden FestpunkteFund F' die Brenn
punkte der Ellipse und die beiden 
Strecken F P und F' P die beiden 
Brennstrahlen des EllipsenpunktesP. 
Wir erhalten also den Satz: 

Für jeden Punkt e iner Ellipse 
ist die Summe der Brennstrahlen 
konstant. Dies gilt insbesondere auch 
für den Hauptscheitel A. Nun ist aber 
(Abb. 258) 

FA -t-F'A =A'F' +F'A = AA' = 2a. 
Abb. 2f>9. 

Wir erhalten demnach: Die Summe der Brennstrahlen ist für 
j eden Ellipsenpunkt gleich der Hauptachse der Ellipse. 

Ist .x < w, so entsteht als Kegelschnitt eine Hyperbel; die beiden 
Kugeln K und K', welche Kegelfläche und Ebene E berühren, liegen, 
wie aus Abb. 259 ersichtlich ist, zu verschiedenen Seiten der Kegel
spitze. Es ist jetzt 

PF'- PF = PK' - PK = KK'. 
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Für die Hyperbel ist die Differenz der Brennstrahlen kon
stant, nämlich gleich der Länge der reellen Achse- (Abb. 260). 

(162) Wir kommen nunmehr zu den Umdre
hungs- (Dreh-, Rotations-) Flächen. Auch 
hier wollen wir uns auf die analytische Behandlung 
der Fälle beschränken, in denen die Dreh- (Ro
tations-) Achse mit einer Koordinatenachse 
zusammenfällt. In Abb. 261 ist die z-Achse zur 
Drehachse gewählt. DJll"ch sie ist eine Ebene 

Abb. 260. gelegt, welche die xy-Ebene in der Geraden u 
und die Drehfläche in einer Kurve, der Meri

diankurve der Drehfläche, schneidet. Alle Meridiankurven einer Dreh
fläche sind untereinander kongruent. Ist P ein Punkt dieser Meri-

X 

z diankurve, so hat er im u z-System 

u 
Abb. 261. 

die Koordinaten OPu = u, PuP= z, 
die die Gleichung f(u, z) der Meridian
kurve erfüllen müssen. Erwägt man 
nun, daß bei der Rotation der Meri
diankurve P den Abstand von der 
z-Achse unverändert beibehält, daß 
demnach auch OPu = u einen kon

y stauten Wert hat , so müssen die räum
lichen Koordinaten OPx = x und 
P xp u = y von P die Bedingung erfüllen 
x2 + y 2 =u2 , aus welcher u=yx2 + y 2 

folgt. Setzen wir diesen Ausdruck in die 
Gleichung der Meridiankurve ein, so erhalten wir eine Gleichung zwischen 
x , y , z, die von den Koordinaten eines jeden Punktes der Drehfläche 
erfüllt werden muß, d. h. die Gleichung d e r Drehfläche. Sie lautet 
mithin 

f (Yx2 + y2, z) = 0 oder F(x2 + y2, z) = 0. 48') 

Bemerkenswert ist an ihr, daß die Veränderlichen x und y nur in der 
Verbindung yx2 + y 2 oder unter Weglassung des Wurzelzeichens in 
der Verbindung x2 + y 2 auftreten. Wir haben somit gefunden: 

Eine Gleichung zwischen den drei Veränderlichen x , y, z , 
in der die beiden Veränderlichen x und y 1!-Ur in d er Ver
bindung x 2 + y 2 auftreten, ist im rechtwinkligen räumlichen 
Koordinatensystem die Gleichung einer Umdrehungsfläche, 
deren Drehachse die z -Achse ist. 

Fragen: a) Wie lautet die Gleichung einer Drehfläche, deren Dreh
achse die x-Achse, die y-Achse ist 1 
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b) Welche Besonderheit hat die Gleichung einer Drehfläche im 
zylindrischen Polarkoordinatensystem, wenn die z-Achse die Dreh
achse ist 1 [f (e, z) = 0; s. (147) S. 434.] 

c) Welche Besonderheit hat die Gleichung einer Kegelfläche im 
sphärischen Polarkoordinatensystem, wenn ihre Spitze in 0 liegt 1 
[/(.1, cp) = 0; s. (147) S. 435.] 

Sonderfälle. A. Die um die z-Achse rotierende Kurve sei eine 
Gerade g . Sie kann zur z-Achse verschiedene Lagen einnehmen, die 
einzeln behandelt werden sollen: 

l. Ist g II z-Achse, !!O lautet die Gleichung der Meridiankurve u = a, 
wennaderAbstand zwischen g und der z-Achse ist. Setzen wir 

u = yiXi + y2, 

so erhalten wir nach Quadrieren die Gleichung der Drehfläche 

die wir von früher her [s. (150) S. 447] als die Gleichung der Umdrehungs
zylinderfläche kennen, ein Ergebnis, das mit dem erwarteten überein-
stimmt. · 

2. Schneidet g die Drehachse rechtwinklig, so können wir, ohne die 
Allgemeinheit zu beeinträchtigen, gindie x y-Ebene legen; g ist wiederum 
Meridiankurve, und ihre Gleichung f(u , z) = 0 nimmt jetzt die be
sondere Form an: z = 0. Da die Veränderliche u in ihr überhaupt 
nicht enthalten ist, so kann auch die Substitution u = yx2 + y 2 

die Gleichung nicht beeinflussen, und z = 0 ist gleichzeitig die Gleichung 
der entstehenden Drehfläche; diese selbst ist die x y-Ebene, d. h. im 
allgemeinen eine zur z-Achse senkrechte Ebene, wie vorauszusehen war. 

3. Schneidet die Gerade g die Drehachse unter einem Winkel w, 
so können wir - wieder ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit -
den Schnittpunkt in die xy-Ebene verlegen; die Meridiankurve hat 
also die Gleichung u = z · tgw. Wir erhalten daher für die Drehfläche 
die Gleichung 

x2 + y2 - z2 - tg2 w = 0 ; 

diese stimmt mit Gleichung 47') S. 488 überein. Die Drehfläche ist 
also die Fläche eines geraden Kreiskegels, dessen ÖffnungswiJ;!kel w 
ist, ein ebenfalls vorauszusehendes Ergebnis. 

4. Kreuzt schließlich g die Drehachse, so ist g nicht mehr Merdian
kurve der Fläche; wir müssen somit zur Ableitung der Gleichung dieser 
Drehfläche einen anderen Weg einschlagen: Wir legen die xy-Ebene 
so, daß sie das gemeinsame Lot der z-Achse und der Geraden g ent
hält; letzteres schneidet demnach diez-Achsein 0 , während der Schnitt
punkt mit g K heißen möge, und es sei OK = a die Länge des Ab-

Wicke, Ingenieur-Mathematik li. 5 
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staudes der beiden zueinander windschiefen Geraden (s. Abb. 262). 
Schließlich werde der Winkel, den g mit der z-Achse bildet, mit y bezeich
net. IstPein beliebiger Punkt auf der Geradengin irgendeiner von ihr 
bei der Umdrehung eingenommenen Lage und P' P = z seine z-Koordi
nate, so läßt sich sein Abstand PzP = u von der z-Achse leicht er
mitteln. Es ist nämlich auch OP' = u, und KP' die in K an den von 
K bei der Rotation beschriebenen Kreis gelegte Tangente, folglich OK P' 

ein bei K rechtwinkliges Dreieck, also u 2 = a 2 + KP' 2• Da ferner 
in dem rechtwinkligen Dreieck K P' P <}:: K PP' = y ist, so ist 

X 

gA z iz' ; 

\ : jJ: 
\ Pz I I 

K P' = P' P tg y = z tg y 

und also 

\ ~-k __ lp 

\ 1 1 Bei der Rotation beschreibt nun P \ I I 
Ov.."~':-f----!-..,..---~y einen Kreis um Pz; seine x- und seine 

Abb. 262. 

die Gleichung der Drehfläche; 

y-Koordinate müssen daher in jeder 
Lage von P die Gleichung erfüllen 
x2 + y2 = u 2. Setzen wir dies in die 
obige Gleichung ein, so erhalten wir 
sie lautet 

x2 + y2 _ z2tg2y = a2. 

Setzen wir a ctgy = c, so können wir sie auch schreiben: 

x2 + y2 z2 
a2--C2= 1. 

Das ist aber nach (150) S. 448 die Gleichung des einschaligen Um
drehungshyperboloids. Rotiert demnach eine Gerade um eine sie 
kreuzende Achse, so beschreibt sie ein einschaliges Umdrehungshyper
boloid. Diese Fläche besitzt also eine Schar von Geraden, nämlich 
die, mit welchen g sich bei der Rotation deckt. Sie enthält jedoch 
noch eine weitere Schar von Geraden; denn die zu ginder Ebene KPP' 
bezüglich der Geraden KP' symmetrische Gerade g' muß in allen ihren 
bei der Umdrehung eingenommenen Lagen aus Symmetriegründen eben
falls auf der Fläche liegen. - Überdies kommt diese Eigenschaft 
nicht dem einschaligen Umdrehungshyperboloid allein zu; auch das 
allgemeine einschalige Hyperboloid besitzt zwei Scharen von Geraden 
derart, daß sich durch jeden Punkt seiner Oberfläche zwei Geraden 
ziehen lassen, die in ihrer ganzen Ausdehnung in ihr liegen [s. (207) 
s. 691]. 

B. Die um die z-Achse rotierende Kurve sei ein Kreis k, und zwar 
soll er Meridiankurve sein, d. h. seine Ebene soll die z-Achse enthalten. 
Ist die z-Achse sogar Durchmesser des Kreises, so ist die Drehfläche 
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eine Kugelfläche. Legen wir die xy-Ebene durch den Mittelpunkt 
des Meridiankreises, so daß dieser und damit der Kugelmittelpunkt 
Koordinatenanfangspunkt wird, so lautet die Gleichung des Meridian
kreises u2 + z2 = r 2, wobei r der Halbmesser des Meridiankreises ist. 
Also ist die Gleichung der Kugeloberfläche 

49) ' 

in Übereinstimmung mit den in (150) S. 447 gewonnenen Ergebnissen. 
49) heißt die Mittelpunktsgleichung der Kugelfläche. Liegt 
der Mittelpunkt M der Kugelfläche nicht in 0, so lautet die Gleichung 
der Kugelfläche, wenn x0 I y0 I z0 die Koordinaten von M sind, 

(x - Xo)2 + (y - Yo)2 + (z - Zo)2 = r2 
oder 

x2 + y2 + z2 - 2(x0 • x + y0 • y + z0 • z) + (x5 + YB + zö- r 2) = 0. 

Umgekehrt ist im rechtwinkligen Koordinatensystem jede Gleichung 
von der Form 

A (x2 + y 2 + z2) + 2Bx + 2Cy + 2Dz + E = 0 50) 

die Gleichung einer Kugelfläche ; ihr Mittelpunkt M hat die Koordinaten 

B 
Xo =- A' 

ihr Halbmesser hat die Länge 

c 
Yo "'"~- A' 

D 
Zo =-A' 

VB2 Q2 D2 E 
r = A2 + A2 + A2- A . 

50) ist die a llgemeine Glr 10hung der Kugelfläche; in ihr treten 
die fünf Konstanten A, B, C, D, E auf, von denen jedoch nur die Ver
hältnisse wesentlich sind. Da sich hierdurch vier voneinander unab
hängige Bestimmungsstücke, z. B. 

B C D E 
A'A'A'A 

ergeben, so folgt, daß man einer Kugelfläche geometrisch vier von
einander unabhängige Bedingungen auferlegen kann; insbesondere ergibt 
sich, daß man durch vier beliebig im Raume gelegene Punkte stets 
eine Kugelfläche legen kann. 

Beispiele. a) Es ist die dem Teatreder T umbeschriebene Kugel 
gesucht, d. h. die Kugel, welche die vier Ecken des Tetraeders enthält. 
Die Gleichung dieser Kugelfläche möge heißen 

A (x2 + y 2 + z 2) + 2Bx + 2Cy -!- 2Dz + E = 0; 

5* 
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sie muß erfüllt werden von den Koordinaten der vier Eckpunkte 
A (131 -8 \4), B(5l 1 I 9), 0(21 I -7 I -11), D(1 I -2!4). Wir erhalten folg
lich die vier Gleichungen: 

249A+26B-l60+ 8D+E=0, 107A+lOB+20+1SD + E=0, 

611A+42B-140-22D+E=0, 21A+ 2B-4C+ 8D+E=0. 

Aus ihnen ergibt sich 

B = -.2f-A, C = -6A, D = 5A, E = -60A, 

so daß die Gleichung der um beschriebenen Kugel lautet (A = 1): 

x2 + y2 + z2 - 25x- 12y + 10z- 60 = 0. 

Schreiben wir sie in der Form 

( 25)2 (}"1109)2 
x- 2 + (y- 6)2 + (z + 5)2 = -2- ' 

so erkennen wir, daß der Mittelpunkt der umbeschriebenen Kugel die 
Koordinaten 'Jf:-!6!-5 hat, und der Halbmesser gleich ! yfio9 ist 
(s. a. S. 484). 

b) Der Punkt (i!-2)9) hat von allen vier Seitenflächen des Tetra
eders T den gleichen Abstand t (nachprüfen!); er ist also der Mittel
punkt einer alle Seitenflächen berührenden Kugel vom Halbmesser t. 
Die Gleichung dieser Kugel lautet folglich 

(x- i)2 + (y + 2)2 + (z- 9)2 = (f)2 
bzw. 

x2 + y2 + z2 - 7 x + 4y- 18z + 91 = 0. 

Es gibt noch sieben weitere die vier Seitenflächen berührende Kugeln; 
ihre Gleichungen sind aufzustellen. -

Enthält die Drehachse den Mittelpunkt des Meridiankreises nicht, 
sondern haben beide den Abstand a, so beschreibt der Kreis bei der 

z 

X 
Abb. 263. 

Rotation die Kreisringfläche (Abb. 263). 
Legen wir die xy-Ebene wieder durch den 
Mittelpunkt M des Meridiankreises, so 
lautet seine Gleichung 

u ersetzen wir u durch 

so erhalten wir als Gleichung der Kreisringfläche 

(yx2 +Y2 - a)2 + z2 = r2 



(163) Besondere Gruppen von Flächen und Raumkurven. 497 

oder umgeformt 

(x2 + y2 + z2)2 _ 2a2(x2 + y2 _ z2) _ 2r2(x2 + y2 + z2) + (a2 _ r2)2 = 0 

bzw. (x2 + yB + z2 + a2- r2)2- 4a2(x2 + y2) = 0. 51) 

Die Gleichung ist in x, y, z vom vierten Grade; die Kreisringfläche 
ist daher eine Fläche vierter Ordnung. 

(163) Eine Schraubenlinie wird von einem Punkte beschrieben, 
der um eine Gerade, die Schraubenachse, mit konstanter Winkel
geschwindigkeit rotiert und sich gleichzeitig parallel zur Schrauben
achse mit konstanter Geschwindigkeit verschiebt. Er bewegt sich dem
nach auf der Oberfläche eines geraden Kreiszylinders, dessen Achse 
mit der Schraubenachse zusammenfällt, und dessen Grundkreishalb
messer gleich dem Abstande a des die Schraubenlinie beschreibenden 
Punktes von der Schraubenachse ist. Zur analytischen Behandlung wäh
len wir die Schrauben-
achse zur z-Achse eines 
rechtwinkligen Koordi
natensystems und legen 
die xy-Ebene so, daß 
der Grundrißspurpunkt ~,~~~~;;:~~3 
der Schraubenlinie auf '',,, ,, 
die x-Achse zu liegen '',, 

z 

................. 
kommt. Wird der V er- '',,-, h 
schrau bungswinkel, 
den OP' mit der x-Achse 
bildet, gleich rp gesetzt 
(Abb. 264), so ist für 
einen beliebigen Punkt P 

OX = x = a · cosrp, 

XP' = y = asinrp, 

P' p = z = 2h:n: ffJ, 

wobei die Ganghöhe h 
die Strecke ist, um wel

... -------------
(/,-' 

......... ___________ _ 

X 
Abb. 264. 

che sich P nach Ausführung einer vollen Umdrehung in Richtung der 
Schraubenachse verschoben hat. Die drei Gleichungen 

x = a cosrp, y=asinrp, 
h 

Z=-rp 
2:n: 

52) 

sind eine Parameterdarstellung der Schraubenlinie, Parameter ist 
der Verschraubungswinkel rp. Eliminieren wir rp aus den beiden ersten 
Gleichungen (Quadrieren und Addieren), so erhalten wir die Gleichung 
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x 2 + y 2 = a 2 als Gleichung der Zylinderfläche, welche die Schrauben
linie auf die xy-Ebene projiziert; die xy-Projektion der Schrauben
linie ist demnach ein Kreis mit dem Mittelpunkte 0 und dem Halb
messer a, ein Ergebnis, das vorauszusehen war. Um die xz-Projektion 
zu erhalten, eliminieren wirrpaus der ersten und dritten Gleichung 52); 
es ergibt sich 

2n 
x=acoshz. 

Das ist eine Kosinuslinie, deren Periode h, deren Amplitude a und deren 
Achse die z-Achse ist. In gleicher Weise finden wir als Gleichung der 
yz-Projektion 

. 2n 
y = asmhz; 

die yz-Projektion ist folglich eine Sinuslinie, die kongruent ist mit 

der xz-Projektion, nur um die Strecke ~ im Sinne der z-Achse ver
schoben ist. 

Eine Schraubenfläche entsteht, wenn eine Kurve eine Schrauben
bewegung ausführt. Wir wollen hier nur den einfachsten Fall betrachten, 
daß die sich verschraubendeKurve eine Gerade ist, welche die Schrau
benachse unter einem rechten Winkel schneidet. Die dadurch ent
stehende Schraubenfläche ist die gerade geschlossene Regel
schra u benfläche. Da die Gerade ZP, die auf dieser Schraubenfläche 
liegen muß, die Gleichung 

~ = tgrp' 
h 

Z = 2n rp 

hat, erhalten wir durch Elimination des Parameters rp als Gleichung 
der Schraubenfläche: 

oder 
h y 

z = 2- arctg-. 
Jl X 

53) 

Wir wollen die Behandlung von Schraubenlinie und Schrauben
fläche mit der Aufgabe abschließen: Eine Schraubenfläche von der 
Gleichung 

h X 
z = -arctg-

2n y 

soll von der Fläche eines geraden Kreiszylinders durchdrungen werden, 
dessen Achse parallel der Schraubenachse läuft, und zwar so, daß 
letztere gleichzeitig eine Mantellinie der Zylinderfläche ist; welches ist 
die Durchdringungskurve ? Istader Grundkreishalbmesser der Zylinder
fläche und befindet sich die Zylinderachse in der xz-Ebene, so lautet 
die Gleichung der Zylinderfläche (x - a) 2 + y 2 = a 2 • Wir verschieben 
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das Koordinatensystem nach dem xy-Spurpunkt M der Zylinderachse; 
dies hat die Transformationsformeln zur Folge: 

x=t;+a , y = t)' z = &· 

Die Gleichung der Schraubenfläche lautet nun 

h 1:) 
& = 2- arctg-+ , :n: ! a 

die der Zylinderfläche 
62 + ty2 = a2. 

Letztere können wir unter Einführung des Parameters <p (s. Abb. 265) 
schreiben t; = a cos rp, t) = a sin <p. Setzen wir diese Werte in die 
Gleichung der Schraubenfläche ein, so ergibt sich 

h a sin<p h sin<p h ( q:>) :~. = - arctg ---- = - arctg -- -- = - arctg tg
o 2 :n: a+acos<p 2:n: l+cos q:> 2n 2 

oder schließlich 

h 'P 
& = 2:n: '2• 

Nun sind aber die drei 
Gleichungen 

t; = acosrp, 

t) = asinrp, 
h 

cr = 4n '<p 

nach 52) die Gleichun
gen einer Schrauben
linie, deren Achse die 
& -Achse, deren Halb
messer a und deren 

Ganghöhe ; ist. Folg

lich ist die Durchdrin
gungskurve zwischen 
unserer Zylinderfläche 
und der Schraubenfläche 

Abb. 265. 

eine Schraubenlinie, deren Ganghöhe halb so groß ist wie die der 
Schraubenfläche. 

Wir haben in diesem Paragraphen die einfachsten Flächen und 
Raumkurven untersucht. Die analytische Ausdrucksform dieser Ge
bilde sind Gleichungen zwischen drei Veränderlichen, die wir zumeist 
mit x, y, z bezeichnet haben, also von der Gestalt F ( x, y , z) = 0. Dieser 
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allgemeinen Gleichung können wir dadurch eine etwas einfachere Ge
stalt geben, daß wir sie nach einer der Veränderlichen, beispielsweise 
nach z, auflösen; dann erscheint sie in der Form z = f(x, y). In dieser 
Form ist die Veränderliche z als von x und y abhängig dargestellt; 
sie ist eine Funktion der beiden Veränderlichen x und y. Damit 
sind wir ·zu Funktionen von mehreren unabhängigen Ver
änderlichen gelangt. Befaßten sich die Untersuchungen dieses und 
des vorangehenden Paragraphen mit der Anwendung der endlichen 
Rechenoperationen auf diese Funktionen, so wollen wir in den nächsten 
Paragraphen die infinitesimalen Rechenoperationen auf Funktionen 
mehrerer Veränderlichen anwenden. 

§ 5. Die partielle Differentiation. 

(164) Wir erweitern zunächst den Begriff des Differentialquotienten 
auf eine Funktion zweier Veränderlichen z = f(x, y). Geben wir den 
beiden unabhängigen Veränderlichen bestimmte Werte x und y, so 
erhält auch die abhängige Veränderliche einen bestimmten Wert 
z = f(x, y). Wir behalten nun den gewählten Wert y bei, während 
wir der anderen Unabhängigen :i einen Zuwachs Llx erteilen. Dadurch 
erfährt auch der Funktionswert z einen Zuwachs, den wir mit Ll.,z be
zeichnen wollen, und es ist 

z + Ll.,z = f(x + Ax, y), also A.,z = f(x + t'lx, y)- f(x, y) 

Bilden wir den Differenzenquotienten, so bekommen wir 

Axz f(x + Ax, y)- f(x, y) 
'Lfx Ax 

Lassen wir schließlich den Zuwachs Ax sich dem Werte Null nähern, 
so wird der Differenzenquotient sich im allgemeinen einem bestimmten 
Grenzwerte nähern. Man nennt ihn den partiellen Diffe renti a l
quotienten oder die partielle Ableitung der Funktion 
z = f(x, y) nach der Veränderlichen x und bezeichnet ihn- zum 
Unterschiede von dem bisher betrachteten Differentialquotienten einer 

Funktion einer Veränderlichen - symbolisch durch ~z , also unter ox 
Verwendung des runden o statt des bisher benutzten geraden d. 
Es ist demnach 

~ = iJj(x~ = lim ~xz = lim !Jx + Ax, y)- f(x, y) = f~(x,y). 54) 
ox ox .1x+O Ax Llx-+O Ax 

Es ist nun ohne weiteres verständlich, wie wir zu dem partiellen Diffe
rentialquotienten der Funktion z = f(x, y), nach y genommen, gelangen. 
Wir halten den gewählten Wert der unabhängigen Veränderlichen x 
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fest, erteilen dagegen der unabhängigen Veränderlichen y einen Zu
wachs Ay , berechnen den Zuwachs, den hierdurch die Funktion 
z = f (x, y) erfährt: 

Ayz = f(x, y + Ll-y)- f(x, y), 

dividieren diesen durch den Zuwachs Ay und lassen Ay sich dem Grenz

werte Null nähern. Der Grenzwert, den hierbei ~vz erfährt, ist der ge-
suchte partielle Differentialquotient: Y 

~z = of(x , y) = lim Llyz = lim f(x, y + L1 y)- f(x, y) ~ f~ (x, y) 0 54') 
oy iJ y Ll y -* O L1 y Lly-*O L1y 

Zu beachten ist hierbei, daß bei der partiellen Differentiation nach 
einer Veränderlichen die andere als konstant anzusehen ist! 

Beispiele. a) Ist z = x 2 • y, so ist 

oz oz 
OX = 2x y und oy = x2 

b) Ist 

so ist 
OZ X 

ax a- , 
c) Ist 

h y oz h l ( y) h y 
z = 2.n arctgx, so ist ox = 2Jl • --(-11 )2 • - x2 =-2 .n x2 + y2, 

1 +-
X 

OZ h l 1 h X 

o y = 2Jr • 1 + ( ~ r . x = 2-; . x2 + y2 • 

Wir bekommen am einfachsten eine Vorstellung von dem Wesen 
und der Bedeutung der partiellen Differentialquotienten einer Funktion 
zweier Veränderlichen, wenn wir das 
geometrische Bild einer solchen 
Funktion zu Hilfe nehmen. Wir 
wissen aus dem Vorangehenden, daß 
im rechtwinkligen Koordinatensy
stem z = f(x , y) die Gleichung einer 
Fläche ist ; Abb. 266 möge einen 
Teil derselben andeuten. Wir wäh-
len ein bestimmtes Wertepaar x\ y; 
diesem entspricht in der x y-Ebene 
ein ganz bestimmter Punkt P'. 
Zu diesem Wertepaare xj y gehört 
infolge der Gleichung z = f( x, y) 
ein bestimmter Wert von z . Die 
Wertegruppe x I y I z liefert die Koor- .f 
dinaten eines Punktes P, der auf Abb. 266. 
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der Fläche von der Gleichung z = f(x, y) liegen muß. Wenn wir unter 
Beibehaltung des Wertes y dem x einen Zuwachs LI x erteilen, so er
halten wir in der x y-Ebene den Punkt P{ mit den Koordinaten x + LI x / y, 
der mit JY auf der gleichen Parallelen zur x-Achse liegt, und zwar so, 
daß P'P{ = XX1 = Llx ist. Errichten wir in P; auf der xy-Ebene 
das Lot, so möge dieses die Fläche von der Gleichung z = f(x, y) 
in einem Punkte P 1 schneiden; die Koordinaten von P 1 sind dann 

x+L1x, y, z+L1.:z=f(x + L1x,y). 

Den Zuwachs L1.:z, den die z-Koordinate erfährt, wenn wir uns auf der 
Fläche vom Punkte P nach dem Punkte P 1 begeben, können wir uns 
in einfacher Weise geometrisch veranschaulichen. Wir ziehen durch 
P die Parallele zur x-Achse, welche P{ P 1 in Q1 schneiden möge; dann ist 

QlPl = P~P1 - P~Ql = P~P1 - P' P = z + L1.:z- z = Llxz, 

also · 
Q1 P 1 = Llxz. 

Die Punkte P, Q1 , P 1 , P', P; liegen alle in der durch P parallel zur 
xz-Ebene gelegten Ebene; diese schneidet die Fläche z = f(x, y) in 
einer Kurve Cx. Die beiden Punkte P und P 1 sind nun Punkte von Cx, 

und die Gerade PP 1 ist folglich eine zu P gehörige Sekante dieser 
Kurve. -t: P1 PQ1 = Cf!x ist der Neigungswinkel dieser Sekante. gegen 
die x-Achse, und zwar folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck PQ1P 1 

die Beziehung 
t _fj1P1_~xz 
g !f'x - p Ql - LI X ' 

da ja 
PQ1 = P'P; = XX1 = Ax 

ist. Es ist also 
f(x + Llx, y) - f(x, y) t 

Llx = gcpx · 

In dem Maße nun, als sich Llx dem Grenzwerte Null nähert, nähert 
sich P~ dem Punkte P' und folglich P1 dem Punkte P, und zwar so, daß 
der Punkt P1 auf der Kurve Cx wandern muß. Die Sekante PQ wird 
auf diese Weise zur Tangente an Cx in P, der Winkel (/Jx wird zum 
Neigungswinkel {}"'dieser Tangente gegen die x-Achse; es ist demnach 

t _(l - li f(x + Llx, y) - f(x, y) - of(x, y) - ~ gux- m _ _ 
Llx->-O Llx ox ox 

oder 
oz 
ox = tg{)x. 

Der partielle Differentialquotient g; ist gleich dem Tan

genswert des Winkels {}x, den die im Flächenpunkt P 
an die Kurve Cx gezogene Tangente mit der x-Achse ein
schließt; dabei ist c"' die Kurve, welche die durch P gelegte 
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Parallelebene zur xz-Ebene auf der Fläche von der Glei
chung z = f(x, y) ausschneidet. - Wir können gleich fortfahren: 

Der. partielle Differentialquotient :; ist gleich dem Tan

genswert des Winkels {}y, den die im Flächenpunkt P 
an die Kurve cy gezogene Tangente mit der y-Achse ein
schließt ; dabei ist Cy die Kurve, welche die durch P ge
legte Parallelebene zur yz-Ebene auf der Fläche von der 
Gleichung z = f(x, y) ausschneidet. 

Wir sehen die Richtigkeit des letzten Satzes an Hand der Abb. 266 
ohne weiteres ein: Behalten wir nämlich jetzt den einmal gewählten 
Wert für x unverändert bei, geben aber dem y einen Zuwachs LI y , so 
erhalten wir in der xy-Ebene den Punkt P~(xl y +LI y); zu diesem 
gehört auf der Fläche von der Gleichung z = f(x, y) ein Punkt P 2 , 

dessen z-Koordinate den Wert z + Llyz = f(x , y +LI y) hat. Durch 
P, P', P 2 , P2 ist die durch P gehende Parallelebene zur yz-Ebene be
stimmt; diese möge auf der Fläche die Kurve cy ausschneiden, auf 
der die Punkte P und P 2 liegen müssen. Die durch P gelegte Parallele 
zur y-Achse möge P;P 2 in Q2 schneiden, und der Winkel f{Jy = -9:: Q2 PP 2 , 

den die Kurvensekante PP2 mit der y-Achse einschließt, ist, da 

ist, durch die Gleichung bestimmt 

t _ Ll.z _ f(x, y + Llx) - j(x, y) 
. gf{Jy- Lly- Lly 

Nähert sich nun Lly dem Grenzwerte Null, so nähert sich P 2 auf cy 

dem Punkte P, die Sekante P P2 wird zu der in P an Cy gelegten Tan
gente, und rpy geht in den Winkel {}Y über, den diese Tangente mit 
der y-Achse einschließt. Es ist demnach 

t.g{}y = lim LJ • .: = lim f(x, y + .dy) - j(x, y) = ~z = i) f(x, '!!)_ 
Jy-*Ü.dy Lly-*0 Lly oy ay 

Diese soeben gewonnene geometrische Deutung der partiellen Diffe
rentialquotienten einer Funktion zweier Veränderlichen z = f (x, y) 
gestattet uns, noch eine weitere Folgerung zu ziehen. Wir knüpfen 
zu diesem Zwecke wieder an Abb. 266 an. Wir können die beiden 
Punkte P1 und P 2 als dem Punkte Funendlich naheliegend, als Nach
barpunkte von P auf der Fläche betrachten. Nun besitzt aber der 
Punkt P auf dieser Fläche nicht nur diese beiden Nachbarpunkte, 
sondern unendlich viele, die um P herumgelagert sind; alle dieseN achbar
punkte von P haben im allgemeinen die Eigenschaft, daß sie auf einer 
Ebene liegen, die man als die Tangentialebene an die Fläche 
z = f( x, y) in P bezeichnet, während P der Berührungspunkt 
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dieser Ebene genannt wird. Um zu einem beliebigen Nachbarpunkte Pa 
von P zu gelangen, wobei Pa also auf der zu P gehörigen Tangential
ebene liegen muß, müssen wir sowohl der x- als auch der y-Koordihate 
von P einen Zuwachs P'Pf = P;P3= LI x bzw. P'P~ = PfP~ =LI y 
geben. Dadurch erhält die z-Koordinate einen Zuwachs 

~Pa- P'P = Q3 P 3 = Llz, 

wenn wir mit Qa denjenigen Punkt bezeichnen, in welchem die durch 
P gelegte Parallelebene zur xy-Ebene die Gerade P3P 3 schneidet. 
In Abb. 267 ist das Rechteck PQ1 Q3Q2 und das darüber befindliche 

P.J Stück PP1PaP2 der Tangentialebene in ver-

Abb. 267. 

12 größertem Maßstabe gezeichnet. Ziehen wir 
durch P 1 die Parallele zu Q1Q:;, die Q3 P 3 in 
Q' schneiden möge, so ist P1Q1Q3Q' ein Recht
eck, folglich Q3Q' = Q1 P 1 ; ferner sind die 
beiden rechtwinkligen Dreiecke P 1 Q1 P und 
Q'Q3Q2 kongruent, da sie in zwei Seiten (Q1 P 1 

= Qa Q', Q2 Q3 = PQ1) und dem eingeschlos
senen rechten Winkel übereinstimmen. Folglich ist Q2Q' gleich 
und parallel gelegen zu P P 1 und demnach auch zu P 2 Pa; also ist 
das Viereck P 2Q2Q' P 3 ein Parallelogramm, da ja auch Q' P 3 parallel 
Q2 P 2 ist; mithin ist Q'P3 = Q2 P 2 • Es ist also Q3 P 3 = Q1 P 1 + Q2 P 2 

oder Llz = Ll.,z + Llyz ; d. h. der Zuwachs , den z erfährt, wenn x 
um LI x und y um LI y zunimmt, ist gleich der Summe der Zu
wüchse, die z erfahren würde, wenn x allein um LI x und y allein um 
LI y zunähme. Dieses Ergebnis gilt streng nur unter der von uns ge
machten Voraussetzung, daß P 1 , P 2 und folglich auch P 3 dem Punkte P 
unendlich benachbart sind, da sonst diese Punkte nicht mehr in der 
zu P gehörigen Tangentialebene liegen würden. In diesem Falle ist 
also auch 

L1 z = LJ,z + LJ.z = LJ.z + LJ,z • L1 y 
.dx .dx .dx .dx .dy .dx 

und im Grenzfalle demnach 

lim LJz = oz + ~ · lim .dy. 
Llx-+OLJx ox oy Llx-+OLJx 

Nun ist aber 

lim fl y_ = tgiX = tgP' P'P' = dy_ 
Llx-+O.dx 1 3 dx' 

d. h . gleich dem Tangenswert desjenigen Winkels, den die Richtung P'P~ 

bzw. PQ3 mit der x-Achse einschließt. Die obige Formel gibt demnach 
das Verhältnis des Zuwachses an, den z erfährt, zu dem Zuwachs, 
den x erfährt, wenn sich P gerade in der durch IX festgelegten Richtung 
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nach seinem Nachbarpunkte P 3 auf der Fläche bewegt. Man nennt 

den Ausdruck lim ~~ den totalen Differentialquotienten von 
A z-+0 

z nach x und führt für ihn die von früher gewohnte Bezeichnung 
dz . D" dx ern. 1e obige Formel schreibt sich nun 

dz oz oz dy 
dx = ax + iJy • dx' 55a) 

d. h. man bekommt den totalen Differentialquotienten 
einer Funktion zweier Veränderlichen nach der einen 
unabhängigen Veränderlichen, inde m man den partiellen 
Differentialquotienten nach dieser Veränderlichen um ein 
Produkt vermehrt, dessen einer Faktor der partielle Diffe
rentialquotient der Funktion nach der anderen Veränder
lichen ist, während der zweite Faktor der Differential
quotient der zweiten Veränderlichen nach der ersten Ver· 
änderlichen ist. Auf Grund dieser Regel ist folglich auch 

dz _ oz dx + iJz 
dy - ay • ay ay · 

55b) 

Die beiden Formeln 55a) und 55b) lassen sich zu einer vereinigen, 
wenn man sich der symbolischen Schreibweise der Differentiale be
dient. Multiplizieren wir nämlich formell (denn nur um eine formelle 
Multiplikation kann es sich ja bei unendlich kleinen Größen handeln) 
Gleichung 55a) mit dx oder Gleichung 55b) mit dy, so erhalten 
wir beide Male die Formel 

. dz = := dx + :; dy oder df(x, y) = Bf~~ y) dx + Bf~x; y) dy. 55~ 

~~ dx wird das partie lle Differential d er Funktion b ezüg

lich x, . ~~ dy das partielle Differ ential der Funktion be

züglich y, beide gemeinsam die partiellen Differentiale der 
Funktion, dz = df(x, y) das totale oder vollständige Differen
tial der Funktion genannt. Unter. Benutzung dieser Bezeichnungen 
können wir Formel 55) in dem Satze aussprechen: 

Das totale Diffe r ential einer Funktion zweier Veränder
lichen ist gleich der Summe ihrer beiden partielle n Diffe
rentiale. 

Es ist leicht, diesen Satz und die Formel 55) zu erweitern: Ist 
y = f(x1 , x2 , x3 , ••• , Xn) eine Funktion dernunabhängigen Veränder
lichen x1 , x2 , x3 , ••• , Xn, so ist das vollständige Differential dieser 
Funktion die Summe aller partiellen Differentiale. Also: 

d ay d + a y d + ay d + + ay d 55') y = "- Xl -i) X2 "- Xa • • • i)- Xn • 
V~ ~ V~ ~ 
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Zwar kommt den Formeln 55) und 55'), wie schon erwähnt, nur sym
bolischer Wert zu; doch können sie sich als Annäherungsformeln bei 
Fehlerabschätzungen als recht zweckmäßig erweisen, wie an 
einigen einfachen Beispielen gezeigt werden möge. 

a) Der Inhalt eines zylindrischen Gefäßes wird nach der Formel 
berechnet J = n r 2 h, wobei r der Halbmesser des Grundkreises und h 
die Höhe des Gefäßes ist . . Ist beispielsweise r = 12,5 cm und h = 26,4 cm, 
so ist J = 12959 cm3 . Sind r und h hierbei auf einen Millimeter genau 
gemessen, so heißt dies, daß ein Fehler von ±0,05 cm bei beiden Maß
zahlen noch möglich ist. Welchen Einfluß würde nun dieser Fehler 
auf die Berechnung von J ausüben? Nach Formel 55) können wir 
den Zuwachs dJ, den J erfährt, wenn wirr um dr und h um dh vermehren, 
schreiben : 

dJ = n · 2rhdr + nr2 dh = nr(2hdr + rdh). 

Diese Formel gilt genau nur dann, wenn dr und dh unendlich klein 
sind, gibt aber auch noch brauchbare Werte, wenn dr und dh zwar 
endlich, aber wie in unserem Beispiel gegenüber r und h sehr klein 
sind. Wir bekommen mithin 

dJ = n · 12,5(52,8 · 0,05 + 12,5 · 0,05) cm3 = 128 cma. 

Um diesen Betrag von 128 cm3 kann demnach im ungünstigsten Falle 
der errechnete Wert vom wahren Werte abweichen. Dann hat es aber 
keinen Sinn, den Rauminhalt des Gefäßes, wie wir es oben getan haben, 
bis auf Kubikzentimeter genau auszurechnen; denn addieren und 
subtrahieren wir diesen möglichen Fehler von dem errechneten J, so 
bekommen wir die beiden Werte 13087 cm3 und 12831 cm3; innerhalb 
dieser Grenzen liegt bei der angenommenen Genauigkeit der Längen
messung der Inhalt des Gefäßes. Es hätte demnach genügt, wenn wir 
den Inhalt auf dm3 genau zu J = 13,0 dm angegeben hätten, ein Er
gebnis, das sich überdies mit einem wesentlich geringeren Aufwand 
von Arbeit und Zeit finden läßt. dJ heißt der absolute Fehler; der 

Quotient dj wird der relatJve Fehler genannt; er ist in unserem Falle 

dJ = 2 ar + dh 
J r h ' 

wie sich durch Division mit J = nr2h ergibt. In unserem Zahlenbeispiele 
würde er 

2 • 0,05 + 0,05 = 0 0099 = 0 990/ 
12,5 26,4 ' ' / 0 

betragen; und in der Tat ist 0,128 dm3 ungefähr 0,99% von 13,0 dm3. 
b) Nach einer Erfahrungsformel ist die Erdbeschleunigung 

g = 980,6(1- 0,0026 cos2<p- 0,2. w- 6 h), 
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wobei rp die geographische Breite des Beobachtungsortes und h seine 
in Metern ausgedrückte Höhe über Normal-Null ist. Eine Änderung des 
Beobachtungsortes um die Breite df{! und die Höhe dh würde demnach 
eine Änderung der Erdbeschleunigung zur Folge haben, die sich er
rechnet zu 

dg = 980,6(2. 0,0026sin2f{J. drp- 0,2. w-s. dh). 

(165) Aus unseren bisherigen Betrachtungen und aus den Beispielen 
von S. 501 können wir ersehen, daß die beiden partiellen Düferen-

t . I t' t oz d oz . F kt' . V d 1· h 1a quo 1en en iJx un iJy emer un wn zwe1er erän er lC en 

z = f(x, y) im allgemeinen wieder Funktionen dieser beiden Veränder
lichen sind. Wir können daher diese von neuem als Ausgangsfunktionen 
nehmen und von ihnen die partiellen Düferentialquotienten bilden; 
diese werden dann die partiellen Differentialquotienten zweiter 
Ordnung der ursprünglichen Funktion z = f (x, y) genannt, während 

t~ und *~ zum Unterschiede hiervon die partiellen Differential

quotienten erster Ordnung heißen. So können wir fortfahren 
und Düferentialquotienten dritter, vierter, ... Ordnung bilden. Be
fassen wir uns zunächst mit den partiellen Differentialquotienten 
zweiter Ordnung! 

Nach unserer Begriffsbestimmung erhalten wir sie, wenn wir sowohl 

~~ als auch ~= einmal nach x, das andere Mal nach y differen

zieren. Die zweiten partiellen Düferentialquotienten werden folgender
maßen bezeichnet. Es ist 

a~ iJ Bz a~ a~ 
iJx iJ2z iJx o2z iJy . fJ2 z fJy fJ2z 
ox - fJx2' a :y= iJxfJy' 8X = fJyiJx' ay = fJy2' 56) 

Für die in (164) S. 501 angeführten Beispiele ist somit 

a) z = x2 y: 

f)2z 
iJx2 = 2y' 

f)2z 
rJx iJy = 2x, 

x2 y2 
b) z = 2a + 2b: 

rJ2 z 1 
Ox2 - --a, 

h y 
c) z = 2n arctg-;;: 

f)2 z h xy 
ßx2 = -;- · (x2 + y2)2 , 

fJ2z h y2- x2 

iJx iJy = 2n (xT+if)2' 

r)2z 
iJy fJx = 2x, 

iJ2z 
--=0 
fJyiJx ' 

fJ2z 
--- = o· 
fJy2 ' 

iJ2 z 1 
iJy'i = z;; 

fJ2z h x2- y2 
Bxoy = -2n (X2 + y2) 2 ' 

i)2z h xy 
iJy2 --;- (x2 + y2)2 · 
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Auffallend ist bei allen diesen Beispielen, daß 

(J2z ()2z 
iJx oy = iJy i!x 

ist; d. h. daß die Reihenfolge des Differenzierens ohne Einfluß auf 
das Endergebnis ist, und es- erhebt sich die Frage; ob diese Erscheinung 
eine Eigentümlichkeit der obigen Beispiele oder ob sie ein allgemein 
gültiges Gesetz darstellt. Daß letzteres der Fall ist, können wir folgender
maßen beweisen. Es ist 

iJz = lim f(x + Lfx, y)- f(x, y) 
iJx Llz4-0 Lfx 

[Formel 54:)] eine Funktion von x und y. Behalten wir den einmal ge
wählten Wert für x bei und ändern wir y, so können wir nach Formel 54') 
bilden: 

0~ lim f(x+Lfx, y+Lfy_)-f(x,_}l_+~y) _ lim f(x+Lfx, y) - f(x, y) 
_ o2z = __j!!__ = lim Llz4-0 Lfx Llz4-0 Lfx 
iJx iJy iJy Lly_,:.O Lfy 

Anstatt nun die beiden Grenzübergänge L1x--->- 0 in den zwei Gliedern 
des Zählers getrennt vorzunehmen, können wir auch, ohne das Ergebnis 
zu ändern, erst die beiden Glieder im Zähler vereinigen und nachträglich 
L1x nach Null konvergieren lassen; der Ausdruck würde sich dann 
schreiben: 

lim f(x+Lfx, y+Lfy) -f(x, y+Lfy)-f(x+ Lfx, y)+f(x,y) 
iJ2z 1. Llz4-0 Lfx ---- = Im~~------------------.--------------

ox oy Lly"*o Lfy 

Da nun L1y auf die Bildung des Grenzüberganges L1x--->- 0 ohne Einfluß 
ist, können wir die Division durch L1y auch schon vor diesem vor
nehmen; wir erhalten somit: 

~= lim { lim f(x+Lfx, y+Lfy)-f(x, y+L1y)-f(x+L1x_,y)+f(x, y)}· 
(Jx(Jy Lly4-0 Llz4-0 Lfx • Lfy 

Wegen der gegenseitigen Unabhängigkeit der Zuwüchse L1x und L1y 
kann ferner auch die Reihenfolge der Grenzübergänge nicht von Ein
fluß auf das Endergebnis sein, so daß wir auch schreiben können: 

_iJ_2z_ = lim lim :.....1('-x_+_Lf_x_, -=--Y_+_Lf::..cy)'---------'-f..:..(x-'-,-";Y-+:____,Lf.-"-y:_) _-....:f_,_(x__:_+_Lf_x....:'--'y'-'--)....:..+ f(x, y) 
iJx oy Lly4-0 Llz4-0 Lfx. Lfy 

= lim limf(x+L1x,y+L1y)-f(x,y+L1y)-f(x+L1x,y)+f(x,y) 
Llz4-0Lly-*O Lfx.Lfy 

Nun sind aber die letzten beiden Ausdrücke einerseits in X und y' 
andererseits in L1 x und L1 y vollkommen symmetrisch gebaut; wenn 
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wir also z erst partiell nach y und den erhaltenen Differentialquotienten 

partiell nach x differenziert, d. h. 0~2~x gebildet hätten, so hätten 

wir einen mit dem ebenen erhaltenen völlig gleichen Ausdruck be

kommen. (Der Leser möge die Mühe nicht scheuen, dieses nachzu

prüfen.) Damit ist aber der Beweis erbracht, daß 

()2z ()2z 

axay=ayax ist. 57) 

Die Reihenfolge der Differentiation ist beliebig. 

Dadurch wird die Anzahl der partiellen Differentialquotienten 

zweiter Ordnung von vier auf drei vermindert. 
Auf dieselbe Weise erkennt man, daß es nicht acht, sondern nur 

vier partielle Differentialquotienten dritter Ordnung gibt; denn es ist 

gleichgültig, ob wir beispielsweise erst zweimal hintereinander nach x 
und dann nach y, oder erst nach x, dann nach y, dann nach x, oder 

erst nach y, dann zweimal hintereinander nach x differenzieren. Die 

vier partiellen Differentialquotienten dritter Ordnung sind: 

~= ~z ~z ~z 
fJx3 ; CfX2 fJy ~ CJx fJy fJx - - fJy -fJx2 ; 

~z fJ3z fJ3z fJ3z 
ßx fJy2 = fJy fJx fJy - fJy2 fJx; äya. 

Setzen wir dies fort, so erhalten wir das Ergebnis, daß es nicht 2n, 

sondern nur n + l Differentialquotienten n ter Ordnung gibt. Für die 

oben behandelten Beispiele ergibt sich: 
a) z = x2 y: 

()3z 
fJx3 = 0' 

()3z 
- --9 
fJx2 fJy - ~' 

()3z 
-- =0 
fJx fJy2 ' 

x2 yz 
b) z = 2a + 2/J 

()3z ()3z ()3z ()3 z -- ---- - -- - - - o· 
axa- fJx2fJy ~ fJxfJy2- fJ ya- ' 

c) z = }t_ arctg }!_ : 
2n X 

o3 z h y3 - 3x2 y 
axa =-;; (x2 + y2)3 ; 

fJ3z h x3 - 3xy2 

fJx2 fJy = -;; (x2 + y2)a ; 

__!}_~- .!!__ 3x2 y- ya. aaz h 3x y2- ya 
fJx oy2 - n (x2 + y2J3 ' {Jy3 = -;; (x2 + y2J3 . 

Eine Anwendung der partiellen Differentialquotienten zweiter Ord

nung, die uns später bei der Behandlung derDifferentialgleich ungen 

gute Dienste leisten wird, möge diese Betrachtungen abschließen. Wir 

haben den Ausdruck 
oz OZ. 

. dz :o::= -dx + -dy 
ax oy 

55) 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 6 
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das vollständige Differential der Funktion z = f(x, y) genannt. 
So ist das vollständige Differential von 

a) z = x2 y: 2x y • dx + x2 dy; 
x2 y2 

b) z = 2a + 2b: .!!_dx + JLdy · 
a b ' 

h y h y h X 

c) z = 2n arctg ~ : - 2n. x2 +11 dx + 2.;. x2 +7 dy . 

Andererseits ist ein Ausdruck von der Form 

cp(x, y) · dx + 'l.fl(x, y) • dy , 

wobei cp (x, y) und '1/' (x, y) beliebige Funktionen von x und y sind, 
nur dann ein vollständiges Differential, wenn es eine Funktion z = f ( x, y) 
gibt, für die 

cp(x,y) = 8f~x~J!) und 'l.fl(x,y) ==fJj~x;y) 

ist. Es erheben sich daher sofort die Fragen: Wie kann man er
kennen, ob der Ausdruck 

cp(x, y) • dx + 'l.fl(X, y) · dy 

ein vollständiges Differential ist und wie findet man zu 
dem vollständigen Differential 

cp(x, y) · dx + 1p(x, y) • dy 

die Ursprungsfunktion 1 
Die erste Frage ist leicht beantwortet. Da nämlich 

cp(x y) = fJj(x.:_]f)_ und JP(X y) - of(a:.:_]f)_ 
' fJx ' - fJy 

sein muß und 

ist, so ist der Ausdruck 

fJ2j - fJ2 f 
lfx fJy = fJy Bx 

cp(x, y) · dx + 1p(x, y) • dy 

dann und nur dann ein vollständiges Differential, wenn 

ist. Man prüfe die Ausdrücke 

orp _ ihp 
ay-= 7fx 

2x y. dx + x2 • dy' : dx + r dy; 

h y h X 

- 2n • x2 +7 dx + 2n • x2 +7dy 

darauf, ob sie vollständige Differentiale sind. 

58) 
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Zur Antwort auf die zweite Frage gelangen wir durch die folgende 
Überlegung. Da 

( ) - of(x,y) 
cpx,y -~ 

ist, cp (x, y) also erhalten wird, wenn man in der Funktion I (x, y) 
die Veränderliche y n!s Konstante behandelt und l(x, y) nach der an
deren Veränderlichen x differenziert, so muß man umgekehrt aus 
cp(x, y) die Funktion l(x, y) erhalten, indem man - y als Konstante 
behandelnd - cp(x, y) nach x integriert. Es muß demnach sein: 

f(x, y) = J cp(x, y) dx + Ody). 

Hierbei ist 0 1 (y) die Integrationskonstante, die aber nur bezüglich 
der Veränderlichen x konstant zu sein braucht, d. h. x nicht enthalten 
darf, während sie andererseits sehr wohl eine Funktion der Veränder
lichen y sein kann. - Da ferner 

( ) of(x, y) 
V' x, y = ---ay 

ist, so muß ganz entsprechend auch 

l(x, y) = J VJ(x, y)dy + 0 2 (x) 

sein. Wir haben damit zwei Ausdrücke für I (x, y) gewonnen und 
brauchen nur noch die beiden willkürlichen Funktionen 0 1 (y) und 0 2 (x) 
so zu bestimmen, daß diese beiden Ausdrücke einander identisch gleich 
werden: 

J cp(x, y) dx + C'1 (y) ' ~ /VJ(x, y) dy + 0 2 (x). 

Damit ist die Funktion f (x , y) gefunden, deren vollständiges Diffe
rential der Ausdruck 

jcx, y)dx + VJ(x, y)dy ist. 

Beispiele. a) 2x y dx + x 2 dy. Es ist 

f(x, y) = J2xydx + 0 1 (y) = x 2 y + Ody), 

andererseits 

Damit nun 

ist, brauchen wir hier nur 

.zu setzen. Wir erhalten somit 

f(x, y) = x 2 y + c. 

ö* 
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b) : dx + ~ dy: 

I (x , y) = J: dx + 0 1 (y) = ;; + 01 (y), 

andererseits 

f y y2 
l(x, y) = b dy + 0 2 (x) = -2b + 02 (x). 

Setzen wir 

und 

so erhalten wir 
x2 y2 

1 (x, y) = 2a + 2b + c . 

h y h X 

c) - 2n x2 + y2 dx + 2n -x:q:_---yz dy: 

I (x, y) = - 2h J 2 +Y 2 dx + 0 1 (y) = + 2h arctg y + 0 1 (y) , 
n x y n x 

andererseits 

hf X h y l(x, y) = -2 ~+ 2 dy + 0 2 (x) = -2 arctg- + 0 2 (x). 
Jl X y Jl X 

Setzen wir Ody) = 0 2 (x) = c, so erhalten wir 

l(x, y) = -2h arctgJL + c. 
Jl X 

(166) 

d) (I+ ye-"') dx- (1 + e-"') dy ist ein vollständiges Differential; 
denn es ist 

o(1+ye-x) - CJ(-1-e-<) -ay-- = + e z = iJx 

Die Ausgangsfunktion berechnet sich zu 

f(x, y) = j(l + ye - "') dx + 0 1 (y) = x - ye - x + 0 1 (y) 

und zu 

f(x, y) = j(-1-- e-"')dy + 0 2 (x) = -y- ye-x + 0 2 (x). 

Setzen wir 0 1 (y) = -y + c und 0 2 (x) = x + c, so erhalten wir 
schließlich 

f(x, y) = X - y - ye - x + c . 

§ 6. Die ebene Kurve mit unentwickelter Gleichung. 

(166) Wir wollen nun die im vorangehenden Paragraphen erworbenen 
Kenntnisse der partiellen Differentialquotienten auf verschiedenen Ge
bieten anwenden. In erster Linie ist an dieser Stelle ein bisher zurück-
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gestelltes Problem nachzuholen, nämlich die Behandlung der ebenen 
Kurven, deren Gleichung uns in der unentwickelten (impliziten) Form 

f(x, y) = 0 59) 

gegeben ist; ihre infinitesimale Behandlung wird durch Verwendung 
der partiellen Differentialquotienten wesentlich erleichtert, ja in den 
meisten Fällen überhaupt erst ermöglicht. Um beispielsweise an eine 
derartig gegebene Kurve in einem bestimmten Punkte die Tangente 

zu legen, müssen wir den Differentialquotienten ~~ bilden; das 

setzt aber nach den früheren Untersuchungen voraus, daß die Gleichung 
der Kurve in der nach y aufgelösten Form y = f(x) gegeben ist. Wenn 
sichalsodie Gleichungf(x, y) = 0 nichtnacheiner der beiden Veränder
lichen auflösen läßt, so wird unser früheres Verfahreil versagen. Wie 

sich in diesem Falle der Differentialquotient ~; gewinnen läßt, 
zeigt die folgende Betrachtung. 

Wir können die Kurve von der Gleichung f (x , y) = · 0 in Beziehung 
setzen zu der Fläche von der Gleichung z = f(x, y); die Kurve ist 
nämlich die x y-Spurlinie dieser Fläche, wie man sofort erkennt, wenn 
man z = 0 setzt. Nun ist nach 55a) 

!:.!._ = o df(x, y) _ jJ_ + ~ . dy 
dx - d x - OX oy d x . 

Da wir aber jetzt nur solche Punkte der Fläche betrachten, die in der 
x y-Ebene liegen, für welche also z = 0 ist, so muß auch die Zunahme LI z, 
die die z-Koordinate erleidet, wenn die x-Koordinate um Llx vermehrt 
wird, gleich Null sein, da andernfalls der Nachbarpunkt - im Wider
spruch zur Voraussetzung - die x y-Ebene verlassen würde. Folglich 

ist auch ~ i und damit auch ~i = 0. Wir erhalten demnach als 

Bedingung, die für alle Kurvenpunkte gelten muß: 

~+~·.dy =0 
ox oy dx 

oder 

of 
dy ox-
d x - -ar· 

Ty 

60) 

Damit haben wir den gewünschten Differentialquotienten erhalten. 
Einige Beispie le mögen dieses Verfahren erläutern. 

a) Die Gleichung y2 - 2px = 0 ist die Scheitelgleichung der 
Parabel [s. (38) S. 89]. Es ist 

at 
OX = - 2p, 

of 
o y = -2y, also 

in Übereinstimmung mit dem früheren Ergebnis. 

dy p 
d x = y' 
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b) Die Mittelpunktsgleichung des Kreises ist x 2 + y 2 - a 2 = 0. 
Demnach ist 

(wie früher). 

dy 
Jx 

Allerdings ist hierbei ein wichtiger Umstand stets im Auge zu be
halten. Die Formel 60) liefert den Differentialquotienten in Abhängig
keit sowohl von der Abszisse x als auch von der Ordinate y des Kurven
punktes, da 

und 
of(x,y) 
---a:y-

im allgemeinen Funktionen von x und y sein werden. Dabei muß 
aber zwischen xund y, soll anders der Punkt auf der Kurve liegen, 
die Beziehung 59) bestehen. 

Wir wollen unsere Betrachtungen an einem bestimmten Beispiele 
erläutern und wählen dazu die Cartesisches Blatt (Folium Cartesii) 
genannte Kurve. Sie hat die Gleichung 

x3 + ya- 3axy = 0 61) 

und ist in Abb. 268 dargestellt. Gleichzeitig seien die Koordinaten 
einiger Punkte dieser Kurve mitgeteilt, wobei es einer späteren Er-

/ 
I 

I 

Abb. 268. 

örterung überlassen bleiben mag, wie wir zu ihnen gelangt sind; durch 
Einsetzen in 61) überzeuge man sich, daß die Punkte wirklich auf 
der Kurve liegen: 

X = 

I 
0 %a } a .-J!ls a ,~; -~ a I "a I n a -~\ - a 7 ~ li 

y = 0 -~ a ~- a ~- ~- a -~~-a l-Jl-a -}~a --~ -~;a 
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Da bei Vertauschung von x und y Gleichung 61) in sich selbst über
geht, erhält man die Koordinaten weiterer Punkte, indem man in 
dieser Tabelle die Abszissen und die Ordinaten vertauscht. Zugleich 
ergibt sich daraus für das Cartesische Blatt die Eigenschaft, daß 
es die 45 o-Linie zur Symmetrielinie hat. Setzen wir 

so ist 

folglich 

f(x, y) -- x3 + y3 - 3axy, 

of_ = 3(x2 - ay) ~I = 3(y2 - ax) 
OX ' dy ' 

dy 
dx 

x2 - ay 
- y2 - ax· 

Somit bekommen wir für die Tangenten der oben angeführten Punkte 
der Reihe nach die folgenden Richtungsfaktoren 

-8, -1, +t, +H, +-H-l, -J:J.i-, -H, - -H · 
Es haben also alle diese Punkte eine ganz bestimmte Tangentenrichtung, 
mit Ausnahme des auch auf der Kurve liegenden Nullpunktes, für den 
sie in der unbestimmten Form 8- erscheint; hierüber weiter unten mehr. 
Für die Spiegelpunkte dieser Punkte bezüglich der 45 ° -Linie liegen die 
Tangenten ebenfalls spiegelbildlich zur 45 °-Linie. Wir können nun u. a. 
auch leicht den Punkt des Cartesischen Blattes ermitteln, fürwelchen 
die Tangentenrichtung horizontal verläuft, also den höchstgelegenen 

Punkt. Da für ihn ~--~ = 0 sein muß, so muß der Zähler x2 - ay 

von~~ verschwinden. Wir haben sonach zur Bestimmung der Koordi

naten des Höchstpunktes die beiden Gleichungen 

xa + y1- 3a xy_= 0, x 2 - ay = 0. 

Eliminieren wir aus ihnen y, so ergibt sich für · x die Gleichung 

aus der wir die beiden reellen Werte x = 0 und x = a · y2- erhalten; 
die zugehörigen Ordinaten sind y = 0 und y = a · y4. Zwar ver-

schwindet auch für den Punkt 0 I 0 der Zähler von ~~; da jedoch 

auch der Nenner verschwindet, erhalten wir für~~ in diesem Punkte, 

wie schon erwähnt, einen unbestimmten Wert; der Nullpunkt braucht 
daher durchaus kein Höchst- oder Tiefstpunkt zu sein, kommt dem·
nach hier nicht in Betracht. Dagegen ist für den Punkt ay2! ay4 in 

der Tat~~= 0, da der Nenner den von Null verschiedenen Wert 

a 2 y2-annimmt, und demnach ist es, wie auch die Abbildung lehrt, 
ein Höchstpunkt, und zwar der einzige des Cartesischen Blattes. 
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Verallgemeinern wir die in diesem Beispiele gefundenen Ergebnisse, 
so können wir sagen: 

Um die Koordinaten des Höchst- oder Tiefstpunktes 
einer Kurve von der Gleichung f(x, y) = 0 zu erhalten, 

lösen wir die beiden Gleichungen f(x, y) = 0 und t} = 0 

nach den beiden Unbekannten x und y auf; ist für das 

Lösungspaar :~ von Null verschieden, so liefert dieses 

Lösungspaar die Koordinaten des gesuchten Punktes. Die 
Entscheidung, ob ein Höchst- oder ein Tiefstpunkt vorliegt, kann 

d2y 
erst mit Hilfe des zweiten Differentialquotienten dx2 getroffen 

werden, zu dessen Ableitung wir nunmehr übergehen wollen. 

Wir erhalten t!:.__d
2t indem wir ddy nochmals nach x differenzieren. 
·X X 

Nun ist aber ~-~, wie unsere Beispiele bestätigen, im allgemeinen eine 

Funktion der zwei Veränderlichen x und y, die als solche total nach x 
zu differenzieren ist. Wir verwenden daher Formel 55 a) und erhalten 

oder, wenn wir uns unserer früheren Abkürzungen bedienen, 

62) 

eine bequem im Gedächtnis zu behaltende Formel, die sich übrigens 
leicht auch auf die höheren Differentialquotienten ausdehnen läßt. 
Ihre Verallgemeineru~g lautet 

n ß y ln - l) ßyl>~ - 1) 1 

y<l =-- + -- ·y. 
8x 8y 

ß2') 

Für unser Cartesisches Blatt wird nach dieser Formel 

"= _ (y2--:-ax) • 2x- (x2-ay)( -a) _ (y2- ax)( -a)- (x2-ay) • 2y. ( - x2::-a.!j__ ). 
Y (y2-ax)2 (y2 - ax)2 y2- a x 

ax2- 2xy2 + a2y (x2 - a·y) (ay2 - 2x2 y+ a2 x) 
=- (y2 - ax)2 + (y2 - ax)3 

- 2x4y-2xy4+6ax2y2-2a3xy 2xy 
= - ( 2 p =+-( 2- - ) 3 (x3 +y3 -3axy-a3 ). y -ax y-ax 

Häufig lassen sich die für die Differentialquotienten gewonnenen Aus
drücke einfacher gestalten, wenn man bedenkt, daß x und y die Glei
chung f ( x, y) = 0 erfüllen müssen. So läßt sich der zweite Differential-
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quotientunseres Beispieles, da x3 + y3 - 3ax =:::.: 0 sein muß, zusammen
ziehen zu dem Ausdrucke 

11 2a3 xy 
Y = - (y2 - ax? • 

Allerdings ist mit dieser Eigentümlichkeit bisweilen auch der Nachteil 
verbunden, daß sich ein solcher Differentialquotient auf unendlich 
vielfache Weise schreiben läßt und es sich wohl auch dann nicht immer 
ohne weiteres erkennen läßt, daß zwei solche der Form nach verschiedene 
Ausdrücke denselben Inhalt haben. 

Die Formeln 62) und 62') können aber trotz der schon angeführten 
Vorzüge nicht recht befriedigen, weil sie zur Ableitung des n ten Diffe
rentialquotienten die Kenntnis der vorangehenden Differentialquotienten 
voraussetzen. Wir wollen daher dem zweiten Differentialquotienten 
noch eine andere Form geben. Da 

, of of 
y = - f:Jx : f:Jy 

ist, so ist nach der Quotientenregel 

of o21 ol o2f 
f:Jy' 
OX = 

a:y · a;;i - ax · axa:y 
und 

oy' 
ay = 

63) 

Formel 63) enthält nur noch die partiellen Differentialquotienten. Für 
unser Beispiel ist 

f(x , y) = x3 + y3- 3axy; 

iJ2 I 
iJx2 = 6 x; 

also wird 

ol . 
ox = 3(x2- ay); 

iJ2 I --- = - 3a · ax oy , 

:~ = 3(y2 - a x ); 

11 6x • 9(y2 - ax)2 - 2(-3a). 9(x2 - ay) (y2 - a x) + 6y · 9(x2 - ay)2 

y =- - - - 27(y2 - ax)3 

2 x y(x3 + y3 - 3axy + a3) 
(y2 - a x )a 

2a3 x y 
(y2- ax)3 ' 

m Übereinstimmung mit dem obigen Ergebnisse. 
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Die zweiten Differentialquotienten für die in der Tabelle S. 514 
verzeichneten Punkte des Cartesischen Blattes sind der Reihe 
nach 

0 32 162 1229312 i7850625 
0' 3a' 125a ' 446631a' 6145149a' 

9604 
+ 14739a' 

913952 
+ 499125a' 

+ 388?_~ 
79507a · 

also mit Ausnahme des Ausdrucks für den Nuilpunkt bestimmte Werte. 
Wir können sie verwenden, um die Krümmungsmittelpunkte und Krüm
mungshalbmesser dieser Punkte zu bestimmen. Wir erhalten danach 
für den Punkt -fra! -fra als Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 
mittels der Formeln 43a), 43b) in (130) 

~=fi-a, 1J =Ha 
und als Krümmungshalbmesser 

e = -fsay2. 
Ferner können wir nun auch analytisch entscheiden, ob der Punkt 

a y2 j a y4, in dem die Tangente parallel der x-Achse ist, ein Höchst

oder ein Tiefstpunkt ist; es ist für ihn t/' = _ _!, also negativ. Mithin a 
ist nach denLehren von (129) S. 346 dieser Punkt ein Höchstpunkt; 

sein Krümmungshalbmesser ist ~ . 

Zur Bildung des dritten Differen tialq uotien ten gelangen wir, 
wenn wir den Ausdruck 63) total nach x differenzieren; wir erhalten 
mittels der Formel 

!I II !I II 
111 _ !:'Jf__ + !:'Jf__ • I Y - fJx fJy Y 

einen Ausdruck, der sich aus den partiellen Differentialquotienten 
erster bis dritter Ordnung der Funktion f ( x, y) zusammensetzt. Seine 
Bildung sei dem Leser überlassen. Einfacher kommen wir in unserem Bei
spiele des Ca r t es i s c h e n Blattes zum Ziele, wenn wir den Ausdruck 

11 2a3 xy 
Y = - (y2 - a x)a 

unmittelbar total nach x differenzieren. Wir erhalten 

(y2- ax) 3• y - xy · 3 (y2-ax)2·( -a)+[(y2-ax)3·x-xy · 3(y2-ax)2• 2y] · -(~:___- ay) 
y"' = _ 2a3. (y - ax) 

(y2-ax)6 
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Durch geeignete Umformung erhalten. wir hieraus ein einfacheres Er
gebnis;. ersetzen wir nämlich in ys den Faktor y3 durch 3axy- x3, 

so erhalten wir 

111 = _ 2 a3 3axy3 - x3 y2 + 5x3 y2 + ax4 - 4axy3 - 3a2 x~·y 
y (yz- ax)s 

3 4x2 y2 + a x3 - a y3 ~ 3a2 x y . 
=- 2a x ( 2 )s ' y - ax 

ersetzt man hierin weiter x3 durch 3axy- y3 , so erhält man 

111 = _ 2a3 x 4x2 Y2 + 3a2 x y- a y3 - a y3 - 3a2 x y 
y (y2- a x)s 

und schließlich 
111 4a3 x y2 (2x2 - a y) 

Y = - (y2 - a x)s 

Der Leser bilde selbständig die Differentialquotienten der folgenden 
impliziten Funktionen: 

y 2 - ax = 0 (Parabel), x 2 + y 2 - a2 = 0 (Kreis), 

x2 y2 . 
a2 ± b2 - 1 = 0 (Ellipse, Hyperbel), 

xa + (x- a) y2 = 0 (Kissoide), 

(x2 + y2)2 + 2ax(x2 + y 2) - a 2y 2 = 0 (Kardioide), 

(x2 + y2)2- a2(x2- y2) = 0 (Lemniskate}. 

(167) Gestattet also die Bildung der partiellen Differentialquotienten 
die Untersuchung impliziter Funktionen, so scheint diese Methode 
zu versagen in Fällen, wie sie beim Kartesischen Blatte der Punkt 0 J 0 
darstellt, für den sich sämtliche Differentialquotienten in der un
bestimmten Form~- ergeben. Doch läßt sich das Verfahren für diese 
Fälle umgestalten. 

Die Ursache für die Unbestimmtheit von y', y", y"', ... ist, daß 

für diesen Punkt sowohl gl als auch ~/ verschwindet. Man nennt 
ux uy 

einen Punkt, dessen Koordinaten sowohl die Gleichung f(x, y) = 0 als 

auch die beiden Gleichungen ~··~ ~ 0 und ~~ = 0 erfüllen, einen singu· 

lären Punkt der Kurve f(x, y) = 0. Differenzieren wir die Gleichung 
f ( x, y) = 0 total nach x, so erhalten wir die Gleichung 

f:Jj + f:Jj • , = 0 
f:Jx f:Jy y . 

Die linke Seite der neugefundenen Gleichung enthält die drei Größen x, 
y und y'; die ersten beiden sind in den beiden partiellen Differential-

quotienten ~{ und ~~ enthalten, während y' nur als Faktor des 
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letzten Gliedes auftritt. Die linke Seite der erwähnten Gleichung 
kann sonach als eine Funktion der drei Größen x, y und y' a~fgefaßt" 
werden. Wir wollen sie nun vollständig nach x differenzieren; bezeichnen 
wir sie zur Abkürzung mit cp(x, y, y'), so ist das totale Differential 
nach der Formel zu bilden 

I) 0(/J 0(/J 0(/J d I dcp(x,y,y = -.o-·dx+-:o-·dy+ ~~· y. ux uy o y 

dy I d Also ist der totale Differentialquotient nach x, da di = Y un 
dyl II • t 
dx = y IS : 

dqJ (X, y, y1
) = O_T_ + 0(/J • 1 + 0(/J • 11 

dx ox oy y 8y1 y . 

Da ferner cp (x, y, y') gleich Null sein soll, muß auch~= gleich Null 
sein. Führen wir die totale Differentiation von 

0/ 0/ I 

cp = ox + oy. y = 0 

nach x wirklich aus, so erhalten wir, da 

ist : 

oder 

~~~- + 2 . _j2_. yl + o2 I . yl2 + ~. y" = 0. 
dx2 iJx oy oy2 oy 

641
) 

Nun soll aber der zugrunde gelegte Punkt ein singulärer Punkt sein, 

d. h. es soll ~t == 0 sein; für einen solchen Punkt geht mithin diese 

Gleichung in die folgende über : 

64) 

Gleichung 64) ist nunmehr die Bestimmungsgleichung für den 
gesuchten Differentialquotienten y' in dem singulären Punkte. Da 64) 
in y' vom zweiten Grade ist, so hat die Kurve in dem singulären Punkte 
zwei Richtungen. Dabei sind drei Fälle auseinanderzuhalten. Erstens 
können die beiden Lösungen der Gleichung zweiten Grades reell und 
verschieden, zweitens können sie reell und gleich, drittens aber können 
sie konjugiert komplex sein. Für den singulären Punkt bedeutet das: 

a) Sind die beiden Werte von y' reell und verschieden, so 
hat die Kurve in dem singulären Punkte zwei wirkliche Richtungen; 
die Kurve überschneidet sich in ihm; der singuläre Punkt heißt dann 
ein Doppe lpunkt. 
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b) Sind die beiden Werte von y' reell, aber gleich, so besitzt die 
Kurve in dem singulären Punkte zwei zusammenfallende Richtungen; 
die Kurve kehrt in ihm um ; der singuläre Punkt heißt dann ein Rück. 
kehrpunkt oder eine Spitze. 

c) Sind die beiden Lösungen von 64) konjugiert komplex, so hat 
die Kurve in dem singulären Punkte überhaupt keine wirkliche Richtung; 
der Punkt gehört also zwar der Kurve an, besitzt aber keinen Nachbar
punkt, liegt folglich getrennt von den übrigen Kurvenpunkten; er 
heißt ein isolierter 
Punkt, ein Ein- l 

siedler. 
Zum Verständnis 

dieser Ergebnisse g 

werde die sog. Kon
choide (=Muschel
linie) behandelt, die 
wir uns auf folgende 
Weise entstanden Abb. 269. 

denken können: Ge-
geben seien (Abb. 269) eine Geradegundein Punkt A, der von g den Ab
stand a haben möge. Eine Gerade l soll sich so bewegen, daß sie 
.beständig durch den Pol A geht, und daß ein bestimmer Punkt B von 
ihr auf g gleitet. Ferner möge sich auf l ein Punkt P befinden, der 
von B den konstanten Abstand b hat; es gibt zwei derartige Punkte 
(in der Abbildung mit P und P' bezeichnet), die auf l zu beiden Seiten 
von B liegen. Die Bahn, die P bei der oben beschriebenen Bewegung 
der Geraden l beschreibt, beißt Konchoide. 

Um die Gleichung der Konchoide aufzustellen, wählen wir g als 
x-Achse und das von A auf g gefällte Lot als y-Achse eines recht
winkligen Koordinatensystems. Bildet l mit der y-Achse den Winkel rp, 
so sind die Koordinaten von P bzw. P' 

x=OB+BX , y=XP 
oder 

x = a tgrp - s b sinq;, y = - s b cosrp , 

wobei s für P gleich +1 und für P' gleich - 1 zu setzen ist. Eliminiert 
man aus diesen beiden Gleichungen den Parameter rp - am einfachsten 
geschieht dies so, daß man die letzte Gleichung auflöst: 

y 
cosq; =-eb , hieraus 

. yiJC-.7 
smq; = eb 

berechnet und diese Werte in die erste Gleichung einsetzt: 

( a ) . (- a e b ). yb2 - y2 
x = - - -sb smq; = -- -sb b 
· COS<p y e 
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und dann quadriert -, so erhält man schließlich als Gleichung der 
Konchoide 65) 

Ohne näher auf die Konchoide einzugehen (ihre Untersuchung -
Wendepunkte! - sei dem Leser überlassen), möge hier hervorgehoben 
sein, daß der Pol A auf ihr liegt; denn seine Koordinaten 0 j-a erfüllen, 

. wie man sich leicht überzeugt, die Gleichung 65), wie groß auch die 
Strecke b gewählt sein möge. Wir wollen nun im Pole A an die Konchoide 
die Tangente legen. Setzen wir die linke Seite von 65) gleich f( x , y), 
so erhalten wir 

of of 
ox - 2x y2 oy- 2x2 y + 2 (y + a) (y2 - b2) + 2y(y + a)2. 

Beide werden aber für x = 0 , y = -a gleich Null. Demnach ist der 
Pol A ein singulärer Punkt der Konchoide. Zur Bestimmung der 
Tangentenrichtung müssen wir also zu den partiellen Düferential
quotienten zweiter Ordnung greifen. Es ist 

iJ2 f {;2f - 4 (12f - 2 2 12 2 + 12 + 2 2 2b2 
ßxi 2y2' dX oy = X y ' ßy2 ~ X + y ay a - • 

Für den Pol A nehmen sie die Werte an 

((12f) ( (12f) 
dx2 A = 2a2

' .o x oy A = O' (t~) = 2(a2- b2), 
, y A 

so daß sich für ii; nach Formel 64) die Gleichung ergibt: 

2a2 + 2(a2 - b2)y'2 = 0 . 
Aus ihr folgt 

a 
.ifl=+ /b2 2' ) -a 

Diese Werte lassen erkennen, daß die Beschaffenheit des Punktes A 
von dem Größenverhältnis von a und b abhängt.: 

a) b > a, yb2 - a 2 reell; A ist ein Doppelpunkt, die Konchoide 
hat eine Schleife; 

b) b = a, y62=-a2 = 0, y~ = y~ =oo; A ist eine Spitze, deren 
Tangente mit der y-Achse zusammenfällt; 

c) b < a, yb2 - a2 imaginär, also auch y~ bzw. y~; A ist ein i s o
lierter Punkt. 

Es gibt also drei Arten von Konchoiden; sie sind in Abb. 269 
dargestellt. 

Für den singulären Punkt OjO des C artesischen Blattes, zu 
dem wir nunmehr zurückkehren, ergibt sich ähnlich 

of- o ~- o s dx - ' oy - (s. . 515ff.). 

(::~)0 = 0 ' (a:~Jo = - 3a, (:;~)0 = 0 . 
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Also lautet die Gleichung 64) für ihn 

0 + 2 · ( -3a) · y' + 0 · y'2 = 0. 

In dieser in y' quadratischen Gleichung ist nun sowohl das Absolut
glied als auch der Beiwert des quadratischen Gliedes gleich Null. Daher 
hat eine Lösung den Wert Null - y~ = 0 -, die andere Lösung da
gegen den Wert unendlich - y2 =oo. Der Nullpunkt ist folglich 
ein Doppelpunkt des Cartesischen Blattes, und zwar fallen seine 
beiden Tangenten mit den Koordinatenachsen zusammen, eine Eigen
schaft, die mit der Symmetrie der Kurve zur 45 o -Linie im Einklange 
steht. 

Wenn wir nun für den Nullpunkt des C artesischen Blattes 
die Krümmungsverhältnisse bestimmen wollen, so bedürfen wir hierzu 

des zweiten Differentialquotienten ~~. Er ist 

" 2a3 xy 
Y = - (y2- ax)a ; 

aber auch er nimmt, wie schon oben erwähnt, für den Nullpunkt den 
unbestimmten Ausdruck -& an. Dies gilt übrigens, wie Formel 63) 
lehrt, ganz allgemein für den zweiten Differentialquotienten eines 
singulären Punktes, da wegen 

~-0 oy-

63) stets in der unbestimmten Form ~- erscheint. Um den zweiten 
Differentialquotienten dennoch zu ermitteln, bedienen wir uns der 
Gleichung 64'). Ihre linke Seite ist eine Funktion der vier Veränder
lichen x, y , y' , y", von denen die beiden ersten in den partiellen Diffe
rentialquotienten enthalten sind. Da der Ausdruck der linken Seite 
von 64') gleich Null sein soll, muß auch der totale Differentialquotient 
nach x den Wert Null haben. Bezeichnen wir die linke Seite von 64') 
mit 1p(x, y, y', y") , so ist nach 55') 

dtp 01p otp dy otp dy' fJ1p dy" 
lix = ax· + -8-y. dx + -rii/. dx + fii7'. dx · 

Nun ist aber 

a_'·l!. _ PP t 2 . !!L . , + oa L , 2 + o2 t " 
ox- ox3 + ox2oy y oxoy2Y oxoyY ' 

otjl- _!!j_ + 2. __!l_ '+ aat '2 + fJ2f " 
oy-iJx2iJy oxiJy2Y ayaY fJy2y, 

otp = 2. ~- + 2. _82/ ' ~- ~ 
oy' ax ay oy2 Y ' oy" - oy · 

Da ferner 
dy' " 
a;x=Y 

dy" ", 
-a-x=Y 
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ist, so ist, wie man durch Einsetzen findet, 

d'ljJ_ ß3j+3_LL• 1+3_fl:_• 12+ifl! • 13+3~• II 

dx - ox3 ox2 oy y OX oy2 y oy3 y OX oy y 

+. 3 a2 t . 1 " + a t . 111 

oy2 Y Y oy Y · 

Bedenken wir nun, daß für einen singulären Punkt %J = 0 ist, so 
erhalten wir die Gleichung 

ß31+ 3~?'+3~ 12+ ()2f 13 + 3~L "+ 3 ß2[ I "- 0 66) 
ox2 ox2 oyY oxoy2 Y . ayaY oxoyY ßy2 YY- . 

Da wir die partiellen Differentialquotienten und den Differential
quotienten y' für den singulären Punkt kennen, haben wir in 66) 
eine Gleichung für den zweiten Differentialquotienten y" im singulären 
Punkte gewonnen. 

So ist für den singulären Punkt des. Cartesischen Blattes, da 

und 
fJ3f 03 / 
-- = - -= 0 iJx2 oy . OX oy2 

ist, wenn wir von den beiden hier vorhandenen Tangentenrichtungen 
y' = 0 und y' = oo die erstere wählen, der zweite Differentialquotient 
durch die Gleichung bestimmt 

6- 9ay" = 0, also " 2 
Y = 3a' 

Hieraus ergibt sich der Krümmungshalbmesser nach der Formel 

(1 + y12)~ 3 e = - -y'-,- zu e = 2 a. 

(Wie groß ist der zu y' =oo gehörige Krümmungshalbmessed) 
Es ist sehr wohl möglich, daß für einen Punkt P(xj y) einer Kurve 

f (x, y) = 0 der Reihe nach die Differentialquotienten 

8 I o f 82 I 82 I o2 I 
Bx' oy' ox2 ' oxoy' oy2 

sämtlich verschwinden. In diesem Falle würde die Gleichung 64) zur 
Bestimmung von y' versagen; man müßte zur Gleichung 66) greifen, 
welche dann in die Gleichung übergeht: 

ß31 + 3~ I+ 3~ 12 + iJ3f 13-0 
ox3 iJx2 iJy y iJx oy2 y oy3 y - • 

In diesem Punkte hätte also die Kurve drei Tangentenrichtungen; 
der Punkt wäre ein singulärer Punkt zweiter Ordnung. Verschwinden 
auch alle partiellen Differentialquotienten dritter Ordnung, so wird y' 
durch eine Gleichung vierten Grades bestimmt; in dem singulären 
Punkte dritter Ordnung hat die Kurven vier Tangenten usw. 
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(168) Um die Untersuchung des Cartesischen Blattes zu ver
vollständigen, sei noch folgendes bemerkt: 

Ziehen wir durch den singulären Punkt des Cartesischen Blattes 
eine gerade Linie, welche mit der x-Achse einen Winkel {} einschließt, 
so daß der Richtungsfaktor tg {} = A ist, so ist die Gleichung dieser 
Geraden y = A · x. Setzen wir diesen Wert in die Gleichung 61) 
ein, so erhalten wir für die Koordinaten eines beliebigen Punktes des 
Cartesischen Blattes die Gleichungen 

3 A 3 A2 61') x= a·I+N' y= a·I + N' 

Die Gleichungen 61') geben eine Parameterdarstellung des 
Cartesischen Blattes, wobei der Richtungsfaktor A die Rolle des 
Parameters übernimmt; mit ihr sind die oben (S. 514) angegebenen 
Koordinaten von Punkten des Cartesischen Blattes gefunden 
worden. 

Es ist 

dx I- 2A3 

dA = 3a·(I+N)2' 
dy A(2 - N) 
dA= 3a (I+ A2)2, also 

dy A(2 -A2) 
dx = 1- 2N' 

Die Gleichung der Tangente in P lautet demnach [s; (114) S. 3ll, 
Formel 24)] · 

A2 ( A ) A(2- N) 
y - 3a. I + N = x - 3a l + N . I - 2/l.3, 

oder umgeformt 

A · (2- A3)x- (1- 2A3)y = 3aA 2. 

Für A = I ist x = t A, y = t A, und die Gleichung der Tangente 
wird x + y = 3a; die zugehörige Tangente ist also eine Gerade, die 
auf den beiden Koordinatenachsen das Stück 3a abschneidet. Für 
A = 0 ist x = 0, y = 0, die Gleichung der Tangente y = 0, die 
'Tangente folglich die x-Achse. Um die Verhältnisse für A = oo zu 

untersuchen, setzen wir A = -}, und A' dann gleich 0. Wir erhalten 

A'2 A' 
x = 3a. 1 -t-Ä'3 ' y = 3a I + A'3 

und als Tangentengleichung 

(2A'2- l)x- A'(A'a- 2)y = 3aA'2; 

hieraus ergibt sich für A' = 0 die Tangentengleichung x = 0, als Tan
gente also die y-Achse. Der .Doppelpunkt der Kurve also wird in der 
Parameterdarstellung in die beiden Punkte aufgelöst, die zu den 
Parametern A = 0 und A = oo gehören. Setzen wir schließlich A = -1, 
so wird x = oo, · y = oo; das Cartesische Blatt 'besitzt also einen 
im Unendlichen gelege:pen Punkt; die Gl<Jichung der Tangente in diesem 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 7 
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Punkte lautet x + y + a = 0. Wir finden also als Ergebnis: Das 
Cartesische Blatt besitzt eine Asymptote; sie läßt sich leicht zeichnen; 
denn sie schneidet auf den beiden Koordinaten das Stück -a ab. 

Der Flächeninhalt, der von dem Cartesischen Blatt, der x-Achse 
und den beiden zu A1 und A2 gehörigen Ordinaten begrenzt wird, ist 
nach Formel 49) in (135) S. 371 gleich 

A, A, 
A, f N 1 - 2N !(2N- 1). N 

FA,= 3a N+ 1 · 3a(N+ 1)2 dA= -9a2 (N+ i?- dA. 
A, A, 

f(2N - 1)N 
Um (N + 1)3 dA auszuwerten, setzen wir A3 + 1 = u, also A2dA 

=i-du, wodurch das Integral übergeht in 

112 u - 3 1 [ 2 3 ] 1 3 - 4 u 1 4 N + 1 
3 - ;a-du=a -:u+2U2_ =6~=-6(A3+ 1 )2 ' 

so daß 

ist. Den Flächeninhalt der Schleife erhalten wir, wenn wir A1 = oo, 
A2 = 0 setzen. Für die obere Grenze A2 = 0 nimmt die [] Klammer 
den Wert 1, für die untere Grenze A1 = oo dagegen den Wert Null an 

- man setze A = i-; und A' = 0 . Es ist demnach der Inhalt 

der Schleife F!, = i a 2 • Auch die sich zwischen der Kurve und ihrer 
Asymptote nach beiden Seiten ins Unendliche erstreckende Fläche hat 
einen endlichen Inhalt; um zu ihm zu gelangen, können wir folgender
maßen verfahren. 

In Abb. 268 ist QP = XP- XQ; nun ist 

XQ =XC= XO + 00 = -x- a; 

also ist QP = y + x + a. Demnach ist, wenn P 1 und P 2 die Para
meter A1 bzw. A2 haben, der Inhalt des von dem Cartesischen 
Blatte, d~r Asymptote und den beiden Strecken Q1 P 1 und Q2 P 2 

begrenzten Flächenstückes Q1 P1 P 2Q2 : 

z2 A, 

F'f.• = J(y + x + a) dx = J[3a N":;_ 1 + 3a N~ 1 + a]· 3a fA-;; :~:dA 
x, A, 

A, A, 
_ _ 2/(A + 1)3(2N- 1) _ 2 { 2N- 1 
- 3a (N+ 1)3 dA--3a}(N-A+ 1)3 dA. 

A, A, 

Nun ist nach den in (74) S. 193 entwickelten Verfahren 

{ 2N -1 2A2 + 1 
) (N-A+ 1)3 dA = - 2(A2 - A + 1)2 ; 
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folglich ist 

F'A• 3 2 [ 2AZ + 1 JA, 
A, = 2a (N-A+ 1)2 A,· 

Wir zerlegen nun die zwischen Asymptote und Oartesischem Blatt 
gelegene Fläche durch die y-Achse in zwei Teile; der erste, links ge
legene Teil hat als untere Grenze A1 = -1, als obere Grenze A2 = 0, 
der andere Teil dagegen als untere Grenze A1 = oo, als obere A2 = -1. 
Mithin ist für die beiden Teile 

bzw. 

Also "lT ist F' = t a 2; d. h. das Flächenstück hat den gleichen Inhalt 
wie die Schleife. 

Nach den Ausführungen von (132) S. 354ff. ergibt sich, da 

dy 2A- N d2 y 2(N + 1)4 

dX = 1- 2A3 ' dx2 = 3a(1 - 2A3) 3 

2 _ 9 2 (AB+ 4N - 4N - 4N + 4N + 1)3 

e -4a (N+l)a 
und 

ist, mittels :f = 0 zur Bestimmung der Scheitel des Kartesischen 

Blattes die Gleichung 

2As- 5A7- uAs + UA4 + 5A2- 2A = 0, 

welche die reellen Lösungen A =0, 1, oo, 2,91499, 0,34305 hat. Also 
sind die Koordinaten der fünf Scheitel und ihre Krümmungshalbmesser: 

X= 

y= 
e= 

0 
0 

0 
0 

-~- a 

~- a 

/ 6 ay2 

0,9892a 
0,3394a 
1,89la 

0,3394a 
0,9892a 
1,89la 

Die Evolute hat (s. Abb. 268) ~n den entsprechenden Stellen Spitzen. 

(169) Am Ende unserer Betrachtungen über Kurven in unent
wickelter Darstellung wollen wir uns mit der allgemeinsten 
unentwickelten Funktion zweiten Grades in x und y befassen 
[s. a. (110) S. 297]. Die allgemeinste Gleichung zweiten Grades in 
x und y läßt sich in der Form schreiben: 

a20 x 2 + 2a11 xy + a02 y 2 + 2a10 x + 2a01 y + a00 = 0. a) 

Die zu ihr gehörige Kurve zweiter Ordnung hat, wenn nur 

a 20 a 02 - ai1 =f 0 b) 

ist, einen Mittelpunkt, sie ist dann eine Mittelpunktskurve zweiter 
Ordnung. Ihre Gleichung läßt sich durch Parallelverschiebung des 

7* 
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Koordinatensystems nach dem Mittelpunkte, wenn die Veränderlichen 
auch im neuen System x und y genannt werden, umformen in 

c) 

c) heißt die Mittelpunktsgleichung der Kurve zweiter Ord
nung. Nimmt man eine Drehung des Koordinatensystems um den 
Winkel {} vor und bezeichnet die neuen Achsen als die ;t;- und die 
!)-Achse, so ist 

x = ~ cos{}- l) sin{}, y = l) cos# + pin#. 

Die Gleichung der Kurve im ~ i)-System lautet dann 

a 20 (;t; cos{} - i) sin #)2 + 2a11 (~ cos# - l) sin 1'1) (pim9· + t) cos1J) 

+ a02 (pin# + i) cos1J)2 = c 
oder 

;t;2 • (a20 cos2 1'} + 2 aa cos {} sin {} + a02 sin2 {}') + 2 ;t; t) (- a20 sin {} cos {} 

+ a11 (cos2#- sin2 #) + a02 sin{} cosi}) 

+ i) 2 (a20 sin2{}- 2a11 sin# cos# + a02 cos2 #) = c. 

Führen wir den doppelten Winkel 2# ein, indem wir setzen 

cos2 1'J = t (l + cos2{}), sin2 {} = t (l- cos2t'J), 

2 sin{} cos{} = sin2 {}, 

so läßt sich die Gleichung auch schreiben 

(a 20 +a0 a 0 -a . ) 
2 2 + ___!___~ cos2{} + a11 sm2# ;t;2 

+ (2a11 cos2{}- (a20 - a02) sin2{}) ;t; i) 

+ (a2o + ao2- a2o- ao2 cos2{}- a sin2{}) h2 - c 2 2 ll ., - . 

Wir wollen nun über den Drehwinkel {} so verfügen, daß der Faktor 
·von ;t; i) verschwindet; dann muß 

2a11 cos2# - (a20 - a 02) sin2# = 0, 
also 

tg2{} = 2au au 
a2o - Uo2 a2o - Uoz 

d) 
2 

sein. Beschränken wir uns für 2t'J auf. den Bereich von 0 bis 2.n, so 
erhalten wir zwei Winkel 2{}, die sich um .n unterscheiden, also zwei 

Winkel {}, die sich um ; unterscheiden; der eine Winkel {} liegt 

im ersten, der andere im: zweiten Quadranten. Für den ersten Winkel 
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ist demnach sin2{} s.tets positiv; legen wir diesen zugrunde, so er
halten wir a2o- ao2 

-. - 2--
cos2{} = --==--==. 

y(a2o; a~y + ai, 

Mithin lautet die Gleichung der Kurve dann 

oder 

[a2o ~ auz + l/(~o-; a_~~y + a;: J ~2 + [a2o ~ ao2 -l~; aozy + a;, J~2= c. 

Setzen wir 

[a2o + ao2 _ 1 /(~Q __ :::::- ao2).2 ..L a• l = A 
2 V 2 ' II 2> 

wobei je nach der Art der Größen a20 , a11 , a 02 sowohl A1 als auch A2 

positiv oder negativ sein können, so erhält die Kurvengleichung im 
t ~-System die endgültige Form 

e) 

e) stellt, wie wir wissen, die Achsengleichung des Mittel
punktskegelschnittes dar [s. (145) S. 422]. Der Kegelschnitt ist 

eine Ellipse mit den beiden Halbachsen n und V ~2 'wenn )~1 > 0, 

.;:.___ > 0 ist ; er ist eine Hyperbel mit der reellen Halbachse 1 0f und der "2 _ _ V~ 
imaginären Halbachse 1/ -:; c ·, wenn ;__ > 0 , ~ < 0 ist ; er ist eine 

"2 Al "2 

Hyperb~ mit der reellen Halbachse V~ und der imaginären Halb--

h 1 1-c c c · t · d · · ac se ' ; , wenn ~ < 0 , 1; > 0 1s ; er wrr zu emem 1m a-

ginären Kegelschnitt (d. h . zu einem Kegelschnitt, der über

haupt keine reellen Punkte hat), wenn ~ < 0 und ~ < 0 ist. 
"1 ''2 
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Zusammenfassend erhalten wir das Ergebnis.: Die Mittelpunkts
kurven zweiter Ordnung sind identisch mit denMittelpunkts
kegelschni tten. 

Ist in Gleichung a) die Bedingung erfüllt 

b') 

so hat die Kurve zweiter Ordnung keinen Mittelpunkt. In diesem 
Falle läßt sich die Gleichung a) schreiben 

(~x + ~y)2 + 2a10 x + 2a01 y + a00 = 0, a') 
d. h . die quadratischen Glieder bilden ein vollständiges Quadrat. Drehen 
wir auch in diesem Falle das Koordinatensystem um. den Winkel {}, 
wobei ebenfalls 

also jetzt 

demnach 
a -a cos2{} = 2o o2' 
a2o + ao2 

st, so lauten die Transformationsformeln 

V- a- J;' a y = t , 02 -1- ~ • I zo 
azo + aoz · a2o + ao2 ' 

mithin die Gleichung der Kurve 

Die Kurve a') ist demnach eine Parabel [s. (15) S. 24ff.], deren 

Achse mit der y-Achse den Winkel {} einschließt, wobei tg {} = 1 ~ va;;; 
ist. Daß die Parabel im Sonderfalle zur doppelt zu zählenden Geraden 

· ausarten kann, sei der Vollständigkeit halber erwähnt. 
Damit ist gezeigt, daß jede Kurve zweiter Ordnung von der 

Gleichung a) ein Kegelschnitt ist. 
Der Leser bestimme selbständig Art und Lage der Kegelschnitte 

29x2 + 24xy + 36y2 + 92x- 24y- 76 = 0 
und 

25x2 + l20x y + l44y2 - 572x - 494y + 338 = 0! 

Einige Anregungen zur Untersuchung weiterer Kurven sollen diesen 
Abschnitt beschließen. 
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a) Untersuche die Kurve von der Gleichung 

x2 y + ya - 2 y2 - 2 x + 2 = 0! 

Zeige insbesondere, daß sie die x-Achse zur Asymptote hat, daß der 
Punkt (1 i 1) eine Spitze mit dem Tangentenwinkel -45° gegen 
die x-Achse, und daß der Punkt ( _1;!-/ - } ) ein Wendepunkt mit der 
Kurvenrichtung --iT ist, ferner daß die Kurve einen tiefsten Punkt 
an der Stelle ( -1 I -1) hat. An welcher Stelle ist ihre Tangente parallel 
der y-Achse? (1,13489/ 0,5437.) 

b) Die Kurve 2x3 - 3axy + ay2 = 0 ist zu untersuchen! Zeige, 
daß der Nullpunkt ein Doppelpunkt mit den beiden Richtungen 0 und 3 
und den beiden Krümmungshalbmessern -!/;a und ya ylO ist, daß 
die Kurve ihre höchste Stelle im Punkte ( a /2 a) und hier den Krümmungs-

halbmesser ·r] hat. Zeige weiter, daß die Kurve im Punkte (i-a \ iia) 
parallel zur y-Achse läuft und hier den Krümmungshalbmesser .J!-a 
hat, daß das Gleichungspaar 

x =; A(3- A), y=!!...A2 (3-A) 
2 

eine Parameterdarstellung der Kurve ist, und daß der Flächeninhalt 
der Schleife, die sie bildet, ita2 beträgt! 

c) Die Kissoide hat die Gleichung y2(a- x) = xa; der Null
punkt ist eine Spitze. 

d) Die Kurve x3 + y3 - 3a x y + a3 = 0 hat im Punkte (a / a) einen 
Einsiedlerpunkt. Verschiebe das Koordinatensystem nach diesem und 
zeige, daß alle übrigen Punkte der Kurve auf einer Geraden liegen! 
Suche eine Parametergleichung der Kurve! 

4 
e) Die Evolute der Kurve y = ~3 , die in (131) S. 354 angeführt 

p . 
ist, und deren Gestalt in Abb. 201 b wiedergegeben ist, hat in den beiden 
Punkten L: und L:' Spitzen und in den drei Punkten D1 , D 2 , D2 Doppel
punkte. Für diese Punkte gilt folgendes: 

die Koordinaten von .2: sind (~~ p I ~'!::p), die Richtung ist - ~~; 
die Koordinaten von D1 sind ( 0 I ! p ), die beiden Richtungen sind ±V:; 
die Koordinaten von D 2 sind (-~-p YY5ff- 11 I ~ (-{7- 1)V14 + 3y7) 

14(3+Y7) 
oder (0,57246p I 0,88288p); die beiden Richtungen sind 

wobei c2 = 1 ist, die beiden Richtungswinkel30° 45' 13" bzw. 96 o 52' 4". 
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Wir schließen hiermit vorläufig die Lehre von den partiellen Differen
tialquotienten ab und gehen im nächsten Paragraphenzur Anwendungder 
Integralrechnung auf die Funktionen mehrerer Veränderlichen über. 

§ 7. Die mehrfachen Integrale; Volumenberechnung. 
(170) A. Rechtwinkliges Koordinatensystem. In (90) S. 239ff. haben 
wir uns bereits mit der Ermittlung von Rauminhalten von 

z 

Y"!!z y 

Abb. 270. 

Körpern befaßt. War uns der Flächeninhalt f(x) eines im Abstande x 
parallel zur Grundfläche des Körpers gelegten Schnittes bekannt, so 
fanden wir, daß der Rauminhalt V durch das Integral 

h 

V =jf(x) dx 
0 

bestimmt wird. Dieses Verfahren versagt jedoch, sobald sich die Flächen
inhalte dieser Parallelschnitte nicht mehr ohne weiteres angeben lassen. 
In Abb. 270 ist ein Körper angedeutet, an dessen Abgrenzung drei 
verschiedene Flächen beteiligt sind: I. die x y-Ebene; 2. eine Zylinder
fläche, deren Mantellinien parallel der z-Achse sind und deren Gleichung 
q; ( x, y) = 0 laute; 3. eine krumme Oberfläche von der Gleichung 
z = f(x, y). Ein Punkt P'(x I y I 0) in der xy-Ebene sei die xy-Pro
jektion eines Punktes P der krummen Oberfläche, dessen Koordinaten 
( x I y I z = f ( x, y)) sind. An den Punkt P' schließen wir in der x y-Ebene 
das Rechteck P'Q'S'R' an, dessen Seiten P'Q' = dx und P'R' = dy 
.alsunendlich klein und parallel der x- bzw. der y-Achse angenommen 
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werden sollen. Über diesem Rechteck sei eine Säule errichtet, deren 
Kanten parallel der z-Achse laufen ilnd die krumme Fläche von der 
Gleichung z = f(x, y) in den Punkten P, Q, S, R durchstoßen. Der 
Inhalt dieser Säule P' Q' S' R' PQ SR ist, da wir sie im Grenzfalle 
(d x- 0, d y- 0) als einen Quader von den Kantenlängen d x, d y, z 
ansprechen können, 

dV = z · dx · dy = f(x, y) · dx · dy. 

Behalten wir den einmal gewählten Wert für x bei, geben wir dagegen 
der Veränderlichen y andere Werte, so gehört zu jedem y eine bestimmte 
Säule der eben beschriebenen Art; alle diese Säulen erfüllen eine der 
yz-Ebene parallele Schicht, welche von den beiden zu x und x + dx 
gehörigen Parallelebenen zur yz-Ebene aus dem vorgelegten Körper 
herausgeschnitten wird. Dabei sind jedoch dem Bereiche des y be
stimmte Grenzen gesetzt, welche durch die Zylinderfläche tp ( x, y) und 
ihre xy-Spurlinie bedingt sind. Schneidet nämlich die durch P' zur 
y-Achse in der xy-Ebene gezogene Parallele die xy-Spurlinie der 
Zylinderfläche in den Punkten G' und G" (s. Abb. 270), so kommt für 
den Rauminhalt des Körpers nur der von G' bis G'' reichende Teil 
der erwähnten Schicht in Betracht. Hat G' die y-Koordinate y ' und G" 
die y-Koordinate y", so sind y' und y" die beiden Grenzen, die für 
die Bildung der Schicht in Betracht kommen. Dabei müssen y' und y", 
da G' und G" auf der Kurve tp ( x, y) = 0, z = 0 liegen, die Bedingung 
erfüllen tp(x, y') = 0 und tp(x, y") = 0 , wenn für x die konstante 
x-Koordinate von P' bzw. P gesetzt wird. Folglich ist der Inhalt 
der beschriebenen, zu dem gewählten x gehörigen Schicht 

y" 

dV= /f(x, y)dydx. 
y =y' 

Lassen wir nun auch x sich ändern, so erhalten wir für jeden Wert 
von x eine solche zur yz-Ebene parallele Schicht. Dabei sind auch der 
Änderung des x Grenzen gesetzt, die ebenfalls durch die Zylinderfläche 
tp (x, y) = 0 bestimmt sind, und zwar erhalten wir sie zeichnerisch, 
indem wir an die xy-Spurlinie der Zylinderfläche parallel zur y-Achse 
die Tangenten legen (s. Abb. 270). Sind A1 und A2 ihre Berührungs
punkte, und haben A1 und A2 die X-Koordinaten x1 bzw. x2 , so sind diese 
die unterste bzw. die oberste Grenze, innerhalb deren sich y bewegen 
darf. Addieren wir alle diese Schichten von der Dicke d x, in welche 
der Körper hierdurch zerlegt wird, so erhalten wir schließlich den 
Rauminhalt des vorgelegten Körpers; er wird mithin analytisch dar
gestellt durch das Doppelintegral 

x_, y" 

V = j jf(x, y) dydx. 67) 
x =x1 y =y' 
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Formel 67) faßt die folgenden vier Operationen zusammen: I. un
bestimmte Integration nach y; 2. die Grenzen von y aus cp(x, y) = 0 
berechnen und einsetzen; y ist aus dem Integral beseitigt; 3. nach x 
integrieren; 4. die Grenzen von x einsetzen. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergibt sich durch Vertauschung 
der Rollen der beiden Veränderlichen x und y noch ein zweiter Weg, 
um zum Rauminhalte des vorgelegten Körpers zu gelangen. Wenn 
wir nämlich alle Säulen vom Rauminhalte f(x, y) dx dy unter Bei
behaltung des einmal gewählten Wertes der Veränderlichen y innerhalb 
des Körpers summieren, so erhalten wir eine zur x z-Ebene parallele 
Schicht. Sie findet durch die beiden Punkte H' und H" der Abb. 270 
ihre Grenzen, in denen die zur x-Achse durch P' gezogene Parallele 
die xy-Spurlinie der Zylinderfläche cp(x, y) = 0 schneidet. Dabei sind 
die X-Koordinaten x' und x" von H' und H" die untere bzw. die obere 
Grenze für x. Somit ist der Rauminhalt dieser Schicht 

x" 

dV= {f(x,y)dx·dy. 
z~x' 

Ist diese Integration ausgeführt, so enthält der Ausdruck 
x" 

jf(x, y) dx · dy 
x=x' 

nur noch die eine Veränderliche y, da x' und x" irrfolge der Gleichungen 
<p(x', y) = 0 und <p(x", y) = 0 durch y ausgedrückt werden. Nun 
haben wir noch alle die Schichten zu addieren, in welche der Körper 
durch ·Parallelebenen zur xz-Ebene zerlegt wird. Es geschieht dies 
analytisch, indem wir nochmals, und zwar jetzt über y, integrieren. 
Die beiden Grenzen sind geometrisch als die y-Koordinaten y1 und y2 

der Punkte B1 und B 2 bestimmt, in welchen die zur x-Achse parallelen 
Tangenten an die xy-Spurlinie der Zylinderfläche <p (x, y) = 0 diese 
berühren. Somit ist jetzt 

y, x" 

V= J J f (x, y) dx d y . 67') 
y~y1 X = X' 

Aus den beiden Gleichungen 67) und 67') läßt sich der Schluß 
ziehen, daß die Reihenfolge der Integration ohne Einfluß auf 
das Ergebnis ist, wenn nur der Zusammenhang zwischen den beiden 
Integrationsveränderlichen beachtet wird. 

(171) Zur Erläuterung des Verfahrens wollen wir ein bestimmtes 
Beispiel ausführlich behandeln. Wir nehmen als begrenzende krumme 
Fläche das elliptische Paraboloid von der Gleichung 

x2 y2 
z = 2a + 2 b [s. (151) S. 451]. a) 
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Dadurch, daß wir den begrenzenden Zylinder in verschiedener Weise 
wählen und dabei vom einfachsten zu immer verwickelteren Fällen 
fortschreiten, werden wir in das Wesen des Doppelintegrals am ·besten 
eindringen können. 

a) Als ersten Fall behandeln wir den Körper, der außer vom ellip
tischen :Paraboloide und der xy-Ebene noch durch die xz-, die yz-Ebene 
und die beiden zu diesen durch P' und Q' gelegten Parallelebenen 
begrenzt wird (s. Abb. 271). P' habe die Koordinaten (p\0\0) und Q' 
die Koordinaten (0\q!O), P und Q 
selbst haben also die Koordinaten 

bzw. 

Eine Elementarsäule hat den Raum
inhalt z · d x d y, in unserem Falle also 

(;: + ;~)dxdy. 
Summieren wir diese Säulen zunächst 
über y unter Beibehaltung des Wertes 
für x, so müssen wir für jeden x-Wert 
als untere Grenze y = 0, als obere 

z 

y 

P' 
X 

Abb. 271. 

y = q wählen, um den Inhalt einer Schicht, die parallel der yz-Ebene 
ist, zu erhalten. Ihr Inhalt ist demnach 

fq(x2 y2) 
2a + 2b dydx · 

y=O 

Schließlich müssen wir alle diese Schichten summieren, wobei wir als 
untere Grenze x = 0, als obere Grenze x = p zu setzen haben, so daß 
also der Rauminhalt des Körpers ist: 

p q 

V=! f(;: + {~)dydx. 
x=O y=O 

Wir werten dieses Doppelintegral unserer Entwicklung gemäß aus. 
Es ist also 

p p 

-J[~JL .Jt_]q -f[qx2 .1...] _ [qxs qSx]P _ p3q pqs 
V - 2a + 6b y=O dx - 2a + 6b dx - 6a + 6b o- 6a + 6b 

x=O X = Ü 
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2 2 

wenn h(pJql = R'R = ;a + :b die zu dem Punkte R'(p /q) gehörige Höhe 

des Körpers ist. Da der Ausdruck für V .ind p und q Symmetrie auf
weist, erkennt man, daß wir das gleiche Ergebnis erhalten hätten, 
wenn wir erst die Integration nach x und darauf die nach y durch
geführt hätten. Der Leser möge aber trotzdem die Mühe nicht ~cheuen, 
sich durch unmittelbares Ausrechnen hiervon zu uberzeugen. 

Der soeben besprochene Fallliegt insofern überaus einfach, als die 
Grenzen für y völlig unabhängig von der Wahl des Wertes x sind. Wie 

X 

z 
die Rechnung verläuft, wenn 
eine solche Abhängigkeit besteht, 
zeigen die folgenden Fälle. 

b) Der Körper möge außer 

1 / hrO/tlJ dem elliptischen Paraboloid, der 
1 xy-Ebene, der xz- und der yz-

p ~/ Ebene die Ebene P' PQ Q' (s. Ab-
, _____ _j....,-;; t _!!_ ___ =-Q!-:-,-~Y bildung 272) zur Begrenzung 

/ji'---- haben. Da die Gerade P'Q' der 
/ / x y-Ebene die Gleichung 

'P' Abb. 272. X y 
cp (x, y) - P + q - 1 = 0 

hat, so müssen wir, wenn wir zuerst über y integrieren wollen, für 
einen bestimmten Wert von x als untere Grenze von y wieder Null, 

als obere Grenze dagegen den sich aus cp = 0 ergebenden Wert f!:_ (p- x} 
p 

wählen. Für die zweite Integration bleiben dagegen die beiden Grenzen 
x = 0 und x = p erhalten. Da der Rauminhalt einer Elementarsäule 

wieder wi~. bei a) (;; + ;:) dx dy ist, so erhalten wir für das Volumen 
unseres Korpers 

'L (p -x) 

!P P(.(x2 y2) fp[x2y ya].!L(p-x) 
V= - + - dx dy = - + - P • dx 

• 2a 2b 2a 6b y=O 
X=O y=O X=O 

p ![ x2 q q3 J 
= - · - (p - x) + - - (p - x)3 dx 

2a p p3 ·6b 
X=O· 

= [_!L x3 _ .. L x4 _ __!/!_ (p _ x)4]P 
6a 8ap 24bp3 0 

p3 q p q3 p q [ p2 q2 ] l . 
= 24a + 2411 = 12 2a + 2b = I2pq[h(pJO> + h(OJq>], 

wobei h(pJO) = P'P, h(oJq) = Q'Q ist. 
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c) Schneiden wir das elliptische Paraboloid mit einer Kreiszylinder
fläche vom Grundkreishalbmesser r, dessen Achse in die z-Achse fällt, 
so berechnet sich der Rauminhalt des durch den Zylindermantel, die 
xy-Ebene und das Paraboloid be
grenzten Körpers, von dem Ab
bildung 273 den vierten Teil zeigt, 
in folgender Weise. Integrieren wir 
erst über y, so sind die beiden Inte
grationsgrenzen, da 

ist: 

und + yr2- x2' 

während die Grenzen der zweiten 

z 

X 
Abb. 273. 

Integration -r und +r sind. Der Rauminhalt ist folglich 

+r + Vr• - x• +r 

v-J j(;: + :;)axdy = J[x;: + ~~J:~·~~;:_x,dx 
x::: -r y=-Vr'-x' x=-r 

+r 

f[ xz 1- (r2 x2),~-l 
= 2 -)r2 - x2 + ---=- rr2 - x 2 dx 2a 6b 
x ~ -r 

+r 

= 3~bf(a r2 + (3b -,-- a) x2) yr2 - x2 dx 
x=-r 

+r 
= _l_ far4 + (3b- 2a) r2 x2 + (a- 3b) x4 d x 

3ab yrz _ x2 · 
x = - r 

Setzen wir 

A = (a- 3b), B = (3b- 2a)r2, C = ar4 , 

so haben wir zunächst das unbestimmte Integral auszuwerten 

f:Ax4 + Bx2 + c dx = (1Xx3 + ßx) Vr - x2 + y r~; 
yrz - x2 • yrz - x2 

y 

die Konstanten IX, ß, y ermitteln sich hierbei nach dem in (77) S. 201 
angegebenen Verfahren zu 

!X=_~= 3b- a ß = _ !!_ _ ~ Ar2 = 5a- 3b r2 
4 4' 2 8 8' 

B 3 3 
y = C + 2 r 2 + s A r4 = s (a + b) r4. 
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Es wird also V= 3 ~b [(<Xx3 + ßx) Vr2 - x2 + y arcsin~J:: = 3~b • y • :n 

n(a+b) n 2 (r2 r2 ) F 
= Sab r' = 4 r 2a + 2b = 4 (h(rJO) +h<Ofr)) 

wobei F der Inhalt des Grundkreises und h<rfO) und h(OlrJ die kürzeste 
bzw. die längste Zylindermantellinie sind. Zeige durch Rechnung, daß 
sich der gleiche Wert ergibt, wenn man statt des geraden Kreiszylinders 
die elliptische Zylinderfläche _xz yz 

cp(x, y) = 2 + 2 - 1 = 0 
nimmt! P q 

d) Liegt die Achse des geraden Kreiszylinders vom Grundkreishalb
messer r parallel zur z-Achse, sonst aber beliebig - die Koordinaten 
des xy-Spurpunktes der Achse seien x = p, y = q -, so ist der 
Rauminhalt des von der xy-Ebene, der Zylinderfläche und dem Para
boloid begrenzten Körpers 

V = nr2(h(pJq) + h(flf )); 

h<pfq) ist das Stück der Zylinderachse, das von der xy-Ebene bis zum 

Paraboloid reicht, und h(f lf) die zum Punkte x = ~· y=~ gehörige 

z-Koordinate des Paraboloids. Man prüfe dies durch Rechnung nach! 

z 
!I 

Als weitere Beispiele mögen die folgenden 
beiden behandelt werden. 

e) Die Gleichung cz = xy ist nach (151) 
S. 454 die Gleichung des hyperbolischen Pa
raboloids, dem die x - und die y-Achse in ihrer 

""""----;;,-----"'---~.x ganzen Erstreckung angehören. Wir wollen den 
Abb. 274. Rauminhalt des Körpers berechnen, der von 

dieser Fläche, der xy-Ebene und a) den beiden 

Ebenen x = a und y = b, b) der Ebene ~ + ·~ = l, c) der Zylinder

fläche x2 + y2 - r 2 = 0 begrenzt wird. Abb. 274 zeigt das Bild für 
den Fall b). Im Falle a) ist 

Ja fb xy fa[xyzlb b21'! a2bZ 
V= 0 dxdy = 2c v=0dx = 2e. x dx = 47 . 

:t= O y = O z = O x = O 

Im Falle b) ist 

a ~ (a-x) a a 

r (X f 1 t (a-z) 1 fb2 V= .J!...dxdy = -2 x[y2]a _ dx = 2- 2 (a2 - 2ax + x2) x dx 
., • c c v-O c a 

x = O y=O x=O x = O 

= ~ [az~ - ! 3 x4]a- a2b2 
2a2 c 2 3 ax + 4 0 - 24c • 
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Im Falle c) ist 

r Yr -z' r r 

V J fxy dx dy = _!_Jx [y2l"'-z' dx = _!_f(r2x- x3) dx 
c 2c o 2c 

z = O y=O z = O z=O 

_ 1 [r2x2 x4 lr _ r4 

- 2c 2 - 4 0 - Be· 

Unter einem Zylinderhuf versteht man einen Körper, der von 

dem Mantel eines geraden Kreiszylinders, seiner Grundfläche und einer 

Ebene begrenzt wird, welche durch den Mittelpunkt des Grundkreises 

geht. Es sei a der Grundkreishalbmesser und h die längste Mantel
linie des Zylinderhufes (Abb. 275). Um zu seinem Rauminhalte zu ge
langen, zerlegen wir den Körper durch Parallelebenen sowohl zur 
x z-Ebene als auch zur y z-Ebene in eine Schar von Säulen, deren 
Grundfläche nach den Ausführungen von (170) dx · dy ist, und deren 

Höhe z sich aus den ähnlichen Dreiecken X P' P cv OA'A der Abb. 275 
h 

durch die Proportion z:y = h:a zu - y ergibt; ihr Inhalt ist also 
a 

h 
-ydxdy. 
a 

Summieren wir diese zunächst über y, so sind die Integrationsgrenzen 

y = 0 und XU = y = ya2 - x2, während für die Summation der 
dadurch entstehenden, parallel zur yz-Ebene gestellten Schichten die 

Integrationsgrenzen x = -a und x = +a sind. Wir erhalten somit 

+a Ya'-z' +a 

v=J J~ydydx=~J[~na•-x•dx 
z=-ay=O <~>=-a 

+a . 

= !!_f(a2 - x2) dx = _!!._[a2 x- x:!) +a = ~a2h. 
2a 2a 3 -a 3 
x= -a 

Summieren wir dagegen die Elementarsäulen zunächst über x, so sind 

die Integrationsgrenzen x = - ya2 - y2 für Q' und x = + ya2 - y2 für Q" 

und für die Summation der dadurch entstandenen, parallel zur xz-Ebene 

gestellten Schichten y = 0 und y = OA' = a. Wir erhalten jetzt für 

den Inhalt des Zylinderhufes z A 

a + Yii'-v• a 

V=! j.h Jh +Va•-v• - y dxdy = -y[x] _ _ dy 
a a - Ya•-v• 

v=O <~>=- Ya'-v' v=O 
a 

= 2~jyya2- y2dy = :;2 ~[ya2 _ y2 3]~, 
y=O 

also ebenfalls V = t a2 h . 
.X AbjJ. 275 . 
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(172) Fassen wir zusammen, so können wir sagen: Der Rauminhalt 
eines Körpers wird durch das Doppelintegral V = J J z d x dy be
rechnet, wobei die Integrationsgrenzen durch die Art der Begrenzung 
des Körpers bestimmt sind. Wir sind zu diesem Ergebnis dadurch 
gelangt, daß wir den Körper durch Parallelebenen zur yz-Ebene in 
Elementarschichten und diese wiederum durch Parallelebenen zur 
xz-Ebene in Elementarsäulen zerlegt haben, welche parallel zur 
z-Achse sind; ihre Höhe ist z und ihre Grundfläche d x · d y . Wir können 
nun auch diese Elementarsäulen noch teilen, indem wir sie durch eine 
dritte Schar von Ebenen parallel zur x y-Ebene und in Elementar
quader von den Kantenlängen dx, dy, dz zerlegen. Indem wir nun 
diese Elementarquader vom Inhalte dx dy dz wieder summieren, er
halten wir den Inhalt des Körpers. In welcher Reihenfolge dies ge
schieht, ist hierbei gleichgültig; wir werden durch Integration über 
eine der drei Veränderlichen x, y, z die Elementarquader zu Elementar
säulen, diese durch Integration über eine zweite Veränderliche zu 
Elementarschichten und diese schließlich durch Integration über die 
dritte Veränderliche zum Körper vereinigen. Wir erkennen somit, 
daß der Rauminhalt eines Körpers durch das dreifache Integral 

V = J J J dx dy dz 68) 

ausgedrückt werden kann, wobei sich die Integrationsgrenzen durch 
die Begrenzung des Körpers ergeben. In Formel 68) treten im Gegen
satze zu 67) die drei Veränderlichen gleichberechtigt auf, das hat den 
Vorteil, daß nicht unbedingt die x y-Ebene einen Teil der Begrenzung 
bilden muß. 

Zur Erläuterung dieser Ausführungen wollen wir nochmals den 
Inhalt des Zylinderhufes (s. S. 539, Abb. 275) berechnen. Es ist 

V = J J J dx dy dz . 

Wenn wir zuerst die Element arquader in Richt ung der z-Achse zur 
Elementarsäule summieren, so erhalten wir 

V= J j[z/!Y dxdy = J J~ydx dy, 
das führt also auf den oben beschrittenen Weg. Addieren wir dagegen 
die Elementarquader zu Säulen, welche parallel der x-Achse sind, so 
müssen wir als untere Grenze wählen x = - ya2 - y2, als obere 
x = + ya2 - y2, und wir erhalten 

V= j{j dxdy dz = JJ[x]~~::=:: dydz ~ 2j( fa2 - i} dydz. 

Nun bieten sich zwei Wege dar: wir summieren entweder zu Elementar
schichten, die parallel der xz- oder parallel der x y-Ebene sind. Im ersten 
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Falle würden wir für z als untere Grenze z = 0, als obere z = !! y zu . a 
setzen haben, so daß sich ergibt 

V= 2j[ya2 - y2 • z]~ Y dy = 2.!: {yya2 - y2 dy 
z~o a 

in Übereinstimmung mit dem Ergebnisse von S. 539. Schlagen wir 
dagegen den zweiten Weg ein, den der Integration über y, so müssen 

wir als untere Grenze y = -~z, als obere y = a wählen, und da nach 
TII 13) 

J ya2 - y2 dy = ~ arcsin~ + ~ya2- y2 

ist, so ergibt sich 

V = 2 J[~ arcsin ~ + i ya2 - y2]~z dz 
h 

f[ :n: • z a Jf'-~] = - a2 - a2 arcsm- - - z a2 - - z2 dz 
2 h h h2 

= =-a2 - a2 arcsin--- zl1h2 - z2 dz (( n z a2 1---) 

• 2 h h2 r ' 

wobei der Integrand der Inhalt der der xy-Ebene parallelen Schicht 
ist. Um diese Schichten noch zu summieren, müssen wir zuletzt noch 
das Integral nach z in den Grenzen z = 0 bis z = h auswerten; wir 
erhalten mit Hilfe der Formel TIII 18), und da 

J zyh2 - z2 dz = - t Yh2 z23 ist, 

in Übereinstimmung mit dem Ergebnis von S. 539. 
Eine Integration in der Reihenfolge x, y, z führt, wie man sich leicht 

überzeugt, zu dem gleichen Ergebnisse. 
Das Beispiel des Zylinderhufes zeigt, daß die Reihenfolge der Inte

grationen zwar ohne Einfluß auf das endgültige Ergebnis der Volumen
berechnung ist, aber die Ausführung der Integration durch den 
Weg mitunter stark beeinflußt wird. Für die Berechnung ist es also 
durchaus nicht gleichgültig, welche Reihenfolge man wählt. Häufig 
wird die Durchführung der Integration auch dadurch wesentlich er
leichtert, daß man das rechtwinklige Koordinatensystem überhaupt 
verläßt und zu einem anderen, beispielsweise einem räumlichen Polar
koordin a ten s ystem übergeht. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 8 
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( 173) B. Volumenberechnung im zylindrischen Koordinatensystem. 
Sind (!, r;, z die zylindrischen Koordinaten eines Punktes (s. Ab
bildung 276), und gibt man diesen je einen Zuwachs d(], dr;, dz , so 
schließt sich an den Punkt P ein Körperelement an, das begrenzt wird 
von zwei zur xy-Ebene parallelen Ebenen vom Abstande z und z + dz 
von der xy-Ebene, also dem gegenseitigen Abstande dz, ferner von 
zwei die z-Achse enthaltenden Ebenen, die mit der xz-Ebene die Winkel ({J 

bzw. r; + dr;, gegenseitig also den Winkel dr; einschließen, und schließ
lich von den Mänteln zweier gerader Kreiszylinder, deren Achse die 

z 
z 

X 

Abb. 276. Abb. 277. 

z-Achse ist und deren Grundkreishalbmesser e und e + de sind. Das 
Körperelement kann bei den unendlich kleinen Ausdehnungen, die es 
hat, als ein unendlich kleiner Quader angesehen werden, dessen Kanten 
d.Q, f2 • dr; und dz sind, dessen Rauminhalt also e dr; de dz ist. Durch 
dreifache Summierung dieser Quader , also durch dreifache Integration 
nach (!, r;, z, erhält man den Rauminhalt eines Körpers; die Integrations
grenzen sind dabei jeweilig durch die Begrenzung des Körpers be
stimmt. Die Formel für den Rauminhalt des Körpers lautet demnach 
in zylindrischen Polarkoordinaten 

69} 

Einige einfache Beispiele sollen die Verwendung dieser Formel er
läutern. 

a) In Abb. 277 ist ein Umdrehungskegel von der Höhe h und dem 
Grundkreishalbmesser a gezeichnet, dessen Achse mit der z-Achse zu
sammenfällt und dessen Grundfläche auf der xy-Ebene liegt, ferner 
ein gleichachsiger Zylinder vom Grundkreishalbmesser b < a. Der 
Inhalt des beiden Körpern gemeinsamen Stückes soll berechnet werden. 
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Es ist nach 69) V= Jfjedgdipdz. Dabei ist die Reihenfolge des 
Integrierens beliebig. Integrieren wir beispielsweise erst über z, so heißt 
das geometrisch, daß wir die Elementarquader zu Säulen summieren, 
die parallel zur z-Achse sind. Diese Säulen reichen von der x y-Ebene 
bis zum Kegelmantel; die untere Grenze ist daher z = 0, die obere 

z = a--=__(! h. (Vgl. die Ähnlichkeit der Dreiecke OGS und P' GPx.) 
a 

Da weiter J dz = z ist, so ist 

Behalten wir nun IP konstant bei, verändern also (!, so summieren wir 
alle Säulen, welche zwischen den beiden durch !p und !p + d ip be
stimmten Ebenen liegen. Die 
Summe dieser Säulen ist eine nach 
der z-Achse keilförmig zulaufende 
Schicht. Die untere Grenze für e 
ist e = 0, die obere e = b, und 
wir erhalten 

fhb2 
= - (3a- 2b) d m 6a · -r 

hb2 f =6a(3a-2b) dip. 

Schließlich haben wir noch alle Abb. 278. 

diese Schichten zu summieren ; dies 
geschieht durch Integration über !p, wobei die untere Grenze !p = 0, 
die obere !p = 2n ist. Es ist also 

hb2 2:t :1l hb2 
V= -- (3a- 2b) [ip] =-- (3a- 2b). 

6a o 3 a 

b) I st der Grundkreisdurchmesser des Zylinders gleich dem Grund
kreishalbmesser des Kegels, also 2 b = a, und die Kegelachse zugleich 
Zylindermantellinie, so erhält man den Inhalt des beiden Körpern 
gemeinsamen Stückes, von dem Abb. 278 die eine Hälfte zeigt, in 
folgender Weise. Integriert man wiederum erst über z, so hat man 

ebenso wie in a) als untere Grenze z = 0, also obere z = a- e h zu 
a 

setzen. Integriert man sodann über e, so muß man als untere Grenze 

8* 
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e = 0, als obere dagegen e = a sin<p (s. Abb. !) wählen, während 
die Grenzen von <p 0 und n sind. Es ist mithin 

a-o 
:rr asincp - a- h :rr asincp 

V=/ J /eded<pdz=J J[z]:~eheded<p 
cp=O o=O z=O cp=O e=O 

h !"" afsincp h J::r:[ae2 eslasincp 
=a (a-e)eded<p=-a -2-- 30 drp 

cp=O o=O r =O 

a 2 h [ 3 3 . 2 ]"' = 6 2 <p - 2 sm <p cos <p + 2 cos <p - 3 cosa <p 0 , 

a 2 h [ 3 2 2] a 2 h V = - - n - 2 + ~ - 2 + - = - (9 n - 16) 62 3 3 36 . 

Da der Zylinder von der Höhe h und dem Grundkreishalbmesser -} 

den Inhalt ~ a2 h hat, so hat der aus dem Kegel herausragende Teil 

des Zylinders den Inhalt 
V'= t a2 h. 

c) Es ist der Rauminhalt des Körpers zu berechnen, den zwei Zylinder 
gemeinsam haben, deren Achsen sich unter einem rechten Winkel 

X 

schneiden (s. Abb. 279). Der 
eine Zylinder habe seine Achse 
in der y-Achse und den Grund
kreishalbmesser a, der andere 
habe sie in der z-Achse und den 
Grundkreishalbmesser b < a. 
Integrieren wir zuerst über z, so 
haben wir als untere Grenze z=O, 
als obere z = ya2 - e2 cos2<p zu 

---"'-:-1----.".JC-,J-....:;.-y setzen ; letzteres erkennt man 

Abb. 279. 

aus dem Schnitte MCPD in Ab
bildung 279, in welchem 

P'P= VMP2 - MP'2 

= ya2 - e2 cos2 <p 

ist. Sodann ist über e zu integrieren; die untere Grenze ist e = 0, 
die obere e = b. Schließlich wird über <p zwischen den Grenzen 
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({J = 0 und q; = ; integriert. Damit haben wir aber erst den Inhalt 

des achten Teiles des gemeinsamen Körperstücks berechnet. Es ist mithin 

Va•- e• cos1 tp -]- b 

fe de dq; dz = 8 f f[z]~a•-e•cos'<p e de dq; 
z=O <p=O e=O 

n: ;r 

2 b 2 

= 8 f Jyaz- (]2Cos2q; e dedq; =- : !co!2<P [ya2 - e2 cos2 q; 3]~dq; 
<p=O e=O <p=O 

Das letzte Integral läßt sich in dieser allgemeinen Form mit unseren 
bisherigen Mitteln nicht auswerten. Beschränken wir uns jedoch auf 
den Sonderfall, daß beide Zylinder den gleichen Grundkreishalbmesser a 
haben, so geht das Integral über in 

" 2 n: 

V= ~aaJ1- sina<p dq; = ~aalf-1- dq; -fd cosq; +fdcos<p]2 
3 cos2<p 3 cos2<p cos2<p <p=O 

9"=0 

8 [ I ]" =-a3 tgq;-cosq;- --2 
3 COB<p 0 ' 

V= ~ aa [sin<p - cos2<p - 1]% . 
3 COS<p 0 

Setzen wir die untere Grenze ein, so erhält die Klammer []den Wert -2; 
für die obere Grenze dagegen hat sie den unbestimmten Wert -ß-. Wir 
werden jedoch später sehen [s. (202) S. 670], daß dieser Wert gleich 
Null ist, so daß wir erhalten: 

V = .l.f-a3 • 

Da in diesem Falle der Körper. aus acht Zylinderhufen vom Grundkreis
halbmesser a und der Höhe a besteht, konnten wir zu diesem Ergebnis 
auch dadurch gelangen, daß wir den auf S. 539 erhaltenen Inhalt des 
Zylinderhufes mit 8 multiplizierten. 

d) Gegeben sei eine Umdrehungszylinderfläche vom Grundkreis
durchmesser a; um einen Punkt einer Mantellinie werde die Kugel
fläche vom Halbmesser a geschlagen. Der vom Zylindermantel und 
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der Kugelfläche begrenzte Körper, von dem Abb. 280 ein Viertel dar
stellt, hat einen Rauminhalt, der sich berechnet zu 

"' 2 asinp l1a'-e2 

V=4J I jededzdtp=§a3 (3n-4). 
<p=O e=O z=O 

Der Restkörper, der sich. ergibt, wenn man aus der Halbkugel den 
soeben berechneten zylindrischen Körper ausbohrt, hat mithin einen 

Abb. 280. Abb. 281. 

Inhalt V = l a3 , ist also gleich dem eines Quaders, dessen Höhe der 
Durchmesser 2a der Kugel und dessen Grundfläche ein Quadrat von 
der Seitenlänge t a ist. Man prüfe das Ergebnis nach! 

e) Tritt an die Stelle der Kugel der Aufgabe d) eine Umdrehungs
zylinderfläche,. deren Grundkreishalbmesser gleich a ist, und deren 
Achse den Mantel der ersten Zylinderfläche berührt, wobei sich die 
Achsen beider Flächen unter einem rechten Winkel kreuzen, so um
schließen beide einen Körper, von dem Abb. 281 ein Viertel andeutet. 
Sein Inhalt ergibt sich zu 

" 
2 asin<p }a' - e 'sin'<r 

V=4J I jededtpdz . 
<p=O e=O z=O 

Der Leser bemühe sich selbst um die Auswertung dieses Integrals. 

[V = :\uy2- 9 2lt6in 1) = 1,2707 a3] 
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f) Es soll der Inhalt des Körpers berechnet werden, der von der 
x y-Ebene, der Zylinderfläche von der Gleichung x2 + y 2 = r 2 oder(! = r 
und dem hyperbolischen Paraboloid von der Gleichung 

x2 y2 
z=---2a 2b 

begrenzt wird (s. a. Aufg. S. 538, Abb. 274 !). Es ist, da 

X =.(!COS'fJ, · y = (!Sinrp 

ist, und da die xy-Spurlinie des hyperbolischen Paraboloids aus zwm 
zur x-Achse symmetrisch liegenden Geraden besteht, welche mit ihr 

den Winkel ±arctg V~ einschließen [s. (151) S. 452]. 

1b (cos' rp sin' 'P) r-"· arctg I / - {!2 -- - - - arctg j/ _< __ 
t a r 2a 2b a r 

V = 2j J Jededzdrp = 2j Je3 (co;:'P - ~i~.T)dedrp 
rp = O (!=0 t=O •r=O u=O 

r4 [ 1 ] ]arctg v~ = 4 2a (rp + sinrp cosrp)- 2b (rp- sinrp cosrp) 0 a 

r4 [ vb yab] = - (b - a) arctg - + (b + a) ---
8ab a a + b ' 

r4 r ,,- t lb-] 
V = Sab Lyab + (b - a) arctg r a 0 

Für b = a = cergibt sich hieraus die in (171) S. 539 gewonnene Formel 

(174) C. Volumenberechnung im sphärischen Koordinatensystem. Wir 
haben gesehen, daß die Verwendung der zylindrischen Koordinaten 
besonders dann von Wert ist, wenn zur Begrenzung des Körpers der 
Mantel eines geraden Kreiszylinders gehört. Ganz entsprechend 
wird die Benutzung der sphärischen Koordinaten dann angebracht sein, 
wenn Teile einer Kugelfläche an der Begrenzung teilhaben. - Ein 
Punkt ist durch seine sphärischen Koordinaten (rll lrp) bestimmt; gibt 
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man diesen die Zuwüchse dr, dA., d<p, so werden sieben weitere Punkte 
bestimmt, nämlich die Punkte mit den Koordinaten 

(r\A.\<p + d<p), (r\A. + dl\<p), (r\A. + dA.j <p + d <p), 

(r + dr\A.j<p), (r + dr jlj<p + d<p), (r + dr\.1. + d.l. j<p) , 

(r + dr /A. + dA./<p + d<p). 

Die acht Punkte bilden die Ecken eines in Abb. 282 dargestellten 
Körperelementes, das man, da dr, d<p, dA. unendlich kleine Größen 
darstellen, als einen Quader mit unendlich kleinen Längenausdehnungen 
auffassen kann; die Kanten dieses Elementarquaders haben die Längen 

z 

- Y 

X 
Abb. 282. Abb. 283. 

dr, r • d<p, r cos<p ·dA., so daß sein Rauminhalt ist r2 cos<p dr d <p dA.. 
Durch Integration erhält man dann den Rauminhalt eines vorgelegten 
Körpers mittels der Formel 

V= J J J r 2 cos<p dr d<p dJ., 70) 

wobei sich wieder die Integrationsgrenzen aus der Art der Begrenzung 
des Körpers ergeben. Auch die Reihenfolge der Integrationen ist 
wieder ohne Belang für das Ergebnis; sie sagt nur aus, in welcher Weise 
die Elementarquader zum Körper vereinigt werden. Integriert man 
beispielsweise erst über r, so würde das, da ). und <p unverändert bleiben, 
geometrisch eine Vereinigung der Elementarquader 'Zu einer vierseitigen 
Elementarpyramide bedeuten , deren Spitze in 0 liegt und deren Grund
fläche ein Rechteck mit den Seiten r • d <p und rcos<p · d). ist. Integriert 
man sodann über <p , so bedeutet dies geometrisch die Vereinigung 
solcher Elementarpyramiden zu einer keilförmig zulaufenden Elementar
schicht, deren Schneide in der z-Achse liegt. Die Integration über A. 
schließlich bedeutet geometrisch die Summation dieser Schichten zum 
Körper. Der Leser möge sich selbst darüber klar werden, welche geo
metrische Bedeutung den übrigen fünf Integrationsfolgen zukommt. 



(174) Die mehrfachen Integrale; Volumenberechnung. 549 

a) Ist beispielsweise der Rauminhalt des Kugelausschnittes 
vom Öffnungswinkel r in der Kugel (Abb. 283) vom Halbmesser a zu 
berechnen, so hat man als Grenzen für r:r = 0 und r = a, als Grenzen 

für r:p: r:p=; - )' und r:p = ; , als Grenzen für 1:), = 0 und J. = 2n 

zu setzen. Es ergibt sich mithin 
iT 

2n 2 a 2n 2 

V=! f 
!.=0 iT 

f r2 cosr:p dr dr:p dl = f 
r = O !. = 0 

J [ :J: cos r:p dr:p dl 
iT 

q:> = z -r '~' = z -r 

2Jt ;r 

a3j" 2 a3 ""' 2 = 3 [sinr:p].::". _ dl = 3 · (1- cosy) · [1]~- = 3 na3(l- cosy). 
!.=O 2 r 

Da a(l - cosy) gleich der Höhe der zu diesem Kugelausschnitt ge
hörigen Kappe ist, so erhält man für den Rauminhalt des Ausschnittes 
die bekannte Formel V = ~-n a2 h. 

b) Will man den Rauminhalt des Kugelabschnittes berechnen, 
so hat man, wenn man ihn nicht einfacher als Differenz zwischen Aus
schnitt und Kegel ermitteln will, als untere Grenze für r den Wert 

a • ~?81. zu setzen; denn in Abb. 283 stellt OU die untere Grenze des 
Blll<p 

zu einem bestimmten r:p gehörigen r , OV die obere Grenze dar, und 

es ist 0 U = E-0- = a 0?~1. . Die übrigen Grenzen bleiben dieselben smop smop 
wie in a. Man erhält mithin 

2:t 2 a 2n 2 

V=J J Jr2 cosr:pdrdr:pdy = J 
!. = 0 :n: cosr !.=0 

J [~ }>os r cosr:p dr dr:p d y 
:rc sm rp 

q; = 2- r r = a sin q:> q;=2 - r 

2n: 

= ;3/ 
). = 0 

2n 

a3 fl( cos3 y cosy) 1 = 3)11 + - 2 - cos y - - 2- dJ. = 3 na3(2 - 3cosy + cos3y) 
l=O 

oder 

V=; a3 (1- cosy) 2 (2 + cos y) =; h2 (3a- h) . 

Die Berechnung krummer Oberflächen , die ebenfalls auf Doppel
integrale führt, sei auf ein späteres Kapitel aufgeschoben, da sie mit 
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der erst später zu behandelnden Frage der Tangentialebenen aufs engste 
zusammenhängt. Hier sollen einige technische Anwendungen der mehr
fachen Integrale folgen . 

§ 8. Mehrfache Integrale: Schwerpunkt, Trägheitsmoment 
von Körpern; resultierende Kräfte. 

(175) A. Schwerpunkt von Körpern. Wir haben uns schon in (92) 
bis (94) mit der Ermittlung des Schwerpunktes befaßt; die dort ent
wickelte Lehre soll jetzt auf Körper erweitert werden. Während wir 
jedoch bei den ebenen Flächen und Kurven die zur Ermittlung der 
Lage des Schwerpunktes erforderlichen statischen Momente auf Gerade 
bezogen, die in der Ebene des betreffenden Gebildes lagen, die sog. 
Momentenachsen, müssen wir jetzt bei räumlichen Gebilden die 
statischen Momente auf Ebenen, die Momentenebenen, beziehen. 

Wir zerlegen demgemäß den Körper von der Masse V in Körper
elemente dV, bestimmen, wenn wir als Momentenebene die xy-Ebene 
wählen, das statische Moment des Elementes dV bezüglich der xy-Ebene, 
indem wir dV mit seinem Abstande z von der xy-Ebene multiplizieren, 
und bilden sodann die Summe der statischen Momente aller dV; diese 
ist das statische Moment des Körpers V bezüglich der xy-Ebene. Der 
analytische Ausdruck hierfür ist demnach 

Mx 11 = Jz·dV. 

Hat nun der Schwerpunkt S dieses Körpers von der x y-Ebene den 
Abstand C, so muß nach unseren früheren Ausführungen sein 

Mx 11 =I;· V, 
so daß sich für C der Wert ergibt: 

r =fz .av 
"' V . 

Sind fernerhin ~und YJ die Abstände von S von der yz- bzw. von der 
xz-Ebene, so erhält man entsprechende Formeln für diese, und es ist 
mithin 

1: =fx-dV 
\0 V ' 

Jy.av 
YJ = -v- , ;- =fz.dV. 

"' V ' 

womit die Lage des Schwerpunktes völlig bestimmt ist. 

71) 

a) Wir sehen von den ganz einfachen Fällen des Prismas und des 
Zylinders ab und beginnen gleich mit dem Schwerpunkte der Pyra
mide und des Kegels. Greifen wir auf (90) und Abb. 112, S. 239 
zurück, so finden wir, wenn wir als Momentenebene die durch die 
Spitze parallel zur Grundfläche gelegte Ebene wählen, für das im 
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Abstande x von dieser liegende Volumenelement d V= g~xz dx des 
u 

Pyramidenstumpfes das Moment 

M . V g2 a d d =X·d =-;,X X. 
u 

Für den ganzen Pyramidenstumpf wird also das Moment 

x, 
und da 

U =x,=h yg;_ . Yit 
~ yg;: _ yg;; , X1 = h Yit _::t'~ ist, 

M = g2 (]lit- yg;) 2 • h4. gi - g~ = h2 (gl + g2) (]lit + J%) 
4h2 g2 (Jiit- yg;) 4 4 Jlgl - Jlg2 

Demnach ist der Abstand~ des Schwerpunktes des Pyramidenstumpfes 
von der Momentenebene 

; = M = ~ h. ·- __ (g_~_ + g2) (jlit + yg;) 
V 4 (Jiit- Jlg2) (gt + fg& + g2) ' 

also der Abstand des Schwerpunktes von der Grundfläche g1 : 

;1 = x1- ~ = h. ·-- Yit - - ~h (gi + g2) (Jiit+ yg;)_ 
Jlit - yg; 4 <Jiit - Jlg2) (gl + Jlgl g2 + g2) 

h gl + 2]1rh{!; + 3 g2 
4 ,; . 

gl + vg1 g2+ g2 

Im Falle der Vollpyramide ist g2 = 0, und wir erhalten für den Ab
stand des Schwerpunktes der Pyramide (und des Kegels) von der 

Grundfläche ~1 = ~. 
b) Zylinderhuf. Wir knüpfen an die Ausführungen von (171) 

S. 539 und Abb. 275 an. Die dort eingeführte Elementarsäule hat 
den Inhalt 

h 
dV=-ydxdy, 

a 

also bezüglich der xy-Ebene das statische Moment 

d M = _!_ !': y • !': y dx dy = .!!:.__ y2 dx dy . 
xv 2 a a 2 a 2 

Souach ist das statische Moment des gesamten Zylinderhufes 

+a 

h2 r 
Mxy=2a2 · 

.! 

x= -a 
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Nun ist nach den Ausführungen von (77) S. 201 

- --c-- - -'---dx =- (-2x3 + 5a2 x) ya2 ---:- x 2 + -a4 arcsin-, fx4- 2a2 x2 + a4 1 , 1 3 x 
y'a2-x2 8 8 a 

so daß 
h2 3 :n: :n: 

M = - ·-a4 ·-= -a2 h2 
xy 6a2 4 2 16 

wird. Da weiter 

ist, so wird 
!; = -t?:n h. 

Um den Abstand 'YJ des Schwerpunktes von der xz-Ebene zu berechnen, 
müssen wir die Momente der Elementarsäulen bezüglich dieser Ebene 

summieren. Ein solches Moment ist gleich y · !:...ydxdy; es ist mithin a 
+a Va•-x• 

M = !:...f jy2 dxdy = .::_a3 h xz a 8 ' also 3 
'YJ = 16na. 

x = -a y=O 

Da der Schwerpunkt des Zylinderhufes aus Symmetriegründen auf der 
yz-Ebene liegen muß, so ist er nun völlig bestimmt; er hat die Koordi
naten (01 -A;- nal -t?: nh). Anders liegt der Fall, wenn wir nur die eine 
durch die yz-Ebene begrenzte, etwa die der positiven x-Achse zugehörige 
Hälfte des Zylinderhufes in Betracht ziehen. Zwar haben 'YJ und !; 
die gleichen Werte; für ~ aber würde sich ergeben 

a 

h f h [ x2 x4] a aa h =- (a2 x-x3)dx=- a2 - - - = -
2a 2a 2 4 o 8 ' 

0 

z 

Abb. 284. 

also ~ = -Ar a. Die Koordinaten sind also 
(-h al-(6 nal-!2 nh). 

c) Schief abgeschnittener gerader 
Kreiszylinder (siehe Abb. 284). Durch 
den geraden Kreiszylinder vom Grund

li kreishalbmesser a möge parallel zur x-Achse 
eine Ebene unter dem Winkel !X gegen die 
xy-Ebene gelegt werden, welche auf der 

x Zylinderachse die Strecke OH = h ab
schneidet; der Schwerpunkt S des Kör
pers soll ermittelt werden. S liegt aus 
Gründen der Symmetrie in der yz-Ebene, 
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so daß also~= 0 ist. Zur Bestimmung von fJ und f; führen wir parallel 
zur z-Achse gerichtete Elementarsäulen ein; ihre Grundfläche ist d x d y, 

ihre Höhe h + y tg IX. Der Rauminhalt ist also (h + y tg IX) • d x d y 

und das statische Moment bezüglich der xz-Ebene y · (h + ytg~X)dx dy, 
bezüglich der x y-Ebene 

t(h + ytgtX) · (h + ytgtX) dxdy. 

Demnach ist, da V = n a 2 h ist, 

+a + Va•-x• +a _ 

f f f[h 2 3 ]+Va• - x• 
na2h •?] = y(h + ytgtX) dxdy = -f + Y3 tgtX _dx 

_ -Va'-x' 
x= -a v=-Va•-x• x= -a 

+a 

=~Jtg~X · (a2 - x2)"ya2 - x2 dx 
:t= -a 

also 

und 

+Va• -x• J (h2 + 2hy tgtX + y2 tg2 tX) dx dy 

11=- Va•-x• 

+a 

= j(h2y'a2 - x2 + tg~<X • (a2 - x2)y'a2 - x2)dx 
x= -a 

also 
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Würde man auch hier nur die durch die yz-Ebene abgetrennte zur posi
tiven x-Achse gehörige Hälfte des Körpers betrachten, so würden .die 
'Yj- und die C-Koordinate von S unverändert bleiben, dagegen würde 
die ;-Koordinate sich aus der Gleichung bestimmen: 

+a + ra• - x• a }. f ;· [ 2 ]+Ya'X'· ~a2h.;= . x(~+ytgrx)dxdy= x hy+;-tgrx -l'a'~x:dx 
x=O y= _ 1 a' - x' x=O 

a 

j. ,r· · · - 2 [ ,-;;-- a]a 2 = 2 hxra2 -x2dx =- 3 h 1'a2 - x2 0 = 3 a3 h, 
X=O 

also 
4 

; = -3 a. 
:< 

d) Schwerpunkt des einer Halbkugel und einem Zylinder ge
meinsamen Raumteiles (s. Beispiel d), S. 545f., Abb. 280]. Aus 
Symmetriegründen muß ; = 0 sein. Um 'YJ zu bestimmen, müssen 
wir das Körperelement e de d z dcp mit seinem Abstande von der xz
Ebene, d. h. mit e · sinq? multiplizieren, so daß sein statisches Moment 
bezüglich dieser Ebene gleich g2sinq?d(! dz dcp ist. Das des ganzen 
Körpers wird daher: 

Ä ~ 

-:f asinT fäi -~~ 2· asinq; 

Mxz = 2 f f f (!2 Sinq? de dz dq? = 2 f fri sinq? ·Ya2 - e2 de dq? 
p=O a=O z =O rp ~ O e~o 

:n: 
2 

= ~ /((2sin4 <p- sin2q?) coscp + cp sincp) dcp 
p = O 

Also ist, da 

2 
V = 9 a3 (3n - 4) ist, 

6 a 
r; = 5 3n _ 4 ~ 0,2212a. 
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Zur Bestimmung von f; bilden wir das statische Moment des Körpers 
bezüglich der x y-Ebene; es ist 

n: " 2 

Mxy = 2! 

a sin <p Va' - e' 2 a sin<p 

J jzedgdzdcp=J je(a2 -e2)dedcp 
<p = O e=O z=O <p = O e =O 

:r: :t 

2 T 

= J[a; e2 - ~] : sinr dcp = a:I(2sin2 cp- sin4 cp) dcp 
<p= O <p = O 

a4 [ 1 . 5 . 5 ]~ 5 = --- - s1n3 m cos m-- s1nmcosm +- m - = - .n: a4 
4 4 r ' 8 r ' 8' 0 64 ' 

also 
r 45 n 
r, = -··- · - - a ~::::J 0 2036 a 

128 3n-4 ' · 

Man befasse sich in entsprechender Weise mit den übrigen in (173) 
behandelten Körpern! 

e) Schließlich mögen noch die Schwerpunkte der Teile der Kugel , 
und zwar unter Verwendung von sphärischen Koordinaten, berechnet 
werden. Wir beginnen mit dem Kugelausschnitt; sein Öffnungs
winkel sei y (s. Abb. 283); seine Achse falle mit der z-Achse zusammen, 
der Mittelpunkt der Kugel in den Nullpunkt, der Halbmesser sei a. 
Der Schwerpunkt liegt auf der z-Achse; das statische Moment des 
Volumenteilchens r2 coscp dr dcp dJ.. bezüglich der xy-Ebene ist, da sein 
Abstand von dieser gleich r sincp ist, r3 sincp coscp dr dcp dl, folglich 
das Moment des ganzen Ausschnittes 

a 2;r 

j r3 sincp coscp dr dcp dJ.. = j 
r=O .<= o 

2n: 2rr 

J " J - a4 cos2 :> a4 n 
= --- [--_'!_]: dJ.. = - (l - cos2 y) dJ.. = i- a4 (l - cos 2y). 

4 4 2-- y 16 
1. = 0 J.= O 

Demnach ist 

Setzt man wieder 

!; = ~ a 1- cos2y. 
16 1 - cos y 

a- h 
cos y = -- , . a 
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wobei h die Höhe der Kappe des Ausschnittes ist, so wird 

'= f(2a- h). 

(176) 

Folglich hat der Schwerpunkt der Halbkug e l (h = a) vom Mittel
punkte den Abstand ?; = ta. 

Für den Kugelabschnitt [s. Aufg. b) in (174) S. 549] hat man 

als untere Grenze von r zu setzen r = a ~?sr , während die übrigen 
sm q:> 

Grenzen unverändert bleiben. Es ergibt sich demnach 
:r 

2 :r 2 a 2 n 2 

Mxy = J J I r3 sincp coscpdrdcp dA= a:J J(I- ~::~)sincp coscp dcpdl 
2=0 :r cosr l=O :r 

<p= 2 - r r=a;;in-q; <p=-2- r 

= ; a4 (2cos4 y +I- 2cos2 y + I - 2cos2 y) 

= : a4 (I- cos2y)2 = : a 4 sin4y = ~ (a2 - (a- h)2)2 

= : h2 (2a- h)2. 

Also ist 
?; = ~ (2a_- h't_. 

4 3a- h ' 

für die Halbkugel (h = a) wird '=-@- a w. o. Beiläufig sei bemerkt, 
daß die Ermittlung des Momentes des Kugelabschnittes einfacher ist, 
wenn man wie in (90) den Körper durch Normalebenen zur z-Achse 
in unendlich dünne Scheiben vom Inhalte :n: (a2 - z2)dz zerlegt, deren 
Momente z • :n: (a2 - z2 ) dz sind. Als Moment des Abschnittes ergibt 
sich dann 

a r [ a2 z4]a :n: 
Mxy = :n: z(a2 - z2) dz = :n: - z2 -- = -h2 (2a- h)2 

• 2 4 a-h 4 
w. o. 

z=a - h 

(176) B. Trägheitsmomente von Körpern. Wir knüpfen an die Aus
führungen in (95) und (96) S. 254ff. an, müssen jedoch jetzt auch den 
Fall in Betracht ziehen, daß das Bezugsgebilde eine Ebene, die Mo
mentenebene, ist. Hat das Körperelement dV von dem Bezugs
gebilde den Abst11nd r, so ist sein Trägheitsmoment gleich r2 d V und 
mithin das Trägheitsmoment des ganzen Körpers gleich 

J = J r2 d V, 72) 
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wobei das Integral über alle Körperelemente zu erstrecken ist. Je 
nachdem das Bezugsgebilde ein Punkt, eine Gerade oder eine Ebene 
ist, heißt das Trägheitsmoment ein polares, ein axiales, ein ebenes 
(Planmoment). Kennt man die Trägheitsmomente 

h, = ridV und h. = r~dV 
von dV bezüglich zweier aufeinander senkrechter Ebenen E1 und E2 , 

so ist das axiale Trägheitsmoment von d V bezüglich der Schnitt
geraden a: 

Ja= r2 dV = (ri + ~) dV =JE, + JE,. 
Kennt man sie bezüglich dreier aufeinander senkrechter Ebenen E1 , 

h, = ridV, h, = r~dV, h , = rfidV, 

so ist das polare Trägheitsmoment bezüglich des Schnittpunktes 0 
der drei Ebenen 

J o = r~dV = (ri + ~ + ~) dV = h, +JE,+ JE,. 
Die beiden Formeln 

und 73) 

gelten nicht nur für das Körperelement dV, sondern, wie man durch 
Integrieren erkennt, für den ganzen Körper. 

Die Summe der beiden Trägheitsmomente eines Körpers 
b ezüglich zweier aufeinander senkrecht stehenden Ebenen 
ist gleich dem axialen Trägheitsmo
mente des Körpers bezüglich der 
Schnittgeraden beider Ebenen. 

Die Summe der drei Trägheitsmo
mente eines Körpers bezüglich dreier 
aufeinander senkrecht stehenden Ehe
n en ist gleich d e m polaren Trägheits· 
momentedieses Körpers bezüglich des 
Schnittpunktes dieser drei Ebenen. Abb. 285. 

Legen wir zur Bezugsebene E die Parallel-
ebene Es durch den Schwerpunkt S des Körpers, und haben E und Es 
den Abstand a voneinander, so hat das Volumenelement dV, das von 
E den Abstand r hat, von Es den Abstand rs = r ± a. Demnach ist 
das Trägheitsmoment 

dJE = r2 • dV = (rs =f a)2 • dV = r~dV =f 2ar8 • dV + a2 • d V 

oder 

dJE = dJEs =f 2a · rs · dV + a2 • dV. 

Bilden wir nun durch Summation über alle Volumenelemente das 
Trägheitsmoment des ganzen Körpers, so ist J rs · dV = 0 als das 

Wicke, Ingenieur-Mathematik li. 9 
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statische Moment des Körpers bezüglich einer durch den Schwerpunkt 
gehenden Ebene [s. a. (92) S. 248], und es wird 

JE = J iis + a2 • V· 74) 

Da a 2 V positiv ist, so folgt aus 74) 
Unter allen Parallelebenen hat die durch den Schwer

punkt eines Körpers gehende Ebene das kleinste Trägheits
moment dieses Körpers. 

Aus diesem Satze folgen in Verbindung mit den Formeln 73) die 
beiden weiteren Sätze: 

Unter allen parallelen Geraden hat die durch den 
Schwerpunkt eines Körpers gehende Gerade das kleinste 
axiale Trägheitsmoment dieses Körpers. 

Der Schwerpunkt eines Körpers hat dessen kleinstes 
polares Trägheitsmoment. 

(177) Beispiele. a) Der Quader möge die Kantenlängen a, b, c 
haben; im rechtwinkligen Koordinatensystem (s. Abb. 286) hat ein 

z 

z /!-e/ w 

I 
I y 

xl5Y V / 

R 
-1' 

Abb. 286. 

Da der Schwerpunkt 
Formel 74) 

y 

Volumenelement den Inhalt dx dy d z , be
züglich der x y-Ebene demnach das Träg
heitsmoment z2 d x d y dz. Mithin ist das 
Trägheitsmoment des ganzen Quaders 

Ebenso ist 

J -V 2 
y z - 3a 

V J - - b2 • xz- 3 

S die Koordinaten ( ; 1 ~ 1 ; ) hat, ist nach 

J -I. 2 
XY.q- 12 C , J -I. 2 ZXs- 12 C • 

Nach Formel 73) sind die axialen Trägheitsmomente bezüglich der 
Kanten 

und bezüglich der durch den Schwerpunkt gehenden Parallelen zu den 
Kanten 
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Ferner wird das polare Trägheitsmoment bezüglich einer Ecke des 
Quaders 

und bezüglich des Schwerpunktes 

V 
J s = 12 (a2 + b2 + c2). 

Um das Trägheitsmoment des Quaders bezüglich der Diagonalebene 
XYPQ (s. Abb. 286) zu errechnen, müssen wir den Abstand irgend
eines Punktes (x[y[z) von dieser Ebene ermitteln; zu diesem Zwecke 
brauchen wir die Stellungsgleichung der Ebene [s. (156) S. 466]. Da 

X y - + --1=0 a b 

ihre Abschnittsgleichung ist, so ist die Stellungsgleichung 

b a ab 
i:2 + iJ2 x + }"~2-+ b2. Y - y'a2_+_ll~ = 0. 

Also hat der Punkt (x [y [z) von ihr den Abstand 

b a ab 
n= --==X + --== ·Y - --= ya2 + b2 }"a2 + b2 ya2 + b2 

und demnach das Volumenelement d V bezüglich dieser Ebene das 
Trägheitsmoment 

dJ = n 2 • dV 

I = a2 + iJ2 (b2 x2 + 2abxy + a2 y2- 2ab2 x - 2a2 b y + a2 b2) dx dy dz. 

Das gesuchte Trägheitsmoment wird demnach: 

a b c 

J=I I Iai~ b2 (b2x2 + 2abxy + a2y2 - 2ab2 x- 2a2by + a 2 b2) dxdydz 
X=O y =O z=O 

V 1 
6 1 I . 

a2 + b2 
9* 
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Welches ist das Trägheitsmoment des Quaders bezüglich der Ebene 
XYZ1 

b) Der Umdrehungszylinder von der Höhe hunddem Grund
kreishalbmesser a hat bezüglich seiner Achse ein Trägheitsmoment, 
das sich in zylindrischen Polarkoordinaten schreiben läßt 

X 

2n a h 2n a 

Jh= f f /e2 ·ededrpdz = hJ /e3 dedrp 
,<p=O e=O z=O q:>=O e =O 

2n 

= h J[ ~4]: drp = ; a4 h = ~ a2 . 

<p = O 

z 

2n 

Da nach Formel 73) 

Jh = J.,, + Jyz 

und aus Symmetriegründen J" ,=Jyz 
ist, so ist das Trägheitsmoment 
bezüglich der yz-Ebene, also einer 
die Zylinderachse enthaltenden 
Ebene : 

J V 2 
yz= 4a 

Weiterhin ist das Trägheitsmoment 
bezüglich der Grundfläche gegeben 
durch das Integral 

h 2n 

fz2 ·ededcpdz = ~3/ 
z =O <p = O 

h3a2f :rr: V 
= ·- dm = -a2h3 = -h2 6 't' 3 3 ° 

<p = O 

Demnach ist das Trägheitsmoment bezüglich der durch den Schwer
punkt gehenden Parallelebene zur Grundfläche nach 74) 

h2 V 
J xys = Jxy - 4 V = 12 h2 

Weiterhin folgt ans 73) für das axiale Trägheitsmoment bezüglich 
eines Durchmessers der Grundfläche 
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bezüglich einer durch den Schwerpunkt gehenden, auf der Achse senk
recht stehenden Geraden 

bezüglich einer Tangente des Grundkreises 

bezüglich einer Mantellinie 

Schließlich ist das polare Trägheitsmoment bezüglich des Schwer-
punktes 

bezüglich des Mittelpunktes des Grundkreises 

bezüglich eines Punktes X auf dem 
Umfange des Grundkreises 

J x = J s + (a2 + ( ~) 2) V 

= ~ (9a2 + 2h2). 

c) Der gerade Kreiskegel 
von der Höhe h und dem Grund
kreishalbmesser a hat nach Ab
bildung 288 bezüglich der Achse 
das Trägheitsmoment 

y 
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bezüglich der durch die Spitze gelegten Parallelebene zur Grundfläche 
ist das Trägheitsmoment 

a a 

I J[z 3];
0 

e de dq; 
e=O o=O a-

a Zn 

f h3 J[a3 12z 12s]a (aa-ea)ededq;= - -- - - dq; 3a3 2 5 o 
Q= O ~=0 

Nach 73) ist Jzz + Jyz = Jh, und weil Jx z = J 11 z sein muß, das 
Trägheitsmoment des Kegels bezüglich irgendeiner die Achse enthalten
den Ebene 

Da der Schwerpunkt des Kegels die rechtwinkligen Koordinaten (0 I 0 I .fh) 
hat, so ist nach 74) das Trägheitsmoment bezüglich der durch S ge
legten Parallelebene zur Grundfläche 

Jxy8 = Jxy- (~ h)2 V = l o Vh2, 

also das Trägheitsmoment bezüglich der Grundfläche selbst 

Ja = Jxy 8 +(:yv = 1~ Vh2, 

:Ferner sind nach 73) und 74) die axialen Trägheitsmomente bezüglich 
einer durch die Spitze gelegten Normalen zur Achse 

J., = J.,Y + Jxz = -2~0 V(a2 + 4h2), 

bezüglich einer durch den Schwerpunkt gehenden Normalen zur Achse 

J.,s = J., - (~ h)2 ·V = tf~o V(4a2 + h2), 

bezüglich eines Grundkreisdurchmessers 

Jxa = .J., 8 +(:tv= :0(3a2 + 2h2). 

Schließlich sind die polaren Trägheitsmomente bezüglich der Spitze 

Jo = J.,Y + Jh = t'o V(2h2 + a2)' 

bezüglich des Schwerpunktes 

Js = Jo- (.f'h)2 V= j 0-V(8a2 + h2), 

bezüglich des Grundkreismittelpunktes 

J M = J s + ( ~ r V = ~(3a2 + h2)' 
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bezüglich eines Punktes auf dem Umfange des Grundkreises 

JA= Js + (a2 + :;)v = :O(l3a2 + h2). 

d) Zur Behandlung der Trägheitsmomente von Teilen der Kugel 
benutzen wir Abb. 283,- S. 548. Wählen wir die Symmetrieachse z als 
Momentenachse, so hat das Volumenelement dV von ihr den Abstand 
r cosq;, so daß das axiale Trägheitsmoment des Ausschnittes ist 

" 2n 2 a 

J.= f f }~2 cos2 q; · r2 cosq; dr dq; d J.. 
!. = 0 "' r=O 

cp=z--r 

2n 

= a5 r 
5~ 
!.= 0 

n 

2 2:r "' 

jcos3q; dq; dJ.. = ~5ftsinq; -J sin3q; ];_ _ r dJ.. 
n l =O 2 cp= 2- y 

as ( 2 1 ) 2 =- · -- cosv + -cos3v · 2n = -na6 (2- 3cosy + cos3 y) 5 3 I 3 I 15 

2 1 = 15 nh2a2(3a- h) = 5 Vh(3a- h). 

Demnach ist das Trägheitsmoment bezüglich irgendeiner die Achse 
enthaltenden Ebene 

V 
J~z = J 11 z = 10 h(3a- h) . 

.Für das Trägheitsmoment des Kugelausschnittes bezüglich der x y-Ebene 
erhalten wir, da der Abstand des Volumenelements von der xy-Ebene 
gleich r · sin q; ist 

a 

J r2 sin2 q; · r2 cosq; dr dq; dJ.. 
r=O 

n 
2 2n 

/ sin2 q; cosq; dq; dJ.. = -[~ J [sin3 q; ]~ _ r dJ.. 
n Ä=O 2 

<p =-z - r 

2 2 V = 15 na5(l-cos3 y) = 15 na2h(3a2-3ah+h2) = 5 (3a2- 3ah + h2). 

Da der Schwerpunkt S des Kugelausschnittes nach (176) Beispiel e), 
S. 556 vom Mittelpunkte der Kugel den Abstand t; = ! (2a - h) hat, 
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so ist das Trägheitsmoment bezüglich der durch S parallel zur x y-Ebene 
gelegten Ebene 

(3 )2 V (3 2 J,. y8 =J,. 11 - 8(2a-h) •V=5(3a2 -3ah + h2)- 8 (2a-h)) ·V 

= 3~0 (12a2- 12ah + 19h2), 

das Trägheitsmoment bezüglich der durch den Scheitel gelegten Tan
gentialebene T 

Jr = J.,Ys + (~ (2a + 3h)Y. v = :0 (2a2 + 3ah + 4h2) 

und das Trägheitsmoment bezüglich der Grundkreisebene r der Kugel
kappe, da r von S den Abstand a- h- t(2a- h) = t(2a- 5h) hat, 

Jr = J., 118 + (~ (2a- 5h)y ·V= :0(2a2 -7ah + 9h2). 

Das axiale Trägheitsmoment des Kugelausschnittes bezüglich einer im 
Mittelpunkte der Kugel auf der Ausschnittsachse senkrecht stehenden 
Geraden, z. B. der x-Achse, ist nach 73) 

V 
J., = J.,z + J., 11 = 10 (6a2 - 3ah + h2). 

Demnach ist das axiale Trägheitsmoment bezüglich der durch den 
Schwerpunkt gehenden Normalen zur Achse 

J.,s = J.,- (: (2a - h)YV = 3~0 (12a2 + 84ah- 13h2), 

bezüglich einer Scheiteltangente t 

Je= J.,8 + (! (2a + 3h)y ·V= :0 (2a2 + 9ah + 2h2) 

und bezüglich eines Durchmessers d des Grenzkreises der Kugelkappe 
da ein solcher vom Schwerpunkt den Abstand (a- h- t (2a- h)) 
= t (2a - 5h) (s. oben) hat, 

Jd = Jxs + (! (2a- 5h)y · V= :0 (2a2 - a h + 7 h2). 

Schließlich wird das polare Trägheitsmoment des Kugelausschnittes 
bezüglich des Kugelmittelpunktes 0 mittels 73) 

J o = J.,Y + Jz = t V a2 ' 

bezüglich des Schwerpunktes 

Js = Jo- (t(2a- h))2 V= -a-fo V(4a2 + 60a h- 15h2}, 

bezüglich des Scheitels A 

JA = Js + (! (2 a + 3h)yv = :Oa (2a + 15h), 
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bezüglich des Mittelpunktes M des Grenzkreises der Kappe 

( 1 )2 · V 
JM=Js + 8(2a-5h) V= 20 (2a2+5ah+5h2), 

bezüglich eines Punktes U auf dem Umfange dieses Kreises, da der 

Halbmesser dieses Kreises yh(2a- h) und demnach der Abstand 
des Punktes U von S gleich 

1/Ck (2a - 5h)}2 + h (2a - h) = i y'4a2 + 108a h- 39h2 ist, 
V V 

Ju = J 8 + 64 (4a2 + 108a h- 39h2) = 20 (2a2 + 45a h- l5h2). 

Für die Halbkuge l (h = a) ergeben sich hieraus die Formeln 

J J J J V 2 J - 19 V 2 J - 9 V 2 
zz = yz = zy = r. = 5 a ' "'Ys - 320 a ' T - 20 a ' 

J -J - J-J-2V2 J _83V2 
z - "' - Y - d - 5 a ' xs - 320 a . ' 

J 3 J _ 147 V 2 J 17 V 2 
o = J M = 5 V a2 ' s - 320 a ' A = 20 a ' 

Für die Vollkugel (h = 2a) folgt weiter 

J - 13 V 2 
t- 20 a ' 

J u = : Va2. 

2 7 
Jx=Jy=J,=Jxs =5Va2, J t =Jd=5Va2, 

3 8 
J o = J s = 5 V a2 , JA = J u = 5 V a2 • 

Zur Berechnung der Trägheits
momente des Kugelabschnittes 
wollen wir uns nicht des sphärischen 
Koordinatensystems bedienen, sondern 
ein einfacheres Verfahren anwenden. 
Wir zerlegen (s. Abb. 289) den Ab
schnitt durch Parallelebenen zur 
Grundfläche in Schichten, die wir als 
Zylinder ansehen können; die im Ab
stande z vom Mittelpunkte gelegte 
Schicht hat den Grundkreishalbmesser x 

Abb. 289. 

y'a2 - z2, die Höhe dz, also das Volumen :n:(a2 - z2)dz . Da alle ihre 
Massenteilchen von der x y-Ebene den Abstand z haben, ist das Träg
heitsmoment dieser Schicht bezüglich der x y-Ebene z2 • :n: (a2 - z 2) dz, 
demnach das des Kugelabschnittes 
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Wählen wir die z-Achse als ·Momentenachse, so ist, da das Trägheitsmo
ment eines Zylinders bezüglich seiner Achse nach Beispiel b), S.560, gleich 

~-- a2 (a Grundkreishalbmesser) ist, 
a 

::r j" ::r [ 2 zsla Jz = 2 (a2- z2). (a2- z2) dz = 2 a4 z- 3 a2 z3 + 5 a-h 

a-h 

= ;~ h3 (20a2 - 15a h + 3h2) = ~ h 20a2 -;~~ ~ + 3h2
• 

Es ist demnach 

J.,z = Jyz = :0 h3(20a2 - 15a h + 3h2) 

und damit 

J., = Jy = J.,Y + J., . = 6~ h2 (60a3 - 80a2h + 45a h2 - 9h3) 

und 

Jo = Jz + J., 11 = {~h2 (10a3 - 10a2 h + 5ah2 - h3). 

Da nach (175) Beispiele), S. 556, der Schwerpunkt des Kugelabschnittes 
vom Mittelpunkte der Kugel den Abstand 

( = ~ (2a -_}!'i_ 
4 3a- h 

hat, lassen sich die übrigen Trägheitsmomente nun in gleicher Weise 
berechnen wie beim Kugelausschnitte; die Ausführung sei dem Leser 
überlassen. 

Weiteren Übungsstoff bietet das Kapitel "Volumenberechnung" 
(170) bis (174). Im folgenden soll die 

(178) C. Theorie des Trägheitsmomentes noch weiter ausgebaut 
werden. Wir sind zwar auf Grund der in (95) und (176) angegebenen 
Ableitungen in der Lage, aus dem Trägheitsmoment eines Körpers 
bezüglich eines Gebildes (Ebene, Gerade, Punkt) dasjenige bezüglich 
eines hierzu parallelen Gebildes zu berechnen, falls der Schwer
punkt des Körpers bekannt ist. Unerörtert ist aber die Frage geblieben, 
wie man das Trägheitsmoment bezüglich eines beliebig gelagerten 
Gebildes findet . Zur Behandlung dieses Problems genügt es, wenn man 
sich auf axiale Trägheitsmomente beschränkt, denn das Planmoment 
läßt sich ja auf das axiale Moment zurückführen. So ist z. B., wie sich 
aus den Gleichungen 73) als Folgerung ergibt, 

J.,y = l(J., + Jy- J .)' 

wenn x, y, z drei aufeinander senkrecht stehende Raumgeraden sind. 
Und das polare Trägheitsmoment bezüglich eines beliebigen Poles 
läßt sich stets mittels der Formeln 73) und 74) aus dem polaren Träg-
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heitsmoment bezüglich des Schwerpunktes berechnen, wenn man nur 
den Abstand des Poles vom Schwerpunkte kennt. 

Unsere Aufgabe nimmt damit die folgende Gestalt an (s. Abb. 290): 
Gegeben seien drei aufeinander senkrecht stehende Geraden x, y, z, 

die sich in 0 schneiden mögen; sie sollen die 
Achsen eines räumlichen rechtwinkligen Ko
ordinatensystems bilden. Durch den Schnitt
punkt 0 werde jetzt die Gerade g gezogen, 
welche mit den Koordinatenachsen die Winkel 
IX, ß, y (cos21X+cos2ß+cos2y=l!) ein
schließen möge. Irgendein Punkt P habe die 
Koordinaten (xiyiz). Dann ist nach dem ver
allgemeinerten Projektionssatze [s. (153) 
S. 459] die Projektion OQ von OP auf g ge
geben durch · OQ = x cosiX + y cosß + zcosy. 
Demnach ist, da 60 PQ bei Q rechtwinklig 
ist, der Abstand PQ des Punktes P von der :r 
Geraden g gegeben durch die Beziehung 

z 

Abb. 290. 

r = PQ = VoP2 - oil = yx2 +7-+ ;-z-=--.-(;;-00~-+ ycosß + zcosy)2 , 

also 

r = Jlx 2(1- cos21X) +y2(1 - cos2ß) +Z2 (1 - cos2 y) -2xy cos IX cosß - 2x z cos IX cos y ~ 2yz cosß cos y 

oder, da 1 - cos21X = cos2 ß + cos2 )', ••• ist, 

r J;(y2 +z2)cos21X + (z2-~x2)cosiß+ (x2 +y2)co~2y- 2xycos IXcosß- 2yzcosßcos y - 2zxcosycos IX. 

Ist nun P der Träger des Massenelementes dm eines Körpers, so ist 
sein Trägheitsmoment bezüglich g gleich dJ9 = r2 dm, folglich das 

Trägheitsmoment des ganzen Körpers J0 = Jr2dm, wobei das Integral 

über alle Massenelemente des Körpers zu erstrecken ist. Es ist demnach, 
da IX, ß, y bezüglich des Körpers unveränderlich sind: 

Ju = cos2 1X · J (y2 + z2)dm + cos2 ß • J (z2 + x2) dm+cos2y • J (x2 + y2)dm 

- 2 cos IX cosß J xy dm- 2 cosß cosy J yz dm- 2 cosy cosiX J zx dm. 

Nun ist 

J (y2 + z2) dm = J y2 dm + J z2 dm = J". + J"Y = J" [s. 73)], 

J (x2 + z2) dm = JY, J (x2 + y2) dm = J., 

wobei J", Jy, J. die Trägheitsmomente des Körpers bezüglich der 
Achsen sind. Setzt man ferner zur Abkürzung 

j xy dm = Cxy, j yz dm = Gy•, j zx dm = C." , 75) 
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wobei Cxy, Cyz, Czx die Zentrifugalmomente des Körpers be
züglich der xy-, yz-, zx-Ebene genannt werden, so läßt sich die obige 
Gleichung schreiben: 

Jg = J"cos2 {)(, + Jycos2 ß + J.cos2 y- 2Cxycos()(,cosß } 

- 2 Cyz cosß cosy- 2 Czx easy COS{)(,. 
76) 

Gleichung 76) lehrt, das Trägheitsmoment eines Körpers in 
bezug auf irgendeine Achse g zu berechnen; bekannt müssen 
dazu sein die Trägheitsmomente bezüglich dreier Achsen 
x, y, z, die aufeinander senkrecht stehen, sich mit g in dem 
gleichen Punkte 0 schneiden, und die Winkel cx., ß, y, die die 
Achsen mit g einschließen; ferner muß man die Zentrifugal
momente bezüglich der xy-, yz-, zx-Ebene kennen. 

Von einer näheren Untersuchung der Größen Cxy, Gy., Czx und 
ihrer Bezeichnung als Zentrifugalmomente sei hier abgesehen. Es 
genügt für das Folgende, daß sie durch 75) definiert sind. 

Zur Klärung des Ausgeführten wollen wir einige Beispiele behandeln. 
a) Trägheitsmoment des in (177) S. 558, Abb. 286 behandelten 

Quaders bezüglich der Raumdiagonale. Für dieses Beispiel ist 

a b c 
cos {)(, = li , cos ß = li, cos r = li , 

wobei d = ya2 + b2+-c2 dle Länge der Raumdiagonale OW ist. 
Ferner ist 

Das Zentrifugalmoment Cxy ist durch das Integral gegeben : 
c 

f ~~c V 
xydxdydz = -.c = 4 ab; 

z~ o 

ebenso ist 
V 

Czx = 4ca. 
Wir erhalten somit 

_ V [(b2 + c2) a2 (c~ + a2) b2 (a2 + b2) c2] V [a2 b2 b2 c2 c2a 2] 
J d - 3 d2 + -------af- + - -d2- - - 2 (12 + (12 + d2 

V az b2 + b2 c2 + c2 a2 
= 6 · a2 + b2 + c2 

b) Trägheitsmoment des Zylinders von Aufg. (177) b) Abb. 287 
bezüglich der durch den SchwerpunktS und den Punkt B des oberen 
Grundkreises gehenden, in der yz-Ebene liegenden Geraden g. Es ist 

2a h 
cos{)(, = 0, cosß = ~:tha , cosy = y4a2 + h2 ; 
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ferner ist 
V 

Jxs = JYs = 12 (3a2 + h2) ' 

Weiterhin ist 

" +2 2n 

Je coscp · e sincp e de dcp dz = h .J[ ~4]: coscp sin<p dcp 
h r =o z= - -
2 

= a4 h. [sin2 tp]2"' = 0 
4 2 0 ' 

Also ist 

h +-
2 

Jzecoscp · e dedcpdz = 0 = 0 11 •8 • 

h z=--
2 

V 4a2 V h2 V 6a2 +5h2 
,Jg = 12 (3a2 + h2) 4a2 + h2 + 2 a2 4a2 + h2 = 6 a2. 4a2 + Jt2 . 

c) Unter Verwendung von Abb. 288 erhalten wir zur Berechnung 
des Trägheitsmomentes des Kegels bezüglich der in der xz-Ebene ge
legenen Mantellinie m die folgenden Beziehungen:· 

also ist 

a 
cosa =V , cosß = 0, 

a2 + h2 

h 
cos )' = ,r::21 ' 

ra2 + h2 

Jx = Jy = lu V (a2 + 4h2), J. = Yo Va2, 

2n a 

Oxy =I I 
<p=O e=O 

2n a 

0 x•=I I 
<f=O e=O 

h 

Iecoscpesincp·ededcpdz = 0, 
h 

•=-;;e 

h 

Je coscp · z e de dcp dz = 0 = Oxz; 
h 

r=-;;e 

J _3V(2+412) a2 +3V2 h2 _3V2a2+6h2 
m - 20 a Tt a2 + ""12 10 a a2 + h2 - 20 a a2 + h2 · 

(179) Das durch Gleichung 76) dargestellte Ergebnis läßt sich in 
folgender Weise verallgemeinern. Tragen wir von 0 aus auf der Geraden g 

die Strecke or = e = ,/ ab, so hat der Endpunkt r die Koordinaten 
rJ. 

COStX 
~ = e cos <X = ,,-- , 

f J, 

r = cosy . 
;, JIT., 
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diese Koordinaten erfüllen die Gleichung 

J.,-~2 + Jv· 'YJ2 + J •• C2 - 20.,v-~'YJ- 20v.·nC- 20 • .,-U = l. 77) 

Denken wir uns durch 0 alle die unendlich vielen Achsen gezeichnet und 
auf diesen die Punkte F konstruiert, so liegen diese auf einer Fläche, 
deren Gleichung durch 77) wiedergegeben wird. Es ist eine Mittel
punktsfläche zweiter Ordnung, und zwar stets ein Ellipsoid, wie hier 
nicht weiter ausgeführt werden soll, und heißt das Trägheitsellipsoid 
des Körpers bezüglich des Punktes 0. So lautet die Gleichung des 
Trägheitsellipsoids des Quaders bezüglich eines Eckpunktes 0: 

V V V V 
3(b2 + c2)~2 + 3(c2 + a2)'YJ2 + 3(a2 + b2)C2- 2ab$'Yj 

V V 
- 2bc'YJC- 2 caC~ = l. 

Suchen wir dagegen das Trägheitsellipsoid bezüglich des Schwer
punktes auf, so ist jetzt 

J.,s = ~ (b2 + c2)' JYs = ~ (c2 + a2)' J,s = ~ (a2 + b2)' 

während 

+f +} + ~ 

O.,y =! J Jxy·dxdydz=O=Oyz =0 • ., s . s s 
a b c x= -2 y = - 2 z= -2 

ist. Mithin ist die Gleichung des zum Schwerpunkte gehörigen Träg
heitsellipsoids 

V V V 
12 (b2 + c2)~2 + 12 (c2 + a2)'Y}2 + 12 (a2 + b2)C2 = 1. 

Das Trägheitsellipsoid für eine Masse bezüglich des Schwerpunktes 
heißt das Zentralellipsoid; da die Trägheitsmomente für Achsen, 
die durch den Schwerpunkt gehen, kleiner sind als für alle zu ihnen 
parallelen Achsen, so ist das Zentralellipsoid das größte unter allen 
Trägheitsellipsoiden eines Körpers. Im Falle des Quaders sind die 
Koordinatenachsen zugleich die Achsen des Zentralellipsoids, da 
Oxy = Oyz = 0 • ., = 0 ist, also nur die rein quadratischen Glieder 
mit ~2 , 'Yj2, C2 auftreten. Jedes Ellipsoid hat drei Achsen; die Trägheits
momente bezüglich der Achsen des Trägheitsellipsoids heißen die 
Hauptträgheitsmomente, ihre Achsen die Hauptträgheits
achsen. Aus Gründen der Symmetrie folgt, daß für einen Umdrehungs
körper das Trägheitsmoment bezüglich irgendeines Punktes der Dreh
achse ein Umdrehungsellipsoid sein muß, dessen Drehachse mit der 
des Umdrehungskörpers zusammenfällt, daß also die Drehachse stets 
eine Hauptträgheitsachse sein muß. 
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Wählen wir auf der Drehachse des Umdrehungszylinders von dem 
Grundkreishalbmesser a und der Höhe h denjenigen Punkt C der Achse 
als Mittelpunkt, der vom Schwerpunkt den Abstand c hat, so sind die 
Trägheitsmomente bezüglich jeder durch diesen Punkt gehenden 
Normalen zur Achse 

.In= r2 (3a2 + h2) + V c2 

(s. S. 561). Wählen wir also eine dieser Normalen als ~-Achse, eine 
andere auf ihr senkrecht stehende als n-Achse und die Zylinderachse 
als C-Achse, so lautet die Gleichung des Trägheitsellipsoids 

V V V 
12 (3a2 + h2 + 12c2) ~2 + 12 (3a2 + h2 + 12 c2) 1}2 + 2 a2C2 = 1 . 

Dieses Trägheitsellipsoid wird zur Trägheitskugel, wenn 

V V 
12 (3a2 +h2 + l2c2) = 2 a 2, 

also wenn 

1 V h2 c = ±- a2 - -2 3 

ist. Es gibt demnach auf der Achse des Umdrehungszylinders zwei 
Punkte, für welche die Trägheitsmomente bezüglich jeder durch sie 

gehenden Achse gleich groß sind, nämlich gleich ~a2 ; die beiden Fest-

punkte habenvom SchwerpunktdenAbstand i ya2 - ~ • I st h = a{ 3 

so fallen die Festpunkte in den Schwerpunkt selbst, und das Zentral

ellipsoid wird zur Zentralkugel; ist h > af3, so werden die Festpunkte 
imaginär. 

(180) In der Technik sind von be
sonderer Bedeutung die Träg h e i t s
momente von ebenen Figuren. 
Wir können sie leicht aus den bis 
jetzt entwickelten Formeln ableiten, 
indem wir eine der drei Dimen
sionen, etwa die z-Richtung, ver
nachlässigen. Den Einfluß der 
Parallelverschiebung der Momenten
achse auf die Größe des Trägheits-

y 

momentes sowie den Zusammenhang Abb. 291. 

zwischen axialem und polarem 
Trägheitsmoment haben wir schon früher -in (95) - behandelt. Wir 
brauchen nur noch die Veränderung zu verfolgen, die das Trägheitsc 
moment erfährt durch Drehung der Momentenachse. Ist -'- Abb. 291 -
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die durch 0 gehende Momentenachse g gegen die x-Achse unter dem 
Winkel ~ geneigt, so hat der beliebige Punkt P (xJy) von g einen 
Abstand r, der sich nach dem Projektionssatze [s. (107) S. 293] - die 
beiden Linienzüge OXP und OGP werden· auf GP projiziert - aus 
der Gleichung berechnet 

r = x cos (~ + ~) + y cos ~ = y cos ~ - x sin 1X • 

Demnach ist das Trägheitsmoment eines in P befindlichen Flächen
elementes d f bezüglich g gleich (y cos ~ - x sin ~ )2 • d f und das Träg
heitsmoment der gesamten Fläche 

Jg = f (y COS1X- X sin~)2 • df, 
wobei das Integral über alle Elemente der zugrunde gelegten Fläche 
zu erstrecken ist. Es ist demnach 

Jg = cos2 1X • J y2 df- 2cos1X sin1X · J xy df + sin2 1X • J x2 df. 
Nun sind 

Jy2 df=J.,, Jx2 df=J11 , Jxyd/=0.,11 

die Trägheitsmomente bezüglich der x- und der y-Achse bzw. das 
Zentrifugalmoment der Fläche. Wir erhalten also 

Jg = J., cos2 1X- 2 0., 11 sin1X cos1X + J 11 sin2 1X I 
Jz + Jll + J z - Jll 2 0 • 2 . 78) = --2- - -2- cos 1X - xy sm 1X. 

Kennt man demnach für zwei zueinander senkrechte Achsen die Träg
heitsmomente und für die gleichen Achsen das Zentrifugalmoment 
einer Fläche, so erhält man das Trägheitsmoment für eine beliebige 
durch den Schnittpunkt dieser Achsen gehende neue Achse nach 
Formel 78). 

Tragen wir wieder von 0 aus auf g die Strecke or = e =} 
y Jg 

ab, und denken wir uns für alle durch 0 gehenden Geraden die näm
liche Konstruktion durchgeführt, so liegen alle Punkte T auf einer 
Kurve, deren Gleichung wir erhalten, wenn wir 

~ = (!COS 1X, 1] = (! sin 1X 

in 78) einsetzen, wobei ~und 1J die rechtwinkligen Koordinaten von r 
sind. Diese Gleichung lautet: 

'J.,. ~2 - 20.,y. ~ 1] + Jy. 1)2 = 1 . 

Die Kurve ist somit eine Ellipse, deren Mittelpunkt in 0 liegt; sie heißt 
die Trägheitsellipse der Fläche f für den Punkt 0 [s. a. (169) S. 528]. 
Ihre beiden Achsen x0 und y0 sind die Hauptträg-heitsachsen, 
die zu ihnen gehörigen Momente die Hauptträgheitsmomente. 
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Auf die Hauptträgheitsachsen - x0 - und y0 -Achse - bezogen,. lautet 
folglich die Gleichung der Trägheitsellipse 

Jx. • ~2 + JYo • t)2 = 1 ; 

für sie ist Cx.y. = 0. Der Winkel1X0 , um welchen man das ~t)-System 
drehen muß, damit es in die Hauptträgheitsachsen fällt, bestimmt 
sich nach (169) S. 528 aus der Gleichung 

2 2Czy 
tg 1Xo = J - J . 

y z 

Ist der Bezugspunkt 0 gleichzeitig der Schwerpunkt der Fläche, 
so wird die Trägheitselipse zur Zentralellipse. 

(181) Als Beispiel wollen wir das Profil eines Winkeleisens von den 
in Abb. 292 angegebenen Maßen zugrunde legen. Der Schwerpunkt S 

IJJ IYs 
I I 

hat die Koordinaten x8 = 3, y, = 5, 
wie man leicht durch Zerlegung des 
Profils in die beiden kongruenten Recht
ecke ABCO' und O'DEF erkennt. Es 
wird (Zerlegung in die beiden Rechtecke 
AE'EF und E'BOD und Verwendung der 
für das Rechteck in (96) S. 261 ab-

geleiteten Formel Ja= at) 
Jx = i-(4 ·123 + 4 • 43) = L.lf-B- = 2389,3, 

r-·~, 

__ ~I_ --~ ---1!-----Xs ----t : "f 
I : 
I : I __ - - X 

A :~. -+-1 =-E',ß---~W ferner (Zerlegung in die Rechtecke ABCC' 
und C'DEF) 

Jy = t (4. 83 + 8. 43) = .2...JlfiL = 853,33. 

I 

Abb. 292. 

Um Cxy zu berechnen, zerlegen wir in die Rechtecke ABCC' und 
C' DEF und erhalten 

8 4 4 12 

Cxy=f Jxydxdy+f fxydxdy 
x=O y =O x=O y=4 

.ix ~~~: dx -;},~ [~1:' dx ~ [! Sx dx + l64x dz] 
= 8. [~]: + 64[~]: = 256 + 512 = 768. 

Demnach ist für eine beliebige durch A gehende Gerade g 

Jg = 1...1f-8-cos2 1X -- l536sin~Xcos 1X + .2.~sin2 1X 

= .2.~(19 + 9 cos 2x-- 9 sin 21X) 
= _5_p (l4cos2 x -- 9 siniX cosx + 5 sin2 1X) 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 10 
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und die Gleichung der zu A gehörigen Trägheitsellipse 

1.J..fB- ;z- I536 ~t] + -~ tj2 = I. 

(181 

Der Winkelx0 , den die Hauptträgheitsachsen mit der x- bzw. mit der 
y-Achse einschließen, ist bestimmt durch 

1536- 3 
tg 2 1Xo = -4608 = - I ' 

Die Achsengleichung der Ellipse lautet 

_2p(I9- 9-y2);5 + ~(I9 + 9-y2)nö =I, 

und die Hauptträgheitsmomente sind für sin 2x = v;, 
J min = _2_~ ( I9 - 9-jl2) = 535,2 , 

für 
. y2 y2 

sm2x =- 2 - , cos2x = -2-

Jmax = _2--§--2- (19 + 9-y2) = 2707,5. 

Die Trägheitsellipse läßt sich bequem zeichnen, wenn wir einen Maß
stab für die Trägheitsmomente entwerfen. Da nämlich der zur Achse g 

100 

J.aii!ff. I ~~~~r r f 1 
I' I I 

45 1 

45 qq 
I I 

I 
~ 

Abb. 293. 

I 
2,5 

gehörige Ellipsenhalbmesser e = ,/ ist, tragen wir nach Abb. 293 
,~ 1 

auf einem Strahle von seinem Anfangspunkt Q aus die Strecken ;;= ,J. 
unter Zugrundelegung einer bestimmten Maßeinheit ab und beziffern 
den Endpunkt mit J 11 • Wir bekommen damit eine Leiter (Skala) 
der reziproken Werte der Quadratwurzeln von J 9 , die uns ge
stattet, die Länge e des zu g gehörigen Ellipsenhalbmessers un
mittelbar abzugreifen, und die andererseits auch ermöglicht, auf ihr 
das zu einer beliebigen Trägheitsachse g gehörige Trägheitsmoment. 
J 9 durch Messen des entsprechenden Ellipsenhalbmessers e abzulesen. 

Um also die zum Punkte A in Abb. 292 gehörige Trähgeitsellipse 
zu konstruieren, tragen wir nach beiden Seiten auf der x-Achse den zu 
J., = 2389,3, auf der y-Achse den zu Jy = 853,33 gehörigen Trägheits
halbmesser ab (s. Abb. 294). Sodann ziehen wir unter x 0 = 67f o gegen die 
x-Achse die Geraden x0 und senkrecht zu dieser die Gerade y0 ; auf ersterer 
tragen wir nach beiden Seiten J.,, = 535,2, auf letzterer Jy, = 2707,5 
ab. Die x0- und die y0-Achse sind die Achsen der Trägheitsellipse, 
die nun mit beliebig großer Genauigkeit gezeichnet werden kann. Sie 
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dient dazu, das Trägheitsmoment für eine beliebige durch A gehende 
Achse zu bestimmen. Ziehen wir beispielsweise die 45 o -Linie, so schneidet 
diese die Ellipse in einem Punkte P; messen wir die Strecke OP auf 
unserer Leiter Abb. 293 ab, so erhalten wir J!::::! 830; das zur 45°-Linie 
gehörige Trägheitsmoment ist sonach etwa 830. Die Trägheitsellipse 
dient aber andererseits auch dazu, diejenige durch A gehende Achse 
zu ermitteln, für welche das Trägheitsmoment einen gegebenen Wert J 
hat. Setzen wir beispielsweise J = 1000, so entnehmen wir aus der 

~0 

Abb. 294. 

Leiter in Abb. 293 die zu 
J = 1000 gehörige Strecke 
und schlagen um A mit dieser 
den Kreis, der die Ellipse in 
Q, Q', Q", Q"' schneiden möge. 
Dann sind Q"AQ und Q'" AQ' 
die beiden gesuchten Achsen. 

y Ys 

Abb. 295. 

Bestimmung der Zentralellipse unseres Profils. Es seien die durch 
S (3 J5) parallel zur x- bzw. zur y-Achse gelegten Achsen als x8 - und 
y8 bezeichnet. Dann ist nach Formel 58) S. 257 in Abschnitt II 

Jx8 = Jx- 52 • f = 1.l.~fi..B. - 25 • 64 = .2._~(j_li = 789,3, 

J y8 = Jy - 32 ·/ = ~ - 9 · 64 = .ap = 277,3. 

Außerdem bedürfen wir noch des Zentrifugalmomentes für die beiden 
Schwerpunktsachsen x8 und y8 . Dieses können wir aus dem für die 
x-und y-Achse ebenso einfach berechnen wie die Trägheitsmomente Jxs 
und JYs aus J" und JY. Haben nämlich die beiden Achsen x8 und x 
den Abstand b, die beiden Achsen y8 und y den Abstand a voneinander 
(s. Abb. 295), so ist der Abstand des Punktes P(xJ y) als des Trägers 
des Massenteilchens df von der x8-Achse: y8 = y- b, sein Abstand 

10* 
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von der y8 -Achse: x8 = x- a. Demnach ist das Zentrifugalmoment 
von dl bezüglich des xy-Systems gleich xy · dl = (x8 + a) (y8 + b) · dl, 
mithin das Zentrifugalmoment der ganzen Fläche I Ozv = J x y d I, 
wobei das Integral über alle Flächenteile zu erstrecken ist. Wir erhalten 

O.,y= j(x8 + a)(y8 + b) dl = jx8 y8 dl + a J Ysdl + bfxsdl +ab J dl. 

Nun ist j d I= I, J x8 d I= J y8 d f = 0 als statische Momente bezüglich 
einer Schwereachse, J x 8 y8 d f = 0.,8 y8 ( Zentrifugalmoment bezüglich 
der Schwereachsen x8 und y8 ); also wird 

79) 

Mit Hilfe der Formel 79) können wir das Zentrifugalmoment einer 
Fläche bezüglich irgend zweier zueinander senkrechten Achsen be
rechnen, wenn es bezüglich der zu ihnen parallelen Schwereachse~ 
gegeben ist, und umgekehrt. 

Da in unserem Beispiele a = 3 und b = 5, ferner f = 64 und Oxy = 768 
ist, so ist nach 79) 

0.,8 y8 = 768- 3 • 5 ·64 = -192; 

also ist nach 78) für irgendeine Schwereachse g,, die mit X8 den Winkel <X 

einschließt, 
Jus= Jz8 COS2<X- 20.,8 y8 sin.xcos<X + Jy8 sin2 <X, 

in unserem Falle 

Jus= .2..3;r6-ficos2 .x + 384sin.xcos<X + Ji.p.sin2 .x 

= .1.liJl3L + 256 cos21X + 192 sin2.x = -\4..(25 + 12 cos21X + 9 sin2.x) 

= .tif(37cos2 .x + 18sin.xcos<X + 13sin2 .x). 

Die Gleichung der Zentralellipse lautet 

.2.-\fi.!i ~~ + 38Hs 1Js + BP1J~ = 1. 

Ju8 wird ein Maximum bzw. Minimum, wenn 

dJ,s = 0 
d 2cx ' 

ist; dann ist 
tg21X = Hi = } , 

also entweder 

sin2.x = t, cos2.x = t oder sin2.x = --}, 

im ersten Falle ist 
J = .2_.5 !Ul. = 853 3 

Ysma.x 3 , ' 

im zweiten 

cos2.x = -t; 
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Nun sind wir imstande, für jeden Punkt der Ebene die Trägheits
ellipse zu konstruieren und zu berechnen,; wir wollen dies für die Eck
punkte B, C, D, E, F unseres Profils tun. Für B ist der Abstand a 
der Abb. 295 a = -5, b = -j-5; folglich ist 

J.,B = J.,8 + ( -5)2 · 64 = :L1j-ß- = ~ • 14, 

JYB = JYs + ( + 5)2 " 64 = l)_!~g _ _2_ = -4-2_ • 11, 

C.,BYB = QXsYs -j- ( -5) • ( -j-5) • 64 = --"--'\U = - ~+Ii • 21 . 

Es ist demnach 

Jy8 = Ji.p(l4 cos21X + 21 siniX cosiX + ll sin21X) 

= .2.-ft--1;_(25 + 3 cos2 iX + 21 sin2 1X), 

die Gleichung der Trägheitsellipse also 

1ip(1H~ + 2UBnB + lln~) = 1. 

Die Achsen der Ellipse sind bestimmt durch tg2 ~XB = 7; und es ist für 
. 7y2 V2 

sm21XB = W, cos21XB = 10 

. für 

für 

für 

J_qBmax = _2.fJ'- (25 -j- 15 y2) = 3943,7, 

. 2 7 y2 s1n 1Xjj=- 10 -, 
y2 

cos21XB = - 10 

Jg . = _2__~Jl. (25-15,12 ) = 322,9. 
·Brom f 

Für C ist a = -5, b = 1; 

JYc = .YJi (10 cos21X + I2 siniX cosiX + 22 sin21X) 

= ~ (I6- 6 cos21X + 6 sin21X), 

tg21Xa= -I; J = 2 56 (I6 + 6 ,12) = 2089 4 
g C m ax ------g- Y ' 

sin2~X0 = + t 12, cos21Xa =- t ß; 

sin21Xu =- i y2, cos21Xa = + k y2-. 

Für D ist a = - I, b = I; 

Jgn = ~Jl. (IOcos21X + 6sin1Xcos1X-j-4sin21X) = ~(7 + 3cos21X+ 3sin21X), 

tg21Xn = I; JYDmax=~(7 + 3y2) = 959,4, 
für 
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J . = ~j__fi_ (7 - 3 ,/2). = 23 5 3 
Un mm 3 f ' 

für 

Für E ist a = -1, b = -7; 

für 

für 

für 

JYe = ~ (46 cos2 .x- 6 sin.x cos.x + 4 sin2 .x) 
= ~ (25 + 21 cos2.x- 3 sin2.x), 

tg2<XE =- }; JYE min = .2..f!i (25- 15 1"3) = 323,1 

. 2 1 2 1 sm .xE = j/50 , cos Oi-E= - }150 ; 

JYEmax = ~ (25 + 15 1"3) = 3943,5 

. 2 1 
Sill <XE=- ji50, 

Für F ist a = 3, b = -7; 

1 
cos2 .xE = yöO. 

JYF = ~ (46 cos2 .x + 36 sin.x cos .x + 10 sinZ.x) 
= ~ (28 + 18 cos2.x + 18 sin2.x), 

tg2 <Xp= 1; JYPmax = ~ (28 + 18 y2) = 4561,6 

sin 2.x F = cos 2 .x F = l y2; 
J = 2 36 (28- 18'12') = 217 1 

YFmin. ' Y ' 

für sin2 0i.p = cos2.xp = - l 12. 

(182) 

(182) Es gibt nun in der Ebene zwei Punkte, für welche die Trägheits
ellipse zum Trägheitskreise wird; man nennt sie die Festpunkte. 
Für alle durch einen Festpunkt gehenden Achsen sind also die Träg
heitsmomente einander gleich. Wir finden die Festpunkte auf folgendem 
Wege. Wir verlegen den Koordinatenanfangspunkt in den SchwerpunktS 
so, daß die Koordinatenachsen ~ und r; mit den Hauptträgheitsachsen 
der Zentralellipse zusammenfallen, und zwar möge J 1; > J '7 sein. Der 
Festpunkt F möge die Koordinaten (u!v) haben; heißen die durch ihn 
parallel zur ,;_ und 17-Achse gehenden Geraden,;' und r;', so ist, wenn I· 
die Fläche der ebenen Figur ist, 

J~· = J~ + v2 • 1, J,~' = J'7 + u2 ·I , G;·'7· = o + uv ·I. 
Also ist für eine beliebige durch F gehende Gerade g', die mit der e -Achse 
den Winkel .x bildet, 

J g' = J ;;· cos2 IX - 2 G 1;'1/ sin .x cos 0<. + J,/ sin2 .x 
= (J; + v2 ·I) cos2 1X- 2uvlsinO<.cosO<. + (J,1 + u2/)sin2 .x 
= t[J ; + J ,1 + (u2 + v2)f] + i[J;- Jfi- (u2 - v2)1] • cos2.x-uvl · sin2.x. 

Nun soll Ju, für jede durch F gehende Geradeg' den gleichen Wert haben, 
J 11, also von .x unabhängig sein; dies tritt aber dann und nur dann ein, 
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wenn die Faktoren von cos2c:x und sin2c:x beide gleich Null sind. Wir 
erhalten daher zur Bestimmung von u und v die beiden Gleichungen 

J;- J'l- (u2- v2)f = 0 und uv = 0. 

Auf Grund der letzten 
Gleichung muß entweder 
u = 0 oder v = 0 sein. 
Für u = 0 folgt aus der 
ersten Gleichung 

2 J,l- J~ 
V= -~--

eine Unmöglichkeit, da 
J;; > J 11 sein soll. Dem
nach sind die Koordi
naten der beiden Fest
punkte 

F1( +VJ" j J'l I o) 
und ~ 

F2 (-VJ; [{'1_1 o). 
Die beiden Festpunkte 
liegen also auf der Neben
achse der Zentralellipse 
und haben vom Schwer 
punkte den Abstand 

±v~~ ,J'l; 
das Trägheitsmoment 
selbst ist für alle durch 

Abb. 296. 

O.J 
I 

die Festpunkte gehenden Achsen Ju, = J;. 
Profils ist die Nebenachse der Zentralellipse 
gegen AB geneigt, für den (s. S. 576) 

Für den Fall unseres 
unter einem Winkel c:x 

sin2c:x = f, cos2c:x = t, also tgc:x = t 

ist; u ist 

die Projektion von SF1 bzw. SF2 auf die Kante AB ist mithin 

± yio. cos c:x = ± 3 . 

Der eine Festpunkt hat demnach in dem in Abb. 292 eingeführten 
Koordinatensystem die Koordinaten Xp, = 0, YF, = 4, der andere die 
Koordinaten Xp, = 6, YF, = 6 . Siehe Abb. 296, in der die zu den 
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Eckpunkten A, B, 0, D, E, F, S gehörigen, außerdem eine weitere 
zu einem PunkteGgehörige Trägheitsellipse, ferner die Festpunkte F1 

und F 2 mit .ihren Trägheitskreisen eingezeichnet sind. 
Trägheitskreis von Mohr-Land. Eine andere zeichnerische Er

mittlung von Trägheitsmomenten ist die folgende. Sind von einer 
Trägheitsellipse die beiden Achsen x und y mit ihren Hauptträgheits
momenten Jx und J 11 gegeben, so daß also das Zentrifugalmoment 
Ox 11 = J xydf = 0 ist, so können wir für zwei beliebige andere auf
einander senkrecht stehende Achsen; und 17 die Trägheitsmomente J~ 
und J" und das Zentrifugalmoment 0;" sehr leicht konstruieren. Geht 
das ;1]-Kreuz aus dem xy-Kreuz durch Drehung um den Winkel iX
hervor, so ist für einen Punkt P, der im xy-System die Koordinaten (x/y), 
im ;1]-System die Koordinaten (~i?J) hat, nach (112) S. 302 

; = x cos 1X + y sin iX- , 1] = y cos iX- - x sin iX- . 
Also wird 

0~7J = j h dj = j (X COSiX- + y siniX-) (y COSiX-- X SiniX-) dj 

= J x y d I · ( cos2 iX- - sin2 iX-) + (f y2 d I - J x 2 d I) sin cX cos cX 

= !(Jx- J 11) sin21X-. 

Ferner ist nach Formel 78) 

y also das polare Trägheitsmoment 

Jp = J$ + J7J = Jx + Jll · 
Wir tragen nun (Abb. 297) auf der y-Achse 
von 0 aus die Strecke OT = J 11 , ferner hieran 
die Strecke TP = Jx ab, so daß OP = Jp 
ist; dann schlagen wir über OP als Durch
messer den Kreis, welcher die ;. bzw. 

Abb. 297. 

x 17-Achse in A und B schneiden möge. Fällt 
man schließlich von T aus auf AB das Lot 
TQ, so ist TQ = 0;"' BQ= J;, AQ = J 17 • 

Es ist nämlich, wenn der :\fittelpnnkt des Trägheitskreises mit M 
bezeichnet wird, <}:: 0 M A = 2 iX- , da <}:: ( x OA) = iX- ist. Ferner ist 
OP = J., + J 11 , also 

TM = OM - OT = ! (Jx - Jv), 

demnach 

mithin 

TQ = i(Jx- J 11) sin21X- = 0;"; 

MQ = i(J.,- J 11)cos21X-, 
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oder 

Resultierende Kräfte. 

AQ = J.,sin2 cx + Jycos2 cx = J,1 , 

BQ= BM + QM = i(J., + Jy) + i(J.,- Jy) cos2cx 

= Jxcos2 cx + Jysin2 cx = J,. 

T heißt der Trägheitshauptpunkt. 

581 

Sind - in Verallgemeinerung dieses Verfahrens - die Trägheits
momente J; und Jn und das Zentrifugalmoment O?n für irgend zwei 
aufeinander senkrecht stehende Achsen ~ 

und 'YJ gegeben, so kann man die entspre
chenden Momente J~,, Jn,, O~'r/ für irgend 
zwei andere aufeinander senkrechte Achsen 
f und 'YJ' folgendermaßen finden (Abb. 298). 
Man trägt auf der 'Yj-Achse OQ = Jn , 
QB = J~ ab und errichtet in Q auf OB 
das Lot QT = 0;,1 ; dann schlägt man über 
OB als Durchmesser den Kreis, der die 
~'-Achse in E, die 'Yj'-Achse in F schneidet; 
das von T auf den Durchmesser EF gefällte 
Lot möge EF in R treffen. Dann ist 

Abb. 298. 

TR = O~'n'' ER= Jn' ' FR= J~·- Der Beweis folgt aus der Tat
sache, daß nach obigen Darlegungen der durch T gehende Durchmesser 
die Hauptträgheitsmomente enthalten muß, aus denen sich dann nach 
der in Abb. 297 niedergelegten Konstruktion die Trägheits- und 
Zentrifugalmomente für die ~- und 1}- bzw. für die t- und 17'-Achse 
ergeben. 

(183) D. Ermittlung von resultierenden Kräften bei Massen
anziehungen. Es sollen uns hier nur zwei Probleme beschäftigen. 

a) Gegeben ist eine homogene kreisförmige Scheibe 
von der Dichte p.. und dem Halbmesser a. Auf dem 
in ihrem Mittelpunkte M auf ihr errichteten Lote 
befindet sich in der Entfernung e von ihr ein Massen
punkt A von der Masse m. Welche Anziehungskraft 
übt die Scheibe auf den Punkt A aus~ Zugrunde 
gelegt sei hierbei das N ewtonsche Anziehungsgesetz 
(s. Abb. 299). 

Wir zerlegen die Scheibe mittels Polarkoordinaten 
in Elemente vom Inhalte e de dcp, also der Masse 

A 

Abb. 299. 

p.. e de dcp . Die Entfernung eines solchen Massenelementes von A ist 
-ye2 + e2; demnach ist die von ihm auf die Masse m ausgeübte An
ziehungskraft 
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wobei k eine Konstante bedeutet. Es kommt aber nur der Teil der 
Anziehungskraft zur Wirkung, der in die Richtung MA fällt, da die 
andere Komponente durch das symmetrisch zu ihr liegende Massen
teilchen aufgehoben wird. Wir müssen demnach dK noch mit 

cos{} = -- e -- = 
ye2 + (!2 

multiplizieren. Da mithin alle wirksamen Komponenten die gleiche 
Richtung AM haben, können sie unmittelbar addiert werden; wir 
erhalten mithin für die Gesamtwirkung der Scheibe 

Führen wir die Masse der Scheibe 

fL • na2 = m', also 

ein, so wird 

K = 2k-- 1--. mm'( e) 
a2 s 

Wir können durch Einführung des Winkels <X, unter welchem der 
Halbmesser der Scheibe von A aus erscheint, K in der Form schreiben 

mm' mm' K = 2k- 2 (1- cos!X) = k( )2 • a a 

2 . <X 
sm2 

Demnach müßte m von m' den Abstand 

e' a 

2 0 0< 
sm2 

haben, wenn zwischen beiden die näm
liche Anziehungskraft bestehen soll, wie 
zwischen m und der Scheibe, wobei aber 
m' nicht auf der Scheibe verteilt, sondern 

Abb. 300. ebenfalls wie m in einem Punkte vereinigt 
zu denken ist. 

b) Es soll die Anziehung einer homogenen Kugel vom Halbmesser a 
und der Massendichte fL auf einen Punkt A von der Masse m ermittelt 
werden, wobei A vom Mittelpunkte 0 der Kugel den Abstand e haben 
soll (Abb. 300). Wir zerlegen die Kugel durch sphärische Polarkoordi
naten in Elemente von der Größe r2 cosrp dr drp dl. Ein solches Element 
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hat von A den Abstand ye2 + r2 - 2ersinqJ; mithin ist die Anziehung 
eines solchen Kugelelementes auf die Masse m 

dK = k· m11-r2 cosq;drdq;dJ. 
e2+r2 -2ersinq; · 

Da jedoch auch hier wie in Beispiel a) nur die in die Richtung AO fallende 
Komponente zur Wirkung kommt, so müssen wir dK noch mit coss 
multiplizieren. Nun ist 

T COS<p 
tgs= - - ,

e- rsmq;' 
also COSc = 

Da ferner alle diese Komponenten die nämliche Richtung haben, he
kommen wir die Gesamtanziehung der Kugel auf die Masse m durch 
Summierung aller. Einzelkomponenten. Es ergibt sich 

Nun ist 

" a + -2 2n 

K = km f1 ( f f r2 (e-:- sinq;) cosq; 3 dr dqJ d). 
ye2 - 2e r sinq; + r2 

r ~ O :-r ). - 0 
<p = - i .-

f (e - r sinq;) cosq; dq; e sinq; - r 

Jfe2 - 2e r sinq; + r23 = e2 Jfe2 - 2e r sinq; + r2 ' 

wie man mittels der Substitution 

e2 - 2ersinqJ + r2 = u2 , 

findet. Demnach ist 

. e2 + r2- u2 
Slllip = ~r--' 

a rr 

udu 
cosg;dg; = - er 

f r2 [ esinq; - r ]+2 K = 2.n km - - - - - dr 
f1 e2 Jfe2 - 2 er sin <p + r2 'P = - 3 
r=O 2 

a 

= 2.n km f1~~ (e-r_ ~=-..!.) dr = 4n km fl [r3]a 
e2 e - r e + r e2 3 o ' 

r=O 

4 3 km mm' 
K = -3 .n a f1 . - 2 = k -:~ . e e 

Eine Kugel übt auf einen außerhalb gelegenen Massenpunkt die gleiche 
Anziehung aus, als ob die Masse der Kugel in ihrem Mittelpunkte 
vereinigt wäre. 

Bisher haben wir Funktionen stets durch Einführung ebener oder 
räumlicher Koordinatensysteme veranschaulicht. Dieses Verfahren der 
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"analytischen Geometrie" ist aber nicht das einzig mögliche, um funk
tionale Beziehungen darzustellen. Vielmehr sind gerade für die Praxis 
des Ingenieurs andere Verfahren von größtem Werte; sie sollen in dem 
folgenden Kapitel über "Nomographie" erläutert werden. 

§ 9. Nomographie. 

(184) Aus früheren Erörterungen wissen wir, daß wir jeden in der 
Form f(x, y) = 0 gegebenen gesetzmäßigen Zusammenhang durch eine 

V 
Kurve in einem rechtwink· 
ligen Koordinatensystem aus
drücken können. Für die Funk
tion 80) pv = cT z. B. ge
schieht dies bei konstantem 
Wert für T, indem wir die eine 
Achse zur p-Achse, die andere 
zur v-Achse machen. Der Zu
sammenhang zwischen p und v 
wird dann [s. (31) S. 68] 
durch eine gleichseitige Hy
perbel dargestellt, für welche 
die Koordinatenachsen zu
gleich die Asymptoten sind. 

P Nimmt man auch T als 
Abb. so1. veränderlich an, so würde die 

Funktion 80) der drei Ver
änderlichen p, v, T als Fläche in einem räumlichen rechtwinkligen 
Koordinatensystem dargestellt werden können, und zwar würden 
wir [s. (151) S. 454] ein hyperbolisches Paraboloid erhalten. 

Indessen ist eine solche räumliche Darstellung zum praktischen 
Gebrauch wenig geeignet, viel zweckmäßiger sind Darstellungen in 
der Ebene. Es kommt hinzu, daß die Praxis es häufig mit Beziehungen 
zwischen mehr als drei Veränderlichen zu tun hat, für die das Verfahren 
der. analytischen Geometrie versagt. An seine Stelle treten andere 
Verfahren der Veranschaulichung, die die beiden Forderungen erfüllen: 
Beschränkung auf die Ebene und Möglichkeit, auch funktionale Be
ziehungen von mehr als drei Veränderlichen darzustellen. Wie das 
möglich ist, soll unter Zugrundelegung des Beispiels der Gleichung 80) 
gezeigt werden. In dem p V-Koordinatensystem ergibt sich für ver
schiedene Werte der Veränderlichen T eine Schar von gleichseitigen 
Hyperbeln; zu jedem bestimmten Werte von T gehört eine der Hyperbeln 
Die Hyperbelschar überdeckt die pv-Ebene in der Weise, wie es Abb. 301 
zum Ausdruck bringt, in der an jeder Hyperbel der zugehörige Wert 
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von Tangeschrieben steht (die Konstante c·ist gleich 0,1 gesetzt). Zieht 
man noch die Parallelen zu den Achsen in gleichem Abstand voneinander, 
so wird die Zeichenebene mit einem Netze von sich rechtwinklig schnei
denden Geraden und von Hyperbeln bedeckt. Durch jeden Punkt 
der Ebene geht eine Hyperbel und je eine Parallele zu den beiden 
Achsen; man bezeichnet eine solche Zeichnung als eine NetztafeL Wir 
können mit ihrer Hilfe - Formel 80) gibt ja das Mariotte - Gay
Lu s s ·a c sehe Gesetz wie
der- vori einer gegebe
nen Gasmenge für jeden 
beliebigen Zustand die 
drei zusammengehörigen 
Werte p, v, T finden. 
Jedem Punkte der Ebene 
entspricht nämlich ein 
solcher Zustand; die 
drei zu ihm gehörigen 
Werte von p, v, T 
werden durch die drei 
sich in ihm schneiden
den Angehörigen der 
drei Netzscharen ge
geben. Unsere Abb. 301 
ist für eine Gasmenge 
entworfen, welche bei Abb. 302. 

einer absoluten Tem-
peratur von 100 o und bei einem Drucke von 4 at einen Raum von 
2! dm3 einnimmt (s. Punkt A der Abbildung). Würde man die Tem
peratur auf 200° erhöhen und die Gasmenge auf 3 dm3l bringen, 
so würde sie unter einem Drucke von 6f at stehen (s. Punkt B). 
Bei einiger Übung ist man dann auch bald imstande zu interpolieren, 
d. h. auch solche Punkte aufzusuchen oder abzulesen, die zwischen 
zwei Netzlinien fallen. So sagt Punkt C aus, daß zu dem Drucke 2! at 
und dem Gasvolumen 5 dm3 eine absolute Temperatur von 125 o gehört. 

Derartige Netztafeln kann man stets entwerfen, solange es sich 
um Beziehungen zwischen drei Veränderlichen handelt; wie. man bei 
noch mehr Veränderlichen verfährt, werden wir später sehen . 

Abb. 301 ist nicht die einzige Möglichkeit, das durch Gleichung 80) 
ausgedrückte Gesetz in einer Netztafel darzustellen. In Abb. 301 
entspricht den T-Werten eine Hyper belschar , deren genaue Zeichnung 
viel Zeit und Mühe erfordert. Erinnern wir uns an die Tatsache, daß 
y = A x im rechtwinkligen Koordinatensystem eine Gerade durch den 
Anfangspunkt darstellt, so können wir leicht alle drei Veränderliche 
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durch Geradenscharen ·ausdrücken. Wir schreiben Gleichung 80) in 

"der Form p = ~ T und wählen Tals Abszisse und p als Ordinate. Jedem 
V . 

Werte von v entspricht dann eine bestimmte (}erade durch den Ur
sprung des Tv-Systems. Die Netztafel Abb. 302 zeigt diese Darstellung. 
In ihr entspricht jeder Veränderlichen eine Geradenschar. Den T
Werten entspricht eine Schar von Parallelen zur p-Achse, den p-Werten 
eine Schar von Parallelen zur T-Achse, den v-Werten ein durch 0 
gehendes GeradenbüscheL Wählen wir beispielsweise T = 300, p = 9, 
so erhalten wir den Punkt A der Ebene; durch ihn geht eine v-Gerade, 
welche schätzungsweise die Bezifferung 3,3 trägt; folglich bilden T = 300 
p = 9, v = 3,3 eine zusammengehörige Wertegruppe. Dem Wertepaare 
p = 13, v = 1,5 entspricht der Punkt B mit der p-Koordinate 13 auf 
der v-Geraden 1,5; seine T-Koordinate ist etwa 195; T = 195, p = 13, 
v = 1,5 sind wiederum zusammengehörige Werte. Man überzeugt sich 
leicht mittels der Formel 80) von der Richtigkeit der Ergebnisse. Gegen 
die Verwendung dieser Netztafeln nicht nur zur raschen Orientierung 
über den funktionalen Zusammenhang der Veränderlichen, sondern 
auch zur zahlenmäßigen Berechnung einzelner Werte kann der Ein
wand gemacht werden, daß diese Berechnung aus der Formel unmittel
bar, mit beliebiger Genauigkeit sogar nur aus ihr, möglich ist. Die 
praktische Erfahrung hat aber gezeigt, daß bei sorgfältigem Gebrauche 
die Genauigkeit der Netztafeln in den meisten Fällen durchaus hinreicht. 
Die Mühe der sorgfältigen Herstellung einer Netztafel macht sich deshalb 
sicher bezahlt, wo eine große Anzahl von Einzelwerten aus ein und der
selben Gleichung zu bestimmen ist. An die Stelle einer umfangreichen, 
zeitraubenden Rechenarbeit treten dann bei genügender Übung rasch 
und sicher auszuführende Ablesungsreihen. Deshalb haben diese Nomo
gramme in technischen Bureaus usw. vielfach Eingang gefunden. 

Die Netztafel 302 läßt sich, da sie keine Schar krummer Linien 
enthält, rascher und bequemer entwerfen als die Netztafel 301. Aus 
diesem Grunde gibt man, solange hieraus nicht Nachteile entstehen, 
die diesen Vorteil überwiegen, im allgemeinen Netztafeln den Vorzug, 
die nur Scharen von Geraden und Kreisen enthalten. Dies kann, 
wie wir später sehen werden, auf mannigfache Weise erreicht werden. 
Zuvor soll jedoch an einem einfachen Beispiele gezeigt werden, wie man 
durch Aneinanderfügen solcher Netztafeln auch Beziehungen zwischen 
vier und mehr Veränderlichen in der Ebene darstellen kann. 

Beispiel 1): Die Beanspruchung einer Feder erfolgt nach 
der Gleichung 

a) 

1 ) Siehe Dobbeler: Rechentafeln mit Geradenscharen. Betrieb J g. I, 
s. 345ff. 
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wobei P die Zugkraft der Feder in kg, d der Drahtdurchmesser in mm, 
kd die Beanspruchung in kgfcm2 und r der Krümmungshalbmesser 

der Federwindungen ist. Gleichung a) vermittelt den Zusammen
hang zwischen den vier Größen d, kd, r, P; durch je drei von ihnen 
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ist die vierte bestimmt. Wir zerlegen die Gleichung a) durch Ein
führung einer Zwischengröße n in zwei Beziehungen zwischen je drei 
Größen, indem wir z. B. 

r 
n = (i3 und 

setzen. Wählen wir in der Gleichung 

r 
n = (j3 

r als Abszisse, n als Ordinate, so stellt die Gleichung 

r 
n = -da 

für jeden Wert vondeine bestimmte Gerade durch den Anfangspunkt 
des rn-Systems dar. Ebenso stellt die Gleichung 

;n; kd 
n=f6oo·p, 

wenn wir ka als Abszisse wählen - die ka-Achse sei abweichend vom 
sonstigen Gebrauche nach links gerichtet -, für jeden Wert von P 
eine durch 0 gehende Gerade dar. Fügen wir die beiden auf diese 
Weise erhaltenen Netztafeln so aneinander, daß die zwei n-Achsen 
und die zwei Anfangspunkte sich decken, wie in Abb. 303 ausgeführt, 
so erhalten wir eine Netztafel, welche die Beziehung zwischen den vier 
Größen d, ka, r, P vermittelt. Ist beispielsweise r = 77 mm, 
d = 1,85 mm gegeben, so findet man aus der Netztafel rechts n = 12,15. 
Mit n = 12,15 und ka = 14300 kgjcm2 erhält man aus der Netztafel 
links einen Punkt, durch welchen die zu P = 2,31 kg gehörige Gerade 
des P-Püschels geht, und damit ist die vierte Größe aus den drei ge
gebenen bestimmt. Dabei ist es übrigens nicht nötig, den Wert der 
Zwischengröße n überhaupt abzulesen, wie Abb. 303 zeigt, in der das 
obige Beispiel durch den gestrichelten Linienzug angedeutet ist. Da 
nnur eine Hilfsgröße ist, erübrigt sich sogar eine Bezifferung der n-Achse. 
1 · Dieses Verfahren läßt sich auch auf Zusammenhänge zwischen mehr 
als vier Veränderlichen ausdehnen. Andere Wege, die dem gleichen 
Zwecke dienen, können an dieser Stelle nicht eingehend behandelt 
werden. 

(185) Versuchen wir jetzt die trinomische Gleichung 

x'+ax"+b=O 81) 

nomographisch darzustellen! Erteilen wir x einen bestimmten Wert x0 , 

so drückt die Gleichung x0 + ax0 + b = 0 die Beziehung aus, die 
zwischen den Größen a und b bestehen muß, damit x0 eine Lösung 
von 81) ist. Führen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, 
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dessen eine Achse die a-Achse, dessen andere Achse die b-Achse ist, 
so ist x0 + ax~ + b = 0 die Gleichung einer Geraden, die die Be
zifferung x0 tragen möge. (Hierbei sind jetzt a und b die Veränderlichen.) 
Durch Verändern des Wertes von x0 wird die ab-Ebene mit einer Schar 
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von Geraden überdeckt. Abb. 304 stellt das Bild dar für die Gleichung 
x2 + a x + b = 0. Setzen wir x = 0, so ergibt sich die Geradengleichung 
b = 0, also die a-Achse, die also die Bezifferung 0 erhält. Setzen wir 
x = I, so ergibt sich die Gleichung a + b + I = 0, deren Bild eine 
Gerade ist, welche auf beiden Achsen das Stück -I abschneidet (Gerade I 
der Figur). Die Gerade 0,5 hat die Gleichung 0,25 + 0,5a + b = 0; 
die Gerade -2 die Gleichung 4 - 2a + b = 0; die Gerade - 0,4 die 
Gleichung 0,16- 0,4a + b = 0. Die Geraden selbst lassen sich auf 

Wicke, Ingenieur-Mathematik li. ll 
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Grund dieser Gleichungen leicht einzeichnen. Die zu x gehörige Geraden
schar ist jetzt nicht ein Büschel durch den Anfangspunkt. Wählen 
wir nun einen bestimmten Punkt der Ebene, beispielsweise den Punkt P 
mit den Koordinaten a = -1,5, b = +0,5, so erkennen wir, daß 
durch ihn die Gerade 1 geht. Hieraus folgt aber, daß die Gleichung 
x2 - 1,5x + 0,5 = 0 durch den Wert x = 1 erfüllt wird, da die Koordi
naten (al b) eines jeden Punktes auf der Geraden x0 die Gleichung 
x6 + ax0 + b = 0 befriedigen. Folglich ist x = 1 eine Lösung der 
Gleichung x2 - 1,5 x + 0,5 = 0. Da ferner durch P auch die G~rade 0,5 
geht, so ist x = 0,5 die andere Lösung der vorgelegten Gleichung 
x2- 1,5x + 0,5 = 0. 

Fassen wir zusammen! Haben wir auf diese Weise die Netztafel 
für die trinomische Gleichung x' + a X8 + b = 0 entworfen, so finden 
wir die Lösungen dieser Gleichung für ein bestimmtes Wertepaar (a l b) 
folgendermaßen: Wir suchen den Punkt P, dessen Koordinaten die 
beiden gegebenen Werte a und b sind, und ermitteln diejenigen Geraden 
der Schar, welche durch P gehen, wenn nötig durch Interpolieren. 
Die Bezifferungen dieser Geraden sind die Lösungen der vorgelegten 
Gleichung. Es ist erklärlich, daß auf diesem Wege nur die reellen 
Lösungen erfaßt werden können; da jedoch die Praxis wohl ausschließlich 
nach diesen fragt, bedeutet dies im allgemeinen keine Einschränkung des 
Wertes eines solchen Nomogrammes. Abb. 304 zeigt weiter, daß nicht 
die ganze Ebene von den Geraden überdeckt wird. Sie zerfällt vielmehr 
in zwe~ Teile; die Punkte des einen werden von Geraden getroffen, 
die des anderen nicht. Die Grenze zwischen beiden bildet eine Kurve, 
für welche jede der Geraden Tangente ist; die Kurve ist, wie wir später 
sehen werden [s. (232) S. 814], eine Parabel von der Gleichung a2 = 4b. 
Dieser Umstand findet sein algebraisches Gegenstück in der Tatsache, 
daß eine quadratische Gleichung x2 + ax + b = 0 nur dann zwei reelle 
und voneinander verschiedene Lösungen hat, wenn a2 > 4b ist. Für 
a2 < 4b sind die beiden Lösungen konjugiert komplex, während im 
Grenzfalle a2 = 4b (Parabel!) die beiden Lösungen einander gleich 
sind. - Abb. 305 zeigt das Nomogramm für die reduzierte kubische 
Gleichung x3 + a x + b = 0 . Man sieht deutlich, daß auch in diesem 
Falle die Ebene in zwei Teile zerlegt ist ; in dem einen Teile gehen durch 
jeden Punkt drei Geraden, in dem anderen dagegen nur eine. Es ent
spricht dies der Tatsache, daß eine kubische Gleichung entweder drei 
oder nur eine reelle Lösung hat. Die Kurve, die beide Teile der Ebene 
voneinander trennt, ist die Neilsche Parabel [s. (89) S. 238] von 
der Gleichung 

Siehe auch Gleichung dritten Grades [s. (26) S. 55ff.]. 
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Die Gleichung für zusammengesetzte Festigkeit lautet 

a) 

hierbei ist a 0 ein vom Werkstoff abhängiger Faktor, M das Biegungs
moment, Md das Drehungsmoment und Mi das unter Einfluß der beiden 
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letzteren sich ergebende ideelle Biegungsmoment. Hier wird man 
zweckmäßig eine Schar von Kreisen in das Nomogramm hineinnehmen. 
[Vgl. die Ähnlichkeit von M2 + (a 0Md)2 mit der Gleichung des Kreises.] 
Aus Gleichung a) folgt durch eine einfache Umformung 

(0,65a0 Md) + y0,3M + --= Mi - , !i\<i M; - 0. 2 (,fn;: 0,35 )2 (0,65 )2 -
yo,5 r0,3 

Setzen wir jetzt 

0,651X0 Md = x, yo,3M = y, 

so geht Gleichung b) über in die neue Gleichung 

x2 + (y - q)2 - rz = 0. 
ll* 

b) 

c) 
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Dies ist aber in einem rechtwinkligen xy-System nach (123) S. 330 
die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt die Koordinaten 0 I q 
hat und dessen Halbmesser gleich rist. Da q ~ -0,639Mi, r ~ 1,187 Mi 
ist, ist dieser Kreis einzig durch Mi bestimmt. Er läßt sich zeichnen, 
wenn Mi gegeben ist, und soll die Bezifferung von Mi tragen. Ist 

beispielsweise Mi= 20, so ergibt sich 
q = -12,8, r = 23,7 (s. Abb. 306). 

20 Die Koordinaten xl y eines jeden 
Punktes dieses Kreises 20 erfüllen 

1o mithin die Gleichung 

10 

-10 10 

-zo 20 
Ma. 

10 so a,;Ma 

.x 

1,5 

Abb. 306. 

x2 + (y + 12,8)2- 23,72 = 0. 

Da nun 
x = 0,65(X.0 Ma 

und y = j/0,3M >:::-! 0,548M, 

also 
X 

()(.0 Ma = 0,65 ~ 1,54x 

M = /!--~ 1,83y 
}0,3 

und 

ist, so brauchen wir auf der Abszissenachse statt der Teilung für x 
nur die für ()(. 0 • Ma und auf der Ordinatenachse statt der Teilung für 
y die für M durch Vermittlung der eben aufgestellten Gleichungen 
abzutragen, um die Beziehungen zwischen den drei Größen (X. 0 Ma, 
Mi, M unmittelbar ablesen zu können. Dabei machen wir zugleich die 
Entdeckung, daß der Kreis mit der Bezifferung Mi auf der Ordinaten
achse die Ordinate M =Mi abschneidet, ein Ergebnis, das aus Glei
chung a) sofort folgt, wenn wir die Abszisse (X. 0 Ma = 0 setzen. Die 
Bezifferung des Kreises Mi ist also identisch mit der Bezifferung, 
die er auf der positiven M-Achse ausschneidet, so daß wir uns die 
Bezifferung der Kreise ersparen können. 

Solange es sich stets um den nämlichen Werkstoff handelt, also 
die Werkstoffkennzahl ()(.0 die gleiche ist, bedarf der Entwurf der Netz
tafel keiner weiteren Erörterung. Anders wird es, wenn das Nomogramm 
für verschiedene Werkstoffe verwendbar sein soll, wenn es also darauf 
ankommt, aus einem beliebigen Werte von Md und einem beliebigen 
Werte von ()(. 0 die Größe (X. 0 Ma zeichnerisch zu ermitteln. Diese Auf
gabe ist aber (s. o.) leicht zu lösen. Wir fügen nämlich an die eben 
entworfene Netztafel eine andere an, welche die gleiche (X. 0 Ma-Achse 
hat, während eine dazu senkrechte Ma-Achse nach unten gerichtet 
ist und die gleichmäßige Teilung der M a-Leiter trägt. Wählen wir 
z. B. ()(. 0 = 1,5, so liegen alle Punkte mit den Koordinaten Ma und 1,5 Ma 
bei veränderlichem Ma auf einer durch den Anfangspunkt gehenden 
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leicht konstruierbaren Geraden, die mit 1,5 beziffert werden möge 
(s. Abb. 306). Ist also das Drehmoment Md = 16, das Biegungsmoment 
M = 9,5, die Werkstoff-Kennzahl IX0 = 1,5, so finden wir das ideelle 
Moment Mi auf folgendem Wege: Wir gehen von dem Werte Ma = 16 
der Md-Achse parallel zur <X0 Md-Achse bis zum Schnittpunkte mit 

Werte für fX0 

Abb. 307. 

der Geraden IX0 = 1,5, von da parallel zur M-Achse, ebenso von dem 
Werte M = 9,5 auf der M-Achse parallel zur ~X 0 Md-Achse. Durch 
den Punkt, in dem beide sich schneiden, geht der Kreis mit der Be
zifferung M; = 20. Folglich ist das zu diesen gegebenen Werten gehörige 
ideelle Biegungsmoment M; =' 20. Abb. 307 zeigt die vollständige Netz
tafel. 

(186) Kehren wir nochmals zu unserem Ausgangsbeispiel 

p·v=c·T 80) 

zurück, so können wir noch auf eine ganz andere Art dafür eine nur 
aus geraden Linien bestehende Netztafel entwerfen. Logarithmieren 
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wir beide Seiten der Gleichung 80), so erhalten wir die neue 

Gleichung log p + log v = log ( c T) . 82) 

Führen wir nun x = logp und y = logv ·ein, so geht Gleichung 82) 

über in x + y = log(c T). 83) 

Wählen wir jetzt für die absolute Temperatur T einen bestimmten 
Wert, so daß die rechte Seite logcT eine Konstante ist, so können 
wir Gleichung 83) als die Gleichung einer Geraden in einem recht
winkligen x y-Koordinatensystem deuten. Sie besitzt die beiden Achsen
abschnitte log (cT); die Koordinaten x I y eines jeden Punktes der Geraden 
erfüllen die Gleichung 83). Wir brauchen nun zu x und y nur die zu
gehörigen Numeri aufzuschlagen, um ein Wertepaar p I v zu erhalten, 
welches die Gleichung 80) erfüllt. Noch einfacher wird die Ablesung, 
wenn wir an die Koordinatenachsen nicht die Werte für x und y, sondern 
gleich ihre Numeri selbst anschreiben; wir können dann die Werte 
für p und v unmittelbar ablesen. Allerdings unterscheidet sich die 
hierdurch bedingte Teilung der Koordinatenachsen wesentlich von der 
uns bisher geläufigen; während nämlich bisher die Teilung gleich
förmig war, d. h. gleichen Zwischenräumen gleiche Größenzunahmen 
entsprachen, ist dies jetzt nicht mehr der Fall; die Teilung ist ungleich
förmig geworden. Diese Ungleichförmigkeit der Achsenteilung ist eins 
der wichtigen Hilfsmittel der Nomographie; es soll deshalb näher er
örtert werden. 

Eine Gerade, die Trägerin von Teilungen ist, wird eine Leiter 
(Skala) genannt. Über die gleichförmige Leiter dürfte kaum noch 
etwas anzuführen sein; beispielsweise sind Thermometer- und die 
Barometerskalen in den meisten Fällen gleichförmig. Ihnen stehen 
ungleichförmige gegenüber, wie sie gewöhnlich die Amperemeter 
und die Voltmeter enthalten . Auch die Leiter, die zum Ablesen der 
Trägheitsmomente aus den Trägheitshalbmessern diente, war ungleich
förmig [s. (181) S. 574]; wir trugen damals auf der Geraden nicht die 
Werte der Trägheitsmomente selbst auf, sondern die reziproken Werte 
ihrer Quadratwurzeln, welche den Ellipsenhalbmessern proportional 
sind. Diese Leit er kann als die Leiter der reziproken Qua drat
wurzeln bezeichnet werden. Sie ist ein Abbild der Funktion 

l 
y=rx, 84) 

wobei x die Bezifferung eines Punktes ist, y sein Abstand von einem 
auf der Leiter gewählten festen Punkte, den wir als Anfangspunkt 0 
bezeichnen wollen, l ist eine Strecke von bestimmter Länge, die lO cm 
betragen möge. Um also die Punkte mit den Bezifferungen 

X = 0,25, 0,5, 1, 2, 4, 10, .. , 
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auf der Leiter anzubringen, tragen wir von 0 
aus die Strecken y ab, die sich ergeben, wenn 
wir jene x-Werte in Gleichung 184) einsetzen, 
d. h. die Strecken 

y = 20, 14,14, 10 , 7,07, 5, 

3,16, ... cm. 

Wir erhalten die in Abb. 308 wiedergegebene 
Leiter. 

Wie zur Funktion y = /;;; kann man zu 

jeder beliebigen Funktion f (x) eine solche 
Funktionsleiter entwerfen; man wählt eine 
bestimmte Längeneinheit l ( = 10 cm) (Einheits
strecke), berechnet für eine Reihe runder 
x-Werte die Werte y = l· f(x), trägt von dem 
festen Anfangspunkte 0 diese Strecken y ab 
und beziffert ihre Endpunkte mit dem zu
gehörigen Werte von x. Der Leser entwerfe 
hiernach die folgenden Funktionsleitern: 

l 
y = x, l · x2 , l · sinx, Z·logx, 

l· logsinx, . .. 

Anleitung: Um die Leiter für logsinx zu 
finden, gehen wir aus von der Gleichung 

log sin90° =log 1 = 0. 

Wir schreiben daher an den Anfangspunkt die 
Bezifferung 90 o . Da 

logsin80 ° = -0,00665 

ist, bezeichnen wir den Punkt P der Leiter, 
für welchen 

OP = -0,00665l = -0,0665 cm 

ist, mit 80°; ebenso erhält der Punkt P, für 
welchen 

OP = - Q,02565Z = - 0,2565 cm 

ist, die Bezifferung 70° usw. Wir erkennen, 
daß die logsin-Leiter sich nur nach der ne
gativen Richtung erstreckt, und daß sie sich 
in dieser Richtung bis ins Unendliche ausdehnen 
würde; denn logsinO = -cx:> (s. Abb. 309). Im 
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Gegensatze hierzu erstreckt sich beispielsweise die logtg-Leiter für 
spitze Winkel nach· beiden Seiten ins Unendliche; man entwerfe sie. 

Man kann aus einer gegebenen 
Y Funktionsleiter auf geometrischem 

8 ------ -- A Wege neue Funktionsleitern ableiten. 
y' Eines der einfachsten V erfahren ist das 

durch projektive Strahlenbüschel; die 
neue Leiter heißt in diesem Falle die zur 
ursprünglichen projektive Leiter. 
Der Vorgang selbst ist folgender: In 
Abb. 310 seien die Geraden y und y' 
die beiden Leitern, die sich in S 
schneiden und miteinander den Win
kel IX einschließen. Der Anfangspunkt 
auf y sei 0, der auf y' sei 0', so daß 

l 0 S = l, 0' S = l ' gegeben sind. Der 
o 0' Pol A der projektiven Beziehung sei 

Abb. 310. bezüglich der Leiter y festgelegt, und 
zwar habe A von y den Abstand BA =b, 

während OB= a ist. Zu einem Punkte P auf y erhält man den pro
jektiven Punkt P' auf y', indem man AP mit y' zum Schnitte bringt. 
Es soll nun die Strecke OP = y und die Strecke 0' P' = y' sein. Unsere 
Aufgabe ist es, die Größe y' durch y und die gegebenen Größen auszu
drücken. Es ist PB = OB - OP = a --'-- y, also 

tgBPA = tgSPP1 = tgß = a ~ y; 

ferner ist SP=OP- OS= y -l, SP1 = O'P1
- 0 1S = Y1 -l' . Aus 

dem Dreiecke P'SP ergibt sich nach dem Sinussatze 

2 

B 

8 

10 

12 

15 

y' _zl 
y - l 

Abh. 311. 

sin ß l l 

sin(N + ß) sin iX - - + COSiX 
tgß 

a -y 
- b- sin iX + cos IX 

b 
------; 

a sinN + b COSIX- y sin(X • 

Also ist 

1 (al1 siniX + bl1 cos ,x- bl) - y(l1 sinrx- b) 
Y = (a siniX + b coscx) - y sin,x 

oder allgemein 
I A +By 

y = C + Dy. 85) 

Ist y = f(x), so ist also 

yl A +B ·f(x) 
0 + D · f(x)' 
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wobei die Größen A, B, C, D durch die gegenseitige Lage der Leitern 
und ihrer Anfangspunkte bestimmt sind. 

Ein Beispiel, auf das wir später zurückkommen werden, diene zur 
Erläuterung (Abb. 311). Die y-Leiter sei gleichförmig, so daß y = x 

ist; die y' -Leiter schneide die y-Leiter unter dem Winkel 1X in ihrem 

11 1.2 111 1.5 f8 z 2.5 3 3,5 'I 1,1 s 5 6 7 8 g 10 

1,2 

1,11 

1,5 

1,8 

2,0 

2,5 

J,O 

J,S 

~0 

~5 

5,0 

o,o 

7,0 

8_.0 

9,0 

10 

Abb. 312. 

gemeinsamen Nullpunkte. Außerhalb beider liege der Pol A, der von 
der y-Leiter den Abstand AB = b habe, während OB = a ist. Es ist 
dann für einen Punkt P' der y' -Leiter 

OP'= ' = by Y (a- y) sinc.-+~b-co_s_e< oder 
, bx 

Y = (a- x )sine< + bcosc.· 

Wit kehren nun zu unserem Beispiele pv = cT zurück, das wir aufS. 594 
verlassen haben. Wählen wir jetzt als Abszissenachse und ebenso als Ordi
natenachse die logarithmische Leiter, so erhalten wir ein Koor
dinatennetz, wie es in Abb. 312 wiedergegeben ist. Papier mit solchem 
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Abb. 313. 
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Netz ist im Handel 
als doppeltlogarith
misches Papier oder 
als Potenzpapier 
zu ha ben1 ). Wählen wir 
für c · T einen bestimm
ten Wert, beispielswei
se 200, so geht Glei
chung 83) (S.594) über 
in die Gleichung x + y 
= log 200 oder log p 
+ logv = log200. Die 
zugehörige Gerade läßt 
sich jetzt in das Log
arithmenpapier leicht 
einzeichnen (Abb. 313). 
Jedem Werte cT ent
spricht eine Gerade, 
und alle diese Geraden 

sind untereinander paral
lel. Da die Bezifferung 
der Achsenabschnitte der 
Geraden identisch ist 
mit cT, so erübrigt sich 
in unserem Falle eine 
Bezifferung der Geraden 
selbst. 

Das Logarithmenpa
pier wird stets dann gute 
Dienste leisten, wenn es 
gilt, Gesetze von der 
Form 

1,5 z 2,5 J ~5 ~~55 6 7 8 9 10 X nomographisch zu erfas-

Abb. 314. sen; durch Logarithmie
ren erhalten wir nämlich 

a ·logx + b ·logy = logz, also wenn wir logx = ~' logy = ~ setzen, 
a~ + b ~ = log z, d. h. die Gleichung einer Geraden. Insbesondere 
lassen sich also die in der Technik wichtigen Potenzfunktionen jetzt 
durch Geraden statt durch die Potenzkurven darstellen. Abb. 314 gibt 

1) Firma Schleicher & Schüll, Düren-Rheinland. 
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e1mge Fälle hierfür: An Stelle der Parabeln y = :~ tritt eine Schar 

paralleler Geraden vom Richtungsfaktor 2, von denen die der Gleichung 
y = x2 entsprechende als Ersatz für eine Tafel der Quadratzahlen 
dienen kann. Ebenso wird die Schar der N eilsehen Parabeln py2 = x3 
durch eine Schar paralleler Geraden vom Richtungsfaktor 1,5 wieder
gegeben. Auch die polytropischen Kurven, welclie die Gleichung 
x" · yb = c haben, liefern bei konstanten Werten von a und b parallele 
Geraden vom Richtungs-

faktor -~; insbesondere 10 
9 

sei auf die Darstellung der 8 

Adiabaten x · y1•41 = c hin- 7 

gewiesen. 6 

Wählt man als Ab- 5 

szissenachse die gleichför- 41 

mige Leiter, als Ordinaten- 11 

achse die logarithmische 4 
3 

Leiter, so daß also ~ = x, 

5 

5 

5 ~ = log y ist, so ist jede 2, 

Gerade a~ + b~ = logc das 
Bild einer Funktion 

2 

a • x + b • log y = log c 

oder A"' • yb = c · 

1,5 

1 

fY 
=i=t=-1+~ 

I 

' ' 

I 

11 
~ 

I 

I 

' 

:;+/T 
tt1 .t:tr : : • • 

.f I 

! 

! I 

''"' i · 
I V~ II I V I 

~~ l 'tJ/~I;'l I 
, I L~~ 
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I -x 

bzw. y = C · A b , 
0 1 2 3 II 5 
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l ' · + 

-H' 
I T' 

I 
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~~~ 

~n J 
illl II 

6 7 8 9 10 

Abb. 315. 

X 

also der allgemeinsten Exponentialfunktion. Eine Tafel von dieser 
Art wird eine h alblogarithmische Tafel genannt; Abb. 315 zeigt 
eine solche und in ihr die Bilder einiger wichtiger Funktionen. 

Mit diesen Beispielen ist selbstverständlich die Fülle der Netztafeln 
bei weitem nicht erschöpft; durch Einbeziehung weiterer Funktions
leitern, wie beispielsweise der Sinus-, Logarithmussinus-Leitern usf. 
kann man weitere Tafeln bilden, die andere Gesetze in einfacher Form 
zur Darstellung zu bringen gestatten. Beispiele dieser Art finden sich 
zahlreich im Fachschrifttum, auf das hier verwiesen werden muß. 

(187) Den Netztafeln haftet der Nachteil an, daß man in dem Maße, 
wie man den Grad der Genauigkeit der Ablesung erhöhen will, die 
Anzahl der einzuzeichnenden Parallelen zu den Koordinatenachsen ver
größern muß; hierdurch wirkt aber das Bild verwirrend, da die 
Übersicht beei_nträchtigt wird . Man greift daher gern zu einer anderen 
Art nomographischer Darstellung, den Fluchtentafeln; ihr allgemeiner 
Grundgedanke ist der folgende. 

X 
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Ordnet man drei Funktionsleitern in bestimmter Weise in der Ebene 
an, so schneidet jede beliebige Gerade, die Flucht, die Leitern in 
drei Punkten. Die diesen Punkten entsprechenden Funktionswerte 
müssen mithin, da die Flucht schon durch zwei der Punkte bestimmt 
ist, eine Gleichung erfüllen, die durch die gegenseitige Lage der drei 
Leitern bedingt. ist. Gehen wir von dem einfachsten Falle aus, daß 
(s. Abb. 316) die drei Leitern~, ~, ~zueinander parallel und gleichförmig 
sind; ihre drei Anfangspunkte mögen auf einer Geraden liegen, und 

I 

10 

8 

fi 

z 

10 

q 

2 

o, 
Abb. 316. 

y 
die ~-Leiter möge von der ~-Leiter den Ab
stand a, von der ~-Leiter den Abstand b haben. 

8 

;o Irgendeine Flucht schneide die drei Leitern in 
den PunktenX, Y,Z, so daß OxX=~, OyY=~, 
OzZ = ~ ist. Es besteht somit die Proportion 
(~- ~):(~- ~) = a:b, aus der sich die Glei
chung ergibt: 

2 

Oy 

b~ + a~ = (b + a) ~. 86) 

Sind statt der gleichförmigen Teilungen auf den 
Leitern andere angebracht, welche die Bilder 
von irgend drei Funktionen 

r = /l(x) 
e b ' 

11 = f2(y) 
., a ' 

sind, so besteht demnach zwischen den drei in einer Flucht liegenden 
Ahlesurrgen die Beziehung 

/1 (x) + /2 (y) = /3 (z). 87) 

Umgekehrt lassen sich alle Gesetze zwischen drei Größen x, y, z, 
welche die Form der Gleichung 87) haben, durch eine Fluchtentafel 
mit drei parallelen Leitern nomographisch darstellen. Der Vorzug 
dieser Fluchtentafeln gegenüber den Netztafeln ist ganz augenscheinlich; 
denn hier ist das Bild nur durch drei Geraden mit ihrer Bezifferung 
belastet, da sich die Flucht selbst durch einen gespannten Faden er
setzen läßt, also nicht eingezeichnet zu werden braucht. 

Einige einfache Beispiele führen am besten in das Wesen der 
Fluchtentafeln mit drei parallelen Leitern ein. 

Wir wählen als Leitern drei gleichförmige in gleichem Maßstabe; 
die Anfangspunkte sollen auf einer Geraden liegen; es sei außerdem b = a 
(Abb. 317). In diesem Falle ist~ - ~ = ~-~. also, da~= x, ~ = Y, 
~ = z ist, x+y 

Z=-2- ; 

es ist die Fluchtentafel des arithmetischen Mittels. 
Wir können sie mannigfaltig abändern. Wählen wir die Längen

einheiten der x- und der y-Leiter einander gleich, die der z-Leiter da-
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gegen nur halb so groß, so daß also die Bezifferung auf dieser doppelt 
so dicht ist als auf den beiden ersten, so ist 

~ = x, ~ = y, 

zu setzen, und es ergibt sich z = x + y; die Fluchtentafel ist zur 
Additionstafel geworden (Abb. 318). Sind alle drei Maßstäbe ver
schieden, etwa so, daß 

~ =ßy, 

I z y r z y I z y 

10 10 10 10 20 10 10 8 10 

8 8 8 8 16 8- 8 6 8 

6 6 6 6 12 6 6 6 

8 2 

.2 2 2 2 2 2 }b 2 

0 Oy Oy 

Abb. 317. Abb. 318. Abb. 319. 

ist, so erhalten wir die Fluchtentafel zur zeichnerischen Lösung der 
Aufgaben 

z=itx+ßy. 88) 

Versetzen wir den Anfangspunkt der z-Achse um die Strecke 5o aus 
der Verbindungsgeraden der beiden anderen Anfangspunkte heraus, 
so heißt dies, daß wir an Stelle der bisherigen Größe ~ die Größe ~ + ~0 
zu setzen haben, und die Beziehung zwischen ~, ~, 3 lautet jetzt 

~ + ~0 - ~ = ~ - ~ - ~0 oder t+~ 5 = - 2 - - 5o (s. Abb. 319). 

Geben wir einer der Achsen, z. B. der 5-Achse, die entgegengesetzte 
Richtung, so ist dies gleichbedeutend mit der Ersetzung von 3 durch -3, 
und Abb. 319 würde beispielsweise in das Nomogramm für die Gleichung 

t+~ 3 =5o- - 2-

übergehen. 
Eine einfache Anwendung ist die Fluchtentafel des schon mehrfach 

behandelten Mariotte- Gay- Lussacschen Gesetzes. Es ist 

p · v = cT, a]so logc T = logp + logv. 
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Wir führen für alle drei Veränderlichen'logarithmische Leitern ein, 
und zwar so, daß die p- und die v-Leiter im gleichen, die in ihrer Mitte 
parallel zu ihnen verlaufende c T-Leiter im halben Maßstabe gezeichnet 
werden, und die drei Anfangspunkte auf einer Flucht liegen (Abb. 320). 

Ein weiteres Beispiel ist der Sinussatz der Ebene: 

2r= -/!- . 
sma 

Es ist 
1 

loga +log .- = log2r. 
smrx 

Die a-Leiter (s. Abb. 321) ist die (vom Rechenschieber her bekannte) 
logarithmische Leiter; log 10 = 1 entspricht eine bestimmte Länge l. 
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Auf der zu ihr parallelen IX-Leiter tragen wir von einem bestimmten 

Nullpunkte die Werte log_]___ in gleichem Maßstabe ab; beispielsweise 
1 smrx 

ist für IX= 30° log-.- = log2 , d. h . der Abstand gleich 0,30ll zu 
Bin IX 

wählen; der Endpunkt wird unmittelbar mit IX ( = 30 °) beziffert. Da 
für IX = 90° a = 2r ist, so muß die durch 90° gehende Flucht auf 
der in der Mitte zwischen der a- und der IX-Leiter verlaufenden r-Leiter 

einen Punkt ausschneiden, der die Bezifferung r = ~- zu tragen hat. 

Auf diese Weise läßt sich die r-Leiter aus der a-Leiter durch Projektion 
von 90 o aus finden, wobei allerdings als Bezifferung der r-Leiter der 
halbe Wert der entsprechenden Bezifferung der a-Leiter zu wählen 
ist. Diese Halbierung kommt in Wegfall, wenn wir als Projektions
zentrum 30° wahlen, da sin30° = -t, also für diesen Winkel unmittelbar 
r = a ist. - Der Gebrauch dieser Tafel leuchtet ohne weiteres ein. 
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Ist der Umkreishalbmesser r gegeben, so schneidet jede Flucht, die 
durch den zu ihm gehörigen Teilpunkt der r-Leiter geht, auf der a
und der <X-Leiter zwei Werte aus, die die Länge a einer Sehne und die 
Größe iX des zu ihr gehörigen Umfangswinkels in dem Kreise vom 
Halbmesser r liefern. Sind andererseits zwei Seiten a und b und der 
der ersteren gegenüberliegende Winkel iX gegeben, so braucht man 
nur die durch a und iX bestimmte Flucht mit der r-Leiter zu schneiden 
und durch diesen Punkt die zur Größe b gehörige Flucht zu legen; 
diese schneidet dann auf der <X-Leiter den b gegenüberliegenden Winkel ß 
aus. Durch einfache Rechnung läßt sich dann der dritte Winkel y finden 
und hierzu mittels einer durch den gleichen Punkt der r-Leiter gelegten 
Flucht die Seite c. Die Ablesung von r ist hierbei überhaupt nicht 
nötig, so daß für diese Aufgabe auch die Bezifferung dieser Leiter 
wegfallen kann. Beispiel (s. Abb. 321): 

a=30, b=20, 1X=67°, ß=39 ° , r =74 °, c=31. 

Wir haben oben für die Formel~ = iX ~ + ßl:) ein Nomogramm ent
worfen, in welchem die ~-Leiter gleichen Abstand von den beiden 
anderen hat; wir mußten jedoch zu diesem Zwecke für die drei Leitern 
verschiedene Maßstäbe zugrunde legen. Wir können die Lösung auch 
in eine Form bringen, daß die Maßstäbe der Leitern gleich sind; 
nur werden dann die Abstände der Leitern verschieden. Wir können 
Gleichung 86) in die Form bringen: 

b a 
cr=a + b;x;+a+lll:). 

Der Vergleich lehrt, daß wir 

und 
a 

ß =a+ b 

zu setzen, d. h. daß wir den Abstand der ~- von der !:)-Leiter im um
gekehrten Verhältnisse der Beiwerte <X und ß zu teilen haben (b :a=iX : ß); 
haben also die ~- und die t)-Leiter den gegenseitigen Abstand e, so ist 

fJ a = -- · e 
cx + ß 

und 

Hierdurch ist die Lage der z-Leiter bestimmt. Da a + b = e ist, geht 
unsere Gleichung über in die Gleichung 

die wir schließlich noch in die Gleichung 
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überzuführen haben. Zu diesem Zwecke verkürzen wir einfach den 
Maßstab der 3-Achse im Verhältnis 1: (!X + ß). Abb. 322 stellt den Fall 
3=3~+2~ dar. Die~- 10,0 
und die ~-Leiter haben !J,O 
gleichen Maßstab; die 
3- Leiter teilt den ·Ab
stand der beiden anderen 
im Verhältnis 2:3. Set
zen wir ~=0, so wird 
3 = 2~; d.h. allevon0x 
ausgehenden Fluchten 
schneiden auf der 3-Lei-
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ter die doppelte Bezifferung der ~-Leiter aus, womit uns ein einfaches 
Mittel an die Hand gegeben ist, die 3-Leiter zu beziffern. Setzen wir 
~ = 0, so ist 3 = 3 ~; d. h. alle von OY ausgehenden Fluchten schneiden 
auf der 3-Leiter die dreifache Bezifferung der ~-Leiter aus. Wir erkennen 
ohne weiteres, daß ganz allgemein auf der 3-Leiter von jeder durch Ox ge
henden Flucht die ßfache Bezifferung der ~-Leiter und von jeder durch Oy 
gehenden Flucht die !X fache Bezifferung der ~-Leiter ausgeschnitten wird. 

Wir wollen die erläuterten Verfahren an einigen praktischen Fälle 
anwenden: 

a) Für adiabatische Vorgänge gilt die Formel pv"' = wl), 
wobei p den Druck, v das Volumen eines Gases bedeutet undweine Kon
stante ist, die von der Größe der jeweiligen Gasmenge abhängt. Das 
Gesetz läßt sich in der Form schreiben: 

logw = logp + k ·logv, 
1) Siehe Runge: Graphische Methoden, S. 80. 
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ist also, wenn wir t = logp, ~ = logv, 0 = logw setzen, von der Form 88). 
Wählen wir für p und für r logarithmische Leitern von gleichem Maß
stab, so sind die gegenseitigen Abstände der drei Leitern gegeben durch 
die Gleichung opow:OWOV = k:l. Da für V= l logw = logp, also 
w = p ist, so erhält man die Bezifferung der w-Leiter aus derjenigen 
der p-Leiter, indem man diese von o. aus auf die w-Leiter projiziert. 
Abb. 323 zeigt das No
mogramm für k=l,41, 
also für den eigent
lichen adiabatischen 
Vorgang. Aus ihm läßt 
sich beispielsweise ab
lesen, daß 

1,28. 3,11·41 = 6,3 

ist. Übrigens ist die 
Bezifferung der w-Lei
ter nicht nötig, wenn 
es sich nur darum han
delt, zu einem ge
gebenen Wertepaare 
Po, v0 ein anderes p, v 
zu finden, für welches 
die Gleichung besteht 

pvk=pov§; 

man schneidet in die
sem Falle die w-Leiter 
mit der zu Po, v0 ge
hörigen Flucht; jede 
andere durch diesen 
Schnittpunkt gehende 
Flucht schneidet dann 
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·ein Wertepaar p, v aus, welches die obige Bedingung erfüllt. So ist 
beispielsweise (s. Abb. 323) 

1,12. 6,551,41 = 5,2. 2,21,41. 

b) Für die Berechnung des Scherdrucks 1 ) bei Blechscheren gilt 

die Formel P = 8; ~;; ; für Flußeisenblech ist a,., = 4500 kg cm - 2, 

während der Scherdruck·P, die Blechstärke s und der Scherwinkel g; 
veränderlich sind. Logarithmieren ergibt 

1 2 p l 
logs = 2 log -;;:;- + 2 1og tgg; , 

1 ) Tama: Graphisches Rechnen. Werkstattstechnik XI, l, S.lff. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik li. 12 
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also ebenfalls ein Gesetz von der Form 5 = tX~ + ß~. Die s- und die 
P-Achse tragen logarithmische Leitern, die tp-Leiter ist eine nach der 
Logarithmustangensfunktion fortschreitende Leiter. Wählen wir die 
gegenseitigen Abstände der parallelen Leitern willkürlich,. so können 
wir nur noch über die Längeneinheit l einer der Leitern verfügen; 
die der beiden anderen sind damit von selbst festgelegt, und zwar 
im allgemeinen voneinander und von l verschieden. Es möge die Be-
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Abb. 325. 

zifferung der logarithmischen P-Leiter gegeben sein, außerdem auf der 
tp-Leiter der Punkt 45 °. Da logtg45 ° = 0 ist, so schneidet jede durch 
45 o gehende Flucht auf der s-Leiter einen Wert ab, für den 

1 2P 
logs = - log -

2 OoJ 
oder _ l i2P 8-, -

' Ow 

ist, wobei P der von der Flucht auf der P-Leiter ausgesohnittene Wert 
ist; die s-Leiter läßt sich sonach leicht beziffern. Zieht man nun durch 

den Punkt P = :r; der P-Leiter eine Flucht, so verbindet diese zwei 

Werte 8 und tp miteinander, für welche logtgtp = 2logs oder tg(j? = sa 
ist; dadurch. ist eine Möglichkeit der Bezifferung der tp-Leiter gegeben. 
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Abb. 324 gibt eine Fluchtentafel für dieses Gesetz. In der willkürlichen 
Wahl der gegenseitigen Abstände der Leitern hat der Fachmann ein 
Mittel in der Hand, um Wertbereiche der Größen, die besonders 
praktische Bedeutung haben, an zeichnerisch günstige Stellen zu 
bringen. 

c) Eine Vereinigung von mehreren Fluchtentafeln zu einer einzigen, 
die Beziehungen zwischen mehr als drei Veränderlichen zum Ausdruck 
bringt, zeigt Abb. 325 1 ). Zu ihrer Erklärung mögen folgende Be
merkungen dienen: Ist l mm die Länge eines auf der Drehbank zu be
arbeitenden Werkstückes, n die Drehzahl in der Minute, s mm der Vor
schub für eine Umdrehung, z min die Schnittzeit, so ist l = zns. Durch 
Einführung einer Hilfsgröße X zerfällt diese Formel in die beiden 
l = nX, X = zs, womit Abb. 325 genügend erläutert sein dürfte. In 
ihr ist der Fall l = 240, n = 30, s = 0,2 eingetragen; wir lesen ab: 
z = 40. 

(188) Wir verlassen nun den bis jetzt behandelten Sonderfallj daß 
alle drei Leitern zueinander parallel sein sollen, und betrachten kurz 
nocheinigeandere Fälle. Im ersten Falle mögen zwei Leitern zuein
ander parallelsein und von einer dritten geschnitten werden 
(Abb. 326). Hat das Stück der &-Leiter, welches 
zwischen den beiden parallelen ~- und t)-Leitern 
liegt, die Länge 00' = l, ist ferner der Schnitt
punkt 0 der ~- und der &-Leiter ihr gemeinsamer 
Anfangspunkt, während der Anfangspunkt 0' der 
t)-Leiter ihr Schnittpunkt mit der 0-Leiter ist, so 'C 
schneidet irgendeine Flucht auf den drei Leitern 
die Stücken OX = ~, OZ = & , 0' Y = t) ab, für welche 
sich aus den ähnlichneu Dreiecken OXZ und 
0' YZ die Proportion ergibt ~: & = t): (l - 0). Aus 
ihr folgt die Gleichung 

0 

0' 
Abb. 326. 

Hierbei sind alle drei Leitern gleichförmige Leitern von der gleichen 
Längeneinheit. Würden wir aber statt der 3-Bezifferung eine &'-Be-

zifferung derart einfügen, daß ö' = -l L ist, so würde die durch das 
- 5 

Nomogramm vermittelte Gleichung lauten: ~ = t) · 0', es würde also 
die eine Veränderliche einfach das Produkt der beiden anderen sein. 

Nun ist aber die Gleichung 0' = -l L nach Formel 85) S. 596 der Aus-
-3 

druck dafür, daß die 0'-~iter zur &-Leiter projektiv ist. Drehen 

1) Tama: Graphische Rechentafeln. Werkstattstechnik XI, 17, S. 35. 

12* 
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wir mithin die 5-Leiter um 0, bis sie in die ~-Leiter fällt, so decken 
sich, da beide gleiche Einheiten haben, auch ihre Teilungen; und wir 
brauchen nur noch einen geeigneten Projektionsmittelpunkt zu suchen 
und aus ihm die Bezifferung der ~-Leiter auf die schräge 5'-Leiter zu 
projizieren. Da nun ! = t) · 0' ist, so wählen wir einfach den Punkt l 
der t)-Leiter als Projektionszentrum; denn jede durch ihn gehende 
Flucht muß auf der ~- und auf der 
5'-Leiter Bezifferungen ausschnei
den, für welche die Beziehung be
steht ! = 0'. Abb. 327 zeigt das 
Verfahren. Wir haben damit eine 
Flächentafel gewonnen, welche zur 
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zeichnerischen Ausführung von Multiplikationen und mithin auch 
von Divisionen verwendet werden kann. Vor den dem gleichen 
Zwecke dienenden Fluchtentafeln mit drei parallelen Leitern hat sie 
den Vorzug, daß bei jenen logarithmische Leitern verwendet werden 
müssen, während hier nur gleichförmige Leitern und eine mühelos aus 
ihnen a1:JZuleitende projektive Leiter auftreten. 

Wir greifen zu einem einfachen Beispielel). Auf einem Teilkreise 
vom Halbmesser R sollen in gleichen Abständen 8 n Bohrungen vor
genommen werden (s. Abb. 328). . Es gilt die Beziehung 

. 180° 
8 = 2R·sm--. 

n 
1) Ta.ma: Graphische Rechentafeln. Werkstattstechnik XII, ll, S. 123. 
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Wir setzen 
"=8 "' ' 

Nomographie. 

. 180° 
n = s1n ----., n ' 

609 

1/ = 2R, 

schreiben selbstverständlich an die ~-Leiter unmittelbar die Werte n 
an und erhalten die Bezifferung der &'-Leiter, indem wir die ~-Leiter 
vom Punkte n = 6 (!_8r = 30°, sin30° = t, also wird für n = 6 
8 = R) aus auf die &'-Leiter projizieren. Irgendeine Flucht schneidet· 
sodann auf den drei Leitern Werte ab, die der geforderten Beziehung 
genügen (Beispiel n = 8, R = 150 mm, 8 = 116 mm). In Abb. 328 ist 
nur der Teil der Leitern eingetragen, der praktisch von Wert ist. 

(189) HaUen wir an der Forderung fest, daß die ~- und die ~-Leiter 
zueinander parallel sind, so bestehen zwischen den Größen !; und ~' die 
von einer beliebigen durch einen bestimmten 
Punkt Z der Ebene gelegten Flucht auf diesen 
Leitern ausgeschnitten werden (Abb. 329), 
gewisse Beziehungen. Die ~- und die ~-Leiter 
mögen den Abstand OxOy = e voneinander ha
ben, der Punkt Z durch die Größen OxZ' = a, 
Z'Z = b festgelegt sein. Zwischen den Grö
ßen OxX = 6, OyY = ~ und den beiden Grö
ßen a und b besteht dann die Proportion 

(b - ~) : (~ - ! ) = a: e, 

die sich in der Form schreiben läßt 

(t:- 1) ~ + ~ - t: b = 0' 

Abb. 329. 

89) 

wobei t: = ~ gesetzt ist. Man kann nun über die beiden Größen t: und b 
a 

beliebig verfügen; erteilt man jeder von ihnen einen festen Wert, so 
legt man damit einen bestimmten Punkt Z der Ebene fest, und jede 
durch ihn gehende Flucht schneidet auf der !- bzw. auf der ~-Leiter 
Werte! und ~ aus, welche der Bedingung 89) unterliegen. Wenn man 
andererseits die Forderung stellt, daß die Größen t: und b selbst Funk
tionen einer Veränderlichen 5 sind [c = t:(&), b = b(&)], so wird für 
jeden Wert von 0 ein Punkt Z der Ebene festgelegt, und diese unendlich 
vielen Punkte fügen sich zu einer Kurve zusammen, die man als den 
Träger der Veränderlichen 5, also ebenfalls als eine Funktionsleiter 
ansehen kann, nur daß diese im allgemeinen nicht eine Gerade, sondern 
eine krumme Linie ist. Jetzt erscheinen die bisher betrachteten 
Fälle, daß zwei Leitern zueinander parallel sind, während die dritte 
Leiter entweder eine ebenfalls zu diesen parallele oder eine sie schnei
dende Gerade ist, als Sonderfälle des eben entwickelten viel all
gemeineren Falles. Setzen wir zur Abkürzung 

t: (&) - 1 = ft (&) ) 
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so können wir zusammenfassend sagen, daß für jede Gleichung von 
der Form 

90) 

eine Fluchtentafel gefunden werden kann, in der die ~- und ~-Leitern 
parallele geradlinige gleichförmige Leitern von gleicher Längeneinheit 
·sind, während die a-Leiter eine durch die Funktionen /da) und /2(&) 
bedingte Kurve ist. Schließlich können wir auch die Beschränkung 
fallen lassen, daß die parallelen Leitern gleichförmig sind, indem wir 
statt ~ und t) neue Veränderliche x und y durch die Gleichungen 
~ = a(x), ~ = b(y) einführen. Wir erkennen dann, daß jede BeziehuNg 
zwischen drei Größen x, y, z, welche von der Form 

a(x) • / 1 (z) + b(y) + /2 (z) = 0 

ist, durch eine Fluchtentafel wiedergegeben werden kann, in der zwei 
Leitern geradlinig-parallel sind. 

Wir wollen dieses Ergebnis auf die trinomische Gleichung 

z' + pz' + q = 0 

anwenden. Wir setzen ~ = p, t) = q; die p- und die q-Leiter sind mit
hin parallele gleichförmige und damit einfach zu zeichnende geradlinige 
Leitern. Legen wir beispielsweise die allgemeinste quadratische Gleichung 
z2 + pz+ q = 0 zugrunde, so ist ft (z) = z, /2 (z) = -z2 zu setzen, um 
in Übereinstimmung mit 90) zu kommen. Die z-Leiter für die quadra
tische Gleichung können wir folgendermaßen konstruieren: Die beiden 
q'uadratischen Gleichungen 

z2 - z0z = 0 und z2 - (z0 - 1)z - z0 = 0 

haben die Lösung z = z0 gemeinsam. Für die erste ist p = -z0 , q = 0, 
ihre Flucht ist also die Verbindungsgerade des Punktes -z0 der p-Leiter 
mit dem Anfangspunkte der q-Leiter. Für die zweite ist p = - (z0 -1), 
q = -z0 , ihre Flucht ist also die Verbindungsgerade des Punktes 
-(z0 - 1) der p-Leiter mit dem Punkte -z0 der q-Leiter. Beide Fluchten 
schneiden einander in dem mit z0 zu beziffernden Punkte der z-Leiter. 
Die z-Leiter ist somit der Ort der Schnittpunkte der Strahlen eines 
vom Anfangspunkte der q-Leiter ausgehenden Strahlenbüschels mit den 
entsprechenden Geraden einer Schar von Parallelen. Abb. 330 zeigt 
den Verlauf der z-Leiter. Die gezeichnete z-Leiter umfaßt nur die posi
tiven Werte von z. Der Träger der negativen Werte von z dagegen 
ist als überflüssig fortzulassen. Liegt nämlich eine Gleichung 

z2 + pz + q = 0 

vor, welche nur zwei negative Lösungen z1 und z2 hat, in welcher also 
nach der Lehre der quadratischen Gleichungen p und q positiv sein 
müssen, so muß die Gleichung z2- pz + q = 0 die beiden Lösungen 
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-zl und -z2 haben, 12 12 

deren Werte also posi- 11 11 

tiv und entgegengesetzt 10 10 

gleich denen der ur-
sprünglichen Gleichung 

9 9 

sind. Man wird daher 8 8 

diese Gleichung nomo- 7 7 

graphisch lösen, die ent- 6 ' 6 
' gegengesetzt gleichen ' 5 ' 5 

' Werte ihrer Lösungen ' ' q q 
' sind . die Lösungen der ' ' gegebenen Gleichung. 3 ' 3 

' ' Ebenso verfährt man, 2 ' 2 
' ' um die negativen Wur- 1 ' ' zeln der quadratischen ' 0,1 

' 0 0 

Gleichung für den Fall 
- 1 - 1 

q < 0 zu finden. (Siehe 
Abb. 330: z2 + 6,7z 

- 2 -2 

-6,2 = 0; z1 = 0,83, -3 -3 

z2 = -7,53.) -lj ' -lj ' ' Der Leser entwerfe ' -5 ' -5 
' Fluchtentafeln für die -{j 

Gleichungen 
-{j ------- - - - - - --- ---
-7 -7 

;r3 + px + q = 0, 
-8 

x4 + px + q = 0 .. 
-8 9 

-9 10 -9 

Wie Netztafel und -10 11 -10 

Fluchtentafel vereinigt -11 12 

werden können, sei zum 
- 12 13 

Schlusse an einem Bei- t p 
spiele gezeigt. Die g o-

Abb. 330. -12 

d 
niometrische Gleichung acosx+bsinx=c kann durch Einführung 
eines Hilfswinkels g; auf folgende Weise gelöst werden. Wir dividieren 
die Gleichung durch a und erhalten 

b . c 
COSX + - SlnX = - . a a 

Setzen wir b = tg cp , wodurch stets ein 
a 

Winkel 0 o < g; < 180 o bestimmt ist, 
und erweitern die Gleichung mit cos g;, 
so geht sie über in die Gleichung 

. . c 
cos x cosg; + smx smg; = a cosg; oder 

V 

Abb. 331. 

c 
cos(x - g;) = - cosg; . a 
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Tragen wir nun (Abb. 331) auf zwei zueinander senkrechten Achsen 

von ihrem Schnittpunkte 0 aus die Werte ~ = ! und t) = ~ ab, so ist 

b 

durch die Endpunkte eine Flucht bestimmt; sie hat von 0 einen 
Abstand OD = d, der mit der !;-Achse den Winkel q; einschließt, da 

sein Tangenswert, wie leicht ersichtlich ist, gleich !!__ist. Der Abstand d 
a 

hat folglich den Wert 

d 1 1 . 
= a cos q; = b sm q; . 
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Schneiden wir nun die Flucht mit dem um 0 geschlagenen Kreise 

vom Halbmesser ~ lim _Punkte~ W, so ist 

1 c 
cosDOW = d:- =- cosrp = cos(x- rp); 

c a 

also ist -t:-DOW = x- rp und demnach -t: XOW = x der Winkel, 
der die LÖsung der gegebenen goniometrischen Gleichung ist. Je 
nachdem die Flucht den Kreis in zwei Punkten W und W' schneidet, 
oder ihn berührt oder ihn meidet, hat die goniometrische Gleichung 
im Bereiche von 0 ° < x < 360 ° zwei Lösungen, eine oder keine Lösung. 
Abb. 332 zeigt das vollständige Nomogramm, das wohl kaum noch 
einer Erklärung bedarf. 

Die Erörterungen über Nomogramme- durch den Zweck des Buches 
begrenzt - können und sollen den Gegenstand nicht erschöpfen, ge
nügen aber wohl als Einführung in dieses für die Praxis bedeutungs
volle Darstellungsverfahren. 



Fünfter Abschnitt. 

Von den Reihen. 

§ 1. Die Taylorsche Reihe. 

(190) Die Notwendigkeit der sog. Reihenentwicklung der Funk
tionen, die den Gegenstand dieses Abschnittes bildet, ergibt sich 
bei der Erörterung der Frage: Wie kann man z. B. den Wert sinx zu 
dem gegebenen Winkel x berechnen, d. h. durch einfachere Operationen, 
etwa die vier Giundrechnungsarten, aus x und bekannten Zahlen mit ge
gebener Genauigkeit herstellen 1 Dabei kann eine völlig genaue Berech
nung des Sinuswertes für ein beliebiges x von vornherein nicht gefordert 
werden, da sonst sinx einer rationellen Funktion gleich wäre, was ihrer 
Eigenschaft als einer transzendenten Funktion widersprechen würde. Die 
der näherungsweisen Berechnung zugrunde liegende rationale Funktion 
ist gewissermaßen als eine Ersatzfunktion der Sinusfunktion anzu
sprechen, deren Wert darin liegt, daß sie im Gegensatz zu der "tran
szendenten" Funktion sin x der Rechnung zugänglich ist. 

Somit kommt die Frage nach der Berechnung solcher Funktions
werte darauf hinaus, eine rationale Funktion zu finden, welche die Sinus
funktion für einen bestimmten Wertebereich von x bis zu einem ge
gebenen Genauigkeitsgrade ersetzt. Es leuchtet ohne weiteres ein, 
daß die rationale Funktion sehr einfach sein kann, wenn an die Genauig
keit nur geringe Anforderungen gestellt werden, daß sie aber im all
gemeinen um so verwickelter werden wird, je größer die geforderte 
Genauigkeit ist. -Die Wege, rationale Funktionen als Ersatzfunktionen 
zu schaffen, sind mannigfaltig ; wir wollen nur den einen gehen, der 
zu dem Taylorschen Satze führt. 

Wir knüpfen unsere Erörterungen gleich an die allgemeine Funktion 
an und stellen an die Ersatzfunktion q; (h) die folgenden Anforderungen: 

l. Zwischen der Veränderlichen x und dem festen Werte x0 von 
ihr soll die Beziehung bestehen 

X= Xo + h oder h = X- X 0 

(h entspricht dem früher mit L1 x bezeichneten Zuwachs von x). 
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2. <p (h) soll eine ganze rationale Funktion, also von der Form sein: 

cp(h)=c0 + c1 h + c2 h2 + · · · + c11 h11 • 

3. Die Ersatzfunktion soll für den bestimmten Wert x = x0 , für 
den also h = 0 ist, mit der gegebenen Funktion den Wert der Funktion 
und die Werte der n ersten Differentialquotienten gemeinsam haben. 

Ein ganz einfaches Beispiel möge das Gesagte erläutern. 
Gegeben sei die Funktion y = x4 ; sie soll ersetzt werden durch eine 

ganze rationale Funktion dritten Grade3 Ya = c0 + c1 h + c2 h2 + c3 h3 , 

welche für x = l mit der gegebenen Funktion y = x4 den Funktions
wert und die Werte der drei ersten Differentialquotienten gemeinsam 
hat. Nun hat y = x4 die folgenden Ableitungen 

y' = 4x3, 

also ist für x = l : 

y" = l2x2 , y'" = 24x, 

y = l, y' = 4 , y" = l2, y'" = 24. 

Die Ersatzfunktion hat dagegen die Ableitungen 

c1 + 2 c2 h + 3 Ca h2 , 2 c2 + 6 Ca h , 6 Ca , 

also sind für x = l (h = 0) der Funktionswert und die Ableitungen 
c1 , 2 c2 , 6 c3 . Wir erhalten mithin für die vier Größen c0 , c1 , c2 , c~ die 
vier Gleichungen 

c0 = l, c1 = 4, 2c2 = 12 , 6c3 = 24. 

Aus ihnen ergibt sich 

c0 = l, c1 = 4, c2 = 6 , Ca = 4; 

und die Ersatzfunktion lautet daher : 

Ya = l + 4h + 6h2 + 4ha . 

Würden wir als Ersatzfunktion eine ganze rationale Funktion gewählt 
liaben, die nur vom zweiten Grade ist, so hätten wir gefunden 

y2 = l + 4h + 6h2 • 

Die Ersatzfunktion vom ersten Grade hätte gelautet 

y1 = l + 4h , 

die vom nullten Grade y0 = l , w.ährend die Ersatzfunktion vierten 
Grades 

y = l + 4h + 6h2 + 4ha + h4 = (l + h)4 = x4 ' 

also identisch mit der Ausgangsfunktion ist. 
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Abb. 333 zeigt die Bilder der gegebenen Funktion und der einzelnen 
Ersatzfunktionen im rechtwinkligen Koordinatensystem. Wir sehen 
aus ihr, daß die Einführung der Veränderlichen h statt der Veränder
lichen x einer Verschiebung des Koordinatensystems vom Anfangs
punkte Ox zum Anfangspunkte Oh entspricht, wobei Oh auf der Abszissen
achse liegt und OxOh = l ist. Ferner haben die y-Kurve und die 
y0-Kurve nur den Punkt P0(x= l(h=O) jy = l) miteinander gemein-

Z y y sam, während sie im übrigen stark 
voneinander abweichen. Zwischen 
der y- und der y1-Kurve dagegen 
besteht eine wesentlich bessere 
Übereinstimmung; die letztere ist 
die Tangente an die y-Kurve im 
Punkte P 0 , so daß also beide Kur
ven auch in der Nachbarschaft 
dieses Punktes sich eng aneinander 
anschmiegen ; die Kurve y 2 , eine 
Parabel, hat mit der Kurve y sogar 
außerdem den Krümmungskreis im 

Abb. 333. 

·Punkte P 0 gemeinsam. Die Kurve y3 

schmiegt sich an die Kurve y in P0 

noch enger an, und die Kurve y4 end
lich ist identisch mit der Kurve y. 

Wir können hieraus schließen, 
daß die Ersatzfunktionen die eigent
lichen Funktionswerte auch in der 

Umgebung des Punktes P0 "ersetzen" können, und zwar mit um so 
größerer Genauigkeit und in um so weiterem Bereiche, je mehr An
forderungen man an die Ersatzfunktion stellt. Die nachstehende 
Tabelle soll diese Verhältnisse noch deutlicher machen. Es ist für 

X= 1,0 
h= 0 
y= 1,0000 

-o- 1,0000 
1 = 11,0000 

y 
y 
y 
y 

2 = . 1,0000 
a = j1,0000 1 

X= 0,9 
h = -0,1 
Y= 0,6561 

Yo= 1,0000 
YI = 0,6000 
Y2= 0,6600 
Ya = I 0,6560 

il 

0 
0 
0 
0 

1,1 
I 

il 
0,1 
1,4641 
1,0000 -0,4641 
1,4000 -0,0641 
1,4600 - 0,0041 
1,4640 -0,0001 

il 0,8 
-0,2 

0,4096 
+0,3439 1,0000 
- 0,0561 0,2000 
+ 0,0039 0,4400 

I -0,00011 0,4080 

1,2 I il 1,3 I il 
0,2 0,3 
2,0736 2,8561 
1,0000 -1,0736 1,0000 -1,8561 
1,8000 -0,2736 2,2000 -0,6561 
2,0400 - 0,0336 2,7400 -0,1161 
2,0720 i - 0,0016 2,8480 -0,0081 

il 0,7 il 
-0,3 

0,2401 
+0,5904 1,0000 +0,7599 

I - 0,2096 - 0,2000 - 0,4401 
I +0,0304 +0,3400 +0,0999 
I - 0,0016 + 0,2320 - 0,0081 I 
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Hierbei bedeutet b die Abweichung des Wertes der betreffenden Ersatz
funktion von der gegebenen Funktion. Ist also ein Fehler bis b = 0,1 
gestattet, so würde die Funktion y1 in dem Bereiche von 

0,9<x < 1,1 bzw. -0,1 ::; h < +0,1, 

y2 in einem Bereiche 

0,7<x<1,2 bzw. -0,3~h~+0,2, 

Ya in einem noch größeren Bereiche als Ersatzfunktion völlig genügen. 
Ist nur ein Fehler b von 0,01 zugelassen, so ·würde y1 ausscheiden, 
während y2 für Werte 

0,9 :=::; x < 1,1 bzw. 
Ya für Werte 

0,7 <::;; x < 1,3 bzw. -0,3 ;;; h < +0,3 

als Ersatz für y dienen könnte usw. 

(191) Wir verallgemeinern nun den in diesem Beispiel erläuterten 
Gedanken. Gegeben ist irgendeine Funktion y = l(x), von der wir 
nur die Voraussetzungen machen wollen, daß sie samt ihren Differential
quotienten in dem Bereiche der Werte von x, die wir in unsere Be
trachtungen einbeziehen, überall endlich, eindeutig und stetig sei. Es 
soll nun eine ganze rationale Funktion n ten Grades 

cp (h) = c0 + c1 h + c2 h2 + Ca h3 + · .. + c" h" 

gesucht werden von der Eigenschaft, daß sie für einen bestimmten 
Wert x = x0 mit der gegebenen Funktion l(x) den Funktionswert 
und die Werte der n ersten Differentialquotienten gemeinsam hat, 
wobei zwischen deu. ,beiden Veränderlichen x und h die Beziehung 
bestehen soll: 

x = x0 + h bzw. h = x - x0 • 

Da für x = x0 h = 0 wird, sollen also die Gleichungen bestehen: 

cp (0) = I (x0) , cp' (0) = /' (x0) , cp" (0) = /" (x0) , •• • , cp(")(O) = j(n)(x0) • 

Hierbei erhält man den Ausdruck j(k) (x0), indem man die Funktion 
I (x) k mal nach x differenziert und in diesem kten Differentialquotienten 
für x den gegebenen Wert x0 einsetzt, in entsprechender Weise ist 
cp(k) (0) zu deuten. 

Nun ist 

cp(h) = C0 + c1 • h + C2 • h2 + C3 • h3 + · · · + Cn • hn 
. cp'(h)= 1·c1 +2·c2 ·h+3·cah2 ·t ···+n·cnhn- I 

cp"@ = 1 · 2 c2 + 2 · 3 c3 h + · .. + (n- 1) n Cn hn- 2 

cp"' (h) = 1 · 2 • 3 Ca+ · · · + (n- 2) (n- 1) ncnhn-a 

1 • 2 · · · (n - 2) (n - 1) ncn. 
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Demnach ist 

g;(O) = c0 , q/ (0) = l! • Cl, <p"(O) = 2! · c2 , 

<p"'(O) = 3' · c3 , . .. , <p(n)(O) = n! Cn 
oder 

ql (O) f'(x0 ) <p"(O) f"(x0 ) • 
c0 __: <p(O) = l(x0 ); c1 = - 1! = ---yy-; C2 = 2! = -2T .. , 

.p"'(O) /"'(x0 ) <p(nl(O) pn>(x0 ) 

Cs=~= 3T-; .. . , Cn=-n! =~· 

Also wird 

<p (h) = f (x0) + /'i~o) h + f'i~o) h2 + [~(~o) h3 + · .. + pn~(;o) hn. l) 

Das ist die ganze rationale Funktion n ten Grades, welche mit der Funk
tion l(x) = l(x0 + h) für den Wert x = x0 bzw. h = 0 den Funktions
wert und die Werte der n ersten Differentialquotienten gemeinsam 
hat. Hiermit ist die anfangs gestellte Aufgabe gelöst. 

Wir werden nun auch hier, wie in dem durchgeführten Beispiele, 
berechtigt sein, die Funktion <p (h) auch in der Umgebung des Wertes 
x = x0 bzw. h = 0 zur Berechnung der Funktionswerte f(x) = f(x0 + h) 
zu benützen, nur müssen wir uns auch stets dessen bewußt sein, daß 
die Ersatzfunktion (außer an der Stelle x = x0 bzw. h = 0) den Funk
tionswert l(x) = f( x0 + h) nicht vollkommen genau liefern kann, 
sonder:r:t nur mit größerer oder geringerer Genauigkeit. Der Fehler Rn, 
den wir hierbei begehen, wird sowohl von der Größe hals auch von n 
abhängig sein. Es gilt dann die Gleichung : 

f(xo + lt) = l(x0 ) +fixt) h + /'~7o) h2 + f"i~o) h3 + · · · + /'"~7o) hn+ Rn. 2) 

Formel 2) bezeichnet man als den Taylorschen Satz, Rn heißt das 
Restglied. 

Gelingt es, den Fehler Rn durch unbegrenztes Wachsen von n 
unter jeden noch so kleinen Wert herabzudrücken, so daß also lim Rn= 0 

n-oo 

ist, so geht die rechte Seite von 2) in eine Summe von unendlich vielen 
Gliedern, in eine unendliche Reihe über; diese ist dann mit der 
Funktion f( x0 + h) identisch. Wenn überhaupt, so kann also eine 
beliebige Funktion f( x ) = l(x0 + h) im allgemeinen nur dann voll
wertig durch eine ganze rationale Funktion ersetzt werden, wenn deren 
Gliederzahl unendlich groß ist. Nur ist sie dann keine ganze rationale 
Funktion im eigentlichen Sinne mehr, sondern eine unendliche Reihe, 
die nach steigenden Potenzen der Veränderlichen h fortschreitet. Sie 
ist eine Potenzreihe 

I (xo + h) = I (x0) + fi~o) h + f'~~o) h2 + · · · + f'"~~o) hn + . · • 3) 
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und heißt die Taylorsche Reihe. Sie kann selbstverständlich nur so 
lange zur Berechnung der Funktionswerte von f ( x0 + h) verwendet 
werden, als siekonvergent ist, d. h. trotzder unendlich großen Glieder
zahl eine endliche Summe hat. Es bedarf also stets einer besonderen 
Untersuchung, ob die gefundene Potenzreihe konvergent ist oder nicht. 
Wir wollen im Rahmen dieses Buches die Konvergenzuntersuchungen 
auf ein Mindestmaß beschränken; doch werden die in den folgenden 
Zeilen gebotenen Auseinandersetzungen in den allermeisten Fällen 
genügen, um den Entscheid über Konvergenz oder Divergenz einer 
Potenzreihe zu treffen. 

(192) Wir gehen von der geometrischen Reihe aus. Bei ihrer 
Behandlung können wir uns deshalb kurz fassen, weil sie - der ele
mentaren Mathematik zugehörig - dem Leser vertraut ist. Eine 
geometrische Reihe ist eine Folg~ von Gliedern, in welcher der Quotient q 
je zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant ist; dieser Quotient 
wird der Quotient der geometrischen Reihe genannt. Ist das 
erste Glied a 1 , so ist also das zweite a1 • q, das dritte a 1 • q2 , . •. , das 
nte a1 • qn- 1 • n heißt die Anzahl der Glieder. Unter der Summe 
einer geometrischen Reihe versteht man die Summe ihrer Glieder; 
bezeichnen wir sie mit Sn, so ist 

Dieser Ausdruck läßt sich wesentlich zusammenziehen; multiplizieren 
wir nämlich die Summe mit dem Quotienten, so erhalten WIT 

Sn . q = al q + al q2 + al qa + ... + al qn. 

Wenn wir diese Gleichung· von der obigen subtrahieren, so heben sich 
alle Glieder der rechten Seiten weg, mit Ausnahme des ersten Gliedes 
der ersten und des letzten Gliedes der zweiten, und wir erhalten 

woraus sich ergibt: 
1- qn 

Sn= al-1--. -q 

Wir wollen nun zwei Fälle unterscheiden: Ist I ql, der absolute Betrag 
von q, eine ganze Zahl oder ein unechter Bruch, ist also I q I > l, so 
wachsen die absoluten Beträge der Glieder der Reihe; die Reihe heißt 
eine steigende geometrische Reihe. Ist dagegen I q I < l, so 
nehmen die absoluten Beträge der Glieder ab; wir haben es jetzt mit 
einer fallenden geometrischen Reihe zu tun. Für diese wird auch 
I qn I mit wachsendem n kleiner und kleiner, und es ist 

Iimlqnj=O. 
n-+oo 
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Im Falle n- oo geht aber die geometrische Reihe in eine unendliche 
geometrische Reihe über. Es ist klar, daß die Summe einer steigenden 
unendlichen geometrischen Reihe - wegen der Zunahme der absoluten 
Beträge ihrer Glieder - über alle Grenzen hinaus wächst, so daß . von 
einer eigentlichen Summe einer steigenden unendlichen geometrischen 
Reihe überhaupt nicht gesprochen werden kann; eine steigende un
endliche geometrische Reihe ist divergent. Anders ist es bei der fallen
den unendlichen geometrischen Reihe; da qn sich hier dem Werte Null 
nähert, so ist 

l . l" 1 - qn 1 al 
Im8n = Ima1-1- - = a1· -1 - = -1 - - ; n-= n-= - q - q - q 

d. h. eine fallende unendliche geometrische Reihe hat trotz der unendlich 
großen Anzahl von Gliedern eine endliche Summe; sie ist konvergent. 
Ihre Summe ist a1 

8 = 1- q. 4) 

Dieses Ergebnis ist so überraschend, daß es angebracht erscheint, einige 
Beispiele von fallenden geometrischen Reihen näher zu untersuchen. 
Setzen wir in den folgenden Beispielen der Einfachheit halber a 1 = l 
- das bedeutet keine Einschränkung der Allgemeinheit, da in 4) 

a1 nur als Faktor von 1 ~ q erscheint, man also andernfalls das Er

gebnis nur noch mit a1 zu multiplizieren hätte -, so ergibt sich 
1 

8 = 1-q" 

Wählen wir q = t, so lautet die unendliche Reihe 

l +t + ++ 'I\+ ... ; 
ihre Summe ist nach .4) 

1 3 
8 = 1 - }._ = 2 = 1,5 . 

a 

Um den Wert nachzuprüfen, berechnen wir eine Anzahl der Glieder 
der Reihe. Es ist 

1 = 1,000000000 
} = 0,333333333 

(-/:-)2 = 0,1llll1111 
0)3 = 0,037037037 
(t )4 = 0,012345679 
(;) )5 = 0,004ll5226 
(i)6 = 0,001371742 

1,499314128 
= 1,50000000 

(~)? = 0,000457 247 
(J}8 = 0,000152416 
(i)9 = 0,000050805 
(W0 = 0,000016935 
(-§ )11 = 0,000005645 
(~}12 = 0,000001882 
(J)13 = 0,000000627 

+ 0,000685557 

also in der Tat die berechnete Summe. 

(!)14 = 0,000000209 
(i-)15 = 0,000000070 
(i-)16 = 0,000000023 
(t )17 = 0,000000008 
(t )18 = 0,000000003 
(t )l9 = 0,000000001 
(i-)20 = 0,000000000 

+ 0,000000314 
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Setzen wir q = -0,3, so lautet die Reihe 

1 - 0,3 + 0,09 - 0,0027 + ... . 

ihre Summe muß nach 4) 

1 
s = T + 0,3 = 0,7692308 

betragen; und es ist in der Tat 

1 -0,3 
+0,09 - 0,027 
+0,0081 - 0,00243 
+0,000729 - 0,0002187 
+0,00006561 - 0,00001968 
+0,00000590- 0,00000177 
+0,00000053- 0,00000016 
+0,00000005 - 0,00000001 

1,09890109 - 0,32967032 = 0,7692307 

es besteht also eine Übereinstimmung bis auf sechs Dezimalen. 

621 

Auch geometrisch können wir unsleicht von der Tatsache überzeugen, 
daß eine fallende geometrische Reihe eine endliche Summe hat. Es 
.werde in Abb. 334 von 0 aus nach rechts eine s-Achse gezogen, ferner 

Abb. 334. 

in 0 auf dieser das Lot OA 1 = a1 errichtet; dann trage man auf der 
S-Achse die Strecke 0 sl = al ab und errichte auf ihr das Lot sl A2 = al q' . 
wobei 1 > q > 0 vorausgesetzt werde. Die beiden Punkte A 1 und A2 

werden durch eine Gerade miteinander verbunden, welche; da a1 q < a1 
___.. 

ist , sich in der Richtung A 1 A 2 nach der s-Achse neigen muß; sie möge 
die s-Achse in S schneiden. Nun trage man auf der s-Achse weiterhin 
die Strecke S 1 S 2 = a1 q ab und errichte wiederum in 8 2 auf ihr das 
Lot S 2 A 3 , wobei A3 sein Schnittpunkt mit A 1 S ist. Da sich irrfolge der 
Ähnlichkeit der Dreiecke A 1 B 1 A 2 und A 2 B 2 A 3 - B1 und B 2 sind 
die Schnittpunkte der durch A 2 bzw. A3 gezogenen Parallelen zur s-Achse 
mit OA1 bz~. S 1 A 2 - A 1 B 1 :B1A 2 wie A 2 B 2 :B2 A 3 verhalten muß, 

Wicke, Ingenieur-Mathema tik JI. 13 
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so ist (a1 -a1q):a1 =(a1q-S2A3):a1 q, also S 2 A3 =a1 q2 , d . h. das 
Lot S2 A3 ist das Bild des dritten Gliedes der geometrischen Reihe. 
Man fährt nun so fort, indem man S2S3 = a1 q2 auf der s-Achse abträgt 
und in S3 auf ihr das Lot S3 A4 errichtet, wobei S3 A4 = a1q3 ist usw. 
Setzt man dies unendlich oft fort, so kommt man dem Punkte S der 
s-Achse beliebig nahe und erkennt, daß die Summe der unendlich 
vielen Strecken OS1 + S1 S2 + S2S3 + · · · endlich, nämlich gleich OS 
ist. Da nun OS:OA1 = B 1 A 2 : B1 A 1 ist, so ist 

OS - al . al - al - ~--=-a1 q - 1 - q ' 
d. h. 

al a +aq+aq2 +···=--1 1 1 1-q' 

in Übereinstimmung mit 4). Ist -1 < q < 0, so gibt Abb. 334a die 
zugehörige Figur. Da jetzt a1q negativ ist, so muß die Strecke S1 A2 

,4, _ in der der Strecke 0 S1 entgegengesetzten 
-... Richtung abgetragen werden usf. Eine wei

tere Erklärung der Abb. 334a dürfte sich 
erübrigen. 

Wir haben also gefunden, daß eine un
endliche geometrische Reihe stets dann, 

B---d-~+:?-,~L-.;....s aber auch nur dann konvergent ist, d. h. 
I 
I 
I 
I 
I ' , ßtL ______ ------"-· 

Abb. 334a. 

eine unendliche Summe besitzt, wenn der 
absolute Betrag ihres Quotienten ein echter 
Bruch ist. Wenn wir nun von einer anderen 
unendlichen Reihe nachweisen können, daß 
die absoluten Werte ihrer Glieder- von einem 

bestimmten Gliede an - sämtlich nicht größer sind als die entsprechen
den Glieder einer konvergenten geometrischen Reihe, dann ist die Summe 
der absoluten Beträge der gegebenen Reihe kleinE;Jr, im äußersten Falle 
gleich der Summe der geometrischen Reihe, also jedenfalls endlich; 
d. h. die gegebene Reihe selbst muß konvergent sein. 

Wir können dieses Cauchysche Konvergenzkriterium noch 
anders fassen. Hat die Reihe a1 + a 2 + a3 + a4 + · · · die Eigen
schaft, daß die absoluten Beträge der Quotienten von je 
zwei aufeinanderfolgenden Gliedern 

I ::I· I:: I· I a::'l' 
sämtlich kleiner oder höchstens gleich einem echten Bruche 
g < 1 sind, so ist die Reihe auf jeden Fall konvergent. Denn 
es ist . 

•• 0 J I an+l l :S I an I g • 
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Nehmen wir nun den ungünstigsten Fall an, daß allenthalben die Gleich
heitszeichen zu Recht bestünden, so würde die Reihe a1 , a 2 , ••• , an, ... 
eine geometrische Reihe sein, deren Quotient den absoluten Betrag g 
hat, die also, da I g I ein echter Bruch ist, konvergent ist. Das trifft 
natürlich erst recht zu, je häufiger in den obigen Formeln nicht das 
=-Zeichen, sondern das <-Zeichen gilt; die Summe der Reihe kann 
dadurch nur kleiner werden. 

Wir haben in dem soeben abgeleiteten Konvergenzkriterium ein 
Mittel, das in den meisten praktisch in Frage kommenden Fällen aus
reicht, um über Konvergenz und Divergenz einer unendlichen Reihe 
zu entscheiden. Wenden wir es auf die nach steigenden Potenzen von h 
fortschreitende unendliche Reihe an, welche die rechte Seite der 
Gleichung 3) (S. 618) bildet, so können verschiedene Fälle auftreten, 
je nach der Art der Ausgangsfunktion l(x). Die Potenzreihe kann für 
jeden beliebigen Wert von h konvergieren. Sie kann auch für jeden 
divergieren (diese Fälle sind natürlich praktisch wertlos) . Sie kann 
aber auch für einen Bereich I h I < h0 konvergieren, während sie für 
Werte I h I> h0 divergiert. Der Grenzwert h0 gehört dabei zuweilen 
dem Konvergenzbereich an, in anderen Fällen dagegen nicht. Hier 
gilt es dann, genau die Konvergenzgrenze h0 zu bestimmen. (V gl. die 
späteren Anwendungen.) 

Um also eine Funktion l(x) in der Umgebung des Wertes x = x0 

in eine nach steigenden Potenzen von h = x - x0 fortschreitende Reihe 
zu entwickeln, haben wir die Taylorsche Reihe 3) zu verwenden, nach
dem wir sie auf ihre Konvergenz untersucht haben. Indessen ist auch 
dann noch nicht ohne weiteres selbstverständlich, daß die Potenzreihe 
wirklich die Funktion I ( x0 + h) wiedergibt. Es ist möglich, daß die 
gewonnene Potenzreihe ganz andere Funktionswerte ergibt, als sie 
durch die Ausgangsfunktion I (x) bedingt sind. Der Beweis, daß die 
Potenzreihe und die gegebene Funktion wirklich identisch sind, ist 
erst dann erbracht, wenn nachgewiesen ist, daß das Restglied Rn der 
Formel2) sich mit wachsendem Werte von n wirklich der Null nähert. 
Um zu untersuchen, ob dies der Fall ist, müssen wir erst einmal für Rn 
einen Ausdruck zu gewinnen suchen, der seine Abhängigkeit von n 
zeigt, und müssen feststellen, ob wirklich lim Rn = 0 ist. Da diese 

n+ oo 

Restbetrachtungen für das Verständnis der folgenden Anwendungen 
nicht unbedingt nötig sind, kann sie der Leser überschlagen oder später 
nachholen. 

(193) Gegeben sei eine Funktion '!f'(x); sie sei für jeden Wert x in 
dem Bereiche x = a bis x = b (a < b) stetig, endlich, eindeutig und 
differenzierbar; außerdem sei '!fJ(a) = 0 und 1p(b) = 0. Dann muß 
es mindestens einen Wert a < x < b geben, für welchen '!f''( x ) = 0 

13* 



624 Von den Reihen. (193) 

ist. Der Beweis folgt sofort aus Abb. 335; denn da «p (a) = 0 und 
'ljJ (b) = 0 sein soll, muß die Kurve y = '!f (x) die x-Achse in den Punkten 
A (a I 0) und B (b I Ö) schneiden. Da ferner 'ljJ ( x) überall für a ~ x < b 
endlich sein soll, muß die Kurve zwischen A und B ganz im Endlichen 
verlaufen. Da für a < x s b 'ljJ (x) stetig sein soll, so macht die Kurve 
zwischen A und B nirgends einen Sprung. Da weiter 'ljJ (x) für a s x < b 
überall differenzierbar sein soll, so muß die Kurve in jedem Punkte 
zwischen A und B eine und nur eine Tangente haben. Da schließlich 
für a ~ x < b 'ljJ (x) eindeutig ist, so gehört zwischen A und B zu 
jeder Abszisse nur ein Punkt der Kurve. Die Kurve wird sich mithin 
in A von der x-Achse entfernen; da sie jedoch die x-Achse in B wieder 
erreichen muß, muß sie in irgendeinem Punkte P ( x' I 0) zwischen A und B 
eine horizontale Tangente haben, d. h. für diesen Wert x' muß der 

Differentialquotient ~-~~::2 verschwinden, es ist ("P'(x))z=z' = 0. Die 

Abb. 335. 

Abszisse x' läßt sich in der Form schreiben 
x' = a + e. (b - a)' wobei e ein positiver 

· echter Bruch ist: 0 ::::; fJ < 1. Es muß sich also 
auf Grund dieser Schreibweise ein positiver 
echter Bruch fJ finden lassen, für welchen 

't;/(a + fJ(b- a)) = 0 

ist. Den hier abgeleiteten Satz bezeichnet man als den einfachen 
Mittel wertssa tz. 

Wir bilden uns nun die Funktion 

Ftr;) = [f(xo + r;)- r(r;}]- [f(x0 + h)- r(h)J·(~T+ 1, 5J 

wobei g;(h) bzw. q:>(r;) durch Gleichung 1) bestimmt und f(x) die 
gegebene Funktion von den in (191) S. 617 angeführten Eigenschaften 
ist. Die Veränderliche r; möge sich in den Grenzen 0 < r; < h be
wegen, wo bei h bezüglich der Funktion F ( r;) als eine Konstante an
zusehen ist. Wir bilden jetzt der Reihe nach die Differentialquotienten 
von F(r;); es ist 

F'(r;) = [f' (x0 + r;) - g;' (r;)] - [f (x0 + h) - T (h)]. (n ~J~'t 

F"(IJ) = [f"(xo + r;)- g;"(r;)]- [f(xo + h)- g;(h)]. (n + li.:+nl· '1n-l 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 • 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 • 6) 

F(n)(r;) = [j(n) (xo + r;)- g;(n) (r;)]- [f (xo + h)- T (h}]. (n + 1{~:; .. 2 ''1 

F<n+ll(r;) = [j<n+ll(xo + r;)- g;<n+ll (r;)]- [f(xo + h)- g;(h)]. (nh~;p 
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Da nun nach 1) cp (1)) eine ganze rationale Funktion von nur ntem Grade 
ist, ist <p(n..-I) (1'/) = 0, und die letzte Formel vereinfacht sich zu 

Da die Funktion cp(h) in (191) so gewählt worden ist, daß sie samt 
ihren Differentialquotienten für h = 0 mit der Funktion f ( x0 + h) 
identisch ist, so ist für 1') = 0, wie man aus den Formeln 5) und 6) 
erkennt, der Reihe nach 

F(O) = 0, F' (0) = 0, F"(O) = 0, F<nl(O) = 0. 

Nach 5) ist aber für 1') = h auch F(h) = 0. Also verschwindet die 
Funktion F('l)) für die beiden Werte 1') = 0 und 1) = h; daher muß 
es nach dem Mittelwertssatze einen Wert 0 < 1) 1 < h geben, für den 
der Differentialquotient F' (1'/) = 0 ist. Demnach verschwindet die 
Funktion F ' (1'/) für 1') = 0 und 1J = 1)1 . Daraus folgt wieder, daß es 
einen Wert 0 < r12 < 1)1 gibt, für welchen F" (1)) = 0 ist. Demnach 
verschwindet F" (1)) für 1) = 0 und 1) = 1')2 ; es muß also einen Wert 
0 < 1)3 < 1')2 geben, für den F "' (1)) = 0 ist. Diese Schlußweise können 
wir fortsetzen; wir finden so, daß es einen Wert '/)n+l geben muß, so 
daß 0 < 'fJn+t < 1Jn, also auch 0 < 1)n+ 1 < h ist, für welchen F(n+t) (1'))=0 
ist; d. h. es muß nach 7) sein: 

0 = j("+l) (x0 + 1]n+ 1) - [f(x0 + h) - Cf! (h)] ·~\~+V-! . 
Die Größe 1'/n+t läßt sich nun schreiben als fJ · h, wobei 0 < fJ.< 1, 
also fJ ein echter Bruch ist; ferner ist nach 1) und 2) der Inhalt der [ ] 
unser Restglied Rn , so daß wir die letzte Formel auch schreiben können: 

hn+l 
Rn = r + tl (xo + Gh). (n + s)!. 8) 

Man bezeichnet 8) als die Lagrangesche RestformeL 

Wir haben hiermit dem Reste Rn eine Gestalt gegeben, die es ge
gebenenfalls ermöglicht, den Fehler abzuschätzen, den man begeht, 
wenn man statt der beliebigen Funktion f(x) die ganze rationale Funk
tion cp (h) setzt. Die Lagrangesche R estformel ist übrigens nicht die 
einzige Restdarstellung ; sie ist aber die gebräuchlichste [s. (200) S. 654]. 

Wird nun lim Rn = 0, so geht die rechte Seite von 2) in eine kon-
n~oo 

vergente Potenzreihe von h über, welche ein vollwertiger Ersatz für 
die Funktion f ( x0 + h) ist; es ist also dann 

h h2 h" 
f(xo + h) -- f(xo) + f'(xo). [j + f"(xo). 2! + ... + t<nl(xo). n! + ... 9a) 
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Wir können sie, wenn wir x0 + h = x, also h = x - x0 setzen, auch 
in einer Form schreiben, welche nach Potenzen von x - x0 fortschreitet: 

l(x = (Xo + (Xo ·n~ + Xo. _2_!_ + ... ) I ) /1 ) x-x0 /"( ) (x-x0 )
2 l 

9b) 
+ j(n) (xo) . (x -: !xo) + ... 

Einen besonderen Fall erhalten wir, wenn wir nicht wie bisher 
die Funktion I (x) in der Umgebung des beliebigen Wertes x = x0 in 
eine Potenzreihe entwickeln, sondern wenn wir x0 = 0 setzen, also 
für den Wert x = 0 entwickeln. Diese Reihe wird die Maclaurinschc 
Reihe genannt und lautet 

x x2 x" 
l(x) = /(0) + /'(0). I! + f"(O). 2! + ... + j<nJ(O). n1 + ... ; 10) 

das Lagrangesche Restglied nimmt in diesem besonderen Falle 
die Form an: 

xn+l 
R = j(n+J)(6Jx). ~--

n (n + I)!· 8a) 

Die Entwicklung einiger wichtiger Funktionen kann nunmehr im 
nächsten Paragraphen durchgeführt werden. 

§ 2. Die Exponentialreihe und die goniometrischen 
Reihen. 

(194) Gegeben sei die Exponentialfunktion f (x) = ex; ihre Differential
quoti@nten sind 

f'(x) = ex, f"(x) '= ex, ... , j(n)(x) = e", 

Wir entwickeln e" nach der Maclau r in sehen Formel 10). E s ist 

/(0) = f' (0) = f"(O) = .. · = j<n>(O) = ... = 1, 
also 

ll a) 

Lassen wir n über alle Grenzen wachsen, so ergibt sich die Potenzreihe 

X x2 :.t3 xn - 1 xn 
l + E + 2! + 3! + .. · + ( n - 1)! + n! + .. · ll) 

Um diese unendliche Reihe auf ihre Konvergenz zu untersuchen, wenden 
wir das in (192) abgeleitete Cauchysche Konvergenzkriterium an 
und bilden die Quotienten von je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern; 
sie lauten der Reihe nach 

X 

2' 
x3 x2 
3!. 2! 

X 

3' 
xn xn - 1 ... , n! · (n - I)! 
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In der Reihe dieser Quotienten 
X X X X 

I' 2· 3· ... , n-· 
erkennen wir eine bestimmte Gesetzmäßigkeit: Ist irgendein endlicher 
Wert für x gegeben, so werden die Quotienten ihrem absoluten Betrage 
nach von Glied zu Glied kleiner; ihr Wert nähert sich mit wachsendem n 
der Null, da der Dividend beständig den Wert x beibehält, der Divisor 
dagegen, die Reihe der natürlichen Zahlen durchlaufend, wächst. Wählen 
wir beispielsweise n so, daß es die erste ganze Zahl ist, die größer ist 
als 2 x, so werden die Quotienten von dieser Stelle ab sämtlich ihrem 
absoluten Betrage nach kleiner als t. Wir können somit die unendliche 
Reihe 11) in zwei Teile zerlegen. Der erste Teil enthält die n Glieder 

n-1 
von 1 bis ( nx _ 1)! ; da er aus einer endlichen Anzahl von endlichen 

Gliedern besteht, hat er eine endliche Summe. Der zweite Teil hat 
zwar unendlich viele Glieder; da aber die absoluten Beträge der Quo
tienten von je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern sämtlich kleiner als 
der echte Bruch t sind, so hat auch er eine endliche Summe; er ist 
also konvergent. Damit hat aber auch die Reihe ll) selbst eine endliche 
Summe; d. h. die Reihe ll) ist für jeden endlichen Wert von x kon
vergent, sie ist unbegrenzt konvergent. 

Das Gesagte möge durch ein Zahlenbeispiel erläutert werden. Wählen 
wir x = n = 3,1416, so lautet die Reihe 

:n n2 .n3 

1+TI +2T + :rr+ .. . ; 
die Reihe der Quotienten lautet: 

:n: :n: :n: 
T = 3,1416, 2 = 1,5708, 3 = 1,0472, 

i = 0,6283 l i = 0,5236 l ~ = 0,4488' 

i = 0,7854, 

~ = 0,3927 

Da von ~ an die Quotienten sämtlich kleiner als t sind, zerspalten 

wir die Reihe in die Gliedersumme 
n n2 Jt3 .n4 n5 n6 

1 +TI+ 2! + 3! + 4! + 5! + 6!' 

die als Summe einer endlichen Anzahl endlicher Größen sicher einen 
endlichen Wert hat, und in die unendliche Reihe 

.n' ,n8 .7l9 - + - + - + ... 7! 8! 9! 

In dieser ist der Quotient von je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern 
stets kleiner als t; ihre Summe muß daher kleiner sein als die der geo
metrischen Reihe 

d. h. kleiner als 
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Um den Beweis zu erbringen, daß die Potenzreihe 11) wirklich 
die Exponentialfunktion ex wiedergibt, müssen wir nun noch zeigen, 
daß der Rest Rn in 11a) sich mit wachsendem n wirklich dem Werte Null 
nähert. Nach der Lagrangeschen Restformel 8a) ist für unser Beispiel 

x•+l 
Rn= eex. (n+1)!' 

wobei 0 < 8 < 1 ist. Wählen wir den für uns ungünstigsten Fall, 
der eintritt, wenn Wir - positives X vorausgesetzt - f} = 1 setzen, 
da unter allen Werten e19 x der Wert ez der größte ist, so finden wir, 
daß auf jeden Fall 

x•+I 
Rn ~ ex. (n + 1)! 

ist. Ist mithin ein fester Wert x gegeben, so wird Rn mit wachsendem 
Werte von n, d. h. mit wachsender Gliederzahl, beständig nach Null 
abnehmen. Denn es ist 

x• + l X X X X X X X X 

(n + 1)!=T"2"3"4"5'''l"k+1 ... n+l; 

von einem bestimmten k > I x I an werden alle folgenden Faktoren 
echte Brüche, die mit wachsendem n nach Null konvergieren; damit 

nähert sich aber auch (n~ii)! der Null. Es wird daher 

lim Rn= 0. 
n~oo 

Damit ist der Beweis erbracht, daß die Reihe 11) den Wert ez haben 
muß. 

00 

X x2 x3 xn ~Xn 
ez=I+-+-+-+···+-+ .. ·=I+-l! 2! 3! n! n!' ll b) 

n=l 

11 b) heißt die Exponentialreihe; sie dient dazu, jede beliebige 
Potenz von e zu berechnen. 

Bemerkt sei noch, daß für negative Werte von x die Fehler
abschätzung sich etwas ändert; da hier ez < e0 wird, haben wir, um 
sicher zu gehen, 8= 0 zu setzen, so daß 

wird. 
Anwendungen. a) Für x =I erhält man 

l 1 1 l 
e =I+ TI+ 2! + 3! + 4! + ... 

also die Reihe, die wir in (52) S. I34 zur Berechnung von e verwendet 
haben. Wir können nun auch den Fehler angeben, den wir begehen, 
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wenn wir nach einer bestimmten Anzahl von Gliedern die Reihe ab

brechen. Ist nämlich n = 1 , so ist 

l e 
e ~ 1 + T = 2 und R1 < 2 ! = 1.36; 

ist n = 2 , so ist 

l l e 
e~ 1 +TI+ 2 ! = 2,50 und R2 < 3 ! = 0,453; 

ist n = 3, so ist 

1 l l 
e ~ I + TI + 2 ! + 3 ! = 2,667 und 

e 
R 3 < 4 ! = 0,113; 

ist n = 4 , so ist 

l 1 1 1 
e ~I+ TI+ 2 ! + 3 ! + 4 ! = 2,7083 und 

e 
R4 < 5 ! = 0,0227; 

ist n = 5 , so ist 

1 1 l 1 1 e 
e ~I+ TI+ 2! + 3! + 4! + 5 ! = 2,7I667 und R5 < 6! = 0,00378; 

ist n = 6 , so ist 

1 1 1 l l 1 
e ~I+ TI+ 2! + 3! + 4 ! + 5 ! + 6! = 2,718056 

und 
e 

R6 < 7 ! = 0,000539; 

ist n = 7 , so ist 

1 1 1 1 1 1 1 
e ~ 1 +TI+ 2! + 3! + 4! + 5! + 6! + 7T = 2,7I8254 

und 
e 

R7 < S! = 0,000067 4 

usw. D. h. bei Benutzung von 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, . . . Gliedern der Reihe hat man e auf 

0, 0, 0, l, 2, 3, 4, Dezimalen genau ermittelt. 

b) Für x = 3 wird 
3 32 33 

e3 = l + l! + 2! + 3! + ... 
Die Berechnung können wir nach folgendem Schema vornehmen. Wir 

schreiben das erste Glied hin 1,000000, 

multiplizieren mit 3: 3,000000, 

dividieren durch I, um das zweite Glied zu erhalten: 3,000000, 

multiplizieren mit 3: 9,000000, 

dividieren durch 2, um das dritte Glied zu erhalten: 4,500000, 

multiplizieren mit 3: I3,500000, 
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dividieren durch 3, um das vierte Glied zu erhalten: 4,500000, 

multiplizieren mit 3: 13,500000, 

dividieren durch 4, um das fünfte Glied zu erhalten: 3,375000, 

multiplizieren mit 3: 10,125000 

(194) 

usf. Es mögen nur noch die Werte der weiteren Glieder angegeben 
werden; sie lauten: 

2,025000 

1,012500 

0,433929 

0,162723 0,004438 0,000055 

0,054241 O,OOlllO O,OOOOll 

0,016272 0,000259 0,000002 

Die Summe ergibt e3 = 20,08554; der Fehler ist, wie man sich über
zeugen kann, erst in der sechsten Dezimale bemerkbar. 

die 

c) Für x = t wird 

' 1- l l l . 
Y e = 1 + 3 . 1! + 32 • 2! + 3~! + · · · ' 

Berechnung ergibt nach dem nun ohne weiteres verständlichen 
Schema: 

1,00000000 0,33333333 
0,33333333 0,11111111 
0,05555556 0,01851852 
0,00617284 0,00205761 
0,00051440 0,00017147 
0,00003439 0,00001146 
0,00000191 0,00000064 
0,00000009 0,00000003 
0,00000000 
1,39561252 v-= e 

Der Leser möge selbst den verbleibenden Fehler berechnen. 

d) Um 
l 3 ~ ~ ~ 

- = e·-3 = 1--+--- +- = · · · e3 l! 2! 3! 4! 

zu ermitteln, können wir die in b) berechneten Glieder verwenden; 
nur müssen wir ihnen abwechselndes Vorzeichen geben. Es ergibt sich 

~ = 10,067662- 10,017878 = 0,04978. (Fehler~) e 

BerechnE': 

e2 = 7,38905609573, 

l 
e-2 = 0,135335283, 

e- 1 = 0,367879441171, 

ve = 1,648 721270' 
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ve- = 1,2214628, 

1 
3= = 0,513417119, . ,, e2 . 

ye2 = e~ = 1,947734041, 

1 ye = 0,6065306597 usf . 

631 

Berechne ferner den Ausdruck el'"' für t-t = 0,2 und lX = 108 o! 
(Seilreibung! lX = 1,885, e~-'"' = 1,458.) 

(195) Wir wenden uns der Reihenentwicklung der goniometrischen 
Funktionen zu und beginnen mit f(x) = sinx. Es ist 

also wird 

/(0) = 0, 

allgemein 

f'(x) = cosx, 

f'"(x) = -cosx, 

f"(x) = -sinx, 

f'"'(x) = sinx, 

f'(O) = 1, f"{O) = 0, /"'(0) = -1, 

... , 

f""(O) = 0, 

j(2n) {0) = 0, j(2n+l) {0) = { -l)n. 

Folglich ist nach der Maclaurinschen Formel 10) 

I ' • • - I . ~ • ~·+2 I I ~·~ I 
1.P2 n+ 1 J Ist dabei - 1 smf>x (2n + 2)! ! < 1 (2n + 2)! [ ' 

... , 

da I sinf>x l < 1 ist. Auch hier nähert sich R 2n +l• welchen endlichen 
Wert x auch haben möge, mit wachsendem n, dem Grenzwerte Null. 
(Der Beweis hierfür ist entsprechend dem bei der Exponentialreihe 
gegebenen.) Es ist daher 

. x x3 x5 x' 
smx =- - - + - -- + · · · 

l! 3! 5! 7! 
Sinusreihe. 12) 

Die Potenzreihe ist hierbei für jeden beliebigen endlichen Wert kon
vergent, eine Eigenschaft, die wir auch mit Hilfe des Cauchyschen 
Konvergenzkriteriums gefunden hätten, da von einem bestimmten 
Werte 2n >I x I sämtliche Quotienten je zweieraufeinanderfolgenden 
Glieder Jx2J JxJ JxJ ··- ·--··-····-···--· = --. --·-- < 1 

2n · (2n + 1) 2n 2n + 1 
sind. 

Die Reihenentwicklung der Funktion f(x) = cosx läßt sich ganz 
entsprechend durchführen. Es ist 

f(2 n)(x) = (- 1)ncosx, j(2 n+l)(x) = (- l)n+lsinx, 
also 

j(2n) {0) = ( -1}n, 

und mithin 

j(2n+l) (0) = 0 
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wobei 
! . x2n+l 1 jx2n+lj 

/R2n/ =I srnex. (2n + l)! I< (2n + 1)! 

ist. Mit wachsendem Werte von n, d. h. mit wachsender Gliederzahl, 
nähert sich R2 n wiederum unbegrenzt der Null. Folglieb ist die K o
sin usreihe xz x4 xs 

cosx = l - - + - - - + 0 0 0 2! 4! 6! 13) 

für jeden endlichen Wert von x konvergent, eine Eigenschaft, die mittels 
des Cauchyschen Konvergenzkriteriums, also ohne Restbetrach
tungen, nachzuweisen, dem Leser überlassen bleibe. 

Wir haben in den beiden soeben gewonnenen goniometrischen 
Reihen 12) und 13) ein Mittel gewonnen, um den Sinus und den Kosinus 
irgendeines Winkels wirklich zu berechnen; der Winkel ist selbst
verständlich in Bogenmaß auszudrücken. Wir wollen einige derartige 
Berechnungen durchführen. 

a) Ist x = 1 (57 o 17' 45" ), so ist 

1 = 1,0000000 lt = 1,0000000 2\ = 0,5000000 .;!-= 0,1666667 

1 l I I 
4 !' = o,0416667 1n = o,oo83333 -6T = o,oo13889 71 = o,ooo1984 

I I I l 
s! = 0,0000248 9 ! = 0,0000028 IOT = 0,0000003 DT = 0.0000000 

B1 = 1,0416915 B2 = 1,0083361 

Also ist 

Ba= 0,5013892 B4 = 0,1668651 

sin1 = B2 - B4 = 0,841471 und cos1 = B1 - Ba= 0,540302. 

b) sin30° und cos30°; arc30° = ; = 0,523599. 

Die Glieder sind, wie man durch Berechnung der Potenzen von i 
findet, der Reibe nach 

1 = 1,000000 -D = o,s23599 
xz 
2! = 0,137078 

x3 
aT = 0,023925 

x4 
4! = 0,003132 

x5 
5"T = 0,000328 

x6 
ßT = 0,000029 

x? 
7! = 0,000002 

B1 = 1,003132 B2 = 0,523927 s8 = 0,137107 B4 = 0,023 927 

Hieraus ergibt sich 

sin30 ° = B2 - B4 = 0,500000 und cos30 ° = B1 -Ba = 0,866025. 

Der Leser überzeuge sich durch weitere Beispiele ( x = :, ; , ... ) 
von der Verwendbarkeit der Reihen; er prüfe auch die Periodizität 
der goniometrischen Funktionen an einigen Zahlenbeispielen nach 

(sin; = sin(; + 2n), ... ). 
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Diese Berechnungen sind wohl etwas mühevoll, da man für verhältnis
mäßig große Werte von x auch eine größere Anzahl von Gliedern ver
wenden muß, die zudem unbequem zu ermitteln sind, weil Potenzen 
der transzendenten Zahl n auftreten. Doch können wir uns das Zahlen
rechnen wesentlich erleichtern, wenn wir uns gewisser Eigenschaften 
der goniometrischen Funktion. erinnern. Es ist z. B. 

sin (; + x) = cos x , cos ( ; + x) = - sinx ; 

mit Hilfe dieser Formeln können wir die Berechnung für Winkel, die 

größer sind als ; , zurückführen auf solche, die im ersten Quadranten 

liegen. Ferner ist 

sinx = cos (; - x), cos x = sin ( ; - x) ; 

diese :Formeln erlauben uns eine weitere Einschränkung auf Werte 

von X' die zwischen 0 und . r-liegen. Wir können uns mithin auf werte 

von x beschränken, die kleiner als 0,8, also echte Brüche sind. Und 
brauchten wir schon in Beispiel a) nur je 6 Glieder, um den Sinus 
bzw. den Kosinus von l auf sechs Dezimalen zu berechnen, so werden 
die Verhältnisse bei dieser Einschränkung noch günstiger, da die Glieder 
noch rascher abnehmen. Das lehren auch die Restbetrachtungen. 
Setzen wir im äußersten Falle x = 0,8, so wird 

und 

Wenn wir also zur Berechnung der Sinusfunktion bzw. der Kosinus
funktion l, 2, 3, 4, 5, ... Glieder verwenden, so ist der Rest in ent
sprechender Reihenfolge kleiner als 

0,32, 0,017, 0,00036, 0,0000042, 0,00000003' 

bei der Sinusfunktion und kleiner als 

0,8' 0,085' 0,0027' 0,000042' 0,0000004' 

bei der Kosinusfunktion. Für eine vierstellige ·Genauigkeit genügen 
demnach stets vier Glieder, für eine sechsstellige stets fünf Glieder. 
Hiernach sind sinx und cosx, durch die viergliedrigen Ausdrücke 

bzw. 

berechnet, mit Fehlern behaftet, die kleiner sind als die Hälfte der 
fünften Dezimalstelle. 
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Hat man den Sinus und den Kosinus eines Winkels auf diesem 
Wege gefunden, so kann man auch die anderen Funktionen leicht 
durch Division berechnen, da ja 

t X= sinx 
g COSX 

und 
cosx 

ctgx = Slnx 

ist. Man könnte aber auch der Frage nähertreten, ob man nicht tg x und 
ctgx ebenfalls mit Hilfe der Maclaurinschen Formel in eine Potenz
reihe entwickeln kann. Diese Frage ist für tg x zu bejahen, und der 
Leser möge wenigstens einige Glieder dieser Reihe berechnen. Er wird 
allerdings bald erkennen, daß die Koeffizienten nicht mehr einem so 
einfachen Gesetze gehorchen; ferner werden ihm auch die Konvergenz
untersuchungen Schwierigkeiten bereiten. Die Funktion ctg x in eine 
Potenzreihe entwickeln zu wollen, muß jedoch schon deshalb zu einem 
Mißerfolge führen, weil sie für x = 0 mit ihren sämtlichen Differential
quotienten unendlich groß wird. Dagegen ist die Reihenentwicklung 
für die Funktion x · ctg x möglich,' aus der wir durch nachträgliches 
Dividieren durch x eine Reihe für ctg x finden können. 

Welche tiefen Zusammenhänge durch die Reihenentwicklung auf
gedeckt werden, dafür sei nur ein Beispiel angeführt: Im rechtwinkligen 
sphärischen Dreieck seien die Hypotenuse y, die beiden Katheten cx 

und ß; es ist dann bekanntlich cos y = cos cx • cos ß. 
1 Bezeichnen wir die Länge der Seiten des sphä

Abb. 336. 

rischen Dreiecks mit a, b und c (s. Abb. 336), so ist 

a b c 
cx=--;:-, ß=--;:-, r=--;:-, 

wobei r der Halbmesser der Kugel ist. Also wird 

c a b 
cos - = cos- · cos - . r r r 

Entwickeln wir jeden Kosinus in eine Reihe, 
so erhalten wir 

Durch Ausmultiplizieren und Ordnen nach fallenden Potenzen von r 
ergibt sich 
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Die Zahl1 hebt sich; multipliziert man dann die Gleichung mit -2!. r2, 
so nimmt sie die folgende einfachere Form an 

1 c4 1 a4 + 6a2 b2 + b4 
c2 - 12 f2 + ... = a2 + b2 - 12 - --r2 ___ + .... 

Wenn nun der Kugelhalbmesser r über alle Grenzen hinaus wächst, 
wo bei jedoch die Bögen a, b, c endlich bleiben sollen, so geht das sphä
rische Dreieck in ein rechtwinkliges ebenes Dreieck mit den drei gerad
linigen Seiten a, b, c ü her, in dem ebenfalls a und b die Katheten sind 
und c die Hypotenuse ist. Dieser Grenzübergal}g vollzieht sich ana-

lytisch dadurch, daß wir in der obigen Gleichung r = oo, also _! = 0 
r 

setzen. Die Gleichung geht damit über in den Pythagoreischen 
Lehrsatz des ebenen rechtwinkligen Dreiecks c2 = a2 + b2 ; damit ist 
der innere Zusammenhang zwischen den beiden äußerlich ganz ver
schiedenen Formeln cosy = cos1X cosß und c2 = a2 + b2 dargetan. 

Die Sinusreihe enthält nur ungerade Potenzen von x; aus dieser 
Eigenschaft folgt die bekannte Formel sin( - x) = - sinx und die Be
rechtigung, die Sinusfunktion als ungerade Funktion zu bezeichnen. 
Die Kosinusreihe enthält im Gegensatze hierzu nur gerade Potenzen 
von x; also ist cos(-x) = +cosx. Die Kosinusfunktion wird daher 
mit Recht eine gerade Funktion genannt. 

(196) Die Exponentialreihe 11) einerseits und die goniometrischen 
Reihen 12) und 13) andererseits zeigen in dem Aufbau ihrer Glieder 
so viele Ähnlichkeit, daß der Gedanke naheliegt, daß zwischen 
der Exponentialfunktion und der Sinus- und Kosinusfunktion enge 
Beziehungen bestehen müssen. Daß dem tatsächlich so ist, erkennen 
wir, wenn wir die Veränderlichen komplexe Werte annehmen lassen. 
Definieren wir mittels der Reihe 11) die Funktion eix durch 

eix = 1 + i x + (ix): + ~·;l: )~ + (~x)4 + ... 
l! 2! 3! 4! ' 

so kommen wir zu den folgenden Ergebnissen. Da 

i 3 = -i' i 4 = + 1' ... ' i4n-3 = i, i4n-2 = -1, 

i4n - l = - i, i4n = 1 
ist, so wird 

ix - . x x2 . x3 x4 
e - 1 + tl! - 2! - t3!+ 41 + ll c) 

oder, wenn wir die reellen Glieder der' rechten Seite und ebenso die 
imaginären Glieder für sich zusammenfassen: 

. ( x2 x4 x 6 ') . ( x x3 x 5 x7 
ea = 1 - - + - - - + · · · + t - - - + - - - + 2! 4! 6! 1! 3! 5! 7! 
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Mit Verwendung der Formeln 12) und 13) wird hieraus: 

eix = cos x + i sin x. 14) 

Setzt man hierin -x statt x, so ergibt sich 

e-ix = cos(-x) + isin(-x) oder e-ix = cosx- isinx. 14a) 

14) und 14a) lassen sich verwenden, um cosx und sinx durch die Ex
ponentialfunktion auszudrücken. Wir erhalten durch Addition bzw. 
Subtraktion 

und 15) 

Hier fällt sofort die Ähnlichkeit mit den Formeln auf, durch die wir 
früher die hyperbolischen Funktionen Q:of x und 6in x eingeführt haben 
[s. (58) S. 148], ein weiterer Beleg für die Berechtigung, diesen ebenfalls 
die Bezeichnung "Kosinus" und Sinus" zu geben. Die Verwandtschaft 
wird noch augenscheinlicher, wenn wir diese hyperbolischen Funktionen 
in unendliche Reihen entwickeln. Da 

und 
. ex-e-x 

6tnx= - --
2 

ist, so ergibt sich unter Verwendung der Reihe 11) und der aus ihr 
abgeleiteten Reihe 

x x2 x3 x4 
e-x = 1 - TI+ 2! - 3! + 4! - · · · 

x2 x4 xs 
Q:ofx = 1 + -+-+-+ ··· 2! 4! 6! 

und 

Hieraus folgt weiter mittels 12) und 13) 

Q:ofx = cosi x, 6" I .. mx = ---.,. s1n ~ x 
~ 

bzw. 
cosx = Q:ofi x, . I 6" . Sln X = ---:- tn ~ X • 

t I 17) 

Wie sich die enge Verwandtschaft zwischen den goniometrischen und 
den hyperbolischen Funktionen auch in weiteren Formeln, den Zu
sammenhängen zwischen den einzelnen Funktionen und den Additions
theoremen wiederspiegelt, ist schon in (58) S. 150f. ausgeführt worden. 

Es soll noch gezeigt werden, wie man mittels der über das Gebiet 
der komplexen Zahlen gehenden Beziehungen zwischen den gonio
metrischen Funktionen und der Exponentialfunktion gewisse gonio
metrische Formeln bequem ableiten kann. 

a) Es ist nach 14) 
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nach dem binomischen Satze [s. (36) S. 82 ff.] ist weiter 

(cos.x + isin.x)m = cos"'.x +(7)icosm - 1 .xsin.x 

+ (;) i2 cosm- 2.x sin2.x + .. · + (~) ik cosm-k,x sink« ... 

Trennen wir rechts Reelles und Imaginäres, so erhalten Wir 

cosm.x + isinm.x = [cosm.x -(;)cosm - 2.xsin2.x 

+ (~) cosm- 4.x sin4.x- · ·.] 

+ i [ ( 7) cosm-l,x sin .x - (;) cosm- 3.x sin3.x 

+ (;) cos"' - 5.x sin5.x- · · ·] . 
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Nach der Lehre von den komplexen Zahlen können aber zwei solche 
Zahlen nur dann einander gleich sein, wenn sowohl ihre reellen Teile 
als auch ihre imaginären Teile einander gleich sind. Es folgen daher 
aus dieser Gleichung die beiden neuen: 

cosm.x = cos"'.x -(;)cos"' - 2cx sin2.x +(~)cosm- 4.x sin4.x -

sinm .x = (7) cos"'- 1.x sin.x- (;) cos"' - 3.x sin3.x + (;) cos"'- 5.xsin5.x- · · · 

Setzen wir für m die Werte 2, 3, 4, 5, ... , so erhalten wir 

cos2 .x = cos2.x- sin2.x, cos3.x = cos3.x- 3 cos.x sin2.x, 
sin2cx = 2coscxsin.x, sin3.x = 3cos2cxsin.x- sin3cx, 
cos4.x = cos4.x- 6cos2.xsin2.x + sin4.x, 
sin4cx = 4 cos3.x sincx- 4 cos.x sin3.x, 
cos5.x = cos5.x- 10cos3.xsin2.x + 5cos.xsin4.x, 
sin51X = 5 cos41X sin.x- 10 cos21X sin3.x + sin5.x, 

Die Formeln 18) lehren, die Funktionen eines ganzen Vielfachen eines 
Winkels durch die Funktionen des einfachen Winkels auszudrücken. 

b) Es ist nach 15) unter Verwendung des binomischen Satzes und 
Zusammenfassen von je zwei gleich weit von den Enden entfernten 
Gliedern: 

2m cosmx = [eix + e - ix]"' 

= (eimx + e-imx) + (7) (ei(m -2)x + e-i(m - 2)x) 

also 
+ (;) (ei(m-4)x + e-i(m - 4)•') + 

cos"'x = -2~_ 1 [cosm x + (7) cos(m- 2) x + (;) cos(m- 4) x + · ·-]. 
Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 14 

l 
ll8) 
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Für gerades m = 2n ergibt sich 

cos2 n x = 22 ~- dcos2nx + (~n) cos2 (n- l) x . 1 
( 2 1 ( 2 )] 19a) 

+ 2n)cos2(n- 2)x + · · · + 2 . : 1), 

für ungerades m = 2 n + 1 dagegen 

1 [ 2n+l' cos2n+lx= 22"cos(2n+l)x+( 1 )cos(2n-l)x 

+ (2n: 1) cos (2n - 3) x + · · · + (2n: 1') cosx]. 
119b) 

Weiter ist 

(2i)2 n sin2 n X = (eix - e-\"')2 " 

= (ei·2nx + e - i·2nx)- (2t) (ei(2n - 2) x + e-i(2n-2)x) 

+ (22n) ei(2 n - 4)x + e -i(2n-4)x) -

also 

sin2 nx = ~~n~~ [cos2nx- (2t) cos2(n- 1) x 

(2n) I (2n')] 1) + 2 cos2(n- 2)x- ··· + 2 ·(-l)n · n . 
119o) 

Schließlich ist 

(2i)2n+l sin2n + l X= (eix _ e - ix)2n+l 

= (ei(2n+l)x _ e -i(2n+l)x) _ (2n t I) (ei(2n-l)x_ e - i(2n-l) x) 

+ (2n: 1) (ei(2n -3)x _ e -i(2n-3)x) ... , 

also 

sin2 n+ 1 x = (~!l"[sin(2n+ l) x - (2n{ 1)sin(2n-l)x l 
(2 +I (2 +1) l 19d) + n 2 ) sin (2 n- 3) x- · · · + ( -l)n n n sin x . 

Die Formeln 19) lehren, die nte Potenz einer Winkelfunktion für den 
F all, daß der Exponent eine natürliche Zahl ist, durch eine Summe 
von Funktionen des Vielfachen des ursprünglichen Winkels darzu
stellen. 

1) Der Faktor } in dem letzten Gliede der Formeln 19a) und I9c) ergibt 
sich aus dem Umstande, daß bei geradem n die Entwicklung nach dem bino
mischen Satze eine ungerade Anzahl von Gliedern aufweist und im mittleren 
Glied, welches in I9a) und 19c) als das letzte erscheint, die vorgenommene 
Division durch 2 n voll in Erscheinung tritt. 
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Beispiele. 

cos2 x = t[cos2 x + 1], sin2 x = -t(cos2 x- 1), 

cos3 x = t[cos3 x + 3 cosx], sin3 x = -t[sin3 x- 3 sin x], 

cos4 x = t[cos4x + 4 cos2x + 3], sin4 x = -}[cos4 x- 4 cos2x + 3], 

cos5 x = -(--u-[cos5 x + 5 cos3 x + 10 cosx], 

sin5x =T~[sin5x- 5sin3x + lOsinx] 

c) Aus Gleichung 14) folgt 

ei" = - 1, e~i.n = -i, e?. i :r =+I' 

·"' 
e'4 =} y2(1 + i) ... 

Wir können ferner mittels Gleichung 14) jede beliebige komplexe Zahl 
als Potenz von e schreiben. Ist nämlich z = x + i y die komplexe 
Zahl, wobei x und y reelle Zahlen sind, so setzen wir 

x = r cos rp , y = r sin rp ; 
dadurch wird 

r =Vx2 + y2 und rp = arctglL. 
X 

[Vorzeichen sowohl von x als auch von y für die Bestimmunp; des Qua
dranten von rp beachten! Siehe (106) S. 289 !]. Mithin ist 

oder 

. i arrtg Y 

z = r · ( cos rp + i sin rp) = r • e' '" = V x2 + y2 e "' 

. i • arctg!. 
x+IY=Vx2+y2·e x· 

Beispiele. 

i · arctg _Q__ . 
+3 = 3·e +3 = 3 · e'· 0 = 3; 

i • arctg _Q - . 
- 3 = 3 · e - 3 = 3 · e"' = 3 · (- 1) ; 

i · arctg~ i 2. 
5i = 5 · e 0 = 5 · e 2 , 

- 3 
arctg--

4 - 3i = 5. e 4 

Schließlich können wir jetzt auch jeden Ausdruck von der Form 
(a + bi)c+di in eine komplexe Zahl von der Form x + iy verwandeln; 
damit ist der Nachweis geliefert, daß die Anwendung der sieben Rechen
operationen (Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren, Poten
zieren , Radizieren und Logarithmieren) auf komplexe Zahlen wiederum 
zu komplexen Zahlen führt, und daß somit außer den komplexen Zahlen 
keine anderen Zahlen denkbar sind. Wir schreiben a + bi in der Form 

b ( .- b) 
1- - - iarctg- lnl'a'+b'+i · arctg- -
l a2 + b2 e a = e a ' 

dann wird 

l . (lnl'a' + b' + iarctg!>.)<c + di) . 
(a + bi)c+'' = e a = eu+v•, 

14* 
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wobei zur Abkürzung 

c ·ln ya2 + b2 - d · arctg ~ = u, 
. a 

b ,;--
c • arctg - + d · ln r a2 + b2 = v a 

gesetzt ist. Somit ist 

(a + bi)c+di = eu(cosv + i · sinv) = eu cosv + i · eu sinv, 

was zu beweisen war. Bemerkt sei noch, daß infolge der Periodizität 
der arctg-Funktion - es ist 

arctg ~ = I arctg ~ I + k · n 

(- ~ < I arctg ~ f < + ~ ; k eine ganze Zahl) -

der Ausdruck (a + bi)c+di unendlich viele Werte hat. Doch wollen wir 
hier nicht näher auf die Lehre von den komplexen Rechenoperationen 
eingehen. Als einzige Anwendung wollen wir den Ausdruck ii be-

rechnen. Da i = ei% ist, so ist ii = e-% = 0,20788. 
d) Mit Hilfe der Gleichung 14) lassen sich gewisse Integrale bequemer 

auswerten als auf dem früheren Wege; wir wollen das an den beiden 
Integralen 

C = J eaz cosbx dx und S = J eaz sinbx dx 

zeigen. Es ist 

(a- ib) e•z · eibz 
·-a2+b_2 __ 

e•z(a- ib)(cosbx + isinbx) 
a2 + b2 -

= a 2 :z b2 [(a cosbx + b sinbx) + i (a sinbx - b cosbx)] . 

Durch Gleichsetzen der reellen Teile einerseits, der imaginären Teile 
andererseits erhält man 

S fea"' sinbx dx = a2 e: b2 (a sinbx - b cosbx), 

in Übereinstimmung mit den in (69) S. 182 gewonnenen Ergebnissen. 
e) Die Abb. 337 soll auf zeichnerischem Wege dartun, daß 

die Funktion e" angenähert durch die ganze rationale Funktion 

X X2 Xn 1+ - +- +··· + -l! 2! n! 
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ersetzt werden kann, und daß die Annäherung um so besser ist, je 
höher der Grad n der rationalen Funktion ist. Die Kurven k1 , k2 , k3 , ... 

~ind die Parabeln von den Gleichungen 

Indem wir sie üLereinanderlagern, d. h. die zu einer bestimmten Abszisse 
gehörigen Ordinaten addieren, erhalten wir die Ordinaten der zu diesem x 
gehörigen Punkte der Parabeln höherer Ordnung g0 , g1 , g2 , g3 , deren 
Gleichungen lauten: 

go) 1; 

Wir erkennen deutlich, daß die Parabeln gn mit wachsendem n auf 
immer längere Strecken dichter und dichter zusammenrücken, und 
zwar so, daß sie 
sich dabei der durch Y"' 
- · - ·- · - bezeich
neten Exponential
kurve nähern. - Der 
Leser entwerfe selb
ständig die Nähe
rungsparabelnfür die 
Kurven 

y = sin x, cos x, 

@)in x, Q:o) x. 

f) Für sehr kleine 
Werte x = 15 gelten 
unter W eglassung der 
Glieder höherer Ord
nung in erster An
näherung die folgen
den, sich aus den 
betreffenden Reihen 
erge benden,Formeln: 

t;2 

e' = l + c + 2 , 

\ 
\ 

kz\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

\ 
\ 

\ 

• € 3 

J 

2 

Abb. 337. 

s1ns = c- 6 , 

z 

Hierfür mögen einige Anwep.dungen aus der Trigonometrie gebracht 
werden. 
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Der Inhalt des Kreisabschnittes mit demHalbmesserrund 
dem Mittelpunktswinkel ~ ist 

r2 
F = 2 (IX- siniX) ;• 

also ist in erster Annäherung für kleine Winkel iX: 

Die Bogenhöhe h ist 

r2 F ",..,_",3 
"""'12 '-"' . 

h = r ( l - cos ; ) ; 

also ist m erster Annäherung 

h ~ r ( l - l + ~2) , 

Die Länge der Sehne ist 

also ist angenähert 

8 = 2rsin~ · 
2 ' 

8~ 2r(~- i\3)~riX(l- <X
2

) 2 48 24 ' 

oder bei Vernachlässigung auch der dritten Potenz von iX 

Mit Hilfe der für h und 8 gefundenen Ausdrücke ergibt sich 

F~~8h. 
Weiter ist 

oder 

da b2 = r2 iX2 ist, so wird also 

M~n leite entsprechende Näherungsformeln zur Berechnung des 
Schwerpunktsabstandes eines Kreisbogens bzw. eines Kreisabschnittes 
und eines Kreisausschnittes vom Kreismittelpunkte ab. 

§ 3. Reihenentwicklung weiterer Funktionen. 
(197) A. Die logarithmische Reihe. Bei dem Problem, diE:, logarith
mische Funktion in eine unendliche Reihe nach der Maclaurinschen 
Formel 10) zu entwickeln, scheidet zunächst die Funktion y = lnx 
aus. Denn für x = 0 ist sowohl In x als auch seine sämtlichen Ablei-
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tungen cx:>. Wir versuchen es daher mit der Funktion ln(1 + x). Ihre 
Differentialquotienten sind 

I I 
y=I+x' 

II I! 111 2! 
Y = - (C+ x)2' Y = +(I + x)3' 

"" y (n) = (-1)n-l(n-I)_!_ 
Y (I+ x)n • 

Jetzt wird für x = 0 

y = 0' y' = 1 ' . y" = -1 ! ' y"' = + 2! ' 

y"" =-3!, ... , yn=(-1)n- 1 (n-1)!, ... 

Folglich gibt die Entwicklung nach der Maclaurinschen. Formel 

0 + _!_x- .!..!x2 + 2! x3- ~x4 + ... + (- 1)n-I (n -I)! xn + 
I! 2! 3! 4! n! 

oder 
X ~ ~ ~ ~ --- + --- + ... + (- I)n- + ... 
I 2 3 4 n 

20) 

Um diese Reihe auf ihre Konvergenz zu untersuchen, verwenden wir 
das Cauchysche Konvergenzkriterium [s. (192) 8.622]. Die Reihe 
der absoluten Werte der Quotienten von je zwei aufeinanderfolgenden 
Gliedern lautet 

tlxJ, tlxJ, 
Da 

l. n - I l' (.I I ) I Im -n -- = 1m - - = 
n-+oo n~ oc . n 

ist, so nähern sich mit wachsendem n die Quotienten dem Werte x, 

und zwar so, daß die absoluten Werte der Quotienten - weil n- 1 < I 
n 

ist - sämtlich kleiner als lxl sind. Nun müssen aber nach dem Kon
vergenzkriterium von Cauchy die aösoluten Werte dieser Quotienten 
- von einem bestimmten Gliede an - sämtlich kleiner als ein echter 
Bruch sein, damit die Reihe konvergent ist. Diese Bedingung wird 
in unserem Falle bestimmt dann erfüllt, wenn 

]x] < l oder -l <x<+ I 
ist. Ist dagegen I x I > l , so werden die Quotienten von einer be
stimmten Stelle ab ihrem absoluten Werte nach größer als 1 sein, d. h . 
die absoluten Werte der einzelnen Glieder wachsen, die Reihe muß di
vergent sein. Wir haben somit gefunden: Die Reihe 

x x2 ~ x4 

T- 2 + 3 - 4 + .. · 20) 

ist für Werte x, welche die Ungleichung - 1 < x <+l erfüllen, kon
vergent, für Werte von x dagegen, für welche lx] > l ist, divergent. 
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Es bleibt noch zu erörtern, wie sich die Reihe 20) für die beiden Werte 
x = +I und x = -I verhält, die bis jetzt von der Betrachtung aus
geschlossen waren. Für sie sind die absoluten Werte der Quotienten 
sämtlich kleiner als I ; dennoch gibt das 0 auch ysche Konvergenz
kriterium keine Entscheidung, da für sie 

ist. Wir müssen daher die Entscheidung auf einem anderen Wege 
suchen. Dazu bietet sich hier der zeichnerische Weg dar. 

Ist x = 1, so nimmt die Reihe 20) die Form an: 

l- - t + t - t + t - t + .. . . 2I) 

Wir wählen auf einem Strahle mit dem Anfangspunkte 0 (Abb. 338) 
einen Punkt P 1 so, daß OP1 gleich einer gegebenen Längeneinheit l 

P, P. Pa Poo f!, !J P, 

0 !/; P, 
Abb. 338. 

wird. Dann tragen wir von P 1 aus in der Richtung nach 0 die Strecke 

P 1 P 2 = ~ ab; der Endpunkt P 2 muß dabei, da { < l ist, zwischen 

0 und P 1 fallen, und es ist 

OP2 = T - 2 = z(I - 2 . l l . 1 ) 

Dann gehen wir in der ursprünglichen Richtung von P 2 aus auf dem 

·Strahle um die Strecke P2 P 3 = ; vorwärts; da+<-} ist, so muß P 3 

zwischen P 1 und P 2 zu liegen kommen, und es ist OP3 = Z(I- -!- + t ). 
Wir fahren so fort und tragen von den jeweils neugewonnenen End-

punkten aus in abwechselnder Richtung die Strecken i, ~, -~- , . . . ab; 

der Endpunkt Pn einer solchen Strecke muß, da n! 1 < ~ ist, stets 

zwischen die beiden zuletzt erhaltenen Punkte fallen. Dadurch werden 
die Zwischenräume zwischen den Punkten immer enger, und die Punkte 
nähern sich mehr und mehr einem ganz bestimmten im Endlichen 
(nämlich zwischen 0 und P 1) gelegenen Punkte P =, so daß also OP = < l 

ist. Da nun OPoc = l.(t _ {- + t _ t + .. ·) 
ist, so folgt, daß die Reihe t - t + -} - t + · · · eine endliche, 
zwischen 0 und I gelegene Summe hat, d. h. konvergent ist. 

Ein rein analytischer Beweis für die Konvergenz der Reihe 2I) 
ist der folgende. Wir können die Reihe in der Form schreiben: 

(l- t) + (-}- tl + (J - t l + (t- tl + .... 
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Der Inhalt jeder Klammer ist positiv, also ist auch die ganze Summe 
positiv, und zwar > l - t oder >-§- . Schreiben wir dagegen die Reihe 
in der Form 

l - [(t - t> + (-! - t) + u - +> + ... ], 
so ist, da auch hier der Inhalt jeder runden Klammer positiv und daher 
der Inhalt der eckigen Klammer ebenfalls positiv ist, die Summe der 
Reihe kleiner als l. Die Summe der Reihe muß also zwischen den 
Werten t und I liegen, ist also endlich; mithin ist die Reihe konvergent. 

Die Ermittlung des Summenwertes dieser Reihe durch gliedweise 
Berechnung ist praktisch fast unmöglich, da wegen der langsamen 
Abnahme der Glieder - "schwache Konvergenz" - eine überaus 
große Anzahl von Gliedern nötig ist, um auch nur eine bescheidene 
Genauigkeit zu erzielen. Wie wir den Wert der Reihe mit guter An
näherung kürzer ermitteln können, wird sich bald zeigen. 

Ist x = -1, so nimmt die Reihe 20) die Form an 

-(-} + 1 + t + t +-} + .. ·). 
Wir betrachten die Reihe 

t+{+t+t+ ... 
und fassen die Glieder in der folgenden Weise zusammen: 

l + _.!__ + (_!__ + _!__) + (_.!__ + _.!__ + _!__ + _.!__) + (_!__ + .. . + _!__) 
2 3 4 5 6 7 8 9 16 

+ (:7 + ... + ;2) + ... + (2-=-11_+_1 + ... + ;. ) + ... · 
Setzen wir statt t in der ersten Klammer t, so wird der Inhalt dieser 
Klammer = 2 · t = t, was sicher kleiner ist als t + t. Ahnlieh ver
fahren wir in allen folgenden Klammern, indem wir überall alle Glieder 
gleich dem letzten in jeder Klammer wählen. Der Inhalt jeder Klammer 
wird dann, wie man leicht sieht, gleich 1-; und zwar ist auch jetzt dieser 
Wert stets kleiner als der der zugehörigen ursprünglichen Klammer. 
Wir kommen demnach zu dem Ergebnis, daß die Summe der Reihe 

l + t + t + t + · · · größer ist als l + t + {- + t + t + · · · ; 
da aber lim (1 + ; ) über alle Grenzen hinaus wächst, so ist um so 

n-+= 

mehr unsere Reihe divergent. 
Zusammenfassend gilt also, daß die Reihe 20) für - 1 < x < +l 

konvergent, für jeden anderen Wert dagegen divergent ist; die Grenze 
-I liegt außerhalb, die Grenze +I innerhalb des Konvergenzbereiches. 

Noch ist aber die Frage nicht beantwm;tet, ob die Reihe 20) auch 
wirklich die Potenzreihe für In (l + x) ist. Jedenfalls ist aber 

x x2 x3 x" ln(l+x) = T-2 + 3 - ... + ( - · l)n- 1--:;:;+ R,.. 
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Der Rest läßt sich nach der Lagrangeschen Restformel 8a) S. 626 
seinem absoluten Betrage nach für unsere Funktion in der Form schreiben 

n! [x[n+l 1 X in+l 

I Rn I = rr+ exf+i . (n +lTi = ;:i+- f ! f+-ex I . 

Beschränken wir uns auf Werte von x, die der Ungleichung 0 ~ x < 1 

genügen, so ist ___ x__ da der Nenner größer als 1 ist, ein echter 
l + Bx' 

Bruch, folglich 

hm --- =0 • ( X )" + 1 

n-+ool +Bx ' 

und damit auch lim Rn = 0. Damit ist gezeigt, daß für 0 < x ~ 1 
n-+oo 

die Beziehung besteht: 

x x2 x3 x4 

ln(1 + x) =---+---+ · · · l 2 3 4 . 22) 

Diese Restuntersuchung versagt allerdings, wenn - 1 < x < 0, wenn 
x also negativ ist; denn dann ist auch der Nenner l + f)x ein echter 

Bruch, und 11-+x ex I kann sehr wohl größer als 1 sein und damit 
X !n+l 

i + 73x J über alle Grenzen hinaus wachsen. Es lassen sich 

jedoch, wie nur erwähnt sei, andere Restformeln als die Lagrangesche 
finden, die auch in diesem Falle die Gültigkeit der Formel 22) dartun 
[s. (200) S. 656]. Die Reihe 20) wird die logarithmische Reihe 
genannt. 

Wir können nun auch den Wert der Reihe 21) angeben. Setzen 
wir nämlich x = I , so geht 22) über in 

)-- -~ + ~- - } + + - .. · = In 2 , 

einen Wert, den wir weiter unten zu 0,69315 finden werden. Daß 
zur Berechnung von ln2 mittels dieser Reihe sehr viele Glieder nötig 
sind, erkennen wir an der Restuntersuchung; für x = 1 wird nämlich 

[Rnl < n ~ 1; um also ln2 mit einer Genauigkeit von zwei Dezimalen 

zu berechnen, würde man 100 Glieder benötigen, und erst bei Verwendung 
von 1000 Gliedern wurde die Richtigkeit der dritten Dezimale ver
bürgt sein. 

Das folgende Bild zeigt für die logarithmische Reihe zeichnerisch 
die Annäherung der verschiedenen Ersatzfunktionen an den wahren 
Wert. 

Wir zeichnen in Abb. 339 die Parabeln kJ., k2 , k3 , ••• von den Glei
chungen 

2 ' 
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und finden durch Übereinanderlagerung wiederum die Näherungs
parabeln g1 , g2 , g3 , ..• von den Gleichungen 

Sie nähern sich mehr 
und mehr der Kurve l 
von der Gleichung 

y = ln(l + x). 

Wir erkennen auch 
deutlich, daß dieses 

zunehmende An
schmiegen der Kur
ven gn für wachsen
des n nur in dem 
Intervalle von 

x = -1 bis +l 

stattfindet, während 
außerhalb desselben 
bei wachsendem n 
ein um so schrofferes 
Abwenden eintritt, 
als Kennzeichen der 

1 2 ' 

y 

1 

qs 

-1 

Abb. 339. 

Divergenz der Reihe außerhalb des Gebietes -1 < x < + I. 

(198) Die Reihe für ln(l + x) wird (wie leicht einzusehen ist), 
um so rascher konvergieren, je näher x dem Werte Null liegt. Wählen 
wir z. B. x = 0,1, so erhalten wir 

oder 

ln l l = Q,! - O,J2 + Q. 1_:_ - ... 
' 1 2 3 

0,10000000 
+ 0,00033333 
+ 0,00000200 
+ 0,00000001 

81 = 0,10033504 

- 0,00500000 
- 0,00002500 
'-- 0,00000017 

82 = 0,00502517 

Esistlnl,l = 8 1 -82 = 0,09530987. Für x = -O,lfolgtohneweiteres 
ln0,9 = -81 - 8 2 = -0,10536021. 

Setzen wir in 22) -x statt x, so ergibt sich 

x x2 x 3 x4 

In (l - X)=' - T - T- 3-4- 22') 
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Durch Subtraktion der Gleichungen 22) und 22' ) folgt 

I+x (x x3 x5 ') 
lnl- x = 2 T+3+5+ ··· · 23) 

Formel 23) läßt sich verwenden zur Berechnung von ln3; setzen wir 
nämlich x = t, so wird . 

(0,5 0,53 . 0,55 ') 
ln 3 = 2 T + -3- + -5 · + · · · . 

Berechnung der einzelnen Glieder: 

0,5 
0,125 
0,03125 
0,0078125 
0,001953125 
0,000488281 
0,000122070 
0,000030518 
0,000007 629 
0,000001907 
0,000000477 
0,000000119 
0,000000030 
0,000000008 

0,5 
0,041666667 
0,006250000 
0,001116071 
0,000217 014 
0,000044389 
0,000009390 
0,000002035 
0,000000449 
0,000000100 
0,000000023 
0,000000005 
0,000000001 
0,000 000 000 

Durch Summation der letzten Spalte folgt 

ln3 = 2 · 0,549306144, ln3 = 1,09861229 . 

Setzen wir in 23) x = 0,2, so erhalten wir 

0,2 
0,008 
0,00032 
0,0000128 
0,000000512 
0,0000000205 
0,0000000008 

0,2 
0,002666 666 7 
0,0000640000 
0,000001828 6 
0,0000000569 
0,0000000019 
0,000000000 I 

ln t = 2 · 0,2027325542 = 0,405465108. 
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Da ln2 = ln3 - lnf ist, so wird 

ln2 = 1,09861229- 0,40546511, ln2 = 0,69314718. 

Eine noch vorteilhaftere Formel zur Berechnung des Logarithmus 
einer Zahl erhält man aus 23), wenn man 

setzt; es ist dann 

und die Reihe wird 

1+x y+z 
I-x y 

z 
X= - ·

z+2y' 

ln(y + z) = lny + 2 ·[(z;2y)+~(z;2S +Hz:2S+ ···l· 24) 

Durch zweckmäßige Wahl der Größen y und z kann man es erreichen, 

daß der Quotient z; 2Y möglichst nahe der Null kommt, so daß 

die Reihe in der ( ] sehr rasch konvergiert, und man nur eine sehr geringe 
Anzahl von Gliedern zur Berechnung benötigt. Man hat nur für y 
eine Zahl zu wählen, deren Logarithmus schon bekannt ist. Da 

-l<x<+l 
sein muß, so muß auch z 

-I<2y+----z<+I 
sein, eine Bedingung, die stets erfüllt wird, wenn sowohl 
y + z positiv ist. 

Der Leser berechne nach Formel 24) 

a) ln2 für y = l, z = l, 

und daraus ln4 = 2ln2, ln8, ... , 

b) ln3 für y = 2, 

und daraus ln9 = 2ln3; 

c) ln 10 für y = 9, 

z = 1' 

z = 1, 

und daraus ln5 = ln 10 - ln 2; 

d) ln 49 für y = 50 , z = - 1 , 

und daraus ln 7 = -t ln 49 ; 

e) ln ll für y =9, z = 2, 

z 1 
z + 2 y I9 

z 1 

z + 2y 99 

z . 1 
z + 2y IO. 

y als auch 

Hat man die Logarithmen aller Primzahlen ermittelt, so werden 
die Logarithmen der übrigen ganzen Zahlen durch Addieren der Loga
rithmen ihrer Primfaktoren gefunden. Kennt man auf diese Weise 
die Logarithmen aller Primzahlen bis 13 auf sieben Dezimalen, so 
genügt zur siebenstelligen Berechnung des Logarithmus irgendeiner 
Zahl u die Formel 

I I 
lnu = 2 (ln(u + 1) + ln(u- l)] + 2u 2 _ I" 
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Denn aus 23) folgt, wenn man 

setzt, 

1 + x u 2 

1 - x = u 2 -l' also 

1 
lnu = 2 [ln(u + I)+ ln(u- 1)] 

1 
X= - ---

2u.2- l 

(198) 

+ [2)-1 + ~(!f;}=S + ~(2u/- S + ···]. 

Wählt man u = 13 , so ist 

2u/-=1 = 3~7 = 0,00296736, (2u/- S = 0,00000003, 

demnach das zweite Glied und um so mehr die folgenden Glieder der 
Reihe ohne Einfluß. Dies gilt erst recht, wenn 1.t > 13 ist, und damit 
ist die obige Formel erwiesen. 

Nach ihr ist beispielsweise auf sieben Dezimalen genau 

ln19 = t[ln20 +ln181 + 7 h = ~[3 ·ln2 + ln5 + 2ln3] + 0,0013870 
= t[2,0794415 + 1,609437 9 + 2,197 224 6] + 0,001387 0 
= l· 5,8861040 + 0,0013870 = 2,9444390. 

Für das praktische Rechnen sind die Briggssehen Logarithmen 
von besonderer Bedeutung. Nun ist 

lnx 
logx = ini6 

[ s. (53) S. 136]; wir können also aus den natürlichen Logarithmen 
die Briggssehen Logarithmen dadurch erhalten, daß wir diese durch 
ln lO dividieren. Wegen seiner Bedeutung soll daher ln lO hier noch 
berechnet werden. Es ist 

[ 1 1 l I l l ln10=2ln3+2 19 +3· 19a +s·:r9s + ... · 

Die unendliche Reihe berechnen wir nach dem folgenden Schema: 

1 0,052 631579 
2 0,002770083 
3 0,000145794 
4 0,000007 673 
5 0,000000404 
6 0,000000021 
7 0,000000001 

0,052 631579 

0,000048598 

0,000000081 

0,000000000 
8 = 0,052680258 

2s = 0,105360516 
2ln3 = 2,197224577 
lnlü = 2,30258509 
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Hieraus ergibt sich 
1 

M =Info= loge = 0,43429448. 

Formel 22) lehrt, daß für kleine 
die Formel gilt 

Werte f in erster Annäherung 

ln(I + c) ~ c; daher wird log(I + c) ~ 0,434c, 22") 

(199) B. Die binomische Reihe. Unter der binomischen Reihe ver
steht man die Entwicklung der Funktion y = (I + x)m in eine Potenz
reihe. Für ganze positive Exponenten m haben wir in (36) S. 82ff. 
das Problem schon in dem binomischen Satze behandelt. Hier 
wollen wir uns mit dem allgemeinen Falle befassen, daß m irgendeine 
!positive, negative, ganze, gebrochene usw.) Zahl sei. Es ist 

y' = m · (1 + x)m-l, y" = m(m- 1) (1 + x)m- 2, 

y"' = m(m- 1) (m- 2) (1 + x)m- 3 , ••• , 

y<n) = m · (m- 1) (m- 2) . .. (m- n + 1) (1 + x)m - n, 

Für x = 0 ergibt sich also 

y = 1, y' = m, y" = m(m- I), y"' = m(m- I) (m- 2), 

y<n) = m(m- 1) (m- 2) ... (m- n + 1), 

und die Maclaurinsche Reihe IO) liefert 

• 0 • ~ 

(l + x)m = 1 + m x + m(m-__!l x 2 + m(m- 1) (m-:-- 2) x3 + .. ·l 
1 1·2 1·2·3 

125) + m(m- 1) (m_- 2) ._._.jm - ~+_1) xn + Rn. 
1·2·3 ... n 

Wächst n über alle Grenzen hinaus, so geht die rechte Seite von 25) 
über in die Potenzreihe 

1 + m X+ m(m _-:-_ _ll x2 + m(m -__!)~- 2) x3 + ... ; 26) 
1 1·2 1·2·3 

die Reihe der Quotienten von je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern ist 

Da 

also 

m-1 
- 2- x, 

m - 2 
-3- x, . 0 0' 

m-n+1 
- ---X 

n ' 

l . m - n + 1 _ 1. (' m + 1 1) _ 1 Im ---- Im --- -- ' 
n--+oo n n~oo n 

I • m-n+1 I I I 
I' hm ---n-x = x 
n~oo 

ist, so ist nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium [(192) S. 622] 
die Reihe 26) sicher konvergent, solange -1 < x < +I ist. Es soll 
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hier unerörtert bleiben, ob und unter·welchen Bedingungen die beiden 
Grenzen x = -1 und x = +1 dem Konvergenzbereiche angehören. 

Zur Untersuchung von Rn benutzen wir Formel 8a); sie liefert 

R = m(m- l) (m- 2)~ -!~:~ (l + @x)m - n- 1 xn+l, 
n {n+1)! 

was wir auch schreiben können 

m m-1 m-2 m-n ( x )n+l 
Rn= T' ---.2- · - 3 - ·· · n + 1-' (l + @x)m-· 1 + Gx . 

= (T 1+xGx)· (~;..! 1+xex)·(m;2 1+xex) .. · (:~~ 1+xex)· (l+ @x)"'. 

Nun ist 

m - n 
n + 1 

m -1 
n 

1 
1 + -

n 

ein Bruch, dessen absoluter Betrag wegen 

lim m = 0 und lim _.!._ = 0 
n---+oo n n~oo n 

sich dem Werte l nähert. Ferner ist, positives x vorausgesetzt, 

i 1 +x Gx I< X< l; 

folglich nähert sich der Ausdruck 

m-n x 
n + 1 · 1 + Gx 

mit wachsendem n der Größe x, d. h. einem echten Bruche. Also 
nähert sich das Produkt 

(7 1 +x ex) · (; f+x ex) · (; I+~t-F) · · · (: ~ ~ 1 +~Gx)' 
da von einem bestimmten Faktor an alle folgenden echte Brüche sein 
müssen, mit wachsendem n de)ll Grenzwerte Null. Weil schließlich 
(l + 6x)"', als von n unabhängig, einen bestimmten endlichen Wert 
hat, so ist limRn = 0. Daher ist die binomische Reihe 

n-->-oo 

(l + x)"' = l + m x + ~(m- 1) x2 + m(m- 1) (m- 2) x3 + ... ' 27) 
1 1·2 1·2·3 

für -1 < x < +I ein vollgültiger Ersatz für die mte Potenz des 
Binoms (l + x). Zwarversagtdie obigeBeweisführungbei -1 < x< 0; 
daß auch dann Formel27) richtig ist, wird weiter unten (S. 656) gezeigt. 

Istmeine positive ganze Zahl, so wird im (m + 2)ten und in allen 
folgenden Gliedern im Zähler der Faktor m - m = 0 auftreten; folglich 
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verschwinden das (m + 2)te und alle folgenden Glieder. Die Ent
wicklung (1 + x)m ist dann eine endliche Summe von m + 1 Gliedern 
und identisch mit dem in (36) Formel67) und 70) gefundenen bino
mischen Satze. 

Beispiele. 

m=-I, 1 I 2 3 4 
1 + X = - X + X - X . + X - • • • • 

Vertauschen wir x mit -x, so folgt 
1 

1 - x= I+ x+x2+x3+x4 + ... 

[unendliche geometrische Reihe (192)]. Setzen wir x 2 statt x, so folgt 

1~X2 = 1 -- x2 + x4 - xs + xs - ...• 

m=- 2 , 1 = 1 +-2 +(-2)(-3) 2 + (-2)(-3)(-4} 3 +··· 
(1 + x)2 X 1 • 2 X 1 • 2 • 3 X 

oder 

-:-:----:--1-= = l- 2x + 3x2 - 4x3 + 5x4 - • • • • 
(1 + x)2 ' 

ebenso 

m=-3, 
1 l 

(l + x)S = 21 (1 • 2- 2 • 3x + 3 • 4x2- 4. 5x3 + ... ) . 

~ ,,-- ~ ~ (- ~ ) 
(l + x )- = y l + x = l + - x + -~ · ·· -- x2 1 l. 2 

~ (- ~ )(- ~) ~ (- ! )(- ~ )(- ; ) 4 . 

+ l · 2 · 3 r + - - l · 2 · :3 :4- X + . • . 

oder 
,~ 1 l 1 . :3 1 . 3 • 5 
y.t-;-;{;= 1 + 2x-2~x2+2.4,~x3- 2-4·6·8x4+ ... 

+ ( -l)n- l 1 · 3 .. . (2n - 3) xn + .... 
2 · 4 ... 2n 

Hieraus 

,~ 1 1 1 • 3 1· 3 ... (2n- 3) n 
y .L - ;{; = I --x- - x2- --- x3 - • • • - x + · · · 2 2 · 4 2 · 4 · 6 2 · 4 ... 2n 

Diese Formeln lassen sich zur Berechnung der Quadratwurzel aus einer 
Zahl verwenden. Es ist beispielsweise 

12 = _3_ ·v1~-~ 
2 9 

3 [ 1 1 1 1 1·3 1 1· 3 ·5 1 l = 2 1 - 2 . 9 - 2 . 4 • 92 - :2:4--:-tl . 93 - 2 . 4 . 6 . 8 • 94 - • • • • 

y'2 = t . 0,942809041 = 1,414213562. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 15 
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Statt dieser Zerlegung lassen sich noch die folgenden verwenden 

Man wird im allgemeinen Entwicklungen vorziehen, in denen x möglichst 
nahe der Null kommt, da dann wenige Glieder der Reihe zur Berechnung 
genügen. 

I 
m=-2, 

1 
m= -3 , 

1 1 I-3 I - 3·5 -- = I - -x + - x2 - ---· xs + ... 
y1 + X 2 2 • 4 2 • 4 • 6 

+ ( -I)n. I· 3 ... (2n- !l xn + ... ; 
2 ·4 ... 2n 

1 1 1·3 1·3·5 -==I +-x+ -x2 +---x3 + .. . YI - X 2 2 . 4 2 • 4 . 6 

+ I · 3 ... (2 n - 1) x" + . .. ; 
2 · 4 ... 2n 

'!-- 1 2 2-5 p + x = I + - x - - xz + ---- xs 
3 3·6 3-6·9 

2-5·8 
3 . 6 . 9 . I2 x4 + · · · 

+ (-I)"_ 1 .~·5 .... (3n-4)x"+ ... 
3 · 6 ... 3n 

Man entwickle 

Was gibt 
I 

1/i +:r' 
Für kleine Werte x = e folgt aus 27) unter Vernachlässigung von 

höheren Potenzen von x in erster Annäherung die Formel 

Es ist also 

(I ± e)2 = I ± 2e, 

fl ± ~ =I± ; , 

27') 

(l ± e)3 = l ± 3e, 

(200) Sowohl für die logarithmische als auch für die binomische Reihe ver
sagte die Lagrangesche Formel der Restuntersuchung. Beide Lücken 
können mit Hilfe eines anderen Restausdruckes, der Restformel von 
Cauchy, ausgefüllt werden; um Vollständigkeit zu erzielen, möge 
diese Restformel daher noch abgeleitet werden. Wir schreiben die 
Taylorsche Reihe 2) in der Form 

f(xo + h) = f( xo) + /'i~o) h + qlo_) h2 + ... + r>~xo) hn + h. Qn' 2') 
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so daß also das Restglied Rn in der Gestalt auftritt Rn = h · Qn . 
Weiter führen wir die Hilfsfunktion ein 

Für 17 = x0 und 'YJ = (x0 + h) verschwindet die Hilfsfunktion 

F(x0) = 0 und F(x0 + h) = 0. 

Folglich verschwindet nach dem Mittelwertssatze [s. (193) S. 624] für 
einen Wert x0 < 1]1 < x0 + h der Differentialquotient F '('YJ). Nun 
ist aber 

F ' ('YJ) = -/'(1]) + !'ii)- f'i~ (xo + h- 1]) + Ei1:2 (xo + h- 1]) 

- f111(>J) (x + h- ~ )2 + .. · + j<"I(>J) (x + h - r~)n - r 
2! o I (n-1)! o ., 

r+11(>Jl 
- n T-- (xo + h- 'YJ)n + Q, 

wie man durch gliedweise Differentiation und Anwendung der Produkt
r egel findet; der Ausdruck für F'('YJ) zieht sich , da sich Glieder paar
weise fortheben, zusammen zu 

r +11( l 
F'(1]) = - --1 >J_ (x0 + h - 1])11 + Q. 

n. 

Also ist 

/ (n + 11( ) j<• + 11(.", ) 
- ~ (x0 + h- 171)n + Q = 0 oder Q = - n-1-·'-1 (x0 + h- 1]1)n. 

Setzen wir nun 'YJI = Xo + 6h, wobei e ein positiver echter Bruch 
ist, so ist 

und also 
hn+l 

Rn= - (1 - fJ)nj(n+l)(x0 + fJh) Ca uch ysc he R estforme L 28) 
n! 

Führen wir x0 = 0, h = x ein, so erhalten wir ihre für die Maclaurin
sche Reihe gültige Gestalt 

Da nun 

xn+l 
R11 = - • (l- fJ)n · j(n+l)(fJx). 28') 

n! 

I d<n+I1Jn(1 + x) I _ ____!~-! _ _ 
dx•+ 1 I - (1 + x)"+l 

15* 
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ist, gibt das Cauchysche Restglied für die logarithmische Reihe 

1 x•+l 1 n! n I x ((1- 6)x)n I I Rn I = ----n!. (1 + ext+l . (l - B) = 1 + Bx.. 1 + ex . 

Setzen wir -1 < x < 0 voraus, also gerade den Fall, für den wir die 
Restuntersuchung noch nicht durchgeführt haben [s. (197) S. 646], so 
ist der absolute Betrag von 

(1 - EJ)x 
1 + ex gleich lxl- G· lxl 

1- B· lxl ' 
und da I x I < 1 ist, der Zähler kleiner als der Nenner, mithin 

1 (: ~-~~a; 1 < 1 , also }~~ 1 (~~ ~):r 1 = o . 

Da ferner _ _ ! ____ vonnunabhängig ist so ist lim /Rn I= 0, und 
1 + Bx ' n->-oo 

damit die Gültigkeit der logarithmischen Reihe auc}l für n egative 
echt gebrochene Zahlen nachgewiesen. 

Für die binomische Reihe schreibt sich das Cauchysche Rest
glied in der Form 

x•+l 
Rn= ·· -,- (l - B)n · m · (m- l) ... (m- n) (l + Bx)m - n- 1 

n. 

_ 1 m-1 m-2 m-n (1-e)n = mx· (l + Bx)m · - 1- x· - 2-x ··· -n-x· 1+-ex · 
Nun ist 

lim I(~-;;~-) II = lim I (~- 1) 1
1. = l, 

n---). oe> n-+ool .n 
also . ~m-n i I hm --n-- x! = ,x !; 

n-+ :::lo0 1 

also konvergiert für I x I < l das Produkt 

m - 1 m-2 m-n 
- 1-x·-2-x ·· · -n-x 

für über alle Grenzen wachsendes n gegen Null; ferner ist, wenn I x I < l 
1 - e 

ist, auch 1+ ex < l' demnach auch 

}~~(11; :xr = o · 
Da nun mx · (l + Bx)m - I einen endlichen, festen, d. h. von der Ver
änderung vonnunabhängigen Wert hat, so ist limRn = 0 und damit 

n ->- oo 

die Gültigkeit der binomischen Reihe auch für negative echt gebrochene 
Werte von x nachgewiesen [s. (199) S. 652]. 

(201) C. Integration unendlicher Reihen. Nach dem Taylorschen Satze 
ist [s. Formel 2) bzw. 9b)] 

f( x) = f(xo) + f'( xo)x ~!_::o + f"(xo)(x -; !xo)2 + ... + j(n) (xo) (x -:~o)• +Rn . 
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Integrieren wir beide Seiten dieser Formel in den Grenzen x = x0 und 
x = x, so erhalten wir 

x, 29) 

Rn ist eine Funktion von x, und es sei An der größte Wert, den I Rn I 
im Bereiche von x = x0 bis x = x annimmt. Teilen wir das Intervall 
von x = x0 bis x = x in ·k gleiche Teile 

LI X = X-__:~ 
k ' 

berechnen für jeden der 1t werte 

x0 , x0 + LI x , x0 + 2 LI x , x0 + (k- l)Li x 

die Größe Rn, multiplizieren jedesmal mit Ll x und bilden schließlich 
die Summe dieser k Produkte 

x0 +(k -1)Jx 

SRn · Llx, 
X = Xo 

so ist diese Summe ihrem absoluten Betrage nach sicherlich kleiner 
als A · (x - x0), da A der größte Wert sein sollte, den Rn zwischen 
x = x0 und x = x annimmt: 

SRn ·LI X I <An· (x- x 0) • l
x,+(k-l)lx ! 

X = Xo I 

Setzen wrr die Unterteilung des Intervalles bis ins Unendliche fort 
x,+ (k - 1) L1 x 

(k-+ oo, lim LI x = d x = 0), so geht die Summe S in das bestimmte 
7.:-+ oo x ::::: x:o 

Integral über, während der Ausdruck An(x- x0) unverändert bleibt; 
wir erhalten also 

X 

JRnd x <An(X - x0 ) • 

.. , 
Ist nun die ursprüngliche Reihe konvergent, so ist limRn = 0; 

n-+oo 

also ist auch IimAn = 0 , da An der Höchstwert sein sollte, den Rn 

in dem vorgeschriebenen Bereiche annimmt. Da der Faktor ;r - ;r 0 
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von n, also auch von dem letzten Grenzübergange völlig unabhängig 
ist, so ist auch 

. I X I 
llm i (Rn dx , = 0 

n-+ oo j " 1 

1 Xo 1 

und ebenso 
X 

lim jRn dx = 0 . 
n ·+oo 

x, 

Damit haben wir den Satz erhalten: 
Eine konvergente Potenzreihe läßt sich innerhalb des 

Konvergenzbereiches gliedweise integrieren. 
Dieser Satz leistet gute Dienste bei der Auswertung von bestimmten 

Integralen, die einer unmittelbaren Integration nur schwer oder über
haupt nicht zugänglich sind. Eine Reihe von Beispielen soll die An
wendung dieses Satzes zeigen: 

a) Es ist 

l - -· = 1- x + x2 - x3 + x4 - • • • Konvergenzbereich -1 < x < + I. 
l+x ' 

Durch Integration folgt hieraus 

- l<x< + I . 

Nun ist 1 

· dx j q.~-x = ln(l + x) ; 

0 

wir erhaltendamit die schon in (197) Formel22)gewonnene logarith
mische Reihe. 

Da 

b) Nach einem Beispiele von S. 653 ist 

l 
- - = l-x2 +x4 - x6 +x8 - ••• 
l + x2 

X 

I. dx 
. 1 + x2 = arctg x 
() 

ist [s. TI 3], so ist 

x x3 x5 x' x9 

arctgx = T - 3 + 5 - 7 + 9 -

-l<x <+l . 

- l <x<+ l. 30) 

30) ist die Arcustangensreihe; sie ist auch für die beiden Grenzen 
x = - 1 und x = +1 konvergent, wie man ähnlich dem a uf S. 644f. 
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in (197) für die Reihe 21) geführten Beweise dartun kann. Für 
x =' + 1 lautet die Reihe 

:r 1 1 1 1 1 
arctgl= 4 =T- 3 + 5 - 7 + 9 - ···; 31) 

sie heißt die Leibnizsche Reihe. Da sie viel zu schwach konvergiert, 

eignet sie sich nicht zur Berechnung von ·~· bzw. von n. Trotzdem 

läßt sich die Reihe 30) zur Berechnung von n verwenden. Setzt man 

nämlich x = 1~ so wird 
1 3 

arctg y~ = ~ = ~ ( 1 - ! · + + ! · :2 - ~ • ~3 + · · · J · 
Die in der Klammer stehende unendliche Reihe berechnen wir hierbei 
nach dem beifolgenden Schema: 

(! r 1 1 
n 

2n + 1 · 3" 

0 1,0000000000 1,0000000000 
1 0,333 333 333 3 0,1111111111 
2 0,1111111111 0,0222222222 
3 0,037 037 037 0 0,0052910053 
4 0,0123456790 0,0013717421 

usf.; es ergeben sich a ls weitere Glieder 

0,0001055186 

0,0003741115 

also 

0,0000304832 
0,0000089656 

0,000002 6740 
0,0000008064 

0,0000002454 
0,0000000753 

0,0000000232 
0,000000007 2 

0,0000000023 
0,0000000007 

0,0000000002 
0,0000000001 

81 = 1,0237093382 82 = 0,1168096562 

·81 - 8 2 = 0,906899682 , 

n = 2 ·y3 · 0,906899682 = 1,813799364 · 1,732050807, 

n = 3,141592653. 
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Noch bequemer ist die Berechnung von n auf Grund der Beziehung 

~ 1 1 
4 = arctg 2 + arctg 3 , 

die sich ergibt aus 

~ ( 1 1) ~ +~ -1 1 = tg- = tg arctg- + arctg- = - 11 = . 
4 2 3 1-,·:r 

Oder da 

( 1 1) -1.+1 1 
tg arctg 5 + arctg 8 = 1 _ A . l = 3 , 

also 
arctg l = arctg l + arctg t 

ist, so ist auch 
~ 1 1 1 
4 = arctg 2 + arctg 5 + arctg 8 .. 

Ferner ist 
~ 1 1 
4 = 4 · arctg 5 - arctg 239 ; 

denn 

( 1 1 ) tg(4 arctg g-)- zh 
tg 4 arctg 5 - arctg 239. = 1 + ,l" . tg (1 arctg i) . 

Nun ist aber 

( 1) 2·! 5 tg 2 arctg- = ___ 2_ _ _ = -
5 1- ~\ 12' 

also 

( 1 ) 2 tg (2 arctg !, ) ~ 120 
tg 4 arctg 5 = 1 - tg2(2 arctg f,) = 1 - /}: 119 · 

Mithin wird 

( 1 1 ) -'·"!'.- .,.. 28680 - 119 
tg 4arctg5- arctg239 = 1''n , ;~, - = 28441 + 12Ö + 11 !J• ? 3!J 

28561 ~ 
= 28561 = I = tg4. 

Die Werte 

arctgl, arctg-l, arctg+,-, arctgJ, arctg -d 9 

lassen sich mit Hilfe der Reihe 30) sehr rasch berechnen, und zwar 
mit einer um so geringeren Gliederzahl, je kleiner x ist; der Leser 
lege selbst einen dieser Ausdrücke der Ermittlung von n zugrunde. 

c) Die binomische Reihe 27) lehrt die Richtigkeit der Formel 

1 =I+ .!.x2 + ~x4 + ~~x6 + 1· 3 ... (2n_-=Jl x2n+ ... ' r 1 - x2 2 2 . 4 2 . 4 . 6 2 . 4 ' ' ' 2 n 

-I <x<+I . 
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Durch Integration zwischen den Grenzen Null und x ergibt sich aus ihr 

. x 1 x3 1 . 3 x5 1 . 3 . 5 x' 
arcsm x = - + - ·- + - ·- + --- ·- + · · · 

1 2 3 2-4 5 2·4·6 7 

32) 1·3 ... (2n-1) x••+ 1 

+ ·--- -+··· 2·4 ... 2n 2n+1 

-l<x<+l. 

32) ist die Arcussinusreihe; man benutze sie, um J'l zu berechnen 

( :rr • 1) 
6 = arcsm 2 . 

X 

d) Vm~~dx zu berechnen, verwandelt man erst~ in eine Potenz-
x X 

I 

reihe. Es ist 

also ist 
ex 1 1 x x2 x• 
x = x + IT + 2! + 3! + ... + (n + Tj! + ... · 

Daher wird: 

"' 
j~x [ x x2 x3 x•+l 
x dx = lnx + } ;-fi + 2---:21 + 3:-:f! + · · · + (n + 1) • (n -tT)! + 

1 

= lnx + x - + xa + x3 + + x• + 
1-1! 2-2! 3-:-3! ... n=-n! ... 

- (~, + 2.\! + 3\! + ... + n-1nr + ··} 

Der Inhalt der () ist eine Konstante, deren Wert 1,3179026 sich 
leicht erreichen läßt. 

e) Da 
sinx 1 :r 2 x4 x6 

-·-- = - - - +- -- - + ... 
X 1! 3! 5! 7! 

ist, so ist 
X 

j sinx X x3 x5 X 7 

- x-dx = 1-1! - 3·3! + 5·5! - 7-7! + ··· · 
0 

Man stelle Reihen für 

"' "' :z; 

f~sx_dx X ' 
/~inx dx 

X ' 
!\tofx dx 

X ' 
I 0 1 

auf. 

[S. a. (88) S. 233.] 
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f) In (144) S. 415f. haben wir uns mit der Lemniskate befaßt; 
ihre Gleichung ist in Polarkoordinaten r = ay cos2ß. Wir wollen 
jetzt die Länge ihres Bogens berechnen. Es ist 

dr asin2D 
([ß. - y cos 2 ,'} , 

also [s. (141) S. 403] 

Wir formen um; da 

ist, so ist 

also 

und daher 

dr 
(Ijj 

r2 
cos2I} = 2 a 

r r 

~/ -14 - - a2 
d8 = - -- + 1 dr = - ---== d a• - r• ya• - r• r . 

Somit bekommen wir für einen bis zum Doppelpunkt reichenden Lenmis
katenbogen 

Nun ist 
l l 4 l . 3 8 l . 3 . 5 12 -=--= = 1 + - . u + - - u + - ---- u + y 1 - u• 2 2 · 4 2 · 4 · 6 

also ist 
u 

(; l· u. lu5 l·3u9 l·3-5u13 

• yl-U4du= T + 25 + ~9+ ~613 + 
0 

Der Lemniskatenbogen wird demnach 

8 = a [~ + 2\(~t + ~-4:9(;r + 2-14--3~-513(~ya + ···]. 
So ist beispielsweise der von ß = ~ bis {) = 'i reichende Lemnis

katenbogen (r ~- = / 2) 

8 = ~ [1 + - 1- + __ !_-_3 - + ~_:_!_____ + ···] = 0,72693a. V 2 2 • 5. 4 2 · 4 · 9. 16 2. 4. 6. 13. 64 
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Ist {) wenig von Null, also r wenig von a verschieden, so konvergiert 
die Reihe äußerst schwach, und die Berechnung der Länge eines Viertel
bogens der Lemniskate (Grenzen r = 0 und r = a) würde auf diese 
Weise äußerst mühsam werden. Hier hilft eine Umformung. Es ist 

-v· 2 a2 sin2 2 {} - a ( - a ds- a cos2ß + --2 _ad{}- ,---=d{}- , . -d{} , 
cos u· ycos2 {} yl ~ 2 sin2 {} 

also 
lJ 
• d{} 

8 = a} yl ~ 2 si~2 {} • 

0 

Da {} zwischen 0 und 4 · , also sin {} zwischen 0 und Yf liegt, so kann 

man setzen y'2 sin{} = sintp , wobei cp zwischen 0 und ; liegen muß. 
Da ferner 

y2 cosß d{) = coscp dcp, also 

ist, so wird 
'I 

8 =--== . ==:....::===. a f dcp 
y2 yl ~ t sin2 cp 

0 

Wir entwickeln jetzt 
und erhalten 

l 
,;--= nach dem 
r l ~ ~· sin2 cp 

binomische n Satze 

-====l== = 1 + 2_ sin2 cp + ~- sin4 cp + 1_.-]~ sinsq, + 
yl ~? sin2cp 2 2 2 · 4 4 2 • 4 · 6 8 

Also ist 
rp 

a {[ 1 sin2cp 1. 3 sin4 cp l • 3 · 5 sin6 cp l 
s = y2_ 1 +2-2-+2.4 --4---+:r:-4-.6-8 + ... dcp. 

0 

Es sind also lauter Integrale von der Gestalt auszuwerten 

/ sin2 n cp d(p. 

Nach Formel TIII 28) ist 

Jsin2 cpdcp = - ~ sin<pcos<p + ~, 

/
· .4 d l '3 3. +3.} 
Sill cp <p = - - sm <p cos cp - · sm <p cos <p - - - tp , 

• _4 4·2 4·2 

r·s d 1 · s 5 '3 Sill cp rp = - - Sill rp cos cp - ··· ·- sm rp cos cp 
. 6 6·4 

5·3 . 5-a-I 
- ·-~-- smcp cosrp + - -- tp · · · 

6·4·2 6·4·2 
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• _Q :n; 
Wählen w1r ·u· = ß , 
so wird 

also 
. 1 

Slllq:J = y2, 
1 

COSq:J = y2, 

"' T 

{sin2 <p d<p =- ~ + ~ = 0,142699 , 
.J 
0 

:n: 
4 

Jsin4 <p d<p = - 1~ - 1
3
6 + :2 n = 0,044524, 

0 

:n: 
4 

/sin6 <p d<p =- : 8 - 9
5
6 - !: + 6~ n = 0,016270, 

0 

7f 

4 

(201) 

f . 1 7 M M M 
sms<p d<p =- 128 - 384 - 768 - 256 + 512 n = 0,006424 ' 

0 

Demnach ist 

8 = ;2 [0,785398 + 0,035675 + 0,004174 + 0 000646 + 0,000110] 

oder 8 = 0,58407 a die Länge des von f) = 0 bis ß = lf reichenden 

Lemniskatenbogens. Da wir den von f) = ~- bis f) = -~ reichenden 

Bogen zu 0,72693a gefunden haben, erhalten wir für die Viertellemnis
kate 1,3110a und demnach für den ganzen Lemniskatenumfang 
l = 5,2440a. 

g) Die Gleichung der Ellipse lautet in Parameterdarstellung 
[ s. (136) S. 373] 

x = a cos f) , y = b sin f) . 

Führen wir den Winkel 
;r '} 

<p = 2-'l 

ein, so erhalten wir [s. (136) S. 378] 

d 8 = a yi l - E2 sin2 q; d <p . 

Da E < l und isin<pl < 1 ist, so ist auch Esin<p < l; die Wurzel 
läßt sich daher nach der binomischen Reihe entwickeln. Wir er
halten 

d8 = a(l- _!_E2 sin2 m - __ l_t4 sin4 m - ____l:__:__.:!_E6 sin6 m - ··· )dm. 2 r 2•4 T 2•4•6 T T 
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Also ist der von ffJ = 0 bis ffJ = ffJ reichende Ellipsenbogen 

'P 

s = aJ[l- ..!._ e2 sin2 <p- - 1- -e4 sin4 <p- - 1 ~_!_ e6 sin6 <p- .. ·] d<p. 
2 2-4 2·4·6 

0 

Auch hier sind wie in Beispiel f) Integrale von der Form J sin2n<p d<p 
auszuwerten. Wollen wir die Länge des Ellipsenquadranten be-

rechnen, so müssen wir als obere Grenze <p = ; setzen. Da nach 
Formel TIII28) 

(sin2 ntpdtp = _ _!_ sin2 n - 1 q;cos<p-~=J--sin2n - 3 q;cosq; P 2n 2n·(2n-2) 

(2n- 1)(2n- 3) . 2 n-s 
- ---------Slll ffJCOSffJ- ··· 

2n(2n -· 2) (2n- 4) 

(2n- 1)(2n - 3) ... 3 . (2n- 1) ... 3 -1 - --- -- · ·· -- smtpcosq;+ ------ --- -- <p 
2n(2n -- 2) ... 2 2n(2n- 2) .• . 2 

ist, so verschwinden beim Einsetzen der unteren Grenze <p = 0 alle 

Glieder und beim Einsetzen der oberen Grenze tp = ; alle Glieder 
mit Ausnahme des letzten, das den Wert 

(2n- 1) (2n- 3) ... 3 · 1 :n: 

- 2n. (2n- 2) ... 2 • 2 

annimmt. Die Länge des Ellipsenumfanges ergibt also 

l = 2:n a [1 - (_!_)2 E2- _!_ (!_-_3)2 E4- _!_ (~_.~)2 f.6 
2 3 2·4 5 2·4·6 

-- _!_ (~-·_!!__·_'!_) c.S - •. ·1 
7 2-4·6·8 . . 

Für den Meridianschnitt des Erdsphäroids ist e = 0,0816906, die 
Länge des Erdquadranten ist 10000,853 km. Man berechne hieraus 
die Länge der großen und der kleinen Halbachse eines Meridianschnittes 
(a = 6377,397 km, b -: 6356,079 km). 

§ 4. Unbestimmte Ausdrücke. 
(202) Wir sind im Laufe unserer Betrachtungen an verschiedenen 
Stellen Funktionen begegnet, welche für gewisse Werte der unabhängigen 
Veränderlichen zunächst Werte von "unbestimmter Form" annahmen, 
von denen wir jedoch durch besondere Betrachtungen nachweisen 
konnten, daß sie in Wahrheit völlig bestimmt waren. Es sei nur er-

innert an den Grenzwert, dem sich xn - a" nähert, wenn sich x dem 
x - a 

Werte a nähert [s. (18) S. 36]; setzen wir unmittelbar a an Stelle 
von x, so nimmt dieser Bruch die Form -& an; dieser Ausdruck kann 
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an sich jeden beliebigen Wert haben. Wenn wir jedoch unter der 
Voraussetzung, daß n eine natürliche Zahl ist - zuerst die Division 
(xn- an): (x- a) ausführen, die unter der ebem gemachten Voraus
setzung stets aufgeht, und dann erst den Grenzübergang vornehmen, 
so erhalten wir den bestimmten Wert n · an- 1 • Es ist 

. xn- an n-1 
hm-~~- = n·a . 

x-a x-;oa 

sinx Weiter sind wir in (44) S. 109 auf den Ausdruck x gestoßen; er 

nimmt, wenn wir in ihm x = 0 setzen, ebenfalls die unbestimmte 
Form ~- an. Geometrische Betrachtungen lieferten das Ergebnis 

lim ~nx = 1 
x--;.0 x · 

Schließlich erinnern Wlr uns an den Ausdruck lim (l + 1~ r von (52) 
n-oo 

S. 133, der für n = oo die ebenfalls unbestimmte Form 1"" annimmt; 
hier zeigten umständliche Betrachtungen, daß dieser Ausdruck gleich 
der endlichen Zahl e = 2,71828 ... ist; 

lim (1 + ~ )n = e . 
n --;. oo 

Die Ermittlung gerade dieser drei Grenzwerte läßt sich für die Ent
wicklung der Differentiation und mithin der Infinitesimalrechnung 
überhaupt nicht umgehen. 

Auch bei der Untersuchung der Kurven, deren Gleichung in der 
unentwickelten Darstellung f ( x, y) = 0 gegeben ist, sind wir gelegent-

lich der Ermittlung des Differentialquotienten~~ auf solche unbestimmte 

Ausdrücke gestoßen; wir wurden dadurch auf eine ganz besondere Art 
von Kurvenpunkten, die singulären Punkte , geführt. 

Wir wollen nun diese unbestimmten Ausdrücke einer systematischen 
Behandlung unterziehen und wenden uns zuerst den Ausdrücken f 
zu. Es sei y = ~(~) der Quotient zweier Funktionen f (x) und tp (x), 

und zwar möge für x = x0 sowohl f ( x0) = 0 als auch tp ( x0) = 0 sein, 
so daß also 

Yxo = (~~;))xo = g 
ist. Wir wollen nun beide Funktionennach dem Taylorschen Satze 
entwickeln f (x) = f (x0 + h), tp (x) = tp (x0 + h) ; wir erhalten dadurch 

f(x0 ) + f'(x) h + f"(xo) h2 + · · · 
l! 2! 

Y = <p1(x ) qo"(x ) 
qo(x) + - -0 h + ____ o_ h2 + ... 

0 l! 2! 
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Dieser Ausdruck vereinfacht sich infolge ·der soeben gemachten Voraus-

setzungen zu f'(x0 ) j"(x0 ) 2 
-~, - h + 2!h + ... 

y = 
-~(~o1 h + q;"(:0_ h2 + ~~-- . 

1! 2! 

Der Bruch läßt sich jetzt durch h kürzen, woraus sich ergibt 

f'(xo) f"(xo) - +--h +· ·· 1! 2! 
Y = <P'(xo) <P"(xo) 

--+ - - h+··· l! 2! 

Setzen wir jetzt h = 0, so bleibt vom Zähler des letzten Bruches einzig 
/'(x0 ), vom Nenner nur ip'(x0 ) übrig, so daß also 

f'(xu) 
Yxo = q/(xoJ 

wird. Wir finden demnach den Satz: 
Nehmen für einen bestimmten Wert x = x0 die beiden 

Funktionen f(x) und <p(x) den Wert 0 an, so nimmt ihr Quo-

tient den Wert 1'/(xo)) an, wobei f'( x) und <p'( x) die Differential
<P xo 

quotienten dieser Funktionen nach x sind. 
Sollten auch f'(x0 ) und <p'(x0) beide gleich 0 sein, so müssen wir 

unseren Satz auf den Quotienten : ,\;) anwenden. Es ist also dann 

f"(xo) 
Yx, = q;"(xo) ... 

Beispiele. 
x3 + x2 - 4x- 4 

a) y- Für x = -1 werden Zähler und 
- x4 + 2x3 - 3x2 - 8x- 4 · 

Nenner gleich Null. Wir differenzieren beide; dadurch erhalten wir 

den Bruch 3x2 + 2x - 4 

4x3 + 6x2 - 6x - 8 · 

Er ergibt für x = -1 den Wert ~3 = oo. Es ist also y_ 1 = oo. Für 

x = +2 verschwinden ebenfalls Zähler und Nenner; unter Verwendung 
des Quotienten aus den Differentialquotienten erhalten wir y + 2 = H-= t. 
Man zeige, daß für x = -2 sich ergibt y _2 = - 1. (Wir können zu 
diesen Werten auf Grund folgender Erwägungen auch auf elementarem 
Wege gelangen. Sowohl der Zähler als auch der Nenner sind ganze 
rationale Funktionen von x; da Zähler und Nenner für x = -1 den 

Wert 0 annehmen, müssen beide den Faktor x + 1 enthalten, durch 
den sich also der Bruch kürzen läßt; er nimmt dann die Form 

x2 - 4 
x3 + x2 - 4 x - 4 
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an; setzt man hier x = -1, so· ergibt sich unmittelbar y _1 = ~3 = oo. 

Da ferner der ursprüngliche Zähler und ebenso der ursprüngliche Nenner 
auch noch für die beiden Werte x = +2 und x = -2 verschwinden, 
so müssen beide die zwei Faktoren (x- 2) und .(x + 2) enthalten; 
d. h. der Bruch läßt sich durch Kürzen mit (x + 2) (x- 2) noch weiter 

vereinfachen, wodurch er die einfachste Form erhält y = x ! I . Aus 

ihr ergeben sich die beiden Werte y+ 2 =-!-und y_ 2 = -1 unmittelbar. 
Offenbar ist dieser elementare Weg immer gangbar, wenn die Funktionen 
im Zähler und im Nenner eine Faktorenzerlegung gestatten.) 

yx- Ya + yx- a . b) y = - -- -- = - -- wtrd für x = a unbestimmt-&. Wir diffe-
. ~- a2 

renzieren Zähler und Nenner: 

( _I + - I -)rx2 __ a2 
2Yx 2tx=a ,)- ,)-yx2-a2+ y(x+a)x 

X 2xyx 
Setzen wir nun x = a, so erhalten wir 

y'2a2 I 
Ya = 2aya = y'2a · 

C) (I - cosx) . d f.. 0 b t• t 0 w· d.ff . Y = sin2x wrr ur x = un es tmm -0-. 1r 1 erenzteren 
Zähler und Nenner: 

+sinx 
2 sinxcosx 2 cosx . 

Dieser Ausdruck wird für x = 0 y0 = } Einfacher wird die Wert
bestimmung durch die Erwägung, daß sich y durch Kürzen mit 1 - cos x 

von vornherein auf die einfachere Form y = I +I bringen läßt, cosx 
die für x = 0 unmittelbar y0 = {- liefert. 

d) y = xx- x wird für x = 1 unbestimmt-& Wir differenzieren 
I- x + lnx 

Zähler und Nenner: 

XX(Inx + 1) - I 
I 

-I+-
X 

xx+lJnx + xx+t - x 
I-x 

Dieser Ausdruck wird für x = 1 wiederum unbestimmt; wir wieder
holen daher das Verfahren 

xx+I(Jnx +I+~) (lnx +I)+ XX -I 
-I 
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Setzen wir hier x = l, so erhalten wir 

_2+I-I_ 2 
Y1- _ 1 -- · 

669 

Etwas kürzer wären wir zum Ziele gelangt durch die folgende Erwägung. 
y läßt sich schreiben in der Form 

r:-1- 1 
x I- x + Inx' 

und da der Faktor x für x = l von Null verschieden ist, muß 
xx-1- I 

Y = x • 1 - x + Inx 

für x = l den gleichen Wert haben wie 
r:-1- 1 

z = 1- x +Inx · 

Hier gestaltet sich die Differentiation des Zählers einfacher; sie ergibt 

:i"- 1 (lnx + l -~),und wir untersuchen nun den Bruch 

xx-l(Inx + 1- ~) 

__! -1 
X 

Sondern wir aus dem gleichen Grunde den Faktor :i"- 1 , der ja den 
Wert l annimmt, ab, so brauchen wir nur den Bruch 

1 
Inx + 1--

X 

~-1 
X 

zu untersuchen. Da er für x = lebenfalls von der Form-& ist, so haben 
wir nochmals zu differenzieren. Wir erhalten 

I 1 -+-
X x 2 x+1 

----=-!' 

woraus sich für x = l der Wert -2 ergibt. Also ist y1 = -2. 
eX _ esinx • 

e) y = ---.- w1rd für x = 0 unbestimmt %. Die Differentia. 
x-smx 

tion ergibt 
eX- CQSX esinx 

1 - cosx 

also für x = 0 wiederum 8- . Die nochmalige Differentiation gibt 

ex + sinx e•inx- cos2 x e•inx 

sinx 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 16 
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also wiederum -& . Eine dritte Differentiation liefert schließlich 

e" + cosx e•inx + 3 sinx.cosx e•!nx- cos3 x e•inx 

cosx 

und hieraus folgt für x = 0 y0 = 1. 
f) [Siehe ( 173) Beispiel c) S. 545.] Es ist 

(sin 91 - cos2 q> - 1) = _Q_ = (cos q> + 2 ~in q> cos q>) = 0 . 
COSq> ~ 0 - Slllq> ~ 

2 2 

(203} 

(203) Die weiteren unbestimmten Ausdrücke, die einer Untersuchung 

bedürfen, sind von der Form()(), oo - oo, 0 · oo, 0 o, oo o. 1 oo. Daß 00 
00 00 

an sich unbestimmt ist, leuchtet ohne weiteres ein, wenn man be
denkt, daß das Produkt irgendeiner endlichen Größe a mit oo unendlich 

groß, also a · oo = oo ist. Mithin ist ~ = a, wobei a einen beliebigen 
00 

Wert haben kann. Da ferner a + oo = oo ist, so ist oo - oo = a, 
wobei a beliebig ist. Die Unbestimmtheit von 0 · oo folgt u. a. aus 
dem Umstande, daß oo = ir ist, wodurch 0 · oo auf die Form-& gebracht 
wird. Da bei positivem Exponenten n on = 0, bei negativem Exponen
ten on = oo ist, ergibt sich leicht die Unbestimmtheit von on für den 

· Grenzfall n = 0; hierzu kommt noch, daß man mit gleicher Berechtigung 
wegen der für jede beliebige Grundzahl a geltenden: Gleichung a0 = 1 
darauf schließen könnte, daß auch 0° = 1 sein müßte. Welcher von 
den drei Werten 0, 1, oo der richtige ist oder ob gar ein weiterer in 
Betracht kommt, muß für jeden einzelnen Fall entschieden werden. 
Die Unbestimmtheit von oo0 wird augenscheinlich aus der Tatsache, 

daß oo = iJ, also ooo = 0~ ist, wobei die Unbestimmtheit des Nenners 

soeben festgestellt worden ist. Schließlich ist auch der Ausdruck 100 

unbestimmt. Aus der Tatsache, daß für jedes endliche n 1 n = 1 ist, 
könnte man zunächst vermuten, daß auch 100 = lim1n = 1 ist. Da 

n-+oo 

andererseits für jede . Basis a > 1 a00 = oo, für a < 1 a00 = 0 ist, 
so könnte man mit gleich'er Begründung die Werte oo und 0 für 100 

für richtig halten. 

Beginnen wir mit dem Falle ~! Gegeben seien die zwei Funktionen 
00 

f (x) und <p (x), welche für einen bestimmten Wert x = x0 beide unendlich 

groß werden mögen. Schreiben wir y in der Form !1:.:ii:?, so nimmt y 

für x = x0 die Formel -g an. Wir können daher y jetzt nach dem in 
(202) entwickelten Verfahren behandeln; d. h. wir differenzieren sowohl 

den Zähler q>~x} als auch den Nenner/(~} nach x. Der Differential-
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q uotient des Zählers 
es wird 

. rp' (x) f' (x) 
ergibt - (rp(x))2- , der des Nenners - (/(x))2 ' und 

( f(xo))2 rp'(xo) 
Yx, = q;(x;;) f' (xo) · 

Da nun !J(~))_ = Yx ist, so folgt hieraus 
'P x0 • 

2 'P'(xo) 
Yx, = Yxo • Y(x~f 

und aus dieser 
f'(xo) 

Yx, = q;'(Xo). 

Nehmen für einen bestimmten Wert x = x0 die beiden 
Funktionen f(x) und ?J(X) den Wert unendlich an, so nimmt 

ihr Quotient den Wert f,((x.Q.l_) an, ~obei f'(x) und <p'(x) die nach 
'P Xo 

x genommenen Differentialquotienten dieser Funktionen 
sind. 

Der Fall 00 ist also genau so zu behandeln wie der Fall 8 . 
. . 00 lnx . .. . oo · Beispiele. a) y = -- wrrd fur x = oo unbestimmt ---; dw Regel 

X 00 
ergibt 

1 
Yco= -: l = 0. 

X 

b) y 

:-,; 
ln(x -1) + tg2x 00 

wird für x = l unbestimmt ctg:rx 00' 
nach 

der Regel ist 

= [1+}cosnx-cos2nx-icos3nx+nx-n-nxcos2nx+ncos2:rx] =Q 
2n(x- 1 + x cosnx- cosnx) x=I 0 · 

Wiederholtes Differenzieren führt zu dem Ergebnis y1 = -2. Ein
facher ist der folgende ohne weitere Erklärung verständliche Weg: 

= [ln(x - 1) + tg; x] = [- _ sin2 n x _ sin2nx ] 
Y1 ctgnx ctgnx 1 (x-1)n 2 2 n 

COS 2 X 1 

16* 
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oo- oo. Die beiden Funktionen f(x) und q; (x) mögen für x = x0 

die Werte oo annehmen. Dann wird die Funktion y = f (x) - tp (x) 
für x = x0 unbestimmt oo - oo. Führen wir statt j (x) und q; (x) 
durch die Gleichungen 

1 
j(x) = g(x) und 

1 
q;(x) = -

h(x) 

zwei neue Funktionen g(x) und h(x) ein, so werden diese für x = x0 

beide gleich Null. Die Funktion y läßt sich sodann in der Form schreiben 

_ -~ _ _ 1 _ _ h(x)_~~ 
Y - g(x) h(x) - g(x) • h(x) ' 

und diese nimmt für x = x0 die Form ~- an; damit ist unsere Aufgabe 

auf die von (202) zurückgeführt. Beispielsweise wird für x = ~ der 
Ausdruck 

n 
y = X tg X - 2 cÜsx 

gleich oo - oo; wir können jedoch für y auch setzen 

sinx n 2xsinx-n 
y = X • COS X - 2cos X = 2 COS X 

und hier ergibt die Differentiation von Zähler und Nenner 

2 sinx + 2x cosx 
- 2sinx 

für x = ; den Wert Y2. = -1. 
2 

0 · oo, Nimmt für x = x0 die Funktion f (x) den Wert Null, die 

Funktion q;(x) den Wert oo an, so führt die Substitution q;(x) = h~i) 
die Funktion y = f(x) · q;(x), welche für x = x0 unbestimmt, nämlich 

0 · oo wird, über in die Form y = {~~, die für x = x0 die Form ~ 
zeigt, die wiederum nach (202) weiter zu behandeln ist. So ergibt 
sich beispielsweise für x = 1 

y = (1 - x) • tg ; x 

zu 

2 

Berechne 

(Ergebnisse: I, 0 .) 
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Um die Ausdrücke oo, oco, 100 zu behandeln, betrachten wir die 
Funktion y = (j(x))rp(x); ist nämlich für einen bestimmten Wert x = x 0 

a) f(x) = 0, <p(x)=O, so nimmt y die Form 00, 

b) f(x) = oo, cp(x)=O , 
" " " " " 

ooO 
' 

c) f(x) = 1, '!f'(X) = 00 , " " " " " 
1= an. 

Logarithmieren wir y, so erhalten wir z = lny = <p (x) · ln/(x), und z 
erscheint in allen drei Fällen in der Form 0 · oo, die wir soeben behandelt 
haben. 

Beispiele. a) Um für x = 0 y = xX zu untersuchen, bilden wir 

lnx 
z = lny = xlnx =-l . 

X 

Differentiation von Zähler und Nenner ergibt 

l 

also ist z1 = 0, demnach 

X 
-~-= -x ; 

- x2 

y=e2 =l oder [XZ]0 = 1. 

[_!__ lnx] = 00 = [ ~ ] = 0 ; 
X x=oo 00 l oo 

also 
['Vxlx=oo = l · 

1 oo x [ l l - -lnx - - - - = l rx-1 lx=l- 00- l x= l ' 

[X-1-] Vx x= l = e. 
also 

(204) Anwe ndungen. a) Wir haben in (136) S. 380 für die Ober
fläche des abgeplatteten Umdrehungsellipsoids die Formel 

gefunden : [ b2 { }] 
0 = 2n a2 + e ln (l + f) ~ ; 

hierbei sind a die ,~roße, b die kleine Halbachse der rotierenden Ellipse 
yaz - b2 

und e = ihre nume rische E x zentrizit ä t. Wird b = a, 
a 

so wird e = 0, und der Ausdruck 

b: ln{(l+ E)~} 
unbestimmt. Zuc Ermittlung des wirklichen Wertes setzen wir 

b = ail=-~2, 
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wodurch der Ausdruck übergeht in 

a2 l - ~ ln ( ~ ± e ) . 
e yl- e2 ' 

er ist für E = 0 von der Form 

a 2 (1- e2) (ln(l + e) -ln(l - e)) 0 
2· e =o · 

Differenzieren von Zähler und Nenner nach E ergibt 

a2 -2e(ln ~)+ (1- e2) (fh + l~_e) = a2 [2- 2t: ln 1 + <]. 
2 l 2 1-e' 

und dieser Ausdruck wird für E = 0 gleich a 2 , so daß die Oberfläche 0 
den Wert annimmt 2n[a2 + a2] = 4na2; in der Tat geht für b = a 
das Umdrehungsellipsoid in die Kugel vom Halbmesser a über. Der 
Leser weise selbständig nach, daß der Ausdruck für die Oberfläche 
des gestreckten Umdrehungsellipsoids 

0 = 2n [b2 +ab arc~ne] 

für e = 0 ebenfalls in den Ausdruck 0 = 4n a 2 übergeht [s. (136) S. 380]. 
b) Bei Behandlung des Falles im lufterfüllten Raume sind 

wir [s. (60) S. l53ff.] auf die Formeln gestoßen 

yg v--zl?!. 
v=---a-·~g(aygt), 8 = :2lnQ:of(aygt), v=v1 1 - e . v~, 

hierbei ist a eine Konstante, die von der durch die Luft hervorgerufenen 
Dämpfung abhängt, während v1 die endliche Geschwindigkeit ist, der 
sich der fallende Körper nähert, ohne sie zu erreichen; zwischen a und v1 

besteht dabei die Beziehung a · v1 = yg. Bietet die Luft keinen Wider
stand, so ist a = 0 bzw. v1 = oo; die drei Größen v, 8, v der obigen 
Formeln nehmen damit aber die unbestimmten Formen %, %, oo · 0 
an, die jetzt näher untersucht werden sollen. Es ist 

V= fi. :rg(aygt); 
a 

differenzieren wir Zähler und Nenner nach a, so erhalten wir 

r;; [ yg .t ] [v]a ~ o = l g • - ------=-- = g · t. 
(l;of2 (a Jlg t) a ~o 

Ferner ist In (l;of (n. yg t) 
8= --a-2 -- ; 

differenzieren wir hier Zähler und Nenner nach a, so erhalten wir 

[s]a- o = [6in(aygt)· ffi! ] , 
- . 2a·Ciof(ay'gt) a ~ o 
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einen Ausdruck, der wieder die unbestimmte Form% hat. Ein weiteres 
Differenzieren von Zähler und Nenner führt zu dem Ausdrucke 

oder 
[8]a~o = ! g t2 • 

Schließlich ist, wenn wir v1 = L setzen, für v1 = = bzw. u = 0 
u 

_ [t'l- e- 2usu'] _ [ e-2gsu' . 4gS•U] 
[v]u ~o- -
. u - 0 2'' 1 - e-2usu' 

U- f u~O 

lyi--e=-2u•u'] = [2g 8 e- 2 g•u'Ju~o: ----- · 
u .u~o 

Also ist 
{[-t'~2"'"'] }2 --u-- u=O = [2g8e-2gsu']u=O = 2g8 

[vr=~·] ---[vJu ~ o = = 12g 8. 
U U=O 

oder 

Durch diese Grenzübergänge gehen aus den für den Fall im lufterfüllten 
Raume geltenden Formeln die bekannten Fallformeln für den luft
leeren Raum v = gt, 8 = igt2 , v = 12g8 hervor. 

Für den senkrecht nach oben gerichteten Wurf im lufterfüllten 
Raum gelten, wie später [s. (236) S. 846] nachgewiesen werden wird, 
die Formeln 

" •) + •) 
8 = 2 ln ~0-

2g v; + v2 

g t . g t 
., v1 cos - + v0 sm -

8 = v i ln v l vl 
g vl 

Hierbei ist v0 die dem Körper zur Zeit t = 0 erteilte Anfangsgeschwindig. 
keit und v1 eine von dem Luftwiderstande abhängige Größe (asym
ptotische Geschwindigkeit), welche, falls der Luftwiderstand gleich Null 
ist (Wurf im luftleeren Raume), unendlich groß wird. Es sollen jetzt 
die Größen [vJv,=oo , [8]v,=oo bestimmt werden. Es ist 

_ [ v0 - v1 tg ~1t l 
[v]v,=oo - v g t 

l + _Q_tg-
vl vl v,=oo 

t . l . t se zeu w1r v1 = , so 1s 
'U 

[tggtul [ gt l [v]u=o = Vo- -- = Vo- _ 2_ t_ = Vo-gt. u u~o cos g u u ~o 
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Ferner ist bei der gleichen Substitution 

8 _ = _!.._ In 1 + u 2 v2 = _!__ 1 + u2 v~ - 1 + u 2 v2 . [ 
1 + u2 v~l [ 2uv~ 2uv2] 

[ Ju-O 2g u 2 u=O 2g 2u u=O 

= 21g [(1 + u2v;2)(1~~ u2v~)lu=o = 21g (v5- v2). 

Schließlich ist ebenso 

[ J _ _!__[In {cosg tu+ v0 u singt u}l 
8 u=O- 2 

g u u=O 

= _!__ r-gtsingtu + VoBingtu + v0 gtucosgtu] = _Q_ 
g 2u(cosgtu+v0 usingtu) u=O 0 

_ 1 [ -g2t2 cosgtu + 2v0 gtcosgtu- v0 g2t2usingtu ] 
- 2g cosg tu+ 2v0 u singt u- g tu singt u + t0 g t u2 cosg tu u=O 

1 2v0 gt- g2 t2 

= 2g 1 also [8]u=O - [8]v.=oo = v0 t- l g t2 • 

Die Formeln 

v = v0 - g t, 8 = 2
1g (vÖ- v2), 

1 
8 = v0 t- 2 gt2 

-----s sind in der Tat die für den senkrecht 
Abb. 340. nach oben gerichteten Wurf im luft

leeren Raume geltenden. 
c) Man zeichne im Endpunkte des um M mit dem Halbmesser a 

geschlagenen Kreises die Tangente t (s. Abb. 340); den zum Mittel
punktswinkel .x gehörigen Bogen AU trage man von A aus auf t ab, 

,......_ 
so daß A V= AU ist .. Verbindet man V mit U, so schneidet diese 
Gerade den Durchmesser in einem Punkte W. Die Lage des Punktes W 
und damit die Länge 8 der Strecke A W ist von der Größe von .x ab
hängig. Betrachten wir den Durchmesser A Wals die x-Aohse und die 
Tangente t als die y-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, 
so kommen dem Punkte U die Koordinaten a - a cos .x I a sin .x, dem 
Punkte V die Koordinaten 0 I a .x zu. Mithin ist die Gleichung der 
Geraden VU [s. (113) S. 307] 

y- a01 asin01- a01 
x a- acos01 

Setzen wir hierin y = 0, so muß x = 8 werden, und es ergibt sich somit 
für 8 der Wert 1 - COBOI 

8 = a !X ---.- • 
01- sma 

Je kleiner .x wird, um so näher rücken die Punkte U und V zusammen, 
um im Grenzfalle !X ~ 0 einander unendlich nahe zu kommen. Da 
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da~n UV mit AM zusammenfällt, so wird die Lage von W unbestimmt; 
denn 

[
IX - IX COS IX] 0 

[s]<X=O = a ---. - = a • -0 . 
IX - BllliX <X=O 

Hierfür ergibt sich aber 

[s]<X=O = a. [1- cosiX + 3 siniXJ = a. ~ = a. [2 siniX :+-IX cosiX] 
1- COSIX <X=O 0 BllliX <X=O 

= a • ~ = a [3 cos ä - IX sin IX] 
0 COSIX <X=O 

oder [s]«=O = 3a. 

Der Punkt W 0 ist also in diesem Grenzfalle von A um das Dreifache 
des Halbmessers entfernt. 

Wir können uns dieses Ergebnis in der folgenden Weise zunutze 
machen. Wenn wir W0 mit irgendeinem Punkte U des Kreises verbinden, 
so wird diese Gerade auf t einen Punkt V0 ausschneiden, und es wird 
A V0 ungefähr gleich dem Bogen AU sein; und zwar wird der Fehler 
um so geringer sein, je kleiner .x ist. Um die Strecke A V0 = b0 zu 
berechnen, legen wir die Gerade durch U (a(l - cos.x) I a sin.x) und 
W 0 (3 a I 0); ihre Gleichung lautet 

y siniX 
x- 3a .~ 2 + cosiX ' 

siniX 
Y = bo = 3a 2 +-cosiX' 

für x = 0 wird 

während die wahre Länge des Bogens A V = b = a · .x ist. Über die 
bei verschiedenen Winkeln .x sich ergebenden Differenzen gibt die 
folgende Tabelle Aufschluß: 

b 

bo 
Fehler (b - b0 ) 

b-b 
relativer Fehler ~ 

10° 20° so• 40° 50° 

Ia · 0,17453 a · 0,34907la • 0,52360 1a · 0,69813 a · 0,87226 
a • 0,17453 a · 0,34904 a · 0,523371a • 0,69716 a • 0,86959 
a • 0,00000 a • 0,00003 a • 0,00023 a • 0,00097 a • 0,00267 

0,000001 0,1 Ofoo 0,440fo0 \ 1,390fo0 3,060fo0 

Also noch bei 50° ist der Fehler so gering, daß er zeichnerisch über
haupt nicht zur Wirkung kommt. Bei 60 o beträgt er 0,8%, bei 90 o 

4,5%. Um demnach einen Kreisbogen AU zu strecken, wählt man 
auf dem zu einem Endpunkt A gehörigen Durchmesser einen 
Punkt W 0 , der von A den dreifachen Abstand des Halbmessers hat. 
Die Verbindungslinie W 0 U schneidet dann auf der zu A gehörigen 
Tangente t die Strecke A V0 ab, die mit großer Annäherung gleich dem 
Bogen AU ist. Bei größeren Winkeln .x kann man sich dadurch helfen, 
daß man den Bogen in zwei bzw. vier ... Teile teilt und einen dieser 
Teile auf die angegebene Weise streckt. 
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d) Die Kurve von der Gleichung y = stg x hat den in ·Abb. '341 
angegebenen Veriauf; die Gerade y = l ist Asymptote, an die sich 
die Kurve ziemlich rasch und dicht anschmiegt. Es ist zu vermuten, 
daß der Inhalt der Fläche, welche von der Kurve, der y-Achse und 
dieser Asymptote begrenzt wird, endlich ist, obgleich sich die Fläche 
selbst bis ins Unendliche erstreckt. Um ihn zu bestimmen, teilen wir 
die Fläche durch Parallelen zur y-Achse in Streifen von der Breite d x; 
ihre Höhe ist l - stg x, so daß der Inhalt eines solchen Streifens gleich 
y (l- stgx)dx , und damit der Inhalt 

der Fläche selbst durch das Integral ge

1 . 
geben wird: 

00 

F. j(l- stgx) dx = [x -ln~ofxJ;;". 
0 

-f-----------x Setzen wir die untere Grenze ein, so 
Abb. 341. ergibt sich der Wert Null; für die obere 

Grenze nimmt der Ausdruck dagegen 
die unbestimmte Form=- OC> an. Das oben entwickelte Verfahren 
zu seiner Berechnung versagt hier; wir formen daher den Ausdruck 
um, indem wir, da 

ist, schreiben 
ez +e- x 2ez 2 

x ~ ln~ofx = lnex -In = ln-- - = ln - - -- . 2 ez + e- z l +e - zx 

Da nun [e- 2 xJx=oo = 0 ist, so folgt ohne irgendwelche Differentia
tion, daß [x- ln~of x]x=oo = ln2 ist; mithin ist der Flächeninhalt 
F = ln2 = 0,69315. 

Um einen Maßstab dafür zu haben, wie eng sich die stg-Linie an 
die Asymptote anschmiegt, wollen wir den Inhalt der von x = 3 bis 
x = OC> reichenden Fläche berechnen. Es ist F'f = Fe;;' - Fg; ferner ist 

F~ = 3 -ln~of3 = 3-2,3026 ·log~of3 = 3- 1,0029 · 2,3026 
= 3 - 2,3093 = 0,6907. 

Also ist F'f = 0,0025. Demnach fällt auf den Bereich von x = 3 

bis x = = nur g~~~i{ = 0,36% der gesamten Fläche. 

Es ist zu vermuten, daß auch der Schwerpunkt der soeben be
handelten Fläche im Endlichen liegt. Jeder der oben eingeführten 
Flächenstreifen ist die Differenz aus einem zwischen der x-Achse und 
der Asymptote liegenden Flächenstreifen vom Inhalte l · d x und 
einem zwischen der x-Achse und der Kurve liegenden Flächenstreifen 
vom Inhalte 5tg x · d x. Ersterer hat bezüglich der x-Achse das statische 
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Moment ! · 1 · d x, letzterer das Moment ! · :tg x · :tg x d x, so daß das 
statische Moment des in Betracht kommenden Flächenstreifens ist: 

d W'lx = ! (I - :tg2x) dx. 

Das statische Moment der gesamten Fläche wird also 
00 00 

l J l J dx l 00 l Wlx = 2 (I- ;tg2x) dx = 2 Q:o[2x = 2 [:tgx]o = 2. 
0 0 

Demnach ist, da die Ordinate YJ des Schwerpunktes gegeben ist durch 
die Gleichung. YJ • F = W'lx, YJ ·ln2 =!, woraus sich ergibt 

l l 
YJ = 2ln2 = 1,38629 = 0 •72135 . 

Um die Abszisse des Schwerpunktes zu finden, würde man das 
00 

bestimmte Integral W'ly = J x(l- :tgx)dx auszuwerten haben. Da 
0 

wir jedoch nicht in der Lage sind, J x :tg xd x in geschlossener Form dar
zustellen, so sind wir auf Näherungsformeln angewiesen. Indessen würde 
ein weiteres Eingehen hierauf den Rahmen des Buches überschreiten. 

Wir schließen hiermit diesen Paragraphen ab und wenden uns 
nun der Aufgabe zu, den Taylorschen Satz auf Funktionen von 
mehreren Veränderlichen auszudehnen. In dieser Form eignet sich der 
Satz zur Behandlung räumlicher Probleme, insbesondere zur Auffindung 
der Tangentialebene und des Flächeninhaltes sowie der Höchst- und 
Tiefstpunkte krummer Oberflächen. Schließlich können wir dann auch 
die Funktionen mehrerer Veränderlichen auf Maxima· und Minima 
untersuchen. 

§ 5. Der Taylorsche Satz für Funktionen mehrerer 
Veränderlichen und seine Anwendungen auf die Geometrie. 
(205) A. Um eine Funktion zweierVeränderlichen z = f(x, y) nach 
dem Taylorschen Satze gleichzeitig nach den beiden Veränderlichen 
zu entwickeln, betrachten wir vorläufig die eine Veränderliche, beispiels
weise y, als konstant und setzen x = x0 + h, wobei also h = x- x0 

ist und x0 den Wert von x darstellt, für den uns z und seine Ableitungen 

nach x: iJz 01 iJ2z 021 
iJx = iJx ' iJx2 = iJx2.' 

gegeben sind. Wir erhalten dann 

z = f(x, y) = f(x0 , y) + 11! (:~t. · (x- x0 ) + ;! (::0z, · (x- x0) 2 

+ ;! (:x3~x, (x - x0)3 + .... 
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Dabei bedeutet (J:,t, einen Ausdruck, den wir erhalten, wenn wir 

zuerst den kten partiellen Düferentialquotienten von z nach x bilden 
und nachträglich in diesen für die Veränderliche x den konstanten 

Wert x0 setzen. Es ist also (Z:~t, nur noch eine Funktion von y 

allein. Wir können folglich (§;!t,, wiederum nach dem Taylorschen 

Satze für den Wert y = y0 in eine Reihe entwickeln; wir erhalten 
dadurch 

( iJI) ( iJ f) 1 ( iJZf) 1 ( aat ). 
iJx = "'x + fi "'x "'y (y- Yo) + 2i äx "'y2 (y - Yo)2 + · · ·' 

Xo U XoYo • U U XoYo • V XoYo 

(iJ2f) (iJ2j)' 1 ( iJ3j) 
iJx2 = iJx2 + fi iJx2 iJy (y- Yo) + · · · ' 

Xo XoYo • XoYo 

( ()3j) (iJ3f) 
Bx3 x, = dx3 x,y, + .... 

Hierbei entspricht die Bedeutung von (~kjk - z ) der oben für 
( iJkj ox·uy x,y, 
iJxk t, angegebenen. 

Führen wir diese Werte in die Formel für z ein, so erhalten wir 
nach Zusammenfassung gleich hoher Differentialquotienten 

f(x, y) = f( xo·, Yo) + :, [(:~) (x- X0) + (:yl) (y- Yol) . ~~ ~~ 

1 [( iJ2~ ( iJ2 t ) + 2~" ~ (x- Xo)2 + 2 ~ (x - xo)(y - Yo) 
. OX XoYo uX uy Xo1/o 

+ (:;~t1/o (y - Yo)2] 

+ 3\ [(fJt,y,(x- Xo)3 + 3(äx~a~Y)x,y,(x - Xo)2 (y- Yo) 

+ 3 (ax~:2 t,y, (x - Xo) (y - Yo)2 + (~;t,y, (y - y0)3] + · · · 
1 [( [Jkj) + -k, "' x• (x - Xo)k + ... 
· u XoYo 

(k)( iJkf ) ( )I )k-1 + z iJxliJyk-zx,y,X - Xo (Y-Yo +· ·· 

+ (:;~to1/o (y - Yo)k] + •. • ; 

33) 
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l l l (k) 
Y!'(k----z}!=k! l' 

denn es ist 

wobei (;)der lte Binomialkoeffizient in der kten Reihe ist [s. (36) S. 83]. 

Formel33) ist die Taylorsche Reihe für zwei Veränderliche. 
Durch entsprechende Betrachtungen lassen sich nun auch die 

Taylorschen Reihen für mehr als zwei Veränderliche ge
winnen; so lautet die Taylorsche Reihe für drei Veränderliche 

f(x,y ,z)= f(xo,Yo,Zo) + 111 [(~x/) (x- Xo) + (;Yf) (y- Yo) 
• U XoYoZo , XoYoZo 

(at) ] + - (z ~ z ) 
iJz x,y,~, o 

+ 2\ [(%:~.) (x- Xo)2 + (.~Y2~) (y- Yo)2 
• XoYoZo U XoYoZo 

(iJ2f) ( fJ2 j) + ·az2 (z - z0) 2 + 2 fJx iJy (x - x0 ) (y - y0) 
~~~ ~~~ 

( ()2') (82f) ] + 2 "-------0 · (x - x0) (z - z0) + 2 -0 ." (y - y0) (z - z0) 
uX Z XoYoZo Y uz ZoYoZo 

+ 311 [(di!_!) (x- x0)3 + (~Y3~) (y- y0 ) 3 34) 
• a;- XoYoZo V XoYoZo 

(iJ3f) ( aat ) 2 + - 3 (z - z0) 3 + 3 -z- (x - x0) (y - y0) 
iJz x,y,~, fJx 8y x,y0 z0 

( iJ3f ) ( iJ2f ) + 3 ~ (x - x0) 2 (z - z0) + 3 -0 0 2 (x - x0) (y - y0) 2 
uX UZ XoYo Zo X Y XoYoZo 

( iJ3f ) + 6 --~ (x - x0 ) (y - y0 ) (z - z0 ) 
.Ox oy oz x,y,z, 

+3( ."()3L) (x-x0)(z-z0) 2 +3(." ~~) . (y-y0) 2 (z - z0) 
vX vz x0 y 0 z0 vy vz x0 y0 t 0 

. iJ3f ) l + 3 (-z- (y - y0 ) (z - z0) 2 + · · · . 
oy i)z x,y,z, 

Beispiele. a ) Zur Entwicklung der Funktion z = sinx · cosy für 
x0 = 0, y0 = 0 nach Potenzen von x und y erhalten wir 

at at . . 
iJx = cosxcosy, iJy = -smxsmy; 

iJ2 f • ß2j • iJ2j • 
iJx2 = - sm xcosy, iJxiJy = -cosxsmy, 7J1j2 = -smxcosy; 

iJ3j iJ3 f • • 
axa = -cosxcosy, ox2iJy = + smxsmy . 

iJ3f 83 / + . . 
iJxoy2 = -cosx cosy, ßya = smxsmy; 

24 / + " iJ4f + . 04 / +" 34 = s1nx cosy, ?\3"?1 = cosx s1ny, !:\2-'12 = s1nx cosy, 
vx · vx vy v x cy 

iJ4f . iJ4j • 
iJxiJya = + cosxsmy, iJy4 = +smxcosy; 
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Für das Wertepaar 0 J 0 ist somit z = 0, und für die Differentialquotiente~ 
ergeben sich der Reihe nach die Werte: 

1, 0; 0, 0, 0; -1, 0, -1, 0; 

0, 0, 0, 0, 0; +I, 0, +I, 0, +I, 0; 

Also lauten die ersten Glieder der Entwicklung 

. x3 xy2 x5 10 5 s1nxcosy = x---~ -- + -x3y2 + -xy4 + ... 3! 2! 5! 5! 5! . 

Diese Reihe können wir auch auf folgende Weise finden: 

sinx cosy = ! [sin(x + y) + sin(x- y)] 

= _!_ [x + y _ (x + y)a + (x + y)s _ ... 
2 1! 3! 5! 

+ x- y _ (x- y)3 + (x- y)" _ •. ·] 
1! 3! 5! 

x3 + 3xy2 x5 + 10x3 y2 + 5xy4 

= x- 3! + · 5! 

x 7 + 21x6 y2 + 35x3 y4 + 7xy6 

- 7! + ... 
oder dadurch, daß wir sin x und cos y einzeln in Reihen entwickeln 
und diese dann gliedweise miteinander multiplizieren. 

b) Es sei 
f(x, y) = arctg1!.; 

X 

dann ist 
ol y 
OX = -X2+ y2 ' 

o~ 2xy ~~ 
ox2 (x2 + y2) 2 ' ox oy 

iJSI -6x2y+2ya iJ31 2xa- 6xy2 
axa = (x2 + y2)3 ' iJx2 oy = (x2 + y2)3 ' 

()3 I 6x2y·- 2y3 

iJx iJy2 = (x2 + y2)3 ' 
()3 I -2x3 + 6xy2 
()y3 = (x2 + y2)3 ; 

Setzen wir x0 = a, y0 = 0, so erhalten wir die Reihe 

arctg1!. = 1L- _!_ • 2 (x- a)y + _!_(~ (x- a)2y- ~y3)-. ·· 
x a 2 ! a 2 3! a3 a3 

y (x- a)y 1 y3 
= a -~- + a3 (x - a)2 y - 3a3 - .... 

(206) Anwendung der Taylorschen Reihe für zwei Veränderliche 
auf unentwickelte Funktionen. Es sei f(x, y) = 0 die Gleichung 
einer Kurve in unentwickelter Form; verwandeln wir f(x, y) in der 
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Umgebung des. Punktes P 0 (x0 / y 0 ) der Kurve -'- f(x0 , y0 ) = 0 - nach 
Formel 33) in eine Reihe, so erhalten wir 

_ 1 [(a') (a') ] 1 [(82
/) 2 0-fl ox (x-xo)+ ox (y-yo) +21 ßx2 (x-xo) . ~~ ~~ . ~~ 

( o2 f ) (82f) l + 2 -.- (x - Xo) (y - Yo) + -2 (y - Yo)2 + · · · · 
iJx oy x,y, iJy x,y, 

Die Gleichung wird streng erfüllt von den Koordinaten x I y aller Punkte P 
der Kurve. Betrachten wir einen solchen Punkt P, der nahe genug 
an P 0 liegt, so daß die Differenzen x- x0 I y- y0 genügend klein sind, 
um höhere Potenzen ihnen gegenüber zu vernachlässigen, so läßt sich 
für diese Punkte P die Kurvengleichung in erster Annäherung ersetzen 
durch die Gleichung 

( ~ 1) (x- x 0 ) + (:r) (y- Yo) = 0. 
X. x, Yo Y x,y, 

Das ist aber die Gleichung einer Geraden. Die" Punkte P der Kurve 
in unmittelbarster Nachbarschaft des Kurvenpunktes P0 bestimmen 
also eine Gerade; man nennt sie Tangente. Die Gleichung 

(8/) . (()') '-' (x- x0) + '-' (y- y0) = 0 
uXx,y, uyx,y, 

ist mithin die Gleichung der im Punkte P0 (x0 I y0) an die 
Kurv e von der Gleichung f(x, y) = 0 g elegten Tangente. Der 

Richtungsfaktor der Tangente und damit der Differentialquotient ~x 
der Funktion f(x, y) = 0 für das Wertepaar x0 I y0 ist also gleich Y 

:~ = - (~~: ; ~)x,v.' 
übereinstimmend mit dem in (166) S. 513 gewonnenen Ergebnis. 

I st sowohl 

(-fJj_) - 0 
iJx x,y,-

als auch (!ll) - 0 
iJ y x, y, - ' 

so verkürzt sich die Taylorsche Reihe auf die Glieder: 

1 ['82/) ( 82f ) (82/) ] 0 = -2, ( -" x2 (x- xo)2+2 ""x "" y (x-xo)(Y-Yo) + "'y2 . (y- Yo)2 
• U ~~ U U ~~ V ~~ . 

1 
+ 3![+ ···]. 

In diesem Falle liegen also -die P 0 benachbarten Punkte der Kurve, 
da höhere als zweite Potenzen der Differenzen x - x0 und y - y0 

diesen gegenüber vernachlässigt werden können, auf einer Kurve, deren 
Gleichung 

(iJ2 f) ( 82
/ ) (82 1) - 2 (x - Xo)2 + 2 -- - (x - Xo) (y - Yo) + - 2 (y- Yo)2 = 0 

8x x, y, 8x 8y x,y, 8y Xo?Jo 
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lautet. Die Gleichung läßt sich auch schreiben 

(~1) (Y-Yo)2 + 2(_fl_) ,'!j__-Yo+(82f) =O· 
oy2 x,y0 ,X-Xo OXOYx,y, X-Xo OX2 x,y, ' 

d. h. sie ist eine quadratische Gleichung für das Verhältnis Y- J/o und 
· X- X0 

besitzt zwei Lösungen, die mit A1 und A2 bezeichnet werden mögen. 

Nun ist aber Y- Yo = A die Gleichung einer durch P 0 (x0 I y0) gehenden 
X- x0 

Geraden vom Richtungsfaktor A. Wir finden also: 
Ist für einen Punkt P0 (x0 l y0) der Kurve von der Gleichungf(x, y) =0 

sowohl % ~ = 0 als auch :i = 0, so schmiegt sich in diesem Punkte 

an die Kurve ein Geradenpaar an; die Richtungsfaktoren A1 und A2 

der Geraden ergeben sich aus der Gleichung 

Az(821) +2A(_!!_:L) +(021) =0 0 y2 x,y, OX oy x,y, 0 x2 x,y, . 

Die Kurve hat demnach in einem solchen Punkte zwei Richtungen; 
der Punkt heißt ein singulärer Punkt. Je nachdem die beiden 
Lösungen A reell und voneinander verschieden, reell und gleich oder 
konjugiert komplex sind, heißt der Kurvenpunkt ein Doppelpunkt, 
ein Rückkehrpunkt (eine Spitze) oder ein isolierter Punkt (ein 
Einsiedler). 

Wir sind somit durch die Taylorsche Reihe zu Ergebnissen ge
langt, die mit den in (167) S. 520 gewonnenen identisch sind. Die 
Taylorsche Reihe läßt uns aber darüber hinaus leicht das Verhalten 
einer Kurve in einem Punkte P 0 erkennen, der eine noch höhere Sin
gularität aufweist, für den beispielsweise außerdem noch die zweiten 
Differentialquotienten 

(o2 t) 
- 2 = 0 , o x x,y, 

( o2f ) 
oxoy x,y, = 0 ' - - 0 (o2 t) 

OY2 Xo!/o -

sind. In diesem Falle würde die Kurve, die sich in ihm am engsten 
an die gegebene Kurve anschmiegt, von der Gleichung sein müssen: 

(83') ( ß3j ) ox3 (x- Xo)3 + 3 "x2 "y (X - Xo)2 (y - Yo) 
~~ V V ~~ 

( 82f ) (o3 1) + 3 ox oy2 (x - Xo) (y- Yo) 2 + oya (y- Yo)3 = 0 · 
~~ ~~ 

Die Schmiegungskurve zerfällt in drei Geraden; d , h. die gegebene 
Kurve von der Gleichung f ( x, y) = 0 hat in P 0 drei Richtungen A, 
die sich aus der Gleichung dritten Grades 

(82 I) A3 + 3 (___!!_}___) A2 + 3 (~) A + (82 I) = 0 
OY3 Xo!lo OX OY2 Xo!!o OX2 oy Xo!!o OX3 Xo!lo 

ergeben usw. 
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(207) B. Tangentialebenen nnd Normalen krummer Oberflächen. Das 
geometrische Bild der Gleichung 

z = f( x, y) 35) 

ist im rechtwinkligen räumlichen Koordinatensysteme eine Fläche; 
einer ihrer Punkte sei P 0 (x0 l y0 lz0), so daß also z0 f(x0 , y0 ) ist. Ein 
weiterer Punkt der Fläche mögeP(x l Yl z) sein; es ist also auch z f(x, y). 
Wenden wir auf die Funktion z bezüglich der Koordinaten des Punktes P 0 

die Taylorsche Entwicklung 33) an, so erhalten wir 

1 [(fJ2 1 ) ( fJ2f ) + 21 iJx2 (x- Xo)2 + 2 oxo-y (x- Xo) (y- Yo) 
• XoYo 'Xo Y o 

'62 f) l + (-·2 (y - Yo)2 + · · · · f)y x,y, 

Wieoben können wir jetzt schließen: Ist P ( x I y I z) dem Punkte P 0 ( x0 I Yo I z0) 

auf der Fläche eng benachbart, so sind die Differenzen x- x0 , y- y0 , 

z - z0 sehr klein, ihre höheren Potenzen also erst recht klein, so daß 
wir sie in erster Annäherung gegenüber den Gliedern erster Ordnung 
der Taylorschen Reihe vernachlässigen können. Die in unmittel
barer Nachbarschaft von P 0 liegenden Punkte der Fläche sind also 
so angeordnet, daß ihre Koordinaten xly lz die Gleichung erfüllen: 

(a ') (a I) z - z0 = f) (x - Xo) + f) (y - Y0) • 
X XoYo Y XoYo 

36) 

Diese Gleichung ist aber in x, y, z linear; folglich ist 36) die Gleichung 
einer Ebene, und zwar der Ebene, die mit der Fläche von der Gleichung 
z = f(x , y) außer P 0 auch noch die unendlich benachbarten Punkte 
gemeinsam hat. Diese Ebene ist die Tangentialebene an die Fläche 
in P 0 • 

Nicht immer ist jedoch die Gleichung der Fläche in der entwickelten 
Form z = f ( x, y) gegeben; besonders häufig ist vielmehr der Fall, 
daß die Gleichung in den drei Koordinaten x I y I z in unentwickelter 
Form auftritt, also von der Gestalt 

f(x, y,z) = 0 35') 

ist. Dann können wir zur Gleichung der Tangentialebene gelangen, 
wenn wir einen ähnlichen Weg einschlagen wie oben bei den ebenen 
Kurven mit unentwickelter Gleichung. Setzen wir nämlich u = f(x, y, z) 
und entwickeln u nach der Taylorschen Form el 34) für einen 
Punkt P 0 (x0 IYol z0), der aufder Fläche liegt, so daß also /(x0 IYo lz0)=0 

Wicke, Ingenieur-Mathematik JI. 17 
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ist, so lautet für alle Punkte P(xJ yJz), die ebenfalls der Fläche an
gehören, für die also u = f ( x, y, z) = 0 ist, die Reihe 

1 [(a') (at) (·at) ] 0 = 1 - (x - x0 ) + ~ (y - y0) + - (z - z0) 
l. OX Xol/oZo i:Jy Xol/oZo OZ Xol/oZo 

+21' [(affl~) (x-xo)2+-+·+2(a~2afy) (x-xo)(Y-Yo) +·+·]+ .... 
• X XoYoZo Xo1JoZo 

Betrachten wir nur solche Punkte der Fläche, welche in unmittelbarer 
Nachbarschaft von P 0 liegen, .so können wir die Glieder höherer Ordnung 
vernachlässigen; die Koordinaten dieser Punkte erfüllen daher die 
Gleichung 

(at) (a') (at) , ".--- (x - x0) + [) (y - y0) + -0 (z - z0) = 0 . 36 ) 
uX Xo1JoZo Y XoYoZo Z XoYoZo 

36') ist die Gleichung einer Ebene; diese Ebene ist die Tangential
ebene der Fläche von der Gleichung f ( x, y, z) = 0 im Punkte 
Po(xo iYolzo) · 

Die Gleichung der in P 0 auf der Tangentialebene senkrecht stehenden. 
Geraden, der zur Fläche in P 0 gehörigen Normalen, muß nach Formel 
43') in (159) lauten: 
für die Fläche von der Gleichung z = f(x, y) 

x- x0 Y- Yo 
-(0') =(~= -(z - z0), 

OX Xol/o oy)x,y0 

37) 

für die Fläche von der Gleichung f(x, y, z) = 0 

x - Xo y - Yo z - Zo 

(~~).,ol/oZo = ~~).,oYoZo = (~~).,ol/oZo 
37') 

Die Stellungswinkel der Tangentialebene und damit zu
gleichdie Richtungswinkel der Normale im Punkte P 0 sind nach 27) 
in (155) bzw. 39) in (158) gegeben im ersten Falle durch 

cos (X - ± (~~)"'~·-- R , 
1 

cosy = =f R, 38) 

wobei 

R _ V((a') )2 + ((a') )2 + 1 
- OX XoYoZo i)y Xol/oZo 

ist, im zweiten Falle durch 

COS ä = (Ut,y,z, 
R , 

1 
cosß = (:~1•71••• , 

1 

(:Dx,y,z, 38,) 
cos y = - -R-- , 

1 
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wobei 

ist. Einige Beispiele mögen die erhaltenen Formeln erläu~rn: 
a) Das Paraboloid hat nach (151) S. 451 die Gleichung 

x2 y2 . 
z =2a + 2b' 

687 

sind dabei a und b von gleichem Vorzeichen, so ist die Fläche ein ellip
tisches, im anderen Falle ein hyperbolische s Paraboloid. Es ist 

iJz Jf_ . 
ay b ' 

folglich lautet die Gleichung der Tangentialebene in P 0 (x0 I y0 ) 

Xo ( ) Yo ( ) z - Zo = a X - Xo + b y - Yo 0 

Da 
X~ y~ 

Zo = 2a + 2b 
ist, läßt sie sich auch schreiben 

+ _ XXo + YYo 
z Zo - a b - . 

Die Gleichung der Normale ist 

a b 
"X (x - x0) + -Y (y - y0 ) = - (z - z0 ) • 

0 0 

Insbesondere ist für den Punkt P0 (a I b) 

a b 
Zo=2+2; 

also wird die Gleichung der Tangentialebene 

a + b 
X +Y- z = -2-; 

d. h. die Tangentialebene schneidet auf den Achsen die Strecken 

a+b a +b a + b -2- __ 2___ --2-

ab. Ihre Stellungswinkel folgen aus den Gleichungen 

1 
cos.x = ]1:3 = cosß = - cosy, 

so daß also .x = ß = 54 o 4{ 7" , y = 125 o 15' 53" ist. - Beschränken 
wir uns auf das hyperbolische Paraboloid, dessen Gleichung wir 
jetzt schreiben wollen 

17* 



688 Von den Reihen. (207) 

wobei a und b positive Strecken sein sollen, so lautet die Gleichung 
der Tangentialebene in P0 

xxo YYo 
z + z0 = -a - b - , 

wobei 

ist. Die Tangentialebene durchsetzt das hyperbolische Paraboloid ; sie 
schneidet es, wie schon der Augenschein lehrt, in einer Kurve. Um 
diese zu untersuchen, wollen wie die Gleichung der x y-Projektion der 
Schnittkurve aufstellen; wir erhalten sie, indem wir aus der Gleichung 
des Paraboloids und der Tangentialebene die Veränderliche z eliminieren. 
Wir brauchen hierzu nur beide Gleichungen zu subtrahieren und er
halten unter Vertauschung beider Seiten 

2 2 
--=---. _ XXo _ }!_ + YYo = -z 
2 a a 2b b o 

oder 
2 2 2 2 X xx0 Y + YYo _ Xo + Yo _ 

2a - a - 2b b - - 2a 2b ' 

hierfür schreiben wir 

1 1 
2a (x - Xo) 2 = 2"i) (y - Yo) 2 oder 

Die Gleichung der x y-Projektion der Schnittkurve zwischen dem 
hyperbolischem Paraboloid und einer seiner Tangentialebenen zerfällt 
somit in zwei lineare Gleichungen; die xy-Projektion besteht also 
aus zwei Geraden, deren Richtungsfaktoren gegen die x-Achse 

+ l ( b
r a. 

bzw. 
17) - 11-/ a 

sind. Hieraus folgt mit Notwendigkeit, daß die Schnittkurve zwischen 
Paraboloid und Tangentialebene selbst ein Geradenpaar sein muß, da 
nur eine in der Tangentialebene gelegene Gerade wieder eine Gerade 
zur xy-Projektion haben kann. Weiter folgt, daß sich durch jeden 
Punkt P 0 des hyperbolischen Paraboloids zwei Gerade ziehen lassen, 
die mit allen ihren Punkten dem Paraboloide angehören , eben die 
zwei, in welchen die Tangentialebene zu P 0 das Paraboloid schneidet. 
Da die Richtungsfaktoren der xy-Projektion dieser Geraden 

bzw. 

also völlig unabhängig von dem Paraboloidpunkte P 0 sind, so ergibt 
sich, daß die unendlich vielen auf dem Paraboloide liegenden Geraden 
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in zwei Scharen zerfallen; die Geraden der einen Schar sind sämtlich 
parallel zu der Ebene mit der Gleichung 

y=+}~x, 
die Geraden der anderen Schar sämtlich parallel der Ebene von der 
Gleichung 

17) 
y=-~ax. 

Wir wissen aus (151) S. 452, daß die xy-Spurlinie des hyperbolischen 
Paraboloids ein Geradenpaar von der Gleichung z = 0 

' b y =o ±Vax 
ist; die durch dieses Geradenpaar und die z-Achse gelegten Ebenen 
sind gerade die beiden Ebenen, zu denen die Paraboloidgeraden parallel 
sind. 

b) Die Mittelpunktsfläche zweiter Ordnung kann ein Ellipsoid, 
ein einschaliges Hyperboloid oder ein zweischaliges Hyper
boloid sein; ihre Gleichungen sind 

x2 y2 z2 
----+--1 a2 b2 c2 - • 

[s. a. (150) S. 445ff.]. Um die Gleichung der Tangentialebene des Ellip
soids aufzustellen, setzen wir 

xz y2 z2 
f(x, y, z) - 2 + b2 + 2 - 1 = 0 a c 

und bilden 
uf - 2x 
8x = a2 ' 

Damit der Berührungspunkt P 0 (xoiYolz0) auf dem Ellipsoid liegt, muß 
sein 

die Gleichung der Tangentialebene im Punkte P 0 lautet daher nach 36') 

Xo ) Yo ) Zo ) 0 
2 (x - Xo + IJ2 (y - Yo + 2 (z - Zo = u c 

oder 

und da P0 ein Punkt des Ellipsoids ist, 
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Beispielsweise liegt P 0 (-ha[fr-b[-frc) auf dem Ellipsoid, wie man sich 
leicht überzeugt; die Tangentialebene hat in ·diese·m Falle die Gleichung 

2x 6y 9z • 
fla + iTii + iTc = 1 • 

ihre Achsenabschnitte sind demnach Va, .1fb, Vc. Dieser Fall ist 
in Abb. 342 eingezeichnet, ebenso die Tangentialebene zum Berührungs
punkte (/ra !·ifbi-frc), für welche der Leser die Rechnung selbst durch-

führen möge. Ist a = b 
= c = r, so geht das 
Ellipsoid in die Kugel 
über; die Gleichung 
der Tangentialebene an 
diese lautet somit 

XoX + YoY + zoz = r2. 

Die Tangentialebenen 
an das einschalige 

~.o:::~==b=::t:t1-=:~~~~:=:::::~Y bzw. an das zwei-~ I ---- _...---
_.=---_-_:-:::-'""'-=-- - ~ schalige Hyperboloid 

x .-------------------------------- haben, wie man nun 
------------- aL leicht selbständig ab-

----- Abb. 342. leiten kann, die Glei-.---_...---
chungen 

x0 x + Yo y z0 z _ I 
---ut: v-C2- bzw. x0 x Yo y + z0 z _ I 

-fi2-v C2- . 

Der Leser behandle rechnerisch und zeichnerisch den Fall, daß der 
Berührungspunkt beim einschaligen Hyperboloid die Koordinaten 

beim zweischaligen Hyperboloid die Koordinaten 

Die Gleichung der Normale lautet nach 37') für das Ellips.oid 

a2 b2 c2 
- (x - x ) = - (y - y ) = - (z - z ) 
Xo 0 Yo 0 Zo 0 ' 

für das e inschalige Hyperboloid und das zweischalige 

a2 b2 c2 
- (x- x0 ) = - (y - y0 ) = - -(z - z0). 
Xo Yo Zu 
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Die Spurpunkte in den Koordinatenebenen haben demnach die Koordi
naten für das Ellipsoid 

(a2 - ~ .· I b2 - c2 . I ) 
a2 Xo b2 Yo 0 , 

( I b2 _ a2 I c2 - a2 ) 
0 -b-2 - Yo -c-2 - Zo ; 

für das Hyperboloid 

(a2 + c2 I b2 + c2 I ) 
a2 Xo b~ Yo 0 , (a2 - b2 c~ + b2 )' 

--2 - Xo I 0 1--2 - Zo ' a . c 

( I b2 - a2 I c2 + az ) 
0 b2 Yo c2 Zo • 

So ist die Gleichung der Ellipsoidnormale für h\ a[T6Tb j-fic) 

..y-.a(x- -r\a) = .v-b(y- -frb) =-v-c(z- -fic). 

Man stelle für die Normalen im Punkte (-frajtfb[ -r\c) die Gleichung 
auf und entwerfe das zugehörige Bild. 

Die Tangentialebenen an das Ellipsoid und das zweischalige Hyper
boloid haben, wie der Augenschein lehrt, mit der Fläche nur den Be
rührungspunkt gemeinsam. Andererseits ist .ohne weiteres ersichtlich, 
daß jede Tangentialebene an das einschalige Hyperboloid diese Fläche 
schneidet; wir wollen jetzt die Schnittkurve bestimmen. Die Gleichung 
der Fläche lautet 

a) 

die der Tangentialebene 

x0 x + y0 y z0 z _ l 
~ 1)2-(;2- ' b) 

wobei 
c) 

sein muß. Die Koordinaten xl y[z eines jeden Punktes P der Schnitt
kurve müssen die beiden ersten Gleichungen erfüllen; wir erhalten 
die Gleichung der xy-Projektion der Schnittkurve, indem wir z eli
minieren. Addieren wir die erste und die letzte Gleichung und ziehen 
von der Summe das Doppelte der zweiten Gleichung ab, so ergibt sich 

die Gleichung der Tangentialebene läßt sich schreiben 

Xo(x- Xo) + Yo(Y - Yo) = Zo(z - i!o) 
a2 b2 c2 

oder auch 

d) 

e) 
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Nun quadrieren wir Gleichung e) und. ziehen sie von d) ab; dadurch 
fällt z heraus, und wir bekommen als Gleichung der x y-Projektion 
der Schnittkurve 

(x - X0) 2 + (y- y0) 2 _ ~ [X0(X- X0 ) + Yo(Y- Yo)] 2 = 0 f) 
az bZ zt, az bZ • 

Diese Gleichung ist homogen vom zweiten Grade in den Differenzen 
x - x0 und y - y0 ; dividieren wir sie durch ( x - x0 ) 2 , so erhalten 

wir eine quadratische Gleichung für die Unbekannte Y - Yo; sie möge 
X - X0 

die beiden Lösungen A1 und A2 haben. Die Gleichung f) zerfällt also 
in das Produkt 

(~YJ1 - A ) (y_-=-YJ1 - A ) = 0 
X - Xo 1 X - Xo 2 ' 

g) 

und Gleichung g) wird befriedigt, wenn einer der beiden Faktoren 
verschwindet. Also besteht die x y-Projektion der Schnittkurve zwischen 
einschaHgern Hyperboloid und Tangentialebene aus zwei Geraden; dann 
muß aber auch die Schnittkurve selbst aus zwei Geraden bestehen, 
da sie in einer Ebene, nämlich der Tangentialebene, liegt. Wir er
kennen gleichzeitig, daß sich durch jeden Punkt des einschaligen 
Hyperboloids zwei Gerade legen lassen, die in ihrem ganzen 
Verlaufe d e m Hyperboloid angehören ; es sind die beiden Geraden, 
in welchen die zu diesem Punkte gehörige Tangentialebene das Hyper
boloid schneidet. Im F alle des Umdrehungs h y p erboloids ist uns 
dies nichts Neues, da wir diese Fläche in (162) S. 493 f. durch Rotieren 
einer Geraden erzeugt haben. 

c) In (163) haben wir als Gleichung der geraden geschlossenen 
Schraubenfläche gefunden [s. Gleichung 53) S. 498] 

z = !!___ arctg 1f. · 
2n x' 

es ist 
oz h y 
ox =- 2n • xz+ yz und 

OZ h X 

ay = 2 ,." • X2 + yz · 
Also lautet die Gleichung der Tangentialebene in einem Punkte 
P0 (a I 0 I 0) nach 36) 

h 
Z = 2na • Y· 

Sie enthält demnach die x-Achse, also diejenige Gerade, auf der der 
Berührungspunkt P 0 liegt. Ganz allgemein muß d emnach die 
Tangentialebene an die geschlossene gerade Schrauben
fläche durch die Erzeugende gehen , die den Berührungspunkt 
enthält. Die Gleichung der Normalen lautet nach 37) 

x- a 2 na 
- o- = Ty = -z, also x = a, 

2na 
z= - --,;- y; 
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sie ist also parallel zur yz-Ebene. Lassen wir a sich ändern, so erhalten 
wir die Gleichungen sämtlicher die x-Achse schneidenden Normalen 
der Schraubenfläche; wir können die beiden Gleichungen 

x = a, 

dann als die Parameterdarstellung (Parameter a) der Fläche ansehen, 
die durch alle diese Normalen gebildet wird. Eliminieren wir a, so 
erhalten wir als unmittelbare Gleichung dieser Fläche 

2n 
z= ---,;·xy. 

Aus Formell3') in (151) S. 454 wissen wir aber, daß dies die Gleichung 
eines hyperbolischen Paraboloids ist: Der Ort der längs einer 
Erzeugenden auf einer geraden geschlossenen Schrauben
fläche errichteten Normalen ist ein hyperbolisches Para
boloid. 

(208) Ist die Gleichung einer Fläche in unentwickelter Form gegeben: 
f(x, y, z) = 0, und liegt auf ihr ein Punkt P 0 (x0ly0lz0 ) von der Eigen
schaft, daß für ihn außer f ( x0 , y0 , z0 ) := 0 auch noch die drei Gleichungen 

(iJ_J_) = o (at) = o (-21) = o 
2x X 0 y 0 Zo ' ßy XoXoZo ' 2z XoYoZo 

erfüllt sind, so heißt er ein singulärer Punkt der Fläche. In der Taylor
schen Entwicklung 34) fallen dann aber alle linearen Glieder fort; 
die niedrigsten Glieder sind also die vom zweiten Grade, und die Punkte P 
der Fläche, welche in unmittelbarer Nähe von P 0 liegen, befinden sich 
zugleich auf einer Fläche, welche die Gleichung hat 

(22
/) (22

/) (22
/) - 2 (x - Xo) 2 + -2 (y - Yo) 2 + -2 (z - Zo)2 

2x XoYoZo iJy XoYoZo 2z XoYoZo 

(22
/) (22

/) + 2 ·-'1?1 (x- x0)(y- y0 ) + 2 fJ7) (x- x0) (z- z0) 
UXVYXoYoZo X ZxoYoZo 

39) 

( 22
/ ) + 2 ~ (y - y0) (z - z0 ) = 0 . 

yvz x,y,z, 

39) ist homogen vom zweiten Grade in den Differenzen x - x 0 , y - Yo, 
z- z0 • Nehmen wir eine Parallelverschiebung des Koordinatensystems 
nach P0 vor mittels der Transformationsgleichungen 

x - x 0 = ~ , y - y0 = 17 , z - z0 = ?; , 

so lautet die Gleichung der Näherungsfläche: 

(2
2 I) ~2 + (22 f) 11 2 + (?:1) 1;2 

OX2 XoYoZo 2y2 XoYoZo 2z2 XoYoZo 

+ 2 (_!2_) ~ 11 + 2 (_!!_!_) a + 2 (_!2_) 11 t: = o . 
2x2y x0 y0 z0 2x2z z 0 y0 z0 iJy2z X 0 y0 z0 
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Das ist nach (161) S. 486f. die Gleichung einer l(egelfläche zweiter 
Ordnung, deren Spitze in P 0 liegt. Wir erhalten sonach das Ergebnis: 

Ein singulärer Punkt P 0 (x0 I y0 Jz0) einer Fläche von der 
Gleichung f(x, y, z) = 0 ist ein Punkt, für welchen die vier 
Gleichungen 

(of) _0 
iJx,XoYoZo- ' 

- =0 40) ( i) ') 
OZ x, y0 z0 

bestehen; in ihm besitzt die Fläche keine Tangentialebene, 
sondern einen Berührungskegel zweiter Ordnung, dessen 
Spitze dieser Punkt P 0 ist. 

Es ist hier nicht der Ort, näher auf die Untersuchung des singulären 
Punktes einzugehen oder die Singularitäten höherer Ordnung zu be
handeln, die eintreten, wenn für P 0 auch alle Differentialquotienten 
zweiter Ordnung verschwinden. Ein einfaches Beispiel soll diese Be
trachtungen abschließen. 

In (162) haben wir die Kreisringfläche kennengelernt ; ihre 
Gleichung lautet 

j(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + a2 _ r2)2 _ 4a2(x2 + y2) = 0, 

wobei r der Halbmesser des rotierenden Kreises und a der Abstand 
seines Mittelpunktes von de.r Drehachse ist. Der Punkt P 0 ( 0 I 0 lyr2- a 2) 

liegt, wie man sich leicht überzeugt, auf der Fläche. Ferner ist 

:~ = 2 (x2 + y2 + z2 + a2 - r2) · 2x - 8a2 x, 

:~ = 2(x2 + y2 + z2 + a2 - r2) · 2y- 8a2y, 

~~ = 2(x2 + yz + z2 +az - r2) . 2z' 

also 

" 

" 

(~) =0 
iJx P, ' 

( iJf) -o By P,= ' 

( ~I) = 0. 
oz P , 

Der Punkt P 0 ist demnach ein singulärer Punkt. Weiterhin ist 

iJ2f 
iJx2 = 12x2 + 4(y2 + z2 - a2 - r2), also 

(J2j 
iJy2 = 12y2 + 4(x2 + z2 - a2 - r2), " 

iJ2 f 
(Jz2 = l2z2 + 4 (x2 + y2 + a2- r2)' " 

iJ2 I 
oxiJy=8xy, " 

iJ2f 
iJxiJz = 8x z, 

(J2f 
- - -8yz iJyoz - ' 
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Folglich lautet die Gleichung des Berührungskegels im Punkte P 0 

-8a2 x2 - 8a2 y2 + 8(r2 - a2}(z -Vr2 a2) 2 = 0. 

Setzen wir zur Abkürzung yr2 - a2 = z0 , so können wir die Gleichung 
auch schreiben: 

Es ist also ein Umdrehungskegel, dessen Achse die z-Achse ist. 
Aus z0 = yrz- a2 ergibt sich, daß die Kreisringfläche nur dann 
einen reellen singulären ·Punkt hat, wenn 
r > a ist, in Übereinstimmung mit der An
schauung. In diesem Falle schneidet näm
Hch der Meridiankreis die Drehachse (s. Ab
bildung 343) in P0 , und es ist ohne weiteres 
ersichtlich, daß es in P0 keine Tangential
ebene geben kann, sondern nur einen Be
.rührungskegel, der zugleich ein Umdrehungs
kegel sein muß; die in P0 an den Meridian
kreis gezogene Tangente ist die Mantellinie 

Abb. 343. 

dieses Kegels. Ihre Gleichung lautet u: (z- z0} = z0 :a; wenn wir 
u = yx2+ y2 setzen, erhalten wir als Gleichung des Berührungs
kegels 

wie oben. 
z2 

0 

Mit dieser Untersuchung der krummen :Flächen haben wir eine 
Lücke des IV. Abschnittes ausgefüllt. Es sollen im Anschlusse hieran 
im folgenden Paragraphen noch einige weitere, freilich nur lose mit 
der Taylorschen Reihe zusammenhängende Fragen der analytischen 
Geometrie des Raumes behandelt und damit die analytische Geometrie 
des Raumes überhaupt zum Abschlusse gebracht werden. 

§ 6. Berechnung von Inhalt, Schwerpunkt und Trägheits
moment einer krummen Fläche. Die Raumkurven. 

(209) A. Die krumme Fläche. Ist die Gleichung einer Fläche in der 
entwickelten Form z = j ( x, y) gegeben, so zerlegen wir sie gemäß dem in 
(170) entwickelten Verfahren (Abb. 270, S. 532) durch Parallelebenen 
zur xz- und zur yz-Ebene in unendlich kleine Flächenteile PQ SR; 
die Projektion P'Q' S' R' eines solchen auf die x y-Ebene hat den Inhalt 
dx · dy . Da wir das Flächenelement PQSR selbst als eben ansehen 
können, und zwar als ein unendlich kleines Stück der in P an die Fläche 
gelegten Tangentialebene, so bekommen wir den Inhalt von PQSR, 
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indem wir P'Q'S'R' durch den Kosinus des Winkels dividieren, den 
die Ebene PQSR mit der xy-Ebene einschließt, d. h. also des Stellungs
winkels y der Tangentialebene zur xy-Ebene. Da nun nach 38) 

I 
cosy =-- -- -----_-vl +(~~r+ (:~r 

ist, so ergibt sich für den Inhalt von PQ SR 

dF = V1 + (:~y + (~~r · dxdy 

und demnach für den Inhalt der gesamten Fläche 

lfl I (a! )2 (a 1 )2 
F = r 1 + OX + Oy rlx dy' 41) 

wobei das Doppelintegral nach den in (170) S.532ff. angegebenen Grund
sätzen über alle Elemente der Fläche zu erstrecken ist. 

Ist die Gleichung derFläche in der unentwickelten Form f(x, y, z) =0 
gegeben, so ist nach Formel 38') für cosy zu setzen 

of 
iJz 

so daß der Inhalt der Fläche durch das Doppelintegral 

41') 

bestimmt ist. 
Beispiele. a) Die Fläche des geraden Kreiskegels hat nach 

(161) S. 488 die Gleichung 

z = !': Y x2 + y2 . 
r 

Die Spitze liegt hierbei in 0, die Drehachse ist die z-Achse, und die 
Fläche wird von der zur x y-Ebene parallelen Ebene z = h begrenzt, 
von der auf ihr ein Kreis vom Halbmesser r ausgeschnitten wird. Es ist 

OZ h X 

iJx = r yxz + y2 ' 
also 

oz 
oy 

h y 
- - - -
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Demnach ist 

+r + Vr'-x' +·r 

F=f fl / -1 +-. -h: dxdy =f·l/-1 +-h: · [ytVr_' -_x' dx 
V r ~ r -Vr' - x' 

x= -r y=- h'-x' x= -r 

+r 
= 2 ~/ l + ~:jir2 - x2 d x 

x= -r 

1/-h2 [x - r2 x]+r lr;-:7i2 
= 2 r 1 + TZ . 2 -y r 2 - x2 + 2 arcsin r -r = n r2 V 1 + TZ = n r 8 ' 

wobei 8 = fh2 +7'-2 die Mantellinie des Kegels ist. Zu diesem Ergebnis 
können wir - abgesehen von dem in der elementaren Mathematik 
eingeschlagenen einfachsten Wege - einfacher durch folgende Be
trachtung gelangen. Es ist in unserem Falle 

l 
cos y = ---;:=::o=====::o=== 

V(~:r + (~~Y + l 

r r 
8 

also für jedes Flächenelement konstant, d. h . jedes Flächenelement hat 
gegen die xy-Ebene den gleichen Stellungswinkel y, wie auch die An
schauung ergibt. Dann müssen wir aber den Inhalt eines beliebigen 
Teiles einer solchen Kegelfläche erhalten, indem wir seine xy-Projektion 

durch cosy dividieren, also mit f multiplizieren. Da nun die Projektion 

des Mantels eines geraden Kreiskegels auf eine durch die Spitze gelegte 
Parallelebene zur Grundfläche oder auf die Grundfläche. diese selbst 
ergeben muß, also den Inhalt n r 2 hat, so ist der Inhalt des Mantels 
gleich n r 8 , in Übereinstimmung mit dem obigen Ergebnis. 

b) Die Kugelfläche hat die Gleichung 

f(x, y, z) == x 2 + y2 + i 2 - a 2 = 0; 

es ist demnach Formel 41') zu verwenden. Nach dieser ist 

of -- = 2x 
fJ x ' 

of 
iTi;- = 2Y ' 

of Tz = 2z, 

also 
F = {{2Jfx2 + y2 + z2 dxdy = {{ a dxdy. JJ 2z JFva2 _ x2 _ y2 

Wollen wir jetzt beispielsweise die Oberfläche der oberhalb der x y-Ebene 
befindlichen Halbkugel berechnen, so ist z=+ya2 - x 2 -if, und 
die begrenzende Kurve ist der in der xy-Ebene liegende Hauptkreis 
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von der Gleichung x2 + y 2 - a2 = 0; 
die Integrationsgrenzen lauten also . 

y = -ya2 - x2 bzw. 

und 

x = -a bzw. + a (s. Abb. 344). 

Abb. 344. 

Also ist die Oberfläche der Halbkugel 
gegeben durch das bestimmte Doppel
integral 

+V~-~ +a 

~1 a dx dy = af[arcsin , y -] + l'~_-x_' dx 
}ta2- x2- y2 }a2- x2_ - Jia'-x' 

x= -a y=- Va2 -x2 x= -a 

+a 

= a Jn · dx = n a[x]!~ = 2n a2. 

x= -a 

Soll dagegen nur die Oberfläche der Kugelhaube berechnet werden, 
deren Höhe h ist, und die von einer zur xy-Ebene parallelen Ebene 
begrenzt wird, so ist der die Fläche begrenzende Zylinder ein gerader 
Kreiszylinder, dessen Grundkreishalbmesser (! = yh (2 a - h) ist, dessen 
Grundkreis folglich die Gleichung hat 

x2 + y2- h(2a - h) = 0. 

Jetzt lauten die Integrationsgrenzen 

y = -yh(2a- h)- x2 bzw. y = +yh(2a- h)- x2 

und 

und die Oberfläche der Kugelhaube wird durch das Doppelintegral 
wiedeigegeben: 

+th(2a-h) 

H=aj 
x=-V h(2a-h) 

+ Yh(2i=h) + l' h(2a - h) 

= 2 a arcs1n ----- --- d x - 2 a arccos , d x . f . l j '-2ah- h2 - xz _ f n- h 
a2 - x2 yaz - xz 

x = -Jih(2a-h) x=-Jih(2a-h) 

Das Integral f a-h 
arccös ,1 _ dx, 

ra2- x2 

auf das wir hier stoßen, erfordert zu seiner Auswertung eine Reihe 
von Umformungen; obgleich wir bald einen viel bequemeren Weg zur 
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Ermittlung der Oberfläche der Kugelhaube kennenlernen werden, 
wollen wir trotzdem diese Integration vornehmen. Wir führen statt 
a - h die Größe b ein. Dann erhalten wir 

J =Jarccos ~ dx. 
a2- x2 

Setzen wir b 
arccos ,; = u , 

ra2- x2 

so wird 

V-b2 
x= a2 --

cos2u ' 

und wir erhalten 

J = -b2Ju. sinu du. 
cos2u. Ya2 cos2u - b2 

Dieses Integral behandeln wir weiter nach der Methode der partiellen 
Integration, indem wir 

dv 
du 

sinu 

setzen, so daß f sinudu 
v------,::= = 

ist. 

und 

- cos2u ya2 cos2 u - b2 

Ersetzen wir·hier cosu durch _!_, dann wird z 
. d dz 

SlnU U = z2 

Wir erhalten daher: 

[ l ·~i-/)2 1} . . - l)i- ] 
J = - b2 -- I a 2 - - - • u + - l/ a2 - - - du 

b2 cos2u b2 · cos2 u 

= u · 1/ a 2 - - . - - a 2 - --du. .- /)2 Jv-/)2 
r COS2U cos2u 

Um schließlich das Integral 

f-~11-J' = a2 - - 2- du 
cos u 

auszuwerten, setzen wir acosu = w, also 

dw 
du = - ya2 - w; ; 

dann wird 
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und die Substitution w 2 = z, 2wdw = dz führt dieses wiederum über in 

J' = _ !!:_fl /z - b2 
• dz. 

2 r a2 - z z 

Setzt man schließlich nach (75) S. 196 Formel 26) 

l /Z=/)2 
1--=ff 
' a 2 - z ' 

so wird 
z= 

a2 {}2 + b2 

und daher 

Da nun, wie man leicht durch Zerlegung in Teilbrüche findet [s. (73) 
S. 192ff.], 

{}2 

ist, so ist nach Formel TI 7) 

, ( b (a )) (a1 j z - b2) y 'z - b2 
J = -a arctgß --uarctg b{} = b·arctg IJV a2 - z -aarctg a2 - z 

( a yw2 - b2) yw2 - b2 = b arctg - - - - a arctg - -b a2 - w2 a2 - w2 

(ya2 cos2u- b2) ya2 cos2u =--b:i 
= b. arctg - b--sin_u __ - a. arctg ------a-sr=-·n_u __ 

= b • arccos (va2 ~ b2 tgu) - a · arccos (va2 ~ b2 sin u). 
Also wird 

~TF- (b ) (a ·) J = u ·l! aJ<- ::-::--- b • arccos , 1~= tgu + a • arccos .~ s1nu cos2u ya2 - b2 ya2 - b2 

+ a • arccos (- -a- · yacb2~) 
yaz - b2 yaz - x2 

b x bx 
= x · arccos ·C2 2 - b arcsin ,1 2 b2 + a arcsin ,1( 2 b2) ( 2 2) ya- - x ya - y a - a - x 
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und folglich ist 

H=2a[x·arccos,1 2b . 2 -barcsin,; 2x b2 +aarcsinjl(!iC.b~)x( 2 2)j+Vä;~-~~ ra-x ra- a- a-x ·· Va' - b' 

= 2a [o- 2 · b · ; + 2 • a · ; ] = 2a n (a ~ b) = 2.n a h. 

Viel einfacher erhalten wir die Oberfläche der Kugelhaube, wenn 
wir aus den rechtwinkligen in die zylindrischen Koordinaten über
gehen; in diesen lautet die Gleichung der Kugeloberfläche einfach 
g 2 + z2 - az = 0. Die Projektion eines Flächenelements [s. Abb. 276 
in (173) S. 542] auf die xy-Ebene hat den Inhalt gd[! dcp; sein Stellungs
winkel y gegen die xy-Ebene ist bei der Kugelfläche gleich dem Neigungs
winkel des zu diesem Elemente gehörigen Kugelhalbmessers gegen die 

z-Achse; also ist tgy = JL, und demnach ist der Inhalt des Flächen-
z 

elementes selbst gleich 

Mithin wird die Oberfläche der Kugelhaube, wenn b der Abstand der 
sie begrenzenden Ebene von der x y-Ebene ist, 

2n Ya'-b' 2n 

H = aj j~J~e-2 dcp = aj[ + Va2 ~· e2]~~a' - b' dcp=a(a-b) ·2n=2.nah. 
'P ~ o e~o r~o 

Besonders zweckmäßig werden für die Kugeloberfläche die sph ä
rischen Koordinaten zu verwenden sein. Die beiden. zu den geo
graphischen Längen l und l + dl gehörigen Meridiane sowie die bei 
den geographischen Breiten cp und cp + dcp gehörigen Parallelkreise 
schneiden auf der Kugeloberfläche vom Halbmesser a ein Element 
aus, dessen Inhalt gleich a 2 coscpdcpdl ist [s. Abb. 282 in (174) S. 548]. 
Folglich ist in sphärischen Koordinaten ein Teil der Kugeloberfläche 
bestimmt durch das Doppelintegral a2 j j coscp dcp dl. Im Falle 
der Kugelhaube sind die Integrationsgrenzen für l: 0 und 2.n, für cp: 

1X und ; , wobei 1X die geographische Breite des Grenzkreises der 

Haube ist. Es ist demnach 

" 2n: 2. 2rr 

H = a2J jcoscp dcp dl = a2j[sincp]! dl = a2(l- sin1X) · 2.n 
J.=<p r~rx J.=O 

= 2.na(a- b) = 2.nah. 

Wollen wir den Teil der Kugeloberfläche berechnen, der, wie m 
Aufgabe d) von (173) S. 546 Abb. 280, aus ihr durch einen geraden 
Kreiszylinder von den dort angegebenen Abmessungen ausgeschnitten 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 18 
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wird, so erhalten wir unter Zugrundelegung von zylindrischen 
Koordinaten für diesen das Doppelintegral 

" 2 

0= 2af 
<p~O 

" 2 

= 2a2f(l - cos gJ) dgJ = 2a2[gJ - sincp ]~ = a2(n- 2). 
<p = O 

In sphärischen Koordinaten würde sich die Berechnung folgender
maßen gestalten. Sind qJ und{} die geographischeLänge und Breite irgend
eines Punktes der Grenzkurve, so muß zwischen ihnen die Beziehung 

bestehen (s. Abb. 280): OP' = a sincp = a cosiJ., so daß also{}= -; -- qJ 

die Gleichung der Schnittkurve zwischen Zylinder und Kugel im sphä
rischen Polarkoordinatensystem ist. Hierauf gründet sich für den zu 
ermittelnden Teil der Kugeloberfläche die Formel 

" 2 

= 2a2f(l- coscp) dgJ = 2a2 [cp- sincp]; = a2(n- 2) 

r = O 

wie oben. 
Es sei noch nach der Größe der Gesamtoberfläche des dem Zylir_lder 

und der Kugel gemeinsamen Kernkörpers gefragt. Der aUf die Kugel 
entfallende Teil hat die Oberfläche 0 1 = 2a2 (n - 2). Um den auf 
den Zylindermantel entfallenden Teil 0 2 zu berechnen, schneiden wir 
diesen längs der den Kugeldurchmesser bildenden Mantellinie auf. Der 
von 0 bis P' reichende Grundkreisbogen hat bei Verwendung der für 
die sphärischen Koordinaten eingeführten Bezeichnung die Länge 
s = a · qJ, wie Abb. 280 lehrt. Die Länge der zu P' gehörigen Mantel
linie ist z = a · sintt = a · cosgJ, so daß für die mit dem Zylindermantel 
ausgebreitete Schnittkurve die Gleichung besteht 

Demnach ist ;r 

2 a 

8 
z = a cos-. a 

}
• 8 [ sl_'!_a 

0 2 = 4a cosa ds = 4a2 sina; = 4a2. 
s=O 
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Folglich ist die gesamte Oberfläche des Kernkörpers 0 = 2n a 2 , also 
gleich der Oberfläche der Halbkugel. 

Weiter wollen wir das folgende Beispiel behandeln. In Abb. 345 
wird die Kugel vom Halbmesser r von zwei Ebenen geschnitten, von 
denen die eine im Abstande OA' = a zur yz-Ebene, die andere im Ab
stande OB' = b zur xz-Ebene ·parallel läuft. Es soll der von diesen 
und von der xz- und der yz-Ebene ausgeschnittene Teil CADB der 
Kugeloberfläche.berechnet werden. Wir zerlegen ihn durch die Meridian-
diagonale CD in die bei- z 
den Teile CAD und CBD; 
haben wir den einen Teil, 
beispielsweise CAD, be
rechnet, so ergibt sich der 
Inhalt von CBA durch 
Vertauschung von a und 
b. Es ist nun 

.dO = r 2 cosrp dl drp, 

wo bei l und rp die geo
graphische Länge und die 
Breite des Flächenele
ments sind. Wir brauchen :r 
nur noch die Grenzen von 

c 

Abb. 345. 

rp und l zu bestimmen. Wählen wir einen bestimmten Wert für l, so gehört 

zu ihm ein Meridianbogen GC (s. Abb. 345). Die Breite ·von C ist rp = ; . 
Um die Breite von G zu bekommen, nehmen wir den Punkt G' zu Hilfe; 

aus dem bei A' rechtwinkligen Dreiecke OA'G' folgt OG' = c:sJ., 
aus dem bei G' rechtwinkligen Dreieck OG'G OG' = r cosrp. Demnach 

ist a ··;, = r cos rp oder als untere Grenze rp = arccos __!!_J.. Für l ist 
cos. · r cos b 

die untere Grenze l = 0, die obere Grenze l = -9::: A'OD' = arctga. 

Mithin ist arctg .h . :r arctg_2-
a 2 a 

OcAD = 01 = r2j. 
}.=0 

J~osrpdldrp = r2J~sinrp]~} a dl 
arccos 1 coS1 

a Ä= O 

b 
arctga 

'1' = arccos;. cos Ä 

= r2j( 1 - v1-=-;{;s2J dl. 

Ä=Ü 

Wir haben oben (s. S. 699f.) gefunden, daß 

(I I b2 - ( b ) ( a . ) · a2 - ---2- du = b arccos ,;- tgu - a arccos --;:c= cc.- -:- s1n u 
. cosu ra2-b2 yaz. - bz 

18* 
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ist; folglich ist 

11 - - - -- d'A = - arccos ---== tg 2 - arccos --== smÄ . !} · a2 a ( a ) ( r . ) 
r2 cos2 ). r yrz _ a2 yrz _ a2 

Dah~r wird 

[ ( r . ') ( a ') ] arctg 1
' 0 1 = r r 2 + r arccos --=== sml. _- aarccos -== tgJ. · 1, 

Vr2- az yrz - a2 o 

b ( r b · b = r [r arctg- + r arccos --;-:-.= • ,; - -) - a arccos ---:=== 
a Vr2 __ a2 ya2 + b2 Vr2 _ a2 

-r·-+a·-Jr: n] 
2 2 

= r r arctg- - r arcsm --.=-~ + a arcsm --· -[ b . br . b l 
a Va2 + b2 yrz- a2 Jlrz- az_ 

[ b br . b J = r r arctg- - r arctg -_ ---------- + a arcsm - - -, . 
a aJirz-a2-b2 tr2-a2 

Also ist 

[ ( b a) ( br ar ) = r r arctg- + arctgb- - r arctg--V + arctg r _ :-=:-
. a a r2 - a2 - b2 b ~ r2 -- a2 - b2 

. b +b . a ] + aarcsmy= arcsin,1 __ -
rrz-az yr2-a2 

l n + ab + . b b . a I = r - -2-- r r arccos ,; ,; . - a arcsm ,;- - ___ + arcsm ~;---= 
yr2 _ a2 yr2 _ b2 yr2 _ a2 yr2 _ az_ 

oder 

= r a · arcs1n--== + · arcs1n- = - r · arcs1n --==-------== . 0 [ . b b . a . ab ] 

~-~ ~-~ ~-~~-~ 

(210) Schließlich soll noch an einigen Beispielen gezeigt werden, wie 
man das statische Moment, den Schwerpunkt und das Träg
heitsmom.ent von krummen Flächen bestimmt. 
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a) Der Manteldes geraden Kreiskegels. Der Kegel habe die Höhe 
hundden Öffnungswinkel .x. Wir zerlegen ihn (s. Abb. 346) durch Par· 
allelebenen zur Grundfläche in elementare Kegelstumpfmäntel von der 

Höhe dz und der Mantellinie d8 = _!:_z_; in der Höhe z (Halbmesser 
COS<X d 

n=z·tg.x) ist dannderMantel2.n·ztg.x·-z-. Da sein Schwer-
"' COS<X 

punkt mit dem Mittelpunkte des Grundkreises zusammenfällt, also 
von der xy-Ebemi den Abstand z hat, ist das statische Moment bezüg-

lich der xy-Ebene gleich 2.nz2 tg.x · ..!:!:___; das statische Moment des 
COS<X 

gesamten Kegelmantels wird also 

h 

M = 2.n tg<X jr z2 dz = '!-___ .n h3 tg<X • 
xy COS(l( 3 COSIX 

0 

Hat der Schwerpunkt, der ja auf der 
Kegelachse liegen muß, von der xy
Ebene den Abstand!;, so muß sein: 

- 2 h3 tg<X 
.n r 8 • ' = 3 1l cos;,· 

h 
oder, da 8 = ------ r = htg.x ist: 

cos 0( ' 

!;= i h. 

2 

Abb. 346. 
X 

Das Trägheitsmoment des Kegelmantels bezüglich der xy-Ebene ist 

h 

J =J~~tg~z3 dz=~h4 tg<X =~r8·h2 = M h2 
xy COSlX 2 COS<X 2 2 ' 

0 

wenn M der Mantel des Kegels ist. Das Trägheitsmoment bezüglich 
der z-Achse erhalten wir durch Summation der Trägheitsmomente der 
elementaren Kegelstumpfmäntel bezüglich der z-Achse; ein solches ist 
gleich 2.n (! d8 · (! 2 , wenn d8 die Mantellinie und e der Halbmesser 
des Grundkreises ist. Da nun 

ist, so ist 
h 

(! = z tg.x' 
d z 

d8 = --
cos <X 

r dz n tg3 <X n M Jz = 2.n z3 tg3 .x •-- = -h4 - - = -r38 = -r2 . 
• COSIX 2 COSIX 2 2 

0 

Demnach ist 

J - J _ M 2 xz - . y z - 4r 
M -

J o = 2 (r2 + h2) • 
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Berechne die Trägheitsmomente des Kegelmantels bezüglich Ebenen 
und Achsen, die durch den Schwerpunkt gehen! Ferner bezüglich 
einer Mantellinie! 

b) Für die Kugelhaube (s. Abb. 344) ist das statische Moment 
des Flächenelementes a2 costp dtp dfJ bezüglich der x y-Ebene gleich 

a2 cos tp drp d{} · a sintp, 

also das der Haube selbst gleich 

2:>: 2 

Mxy = a3f 
0.=0 

/ sintp costp drp dfJ = a3 
• 2n· [sin2 rp]·; = n a3 cof} <X , 

2 c\ 

<p=IX 

wobei <X die geographische Breite des Grenzkreises ist. Da nun die 
Haube selbst den Inhalt H = 2na2(l- sin <X) hat, so folgt für den 
Schwerpunktsabstand !; der Haube vom Mittelpunkte der Kugel 

2n a2 (1 - sin <X)· !; = n a3 cos2 cx , 
also 

lt • 1 h 
!; = 2 (1 + sm<X) = 2 (a + a- h) = a- 2 , 

wobei h die Höhe der Haube ist. Der Schwerpunkt liegt demnach 
gleich weit von der Ebene des Grenzkreises und vom Scheitel der Haube 
entfernt. Insbesondere ist der Abstand des Schwerpunktes der Halb
kugelfläche vom Mittelpunkte gleich der Hälfte des Halbmessers. 

Das Trägheitsmoment der Haube bezüglich der x y-Ebene ist 
gegeben durch das Integral 

2 

fa2 costpdtpd A·a2 sin2 rp = 2n · a4 [sin3q:;]; 
3 IX 

<p = IX 

= ~ na4 (l - sin3 <X) = ; 2 H(l + sin <X + sin2 <X); 

H H 
J x11 = T (a2 + a(a- h) + (a- h)2) = 3 (3a2 - 3ah + h2) . 

Folglich ist das Trägheitsmoment der Haube bezüglich der durch den 
Schwerpunkt gehenden Parallelebene zum Grundkreise 

J XYs = J xy - H. (a - ~ r 
= H(3a2 - 3ah + h2 - 3a2 + 3ah - ::_1_h2) = H h2 

3 4 12 , 

bezüglich der Grundkreisebene und der zum Scheitel gehörenden 
Tangentialebene 
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Das axiale Träg_heitsmoment bezüglich des Schwerpunktshalb
messers ist 

n n 

2:t 2 2 

J. = J Ja2 cosg; dcp dJ.. • a2 cos2 cp = 2 na4.fcos3cp dcp 
!.~0 rp~IX 'I~<> 

;r; 

2 

= 2na4J(l- sin2cp) d(sincp) = 2na4 [sincp -~n;ceE 
rp~a 

= ~ na4(2- 3sin~ + sin3 ~) = ~ na4 (l- sin~) (2- sin~- sin2 cX) 

2 H 
= 3 nah(2a2 - a(a- h)- (a- h)2) = 3 h (3a- h). 

Hieraus folgt 

H 
Jx z = Jyz = 6h(3a - h), 

Neben den krummen Oberflächen erfordern auch die räumlichen 
Kurven die Anwendung der Infinitesimalrechnung zu ihrer Unter
suchung. Hierzu seien noch· einige kurze Andeutungen gemacht. 

(211) B. Die Raumkurven. Wir haben in früheren Abschnitten 
verschiedene analytische Darstellungen der Raumkurve im recht
winkligen Koordinatensystem kennengelernt. Fassen wir die Raum
kurve als Schnittlinie zweier krummen Flächen von den Gleichungen 

fdx, y, z) = 0 und f 2 (x, y, z) = 0 auf, so müssen die Koordinaten 
eines jeden Punktes der Kurve beide Gleichungen erfüllen; somit· 

stellen die beiden Gleichungen /1 (x, y, z) = 0 und /2 (x, y, z) die 
Raumkurve dar. Fassen wir dagegen die Raumkurve als die Bahn 
eines Punktes P auf, so erscheint die Lage von P als abhängig von 
der Zeit t, und wir können seine Koordinaten x, y, z als Funktionen 

von t in der Form darstellen : 

X=<p(t), y='!jl(t), z= x(t). 42) 

Die drei Gleichungen 42) geben eine Parameterdarstellung der 
Raumkurve. Der Parameter ist die bisher als Zeit gedeutete Veränder

liche t . (Es bedarf kaum eines Wortes, daß t auch irgendeine andere 
Bedeutung als die der Zeit haben kann.) Wir haben von der Parameter
darstellung bei der Behandlung der Raumgeraden schon Sonderfälle 
kennengelernt. Da sie sich besonders zur Untersuchung von Raum
kurven eignet, wollen wir im folgenden von ihr Gebrauch machen. 

Zur Erläuterung behandeln wir die Raumkurve, deren Parameter

darstellung x = (t _ 1)2, y = (t + 1)2, z = t t3 _ t 
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ist; in der folgenden Tabelle sind für verschiedene Werte des Para
meters t die Koordinaten der zugehörigen Punkte zusammengestellt: 

I I I 
t 0 I 21 3 4 5 6 -I -2 - 3 -- 4 - 5 - 6 
X I 0 I 4 9 16 25 4 9 I6 25 3ö 49 
y I 4 9 16 25 36 49 0 I 4 9 16 25 

0 -t I 2 61 I7A 36J 1 66 ~- I - ., 
-6 I -17-ft- -36fi -66 z " " I 

Eigenschaften dieser Raumkurve: Da x und y stets positiv sein müssen, 
verläuft die Kurve nur in den beiden vorn rechts liegenden Oktanten; 
die xy-Ebene wird in dem Punkte (ljl IO) durchstoßen, die xz-Ebene 
in dem Punkte ( 4j 0 I!), die y z-Ebene in dem Punkte (0 j4 j-}) berührt. 
Durch Elimination von t aus den beiden ersten Gleichungen ergibt 
sich die Gleichung der xy-Projektion der Kurve zu 

(x- y) 2 - 8 (x + y) + 16 = 0; 

die xy-Projektion ist demnach eine Parabel, deren Scheitel die Koordi
naten (l I 1 I 0) hat und deren Achse den Winkel zwischen der positiven 
x- und der positiven y-Achse halbiert. Um die Gleichung der xz-Pro
jektion zu finden, muß man aus x = (t- 1) 2 und z = -!-t3 - t den 
Parameter eliminieren; man erhält x3 - (3 ( x - z) - 2) 2 = 0. Für die 
Gleichungder yz-Projektion ergibt sichschließlich y3-(:3(y + z)- 2) 2=0. 

Zu einem bestimmten 
Werte des Parameters t ge
hört ein ganz bestimmter 
Punkt P(xj y jz) der Raum
kurve (s. Abb. 347). Wird t 
ein Zuwachs dt erteilt, so 
nehmen die Koordinaten die 
Werte 

x+dx = cp(t+dt), 

y + dy = 1fJ(t + dt), 

z+dz= Ä(t+dt) 

an; durch diese ist der dem Punkte P benachbarte Punkt Q der Raum
kurve festgelegt. Die beiden Punkte P und Q bestimmen die Gerade PQ, 
welche als Verbindungslinie der beiden unendlich benachbarten Punkte P 
und Q die Tangente an die Raumkurve in P genannt wird. Das 
unendlich kleine Kurvenstück PQ = ds kann als geradlinig angesehen 
werden; seine Projektionen auf die x-, die y- und die z-Achse sind gleich 
den Differenzen der entsprechenden Koordinaten von P nnd Q, d. h. 

xlx2 = dx, yly2 = dy, zlz2 = dz . 

Es ist ds = y{dx)2 + (dy)2 + (dz)2. 
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Bildet die Tangente t mit den Achsen die Winkel <X, ß, y, so muß sein 

dx dy dz 
cos<X = ds, cosß = ds, cosy = ds [s. übrigens (152) S. 456]. 

Um zur Gleichung der Tangente zu gelangen, wollen wir die 
Koordinaten des Berührungspunktes P mit x0 I y0 I z0 bezeichnen; die 
laufenden Koordinaten der Tangente mögen, wie gewöhnlich, x I y I z 
heißen. Dann lautet nach Gleichung 35) in (158) S. 475 die Gleichung 
der Tangente 

X- Xo 

(~:)0-
Y- Yo 
-(dy 

dst 

d . d. •t (dt) . o er, wenn wir Iese m1 ds 
0 

erwettern, 

Y- Yo 

(~~)0 
z- z0 

(~~\ 
oder schließlich unter Einführung von q;, 1jJ , X , 

x-rp(t) y-1p(t) z-x(t) 
rp'(t) 1p'(t) x'(t) 43} 

Dies ist die Tangentengleichung für den zum Parameterwert t 
gehörigen Berührungspunkt. 

In unserem Beispiele ist 

q;'(t) = 2(t- 1}, 1jJ'(t) = 2(t + 1), x'(t) = t2- 1; 

also ist die allgemeine Gleichung der Tangente 

x-(t-1)2 y-(t + 1)2 z-(~t3 -t) 
2tt-=--D ~+1) -t2-=--1~ 

Insbesondere ist die Gleichung der im xy-Spurpunkt an die Kurve 
gelegten Tangente, für den (s. oben) t = 0 ist: 

x-1 y - 1 z 
--=2 2 -1 

oder in Gestalt der Projektionsgleichung y = -x + 2, z = ; - ··~. 
Ihre Spurpunkte in der xz- und der yz-Ebene sind (2 jOii) und (0121-i), 
aus denen man bequem den Verlauf der Tangente feststellen kann. Sie 
hat die Richtungskosinus 

-2 2 
COS<X= . =--

f22 + 22 + }2 3 ' 

woraus sich ergibt 

2 
cosß = + 3 , 

l 
cosy = - 3 , 

<X = 131° 48' 39"' ß = 48° 11' 21"' r = 109° 28' 17". 

Der Leser bestimme weitere Tangenten der Kurve. Gibt es Tangenten , 
die auf den Koordinatenebenen senkrecht stehen? (.l xz-Ebene: t = 1, 
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x=O, Z=-t; _l yz-Ebene: t=-l, y=O, Z==t). Welches ist 
der Ort der xy-Spurpunkte der Tangenten 1 

( - (t- 1)3 + 4 (t + 1)3 - - 4) 
X- 3(t +1 ' y = 3(t- 1) USW. -

Die auf der Tangente im Berührungspunkte senkrecht stehende 
Ebene heißt die zu diesem Kurvenpunkte gehörigeNormalebene der 
Kurve; ihre Gleichung ist nach Formel 43') in (159) S. 482: 

(x- rp(t)) · rp'(t) + _(y- ~p(t)) ·1p'(t) + (z - X(t))X'(t) = 0. 44) 

Demnach lautet die Gl~ichung der zum xy-Spurpunkt gehörenden 
Normalebene unserer Raumkurve (t = 0) 

-2(x-l)+2(y-l)-z=0 oder 2x-2y+z=0. 

Der Leser möge die Gleichungen weiterer Normalebenen unserer Kurve 
aufstellen. 

Da das Bogenelement durch 

d8 = y(dx)2 + (dy)2 + (dz)2 = r'(~~r + (~~t+l~~y dt 

gegeben ist, so ist die Länge des vom Punkte P 1 bis zum Punkte P 2 

reichenden Kurvenstücks durch das bestimmte Integral zu be
rechnen: 

t, 

8 = jl0P'(t))2 + (v/(t))2 + (x'(t))2 dt. 45) 
t, 

Für unsere Raumkurve ist beispielsweise 

~ ~ 

8 = (y(2(t- 1))2 ~- (2(t + 1))2 + (t2- 1)2 dt = (l!~t4_+_6::-t2::-+ 9 dt 
~ ~ 

t., 

= f(t2 + 3) dt = [{t3 + 3tJ~:. 
t, 

Das Kurvenstück, ~as vom Punkte t = 0 (xy-Spurpunkt) bis zum 
Punkte t = I (Berührungspunkt der Kurve mit der yz-Ebene) reicht, 
ist also gleich 3t Längeneinheiten. 

(212) Wir haben gesehen, daß ein Punkt P der Raumkurve mit seinem 
Nachbarpunkte Q eine Gerade, die Tangente an die Kurve, bestimmt; 
nehmen wir hierzu noch den Nachbarpunkt R des Punktes Q, so haben 
wir drei einander unendlich nahe gelegene Punkte der Kurve, nämlich 
die Punkte P, Q, R. Drei Punkte bestimmen im allgemeinen eine 
Ebene; die durch die drei Punkte P, Q, R bestimmte Ebene nennt 
man die zu P gehörige Schmiegungse bene der Raumkurve. Um 
uns eine Vorstellung von der gegenseitigen Lage von Raumkurve .und 
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Schmiegungsebene in P zu verschaffen, wollen wir die drei Kurven
punkte P, Q, R zunächst in endlicher Entfernung voneinander wählen. 
Dann wird im allgemeinen die Kurve die durch P, Q, R bestimmte 
Ebene zum ersten Male bei P durchsetzen, d. h. in P von der einen 
Seite der Ebene auf die andere übertreten, bei Q wird sie dann von dieser 
wieder auf die ursprüngliche Seite und bei R schließlich wie bei P 
auf die zweite Seite übertreten; das Endergebnis ist also, daß die Kurve 
bei P an die Ebene von der einen Seite herantritt und sie bei R auf 
der anderen Seite verläßt. An diesem Ergebnil:! kann sich nichts ändern, 
wenn sowohl Q als auch R unendlich nahe an P heranrücken; d. h . 
die Kurve durchsetzt die Schmiegungsebene, diese dabei in dem Kurven
punkte berührend. Da 
im Grenzfalle PQ und 
QR zu Tangenten an 
die Kurve in P und in 
dem Nachbarpunkte Q 
werden, können wir die 
zu P gehörige Schmie
gungsebene auch auf
fassen als bestimmt 

b 

durch die zu P gehörige .L..---!ffrm.".,.,.,.,-r--..s.::::.------' 
Tangente und ihre 
Nachbartangente. Ab
bildung 348 soll zur 

Abb. 348. 

p 

k 

Erläuterung des Ausgeführten dienen. In ihr ist k die Raumkurve, 
von der zur anschaulichen Darstellung k' die Projektion auf die Schmie
gungsebene L sein soll. P ist ein Punkt von k, t die Tangente an k 
in P, N die Normalebene zu k in P, L die Schmiegungsebene zu k in P. 

Der Punkt P habe den Parameter t, seine Koordinaten sind also 
x0 = rp (t), y0 = 'ljJ (t), z0 = X (t). Der Punkt Q hat als Nachbarpunkt 
von P den Parameter t1 = t + dt, seine Koordinaten sind 

x1 = x0 + dx0 = rp(t + dt), y1 = Yo + dy0 = 'lfJ(f + dt), 

z1 = z0 + dz0 = X (t + dt). 

Der Punkt R hat schließlich als Nachbarpunkt von Q den Parameter 

t2 = tl + dtl = t + dt + d(t + dt) 

und die Koordinaten 

x2 = x1 + dx1 = rp(t1 + dt1), y2 = y1 + dy1 = '1jJ(t1 + dt1), 

z2 = z1 + dz1 = X (t1 + dt1). 

Da die Schmiegungsebenc c:lurch P gehen soll , muß ihre Gleichung 
die Form haben 

A(:c- x 11 ) + B(y -- y0 ) + C(z -- ,:0 ) = 0; 
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da sie ferner durch Q gehen soll, muß auch die Gleichung bestehen: 

Ziehen wir beide Gleichungen voneinander ab, so erhalten w1r für 
A, B, C die Gleichung 

A(x1 - x0 ) + B(y1 - y0 ) + C(z1 - z0 ) = 0 
oder 

A[cp(t + dt)- cp(t)] + B["''(t + dt)- '1/'(t)] + C[x(t + dt)- x(t)] = o. 
Nach Division durch dt ergibt sich hieraus 

A · cp'(t) + B · 'lf''(t) + C · z'(t) = 0 

als Bedingung dafür, daß die Ebene durch den Punkt P mit dem Para
meter t und seinen Nachbarpunkt geht. Da sie aber auch durch den 
Punkt Q vom Parameter t1 = t + dt und dessen Nachbarpunkt gehen 
soll, müssen A, B, C auch der Bedingung genügen: 

A · q/ (t + dt) + B · '~P'(t + dt) + C · x'(t + dt) = 0. 

Ziehen wi~ diese Gleichung von der obigen ab, so erhalten wir 

A [cp'(t + dt)- cp'(t)] + B['l/''(t + dt)- '1/''(t)] + C[x'(t + dt)- x ' (t)] = 0 

und nach Division durch d t : 

A · cp"(f) + B · '1/'"(t) + C · x" (t) = 0 . 

Aus den beiden Gleichungen 

Acp'(t) + B'lf''(t) + Cx'(t) = 0 und Acp"(t) + B'lf'"(t) + Cx" (t) = 0 

folgt nunmehr für das Verhältnis 

A : B: C der Wert ( v/ x" - {tp" ) : (x' cp" - cp' x") : ( qf v/' - V'' cp") , 

so daß die Gleichung der i::l c h m i e g u n g s ebene lautet: 

(V'' x"- x' tp") (x - cp) + (x'cp"- cp' x" )(y-'lf') + (cp''lf'" -v/ cp'')(z- x) = o. 46) 

Die Schmiegungsebene und die Normalebene eines Punktes schneiden 
einander in der zu P gehörigen Hauptnormale n der Kurve (siehe 
Abb. 348). Um ihre Gleichung aufzust ellen , brauchen wir nur Glei
chungen 44) und 46), denen ja die Koordinaten eines jeden Punktes 
der Hauptnormale genügen müssen, als homogene Gleichungen mit 
den Unbekannten x- cp, y- V' , z - X aufzufassen und deren Ver
hältnisse aus ihnen zu bestimmen. Es ergibt sich 

(x - cp): (y - V'): (z - x ) = [1p'(cp'v/ ' - v/cp" l - x'(x'qf' - cp' x" )] 
: [x'("''' x" - x'v/') - cp'(cp'v/'- v·' r"l J: [ cp'(x' <r" - (p' x"J - v/ (V'' x" - {tp")J · 
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Es ist nun der Inhalt der ersten [] gleich 

cpl 1fl1 1p" - 1fJ'2 cp" - X12 cp" + IP1 X1 x" 

= cpl ( cpl cp" + 1fll 1fJ" + xl x") - '-~-'" ( g/2 + 1fll2 + xl2). 
Aus 

(ds)2 (dx) (dy)2 (dz)2 12 12 12 ' 
dt = dt + dt + dt = rr + 11' + X = s 2 

erhalten wir durch Differenzieren nach t 

2 81 s" = 2 ( !p1 cp" + 1p1 1jJ11 + X1 x") . 

Wir können daher für den Inhalt der [] schreiben cp' s' s" - g/' s' 2 , 

und es wird nach einfacher Umformung 

(x- cp): (y- 'lj'): (z- x) = (cp1s"- 81 cp"): (1jJ18"- 811p"): (X,18"- 81 x")' 

wofür wir schließlich als Gleichung der Hauptnormalen schreiben 

können: 
x - ~ y - ~ z-x 

s' <p" - -q/ s" s' ~" - ~~ s" s' x" --X1 s" · 47) 

Die im Kurvenpunkte P auf der Schmiegungsebene 
stehende Gerade b heißt die zu P gehörige Binormale 
ihre Gleichung ist nach (159) S. 482 

L senkrecht 
der Kurve; 

x - <p _ y - ~ _ z - x 
~I x'~x';ll - -:/'f'tt =-- -;p;~i - il~~~-~ ~I <pf/ • 

48) 

Die auf der Hauptnormale n in P senkrecht stehende Ebene P wird 

die zu P gehörende rektifizierende Ebene der Kurve genannt; 

ihre Gleichung ist nach (159) S. 482 

(s'cp"- cp's")(x- cp) + (811p" -1p18")(y-1p) + (s'x"- X18")(z- x) = 0 . . 49) 

Für unser Beispiel ist 

cp = (t -1)2, 1fJ = (t + 1) 2 , X =~t3 - t; 

demnach ist 

cp' = 2(t- 1), 1p 1 = 2(t + 1), x' = t2- 1, 

cp" = 2, 1jJ 11 = 2, x" = 2t, 8 1 = t 2 + 3, s" = 2t. 

Für den xy-Spurpunkt unserer Raumkurve (t = 0) ist demnach 

cp' = -2, ·1p' = +2, x' = -1, cp" = 2, 1p" = 2, x" = o, 
s' = 3, s" = 0. 

Somit werden die Gleichung der Schmiegungsebene 

x- y- 4z = 0, 

die Gleichung der Hauptnormale 

y =X, z = 0, 
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die Gleichung der Binarmale 

y =-X+ 2, z = -4x + 4, 

die Gleichung der rektifizierenden Ebene 

x+y-2=0. 

(213) 

(213) Anwendungen. a) Die zylindrische Schraubenlinie hat 
nach Formel 52) in (163) S. 497 die Gleichungen 

h 
x = a cos t , y = a sin t , z = 2-;:; t . 

wobei t der Verschraubungswinkel, a der Halbmesser des Zylinder
grundkreises und h die Ganghöhe ist. Es ist somit für diese Kurve 

Für einen 

tp' = -asint, V'' = acost , ' h 
X~ 2.n:' 

rp" = -a cost, V'" = - a sint, x" = o. 
beliebigen Punkt p lautet die Gleichung der Tangente 

h z- ---- t 
x- acost y- asint 2.n: 
---- --···---- --h -- a sint a cost 

2;-
Für z = 0 folgt hieraus 

x = a t sin t + a cos t , y = - atcost + asint; 

das ist aber nach (140) S. 400 die Gleichung der :Kreisevolvente. Der 
Ort der Grundrißspurpunkte für die Tangenten der zylindrischen 
Schraubenlinie ist demnach eine Kreisevolvente. Ferner ist 

s' = 1/ a2sin2t+ a2 cos2 t + (2~r = lla2 + (~~r , 
also ist die vom Grundrißspurpunkte (t = 0) bis zu einem Punkte 
P(t = t) gemessene Länge der Schraubenlinie 

t j. r;--h 2 

s= s'dt =l;a2 +(2 .n:) ·t . 
0 

Da s" = 0 ist, so ergibt sich für 

y =X • tgt, 

die Gleichung 

h 
Z = --- t. 2.n: 

der Hauptnormale 

Die Hauptnormale der Schraubenlinie schneidet demnaeh die Schrauben
achse und steht senkrecht auf ihr; ihr geometrischer Ort ist also die zur 
Schraubenlinie gehörige gerade geschlossene Schraubenfläche [s. (163) 
S. 498]. 
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b) Die konische Schraubenlinie wird von einem Punkte be
schrieben, der auf dem Mantel eines geraden Kreiskegels umläuft und 
dabei in Richtung der Ke
gelachse im gleichen Ver
hältnis mit dem Umlaufe 
fortschreitet. Die Spitze 
möge im Koordinatenau
fangspunkt liegen, die Ke
gelachse mit der z-Achse 
zusammenfallen; der Öff
nungswinkel des Kegels sei 
lX (Abb. 349). Ist der Ver
schraubungswinkel t und 
die Höhe eines Schrauben-
ganges h , so ist 

h 
Z = 2"' t. 

Ist ferner e der Abstand 
eines beliebigen Punktes 
der Schraubenlinie von der 

Achse, so ist e = -2~ t, 
wobei a der Abstand von 

z 

der Achse ist, nachdem Abb. 349. 

der Punkt einen vollen 
Schraubengang zurückgelegt hat . Beginnt der Punkt seine Bahn auf 
der in die xz-Ebene fallenden Kegelmantellinie, so sind seine Koordi
naten X= e cost, y = e sint; folglich ist die Gleichung dieser ko
nischen Schraubenlinie 

a 
x = 2"' t cost, 

a . 
y = 2n t Slnt, 

h 
Z = 2n t. 

Aus ihr folgt, daß die x y-Projektion die Archimedische Spirale von der 
Gleichung 

ist. Da 

, a [ . ] rp = 2-; cost- tsmt , 

ist, so ergibt sich 

a 
e=-t 2n 

'!p1 = 2an [sint + t cost], 

ds 1 , ; a ~-
- = - y(a2 + h2) + a2t2 = -- -.- + tz. 
dt 2n 2n sm2 c.: . 

x' 
h 

2n 



716 Von den Reihen. (213) 

Demnach ist unter Verwendung der Formel TII15' die Länge des 
von der Spitze bis zum Verschraubungswinkel t reichenden Bogens 

t 

s =f2a l/ . 12 + t2 dt = 4a [tV' . \ + t2 + ~ 'llr®in(tsiniX)]t . 
Jl Sill lX 1l Sill (X Slll (X 0 

0 

Beispielsweise ist, wenn der Öffnungswinkel des Kegels IX = ~ ist, 
die Länge des ersten Schraubenganges (t = 2 .n) 

s = 4a.J2.n14.n2 + 2 + 21llr6in.ny'2] 

= ; (14.n2 + 2 + ! lllr6in.nl'2) = 3,5698a = 2,5243m, 

wobei m = ia2 + h2 die Länge der zu einer Ganghöhe gehörigen 
Mantellinie ist. 

Der Neigungswinkel y der Schraubenlinie gegen die z-Achse ist 
gegeben durch 

dz dz ds 
cos ')' = d8 = dt : -d t 

in unserem Falle ist 
h. 2:n: sina cosa 

cosy = ---------- = -=== :-:c- ' 
2:n:. a y'l + t2 sin2 a y'l + t2 sin2 a 

da 
h a = ctg.x 

ist. Ist nun v der Neigungswinkel gegen die x y-Ebene, so muß 
}I + r = 90 O sein, also ist 

. COSIX 
Sill 1' = --=-=--=-= . 

y'l + t2 sin 2a 

Wir sehen hieraus, daß der Neigungswinkel der Schraubenlinie gegen 
die x y-Ebene sich von Punkt zu Punkt ändert; er ist am größten für 
t = 0, nämlich Y = 90°- IX; da 11+ t2 sin 2 .x mit wachsendem Werte 
von t wächst, so wird er immer kleiner, d. h. die konische Schrauben
linie verläuft mit wachsender Höhe flacher und flacher. 

Es gibt auch eine konische Schraubenlinie, welche unter konstantem 
Winkel y gegen die z-Achse, also auch unter konstantem Winkel gegen 
die xy-Ebene, unter konstanter "Neigung" verläuft. Diese muß auch 
alle Mantellinien des Kegels unter konstantem Winkel schneiden; ihre 
x y-Projektion muß also alle von 0 ausgehenden Strahlen unter dem 
konstanten Winkel ß schneiden. Dann ist ·aber die xy-Projektion 
nach den Ausführungen von (143) S. 409ff. eine logarithmische 
Spirale; sie hat also die Gleichung 

r = a • eb{} , 
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wobei b = ctgß ist. Da wir den Leitstrahl als den Abstand des 
Schraubenlinienpunktes von der z-Achse mit (! und die Amplitude 
als den Parameter mit t bezeichnen, hat die xy-Projektion unserer 
Schraubenlinie die Gleichung 

(! = a. et·ctgß. 

Demnach ist, da X= (!COst, y = esint, z = ectglX sein muß, die 
Gleichung der konischen Schraubenlinie von konstanter Neigung 

x = a • et ctg ß cos t , y = a · et ctg ß sin t , z = a • et ctg ß • c~g lX . 

Hierbei ist a der Abstand, den der zum Winkel t = 0 gehörige Schrauben
linienpunkt von der Schraubenachse hat. Es wird jetzt 

cp' = aetctgß (ctgß cost- sint), 1f11 = a et ctgß (ctgß sint + cost), 

x' = a et ctgß ctg lX ctgß 
oder 

a cp' = -. - et ctgß cos (t + ß) 
smß ' 

1jJ1 = ~ et ctgß sin(t + ß) 
smß ' 

und mithin 

x' = -,r::__ etctgß ctgx cosß 
smß 

ds = ~ et ctgß fcos2(t + ß) + sin2(t + ß) + ctg2x cos2ß 
dt smß 

= -/!-- etctgfl • fl + ctg2x cos2ß . 
smß 

Der Winkel )', den die Schraubenlinie mit der Achse einschließt, ist 
demnach durch die Gleichung bestimmt 

dz dz ds ctga cosß 
cosy = ds = dt : dt = ~Y1:==+=c=t=g:;;=2a===co==s2ß oder ctgy = ctgx cosß, 

also in der Tat konstant. 
Diese konische Schraubenlinie nähert sich (für t < 0) in immer 

engeren Windungen der Kegelspitze, welche sie aber erst für t = - oo, 
also nach unendlich vielen Windungen, erreicht. Dennoch hat die 
Schraubenlinie von der Kegelspitze bis zu einem beliebigen Punkte P 
eine endliche Länge ; denn es ist 

t f a , / a · Yl + ctg2 a cos2 ß t 
8 = -.- etctgß r I + ctg2x cos2ß dt = . [ etctgß] 

smß smß • ctgß - oo 
- 00 

a et ctgß 
cosßsiny 

oder 8 = ____ e __ 
cosß siny ' 

wobei (! der Abstand des Endpunktes P von der Schraubeanchse ist. 

Wicke, Ingenieur-lilathematik 11. 19 
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§ 7. Maxima und Minima von Funktionen mehrerer 
Veränderlicher. 

(214) Gegeben seieine Funktionzweier Veränderlicherz = f(x, y); ihr 

geometrisches Bild ist im rechtwinkligen xyz-System eine Fläche. Soll 
für eine Wertepaar x0 I y0 I z0 ein Höchst- zw. Tiefstwert der Funktion 
sein, so muß die Fläche in dem Punkte, der die Koordinaten x0 j y0 I z0 

hat, eine Tangentialebene besitzen, weche zur xy-Ebene parallel ist, 
da ja unter allen seinen Nachbarpunkten dieser Punkt der höchste 
bzw. der tiefste Punkt der Fläche ist. Nun lautet nach Formel 36) 
in (207) S. 685 die Gleichung der Tangentialebene 

z - Zo = (~~) (x - X0) + (~yf) (y - y0) ; 
U XoYo lJ XoYo 

ferner hat die Gleichung einer zur- xy-Ebene parallelen Ebene die Form 
z - z0 = 0. Damit beide Gleichungen identisch sind, muß das Werte
paar x0 ly0 , für welches f(x0 , y0 ) Maximum oder Minimum ist, 
die beiden Gleichungen erfüllen 

(~~t.v, = 0 und (~~Lv. = 0. 50) 

Indessen ist nicht jeder Punkt einer Fläche, in welchem die Tangential
ebene horizontal verläuft, ein Höchst- oder Tiefstpunkt. Erinnern wir 
uns beispielsweise des hyperbolischen Paraboloids! [Siehe (151) 
S. 452 und (207) S. 687.] Für dieses ist die Tangentialebene im Punkte 
(0\ 0 IO) die xy-Ebene selbst; indessen ist dieser Punkt weder ein Höchst
noch ein Tiefstpunkt, da in seiner Umgebung die Fläche sowohl ab
fällt als auch ansteigt. Einen solchen Punkt nennt man einen Sattel
punkt der Fläche. Wir müssen also noch untersuchen, ob ein Funktions
wert, dessen unabhängigen Veränderlichen die Bedingungen 50) erfüllen, 
ein Höchst- oder Tiefst- oder ein Sattelwert ist. Nun geht Formel 33) 
in (205) S. 680 auf Grund der Bedingungen 50) über in 

1[(82
/) (o2f) f(x, y)-f(x0 , y0)= 2,- !12 (X-Xo) 2 +2 ~.o- (x-xo)(Y-Yo) l 

. uX XoYo uX uy. XoYo 

+ (82~) (y- Yol2] + . . . . a) 
ßy XoYo 

Die niedrigsten Glieder, die an einer solchen Stelle auftreten, sind also 
die Glieder zweiter Ordnung. Für alle Nachbarpunkte des zu x0 1 y0 

gehörigen Punktes der' Fläche sind nun die Differenzen x - x0 und 
y- y0 sehr klein. Man wird daher die Glieder der Taylorschen Ent
wicklung, die höhere Potenzen oder Produkte von x - x0 und y - y0 

enthalten, gegenüber Gliedern mit (x- x0 ) 2, (y- y0} 2 und (x-x0 ) (y- y0 ) 

vernachlässigen können. Das Verhalten der Funktion in der Nähe 
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eines Punktes x0 I Yo, in welchem die Tangentialebene horizontal ver
läuft, wird also im wesentlichen bestimmt sein durch den Ausdruck 
zweiter Ordnung · 

( 2
2 I) . ( o2 I ) ( o2 I) iJx2 (x - Xo)2 + 2 ox oy (x - XoHY - Yo) + -"y2 (y- Yo) 2 • b) 

XoYo XoYo U XoYo 

Läßt sich nun nachweisen, daß dieser für jedes beliebige Wertepaar der 
Differenzen x - x0 und y - y0 positiv (negativ) ist, so ist nach a) 

f(x, y) ~ /(x0 , y0), d. h. /(x0 , y0} ist ein Minimum (Maximum\. Ist 
dagegen für gewisse Wertepaare x- x0 , y - y0 der Ausdruck b) positiv, 
für andere negativ, so muß f(x0 , y0) ein Sattelwert der Funktion f(x , y) 
sein. Zur Untersuchung dieser Fälle formen wir b) in den folgenden 
mit ihm identischen Ausdruck um: 

Er ist ein Quotient; der Dividend {} ist eine Summe aus zwei Gliedern. 
Das erste Glied ist als ein Quadrat für jedes beliebige Wertepaar x - x0 

und y- y0 positiv; das Vorzeichen des zweiten Gliedes hängt, da 
sein zweiter Faktor (y - y0) 2 stets positiv ist, von dem Vorzeichen 
des ersten Faktors 

( o21) (a21) ( iJ2f )2 
OX2 XoYo. OY2 XoYo- OX oy Xo Yu 

d) 

ab. Ist dieser Ausdruck positiv, so muß also der ganze Dividend positiv 
sein, und das Vorzeichen des Quotienten c) ist demnach identisch mit 

dem Vorzeichen des Divisors (~2 ~) ; der Quotient c) ist also positiv, 

wenn (~2~) positiv ist, und :e;~iv, wenn (~2~) negativ ist. Im 
U~ XoYo uX XoYo 

ersteren Falle ist also f(x0 y0) ein Minimum, im zweiten Falle ein 
Maximum. 

Es ist nun noch zu zeigen, daß sich, falls d) negativ ist, gewisse 
Wertepaare x- x0 und y- y0 finden lassen, für welche der Dividend 
in c) positiv wird, und andere Wertepaare, für welche er negativ wird. 
So ist beispielsweise für jeden beliebigen Wert von x, wenn nur y = y0 

ist, der Dividend in c) positiv. Nehmen wir dagegen solche Werte x 
und y, für welche der Quotient 

(o2
/) ( o2f) (y - Yo) : (x - Xo) = - iJx2 x,y,: ox iJy x,y, 

ist, so verschwindet das erste Glied des Dividenden von c; er wird 
also negativ. Deuten wir diese Ergebnisse geometrisch, so haben wir 
gefunden: Die durch P 0 gelegte Parallelebene zur xz-Ebene (y = y0) 

19* 
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schneidet die Fläche in einer Kurve, für die der Dividend von c) positiv 

ist, die also, falls (:2!) > 0 ist, in P0 ein Minimum hat. Dagegen 
X Xol/o 

schneidet die durch P0 gelegte Parallelebene zur z-Achse von der Glei-

chung (iPf) ( IJ2f ) (y - Yo): (x - Xo) = - 2 : -o - --
IJx Xol/o OX IJy Xol/o 

dieFlächeineinerKurve, die für (~2 ~) > 0 in P0 ein Maximum hat. 
X x,y, 

Damit ist gezeigt, daß P0 ein Sattelpunkt der Fläche, also f (x0 , y0) 

ein Sattelwert der Funktion ist. Zusammenfassend können wir den 
Satz aussprechen: 

Um die Höchst- oder Tiefstwerte der Funktion z=f(x, y) 

zu bestimmen, löse man die beiden Gleichungen :{ = 0 

und :~ = 0 nach x und y auf. Ist für das Lösungspaar x, y 

der Ausdruck 
iJ2 f IJ2 f ( iJ2f )2 
1Jx2 . iJy2 - ßxiJy 

positiv, so ist für dieses der Wert f(x, y) ein Höchstwert, 

wenn gleichzeitig~~-{ negativ ist, dagegen ein Tiefstwert, 

wenn ~~ positiv ist~ Ist dagegen der Ausdruck 

iJ2j IJ2f ( fJ2 j )2 
ßxi" 1Jy2 - IJxfJy 

negativ, so ist f( x , y) weder ein Höchst- noch ein Tiefst
wert, sondern ein Sattelwert. 

Einige Beispiele mögen das Verfahren erläutern. 
a) Damit die Funktion z = x3 + y3 - 3axy ein Maximum oder 

Minimum wird, muß 

iJz . iJz 
iJ x _3x2 -3ay = O und iJ y ··· 3y2 -3ax = O 

sein. Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich die Wertepaare x = 0, 
y _:_ 0 und x = a, y = a. Für das erste ist z = 0, für das zweite ist 
z = -a3 • Um die Art dieser Funktionswerte zu untersuchen, bilden 
wir den Ausdruck 

(j2 z IJ2z ( IJ2z )2 
1J x2 • iJy'i.- iJxiJy =.c.c 6x · 6y- ( - 3a)2 co- 36xy - 9a2 • 

Er ist für das erste Paar gleich - 9a2 , also negativ; folglich ist für 
x = 0, y = 0 der Wert z = 0 ein Sattelwert. Für das zweite Werte
paar ist er gleich + 27 a 2 ; da für dieses 

iJ2z 
.."----2 :::::-: ßx= +6a ox 

positiv ist, so ist für x = a, y = a der Wert z = -a3 ein Tiefstwert. 
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b) Ein rechteckiger Streifen von der Breite a soll in seiner Längs
richtung so gebrochen werden, daß der Querschnitt der entstehenden 
Mulde ein gleichschenkliges Trapez von möglichst 
großem Flächeninhalt wird (s. Abb. 350). Hat der 
Schenkel die Länge 8, so hat die Grundlinie die Länge 
a - 28; ist der Schenkel unter dem Winkel {} gegen 
die Grundlinie geneigt, so ist die Höhe des Trapezes 

Abb. 350. 

gleich 8 • sin {} und die Mittelparallele gleich a - 2 8 + 8 cos {}. Dem
nach ist der Inhalt des Trapezes 

F = (a- 28 + 8cos0) · 8sin#. 

Fist als Funktion der beiden Veränderlichen 8 und {} dargestellt. Nun Ü;t 

~~ = (a- 48 + 28 cos{}) sin#, 

~~ = 8 (a cos1?· - 2 8 cos{} + 8 cos2 {} - s sin2 0) . 

Setzen wir beide Ausdrücke gleich Null, so erhalten wir die beiden 
Gleichungen : 

(a- 48 + 28 cos{}) · sin{} = 0, 8 (a cos{}- 28 cos{J. + 28 cos 2{}- 8) = 0. 

Die erste Gleichung wird erfüllt durch sin# = 0 , also durch {} = 0° 
bzw. = 180° ; beide Winkel sind praktisch nicht verwendbar, da in 
diesem Falle das Trapez den Inhalt Null hat, eine Lösung, die nicht 
im Sinne der gestellten Aufgabe ist. Die erste Gleichung wird aber 
auch durch a - 48 + 28 cos# = 0 erfüllt; aus ihr ergibt sich 

a 
cos{} = 2 - 28 . 

Setzen wir diesen Wert in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich für 
8 die Gleichung 8 (38 - a) = 0; sie hat die beiden Lösungen 8 = 0 

und 8 = -3-. Die erste ist wiederum nicht im Sinne der gestellten Auf

gabe, da für sie der Inhalt des Trapezes gleich Null ist; aus der zweiten 
ergibt sich cosO = t, also {} = 60° (·0 = 300° ist unbrauchbar). 

Folglich ist der zugehörige Flächeninhalt F = ~~ y3; das Trapez ist 

die Hälfte eines regelmäßigen Sechsecks von der Seite i . Daß dieser 

Wert von F wirklich ein Höchstwert ist, folgt aus der Art der Aufgabe, 
läßt sich aber auch analytisch nachprüfen: Es ist 

()2F 
0 82 = ( -4 + 2cos&)sin#, 

()2F 
äs (){} = acos#- 48 cos# + 4 8 cos2 ·{}- 28, 

~~ = - 8 ( a sin {} - 2 8 sin {} + 4 8 sin {} cos {}) ; 
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also wird für unser Wertepaar 8 = ~·, {} ~ 60 °: 

82F 3 ,!f) 82F a o2F a2 ,-

8s2 = - 2 r 3 < 0 ' as ß{} = - 2 ' ß {}2 = - ((Y3 

und damit o2F o2 F ( 82F ')2 _ a2 

8s2 '8{} 2 - o~Jß{} -2>0, 

womit der Beweis erbracht ist. 
c) Aus einem quadratischen Stück Pappe sollen nach Abb. 351 

Ecken herausgeschnitten werden, so daß die aus dem Reste zu bildende 

Abb. 351. 

Schale (Pyramidenstumpf) 
einen möglichst großen 
Rauminhalt hat. Ist a die 
Seite des Quadrats, ist 
ferner 8 die Höhe eines 
Seitenflächentrapezes und 
{}der Neigungswinkel einer 
Seitenfläche gegen die 
Grundfläche, so ist die 

Höhe des Pyramidenstumpfes gleich s sinfJ, die Seite seiner unteren 
Grundfläche gleich a - 2s und die Seite seiner oberen Grundfläche 
gleich a- 2s + 2s cosfJ. Demnach ist der Flächeninhalt der beiden 
Grundflächen gleich (a - 2s) 2 bzw. (a - 2s + 2s cos{})2, also der 
Rauminhalt des Pyramidenstumpfes 

V= ts sinfJ·[(a- 2s) 2 + (a - 2s) (a - 2s+ 2s cos{}) + (a- 2s +2scos{})2] 

=tssinfJ·[3a2 -l2as + 6as cosfJ + l2s2 -l2s2cosfJ+4s2 cos21'f]. 

Um das Maximum von V zu bestimmen, bilden wir die Differential

quotienten ~~ und ~~ und setzen sie gleich Null; wir erhalten da

durch nach einigen Umformungen die beiden Gleichungen 

und 
4s2 cos 2{} - l2s2 cos{} + l2s2 + 4as cos{} - Sas + a2 = 0 

12s2 cos3 1?- 24s2 cos 2{} + 4s2 cosfJ + l2s2 + l2ascos2{} 

- l2ascos{}- 6as + 3a2cos{} = 0 . 

Sie gehen, wenn wir 2scos1'f = u setzen, über in 

und 
u 2 - 6su + l2s2 + 2au - 8as + a 2 = 0 

3u3 - l2su2 + 4s2 u + 24s3 + 6au2 - l2asu- l2a82 + 3a2 u = 0. 

Setzen wir noch 2 8 = v, so entsteht das Gleichungspaar 

u 2 - 3uv + 3v2 + 2au - 4av + a 2 = 0, a) 

3u3 - 6u2v + uv2 + 3v3 + 6au2 - 6auv- 3av2 + 3a 2u = 0. b) 
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Aus diesen beiden Gleichungen läßt sich leicht u eliminieren; multi
plizieren wir nämlich die erste mit -3 u und addieren sie sodann zur 
zweiten, so erhalten wir nach Division durch den für unseren Fall 
praktisch belanglosen Faktor v 

3u2 - Suv + 3v2 + 6au - 3av = 0. c) 

Multiplizieren wir weiterhin a) mit -3 und addieren sie sodann zu 
c), so ~rgibt sich die Gleichung 

aus der sich 
uv- 6v2 + 9av- 3a2= 0, 

3a2 
u = 6v- 9a + 

V 
d) 

berechnet. Setzen wu diesen Wert in a) ein, so erhalten wir als 
Gleichung für v 

2lv4 - 73av3 + 9la2v2 - 48a3 v + 9a4 = 0. e) 

Wie man erkennt, ist v1 = a eine ihrer Lösungen; für diese ergibt sich 
aus d) der Wert u1 = 0. Die ihr entsprechende Schale hat, da v = 2s 

und cos{} = ; 8 ist, die Grundfläche Null und den Winkel {} = 90°, 

also den Rauminhalt Null. Diese Lösung kommt demnach praktisch 
nicht in Betracht. Nach Absonderung der Lösung v = a reduziert 
sich Gleichung e) auf die kubische Gleichung 

2lv3 - 52av2 + 39a2v- 9a3 = 0; 

diese hat die Lösungen 

v2 =0,46434a, v3 =0, 707 70a, 

s2=0,23217a, s3 =0,35385a, 

v4=1,30415a; 

s4 =0,65208a 

aus ihnen folgt 

und nach d) 

'U 2= 0,24684a, u3=-0,5147la, u4=1,12524a, schließlichauscosß>=~ 

cos{}2 = 0,53160, cos-&3 = -0,72731, cos{}4 = 0,86281 und 

{}2 = 57° 53' 12"' {}3 = 136° 39' 35"' {}4 = 30° 22' 0". 

Der Fall 3) kommt deshalb als ein Maximum nicht in Betracht, weil 
{} 3 = 136 o 39' 35" > 90 o, also die Seitenflächen der Schale nach innen 
geschlagen sind, das Volumen daher einen Höchstwert nicht darstellen 
kann. Der Fall4) scheidet ebenfalls aus, weil 2s4 = v4 = l,30415a > a 
ist, was praktisch undurchführbar ist, da 2s < a sein muß. Die einzige 
in Betracht kommende Lösung ist daher Fall 2), in welchem 

s = 0,23217a und {} = 57 ° 53' 12" 

ist ; zu ihm gehört der maximale Rauminhalt V max = 0,08642a3 • 

(215) Ist eine Funktion von mehreren Veränderlichen gegeben, in der 
jedoch diese Veränderlichen nicht völlig voneinander unabhängig, 
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sondern durch eine Anzahl von Bedingungsgleichungen mitein
ander verknüpft sind, so gestaltet sich die Ermittlung des Maximums 
der Funktion etwas anders. Da sich eine erschöpfende Behandlung 
dieses Problems im Rahmen des Buches verbietet, wollen wir uns 
auf den Fall beschränken, daßzeine Funktion von zwei Veränderlichen 
x und y ist, z = f(x, y), wobei x und y die Gleichung rp(x, y) = 0 
erfüllen sollen. Wir können diesen Fall auf ein uns geläufiges Problem 
zurückführen, wenn wir die Bedingungsgleichung rp(x, y) =.0 nach 
einer der beiden Größen x oder y auflösen und den erhaltenen Aus
druck y = "P(x) in die Gleichung z = f(x, y) einsetzen, wodurch sich 
z als Funktion einer einzigen Veränderlichen x darstellt: z = f ( x, 1f' ( x)) , 
deren Höchst- und Tiefstwerte wir nach den Auseinandersetzungen 
in (129) S. 346 ermitteln können. Dieses Verfahren setzt jedoch voraus, 
daß es möglich ist, die Bedingungsgleichung rp(x , y) = 0 nach einer 
Veränderlichen aufzulösen. Ist dies nicht möglich, so führt der folgende 
Weg zum Ziele. Infolge der Bedingungsgleichung rp ( x, y) = 0 ist z 
in Wirklichkeit eine Funktion von nur einer Veränderlichen , beispiels
weise von x; dann muß aber, falls ein Maximum bzw. Minimum vor-

liegen soll, ;; = 0 sein. Nun ist der totale Differentialquotient ~~ 
nach 55a) in (164) S. 505 gegeben durch 

df _ _ at + ~. t}:]!_ 
dx - ox ßy d x · 

Für das Maximum oder Minimum von z besteht also die notwendige 
Bedingung 

a) 

Den totalen Differentialquotienten ~~ können wir aber leicht mit 

Hilfe der Bedingungsgleichung rp (x, y) = 0 ermitteln ; es ist nämlich 
nach 60) in (166) 8.513 

dy orp orp 
dx = - ox: oy . 

Setzen wir diesen Wert in a) ein, so erhalten wir zur Bestimmung des 
Höchst- (Tiefst-) Wertes von z die Bedingung 

of. arp _ ~ ocp _ 0 . 
ax ßy oy ax - ' 51) 

diese vereint mit der Bedingungsgleichung rp( x , y) = 0 liefert zwei 
Bestimm ungsgleichungen, aus denen man das Wertepaar x, y ermitteln 
kann, für welches z Höchst- oder Tiefstwert ist. 

Beispiele. a) Das Umdrehungsparaboloid von der Gleichung 

z = (x - 3)2 + (y - 4)2 
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wird von dem Zylinder von der Gleichung 

tp(x, y) = x 2 - y2 - 6x + Sy- 7 = 0 

in einer Raumkurve geschnitten; ihre höchsten bzw. tiefsten Punkte 
sind zu ermitteln. 

Hier läßt sich eine der beiden Veränderlichen leicht beseitigen; 

dieses Verfahren möge dem Leser überlassen bleiben. Wir wollen da

gegen den eben entwickelten Gedankengang verfolgen. Wir bilden 

oz 
iJx = 2(x- 3), 

oz 
oy = 2(y- 4), 

also ergibt 51) die Gleichung 

oqy 
iJx = 2x- 6, oqy = - 2y + 8 · oy , 

2(x- 3)(-2y + 8)- 2(y- 4}(2x- 6) = 0, 

die sich zur Gleichung (x- 3) (y- 4) = 0 vereinfachen läßt. Aus 
ihr folgt x = 3 und daher mittels der Bedingungsgleichung y = 4, 
und ferner y = 4 und daher mittels der Bedingungsgleichung x = 3, 
also dasselbe Wertepaar wie zuvor. Setzen wir dieses in die gegebene 
Funktion ein, so erhalten wir als Kleinstwert z = 0. Der Punkt 
mit den Koordinaten 3[4[ 0 ist demnach der tiefste Punkt der Raum
kurve; er fällt mit dem Scheitel des Paraboloids zusammen. 

b) Die Fläche von der Gleichung z = x3 + y3 - 3axy wird von 
dem Kreiszylinder (x- a) 2 + y2 = a2 in einer Kurve geschnitten; 
es sind die höchsten und tiefsten Punkte dieser Raumkurve zu er
mitteln. Hier ist 

f( x, y) = x3 + y3- 3axy, tp(x, y) = x 2 + y2- 2ax = 0. 

Also ist 
of ox = 3x2 - 3ay, _iJ l = 3y2 - 3ax 

iJ y ' 

d<p 
iJx 2x- 2a, 

dtp 
iJy = 2y' 

und Bedingung 51) gibt x2 y - x y 2 + a x 2 - a2 y = 0. Diese Gleichung 

vereinigen wir wieder mit tp(x, y) = 0, um ?J zu eliminieren ; multi
plizieren wir tp ( x, y) mit x und addieren die so gewonnene Gleichung 
zur eben gefundenen, so erhalten wir die Gleichung 

x3 + x 2y- ax2 - a2y = 0, 

die sich auch schreiben läßt (x- a) (x2 + y(x + a)) = 0. Setzen wir 
den ersten Faktor gleich Null, so bekommen wir x - a :;:= 0, also mit 
Hilfe von tp (x, y) = 0 die zwei Wertegruppen 
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Setzen wir den zweiten Faktor gleich Null, so erhalten wir 
x2 

y= - x + a ' 

und dieser Wert, in cp ( x, y) = 0 eingeführt, liefert für x die Gleichung 

2x4- 3a2 x 2 - 2a3 x = 0 . 

Eine Lösung dieser Gleichung ist x = 0; aus ihr ergibt sich die Werte

y 

C' 

Abb. 352. 

gruppe x = 0, y = 0, z == 0. Damit wird 
die Gleichung auf die reduzierte kubische 
Gleichung 2 x3 - 3a2 x - 2a3 = 0 zurück
geführt, die als einzige reelle Lösung 

besitzt. Aus dieser ergibt sich die Werte
gruppe 

x = 1,475 69a, y = -0,87962a, 

z = 6,4273n3. 

DieAnordnung der vier gefundenen Wertegruppen läßt sich aus Abb. 353 
erkennen, welche die xy-Ebene wiedergibt. In ihr bedeutet der Kreis 
die x y-Spur der Zylinderfläche x 2 + y2 - 2ax = 0, auf der die 

x y-Projektionen der vier Punkte der Raumkurve an
gegeben sind, in welchen die Tangenten parallel der 
x y-Ebene verlaufen; die Größe der z-Koordinate ist 
in jedem dieser Punkte angeschrieben. Durchlaufen 
wir die Kurve in der Pfeilrichtung, so finden wir, daß 
der Punkt B der höchste Punkt der Kurve ist ; von 

Abb. 353. ihm ab fällt sie bis zu C , wo sie ihre tiefste Lage er-
reicht; dann steigt sie nach 0 , einem Terrassenpunkte, 

und weiter nach A, einem zweiten Terrassenpunkte, um schließlich, 
weiter steigend, den höchsten Punkt B wieder zu erreichen. 

c) Aus den vier gegebenen Seiten a, b, c, d soll ein Viereck kon
struiert werden, das einen möglichst großen Flächeninhalt hat . Es 
seien (s.Abb.353) cx der vona und b, und y der von c unddeingeschlossene 
Winkel; die Diagonale e ist dann nach dem Kosinussatze gegeben 
durch die beiden Gleichungen 

e2 = a2 - 2abcoscx + b 2 und e2 = c2 - 2c dcos y + d2 , 

so daß also die Beziehung besteht 

cp(cx , y) = a2 + b2- c2- d2 - 2ab cos cx + 2cdcosy = 0. 

Der Flächeninhalt beträgt 

F = t[ab sincx + cd sin y]. 



(216) Maxima und Minima von Funktionen mehrerer Veränderlicher. 727 

Nach 51) muß für das Maximum von F die Gleichung erfüllt werden 

t ab cos .x · (- 2 c d sin y) - t c d cos y • (2 ab sin .x) = 0 ; 

aus ihr ergibt sich 
sin(y + .x) = 0, 

also 
(y + 1X)1 = 0, (y+ 1X)z = n, (y + 1X) 3 = 2n. 

Die erste Lösung y = -a hat keine praktische Bedeutung, da negative 
Winkel nach Lage der Dinge ausgeschlossen sind; ebensowenig kommt 
die letzte Lösung in Betracht, da für die Summe der beiden anderen 
Winkel der Wert Null übrigbleiben würde. Die einzige praktisch ver
wertbare Lösung ist also y + .x = n. D. h. das aus den vier Seiten 
gebildete Viereck vom größten Flächeninhalt ist das Sehnenviereck. 
Da y = n - IX ist, so ist sin y = sin IX, cos y = -cos IX, und es wird 

az + b2 - cz - d2 
cosiX = -cosy = 2 (ab + cd) , 

also 

sin.x = siny = y1 - cos2 1X = y(l + cos.x) {l - cosiX) 

= ____ L _ y((a + b)2 - (c - d)2) ((c + d)2 - (a - b)2) 
2(ab + cd) 

= 2 (ab ~ cd) y(a + b + c-d) (a + b-c + d) (a-b+c+d) ( -a+b+c+d); 

es ergibt sich also 

F max = i y(a + b + c- d)(a+b- c + d)( -a + b + c + d)(a- b + c + d) 

= -y(s- a) (s - b) (s - c) (s- d), 

wobei s =! (a + b + c + d) den halben Umfang bedeutet. 

(216) Die Betrachtungen über Maxima und Minima von Funktionen 
mehrerer Veränderlichen wollen wir mit der folgenden Aufgabe ab
schließen: Gegeben ist in der Ebene eine endliche Anzahl von Punkten P k 

welche durch ihre rechtwinkligen Koordinaten xk j Yk bestimmt sind. Für 
welchen Punkt P(xjy) in der Ebene ist die Summe der Quadrate der 
Entfernungen von den Punkten Pk ein Minimum~ Der Punkt P hat 
von Pk einen Abstand ek, dessen Quadrat sich nach der Formel 

e% = (x - xk)2 + (y - Yk)2 

berechnet; folglich ist die Summe der Quadrate der Abstände von allen 
Punkten P k gleich 

l;'ez = 1;' {(x- xk)2 + (y- Yk) 2}, 
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wobei die Summation über alle Werte k von k = 1 bis k = n auszu
führen ist, wenn n die Anzahl der Punkte Pk ist. Es ist nun 

n n n n 

L; ek = n (x2 + y2) - 2 · L; xk · x - 2 · ,2' Yk • Y + 2; (xk + yi.) · 
k=l k=l k=l k=l 

n 

Damit L; e% ein Minimum wird, muß 
k=l 

also 

82;e% = O 
ox und 

2nx-2·~xk=0 und 2ny-2·2:,yk = 0 

sein. Der Punkt P hat demnach die Koordinaten 
n 

~xk 
k = l x= -

n und 

n 

:Z: Yk 
k = l 

Y = -- · 
n ' 

sie sind die arithmetischen Mittel der entsprechenden Koordinaten der 
gegebenen Punkte. Daß wirklich für diesen Punkt ein Minimum vor
liegt, erkennt man nach (214) S. 720 leicht daran, daß 

also 

()2~e% 
-- - =2n 

iJx2 ' 

82 2:e% , BiT= 2n, 

- -- ·-- - - - 4n2 > 0 
()2 ~ ez ()2 2:ez (82 2: ez)2 
ox2 oy2 OX oy 

ist. Denken wir uns die einzelnen Punkte Pk sämtlich mit der Masse 1 
belegt, so ist der soeben errechnete Punkt P nach den Lehren der 
Statik der Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt des Punkt
systems, d. h. der Punkt, der mit der Masse n belegt, statisch für das 
Punktsystem gesetzt werden kann. Wir haben also gefunden , daß 
für diesen Ersatzpunkt die Summe der Quadrate der Abst ände von 
den einzelnen Massenpunkten ein Minimum ist. Indessen ist dieses 
Prinzip der kleinsten Summe von Quadraten nicht auf das 
soeben entwickelte geometrisch-statische Problem besehränkt; es findet 
vielmehr in der Theorie der Ausgleichung d er Beobachtung s
f ehler als die Me thode d er kleins ten Qua drate , wie es kurz 
bezeichnet wird, die ausgedehnteste Verwendung. So bezeichnet man 
unter einer Anzahl von Beobachtungen 8" des gleichen Vorganges 
(Messen einer bestimmten Strecke usw.), die irrfolge der Unzulänglich
keit der Sinne und Meßwerkzeuge naturgemäß voneinander abweichen, 
als den wahrscheinlichsten Wert das arithmetische Mittel 8 aus den 

beobachteten Werten 8k: 8 = 2: 8k • Bildet man nämlich die Diffe-n 
r.enzen 8 - 8", die sog. B eoba chtungsf ehle r, so findet man nach 
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den obigen Ausführungen, daß die Summe der Quadrate der Beobach
tungsfehler für diesen Mittelwert am kleinsten ist. Es ist hier nicht 
der Ort, auf die Theorie der Ausgleichung der Beobachtungsfehler näher 
einzugehen; nur ein Anwendungsgebiet soll noch kurz gestreift werden: 

Es möge zu einer Anzahl von Größen x1 , x2 , x3 , ••• , Xn eine An
zahl von Beobachtungen y1 , y2 , y3 , ••• , Yn gehören; man will die Ab
hängigkeit der Größen y von den Größen x in ein Gesetz bringen, das 
durch die Gleichung y = f(x), beispielsweise 

y = a,x' + a,_ 1 x'- 1 + ·· · + a1 x + a0 ; 

dargestellt werden soll. Ist die Anzahl n der Beobachtungen gerade 
gleich r + 1, so erhält man durch Einsetzen der Wertepaare x1 y1 , 

x2 y 2 , •.• , Xn Yn die notwendige und genügende Anzahl von linearen 
Gleichungen, um die noch unbekannten Beiwerte a,, a,_ 1 , ••• , a1 , a0 

so zu bestimmen, daß die Bedingungen erfüllt sind. Ist n < r + 1, 
so reichen die n Gleichungen nicht aus, um die r Größen a7 , ••• , an 
zu bestimmen; es gibt in diesem Falle unendlich viele Funktionen 
von der gewünschten Eigenschaft. Ist dagegen - und das ist natur
gemäß der am häufigsten vorliegende Fall - n > r + 1 , so erhält 
man eine Anzahl von Gleichungen, die größer ist als die Anzahl der 
zu bestimmenden Größen a,, ... , a0 ; und die Wahrscheinlichkeit, 
daß trotzdem eine eindeutige Ermittlung dieser Größen möglich 
ist, ist überaus gering. Hier handelt es sich nun darum, gerade die 
Werte a,, ... , a0 zu finden, für welche die Summe der Quadrate der 
Differenzen zwischen dem berechneten und dem beobachteten Werte 
am kleinsten ist. Für x = Xk ist der berechnete Wert f(xk), der be
obachtete Yk> also ihre Differenz 

(jk = f(xk)- Yk · 

Die Summe der Quadrate der Beobachtungsfehler 

F - c 'L,(f(xk)- Yk) 2 = L(j~ 52) 

ist also eine Funktion der Größen a,, ... , a0 • Damit F möglichst 
klein wird, muß 

{)F =0 
oa ' r . 

{)F 
-.o-=0, 
var-1 

53) 

sein; das gibt r + 1 lineare Gleichungen mit den r + 1 Unbekannten 
a,, ... , a0 , die sich aus ihnen ermitteln lassen. An einem Beispiele 
soll der Gedankengang durchgeführt werden. 

NachKohlrausch beträgt die spezifische Wärme c des Wassers, wenn 
sie bei der Temperatur t = 15 o gleich 1 gesetzt wird, für die Temperaturen 

t = I oo I 5° I 10° 1 15° I 20° 25° I 30° 
c = 1,0065 1,0044 1,0017 1 1,0000 0,9988 0,9984 0,9986 

50° 
1,003 
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Sie ist also eine Funktion von t und nimmt anfänglich bei steigender 
Temperatur ab, um von einer zwischen 25° und 30° gelegenen Tem
peratur an wieder zu wachsen. Wählt man deshalb als Bild der Funktion 
eine Parabel, so haben wir die quadratische Funktion 

c = a0 + a1 t + a2 t 2 

zu suchen, der sich die oben gegebenen Funktionswerte am besten 
anpassen. Wir müssen also nach drei Gleichungen für die drei noch 
unbekannten Beiwerte a0 , a1 , a2 suchen; allerdings muß die Funktion 
für t = 15 genau den Wert c = l liefern, da wir die Zahlen der spe
zifischen Wärme auf diese Angabe von vornherein bezogen haben. 
Wir können uns die Arbeit wesentlich erleichtern, indem wir statt der 
unabhängigen Veränderlichen t die Veränderliche u = t- 15 und statt 
der abhängigen Veränderlichen c die Veränderliche v = c- 1 ein
führen; wir bekommen dadurch die folgende Tabelle. Es wird für 

Da die u-Angaben von 5 zu 5 fortschreiten, und die Größen v ·Dezimal- · 
zahlen sind, empfieht es sich weiterhin, statt der unabhängigen Ver-

änderlichen u die Veränderliche x = * einzuführen, und zur Vermeidung 

der für die Rechnung lästigen Dezimalstellen eine neue Veränderliche 
y = 10000 v an die Stelle von v zu setzen. Wir erhalten nunmehr 
die Tabelle: 

3j 2/ 1 ol+1j+2 ~65 ~44 ~11 o 1 -12 -16 
X= 

Y= 
+ 7 
+30 

Da für x = 0 auch y = 0 wird, nimmt die gesuchte quadratische Funk
tion die Form an 

es treten also nur noch zwei zu bestimmende Größen b1 und b2 auf. 
(Derartige Umformungen, wie wir sie hier vorgenommen haben, wird man 
stets, ehe man ·an die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate 
herangeht, ausführen, um die Zahlenrechnung bequemer zu gestalten.) 

Wir finden nun für die Fehler ~k = f (x~c) - Y1c die folgenden Werte: 

xk = - 3 - 2 -1 0 
f(xk) = -3b1 + 9b2 -2b1 + 4b2 -b1 + b2 0 

-'k = -3b1 + 9b2 - 65 -2b1 + 4b2 - 44 -b1 + b2 - 17 0 

xk = I +I +2 +3 I +7 
f(xk) = I +b1 + b2 +2b1 + 4b2 +3b1 + 9b2 +7b1 + 49b2 

-'k = +b1 + b2 + 12 +2b1 + 4ba + 16 +3b1 + 9b2 + 14 +7b1 + 49b2 - 30 
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Demnach ist nach 52) die Summe der Fehlerquadrate 

F '= (-3b1 + 9b2 - 65) 2 + (-2b1 + 4b2 - 44)2 + (-b1 + b2 - 17)2 

+ (bl + b2 + 12)2 + (2bl + 4b2 + 16)2 + (3bl + 9b2 + 14)2 

+ (7 bl + 49b2- 30)2 

als Funktion der beiden Größen b1 und b2 dargestellt. F läßt sich noch 
zusammenziehen zu dem Ausdrucke 

F - 77 bi + 686b1 b2 + 2597 b~ + 352b1 - 4092b2 + 7946. 

Damit F ein Minimum wird, 

EJF = 0 
8bl 

muß nach 53) 

und EJF = 0 
8b2 

sein; wir bekommen mithin nach unwesentlicher Vereinfachung zur 
Bestimmung von b1 und b2 die beiden linearen Gleichungen 

77b1 + 343b2 + 176 = 0 und 343b1 + 2597b2 - 2046 = 0, 

aus denen sich ergibt 

bl = -14,0774, b2 = +2,64711. 
Es ist also 

y = 2,64711 x 2 - 14,0774x 
oder 

v = 0,00001058844u2 - 0,000281548u 
oder schließlich 

c = 0,0000105884t2 - 0,000599201t + 1,00660562 . a) 

Die spezifische Wärme ist ein Minimum, wenn ~j = 0 ist; dies tritt 

einfürt = 28,3°, undzwarist cmin = 0,99813 [s. a. (17) 8.33]. Setzen 
wir in die gefundene Formel a) für t die Werte 

ein, so erhalten wir 

c = 1,00661 1,00388 1,00167 1,00000 0,99856 0,99824 0,99816 1,00317. 

Abb. 354 gibt die beobach
teten Werte und die Aus
gleichkurve ; diese läßt das 
Anschmiegen an erstere 
deutlich erkennen. -

Zur selbständigen Be
handlung sei die folgende 
Aufgabe vorgeschlagen: Bei 
einer Turbine hat man in 

c 
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5 
q 
3 
2 
1 

1,000 
9 

0,998 
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'lo I 
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~t ........ f--- --

I 

I 
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/+-

/ 
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0 51015 20 25 JOJ5 t;O 115 50 t 
Abb. 354. 

zehn Beobachtungen für verschiedene Umlaufszahlen n einerseits die 
jeweilige Leistung N, andererseits den jeweiligen Wagedruck P fest-
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gestellt. Es sollen Formeln gefunden werden, dieN bzw. P als Funk
tionen von n liefern, und zwar sollen diese die Gestalt haben 

k= 

nk = 147 
NA:= 44,24 
pk = 103,6 

2 3 4 5 6 ___ 1 __ 7__ _s~~-9- 10 

154,5 169 175,7 188 192,3 206,3 213 222,3 230 
45,79 46,01 49,55 45,78 51,47 52,25 50,89 49,92 48,35 

102 93,6 97 83,6 92 87 82 77 72 

Es finden sich 
N = -0,0010344n2 + 0,45543n 

und 
P = -0,001036728n2 + 0,037723n + 119,92 

[s. a .• (l7) S. 32]. Zeichnung! 

Bisher haben wir uns in diesem Abschnitte über Reihenentwicklung 
ausschließlich mit den Potenzreihe~ befaßt und dazu die Ta y lo rsche 
Reihe als Grundlage benutzt. Dieses Verfahren ist jedoch nicht das 
einzige, um einen Ersatz für eine gegebene Funktion zu schaffen. Im 
folgenden Paragraphen dieses Abschnittes sei kurz einer von der bis
herigen grundverschiedenen Reihenentwicklung einer Funktion ge
dacht, der Entwicklung nach periodischen Funktionen; sie findet 
besonders dort Anwendung, wo es gilt, einem periodisch sich wieder
holenden, aber verwickelten Vorgange eine analytisch faßbare Form 
zu geben, wie es beispielsweise in der Theorie des elektrischen Wechsel
stroms zweckmäßig ist. 

§ 8. Die Fouriersehen Reihen. 

(217) Es möge eine beliebige Funktion y = f(t) gegeben sein, die die 
folgenden Eigenschaften habe: Sie sei in dem Bereiche von t = 0 bis 
zu dem beliebigen Werte t = T überall endlich und - bis auf eine 
endliche Anzahl von Werten t- überall stetig; ferner habe sie in diesem 
Intervalle nur eine endliche Anzahl von Höchst- und Tiefstwerten. 
Erfüllt sie diese Eigenschaften, so läßt sie sich durch die folgende un
endliche Summe von periodischen Funktionen darstellen: 
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wobei T T 

a= ~~l(t)dt, bn = ~~~ (t) • sin ( n · 2; t) · dt, 
0 0 54') 

T 

2 ( ( 2Jr ) Cn = T . I (t) cos n • T t dt 
0 

ist. Reihe 54) heißt eine Fouriersehe Reihe; ihre Glieder sind peri

odische Funktionen, und zwar sind die Perioden der Reihe nach T, ~, 
{-, . . . Von allen diesen Perioden ist die Periode T ein ganzes Viel

faches, so daß T die Periode der ganzen Reihe ist. Es besteht demnach 
die Beziehung 

I (t + T) = I (t). 55) 

Dem Beweise des in den Formeln 54) und 54') ausgedrückten Satzes 
seien einige Formeln vorausgeschickt. Es ist 

siniX sinß = t[cos (IX- ß) - cos(IX + ß)], 

cos IX cos ß = H cos (IX - ß) + cos (IX + ß)] ' 

siniXcosß = t[sin(IX- ß) + sin(cx + ß)], 

sin2 1X = t(l- cos 21X), cos2 IX = -t ( l + cos 2 IX) , 

siniX cosiX = -tsin 2 1X . 

Durch Integration erhalten wir 
T 

a) {sin(k 2; t)dt = 2 ~ k [ -cos (k~ t)]: = 0, 
0 

T 

b) ./~os(k 2; t) dt = 2 ~ k [sin (k 2; t)]: = 0, 
0 

T T 

c) Jsin(k 2; t) sin (z 2; t) dt = ~ J[cos (k- l) 2; t- cos(k + l) 2; t] dt 
0 0 

= I_[sin(k- l);; t 

4Jr k - l 

2 Jr ]T sin(k + l) Tt _ 
k+l 0-0, 

T T 

d) jcos(k~ t) cos (z 2; t) dt = ~J[cos(k -l) 2; t + cos(k + l) 2; t] dt 
0 0 

T [sin(k - l) 2; t sin(k + l) 2; t]T _ 
= - + - 0, 

4Jr k - l k+l 0 

Wicke, Ingenieur-Mathematik IL 20 
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in den Formeln a) bis h) sind k und l ganze Zahlen. 
Soll nun der Ansatz 54) richtig sein, so muß er auch gelten, wenn 

man beide Seiten mit der gleichen Größe multipliziert und das beider
seits erhaltene Produkt zwischen den gleichen Grenzen integriert. Es 
muß also insbesondere sein: 

~ J! ( 2 .n ') . ( 2 .n ) + ~ er cos rTt sm ,nTt dt. 
r ~ l 0 

Nun verschwindet aber nach a) der Faktor von a, ebenso nach c) der 
Faktor von br, und nach e) und h) der Faktor von Cr bzw. Cn, lind somit 
alle Glieder der rechten Seite bis auf das Glied 

T 

bnfsin2(n 2; t)dt , 
0 

das nach f) gleich bn · ~ ist. Folglich ist 

T T 

/t(t) sin(n 2; t)dt = bn · ~ 
0 

oder bn = ;Jf(t) sin(n 2; t) dt. 
0 
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Ebenso muß sein 

T T T 

jt(t) cos(n2; t) dt = a J cos(n 2; t) dt + ib.Jsin(r~ t) cos(n 2; t) dt 
0 0 r~1 0 

oo T 

+ 2; c, fcos(r 2; t)cos( n 2; t) dt; 
r=1 0 

die rechte Seite schrumpft infolge der Formeln b) d) e) g) h) auf das 

Glied cn · ~ zusammen, und es ergibt sich 

T 

2 r ( 2"" ) Cn= T. /(t)cos nTt dt. 
0 

Schließlich muß sein 

T T '1' T 

/t(t)dt = afdt + ib,fsin(r 2; t)dt + ic,fcos(r 2; t)dt; 
0 0 r=1 0 r=1 0 

infolge der Formeln a) und b) zieht sich die rechte Seite auf das Glied 

T 

afdt = a · T 
0 

zusammen, und es ergibt sich 
T 

a = ~ Jt(t)dt. 
0 

Damit sind die :Formeln 54') sämtlich bewiesen. 
Zur Erläuterung der entwickelten Theorie möge das folgende Beispiel 

dienen: Die Funktion y = t soll in dem Intervalle von t = 0 bis t = 1 
in eine Fouriersehe Reihe entwickelt werden. In unserem Falle ist 

1 

a =}·t dt = [!_]I=_!_ 
2 0 2 ' 

0 

1 

f . [ t l . ]1 l b" = 2 tsm2nntdt = 2 - 2·· - cos2nnt + -(2 )2 sin2nnt =- - , 
· :1rn :1rn o .Jrn 

0 

1 

J- l. t 1 ]1 
Cn = 2 t cos2 nntdt = 2 -2""n sin2 :n nt + (2:1rn)2 cos2 :nnt 0 = 0, 

0 

20* 
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wie sich aus den Formeln T III 32) ergibt. Also ist 

t = 2_ _ 2_ {sin~ + sin4~ + sin6~ + sin~ n t + .. ·}. 56) 
2 Jl 1 2 3 ' 4 

Es wird gut sein, sich durch die Zeichnung von dem Sinne des ge
wonnenen Ergebnisses ein Bild zu verschaffen. In Abb. 355 bedeuten 
die Kurven k0 , k1 , k2 , • • • die Bilder der Funktionen 

I Y=-z· I sin2nt 
y =--;--I-' 

I sin4nt 
y = - --;- ----2- ' 

und die Kurven s1 , s2 ••• Bilder der Funktionen 

Y = 2_ _ 2_(sin2:rt) 
2 n I ' 

die man durch Übereinanderlagerung der Kurven k0 und k1 bzw. k0 , k1 

und k2 , ••• erhält. 

y 

Man erkennt deutlich, daß sich die Summenkurven Bk 

mit wachsendem k immer enger 
an die Gerade y = t anschmie
gen, daß also in der Tat die 
Fourier sehe Reihe ein Ersatz 
für diese einfache Funktion dar
stellt, daß sie mit anderen 
Worten die Funktion in eine 

~-----".,."""-''--------'fl'o unendlich große Anzahl von 

Abb, :l55. 

Sinusfunktionen auflöst. Setzt 
man in die Reihe für t Werte 
ein, die größer sind als 1, so 
weicht allerdings der durch die 

Abb. 355 a. 

Reihe vermittelte Funktionswert ab von dem Werte y = t; infolge 
der Periodizität der harmonischen Funktionen sin2nt, sin4nt, . .. , 
die alle die gemeinsame Periode 1 haben, ist f (t + 1) = f (t) . Das 
geometrische Bild ist also eine periodische Folge von Streckenzügen, 
wie sie in verkleinertem Maßstabe Abb. 355a zeigt, während die Funktion 
y = t eine ununterbrochene Gerade gibt, die sich nur im Bereiche 
t = 0 bis t = 1 mit dem Bilde der Fouriersehen Reihe deckt. Der 
Linienzug der Fouriersehen Reihe hat, wie Abb. 355 a zeigt, an den 
Stellen t = 0, 1, 2, ... einen Sprung; von links kommend, nähert sich 
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die Ordinate dem Werte l, von rechts kommend dem Werte 0. In 
diesem Falle - und diese Eigenschaft kommt, wie hier nicht näher 
erörtert werden kann, allen Fouriersehen Entwicklungen an derartigen 
Unstetigkeitsstellen zu - ergibt die Fouriersehe Reihe stets das arith
metische Mittel der beiden Werte, in unserem Falle also den Wert -}. 
Man überzeugt sich hiervon leicht, indem man t = I setzt. 

Auf eine praktische Seite der Fouriersehen Reihe möge noch 
kurz an der Hand unseres Beispieles hingewiesen werden. Sie kann 
verwendet werden, um den Wert gewisser schwach konvergierender 
Reihen zu ermitteln. Setzen wir beispielsweise t = t , so ergibt die 
Reihe 56) 

also ist 
1 1 1 1 :;r 

81 = T - 3 + 5- 7 + ... = 4' 

lei bnizsche Reihe ; s. a. (201) S. 659. 
Setzen wir t = ~}, so erhalten wir 

oder 

38n = ! y2 ( + + ~ - ! - ~ . + ! + 1\ - . .. ) 

+! (+- ~ +!- ···), 
also mit Hilfe der soeben gewonnenen Reihe 

1 1 1 1 1 1 
82 = T + 3 - 5 - 7 + 9 + TI - · · · 

+ (- 1)"(._1 __ + _1_) + ... = :;r ri . 
4n + 1 4n + 3 4 

Addieren wir 82 und s1 , so erhalten wir 

1 1 1 1 l 1 
8a = 2 (8 1 + 8z) = T - 7 + 9 - 15 + 17 + · · · 

1 1 :r(r ) - sn--=-r +sn+I - ... = s-12 + I. 
Durch Subtrahieren erhalten wir 

1 1 1 1 1 
84 = 2 (8 z - 81) = 3 - -5 + TI - 13 + · · · 

- __ !_ + _1 _ _ - ... = ~(,12 - I) . 
8n -3 8 n +3 8 r 
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Setzen Wir f === -} , so ergibt sich 

also 
1 1 l l l l ;z i 

85 = T - 2 + 4 - 5 + · · · - :fn-= 1 + sn:-:t -r - · · · = g-1'3 · 

t = ·~· gibt 

1 l l l · n( l l ) 
86 = T + 2-4-5 + ··· + (- 1) 3n+T + 311+ 3 + ··· 

2 , ;-= 9 n y3. 

Weiter Wird 

l l 1 l l l l 
8 7 = 2 (8 5 + 8 s) = T - 5 + 7 - 11 + · · · - 6n=1 + 6 n -f-1 - · · · 

Man bestimme die Werte der Reihen,. die sich für t = 1~, -!'?;, -·h , 
t-L rd; -fu-, ... ergeben. 

(218) An wend unge n. a) Eine Funktion f (t) sei dadurch definiert, 
daß in dem Bereiche 0 < t < n: f(t) = l und im Bereichen< t < 2n: 
f(t) = -1 ist; die Funktion soll in eine Fouriersehe Reihe ent
wickelt werden. Es ist hier T = 2 n, also nach 54') 

a = 2
1n[fl· dt + ~~ - 1) · dtl = 2

1,,Jn - 0- 2n + n] = 0, 
0 ;r 

b. ~ ;Ö;[f";nntdt + J~-•innt) dt]<{- ~ (eosnt]~ +: [eosnt]:") 

= _!__{-(-1)n + l + 1 - ( - l)n} = ~{1 - (-1)n} 
n n n n ' 

Die Fouriersehe Reihe für diese Funktion lautet also 

-~- {~n-~ + sin 3 t + sil1_5t + ... } . 
:r 1 3 5 



(218) Die Fouriersehen Reihen. 

Für jeden Wert 0 < t < n ist also 

sint + ~~3t + ~~~ + 
l 3 5 

::c 

4' 

0~ 

0 

0 

,..,~~ (~n--= __ !U. 
Abb. 356a. ..:::;_, 2 n _ 1 

Abb. 356c. 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ . 

n=l 

/ 
/ 

ll 

/ 

/ 
/ 

/ 

,..,sin (2~:.!2_!. 
.:::;_. 2n- 1 
n=l 

1 ---

Abb. 356e. 

6 
""sin (2 n _:::_~. 

Abb. 356 b. ..:::;_, 2 n _ 1 
n=l 

16 

Abb. 356d . 
""sin(2n- 1)t. 

.:::;_. 2n -1 
n=l 

16 

', 
' ' ' 

""sin (2n- 1) t. 
.:::;_. 2n- 1 
n=l 

' ' ', 
' ' 

I 

I 

' ' 

für jeden Wert n < t < 2n dagegen 

sint + sin3! + sin5t + 
l 3 5 4 ' 

739 

Die Abb. 356a-e lassen das Anschmiegen der harmonischen Kurven 

an die Gerade y = -: -- im Bereiche 0 < t < n deutlich erkennen 1). 

1 ) Die Diapositive dieser Abbildungen sind in dem Verlage von Martin 
Schilling, Leipzig, erschienen. 
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b) Eine Funktion f(t) sei durch das in Abb. 357 dargestellte Gesetz 6 gegeben. Es sei für 0 < t < n 

und für n < t < 2 n 
0
/ Jl ~Jl Dann ist, da T = 2n ist, 

Abb. 357. 

f(t) =- ; + t 
f(t) = -!n- t. 

bn = ! I](- ; + t) sinn t d t +J(; n - t) sinn t dt ) 
0 n 

= - + -- cos n t - - t cos n t + -sinnt 1 { [ " 1 1 ]'"' 
n 2n n n2 o 

[ 3 1 1 . ]2"'} + -2nncosnt + ntcosnt- n2 smnt n = 0, 

c.~ ~ lfi-; + t)co•ntdt + ](; n- t)co•ntdt] 

1 { [ " . + 1 . + 1 ]"' = - - -2 sm n t - t sm n t 2 cos n t 
n n n n o 

+ (23 nsinnt _ _!_tsinnt-~cosnt] 2"}=+((-l)n-l) . 
n n n "' nn 

Demnach lautet die Fourier sehe Reihe dieser Funktion 

_ _!{cost + cos3t + cos5 t + ... } 
" 12 ~ ~ . 

Da für t = n f (t) = ; ist, so erhalten wir die Reihe 

1 1 1 .n2 
8 1 = 12 + 32 + 52 + ... = 8 . 

Setzen wir 
1 1 1 1 
j2 + 22 + 32 + 42 + . . . = 82 ' 

so ist 

also 

oder 
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Es wird auffallen, daß in der Anwendung a) dieFouriersehe Reihe nur 
Sinusfunktionen, in der Anwendung b) nur Kosinusfunktionen ent
hält. Nun hat aber die Funktion j(t) im Falle a) die Eigenschaft, 
daß sie der Gleichung f(n + t) = -f(n- t) genügt, während j(t) im 
Falle b) der Gleichung f(n + t) = j(n- t) genügt. Die erste Gleichung 
wird nun auch von der Sinusfunktion, die zweite von der Kosinusfunktion 
erfüllt, da sin (n + t) = -sin (n - t), cos (n + t) = cos (n - t) ist, 
womit sich die Eigentümlichkeit der beiden Reihen erklärt. Wir 
können dies verallgemeinern. Ist in dem Bereiche 0 < t < T eine 
Funktion j(t) gegeben, für welche 

t(~ +t)=-t(~ -t) 
ist, so enthält die Fouriersehe Reihe nur Glieder mit Sinusfunktionen~ 
gilt dagegen die Gleichung 

so enthält sie nur Kosinusfunktionen. Ist nun im ersten Falle außerdem 

t(~ + t) = t(~ - t)' 
so müssen auch noch alle Beiwerte b2n verschwinden, und nur die 
Beiwerte b2 n-l sind von Null verschieden, da ja 

sin2n( ; + t) = - sin2n(i - t), 
dagegen 

sin(2n- l) (; + t) = sin(2n + l) (; - t) 
ist. Ist dagegen 

t(~ + t) =-t(~- t)' 
so verschwinden aus dem gleichen Grunde alle Beiwerte 2n - l, 
während nur Beiwerte 2n von Null verschieden sind. Ganz ent· 
sprechende Betrachtungen kann man für den zweiten Fall anstellen. 
Durch derartige Erwägungen kann man sich die Aufstellung der Fou
riersehen Reihen ganz wesentlich erleichtern, da die Ermittlung der 
Beiwerte bn bzw. Cn immerhin umständlich ist. 

Das Beispiel c) soll einen Fall behandeln, in welchem keine dieser 
Gesetzmäßigkeiten eintritt, in welchem die Fourier-Reihe also sowohl 
Sinus- als auch Kosinusglieder enthält. 

c) Es sei X-- ----
für 0 < t < t n : / (t) = 0 , j .n: j.n: 2.rr 

"-} :rr; < t <t n: f(t) = h, 

"tn < t < 2n : f(t) = -h. 

Abb. 35B. 

(S. Abb. 358.) 
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Dann ;,, a ~ 2~ llo. dt +}~ dt +.F-h) dt ) , a= 0. 

b. ~ .: Ii~ ... n., dt +,F "'··' dt +[-h) ,.n.tdt J 

l { [ l ]!"' [ l ]2"} = - h - - cos n t • - h - - eos n t • 
:Jt n -,n . n ~-n 

Also ist 

=!!_{I - __!__ + I}=~~, :Jt 2 2:Jt 
h { l } 3h b2 = 2:Jt 1 - 2 + I = .f..:f, 

h 
=3-{I + I - 2}=0, :Jt b6 = 0, ... ' 

~ ,: !Foo,.tdt ~~:,o,ntdt~r-hlooontat) 
l { h [ . ]'· n; h [ • ]2"} h { . 4 . 2 0 + . 4 } =- - Sinnt ; · - - s1nnt, =- srn-3 nn- s1n-3 nn- s1n -3 nn . n n :~ n n ,-n nn 

Also ist h { , ;- l ,;- } 3h , ;-Cl=- -r3 --r3 =--r3, 
:Jt 2 l:Jt 

3h , ;
c4 = - 8- r3' 

:Jt 

3h , }9 
c., = lO:Jt r 3' 

c3 = 0 , 

Die Fouriersehe Reihe der Funktion ergibt somit 

3h { sint + sin2t + sin4t + sin5t + ... + sin(3n + l)t + ain(3n + _2)_! + . . . 
2n l 2 4 5 3n + l 3n + 2 

_ , /3(cost _ cos~ + cos4t _ cos_!J_t + .. . 
y l 2 4 5 

+ cos(3n + l)t _ cos(3n + 2)t + · ... )} 
3n + l 3n + 2 · 

d) Die Funktion y = eat soll im Bereiche von 0 < t < 2 n in 
eine Fouriersehe Reihe entwickelt werden. Nach Formeln TIII24) 
und 25) ist 
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2:r 

lf l [ l ]2:r e2:ra_l n bn=- ea 1sinntdt=--2--2 ea1(asinnt-ncosnt) =---·~+ 2 , 
n n a +n o n a n 

0 

2n 

l ~ 1 [ 1 ]2"' a(e2 '"'•-l) 1 c,. =- ea1cosntdt=- ·~+ 2ea1(acosnt + nsinnt) = · --.---+ •. n, n a n o Jl a- n-
0 

Folglich ist für den Bereich 0 < t < 2n 

at _ e2:n:a- l{ l ( 1 . + 2 . 2 + 3 . 3 + )' 
e - ;r 2a- a2+ psmt a2+22sm t a2+32sm t . . . 

( cost cos2 t cos 3 t )} + a a2 + 12 + a2 + 22 + a2 + 32 + . . . . 

2Jr. /IJ[ 

Hierbei sind die Grenzen t = 0 und t = 2n 
ausgeschlossen; denn an diesen Stellen ist, . 
wie Abb. 359 lehrt, die Funktion unstetig; 
die Fouriersehe Reihe gibt also den 
Mittelwert zwischen eo = l und .e2"'a, also 
den Wert t(e2"'a + 1). Es ist demnach Abb. 359. 

~ (e2 n a + 1) = ~~~~-1 {2~ + a(a2 ~ 12 + a2 ~ 22 + a2 ~ 32 + · · · )} 
oder 

1 1 l e2"'"(na-1)+(na+l) 
a2 + F + a 2 + 22 + a2 + 32 + · · · = 2a2(e2 '"'"- l) a) 

Ferner folgt für t = n: 

e2 :rr:a- 1 { l ( 1 l 1 
e"'a = --:n;- .-· 2a - a a2 + J2- a2 + 22 + a2 + 32-

also 
l l l e2""- 1 - 2nae"" 

(i2 + F - a2 + 22 + a2 + 32 - ... = 2a2(e2:u - l) b) 

Aus diesen Reihen ergibt sich wiederum für a = -1-
n 

l 1 1 l 
1 + n2 + 1 + (2n )2 + l + (3n)2 + · · · = e2 - i' 

1 1 1 e2 -2e-1 
1 + n2 - i+(2n)2 + l +(3nj2- · · · = 2(e2 - l) 

Setzen wir in a) und b) a = 0 , so gehen die Reihen über in 

bzw. 
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während die rechten Seiten die unbestimmte Form -& annehmen. Zu 
ihrer Bestillimung wenden wir das in (202) S. 667 abgeleitete Verfahren 
an. Wir erhalten für a) 

[:ra e2::r:a _ e2:ra + :;ra +I] = [ -:re2:rta + 2:r2a e2na + :;r] 
2a2 e2:ra- 2a2 a=O 4ae2na + 4 :r a2e2:ra- 4a a=O 

[ 4:z3 a e2na l [ .n3 e2na + 2:rl.a e2na ] :;r2 
= 4e2na + 16:r a /tna + 8:r2 a2 e2:r a- 4 a =0 = 6.ne2::r:a + 12:r2ae2:rta + 4.n3 a2 e2:ra a=O = 6' 

in Übereinstimmung mit dem in Anwendung b) S. 740 gewonnenen 
Ergebnisse. Noch rascher bekommen wir den Grenzwert, wenn wir 
Zähler und Nenner der rechten Seite von a) nach dem Maclaurinschen 
Satze in Reihen entwickeln; es ist nämlich nach Formel 11) in (194) 
S.626 

nae2::r: a - e2na + na + 1 
2a2(e2-n----=-r)- -

:ra 1 + - + --+--- ···- 1+--+--+--+ --+ ·· · + :ra + I ( 2na 4n2a2 8n3a3 ) ( 2na 4n2a2 8n3a3 16n4a4 )' 

I 2 6 I 2 6 24 

2 a 2 1 + -- + -- + -- + · · · - 1 ( 2na 4n2a2 8n3 a3 ) 
1 2 6 

_ :,naaa + ~n4a4 + ... ~""2 + ~:;r8a + ... 
- 4na3 +4n2a4 + . . . . = 4+4na+ · · · · 

.n2 
Setzen wir hierin a = 0, so erhalten wir -(f wie oben. 

Im Falle b) gibt die Reihenentwicklung der rechten Seite 

~ :ra aa + ä .n4 a4 + ... 
4 n a3 + 4 n 2 a4 + -:. :-

2 

also für a = 0 I:i . Es ist demnach 

!, n2 +-}n3 a + ··· 
4+4:ra + ··· 

I 1 1 1 n z 
]2 - 22 + 32 - 42 + I2. 

Lösen wir die für eat gefundene Reihe nach der Sinusreihe auf, 
so erhalten wir 

1. + 2 "2 3 "3 + 
a2 + 12 Sill t az + 22 Sill t + a2 + 32 sm t 

( cost cos2t ) e2 "'" - 1 - 2 n a e•' 
= + a .a2 + }2 + a2 + 22 + ... + - 2a(e2na--=---rr- . 
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Setzen wir hier a = 0, so geht die linke Seite über in 

sint + sin2t + sin3t + ... 
1 2 3 . 

745 

während das erste Glied der rechten Seite verschwindet und das zweite 
Glied wieder die unbestimmte Form -8- annimmt; wir bestimmen seinen 
Wert durch Reihenentwicklung. Es ist 

e2""- 1 - 2nae•' 
2a(e2""- l) 

2na 4n2 a2 8n3 a 3 ( at a2 t2 ) 
I+-1-+-2- +-6-+ .. ·-l-2na l+T+T+·· · 

( 2na 4n2 a2 ) 2a 1 + - 1- + - 2- + · · · - l 

2 2 l 2 n+ 3na+···-t-2-at _", 

2+2na+ ··· 

Für a = 0 ist der Wert dieses Ausdruckes gleich -i"- - f , und wir 

erhalten die neue Reihe 

Wir hätten sie auch aus Formel 56) S. 736 bekommen, wenn wrr in 
dieser 

2nt = t', 

gesetzt hätten. 

also 
t' 

t=-2n 

Der Leser möge nun selbständig die in den Abb. 360a-c dar
gestellten Funktionen in Fouriersehe Reihen entwickeln. Sie sind 
sämtlich von der Art, daß 

!(~ + t) =-I(~ - t) und !(~ + t)= t(~- t) 

.-.af-1 r-. . 
1 I 1 

A : l 
I I I t I I 

0 I I .1: I I 
z I I T 

I J 
I I 
I 1 
'----' 

Abb. 360a-c. 

ist; es treten demnach nur die Glieder mit den Beiwerten b2 n - l auf, 
während alle übrigen Beiwerte gleich Null sind. Als Ergebnis erhält man 
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Abb. 360a: 

- -sm-IX·sm -t --Sill -IX·Sill - t 4A { 1 . n . (2n ) 1 . 3 n . (3 2:~r ) 
nl 2 T 3 2 T 

1 . 5 :tr • (5 2:tr )' + 5 sm 2 1X •Sm -T-t -

Abb. 360b: 

--8 !'-__ { __!__ cos !!_ IX • sin (~ t) - __!__ cos 3 !!_ IX • sin (3 2 ~ t} 
n 2 (1- .x) 12 2 T 32 2 T . 

1 . 5 ;r • (5 2:tr ) . + -Sill - ~ • Sill - t -
52 2 I T 

Abb. 360c: 

8A Jl [ ;r 1 :tr l . (2:tr ) 
""2 ("' _ .x') l P cos 2 IX - cos 2 IX sm T t 

l [ 3 :tr 3 ;r ' ] . (3 2:tr ') - 32 cos 2 1X- cos 2 1X Sill Tt + ··l 
Hiermit wollen wir die Ausführungen über die Fouriersehen 

Reihen abbrechen. Wir haben gesehen, daß, falls die Funktion f(t) 
in einem Bereiche algebraisch gegeben ist, es theoretisch stets möglich 
ist, die ihr zugehörige Reihe zu ermitteln. Praktisch sind dem jedoch 
bald Grenzen gesetzt, da die Auswertung der bestimmten Integrale 

T 

jf(t) sinnt dt 
0 

T 

und ./ f (t) cosn t dt 
0 

schon bei verhältnismäßig einfachen Funktionen f (t) Schwierigkeiten 
bereitet, bei anderen rein mathematisch überhaupt unmöglich wird. 
Die mathematisch-theoretische Ermittlung der Beiwerte bn und Cn 

versagt völlig, wenn die Funktion f(t) auf empirischem Wege gefunden 
ist, etwa durch eine mechanisch gezeichnete Kurve (Indikatordiagramm, 
Wechselstromdiagramm), wenn also eine mathematische Formulierung 
von f(t) überhaupt nicht gegeben ist. In allen diesen Fällen ist man 
auf Annäherungsverfahren angewiesen, auf die einzugehen hier un
möglich ist. Es sei daher auf das Fachschrifttum hingewiesen (z. B. 
Strecker, Hilfsbuch für die Elektrotechnik, Berlin: Julius Springer). 

Wir schließen damit den Abschnitt über Reihenentwicklung über
haupt ab und wenden uns dem letzten größeren Abschnitte zu, der 
das überaus wichtige Gebiet der Differentialgleichungen be
handeln soll. 



Sechster Abschnitt. 

Die Differentialgleichungen. 

§ 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung 
ersten Grades. 

(219) Gegeben sei die Gleichung 

dy 
x2 + 2y ...L - = 0 

' dx ' 
I) 

also eine Gleichung, die zwei Veränderliche x und y und außerdem 

ihren Differentialquotienten ~;enthält; aus der Form des Düferential

quotienten geht hervor, daß x als unabhängige, y als abhängige Ver
änderliche aufgefaßt werden soll. Eine Gleichung, die Düferential
quotienten enthält, heißt Differentialgleichung. Die obige Diffe
rentialgleichung ist eine solche einfachster Art. Um eine allgemeine 
Form der Düferentialgleichung zu erhalte?, denke man sich x1 , x2 , •• . , xn 
als unabhängige Veränderliche ; y sei eine von diesen abhängige Ver
änderliche. Ferner seien 

oy oy o y . 
a~· Bx2' a xk, 

ß2y ß2y ß2y 
--

ß2y 0 
oay o"y 

OX~, oxl OX2, OXtOXk, ox~, a:Cf, cix~ 

die partiellen Differentialquotienten bis zur n ten Ordnung von y nach 
den Veränderlichen x1 , x2 , . . . , xk. Dann heißt eine Gleichung, die 
diese Veränderlichen und die angeführten Düferentialquotienten, sonst 
aber nur konstante Größen enthält, die also von der Form 

( oy ay oy . 
F _xl, x2, ... , xk; y; oxl' ox2' ... , oxk' 

~2X~1 , .o 
02~ , ... , .o 

02~ , ... , ~2~; . .. , ~n:) = 0 
u ux1ux2 ux1uxk uXk uxk l 2) 

ist, eine Differentialgleichung zwischen den Veränderlichen x1 , x2 , . .. , 

xk, y, Da sie mehr als eine unabhängige Veränderliche, also partielle 
Düferentialquotienten enthält, wird sie eine partielle Differential-
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gleichung genannt. Eine Differentialgleichung, in welcher die abhängige 
Veränderliche y nur von einer unabhängigen Veränderlichen x ab
hängt, die also nur totale Differentialquotienten 

dy d2y dny 

dx' dx2 ' dxn 

enthält, 
( dy d2y dyn) F x, y, dx, dx2 ' dxn = 0' 3) 

wird im Gegensatze zur obigen eine gewöhnliche Differentialgleichung 
genannt. Ist der höchste in ihr auftretende Differentialquotient von 
nter Ordnung, so ist sie eine gewöhnliche Differentialgleichung 
n t er 0 rd n ung. Wenn wir von dem Falle n = 0 absehen, in welchem 3) 
in die bekannte Gleichung mit zwei Unbekannten f(x, y) = 0 über
geht - im Gegensatze zur "Differential"gleichung wollen wir sie 
als endliche Gleichung bezeichnen -, so ist die einfachste Diffe
rentialgleichung die gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung; 
sie hat die Form 

F(x, y, :~) = 0. 4) 

Besondere Bedeutung haben in der Technik die gewöhnlichen Diffe
rentialgleichungen zweiter Ordnung, also Gleichungen von der Form 

F(x, y, :~, :~) = 0. 5) 

Es ist aber selbstverständlich, daß ihrer Behandlung eine ausführliche 
Erörterung der Differentialgleichungen erster Ordnung vorausgehen 
muß, zumal da die Gleichungen zweiter Ordnung zumeist auf solche 
erster Ordnung zurückgeführt werden können. 

Vom Beispiel 1) für eine Differentialgleichung erster Ordnung 
können wir uns, wie von jeder Gleichung erster Ordnung, ein an
schauliches geometrisches Bild verschaffen. Lösen wir eine solche 

Gleichung 4) nach ~; auf, so daß sie die Form annimmt 

dy 
dX = f(x, y), 6) 

so können wir mittels dieser Gleichung jedem Punkte P der Ebene 

mit den rechtwinkligen Koordinaten xJ y einen Wert ~; zuordnen, 

den wir [s. (113) S. 308] als einen Richtungsfaktor deuten können. 
Zeichnen wir durch jeden Punkt P eine kleine Strecke, welche die 

durch 6) bestimmte Richtung ~~ besitzt, so überdecken wir die ganze 

Ebene mit solchen kleinen Strecken; in dem Grenzfalle, daß die Punkte P 
unendlich dicht aufeinanderfolgen, und wir uns die Richtungsstrecken 
unendlich klein gezeichnet denken- "Linienelemente" -,schließen 
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sich diese Strecken zu Kurven zusammen. Die Gesamtheit der Linien
elemente kann dann als geometrische Abbildung der Differentialgleichung 
erster Ordnung 4) gelten. 

Ist Gleichung 4) eine in ~; algebraische Gleichung, d. h. ent-

hält sie nur Potenzen von~; mit positiven ganzzahligen Exponenten, 

und ist n der höchste Exponent, so heißt die Gleichung eine Diffe-

Abb. 361. 

rentialgleichung erster Ordnung nten Grades. Die einfachste 
Differentialgleichung erster Ordnung ist mithin die vom ersten Grade. 

Sie läßt sich besonders einfach nach ~; auflösen und liefert für je~es 
Wertepaar x [ y stets eine n , aber auch nur einen Wert -~~; ihr geo

metrisches Bild ist demnach von der Art, daß zu jedem Punkte der Ebene 
stet s ein, aber auch nur ein Linienelement gehört, daß sich also durch 
jeden Punkt der Ebene eine und nur eine Kurve legen läßt, und daß 
diese Schar von unendlich vielen Kurven die ganze Ebene überdeckt. 

Abb. 361 gibt das geometrische Bild unseres Beispiels 1), nach dem 

d y 
d x = -x2 - 2y 

Wicke, Ingenieur-Math ematik II. 21 
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ist. Es sind einige Linienelemente eingezeichnet. Da für alle Punkte 

der Ebene, die Linienelemente von der gleichen Richtung ~; = A 
haben, die Gleichung bestehen muß 

x2 A 
y=-2-2' 

so liegen diese Punkte auf einer Parabel, deren Achse die y-Achse, 

deren Parameter gleich -1 ist und deren Scheitel die Ordinate - ~ 
hat. Einige dieser Parabeln PA sind, um die Anschaulichkeit zu er
höhen, in Abb. 361 eingetragen. Auf jeder dieser Parabeln PA gibt es 
einen Punkt TA, dessen Linienelement die Parabel PA berührt; der 
Ort der Punkte TA läßt sich leicht ermitteln. Es ist nämlich für jeden 
Punkt der Parabel PA y' = - x, da aber für TA y' = A sein soll, so 
muß A = - x sein. Eliminieren wir A, so erhalten wir als Gleichung 
des Ortes der Punkte TA 

oder 

also wiederum eine Parabel t; ihre Achse ist parallel zur y-Achse, ihr 
Parameter ist gleich -1, ihr Scheitel hat die Koordinaten t I } . Alle 
Parabeln PA und die Parabel t sind untereinander kongruent. Die 
Kurven, zu denen sich die Linienelemente zusammenschließen, haben 
ihre Maxima und Minima auf der Parabel p0 , da auf ihr die Linien
elemente horizontal sind; ferner müssen sie die Parabeln PA in den 
Schnittpunkten mit t berühren, da in diesen Punkten die Linien
elemente der PA zugleich Linienelemente der betr. Kurven sind. 

(220) Eine Differentialgleichung integrieren heißt für die ab
hängige Veränderliche y eine solche Funktion der unabhängigen Ver
änderlichen x1 , :~:2 , ••• , X.~; suchen, welche mit ihrem Differentialquo
tienten die Differentialgleichung in eine identische Gleichung überführt. 
(Da durch diese Definition dem Worte "Integrieren" ein ganz bestimmter 
neuer Sinn beigelegt wird, so wird auf dem Gebiete der Düferential
gleichungen die bisher als Integrieren bezeichnete Tätigkeit, die das 
Ermitteln einer Funktion bedeutet, von der der Differentialquotient 
bekannt ist, als eine Quadratur bezeichnet.) Die Funktion, welche 
obige Eigenschaft erfüllt, heißt eine Lösung oder ein Integral der 
Differentialgleichung. Läßt sich die Lösung y nicht unmittelbar als 
eine Funktion der Veränderlichen x1 , x2 , ••• , x3 ausdrücken, läßt sich 
aber eine Gleichung zwischen diesen Veränderlichen und der Lösung y 
finden L(x1 , x2 , • •• , xk, y) = 0, so heißt diese eine Integralgleichung 
der vorgelegten Düferentialgleichung. 

Die Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung nter Ord
nung wird daher zunächst die einzige unabhängige Veränderliche x und 
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die schon in der Differentialgleichung selbst enthaltenen konstanten 
Größen enthalten, daneben aber, wie sich zeigen wird, noch n will
kürliche Konstanten; sieheißendie Integrationskonstan ten. Werden 
sie mit c1 , c2 , .•. , Cn bezeichnet, so hat die Lösung dieser Differential
gleichung die Form 

y = l (X, c1 , c2 , ••• , Cn); 

die Integralgleichung läßt sich 

L(x, y, c1 , c2 , ••• , Cn) = 0 

7a) 

7b) 

schreiben. Sind in der Lösung bzw. in der Integralgleichung alle n In
tegrationskonstanten enthalten, so heißt sie ein vollständiges In
tegral bzw. eine vollständige Integralgleichung. Erteilt man 
gewissen dieser Konstanten bestimmte Werte, so geht sie über in ein 
partikuläres Integral bzw. in eine partikuläre Integralglei
chung. Es kann aber auch der Fall eintreten, daß eine Differential
gleichung eine Lösung besitzt, welche nicht allen Integrationskonstanten 
enthält, aber trotzdem keinen Sonderfall der vollständigen Lösung dar
stellt; eine solche wird ein singuläres Integral dieser Differential
gleichung genannt. 

Die vollständige Lösung einer Differentialgleichung erster Ord
nung 4) hat mithin die Form 

y = l(x, c). 8) 

So ist die vollständige Lösung der Differentialgleichung 1) 

9) 

denn es ist 
y' = -2ce- 2x- x + t, 

also 

x2 + 2 y + y' ::-::: x2 + 2 c e - 2 x - x2 + x - l - 2 c e- 2 x - x + l -- 0 , 

welchen Wert man auch der Integrationskonstanten c erteilen mag. 
Erteilt man der Konstanten c einen bestimmten Wert, so erhält man 
aus 9) partikuläre Integrale; beispielsweise wird für c ~ 0 

x2 x 1 
y =- 2+2 - 4• 

Nun ist im rechtwinkligen Koordinatensystem das Bild einer Glei
chung y = l(x, c) für einen konstanten Wert von c eine Kurve; läßt 
man c sich ändern, so ergibt sich für jedes c eine andere Kurve-. Folglich 
ist 8) die Gleichung einer Schar von unendlich vielen Kurven. Jede 
einzelne Kurve heißt eine Integralkurve der Differentialgleichung 6). 
Das Bild eines partikulären Integrals einer Differentialgleichung erster 
Ordnung ist demnach eine ebene Kurve, und das Bild eines vollständigen 

21* 
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Integrals eine Kurvenschar. Eine solche Kurve möge durch den Punkt 
.P (x I y) gehen; ihr Richtungsfaktor ist in diesem durch den Düferential
quotienten y' gegeben. Da aber die Gleichung der Kurve der Bedingung 
unterliegt, daß ihr Differentialquotient Gleichung 4) erfüllt und dieser 
die Richtung des zu P gehörigen Linienelementes darstellt, so bestimmt 
das Linienelement die Tangente im Punkte P an die Kurve. Die In
tegralkurven sind demnach identisch mit den Kurven, zu denen sich 

10 

- 2 

10 

Abb. 362. 

die Linienelemente 
zusammenschließen. 
Unser Beispiel 9) 
bzw. 1) wird uns dies 
bestätigen. 

Um irgendeinein
tegralkurve zu be
stimmen, setzen wir 
in 9) 

Yl = -t (x - ~W-t 

und 
Y2 = e -2z; 

dann können wir 9) 
schreiben 

Y = Y1 + c y2, 

d. h. wir erhalten die 
zu c gehörige Inte
gralkurve, indem wir 
die beiden Kurven y1 

und c y2 überein
anderlagern. Zu die
sem Zwecke entwer
fen wir zunächst die 

beiden Kurven selbst (s. Abb. 362). Addieren wir die zu einem be
stimmten x gehörigen Ordinaten y1 und c · y2 , so erhalten wir die 
zu diesem x gehörige Ordinate der dem gewählten Werte von c ent
sprechenden Integralkurve. Auf diese Weise sind die Kurven der Abb. 362 
entstanden, die sich in der Tat den Linienelementen der Abb. 361 
völlig anschmiegen. 

(221) Wenden wir uns nun ausschließlich den Differentialgleichungen 
erster Ordnung und ihren Integralen zu, so sei gleich von vornherein 
bemerkt, daß es unmöglich ist , selbst für diese Gleichung niedrigster 
Ordnung in ihrer allgemeinen Gestalt 4) die Lösung allgemein anzu
geben. Vielmehr ist nur eine begrenzte Anzahl von besonderen Arten 
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von Differentialgleichungen integrabel; die wichtigsten Fälle sollen 
hier behandelt werden. Insbesondere sollen in diesem Paragraphen 

nur Differentialgleichungen der Form 6), also nach ~; auflösbare, 
betrachtet werden. 

Vorausgeschickt sei, daß eine Differentialgleichung als gelöst gelten 
soll, wenn wir sie auf eine Quadratur oder eine Anzahl solcher zurück
geführt haben; denn deren Ausführung ist als von der Integralrechnung 
erledigt anzusehen. 

A. Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn ~~· von x allein 
abhängig ist; hier nimmt 6) die Form an : 

dy 
dx = f(x). 10) 

Die Funktion, die diese Gleichung erfüllt, ist nach der Definition des 
Integrals 

y=jf(x)dx+c; 11) 

und sie stellt demnach die Lösung von 10) dar. In ihr ist auch der 

Sonderfall, daß y' konstant ist (~; = a mit der Lösung y = ax + c), 
enthalten. 

Das Bild der Differentialgleichung 10) hat die Eigenschaft, daß 
alle Punkte der Ebene, welche die gleiche Abszisse x haben, also auf 
einer Parallelen zur y-Achse liegen, Träger von Linienelementen von 
gleicher Richtung sind, so daß die Kurvenschar bei einer Verschiebung 
in Richtung der y-Achse in sich selbst zur Deckung kommt. Dann 
müssen aber auch die einzelnen Integralkurven dadurch auseinander 
hervorgehen, daß man irgendeine von ihnen in der Richtung der y-Achse 
verschiebt; jede so erhaltene neue Lage der Ausgangskurve ist wieder 
eine Integralkurve. Dies lehrt auch Gleichung 11 ), die Gleichung 
der Integralkurvenschar. Die Integralkurven der Gleichung 10) sind 
untereinander kongruent. 

B. Dem soeben behandelten Falle entspricht der andere, daß ~ 
eine Funktion von y allein, die Gleichung also von der Form 

dy 
dx = f(y) 12) 

ist. Indem man die Rollen der unabhängigen und der abhängigen 
Veränderlichen vertauscht, folgt aus 12) 

dx I 
dy f(y), 

und daraus entsprechend Fall A. die Lösung 

(dy 
X =)/(y) + C. 

13) 
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Wir erkennen sofort nach den in A. angestellten Betrachtungen, daß 
das Bild von 12) die Eigenschaft hat, daß alle Punkte, die auf einer 
Parallelen zur x-Achse liegen, parallele Linienelemente haben; man 
kann somit aus einer Integralkurve alle übrigen durch Parallelver
schiebung der ersten in Richtung der x-Achse ableiten. Die Integral
kurven sind auch hier einander kongruent. - Hierher gehören die 
Differentialgleichungen, die in (115) S. 314 und (120) S. 325 be
handelt worden sind. Drei weitere Anwendungen mögen noch folgen. 

a) Eine Säule soll eine Last Q kg tragen. Wie muß sie konstruiert 
werden, damit sie in allen horizontalen Querschnitten gleichmäßig 
auf Druck beansprucht wird, und zwar so, daß diese Druckbeanspruchung 
p kg cm- 2 beträgt? Der Querschnitt in der Tiefe x (gerechnet von der 
oberen Fläche aus) möge y cm2 sein; auf diesem lastet einmal das 
Gewicht Q, außerdem aber das Gewicht des Teiles T der Säule, der sich 
über diesem Querschnitte befindet. Ist y das spezüische Gewicht 

Abb. 363. 

des Werkstoffes, so beträgt das Gewicht. von T 
X 

P = y J ydx, mithin das gesamte auf y lastende 
0 X 

Gewicht K = Q + P = Q + y J ydx. Also kommt 
0 

auf einen Kubikzentimeter das Gewicht 

dieses muß gleich der Druckbeanspruchung p sein. Demnach erhalten 
wir die Gleichung 

oder X 

py=Q+y,{ydx. 
0 

a) 

Um y so zu bestimmen, daß es der Gleichung a) Genüge leistet, diffe
renzieren wir zunächst beide Seiten von a) nach x; es ergibt sich 

dy 
P·(l-x=r·y, 

also eine Differentialgleichung von der Form 12). Wir integrieren sie, 
indem wir schreiben 

ihr Integral ist 
x=.E.lny+c, 

i' 
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aus welchem folgt 
L (x-c) Lx 

y = eP = GeP b) 

wobei statt der Integrationskonstanten c die Integrationskonstante 
- r 

G = e I' c gesetzt ist. Diese Konstante können wir jedoch nicht will-
kürlich wählen; denn der zur Tiefe x = 0 gehörende Querschnitt y0 

soll die Last Q tragen. Also muß für x = 0 

Yo · P = Q oder 
Q 

Yo=-p 

sein. Setzen wir diese Werte in b) ein, so erhalten wir Q_ = G, so daß 
p 

zwischen der Tiefe x und dem zu ihr gehörigen Querschnitt die end
gültige Gleichung bestehen muß: 

Q Lx 
y=-eP 

p 
c) 

Wenn also die Säule die Form eines Umdrehungskörpers haben soll, 
so daß y = nr2 ist, wobei r der Halbmesser des zur Tiefe x gehörigen 
Parallelkreises ist, so muß zwischen r und x die Gleichung bestehen 

Q -,- -x 
r= -e2P. V- 1 r 

np ' 

d. h. die Meridiankurve muß eine Exponentialkurve sein. 
b) Es soll die Formel für barometrische Höhenmessung ab

geleitet werden. Es sei v das Volumen der Gewichts
einheit, 8 das Gewicht der Volumeneinheit des Gases, 
so 'daß also v · 8 = l ist. In der Gasschicht zwischen 
den beiden horizontalen Ebenen in den Höhen z 
bzw. z + dz herrscht Gleichgewicht, wenn (s. Abb. 364) 
p + dp + 8 dz = p ist, wobei p der atmosphärische 

Druck in der Höhe z ist. Es muß demnach ~~ = -8 

sein. Nun ist p . V = R . e, WO bei R eine Konstante 
Abb. 364. 

und 8 die absolute Temperatur bedeutet. Demnach ist bei einer iso
thermen Gassäule (Gassäule von überall gleicher Temperatur) 

p 1 
pv = -s = T, 

wobei k eine Konstante ist. Man erhält also ~~ = -kp, eine Düfe

rentialgleichung von der Form 12). Aus ihr ergibt sich 

dz 1 
{lp - fcp ' 

1 
z =- Tc lnp + c oder lnp =-kz + G, 
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wenn man 0 = kc setzt. Zur Bestimmung der Integrationskonstanten 
sei angenommen, daß der Druck am Boden der Gassäule (z = 0) p = Po 
betragen soll; dann wird ln Po = 0, also 

ln:a = -k z oder p =Po e-lcz. 

Herrscht demnach in der Höhe z1 der Druck p1 und in der Höhe z2 der 
Druck p2 , so ergibt sich der Höhenunterschied h = z2 - z1 zu 

h = ..!:.._ ln Pl = _1_ log PI 
k Pz kM Pz' 

wobei M = 0,43429 der Modul des natürlichen Logarithmensystems 
ist. Nun ist bei einem Barometerstande von 760 mm der Luftdruck 
p0 = 76 · 13,596 gern - 2 (13,596 gern - 3 spezifisches Gewicht des Queck
silbers); andererseits hat bei diesem Luftdrucke und einer Celsius
Temperatur t die Luft das spezifische Gewicht 

- 0,001293 - 3 s0 - - ---t- g cm . 
1 + 273 

Folglich ist 

..!:..__Po _ (1 + 0,00403 t) • 76 · 13,596 = 7 992 . 105 • (1 + 0 00403 ) 
k - s0 - 0,001293 cm ' ' t cm 

und folglich 
1 

kM= 18401 (1 + 0,00403 t) m. 

Mißt man den Druck durch den Barometerstand b, so erhält man 
die endgültige Formel 

b 
h = 18401 · (1 + 0,00403 t) • log f m. 

2 

c) Die Fallbewegung in der Luft. Es sei Q = m · g das Gewicht 
des Körpers; ferner möge der Luftwiderstand W proportional dem 
Quadrate der Geschwindigkeit des fallenden Körpers gesetzt werden: 

mg·v2 

W=~, 

wobei k eine im wesentlichen von der Gestalt des fallenden Körpers 
abhängige Konstante ist. Die Gesamtkraft K, die auf den Körper 
wirkt, ist mithin K = Q - W. Da K = mb ist • 

(b Beschleunigung, 

so ergibt sich die Gleichung 

dv) b =dt' 

dv - g (k2 2). 
dt- k2 -V' 
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das ist wieder eine Differentialgleichung erster Ordnung und 
Grades von der Form 12). Schreiben wir sie in der Form 

dt -k2 1 
dv = g"v2 :_~ , 

so ist nach Formel TIS) 

k2 ( 1) V t = - - . -- llld:g- + c 
g k k 

oder 
k V 

t = -glllr%g7C + c 

oder, wenn die Integrationskonstante c mit t0 bezeichnet wird, 

g 
v = k · %gk (t - t0) • 

ersten 

a) 

b) 

Rechnen wir die Zeit von dem Augenblick des Beginns der Fall
bewegung an, dann ist für t = 0 auch v = 0; und daher wird die Kon
stante t0 ebenfalls gleich 0. Die Geschwindigkeitsgleichung lautet dann 

V = k • "tg ~ t. c) 

Wir können nun auch die Bedeutung der Konstanten k erkennen. Da 
nämlich :tg x stets ein echter Bruch ist, der sich mit wachsendem x 
asymptotisch dem Werte 1 nähert, so nähert sich v mit wachsender 
Zeit t unbegrenzt dem Werte k, erreicht ihn jedoch theoretisch erst 
nach unendlich langer Zeit; k ist demnach die a symptotische Ge 
schwindigkeit v1 , d. h. die Geschwindigkeit, der der fallende Körper 
zustrebt. Für einen J\örper, der im lufterfüllten Raume fällt, wächst 
also die Geschwindigkeit nicht wie im luftleeren Raume über alle Grenzen 
hinaus, sondern sie nähert sich einem festen endlichen Werte k = v1 , der 
im wesentlichen von der Gestalt des Körpers abhängt. V gl. auch 
(60) S. 155 und (236) S. 844. 

Wählen wir die Anfangsbedingungen anders als oben, etwa so, 
daß der Körper zur Zeit t = 0 schon eine Anfangsgeschwindigkeit v0 

hat (Wurf senkrecht abwärts im lufterfüllten Raume mit der Anfangs
geschwindigkeit v0), so bestimmt sich die Integrationskonstante c aus 
der Gleichung a) 

km t1-'v0 0 = g- 4r~g7C + c zu k m t1-' v0 c = --4r~g-
g k ' 

so daß die Geschwindigkeit-Zeit-Gleichung jetzt lautet 

Da nun 

v = k · :tg( ~ t + lllr:tg ~) . 

%gx + %gy 
:!:g(x + y) = 1 + %g x%gy 

d) 
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ist, läßt sich diese Gleichung auch schreiben 
(J 

v0 + k:tgk t 
v=k·----

g 
k + v0 :tgkt 

(221) 

e) 

Während Gleichung d) für v0 > k versagt, da :tg x stets kleiner als 

l ist, also 2lr:tg ~ nicht existiert, läßt sich Gleichung e) auch für den 

Fall anwenden, daß die Anfangsgeschwindigkeit des Körpers größer 
ist als seine asymptotische Geschwindigkeit. Nur ist dann die Be
wegung eine verzögerte, die Geschwindigkeit nimmt bis zum Werte v = k 
für t = oo ab. Ist die Anfangsgeschwindigkeit gleich der asymptotischen 
v0 = k, so folgt aus e) v = k; die Bewegung des fallenden Körpers 
ist eine gleichförmige. 

Der Leser möge nun selbständig die Frage beantworten : Wie be
wegt sich ein Körper unter dem Einflusse der Schwere, wenn der Wider
stand proportional der Geschwindigkeit ist ~ Wie bewegt er sich, wenn 
der Widerstand proportional der dritten Potenz der Geschwindigk~it ist ~ 

C. Die Trennung der Veränderlichen. Läßt sich die Differential
gleichung in der Form schreiben 

dy 
dx=cp(x)·'!jJ(y), 14) 

d. h. als Produkt zweier Funktionen, von denen die eine nur von x, 
die andere nur von y abhängt, so lassen sich die beiden Veränder
lichen trennen. Denn Gleichung 14) kann übergeführt werden in die 
folgende 1 

qJ(x) · dx = - (- ) · dy, 
1jl y 

welche die Gleichheit zweier Differentiale ausdrückt. Sind aber die 
Differentiale einander gleich, so sind es - von einer Integrations
konstanten abgesehen - auch ihre Integrale; es ist also 

fqJ(x) dx = {_!.]/_ + c 
• 1Jl(Y) 

die Integralgleichung zu 14). 

oder JqJ(x) dx- f:.pd(~) = c 15) 

Eine Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades tritt 
häufig auch in der Gestalt 

/ 1 (x , y) · dx + /2 (x, y) dy = 0, 16) 
also als Summe von zwei Differentialen, auf. Daß 16) wirklich eine 
Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades ist, erkennt 
man leicht, wenn man wieder zur Schreibweise des Differentialquotienten 
übergeht; es folgt dann aus 16) 

:~ =- j:-i~: ~i = f(x, y) ' 
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in Übereinstimmung mit 6). Sind nun die beiden Funktionen /1 und 
/ 2 Produkte aus einer Funktion von x und einer solchen von y, 

so ist die Trennung der Veränderlichen stets möglich. Es ist, wie sich 
mittels Division durch <p2 (x) · '!fJdY) ergibt, dann 

14') 

und damit 
15') 

die vollständige Integralgleichung von 14'). 

Beispiele. a) ~~ = xy; Trennung der Veränderlichen ergibt 

xdx = dy ; 
y 

durch Integration entsteht 
x2 
- = lny + c 2 . 

als vollständiges Integral. Probe: 

oder 

x' 
dy -
dx - C· xe 2 - xy. 

x' 

b) 11 y2 dx + 11- xz dy = 0. Trennung der Veränderlichen 

durch Division mit yf=- xz if=- yz : 

dx dy 
Vl - x2 + ~i - y2 = 0 . 

Integration liefert die Integralgleichung 

arcsinx + arcsiny = c. 

Auflösen nach y ergibt 

y = sin(c- arcsinx) oder y = sinc·cos(arcsinx)- cosc ·sin(arcsinx) 

oder y = ~2 · sinc- x · cosc. b) 

Das Integral ist also eine algebraische Funktion von x, und nicht, 
wie man aus Gleichung a) hätte vermuten können, eine transzendente 
Funktion. Beseitigt man aus b) durch Erheben ins Quadrat die Wurzel, 
so erhält man für die Integralgleichung die Form 

x 2 - 2xycosc + y2 = sin2c, 

und man erkennt, daß die Integralkurven Mittelpunktskegelschnitte 
sind, deren Mittelpunkte in 0 liegen. 
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c) X2r!~ [ + Y2d~ 1 = 0. Hier sind die Veränderlichen schon ge

trennt; die Integration ergibt 

arctg x + arctg y = arctg c 
oder 

x+y - - - = c 
l + xy 

oder 

Weitere Übungen: 

x 2 dy + (y + a)dx = 0; X + y y' = 0; X d y + y d X = 0 . 

Lösungen: 
1 

y = -a + c e'" ; x2 + y2 = a2 ; xy = c. 

Man versäume auch nicht, die Probe zu machen; sie würde 
ersten Beispiele folgendermaßen gestalten: Da 

ist, so ist 

also ist 

1 

y=-a+cex 

dy = c e+ • (- ~2) dx; 

sich im 

x 2 • dy + (y + a) dx -- -ce+ dx + (-a + ce~- + a)dx == 0. 

(222) D. Die homogene Differentialgleichung. Ist der Differential

quotient eine Funktion des Verhältnisses ; , also die Differential-
gleichung von der Form dy ( Y) 

dx =I x , 17) 

so heißt sie eine homogene Differentialgleichung. Ihr geo
metrisches Bild hat die besondere Eigenschaft, daß alle Punkte der 

Ebene, deren Koordinaten die Gleichung JL = A erfüllen, die also auf 
X 

der durch 0 gehenden Geraden vom Richtungsfaktor A liegen, Linien
elemente von der gleichen Richtung, nämlich der Richtung f (A), haben 
(s. Abb. 365, die das Beispiel 

dy = -1- JL 
dx x 

erläutert). Man erkennt sofort, daß die Integralkurven der homogenen 
Differentialgleichung untereinander ähnlich und ähnlich gelegen sind, 
und daß der Ähnlichkeitspunkt der Koordinatenanfangspunkt ist. 

Die homogene Differentialgleichung läßt sich auch in der Form 

g;(~)·dx +v;(~)·dy = 0 17') 

schreiben. 
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Um 17) zu integrieren, führt man statt des Verhältnisses 

neue Veränderlichez ein: JL = z. Es ergibt sich dann 
X 

dy dz 
y=z·x , -=z+x· - . dx dx 

Setzt man dies in 17) ein, so erhält man 

dz 
z + x • dx = f(x), 

Abb. 365. 

JL eine 
X 

eine Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades zwischen x 
und z, in der sich die Veränderlichen leicht trennen lassen. Es ist 

xdz + (z - j(z)) dx = 0 , also 
d x ____l}__z _ _ 0 . 
x + z- f( z)- ' 

18) 

und hieraus folgt 
lnx + fz !;(z) = c. 

Nach Ausführung der Quadratur braucht man nur statt z wieder { 

zu setzen, um die Integralgleichung der homogenen Differentialglei
chung 17) zu erhalten. 



762 Die Differentialgleichungen. (222) 

Beispiele. a) Die Gleichung (x + y)dx + xdy = 0 ist eine homo
gene Differentialgleichung; denn sowohl der Faktor von d x als auch 
der von d y sind homogene Funktionen gleichen (nämlich ersten) Grades 
von x und y . Wir können sie mittels Division durch x auf die Form 17') 
bringen: 

(1 + ~)dx + dy = 0. 

Setzen wir y = z x, also 

dy dz 
dx = z+ xdx oder dy = zdx + xdz 

in diese ein, so erhalten wir 

(1 + z) dx + z dx + x dz = 0 oder (1 + 2z)dx + xdz = 0. 

Die Trennung der Veränderlichen ergibt 

d X ___.!!_!____ _ O 
x + 1 + 2z - ' 

und die Integralgleichung hierzu ist 

lnx + t ln(1 + 2z) = tlnc oder 

Führen wir wieder JL statt z ein, so erhalten wir (nachdem wir beide 
X 

Seiten ins Quadrat erhoben haben) x 2 + 2xy- c = 0 als Integral
gleichung der ursprünglichen Differentialgleichung. Daß sie wirklich 
diese erfüllt, können wir leicht nachprüfen. Lösen wir nämlich nach y 
auf, so erhalten wir 

folglich ist 
dy c 1 
dx -2x2 - 2' dy = -(2: 2 + !)dx; 

die linke Seite der Differentialgleichung geht unter Berücksichtigung 
dieser Werte für y und d y über in 

x + - - dx - x - + - dx = - + - - -- - - dx = 0. ( C - X) ( C 1) (X C C X) 
2x 2 2x2 2 2 2x 2x 2 

Noch e~nfacher wird der Beweis, wenn wir von der oben angegebenen 
Integralgleichung das vollständige Differential [nach (164) S. 505] 
bilden ; es ist 

(2x + 2y)dx + 2xdy = 0 oder (x+y)dx+xdy=O. 

Wir erhalten auf diesem Wege die Ausgangsdifferentialgleichung wieder, 
womit der Nachweis erbracht ist. - Die Integralkurven sind Mittel
punktskegelschnitte, deren Mittelpunkt in 0 liegt [s. (169) S. 528], 
und zwar sind es sämtlich Hyperbeln mit gemeinsamen Asymptoten, 
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wie wir noch zeigen wollen. Abb. 365 ist das Bild unserer Düferential
gleichung. Wir sehen aus ihm, daß es zwei durch 0 gehende Geraden 
gibt, für deren Punkte die Linienelemente in diese Geraden fallen; es 
sind die y-Achse und die Gerade 2 y + x = 0. Wir wollen sie als neue 
Koordinatenachsen nach Abb. 365 wählen. Die Formeln zur Koordi
natentransformation sind nach (111) S. 299 

x = !:Sinrv, y = ~ + rcosw, 

wobei w der Koordinatenwinkel und tgw = -t ist. In dem n-System 
lautet demnach die Gleichung der Integralkurve 

62 sin2 w + 2pinw(D + !:Cosw) = c 
oder 

62 sinw cosw (2 + tgw) + 2r D sinw = c. 

Datgw =-~,also sinw = + J5 ist, so geht sie über in!:~= ~ y5 = C; 

und das ist in der Tat die Asym- y 

ptotengleichung einer Hyperbel. 
b) Es soll ein Drehkörper 

von der Eigenschaft bestimmt 
werden, daß alle zur Dreh
achse parallelen Strahlen von 
seiner Oberfläche nach demselben 
Punkte der Achse zurück
geworfen werden. Wählen wir 

Abb. 366. 

diesen Punkt zum Anfangspunkt und die Drehachse zur x-Achse eines 
ebenen rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen Ebene die Dreh
fläche demnach in einer Meridiankurve schneidet, so müssen die Koordi
naten x \ y eines beliebigen Punktes P der Meridiankurve die folgenden 
Bedingungen erfüllen (s. Abb. 366): Der Strahl P Q bildet mit der 

Tangente t in P einen Winkel {}, und zwar muß tgff = ~~- sein; den 

gleichen Winkel muß aber nach dem Gesetze von der Reflexion der 
Lichtstrahlen auch der Strahl OP mit t bilden. Daraus folgt, da.ß OP 
mit der x-Achse den Winkel 2{} einschließen muß. Es ist demnach 

~=t 2ff= 2 tg{} 
X g 1- tg2 !9> 

2·dy 
dx 

1-(:~r 
Wir erhalten somit für~~- eine Gleichung zweiten Grades, deren Lösung 
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ist. Sie ist eine homogene Differentialgleichung erster Ordnung. Die 
Substitution y = xz führt auf die Differentialgleichung 

z + x dz = (z~ - 1 
dx z oder 

· dz (z2-f-1 - (z2 + 1) 
X dx = . z · 

Setzen wir weiter yl + Z2 = u, z dz = u du, so geht die Gleichung 
über in dx du 

1- u. X 

Also ist Inx + ln(l- u) = ln( -c), x(l -u) = -c, 

x(l-Yl+z2) = - c, x-yx2+y2 = -c, 

x2 +y2=x2+2cx+c2, y2 = + 2c(x+i)· 
Die Meridiankurve ist mithin eine Parabel, deren Brennpunkt der 
Sammelpunkt der zurückgeworfenen Strahlen und deren Achse die 
Drehachse ist ; der Drehkörper also ein Umdrehungsparaboloid. 

Der Leser behandle selbständig die fo}genden Aufgaben: 
.:·.1 )< ~ 

c) (x2+y2)dy+xydx=O; ~.: ~ -,-· t 

' " 4lj d) (8y + lüx) dx + (5y + 7x)dy = 0. 
e) Bestimme eine Kurve so, daß jede Tangente [f) Normale] auf der 

x-Achse ein Stück abschneidet, welches gleich der Entfernung des 
Berührungspunktes vom Anfangspunkte ist. 

Lösungen: 

d) (y + x)2(y + 2x)3 = c; 

e) und f) Parabeln, deren Brennpunkt in 0 liegt. 
g) Aus einem durchsichtigen, das Licht einfach brechenden Körper 

soll ein Drehkörper geschliffen werden, welcher die Lichtstrahlen, die 

y 
in der Richtung seiner Achse auf
fallen, nach einem bestimmten 
Punkte der Achse bricht. Welche 
Form muß der Meridianschnitt 
haben? Wir wählen wieder wie in 
b) diesen Punkt zum Anfangs
punkt, die Achse des Meridian-

Cf--L--f-_L_ _______ :::._~x schnittes zur x-Achse eines recht-

Abb. 367. winkligen Koordinatensystems 
(s. Abb. 367). Der Einfallswinkel 

sei ß, der Brechungswinkel ß'. Die Kurvennormale n schließt also mit 
der x-Achse den Winkel ß, folglich die Kurventangente mit ihr den 

Winkel ~ + ß ein; es ist demnach 

1 dy ß y = dx = - ctg . 



(222) Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung ersten Grades. 765 

Der Winkel zwischen OP und n ist ß', also ist der Winkel 

X 0 p =:ö 79 = ß - ß' · 
Wir erhalten mithin 

Y I tgß- tgß' x = tg{} = tg (ß - ß) = l + tg ß tgß' 

1 ß' -- -tO' 
y' "' 

also 
t ß'- X +_yy' 
g -y-xy'' 

tgß' 
1--

y' 

Nach dem Snelliusschen Brechungsgesetz ist nun 

sinß: sinß' = n, 

wobei n die Brechungszahl bedeutet. Da 

sinß = tgß - 1-
VI+ tg2 ß Yl + y'2 

und 
· tgß' x+yy' 

sinß' = ]7l+"fg2 ß' = y(x2 + y2) (l + y'2) 

ist, so wird 
Vx2 + y2 =-:::--- n(x + yy'). 

y'tgß' + 1 
tgß'- !1' 

Das ist eine homogene Differentialgleichung. Setzen wir in diesem 

Falle :._ = z, so geht sie über in die Gleichung y 

(n yz + yp-f-~) (ydz + zdy) + nydy == 0. 

Wir trennen die Veränderlichen 

~t Yz2 +___!. dz + dy = o. 
n(z2 + 1) + zy z2 + 1 Y 

Zur Behandlung des Integrals 

{~+Yz2+ I dz 
) ~(z2 + 1) + z(~2 + 1 

setzen wir zuerst z = ctg {}, wobei {} die Amplitude des Punktes P 
ist ; dann wird 

,;-- 1 
yz2 + 1 =~ , 

SIU ·u· 

und das Integral geht über in 

d{} 
dz = -~, 

Bill ·u· 

_( 1+ncosff d{} 
)(n + cosff) sin{} · 

Durch die Sn bstitution cos {} = u, -sin {} d {} = du erhalten wir weiter 

r 1 + nu d 
)(n + u)(l- u2) u, 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 22 
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das wir nach der Methode der Zerlegung in Teilbrüche auswerten können 
[s. (70) S. 184ff.]. Wir erhalten 

r 1 + nu 1 1 
)(n + üf(1 - u2)du = ln(n + u)- 2 In(l + u)- 2 Jn(l- u) 

= 2_ ln (n +ur = 2_ ln (n + c~~l = In n + cosfJ 
2 1- u 2 2 sin2 {} sin{} · 

Folglich ist die Integralgleichung unserer Differentialgleichung und 
damit die Gleichung der Meridiankurve 

n + cos{} 
lny + In-. -:u- = lnc 

Slllv 
oder 

n + cosfJ y• - -.·- = C. 
sm{} 

Gehen wir zu Polarkoordinaten über, indem wir y = r sin {} setzen, 
so lautet die Gleichung der Meridiankurve 

c 
r=--- ."

n + cos{} ' 

die wir auch schreiben können 

r= P 
1 + scos{}' 

wenn wir p = -~ und e = _!_ einführen. Durch Vergleich mit den in n n 
(145) S. 419 gewonnenen Formeln erkennen wir, daß die Meridian
kurve ein Kegelschnitt ist, dessen einer Brennpunkt der Koordinaten
anfangspunkt ist und dessen Achse mit der Achse der Drehachse zu-

sammenfällt. { Ellipse } 
Die Meridiankurve ist eine Parabel , je nachdem die Brechungs-

hl > 1 . t Hyperbel za n < 1s . 

(223) Auf die homogene Differentialgleichung läßt sich leicht jede 
Differentialgleichung zurückführen, in der der Differen tialq uotien t 
eine gebrochene lineare Funktion von x und y ist, jede Diffe
rentialgleichung also, die von der Form ist 

1 a1 X + b1 Y + C1 

Y = a 2 x + b2 y + c2 • 
19) 

Das für die Lösung einzuschlagende Verfahren wird uns ohne weiteres 
klar, wenn wir die geometrische Anschauung zu Hilfe nehmen. 

a1 x + b1 y + c1 = 0 und a2 x + b2 y + c2 = 0 

sind die Gleichungen von zwei Geraden g1 und g2 , die sich im Punkte S 
schneiden mögen. Verschieben wir das Koordinatensystem nach diesem 
Schnittpunkte, so lauten die Gleichungen der beiden Geraden 

a1 ~ + b1 17 = 0 und a2 ~ + b2 1J = 0 , 



(223) Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung ersten Grades. 767 

wenn wir die neuen, zu den alten parallelen Koordinatenachsen als 
~- und 1]-Achse bezeichnen. Im neuen Systeme ist aber der Bruch 

al ~ + bl1J 

a2~ + b21J 

in ~ und 1J homogen. Dies gibt uns einen Fingerzeig, wie wir der Diffe
rentialgleichung 19) beikommen können. Wir ersetzen die Veränder
lichen x und y durch zwei neue Veränderliche ~ und 1J, indem wir setzen 

20) 

[Parallelverschiebung des Koordinatensystems; s. (110) S. 297, 
Formeln 14a, b)], und bestimmen die beiden Konstanten m und n so, 
daß im Zähler und im Nenner der rechten Seite von 19) die Absolut
glieder fortfallen, der Bruch also in ~ und 'YJ homogen wird. m und n 
sind dabei nichts anderes als die Koord:.naten des Schnittpunktes der 
beiden Geraden 'h und g2 bezüglich des xy-Systems. Setzen wir nun 
die beiden Werte für x und y wirklich in Zähler und Nenner von 19) 
ein, so bekommen wir für das Verschwinden der Absolutglieder die 
beiden Bestimmungsgleichungen 

21) 

wie man sich leicht überzeugt ; aus ihnen folgt 

21 a) 

Außerdem folgt aus 20), daß dx = M, dy = d1J wird; damit ist die 
Differentialgleichung 19) in die homogene Differentialgleichung um
geformt: 

d1J a1 ~ + b1 1J 
df = a2 ~ + b2 'l ' 

22) 

die nun nach den in (222) S. 760ff. entwickelten Verfahren gelöst werden 
kann. 

Beispiele. a) Die Differentialgleichung möge lauten 

2(x- 2y + 1) dx + (5x- y- 4) dy = 0. 

Daß sie von der Form 19) ist, erkennt man leicht, wenn man statt 
der Differentiale den Differentialquotienten setzt; sie geht dadurch 
über in , 2(x - 2y+I) y --~~--

- 5x- y- 4 ' 

Wir setzen nun die Gleichungen 20) ein und erhalten für den Zähler 

für den Nenner 
~ - 21] + m - 2n + 1, 

5~- 'YJ + 5m- n - 4. 
22* 
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Setzen wir beide Absolutglieder gleich Null, so erhalten wir die Glei
chungen 

m- 2n + 1 = 0, 5m- n- 4 = 0, 

deren Lösungen 
m=+1, n=+1 

sind, so daß also 

ist. Die neue Differentialgleichung lautet daher 

In ihr setzen wir 

r; = u;, 
und erhalten 

c + ~ !l__ = -2 +_4-f 
d; 5 -I; ' 

aiso 

Die Trennung der Veränderlichen ergibt 

und das Integral ist 

2ln(C + 1) -ln(C- 2) + ln~ = ln(-c) oder 

Also ist 

und schließlich 
(x + y- 2) 2 = c(2x- y- l). 

Was sagt uns das geometrische Bild unserer Differentialgleichung und 
ihrer Lösung 1 Zieht man durch den Punkt 111 irgendeine Gerade, so 
haben alle ihre Punkte Linienelemente von gleicher Richtung (siehe 
Abb. 368). Drehen wir das ~ r;- System ferner um den Winkel 45 ° 
mittels der Formeln 

so lautet die Gleichung der Schar von Integralkurven 

die Integralkurven sind demnach Parabeln, deren Achsen parallel der 
~-Achse sind. Ersetzen wir ferner die Integrationskonstante c durch 
eine andere Konstante p mit Hilfe der Gleichung 

c = -tp"V2, 



(223) Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung ersten Grades. 769 

so läßt sich die Gleichung der Kurvenschar schreiben 

Aus ihr erkennen wir, daß der Scheitel der Parabel vom Parameter p 

bezüglich des !;-~-Systems die Koordinaten - ~ l - 1~ hat. Die Pa

rabeln gehen sämtlich durch den Punkt x = 1 , y = 1 ; ihre Scheitel 

!I 
~11\ \ A lP 
I" 1'\ 1\ I V 

~ / / 
I'\ 1\ \ I '/ --~ 

"' \ Llf--"" 
"- ' 11" 

" rT .~-r/ 
\'\ , 

1'\ ~ r-
['. 1'\ ~""""-r--.. 

t-. " 1- ~~ 1'\ ['.. 
1- 1/ I" I'-

I/~ I" 
~ ' I'\ X 

~ 11" ' \ I'\ 1- I/ ' r\ I'\ I 

I/ ' I'\ 
!) '\ I" 

I..! ' 1\ I'\ 
1/ I \ I'\ 

I/ \ I'\ 
1/ ' 1\ 1\. " 

Abb. 868. 

liegen auf der Geraden 7 x - 5 y - 2 = 0, dem Träger der Linien
elemente von der Richtung 1. 

b) Der Leser behandle selbständig die Differentialgleichung 

I+ 2 x - y + 1 = 0 
y 2y - X+ 1 

und untersuche das geomet rische Bild! 

(I ntegralgleichung : x2 - x y + y 2 + x + y - c = 0 .) 

(x - y)2 + 2 (x - x y + y) = c . 

d) (3y-7 x+7)dx+(7 y-3x+3)dy=0 ; (y- x+1)2(y+x-1)5 = c. 

Sind die beiden Geraden der Gleichung 21) einander parallel, so 
ergeben sich die beiden Größen m und n als unendlich groß. Es ist 
in diesem Falle a1 : b1 = a2 : b2 . Hier versagt unser eoebe!l entwic]{eltee 
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Verfahren; doch gestaltet sich die Lösung der Differentialgleichung 
viel einfacher als vorher. Die Differentialgleichung 19) läßt sich nämlich 

in diesem Falle, da b2 = a2 b1 ist, schreiben 
al 

, (a1 x+b1 y)+c1 
y = a2 • 

- (a1 x + b1 y) + c2 
a.l 

Setzen wir jetzt a1 x + b1 y = z, also 

dy d z 
al + bl • dx = 7lx ) 

so bekommen wir aus 19a) die neue Differentialgleichung 

dz z + c1 
({x = al + bl ~--- ) 

__E._ z + c2 
al 

19a} 

in der der Differentialquotient nur noch eine Funktion von z ist. Es 
wird also 

d a2 z + a.l c2 d 
a1 x = (a2 + b1) z + (a1 c2 + b1 c1) z' 

eine Gleichung, die sich leicht weiter behandeln läßt. 
Beispiel. 

(x- 2y + 9) dx- (3 x - 6y + 19) dy = 0. 

Diese Differentialgleichung ist von der besonderen Form, daß 

al : bl = a2 : b2 

ist. Wir setzen x - 2 y = z; damit wird sie übergeführt in 

(z + 9) dx- i (3z + 19} (dx + d z} = 0 

(- __:_- _!_) dx- (~ z + 19)·· dz = 0 
2 2 ' 2 2 ' 

oder 

d + ~ + 19 a = o d (a 16 ) a x z+l z , x+ + z+ I z=O. 

Ihre Integralgleichung ist 

23} 

x + 3z + 16ln(z + 1) = 2c, 4 x - 6y + l6ln(x - 2y + l) = 2c, 

x - 3 y + 8 In ( x - 2 y + l) = c . 

Man suche das Integral der Differentialgleichung 

, 2x + 3y- 1 
Y = 4x +611_-i-_I! 7 x - l4y- 3ln(l4x + 21y- l) = c . 

(224) E. Die lineare Differentialgleichung. Unter einer linear en 
Differentialgleichung erster Ordnung versteht man eine Diffe. 
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rentialgleichung, in der der Düferentialquotient eine lineare Funktion 
der abhängigen Veränderlichen ist; die Gleichung ist also von der Form 

y' = P(x) • y + Q(x). 24) 

Der Faktor von y und das Absolutglied Q sind im allgemeinen Funk
tionen der unabhängigen Veränderlichen x. Ehe wir zur Lösung von 24) 
übergehen, wollen wir - zum leichteren Verständnis des allgemeinen 
Falles - den Sonderfall behandeln, daß Q = 0, die Differentialgleichung 
also von der Form 

y' = P(x) · y 24') 

ist. Hier lassen sich die Veränderlichen leicht trennen, und wir erhalten 

d: = P(x) dx, 

also als Integral 
lny = jP(x) dx + lnc 

oder 
y = C efP(x)dx. 25) 

Gleichung 24') wird die reduzierte lineare Gleichung genannt; 
Gleichung 25) ist ihr Integral. 

Um nun den allgemeinen Fall 24) zu behandeln, können wir ver
schiedene Wege einschlagen. Wir können von der Annahme ausgehen, 
daß auch ihr Integral wie das der reduzierten Gleichung von der Form 25) 
ist; nur kann dann c nicht konstant, sondern muß eine Funktion 
von x sein. Ob dies allerdings möglich ist, können wir nicht von vorn
herein behaupten; es muß sich aus der Probe durch Einsetzen in 24) 
ergeben. Unsere Frage lautet demnach: Ist es möglich, in 25) die 
Größe c so als Funktion von X zu bestimmen, daß 25) die Lösung von 24) 
wird, und wie heißt in diesem Falle die betreffende Funktion von x? 
Wenn wir y = c ( x) · efP<xl d x nach x differenzieren, so erhalten wir 
nach der Produktregel 

y' = c'(x). e/P(x)dx + c(x). efP(x)dx. P(x). 

Führen wir diesen Ausdruck in 24) ein, so bekommen wir 

c'(x) e/P(x)dx + c(x) · e/P(x)dx • P(x) = P(x ) · c(x) e/P(x)dx + Q(x) 

oder 
c' (x) efP(x) dx = Q (x), c'(x) = Q(x). e-/P(x)dx 

und hieraus 
c(x) = j"Q(x) e -]P(x )dx dx + C. 

Demnach wird 
26) 
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die vollständige Lösung der linearen Differentialgleichung 24). Der 
hier für die Ableitung eingeschlagene Weg, eine Konstante der Lösung 
einer vereinfachten Differentialgleichung so als Funktion von x zu 
bestimmen, daß man die Lösung einer allgemeineren Differentialgleichung 
erhält, wird als die Methode der Variation der Konstanten be
zeichnet; wir werden ihr später wieder begegnen. 

Ein anderer Weg der Ableitung bietet sich dar, wenn wir y als ein 
Produkt zweier anderen Funktionen von x annehmen: y = u · v; das 
scheint umständlicher zu sein, aber es gibt uns die Möglichkeit, durch 
passende Wahl der einen Funktion die Bestimmung der anderen Funktion 
bequemer zu gestalten. Ist y = u · v, dann ist y' = u' v + uv'; setzen 
wrr dies in 24) ein, so ergibt sich 

u'v + uv' =UV • P + Q oder u(v'- vP) + vu' = Q. 

Wir verfügen nun über v so, daß der Faktor von u verschwindet; das 
ergibt für v die Differentialgleichung 

v'- vP = 0. 

Dann bestimmt sich u aus der weiteren Differentialgleichung 

vu' =Q. 

Aus der Gleichung für v ergibt sich 

dv = Pdx 
V ' 

lnv = jPdx, v = efPdx; 

die zweite Gleichung lautet dann 

u' = .9_ = Qe-fPdx. 
V ' 

ihre Lösung ist 

u = j Qe - fPdxdx + G. 

Demnach ist w. o. die Lösung von 24) 

y = efPdx{jQe-fPdxdx + 0}. 
Ehe wir uns Beispielen zuwenden, möge noch kurz auf eine geo

metrische Eigenschaft der linearen Differentialgleichung hingewiesen 
werden (s. Abb. 369). Gleichung 26) ist die Gleichung einer Kurven
schar; zu jedem Werte von G gehört eine der Kurven. Setzen wir 

y1 = efPdxjQe-]Pdxdx, 

so läßt sich schreiben 

Y - efPd : 
2- ' 
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Zeichnen wir also die beiden Grundkurven y1 und y2 , so bekommen 
wir die zu einem bestimmten Werte von 0 gehörige Kurve der Schar, 
indem wir zu den Ordinaten der ersten Grundkurve jedesmal die Ofachen 
Ordinaten der zweiten addieren. Daraus ergibt sich aber folgende 
geometrische Ei
genschaft der Kur
venschar. Zeich
net man in dem 
zu einer bestimm
ten Abszisse x ge
hörigen Punkte P 0 

der Kurve y0 die 
Tangente an diese, 
und läßt die Kon
stante 0 sich än-
dern, so gehen 
die Tangenten, die zu allen diesen Punkten P 0 gehören , durch ein und 
denselben Punkt II. Anders ausgedrückt: Schneidet man die Schar 
der Integralkurven einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
mit einer Parallelen zur y-Achse, so bilden die Tangenten an die Kurven 
in diesen Punkten ein GeradenbüscheL Zur Abszisse x gehört auf der 
zu 0 = 0 gehörigen Kurve y = y1 der Punkt P 0 ( x [ y1) ; die in ihm 
an y1 gelegte Tangente t hat die Gleichung 'YJ - y1 =: '!ft ($ - x). Auf 
der zu 0 = 0 gehörigen Kurve y = y1 + 0 y2 gehört zur Abszisse x 
der Punkt P(x[y0 = y1 + Oy2); die in ihm an diese Kurve gelegte 
Tangente t0 hat die Gleichung 

'YJ- Yo = (y~ + Oy2) ($- x). 

Um die Koordinaten des Schnittpunktes 17(~ [ 'YJ) der beiden Tangenten 
zu ermitteln, müssen wir die beiden Gleichungen 

1J - Y1 = Yt ($ - x) und 'YJ - Yt - 0 Y2 = (ift + 0 Y2) ($ - x) 

nach $ und 'YJ auflösen; wir erhalten 

t Y2 Y2 , " = X - --; ' 1] = Yt - --; Yt . 
Yz Y2 

Die Koordinaten von II sind demnach von der Konstanten 0 völlig 
unabhängig; d. h. die Tangenten in den zur Abszisse x gehörigen Punkten 
sämtlicher Integralkurven gehen durch den Punkt 11. Da 

~ = } und Yt = Q + PefPdxJQe-fPdx dx = Q + Py1 

ist, so ist im Falle der linearen Differentialgleichung 
. 1 l Q(x) 

; = x - P(x), r; = Yt - P (Q + P yl) =- P(x). 
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In den beiden Gleichungen 

l 
~=X- P(x)' 

Q(x) 
1J =- P(x) 

(225) 

27) 

haben wir die Parameterdarstellung des geometrischen Ortes der 
Punkte II, wobei x der Parameter ist. 

(225) Wir erinnern uns hierbei an das eingangs dieses Paragraphen 
angeführte Beispiel (s. S. 747) 

x2 + 2y + :~ = 0 

und seine Integralkurven (s. Abb. 362). Diese Düferentialgleichung ist 
in der Tat linear, in ihr ist nach Formel24) P(x) = -2, Q(x) = -x2. 
Demnach ist nach Formel 26) die vollständige Lösung 

y = ef(-2)dx{J(-x2)e-f(-2)dXdX + c} = e-2X{-.fx2e2ZdX + c} 
= e-2z{- e2"'(~2 _ ~ + ~) + c} 

[s. Formel T III 26)]. Also ist 

_ •z ( x2 x l ') Y =Ce - - 2- 2 + 4 ' 

in Übereinstimmung mit Formel 9). Wir erkennen nun auch, daß die 
in (220) S. 752 Abb. 362 ausgeführte Konstruktion der Integralkurven 
dieser Differentialgleichung durch Übereinanderlagerung der beiden 
Kurven 

Y1 = - ( ~2 
- ~ + ~ ) und 

ein Sonderfall der Konstruktion für die Integralkurven der allgemeinen 
linearen Differentialgleichung ist. Demnach müssen sich auch alle zu 
einer gegebenen Abszisse x gehörigen Tangenten der Abb. 362 in einem 
gemeinsamen Punkte schneiden; der Ort aller dieser Schnittpunkte, 
die sich bei Veränderung der Abszisse x ergeben, hat nach 27) die 
Gleichung 

l 
~=X+ 2• 

x2 
1)=-2 

oder in parameterfreier Darstellung r; = - i ( ~ - ! ) 2 • Er ist also 
eine Parabel n, die in Abb. 362 durch ... angedeutet ist. 

Als weitere Beispiele behandle der Leser die Differentialglei
chungen: 

a) 2x y' - y = ~ x2 , b) y' = my + n, 

c) y' + y cos y - ~ sin 2 x = 0 , 
, ay b 

d) y = IT-x2 + l + x2 • 
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Die Lösungen sind: 

a) y = ~ x2 + cy!X, b) 
n 

y =- m + cemx, 

b y = C ea arctg x _ _ . 
a 

c) y = sinx- l + Oe-sinz, d) 

Dabei sei bemerkt, daß sich b) auch nach dem in B. ausgeführten 
Verfahren integrieren läßt, und daß man im Falle d) auch nach C. 
verfahren kann. Zu a) möge das geometrische Bild entworfen und der 
Ort der Tangentenschnittpunkte im Sinne des Beispiels ermittelt 
werden. 

Anwendungen. a) In einem elektrischen Stromkreise sei E die 
Spannung zur Zeit t, i die Stromstärke zu dieser Zeit, R der Wider
stand und L die Induktivität. Nach der Lehre von der Elektrizität 
besteht zwischen diesen Größen die Beziehung 

E 'R L di 
=~ + dt' 

aus der sich ergibt 
di R. E 
dt=-y~+y· a) 

Hierbei sind R und L Konstante, während E und i von der Zeit t ab
hängen. Kennt man das Gesetz der Abhängigkeit der Spannung E 
·von der Zeit, mit anderen Worten, ist die Funktion E = E(t) bekannt, 
so ist a) eine lineare Differentialgleichung für die Stromstärke i. Ihre 
Lösung ist nach 26) 

i = e-i-t{~fEeE 1 dt + A}. b) 
Wir betrachten nun bestimmte Einzelfälle. 

l. Es möge zur Zeit t = 0 die Spannung E plötzlich von dem bis
herigen konstanten Werte E 1 auf einen anderen konstanten Wert E 2 

übergehen (plötzliche Einschaltung bzw. Ausschaltung eines Teiles des 
Widerstandes im Stromkreise) ; dann ist für t > 0 nach b) 

-~t{E L ~~ } E -~ t 
i = e L Lz. R eL + A = Rz + Ae L . 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten A berücksichtigen 
daß bis zur Zeit t ~ 0: 

. EI 
~ =R 

ist. Demnach folgt aus c) für A die Bestimmungsgleichung 

}!1 = !!_z + A 
R R oder 

c) 

wir, 
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so daß sich für unsere Annahme die Stromstärke nach dem Gesetze 
ändert: 

d) 

Ist E 1 = 0 (plötzliches Schließen des Stromkreises), so ist 

. _ E2 (1 -yt). 
~-R -e e) 

Der Strom kommt also nicht sofort auf die endgültige Stärke ~2 , sondern 

erreicht sie theoretisch erst nach unendlich langer Zeit, praktisch nach 
einem Zeitraum, der um so größer ist, je stärker die Induktivität L 
ist. Ist beispielsweise E 2 = 100 V, R = l Q, L = l Henry, so ist 
i .= 100 · (l - e-t) Amp., also 

Zur Zeit t= 0 1 

Die Stromstärke i = 0 63,2 

D" Ab . h ioo - i 1e weiC ung - . __:___ = 
1-oo 

100 36,8 

2 3 4 sec 

86,5 95,0 98,2 Amp. 

13,5 5,0 1,8 % 

Abb. 370 zeigt den Verlauf von i 
für verschiedene Werte von L. 

Die Größe i heißt die Zeitkon

stante; sie ist um so kleiner, je 
rascher sich i dem asymptotischen 

Werte ~ nähert, und findet 

1s zs .;s !f.s ihren zeichnerischen Ausdruck in 
Abb. 370. dem Abschnitte, den die in 0 

an die Strom-Zeit-Kurve gelegte 
Tangente auf der Asymptote dieser Kurve bildet (s. Abb. 370). 

2. Zur Zeit t = 0 möge eine elektromotorische Kraft einset7.en, 
welche sich sinusartig ändert: 

E = E0 sinwt. 

Dann wird unter Verwendung von Formel T III 24) 

R R R E -L Sill w t - w cos w t R 
. --t E -t . - -t "o -I R 0 I '~' L jL•f,L emwidt+AJ~' L L ({)' +w' '''+A. 

Setzen wir noch 
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so können wir schließlich schreiben 

. - !!:.e Eo . - !!:.e + Eo · ( ) ~=Ae L + ,; sm(wt- 1X-) = Ae L ,;- -=Slnw t-to, 
rW+~V rW+~V 

wobei wt0 = 1X. ist. 
Zahlenbeispiel: In einem Wechselstromkreise seiE0 = lOOV, R-lO.Q, 

w = 100n sec- 1 (T = 0,02 sec), L = 0,1 Henry. Dann gilt für die 
Phasenverschiebung 1X. zwischen Spannung E und Stromstärke i: 

tg~X = ~~ ·lOOn = n = 3,142; 

-1 

-2 

-J 

Abb. 371. 

demnach 1X. 0 = 72° 21', arc~X = 1,263 = wt0 , folglich t0 = 0,00402sec. 
Ferner ist 

R L = 100 sec ··l, 
100 

,; - --Amp. = 3,03 Amp. 
r 100 + (10 .n)2 

Die Gleichung lautet also 

i = {Ae - 1°01 + 3,03. sin[lOOn(t- 0,004)]} Amp. 

Wird der Stromkreis zur Zeit t = 0 geschlossen, so daß für t = 0 auch 
i = 0 ist, so bestimmt sich die Integrationskonstante A aus der Gleichung 

0 = A + 3,03 · sin ( -0,4n) 
zu 

A = 3,03 · sin 72 o = 3,03 · 0,951 = 2,88 Amp. 

Dieser Fall ist in Abb. 371 dargestellt; sie zeigt die beiden Grundkurven 

y 1= e- toot und y2 = 3,03sin[100n(t- 0,004)], 

außerdem noch die Kurve A · y1 = 2,88e- 1001 ; aus Übereinander
lagerung der beiden Kurven Ay1 und y2 ist dann die endgültige Kurve 

y = y1 + Ay2 , d. h. y = {2,88e- 1001 + 3,03sin[lOO(t - 0,004)]} Amp. 
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gewonnen worden. Sie läßt deutlich erkennen, daß die Stromstärke 
anfangs von dem reinen Sinusgesetze sehr abweicht, sich ihm jedoch 
bald so sehr nähert, daß man nach Verlauf einiger Zeit (in unserem 
Falle nach etwa 0,1 sec) das Stromgesetz unter Vernachlässigung der 
Exponentialfunktion mit großer Genauigkeit durch die Formel 

y = 3,03sin[lOO.n(t- 0,004)] Amp. 

ausdrücken kann. 
b) Eine radioaktive Substanz1) besteht zur Zeit t = 0 aus N 0 Atomen; 

zur Zeit t sind von ihr nur noch N = N 0 e- ;.,t Atome übrig, wobei A1 

die der Substanz eigentümliche Zerfallskonstante ist [s. a. (67) S. 142]. 
Die Zerfallsgeschwindigkeit ist demnach 

dN - , N -A t - , N dt - - 11.1 o e ' - -11.1 ' 

d. h. es scheiden aus der ursprünglichen Substanz von der Beschaffen
heit A im Zeitelement dt A1 N dt Atome aus, die irgendeine andere Be
schaffenheit B annehmen. Ist diese unveränderlich, so vermehrt sich 
die Substanz von der BeschaffenheitBin dem Maße, als die Substanz 
von der Beschaffenheit A abnimmt. Ist die zweite Substanz dagegen 
selbst wieder radioaktiv von der Zerfallskonstanten A2 , so verliert sich, 
wenn sie zur Zeittaus M Atomen besteht, in der Zeit dt A2 M dt Atome. 
Da sie jedoch gleichzeitig aus der alten Substanz A1 Nd t Atome empfängt, 
so vermehrt sie sich in diesem Zeitelement um dM = (A1N- A2 M)dt 
Atome. Es ist demnach 

dM 
Tt = A1N- A2 M 

oder 
~~ = - A M + A N e- ;.,t · dt 2 1 0 ' 

die Abhängigkeit der Atomzahl M der zweiten Substanz von der Zeit t 
ist also durch eine lineare Differentialgleichung festgelegt. Ihr Integral ist 

M = e-f;.,dt{j,t1 N 0 e -J.,t efJ.,dt dt + o}, 
M = e-J.,t{A1 N0 e~J., .::_;.t + c}, M = -~-1 - N0 e- J.,t + Oe- J.,t . 

2 1 ;.2 - ;.1 

Sind von der zweiten Substanz zur Zeit t = 0 M 0 Atome vorhanden, 
so muß sein 

M0=~N0 +0, 
/,2 - 1'1 

also lautet für diese Annahme die vollständige Lösung der Differential
gleichung 

1 ) Aus M. Lind o w, Differentialgleichungen. Leipzig : B. G. Teubner. 
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c) Ein materieller Punkt werde auf einer vertikalen Kreisbahn 
vom Halbmesser a bewegt; er finde auf seiner Bahn einen Reibungs
widerstand von der Reibungszahl p,. Die Bewegung ist zu untersuchen. 

Bewegt sich der Punkt aufwärts, so muß auf dem Wege PP' 
(s. Abb. 372) zur Überwindung der Erdscp.were mg eine Arbeit 

mg·PQ = mg·a·dqJ· sinqJ 

geleistet werden. Die Masse m des Punktes übt auf die Bahn einen 
Normaldruck N aus, der sich aus der Komponente mgcosqJ des Ge-

2 

wichtes und der Fliehkraft m · :!~_ 
a 

zusammensetzt, also insgesamt 

v2 
mgcosqJ + m

a 

beträgt. Folglich ist die zu überwin
dende Reibungskraft 

' v2) w = ß m (g cos qJ + a . mg 
Abb. 372. 

Diese wirkt in der Richtung der Kreistangente in P der Bewegung 
entgegengesetzt; folglich ist zu ihrer Überwindung auf dem Bahn
element PP' die weitere Arbeit zu leisten 

W·PP' = ~~m(gcos qJ + :}adqJ . 

Die Gesamtarbeit ist also 

dA = m [g (sin qJ + p, cosqJ) + p, : 2
] a dqJ. 

Diese muß nach dem Satze von der Erhaltung der Energie entgegen
gesetzt gleich der auf der Bahn PP' geleistet en Bewegungsenergie 

d (~ v2) sein, so daß wir für die Aufwärtsbewegung die Differential

gleichung erhalten 

a(m 2) 
d
2 v = - m {~ sin ( 1fJ + e) + p, v2} , r cose 

wobei tge = p, gesetzt ist und e den R eibungswinke l bedeutet. 
Das ist aber eine lineare Differentialgleichung mit der unabhängigen 

2 

Veränderlichen qJ und der abhängigen Veränderlichen ~ 

v2 
d-

2 2 v2 a.g . ( + ) 
~ = - p,·- --- sm qJ e. 
dr 2 cos e 

a) 
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Ihr Integral ist nach 26) 

v2 = e-2t-<'P{-_!!jf_ re2U'1' sin(q:> + e)dcp + c}. 
2 cosg) 1 

Nach Formel TIII24) ist 

fe2f' <p sin (tp + e) d q:> = e -2!•r)e2 ~< (<p+(>) sin ( q:> + e) d ( q:> + e) 

_ 2 2 ( +) 2ttsin(q:> + g)- cos(q:> + e) = e ~<!! • e '' rr e • ____:__ _ __:_:_---: 
(2p)2 + 1 

oder, wenn wir setzen 2fl = tge': 

-e21''Pcos(rp + e + e')cose'; 
daher wird 

_!-__V2 =e-2!•'P{_!!jf_e21"Pcos(q; + f! + f!1)C0Sf!1 + c} 2 COS(l 

oder 
1 2 cos u' ( ') 0 2 -V = a (/ · -- · COS q:> + f! + f! + e- f' 'P . 2 COS(l 

b) 

Hat demnach der Punkt in seiner tiefsten Lage (q:> = 0) die Geschwindig
keit v0 , so ist 

I • cos e' ( ') 0 - Vi) = ag - -- -COS f! + f! + 2 COS(l ' 
also 

~ V2 = ag. :::~ [cos(q:> + e + e') - e- 2t-<'P cos (e + e'l] + ~ v5 e- 2f''P. 

Für die höchste Lage des Punktes P muß v = 0 sein; zwischen dem zu 
ihr gehörigen Winkel q:> = a. und der Geschwindigkeit v0 beim Durch
gange durch die Ruhelage besteht folglich die Gleichung 

1 • cos e' [ ( ') ., ( ')] -2 Vü = ag • -- - COS (! + (! - e-·"" COS <X + f! + f! . 
COS(l 

c) 

Bewegt sich dagegen der Punkt abwärts, so ist die Arbeit, die 
durch die Erdanziehung geleistet wird, gleich g · a drp sin q:>, die zur 
Überwindung der Reibung dienende gleich 

flm(gcosrp + ~)·adrp. 
J?ie Differenz beider, welche die tatsächlich geleistete Arbeit darstellt, 
ist dann 

dA= m [g(sinrp- fl cosrp)- fl 'll:] adrp; 

und wir erhalten jetzt nach dem Satze von der Erhaltung der Energie 
die Gleichung 
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wobei wiederum tge = ft gesetzt ist. Wir können sie wieder als lineare 
. 2 

Differentialgleichung zwischen cp und ~- schreiben: 

v2 
d-

2 v2 ag . 
aq; = + 2 .U • 2 - cos e sm ( cp - e) . al) 

Ihre vollständige Lösung erhält man auf dem gleichen Wege wie oben zu 

v2 cose1 • - = ag --cos(<p- e- (l1 ) + Oe2-"'" 
2 cose ' 

bl) 

wobei tge 1 = 2ft ist. Bei der Abwärtsbewegung ergibt sich demnach 
zwischen dem zur Höchstlage des Punktes (v = 0) gehörigen Winkel 
cp = <X und der Durchgangsgeschwindigkeit v0 durch die tiefste Lage 
(cp = 0), da jetzt 

und 

cose1 1 o 0 = ag ·-- cos(cx.- (!- (!) + 0 e-.u"' 
cose 

v2 COSf!1 

2° = ag-- cos(e + (!1
) + 0 

cose 

sein muß (Elimination von 0 aus beiden Gleichungen), die Beziehung 

l .. 2 COS /!1 
[ 1 9 ( 1 ] -2 V()= ag ·-- cos(e + e)- e--1"" cos <X -(!- 0) . cose ~ 

cl) 

Der materielle Punkt gelangt also nicht mit der gleichen Geschwindig
keit wieder in der Tiefstlage an, mit der er sie bei der Aufwärtsbewegung 
durchlaufen hatte; der Unterschied der Quadrate der Geschwindig
keiten ergibt sich aus c) und c') vielmehr zu 

2
1 (vÖt- VÖ-1-l = ag~ose1 [e- 2~'"' cos(<X- (!- (!1

)- e2 ~'"' cos(cx. + (! + (!1
)]. 

cose 

Auf die lineare Differentialgleichung läßt sich auch die Bernoullische 
Differentialgleichung zurückführen; sie ist von der Gestalt 

Yl = Py+ Qyn, 28) 

wobei n eine beliebige Zahl ist. Setzen wir nämlich 

y-n+l = z, also (-n + 1)y-n • dy = dy 
dx dx 

ein, so geht sie über in 

oder 

dz _ n_ l ---1 - _ _ n_ 
-· .z - n+l. _ __ = pz- n+l + Qz - n+l 
dx -n + l 

dz 
dx = (1 - n) Pz + (1 - n) Q, 281

) 

die sich nach dem Verfahren von (224) Formel 26) weiter be
handeln läßt. 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 23 
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Ist beispielsweise die Gleichung 

y' + _ Y_ + (x + !l y3 = 0 
X+ 1 2 

gegeben, so setzen wir 

y - ~=Z, -2y-3~_y_ = '}_!__. 
dx dx' 

die Gleichung geht dadurch über in 

- y3 t!_z_ + _}L_ + ~-+ :!? y3 = 0 
2 dx x + 1 2 

bzw. m 
dz 2 
dx = x + I z + (x + 1)3. 

Aus ihr ergibt sieh die Lösung 

z = e2ln(x+l){fx + 1)3 e - ~ln(x+l) dx+C}, 

und hieraus 
(x + I)2{(x + 1)2 + C}y2 = 2. 

Man behandle selbständig die Gleichung 

y' + aysinx + by2 sinx = 0. 
Ihre Lösung ist 

a 
y = aO e-acosx ::_ b. 

(226) 

(226) F. Das vollständige Differential; der Eulersche Multiplikator. 
Ist eine Funktion F(x, y) gegeben, so ist nach (164) S. 505 ihr voll
ständiges Differential 

iJF oF 
iJx • dx + iJy • dy. 

Setzen wir dieses gleich Null, so erhalten wir eine Differentialgleichung 
erster Ordnung und ersten Grades in der Form 

wobei 
tp(x, y)dx + 1p(x, y)dy = 0, 

aF 
tp(x,y) == ax und 

aF 
lf(X, y) = By 

29) 

30) 

gesetzt ist. Wir überzeugen un·s leicht, daß die vollständige Integral
gleichung der Differentialgleichung 29) lauten muß 

F(x, y) = c; 31) 

bilden wir nämlich beiderseits das vollständige Differential, so geht 
31) in 29) über. Können wir demnach feststellen, daß die linke Seite 
einer Differentialgleichung 29) ein vollständiges Differential ist, so 
brauchen wir nur die Funktion F(x, y), von der sie das vollständige 
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Differential ist, gleich einer Konstanten zu setzen, um die vollständige 
Integralgleichung der Differentialgleichung 29) zu erhalten. Wir haben 
aber in (165) S. 510 ein Mittel kennengelernt, um zu entscheiden, oll 
ein Ausdruck von der Form 

q;(x, y) dx + 1p(x, y) dy 32) 

ein vollständiges Differential ist; es muß dann die Identität bestehen: 

orp _ a"~' 
ay = ax · 33) 

Ist diese Bedingung erfüllt, so handelt es sich darum, die Funktion F( x , y) 
zu finden, für welche 32) das vollständige Differential ist. Da nun 
nach 30) 

sein muß, so muß einmal 

oF 
cp(x' y) - ox 

F(x, y) = J cp(x, y) dx + 0 1 (y) 34) 

sein, wobei, wie angedeutet, 0 1 zwar bezüglich x eine Konstante, die 
Veränderliche aber y enthalten kann; das Integral in 34) ist dabei so 
auszuwerten, daß y als Konstante behandelt wird. Durch Zurück
differenzieren überzeugt man sich ohne Mühe von der Richtigkeit 
von 34). Wir können F(x , y) aber auch aus der zweiten Bedingungs
gleichung 30) oF 

'lfJ(X, y) - By 

erhalten; es ergibt sich auf die nämliche Weise wie vorher 

F(x, y) = /'lfJ(X, y)dy + 0 2 (x), 34') 

wobei während der Integration x als Konstante zu behandeln ist und 
die Integrationskonstante 0 2 sehr wohl eine Funktion von x sein kann. 
Da die beiden für F(x, y) gewonnenen Ausdrücke 34) und 34') einander 
identisch gleich sein müssen, ergibt sich die Beziehung 

jcp(x, y)dx + 0 1 (y) /'lfJ(X, y)dy + 0 2 (x); 35) 

aus ihr bestimmen sich ohne Schwierigkeiten die Funktionen 

bzw. 

Haben wir auf diese Weise F(x, y) gefunden, so ist, wie schon erwähnt, 
F(x, y) = c die vollständige Lösung von 29) . Wir wollen uns einem 
Beispiele zuwenden. 

Es sei die Differentialgleichung gegeben 

(x2 - ay)d x + (y2 - ax)dy = 0. a) 
Hier ist 

cp(x, y) _ x 2 - ay, 'lfJ(X, y) = y 2 - ax; 

23* 
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dr.p 
oy -a, 

o'l/' --
ox =' -a, 

or.p _ o'l/' 
oy = ox · 

(226) 

Demnach ist die linke Seite von a) ein vollständiges Differential. Um 
nun die Funktion F (x, y) zu finden, von der sie das vollständige Diffe-
rential ist, setzen wir einerseits 

aF 
ox- x2- ay, 

andererseits 
aF 
ß?j = = y2 - a X • 

Aus 
aF 
ox - x2- ay 

folgt 
x3 

F(x, y) = 3 - axy + C1 (y), 

aus 
oF 2 
oy=y -ax 

dagegen 
y3 

F(x, y) = T- axy + C2 (x). 

Es muß demnach die Identität bestehen 

sie wird erreicht, wenn wir 
y3 

Cl(y) == 3 
setzen. Es ist also 

und 

x3 ya 
F(x, y) - 3 - a x y + 3 b) 

die Funktion, von der die linke Seite von a) das vollständige Differential 
ist. Also ist x3 ya 

3 -axy+-:r-=c 

eine vollständige Integralgleichung von a), und damit ist die Differential
gleichung integriert. 

Weitere Beispiele. (Es ist stets zuerst zu untersuchen, ob wirklich 
ein vollständiges Differential vorliegt!) 

a) (3-2~)dx+ 1 t2~dy=0; 
b) {2xcos(x2 + y) + lny}dx + {cos(x2 + y) + ~ }dy = 0; 
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c) xy2 dx + (2y3 + 3by2 + b2 y- a2 y + x2 y- a2 b)dy = 0; 

d) y2dx+x2dy=0. 

Integralgleichungen: 

x2 l 
a) 3x----=c 

y y 
oder 3x y- (l + x2)- c y = 0; 

b) sin(x2 + y) + xlny = c; 

c) !(x2y2 + y4 + 2by3- a2y2 + b2y2- 2a2by) = c; 

d) x + y- cxy = 0. 

Die Gleichungen a) und c) können auch als Bernoullische Diffe

rentialgleichungen behandelt werden, letztere bezüglich ~. Die 

linke Seite von Gleichung d) ist kein vollständiges Differential; wie 
läßt sie sich integrieren 1 

An wend ung: In (139) S. 397 ist die Aufgabe gestellt worden, die 
Kurve des GewichtesP so zu bestimmen, daß die Klappe vom Gewichte G 
in jeder Lage im Gleichgewicht ist. Unter Bezugnahme auf Abb. 217 
zerlegen wir P in zwei Seitenkräfte, von denen die eine senkrecht zur 
Bahn, die andere, S genannt, in die Richtung des Leitstrahles r des 
Kurvenpunktes fällt. Schließt r mit der Bahntangente t den Winkel q; 
ein, so muß nach (141) S. 403 Formel 58) 

r 
tgq; = 7 

sein; ferner ist der Winkel 

also, da 
-1::. (Pt) = -& + q;, 

Pcos(-& + q;) = S cosq; 

sein muß, die Spannkraft des Seiles 

S = Pcos(t'P+ <p) = P(cos-& - sin-&tgq;) = P(cos#- sin-& · r'r). 
COS<p 

Da P = -~ fi ist und das Moment von S bezüglich des Drehpunktes A 

bei Gleichgewicht gleich dem von G sein muß, so ergibt sich die Gleichung 

G · ~ sin2e = ; yi (cos-& - sin-& · ;,) · a cose. 

Da ferner . b-r 
SillE= b}l2_ 

ist, so erhält man die weitere Gleichung 

b - r _Q r . -<l - - = COS u· - - Slllv 
b r' ' 
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eine Differentialgleichung zwischen r und {}, die sich auch in der Form 
schreiben läßt: 

(b- r- bcoS'&)dr + brsin{}d{} = 0. 

Die linke Seite der letzteren ist, wie man sich leicht überzeugt, ein 
vollständiges Differential, und zwar von 

r2 
F ( r, {}) ,~ b r - 2 - b r cos {} . 

Daher ist das vollständige Integral der Differentialgleichung 

b r- t r 2 - b r cos{} = c . 

Bedenkt man, daß auf Grund der Aufgabe für & = 0 auch r = 0 sein 
muß, so ergibt sich c = 0 und hieraus als einzig verwendbare Lösung 
r = 2b(l- cos{}), in Übereinstimmung mit dem Ergebnis von (139) 
s. 398. 

(227) Ist die Bedingung 33) nicht erfüllt, also die linke Seite von 29) 
kein vollständiges Differential, so läßt sich das soeben entwickelte 
Verfahren nicht ohne weiteres verwenden. Indessen kann man sich 
die Frage vorlegen, ob man eine Funktion R(x , y) finden kann von 
der Eigenschaft, daß ihr Produkt mit Gleichung 29) die linke 
Seite derselben zu einem vollständigen Differential umwandelt. 
So ist z. B. in dem oben unter d) angeführten Beispiele y 2 d x + x 2 d y = 0 
die linke Seite zwar kein vollst ändiges Differential; wenn wir die Glei-

chung aber mit _ _}__ multiplizieren, so nimmt sie die Form x2y2 

dx_ + dy = 0 
x2 y2 

an; und in dieser ist die linke Seite ein vollständiges Differential , wie 
man sich leicht überzeugt. Ihre Integralgleichung ist 

1 I 
- - -- = +c 

X y 
oder wie oben x + y- cxy = 0. 

An diesem Beispiele erkennen wir, daß es sehr wohl eine Funktion 
R(x , y) von der verlangten Eigenschaft geben kann; man nennt sie 
einen Eulerschen Multiplikator oder integrierenden Faktor der gegebenen 
Differentialgleichung. Er führt Gleichung 29) über in 

R(x , y)cp(x, y)d x + R(x, y)lf'(X, y)dy = 0. 36) 

Daß die neu entstandene Differentialgleichung 36) durch die gleiche 
Integralgleichung befriedigt wird wie 29), folgt aus der Tatsache, daß 

R(x, y) cp (x , y) dx + R(x , y) lf'(X, y) dy 

-- R(x, y) (cp (x , y)dx+lfJ( X, y)dy) 



(227) Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung ersten Grades. 787 

ist; jede FunktionF(x, y), die 29) erfüllt, macht den Klammerausdruck 
der rechten Seite und damit den ganzen Ausdruck gleich Null. 

Es fragt sich nun, wie man den Eulerschen Multiplikator 
finden kann. Damit 36) ein vollständiges Differential ist, muß nach 33) 

iJ(R • rp) o(R • tp) 
2?/ ------ax 

sein; dies gibt die Gleichung 

orp aR 01p aR 
R ·a-y + fP • -ä-y = R · ax + "P · a--x 

oder 

37) 

Die letzte Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung für R; 
die Behandlung einer solchen überschreitet den Rahmen dieses Buches. 
Aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen sei ohne Beweis 
an dieser Stelle nur angeführt, daß es stets unendlich viele Lösungen 
einer solchen Gleichung gibt. Wir wollen hiervon Gebrauch machen; 
dann müssen sich stets unendlich viele Eulersche Multiplikatoren zu 
einem gegebenen Ausdruck finden lassen. Zur Ableitung einer weiteren 
Eigenschaft formen wir 37) um, indem wir schreiben 

1 aR 1 aR otp orp 
!l' a!; · r'- R · ax ·V'= ax- ay · 

Da nach der Kettenregel 

iJ lnR 1 oR 
und 

i!!nR 1 oR 
-a--y = R ·a-y 

ist, so kann die letzte Gleichung auch in die Form gebracht werden: 

iJ lnR o !nR 01p orp 
r' · ---ay- - V'· -a-x· = ax- ay · 38l 

Sind nun R1 und R2 zwei Eulersche Multiplikatoren des Ausdruckes 
tp · dx +V'· dy, so müssen nach 38) die beiden Bedingungen bestehen: 

f{!. o lnR1 _V'. o lnR1 = otp _ orp und fP. o lnR2 _V' .?_.!_n~ _ otp _ orp 
oy iJx iJx oy i)y ox - iJx oy. 

Aus ihnen folgt aber 

a~~ a~~ a~~ a~~ 
?J· ----a;y - - V'· ax- = r' ·ax- - "~'' ax-

oder 

bzw. 
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Es muß sich also 

39) 

verhalten. Ist nun andererseits F (x, y) = c eine Integralgleichung 

von 29), so muß sich ~:: ~: ebenfalls wie q;: tp verhalten, da ja 

dy iJF iJF 
dx - iJx · iJy 

ist und sich aus 29) 
dy 
dx =- q;: tp 

ergibt. Es folgt daher aus der Vergleichung von 39) mit 40), daß 

1 Rr 
n R = c 

2 

40) 

und damit auch ~1 = C eine vollständige Integralgleichung von 29) ist. 
2 

Kennt man demnach von einer Differentialgleichung 29) 
zwei Eulersche Multiplikatoren R1 und R 2 , so ist der Aus-

druck fJ; = C eine vollständige Integralgleichung von 29). 

Wir haben gesehen, daß der Eulersche Multiplikator einer Diffe
rentialgleichung 29) durch eine partielle Differentialgleichung 37) be
stimmt ist. Wenn wir diese auch nicht allgemein integrieren können, 
so doch in einigen bestimmten Sonderfällen, die wir jetzt behandeln 
wollen. 

a) Wir legen uns die Frage vor, ob eine gegebene Differentialglei
chung 29) einen Eulerschen Multiplikator hat, der von x a llein 
abhängig, also von der Form R(x) ist; in diesem Falle muß 

~ll_ = 0 und aR dR 
iJy ßx - dx 

sein, und 37)• geht über in 

1p • ~ll_ + R (~3!!_ - 0 r) = o 
dx iJx iJy 

bzw. dR + _!__ (~.11!. - 0!:) dx = 0 . 
R 'f/J ax ay 

Wenn der Ausdruck 
_!__ (i) lp - ~_1') 
lfJ iJx iJy 

nur x allein enthält, aber frei von y ist, so ist diese Gleichung eine 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades 
für R . Sie läßt sich leicht integrieren. Denn es ist dann 

lnR = ~(8rp _ dtp)' • dx 
jl ay ax 'f/J 

bzw. 
f(iJ 'P _ o·•") dx 

R = e i!y ,)., "' 
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ein Eulerscher Multiplikator von der gewünschten Eigenschaft. Wir 
haben gefunden: Ist der Ausdruck 

() rp () tp 

i5Y - ax = <fJ (x) 
tp 

von y unabhängig, so hat die Differentialgleichung 29) e inen 
Eulerschen Multiplikator R, der eine Funktion von x a llein 

ist, und zwar ist R = e j<P (x )dx. 

b) Auf ähnliche Weise läßt sich zeigen, daß, wenn der Ausdruck 

() tp () <p 

ax - a--y 
- - - - -- - = 'Jf(y) 

<p 

von x unabhängig ist, die Differentialgleichung 29) einen Multiplikator R 
hat , der eine Funktion von y allein ist; er ist durch die Gleichung 
R = f/'l' (y)d y bestimmt. 

c) Soll R eine Funktion der Summe x + y, also von der Form 
R(x + y) sein, so muß, da 

ist, 

iJR dR o(x + y) 
ox = d(x + y)' - ax- und 

dR iJR iJR 
d(x T Y} = Bx = iJ y 

sein; dann geht 37) über in 

iJrp iJtp 

~X+ y) = 1 
ox - -

dR iJ y - ßx . 
R + rp _ V>-- • d (x + y) = 0 

Es muß dann der Ausdruck 

eine Funkt ion von (x + y) sein. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist 
der Eulersche Multiplikator R = e - f <P(x +y)d(x+vl. :-- Welche Bedingung 
muß bestehen, damit der Eulersche Multiplikat or eine Funktion der 
Verbindung (x- y) ist, und wie lautet er dann 1 

d) Damit R eine Funktion des Produktes x · y- R(x · y) 
also 

iJR _ _ d_!!_ • ~x y) _ _ d R • 
i)x - d (:c y) ox - d (x y) Y und 

BR dR B(x y) dR 
iJ y = d (xy) • f5Y = d (x y) • x 



790 Die Differentialgleichungen. 

ist, muß nach 37) 
dR (iJ'P o rp) (x. 'P- Y ·1p). d(xy) = R. ox - oy 

oder 

d. h. der Ausdruck 

o~.p ocp 
dR ox - oy 
- = -. --- - ·d(xy). 
R X•rp-y•!.p -

01p orp 
OX - CJy - ---- -- ·-- = ifJ (x y) 

X•rp- y •lp 

(227) 

muß eme Funktion des Produktes x · y sein. Es ergibt sich dann 

R = ef<P<x·y)d(x·y>. 

e) DamitReine Funktion des Ausdruckes x 2 + y 2 - R(x 2 + y 2) -, 

also 
(JR _ dR • ~(:~_+y2) _ _ dR • 2x 
ox - d(x2 + y2) CJx - d(x2 + y2) · 

(JR dR o (x2 + y2) dR , 
äy = d(x2 + y2) • - ·· ay- = d(x2 + y2) • 2Y 

und 

ist, muß nach 37) 

dR (o 'P iJ rp) 
2 (y. 'P - x. lp) . ri(x2 + y2J = R . ox + ä!J 

oder 01p arp 
dR iJx - iJy - = -- - - . d(x2 + y2) 
R 2(yrp - X!p) ' 

d. h. der Ausdruck 
01p ocp 
ax- ay --- = W(x2 + y2) 

2(yrp- X!p) 

muß eine :Funktion der Verbindung (x 2 + y 2) sein. Es ergibt sich dann 

R = ef1•<x'+y'Jd<x'+y' ) . 

Man stelle weitere Sonderfälle zusammen und entwickle insbesondere 
die Bedingungen, unter welchen der Eulersche Multiplikator eine 

2 
Funktion der Verbindungen ~ , x2 + y, x 2 - y2, x2 y, -~ - , . . . ist, y y 
und gebe den Eulerachen Multiplikator an. 

B e ispiele. a) Gegeben sei die Differentialgleichung 

(x2y + y + l)d x + (x + x3 )dy = 0; 

ihre linke Seite ist kein vollständiges Differential. Wir wollen unter
suchen, ob sie einen Eulerachen Multiplikator R(x ) hat, der von x 
allein abhängt. Es muß dann 

R · (x2y + y + 1) dx + R · (x + x3) dy = 0 



(227) Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung ersten Grades. 791 

ein vollständiges Differential, also nach 33) 

dR 
R. (x2 + l) = R · (3x2 + l) + (x3 + x) dx 

sein. Hieraus folgt dR 2x 
R =- x2+ 1 dx. 

Da diese Gleichung y überhaupt nicht mehr enthält, ist unsere Annahme 
richtig, und wir erhalten 

lnR = -In(x2 + l), 
1 

R=x2+1 

Das vollständige Differential, in welcher die linke Seite der gegebenen 
Differentialgleichung übergeht, lautet demnach 

(y + x2 ~ 1) dx + x dy; 

seine Ausgangsfunktion ist x y + arctg x. Demnach ist x y + arctg x = C 
die vollständige Integralgleichung der gegebenen Differentialgleichung. 
Übrigens läßt sich die Differentialgleichung auch als lineare Düferential
gleichung nach E. integrieren. 

b) Gegeben sei die Differentialgleichung 

Sie hat einen nur 
Ausdruck 

(x2 + y2 + 2x)dx + 2ydy = 0. 

von x abhängigen Multiplikator 

orp iJ'P 
iJy - iJx _ 2y-O 
-------;;;- - - 2y l 

R1 ( x); denn der 

enthält die Veränderliche y nicht. Es ist also R1 • ( x 2 + y 2 + 2 x) 
+ R 1 • 2 y ein vollständiges Differential und folglich nach 33) 

2R1 y=2ydd~1 oder d~1 =dx, lnR1 =x, R1 =e"'. 

Dieselbe Differentialgleichung hat aber auch einen Multiplikator 
R2(x2 + y 2), der eine Funktion der Verbindung x 2 + y2 ist; denn der 
Ausdruck 

a'P iJrp 
7fX - 8Y 0 - 2y l 

2(yrp - x'P) = 2-:-{y(x2+ y2 + 2x)- 2xy) = - x2 + y2 

ist ebenfalls eine Funktion von x2 + y2 • Demnach ist 

R 2 • (x 2 + y2 + 2x) + R 2 • 2y 

ein vollständiges Differential und folglich nach 33) 

R 2 ( 2 2 2 ) . dR2 2 - 2 dR2 2 
2. y + X + y + X • d(x2 + y2) • y- y • d(x2 + y2) • X 

oder 
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lnR2 = -ln(x2 + y2), 
1 R - - -2-xz+yz 

(227) 

Wir kennen somit zwei Eulersche Multiplikatoren unserer Differen
tialgleichung 

und R __ __ I _ . 
2- xz + yz ' 

ihr Quotient ist (x2 + y 2)e"'. Demnach muß (x2 + y2)e" = c eine voll
ständige Integralgleichung unserer Differentialgleichung sein. Man 
behandle diese Differentialgleichung auch als Bernoullische Diffe
rentialgleichung. 

c) Man zeige, daß die Differentialgleichung 

y 2 (x- y) dx + (l - xy2) dy = 0 

einen Eulerschen Multiplikator hat, der nur von y abhängt, bestimme 
diesen und ermittle die vollständige Integralgleichung: 

~ x2- xy- ~ = C. 

Anwendung: Die Methode des integrierenden Faktors ermöglicht 
uns, eine dritte Ableitung des Integrals einer linearen Differential
gleichung zu bringen. Ist y' = P(x) · y + Q(x) die lineare Differential
gleichung, die wir jetzt in der Form schreiben wollen 

(P · y + Q) · dx- dy = 0, 

und ist R(x) ein nur von x abhängiger integrierender Faktor, so muß 

R(x) · (P(x) · y +XJ(x))dx + ( -R(x))dy 

ein vollständiges Differential, d. h. es muß 

dR 
R·P=--dx 

sein. Aus dieser Gleichung ergibt sich 

dR 
R = -Pdx, lnR =- jPdx, 

Der Ausdruck 
e-]Pdx(P. y + Q) dx + ( -e-]Pdx) dy 

ist also ein vollständiges Differential. Die Ursprungsfunktion ergibt 
sich zu 

je-/Pdx(Py + Q) dx + Cl(y) = -ye -]Pdx + JQe-]Pdx dx + Cl(y), 

bzw. zu 

-je-]Pdxdy + C2(x) = -ye-]Pdx + C2(x). 

Der Vergleich lehrt, daß 

G1 (y) = 0 und 
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zu setzen ist; die Ursprungsfunktion lautet also 

-ye-!Pdz+ jQe-fPdxdx. 

Demnach ist 

-ye-!Pdz + J Qe-!Pdz dx = -c 

eine vollständige Integralgleichung, also 

y = efPdx{jQe-./Pdz + c} 
das vollständige Integral der vorgelegten linearen Differentialgleichung, 
in Übereinstimmung mit Formel 26). 

Wir haben hiermit die wesentlichsten Verfahren zur Integration 
einer Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades behandelt 
und damit die Grundlage für weitere Betrachtungen geschaffen. Im 
nächsten Paragraphen wollen wir uns mit Differentialgleichungen erster 
Ordnung befassen, die nicht vom ersten Grade sind. 

§ 2. Differentialgleichungen erster Ordnung, die nicht 
vom ersten Grade sind. 

(228) Ist die Differentialgleichung erster Ordnung von der allgemeinen 
Form 

F(x, y, y') = 0, 41) 

und gelingt es, sie nach y' aufzulösen, so läßt sich ihre Lösung leicht 
auf die einer Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades 
zurückführen. Wählen wir als einfaches 
Beispiel die Differentialgleichung erster 
Ordnung zweiten Grades 

y' 2 - 3 y' - 4 = 0! 

Ihre Auflösung nach y' ergibt die beiden 
Werte y;_ = 4 und y~ = -1 . Geometrisch 
heißt dies, daß jeder Punkt P der Ebene 
Träger von zwei Linienelementen ist; 
das eine hat in unserem Falle die Rich
tung A1 = 4, das andere die Richtung 
A2 =-I. Abb. 373 gibt das Bild der 

Abb. 373. 

Differentialgleichung und zugleich die Integralkurven; sie sind in diesem 
Falle zwei Scharen paralleler Geraden mit den Richtungsfaktoren 4 
und -I. Wir können die Richtigkeit dieses geometrischen Bildes auch 
rechnerisch bestätigen; denn aus y' = 4 folgt y = 4 x + c als Gleichung 
der ersten Kurvenschar und aus y' = - I ebenso y = -x + c als 
Gleichung der zweiten Kurvenschar. Die Gleichung der ersten Schar 
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läßt sich schreiben y - 4 x - c = 0, die der zweiten Schar y + x- c = 0. 
Also ist die Gleichung 

(y- 4x- c) (y + x- c) = 0 

die vollständige Integralgleichung der vorgelegten Düferentialgleichung. 
Hat - um zur allgemeinen Behandlung überzugehen - die Glei

chung 41) für y' dien Lösungen y' = q;k(x , y), (k = 1, 2, ... , n), 
und ist /J.,(x, y) = c das vollständige Integral der Differentialgleichung 
ersten Grades y' = q;k(x, y), dann muß 

(ft(x, y)- c) · (/2(x, y)- c) ... (f(x, y)- c) .. - (/( x, y)- c) = 0 42) 

die vollständige Integralgleichung von 41) sein. Denn Gleichung 41) 
läßt sich schreiben 

(y'-q;1(x, y)) · (y'-cp2(x, y)) ... (y'-q;k(x, y)) ... (y'-q;n(X, y))=O . 41') 

Da nun fk(x, y) = c das Integral von y' = cpk(x , y) sein soll, so wird 
durch Einsetzen von /k ( x, y) = c der Faktor y' - q;k ( x , y) der Glei
chung 41') und damit die linke Seite von 41') selbst identisch gleich 
Null; da fernerhin auch der Faktor /k(x, y)- c in 42) verschwindet, 
wird 42) selbst erfüllt. 

Anwendungen. a) Gegeben sei die Differentialgleichung 

y' 2 + 2ay'- bx = 0 ; 

ihre Auflösung nach y' ergibt 

y' = - a + eya2T bx, 

a) 

wobei e2 = 1 ist. Das vollständige Integral dieser Differentialgleichung 
ersten Grades ist aber 

2s,;--3 
y = -ax + 3b ra2+ bx + c. 

Hieraus ergibt sich durch Beseitigen der Wurzel die vollständige Integral
gleichung von a) 

4 
(y + ax - c)2 - -962 (a2 + bx)3 = 0. b) 

Die Probe bestätigt die Richtigkeit. Bilden wir nämlich von b) das 
vollständige Differential, so erhalten wir 

2(y + a x - c) • dy + [2a(y + a x - c) - 9~2 • 3b(a2 + bx)2J d x = 0; 

aus ihm folgt 

Setzen wir zur Elimination der Integrationskonstanten diesen Wert für 
y + a x - c in b) ein, so erhalten wir die Gleichung 

4(a2 + bx)4 4 2 3 _ 

9b'i.(y'+a)2 - 9b2 (a + bx ) -O, 
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welche nach einfachen Umformungen zur Ausgangsdifferentialglei
chung a) zurückführt. 

b) Die Differentialgleichung laute y = b (l + y'2)m; ihre Auflösung 
nach y' ergibt 

,- -f--

y' =V ( r )"' - I . 

Diese Differentialgleichung läßt sich nun zwar nicht allgemein inte
grieren, wohl aber für gewisse bestimmte Werte von m. So ist bei
spielsweise für m = I 

y'=Vt- 1 • 
also 

dy 
---c--= = dx oder 

1/!t_ - 1 
. b 

x- x0 = 2bVt- I; 

daher wird 
(x - :r0 ) 2 - 4b (y - b) = 0 

die vollständige Integralgleichung. Andere Sonderfälle, deren sorg
fältige Durchführung dem Leser überlassen sei, sind 

1 
m = - 2 ; vollständige Integralgleichung (x - x0) 2 + y2 - b2 = 0; 

b X-X 
y=2~of-~; 

m =- 1; X - Xo = b arcsin V r - fb y - y2 • 

Setzt man in der letzten 

b 
y = 2 (I - cos rp) , 

so geht die vollständige Integralgleichung in die Parameterform (Para
meter rp) über 

x- x0 = ~ (rp- sinrp), 
b 

y = 2 (l - cosrp). 

c) Für welche Kurven hat die Normale die konstante Länge a? 
Da die Länge n der Normalen nach (120) S. 325 durch die Formel 

n = yfi+--y'2 

gegeben ist, erhält man die Differentialgleichung 

y2 + y2y'2 = a2, 

die sich auch schreiben läßt 
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Also ist ihre vollständige Integralgleichung 

(ya2 - y2 + (x- x0))(-(a2=7- (x- Xo)) = 0 

oder 

Die Kurve ist demnach ein Kreis vom Halbmesser a, dessen Mittel
punkt auf der Abzissenachse liegt. 

d) Die Differentialgleichung 

x2y'2- 4(y- h)xy' + x2 + 4y2 - 4hy = 0 

ergibt, nach y' aufgelöst: 

xy' = 2(y- h) + t::f4h2 - 4hy- x2 [s2 =I). 

Um diese neu gewonnene Differentialgleichung ersten Grades zu inte
griEren, setzen wir 

also 

, /- - --
cy4h2- 4hy- x2 = z , 

x2 + z2 
y = h - - ----

4h 
und 

1 X+ Z?-1 

y =-2h" 

Dadurch wird die Differentialgleichung 

x2 +x zz' x2 +z2 

- --2h- = -2h- + z , 

aus der sich mittels einfacher Umformungen ergibt 

xz' - z + 2h = 0. 

Diese Gleichung gestattet die Trennung der Veränderlichen: 

dz dx 
z-=--- iii x 

Hieraus folgt 

ln(z- 2h) = lnx+ c, z- 2h= -Ox, }'4h2- 4hy- x2 = -Ox+2h 

und nach Quadrieren 

Die Integralkurven sind Parabeln, die sämtlich durch den Anfangs
punkt gehen und deren Achsen parallel zur y-Achse sind. Es sind, 
wie wir noch sehen werden, diejenigen Parabeln, die ein Massenpunkt 
beschreibt, wenn er mit der gleichen Anfangsgeschwindigkeit, aber 
verschiedener ·Anfangsrichtung vom Anfangspunkte aus bewegt wird 
und der in Richtung der negativen y-Achse wirkenden Schwerkraft 
unterworfen ist. [Schar von Wurfparabeln; die Ausgangsgleichung 
ist die Differentialgleichung dieser Schar; s. (231) S. 807ff.] - Das 
Beispiel zeigt, worauf noch besonders hingewiesen werden möge, daß 
es durch Einführung einer neuen Veränderlichen bisweilen gelingt, 



( 229) Differentialgleichungen erster Ordnung, die nicht vom ersten Grade sind. 7 9 7 

verwickeltere Differentialgleichungen auf eine der im vorigen Para
graphen behandelten Formen zu bringen und auf diesem Wege eine 
Integration zu ermöglichen. 

(229) Ist es nicht möglich, Gleichung 41) nach y' aufzulösen, so ver
suche man die gegebene Differentialgleichung nach einer der beiden 
Veränderlichen x oder y aufzulösen Nehmen wir zuerst an, die 
Gleichung 41) sei nach y auflösbar, so kann man schreiben 

y = f(x, y'). 43) 

Wenn wir beide Seiten nach x differenzieren, so erhalten wir aus 43) 

44) 

~~ und j~ sind angebbare, also bekannte Ausdrücke, und zwar 1m 

allgemeinen Funktionen der beiden Veränderlichen x und y'. In 44) 
tritt die Veränderliche y überhaupt nicht mehr auf, dagegen der Diffe-

rentialquotient ~~ , also ist 44) eine Differentialgleichung erster Ordnung 

und ersten Grades zwischen den beiden Veränderlichen x und y'. Sie 
ist demnach nach den im vorigen Paragraphen aufgeführten Verfahren 
weiter zu behandeln. Ist es möglich, ihr vollständiges Integral 

y' = cp(x, c) 45) 

anzugeben, so brauchen wir dieses nur in 43) einzusetzen, um das voll
ständige Integral von 43) zu erhalten: es lautet 

y = f(x, cp(x, c)). 46) 

Daß 46) wirklich ein Integral von 43) ist, ergibt sich aus der Bestimmung 
der Funktion cp(x, c); daß es das vollständige Integral ist, folgt aus dem 
Umstande, daß es die Integrationskonstante c enthält. 

Es sei beispielsweise die Gleichung 

5y = x 2 + 5xy' + y'2 

gegeben. Differenzieren wir beide Seiten nach x, so erhalten wir 

5y' = 2x + 5y' + (5x + 2y') ~~ bzw. 2x + (5x + 2y') ~~~ = 0, 

eine homogene Differentialgleichung zwischen x und y'. Wir setzen 
x = y' · z, also 

d x , dz 
dy' = z + y dy1 ' 

wodurch die Differentialgleichung übergeht in 

2z dy' 
2 2 5 2 dz + - , = 0. z + z + y 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 24 
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Ihre Integration führt auf die vollständige Integralgleichung 

(z + 2)4y'a 
- ----=C 

2z + 1 
bzw. 

(x + 2y')4 

(2x + y') = c · 

(229) 

Könnten wir diese mit elementaren algebraischen Hilfsmitteln nach y' 
auflösen, so brauchen wir den für y' gewonnenen Ausdruck nur in die 
Ausgangsdifferentialgleichung einzusetzen, um ihre vollständige Integral
gleichung zu erhalten. Da das nicht möglich ist, bildet das Gleichungs
paar 

(x + 2y')4- c(2x + y') = 0 und 5y- x2 - 5xy'- y' 2 = 0 

die vollständige Integralgleichung, wobei wir y' als Parameter anzu
sehen haben. 

Anwendungen. a) Wir haben in (228) unter b) die Differential-

gleichung y = b (l + y'2)"' a) 

behandelt; sie ist von der Form 43). Integrieren wir sie nach unserem 
jetzigen Verfahren, so erhalten wir 

y' = bm(l + y'2)"'- 1 • 2y' • ~~. b) 

Diese Düferentialgleichung zwischen x und y' wird durch den Wert 
y' = 0 befriedigt; setzen wir ihn in die ursprüngliche Gleichung ein, 
so erhalten wir die Lösung 

y = b. 

Gleichung b) vereinfacht sich dadurch zu 

2bm(l + y'2)"'- 1 :~' -1 = 0, 

aus der sich ergibt 

X- X o =2mb j(l + y'2)m-1 dy'. 

c) 

d) 

Gleichung d) in Verbindung mit a) ist die vollständige Integralgleichung 
von a), und zwar in Parameterdarstellung. [Der Parameter ist y', 
durch dessen Elimination sich unter Umständen die vollständige Integral
gleichung in der gewöhnlichen Form gewinnen läßt.) Wir haben also 
zwei Lösungen von a) gewonnen, nämlich c) und a) d)]. Die erstere 
enthält keine Integrationskonstante, sie läßt sich andererseits auch 
nicht aus a) d) durch Spezialisieren der Integrationskonstanten x0 

gewinnen. Demnach ist nach unseren Auseinandersetzungen in (220) 
y = beinesinguläre Lösung von a). An der Hand der geometrischen 
Deutung der schon in (228) aufgeführten Sonderfälle werden wir über 
diese Verhältnisse Klarheit gewinnen. Da nämlich die Länge der 
Normalen einer Kurve nach (120) S. 325 

also V l + y'2 = ~ 
y 
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ist, so sagt unsere Ausgangsdifferentialgleichung aus: Wir sollen eine 
Kurve suchen, für welche in jedem Punkte 

e) 

ist, d. h. für die der Quotient. aus der (2m + l)ten Potenz der Ordinate 
jedes Punktes und der (2m)ten Potenz der zu diesem Punkte gehörigen 
Normale gleich der konstanten Strecke b ist. 

Setzen wir m = 1 , so ist nach der Kurve gefragt, für welche in jedem 
Punkte das Quadrat über der Ordinate gleich dem Rechtecke aus 
der Länge der Normalen und der Strecke b ist: y2 = b · n. Die zugehörige 
Differentialgleichung ist y = b y'l + y' 2 • Beiderseitiges Differenzieren 
nach x ergibt , by' dy' 

Y - yl + y'2 dx = O; 

aus ihr folgt l) y' = 0, also y = b, und 

b -dy' 
2) -;= - dx = 0, 

Jrl + y'2 
also 

x- x0 = b 1Ur6iny' oder 

Setzt man diesen Wert in die ursprüngliche Differentialgleichung ein, 
so ergibt sich 

y = b}/1 + 6in2 x~xo bzw. 

Das ist aber die Gleichung der Kettenlinie , deren Scheitel die Koordi
naten (x0 I b) hat und deren Parameter gleich bist. Die Schar der Integral
kurven besteht demnach aus kongruenten Kettenlinien, die auseinander 
dadurch hervorgehen, daß man irgendeine parallel zur x-Achse verschiebt. 
Daß für eine Kettenlinie 
von der Gleichung 

X 
Y = b Gl:of b 

wirklich in jedem Punkte 
d~s Quadrat über der Or
dinate gleich dem Recht
eck aus der Länge der 
Normalen und der Strecke 
b ist, ist in (133) S. 359 
ausgeführt. Das geome
trische Bild der singulären 

y 

X 

Abb. 374. 

Lösung y = b ist die im Abstande b parallel zur x-Achse gezogene 
Gerade; da für sie in jedem Punkte y = n = b ist, so erfüllt auch sie 
die Bedingung y 2 = bn. Sie ist eine einzelne Kurve, die allerdings alle 
Kurven der Schar berührt. Abb. 374 gibt das geometrische Bild. 

24* 
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Das hier ausgeführte Integrationsverfahren hat vor dem von (228) 
den Vorzug, daß es auch die singuläre Lösung gibt, die uns dort völlig 
verlorengegangen ist. - Wie gestaltet sich die Integration für die Fälle 
rn = l, -t, -1 ? Welches sind die zugehörigen geometrischen Bilder? 

[a) (x- x0) 2 - 4by + 4b2 = 0 Parabelschar; 
b) (x- x0)2 + y2 = b2 Kreisschar; 

c) y' = ctg ~ ; x - x0 = ~ ({} - sin {}) ; y = ~ (1 - cosfJ) 

Zykloidenschar.] 

b) Eine geometrisch bedeutungsvolle Differentialgleichung, die uns 
später nochmals begegnen wird [s. (233) S. 823, Anwendung c)], ist 
die folgende: 

2 2 2 
y'2 + X - y - C y' - l = 0 . 

x y a) 

Sie ist in y' vom zweiten Grade; also gehören zu jedem Wertepaare (x\ y) 
zwei Werte y'. Da das Absolutglied gleich - 1 ist, so ist das Produkt 
der beiden Werte y' für jedes Wertepaar (x \y) gleich -1. Das heißt 
aber nach den Ausführungen von (119) S. 322, daß jeder Punkt der 
Ebene Träger zweier Linienelemente ist, welche aufeinander senkrecht 
stehen. - Nun ist zwar Gleichung a) in der gegebenen Form nicht 
ohne weiteres integrierbar, wohl aber, wenn man neue Veränderliche 
einführt. Setzen wir nämlich 

x 2 = z und y2 + c2 = u, 
so wird 

d d z 
X=-2x und d - d1t 

y- 2y' 
also 

dy , X du X 1 

dx = Y = y dz = y u ; 

die Gleichung geht dann über in 

zu' 2 + (z- u)u'- (u- c2) = 0. 

Ihre Auflösung nach u ergibt 

' cz 
U=Z•U + ---- . 

1 + !t1 

Differenzieren wir jetzt beide Seiten nach z , so erhalten wir 

, , ( c2 ) du' 
u = u + z - (1 + u'f dz. 

Aus dieser Gleichung folgt ~~' = 0, also u' = 0 und mittels c) 

h) 

c) 

c2 
u = Cz + 0 + 1 , d) 
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und hieraus mittels b) 

c2 
y2 + c2 = G x2 + - 

C+l 

Setzen wir noch 

bzw. 

2 
c - 2 c+!-P, 

so geht diese Gleichung über in 

e) 

in die Gleichung der konfokalen Kegelschnitte. Also ist a) die 
Differentialgleichung der konfokalen Kegelschnitte. 

c) Eine besondere Gattung der nach y auflösbaren Differential
gleichungen bilden die Differentialgleichungen von der Form 

y = X • y' + 1jJ (y'); 47) 

man nennt sie die Clairautsche Differentialgleichung. In ihr 
ist y eine lineare Funktion von x, und zwar ist der Faktor von x ein
fach y', während das Absolutglied eine beliebige Funktion von y' ist. 
Differenzieren nach x ergibt 

I 1 ( d1p)dyl 
Y = Y + x + dy1 dx bzw. ( d'lp) dy1 

X + dy1 'd x = O · 

Gleichung 48) zerfällt in die beiden Bedingungen 

und dyl - 0 
dx- · 

48) 

Aus der ersten folgt x = -:;, und dies gibt in Verbindung mit 47) 

die s inguläre L ösung von 47) in der P arameterdarstellung (Para
meter y') 

x =-:;;, y = xy1 + 1J1 bzw. x =-:;, y=1jJ-y1
:;. 49} 

Aus der zweiten Bedingung ~~ = 0 folgt andererseits y' = c, also 

mittels 47) die vollständige Lösung von 47) 

y = CX + 1Jl (C). 50} 

Die Schar der Integralkurven 50) besteht demnach aus Geraden, während 
die zur singulären Lösung 49) gehörige Integralkurve die Kurve ist , 
zu der die Geradenschar die Tangenten darstellt. Aus 49) folgt nämlich 

~-~ = ~~~: :fl = (:;1 - ~;I- yl ::~): ( - ::~) = yl . 
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Greifen wir nun die Tangente an 49) mit dem Richtungsfaktor y' = c 
heraus, so muß nach 49) der Berührungspunkt die Koordinaten 

x =- d1p(c) y = w(c)- cd1p 
dc ' "' dc 

haben; also lautet die Gleichung der Tangente 

(y- ~p(c) + c~~): (x + ~~) = c bzw. y = cx + '!f'(c), 

m Übereinstimmung mit 50). 
Es sei beispielsweise y = x y' - y' 2 ; dann ist die singuläre Lösung 

x = 2 y'; y = y' 2 • Hier läßt sich der Parameter y' leicht eliminieren, 

y 

Abb. 375. 

-1 

J 
2 

und wir erhalten die para
meterfreie singuläre Lösung 

2 

y = ~ . Die vollständige 

Lösung dagegen ist 

y = CX - c2 • 

Abb. 375 zeigt die singuläre 
Integralkurve, eine Pura bei, 
und eine Anzahl der par
tikulären Kurven, die Tan
genten an diese Parabel 
sind.-

Lassen wir in 47) die 
Einschränkung fallen, daß 
der Faktor von x gleich 
y' sein soll, und betrachten 

den Fall, daß er eine beliebige Funktion von y' ist, dann stellt sich y 
als allgemeinste lineare Funktion von x dar, ist also von der Form: 

y = X. f{J (y') + VJ(y' ). 51) 

Dann können wir ebenfalls die Integralgleichung noch angeben. Diffe
renzieren wir nämlich beide Seiten von 51) nach x, so erhalten wir 

y' = f{J + (xcp'(y') + VJ'(y')) ~~ bzw. (f{J- y') dx + (xf[J' + VJ') dy' = 0. 

Für letzteren Ausdruck können wir leicht einen nur von y' abhängigen 
integrierenden Faktor R (y') finden. Er muß nach den Ausführungen 
von (227) S. 789 die Bedingung erfüllen 

R • (f[J'- 1) + R'(fP - y') = R g/ ; 
aus ihr folgt 

also I d !!' 

R = e· <r - v'. 
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Damit ist die Aufgabe auf die von (227) zurückgeführt. Hat man die 
Ursprungsfunktion F (x, y') = c des vollständigen Differentials 

J d y' J d y' 
(cp- y') e <p-y' dx + (x cp' + 1Jl') e 'P -Y' dy = 0 52) 

ermittelt, so gibt 
F(x, y') = c, y = x cp+ 1Jl 53) 

die Parameterdarstellung des vollständigen Integrals von 51). 
Es sei beispielsweise 

y = X y'2 + y'3 . a) 
Dann ist 

y' = y' 2 + (2x y' + 3y'2 ) r!J~ 
o:ler 

y'[(y'- l) dx + (2x + 3y') dy' ] = 0. 

Aus y' = 0 folgt die triviale singuläre Lösung y = 0 . Der Ausdruck 

(y'- l)dx + (2x + 3y')dy' 

wird durch Multiplizieren mit dem Faktor (y' - 1) zum vollständigen 
Integrale 

(y'2- 2y' + 1) dx + (3y'2 + 2x y'- 3y'- 2x) dy' (nachprüfen!). 

Die Differentialgleichung 

(y'2 - 2y' + 1) dx + (3y'2 + 2xy'- 3y'- 2x) dy' = 0 

besitzt andererseits die vollständige Integralgleichung 

x(y'2- 2y' + 1) + y'a- ~ y'2 = c. 
Demnach ist 

2c + 3y' 2 - 2y' 
X = 2(y' - 1)2 

-y'~ + 2y'3 + 2c y' 2 

y = 2(y' - 1)2- -

das vollständige Integral von a) in Parameterform. 

b) 

(230) Läßt sich umgekehrt die Differentialgleichung 41) leicht nach x 
auflösen, so daß sie auf die Form gebracht werden kann 

X = j(y, y'), 54) 

so kommen wir zum Ziele, wenn wir beide Seiten nach y differenzieren; 
wir erhalten dadurch 

Da nun 
dx = 1 . dy = . .!.. 
dy · dx y' 
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ist, so wird diese übergeführt in 

oder 

at dy' 1 at 
ay• • a:y = y' - ay 

( at 1) of , --- dy + -·dy = 0. ay y' ay' 

(230) 

55) 

55) ist aber, da~~ und ~t bekannte Funktionen der beiden Veränder

lichen y und y' sind, eine Differentialgleichung erster Ordnung und 
ersten Grades zwischen y und y'. Ist y' = cp (y, c) ihr vollständiges 
Integral, so ist mittels 54) in 

x=f(y,cp(y,c)) 56) 

das vollständige Integral von 54) gefunden. 
Beispiele. a) Aus der Differentialgleichung x = 1 + y' + y' 2 

folgt durch Differenzieren nach y 

_!_ = (1 + 2 ') dy~ 
y' y dy, 

eine Differentialgleichung zwischen y und y', die eine Trennung der 
Veränderlichen zuläßt: 

dy = (y' + 2y' 2)dy'. 
Ihr Integral ist 

- y'2 2 '3 
Y-2+3Y +c. 

Demnach ist die vollständige Integralgleichung der gegebenen Diffe
rentialgleichung in Parameterform 

X= l + y' + y' 2 , 

b) Gegeben sei die Differentialgleichung 

yy' 2 - 2xy' + y = 0 

Differenzieren nach y ergibt 

bzw. y'2 + 1 
X= y • 2 y,--. 

1 y' 2 + 1 y' 2 - 1 dy' 
y' =~+Y'2Y'2' d:iJ' 

eine Differentialgleichung zwischen y und y', in der die Trennung 
der Veränderlichen möglich ist: 

(y'2- l) (d; + dy~~ = 0. 
Diese Gleichung zerfällt in zwei weitere Gleichungen. Aus y' 2 = l 
folgt y' = ±l , also mittels der Ausgangsgleichung y = ± x (singuläre 
Lösung). Ferner 

dy + dy' = 0 
y y' , lny + lny' = lnc, yy' = c oder ' c y =- . 

y 
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Setzt man dieses Ergebnis in die Ausgangsgleichung ein, so erhält man 
ihr vollständiges Integral 

oder 

(~)2 + l 
,Y 

x=y·--c-
2·-

y 

2cx=c2 +y2 , y2 =c(2x-c). 

c) Gegeben sei die Differentialgleichung 

a) 

sie ist schon nach x aufgelöst, könnte also ohne weiteres nach dem hier 
angegebenen Verfahren behandelt werden. Wir können die Differential
gleichung aber auch noch einfacher gestalten, indem' wir setzen 

y2 = u; b) 

dann wird 2yy' = u', wobei u' = ~: ist . a) geht dadurch über in 

2uu' 
x = 4a2 + u'2. 

Differenzieren wir beide Seiten nach u, so erhalten wir 

oder 

l u' 4a2 - u' 2 du' 
u' = 2 4a2 + u'2 + 2u(4a2 + u'2)2. du 

4a2 - tt' 2 4a2 - u' 2 du' 
- - - - --2u · - -0 
u'(4a2 + u' 2) (4a2 + u' 2) 2 du - · 

Durch Multiplizieren mit dem Hauptnenner u' (4a2 + u' 2) 2 

torenzerlegung ergibt sich 

(4a2 - u' 2) {4a2 + u' 2 - 2uu' ~~} = 0. 

c) 

und Fak-

d) 

Aus d) folgt erstens, daß 4a2 - u' 2 = 0, also u' = ± 2a sein muß. 

Setzen wir diesen Wert in c) ein, so erhalten wir x = ± -:a und mittels 

b) die beiden singulären Lösungen y 2 = +2ax und y 2 = -2ax. 
Ferner folgt aus d) die weitere Differentialgleichung 

4 2 + '2 2 I du.' - 0 a u - uu du - , e) 

in der die Trennung der Veränderlichen möglich ist; sie ergibt 

2u' du' du 
4a2 + u' 2 u 

Ihr vollständiges Integral ist mithin 

ln(4a2 + u' 2) = lnu + ln2c 
oder 4a 2 + u' 2 = 2cu. f) 
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Durch Einführung dieses Wertes in c) erhalten wir 

u' 
x=

c ' 
also u' =--= cx. 

(231) 

Setzen wir schließlich diesen Wert wiederum in c) oder f) ein, so ergibt 
sich als vollständiges Integral von c) 

4a2 + c2x2 = 2cu, g) 

das durch die Substitution b) endlich in das vollständige Integral 
von a) übergeführt wird. Aus diesem wird nach einigen einfachen 
Umformungen die Gleichung 

h) 

Wir sehen, daß die Schar der Integralkurven eine Schar von Hyperbeln 
ist, deren Mittelpunkt in 0 liegt, deren reelle Achse die y-Achse und 
deren imaginäre Achse die x-Achse ist; ihre reelle Halbachse ist 

aV 2 und ihre imaginäre Halbachse ~. Die singuläre Integralkurve c c 
dagegen besteht aus zwei zueinander symmetrisch bezüglich der y-Achse 
gelegenen Parabeln, die den gemeinsamen Scheitel 0, den gleichen 
Parameter a und die Abszissenachse zur Parabelachse haben. Man ent
werfe das Bild. 

§ 3. Kurvenscharen. 
(231) Die Differentialgleichung erster Ordnung 

F(x, y, y') = 0 

und ihre vollständige Integralgleichung 

<P(x, y, c) = 0 

41) 

57) 

haben, wie wir schon wissen, bestimmte geometrische Bedeutung. 
Bei bestimmter Wahl von c ist Gleichung 57) die Gleichung einer Kurve, 
also stellt 57) die Gleichung einer Schar von unendlich vielen Kurven 
dar. Andererseits ist das geometrische Bild von 41) die gleiche Kurven
schar. Der geometrische Unterschied von 41) und 57) besteht nur 
darin, daß durch 57) jede einzelne Kurve als eine gesetzmäßige Folge 
ihrer Punkte, durch 41) dagegen als gesetzmäßige Folge ihrer Richtungen 
(Linienelemente!) definiert ist. 41) ist die Differentialgleichung 
der Kurvenschar, 57) ist im Unterschied hierzu die sog. endliche 
Gleichung der Kurvenschar. Beide Gleichungen gehören eng zu
sammen; die eine ist der vollgültige Ersatz der anderen. Bisher haben 
wir die Aufgabe von der Seite angefaßt, daß wir aus der Differential
gleichung die endliche Gleichung der Kurvenschar errechnet haben. 
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Wir können aber auch, wenn ihre endliche Gleichung 57) gegeben ist, 
umgekehrt ihre Differentialgleichung 4I) ermitteln. Wir beginnen mit 
einem Beispiel (s. Abb. 376). 

Wird ein Massenpunkt unter einem 
Winkel a. gegen die Horizontale mit einer 
Anfangsgeschwindigkeit v0 bewegt, so 
beschreibt er unter Einwirkung der Erd
schwere eine krumme Bahn (Wurf p a r a
b e 1). DieBewegung möge unter Ausschluß 
sonstiger Bewegungsstörungen, wie Rei
bung, Luftwiderstand, vor sich gehen. 
Der Massenpunkt gelangt nach Verlauf 

y 

Abb. 376. 

der Zeit t in eine Lage P, deren Koordinaten durch die Gleichungen 

x = v0 t cos a. , y = v0 t sin a. - i· t2 a) 

bestimmt sind. Die Gleichungen a) können auch angesehen werden als 
die Parameterdarstellung der Punktbahn, wobei t der Parameter ist. 
Durch Elimination von t erhalten wir die parameterfreie Bahngleichung 

(/ 
Y = x tga. - - .- -- . x2. 

2vg cos2 d 

Setzen wir zur Abkürzung noch 

V~ = 2h 
(/ ' 

so geht sie über in 
x2 

Y = X tg a. - 4.,-h.---co-s"2-cx bzw. 

b) 

c) 

d) 

Die Bahnkurve ist also eine Parabel, deren Achse parallel zur y-Achse 
ist. Sie ist wesentlich bestimmt durch den Winkel a., unter welchem 
der Massenpunkt von dem Anfangspunkt 0 der Bewegung aus geworfen 
wird. Ändert sich dieser, so ändert sich auch die.Bahn. Gleichung d) 
stellt demnach, wenn man a. als veränderlich auffaßt, die Gleichung 
einer Parabelschar dar, und zwar die endliche Gleichung. Um ihre 
Differentialgleichung zu finden, brauchen wir nur d) nach x zu 
differenzieren, wodurch wir erhalten: 

Y' - tga.- __ x_ 
- 2hcos2 cx bzw. e) 

Aus d) und e) läßt sich eine Gleichung herstellen, die a. nicht mehr 
enthält, sondern eine Beziehung nur zwischen x, y, y' ist. Berechnen 

wir aus d) tg~X und aus e) + = I + tg2a. , so erhalten wir cos cx 

tg~X = 2.JL - y' und I + tg2a. = 4~ (y - xy'). 
X X 
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Also wird 

(2 y ')2 4 h ( ') I + x-y =X" y-xy 

oder nach Multiplikation mit x 2 und zweckmäßiger Ordnung der Glieder 

x 2 y' 2 + 4(h- y)xy' + x 2 + 4y2 - 4hy = 0. f) 

Das ist in der Tat die Differentialgleichung der Schar der Wurfparabeln, 
die wir in Beispiel d) von (228) S. 796 schon behandelt haben. Wir 
überzeugen uns, daß auch unsere endliche Gleichung d) mit der dort 
gefundenen Integralgleichung identisch ist; wir brauchen nur C = tgiX 
zu setzen, um die Übereinstimmung herbeizuführen. 

Die vorstehenden Überlegungen gelten allgemein. Die Differential
gleichung der durch Gleichung 57) definierten Kurvenschar erhält 
man dadurch, daß man aus 57) den Differentialquotienten 

i)rp 

, ox 
y =- i)rp 58) 

iiy 

berechnet und aus den beiden Gleichungen 57) und 58) die Konstante c 
eliminiert. 

In Abb. 376 ist eine Anzahl Parabeln der Schar eingetragen; wir 
erkennen, daß die Parabeln nicht die ganze Ebene überdecken, d. h. daß 
es Punkte R der Ebene gibt, durch welche keine Pambel der Schar hin
durchgeht. Ferner gibt es PunkteS der Ebene, durch welche je zwei Pa
rabeln der Schar hindurchgehen, die zu verschiedenen Werten von IX ge
hören. Die Punkte R der ersten Art und die Punkte S der zweiten Art 
werden durch eine Kurve voneinander getrennt, deren Punkte Teine Art 
Grenzübergang zwischen den beiden Gruppen darstellen. Jeder Punkt 
der Grenzkurve kann aufgefaßt werden als Schnittpunkt der Parabel IX 

mit der ihr unendlich benachbarten, deren Winkel sich von IX nur um 
einen unendlich kleinen Wert d(X unterscheidet. Man sagt, die Grenz
kurve ist der Ort der Schnittpunkte je zweier unendlich benach
barter Parabe ln der Schar. Führen .wir in Anlehnung an S. 796 
für tg (X die Konstante C ein, so daß die Gleichung der Parabel lautet 

l + C2 

Y = Cx -4rx·z, g) 

so müssen wir also, um den auf dieser Parabel gelegenen Punkt der 
Grenzkurve zu erhalten, diese Parabel zum Schnitt bringen mit der 
Parabel, welche zur Konstanten C + dO gehört. Ihre Gleichung lautet 

y = (C + dO)x- 1 + (~~t- ~-G')~ xz . h) 
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Da die Koordinaten (x j y) des gesuchtenPunktesT sowohl g) als auch h) 
erfüllen müssen, befriedigen sie auch die durch Subtraktion beider 
Gleichungen entstehende Gleichung. Diese lautet aber 

dO. _ 2C. d C + (dC)2 2 = O 
X 4h X ' 

aus der durch Division mit d 0 die neue hervorgeht 

X _ 2C + dC xz _ O 
4h - . 

Da wir hier das Differential dC gegenüber der endlichen Größe 20 
vernachlässigen können, folgt schließlich die Gleichung 

Aus ihr ergibt sich die Abszisse 

und mittels g) die Ordinate 

2h 
x=~ c 

Q2 -1 
y=~h. 

Beide Gleichungen zusammen sind die Parameterdarstellung der Grenz
kurve; durch Elimination von Cergibt sich ihre parameterfreie Gleichung 

i) 

Die Grenzkurve ist also eine Parabel, deren Achse die y-Achse ist, 
deren Scheitel die Koordinaten (Ojh) hat und die im Sinne der negativen 
y-Achse geöffnet ist; ihr Brennpunkt liegt in 0 . 

Diese Grenzkurve trennt, wie schon erwähnt, den Teil der Ebene, 
welcher von den Parabeln erfüllt wird, von dem parabelfreien Teile; 
sie hüllt die Parabelschar ein und heißt aus diesem Grunde die Hüllkurve 
oder Enveloppe der Parabelschar. 

Verallgemeinern wir wieder, so kommen wir zu den folgenden 
Schlüssen. Ist 57) 1>(x, y, c) = 0 die Gleichung der Kurvenschar, 
so erhalten wir die Koordinaten des Schnittpunktes der Kurve c mit 
der Nachbarkurve c + dc, indem wir die beiden Gleichungen 

1>(x, y, c) = 0 und 1>(x,y,c+dc)=O 

nach x und y auflösen. Da diese Koordinaten aber auch die Gleichung 

1>(x, y, c + dc)- 1>(x, y, c) = 0, 
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also auch die Gleichung 

<P(x, y, c + dc)- <P(x, y, c) = o<P(x, y, c) = 0 
· dc - oc 

erfüllen müssen, so ergibt sich : 
Um die Gleichung der Hüllkurve der Kurvenschar von 

der Gleichung "'( ) 0 "Px,y,c= 

zu ermitteln, eliminiere man aus dieser und der Gleichung 

o<P(x, y, c) = 0 
oc 

die Größe c. Würde man nämlich die beiden Gleichungen 

"'( ) 0 und o<P(x, y_,_r;)_ == 0 
'P x, y, c = oc 

erst nach x und y auflösen, so erhielte man die Koordinaten x = rp (c), 
y = 1p (c) des auf der Kurve c gelegenen Punktes der Hüllkurve als 
Funktionen des Parameters c. Durch Elimination von c aus diesen 
beiden würde man die Gleichung der Hüllkurve selbst erhalten, ein 
Verfahren, das sich aber vereinfachen läßt, indem man c unmittelbar aus 

tf>(x, y, c) = 0 und o<P~~ -o 
oc --

eliminiert. 
Da die Hüllkurve sämtliche Kurven der Schar berührt, hat sie mit 

ihnen in den gemeinsamen Punkten auch die Richtung, d. h. das Linien
element gemeinsam. Sie ist demnach ebenfalls eine Integralkurve der 
Differentialgleichung der Kurvenschar, ihre Gleichung also eine Integral
gleichung derselben. Wir überzeugen uns hiervon an unserem Beispiel. 

Aus Gleichung i) folgt y' =- 2~; setzt man diesen Wert und den 

von y aus i) in f) ein, so wird die Differentialgleichung der Parabelschar 
erfüllt. Nun wird aber im allgemeinen die. Hüllkurve keine Kurve 
der Schar sein, wie auch unser Beispiel zeigt; folglich ist die Gleichung 
der Hüllkurve im allgemeinen eine singuläre Lösung der 
Differentialgleichung der Kurvenschar. Wir haben hiermit 
einen Weg gefunden, um auf systematische Weise zu der singulären 
Lösung einer Differentialgleichung 41) - wenn sie eine solche über
haupt hat - zu gelangen. Wir suchen zuerst ihre vollständige Integral-

gleichung 57) tf>(x, y, c) = 0, gesellen ihr die Gleichung ~~ = 0 zu 

und eliminieren aus beiden die Größe c. Das Ergebnis ist die singuläre 
Lösung von 41). 

Wir machen hierbei zur Ermittlung der singulären Lösung allerdings 
den Umweg über die vollständige Integralgleichung, und es drängt 
sich die Frage auf, ob wir nicht die singuläre Lösung unmittelbar aus 
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der gegebenen Differentialgleichung 41) finden können. Daß dem in 
der Tat so ist, davon wollen wir uns wieder erst an der Hand unseres 
Beispiels überzeugen, ehe wir den allgemeinen Fall behandeln. Wir 
greifen zu diesem Zwecke auf Abb. 376 zurück. Jeder PunktS der Ebene 
ist Träger von zwei Linienelementen, deren Richtungen reell und von
einander verschieden sind; jeder Punkt R dagegen ist Träger von 
zwei Linienelementen, deren Richtungen komplex sind. Jeder Punkt T 
der Hüllkurve schließlich ist als Schnittpunkt zweier Nachbarkurven c 
und c + dc Träger zweier Linienelemente, deren Richtungen sich nur 
um eine unendlich kleine Größe unterscheiden; ist die eine Richtung y', 
so ist die andere y' + dy'. Demnach müssen die Koordinaten (x [ y) 
von T sowohl die Gleichung 41) F(x, y, y') = 0 als auch die Gleichung 
F(x, y, y' + dy') = 0 erfüllen; dann müssen sie aber auch die sich 
aus beiden durch Subtraktion ergebende Gleichung 

F(x, y, y' + dy')- F(x, y, y') = 0 

und folglich auch die aus ihr durch Division mit dy' folgende Gleichung 

_oF = F(x, y, y' + dy')- F(x, y, y') = 0 
oy' - dy' 

erfüllen. Die beiden Gleichungen 

F(x, y, y') = 0 und oF(x, y, y') = O 
oy' 

59) 

sind bei gegebenem y' aufzufassen als zwei Bestimmungsgleichungen 
für die Koordinaten (x[ y) desjenigen Punktes T der Hüllkurve, in 
welchem diese die gegebene Richtung y' hat, also als eine Parameter
gleichung der Hüllkurve (Parameter y'). Durch Elimination von y' 
erhalten wir demnach die unmittelbare Gleichung der Hüllkurve, d. h. 
die singuläre Lösung von 41). Wir fassen zusammen: 

Um die singuläre Lösung der Differentialgleichung 41) 
F(x, y, y') = 0 zu finden, eliminiert man aus den beiden 
Gleichungen 

F(x, y, y') = 0 

die Größe y'. 

und oF(x, y, y') = O 
oy' 

Bemerkenswert ist hierbei, daß wir das singuläre Integral der Diffe
rentialgleichung nicht durch Integrieren, sondern durch Differenzieren 
gewinnen. 

Wie gestaltet sich diese Rechnung nun bei unserem Beispiel ? Glei
chung f) S. 808 ist die gegebene Differentialgleichung 

x 2 y' 2 + 4(h- y)xy' + x 2 + 4y2 - 4hy = 0. 

Partielles Differenzieren nach y' ergibt 

2x2y' + 4(h- y)x = 0. 
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Aus dieser Gleichung folgt 

Y'=2y-h. 
X 

Setzen wir diesen Wert für y' in f) ein, so erhalten wir 

4(y- h) 2 - S(y- h) 2 + x 2 + 4y2 - 4hy = 0 

und nach einfachen Umformungen 
x2 

y =- 4h + h, 

also in der Tat die singuläre Lösung i) S. 809. 

(232) 

(232) Wir wollen uns nun mit einigen An wend ungen der Lehre 
von den singulären Lösungen und den Hüllkurven befassen. Als solche 
können diejenigen Beispiele des vorigen Paragraphen benutzt werden, 
in denen wir auf singuläre Lösungen gestoßen sind; der Leser möge 
sich der Mühe ·unterziehen, diese von den jetzt gewonnenen Gesichts
punkten aus nochmals zu behandeln. Es sei hier nur eines heraus
gegriffen, die Clairautsche Differentialgleichung 

0 = y- xy' -1p(y'). 47) 

Für die singuläre Lösung muß die Gleichung bestehen+ x + 1p'(y') = 0; 
also lautet ihre Gleichung in Parameterform 

X = - 1p' Ü/) , Y = 1p (y') - y' ' 1p1 (y'), 

in Übereinstimmung mit 49). 
Weitere Anwendungen sind die folgenden. 
a) Eine sich kreisförmig ausbreitende Wellenbewegung schreite 

mit der Geschwindigkeit c fort; der Halbmesser des Wellenkreises ist 
also zur Zeit t r = ct. Gleichzeitig bewegt sich der Mittelpunkt des 
Kreises mit der konstanten Geschwindigkeit c1 auf einer Geraden, so 
daß er also zur Zeit t die Entfernung e = c1 t vom Ausgangspunkte 
hat. Der Wellenkreis ändert demnach nicht nur seine Größe, sondern 
auch seine Lage. Wählen wir den Ausgangspunkt als Nullpunkt, die 
Bahn des Mittelpunktes als x-Achse eines rechtwinkligen Koordinaten
systems, so hat der Kreis zur Zeit t die Gleichung 

l]J(x, y, t) - (x- c1 t)2 + y2 - (c t) 2 = 0. a) 

Ein anschauliches Bild (s. Abb. 377) von der Gesamtheit der zu den 
verschiedenen Zeitpunkten bestehenden Kreise kann man sich dadurch 
verschaffen, daß man in ein mit der Geschwindigkeit c1 fließendes 
Gewässer beständig an einer bestimmten Stelle Wassertropfen fallen 
läßt; jeder ist Erreger eines sich mit der Geschwindigkeit c ausbreitenden 
und mit der Geschwindigkeit c1 davonschwimmenden Kreises. Die 
Gleichung dieser Kreisschar ist die obige Gleichung a). Wir wollen 
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die Hüllkurve dieser Kreisschar untersuchen. Zu diesem Zwecke bilden 

wir 00~ = 0; denn jeder einzelne Kreis ist durch Wahl eines festen 

Wertes t bestimmt, t vertritt demnach die Stelle der Größe c in Glei
chung 57). Wir erhalten 

b) 

Abb. 377. Abb. 378. 

Eliminieren wir nun t aus a) und b), so erhalten wir die Gleichung der 
Hüllkurve; sie lautet 

oder 
c 

y=±;J __ x. 
rci- c2 

c) 

Die Hüllkurve besteht also, solange c1 > c ist, aus zwei durch 0 gehenden, 
zur x-Achse symmetrisch gelegenen Geraden, ein Ergebnis, das ohne 
weiteres einleuchtet. Ist c1 < c, so heißt dies, daß die Ausbreitungs
geschwindigkeit der Welle größer ist als die Geschwindigkeit ihres 
Mittelpunktes. Die Kreise können sich dann nicht überschneiden, 
folglich ist auch keine Hüllkurve vorhanden (s. Abb. 378). Wir könnt~n 
auch die Differentialgleichung der Kreisschar aufstellen. Diffe
renzieren wir nämlich Gleichung a) total nach x, so erhalten wir 

hieraus folgt 
2(x- c1 t) + 2yy' = 0; 

X- yy' 
t= - - . 

Cl 

d) 

Setzen wir diesen Wert in a) ein, so ergibt sich die gesuchte Differential
gleichung 

F(x, y, y') ___ ci y 2 (1 + y' 2) - c2 (x - yy') 2 = 0. e) 

Wicke, Ingenieur-Mathematik li. 25 
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Ihre singuläre Lösung erhalten wir, wenn wir aus e) und der Gleichung 

~ = 0 y' eliminieren. Wir bekommen 
, -c2 x 

Y = (c~- c2)y; 

setzen wir dies in e) ein, so ergibt sich wiederum die Gleichung der 

Hüllkurve. [Der Leser unterlasse nicht, zur Übung die vollständige 

Integralgleichung von e) aufzustellen; er kommt am bequemsten zum 

Ziele, wenn er setzt y2 = u, yy 1 = ~~ .J 
b) Gegeben sei. die Differentialgleichung 

y y' 2 - 2 X y' + y = 0; 

gesucht ist ihr singuläres Integral. Es ist 

demnach 
2yy'- 2x = 0, also ' X y =--y·, 

(x)2 x Yy - 2x-y + y = O bzw. 

die singuläre Lösung. Wie lautet die vollständige Integralgleichung? 
Wie sieht das geometrische Bild aus? 

c) Man untersuche die Differentialgleichung 

a(x + yy') - y 2 (l + y'2) = 0 
in gleicher Weise ! 

d) [Siehe (185) S. 590.] Die Gleichung 

x 2 + ax + b = 0 a) 

ist in einem Koordinatensysteme mit den beiden Veränderlichen a 
und b bei konstantem x die Gleichung einer Geraden. Bei veränder
lichem x ergibt sich eine Schar von unendlich vielen Geraden, deren 
Einhüllende bestimmt werden soll. Differenzieren wir beide Seiten 
von a) nach dem Parameter x, so erhalten wir 2x + a = 0 und hieraus 

x =- ~-. Einsetzen in a) ergibt die Gleichung der Hüllkurve~ - b = 0. 

Die Einhüllende ist also eine Parabel, deren Achse die b-Achse, deren 
Scheiteltangente die a-Achse ist (s. a. Abb. 304). 

e) Die Gleichung a) y = a Q:of~ stellt bei veränderlichem Werte von 

a eine Schar von Kettenlinien dar; ihre Hüllkurve und ihre Differential
gleichung sollen ermittelt werden. Wir bilden 

also ist 

iJy X x . X 
0 = aa = Q:of a - a ®tn a) 

a 
X =--. 

X 

;rga: 
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Demnach ist 

Jf.. =!bin.:. 
x a oder .:. = Wribin '#.. a x bzw. 

X 
a=---

2Xt6in Jj_ 
X 

Setzen wir diese Werte in a) ein, so erhalten wir als Gleichung der 
Hüllkurve 

y y v,--(y)2 
; 2!t !bin ; - l + ,x = 0 . b) \ 

Gleichung b) läßt sich als Gleichung 

für die Unbekannte _[ auffassen; 
X 

setzen wir zu ihrer Auflösung 

y rr::.· - = ~;;~tnz, 
X 

so geht b) über in 

c) 

z · 'tgz = I. d) 

Wir logarithmieren sie und erhalten 

logz + log~gz = 0, e) 
Abb. 379. 

eine Gleichung, die sich bequem mit Hilfe einer log:tg-Tafel, wie sie 
jedes Hilfsbuch für Ingenieurel) aufweist, auf dem Wege der Annäherung 
lösen läßt: 

Z= 

logz = 
log:'tgz = 

logz + log:tgz = i 

1,0000 
0,0000 

- 0,1183 
+ 0,1183 

2,0000 
0,3010 

- 0,0159 
+ 0,2851 

1,3000 
0,1139 

-0,0646 
+ 0,0493 

1,2000 
0,0792 

-0,0790 
+ 0,0002 

1,199 
0,0788 
0,0792 

- 0,0004 

Die Hüllkurve besteht aus zwei durch 0 gehenden Geraden von der 
Steigung ± 1,5090 (56 o 27' 53"). Zur Aufstellung der Differential
gleichung der Kettenlinienschar differenzieren wir a) nach x. Wir 

erhalten y' = ®in_::_; also ist 
a 

X (\f rr::.· I - = ~totnY, a 
X ,/-

Q:of a = r l + y'2 ' 
X 

a = 2Xr6iny' · 

Setzen wir alle diese Werte in a) ein, so erhalten wir die gewünschte 
Differentialgleichung; sie lautet nach einigen Umformungen 

xyl + y'2 - y 2!tlbiny' = 0. f) 

Wir könnten diese wieder zum Ausgange nehmen, um die Gleichung 
der Hüllkurve und die vollständige Integralgleichung zu finden; doch 
sei dies dem Leser überlassen. 

1 ) Freytags Hilfsbuch f. d. Maschinenbau, 7. Aufl. Berlin: Julius Springer. 

25* 
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(233) Wir wollen die Kurvenscharen noch von einem anderen Gesichts
punkte aus betrachten. 

Ist eine Kurvenschar gegeben entweder durch ihre endliche Glei
chung 57) cJ>(x, y, c) = 0 oder durch ihre Differentialgleichung 41) 
F ( x, y, y') = 0, so können wir sie mit unendlich vielen anderen Kurven
scharen in mannigfaltigster Weise in Verbindung setzen. Insbesondere 
können wir nach der Schar fragen, deren sämtliche Kurven jede Kurve 
der gegebenen Schar unter einem bestimmten Winkel IX schneiden. 
Eine solche Kurve wird eine Trajektorie und die Gesamtheit aller 
dieser Kurven eine Trajektorienschar der gegebenen Kurvenschar ge
nannt. Ist IX ein rechter Winkel, so heißt die Schar eine orthogonale 

Trajektorienschar. Es leuch
tet ohne weiteres ein, daß 
diese Beziehung umkehr
bar ist: Ist eine Kurven
schar orthogonale Trajek
torienschar zu einer zweiten 
Schar, so ist letztere auch 

Abb. aso. orthogonale Trajektorien-
schar zur ersteren. Den 

orthogonalen Trajektorien kommt eine technisch wichtige Bedeutung 
zu: Die Schar der Kraftlinien und die der Niveaulinien eines 
ebenen Kräftefeldes schneiden sich gegenseitig unter rechten Winkeln, 
sind also zwei Scharen orthogonaler Trajektorien. 

Wir wollen die Trajektorienscharen analytisch untersuchen. In 
einem Punkte P(xl y) der Ehene (s. Abb. 380) habe das Linienelement 
auf Grund von Gleichung 41) die Richtung y' = f(x, y) = tgß1 . Da 
das Linienelement der durch P gehenden Trajektorie mit dem ersten den 
Winkel IX einschließen soll, muß es mit der Abszissenachse den Winkel 
# 2 = {}1 + IX bilden; sein Richtungsfaktor ist also durch die Gleichung 

tgl} = tg(ß + IX} = f(x, y) + tg_~ 
2 1 l-f(x,y)·tgOI 

gegeben. tgß2 muß aber gleich dem zum Punkte P gehörigen Diffe
rentialquotienten y' der Trajektorienschar sein; wir erhalten also für 
diese die Differentialgleichung 

y' f(x,y) + tg01 
1- f(x,y) · tga · 

Fassen wir zusammen, so können wir sagen: 

60) 

Ist y' = f(x, y) die Differentialgleichung einer Kurven
schar, so ist 

y' f(x, y) + tg01 
1- f(x, y) • tg.x 
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die Differentialgleichung der Trajektorienschar, die die 
erste Schar unter dem Winkel <X schneidet. 

Insbesondere gilt für <X = 90 o: 

Die Differentialgleichung der zur Kurvenschar von der 
Differentialgleichung y' = f(x, y) ort-hogonalen Trajektorien
schar lautet 

61) 

Anwendungen. a) Es soll die Schar der Kurven bestimmt werden, 
welche alle durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Geraden 
unter dem Winkel <X schneiden. Die Gleichung einer durch 0 gehenden 
Geraden ist y = A x; durch Veränderung von A erhalten wir sämtliche 
Geraden dieser Art. Nun ist y' = A, also 

y = y'x bzw. y' = JL 
X 

die Differentialgleichung dieses Geradenbüschels. Demnach ist die 
Differentialgleichung der Trajektorienschar nach 60) 

JL + tgo; 
1 X 

y = --- y- -· 
1- -xtgo; 

a) 

Dies ist eine homogene Düferentialgleichung, die sich nach dem in § l 
entwickelten Verfahren [s. (222) S. 760] integrieren läßt. Setzen wir 

y'=xz'+z, 

so geht a) über in 

(xz' + z)(l- ztg<X) = z + tg<X, 

, z + tgcx 
xz = ---- -z 

1 - z tgcx ' 
1-ztg.x dx 
---~- dz =- · tgcx. 

l + z2 x 

Die Integration ergibt 

lnx · tg<X = arctgz- lln(l + z2) • tgcx + c 
oder 

y 1 x2 + y2 
lnx · tg<X = tuctg - - - ln ----~ tgcx + c 

- x 2 x 2 

bzw. 

ln V;;2 -+ ii . tg <X = c + arctg { - . 

Gehen wir zu Polarkoordinaten über 

arctg ~ = {}), 
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so erhalten wir 

Inr• tgLX = c + {}, r = e(c+#lctg"' oder r = C · e#ctg"'. 

Durch Vergleich mit (143) S. 409ff. erkennen wir, daß die Schar der 
Trajektorien eine Schar kongruenter logarithmischer Spiralen ist, die 
auseinander hervorgehen, indem man eine von ihnen um den Anfangs
punkt dreht. Wir erkennen auch nachträglich, daß dieses Ergebnis 
zu erwarten war, da wir an der angeführten Stelle gefunden hatten, 
daß gerade die logarithmische Spirale von der Gleichung 

r = C e#ctg"' 

alle Leitstrahlen, d. h. alle von 0 ausgehenden Geraden unter dem 
Winkel LX schneidet, also die Eigenschaft erfüllt, die wir an die gesuchte 
Kurve gestellt haben. 

In Verallgemeinerung dieses Beispiels soll das Problem der Tra
jektorien einer Schar von Parabeln höherer Ordnung y = A xm kurz 
gestreift werden. Die Differentialgleichung der Schar lautet, da 
y' = Amxm- l ist, , y 

y =m·x· 

Also ist die Differentialgleichung der Trajektorienschar, wenn zur Ab
kürzung tgLX = k geschrieben wird, 

m·JL.+k 
' X y =--- . 

1 - km JL. 
X 

Die Aufgabe führt mithin ganz allgemein auf eine homogene Differential
gleichung. Ist beispielsweise m = -1, so stellt 

A ' y y = x bzw. y = - x 
die Schar gleichseitiger Hyperbeln dar, deren Asymptoten die Koordi
natenachsen sind. Die Differentialgleichung ihrer Trajektorienschar ist 

k- .!!_ 
' X y = - --. 

kJL + l 
X 

Setzen wir wieder }L = z, so geht sie über in 
X 

(z + xz')(k z + 1) + z - k = 0. 

Trennen wir die Veränderlichen, so erhalten wir 

k z + 1 dz + '!..!._ = 0 
k z2 + 2z- k x 

und daraus das Integral 

ln(k z2 + 2z -· k) + lnx2 = lnc oder y 2 + 2xyctg.x- x 2 = c . 
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Drehen wir dasKo-
ordinatensysteDl 

U1ll den Winkel ; 

[ s. (112) s. 301 ], 
so geht diese Glei
chung über in 
~ ~ = 0. Die Tra
jektorien der Schar 
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gleichseitiger Hy- ----§~~~~~~~7+~~~~=~~~~~-
perbeln n1it ge-
n1einsan1en AsyDl
ptoten ist also eine 
zu ihr kongruente 
Schar gleichseiti
ger Hyperbeln, die 
n1an aus der ur-

sprünglichen 
durchDrehungun1 

den Wmkel ~ er

hält (s. Abb. 381). 
b) Unter einen1 

Kreisbüschel 
versteht n1an die 
Schar aller durch 
zwei feste Punkte 
gehenden Kreise. 
Sind in Abb. 382 
A1 und A2 die bei
den festen Punkte, 
die den gegenseiti
gen Abstand 2 a 
haben n1ögen, so 
ist der Ort der 
Mittelpunkte aller 
dieser Kreise die 
Mittelsenkrechte 

zu A1 A2 • Wirwäh
len A1 A2 zur y
Achse, die Mittel
senkrechte zur X

Achse eines recht
winkligen Koordi-

Abb. 381. 

Abb. 382. 
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natensystems. Ist M (c [ 0) der Mittelpunkt eines Büschelkreises, so 
lautet die Gleichung dieses Kreises 

(x- c) 2 + y2 = a 2 + c2 bzw. x2 + y2 - 2cx- a 2 = 0; a) 

sie kann, wenn c als veränderlich betrachtet wird, als die endliche 
Gleichung des Kreisbüschels gelten. Differenzieren wir a) nach x, 
so ergibt sich 2(x- c) + 2y y' = 0 und durch Elimination von c aus 
dieser Gleichung und der Gleichung a) die Differentialgleichung 
des Büschels 

' y2- x2- a2 
x2 - y2 + a2 + 2 x y y' = 0 bzw. y = 2 x Y b) 

Nach 61) ist die Differentialgleichung der orthogonalen Trajekto
rien des Kreisbüschels 

c) 

Zu ihrer Integration wollen wir verschiedene Wege einschlagen, von 
denen jeder besondere Erwägungen erfordert. Zugleich sollen sie An
regungen geben, wie man gegebenenfalls verfahren kann, wenn keine 
der im vorigen Paragraphen entwickelten Methoden unmittelbar an
wendbar ist. c) ist eine Differentialgleichung erster Ordnung und 
ersten Grades, aber nicht ohne weiteres integrierbar. 

l. Weg: Wir setzen 
xz + a2 = u, yz = v; 

dann wird 
2xdx =du, 2ydy = dv; 

und die Differentialgleichung geht über in 

2xdv 2xy 
2ydu u-v 

bzw. 
du u- v 
dv = 2y2 

oder 
du u- v 
dv=~, 

eine Differentialgleichung, die man entweder als homogene oder als 
lineare behandeln kann. Ihr Integral ist u = -v + 2qlv. Setzen 
wir x und y wieder ein, so erhalten wir als vollständige Integralgleichung 

von c) x2 + yz _ 2cy + a2 = 0. d) 

Die orthogonalen Trajektorien des Kreisbüschels sind wieder 
Kreise; sie gehen sämtlich durch die beidenPunkte (ia [0) und ( -ia[O) . 
Die Kreise bilden also wieder ein Kreisbüschel; nur liegen die Fest
punkte jetzt auf der x-Achse und sind imaginär; die Kreise schneiden 
sich also nicht in reellen Punkten. Der zu c = a gehörige Kreis des 
Trajektorienbüschels hat die Gleichung x2 + (y- a) 2 = 0; er wird 
nur von einem reellen Wertepaar, nämlich x = 0, y = a erfüllt. Dieser 
Kreis ist demnach zu einem Punkte, und zwar zum Punkte A1 der 
Abb. 382 zusammengeschrumpft; für c = -a ergibt sich A2 als Büschel-
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kreis. Die Kreise des orthogonalen Trajektorienbüschels schließen sich 
also gegenseitig ein und gruppieren sich um die beiden Festpunkte A1 

und A 2 des ursprünglichen Kreisbüschels. 
2. Weg: Schreiben wir Gleichung c) in der Form 

dx x y2 - a2 

dy 2y-2Xi}' 

so können wir s1e als eine Bernoullische Differentialgleichung an
sprechen [s. 28) in (225) S. 781]. Wir brauchen nur 

I a2- y2 
n=-1, P= 2 Y, Q=~ 

zu setzen. Führen wir x 2 = z, also 

ein, so geht c) über in 
dz 
dy 

2xdx = r!:_z_ 
dy dy 

:_ _ y2 _ a2 

y y 

eine lineare Differentialgleichung, deren Integral sich nach (225) 
S. 771 ergibt zu z = -y2 - a2 + 2cy; durch Einsetzen von x erhalten 
wir wieder Gleichung d). 

3. Weg: Schreiben wir Gleichung c) in der Form 

2xydx + (y2 - x 2 - a 2)dy = 0, e) 

so können wir nach einem integrierenden Faktor R suchen; in der Tat 
läßt sich ein solcher R (y) finden, der nur von y abhängig ist. Er muß 
die Bedingung erfüllen 

R- (- 2 x) = R- 2 x + 2 x y • R' 
oder 

2~!/_+dR=O 
y R , lnR = -lny2 , 

Multiplizieren wir Gleichung e) mit diesem Werte von R, so geht sie 
über in 

x ( x2 a2) 2-dx+ 1----dy=O 
y ~ ~ ' 

deren linke Seite nun ein vollständiges Differential ist. Die Ursprungs
funktion ist auf dem in (226) entwickelten Wege leicht zu finden; sie ist 

x2 + a2 
y +--. y 

Demnach ist die vollständige Integralgleichung von e) 

x2 + a2 
y + --= 2c 

y 
bzw. 

in Übereinstimmung mit d). 

x2 + y2 - 2cy + a2 = 0, 
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4. Weg: Vertauschen wir in der Differentialgleichung c) die Ver
änderlichen und ihre Differentiale miteinander und setzen gleichzeitig 
-a2 an Stelle von a 2, so geht c) über in 

dx 2xy 
----

dy y2 _ x2 _ a2 

oder 
dy y2 _ x2 _ a2 

dx ~-y-

Dieses ist aber die Differentialgleichung b). Da b) nun die Gleichung 
eines Kreisbüschels ist, dessen Festpunkte, auf der y-Achse liegend, 
von 0 die Abstände ± a haben, und dessen endliche Gleichung 

x 2 + y2 - 2cx- a 2 = 0 

ist, so muß c) die Differentialgleichung eines Kreisbüschels sein, dessen 
Festpunkte, auf der x-Achse liegend, von 0 die Abstände ± ia haben, 
und dessen endliche Gleichung daher 

x 2 + y 2 - 2cy + a 2 = 0 

ist, in Übereinstimmung mit d). 
5. Weg: Wir können das Problem des Kreisbüschels auch mit Hilfe 

von Polarkoordinaten in Angriff nehmen. Die Gleichung des um M 
geschlagenen Kreises lautet dann 

r 2 - 2crcosß - a 2 = 0 f) 

[s. (126) Gleichung 41) S. 337]. Durch Variation voncergeben sich alle 
Kreise des Büschels; folglich ist f) die endliche Gleichung des Kreis
büschels in Polarkoordinaten. Differenzieren wirf) nach ß, so erhalten wir 

2 (r- c cosß) :; + 2 er sin {} = 0; 

durch Elimination von c aus dieser Gleichung und aus f) folgt die 
Differentialgleichung des Kreisbüschels in Polarkoordinaten 

d{} a2 + r2 

d- = ( 2 2) ctg {} . r r a - r 
g) 

Demnach ist die Richtung des Linienelementes gegen den Leitstrahl 
im Punkte r/ß nach Formel 58) in (141) S. 403 

d{} a 2 + r2 

r · -d = -2--2 ctgß, r a - r 

also die Richtung des auf ihm senkrecht stehenden Linienelementes 

h) 
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womit zugleich die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien 

des Kreisbüschels in Polarkoordinaten gewonnen ist. Wir können hier 

leicht die Vt:)ränderlichen trennen und erhalten 

r2- a2 
ctg#. d# = r(r2 + a2) dr; 

die Integration ergibt 

lnsin# + lnr -ln(r2 + a 2) = C 

bzw. 
2crsin# = r 2 + a2. 

Beim Übergang in das rechtwinklige 
Koordinatensystem entsteht die 
Gleichung d) 

x 2 + y 2 - 2cy + a2 = 0. 

c) In Abb. 383 seien F 1 ( -c I 0) Abb. 383. 

und F 2 (+c iO) gegeben als Brenn-
punkte einer Ellipse; die große Halbachse sei OA 1 = OA2 = a. Dann 

ist die kleine Halbachse OB1 = OB2 = b = 1a2 - c2 , also die Achsen

gleichung dieser Ellipse 

a) 

Nun gibt es unendlich viele Ellipsen, die die beiden Brennpunkte F 1 

und F 2 gemeinsam haben; man erhält sie, indem man der großen Halb

achse a alle möglichen Werte erteilt. Man nennt solche Ellipsen k o n

fokale Ellipsen, und a) stellt ihre endliche Gleichung dar, wenn a 

als veränderlich aufgefaßt wird. Differenzieren wir a) nach x, so be

kommen wir die Gleichung 

2x +~ , __ 0 
a2 a2- c2 y - . 

Durch Eliminieren von a2 ergibt sich die Differentialgleichung 

der konfokalen Ellipsen 
2 2 2 

'2 + X - y - C ' l - 0 y - - - y- -. 
xy 

b) 

Nun sind F 1 und F2 gleichzeitig auch die Brennpunkte einer Schar 

von Hyperbeln; ist ihre reelle Halbachse 02X1 = 02X2 = a, so ist 

ihre imaginäre gleich 1ci~=.(i2, also die endliche Gleichung der kon

fokalen Hyperbelschar 

c) 

Da a) und c) identisch sind, ist a) die endliche Gleichung der kon

fokalen Kegelschnitte und also b) die Differentialgleichung 
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der konfokalen Kegelschnitte überhaupt. Es ist nur zu beachten, 
daß Gleichung a) im Falle a > c eine Ellipse, im Falle a < c eine Hyperbel 
darstellt. Die Schar der konfokalen Ellipsen durchschneidet die Schar 
der zu den gleichen Brennpunkten gehörigen konfokalen Hyperbeln 
unter rechtem Winkel, da das Absolutglied der in y' quadratischen 
Gleichung b) den Wert -l hat. Die beiden Kurvenscharen sind also 

(j. imaginär 

Abb. 384. 

zueinander orthogonale Trajektorienscharen. Im übrigen sei auf die 
Anwendung b) in (229) S. 800 verwiesen. 

d) In (144) S. 415ff. haben wir die Lemniskate behandelt; ihre 
Gleichung ist in Polarkoordinaten 

a) 

Lassen wir a sich ändern, so erhalten wir eine Schar von Lemniskaten, 
die sämtlich durch 0 gehen und in diesem Punkte die Tangenten ge
meinsam haben. Wir können a auch imaginäre Werte annehmen lassen . 
Für einen reellen Wert von a erstreckt sich nämlich die Lemniskate 
durch jene beiden von den durch 0 gehenden Tangenten gebildeten 
Felder der Ebene, welche den Anfangsstrahl und seine Verlängerung 
enthalten, für einen imaginären Wert von a durch die beiden anderen 
Felder. Abb. 384 deutet diese Verhältnisse an. Gleichung a) gibt die 
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endliche Gleichung der LemniskatenschaL Aus a) folgt durch Diffe-
renzieren dr sin2-& 

- =-a--· 
d-& ycos2-& ' 

eliminieren wir die Größe a, so erhalten wir die Differentialgleichung 
der Lemniskatenschar 

dß 
1·· dr = -ctg2ßo. b) 

Da nun 

ist, wobei rp der ·winkel ist, den die Lemniskatentangente im Punkte 
P(r[~'l) mit dem Leitstrahl einschließt, so muß die hierzu senkrechte 
Gerade durch P den Winkel VJ = 90° + rp mit dem Leitstrahle bilden. 
Es ist also tgVJ = -ctgrp. Demnach ist die Differentialgleichung der 
orthogonalen Trajektorien unserer Lemniskatenschar 

d-& 
r ·a;:r = tg2'!9- 0 

c) 

Hieraus folgt durch Integrieren als Gleichung der orthogonalen 
Trajektorienschar 

r = y'a;in2#. d) 
Setzen wir 

d. h. drehen wir den Anfangsstrahl um den Winkel45 °, so lautet die 
Gleichung der Trajektorienschar im neuen Koordinatensystem 

r = f a cos28. e) 

Die orthogonalen Trakjektorien bilden also eine Schar Lemniskaten, 
welche zur ursprünglichen Schar kongruent ist und aus ihr durch 
Drehung um 45 o hervorgeht (s. Abb. 384). 

Hiermit schließen wir den Abschnitt über die Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Die in diesen drei Paragraphen angestellten Unter
suchungen werden uns wertvolle Dienste leisten bei Behandlung der 
Differentialgleichungen höherer Ordnung, zu denen wir nunmehr 
übergehen. 

§ 4. lntegrierbare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

(234) Wie erwähnt, ist es nicht möglich, die allgemeine Differential
gleichung erster Ordnung 

F(x , y, y') = 0 41) 

zu integrieren. Die Schwierigkeiten häufen sich naturgemäß mit steigen
der Ordnung der Differentialgleichung. Wenn wir uns daher jetzt 
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den Differentialgleichungen höherer Ordnung zuwenden, so werden 
wir uns noch mehr als bei denen erster Ordnung auf ganz be
stimmte Gattungen beschränken müssen. So werden wir uns im 
allgemeinen nur mit Differentialgleichungen zweiter Ordnung be
fassen und auf solche höherer Ordnung nur dann eingehen, wenn sich 
ihre Integrationsmethoden zwanglos durch Verallgemeinerung aus 
denen für Differentialgleichungen zweiter Ordnung ergeben. Im vor
liegenden Paragraphen werden wir zudem nur solche Differential
gleichungen zweiter Ordnung untersuchen, die sich ohne Mühe auf 
Differentialgleichungen der ersten Ordnung zurückführen, also nach 
den bisher entwickelten Verfahren integrieren lassen. Von sonstigen 
Differentialgleichungen soll im folgenden Paragraphen überhaupt nur 
eine besondere Art, die lineare Differentialgleichung, behandelt 
werden. f i 

Die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung ist von der 
Form 

F(x, y, y', y") = 0 

oder, wenn sie nach y" auflösbar ist, 

y" = f(x, y, y'). 

62) 

63) 

Diese wollen wir allen unseren Betrachtungen zugrunde legen. Gewisse 
Sonderfälle derselben lassen sich leicht behandeln; zu ihnen wollen 
wir jetzt übergehen. 

I. Ist y" weder von x noch von y, noch von y' abhängig, 
die Differentialgleichung also von der Gestalt 

y" = a, 64) 

wobei a eine Konstante bedeutet, so setzen wir 

fl dy' 
y =a:x, 65) 

wodurch sie m die neue Differentialgleichung übergeht 

dy' 
a; =a. 

Diese ist aber eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den 
beiden Veränderlichen x und y', und zwar von ganz besonders ein
facher Gestalt. Ihre Integration ergibt y' = ax + c1 • Ersetzen wir y' 

wieder durch ~·~, so erhalten wir die Gleichung 

dy 
dx = ax + cl, 

eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den beiden Ver
änderlichen x und y, die sich ebenfalls in einfacher Weise integrieren 
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läßt. Ihre vollständige Lösung und damit die vollständige Lösung 
von 64) ist 

66) 

Als vollständiges Integral einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
enthält sie - in Übereinstimmung mit den Ausführungen von (220) -
zwei Inte~rationskonstanten c1 und c2 • 

Das klassische Beispiel der Mechanik hierfür ist der vertikale nach 
oben gerichtete Wurf im luftleeren Raume; er ist dadurch gekennzeichnet, 
daß seine Beschleunigung b den konstanten Wert -g = -9,81 ms- 2 

hat. Da nun b = ~:: ist, so ergibt sich für ihn die Differentialgleichung 

d2 s 
dt2 = -g; 

ihr vollständiges Integral ist nach 66) 

g 
s = - 2 t2 + c1 t + c2 • 

Die Integrationskonstanten ergeben sich aus den "Anfangsbedingungen". 
Wird beispielsweise die Wurfhöhe s von der Erdoberfläche aus ge
messen, wird ferner die Zeit t vom Beginne des Wurfes an gerechnet, 
der in der Höhe s = s0 mit der Anfangsgeschwindigkeit v = v0 aus
geführt wird, so ergibt sich, wenn wir t = 0 setzen, s0 = c2 • Da ferner 
die Geschwindigkeit 

ds 
V= dt = gt + c1 

ist, so muß auf Grund der Anfangsbedingungen v0 = c1 sein, so daß 
der vertikale Wurf bei Berücksichtigung dieser Anfangsbedingungen 
durch die Gleichung 

beschrieben wird. 
Gleichung 64) führt ungezwungen auf die allgemeine Gleichung 

67) 

also eine Differentialgleichung n ter Ordnung; sie besagt, daß der 
n te Differentialquotient gleich einer konstanten Größe a sein soll. Ihr 
Integral ist, wie man durch wiederholtes Integrieren findet, die ganze 
rationale Funktion n ten Grades 

Y =_!!__xn+c xn-l+c xn- 2 + · · · +c · n! · 1 2 n' 68) 

von der Richtigkeit überzeugt man sich leicht durch Differenzieren. 
Die n Größen c1 , c2 , ••• , Cn sind die n Integrationskonstanten. 
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II. Der zweite Differentialquotient möge nur von x abhängig 
sein, die Differentialgleichung also lauten 

y" = f(x). 69) 
Setzen wir wieder 

" dy' 
Y = dx' 65) 

so erhalten wir die Differentialgleichung erster Ordnung zwischen X 

und y' 
dy' 
dX = f(x), 

deren vollständiges Integral 

y' = ~-~ = jf(x) dx + c1 

ist. Die damit erhaltene Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x 
und y hat ihrerseits das vollständige Integral 

70) 

In entsprechender Weise läßt sich die Differentialgleichung n ter Ordnung 

dny 
dxn = j(x) 

integrieren. Ihre vollständige Lösung ist 

y= JJ···/f(x)dxdx ... dx+c1 xn-l+c2 xn- 2 + ··· +cn. 
----......-' 

n n 

Anwendungen. 

) " . dy' a y = x · smx = a;;;-, y' = - xcosx + sinx + c, 

y = -x sinx - 2 cosx + c1 x + c2 • 

b) ", = ~ y x2' 
" 1 2 y = -- + Cl' 

X 
y' = -ln:r + 2c1 x + c2 , 

y = -X Jn X + c1 X 2 + C2 X + C3 . 

c) Ein elastischer Stab ragt in der 
Länge l wagerecht aus einer Wand 
heraus; er ist einer Belastung unter
worfen und biegt sich infolgedessen 

~-====:::::!:'::::::::::--7J-----;'-'--r-X nach einer bestimmten Linie, der 
elastischen Linie (siehe Abb. 385). 
Besitzt der Stab allenthalben den 
gleichen Querschnitt, und ist dessen Abb. 385. 



(234) lntegrierbare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 829 

Trägheitsmoment bezüglich der wagerechten Schwereachse des Quer
schnittes gleich J, ist ferner E das Elastizitätsmaß (in kgcm - 2) des 
Stabmaterials, so besteht für die elastische Linie mit großer Genauig
keit die Differentialgleichung 

a) 

wobei M (x) das statische Moment der auf das Stabstück PA fallenden 
Belastung ist. Einige Sonderfälle mögen zeigen, wie sich die Gestalt 
der elastischen Linie bestimmen läßt. 

(\;) Wird der Stab nur durch eine an seinem EndpunkteA angreifende 
Kraft G beansprucht, so ruft diese an der Stelle P des Stabes ein Moment 
hervor, das sich, da der Momentenarm PA = l = x ist, zu M = G (l- x) 

ergibt. Man erhält demnach für die elastische Linie aus a) die Diffe
rentialgleichung 

y" = -JJ (l- x); 

aus ihr erhält man durch zweimaliges Integrieren 

1 G ( x2
) y = EJ lx- 2 +Cl' 

Wir haben nun noch die Integrationskonstanten c1 und c2 aus Anfangs
bedingungen zu bestimmen. Diese ergeben sich aus dem Umstande, 
daß der Stab wagerecht eingespannt sein soll, und daß diese Einspann
stelle als Anfangspunkt unseres rechtwinkligen Koordinatensystems 
gewählt worden ist; die x-Achse haben wir wagerecht gelegt, die y-Achse 
ist nach unten gerichtet. Demnach gehören zu x = 0 die Werte y = 0 
und y' = 0. Dann folgt aber c1 = 0 und c2 = 0. Die Gleichung der 
elastischen Linie lautet mithin für unseren Belastungsfall 

G p ( ( x )2 ( x ·)3) 
y = 6EJ 3 l - l . 

Sie stellt eine Parabel dritter Ordnung dar. Der 
die Belastung an seinem Ende eine Verschiebung 
AA' =I, welche sich aus Gleichung b) zu 

GP 
I = 3EJ 

b) 

Stab erfährt durch 
aus der Ruhelage 

c) 

ergibt (für x = l). Führen wir diesen Wert von f in Gleichung b) ein, 
so schreibt sie sich 

y= ~ (3(~r- (;t). d) 

Diese Gleichungsform der elastischen Linie verdient vom praktischen 
Standpunkte aus den Vorzug vor b), weil in ihr nur die beiden leicht 

Wicke, Ingenieur-Mathematik li. 26 
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meßbaren Strecken l und I als Konstanten auftreten. Man kann auch 
aus der durch Messung gefundenen Verschiebung I mittels c) die Größe 

G I 
EJ = 3 13 

finden: da G bekannt ist und J aus dem Querschnitte berechnet werden 
kann, so läßt sich aus G, J, l und I das Elastizitätsmaß bestimmen: 

Gl3 

E = 3fJ' 

Aus d) ergibt sich weiter 

y'=: +(2 ~- (~n-
Demnach bildet am Stabende die Tangente mit der Horizontalen einen 

Winkel <X, für den sich ( x = l) die Gleichung tg <X = ~} +ergibt. Suchen 

wir also auf der x-Achse Punkt T, für den OT = tZ ist, so ist TA' die 
zum Endpunkt A' gehörige Tangente an die elastische Linie. Durch 
diese Angaben ist die Gestalt des Stabes genügend genau bestimmt. 

ß) Ist auf dem Stabe in seiner ganzen Länge eine Last G gleich-

mäßig verteilt, so daß auf die Längeneinheit eine Belastung y = ~ 
wirkt, so ist der zur Abszisse x gehörige Stabquerschnitt einem 
Momente M unterworfen, das die zu dem Stabstück PA gehörige Be
lastung y · (l - x) auf ihn ausübt. Da der Schwerpunkt dieser Belastung 

PA l- X • )' von P den Abstand 2 = - 2- hat, so 1st das Moment M = 2 (l - x)2, 

also die Differentialgleichung der sich hier ergebenden elastischen 
Linie nach a) 

" - )' (l )2 y - 2EJ -X . 

Die zweimalige Integration ergibt 

y' = 2~J(l2x -lx2 + x;) + cl' 

r (l2 x2 lx3 x4 ) 
Y = 2EJ 2 - 3 + 12 + c1 :r + c2 • 

Da wiederum für x = 0 auch y = 0 und y' = 0 sein muß, läßt sich 
die Gleichung der elastischen Linie schreiben (y l = G) : 

G 7,3 ( ( x )2 ( x \3 ( x )4) 
Y = 24EJ 6 T - 4: Tl + T · 

Die elastische Linie ist demnach eine Parabel vierter Ordnung. Beträgt 
die Verschiebung aus der Ruhelage am Ende des Stabes AA' = I , so 
muß sein 
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dadurch wird die Gleichung der elastischen Linie 

y) Ist auf dem Stabe von der Längeleine Last G so verteilt, daß die 
Belastung für die Längeneinheit von dem Werte 0 in 0 bis zu einem 
Werte y' in A stetig und gleichmäßig zunimmt, so daß sie in P den 

Betrag Yx = ·~~ x hat (s. Abb. 386), 

so beträgt die Gesamtbelastung 

l l 

f r'J r'l G= y.,dx=T xdx=-z· 
0 0 

y 
Abb. 386. 

Der zu P gehörige Stabquerschnitt ist einem Momente unterworfen, 
das sich aus der zur Stabstrecke PA gehörigen Belastung zu 

l l 

M = J(; - x) · y~d; = l; I<~- x); d~ = r; [;- ~2 xJ: 

"' "' 
= _i_ [x3 - 3l2 x + 2Z3] 

6l 

ergibt. Demnach lautet die Differentialgleichung der dieser Belastung 
entsprechenden elastischen Linie 

y" = 6;Jl (x3- 3l2 x + 213), 

aus der durch Integration folgt 

y' ( x4 3 ) y' = --- --- -l2 x2 + 2Px + c1 6EJl , 4 2 
und 

y' ( xs [2 ) 
y = 6 E Jl 20 - 2 x3 + za x2 + Cl X + c2 • 

Auch hier muß für x = 0: 

also 
y = 0 und y' = 0 , 

c1 = 0 und c2 = 0 

sein. Die Gleichung vereinfacht sich mithin zu 

aza ((x)s (x)a (·x)2) 
Y = 60EJ T - 10 T + 20 T . 

Die elastische Linie ist also eine Parabel fünfter Ordnung. Die Ver
schiebung des Endpunktes aus der Ruhelage beträgt hier 

I = 11 aza [s. a. (28) S. 61]. 
60 EJ 

26* 
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{}) Der elastische Stab ruhe mit seinen Enden auf zwei gleich hohen 
Trägern A und B (s. Abb. 387); in seinem Mittelpunkte 0 wirke auf 

ihn die Last G. Die Stützkräfte in A und B betragen demnach je -?. 
An dem Querschnitt P wirkt das Moment der in A wirksamen Stütz

kraft g; da der Hebelarm gleich x ist, 

-0 
M=-!rx. 

y [Das Minuszeichen erklärt sich daraus, 
Abb. 387. 0 

daß 2 in dem für UnserKoordinatensystem 

negativen Sinne zu drehen sucht.] Also lautet. die Differential
gleichung der elastischen Linie 

" -G 
Y = 2E.J:r 

und somit die endliche Gleichung 

G (-x.a ') 
y = 2EJ ß + Cl X+ C2 • 

Die Anfangsbedingungen sind hier andere als in den bisherigen Fällen. 
Wohl muß fÜr x = 0 auch y = 0 sein, woraus sich c2 = 0 ergibt; aber 
die Linie läuft jetzt nicht mehr im Anfangspunkte horizontal, sondern 
in dem Punkte 0 ', in den sich der Mittelpunkt 0 infolge der Belastung G 

verschoben hat; für ihn ist x = -~-. Da nun hier 

0 ' 2 ) 

y' = 2 E] (- -~- + Cl 

gleich 0 sein muß, so folgt 

also 

Die Gleichung der elastischen Linie ist demnach 

0!3 ( (x)a x) 
y = 48EJ - 4 T + 3 T · 

Sie gilt allerdings nur für den von A bis 0' reichenden Teil. Für den 

von 0' bis B reichenden Teil kommt die in B wirkende· Stützkraft ~ 
in Betracht; es wird also die elastische Linie dieses Teiles symmetrisch 
zu der eben ermittelten. Die Verschiebung des Punktes 0' aus der 
Ruhelage ist 

(x = !) 
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mit ihr gestaltet sich die Gleichung der elastischen Linie zu 

Ihr Differentialquotient ist 

Demnach bestimmt sich der Neigungswinkel <X an der Auflagestelle A 
aus der Gleichung 

3/ 
tg<X = T. 

Weitere Beispiele bilde sich der Leser selbst!). 

(235) III. Der zweite Differentialquotient möge nur von y 
abhängig sein, die Differentialgleichung also lauten: 

Setzt man in diesem Falle 

also 

so geht 71) über in 

y" = f(y). 

' dy' 
y" = y • dy' 

dy' 
y'. dy = f(y) ' 

71) 

72) 

73) 

eine Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades zwischen y 
und y', in der sich die Veränderlichen bequem trennen lassen. Es ist 
nämlich 

y' dy'= f(y)dy, 
also 

/2 ( 
y2 = . f(y) dy + i 

und somit 
74) 

Eine zweite Integration ergibt schließlich aus 

- dy __ = dx 
f2ff(y) dy +Cl 

als die vollständige Integralgleichung von 71) 

f dy 
y2]f(y) dy +c1 = x + c2 • 

75) 

1 ) Vgl. u. a. Freytags Hilfsbuch für den Maschinenbau, 7. Auf!., S. 230ff, 
Berlin: Julius Springer 1924, . 
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Anwendungen. a) y" = ty2 • Mittels 72) erhalten wir 

,dy' 3 2 
Y dy = 2Y bzw. y' d y' = f y2 d y ' 

also y' 2 = y3 + c1 • Hieraus folgt 

also 

Für c1 = 0 ergibt sich das partikuläre Integral 

2 
x =- YY + c2 oder 

b) Die harmonische Bewegung ist dadurch gekennzeichnet, daß 
der sich bewegende Massenpunkt einer Beschleunigung unterworfen 
ist, die beständig nach einem festen Punkte, dem Mittelpunkte 

oder der Ruhelage der Bewegung hin 
o P gerichtet ist, und daß sie stets proportional 
r--s~ der augenblicklichen Entfernung 8 des be-

A!J!J. 388. wegten Punktes von der Ruhelage ist. In 
Abb. 388 sei 0 der Mittelpunkt der Bewe

gung; im Augenblicket befinde sich der Massenpunkt an der Stelle P, und 
es sei 0 P = 8 . Die Beschleunigung b ist stets nach 0 gerichtet; wirkt 
also stets in dem dem Vorzeichen von 8 entgegengesetzten Sinne. Da 
sie proportional 8 ist, muß sie dem Gesetze genügen: b =- k 28. 

Die Konstante k ist hierbei im .wesentlichen durch die die Bewegung 
verursachenden Umstände bestimmt. Beispielsweise wird in sehr großer 
Annäherung eine harmonische Bewegung von einem Massenpunkte 
beschrieben, der an einer Spiralfeder befestigt, durch diese im luft
leeren Raume zu einer auf- und abwärtsgehenden Bewegung gezwungen 
wird; in diesem Falle ist k durch die Elastizität der Spiralfeder bedingt. 

d2 s Da nun b = dt2 ist, so ergibt sich 

a) 

die Differentialgleichung der harmonischen Bewegung. Be
zeichnen wir mit v die augenblickliche Geschwindigkeit, wobei 

ist, so ist 

also 

ds 
V= dt. und b = dv 

dt 

d2 s dv dv ds 
dt2 = dt = ds · dt' 
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Aus Düferentialgleichung a) ergibt sich mithin 

dv 
vds=-k28 

und durch Integrieren 

also ist 

835 

b) 

Trennt man in dieser Differentialgleichung die Veränderlichen, so er
hält man 

dt = ds 
ycl- k2s2' 

woraus man das vollständige Integral erhält: 

1 . (ks) t = k arcsm yG;" + c2 • 

Lösen wir schließlich noch nach 8 auf, so bekommen wir die endgültige 
Gleichung 

y~. k( ) ) 8 = Tsm t- c2 • c 

Aus c) folgt durch Düferenzieren 

d) 
ferner aus a) und c) 

e) 
und aus b) und c) 

f) 

a) gibt die Beschleunigung-Weg-Beziehung, b) die Geschwindigkeit
Weg-Beziehung, c) die Weg-Zeit-Beziehung, d) die Geschwindigkeit
Zeit-Beziehung, e) die Beschleunigung-Zeit-Beziehung und f) die Ge
schwindigkeit-Beschleunigung-Beziehung der harmonischen Bewegung. 
Die Integrationskonstanten c1 und c2 ergeben sich aus den Anfangs
bedingungen der Bewegung. Zwei besonders wichtige Fälle wollen wir 
eingehender behandeln. 

1. Der Massenpunkt möge im Augenblicket = 0 mit der Geschwindig
keit v = v0 durch die Ruhelage gehen; dann ist zur Zeit t = 0: v = v0 

und 8 = 0. Aus c) ergibt sich sofort c2 = 0 und aus b) weiterhin c1 = VÖ , 
so daß sich für unseren Sonderfall Gleichung c) umwandelt in 

Vo • k 
8 = ksm t. c') 

Der Massenpunkt beschreibt also eine pendelnde Bewegung; eine 

Schwingung ist vollendet, wenn die Zeit T = '!-k verflossen ist. 
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T ist die Schwingungsdauer oder die Periode der harmonischen 
Bewegung; sie ist einzig durch k (die Elastizität der Spiralfeder) be
dingt. Unter Verwendung von T schreibt sich die Gleichung c') in 
der Form v0 T . 2:>r 

8 = 2;-smTt. 

Nach Verlauf der Viertelperiode erreicht der Massenpunkt seinen größten 
Abstand a von der Ruhelage, und zwar ist 

v0 T 
a =2;-

Durch Einführung von a in c') bekommt die Weg-Zeit-Gleichung die 
endgültige Gestalt: 

c") 

Da sich nun T und a leicht durch Beobachtung feststellen la~sen, kann 

man die Materialkonstante k = ~ und die Geschwindigkeit v0 = 2;a 
leicht durch Rechnung ermitteln. Die Formeln b), d), e) und f) gehen 
unter Einführung der Größen v0 , a und T über in die folgenden: 

v = Vo ya2 82 b') 
a ' 

2:>r d') v = v0 cos -T t , 

', b 
~ - -tl-- ______ ... 

g" 

V~ • 2:>r b = - - sm - ···· t . e') 
a T -

Abb. 389. Abb. 390. 
/ -o-·b2 a 2· f') 

v= lvo--2-. r Vo 

Im übrigen vgl. zu diesem Beispiele (46) S. l09ff.; Abb. 389 zeigt das 
v- 8-, das b - 8- und das v - b-Diagramm der harmonischen Bewegung. 

2. Hat der Massenpunkt zur Zeit t = 0 die Geschwindigkeit v = 0 
und den Abstand 8 = a von der Ruhelage, so ist nach b) c1 = k2a 2 

und nach c) 

a = -a sinkc2' also 

Daraus folgt aber 

8 = a coskt, v = - aksinkt, b = - ak2 coskt usw. 

Wir kommen auf dieselben Gleichungen wie bei 1.), nur daß der 

Anfangspunkt der Zeitrechnung jetzt um ~ = 2"'k später liegt. 

c) Für die Bewegung des mathematischen Pendels gelten die 
folgenden Betrachtungen (s. Abb. 390): Die in die Bahn fallende Be
schleunigung ist b = g sin<p, wobei <p der Ausschlag des Pendels aus 
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der Ruhelage ist. Nun ist, wenn l die konstante Länge des Pendels ist, 
s=l·rp, also 

ds dqJ 
V=-=l·-

dt dt 
und 

Ferner wirkt auch hier wie im Beispiele b) die Beschleunigung nach 
der Ruhelage zu, hat also das dem Weges entgf)gengesetzte Vorzeichen. 
Fassen wir dies alles zusammen, so erhalten wir die Differentialgleichung 

d2 qJ (J • 
'""([i2 = - T Sill rp . a) 

Ist w = ~~ die Winkelgeschwindigkeit, so können wir schreiben, da 

d2qJ dw dw drp dw 
~([j,Z = liT = 7tq; di = w dqJ 

ist, 

w d w = - f sin rp d ?J , 

woraus durch Integration folgt 

w = V 2 ~ cos~-+ c1 . 

Das Pendel möge durch die Ruhelage mit der Winkelgeschwindigkeit w0 

schwingen; dann muß für rp = 0: w = w0 werden. Es besteht dem
nach die Gleichung 

bzw. 

Setzen wir diesen Wert der Integrationskonstanten ein, so erhalten 
wir zwischen w und ?J die Beziehung 

w = v wö - 2 + (l - cos rp) . 

Zur Vereinfachung wollen wir noch 

l - COS?J = 2 sin2 ~ 
und 

b) 

setzen; dann läßt sich die W-!p-Beziehung schreiben: 

c) 

Führen wir noch den halben Ausschlagswinkel 1J1 = f in die Rechnung 
ein, so folgt aus c) weiter 

'!_'P_ = ..!:._ w ,;1 - k2 sin2 w 
dt 2 o r -r ' 
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also durch Integration 
'I' 

_.!:_ Wot =! dlp - . 
2 yl - k2 sin2 1p 

d) 
0 

Hierbei sind die Integrationsgrenzen so bestimmt, daß das Pendel 
gerade zur Zeit t = 0 durch die Ruhelage geht; denn aus d) folgt für 
1p = 0 auch t = 0. Die rechte Seite von d) ist ein elliptisches In
tegral, dem wir nur durch Reihenentwicklung beikommen können. 
Dazu müssen wir drei Fälle unterscheiden. 

l. Es sei k2 < l, also w 0 > 2 Jft; dann ist auch k2 sin2 1p < l, also 

nach c) w stets von Null verschieden, d. h. das Pendel kehrt niemals 
um, sondern vollführt umlaufende Bewegungen. (l - k2 sin21p)- i läßt 
sich nach dem binomischen Satze in eine Reihe entwickeln [s. (201) 
S. 663]; es ist 

( 1- k2 sin2 1p) - i = l + _.!:_ k2 sin21p + !.___:_2 k4 sin4 w + _!.___:__:J_-_15_ k6 sin6 1p + · · ·. 
2 2·4 ' 2·4·6 

Zur Ermittlung von t sind also Integrale von der G-estalt J sin"1p d1p 
auszuwerten, was mit Hilfe von Formel TIII 28) geschehen kann. Be
schränken wir uns auf die Ermittlung der Zeit T, die zu einem vollen 
Umlaufe des Pendels nötig ist (von q; = 0 bis q; == 2 n bzw. 1p = 0 
bis 1p = n), so erhalten wir 

"' 
T = !-__ ((1 - k 2 sin21p}- t d1p 

(j)o.,. 
0 e) 

= 2 " {1 + (_!_)2k2 + (!....:.2)2 k4 + (1._.__~)2 k6 + .. ·} = T. 
w0 , 2 2 • 4 2 · 4 · I 

2. Es sei k2 > l; dann kann nach c) die Winkelgeschwindigkeit w 
den Wert w = 0 annehmen; und zwar tritt dies ein, wenn 

also 

ist. 

. 'P 1 
sm2 =±k' 

± 2 , I ± 2 . w0 1/ T q; = arcsmk = arcsm 2 V g 
Der größte Ausschlagswinkel <X bestimmt sich also aus der Gleichung 

<X = 2arcsin ~0 yt . f) 

Da sich nun <X durch Beobachtung finden läßt, kann Formel f) 
umgekehrt benutzt werden, um die Winkelgeschwindigkeit w 0 beim 
Durchgange durch die Ruhelage zu berechnen; sie ergibt sich zu 

___ <>j r (J- ,· "' 
(1)0 --- ~ I [" Hlll 2 . 
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Führen wir statt der Veränderlichen VJ = ; in d) eine neue Veränder
liche x durch die Gleichung 

sinx = k sinVJ 
ein, so daß 

COSX dx = k COS'If' d1.p 

wird, so geht Gleichung d) über in 
X X 

l f cosxdx l !i dx 
2wot = kcostpjll- s-i~2; = k 111 1 . ~- · 

~ 1 -k2 smx 
0 0 

g) 

d') 

Die Bewegung ist in diesem Falle ein Pendeln; die Zeit T, die das 
Pendel benötigt, um den gleichen Zustand wieder zu erreichen (d. h. 
gleichen Ausschlag g; und gleiche und gleichgerichtete Winkel
geschwindigkeit w), heißt die Schwingungsdauer. Den vierten Teil 

von ihr, also ~, braucht das Pendel von der Ruhelage bis zum größten 

Ausschlag IX. Da für 

bzw. 

· k · O< k Wo 1/T l l smx = sm 2 = · 2 g = , a so 
:r 

X=2 

wird, bestimmt sich nach d') T aus der Gleichung 

2 

T = 4 .!i ____ !0 ___ --
k w0 1 ~~-i--. -

V - k2 smx 
0 

_., 

2 

= ~ -f[l + 2_ sin2x + 1. 3 ~in4_:: + 1_·_3 -_5 sin6x + .. ·] dx. 
k (u0 2 k2 2 · 4 lc4 2 • 4 . 6 k6 

0 

Das ergibt 

l ' -( { ( l )2 l (1 . 3 )2 1 (1 . 3 . 5)2 1 } 
T = 2 n i g l + .2 p + ,2 ~ 4 · k4 + ~4----:-6 · kij + · · · 

oder 

I r { ( 1)2 a (1 . 3)2 a T = 2 n / - l + - sin2 - + - _ sin4 -- y 2 2 2-4 2 

(1 . 3 . 5)2 Ct } + 2-:-r:{l_ sins 2 + . . . . 1 
e' ) 

Für kleine Ausschläge IX ist demnach angenähert 
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noch bei lX = 8 o ist die Abweichung nicht größer als 

2n yq-· 0,0012 . 

(235) 

Legen wir das Sekundenpendel zugrunde, dessen Länge sich aus 
der Gleichung 

2n v;- = 1 sec 

bestimmt, das also nach e') für sehr kleine Ausschläge eine Schwingungs
dauer von genau 1 sec hat, so würde dieses bei einem Ausschlage von 

eine Schwingungsdauer von 

1,0012 sec 1,017 sec 1,073 sec 1,17 sec 1,31 sec 

haben, wie man sich aus Formel e') berechnen kann. 
3. Ist schließlich k2 = l , also 

1/ g 
Wo= 2 V T' 

so nimmt nach c) die Winkelgeschwindigkeit w den Wert Null an, 

wenn ; = 90° ist. Der größte Ausschlagswinkel ist mithin in diesem 

Grenzfalle lX = 180 °. Die Formel d) liefert dann 

.1 ·zj'''dlp l. z (;n; 1p) t = I - --- = I - lntg - + -g COS1p g 4 2 ' 
0 

. 1/T :n: + 'P t = ,. g lntg - 4 . 

Lösen wir nach q; auf, so ergibt sich 

yJLt 
q; = 4 arctg e 1 - n , 

d") 

eine Formel, die für jeden Zeitpunkt t den Winkel q; zu berechnen 
gestattet. Setzen wir in d") q; = n, so wird t = oo. Das Pendel strebt 
also zwar der höchsten Lage zu, die Winkelgeschwindigkeit nimmt 
aber in dem Maße ab, daß diese erst nach unendlich langer Zeit erreicht 
wird. 

d) Es soll die Bewegung eines Körpers untersucht werden, dessen 
Bahn unt:er Zugrundelegung des N ewtonschen Anziehungsgesetzes 
geradlinig nach der Erde hin bzw. von ihr wegführt. Hat der Körper 
vom Erdmittelpunkte den Abstand s, ist ferner r der Halbmesser 
der Erde, so ist die Beschleunigung b, die ihm durch die Erde erteilt 
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wird, nach dem Newtonsehen Gesetze bestimmt durch die Proportion 
b:g = r 2 :82 , also r2 

b= 2 g. a) 
8 

Da ihre Richtung mit der negativen Richtung von 8 zusammenfällt, 
so ergibt sich die Differentialgleichung 

d2 s r2 

dt2 =-82g , b) 

also eine Gleichung von der Form 71). Ist v =~~die Geschwindigkeit, 
so können wir b) überführen in 

aus der mittels Integrieren die Gleichung gewonnen wird 

v = y2r:g+ -c1 • c) 

Der Körper möge mit der Geschwindigkeit v0 auf der Erdoberfläche 
auftreffen, es sei also v = v0 für 8 = r. Die Integrationskonstante c1 

ergibtsich aus dieser Anfangsbedingungmittels c) zuc1 = v~- 2gr, so daß 

1/ r2g . ds 
V= r 2s + v5- 2gr = dt c') 

ist. Um diese Differentialgleichung erster Ordnung in 8 und t zu inte
grieren, trennen wir die Veränderlichen und erhalten 

d) 

Das Integral fällt nun verschieden aus, je nachdem v~- 2gr ~ 0 ist. 

1. Beginnen wir mit dem Grenzfalle v~ = 2gr! Dann folgt aus 
Gleichung c') 

v = rl / 21[ r s , 

und wir erkennen, daß für 8 =(X) v = 0 wird. Demnach ist v0 = y'irir 
die Geschwindigkeit, mit welcher ein Körper auf der Erdoberfläche 
auftrifft, der von einer unendlich fernen Stelle des Weltalls auf sie fällt. 
Sie beträgt, wenn wir g = 9,81 msek - 2 , r = 6371 km annehmen: 

v0 = ll,l8kmsec- 1 , 

wobei von allen Störungen, wie Luftwiderstand usw., abgesehen ist. 
Eine größere Endgeschwindgkeit "'als 11,18 kmsek- 1 ist also für einen 
auf die Erde fallenden Körper überhaupt .. nicht denkbar. Würde man 
umgekehrt einen Körper mit dieser Geschwindigkeit von der Erdober
fläche fortbewegen, so würde er erst im Unendlichen zur Ruhe kommen 



842 Die Differentialgleichungen. (235) 

-- bei der nämlichen Voraussetzung wie oben - ; er würde also niemals 
zur Erde zurückfallen können. Formel d) gibt für unseren Fall die 
Weg -Zeit-Beziehung 

e) 

Denken wir uns den Körper bei Beginn der Zeitmessung mit v0 = 
11,18 kmsek- 1-Geschwindigkeit von der Erdoberfläche fortbewegt, so 
daß für t = 0 8 = r ist, so ist c2 = -try r, und der Körper hat 
nach der Zeit t eine Entfernung 8 vom Erdmittelpunkte, die sich aus e) 
ergibt zu 

8 = (r fi -fr-ßU. t)J ; f) 

bzw. er braucht, um die Entfernung 8 vom Erdmittelpunkte zu er
reichen, die Zeit 

2 (sy8 - ryr) 
t= - - ----

3ry'2g · 
g) 

Um also eine Strecke von 384400 km (Entfernung Erde-Mond) zurück
zulegen, bedarf es einer Zeit von 2 Tagen 3 Stunden, und zwar langt 
der Körper mit einer Geschwindigkeit von I ,44km sek - 1 am Endpunkte an. 

2. Nehmen wir jetzt an, daß v~ > 2gr ist, daß also der Körper 
von der Erde mit einer Anfangsgeschwindigkeit fortbewegt wird, die 
größer ist als diejenige, mit der er, aus dem Unendlichen auf die Erde 
fallend auf deren Oberfläche anlangen würde. 

Aus c') erkennen wir, daß, da nur positive Werte von 8 in Frage 
kommen können, v niemals den Wert Null annehmen, der Körper also 
in bezug auf die Erde niemals zur Ruhe kommen und demnach seine 
Bewegungsrichtung auch niemals umkehren kann ; wird er von der Erde 
fortgeschleudert, so kehrt er niemals wieder zu ihr zurück. Schreiben 
wir zur Abkürzung v~- 2gr = v~ , da yv~ - 2gr die Geschwindig
keit ist, die der K örper im Unendlichen erreicht, so läßt sich Gleichung d) 
auf die Form bringen: 

t =!-; ·-=s=d=s== + Cz . 
y2gr2 s + v~ s2 

Nach den in (68) S. l76ff. entwickelten Verfahren ergibt sich 

1 [ v2 s + gr2] t = v~ Voo ·YV~ 82 + 2g r2 8 - g r2 Wr~of ..::"':.(jr~-, - + c2 • 

3. Ist schließlich vö < 2gr, so nimmt nach Formel c') die Geschwin
digkeit einmal den Wert Null an, nämlich in einer Entfernung a vom 
Erdmittelpunkte, die sich aus c') zu 

2gr2 
a = ----

2gr- v~ 
h) 
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berechnet. Wird also der Körper von der Erdoberfläche aus mit der 
Geschwindigkeit v0 senkrecht nach oben geschleudert, so erreicht er 
in der Entfernung a vom Erdmittelpunkte, d . h . nach einer Steighöhe 

v2 r 
h=a-r=2 " 2 gr- V0 

i) 

den höchsten Punkt und kehrt sodann zur Erde zurück. Unter Ein
führung von a statt v0 läßt sich Formel d) schreiben: 

t=,;fä ( / 8 ds +cz= v,~ [a arcsin 28 -a-2 yas- s2]+c2. 
r2gr2)ras- s2 2rr2g a 

Unter Benutzung dieser Formel findet man beispielsweise, daß der 
Mond (a = 384400 km) 4 Tage 20 Stunden brauchen würde, um auf 
die Erde zu fallen, und daß er mit einer Geschwindigkeit von 
11,087 kmsec- 1 auf der Erdoberfläche auftreffen würde. 

(236) IV. Der zweite Differentialquotient möge nur von y' 
a bhänge n , die Differentialgleichung also lauten : 

y" = f(y'). 76) 

Zu ihrer Integration können wir drei verschiedene Wege einschlagen. 
Setzen wir 

65) 

so erhalten wir 
dy' ' dx=f(y), 

also 

77) 

Gelingt es, diese Gleichung nach y' aufzulösen, also auf die F orm zu 
bringen 

y' = q;(x) = -~~, 

so führt eine weitere Integration zu dem gewünschten Ziele. - Setzen 
wir zweitens 

so geht 76) über in 

Y" = y' dy' 
dy' 

,dy' f( ') Yay= y, 

deren vollständiges Integral lautet: 

y = ~~(~') dy' + C' . 

72) 

78) 
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Können wir diese Gleichung nach y' auflösen: 

I ( ) dy 
Y = 1p Y = dx' 

so ist 

die vollständige Integralgleichung von 76). - Drittens ist aber das 
aus 77) und 78) gebildete Gleichungspaar 

f dy' fy'dy' 
x = f(y') + C und y = f(y') + C 79) 

selbst schon die vollständige Integralgleichung in Parameterform, 
und zwar sind x und y als Funktionen des Parameters y' dargestellt. 

Anwendungen. a) Fall im lufterfüllten Raume [s. a. (60) 
S. 153ff.). Der fallende Körper erleide eine Verzögerung durch den 
Luftwiderstand, welche dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional 
sein soll. Es wirken also auf den fallenden Körper zwei Kräfte, die 
Erdanziehung m · g und der Luftwiderstand m · a 2 v 2, wobei m die Masse 
des Körpers und a 2 eine von der Luftbeschaffenheit abhängige positive 
Konstante ist. Da die erste Kraft die Richtung des Falles, die zweite 
aber die entgegengesetzte Richtung hat, ist die Resultierende die 
Differenz beider, und es ist K = m · g- m · a2 v2• Nun ist 

ferner 

folglich lautet die Differentialgleichung des Falles im luft
erfüllten Raume 

d2s (ds)2 
dt2 = g - a2 dt . 

Wir setzen ~i = v und bekommen 

dv · 
- = g- a2v2 
dt ' 

also 

Die Integration ergibt nach Formel TI8) 

dv 
dt = ~---g- a2v2. 

1 av 
t = ,;- ~{r;tg ,c + Cl • 

a Y g Y g 

a) 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten setzen wir als Anfangs
bedingung fest, daß zur Zeit t = 0 der Fall beginnen, also v = 0 sein 
möge; wir erhalten dann c1 = 0, und es wird 

1 av 
t = a ]I~ Wt:l:g yg b) 

v = ]lg · :l:g ( a -{g t) . 
a 

oder 
c) 
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Wächst t über alle Grenzen hinaus, so wird :tg (a fg t) = 1; v nähert 

sich also einem bestimmten endlichen Werte v1 = _L~, der sog. statio-. a 

nären Geschwindigkeit, deren Größe von a, d. h. von der Be
schaffenheit der Luft abhängt. Führen wir an Stelle der Konstanten 
die stationäre Geschwindigkeit ein, so geht c) über ili 

c') 

Eine weitere Integration ergibt 

V~ gt 
8 = -ln~of- + c . g vl 2 

Ist zur Zeit t = 0 auch 8 = 0, so ist c2 =0 und die Weg-Zeit-Beziehung 
lautet us 

8=v;ln~ojgt bzw. t=v1 2lr~ofeVl. d) 
g vl g 

Im übrigen vergleiche die Ausführungen in (60) S. 155ff. 
b) Vertikal nach oben gerichteter Wurf im lufterfüllte n Raume. 

Hat a di~ gleiche Bedeutung wie in a), so lautet jetzt die Differential-
gleichung a2 8 

dt2=-g-a2v2; e) 

aus ihr ergibt sich durch Integration 

l av 
t = - -;J-= arctg ~r::.- + c1 • 

arg r g 

Wird zur Zeit t = 0 der Körper mit der Anfangsgeschwindigkeit v = v0 

nach oben geworfen, so ist 

l a v0 
c1 = a yg arctg yg , also l ( a v0 a·v) 

t = a-Vg arctg Jlg- - arctg Jlg . 

'setzen w:ir wiederum v1 = vy, so läßt sich diese Gleichung schreiben 

v1 ( . v0 v) t =- arctg-- arctg- . 
g vl vl 

f) 

Aus Gleichung e) läßt sich durch die Substitution 

d2 s dv 
dt2 = v ds 

auch noch das Integral gewinnen 

- l ln( 2 2 ) 8 - - 2a2 a v + {! + c2. 

Ist für v = Vr 8 = 0, bedeutet also 8 die zur Zeit t erreichte Steighöhe 
des Körpers, so ist 1 a2 v~ + g 

8 = --- - ln --.---;;---:--'-
2a2 a2 v2 + g 

Wicke, Ingenieur·Mathematlk II. 27 
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oder unter Einführung von v1 

2 ° + 2 _ V1 } Vü V1 
s- 2- n-y-+ 2' g V V1 

g) 

Der aufwärts geworfene Körper steigt, bis v = 0 ist; dann ergibt sich 
aus f) die gesamte Steigzeit zu 

T = v1 arctg Vo 
g vl 

f') 

und aus g) die größte erreichbare Steighöhe zu 

h = ~- ln 1 + _';! • 
vz ( v2) 
2g V~ 

g') 

Knüpfen wir an das in (60) S. 153 angeführte Zahlenbeispiel an, so 
finden wir, daß eine gußeiserne Kugel vom Halbmesser 10 cm zum 
Durchfallen von 3000 m 29 sec braucht und eine Endgeschwindigkeit 
von 159,3 msec- 1 erreicht. Wird der Körper mit dieser Geschwindig
keit von der Erde aufwärts geschleudert, so braucht er zur Erreichung 
des höchsten Punktes seiner Bahn eine Zeit T, die sich nach f') zu 

171,3 159,3 
T = 9_81 ·arctg171,3 = 13,1 sec 

berechnet, während die erzielte Höhe nach g') 

h = 171,32
• ln (1 + (159,3)2

) = 932 
19,62 171,3 m 

beträgt. Soll der Körper andererseits die Höhe 3000 m erreichen, so 
muß er mit einer sich aus g') ergebenden Anfangsgeschwindigkeit 

V' 2gh 

v0 = v1 e v; - 1 = 434,4 m sec -l 

emporgeworfen werden, wobei er eine Steigzeit 

171,3 434,4 
T = 9,81 · arctg 171,3 = 20,9 sec 

benötigt. 
Lösen wir f) nach v auf, so erhalten wir 

~ gt gt 
ds [ Vo gtl Vx- tg vl Vo- vltg vl 

v = dt = v1 • tg arctg-- - = v1 t = v1 gt 
vl VI I + Vo • tgL vl + Vo tg-

' vl Vx vl 

und durch nochmaliges Integrieren die Weg-Zeit-Gleichung 

s = ___.! ·lncos arctg....!! - - . v2 
[ t' gt] 

g vl V1 
h) 

c) Die Kettenlinie ist die Kurve, in welcher sich ein vollkommen 
biegsamer Faden, der an zwei Punkten A und B aufgehängt ist, infolge 
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seiner Schwere durchbiegt. Das Element PQ der Kurve in Abb. 391 
wird durch drei Kräfte in seiner Lage gehalten. Die eine, dG, ist das 
Gewicht des Kurvenelements PQ und senkrecht nach unten gerichtet, 
während die beiden anderen an den Endpunkten P und Q angreifen 
und die durch den Einfluß der Kettenstücke AP bzw. QB in PQ be
wirkten Spannkräfte darstellen; sie wirken daher in der Richtung 
der Tangenten in P und Q an die Kettenlinie. Die in P angreifende 
sei K und ihr Winkel mit der Abszissenachse rp. Dann unterscheidet 
sich die in Q angreifende nach Größe und Richtung nur um unendlich 
wenig von ihr; ihre Größe ist also K + d K und ihr Winkel mit der 
x-Achse cp + dcp. Da die drei Kräfte dG, K, K + dK einander das 

B 

A 

Abb. 391. Abb. 392. 

Gleichgewicht halten, bilden sie nach Abb. 392 ein geschlossenes Drei
eck. Projizieren wir sie einmal auf die x-Achse, das andere Mal auf die 
y-Achse, so erhalten wir die beiden Bedingungsgleichungen 

Kcosrp = (K + dK) • cos(rp + dcp), 

dG + Ksincp = (K + dK) • sin(rp + dcp). 

Ersetzen wir cosdrp durch 1, sindrp durch dcp und vernachlässigen 
wir die unendlich kleinen Glieder höherer Ordnung, so ergibt sich aus 
ihnen durch Differenzieren 

Kcoscp · dcp + dK · sincp = dG, -K · sinrp · dcp + dK · cosrp = 0. a) 

Aus der letzten Gleichung folgt 

dK 
K - tg cp d cp = 0 , 

also lnK + lncosrp = lnH oder 

Kcoscp = H. b) 

Formel b) sagt aus, daß die Horizontalprojektion der Spann
kraft an jeder Stelle der Kette den nämlichen konstanten 
Wert H hat, H also gleich der Spannkraft im tiefsten Punkte der 
K ettenlinie ist. Aus b) und der zweiten Gleichung von a) folgt weiter 

sin<p 
dK = Ktgcp • dcp = H • - 2- dcp. 

cos 'P 

27* 
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Setzen wir diese Ausdrücke in die erste Gleichung von a) ein, so er
halten wir die Differentialgleichung 

H · !:__rp_ = dG . 
cos2 rp 

Um zu einer bestimmten Kettenlinie zu gelangen, müssen wir Näheres 
über das Gewicht dG des Kurvenelementes PQ = ds wissen. Ist das 
spezifische Gewicht der Kette an der Stelle PQ gleich y, so ist dG = )' · d s, 
und c) geht über in 

dr.p 
H · · -- = y•ds. cos2 rp 

c') 

Formel c') hat eine außergewöhnliche Form; in ihr treten nicht, wie 
bisher stets, die Koordinaten der Kurvenpunkte bzw. ihre Differentiale 
auf. Wir können jedoch auch für c') die uns geläufige Form finden. 
Da nämlich tgtp = y' ist, so ist 

_ _!-.'!_- d I • 

cos2 rp - Y ' 

ferner ist ds = yl + y' 2 • dx. Damitgehtc') über in die Differential
gleichung der allgemeinen Kettenlinie 

H. y" = y. yi + y'2 . d) 

Das Gesetz, nach welchem sich y längs der Kette ändert, bestimmt 
über die Gestalt der K ettenlinie. Wir wollen zwei Sonderfälle heraus
greifen. 

l. Es sei y konstant; d . h. die Kette sei homogen. Dann stellt 
d) eine Differentialgleichung von der Gestalt 76) dar, die wir nach den 

dort gegebenen Vorschriften integrieren wollen. Setzen wir H = a, 
r 

wobei a die Bedeutung einer Strecke hat, so läßt sich d) schreiben 

dy' 
a yf + y'"2 = dx; 

die Ip.tegration ergibt 
a • 2lt@liny' = x + c1 . 

Andererseits läßt sich d) auch in die Form bringen 

y' dy' 
a. vr--t y' 'i = dy' 

deren Integral ist 

e) 

f) 

e) und f) stellen die Parameterform der gesuchten Kettenlinie dar; 
Parameter ist y'. Lösen wir e) nach y' auf, so erhalten wir 

y' = @)in :t + cl 
a ' 

also , /1 + y'2 = ~OJ X + Cl • 
V a · 
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Folglich ist die parameterfreie Gleichung unsere Kettenlinie 

((' f X+ Cl 
y+c2 =a~o --, 

a 

ein Ergebnis, das wir auch erhalten hätten, wenn wir 

d Y = CSin :_-t_c1 

dx a 

oder [nach Auflösung von f) nach y'] 
;---··· - -· 

:~ = v(y ~~~r- 1 

849 

g) 

integriert hätten. Es leuchtet uns nun auch die geometrische Bedeutung 
der Integrationskonstanten c1 und c2 in g) ein. Setzen wir nämlich 
c1 = c2 = 0, so erhalten wir das partikuläre Integral 

X 
y = a~o[-, a 

g') 

also die Gleichung der in (133) ausführlich behandelten gemeinen 
Kettenlinie; wir erkennen nun auch die Berechtigung des Namens 
dieser Kurve. Der Scheitel der Kettenlinie von der Gleichung g') 
ist 0 I a. Nehmen wir eine Parallelverschiebung des Koordinatensystems 
von Gleichung g) mittels der Formeln x = ~ - c1 , y = rJ - c2 vor, 
so lautet diese · 

~ 
rJ = a~of ....:._ , a 

ist also identisch mit g'). Also ist g) die Gleichung einer zur Ketten
linie g') kongruenten Kettenlinie; die Koordinaten des Scheitels sind 
( -c1 I a - c2), und die Achse ist parallel zur y-Achse. Über die Eigen
schaften der gemeinen Kettenlinie und ihre rechnerische Behandlung 
vergleiche man die Ausführungen in (133) S. 358ff. 

2. Es soll die Gestalt derjenigen Kettenlinie ermittelt werden, die 
an jeder Stelle des Querschnittes die gleiche Festigkeit hat, für welche 
also die Größe des Querschnittes proportional der dort herrschenden 

Spannung K (s. Abb. 391) ist. Da nach b) K = ....!!_ ist, so ist der 
Q h . coscp 

uersc mtt H 

q = CX • COS<p ' 

wobei cx em Proportionalitätsfaktor ist, also 

a. H. r 
dG = y • q ds = ----- ds · 

c) nimmt jetzt die Form an 

H _r!<p_ = a r H ds 
cos2 'P cos cp 

oder 

coscp ' 

dg; = cx y cosg; ds . 
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Setzen wir 

l 
cos ({J = .~- ' 

rl + y'2 

Die Differentialgleichungen. (236) 

dy' 
d ({J = f+--yt2 ' 

so erhalten wir als Differentialgleichung der Kettenlinie von kon
stanter Festigkeit 

ay" = 1 + y' 2 ; h) 

hier ist ex- • )' = a gesetzt, wobei a wiederum die Bedeutung einer 
Strecke hat. h) ist wieder von der Form 76). Die Integration ergibt 

dy' 
af+Y'2 = dx; 

x = a · arctgy' + c1 , i) 

y'dy' 
a · f+--y'2 = dy, 

y=; ln(l +y' 2) +c2 • k) 

Die Gleichungen i) und k) geben die Parameterdarstellung der Ketten
linie; die unmittelbare Beziehung zwischen x und y ist 

X - c1 y - c2 = - a · ln cos --- - . 
a 

l) 

Die Bedeutung der Integrationskonstanten ist die entsprechende wie 
in Beispiel I). Die sämtlichen Integralkurven sind untereinander kon
gruent und gehen aus der zu c1 = c2 = 0 gehörigen Integralkurve 

X 
y = -alncos 

a 

dadurch hervor, daß diese um die Strecke + c1 im Sinne der x-Achse 
und um die Strecke +c2 im Sinne der y-Achse verschoben wird. Die 
weitere Untersuchung der Kurve, die viel Reizvolles bietet (Krümmung, 
Kurvenlänge usw.), sei dem Leser überlassen. 

d) Über zwei Seilscheiben sei ein Seil gelegt; es soll untersucht 
werden, welche Gestalt der durchhängende Teil des Seiles annimmt, 
I. wenn das Seil in Ruhe ist, 2. wenn das Seil infolge der Drehung der 
Scheiben läuft. 

I. Der Fall der Ruhe ist schon in der Anwendung c) I. behandelt; 
das Seil hängt in der Kettenlinie von der Gleichung 

X 
y = a· ~of -a 

durch. 



(236) Integrierbare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 851 

2. Läuft das Seil, so tritt zu den Seilspannungen S, S + dS und 
dem Gewichte q · ds des Seilelements PP1 = ds in Abb. 393 noch die 
Zentrifugalkraft, der P P 1 jetzt unterworfen ist, hinzu. Ist v die Ge
schwindigkeit, mit der das Seil läuft, so ist, da q ds das Gewicht, also 

!Lds die Masse von P P 1 , ferner ds = dcp ist, die Zentrifugalkraft gleich 
g (! 

q v2 q 
- ds · - = - · v2 • d cp , 
g (! g 

die Richtung der Zentrifugalkraft ist 
normal zu PP 1 . Damit die vier Kräfte 

S, S + dS, qds, !Lv2 dcp im Gleich-
g 

Abb. 393. 

gewichte sind, ist nötig, daß ihre Pro
jektionen auf jede Richtung einander 
aufheben. Projizieren wir sie einmal 
auf die Tangente, das andere Mal auf die 
Normale in P, so ergeben sich die zwei Gleichgewichtsbedingungen 

und 
-dS + q·ds-sincp = 0 

-Sdcp + q · ds · coscp + .!Lv2 dcp = 0. 
g I a} 

Durch Elimination von ds erhalten wir zwischenS und cp die Differential
gleichung 

Ihr Integral ist 

(S- .!!...v2) tgcp = dS. 
g dtp 

H q 
S= - +-v2 

COBtp g ' 

b} 

c) 

wobei die Integrationskonstante H entsprechend der Anwendung c) 
die Spannung der Kettenlinie im tiefsten Punkte im Falle der Ruhe 
der Seilscheibe (v = 0) ist. Gleichung c) sagt aus, daß die Spannkraft 
der Bewegung sich von der Spannkraft der Ruhe in jedem Punkte 

um den gleichen konstanten Betrag ~ v2 unterscheidet. Setzen wir c) 

in die zweite Gleichung a) ein, so ergibt sich zwischen s und cp die Diffe
rentialgleichung 

d) 

die identisch ist mit der Differentialgleichung c') in Anwendung c). 
Hieraus folgt aber, daß das mit konstanter Geschwindigkeit v 
laufende Seil nach derselben Kettenlinie durchhängt wie 
das ruhende Seil. (Friedmann: Z.l894, S. 89lf.; Bach, Maschinen
elemente.) 
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(237) Va. Der zweite Differentialquotient sei eine Funktion 
von x und y' allein, also von y unabhängig; die Differential
gleichung hat in diesem Falle die Form 

y" ";_ /.(X' y'). 80) 

Die Substitution 65) führt 80) in die Differentialgleichung erster Ord
nung zwischen x und y' über: 

dy' I 

dx=f(x,y). 81) 

Ist ihr Integral y'= rp(x,c1), so ist das vollständige Integral von 80) 

y=jrp(x,c1)dx+c2 • 82) 

Vb. Ist der zweite Differentialquotient eine Funktion 
von y und y' allein, also von x unabhängig, so hat die Differential
gleichung die Form " f ( ') 83) y = y, y ' 

und es ergibt sich u'nter Verwendung der Substitution 72) die Diffe
rentialgleichung erster Ordnung zwischen y und y': 

dy' f(y, y') 
dii y' ' 

deren Integral y'= 'ljl(y, cl) 

sein möge. Dann ist das vollständige Integral von 83) 

j. dy 
x = -(--) + C2 • 

1p y' Cl 

Anwendungen. a) y'; + ~ = 0. Das Verfahren Va lehrt: 
X 

dy' y' 
ax-+-x=o, lny' + lnx = lnc1 , 

y = c1 lnx + c2 • 

y' dy 
dx ' 

84) 

85) 

b) Auf einen Massenpunkt wirken in gleicher Richtung zwei Kräfte, 
von denen die eine proportional der augenblicklichen Geschwindigkeit, 
die andere proportional der verflossenen Zeit ist; in der Anfangslage 
sei t = 0, v = 0 und s = 0; wie bewegt sich der Punkt ? Zur Zeit t ist 

wobei a und b zwei gegebene Konstanten sind. Wir setzen 

d2 s dv 
(Ii2 dt 

und erhalten die lineare Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
v und t dv 

dt=bv+at. 
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Ihr vollständiges Integral ist 

- bt a a 
V-C1 e -bt-l)2. 

Da zur Zeit t = 0 auch v = 0 sein soH, so ist c1 = ;2 , und die Ge
schwindigkeit-Zeit-Gleichung lautet 

v = ~t2 (ebt- b t - l) . 

Erneutes Integrieren führt zu 

- a [ l bt l b 2 ] 8 - b2 b e - 2 t - t + c2 • 

Da für t = 0 auch 8 = 0 sein soll, so ergibt sich für die Weg-Zeit-Be
ziehung die Gleichung 

8 = 2~3 [2ebt- b2 t2 - 2bt- 2]. 

c) Für welche Kurve ist in jedem Punkte der Krümmungshalb
messer das kfache der Normalen? Nach Formel 44) in (130) S. 349 ist 

(1 + y'2)a 
(! = --y,,-; 

ferner ist nach Formel 37) in (120) S. 325 n = yyl + y' 2• Folglich 
muß die Kurve die Differentialgleichung erfüllen 

(l +y'y,'2)~ = k y lil + y'2 b " l + y'2 r zw. y = ---,cy; 

sie ist vom Typ 83). Aus 

' dy' 1 + y' 2 

y. dy = -~ 

folgt durch Trennung der Veränderlichen 

y' dy' dy k . .. - - - = --
1 + y'2 y 

k 

und nach Integration y = b · (l + y' 2)"2, wobei b die Integrations-
konstante ist. Wir sind damit auf eine Differentialgleichung erster 
Ordnung gestoßen, die wir schon (228) Anwendung b) und (229) An-

wendung a) behandelt haben, wenn wir dort statt m die Größe -~- ein

führen. Wir haben dort gefunden, daß für m = 1, also k = l die ge
suchte Kurve die Kettenlinie ist; d. h. für jeden Punkt der Ketten
linie ist der Krümmungshalbmesser gleich der Normalen, eine Eigen
schaft der Kettenlinie, die wir schon in (133) S. 359 festgestellt haben. 
Desgleichen folgt aus den angeführten Stellen, daß sich für m = -t, 
also k = -1 der Kreis ergibt, dessen Mittelpunkt auf der Abszissen-
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achse liegt; er ist also die Kurve, für welche in jedem Punkte der Krüm
mungshalbmesser entgegengesetzt gleich der Normalen ist, so daß die 
Kurve ihre hohle Seite der Abszissenachse zuwendet. Dort sind ebenso 
die Fälle m =I und m =-I, also k = 2 und k = -2 behandelt; 
die geometrische Deutung und die Bestimmung der Kurven sei dem 
Leser überlassen. 

d) Gibt es Kurven, von denen jeder Punkt ein Scheitel ist? Nach 
Gleichung 45) in (132) f?. 356 ist die Bedingung für das Vorhandensein 
eines Scheitels die Gleichung . 

3y'y"2= (I+ y'2)y"'. a) 

Damit nun jeder Punkt ein Scheitel ist, muß diese Gleichung von den 
Koordinaten eines jeden Punktes der Kurve erfüllt werden; sie ist 
also die Differentialgleichung der Kurve, und zwar eine Differential
gleichung dritter Ordnung. Setzen wir y' = z, dann wird y" = z' 
und y"' = z"; dadurch wird die Gleichung auf die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung von der Art 83) zurückgeführt 

3zz' 2 = (I + z 2)z", 

welche durch die Substitution 
" ,dz' 

z . z dz 

b) 

in die Differentialgleichung erster Ordnung zwischen z und z' übergeht: 

1 2 2) ,dz' 3zz = (I + z z dz . c) 

Sehen wir von der Lösung z' = 0 ab, aus der z = y' = c, y = c1 x + c2 , 

also die Gleichung der Geraden von allgemeinster Lage folgt, so erhalten 
wir durch die Trennung der Veränderlichen aus c) 

dz' = 3 ~_!_ 
z' 1 + z2 ' 

deren vollständiges Integral lautet 

c1 z' = (I + z2)~. d) 

Demnach ist, wie wir durch eine zweite Integration finden (Substitution 
z = tgcp)' 

Da aber auch 

ist, führt Gleichung d) 

, dz dy dz 
Z=-•-=Z•-

dy dx dy 

zu der Gleichung 

cl z. ddz = (l + z2) ~ 
y 

e) 
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und damit zu dem Integrale (Substitution z = tg??) 

jr z dz Cl 

y = Cl (1 + z2)I + Ca = - Yl + z2 + Ca • f) 

Die beiden Gleichungen e) und f) 

bilden die Parameterdarstellung der Kurve, von der jeder Punkt ein 
Scheitel ist. Durch Quadrieren und Addieren der beiden Gleichungen 
erhalten wir die parameterfreie Gleichung der gesuchten Kurve; sie 
lautet 

g) 

Die Kurve ist also der Kreis, dessen Mittelpunktskoordinaten (c2 \ Ca) 

und dessen Halbmesser c1 ist. Da c1 , c2 , Ca die willkürlichen Integrations
konstanten sind, so ist g) die Gleichung des allgemeinsten Kreises· 
und demnach die Differentialgleichung dritter Ordnung b) die Diffe
rentialgleichung des allgemeinsten Kreises. 

VI. Auch die Gleichung 

y" =f(x,y,y') 63) 

läßt sich in gewissen Sonderfällen in eine Differentialgleichung erster 
Ordnung überführen. 

Gegeben sei die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

xyy" + yy'- xy' 2 = 0 . a) 

Die Auflösung nach y" ergibt 

" xy'2 - yy' 
y =-xy-; 

sie führt zu keinem Ergebnis. Lösen wir dagegen a) nach x auf, so er
halten wir 

X= yy' . 
y'2- yy"' 

hier kann uns der Nenner y' 2 - yy" einen Fingerzeig für die weitere 
Behandlung geben. Wenn wir nämlich den Quotienten 

U = ?/_ 
y' 

nach x differenzieren, so ergibt sich 

I y'2- yy" 
u = y'2 

b) 

also im Zähler gerade der oben angeführte Ausdruck. Es ist mithin 

x · y' 2 • u' = yy' , 
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woraus nach Division durch y' 2 mit Hilfe der Substitution b) die Diffe
rentialgleichung erster Ordnung zwischen x und u folgt 

x·u' =u. c) 

Ihr vollständiges Integral ist c1 u = x oder unter Verwendung von b) 
c1 y = x y'. Diese neugewonnene Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen x und y läßt sich ebenso leicht integrieren und führt auf das 
vollständige Integral y = c2 x"• oder unter Wahl von anderen Be
zeichnungen für · die Integrationskonstanten 

d) 

Gleichung a) ist also die Differentialgleichung aller Kurven von der 
Gleichung d), wel.che Werte auch die Größen a und n annehmen mögen. 

Ein anderer Weg zur Integration von a) ist der folgende: Divi
dieren wir a) durch das Produkt xyy', so ergibt sich 

y" 1 y' 
!/ + -x- -y- = 0, 

also durch Integrieren 

lny' + lnx- lny = lnn bzw. 

und hieraus durch nochmaliges Integrieren 

y' 
y 

n 
X 

lny = n lnx + lna oder y = a • xn w. o. 

Bisher haben wir aus einer gegebenen Differentialgleichung das 
Integral errechnet oder, geometrisch gesprochen, die endliche Gleichung 
der Kurvenschar ermittelt, deren Differentialgleichung uns gegeben 
war. Wir können selbstverständlich auch den umgekehrten Weg ein
schlagen: Ist beispielsweise die Gleichung d) y = a, · xn gegeben, so 
entspricht ihr für jedes bestimmte Wertepaar a und n eine ganz be
stimmte Kurve. Da sowohl a als auch n unzählig viele verschiedene 
Werte annehmen können, so umfaßt Gleichung d) unendlich viele ver
schiedene Kurven. Differenzieren wir nun Gleichung d), so erhalten wir 

y' = a · n · xn - 1 ; e) 

eine nochmalige Differentiation ergibt 

y" = an(n- l)xn - 2 • f) 

Aus den drei Gleichungen d), e) und f) können wir nun durch Elimin!.J,tion 
der beiden "Parameter" a und n eine von diesen freie Gleichung her
stellen. Es ist nämlich 

y" n- 1 
y' X 

und folglich 

y' y" 
x--x-=1 

y y' 

also 

oder 

y" 
n-l=x

y' 

xy' 2 - xyy"- yy' = 0, 
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eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die mit der Ausgangs
gleichung a) identisch ist. · 

Ein weiteres Beispiel sei das folgende. Die allgemeinste Exponential
kurve, deren Asymptote die Abszissenachse ist, hat die Gleichung 

y=a-ebx; 

durch Änderung der beiden voneinander unabhängigen Konstanten a 
und b erhält man alle die oo2 verschiedenen Kurven von der vor
geschriebenen Eigenschaft. Um ihre Differentialgleichung zu finden, 
differenzieren wir wieder zweimal nach x und erhalten die beiden 
Gleichungen 

y' = abebx und 

Sie genügen nebst der Ausgangsgleichung, um eine von a und b freie 
Gleichung herzustellen. Es ist 

y' y" 
b=-=-y y' 

und daher yy" - y' 2 = 0 die Differentialgleichung der gegebenen 
Kurvenschar. 

Allgemein führt die Gleichung einer Kurvenschar, welche k will
kürliche Konstanten (Parameter) enthält, auf eine Differentialgleichung 
kter Ordnung, wie sich auf Grund der angeführten Beispiele ohne weiteres 
erkennen läßt. Der LE>ser möge selbst die Differentialgleichung der 
allgemeinsten Parabel, deren endliche Gleichung im rechtwinkligen 
Koordinatensystem 

(ax + by) 2 + 2cx + 2ey +I= 0 

[s. (169) S. 530] lautet, aufstellen. Es möge nur bemerkt werden, d~ß 
in der gegebenen Gleichung zwar fünf willkürliche Konstanten a , b, c, e, I 
auftreten, daß von ihnen jedoch nur vier wesentlich sind; denn da nicht 
alle gleichzeitig den Wert Null annehmen können, läßt sich die Gleichung 
durch irgendeine dieser Größen dividieren, ohne daß die Kurve eine 
andere wird. Mithin enthält die Gleichung nur vier wesentliche Para
meter; also ist die Differentialgleichung der allgemeinsten Parabel von 
vierter Ordnung. Sie lautet 3y" · y""- 5y'" 2 = 0. 

§ 5. Die linearen Differentialgleichungen 
höherer Ordnung. 

(238) Während wir in §4 stets danach gestrebt haben, die Differential
gleichungen zweiter Ordnung auf solche erster Ordnung zurückzuführen, 
können wir die lineare n Differentialgleichungen, soweit sie überhaupt 
integrierbar sind, unmittelba r integrieren, d. h. ohne erst auf solche 
erster Ordnung zurückzugreifen. 
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Unter einer linearen Differentialgleichung nter Ordnung 
versteht man eine Differentialgleichung von der Form 

y(n) + Pn-I •y(n-I) + Pn- 2 · y(n- 2) + · · · + P2 ·y" + P1·J/ + PoY ~ Q. 86) 

Hierin bedeutet y(k) die Abkürzung für ~'J; ferner sind P k und Q be

liebige Funktionen von x. Ist Q = 0, so heißt die Gleichung eine 
homogene oder verkürzte lineare Differentialgleichung; mit 
dieser wollen wir uns zunächst befassen. Sie lautet also 

y<n> + Pn-lY(n - 1) + ... + P2y" + Ply' + Poy = 0 . 87) 

Sind die Größen Pn-l, Pn_ 2 , • • • , P2 , P1 , P 0 nicht, wie anfangs voraus
gesetzt, Funktionen von x, sondern gegebene konstante Größen, 
so gestaltet sich die Integration besonders einfach. Setzen wir nämlich 

so daß 
y = e""' 88) 

... ' 
ist, so geht 87) über in 

e""(rn + Pn-l rn-l + Pn_ 2rn- 2 + · · · + P 2 r2 + P 1 r + P0 ) = 0 . 

Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Produkt aus zwei Faktoren; 
da sie den Wert Null haben soll, so muß einer der beiden Faktoren 
gleich Null sein. Der Faktor e"" kann nicht in Frage kommen, da die 
Lösung der Differentialgleichung 87) nach 88) dann y = 0 lauten 
müßte. Es bleibt also nur der zweite Faktor übrig. Wir finden 
demnach, daß y = e"" dann ein Integral der homogenen linearen 
Differentialgleichung 87) mit konstanten Beiwerten ist, wenn r eine 
Lösung der algebraischen Gleichung n ten Grades 

rn + Pn-l rn - l + Pn_ 2rn- 2 + · · · + P 2 r2 + P1 r + P0 = 0 89) 

ist. Wenn aber y = e"' die Gleichung 87) befriedigt, so muß auch 
y = c · fF" eine Lösung von 87) sein, wobei c eine willkürliche Kon
stante ist. Denn jedes Glied der linken Seite von 87) und damit die 
linke Seite selbst erhält dadurch nur noch den Faktor c, was an der 
obigen Schlußfolgerung nichts ändert. Nun hat die Gleichung 89) 
nach den Lehren der Algebra n Lösungen r1 , r 2 , •.• , rn. Folglich 
sind alle Ausdrücke 

. .. ' 
Lösungen der Differentialgleichung 87), wobei c1 , c2 , ••• , Cn n will
kürliche, voneinander völlig unabhängige Integrationskonstanten sind. 
Dann muß aber die Funktion 

also 
Y = Y1 + Y2 + Ya + · · · + Yn , } 
y = Cl er,x + C2 efzX + Ca efo X + ... + Cn ernx 

90) 
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ebenfalls eine Lösung der Differentialgleichung 87) sein. Denn bilden 
wir die Differentialquotienten der Funktion 90), und setzen wir diese 
in 87) .ein, so können wir die Glieder der linken Seite nach folgender 
Ordnung zusammenfassen: 

c1 e'•x(r]' + Pn-1 r]'- 1 + · · · + P1 r1 + P0) + · · · 
+ ckerkx(r~ + Pn-1 r~- 1 + · · · + P1 rk + P0) + · · · 
+ Cn ernx(r~ + Pn-1 r~- 1 + · · ·· + Pl rn +Po)· 

Da nun r1 , .•. , rk, ... , rn sämtlich Lösungen der algebraischen Glei
chung 89) sind, so verschwinden in diesem Ausdrucke alle Klammer
inhalte und damit der Ausdruck selbst; d . h. die Funktion 90) ist ein 
Integral der Differentialgleichung 87) . Da ferner 90) dien willkürlichen 
Konstanten c1 , c2 , •.• , Cn enthält, ist 90) das vollständige Integral 
von 87). 

Wir fassen zusammen: Um die vollständige Lösung der homo
genen linearen Differentialgleichung nter Ordnung 

y(n) + Pn-1 y(n- 1) + ' · · + P2 y" + P1 y' +Po= 0' 

in der die Beiwerte Pn_ 1, ... , P2, P1 , P 0 von x und y unab
hängige Konstanten sind, zu integrieren, bestimme man 
die n Lösungen r1 , r2, ... , rn der algebraischen Gleichung 
nten Grades 

rn + Pn-t rn-l + · · · + P2 r2 + P1 r + P0 = 0; 
sind sie sämtlich voneinander verschieden, so ist die 
Funktion 

in der c1 , c2 , ... , Cn dienwillkürliehen Integrationskonstanten 
sind, die gesuchte vollständige Lösung. 

Beispiel. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung dritter 
Ordnung 

y"' - 7 y' + 6 y = 0. 

Damit y =erz eine ihrer Lösungen ist, muß, da 

y' = re•x, 
ist, 

refX- 7refX + 6erz = e'X(r- 7r + 6) = 0 

sein. Der Faktor r- 7 r + 6 verschwindet für r1 = 1, r2 = 2, r3 = -3; 
folglich sind 

Y1 = e", - 3 x 
Ya = e ' 

also apch 
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Lösungen der gegebenen Differentialgleichung, wovon man sich auch 
leicht durch Einsetzen überzeugt. Das vollständige Integral ist mithin 

In der Tat ist 
y = c1 e"' + c2e2"' + c3 e- 3 '". 

y' = c1 e"' + 2c2 e2"- 3c3 e- 3 x, 

y" = c1 ex + 4c2 e2x + 9c3 e- Bx, 

y"' = c; ex + 8 c2 e2 x - 27 c3 e - 3 x ; 

setzen wir diese Ausdrücke in die Differentialgleichung ein, so erhalten 
wir nach Ordnen der Einzelglieder 

c1 ex(1- 7 + 6) + c2 e2x(8- 14 + 6) + c3 e3 '"(-27 + 21 + 6), 

einen Ausdruck, der wirklich identisch gleich Null ist. 
Nun kann es vorkommen, daß unter den Lösungen von Gleichung 89) 

eine Anzahl untereinander gleich sind; beispielsweise möge 

rl = r2 = ... = r k 

sein. In diesem Falle würde sich der Ausdruck 90) verwandeln in 

y = (cl + c2 + ... + ck) er,x + ck+l e'"+•'" + ... + Cn eTnX. 

Da wir aber für c1 + c2 + · · · + Ck eine neue Konstante c~ setzen können, 
würde diese Lösung in Wirklichkeit nur noch n + 1 - k an Stelle 
von n willkürlichen Konstanten enthalten; sie würde also nicht die 
vollständige, sondern nur eine partikuläre Lösung sein. Da gilt nun 
der Satz: 

Ist r1 eine kfache Lösung der Gleichung 89), so daß 

rl = r2 = ... = rk 

ist, so tritt in dem vollständigen Integrale 90) an die Stelle 
des Ausdruckes 

der Ausdruck 
er•x(cl + c2:~: + ... + ckxk - 1). 

Der Beweis hierfür soll übergangen werden, da er zu tief in die 
Theorie der algebraischen Gleichungen hineinführt; wir wollen uns 
nur an einigen Beispielen von der Richtigkeit des Satzes überzeugen. 

a) y" + 6 y' + 9 y = 0; die hierzu gehörige Gleichung 

r 2 + 6r + 9 = 0 

hat die Doppellösung r1 = r2 = -3. Folglich ist nach unserem Satze 
y = e- 3 '"(c1 + c2 x) das vollständige Integral. Wir überzeugen uns 
durch die Probe. Es ist 

y' = e- 3 "'(c2 - 3c1 - 3c2 x), y" = e- 3 "'( - 6c2 + 9c1 + 9c2 x); 
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durch Einsetzen in die gegebene Differentialgleichung erhalten wir 

e-Hx( -6c2 + 9c1 + 9c2x + 6c2 - l8c1 - 18c2 x + 9c1 + 9c2x), 

einen Ausdruck, der in der Tat den Wert Null hat. 

b) y'"- 3y" + 4y = 0; T1 = -1, T 2 = T3 = 2; also ist das 
vollständige Integral 

Probe: 
y' = -c1 e-x + (2c2 +Ca+ 2c3 x)e2", 

y" = c1e-x + (4c2 + 4ca + 4c3 x)e2 ", 

y"' = -c1 e-x + (8c2 + 12c3 + 8c3 x)e2 x. 

Einsetzen bestätigt wiederum die Richtigkeit. 
c) y"'- 6y" + l2y'- 8y = 0, T1 = T2 = T3 = 2; das voll-

ständige Integral ist 
y = (cl + c2x + Cax2)e2x. 

Der Leser führe die Probe selbst durch. 
Bemerkenswert ist noch der Fall, daß Gleichung 89) konjugiert 

komplexe Lösungen hat. Wie hier trotzdem das vollständige In
tegral in eine vom Imaginären freie Form gebracht werden kann, möge 
an dem Beispiele 

y"' + y" - y' + 15y = 0 

gezeigt werden. Die zu ihm gehörige Gleichung 

Ta + T 2 - T + 15 = 0 
hat die Lösungen 

T1 = -3, T2 = 1 + 2i, Ta= 1 - 2i. 

Demnach ist das vollständige Integral 

Y = Cl e - 3x + Cz e(1+2t)x +Ca e(1 - 2i)x = Cl e - 3x + e"(Cz e2ix +Ca e- 2ix) . 

Da aber nach (196) S. 636 

ei"' = cos.x + i sin.x 
ist, so ist 

y = c1 e- 3 " + e" [c2 (cos2x + isin2x) + ca(cos2x - isin2x)], 

y = c1 e- 3 " + e"[(c2 + ca)cos2x + i{c2 - c3)sin2x]. 

Führen wir an Stelle der beiden Integrationskonstanten c2 und Ca mittels 
der Gleichungen c2 +Ca= 0 2 , i{c2 - c3 ) = Oa zwei neue 0 2 und Oa 
ein, so nimmt das vollständige Integral die Form an 

y = c1 e - 3 " + e"(G2 cos2x + G3 sin2x). 

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 28 
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Die Probe überzeugt von der Richtigkeit der Lösung; denn es ist 

y' = -3c1 e- 3 x + ex[(02 + 203)cos2x + (03 - 202) sin2x], 

y" = 9c1 e- 3 "' + ex[(403 - 302}cos2x + (-402 - 303) sin2x], 

y'" = -27c1 e- 3 x + ex[(-1102 - 203)cos2x + (202 - 1103 ) sin2x]. 

Einsetzen ergibt 

-27c1 e- 3 x + e"'[(-1102 - 203} cos2x + (202 - 1103} sin2x] 

+ 9c1 e- 3 x + ex[(403-302} cos2x + ( -402 - 303) sin2x] 

+ 3c1 e- 3x- ex[(02 + 203) cos2x + (03 - 202) sin2 x] + 15c1 e- 3 "' 

+ e"'(l502 cos2x + 1503 sin2x) 

= c1 e- 3 "' (-27 + 9 + 3 + 15) 

+ ex[( -1102 - 203 + 403 - 302 - 0 2 - 203 + 1502) cos2x 

+ (+202 - 1103 -402 -303 -03 + 202 + 1503) sin2x] 0. 

t 
(239) Anwendungen. a) Eine 
horizontale Röhre sei an einer verti-
kalen, sie schneidenden Achse dreh

----------~~~~~----~$ 

bar angebracht; in ihr bewege sich 
reibungslos ein Massenpunkt. Es 
soll untersucht werden, nach welchen 
Gesetzen er sich bewegt, wenn die 
Röhre mit konstanter Winkel-

1) 
3) 

Abb. 394. 

geschwindigkeit rotiert. Zur Zeit t 
möge der Massenpunkt vom Auf
hängepunkt 0 der Röhre um die 
Strecke s entfernt sein (s. Abb. 394). 
Seine Bewegung wird einzig von 
der durch die Umdrehung der Röhre 

erzeugten Fliehkraft K = m • sw 2 bestimmt, wobei m die Masse des 
Punktes und w die konstante Winkelgeschwindigkeit der Röhre ist. Da 

d2 s 
K = m· dt2 

ist, so ergibt sich für die Bewegung des Massenpunktes die Differential
gleichung 

a) 

a) ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zwischen s und t; da die Lösungen der quadratischen Gleichung 
r 2 -w 2 =0: 
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sind, so lautet das vollständige Integral von a) 

8 = cl e'''t + c2 e- wt. b) 

Ferner wird die Geschwindigkeit-Zeit-Beziehung 

v=w(c1 e"' 1 -c2 e-<"t). c) 

Die Konstanten c1 und c2 bestimmen sich wie in den früheren An
wendungen aus den Anfangsbedingungen; drei typische Fälle wollen 
wir eingehender behandeln . 

1) Zur Zeit t = 0 möge der Massenpunkt den Aufhängepunkt 0 
der Röhre mit der Geschwindigkeit v0 durchlaufen; die Anfangs
bedingungen lauten dann für t = 0: 8 = 0, v = v0 • Aus b) und c) 
folgen jetzt für die beiden Integrationskonstanten die zwei Bedingungs
gleichungen 

c1 + c2 = 0, w(c1 - c2) = v0 , 

also für c1 und c2 die Werte 

so daß die Weg-Zeit-Gleichung 

8 = ~ (ewt- e-wt) = Vo ~inwt 
2w w 

und die Geschwindigkeit-Zeit-Gleichung 

b') 

V 
v = { ( ew t + e- "" 1) = v0 ~oi w t c') 

lautet. Kurve 1) in Abb. 394 gibt das Weg-Zeit-Diagramm (Weg-Achse 
wagerecht, Zeit-Achse senkrecht). Der soeben behandelte Fall l) hat 
das Bemerkenswerte, daß niemals v = 0 ist, der Massenpunkt also 
niemals zur Ruhe kommt. Er bewegt sich vielmehr so, daß er (v0 > 0) 
von links sich dem Punkte 0 der Röhre nähernd, in seiner Geschwindig
keit gebremst wird, bis er in 0 selbst die Mindestgeschwindigkeit v0 

erreicht, um sich nun nach rechts mit wieder wachsender Geschwindig
keit von 0 zu entfernen. Die relative Bahn des Massenpunktes bezüglich 
der Röhre ist geradlinig; da sich jedoch die Röhre mit der Winkel
geschwindigkeit w dreht, so daß sie zur Zeit t den Winkel {} = wt 
beschrieben hat, so ist die absolute Bahn eine Spirale. Ihre Gleichung 
lautet in Polarkoordinaten 

Vo c::. · '} 
8 = ;;; vtn1 , 

wie sich aus b') ergibt. Sie möge für verschiedene Werte von ~ ge
zeichnet werden. 

2. Zur Zeit t = 0 möge der Massenpunkt sich in Ruhe befinden 
und von 0 den Abstand s0 haben; die Anfangsbedingungen lauten 

28* 
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dann für t = 0: s = s0 , v = 0 . Wir erhalten jetzt für die Integrations
konstanten die beiden Gleichungen c1 + c2 = s, c1 - c2 = 0, also 

So 
cl = c2 = -2. 

Mithin ergibt sich die Weg-Zeit-Gleichung 

s = s0 ~ofwt b") 

[s. Kurve 2) in Abb. 394] und die Geschwindigkeit-Zeit-Gleichung 

v = s0 w ®inwt. c") 

Die Bewegung zeichnet sich dadurch aus, daß s niemals Null werden, 
der Massenpunkt also niemals die Lage 0 einnehmen kann. Sie voll
zieht sich so, daß (s0 > 0) der Punkt sich mit abnehmender Geschwindig
keit von rechts nach 0 zu bewegt, bis seine Geschwindigkeit durch 
die Fliehkraft aufgebraucht ist (s = s0), dann umkehrt und sich mit 
wachsender Geschwindigkeit von 0 entfernt. Die Gleichung der ab
soluten Bahn lautet in Polarkoordinaten 

s = s0 ~of-&. (Zeichnen!) 

3. Die beiden voneinander grundverschiedenen Fälle 1 und 2 
gehen ineinander über in dem Grenzfalle, den wir jetzt behandeln 
wollen; er zeichnet sich dadurch aus, daß zugleich mit lims = 0 auch 
lim v = 0 wird. Um ihn analytisch zu erfassen, gehen wir von einem 
beliebigen Bewegungszustande t = 0, s = s0 , v = v0 aus; es ergeben 
sich dann, wie man leicht einsieht,' aus b) und c) die beiden Gleichungen 

8 = WSo + Vo eoJt + WSo - Vo e - mt 
2w 2w · ' 

Eliminiert man ferner aus b) und c) die Zeit t , so erhält man die Ge
schwindigkeit-Weg -Beziehung 

m unserem Falle 
2 0 

2 v 2 v;; 
8 - w2 = So - w2 . d) 

Da nun zu einem uns noch nicht bekannten Zeitpunkte s = 0 
und v = 0 sein soll, so muß nach d) zwischen der Anfangsgeschwindig
keit v0 und dem Anfangswege s0 die Beziehung bestehen 

v0 = ±ws0 • 

Damit gehen aber die obigen Gleichungen über in 

s = 80 ewt [Kurve 3)], 

V = Vo ew t 

e) 

b"') 

c"') 
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Der Massenpunkt bewegt sich also derart, ·daß (s0 > 0, v0 > 0) er vor 
unendlich langer Zeit sich aus der 0-Lage allmählich losgelöst hat, 
zur Zeit t = 0 von ihr den Abstand s0 und die Geschwindigkeit v0 = ws0 

erreicht und sich mit wachsender Geschwindigkeit immer weiter von 0 
entfernt. Anschaulicher ist die Vorstellung, daß (v0 < 0) sich der Punkt 
nach 0 hinbewegt, seine Geschwindigkeit sich also ihrem absoluten 

Betrage nach vermindert; da jedoch v0 = -ws0 ist, kannnach Formel b'") 
und c"') 0 in endlicher Zeit nicht erreicht werden, obgleich die Geschwin
digkeit stets die Richtung beibehält und stets von Null verschieden ist.
Die Gleichung der absoluten Bahn lautet in Polarkoordinaten s = s0 e1f, 

die absolute Bahn ist also eine logarithmische Spirale. 
b) Die gedämpfte Schwingung 

ist ein physikalisch-technisch überaus 
wichtiger Vorgang. Ein Massenpunkt 
bewegt sich unter dem Einflusse einer 
harmonischen Kraft, die seiner Entfer

0 

D 

Abb. 395. 

> V > S 

nungs von der Ruhelage 0 proportional und nach dieser hin gerichtet ist in 
einem Mittel (Luft usw.), das dieser Bewegung einen seiner Geschwindig
keit v proportionalen Widerstand einer Dämpfungskraft entgegen
setzt. Er beschreibt dann eine Bewegung, die als gedämpfte Schwin
gung bezeichnet wird. Die auf den Punkt P mit der Massemeinwirkende 
Kraft setzt sich aus zwei Einzelkräften zusammen; die eine, die har
monische Kraft H (s. Abb. 395), hat in jeder Lage des Punktes P 
die entgegengesetzte Richtung vonsundbesitzt die Größe H = - mk2 s 
( k2 ein konstanter Proportionalitätsfaktor) ; die andere, die Dämpfungs
kraft D, arbeitet der Bewegungsrichtung entgegen, hat also ein der 
Geschwindigkeit v entgegengesetztes Vorzeichen. Ihre Größe ist 
D = -2mwv, wobei w ebenfalls ein konstanter Proportionalitäts
faktor ist. Demnach ist die Resultierende 

Setzen wir 
K = - m · k 2 • s - 2m · w · v . 

ds 
V= dt' 

so erhalten wir die Differentialgleichung der gedämpften 
Schwingung d2 s ds 2 _ 

d t2 + 2 w . (li + k s - 0 . a) 

(Als Beispiel für eine derartige Schwingung sei das Drehspulen
Galvanometer angeführt, dessen Schwingungen durch die der 
Winkelgeschwindigkeit proportionale Induktionswirkung des elek
trischen Stromes gedämpft werden; die die Schwingungen bestimmende 
Differentialgleichung lautet 

d20i diX 
J. dt2 +K . Tt + 'I'J.· <X = o. 
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Hierbei bedeuten: J das Trägheitsmoment der Spule, {} das Torsions
moment des Aufhängefadens, K das Induktionsmoment der Spule für 

~~ = 1, x den Ausschlagswinkel.) Gleichung a) ist eine homogene 

lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung; zu ihrer Integration 
bedarf es der Auflösung der quadratischen Gleichung 

r2 + 2w r + k2 = 0. b) 

Die beiden Wurzeln sind 

r = - w ± Y,i~-_=--k-z . 
Dieser Ausdruck schließt drei Fälle in sich; je nachdem w ~ k , d. h. 
die eingeführte Dämpfungskonstante größer, gleich oder kleiner als die 
harmonische Konstante ist. Vorausgeschickt sei noch, daß wir für 
alle drei Fälle gleichmäßig als Anfangsbedingung t == 0, s = 0 , v = v0 

wählen wollen. 
1. w > k. Setzen wir zur Abkürzung yw2 - k 2 =, e, so ist nach 90) 

das vollständige Integral von a) 

und somit 

V = (-W + Q) C1 e- wt el! t + (-W - (!) c2 e- wt e- (! t. 

Unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen ergibt sich mit 
geringer Mühe 

v = ;o e-wt(e Q:o]e t- w 5ine t). d') 

Über den Bewegungsvorgang sei folgendes bemerkt. Es gibt einen 
Zeitpunkt t, in welchem v = 0 ist, der Massenpunkt also seine größte 
Entfernung von 0 hat und die Bewegung sich umkehrt. Für ihn muß 
nach d') die Gleichung bestehen 

e Q:o] e lo - w 5in e to = 0 ' 
also ist 

1 '.! 1 w + !.' 
t 0 = - Wrstg - = - ln--- -

!! w 2 g w- !.' 

[ s. (59) S. 152, Formel 106")] . Da hiernach 

ist, so ist der größte Ausschlag 

(! 

k 

w 0 w 
_ v0 --;;- Wr:to ~ __ v0 (w - e ')~;, 

Smax - e c - - • -·-·- · - • 
k k ,w + !! 
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Für das Zahlenbeispiel, das wir zur Erläuterung in der Folge benützen 
wollen, sei w = 5 sec - 1 , k = 3 sec - 1 , also e = 4 sec - 1 ; demnach ist 

to = t mr:tg0,8 = 0,274 7 sec 
und V 8max = 3o. e-1,25·mt:tg0,8 = 0,0844vo . 

Für t > t0 wird also v < 0; der absolute Betrag von v nimmt zu bis 

zu einem Werte Vmax• der sich aus*= 0 ergibt. Um ihn zu ermitteln, 

formen wir d') um; setzen wir nämlich 

w 
T = lfo)er, 

,0 c::.· k = otn!_)T, 

wobei also 
l (! 

r = -mr:tg- = t0 
(! w 

ist, so geht d') über in 

v = v0 ·~ e -w1 6ine (t- t0 ) . 
!! 

v ist also eine Funktion von t von der nämlichen Form wie 8, wir brauchen 

nur in c') vok statt Vo und t- t0 statt t zu setzen. Dann folgt aber, daß 
(! (! 

Jvl am größten wird, wenn t- t0 = t0 , also t = 2t0 wird. Von nun 
an nimmt Jvl wiederum ab.- Noch unerörtert ist die Frage nach dem 
Werte, dem sich 8 nähert, wenn t über alle Grenzen hinaus wächst. Nun ist 

8 = _vo e-wt (eat _ e- et) = -~Q-[e-<w - e) t _ e-<w+elt]. 
2e 2e 

Da w > e ist, so sind die beiden Exponenten negativ, also ist sowohl 
lime-<w-elt = 0, als auch lim e-<w+al t = 0 . Demnach ist lim8 = 0 und 
t~oo t~oo t~ oo 

folglich auch lim v = 0. Der Massenpunkt entfernt sich also mit der 
t~ oo 

Geschwindigkeit v0 aus der 
Ruhelage, erreicht zur Zeit t0 

seinen größten Abstand 8max, 
kehrt sodann um und nähert 
sich mit bis zur Zeit 2 t0 

wachsender, dann wieder ab
nehmender Geschwindigkeit 
der Ruhelage unbegrenzt, ohne 
sie jedoch ganz wieder zu er
reichen. Abb. 396 zeigt das 

s 

Abb. 396. 

Weg-Zeit-Schaubild des sog. aperiodischen Falles derungedämpften 
Schwingung, und zwar gilt für unser Zahlenbeispiel die Tabelle: 

t = I 0,1 I 0,2 0,3 0,4 I 0,5 I 0,6 I 0,7 I 0,8 0,9 , 1,0 I 1,5 I 2,0 12,5 sec 
s = ;0,0623,0,0817,0,0842 0,0804,0,0744;0,0681,0,061910,0561 0,0508;0,0455,0,0279 0,0169,0,0103 v0 
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2. w < k. Setzen wir jetzt yk2 -w2 = e, so ist das vollständige 
Integral von a) 

8 = e -wt (cl cos e t + c2 sin e ~)' 
V = e- wt ( ((} C2 - W Cl) COS (} t - ((}Cl + W C2) Sin (} t] . 

Für die gewählten Anfangsbedingungen folgt hieraus 

8 = ;o e-wt sine t, c") 

v = ;oe-w1(ecoset- wsinet) =: v0 e-w1 sine(t- t0), d") 

wobei 
0 . k = smeto, 

w 
k = coseto, also 

1 (! 
t0 = - arctg - -e w 

gesetzt sind. Aus c") und d") folgt, daß in diesem Falle die gedämpfte 
Schwingung periodisch vor sich geht; denn zu den Zeiten 

a: 
t= 

(! ' 

geht der Massenpunkt durch die Ruhelage. Die Periode ist T = 2 n. 
(! 

Die Höchstwerte der Ausschläge werden, wie wir aus d") erkennen, 
erreicht für Werte 

1 (! 
t = t0 = - arctg-

(! w 
und betragen 

v - 11!_ arctg i'. 
8 - ___!!e e '" · max - k ' 

sie sind abwechselnd positiv und negativ. Ist w = 0, so geht die Be
wegung in die ungedämpfte harmonische Schwingung über. Im übrigen 
vergleiche man über diese periodische gedämpfte Schwingung 
das in (57) S. 144ff. Gesagte. 

3) Den Übergang zwischen dem periodischen und dem unperiodischen 
Falle vermittelt der Fall w = k. Hier hat die Gleichung b) zwei gleiche 
Wurzeln; nach dem auf S. 860 aufgestellten Satze ist also das voll
ständige Integral von a) 

8 = e-kt(c1 t + c2), also v = e-k 1(-kc1 t -- kc2 + c1) 

und unter Berücksichtigung unserer Anfangsbedingungen 

8 = v0 te-k1 , c"')

d"') 

Der Grenzfall ist also wieder aperiodisch; der größte Ausschlag wird 

erreicht für t0 = i , beträgt also 

Vo 
Smax = e:-f · 
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Die größte Geschwindigkeit beim Zurückschwingen tritt zur Zeit 

2 s 
t = 2t0 = k 

ein und beträgt 

Vo 
Vmax = -~ 

b A 2~ ei einem usschlage e2 k . 
Setzen wir wiederum 

k = 3sec - 1, 

so ist 

t0 = 0,333 sec, 

1s 

Abb. 397. 

8max = ;: = 0,122.v0 ; 

im übrigen gilt die Tabelle (s. Abb. 397): 

t:: I 0,1 I 0,2 I 0,3 I 0,4 I 0,5 1 0,6 1 0,7 I 0,8 1 0,9 j 1,0 [1,2 1 1,5 I 2,0 I 2,5 sec 
s - 0,074 0,110,0,12210,120,0,112 0,09910,086j0,073 0,05910,050,0,03310,01710,005 0,0014v0 

(240) Wir schließen hiermit den Sonderfall der homogenen linearen 
Differentialgleichung mit konstanten Beiwerten ab und 
wenden uns dem allgemeineren Falle zu , daß die Beiwerte P n _ 1 , 

Pn_ 2 , • • . , P2 , P 1 , P0 in 87) Funktionen von x sind. Da auch diese 
Aufgabe sich allgemein nicht lösen läßt, so greifen wir nur einen Sonder
fall von praktischer Bedeutung heraus. Ist nämlich 

1 
pk = (ax + b)n-k ' 

so daß also [nach Multiplizieren mit (ax + b)n] Gleichung 87) die 
Form annimmt 

(ax + bty(n) + (ax + w-l y<n - l ) + ... + (ax + b)2y" } 

+ (ax + b)y' + y = O, . 
91) 

so können wir folgendermaßen vorgehen. Wir versuchen, ein Integral 
von 91) zu finden, das von der Form y = (ax + b)' ist; da dann 

y' = ar(ax+b)' - 1 , y" = a 2 r(r-1)(ax+b)'- 2 , •• • , 

y(n) = anr(r- 1). · · (r - n + 1)(a x + by-n 

ist, so erhalten wir nach Einsetzen dieser Werte in 91) und nach Aus
heben des gemeinsamen Faktors (ax + b)' eine algebraische Gleichung 
nten Grades von r; diese hat n Lösungen r1 , r 2 , ••• , rn. Sind alle 
diese voneinander verschieden, so ergeben sich die n partikulären 
Lösungen von 91) 

(ax + b)'', (a x + bf', 
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Es ist leicht einzusehen, daß dann auch die Funktionen 

Yn = c"(ax + b)'•, 

in welchen c1 , c2 , .•. , c" willkürliche Integrationskonstanten sind, 
partikuläre Lösungen von 91) sind, da sich beim Einsetzen in 91) der 
Faktor ck ausheben läßt und der verbleibende Klammerausdruck mit 
dem ursprünglichen identisch ist. Dann folgt aber - vgl. den in (238) 
eingeschlagenen Gedankengang -, daß die Funktion 

Y=Y1 +Y2+ "· +Yn= C1 (ax + W•+c2(ax+W•+ ... +cn(ax +b)Tn 92) 

ebenfalls ein Integral von 91) ist. Da sie ferner n voneinander unab
hängige Integrationskonstanten Cl, c2, ..• , Cn besitzt, ist 92) das voll
ständige Integral von 9I). 

Es bleibt nur noch der Fall zu erörtern, daß eine Lösung der Glei
chung n ten Grades in T, beispielsweise T 1 , eine kfache Wurzel dieser 
Gleichung, daß also T1 = T2 = · · · = Tk ist. Jetzt würde 92) nicht 
mehr das vollständige Integral sein, aus dem gleichen Grunde wie 
in dem in (238) S. 860 erörterten Falle. Es tritt jetzt vielmehr an die 
Stelle von 

C1 (ax + W' -j-c2 (ax + W' + · · · + ck(a:~; + b)Tk 

in 92) der Ausdruck 

(ax + W•(c1 + c2 ·ln(ax + b) + ... + ck· (ln(ax + b))k- 1) , 

wie ohne Beweis angeführt sei. 
Beispiele. a) (x- 2) 2 y" + 3(x- 2)y'- I5y = 0. Wir setzen 

y = (x- 2)'; dann ist 

y' = T(x- 2)'- 1 , y" ~ T(T- I) (x- 2)'- 2 . 

Setzen wir diese Werte in die gegebene Differentialgleichung ein, so 
erhalten wir für T die quadratische Gleichung 

T(T- 1) + 3T- I5 = 0, 

deren Lösungen T1 = 3 , T2 = -5 sind. Demnach ist 

- ( 2)3 + Cz y - Cl X - ~- 2)5 

das vollständige Integral, wie die Probe bestätigt. 
b) x4 • y"" - 2 x3 y"' + x 2y" - 5 x y' + 5 y = 0. Setzen wir hier 

y = x', so erhalten wir für T die Gleichung vierten Grades 

T(T- I)(T- 2)(T- 3) -2T(r -I)(T- 2) + r(r- I) - 5T + 5 = 0, 

die sich zu 
.r4 - 8T3 + I8T2 - I6T + 5 = 0 
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zusammenziehen läßt. Diese hat die Lösungen 

r 1 = r2 = r 3 = 1, r4 = 5. 

Demnach ist das vollständige Integral 

y = x(c1 + c2 lnx + c3 (lnx) 2) + c4 x5• 

In der Tat erhalten wir: 

y' = c1 + c2 lnx + c3 (lnx) 2 + c2 + 2c3 lnx + 5c4 x4, 

II ) 1 1 1 3 y = (c2 + 2c3 • x + 2c3 • nx · x + 20c4 x , 

111 c2 2 In x 6 2 
Y =--- c ·-- + Oe x x2 3x2 -1' 

"" - ~c2 ~ ~ + 4 lnx + 120 y -- x3 Ca x3 c4 x . 

871 

Setzen wir diese Ausdrücke in die linke Seite der Differentialgleichung 
ein, so ergibt sich 

(2c2 - 2c3) x + 4c3 x lnx + l20c4 x5 + 2c2 x + 4c3 x lnx- l20c4 x5 

+ (c2 + 2c3) x + 2c3 xlnx + 20c4 x5 - 5(c1 + c2) x 

- 5(c2 + 2c3) xlnx- 5c3 x (lnx) 2 - 25c4 x5 

+ 5 x ( c1 + c2 ln x + c3 (ln x) 2) + 5 c4 x5. 

Da dieser Ausdruck identisch Null ergibt, ist die Probe erfüllt. 

(241) Ist in Gleichung 86) S. 858 die rechte Seite Q =I= 0 , so heißt 
die Gleichung eine vollständige lineare Differentialgleichung 
von n ter Ordnung. Wir wollen auch bei ihr die zwei Sonderfälle unter
scheiden, daß die Beiwerte P,._ 1 , P,._ 2 , ... , P0 das eine Mal von x 
unabhängige, also konstante Größen, das andere Mal gewisse Funktionen 
von x sind. Bei Behandlung des ersten Falles wollen wir uns zunächst 
auf den einfachen Fall n = 2 beschränken, der praktisch von über
ragender Bedeutung ist. Für ihn ist die Ableitung einfach und durch
sichtig; die Ergebnisse können dann leicht auf ein beliebiges n 
erweitert werden. Wir befassen uns mithin jetzt mit der Differential
gleichung 

y" + P1y' + PoY = Q, 93) 

in der P 1 und P 0 Konstanten sind, während Q eine Funktion von x ist. 
Wir finden ihr Integral mit Hilfe des uns schon von den linearen Diffe
rentialgleichungen erster Ordnung her [s. (224) S. 772] bekannten 
Verfahrens der Variation der Konstanten. Wir schließen nämlich 
folgenderma ßen. Wäre Q = 0 , so wäre 

94) 
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das vollständige Integral von 93), wobei r1 und r 2 die beiden Lösungen 
der quadratischen Gleichung 

r2 + P1r + P0 = 0 95) 

und c1 und c2 die beiden Integrationskonstanten sind [s. (238) S. 859]. 
Wir stellen nun die Frage: Können wir für die beiden Konstanten c1 

und c2 zwei solche Funktionen von x, c1 (x) und c2 (x), finden, daß der 
Ausdruck 94) das vollständige Integral von 93) wird, wobei jetzt Q 4= 0 
ist? Soll dies der Fall sein, so muß die Funktion 94) mit ihren beiden 
Differentialquotienten Gleichung 93) erfüllen. Nun ist aber nach der 
Produktregel 

wobei 

und 

die Differentialquotienten der Funktionen cdx) und c2 (x) nach x sind. 
Legen wir den Funktionen c1 und c2 noch die Bedingung auf 

96) 

so schrumpft y' zusammen zu 

y' = c1 r1 e'•"' + c2 r2 e''"' . 

Differenzieren wir nochmals, so erhalten wir 

y" = c~ r1 e'•"' + c~ r2 e'•"' + c1 ri e'•x + c2 d e'•"'. 

Setzen wir diese Ausdrücke in die linke Seite von 93) ein, so ergibt 

sich nach zweckmäßiger Zusammenfassung der einzelnen Glieder 

c~ r1 e'•x + c2 r2 er,x + c1 (ri + P1 r1 + P0 ) e'•x + c2 (r~ + P1 r2 + P0 ) er,x, 

ein Ausdruck, der sich infolge 95) zusammenzieht zu c~ r1 e'•"' + c; r2 e'•"'. 
Es ist infolgedessen nach 93) : 

97) 

In 96) und 97) haben wir zwei lineare Gleichungen erhalten, aus denen 
wir die Größen c~ und c~ als Funktionen von x bestimmen können. 
Durch Integration finden wir die Funktionen c1 und c2 selbst, und damit 
ist das Integral 94) der vollständigen linearen Differentialgleichung 93) 
ermittelt. Führen wir für e'•"' und e'•"' die Abkürzungen y1 bzw. y 2 

ein, so können wir jetzt zusammenfassend sagen: 
Um das vollständige Integral der vollständigen linearen 

Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y" + Ply' + Poy = Q, 

in derP1 und P 0 Konstanten sind, zu ermitteln, suchen wir 
zunächst die beiden Größen r1 und r 2 a ls Wurzeln der qua-
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dratischen Gleichung r 2 + P 1 r + P0 = 0 und bilden mit ihnen 
die beiden Funktionen y1 = e'•x und y2 = er,x. Sodann be
stimmen wir zwei Funktionen c~(x) und c;(x) aus den beiden 
in ihnen linearen Gleichungen 

c~ Y1 + c~ y2 = 0 , c~ y~ + c~ y~ = Q 
und ermitteln schließlich die beiden Funktionen 

c1 = J c; • dx + 01 , c2 = J c~ • dx + 02 • 

Dann ist 
y = Cl er,x + Cz er,x 

das gesuchte vollständige Integral der gegebenen Diffe
rentialgleichung. 

Auf ein beliebiges n läßt sich der Satz folgendermaßen erweitern: 
Um das vollständige Integral der vollständigen linearen 
Differentialgleichung nter Ordnung 

y(n) + Pn-1Y(n - l) + · · · + P 1 y' + P0 = Q (Pn-l , . .. , P 1 , P0 Konstante) 

zu ermitteln, bestimmen wir dien Größen r1 , r2 , ... , r,. als 
die Wurzeln der Gleichung nten Grades 

r" + P n -1 r" -- l + P n -2 r"- 2 + . . . + P 1 r + Po = 0 

und bilde n mit ihnen die n Funktione n 

YI = er, x , ... ' Yn = eTnX . 

Sodann bestimmen wir die n Funktionen 

c;(x), c~ (x), ... ' c~ (x) 

aus denn in ihnen linearen Gleichungen 

c; Yt + c2 Y2 + · · · + c~ Yn = 0 , cj Y~ + c2 y2 + · · · + c;, y;, = 0 , 

cj Y7 + c2 y~ + · · · + c;, y;; = 0 , 

cj yin-2'! + c2 y~'-21 + ... + c;, y~~-2> = 0 ' 

cj Yin- 11 + c2ykn-ll + ... + c;, y;;'-1> = Q 

und ermitteln schließlich aus diesen die n Funktionen 

Cl = f Cj dx + 01 , C2 = f c; dx + 02 , c,. = J c;, d x + 0 ,. . 

Dann ist 
y = Cl e'• x + c2 er,x + .. . + c,. eTnX 

das gesuchte vollständige Integral der gegebenen Diffe
rentialgleichung. 

Der Beweis hierfür besteht in einer sinngemäßen Verallgemeinerung 
der obigen Ableitung für den Fall n = 2 und ist vom Leser leicht selbst 
zu bringen. - Wie ändert sich das Ergebnis ab, wenn die Gleichung 
n ten Grades eine Anzahl gleicher Wurzeln hat? 
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(242) Anwendungen. a) y"- a2 y = bx. Hier ist r1 = +a, 
r2 = -a, also y1 = eax, y2 = ,-:,-ax. Die beiden in c1 und c2 linearen 
Gleichungen lauten 

Aus ihnen ergibt sich 
b c' = -xe-ax 

1 2a 
also 

c1 = ;:a~ (ax + I) e- ax + 0 1 , 

b c'- --xea x 
·~- 2a 

[s. Formel TIII26)]. Mithin ist das vollständige Integral der gegebenen 
Differentialgleichung 

b b 
y = -2a3(ax +I)+ Oleax- 2aa(ax -I) ..L 02e-ax 

oder 

b) y" + a2y = bx. Hier ist r1 = +ai, r2 = -ai, also y1 = cosax, 
y 2 = sinax. Die beiden Gleichungen für c' lauten 

c~ cos ax + c; sin ax = 0, -a(<sinax- ~cosax) = bx, 

aus denen sich ergibt 
' b . c1 =- axs1nax, ' b c2 = ax cosax. 

Integration mittels der Formel TIII32) ergibt 

c1 = ~ (a x cosax- sinax) + 01 , a 

also 
y = 0 1 cosa x + 0 2 sina x + _; x . 

a 

c) y" + 6y' + lOy = e-x cosx. 

r 1 = -3 + i, r 2 = -3- i; 

c~e- 3xcosx + c2e- 3xsinx = 0, 

c~ (- 3e - Sx cosx- e- Sx sinx) +eH -3e- 3z sinx + e- 3 x cosx) = e-z cosx; 

c! = - te2 "'sin2x, c2 = ·~ e2 x(l + cos2x); 

c1 ~- te2 "'(sin2x - cos2x) + 0 1 , 

c2 = t e2x(2 + sin2x + cos2x) + 0 2 • 

y = t e-z(sinx + cosx) + e- 3"'(01 cosx + (!2 sinx). 

d) Das klassische Beispiel für unsere Differentialgleichung ist die 
erzwungene Schwingung. Ihr Wesen wollen wir uns an der folgenden 
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Anordnung klarmachen: Es sei in Abb. 398 P ein Massenpunkt, der 
zur Zeit t von dem ruhenden Punkt 0 den Abstand 8 haben möge; 
ferner befinde sich auf OP ein Punkt 0', der zur gleichen Zeit von 0 
den Abstand x haben möge. P werde nun von 0' mit einer Kraft an
gezogen, die dem Abstande O'P = 8- x proportional ist; wäre 0' 
in Ruhe, so würde P - von Reibungswiderständen abgesehen - die 
in Anwendung b) des Abschnittes (235) S. 834ff. untersuchte har
monische Bewegung um 0' beschreiben. Jedenfalls erfährt der 
Massenpunkt P eine Beschleunigung nach 0' hin, die sich 0 

durch die Gleichung .x 
d2 s 
dt2 = - k2 (8 - x) 

ausdrückt (keine Konstante). Diese Gleichung läßt sich auch 
in der Form schreiben 

y 

p 

I 

s 

a) Abb . 398. 

die Differentialgleichung unserer Bewegung ist demnach von der Ge
stalt 93), da jetzt angenommen werden soll, daß x sich mit der Zeit ändert, 
x also selbst eine Funktion von t ist. Diese Funktion, die die Eigen
bewegung des Punktes 0' beschreibt, ist naturgemäß von wesentlichem 
Einflusse auf die Schwingung von P; dem Massenpunkte P wird ge
wissermaßen außer der harmonischen Schwingung noch eine weitere 
Bewegung aufgezwungen - daher die Bezeichnung "erzwungene 
Schwingung" . Wir gehen jetzt zur Integration der Differentialgleichung 
a) über; es ist 

81 = coskt, 82 =sinkt; 

c~ coskt + c2sinkt = 0, -kci sinkt+ kc2coskt = k2 x; 

ci_ = - k x sink t , c2 = k x cos k t ; 

c1 = 0 1 - k J x sinkt dt, c2 = 0 2 + k j x cosk t dt ; 

8 = 0 1 coskt + 0 2 sinkt + k[sinkt -J x cosktdt- coskt ·J xsinktdt]. 

Wir wollen zur bequemeren Gestaltung statt der Integrationskonstanten 
0 1 und 0 2 zwei andere c und t0 einführen mittels der Gleichungen 

01 = -csinkt0 , 0 2 = ccoskt0 , 

also c =-ver+ c~' to = - ~ arctg ~: . 
Das vollständige Integral von a) nimmt dann die Form an 

8 = C· sink(t- t0) + k[sinkt·J xcosktdt- coskt·J xsinktdt] . b) 

Kennen wir nun das Gesetz der Bahn x = x(t) des Punktes 0' näher, 
so können wir die beiden Quadraturen ausführen und das Bewegungs-
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gesetz der erzwungenen Schwingung in endlicher, geschlossener Form 
angeben. Einige Sonderfälle mögen hier durchgeführt werden. 

1. Der Punkt 0' führe eine gleichförmige B ewegung aus: 
x = v0 • t. Mittels der Formeln T III 32) erhalten wir 

ft cosk t dt = ~2- (k t sinkt --!- cosk t) , 

ft sink t d t = ~2 (- k t cos k t --!- sin k t) • 

Damit geht b) nach einfachem Umformen und Zusammenfassen der 
Glieder über in 

8 = c · sink(t- t0 ) --!- v0 t. b') 

Die relative Bewegung des Massenpunktes gegen 0' ist mithin gegeben 
durch die Gleichung 

y = 8 - x = c · sink (t - t0 ) ; 

sie ist also die gleiche harmonische Bewegung, die P beschreiben würde, 
wenn 0' sich in Ruhe befände. Eine an einem Ende aufgehängte und 
am anderen Ende mit dem Massenpunkte P beschwerte Spiralfeder 
stellt eine Vorrichtung dar, die P zu einer harmonischen Bewegung 
zwingt ; würde man diese in einem gleichförmig sich bewegenden Fahr
stuhle mitführen, so würde P um den Gleichgewichtspunkt 0' also genau 
die gleiche Schwingung ausführen wie bei ruhendem Fahrstuhle. 

2. 0' führe eine gleichförmig beschleunigte Bewegung aus: 

- b 2 
X- v0 t- 2 t . 

Da [Formel TIII32)] 

fi 2 cosk t dt = k~ [(k2 t2 - 2) sinkt --1- 2k t cosk t], 

fi 2 sinktdt = :a [ -(k2t2 - 2) coskt--!- 2ktsinkt] 

ist, so ist 

- . k( ) + b + b 2 8 - c sm t - t0 k2 v0 t - 2 t , b'') 

wie man durch Einsetzen und einfaches Umformen erkennt. Die relative 
Bewegung des Massenpunktes gegen 0' wird mithin durch die Gleichung 

y = 8 - x = c · sink (t - t0 ) + -~ 
beschrieben. Sie ist also ebenfalls eine harmonische Schwingung, die 
mit der zu ruhendem 0 gehörigen übereinstimmt; nur ist der Gleich-

gewichtspunktnicht mehr 0', sondern ein um die konstante Strecke~
von diesem entfernter Punkt. 
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3. 0' führe selbst eine harmonische Schwingung aus: x = a · sinlt. 
Nun ist 

jcosktsinltdt = !fisin(Z + k)tsin(Z- k)t]dt 

= _!_ [cos ( k - l) t _ ~s (~ + l) t] 
2. k-l k+l' 

Jsinktsinltdt = !ficos(k -l)t- cos(k + l)t]dt 

= ! [~n~~~-/)t _ sin~k++l.Q!]. 
Demnach ist 

8 = c sm k (t - t ) + - ·- + ---. a k { sinl t sinl t} 
0 2 k-l k+l 

oder 

8 = c sink(t - t0) + a ici. ~ zz sinl t. b"') 

Der Massenpunkt P führt somit eine Bewegung aus, die eine Überein
anderlagerung zweier harmonischen Schwingungen ist. Die eine von 

beiden 81 = c · sink(t- t0) hat die Periode T 1 = 2;, die auch zu

stande käme, wenn der Gleichgewichtspunkt 0 ' in Ruhe wäre - wir 
wollen sie die natürliche Schwingung nennen -; der Wert der 
Schwingungsweite c hängt von den Anfangsbedingungen ab. Die andere 
Schwingung 

k2 0 

82 = a · k2 _ zz · smZ t 

hat dagegen die Periode T 2 = ~(- des Gleichgewichtspunktes, also 

der aufgezwungenen Schwingung; ihre Schwingungsweite 

ist durch die gegebenen Größen a, k, l völlig bestimmt, also unabhängig 
von den Anfangsbedingungen. Durch passende Wahl der Anfangs
bedingungen läßt sich die natürliche Schwingung beeinflussen; so 
wird beispielsweise die Anfangsbedingung 

t = 0, 8 = 0, 

erreicht, wenn t0 = 0, c = 0 gesetzt, diese Schwingung also gänzlich 
ausgeschaltet wird. Die zweite Schwingung entzieht sich dagegen 
gänzlich unserer Einwirkung. Besonders bemerkenswert ist der Zu-

Wicke, Ingenieur-Mathematik II. 29 
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sammenhang der Schwingungsweite a2 der erzwungenen Schwingung 
mit den Perioden T1 und Tz der beiden Schwingungen. Es ist nämlich 

1 a 
a2 = a • - (-l )z = - (T1)2 · 

1-- 1--
k T2 

Das Verhältnis ~2- der Schwingungsweiten der erzwungenen Schwingung 
a 

und der Schwingung des Gleichgewichtspunktes nimmt für verschiedene 
Werte des Verhältnisses T 1 verschiedene Werte an, wie folgende Über
sicht zeigt: 

Tl I I 
T- = i 0,1 

2 ' 

a2 = 
a 

1,01 

1,01 1,03 

- 50 -16,4 

0,5 I 0,8 I 0,9 i 0,95 : 0,97 

1,33 2.778 1 5,263 / 10,26 1 16,92 

1.1 I 1,5 t 2,0 , 5,0 
1

10,0 

- 4,762 ! -0,800 - 0,333 1-0,042 j-O,Ol0 

I 
0,98 0,99 1 

25,25 50,20 00 

Ist also die natürliche Schwingung sehr rasch gegenüber der er

zwungenen, so daß ~1 wenig von Null verschieden ist, so ist auch a2 
2 

wenig von a verschieden; das System Gleichgewichtspunkt-Massen-
punkt schwingt wie ein starrer Körper. Nähert sich die Schwingungs
dauer der erzwungenen Schwingung abnehmend mehr und mehr der 
natürlichen Schwingung, so ist die Schwingung von P zwar gleich
taktig mit der von 0', aber die Schwingungsweite wächst überaus 
rasch, um für T 2 = T 1 theoretisch sogar unendlich groß zu werden 
(Fall der Resonanz). Wird schließlich die Schwingungsdauer Tz 
kleiner .als T1 , so ist P stets um eine halbe Periode hinter 0 zurück; 
die Schwingungsweite a2 nimmt jetzt mit abnehmendem T 2 auch ab, 
so daß bei überaus raschen Schwingungen von 0' sich a 2 sogar dem 
Werte Null nähert: Die dem Massenpunkte P aufgezwungene Schwin-

gung wird also in dem Maße ausgeschaltet, als ~~wächst. Wird dazu 

noch die natürliche Schwingung unterdrückt (s. unsere Anfangs
bedingungen), so bleibt P trotzheftiger Schwingungen von 0' in völliger 
Ruhe. (Verwendung bei Seismographen, die zwecks Aufzeichnung 
von Erdbeben eines Fixpunktes bedürfen.) Es ist überaus lehrreich, 

für verschiedene Werte des Verhältnisses ~~ die Weg-Zeit-Kurven zu 
entwerfen. 
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(243) Sind schließlich die Beiwerte Pu P0 der vollständigen linearen 
Gleichung zweiter Ordnung 93) entsprechend dem in (240) behandelten 
Falle Funktionen von x, und zwar 

p __ 1_ 
1 - ax + b' 

1 p - ---
0- (ax + b)2 ' 

so läßt sich 93) in der Form schreiben: 

y" + a/: b + (ax ~ b)2 = Q (x) · 98) 

Für Q(x) = 0 ergibt sich der in (240) behandelte Fall; sind r1 und r2 

die beiden Lösungen der dort aufgestellten Gleichung n ten Grades 
(hier also der quadratischen Gleichung), so ist 

y = c1 (ax + W' + c2 (ax + W' 
das vollständige Integral von 98); c1 und c2 sind dabei so als Funktionen 
von x zu bestimmen, · daß ihre Differentialquotienten c~ und c; die 
beiden Gleichungen erfüllen: 

c~y~ + c~y~ = Q. 99) 

{y1 = (ax + b)''; y2 = (ax + b)'•.) 

Die Ableitung entspricht völlig der in (241) gegebenen und läßt sich 
mühelos auf einen beliebigen Wert n erweitern. ...--x-

Anwendung. Steht eine kreisförmige ~- _..m · -=1 :~ 
PI a t t e unter dem Einflusse einer gleichmäßig ~~; " 'h 
verteilten Last, so biegt sie sich nach einer \--x ~~// .-, 
Form durch, von der Abb. 399 einen Meridian- 1 - · - ·-·--

schnitt andeutet. Der Winkel qJ, um welchen die 1 

Abb. 399. 
Normale durch die Belastung aus ihrer Rich-. 
tung abgelenkt wird, genügt nach den Gesetzen der Festigkeitslehre 
der Differentialgleichung 

x2d2 cp +x!!-~ -m= -Nx3 bzw. 
dx2 dx -r 

d2 cp l d cp l 
- +--- - m--Nx dx2 x dx x2 -r - • a) 

Hierbei ist x der Abstand des betreffenden Plattenpunktes vom Platten

mittelpunkte und N = -}/fi3 (p die als konstant angenommene Belastung 

pro Flächeneinheit, E' der reduzierte Elastizitätsmodul, h die Dicke 
der Platte). Setzen wir 

qJ=X', qJ' = r xr-1' qJ11 = r(r- I) xr- 2 

in die linke Seite von a) ein, so erhalten wir 

xr[r(r -- l) + r - l] ; 

29* 
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im Falle der reduzierten Differentialgleichung ergibt sich also für 
r die quadratische Gleichung r 2 -l=0, aus der r 1 =+l, r2 =-l 
folgt. Demnach läßt sich das Integral von a) schreiben 

1 
ffJ = c1 • X + C2 • --;;-- . 

Zur Bestimmung der beiden Funktionen c1 (x) und c2 (x) haben wir die 
zwei Gleichungen 

' + ' 1 0 C1X C2•- = , 
X 

' c~ . c1 - 2 = -Nx, 
X 

aus ihnen ergibt sich 

' N cl = -2x, 

und durch Integrieren 

N 
Cr = - 4 xz + 01 , N4+0 Cz = +-gx 2. 

Alw ist die vollständige Lösung von a) 

N a 0 02 f[J=--gx + 1x+x- · b) 

Probe: ' 3 N z 0 02 m =-- X+ --
'1' 8 1 x2 ' f[J" = - f N x + 2;~ . 

In die linke Seite von a) eingesetzt, ergibt das 

- ~ N x3 + 202_- ~ N xa + 0 x - 02 + N xa- 0 x - 02 =-N x3. 
4 X 8 l X 8 l X 

Abb. 400. 

Soll insbesondere die Platte am Rande 
wagerecht eingespannt sein, so muß 
für x = 0 und für x = r ffJ = 0 sein. 

N 
Dann muß aber 0 2 = 0, 0 1 = 8 r 2 

sein; die Gleichung b) lautet in diesem 
Sonderfalle 

N 
ffJ = 8 (r2 x - x3) . 

Berücksichtigen wir nur kleine Winkel ffJ, so daß wir angenähert 
cp = tgf{J = y' setzen können, so ergibt sich als Gleichung der Meridian
kurve 

die größte Durchbiegung ist 

N 3 pr4 

f = 32r4 = 16 iFiiß · 
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§ 6. Simultane Differentialgleichungen. 

(244) In diesem Paragraphen soll ein Problem gestreift werden, das 

für den Ingenieur von Bedeutung sein kann, die Integration der sog. 

simultanen Differentialgleichungen. Was wir darunter zu verstehen 

haben, soll an einem Beispiele auseinandergesetzt werden. 

Die ballistischeKurve ist die Bahn, die ein Geschoß beschreibt; 

sie ist eine ebene Kurve. Wir wählen daher ein rechtwinkliges xy-System 

(s. Abb. 401). Das Geschoß befinde sich im Augenblicke t an der Stelle 

P( x J y); seine Bahn wird durch eine Kraft 
bestimmt, die sich aus zwei Teilkräften 
zusammensetzt. Die eine ist die Erd
beschleunigung g, die in Richtung der 
negativen y-Achse wirkt. Die andere ist 

der Luftwiderstand, der in Richtung der 
augenblicklichen Bahn wirkt; er möge 
eine beliebige Funktion der Geschwin
digkeit v sein. Er erteilt der Bewegung 
eine Beschleunigung (Verzögerung) w(v), 

die also ebenfalls einzig von der a ugen blick
liehen Geschwindigkeit v abhängt. Zur Be

y 

----~------------~X 

Abb. 401. 

schreibung der Bewegung bedürfen wir jetzt zwei er Gleichungen; wir 

erhalten sie, wenn wir die Bewegung nach den beiden Koordinaten

richtungen zerlegen. In Richtung der x-Achse wirkt nur die vom 

Luftwiderstande w herrührende Teilkraft; ihr Betrag ist -w(v) · cosr.p. 

Also ist die zu dieser Richtung gehörige Differentialgleichung 

d2 x 
di2- = -w (v) • cosr.p . a) 

In Richtung der y-Achse wirkt außer der in diese Richtung fallenden 

Teilkraft von w : w ( v )· • sin r.p die Erdbeschleunigung g . Die andere 

Differentialgleichung lautet demnach 

Nun ist 

ferner ist 

demnach 

d2y 
([i2 = -g- w(v) · sinr.p. 

ds 1(dx )2 (dy)2 
V= dt = Vdt + dt ; 

tgr.p = !!.!!___ 
dx 

oder 
dy d x 

tgr.p = dt ; dt; 

dx l/(dx)2- (JY-)2 
cos 'P = dt: : r Tt + Tt , 

b) 
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Setzen wir diese Werte in a) und b) ein, so erhalten wir das Gleichungspaar 

dx 

d2 x (V( dx) 2 ( dy )2) dt 
di2+w dt + dt ·v(~:Y+(~;r =O 

und 
dy 

c) 

d2 y (1/(dx)2 (dy)2) dt 
di2+ w v dt + dT ·v(~;r+ (~;r+ g=O. 

. d2 x . dx dy d2 y W1r sehen, daß dt2 mcht nur von dt, sondern auch von dt, und dt2 

nicht nur von ;i-f, sondern auch von ~: abhängig ist; die beiden von t 

abhängigen Veränderlichen x und y sind untereina1ider also gewisser
maßen verkettet, und hierin beruht das Wesen der simultanen Diffe
rentialgleichungen. Es wird nun verständlich sein, wenn wir ganz 
allgemein sagen : 

Gegeben sei eine unabhängige Veränderliche t, außerdem zwei ab
hängige Veränderliche x und y. Bestehen nun zwei Differentialglei
chungen von der Form 

und 

( dx dy d2x d2 y ) l 
({J t ' X ' y ' dt ' dt ' {fi2 ' ([t2 ' . . . = 0 

( dx dy d 2 x d2 y ') 
'ljl t, X, y, dt- ' dt' dt2' ([t2> .. . = 0, 

100) 

in denen die beiden abhängigen Veränderlichen x und y mit ihren 
Differentialquotienten nach t untereinander verkettet sind, so heißen 
die Gleichungen 100) ein System simultaner Differentialglei
chungen. Diese Definition läßt sich mühelos auf den Fall von mehr 
als zwei abhängigen Veränderlichen erweitern. 

Das System 100) der simultanen Differentialgleichungen integrieren 
heißt, zwei Funktionen x = tJJ(t) und y = 'l'(t} finden, welche die 
beiden Gleichungen 100) erfüllen. Es handelt sich also im wesentlichen 
darum, die beiden Gleichungen so umzuformen und miteinander zu 
verbinden, daß die beiden abhängigen Veränderlichen x und y von
einander getrennt werden und man zwei gewöhnliche Differential
gleichungen erhält: 

und ( dy d2y ) 
/ 2 t ' y' dt ' dt'i' . . . = 0 . 101) 

Nun lassen sich allerdings über den für diese Trennung einzuschlagenden 
Weg keine allgemeinen Vorschriften aufstellen; ja, in den allermeisten 
Fällen wird eine solche Trennung überhaupt unmöglich sein. Indessen 
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sollen ermge Beispiele durchgeführt werden, die zeigen, wie man in 
gewissen Fällen den Schwierigkeiten begegnen kann. 

a) Wir beginnen mit dem Einführungsbeispiele der ballistischen 
Kurve. Um hier überhaupt zu einer geschlossenen integrablen Form 
zu gelangen, wollen wir annehmen, daß der Luftwiderstand proportional 
der Geschwindigkeit ist. Wir setzen 

w = k2 · v(~~r + (~~r; 
dadurch geht das System c) über in 

d) 

In diesem Sonderfalle ist schon die Trennung gemäß Formel 101) vor
handen; es ist daher auf Grund der Ausführungen von (236) 

k' t + - -k' t g t + x = c1 e- c2 , y- Ca e - k2 c4 , 

wobei c1 , c2 , Ca, c4 die vier Integrationskonstanten sind. Soll insbesondere 
das Geschoß zur Zeit t = 0 von der Stelle 0 I 0 aus unter dem Winkel IX 

mit der Geschwindigkeit v0 abgeschossen werden, so ist, da 

ist, 

also· 

also 

~~ = -k2 cl e -k't ~~ = --k2 Ca e-k't- ~ 

0 = c1 + C 2 , 

k2 . - k2 g V0 COS IX = - c 1 , Vo Sln IX - - Ca - p , 

Vo COS IX 
Cl=- - k2-

k2 v0 sin~X + g 
Ca = - __ k_4 __ ' 

_ + Vo COSi>i 
c2 - kz ' 

k2 v0 sini>i + g 
c4 = k4 , 

X = Vo COS lX ( 1 - e- k' I) 
Jc2 ' 

e) 

Man zeichne auf Grund dieser Formeln die ballistische Kurve für einen 
bestimmten Wert k und vergleiche sie mit der WurfparabeL 

b) Gegeben seien die beiden simultanen Differentialgleichungen 

t0 x1 = x - y, t0 y' = v0 t - 2x, a) b) 
wobei 

1 dx 
X =dt' 

1 dy 
y=dt 

ist. Hier läßt sich die Trennung äußerst einfach durchführen. Diffe
renzieren wir nämlich a) nach t, so erhalten wir 

c) 
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setzen wir nun in c) den sich aus b) ergebenden Wert von y' ein, so folgt 
die Gleichung 

II I Vo 2 X 
t0 X = X - - t + - . . to to 

d) 

Diese Gleichung enthält nur noch die beiden Veränderlichen x und t; 
die Trennung ist durchgeführt. Und zwar ist d) eine vollständige lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Beiwerten. Das 
in (241) entwickelte Verfahren liefert als vollständiges Integral 

e) 

hieraus folgt 
t t 

x' = Vo + 2cl e2t; - c2 e t, 
2 t0 t0 

und durch Einsetzen in a) 

V 2-~ t 
y = ; (2t - 3t0 ) - c1 e t, + 2c2 e t, f) 

Wir hätten auch b) nach t differenzieren können; dann hätte sich die 
Differentialgleichung 

11 2 1 + Vo y =--X -
to to 

c') 

ergeben und durch Elimination von x und x' aus a), b) und c') die 
Differentialgleichung 

11 I , 2 v0 ) 

y - t y - Ti y = Ti (to - t . 
0 0 0 

d') 

Ihr vollständiges Integral ist f), mit Hilfe von b) hätten wir sodann 
wiederum a) erhalten. 

c) Ein Massenpunkt m bewege sich so, daß die Komponenten seiner 
Geschwindigkeit vx und v. in Richtung der x-Achse und der y-Achse 
jeweils proportional der Ordinate bzw. der Abszisse desjenigen Punktes P 
der Ebene sind, in welchem sich m gerade befindet. Die Differential
gleichungen der Bewegung lauten demgemäß 

dx 
Vx = dt = ay, 

dy 
vy = dt = bx. a) 

Aus der ersten folgt durch Differenzieren 

d2 x dy 
dt2 = a • dt' 

und mit Hilfe der zweiten wird 

d2 x 
dt2· - a b x = 0 . 
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Das vollständige Integral der so gewonnenen Differentialgleichung 
lautet 

x = Ya [cl eYilbt + c2 e- Yiibt]. b') 

Da sich aus ihr durch Düferenzieren ergibt 

dx = a , /l) [c eVilbt- c e-Viibt] 
dt y 1 2 ' 

so folgt aus der ersten Gleich~ng von a) 

y = l'b[cl eVabt- c2 e- Viibt] . b") 

Die beiden Gleichungen b') und b") ermöglichen, für jeden Zeitpunkt t 
die Lage des Massenpunktes zu ermitteln. Durch Elimination von t 
aus ihnen erhalten wir die Gleichung seiner Bahn; sie lautet 

c) 

Die BahlJ. ist also ein Mittelpunktskegelschnitt, dessen Achsen die 
beiden Koordinatenachsen sind. Die angeführten Ergebnisse können 
ohne weiteres verwendet werden, solange a und b das gleiche Vor
zeichen haben. In diesem Falle ist die Bahn eine Hyperbel; ihre reelle 
Achse ist die x-Achse, wenn ac1 c2 und bc1 c2 positiv sind, und die y-Achse, 
wenn diese beiden Größen negativ sind. Sind dagegen die Vorzeichen 
von a und b nicht gleich, so tut man gut, um imaginäre Größen zu ver
meiden, die Gleichungen b) umzuformen in 

x = y~ [c1 cos(y-=_--;;-b t) + c2 sin(y - ab t)], I 
y = y-b[c1 cos(y-abt)- c2sin(l'-abt)]; 

bl) 

die Bahn wird dann zur Ellipse. Die Werte der Integrationskonstanten c1 

und c2 , die die Gestalt der Bahn bestimmen, sind von den Anfangs
bedingungen abhängig. 

(245) d) Die Zentralbewegung wird durch eine Kraft K hervor
gerufen, deren Wirkungslinie in jedem Punkte ihrer Bahn durch einen 
festen Punk 0, das Zentrum, hindurchgeht. 
Die Kraft selbst wird Zentralkraft genannt. 
Die Bahn der Zentralbewegung ist stets eine 
ebene Kurve, deren Ebene die Bewegungsrich
tung in irgendeinem Zeitpunkte und das Zen
trum enthalten muß. Wählen wir 0 zum An
fangspunkte eines rechtwinkligen Koordinaten
systems (Abb. 402), so fällt die Richtung 
der Kraft X in einem beliebigen Punkte P(xJ y)" 

y 

r 

Abb. 402. 

--- K 
V 

p X 

der Bahn in die Gerade OP. I st dazu noch die Größe vonKinjeder 
Lage von P gegeben, so ist - unter Berücksichtigung der Anfangs
bedingungen - das Problem dynamisch bestimmt und die Bahn des 
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Massenpunktes festgelegt. Wir wollen annehmen, daß K als Funktion 
des Leitstrahles OP = r des jeweiligen Bahnpunktes gegeben ist: 

K = tp (r). a) 

Die Komponenten von K in der Richtung der Koordinatenachsen 
sind dann 

da 

cosß = .3:.. 
r ' 

sinff = }/.__ 
r 

ist. Es ergibt sich sonach das System simultaner Differentialgleichungen 

" ( ) y m·y=tpr·-;:, b1
) b") 

wobei 
c) 

ist. Multiplizieren wirb') mit x' und b") mit y', so erhalten wir durch 
Addition 

( 1 "+ 1 ") () xx1 +yy1 
m·xx yy =tpr· r · 

Aus c) folgt aber durch Differenzieren 

r r' = x x' + y y'. 
Ferner ist 

v2 = x'2 + y'z, 
also nach Differenzieren 

_!__ ~~ _ I II + I II 
2 dt -X X y y . 

'Setzen wir diese Ausdrücke in d) ein, so ergibt sich 

m dv2 dr 
21lt = tp(r) · dt 

und hieraus durch Integrieren 

; v2 = Jtp(r) dr + 0 = f/>(r) + 0. 

d) 

e) 

Diese Gleichung ist das Energieintegral; sie sagt aus, daß die Summe 

aus der kinetischen Energie (Wucht) ~ v2 und der potentiellen Energie 

(Hub) - f/> (r) in jedem A'ugenblicke den gleichen konstanten Wert 0 hat. 
Multiplizieren wir dagegen b') mit y und b") mit x, so erhalten 

wir durch ,Subtraktion 
m(xy"- x"y) = 0. 
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Da nun " · " d(xy'- x'y) 
xy - x y = dt 

ist, so folgt 
xy'- x'y =I. f) 

Diese Gleichung heißt das FlächenintegraL Denn der Flächen
inhalt des von 0, P und dem Nachbarpunkte P' (x + dx / y + dy) 
gebildeten Dreiecks ist nach (108) S. 294 x d y - y d x; folglich ist 
x · y'- yx' =I das Verhältnis der von dem Leitstrahle OP = r in 
dem Zeitelemente dt überstrichenen Fläche zu diesem Zeitelemente. 
Da f Integrationskonstante ist, so sagt Formel f) aus; Der Leitstrahl 
überstreicht bei jeder Zentralbewegung in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen (zweites Keplersches Gesetz). 

Die bisherigen Untersuchungen dienten noch nicht dem Zwecke, 
die Veränderlichen zu trennen; das soll nunmehr geschehen. Halten 
wir an den rechtwinkligen Koordinaten fest, so stoßen wir hierbei auf 
Schwierigkeiten; wesentlich einfacher wird die Rechnung beim Über
gang zu Polarkoordinaten. Da x = r cos {}, y = r sin {} ist, so ergibt 
sich durch Differenzieren 

x' = r' cos{} - r sin{} · {}', y' = r' sin1'J + 1. cos{} • {}', 
also 

v2 = x'2 + y'2 = r'2 + r2{)'2. 

Das Energieintegral wird also 

; (r'2 + r2 {}'2) = t]J (r) + C 

und das Flächenintegral 
r2{}' =f. 

e') 

In e') und f') lassen sich nun leicht "die Veränderlichen trennen; es ist 

nämlich {)' = )2 , also mittels e') 
r 

( j2 -i- r'2 + r2) = i]J(r) + C , 

eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen r und t. Wir lösen 

sie nach r' = ~T auf und erhalten 

und durch Integrieren 

, ~ ,, }v":-; !' P(,) - ~ . g) 
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Gleichung g) gibt die Beziehung zwisclien dem Leitstrahl r und der 
Zeit t. Da 

ist, so folgt weiter 

d{} 
dr 

I 
2 1/20 2 F 

r Im + m cJ)(r) - r2 
und damit {}-{} f fdr 

0 20 2 /2 
r2 V- + - <f>(r) - -m m r 2 

h) 

als Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinaten. Damit ist das 
Problem der Zentralbewegung in seiner Allgemeinheit gelöst. Wie sich 
die Rechnung in bestimmten Sonderfällen weitergestaltet, möge an 
zwei Beispielen dargetan werden. 

1. Die Kraft K sei die harmonische Kraft, d. h. proportional 
dem Leitstrahle r, und wirke nach 0 hin anziehend : 

K = -m · k2r = tp(r). 
Es wird nun 

c/J(r) = f(-mk2r) dr =-; k2 r2 

und folglich 

t - l = -· = - --,----~----
0 20 f2 k ,-2c-~-p. , jJ ' dr lfi rdr 

V m - k2 r2 - r2 V m JC2 r2 - ·r4 - k2 

{}- {}0 = ~r dr . 
rv~r2- r4- f... 

mk2 • k2 . 
Diese Integrale können der Auswertung nach (68) S. 176 zugänglich 
gemacht werden, wenn wir setzen 

r 2 = u bzw. 
I 

r2=
u 

Die Integration läßt sich jedoch in diesem Falle wesentlich einfacher 
durchführen, wenn wir unmittelbar auf die Formeln b) zurückgreifen; 
sie gehen nämlich für cp(r) = -mk2 r über in 

x" = -k2 x, y" = - k 2 y. 

Die Integration dieser beiden Differentialgleichungen liefert nach den 
uns aus (238) S. 859 geläufigen Verfahren 

x = c1 cos k t + c2 sink t , y = c3 cos k t + c4 sink t , 

x' = k( - c1 sinkt + c2 coskt), y' = k( - c3 sinkt + c4 coskt) . 
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F .. k c2 l f"" 1 c2 • d ' 0 E "bt 1 ur tg t = - , a so ur t = -k arctg - wtr x = . s g1 a so 
Cl Cl 

sicher einen Zeitpunkt, in dem der Massenpunkt sich parallel der 
y-Achse bewegt; ihn wollen wir als Anfangspunkt der Zeitrechnung 
t = 0 wählen. Und zwar möge sich der Massenpunkt in diesem Augen
blicke gerade auf der x-Achse befinden und vom Zentrum den Ab
stand a haben; seine Geschwindigkeit möge v = y' = v0 betragen. 
Es soll also für t = 0 sein: x = a, y = 0, x' = 0, y' = v0 • Dann erhalten 
wir zur Bestimmung der Integrationskonstanten die vier Gleichungen 

c1 = a, Ca= 0, kc2 = 0, kc4 = v0 , 

also 
Vo c1 = a, c2 = 0, Ca= 0, c4 = k' 

und die Bewegungsgleichungen lauten 

x = a coskt , 

x'= -aksinkt, 

y =~sinkt, 

y' = v0 cosk t. 

Mithin ist die Gleichung der Bahn des Massenpunktes 
x2 y2 

(i2+ (?r =1; 

die Bahn ist also eine Ellipse, deren Mittelpunkt mit dem Zen
trum der Kraft zusammenfällt. 

2. Die Kraft K sei die Newtonsehe Anziehungskraft, d. h. 
sie sei umgekehrt proportional dem Quadrate des Leitstrahles: 

Jetzt ist 

km 
K = rp(r) =- - 2 • 

r 

km 
rl>(r) = r- ' 

und folglich nach h) 

Setzen wir 

so wird 

{; 
fdr 

{} - ~'}0 = v20 -2kf2 . 
r2 -+--

m r r 2 

"" 
1 

r = u' 
du 

dr= - 2 , 
u 

1• du "' du 

{}- {}0 =-I v20 2 2 = -}y'~o k2 2 ( k)2 
- +2ku-fu - +-- u--
m . fm r f 

/ 2 u- k 
= arccos ------===== 

vk2+2~f2 
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Aus dieser Gleichung ergibt sich durch Auflösen nach u und Wieder
einführen von r 

f2 
r = ---

k+ -vk2 +2 ~/2 -cos(ß--&0) 
Da f und 0 Integrationskonstanten sind, so können wir über sie ver
fügen ; wir setzen 

und erhalten 
r = ____ p_ ___ = _ _y __ 

I + e cos(ß- -&0 ) I + e cos (::) 

Das ist aber, wie wir in (145) S. 419 gesehen haben, die Polargleichung 
eines Kegelschnittes, dessen einer Brennpunkt im Koordinatenanfangs
punkt liegt. Da für die Planeten E < 1 ist, so ergibt sich das e rste 
Keplersche Gesetz: Jeder Planet bewegt sich in einer Ellipse, in 
deren einem Brennpunkte sich· die Sonne befindet. 

Um die Lage des Massenpunktes in einem bestimmtenAugenblicket 
zu ermitteln, bedarf es noch des Integrals g) 

t- t = = fi dr {l rdr 
0 20 2k / 2 2 C 1 / _ + _ _ _ V- r2 + 2 k r - f 

Vm r r2 m 
~ V 

dessen Auswertung nach (68) S. l76ff. möglich ist, aber dem Leser 
überlassen bleibe. Wir erhalten damit die Beziehung zwischen r und t 
und mit Hilfe der gewonnenen Kegelschnittgleichung auch die Be
ziehung zwischen {} und t. 

(246) e) Die Spannung p eines W ec hselstromes möge sich nach 
dem Gesetze p = \j3 sinwt a) 

ändern; dabei ist~ der Scheitelwert, w = 2; = 2nf die Winkel

geschwindigkeit des Vektors ~, T die Zeitdauer einer Periode, 

Abb. 40:3. 

Induktivität L1 und 
sekundäre Spule sind 

~ = f die sekundliehe Periodenzahl; 

p ist der Augenblickswert der Span
nung zur Zeit t. In die Primärspule des 
in Abb. 403 angedeuteten Umspanners 
möge nun der Wechseltrom von der Span
nung p1 =\ß1 sinwt geschickt werden. Diese 
Spule habe w1 Windungen (w1 primäre 
Windungszahl), den Widerstand r1 , die 

die momentane Stromstärke i 1 . Für die 
die entsprechenden Größen p2 , w2 , r 2 i, r2 a, 
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L2i, L2a, i 2 , wobei die Zeiger i und a die betreffenden Größen inner
halb und außerhalb des Umspanners bedeuten; L 2 a sei von vorn
herein gleich 0 angenommen. Ist ferner M die gegenseitige In
duktivität (Wirkung des Sekundärfeldes auf das Primärfeld), wobei 

M 2 = L 1 • L2 i b) 

ist, so gelten die sog. Maxwellsehen Gleichungen 

. L dil M di2 m . 
~1 r1 + 1 dt + dt = 1-'1 smw t c') 

und 
c") 

zwei simultane Differentialgleichungen, deren Integration jetzt durch
geführt werden soll. Durch Elimination der primären Stromände-

rungsgeschwindigkeit~i/erhalten wir unter Berücksichtigung von b) 

. L1 i 2 r 2 M~1 sinw t 
~1 = M rl d) 

Aus d) folgt durch Differentiation 

di2 
di

1 
L1 r2 dt + M~1 w cosw t 

dt Mr1 

setzen wir diesen Ausdruck in c") ein, so erhalten wir nach einigen 
einfachen Umformungen 

di r r . Mffi1 cJJ 
~ + 1 2 ~2 = - -t' cos w t . 
dt L 1 r 2 +L2 ir1 L 1 r 2 +L2 ,r1 

Wir schreiben zur Abkürzung 

rl r2 - A 
L 1 r 2 + L 2 ir1 - ' 

e) 

und erhalten damit 
di2 A . B dt + ~2 = - cos w t ' f) 

eine vollständige lineare Differentialgleichung erster Ordnung; ihr 
Integral ist 

i 2 = -A2 B 2 (Acoswt + wsinwt) +Ce-At. 
+w 

Ist t genügend groß, so ist e-At so klein, daß es vernachlässigt werden 
kann; nach Verlauf einer genügend langen Zeit kann folglich das In
tegral von f) angenähert ersetzt werden durch 

i 2 =- A2! w2 (A cosw t + w sinw t) I 
g) 

2 2 2 (LM~1 cJJL )2][r1 r2 coswt+w(L1 r2 +L2 ir1)sinwt]. 
[r1r2+w 1 r 2 + zirl 
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Führen wir jetzt einen konstanten Hilfswinkel 1p2 ein durch die Glei
chungen 

A . 
= =SlllljJ2 , 
2+ w2 

so läßt sich i 2 in der Form schreiben 

. B . ( ) ~ = ---- Sill W t - "' 
2 YA2 + w2 -r2 

oder unter Berücksichtigung von e) 

i 2 = 32 sin(w t- 1jJ2), i) 

wo bei der Scheite 1 wert 3 2 der Stromstärke auf der Sekundärseite 
den Wert hat 

k) 

Mit Hilfe der Gleichung g) ergibt sich nun aus d) für die Stärke des 
primären Stromkreises nach einigen Umformungen 

. _ \ß [w2 L 2;(L1 r2 + L 2 , r1 ) + r1 r~] sinw t - L1 w r~ cosw t 
~1- 1 [r~r~+w2 (L1 r2 +L2 ,r1 ) 2] 

Wir führen noch den Hilfswinkel 1jJ1 ein durch die Gleichungen 

COS1pl 

fl 

also 

w2L2 ,(L1 r 2 + L 2 ,r1) + r1 r~ sin 1p1 

r~r~ + w 2 (L1 r 2 + L 2;r1)2 ' fl 

1 [w2 L 2 ,(L1 r 2 + L 2 ; r 1) 2 + r 1 r~]2 + r~ w 2 L~ 
---;;! [ri r~ + w2 (L1 r2 + L 2 ; r 1) 2] 2 

1) 

m) 

_ w4 L~;(L1 r2 + L2 ; r1) 2 + w2 rH2r1 L,,(L1 r2 + L2 ; r1 ) + r~ Li] + r~ r~ 

oder 

- [ p 

_ (r~ + w 2 LL)[(L1 r 2 + L 2 ; r 1 ) 2 ü.>2 + r~ r~] 
- [(L1 r2 + L--;, rtf2~2-+ r; r~]2 - -

~~ r~~2~---
l' r; r~ + w 2 (L1 r 2 + L 2 ; r 1 ) 2 • 

Dann wird aus 1) 

i 1 = \ß1 sin ( w t - 1jJ1) = 31 sin ( w t - 1p1) , 
I' 

n) 

o) 

h) 
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wobei 
o, V' r~ + w 2 LL 
\5l = ~1 • r2 r 2 + w 2 (L r + L . r )2 

1 2 1 2 2 ·t 1 

der Scheitelwert des primären Stromes ist. Setzen ·wir 

und 

führen wir ferner den Widerstand 

und die Induktivität 

und o) in 

wobei 
wJ.. 

tgV'l = --
(! 

893 

p) 

p') 

o') 

ist. Der Umspanner kann also durch eine einzige in den Stromkreis 
einzuschaltende Spule (Drosselspule) ersetzt werden, die die äquivalente 
Induktivität A. und den äquivalenten Widerstand e hat. 

§ 7. Näherungsweise Integration von 
Differentialgleichungen. 

(247) Bisher haben wir die Methoden behandelt, nach denen Diffe
rentialgleichungen "exakt", d. h. in geschlossener Form, integriert 
werden können. Nun führen aber viele Probleme der Technik und 
der augewandten Wissenschaften auf Differentialgleichungen, die sich 
nicht exakt lösen lassen. Es sollen daher zum Schlusse einige 
Näherungsverfahren für die Integration von Differentialgleichungen 
kurz besprochen werden. Hier ist besonders hervorzuheben das häufig 
verwendete Verfahren der Integration durch unendliche Reihen. Wir 
wollen es an einigen Beispielen erläutern und zum besseren Verständnis 
erst solche Differentialgleichungen behandeln, die sich auch in ge
schlossener Form integrieren lassen. 

a) y' = y + x 2 • Wir Setzen 

y = c0 + c1 x + c2 x 2 + · · · + ck xk + ... ; 
dann wird 

y' = c1 + 2c2 x + 3c3 x 2 + · · · + kckxk- 1 + .... 
Wicke, Ingenieur-Mathematik li. 30 
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Führen wir diese beiden Reihen in die gegebene Differentialgleichung 
ein, so erhalten wir 

c1 + 2c2 x +3c3 x 2 + · · · + kc1c xk-l + (k + 1)ck+l xk + · · · 
= c0 + c1 x + ( c2 + 1) x 2 + · · · + ck _ 1 xk- 1 + ck xk + · ... 

Wenn beide Seiten einander identisch gleich sein sollen, so müssen 
die Beiwerte gleich hoher Potenzen von x auf beiden Seiten einander 
gleich sein. Durch Vergleichung der Beiwerte erhalten wir demnach 
die Gleichungen 

k Ck = Ck - 1, 

aus ihnen folgt 

c0 2! 
Ck = k! + k!' 

Es ist demnach 

(k + 1) Ck+ 1 = Ck, 

c0 l 
Ca= 3! + 3' 

... ' 

c0 2! 
ck+l = (k + l)! + (k +I)!' 

( 
x x 2 x3 xk ) 

Y = c0 1 + - + - + - + · · · + - + · · · l! 2! 3! k! 

( x3 x4 xk ) + 2 !. 3! + 4! + ... + k! + ... 

= (c0 + 2 !) ex - 2! ( 1 + t! + ;;) · 

0. 0' 

. 0.' 

Wir können also alle Beiwerte der Reihe durch den ersten, c0 , aus
drücken; dieser aber ist willkürlich. Das ist nicht verwunderlich; denn 
die gegebene Differentialgleichung ist von der ersten Ordnung, ihre 
vollständige Lösung muß daher eine willkürliche Integrationskonstante 
enthalten. Setzen wir c0 + 2! = c, so läßt sich die vollständige Lösung 
unserer gegebenen Differentialgleichung schreiben 

y = cex- x 2 - 2x- 2, 

und dieses Ergebnis erhalten wir auch, wenn wir die Differentialgleichung 
als lineare nach den in (224) S. 771 entwickelten Verfahren integrieren. 

b) y" - y' - 2 y = 0. Es sei 

a) 
also 

y' = 1· c1 + 2 · G2 x + 3c3 x 2 + ·· · + kc~cxk-l + (k + 1)ck+1xk + ···, 
y" = 1 · 2c2 + 2 · 3c3 x + 3 · 4c4 x 2+ · · · + (k + 1) k ck+l ::lf- 1 

+ (k + 2)(k + 1) c1c+ 2 xk + · · · . 
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Fassen wir die Glieder mit gleich hohen Potenzen von x zusammen 
und setzen ihre Beiwerte gleich Null, so erhalten wir die Gleichungen: 

3 · 4c4 - 3c3 - 2c2 = 0, 

(k + l) kck+t- kck- 2ck-t = 0, 

( k + 2) ( k + l) ck + 2 - ( k + I) ck + 1 - 2 ck = 0 , 

Es ist also 

2c0 + c1 
C2 =-2! -

10c0 + 11 c1 
c5 = --5-! --- ' 

und mithin 

2c0 + 3c1 
Ca = -:fi-

22c0 + 21 c1 
c6 = ---6,-- -

6c0 + 5 c1 
c.t = --4! -

42c0 + 43c" 
c7 = --7!--

Es lassen sich also sämtliche Beiwerte ck bestimmen, mit Ausnahme 
der beiden ersten c0 und c1 ; diese können beliebige Werte annehmen -
im Einklang mit der Tatsache, daß die vollständige Lösung jeder Diffe
rentialgleichung zweiter Ordnung zwei Integrationskonstanten enthalten 
muß. Nun ist aber unsere Ausgangsdifferentialgleichung eine homogene 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Lösungen sich 
nach den Ausführungen von (238) S. 859 zu 

c) 

ergibt. Daß c) wirklich mit b) übereinstimmt, können wir erkennen, 
wenn wir in c) die Exponentialfunktionen e2 "' und e- "' nach (194) S. 628 
in Potenzreihen entwickeln und sodann die Glieder mit gleich hoher 
Potenz von x zusammenfassen. Wir bekommen 

y - al a2 l ! X 2! X 3! X 
_ ( + ) + 2a1 - a2 + 4a1 + a2 2 + 8a1 - a2 3 + .. . ) 

d) + 2kal + k\- I)kazxk + .. . . 

Sollen b) und d) identisch sein, so müssen die Beiwerte gleich hoher 
Potenzen von x einander gleich sein; es ist also insbesondere 

und folglich 

30* 
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Da nun 

ist, so ergibt sich 

ck = 3 .1 k!. {[2k + 2. ( -l)k] Co + [2k - ( -l)k] cl}. 

Setzen wir der Reihe nach k = 1 , 2, 3, 4, 5 , 6, 7 , ... , so erhahen 
wir dieselben Ausdrücke für ck wie oben, eine Bestätigung für die 

Richtigkeit unserer Entwicklung. 
c) y' = x 2 + y2 • Es sei wiederum 

y = c0 + c1 X + C2 x 2 -t- .. · + Ck xk + · " . a) 

Durch Quadrieren erhalten wir 

y2 = c~ + 2c0 c1 x + (2c0 c2 + ci) x2 + (2c0 c3 + 2c1 c2) x3 

+ (2c0 c4 + 2c1 c3 + cD x4 + · · · 
+ (2c0 c2k - l + 2c1 c2k _2 + ... + 2ck_ 1 ck):c2 k - l 

+ (2c0 c2k + 2c1 c2k - l + • · · + 2ck - l ck+ 1 + cf.) x 2 k + · · ·. 
Durch Vergleichen der Beiwerte gleich hoher Potenzen der in die Diffe
rentialgleichung a) eingesetzten Reihen folgen die Gleichungen 

c1 = c~ , 2 c2 = 2 c0 c1 , 

5c5 = 2 c0 c4+ 2c1 c3+~, 

3c3 = 2c0 c2 + ci + 1 , 4c4 = 2c0 c3 + 2c1 c2 , 

6c6 = 2c0 c5 + 2 c1 c4+ 2c2 c3 , 

7 c7 = 2c0 c6+ 2c1 c5 + 2c2 c4+ c~, 8c8 = 2c0 c7+ 2 c1 c6+ 2 c2 c5+ 2c3 c4 ••• , 

deren Auflösung ergibt 

C1 = cö , c2 = c3 , c3 = c~ + } , c4 = cg + -~ c0 , c5 = cg + ~~- cif . 

Cs = cZ + -.Jrr c~ , c7 = c~ + n- Ci\ + lfa- ' Cg = cö + ·f o c8 + -:1-rs Cn • 

c9 = cÖ0 + -t cg + "3" h c~ ... 

Hieraus erhalten wir die Lösung 

Y = c0 + cö x + c3 x2 + ( c~ + t ) x3 + ( cg + -~- c0) x4 + ( cg + t cö) x5 

+ (cJ + :lo c~) x6 + (c~ + T~ c~ + rr~) x7 

+ (cÖ + -fo- c& + -J6 c0) x8 + (c/,0 + -tcZ + -1f-h;- c6) x9 b) 

+ (cA1 +Po cb + -:t~*oaö c3) X10 

+ (c1g + H cg + :'i2'!3r; c~ + dn) xn + · · ·. 
Insbesondere sind die partikulären Lösungen 

für Co= Ü: y = tr -t- n x7 + -:!"i nrx11 -t- · · ·, 
für c0 = 1: 

y = I + x + x 2 + 1,33333x3 + 1,66667 x4 + 1,20000x5 + 1,23333x6 

+ 1,28253 x7 + 1,31786 xs + 1,35773 x9 + l ,40072 x1o + .. . 
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(248) d) y" + axy = 0. Setzen wir wiederum 

y = c0 + c1 X + c2 X 2 + ·. · · + Ck xk + · · · , 
so wird 

y" = l· 2c2 + 2 · 3c 3 x + · · · + (k + l) (k + 2)ck+2 xk + ... , 
und wir erhalten durch Vergleichung der Beiwerte 

l · 2 c2 = 0 , 2 · 3 c3 + a c0 = 0, 3 · 4 c4 + a c1 = 0, 

0 •• , (k+l)(k+2)ck +2 +ack-1 = 0, 

Hieraus folgt: 

c2 = c5 = Cs = . . . = C;l k- 1 = 0 

a3 Co 
c9 = - z-:- · :f-~5--=-6--=-8-:-9 ' 

aai c 
c,k= (-l)k ____ __ _ ~_o ___ - ----.- , 
. 2. 3. 5. 6 ... (3k- 1). 3k 

Also ist 

( 
ax3 1·4 26 1·4·7 39 y = c0 l - -31 + 6! a x - - 9-! - a x + .. · 

+ (-l)k 1. 4 ... (3k- 2) k 3k + .. ·) 
(3k)! a x 

( 2 2·5 2·5·8 + clx 1- 4! ax3 + 1!a2x6 - w!a3 x9 + ... 

Diese Differentialgleichung möge auch gleichzeitig als Beispiel dafür 
dienen, wie man aus einer Differentialgleichung Schlüsse über den Ver
lauf der Funktion ziehen kann. Wir setzen zu diesem Zwecke zur 
Vereinfachung a = l; dann lautet die Differentialgleichung 

y" + xy = 0. a) 

Ihr vollständiges Integral ist 

y = A · fdx) + B · / 2 (x), b) 
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wenn A und B die Integrationskonstanten sind und fi(x) und /2 (x) 
die unendlichen Reihen bedeuten: 

c) 

und 

X ~ ~ I / 2 (x) = T - fX--a:4 + 1 x 3. 4 x 6 . 7 - · · · 

z3k+l 
+ ( - l)k l X 3.4 X 6·7 X ... --3f(3k-+lJ + .... 

d) 

Aus a) folgt ohne weiteres, daß sowohl für x = 0 als auch für y = 0 
y" = 0 ist. Für die die Funktion b) darstellende Kurve sind demnach 
die sämtlichen Schnittpunkte mit den beiden Koordinatenachsen Wende
punkte. 

Für die weitere Untersuchung seien die beiden Fälle x ~ 0 ge
trennt behandelt: 

I. x > 0. Statt der Differentialgleichung a) werde die Diffe-
rentialgleichung 

e) 

betrachtet, wo a 2 eine konstante positive reelle Größe bedeutet; die 
vollständige Integralgleichung von e) ist 

y = A · sina(x - xi), f) 

wobei A und xi die Integrationskonstanten sind. Deutet man physi
kalisch x als Zeit, y als Weg, y' als Geschwindigkeit und y" als Be
schleunigung, so stellen e) und f) die harmonische Bewegung dar. Die 

Schwingungsdauer ist gleich 2~7 , also um so kleiner, je 
größer a ist. :Für x = x i ist 

y = YI = 0 , y' = y~ = A a , y" = y; = 0 . 

Die Amplitude A ist bei gegebenem y~: A =~ um so kleiner, j e 

größer a ist. Aus e) folgt, daß die Beschleunigung y" = -a2 y 
dem absoluten Betrage nach dem Wege y, d . h. der Entfernung aus 
der Ruhelage proportional ist, aber das y entgegengesetzte Vorzeichen 
hat, daß also die Beschleunigung den bewegten Punkt be
ständig nach der Ruhelage zu bewegen sucht. Ferner ist die 
Beschleunigung y" proportional zu a 2, d. h. bei sonst gleichen Ver
hältnissen um so größer, je größer a ist. 

Die Differentialgleichung a) unterscheidet sich von e) nur dadurch , 
daß an Stelle der positiven Konstanten a 2 die positive Veränderliche x 
tritt. Wendet man die für die harmonische Bewegung geltenden Eigen-
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schaften auf a) an, so erhält man für die durch a) dargestellte Be
wegung folgende Ergebnisse: 

a) Der bewegte Punkt geht sic.her einmal durch die Ruhe
lage. Es sei nämlich x0 > 0, y0 > 0 ein Wertepaar, welches b) erfüllt. 
Würde nun die Differentialgleichung nicht y" + x y = 0, sondern 
y" + x0 y = 0 sein, so würde eine harmonische Bewegung vorliegen, 
für welche a 2 = x0 ist, also eine Bewegung durch die Ruhelage spätestens 

nach der Zeit .~, der halben Schwingungsdauer, eintreten. Die Be-
rxo 

schleunigung y" = -xy ist aber für ein bestimmtes y in unserem 
Falle ihrem absoluten Betrage nach für alle x > x0 größer als die der 
eben erwähnten harmonischen Bewegung. Daraus folgt, daß, wenn 
zur Zeit x0 die Geschwindigkeit positiv ist, diese rascher abnimmt, 
wenn sie negativ ist, dem absoluten Betrage nach rascher zunimmt als 
bei der harmonischen Bewegung, d. h. es wird auch in unserer Be
wegung sicher einmal die Ruhelage erreicht, und zwar sogar noch 
früher als bei der erwähnten harmonischen Bewegung. Entsprechend 
läßt sich der Beweis führen für x 0 > 0, y0 < 0. Dann folgt aber auch 
ohne weiteres : 

b) Der Punkt geht unendlich oft durch die Ruhelage. 
c) Der Zeitunterschied zwischen zwei aufeinanderfolgen

den Durchgängen, die halbe Schwingungsdauer, wird mit 
wachsendem x immer kleiner. Es sei für x = x1 y = 0. Wäre 
die Differentialgleichung y" = -x1 y, so wäre die nächste Ruhelage 
dieser harmonischen Bewegung 

lautete sie y" = - x2 y , so wäre 

n 
x2 = xl + ,;-· 

rx2 

Nun geht aber im Bereiche x1 :::; x < x2 unsere Differentialgleichung 
stetig aus der ersten Form in die zweite über, da x stetig wachsend 
aus x1 in x2 übergeht; folglich muß sich in Wirklichkeit x2 zwischen 
den beiden gefundenen Grenzwerten befinden, d. h. 

% n n n 
xl + yxl > x2 > xl + yx2 oder ~ > x2- xl > yx2. 

Durch Wiederholung dieser Schlüsse gelangt man zu der folgenden 
Kette von Ungleichheiten 

daher 
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d) Die Amplituden der Schwingungen nehmen mit wach
sendem x ab. xk sei irgendeine Ruhelage. Würde das Bewegungs
gesetz lauten y" = -a2 y, wobei a 2 = x~;, so würde die Ampli
tude sein 

' ' A'=~-= ~. 

Nun nimmt mit wachsendem x die Größe a2 = x zu; also wird die 
folgende Amplitude einen kleineren Betrag haben, 

A Y~· . 
k < v~:, 

entsprechend die vorangehende, da x abnimmt, einen größeren Betrag, 

also ist Ak-l > Ak. 

A y~ . 
k-l > ,;-' 

yxk 

II. x < 0. Dann hat y" das Vorzeichen von y. Man setze - x = ~. 
Die Differentialgleichung lautet 

d2y 
d1f=~Y-

Die Beschleunigung sucht den Punkt von der Ruhelage fortzubewegen. 

A. Ist also für ~ = 0 y > 0, ~·~ > 0, so bewegt sich der Punkt mit 

wachsender Geschwindigkeit im Sinne der positiven y-Achse; ist ent

sprechend für ~ = 0 y < 0 , ~{ < 0, so bewegt er sich bei zunehmen

dem ~ mit wachsender Geschwindigkeit im Sinne der negativen y. 
B. Ist für r = 0 y = 0, so bewegt sich der Punkt mit wachsender 
Geschwindigkeit für positives y' im Sinne der positiven y und für 
negatives y' im Sinne der negativen y. 

Ist dagegen für ~ = 0 y > 0, ~ ~ < 0, so können drei Fälle ein

treten: 0. Ist. nämlich die Beschleunigung ~2~ = $ y so beschaffen, 

daß sie die nach der Ruhelage hin wirkende Geschwindigkeit auf Null 
herabmindert, ehe die Ruhelage erreicht ist, so wird die Bewegung 
hier umkehren, und der Punkt wird anfangen, sich mit wachsender 
Geschwindigkeit im Sinne der positiven y zu bewegen. D. Erreicht 
dagegen der Punkt die Ruhelage, ehe die Geschwindigkeit auf Null 
gesunken ist, so wird er auf die negative Seite der Bahn übertreten 

und nun, da jetzt ~2~ negativ ist, sich mit wachsender Geschwindigkeit 

im Sinne der negativen y bewegen. - E . Der Grenzfall zwischen 0 und D 

ist der, daß ~~ nicht ausreicht, die Geschwindigkeit zu vernichten, 

andererseits aber groß genug ist, um ein Erreichen der Ruhelage zu ver-
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hindern. In diesem Falle wird sich der Punkt asymptotisch der Ruhe
lage nähern. - Unmöglich dagegen ist der Fall, daß, wenn die Ruhe-

lage im Endlichen erreicht wird, die Geschwindigkeit ~~ = 0 ist. 

Da nämlich hier die Beschleunigung wegen ;;r = ~ y gleich Null ist, 

müßte die Geschwindigkeit beständig gleich Null sein, es auch schon 
vorher beständig gewesen sein, der Punkt sich also immer in der Ruhe
lage befunden haben, eine Annahme, mit der nicht gerechnet werden 
soll. - Entsprechend für ~ = 0, y < 0. 

a) b) c) 

=fv 
d) Abb. 404. e) 

Diese Fälle A bis E haben ihr Gegenstück in der Funktion 

y = A e" ~ + B e- "; , 

dem vollständigen Integral der Differentialgleichung 
d2y 
dqz = a2 y' 

welche mit der Differentialgleichung 
d2y 
d~2 = ~r; 

ebenso verwandt ist wie e) mit a). 
Abb. 404 veranschaulicht die fünf verschiedenen Arten des Verlaufs 

der dem vollständigen Integrale entsprechenden Kurve. 

(249) Nicht immer befriedigt die Darstellung des vollständigen Inte
grals mittels einer unendlichen Reihe. Einerseits führt eine solche 
Entwicklung zumeist zu umständlichen und unübersichtlichen Aus
drücken für die Beiwerte; andererseits bietet sie unter Umständen 
große Schwierigkeiten, wenn es gilt, die Funktionswerte zahlenmäßig 
zu ermitteln. Da aber gerade dieser Fall von großer praktischer Be-
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deutung ist, wollen wir ihn am Schlusse unserer Betrachtungen noch 
kurz streifen. Ein ausführliches Eingehen auf die numerische Integration 
verbietet der Umfang des Buches; es sei auf das einschlägige Schrift
tum verwiesen (siehe u. a. L . Runge und H. König: Numerisches 
Rechnen. Berlin: Julius Springer 1924). Wir wollen hier einen Weg 
einschlagen, der sich auf die uns aus (83) S. 220 bekannte Simp
sonsche Formel gründet und in Lindow: Differentialgleichungen 
(Aus Natur und Geisteswelt Bd. 589) behandelt ist. 

Knüpfen wir an das in (248) S. 896 behandelte Beispiel c) an: 

a) 

Als Anfangsbedingung wollen wir wählen x0 = 0, y0 = 0. Dann ist 
nach a) auch Yo = 0. Vermehren wir jetzt x um eine Größe h, so nimmt 
auch y um eine Größe k zu; x hat dann den Wert 

y den Wert y1 = Yo + k. b) 

Es kommt jetzt nur noch darauf an, die Größe k zu ermitteln. Nun ist 
Xt 

y = J y'dx, also k = J y'dx. c) 
x, 

Zwar können wir dieses Integral nicht streng auswerten, da ja y' 
uns nicht als Funktion von x unmittelbar gegeben, sondern nach a) auch 
abhängig von der eben noch zu bestimmenden Größe y ist. Handelt 
es sich jedoch, wie in unserem Beispiele, um eine rein zahlenmäßige 
Integration, so können wir die in (87) S.229ff. entwickelten Näherungs
verfahren verwenden. Wenn wir nämlich den zu x1 gehörigen Wert y1 

von y' schon kennen würden, so wäre nach der Trapezregel in erster 
Annäherung 

k1 = ~ (y6 + y~) , also Yt = Yo + ~ (yb + y;) · d) 

Jetzt haben wir einen Wert für y1 und können, da uns auch x1 bekannt 
ist, nach a) einen Wert yi ermitteln, der eine bessere Annäherung 
darstellt als der vorher verwendete. Er dient seinerseits dazu, mit 
Hilfe von d) einen besseren Wert für k1 bzw. y1 und damit wiederum 
mittels a) eine noch bessere Annäherung für Yi zu finden. Das Verfahren 
wird so lange fortgesetzt, bis zwei aufeinanderfolgende Werte von y{ 
bzw. y1 übereinstimmen. Nun wird allerdings im allgemeinen ein erster 
Annäherungswert y1 nicht gegeben sein, so daß wir selbst einen solchen 
zu wählen haben; dann können wir in erster Annäherung z. B. Yi = y~ 
setzen. Damit der Gang der Rechnung völlig eindeutig festgelegt ist, 
muß noch für die Größe h - den Zuwachs, den x erfährt - ein be
stimmter Zahlwert gewählt werden. Es liegt auf der Hand, daß die 
Wahl von h über die Genauigkeit der Näherungsrechnung entscheidet; 
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je kleiner h gewählt wird, um so genauere Ergebnisse wird die Trapez
formel liefern. 

Wählen wir in unserem Zahlenbeispiel h = 0,1, also x1 = 0,1, so 
ergibt sich unter der ersten Annahme ?Ir = y0 = 0 nach d) 

y1 = 0 + 0~1 · (0 + O) = 0 

und folglich mittels a) y~ = 0,1 2 + 02 = 0,01. Mit diesem neuen Werte 
erhalten wir nach d) 

y1 = 0 + 0~1 • (0 + 0,01) = 0,0005 , 

demnach aus a) als dritten Näherungswert 

y;_ = 0,12 + 0,0005 2 = 0,01000025. 

Beschränken wir uns auf eine fünfstellige Genauigkeit, so ist 
y;_ = 0,01000, also schon in Übereinstimmung mit dem vorangehen
den Näherungswert. Wir haben damit gefunden 

y;_ = 0,01000' y1 = 0,00050. 

Wir gehen jetzt einen Schritt weiter. Vermehren wir x0 nochmals um 
die Größe h, so qaß x2 = x0 + 2h wird, so gehört zu diesem x2 ein 
Wert y2 = y0 + k2 , wobei k2 gleich dem bestimmten Integrale 

x, 

k2 = r y'dx e) 
x, 

ist. Da wir y~ und y;_ kennen, können wir das Integral mittels der 
Simpsonschr n Formel angenähert auswerten. Es ist 

f) 

wobei ~ der zu x2 gehörige Wert von y' ist. Zwar ist er uns noch nicht 
bekannt; setzen wir aber für ~ einen uns als erste Annäherung zweck
mäßig erscheinenden Wert, so können wir mit Hilfe von f) einen ersten 
Näherungswert für y2 finden; dieser liefert uns mittels a) einen besseren 
Näherungswert für ~ und dieser wiederum mittels f) einen besseren 
Näherungswert für y2 • Wir setzen auch diesmal das Verfahren so lange 
fort, bis zwei aufeinanderfolgende Werte von~ bzw. von y2 im Rahmen 
·der geforderten Genauigkeit übereinstimmen. Es handelt sich nur noch 
um möglichst zweckmäßige Wahl des ersten Annäherungswertes von ~ . 
Falls keine Gründe für eine andere Wahl sprechen, dürfte die Annahme 
die beste sein, daß y' gleichförmig zunimmt, daß also 

Y2- y;_ = Yr- Yo• d. h. Y2 = 2y;_ - Y~ 
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ist. Damit ist die numerische Ausführung des zweiten Schrittes fest
gelegt; sie gestaltet sich für unser Beispiel folgendermaßen: 

Y2 = 2. 0,01000 - 0,00000 = 0,02000' 

y2 = 0 + 0;/ (0 + 4 · 0,01000 + 0,02000) = 0,00200 ; 

nach a) wird dann 

y; = 0,22 + 0,002002 = 0,04000' 

woraus nach f) folgt 

y2 = 0 + 0:} (0 + 4 · 0,01000 + 0,04000) = 0,00267; 

hieraus ergibt sich wieder mittels a) 

Y2 = 0,22 + 0,00267 2 = 0,04001 

und daraus mittels f) 

y2 = 0 + 0:_/ (0 + 4 · 0,01000 + 0,04001) = 0,00267. 

Da hier Übereinstimmung mit dem vorangehenden Näherungswert statt
hat, ist der zweite Schritt beendet; wir haben gefunden 

Y2 = 0,04001, y2 = 0,00267 . 

Die weiteren Schritte sind nun vorgezeichnet. Wir vermehren x 
nochmals um die Größe h: 

x3 = x0 + 3 h = x1 + 2 h . 

Ist y3 = y1 + k3 , so ist k3 gleich dem bestimmten Integrale 
x , 

k3 =Jy' dx , 
x, 

also nach der Simpsonsc h en R ege l: 

k3 = ; (y~ + 4y~ + y~) und y3 = y1 + ; (y~ + 4y~ + y3) . g) 

Hier sind uns alle Größen der rechten Seite bekannt, mit Ausnahme 
von Ys, für das wir den ersten Näherungswert wieder aus der gleich
mäßigen Zunahme von y ' bilden. Genau wie oben ergibt sich jetzt 
ifs = 2 ~ - y~ . Durch abwechselndes Benutzen der Gleichungen g) 
und a) erhält man dann wie oben immer bessere Näherungswerte von 
Ys und y3 . Man setzt das Verfahren so lange fort, bis zwei aufeinander
folgende Werte von Y3 bzw. y 3 übereinstimmen . :Für x4 = x2 + 2h 
erhält man weiter 

Y4 = Y2 + ~ (y?, + 4~ + y4) , 
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wobei man zunächst y~ = 2 y~ - y~ setzt und dann wie oben verfährt. 
So kann man Schritt für Schritt .die Werte von y errechnen. 

Der nächste Schritt unseres Beispiels gestaltet sich demgemäß 
folgendermaßen: 

y~ = 2. 0,04001 - 0,01000 = 0,07002' 

y3 = 0,00050 + 0;/ · (0,01000 + 4 · 0,04001 + 0,07002) = 0,00850, 

Ya = 0,32 + 0,008502 = 0,09007' 

y3 = 0,00050 + %! · (0,01000 + 4 · 0,04001 + 0,09007) = 0,00917; 

Jh. = 0,32 + 0,009172 = 0,09008' 

y3 = 0,00050 + ~~ · (0,01000 + 4 · 0,04001 + 0,09008) = 0,00917. 

Dieses Verfahren hat allerdings den Mangel, daß wir beim ersten 
Schritte die Trapezformel benutzt haben, die bei weitem nicht so 
zuverlässig ist wie die für die weiteren Schritte verwendete Si m p
sousehe Formel. Es wird daher im allgemeinen gerade die Ermittlung 
der ersten Werte YI und 'Y't von Fehlern behaftet sein, welche die nach
trägliche Anwendung der Simpsonschen Formel beeinträchtigen 
müssen. Dieser nachteilige Einfluß ist zwar bei dem Wertepaare y2 

und y~ noch nicht zu spüren, jedoch schon bei dem Wertepaare y3 , ifa, 
da nach g) y3 durch Hinzufügen von YI zu k3 erhalten wird. Die 
Ungenauigkeit pflanzt sich auch weiter fort, wie ohne Mühe zu er
kennen ist, und damit wird das Ergebnis bald viel stärker von dem 
wahren Werte abweichen, als bei ausschließlicher Anwendung der 
Simpsonschen Formel. Wir können diesem Übelstande weitgehend 
dadurch abhelfen, daß wir den ersten Schritt in zwei Unterschritte 
zerlegen. Teilen wir nämlich den ersten Bereich h in zwei gleiche Unter-

bereiche ; , und bezeichnen wir die zu x1 = x0 + ; gehörigen Werte 

von y und y' mit Yt bzw. yt, so können wir Yt und Yt aus x0 , x1, y0 , y~ 
mit Hilfe der Trapezregel berechnen, und zwar auf dieselbe Weise, 
wie wir oben YI und 'Y't ermittelt haben. Kennen wir aber y1 und Yt, 
so läßt sich aus x0 , y0 , Jlo, Yt• y1, Yt• xi mit Hilfe der Simpsonschen 
Regel YI und y~ ermitteln, und zwar in gleicher Weise, wie wir oben 
y2 und ~ gefunden haben. Damit haben wir diese beiden Werte YI• yi 
genauer erhalten als oben. Der weitere Gang entspricht völlig den 
oben geschilderten. Aus x0 , y0 , y'0 , xi, Y1> y~, x2 berechnen wir mit 
der Simpsonschen Regel y2 , ~'darauf aus xi, y1 , -Yt, x2 , y2 , ~. X3 

die Größen y3 , y; usf. Bemerkenswert ist, daß in der weiteren Rechnung 
die Hilfswerte Y!, Y!~ nicht wieder verwendet werden; es können sich 
also auchdie ihnen anhaftenden Ungenauigkeitennicht weiterfortpflanzen. 
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In unserem Zahlenbeispiel würde sich dieser vorteilhaftere Weg 
folgendermaßen gestalten: Gegeben ist die Differentialgleichung 
y' = x 2 + y2 und die Anfangsbedingungen x0 = 0, y0 = 0 also y~ = 0. 
Wir wählen h = 0,1, also x! = 0,05; dann setzen wir in erster An
näherung Yt ---:- y;l = 0 und erhalten mittels der Trapezformel 

Y• = 0 + 0'1 • (0 + O) = 0. - 4 

Hieraus folgt mittels der Differentialgleichung 

Yt = 0,052 + 02 = 0,0025; 

mit diesem Werte wird 

Yt = 0 + 0~1 · (0 + 0,0025) = 0,00006 

und hiermit wieder 
Yt = 0,052 + 0,000062 = 0,0025. 

Wir haben also gefunden: y1 = 0,00006, yt = 0,00250. Nun setzen wir 
?ft = 2 Yt- Yo = 0,00500 und bekommen durch die Sim psonsche Formel 

YI = 0 + 2°:~ (0 + 4. 0,00250 + 0,00500) = 0,00025' 

hiermit durch die Differentialgleichung 

?!t = 0,12 + 0,00025 2 = 0,01000; 
weiter wird nun: 

YI = 0 + ~~~ (0 + 4. 0,00250 + 0,01000) = 0,00033' 
ferner 

y~ = 0,12 + 0,000332 = 0,01000. 

Wir erhalten demnach y1 = 0,00033, ?ft = 0,01000, also nicht wie 
oben y1 = 0,00050, ?ft = 0,01000. Daß der jetzt gefundene Wert 
y1 = 0,00033 der genauere ist, erkennen wir an der in (247) abgeleiteten 
Reihenentwicklung 

y = tx3 + nx7 + "2"1fnxll + ... ' 
die für x = 0,1 in der Tat y = 0,00033 gibt. Fahren wir mit diesen 
Werten fort, so ergibt sich 

y; = 2. 0,01000 - 0 = 0,02000. 

y2 = 0 + 0~1 (0 + 4 · 0,01000 + 0,02000) = 0,00200; 

y; = 0,22 + 0,0022 = 0,04000' 

y2 = 0 + 0~1 (0 + 4 · 0,01000 + 0,04000) = 0,00267; 

y; = 0,22 + 0,002672 = 0,04001 ' 

y2 = 0 + 0~1 (0 + 4 · 0,01000 + 0,04001) = 0,00267. 
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Aus diesen Werten y 2 = 0,00267, y; = 0,04001 finden wir sodann 
[s. Formel a) und g)] 

y~ = 2. 0,04001- 0.01000 = 0,07002' 

y3 = 0,00033 + 0~1 (0,01000 + 4 · 0,04001 + 0,07002) = 0,00833; 

y~ = 0,32 + 0,008332 = 0,09007' 

y3 = 0,00033 + 0~1 (0,01000 + 4 · 0,04001 + 0,09007) = 0,00900; 

y~ = 0,32 + 0,009002 = 0,09008' 

y3 = 0,00033 + 0~1 (0,01000 + 4 · 0,04001 + 0,09008) = 0,00900. 

Durch wiederholtes Anwenden dieses Verfahrens ergibt sich die folgende 
Tabelle; 

X I y y' I X I y 

0,0 0,00000 0,00000 0,5 0,04179 
(0,05 0,00006 0,00250) 0,6 0,07245 
0,1 0,00033 0,01000 0,7 0,11566 
0,2 0,00267 0,04001 0,8 I 0,17409 
03 0,00900 0,09008 0,91 025091 
0,4 0,02136 0,16045 1,0 0,35025 

Die Reihenentwicklung würde, da 

y' = x2 + t x6 + Th xlo + .. . 
ist, die Tabelle ergeben; 

X I y y' X I y : 

0,0 0,00000 0,00000 0,6 0,07245 
0,1 0,00033 0,01000 0,7 0,11566 
0,2 0,00267 0,04001 0,8 0,17408 
0,3 0,00900 0,09008 0,9 I 0,25089 
0 ,4 0,02136 0,16046 1,0 0,35016 
0,5 0,04179 0,25175 

y ' 

0,25175 
0,36525 
0,50338 
0,67031 
0,87296 
1,12268 

y ' 

0,36525 
0,50337 
0,6703 
0,8727 
1,1217 

(250) Die numerisch e N ä heru ngslös ung einer Diffe r entia l
gleichung höher er Ordnung ist eine wiederholte Anwendung des 
in (249) erörterten Leitgedankens. Wir legen die schon in (248) be
handelte Differentialgleichung 

y" + xy = 0 a) 

.zugrunde und wählen als Anfangsbedingungen x0 = 0, Yo = 0 , y~ = 1 ; 
für sie folgt aus a) y~ = 0 . Setzen wir wiederum h = 0,1 , so erhalten 
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wir für Yt , da y' = J y" d x is.t, in ers.ter Annäherung mi.t.tels der 
Trapezformel (y'{ = y0) 

' '+h " Yt = Yo 2 · Yo' 
also Yt = l + 0,05 · 0 = l . 
Wei.terhin ist 

Yt = Yo + 2 ~ 2 (y6 +ift) = 0 + 0,025 · (1 + 1) = 0,05. 

Nun ergibt sich aus a) in zweiter Annäherung 

y'{ = -0,05 . 0,05 = -0,0025 ' 
also Yt = 1 + 0'~5 (0- 0,0025) = .0,99994 

und 
Yt = 0 + 0'~5 (l + 0,99994) = 0,05000. 

Dieser Wert stimmt mit dem vorher gefundenen überein; wir haben 
demnach als Ergebnis des ersten Schrittes die Wertegruppe gefunden: 

x1 = 0,05, Yt = 0,05000, yt = 0,99994, y'{ = -0,00250. 

Nun erhalten wir nach der Simpsonschen Formel, indem wir in 
erster Annäherung 

y~ = 2 y'{ - Yo = -o,oo5oo 
setzen: 

y~ = y6 + 0,~5 (y't + 4y'{ + y'() 

= 1 + ~·~S. (0- 4. 0,00250- 0,00500) = 0,99975' 

+ 0,05 ( 1 + 4 1 + ') Yt = Yo 3 Yo Yt Y1 

= 0 + 0·~5 (l + 4. 0,99994 + 0,99975) = 0,09999. 

Mit diesem Werte ergibt sich aus a) als zweite Annäherung · 

y'{ = -0,1 . 0,09999 = -0,01000 
und damit 

y~ = l + 0·~5 • (0 - 4. 0,00250 - 0,01000) = 0,99967 
und 

y1 = 0 + 0'~5 · (l + 4 · 0,99994 + 0 .. 99967) = 0,09999. 

Der zweite Schritt ha.t uns also die Wertegruppe geliefert: 

X 1 = 0,1 , y1 = 0,09999, 'Y't = 0,99967, y'{ = -0,01000 . 

Setzen wir in erster Annäherung 

y'~ = 2 y'{ - y'~ = -0,02000 ' 
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so erhalten wir 

1 1 + 0,1 (•I' + 4 11 + ") Yz = Yo 3 yo Y1 Y2 

= 1 + 031 (0 - 4. 0,01000 - 0,02000) = 0,99800 , 

Y2 = Yo + 031 (!lo + 4y~ + y~) 

= 0 + 031 (1 + 4. 0,99967 + 0,99800) = 0,19989 

und damit aus der Düferentialgleichung als zweiten Näherungswert 

y'; = -0,2. 0,19989 = -0,03998' 
also 

und 

Jh = 1 + 031 ·. (0- 4. 0,01000- 0,03998) = 0,99733 

y2 = 0 + 031 · (1 + 4 · 0,99967 + 0,997 33) = 0,19987. 

Demnach ist der dritte Näherungswert 

y'; = -0,2. 0,19987 = -0,03997' 

y~ = 1 + 031 (0- 4. 0,01000- 0,03997) = 0,99733. 

Da jetzt wieder Übereinstimmung mit dem vorangehenden Näherungs
werte herrscht, haben wir auch diesen Schritt zu Ende geführt und die 
Wertegruppe erhalten: 

x2 = 0,2, y2 = 0,19987, Y2 = 0,997 33, y~ = -0,03997. 

Der nächste Schritt liefert mittels der Formeln 

y'a = YI + 03~ (y'{ + 4y:j + y{) und Ya = Yl + 031 (y; + 4~ + y?,) 

und mit Hilfe der ersten Annäherung y; = 2y~- y~ = -0,06994: 

y'a = 0,99967 + 031 ( -0,01000- 4. 0,03997- 0,06994) = 0,99168' 

y3 = 0,09999 + 031 (0,99967 + 4 · 0,99733 + 0,99168) = 0,29935; 

als zweite Annäherung ergibt sich 

y; = - 0,3 . 0,29935 = - 0,08981 
und damit 

y~ = 0,99091 , y3 = 0,29932; 

als dritte Annäherung 

und damit 
y~ = - 0,3. 0,29932 = - 0,08980 

Ya = 0,99091, y3 = 0,29932. 

Wicke, lngenieur-M,.themat ik li. 31 
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Die jetzt gefundene Wertegruppe ist mithin 

X 3 = 0,3, y3 = 0,29932, y; = 0,99091, YI = -0,08980. 

Der weitere Rechnungsgang ist nun ersichtlich. Wir haben in (248) 
gesehen, daß die Funktion für x > 0 eine Schwingung mit abnehmender 
Periode und abnehmendem Ausschlage darstellt. Die folgende Tabelle 
gibt Werte von x, die Funktionswerte der ersten Periode, wieder, sie 
sind auf die angeführte Weise berechnet worden, wobei die Werte 

von x um h = 0,1 fortschreiten. 

X y y' 

o.o 1 0,00000 + 1,00000 
0,1 +0,09999 I 0,99967 

,2 
,3 
,4 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I 
1 
1 
1 
2 
2 
2 

,5 
,6 
,7 
,8 
,9 
,0 
,1 
,2 
,3 
,4 
,5 
,6 
,7 
,8 
,9 
,0 
,1 
,2 

0,19987 
0,29932 
0,39786 
0,49479 
0,58923 
0,68013 
0,76624 
0,84625 
0,91858 
0,98178 
1,03411 
1,07411 
1,10008 
1,11075 
1,10468 
1,08107 
1,03900 
0,97838 
0,89909 
0,80199 
0,68797 1 

0,99733 
0,99091 
0,97872 
o,95845 I 
0,92864 
0,88719 
0,83294 
0,76420 
0,68031 
0,58034 
0,46433 
0,33234 
0,18545 

+0,02491 
-0,14695 

0,32755 
0,51325 
0,70013 
0,88339 
1,05799 j 
1,21834 '1 

I 

I y" 

0,00000 
-0,01000 

0,03997 
0,08980 
0,15914 
0,247 40 
0,35354 
0,47609 
0,61299 
0,76163 
0,91858 
1,07995 
1,24093 
1,39634 
1,54010 
1,66613 
1,76749 
1,83782 
1,87020 
1,85892 
1,798 18 
1,68418 
1,51353 

X y y' y" 

2,3 0,55899 1 1,35879 1,28568 
2,4 0,41707 1,47358 1,00097 
2,5 0,26531 1,55722 0,66328 
2,6 +0,10683 1,60464 -0,27776 
2,7 -0,05427 1,61148 +0,14653 
2,8 0,21400 1,57439 0,59920 
2,9 0.36761 1,49117 1,06607 
3,0 0,51068 1,36121 1,53204 
3,1 0,63832 1,18540 1,.97879 
3,2 0,74633 0,96669 2,38826 
3,3 0,83038 0,70966 2,74025 
3,4 0,88721 0,42117 3,01651 
3,5 0,91384 - 0,10950 3,19844 
3,6 0,90869 +0,21488 3,27128 
3,7 0,87082 0,54069 3,22203 
3,8 0 80094 0,85498 3,04357 
3,9 0,70063 1,14499 2,73246 
4,0 0,57320 1,39719 2,29280 
4,1 0,42285 1,59957 1,73369 
4,2 0,255 33 1,74052 1,07238 
4,3 -0,07708 1,81139 +0,33144 
4,4 +0,10438 + 1,80515 r- 0,459 27 

Für diese Funktion haben wir m (248) eine Reihenentwicklung ge
funden; sie lautet: 

x x4 x7 

y=T-fX3:4+ 1 x 3·4 X 6·7 

xlO + ... 
1 X3 ·4 X 6·7 X 9·l0 . 

Wir können sie verwenden, um die obige Tabelle nachzuprüfen; die 
Rechnung mit Hilfe der unendlichen Reihe ergibt: 

für x = 0,1 I 0,2 I 0,3 I 0,4 I 0,5 
y = +0,09999 +0,19987 1 +0,29933 +0,39787[ +0,49481 

für x = 
y = 

1,0 
+0,91863 

2,0 
+0,89918 

3,0 
-0,51065 

4,0 
-0,57322 
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Drehung des Koordinatensystems 301. 
- einer Röhre 863ff. 
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Kettenlinie 358ff., 799, 846ff., 853. 
Kettenlinienschar 815, 853. 
Kettenregel 77. 
Kissoide 531. 
Klappe, ihr Gleichgewicht 397, 785. 
Klemmenspannung 16. 
Koeffizientenvergleichung 185ff. 
Körper, Rauminhalt 239ff., 532ff. 
-, Schwerpunkt 550ff. 
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Konstruktion der Exponentialkurve 

140f. 
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622. 
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Koordinatensystem 3, 278ff. 
Koordinatentransformation 26, 289. 
Koordinatenwinkel 283. 
Kosinusfunktion 105. 
Kosinuslinie 105. 
Kosinusreihe 632. 
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Kotangensfunktion 106. 
Kraftfeld 269. 
Kraftlinien 816. 
Kreis 298, 302, 330ff. 
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- , Feuerbachscher 333. 
-,Flächeninhalt 227. 
-, Mittelpunktsgleichung 285. 
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- und Gerade 334. 
Kreisabschnitt 251, 642. 
Kreisausschnitt, Schwerpunkt 250. 
Kreisbewegung 779. 
Kreisbogen, Schwerpunkt 254. 
-, seine Streckung 676f. 
-, Trägheitsmoment 260. 
Kreisbüschel 336, 819. 
Kreisevolvente 400. 
Kreisfläche, Trägheitsmoment 263. 
Kreisförmige Platte, Durchbiegung 879. 
Kreisfunktionen 131. 

Kreiskegel 241, 488, 705. 
-, Oberfläche 696. 
Kreisring, Oberfläche 256. 
-, Rauminhalt 243. 
Kreisringfläche 496. 
Kreisschar 813. 
Kreistangente 312. 
Kreisverwandtschaft 338. 
Kreiszylinder, gerade 447. 
Kreiszylinderfläche 484. 
Kreuzkopf 117. 
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Kubatur 239. 
Kubische Furiktion 53. 
- Gleichung, reduzierte 55. 
- Parabel 53. 
Kugel 690ff. 
-, ihreAnziehungskraftauf einen Punkt 

582. 
-,Oberfläche 245, 697ff. 
-, Rauminhalt 241, 549. 
- , Schwerpunkt von Teilen der 555. 
- , Trägheitsmoment 563ff. 
Kugelabschnitt 242, 549, 556. 
-, Trägheitsmoment 565. 
Kugelausschnitt 242, 549, 555. 
-, Trägheitsmoment 563. 
Kugelfläche 447, 495, 697ff. 
Kugelhaube 245, 698ff., 706. 
Kugelkappe 245, 698ff., 706. 
Kugelrinde 242. 
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Kurve als Funktionsleiter 609. 
-, ballistische 881 ff. 
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683f. 
- zweiter Ordnung 297, 527 ff. 
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Kurven, Cassinische 418. 
-, po1ytropische 599. 
Kurvenlänge 236ff., 403. 
- in Parameterdarstellung 372. 
- in Polarkoordinaten 403. 
Kurvenscharen 584, . 806ff. 

Länge der Geraden 236. 
- der Kurve 236, 403. 
- der Normalen 325, 403. 
- der Parabel 237. 
- der Raumkurve 710. 
- der Tangente 314, 403. 
-;geographische 435. 
Lagrangesche Restformel 625. 
Leibniz 40. 
Lei bnizsche Reihe 659, 737. 
Leistungskurve des Wechselstroms 115. 
Leiter 574. 
-, gleichförmige 594. 
- , krumme 609. 
-,logarithmische 597, 602. 
-, nicht parallele 607. 
-, parallele 599. 
-, projektive 599. 
- , ungleichförmige 594. 
Leitlinie 419. 
Leitstrahl 286, 435. 
Lemniskate 415f., 662f. 
Lemniskatenschar 824 f. 
Lichtbrechung 764f. 
Limes 20. 
Lineare Differentialgleichung erster 

Ordnung 770ff. 
- - höherer Ordnung 857 ff. 
- Funktion 9. 
Linie, elastische 61, 828. 
-, Spur- und Schicht- 438. 
Linienelement 7 48. 
Lösung einer Differentialgleichung 750. 
Logarithmen, natürliche 136. 
Logarithmische Leiter 597, 602. 
- Reihe 646. 
- Spirale 409f., 818, 865. 
Logarithmisches Dekrement 145. 
- Differenzieren 137. 
Lösung der Gleichung 3. Grades 57ff. 
Lot zu einer Ebene 482. 
- zu einer Geraden 322. 

~laclaurinsche Reihe 626. 
Magnetischer Fluß 271. 

Mariotte- Gay-Lussacsches Gesetz 
585, 601f. 

Massenanziehungen 58lff. 
Massenmittelpunkt 248. 
Maxima und Minima 27, 38, 345f., 718, 

724. 
Maximum, Bestimmung desselben 38, 

345, 720. 
Maxwellsehe Gleichungen 891. 
Mechanik der Flüssigkeiten 272ff. 
Meridiankurve 492. 
Methode der kleinsten . Quadrate 728. 
Minimum, Bestimmung desselben 38, 

345, 720. 
Mittelpunkt einer Kurve 54. 
Mittelpunktsfläche zweiter Ordnung 

443ff., 689. 
Mittelpunktsgleichung des Kreises 285. 
- der Kurve zweiter Ordnung 528. 
Mittelpunktskegelschnitte, Achsen-

gleichung 529. 
Mittelpunktskurve zweiter Ordnung298. 
Mittelpunktslose Flächen zweiter Ord-

nung 45lff. 
Mittelwert einer Funktion 222. 
Mittelwertssatz 624. 
Mohr-Land, ,Trägheitskreis 580. 
Moment, statisches 247, 373. 
Momentenlinie 61. 
Multiplikator, Euterscher 782ff. 

Näherungsformeln 64lf., 651, 654. 
Näherungsverfahren des bestimmten 

Integrals 229ff. 
Näherungsweise Auflösung von Glei-

chungen 58. 
Natürliche Logarithmen 136. 
- -,ihre Berechnung 231. 
Neigungswinkel zwischen Gerade und 

Ebene 481. 
N eilsehe Parabel 238, 354, 590. 
Netztafel 585. 
N ewtonsches Anziehungsgesetz 840, 

889. 
N ewtonsche Methode der Lösung einer 

Gleichung 60, 117, 238, 313, 363. 
Nierenplattenkondensator 415. 
Niveaulinien 816. 
Nomographie 584ff. 
Normale einer ebenenKurve324f., 357. 
- einer Fläche 686ff. 
- einer Parabel 324f. 
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Normale, ihre Länge 325, 403. 
Normalebene einer Raumkurve 710. 
Nullpunkt 3, 279, 283, 430. 
Numerische Exzentrizität eines Kegel-

schnittes 419. 
- Integration einer Differential

gleichung 902ff. 

Obelisk 240. 
Oberfläche 245, 695. 
- des Kreiskegels 696. 
- des Kreisringes 256. 
- der Kugel 245. 
- des Umdrehungsellipsoids 379. 
- des Umdrehungsparaboloids 246. 
- der Umdrehungszykloide 389. 
Oberflächenberechnung 695ff. 
Oktant 430. 
Ordinate 5, 284. 
Ordinatenachse 3, 283. 
Ordnung einer Differentialgleichung 

748. 
- einer Kurve 306. 
-, Kurve zweiter 297, 527 ff. 
Ort, geometrischer 326f., 333. 
Orthogonale Trajektorien 816ff. 
Ovalwerk 375. 

Papierstreifenkonstruktion der Ellipse 
375. 

Parabel 17f., 98f., 299f., 311, 420ff., 
513. 

-, ihre Evolute 353. 
-, Flächeninhalt 221. 
-, ihre Krümmungskreise 350. 
-, ihre Normale 324. 
- , ihre Tangente 311. 
- höherer Ordnung 51, 818. 
-, kubische 53. 
-, N eilsehe 238, 354, 590. 
-, semikubische 238, 354, 590. 
Parabelachse 18. 
Parabel bogen, seine Länge 237. 
- ,sein Schwerpunkt 255. 
-, sein Trägheitsmoment 260. 
Parabelfläche 221. 
.:___, ihr Schwerpunkt 252. 
-, ihr Trägheitsmoment 264. 
Parabelscheitel 18. 
Parabolischer Zylinder 452f. 
Paraboloid 687ff. 
- als spiegelnde Fläche 763f. 

Paraboloid, elliptisches 45lf. 
-, -, sein Rauminhalt 534ff. 
--,-,hyperbolisches 453, 687. 
-, -, sein Rauminhalt 538. 
Parallelebenen 469. 
Parallele Geraden 320, 322, 479. 
Parallelkoordinatensystem 5, 284, 429. 
Parallelkurven 352. 
Parallelverschiebung des Koordinaten-

systems 296. 
Parameter 90, 308. 
- bei geometrischen Örtern 328f. 
- eines Kegelschnittes 420. 
Parameterdarstellung 353, 366ff. 
- der Geraden 309, 475f. 
- der Raumkurve 707. 
- der Schraubenlinie 497. 
Partielle Differentialgleichung 7 4 7. 
- Differentialquotienten 500ff. 
- - höherer Ordnung 507. 
- Integration 179. 
Partielles Differential 505. 
Partikuläres Integral einer Differential-

gleichung 751. 
Pascalsches Dreieck 84. 
Peaucellierscher Inversor 339. 
Pendel 836ff. 
- , tautochrones 389f. 
Pendeln mit Reibung 779f. 
Periodische gedämpfte Schwingung 868. 
Perizykloide 392. 
Phase 112. 
Phasendifferenz 112, 114. 
:n:, seine Berechnung 232, 659f. 
Planmoment 557. 
Platte, ihre Durchbiegung 879. 
Pol 286. 
Polares Trägheitsmoment 257f., 557. 
Polarkoordinaten 401 ff. 
Polarkoordinatensystem 286. 
- im Raume 433ff. 
Polarplanimeter 233ff. 
Polarsubnormale 403. 
Polarsubtangente 403. 
Polytropische Kurven 599. 
Ponceletsches Theorem 94. 
Potenz am Kreise 338. 
Potenzlinie 336. 
Potenzpapier 598. 
Potenzreihe 618. 
Produktregel der Differentiation 45. 
Profil eines Winkeleisens 573ff. 
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Projektionsgleichung der Geraden 474. 
Projektionssatz 293. 
- des Raumes 455. 
- - -, verallgemeinerter 459. 
Projektive Leiter 596. 
Punkt, asymptotischer 407, 410. 
-,isolierter 521, 684. 
-, singulärer 519, 524, 693. 
Pyramide, Schwerpunkt 551. 
Pyramidenstumpf 239. 
-,sein Schwerpunkt 551. 

Quader, Trägheitsmoment 558, 568. 
Quadranten 4, 284. 
Quadrat, Druckmittelpunkt 274. 
Quadrate, Methode der kleinsten 728. 
Quadratur 218, 750. 
Quotientenregel 65. 

Radioaktivität 778. 
Radiusvektor 286. 
Räumliche Gerade 474. 
Räumliches Parallelkoordinatensystem 

429. 
Rauminhalt der Körper 239f., 532ff. 
- der Kugel 241, 549. 
- des elliptischen Paraboloids 534ff. 
- des hyperbolischen Paraboloids 538. 
- des Kreiskegelstumpfs 241. 
- des Kreisringkörpers 243. 
- des Obelisken 241. 
- des Pyramidenstumpfs 239. 
- des Umdrehungsellipsoids 379. 
- des Zylinderhufs 539. 
- einer Wassermenge 63. 
- in sphärischen Koordinaten 547ff. 
- in zylindrischen Koordinaten 542ff. 
Raumkurven 484, 707ff. 
Reaumur 8. 
Rechteck, Druckmittelpunkt 273. 
-, Schwerpunkt 269. 
-, Trägheitsmoment 261. 
Rechtwinkliges Koordinatensystem 4. 
Reduktionsfaktor 316ff., 466ff. 
Reduktionsformel 203f. 
Reduzierte kubische Gleichung 55. 
- lineare Differentialgleichung 771. 
Regel, Guldinsche 253, 256. 
-, Sirupsousehe 220f. 
Regula falsi 59, 116, 125. 
Reibung 119, 779. 
Reibungswinkel 120f. 

Reihe, binomische 651, 656. 
-, Fouriersehe 732f. 
-,geometrische 619ff. 
-,ihre Integration 893ff. 
-, Leibnizsche {;59, 737. 
-, logarithmische 646, 656. 
-, Maclaurinsche 626. 
- mit mehreren Veränderlichen 679. 
-, Taylorsche 619. 
-, unendliche 61 7 f. 
Rektifikation 236. 
Rektifizierende Ebene von Raumkurven 

713. 
Rekursionsformeln 203f. 
Resonanz 878. 
Restformel, Cauchysche 655. 
-, Lagrangesche 625. 
Restglied der Taylorschen Reihe {;18. 
Resultierende Kräfte 264f., 58lff. 
Richtungsfaktor einer Geraden 6, 308. 
Richtungsgleichung einer Geraden 308. 
- - - im Raume 475. 
Richtungswinkel 454. 
Röhre, ihre Drehung 863f. 
Rollkurven 383ff. 
Rotationsflächen 492ff. 
Rückkehrpunkt 353, 521. 

Säule von konstanter Druckbeanspru-
chung 754. 

Sattelpunkt 718. 
Sattelwert 720. 
Schaltung von Elementen 74. 
Schaubild 6. 
Scheibe, ihre Anziehung auf einen 

Punkt 581. 
Scheitel einer Kurve 354f., 419, 854. 
Scheitelgleichung der Kegelschnitte 422: 
Scherdruck 605. 
Schichtlinie 438. 
Schief abgeschnittener Kreiszylinder, 

sein Schwerpunkt 552. 
Schiefe Ebene 119. 
Schließen eines Stromkreises 142f. 
Schmiegungsebene einer Raumkurve 

711f. 
Schnitt durch die Zylinderfläche 485. 
Schnittgerade zweier Ebenen 474. 
Schnittpunktzweier Geraden 320f.,479. 
Schnittwinkel 321, 469. 
Schraube, flachgängige l20f. 
Schraubenfläche 498, 692f. 
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Schraubenlinie 497f., 714ff. 
-,konische 715ff. 
-,zylindrische 714. 
Schubkurbelgetriebe 58, 117. 
Schwerpunkt 247ff., 695, 728. 
- der Halbkugel 556. 
- der Parabelfläche 252. 
- der Pyramide 551. 
- der Tangenslinie 255. 
- der Zykloide 388. 
- des Dreiecks 249. 
- des Kreisabschnitte 251. 
- des Kreisausschnittes 250. 
- des Kreisbogens 254. 
_:_ des Kugelabschnittes 556. 
- des Kugelausschnittes 555. 
- des Parabelbogens 255. 
- des Pyramidenstumpfs 551. 
- des Rechtecks 249. 
- des schief abgeschnittenen Kreis-

zylinders 552. 
_:_ des Trapezes 250. 
- des Zylinderhufs 551. 
Schwingung, aperiodische gedämpfte 

143, 866f. 
-,erzwungene 874ff. 
-,gedämpfte 144, 413, 865ff. 
-, harmonische 109, 834. 
--, periodische gedämpfte 144, 868. 
Schwingungsdauer 836, 839. 
Schwingungsweite 112. 
Sehnenviereck als Viereck von größtem 

Inhalte 727. 
Seil, Aufgaben dazu 36lff. 
-, umlaufendes 851. 
Seismograph 878. 
Sekante 19. 
Sekundenpendel 840. 
Semikubische Parabel 238, 354, 590. 
Simpsonsche Regel 220f., 230, 902. 
Simultane Differentialgleichungen 88lff. 
Singuläre Lösung einer Differential-

gleichung 751, 811. 
Singulärer Punkt einer Kurve 519ff. 
- - einer Fläche 693 ff. 
Sinusfunktion 10lf. 
Sinuslinie 102. 
-, ihr Flächeninhalt 224. 
Sinusreihe 631. 
Sinussatz der Ebene, Fluchtentafel 602. 
Skalar 290. 
Spezifische Wärme des Wassers 729f. 

Sphärische Koordinaten, Rauminhalt 
547ff. 

Sphärisches Polarkoordinatensystem 
435. 

Spirale 405ff. 
-,archimedische 287, 401, 405. 
-, Fermatsche 414. 
-,hyperbolische 407f. 
-, logarithmische 409f., 818, 865. 
Spitze 353, 521. 
Spurlinie 438. 
Stab, elektrisch geladener 264f. 
Stationäre Geschwindigkeit 153. 
Statisches Moment 247ff., 373. 
Stellungsgleichung der Ebene 465f. 
Stellungswinkel der Ebene 459. 
Stetigkeit 35. 
Strahlungsenergie einer radioaktiven 

Substanz 142. 
Strecke, Trägheitsmoment 259. 
Streckung des Kreisbogens 676f. 
Stromkreis, elektrischer 775ff. 
- -, Schließen desselben 142f. 
Stromstärke 142, 270. 
Subnormale 325, 357. 
Substitutionsmethode 167. 
Subtangente 314, 357. 
Summenregel der Differentiation 43. 
- der Integration 166. 

Tafel, halblogarithmische 599. 
Tangensfunktion 105. 
Tangenslinie, statisches Moment 255. 
Tangente an eine ebene Kurve 19, 38, 

311 ff., 357, 515, 683. 
- an eine Raumkurve 709. 
-, ihre Länge 314, 403. 
Tangentialebene 503, 685ff. 
Tautochrones Pendel 389f. 
Taylorsche Reihe 618f. 
- - für mehrere Veränderliche 681. 
Teilbruchzerlegung 184, 187ff. 
Teilverhältnis 281, 475. 
Terrassenpunkt 55, 346. 
Terrassenwert 346. 
Tetraeder 457. 
Theorie des Trägheitsmomentes 566ff. 
Tiefstwert, seine Bestimmung 38, 345, 

720. 
Totaler Differentialquotient 505. 
Totales Differential 505, 782. 
Trägheitsellipse 572. 
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Trägheitsellipsoid 570. 
Trägheitshalbmesser 259. 
Trägheitshauptpunkt 581. 
Trägheitskreis 578. 
- von Mohr-Land 580. 
Trägheitsmoment 256ff., 373. 
-,axiales 257. 
- der Kreisfläche .263. 
- der Kugel 563ff. 
- der Parabelfläche 264. 
- der Strecke 259. 
- der Zykloide 338. 
- des Dreiecks 261. 
- des Kegelmantels 705. 
- des Kegels 561, 569. 
- des Kreisbogens 260. 
- des Parabelbogens 260. 
- des Quaders 558, 568. 
- des Rechtecks 261. 
- des Trapezes 262. 
- des Zylinders 560, 568. 
- ebener Figuren 571. 
- eines Profils 262. 
- krummer Flächen 704ff. 
-,polares 257f., 556f. 
-, Theorie 566ff. 
- von Körpern 556ff. 
Tragfähigkeit eines Balkens 63. 
Trajektorien 816ff. 
Transformation des Parallelkoordinaten-

systems 26, 289, 295ff. 
Transportgefälle 123f. 
Transzendente Gleichung 115. 
Trapez, Flächeninhalt 227. 
- , Schwerpunkt 250. 
-, Trägheitsmoment 262. 
Trapezformel 230. 
Trennung der Veränderlichen 758f. 
Trinomische Gleichung 588, 610. 
Trochoide 39lff. 
Turbine 32, 731. 

Übersetzungsverhältnis 462. 
Umdrehungsellipsoid 447. 
-, Oberfläche und Rauminhalt 371t 
Umdrehungsflächen 492ff. 
Umdrehungshyperboloid 448, 494. 
Umdrehungskörper, Oberfläche 245. 
-,Rauminhalt 243ff. 
Umdrehungsparaboloid, Oberfläche 246. 
- ,Rauminhalt 243. 
Umfang der Ellipse 378, 664f. 

Umfangswinkel 333. 
Umkehrfunktion 80. 
Umlaufendes Seil 851. 
Umspanner 890ff. 
Unbestimmte Ausdrücke 665ff. 
Unendliche geometrische Reihe 620. 
Unentwickelter Gleichung, Kurve mit 

513ff., 683f. 
Ursprung 279, 430. 

Variation der Konstanten 772, 871. 
Vektor 112, 290, 454. 
Verallgemeinerter Projektionssatz 459. 
Verallgemeinerte Si m p so n sehe Regel 

230. 
Veränderliche 1. 
-, abhängige 2. 
-,mehrere 500, 681, 718. 
-,trennbare 758. 
- , unabhängige 2. 
Verbindung zweier Wellen 460. 
Vergleichung der Beiwerte 186ff. 
Verschraubungswinkel 497. 
Verzögerung 13. 
Viereck 328, 726. 
Vollständiges Differential 505, 782. 
- Integral einer Diffferentialgleichung 

751. 
Volumen (s. a. Rauminhalt) 532ff., 542{f. 
Voreilungswinkel 114. 
Vorzeichenwechsel 57. 

Wärmeausdehnung 16. 
Wälzungswinkel 385. 
Walze, im Wasser schwimmend 115. 
Wasser, Bewegung im künstl. Wasser-

laufe 122. 
-, sein Rauminhalt von der Tempera-

tur abhängig 63. 
-,seine spezifische Wärme 33, 729f. 
Wechselstrom 114, 270, 890. 
Weg-Zeit-Kurve 39. 
Welle 460. 
Wellenbewegung 812. 
Wendepunkt 344. 
Wendetangente 344. 
Wheatstonesche Brücke 282. 
Winkel, Richtungs- 454. 
-,Neigungs- 481. 
- , Stellungs- 459. 
- zweier Ebenen 469. 
- - Geraden 32lf., 478. 
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Winkeleisenprofil 573ff. 
WinkelhalbierendP. 3J8. 
- Ebenen 467. 
Wirkungsgrad der Schraube 121. 
Wurf im lufterfüllten Raume 675, 845. 
- im luftleeren Raume 13, 31, 827. 
Wurfparabeln 796, 807. 
Wurzeln 57. 

Zeichenwechsel 57. 
Zeitkonstante 776. 
Zentralbewegung 885ff. 
Zentralellipse 573. 
Zentralellipsoid 570. 
Zentrifugalmoment 273, 568, 572. 
Zugkraft am Seil 364. 

Zusammengesetzte Festigkeit 591. 
Zuwachs 10. 
Zweischaliges Hyperboloid 450. 
Zykloide 384ff. 
Zykloidenpendel 389f. 
Zylinder, elliptischer 446, 448. 
-, hyperbolischer 449f. 
-,parabolischer 452f. 
-, sein Trägheitsmoment 560, 568. 
Zylinderfläche 442, 484ff. 
Zylinderhuf 539f., 551. 
Zylindrische Koordinaten, Rauminhalt 

542ff. 
- Schraubenlinie 714. 
Zylindrisches Polarkoordinatensystem 

434. 
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Die mechanische Reibung. 

Man unterscheidet hauptsächlich zwei Reibun 
1) Die Reibung der Bewegung 
2) Die Reibung der Ruhe 

Die Größe einer Reibung ist vom Reibungskoe 
auf die Unterlage definiert. 

R=Reibung=P=notwendige Kraft,um den Körper 
u=Reibungskoeffizient 
N=Normaldruck(kg) 

R=u N 

Werkstoff Zustan<i 
Gußeisen auf Gußeisen etwas fettig 

II " Flußstahl trocken 
" " Stahl " 
" " Hartholz " 

Flußstahl auf Hartholz II 

Stahl auf feinen Sandstein naß 
Leder auf Gußeisen trocken 




