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Vorwort.

Das vorliegende Buch verdankt sein Entstehen den Lehrerfahrungen
an einer héheren technischen Lehranstalt (Staatl. Gewerbe-Akademie
zu Chemnitz) und soll der theoretischen Ausbildung des Praktikers
(Ingenieur, Naturwissenschaftler usw.) dienen. Daraus erklirt sich die
Stoffwahl und die Behandlungsweise des Gegenstandes: Ankniipfung
der theoretischen Erérterungen an praktische Aufgaben und umgekehrt
unmittelbare Anwendung der entwickelten allgemeinen Theorie auf
spezielle physikalische, chemische und besonders technische
Probleme, die zum Teil ausfiithrlich behandelt werden; moglichste
Heranziehung der Anschauung auch bei der Ableitung abstrakter mathe-
mathischer Ergebnisse. Mit Riicksicht darauf, dal das Buch auller
Differentialrechnung, Integralrechnung, Differentialglei-
chungen und der Lehre von den Reihen die Grundlagen der analy-
tischen Geometrie und der Nomographie sowie viele ausfiihrlich
durchgearbeitete Beispiele und Anwendungen enthilt, diirfte der
Umfang des Buches nicht als zu groBl erscheinen, zumal an die Vor-
kenntnisse nur sehr geringe Anforderungen gestellt werden.

Im einzelnen sei zur Erliuterung des Voranstehenden noch das
Folgende hinzugefiigt: Der Abschnitt Differentialrechnung be-
ginnt aus dem oben erwdhnten Grunde nicht mit dem Begriffe ,,Funk-
tion*, sondern mit einem Beispiele; der Differentialquotient wird nicht
abstrakt formell eingefiihrt, sondern an Hand des Steigungsbegriffes
(Leibniz: Tangentenkonstruktion) sowie des Begriffes der Geschwin-
digkeit (Newton: Fluxion). Im zweiten Abschnitte, Integration,
ist ebenso eine praktische Aufgabe vorangestellt, die auf die Notwendig-
keit des Integrierens hinfiihrt, wobei das Verfahren selbst (Umkehrung
der Differentiation) sich aus dem Sachverhalte ergibt. — Besonders ist
der Abschnitt der Analytischen Geometrie der Ebene von dem
angefiihrten allgemeinen Gesichtspunkte beeinfluBit: Nur die notwen-
digen Grundlagen der reinen analytischen Geometrie sind entwickelt
(ausfithrliche Behandlung von Gerade und Kreis). Hieran schlieBt sich
sofort die Verwendung des Gewonnenen fiir die Kurvenuntersuchung
mit Mitteln der Differentialrechnung: Tangente, Normale, Differential-
quotienten héherer Ordnung und Kriimmung, Evolute. Unmittelbar
angeschlossen finden sich dann im gleichen Abschnitte die Parameter-
darstellung und die Polarkoordinatenform der Kurve mit ihren Fol-
gerungen aus der Anwendung der Differential- und Integralrechnung. —
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In ahnlichem Gedankengang finden sich in dem Abschnitte Analy-
tische Geometrie des Raumes nur die notwendigen Grundlagen
dieser selbst, um sofort fiir die Fliachentheorie, die Lehre von den Funk-
tionen mit mehreren Verdnderlichen, die Integration, die Theorie der
impliziten Funktionen ausgewertet zu werden. Uberdies sind die drei
raumlichen Koordinatensysteme vorangestellt, um je nach dem gréeren
Vorteile verwendet zu werden, den jedes gegebenenfalls bieten kann. —
Die Tangentialebenen und Normalen wiederum erscheinen erst im Ab-
schnitte Unendliche Reihen mit mehreren Verénderlichen, wo ihre
Gleichungen sich besonders bequem entwickeln lassen, zusammen mit
den Extremwerten von Funktionen mehrerer Veranderlichen, deren
Theorie sich durch Betrachtung der Entwicklung in unendliche Reihen
ohne Schwierigkeiten ergibt. Endlich ist die Nomographie unmittelbar
aus der Entwicklung von Beispielen aufgebaut unter Beiseitelassung
aller allgemeinen Theorien (Abbildungstheorie usw.).

Die sich hieraus ergebende Stoffolge, mag sie vielleicht auch hier
und da von dem sonst iiblichen Schema abweichen, diirfte mithin das
volle Verstiandnis aller derjenigen finden, welche in der mathematischen
Lehrpraxis stehen; iiberdies wird das am Ende des zweiten Bandes
befindliche ausfiihrliche Sachverzeichnis ein rasches Auffinden eines
gewiinschten Gegenstandes ermoglichen. —

So geht das Buch nirgends auf Betonung systematischer Reinheit
und AusschlieBlichkeit aus, sondern auf vielseitige Ausnutzung aller
mathematischen Mittel zur Bewiltigung praktischer Aufgaben. Viel-
leicht kann das Buch aber gerade aus diesem Grunde auch dem Mathe-
matikstudierenden manche Anregung bieten, zumal durch die zahl-
reich gestellten und gelosten Aufgaben; sie kénnen ihn durch ihre Ver-
schiedenartigkeit zu einer gewissen Beweglichkeit und Schlagfertigkeit
in der Handhabung der Theorie erziehen helfen. —

Schliefilich drdngt es mich, allen meinen verehrten Amtsgenossen,
die mir ihre hochst wertvolle Unterstiitzung zuteil werden lieBen, unter
ihnen ganz besonders Herrn Prof. Dr. phil. Erich Miiller, der mir in
allen Stadien der Entstehung des Buches mit Rat und Tat zur Seite stand,
zu danken.

Chemnitz, im August 1927. . .
Fritz Wicke.
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Erster Abschnitt.
Das Differenzieren.
§ 1. Ein Beispiel.

(1) Es moge die Aufgabe gestellt sein, aus einer Temperaturangabe
nach der Celsius-Skala die Angabe der gleichen Temperatur in der
Fahrenheit-Skala zu berechnen. Die gegebene Celsius-Temperatur-
angabe sei O, die dieser entsprechende Fahrenheit-Angabe F. Nun
ist bekannt, da8 Celsius das Temperaturintervall zwischen dem Gefrier-
punkt des Wassers und dessen Siedepunkt in 100 gleiche Teile, Fahren-
heit das nimliche Intervall in 180 gleiche Teile teilt, so da8 also je
5 Celsiusgraden 9 Fahrenheitgrade entsprechen; ferner daB
Celsius den Gefrierpunkt des Wassers mit 0° bezeichnet, Fahren-
heit dagegen dieser Temperatur die Zahl 32° zuteilt. Um also zu einer
Celsius-Temperatur C' die zugehérige Fahrenheit-Temperatur F zu
berechnen, mufl man zu 32° noch die (' entsprechenden Fahrenheit-
Einheiten, d. h. £ C' hinzufiigen. Es ist also

F=32+120. 1)

Mit dieser Formel ist die anfangs gestellte Aufgabe gel6st; denn
mit ihrer Hilfe kann man nun zu jeder beliebigen Celsius-Temperatur
die zugehorige Fahrenheit-Temperatur berechnen. So entspricht
beispielsweise einer Celsius-Temperatur von 15° eine Fahrenheit-
Temperatur F = 32 + #+15 = 59°, Man berechne ebenso ¥ fiir
C =—15° 50° 100° (Siedepunkt des Wassers), —273° (absoluter
Nullpunkt); fiir welche Temperaturen zeigen beide Skalen a) gleiche,
b) entgegengesetzt gleiche Angaben ?

[a) C=F=—40°; b) F=—-C=11%.]

Die Formel 1) teilt den beiden GroSen C und F' verschiedene
Rollen zu. Gemeinsam ist ihnen, daB sie — im Gegensatz zu den in
Formel 1) auftretenden Zahlengréflen 32 und £ — verschiedene Werte
annehmen koénnen, daB sie verianderlich sind. Man bezeichnet sie
daher als Verinderliche (Variable) und nennt im Gegensatz zu
ihnen die unveridnderlichen GréBen (32; #) Konstante. Formel 1)

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 1



2 Das Differenzieren. 2)

lehrt nun, zu jedem C das zugehorige ¥ zu finden. Wéhrend man
also C willkiirlich wéihlen kann, ist ¥ durch dieses willkiirlich gewéahlte
C bestimmt; F ist von C abhéngig. F heilt daher die abhéngige
Veranderliche, C die unabhingige Verianderliche. Man nennt
F auch eine Funktion von C. Ganz allgemein kann man eine
Funktion definieren als den Ausdruck fiir das Gesetz der Ab-
hingigkeit einer Grofle von einer oder mehreren unabhén-
gigen GroBen. Die Mathematik hat es ausschlieflich mit solchen
Funktionen zu tun, deren Gesetz sich durch eine mathematische Formel
darstellen laBt. Dies ist durchaus nicht immer mdglich, so ist bei-
spielsweise die Tagestemperatur wohl abhangig von der Tagesstunde,
indessen diirite sich diese Abhéngigkeit kaum durch eine mathematische
Formel ausdriicken lassen.

In unserem Beispiele ist nun F eine ganz besonders einfache Funktion
von C; der Ausdruck der rechten Seite von 1) ist namlich in ¢ vom
1. Grade; sie heif3t daher auch eine Funktion ersten Grades von C
oder auch eine lineare Funktion von C, ein Ausdruck, der schon in
den nichsten Zeilen (S.9) seine Begriindung finden wird.

Im AnschluB an das Obige sei schon hier bemerkt, da die Ver-
teilung der Rollen der unabhingigen und der abhingigen Ver-
anderlichen im allgemeinen nur bedingten Wert hat und durch den
jeweiligen praktischen Fall bestimmt wird. Lost man némlich Glei-
chung 1) nach C auf, so erhilt man einen neuen Funktionsausdruck

C=3%F—-17%,
in welchem ¥ die Rolle der unabhingigen und C diejenige der abhéngigen
Veranderlichen iibernommen hat; diese Funktion wiirde praktische
Bedeutung haben, wenn die Aufgabe gestellt wire, aus der Fahrenheit-
Angabe die Celsius-Angabe zu errechnen. Auf die gegenseitigen Be-
ziehungen zweier derartig miteinander verbundenen Funktionen wird
spater niher einzugehen sein (S. 80).

() Wir wollen uns nun nach Verfahren umsehen, die es uns ermag-
lichen, den durch Gleichung 1) ausgedriickten mathematischen Zu-
sammenhang zwischen Celsius- und Fahrenheit-Temperatur an-
schaulich und praktisch verwertbar darzustellen. Das, wenn auch nicht
gerade schwierige, auf die Dauer aber doch ermiidende Ausrechnen
des F aus dem C mit Hilfe von Formel 1) eriibrigt sich, wenn man
eine Tabelle benutzt, die sofort das zu C gehdrige F aufzuschlagen
gestattet, dhnlich den Tafeln fiir die Logarithmen der Zahlen, oder
fir die Funktionen der Winkel. Der Vorteil einer solchen Tafel
besteht einmal, wie schon erwihnt, darin, dafl man jeglicher Rechen-
mithe enthoben ist, zum anderen darin, daB man die Genauigkeit
der Ablesung bis zu jedem gewiinschten Grade treiben kann, wenn
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man nur eine Tafel mit der dazu nétigen Genauigkeit verwendet (man
denke nur an die drei-, vier-, fiinf-, siebenstelligen Logarithmentafeln!).
Indessen liegt hierin zugleich ein groBer Nachteil derartiger Tafeln;
je genauer sie sind, um so unhandlicher und uniibersichtlicher sind
sie auch, und der Forderung der Anschaulichkeit wird eine Tafel
itberhaupt nicht gerecht.

Da verrichtet nun die Zeichnung die besten Dienste. Allerdings
sind die zeichnerischen (graphischen) Methoden so mannigfaltig, dal3
es unmoglich ist, sie hier auch nur zu einem geringen Teile
zu behandeln. Fir unser Beispiel diirfte sich u. a. diejenige mc,; F

empiehlen, die wir an den Thermometern selbst angewendet | :::
finden. Ein Thermometer, das sowohl Fahrenheit- als auch 0+
Celsius-Temperaturen abzulesen gestattet, enthilt zwei Lei- ot 20
tern (Skalen), die mit ihrer Achse zusammengefiigt sind, viel- ;51 i
- 220

leicht so, daB auf der linken Seite sich die Celsius-, auf .mp{
der rechten die Fahrenheit-Einteilung befindet (Abb. 1). g *?%
An die Stelle der C-Skala, auf welche das Ende des Queck- so{ %0
silberfadens bei der Schmelztemperatur des Eises weist, wird 7 -
die Zahl 0°, gegeniiber auf der F-Skala dagegen die Zahl 32° &2
geschrieben; an die Stelle, auf welche das Ende des Queck- +501 7
silberfadens bei der Siedetemperatur des Wassers zeigt, links «{,,,
100°, rechts 212°. Das Intervall der C-Skala wird daraufhin 304
zwischen diesen beiden Punkten in 100, das der F-Skala in 20
180 gleiche Teile geteilt und fortlaufend beziffert, links von0 71 w0
bis 100, rechts von 32 bis 212. Doch nicht genug! Durch die "0+
Fortsetzung dieser Einteilung (fortgesetztes Antragen der 71 @
Celsius- bzw. Fahrenheit-Einheiten) nach oben und unten # 20
ist man in der Lage, auch solche C- und F-Ablesungen mit- %1 #
einander zu vergleichen, die auBlerhalb dieses Intervalls liegen. -#1-%
Das noétigt allerdings dazu, die unter dem Nullpunkt beider  app. 1.
Skalen gelegenen Teilpunkte von den dartibergelegenen zu unter-
scheiden; man tut dies, indem man vor diese ein Minuszeichen setzt.
— Das Verfahren der Aneinanderfiigung und Zuordnung solcher
Leitern ist in der Nomographie ausgebaut worden, auf die an spéterer
Stelle (s. S. 584—613) niher eingegangen werden soll.

160

%0

1
T T T T

- 60

(83) Zu einer mathematisch und technisch fruchtbareren Darstellung
der Abhingigkeit des F von dem (' gelangt man auf folgendem Wege:
Man wihlt in der Ebene einen beliebigen Punkt, der mit O bezeichnet
werde (Abb. 2); er mége der Koordinatenanfangspunkt, Anfangspunkt,
Nullpunkt genannt werden. Durch ihn zieht man zwei beliebige, auf-
einander senkrecht stehende Geraden; meist liegt die eine wagerecht,
die andere also lotrecht. FErstere heiit die Abszissenachse, letztere

die Ordinatenachse. Jene wird zum Triger der unabhingigen Ver-
1*



4 Das Differenzieren. (3)

anderlichen, diese zum Triger der abhingigen Verénderlichen gew#hlt.
Weil nun in unserem Beispiele die unabhingige Verinderliche C, die
abhingige F ist, wollen wir an die Abszissenachse den Buchstaben C, an
die Ordinatenachse F schreiben und erstere auch die C-Achse, letztere
die F-Achse nennen. — Die beiden Achsen, Abszissenachse und Ordinaten-
achse, haben auch den gemeinsamen Namen Koordinatenachsen, und
das ganze Gebilde wird als ein Koordinatensystem, und zwar, weil die
F beiden Achsen aufein-
ander senkrecht stehen,
als ein rechtwinkliges
Koordinatensystem be-
zeichnet,
Lew Nun wihlen wir auf
I ] z der C-Achseeine Strecke,
] die der Einheit des
C-Mafes, also 1° C, ent-
sprechen soll: dadurch
o o +1 ‘ erhalten wir auf der
Y Trzses w45 C-Achse eine Celsius-
Leiter, und wenn wir
5 uns dafiir entscheiden,
] daB der Punkt O zu-
y//g ] r gleichder Nullpunktder-
{-10 selben sein, und von die-
j sem nach rechts die Lei-
] ter mit positiver Tempe-
% raturangabe, nach links
Abb. 2. . . .
die mit negativer ge-
richtet sein soll, eine Skala, die alle Temperaturangaben von —oo
bis 400 umfafit. Dasselbe wollen wir mit der F-Achse vornehmen;
auch hier wahlen wir eine Strecke, die 1°F entspricht, eine sog.
»»Binheitsstrecke®; diese kann an sich beliebig lang sein, sie soll aber
in unserem Falle dieselbe Lange haben wie diejenige, welche 1° C ent-
sprechen soll. Wahlen wir hier die nach oben gerichtete als die ,,posi-
tive, die nach unten gerichtete als die ,negative’ F-Achse, so konnen
wir auch auf der F-Achse, wenn wir von unten nach oben gehen, alle
Temperaturen — oo << F °<C + oo unterbringen. Die beiden Koordinaten-
achsen teilen die Ebene in vier Quadranten, von denen man den
von der positiven C- und der positiven F-Achse begrenzten als ersten
und die iibrigen, im Gegenzeigersinne umlaufend, als zweiten, dritten,
vierten bezeichnet (s. Abb.2: I, II, III, IV).
Nun wissen wir, dafl nach dem durch die Formel 1) ausgedriickten
Gesetze beispielsweise einer Temperatur von 15°C eine solche von

T+75

!
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59° F entspricht; jetzt filhren wir folgendes aus: In Abb. 3, die im
MafBstab 1:10 gegeniiber Abb. 2 verkiirzt ist, suchen wir auf der
C-Achse denjenigen Punkt C, der 15° C entspricht, und auf der F-Achse
den 59°F entsprechenden Punkt F. Ferner ziehen wir durch C' zur
F-Achse und durch F zur C-Achse die beiden Parallelen, die sich in
A schneiden moégen. Dieser Punkt A4 soll nun derjenige Punkt sein,
der dem Wertepaare 15° C|59° F ent-

spricht. Da FA = 0C und CA=0F F
ist, hitte man zu 4 auch gelangen kén-
nen, wenn man durch C die Parallele zur +200

F-Achse gezogen und auf ihr C4A =0OF
abgetragen hitte. Man nennt 0 C=15°C ]
die Abszisse und C A =59° F die Ordi- 1
nate und beide zusammen die Koordi-
naten des Punktes A. Zugleich erkennt
man, dafl jeder Punkt in der Ebene

eine und nur eine Abszisse und ebenso +8

eine und nur eine Ordinate hat, und in A

daB zu jedem Wertepaare C und F ein

und nur ein einziger Punkt gehort, C*U

fiir den €' die Abszisse und F die Ordi- —— TR 2 C

nate ist. Der Punkt A ist also da-
durch gefunden worden, daBl man zu
den Koordinatenachsen Parallele ge-
zogen hat; das Koordinatensystem
trigt aus diesem Grunde auch den
Namen Parallelkoordinatensystem.

Es ist ohne weiteres klar, da nicht
jeder Punkt der Ebene die Eigenschaft hat, daBl seine Koordinaten die

Gleichung F=4%0-132 1)

erfilllen; sie kommt nur gewissen Punkten zu, wenn deren Anzahl
auch an sich unendlich groB ist. Einer dieser Punkte ist, wie wir ge-
funden haben, A4, ein anderer, wie man sich leicht iiberzeugt, B
(25° C|77° F), wihrend beispielsweise der Punkt U (25° C|12° F) diese
Eigenschaft nicht aufweist. Es empfiehlt sich, zur Forderung des Ver-
standnisses eine gréBere Anzahl solcher Punkte zu bestimmen, indem
man in Gleichung 1) fiir C eine Reihe von Werten einsetzt und das
zugehérige F berechnet. So gehéren zu den Werten

C=-—80 —60 —40 —20 -+ 0 +20 + 40 + 60 4 80
die Werte F=-—112 —76 —40 — 4 +32 468 +104 +140 4176

T-100
Abb. 3.

(In Abb. 4 sind die zugehérigen Punkte eingetragen.) In dieser Tabelle
wachsen die Werte von ¢ um je 20°; man kann selbstverstdndlich
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die Intervalle noch dichter wihlen, 1° oder 0,1° oder 0,01°...; das
wiirde, wie man sich leicht {iberzeugt, zur Folge haben, daB zwischen je
zwei der obigen Tabelle entsprechende aufeinanderfolgende Punkte noch
19 oder 199 oder 1999 . . . weitere Punkte einzuschalten wiren. Die Punkte
folgen dichter und dichter aufeinander; sie erfiillen schlieflich eine Linie,
die man als das Sehaubild oder Diagramm der Gleichung 1) bezeichnet.

Schon Abb. 4 1aBt vermuten, daB diese Linie eine Gerade ist:
denn die Tabelle lehrt, daB der Unter-
schied je zweier aufeinanderfolgenden
Werte von F bestindig derselbe, nim-
lich 36 ist, daB also zu einer kon-
stanten Differenz von C, namlich der
Differenz 20, die konstante Differenz 36
von F gehort. Was bedeutet dies aber
geometrisch ¢ Zieht man in Abb. 4 bei-
spielsweise durch P,, die Parallele zur

7" C-Achse und durch P,, die Parallele zur

/ r20 F-Achse, die sich in @,, schneiden mégen,

30 80 i A sz aar g, SO bildet sich ein rechtwinkliges Dreieck
1-20 PyyQ4o Py, indem die Kathete Py, Q0= 20,

-40 der Differenz der C, und die Kathete

1 g @40 Pyo = 36, der Differenz der F, ist.

1 g Dann ist aber das Dreieck P,y Qg0 Py in

Abb. 4 deckungsgleich mit diesem, folg-

) i
lich ist auch
1-120
- <}:P40P20_Q40 =K Py Py Qo = &;
Abb. 4.

und zwar ist tga = $§ =4#. Da nun die
beiden Schenkel P, @, bzw. P, @, parallel der C-Achse, also auch
untereinander parallel sind, miissen auch die beiden Schenkel P, P,,
und P, P, untereinander parallel sein; weil sie fernerhin den
Punkt P,, gemeinsam haben, miissen sie sogar auf die nimliche Ge-
rade fallen. Das heiflt aber nichts anderes, als daB Py auf der
Geraden P, P,, liegen mufl. Damit ist bewiesen, dal die Punkte der
Abb. 4 auf einer Geraden liegen, und zwar bildet diese Gerade mit der
C-Achse einen Winkel «, fiir welchen tga = £ ist, der also &~ 61°
ist. Man bezeichnet tga = A als den Richtungsfaktor der Ge-
raden.

So bleibt nur noch der Nachweis ibrig, daBl jeder der Punkte,
deren Koordinaten die Gleichung 1) erfiillen, sich dieser Geraden
einfiigt. Wir wollen uns zu diesem Zwecke unter C einen ganz be-
liebigen, aber bestimmten Wert vorstellen; zu ihm gehort vermége
Gleichung 1) ein bestimmter Wert # = £ C + 32; beiden Koordinaten
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entspricht (Abb. 5) ein bestimmter Punkt P. Diesen wollen wir durch
eine Gerade mit P,, verbinden. Ferner wollen wir durch P, die Parallele
zur C-Achse und durch P die Parallele zur F-Achse ziehen; beider
Schnittpunkt sei @. Dann ist P, @ gleich der Differenz der zu P,
und zu P gehorigen Abszissen, also gleich ¢ — 20, ebenso ist QP
gleich der Differenz der Ordinaten dieser Punkte, also gleich

20+32—-68=2C-—36;
folglich ist
20 — 36
tgPP20Q=1O—_%—=%=tgzx.

Die Gerade P,y P hat demnach dieselbe Richtung
wie die Gerade Py, P,, der Abb. 4; demnach fallen
beide aufeinander, d. h. der Punkt P ist ein Punkt
dieser Geraden. Damit ist der Beweis erbracht.

(4) Wir sind am Ende unserer Betrachtungen iiber
das eingangs dieses Paragraphen eingefiithrte Bei-
spiel; fassen wir daher das Wesentlichste unserer
Erérterungen nochmals zusammen:

Die Gleichung 1) F = £ C + 32 lehrt, zu einer
beliebigen Celsius-Temperatur C die zugehorige
Fahrenheit-Temperatur F zu finden. Die ab-
hingige Veridnderliche F ist eine lineare Funktion
von C, deshalb linear genannt, weil ihr Schaubild
im rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem eine
gerade Linie ist. Bildet man die Differenz irgend
zweier Werte von C, ebenso die Differenz der zu Abb. 5,
ihnen gehérigen beiden Werte von F und dividiert
letztere Differenz durch erstere, d.h. bildet man den Quotienten aus
der Differenz irgend zweier Werte der abhingigen Verénderlichen und
der Differenz der zugehorigen unabhingigen Veranderlichen, den sog.
Differenzenquotient, so ist dieser fiir unsere lineare Funktion konstant,
d.h. ginzlich unabhéngig von den zufallig gewéhlten Werten von C. Er
hat in unserem Falle den Wert £, ist also identisch mit dem Richtungs-
faktor der Geraden. Man sieht fernerhin, dafl der Differenzenquotient
identisch mit dem Faktor von C in Gleichung 1) ist. Damit hat dieser
einen geometrischen Sinn erhalten. Aber auch die andere konstante GroBe
in Gleichung 1), das Absolutglied 32, 1iBt eine geometrische Deutung
zu; es ist namlich gleich dem Stiicke, das die Bildgerade auf der
F-Achse, der Ordinatenachse, abschneidet, wie man sich leicht iiber-
zeugt, und wie schon aus der Tabelle (S. 5) ersichtlich ist.

Was hat uns dieses Schaubild praktisch zu sagen? In Abb. 6 ist
es noch einmal wiedergegeben unter Fortlassung aller konstruktiven
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und fir die Beweise notwendigen Einzelheiten der vorangehenden
Abbildungen. Wir kénnen mit Hilfe des Schaubildes zu einer beliebigen
Celsius-Temperatur C die Fahrenheit-Temperatur F finden und
umgekehrt, und zwar auf folgendem Wege: Wir lesen auf der C-Achse
das gegebene C ab, gehen von diesem Punkte auf der Parallelen zur
F-Achse bis zum Punkte P der Geraden und von diesem auf der Par-

F allelen zur C-Achse bis zum Schnitt-
punkte F' der F-Achse ; dieser liefert
die gesuchte Fahrenheit-Tem-
peratur. — Es lassen sich zeich-
nerisch noch eine grofe Fiille an-
derer Aufgaben 16sen. So macht
beispielsweise die Beantwortung
der in (1) S. 1, gestellten Frage
nach der Temperatur, fiir welche
F und C gleiche Angaben haben,
keine Miihe; man braucht bloB zu
bedenken, daf die Halbierende w,
des Winkels zwischen der posi-
tiven C- und der positiven #-Achse
und seines Scheitelwinkels der Ort
fiir jeden Punkt ist, dessen Abszisse

0

-80 -60 -40 -20 /]

-4 gleich der Ordinate ist, um im
-60 Schnittpunkte G mit der Geraden
1-80 von der Gleichung 1) den Punkt
f-m0 zu finden, fir welchen F =(C ist;
| das Bild 148t deutlich erkennen,

daf fiir ihn F = C = —40° ist.
(Wie findet man zeichnerisch die
Temperaturen, fiir welche #' und C
entgegengesetzt gleiche Angaben liefern? Fiir welche ist die F-Angabe
um 100° hoher als die C-Angabe ? usw.)

Es empfiehlt sich, einer ganz entsprechenden Betrachtung auch
die Beziehung zwischen Celsius und Réaumur und zwischen
Fahrenheit und Réaumur zu unterzichen und diese Unter-
suchungen in allen den Richtungen zu vertiefen, wie es in diesem
Paragraphen fir Fahrenheit-Celsius geschehen ist. Doch sei dies
dem Leser iiberlassen.

Haben wir uns mit den Ausfiihrungen dieses Paragraphen voll
vertraut gemacht, so diirfte die Behandlung der allgemeinen linearen
Funktion, mit der wir uns im folgenden Paragraphen befassen wollen,
keine Schwierigkeit bereiten.,

T-M0

Abb. 6.
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§ 2. Die lineare Funktion.

(5) Man ist iibereingekommen, solange keine anderweitigen Griinde,
wie praktische Erwigungen usw., es erfordern, die Verénderlichen mit
den letzten Buchstaben des (lateinischen, griechischen, deutschen)
Alphabets, die Unverinderlichen dagegen mit den ersten Buchstaben
zu bezeichnen. Handelt es sich also um eine Funktionsbeziehung
zwischen nur zwei Verdnderlichen, so wiahlt man die Buchstaben x
und y, ersteren fiir die unabhingige, letzteren fiir die abhéngige Ver-
anderliche. Die allgemeinste Form der linearen Funktion wird dem-
‘nach durch die Gleichung

y=~Az+b 2)

wiedergegeben. Die Konstante A heile der Beiwert (Koeffizient) der
unabhingigen Verdnderlichen, die Konstante b das Absolutglied; im
Gegensatz hierzu heifle das Glied A« das lineare Glied der Funktion.

Setzt man in 2) =0, so ergibt sich y = b; das Absolutglied
ist also derjenige Wert, den die abhiéngige Verdnderliche
annimmt, wenn man der unabhéingigen Verdnderlichen den
Wert Null erteilt. Auch der GréSe A kann man eine funktionale
Bedeutung beimessen; wir kommen zu ihr durch folgende Uber-
legungen:

Wir nehmen einen beliebigen, aber bestimmten Wert fiir z an; zu
ihm gehért vermoge 2) ein bestimmter Wert y = Az + b. Nun er-
teilen wir der unabhingigen Verinderlichen einen zweiten beliebigen,
aber bestimmten Wert, er moge #, sein; ihm entspricht ein anderer
Wert y, der abhiingigen Verdnderlichen, so daBl y, = Az, + b ist.
Jetzt bilden wir die Differenz der beiden Werte der unabhéngigen
Verédnderlichen, sie ist #; — x; ebenso die Differenz der beiden Werte
der abhiingigen Verinderlichen, diese ist ; — y = A(x; — z). Schlie-
lich dividieren wir diese Differenz durch die erste; wir bilden den
Differenzenquotienten:

.Y 3)
2 —

Formel 3) sagt uns zweierlei: Erstens: Fiir jede lineare Funk-
tion ist der Differenzenquotient konstant, welche beiden Werte
man auch fiir die unabhingige Verdnderliche wéhlen mége. Und
zweitens: Der Beiwert der unabhingigen Veranderlichen ist
fiir jede lineare Funktion gleich ihrem Differenzenquo-
tienten.

Eine im Grunde véllig gleiche, nur in der duBleren Form und der
Ausdrucksweise etwas abweichende Ableitung derselben Ergebnisse ist
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die folgende: Man gibt der Unabhingigen einen bestimmten Wert x;
der zugehoérige Wert der Abhingigen ist

y=Az+b. 2)

Nun erteilt man dem gewidhlten x einen Zuwachs, der mit dx be-
zeichnet wird, so dall der neue Wert der unabhingigen Verdnder-
lichen & + Az lautet; zu ihm gehért auch ein anderer Wert der
abhingigen Veridnderlichen, der sich von dem vorherigen um den Zu-
wachs 4y unterscheiden mége, so daf also die Gleichung besteht:

y+Ay=A(@@+dx)+b. 2')

(Es sei, um Mifiverstindnissen vorzubeugen, ausdriicklich betont, daB.
die Bezeichnungen 4z bzw. Ay nicht etwa Produkte aus 4 und z
bzw. y sind, sondern Abkiirzungen fiir ,,Differenz der « bzw. »*, dhnlich
wie sinz nicht das Produkt aus den beiden Faktoren sin und x dar-
stellt, sondern ,,Sinus des Winkels x* zu lesen ist; 4z und 4y sind also
gleichbedeutend mit den Ausdriicken, die oben als x; — x bzw. y;, — ¥
bezeichnet worden sind.) Subtrahiert man die Gleichungen 2) und 2')
voneinander, so erhdlt man die Grofe des Zuwachses dy = A . dx
und hieraus den Quotienten der beiden Zuwiichse bzw. Differenzen,
also den Differenzenquotienten in Ubereinstimmung mit oben:

dy ,
Se=A. 3)

Es ist also gleichgiiltig, welche der beiden Betrachtungsweisen man
zugrunde legt; wir werden im folgenden bald diese, bald jene wihlen,
je nachdem ob wir mehr den Begriff der Differenz oder den des Zu-
wachses betonen wollen. Im iibrigen ist es nicht nétig, daB Az und 4y
stets einen Zuwachs im eigentlichen Sinne bedeuten; A4z kann auch
negativ gewahlt werden, also nach dem gewéhnlichen Sprachgebrauch
eigentlich eine Abnahme darstellen; ebenso gibt es, wie die folgenden
Beispiele zeigen, Fille, in denen 4y negativ wird.

(6) Wir kommen nun zum Schaubild der allgemeinen linearen Funk-
tion im rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem. Da wir die un-
abhingige Verdnderliche mit- # bezeichnet haben, so heiit ihr Trager,
die Abszissenachse, auch die X-Achse, und entsprechend die Ordinaten-
achse die Y-Achse. Wir wihlen auf beiden Achsen eine MaBeinheit,
die, soweit keine ZweckmiBigkeitsgriinde dagegen sprechen, fiir beide
Achsen dieselbe sein moge. Der Punkt P (Abb.7) habe die Eigen-
schaft, daB} seine Koordinaten 0X = z und X P = y die Gleichung 2)

erfiillen y= Az + b;

dasselbe moge von den Koordinaten OX; = #; und X, P, = y, des
Punktes P, gelten: y, = A, + b. Jetzt ziehen wir durch P die Parallele
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zur x-Achse, die X, P; in ¢, schneiden moge. Nun ist aber
PR, =XX,=0X,—0X=x, —ax=Adx,
also gleich der Differenz bzw. Zunahme der unabhingigen Verinder-
lichen, und
QP =XP,— X0, =X, P, - XP=y, —y=4dy,
d. h. gleich der Differenz bzw. Zunahme der abhéngigen Veranderlichen.
Folglich ist

tgP PG, — tga — L= — 9 A [5.3)baw.3)].

x Ax

Wenn man also irgend zwei Punkte,
deren Koordinaten Gleichung 2) er-
fiillen, miteinander durch eine Gerade
verbindet, so schlieBt diese mit der
X-Achse einen Winkel & ein, dessen
Tangensfunktion gleich dem Beiwert A /
des linearen Gliedes, also konstant ist. a2
Das ist aber nur dann mdglich, wenn
alle diese Punkte auf einer Geraden g
liegen, deren Richtungsfaktor gleich
dem Beiwert A ist. Das Schaubild
der linearen Funktion ist also
eine Gerade. Es geniigt, von dieser Abb. 7.

Geraden irgendeinen Punkt zu be-

stimmen und durch diesen die Gerade mit dem Richtungsfaktor A
zu legen. Da tgoa = A ist, so ist man imstande, den Winkel & selbst
zu berechnen; Voraussetzung hierzu ist allerdings, daB man fiir beide
Koordinatenachsen die gleiche Strecke als MafBeinheit gewahlt hat:
im Falle des §1 ist also x = 60°56'44"". Aus 3) bzw. 3') ergibt sich
ferner: Ist A positiv, so steigt die Gerade bei wachsender Abszisse,
ist A negativ, so fillt sie.

Einen besonderen Punkt B erhilt man, wenn man x = 0 setzt;
fir ihn ergibt sich ¥ = b; es ist der Schnittpunkt der Geraden g mit
der y-Achse. Damit hat auch das Absolutglied von Gleichung 2)
seine geometrische Deutung erhalten; es liefert den Abschnitt, den
die Bildgerade der linearen Funktion auf der Ordinatenachse bildet:
b = O B. Ist also b positiv, so schneidet die Gerade die y-Achse in ihrem
positiven Teil, im anderen Falle in ihrer negativen Halfte.

Das Ergebnis unserer Untersuchungen ist also das folgende:

Das Schaubild der linearen Funktion ist im rechtwinkligen Parallel-
koordinatensystem stets eine Gerade; der Beiwert des linearen Gliedes
bestimmt die Richtung dieser Geraden, derart, daB bei fiir beide Achsen
gleicher MafBeinheit dieser Beiwert gleich dem Tangens desjenigen
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Winkels ist, den die Gerade mit der positiven Abszissenachse einschlieBt;
das Absolutglied bestimmt nach Gré8e und Vorzeichen den Abschnitt,
den die Gerade auf der Ordinatenachse bildet.

(?9) 'Wir wollen diesen Paragraphen nicht schliefen, ohne noch einiger
Anwendungen der linearen Funktion, denen technische Bedeutung zu-
kommt, zu gedenken. An erster Stelle sollen zwei Beispiele aus der
Bewegungslehre stehen, in denen, in Vorbereitung spiter folgender
Paragraphen, der Differenzenquotient eine wichtige Deutung erfihrt.
Das eine ist die gleichformige Bewegung; man versteht unter ihr eine
solche, bei welcher der bewegte Massenpunkt in gleichen Zeiten gleiche
Wege zuriicklegt. Bedeutet ¢ die Zeit in einer MaBeinheit (Sekunde,

Minute, Stunde, . ..), die seit dem Beginn der Zeitmessung verflossen
ist, und s die Lange des Weges in der zugrunde gelegten Lingenein-
heit (cm, m, km, ...) von seinem Anfangspunkte aus gemessen, so be-

steht fiir die gleichférmige Bewegung zwischen Weg und Zeit die
Gleichung »
s=¢,+c-t, 4)

wobei ¢ die unabhéngige, s die abhéngige Vertinderliche, s, und ¢ Kon-
stanten sind. Daf Gleichung 4) wirklich die gleichférmige Bewegung
beschreibt, sehen wir an folgendem: Gibt man der Veranderlichen ¢
irgendeinen Zuwachs 4¢, so daB seit Beginn der Zeitmessung die Gesamt-
zeit £ 4 At verflossen ist, so ist der Massenpunkt um eine Liange s + 4s
von dem Anfangspunkte seiner Bewegung entfernt, wobei

8§+ As = sy 4+ c(t + 4i) 4)

sein muf. Hieraus berechnet sich durch Subtraktion von 4) und
4'yAs =c¢- At. Das heilit aber nichts anderes, als daf in gleichen
Zeitraumen At auch die gleichen Wegstrecken 4s = ¢ - A¢ durchlaufen
werden, worin eben das Wesen der gleichférmigen Bewegung beruht.

Der Differenzenquotient dieser linearen Funktion ist %’;- =c; ¢ ist also

der Quotient aus der durchlaufenen Strecke und der hierzu be-
notigten Zeit, der als Geschwindigkeit bezeichnet wird. Wir haben
also gefunden, daB bei der gleichformigen Bewegung die Geschwindig-
keit wahrend der ganzen Bewegung konstant ist; sie ist der Beiwert
des linearen Gliedes. — Setzt man in 4) ¢t = 0, so ergibt sich s = s,.
Hiermit ist auch die andere Konstante der Gleichung 4) gedeutet;
sie gibt an, welche Entfernung vom Anfangspunkte seiner Bahn der
bewegte Punkt im Augenblicke des Beginns der Zeitmessung hat.

Das Schaubild der Gleichung 4) liefert natiirlich wieder eine
Gerade. In Abb.8 ist die gleichférmige Bewegung

s=08m — fyms1-¢
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dargestellt; hierbei sind fiir die Zeiteinheit und die Lingeneinheit
verschieden lange Strecken gewihlt worden, da sonst das Bild, wie
man sich leicht iiberzeugt, zu wenig ausdrucksvoll geworden wire.
Selbstverstindlich sagt die Gerade — dessen muB sich besonders der
Anfanger bewuBlt sein — nichts iiber s
die Gestalt der Bahn des Massen-
punktes aus. Die Bahn braucht durch-
aus keine Gerade zu sein ; ein an einem
Faden befestigter Stein, der im Kreise
geschleudert wird, kann sehr wohl eine
gleichférmige Bewegung beschreiben,
der das obige Diagramm zukommt;
das Schaubild gibt einzig den gesetz-
miBigen Zusammenhang zwischen
Weg und Zeit. [
Noch klarer werden diese Ver- -57
hiltnisse durch Abb. 9 werden, die 1
einen Teil des graphischen Eisenbahn-
fahrplanes der Strecke Freiberg—
Chemnitz gibt. Sie zeigt, dafi die Ge-
radenziige, von denen ein jeder das
Schaubild eines auf dieser Strecke verkehrenden Eisenbahnzuges ist,
verschiedene Richtung haben. Im iibrigen diirfte das Bild so klar ver-
standlich sein, daB sich ein weiteres Wort der Erkliarung eriibrigt.

77

AN LR

Tw 50 200

-101

Abb. 8.

(8) Auch die gleichmiiBig - verinderte Bewegung bietet eine An-
wendung der linearen Funktion, da bei ihr die Geschwindigkeit v sich
in gleichen Zeiten um gleiche Betrage éndert. Die Geschwindigkeits-
Zeit-Beziehung ist also hier gegeben durch eine Gleichung von der Form

v=uv,+b-1, 5)
wobei v, die Geschwindigkeit des bewegten Massenpunktes im Zeit-
Nullpunkt ist und b = 2;’ die Beschleunigung heifit, die also bei

der gleichférmig-veranderlichen Bewegung konstant ist; ist sie negativ,
so heiBt sie auch Verzégerung. Ein Beispiel hierfiir ist der senkrecht
nach oben gerichtete Wurf im luftleeren Raume; fiir ihn ist, falls
die Bewegungsrichtung nach aufwirts als die positive angesehen wird,
b=—g=—981lm-s-2. Es sei v,=40ms"1; dann lautet die
Gleichung

v=40ms ! — 981 ms~2-¢. 5)

Abb. 10 gibt die Kurve wieder. Bis ¢ = 4,08° ist v positiv,. wird aber
mit wachsendem ¢ immer kleiner. Fiir ¢ = 4,08° ist v = 0; der be-
wegte Massenpunkt hat seine hochste Stelle erreicht; er kehrt um
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und bewegt sich in umgekehrter Richtung; » wird negativ. — Die
Geschwindigkeits-Zeit-Gleichung fiir den freien Fall lautet, falls die
Bewegungsrichtung nach unten als positiv gelten soll, v = g + £, wenn
der Fall gerade zum Zeit-Nullpunkt beginnt. Der Entwurf des Schau-
bildes sei dem Leser iiberlassen.

(9) Der Hydrostatik entnommen ist das folgende Beispiel: In
einem GefiBe befinde sich eine Fliissigkeit vom spezifischen Gewichte 7 ;
der Oberflachenspiegel habe den Abstand % vom Boden des GefiBes.

ms\v
701
60 x
50 H
)
30
20 %
w \ 2
b ¢ X
Sy 2o 23 NG
- \
-0 o 0
-30 : G
]
Abb. 10, Abb. 11.

Die TFliissigkeit iibt auf die Wandung einen Druck aus, der in ver-
schiedenen Héhen verschieden ist, da die dariiberlagernde Fliissigkeits-
sdule um so mehr wiegt, je héher sie ist, und zwar ist der Druck
proportional der Hoéhe der dariiberlagernden Fliissigkeitsschicht. In
der Hohe % iiber dem Boden ist der Druck Null; der Boden trigt das
Fliissigkeitsgewicht f - & - y, wenn f die Fliche des Bodens ist; folglich
ist der Druck am Boden gleich

Gewicht der Fliissigkeit 5

Grundflache =

Um den Druck D in der Héhe x iiber dem Boden zu finden, verwende
man die Proportion

D:(h-y)=(h—x):h;

hieraus folgt:
D=yh—=z). 6)
D ist also eine lineare Funktion von z; der Differenzenquotient
ist —y. Da die unabhingige Veriinderliche = in diesem Beispiele
eine Hohe ist, also lotrechte Richtung hat, empfiehlt es sich, fiir das
Schaubild, abweichend von der sonstigen Gepflogenheit, die z-Achse
auch lotrecht, die D-Achse dagegen wagerecht zu wihlen; das Schau-
bild gestattet dann, sofort fiir jede beliebige Hohe den Druck abzu-
lesen. Erwéhnt sei ferner noch, daBl Gleichung 6) zwar von den
Koordinaten aller Punkte der unendlich langen Geraden G H erfiillt
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wird, da3 aber fiir das gestellte Problem nur die Strecke GH Wert
hat, da x praktisch ja nur zwischen den endlichen Werten 0 und A
variieren kann.

(10) Ein elektrischer Stromerzeuger habe eine elektromotorische
Kraft ¢ und einen inneren Widerstand w;; wie dndert sich die Klemmen-
spannung e, mit der Verbraucherstromstirke ¢ ? Ist w, der Widerstand
des Verbraucherstromkreises, der dulere Widerstand, und e; das Span-
nungsgefalle im Innern der Stromquelle, so ist nach dem Ohmschen

Gesetze .

a) v w; + We ’
ferner
b) e=¢e -+ e,
und nach dem Kirchhoffschen Gesetze
C) ele; = w;w,.
Eliminiert man aus diesen Gleichungen e; und w,, so ergibt sich:
' e =¢€— w;i. 7
Die Klemmenspannung ist also eine lineare Funktion der Verbraucher-
stromstarke. Da e, praktisch nur zwischen den Grenzen 0 und e variieren
kann, gelten fiir das Schaubild dieselben Bemerkungen wie in (9).
L AuBlerdem erkennt man, daB der Hdéchst-
| wert, der fiir ¢ aus unserer Stromquelle her-
ausgeholt werden kann, fiir ¢, =0 eintritt;
er betragt

720005 1
1 = —

max w;
2000

5 5o+  SchlieBlich sei noch an das Gesetz aus

der Wirmelehre erinnert, nach dem im
9995 | allgemeinen die Ausdehnung eines Korpers
innerhalb gewisser Grenzen der Tempera-
Abb. 12, turerh6hung proportional ist:

Lt = Lo(l + “t) .

(L, die Lange bei 0°C, L, die Linge bei t°C, & der Ausdehnungs-
koeffizient.) Da o« im allgemeinen sehr klein ist, empfiehlt es sich,
um iiberhaupt ein handliches Schaubild zu erhalten, die Bezifferung
der L-Achse nicht mit 0, sondern mit einem héheren Werte, etwa L,
zu beginnen. So gibt Abb. 12 das Schaubild fiir die lineare Ausdehnung
des Messings (& = 0,000019).

Wir sind am Ziele unserer Betrachtungen iiber die lineare Funktion
und haben zuletzt an Beigpielen ihr mannigfaches Auftreten kennen-
gelernt; wir haben die praktische Bedeutung der auftretenden GréBen,
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insbesondere des Differenzenquotienten, erkannt und gesehen, wie
man beim Entwurf des Schaubildes bisweilen zweckméBigerweise von
der iiblichen Form in der einen oder anderen Richtung abweicht,
und so gelernt, das Wesentliche der Darstellung vom Unwesentlichen
zu unterscheiden. Wir sind damit reif geworden zur Behandlung von
weniger einfachen Problemen; wir gehen einen Schritt weiter und
wollen uns im folgenden Paragraphen in das Wesen der quadra-
tischen Funktion vertiefen.

§ 3. Die quadratische Funktion.

(11) Die allgemeinste Form der quadratischen Funktion ist

y=axzt+tbx+ec, 8)
d. h. also, daB — zum Unterschied von der linearen Funktion — y auch
noch von der zweiten Potenz (dem Quadrat) von z abhingig ist.
Ehe wir jedoch zu ihrer Untersuchung iibergehen, wollen wir vorerst
den einfachsten Sonderfall betrachten; wir erhalten ihn, indem wir der
Konstanten & den Wert 1, den Konstanten b und ¢ den Wert O erteilen.
Es ergibt sich die rein quadratische Funktion von der Form
, y=a; 9)
sie liefert also zu jeder Zahl x die zugehérige Quadratzahl, und jede
Tabelle der Quadratzahlen ist eine tabellarische Darstellung dieser
Funktion. Wenden wir uns ihrem N
Schaubilde zu! Es ist nach obigem Y
eine Linie, die alle Punkte umfaft,
fir welche der Zahlenwert der Ordi-

nate das Quadrat des Zahlenwertes 3
der Abszisse ist; auf ihr liegen also \ Z

beispielsweise die Punkte (0]0), (1]1),
(2|4), (3]9)...; diese Bezeichnungs- \ 2

weise wird gern verwendet, die erste
Zahl in der Klammer gibt die Ab-
szisse, die zweite die Ordinate des
Punktes. Schon hieraus erkennt man,
daB die Linie keine Gerade sein kann. 4

Durch Einschalten weiterer Punkte —2 -7 7 Z
tritt die Art der Kurve noch deut- Abb. 13.

licher hervor, um so deutlicher, je dichter die Punkte gew#hlt werden;
in Abb. 13 sind noch die Punkte (}|4%), (3|4, (}|%) ... ein-
gezeichnet. Das Schaubild der rein quadratischen Funktion ist die
Parabel, nach der Geraden wohl die wichtigste Kurve der Technik.
Die Gleichung y = z2 mgge fiir uns die Definitionsgleichung der Parabel

Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 2
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sein. Aus ihr lassen sich sofort einige wichtige Eigenschaften dieser
Kurve finden. Ziehen wir, was bisher nicht geschehen ist, auch negative
Abszissen in den Bereich unserer Betrachtungen ein, und beriicksichtigen
wir, daf die Quadrate entgegengesetzt gleicher Zahlen einander gleich
sind, so finden wir, daB zu entgegengesetzt gleichen Abszissen Punkte
von gleicher Ordinate gehoren [z. B. P(3|%2) und P'(—%|%%)]. Da
diese Punktepaare spiegelbildlich (symmetrisch) zur Ordinatenachse
liegen, so muBl die Kurve selbst aus zwei Teilen bestehen, von denen
der eine das Spiegelbild des anderen beziiglich der Ordinatenachse ist.
Diese hat daher eine ganz besondere Bedeutung fiir die Parabel; sie
heiBt die Achse der Parabel. Der Punkt, in welchem beide Teile zu-
sammenstoen — in unserem Falle der Koordinatenanfangspunkt —,
hat ebenfalls eine besondere Bedeutung; er heillt der Scheitel der
Parabel. Unter dem Scheitel der Parabel versteht man also ihren
Schnittpunkt mit ihrer Achse. — Da das Quadrat einer reellen Grofe
stets positiv ist, so folgt weiter, dafl die Ordinate eines jeden
Punktes unserer Parabel positiv sein mufl, da also die Parabel in
ihrem ganzen Verlaufe oberhalb der xz-Achse, d. h. in demjenigen Teile
der Ebene lauft, welcher durch die positive Hilfte der y-Achse be-
stimmt ist.

(12) Wir wihlen jetzt fiir die unabhingige Verianderliche einen neuen
Wert x;; zu ihm gehért auch ein neuer Wert der abhingigen Ver-
anderlichen y, = 2. Die Differenz beider Werte der abhangigen
Veranderlichen ist also y; — y == «} — x2?; dividiert man diese durch
die Differenz der beiden Werte der unabhiéngigen Veranderlichen, also
durch z; — «, so ergibt sich der Differenzenquotient:

h—y -t
xl_x—xl_x—xl—}—x. 10)

Hier ist nun eine Tatsache besonders bemerkenswert; der Differenzen-
quotient ist namlich nicht, wie bei der linearen Funktion, eine kon-
stante Grofe; er ist im Gegenteile, da er gleich der Summe der beiden
Werte der unabhingigen Ver#dnderlichen ist, abhéngig sowohl von «
als auch von x;, also von zwei Bestimmungsstiicken. Dies lehrt auch
der andere Weg zur Bestimmung des Differenzenquotienten [s. (8)].
Gibt man nédmlich der Veranderlichen x den Zuwachs Ax, so daB der
neue Wert der unabhingigen Verinderlichen x + Az ist, so erhalt
die Abhiingige y einen Zuwachs Ay, und der zu z 4 dx gehorige
Wert derselben, y 4+ 4y, ist durch die Gleichung '

y+dy = (x + da)? 11)
bestimmt. Durch Subtraktion der beiden Gleichungen 9) und 11)
f ir 4
Olgt ful‘ y Ay=2x.Ax+(Ax)2’
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und hieraus fir den Differenzenquotienten

Ay .
auch in dieser Form erkennt man seine- Abhéingigkeit von der Wahl
zweier Griofen, von x und dx. Der Zusammenhang zwischen den

Formeln 10) und 12) wird durch die Gleichungen ‘
de=x,—x, dy=y,—y bzw. wx,=x+dx, y,=y-+4dy
hergestellt.

Zwecks geometrisch anschaulicher Darstellung des Differenzen-.
quotienten sei P (Abb. 14) der Punkt mit den Koordinaten O X = «x,
XP =y, wobei y = «? ist; P, habe P
die Koordinaten O0X,=x,, X, P,=1v,,
so daB also

XX,=Az, QP,=X,P,—XP=Ay

ist. PP, ist also eine durch den g 4
Punkt P gehende Sekante s der Pa- P --__”{?' .
rabel, deren Richtung gegen die z-Achse i

gerade durch den Differenzenquotienten | o\
Y=y || L aer

x — . ' j / e X; x
Nun erkennt man weiter, daBl sich

durch P unendlich viele Parabelsekan-
ten legen lassen, da man noch den
Punkt P, willkiirlich wihlen kann;
dieser Umstand ist das geometrische Gegenstiick zu der oben abgelei-
teten Eigenschaft, daB der Differenzenquotient von der Wahl von z;
bzw. Ax abhingig ist.

= % wiedergegeben wird [s. (6)].

Abb. 14.

(13) Die bemerkenswerteste der unendlich vielen durch P gehenden
Parabelsekanten ist nun die in P an die Parabel gelegte Tangente;
sie ergibt sich, wenn der Punkt P, auf der Parabel wandert, bis er in
unmittelbare Nachbarschaft von P gelangt, bis er zum Nachbarpunkt
von P auf der Parabel wird. Da entsteht sofort die Frage: Wie driickt
sich dieser Grenziibergang, wie wir den soeben beschriebenen geo-
metrischen Vorgang nennen wollen, analytisch, d. h. rechnerisch, aus?
Da brauchen wir nur im Auge zu behalten, dafl dem Umstande, daf
P, sich P nahert, rechnerisch die Tatsache entspricht, daB die Differenz
ihrer Abszissen, also z, — x = 4z, immer kleiner wird oder, wie
man sich ausdriickt, ,,sich der Grenze Null nihert, ,,unter jeden
noch so kleinen Wert fillt*, oder ,,gegen Null konvergiert. Man
schreibt dies in folgender Form:

lim (z; — 2) = lim4dz

T, >z Adz>0

2%
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(sprich limes dx; limes = Grenzwert). Nun ergibt sich aber fiir diesen
Grenzwert des Differenzenquotienten der rein quadratischen Funktion

lim =Y — fim 4Y _ 9, 13)

wie aus Formel 10) und 12) iibereinstimmend folgt.
Fir
lim 7Y — iy 2¥
z>zTL =%
hat man einen besonderen Ausdruck geprigt; man bezeichnet den
Grenzwert des Differenzenquotienten als Differentialquotient und

schreibt ihn in der Form dy und liest ihn mit den Worten ,,dy nach

dx
da*“. Also ist der Differentialquotient der rein quadratischen Funktion
dy _
iz = 2%, 14)

d.h. der Differentialquotient der rein quadratischen Funktion
ist fiir einen bestimmten Wert der unabhangigen Verander-
lichen gleich ihrem doppelten Betrage.

Der Differenzenquotient lieferte uns die Richtung der Sekante;
folglich gibt der Differentialquotient uns die Richtung der
Tangente; d. h. bezeichnet man in Abb. 14 den Winkel, den die in
P an die Parabel gelegte Tangente mit der xz-Achse bildet, mit g,
so ist i

‘% = tgp = 2z, 15)

Voraussetzung ist allerdings, daB Abszisse und Ordinate mit derselben
Einheit gemessen sind. Dieses Ergebnis bietet uns also ein Mittel,
um in einem bestimmten Punkte P an die Parabel die Tangente zu
legen. Man braucht zu diesem Zwecke nur von P in Richtung der
positiven z-Achse um die Langeneinheit bis zum Punkte R und von
diesem in Richtung der y-Achse um die Liange R7T = 2z zu gehen;
der Endpunkt 7' ist ein Punkt der in P an die Parabel gelegten Tangente;
denn es ist . _RT_2x_2
EP =pp = 1 — “%-

Ist x negativ, d.h. liegt der Parabelpunkt links der Achse, so muf}
selbstverstiandlich die Strecke 2z im Sinne der negativen Achse gezogen
werden (s. Abb.14, Punkt P’). Wir sind also imstande, von der Parabel
nicht nur Punkte in beliebiger Zahl anzugeben, sondern vermittelst
des Differentialquotienten in diesen Punkten auch die Tangenten
zu zeichnen, die Parabel also mit einem ziemlich hohen Grade der Ge-
nauigkeit zu entwerfen. Es sei nun dem Leser als lehrreiche Ubung
anheimgestellt, diese Konstruktion auch wirklich durchzufiihren.
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(14) Erteilt man in Gleichung 8) der Gréfle a einen beliebigen,
vorldufig positiven Wert, wiahrend die GréBen b und ¢ auch noch weiter-
hin gleich Null sein mégen, so kommt man zu der allgemeineren qua-
dratischen Funktion

y=az?. 16)
Da a > 0 sein soll, so ist auch y > 0; also lauft die zugehérige Kurve
ebenfalls ganz auf der positiven Seite der y-Achse. Sie unterscheidet
sich von der bisherigen Parabel y = x2
einfach nur dadurch, daB die Ordi-
naten ihrer Punkte das afache der zu
derselben Abszisse gehoérigen Punkte
der fritheren sind. In Abb. 15 sind
die Kurven fiir verschiedene Werte
von a eingezeichnet; man erhilt, wie
man aus ihr erkennt, beispielsweise
die Kurve fiir a=4 aus derjenigen
fiir @ =1 einfach dadurch, da3 man
die Ordinaten der letzteren vervier-
facht. Ist @ >1, so ergibt sich die
entsprechende Kurve gewissermafien
dadurch aus der urspriinglichen Pa-
rabel, daBl man diese in Richtung der -7
y-Achse dehnt, fiir e << 1 umgekehrt
dadurch, daB man sie zusammen-
driickt. Fiir a << 0 ist y stets negativ; die zugehérige Kurve verlauft
also ganz auf der zur negativen Hilfte der y-Achse gehorigen Halb-
ebene; es bedarf wohl keines Beweises dafiir, dal man sie aus der
zu dem entgegengesetzt gleichen Werte von @ gehorigen Kurve dadurch
erhilt, dal man diese an der z-Achse spiegelt (s. Abb. 15).

Die durch die Gleichung y = az? definierte Kurve ist eine
Parabel. Beweis: Nach 8) verstehen wir unter einer Parabel eine
Kurve, deren Gleichung im rechtwinkligen Koordinatensystem y = x2
lautet. Nun ist aber die Gestalt der Parabel wesentlich abhingig
von der Wahl der Langeneinheit des Koordinatensystems. So ist
beispielsweise in Abb. 16a als Lingeneinheit 1 em, in Abb. 16b 2 ecm
gewihlt, in letzterer zum Vergleiche nochmals die Parabel von 16a,
und zwar gestrichelt, eingezeichnet. Abb. 17 sei das Bild der Funktion
y = ax?, wobei eine bestimmte Lingeneinheit e zugrunde gelegt sei,
go daB also die Strecken OX z und X P y = ax? dieser Langeneinheiten
umfassen. Messen wir nun aber die Strecken mit einer anderen Langen-
einheit ¢’ von der Art, daf ¢’ = e/a bzw. e = ae’ ist, so enthilt OX
E=ax und XP 9 =a-ax? = a22? solcher Lingeneinheiten; es ist
also # = &2 die Gleichung der ndmlichen Kurve unter Zugrundelegung

a=4 a=2 a=171

Abb. 15.
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der Langeneinheit ¢/, womit der Beweis erbracht ist. (In Abb. 17 ist
a = 4, also die neue Einheit das $fache der urspriinglichen; man priife
an einzelnen Punkten der Kurve die Zusammenhinge der Koordinaten-
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paare nach; ist fiir P beispielsweise » = §e, y = $}e, so ist £ =3¢/,
n = $2¢/, und in der Tat n = £2.) Man erhalt also: Jede Gleichung
von der Form y = ax? ist die Gleichung einer Parabel, deren
Achse die y-Achse, deren Scheitel der Koordinatenanfangs-
punkt und deren Scheiteltangente die z-Achse ist. Sie ist
fiir positive Werte von @ im Sinne der posi-
tiven y-Achse, fiir negative Werte von a im
Sinne der negativen y-Achse gedffnet.

Da, wie schon gezeigt, die Parabel y = a x2
aus der Parabel y = 22 dadurch hervorgeht,
dafl man die Ordinaten mit ¢ multipliziert,
so verzerrt sich auch die Tangentenrichtung
in dem MaBe, daf} der Richtungsfaktor irgend- Abb, 17,
einer Tangente der Parabel y = a 2% das afache
des Richtungsfaktors der entsprechenden Tangente an die Parabel
y = a2 ist; es ist also nach Formel 15) tgp = 2ax. — Zu diesem
Ergebnis gelangen wir aber auch auf Grund &hnlicher Betrachtungen,
wie sie oben [s. (13)] durchgefiihrt worden sind. Auch hier ist, wie dort
und wie itberhaupt ganz allgemein, die Tangente an die Parabel y = ax?
im Punkte P die Gerade, in welche irgendeine durch P gehende Sekante
ibergeht, wenn ihr zweiter Schnittpunkt P; mit der Parabel sich dem
Punkte P unbegrenzt nihert. Rechnerisch 1a8t sich dies ganz wie
oben durchfiihren: P habe die Abszisse z, also die Ordinate y = ax?;
P, habe die Abszisse x + Az, also die Ordinate y 4 dy = a(z + d=z)2,
wobei 4x und 4y wieder die Zuwiichse sind, die man den Koordinaten
von P erteilen muf}, um diejenigen von P; zu erhalten. Es ist daher,
wie man durch einfache Subtraktion findet,

Ay =a(x + Ax)2 — aa? oder Ady=2ax Az + (dx)?,

daher der Differenzenquotient

[4.
LA
X
QT

4y _ .

= 20+ Ax;
geometrisch ist dieser Ausdruck (s. Abb. 14) nichts weiter als der
Richtungsfaktor der Sekante P P;. Nahert sich nun P, auf der Parabel
dem Punkte P, so heiBt dies analytisch, da8 4z dem Grenzwert Null

zustrebt und j—z in den Differentialquotienten iibergeht; man erhilt

also fiir diesen p
Yy _ —
d—;—2ax—tg<p, 17)
wie oben.
Der Leser tut gut, auf Grund dieser Formel 17), etwa in Anlehnung
an Abb. 15, an verschiedene Parabeln in mehreren Punkten die Tan-

genten tatsichlich zu zeichnen; empfehlenswert ist es ferner, wie auch
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sonst im folgenden, das Problem umzukehren und nach demjenigen
Punkte einer bestimmten Parabel zu fragen, in welchem die Tangente
eine verlangte Richtung hat. (So mufl beispielsweise derjenige Punkt
der Parabel y = 12, dessen Tangente mit der x-Achse den Winkel 60°
einschlieBt, eine Abszisse haben, welche sich aus der Gleichung be-
stimmt $2 =13, also x = §}/3; hieraus folgt weiter y = 1£.) In
welchem Punkte schlieit insbesondere die Tangente an die Parabel
y = ax? mit der x-Achse den Winkel 45° ein? Welches ist bei ver-

snderlichem a der Ort aller dieser Punkte ? (Die Gerade y = z— )

(15) Wenden wir uns nun der allgemeinen quadratischen Funktion

y=a2*+br+c 8)
zu. Auf Grund der bisher erworbenen Kenntnisse sind wir in der
Lage, uns die zugehérige Kurve zu entwerfen; wir brauchen ja blof3
zu einem gegebenen x mit Hilfe der Gleichung 8) das zugehdrige y
zu berechnen und den Punkt in der Ebene zu suchen, der die
soeben ermittelten Koordinaten z und y hat; er ist ein Punkt der
Kurve. Durch Wahl weiterer Werte von z gelangen wir zu anderen
Punkten des Schaubildes von Gleichung 8). So gehéren zur Funktion

2
y= %—-%x + i—g die Wertepaare:
r=-4 |-3 -2 |-1 O |+1|4+2 |+3 |+4/+5 |+6/+7/+8 |+9 [410|+11
y =422 [FNHR S O (1 U =SS R A

Abb. 18 gibt die zu dieser Funktion
gehorige Schaukurve aa.

Setzt man y;=a2? und y,=bz- ¢,
so ist y =g, + y,. Nun hat nach (14)
y,=a 2% zum Schaubild eine Parabel bb,
deren Scheitel in O und deren Achse
die y-Achse ist, wihrend das Schau-
bild von y, =bx 4 ¢ nach (6) eine Ge-
rade c¢c von der Richtung & und dem
Z Abschnitt ¢ auf der y-Achse ist. Wir
kénnen unsere Kurve aa also auch
: erhalten, indem wir (s. Abb. 18) die
! Parabel bb und die Gerade cc zeichnen
|
!

c und die zu einer beliebigen Abszisse x
gehoérigen Ordinaten beider Kurven
addieren; ihre Summe gibt uns die zu

diesem z gehérige Ordinate der Kurve ae. Hiermit ist die der Glei-

chung 8) entsprechende Kurve in einfacher Weise auf bekannte Kurven
zuriickgefiihrt. Ja, wir kénnen noch einen Schritt weiter gehen; es kann
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namlich bewiesen werden, daB diese Kurve nichts anderes ist als die
uns aus (14) bekannte Parabel, und daB in Abb. 18 die Kurve aa
kongruent ist der Kurve bb. Doch zuvor soll der Differential-
quotient der quadratischen Funktion 8) gebildet werden.

Wir wissen nun schon, wie wir zu diesem Zwecke zu verfahren haben:
Wir erteilen der unabhingigen Verinderlichen x einen Zuwachs Ax;
dadurch erhilt auch y von selbst einen Zuwachs Ay, der sich durch
die Gleichung bestimmt:

y+dy=a(x+ Az +bx + dz) +c. 18)
Durch Subtraktion von Gleichung 8) folgt
Ady=az-dx+ (dx) + b dox = Ax[a 2z + Azx) +b], 18

und hieraus durch Division mit 4z fiir den Differenzenquotienten

dy
ﬂ—a(2x+Ax)+b R 19)
und hieraus wiederum durch den Grenziibergang limgx» 0 fiir den

Differentialquotienten:

dy

T = 2ax 4+ b. 20)
Auch hier gelten fiir die geometrische Deutung des Differentialquotienten
die gleichen Schliisse wie in (13) und (14). Sind nimlich x|y die Koordi-
naten des Punktes P der Kurve, so sind # + dz|y + 4y nach 18) die

Koordinaten eines anderen Punktes P, dieser Kurve, und j—g ist der

Richtungsfaktor der durch P und P; bestimmten Sekante; er er-
rechnet sich aus 19). Wird limdxz — 0, so heiBt das geometrisch,
dafl P, auf der Kurve bis in unmittelbare Nahe von P wandert; die
Sekante wird also zur Tangente, deren Richtung demnach durch den
Differentialquotienten ermittelt wird. Fir das Beispiel in Abb. 18 er-
geben sich in Erginzung der Tabelle auf S. 24 aus 20) die Richtungs-
faktoren der Tangenten fiir

x=—4 |—-3|—-2 |-1|0 |+1 |+2 |43 [+4 |+5/+6 |+7 |+8 49 |+10/+11 zu
I I T R T B B B IRaTIER TR AR

In Abb.18 ist fiir den Punkt P (5| —&) die Konstruktion der Tangenten-
richtung angedeutet (PQ =3, QT = 2, PT Tangente). Der Leser
moge zur Ubung die Tangenten fiir weitere Kurvenpunkte und ebenso
fiir andere Kurven von der Gleichung y = ax? + bz + ¢ konstruieren.

Damit ist eigentlich auch die umgekehrte Aufgabe schon gelost,
nimlich die Frage nach demjenigen Punkte der Kurve, in welchem
diese eine vorgeschriebene Richtung A hat; da 2axz 4+ b= A sein
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muB, so folgt fiir die Abszisse des betreffenden Punktes x = A—z';Tb

Um beispielsweise fiir den Fall der Abb.18 denjenigen Punkt zu finden,

in dem die Tangente unter 45° gegen die xz-Achse geneigt ist, setzen
2% 4 35 253

wir 7' — 5 =1, woraus folgt 2 =<~ und daher y=—5;. In

der Folge wird uns nun bei einer Kurve besonders derjenige Punkt
beschéftigen, in welchem die Tangente parallel der a-Achse, der zu-
gehorige Richtungswinkel ¢ =0 und daher auch der Richtungsfaktor
fl% =tgep =10 ist. Wollen wir also den Punkt von dieser Eigenschaft
auf der Kurve von unserer Gleichung 8) suchen, so miissen wir setzen
[s. Formel 20)}:

2ax +b=0.

Die Abszisse dieses Punktes S ist demnach
b

Ty =5, 2]a)
und also nach Formel 8) die Ordinate
bZ
Ys=—4, tc. 21D)

(Im Falle der Abb. 18 ist, wie man sich leicht iiberzeugt, z, =2,
Ys = _541"(;% )

Nun wollen wir einmal diesen Punkt S als Nullpunkt eines Koordi-
natensystems wihlen, dessen Achsen parallel zu den Achsen des ur-
spriinglichen Systems liegen sollen; die Abszissenachse moge &-Achse,
die Ordinatenachse #7-Achse, und also die Abszisse eines beliebigen
Punktes dieses neuen Systems &, die Ordinate # heiBen. Wir fragen:
Wie heilt die Gleichung der Kurve im &#-System, deren Gleichung
im alten xy-System y = ax? + bz + ¢ lautet ? Man bezeichnet einen
y solchen Ubergang aus einem Koordinaten-

7 p N .

¥ system in ein anderes als eine Umfor-

| mung (Transformation) des Koordi-
| : natensystems, und in unserem Sonder-
————t————sF——1z———4§ fall, wo die Koordinatenachsen des neuen
Systems parallel zu den entsprechenden
’1 TR % des alten Systems sind, als eine Par-
allelverschiebung des Koordinaten-

systems [s. (110)]. Damit wir diese vor-
nehmen konnen, miissen wir natiirlich den Zusammenhang beider
Systeme kennen; er ist (Abb. 19) im Falle der Parallelverschiebung
vollig bestimmt, wenn wir die Koordinaten 0S8, = z, und 8,8 = ¥,
des neuen Anfangspunktes im alten System kennen. P sei nun ein
beliebiger Punkt der Ebene; seine Koordinaten im alten Systeme seien

Abb. 19.
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OX =2z und XP =y, die im neuen SEZ=£& und ZP =7, und es ist
aus Abb. 19 ohne weiteres ersichtlich, dafl OX=08,+ S, X=08,+8E&,
also

r=ux,+ & 22a)
und XP=XE+4+ EP=28,8+ EP, also
Yy="9+n 22b)

ist. Setzt man also fiir # und y die in 22) gefundenen Werte in Glei-
chung 8) ein, wobei sich x; und ¥y, aus Gleichung 21) bestimmen,
so erhilt man die Gleichung derselben Kurve, jetzt aber im &#%-System;
sie lautet
Y+ n=a(@+ &>+ 0@+ &) +¢
oder
2
— to=ale— g Hb(E— 5 ) +e
oder b2 b2 b2
n—a+0=a§2—bf+1;+b§—%+c
oder nach Zusammenfassung der Glieder:
n=agt?. 23)
Es ist also in der Tat die Gleichung einer Parabel. Damit ist der Beweis
erbracht dafiir, daB das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion
im rechtwinkligen Koordinatensystem die in (13) definierte Parabel
ist. Wir fassen das Ergebnis in dem Satze zusammen:

Das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion
y=ax?+4+ bx 4+ c ist im rechtwinkligen Koordinatensystem
eine Parabel, deren Achse parallel der y-Achse ist; sie ist
in Richtung der positiven y-Achse gedffnet, wenn a >0

ist, und in Richtung der negativen y-Achse gedffnet, wenn
a<<0ist. —

(16) Derjenige Wert der unabhéngigen Veranderlichen x, fiir welchen
der Differentialquotient gleich Null ist, gibt uns, wie wir gesehen
haben, die Abszisse, der zugehérige Wert der abhingigen Verdnder-
lichen die Ordinate des Parabelscheitels. Wir sehen weiter, daB
der Scheitel zugleich derjenige Punkt ist, fiir welchen die Ordinate
unter allen zur Parabel gehorigen die kleinste ist fir @ >0 und
die grofte fiir @ << 0; denn im ersten Falle geht die Kurve in diesem
Punkte aus dem Fallen ins Steigen, im anderen aus dem Steigen ins
Fallen iiber. Abstrahieren wir vom Bilde, so konnen wir also sagen:
Fiir denjenigen Wert der unabhéingigen Versdnderlichen, fiir
welchen der Differentialquotient verschwindet, besitzt die
quadratische Funktion einen Kleinstwert (Minimum) (fir
a > 0) oder einen GroBtwert (Maximum) (fiir ¢ < 0).
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Der Satz wird nun besonders wertvoll durch seine Umkehrung,
die sich in der Aufgabe ausdriickt, den Kleinst- bzw. GréBtwert einer
gegebenen quadratischen Funktion zu ermitteln. Man braucht, um
sie zu l6sen, nur den Differentialquotienten der Funktion gleich Null
zu setzen; dadurch erhalt man eine Bestimmungsgleichung fiir die
unabhéngige Verinderliche, die fiir die quadratische Funktion, wie
wir gesehen haben, stets linear sein muB. Man 16st sie auf, setzt
den gefundenen Wert in die Funktionsgleichung ein und erhilt
schlieilich den gesuchten Funktionswert, der ein Minimum ist, wenn
der Beiwert des quadratischen Gliedes positiv ist, und ein Maximum,
wenn er negativ ist. Ein einfaches Beispiel moge dies erliutern.

Sind die beiden Seiten eines Rechtecks a und b, so betragt sein Um-
fang w = 2 (a + b). Ist nun umgekehrt eine Strecke u gegeben, so lassen
sich unendlich viele Rechtecke finden, fiir welche der Umfang gleich u
ist. Eine Seite a eines solchen Rechtecks kann man beliebig wihlen,

[

a) & <) d) e, £) (] )
Abb, 20a—k.

wenn sie nur, um negative Strecken zu vermeiden, die Bedingung
erfilllt: 0 <& =< fu. Durch Wahl dieser Seite ist aber das Rechteck
auch vollig bestimmt; denn die andere Seite b findet sich aus der obigen
Gleichung zu b = {u — a.

Abb. 20a—k zeigen eine Anzahl von Rechtecken, die in ihrem Um-
fange u tibereinstimmen, und zwar ist « = 22 Lingeneinheiten gewihlt.
Kennt man die Seiten eines Rechtecks, so findet man den Inhalt aus
ihrem Produkte

F=a-b=a-<%—— ) oder F=—a2—|—%a.
Der Inhalt ist also eine quadratische Funktion der Seite . (Im
obigen Beispiele sind die Inhalte der Reihe nach 10, 18, 24, 28, 30,
30, 28, 24, 18, 10 Flacheneinheiten.)

Abb. 21 gibt die zu dieser Funktion gehérige Parabel fiir obiges
Beispiel. Praktischen Wert hat allerdings von der Parabel nur der
dick ausgezogene, oberhalb der a-Achse verlaufende Bogen, da fiir den
anderen Teil die Ordinaten, das heiit die Inhalte der entsprechenden
Rechtecke, negativ sind. Schon aus der Zahlenreihe der fiir die Recht-
ecke der Abb.20 angefiihrten Inhalte sieht man, daB diese anfangs
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zunehmen und spiter wieder abnehmen. Es gibt also unter allen diesen
Rechtecken eines, das den groften Inhalt hat. Dies wird bestatigt durch
die Parabel der Abb. 21; denn sie hat in der F
Tat einen Punkt, der eine grofite Ordinate
hat. Wir wissen nach dem Obigen nun auch,

wie wir diesen Punkt und damit auch das M

Rechteck vom groBten Inhalte finden. Wir — [LA N\

bilden namlich den Differentialquotienten von A

F nach a, setzen ihn gleich Null und lésen ) 2A 1 “

die so gefundene Bestimmungsgleichung nach a
auf. Dieser Wert liefert uns die eine Seite des
Rechtecks, aus der wir dann mit Hilfe des Abb. 21.
gegebenen Umfanges die andere Seite und

den Inhalt berechnen konnen. Nun ist, wie man entweder unmittelbar
aus 20) oder durch Bilden des Grenziiberganges findet,

ar u
da = 720+ 355

L1

die Gleichung —2a+12‘- =0 liefert den gewiinschten Wert a = Z ; folg-
lich ist auch b = 7.
fang % haben, hat daher das Quadrat den gréBten Flicheninhalt, und

2
dieser ist Fp,¢ .:l% . (Ist, wie im obigen Beispiele, u = 22 Léangen-

Unter allen Rechtecken, die den gegebenen Um-

einheiten, so ist also F, = 131 Flicheneinheiten.)
Zur Einiibung des Vorstehenden mége der Leser die verwandte Auf-

gabe behandeln: In Anlehnung an eine Mauer MM (Abb. 22) soll ein

rechteckiges Fliachenstick 4 BOD so eingeziunt werden,

daB der Zaun AB + BC + CD eine gegebene Linge [ hat.

Wie muB3 man das Rechteck wihlen, damit sein Inhalt mog- A

lichst groB wird? (AB=CD="; BC =1

(17) Wir wenden uns jetzt einigen mechanischen An-

wendungen zu, und beginnen mit dem freien Fall im Iuft- o R—

leeren Raume; er wird durch die Formel A
s=13gt? 24)  Abb. 22,

beschrieben. Hierbei ist ¢ = 9,81 ms™? die Erdbeschleunigung, ¢ die
Zeit in Sekunden, gerechnet von dem Augenblick an, wo der Kérper
zu fallen beginnt, und s der von ihm in dieser Zeit durchfallene Weg.
s ist nach 24) eine quadratische Funktion von ¢, das Weg-Zeit-Diagramm
demnach eine Parabel,” deren Scheitel im Schnittpunkte der Weg-
und der Zeitachse liegt. Zu einem Zeitpunkte ¢ ist die durchfallene
Wegstrecke s = }gt2, zu einem anderen Zeitpunkte ¢, > t aber s; =}g1 ;
folglich hat der .Korper in der Zwischenzeit t, —¢ die Strecke
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8 — 8 = 3g(t] — t2) zuriickgelegt. Wiirde sich der Korper in dieser
Zeit gleichférmig bewegt haben, so wiirde seine Geschwindigkeit
8 —8

1

betragen haben; v,, heiBt die durchschnittliche oder mittlere
Geschwindigkeit innerhalb des Zeitraumes t; — ¢. In Wirklichkeit
hat er sich aber am Anfange des betrachteten Zeitintervalles langsamer,
am Ende desselben schneller bewegt. Laft man nun das betrachtete
Zeitintervall £, — ¢ immer kleiner werden (1¢, 0,12, 0,01¢...), so wird
auch die durchfallene Wegstrecke immer kleiner, der Quotient vy,
nihert sich dabei nach 25) mehr und mehr dem Werte

tg-¢+t)=14%g-2t =gt,
ein Wert, der wirklich erreicht wird, wenn lim¢, - ¢, was zur Folge

hat, daB auch lims; - s ist. Dann ist aber nach den Betrachtungen

d
: , und aus der mittleren Geschwindigkeit wird

Vy =

von

s
a>th 1 B
nun die augenbllckllche Geschwindigkeit ». Es ist also fir

den freien Fall:
ds

V= at =gl. 26)
Die Geschwindigkeit des freien Falles ist also der Differential-
quotient des Weges nach der Zeit. Dall dieser Satz firr jede
beliebige Bewegung gilt, wird im néchsten
Paragraphen dargetan werden. Daf3 hier bei
der Ableitung des Differentialquotienten das
Verfahren limt; - ¢ und nicht das Verfahren
limA4¢— 0 verwendet worden ist [s. (13)], ge-
schah nur, um dem Leser auch dieses wieder
vor Augen zu fithren; er moge die gleichen Be-
trachtungen fiir das letzte selbst durchdenken.
— Der Unterschied zwischen mittlerer und
augenblicklicher Geschwindigkeit zeigt sich recht
klar im Weg-Zeit-Diagramm (Abb. 23), in welchem die s-Achse nicht,
wie gewohnlich die positive Ordinatenachse, nach oben, sondern — ein
iibliches Zugestiandnis an die Fallrichtung — nach unten gezeichnet ist.
Solange ¢, — ¢ endlich ist, gehdren zu den beiden Zeitpunkten ¢ und ¢,
zwei getrennte Punkte P und P,, deren Verbindungsgerade, eine Sekante &
der Parabel, einen Richtungsfaktor hat, welcher gleich der diesem Zeit-
intervalle zukommenden mittleren Geschwindigkeit ist; ist aber
lim#, — ¢, so wird P; unmittelbarer Nachbarpunkt von P, und die
Sekante wird zur Tangente ¢ in P, deren Richtungsfaktor entsprechend
die augenblickliche Geschwindigkeit zur Zeit ¢ liefert.

Abb. 23,
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Eine weitere Anwendung ist der senkrecht aufwartsgerichtete
Wurf im luftleeren Raume. Ein Korper moge zur Zeit ¢ = 0
mit einer Anfangsgeschwindigkeit v, senkrecht nach oben geworfen
werden; dann hat er (vom Anfangspunkt der Bewegung aus gerechnet)
zur Zeit ¢ eine Hohe erreicht, die sich aus der Formel errechnet:

s =yt — 2 g2, 27)

Auch hier ist s eine quadratische Funktion von ¢, das Schaubild also
ebenfalls eine Parabel; sie geht zwar, da fiir { = 0 auch s = 0 ist, eben-
falls durch O; dieser Punkt ist aber hier nicht der
Scheitel der Parabel (Abb. 24). Auflerdem soll an

dieser Stelle nochmals vor einem Irrtum gewarnt
werden, der hier fiir den Anfinger naheliegt, daf
niamlich diese Parabel die Bahn darstelle, die der TXTTT

o~

Korper wirklich beschreibt (denn diese ist eine s \
vertikale Gerade), sondern einzig den Zusammen- / N
hang verbildlichen soll, der zwischen der Wurfzeit / \
und der Wurfhéhe besteht. — Zu einer bestimmten {75 o s

1

Zeit t hat der Korper also eine Héhe s =v,t — 4 ¢12
erreicht, nach einem weiteren Zeitintervalle At,
nachdem also vom Anfang der Bewegung die Ge- Abb. 24,
samtzeit ¢ + A¢ verstrichen ist, dagegen die Hohe

s+ Ads = vy(t + At) — Sg(t + 4At)?;
demnach ist er in diesem Zeitintervalle 4¢ um
As = vydt — gt -4t — L g - (41)?

gestiegen. (Ergibt sich 4s< 0, so bedeutet dies, wie ohne weiteres
einleuchtet, ein Fallen.) Folglich ist die mittlere Geschwindigkeit
wihrend dieser Zeit

_ 4ds

Um = Ay =

vo—g-t—%g-zlt.

Durch den Grenziibergang lim4¢— O errechnet sich, wie im vorigen
Beispiele, die augenblickliche Geschwindigkeit zur Zeit ¢ fiir den Fall
vertikal aufwirts zu

=, —gt; 28)

. 8
v=11mvm——~ﬁ

4t>0
sie ist auch hier der Differentialquotient des Weges nach der Zeit. Die
Geschwindigkeit #ndert sich demnach von Zeitpunkt zu Zeitpunkt,
und zwar gibt es einmal einen Augenblick, in dem sie gleich Null ist
in dem also der Kérper frei im Raume schwebt; fiir ihn ist

v=—-=v,—gt=0,
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d. h. er tritt ein zur Zeit ¢ = %‘l Der Korper erreicht dort seine

groBte Hohe; sie errechnet sich aus 27) zu
UH 1 1 2
Smax=7—§7=??-
Fiir die Zeit t>7;‘l ist die Geschwindigkeit negativ, d.h. nach unten
gerichtet: der Korper fiallt, Diese Betrachtungen stehen vollig im Ein-
klange mit den Ergebnissen von (16), nach denen eine Funktion ihr
Maximum erreicht, wenn der Differentialquotient verschwindet. Ver-
folgen wir den Korper weiter in seiner Bahn! Es wird einmal ein Augen-
blick kommen, in welchem er wieder an der Ausgangsstelle anlangt,
fiir den also s =0 ist. Dann muBl aber vyt — 4gt%2 = 0 sein; diese

quadratische Gleichung hat auBer der Wurzel ¢ = 0, die selbstverstind-
lich ist, noch die Wurzel ¢ =2 - %; also braucht der Kérper doppelt

soviel Zeit, um wieder an der Ausgangsstelle anzukommen, wie um die
hochste Stelle zu erreichen; die Fallzeit ist gleich der Steigzeit. Die
Geschwindigkeit, mit der er unten wieder anlangt, ergibt sich aus 28)
zu v = —v,; d. h. er trifft auf dem Boden mit der gleichen, aber ent-
gegengesetzten Geschwindigkeit wieder auf, mit der er ihn verlassen
hat. Dafl dies iibrigens allgemein gilt, d. h. daB der Kérper ein und
dieselbe Stelle sowohl beim Steigen als auch beim Fallen mit gleicher,
wenn auch entgegengesetzt gerichteter Geschwindigkeit durchlauft, daB3
er auch die gleiche Zeit braucht, um von ihr aus die héchste Stelle
seiner Bahn zu erreichen, wie um von dieser wieder bis zu ihr zu fallen,
dies nachzuweisen, sei dem Leser iiberlassen. — Ist der Korper in
der Lage, noch iiber die Ausgangsstelle hinaus zu fallen (etwa wenn
der Versuch in einem Schachte stattfindet), so ergibt sich die Steighthe
fir ¢t > 2% als negativ; denn nach 27) ist s = 97‘ (2% — t) . Dies
steht vollig im Einklange mit unseren Betrachtungen; denn da wir
die Richtung nach oben positiv eingefiihrt haben, ist die nach unten
negativ zu rechnen. — Den geometrischen Ausdruck findet die
jeweilige Geschwindigkeit ebenso wie im vorangehenden Beispiele in
der Richtung, die die Parabeltangente im entsprechenden Parabel-
punkte hat.

Mit den folgenden beiden Beispielen mége sich der Leser selbst
befassen.

1. Zwischen der Umlaufzahl » und der Leistung N einer Turbine
besteht die Beziehung N = —0,0010344 n? -}- 0,45543 n; hierbei ist »
die Zahl der minutlichen Umdrehungen, und N in Pferdestirken ge-
messen. Es ist das Schaubild zu zeichnen und anzugeben, bei welcher
Umdrehungszahl die Hochstleistung erzielt wird, und wie groB diese
ist. (n =220, N,,, = 50,13.)
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2. Zwischen der Temperatur ¢ und der spezifischen Wirme ¢ des
Wassers ist die folgende Gleichung aufgestellt worden [s. (216) S.731]:

¢ = 0,0000105884 2 — 0,000599201 ¢ - 1,00660562 .

Wie sieht das Schaubild aus? Bei welcher Temperatur hat sie den
kleinsten Wert, und wie groB ist dieser ?

Uberschauen wir nochmals den Inhalt dieses Paragraphen, so hat
uns die Betrachtung der quadratischen Funktion in folgerichtiger
Weiterspinnung der linearen Funktion eine Reihe neuer Vorstellungen
und Begriffe gebracht. Der Differenzenquotient des § 2 fithrte uns
hier zum Differentialquotienten; wihrend jener bei der linearen
Funktion konstant war, hiangt der Differentialquotient der quadra-
tischen Funktion von der Verinderlichen ab; er ist selbst eine
Funktion von ihr. Das Bild der allgemeinsten quadratischen Funktion
ist eine krumme Linie, Parabel genannt; ihre Achse ist parallel
der Ordinatenachse; alle diese Parabeln sind untereinander #hnlich
und &hnlich gelegen. Wir haben gelernt, an eine Parabel die Tangenten
in beliebigen Punkten zu legen, da ihr Richtungsfaktor gleich dem
Differentialquotienten fiir denjenigen Wert der unabhiingigen Ver-
anderlichen ist, der gleich der Abszisse des Berithrungspunktes ist.
Auch eine physikalische Deutung haben wir fiir den Differential-
quotienten gefunden: Ist ndmlich bei der Bewegung eines Punktes
die zuriickgelegte Bahn eine quadratische Funktion der Zeit, so liefert
ihr Differentialquotient nach dieser die augenblickliche Geschwindig-
keit. Weiterhin konnten wir dadurch, da3 wir den Differentialquotienten
gleich Null setzten, den Hochst- oder Tiefstwert der quadratischen
Funktion bestimmen. Alle diese Ergebnisse haben wir gewonnen
durch eine Reihe von SchluBfolgerungen, die der niederen Mathematik
durchaus fremd sind, die im Gegenteil der sog. hheren Mathematik
das Gepriage geben, durch den Grenziibergang: wir liefen eine
GroBe sich einer gegebenen GroBe unbegrenzt ndhern und studierten
die Verinderung, welche der Differenzenquotient bei diesem Vor-
gange erfuhr, insbesondere den Wert, den dieser annahm, wenn die
betreffende GroBe der gegebenen, wie wir sagten, unendlich nahe-
gekommen war, und dies fiilhrte uns zum Differentialquotienten.
Es sei noch besonders hervorgehoben, dafl wir absichtlich die Worte
gebrauchten ,sich unendlich niahern; der Anfinger konnte ver-
muten, daB wir statt der anscheinend geschraubten Ausdrucksweise
kurz hitten sagen konnen: die betreffende GréBe nimmt den Wert
der gegebenen Gréfie an. Doch zwischen beiden Ausdrucksweisen be-
steht ein wesentlicher Unterschied, den wir uns am besten geometrisch
klarmachen: Wenn sich ein Punkt auf einer Kurve bewegt und sich
dabei einem anderen fest zu denkenden Kurvenpunkte unbegrenzt

‘Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 3
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nihert, so nimmt die Verbindungssekante beider Punkte bei dieser
Bewegung eine ganz bestimmte Grenzlage an, die wir als Tangente
bezeichnen. Wenn dagegen der bewegliche Punkt mit dem festen zu-
sammenfillt, so sind in Wirklichkeit nicht mehr zwei getrennte Punkte,
sondern es ist nur noch ein einziger Punkt vorhanden, und durch
diesen lassen sich unendlich viele Geraden legen; das ganze Problem ist
damit vollig unbestimmt geworden. Erklarlicherweise bieten derartige
Grenziiberginge, besonders dem Anfinger, mannigfaltige Schwierig-
keiten; man muB daher ganz besondere Sorgfalt auf sie verwenden. —
Wir haben es also in der hoheren Mathematik zum Unterschiede
von der niederen mit ,,unendlich kleinen GréBen‘, die indessen noch
verschieden von Null zu denken sind, zu tun; aus dieser Tatsache
leitet sich der andere Name dieser mathematischen Disziplin, der Name
Infinitesimalrechnung, ab.

Ehe wir nun nach der Betrachtung der Funktionen ersten und
zweiten Grades zu denen héheren Grades iibergehen, ist es notig, den
durch Behandlung der quadratischen Funktion gewonnenen Begriff
des Differentialquotienten zu vertiefen und seine Anwendbarkeit auf
jede beliebige Funktion zu zeigen. Dieser Untersuchung ist der néchste
Paragraph gewidmet.

§ 4. Der Differentialquotient.
Die einfachsten Differentiationsregeln.

(18) Die bisher behandelten Funktionen, die lineare und die qua-
dratische, sind die einfachsten Formen der Abhéingigkeit einer Gréfe
von einer anderen. Es ist ohne weiteres verstindlich, daB die Ab-
hangigkeit unendlich mannigfaltig sein kann. Wenn wir alle nur
erdenklichen Abhingigkeiten ins Auge fassen wollen, so ist es in
erster Linie notig, ein mathematisches Symbol zu schaffen, unter dem
wir uns irgendeine dieser Abhingigkeiten vorstellen kénnen. Ist z
die unabhéngige, y die abhingige Verinderliche, so driickt man dies
dadurch aus, daBl man sagt, ,,y ist eine Funktion von 2*‘; man schreibt
hierfiir die Gleichung y = f(2), 29)

die man liest: ,,y ist gleich f von z.“ Statt des Buchstabens f, der an
das Wort ,,Funktion erinnern soll, kann man aus gleichem Grunde
auch F oder ¢, @ oder auch jeden beliebigen Buchstaben wihlen.

Die quadratische Funktion hat uns gelehrt, wie der Differential-
quotient zu bilden ist; wir haben dort zwei Wege kennengelernt,
die sich wohl duflerlich unterscheiden, in Wirklichkeit jedoch den gleichen
Gedankengang wiedergeben. Wir wollen beide Wege auch fiir die
allgemeine Funktion y = f(x) einschlagen.



(18)  Der Differentialquotient. Die einfachsten Differentiationsregeln. 3hH

Beim ersten Wege geben wir der unabhingigen Verinderlichen x
den Zuwachs 4z, so daBl der neue Wert der unabhéngigen Verander-
lichen x 4 Az ist; zu diesem gehort nach 29) auch ein anderer Wert
der abhingigen Verinderlichen, der sich von dem urspriinglichen um
den Zuwachs Ay unterscheiden moge; er ist also ¥ + Ay und ergibt

sich zu
y+ Ay = f(x + 4=}, 30)

hieraus berechnet sich durch Subtrahieren von 29) und 30) der Zu-
wachs Ay zu

Ay = [ + da) — [(@). 31)

Ehe wir den Weg zum Differentialquotienten fortsetzen, wollen wir
an Gleichung 31) noch eine kurze, fiir die Folge aber sehr wichtige
Betrachtung ankniipfen.

Niahert sich 42 dem Grenzwerte Null, limdz — 0, so haben wir
bei der quadratischen Funktion gesehen, dal auch 4y sich dem Grenz-
werte Null nihert, also auch limdy — 0 ist. Eine Funktion von
der Eigenschaft, daB fiir ein bestimmtes x zugleich mit
limdz—~> 0 auch lim4dy—>0 wird, heiBt fiir diesen Wert von x
stetig, im anderen Falle heiBt sie unstetig fir den betref-
fenden Wert von z. Die quadratische Funktion ist nun fiir alle
moglichen Werte von « stetig, sie ist eine iiberall stetige Funktion,
sie hat fiir endliche Werte von z nirgends eine Unstetigkeitsstelle.
DaB es aber wirklich Funktionen mit Unstetigkeitsstellen gibt, werden
wir bald erkennen. — Wir nehmen nun die unterbrochene Entwicklung
wieder auf!

Wir wollen voraussetzen, daB fiir den betrachteten Wert von z
y = f(x) stetig ist, d. h. daB limdy— 0 ist. Dividiert man beide
Seiten der Gleichung 31) durch 4, so ergibt sich der Differenzen-
quotient

4y _ fle+ 42 — i@ 32)

Adx Az :
Lassen wir nun 4z dem Grenzwerte Null zustreben, so nihert sich
der Differenzenquotient einem bestimmten endlichen Werte, dem
Differentialquotienten

dy .. 4y o e+ d2) — flx) _ d(f@)
Z =lim =% = lim = . 33
dz  4.504%  4z50 Az dx )

In der Formel 33) ist der ganze Gang der Bildung des Differential-
quotienten in eine knappe mathematische Form gebracht; sie sagt
aus: Gib dem # den Zuwachs Az, bilde den zu x -+ Az gehdrigen
Funktionswert; ziehe von ihm den zu x gehdrigen Funktionswert ab;
dividiere die Differenz durch 4z, erteile dem Zuwachs 4« den Wert 0;
das Ergebnis ist der Differentialquotient.

3*
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Der zweite Weg sagt aus: Erteile der unabhiingigen Veridnderlichen
einen zweiten Wert x,; der zugehorige Funktionswert ist g, = f(x,).
Bilde die Differenz beider Funktionswerte g, — y = f(z,) — f(%).
Dividiere diese durch die Differenz der beiden Werte, die die unabhingige
Veranderliche erhielt; das Ergebnis ist der Differenzenquotient

By ) —f@)
z, —x T —

Lasse nun z, sich unbegrenzt dem Werte x nahern; der Grenzwert
ist der Differentialquotient

sy BT

d _ -
d—y =lim# =Y
X 2> r; —

Bei diesem Wege driickt sich die Stetigkeit dadurch aus, daB

lim(y; — y) =0 oder limy, = y ist. Da im allgémeinen der Differential-
T,>T T, >

quotient Q%;L)) = g% wiederum eine Funktion von z ist, so schreibt

man zur Abkiirzung fiir ihn auch f'(z) oder % und liest dies ,,f-Strich
von z* bzw. ,,y-Strich“.

Welche der beiden Vorschriften, ob Formel 33) oder 34), man
verwendet, ist fir das Endergebnis ohne Belang. Wir wollen jetzt
ein Beispiel behandeln, dessen Ergebnis uns bald die besten Dienste
leisten wird; wir werden Formel 34) verwenden, weil durch sie der
Differentialquotient sich in einfacher, leicht verstindlicher Weise
errechnet. Es betrifft die Funktion y = 2", wobei n eine natiirliche
(d. h. ganze positive) Zahl sein soll. Wir geben der unabhingigen
Veranderlichen den Wert z,; dann ist die zugehérige abhiangige
Veranderliche y, = a7; die Differenz der beiden Funktionswerte ist

also y; — y = a — 2"; es wird also lim(y, — ) =0, d. h. y = a»
) >z .
ist eine fir alle endlichen Werte von z stetige Funktion.
Fir den Differenzenquotienten ergibt sich weiter gl:—% = %——_—%;
17 1
dieser Quotient 148t sich aber, da n eine natiirliche Zahl ist, nach einer
bekannten Regel der Arithmetik restlos ausdividieren; man erhilt

%:—Z =af - af e 4 af e A el e fayant doant,
Setzt man hier 2; = 2, so nimmt jedes der n Glieder der rechten
Seite den Wert 2”~! an, und sie ergibt einfach - 2"~!; es ist also
der Differentialquotient von y = z*

dy _ d(@) _ .1
dz = da = rEh 35)
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Sonderfille:
oy, 4@ o
n=1: = 1;
n=2 d(gix) = 2z [in Ubereinstimmung mit 14)];
_ @) _ 5.5, . 2= _

(19) Wir kommen nun zur geometrischen Deutung der durch
Gleichung 29) gegebenen Beziehung., Fassen wir die unabhingige Ver-
anderliche als Abszisse, die abhingige als Ordinate eines Punktes im
rechtwinkligen Koordinatensystem auf, so gibt uns ein durch 29)
vermitteltes Wertepaar x|y einen bestimmten Punkt der Ebene. LaBt
man z beliebig viele Werte annehmen, so héufen sich die Punkte. Ist
die Funktion stetig, d.h. ist fiir ein beliebiges z limdy = 0, so liegt

Az—>0
dem zu x gehorigen Punkte der nichste Punkt unendlich nahe; die
Punkte schlieBen sich also zu einer Kurve zusammen. Ist dagegen

fiir ein bestimmtes « limd y == 0, so erleidet der y s
Az—>0

Kurvenzug an dieser Stelle eine Unterbrechung.
Wir werden fiir dieses Verhalten spaterhin eine
Reihe von Belegen finden.

Abb. 25 stelle ein Stiick der durch die Glei-

\J
|
NN
o~

<

b
chung 29) definierten Kurve dar; P sei der zu | 7 \% E
einem gegebenen x gehorige Kurvenpunkt, der ; X, X
Endpunkt der zugehérigen Abszisse sei X; die
Funktion sei fir dieses z stetig, die Kurve Abb, 25.

also in P zusammenhéngend. « erfahre einen
Zuwachs 4 x; die diesem entsprechende Abszisse ende in X;, so dafB
XX, = Aw ist. Zum Werte x, = z + 4z der unabhiingigen Verander-
lichen gehort nach 29) der Funktionswert y, =y -+ Ay = f(x + dx);
diesem Wertepaare x|y, bzw. x + dx|y + Ay sei der Punkt P, der
Kurve zugeordnet. Die Parallele zur x-Achse schneide X;P; in @,
und es ist

P =XX,=de=2 —=x
und

QP =X,P, - X=X, P, —XP=y, —y=4dy.

Zeichnen wir nun die durch die beiden Kurvenpunkte P und P, be-
stimmte Sekante s, so schliet diese mit der x-Achse einen Winkel ¢,
ein, der (s. Dreieck P@, P,) durch die Gleichung bestimmt ist:

_ P yp—y_ Ay,

tg s = PQ — i —=x Az’
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d. h. der Differenzenquotient liefert die Richtung der Sekante. Dies
alles bleibt erhalten, wie groB, oder vielmehr wie klein auch 4z gewihlt
wird, wie nahe also auch P; auf der Kurve an P heranriickt; es gilt
also auch noch, wenn Az sich der Grenze Null oder z; sich dem
Werte « nihert. In diesem Falle nimmt aber die Sekante — Stetig-
keit vorausgesetzt — eine ganz bestimmte Grenzlage an; sie ist die Ver-
bindungsgerade zweier unendlich benachbarter Punkte der Kurve, die man
als Tangente ¢ bezeichnet. Schliet sie mit der x-Achse den Winkel g ein,
so mul} sein:

Ay _ dy _df@) 36)

JNE TV} Sl A T
tgp = lim = lm = 4r — ds

n>zT1 ™% Agso
Wir kommen also zu dem folgenden Ergebnis:

Die Tangente an eine Kurve, deren Gleichung im recht-
winkligen Koordinatensystem lautet y = f(x), schlieBt mit
der z-Achse einen Winkel ein, dessen Tangenswert gleich
dem Differentialquotienten dieser Funktion ist.

Diesen Satz haben wir schon bei der quadratischen Funktion und
der zu ihr gehorigen Parabel bestitigt gefunden; jetzt haben wir be-
wiesen, daf} er ganz allgemeine Giiltigkeit hat.

Aus der geometrischen Deutung der Funktion und ihres Differential-
quotienten folgt zwanglos ein weiterer Vorteil, den wir auch schon
bei der quadratischen Funktion kennengelernt haben. Ist ndmlich die
Tangente horizontal, d. h. parallel der x-Achse, also der Differential-
quotient gleich Null, so wird im allgemeinen die Kurve entweder aus
dem Steigen ins Fallen oder aus dem Fallen ins Steigen iibergehen
(eine weitere Moglichkeit soll jetzt iibergangen werden); im ersten
Falle hat die Kurve ihren héchsten Punkt erreicht, die Funktion also
ihren groften Wert, im letzten hat die Kurve ihren tiefsten Punkt
erreicht, die Funktion also ihren kleinsten Wert. Wenn man um-
gekehrt den Hoéchst- oder Tiefstwert einer Funktion er-
mitteln will, so mufl man ihren Differentialquotienten
bilden und diesen gleich Null setzen; man erhilt da-
durch eine Bestimmungsgleichung fir diejenigen Werte
der unabhéingigen Verinderlichen, fiir welche allein die
Funktion einen Héchst- oder Tiefstwert annehmen kann;
16st man die Gleichung auf und setzt man den gefun-
denen Wert in die Funktion ein, so bekommt man den
Ho6chst- oder Tiefstwert selbst. Ob dieser Funktionswert ein
Hochstwert oder ein Tiefstwert (oder keines von beiden) ist, kénnen
wir allerdings mit unseren bisherigen Mitteln im allgemeinen nicht
entscheiden; dazu gehoren Untersuchungen, die erst spater angestellt
werden konnen; doch lafit sich in den Anwendungen hdufig ohne
weiteres erkennen, welcher Fall in Frage kommt.
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(20) Im Anschlusse an die geometrische Deutung wollen wir auf die
wesentlichsten Verwendungen des Differentialquotienten in der Mecha-
nik zukommen. Driickt die Gleichung

s = () 37)

die Abhingigkeit des Weges s eines materiellen Punktes von
der dazu benétigten Zeit ¢t aus [s.auch (17)!], so ist der Punkt
nach einem weiteren Zeitverlauf 4¢ um ein Wegstiick 4s vorwéarts
gekommen, wobei nach 37) s + As = f(t + 4¢) sein muB. Die Weg-
zunahme As berechnet sich also zu Ads = f(¢t + 4¢) — f(f). Wiirde
der Punkt sich in dem Zeitraume 4¢ gleichméaBig bewegt haben, so

wiirde der Quotient j': nach (7) die Geschwindigkeit dieser Be-
wegung sein. Da aber im allgemeinen die Bewegung ungleichmiBig

sein wird, so bezeichnet man -21—‘: als die mittlere oder durch-

schnittliche Geschwindigkeit wihrend des Zeitintervalles A4¢;
As
At
Punkt vom Augenblicke ¢ bis zum Augenblicke ¢+ A¢ bewegen
miiBte, um die Strecke As zuriickzulegen. W&hlt man den Zeit-
raum A¢ immer kleiner und kleiner, so wird bei stetigem Zusammen-
hange zwischen s und ¢ auch 4s sich dem Werte 0 nihern, wéhrend

ist namlich die konstante Geschwindigkeit, mit der sich der

% einem bestimmten Grenzwerte zustreben wird:
. As .. ft+ 4t —f@) ds
Iim =~ =lim~——F— 1 = |
a0t a0 4t di

Man nennt diesen Grenzwert der mittleren Geschwindigkeit die augen-
blickliche Geschwindigkeit des Massenpunktes oder auch kurz-
weg seine Geschwindigkeit im Zeitpunkte #; und wir erkennen,
daB diese einfach der Differentialquotient des Weges nach der
Zeit ist
v="20 =0y, 38)
In Verbindung mit der geometrischen Darstellung der Weg - Zeit -
Beziehung als Kurve (Weg-Zeit-Diagramm) finden wir weiter, daf die
Geschwindigkeit hier als die Richtung der Tangente an die Weg-
Zeit-Kurve zu deuten ist.
Weiter sei die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Zeit
behandelt: Ein Massenpunkt bewege sich so, dall zwischen seiner Ge-
schwindigkeit v und dem zugehorigen Zeitpunkte ¢ die Gleichung besteht

v == f(t). 39)

In einem anderen Augenblicke £, hat der Korper im allgemeinen eine
andere Geschwindigkeit v,, die sich aus der Gleichung v, = f(t,) ergibt.
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Im Zeitraume ¢, —¢ hat also die Geschwindigkeit um den Wert
v, — v = f(t;) — f(f) zugenommen. Das Verhiltnis der Geschwindig-
keitszunahme zur Zeitzunahme ist demnach

u—v _ fl) =10

t—t b —t

Wire dieser Quotient unabhiingig von der Wahl von ¢, also konstant,
so héatten wir nach (8) die gleichmafig beschleunigte Bewegung vor

uns, und der Quotient wiirde die — konstante — Beschleunigung
sein. Im allgemeinen trifft dies aber nicht zu, und man bezeichnet
%177 als die durchschnittliche oder mittlere Beschleuni-

p—

glung des Massenpunktes wiahrend der Frist ¢, — ¢; es ist die Be-
schleunigung, die dem Punkte erteilt werden miiBte, wenn er, sich gleich-
formig bewegend, seine Geschwindigkeit vom Werte v zur Zeit ¢ bis
zum Werte v, zur Zeit ¢, steigern wollte. Wihlt man das Zeitintervall
t; — ¢ kleiner und kleiner, d. h. la3t man ¢, nach ¢ konvergieren, so
konvergiert — wiederum stetige Beziehungen zwischen » und ¢ vor-
ausgesetzt — auch v, gegen v, die mittlere Beschleunigung aber gegen
einen Grenzwert, den man als die augenblickliche Beschleuni-
gung oder auch kurzweg als die Beschleunigung & des Massen-
punktes im Augenblicke ¢ bezeichnet. Es ist also

R A S (U T

t>t1 T t,>t bh—t At—>0

Die Beschleunigung einer Bewegung ist der Differential-
quotient der Geschwindigkeit nach der Zeit. — In der Ge-
schwindigkeits-Zeit-Kurve gibt demnach die Richtung der
Tangente ein Mal} fiir die jeweilige Beschleunigung.

(21) Wir haben nun nach verschiedenen Richtungen hin Wert und
Bedeutung des Differentialquotienten einer Funktion erkannt. Um
zu ihm zu gelangen, ist, wie wir gesehen haben, stets ein Grenz-
iibergang nétig. Es ist nun das Verdienst des groBen deutschen
Gelehrten Leibniz, dem wir auch die Bezeichnungsweise des Diffe-
rentialquotienten verdanken, durch Aufstellung einiger weniger Sitze
die Differentiation zusammengesetzter Funktionen auf die von wenigen
einfachen Funktionen zuriickgefithrt zu haben, so daB wir nur an
diesen die Grenziiberginge wirklich vorzunehmen brauchen. Drei
von diesen Sitzen sollen jetzt abgeleitet werden.

I. Es sei f(x) eine fiir den zu betrachtenden Wert von xz stetige
Funktion, also lim (& + da) — (@) = 0 ; 41)

Az >0

dabei kann es sehr wohl eine endliche Anzahl von Werten x geben,
fiir die f(x) unstetig ist, also Formel 41) nicht erfiillt ist; diese sollen
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von den folgenden Betrachtungen ausgeschlossen werden. Wir wollen
jetzt diese Funktion mit einem endlichen konstanten Faktor a & 0
multiplizieren; dadurch entsteht eine neue Funktion

y=oa-f(@); 42)
von dieser soll nun der Differentialquotient gebildet werden. Es ist
y+ A4y =a-fx+ 42,

Ay=a-fx 4+ Az) — a-f(z) = a(f(x + dz) — f(2)).

Da nach 41) beim Grenziibergange lim Az = 0 der zweite Faktor der
rechten Seite verschwindet, wird die ganze rechte Seite gleich Null,
also auch dy; es ist limdy = 0, und wir erhalten als erstes Ergebnis
den Satz: Az>0

Das Produkt aus einer Konstanten und einer stetigen
Funktion ist wieder eine stetige Funktion.

Wir bilden weiterhin

dy _  f@+ dz) — f(2)

-2 =q .
Az E
Es ist also der Differenzenquotient von y stets das afache des Diffe-
renzenquotienten von f(x), wie grof oder wie klein auch 4z gewahlt
werden moge. Diese Eigenschaft gilt daher auch dann noch, wenn
sich 4z dem Grenzwerte Null ndhert; dann geht aber die obige
Gleichung iiber in
dy

also

Ay fl& + Az) — f(x)

dp —m oy = a lim T = a @),
oder dla-j@)] _ , i@
a-fjx x
T aw % dw 43)

Wir erhalten sonach die erste wichtige Differentiationsregel, die wir
kurz als die Konstantenregel bezeichnen wollen:

Ein Produkt aus einer Konstanten und einer Funktion
wird differenziert, indem man die Konstante mit dem
Differentialquotienten der Funktion multipliziert.

Einen Beleg fiir die Richtigkeit dieses Satzes haben wir ibrigens
schon in (14) Formel 17) gefunden, wo wir gezeigt haben, daf

d(ax?) dz®
dz. % dz = 2aw

ist. Eine weitere Bestitigung ergibt sich aus den geometrischen Be-
trachtungen: Zeichnen wir in ein rechtwinkliges Koordinatensystem
einmal die Kurve von der Gleichung y = f(z) und dann die Kurve
von der Gleichung ¥ = a - f(x), so sehen wir, da} die Ordinaten der
letzteren das afache der Ordinaten jener Kurve sind. Also gehort
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auch fiir ein bestimmtes = zu dem gleichen Az fiir die zweite Kurve
ein 4y, das amal so groBl wie bei der ersten Kurve ist, wie man durch
elementare geometrische Betrachtungen zeigen kann. Dann ist aber
der Richtungsfaktor der zugehérigen Sekante der
zweiten Kurve auch das afache desjenigen der
Sekante der ersten. Folglich ist auch im Grenz-
falle Az —> 0 der Richtungsfaktor der zugehérigen
Tangente der zweiten Kurve das afache desjenigen
der Tangente der ersten.
y=*lz) Anwendung: a) Nach Formel 35) ist fiir
jedes positive ganzzahlige n
d(az™)

y=a-f(x)

=anx" 1, 44)

a
f dz
//_ 4 b) Ist y =a, also die Funktion eine von x

unabhingige Konstante, so ist auch y; =a, also
¥, — y = 0 und mithin

Abb. 26. hh—y _ Ay __ 0
z, —x Ax ?
daher auch p i
W —lim?=Y —0  oder % _—o.
dx 2>t — & dx

Der Differentialquotient einer Konstanten ist Null. (Geo-
metrischer Beweis!)

II. Es sei y=u+v; = @(z) und v = 9 () seien zwei Funk-
tionen von z, die beide fiir die Werte von x, die wir der folgenden
Betrachtung zugrunde legen wollen, stetig sind. [Da wir jetzt mehrere
Funktionen bendtigen, so reicht die bisherige alleinige Verwendung
der Bezeichnung f fiir die Funktion nicht mehr aus; daher haben wir
oben die griechischen Buchstaben ¢ und v, und ebenso % und » an
Stelle von y herangezogen; s. a. (18).] Dann ist

y=u+v=0) + yp) =f()

als die Summe beider Funktionen wieder eine Funktion von x. Erteilen
wir = den Zuwachs Az, so erhilt « einen Zuwachs A4 und v einen Zu-
wachs 4v, und zwar ist

u+Adu =@+ dx) und v+ dv =yp(x + Adz).
Zugleich erhilt aber auch die Summe y beider Funktionen einen Zu-
wachs 4y, und es muB sein
yt+dy=ut+du+ v+ dv=gp@+ dz) + p(@ + dz) = f(x + 42) ;
demnach ist

Ay = Adu+ 4v = p(x + dz) — () + w(x + dx) — p(x)
= f(z + dx) — f(x).
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Da fiir das betrachtete x limA4 =0 und limAdv =0 sein soll, so
Az—~>0 dz>0

ist auch limAdy = 0; das heilt aber:

Az>0
Die Summe zweier stetigen Funktionen ist wieder eine
stetige Funktion.
Dividieren wir nun 4y durch 4z, so erhalten wir weiter

dy _ fe+de)—f(x) _ duw | dv _ e+ 4z) — w(w)+w(w+ﬁw)—w(x)_

Az Az T Az + Az~ Ax Az
und da
. Ay dy . Adu du . dv  dov
lim 5% = =% lim = = -—, =
sz>0 4% dx 1z >0 4% dz sz>0dz  dz
ist, so wird fiir den Grenzfall 4z — 0
d d 4 /7 ’
WAL LB der f@) = @)+ v @),
oder auch
du+v) __du | do dlg (@) + v ()] _ dtp(x) dw(w)
dz = E:; + H Oder da + . 45)
In Worten:

Die Summe zweier stetigen Funktionen wird differenziert,
indem man die Differentialquotienten der Summanden
addiert (Summenregel, Regel von der gliedweisen Differentiation).

Diese Regel ist iibrigens, wie leicht zu erweisen ist, nicht auf zwei
Summanden beschriinkt, sondern gilt fir jede Summe mit einer end-
lichen Anzahl von Gliedern.

Wenden wir diesen Satz auf die quadratische Funktion

y=ax2+bx+c
an, so erhalten wir

2 2

d(ax —;;x-}-c)_d(ax)_l_d‘(zl;x)_l_-‘_za +b40,
in Ubereinstimmung mit Formel 20) in y=r1x)
(15). Auch eine geometrische Be-
stitigung wollen wir uns suchen: Wir v=y i)
zeichnen die beiden Kurven u = ¢ (x)
und v = y(x) (Abb.27), und finden y,
durch Addition der zu einem bestimm- v 4y
ten Werte von = gehorigen Ordinaten p i,u
#u=XU und v =XV die zu diesem x p w=@(x)
gehorige Ordinate y = XY. Erhalt z i 4y

den Zuwachs X X, =4z, so erhalt  den yar s
Zuwachs WU, = 4u, v den Zuwachs Abb. 27.
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BV, = dv und y den Zuwachs )Y, = Ay, wobei die Punkte U;,V,, ¥,
selbstverstindlich auf den zugehérigen Kurven liegen miissen. Da nun
die Summe der Ordinaten der beiden Kurven « und v fiir jedes z, also
auch fiir « 4 4z gleich der entsprechenden Ordinate von y sein muf,
so ist y + dy =u + du + v+ Av, also dy = Au + Av, d. h.
NY, =UU,; + BV,. Dann ist aber auch

dy _ 4w | dv
Az~ Az Az’

d. h. der Richtungsfaktor der Sekante an die Kurve y ist gleich der
Summe der Richtungsfaktoren der Sekanten an die Kurven u und v,
wie klein auch 4z gewahlt werden mége; folglich auch noch in dem
Falle limA4dz = 0. Dies ergibt aber, daB fiir ein bestimmtes z der
Richtungsfaktor der Tangente an die Kurve y gleich der Summe
der Richtungsfaktoren der Tangenten an die Kurven % und » sein mufB:

dy  du dv
dz dxz dz °
ITI. Es seien wiederum % = @ (x) und v = y (x) zwei Funktionen,

die fiir die zu betrachtenden Werte von z stetig sind und endliche
Werte haben. Dann ist auch ihr Produkt ¥y = u-v = @ () p (z) = f ()
eine Funktion von =z, deren Eigenschaften wir nun untersuchen
wollen. Erteilt man dem 2 den Zuwachs Ax, so vermehrt sich u
um Au, v um 4v und y um Ay, und es ist

y+ Ay = (u+du) - (v + 4v),
y+Ady=uvt+u-dv+v-du+ Adu-Adv;
Ay=wu-dv+v-Adu+ Au-Av.

also

Da nun limduw =0 und limdo =0 sein soll, so ist auch
Az—>0 Az—>0

limdy =0, d.h.:

dz—>0

Das Produkt zweier stetigen Funktionen ist wieder eine
stetige Funktion.

Dividieren wir durch 4z, so ergibt sich

dy Av Au Av
To =W gy TV gy T AU,
Gehen wir hier zur Grenze limAdx = O iiber, so nehmen die beiden
ersten Glieder der rechten Seite die Werte w - g% bzw. v - Z—Z an,

wihrend das letzte Glied

lim(Au-%) 0.2 —0
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wird. Wir erhalten die Gleichung

dy dv du
s =% TV G
oder d(uv) gu

dle (@) - v (#)]

dv
de Y TV G

=@ @) +y@) @),

45

46)

Das Produkt zweier stetigen Funktionen wird diffe-
renziert, indem man zum Produkte aus dem ersten Faktor

und dem Differentialquotienten des
zweiten Faktors das Produkt aus
dem zweiten Faktor und dem Diffe-
rentialquotienten des ersten Fak-
tors addiert (Produktregel).

Eine geometrische Deutuung dieses Satzes
auf Grund der zu den Funktionen » = ¢ (x),
v =y(z) und y = f(x) gehdrigen Kurven
ist nicht recht angéingig. Wenn wir indessen

4|

w-dv Y- dv
w-v vidu
w du

Abb. 28.

% und v als Strecken deuten, dann entspricht dem Ausdruck y = u-v
der Inhalt des Rechtecks mit den Seiten » und v (Abb. 28). Erhilt u
den Zuwachs A4 und v den Zuwachs 4v, so hat das neue Rechteck

den Inhalt

y+Ady=(u+4 du) - v+ dv) =uv+u-dv+v-Adu+ du-dv;

die Inhaltszunahme ist also

Ay=u-Adv+v-Adu+ Adu-Av.

Sie ist gleich der Summe dreier Rechtecke mit den Seiten » und Av bzw.
v und du bzw. du und Av. Nahert sich nun 42, und damit auch du
und Av, dem Grenzwert Null, so werden auch die Inhalte dieser drei
Rechtecke unendlich klein; doch nimmt der Inhalt des letzten unend-
lich viel schneller ab als derjenige der beiden ersten, weil bei ihm beide
Seiten sich dem Grenzwerte Null n#hern.
v=8cm; Au=0,1 mm, dv=0,2mm; udv=20 mm?2, v4du = 8mm?,
dagegen Audv=0,02mm?; wihlt man 44 = 0,001 mm, 4v=0,002 mm,

so wird wdv=02mm2, vdu=0,08mm?2,

dagegen

(Beispiel: % = 10 cm,

Au dv

= 0,000002 mm2.) Daher fillt der Inhalt 4u - 4v um so weniger dem
Inhalte der beiden anderen Rechtecke gegeniiber ins Gewicht, je

mehr sich 44 und Av der Null nahern.

Die Produktregel gestattet auch eine Erweiterung auf ein Produkt
aus mehr als zwei Faktoren. Ist nimlich ¥ = » - v-w, so wollen wir
vorerst v-w = 2z setzen; dann ist y = u -z, also nach der Produkt-

- regel dy

dz d
e % dr TG

U
x
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Da nun aber z = v+ w, folglich (ebenfalls nach der Produktregel)

dz dw dv
dz =V dw +w- dx
ist, so erhalten wir

dy __ d(uvw) dv d u_
de ~  drz + w w + vw )
So kann man fortfahren; man wiirde belsplelswelse erhalten:
d(wvwt) d u

uvw———}—uvt +uwt#—!—v ————— .

dx

Man erkennt ohne weiteres die Rlchtlgkelt des Satzes:

Um ein Produkt von n Funktionen zu differenzieren,
bildet man die » méglichen Produkte aus (rn — 1) dieser
Funktionen und dem Differentialquotienten der iibrig-
bleibenden Funktion und addiert alle diese Produkte.

1 2 3 n
Eine Anwendung: Es sei y = a"=2-2 2z ... z; also
U=V=W= -+ = 2.

Daher ist

du _dv _ dw _ -1
dx — dx  dx T 7

und jedes Glied der Summe ist a*~1.1 = 2" 1; da die Summe aus =

derartigen Gliedern besteht, so wird (i) n - 2"~ ! in Ubereinstim-
mung mit (18) Formel 35).

(22) Vor einer irrtiimlichen Auffassung sei noch gewarnt! Es konnte
scheinen, als ob der Differentialquotient Z—Z ein wirklicher Quotient

oder Bruch im Sinne der Arithmetik sei, dafl sich also auf ihn un-
beschrankt die Regeln der Bruchrechnung anwenden liefien. Die Kon-
stantenregel und die Summenregel scheinen diese Auffassung zu be-
stitigen. Doch schon die Produktregel steht mit dieser Auffassung
in Widerspruch. Um die irrtiimliche Auffassung zu widerlegen, miissen
wir uns den ganzen Gedankengang, der uns zum Differentialquotienten
gefiihrt hat, nochmals vergegenwirtigen. Wir haben erst die Differenz
der abhéngigen Verdnderlichen, also 4y, gebildet und sie dann durch
die Differenz der unabhingigen Verinderlichen Az dividiert. Diese
Division 1aBt sich wirklich ausfiihren, wie die bisher angefiihrten
Beispiele bestétigen, so daB, wenn auch die linke Seite noch in Form
eines Quotienten geschrieben wird, die rechte Seite in Wirklichkeit
iiberhaupt kein Quotient mehr ist. Daher kann auch dem Grenzwert
der linken Seite, dem Differentialquotienten, nicht die Bedeutung eines
Quotienten zukommen; und es ist sehr wohl méglich, wie ja die
Produktregel bestitigt, daB die Regeln der Bruchrechnung keine
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Anwendung beim Rechnen mit Differentialquotienten mehr finden.

Die Schreibweise g—z und die Ausdrucksweise Differentialquotient

haben also rein symbolischen Wert; sie erkliren sich einfach aus
der Entstehungsweise. Trotzdem macht man von dieser Schreibweise

ab und zu Gebrauch und operiert mit dem Symbole % wie mit

einem Quotienten, selbstverstindlich nur solange, als man nicht in
Widerspruch mit den Gesetzen der Differentialrechnung gerat. Aus

der Gleichung % =f'(x), wenn y = f(z) ist, erhalt man durch for-

males Multiplizieren mit dx die Gleichung
dy = f(z)-dx. 47)

Man bezeichnet hierin dz, das den Grenzwert der Differenz Adx dar-

stellt, lim Ax = dx, als das Differential der unabhéngigen Ver-
Az—>0

dnderlichen, und ebenso dy = lim Ay als das Differential der
Adz—>0

abhingigen Veranderlichen, und die Gleichung 47) sagt uns,
in welchem GréBenverhaltnis beide Differentiale stehen. Und der

Quotient der beiden Differentiale g% heilt unter Weiterfiihrung der

symbolischen Ausdrucksweise der Differentialquotient, eine uns

schon seit § 2 vertraute Bezeichnung, die, wie auch die Schreib-
weise g%, durch die obigen Ausfiihrungen ihre formale Begriindung
und Berechtigung erhdlt. Wenn wir auf die bisher gewonnenen

Differentiationsregeln die Schreibweise der Differentiale anwenden,
so nehmen die zugehérigen Formeln die folgenden Gestalten an:

Konstantenregel:

y=a-f(x), dy=a-f(x)-de oder dla-f(@)]=a -f(x)-dr. 43)

Summenregel:
y=g¢@ +yk), dy=I[¢@+y@)]de

oder dlp (@) + w(@)] = [¢'(x) +¢'(x)]dx 45"
bzw. y=wu4+v, dy=du+dv oder d(u-+v)=du-tdv.

Produktregel:
y=g¢@) -y, dy=I[p@ Y@ +¢@ - yp)]ldr
oder  dip(@) -y (@] =[p@) ¥(@) + ¢@)-y@)]dz 46)
bzw.

y=u-v, dy=wu-dv+v-du oder d(u-v) =u-dv+v-du.
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Dividiert man die vorletzte Formel durch y = % - v, so nimmt die
Produktregel die besonders einfache Gestalt an:

dy  du dv
Y T Ty
oder, wenn y das Produkt von n Funktionen y = y,, y,... y, ist:
dy _dy
v S T T
Eine praktische Anwendung findet diese als rein formale Aus-
drucksweise berechtigte Einfiihrung der Differentiale bei den sog.
Fehlerabschiitzungen: Folgt aus einer durch Beobachtung oder Mes-
sung zu findenden Gréfe xz eine andere Grofle y durch die Beziehung

y =1, 29)

und ist x mit einem Beobachtungsfehler 4x behaftet, so also, daB
man an Stelle des wirklichen Wertes z eine GroBe x + 4z an dem
MeBinstrument abgelesen hat, so wird natiirlich auch die Formel 29)
nicht den bei einwandfreier Messung zu erwartenden Wert y ergeben,
sondern einen Wert, der mit dem Fehler Ay behaftet ist, so daB
y + Ay = f(x + dz) ist. Der Fehler 4y errechnet sich zu

Ay = f(x + dz) — [(x) = f,(HiAfl,If,(‘f) Az,

Nimmt man nun an, daB 4z sehr klein ist, so wird — bei Stetigkeit

der Funktion — auch Ay sehr klein sein, und man erhalt fiir die
Fehlerfortpflanzung die Gleichung

dy = f(x)-dzx. 48)

Beispiel: Uber einem Kreise vom Halbmesser a ist ein Kegel-

stumpf von der Hohe % errichtet; der obere Grundkreis hat den

Halbmessers b. Welchen EinfluBl hat eine fehlerhafte Messung von b

auf den Inhalt des Kegelstumpfes ?
Fir den Inbalt des Kegelstumpfes gilt die Formel

V:—gh(a2+ab+b2).

Hat man beim Messen des Halbmessers b den Fehler db begangen, so
haftet dem daraus errechneten Rauminhalt V ein Fehler d V an, der
sich nach 48) ergibt zu

dV:-;ih(aJrzb)db.

Sind beispielsweise @ = 10 cm, A = 15 cm gegeben und 6 = 7 cm ge-
messen, wobei der verwendete MaBstab auf hochstens 1 mm genau
abzulesen gestattet, so ist V = 3440 cm3. Nun ist der beim Messen
mogliche Fehler hochstens 1/, mm, eine GréBe, die gegeniiber den in
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diesem Beispiele sonst in Betracht kommenden sehr klein ist, die wir also
praktisch gleich dem Differential db setzen kénnen; db = 0,05 cm. Dann

ergibt sich dV = 73[ -15. (10 + 14)- 0,05 cr3 = 18,8 cm3. Um diesen

Betrag ist also infolge der Unzuverlissigkeit der Messung das berechnete
Volumen unsicher. Der sog relative Fehler, d. h. der Quotient

betragt in diesem Falle 2/ =0 ,0055 = 5,5 9/¢, .

(23) Es eriibrigt noch, die in (21) gewonnenen Differentiationsregeln
an einigen einfachen Beispielen zu erldutern; ihre Handhabung, ebenso
die der folgenden Regeln, muBl durch Ubungen an zahlreichen Bei-
spielen so geliufig werden, daB sie dem Rechnenden iiberhaupt
keine Schwierigkeiten mehr bieten, sie sind das Einmaleins der Diffe-
rentialrechnung. Es gibt zahlreiche Aufgabensammlungen, auf die
hinzuweisen hier geniigt.

Die einzige Elementarfunktion, deren Differentialquotienten wir
bisher haben ableiten konnen, ist die Funktion y = z", wobei n eine
positive ganze Zahl ist; wir haben gefunden, daf3

2 a1 35)

ist. Nun sind wir aber durch unsere Differentiationsregeln imstande,
jede Funktion zu differenzieren, die sich aus dieser durch Addieren
und Multiplizieren bilden 148t.
a) Es ist der Differentialquotient der Funktion
y=42"—062°+ax+=n

zu bilden. Nach der Summenregel ist

dy _ d(3a")  d(0,62°) 6903) + 4 .
de —  dx dx ’
wenden wir jetzt die Konstantenregel an, so erhalten wir
dy 1 da”

dx
dr = 2 dx 06 +aﬁ+0’

also auf Grund von Formel (35)
dy 17

dr T 2
b) y = 22(52® — Tz -+ 1)(x — 3) ist von der Form y =% - v - w,
wobel 4 = 22, v =523 — Tx + 1, w= x — 3ist. Nach der Produkt-

regel ist dy dw dv
Emwo 0w w32,

x5 — 1822+ a.

also in unserem Falle
Z—Z=x2(5x3—7x+l)-l—|—(5x3—7x+ (x— 3) 22
+ 22 (x — 3) (1522 — 7);

‘Wicke, Ingenieur-Mathematik I. 4
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die Ausrechnung ergibt

%:30955 Bt — 2843 + 6622 — 61,

Zu demselben Ergebnis gelangen wir, wenn wir die Funktion von
vornherein ausmultiplizieren:

y=>5ua8— 1525 — Tat + 222% — 322;
nach der Summenregel ist dann wie oben
Yy =30a% — 7521 — 28 2% + 6622 — 6.

Uberschauen wir zusammenfassend diesen Paragraphen, so erscheinen
die Ergebnisse der vorigen Paragraphen jetzt als Sonderfille einer
viel umfassenderen Lehre. Er bringt uns den allgemeinen Begriff der
Funktion und die allgemeine Definition des Differentialquotienten.
Diese neu gewonnenen Vorstellungen sollen nun der Reihe nach auf
die uns bekannten Funktionen angewendet werden. Wir gelangen
dadurch zugleich zu einer Einteilung der Funktionen und bringen
in ihre Fiille eine gewisse Ordnung. Wir beginnen mit der ganzen
rationalen Funktion.

§ 5. Die ganze rationale Funktion.

(24) Wir wollen uns eine Verdnderliche z, auflerdem eine Anzahl kon-
stanter GroBen denken. Diese wollen wir untereinander einzig durch
die beiden Rechnungsarten der Addition (einschlieBlich Subtraktion)
und Multiplikation verbinden. Wir erhalten dadurch einen Ausdruck,
der von z abhingig, also eine Funktion von z ist. Eine solche Funk-
tion soll eine ganze rationale Funktion heilen. Sind beispiels-
weise die zu verwendenden Konstanten 2, %, 7, —H/?T , a, so lieBe
sich u. a. durch Anwendung der Addition und Multiplikation die
Funktion bilden:

y=nl@—2)(x—2)+ 2z — (a-z-x-x+ax)(x)3— )| + 2z0 — $=.

Fithrt man die Multiplikationen aus, faflt die Glieder mit gleicher
Potenz von x zusammen und ordnet diese nach fallenden Potenzen
von z, so mul} sich ein Ausdruck ergeben von der Form

Y=y 2"+ ay_ 12"V ay_ g2t oo Fay2® a2+ ay, 49)

wobei n eine natiirliche Zahl ist und die Beiwerte a,, a,_,, ... a,, a,
sich durch Addition und Multiplikation aus den gegebenen Kon-
stanten zusammensetzen. Im Falle des obigen Beispiels ist:

y= —na]/g-x“ — %nam‘“’-{—(n——nz]/?:—i— 2)a2— (Apa+ dnt)x+ 1fa,
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also
n=4, a=-—nal3, a=—}na, a=un—a2Y3+2,
a, = —(ga+ $a?, a, =1¢n.
Gleichung 49) stellt die allgemeinste ganze rationale Funktion in
geordneter Form dar. Die Zahl n, den hichsten Exponenten, den =z

hat, nennt man den Grad der Funktion. Unser Beispiel ergibt
also eine ganze rationale Funktion vierten Grades.

Sonderfille :

n =0, y = a,; die ganze rationale Funktion nullten Grades ist eine
Konstante;

n =1, y =a,x + ay; die ganze rationale Funktion ersten Grades ist
die lineare Funktion;
n=2, y=a,2%4 a;x + a,; die ganze rationale Funktion zweiten

Grades ist die quadratische Funktion.

Da nun [s. (18)] 2" fiir endliche Werte von x eine stetige Funktion
von z ist, nach der Konstantenregel und der Summenregel also auch
49) eine stetige Funktion von x ergibt, so erhilt man den

Lehrsatz: Jede ganze rationale Funktion von z ist fir
jeden endlichen Wert von z eine stetige Funktion.

Das Bild der ganzen rationalen Funktion nten Grades im recht-
winkligen Koordinatensystem ist eine Kurve; man nennt sie eine
Parabel nter Ordnung. Das Bild der linearen Funktion, die Gerade,
wiirde also eine Parabel erster Ordnung sein, und das Bild der quadra-
tischen Funktion, das wir oben als Parabel schlechthin bezeichnet
haben, miiften wir nun genauer Parabel zweiter Ordnung be-
nennen; sie ist gemeint, wenn man von Parabel (ohne Beisatz)
spricht. Man nennt sie auch Apollonische Parabel. Aus der Tat-
sache, daB die ganze rationale Funktion stetig ist, folgt sofort, daB
die Parabel nter Ordnung eine iiberall stetige Kurve, also nirgends
unterbrochen ist, ferner daB sie fiir endliche Werte der Abszisse
im Endlichen verlauft.

Da
2 ket 35)
ist, so ist der Differentialquotient der ganzen rationalen Funktion
nten Grades

y’: nay "t + (n—1)ay_ 2"+ - + 2ayx + ay,
und es ergibt sich der

Lehrsatz: Der Differentialquotient einer ganzen ratio-
nalen Funktion nten Grades ist eine ganze rationale Funk-
tion (n — 1)ten Grades.

4%
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Aus der Gleichung der Parabel nter Ordnung lassen sich fir ihren
Verlauf einige allgemeine Schliisse ziehen; wir schreiben zu diesem
Zwecke Gleichung 49) in der Form

e’ a

R L O R S A N )

x x?

Wahlen wir fiir « einen positiven Wert, so wird der erste Faktor der
rechten Seite von 50) 2" ebenfalls positiv; der zweite Faktor wird
um so weniger vom ersten Gliede a, abweichen, je gréfler wir « wihlen,
da die iibrigen Glieder bei Wachsen des « immer kleiner werden. Also
muf} es einen endlichen geniigend grofen Wert x, geben, fiir welchen
das zweite und erst recht die weiteren Glieder und ebenso auch ihre
Summe ohne Einflu sind auf das Vorzeichen der Klammer; dies gilt
dann fiir jedes x > #, natiirlich um so mehr. Dadurch wird ihr Vor-
zeichen und damit auch das von y identisch mit demjenigen von a,.
Wir erhalten also fiir die ganze rationale Funktion die Eigenschaft,
daB von einem bestimmten Werte z, >0 an fiir jedes x= z, das
Vorzeichen des Funktionswertes mit demjenigen des Beiwertes des
hochsten Gliedes iibereinstimmt, und zwar so, dafl der Funktionswert
mit x tber alle Grenzen hinauswichst. — Wahlen wir dagegen x<< 0,
so wird der erste Faktor von 50), der Faktor z", positiv, wenn = eine
gerade Zahl, dagegen negativ, wenn n eine ungerade Zahl ist; fiir den
zweiten Faktor gelten dieselben Betrachtungen wie oben (fiir posi-
tives x). Von einem bestimmten Werte z,<C 0 an hat also der Wert
einer ganzen rationalen Funktion fiir jedes x <C z, das gleiche Vor-
zeichen wie der Beiwert des hochsten Gliedes von x, wenn n gerade
ist, fiir ungerades n aber das entgegengesetzte. Auch fiir x << 0 wichst
y mit x iiber alle Grenzen hinaus.

Ist also @, >0, so muf} die Parabel fiir gerades » aus dem zweiten
Quadranten kommen und im ersten Quadranten die Bildebene wieder
verlassen. Fiir ungerades » aber tritt die Parabel im dritten Quadranten
in die Bildebene ein und verld 3t sie im ersten Quadranten. Fiir negatives
a, bekommt man den Verlauf der Parabel durch Spiegelung der obigen
Ergebnisse an der z-Achse: also bei geradem n kommt die Parabel
aus dem dritten Quadranten, bei ungeradem n aus dem zweiten Qua-
dranten, um beide Male im vierten Quadranten zu verschwinden. Abb.29
gibt den typischen Verlauf der betreffenden Parabeln an. Fiir n =1
und 7 = 2 haben wir in den §§ 1—3 die Bestiitigungen schon gefunden.

Da die Parabeln nter Ordnung einen stetigen, d. h. ununter-
brochenen Linienzug darstellen, so folgt hieraus weiter, daB die x-Achse
von jeder Parabel gerader Ordnung in einer geraden Anzahl von
Punkten, von jeder Parabel ungerader Ordnung dagegen in einer
ungeraden Anzahl von Punkten geschnitten wird. Im ersten Falle ist
unter Umstdnden kein reeller Schnittpunkt vorhanden; dagegen muf
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jede Parabel ungerader Ordnung die z-Achse sicherlich wenigstens.
einmal schneiden. Diese Tatsachen werden wichtig, wenn es sich
darum handelt, eine allgemeine Gleichung nten Grades zu losen.

a, >0

Y
n=2v @, >0,
Ve 7 n=2v+7, Xy >0
a,<0 n=2v
n=2v+1

/\</ x
@, <0

n=2v pn <0
Ap >0 n=2v%
n=2v+17 b4 w @, <0

n=2v+7

Abb. 29.

(85) Wir wollen alle diese Fragen an der allgemeinen Funktion
dritten Grades, der kubischen Funktion, und der allgemeinen Parabel
dritter Ordnung, der kubisehen Parabel, niher erértern: Thre Gleichung

lautet: Yy=az2® + a2+ a,x + a,. 51)
Wir untersuchen die Funktion auf Maxima und bilden zu diesem
Zwecke den Differentialquotienten:
dy
=
Setzen wir ihn gleich Null und 16sen wir die quadratische Gleichung
nach x auf, so erhalten wir

3a;2* + 2a,7 + a, .

x:__l_ﬁ:t |/a§—3ala3‘
3 ag 3ag

Je nachdem a3 — 3a,a, 2> 0 ist, sind die beiden Wurzeln reell oder
imaginar; d. h. die Parabel dritter Ordnung hat entweder zwei Punkte,
in denen die Tangenten parallel zur z-Achse sind, oder keinen solchen
Punkt. Sind es zwei, so muf} infolge des zusammenhingenden Ver-
laufes der eine Punkt ein Hochst-, der andere ein Tiefstpunkt sein.
Ehe wir diese indessen bestimmen, wollen wir denjenigen Punkt P,

der Parabel betrachten, dessen Abszisse das arithmetische Mittel aus

den Abszissen dieser beiden Punkte ist, fir den also =z, = _1a

3 ap’
demnach stets reell ist; die zugehérige Ordinate ergibt sich zu :
Yo =% "3 o T

Diesen Punkt wollen wir als neuen Koordinatenanfangspunkt wéhlen;
d. h. wir wollen das Achsenkreuz so verschieben, daBl P, der neue
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Anfangspunkt £ ist und die neuen Achsen & und # parallel zu
den alten z und y sind; s.a. (110) S.296f. Ein beliebiger Punkt P
der Ebene habe im alten System
die Koordinaten z und ¥, im neuen
die Koordinaten £ und %, und
zwischen diesen mufi (Abb. 30)
die Beziehung bestehen:

=842, Y=n+Y-
Fiihrt man dies in Gleichung 51)
unter gleichzeitiger Einsetzung
der fiir z, und y, gefundenen
Werte ein, so erhilt man die
Gleichung

a3

=y 8+ (@ — 5o ). 52)

3a,

Aus der bemerkenswerten Tatsache, dal die Parabel dritter Ordnung
im &--System eine Gleichung hat, in der nur noch Glieder mit
ungeraden Potenzen von & auftreten, folgt
p' ohne weiteres, daBl zu entgegengesetzt glei-
chen Werten von & auch entgegengesetzt
hrs gleiche Werte von 7 gehoren; zwei Punkte
¢ P und P”, deren Koordinaten diese Eigen-
schaft haben (s. Abb. 31), miissen aber
symmetrisch zum Koordinatenan-
fangspunkt liegen, d. h. ihre Verbindungs-
strecke mufBl durch diesen Punkt hindurch-
gehen und von ihm halbiert werden. Das sagt also aus: Alle durch
diesen Punkt £ gehenden Sehnen (Verbindungsstrecken zweier Kurven-
punkte) der kubischen Parabel werden von £2 halbiert. Einen Punkt
aber, der alle durch ihn gehenden Sehnen einer Kurve halbiert, be-
zeichnet man als einen Mittelpunkt der Kurve.

Die kubische Parabel ist also eine Mittelpunktskurve;
sie besteht aus zwei in ihrem Mittelpunkte zusammen-
stofenden kongruenten Halften, die man dadurch zur
Deckung bringen kann, daBl man die eine in der Ebene um
den Mittelpunkt um einen Winkel von 180° dreht.

Nehmen wir jetzt an, daBl in Gleichung 52) a; > 0 ist, und setzen
wir zur Abkiirzung unter Einfithrung einer neuen Konstanten b,

7

pr

Abb. 31.

a3
34,

so geht 52) iiber in die einfachere Form
0 = ay(5 — 35, 8). 53)

a, = —3a;b,,
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Bilden wir den Differentialquotienten, so erhalten wir

dy

€= 3a,(&% —by);

also ergeben sich ausgezeichnete Werte fiir &,, = :{:]/El. Reelle Werte
fiir £, ergeben sich aber nur, wenn b, >0 ist; nur in diesem Falle hat
die kubische Parabel also H6chst- und Tiefstpunkte, und
zwar im ganzen zwei, ndmlich 9, = 425, a4 ]/b_l fiic & = —]/b_1 und
1y = —2b, ag)b, fiir &, = +b,. Dabei ist 5; >0, also ein Hochst-
wert, 1, <C 0, also ein Tiefstwert; der Hochstpunkt liegt im zweiten,
der Tiefstpunkt im vierten Quadranten des &#-Achsenkreuzes. Da nun
die Parabel im dritten Quadranten in die Zeichenebene eintritt [s. (24)],
durch den zweiten Quadranten, den

Nullpunkt, den vierten Quadranten y 7
in den ersten geht, um in diesem
die Bildebene wieder zu verlassen,
so muf} sie die Abszissenachse noch
in zwei weiteren Punkten schnei-
den. Dies ergibt sich auch aus Glei-
chung 53); denn # nimmt den Wert /
Null an, auBer fiir £ =0, auch fiir =0 £
die beiden Abszissen & = —1/3‘1)1 7 / A/ / .
und & = —H/ga, die ebenfalls reell

sind, solange b, >0 ist. — Ist b,=0,

so fallen der Tiefst- und der Hochst-
punkt und ebenso die beiden Schnitt- 70
punkte mit der Abszissenachse alle b0

mit dem Koordinatenanfangspunkt
zusammen; dieser, in welchem die
Kurve horizontal verlduft, da seine Tangente mit der Abszissen-
achse zusammenfillt, ist ein sog. Terrassenpunkt. Fir b, << 0 hat
die kubische Parabel weder einen Hochst- noch einen Tiefstpunkt,
auch keinen weiteren Schnittpunkt mit der Abszissenachse, aufler dem
Nullpunkt; sie steigt bestindig (s. hieritber Abb. 32). Die Glei-
chung 53) geht fiir den Fall b, = 0 iiber in die Gleichung # = a3 &%;
diese Funktion heiBt die rein kubische Funktion; ihre Kurve die
rein kubische Parabel.

by<0
570

b0

Abb. 32.

Ist schlieBlich a; << 0, so erhédlt man Kurven, die sich aus denjenigen
der Abb. 32 durch Spiegelung an der Abszissenachse ergeben.

(26) Im Anschlufl hieran soll jetzt die reduzierte kubische Gleichung
untersucht werden. Sie moge in der Form geschrieben werden:

2 —3ax—2b=0, 54)
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wobei a und b irgendwelche positiven oder negativen Zahlen sein

konnen. Wir setzen
¥ —3ax—2b=y, 54)

erhalten damit eine kubische Funktion, in der das quadratische Glied
fehlt, eine sog. reduzierte kubische Funktion; ihr Bild ist eine kubische
Parabel. Von dieser kommen jetzt in erster Linie die Schnittpunkte
mit der z-Achse in Frage; denn fiir diese ist y = 0, demnach die
Gleichung 54) erfiillt. Die Abszissen der Schnittpunkte der Parabel
mit der z-Achse sind also die reellen Wurzeln der Gleichung 54). Es
handelt sich nun fiir uns darum, zu untersuchen, wie oft die Parabel
die z-Achse schneidet, da die Zahl der Schnittpunkte mit der Zahl
der reellen Wurzeln von 54) iibereinstimmen muf. Aus den in (24) an-
gestellten Erorterungen folgt, daBl Gleichung 54) eine ungerade Anzahl
von reellen Wurzeln haben muB, also entweder eine oder drei. Welcher
von beiden Fillen eintritt, hingt — wie das Schaubild lehrt — von
der Lage der beiden ausgezeichneten Werte ab. Um sie zu bestimmen,
setzen wir den Differentialquotient gleich Null und erhalten

dy —
gz =322 —3a=0, also = +7a.

Ist @ negativ, so werden die Abszissen der Hochst- und Tiefst-
stelle imaginar; die Parabel hat keine solchen Punkte; folglich hat
sie die in Abb. 32 fir b, << 0 skizzierte Gestalt, d. h. nur einen
Schnittpunkt mit der x-Achse, und wir bekommen als erstes Ergebnis:

Die Gleichung 54) hat fiir @ << 0 eine und nur eine reelle Wurzel.

Ist dagegen a >0, so sind beide Werte z = :I:VE reell; die Parabel
hat demnach ein Maximum und ein Minimum (Abb. 32, b, > 0). Da
die Parabel nach den Erdrterungen von (24) im dritten Quadranten
in die Bildebene eintritt und diese im ersten Quadranten wieder
verliBt, so folgt, daB sie erst ansteigen, dann wieder fallen muf,
um schlieflich wieder zu steigen; das heiBt aber, daB fir z = ——}/E,
das Maximum, fiir x = —H/E das Minimum erreicht wird. Aus Glei-
chung 54') ergibt sich fiir das erstere

Ymax = +2aYa—2b und fiir das letztere ypin = —2a'}/(;— 2b.  55)

Damit nun die Parabel drei Schnittpunkte mit der z-Achse hat, muB}
der Hochstpunkt iiber der z-Achse, der Tiefstpunkt unter der x-Achse
liegen, d. h. yp,c >0, ¥, << 0 sein. Haben beide gleiches Vor-
zeichen, so kann die Parabel nur einen Schnittpunkt mit der z-Achse,
Gleichung 54) also nur eine reelle Wurzel haben. Damit nun y,, >0,
Ymin << 0 wird, mufl a]/a groBer sein als der absolute Betrag von b,
a,]/c? > |b|, wie sich aus den Gleichungen 55) durch einfache Uber-
legung ergibt, oder a® > b2 Ist dagegen a®< b2, also aja << |b],
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so sind bei & >0 im ersten Falle y,,, und y,;, beide negativ, bei
b < 0 positiv, im zweiten beide positiv; die Parabel hat nur einen
Schnittpunkt mit der x-Achse, Gleichung 54) nur eine reelle Wurzel.

Wir haben also gefunden: Ist 62 — a® > 0, so hat die Gleichung
stets nur eine reelle Wurzel; hierin ist auch der Fall eingeschlossen,
dafl @ < 0ist, da dann diese Bedingung stets erfiillt ist (Abb. 33, Kurve 1,
2 und 3). Ist dagegen b2 — a3 << 0, so hat die Gleichung stets drei
reelle Wurzeln (Abb. 33, Kurve 4). Diese Ergebnisse stimmen vollig

mit den in der Algebra gewonnenen “
Losungen der Gleichung 54) iiberein. 2
Denn ist b2 — a3 >0, so ist die Car- 3

danische Losung anzuwenden, die die
drei Wurzeln liefert

e E (T ]

wobei &8 = 1 ist. Ist dagegen b2 — a3 << 0,
so verwendet man am besten die gonio- /
z

metrische Lésung, die die drei reellen
Wurzeln liefert
z=2Yacos(p+k-120°), k=0,1,2,
wobei cos3p = b st

aya 3
(27) Wir haben in den vorangehenden
Abschnitten mehrere Male erwihnt, daB
ein Schnittpunkt einer stetigen Kurve mit der Abszissenachse dadurch
gekennzeichnet ist, daB fiir ihn die Ordinate den Wert Null hat. Die
Ordinaten der linken Nachbarpunkte haben also ein anderes Vor-
zeichen als die der rechten Nachbarpunkte. Durchliuft mithin ein
Punkt die Kurve, so tritt im allgemeinen beim Durchgang durch
eine solche Nullstelle fiir seine Ordinate ein Vorzeichenwechsel ein.
Ubertragen wir diese Ergebnisse auf die stetige Funktion y = f(x),
deren Bild diese Kurve ist, so finden wir die folgende Eigenschaft:
Suchen wir einen Wert von x, fiir welchen y gleich Null ist, so heiBt
dies nichts anderes, als dafl wir eine Losung (Wurzel) der Gleichung
f(x) =0 suchen. Wir kénnen als erstes Ergebnis buchen, daB eine
solche Gleichung ebenso viele Wurzeln hat, als ihre Kurve
Schnittpunkte mit der Abszissenachse besitzt. Weiterhin
wird der Funktionswert fiir Nachbarwerte einer solchen Wurzel, die
kleiner sind als diese, ein anderes Vorzeichen haben als derjenige fiir
Nachbarwerte, die grofier als diese sind. Tritt also, wenn x eine Reihe
von Werten durchlauft, fiir f(z) ein Zeichenwechsel ein, so heilt dies,
daB in dem von z durchlaufenen Intervall eine Wurzel der Glei-
chung f(z) =0 liegt. Diese Tatsache a8t sich ausnutzen zur nihe-

7
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rungsweisen Auflosung einer Gleichung f(x) = 0. Man wird nidmlich
zwei Werte x (durch Probieren) suchen, fiir welche f(x) entgegengesetzte
Vorzeichen hat; zwischen diesen Werten mu8l eine Wurzel der Gleichung
liegen. Durch systematisches Einengen dieser Grenzen kann man dann
die Wurzel bis zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit berechnen.
Dieses hier nur in groben Strichen angedeutete Verfahren 148t sich
stets anwenden, welcher Art auch die Gleichung f(x) =0 sei, was
fiir eine Funktion also y = f(z) auch sein moge. Das Naherungs-
verfahren der Losung von Gleichungen soll aber schon in diesem
Paragraphen, der die ganzen rationalen Funktionen behandelt, bespro-
chen werden, weil die mit ihr aufs engste verwandte algebraische
Gleichung nten Grades das Naherungsverfahren am einfachsten an-
wenden und am klarsten durchschauen l48t. In spiteren Abschnitten
werden sich gelegentlich auch Néahe-
rungslosungen fiir andere Gleichungen
finden. Wir erlautern das Naherungs.
verfahren am besten an einem
Beispiel: Im Schubkurbel-
getriebe (Abb. 34) bewegt sich bei
gleichféormigem Umlaufe des Kurbel-
zapfens Z der Kreuzkopf K gerad-
linig, aber mit wechselnder Geschwindigkeit. Derjenige Winkel
zwischen Kurbel und Kreuzkopfbahn, fiir welchen die Geschwindigkeit
von K ihren grofiten Wert erreicht, bestimmt sich aus der Gleichung

sinf¥ — A%2sintd — Msin2d + 11 = 0. a)
wobei 4 = 7l das Verhaltnis der Pleuelstangenlinge zur Kurbellinge

Abb. 34.

angibt. Fir den sehr gebriuchlichen Fall, daB 1 = 5 ist, erhalt man
hieraus durch die Substitution
sin?¢ = 12z b)
die kubische Gleichung
flx) =a® — 2> — 2+ 0,04 =0. c)
Da f(0) = 40,04 und f(1) = —0,96 ist, also zwischen 0 und +1 ein
Zeichenwechsel stattfindet, muB eine Wurzel dieser Gleichung zwischen
z==0 und z =1 liegen, und zwar besonders nahe an x =0, da +0,04
wesentlich naher an Null liegt als — 0,96. Wir probieren deshalb weiter
mit  =0,1; es ist f(0,1) = —0,069. Der Zeichenwechsel liegt zwischen
x =0 und x = 0,1, folglich ist auch die Wurzel unserer Gleichung
zwischen diesen beiden Grenzen gelegen. Nun konnten wir der Reihe
nach fiir die Werte « = 0,01, 0,02, ... 0,09 die zugehérigen Funktions-
werte berechnen, den Ort des Zeichenwechsels bestimmen und héatten so
dieWurzel auf zwei Dezimalen gefunden. Dann kénnten wir durch weiteres
Teilen des Intervalls, in dem der Zeichenwechsel stattfindet, eine dritte
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Dezimale bestimmen usw. Doch 148t sich dieses immerhin miihsame
Verfahren wesentlich vereinfachen. Wie das geschehen kann, soll an
den zwei gebriuchlichsten Methoden, der Regula falsi und der Newton-
schen Methode auseinandergesetzt werden.

Die Regula falsi beruht auf folgenden Erwigungen: Wir zeich-
nen (Abb. 35a) in einem zweckmiBigen Mafstabe diejenigen Punkte
P, (z,|y;) und P,(w,|y,) der Kurve y = f(z) = a3 — 22 — x 4 0,04,
zwischen denen der Schnittpunkt mit der z-Achse liegt. Wir wissen
zwar nichts iiber den Verlauf der Kurve zwischen diesen Punkten,
konnen aber in erster Annaherung annehmen, daB sie sich nicht allzu
weit vom geradlinigen Verlaufe P, P, entfernen wird. Der Schnittpunkt X
dieser Strecke mit der x-Achse wird also in unmittelbarer Nachbarschaft
des Schnittpunktes der Kurve mit der x-Achse liegen. Da die beiden
Dreiecke P,P'P, (PP’ | y-Achse, P'P, || z-Achse) und P;X; X #hn-
lich sind, so ergibt sich fiir die Abszisse # von X die Proportion

(@ —a2): (@, —2) =411 (41— ¥a)

A

N N
+004 N
X7 N 1%,
q N al7 +0009187
' N
b
' N -0,069 ™
| N
! a3 q04
Pl UL LI T I 1 INA At L-IN-0007556
Abb. 35a. Abb. 35D,

in unserem Beispiele also, da z;, =0, z,=0,1, y; = 0,04, y,= — 0,069 ist,

(x — 0): (0,1 — 0) = 0,04 : (0,04 + 0,069)
oder "z — 0=0,004:0,109 ~ 0,04.
Wir bekommen demnach als neuen Niaherungswert x = 0,04; hierzu
gehort f(0,04) = —0,001536. Da f(0,04) negativ ist, so ist nach Abb.35a
= 0,04 zu groBl; wir probieren daher mit z = 0,03 und erhalten
1(0,03) = 4-0,009181. Also findet zwischen =z = 0,03 und z = 0,04
Zeichenwechsel statt. Wir erhalten aus Abb.35b, die entsprechend
der Abb. 35a entworfen ist, durch eine erneute Proportion einen
besseren Naherungswert. Es ist ndmlich

(x — 0,03) : 0,01 = 0,009181 : (0,009181 + 0,001536) = 0,857 ;
x = 0,0386 .
Da  1(0,0386) = —0,000032447,  £(0,0385) = +0,000074 817
ist, so erhilt man fiir einen weiteren Naherungswert die Proportion
{x — 0,0385) : 0,0001 = 0,000074 82 :0,00010726 = 0,6976

und daraus z = 0,03856976.
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So kommt man schrittweise zu immer besseren Niherungswerten.
Die aufgestellte Proportion wird einen um so genaueren Wert liefern,
je weniger die Sehne von dem Kurvenbogen abweicht, und das trifft
um so mehr zu, je kleiner das Intervall ist. Das hat aber zur Folge,
daB wir durch die Proportion um so mehr neue Dezimalstellen ge-
winnen kénnen, je genauer der zugrunde gelegte Naherungswert schon
ist. Aus diesem Grunde haben wir auch oben durch die erste Pro-
portion nur eine Dezimale, durch die zweite aber schon zwei und
durch die dritte sogar vier neue Dezimalen gewonnen. — Der Um-
stand, daB wir in diesem Verfahren die Kurve durch die Sehne er-
setzen, also die aufgestellte Proportion eigentlich nicht richtig ist, hat
diesem Verfahren seinen Namen: Regula falsi (die Regel vom fal-
schen Ansatz) erteilt. —

Die Newtonsche Methode verfihrt folgendermaBen: Man legt an
die durch die Funktion y = f(x) bestimmte Kurve in einem Punkte
P, (z,/y,) die Tangente; diese weicht verhiltnismaBig wenig von der
Kurve ab. Daher wird auch ihr Schnitt-
punkt X, mit der z-Achse in der Nahe des
gesuchten Schnittpunktes X der Kurve mit
der x-Achse liegen (Abb. 36), und zwar be-
rechnet sich, da

d
tg Py X; X, = tgopy = (’%)x:%
ist, die Strecke X;X, = %, durch die Glei-

chung
Yo

oder A=

1

RTT

LAY
(dx)x=xu

Um diesen Betrag vermindere man z,, um die Abszisse von X;
zu erhalten. Fiir unser Beispiel ist y = a3 — 22 — x 4- 0,04, also

dy 2 N
%—3x 20— 1.

Der erste Naherungswert sei x, = 0,1; dann ist

—0,069

hy = 1,17

= 0,06, also 2, =0,04.

Nun bestimme man zu dieser Abszisse den zur Kurve y = f(x) gehorigen
Punkt P,, der im allgemeinen wesentlich niher am gesuchten Schnitt-
punkte X liegen wird als P,; in unserem Falle ist y, = —0,001536.
Jetzt legt man in P, an die Kurve die Tangente und sucht ihren Schnitt-
punkt X, mit der z-Achse, dessen Abszisse einen weiteren besseren
Naherungswert fiir die Wurzel der gegebenen Gleichung liefert usf.
Unser Beispiel wird sich also folgendermaflen fortsetzen:
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—0,001536

hy = 78— = 0,0014, 2, = 0,0386 ;
hy = USOUBIMT _,00003025, a, — 0,03856975

Damit sind wir zu derselben Genauigkeit gelangt wie nach der Regula
falsi. Der Leser moge sich selbst ein Urteil iiber die Vorziige und
Nachteile der beiden Verfahren bilden.

Aus Gleichung b) erhilt man fiir  — 0,03856975

sin2d = 0,964 244 ,
also I =19°6'0".

Da y = 2% — 2% — x + 0,4 fiir = —1 den Wert — 0,6 hat, liegt
eine zweite Wurzel der Gleichung 23 — 22 — 2 4 0,4 = 0 zwischen 0
und —1, und da y fir z =42 den Wert +2,4 hat, eine dritte
zwischen 1 und 2. Doch kommen diese fiir unsere urspriingliche
Aufgabe deshalb nicht in Betracht,
weil beide fir sin® unmégliche
Werte ergeben. ’

(28) Von den technischen An-
wendungen der ganzen ratio-
nalen Funktion und damit der
Parabel nter Ordnung seien be-
sonders die Gebiete der Momenten-
linie und der elastischen Linie er- | T2
wihnt. Hier mége der Fall heraus-
gegriffen und eingehender behandelt werden?): Ein an einem Ende B
wagerecht eingeklemmter Stab von der Linge I trigt eine stetig ver-
teilte Last (Sand u.4.) derart, daB deren auf die Lingeneinheit be-
zogenes Gewicht von dem Werte ¢ in B gleichméaBig bis zum Werte
Null im freien Ende 4 abnimmt; die Strecke AC in Abb. 37 soll die
Belastung veranschaulichen. Der Stab hat eine Momentenlinie, deren
Gleichung Pi 2\3
=21 2

lautet; und er biegt sich durch nach einer Linie von der Gleichung

i~ B - LB

/

Abb. 37,

Hierbei ist als Koordinatenanfangspunkt der Punkt B gewihlt, in
welchem der Stab aus dem Mauerwerk heraustritt; ferner ist die
Abszissenachse fiir beide Kurven in Abb. 37 nach links und die Ordinaten-

achse nach unten gerichtet gewihlt. Sodann ist P = qu das Eigen-

1) Siehe Freytags Hilfsbuch, 7. Aufl., S. 232ff. Berlin: Julius Springer 1924.
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H

N!\

auf die Schwerachse bezogene axiale Trigheitsmoment seines Quer-
schnittes. Die Momentenlinie ist also eine rein kubische Parabel,
berithrt wird; praktische Bedeutung hat naturgemaf nur das zur
Lange [ gehérige Stiick AD der Parabel, und zwar ist das zu dem
Endpunkte B gehdrige Moment BD = Mp = “5-. Die elastische
Linie dagegen, nach der sich der Stab durchbiegt, ist eine Parabel
wagerecht, da
dy PP x\2 x\2 z\3 1 [x\4
iz — 6BJ 2(7) —3(7) + 2(7) — (T)
fiir x =0 ebenfalls gleich Null wird. Thre Durchbiegung A4’ = f
einen Zusammenhang zwischen der mefbaren GroBe f und der Elasti-
zititszahl E; es laBt sich also E aus dieser Durchbiegung berechnen:
15fJ °
so wird diese Gleichung:
die den Vorzug hat, daBl sie die Gestalt der elastischen Linie einzig
durch die Linge ! und die Durchbiegung f am freien Ende des Stabes
dadurch finden, daB
(4 51 [pr _ g (%) EA A _5
wa=(3t)_={g 127 -3/ +2(7f - 2 (]} = ¢
Stabes mit sehr groBler Genauigkeit, indem man 4B in fiinf gleiche
Teile teilt und den dem Punkte B zunéchstliegenden Teilpunkt 7' mit 4’
Beriicksichtigt man weiter, dal die Tangente in B in die Gerade 4B
fallt, so laBt sich die Durchbiegung des Stabes bequem einzeichnen
kommt praktisch nur der Bogen AB in Frage. Will man sich ein
Bild vom ganzen Verlaufe der Parabel machen, so kann man dies auf

gewicht des Stabes, E das Elastizititsmal des Stabes und J das
deren Mittelpunkt in A liegt, und die vom Stabe in diesem Punkte
Pl
fiinfter Ordnung; sie geht durch den Endpunkt B und verlauft hier
am Ende A4 (x =1) betragt f = T%% Diese Gleichung gibt u. a.
E= PP . Fihrt man f in die Gleichung der elastischen Linie ein,
v=2 /(= (7 + 2 () = wl7)
bestimmt. Der Neigungswinkel & am freien Ende 148t sich zeichnerisch
sein muBl. Man erhilt also die Gestalt der elastischen Linie des
verbindet; diese Gerade ist die Tangente an die elastische Linie in 4’.
(Abb. 37). Fiir das Problem der elastischen Durchbiegung des Stabes
Grund der folgenden leicht nachzuweisenden Tabelle tun. Es ist fiir

z=|— 3l — 21 |-l 0 +! +21 |+ 31 + 41 | + 51

y=|+252f |+ 58f |+ 6,5f |0| f | +2f|— 45f |— 56f | —250f
4y _| 18757 | 1000 | —18751 0 1,251“ 0 ]—18,75'f— —100l _sg75L

dz ~ l l ] l l I !
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In Abb. 38 ist die Parabel gezeichnet; das der Abb. 37 entsprechende
Stiick 4’B ist durch starkeren Strich hervorgehoben.

Aufgabe: Die Tragfahigkeit 7 eines Balkens von recht-
eckigem Querschnitt mit der Breite b und der Hohe % ist durch die
Formel gegeben 7' = cbh?, wobei ¢ ein durch den Werkstoff des Bal-
kens usw. bedingter Beiwert ist. Welche Breite und Hohe hat der
Balken von. groiter Tragfahigkeit, den man aus einem Stamme von
kreisf6rmigem Querschnitte heraus-
schneiden kann?

RN

Abb. 38.

Y Abb. 39.

Ist (Abb. 39) r der Radius des Kreises, so besteht zwischen b und %
die Gleichung A% = 472 — b2; setzt man dies in die Formel fiir 7 ein,
so erhalt man 7' =cb(4r2 — b2). T ist also eine ganze rationale Funktion

dritten Grades von b. Damit 7 ein Maximum werde, muf} % =0

sein; wir erhalten demnach zur Bestimmung des zugehdrigen b die
Gleichung c¢(472 —3b%) = 0. Hieraus folgt b = 3r}3; also h = %ﬂ/ﬁ
und T, =18 cr3y3.

max
Aufgabe: Der Rauminhalt v einer Wassermenge, die bei
der Temperatur 0° C den Rauminhalt 1 hat, ist fiir die Temperatur
t° C angenshert durch die Gleichung gegeben:

v =1 — 0,000061045 ¢ + 0,0000077183 t2 — 0,000000037 34 .

Bei welcher Temperatur ist der Rauminhalt am kleinsten, und wie
groB} ist er dann? (¢t = 4,08°C, vy, = 0,9998769).

Wir sind damit am Ende dieser Betrachtungen iiber die ganze
rationale Funktion angelangt. Ehe wir nun zu der nichsten Funk-
tionengruppe iibergehen konnen, zu den gebrochenen rationalen
Funktionen, miissen wir erst unsere Differentiationsregeln um eine
neue, die Quotienten- oder Bruchregel, vermehren; ihre Ab-
leitung und die Behandlung der gebrochenen rationalen Funk-
tion sollen den Inhalt des niichsten Paragraphen bilden.
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§ 6. Die Quotientenregel.
Die gebrochene rationale Funktion.

(29) Es seien u = f(x) und v = ¢ (x) zwei stetige Funktionen von z;
dann ist auch ihr Quotient .

y=- 56)
eine Funktion von «; iiber ihre Stetigkeit sind allerdings erst Unter-
suchungen anzustellen. Geben wir zu diesem Zwecke der unabhéngigen
Veranderlichen x einen Zuwachs 4z, so erhalten % und v die Zunahmen

Awund Av; und zwar ist
w-t+Adu=fx+Adx) wund o4 dv=¢x + dx).
Zugleich andert sich auch y um einen Wert 4 Yy, wobei

_u+Au_f(x+Aag)
y+Ay~v+Av T (x4 Ax)

ist. Der Zuwachs, den y erfihrt, ist also
u+ Adu u  v(ut Adu)—u- (v dv)  vAdu—udv 57)

dy = v+ Av v v(o + 4v) T w(v+ dv)

Da u und v stetige Funktionen von z sind, d. h. lim4d% =0 und
Az—>0

lim Av = 0 ist, so nahert sich der Zshler von 57) fir limdz =0
Az->0 .
auch dem Werte Null; der Nenner nihert sich dagegen dem Werte »2

Es ist also limdy = % Solange demnach x nur Werte hat, fiir
Az—>0
welche v 4 0 ist, ist auch lim Ay = 0; dies gilt jedoch nicht mehr

Az >0

ohne weiteres fiir solche Werte von z, fiir welche v = 0 ist. Wir kommen
demnach zu dem iiberaus bemerkenswerten

Lehrsatz: Der Quotient zweier stetiger Funktionen ist
wieder eine stetige Funktion fiir solche Werte der unab-
hangigen Verdnderlichen, fiir welche die Divisorfunktion
von Null verschieden ist.

Wir gehen nun iiber zur Ableitung des Differentialquotienten.

Wir bilden Au Av
ﬂ_y'2§~u'ﬂ
Az = v + dv)
und erkennen, daf
. N a(y) L0,
ay o A de e "M aw L ) Yde " Mds
da = 450 v+ dv) P ode dz v?
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Lehrsatz: Der Differentialquotient eines Bruches ist
wieder ein Bruch; sein Nenner ist das Quadrat des urspriing-
lichen Nenners; den Zahler erhilt man, indem man vom
Produkt aus dem urspriinglichen Nenner und dem Diffe-
rentialquotienten des urspriinglichen Zahlers das Produkt
aus dem urspringlichen Zihler und dem Differentialquo-
tienten des urspriinglichen Nenners abzieht (Quotientenregel,
Bruchregel). '

Diese anscheinend ziemlich verwickelte Regel 148t sich auch aus
der Produktregel ableiten: Bedienen wir uns némlich der Schreibweise
in Differentialen, so 148t sich die Bruchregel auch in folgender Gestalt

wiedergeben:
d(ﬁ) _vdu—udv

v] v?

u

Ist y = »» S0 ist u = vy, also nach (22) S. 48

d d
du _dv  dy  qer Sy _du _ dv
U v Yy Y U v

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit y = %, so wird

vdu udv
d —ud d dz  dx .
dy:_;i__%i;:vduvz_u U, also ﬁ%: zvz—x, wie oben.
Beispi 1 — 222 2 2
eispiele: a) Yy=—5_—pz; u=1-—2a% v =2 — z% also
du dv
Jadl o 2 9
dz bz, Ip T
du (2 —2%)(—42) — (1 — 22%)(—22)  —6bz
dz (2 — x2)2 (2 — 2?2
b) Die Funktion y = %z—i—z wird gebrochene lineare Funktion

genannt; ihr Differentialquotient ist

dy _(@z+h)-a—(axt+ba_ af —oab,

dz ~ (xx + B)? T (xx + B’
der Zahler ist also eine Konstante.
Man iibe die Quotientenregel an einer grofien Anzahl weiterer Bei-
spiele, da ihre griindliche Beherrschung ein unbedingtes Erfordernis ist.
Setzen wir v =1, v = 2", so wird

alt
duw dv "1 | x")_x".O—n.x"—l.l _ -n
iz =Y H-nz , also doe ) = gAFL e

Differenzieren wir andererseits y = ™" nach Formel 35), so er-

halten wir o

xrt1 >

d(z—™) .
de

Wicke, Ingenieur-Mathematik 1. 5

(—n) &=t =
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also das gleiche Ergebnis wie oben; damit ist gezeigt, dafl Formel 35),
die wir frither nur fiir natiirliche Exponenten abgeleitet hatten,
auch fiir solche Exponenten richtig ist, die negative ganze Zahlen
sind:

Lehrsatz: Die Formel

gilt fiir jeden ganzzahligen Exponenten.
Bei (el 1 dy __ 3,
eispiel: a) Y=13, g5 =z
3\3 27 27
by=(o—gf == —0+ 5 -3,

dy 81 | 162 3\, 6

(30) Wir gehen nun zur Behandlung der gebrochenen rationalen
Funktion iiber: Wenden wir in beliebiger Folge auf die Verianderliche z
und eine Anzahl von Konstanten aufler der Addition, der Subtraktion
und der Multiplikation [s. (24)] auch noch die Division an, so erhalten
wir eine Funktion von «, die als gebrochene rationale Funktion
bezeichnet wird. Sind beispielsweise die Konstanten 2, %, ]/g, 7, a,
so laBt sich auf die angegebene Weise u.a. die Funktion bilden:

amw — —
—2zzxx

22 —a i+

y: V14 T
rxr 4+ ———— x4+ —ax

V3 3 V3

T 4

Eine auf diese Weise gewonnene Funktion 148t selbstverstindlich noch
wesentliche Vereinfachungen zu; so kann man zuerst einmal alle
Doppelbriiche beseitigen, so daB y sich als eine Summe von Briichen
darstellt; im obigen Beispiele:

_ —6a®+3azx+82Y3—4a)3  —8a°)3 — 6a')3 + 4072)3 —8)3
—323 + 4223 + dn dnat + 42°Y3 + 37 a® + 322Y3

SchlieBlich lassen sich die einzelnen Briiche noch auf einen Haupt-
nenner bringen; Zahler und Nenner kénnen ausmultipliziert und nach
fallenden Potenzen von x geordnet werden. Man erkennt dadurch,
daf sich eine gebrochene rationale Funktion stets als Quotient zweier
ganzen rationalen Funktionen schreiben 146t; ja man kann sogar
die gebrochenen rationalen Funktionen als Quotienten
zweier ganzen rationalen Funktionen definieren. So wiirde
unser oben ganz willkiirlich gew#hltes Beispiel einer gebrochenen ratio-
nalen Funktion der Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen
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werden, von denen der Dividend eine ganze rationale Funktion sie-
benten Grades, der Divisor eine solche sechsten Grades ist, es wiirde
sich also die Form ergeben:
A, 27 + ag2® + a5 2® + a2t + ag2® + a,22 + a,x + a,

y= bea® + bya® + byt + bya® 4 bya? + bz + b, ?
wobei sich die Beiwerte a., . . ., @, und b, . . ., b, durch die vier Grund-
rechnungsarten aus den Konstanten 2, £, ]/g, 7, @ zusammensetzen;
ihre Berechnung sei dem Leser iiberlassen. .

Die allgemeinste Form der gebrochenen rationalen Funktion ist also
arta, a4 e a2 gy - ay

Y e b o T by @+ T b bzt by
wobei Zahler und Nenner zueinander relativ prim sein, d.h. keinen
gemeinsamen Faktor haben sollen. Ist der Grad des Zahlers kleiner
als derjenige des Nenners, also 7 << s, so nennt man die Funktion eine
echt gebrochene Funktion, fir r=s dagegen eine unecht
gebrochene rationale Funktion. Unser obiges Beispiel stellt
demnach eine unecht gebrochene rationale Funktion dar.

Dividiert man in einer unecht gebrochenen rationalen Funktion
den Zidhler durch den Nenner, so wird im allgemeinen die Division
nicht aufgehen, sondern es wird ein Rest bleiben, den man nur noch
formell durch den Nenner dividieren kann. Da fiir diesen Bruch der
Grad des Zshlers notwendig niedriger ist als der des Nenners (sonst
lieBe sich ja die Division noch weiter durchfiihren), stellt er eine
echt gebrochene rationale Funktion dar, wihrend der erste Teil eine
ganze rationale Funktion ist.

Beispiel:
T2 —222+92—5
»+2x2 — 22— 1

59)

= (T2®—2224+92—5): (3422 — 22— 1) =T22 — 142142
—14zt 4+ 14234+ bB224+ 9x— 5
+4223 — 2322 — bx— 5
— 10722 + 719+ 37

Also ist
T2 — 292+ 92 -5, , 1072% — 79x — 37
23+ 222 — 22 — 1 =1 _14w+42—x3+2x2——2x~1'
Hier ist 722 — 142 + 42 eine ganze rationale Funktion und
10722 — 79z — 37
23+ 222 — 22 — 1
eine echt gebrochene rationale Funktion. Wir erhalten demnach den
Lehrsatz: Jede unecht gebrochene rationale Funktion
1aBt sich in eineSumme aus einer ganzen rationalenFunktion
und einer echt gebrochenen rationalen Funktion zerlegen.
Solange die unabhingige Veranderliche x solche endliche Werte
annimmt, fiir welche der Nenner b,2° + bs_;2°~! + ... + b, von Null
5%
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verschieden ist, muf3 die Funktion 59) einen endlichen Wert haben.
Das wird aber anders, wenn x eine Wurzel der Gleichung

b8x8+b3_1ws_l+ s +b0=0

ist; denn dann wird der Nenner gleich Null, der Zihler dagegen nicht,
da nach Voraussetzung Zahler und Nenner zueinander relativ prim
sein sollen. Der Ziahler wird also endlich und von Null verschieden sein,
demnach y selbst unendlich groB werden. Wir treffen damit
zum ersten Male auf den Fall, dal der Funktionswert fiir einen end-
lichen Wert der unabhéngigen Verinderlichen unendlich groB8 wird.
Die Funktion selbst muf} an einer solchen Stelle nach den Ableitungen
von (29) unstetig werden. Was dies bedeutet, wird uns erst vollig
klar werden, wenn wir die zu einer solchen gebrochenen rationalen
Funktion gehorige Kurve untersuchen. Doch wollen wir vorher ein
Beispiel durchfiihren.

. y )
K Bla/t) //”9’ (31) Die einfachste gebrochene rationale

. Funktion ist )
S st =7 60
) RN Man kann Gleichung 60) auch in der Form

gl - schreiben :

xy=1. 60a)
A Aus 60) und 60a) kann man iiber den Ver-
Abb, 40. lauf der zugehérigen Kurve einige Schliisse

ziehen: 60a) ist in « und y symmetrisch
gebaut; d. h. eine Vertauschung von z und y fithrt 60a) in sich selbst
iiber. Kennen wir also ein Wertepaar x =a und y == b, das Gleichung 60 a)
befriedigt, so mufl auch das Wertepaar x =5 und y=a Gleichung 60 a)
befriedigen. Die zugehorigen Punkte P, und P, (Abb. 40) liegen aber
symmetrisch zueinander beziiglich derjenigen durch O gehenden
Geraden g, welche beide Achsen unter 45° schneidet, also den ‘Winkel
zwischen der positiven z- und der positiven y-Achse und ebenso den
Winkel zwischen der negativen z- und der negativen y-Achse halbiert;
wir wollen diese Gerade kiinftig kurz als die 45°-Linie bezeichnen.
Unsere Kurve ist also symmetrisch beziiglich der 45°-Linie.
Diese Eigenschaft kommt iibrigens nach der obigen Ableitung allen
Kurven zu, deren Gleichung symmetrisch in z und y gebaut ist. —
Weiterhin folgt aus 60 a), daB auch das Wertepaar # = —b und y = —a
die Gleichung 60a) erfiillen muf}; der Punkt P; muB also auch auf der
Kurve liegen. P, (a|b) und P; (—b| —a) liegen aber zueinander sym-
metrisch beziiglich einer Geraden g,, die gegen die positive z-Achse
unter 135° geneigt ist, die sog. 135 °-Linie; also ist auch die 135°-Linie
eine Symmetrieachse der Kurve. — SchlieBlich erfiilllt auch das
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Wertepaar * = —a und y = —b die Gleichung; die beiden Punkte
P, (a|b) und P, (—a|—b) liegen [(25) Abb. 31] symmetrisch zu 0. Die
Kurve hat demnach den Punkt O zum Mittelpunkt, eine notwendige
Folge der beiden ersten Eigenschaften. Da z und y stets dasselbe
Vorzeichen haben, verliuft die Kurve nur im ersten und dritten
Quadranten. Abb. 41 zeigt ihren Verlauf. Die Kurve ist die gleich-
seitige Hyperbel. Da auf Grund von Gleichung 60) fiir wachsendes x
der Wert von y immer kleiner wird,
und limy = 0 ist, so schmiegt sich
z >
die Hyperbel mit wachsender Ab-
szisse immer naher an die xz-Achse
an, ohne sie jedoch im Endlichen
zu erreichen; gleiches gilt, wenn z
die negativen Werte durchliuft.
Eine Gerade, der sich eine Kurve
bestandig nahert, die von ihr aber
erst im Unendlichen erreicht wird,
heifit eine Asymptote der Kurve. Die
x-Achse ist demnach eine Asymptote
der gleichseitigen Hyperbel von der

Abb. 41.

Gleichung y = i Nach den Auseinandersetzungen von (30) ist, da

der Nenner der gebrochenen Funktion fiir x = 0 verschwindet, die
Funktion fiir diesen Wert von x unstetig. Wir finden dies bestatigt;
denn fiir x =0 ist ¥ =oco. Je niher also z >0 dem Werte Null kommt,
um so groBere Werte nimmt y an, und je mehr sich << 0 der Null
néihert, um so mehr nihert sich y dem Werte — oo. Auf Grund unserer
obigen Betrachtungen ist daher die y-Achse eine Asymptote der
gleichseitigen Hyperbel y = i Der Nullstelle des Nenners einer ge-
brochenen rationalen Funktion entspricht also bei der Kurve eine
parallel zur y-Achse verlaufende Asymptote. Weil die beiden
Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel mit den Koordinatenachsen
zusammenfallen, nennt man die Gleichung y = }c die Asym-
ptotengleichung der gleichseitigen Hyperbel. Da fiir x =1
auch y =1 und fir = —1 auch y=—1 ist, sind die beiden
Punkte 4, (1]1) und 4, (—1| —1) der Hyperbel deren Schnittpunkte mit
der 45°-Linie, also der einen Symmetrieachse. A4, und 4, heiflen
die Scheitel der Hyperbel, die Gerade 4,4, die reelle Achse,
die Strecke 4,4, =2 - ]/5 die Linge der reellen Achse und die
Strecke 04, = Vf die Liange der reellen Halbachse der Hyperbel.
Die 135°Linie hat dagegen keinen Punkt mit der gleichseitigen
Hyperbel gemeinsam; sie ist die imaginéire Achse der Hyperbel.
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Um Tangenten an die gleichseitige Hyperbel zu konstruieren,

miissen wir den Differentialquotienten der Funktion y = i bilden;

es ist
d(l)
x 1
ix = @ e

Der Richtungsfaktor ist daher stets negativ; d.h. die gleichseitige
Hyperbel y =% fallt bestindig. Man kann schreiben:

1, v
tg<p=—;.x=—?, |
dies gibt eine tiberaus einfache Tangentenkonstruktion (Abb. 41): Man
trage auf der z-Achse der Strecke 07 = 20X = 2z ab und verbinde
T mit P; PT ist dann die in P an die Hyperbel gelegte Tangente.
(Daf} iibrigens 07" = 2y ist, wenn 7" der Schnittpunkt der Tangente
mit der y-Achse ist, ist leicht einzusehen; der Leser mag sich dies selbst
beweisen.)
Fir den allgemeineren Fall der gleichseitigen Hyperbel lautet
die Gleichung

[
y=-: 61)

ist ¢ >0, so verlauft die Hyperbel im ersten und dritten, ist ¢<< 0,
im zweiten und vierten Quadranten, da im ersten Falle x und y stets
gleiche, im letzten stets verschiedene Vorzeichen haben. Als Bild
kann wieder Abb.41 gelten, wenn man nur die Koordinaten des
Scheitels 4; 0X; = +}c und X;4; = +}c (oder fir c<0 +}—c
bzw. —)—c) wahlt. — Da das Rechteck OX PY die Seiten « und y
und folglich den von der Wahl des Punktes P unabhingigen Inhalt
x -y = c hat, ist die gleichseitige Hyperbel der geometrische Ort der
vierten Eckpunkte aller Rechtecke von gleichem Inhalte ¢, von denen
ein Eckpunkt in einem festen Punkte O liegt, wihrend die beiden
diesem benachbarten Eckpunkte sich auf zwei durch O gehenden und
aufeinander rechtwinkligen Geraden bewegen.

Die gleichseitige Hyperbel wird in der Technik vielfach verwendet.
Als Beispiel diene das Boyle-Mariottesche Gesetz, nach dem das
Produkt aus Volumen » und Druck p eines vollkommenen Gases bei
gleichbleibender Temperatur konstant ist: v-p = C. Je nachdem
man p oder v als die unabhingige Veranderliche betrachtet, erhilt
man die beiden Gleichungen

c c
v—? oder p=-
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Der Leser zeichne sich unter Zugrundelegung einer der Volumeneinheit
und der Druckeinheit entsprechenden Léngeneinheit die zu verschiedenen
Werten von C gehérigen gleichseitigen Hyperbeln [s. (184) S. 584].

(32) Kehren wir nun zur allgemeinsten gebrochenen rationalen Funk-
tion zuriick! Wir wollen sie in der Form schreiben
_ =@
Y= qz(x) ’ 62)
wobei f(x) und ¢ (x) zwei ganze rationale Funktionen sein mégen, die
zueinander relativ prim sind, also etwa [s. 59)]

f@) =a,a" + - +a,, @) =ba"+ - +b,.

Fir alle reellen Werte von z, welche Wurzeln der Gleichung ¢ (z) = 0
sind, wird y = oo; sie sind also Unstetigkeitsstellen der Funktion.
Dafl nicht jede gebrochene rationale Funktion solche Unstetigkeits-
stellen zu haben braucht, leuchtet ohne weiteres ein, wenn man be-
denkt, daB nicht jede Gleichung @(x) = 0 reelle Wurzeln hat. Bei-

spielsweise hat die Funktion y = xzf (_T_) 7 keine solchen Unstetigkeits-
stellen. Die der Funktion 62) entsprechende Kurve hat an diesen
Unstetigkeitsstellen Asymptoten, welche der y-Achse parallel sind. —
Um weiterhin den Verlauf der Kurve fiir wachsendes x zu unter-
suchen, wollen wir uns die gebrochene rationale Funktion als Summe
einer ganzen rationalen und einer echt gebrochenen rationalen Funk-
tion geschrieben denken: Ist also r < s, so wollen wir die rechte Seite
von Gleichung 59) mit #* kiirzen; wir erhalten dann:

a, a,_, a, a
xs—r+xs—r+1 +'+xs_-—1+ xt

T =P L *
s x x2 T 1T g

Wird nun z sehr groB}, so wird % sich immer mehr der Null nihern,
L ; der Zahler der

z
rechten Seite von 63) nihert sich immer mehr dem Werte Null, wah-
rend der Nenner sich unbegrenzt dem Werte b, nihert; also wird y
sich der Null nihern. Wichst schlieflich z iiber alle Grenzen hinaus,

so erhalt y den Wert Null: limy = 0. Die Kurve schmiegt sich dem-
T > 00

nach immer enger an die x-Achse an, erreicht sie aber erst fiir eine

unendlich groBle Abszisse. Die xz-Achse ist also Asymptote

der Kurve. [Vgl. (31), gleichseitige Hyperbel.] Im Falle der unecht

gebrochenen rationalen Funktion kommt zu dem Ausdrucke in 63)

noch eine ganze rationale Funktion hinzu; von ihr wissen wir aber

aus (24), daB sie mit wachsendem x iiber alle Grenzen hinauswéchst.

in noch viel héherem Mafle aber die Potenzen von
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Folglich verhalt sich eine unecht gebrochene rationale Funk-
tion fiir ein unbegrenzt wachsendes z wie die zu ihr ge-
horige ganze rationale Funktion. Insbesondere hat die der

Funktion
_a, x4 .+ % (
Y= b+ -+ by
entsprechende Kurve die Gerade y = Zﬁ , also eine Parallele zur
xz-Achse zur Asymptote, ebenso ist fiir die der Funktion

G @ty
= e roap, =t

r=s:)

entsprechende Kurve eine Gerade vom Richtungsfaktor {1—5 Asym-
ptote. (Ausdividieren!) ’

(33) Einige Anwendungen aus der Technik mdégen das Verstindnis
fiir die gebrochene rationale Funktion vertiefen. Wir beginnen mit
dem folgenden Problem:

A. In einem Punkte 4 einer Geraden befinde sich die Elektri-
zitdtsmenge -f¢&, in einem um die Strecke e von A4 entfernten
Punkte B die Elektrizititsmenge —2¢. Eine punktférmige Elektrizi-
tatsmenge -+&¢ werde auf der Strecke 4 B bewegt. Wie groB ist die
jeweilige Kraft, die in irgendeinem Punkte X durch die beiden Elektri-
zitatsmengen +¢& und —2¢ auf die Elektrizititsmenge ¢ aus-
geiibt wird ?

Wir wihlen 4 als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Achsen-
kreuzes und 4B als z-Achse. Der Punkt X, in dem sich die Elek-
trizititsmenge ¢ augenblicklich befinden moge, habe die Ab-

szisse x, von A4 also den Abstand x und von B den Abstand e — x.

Auf & wird demnach ausgeiibt von A die AbstoBung i;zé und

von B die Anziehung %s;); . Solange sich, wie angenommen, X zwi-
schen 4 und B befindet, wirken beide Kréfte in gleichem Sinne,
namlich in Richtung der positiven x-Achse; sie summieren sich also,
und die auf X ausgeiibte Gesamtkraft ist

1 2

K= ed e +mag).

K ist eine echt gebrochene rationale Funktion des Ortes X. Fiir =0
und z=e wird K =oc; fiir Zwischenwerte von x nimmt K endliche

Werte an; so ist fiir x = 2, %, %e entsprechend

ee’

K=195%, 12°7, 3378°%
e e e

wie man durch einfache Rechnung findet. Man kann sich den Verlauf
der Kraft anschaulich machen, wenn man K als Ordinate in dem
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jeweiligen Punkte X auftrigt; es ergibt sich eine Kurve, die in A und B
ins Unendliche geht und dort Asymptoten parallel der K-Achse hat.
Ferner erkennt man miihelos, daf} es einen Punkt X, gibt, in welchem

auf die Elektrizititsmenge ¢ die geringste Kraft ausgeiibt wird; ihn
wollen wir jetzt ermitteln. Fiir

: ‘.
ihn muB %{f =0 sein, also er- | !
! |
halten wir zur Bestimmung seiner ,:' I‘\‘
Abszisse die Gleichung i |
! 1
2 4 / \
el + (e — x)? =0 ,//0%’- ‘\\
oder g S N
e - 5
z 3 1 x 1
e—x) 27 e—x 3V_§ ’
r=—""—~04425¢
1+72
und daraus Abb. 42,

Kunin = (1 +V2)3 ad 11,54202—‘2'.

Verfolgen wir die Kurve von der Gleichung

A1 2
K=ed s+ 2)
weiter, also fiir x > e und « <C 0, so ergibt sich der in Abb. 42 gestrichelt
angegebene Verlauf

3 e¢ 9 e¢
(Z.B.: x=—ce, K=2——; x =2e, K-—4 ez)

Doch gibt die Funktion
(1 2
K=ed 5+ o)
fiir die Werte von «, die auBerhalb des Bereiches 0 << z <C e liegen,
die wirklichen Kraftverhiltnisse unseres Beispiels gar nicht wieder.
Ist namlich z << 0, befindet sich also die Elektrizitatsmenge & auBer-
halb 4 B auf der zu A gehorigen Seite, so wirkt die durch 4 hervor-

gerufene AbstoBung im Sinne der negativen x-Achse, schwicht also die
durch B hervorgerufene Anziehung, und der Kraftverlauf wird durch

die Gleichung 1 0
K=o (=gt = o)
beschrieben. Die Kraft K ist anfangs negativ; in der Entfernung

x =+ T’ ] 2,4146
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heben Anziehung und AbstoBung einander auf, da hier K = 0 wird,
und fiir noch weitere Entfernung von A iiberwiegt die Anziehung
die AbstoBung. Ist dagegen z > e, befindet sich die Elektrizitats-
menge jenseits des Punktes B, so wirkt die von B ausgeiibte Anziehung
im Sinne der negativen z-Achse, und der Kraftverlauf wird in diesem
Falle durch die Gleichung
1 2
K= ¢l = o)

wiedergegeben; jetzt ist die Kraft fiir jeden Wert > ¢ nach 4 bzw. B
hin gerichtet. Abb. 42 enthilt die zugehorigen Kurven. — Es diirfte
sich empfehlen, zur Ubung auch den Fall zu behandeln, bei dem A4
und B Triger gleichnamiger Elektrizititsmengen sind, sowie den
Fall, bei welchem mehr als zwei punktférmige Elektrizititsmengen
auf einer Geraden verteilt sind.

B. Ein weiteres Beispiel ist folgendes: Gegeben seien n Ele-
mente von der gleichen elektromotorischen Kraft e und
dem gleichen inneren Widerstande w,;; sie mégen zu je z in
Reihen, und diese Reihen parallel geschaltet sein. Der Stromkreis sei
geschlossen, der #uflere Widerstand sei w,; wie groB ist die Strom-
stairke ? — Die Gesamtspannung einer Reihe betriigt ez, ihr innerer

Widerstand w;x; solche Reihen lassen sich insgesamt % bilden. Da

sie parallel geschaltet sind, ist der innere Gesamtwiderstand des Systems
w; T :—:; = % x?, wahrend die Gesamtspannung ex bleibt. Zum in-

neren Widerstande %:i - 22 kommt noch der auBere Widerstand w,
des Stromkreises hinzu, so dafl der vom Strome zu iiberwindende

Gesamtwiderstand w = % x?% 4- w, ist. Dann berechnet sich die Strom-

stirke 7 zu
N ex
1 =

y .
2
X + w,
n “

Zwar kann praktisch x als Anzahl der in Reihen geschalteten Elemente
nur eine in n als Faktor enthaltene natiirliche Zahl sein; doch wollen
wir einmal von dieser Beschrankung absehen und die Funktion

ex

w,
2 + w,
n

1 =

rein mathematisch behandeln, also annehmen, da z irgendeine, also
auch eine gebrochene oder irrationale positive oder negative Zahl sein
kann. DaBl diese Annahme keine abstrakt mathematische Betrach-
tung ist, sondern sehr wohl praktischen Nutzen zeitigt, wird die fol-
gende Hochstwertuntersuchung lehren. Wir erkennen, daB unsere
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Funktion eine echt gebrochene rationale Funktion ist; da unter der
praktisch einzig moéglichen Annahme, dafi die Konstanten e, w;, w,, »

absolute Gréfen sind, die Gleichung %xz + w, =0 keine reellen Wur-

zeln hat, wird ¢+ auch fiir keinen reellen Wert von 2 unendlich groB.
AufBlerdem ist fiir >0 auch ¢ >0. Die zugehérige Kurve hat also
die z-Achse zur Asymptote, sonst aber keine weiteren Asymptoten.
Ferner geht sie, wie man sich leicht iiberzeugt, durch den Nullpunkt;
schlieflich hat sie den Nullpunkt
zum Mittelpunkt, da zu entgegen-
gesetzt gleichen Werten von x auch
entgegengesetzt gleiche Werte von
gehéren [s. (25) 8. 54]. Sie hat
demnach den in Abb. 43 angedeu- z
teten Verlauf. Aus ihm erkennt man,
daB fiir kleine positive « auch ¢ klein
ist, daB3 mit wachsendem =z auch 4
anfangs wichst, bis es einen Hochst- Abb. 43.

wert erreicht hat, um von da an all-

mihlich bis zum Betrage Null abzunehmen. Derjenige Wert von z,
fiir den ¢ am groBten ist, hat nun besondere Bedeutung; denn er gibt
uns jene Schaltweise, durch welche wir mit den vorhandenen Mitteln
die groBtmogliche Stromstérke erzielen. Zur rechnerischen Ermittlung
bilden wir den Differentialquotienten

di (%x2+wa>e—ez-2 1:;" xz)

= - 2 - = - 2 .
N
n n
¢

Damit % gleich Null wird, mufl der Zahler verschwinden; es ist also

i

w;
nx elw, —

w; /
wa—7x2=0 oder xz—}—]/n-

Wa

i

{Warum nur 4+ %) Die hochste zu erzielende Stromstirke ist

. [ n
? = = .
max 2 ¥ ww,

Ist beispielsweise n = 12, w, = 3w;, so schaltet man am zweck-
miBigsten die Elemente zu je sechs in zwei Reihen, um als groftmaog-

lichen Wert der Stromstérke ; zu erhalten.

C. Die Unkosten, die die Anlage einer elektrischen
Leitung verursacht, setzen sich im wesentlichen aus zwei Teilen
zusammen, den Anlagekosten und den durch Energieverlust hervor-
gerufenen Kosten. Beide sind vorwiegend bestimmt durch den Quer-
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schnitt ¢ des Leitungsdrahtes. Der Preis fiir 1 m Draht ist im all-
gemeinen proportional dem Querschnitt, also K -¢. Der Energie-
verlust auf 1 m Draht ist um so grofler, je kleiner der Querschnitt
ist; er moge umgekehrt proportional zu diesem angenommen werden,

also gleich B Dabei sind K und E Konstanten, die von wirtschaft-

lichen und sonstigen Verhaltnissen bestimmt sind. Die Gesamtkosten
fiir 1 m sind also

U:K-q—l—g.

U ist demnach eine unecht gebrochene rationale Funktion von gq.
Nach den Ableitungen von (32) muB die zugehérige Kurve die Ge-
stalt der Abb. 44 haben, wobei K = tga
ist. Es sei dem Leser iiberlassen, das
Beispiel weiter durchzufiihren, insbeson-
dere festzustellen, mit .welchem Quer-
schnitte man am wirtschaftlichsten ar-
beitet.

B [
(q = |/ f 5 Umin = 2 VEK) .

Die gebrochene rationale Funktion
unterscheidet sich wesentlich von den
bisher betrachteten Funktionen dadurch,
dal sie uns zwingt, auch den Begriff
der Unstetigkeit, allerdings noch ver-
bunden mit dem Begriffe des Unendlichen, in unsere Betrachtungen
hereinzuziehen. Im nichsten Paragraphen werden uns wieder neue
Begriffe entgegentreten, wenn wir uns mit den inversen Funk-
tionen befassen. Da zu ihrem Verstandnis die sogenannte Ketten-
regel erforderlich ist, soll sie am Anfange der folgenden Betrach-
tungen stehen.

Abb. 44.

§ 7. Die Kettenregel. Die inversen Funktionen.

(34) Wenn wir den Differentialquotienten einer ganzen rationalen
Funktion, etwa von der Gestalt y = (@ x2 4+ bz + ¢)4, bilden wollen,
so haben wir nach unseren bisher erworbenen Kenntnissen zuerst die
Potenz auszumultiplizieren — wir bekommen in unserem Beispiele
eine Funktion achten Grades — und dann gliedweise zu differenzieren.
Einen einfacheren Weg eroffnet uns die Kettenregel, zu deren Ablei-
tung wir nunmehr schreiten wollen.

Wir fiithren statt ax2? 4+ bx 4 ¢ eine neue GroBe z ein; dann ist
y=12% wobei z=ax?+ bx+ ¢ ist. Ganz allgemein méoge sein



(34) Die Kettenregel. Die inversen Funktionen. 7

y = f(z), wobei z = @(x) ist; y ist gewissermaflen nicht direkt,
sondern durch Vermittlung einer Zwischenveranderlichen z von x ab-
hangig. Man sagt, ,,y ist eine Funktion von einer Funktion
von z oder ,,y ist eine mittelbare Funktion von z*“. Die ver-
mittelnde GréBe z spielt eine doppelte Rolle; beziiglich x ist es die
abhéngige, beziiglich ¥ die unabhingige Verinderliche.

Erteilt man der Gré8e x einen Zuwachs 4z, so erhilt auch wegen
der Beziehung z = @ (z) die GréBe z einen Zuwachs 4z und daher
infolge der Beziehung y = f(2) auch y einen Zuwachs Ay; mit anderen
Worten: der Zuwachs 4z hat einen Zuwachs 4y zur Folge. Fiir den
der Betrachtung zugrunde gelegten Wert von x moége z = ¢ (x) stetig
sein, also lim4z = 0, und fiir den sich aus x ergebenden Wert von 2

Adz->0
moge auch y = f(z) stetig, also lim4dy = 0 sein. Das heiit aber, daBl
Az—>0
auch lim4 y = 0 ist, und man erhilt den Satz: Die stetige Funktion
dx—>0

einer stetigen Funktion einer Verdnderlichen ist ebenfalls
eine stetige Funktion dieser Verdnderlichen. In unserem
obigen Beispiel ist y = 2% eine stetige Funktion von z (als ganze
rationale Funktion von 2) und z = ax? + bz + ¢ eine solche von «
(aus demselben Grunde); daher ist auch y = (ax? + bz + c)* eine
stetige Funktion von x.

Wir bilden nun den Differentialquotienten 9 Wi gehen vom

dx
Differenzenquotienten S'Z aus; diesen koénnen wir schreiben:
Ay _ Ay A2
dx = Az Az
Wird nun 4z unendlich klein, so nihert sich Az dem Differential-

Az
quotienten —g—z— und 4¢ dem Differentialquotienten ﬂl,; zugleich wird
z Ax dx

aber auch 4z unendlich klein, und % nahert sich dem Differential-

quotienten —Zy . Wir erhalten demnach die Gleichung

y
dy dy dz
de = dz da 64)

Lehrsatz: Ist y = f(z) eine stetige Funktion von z, wobei z = ¢ (x)
eine stetige Funktion von z ist, so ist auch y = f(¢(x)) eine stetige
Funktion von «; ihren Differentialquotienten nach x erhilt man, indem
man den Differentialquotienten von f(z) nach z mit dem Differential-
quotienten von ¢(z) nach z multipliziert.

Im obigen Beispiele ist

%=4z3:4(a9&2—}—bx+c)3 und %=2ax+b;
also ist  gga? L ba + o)

iz =4{ax?+bx+¢)-2ax-+0b).
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Diese Differentiationsregel gestattet noch eine Erweiterung: Ist
namlich 2z nicht direkt eine Funktion voun =z, sondern eine Funktion
einer anderen Verdnderlichen u: z = @(u), und u eine Funktion
von z: u =y (x), so ist nach der eben abgeleiteten Regel

dz dz du

dz ~ du  dz’
demnach dy _dy dz du

dx dz du dx’

Die drei Faktoren der rechten Seite folgen derart aufeinander, daB
der formale Nenner des ersten Faktors zugleich der formale Zihler
des zweiten Faktors ist usw.; es wird eine Art von Kette gebildet,
die das Anfangsglied dy derselben durch Zwischenglieder mit dem
Endgliede dx verkniipft. Aus diesem rein &uBerlichen Grunde nennt
man die obige Regel auch die Kettenregel. Einige Beispiele folgen. Auch
diese Regel ist gut einzuiiben.

1. 4y = (M)az 23, wobei zzax—i-b ist. Nun ist nach der
cx+g cx+g
Grundformel 35)
ﬂ—,?, 2_3(ax+b>2
dz ~ %% T%\ta+yg
und nach der Quotientenregel
dz __ag—bc
de = (cx g2’
also ist ¢ ata)
/ax—}—b>3
(cx—{—g (ax—{—b)z.rag—bc __3(ag—bc)lax 1+ b)?
dx cx+g/ (cx+g)? (cx + g2t :

2. y=@Bx2—Tx+463 - (x+5)2=wu-v, wobei u= (322 —Tx}6)3
und v = (x + 5)2 ist. Nach de