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Vorwort. 

Das vorliegende kleine Werk hat den Zweck, die Zahlentheorie der 
Quaternionen, wie ich sie· in den Nachrichten von der Konigl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gottingen aus dem Jahre 1896 veroffentlicht habe, 
einem weiteren Kreise zuganglich zu machen. An jenem Orte habe ich 
manche Beweise nur angedeutet oder sogar ganz unterdruckt. Hier da
gegen findet die Theorie eine ausfUhrliche Darstellung, bei der, abgesehen 
von der Vertrautheit mit der elementaren Zahlentheorie und einer gewissen 
Schulung des mathematischen Denkens, nichts vorausgesetzt wird. 

Fur die verstandnisvolle Auffassung des Gedankenganges dieser Vor
lesungen ist freilich die Kenntnis der einfachsten Begriffe, die der Theorie 
der algebraischen Zahlkorper von Dedekind zugrunde liegen, wenn auch 
durchaus nicht notwendig, so doch immerhin fOrderlich. . 

Die Zahlentheorie der Quaternionen, die ubrigens noch manche hier 
nicht behandelten Probleme darbietet, bildet das erste Beispiel fiir ein 
weites, bisher nur wenig angebautes Gebiet zahlentheoretischer Forschung: 
eine entsprechende Theorie la13t sich namlich fUr jedes System mehr
gliedriger komplexer Gro13en aU£stellen. Es wurde mich freuen, wenn 
diese Vorlesungen etwa jungere Fachgenossen dazu anregen wurden, jenes 
Gebiet durch we it ere Untersuchungen zu fordern. 

Zurich, Mai 1919. 

A. Hurwitz. 
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Vorlesung 1. 

Die Quaternionen und die Bechnung mit ihnen. 

Die Quaternionen bilden ein spezielles System von sogenannten kom
plexen Gro.l3en. Wir wollen auf den allgemeinen Begriff solcher Gro.l3en
systeme hier nicht naher eingehen, sondern uns damit begniigen, das spezielle 
System der Quaternionen moglichst einfach zu definieren I). ZU dem Zwecke 
bilden wir den symbolischen Ausdruck 

(1) 

in welchem ao' aI' a2 , as irgend vier reelle Zahlen und iI' i 2 , i3 drei 
Symbole bezeichnen, die zuniichst nur zur Zusammenfassung jener Vier 
Zahlen dienen sollen. 

Insofern wir nun nach bestimmten, weiterhin anzuglebenden Fest
setzungen mit den symbolischen Ausdriicken der Gestalt (1) rechnen, 
werden wir die letzteren als Quaternionen bezeichnen. Die Zahlen 
ao' aI' a~l' a3 hei.l3en die Komponenten des "Quaternions" a und die 
Symbole il , i2, i3 zusammen mit der Zahl 1 die vier Einheiten der 
Quaternionen. Beziiglich der anzuwendenden Bezeichnungen haben wir 
hier noch folgendes zu· bemerken: Wenn eine der drei letzten Komponenten 
den Wert 1 haben sollte, so lassen wir dieselbe in dem Ausdruck des 
Quaternions einfach fort, so da.13 z. B. 

a= ao + i l + i2 + a3ia 

dasjenige Quaternion bedeutet, dessen Komponenten ao' 1, 1, a3 sind. 
Ferner setzen wir fest: falls in dem Ausdruck eines Quaternions ein Glied 
vollstandig fehlt, so solI dies bedeuten, da.13 das betreffende Glied die Kom
ponente Null besitzt. Z. B. werden wir also unter 

ao + a'ji2 

dasjenige Quaternion verstehen, dessen Komponenten ao• 0, a2 , ° sind. 

1) Die arabischen Ziffern verweisen auf die Anmerkungen und Zusatze am Schlusse 
der Vorlesungen. 

Hurwitz, Vorlesungen. 1 



2 Vorlesung 1. 

Aus dieser Festsetzung geht hervor, da.13 unter den Quaternionen auch 
die gewohnlichen reellen Zahlen enthalten sind. Diese fallen niimlich mit 
denjenigen Quaternionen zusammen, deren drei letzte Komponenten at, a2 , as 
verschwinden. Ein derartiges Quaternion werden wir deshalb auch reell 
nennen. Zu den reellen Quaternionen gehOrt insbesondere das Quaternion 
"Null" als dasjenige, dessen vier Komponenten siimtlich verschwinden. Es 
verdient noch hervorgehoben zu werden, da.13 nach den getroffenen Fest
setzungen auch die vier Einheiten 1, i l , i2 , is zu den Quaternionen ge
hOren. Z. B. ist die Einheit i2 dasjenige Quaternion, dessen Komponenten 
0,0,1, ° sind. 

Was min die Festsetzungen angeht, die wir fiir das Rechnen mit den 
Quaternionen treffen, so bestehen dieselben darin, da.13 wir definieren, was 
wir unter der Summe und was wir unter dem Produkt irgend zweier 
Quaternionen verstehen wollen. 

In betreff der Summe stell en wir folgende Definition auf: 

Sind 

( 2) { a = a o + at ~I + a2 ~2 + a;J ~s 
b = bo + bt ~I + b2 ~2 + b3 ~3 

irgend zwei Quaternionen, so soll unter ihrer Summe a + b das Quaternion 

( 3 ) a + b = (ao + bo) + (at + bl ) il + (a2 + b2 ) i2 + (as + bs ) i3 

versbnden werden. 

Hiernach werden zwei Quaternionen summiert~ indem man ihre' ent
sprechenden Komponenten summiert. Es ist klar, da./3 die Summenbildung 
oder Addition der Quaternionen denselben Gesetzen geniigt, wie die Addi
tion gewohnlicher Zahlen: die Summe von beliebig vielen Quaternionen 
ist, ganz unabbangig davon, in welcher Reihenfolge WIT die Quaternionen 
summleren. 

Betrachten wir jetzt die Aufgabe, ein Quaternion x zu bestimmen, 
welches die Gleichung 

(4) x+a=a+x=b 

befriedigt, wo a und b zwei beliebig gegebene Quaternionen (2) bedeuten, 
80 besitzt dieselbe offenbar die eine Losung 

(5) x = (bo - ao) + (bi :..-- al)it + (b2 - a2)i2 + (b3 - a3 )is. 

Dieses Quaternion x bezeichnen wir mit b - a und nennen es die Dillerenz 
von b und a. Speziell bezeichnen wir die Differenz von 0 und a, also 
0- a, mit 

- a = - ao - at il - all i2 - as is 

up.d nennen sie das zu a entgegengesetzte Quaternion. Die Operation der 
Differenzbildup.g soIl auch Subtraktion genannt werden. 
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Wir wenden uns nun zu der Definition des Prod'Ukte8 ab zweier 
Quaternionen (2). Diese Definition soll jedenfalls so getroffen werden, 
da.13 das sogenannte "distributive" Gesetz fiir die Produktbildung oder 
M ultiplikation erfiillt ist, d. h. da.13 die GIeichung 

(a+a'+ ... ) (b +b' + ... )=ab+ab' + .. . +a'b+a'b' + ... 
gilt, wenn a, a', ... und b, b', ... irgendwelche Quaternionen bedeuten. 

(6) 

Ind{lm wir zur Abkiirzung 

3 

a =.2) aui", 
«=0 

3 

b = .2)bp ip 
p=o 

schreiben, wobei io = 1 sein soll, setzen wir deshalb zunachst 

3 3 

(7) ab=.2) .2)aaiabpip• 
a=Of/=O 

Es leuchtet ein, da.13 hierdurch das Produkt a b als ein vollstandig be
stimmtes Quaternion definiert ist, wenn wir noch festsetzen, welche 
Quaternionen unter den 16 GIiedem aaia bpip der Sum me (7) verstanden 
werden sollen. Was dies betrifft, 80 soll ZUllachst die Bedeutung der 
Einheitsprodukte iaip durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 

(8) I ioip = ifiio = ifi, 

i; = i; = i; = - 1, 

i l i2 = is, i2 is = il , is il = i 2 , 

i 2 i l = - i3 , isi2 = - it' i l i3 = - i 2 , 

(/1=0,1,2,3) 

GIeichungen, die, beilaufig bemerkt, durch zyklische Vertauschung der 
Indizes 1, 2, 3 in sich iibergehen. Endlich solI au ia bpip dasjenige Qua
ternion sein, welches auk iaip hervorgeht, wenn wir die Komponenten von 
iaip mit dem Faktor aabp multiplizieren; also z. B., da nach (8) ilil = - is 
sein soIl, ist a2 i 2 bf i l = - at bl is ,zu setza-n. 

Fassen wir alles zusammen,j SO liefert nun der Ansatz (7) die folgende 
endgiiltige Definition des Produktes zweier Quaternionen: 

Sind 

(9) { a --:... ao + a l i l + a2 i2 + as is 

b = bo + bl i~ + b2 i2 + bs is 

zwei Quaternionen, so verstehen wir unter ihrem Prod'Ukte ab das (Juaternion 

(10) ab=po+Plil +p2i~+P3is' 

wobei Po, PI' P2 , Ps die a~ den Komponenten von a 'Und b /olgender
mafJen abgeleiteten Zahlen: 

1* 
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(11 ) 

bedeuten. 

Vorlesung 1. 

I Po = aobo - a l bl - a2 b2 - asba 

PI = aObl + al bo + a2 ba - aa b2 

P2 = aOb2 - al ba + a2 bo + aabl 

Pa = aoba + a1 b2 - a2 bl + aabo 

Da die Komponenten Po' PI' P2 ' Pa linear und homogen in den Kom-
ponenten von a, wie in denen von b sind, so ist klar, daB fiir je drei 
Quaternionen a, b, C die Gleichungen 

(12) a(b+c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ca 

gelten, daB also wirklich fiir die Multiplikation der Quaternionen das 
distributive Gesetz erfiillt ist. Es gilt aber auch, und dies ist ein wichtiger 
Punkt, das assoziative Gesetz der Multiplikation, d. h. es ist fiir je drei 
Quaternionen a, b, c 

(13) a(bc) ==-(ab)c. 

Denn sind a und b durch (9) definiert und etwa 

(14) 

so wird 

(15) 

wobei, gemaB (11), 

(16) I fJo = boco - bl ci - b2 c2 - bscs 

fJI = bOcl + bl Co + b2 ca - bsc!! 

fJ2 = bOc2 - bl Cs + b2 cO +-bScl 
fJa = boCa + bl c2 - b2 cI + bsco 

und die Gleichung (13), oder also 

(ao + al il + a2 i2 + aa is )( fJo + fJI il + fJ2 i2 + fJs ia) 

= (Po + PI i l + P2 i2 + Ps is) (co + ci i l + c2 i2 + Cs is) 

erweist sich durch Ausrechnung als identisch erfiillt. 

Dagegen· ist im Gebiete der Quaternionen das kommutative Gesetz 
der Multiplikation nicht allgemein giiltig, d. h. im allgemeinen ist ab nicht 
dasselbe wie ba. Dies geht aus den Formeln (11) unmittelbar hervor. 
Denn vertauschen wir die ao' aI' a2 , as mit den bo' bl , b2 , bs' so werden 
sich dabei PJ' P2' Ps im allgemeinen andern, so daB dann ab nicht gleich 
ba ist. De3 Naheren finden wir aus (11) fiir die Differenz von ab und ba 

(17) ab - ba = 2 (a2 bs - asb2 )il + 2 (aSbl - al bs)i2 + 2 (al b2 - a2 bl ) is 
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und es ist demnach 
ab = ba, 

oder also a mit b "vertauschbar", dann und nur dann, wenn die Gleichungen . , 

(18) allbs - aS b2 = 0, aSbl - a l bs = 0, a l b2 - aZbl = ° 
bestehen, oder auch, was dasselbe bedeutet, wenn 

(19) a l : a2 : as = bl : b2 : bs 

ist. Insbesondere ist jedes reelle Quaternion mit jedem beliebigen anderen 
vertauschbar. Wir wollen nun· noch einige wichtige besondere FaIle der 
Multiplikation betrachten. Sei a = ao + a l i l + a2 i2 + as is ein beliebiges 
Quaternion, so heif3e a' = ao - a l i l - a2 ill - as is das zu a konjugierte 
Quaternion. Aus den Definitionsgleichungen ( 11) fiir die Komponenten 
des Produktes zweier Quaternionen ergibt sich nun 

(20) 

D.h.: 

aa' = a'a = a 2 + a 2 + a 2 + all o 1 2 s· 

Da8 Produkt eine8 Quaternions in 8ein Konjugiertes i8t reell, und 
zwar gleich der Summe der Quadrate der vier Komponenten. 

Dieses Produkt bezeichnen wir symbolisch mit 

N(a) 

und nennen es die Norm des Quaternions a. 
Die Betrachtung der N ormen spielt in der Theorie der Quaternionen 

eine wichtige Rolle, und zwar beruht das namentlich auf dem M ultipli
kationstheorem der Norm, welches wir folgenderma.f3en erhalten. Bilden 
wir gema.f3 (11) das Produkt b' a' aus den zu b und a konjugierten Qua
ternionen, so erhalten wir als die Komponenten dieses Produktes die Werte 

boao - bl a l - b2 a2 - bsas = Po' 

- bOal - blaO+ b2 aS - bSa2 = - PI' 

- boa2 - bIaS - b2 aO + bSal = - P2 ' 

- boas + bl a2 ~ b2 al - bsao = - PS' 

d. h. die Komponen,ten des zu ab konjugierten Quaternions. Es gilt also 
fiir irgend zwei Quaternionen a und b die Gleichung 

(21) (ab)' = b'a'. 

Demnach kommt 

(22) N(ab) = (ab)(ub)' = abb'a' = aN(b) a' = aa' N(b) = N(a)N(b), 

d. h.: 

Die Norm de8 Produktes zwe~er Quaternionen ist gleich dem Produkte 
ihrer N ormen. 
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Eine unmittelbare Folgerung aus dies em Satze ist die Tatsache, daJ3 
das Produkt zweier Quaternionen nur verschwinden kann, wenn wenigstens 
einer der Faktoren des Produktes Null ist. Sei namlich 

ab= 0, 

so kommt durch Multiplikation mit (ab)' 

ab(ab)' = N(ab) =~ N(a)N(b) = 0 

und folglich entweder 

N ( a) = a; + a; + a2
2 + a32 = 0 oder N (b) = b; + b; + bi + bi = O. 

1m ersten FaIle ist notwendig ao = a1 = a2 = aa = 0, also a = 0, im 
zweiten FaIle notwendig b = O. Da offen bar 

ist, so ergibt sich 
a = 2ao - a' 

a 2 = a(2ao - a') = 2aoa - aa' = 2aoa - N(a). 

D. h. fur jedes Quaternion a gilt die Gleichung 

(23) a 2 = 2aoa - N(a). 

Um die Umkehrung der Multiplikation, also die Division, moglichst 
einfach behandeln zu konnen, schicken wir folgendes voraus: 

1st a ein von Null verschiedenes Quaternion, so ist seine Norm N(a) 
eine reelle positive Zahl. Multiplizieren wir nun die vier Komponenten 
des zu a konjugierten Quaternions a' mit dem reziproken Wert dieser 

N~rm, so entsteht das Quaternion N~a) a', welches wir als das inverse 

Quaternion von a bezeichnen und durch 

(24:) 1 a-I =--a' 
N(a) 

andeuten wollen. Der Gleichung (20) zufolge geniigt a-I den Gleichungen 

(25) aa- l = a~la = 1 

und ist durch jede dieser Gleichungen auch vollig bestimmt. Denn solI z. B. 

xa=l 

sein,so folgt durch Multiplikation mit a-I 

xaa- l = x· 1 = x = a-t, 

so daJ3 also x mit a-I zusammenfallen muJ3" 

Was nun die Division im Gebiete der Quaternionen angeht, so gibt 
es zwei, im allgemeinen verschiedene Quotienten ei~es Quaternions b durch 
ein Quaternion a, welches letztere von Null verschieden vorausgesetzt wird. 
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Diese Quotienten sind beziiglich die Losungen ba- 1 und a-lb der beiden 
Gleichungen 

xa=b, bez. ax=b. 

Durch die Festsetzungen und Betrachtung~n dieser Vorlesung sind nun 
im Gebiete der Quaternionen die Operationen der Addition, Subtraktion, 
Multiplikation und Division vollig bestimmt, wobei aber die Division durch 
das Quaternion Null ausgeschlossen bleibt. Wir wollen schlieBlich noch 
bemerken, daB die Gleichung 

N(ab) = N(a)N(b) 

auf die schon von Euler aufgestellte Identitat 

(aobo - albl - a2 b2 - a:1ba)2 + (~Obl + albo + a2 b'l- aa b2)2 

+ (aOb2 - a l ba + a2 bo + aabJ2 + (aoba + a1 b2 - a2 b1 + aa bo)2 

= (aJ + a; + ai + a:i) (bJ + b; + bi + b;) 

hinauskommt, welche sich auch leicht direkt bestatigen laBt. 



Vorlesung 2. 

Die Qnatemionenkorper nnd ihre Permntationen nnd Inversionen. 

Wir werden im folgenden ausschlie13lich solche Gleichungen zwischen 
Quaternionen a, b, c, ... , 1 zu betrachten haben, welche die Gestalt 

(1) Rl (a, b, c, ... , l) = R2 (a, b, c, ... , l) 

besitzen, wo Rl und R2 durch alleinige Anwendung der Addition, Sub
traktion, Multiplikation und Division aus a, b, c, ... , 1 gebildet sind. Des
halb werden wir unter einer Gleichung zwischen Quaternionen schlechthin 
stets eine Gleichung der Form (1) verstehen. 

Einen Ausdruck der Gestalt Rl (a, b, c, ... , l) wollen wir auch als 
eine rationale Funktion der Quaternionen a, b, c, ... , 1 bezeichnen. Zu 
diesen rationalen Funktionen gehoren insbesondere die Quaternionen 
a, b, c, ... , 1 selbst, wie die Gleichung 

a=a+a-a 

zeigt. Desgleichen das Quaternion 

O=a-a 

und, falls unter den Quaternionen a, b, c, ... , 1 mindestens eines, etwa a, 
vorhanden ist, welches nicht Null ist, das Quatirnion 

1 = aa- 1 

und daher auch jede rationale Zahl, weil eine solche durch ausschlieBliche 
Anwendung der Operationen der Addition, Su btraktion und Division aus 
dem Quaternion 1 gebildet werden kann. 

Wir fiihren nun die folgende Definition ein: 

Ein System von unendlich vielen Quaternionen heif3t ein K orper, 
wenn in dem Systeme die Operationen der Addition, Subtraktion, Mul
tiplikation und Division, abgesehen von der Division durch Null, un
beschrankt aus/uhrbar sind. 

D. h. es sollen, wenn a und b dem System angehoren, stets auch 
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a+ b, a - b, ab und, falls a nicht Null ist, auch ba- 1 und a-1b III 

dem System vorkommen. 

Es leuchtet ein, da.B, unter a, b, c, ... , l Quaternionen eines Korpers 
verstanden, auch jede rationale Funktion 

R(a, b, c, ... , l) 

dieser Quaternionen dem Korper angehOrt. Daher gehOrt auch jedem be
liebigen Korper jede rationale Zahl aI?-. 

Das nachstliegende Beispiel eines Korpers wird von der Gesamtheit 
aller Quaternionen gebildet. Diesen Korper wollen wir als den~ "KiYrper Q" 

bezeichnen. 

Ein anderes Beispiel erhalten wir in der Gesamtheit aller rationalen 
Quaternionen, wobei wir unter einem "rationalen" Quaternion ein solches 
verstehen, dessen vier Komponenten gewohnliche rationale Zahlen sind. 
Diesen Korper der rational en Quaternionen werden wir weiterhin mit R 
bezeichnen. 

Jeder beliebige Korper ist offenbar ein "Unterk6rper" des Korpers Q, 
d. h. er enthiilt nur Elemente, die auch dem Korper Q angehOren. 

An den Begriff des Korpers kniipfen wir nun den Begriff der Per
mutation eines Korpers durch folgende Festsetzung: . 

Ordnet man jedem Quaternion a eines K6rpers nach irgend einem 
Gesetze ein Quaternion f ( a) zu, so heipt die Substitution 

(a,f(a), 

die in der Ersetzung von a durch f ( a) besteht, eine Permutation des 
K6rpers, wenn durch die Anwendung dieser Substitution jede Oleichung 
zwischen Quaternionen des K6rpers .in eine richtige Oleichung ubergeht 
und nicht die siimtlichen Quaternionen f ( a ) Null sind 2) 3). 

Wir beweisen nun folgenden Satz: 

Die Substitution (a, f(a) ist stets und nur dann eine Permutation, 
wenn die Quaternionen f (a) nicht siimtlich Null sind und wenn /erner 
die beiden Oleichungen 

(2) f(a + b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a) f(b) 

bestehen, unter a, b zwei beliebige Quaternionen des KiYrpers verstanden. 

Zunachst ist leicht ~inzusehen, da.B die Gleichungen (2) jedenfalls 
gilltig sein miissen. Denn sind a und b irgend zwei Quaternionen des 
Korpers und bezeichnen wir mit s ihre Summe, mit p ihr Produkt, so 
bestehen die Gleichungen 

s=a+b, p =ab. 
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Dadiese Gleichungen nun durch Ausiibung der Substitution (a, f (a)) 

richtig bleiben sollen, so muB 

f(s) = f(a) + f(b), f(p) = f( a) fCb) 

sein und diese Gleichungen gehen in die Gleichnngen (2) iiber, wenn wir s 
durch a + b und p durch ab ersetzen. 

Wir zeigen jetzt, daB umgekehrt (a, f(a)) eine Permutation des 
Korpers ist, wenn die Gleichungen (2) gelten. Hierzu dienen folgende 
Betrachtungen. 

Aus f ( a + 0) = f ( a ) + f (0) folgt zunachst f ( 0) = 0, d. h. dem 
Quaternion 0 entspricht das Quaternign f (0) = o. Es gibt ferner kein 
anderes Quaternion a, dessen entsprechendes f ( a) Null ist. Denn aus 
der zweiten Gleichung (2) folgt, wenn f (a) = 0 ist, daB f (ab) = 0 ist. 
Wiirde nun a nicht Null sein, so ware b so bestimmbar, daB ab ein be
liebig gewahltes Quaternion c des Korpers wird. Es wiirden dann also, 
entgegen der Voraussetzung, die samtlichen den Quaternionen des Korpers 
zugeordneten Quaternionen f ( c) ~rschwinden. Hieraus wollen wir so
gleich eine weitere wichtige Folgerung ziehen. Ersetzen wir namlich in der 
ersten Gleichung (2) a durch a-b, so kommt f(a)=t(a-b)+f(b) 
und also 

(3) f(a - b) = f(a) - feb). 

Ist nun f ( a) = f ( b), so wird f (a - b) = 0 und also a - b = 0 
oder a = b. 

Wenn also a und b zwei verschiedene Quaternionen des KOrpers sind, 
so sind notwendig auch die zugeordneten Quaternionen f (a) und f ( b ) 
voneinander verschieden. 

N unmehr seien a und b irgend zwei dem Korper angehOrende Qua
ternionen. Geht dann c durch Addition, Multiplikation oder Subtraktion 
aus a und b hervor, ist also entweder 

c = a + b, oder c = a· b, oder c = a - b, 

80 entsteht das c zugeordnete Quaternion f ( c) nach (2) und (3) dadurch, 
daB man a und b beziiglich durch f ( a) und f ( b) ersetzt. Das Analoge 
gilt aber auch, wenn c durch Division aus a und b hervorgeht, d. h. wenn 
c durch eine der beiden Gleichungen 

ca=b, ac=b 

bestimmt wird, wobei a von Null verschieden vorauszusetzen ist. Nach 
der zweiten Gleichung (2) ist dann namlich 

f(c)f(a)=f(b) bez. f(a)f(c)=f(b), 
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ferner ist f( a) nieht Null und also f( c) genau so dureh f( a) und f(b) 
vermoge Division bestimmt, wie c dureh a und b. 

Dureh wiederholte Anwendung dieser Tatsaehen folgt: 

Bezeichnet R (a, b, c, ... , l) eine rationale Funktion der Quater
nionen a, b, c, ... , 1 des Korpers und also ebenfalls ein dem Korper an
gehorendes Quaternion, so ist das dem letzteren zugeordnete Quaternion 
R (f(a), fib), {(c), ... , f(l)l. 

D.h.es entsteht aus f(a),f(b),f(c), ... ,f(l) durehgenaudieselben 
Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division, wie 
R (a, b, c, ... , l) aus a, b, c, ... , 1 entstanden ist. 

Gilt nun eine Gleiehung der, Gestalt 

Rl (a, b, c, ... , l) = R2 (a, b, c, ... , l), 

so wird das der linken Seite zugeordnete Quaternion dasselbe sein, wie 
da~ der reehten Seite zugeordnete, da ja beide Seiten ein und dassel be 
Quaternion des ,Korpers vorstellen. Es ist also 

Rl (f(a), f(b), f( c); ... , {(l)) = R2 (f(a), f(b), f(c), ... , f(l)), 

womit nun bewiesen ist, daB die Substitution (a, f(a) eine Permutation 
des Korpers ist, wenn die Gleiehungen (2) vorausgesetzt werden. 

Beziiglieh der Permutationen haben wir nun noeh einige allgemeine 
Bemerkungen zu maehen. Setzen wir in der Gleiehung f( ab) = f( a) f(b) 
fiir a das Quaternion 1 und fiir b ein von Null versehiedenes Quaternion, 
so sehen wir, daB stets f (1) = 1 sein muB. Da nun jede rationale Zahl r 
aus der Zahl 1 dureh Addition, Subtraktion und Division gebildet werden 
kann und f (r) in derselben Weise aus f (1) = 1 entsteht, wie r aus 1, 
so muB aueh stets f (r) = r sein. D. h. : 

Die rationalen Zahlen, die in jedem KOrper K enthalten sind, gehen 
bei jeder Permutation des Korpers K in sich iiber. 

Es sei jetzt K irgendein Korper und (a, f (a)) eine Permutation des
selben. Durehliiuft nun a aIle Quaternionen des Korpers K, so dureh
liiuft f( a) gleiehzeitig ein unendliehes System von untereinander versehie
denen Quaternionen, welches passend mit f (K) bezeiehnet werden kann. 
Dieses System f (K) ist wiederum ein Korper., Denn gleiehzeitig mit 
f ( a) und f (b) gehoren aueh Summe, Differenz, Produkt und Quotient 
von f( a) und f(b) dem Systeme an, weil 

j'(a)+f(b)=f(a+b), {(a)-f(b)=f(a-b) usw. 
ist. 

~ eben den Permutationen konnen wir noeh eine andere iihnliehe Art 
von Substitutionen der Korper betraehten, die wir Inversionen nennen 
wollen. 
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Bedeutet niimlich a jedes Quaternion eines Karpers, so soll die 8ub-
stitution 

(a, ((a) 

eine "Inversion" des K6rpers heifJen, wenn die Quaternionen ((a) nicht 
siimtlich verschwinden, und wenn ferner fur je zwei Qnaternionen a, b 
des Karpers die Gleichnngen 

(4) r(a + b) = fCa) + f(b), f(ab)=f(b)f(a) 

gelten. 

Die Inversionen lassen sich leicht auf die Permutionen zuriickfiihren. 
Denn wegen der Gleichungen 

(a + b)' = a' + b', (ab)' = b' a', 

ist die Substitution 
(a, a'), 

wobei a' das zu a konjugierte Quaternion bedeutet, offenbar fiir jeden 
Korper eine Inversion. Und hieraus folgern wir sofort, daB die Substitution 

(a, f'(a) 

die allgemeinste Inversion eines Korpers vorstellt, wenn (a, f(a) seme 
allgemeinste Permutation ist. 

Wir bemerken endlich noch, daB fUr jeden beliebigen Korper K stets 
die folgenden· Permutationen existieren: 

Erstens: Es bedeute q ein von Null verschiedenes, iibrigens be
liebiges Quaternion. Ordnet man nun dem Quaternion a das Quaternion 
qaq-l zu, so ist hierdurch eine Permutation des Korpers K definiert. 
Denn es ist 

q(a + b )q-l = qaq-l + qbq-l, q(ab )q-l = qaq-l.qbq-l. 

Zweitens: Es mogen a, p, r eine Permutation der Indizes 1, 2, 3 
bilden. Sodann bezeichne f( a) dasjenige Quaternion, welches aus a da
durch hervorgeht, daB man i 1 , i 2 , is durch bez. ± i,,, + i p, ± i)' ersetzt, 
wobei die Vorzeichen der Bedingung 

(5) ± i,,· + ij:l' ± iy = - 1 

geniigen sollen. Dieser Bedingung konnen wir immer geniigen, da 

i1 . i2 . is = is . is = - 1 

ist. Die anf solche Weise definie'rten Snbstitutionen (a, f ( a)) sind dan n 
wiedernm Permntationen fur jeden beliebigen K6rper K. 

Denn jede Gleichung zwischen Quaternionen bleibt richtig, wenn man 
auf dieselbe die Substitution 
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( 6) ( il , i2 , is) 
± i", + ip, + iy 

anwendet, weil diese Substitution unter der Bedingung ( 5 ) die Gleichungen (8 ) 
der ersten V orlesung in sich iiberfiihrt. 

Da es sechs Permuta.tionen a, (3, r gibt und acht mogliche Vorzeichen
kombinationen, so gibt es im ganzen 48 Substitutionen (6), von welchen 
die Halfte, also 24, der Bedingung (5) geniigen, wahrend fUr die andere 
Halfte die Gleichung 

+ i" . ± ip . + iy = + 1 

stattfin~et. Diejenigen Substitutionen (6), fUr welche die letzte Gleichung 
[und nicht die Gleichung (5)] gilt, bilden, wie leicht zu zeigen, nicht 
Permutationen, sondern Inversionen. 

Dbrigens werden wir spater sehen, da13 die Permutation (a, qaq-l) 
durch geeignete Wahl des Quaternions q mit jeder der hier betrachteten 
24 Permutationen (6) zum Zusammenfallen gebracht werden kann. 
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Der Korper R und seine Permutationen. 

Auf den Korper R der rationalen Quaternionen, welcher also die
Jemgen Quaternionen 

(1 ) 

umfaBt, deren Komponenten ao' al' at' as rationale Zahlen sind, werden 
sich fast aIle nun folgenden Betrachtungen beziehen. Zuniichst wollen wir 
die siimtlichen Permutationen dieses Korpers bestimmen. 

Zu' dem Ende beweisen wir ·den folgenden Hil£ssatz: 

Genugt irgendein Quaternion j der Gleichung 

(2) r=-l, 

so lafJt sich das Quaternion q so wahlen, dxfJ 

(3) 

ist. 
Sei niimlich b em beliebiges von Null verschiedenes Quaternion und 

(4) c = jb - bi1 • 

Wenn nun c = 0 ist, also 

jb = bil , oder j = bilb-\ 

so wird q = b die Gleichung (3) befriedigen. 
Wenn aber c nicht Null ist, so folgt aus (4) 

und 

so daB 

und also 

ist. Dann wird also 

. .2b 'b' b'b . J c = J- J tl = - - J tl 

cil = jbil - bi: = jbil + b, 

jc = -cil 

der Gleichung (3) geniigen. 
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Dies vorausgeschickt, sei (a, f (a)) irgendeine Permutation des Kor
pers R. Vermoge derselhen mogen die Einheiten i 1 , i 2 , is, welche dem 
Korper R angehoren, iihergehen in die Quaternionen 

{(i1 )=il' {(i'J)=iz' {(is)=is· 

Dann wird em heliehiges rationales Quaternion (1) iibergehen m 

(5) l(a)=ao+a1i1 +at i2 + as is , 

weil bei jeder Permutation die rational en Zahlen ao' al' a2 , aa m sich 
selbst iibergehen. 

Wir zeigen nun, daB das Quaternion q sich so bestimmen HiBt, da13 

(6) 

und folglich 
f(a)=qaq-1 

wird~ Indem man die Permutation (a, f (a)) auf die Gleichungen (8) der 
erst en Vorlesung anwendet, erkennt man zunachst, daB 

i1i2 = - i2i1 '-- is, 

i3i1 = - ilia = i2 
sem mu13. Vermoge des Hilfssatzes konnen Wlr q1 so bestimmen, daB 

wird. Wir setzen nun 

( 8 ) k1 = q; 1 i1 q1 = i1 , k2 ~ q; 1 i2 q1 ' k2 = q; 1 ia q1 ' 

welche Quaternionen denselben Gleichungen (7) geniigen, wie i1' i2' ia· 
Sei dann weiter 

( 9) q2 = 1 oder q2 = k2 is - i1 = - ( k2 i2 + 1) il' 

je nachdem k2 = i2 ist oder nicht. Man hat dann 

(10) 

1m. ersten Falle, wo q2 = 1 zu nehmen ist, leuchtet dies unmittelbar 
em. 1m zweiten Fane aber folgen die Gleichungen (10) aus den sich 
aus (9) ergebenden Relationen 

q2 i z = - k2 i1 - ia , k'l. q2 = k: ia -'- k'l. i1 = - is - k2 i1 , 

q'l. il = k2 i2 + 1, kl q2 = i1 q2 =. i1 k2 ( i1 i2) + 1 = k2 i'.l, + 1 , 

wobei von der Gleichung i1 k'J il = k1 k2 kl = ka k1 = k2 Gebrauch gemacht 
wurde. 

Infolge der Gleichungen (10) wird nun 

( 11 ) q; 1 kl q'J = il' q; 1 k2 q2 = i2 , 

q;lksq2 = q;lk1k2q'J = (q;llcI Q'J)(q;lk2 Q'J) 'iIi'!. = is· 
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Kombiniert man hiermit die Gleichungen (8), so erkennt man, da/3 
das Quaternion 

den Gleichungen (6) gentigt. 
Somit konnen wir nun folgenden Satz aussprechen: 
Die allgemeinste Permutation des Kiirpers R der rationalen Quaternionen 

entsteht, u;enn man dem Quaternion a das Quaternion qaq- 1 z1wrdnet, un
ter q ein beliebig gewahltes, von Null verschiedenes Quaternion verstanden. 

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welcher Bedingung zwei Qua
ternionen q und ql zu derselben Permutation des Korpers R Anla/3 geben. 

Sei fUr einen Augenblick 

(12) q-lql = r = ro + rlil + r2i2 + rsis' also ql = qr 
gesetzt. Damit nun die Permutationen 

(a, qaq-l) und (a, qlaq~1) = (a, qrar- 1q-l) 

identisch seien, mu/3 fUr jedes rationale Quaternion a 

qaq-l = qrar- 1q-1, also a = rar- 1 oder ar = ra 

seIne Nehmen wir bier a = il bzw. a = i2 , so kommt i1 r = ril' 
i'}.r = ri2' d. h. 

i1 rO - r1 + r2 iS - rSi2 = roil - rl - r2 iS +'rSi2' 
i2 r 0 - r1 is - r2 + r S i1 = r 0 i2 + r I is - r 2 - ra il " 

woraus r 2 = 0, rs = 0, rl = ° folgt. Demnach mu./3 rein reelles Qua
ternion sein. 

Es ergibt sich also die folgende Antwort auf die aufgeworfene Frage: 
Die beiden Permutationen (a, qaq-1) und (a, ql aq; l) des Kiir

pers R sind stets und nur dann identisch, wenn ql = rq ist, unter r 
ein reelles Quaternion verstanden. 

Wenn q ein rationales Quaternion bezeichnet, so durchlauft qaq- 1 
gleichzeitig mit a die Gesamtheit der rationalen Quaternionen und die 
Permutation (a, qaq-1) fiihrt also den Korper R in sich tiber. Wenn 
umgekehrt der Korper R durch die Permutation (a, qaq-1) in sich iiber
geht, so hat man 

(13) qi1=ilq, qi2 =i2q, qis=isq, 
wo il' i2' is rationale Quaternionen bedeuten. Durch diese Gleichungen, 
die. linear und homogen mit rationalen Koeffizienten fUr die Komponenten 
von, q sind, miissen diese Komponenten nach dem vorhergehenden Satze 
bis auf einen reellen Faktor vollig bestimmt sein, und somit folgt: 

Bezeichnet q ein beliebiges von Null verschied~nes rationales Qua
ternion, so stellt (a, qaq-l) die allgemeinste Permut!J-tion vor, die den 
Kiirper R der rationalen Quaternionen in sich uberfuhrt. 
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Die ganzen Quaternionen. 

Die Zahlentheorie im Korper R der rational en Quaternionen ist wesent-
1ich abhangig von der Festsetzung dariiber, was man unter einem ganzen 
Quaternion verstehen will. Denn erst nach der Definition des Begriffes 
"ganzes Quaternion" kann man von der "Teilbarkeit" sprechen. Das 
Nachstliegende wiirde nun offenbar sein, ein rationales Quaternion dann 
als "ganz" zu bezeichnen, wenn seine Komponenten ganze Zahlen sind 4). 
Indessen stellte sich heraus - und dies war von vornherein nach Analogie 
der Theorie der endlichen Zahlkorper zu vermuten -, daB man zuviel 
einfachereh Gesetzen gefiihrt wird, wenn der Begriff des ganzen Quaternions 
in umfassenderer Weise festgelegt wird. 

Urn dies en Begriff so, wie wir ihn hier unserer Zahlentheorie der 
Quaternionen zugrunde legen wollen, vorzubereiten, stellen wir zunachst 
folgende Betrachtungen an. 

Unter einem Modul verstehen wir ein System von Quaternionen, inner
halb dessen die Operationen der Addition und Subtraktion unbeschrankt 
ausfiihrbar sind. Es sollen also gleichzeitig mit a und b stets auch a + b 
und a - b in dem Systeme vorkornmen. Ein solcher Modul heiBt endlich, 
wenn seine Quaternionen samtlich aus einer endlichen Zahl unter ihnen, 
etwa ql' q2' ... , qr' durch Addition und Subtraktion abgeleitet werden 
konnen, so daB der Modul aIle rind nur diejenigen Quaternionen q um
faBt, welche in der Form 

(1) 

enthalten sind, unter m1 , m2 , ••• , mr ganze Zahlen verstanden. Ein solches 
System ql' q2' ... , qr heiBt dann eine Basis des betreffenden Moduls. Ein 
endlicher Modul ist durch Angabe einer Basis vollstandig bestimmt; denn 
aIle seine Glieder konnen wir nach Formel (1) herstellen, 'wenn wir 

ql' q2' ... , q" kennen. 
Zur Bezeichnung desjenigen Moduls, welcher durch die Quaternionen 

Ql' q2' ... , qr als Basis bestimmt ist, werden wir das Symbol 
H u rw i tz. Vorlesungeo. 2 
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[ql' q2' ... , q .. J 
anwenden, welches demnach nichts anderes bedeutet, als das System aller 
in der Form (1) darstellbaren Quaternionen. 1m folgenden wird es sich 
nur uni Moduln handeln, deren samtliche Glieder dem Korper R an
gehoren, also rationale Quaternionen sind, und unter einem Modul schlecht
hin wollen wir deshalb immer einen sol chen im Korper if enthaltenen 
Modul verstehen. 

Es gilt nun der folgende Satz: 
Ein endlicher M odul besitzt stets eine, aus vier Quaternionen der 

Gestalt 

( 2 ) ql = a10 , q2 = a20 + a21 il , q3 = a30 + aSI il + as'.! i 2 , 

q4 = a40 + au i l + a42 i'.! + a43 iS 

bestehende Basis. 

Denken wir uns zunachst die Glieder q des Moduls in der Form (1) 
dargestellt, so erkennen wir, daB 

(3) 

gesetzt werden kann, wo ao' ai' a,l' a3 ganze Zahlen und m den General
nenner der Komponenten der in (1) auftretenden Quaternionen Ql' q'.!, ... , q .. 
bezeichnet. Es bedeutet also m eine bestimmte positive ganze Zahl. Wir 
bestimnien nun q4 nach folgender MaBgabe: Wenn unter den Quaternionen (3) 
des Moduls keines vorhanden ist, £iir welches a3 nicht Null ist, so setzen 
wir q4 = o. Andernfalls nehmen wir £iir q4 eines derjenigen Quaternionen 
des Moduls, £iir welches a3 nicht Null und absolut moglichst klein ist. 
Da mit q stets auch - q = q - q - q dem Modul angehort, so darf das 
betre~ende a3 positiv vorausgesetzt werden. Das auf diese Weise be
stimmte Quaternion q4 s~i 

(4) do + dl i l + d2 '4a + daia 
q4= m 

In analoger Weise bestimmen wir die Quaternionen 

(5) Co + CI i l + Cg i2 bo + bl i l q = ao qs = ---;n--' q2 = --,;;;--, 1 m . 

Namlich: Es wird q3 = 0 genommen, wenn unter den Quaternionen des 
Moduls, welche (wie z. B. das Quaternion Null) die Form 

ao + aliI +a2 i2 q=--m--

besitzen, keines vorhanden ist, fiirwelches a2 nicht Null ist. Andernfalls 
aber nehmen wir fiir qs ein solches Quaternion des Moduls, fUr welches a'.l 
positiv und moglichst klein ist. Entsprechend sind die Quaternionen q2 
und ql zu wahlen. 
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Betrachten wir nun ein beliebiges, aber bestimmtes Quaternion (3) 
des Moduls, so konnen wir, falls ds positiv ist, die ganze Zahl k4 so 
wahlen, daB as - k4 ds nicht negativ und kleiner als ds wird; wir brauchen 
dazu fiir k4 nur den Quotienten der Division von as durch ds zu nehmen. 
Das Quaternion q - k4 q4 hat nun notwendig die Gestalt 

(6) 

Denn ware der Faktor as - k4ds von is, der in q - k4q4 auf tritt, nicht 
Null, so wiirde . q - k4q4 ein Quaternion des Moduls sein, bei welchem 
der Faktor von is kleiner als ds ist, was der Bestimmungsweise von q4, 
widerspricht. Durch Wiederholung dieser SchluBweise erkennen wir, daB 
zunachst die ganze Zahl ks so gewahlt werden kann, daB (q - k4 q4) - ks qs 

"+ fl' die Fom ao :1 II erhalt, und sodann weiter die ganzen Zahlen k9 und ki 

so, daB q - k4q4 - ksqs - k2q2 - klql = 0 oder 

( 7) 

wird. Hiermit ist unser Satz bewiesen und zugleich gibt unser Beweis 
eine Methode, um Quaternionen ql' q2' qa' q4 zu bestimmen, die dem Satze 
geniigen. 

Wir wollen nun weiter unter einem Integritatsbereich des Korpers R 
einen solchen endlichen Modul verstehen, innerhalb dessen auBer den 
Operationen der Addition und Subtraktion auch die der Multiplikation 
unbeschrankt a;usfiihrbar ist, und es solI sich jetzt darum handeln, aIle 
Integritatsbereiche zu be.stimmen, welche die vier Einheiten 1, iI' i2 , is 
enthalten. 

Es sei J ein solcher Integritatsbereich und 

(8) 

eine Basis desselben. Da 1, iI' i 2 , is dem Integritatsbereiche angehOren, 
so ist nach der im vorhergehenden Beweise gegebenen Bestimmungsweise 
von ql' q2' qs' q4 klar, daB ao, bl , c2 , ds positive ganze Zahlen sind, von 
denen jede einzelne < mist. Nun muB qi als in J vorkommendes 
Quaternion gleich kql' .also qi = k eine positive ganze Zahl, daher ao = m 
und ql = 1 sein. Zurnaheren Bestimmung von q2 sei fiir einen Augenblick 

q2 = a + {lil 

gesetzt, -wo also {J = ~ < 1 iat. Dann ist m-

q: = 2a~2 - (a 2 + (J2) 
2* 
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notwendig, da nur die Einheiten 1 und il enthaltend, aus ql und q2 EU
sammengesetzt, also 

qi = k1 ql + k2 q2 = kl + k2q2' 

wo kl und k2 ganze Zahlen bedeuten. Aus den Gleichungen 

2 a = k2 , a 2 + [J2 = - kl 

folgern wir, daB 2 a und wegen 

(2,8)2 + (2a)2= - 4kl 

auch 2,8 eme ganze Zahl sein muB. Die Kongruenz (2,8)2+ (2a)2 _ 0 
( mod 4) kann aber nur bestehen, wenn 2,8 und 2 a gerade Zahlen sind. 
Foiglich miissen a und ,8 ganze Zahlen und insbesondere, weil 0 < ,8 < 1 
ist, ,8 = 1 sein. Demnach kommt 

q2 = a + ,8 il = a + ii . 
Nun andert sich der Modul 

J = [ql' q2' q:p q4] = [1, a + iI' qa' q4] 

nicht, wenn q2 durch q2 - aql = il ersetzt wird. Daher diirfen wir neben 
ql = 1 fiir q2 das Quaternion 

wahlen. 
Aus diesem Resultate ziehen wir noch eine weitere Folgerung. Sei 

namlich 
r + sil 

ein im Integritatsbereich J vorkommendes Quaternion, welches nur die 
Einheiten 1 und i l enthiilt, so mnB dasselbe die Form 

k1 ql + k2 q2 = kl + k2il 

haben, wo kl und k2 ganze Zahlen bedeuten. Daher sind r = kl' s = k2 
notwendig ganze Zahlen. Nun sind aber bei unserer ganzen Betrachtung 
die Einheiten i l , i 2 , i3 vollig gleichberechtigt, so daB wir den Satz aus
sprechen konnen: 

J edes zweigliedrige Quaternion von einer der Gestalten 

r+si1 , r+si2 , r+si3 , 

welches dem Bereiche J angehOrt, hat notwendig ganzzahlige Kom
ponenten r, s. 

Betrachten wir nun die Gleichung 

2 _ 2 Co _ c3 + cl + c: 
q3 - m q3 m2 

und bemerken wir, daB qi als Quaternion' des Bereiches J, das die Ein
heit i3 nicht enthiilt, die Form 
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le1q1 + le2q2 + Maqa = le1 + le2i1 + Maqa 

besitzen muB, so folgt, daB le2 = 0 und 

2 roo = le 
m a' 

C8+Cf+C: _ le 
~--- 1 

ganze Zahlen sind. Folglich kommt im Bereiche Jauch 

') 2co 2c1 i,+2c2 i 2 ...,qa - -m- q1 = m 
und also auch 

. 2 c1 i, + 2 C2 i. - 2 c, + 2 c2 ia 
~1· m = m 
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Nach dem soeben bewiesenen Satze sind daher auch 2 c, und 2 c2 

m m 
vor. 

ganze Zahlen. Wir setzen nun 

2co+2c,i, +2c2 i2 qa = -~---- -2m --

wo also r, 8, t ganze Zahlen bedeuten. 

r + si, +ti2 
--2---

Da aber 

eine ganze Zahl ist.. so muB jede der Zahlen r, 8, t durch 2 teilbar sein; 
denn die Kongruenz 

kann nicht bestehen, wenn auch nur eine der Zahlen r, 8, t ungerade ist. 
Wir haben also '+ ,. +t'· qa = r 8 ~1 ~2' 

wobei t' = ~ < 1 und folglich als positive ganze Zahl = 1 ist. Nun 

konnen wir wieder, ohne den Bereich 

J = [qp q2' qa' q4J = [1, ip ljs' q,J 

zu andern, qa durch 

ersetzen, so daB 

genommen werden dad. 
Was endlich q4 angeht, so muB mit q4 auch 

. . + _ do+d,i,-d2i2-dai3 + do + dti, +d2 i.+d3i 3 
- ~1 q4 ~1 q4 - m m' 

2 do + 2 d, i,. B . h J k F I 1· h . d 2 do 2 d, d. h. m 1m erelc e vor ommen. 0 g lC sm m' m ganze 

Z~hlen. Analog ergibt sich, daB 2 d2 , 2 d~ ganze Zahlen sind und also 
m m 
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gesetzt werden kann. Wegen ~ = i < 1 ist u = 1 oder 2 und, weil q~ 
durch 

L-~L-~L-~L=L-~-~~-~~ 

ersetzt werden darf, unter kl' k2' ks belie big zu wiihlende ganze Zahlen 
verstanden, k6nnen r, 8, t je auf einen der beiden Werte 0 und 1 gebracht 
werden. Au.6erdem muB noch, weil 

r2+s2+t2+U2 
q; , rq4 - 4 

ist, r2 + 8 2 + t 2 + u 2 durch 4 teilbar sein. Fur u = 1 muB daher 
r = 8 = t = 1, fUr u = 2 aber r = 8 = t = 0 sein. 

Fassen wir alIes zusammen, so haben wir also folgendes Resultat 
gewonnen: 

Bezeichnet J einen IntegritatBbereich de8 K6rper8 R, welcher die 
vier Einheiten enthrilt, 80 mufJ der8elbe entweder mit dem Modul 

[1 ... 1 + it + i2 + ia] [ . . . 1 + it + is + is] 
'~1' ~2' 2 = ~1' ~2' ~s' --2----

oder aber mit dem M odul 

zusammenfallen. 

Der erste dieser Moduln, den wir weiterhin stets mit J bezeichnen 
werden, umfaBt die Gesamtheit der Quaternionen 

(9) 

der zweite Modul, den wir stets mit J;, bezeichnen werden, die Gesamt
heit der Quaternionen 

(10) 

wo beide Male ko' kl' k2' ks aIle ganzen rationalen Zahlen zu durchlaufen 
haben. DaB der Modul Jo wirklich ein Integritiitsbereich ist, daB also 
das Produkt zweier Quaternionen der Gestalt (10) wieder ein solches ist, 
leuchtet unmittelbar em. Aber auch der Modul Jist ein Integritiits
bereich, wie aus den Gleichungen 

(11) '2 1· it-l-!:ia-i. +. +. 
(! = (! -, ~1(! = ---2-- = - (! ~1 ~s' 

. it-l-ia+i.. +. +. 
(!~1 = ---2-- = - (! ~l ~2 

und den analogen fur i 2 (!, i s(!' (!i2 , (!is hervorgeht. 

Der Bereich J enthiilt, da ihm i l , i 2 , is und auch 

1 = 2 (! - i l - i2 - is 
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angehoren, den ganzen Bereich Jo der Quaternionen mit ganzzahligen Kom
ponenten in sich; es ist also J der umfassendere Bereich. Daher stellen 
wir nun die fiir alles weitere grundlegende Definition des ganzen Quaternions 
folgenderma13en fest: 

Ein Quaternion hei fJt "ganz", wenn es dem I ntegrifiitsbereich J an
geh6rt, wenn es also auf die Form 

(12) 

gebracht werden kann, wo ko' k1 , k2' ks ganze Zahlen bedeuten, und e 
das Quaternion 

(13) 

bezeichnet. 

Der allgemeine Ausdruck (12) eines ganzen Quaternions lii.l.3t slch 
auch in die Gestalt setzen 

(14) 

wobei dann 

ist. Hieraus schlie13en wir: 

Die Gleichung (14) stellt das allgemeinste ganze Quaternion dar, 
wenn. man unter go' gl' g2' gs irgendwelcke ganze Zahlen versteht, die 
entweder siimtlich gerade oder siimtlich ungerade sind. 

Das konjugierte Quaternion g' zu einem ganzen Quaternion gist 
ebenfalls ganz, und daher N(g) = gg' eine positive ganze Zahl, was auch 
die Gleichung 

(16) N(g) =l(g6 + gl +g:+gl)=k6+kl+ k:+kl+ko(kl +k.+ ks ) 

direkt bestatigt. Endlich wollen wir noch bemerken, daB das Quaternion 
( 12) dem Bereiche Jo angehOrt oder nicht, je nachdem ko gerade ist 
oder nicht. 

N achdem wir nun den Begriff des ganzen Quaternions festgelegt haben, 
definieren wir die "Teilbarkeit" folgenderma13en: 

Das ganze Quaternion a heifJt durch das ganze Quaternion b rechts
seitig bzw. linksseitig teilbar, wenn die Gleichung 

a=cb, bzw. a=bc 

durch ein passend gewiikltes ganzes Quaternion c befriedigt werden kann. 

Es soIl dann auch b ein "rechtsseitiger" oder "rechtsstehender" bzw. 
"linksseitiger" oder "linksstehender" Divisor von a heillen. Hiernach ist 
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das von Null verschiedene ganze Quaternion b ein rechtsseitiger bzw. links
seitiger Divisor von a, wenn a b -1 bzw. b -1 a ganz ist. 

N eben den genannten Bezeichnungen wollen wir auch die Rede
wendungen gebrauchen: a sei durch b rechtsseitig bzw. linksseitig "teilbar" 
und b gehe rechtsseitig bzw. linksseitig in a auf. 

Da die beiden Gleichungen 

a = bc und a' = c'b' 

lmmer gleichzeitig stattfinden, so gilt der Satz: 

Das ganze Quaternion a ist durch das ganze Quatern£on b linksseitig 
teilbar oder nicht, je nachdem das zu a konjugierte Quaternion a' durch 
das zu b konjugierte Quaternion b' rechtsseitig teilbar ist oder nicht. 

Durch diesen Satz wird die linksseitige Teilbarkeit auf die rechts
seitige zuriickgefiihrt, so da.B sich die meisten Satze, welche sich auf rechts
seitige Teilbarkeit beziehen, ohne weiteres auf die linksseitige iibertragen 
lassen. 

SoIl das ganze Quaternion 13 in jedem anderen, also auch in dem 
Quaternion 1, rechtsseitig aufgehen, so mu.B 13- 1 ganz sein und 13 geht 
dann auch linksseitig in jedem ganzen Quaternion auf. 

Ein solches ganzes Quaternion 13, dessen inverses Quaternion c 1 

ebenfalls ganz ist, nennen wir eine "Einheit". 

Urn die samtlichen Einheiten zu bestimmen, bemerken wir zuniichst, 
da.B aus 

a = bc oder a = cb 
stets 

N(a)=N(b)N(c) 

folgt. Wenn also b ein Divisor von a ist, so ist N (b) ein Divisor von 
N ( a ), ein Satz, der indessen nicht umgekehrt werden dar£. 

SolI nun 13 eine Einheit, also Divisor 
Divisor von N (1) = 1 und folglich 

(17) N(13)=u'=l 

sem. Umgekehrt folgt aus N (E) = 1, da.B 
mit 13 ganz und daher 13 eine Einheit ist. 
nach fiir die Einheiten charakteristisch. 
Form (14), also 

von 1, sein, so mu13 N ( 13 ) 

c 1 = 1'.', also c 1 gleichzeitig 
Die Gleichung (17) ist dem
Denken wir uns 13 auf die 

13 = Hgo + gl i l + g2 i2 + ga i3) 

gebracht, so erhalten wir aIle Einheiten durch Au£losung der Gleichung 

Hgg + g'f + gi + gi) = 1, 

wobei . go' gl' g2' g;~ ganze Zahlen bezeichnen, die siimtlich gerade oder 
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sarntlich ungerade sind. Die Auflosung dieser Gleichung ist sofort zu voll
ziehen und so erhalt man das Resultat: 

Es gibt 24 Einheiten, namlich 

(18) 

Der Urn stand, daB wir unter den "Einheiten" der Quaternionen friiher 
1, i l , i2, i3 verstanden haben, jetzt aber auch die vorstehenden 24 in 1 
aufgehenden Quaternionen Einheiten nennen, wird zu Irrtiimern nicht 
AnlaB geben konnen, da stets aus dem Zusammenhange hervorgehen wird, 
ob das Wort "Einheit" in dem einen oder anderen Sinne zu verstehen ist. 
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Die Permutationen der ganzen Quaternionen. 

Diejenigen Permutationen des Korpers R, die dies en in sich iiber
fiihren, sind nach der dritten Vorlesung von der Gestalt 

(1) (a, qaq-l), 

unter q ein rationales Qu~ternion verstanden. We,nn nun die Permutation (1) 
jedes ganze Quaternion a wieder in ein ganzes f( a) = qaq-l iiberfiihrt, 
wenn sie also den Bereich J des Korpers R in sich transformiert, so 
wollen wir diesel be eine Permutation der ganzen Quaternionen nennen. 

Solche Permutationen werden offenbar durch die Festsetzung definiert, 
daB dem Quaternion a das Quat.ernion 

(2) f(a) = sac l 

zugeordnet sein solI, unter e eine Einheit verstanden. Aber auch das 
Zuordnungsgesetz 

(3) f(a) = i;ai;-\ 
wo i;, wie stets im folgenden, das Quaternion 

(4) i; = 1 + i l 

bedeutet, stellt eine Permutation der ganzen Quaternionen vor. Denn 
es ist 

. i; a C 1 = (1 + il ) ( ao + al il + a~ i2 + as is) C ~ i,) = ao + al il - as i2 + a2 is, 

wie die Ausfiihrung des Produktes ergibt. Die Permutation (3) ordnet 
also dem ganzen Quaternion 

a = Hgo+ gl il + g2 i .+ gsis) 
das Quaternion 

fCa) = l(go+ gl il - gail! + g2 ia) 
zu, und letzteres ist wiederum ganz. 

Durch die Kombination von (2) und. (3) entstehen die weiteren Per
mutationen 

(5 ) 
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und wir wollen nun zeigen, daB mit (2) und (5) samtliohe Permutationen 
der ganzen Quaternionen ersoh6ptt sind. 

Zu dem Ende bestimmen wir zunachst die Anzahl der Permutatiop.en 
(2) und (5). Die Permutationen (a, eae-l) und (a, el ae1l ) sind nach 
einem Satze der dritten Vorlesung dann und nur dann identisch, wenn 
el = reist, unter rein reelles Quaternion verstanden. Dieses kann als 
eine der 24 Einheiten nur entweder + 1 oder - 1 8ein. Daher liefern 
immer zwei Einheiten e und - e dieselbe Permutation (2), so daB die 
Auzahl aller Permutationen (2) die Halfte der Zahl der Einheiyen, also 
12, betragt. Ebenso zeigt sich, daB es 12 Permutationen (5) gibt, die 
von den 12 Permutationen (2) iiberdies verschieden sind. Also folgt: 

Die Anzahl der duroh (2) und (5) dargestellten Permutationen be
tragt 24. 

Nun kann es aber nicht mehr als 24 Permutationen der ganzen Per
mutationen geben. Denn durch jede solche Permutation miissen i l , i 2 , i3 
in drei gauze Quaternionen jl' j2' j3 iiberg~hen,· die voneinander verschieden 
sind und den Gleichungen 

geniigen, da dieselben Gleichungen von i l , i 2 , i3 befriedigt werden. SolI 
aber das ganze Quaternion 

g = ~ (go + gl il + g2 i2 + gs i3) 
der Gleichung 

g2 = g~ (go+ glil + g2i2 + gsis) -- N(g) = - 1 

geniigen, so muB 

gOgl = gOg2 = gogs = 0, 

sem, woraus leicht 

g2 g2 _ g2 _ g2 _ g2 
~ - N(g) = _o __ ~_4 __ 2 __ 3 = - 1 

g .. =±2, g =0 r 

folgt, unter a, {J, r eine ~ermutation von 1, 2, 3 verstanden. Die Glei
chung g2 = - 1 hat also nur die Losungen 

und daraus folgt: 

il = + i a , j2 = ::f ip , js = + iy. 

wobei iiberdies die Vorzeichen der Bedingung 

± ia • ± if! . ± iy = - 1 

unterworfen sind. Demnach muB jede Permutation der ganzen Quaternionen 
mit einer der 24 in der zweiten Vorlesung erwahnten Permutationen 
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(G) + i(l, 
identisch sein, und somit gibt es keine allderen Permutationen der ganzen 
Quaternionen als die 24 durch (2) und (5) dargestellten. BeiHiufig ergibt 
sich, daB die letzteren mit den Permutation en (6) zusammenfallen. 

Bei jeder Permutation der ganzen Quaternionen gehen die Einheiten 
in sich iiber, wie man aus der Darstellung (6) dieser Permutationen und 
den Ausdriicken der Einheiten 

+ 1 + . . +. ±1±i1 ±i2 ±i3 
f = - , - '/,1' ± '/,2' - '/,3 , 2 

ersieht. Insbesondere wird daher die Permutation (3) jeder Einheit 8 1 

wieder eine Einheit 8 = 2; "1 :.;--1 zuordnen, so daB ,,2; in die Gestalt 2; "1 
gebracht werden kann. Die 12 Permutationen (5) lassen sich deshalb 
auch in folgender Form: 

(5 ') 

darstellen. 
Auf Grund der vorhergehenden Betrachtungen ist es nun leicht, die 

folgende Frage zu erledigen: 

Welche ganzen, von Null verschiedenen Quaternionen v haben die 
Eigenschatt, da(3 jedes ganze Quaternion a, welches linksseitig durch v 
teilbar ist, auch notwendig rechtsseitig durch v teilbar ist und umgekehrt? 

Hierzu ist jedenfalls zunachst erforderlich, daB jedes Quaternion a = v.g 
auch in der Gestalt gl v darstellbar ist, daB also gleichzeitig mit g auch 
das durch die Gleichung 

( 7) 

bestimmte Quaternion gl = vgv-1 ganz ist. Mit anderen Worten: es muB 
(a,vav- 1 ) eine Permutation der ganzen Quaternionen sein, also mit einer 
der Permuta tionen (2) und (5') zusammenfallen. Folglich sind die ge
suchten Quaternionen v von einer der Formen 

(8) V= r", 
wobei rein reelles Quaternion bedeutet, welches, weil 'Ii ganz sein soIl, 
eine reelle ganze Zahl· sein mu.B. . Umgekehrt hat auch jedes durch die . 
Gleichungen (8) bestimmte Quaternion 'Ii die geforderte Eigenschaft, daB 
in der Gleichung (7) stets gl gleichzeitig mit g und auch stets g gleich
zeitig mit g 1 ganz ist. Da dann in der Gleichung (7), falls g die Gesamt
heit aller ganzen Quaternionen durchlauft, auch das namliche mit gl der 
Fall ist, so konnen wir die Quaternionen v auch durch die Aussage 
charakterisieren, sie seien mit der Gesamtheit der ganzen Quaternionen 
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vertauschbar, weshalb wir fUr sie stets den Buchstaben v verwenden 
werden. 

Wir konnen demnach das Ergebnis unserer Dberlegung so aussprechen: 

Diejenigen ganzen Quaternionen v, die mit der Gesamtheit der ganzen 
Quaternionen vertauschbar sind, werden durch die Gleichungen (8) dar
gestellt, in denen 13 irgendeine Einheit, 1.; das Quaternion 1 + i 1 und 
r irgendeine reelle ganze Zahl bedeuten. 

Bei der Aussage: "ein ganzes QuaterniQn a sei durch ein Quaternion v 
teilbar", darf offenbar der Zusatz "rechtsseitig" oder "linksseitig" fort
gelassen werden. 

Wir wollen schlieBlich noch bemerken, daB bei den vorhergehenden 
Untersuchungen das Quaternion 1.; = 1 + i 1 auch durch jedes der Qua
ternionen 

1 + il' 
hatte ersetzt werden konnen. Dies~ Quaternionen gehoren samtlich zu 
den Quaternionen v und sind, wegen 

(1 + it» (1 - ia) = 2 (a=1,2,3), 

Divisoren der reellen Zahl 2. Dbrigens unterscheiden sich die genannten 
sechs Quaternionen nur durch Einheitsfaktoren. Es ist z. B. 

1 + . - (1 + .) 1 - it , i~ - i J 
~2 - ~l • ----~-- • 
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GroSter, gemeinsamer Teiler und Quaternionen.ldeale. 

Es sei 

(1) 

irgendein ganzes Quaternion und m eine positive ganze Zahl. Dann liiBt 
sich das ganze QuaMrnion 

(2) 

so bestimmen,. daB die Norm von g - q m kleiner als m \1 wird. 
Die Komponenten von g - qm besitzen niimlich folgende Werte: 

~ (ko - mto)' ~ (ko + 2k1 - m (to+ 2t1)), l (ko+ 2k'j - m (to + 2t2 )), 

!(ko + 2ks - m (to + '2ts )) , 

und iiber die ganzen Zahlen to' t1 , til' ts konnen wir nun der Reihe nach 
so verfiigen, dal3 diese Komponenten beziiglich absolut kleiner oder gleich 

~m, 

werden. Dann wird aber die Norm von g - q m hOchstens gleich 

(116 + l + l + l) mil < mil. 

Aus dieser Bemerkung ergibt sich nu~ leicht der Satz: 

Bezeichnen a 'Und b zwei ganze Quaternionen, von denen das letztere 
nicht N 'UU ist, so lassen sich die ganzen Quaternionen q, c 'Und q1' C1 
so bestimmen, dafJ 
3) a = qb + c, 

(3') a=bq1 +c1 

'Und z'Ugleich N(c) < N(b), sowie N(c1) < N(b) wird. 
Um'die Existenz der Quaternionen q, c zu beweisen, setzen Wlr in 

der vorhergehenden Betrachtung 

g=ab', m=N(b)=bb'. 
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Es wird dlinn 

und 
g-~m=(a-qb)b' 

N(g - qm) = N(a - qb)· N(b') < m 2 = N(b )N(b'). 

Das Quaternion a - q b = c genugt demnach der Gleichung (3) und 
der Bedingung N( c) < N(b). Ebenso ergibt sich aus der Annahme 
g = b'a, m =N(b) = b'b die Existenz der Quaternionen qI' cI · 

Auf die Gleichung (3) la.Bt sich offenbar ein rechtsseitiger und auf 
die Gleichung (3') ein linksseitiger Divisionsalgorithmus grunden, woraus 
dann weiter di~ Existenz eines rechtsseitigen und eines linksseitigen gro.Bten 
gemeinsamen Teilers irgend zweier ganzen Quaternionen, die nicht beide 
Null sind, folgt. 

Indessen ist es einfacher, die Theorie des gro.Bten gemeinsamen Tellers 
auf den nunmehr einzufUhrenden Begriff der Quaternion-Ideale, die wir 
in der Folge Kurze halber auch wohl Ideale schlechthin nennen werden, 
zu stutzen. 

Ein System nicht siimtlich verschwindender ganzer Quaternionen 
heifJe ein rechtsseitiges (bzw. linksseitiges) Ideal, wenn mit a und b auclIJ 
a + b, a - b und g a (bzw. a g) dem S ysteme angehOren, unter g ein 
beliebiges ganzes Quaternion verstanden. 

Bezeichnet d irgendein von Null verschiedenes ganzes Quaternion und 
durchlauft g die Gesamtheit aller ganzen Quaternionen, so bildet das 
System (g d) aller rechtsseitig durch d teilbaren Quaternionen ein rechts
seitiges, das System (d g) aller linksseitig durch d teilb~ren Quaternionen 
ein linksseitiges Ideal. Solche Ideale mogen rechtsseitige bzw. linksseitige 
Hauptideale hei.Ben. 

Es gilt nun derSatz: 

J edes Quaternionen-Ideal ist ein H auptideal. 

In der Tat: Es bezeichne a irgendein rechtsseitiges Ideal und d eines 
derjenigen, nicht verschwindenden Quaternionen des Ideals, welche eine 
mogIichst kleine Norm haben. Ein Quaternion c des Ideals, fUr das 
N ( c) < N ( d) ware, existiert dann also nicht, ausgenommen das Quaternion 
c = o. 1st nun a irgendein Quaternion des Ideals a, so gehort auch 
a - qd dem Ideale an, unter q ein beliebiges ganzes Quaternion ver
standen. Dieses la.Bt sich aber so bestimmen, da.B N (a - q d) <: N ( d) 
und folglich a - qd = 0 oder a = qd wird. Jedes Quaternion a des 
Ideals a gehort also dem Hauptideal (gd) an; umgekehrt gehOrt jedes 
Quaternion des Ideals (gd) auch dem Ideale a an, weil d ihm angehort. 
Beide Ideale fallen also vollig zusammen, d. h. 'es ist a = (gd). Ebenso 
folgt die Richtigkeit unseres Satzes fUr linksseitige Ideale. 
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Bezeichnen jetzt a und b irgend zwei ganze Quaternioneri, die nicht 
beide Null sind, so bildet die Gesamtheit der Quaternionen 

(4) (ga+hb) bzw. (ag+bh), 

wo g und h aIle ganzen Quaternionen durchlaufen, offen bar ein rechts
seitiges bzw. linksseitiges Ideal. N ach unserem Satze fallt etwa das erste 
mit dem Hauptideal (gd), das zweite mit dem Hauptideal (dIg) zusammen: 

(5) (ga+hb)=(gd), (ag+bh). (dIg). 

Da a und b in den beiden Idealen (4); also auch in (gd) und (dIg) 
vorkommen, und ebenso d bzw. d l in den Idealen (g a + h b) bzw. (a g + b h ) 
enthalten sind, so konnen wir demnach folgenden Satz aussprechen: 

J e zwei ganze Quaternionen a und b, die nicht beide Null $ind, 
haben einen gemeinsamen rechtsseitigen Teiler d, welcher in der Form 

(6) d=ga+hb, 

und einen gemeinsamen linksseitig~n Teiler dl , welcher in der Form 

( 7) dl = a gl + b hI 

darstellbar ist. 

Hier bedeuten In den Gleichungen (6) und (7) g, h, gl' hI ganze 
Quaternionen. 

Die Teiler d und dl nennen wir den grof3ten gemeinsamen rechts
seitigen oder rechtsstehenden bezuglich linlcs8eitigen oder linlcsstehenden 
Teiler von a und b. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie weit diese gemeinsamen Teiler 
durch die beiden Quaternionen a und b bestimmt sind, wobei wir uns 
auf den rechtsstehenden Teiler beschranken duden, da fiir den links
stehenden die analogen Betrachtungen gelten. Wir fragen: Unter welcher 
Bedingung ist sowohl daIs auch d rechtsstehender groJ3ter gemeinsamer 
Teiler derselben ganzen Quaternionen a und b ~ 

Hierzu muJ3 offenbar das Hauptideal (gd) mit dem Hauptideal (gd) 
zusammenfallen, also d = gd und d = gd sein, unter g und g ganze 
Quaternionen verstanden. Hieraus folgt weiter 

d = ggd, 1 =gg, 

so daJ3 g und g Einheiten sein mussen. 1st umgekehrt 

(8) d=ed, 

wo e eine Einheit bezeichnet, so fallen die Hauptideale (gd) und (gd) 
2/usammen. Also folgt: 

Der rechtsstehende grof3te gemeinsame Teiler d von zwei ganzen 
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Quaternionen, dje nicht'beide Null sind, ist bis auf einen linksstehenden 
Einheitsfaktor bestimmt, 

Analog ist der linksstehende gro.6te gemeinsame Teiler d1 von zwei 
ganzen Quaternionen, die mcht beide Null sind, bis auf einen rechts
stehenden Einheitsfaktor bestimmt. Ferner gilt: 

Jeder rechtsseitige (bzw. linksseitige) Divisor von d (bzw. d1 ) ist 
gemeinsamer rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) Divisor von a und b und 
umgekehrt. 

Dies folgt unmittelbar aus den GIeichungen 

(9) d=ga+hb, 

in denen a1 , b1 ganze' Quaternionen bedeuten, und aus den analogen 
GIeichup.gen fiir den linksstehenden gro.6ten gemeinsamen Teiler d1 von 
a und b. 

Den letzteu Satz konnen wir auch in folgender Weise aussprechen, 
wobei die voIIkommene Analogie mit der charakteristischen Eigenschaft 
des gro.6ten gemeinsamen Teilers in ~er niederen Zahlentheorie hervortritt: 

Die gemeinsamen rechtsseitigen Divisoren zweier nicht beide ver-
8chwindenden ganzen Quaternionen a und b stimmen genau iiberein mit 
den rechtsseitigen Divisoren ihres rechtsseitigen grofJten gemeinsamen 
Teilers d. 

Wenn der gro.6te gemeinsame rechtsseitige (bzw. linksseitige) Teiler 
von a und b eine Einheit ist, so wollen wir a und b rechtsseitig. (bzw. 
linksseitig) teilerfremd nennen. Sind a und b rechts!leitig teilerfremd, so 
lii.6t sich, der GIeichung (6) zufolge, die GIeichung ga + h b = e und also 
auch (c 1 g) a + ( e - 1 h) b ,.= 1 oder 

(10) ga+hb=l 

durch ganze Quaternionen g, h befriedigen. Umgekehrt folgt auch aus 
dem Bestehen einer Gleichung der Gestalt (10), da.6 a und b keinen 
rechtsseitigen gemeinsamen Teiler besitzen konnen, au.6er den Einheiten. 
Entsprechendes gilt, wenn a und b linksseitig teilerfremd sind. 

Falls die ganzen Quaternionen a und b einen rechtsseitigen oder 
linksseitigen gemeinsamen Teiler d besitzen, der keine Einheit ist, so 
leuchtet ein, da.6 N ( (J,) und N (b) einen von 1 verschiedenen gemeinsamen 
Teiler, niimlich N (d), besitzen. Dieser Satz lii.6t sich fiir den Fall um
kehren, da.6 eines der beiden Quaternionen a und b zu den Quaternionen v 
gebOrt. Mit anderen Worten, es lii.6t sich folgendes beweisen: 

Ein beliebiges ganzes Quaternion a und ein g:lnzes Quaternion. v, 
welches mit, der Gesamtheit der ganzen Quaternionen vertauschbar ist, 

H" rwi tz. Vorlesungen. 3 
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sind stets gleichzeitig rechtsseitig und linksseitig teilerfremd oder nicht. 
Und zwar tritt der erste oder zweite Fall ein, je nachdem N (a) und 
N ( v) teilerfremd sind oder nicht. 

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir nur zu zeigen, daJ3 N (a) 
N ( v) sicher teilerfremd sind, wenn a und v keinen gemeinsamen Teiler 
auJ3er 1 besitzen. Wir diirfen dabei rechtsseitige Teilbarkeit zugrunde 
legen, weil sich fiir linksseitige Teilbarkeit alles analog gestaltet. 

Angenommen also, es seien a und v rechtsseitig teilerfremd, was Wlr 
durch die Gleichung 

ga+ hv= 1 

zum Ausdruck bringen. Aus dieser Gleichung folgt 

N (ga) = N (1- hv) = (1- hv) (1- v'h') 
oder 

(11 ) N (a)N (g) = 1- hv - v'h' + N (v)N(h). 

Nun ist nach der fiinften V orlesung 

(12) v = re oder v = rCe, 

wobei r eine reelle ganze Zahl, C. 1 + il und e eine Einheit ist. Je 
nachdem wird also 

N(a)N(g) '= 1- rhe- re'h' +r2 N(h) 

N(a)N(g)=1- rhCe-re'c'h'+2r 2 N(h) 

welche letztere Gleichung auch so geschrieben werden kann: 

(12a) 

oder aber 

(12b) N (a)N (g) = 1- r(1 + il) hI - r(1- il)h2 + 2r2 N (h), 

wobei hI und h2 wieder ganze Quaternionen bedeuten. Dabei ist von 
der Vertauschbarkeit von C = 1 + i l und C' = 1 - i l mit der Gesamtheit 
der ganzen Quaternionen Gebrauch gemacht. 1m Falle der Gleichung (12 a) 
wiirde ein gemeinsamer Primfaktor von N ( a) und N ( v) = r 2 in allen 
Gliedern der Gleicnung (12a) mit Ausnahme des Gliedes 1 ·der rechten 
Seite aufgehen; ein solcher Primfaktor kann also nicht existieren. 1m 
FaIle der Gleichung (12 b) wiirde man ebenfalls auf einen Widerspruch 
kommen, wenn man annehmen wollte, N ( a) und N ( v) = 2 r 2 besaJ3en 
einen gemeinsamen Primfaktor. Denn in r kann derselbe nicht aufgehen, 
weil er .sonst nach Gleichung (12b) auch in 1 aufgehen miiJ3te und der 
Primfaktor 2 = (1 + i I ) (1 - il) kann es nicht sein, weil sonst, wegen 
{l- i I ) = - (1+ i1)il' aIle Glieder der Gleichung (12b) bis auf das 
Glied 1 durch 1 + i l teilbar waren. 

Aus dem hiermit bewiesenen Satze folgt insbesondere, daJ3 bei der 
Aussage: die beiden Quaternionen a und v seien teilerfremd oder nicht, 
der Zusatz "rechtsseitig" oder "linksseitig" fortgelassen werden kan~. 
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Bezeichnet v irgend eines der (von Null verschiedenen) Quaternionen 

re, rCe=r(1+i1 )e, 

die mit der Gesamtheit der ganzen Quaternionen vertauschbar sind, so 
soIl die KQngruenz 

(1) a -- b (mod v) 

ausdriicken, daJ3 die Differenz a - b der beiden ganzen Quaternionen a 
und b durch v teilbar ist. Wenn die Kongruenz (1) besteht, so kann 
jede der ~beiden Gleichungen 

(1/) 

( 1 ") 

a- b=gv, 

a - b = vh 

durch ein ganzes Quaternion g, bzw. h befriedigt werden. Umgekehrt 
darf man von 1eder einzelnen dieser beiden Gleichungen auf die Kongruenz (1 ) 
schlieJ3en. Denn ein Quaternion v ist ja stets gleichzeitig rechtsseitiger 
und Iinksseitiger Divisor von a - b oder keins von beiden. 

Durch Dbergang von den Kongruenzenzu den entsprechenden 
Gleichungen sehen wir sofort, daJ3 solche Kongruenzen wie Gieichungen 
addiert und subtrahiert und auf beiden Seiten mit demselben ganzen Qua
ternion sowohl rechtsseitig wie linksseitig multipliziert werden diirfen.- Da 
ein Quaternion v = re, bzw. r (1 + il) e· und sein konjugiertes v' = re' 
bzw. re' (1- it) gegenseitig durch einander teilbar sind, so besteht auch 
zu gleich mit (1) stets die Kongruenz 

(2) a' = b' (mod v), 

wo a', b' wie gewohnlich die zu a und b konjugierten Quaternionen be
deuten. Die zu einem bestimmten Quaternion a nach dem Modul v 
kongruenten Quaternionen werden wir in eine Klasse fUr diesen Modul 
rechnen: Diese Klasse entsteht also, wenn wir in a + gv oder auch in 

3* 
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a + vg den Faktor galle ganzen Quaternionen durchlaufen lassen. Aus 
der Gleichung. (1 ') ist ersichtlich, daB der groBte gemeinsame Teiler von 
a und v ungeandert· bleibt, wenn man a durch irgendein Quaternion b 
ersetzt, welches modulo v in dieselbe Klasse wie a gehOrt. Dieser Teilel, 
kann daher kurz als Teiler der Klasse bezeichnet werden. 1st der Teiler 
der Klasse 1, so enthalt dieselbe ausschlieBlich zwn Modul v teilerfremde 
Quaternionen. Auch der Begriff des vollBtiiruligen Restsystems, ferner des 

'vollstandigen Systems teilerfremder Reste oder, wie Vl:ir ein solches auch 
kurz nennen wollen, des reduzierten Restsystems laBt sich unmittelbar aus 
der niederen Zahlentheorie auf den hier eingefuhrten Kongruenzbegriff im 
Gebiete der ganzen Quaternionen ubertragen. 

Zunachst werden wir in dieser Vorlesung nur Kongruenzen nach den 
Moduln 

v = 1; = 1 + iI' V = 2 und v = 21; 

betrachten. Was den Modul v = 1; angeht, so folgt aus de"n Gleichungen 

daB 
i l =-: i2 =-= iii - 1 (mod 1 + il ) 

ist. Daher gilt fur jedes ganze Quaternion die Kongruenz 

g = koe + ki i l + k2i2 + kaia - koe + k1 + k2 + ka (mod 1;). 

Da aber Multipla von 2 durch 1; teilbar sind, ist weiter jedes 
Quaternion g, je nach dem Reste von ko und k i + k2 + ka ( mod 2), 
der QU,aternionen 

0,1,e,e+ 1 

ganze 
emem 

kongruent nach dem Modul 1;. Diese Reste sind untereinander inkon
gruent; denn ihre gegenseitigen Differenzen sind, wie man sofort konsta
tiert, nicht durch 1 + i l teilbar. Wegen der Gleichung 

e2 = e- 1 

kann der Rest e + 1 auch durch (e + 1) - 2 = e2 ersetzt werden. Somlt 
folgt: 

Die Quaternionen 

(3) 

bilden ein vollBtiiruliges Restsystem fur den Modul 1; = 1 + i l • 

Die durch den Rest 0 dargestellte Klasse umfaBt aIle durch 1 + i l 

teilbaren ganzen Quaternionen. Dagegen enthalten die Klassen, die durch 
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1, !!, !! 2 reprasentiert werden, nur zu 1 + i l teiledremde Quaternionen, 
weill, !!, e'J als Einheiten zu 1 + i l (wie zu jedem ganzen Quaternion) 
teilerfremd sind. Nach der letzten Vorlesung ist dafiir, da13 ein ganzes 
Quaternion a zu v = 1 + i l teiledremd sei, notwendig und hinreichend, 
da13 N ( a) zu N ( v) = 2 teilerfremd ist. Wenn daher N (a) gerade ist, 
so wird a durch 1 + i l teilbar sein, andernfalls nicht. Indem wir diese 
Tatsache wiederholt anwenden, erhalten wir den Satz: 

1st N (a) durch 2 T, aber durch keine hOhere Potenz von 2 teilbar, 
so hat man 

(4 ) 

wo b eine ungerade Norm besitzt und also zu (1"+ i l ) teilerfremd ist. 

Ein solches Quaternion b von ungerader Norm wollen wir weiterhin 
ein ungerades Quaternion nennen. 1st in der Darstellung (4) des Qua
ternions a der Exponent r > 2, so hat a den Divisor (1 + il ) 2 = 2 iI' und 
also auch den Divisor 2. Ein solches Quaternion "hei13e daher gerade, 
wahrend im FaIle r = 1, wo a genau durch die erste Potenz von 1 + i l 

teilbar ist, a als halbgerade bezeichnet werden mag 5) . 
Sehr einfach konnen wir durch ihre Reste modulo , auch diejenigen 

ganzen Quaternionen kennzeichnen, welche ganzzahlige Komponenten 
besitzen, also dem Bereiche J 0 angehoren. Denn 

9 = koe + ki i l + k2 i '.l + lesis 

gehort dem Bereiche Joan oder nicht, je nachdem ko gerade oder unge
rade ist. 1m ersten FaIle ist aber mich dem Modul , 

9 ki + k2 + ks 0 oder 1, 
1m zweiten FaIle dagegen 

9 e + leI + k2 + ks c:=:= e oder e + 1=== e 2. 

D.h. 

Ein ganzes Quaternion besitzt stets und nur dann ganzza.hlige Kom
ponen ten , wenn es kongruent 0 oder 1 nach dem M odul ,= 1 + i l ist. 

Wir wollen jetzt die ganzen Quaternionen beziiglich des Moduls v = 2 
naher betrachten. Beziiglich dieses Moduls wird 

9 = ko!! + ki i l + k:l i'.l + ks is " 

ein vollstandiges Restsystem durchlaufen, wenn ko' kl , k2' ks unabhangig 
voneinander jeden der Werte 0, 1 erhalten. "Das so entstehende Rest
system besteht aus 16 Gliedern und kann noch dadurch abgeandert werden, 
da13 man in dem einzelnen Gliede die auftretenden Werte von ko' kl' k2' ks 
durch beliebige andere ihnen modulo 2 beziiglich kongruente Zahlen ersetzt. 
Auf diese Weise ergibt sich der Satz: 
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Die 12 Einheiten 

(5) 

und die 4 Quaternionen . 

( 6) 0, 1 + i1 , 1 + i2 , 1 + i3 

bilden ein vollstiindiges Restsystem fur den M odul 2. 

Die ] 2 Einheiten bilden fur sich offen bar ein reduziertes Restsystem 
modulo 2. Sei nun b ein beliebiges ungerades Q.uaternion. Durchliiuft 
dann 8 die Einheiten (5), so wird b8 ebenfalls ein reduziertes Restsystem 
durchlaufen und es wird daher eine unter den Einheiten vorhanden sein, 
fiir welche 

b8 _ 1 (mod 2) 

wird. AuBer 8 wird auch - 8 diese Kongruenz befriedigen und offen bar 
weiter keine unter allen 24 Einheiten, weil diese aus den Quaternionen (5-) 
und den zu ihnen entgegengesetzten Quaternionen bestehen. Die analoge 
Dberlegung konnen wir auf die Produkte 8 b anwenden und erhalten so 
zuniichst: 

1st b ein ungerades Quaternion, so gibt es zwei bis aufs Vorzeichen 
bestimmte Einheiten 8 und 81 , welche den Kongruenzen 

(7) b8 ~ 81 b 1 (mod 2) 

geniigen. 

Nun ist jedes Quaternion, welches _ 1 (mod 2) ist, von der Gestalt 
1 + 2 g und, da 0, 1, e, e 2 ein vollstiindiges Restsystem (mod. C = 1 + i 1 ) 

bilden, ist 1 + 2 g von einer der Formen 

1+2g=1+2Cg1, 1+2(Cg1+1), 1+2('g1+e), 1+2(Cg1+e 2 ). 

D. h., jedes Quaternion, welches = 1 (mod 2) ist, ist nach dem 
Modul 2 C kongruent einem der Quaternionen 

1, 1+2 -1, 1+2e, 1+2e2=-1-2e· 

Raben wir also die Einheiten 8 und 81 zuniichst so bestimmt, daB 
die Kongruenzen (7) gelten und also b 8 urid 81 b je einem der Qua
ternionen + 1, ± (1 + 2 e) fiir den Modul 2, kongruent sind, so konnen 
wir durch eventuelle Vorzeichenanderungen von 8 und 81 bewirken, daB 

b 8 - 1 oder 1 + 2 e und 81 b = 1 oder 1 + 2 e (mod 2 n 
wird. 

Bevor wir dieses wichtige Resultat in einem Satze formulieren, wollen. 
wir noch die folgenden Bezeichnungen einfiihren: 

Unter einem primiiren Quaternion verstehen wir ein solches ganzes 
Quaternion, welches nach dem M odul 2 (1 + i1 ) entweder zu 1 oder zu 
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] + 2/? kongruent ist 6). Zwei ganze Quaternionen heifJen rechtsseitig 
(bzw. linksseitig) assoziiert, wenn sie sich nur um einen rechts (bzw. 
links) stehenden Einheits/aktor unterscheiden. 

Das erhaltene Resultat la13t sich dann so aussprechen: 

Unter den 24 zu einem ungeraden Quaternion b rechtsseitig (links
seitig) assoziierten Quaternionen gibt es stets eines, welches primar ist. 

Die beiden Reste 1 und 1 + 2/? bilden modulo 2, eine "multiplikative" 
Gruppe, wie aus der Kongruenz (1 + 2 e) 2 1 (mod 2,) hervorgeht. Daher 
besteht der Satz: 

Das Produkt zweier primaren Quaternionen ist wieder ein primares 
Quaternion. 

J e nachdem b· .. 1 oder 1 + 2 e (mod 2,) ist, wird das zu b konju-
gierte Q,uaternion b' die Kongruenz b' 1 oder =. 1 + 2 e' = - (1 + 2 /? ) 
(mod 2 ') befriedigen und es folgt also: 

Bezeichnet b ein primares Quaternion, so ist b' oder - b' primiir, 
je nachdem b = 1 oder b _. 1 + 2/? (mod 2 n ist. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, da13 ein primares Qua
tern ion immer ganzzahlige Komponenten besitzt, also dem Bereiche J o an
gehort, wie dies aus der Kongruenz b == 1 (mod 2) nach einem in dieser 
Vorlesung bewiesenen Satze unmittelbar folgt. 
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Die ganzen Quaternionen nach einer ungeraden Zahl als ll'Iodul. 

Wir wollen jetzt den Fall des Moduls v = m, unter m eine positive 
ungerade Zahl verstanden; naher betrachten. Da m ungerade ist, so gibt 
es zu jedem ganzen Quaternion 

g = ko e + kl it + k2 i2 + k3 is 

em modulo rn kongruentes mit ganzzahligen Komponenten; z. B. ist 

g -- ko ( 1 + m) e + kl it + k2 i2 + k;{ i3 (mod m) 

und da der Faktor ko (1 + m) gerade ist, so steht hier rechts ein Qua
ternion mit ganzzahligen Komponenten. Jedes beliebige ganze Quaternion 
wird daher einem, und offenbar auch nur einem, unter den m 4 Quaternionen 

( 1) q = qo + ql il + q2 i2 + q3 is (qo' Ql' q2' qs = 0, 1, 2, ... , rn - 1) 

modulo m kongruent sein. Mit anderen Worten: 

Die m 4 Quaternionen (1) bilden ein vo1l8tandige8 Re8t8Y8tem fur den 
.illodul rn. 

Wir ziehen jetzt andererseits auch in bezug auf den Modul 1n die 
ganzzahligen binaren Substitutionen 

(2) { xfaxi + fJx21 (mod m) 
x2 = r Xl + b X2 J 

in Betracht, wobei also zwei Substitutionen 

s = (a, fJ) 
'r, b ' 

dann als nicht verschieden gel ten, wenn 

C( == a, fJ = fJ, r -= r, b =- J (mod m) 

ist. Auch die Anzahl dieser Substitutionen betragt m4. Die Gesamtheit 

aller ganzzahligen Substitutionen S = (a, fJ) (ohne Riicksicht auf einen 
r, b 

festen Zahlenmodul) konnen und wollen wir als ein System komplexer 
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Zahlen mit vier Komponenten a, fJ, y, J auffassen, in welchem Addition 
und Multiplikation durch die Gleichungen 

(.a,fJ)+(u,~)=(a+u, fJ+~), 
y, J .y, dy + y, J + d' 

( a, fJ) ('~' ~) = (au + fJ~, a~ + fJ~) 
y, J y, d' yu + Jy, yfJ + Jd 

definiert sein sollen. 
Dies festgesetzt, besteht nun der folgende Satz, welcher emer der 

bemerkenswertesten der Zahlentheorie der Quaternionen ist: 

Die m 4 Quaternionen q lassen sick den m 4 Substitutionen S eindeutig 
umkekrbar so zuordnen, dafJ fur irgend zwei einander zugeordnete q und S 
die K ongruenz 

(3) N (q) C"-_ a J - fJ y (mod m) 

gilt und dafJ lerner, wenn q und S sowie q und S einander zugeordnet 
8ind, dem Quaternion q + q die Sub8titution S + § und dem Quaternion qq 
die Substitution S S zugeordnet ist. 

Dabei sind naturlich q + g, qq sowie S + S, SS in bezug auf den 
Modul m zu nehmen. 

Beim Beweise dieses Satzes gebrauchen wir den folgenden Hilfssatz 7): 

Die ganzen Zaklen r Und.8 las8en 8ick 80 be8timmen, dafJ 

( 4 ) 1 + r~ 8 2 ° ( mod m) 
wird. 

Es genugt, dieses fur den Fall zu zeigen, wo m = p eme ungerade 
Primzahl ist. Denn nach bekannten Dberlegungen aus der elementaren 
'I'heorie der Kongruenzen folgt dann sukzessive die Losbarkeit der Kon
gruenz (4) fUr den Fall, wo. m Potenz einer ungeraden Primzahl, und 
endlich fUr den Fall, wo m ein Produkt von beliebig vielen ungeraden 
Primzahlpotenzen, also eine beliebige ungerade Zahl ist. Wenn nun m = p, 

eine ungerade· Primzahl, ist, so durchlauft 1 + r2 im ganzen p; 1 unter-

einander modulo p . inkongruente Zahlen, wenn r =, 0, 1, 2, ... , P il- ge

setzt wird; desgleichen durchlauft - 82 im ganzen P; 1_ solche Zahlen, 
. p-l . 
wenn 8 = 0, 1, 2, ... , -2- gesetzt wird. .Unter den Zahlen 1 + r2 muB 

daher notwendig eine vorkommen, die einer der Zahlen - S2 kongruent 

. 'd' f II . P -+- 1 P + 1 . d d 1 . 1st, WI ngen a s WIr -2- + -2- = P + 1 untereman er mo u 0 p lll-

kongruente Zahlen erhalten wurden. Demnach ist also die Kongruenz 
1 + r2 -c - 8 2 oder 1 + r2 + 8 2 = ° (mod p) wirklich lOsbar. 
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Nun wollen wir r und s der Kongruenz (4) gemati wahlen. Dann 
ist offen bar: 

(5) qJ +qi+qi+qi ~-= [qJ - (rQ2+ sq3)2J - [(sq2- rq3)2 - QiJ (modm) 

und durch die Kongruenzen 

(a- qo - rq2 - sq3 ) 

l ~ %+rq2+sq3~(modm), 
fJ ql - sq2 + rq3 J 
I' = - ql - sq2 + rq3 

(0) 

deren U mkehrungen 

r 2%·=a+~ ) 

2 Ql -- fJ - y ) (mod m) 

12 q2 r ( a - ~) + s (fJ + 1') 
2 q3 - S (a - ~) - r (fJ + 1') 

( 7 ) 

lauten, werden daher die Quaternionen (1) den Substitutionen (2) em
deutig umkehrbar so zugeordnet, daB gemaB (5) 

(8) N (q) -- ab - fJr (mod m) 

ist. lndem wir die Kongruenzen (7) der Reihe nach mit den Einheiten 
1, iI' i2, is multiplizieren und dann addieren, konnen wir sie in die eine 
Kongruenz 

(9) 

zusammenziehen, wobei dann ~1' ~2' ~3' ~4 die mit den Zahlen r, s ge
bildeten Quaternionen 

(10) ~1 = 1 +ri2 +sis' ~'J = i 1 +si2 - ri3 , ~3 = - i 1 +si~ - ris' 

~4= 1-ri2 -si3 

bezeichnen. Wenn nun neb en (9) die Kongruenz 

(11) 2q a~1+$~2+r~3+J~4(modm) 
besteht, so ergibt die Addition von (9) und (11) unmittelbar, daB der 

Summe q + q die Substitution S + S entspricht. Die Multiplikation der
selben Kongruenzen ergibt unter Benutzung der Beziehungen 

~: ~2~S -- 2~1' ~1~2 - ~2~4 = 2~2 

~3~1-~4~3 2~3' ~3~2 ~: 2~4 
sowie der weiteren Beziehungen 

~1 ~3 --- ~1 ~4 0, 

~4~1 - ~4~2 -- 0, 

} (mod m) 
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die Kongruenz 

(12) 2qq (aa+pY)~1+(a,B+pif);2+(ra+~YHa+(r.B+~ifH4 (modm), 

welche ihrerseits zeigt, dall dem Quaternion qq die Substitution S S zu
geordnet ist. Hiermit ist unser Satz, den wir kurz den "Zuordnungssatz" 
nennen wollen, vollstandig bewiesen 8). 

Die beim Beweise' benutzten Formeln (6) und (7) lassen leicht noch 
folgendes erkennen. Besitzen qo' ql' q2' qa mit dem Modul m keinen, allen 
fUnf Zahlen gemeinsamen Teiler, so konnen auch die entsprechenden Zahlen 
a, p, r, ~ mit m keinen solchen Teiler haben und umgekehrt. Bezeichnen 
wir daher ein Quaternion q = qo + q1 i1 + q2 i2 + qa i3 als primitiv nach m, 
wenn %, q1' q2' qa und m keinen gemeinsam~n Teiler auller 1 hesitzen und 

ebenso die Substitution S = (;!) als primitiv nach m, wenn a, p, y,~, m 

nur den gemeinsamen Teiler 1 besitzen, so gilt der Satz: 

Einern nach m primitiven Quaternion ist eine nach ,m primitive 
Substitution zugeordnet und umgekehrt. 

Wir wollen 'nun aus dem Zuorduungssatz einige F~lgerungen ziehen. 
Es solI sich zunachst um die Bestimmung der Anzahl 1fJ ( m) der 

modulo m inkongruenten Quaternionen q handeln, die nach m primitiv 
sind und der Bedingung 

(13) N ( q) __ 0 (mod m) 

geniigen. Diese Anzahl 1fJ (m) ist nach dem Zuordnungssatz diesel be, wie 
die Anzahl der nach m primitiven Substitutionen, fiir die 

( 14) a ~ - P r _ 0 (mod m) 

ist. Wenn nun m = m1 m2 ist, wo m1 und m2 teilerfremd sind, so gilt 

( 15 ) '11 (in) = 1fJ ( m1 ) 1fJ ( m2 ). 

Denn: geniigen lX, p, i, ~ der Kongruenz (14) und ist 

a a1, P = P1' r - r1' ~ = ~1 (mod m1)', 
a - ~, P -- P2 ' r -- r 2 , ~ = ~2 (mod m2 ), 

so bestehen auch die Kongruenzen 

(16) { a1 ~1 - P1r1 0 (mod m1), 
((2~2 - P2r2 = 0 (mod m2 ) 

und umgekehrt. Daher gibt das Produkt der Anzahlen der Losungen ~er 
heiden Kongruenzen (16) in der Tat die Anzahl der Losungen der Kon
gruenz (14). Dieser Bemerkung zufolge ist 

(17) 1fJ(m) = II 1fJ(pk), 
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das ,Produkt liber die. Primzahlpotenzen pk erstreckt, aus denen sich m 
zusammensetzt. 

Die Anzahl 'ljf(pk) konnen wir nun weiter auf 1p (p) zurlickfiihren. 
Es bedeutet 1p (pk) die Anzahl der "primitiven" Losungen der Kongruenz 

(18) /Cd - fJr = 0 (mod pk), 

d. h. derjenigen Losungen, fiir welche a, fJ, r, d nicht samtlich durch p 
teilbar sind. 1st nun ((0' fJo.' ro' do eine bestimmte dieser Losungen, so wird 

a=ao+pkx , fJ=fJo+pky, r=ro+pkz, d=t5o+p k t 

der Kongruenz 

(19) ad-flr o (mod pk+I) 

geniigen, wenn 

oder 
aodo - fJoro + pk (aot + dox - fJo z - roY) ~ 0 (mod pHI) 

CXo ()o - Po 'Yo + j\ fJ 0 ( d ) --p-k~· aot + uox ~ oZ - roY -- mo p 

ist. Da nun unter den Zahlen ao, Po, ro' do mindestens eine nicht durch p 
teilbare vorhanden ist, so konnen wir drei der Zahlen x, y, z, t willkiir
lich annehmen, worauf die vierte (welche einen durch p nicht teilbaren 
Koeffizienten hat) modulo p dann eindeutig bestimmt ist. Foiglich ent
springen aus jeder Losung von ( 18) genau p3 Losungen von ( 19), oder es ist 

1p(pk+I) .p31p(pk). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung kommt 

(20) 

Was nun die 1p (p) primitiven Losungen· von 

(( d - fJ r = 0 (mod p) 

angeht, so zerlegen wir diese in p Gruppen, indem wir eine Losung in 
die erste, zweite, ... , p -te Gruppe rechnen, je nachdem beziiglich 

ad=fJr=l, ad_-fJr=2, ... , ((d~~fJr~p-l, a(j=fJr=O(modp) 

ist. Jede der ersten p -1 Gruppen um£aBt ofIenbar (p - 1)2 Losungen, 
die letzte Gruppe aber (2 p - 1) 2 - 1 = 4 p2 - 4 p Losungen, wo das sub
traktive Glied - 1 davon herrlihrt, daB die Losung a fJ - r ... d __ 0 
von ad - fJr 0 auszuschlieBen ist. Daher ist 

(21) 1p(p)= (p _1)3+ 4p2- 4p = p3+ p2 - p -1 = (p2 -1 )(p + 1). 

Nach (20) kommt weiter 

1p(pk)=p3k(l_ ~2) (1 +i) 
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und schlie13lich nach (17) 

( 22 ) 1p ( m ) = m a II ( 1 - ~) ( 1 + ~) . 
Damit haben wir folgendes Resultat erhalten: 

Die Anzahl der modulo m inkongruenten Quaternionen q, die nach rn 
primitiv sind und der Bw,ingung 

N ( q) =--:-: 0 ( mod m) 
genugen, betriigt 

u'o das Produkt uber alle Primfaktoren p von m zu erstrecken ist. 

In iihnlicher Weise bestimmen wir die Anzahlx (m) der modulo m 
inkongruentenQuaternioneI?-, die der Bedingung 

(23) N (q) ==- 1 (mod m) 

genugen. Nach dem Zuordnungssatz ist diese Anzahl so gro13 wie die der 
Losungen der Kongruenz 

a (J - fJ I' ~ 1 (mod m ), 

und genau wie fur 1p (m) ergibt sich sukzessive 

(24) x(m)=IIx(pk), 

das Produkt tiber die Primzahlpotenzen pTe erstreckt, aus denen sich rn 
zusammensetzt, und 

(25) 

Urn X(p) zu bestimmen, zerlegen wir die X(p) Losungen der Kongruenz 

a (J - fJ I' = 1 (mod p) 

in p Gruppen, indem wir eine Losung in die erste, zweite, ... , p - te Gruppe 
rechnen, je nachdem bezuglich 

fJ/=-l} fJr 2} fJr--p-1} fJy O} , _ , ... , _ , _ (mod p) 
aJ_2 a(J=3 a(J==O a(J=l 

ist. J ede der ersten p - 2 Gruppen enthiilt ofl'enbar (p - 1) 2 Losungen, 
jede der letzten beiden Gruppen aber (p -1) (2 P - 1 ) Losungen. Daher 
kommt 

X (p) ~~ (p - 2)(p _1)"2 + 2 (p - 1)( 2 p - 1) = P (p2 - 1), 

und hieraus unter Benutzung von (24) und (25): 
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Die Anzah1 der modulo m inkongruenten ganzen Quaternionen, deren 
Norm kongruent 1 modulo mist, betragt 

X (m) = m3 II (1 - ;2)' 
das Produkt uber alle Primfaktoren von m erstreckt. 

Da die Norm des Produktes gleich dem Produkt der N ormen ist, so 
bilden diese X ( m) Quaternionen modulo m eine multiplikative Gruppe, die 
nach 'dem Zuordnungssatz der Gruppe der modulo m 'betrachteten homo
genen, binaren, unimodularen Substitutionen "holoedrisch isomorph" ist. 
Man bezeichnet ja bekanntlich zwei Gruppen G und G' als holoedrisch 
isomorph, wenn die Elemente von G denen von G' eindeutig umkehrbar 
so zugeordnet sind, da13, falls den Elementen E und iff von G beziiglich. 
die Elemente E' und iff' von G' entsprechen, stets auch dem Element E jjj 
von G das Element E'Ii' von G' entspricht. 

Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, da13 ein vollstandiges Restsystem 
der ganzen Quaternionen nach einer ungeraden Zahl m > 1 als Modul stets 
so gewahlt werden kann, da13 in dem Restsystem die 24 Einheiten als 
Glieder vorkommen. Dies beruht auf dem folgenden Satze: 

Zwei voneinander verschiedene Einheiten k6nn-en niemals nach einer 
ungeraden Zahl m > 1 als M odul einander kongruent sein. 

Angenommen namlich, es sel 

e2 e1 (mod m). 

Dann folgt durch Multiplikation mit e;\ wenn e2e;1 - 'f} gesetzt wird 

'f} = 1 (mod m). 

Von den 24 Einheiten geniigt aber, wie man sofort konstatiert, nur 'f} = 1 
dieser Kongruenz. Also ist notwendig 1} = e2e;1 = 1 oder e2 = e1, w. z. b. w. 

Da das Produkt zweier Einheiten wieder eine solche ist, so bilden 
die 24' Einheiten eine multiplikative Gruppe. Diese ist nach der soeben 
bewiesenen Tatsache eine Untergruppe der X (m) inkongruenten Quater
nionen q, ~elche der Bedingung N (q) _ 1 (mod m) geniigen, wo m eine 
beliebige ungerade Zahl bezeichnet. 1m einfachsten FaIle m = 3 ergibt 

sich aber X (m ) = 3 3 (1 - 3! ) = 24, also genau gleich der Anzahl der 

Einheiten. Hieraus folgt: 

Die Gruppe der24 Einheiten ist holoedrisch isomorph zur Gruppe 
der modulo 3 betrachteten ganzen Quaternionen, deren Norm kongruent 1 
modulo 3 ist, oder auch zur Gruppe der modulo 3 betrachteten homogenen, 
binaren, unimodularen ganzzahligen Substitutionen. 

Die letztere Gruppe ist bekanntlich holoedrisch isomorph zu der Gruppe 
der sogenannten homogenen Tetraedersubstitutionen 9). 
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Als eine weitere Anwendung des Ztiordnungssatzes, die uns in der 
niichsten Vorlesung von Nutzen sein wird, wollen wir die folgende Frage 
behandeln: 

Es Sel p eme ungeracle Primzahl und f eines derjenigen 
"I' (p) = (p2 - 1) (p + 1) Quaternionen eines Restsystems modulo p, 
welche der Bedingung 

N (f) 0 (mod p) 

genugen, aber nicht lauter durch p teilbare Komponenten haben. 
Wie gro.13 ist die Anzahl der modulo p inkongruenten Quaternionen x, 

welche die Kongruenz 

(27) xf - 0 (mod p) 

befriedigen ? 

Sei (a~) die dem Quaternion f zugeordnete Substitution, so sind 
. r 

ex,' fJ, r, b nicht siimtlich durch 'P' teilbar und f( b - fJ r - 0 (mod p). Die 
gesuchte Anzahl ist nun gerade so gro.l3, wie die Anzahl der Substitutionen 

deren Koeffizienten die Bedingungen 

( Xl' X2) (a, fJ) =-: 0 (mod p) 
xs' x4 r, b 

d. h. 

befriedigen. Die Zahlen ((, fJ, r, b sind nicht siimtlich durch p teilbar 
und wir wollen z. B. annehmen, da.13 a durch p unteilbar sei, und a' aus 
(( ex' = 1 (mod p) bestimmen. Von den beiden Kongruenzen, die Xl' X 2 be
friedigen mussen, ergibt dann die er~te 

Xl --x2 a'r(modp), 

wiihrend dann die zweite wegen 

a ( Xl fJ + X 2 b) fJ (Xl a + X2 r) + ( (t b - fJ r ) X 2 (mod p) 

von selbst erfullt ist. Demnach ist X 2 willkurlich wiihlbar, worau£ 
Xl - - x2 a' r eindeutig bestimmt ist. Analoges gilt fur Xs und x4 • 

Man erhiilt daher genau p~ Wertsysteme Xl' X2 ' Xs'X4 ' und also das 
Resultat: 

Die Kongruenz (27) besitzt p2 inkongruente Auflosungen x. 
Dabei ist das Quaternion x -- 0 (mod p) als Losung mitgeziihlt. 
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Die Primquaternionen. 

Wir wollen nun den der Primzahl der niederen Zahlentheorie ent
sprechenden Begriff einfiihren, namlich den Begriff des Primquaternions. 
Diesen definieren wir so: 

Ein ganzes Quaternion ll, welches keine Einheit ist, nennen wir 
ein Primquaternion, wenn die Gleichung 

(1) II = ab, 

wo a und b ganze Quaternionen bedeuten, keine L6sungen aufJer solchen 
besitzt, fur welche einer der Faktoren a und b eine Einheit ist. 

DaB es unendlich viele solche Primquaternionen gibt, wird sich im 
weiteren Verlauf unserer Untersuchungen ganz von selbst ergeben. Wir 
brauchen uns deshalb mit dem Nachweis der Existenz von. Primquaternionen 
nicht aufzuhalten. 

Besteht die Gleichung (1), so gilt auch 

(2) N(ll) = N(a)N(b). 

Wenn daher die Norm N (ll) eines ganzen Qwiternions II eine Primzahl 
ist, so kann die Gleichung (1) nicht anders bestehen, als wenn N ( a) 
oder N( b) = 1, also a oder b eine Einheit ist. Dann ist ~lso sicher II 

ein Primquaternion. Aber auch das 'Umgekehrte ist richtig, so daB also 
der folgende Satz gilt: 

Ein ganzes Quaternion II ist dann und nur dann ein Primquaternion, 
wenn seine Norm N ( ll) eine Primzahl ist. 

Dem Beweise, daB die Norm eines Primquaternions in der Tat not
wendig eine Primzahl ist, schicken wir folgenden Hilfssatz voraus: 

Eine Primzahl, aufgefafJt als ein reelles Quaternion, ist niemals ein 
Primquaternion. 

Fur die Primzahl 2 folgt dies aus der Gleichung 

2 = (1 + i l ) (1 - i l ). 
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Ist aber peine ungerade Primzahl, so konnen Wlf nach der letzten Vor
lesung ein Quaternion 

q , qo + ql il + q~ i~ + qa (I 

bestimmen, dessen Komponenten nicht samtlich durch p teilbar sind, 
wahrend 

N (q) = q3 + qi + q:] + q;; 0 (mod p) 

ist. Sei dann b der grollte gemeinsame rechtsstehende Teiler von p und q. 
Da N (p ) = P 2 und N (q) den gemeinsamen Teiler p besitzen, kann b 
nach einem in der sechsten Vorlesung bewiesenen Satze keine Einheit sein. 
Wenn nun etwa 

ist, so kann auch b1 keine Einheh sein, weil sonst b mit p assoziiert ware 
und daher p in allen Komponenten von q = b2 b = b2 b; 1 P aufgehen miillte. 
Die Gleichung 

p= bIb 

zeigt nun, dall die Primzahl p kein Primquaternion ist. 
Dies vorausgeschickt, sei nun n irgendein Primquaternion und p ein 

Primfaktor von N (n ). N ach dem soeben benutzten Satze der sechsten Vor
lesung haben danri :n und p einen gemeinsamen Teiler, der keine Einheit 
ist und folglich als Teiler des Primquaternions n mit n assoziiert sein mull. 
Demnach ist p durch n teilbar, etwa 

(3) 

und folglich 
P 2 = N (n ) N ( n l ). 

Da nun n l keine Einheit sein kann, weil sonst p = n n l mit n assoziiert 
und also ein Primquaternion ware, so mull 

(4) N(n) = p 

sem, w. z. b. w. 

Wie die Gleichung (4) zeigt, ist in der Gleichung (3) der Faktor n l 

das zu n konjugierte Quaternion n'. Ferner leuchtet ein, dall jedes Prim
quaternion Faktor einer Primzahl ist, die mit der Norm des betreffenden 
Primquaternions zusammenfallt. 

Wir wollen nun die samtlichen in einer Primzahl aufgehenden Prim
quaternionen bestimmen. 

Was zunachst die Primzahl 2 angeht, so ist, abgesehen von Einheits
faktoren, ,= 1 + i 1 

das einzige Primquaternion, welches Faktor von 2 ist. Denn aus N (n) = 2 
Hurwitz, Vorlesungen. 4 



50 Vorlesung 8. 

folgt nach den Satzen der siebenten Vorlesung, daB n = (1 + i 1 ) c ist, wo 
c eine Einheit bedeutet. Indem wir uns zur Bestimmung aIler in einer 
gegebenen ungeraden Primzahl p aufgehenden Primquaternionen wenden, 
bemerken wir zunachst, daB es ofl'enbar genugt, die primaren unter ihnen 
zu betrachten. Denn aus diesen gehen aIle ubrigen durch (rechtsseitige 
oder linksseitige) Multiplikation mit Einheiten hervor. 

Wir, verstehen nun unter f irgendeines derjenigen 

1jJ(p)=(p2-1)(p+l) 

nach p primitiven Quaternionen eines vollstandigen Restsystems modulo p, 
deren Norm durch p teilbar ist. Dabei wollen wir diese Quaternionen f 
so wahlen, daB N (f) durch p, aber nicht durch p2 teilbar ausfallt. Diese 
Annahme ist erlaubt. Denn ersetzen WF 

f = fo + fl i1 + f2 i2 + fg i3 

durch das kongruente Quaternion 

1'-'-- fo + f1 it + f2 i2 + t~ i3 + P (to + t1 it + t2 i2 + t:) ig), 

so tritt an die Stelle von N (n die Zahl 

N (f) = (to + p to) 2 + (ft + p tl ) 2 + (~ + p U 2 + Ug + p t3 / 

- N(f) 2p(tofo tJl + t2f2 + td~) (mod p2). 

Sollte nun N (f') durch p2 teilbar sein, so konnen wir die ganzen Zahlen 
to' tl ,t2, tg so wahlen, daB N (f) durch p2 nicht teilbar wird; z. B. indem 
wir diese Zahlen der Bedingung 

to t~ + tJl + t2 f2 + tg f3 ::::-: 1 (mod p) 

gemaB annehmen, was moglich ist, weil t~, fJ' f2' t~ nicht samtlich durch 
p teilbar sind. Weil N (f) durch p teilbar ist, hat f mit p einen groBten 
rechtsseitigen gemeinsamen Teiler n, der keine Einheit und uberdies vollig 
durch die Forderung bestimmt ist, daB er primar sein solI. . Es ist dann etwa 

(5) f=an, p=n'n, 

und da n nicht mit p assoziiert sein kann, weil sonst f durch p teilbar 
ware, so muB n ein Primquaternion von der Norm p sein. In dieser 
Weise entspringt aus jedem Quaternion f ein primares Primquaternion 
von der Norm p. Man ist auch sicher, auf diesem'Vege aIle diese Prim
quaternionen zu erhalten. Denn bezeichnet n irgendeines derselben, so 
wird dasselbe, wie leicht ersichtlich, jedenfalls aus demjenigen Quaternion f 
hervorgehen, welches n (mod p) ist. Bildet man also fur jedes einzelne 
Quaternion f die Gleichungen (5), so findet man aIle primaren Prim
quaternionen n von der Norm p. 
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J edes solche Primquaternion entsteht aber auf diese Weise p 2 - 1-mal. 

Urn dieses einzusehen, fragen wir zuniichst, unter welcher Bedingung 
{ und f(1) zu demselben Quaternion II AniaB geben. Wir erkennen leicht, 
daB hierfiir die L6sbarkeit der Kongruenz 

(6) f(l)qf(modp) 

durch em ganzes Quaternion q notwendig und hinreichend ist. 

In der Tat, wenn gemiiB dem Ansatz (5) 

f=all, f(l) = a(l) II 

ist, so sind N (a) und N (a(l)) teilerfremd zu p, weil N (f) und N (f(1)) 
wohl durch p, aber nicht durch p2 teilbar sind. Folglich liiBt sich q aus 
der Kongruenz 

( 7) q a .. ~ a (1) ( mod p) 

bestimmen, da diese auf q N ( IX ) a (1) a' (mod p) hinauskommt. Durch 
Multiplikation der Kongruenz (7) mit II kommt dann 

qall. aWll oder qf~~ f(1) (mod p). 

U mgekehrt: wenn die Kongruenz (6) besteh t und f = a II ist, so hat man 

f(1) = qall + q(1)p = (qa + q(l)ll')ll, 

so daB aus f(1) dann dasselbe Primquaternion II entspringt, wie aus f. 
1st also f ein bestimmtes der hier betrachteten Quaternionen, so 

werden wir folgendermaBen die Quaternionen f(1) finden, die dasselbe 
Primquaternion wie t liefern: wir lassen in dem Produkte q. {, den 
Faktor q aIle p 4 inkongruenten Quaternionen (mod p) durchlaufen und 
bezeichnen mit 

(8) qJ, qJ, ... , qJ 

die inkongruenten unter den so entstehenden Produkten. Unter diesen 
findet sich auch das Quaternion Null - 0 . f. Die iibrigen z - 1unter 
den Produkten (8) sind dann denjenigen Quaternionen ll) kongruent, die 
dasselbe Primquaternion wie f ergeben. 

Nun ist jedes beliebige Quaternion q f einem der Quaternionen (8) 
kongruent; aus 

qf qJ folgt aber (q-qJf=-O oder q-qi+x(modp), 

wo x eines derjenigen Quaternionen bezeichnet, die der Kongruenz 

( i~) x{-= 0 (mod p) 

geniigen. Wir werden also aIle p 4 Quaternionen q f erhalten, wenn Wlr m 

4* 
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das Quaternion x .alIe Losungen der Kongruenz (9) durchlaufen lassen. 
Da die Anzahl dieser Losungen nach der letzten Vorlesung p 2 betragt, 
ergibt sich 

p4=Z·p2, 

oder z = p2. Es sind also in der Tat immer je z - 1 = p2 - 1 
ternionen {(I) vorhanden, die dasselbe Primquaternion n liefern. 

Da die Gesamtzahl der Quaternionen ( 

1jJ(p) = (p2 -1)(p + 1) 

betragt, so erkennen wir nunmehr: 

Qua-

Es gibt genau p + 1 primare Primquaternionen, die in der un
geraden Primzahl p aufgehen oder - was dasselbe ist - deren Norm 
gleich der ungeraden Primzahl p ist 10). 

Jedes ungerade Quaternion geht aus einem bestimmten primaren durch 
rechtsseitige Multiplikation mit· einer Einheit hervor. Daher gibt es im 
ganzen 24 (p + 1) verschiedene in p aufgehende Primquaternionen. Unter 
diesen befinden sich 8 (p + 1) mit ganzen Komponenten, also von der Form 

(10) 

wo no' n 1 , n 2 , na ganze Zahlen bezeichnen, da nur die Multiplikation mit 
den acht Einheiten ± 1, ± i l , . ± i 2 , ± ia aus einem primaren Quaternion 
solche mit ganzen Komponenten entstehen lii13t. Die iibrigen 16 (p + 1) 
sind von der Form 

(10') 

wo n~, n~, n~, n~ ungerade ganze Zahlen bezeichnen. 
In anderer Ausdrucksweise liegt hierin der Satz: 

Die Gleichung 

(11 ) P = n;; + n; + ni + ni 

besitzt 8 (p + 1) A uflosungen inganzen Zahlen no, n l , n2 , na, die Gleichung 

U 1') 4 P = n~ 2 + n~ 2 + n~ 2 + n~ 2 

16 (p + 1) Aufl68ungen in ungeraden ganzen Zahlen 
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Der Zerlegungssatz. 

Wir werden uns nun mit der Darstellung der ganzen Quaternionen 
als Produkte von Primquatetnionen beschaftigen. 

Wie wir fruher gesehen haben, laBt sich jedes ganze Quaternion a 
in die Form bringen 

a = (1 + iJb, 

wo b ein ungerades Quaternion bezeichnet. Man braucht daher nur die 
Zerlegung ungerader Quaternionen in Primquaternionen zu betrachten, 
und zwar darf man sich dabei noch auf primare Quaternionen beschranken, 
da jedes ungerade Quaternion durch Multiplikation mit einer Einheit in 
ein primares Quaternion verwandelt werden kann. 

Sei nun b ein primares Quaternion, d. h. also ein solches, welches 
_ 1 oder - 1 + 2 (! (mod 2 + 2 i 1 ) ist, und bezeichne m den groBten ge

meinsamen Teiler der Komponenten von b, die ganze Zahlen sind. Dieser 
Teiler m werde mit einem solchen Vorzeichen genommen, daB m c::-c 1 (mod 4), 
also a fortiori _ 1 (mod 2 + 2 i 1 ) ist. Man hat dann 

b=mc, 

wo c ein primares Quaternion ist, dessen Komponenten keinen gemein
samen Teiler auBer 1 besitzen. Ein solches Quaternion c wollen wir zur 
Abkurzung primitiv nennen. Nach dieser Festsetzung ist ein primitives 
Quaternion also immer auch primar. Insbesondere ist offenbar ein pri
mares Primquaternion 

Jl = Jlo + Jl1 i1 + Jl~ i2 + Jls i:l 

stets primitiv, weil Jlo' Jl1 , Jl2 , Jl3 keinen gemeinsamen Teiler auBer 1 
besitzen konnen. N ach der sieben ten Vorlesung ist das hierzu konjugierte 

eben falls prImar, wenn Jl _~: 1 (mod 2 + 2i1 ); dagegen ist - Jl' prImar, 
wenn Jl __ 1 + 2 (! (mod 2 + ~ i 1 ) ist. Zur Vereinfachung des Ausdrucks 
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wollen wir deshalb in der Folge, in Abweichung von der friiheren Ter
minologie, unter dem konjugierten Quaternion zu einem Primquaternion n 

das Quaternion n' oder das Quaternion - n' verstehen, je nachdem 
n 1 oder n 1 + 2 e ( mod 2 + 2 i 1 ) ist. Da das Produkt zweier pri
maren Quaternionen wieder primar ist, so wird ubrigens, beilaufig bemerkt, 
hiernach n' oder - n' als zu n konjugiert zu bezeichnen sein, je nachdem 

erne Primzahl von der Form 4 k + 1 oder von der Form 4 k + 3 ist. 

Fur die primitiven Quaternionen gilt nun folgender "Zerlegungssatz": 

Es sei c ein primitives Quaternion und 

(1) N(c)=pqr ... : 

wo p, q, r, ... die samtlichen (gleichen oder ungleichen) Primfaktoren 
von N ( c) in eine beliebige, aber bestimmte Reihenfolge gebracht, be
zeichnen, Dann ist c, und zwar nur auf eine Weise, in der Form 
darstellbar 

(2) c=nxe···, 

wo n, x, e, ... pr~mare Primquaternionen bedeuten, deren Normen der 
Reihe nach gleich p, q, r, . .. sind. 

N achdem man namlich N ( c) in die Faktoren p q r . .. aufgelost hat, 
bestimme man den gro13ten primaren linksseitigen gemeinsamen Teiler n 

von c und p. Dann ist 

wo c1 wieder primitiv und 

ist. In tmtsprechender Weise findet man 

und 

wo x den gro13ien pnmaren linksseitigen Teiler von c1 und q bezeichnet. 
So fortfahrend, erhalt man c in der Form (2) dargestellt, und diese Dar
stellung ist nur auf eine Weise moglich, weil n, x, e, . .. der Reihe nach 
als gro13te prim are gemeinsame Teiler eindeutig bestimmt sind. 

Der folgende Fall des hiermit bewiesenen Satzes verdient besonders 
hervorgehoben zu werden: 

Bezeichnet c ein primitives Quaternion und ist 

(3 ) 1\T(' ) _ h " H C - P q ... , 
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unter p, q, . .• verschiedene Primzahlen verstanden, so lafJt sich c, und 
zwar nur aut eine Weise, in die Form setzen 

(4) 

WO :7ll ,:7l2 , ... , :7lh primare Primquaternionen von de?' Norm p, terner 
"1' ,,~, ... , "k solche von der Norm q usw. bezeichnen. 

Es ist klar, daB in der Darstellung ( 4) des primitiven Quaternions c 
niemals zwei konjugierte Primquaternionen nebeneinander stehen konnen. 
Denn sonst wiirde das Produkt derselben, welches eine reelle Primzahl 
ist, gemeinsamer Teiler aller Komponenten von c sem. Umgekehrt gilt 
nun der Satz: 

Ein Produkt von primiiren Primquaternionen 

in welchem :7ll , :7l2 , .•. , :7l11 die Norm p, terner "1' "2' ••• , "k die Norm q 
usw. haben, unter p, q, . .. voneinander verschiedene Primzahlen ver
standen, stellt immer ein primitives Quaternion dar. wenn niemals zwei 
konjugierte Primquaternionen in dem Produkte nebeneinander stehen. 

Wir wollen annehmen, dieserSatz sei fiir Produkte aus n Faktoren 
schon bewiesen, und zeigen, daB aus dieser Annahme seine Giiltigkeit fiir 
Produkte aus n + 1 Faktoren folgt. Da der Satz fiir n = 1 offen bar 
richtig ist, so ist er dann als allgemein giiltig nachgewiesen. Sei also 

(5) 

em Produkt von n + 1 primaren Primquaternionen, m welchem keine 
zwel konjugierten Quaternionen nebeneinander stehen. Nach Annahme ist) 

(6) 

primitiv. Ware nUll das Produkt :7ll c nicht primitiv, so gabe es eme 
Primzahl P, die m allen vier Komponenten von :7ll c aufginge. Also ware 

(7) 

und daher auch 

(8) :7l~ :7ll c = pc :::.:: 0 (mod P) , 

woraus N ( :7ll ) = P = P folgt. Denn andernfalls wiirde die Kongruenz (8) 
c 0 (mod P) nach sich ziehen, wahrend doch c primitiv ist. Die Kon
gruenz (7) ist nun mit einer Glei?hung der Gestalt 

:7ll c = pC = :7l1 :7l~ C 

gleich bedeutend, wo C ein ganzes Quaternion bezeichnet; hieraus folgt 

c = :7l2 ••• :7lh Xl "2 ••• Uk ••• = :7l~ C , 
und da die Zerlegung von c eindeutig ist, miiBte :7l2 = ±:7l~ sem. Es 
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wurden also die am Anfang des Produktes (5) stehenden Faktoren 711 

und :7l2 konjugiert sein, was der V oraussetzung, daB in dem Produkte 
keine zwei konjugierte Quaternionen nebeneinander stehen, widerspricht. 

Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes konnen wir leicht die folgende 
Aufgabe erledigen: 

Man, soll alle primitiven Quaternionen c bestimmen, deren Norm 
e~ne gegebene ungerade Zahl 

ist. 
Wir brauchen offenbar, urn die gewunschten Quaternionen zu erhalten, 

nur aIle moglichen Produkte 

(9) 

zu bilden, die den Bedingungen genugen, daB :7l1 , :7l~, ••• , :7l1t primiire Prim
quaternionen der Norm p, ferner "1' "2' ••• , Xi< primare Primquaternionen 
der Norm q usw. sind, und daB niemals zwei konjugierte Primquaternionen 
nebeneinander stehen. Da es p + 1 primare Primquaternionen der Norm p 
gibt, so konnen wir fur :7l1 jedes dieser p + 1 Primquaternionen nehmen, 
jedes dieser :7l1 mit jedem der von +:7l~ verschiedenen p Primquaternionen 
als zweiten Faktor :7l2 kombinieren usf. Man erhalt also im ganzen 

Q (m) = (p + 1) ph-1 (q + 1) qk-1 ... = m (1 + ~) (1 + ~) ... 
Quaternionen c. Das heiBt: 

1st m = ph qk ... eine ungemde Zahl, so gibt es 

(10) Q(m)=m (1 +~) (1 +~) ... 
primitive Quaternionen, deren Norm gleich mist. 

Hierbei ist noch zu bemerken, daB m> 1 vorausgesetzt wurde. 1m 
FaIle m = 1 ist offenbar die Formel (10) durch Q (1) = 1 zu· ersetzen, 
denn es gibt nur das eine primitive Quaternion1, dessen Norm gleich 1 ist. 

Die zahlentheoretische Funktion Q ( m) genugt, wie aus ihrem Aus
druck (10) ersichtlich ist, der Gleichung 

(11 ) 

wenn m1 , m2 irgend zwei ungerade positive, zueinander teilerfremde 
Zahlen bedeuten. 

, Fragen wir nun nach der Gesamtzahl der primaren Quaternionen b 
- nicht nur der primitiven -, deren Norm eine vorgeschriebene ungerade 
Zahl mist! 

Bezeichne b eines dieser Quaternionen und setzen wir 

(12) b=dc, 
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wo d den gri:i13ten gemeinsamen Teiler der vier Komponenten von b be
deutet. Diesen Teiler wollen wir mit einem solchen Vorzeichen nehmen, 
da13 d .. 1 (mod 4) ist. Es wird dann c ein primitives Quaternion und 

N(b)=d 2 .N(c)=m. 

Also ha ben wir in (12) fiir d aIle Zahlen __ 1 (mod 4) zu nehmen, deren 
Quadrat in m aufgeht, und fiir jedes solche d den Faktor calle primi

tiven Quaternionen durchlaufen zu lassen, deren Norm gleich n! wird. Die 
d 

Anzahl der letzteren betragt nach dem letzten Satze Q em,). Demnach 
ist die Anzahl aller Quaternionen b durch d 

(13) l(m) = 2)Q C~) 

vorgestellt, wobei die Summe iiber aIle quadratischen Divisoren d 2 von m 
zu erstrecken ist. Wenn wir nun wie friiher 

(14) 

setzen, so miissen WIr m (13) 

d2 2a 2/J =p. q ... 

einsetzen und a, fJ, . .. aIle nicht negativen Zahlen durchlaufen lassen, 
welche den Bedingungen 

2a<h, 2fJ<k, 

geniigen. Es kommt so, unter Benutzung der Gleichung (11), 

f(m) = 2) Q (ph-2a qk- 2/J . .. ) =2) Q (ph-2a). 2) Q (qk-2 f1 ) . .. 

N ach Formel (10) ist we iter 

2) Q (ph-2a) = Q(ph) + Q (ph-2) + Q (ph-4) + .. . 
= ph-l(p 1) + ph-3(p + 1) + .. . 
= ph + ph-l + ph-2 + ... + p + 1 

und somit schlie13lich 

f( m) = (ph + ph-l + ... + 1) (qk + qk-l + ... + 1) ... = 2) 0, 

wo 0 die samtlichen Divisoren von m durchlauft. 

Demnach besteht also der Satz: 

Bedeutet m eine beliebige ungerade Zahl, so gibt es 

(15) f(m)=2)o 
pnmare Quaternionen, deren Norm gleich mist. Dabei erstreckt sick 
die Summe auf alle Divisoren 0 von m. 
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Die Darstellungen einer positiven ganzen Zahl als Summe von vier 
Quadraten. 

Auf Grund des Ergebnisses, zu welchem wir am SchluB der letzten 
Vorlesung gelangten, ist es leicht die folgende Aufgabe zu losen: 

Man soll die Anzahl der Losungen der Gleichung 

(1) 

in ganzen Zahlen xO' Xl' X 2 ' X3 bestimmen, unter n eine gegebene positive 
ganze Zahl verstanden. 

Wir schreiben die Gleichung (1) in der Form 

(2) N(x)~n, 

indem Wlr 

( 3 ) X = Xo + Xl i l + X 2 i~ + Xs i3 

setzen. Es handelt sich somit um die Anzahl derjenigen Quaternionen x, 
die dem Bereiche J 0 angehoren (d. h. ganzzahlige Komponenten besitzen) 
und deren Norm mit der vorgeschriebenen Zahl n zusa~menfimt. 

Wir wollen mit 2T die hochste Potenz von 2 bezeichnen, die in n 
aufgeht, so daB 

(4) n=2Tm 

wird, unter m eine ungerade Zahl verstanden, und nun bei der Behand
lung unserer Aufgabe die beiden FaIle r = 0 und r> 0 unterscheiden. 

1m Falle r = 0 sind die Quaternionen, deren Norm gleich n = m 

ausfallt, ungerade. Da jedes solche Quaternion durch Multiplikation mit 
einer der 24 Einheiten (wobei wir uns etwa fUr rechtsseitige Multiplikation 
entscheiden mogen) in ein primares verwandelt werden kann, werden wir 
zunachst die primaren Quaternionen X betrachten, die der Bedingung 

(5) N(x)=m 

geniigen und sodann feststellen, wie viele Quaternionen des Bereiches J o 
aus dies en durch rechtsseitige Multiplikation mit den Einheiten entstehen. 
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N ach dem SchluBsatz der letzten Vorlesung gibt es 

(6) f(m)= .2)0 

primare Quaternionen x, welche die Gleichung (5) befriedigen. . Jedes 
pnmare Quaternion gehOrt nun dem Bereiche Joan (siehe siebente Vor
lesung) und durch rechtsseitige Multiplikation mit den acht Einheiten 
± 1, ± i 1 , ± i 2 , ± i3 entstehen aus ihm wieder Quaternionen des Be
reiches J o' Dagegen liefert die Multiplikation mit den iibrigen 16 Ein
heiten ganze Quaternionen, die nicht J o angehoren, sondern die Form 
H!lo +!l1 it + !l2 i2 + !l3 i3) haben, unter !lo' !l1' !l2' !l3 ungerade Zahlen ver
standen. Wir erkennen so mit, daB im Falle, wo n = m ungerade ist, 
die Gleichung (1) 8 f (m) Losungen besitzt. 

1m Fane r > 0 hat jedes Quaternion x, welches der Bedingung 

(7) N(x)=n=2 T m 

geniigt, den Fakter 1 + it genau r-mal. Wir konnen dasselbe also m 
der Form 

(8) 

schreiben, wo x em ungerades ganzes Quaternion von der Norm m be
zeichnet. 

Hier ist nun zu beachten, daB jedes ganze Quaternion, welches durch I 

1 + i1 teilbar ist, dem Bereiche Jo angehort. Denn nach der siebenten 
Vorlesung sind die Quaternionen des Bereiches J 0 dadurch charakterisiert, 
daB sie entweder ~ 0 oder -- 1 (mod 1 + i1 ) sind. Man kann auch direkt 
aus der Gleichung 

(1 + i1) . ~ (!lo + !l1 i1 + !l2 i2 + !l3 ia) = gO;gl + goi g1 il + ~2;~ i2 + !L2~g3 i3 

ablesen, daB das Produkt aus 1 + i1 in irgendein ganzes Quaternion 
i (!lo + !l1 i1 + !l2 i2 + !l3 i3) ganzzahlige Komponenten besitzt. 

Demnach haben wir in (8) fUr x alle ganzen Quaternionen von der 
Norm m einzusetzen, nicht nur diejenigen, welche dem Bereiche J o an
gehoren. Diese Quaternionen entspringen nun aus den f (m) primiiren 
Quaternionen von der Norm m durch rechtsseitige Multiplikation mit den 
24 Einheiten, so daB wir also aus (8) im ganzen 24 f ( m). Quaternionen 
erhalten. 

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den Satz: 

Die Anzahl der Darstellun!len einer !lanzen positiven Zahl als Summe 
von vier Quadraten betra!lt, je nachdem die darzustellende Zahl un!lerade 
oder !lerade ist, das 81ache oder das 241ache der Summe der ungeraden 
Divisoren der Zahl. 
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Betrachten wir die f' (m) primaren Quaternionen von der ungeraclen 
... . .. - , .. +1+i+i+i Norm m und multlphzleren Wir Sle mIt den 10 Emhelten = ___ .1:!- ~----", 

so erhalten wir dadurch ofl'enbar samtliche ganze Quaternionen von der 
Norm m, die nicht dem Bereiche J 0 angehoren, sondern von der Form 

~ (go + gl il + g2 i~ + ga ia) sind, wo go' gl' g2' g!~ ungerade Zahlen bedeuten. 
Diese Tatsache lii13t sich in folgendem Satze aussprechen: 

Die Anzahl der Darstellungen des Vierfachen einer ungeraden Zahl 
als Summe von vier ungeraden Quadraten betragt das 16 fache der Summe 
der Divisoren der Zahl lO ). 

/ 

Die Schlu13siitze der neunten V orlesung tiber die Darstellungen einer 
ungeraden Primzahl oder des Vierfachen einer solchen als Summe von 
vier Quadraten sind die einfachsten Spezial£iille der letzten beiden Siitze. 
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Ein Problem Eulers. 

1m zweiten Bande seiner Theorie des nombres erwahnt unter Nr. 470 
Legendre ein Problem Eulers mit folgenden.Worten: 

"In ein wie in der nebenstehenden Figur in 16 Felder 
geteiltes Quadrat solI man 16 Zahlen A, B, 0, ... Q ein
schreiben, welche folgenden Bedingungen geniigen: 

1. da.13 die Summe der Quadrate der Zahlen in jeder 
der vier Horizontalreihen, ferner auch in jeder der 

A 

E 

J 

N 

B 

If' 

K 

0 

0 D 

G H 

L M 
p Q 

vier Vertikalreihen und in beiden Diagonalen diesel be ist. Dies gibt 
10 Bedingungen; 

2. da.l3, wenn man in zwei beliebigen Horizontalreihen die iibereinander
stehenden Zahlen multipliziert und die Produkte addiert, diese 
Summe, z. B. AE + BF + OG + DB, stets gleich Null ist und da.13 
daSselbe gel ten solI bei zwei beliebigen Vertikalreihen. Dies gibt 
12 Bedingungen. 

Man hiitte also im ganzen 22 Bedingungen zu erfiillen und nur 
16 Unbekannte. Indessen bemerkt Euler, da.13 es unendlich viele Arten 
gibt, dieser Aufgabe zu geniigen. Er war im Besitz der allgemeinen 
Losung derselben und gab als Beispiel das folgende Quadrat: 

68, - 29, 41, - 37 
-17, 31, 79, 32 

59, 28, - 23, 61 
-11, - 77, 8, 49. 

Die Auflosung dieses Problems ist nicht veroffentlicht worden, und 
es waie sehr zu wiinschen, dfi.13 dies geschehe, wenn man sie unter den 
noch nicht gedruckten Manuskripten des Verfassers finden konnte; denn, 
wie man sieht, wiirde es sehr schwierig sein, sie wiederherzustellen.·' 

Wir wollen llun zeigen, da.13 die allgemeine Losung dieses Problems 
sich leicht und in einer sehr einfachen Form auf Grund unserer Zahlen
theorie der Quaternionen ergibt. 
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Die gesuchten 16 Zahlen A, B, 0, ... , Q mogen mit aap (a, fJ = 0, 1, 2, 3) 
bezeichnet werden, so daB die in der a-ten Horizontalreihe stehenden 
die folgenden sind: 

(1) (a =~ 0,1,2,3). 

Betrachten wir nun die lineare Substitution 

(2) Yl = aOl Xo + all Xl + au x 2 + a Sl x S ' {

Yo = aooxo + alOxl + a20 x2 + asox:p 

Y2 = a02 xO + a12 xl + a22 x2 + aa2 xa' 
Ys = aoaxo + ala Xl + a2a x 2 + aasXs' 

und sehen wir zunachst von den auf die beiden Diagonalen bezuglichen 
Bedingungen ab, so erkennen wir sofort, daB unsere Aufgabe auf die 
folgende hinauskommt: 

Man soll die Substitution (2) so bestimmen, dafJ sie die Gleichung 

(3) Y2 + y2 + y2 + y2 = M (X2 + X2 + X2 + X2) o 1 2 3 0 1 2 3' 

in welcher Meine Konstante bedeutet, zu einer reinen Identitat in 
xO' xl' x2 ' X3 macht, oder also die Form yg + Y: + Y; + y: in ein Viel
laches von sich selbst iiberliihrt. 

Die Identitat (3) ist namlich zunachst mit den auf die Vertikalreihen 
bezuglichen Bedingungen fUr die 16 Zahlen gleichbedeutend. Aus dies en 
Bedingungen ergeben sich sodann die Umkehrungen der Gleichungen (2) 

(2') (a = 0,1,2,3) 

und indem man diese Ausdrucke der M Xa in die aus (3) folgende Gleichung 

(3') (M xo) 2 + (M X l )2 + (M X2 )2 + (M XS)2 = M (yg + y; + y; + y:) 
eintragt, ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung, daB auch die auf 
die Horizontalreihen bezuglichen Bedingungen fUr die 16 Zahlen aap er
fUIlt sind. 

Wir wollen nun fUrs erste auch die Bedingung, daB die Koeffizienten 
aa{:i der Substitution (2) ganze Zahlen sein sollen, fallen lassen und ferner 
M = 1 setzen. Mit anderen Worten, wir stellen uns die Aufgabe: 

Man soll alle reellen "orthogonalen" Substitutionen (2) bestimmen, 
d. h. diejenigen reellen Substitutionen (2), vermoge welcher identisch in 
den Variabeln xO' Xl' X2 , Xs 

(4) 

wird. 

Diese Aufgabe konnen wir leicht in die Sprll'che der Quaternionen-
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theorie iibertragen. Zu dem Ende multiplizieren wir die Gleichungen (2) 
der Reihe nach mit 1, iI' i2, is und addieren sie sodann. Dadurch kommt: 

( 5 ) Y = Ao.xo + Al Xl + A2 x2 + As XS' 

wobei die neu eingefiihrten Bezeichnungen folgende Bedeutung haben: 

(6) Y = Yo + Y1 it + Y2 i2 + Ys is 

(7) 

r Ao = a oo + aOl i1 + a02 i2 + a03 is, 
~ Al = a10 + all i1 + a12 i2 + a 1s i s ' 

l A2 = a20 + a21 i l + a22 i2 + a2s i s ' 
As = aso + aSI i1 + as2 i 2 + as3 iS' 

Dnd nun ist unsere Aufgabe offen bar die: 

Man soll die Quaternionen Ao' AI' A 2 , A3 so bestimmen, da[J die 
Gleichung 

(4') N (y) = (Aoxo+At Xl +A2 x2 +ASX3)(A~xo+A;X1 +A~X2+A~xs) 
= X2+ X2+ X2+ X2 012 3 

identisch in den Variabeln xO' xl' x2 ' X3 erfullt ist. 
Der Vergleich der Koeffizienten von x~ auf beiden 8eiten der Glei

chung (4 ~) ergibt zunachst: 

( 8 ) N (Ao) = Ao A~ = 1. 

Das Quaternion Ao mull daher sicher von Null verschieden sein, so 
dall Wlr 

(9) 

setzen konnen, wobei iI' i2' is gewisse Quaternionen bezeichnen. Hier
durch geht (5) iiber in 

(10) 

und die Gleichung (4') wird nun in Riicksicht auf (8) 

(11) N(y)=(xO+x1il +X2;2+Xsi3)(XO+X1i~ +x2i;+X3j~) 
= x~ + x; + xi + xi· 

Durch Ausfiihrung der Multiplikation auf der linken Seite und 
Koeffizientenvergleichung folgt hieraus: 

.' ..' ..' ..., l' , 
71 ...:...- - h, 12 = - 12' 1s = - 1s, h h = , i2 i2 = 1, i3 is = 1, 

il i; + i2 i; = 0, i2 i: + i8 i; = 0, i3 i; + i1 j~ = 0 

und durch Elimination von i;, i;, i: 
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Hieraus konnen wir schlie.6en, da.6 das Quaternion il i2 ia semem 
konjugierten gleich und also reell sein mu.6. Denn es ist 

(it i2 ia)' = i~ i; i: = - ia i2 il = ia il i2 = - il ia i~= il i2 ia· 
Da. die Norm von il i2 i3 iiberdies N (il) N (i2) N (ia) = 1 ist, so mu.6 

(13) il i2 ia = - e 

sein, wo e entweder + 1 oder - 1 ist. 
Durch Multiplikation von (13) mit ia' entsteht, weil 1: = - 1 ist, 

und ebenso leicht fh:tden wir 
il i2 = eia 

i2 ia = eil' ia il = ei2· 
Die drei Quaternionen e ii' e i2' e ia geniigen demnach den Gleichungen 

(7) der dritten Vorlesung, namlich 

(e il) 2. = (e i2) 2 = (e i3) 2 = - 1, e il . ei2 = - e i2' e i]' = e ia' 

e i2 . e i3 = - e i3 . e i2 = e ii' e i3 . e il = - e il . e ia = e i2 

und, wie dort gezeigt wurde, folgt hieraus die Existem; eines Quaternions q, 
fiir welches 

(14) eil = qil q-l, ei2 = qi~q-l, ei3 = qiaq-l 

ist. Das Quaternion q diirfen wir von der Norm 1 voraussetzen, so da.6 
q-l = q' wird. Denn q darf, ohne Storung der Gleichungen (14), durch 
rq ersetzt werden, unter r eine beliebige, nicht verschwindende reelle 
Zahl verstanden, die wir so wahlen konnen, da.6 

N(rq)=r 2 N(q)=1 

wird. Wir setzen nun die Ausdriicke von iI' i2' i3 aus (14) in (10) em. 
Indem wir dabei noch fiir die Quaternionen von der Norm i 

Aoq und q-l = q' 

beziiglich a und b schreiben, kommt so 

(15) Y = a (xo + e Xl il + e X2 i2 + e X3 i3) b, 

wobei e entweder + 1 oder - 1 ist. Umgekehrt: bilden wir die Glei
chung (15), unter a und b zwei beliebige Quaternionen von der Norm 1 
verstanden, so werden die Komponenten Yo, Yl' Y2 ' Y3 von Y vermoge 
dieser Gleichung linear~ homogene Funktionen von xO' Xl' X2' X3 und der 
Dbergang zu den Normen zeigt, da.6 identisch 

N(y) = y2+y2+ y2+ y2 = X2+ X2+ X2+ X2 o 1 2 3 012 3 

wird. Trennen wir noch die Falle e = + 1 und e = - 1 von einander, 
so konnen wir das gewonnene Resultat so aussprechen: 
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J ede reelle orthogonale Substitution (2) liifJt sich durch eine der 
beiden Gleichungen 

(1G) 

(lG') 

Y = axb, 

Y = ax'b 

darstellen, in welchen a und b zwei Quaternionen 'Von der Norm 1 be
deuten, und 

x = Xo + Xl il + X2 i2 + X3 i3 , Y = Yo + YI it + Y2 i2 + Y3 i3 

zu setzen ist. 

Hierzu ist noch folgendes zu bemerken. Die Substitutionen, die durch 
die Gleichung (16) dargestellt werden, unterscheiden sich von den durch 
die Gleichung (16') dargestellten durch das Vorzeichen ihrer Determinante. 
In der Tat kann bei stetiger Anderung der Quaternionen a und b (d. h. 
ihrer Komponenten) die Determinante der Substitution (16) und ebenso 
die der Substitution (16') ihr Vorzeichen nicht andern, weil diese Deter
minanten immer von Null verschieden bleiben. Lassen wir aber a und b 
stetig in das Quaternion 1 iibergehen, so werden die Substitutionen (16) 
und (16') in 

Y = x, bzw. Y = x' 

iibergehen. Von diesen ist die erstere die identische Substitution, also 
von der Determinante + 1, dagegen die letztere die Substitution Yo = xO' 

Yt = - xl' Y2 = - x2 ' Y3 = - x3' also von der Determinante -1. Es 
gilt also insbesondere der Satz: 

Die allgemeinste reelle orthogonale Sub8titution (2) vonrpo8itiver 
Determinante (+ 1) wird durch die Gleichung 

(16) y=axb 

darge8tellt, unter a und b zwei Quaternionen von der Norm 1 ver8tanden I2). 

Wir betrachten jetzt die reellen Substitutionen (2), welche der Be
dingung (3) geniigen, ohne daB der Faktor M notwendig gleich 1 sein 
solI. Wenn wir in dem Schema der Koeffizienten aafJ zwei Vertikalreihen 
(oder auch zwei Horizontalreihen) vertauschen, so wechselt die Determinante 
der Substitution (2) nur ihr Vorzeichen, wahrend sie der Bedingung (3) 
nach wie vor geniigt. Es bedeutet daher keine wesentliche Beschrankung, 
wenn wir uns, was geschehen soIl, nur mit den Substitution en (2) von 
positiver Determinante beschaftigen. 

Liegt nun eine solche Substitution vor und setzen wir 

Yo=VMzo' Yt=VMzl' Y2=VMz2 , Ys=VMzs' 

so hangen die Variabeln Zi mit den Variabeln Xi durch eine Substitution 
Hurwitz, Vorlesungen. 5 
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von positiver Determinante zusammen, die, wegen zg + zi + zi + zi 
= x8 + x; + xi + xi, orthogonal ist. Diese liiJ3t sich also durch eine 
Gleichung der Form 

Zo + Zl i l + Z2 i2 + Zs is = axb 

und also die ursprungliche Substitution (2) durch 

Yo + Y1 il + Y2 i2 + Ysis = v~xb 
darstellen. Statt a~ wollen wir wieder a schreiben, so daJ3 nun a em 

,iM 
von Null verschiedenes Quaternion bedetltet, das aber nicht mehr not
wendig von der Norm 1 ist. Die 80mit entstehende Gleichung Y = axb 
stellt aber, wenn wir fur a und b zwei beliebige von Null verschiedene 
Quaternionen nehmen, stets eine Substitution (2) von positiver Determi
nante dar, die der Bedingung '(3) genugt, wobei M'den Wert N(a)N(b) 
besitzt. Denn der Dbergang zu den Normen liefert 

N(Y)=Y8+Y;+Yi+ Yi =N(a) N(x) N(b) = N(a)N(b)(xg+xi+x;+xi)· 

Es besteht daher der Satz: 
Die allgemeinste reelle Substitution (2) von positiver Determinante, 

welche der Bedingung (3) (Jen1igt" wird durch die Gleichung 

(17) y=axb 

dargestellt, wobei a und b zwei von Null verschiedene Quaternionen be
zeichnen. 

Wir wollen jetzt annehmen, es sei uns eine bestimmte Substitution (2) 
von positiver Determinante vorgelegt, welche der Bedingung (3) genugt, 
und uns die Aufgabe stellen, die Quaternionen 

(18) { a = ao + a l ~l + a2 ~2 + as ~3 , 
b 0-= bo + bl ~l + b2 ~2 + bs ~s 

auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, daJ3 die Gleichung (17) die 
vorgelegte Substitution (2) darstellt. Diese Aufgab~ liiJ3t sich durch fo1-
gende Betrachtungen erledigen. Wir setzen die vorgelegten Substitutions
gleichungen (2) zu der Gleichung (5) zusammen, wobei dann Ao' A 1 , A 2 , As 
die durch die Gleichungen (7) definierten, aus den Substitutionskoeffi
zienten aap gebildeten Quaternionen bedeuten. 

Damit nun die Gleichung (5) mit der Gleichung (17) zusammenfalle, 
ist notwendig und hinreichend, daJ3 

(19) Ao=ab, A1=ai1b, A 2 =ai2 b, A3=aisb 

Sel. Seien jetzt uo' u 1 ' u2 ' Us Unbestimmte und 

(20) 
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dann ist der reelle Teil, d. h. die erste Komponente, des Quaternions 

u' a = (uo - ul il - U 2 i2 - u3 i3) (ao + al il + a2 i2 + as is) , 

wie die Aus£iihrung der Multiplikation ergibt, gleich 

aouo + al ul + a2u~ + a3 u3 • 
/ 

Andererseits ist der reelle Teil eines beliebigen Quaternions 

q = qo + ql il + q2 i2 + q3 i3 , 

Wle aus den Gleichungen 

- ilqil = qo + ql i l - q2 i 2 - qaia' 

- i2qi2 = qo - ql il + q2 i2 - q3 ia' 

- i3 q ia = q 0 - ql il - q2 i2 + q3 i3 

hervorgeht, vermoge der Gleichung 

(21) q - i l q il - i2 q i2 - i3 q i3 = 4 qo 

ausdriickbar. Speziell ist daher 
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Multiplizieren wir diese Gleichung mit b und beriicksichtigen wir die 
Gleichungen (19), so kommt: 

(22) 4 (aOuO+al u1 +a2 u2 +ag u3 )b = u'Ao- i l u'Al - i2 u'A2 - iau'As' 

Diese Gleichung multiplizieren wir schlie13lich rechtsseitig mit 

(23) 

unter vO' vI' v2 ' V3 vier neue Unbestimmte verstanden und nehmen links 
und rechts die reellen Teile der entstehenden Quaternionen. So ergibt sich: 

(24) 4laouo + al ul + a2 u2 + a3 u3) (bovo + bl vl + b2 v2 + bavs) 
= fft{u'A v' - i u'A v' - i u'A v' - i u'A v'} o 1 1 2233' 

wobei die rechte Seite den reellen Teil, also die erste Komponente, des 
eingeklammerten Quaternions bedeutet. 

Diese Gleichung (24) enthalt nun die L6sung der gestellten Aufgabe, 
a und b aus der als gegeben vorausgesetzten Substitution (2) zu bestimmen. 

Die Berechnung der rechten Seite von (24) lie£ert namlich eine 
bilineare Form der Unbestimmt'en 

mit Koe£fizienten, die gemii13 den Werten (7) der A o' A l , A 2 , A3 linear 
und ganzzahlig von den aUf! abhangen. Diese .bilineare Form lii13t sich 

5* 
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dann, gemaB (24), in zwei Linearformen spalten, welche bis auf konstante 
Faktoren mit 

aouo + a l u l + aZ u2 + a3 u3 und bovo + bi VI + b2 V2 + b3V3 

zusammenfallen. 
Man kann indessen zur Bestimmung von a und b auch direkt an di~ 

Gleichung (22) ankniipfen. Der Vergle~ch der Koeffizienten von uo' up u2 ' u3 
in dieser Gleichung lie£ert 

(25) 
{ 

4aob = Ao - ilAI - i2A2 - isAs, 

4a1 b = - ilAo - Al - is A2 + i2A 3 , 

4 a2 b = - i2 Ao + (~Al - A2 -- il Aa , 

4aab = - i;3 A o - i 2 A I + i I A 2 - A 3 • 

Tragt man hier aus (7) die Werte von Ao' AI' A 2 , A3 ein und sub
stituiert bo + b1 il + b2 i2 + b3 is fUr b, so ergibt der Vergleich der Kom
ponenten der in (25) stehenden Quaternionen die 16 Produkte 4 au b{l aus
gedriickt durch lineare ganzzahlige Funktionen der Koeffizienten aa (I. 

Die Ausfiihrung der Rechnung ergibt folgende Tabelle, welche den 
Wert von 4 aa b{l in demjenigen Fach enthalt, in welchem sich die durch 
4 aa bezeichnete Horizontalreihe mit der durch b{l bezeichneten Vertikal
reihe kreuzt. 

(26) 

I 
aOO+al1+a22+a~3 aOl-alO-a23+a'32 a02+a'3-a20- a31 a03-a'2+a2,-a30 
aO,-a'0+a23-a32 -aOO-aU+a22+ U33 a03-a'2-a2,+aao -a02- a13- u'O-aal 
a02-ala-a20+aal -Uoa-a'2-u2,-aao -aOO+a,,-a22+aaa aOl+alO-a~3-a32 
a03+a12-G21-aSO I a02-a13+ a20-a31 -aOl-ulO-a23- a32 l-aOO+all + u22-a33 

1st die Substitution (2) vorgelegt, so sind, wie wir sehen, die Ver
haltnisse ao: a1 : a2 : as und bo : bl : b2 : bs der Komponenten der Quater
nionen a und b v611ig bestimmt. Wenn also 

y=axb 

eine bestimmte Darstellung der betreffenden Substitution ist, so wird die 
allgemeinsteo Darstellung so lauten: 

y=(ra)x(~b), 
wobei r eine beliebig gewahlte von Null verschiedene reelle Zahl bedeutet. 

Wir wenden uns nun dem Eulerschen Problem zu, indem wir die
jenigen Substitutionen (2) betrachten, deren Koeffizienten aa{l ganze Zahlen 
sind. Der Tabelle (26) zufolge verhalten sich dann die Komponenten 
von a und b wie ganze Zahlen, so daB also fiir a und b rationale Viel-
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fache von Quaternionen mit ganzzahligen Komponenten, also von ganzen 
Quaternionen des Bereiches J 0 genommen werden konnen. 

Dernnach ergibt sich zunachst: 

Die allgemeinste E u l e r sche Substitution von positiver Determinante 
ist darstellbar in der Form 

(27) y = raxfJ, 

wo a, fJ Quaternionen mit ganzzahligen Komponenten und r eine ratio
nale Zahl bedeuten. 

Als "Eulersche Substitution" ist dabei eine solche Substitution (2) 
bezeichnet, die ganzzahlige Koeffizienten aafJ besitzt und der Bedingung (3) 
geniigt, also die Form yJ + y'f + yi + Yi in ein Multiplum von 
xJ + x'f + xi + xi iiberfiihrt. 

Die Komponenten der Quaternionen 

a = ao + al il + a2 i2 + a3 i3 , fJ = fJo + fJI il + fJ2 i2 + fJa is 

konnen und wollen wir als ganze Za:(llen je ohne einen allen gemeinsamen 
Teiler voraussetzen. GemaB der Tabelle (26) ist nun 

4 r ( ao U o + al u1 + a2 u2 + as us) (fJo Vo + fJl vl + fJ2 v~ + fJs va) 

eme ganzzahlige ,Funktion der Unbestimmten 

Diesen konnen wir solche ganzzahlige Werte beilegen, daB 

ao U o + al ul + a2 u2 + as U;3 = 1, fJo Vo + fJI vl + fJ2 v2 + fJs Vs = 1 
wird, woraus ersichtlich ist, daB 4 r = g eine ganze Zahl sein muB. Setzen 

wir r = t und schreiben sodann wieder a statt ga, so nimmt (27) die 

Gestalt an 

(28) y=±axfJ, 

wobei a und fJ wieder ganze Quaternionen des Bereiches Jo bezeichnen. 
Die Bedingung, daB a und fJ dem Bereiche J 0 angehOren sollen, 

lassen wir nun fallen .. Es geht dann ails unserer Analyse hervor, daB die 
Gleichung (28)) die allgemeinste Eulersche Substitution darstellt, falls 
wir fur a und fJ irgendwelche ganze Quaternionen nehmen, fUr welche die 
Koeffizienten von xo' xl' x2 ' Xs auf der rechten Seite von (28), also 

iafJ=Ao, ±ailfJ=Al , iai2fJ=A2' iaisfJ=As 

Quaternionen mit ganzzahligen Komponenten, d. i. Quaternionen des Be
reiches Jo' werden. Da afJ=4Ao durch 4=-(1+il )4 teilbar ist, so 
muB mindestens eines der Quaternionen a und fJ durch (1 + i l ) 2 == 2 i l , 
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also auoh duroh 2 teilbar sein. Daher kann ein Faktor 2 des N enners 4 
in (28) fortgehoben uud die Gleiohung (28) jedenfalls auf die Form 

(29) 

gebraoht werden, wobei nun a, /3 ganze Quaternionen bezeiohnen, fiir welche 

ganze Quaternionen des Bereiohes J o sind. 

Es ist nun zweckmaBig, zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem von 
den beiden Quaternionen a und jJ eines oder keines durch 2 teilbar ist. 

1m ersten FaIle kann (29) durch 

(30) y=axjJ 

ersetzt werden. 1m zweiten FaIle miissen, weil ~ ajJ ganz ist, a und fJ 
beide 'durch 1 + i l (oder auch 1 - i l ) teilbar sein, so daB an Stelle von (29) 

( 30 ') Y = ~ a (1 + i l ) X (1 - it ) jJ = a ( Xo + Xl. i1 - xa i2 + x2 ia ) fJ 

geschrieben werden kann, indem man in (29) a durch a (1 + it) und fJ 
durch (1 - i l ) jJ ersetzt. 

In den Gleichungen (30) und (30 ') sind cc und jJ ganze Quaternionen, 
die keiner anderen Bedingung zu geniigen brauchen, als daB diese Glei
chungen ganzzahlige Substitutionen ergeben. Dazu ist notwendig und hin
reichend, daB afJ, aitjJ, ai2 jJ, aiajJ dem Bereiche J o angehoren, was nach 
der 7. V orlesung duroh die Kongruenz bedingung 

[(fJ = 0 oder 1 (mod 1 + it) 

ausgedriickt werden kann. 

Zusammenfassend konnen Wlr sagen: 

Die ganzzahligen Substit1.ttionen( 2) von positiver Determinante, 

welche die Form .Y6 + y'f + Yi + Yi in ein Multiplum der Form 
x6 + x'f + xi + xi uberfuhren, werden durch die Gleichungen 

(31) y = axjJ und Y = axfJ 
dargestellt, wo 

x = Xo + Xl i l - xa i2 + x2 is 

gesetzt ist, und (1 und jJ irgend zwei ganze Quaternionen bezeichnen, welche 

der Bedingung 

(32) afJ ~-~ 0 oder 1 (mod 1 + it) 

unterworfen sind. 
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Die Bedingung (32) ist stets erfullt, wenn a und fJ ganzzahlige Kom
ponenten haben, wie schon daraus ersichtlich, daB dann jede der Glei
chungen (31) eine ganzzahlige Substitution darstellt, aber auch daraus 
folgt, daB dann sowohl [( wie fJ nach dem Modul 1 + il zu 0 oder 1 
kongruent ist. 

Fur die praktische Berechnung der Substitutionen (31) ist noch 
foIgendes zu bemerken. Da x aus x durch Vertauschung von x2 mit 
- xa und xa mit x2 hervorgeht, so erhalt man durch dieselbe Vertauschung 
die Gleichungen der Substitution y = a x fJ aus denen der Substitution 
y = axfJ· 

Aus dem Koeffizientenschema der letzteren Substitution entsteht also 
das der ersteren dadurch, daB man die dritte und vierte Vertikalreihe 
miteinander vertauscht und darauf die Glieder der neuen vierten Vertikal
reihe mit - 1 multipliziert. DaB diese Operationen aus einer Eulerschen 
Substitution wieder eine solche erzeugen, leuchtet unmittelbar ein. 

Was nun die Substitution 

(33) y = axfJ 

angeht, so kann diese folgendermaBen erhalten werden. Wir setzen 

(34) a = ao + a1 il + a2 i2 + a3 is, fJ = fJo - fJl il - fJ2 i2 - fJa i3 

und denken uns (33) durch Elimination von 

aus den Gleichungen 

(35) y=az', z'=xfJ oder z=fJ'x' 

entstanden. Auf diese Weise erkennen wir, daB das Koeffizientenschema 
der Substitution (33) durch Komposition von 

C 
al , ({2' 

~) ('" 
fJI' fJ~, 

P') (36) aI' - ao' as' - a2 
mit 

fJI' - fJo' fJ3' - fJ2 

a2 , - a3 , - ao' a1 P2' - Pa' - fJo, PI 

a;p a:!; - aI' - ao \j38' fJ." - PI' - Po 

erzeugt wird. Denn nach den Gleichungen (11) der erst en Vorlesung, 
welche die Multiplikation im Gebiete der Quaternionen regeln, ist das 
erste Schema (36) das Koeffizientensystem der Substitution y = a z' und 
das zweite das Koeffizientensystem der Substitution z = fJ' x'. 

N ehmen wir z. B. 
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so haben WIr nach (36) zu komponieren 

c~' 
5, 9, 

-~) C6
' 

4, 2 -3) , 
;), 5, 0, 

mit 
4, 6,- -3, -2 

9, 0, 5, 2, 3, 6, 4 ' 

0, 9, - 5, ,- 3,2, -4, 6 

wodurch WIr die folgende Substitution 

68, 37, 29, 41 

17, 3'> ~, 31, -79 

- 59, 61, 28, 23 

11, 49, -77, - 8 

erhalten, die nur unwesentlich von dem Zahlenbeispiel, welches Euler 
gegeben hat, verschieden ist. Letzteres entsteht aus unserer Substitution, 
indem man die drei letzten Horizontalreihen und die beiden mittleren 
Vertikalreihen mit - 1 multipliziert und darauf die zweite Vertikalreihe 
hinter die letzte setzt. 

Zur vollstandigen Erledigung des Eulerschen Problems wiirde nun 
noch erforderlich sein, unter den Eulerschen Substitutionen diejenigen zu 
bestimmen, welche auch den auf die Diagonalen beziiglichen Bedingungen 
geniigen. Diese Aufgabe bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten dar. 
Doch wollen wir nicht mehr auf dieselbe eingehen, wei I sie fiir uns kein 
gro13eres Interesse hat, da die erforderlichen Betrachtungen nicht der 
Zahlentheorie der Quaternionen angehoren. 

Anmerkungen und Zusatze. 

1) Vgl. den Artikel: nTheorie der gemeinen und hoheren komplexen GraBen." Von 
E. Stu d y. EncyJdopadie der mathematischen Wissenschaften, Bd.l (Leipzig 1898-1904), 
S. 147ft Geschichtliches iiber die von Hamilton eingefiihrten Quaternionen auf 
S. 159, Anmerkung 13, daselbst. 

Eine "Zahlentheorie" der Quaternionen, die sich aber wesentlich von der meinigen 
unterscheidet, hat zuerst Lipschitz in der Schrift "Untersuchungen iiber die Summen 
von Quadraten",· Bonn 1886, entwickelt. Nach dem Vorbilde meiner Zahlentheorie 
der Quaternionen hat Herr L. Gustav Du Pasquier die Zahlentheorie der linearen 
Substitutionen - diese aufgefaBt als komplexe GroBen mit n 2 Einheiten - behandelt 
in seiner Ziiricher Doktor-Dissertation "Zahlentheorie der Tettarionen" 1906. Zu er
wahnen ist hier noch eine Arbeit von M. K is e I j a k, "Grundlagen einer Zahlentheorie 
eines speziellen Systems von komplexen GraBen mit drei Einheiten". Bonn 1905. 

2) 3) Der Begriff des Korpers von Zahlen und der Permutationen eines solchen 
spielt bekanntlich eine grundlegende Rolle in De d e ki n d s Theorie der algebraischen 
Zahlen. Vgl. "Vorlesungen iiber Zahlentheorie" von P. G. Lejeune-Dirichlet. 
Herausgegeben von R. Dedekind. Braunschweig 1894. S. 435 und 457. 
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4) Dies ist der Begriff des ganzen Quaternions bei Lip s chi t z. Die Theorie von 
Lip s chi t z wird infolgedessen bedeutend verwickelter als die meinige. Interessante 
Untersuchungen iiber das von mir befolgte Prinzip fUr die Definition des ganzen 
Quaternions gibt L. G. Du Pasquier in seincn Abhandlungen: "Sur les systemes de 
nombres complexes", L'Enseignement Mathematique 1915, p.340, "Sur I' Arithmetique 
desnombres hypercomplexes", ib. 1916, p. 201-259, "Sur un point de la theorie des 
nombres hypercomplexes", ib. 1917, p. 333. 

5) Diese Bezeichnungen sind denjenigen analog, die in der Theorie der GauE schen 
komplexen ganzen Zahlen a + bi iiblich sind. Man kann iibrigens diese Zahlen als 
ein Untersystem der ganzen Quaternionen ansehen. 

6) Das Quaternion 

ist dann und nur dann primar, wenn bo, b" bz , b3 ganze Zahlen sind, welche der Be
dingung 

und zugleich entweder den Bedingungen 

bo - 1 == b, = bz = b3 == 0 (mod 2) 
oder den Bedingungen 

geniigen. 
') Der Hilfssatz riihrt von Lagrange her. Vgl. Serret, Cours d'AIgebre 

superieure, t. II, Nr. 329-330. 
8) Versteht man unter r und s zwei der Gleichung 

1-c-r2-;-s2 = 0 

geniigende Zahlen und ordnet man dem Qwiternion 

q = qo + q, i, + q2 i2 -;- q,] is 
die Substitution 

s = (IX, fl) 
y, (J 

zu, wobei 

lX=qo-rqz-sqa, (J=qO+~·q2-;-Sq3' fl=q,- s q2+ r q3' y=-q,- 8 q2+ r q3 , 
sein solI, so entsteht ein System von Substitutionen, das eindeutig umkehrbar auf 
das System aller Quaternionen bezogen und dies em System insofern isomorph ist, 
als dem Quaternion qq bzw. q + Ii die Substitution en S S bzw. S + S entsprechen, 
wenn q und S sowie Ij und S einander zugeordnet sind. Zugleich ist N (q) = lSi, 
unter lSi die Determinante IX(J - fly verstanden. Von den Zahlen r und 8 muE 
natiirlich, wegen der Gleichung 1 + r2 + 8 2 = 0, mindestens eine imaginar sein . 

. In betrcff des Zusammenhanges der Quaternionen mit den binaren homogenen 
linearen Substitutionen vgl. Laguerre, Sur Ie calcul des systemes lineaires, Oeuvres 
t. I (Paris 1898), p.220 und F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder (Leipzig 1884), 
S.34-36. 

9) Die Gruppe der in bezug auf einen Modul betrachteten ganzzahligen binaren 
Substitutionen spielt bekanntlich in der Theorie der Modulfunktionen eine wichtige 
Rolle. Vgl. Klein-Fricke, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modul
funktionen (Leipzig 1890, Bd. I, S.387-491), wo auch die weitere hier in Betracht 
kommende Literatur angegeben ist. Man kann die Untersuchung dieser Gruppe auf 
den Zuordnungssatz der achten Vorlesung griinden, wobei sich uuter anderem das 
Analogon des Fermatschen Satzes fiir die Zahlentheorie der Quaternionen ergibt. 
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In dieser Hinsicht sei folgendes bemerkt: Es bedeute peine ungerade Primzahl und 
q = qo + q1 i1 + q2i2 + qaia ein Quaternion mit ganzzahligen Komponenten, dessen Norm 
nicht durch p teilbar ist. Dann gilt 

qP-l= 1 oder qP+1 = N(q) oder qP == qo (modp), 

je nachdem - (q: + qi + q!) quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest von p 
oder durch p teilbar ist. Dieser Satz ergibt sich leicht, indem man die Kongruenz 

(q- qO)2 == - (qf + qi + q!) (mod p) zur (p; 1 ren Potenz erhebt, sodann mit (q-qo) 

multipliziert und die Kongruenz (q - qo)p =: qP - qJ' ~ qP - qo (modp) °beriicksichtigt. 
Fur jedes ganze Quaternion q, dessen Norm nicht durch p teilbar ist, gilt die 

Kongruenz 
qP(pLl}:::::: 1 (modp), 

wie aus dem vorhergehenden Satze folgt. 1st die Norm von q durch p teilbar, so ist 

q2==O oder qP==q(modp), 

je nachdem qo durch p teilbar ist oder nicht. 
10) Die p + 1 primiiren Primfaktoren der Primzahl p sind in den niedrigsten 

Fallen die folgenden: 

p= 3: - i1 + i2 + ia, i1 - i2 + ia, i1 + i2 - ia, - i1 - i2 - i3 

p= 5: -1±2i., -1±2i2 , -1::::2ia 

p= 7: ± 2 + i1 - i~ - ia, ± 2 - i1 + i2 - i 3 , ± 2 - it - i2 + i3, ± 2 + i1 + i2 + i3 

p= 11: { 3it±(i2+is), 3i2 ±(i3+ i1)' 3i3 =(i1 +i2 ) 

- 3 it ± (i2 - i3)' - 3 i2 ± Ua - it), - 3 ia ± (it - i2)' 

11) Dieser und der vorhergehende Satz iiber die Anzahl der Darstellungen einer 
Zahl als Summe von vier Quadraten riihren von C. G. J. Jacobi her, der sie ur
spriinglich aus der Theorie der elliptischen Funktionen ableitete. Vgl. Crelle, Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd.3, S. 191 und Bd. 12, S. 167-172, oder 
C. G. J. J aco bi, Werke, Bd.l, S. 239-247 und Bd. 6, S. 245-251. 

t2) Da man jede orthogonale Substitution bei drei Variabeln x., X 2 , X3 auffassen 
kann als eine solche bei vier Variabeln xo, Xt, X2, xa' deren erste Gleichung Yo = Xo 
lautet, so folgt: Die allgemeinste oI'thogonale Substitution bei drei Variabeln wird 
durch die Gleichung 

(Y1 i 1 + Y2i2 + Y3i3) = a (xt it + x2 i2 +xaia) a' 

dargestellt, unter a ein Quaternion von der Norm 1 verstanden. 
Wegen der geometrischen Bedeutung dieser Siitze siehe E. Study, "Von den 

Bewegungen 'und Umlegungen". Mathematische Annalen, Bd. 39, S. 441-566. 

Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig. 
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