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Yorwort.

Das vorliegende kleine Werk hat den Zweck, die Zahlentheorie der
Quaternionen, wie ich sie-in den Nachrichten von der Kénigl. Gesellschaft
der Wissenschaften zu Goéttingen aus dem Jahre 1896 verdffentlicht habe,
einem weiteren Kreise zugénglich zu machen. An jenem Orte habe ich
manche Beweise nur angedeutet oder sogar ganz unterdriickt. Hier da-
gegen findet die Theorie eine ausfiihrliche Darstellung, bei der, abgesehen
von der Vertrautheit mit der elementaren Zahlentheorie und einer gewissen
Schulung des mathematischen Denkens, nichts vorausgesetzt wird.

Fiir die verstindnisvolle Auffassung des Gedankenganges dieser Vor-
lesungen ist freilich die Kenntnis der einfachsten Begriffe, die der Theorie
der algebraischen Zahlkérper von Dedekind zugrunde liegen, wenn auch
durchaus nicht notwendig, so doch immerhin férderlich. ‘

Die Zahlentheorie der Quaternionen, die iibrigens noch manche hier
- nicht behandelten Probleme darbietet, bildet das erste Beispiel fiir ein
weites, bisher nur wenig angebautes Gebiet zahlentheoretischer Forschung:
eine entsprechende Theorie la8t sich ndmlich fiir jedes System mehr-
gliedriger komplexer Grofen aufstellen. HEs wiirde mich freuen, wenn
diese Vorlesungen etwa jiingere Fachgenossen dazu anregen wiirden, jenes
Gebiet durch weitere Untersuchungen zu fordern.

Ziirich, Mai 1919.

A. Hurwitz.
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Vorlesung 1.
Die Quaternionen und die Rechnung mit ihnen.

Die Quaternionen bilden ein spezielles System von sogenannten kom-
plexen GroBen. Wir wollen auf den allgemeinen Begriff solcher GroBen-
systeme hier nicht néher eingehen, sondern uns damit begniigen, das spezielle
System der Quaternionen méglichst einfach zu definieren?). Zu dem Zwecke
bilden wir den symbolischen Ausdruck
(1) “:ao+a1i1+aei2+a3i3’
in welchem a,,a,, a,, @, irgend vier reelle Zahlen und ¢, i4,, 3, drei
Symbole bezeichnen, die zundchst nur zur Zusammenfassung jener vier
Zahlen dienen sollen.

Insofern wir nun nach bestimmten, weiterhin anzugebenden Fest-
setzungen mit den symbolischen Ausdriicken der Gestalt (1) rechnen,
werden wir die letzteren als Quaternionen bezeichnen. Die Zahlen
@y, @y, @, a; heillen die Komponenten des ,,Quaternions” @ und die
Symbole ¢, ,, 3, zusammen mit der Zahl 1 die vier Einheiten der
Quaternionen. Beziiglich der anzuwendenden Bezeichnungen haben wir
hier noch folgendes zu bemerken: Wenn eine der drei letzten Komponenten
den Wert 1 haben sollte, so lassen wir dieselbe in dem Ausdruck des
Quaternions einfach fort, so da8 z. B.

a = ay—+ 1, 4 1, ay1,
dasjenige Quaternion bedeutet, dessen Komponenten a,, 1,1, a, sind.
Ferner setzen wir fest: falls in dem Ausdruck eines Quaternions ein Glied
vollstindig fehlt, so soll dies bedeuten, daf} das betreffende Glied die Kom-
ponente Null besitzt. Z. B. werden wir also unter
a, + a, 1,

dasjenige Quaternion verstehen, dessen Komponenten g, 0, a,, 0 sind.

1) Die arabischen Ziffern verweisen auf die Anmerkungen und Zusitze am Schlusse
der Vorlesungen.

Hurwitz, Vorlesungen. 1



92 Vorlesung 1.

Aus dieser Festsetzung geht hervor, daBl unter den Quaternionen auch
die gewohnlichen reellen Zahlen enthalten sind. Diese fallen ndmlich mit
denjenigen Quaternionen zusammen, deren drei letzte Komponenten a, , a,, a,
verschwinden. Ein derartiges Quaternion werden wir deshalb auch reell
nennen. Zu den reellen Quaternionen gehort insbesondere das Quaternion
»Null“ als dasjenige, dessen vier Komponenten sémtlich verschwinden. Es
verdient noch hervorgehoben zu werden, daf nach den getroffenen Fest-
setzungen auch die vier Einheiten 1,¢,,3,, ¢, zu den Quaternionen ge-
héren. Z. B. ist die Einheit 1, dasjenige Quaternion, dessen Komponenten
0,0,1, 0 sind.

Was nun die Festsetzungen angeht, die wir fiir das Rechnen mit den
Quaternionen treffen, so bestehen dieselben darin, dafl wir definieren, was
wir unter der Summe und was wir unter dem Produkt irgend zweier
Quaternionen verstehen wollen.

In betreff der Summe stellen wir folgende Definition auf:

Sind . . .
2) {a:ao+a17'1+a2"'2+a37’3
(u b:bo‘i‘b1i1+bz'iz+bsi3

trgend zwet Quaternionen, so soll unter threr Summe a -+ b das Quaternion
(8)  a-+b=1(ay+ b))+ (a,+ b))t + (a,+b,) 8+ (a5 +by) 1,
verstanden werden.

Hiernach werden zwei Quaternionen summiert, indem man ihre ent-
sprechenden Komponenten summiert. Es ist klar, daf die Summenbildung
oder Addition der Quaternionen denselben Gesetzen geniigt, wie die Addi-
tion gewohnlicher Zahlen: die Summe von beliebig vielen Quaternionen
ist- ganz unabhdngig davon, in welcher Reihenfolge wir die Quaternionen
summieren.

Betrachten wir jetzt die Aufgabe, ein Quaternion x zu bestimmen,
welches die Gleichung '

(4) r+a=a-+x=>
befriedigt, wo @ und b zwei beliebig gegebene Quaternionen (2) bedeuten,
so besitzt dieselbe offenbar die eine Losung

(5) & =(bo— ap) + (by — a,) %, + (b, — @;) b, + (by — ay) 4.
Dieses Quaternion x bezeichnen wir mit b — a und nennen es die Differenz

von b und a. Speziell bezeichnen wir die Differenz von 0 und a, also

0 —a, mit ; . ,
—a=—ay— 0,1, — Gyl — Gy,

und nennen sie das zu a enigegengeseizte Quaternion. Die Operation der
Differenzbildung soll auch Subtraktion genannt werden. :
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Wir wenden uns nun zu der Definition des Produktes ab zweier
Quaternionen (2). Diese Definition soll jedenfalls so getroffen werden,
daBl das sogenannte ,,distributive Gesetz fiir die Produktbildung oder
Multiplikation erfiillt ist, d. h. dal die Gleichung

(@a+a' .. )(b+b"+..)=ab+ab +...+a'b+a’d ..

gilt, wenn @, a’,... und b, b, ... irgendwelche Quaternionen bedeuten.

Indem wir zur Abkiirzung

3
(6) a~2auu,, b= bsis
B=0

u=0

schreiben, wobei ¢, =1 sein soll, setzen wir deshalb zunichst

3 3
(7) ab:Z Zaaiabﬂiﬁ.

a=0 =0
Es leuchtet ein, daB hierdurch das Produkt ab als ein vollstindig be-
stimmtes Quaternion definiert ist, wenn wir noch festsetzen, welche
Quaternionen unter den 16 Gliedern @,%,bsis der Summe (7) verstanden
werden sollen. Was dies betrifft, so soll zunichst die Bedeutung der
Einheitsprodukte .75 durch folgende Gleichungen bestimmt werden:

Ty tg = gty = Up, (8=0,1,2,38)
=1y — 1y = — 1,
(8) TR
Ulo =13, Thl3=1, I3 =1,
(R S A A S I Ap—
Gleichungen, die, beildufig bemerkt, durch zyklische Vertauschung der
Indizes 1, 2,3 in sich iibergehen. Endlich soll a.i,bzis dasjenige Qua-
ternion sein, welches aub 7,7z hervorgeht, wenn wir die Komponenten von
a9 mit dem Faktor a.b; multiplizieren; also z. B., da nach (8) zzal — 1,
sein soll, ist a@,1,b;%, = — a,b, 1, zu setzen.
Fassen wir alles zusammen,, so liefert nun der Ansatz (7) die folgende
endgiiltige Definition des Produktes zweier Quaternionen:
Sind ‘
() a = ay+ a,t, 1 a,%, -+ a;,
Q (b =0+ b3, + b1, + by1y
2wei Quaternionen, so verstehen wir unter ihrem Produkte ab das Quaternion
(10) ab = Py + Py 1y + Pyiy + Py,
wobes Py, Py, Dy, P; die aus den Komponenien von a und b folgender-

maflen abgeleiteten Zahlen:
1*
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[ Do = @by — a, b, — a,b, — a;b,
P, = aob1 + a‘lbo + a’2b3 - ‘1’362
D = Ay, — @, b5+ a, by + a;b,
Ps = Qpb; + a,b, — a,b, +- 235,

(11)

bedeuten.

Da die Komponenten p,, p,, p,, p; linear und homogen in den Kom--
ponenten von @, wie in denen von b sind, so ist klar, daf fiir je drei
Quaternionen a, b, ¢ die Gleichungen

(12) a(b+c)=ab+ac, (b-+cla=ba-+tca

gelten, daB also wirklich fiir die Multiplikation der Quaternionen das
distributive Gesetz erfiillt ist. Es gilt aber auch, und dies ist ein wichtiger
Punkt, das assoziative Gesetz der Multiplikation, d. h. es ist fiir je drei
Quaternionen a, b, ¢

(13) a(bc)=(ab)c.

Denn sind @ und b durch (9) definiert und etwa
(14) ¢ =0yt € 1, + €1y + i,
so wird

(15) be =g+ %, + G 9, + gy ss

wobei, gemil (11),

9= boco - b161 - b262 - b3(23
¢, = boc; + b0+ bye; — bye,
g = by, — b,y + by +bye,
95 =0y¢; + byc;, — byc, + byc,
und die Gleichung (18), oder also

(@4 a8y + ayty + a585) (g0 + 1% + 2% + 85%5)
= (Po + D1t + Doty + P3t3) (G + €, % + €58, + 03?:3)

erweist sich durch Ausrechnung als identisch erfiillt.

(16)

Dagegen ist im Gebiete der Quaternionen das kommutative Gesetz
der Multiplikation nicht allgemein giiltig, d. h. im allgemeinen ist ab nicht
dasselbe wie ba. Dies geht aus den Formeln (11) unmittelbar hervor.
Denn vertauschen wir die a,, a,, a,, @, mit den b,, b, b,, b;, so werden
sich dabei p,, p,, p; im allgemeinen &ndern, so daB dann abd nicht gleich
ba ist. Des Naheren finden wir aus (11) fiir die Differenz von ab und ba

(17) ab—ba=2(a,b; — a;b,)¢, + 2 (a0, — a,b;) %, + 2(a,b, — a,b,) 7,
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und es ist demnach
ab=ba,

oder also ¢ mit b ,,vertauschbar, dann und nur dann, wenn die Gleichungen
(18) ayb; — a,b, =0, a,b, —a,b,—=0, a,b,—ab,—0

bestehen, oder auch, was dasselbe bedeutet, wenn

(19) a,:a,:a,=b,:b,:b,

ist. Insbesondere ist jedes reelle Quaternion mit jedem beliebigen anderen
vertauschbar. Wir wollen nun noch einige wichtige besondere Fille der
Multiplikation betrachten. Sei a = a, - a,1, - a,1%, - @54, ein beliebiges
Quaternion, so heie a’'=a,— a,i, — a,i, — a,%, das zu a konjugierte
Quaternion. Aus den Definitionsgleichungen (11) fiir die Komponenten
des Produktes zweier Quaternionen ergibt sich nun

(20) aa’=a'a=al+a?+a?-+a?.

D.h.:

Das Produkt eines Quaternions in sein Konjugiertes ist reell, und
zwar gleich der Summe der Quadrate der vier Komponenten.

Dieses Produkt bezeichnen wir symbolisch mit

N(a)
und nennen es die Norm des Quaternions a.

Die Betrachtung der Normen spielt in der Theorie der Quaternionen
eine wichtige Rolle, und zwar beruht das namentlich auf dem Multipli-
kationstheorem der Norm, welches wir folgendermafen erhalten. Bilden
wir gemiB (11) das Produkt b’a’ aus den zu b und a konjugierten Qua-
ternionen, so erhalten wir als die Komponenten dieses Produktes die Werte

boty — by @, — bya, — bya; = p,,

— boa; — bay+ bya; — bya, = — p,,

— by, — bya; — bya, -+ bya, = — p,,

— boa; + b, @, —bya, — bya,=— p,,
d. h. die Komponenten des zu ab konjugierten Quaternions. Es gilt also
fiir irgend zwei Quaternionen @ und b die Gleichung
(21) (ad) =b'a’.
Demnach kommt
(22) N (ab)=(ab)(ub)' =abb'a’—aN(b)a'—aa'N(b)= N(a)N(b),
d. h.:

Die Norm des Produktes zweier Quaternionen ist gleich dem Produkte
threr Normen.
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Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satze ist die Tatsache, dal
das Produkt zweier Quaternionen nur verschwinden kann, wenn wenigstens
einer der Faktoren des Produktes Null ist. Sei nidmlich

ab=0,
so kommt durch Multiplikation mit (ab)’
ab(ab)’' = N(ab) = N(a)N(b)=0
und folglich entweder
N(a)=as +a; +a;+a; =0 oder N(b)=by+ b+ b;+b;=0.

Im ersten Falle ist notwendig ay=a, =a,=a,=0, also a =0, im
zweiten Falle notwendig b = 0. Da offenbar

_ a=2a,—a’
ist, so ergibt sich

a*=a(2a,—a’)=2a,a —aa’ =2a,a — N(a).
D. h. fir jedes Quaternion a gilt die Gleichung
(23) ‘ a2=2a0_a——N(a).

'Um die Umkehrung der Multiplikation, also die Division, méglichst
einfach behandeln zu kénnen, schicken wir folgendes voraus:

Ist @ ein von Null verschiedenes Quaternion, so ist seine Norm N (a)
eine reelle positive Zahl. Multiplizieren wir nun die vier Komponenten
des zu a konjugierten Quaternions a mit dem reziproken Wert dieser

Norm, so entsteht das Quaternion 7 ( )a welches wir als das snverse

Quaternion von @ bezeichnen und durch

IS S
(24) a = m‘a
andeuten wollen. Der Gleichung (20) zufolge geniigt a~* den Gleichungen
(25) aa"l=a"la=1

und ist durch jede dieser Gleichungen auch vollig bestimmt. Denn soll z. B.
za =1
sein, 'so folgt durch Multiplikation mit a~*
zaa =z -1l=x=0a",
so daB also  mit @~ zusammenfallen muB..

Was nun die Division im Gebiete der Quaternionen angeht, so gibt
es zwei, im allgemeinen verschiedene Quotienten eines Quaternions b durch
ein Quaternion a, welches letztere von Null verschleden vorausgesetzt wird.
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Diese Quotienten sind beziiglich die Losungen ba~! und a~'b der beiden

Gleichungen
xa=2>b, bez. ax=5>.

Durch die Festsetzungen und Betrachtungen dieser Vorlesung sind nun
im Gebiete der Quaternionen die Operationen der Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division véllig bestimmt, wobei aber die Division durch
das Quaternion Null ausgeschlossen bleibt. Wir wollen schlieBlich noch
bemerken, daf} die Gleichung

N(ab) = N(a)N(b)
auf die schon von Euler aufgestellte Identitit
(@yby — @,by — ayby — agby)’ + (ayby + a,by + a,b, — a,b,)’
~+ (agby — a, b, + ayby 4 agh,)* + (ayby + a,b, — a,b, - a,b,)
= (a5 +a; + a3 +a5) (b + b5 + b + b3)

hinauskommt, welche sich auch leicht direkt bestédtigen laBt.

2



Vorlesung 2.
Die Quaternionenkoérper und ihre Permutationen und Inversionen.

Wir werden im folgenden ausschlieflich solche Gleichungen zwischen
Quaternionen @, b, ¢,...,1 zu betrachten haben, welche die Gestalt

(1) R (a,b,c,...,l1)=R,(a,b,c,..., 1)

besitzen, wo R, und R, durch alleinige Anwendung der Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division aus a, b, ¢, ..., [ gebildet sind. Des-
halb werden wir unter einer Gleichung zwischen Quaternionen schlechthin
stets eine Gleichung der Form (1) verstehen.

Einen Ausdruck der Gestalt R, (a,b,c,...,1) wollen wir auch als
eine rationale Funktion der Quaternionen «, b, ¢, ..., ! bezeichnen. Zu
diesen rationalen Funktionen gehdren insbesondere die Quaternionen
a,b,c, ..., 1 selbst, wie die Gleichung

a=a-t+a—a

zeigt. Desgleichen das Quaternion

0=a—a
und, falls unter den Quaternionen a, b, ¢, ..., [ mindestens eines, etwa a,
vorhanden ist, welches nicht Null ist, das Quaternion

1=aa 1!
und daher auch jede rationale Zahl, weil eine solche durch ausschlieBliche
Anwendung der Operationen der Addition, Subtraktion und Division aus
dem Quaternion 1 gebildet werden kann.

Wir fithren nun die folgende Definition ein:

Ein System von unendlich vielen Quaternionen heifit ein Korper,
wenn n dem Systeme die Operationen der Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division, abgesehen wvon der Division durch Null, un-
beschrankt ausfihrbar sind.

D. h. es sollen, wenn @ und b dem System angehéren, stets auch
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a--b, a—0b, ab und, falls ¢ nicht Null ist, auch ba~* und @~ 16 in
dem System vorkommen.

Es leuchtet ein, daB, unter a, b, ¢, ..., ! Quaternionen eines Korpers
verstanden, auch jede rationale Funktion

R(a,b,c,..., 1)

dieser Quaternionen dem Korper angehért. Daher gehort auch jedem be-
liebigen Korper jede rationale Zahl an.

Das nichstliegende Beispiel eines Korpers wird von der Gesamtheit
aller Quaternionen gebildet. Diesen K6rper wollen wir als den”,, Korper
bezeichnen.

Ein anderes Beispiel erhalten wir in der Gesamtheit aller rationalen
Quaternionen, wobel wir unter einem ,,rationalen‘ Quaternion ein solches
verstehen, dessen vier Komponenten gewéhnliche rationale Zahlen sind.
Diesen Korper der rationalen Quaternionen werden wir weiterhin mit R
bezeichnen.

Jeder beliebige Korper ist offenbar ein ,,Unterkorpers des Korpers 2,
d. h. er enthdlt nur Elemente, die auch dem Koérper Q2 angehoren.

An den Begriff des Korpers kniipfen wir nun den Begriff der Per-
mutation eines Korpers durch folgende Festsetzung: -

Ordnet man jedem Quaternion a eines Korpers nach irgend einem
Gesetze ein Quaternion f(a) zu, so heifit die Substitution

(a, f(a)),

die in der Ersetzung wvon a durch f(a) besteht, eine Permutation des
Korpers, wenn durch die Anwendung dieser Substitution jede Qleichung
zwischen Quaternionen des Korpers .in eine richtige Gleichung dibergeht
und wicht die simitlichen Quaternionen f(a) Null sind?)?).

Wir beweisen nun folgenden Satz:

Die Substitution (a, f(a)) ist stets und nur dann eine Permutation,
wenn die Quaternionen f(a) nicht simtlich Null sind und wenn ferner
die betden Gleichungen

(2) fla+b)=f(a)+[(b), [(ab)=f(a)f(b)
bestehen, unter a,b zwei beliebige Quaternionen des Korpers verstanden.

Zunichst ist leicht einzusehen, daB die Gleichungen (2) jedenfalls
giiltig sein miissen. Denn sind ¢ und b irgend zwei Quaternionen des
Kérpers und bezeichnen wir mit s ihre Summe, mit p ihr Produkt, so
bestehen die Gleichungen

s=a-+b, p=abd.
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Da diese Gleichungen nun durch Ausiibung der Substitution {a, [ (a))
richtig bleiben sollen, so muf

f(8)=F(a)+f(d), F(p)=1f(a)f(b)
sein und diese Gleichungen gehen in die Gleichungen (2) iiber, wenn wir s
durch @ + b und p durch ab ersetzen.

Wir zeigen jetzt, daB umgekehrt (a,f(a)) eine Permutation des
Korpers ist, wenn die Gleichungen (2) gelten. Hierzu dienen folgende
Betrachtungen.

Aus f(a+0)=f(a)+f(0) folgt zundchst f(0)=10, d. h. dem
Quaternion O entspricht das Quaternion f(0)=0. Es gibt ferner kein
anderes Quaternion @, dessen entsprechendes f(a) Null ist. Denn aus
der zweiten Gleichung (2) folgt, wenn f(a)=0 ist, daB f(ab)=0 ist.
Wiirde nun a nicht Null sein, so wire b so bestimmbar, dafl ab ein be-
liebig gewéhltes Quaternion ¢ des Korpers wird. Es wiirden dann also,
entgegen der Voraussetzung, die samtlichen den Quaternionen des Korpers
zugeordneten Quaternionen f(c¢) werschwinden. Hieraus wollen wir so-
gleich eine weitere wichtige Folgerung ziehen. Ersetzen wir ndmlich in der
ersten Gleichung (2) @ durch @ — b, so kommt f(a)=/f(a—b)+f(b)
und also

(3) fla—b)=f(a)—71(b)
Ist nun f(a)=/(b), so wird f(a—b)=0 und also a —b=0
oder a = b.

Wenn also a und b zwes verschiedene Quaternionen des K orpers sind,
so sind motwendig auch die zugeordneten Quaternionen f(a) und f(b)
vonernander verschieden.

Nunmehr seien ¢ und b irgend zwei dem Korper angehorende Qua-
ternionen. Geht dann ¢ durch Addition, Multiplikation oder Subtraktion
aus @ und b hervor, ist also entweder

¢c=a-+b, oder ¢c=a-b, oder c=a—0b,

so entsteht das ¢ zugeordnete Quaternion f(¢) nach (2) und (3) dadurch,
dafl man @ und b beziiglich durch f(a) und f(b) ersetzt. Das Analoge
gilt aber auch, wenn ¢ durch Division aus ¢ und b hervorgeht, d. h. wenn
¢ durch eine der beiden Gleichungen

ca=0b, ac=0b

bestimmt wird, wobei a von Null verschieden vorauszusetzen ist. Nach
der zweiten Gleichung (2) ist dann ndmlich

f(c)f(a)=f(b) bez f(a)f(c)=F(b),



Die Quaternionenkorper und ihre Permutationen und Inversionen. 11

ferner ist f(@) nicht Null und also f(c) genau so durch f(a) und f(d)
vermdge Division bestimmt, wie ¢ durch @ und b.
Durch wiederholte Anwendung dieser Tatsachen folgt:

Bezeichnet R (a,b,c,...,1) eine rationale Funktion der Quater-
nionen a, b, c, ..., des Korpers und also ebenfalls ein dem Korper an-
gehorendes Quaternion, so ist das dem lelzteren zugeordnete Quaternion
R (f(a), f(b), f(c), ..., f(D)).

D. h. es entsteht aus f(a), f(b), f(c), ..., f(I) durch genau dieselben
Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division, wie
R(a,b,c,...,1) aus a,b,c,...,| entstanden ist.

Gilt nun eine Gleichung der. Gestalt

R (a,b,c,....,1)=R,(a,b,c,...,1),

so wird das der linken Seite zugeordnete Quaternion dasselbe sein, wie
das der rechten Seite zugeordnete, da ja beide Seiten ein und dasselbe
Quaternion des Korpers vorstellen. Es ist also

B, (f(a), 7(b), f(e), ..., [ (D) = By (F(a), f(b), f(e), ..., F(D),
womit nun bewiesen ist, da die Substitution (a, f(a)) eine Permutation
des Korpers ist, wenn die Gleichungen (2) vorausgesetzt werden.

Beziiglich der Permutationen haben wir nun noch einige allgemeine
Bemerkungen zu machen. Setzen wir in der Gleichung f(ab)= f(a)f(b)
fiir @ das Quaternion 1 und fiir b ein von Null verschiedenes Quaternion,
so sehen wir, daB stets f(1)=1 sein mufl. Da nun jede rationale Zahl r
aus der Zahl 1 durch Addition, Subtraktion und Division gebildet werden
kann und f(r) in derselben Weise aus f(1)=1 entsteht, wie r aus 1,
so mub auch stets f(r) =7 sein. D.h.:

Die rationalen Zahlen, die in jedem Korper K enthalten sind, gehen
bei jeder Permutation des Korpers K in sich iber.

Es sei jetzt K irgendein Kérper und (a, f(a)) eine Permutation des-
selben. Durchlduft nun @ alle Quaternionen des Koérpers K, so durch-
lduft f(a) gleichzeitig ein unendliches System von untereinander verschie-
denen Quaternionen, welches passend mit f(K) bezeichnet werden kann.
Dieses System [ (K) ist wiederum ein Korper. Denn gleichzeitig mit
f(a) und f(b) gehoren auch Summe, Differenz, Produkt und Quotient
von f(a) und f(b) dem Systeme an, weil
. f(a)+f(6)=f(a+b), [(a)—[f(b)=[(a—0b) usw.
ist.

Neben den Permutationen konnen wir noch eine andere dhnliche Art
von Substitutionen der Korper betrachten, die wir Inversionem nennen
wollen.
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Bedeutet ndmlich a jedes Quaternion eines Korpers, so soll die Sub-

stitution
(@, f(a)

ewne ,,Inversion“ des Korpers heiflen, wenn die Quaternionen f(a) nicht
sdamitlich wverschwinden, und wenn ferner fir je zwei Quaternionen a, b
des Korpers die Qleichungen

(4) fla+b)=f(a)+f(b), [(ab)=[(D)f(a)
gelten.

Die Inversionen lassen sich leicht auf die Permutionen zuriickfiihren.
Denn wegen der Gleichungen

(@+b)=a +b", (ab)=0"a,
ist die Substitution
(a,a’),

wobei o’ das zu a konjugierte Quaternion bedeutet, offenbar fiir jeden
Korper eine Inversion. Und hieraus folgern wir sofort, daf die Substitution

(@, f'(a)
die allgemeinste Inversion eines Korpers vorstellt, wenn (a, f(a)) seine
allgemeinste Permutation ist.

Wir bemerken endlich noch, daB fiir jeden beliebigen Korper K stets
die folgenden- Permutationen existieren:

Erstens: HEs bedeute ¢ ein von Null verschiedenes, iibrigens be-
liebiges Quaternion. Ordnet man nun dem Quaternion @ das Quaternion
gag~* zu, so ist hierdurch eine Permutation des Kérpers K definiert.
Denn es ist

g(a+b)g -t —=gag ' +gbg~*, g(ab)g ' =gag t-gbg .

Zweitens: Es mogen «, 8, y eine Permutation der Indizes 1, 2, 3
bilden. Sodann bezeichne f(a) dasjenige Quaternion, welches aus a da-
durch hervorgeht, daB man ¢,, 3,, ¢, durch bez. & ¢,, & 75, & 4, ersetzt,
wobei die Vorzeichen der Bedingung
(5) Tttt =—1
geniigen sollen. Dieser Bedingung kénnen wir immer geniigen, da

Uy ly g =G0y = — 1

ist. Die auf solche Weise definierten Substitutionen (a, f(a)) sind dann
wiederum Permutationen fir jeden beliebigen Korper K.

Denn jede Gleichung zwischen Quaternionen bleibt richtig, wenn man
auf dieselbe die Substitution
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(P N R
(6) (i e, T 1p, i,,)
anwendet, weil diese Substitution unter der Bedingung (5 ) die Gleichungen (8)
der ersten Vorlesung in sich iiberfiihrt.

Da es sechs Permutationen «, #, y gibt und acht mégliche Vorzeichen-
kombinationen, so gibt es im ganzen 48 Substitutionen (6), von welchen
die Halfte, also 24, der Bedingung (5) geniigen, wahrend fiir die andere
Hilfte die Gleichung

T -t =+1
stattfindet. Diejenigen Substitutionen (6), fiir welche die letzte Gleichung
[und nicht die Gleichung (5)] gilt, bilden, wie leicht zu zeigen, nicht
Permutationen, sondern Inversionen.

Ubrigens werden wir spéater sehen, daf die Permutation (a, gag~1)
durch geeignete Wahl des Quaternions g mit jeder der hier betrachteten
24 Permutationen (6) zum Zusammenfallen gebracht werden kann.



Vorlesung 3.
Der Korper R und seine Permutationen.

Auf den Korper R der rationalen Quaternionen, welcher also die-
jenigen Quaternionen

(1) a:ao+a1i1+a~zi-z+a3i3
umfaft, deren Komponenten a,, a,, a,, a, rationale Zahlen sind, werden
sich fast alle nun folgenden Betrachtungen beziehen. Zunichst wollen wir
die simtlichen Permutationen dieses Korpers bestimmen.

Zu'dem Ende beweisen wir -den folgenden Hilfssatz:

Geniigt irgendein Quaternion j der Gleichung
(2) it 1
so lapt sich das Quaternion q so wdhlen, daf
(3)  — gi,q*
ist.

Sei namlich b ein beliebiges von Null verschiedenes Quaternion und
(4) c=4b—bi,.

Wenn nun ¢ = 0 ist, also

jb=>5¢,, oder j=bib ',

so wird ¢ = b die Gleichung (3) befriedigen.
Wenn aber ¢ nicht Null ist, so folgt aus (4)

je=75"b — jbi, = — b — jbi,

und
o dad ¢y, = jbi, — bi; =4bi, - b,
je = —ci,
und also
Jety = — €11, = Ci, 1,
ist. Dann wird also
q=ct,

der Gleichung (3) geniigen.
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Dies vorausgeschickt, sei (a, f(a)) irgendeine Permutation des Kor-
pers R. Vermdge derselben mogen die Einheiten ¢, 4,, 4,, welche dem
Kérper R angehoren, iibergehen in die Quaternionen

f(i) =1 (%) = Js» f(’s):h
Dann wird ein beliebiges rationales Quaternion (1) iibergehen in
(5) fla)=ay+ a,j, + a,j, + @575,
weil bei jeder Permutation die rationalen Zahlen a,, a,, a,, @, in sich

selbst iibergehen.
Wir zeigen nun, daB das Quaternion ¢ sich so bestimmen laBt, dall

(6) jlzqixq_l’ ‘jQ:qizqgl’ jzzqisqﬁl

und folglich
8 fla) =gqag*

wird® Indem man die Permutation (a,f(a)) auf die Gleichungen (8) der
ersten Vorlesung anwendet, erkennt man zunichst, daB

-2

(7) 71,:j-22:j:;2:—1’ 7'17'2:—7'27'1;7'3’ JaJs = — J3J2 = J1s
Jady = — JaJs = Je
sein muB. Vermége des Hilfssatzes konnen wir g, so bestimmen, daf

. i j1 =4 ";1 q9: !
wird. Wir setzen nun
(8) k1:q;lf1Q1:i1’ ke—‘%_ljz%’ kQZQ;ljsqv
welche Quaternionen denselben Gleichungen (7) geniigen, wie 7,, 7,, Js-
Sei dann weiter

(9) g =1 oder g¢,=ky— 4 =—(k,+ 1)1,
je nachdem k, =1, ist oder nicht. Man hat dann
(10) Gty =k, @i, =k,
Im. ersten Falle, wo ¢, —1 zu nehmen ist, leuchtet dies unmittelbar

ein. Im zweiten Falle ‘aber folgen die Gleichungen (10) aus den sich
aus (9) ergebenden Relationen

9t = — Ky, — 1, k‘z%:’k:'i?._ke’:l:_is—‘kzip
927:1 = kziz +1, k192 = il% :,7:1102 (7:17:2) +1= ka":‘zfi_ 1,

wobei von der Gleichung 1, k,3, = k, k,k, = kyk, = k, Gebrauch gemacht
wurde.
Infolge der Gleichungen (10) wird nun

(11) q;'l 195 :iv qg”"zds :":2’ . ‘
9 kg, =q; kKo q, = (g5 TH,q,) (25 TRagy) = 40, = 15,
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Kombiniert man hiermit die Gleichungen (8), so erkennt man, daB

das Quaternion
. . 9= %49
den Gleichungen (6) geniigt.

Somit kénnen wir nun folgenden Satz aussprechen:

Die allgemeinste Permutation des Korpers R der rationalen Quaternionen
entsteht, wenn man dem Quaternion a das Quaternion gaq—1 zuordnet, un-
ter q ein beliebig gewdhltes, von Null verschiedenes Quaternion verstanden.

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welcher Bedingung zwei Qua-
ternionen g und g, zu derselben Permutation des Kérpers B Anlafl geben.

Sei fiir einen Augenblick

(12) g g =r=ry+ 14, + 1,9 14, also g =gqr
gesetzt. Damit nun die Permutationen

(a,9ag™?) wd (a,g,aq7") = (a,grar=tqg=?)

identisch seien, muf} fiir jedes rationale Quaternion a
gaq~t=gqrar-1¢~1, also a=rar-! oder ar=ra

sein. Nehmen wir hier ¢ =14, bzw. a=1,, so kommt ¢r=r1,
i,7 =11, d. h.

Ul — Ty Toly — Taly == Tty — T, — Tyt +151,,

UgTo — Tyly — Ty = T3l = Toly + 110y — Ty — 740,
woraus 1, =0, 7,=0, r, =0 folgt. Demnach mufl r ein reelles Qua-
ternion sein. ' ’

Es ergibt sich also die folgende Antwort auf die aufgeworfene Frage:

Die beiden Permutationen (a,qaq=') und (@, q,aq;*) des Kor-
pers R sind stets und nur dann identisch, wenn q, = rq ist, unter r
ein reelles Quaternion verstanden.

Wenn ¢ ein rationales Quaternion bezeichnet, so durchliuft gag—1
gleichzeitig mit a die Gesamtheit der rationalen Quaternionen und die
Permutation (@, qag—1) filhrt also den Korper R in sich iiber. Wenn
umgekehrt der Korper R durch die Permutation (a, gag—1) in sich iiber-
geht, so hat man

(13) 9ty =419, Qi = 529, 9l =759,
WO j,, J,» js Tationale Quaternionen bedeuten. Durch diese Gleichungen,
die linear und homogen mit rationalen Koeffizienten fiir die Komponenten
von-q sind, miissen diese Komponenten nach dem vorhergehenden Satze
bis auf einen reellen Faktor vollig bestimmt sein, und somit folgt:
Bezeichnet q ein beliebiges von Null verschiedenes rationales Qua-
ternion, so stellt (a,gaq=1) die allgemeinste Permutation wor, die den
Korper R der rationalen Quaternionen in sich dberfihrt.



Vorlesung 4.
Die ganzen Quaternionen.

Die Zahlentheorie im Korper R der rationalen Quaternionen ist wesent-
lich abhingig von der Festsetzung dariiber, was man unter einem ganzen
Quaternion verstehen will. Denn erst nach der Definition des Begriffes
,ganzes Quaternion kann man von der , Teilbarkeit« sprechen. Das
Nichstliegende wiirde nun offenbar sein, ein rationales Quaternion dann
als ,,ganz* zu bezeichnen, wenn seine Komponenten ganze Zahlen sind *).
Indessen stellte sich heraus — und dies war von vornherein nach Analogie
der Theorie der endlichen Zahlkérper zu vermuten —, daB man zu viel
einfacheren Gesetzen gefiihrt wird, wenn der Begriff des ganzen Quaternions
in. umfassenderer Weise festgelegt wird.

Um diesen Begriff so, wie wir ihn hier unserer Zahlentheorie der
Quaternionen zugrunde legen wollen, vorzubereiten, stellen wir zunichst
folgende Betrachtungen an.

Unter einem Modul verstehen wir ein System von Quaternionen, inner-
halb dessen die Operationen der Addition und Subtraktion unbeschrankt
ausfithrbar sind. Es sollen also gleichzeitig mit @ und b stets auch a 4 b
und @ — b in dem Systeme vorkommen. Ein solcher Modul heiBt endlich,
wenn seine Quaternionen sidmtlich aus einer endlichen Zahl unter ihnen,
etwa ¢, q,,...,q,, durch Addition und Subtraktion abgeleitet werden
kénnen, so daB der Modul alle und nur diejenigen Quaternionen g um-
faBt, welche in der Form

(1) g =g, + MyGy + ...+, -
enthalten sind, unter m,, m,, ..., m, ganze Zahlen verstanden. Ein solches
System g¢,, ¢,, ..., ¢, heiBt dann eine Basis des betreffenden Moduls. Ein
endlicher Modul ist durch Angabe einer Basis vollstindig bestimmt; denn
alle seine Glieder konnen wir nach Formel (1) herstellen, ‘wenn wir
9:; 45, ---, g, kennen.

Zur Bezeichnung desjenigen. Moduls, welcher durch die Quaternionen
4,59, ---» q, als Basis bestimmt ist, werden wir das Symbol

Hurwitz, Vorlesungen. 2
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(90> %25 -5 .]

anwenden, welches demnach nichts anderes bedeutet, als das System aller
in der Form (1) darstellbaren Quaternionen. Im folgenden wird es sich
nur um Moduln handeln, deren simtliche Glieder dem Koérper R an-
gehoren, also rationale Quaternionen sind, und unter einem Modul schlecht-
hin wollen wir deshalb immer einen solchen im Korper R enthaltenen
Modul verstehen.

Es gilt nun der folgende Satz:

Ein endlicher Modul besitzt stets eine, aus vier Quaternionen der
Gestalt

(2) 9 = Qios Qo = Gy Gy by, Gy = Ago t+ O3y 0y + ety
U = Oy + Gy 0y + Aty + 041,
bestehende Basis.
Denken wir uns zunichst die Glieder ¢ des Moduls in der Form (1)
dargestellt, so erkennen wir, dafl

g+t Fay iy ay iy

(3) q= -
gesetzt werden kann, wo a,, a,, a,, @, ganze Zahlen und m den General-
nenner der Komponenten der in (1) auftretenden Quaternionen ¢, g, - - ., ¢,

bezeichnet. Es bedeutet also m eine bestimmte positive ganze Zahl. Wir
bestimmen nun g, nach folgender Maf8gabe : Wenn unter den Quaternionen (3)
des Moduls keines vorhanden ist, fiir welches @, nicht Null ist, so setzen
wir g, = 0. Andernfalls nehmen wir fiir ¢, eines derjenigen Quaternionen
des Moduls, fiir welches a, nicht Null und absolut mdglichst klein ist.
Da mit q stets auch — ¢g=¢ — ¢ — ¢ dem Modul angehort, so darf das
betreffende a, positiv vorausgesetzt werden. Das auf diese Weise be-
stimmte Quaternion g, sei

do+ dy iy + dyiy + dyi
(4) 9 — 0 1@1+m2@2+ 81‘3‘
In analoger Weise bestimmen wir die Quaternionen
Co+ €11y + o, by + b, a,
(5) 95 = _0—4;,’:"”23 o = LWI’I” ) L=

Némlich: Es wird ¢; = 0 genommen, wenn unter den Quaternionen des
Moduls, welche (wie z. B. das Quaternion Null) die Form
_ Gt ad+ i,
m

besitzen, keines vorhanden ist, fiir welches @, nicht Null ist. Andernfalls
aber nehmen wir fiir g, ein solches Quaternion des Moduls, fiir welches a,
positiv und moglichst klein ist. Entsprechend sind die Quaternionen g,
und ¢, zu wahlen.
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Betrachten wir nun ein beliebiges, aber bestimmtes Quaternion (3)
des Moduls, so koénnen wir, falls d, positiv ist, die ganze Zahl k, so
wihlen, daB a, — k,d, nicht negativ und kleiner als d, wird; wir brauchen
dazu fiir k£, nur den Quotienten der Division von a, durch d, zu nehmen.
Das Quaternion ¢ — k,¢, hat nun notwendig die Gestalt

(6) q_k494:aé+al’;:—+g&.

Denn wire der Faktor a, — k,d, von i,, der in ¢ — k,q, auftritt, nicht
Null, so wiirde ¢ — k,g, ein Quaternion des Moduls sein, bei welchem
der Faktor von i, kleiner als d, ist, was der Bestimmungsweise von g,
widerspricht. Durch Wiederholung dieser SchluBweise erkennen wir, daf
zunichst die ganze Zahl k, so gewahlt werden kann, daB (¢ — k,q,) — £, ¢,

”n ”,
die Fom %iﬁ erhdlt, und sodann weiter die ganzen Zahlen k, und k,

so, dal ¢ — k,q, — k,q; — k,q, — k,q, = 0 oder
(7) q=kg, + 59 + kg + k.9,

wird. Hiermit ist unser Satz bewiesen und zugleich gibt unser Beweis
eine Methode, um Quaternionen ¢,, ¢,, ¢;, ¢, zu bestimmen, die dem Satze
geniigen.

Wir wollen nun weiter unter einem Integritdtsbereich des Kérpers B
einen solchen endlichen Modul verstehen, innerhalb dessen auller den
Operationen der Addition und Subtraktion auch die der Multiplikation
unbeschriinkt ausfithrbar ist, und es soll sich jetzt darum handeln, alle
Integrititsbereiche zu bestimmen, welche die wvier Einheiten 1, i, 1y, i,
enthalten.

Es sei J ein solcher Integritdtsbereich und

. e aaiiaies
() o=@ g=lothh, g _staied ,_&rdirdirds

eine Basis desselben. Da 1,71, 1,, 4, dem Integrititsbereiche angehéren,
so ist nach der im vorhergehenden Beweise gegebenen Bestimmungsweise
von ¢,, 4,, g5, ¢, klar, daB a,, b,, c,, d; positive ganze Zahlen sind, von
denen jede einzelne < m ist. Nun muBl ¢? als in J vorkommendes
Quaternion gleich kgq,, also ¢, = k eine positive ganze Zahl, daher a,=m
und ¢, — 1 sein. Zur niheren Bestimmung von g, sei fiir einen Augenblick

92:a+ﬂi1
<1 ist. Dann ist
93 = 2“% - (a2+ﬁ2)

b

gesetzt, wo also f= 771

PAd
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notwendig, da nur die Einheiten 1 und 4, enthaltend, aus ¢, und ¢, zu-

sammengesetzt, also
9; =k,q, + kqs =k, + kg,

wo k, und k, ganze Zahlen bedeuten. Aus den Gleichungen
2=k, oa*+pBP=—kF,
folgern wir, dal 2« und wegen
(28)°+ (20)'= — 4k,
auch 2p eine ganze Zahl sein muB. Die Kongruenz (28)°+ (2a)’ =0
(mod4) kann aber nur bestehen, wenn 28 und 2« gerade Zahlen sind.

Folglich miissen & und f ganze Zahlen und insbesondere, weil 0 < <1
ist, # =1 sein. Demnach kommt

gG=0a-+ B, =a-+1,.
Nun dndert sich der Modul
J = [QI’ 95 93> q4] = [1’ o+ 7:1’ ED Q4]

nicht, wenn g, durch g, —ag, =1, ersetzt wird. Daher diirfen wir neben
¢, =1 fiir g, das Quaternion

%=1,
wahlen.
Aus diesem Resultate ziehen wir noch eine weitere Folgerung. Sei
amlich .
namlic r 4 si,

ein im Integritdtsbereich J vorkommendes Quaternion, welches nur die
Einheiten 1 und 4, enthalt, so mull dasselbe die Form

kg, + kg, =k, + k1,

haben, wo %k, und k, ganze Zahlen bedeuten. Daher sind r =#k,, s=k,
notwendig ganze Zahlen. Nun sind aber bei unserer ganzen Betrachtung
die Einheiten 4, 1,, ¢, vollig gleichberechtigt, so daf wir den Satz aus-
sprechen kénnen: '

Jedes zweigliedrige Quaternion von einer der Gestalten

r-+8t,, 81, r--si,
welches dem Bereiche J angehort, hat mnotwendig ganzzahlige Kom-

ponenten r, S.
Betrachten wir nun die Gleichung

o 2¢ e tef+ed

qs_m 3 m2

und bemerken wir, daf g2 als Quaternion.des Bereiches J, das die Ein-
beit 4, nicht enthilt, die Form
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qul + k‘zq‘z + ks% - kl + kei1 + ka%
besitzen muB, so folgt, daB %, ==0 und

2¢
= ks

Groitel
m2 — T M

ganze Zahlen sind. Folglich kommt im Bereiche J auch

9g. — 20, _ 20i+2ei
<q; m L= m
und also auch
i 2ot +2¢10, —2¢, 420614
1 m _ m

. . 2e¢ 2 ¢
vor. Nach dem soeben bewiesenen Satze sind daher auch 7@-‘— und —;f

ganze Zahlen. Wir setzen nun

200+ 208 +200 _ r+si iy

37 2m 2 ’

wo also 7, s, t ganze Zahlen bedeuten. Da aber

cg+ei+ed r"—t;?j—t‘-’
m? o 4

— k=

eine ganze Zahl ist, so mufl jede der Zahlen r, s, t durch 2 teilbar sein;
denn die Kongruenz

r?4 s+ 12 =0 (mod 4)
kann nicht bestehen, wenn auch nur eine der Zahlen r, s, ¢ ungerade ist.

Wir haben also =1+, +t'i,3,

wobei t' = ;: <1 und folglich als positive ganze Zahl =1 ist. Nun

koénnen wir wieder, ohne den Bereich

J = [91> 92> 95, Q4] = [1> Uy 9s» 4]

zu &ndern, ¢, durch

6= == 1 =8 =,
ersetzen, so daf}
Q3= 1%
genommen werden darf.
Was endlich ¢, angeht, so mul mit g, auch

gy, g — Bty it bt
d h 2%+24b 4 Bereiche J vorkommen. Folglich sind ‘M’, 24, ganze
m g m m

Zahlen. Analog ergibt sich, daB 2733, 2,7?“ ganze Zahlen sind und also

v sy by i
%= o T
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gesetzt werden kann. Wegen %:% <1 ist wu=1 oder 2 und, weil g,

durch :
q,— kg — k0 —kygs=q, — k, — kyi, — Ky,

ersetzt werden darf, unter k , k,, k, beliebig zu wihlende ganze Zahlen
verstanden, kénnen r, s, ¢ je auf einen der beiden Werte 0 und 1 gebracht
werden. AufBlerdem mul} noch, weil

r24+s2+{2+u?
4

q; =719, —
ist, r24-s*+t2+u? durch 4 teilbar sein. Fir w=1 mufl daher
r=s8=1%t=1, fiir u=2 aberr =s=1¢=0 sein.

Fassen wir alles zusammen, so haben wir also folgendes Resultat
gewonnen:

Bezeichnet J einen Integritdtsbereich des Korpers R, welcher die
vier Einheiten enthdlt, so muf derselbe entweder mit dem Modul

1‘!"142"‘2'}"'/3] — [’I/l, iys U5 +z£;§1&ﬂ}

[1, 15 T,

oder aber mit dem Modul

[17 ?;1’ i2’ i3]
zusammenfallen.

Der erste dieser Moduln, den wir weiterhin stets mit J bezeichnen
werden, umfalBt die Gesamtheit der Quaternionen

(9) g =kyo + ki, + kyiy + Ky,

der zweite Modul, den wir stets mit J, bezeichnen werden, die Gesamt-
heit der Quaternionen

(10) o=~ k0+k17:1+k~3i-3+k3i3’

wo beide Male k,, k,, k,, k, alle ganzen rationalen Zahlen zu durchlaufen
haben. DaB der Modul J, wirklich ein Integritatsbereich ist, daf} also
das Produkt zweier Quaternionen der Gestalt (10) wieder ein solches ist,
leuchtet unmittelbar ein. Aber auch der Modul J ist ein Integritéts-
bereich, wie aus den Gleichungen :

’

(ERETECELY

. i, —1 -1, —1, . .
(11) e*=p0—1, "’19211 E?L£=_9+z1+z3’
9'51:?1;1’;_@;—_“9_‘_7;1*{_7;2

und den analogen fiir ¢,p, 750, 0%,, 0%; hervorgeht.
Der Bereich J enthdlt, da ihm ¢, ,, ¢; und auch

1=20—1% — i, — 14
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angehéren, den ganzen Bereich J, der Quaternionen mit ganzzahligen Kom-
ponenten in sich; es ist also J der umfassendere Bereich. Daher stellen
wir nun die fiir alles weitere grundlegende Definition des ganzen Quaternions
folgendermaflen fest:

Ein Quaternion heifst ,,ganz‘‘, wenn es dem Integritdtsbereich J an-
gehort, wenn es also auf die Form

(12) g =rkyo + ki, + kyi, -+ by,

gebracht werden kann, wo kg, k,, k,, k; ganze Zahlen bedeuten, und o
das Quaternion
_1+h+i+i

(13) o= 1FhtE
bezeichnet.

Der allgemeine Ausdruck (12) eines ganzen Quaternions lafit sich
auch in die Gestalt setzen
(14) 9 =390+ 91% + 92% + 95%),

wobel dann

(15)  go=ky g, =k,+ 2k, g,=ky+2k,, g,=Fb,+ 2k,
ist. Hieraus schlieBen wir:

Die Gleichung (14) stellt das allgemeinste ganze Quaternion dar,
wenn man unler ¢,,d,, 9., 9; irgendwelche ganze Zahlen versteht, die
entweder sdimtlich gerade oder sdmtlich ungerade sind.

Das konjugierte Quaternion ¢’ zu einem ganzen Quaternion g ist
ebenfalls ganz, und daher N(g)=gg’ eine positive ganze Zahl, was auch
die Gleichung

(16) N(g) =i(9s + 92 + 93+ 93) = k3 +F62 + k3 + k3 + ko (b, + oy + &5)
direkt bestatigt. Endlich wollen wir noch bemerken, da das Quaternion

(12) dem Bereiche J, angehort oder nicht, je nachdem £k, gerade ist
oder nicht.

Nachdem wir nun den Begriff des ganzen Quaternions festgelegt haben,
definieren wir die ,,Teilbarkeit* folgendermafBen:

Das ganze Quaternion a heifit durch das ganze Quaternion b rechis-
seitig bzw. linksseitig teilbar, wenn die Gleichung
a=cb, bzw. a=bc
durch ein passend gewdhltes ganzes Quaternion c befriedigt werden kann.

Es soll dann auch b ein ,,rechtsseitiger oder ,rechtsstehender bzw.
,linksseitiger oder ,,linksstehender* Divisor von @ heiien. Hiernach ist
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das von Null verschiedene ganze Quaternion b ein rechtsseitiger bzw. links-
seitiger Divisor von @, wenn ab ' bzw. b 'a ganz ist.

Neben den genannten Bezeichnungen wollen wir auch die Rede-
wendungen gebrauchen: a sei durch b rechtsseitig bzw. linksseitig ,,teilbar*
und b gehe rechtsseitig bzw. linksseitig in a auf.

Da die beiden Gleichungen
a=bc und a'=c'd’
immer gleichzeitig stattfinden, so gilt der Satz:

Das ganze Quaternion a ist durch das ganze Quaternion b linksseitig
teilbar oder micht, je nachdem das zu a konjugierte Quaternion a’ durch
das zu b konjugierte Quaternion b’ rechtsseitig teilbar ist oder nicht.

Durch diesen Satz wird die linksseitige Teilbarkeit auf die rechts-
seitige zuriickgefiihrt, so daB sich die meisten Sitze, welche sich auf rechts-
seitige Teilbarkeit beziehen, ohne weiteres auf die linksseitige iibertragen
lassen.

Soll das ganze Quaternion ¢ in jedem anderen, also auch in dem
Quaternion 1, rechtsseitig aufgehen, so muBl &' ganz sein und ¢ geht
dann auch linksseitig in jedem ganzen Quaternion auf.

Ein solches ganzes Quaternion e, dessen inverses Quaternion & !
ebenfalls ganz ist, nennen wir eine ,,Einhest*.

Um die simtlichen Einheiten zu bestimmen, bemerken wir zunichst,

dal} aus
a=>bc oder a=cb
stets

N(a)=N(b)N(c)
folgt. Wenn also b ein Divisor von a ist, so ist N(b) ein Divisor von
N(a), ein Satz, der indessen nicht umgekehrt werden darf.
Soll nun ¢ eine Einheit, also Divisor von 1, sein, so mul N (€)
Divisor von N(1)=1 und folglich
(17) N(e)=1¢ee'=1

sein. Umgekehrt folgt aus N(e)=1, daB et =¢', also e gleichzeitig
mit ¢ ganz und daher ¢ eine Einheit ist. Die Gleichung (17) ist dem-
nach fiir die Einheiten charakteristisch. Denken wir uns & auf die
Form (14), also

€=3(go+ 9% + gots + gy35)

gebracht, so erhalten wir alle Einheiten durch Auflsung der Gleichung

(98 +92+92+93)=1,

wobel -g,, g,, g,, g; ganze Zahlen bezeichnen, die simtlich gerade oder
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samtlich ungerade sind. Die Auflésung dieser Gleichung ist sofort zu voll-
ziehen und so erhdlt man das Resultat:

Es gibt 24 Einheiten, ndmlich
, C
(18) e=%1, £, +i,, £, L LhTELE
Der Umstand, dal wir unter den ,Einheiten* der Quaternionen frither
1, 4,, %,, 1, verstanden haben, jetzt aber auch die vorstehenden 24 in 1
aufgehenden Quaternionen Einheiten nennen, wird zu Irrtiimern nicht
Anlal geben konnen, da stets aus dem Zusammenhange hervorgehen wird,
ob das Wort ,,Einheit* in dem einen oder anderen Sinne zu verstehen ist.



Vorlesung 5.
Die Permutationen der ganzen Quaternionen.

Diejenigen Permutationen des Korpers B, die diesen in sich iiber-
fithren, sind nach der dritten Vorlesung von der Gestalt

(1) (@, 9ag™),

unter g ein rationales Quaternion verstanden. Wenn nun die Permutation (1)

jedes ganze Quaternion @ wieder in ein ganzes f(a)=gagq~* iberfiihrt,

wenn sie also den Bereich J des Korpers R in sich transformiert, so

wollen wir dieselbe eine Permutation der ganzen Quaternionen nennen,
Solche Permutationen werden offenbar durch die Festsetzung definiert,

daBl dem Quaternion a das Quaternion

(2) fla)=cae?

zugeordnet sein soll, unter ¢ eine Einheit verstanden. Aber auch das

Zuordnungsgesetz

(3) f(a)=Cal™",
wo {, wie stets im folgenden, das Quaternion
(4) E=1+414,

bedeutet, stellt eine Permutation der ganzen Quaternionen vor. Denn
es ist

. . . . NS . . .
Lal™ = (141,)(ag+ a, 9, + a3, + ayd,) (‘TZ) = Gy + Ay 1 — A3+ Ayt
wie die Ausfithrung des Produktes ergibt. Die Permutation (3) ordnet
also dem ganzen Quaternion

: @ =5(go+ G101+ gl + g3%)
das Quaternion

f(a)=3(go+ 910 — g5t + Gat3)
zu, und letzteres ist wiederum ganz.
Durch die Kombination von (2) und (3) entstehen die weiteren Per-
mutationen

(5) fla)=eCal ™ et
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und wir wollen nun zeigen, da mit (2) und (5) sdmtliche Permutationen
der ganzen Quaternionen erschopft sind.

Zu dem Ende bestimmen wir zunichst die Anzahl der Permutationen
(2) und (5). Die Permutationen (a, eae~1) und (a, ¢ ae;!) sind nach
einem Satze der dritten Vorlesung dann und nur dann identisch, wenn
&, =re ist, unter r ein reelles Quaternion verstanden. Dieses kann als
eine der 24 Einheiten nur entweder -1 oder —1 sein. Daher liefern
immer zwei Einheiten & und — ¢ dieselbe Permutation (2), so daB die
Anzahl aller Permutationen (2) die Hilfte der Zahl der Einheifen, also
12, betrigt. Hbenso zeigt sich, daB es 12 Permutationen (5) gibt, die
von den 12 Permutationen (2) iiberdies verschieden sind. Also folgt:

Die Anzahl der durch (2) und (5) dargestellten Permutationen be-
tragt 24.

Nun kann es aber nicht mehr als 24 Permutationen der ganzen Per-
mutationen geben. Denn durch jede solche Permutation miissen ¢, 1,, 4,
in drei ganze Quaternionen j., j,, 7, iibergéhen, -die voneinander verschieden
sind und den Gleichungen

geniigen, da dieselben Gleichungen von i, 4,, 4; befriedigt werden. Soll
aber das ganze Quaternion

. g=3(go+ 910+ gt 1+ 957%5)
der Gleichung

2 9 . . .
9* =5 (9ot 9.5 + gt + g5%) — N(9)=—1
geniigen, so muB
99970

g2
909, =99 = 9,9,= 0, 5 —N(g)="-"4 —1

sein, woraus leicht

9020, ga:i_zy g/f:(), gy:O
folgt, unter «, 8, y eine Permutation von 1, 2, 3 verstanden. Die Glei-

chung g?= — 1 hat also nur die Ldsungen

g:iily i":-37 -ti;;:
und daraus folgt:

i=t e, p=%tdp, jy=td,
wobel iiberdies die Vorzeichen der Bedingung
Ttge k-, =—1

unterworfen sind. Demnach muB jede Permutation der ganzen Quaternionen
mit einer der 24 in der zweiten Vorlesung erwdhnten Permutationen
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) %, By
o (B B h
—._*:zaa izp’, iZV

\
identisch sein, und somit gibt es keine anderen Permutationen der ganzen
Quaternionen als die 24 durch (2) und (5) dargestellten. Beildufig ergibt
sich, dafl die letzteren mit den Permutationen (6) zusammenfallen.

Bei jeder Permutation der ganzen Quaternionen gehen die Einheiten
in sich iiber, wie man aus der Darstellung (6) dieser Permutationen und
den Ausdriicken der Einheiten \

{:j:l, i@l, j__%gy —{—@3, ii._%jﬂ;‘;l:—'tﬁ

ersieht. Insbesondere wird daher die Permutation (3) jeder Einheit &,
wieder eine Einheit ¢ = (¢, {7 zuordnen, so daB ¢ in die Gestalt le
gebracht werden kann. Die 12 Permutationen (5) lassen sich deshalb
auch in folgender Form:

(5" fla)=ZCleae ' 71

darstellen.
Auf Grund der vorhergehenden Betrachtungen ist es nun leicht, die
folgende Frage zu erledigen:

Welche ganzen, von Null verschiedenen Quaternionen v haben die
Eigenschaft, dafs jedes ganze Quaternion a, welches linksseitig durch v
teilbar ist, auch notwendig rechisseitig durch v teilbar ist und umgekehrt?

Hierzu ist jedenfalls zunéchst erforderlich, daf jedes Quaternion a = vg
auch in der Gestalt g v darstellbar ist, dal also gleichzeitig mit g auch
das durch die Gleichung

(7) vy =g,v

bestimmte Quaternion g = vgv~! ganz ist. Mit anderen Worten: es mufl
(a, vav~1) eine Permutation der ganzen Quaternionen sein, also mit einer
der Permutationen (2) und (5’) zusammenfallen. Folglich sind die ge-
suchten Quaternionen v von einer der Formen

(8) v=re, wv=rl¢,

wobei r ein reelles Quaternion bedeutet, welches, weil » ganz sein soll,
eine reelle ganze Zahl- sein muB. Umgekehrt hat auch jedes durch die -
Gleichungen (8) bestimmte Quaternion v die geforderte Eigenschaft, daf3
in der Gleichung (7) stets g, gleichzeitig mit g und auch stets g gleich-
zeitig mit g, ganz ist. Da dann in der Gleichung (7), falls g die Gesamt-
heit aller ganzen Quaternionen durchléuft, auch das ndmliche mit g, der
Fall ist, so koénnen wir die Quaternionen v auch durch die Aussage
charakterisieren, sie seien mit der Gesamtheit der ganzen Quaternionen
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vertauschbar, weshalb wir fiir sie stets den Buchstaben v verwenden
werden.
Wir kénnen demnach das Ergebnis unserer Uberlegung so aussprechen:

Diejenigen ganzen Quaternionen v, die mit der Gesamtheit der ganzen
Quaternionen wvertauschbar sind, werden durch die Gleichungen (8) dar-
gestellt, in denen ¢ irgendeine Einheit, { das Quaternion 1 -4, und
7 irgendeine reelle ganze Zahl bedeuten.

Bei der Aussage: ,,ein ganzes Quaternion a sei durch ein Quaternion v
teilbar, darf offenbar der Zusatz ,,rechtsseitig oder ,linksseitig* fort-
gelassen werden.

Wir wollen schlieBlich noch bemerken, dafl bei den vorhergehenden
Untersuchungen das Quaternion {=1- ¢, auch durch jedes der Qua-
ternionen

1+te, 1x9,, 1=x9,
hatte ersetzt werden konnen. Diese Quaternionen gehdren samtlich zu
den Quaternionen v und sind, wegen

(1+ia) (1*7@):2 ((‘(:1: 2’ 3)7
Divisoren der reellen Zahl 2. Ubrigens unterscheiden sich die genannten
sechs Quaternionen nur durch Einheitsfaktoren. Es ist z. B.

Tl —

b= (144,




Vorlesung 6.
GroBter gemeinsamer Teiler und Quaternionen -Ideale.

Es seil
(1) g:k09+k1i1+k2ie“l—k3i3 <~Q=

irgendein ganzes Quaternion und m eine positive ganze Zahl. Dann laft
sich das ganze Quatérnion

(2) g=10+ b0 + b1, + 35

so bestimmen, daB die Norm von g — gm kleiner als m?* wird.
Die Komponenten von g — g¢m besitzen ndmlich folgende Werte:

skg—mty), (ko 2k, — m (2, + 2¢))), 5 (ko+ 2k, — m (8,4 24,)),
%(ko‘{_ 2""3 - m(t0+'2t3))’ -

und iber die ganzen Zahlen i), ¢,, £,, ¢, konnen wir nun der Reihe nach
so verfiigen, dal diese Komponenten beziiglich absolut kleiner oder gleich

liﬁiiﬁﬁ)
2

tm, itm, im, im
werden. Dann wird aber die Norm von g — gm hochstens gleich
(+i+i+hme <me.

Aus dieser Bemerkung ergibt sich nun leicht der Satz:

Bezeichnen a und b zwet ganze Quaternionen, von denen das letatere
nicht Null ist, so lassen sich die ganzen Quaternionen q,c und q,,c,
so bestimmen, daf

3) a=qb-+e,
3") a=bq, +c,
und zugleich N(c) < N(b), sowie N(c,) << N(b) wird.

Um - die Existenz der Quaternionen ¢, ¢ zu beweisen, setzen wir in

der vorhergehenden Betrachtung

g=ab’, m=DN(b)=>bb.
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Es wird dann -,
g—gqm=(a—qb)b
N(g —gm)= N(a—gb)-N(')<m®=N(b)N(").
Das Quaternion @ — gb = ¢ geniigt demnach der Gleichung (3) und

der Bedingung N(c) < N(b). Ebenso ergibt sich aus der Annahme
g=>b'a, m=N(b)=>b'b die Existenz der Quaternionen g¢,, c,.

und

Auf die Gleichung (3) 1Bt sich offenbar ein rechtsseitiger und auf
die Gleichung (3’) ein linksseitiger Divisionsalgorithmus griinden, woraus
dann weiter die Existenz eines rechtsseitigen und eines linksseitigen grofiten

gemeinsamen Teilers irgend zweier ganzen Quaternionen, die nicht beide
Null sind, folgt.

Indessen ist es einfacher, die Theorie des groSten gemeinsamen Teilers
auf den nunmehr einzufithrenden Begriff der Quaternion-Ideale, die wir
in der Folge Kiirze halber auch wohl Ideale schlechthin nennen werden,
zu stiitzen.

Ein System nicht sdmilich verschwindender ganzer Quaternionen
heifle ein rechtsseitiges (bzw. linksseitiges) Ideal, wenn mit a und b auch
a+b, a—0b und ga (bzw. ag) dem Systeme angehoren, unier g ein
beliebiges ganzes Quaternion verstanden.

Bezeichnet d irgendein von Null verschiedenes ganzes Quaternion und
durchléuft g die Gesamtheit aller ganzen Quaternionen, so bildet das
System (gd) aller rechtsseitig durch d teilbaren Quaternionen ein rechts-
seitiges, das System (dg) aller linksseitig durch d teilbaren Quaternionen
ein linksseitiges Ideal. Solche Ideale mogen rechtsseitige bzw. linksseitige
Hauptideale heiflen.

Es gilt nun der Satz:

Jedes Quaternionen-Ideal ist ein Hauptideal.

In der Tat: Es bezeichne a irgendein rechtsseitiges Ideal und d eines
derjenigen, nicht verschwindenden Quaternionen des Ideals, welche eine
moglichst kleine Norm haben. Ein Quaternion ¢ des Ideals, fiir das
N(c) < N(d) wire, existiert dann also nicht, ausgenommen das Quaternion
¢=0. Ist nun a irgendein Quaternion des Ideals a, so gehért auch
a —gd dem Ideale an, unter ¢ ein beliebiges ganzes Quaternion ver-
standen. Dieses laBt sich aber so bestimmen, daB N(a — gd) < N(d)
und folglich ¢ —¢gd =0 oder a=gqd wird. Jedes Quaternion a des
Ideals a gehort also dem Hauptideal (gd) an; umgekehrt gehdrt jedes
Quaternion des Ideals (gd) auch dem Ideale a an, weil d ihm angehort.
Beide Ideale fallen also vollig zusammen, d. h. ‘es ist a = (gd). Ebenso
folgt die Richtigkeit unseres Satzes fiir linksseitige Ideale.
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Bezeichnen jetzt @ und b irgend zwei ganze Quaternionen, die nicht
beide Null sind, so bildet die Gesamtheit der Quaternionen

(4) (ga+hb) bzw. (ag+bh),

wo g und % alle ganzen Quaternionen durchlaufen, offenbar ein rechts-
seitiges bzw. linksseitiges Ideal. Nach unserem Satze fillt etwa das erste
mit dem Hauptideal (gd), das zweite mit dem Hauptideal (d, ¢) zusammen:

(5) (ga+hb)=(gd), (ag-+bh)=(d,g) |
Da @ und b in den beiden Idealen (4), also auch in (gd) und (d,g)

vorkommen, und ebenso d bzw. d, in den Idealen (ga + Ab) bzw. (ag + bh)
enthalten sind, so kénnen wir demnach folgenden Satz aussprechen:

Je zwei ganze Quaternionen a und b, die nicht beide Null sind,
haben einen gemeinsamen rechisseitigen Teiler d, welcher in der Form

(6) d —ga+hb,
und einen gemeinsamen linksseitigen Teiler d,, welcher in der Form
(7) d1:a’g1+bh1

darstellbar ist.

Hier bedeuten in den Gleichungen (6) und (7) g, %, g,, h, ganze
Quaternionen.

Die Teiler d und d, nennen wir den grofiten gemeinsamen rechits-
seitigen oder rechtsstehenden beziiglich linksseitigen oder linksstehenden
Teiler von a und b.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie weit diese gemeinsamen Teiler
durch die beiden Quaternionen a und b bestimmt sind, wobei wir uns
auf den rechtsstehenden Teiler beschrinken diirferr, da fiir den links-
stehenden die analogen Betrachtungen gelten. Wir fragen: Unter welcher
Bedingung ist sowohl d als auch d rechtsstehender gréBter gemeinsamer
Teiler derselben ganzen Quaternionen @ und b ?

Hierzu muB offenbar das Hauptideal (gd) mit dem Hauptideal (gd)
zusammenfallen, also d =gd und d =gd sein, unter g und § ganze
Quaternionen verstanden. Hieraus folgt weiter

d = ggd ) - g g )
so daB g und g Einheiten sein miissen. Ist umgekehrt
(8) d=ed,

wo ¢ eine Einheit: bezeichnet, so fallen die Hauptideale (gd) und (gd)
zusammen. Also folgt:

Der rechtsstehende grofite gemeinsame Teiler d wvon zwei ganzen
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Quaternionen, die nicht beide Null sind, ist bis auf einen linksstehenden
Einheitsfaktor bestimmd.

Analog ist der linksstehende grofite gemeinsame Teiler d, von zwei
ganzen Quaternionen, die nicht beide Null sind, bis auf einen rechts- -
stehenden Einheitsfaktor bestimmt. Ferner gilt:

Jeder rechtsseitige (bzw. linksseitige) Divisor von d (bzw. d,) st
gemeinsamer rechisseitiger (bzw. linksseitiger) Divisor von a und b und
umgekehrt.

Dies folgt unmittelbar aus den Gleichungen
(9) a=a,d, b=2b,d, d=ga-+hb,

in denen a@,, b, ganze Quaternionen bedeuten, und aus den analogen
Gleichungen fiir den linksstehenden groBten gemeinsamen Teiler d, von
a und b.

Den letzten Satz konnen wir auch in folgender Weise aussprechen,
wobei die vollkommene Analogie mit der charakteristischen Eigenschaft
des groBten gemeinsamen Teilers in der niederen Zahlentheorie hervortritt:

Die gemeinsamen rechisseitigen Divisoren zweier nicht beide wver-
schwindenden ganzen Quaternionen a und b stimmen genau iberein mit
den rechisseitigen Divisoren ihres rechisseitigen grofiten gemeinsamen
Tetlers d.

Wenn der groBite gemeinsame rechtsseitige (bzw. linksseitige) Teiler
von @ und b eine Einheit ist, so wollen wir ¢ und b rechtsseitig- (bzw.
linksseitig) teilerfremd nennen. Sind @ und b rechtsseitig teilerfremd, so
1aBt sich, der Gleichung (6) zufolge, die Gleichung ga + Ab = ¢ und also
auch (e~'g)a—+(¢=1h)b =1 oder

(10) ga—+hb=1

durch ganze Quaternionen g, » befriedigen. Umgekehrt folgt auch aus
dem Bestehen einer Gleichung der Gestalt (10), daB a und b keinen
rechtsseitigen gemeinsamen Teiler besitzen kénnen, auBer den Einheiten.
Entsprechendes gilt, wenn @ und b linksseitig teilerfremd sind.

Falls die ganzen Quaternionen @ und b einen rechtsseitigen oder
linksseitigen gemeinsamen Teiler d besitzen, der keine Einheit ist, so
leuchtet ein, daB N (@) und N (b) einen von 1 verschiedenen gemeinsamen
Teiler, nimlich N (d), besitzen. Dieser Satz laBt sich fiir den Fall um-
kehren, daB eines der beiden Quaternionen @ und b zu den Quaternionen v
gehort. Mit anderen Worten, es 1aBt sich folgendes beweisen:

Ein beliebiges ganzes Quaternion a wund ein ginzes Quatermion v,
welches mit - der Gesamtheit der ganzen Quaternionen wvertauschbar st

Hurwitz, Vorlesungen. . 3
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sind stets gleichzeitig rechisseitiq und linksseitig teilerfremd oder micht.
Und 2war tritt der erste oder zweite Fall ein, je nachdem N (a) und
N (v) teilerfremd sind oder michi.

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir nur zu zeigen, dal N (a)
N (v) sicher teilerfremd sind, wenn @ und v keinen gemeinsamen Teiler
auBer 1 besitzen. Wir diirfen dabei rechtsseitige Teilbarkeit zugrunde
legen, weil sich fiir linksseitige Teilbarkeit alles analog gestaltet.

Angenommeﬁ also, es selen a und v rechtsseitig teilerfremd, was wir

durch die Gleichung ga -+ hv—1

zum Ausdruck bringen. Aus dieser Gleichung folgt
N(ga)=N(1—hv)=(1—hv)1—v'R")

oder

(11) N(@)N(g)=1—hv—v'h"+ N (v)N(h).
Nun ist nach der fiinften Vorlesung

(12) v=re oder v=r(le,

wobei r eine reelle ganze Zahl, { =14, und ¢ eine Einheit ist. Je
nachdem wird also
(12a) N(a)N(g)=1—rhe—re'h 7> N (h)
oder aber .,
N(a)N(g)=1—rhle—re'l’h +2r2N(h)

welche letztere Gleichung auch so geschrieben werden kann:
(12b) N(a)N(g):l—r(1+iI)hl—r(l—il)h2+272N(h),
wobel h, und h, wieder ganze Quaternionen bedeuten. Dabei ist von
der Vertauschbarkeit von { =1+ ¢, und ¢ '—1-— ¢, mit der Gesamtheit
der ganzen Quaternionen Gebrauch gemacht. Im Falle der Gleichung (12a)
wiirde ein gemeinsamer Primfaktor von N (a) und N (v)=r? in allen
Gliedern der Gleichung (12a) mit Ausnahme des Gliedes 1 -der rechten
Seite aufgehen; ein solcher Primfaktor kann also nicht existieren. Im
Falle der Gleichung (12b) wiirde man ebenfalls auf einen Widerspruch
kommen, wenn man annehmen wollte, N(a) und N (v)=27? beséfen
einen gemeinsamen Primfaktor. Denn in r kann derselbe nicht aufgehen,
weil er sonst nach Gleichung (12b) auch in 1 aufgehen miifite und der
Primfaktor 2 = (14-4,)(1—4,) kann es nicht sein, weil sonst, wegen
(1—1,)= —(1+41,)s,, alle Glieder der Gleichung (12b) bis auf das
Glied 1 durch 14, teilbar wiren.

Aus dem hiermit bewiesenen Satze folgt insbesondere, dal bei der
Aussage: die beiden Quaternionen ¢ und v seien teilerfremd oder nicht,
der Zusatz ,,rechtsseitig® oder , linksseitig* fortgelassen werden kann.
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Gerade und ungerade Quaternionen. Assoziierte und primére
Quaternionen.

Bezeichnet v irgend eines der (von Null verschiedenen) Quaternionen
re, rie=r(l-+1,)e,

die mit der Gesamtheit der ganzen Quaternionen vertauschbar sind, so
soll die Kongruenz

(1) a = b(mod v)
ausdriicken, daB die Differenz @ — b der beiden ganzen Quaternionen a

und b durch v teilbar ist. Wenn die Kongruenz (1) besteht, so kann
jede der ‘beiden Gleichungen

(1’) a_b:gva
(1) a—b=vh

durch ein ganzes Quaternion g, bzw. % befriedigt werden. Umgekehrt
darf man von jeder einzelnen dieser beiden Gleichungen auf die Kongruenz (1)
schlieBen. Denn ein Quaternion » ist ja stets gleichzeitig rechtsseitiger
und linksseitiger Divisor von @ — b oder keins von beiden.

Durch Ubergang von den Kongruenzen zu den entsprechenden
Gleichungen sehen wir sofort, daB solche Kongruenzen wie Gleichungen
addiert und subtrahiert und auf beiden Seiten mit demselben ganzen Qua-
ternion sowohl rechtsseitig wie linksseitig multipliziert werden diirfen: Da
ein Quaternion v =—re, bzw. r(14-¢,)e und sein konjugiertes v’ — re’
bzw. re’(1—4,) gegenseitig durch einander teilbar sind, so besteht auch
zugleich mit (1) stets die Kongruenz

(2) a’ = b’ (mod v),

wo a’, b’ wie gewohnlich die zu @ und b konjugierten Quaternionen be-
deuten. Die zu einem bestimmten Quaternion @ nach dem Modul v
kongruenten Quaternionen werden wir in eine Klasse fiir diesen Modul

rechnen: Diese Klasse entsteht also, wenn wir in @ 4 gv oder auch in
3*
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a -+ vg den Faktor ¢ alle ganzen Quaternionen durchlaufen lassen. Aus
der Gleichung (1) ist ersichtlich, daB der gréfte gemeinsame Teiler von
a und v ungeéindert bleibt, wenn man a durch irgendein Quaternion b
ersetzt, welches modulo v in dieselbe Klasse wie a gehdrt. Dieser Teiler
kann daher kurz als Teiler der Klasse bezeichnet werden. Ist der Teiler
der Klasse 1, so enthilt dieselbe ausschlieflich zum Modul v teilerfremde
Quaternionen. Auch der Begriff des vollstdndigen Restsystems, ferner des
&ollsténdjgen Systems teilerfremder Reste oder, wie wir ein solches auch
kurz nennen wollen, des reduzierten Restsystems lafit sich unmittelbar aus
der niederen Zahlentheorie auf den hier eingefiihrten Kongruenzbegriff im
Gebiete der ganzen Quaternionen iibertragen.

Zunichst werden wir in dieser Vorlesung nur Kongruenzen nach den

Moduln
v=_(=1+41, v=2 und v=2¢

betrachten. Was den Modul v == angeht, so folgt aus den Gleichungen
iy — 1,

iy —1=1i,(i,+1), —i'+1:\‘:—"‘—}———4—<l+il>,
—%+14 USs nl YENIP RS

daB
U, =1, =1, = 1(mod 1 ¢,)

ist. Daher gilt fiir jedes ganze Quaternion die Kongruenz
g = ko0 + kyi; + Ry, 4 kyiy = koo + by + b, 4 Fy (mod £).

Da aber Multipla von 2 durch [ teilbar sind, ist weiter jedes ganze
Quaternion g, je nach dem Reste von k,und k, 4 &, + k; (mod 2), einem

der Quaternionen
O: 1 ’ Q, Q _'_ 1

kongruent nach dem Modul {. Diese Reste sind untereinander inkon-
gruent; denn ihre gegenseitigen Differenzen sind, wie man sofort konsta-
tiert, nicht durch 1-- 4, teilbar. Wegen der Gleichung
e*=eo—1 :
kann der Rest ¢ + 1 auch durch (¢ +1) — 2 = g? ersetzt werden. Somit
folgt:
Die Quaternionen

(3) 0,1,0,¢"
bilden ein wollstindiges Restsystem fiir den Modul { = 1-1,.

Die durch den Rest 0 dargestellte Klasse umfaBt alle durch 14,
teilbaren ganzen Quaternionen. Dagegen enthalten die Klassen, die durch
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1, 0, 0® repriasentiert werden, nur zu 1--¢, teilerfremde Quaternionen,
weil 1, g, o? als Einheiten zu 1-+ ¢, (wie zu jedem ganzen Quaternion)
teilerfremd sind. Nach der letzten Vorlesung ist dafiir, dall ein ganzes
Quaternion ¢ zu v=1- ¢, teilerfremd sei, notwendig und hinreichend,
daB N(a) zu N (v)=2 teilerfremd ist. Wenn daher N (a) gerade ist,
so wird @ durch 14-4, teilbar sein, andernfalls nicht. Indem wir diese
Tatsache wiederholt anwenden, erhalten wir den Satz:

Ist N(a) durch 2°, aber durch keine hohere Potenz von 2 teilbar,
so hat man
(4) a=(1+1)"b,
wo b eine ungerade Norm besitzt und also zu (14 1,) teilerfremd ist.

Ein solches Quaternion b von ungerader Norm wollen wir weiterhin
ein ungerades Quaternion nennen. Ist in der Darstellung (4) des Qua-
ternions @ der Exponent # > 2, so hat a den Divisor (14-4,)° = 2¢,, und
also auch den Divisor 2. Ein solches Quaternion heifle daher gerade,
wihrend im Falle r —1, wo a genau durch die erste Potenz von 1--73,
teilbar ist, @ als halbgerade bezeichnet werden mag?).

Sehr einfach kénnen wir durch ihre Reste modulo { auch diejenigen
ganzen Quaternionen kennzeichnen, welche ganzzahlige Komponenten
besitzen, also dem Bereiche J, angehéren. Denn

9= kOQ + kgt £ Kyt + Kyt
gehort dem Bereiche J,, an oder nicht, je nachdem k, gerade oder unge-
rade ist. Im ersten Falle ist aber nach dem Modul ¢
g=k +k,+k =0 oder 1,
im zweiten Falle dagegen
g=0-+k +k+k =0 oder p+1=0>
D.h |
Ein ganzes Quaternion besitzt stets und nur dann ganzzahlige Kom-
ponenten, wenn es kongruent 0 oder 1 nach dem Modul ¢ —1-- i, st
Wir wollen jetzt die ganzen Quaternionen beziiglich des Moduls v = 2
néher betrachten. Beziiglich dieses Moduls wird
g =lkoo+ ko, + k,i,+ ks,
ein vollstindiges Restsystem durchlaufen, wenn £, k,, k,, k, unabhingig
voneinander jeden der Werte 0, 1 erhalten. Das so entstehe<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>