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Vorwort. 

Das vorliegende Heft will dem Maschineningenieur die Hilfsmittel 
an die Hand geben, die zur Lasung del' in del' technischen Praxis vor­
kommenden Au£gaben aus del' Bewegungslehre und Dynamik erforder­
lich sind. Dazu geniigen allerdings, wie sich zeigt, verhiiltnismiiBig 
wenige Grundsiitze und Formeln. Die von Mathematikern und Er­
kenntnistheoretikern beigebrachten Untersuchungen iiber die Prinzipe 
und Grundlagen del' Mechanik sind also nicht Gegenstiinde diesel' 
Arbeit. 

Auch fUr Er6rterungen iiber den Gegensatz des physikalischen und 
technischen Mailsyt'Jtems war kein Platz. AIlerdings ist dem Ingenieur 
die Kraft das Wesentliche, und es wurde deshalb von dem Begriff 
Masse so wenig Gebrauch wie maglich gemacht. DaB die Masse auch 
in del' technischen Dynamik oft in den V ordergrund tritt, ist ent­
sohieden ein Dberbleibsel aus del' Zeit, wo die Entwicklung dieses 
Zweiges del' Mechanik fast ausschlieBIich in den Handen von Mathe­
matikern und Physikern lag. 

Hervorheben'machte del' Verfasser, daB die Formeln so geschrieben 
worden sind, wie sie fiir die Zahlenrechnung am bequemsten sind. 
Man wird also manche sogenannte elegante Lasung del' :illgemeinen 
Rechnung nicht find en, wenn sie fill' die zahlenmaBige Bearbeitung 
doch erst wieder auf die hier von vornherein gegebene Form zuriick­
gefilhrt werden muB. Aus demselben Grunde wurde von del' allge­
meinen Anwendung del' Vektorenrechnung abgesehen. Sie bietet frei­
lich gewisse Vorteile fill' die Herleitung und besonders Schreibung del' 
Endformeln, verlangt jedoch fUr die Zahlenrechnung erst wieder eine 
Umformung, wenn man nicht ausschlieBlich die zeichnerische Beharid­
lung del' betreffenden Aufgabe erstrebt. 1m allgemeinen zieht nun die 
Praxis rechnerische Lasungen VOl', neuerdings sogar in del' Statik, 
vielfach nur deshalb, weil die reine Rechnung nach einigen wenigen, 
leicht zu beherrschenden Methoden erfolgt, wahrend die geometrischen 
Untersuchungen und Lasungen gegebener Aufgaben viel mannigfaltiger 
sind und erst eine besondere Vertiefung in die geometl'ischen Eigen­
heiten diesel' odeI' jener Sonderaufgabe erfordern. Tatsachlich haben 
fast aIle vom Verfassel' beriicksichtigten Originalabhandlungen, die ein 
bestimmtes praktisches Beispiel beal'beiten, anscheinend aus dem an­
gefiihl'ten Grunde, von del' Vektorenrechnung keinen Gebrauch gemacht. 



IV Vorwort. 

AuBerdem sind fast aIle hier gebrachten Fcrmelrechnungen so iiber­
sichtlich und klar, daB sie durch die Vektorenrechnung, die iibrigens 
an die Aufmerksamkeit des Rechners gewisse, nicht zu unterschatzende 
~.-\nforderungen stellt, auch nicht weiter vereinfacht werden konnen. 

Den in neueren Biichern ofter wiederkehrenden Vermerk, daB die 
Bezeichnungen usw. sich den vom AusschuB fUr Formelzeichen usw. 
vorgeschriebenen vollig anschlieBen, kann der Verfasser nicht machen. 
Dazu sind einzelne der vorgeschriebenen Bezeichnungen zu ungliicklich 
gewahlt. Wollte man beispielsweise die im Kranbau gebrauchlichste 
Angabe der Geschwindigkeit in m/min nach den Vorschriften dieses 
Ausschusses schreiben, so lautete die Bezeichnung m/m, was wohl 
manche Leser nicht fiir ganz klar halten diirften. Auch die Abkiirzung 
h fUr Stunde kann nur Lesern verstandlich sein, die gewohnt sind, in 
englischer odeI' franzosischer Sprache zu denken. Ferner ist nicht 
einzusehen, weshalb bei Rechnungen wie den vorliegenden nicht die 
100 Jahre lang ganz allgemein fUr das Tragheitsmoment gebrauchte 
Bezeichnung J verwendet werden soIl, die auch Elektrotechniker an dEf 
Stelle nicht mit Stromstarke verwechseln diirften. Es ist eben bei del' 
begrenzten Zahl von Buchstaben nicht zu vermeiden, daB verschiedene 
Dinge dasselbe Buchstabenzeichen haben, wie z. B. im vorliegenden 
Band Durchmesser und Drall des Kreisels. Das schadet auch nichts, 
wenn die Bezeichnmlgen nur so gewahlt sind, daB sie nicht in derselben 
Rechnung zugleich vorkommen. 

Ausdriicklich sei noch bemerkt, daB nur in wenigen Fallen die ge­
gebenen Beispiele reine Zahlenrechnungen bieten, sondern fast immer 
so ausgesucht sind, daB Rie die in der Praxis gebrauchlichen Zahlen­
werte beibringen. Um aIle wichtigeren, hier in Betracht kommenden 
Zahlenarigaben auch fUr andere Aufgaben als die gerade behandelte 
zur Verfiigung zu stellen, wurden oft auch solche aufgefiihrt, die fUr 
die Zwecke der betreffenden Einzelaufgabe nicht notig waren. 

Altona, im September 1921. 

P. Stephan. 
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I. Die Bewegungslehre. 

Die Bewegungslehre untersucht die Beziehungen, die bei bewegten 
Karpern zwischen den beiden GrundgraBen Weg und Zeit und lien 
daraus abgeleiteten GraBen Geschwindigkeit und Beschleunigung bzw. 
Verzagerung bestehen. 

Die auf die bewegten Karpel' einw'irkenden Krafte wprden hierbei 
auBer acht gelassen. Infolgedessen ist die Bewegungslebre eigentlich 
kein Gebiet del' Mechanik (vgl. Bd. I, S. 1); sie ist jedoch als Ein­
leitung in die Dynamik von hohem Wert. 

1. Weg und Zeit. 
Ein Karpel' bewegt sich, wenn aIle odeI' einzelne seiner Punkte 

ihren Ort in bezug auf andere, als festliegend angesehene Punkte ver­
andern. 

Die Linie, die irgendein Punkt eines bewegten Karpel's im Raum 
zuriicklegt, heiBt die Bahn oder del' Weg des betreffenden Punktes. 
Je nach der Form diesel' Linie unterscheidet man einen geraden oder 
gekriimmten Weg des Punktes. Die gebrochene Linie irgendeines 
Zickzackweges setzt sich aus mehreren geraden odeI' gekriimmten Teil­
strecken zusammen. Del' gekriimmte odeI' gebrochen!=l Weg wird haufig 
durchweg in derselben Ebene liegen, kann abel' auch beliebig im Raum 
verlaufen. 

Die Lage aIleI'· Punkte eines starren Karpel's ist vollstandig be­
stimmt durch die Lage von drei Punkten desselben, die sich nicht in 
einer Geraden befinden, denn jeder andere Punkt ist als Schnittpunkt 
del' mit den drei Abstanden von den herausgegriffenen Grundpunkten 
geschlagenen Kugeln festgelegt. Infolgedessen ist auch die Bewegung 
eines starren Karpel's durch die Bewegung von drei nicht in derselben 
Geraden liegenden Punkten vollkommen bestimmt. 

In vielen Fallen weichen die Wege del' einzelnen Punkte eines 
Karpers so wenig voneinander ab, daB man abkiirzungsweise den Weg 
des Schwerpunktes als Weg des ganzen Karpers bezeichnet; der Karper 
macht eine fortschreitende Bewegung. Sic wird als Schiebung 
bezeichnet, wenn zwei belicbigc sich schneidende Geraden des Korpers 
in allen Lagen parallel blpiben. In anderen Fallen liegen aIle Punkte 
eines bewegten Karpel's, mit Ausnabme del' auf einer einzigen Geraden, 
der Drchachse, befindlichen, auf kreisfarmigen, wenn auch verschiedellen 

s t e p han. Technische Mechanik. III. I 



2 Die Bewegungslehre. 

Bahnen; derKorper macht eine Drehbewegung. Es ist jedoch nicht 
notig, daB die Drehachse im Korper eine unveranderliche Lage hat, 
sie kann sich vielmehr unter Umstanden darin verschieben oder drehen. 
Auch sonst ~onnen die beiden beschriebenen Arten der Bewegung 
gleichzeitig vorkommen; die entstehende Gesamtbewegung des Korpers 
wird als Schraubung bezeichnet. 

Gemessen werden die Wege in dem LangenmaB Meter (m) bzw. 
seinen Vielfachen oder auch Unterteilen, wenn man dadurch bequeme 
ZahlengroBen erhalt (Bd. I, S.1). 

Durch die Bahnlinie ist die Bewegung des Korpers oder eines seiner 
Punkte noch nicht ausreichend bestimmt; es muB auch die Richtung 

Binder Bahn angegeben werden. Denn es besteht 

/ 
ein wesentlicher Unterschied, ob ein Korper in 

A 
g, Punkt C die Bahnlinie der Fig. 1 von dem Punkt A 

nach dem Punkt B durchlauft oder umgekehrt. Be-
F. zeichnet man willkiirlich die Richtung AB als posi-

19. 1. tiv, so ist die Richtung BA als negativ zu rechnen. 
Zur vollstandigen Beschreibung der Bewegung ist femer noch ihre 

Abhangigkeit von der Zeit anzugeben. Zu jeder Bewegung ist Zeit 
erforderlich. Der Ablauf der Zeit hat nur eine Richtung. Natiirlich 
konnen von dem gegenwartigen Zeitpunkt aus vergangene und zu­
kiinftige Zeiten unterschieden werden. 

Das q.rundmaB der Zeit ist der Tag, diejenige Zeit, die die Erde 
zu einer einmaligen Umdrehung um ihre Achse braucht. Der Tag 
wird eingeteilt in 24 Stun den (st), die Stunde in 60 Minuten (min), 
die Minute ill 60 Sekunden (sk). In der Mechanik ist die Sekunde die 
gebrauchliche Einheit. 

1st =60·60=3600sk, 
1 Tag = 24 . 60 = 1440 min, 

= 1440 . 60 = 86 400 sk. 

Da der Schwerpunkt der Erde sich in einer elliptischen Bahn um die Sonne 
bewegt, so ergibt sich fiir den .Ablauf eines Tages das Bild der Fig. 2: Die Erde 

hat sich an einem Sonnentag um mehr als 360 0 ge-
J' dreht. Nun sind die Sonnentage je nach der Stellung 

der Erde in ihrer Bahn noch verschieden lang (der 
groBte Unterschied betragt etwa 1 min), so daB man 

~'t' der obigen Erklarung den mittleren Sonnentag zu­
i-~' grunde legt, um sich dem gleichformigen Gang der 

\. Uhren anzupassen. Wird die Drehung der Erde, statt 
auf den Mittelpunkt der Sonne, auf einen sehr weit 
entfernten Fixstern bezogen, so erhiUt man den stets 
gleichen Sterntag von nur 86164,1 sk Dauer. Eine 
Uhr geht also richtig, wenn sie in einem Sterntage 
86164,1 sk anzeigt. Bemerkt sei, daB die Astro-

~ nomen auch den Sterntag in 86400 sk teilen, also 
Fig. 2. ein anderes MaB der Sekunde benutzen als die iibri­

gen Wissenschaften. 

Man kann die etwa bei einer Wettfahrt von den auf der Strecke 
verteilten Beobachtem festgestellten Zeiten neben den Ortspunkten 
der Beobachtung einschreiben und erhalt so eine Darstellung des Ver-



Die gleichfOrmige Bewegung. 3 

laufes der Fahrt eines Wagens (Fig. 3), die jedoch ganzlich unfiber­
sichtlich ist. Der Verlauf wird anschaulich dargestellt, wenn man auf 
einer Achse die Zeiten t und senkrecht dazu die zuruckgelegten Wege s 

Fig. 3. 

auftragt (Fig. 4). Der so erhaltene gebrochene Linienzug geht bei hin­
reichend kleinen Zeitabschnitten in die Zeit-Wegkurve fiber, die das 
Gesetz der Bewegung angibt. 

Beispiel 1. Aus den Angaben der 
Fig. 3 ist die Fig. 4 entstanden durch 
Auftragung der Zeiten im MaBstabe s 
1 min = 0,78 mm und der Wege im MaB­
stabe 1 km = 0,395 mm. Die MaBstabe, 
die man der unbequemen Auftragung 
wegen nicht wahlen wiirde, sind durch 
die Verkleinerung der urspriinglichen Figur 
entstanden. 

Man bemerkt sofort, daB die Fahrt in 
der fiinften Teilstrecke am schnellsten er-
folgte, denn dort ist der Linienzug am 0 

steilsten, dagegen am langsamsten in der 6! fa 

sechsten Teilstrecke, wo der Linienzug am I 2 

flachsten verlauft. Fig. 4. 

2. Die gleichformige Bewegung. 
Der einfachste Fall der Bewegung ist der, 

daB die Zeit-Weglirne eine G~rade ist. 
Die Fig. 5 ergibt dann 

s ds t =(j t = tg <X = V . (1) 

Das Verhaltnis von Weg und zugehoriger Zeit 

.fJ 

as 

s 

a: 
ist stets dasselbe. EsheiBtdie Geschwindig- --co¥-'c....-----I~I:--

keit des betreffenden Korpers oder Punktes; J------"'-------tr-­

sie wird gemessen in m/sk. Die dargestellte 
Bewegung wird als gleichformige bezeichnet. 

Fig. 5. 

Beispiel 2. Ein FuBganger macht in der Sekunde 2 Schritte von 
schnittlich 0,8 m Lange. Wieviel km legt er in der Stunde zuriick? 

Die Ganggeschwindigkeit betragt . 
2·08 

v = --1-'- = 1,6 m/sk. 

Nun ist v 1 
v m/sk = 1000: 3600 km/st, 

also 
V = 3,6 . v km/st 

= 3,6' 1,6 = 5,76 kmfst. 

1* 

durch-

(2a) 
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Beispiel 3. Ein Pferd legt durchschnittlich im Schritt am Lastwagen 1 m/sk 
zuruck, unter dem Reiter It m/sk, im Mitteltrab etwa 4 m/sk, im Galopp rund 
6t m/sk. Anzugeben ist die Anzahl km, die in jedem Fall in 15 min zuriickgelegt 
werden. 

Es ist 

v m/sk = 1;00 : 6~ km/min, 
also 

V' = 0,06 . v km/min. (3) 

Damit erhalt man aus 8 = v' t (Formel I) fiir 

Schritt am Lastwagen: 8 = 15· 0,06' 1 = 0,9 km, 
" unter dem Reiter: 8 = 0,9 . 5/3 = 1,5 " , 

Mitteltrab: 8 = 0,9 . 4 = 3,6 ", 
Galopp: 8 = 0,9 .20/S = 6,0 " • 

Beispiel 4. Die Fahrtgeschwindigkeit eines Giiterzuges betragt etwa 
V = 30-;.-40 km/st, die eines Personenzuges schwankt zwischen 45 bis 65 km/st, 
die eines Schnellzuges zwischen 70 bis 90 km/st. Anzugeben ist die Geschwindig­
keit in m/sk. 

Es ist 
1000 

v = 3600 . V = 0,278 • V m/sk. 

DemgemaB ist fiir den 

Giiterzug: v = 8,3 -;.- 11,1 m/sk, 
Personenzug: v = 12,5 -;.- 18,1 " 
Schnellzug: v = 19,5 -;.- 25,0 " 

(2b) 

Beispiel 5. Die Fahrtgeschwindigkeit eines Postdampfers betragt 
VI = 12 -;.- 15 Seemeilen/st, die eines Schnelldampfers 16 -;.- 24 Seemeilen/st (die 
hiiheren Zahlen gelten fast ausschlieBlich fur die Fahrt nach Nordamerika). Ein 
Linienschiff macht 16. -;.- 22 Seemeilen/st, ein Torpedoboot 30 -;.- 35 Seemeilen/st. 
Anzugeben ist die Geschwindigkeit in m/sk. 

Es' ist 

Man erhalt so fiir 

1852 
v = j{JOO • VI = 0,514 • VI m/sk. 

Postdampfer: 
Schnelldampfer: 
Linienschiff : 
Torpedoboot: 

v = 6,2 -;.- 7,7 m/sk, 
v = 8,2 -;.- 12,3 
v = 8,2 -;.- 11,3 
v = 15,4 -;.- 18,0 " . 

(4) 

Beispiel 6. In den fiir den inneren Dienst hauptsachlich benntzten zeichne­
rischen Fahrplanen del' Eisenbahn, wovon Fig. 6 einen auf die Hiilfte verkleinClten 
Ausschnitt gibt, sind die Achsen gegenuber del' Fig. 5 um 90° gedreht derart, 
daB die 8-Achse wagerecht liegt und die t-Achse senkrecht nach unten geht. Die 
nach rechts fallenden Linien stell en somit die Zuge dar, die von Fiirstenwalde 
nach Frankfurt a. O. fahren, die nach links fallenden Linien die del' umgekehrten 
Richtung. Die Doppellinien sind Schnell· und Personenziige, die stark ausgezogenen 
ebenfalls Personenziige, die ubrigen Giiterziige, die.!n Wirklichkeit blan eingetragen 
sind, die gestrichelten Linien sind Bedarfsziige. Dber dem eigt'ntlichen Fahrplan 
befindet sich eine Zusammenstellnng der Stationsabstiinde bzw. del' Lage del' 
Stationen vom Anfang del' Bahnstrecke an gerechnt't, ferner ein Langsprofil. einc 
Angabe del' starkeren Kriimmungen del' Bahnlinie und Skizzen del' einzelnen 
Bahnhiife, die hie~. nicht wiedergegeben sind. 

Del' besseren Ubersichtlichkeit halber bringt del' Ausschnitt die Nachtzeiten 
mit geringem Verkehr. 
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6 Die Bewegungslehl'e. 

Beispiel 7. Bezeichnet in Fig. 7 
S die Sonne, del' Kreis AB die El'd­
bahn und EF ein Stuck del' Jupitel'­
bahn, so werden die Verfinsterungen 
del' Jupitermonde 8,3ulln fruher beob­

At--_ _._--<t-B------------.J achtet, als die Bel'echnung aus del' 
mittleren Umlaufzeit ergibt, wenn die 
El'de sich in B befindet, dagegen 
8,3 min spateI', wenn die El'de in A 
steht. Del' mittlere Dul'chmesser AB 
del' Erdbahn betl'agt 40 280 000 geo­
graphische Meilen. Zu berechnen ist 
hieraus die Geschwindigkeit des Lich-

Fig. 7. 

tesl). 

Man erhalt aus Gleichung (1) 

v = -; = 40 :~~,~oo . ~':~ .," 300 000 kmjsk. 

Beispiel 8. Ein 200 m langeI' Eisenbahnzug, del' auf del' geraden Strecke 
mit del' Geschwindigkeit V = 55 kmfst fahrt, verringel't in einer Kl'ummung von 
8 = 500 m Lange seine Geschwindigkeit auf V' = 25 km/st. Zu berechnen ist die 
sogenannte ideelle Lange del' Krummung. 

Auf den ersten 200 m del' Krummung fahrt del' Zug mit del' mittleren Ge­
schwindigkeit 

t· (V + V') = 40 km/st, 

ebenso auf den letzten 200 m. 

Die zum Durchfahl'en del' ganzen Krlimmung erfol'derliche Zeit ist also nach 
Fol'mcl (1) und (2a) 

t = ~~400 ..L 3,6' 100 = 36 ..L 144 = 50 4 k 
40 I 25 " , S • 

Eine gerade Stl'ecke von del'selben Lange durchlauft del' Zug in del' Zeit 

to = 3,6 }~~ = 32,7 sk. 
DO 

Die ideelle Lange, die dem Fahrplan zugrunde gelegt werden muD, ist somit 

s' = 8 . !- = 500 . ~O~ '"" 770 m. 
to 32,7 

In derselben Weise wie Kl'limmungen wirken auch einzelne groDe Steigungen 
del' Strecke. 

Bei einer Drehbewegung um eine als fest geltende Achse unter­
scheidet man die Umlaufgeschwindigkeit irgendeines Punktes des 
betreffenden Korpel's und die Winkelgeschwindigkeit des ganzen 
Kol'pers. 1st r del' Abstand eines bestimmten Punktes von del' Dl'eh­
achse in m und n die Anzahl del' Umdrehungen des Korpel's in del' min, 
so ist die Umlaufgeschwindigkeit des Punktes 

V= 

1) Ro mer, 1671). 

2]'[· r· n 
--- m/sk. 

60 
(5) 
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Die Winkelgeschwindigkeit ermittelt sich, da der bei einer Um­
drehung zurUckgelegte Bogen 2 n ist, der ebenso wie der Sinus oder 
Kosinus usw. eine unbenannte Zahl ist, zu 

2n·n 
w = ----00- ljsk. 

Es besteht somit der Zusammenhang 

v=r·w .. 

(6) 

(7) 

Beispiel D. Das Schwungrad einer Dampfmaschine hat den Durchmesser 
D = 3,75 m und maeht n = 120 Umdrjmin. Anzugeben ist seine Umfangs. und 
Winkelgesehwindigkeit. 

Man erhalt aus Formel (5) die Umfangsgeschwindigkeit 

= :n: • D· n = :n: • 3,75 • 120 = 23 56 j k 
v 60 60 ' ms 

und aus Fotmel (7) die Winkelgesehwindigkeit 

OJ = ~ = 23,56 . 2 = 12,56 l/sk. 
r 3,75 

Beispiel 10. Der Anker einer Dynamomasehine von D = 70 em Durehmesser 
soll hOehstens v = 25 mjsk Umfangsgesehwindigkeit haben. Anzugeben ist die 
Umdrehungszahl in der Minute, mit der er laufen darf. 

Aus Formel (5) erhalt man 

6O·v 60·25 . 
n = :n: • D = :n:' 0,70 "'" 680 Umdrjmm. 

BeiRpiel 11. Die Treibrader einer Lokomotive, deren Hoehstgesehwindigkeit 
V = 90 knijst betragt, haben D = 2,10 m Durehmesser, die Laufrader D' = 1,00 m. 
Anzugeben ist die Anzah! der Umdrjmin. 

Man entnimmt dem Beispiel 4 v = 25 mjsk aIs Umfangsgesehwindigkeit der 
Rader und erhalt·dann aus Formel (5) fiir die Treibrader 

6O·v 60·25 
n = -- = --- = 227 Umdrjmin. 

:n:·D :n:·2,10 

Fur die Laufrader ergibt sich 

n' = n' ~, = 227' ~~ = 477 Umdrjmin. 

Beispiel 12. FUr eine Gasmasehine yom Kolbendurehmesser D = 30 em und 
dem Kolbenhub 8 = 45 em, die mit n = 200 Umdrjmin umlauft, ist der Dureh­
messer d und der groBte Hub h des EinlaBventiIs anzugeben. 

Die groBte Geschwindigkeit des Kolbens ist gleich der· Kurbelgesehwindig­
keit, also 

• _ :n: • 8 .!!. _ 1/: • 0,45 . 200 _ 4 72 j k 
?;- 60 - 60 -, ms. 

Die Hochstgesehwindigkeit des Gas-Luftstromes im VentiIrohransatz und beirn 
Durehstromen dureh den Sitz des glatten Tellerveritils wird im allgemeinen zu 
c = 55 -:- 60 mjsk festgesetzt. Dann gilt der Zusammenhang 

!!. . D2 • V = !!. . d2 • !; . c = 1/: • d . h . c , 
4 4 

worin !; "'" 0,90 bei mittleren Ausfiihrungen angibt, urn wieviel die VentilnuB 
den Rohrquersehnitt verkleinert. 
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Man erhiHt so 

1./-v l/~ 
d = D . Vi 1; • C = 30 . V 0,90 . 55 = 9,25 '- 9,5 em 

und 
h = i -d = 0,90 ~ 9,25 = 2,08 "-' 2,1 em. 

BeiRpiel13. Fiir eine Verbund-Dampfmasehine vom Durehmesser D1 = 33 em 
des Roehdruekzylinders und D2 = 60 em des Niederdruekzylinders und dem Rub 
8 = 66 em, die mit n = 105 U mdr /min umliiuft, sind die Durehmesser d und Riibe h 
del' Steuerungsventile zu bereehnen. 

Die graBte Kolbengesehwindigkeit stimmt mit der del' Kurbel iiberein: 

_ :JC'8~ _ n - 0,66· 105 _ 363 / k 
v- 60 - 60 -, ms_ 

Da die Drosselung des Dampfes urn so eher eintritt, je diehter er ist, so wiihlt 
man als iibliehe Raehstgeschwindigkeiten beim Durehstramen dureh die Ventile 
fiir gesiittigten Damp£2) in den 

EinlaBventilen del' Roehdruekzylinder c = 35 m/sk, 
c = 30 AuslaB­

EinlaB­
AuslaB-

" " " " Niederdruekzylinder c = 40 

" C = 35 

und fill' iiberhitztenl Dampf c = 60 m/sk. Allerdings erhaht man hiiufig genug 
die angegebenen Werte bis auf das I,5faehe, urn geringere Ventilabmessungen zu 
erhalten, muB dann aber aueh Drosselungsverluste mitnehmen. 

Es gilt nun fiir die Doppelsitzventile del' Zusammenhang 

:r n d "- d ~ "4 . D2 • V = 4' 2. "1 - C =:JC' ·2 h . (,2 • C, 

worin 1;1 = 0,65 -.;- 0,80 die Verringerung des Rohrquersehnittes dureh den Ventil­
karper, die Nabe und Rippen angibt und 1;2 = 0,70 -7- 0,85 die Verringerung des 
seitlichen Durchstramungsquersehnittes dureh die Rippen des EinlaBventilkarpers, 
die beim AuslaBventil nur etwa halb so groJ3 ist: '2 = 0,80 -7- 0,90. 

Damit ergibt sieh 

d = D _t~.:_v __ 
~ (,1 • C 

uLd h = d 
8 

Es ist somit fiir den Roehdruckzylinder 

EinlaBventil: 

AuslaBventil: 

ftir den Niederdruckzylinder 

EinlaBventil: 

d = 33 -1" _~,6~ = 12,7 em, 
0,70· 35 

h = I~2 . 0,70 = 1 5 em' 
8 0,75 ' , 

I 1 3,63 ( = 33· /0;70- 30 = 13,7 em, 

h = I~,7 
8 

0,70 _ 
080 = 1,0 em; , 

3.63 
0,75' -40 = 20,9 em, 

h = 2i~ . ~:~~ = 2,45 em; 

2) Z. B. Dubbel, Entwerfen und Berechnen del' Dampfmasehinen. 1905. 
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( 363 
AuslaBventil: d = 60 . VO,7~ . 35 = 22,3 cm, 

h = 2_2,~ . 2.:.75 = 245 cm 
8 0,85 ' . 

Da die Dampfmaschinenventile odeI' -schieber sich schlie Ben, wahrend del' 
Kolben in Bewegung ist, so ist eine gewisse Drosselung des Dampfes beim Ab­
schIuB unvel'meidlich. 

Beispiel 14. Die Winkelgeschwindigkeit del' Trommel einer Dampfturbine 
mit verschiedell groBen Durchmessel'n soll OJ = 314 l/sk betragen. Mit wieviel 
Umdr/min muB sie laufen? 

Man erhalt aus Formel (6) 

n = 60 ___ ~ = 60· 314 = 3000 Umdr/min. 
2Jl 2'Jl 

Die Forme1 (1) liefert bei gegebener Geschwindigkeit v und ge­
gebener Zeit t den Weg 8 = V· t. Tragt man wieder die Zeiten auf 
einer Achse auf und senkrecht dazu die gleichbleibende Geschwindig­
keit v, so entsteht das Rechteck del' Fig. 8, dessen 
Inhalt den Weg 8 veranschaulicht. _ 

Bisweilen ersetzt man iiberschlagig eine ungleich- v 
formige Bewegung durch eine gleichformige, wie z. B. I 
im Fall del' Fig. 2, und rechnet mit einer Durch- ' , 
schnitts· odeI' mittleren Geschwindigkeit Vm auf dem itt 
betreffenden Wege. Fig. 8. 

Beispiel 10. Eine Dampfmaschine yom Kolbcnhub 8 = 75 cm macht 
n = 120 Umdr/min. Anzugeben ist die mittlere Kolbengeschwindigkeit. 

"'n 
Die Anzahl del' Rube in del' Minute ist 2 . n, die Anzalu in del' Sekunde :"60· , 

also die Zeit zu einem Rub t ='-26() sk. Damit el'gibt die Formel (1) 
'n 

8 2 . £. 8 2· 120·0,75 
v., = t- = --60~ =--.- 66 ... - = 3,0 m/sk. 

3. Die gleichformig veranderte Bewegung. 
Bei einer ungleichformig verlaufenden Bewegung ist die in irgend­

einem sehr kleinen Zeitteilchen (l t vorhandene Geschwindigkeit ge­
geben durch 

d8 
V = at m/sk, (1) 

wenn ds wieder das zugehorige Wegstiickchen 
bedeute;t. 

Del' einfachste Fall ist nun del', daB die Ge­
schwindigkeit gleichformig zu- odeI' abnimmt 
(Fig. 9), also durch eine geneigte gerade Linie 
dargestellt wird. Auch hier ist del' Weg wieder 
durch den Inhalt del' von del' Zeitachse und del' 

v 

Fig. 9. 
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Geschwindigkeitslinie eingeschlossenen Flache gegeben, und man er­
halt sofort 

s=t·v.t, (8) 

wenn v die erreichte Endgeschwindigkeit bedeutet und t die vom An­
fang der Bewegung bis zu dem betreffenden Augenblick gebrauchte Zeit. 

Man entnimmt der Fig. 9 ferner 

tlv 
tl t = tgf3 = p mjsk : sk, (9) 

das in mjsk2 gemessene Verhaltnis der Geschwindigkeitsanderung zu 
der dazu gebrauchten Zeit ist unveranderlich. Es heiBt die Beschleu­
nigung bzw. die Verzogerung, je nachdem die Geschwindigkeit zu­
nimmt oder abnimmt. 

Schreibt man die Gleichung (9) in del' Form 

(Iv = p. tlt, 

so liefert die Summierung zwischen den Grenzen 0 und t 

" t J tlv = p . J tlt 
o 0 

odeI' v = p. t, (10) 

die E;ndgeschwindigkeit entspricht der zugehorigen Zeit. 
Setzt man diesen Wert in die Gleichung (8) ein, so folgt 

s = t· p. t2 • (8a) 

Die Zeit-Wegkurve ist demnach eine Parabel. Wird taus Gleichung (10) 
ausgerechnet und in die Formel (8) eingesetzt, so wird 

v2 
8 = -- --. 

2.p 

Aus der letzteren Gleichung erhalt man umgekehrt 

v=V~, 

t = I 12 ~ s. 

Setzt man in Gleichung (9) die Gleichung (1) ein, so wird 

d rls 
dt 

(8b) 

(lOa) 

(lOb) 

p = -tlt (9a) 

odeI' abkiirzungsweise geschrieben 

(9b) 

Fur die Berechnung ist immer auf die erste Schreibung zuruckzugreifen. 
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Beispiel 16. Beim freien Fall im luftleeren Raum3 ) ist die durch die .An­
ziehungskraft del' Erde hervorgerufene Beschleunigung auf dem 50. Breitengrad 
in Hohe des Meeresspiegels 

g = 9,81 m/sk2, 
1 
- "-' 0,102 sk2/m. 
g 

Mit diesen Werten wird in Mitteleuropa allgemein gerechnet. Genau4 ) ist auf 
del' geographischen Bl'eite <p in del' Hohe h m libel' dem Meeresspiegel 

h 
(J = 9,80617 . (I - 0,002644 cos 2<p + 0,000007 . cos2 2 <p) - 0,00030S6 . 1000 m/sk2. 

Bei nicht zu graBen Geschwindigkeiten mId im Verhaltnis zum Gewicht des 
Korpers kleiner Querschnittsflache gilt del' Wert auch fiir den Fall in del' Luft. 
Betragt die Fallhiihe etwa 8 = 25,0 m, so wird gemaB Formel (lOa) die End­
geschwindigkeit 

v = V2 . 9,SI ·25,0 = 22,16 m/sk 

und gemaB Formel (10 b) die Fallzeit 

1 2·25,0 
t = /9;SI- = 2,26 sk. 

1st die Endgeschwindigkeit v = 25,0 m/sk gegeben, so ergibt Formel (Sb) 
den Fallweg 

25,0 2 

8 = 2 . 9,SI = 31,S7 m, 

Formel (10) die Fallzeit 

25,0 k 
t = 9,SI = 2,155 s . 

1st die Fallzeit t = 2,5 sk gegeben, so wird nach Formel (Sa) die Fallhohe 

8 = t . 9,SI . 2,52 = 30,66 m, 

nach Formel (10) die Endgeschwindigkeit 

v = 9,SI . 2,5 = 24,525 m/sk. 

Geringfiigige Unterschiede in del' Zeitbestimmung ergeben schon bedeutende 
Abweichungen bei del' Geschwindigkeit und dem Weg. 

Beispiel 17. Eine dampfbetriebene Fordermaschine mit zwei zylindrischen 
Seiltrammeln. hat fiir eine Forderung das Geschwindigkeitsdiagramm del' Fig. 10 
ergeben5 ). Anzugeben ist die Beschleunigung bzw. Verzogerung wahrend del' 
Fahrt und die Zeit-Wegkurve. 

Man erhaIt aus Formel (10) die 

Beschleunigung p - Vmax _ !9,~ - 0 S73 m/sk2 
1- ~ - D - , • 

Verz6gerung p - Vmax _ 19,2 - 0640 m/sk2 
2- ~ - 00 - , . 

Die Formel (Sa) ergibt nach Ablauf del' ersten 5 sk den Forderweg zu 

85 = t . 0,S73 . 52 = 10,9 m. 

3) Galilei, Discorsi, 163S. 
4) Helmert, Sitzber. del' Akad. d. Wissensch. Berlin 1901. 
5) Hoffmann, Z. d. V. d. I. 1904. 



12 Die Bewegungslehre. 

Die Fig. 10 zeigt, daB nach Ablauf weiterer 5 ak der Weg um das 3fache gestiegen 
iat, der nach Ablauf der ersten 15 sk um das 5fache, nach Ablauf der eraten 20 sk 

.. um daa 7 fache: Die Wege wachsen in gleichen 
192~ ______ f', Zeiten entsprechend den ungeraden Zahlen. Nach 

L " Fig. 10 den eraten 22 sk iet der Weg 
tJ --;F- - -~~ 822 = t· 0,873'222 = 211 m 

V '-- ~ zurUckgelegt worden. Damit ergibt sich der 
o 22 vJJ:S-21sX untere Zweig der Zeit-Wegkurve in Fig. H. 

Am Ende der Bewegung ist der Weg ge-
stiegen um 

V 852 - 8 22 = t· 0,640 . 302 = 288 m. 
'-:/ 5 sk vorher war der Weg kleiner um den Betrag 

. m 

17 21[sm 8; = t . 0,640 . 52 = 8,0 m, 

1/ weitere 5 sk vorber um je das 3-. 5-, 7-, 9-, 
i- 11 fache. Damit ist der Endpunkt der aus der II Beschleunigung berechneten Anfangskurve der --r-------- Fig. 11 erreicht. 

Fig. 11. 

Bei groBeren Teufen arbeiten Dampfforder-
maschinen etwa nach dem Geschwindigkeitsdia­
gramm der Fig. 12 6 ). Man erhalt aus Formel (10) 
die Anfangsbeschleunigung 

24 
PI = .--- = 1,12 m/sk2 

21,4 

und die Endverzogerung 

iif 
20+--1+-1-'1--

P2 = tsj = 1,33 m/sk2 • 

m 

Damit ergibt Formel (8) den Beschleunigungsweg 

81 = t . 24 . 21,4 = 257 m, 

formel (1) liefert den Weg der gleichformigen Bewegung 

80 = 24·10,7 = 257 m, 

und wieder Formel (8) den Verzogerungsweg 

8 2 = 1\ .• 24 . 18,1 = 217 m. 

Daraus litBt sich wie oben das Zeit-Wegdiagramm der 
Fig. 13 zeichnen. 

Die kleinen Abrundungen der Zeit-Geschwindigkeits­
linie beim tJbergang aus der einen Richtung in die andere 
bewirken, daB der Flitcheninhalt der Kurve 8 = 725 m wird. 

Beispie118. Bei der Berliner Stadtbahn ist der mitt­
lere Bahnhofsabstand 8 = 1135 m, die groBte Fahrtge­
schwindigkeit der Zttge betragt V = 50 km/st, die mit 
der benutzten Bremse gut zu erzielende Verzogerung be­
tragt P2=0,6 m/sk 7). Anzugeben ist die Fahrtdauer t, 
wenn die mittlere Beschleunigung P1 = 0,3, 0,4, 0,5 m!sk!t 
betragt. 

Man erhitlt aus Formel (10) in Verbindung mit For-
Fig. 13. mel (2b) die Aufahrzeit 

6) Wallichs, Z. d. V. -d. 1. 1907. 
7) Obergethmann, Z. d. V. d. I. 1913. 
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tl = 0,278' V = 46,3, 34,S, 27,S sk 
PI 

und entspreehend die Bremszeit 

- 0,27~ . 50 _ 23 2 k 
t2 - 0,6 - , s . 

Die zugehOrigen Wege sind naeh Formel (Sb) 

_ (0,278 . TT)2 _ 332 2 
81 - 2 . PI - , 41 , 193 m, 

82 = 96,5 = 161 ill, 
0,6 

so daB ffir die gleiehformige Zugbewegung iibrigbleibt 

80 = 8 - (81 + 8 2) = 652 , 733 , 7S1 ill, 

die die Zeit erfordert 
80 

to = 0,27S--:-r- = 46,9, 52,S, 56,2 sk. 

Die ganze Fahrtdauer betragt deJl1llaeh 

t = tl + to + t2 = 116,4, 110,S, 107,2 sk, 

der die mittlere Fahrtgesehwindigkeit entsprieht 

oder 

8 
Vm =t:=9,76, 10,25, 10,59 mjsk 

V m = 3,6 . Vm = 35,1 , 36,9, 3S,1 km/st. 

13 

Das Zeit-Gesehwindigkeitsdiagramm ffir die mittlere Zahlenreihe steUt der aus. 
gezogene Linienzug der Fig. 14 dar. 

v, ~m}'m 
I 0,0227.u. I I. I 

Fig. 14. Fig. 15. 

Beispiel 19. An einer Ventil.Dampfmasehine (vom Zylinderdurehmesser 
D = 42 em und dem Hub 8 = 75 em), die mit n = 110 Umdr/min Hiuft, hat das 
beim AbsehluB frei fallende DampfeinlaBventil bei der Fiillung 40 v. H. des Hubes 
seinen Weg h = 1,S em in,',; der fiir den Hub verfiigbaren Zeit zuriiekzulegen. 
Anzugeben ist die Besehleunigung, die es erhalten muB. 

Die ffir den Fall verfiigbare Zeit ist 

_ 1 60 _ 2,5 _ ? 
t - 12 . 2. n - -110- - 0,02.7 sk, 

und die Gleichung (Sa) ergibt damit die Besehleunigung 

2 . h h . n 2 0,018 . 1102 

P = -t2- = 3,125- = -3,125- = 69,6 '" 70m/sk'. 



14 Die Bewegungslehre. 

Bei 20 v. H. Fiillung ist del' Ventilhub nur h' = 1,45 em. Bei gleieher Be­
sehleunigung ist dann die Fallzeit naeh Formel (lOb) 

t' = 1/ 2· h' =1/ 2·0,0145 = 0,0204 sk. r p r 69,6 

Die fiir einen Hub verfiigbare Zeit ist 

60 30 
to = 2. n = no =0,273 sk, 

also 
t' 1 
t;; = 13,4· 

Teilt man die im MaBstab 1 em = 0,01 sk aufgetragene Zeit in 5 gleiehe .Ab­
sehnitte und ebenso die in natiirlieher GroBe aufgetragene Fallhohe in 25 gleiehe 
Teile, so ergibt Fig. 15 die Zeit-Weglinie des Ventils als ParabeI, die die Zeit­
achse tangiert. 

Besitzt der betreffende Karper oder Punkt bereits eine bestimmte 
Geschwindigkeit vo, ehe er die Beschleunigung p erfahrt, so entsteht 
die Fig. 16, und man entnimmt ihr 

v = Vo + p. t, 

8 = Vo • t + }- . p . t2 . 

Fig. 16. Fig. 17. 

(11 a) 

(12a) 

Andererseits kann nach der gestrichelten Fortsetzung del' Fig. 16 
liber den Nullpunkt hinaus ausgedrlickt werden 

v2 V~ 
8=------· 

2·p 2.p 
(13a) 

1st peine Verzagerung, so ist sie negativ einzusetzen, und es gilt 
die Darstellung der Fig. 17: 

v = Vo - p. t, 

8 = Vo • t - t . p . t2, 

v~ v 2 
8 =----- - .~ . 

2.p 2·p 

(11 b) 

(12b) 

(13b) 

Beispiel 20. Ein Karpel' wird mit del' Anfangsgesehwindigkeit Vo = 15 mjsk 
lotreeht in die Hohe geworfen. .Anzugeben ist die Steighohe, so>tie die Steig­
und Fallzeit. 
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Der Korper steigt so lange, bis seine Geschwindigkeit v = 0 geworden ist. 
Hiernach ergibt die Gleichung (13b) 

v' 152 

8 = 2 ."p - 0 = "2. 9,81 = 11,48 m. 

Die Gleichung entspricht der Formel (8b). Der Korper steigt also genau so 
hoch, wie er fallen muB, urn die gegebene Geschwindigkeit zu erhalten. Hieraus 
folgt ferner, daB er wieder mit derselben Geschwindigkeit unten ankommt, mit 
der er hochgeworfen ist. Die Steigzeit ist also ebenfalls gleich der Fallzeit: 

t = ~ = ~ = 1,53 sk. 
P 9,81 

Beispiel 21. LaBt man in dem Beispiel 18 den Eisenbahnzug nach Erreichen 
der Hochstgeschwindigkeit V = 50 km/st mit der Verzogerung Po = 0,05 m/sk2 

auslaufen8 ), wie es die gestrichelte Linie der Fig. 14 angibt, so verknrzt sich der 
Bremsweg - der Flacheninhalt des Bremsdreieckes - recht erheblich. 

Man erhalt gemai3 Formel (11 b) 

v2 = V - Po· to 
und gemaB Formel (10) 

also durch Gleichsetzen 
V 1 -Po·tO =pz·tz , 

worin beide t unbekannt sind. Eine zweite Gleichung lie£ern die Formeln (12b) 
und (8a) 

8 - 81 = VI . to - t . Po • tg + t . P2 . t~ • 

Setzt man aus der ersten Gleichung den Wert 

tz = ~1 __ Po • to 
pz P2 

in die zweite Gleichung ein, so geht sie nber in 

vi 
2 VI 8 - 81 - 2 . P2 

to - 2 . to . - + - = 0 , 
Po~ . P . (1 _ Po ') 

2 0 P2 

die ergibt 

-~ ~; [I -V 1 + ;: 1_ 1 - :; p'(; (~ C-£r]. 
Nur das negative Vorzeichen der Wurzel ist brauchbar. 

Mit den Zahlenwerten des Bcispiels 18 erhalt man so 

also 
to = 57,2, 65,1, 70,1 sk. 

8) Pforr, Z. d. V. d. r. 1913. 
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Damit erhitlt man aus der ersten Gleichung 

ta = VI _ Po . to = ~278 ·50 _ O,o~ . {~~:il. 
Pa Pa 0,60 0,60 70,Ij -

also 
ta = 18,4, 17,8, 17,4 sk. 

Die Gesamtdauer der Fahrt betragt dann 

t = ~ + to + ta = 121,9, 117,7, 115,3 sk. 

Man erreicht also bei der Beschleunigung 0,5 m/sk2 in diesem Fall eine noch um 
1 sk kleinere Fahrzeit als bei voller Fahrt mit 50 km/st und der zur Zeit gebrauch­
lichen Beschleunigung 0,3m/sk2 ; dabei hat sich jedach der Bremsweg van 161 m auf 

8 2 = t . 0,6' 17,42 = 91 m 

verringert (vgL Beispiel 102). Bemerkt sei, daB das Ergebnis sehr viel einfacher 
auf rein zeichnerischem Wege erhalten wird (Fig. 14). 

Beispiel 22. FUr Schnellziige wird alII Durchschnittsverzogerung 29) bei BetriebR­
bremsung 0,50 m/sk2 angesehen und bei Gefahrbremsung 0,75 m/sk; den genauen 
VerIauf gibt Fig. 26 an.' Die Anfahrbeschleunigung dieser Ziige wird i. M. zu 
0,11 m/sk2 angesetzt. Anzugeben ist der Zeitverlust, den ein Schnellzug durch 
den Aufenthalt von 1 min erfahrt, weun die Fahrtgeschwindigkeit auf der freien 
Strecke V = 90 Ibn/st betragen kaun. 

Nach Beispiel 4 ist die volle Fahrtgeschwindigkeit V = 25 m/sk. 
Die Anfahrzeit ist gemaB Formel (10) 

V 25 
tI =-=- =225sk 

PI 0,11 

j I 
j 11 I 

und die Bremszeit ebensa 

Fig. 18. 
'II 25 

t2 =-=--=50sk. 
Pa 0,5 

Aus- der Auftragung der Fig. 18 ersieht man safart, daB derselbe Brems­
bzw. Anfahrweg bei unveranderter Geschwindigkeit V in der halben Zeit zuriick· 
gelegt wird. Damit ergibt sich der Zeitverlust zu 

t =!. ta + to + t· tl = 25 + 60 + 112,5 = 197,5 sk oder t"'- 3t min. 

Bei einer Drehbewegung wird in Fig. 9 statt der Umlatifgeschwindig­
keit v mjsk eines bestiIJlmten Punktes des K6rpers oft die Winkel­
geschwindigkeit w Ijsk des ganzen K6rpers eingesetzt. Man erhiilt 
dann als den in einer bestimmten Zeit t sk zuriickgelegten Bogen 

arc(X = t· (II. t 
und als Winkelbeschleunigung in Ijsk2 

dw 
e=tg/J=-iit' 

Auch hier kann abkiirzungsweise geschrieben werden 

l(h 
(fit d 2 (X 

Ii = -di- = dt2 . 

9) Marten s, D. p. J. 1910. 

(14) 

(15a) 

(15b) 
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Die Summierung del' Gleichung (15 a) zwischen den Grenzen 0 und t 
liefert 

w = c' t. (16) 

Entsprechend der Gleichung (7) gilt ftirlden Abstand r mJvon del' 
Drehachse 

p=r· c. (17) 

Beispiel 23. Die Welle einer Fordermaschine mit Bobinen, auf welchen sich 
die einzelnen Lagen del' gurtahnlichen Flachseile iibereinanderlegen, habe bei 
Vollfahrt die Winkelgeschwindigkeit ill = 5 1/sk. Die Bremsung bis zum Still. 
stand dauert t = 23 sk. Anzugeben ist die Winkelverzogerung und del' dabei 
zuriickgelegte Drehwinkel. 

Man erhalt aus Formel (16) 

ill 5 
f = = 23 = 0,217 1jsk2 

und aus Formel(14) 

arc IX = t . 5 • 23 = 57,5 , 
das sind 

57,5 U d z = 2~ = 9,15 m r. 

4. Die Bewegung mit veranderlicher Beschleunigung. 

In vielen Fallen wird die Zeit-Geschwindigkeitslinie sehr gut durch 
eine Parabel wiedergegeben 10), deren Scheitelachse CB die erreichte 
Hochstgeschwindigkeit v ist (Fig. 19). Die an den Anfangspunkt A 
gezogene Tangente AD halbiert die Scheiteltangente CE, und das in D 
auf AD errichtete Lot geht durch den 
Brennpunkt F der Parabel. Er ist ja g ilf 
vom Scheitel C um den Halbparametel' E 
~-b del' Pal'abel entfernt. Damit gilt 
fill' den Punkt A mit den Bezeich­
nungen der Fig. 19 die Parabelgleichung 

ti = 2 . b . VI • (IS) 
v 

Den ahnlichen Dl'eiecken DCF und AED 
entnimmt man 

A IH 
f.----'---~ tf 

odel' t? = 2 . b· VI , Fig. 19. 

womit die Richtigkeit der angegebenen Zusammenhange bewiesen ist. 
Fill' einen beliebigen Punkt G der Geschwindigkeitspal'abel el'halt man 

(tl - t)2 = 2· b· (VI - V) 

10) Buff, Die Anwendungsmoglichkeiten des Drehstrom-Kollektormotol's, 
1913; Fritze, Z. d. V. d. I. 1914. 

2 
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18 Die Bewegungslehre. 

oder mit Benutzung von Gleichung (18) 

woraus folgt 

(19) 

Die groBte Beschleuniglmg findet ,am Anfangspunkt A zur Zeit 0 
·statt: 

, VI • VI 
Pmax = tg(J =1---' = 2· • 

;3 • t1 tl 
(20) 

Die Beschleunigung an einer anderen Stelle G zur Zeit t ist nach For· 
dv 

mel (9) P =(j,t, wird also durch Differentiation von Gleichung (19) 
erhalten: 

p = 2. VI. (1 _ ~) = Pmax . 11 _ t) , 
t1 \ t1 \ t1 

(21) 

sie wird demnach in Abhangigkeit von der Zeit durch eine geneigte 
Gerade dargestellt. 

Der bis zu einer bestimmten Zeit t von 0 aus zuruckgelegte Weg 
ist der FHicheninhalt AGH, also 

t t 
. . [ • t t . 2'1 

8 = I V • d t = VI • / 2 - - (-) j . II t 
. . ti t1 
o 0 

oder 

8 = ~1 ~ • (1 _\ . ,~)' 
ti . 0 tl ' 

(22) 

der filr die gauze Anfahrzeit t = t1 ftbergeht 111 

(22a) 

Beispiel 24. Die parabelformige Anfahrgeschwindigkeit trifft gut zu bei 
elektrisch angetriebenen INirdermasehinen mit Koepescheibc, wahrend die Brems­
geschwindigkeit dureh cine Gerade wicdcrgegeben wird10 ). Fcstgclegt sci 

tl = 29,2 sir, to = 32,4 sk, t2 = 19,4 sit, l' = 13 m/sIr, 

anzugeben sind die Beschleunigungen bzw. Verzogerungcn und die zugchorigcn 
Wege. 

Man erhiilt aus Gleichung (20) 

2·13 
Plwax =29~2 = 0,89 m/sk2, 

ferner aus Gleichung (22a) 

8, = t . 13 . 29,2 = 253,2 m. 
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Teilt man die Anfahrzeit in 6 gleiehe Teile, so ergibt sieh dam naeh den 
Formeln (19), (21), (22) die folgende Zusammenstellung:. 

TeilO 123 4 5 
P = 0,89 0,73 0,59 0,445 0,295 0,15 
v = 0 3,97 7,22 9,02 11,55 12,64 
8 = 0 9,96 37,5 79,2 131,3 190,5 

Die Auftragung der Werte in Ab-
h.ii.ngigkeit von der Zeit t zeigt die 
Fig. 20. 

FUr die Verzogerung ist nach den 0,89 
Formeln (10) und (8) 

P2 = 1~~4 = 0,67 m/sk2, 

8 2 = t . 13 . 19,4 = 126,1 m. 

FUr die gleiehformige Bewegung er­
gibt Formel (1) 

80 = 13 . 32,4 = 421,2 m. 

Der Gesamtbetrag ist also 8 = 800,5 m. 

6 
o m/sk2, 

13,0 m/sk, 
253,2_m. 

13,0 

29,2 

Beispiel 200 Die Ein: und Aus· 
laBventile einer Gasmasehine, die mit 
n = 160 Umdr/min umlauft, arbeiten 
mit einer Voreinstromung von 10 v. H. 
des Kolbenhubes. Ihr groBter Hub 
ist k = 2,2 em. Anzugeben ist die 
Form der Steuernoeken, deren Grund· 

Fig. 20. 

d. 

Fig. 21. 

zylinder den Durehmesser do = 12,5 em habe, wenn die Besehleunigung der 
Ventile auf den ersten l'l. des Anhubes eine gIeichmiiBig zunehmende und die 
Verzogerung beim Riickga,ng eine gleiehmaBig abnehmende sein 8011. 

2* 
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Dem Hub des Kolbens entspl'ieht nach Fig. 21 del' Bogen -g- , dem Huban· 

teil 10 del' Bogen 0,143·:;r auf del' bei 4 Huben einmal umlaufenden Steuel'welle. 

Ist nun die Zeitdauer eines Kolbenhubes to = ')60 sk, so ist die del' Ventil· 
erhebung bzw. Senkung -' n 

9 (0,50 + 0,143) :;r 
t1 = 2-0- . 1 • to . 

"2Jf 

Damit ergibt sieh die Anfangsbeschleunigung dureh Zusammenfassen del' For· 
meIn (20) und (22a) zu 

3 . h (2 . n -) 2 h . n2 

pmax = fi- = 3 . h· 0,9' 0.643 -;-00, = -100' , 
also 

0,022' 1602 
pmax = 100 . = 5,64 m!sk2• 

Teilt man den Anhubweg des Mittelpunktes del' Ventilstangenrolle, die 
d1 = 5,0 em Durchmesser habe, in 9 gleiehe Teile (Fig. 21), so erhiilt man fill' 
einen beliebigen Teilpunkt i durch Division del' Fol'meIn (22) und (22a) den 
Zusammenhang 

: = ; . (~) 2 • (1 - ~ .~) = ~ . (1 - 2~) , 
amd es gilt somit die Zusammenstellung: 

Nr. 0 1 2 3 4 5 6 8 9 
x = 0 0,039 0,1515 0,327 0,556 a,830 1,141 

7 
1,480 1,835 2,20 eill. 

Diese Hohen werden auf den zugehorigen Halbmessern von dem eingeteilten 
lVIittelpunktkl'eis del' Rolle aus abgetragen, wobei del' Ubergang zu dem mittleren 
Kreisbogenstuck etwas abgel'undet wird. Urn die Nockenform zu el'halten, schlagt 
man aus den so bestimmten Punkten die Halbmesser del' Rolle und zeichnet 
damit die Aquidistante zu der Bahnkurve des Rollenmittelpunktes. Die Kurve 
fUr den Vel'zogerungsast WITd genau gleich ausgefuhrt. 

Dureh die Auftragung uber dem Kreisbogen ist die Parabelform del' Zeit· 
Weglinie ganz verlorengegangen. 

Die Fig. 19 gilt auch fUr die Winkelgeschwindigkeit w bzw. Winkel. 
beschleunigung E, ebenso die entsprechenden Formeln: 

(j) = (1)1' [2.~ _ (~)2] , (23) 
t1 t1 , 

(j) 

Filla, = 2· -
t 

C = Cmax • (I - D ' 
!.Xl = -~ . WI· t1 . 

(24) 

(2.5) 

(26) 

Beispiel 26. Fur das Anfahl'en einer Fordermasehine mit Bobinen bis zur 
Winkelgeschwindigkeit w = 5 I/sk werden t1 = 38,8 sk gebraucht. Anzugeben 
ist die gro13te Winkelbeschleunigung und del' zuruekgelegte Bogen. 

Man erhalt aus Formel (24) 

5 
'max = 2 . 38,8 = 0,258 l/sk2, 

die von del' Zeit 0 bis zur Zeit t1 geradlinig bis auf 0 heruntergeht. 
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Ferner ist nach (Formel 26) 

iXI = t . 5 . 38,8 = 129,3 , 
das sind 

129,3 
z = ~ = 20,6 Umdr. 

Zerlegt man die Anfahrzeit wieder in 6 gleiche Teile, so ergibt sich nach den 
Formeln (25), (23), (22) die Zusammenstellung: 

Teil 0 
F, = 0,258 

OJ = 0 
iX = 0 

1 
0,215 
1,53 
5,09 

2 
0,172 
2,78 

19,16 

3 
0,129 
3,47 

40,41 

4 
0,086 
4,45 

67,04 

5 
0,043 
4,86 

97,30 

6 
o l/sk2, 

5,0 l/sk, 
129,30 .. 

1st die Zeit-Weglinie unmittelbar gegeben, ohne daB ihr mathe­
matisches Gesetz bekannt ist (Fig. 22}, so entnimmt man an einem 
beliebigen Punkt B durch Ziehen der Kurven­
tangente die Geschwindigkeit 

ds 
v = - = tgex. 

(it 

A' 

B' 

v 

Vorteilhaft zieht man durch einen im Abstande 
1 sk oder dgl. von einer Senkrechten beliebig 
angenommenen PolO Parallelen zu den Kur­
ventangenten, die natflflich sehr sorgfaltig be­
stimmt werden mussen, und erhalt dann auf der 
Senkrechten die Abschnitte v = 1 . tgex (Fig. 23). O<tf--.l~_..:...:I.;li.='-_-----1C' 

c 
D 

D' 

~ 

E' 
Fig. 22. Fig. 23. 

In derselben Weise kann aus der Zeit-Geschwindigkeitslinie die 
Zeit-Beschleunigungslinie entwickelt werden. Eine andere Art der 
Aufzeichnung ergibt die Fig. 24, in der AB ein Stuck der (',.-cschwindig­
keitskurve uber der Weglinie x darstellt. Es ist dann die Beschleunigung 

de de dx 
p = dt = dx' dt = tgtp. e. 

Errichtet man also in einem Punkt C der Geschwindigkeitskurve die 
Normale dazu, so schneidet sie auf der Weglinie die Beschleunigung 
abo Letztere ist die Subnormale der Geschwindigkeit. 
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A 
e 

Fig. 24. 

B 

Die Bewegungslehre. 

Das in Bd. I, S.139 beschriebene Verfahren zur Auf­
zeichnung del' Differentialkurve ist hier im allgemeinen 
zu ungenau, da die aufzumessenden Unterschiede zu klein 
ausfallen, wenn man nicht mit dem VergroBerul1gsgJas 
arbeitet und die Unterschiede gleich mehrfach vergroBert 
auftragt. 

Will man umgekehrt aus einer gegebenen Be­
schleunigungskurve die zugehorigeGesch windigkeits­
bzw. Wegkurve bestimmen, kann man die Auizeieh­
mmg der Fig. 22 und 23riiekwartsausfiihren. Nach 
einem anderen Verfahren 11) zerlegt man die Zeitaehse 
in gleiehe Teile iI t derart, daB die da.durch erh'tltenen 

Abschnitte der Beschleunigungskurve groBtenteils als geradlinig angesehen 
werden:konnen (Fig. 25). Dann ist die Geschwindigkeitim Punkte Age-
gebe~:als Produkt der FlacheOAIA und des Achsenabschnittes OA1 = iI t1 , 

also wenn durch Wahl des MaBstabes ilt = 1 gemacht wird und OA an-
naherndgeradlinigist, VI = i· A i ""- = A IA 2 • 1m zweitenZeit.abschnittiI t2 

l' 

Fig. 25. 

ist entsprechend die Zunahme der Ge­
sch"mdigkeit gleich der mittleren Hohe des 
Trapezes Al ABBI . Sie wird an BIA~ ange­
tragen bis B2 und so fort. Man erhalt so die 
Geschwindigkeitskurve v, und kann die 
Wegkurve 8 durch nochmalige Wiederho­
lung desselben Verfahrens bestimmen. 1st 
die p-Kurve an einer Stelle zu stark ge­
kriimmt, so halbiert odeI' drittelt man dort 
die iI t-Tei.lung, hat abel' dann die MaB·· 
stabe beim Auftragen del' 1ntegrat.ions­
kurve auf die HaUte bzw. ein Drittel zu 

Beispiel 27. An einem Personenaufzug fur 
4 Personen wurden die beiden im oberen Teil 
del' Fig. 26 wiedergegebenen Zeit-Weglinien 
beim Bremson aufgenommen12), und zwar die 

Kurve a bei Aufwartsfahrt, die Kurve b bei Abwartsfahrt. Anzugeben ist del' 
Verlauf del' zugehorigen Zeit-Geschwindigkeits und Zeit-Verzogerungslinien. 
Gefahren wurde mit del' Hochstgeschwindigkeit v = 1,19 m/sk. bei del' Anfwarts­
bewegung betrug del' in 0,6 sk durchlaufene Bremsweg 0,232 m, bei del' Abwarts­
bewegung 0,265 m, wozu 0,65 sk gebraucht wurden. 

Um die Zeit-Geschwindigkeitskurven in verdoppelter Hohe zu erhalten, ist 
del' Pol in 0,2 sk Abstand von del' Geschwindigkeitsachse gewahlt worden. Die 
Parallelen, die von dort zu den in den einzelnen Zehntel-Seknnden an die Zeit-Weg­
kurve gelegten Tangenten gezogen werden, schneiden auf del' Senkrechten die 
entsprechenden Geschwindigkeitsabnahmen ab, die auf die Zeitlinien tibertragen 
die mittleren Kurven v" und v. del' Fig. 26 ergeben. 

Entsprechend werden daraus die Zeit-Verzogerungskurven in dreifacher Vel'­
groBerung entwickelt. IMan bemerkt, daB die Verzogerung nul' bei del' Abwarts­
fahrt wahrend del' ersten 2fa del' Bremszeit gleichformig zunimmt, dagegen bei 

11) Huber, Erschtitterung schwerer Fahrzevgmotoren, 1920. 
12) Stahl, Z. d. V. d. 1. 1905. 
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der Aufwartsfahrt von vornherein ein,en stark gekriimmten Verlauf hat. Das 
laSt schon die zugehOrige Zeit-Geschwindigkeitskurve durch ihre Abweichung 
von der Parabel£orm erkennen, denn die genaue Parabel teilt die Rechteckflache 
im Verhaltnis 2 : 1, was nur bei der Kurve 'Vb anfanglich zutrifft. 

Beispiel 28. Die Zeit-Verzogerungskurve bei einer Schnellbremsung mit der 
Westinghouse-Druckluftbremse bei der Fahrtgeschwindigkeit V = 90 km/st ist 

Sin 

1,t9 r:- [,;--+-....:::,.*""~ 
0,20 

11 

, ~ 0,6 \-;JI;':a~~~~f--+--"'-l""""::" 

'1:: 
~-~-~--+---~--~---+--~~ 

-0-, 
~--'~--.'-+---+----+'~"'<--I~ 1,0 111 

[tiKI 

~-~~j 
o 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 ,fj( 

Fig. 26. 

durch'die obere Kurve der Fig. 27 gegeben13). Der Bremsdruck in den 'Brems· 
:.;;vlindern war dabei unverandert geblieben; nur die in Bd. II, S.29 dargestellten 
Anderungen der Reibungsziffer rufen die UngleichmaBigkeiten der Fig. 27 hervor, 
die auch bei anderen Fahrtgeschwindigkeiten in gleicher Weise erscheinen. Es 
dauert 21- sk, bis der Bremsapparat des letzten Wagens des Zuges in Tiitigkeit tritt. 
Zu ermitteln ist der Verlauf der Zeit-Geschwindigkeits- und der Zeit-Wegkurve. 

13) Oppermann, Z. d. V. d. I. 1907. 
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Die Bewegungslehre. 
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Die Zeit - Gesohwindig-
o keitskurve wird Moh dem 

an Fig. 25 auseinanderge­
setzten Verfahren durch .Auf­
messen der entsprechenden 
Hohen der Zeit-Verzogerungs­
kurve gefunden. Um nicht 
eine zu groBe Zeichnung zu 
erhalten, sind die Hohen in t 
der aufgemessenen Lange auf­
getragen; ihr MaSstab ist 
demnach 10 rom = 5 mjek. 

76 

Denn beiL! t=2,5mm=tsk 
und dem Beschleunigungs-

160 maBstab 10 mm=0,5 m/sk2 

ist der Flachen-Geschwindig­
keitsmaBstab 25 mm'=0,625 
m/sk. Die Verkleinerung urn 
tr ergibt also 0,625 m/sk 

.s1 = 1°/8 mm. . 
In gleicher Weise wird dar-

226 aus die Zeit-Wegkurve auf­
getragen, indem die aus der 
Zeit-Geschwindigkeitskurve 
entnoromenen Hohen in t 
der aufgenoromenen GroBe 
aufgetragen werden; ihr MaS-

800 stab ist entsprechend 10 rom 
= 37,5 m. Es ergibt sich so 
fUr die Wege eine in dem 
kleinen MaBstab (1/48 des 
der Zeit-Verzogerungekurve) 
vollig stetig verlaufende Kur­

,afi; ve. Der gesamte Bremsweg 
betragt 385 m. 

20 
'Tn 

25 Beispiel 29. Die Be-
:::..::: 

schleunigung eines Schnell­
zuges wahrend der .Anfahr-

. zeit ist gegeben durch den 
Kurvenzug der Fig. 28 und die zweite Spalte der nachstehenden Zusaromen­
stellung (vgl. Beispiel 69) • .Anzugeben iet die zum .Anfahren bis auf die Geschwin­

l' ~ 

'S o,o~ 

0 

~ 0,02. 

(} 

-
\ 
~ 

""" 

digkeit V = 90 km/st erforderliche Zeit. 
Bis zur Fahrt 

29 
km/st, also v = 3,6 

dem Mittelwert 

P = i . (0,1055 + 
"-... 

~ i'---. 
~ 

geschwindigkeit V = 29 

= _8,05 mjsk kann mit 

0,1041) = 0,1048 m/sk2 

gerechnet werden. 
Man erhalt so aus 
Gleichung (10) die 
bis dahin gebrauchte 
Zeit 

v 8,05 
t= ~ =-- -

p 0,1048 

29 46 .. ,f~ 6' 72 80 89 V = 76,8 sk. 
Fig. 28. 
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FUr die folgenden Zeitabschnitte wird am einfachsten mit dem entsprechenden 
Mittelwert von p und dem jeweiligen Unterschied der Geschwindigkeit Ll v ge· 
reclmet, wie die Zusammenstellung angibt. 

29 

36 

45 

54 

63 

72 

80 

89 

0,1041 

0,0864 

0,0685 

0,0579 

0,0479 

0,0392 

0,0323 

0,0249 

0,1048 8,055 

0,0953 1,944 

0,0775 2,50 

0,0632 2,50 

0,0529 2,50 

0,0436 2,50 

0,0358 2,222 

0,0286 2,78 

76,8 
76,8 

20,4 
97,2 

32,2 
129,4 

39,5 
168,9 

47,2 
216,1 

57,4 
273,5 

62,1 
335,6 

97,1 
432,7 

Den Verlauf der Geschwindigkeit in Abhangigkeit von del' Zeit stellt dann die 
Fig. 29 dar. Wahrend die ganze Anfahrzeit bei der Anfangsbeschleunignng nur 

25 
t = 0,1048 = 239 sk 

dauert, ist sie jetzt auf 433 sk gestiegen. Damit betragt der Anfahrweg 

1: (v . Ll t) = [t. (8,05. 3,6) . 76,8 + 20,4 . 32,5 + 32,2 . 40,5 + 39,5 . 49,5 

o 

+ 47,2 . 58,5 + 57,4' 67,5 + 62,1 . 76 + 97,1 . 85] : 3,6 = 6850 m. 

/r--r-------------
/ I 

Fig. 29. 

25,0 B 
I 
I 

Der durch das Anfahren hervorgerufene Zeitverlust ist jetzt nicht 120 sk, sondern 
gemaB Fig. 29 

",>'t _l:(v' Llt) = 433 _68~ = 159 sk. 
..... Vmax 25 
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Die gebrauchliche "Oberschlagrechnung mit dem Anfangswert der Beschleunigung 
gemaB Beispiel 22 ist also um t zu giinstig. Der Fehler wird noch groBer, wenn 
das Anfahren auf einer Steigung erfolgen muB. 

o 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 O,1~sIr 

/' ~ 
30 

V \ 
1,0 

s t 20 
IIlml / 

II 1\ 
f\ 

Beispiel 30. An einem 
duroh unrunde Soheiben be­
wegten EinlaBventil des 
Niederdruokzylinders einer 
Dampfmasohine ist die in 
Fig. 30 oben wiedergegebene 
Ventilerhebungskurve be-
stimmt worden14); sie liefert 
eine Ftillung von 58 v.H. 
des Kolbenhubes. Anzu­
geben ist der Verlauf der 
Zeit-Geschwindigkeits- und 

II 
fO 

\11 
o l/ 
0,8 1\" 
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II I 
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\ 

\ 

\ 
\ 

'\ 
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20 
Zeit-Besohleunigungskurve. 

Durch Ziehen del' Paral­
lelen zu den Tangenten, die 
in den einzelnen Punkten 
an die Ventilerhebungs­
kurve gelegt werden, von 
einem nur 0,05'sk von del' 
Lotrechten entfernten Pol 

t /~ aus erhalt man leicht die 

~ 
i 1\ 1/ 

~ II 0 
sli 

\ 

1\ 1\ 1/ 1\' 

o m imTunteren Teil der Fig_ 30 
Jj(' gezeichnete Zeit-Geschwin­

digkeitskurve in dem an­
gegebenen MaBstab. Das 
betreffende Poldiagramm ist 
hier weggelassen worden. 
Hieraus ist die Zeit-Be­
schleunigungs- bzw. Zeit-
Verzogerungskurve in glei­
cher 'Weise bestimmt wor­
den !nit einem wieder um 
die Halfte verringerten Pol­
abstand; sie ist iiber den 
beiden ersten Knrven auf­
getragen. 

\ II \'X 1\ -0,2 

-20 

--~ I J 
1\ r7 

-0,4 

-0,6 - --

K r1 40 

\ 
-0,8 

0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 0,11 0,13 

Fig. 30. 

Man erkennt, daB eine 
scneinbar recht glatt ver­
lanfende Zeit - Wegkurve 
doch eine Zeit-Geschwindig­
keitskurve lief ern kann, 
deren einzehle Zweige von 
einer Geraden ziemlich weit 
abweichen. Infolgedessen 
zeigt die Zeit-Beschleuni­
gungskurve, bei der sich die 

kleinen Abweichungen del' Zeit-Geschwindigkeitskurve stark vergriiBern, mehr­
fache Schwankungen. Die Ventilantriebsscheiben sind also keineswegs besonders 
giinstig geformt. Da der Gang der Ventile als ruhig angegeben wird, so ent­
nimmt man del' Darstellung, daB j eine Aufschlaggeschwindigkeit von 0,2 mJsk 
statthaft ist. 

Beispiel 31. An emem PreBlufthammer ist die jm oberen Teil der Fig. 31 
gegebene Zeit-Weglinie aufgenommen worden15 )_ Der Hammer vom groBtm6g-

14) Wiegleb, Z. d. V. d. 1. 1908. 
1.') Harm, Z. d. Y. d. I. 1913. 
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lichen Hub 8 = 16,0 cm und dem Kolbengewicht G:= 0,577 kg machte 1097 Schlage 
in del' Minute. Anzugeben ist die Zeit-Geschwindigkeits- und Zeit-BescWeunigungs-
linie. 10 

Zur Entwicklung del' el'steren Kmve wird del' Pol im Abstande 1060 sk von 

del' Lotrechten angeordnet; man erhalt dann die Zeit-Geschwindigkeitslinie in 
dem gezeichneten MaBstab. Die Geschwindigkeit steigt beim Hingang von 0 

o 
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Fig. 31. 

scheinba,· fast stetig bis nahe an den Hiichstwert 11 m/sk. Infolge des Rlickpralls 
nach';dem Auft,reffen beginnt del' Rlickgang mit der Geschwindigkeit 5,3 m/sk, 
die: schnell auf den Kleinstwert 2,2 m/sk abfallt. Von da steigt sie annahernd 
stetig wieder bis zum Hiichstbetrag 5,6 m/sk, auf dem sie sich wahrend eines 
Drittels des Hubes halt, um dann bis 0 herunterzugehen. 

Um die Zeit-Beschleunigungskmve miiglichst deutlich zu erhalten, wmde in!' 

Pol ebenfalls im Abstande l~~O sk angenommen. Die Kmve ergibt, daB die Be­

scWeulligung des Rlickpralls etwa 1280 m/sk betragt; auch sonst sind die Be-
8chleunigungen entsprechend del' kmzeu Zeitdauer' 8ehr ,groB. Auffallig ist eine 
gewisse Unstetigkeit der BescWeunigung beim ersten Drittel des Hinganges. 
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o. Schwingungsbewegungen. 
Gegeben ist eine gleichformige Drehbewegung mit del' Winkel­

geschwindigkeit OJ, die zur Zeit t = 0 von dem Winkel lp aURgeht 
(Fig. 32), also zur Zeit t den Winkel OJ· t + lp, von del' A('hfle aus ge­
messen, zurUckgelegt hat. Es soll del' zur Achse AB senkrechte A us­
s chi a g 8 eines im Abst,ande r von del' Drehachse befindlichen Punldes a 
in Abhangigkeit von del' Zeit aufgetragen werden. 

Die Fig. 32 ergibt sogleich 
s = r· sin(OJ . t + lp) , (27) 

Fig. 32. 

Fig. 33. 

Fig. 34. 

und die Auftragung mit einem beliebigen LangenmaBstab fUr die Zeit t 
liefert die allgemeine Sinuslinie, die sich in den gleichen Zeitabschnitten 

T=2n, 4n ... 
OJ OJ 

wo also OJ· T = 2· n ist, immer wiederholt, was ja durch die Hel'­
leitung diesel' Schwingungsbewegung aus der gleichformigen Dreh­
bewegung selbstverstandlich ist. 

Die Geschwindigkeit des Punktes C bei seiner Ausschlagbewegung 
ergibt sich gemaB Formel (1) zu 

ds dsin(OJ.t+cp) 
v = dt = r· OJ· it (OJ • t + cp) = r· w . cos (w . t + cp) (28) 
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odeI' auch 

v=r.w.sin(; +w.t+ IP). (28a) 

Die Zeit·Geschwindigkeitskurve wird aus del' Zeit-Wegkurve erhalt,en, 
indem man alle Ol'dinaten um das wfache vergroBert und die game 

Kurve um 1/4 del' Periode 2:n; nach dem Anfangspunkt hin verschiebt 
w 

(Fig. 33). Es ist aueh ohne weiteres erkHtrlich, daB die Ausschlag­
bewegung beim Durchga,ng des Punktes 0 durch die Achse AB del' 
Fig. 32 die gl'oBte Geschwindigkeit hat und beim Durchgang durch 
die dazu senkrechte Mittelachse des Kreises die Geschwindigkeit O. 

Aus Formel (10) erhalt man weit.er die Beschleunigung del' Schwin­
gungsbewegtmg zu 

tl v 2 (7 cos (w . t + IP) 
P = -tlt = r . W· tl (w . t + IP) (29) 

= - r· OJ2 '. sin (OJ • t + IP) = - OJ2 • 8. 

Die Zeit-Beschleunigungskurve ist um die ha.lbe Periode gegen die Zeit­
Wegkurve verschoben. und ihre Ordinat.en sind die mit dem Faktol' OJ2 

erweiterten del' Zeit-Wegkurve (Fig. 34). 
Setzt man aus Formel (9 b) den Ausdruck fUr p em, so geht die 

Gleichung (29) libel' in 

0)2. 8, (29a) 

und man kann als Lasung diesel' Differentialgleichung del' cinfachen 
harmonischen Sch wingung angeben 

8 = r· sin (OJ' t + IP) , (27) 

worm r und IP Fest.wE'l'te sind, die aus besonderen Angaben libel' den 
Anfangs- odeI' auch einen beliebigen Zwischenzust.and del' Schwingung 
zu ermitteln sind. Die Lasung kann auch geschrieben werden 

8 = r • sin (w . t) . cos IP + r • cos (OJ • t) . sin IP . 

Da nun IP ein unveranderlicher Winkel ist, so kannen seine Funktionen 
cos IP und sin qj mi.t r zu je cineI' neuen Veranderlichen zusammen­
gefaBt werden. Man erhalt so eine andere Form derselben Losung: 

8 = 0 1 , sin OJ t + O2 , cosOJt, (27a) 

worin 0 1 und O2 die durch die zweimalige Integration hinzugekommenell 
.Fcst.wert.e sind. 

Beispiel 32. Das Gegengewicht in dem D = 2,10 m Durchmesser habenden 
Treibmd einer Lokomotive, die mit V = 90 kmjst fahrt, habe seinen Schwer­
punkt im Abstand r = 0,82 m von der Achse. Anzugeben ist die gr6Bte Be­
schleunigung des Schwerpunktes. 
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Man entnimmt den Fig. 32 bis 34 sofol't, daB die groBte Verzogerung des 
Punktes, also eine nach unten gerichtete Beschleunigung stattfindet, wenn er 
seine hochste Lage el'reicht hat, nnd daB die groBte nach oben gerichtete Be· 
schleunigung in seiner tiefsten Lage eintritt. Del' Hochstwert ist nach Fig. 3.Jo 
p = ± ",2. r. Hieraus folgt mit Benutzung del' Formeln (2b) und (7) 

P = (~,278' V)2 '1' = (~,55~'90)2. 0 82 = 465 m/sk2 
, t·D 2,1'" . 

Beispiel 33. Zu untersuchen sind die Schwingungsbewegungen des Rad· 
satzes eines StraBenbahnwagens16), dessen Rader vom mittleren Durchmesser D 
und dem Abstand del' Schienenberiihrungsstellen a '" 1,44 m die auf del' ganzen 
Radbl'eite unveranderliche Neigung tg;' haben (Fig. 35). 

Wenn del' Radsatz urn den Betrag y nach einer Seite aus del' MitteIstellung 
hinausgegangen ist, so ist del' Durchmesser der Laufstelle des einen Rades um 
2 . Y . tg y kleinel' und del' des anderen UJ1l denselben Betl'ag groBer als D. Infolge­

Fig. 35. 

Fig. 36. 

dessen dreht sich der ganze Rad­
satz so in del' Gleisrichtung ~. 
urn die im Abstande r von der 
Gleismitte befindliche 8pitze des 
von der Mittellinie del' Achse und 
den beiden Laufstellenlrebildeten 
Kegels (Fig. 36). Man 'entnimmt 
del' Fig. 35 den Zusammenhang 

D _4:y~tg)' 
r a 

Diese Dl'ehung der Mitte des 
Radsatzes ruft bei einer Vol'­
wartsbewegung um x eine weitere 
Vel'schiebung um d y nach del' 

Seite des kleineren Rades hervor, und aua 
del' Fig. 36 folgt 

- ely 
x 

x 
r 

\Vil'd nun x als ein sehr kleineI" Zu­
wachs d x angenommen, so - ist die Ab­
nahme von yeine sehr kleine GroBe zweiter 
Onlnung, und diese Gleichung geht iiber ill 

- (l"y 1 "x2 =-

Durch Verbindullg mit dem obigen Ausdruck fiir D erhalt man hieraus -die 
r 

Diffel'entialgleichung del' Seitenbewegung des Radsatzes: 

(Py 4· tg;' 
(lx2 = -1/' D. a . 

Ihre Losung ist nach Formel (27 a) 

y = 01 . sin (x'l 4~ ~g~V) + c2, C08(.>:' Ii 4~ ~gt) . 
Zu Beginn del'. Schwingung. wo y = 0 ist, wird auch :1' = O-angenommen. 

Da nun cos 0 = 1 1St, so muB zur Erfiillung del' Gleichung fill' den Anfang. del' 

16) Sieber, Z. d. V. d. I. 1903. 
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Bewegung O2 = ° sein. Hat die Achse nun das seitlich(Spiel b, so ha(der groBt­

mogliche, bei dem Winkel % eintretende Ausschlag den Wert i b; hieraus be­

stimmt sich 0i = t b. Somit ist 

y = tb' sin (2X ·V~~.ra) . 
Die Periode einer voUen Hin- und Herschwingung bestimmt sich aus der 

Bedingung: 
,. tgy 

2;r=2l· Vb-:a' 
unabhangig von dem seitlichen Spiel b. ~ 

Man erhalt hiernach die folgenden Werte fiirll bei a=,l,44 m: 

tgy D = 0,8 1,0 1,25"'m 
1 : 15 I l =.13,1 '14,6 16,3 .i m 
1 : 20 15,1 16,9 18,9 
1 : 30 I 18,5 20,7 23,1" 
1 : 50 23,9 26,7 29,8 

Fiir a = 1,005 m sind diese Werte'" mit 0,835 -zu -multiplizieren. 
Um die Sehiefstellung der Aehse zu bewirken, ist ein gewisses Spiel e in Rich-

tung der x erforderlich, das sich bestimmt zu e = a . tg IX, worin tg IX = ~~ die 

Neigung der Sehwingungslrurve gegen die x-Achse angibt, die hier fiir die Stelle 
des groBten Aussehlages 

2 x 'll-tgy = ~ 
! D'a 2 

zu nehmen ist. Dureh Differentiation der Gleichung~)lir den Ausschlag y folgt 
nun 

1 ;' tg" ( 1 ! to"y -) tgIX = "It b . 2· / - ~. cos 2x" / - "'-- , 
"D'a ··n·a 

also mit cos '"'-. = 1 
2 

e l' a b= /15· tg )'. 

Bei e = 4 mm Spiel, dem etwa 5 mm in den Aehsgabeln"entsprieht, und a = 1,44 m 
ergibt sieh der groBte Ausschlag tb naeh folgender.;:Aufstellung: 

tg)' D = 0,8 1,0 1,25 m 
1 : 15 
1 : 20 
1 : 30 
1 : 50 

tb = 5,8 
6,7 
8,2 

10,5 

---~---~ 

6,5 7,2 mm 
7,5 8,3 
9,1 10,2 

11,8 13,2 

Flir a = I,005m sind diese 'Werte wieder mit',0,835~zn-'multiplizieren. 
Da lange Sehwingungen nieht so unangenehm empfunden werden wie kurze, 

selbst wenn die Ausschlage groBer sind, so sind Radkranze mit geringer Neigung 
giinstiger. Immerhin diirfte man mit tg y nieht wesentlieh von 1 : 25 abwei­
chen. Die Sehwingungen maehen sieh als Sehlingern des Wagens dann bemerk­
bar, wenn die Vorder- und Hinterachse ganz oder nahezu", iibereinstimmend 
schwingen, aber naeh entgegengesetzter Richtnng, 

Beispiel 34. Infolge unvermeidlieher kleiner Fehler bei del' Herstellung und 
durch die Abnutzung del' Zahne eines Zahnraderpaares tritt bei jedem Eingriff 
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abwechselnd eine BeschlelUugung und Verzogerung auf, deren Werte wegen der 
kleinen zur Verfiigung stehenden Zeit recht erheblich sind17 ). Anzugeben ist die 
Anzahl der einfachen Schwingungen in einer Sekunde, wenn das Rad Zo = 20 Zahne 
hat und n = 150bzw. 1050 Umdrehungen in der Minute macht. 

Es ist 

n 150·2·20 
zl=60'2'zo= 60 =100 

bzw. Zz = 1050 ~~ . 20 = 700. 

Das Raderpaar gibt also ein gleichmaBiges surrendes Gerausch, dessen Tonhohe 
bei schnellaufenden Radern schon recht erheblich ist, wenn das kleinere Rad 
nicht aus einem den Ton dampfenden Material hergestellt wird. 

Eine Schwingung, die nicht rein nach dem Sinusgesetz eriolgt, 
wird als gestorte harmonische bezeichnet. Eine solche ist die des 
Sehubkurbelgetriebes18): Der Kurbelzapfen 0 bewegt sieh um die 
Aehse 0 mit del' gleichformigen Geschwindigkeit v = r . w (Fig. 37). 

Fig. 37. 

Del' imleren Totlage 0 1 del' Kurbel entsprieht dann die auBere Tot­
lage A des Kreuzkopfes bzw. Kolbens und del' auBeren Totlage O2 

del' ~urbe~ die innere B des Kreuzkopfes bzw. Kolbens. Es ist also 
AB = 0 10 2 odeI' 8 = 2 r. 

Zu einem beliebigen von del' Kurbel zuruckgelegten Winkel G\. gehort 
del' Kreuzkopfweg x = A iJ = O--;E. Zv.rischen dem Ausscblagwinkel fJ 
del' Schubstange von del' Lange lund dem Kurbelwinkel C\. besteht 
del' Zusammenhang 

OF = 'f. sinG\. = l· sinfJ ' 
.also 

Mit 

Nun ist 

• 1". 
smfJ = - .. SlllC\. . 

l 

OlF = r· (1 - cosC\.) und FE = l· (1 - cos/-J) . 

cos Ii = 11 - sin2 ~ =1/ 1 - (T' sin C\. r ,,-, 1 - }. (1' sin C\. ) 2 

17) Hartmann, Z. d. V. d. I. 1905. 
18) Poncelet, Mecanique appliquee aUK maschines, 1829. 

(30) 
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wird somit 

OlE=X-=t.(I-cos(X+i o ~ o sin 2 ex). (3Ia) 

FUr den Ruckgang des Kreuzkopfes bzw. Kolbens gilt entsprechend 
gemiW Fig_ 38 

also 

/---, 'll 
/ "'II s / \ 

I IB ~ I \ 
---J>..----:;:?-y ~' =-.--_____ ~VI'+I __ .;O,....,...:!F'nE~IPIC:£.2 

A ])";3 a I 
'XI . \ / 

Fig. 38. 

" / -----C 

x = r· (1 - cos (X - ~- - ; . sin 2 (X ) 

= r· (1 - cos (X - t· T . [1 - cos 2 (X 1). 
(31 b) 

(3l c) 

Man bezeichnet das dritte Glied der Klammer als St6rungsglied 
1 r 

der Schubkurbolbewegung. Es erhalt seinen gr613ten Wert 2 0 T 
ffir (X = ; : Bc~m Hingang eilt der Kolben der Kurl,el vor; sein Weg 

betragt bei Mittelstellung der Kurbel bereits 

Xm = r - (1 + ~ -{) . (31 d) 

Beim Rlickgang eilt der Kolben nach; bei Mittelstellung der Kurbel 
ist sein Weg erst 

(31 e) 

Zwei zur Achf'e A02 symmetrische Kurbelstellungen 0 ergeben natiir­
lich diesclbe Kreuzkopfstdlung D_ 

Die Kreuzkopfgeschwindigkcit c im Abstande x von der Totluge 

ergibt sich nach Forme! (2) zu c = ~~ _ Nun gilt nach den Figg. 37 und 38 

0;0 bzw. 0'";0 = v· t = r· (X, 
also 

S t e p han. Teehnische lIIechanik III. 

dt = ~ - (lex 
v 

3 
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Damit wird 

also 

v clx v (0 . 1 l' 2' ) c = - , - = -. r 0 + SllIX+ -. - 0 0 SllIX 0 COSIX , 
r clIX r - 2 1 

( . 1 r . 2 ) c = v 0 SllIX ± 2 0 T· Sll IX • (32) 

o .10 GO 90 120 150 1&0 210 240 270 JOO JJO J60· 

Fig. 39. 

150 1800 

+1' 

J() 150 

Fig. 41. 

Das Storungsglied erh1ilt hier seinen 
I r 

groBten Wert +"2 °z fUr IX =45°, 

1 r 
seinen kleinsten - 2 . T fur IX -

135°, und es verschwindet bei 
IX = 0 und 90°. 

Die Kreuzkopfbeschleunigung 
ergibt sich durch nochmalige 
Differentiation zu 

de v elc 
P =ilt =:;: . do. 

= ~ . v· (cos 1X + ~ . ~ . cos 2IX • 2), 
r -2 1 

a,lso 

p = v~ 0 (cos IX ± Y . cos 21X ). (33) 

r 
Der GroBtwert + T des StDrungs-

gliedes tritt bpi IX = 0 0 ein, del' 

kleinste - T bei IX = 180 0 
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Setzt man wieder ein 

.. tl2x d 2x ('17)2 p----. -
-- d t2 - d IX 2 • r ' 

so erhiilt man aus Formel (33) die Differentialgleichung die!!er gestorten 
Schwingung 

-+x=r. 1+-.-+_o·-·cos21X 
d 2 x _ ( .1 or 3 r ° ) 

dIX2 ° - 4 l 0- 4 l- (33 a) 

deren angenaherte Losung die- Gleichungen (31a) und (31 b) hilden. 
Tragt man den Verlauf von 8, '/J, P in Ahhjj,ngigkeit von dem Kurhel­

winkel IX auf, so ergehen sich die Schwingungskurven der Figg. 39, 40, 41. 
worin die dUnn gezogenen Linien die Werte ohne StOrungsglied und 
die stark ausgezogenen Linien die genaueren Wel"te mit Storungsglied 
wiedergeben, und zwar ffir den hei liegenden ortsfesten Kraftmaschinen 

gebrauchlichen Fall T = ~. Bei stehenden Kraftmaschinen ist gewohn. 
r 1 

lich T = 45' ehenso hei liegenden Schnellaufern. FUr stehende schnell-

laufende :M:aschinen gilt T = {, bisweilen bei Kraftwagen- und Flug-

r 1 3 . r 1 1 .. 
zeugmotoren T = 3 8 -;- 10' Lokomotlven haben T = 6 -;- "8' Sage. 

gatter und ahnlich~ Maschinen -lr = ~- . Der DeutIichkeit halher ist 
, 12 

in den Figg.40 und 41 ()) = 1 gesetzt worden. 
GewohD.Iich gibt man den Verlauf der Geschwindigkeit und Be­

schleunigung in Abhangigkeit von der Kolbenstellung an, wie die 
Figg.43, 44 zeigen. Die Kolhenstellung findet man durch Rechnung 
uacb Formel(31) undzeichnerisch, 
indem man von einem angenom­
menen Punkt C des fiber dem 
Hub 8 = 2 r errichteten Kurbel­
halbkreises cinen Kreisbogen mit 
dem Halbmesser l aus einem auf 
der 8-Achse nach dem Zylinder­
eude der Maschine hin gelegenen _-f--"--_-L~-=.L~~-_--'-.L--+ 
Mittelpunkt D schlagt (F gg. 37 E 
und 38). Diese Art der Aufzeich- x 
nung ist j edoch wenig gmau ; besser 
und einfacher ist die folgende 19): 

Fig. 42. 

Als Scheitel des Kurbelwinkels IX wird nicbt der Mittelpunkt 0 des 
Kurbelkreises genommen, sondern der urn den groBten Wert des Sto-

I r ° 

rungsglicdes "2' T' r nach der Kurhel hin vJ3rschobene Punkt 0'. E3 

kanndanneinfach der PunktC' des Kurhelkreisesauf dies-Achse herunter-

19) Brix, Z. d. V. d. I. 1897. 

3* 



v 

36 Die Bewegungslehre. 

gelotet werden (Fig.42). Man erhalt ebenso umgekehrt zu einer gegebenen 
Kolbenstellung E die zugehorige Kurbelstellung C. Das Verfahren ist 

r 1 
nicht ganz genau, sein grCillter Fehler betragt 20) jedoch bei 1 = 5 
nur 0,0019 r, sodaB andere umstandlichere Verfahren21) keine prak­
tische Bedeutung haben. 

Die Geschwindigkeitskurve ohne Storungsglied laBt sich sehr bequem 
zeichnen, wenn man den GeschwindigkeitsmaBstab v = r wahlt. Sie 
wird in dem Fall ein Kreis tiber dem Durchmesser 8, wie die Formel (32) 
ohne wei teres erkennen laBt. . Andernfalls ist sie eine Ellipse. Zur 
Berticksichtigung des Storungsgliedes schlagt man urn 0 einen Kreis 

mit dem Halbmesser ~. f . r, zieht den der Kolbenstellung E ent­

sprechenden Strahl OlD und den dazu paralLelen OD', tragt die zwischen 
dem Schnittpunkt Do und del' Wegachse abgeschnittene Strecke senk-

recht tiber der Kurbelstel-

Fig. 43. 

y -

lung D' auf; durC'h wage­
reC'htes Heriiberziehen er­
gibt sich dann der Punkt C 
der Geschwindigkeitskurve 
(Fig. 43). Denn dem Win­
kel 00' D = IX entspricht 
der Zentriwinkel2 tX, dessen 
Sinus gemaB Formel (32) 
genommen wird. Man ent­
nimmt del' Aufzeichnung 
noch, daB die Kolben­
gesch'windigkeit bei dem 

Schu bstangen verhaltnis 

fr 
v2 

IL 

~ = ~ zwisC'hen x = 0,28 8 
l 5 
und x = 0,58 8 nur zwischen 
den Grenzen 0,97 v bis zum 
Hochstwert 1,02 v, der bei 

v2 IX "-' 79 0 erreicht "vird, und r wieder herunter auf 0,97 v 
schwankt. 

Die Beschleunigungs­
kurve ohne Beriicksichti-
gung des StOrungsgliedes 

ist eine schrage Gerade (Fig. 44). Denn ohne Storungsglied er-

gibt die Formel (31 a) cos IX = 1 - ~ , und damit geht Formel (33) 

ftber in p = ~2 • (1 -~) , eine Gleic~ung ersten Grades zwischen p 

20) Kuhn, D. p. J. 1911. 
21) Goldberger, D. p. J. 1905; Nolet, D. p. J. HJ07. 
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und x. Der Anfangspunkt auf der Deckelseite und der Endpunkt auf 
der Kurbelseite der Kurve mit StOrungsglied bestimmen sich gemli.B 
Formel (33) fUr IX- = 0 bzw. IX- = 180° nach den Angaben der Fig. 44. 

Die Kurve schneidet die Kolbenwegachse im Abstande T' 'f vor der 

Mitte, wie man erhalt, wenninFormel(33) p=Oundcos21X- = 2· cos2 1X--1 
• 2 

gesetzt wird. In der Mitte des Rubes liegt sie wieder um den Betrag ~[ 
unterhalb der Kolbenwegachse, wie Formel (33) fUr IX- = 90 ° ergibt. 
Sie schneidet die ohne Beriicksichtigung des StOrungsgliedes gezogene 
Gerade bei dem KurbelwinkellX- = 45°, denn ffir ihn verschwindet das 
Storungsglied. Setzt man diesen Wert IX- = 45° in die Formel (3Ia) 
fUr den Kreuzkopfweg ein, so erhalt man die in Fig. 44 eingetragenen 
Abschnitte. Aus diesen sechs leicht festzulegenden Punkten lliJ3t sich 
die Kurve mit groBer Genauigkeit zeichnen. Es ist eine Parabel, denn 
schreibt man cos21X- = 1-2· sin2 1X- und entfemt aus den beiden 
Gleichungen (3Ia) und (33) sin2 1X-, so ergibt die erstere eine Bestim­
mungsgleichung fUr cos IX-. Wird der hier­
aus folgende Wert wieder in die Gleichung 
ffir p eingesetzt, so erhlilt man eine quadra­
tische Gleichung zwischen p und x. Hier­
nach ist es ein Kegelschnitt; daB es eine 
Parabel sein muB, lehrt die Kurvenform 
ohne weiteres, was sich auch durch weitere 
Umformungen rechnerisch nachweisen 
lliBt. 

Beispiel 35. Anzugeben ist die Form des 
in Beispiel 25 bereehneten Steuernoekens fur 
das EiniaBventil einer Gasmaschine, wenn ge­
fordert wird, daB der Ventilhub in jeder Stel­
lung der augenbliekliehen Kolbengesehwindig­
keit entsprieht, daB also die Stromungsge­
sehwindigkeit des Gases sieh nieht andert. 

FUr die Maschine gilt das Schubstangenver-

haltnis T = ~. Damit wird die Kolbenge. 

sehwindigkeit tiber dem Hub gemaB Fig. 43 
aufgettagen, und zwar im MaBstab r = 3,53 m/sk. 
Dieselben Ordinaten sind gleiehzeitig die Ven­
tilerhebungen h im MaBstab r = 2,2 em. Der 
Hub 8 des Kolbens wird vorteilhaft gleieh dem 
Halbmesser des Mittelpunktkreises der Rolle 

Fig. 45. 

der Ventilstange gezeiehnet (Fig. 45). Der Halbkreisbogen der Fig. 45a wird nun 
in eine Anzahl gleieher Teile zerlegt und dieselbe Teilung aUf dem Viertelkreis­
bogen der Fig. 45 b abgemessen. Durch die letzteren Teilpunkte werden die 
Halbmesser gezogen und auf ihnen vom Bogen aus nach auBen die im Verhaltnis 

28~7~ 2 verkleinerten Ordinaten der Fig. 45a abgetragen. Die entstandene Kurve 

ist die Bahn des Rollenmittelpunktes bis auf den Anfang mit der Voreinstromung, 
die naeh Fig. 21 in Beispiel 25 zugefugt wird. Die mit dem Rollenhalbmesser 
in gleiehem Abstand dazu gezogene _ Kurve ist die gesuehte Form des N oekens. 
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Beispiel 36. In einer liegenden Reihen-Verbunddampfmaschine von den 
Zylinderdurehmessern DI = 33 bzw. D2 = 60cm, dem gemeinsamen Hub 8 = 66cm, 
den Kolbenstangendurchmessern do = 6,5, ~ = 9, ds = 11 em, dem schadlichen 
Raum 7 v.H. im. Hochdruckzylinder und 5 v.H. im. Niederdruckzylinder, sowie 
dem Inhalt des "Oberstromrohres von 0,70 des Hubraumes des Hochdruckzylinders 
sollen die in der Mitte der Fig. 46 angegebenen Dampfdiagramme verwirklicht 
werden. Zu bestimmen ist der Verlauf des Dampfes in der Maschine. 

Um dieselbe Breiteneinteilung der Fig. 46 ffir beide Kelbenseiten verwenden 
zu konnen, wird mit einem ffir die vorliegende Rechnung belanglosen Fehler 
berechnet: der mittlere Hubraum des Hochdruckzylinders 

VI = ~ . D2 . 8· [1 _ (do +fdl)2] = ~ . 332.66. [1 _ ( 1,55 ')2] = 533dms, 
4 1 2 . Dl 4" 2 . 3,3 ' 

der mittlere Hubraum des Niederdruckzylinders 

V2 = _"'- . D' . 8. [1 _ (~ + ~)2] 
4' 2· DB 

= : .6,02 .6,6. [1 - 2 ~'~,or] = 181,5dm3 ,'"3,4 . VI' 

der Inhaltldes Zwischenaufnehmers 

Vm = 0,70· VI = 37,3 dm3 , 

der des schadlichen Raumes im Hochdruckzylinder 

V~ = 0,07· VI = 3,7 dm3 , 

der des schadlichen Raumes im Niederdruckzylinder 

V~ = 0,05· Vs = 9,1 dm3• 

Hierauf wird die Breiteneinteilung der Fig. 46 im MaBstab 1 mm = 3 dms ge-
zeichnet. . 

Der tiber VI bzw. Va geschlagene Kreis wird in 24 gleiche Teile geteilt und 
entsprechend die senkrecht zur V-Achse nach unten verlaufende IX-Achse in 24 
gleiche. Teile. Bei Va wird die letztere Teilung gegen die von VI um die Halfte 
versetzt, da die Kurbelwinkel den Phasenabstand 180 0 haben. Bei dem Winkel­
unterschied 90 0 der beiden Zylinderkurbeln, wie bei Verbundmaschinen mit 
besonderem Kurbeltrieb fUr jeden Zylinder, hatte diese Versetzung um !. 2 n 
zu geschehen. Aus den Mittelpunkten 0 1 bzw. Oa der Kurbelkreise werden die 
Halbmesser nach den einzelnen Teilpunkten gelegt und die hierzu Parallelen, aus 
dem um '[\; des Hubraumes nach der Kurbelseite verschobenen Brixschen Punkte 
bis an die Kreise gezogen, was bei der 24-Teilung mit Hille der Zeichendreiecke 
sehr bequem zu machen ist. Die so erhaltenen Kreispunkte werden auf die ent­
sprechenden, durch die IX-Teilung gezogenen Wagerechten heruntergelotet, was 
die Kolbenweglinie in Abhangigkeit vom Kurbelwinkel gemaB Formel (31) liefert22). 

Yom Punkt AI' der der Voreinstromung von 1 v.H. entspricht, erfolgt die 
Fiillung des Hochdruckzylinders mit Kesseldampf von i. M_ 10,5 at absoluter 
Spannung bis zum Punkt El" Hier wird der Kesseldampf von der Steuerung ab­
gesperrt und es folgt die Ausdehnung des Dampfes bis zum Eintritt der V oraus­
stromung F l , die 10 v.H. des Hubes vor der Totlage lie~. In dem Augenblick 
wird der hintere Raum des Hochdruckzylinders mit dem "Oberstromrohr in Ver­
bindung gebracht, und da der darin befindliche Dampf etwas niedrigere Spannung 
hat als der im Hochdruckzylinder, so findet bis zur Totlage Bl des Kolbens ein 
entsprechender Spannungsabfall statt. Schon vorher hatte bei As die ebenfalls 
1 v.H. von Vs betragende Voreinstromung in den Niederdruckzylinder begonnen, 
und die "Oberstromung des Dampfes geht bis zum Punkt Es des Niederdruck­
zylinders, dem die Stelle Gl am Hochdruckzylinder entspricht. Der Dampf dehnt 

22) Schroter, Z. d. V. d. I. 1884. 
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sich dabei von dem Raum FIF; auf den Raum 0lE2 aus, und sein Druck sinkt 
dementsprechend. Von E2 bis F2 findet Ausdehnung des im Niederdruckzylinder 
abgesperl'ten Dampfes statt und ill Hochdruckzylindel' und ZwischenbehiHter 
Zusammendriickung zwischen 0 1 und Kl" Hieran schlieBt sich im Hochdruck­
zylinder allein die Zusammendrtickung von KI bis AI; im Niederdruckzylinder 
erfolgt von F2 tiber B2 bis K2 del' Ausschub in den Kondensator und von K2 bis A2 
die Zusammendrtickung. Damit ist der Kreislauf auf del' Deckelseite beendet. 

Auf del' Kurbelseite haben die Dampfdiagramme eigentlich die umgekehrte 
Lage. Einfacher ist es, sie in derselben beizubehalten und den Brixschen Punkt 
nach del' Gegenseite zu verlegen, wie der untere Teil del' Fig. 46 zeigt. Die "Ober­
stromraume werden infolgedessen etwas kleiner als auf del' Deckelseite, ohne daB 
freilich die Form der Dampfdiagramme dadurch nennenswert beeinfluBt wird. 
Der Vergleich der Kurbelkreise fiir Hin- und Rtickgang ergibt ferner, daB zur 
Erzielung derselben Dampfverteilung auf beiden Seiten des Kolbens del' Ventil-
BchluB bei verschiedener Stellung del' Kurbel erfolgen muB. Die Bogen AE sind 
beim Hingang kleiner als beim Riickgang und die Bogen KF groBeI'. Dagegen 
ergeben sich fiir beide Zylindel'~eiten die gleichen Stellwinkel il del' Exzenter gegen­
iiber del' Mittellage del' Maschinenkurbel. 

Die AUBlaBventile werden gewohnlich unmittelbar vom Exzentel' gesteuert, 
wobei nul' die Bewegung dicht am Ventilsitz durch zwischengeschaltete Walz­
hebel ad. dgl. verandert wird. Man kann nun die gezeichneten Kurbelkreise auch 
als in entsprechendem MaBstab vergroBerte Exzentel'kreise ansehen und erhalt 

so durch die Senkrechten zu den Sehnen iflt bis an die KreisbOgen fK die auf· 
tretenden Ventilerhebungen h. In den Totlagen del' Kolben sind die Ventile 
schon ziemlich weit geoffnet; die Hochsteroffnung hmax findet unter dem Stell­
winkel il gegeniiber del' Mittellage del' Kurbel statt. 

Die in jedem Punkt erforderlichen Ventilerhebungen werden bestimmt, indem 
man die Kolbengeschwindigkeiten, denen sie nach Beispiel 13 entsprechen, gemaB 
den Angaben zu Fig. 43 iiber del' Kolbenwegachse aufzeiehnet. Die zu den ein­
zelnen Kurbelstellungen gehorigen Kolbengesehwindigkeiten werden dann von 

s 

E der Sehne F K aus in gleieher Lange aufgetragen, 
r---~ was die gestriehelte Kurve liefert. Diese wird 

1 jetzt dureh Verkleinerung aller Ordinaten in 
I F demselben Verhaltnis so umgezeiehnet, daB sie 

KI erst an einer bestimmten, einigermaBen der 
-ii----=:::::=i=:f=====l=~B Wahl unterliegenden Stelle h den Kreisbogen 

del' wirklichen Ventilerhebungen sehneidet. Von 
dart an findet eine gewisse, beim VentilsehluB 
unvermeidliehe Drosselung des Dampfes statt, 
die im Niederdruekzylinder friiher eintreten kann 
als im Hoehdruekzylinder, da sie eine Erhohung 
del' ~usammendriiekung bewirkt. 

B -\--1H'-'>-"""""-+-c-rl'O'--f----+-B Ublicher ist es, die tatsaehliehe groBte Ven· 
tilerhebung hmax gleich del' an einer ganz anderen 

Fig. 47. 

Stelle auftretenden groBten erfordel'liehen ~ax 
zu machen (Fig. 46). Nach Beispiel 13 ist ffir den 
AuslaB des Hochdruekzylinders ~ax = 1,5 em. 
Del' Zeichnung entnimmt man ffir die Kurbel· 
seite hmax = 7,5 mm. Es ist also die Ventilel'· 

hebung im MaBstabe 1 mm = ~ = 0,20 em 
7,5 

gezeichnet, und man erhalt als erfordt;lrliehen Halbmesser der Exzenterkurbel aus 
der Zeiehnung r = 8,9 mm = 8,9 . 0,20 .'0'.) 1,8 em. FUr den AuslaB des Nieder-
druekzylinders liefert Beispiel 13 h:nax = 2,45 em, die Kurbelseite del' Fig. 46 
hmax = 16,1 mm. Damit wird der erforderliche Halbmesser des Antriebsexzen-

ters naeh der Zeiehnung r = 30,3 . ~6~~ = 4,6 em, wenn die etwa eingesehal-
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tete Hebellibersetzung das VerhiHtnis 1 : 1 hat. Die Bestimmung wird nur ffir 
den Auspuff auf der Kurbelseite vorgenommen, wo die Kurbfllgeschwindigkeit 
am grOBten ist; fiir die Deckelseite ist die Ventilerhebung bei gleicher Ausfiih­
rung dann etwas groller als notig. In 
Fig. 46 ist sie zur Klarlegung aller 
Verhiiltnisse auch fiir die Deckelseite 
aufgezeichnet worden. 

Beispiel 37. Es soll das Dampf­
diagramm der Fig. 47 durch eine 
Schiebersteuerung verwirklicht wer­
den. Anzugeben sind die Abmessungen 
des betreffenden Schiebel's und Ex­
zenters. 

Schieber werden hochstens bei 
stehenden Dampfmaschinen unsym­
metrisch ausgefjjhrt, um die Gewichts­
wirkung des Kolbens usw. durch eine 
groBere Fiillung auf del' Unterseite 
auszugleichen. Gewohnlich berecbnet 
man sie ohne Beriicksichtigung der 
durch die endlicbo Lange del' Sehub­
stange hervorgebrachten Storung. Es 
werden also die Hauptpunkte des 
Dampfdiagramms unmittelbar auf den 
Kurbelkreisumfang heruntergelotet. 

Sie sind nun nicht unabhangig 
voneinander wie bei Ventilsteuerungen, 
sondern da die den Auspuff steuernden 
Innenkanten des Sehiebers (Fig. 48) in 
derselben Richtung bewegt werden 
wie die den EinlaB steuernden AuBen­
kanten, so riliissen die Sehnen AE und 
KF del' Fig. 47 parallel zueinander 
und senkrecht zu der die Schieber­
bewegung darstellenden Geraden SS 
sein. Die Schieberinittellinie MM ist 
in der Zeichnung gegen die Totlage 
der Kurbel urn den Voreilwinkel c5 
nach riiekwarts verschoben. In Wirk­
lichkeit ist das Exzenter so aufzu­
keilen, daB sein Kurbelarm der Haupt­
kurbel uin 90 + c5 0 voreilt. Denn 
wenn die Kurbel sieh aus der Totlage 
BO in die Lage SO gedreht hat, muB 
der Schieber seinen grollten Ausschlag 
in del' Bewegungstichtung des Kalbens 
erreicht haben. 

Um den Auspuff freizugeben, muB 
der Schieber aus der .Mittelstellung 
(Fig. 48) urn die innere Uberdeckungi 
versehobe:iJ. werden (Fig. 49). Bei 
weiterer Versehiebung uin den Betrag a 

Fig. 48. 

Fig. 49. 

Fig. 50. 

ist die erforderliche E;analweite vollig Fig. 51. 
freigegeben, oft lft,uft del' Schieber aber 
noch um einen Uberschleif m dariiber hinaus (Fig. 50). Del' Gesamtausschlag nach 
einer Seite ist also gemaB dem Schieberdiagramm del' Fig. 47 23) r = i + a + m. 

23) M iiller, Reulea ux; Seemann, Die Miiller scheriSchieberdiagramme, 1881. 
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Die Waite 0,0 der Auspuffoffnung im Schieberspiegel ist dadurch bestimmt, daB 
in der auBersten Lage des Schiebers (Fig. 50) noeh die Offnung a frei sein muB. 
Dem Vergleich mit Fig. 48 entnimmt man so die Beziehung: a + r + i = 0,0 + 8. 

Beim DampfeinlaB ware der Sehieberweg· um die auBere Vberdeckung 6 
(Figg.48 und 51) sehr lang im Verhii.ltnis zur Kanalweite a (Fig. 47), wenn mit 
einfacher Eroffnung gearbeitet wiirde wie etwa beiro Auspuff. Es wird deshalb 

die Eroffnung durch Anordnung des Trieksehen Oberstromkanales von der Weite ; 

in der auBeren Uberdeekung 6 verdoppelt, so daB im Schieberdiagramm (Fig. 47) 
als Kanaleroffnungskurve die iiber .A.E erriehtete Ellipse entsteht, deren Ordi­
naten doppelt so groB sind ala die Abstii.nde des Kre!sbogens .iE von seiner Sehne. 
Es gilt also hierliir r = 6 + ia + n, worm der Oberschleif n immer ziemlich 
klein genommen wird. Die entsprechende Sehieberstellung zeigt die Fig. 50. 

1st etwa gegeben der Kolbendurchmesser D = 60 cm, der Kolbenhub 8 = 66em, 
die Umlaufzahl in der Minute n = 105, so gilt entsprechend Beispiel 13 fur den 
Sehieberkanal von der Weite a und der Lange b "" 0,75' D = 45 cm bei der 
groBten Dampfgeschwindigkeit c 

_~ .'D2 .. :il:" 8" n = a" b .. c .. 
4 < 60 

worm die Verkleinerung der Kolbenflii.che durch die Kolbenstange und die Ver· 
groBerung dar Kolbengeschwindigkeit dureh die endliche Lange der Schubstange 
sich fast genau ausgleichen. Wird hier bei gesattigtem Dampf mit Riieksicht auf 
die groBen Abmessungen des Zylinders c = 50 m/sk angesetzt (Beispiel 13). so 
erhalt man die Kanalweite 

,,2 • D2 . 8 • n 0,055 0,055 . 60 • 66 • 105 
a = 4.60.0,75' D. c = -c-· D· 8· n = 5000 = 4,8 em. 

20'1 

I I 
III 
I II 
011 

Fig. 52. 

Der Fig. 47 wird entnommen a = 24 mm. 
Damit ergibt sich der MaBstab des Schieber-

di · 4,8 02 E' agramms zu 1 mm = U = , em. s 1St 
somit 

a = 24 mm = 4,8 em 
e = 27,5" = 5,5 " 
i = 10,5" = 2,1 " 
r = 40 " = 8,0 " 

Weun der Schieberspiegel nicht parallel 
zur Mittelachse des Dampfzylinders liegt, 
sondern um einen Winkel y dazu geneigt, so 
ist beim Aufkeilen der aus der Zeichnung 
entnommene Voreilwinkel des Exzenters in 
{j ± y, je nach der Richtung von y , zu andern. 

Der so erhaltene Schieber liefert jedoeh 
eine ziemlich ungleichmiWige Dampfverteilung, 
wie die Fig. 52 lehrt. Statt des mit 0 bezeich­
neten Dampfdiagramms entsteht beim Schub-

stangenverhii.ltnis ; = ~ auf der Deckelseite 

des Kolbens das wesentlich groBere mit 1 be­
zeichnete und auf der Kurbelseite das kleinere 2. 
Der Fehler wird gewohnlich dadureh ausge-
glichen, daB man den ganzen Schieber um 

einen bestimmten Betrag f = 1,5 mm in der Zeiehnung, f = 0,3 em in der 
Ausfiihrung naeh der Deekelseite hin verschiebt. Dadurch wird dort die auBere 
Oberdeekung auf 6 + f vergroBert und die innere auf i - f verkleinert. Um­
gekehrt wird auf der Kurbelseite die auBere Oberdeckung auf e - 1 herabgesetzt 
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und die innere auf i + t erhOht. Man erhalt so beiderseits die gleiche Fiillung 
und anni1hernd gleiche Zusammendriickung und Vorausstromung. Jedoch fant 
die Voreinstromung jetzt recht verschieden aus, so daB auf der Deckelseite die 
Voreroffnung des Kanals ziemlich klein ist, weshalb man oft f etwas kleiner 
nimmt als angegeben. 

Bei dem schiefen Schubkurbelgetriebe isf'--die Achse des 
Schiebers bzw. Kolbens um einen Betrag a aus der Mitte des Kurbel­
kreises verschoben (Fig. 53). 

FUr den Kolbenweg gilt beim Hingang (auf der Deckelseite) gemiiB 
Fig.53a 

x = + y(l + r)2 - a2 - (1. cosfJ + r· cosx) 

und beim Ruckgang (auf der Kurbelseite) gemaB Fig. 53b 

x = - y(l + r)2 ~ a2 + (1. cosfJ - r· cos x). 

s 

s 

Um den Winkel fJ zu beseitigen, entnimmt man den Fig. 53 

Z· sinfJ = a =+= r· sinx. 

Hieraus folgt mit cosfJ = fl- sin2 fJ nach Auflosung der Wurzel in 
eine Reihe, von der nur die ersten beiden Glieder genommen werden, 
weil die folgenden schon vcrschwindend klein sind (Formel 20 in Bd. I) 

1 (a r )2 cos(J = 1-- '2. T±Y· sin x . 

Setzt man ebenso 

1'(1 + r)2 - a)i = 1· -ViI + 2.!:. + r2 _ a2 
- - 1 12 12 

= 1 .lI + !... (+ ~!" + ~ - a2
) _ !.. . (+ 2r + ~ - ~)21 

2 - 1 l2 12 8 - 1 12 12 ' 
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so ergibt sich leicht 

(1 a. 1 r . 2 ) 
X = r . - MSlX - T . sm lX + 2- . T . sm lX , (34) 

worin das obere Vorzeichen des Storungsgliedes ffir die Deckelseite, 
das untere fur die KUTbelseite gilt. 

Zeichnerisch erhalt man den zu cinem bestimmten Kurbelwinkel lX 

gehorigen Kolbenweg x = BBl bzw, BB2 oder beim Ruekgang x = B'B2 

bzw. B' Bl nach den Anga ben der Fig, 54, 
indem man um den Brixschen Punkt 

B E' 

einen Kreis mit dem Halbmesser ~ . r 

legt und daran die Tangenten vii'! zu 
den Punkten A auf dem KUTbelkreis 
zieht, die auf die Achse naeh Bl bzw. B2 
heruntergclotet werden. 

Liegt der Abstand a auf . der Seite 
des Ruckganges der Kurbel, so kehrt 

~ ~ sich in der Formel (34) sein Vorzeichen 
um, und in der Zeichnung faUt der 
PolO' auf die andere Seite der senk-

Fig. 54. rechten :Mittelachse. Der Hub des 
Kolbens betragt gemiiB der Fig. 53 

8 = + 1/(T-+-r-C-C)2c-_-a-c-2 - V(l - r)2 - a2 . (35) 

Die Auflosung der WUTzeln ergibt bei den iiblichen Abmessungen dieser 
GetriebfOl mit vollkommener Genauigkeit 

8 = (1 + r) .[1 - ! . (1 ~ rn - (1 - r) . [1 - ! . (1 a rYl 

oder nach Ausrechnung der Klammermultiplikationen 

8=2r-~'~+~'~-=2r'(1+ ~ .~-). (35a) 
2 1 + r 2 1 - l' 2 12 - r2 

~' :=f==~=+:f" I 1 I r la \ 
~2~ I I 

~ J'l I \ I 
\ I 

Fig. 55." / 
.... / 

...... - _/ 

Der Hub 8 ist demnach 
groBer als der Knrbelkreis­
dUTchmesser 2 r . 

Man entnimmt ferner 
der Fig. 55 sofort 

2r 
8=-- . 

cosy 
(36) 

Der Antrieb durch eine schiefe Schubkurbel vom Halbmesser r erfolgt 

wie dUTch eine gerade vom Halbmesser _r_, wenn y den Neigungs­
cosy 

winkel des Antriebes bei Mittelstellung des Schiebers angibt (vgl. Bd. II, 
Beispiel 8). 
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Fttr die Winkel der beiden 
Totlagen IXI = (31 bzw. ~2 = (32 

entnimmt man der Fig. 53 
. a a 

smlX1 = z+r=Z.(I+ ;)' 

(37) 
. a a 

sm 1X2 = Z _ r = ( r) 
l· 1- T 

Durch eine der auf S. 34 
genau entsprechpnde Rech­
nung folgt ferner die Kolben­
geschwindigkeit 

( . a 
c = v· sm IX - -,,- • cos IX 

1 r . ) + -. -. sm21X 
- 2 l ' 

(38) 

die Kolbenbeschleunigung 

v2 ( a p = -. COSIX + -. sinlX 
r l 

± ~ . cos 2 IX) • (39) 

Bei$piel 38. Fiir einen Kraft­
wagenmotor vQm Kurbelhalbmes­
ser r = 0,10 m, der mit n = 900 
Umdrehungen in der Minute lauft, 
ist der Verlauf der Kolbenbe­
scbleunigung anzugeben ffir das 

Sehu bstangenverhaltnis ~l = -41 
1 ,5 

tmd 3,8 bei dem geraclen Schub-

kurbeIgetriebe und fiir das Schuh· 

stangenverhaltnis T = 3\ bei clem 

sehiefen mit cler Schrankung 

. a_ = 0,4 bzw. 0,6. 
r 

Die Winkplgesehwincligkeit der 
Kurbel betragt 

Jl • 900 
()J = -30- = 94,25 1jsk, 

also 
v2 
- = r . ()J2 = 888 m/sk2• 
r 
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Ferner ist 
a a r 1 
T = -;:- . 'z = 3,8. 0,4 = 0,1053 

1 
bzw. 3,8' 0,6 = 0,1579 . 

Damit ergibt Rich die Zusammenstellung auf S. 45: 

Beispiel 39. Statt von einer gegebenen Beschleunigungs- oder Geschwindig­
keitskurve auszugehen (Beispiel 25 und 35), setzt man den Steuernocken von 
Gasmaschinen oft aus zwei Geraden und einem dazwischenliegenden Kreisbogim 

Fig. 56. Fig. 58. 

zusammen. Hierfur ist die Beschleunigung des Punktes B der Steuerstange an­
zugeben, wenn die Welle 0 mit der gleichbleibenden Winkelgeschwindigkeit UJ 

umlauft und eine Schrankung um den Betrag a besteht (Fig. 56). 
Mit den Bezeichnungen der Fig. 56 ergibt sich, solange das gerade Stuck 

der Nockenform wirkt, 

Y = OA . cosf:J - Be = 6A. cosfJ - AO . tgfJ 

oder mit OA = r, Io = a - r . sinl] 

y = r' cosfJ - (a - r' sinfJ) . tg/3 = r . (_1_ - !!- . tgfJ) . (40) 
, cosfJ r 

Die Geschwindigkeit der Steuerstange folgt hieraus mit dt = !!.~ zu 
co 

c=-r·())·(c:~~-~ 'cd2f:J)=- :~'s~jJ·(SinfJ- ~), (41) 

und entsprechend erhalt man die Beschleunigung 

de de 2 [- 2 . fJ ('. fJ a )' 1 fJ 1 p = - = - OJ • -- = r . co . ' -. (- SIn ). SIn - -~ + --, . cos 
dt dfJ cos2 fJ . r cos2 fJ 

oder 
(42) 
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Den Verla.uf des Ausdruckes 2. fJ - ~fJ stellt die Kurve a der Fig. 57 
cos· cos 

in Abhii.ngigkeit von fJ dar, den Verlauf des letzten Klammergliedes die Kurven b 

fUr verschiedene Werle von ~11). Die Kurven lassen deutIich den Vorteil einer . r . 
gro.6eren SchriLnkung des Triebes erkennen, die die Beschleunigung verringert. 

Lauft die Steuerstange auf dem kreisformigen Teil des Nockens (Fig. 58), 
so ergibt sich 

'!I = z· cos fJ + yr~ - (a - z· sinfJ)B. (43) 

o I 

----.: 
t----. I 
~ I 

I 7 

'" I 
'\ I 

• 6 

~ I 
~ I 
/\ 

} 
/ / 

/ / 
(0 

V / 
~~6 fo .;6.2 

2 12 

V V / 
Vh V V 
~ ---+-

o 10 40 50 

Fig. 57. 

Hieraus folgt die Geschwindigkeit der Steuerstange wie oben 

- 2 . (~ - SinfJ) . ( - cos fJ) -
c=-l.w' -sinfJ+ Z (44} 

Vu::-r - (~ -~i~fJr 
und die Beschleunigung 

p = l. ro2 • - cosfJ + 
2. (7- -sinfJ) 

l( rl)B (a . )2]! T - T- smfJ 

. (_ ~infJ. _ cosfJ 
cosfJ a . fJ 

T- sm 

- 2 . (1- - sinfJ) . (- COSfJ>')] 

- 2· r (!\f - (_a_ - sinfJ)2]f 
. l. . l 
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oder 

p = - 2 ·l·w2 • 

(45) 

cosf3 . (-T - Sinf3) 

+ l U~t-r -( ~ -sinf3 r p 
Der groBte Wert ist fiir f3 = 0 

a 

Pmax = - 2 . Z • ",2 • 
5 T 

V(-}r-(~r + [(!:f-(TfF_' 
(45a) 

Wenn auch die Formeln leicht niederzuschreiben sind, so ist eine Ubersicht 
tiber die Ergebnisse nur durch die zeichnerische Veranschaulichung zu erreichen. 
Bemerkt set noch, daB die untersuchte Kurve der in den Figg. 21 und 45 ge­
strichelten .Aquidistanten zur ~ eigentlichen Nockenform entspricht. 

6. Die Zusammensetzung von Bewegungen. 
Bewegt sich ein Korper fortschreitend auf einer bestimmten 

Bahn und erflihrt diese Bahn ihrerseits wieder eine Bewegung, so 
ergbt sich die wahre (absolute) Bewegung des Korpers durch Zu-

B ~ 
o 

A' 

Fig. 59. 

sammensetzen dPr beiden Einzel­
(relativen) Bewegungen. 1m Grunde 
genommen sind aIle Bewegungen, 
die wir verfolgen konnen, Relativ­
bewegungen24). Jedoch faBt man bei 
allen Aufgaben der teehnischen Praxis 
die Erde vnd mit ihr festverbundene 
Teile stets als ruhend auf. 

1m Fall der Fig. 59 ist die eine 
// A Relativbewegung diejenige des Punk­

tes Ao nach Bo und die zweite die 
der Bahn AoBo nach AB. DUff·h 
Verfolgen beider Bewegungen erhiilt 
man zu bestimmten Zeiten 0, tl , t2 , 

t die absoluten Lagen An, C' , C", B des Korpers und kann so bei 
hinreichf'lld dichter Folge der festgelcgten Punkte die gezeichnete ab­
solute Bahn des Korpers' darBtellen. 

Es bewege sich ein Punkt auf der Geraden AB mit der gleiehfOrmigen 
Geschwindigkeit VI und die Gerade AB parallel zu sich selbst derart, 
daB der Punkt A don geraden Weg AC mit der gleichformigen Go­
schwindigkeit v2 zurucklegt und entsprechend dcr Punkt B den geradcn 

2') Euler, Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum, 1765. 
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Weg BD mit derselben Geschwindigkeit (Fig. 60). Nach einer bestimmten 
Zeit tl ist dann der Ptmkt auf dem Wege AB nach Bl gekommen und 
die Gerade AB nach 0IDI ; die absolute Lage des Punktes ist also E I. 
Nach einer anderen Zeit t2 ergibt sich ebenso die absolute Lage E2 des 
Punktes. Es gelten nun die 
Zusammenhange ]) 

ABI VI' tl tl 
.~=-- =-_., 
AB2 VI' t2 t2 

AOl V2 ·tl tl 

AC:=~~=t;' 
also auch 

ABI ACI BIEI 
-AB2 = AC2 = B 2E;.-' Fig. 60. 

da die AO und BE gegenuberliegende Seiten in je einem Parailelo­
gramm sind. Hieraus foIgt nun, daB die Dreiecke ABIEI und AB~2 
einander ahnlich sind. Weil aber ABl und AB2 auf derselben Geraden 
liegen, so mussen es auch die zweiten, den gleichen Winkel einschlieBen­
den Seiten AEI und AE2 • Ferner gilt hiernach der Zusammenhang 

Sind beide Relativbewegungen geradlinig und gieichf6rmig, so ist es 
auch die absolute Bewegung. 

Die geraden Relativwege AB und AC setzen sich demnach zu dem 
geraden absoluten Weg AE zusammen. Werden diese Wege durch die 
zu ihrer Zurucklegung gebrauchte gleiche Zeit t dividiert, so erhalt 
man die entsprechenden Geschwindigkeiten. Nach dem Kosinussatz 
ergibt sich also die absolute Geschwindigkeit aus 

v2=vi+v~+2'VI·V2·COS(x. (46a) 

Fur (X = 90 0 geht diese Formel ilber in· 

v2 = vi + v~, (46b) 

und flir 0; = 0 wird 

±v = +V1 ±V2 • (46 c) Fig. 61. 

. Je nach der Richtung der Bewegung addieren bzw. subtrahieren sich 
die in derselben Geraden wirkenden Relativgeschwindigkeiten alge­
braisch. 1m Gegensatz hierzu bezeichnet man die Zusammensetzung 
nach dem Geschwindigkeitsdreieck gemaB den Formeln (46a) und (46b) 
als geometrische Addition (Fig. 61). Es gelten dafur sinngemaB aile in 

s t e p han, Technische TYIechanik. III. 4 
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Ed. I fUr die Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften gemachten 
Angaben. 

Die vorstehenden Darlegungen sind nieht ganz genau. FUr die Formel (460) 
ist eigentlieh zu setzen25) 

± v = ± v{ ± V2 __ , 

1 + (± VI) • (± V2) 

c2 

worin c die unveranderliehe Liehtgesehwindigkeit im leeren Raum ist. Man be­
merkt sofort, daB diese Verbesserung selbst fiir die groBten bei 'teehnisehen An­
wendungen vorkommenden Geschwindigkeiten versehwindet. 

Beispiel 40. Die Lange' eines voriiberfahrenden Baumstammes ist dureh 
Absehreiten zu ermitteln. Die Lange eines Schrittes betragt im Durchsehnitt 
0,80 m. 

Fahrt der betreffende Wagen mit der Gesehwindigkeit VI m/sk und ist die 
Geschwindigkeit des Absehreitenden V 2 m/sk, so ist, wenn der Absehreitende den 
Stamm von hinten iiberholt, die Relativgeschwindigkeit beider in derselben Rich­
tung verlaufender Bewegungen v2 - VI' also die Stammlange 8 = (V2 - VI)' tl' 
worin tl die zum Abschreiten erforderliehe Zeit angibt. 

Beim Abschreiten in entgegengesetzter Richtung ist die Relativgeschwinrlig­
keit V 2 + 'l.!I' ,die Lange also 8 = (v2 + VI) • t2, worin t2 die jetzt el'forderliehe 
Zeit darstellt. ' 

Dureh Gleiehsetzen der beiden Ausdriicke fiir 8 erhalt man 
VI cil - t2 

V2 tl + t2 

Wird das sieh hieraus ergebende VI in die zweite Gleichung fiir 8 eingesetzt, so folgt 
2·t1 ·t2 

8=V2'~IT' 

Statt die Zeiten mit der Uhr zu messen, kann man sie dureh Zahlen del' bei 
gleichbleibender Gesehwindigkeit V2 zuriickgelegten Sehritte von bekannter Lange 
angeben. 1st z. B. beim Uberholen die Anzahl der Schritte 92 gewesen und 
beim Zuriickschreiten 19, so betragt die Lange des Stammee 

2·92·19 
8 = 0,80· -92 + fg = 25,4 m. 

Beispiel 41. Ein Ruderboot, dessen Fahrlgeschwindigkeit VI = 1,2 m/sk be­
tragt, wird senkrecht zur Stromungsrichtung iiber einen FluB von 8 = 240 m 
Breite gesteuert, dessenWasser an derOberflache die Gesehwindigkeit V 2 = 1,Om/sk 
hat. Anzugeben ist, wie weit das Boot abgetrieben wird. 

a a Man entnimmt der Fig. 62 

I 
I 
I 

sl 
I 
I 
I Zi2 

l<'ig. 62. Fig. 63. 

25) Einstein, Ann. d. Physik 1905. 

I 
I 
I 
Is 
I 
I 
I 

~I 

v, (X 

sofort 

also 

a = 8 • ~ = 240 . ~O = 200 m. 
VI 1,2 

Der Fahrtdauer betragt 

8 240 
t = - = - = 200 sk. 

vI 1,2 
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SolI das Boot den FluB rechtwinklig iiberqueren, so muB es unter dem Winkel IX 

g.egen 8 stromamwarts gesteuert werden (Fig. 63). Del' Neigungswinkel ermittelt 
slCh aus 

SinlX = ~ = 1,0 = 0,833 , 
v1 1,2 

dem IX ~ 56 0 30' entspricht. Es muB also ein Punkt im Abstande 

a = 8 • tg IX = 240 . 1,511 = 363 m 

fluBaufwarts angesteuert werden. Die Fahrtdauer betragt dabei 

t = 8: COSIX = ~_ = 376 sk. 
V1 0,552' 1,2 

Beispiel42. Ein Eisenbahnzug fahrt mit del' Geschwindigkeit V1 = 25 m/sk, 
ein zweiter entgegengesetzt fahrender Zug habe die Geschwindigkeit V2 = 20 m/sk. 
Del' Schall des Pfiffes del' ersten Lokomotive pflanzt sich in mittelfeuchter Luft 
von +10 bis +24 0 C mit del' Geschwindigkeit v = 331 mjsk fort26) und seine 
Schwingungszahl sei etwa z = 900 in del' Sekunde. 

Ein Beobachtel' im zweiten Zug nahert sich del' pfeifenden Lokomotive in 
del' Sekunde urn V1 + V 2 = 45 m, so daB sich die'wahrgenommenen Schallschwin-

gungen im Verhaltnis ~!;;.45 = 0,864 verkiirzen. Die Schwingungszahl scheint 

demnach 09~~4 = 1042 zu sein. 

Entspre~hend verlangern sich nac"h dem Uberholcn die wahrgenommenen 

Schallschwingungen im Verhaltnis 33!;;.45 = 1,135 und die Schwingungszahl 

scheint 1~~~5 = 793 zu sein27 ). 

Sind beide Relatiybewegungen geradlinig und nach demselben Gesetz: 
gleichformig odeI' sonstwie beschleunigt, so kann in Fig. 60 ABI = dVl 

und ACl = llv2 . gesetzt werden. Wird jetzt durch die zugehorige 
Zeit dt dividiert, so ergibt sich durch dieselbe Uberlegung wie auf 
S.49, daB die absolute Bewegung wieder geradlinig und nach dem­
selben Gesetz wie die beiden Relativbewegungen beschleunigt ist. 

Die Satze vom Kraftedreieck und ihrc Folgerungen (Bd. I) gelten 
also fUr geradlinige Bewegungen, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen 
oderVerzogerungen. Natiirlich konnen nul' gleichartige Elemente, also 
Krafte odeI' Wege odeI' Geschwindigkciten odeI' Beschleunigungen bzw. 
Verzogerungen so vereinigt odeI' zerlegt werden, keinesfalls abel' Be­
wegungen und Krafte odeI' Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. 

Beispiel 43. Auf denselben Korper wirken zwei reine Schwingungen 
senkl'echt zueinander ein von gleicher Periode und gleicher Phase, d. i. iiberein­
stimmendel' Schwingung, die jedoch verschiedene Hochstanschlagc r1 und r 2 be­
sitzen. Anzugeben ist die entstehende absolute Bewegung. 

Man kann fiir jeden Winkel IX die beiden AusschHi,ge x = r1 • sin IX und 
y = r 2 • sin IX gemaB Fig. 64 zu einem einzigen vereinigen von del' GroBe 

yx2 + y2 = sinlX . yr; + r~ , 
26) Low, nach Landolt-Bornstein, Physikalisch.Chemische Tabellen. 
27) Fiir Lichtstrahlcnberechnet von Doppler 1842, an Schallwellen nach­

gewiesen von Buys - Ballot 1845. 

4* 
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del' gegen die eine y-Schwingungsachse geneigt ist um den Winkel p. Es ist 

tgp=~ =~. 
Y r 2 

Raben die beiden auf denselben Korper rechtwinkIig zueinander einwirkenden 
Schwingungen zwar die gleiche Periode und den gleichen Rochstausschlag r, sind 

sie abel' in del' Phase um 90° = ~ gegeneinander verschoben (Fig.65), so gilt 

fUr die.Bewegung bzw. Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung in del' einen Rich. 

Fig. 64. Fig. 65. Fig. 66. 

tung x = r • sin a, und fiir die Bewegung bzw. Geschwindigkeit bzw. Beschleu­
nigung in del' zweiten dazu senkrechten ist del' zu gleicher Zeit stattfindende 

Ausschlag y = r' sin (i· +a) = r' cosa. 

Werden beide Gleichungen quadriert und dann addiert, so folgt 

X2 + y2 = 1,2. (sin2 a + cos2 ",) = r2 . 

Das ist die Mittelpunktsgleichung eines Kreises, wie die Fig. 66 sogleich erkennen 
laBt. Beide Schwingungsbewegungen setzen sich zusammen zu einer Kreisbewegung 
mit dem Ralbmesser r. 

Man kommt zu demselben Ergebnis, weIll]. man fiir die beliebig aus del' 
Fig. 65 herausgegriffenen Stellen 0, 1, 2, 3, 4, . , . nach del' Fig. 67 die 
beiden Einzelbewegungen rechtwinklig zusammensetzt. 

o 1 

k?X r x 

Y ZS' yr--;;? 
~.J 

2 J 

Fig. 67. 

r 

I " 
~ 

T 

Sind die Ausschlage r1 und r2 vel'­
schieden, so erhalt man durch die 
entsprechende Rechnung 

x2 y2 

rf + -i~- = 1 , 

die Mittelpunktsgleichung einer Ellip­
se (Bd. II, S. 97). 

Ist del' Phasenunterschied del' beiden Schwingungen von gleicher Periode 
ein beliebiger 'P, so entsteht ebenfalls eine elliptische Bewegung. 

:Beispiel 44. Von zwei Schwingungen in derselben Ebene werde der 
Ausschlag der ei.nen gemal3 Formel (27) dargestellt als Xl = r 1 • sin (wI' t + 'PI) 

und del' del' anderen als X 2 = r 2 ' sin(w2' t + 'P2)' Anzugeben ist die zusammen­
gesetzte Schwingung. 

Beide Ausschlage desselben Punktes addieren sich algebraisch, Setzt man 
noch abktirzungsweise 

'P2 - T1 = L1 'r , 
so ergibt sich leicht 

x = Xl + X2 = r1 • [sin (wI • t) . COST1 + cos (WI • t) . sin'P1] 
+ r2 • [sin (OJ 1 • t + L1 OJ • t) • COS'P2 + cos(w1 . t + /1 w • t) • sin'P2J 
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oder 
x = sin (col' t) • ['1'1 • COS'PI + '1'a . cos 'Pa . cos(Ll CO . t) - '1'2 • sin'Pa . sin(Ll CO • t)] 

+ COS(co1 . t)· ['1'1' sin'Pl - '1'2 • COS'Pa . sin (Ll co· t) + '1'a . sin'Pa' cos(Ll co· t)] 
oder 

x = sin(co1 . t) • ['1'1' COS'PI + '1'a . c08(Ll co· t + 'Pa)] 
+ C08(COI • t) • ['1'1' Sin'P1 - '1's • sin(Ll co· t - 'Pa)], 

wofiir abkiirzungsweise geschrieben werde 

x = sin(.col • t) • '1'.' cos'P. + COS(rol . t) • '1'.' sin'P. , 

womit man schlieBlich erhiUt 

x = '1'.' sin(rol . t + 'P.) • (47) 

Die Formel (47) steDt eine Schwingung von derselben Periode wie die erste 
dar, bei der jedoch sowohl der groBte Ausschlag'1'. als auch die Phasenver­
schiebung <1'. von der Zeit t abhangig ist. 

Indem man die beiden Bestimmungsgleichungen fiir '1'. und 'P. quadriert und 
addiert, wird 

'1': = '1'~ + '1'~ + 2 • '1'1 . '1'2 . cos (Ll 'P - Ll ro . t) • (48) 

Der groBte und kleinste Wert des Kosinus ist +1 bzw. -1; '1'. schwankt also 
zwischen den Betra~en '1'1 + '1'2. und '1'1 - '1'a in der Periode. 

p. = ~ = __ 31:_ = 31: PI' Pa (49) 
Llco COs - COl 231: 231: = 2(Pl - Pa)' 

Pa - PI 

worin PI und P a die Perioden der beiden Einzelschwingungen sind. 
Man nennt die beschriebene Schwingung eine Schwebung und bezeichnet p. 

als Schwebungsdauer. Den Verlauf einer solchen Schwebung und ihre Entstehung 
aus zwei einfachen harmonischen Schwingungen zeigt die Fig. 68. 

r----------------~----- T,; ----------------:::.-i:>l 
I 

Eine ahnliche Entwicklung laBt sich-durchfiihren fiir eine beliebige Anzahl n 
von einzelnen Schwingungen in derselben Ebene. Sie wird besonders einfach, 
weun die Schwingungsdauer der einzelnen Schwingungen ganzzahlige Vielfache 
einer bestimmten kleinsten Schwingungsdauer sind. Wird die letztere mit IX 

bezeichnet, so gilt 
." 

X = 1:'1'j . sin(i . IX + 'Pi) • 
1 

Wird jetzt die Sinusfunktion wie oben aufgelost, so ergibt sich28) mit 

Aj = '1'i • Sin'Pi , B, = '1' •• COS'Pi 
X = f(lX) = 1:Aj • cos (i· IX) + 1:Bi • sin(i· IX) • (50) 

Man kaun somit jede beliebige stetige Schwingungskurve der Art, wie sie bei 
technischen Anwendungen nur vorkommen, und die analytisch durch den Aus-

28) Fourier, Theorie de la chaleur, 1822. 
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druck I (IX) dargestellt wird, in die Summe einer Anzahl Einzelschwingungen 
auflosen. 

Zur Bestimmung del' Festwel'te A und B wird die Gleichung (50) mit 
cos(n' IX) • dlX multipliziert und zwischen 0 und 2 n integriert: 

2n 2n 
II(IX)' cos(n . IX) . d!X = };A, '/cos(i . IX) . cos(n'!X)' d!X 
o 0 

2", 
+ IBi . (sin(i . IX) . cos(n . IX) . dlX, 

o 
worin n ebenfalls wic i eine ganze Zahl ist. 

Nun ist das mit Bi multiplizierte Integral bei Benutzung del' FormeTn auf 
S. 35 in Bd. II· 

2.n 
I = It.· [sin(i + n)1X + sin(i - n)lX] . dlX 
2 0 

= C1 • (cos2n - cosO) + C2 • (cos2n - cosO) = O. 

Entsprechend wil'd das mit Ai multiplizierte Integral 

21< 
I = It. . [cos(i - n)1X + cos(i + n)IX]' dlX = 0, 
1 0 

solange i;Z n ist. Nul' fUr den einen Fall i = n ist 

2n 2:1 
I = I cos2 (i . IX) • lllX = [t. . i IX + i . sin(2 . i IX)] = Jr • 

1 0 0 

Damit geht die Ausgangsgleichung iiber in 

2", 

Ai = ~ . II (IX) • cos(n . IX) • do< 

o 

(5Ia) 

Durch eine gleiche Rechnung erhiilt man naeh Multiplikation del' Formel (50) 
mit sin(n· IX) • drx 

2;r 

Bi~= ~. (f(IX)' sin(n . rx) . drx . 
n p 

o 

Damit sind die Faktoren del' Reihe 50 ermittelt. 

(51b) 

SoU z. B. derim oberen Teil del' Fig. 71 in Abhiingigkeit yom Kul'belwinkel 
gegebene Linienzug del' auf eine Einzylinder-Dampfmasehinenwelle Yom Triebwerk 
ausgeiibten Drehmomente durch eine Reihe del' Winkelfunktionen dal'gestellt wer­
den, so zerlegt man die Lange 360 0 durch die mit 1 bis 24 bezeichneten Geraden 
gewohnlieh in 24 gleiche Teile, setzt also IX = 15 0 und mil3t die in den Spalten 2 
del' beiden folgenden Zahlentafeln stehenden Ordinaten in mm auf. Mit dem 
Mal3stab 1 mm = 50 mkg ergeben sich daraus die Zahlenreihen der Spalten 3. 
Man sohreibt dann die Kosinus und Sinus del' zugehorigen Winkel und ihrer Viel­
fachen bis zum fiinften Vielfachen auf; das seohste Vielfache yersehwindet bei 
del" angegebenen Teilung, und die weiteren sind fast immer bedeutungslos. Die 
Zahlen del' folgenden Spalten ergeben sich leicht durch Abziihlen aus denen del' 
Bpalten cos llX bzw. sin 1 IX. Die betreffende Aufstellung kann stets wieder­
yerwendet werden. Dureh Multiplizieren del' Grol3en I (IX) mit den dahinter­
stehenden Werten erhiilt man dann die letztell Spaltell beider Zusammenstel-
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Nr·1 ~~ 1 ~&~~ 1 cos2~ 1 cos3~ I co"4~ 1 co"5x 1 2 3 4 5 

1--:=-3,51-1751+0,,966 +0,,8661+0,,70,71+0,,50,0,1+0,,259 -169 :-151,5!-124 :- 87,51- 45,5 
2 + 4,0, +20,0,1+0,,866 +0,,50,0,1 0, -0,,50,0, -0,,866 +173 \+10,0, 0, 1-10,0, -173 
3 +11,4 +570, +0,,70,7 0, -0,,70,7 -1 -0,,707 +40,3 1 0, 1-40,3 1-570, -40,3 
4 +12,7 +635 +0,,50,0, -0,,50,0,1-1 -0,,50,0, +0,,50,0, +317,5;---':317,5 -635 .-317,5

1

+317,5 
5 + 8,4 +420,,+0,,259 -0,,866 -0,,70,7 +0,,50,0, +0,,966 +10,9 1-364 -297 +210 +40,6 
6 + 6,0, + 30,0, [ 0, -1 1 0, +1 0, 0, !,-3DD 1 0, +300 0, 

7 j+ 3,4 +170,1-0,,259 -0,,866 +0,,70,7 +0,,50,0, -,0,,966 - 44 i-147 1+120, 1+ 85 1'-164 
8 + I,D + 50,1-0,,50,0, -0,,50,0,1+1 -0,,50,0, -0,,50,0, - 25 .- 25 '1+ 50, - 25 - 25 
9 - 2,8 -140, -0,,70,7 0, +0,,70,7 -1 +0,,70,7 + 99 I 0, - 99 +140, - 99 

10, - 8,4 -420, -0,,866 +0,,50,0, 0, -0,,50,0, +0,,866.+363,5.-210, 0, +210, -363,5 
11 -14,1 -70,51-0,,966 +0,,8661-0,,70,7 +0,,50,0, -0,,259 +681-610,5

1

:+498 -352,5 +182,5 
12

1
-11,1 -5551-1 +1 -1 +1 -1 +555. 1-555 +555 -555 +555 

131- 3,0, -150,1_0,,966 +0,,86611-0,,70,7 +0,,50,0, -0,,259 +145 1-130, +10,6 - 75 + 39 
14 + 5,3 +265 -0,,866i+D,5Do, 0, -0,,50,0, +0,,866 -229,5 +132,5] 0, -132,5 +229,5 
15 +12,4 +620, -0,,70,7 0, +0,,70,7-1 +0,,70,7 -438 1 0, '+438 :-620, +438 
16 +10,0, +50,0, -0,,50,0, -0,,50,0,:+1 -0,,50,0, -0,,50,0,1-250, -250, +50,0, 1-250, -250, 
17 + 5,6 +280, -0,,259 -0,,866

1

+0,,70,7 +0,,50,0, -0,,966 - 72,51-242,5 +198 +140, -270,,5 
18 + 2,5 + 125 0, -1 0, + 1 0, 0, -125 0, + 125 0, 

19 + 0,,9 + 45 +0,,259 -0,,866 -0,,70,7 +0,,50,0, +0,,966 + 11,51- 39 - 32 '+ 22,5 + 43,5 
20, - 2,0, -100, +0,,50,0, -0,,50,0, -1 -0,,50,0, +0,,50,0, - 50, + 50, +100, + 50, - 50, 
21 - 6,0, -30,0, +0,,70,7 0, -0,,70,7 -1 -0,,70,7 -212: 0, +212 +30,0,. +212 
22 - 9,3 -465 +0,,866 +0,,50,0, 0, -0,,50,0, -0,,866 -40,3 '-232,5 0, +232,5,+40,3 
231-13,3 -665 +0,,966'1+0,,866 +0,,70,71+0,,50,0,1+0,,2591-642,51-576 1-470,,5 -332,51-172 
24-11,1-555 +1 +1 +1 +1 +1 -555 i-555-555 -555 -555 

Jr·A =1-233 1-45481+161,51-2157,51+258,5 

Nr·i. ~~J~f~JSin 1 aJSin 2 x .1_Si~. Sa LS~4a I~~~ a_I_~ .I 2 I 3 4 5 

~ ~ ::ij~gl:g~g~lig:~~~ :~'7o,711:g:~~~ :g:;~~ ~1~g,5 ~1~~:5 ~I~~ l~i~~'5!~~~f 
3 +11,4 +570, +0,,70,7 +1 +0,,70,7 0, -0,,70,7 +40,3 +570, +40,3 0, -40,3 
4 +12,7 +635 +0,,866 +0,,866 0,-0,,866 -0,,866 +550, +550, 0, -550, -550, 
5 + 8,4 +420, +0,,966 +0,,50,0, -0,,70,7:-0,,866 +0,,259 +40,6 +210, -297 -364 +109 
6 + 6,0, +30,0, +1 0,-1 : 0,+1 +30,0, 0, -30,0, 0, +30,0, 

7 + 3,4 +170, +0,,966 -0,,50,0, -0,,70,71+0,,8661+0,,259 +164 - 85 -120, + 85 + 44 
8 + I,D + 50, +0,,866 -0,,866 0, 1+0,,866 -0,,866 + 43,5 - 43,5 0, + 43,51- 43,5 
9 - 2,8 -140, +0,,70,7 -1 +0,,70,7 0, '-0,,70,7 - 99 +140, - 99 0,+ 99 

10, - 8,4 -420, +0,,50,0, -0,,866 +1 1-0,,866 +0,,50,0, -210 +363,5 -420, +363,5:-210 
11 -14,1 -70,5 +0,,259 -0,,50,0, +0,,70,7

1

-0,,866 +0,,966 -182,5 +352,5 -498 +610,,5-681 
121-11,11-555 0, I 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1 0, 

13 - 3,0,1_ 150, -0,,259'+0,,50,0, -D,70,71+0,,866!-0,,966 + 39 - 75 +106 -130, 1+145 
14 + 5,3 +265 -0,,50,0, +0,,866 -1 1+0,,8661-0,,50,0, -132,5 +229,5 -265 +229,5!-132,5 
15 +12,4 +620, -0,,70,7 +1 -0,,70,71' 0, 1+0,,70,7 -438 +620, -438 0, +438 
16 +10,,0, +50,0, -0,,866 +0,,866 0, ,-0,,866+0,,866 -·433 +433 0, -433 +433 
17 + 5,6 +280, -0,,966 +0,,50,0, +0,,70,71-0,,8661-0,,259 -270,,5

1
+140, +198 -242,5

1
- 72,5 

18 + 2,5 +125 -1 0, +1 1 0, -1 -125 0, +125 0, -125 

19 + 0,,9 + 45 -0,,966 -0,,50,0, +0,,70,71+0,,866 -0,,259 - 43,51- 22,5 + 32 + 39 1- 11,5 
20, - 2,0, -100, -0,,866 -0,,866 0, 1+0,,866 +0,,866 + 86,5 + 86,5 0, - 86,5 - 86,5 
21 - 6,0, -30,0, -0,,70,7 -1 -0,,70,7 0, +0,,70,7 +212 +30,0, +212 0, 1-212 
22 - 9,3 -465 -0,,50,0, -0,,866 1-1 1-0,,866 -0,,50,0,.+232,5,+40,3 +465 +40,3 +232,5 
231-13,3 -665.-0,,259 -0,,50,0,1-0,,70,7 -0,,8661-0,,9661'+172 1+332,51+470,,51+576 1+642,5 
24 -11,1 -555 0, 0, 0, 0, i 0, 0, 0, 1 0, 0, 0, 

;r. B =1+719 \+4590, :-349,5\+535,51-153,5 
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lungen. Ihre Addition liefert gemaB den Formeln (51a) und (51 b) die Werte A; 
und Bi mit J( multipliziert29). 

FUr die schnelle zahlenmaBige Berechnung ist es vorteilliaft, die einzelnen 
Ausdriicke mit gleichem i nicht in der Form der Formel (27 a) zu verwenden, 
sondern in die del' Formel (27) umzurechnen. Man bestimmt also 

/ B· 
r, = IA~ + B;, tg'P, = A; (52) 

gemaB der dritten Zusammenstellung und erhalt so schlieBlich 
f(lX) = 240,5' sin(108° + IX) + 2057 . sin(135° + 21X) 

+ 122,5' sin(295° + 31X) + 707,5' sin(166° + 41X) + 95,5 . sin (329 ° + 50i) . 

1 -233 
2 -4548 
3 + 161,5 
4 -2157,5 
5 + 258,5 

,.,·B .J (n ·A)2 I (:n; ·B)2 

+ 719 1 54289 1 516961 
+4590 [ 206 844 I 210 681 
- 349,5 I 26 082 I 122 151 
+ 535,5:4654 850 I 286 760 
- 153,5 1 66 822 25 563 

:n; • ,,_~ __ ,_. ___ tg~_-'I-
755,8---240,5T~3,085TJ.08 " 

6461,6 '12057 -1,010 i 135 D 

385 ,122,5 -2,161 I 295" 
2223 I 707,5 -0,248! 166 D 

300,5 [ 95,5'~ -0,594 i 320 0 

Fiir die in del' Elektrotechnik gebrauchliche rechnerische Loaung von Schwin­
gungsaufgaben ist die im vorstehenden gegehene Auflosung einer beliebigen 
Schwingungsfunktion in eine Fouriersche Reihe erst die Vorbehandlung. In der­
selben Zeit laBt sich die gestellte Aufgabe auf zeichnerischem Wege vollstandig 
und mit groBerer Genauigkeit losen, da die Rechnung gewohnlich zur Ermoglichung 
der Losung Vereinfachungen vornehmen muB. 

,.-------:7'""""--------.---1 Bei einem zeichnerischen Verfahren 
V faBt man die gegebene Kurve als Be­

Fig. 69. 

Fig. 70. 

lastung eines ausgespannten Seiles von 
der Lange x auf und zerlegt sie in eine 
Anzahl kleiner Abschnitte .J x, wovon 
die Fig. 69 einen mit der mittleren Be­
lastung q", nnd ihrem Schwerpunkt S 
darstellt. Das zugehorige Stilck AB der 
Seillinie, an dem sich die Krafte S, 
S + ,1 S und q", . .J x das Gleichgewicht 
halten, ist darunter gezeichnet. 1m 
Punkt A ist die N eigullg der Tangellte 
in bekannter ~;Veise gegeben durch 

tgtpl = :,jy; im Punkt B erhiilt man 
IJX 

,12y = (LlY)x+Jx - (.Jy)", . 

Das entsprechende Kraftedreieck gibt Fig. 70 
wieder. Aus der Ahnlichkeit del' schraffiertel1 
Dreiecke folgt mit der uberall gleichen wage­
rechten Seitenkraft H 

oder (53) 

29) Arnold, Die Wechselstromtechnik, Bd.I,:1902. 
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Die dem Seileck fiir die Abstande LI x einbeschriebene Kurve gibt 
demnach unmittelbar30) die Losung der Differentialgleichung 

d 2 y 
H· d 2 = q. (53a) ,x 

Beispiel 45. Zu bestimmen ist der Verlauf des Drehwinkels ex in Abhangig­
keit von der Zeit t, wenn die Kurve der Drehmomente die obere der Fig. 71 ist 

I 
1 I 

I 1 i6 17 
I 1 

I I 
1'5 I" I" 
I 1 I 

1 1 

I I 
I ~ 

und das gleichmaBige wider-
stehende Drehmoment 

durch die sie in der Mitte 
. schneidende wagerechte 
Linie BB dargestellt· wird. 
Die wagerechte Achse gibt 
jetzt die fiir einen Umlau 

erforderliche Zeit t = ~ = 0 522 sk an. 
115 ' 

Man zerlegt die Zeitachse an den Stellen, wo vorteil­
haft von der / gleichmaBigen Teilung abgewichen wird, 
durch die VOll ausgezogenen Geraden in 23 beliebige 
Abschnitte derart, daB die einzelnen Belastungsteile 
genugend genau ermittelt werden kannen, legt die lot­
rechten Schwerachsen der ei=elnen Flachenteile nach 
Bd. I, S. 99 fest und tragt die berechneten GraBen der 
Belastungsflachen in einem beliebigen LangenmaBstab 
- 1 mm = 3,15 mm2 - der Deutlichkeit halber auf 
zwei parallelen Lotrechien so auf, daB die tiber der 
J\fittellinie BB gelegenen Flachenteile hier hintereinan­

I 
1 

120 I" 1 I I 

Fig. 71. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

I I 

der nach oben laufen und die darunter liegenden nach unten zurtickkehren. 
Dann wahlt man irgendeinen Polabstand und zieht von einem Punkt A', der 
einer Stelle A im gegebenen Diagramm entspricht, wo die mittlere bekannte 
Winkelgeschwindigkeit illn, bes.teht, den ersten Polstrahl parallel zu der in A" 

gezogenen Neigungslinie ~: = ill,. ftir diese Stelle und legt so den PolO fest. 

Jetzt tragt man die Parallelen zu den ei=elnen, der Deutlichkeit halber nicht 
gezogenen Polstrahlen von der Stelle A" beginnend zwischen den Schwerlinien 
der Flachenteile nacheinander abo Bei hinreichend enger Teilung ergibt sich so 
die Kurve der Drehwinkel ex, deren Abweichungen von einem der Zeit genau 

30) Gti m bel, Z. d. V. d. I. 1919. 
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entsprechenden Verlauf (geneigte Gerade) bei dem gewahlten groBen MaBstab 
ziemlich betrachtlich erscheinen. Die Stellen, wo die Winkelgeschwindigkeit die­
selbe ist wie bei A, sind dUTch parallele Tangenten bezeichnet. 

Beispiel 46. Kleine Fiillungen des Dampfzylinders lassen sich bei Schieber­
steuerungen nUT durch Anwenduhg von zwei Exzentern erreichen, indem man 
entweder eine Kulisse einschaltet (Bd. II, Beispiel 8) oder beiderseits an den 

fiir groBe Fiillung entworfenen 
Grundschieber einen Dampfkanal 
ansetzt und diesen durch einen 
zweiten einstellbaren AbschluB­
schieber friiher schlieBt (Fig. 72). 
Del' Grundschieber werde von 
einem Exzenter mit dem Halb­
messer rl und dem Voreilwinkel ~l 
bewegt, del' AbschluBschieber 
durch ein Exzenter r., ~., deren 

Fig. 72. GraBen zu ermitteln sind, wenn 
das Dampfdiagramm der Fig. 74 
verwirklicht werden solI. 

Die genannten beiden Schieberbewegungen setzen sich zu einer Relativ­
bewegung des AbschluBschiebers gegeniiber dem Grundschieber zusammen, deren 
Ausschlag gleich dem Unterschied del' beiden ersteren ist. Haben beide genau 

r 
odeI' wenigstens annahernd dasselbe Stangenverhaltnis T' so ist die Relativ-

bewegung nach dem Satz S. 51 ebenfalls eine Schubkurbelbewegung, die durch 
ein Exzenter ro ~r hervorgebracht zu denken ist. 

Flir einen beliebigen Drehwinkel iX del' Welle gilt gemaB Formel (31) der 
Schieberausschlag 

Xl = rl • [1 - COS(01 + IX) ± ~ . T' [1 - COS2(~1 + iX)]] 

und entsprechend nach Auflasung von cos (0. + IX) 

x2 = r.~· [1 - costl2 . COSiX + sintl.· siniX 

± {'1' . (1 - COS2~2 • COS"iX + sin2tl.· Sin2iX) 1 ' 
also die dem Drehwinkel iX entsprechende Relativverschiebung beider Schieber 
gegeneinander 

( 1 r 
x = Xl - X. ='(r1 - r2)' 1 ± 4"' "Z) 

- COSlX . (rl . COStl1 - r • . costi2) + siniX' (r1 . sintl1 - r • . sino.) 

± { .. ~ .. [- COS2iX' (TI • cos201 - r.· cos 2tl.) + sin2iX' h ·sin201 -T2 ' sin2~,)]. 

Setzt man hierin 
T1 • costi1 - T2 • COS~2 = r,' cos <5, , 
TI ' sin<51 - r2 • Sintl2 = r, . sin~, , 

so el'gibt sich eine neueSchubkurbelbewegung. Werden die beiden letzten Glei­
chungen quadriert und dann addiert, so folgt mit sin21l + cos2 1l = 1 

r;= Tf + T; - 2 . r1 . r2 ' cos(<51 - 02); 

durch Division del' beiden Gleichungen erhalt man 
r1 . sinal - T2 • sinoz tgil, = -.. "- .------- . 
Tl • cos 01 - r 2 • coso, 
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Ein Vergleich diesel' Formeln mit del' Fig. 73 lehrt, daB T, nach GroBe und Lage 
also dritte Seite AB des Exzenterdreieckes OAB bestimmt ist. 

Man entwirft nun zuerst das Schieberdiagramm fur den Gl'undschiebel', indem 
man von den festgelegten Punkten C, F, A ausgeht (Fig. 74). Man el'halt so als 
groBte Fiillung die l'echts von Emax el'scheinende, die 
man haufig bei gewohnlichen Betriebsmaschinen gar B 
nicht ausnutzt; oft geht man bei deral'tigen Ein­
zylindel'maschinen nicht iiber 50 v.H. Fiillung. Die 
Zeichnung liefel't so die MaLle a, e, i, r 1 , '\ fiir den 
Grundschiebel'. 

Jetzt wird der gestrichelte Kreis des Relative­
exzentel's T, beliebig, jedoch wenig oder gar nicht von r 1 

vel'schieden, angenommen, der Punkt En del' nol'malen 
Betriebsfiillung des Dampfdiagramms auf den dem 
Kurbelhalbmesser entsprechenden Grundkreis vom 
Halbmesser r 1 heruntel'gelotet und durch Ziehen des 
zugehorigen Kurbelhalbmessel's auf den Relativkreis 
iibertragen. Am giinstigsten verliiuft nun die Relativ­

Fig. 73. 

bewegung, wenn die Steuerkantc del' AbschluLlplatte den Kanal a1 mit del' gl'oBt­
moglichen Geschwindigkeit iiberschleift, wenn also das Relativexzenter in der 
Kanalmitte seine Mittelstellung hat. 
Diese Lage wU'd el'halten, wenn man mit 
:\- a1 aus En einen Kreisbogen schIagt 
und daran vom Mittelpunkt 0 die 
Tangente zieht. Liegt En bei 28 v.H. 
des Hubes odeI' mehr, so ist nach 
den Angaben S. 36 a1 C'V a zu machen, 
bei del' Fiillung 15 v.R. geniigt fiir 
die gleiche Dampfgeschwindigkeit 
a1 = 0,9' a. 

SoIl die Steuerung gestatten, daB 
gegebenenfalls die Fiillung bereits in 
del' Totlage des Kolbens aufhort, so 
ist die groBte Deckung des Kanals a1 
durch die AbschluBplatte (Fig. 72) 
die in Fig. 74 als dmax eingezeichnete. 
Bei del' groBten zugelassenen Fiillung 
iet die AbschluBplatte um den Betrag 
<lmin hinter die Steuel'kante zuriick-
7.uziehen. Del' ganze Verstellhub del' 
Deckplatte ist also dmax + dmin. Ihre 
Lange c ist so groB zu machen, daB 
bei del' groBten Verschiebung dmax 
nach auBen der Kanal a1 nicht wieder 
von riickwarts geoffnet wird: 

c> dmax + a1 + T,. 
Um nicht zu groLle Abmessungen 

del' Platten zu erhalten, wird die 
kleinste Fiillung oft zu 5 v.H. des 
Kolbenweges gewahlt, wo das an-
gangig ist. Die Verhli1tnisse werden 

/ 
/ 

Fig; 74. 

ungiinstiger, d max noch groBer und dmin nul' wenig kleiner, wenn man etwa die 
groBtmogliche Relativgeschwindigkeit auf den Augenblick des Abschlusses legt32). 

Die GroBe und den Voreilwinkel des AbschluBexzenters erhalt man aus Fig. 74 
durch Zeichnen del' Diagonale des aus r 1 und T2gebildeten Parallelogl'amms gemaB 

32) Vorgeschlagen von Hollenberg, Z. d. V. d. 1. 1880; Pickersgill, 
Z. d. V. d. I. 1905. 
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del' Vorschrift del' Fig. 73. Durch geeignete Wahl del' GroBe des Relativkreises 
laBt sich stets del' bequeme Wert 02 = 90° erreichen. 

Um den EinfluB des gewohnlich nicht beachteten Storungsgliedes del' Kolben­
bewegung auszugleichen, sind auch die Deckplatten in demselben Sinn wie del' 
Grundschieber etwas aus del' Mittellage zu verschieben. 

Beispiel 47. Zu bestimmen ist die DampfverteiIung, die die Heusinger­
steuerung einer Giiterzuglokomotive nach Fig. 75 liefert, wenn die Eintritts­
dampfspannung 14 at und die Auspuffspannung 1,2 at betragt. Gegeben simI 
die Abmessungen 

ro = 315 mm, 
l=2850 ", 

b1 = 1890 ", 
c = 395 " , 
u = ± 214 

b. 

r = 150 mm, 
l, = 1938 
b2 = 570 
m= 725 

± 134 

l 

Fig. 75. 

b = _90°, 
l; = 1400 mID, 

d=500", 
n = 108 " , 

± 800 mm. 

Die Exzenterkurbel r treibt das unt-ere Kulissenende so an, daB es sich auf 
einem Kreisbogen um den Befestigungszap~en bewegt, und del' Endpl1nkt A 
des YOI' del' Schieberstange eingeschalteten Ubersetzungshebels macht sornit fJl'i 

yorlaufig fest gedachter Drehachse B den groBten Al1sschlag r . U • InfoJgedessen 
ist del' zugehorige groBte Schieberausschlag C 

1t m 15 72,5 
rz = r· c . m + 7(,' = u· 39~5 . 83,3 

= 7,07 4,43 2,64 0 em. 

Da die Hebeliibersetzung der Kulisse die Bewegung beim Vol'wartsgang Ulll­

kehrt, so ist del' VoreiIwinkel 82 = +90°; beim Riickwartsgang bleibt die Be­
wegungsrichtung dieselbe .. also (~2 = -90°, wie erforderlich. 

Das zweite Exzenter biIdet die Hauptkurbel. Bei jetzt 
fest gedachtel' Drehachse A el'gibt sich del' entspl'echende, 
vom Kreuzkopf K hergeleitete groBte Schieberausschlag 

2 unveranderlich zu 

tF~ ~ 
If 

Fig. 76. 

r'" Del' zugehorige Voreilwinkel ist 01 = 0, da die Bewegung 
mit del' des Kolbens iibereinstimmt. 

Die Zusammensetzung beider Exzenter ist in Fig. 76 
dargestellt. Man entnimmt ihr 

r = 8,17 6,03 4,87 
(j "- 30° 43° 57° 

In Fig. 77 sind diese Exzenterkreise in 1/4 del' natiirlichen GroBe und ihre 
VoreiIwinkel eingetragen. Del' AuBenkreis steUt den Kurbelkreis dar. Es ist fiir 
den praktischen Betrieb Yorteilhaft, in del' Mittelstellung des Kulissensteilles 
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nicht e = r zu wahlen, dem clie Fill­
lung 0 des Zylinders entsprechen 
wiirde, sonderri man laBt noch eine 
geringe FiilIung zu, clie im vorliegen­
den Fall 6 v.H. betragt. Die weitere 
Abstufung bis zum voIligen Ab­
schluB wird mit dem Handregler be­
wirkt. Die Voreinstromung wird 
dann ebenso groB wie clie kleinste 
Fiillung, was den Vorteil bietet, daB 
die Endspannung der Zusammen­
driickung nicht iiber clie Schieber­
kastenspannung steigen kann. 

Mit dem so bestimmten Wert der 
auBeren Uberdeckung e = 3,6 em 
wird ein Halbkreis geschlagen und 
an fun werden clie Tangenten parallel 
zu den strichpunktierten Schenkeln 
der Voreilwinkel ~ gelegt. Durch 
Ziehen der Halbmesser durch clie 
Schnittpunkte tnit den zugehorigen 
Exzenterkreisen bis zum Kurbel­
kreis ergeben sich clie Voreinstro­
mungen und FiilIungen. Obwohl 
del' Voreinstromungswinkel sich 
stark andert, bleibt clie Voreroffnung 
des Kanals in der Totlage des Kol­
bens bei allenSteinstellungen clieselbe. 

Ebenso werden an den tnit del' 
inneren Uberdeekung i = 1,8 em 
geschlagenen Halbkreis clie parallelen 
Tangentetl gelegt und so die Vor· 
ausstromungen und Zusammen­
driiekungen bestimmt. 

B 
Fig. 78. 

Fig. 77. 

Fig. 79. 

Es ergeben sich damit die vier dariiber stehenden Dampf­
cliagramme, bei clenen cler Deutlichkeit halber clie Abrunclungen 
und Drosselungen nicht gezeichnet sind. Je groBer die FiiIIung 
ist, d~to volliger wircl das Dampfcliagramm infolge dcr Vcl'kleine­
rung der Zusammendriickung. Urn die gIeiche Dampfverteilung 
auf beiden Seiten des Kolbens zu erhalten, ist der Schieber ge­
maB Fig. 52 nach der Kurbelseite aus der Mittellage zu verschieben. 

Beispiel48. Bei der umlaufenden Schubkurbel nach 
Fig. 78 sitzt auf dem veranderlichen Kurbelarm AD = r1 , del' 
mit del' gIeichformigen WinkeIgeschwincligkeit 0)1 gedreht wird, 
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ein Schieber, der von dem zweiten Kurbelarm BO = ra auf einem Kreise gefiihrt 
wird. Die Drehgeschwindigkeit '1)1 der Kurbel ..40 setzt sich mit der Schieber· 
geschwindigkeit Vo zu der Drehgeschwindigkeit '1)2 der Kurbel BO zusammen. 

Es gilt also 

oder 

v _ VI 
11 - cos(o.: - (J) 

also 

r'(J)=~~ 
2 a cos(o.: - (J) , 

r1 . 1 
Ws = WI' r;' cos(~::::7Jj' (54) 

Ferner ist 
a sin(o.: - (J) 
ra sin 0.: 

Die rechnerische Beseitigung von (J liefert, wie oft bei den Kreis£unktionen, 
recht umstandliche FormeIn, und es ist zweckmaBiger, OJ! zeichnerisch zu be­
stimmen: Zieht man durch ..4 die Parallele zu BO bis zum Schnitt D mit der 
Senkrechten zu ..40 im Punkte 0 und DE parallel ..4B, so steIlt die Strecke BE 
die Winkelgeschwindigkeit Wz gemaB Formel (54) dar, wenn WI gleich dem Halb· 
messer BO = ra angenommen wird33). Wird die Aufzeichnung fiir eine Reihe 
von Stellungen des Schiebers 0 durchgefiihrt, so erhalt man den Kurvenzug 002 

der Fig. 78 in Polarkoordinaten aus B. 
Greift nun an 0 eine Sehubstange an, deren zweiter Endpunkt auf der Ver­

langerung del' Achse T 1 T a gerade gefiihrt wird, so ist die Feststellung der Be­
wegung dieses Schubstangenendes auf den Fall des gewohnlichen Schubkurbel­
getriebes zuriickgefiihrt. Wird von dem Endpunkt E der Winkelgeschwindigkeit 0011 

eine Senkrechte auf die Achse TlTa gefaIlt, so ist gemiiB Formel (32) das Lot EG 
ein MaB der Geschwindigkeit des Endpunktes der Schubstange, '" wenn letztere 
sehr lang im VerhaItnis zu ra angenommen wird: 

(55) 

Die endliche Lange der Stange laBt sich leicht mit Hille des Brixschen Kreises 
beriicksichtigen. Die Kurve der Kreuzkopfgeschwindigkeiten (; in Abhangigkeit 
vom jeweiligen Hub wird also erhaIten, indem man daneben nochmals den Kurbel· 

a kreis mit dem Halbmesser r 2 schlagt, dieselben 
Kurbelstellungen wie bei dflr Aufzeichnung von 
002 in Fig. 78 eintragt und jetzt die Hohen (;' auf 
die zugehOrigen Senkrechten iibertragt (Fig. 79). 
Sie werden schlieBlich im Verhaltnis der eben· 
falls eingetragenen v-Kurve des gewohnlichen 
Schubkurbelgetriebes zu r2 vergroBert bzw. ver­
kleinert. 

Nach der Vorschrift der Fig. 24 laBt sich hier­
aus die Beschleunigungskurve p zeichnen. Eine 
Eigentiimlichkeit der umlaufenden Kurbelschleife, 

Fig. 80. die sie mit der Schleppkurbel nach Fig. 80 ge-
meinsam hat, ist der verhaltnismaBig flache Ver­

lauf der Beschleunigungskurve bis zum Kurbelwinkel 85°. Vernachlassigt man 
den EinfluB der endlichen Schubstangenlange33), so ergibt sich eine ebensosebr 
von der gezeichneten abweichende, zum Teil fast wagerechte Beschleunigungs. 
kurve, wie etwa in Fig. 44 die Kurve von der Geraden abweicht. 

33) Marcus, Z. d. V. d. I. 1902; Brandt, D. p. J. 1908. 
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Die Aufzeichnung ist durchgefiihrt' worden fUr ~ Verhiiltnis ~ = 0,35, 
"2 

das die giinstigsten Werte fUr die Verwendung als Schleudergetriebe liefert 33b). 

und fUr das Schubstangenverhii.ltnis i == ~. Nimmt man ats Umdrehungszahl 

in der Minute n = 60, so ist nach Formel (6) 

.:n;·60 
OJ1 = 30 = 6,283 l/sk, 

und die Winkelgeschwindigkeit der Kurbel "2 schwankt zwischen 

und 
OJ~ ;= 6,283 • Q,65 = 4,084 l/sk 

rot = 6,283 • 1,35 = 8,482 l/sk. 

1st ferner' hi der Ausfiihrung "2 = 10 em, so wird der MaBstab der c-Kurve in 
Fig. 79 bestimmt aus 

zu 

"2 • COl = 0,10' 6,283 m/sk = 25 mm. 

1 mm = 0,0251 m/sk. 

Es i1!t also nach der Zeichnung 

Cmax = 0,0251' 30,5,= 0,766 m/l3k. 

Der MaBstab der Bes~hleunigungskurve p wird entsprechend bestimmt aus 
"2 • ro~ = 0,10' 6,2832 m/sk2 = 25 mm zu 

1 mm = 1,578 m/sk2• 

Die groBte. positi'Ve, bei dem Kurbelwinkel. fJ "'" 60° auftretende Beschleunigung 
ist hiernach 

pmax = 21 . 1,578 = 3,314 m/sk2• 

Erfolgen zwar, beide Einzelbewegungen geradlinig, jedoch nach ver· 
schiedenen Beschleunigungsgesetzen, so ist die Bahn der wahren Be­
wegung des betreffenden Kor­
pers eine gekruminte. 

Der einfachste Sonderfall ist 
der, daB die eine Bewegung eine 
gleichformige, also mit der Be­
schleunigungOist. WirdeinKor­
per von irgendeinem Punkt 0 
aus unter dem Winkel' (X gegen 
die Wagerechte mit der Ge­
schwindigkeit v abgeworfen, so 
zerlegt man v in die beiden 

!I 

x'" 
s 

Fig. 81. 

Seitengeschwindigkeiten v., = v . cos (X in Richtung der wagerechten, 
durch 0 gehenden Achse und Vy = v • sin (X in Richtung der lotrechten, 
durch 0 gelegten Achse (Fig. 81). Die wagerechte Seitengeschwindig­
keit v., bleibt unverandert, solange von Luft- und sonstigen Wider­
standen abgesehen werden kann, die lotrechte wird durch die auf den 
Korper einwirkende Fallbeschleunigung g stetig verringert (Formel13 b) : 

Vy = v • sin (X - g • t . (56) 
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Die -Geschwindigkeit zur Zeit t, etwa an der Stelle x ,y, ist gemaB 
Fig. 81 

v' = iv~ + v; = 'I). VI - 2. sin.x . g; t + (g; t) 2. (57) 

Der nach Ablauf der Zeit t zurUckgelegte Weg ist in wagerechter 
Richtung 

x = 'I)", • t = v . cos.x . t 

und in lotrechter Richtung 

y = 'I) • sin.x • t - i . g. t2 • 

(58) 

(59) 

Der hOchste Punkt der Bahn wird in dem Augenblick erreicht, 
wo V,I = 0 wird (Fig. 81). Die Gleichung (56) gibt die zugehOrige Zeit 
an zu 

v· Sin-lX 
t=---

g 

Hiermit folgt aus Gleichung (58) der zugehOrige Abstand 

2. v2 • SinlX • coseX '1)2 • 
Xm = . = --. sm2lX 

2· g 2. g 

und aus Gleichung (59) die groBte SteighOhe 

(60) 

v2 • sin 2 lX g v2 • sin 2lX v2 • 
71,= --. =--.smlllX. (61) 

g 2 g2 2. g 

Die. Gleichung der Bahnkurve erhalt man, indem taus Gleichung (96T 
ausgerechnet und in Gleichung ~ eingesetzt wird: 

• ~~ g 
y = x· tglX -x "--------. 

2. v2 • COS2 lX 

Rechnet man jetzt die y von dem hochsten Punkt der Bahn aus: 
y' = 71, - y und die x von Xm ans: x' = Xm - X, so geht diese Knrven­
gleichung mit Benutzung der Formeln (60) und (61) liber in 

X'2 = 2. y'. (v· co~~ • 
g 

Die Bahnkurve ist demnach eine Parabel (Bd. II, S. 98) und verlauft 
also symmetrisch zu 71" so daB man den ganzen Wurfweg erhalt zu 

v2 
8 = 2· xm = . sin2lX . 

g 

Die Zeitdauer des ganzen W urfes ist nun 

8 2· v2 • SinlX' COSlX 2·v· sino.: 
~=-= - =---

v", g • 'I) • cos lX g 

(62) 

(63) 
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SolI der in gleicher Rohe mit dem Ausgangspunkt 0 im Abstand 8 

gelegene Punkt getroffen werden, so ergibt Formel (62) den Wurf· 
winkel bei gegebener Geschwindigkeit v aus 

. 8· 9 
sln2IX = --. 

v 2 

Es gibt nun zwei Winkel, die denselben Sinus haben: 

n 
(2IXh = 2 + cp und 

also 
und 

(62 a) 

Das Ziel kann also sowohl durch eine flache als auch eine steile Wurf· 
bahn erreicht werden. 

n 
FiiI IX = "4 = 45 0 fallen beide Bahnen zusammen und ergeben die 

groBte erreichbare Wurfweite 
v 2 

8 max = -. 
g 

(62b) 

Liegt das Ziel in der Entfernung xl um den Bctrag + YI uber oder 
unter der durch den Ausgangspunkt 0 gezogenen Wagerechten, so 
geht man auf die Gleichung der Bahnkurve (S. 64) zurilck, indem 
man darin einsetzt 

Man erhalt so 
v 2 2. v 2 • Y 

tg2 IX - 2 . tg IX . -- + 1 + 1 = 0 
2· Xl - g. Xl 

als Bestimmungsgleichung fur tg IX, die wieder zwei Werte 
steile und eine flache Wurfbahn liefert: 

v2 [ I 1// - 2· g. YI (g. Xl)2] tg IX = - ---. 1 I 1 + . - -- . 
g. Xl v 2 v2 

fUr eine 

(64) 

Beispiel 49. Das Schwungrad einer durchgehenden Dampfmaschine von 
D '" 3,35 m Schwerpunktsdurchmesser zersprang in 21 Stucke, von denen eins 
8 = 280 m entfernt aufgefunden wurde34). Anzugeben ist die Geschwindigkeit 
des Rades und seine Umdrehungszahl in der Minute im Augenblick des 
Zerspringens. 

Aus Formel (62) -ergibt sich v = 1/ ---:":-2L , und es ist anzunehmen, daB der 
. , SID IX 

Abschleuderwinkel mindestens nahezu dem des weitesten Wurfes IX = 45 0 ent­
sprach, da aile anderen Stucke weniger weit geflogen sind. Man erhiilt somit 

v = Jls:g = )/280 . 9,81 = 52,4 m/sk. 

34) Pietzsch, Z. d. V. d. 1. 190i. 

S t e p han, TechniBche Mechanik. III. 5 
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Nach Formel (5) betragt die zugehOrige Umlaufzahl in der Minute 

n = 60 . v = 60 . 52,4 = 298 . 
Jr·D Jr' 3,35 

Die regelmaBige Umlaufzahl der betreffenden Masehine war n = llO. 
Beispiel 50. Bei einem Woo mit der Geschwindigkeit v = 42 m/sk soIl 

das im Abstand Xl = 135 m befindliehe Ziel getroffen werden, das 
1. sieh in gleieher Hohe mit der Abwurfstelle befindet, 
2. Yl = 25 m dartiber liegt, 
3. Yl = 25 m darunter liegt. 

Anzugeben ist der WOOwinkel IX und die zum Wurf erforderliehe Zeit t l • 

1. Man erMlt, aus Formel (62a) 

. 2 135 . 9,81 0 ~51 
sin IX = 422 =,1 , 

also 21X = 48° 40' 
und damit ""I = 24° 20' bzw. 1X2 = 65° 40'. 

Damit wird naeh Formel (63) 

2· 42 {0412 
tl = 9,81 . 0:911 = 3,53 bzw. 7,80 sk. 

Die groBte beim Wurf in der Mitte erreichte Hohe folgt aus GIeiehung (61) zu 

also 

422 {O 4122 
h = R;81' 0:9112 = 15,26 bzw. 74,60111. 

2. Man erhalt aus Formel (65) 

tD"cx = _~ . [1 ± 1/~~2-=9,8F 25 _ (9,81 . 135)2 ] 
b 2 . 9,81 Y 422 ,422 

= 1,332· (1 ± yf-=---0,278 - 0,564) = 1,332· (1 ± 0,3975), 

tglX = 0,8025 bzw. 1,861, 
IX= 38° 45' bzw. 61°45'. 

Die Wurfzeit folgt am einfaehsten aus 

t = - Xl _ = 135 : {0,780 = 4,12 bzw. 6 ~9 k 
1 v' COS IX 42 0,473 ,I s. 

Die Lange x., der hOehsten Stelle des Wurfes erhalt man gemaB Fig. 80 aus 

dy = 0 also mit Forme! (62) aus 
dx ' 

zu 
v2 

Xm=g' 

422 0,8025 
x'" = 9,81 'C645 = 87,70 m 

1 + tg21X 

422 1,861 
bzw. 9~8f' 4,462 = 74,97 m. 

Nun liefert die Gleiehung (62) 

h 87 70 0 802 ~ 87,702 '9,81 = , ., 0 - 2,422 - . 1,645 = 25,7 m 

bzw. 
74972 .981 

h = 74,97 . 1,861 ---'~422-' - . 4,462 = 51,3 m. 
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3. Es wird mit den obigen Zahlenwerlen 

tgIX = 1,332' (1 ± VI + 0,278 - 0,564) = 1,332 .~(l ± 0,845), 

tg IX = 0,2065 bzw. 2,458, 
IX = II ° 40' bzw. 67° 50'. 

Die Wurfzeit wird jetzt 

135 {0,979 
tl = 42: 0,377 = 3,28 bzw. 8,52 sk. 

Die Lange der hochsten Wurfstelle wird 

422 0,2065 
X'" = 9,81 . 1,0426 = 35,65 m bzw. 

422 2,458 _ 2 5 
9,81 . 7,045 - 6,6 m 

und damit die Hohe 

- - 35,652 .9,81 0426 367-h = 35,60 . 0,2060 - --2 . 422-- . 1, =, 0 m 

bzw. 

h 2 6- 24 8 62,652 • 9,81 7 045 ~~ 0" ,=6', o' ,5 --2~" = II, om. 

67 

4. Nm bei ganz geringem Hohenunterschied zwischen dem Ausgangs. und 
dem Zielpunkt kalID der Ansatz gemacht werden: 

N eigung der Ziellinie 

YI 25 
tg(J = - = ± 13" = ±0,1852 , 

Xl 0 

also (J "--, 10° 30'. 

Erforderlicher Wurfwinkel im Fall 1 

IX = 24° 20' bzw. 65° 40', 

also Wurfwinkel im Fall 2 

und im Fall 3 
IX. + (J = 34 ° 50' bzw. 76 ° 10' 

IX - (J = 13° 50' bzw. 55° 10'. 

Diese Winkel stimmen, besondel's beim steilen Wurf, auch nicht naherungs. 
weise mit den oben bel'echneten iiberein. 

Beispiel51. Aus einem Flugzeug, das mit del' Geschwindigkeit V = no km/st 
fahl't, wil'd ein Korpel' ohne Anfangsgeschwindigkeit abgeworfen. Anzugeben ist 
sein Weg in Abhangigkeit von del' Fallzeit. 

Man el'halt nach Formel (2b) die Fahl'tgeschwindigkeit 

V no 
VI = ,- = -- = 30,6 m/sk. 

3,6 3,6 

Es gelten nun die fiir den schragen Willi abgeleiteten Fol'meln, wenn man einsetzt 

VI = V· cos IX , 0 = V· sin IX . 

Damit wird del' wagerechte Weg 

und del' lotrechte Weg 
Y = t· g' t2 • 

Die Wurfkurve ist hiernach eine Parabel, deren Scheitelpunkt del' Abwurfpunkt ist. 

5* 
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Ferner ist die Geschwindigkeit in Richtung des Lotes 

Vy = t· g' t 
und die Gesamtgeschwindigkeit 

Somit ergibt sich, allerdings bei AuBerachtlassen des Luftwiderstandes, die 
Z usammenstellung: 

o 
1 
2 
3 

4 
5 
6 
8 

10 
12 
14 
16 

18 
20 
25 
30 

"'m 

o 
30,6 
61,2 
91,8 

122,4 
153,0 
183,6 
244,8 

306 
367 
428 
490 

551 
612 
765 
918 

ym 

o 
4,905 

19,62 
44,145 

78,48 
122,6 
176,6 
313,9 

490,5 
706 
961 

1256 

1589 
1962 
3066 
4415 

'/Jym/sk 

o 
4,905 
9,81 

14,72 

19,62 
24,53 
29,43 
39,24 

49,05 
58,9 
68,7 
78,5 

88,3 
98,1 

122,6 
130,5 

7. Die Drehbewegung. 

'/Jm/sk 

30,6 
31,2 
32,2 
34,0 

36,4 
39,2 
42,5 
50,8 

55,0 
66,4 
75,2 
84,2 

93,4 
102,8 
130,5 
150,2 

Einen ebenen Teil eines starren Karpers kann man in jede beliebige 
komplane Lage, d. h. auf derselben ja nach allen Richtungen unbegrenz-

A ten Ebene, bringen durch Drehen urn einen ganz 
bestimmten Punkt der Ebene. 

Die Lage des betreffenden Teiles ist voll­
standig bestimmt durch die zweier Punkte A 
und B, denn jeder andere Punkt C in derselben 

lJf-----\;------c""O Ebene ist gegeben als der Schnittpunkt der 
beiden mit seinen Abstanden AC bzw. BC von 

E 

A' B' 
Fig. 82. 

den Grundpunkten geschlagenen Kreisen(Fig.82). 
Geht nun die Lage der Punkte A, B im Laufe 

. der Bewegung in die Lage A', B' fiber, so kann 
man AA' in D halbieren und damuf die Senk­
rechte DO errichten, ebenso BB' in E halbieren 
und darauf die Senkrechte EO errichten. Die 

Drehung des betreffenden ebenen Karperteiles urn jeden Punkt der 
Geraden DO bewirkt, daB sich A auf einem Kreisbogen bewegt, der 
durch A' geht. Das gleiche gilt bei del' Drehung urn jeden Punkt der 
Geraden EO ffir die Punkte B und B'. Der Schnittpunkt 0 beider Ge­
raden ist also der gesuchte Drehpunkt in del' Ebene. 
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Sind die beiden Lagen dieht beieinander gelegen, so ist 0 der 
augenbliekliehe Drehpunkt35) der Elementardrehung (vgl. Bd. I, 
S. 122), der jetzt als Sehnittpunkt der beiden, zu den betreffenden 
Bahnelementen der P1Ulkte A und B Senkreehten erhalten wird. 

Beispiel 52. Mit dem Amslersehen Polar planimeter (Fig. 83) wird der 
Inhalt der Flaehe F dureh Umfahren mit dem Fahrstift A ermittelt, wahrend 
der Punkt B des Armes BO fest liegt und das Rad D am Ende der Stange AOD 
sieh unter Rollen und Gleiten ebenfalls auf einer gesehlossenen Kurve versehiebt. 
Die Drehung des Rades gibt die GroBe der Flaehe Fan. 

Da der Purrkt 0 der Stange sieh auf dem mit r gesehlagenen Kreisbogen um B 
bewegt und A in Richtlmg der Tangente des betreffenden Kurvenstiiekehens, 
so liegt der augenbliekliche Drehpunkt 0 auf der zur Flaehenbegrenzung Senko 
reehten AO und dem Arm BO. In der benaehbarten, um den kleinen Drehwinkel d rp 
gegen die erste geneigte Lage A'D' hat sich del' FuBpunkt E des von 0 auf AD 
gefallten Lotes nach E' verschoben, und die Bewegung kann aufgefaBt werden 
als eine gerade Verschiebung um den Betrag EE', die keine Drehung des Radehens 
bewirkt, und die Drehung urn den Winkel d rp des Halbmessers DE = DE' = [!, 

die das Radchen dreht um den kleinen Bogen db = [! . d cp. Dieser Betrag 

a 

Fig. 83. Fig. 84. 

wird Null, wenn [!.= 0 ist, d. h. wenn E und D zusammenfallen. Fallt auBerdem 
der PolO mit dem festen Punkt B zusammen, wie Fig. 84 angibt, so kann man 
den Fahrstift A auf dem Kreise yom Halbmesser ro rund herum bewegen, ohne 
daB das Rad D sieh dreht. Dieser Kreis heiBt deswegen der Nullkreis. 

Umfahrt man mit A einen zum Nullkreis konzentrischen innen liegenden 
Kreis vom Halbmesser r l < ro, so riiekt E nach A hin und mit DE ~ [! erhalt 
man die vom Rad D angegebene Drehung zu b, = 2 . ;r • [!,. Entspreehend erhalt 
man beim Umfahren eines konzentrischen auBen Jiegenden Kreises Yom Halb· 
messer r2 < ro, daB E in der Verlangerung von AD iiber D hinaus liegt und 
infolgedessen das Rad D sieh naeh der anderen Seite dreht um b2 = 2 . ;r • 112 • 
In beiden Fallen ist [! wahrend des ganzen Umfahrens unveranderlich, da ja die 
Einstellung des Apparates dieselbe bleibt. 

Man entnimmt nun der Fig. 84 den Zusammenhang 
rg = (a + C)2 + (r 2 - c2) = a2 + 2 . a . C + r2 . 

Entsprechend crgibt sieh 
ri = (a + c - [!1)2 + r 2 - ([!1 - 0)2 = a2 - 2a . ('21 - 0) + r2 , 

r~ = (a + c + [!2)2 + r2 - ([!2 + 0)2 = a 2 + 2a . ('21 + c) + r 2 • 

Damit wird der Inhalt der zwischen dem Nulllrreis und dem Innenkreis gelegenen 
Flache Fl = (rg - ril . ;r = 2· a . Ih ';r = bl . a 
und der Inhalt der zwischen dem Nulllrreis und dem AuBenkreis gelegenen Flache 

F z = (r§ - r~) . ;r = 2 . a . '22 ';r = b2 • a. 

35) Joh. Bernoulli, De centro spontaneo rotationis. 
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Wil'd jetzt del' konzentrisch zum Nullkl'eis gelegene Ringausschnitt Fl del' 
Fig. 85 im Sinne del' Pfeile rund herum umfahren, so liefel't del' AuBenbogen 

Fig. 85. 

die Raddl'ehung ~. b1 , die beiden entgegenge-
n 

setzt befahrenen Halbmessel'teile heben die von 
ilmen einzeln hel'vol'gerufene Raddrehung auf und 
del' Bogen des Nullkreises liefel't ja keine Drehung. 

Es ist also Fl = ~ . b1 • a. Wird die Flache des !J n 
innenliegenden Ringausschnittes F2 in demselben 
Sinne umfahren, so wird del' innere Bogen, del' 
allein in Betracht kommt, entgegengesetzt be­
fahren wie del' auBel'e von F 1 , so daB das Rad 
sich in demselben Sinne dreht wie dort, und es ist 

Fl = ~. b2 • a. Bei del' Flache F3 addieren sich 
n 1 

die beiden Angaben zu Fa = 1~-' (b1 + b2 ) • a. 

Rei del' Flache F4 wird zuerst die Flache Fl ge­
zahlt und dann entgegengesetzt dazu, also negativ die kleine daran fehlende 
Flache. Dasselbe gilt fUr die FHiche Fs. 

Fur eine Reihe beliebig aneinander gereihtel' Ringstucke nach Fig. 86 addieren 
sich die Bogenangaben des Rii,dchens innen und auBen und die radialen Befah­

Fig. 86. Fig. 87. 

rungen heben sich vollstandig 
auf, da jede zweimal in ent­
gegengesetzter Richtung ge­
macht wird. Man kann also 
die Reihenfolge del' Umfahrun­
gen aueh so andern, daB nul' 
die AuBenkanten del' zusam­
mengesetzten ]'igur umfahrell 
werden. 1rgendeine beliebige 
Flache kann nun aus· sehr 
kleinen, zum Nullkreis konzen­
trischen Flachensttickchen zu­
sammengesetzt gedacht werden. 
Fur sie gilt somit dasselbe: Del' 
1nhalt del' umfahrenen Flache 

ist gleich den Angaben des Rades multipliziert mit del' Armlange a. 
1st die Flache so groB, daB del' Pol B darin liegen muB (Fig. 87), so zahlt 

die Umfahrung nul' den rechts schraffierten Teil positiv, dagegen den links schraf­
fierten negativ_ Es muB demnach del' Inhalt des Nullkreises, del' am besten durch 
Probieren bestimmt wird, dazuaddiert werden, um den ganzen Flacheninhalt 
zu erhalten36 ). 

Bei irgendeiner beliebigen komplanen Bewegung einer Ebene 1 zu 
einer anderen Ebene 2 andert sieh im allgemeinen die Lage des augen­
bIickIichen Drehpunktes oder Poles del' Ebene 1 auf del' festen 2. Die 
Folge seiner eillzelnen Lagen heiBt die ruhende Polkurve. Da nun 
die gcgenseitige Bewegung beider Ebenon aueh dureh die Bewegung 
von Ebene 2 zu del' jetzt fest gedaehten 1 moglieh ist, so ergibt sieh 
dadul'eh eine zweite bewegte Polkurve, deren einzelne Punkte bei reiner 
gegenseitigel' Dl'ehung sieh mit den zugehorigen del' ruhenden Polkurve 
decken. Eine del'al'tige ahne Vel'schieben stattfindende Bewegung 

36) Amsler, 1854; Kirsch, Z. d. V. d. 1. 1890; Land, Z. d. V. d. 1. 1899. 
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zweier Kurven aufeinander nennt man Rollen; die beiden Polkurvcn 
rollen also aufeinander abo 

Ein Punkt bewege sich mit der gleichformigen Winkelgeschwindig­
keit ()), also der Umfangsgeschwindigkeit v = r . ()) auf einem Kreis 
yom Ualbmesser r (Fig. 88), er lege in dem 
kleinen Zeitabschnitt dt den Weg AB = ds 
zuriick. In dieser Zeit hat sieh dann die Ge­
schwindigkeit v zwar nicht der GroBe, wohl 
aber der Riehtung nach geandert. Tragt man 
im Endpunkt B der Strecke ds die stets in 
den Bogen fallende, also tangential gerichtete 
Geschwindigkeit v wieder an, so kann man 
sie als entstanden auffassen aus der urspriing-
lichen, im Punkt A vorhanden gewesenen v 

o 

und einer senkrecht zum Bogenteilchen ds, 
also naeh dem Mittelpunkt hin gerichteten Ge­
schwindigkeit d16. 

Fig. 88. 

Den ahnlichen Dreiecken entnimmt man 

du ds 
v r 

oder 
V 

d1. = ds· - . 
r 

Wird jetzt auf beiden Seiten durch elt dividiert, so folgt 

du ds v 
dt = dt· r 

oder, da ds = v ist und du peine Beschleunigung ist dt elt = . r 

v 2 

Pr=-· r 
(65a) 

Damit der Punkt sich mit der gleichformigen Geschwindigkeit v auf 
einem Bogen yom Halbmesser r bewegt, muB er dauernd die angegebene, 
nach dem Mittelpunkt gerichtete Beschleunigung erfahren37 ). 

Setzt man darin ein v = r ' ()), so wird 

Pr = r· ())2 • (65b) 

Man kann diese Gleiehung aueh sehreiben 

Pr = (1' • ())) . ()) = v . ()) . (65c) 

Bewegt sieh der Punkt auf einer beliebig gekriimmten Kurve, so 
ist in die Formeln (65) der Krilmmungshalbmesser des zugehorigen 
Bogenstiiekes einzusetzen, und wenn die Gesehwindigkeit verauderlich 
ist, die augenbliekliche Winkel- oder Umfangsgeschwindigkeit. Man 
hat demnaeh bei solchen Bewegungen bzw. Beschleunigungen zu unter-

37) N ewto n, Principia philosophiae naturalis mathematica, 1687. 
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RchE'iden die obige Zentralbeschleunigung und die in die Tangente 
der Bahnkurve fallende Tangentialbeschleunigung 

Pe = r • e , (17) 

worin e = ~~ die Winkelbeschleunigung des Punktes ist (vgl. S. 17). 

Beide Beschleunigungen lassen sich leicht zeichnerisch darstellen. 1st in 
Fig. 89 AlA2 ein sehr kleines, in der Zeit dt durchlaufenes Teilchen der Bahn 
eines Punktes, 0 der zugehOrige Krfunmungsmittelpunkt der Bahn (OAB = (l), 

v die Geschwindigkeit im Punkte Al tangential zur Bahn gerichtet und v' die 
um 90° gedrehte Geschwindigkeit, BlB2 das zu AIAB gehOrige Stiick der Ge­
schwindigkeitskurve, so ist AP die Subnormale der Geschwindigkeitskurve in B1 , 

und die aus 0 gezogene Gerade 00 schneidet auf der in B1 zu AIB1 errichteten 
Senkrechten die Strecke BID = p, abo Denn es ist A--;A2 = d<~ = (l' (00' dt) 

und ii;B2 = «(l + v')· (00' dt), ferner BsE = dv' = dV, also 

~t = BsE = dV'1 dv (l e dv 
<p g<p BlB2 (e + v) . (00 • dt) = e + v . -ds = (l + v . dB . 

Nun ist 
-- -- e+v (l+v 
BID = AlO . --- = v . tg<p • -- • 

e (l 

Wird hierin der vorstehende Wert von tg <p eingesetzt, so folgt 

-- (l dt! dt e + v civ 1 
BlD=v·--. -. -. ---=V· -. -=p,. 

(l + v dt dB e dt v 

Zieht man ferner noch 

BlF II OD und FG II BP, 

so ist aus ahnlichen Dreiecken (BlAIO '" GAIF) 

-- - AIBl 
A1G=A1F.=-. 

AIO 

Ferner ist (OA l 0 ~ B1A1F) 

also 

-- - A10 
AlF = AlBI · -=-, 

OAl 

o Beispiel 58. Der Schwerpunktdurchmesser des 
Schwungradkranzes einer GroBgasmaschine betrage 
D = 6,32 m. Das Rad laufe mit n = 120 Umdrehungen 

in der Minute um. Anzugeben ist die GroBe der auf jedes Kranzteilchen ent­
fallenden Normalbeschleunigung. 

Fig. 89. 

Es ist nach Formel (65 b) 

p. = 6,;2 . (;>l'3~20 -r = 3,16'12,5662 = 500,88 mJsk2• 

Beispiel 04. Kreissagen arbeiten in hartem Holz mit v = 15 m!sk lan~ 
und quer zur Faser, in ziemlich weichem Holz mit v = 30 mJsk quer zur Faser 
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und v = 60 m/sk langs del' Faserrichtung38 ). Anzugeben ist die Beschleunigung, 
die die Zahne eines Sagenblattes von D = 0,60 m Durchmesser erfahren. 

Es ist 
fiir v = 15 

v 2 = 225 
v2 

P = r= 742 

30 
900 

3000 

60 m/sk 
3600 m2/sk2 

12000 m/sk2. 

Beispiel lili. Anzugeben ist die Zentralbeschleunigung, die die Schaufeln 
einer Dampfturbine erfahren, deren Rad von D = 1,24 m Dul'chmesser n = 2000 
Umdrehungen in del' Minute macht. 

Man erhalt nach Formel (65b) 

1,24 (n'2000)2 ~ 
Pr = 2-' -00- = 0,62'209,442 = 26701,8 mjsk2• 

Beispiel li6. Anzugeben ist die Beschleunigung, die il'gendein Karpel' in 
einem Eisenbahnzug erfahrt, wenn letzterel' eine Kurve von 

l' = 300 - 400 - 600 m Halbmesser 

mit del' Geschwindigkeit 

V= 30 45 60 75 90 km/st 

durchiahrt. 
Nach Formel (2b) erhalt. man 

v= 8,333 12,500 16,667 20,833 25,000 mjsk 
v 2 = 69,44 156,25 277,78 434,02 625,00 m2jsk 
p= 0,2315 0,5208 0,9259 1,4467 2,0833 m/sk2 r = 300 m 

0,1761 0,3906 0,6944 1,0851 1,5625 400 " 
0,1157 0,2604 0,4630 0,7234 1,0417 600 " 

Beispiel li7. Del' Mond bewegt sich auf seiner nahezu kI'eisfoI'migen Bahn 
urn die Erde, deren Halbmesser nach trigonometrischen Bestimmungen, die 
gleichzeitig von zwei verschie<!-.enen Stellen del' Erdoberflache aus vorgenommen 
wurden, das 60,274fache des Aquatorhalbmessers del' Erde von l' = 6 377 397 m 
betragt, in t = 27 Tagen 7 st 43 min n,5 sk einmal um die Erde. Anzugeben 
ist die GroBe seiner Normalbeschleunigung. 

Die Winkelgeschwindigkeit ist 

2n 2· 3,14159265 
W = -t- = -236i:HigiJj 11sk. 

Da die Bewegung des Mondmittelpunktes urn den gemeinsamen Schwerpunkt 

von Erde und Mond erfolgt, del' den Mittelpunktabstand im Verhaltnis ~! 
teilt, so wird 

P = r' w 2 = 8~. 60274.6377397 . (~ ___ 3,~~_~~9~6~)\ 2 =0002595 m/sk2 
r 82' . 2360591,5 ", . 

Die Beschleunigung eines fallenden Kol'pers auf del' ErdoberfHtche am 
Aquator ist zu g = 9,78014 m/sk2 (S. 11) gemessen worden. Nun dreht sich die 
Erde urn lire Achse in t' = 86 164,1 sil: (S. 2), und die dadurch hervorgebrachte 
Zentralbeschleunigung jedes an del' AquatoroberfJache befindlichen Korpers betragt 

p~ = 6377397 . (8:1~:'1r = 0,03391 misE 

'B) v. De nffer, W.-T. 1913. 
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Um diesen Betrag ist die gemessene Beschleunigung zu vergroBern auf 
9,81405 mjsk2, damit man die wahre Fallbeschleunigung erhiilt. 

Das Verhiiltnis beider Beschleunigungen ist demnach39) 

Pr 0,002695 1 1 
g 9,81405 3641,6 60,345 2 

.. Die Rechnung vernachliissigt, daB die Ebene der Mondbahn nicht mit der 
Aquatorebene der Erde zusammenfiillt. 

Del' Arm 0 10 2 = a drehe sieh mit del' Winkelgeschwindigkeit WI 

urn 0 1 , so daB er nach einem kleinen Zeitabsehnitt dt die Lage 0 10; 
angenommen hat (Figg.90 und 91). Urn O2 mehe sieh in derselben 
odeI' einer parallelen Eb~ne del' Arm 02A mit del' Winkelgesehwindig­
keit W 2 • Der beEseren Ubel'sicht wegen werde vorausgesetzt, daB die 

a 
I I at a2 ,I I a 
'(1, A 

!-, 

~,f"'2~·dl I 0 
I UJidt a '- '- / I 

0' -. -- I 
l,;.·dt ----fAt 

2 

Fig. 90. 
A2 Fig. 91. 

Anfangslage 0}02A eine gestreckte Gerade ist. Nach Ablaui del' Zeit dt 
1St del' Punkt A dann in die Lage A2 gekommen. In Fig. 90 sind beide 
Drehungen gleichsinnig, in Fig. 91 entgegengesetzt. 

Man sieht sogleich, daB del' Punkt A sieh mit del' Gesamtwinkel­
geschwindigkeit WI + W 2 gedreht hat, und zwal' urn den Punkt 0, der 
auf der Verbindungsgeraden der beIden Relativdrehpunkte 0 1 und O2 

liegt. Denn del' Bogt'n AA2 muB sowohl 8enkrecht zu OA2 wie OlA 
stehen, sein Mittelpunkt sieh also auf beiden genannten Geraden be­
finden. 1m el'steren Fall teilt 0 die Strecke a innen, im zweiten auBen 
in die beiden Absehnitte a} und a2 • 

Dt'm Dreieek OOlO~ wird entnommen 
a} sin(W2,llt) 

a = ~in (WI -+ ~;~dt 
oder, da die Winkel als sehr klein vorausgesetzt werden, so daB del' 
Sinus gleich dem Bogen gesetzt werden kann, 

(n6a) 

Ferner ist nach den Fig. 90 und 91 

a, (WI' dt) = a2 • (WI ± w 2) • llt 

odeI' W, 
(66 b) 

39\ K ewto n, 1682, 
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Wenn die beiden Winkelgeschwindigkeiten 0)1 und 0)2 unverander­
lich sind, behalt der lVIittelpunkt der Gesamtdrehbewegung oder kurz 
gesagt der PolO seine Lage auf der Verbindungsgeraden OP2 dauernd 
bei. Die Polbahn iet dann ein Kreis aus dem lVIittelpunkt 0 1 , 

1st eine oder jede der beiden Winkelgeschwindigkeiten veranderlich, 
so wandert der Pol 0 bei der Drehung auf der Geraden Opz. 

Sind beide Winkelgeschwindigkeiten 0 O2 A' 
gleich, aber cntgegengesetzt gerichtet, so " a '~ 
ergibt die Fig. 91 sofort, daB dann 0;A 2 ~~ ~ 

II 01A ist. Der Pol rti.ckt ins unendlich Fig. 92. 
Ferne, d. h. es findet eine geradlinige Ver-
schiebung des Punktes A senkrecht zur 
Geraden OP2 statt. 

Liegt A anfanglich nicht auf der Gera­
den 0 10 2 (Fig. 92), so kann man mit dem 
Arm 02A starr einen zweiten OzA' verbin­
den, del' die obige Bedingung wieder erfti.llt. 
Das oben Gesagte gilt denmach auch fti.r 
jeden Purikt, der mit dem starren Dreieck 
02AA' fest verbunden ist. 

Eine Schiebung mit del' Geschwindig­
keit v und eine Drehung um eine zur Ebene 
del' Schiebtmg senkrechte Achse 0 1 mit del' 
Winkelgeschwindigkeit 0) ergibt eine Dre-

o v·df 
1 

at I 
o I 

I 
I 
I 
I 

.A 

A 

Fig. 93. 

hung um den PolO auf der senkrecht zu v in 0 1 errichteten Geraden, 

del' den Ab"tand a1 = ~- yon v hat (Fig. 93). Denn man kann die 
0) 

Schiebung als cine Drehung urn den unendlich fernen Punkt O2 auf­
fassen und erh1ilt so aus Gleichung (66 a), wenn man wieder 

setzt, 

a 

v 
-+0) 
a 

wie angcgebcn. 

v 

0+0) 

v 
0) 

(67) 

H1iufig faUt del' PolO in Fig. 91 sehr 
weit weg, so daB die genaue Aufzeich­

Fig. 94. 

nung Schwierigkeiten macht. Man arbeitet dann vorteilhaft mit den 
urn 90 0 gegen die wirkliche Richtung in demselben Sinne gedrehten 
Geschwindigkeiten. 1st in Fig. 940 der augenblickliche Drehpunkt einer 
sich mit del' Winkelgeschwindigkeit 0) drehenden Flache, so daB gilt 

VI == a . 0) == v~, V2 == b . w == v~ j 

dann folgt aus der Figur 

OC a-(J,· 0) a 
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Es ist also 
CDIIAB: 

Die Endpunkte der urn 90 ° gedrehten Gescbwindigkeiten der Punkte 
einer Geraden AB liegen auf einer Parallelen CA zu ihr. 

Beispiel 58. Die Geschwindigkeiten VI und V2 del' beiden Punkte A und B 
eines starren Vierecks ABOD (Fig. 95) seien nach GroBe und Richtung bestimmt. 
Festzustellen sind die Geschwindigkeiten V3 und V4 del' beiden Punkte 0 und D. 

Man dreht beide Geschwindigkeiten um 
90 0 (Fig. 95) und zieht durch den so er­
halt2nen Endpunkt von VI eine Parallele 
zur Seite AO und durch den Endpunkt 
von V 2 eine Parallele zur Diagonale BO. 
Beide tl'effen sich dann im Endpunkt del' 
gesuchten Geschwindigkeit V3 • 

Ebenso zieht man durch den Endpunkt 
von v2 eine Pal'allele zur Selte BD und 
durch den Endpunkt von VI eine Parallele 
zur Diagonale AD. Beide schneiden sich im 
Endpunkt del' urn 90 0 gedrehten V4' 

Die Richtigkeit del' Zeichnung wil'd 
dadurch gepriift, daB die Verbindungslinie 

Fig. 95. del' Endpunkte von V3 und V 4 parallel zur 
Seite OD sein muB. 

Beispiel 59. Anzugeben ist del' Verlauf der Geschwindigkeit ° und del' Be­
schleunigung p des Kreuzkopfes B des geschrankten Kurbeltriebes nach Fig. 96 
in Abhangigkeit von der Kreuzkopfstcllung, wenn die gleichformige Umlauf­
geschwindigkeit des Kurbelzapfens A um die Welle 0 zu V =tI2,42 m/sk fest-

l' 1 
gelegt ist und das Schubstangenverhaltnis -f = "4 betragt. 

Man machtam bequemsten die um 90° gedrehte Geschwindigkeit V gleich 
dem Halbmess~r r, so daB also del' MaBstab 12,42 m/sk = 15 mm betragt. Die 

01..­
A 

a 

Fig. 96. 

-C'2 

Richtung del' um 90° gedrehten Geschwindigkeit von B ist ebenfalls gegeben, 
und ihre GroBe wird fiir eine bestimmte Kurbelstellung A durch Ziehen del' 
Parallelen zu AB = l el'halten. Man erhalt so die beiden einandel' gleichen Kurven­
zuge c1 und 02 fUr den Hin- und Ruckgang. Die Aufzeichnung hat jedoch den 
Nachteil, daB sie selbst bei graB em MaBstab wenig genau ist. 

Die Beschleunigtmgskurve p wird aus del' Geschwindigkeitskurve durch 
Zeichnen del' Subnormalen gemaB Fig. 24 entwickelt. 

Zwei Drehungen urn zwei sich schneidende Achsen 0 1 bzw. O~ mit 
den Winkelgeschwindigkeiten WI bzw. W z konnen vereinigt werden zu 
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einer Drehung um eine in die Ebene der beiden gegebenen Achsen 
fallende Achse 0, die durch den Schnittpunkt A der beiden ersteren 
geht (Fig. 97). Man tragt vom Schnittpunkt A die beiden Winkel­
geschwindigkeiten WI und W 2 auf den zuge­
horigen Achsen in einem beliebigen Langen­
maBstab ab, bildet daraus das Geschwindig­
keitsdreieck und erhalt als SchluBlinie die 
GroBe und den Drehsinn der Winkelgeschwin­
digkeit w. Der Beweis folgt daraus, daB zur 
Aufrechterhaltung einer bestimmten Winkel­
geschwindigkeit WI gegeniiber den sich ergeben­
den Widerstanden ein Drehmoment M 1 er­
forderlich ist, und ebenso zur Aufrechterhaltung 
von W2 ein Drehmoment .1'112' Beide Drehmo­
mente werden nun nach Bd. I, S. 83 in der ffir 
die beiden W angegebenen Weise zu einem sie 
ersetzenden Drehmoment M vereinigt, das also 

\ 

o 

Fig. 97. 

die Winkelgeschwindigkeit W gegenuber den Widerstanden aufrechterhalt 

Beispiel 60. Altere Kugellager zur Aufnahme groBerer Krii;fte haben die 
Form der Fig. 98, die Kugeln liegen beiderseits an zwei Stellen an. Die Winkel-

T 

z 
~--__ ~ ____ f-~_~x 

y 

+y 

Fig. 98. Fig. 99. 

geschwindigkeit OJ1 der \Vellenachse 0 1 gibt mit der OJ2 der Kugeln um die Achse O2 

die Winkelgeschwindigkeit OJ3 um die Achse 0 3 , die sich aile drei im Punkte A 
schneiden. 

Sind drei Winkelgeschwindigkeiten WI' W 2 , W3 urn drei in dem­
selben Punkt 0 zueinander senkrecht stehende Achsen gegeben (Fig. 99), 
so hat ein Punkt A mit den auf den Drehachsen gemessenen Abstanden 
x, y, z vom Ausgangspunkt 0 folgende Seitengeschwindigkeiten: 

Va; = + W 2 • Z -- Wa • Y , l 
Vy = + Ws • x - WI • Z , 

Vz = + WI • X - W2 • Y 

(68) 
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Setzt man in den Ausgangsgleichungen (68) die linken Seiten gleich 0 > 

so ergibt sich fiir die Punkte, die bei der Drehung in Ruhe bleiben, 
die Bedingung 

Wl W 2 Wa 
-=-=-
x y z 

Hierdurch wird eine Gerade, die Drehachse der Gesamtbewegung, dar­
gestellt, die durch den Anfangspunkt 0 geht. 

Die Gesamtwinkelgeschwindigkeit fiir diese Achse ist, wie nach dem 
Vorhergehenden leicht einzusehen ist, 

CQ2 = w~ + w~ + w~ . (69) 
Wahrend sich die Geschwindigkeiten zweier Relativdrehungen oder 

einer Drehung und einer Schiebung nach dem Vorstehenden leicht zu 
einer vereinigen lassen, ist die Vereinigung der Beschleunigungen um­

o 

Fig. 100. 

A 

standlicher. Ein Punkt B, der 
in der Zeichenebene eine Dre­
hung um die Achse 0 ausfiihrt 
(Fig. 100), habe zu einer be­
stimmten Zeit t die Lage B l , 

die in Polarkoordinaten durch 
den Abstand OBl = r und den 
Winkel AOB = oc gegen die 
festliegende Gerade OA be­
stimmt ist. Seine Geschwin­
digkeit sei gegeben durch die 
beiden Seitengeschwindigkei­
ten v, in Richtung des Pol­
strahles r und v" senkrecht 
dazu. Nach der kleinen Zeit 
dt habe der Punkt die Lage 

B 2 , und seine wieder in die Richtung von r + d r und senkrecht dazu 
verlaufenden Seitengeschwindigkeiten werden zerlegt nach den Rich­
tung en von v, und v", in die groBeren v, + dv, und v" + dvot ; die 
kleineren ergeben sich dann aus den rechtwinkligen Dreiecken mit dem 
Spitzenwinkel doc unter Vernachlassigung der kleinen GroBen zweiter 
Ordnung zu v, . doc und v" . doc. 

Man erhalt hiermit die Beschleunigung in Richtung von r zu 

(v, + dv, - v" . doc) - v, dv, v'" • doc 
P. = ----dt------ = (It ------,u-

und senkrecht dazu 
(v", + dv", + V,' doc) - V'" dv(X v,' doc 

P(X= dt -= dt +~. 

Nun ist ja ohne weiteres 
dr 

v -- und , - dt 
r· doc 

v"'=de-' 
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und damit wird 
dr 

d-
P = ~ _ r. d()(. . d()(. = d 2r _ r. (d()(.)2 

, dt dt dt dt 2 dt' 

79 

it ( (l()(.) 
r· de dr d()(. dr d()(. d 2()(. dr (l()(. 

P", = dt + dt . de = dt . dt + r· itt2 + dt . de 
d 2()(. dr d()(. 

= r· dt2 + 2· dt' de . 
Die bis jetzt als fest angesehenen Geraden drehen sich aber eben­

falls urn 0, und feste Bezugsachse sei jetzt die Gerade OAo der Fig. 100. 
Dann ist die Lage des Punktes Bl gegeben durch den Strahl r und den 
Winkel (3 + ()(., und man erhii.lt jetzt als seine Seitengeschwindigkeiten 

, dr .. I d(()(.+(3) 
v, = d t unverandert, v'" = r . dt 

bzw. als Seitenbeschleunigungen 

, = d 2r _ r. (d(()(. + (3»)2 = d 2 r _ r. (d()(. d(3)2, 
P, dt2 dt dt2 (It + dt " 

I = r. d 2 (()(. + (3) + 2. itr . (l(()(. + (3) 
PIX dt2 dt dt 

(d 2()(. d2 (3) dr (d ()(. d(3) 
= r· dt2 + dt2 + 2· dt' tit + dt . 

Durch Auflosen der Klammern folgt, wenn die obenstehenden Formeln 

beachtet werden und :~ = w die Winkelgeschwindigkeit des Strah­

les OA und der damit verbundenen Punkte gegenfiber der festen Ge­

radenOAo, entsprechend ~2~ = e die zugehorige Winkelbeschleunigung 
angibt, t 

p~ = P", + r . e + 2 . v, . w . 

Diese beiden senkrecht zueinander stehenden Beschleunigungen konnen 
zu einer vereinigt werden: P' = yp;2 + p~2 . 
Nun ergibt 

YP; + p! = p die Gesamtbeschleunigung in dem Relativsystem, 

Y(r. W2)2 + (r· e)2 = Po die Beschleunigung des Punktes B gegen­
fiber der festen Achse, 

2· W· yv~ + v; = 2· W· v = Pl eine Zusatzbeschleunigung 40), 

40) Clairaut, Mem. de l'Acad. des Sciences, Paris 1742; Coriolis, Mem. 
des say. etrangers, 1832; J. de l'ecole polytechn., 1832. 
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die senkrecht zur Geschwindigkeit v im Relativsystem steht, und zwar 
nach der Seite hin, die der Drehrichtung des Relativsystems entspricht 
(Fig. 101). Diese drei Bescbleunigungen ergeben nach GroBe und Rich­
tung zusammengesetzt die Gesamtbeschleunigung p'. 

FaBt man 0 jetzt als den Pol einer beliebigen Drehung und Schiebung 
in der Ebene auf, so folgt, daB die gegebene Zusammensetzung all­
gemeine Giiltigkeit hat. 

Nachdem so festgestellt ist, daB nur eine Zusatzbeschleunigung 
senkrecht zur Relativgeschwindigkeit v vorhanden ist, ist der Nach-

o 

I 
/ 

/ ft~ 

Fig. 101. 

OJ • d t gedreht und ist 
dr 

keit v = di geruckt. 

A 

Fig. 102. 

v,. weis ihrer GroBe leicht mit Hille der Fig. 102 
zu fiihren. In der SteHung OA des Halb­
messers r habe Punkt A die Geschwindig-
keit v in Richtung von r. Einen Augen­
blick clt spater hat sich der Fahrstrahl mit 
derWinkelgeschwindigkeit OJ um d IX = 

Punkt A' nach B um dr mit der Geschwindig-

Nun hat sich bei dieser Drehung v in die Lage v' 

gedreht, und es ist eine Zusatzgeschwindigkeit u = V· dlX = V· OJ • lit 
notig, damit v in v' ubergeht. Ihr entspricht die Bescbleunigung 

du p; = dt = V· OJ. Ferner hat der Punkt B gegenuber A' eine um 

OJ· dr groBere Umfangsgeschwindigkeit; der Zunahme entspricht die 

B hI . clr d R' h esc eumgung p;' = OJ • at = OJ • v, die er lC tung nach mit pi 

ubereinstimmt. 
Die Gesamtbeschleunigung ist also, wie oben angegeben, 

Pi = 2 . OJ • VI • (70) 

Beispiel 61. Anzugeben ist die Beschlcunigung, die die Schwungkugel eines 

Kraftmaschinenreglers erfahrt, wenn die Maschine pliitzlich um ~ = -~ ihrer 

mittleren Leistung entlastet wird. Del' RegIer mache n = 160 Umdrehungen in 
der Minute, und del' Mittelpunkt del' Schwungkugel sei x = 0,26 m von del' Spindel­
achse entfernt; die zum vollen Anlaufen del' Maschine aus del' Ruhe bis zur an­
gegebenen Umdrehungszahl erforderliche Zeit betrage t = 10 sk. 

Die Winkelbeschleunigung des Reglers ist dann nach Formel (16) 

1 OJ 

c=m,'t' 
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also die Umfangsbesehleunigung del' Kugel 

x 0) 0,26:rr . 160 2 

PI = X • S = "in' t = -2- . 30 .10 = 0,218 m/sk . 

Da die Kugel sieh von del' Spindel mit einer Gesehwindigkeit entiernt, die bei 
guten Federreglern v> 0,10 mjsk und bei guten Gewiehtsreglern v", 0,25 m/sk 
betragt41), so tritt hierzu noeh die Zusatzbesehleunigung in derselbell Riehtung 

P2=2·0)·v, 

also unter Aunahme eines Federreglers 
7E • 160 Z 

pz = 2 . 30 . 0,10 = 3,352 m/sk , 

das 15,35faehe des ersteren Betrages. 
Die Gesamtbesehleunigung ist somit P = 3,57 m/skz. 

Beispiel 62. Anzugeben ist die Besehleunigung eines i. M. 78 m unter del' 
El'dobel'fHiehe in Freiburg (<p = 50° 55', h ,'" 460 m) frei fallenden Karpel's. 

Den Hauptanteil bildet die in Beispiel 16 gegebene Besehleunigung nach dem 
Erdmittelpunkt 

g = 9,80617 . (1 + 0,002644' 0,20507 + 0,000007 ·0,20507 Z) 

- 0,0003086 . 0,382 = 9,815858 mjskz. 

Hierin ist schon enthalten die in die Wil'kungslinie von g, abel' nach del' entgegen­
gesetzten Richtung fallende Seitenbesehleunigung (Fig. 103) 

r' 0)2 . cOS<p = R· ",2 • COS<p2 = (6370283 -I- 382) . (O~~~~~r = 0,01228 m/skz, 

. 2 . or 1 1/ k . . f d" d M'd' b worm OJ = 86164,1 = 14361 s emgesetzt 1St, erner Ie m er en lane ene 

nach Sliden gerichtete Beschleunigung 

. . 6370665' 0,63044' 0,77623 
r'wz'smtp=R,O)z'cos'P'smtp= 14361 z 

die freilich nicht durch unmittelbare Messung 
naehzuweisen ist, da del' FuBpunkt eines Lotes 
um denselben Betrag nach Siiden abgelenkt wird, 
wie sein Aufhangepunkt. Beide Einfliisse lassen 
sich durch Versuche nicht von g trennen. 

~ 

r 

R Wohl abel' ist die Zusatzbeschleunigung 
dureh Messung naehzuweisen. Sie hat den Wert 
PI = 2 . 0) . v und ist von Westen nach Osten ge· 
richtet. Hierin ist v = g' t . costp die senkrecht 
dazu, also in die Ebene des Parallelkreises fallende 
Seitengeschwindigkeit des Falles im luftleeren 
Raum. Es wird somit Fig. 

= 2· 9,815858 . 0,63044 . t = 00008635. t . 
PI 14361 ' 

Nach Formel (9b) kann dafiir geschrieben werden 

d 2 x 
~o = 0,0008635 . t , 
dt-

was die Ablenkung ergibt 

t t t3 

x = /0,0008635 . dt· /t . dt = 0,0008635' (3 • 
____ 0 0 

41) To II e, Die Regelung del' Kraftmaschinen. 1905. 

S t e'p han, Techllische l\Iechallik. III. 

0,01512 mjskZ, 

r.~2 
/ 

9 
/ 

103. 

6 



82 Die GrundIehl'en del' Dynamik. 

Nun ist bei gegebenel' FaIlbiihe 8 = 158,30 m nach FormeI (lOb) 

l/h 112 ·158,3 
t = V-g- = / 9,81586 = 5,6790 sk. 

Damit wrrd die AbIenkung nach Osten42 ) 

x = 0,0263 m. 
Gemessen wul'de43) an einem Kiil'per, del' zwar nur geringen Luftwidel'stand 

hatte, dadurch abel' doch eine Vel'ziigel'ung erfuhr, x = 0,0283 m. 
Die AbIenkung, die dadurch entsteht, daB del' AbWUlfpunkt eine um 8 • cos rp . (f) 

griiBere Geschwindigkeit hat als die Auffangebene, betragt44) 

I 158,30 . 0,63044 . 5,6790 0 0395 
x = 8' cosrp . (f) • t = --- 14361 =, m. 

II. Die Grundlehren der Dynamik. 
In den vorhergehenden Abschnitten v;'Urden die Bewegungen als 

gegeben angesehen und ihre Eigenschaften und Zusammenhange durch 
rein mathematische Betrachtungen festgestellt. Die Hauptaufgabe der 
Dynamik ist jedoch, die Bewegungen der Karper aus den auf sie ein­
wirkenden Kraften herzuleiten bzw. aus den ermittelten Bewegungen 
die wirkenden Krafte zu bestimmen. Dazu mUssen, wie zu Beginn der 
Statik, gewisse Erfahrungssatze herangezogen werden, deren Richtig­
keit sowohl die landlaufige Erfahrung als auch der Umstand ergibt, 
daB die daraus gezogenen Folgerungen durch Beobachtungen bzw. Ver­
suche beglaubigt werden. 

8. Masse, Kraft, Beschleunigung. 
Man kommt in der Dynamik mit dem Grundgesetz aus45): 

Jeder Karper bzw. jedes System von irgendwie verbundenen Karpel'll 
beharrt in semem Zustand der Ruhe oder der geradlinigen, gleich­
fOrmigen Bewegung, solange nicht auBere Krafte eine .Anderung dieses 
Zustandes veranlassen. 

Es ist das der Satz yom Beharrungsvermagen der Karper oder 
das Gesetz der Tragheit 46 ), das gar nicht unmittelbar aus Versuchen, 
wohl aber aus Beobachtungen der Fixsterne nachzuweisen ist. 

Beispiel 63. Das gesamte Sonnensystem bewegt sich, soweit die bisherigen 
Bestimmungen sichel' sind, derart im Weltenraum, daB sein Schwel'punkt, deF 
mit dem Mittelpunkt del' Sonne nahezu tibereinstimmt, mit del' gleichfiil'migen 
Geschwindigkeit von 1,623 Erdbahnhalbmessern im Jahr 47) in gerader Richtllng 
auf einen Punkt in del' Nahe des Sternes X Herclllis 48) zllstrebt. Denn bei den 
gI'oBen Entfernungen bis Zll den nachsten Fixsternen ist keine Einwrrkllng von 
ihnen mchr vorhanden. 

42) Poisson, J. de l'ecole poIytechn. 1838. 
43) Reis, Ann. Phys. 1833. 
44) Benzenberg, Vel'sllche tiber die Gesetze des Falles, 1804. 
45) Hertz, Die Pl'inzipe del' Mechanik, 1895. 
46) Olivi ca. 1300 nach Jansen, Philosoph. Jahrb. 1920; Galilei, Dis­

corsi, 1638; Newton, Principia, 1687. 
47) Struve. 
48) W. Herschel. 
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Del' nachste Fixstern ist del' Doppelstern IX Centauri, dessen Verschiebung 
am Himmel, von den Endpunkten del' groBen Achse del' El'dbahn aus betl'aehtet, 
2 . 0,88" betl'agt49). Dem entspl'icht ein Abstand von 234400 Halbmessern del' 
Erdbahn. Die vom El'daquatol' aus gesehene Parallaxe del' Sonne ist gerade 
10rnaI so groB, so daB ihr mittlerer Abstand von del' El'de 23439 El'dhalbrnessel' 
betragt. Hieraus el'gibt sich, daB die Erde mit del' mittleren Geschwindigkeit 
29,9 krnjsk urn die Sonne umlauft. 

DaB die Fixsterne sich mit gleich£ormiger Geschwindigkeit bewegen, lehrt 
die Verschiebung del' Spektrallinien 27b) (vgl. Beispiel 42), die mit Leichtigkeit 
die Seitengeschwindigkeit in del' Richtung Erde-Fixstern zu messen gestattet. 
Z. B. bewegt sich del' Sirius (Parallaxe 0,23" 50)) mit del' Geschwindigkeit 33 kmjsk 
von del' El'de weg 51). 

Auf del' Erde sind Anol'dnungen, die das Grundgesetz selbst genau zu priifen 
gestatten, nicht zu vel'wirklichen, da hier immel' storende Anziehungskrafte vor­
handen sind, oder, wenn sie durch besondel'e Einrichtungen aufgehoben werden, 
Reibungskrafte u. dgl. das Ergebnis triiben. 

Der Triigheitssatz schlieBtinseiner allgemeinen Form den folgenden ein: 
Jede durch irgendeine Kraft hervorgebrachte .Anderung del' Geschwin­
digkeit ist unabhangig von del' bereits vorhandenen Geschwindigkeit des 
betreffenden Korpers, also auch von den etwa noch wirkenden Kraften, 
die ihrerseits bestimmte Geschwindigkeitsanderungen hervorrufen. 

Auf eirien "Korper, del' sich mit del' gleichformigen und geradlinigen 
Geschwindigkeit Vo bewegt, wirke von einer bestimmten Zeit an eine 
nach GroBe und Richtung gleichbleibende Kraft in del' Bahnrichtung 
ein. Nach dem kurzen Zeitabschnitt dt hat sich dann die Geschwindig­
keit um den Betrag clv in Vo ± av geandert, je nachdem die Kraft­
rich tung mit del' Bewegungsrichtung itbereinstimmt odeI' entgegen­
gesetzt dazu ist. In einem zweiten kleinen Zeitabschnitt elt findet 
nach dem vorstehenden Grundsatz wieder eine .Anderung um den 
gleichen Betrag wie vorher statt, da die .Anderung nur von del' ein­
wirkenden Kraft, abel' nicht von del' vorhandenen Geschwindigkeit ab­
hangt. Die erhaltene Geschwindigkeit ist also Vo ± 2 . d v, und nach 
einer bestimmten Zeit t betragt sie 

t 

V = Vo + f clv. 
o 

elt 
Zur Auflosung des Integrals erweitert man es mit und erhlilt so 

elt 
t 

l~dV v = v + ---. elt . 
0- elt 

o 
Nun ist, da dv in gleichen Zeitabschnitten denselben Wert beibehalt, 

:~ = peine unveranderliche Beschleunigung bzw. Verzogerung, und 

man kann schreiben: t 

49) Maclear, 1864. 
50) Henderson. 
51) H uggi ns, 1868. 

v = Vo + f p • d t , 
o 

6* 
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Eine unveranderliche Kraft ruft je nach ihrer Richtung eine gleich­
farmig beschleunigte oder verzagerte Bewegung hervor. 

War der betreffende Karper in Ruhe oder hatte er wenigstens nach 
der Richtung del' Kraft keine Geschwindigkeit, so falit in del' vorstehen­
den Gleichung der Betrag Vo weg. Andererseits kann man annehmen, 
daB die Geschwindigkeit Vo durch die vorherige odeI' auch gleichzeitige 
Wirkung einer anderen Kraft entstanden ist, die mit der ersteren dieselbe 
Wirkungslinie hat. 1st die Wirkungslinie eine andere, so setzen sich 
die in jedem Zeitpunkt vorhandenen Geschwindigkeiten nicht alge­
braisch, sondern geometrisch mit Beriicksichtigung ihrer Richtungen 
zusammen (Abschnitt 6). 

Zur Ermittlung des Zusammenhanges zwischen del' Kraft P und 
del' von ihr hervorgerufenen Beschleunigung P geht man davon aus, 
daB die Masse m der Trager aller physikalischen Eigenschaften des 
Karpel'S ist, also auch seiner Tragheit im Sinne des Grundgesetzes. 

Erteilt eine gegebene Kraft PeineI' bestimmten Masse m die Be­
schleunigung P (Fig. 104), so erteilt eine dazukommende zweite Kraft P 
von gleicher GraBe und Richtung derselben Masse mauch wieder dieselbe 
Beschleunigung; es entsteht die Darstellung del' Fig. 105.Ein beliebiges 
Vielfache n . P beschleunigt also dieselbe Masse m um das n· p-fache: £8 fIt 

?pm 
Fig. 104. Fig. 105. Fig. 106. 

Bei gleicher Masse entsprechen die Beschleunigungen den Kraften. 
Die halbe Kraft erteilt somit del' unveranderlich gebliebenen Masse m 

die Beschleunigung tp(Fig. 106). Wenn jetzt die gleiche Masse m und 
die gleiche Kraft l P dazukomrnt, so bleibt die BE'schleunigung dieselbe 

ip. Die Kraft P erteilt also del' Masse 2 m die Beschleunigung ~ : 

Bei gleicher Kraft entsprechen die Beschleunigungen den Massen 
umgekehrt. 

Die beiden vorstehenden Sl1tze lassen sich zusammenfassen zu del' 
FormeP7) 

<odeI' 

PI PI m2 

P2 = P~' m i 

P 
p=k·-, 

m 
(71) 

worin k eine Verhl1ltniszahl ist, deren Wert von den gewl1hlten Ein­
heiten fUr die drei HauptgraBen abha:ngt. 

Unter dem EinfluB seines Gewichtes G erfl1hrt nun jeder Karper 
von der beliebigel1 Masse m im luftleeren Raum dieselbe Beschleunigung g 
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des freien Falles (Beispiel 16). Es gilt also hierfur ebenfalls die Glei­
chung (71) in der Schreibung 

G 
g= k·-. 

m 

Durch Division der urspriinglichen Gleichung (71) durch die vorstehende 
folgt nun 

p 

g 

P 
G 

oder 
p g 
P O· (72) 

Die Beschleunigung verhalt sich zur erzeugenden Kraft wie die Fall­
beschleunigung zum Gewicht des betreffenden Karpers. 

Man kann die Gleichung (72) auch in der Form schreiben 

P 
p = 1· G 

g 

und erhalt dUTch den Vergleich mit Formel (71): Der Faktor k wird 1, 
. G 

wenn fiir die Masse m der Quotient - eingesetzt wird. 
g 

Man kann somit auch mit den beiden Formeln rechnen 

P G 
p =._, 

m 
m=-, 

g 
(73) 

kg. sk2 
worin das MaB fur m ist, wenn das von G und P kg und von p 

m 
und g mjsk2 ist. GrundgroBe der Masse ist die in Breteuil aufbewahrte 
Masse von 1 kg Gewicht. 

Die erste Gleichung (72) wird vielfach geschrieben 

P=m·p. (73a) 

Hierin heiBt m· p die Tragheitskraft des Korpers von der Masse m, 
auf den die Kraft P einwirkt. Auch hier ist somit der Satz von der 
Kraft und Gegenkraft (Bd. I, S. 13) erfullt, indem die Tragheitskraft 
der Masse die Gegen kraft zu der bewegenden auBeren Kraft darstellt. 

Wirken auf einen Karper in einer bestimmten Richtung ein die 
treibende Kraft PI' eine widerstehende Kraft P 2 und bewegt sich der 
Karper vom Gewicht G mit der Beschleunigung p in dieser Richtung, 
so gilt nach dem obigen 

oder 

(72 a) 

Die Gleichung treffe etwa flir die belie big gewahlte x-Achse zu. 
Fiir die dazu und aufeinander senkrechten y- und z-Achsen lassen sich 
entsprechende Gleichungen aufstellen. Man erhalt so - vorlaufig fUr 
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den Fall, daB aIle Wirkungslinien der Krafte durch den Schwerpunkt 
des Karpers gehen, in dem die Tragheitskraft genau so wie das Gewicht 
angreift -, den Satz52); 

Man rechnet bei bewegten Karpern nach den Regeln der Statik, 
nachdem die Tragheitskraft· entgegengesetzt zur Beschleunigungs­
richtung zu den fibrigen Kraften zugefUgt sind. 

Bewegt sich der Karper auf einer gekrfimmten Bahn yom Krfim­
mungshalbmesser r mit der Geschwindigkeit v oder Winkelgeschwindig­
keit w, so setzt er nach den Formeln (72a) und (65) dieser Bewegung 
einen radial nach auBen gerichteten Widerstand 

v 2 r. w 2 
Z=m·~-=G·--

r IJ 
(74) 

entgegen. Als Tragheitskraft ist dann diese sogenannte Schwung­
kraft anzusetzen. 

Beispiel 64. Eine Kl'anlast von Q = 4300 kg einschIieBIich Haken- und 
Seilgewicht (Bd. I, Beispiel 135) soIl mit del' Geschwindigkeit v = 0,5 m/sk an­
gehoben werden; die zur BeschIeunigtmg verfiigbare Zeit betragt unter ungUnstigen 
Umstanden nul' t = 0,3 sk. Anzugeben ist die Kraft, ffir die das Seil zu be­
rechnen ist. 

Nach Formel (10) ist die Beschleunigung 

Fig. 107. 

~ v ~ 0,5 ~ 1 67 ' k2 P ~ T ~ 0,3 ~, m/s. 

Damit wird nach Formel (70) die Seilspannkraft 

S = Q + P = Q . (1 + P) = 4300 . (1 + 1,67·0,102) = 5030 kg. 
, g 

Beispiel 65. Die Fallbewegung kann durch die Anordnung del' 
Fig. 107 53) so wet~ verlangsamt werden, daB man sie bequem be­
obachten kann. Uber eine leichte Rolle ist ein dfumer Faden ge­
legt, an dessen Enden die beiden gIeichen Gewichte G1 hangen. 
Wird jetzt das obere Gewicht um den kleinen Betrag G2 ver­
groBert, so sinkt es langsam herab, und zwar ist nach FormeI (72) 
die Beschleunigung des Ganzen 

G2 

P = g • 2G-;+ G2 • 

~rrst z. B. G1 = 0,150 kg und G2 = 0,003 kg, so wird (fiir Deutsch­
land genau genug) 

P = 9,81 . 3~3 = 0,097 m/sk2• 

Die Gewichte legen also gemaB Formel (8a) die folgenden Wege zuriick: 

t = 1 2 3 4 I 5 6 7 sk 
8 = 0,048 0,194 0,437 0,776 i 1,164 1,552 1,940 m. 

52) d'Alembert, Trait6 de dynamique, 1743, enthalt diese Vorschrift zuerst 
in recht unklarer Weise. Das Prinzip von Hamilton (London Philosoph. Trans­
actions, 1834) und das del' kleinsten Wirkung von Maupertuis (Mem. de l'Acad. 
Paris, 1740) sind iibereinstimmend mit dem von d'Alembert (VoB, Math. An­
nalen, 1884). 

53) Atwood, On the rectilinear motion and rotation of bodies, 1784. 
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Wird etwa an del' Stelle 0,776 m das Gewicht Gs durch einen Ring abgehoben, 
so bewegen sich die Gewichte G1 nach dem Tragheitsgesetz mit del' gleichformigen 
Geschwindigkeit v = p • t = 0,097 . 4 = 0,388 m/sk weiter, und man stellt dann 
die in del' Zusammenstellung folgenden Werte von 8 fest. 

Hierbei sind die Einfliisse des Fadens, der Rolle und del' Zapfenreibung ver­
nachlii.ssigt worden. 

Beispiel 66. Die groBte Beschleunigung, die ein Dampfmaschinen-EinlaB­
ventil vom Gewicht G1 = 5,8 kg erfahrt, betragt nach Beispiel 19 'P = 70 m/sk2• 

Anzugeben ist die Spannkraft '" del' Feder, die zum SchlieBen erforderlich ist, 
wenn noch die Spindelreibung mit R = 16 kg (Bd. II, Beispiel 38) beriicksichtigt wird 
und das Federgewicht Gs = 0,8 kg betragt. 

Das eine Ende del' Schrauberrfeder wird festgehalten, das andere macht die 
Bewegung des Ventils mit. Die Verhaltnisse sind die gleichen, wie auch leicht 
rechnerisch nachzuweisen i.,t, wenD das halbe Gewicht del' Feder voll beschleunigt 
gerechnet wird. Man erhiUt dann nach Formel (72a) 

Ii = (G1 + ~ G2 ) • {- - G + R 

= (5,8 + 0,4) ·70·0,102 - 5,S + 16 = 54,5 kg. 

Beispiel 67. Der Rammbar einer Handramme einschlieBlich Seil usw. habe 
das Gewicht G = 30S kg. Der Hub betrage im Durchschnitt h = 1,4 m. Wahrend 
del' ersten 6/10 des Anhubes wird er annahernd gleichfarmig beschleunigt bewegt, 
wahrend del' letzten 4/10 ebenso verzOgert. Anzugeben ist die Kraft, die jeder der 
i = 15 Mann auszuiiben hat, wenn der gauze Hub in t = 1 sk gemacht wird. 

Aus Formel (Sa) folgt die Beschleunigung im ersten Hubteil 

2 . 0,6 . h 2 . 1,4 
P = (0,6' t)2- = 0,6-:1 = 4,65 m/sk2• 

Damit wird nach Formel (72) die Beschleunigungskra,ft 

p 4,65 
P = G . i = 30S . 9,81 = 146 kg, 

die zu dem Gewicht des Rammbars hinzutritt. 
Jeder Mann hat also mit 

G + P = 30S + 146 = 30,25 kg 
i 15 

anzuziehen. Am SchluB des Hubes verringert sich seine Anstrengung auf 

308 
-15 = 20,5 kg. 

Del' Rammbar fallt die gehobene Strecke (Formel lOa) in 

} '2·-i;4 
t = /... - = 0,53 sk. 

9,SI 

Beispiel 6S. Um die StoBkraft zu bestimmen, die ein in regelmaBigen Schwin­
gungen bewegter Karper erfahrt, kann damit ein leicht-es Gestell A verbunden 
werden, in dem eine kleine Platte B elektrisch isoliert an emer Blattfeder 0 be­
£estigt ist, die die Platte B gegen eine mit HiHe del' Gegenmutter E einstellbare 
Schraube D mit einer durch Eichung meBbaren Kraft Q driickt (Fig. 108). 1st 

das Gewicht von B G kg, so gilt nach Formel (72) 9_ = 11..; wenn sich bei einem 
G g 

StoB B gerade von D lost, was durch die Unterbrechung des elektrischen Stromes 
festgestellt wird. . 
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Die GroBe der Kraft Q kann gemeRsen werden durch die Verstellung der 
Schraube D. 1st nun Go das Gewicht des Korpers, z. B. der Schubstange eines 
Kurbelgetriebes, dessen StoBbeanspruchung gemessen werden solI, so ist die StoB­

~J) Be 

- A p 

Fig. 108. 

tgy = +0,20 +0,15 

kraft im Augenblick des Aufschlagens 

P Go P = Go' - = ~ . Q'. 
g G 

Man erhiHt so ein einfaches MeBgerat M ) dafiir. 
Auf einem ahnlichen Grundgedanken beruht ein Be­

schleunigungsmesser fiir Forderkorbe u. dgl. 55). 

Beispiel 69. Anzugeben ist die vorteilhafteste Anzahl 
Umdrehungen in der Minute des in Beispiel 47 unter­
suchten Antriebes einer Forderrinne, sowie der Vorschub 
des Fordergutes (Kohlen) bei den Neigungen (Fig. 109) 

+0,10 +0,05 ° -0,05 -0,10 ~-0,15 -0,20 
Forderung nach aufwarts Forderung nach abwarts. 

Beim Vorwartsgang der Rinnc ist die das darin liegcnde Fordergut beweo-ende 
Kraft bestimmt aus der Beziehung (Fig. 109) e 

+1 

Fig. 109. 

P - G· % = G· (- sin)' + "to' COS;/). 

Damit nun @5fache Sicherheit gegen eine uner­
wiinschte Relativbewegung des Gutes zur Rinne 
besteht, darf die Beschleunigung der Rinne 
hochstens sein 

P = ~ . cosy' (- tg Y + flO) • 

Hierin ist fiir Kohlen auf Eisen33n ) einzusctzen flo "'" 0,5, und gewohnlich wird 
gewahlt33b) @5 = 1,15. Damit ergibt sich der hochstzulassige Betrag 

PI = 2,51 2,95 3,39 3,83 4,26 4,68 5,09 5,48 5,85 m/sk2• 

Der groBte Wert der nach vorn gerichteten Beschleunigung ist nach Beispiel 48 
bei n = 60 Umdrehungen in der Minute pi = 3,314 m/sk2• Da nun beim Schub­
kurbelgetl'iebe die Beschleunigung dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit co 
bzw. der Umdrehungszahl n entspricht, so wird die groBte zuHissige Umdrehungs. 
zahl der Antriebswelle in der Minute 

n = 60· V~~ = 52,1 51,5 60,6 64,5 68,0 71,2 74,5 77,0 79,6. 

Das Fordergut bewegt sich nun gegeniibel' der Rinne weiter nach vorn, sobald 
ihre Verzogerung den Wert 

P2 = g • cos)' . (+ tgy + flO) 

erl'eicht, also hei 

P2 = -6,74 -6,30 -5,85 -5,38 -4,90 -4,41 -3,91 -3,39 -2,88 m/sk2. 

Diese Werte sind wieder im Verhaltnis ((lO( umzurechnen, damit die Fig. 79 
dafiir paBt, auf ' n 

p~ =-8,93 -7,11-5,74-4,65 -3,82-3,13-2,54-2,05 -1,64 m/sk 2• 

54) Polster, Z. d. V. d. 1. 1914. 
55) Jahnke - Keinath, D. p. J. 1920. 
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Man entnimmt dann der Fig. 79 den zugehOrigen Betrag des Rinnenhubes, bei 
dem das Rutschen beginnt, 

:! = - 0,956 0,898 0,872 0,828 0,786 0,760 0,738 0,714 . 
8 

Bei der Aufwartsneigung 1: 5 bleibt das Gut bereits liegen. 
Mit Riicksicht auf den graBen Tragheitswiderstand der Rinne und des darin 

liegenden Fordergutes wird der Hub nicht groBer als 8 = 0,20 m genommen. 
Damit erhaIt man 

Xl = - 0,191 0,180 0,174 0,166 0,157 0,152 0,148 0,143 m. 

Die Fig. 79 liefert ferner die zugehOrige Geschwindigkeit der Rinne und des 
Fordergutes 

c~ = - 0,362 0,528 0,608 0,653 0,693 0,713 0,731 0,739 m/sk, 

die im Verhaltnis ~ umzurechnen ist auf die tatsacWiche 

CJ = - 0,314 0,515 0,614 0,702 0,786 0,885 0,938 0,980 m/sk. 

, Diese Geschwindigkeit, mit der das Gut anfangt zu rutschen, wird auf seinem 
Wege verz5gert durch die entgegenwirkende Reibung und die entsprechende 
Seitenkraft des Gewichtes G um 

Ps = g. cosy( + tgy + ,,). 
Rierin ist als Reibungsziffer der Bewegung fur KoWen auf Eisen """ 0,20 an­
zusetzen SSa). Man erhalt so 

Ps = 3,85 3,39 2,93 2,45 1,96 1,47 0,976 0,484 ° m/sk2• 

If,= 90 

90 30 

Fig. no. 

Tragt man jetzt die Geschwindigkeit c' in Abhangigkeit vom Winkel IX in 
Fig. no auf, so ist von dem oben festgelegten Wert c{ aus die gleichformige Ge­
schwindigkeitsabnahme durch die Verzogerung p~ als um den Winkel ~ nach 

unten geneigte Grade anzutragen, gemiiB tg ~ = p~, worin wie oben p~ = Ps . ( ~ r 
zu setzen ist: 

P' = 5,10 3,56 2,87 2,12 1,52 1,04 0,63 0,294 ° m/sk2• 

Man hat also auf der Wagerechten durch c{ die· Bogenlange 1 abzutragen 
und vom Endpunkt senkrecht herunter die Strecke p~. So ergeben sich die 
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gezeichneten schragen Geraden fiir die Rutschgeschwindigkeit des Fordergutes. 
Es erreicht die Geschwindigkeit del' Rinne wieder bei 

c~ = -0,764 -0,703 -0;534 -0,344 -0,151 +0,070 +0,352 +0,741 m/sk, 

d. h. es wird auBer bei der steileren AbwartsfOrderung auf dem unterhalb der 
Achse liegenden Tei! der co-Linien von del' zuriickgehenden Rinne ein Stiick 
mitgenommen. 

Tragt man diese Werte c~ wieder in den linken Tei! del' Fig. 79 zuriick, so ent­
nimmt man ihr die zugehorige Beschleunigung 

P~ = - 0,71 2,48 3,31 2,76 1,89 1,58 2,79 1,735 m/sk2• 

Durch Multiplikation mit (~) 2 ergibt sich die tatsachliche Beschleunigung an 
der Stelle zu 

P4 = - 6,75 2,53 3,83 3,54 2,67 2,43 4,50 3,10 m/sk2. 

Das Gut kommt sogleich zur Ruhe, wenn 

P4 < g • cosy' ( + tg)' + flo) 

ist mit der Reibungsziffer del' relativen Ruhe, was nur bei den.letzten beiden 
Neigungen nach unten nicht erfiillt ist, sodaB es in den Fallen weiter rutscht. 

Del' Vorschub des Gutes auf der Gleitstrecke, del' allein fiir die Fol'derung 
in Frage kommt, entspricht del' Relativgeschwindigkeit zwischen Rinne und Gut: 

do; 1 
x = 1(00 - c1)· dt = I(co - c1) • - = -' /(co - 01 ) • do;. 

w w 

Die Summe wird leicht durch Berechnen der zwischen den co-Geraden und der 
ci-Kurve gelegenen Flachenstiicke in Fig_ 110 erhalten: 

J = ° 302 693 1279 1954 2806 3956 5253 7058 mm2• 

Sie ist zur Beriicksichtigung del' tatsachlichen Umdrehungszahlen mit 
n 
60 

zu 

multiplizieren, wird jedoch durch w = 2n . (jn... dividiert, so daB beide i-- sich 
aufheben. ° ° 

Bei den MaBstaben 1l0,5 mm = 2 n fiir die 0; und 1 mm = 0,0251 m/sk flir 
die c (Beispiel 48) sind die Werte also zu multiplizieren mit 

1 0,0251 . 2 . n 0,2271 
2nU6,5-- 1000 m/mm2 

und es wird so 

x = ° 0,069 0,157 0,291 0,444 0,638 0,898 1,193 1,603 m. 

Vemachl1tssigt man die geringe ·Weiterbewegung des Gutes in den letzten beiden 
Fallen, die durch Verkleinel'ung der Umdrehungszahl aufgehoben werden kann, 
so ist der Gesamtweg des Fordergutes in einer Minute das nfache mervon: 

n' x = ° 4,02 9,52 18,77 30,19 45,43 66,88 91,8 127,5 m. 

Beispiel 70.. Anzugeben ist die Anfahrbeschleunigung eines Schnellzuges, 
bestehend aus II Durchgangswagen von je 44 t bzw. 13 Abtei!wagen von je 37 t, 
also vom Hochstgewicht 56) Go C'V 480 t, del' von eincr vierzylindrigcn 20-HeiB­
dampflokomotive gezogen wird, deren 2 Laufachsen mit dem Tender die Be­
lastung G1 = 92 t liefem, wahrend die 3 Kuppelachsen die Belastung G2 = 51 t 
haben. 
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Der Widerstand der Wagen und der Lokomotivlaufachsen betragt nach Bd. II, 
S. 109 auf ebener Strecke bei V kmJst Geschwindigkeit und mittelstarkem Seiten­
wind 

1 {V + 12)2 
Wo + WI = 2,5' (Go + G1) + 40 . '-1-0- = 1430 + 0,00025' (V + 12)2 kg, 

der Widerstand der Kuppelachsen der Lokomotive mit der Gesamtquerschnitts­
flache F C'v 10 m Z 

( V + 12)2 Wz = 7,3' G2 + 0,6· F· -W- = 383 + 0,06· (V + 12)Z kg. 

Die groBte Zugkraft der Lokomotive wird mit fl = 0,165 bei v = 2 mjsk 
Geschwindigkeit (Bd. II S.29) berechnet zu 

p = ,u • G = 0,167 . 51 . 1000 = 8502 kg. 

Nun gilt nach Formel (72) 

p - (Wo + WI + Wz) = (Go + G1 + G2 )· 'E, 
(J 

.also mit den berechneten Zahlenwerten 

p = 6:~~~0 . [8520 - 1813 - 0,06025 . (V + 12)2] 

= 0 1O~6 _ 0,948' (V + 12)2 J k2 
, () 1000000 ms. 

Man erhalt hieraus 

V= 0 
p = 0,1055 

9 

0,1052 

18 

0,1047 

27 

0,1042 

29 kgJst 

0)041 mJsk2• 

Die Besehleunigung iindert sich anfanglich nur wenig, so daB praktisch mit dem 

Mittelwert p = 0,105 C""V 9~5 m/sk2 bei dem schwersten zulassigen Zug auf 

wagereehter Strecke gereehnet werden kann. 

Bei V = 29 km/st ist naeh Beispiel 97 die Grenze der Kesselleistung erreicht 
und die Zugkraft geht jetzt stark zuriick. Die Zusammenstellung setzt sich 
weiter fort: 

v = 30 36 45 54 63 72 80 89 98 km/st 

P = 8370 7440 6360 5750 5190 4730 4370 4010 3700 kg 

p = 0,1015 0,0864 0,0685 0,0579 0,0479 0,0392 0,0323 0.0249 0,0182 m/sk2• 

Fur die Fahrt auf del' Strecke und dem groBeren Teil des Anfahrens reicht 
eine Kuppelachse weniger aus, da sie infolge der geringeren Leistung des Kessels 
doch nicht ausgenutzt wird. Lokomotiven, die beim ersten Anfahren mit ver­
,stiirkter Belastung der Kuppelaehsen arheiten, sind mehl'fach gebaut worden57 ). 

Beispiel 71. Das Rollenspurlager nach Fig. 111 hat die Abmessungen 

R4 = 58,0, 
d = /0,16, 

Ha = 52,0, 
1 = 5,6, 

Hz = 45,6 • HI = 39,4 cm, 
d1 = 3,81 em, 

56) Eisenbahll-Bau- u. Betriebsol'dllullg, 1904/7. 
57) Keller, Z. d. V. d. I. ]903. 
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die Regelumlaufzahl in der Minute ist n = 250. Anzugeben ist die Druckkraft, 
die die Kugeln vom Durchmesser d1 auf den Fiihrungsring ausiiben. 

. Das Gewicht einer Rolle ist 
, I 

'-t- G = _': . d2 • l . r = !':.. . 1,0162 • 0,56 . 7,86 = 3,57 kg, 
4 4 

die Winkelgeschwindigkeit des Lagers ist 

_ :n' n _ :n • 250 _ 262 1/ k (0-30-30- , s, 

das Gewicht del' Kugel ist 

G1 = :n • d~ . r = :n .0,3813· 7,86 = 0,23 kg. 
6 6 r- Damit wird die Schwungkraft nach Formel (73) 

I Z = ~ . [G' (El + E2 + Ra) + G1 . (R4 - :1) 1 
Fig. 111. g -

= ~~,22 . (3,57 . (0,394 + 0,456 + 0,520) + 0,23 . (0,580 - 0,019)] = 352 kg. 
9,81 

Beispiel 72. Zu berechnen ist die Beanspruchung des FuEes der Bronze­
schaufel einer Dampfturbine gemaE Beispiel 55, wenn das Einheitsgewieht 
)' = 8,8 kg/dma und ihre Lange l = 18 em betragt. 

1st del' Qnersehnitt der prismat,ischen Sehaufel F em2, so ist die Schleuder­
kraft naeh Formel (73) 

F ,Z')' 
Z = 106~' p, = F . 0 , 

worin 0 kg/cm 2 die Zugbeanspruchung angibt. 
Es wird so 

l· )' . p, 
0=---= 

1000· g 
18· 8,8 . 26751,8 

1000. 9,81 = 432 kg/em 2• 

Wird der FuE, wie bei manehen Ausfiihrungen, durch schwalbensehwanzformige 
Einkerbungen urn 1 gesehwacht, so steigt die Beanspruehung dort auf 

01 = .~ . 0 = 648 kg/em2• 

Beispiel 73. Durch sogenanntes statisches Auswagen einer WelIe mit auf­
gesetzten Radern auf wagerechten Stahllinealen lassen sieh kleinere Verlagerungen 
des Gesamtsehwerpunktes aus der WelIenaehse, als del' Hebelarm des RolIwider­
standes f = 0,05 mm betragt, nicht nachweisen. Anzugeben ist bei einem Gesamt­
gewieht von G = 2200 kg und n = 3000 Umdrehungen in der Minute die ent­
stehende Sehwungkraft. 

Es ist nach Formel (74) 

Z = ~ . ~200 000005. (:n. 300(j)2 = 536 k 
2 9,81" 30 g, 

also fast! des Gewiehtes. Die Belastung der Welle sehwankt also im Betriebe 
in jeder Sekunde 50 mal zwischen 2736 und 1664 kg, wenn die Auswuchtung 
nieht weiter getrieben wird. 

Zu dem Zweok liiEt man die Welle in Lagern laufen, die auf Kugeln seitlich 
frei beweglieh sind und deren Bewegungen nUl' dureh Federn gedampft werden. 
Empfindliehe Zeigereinriehtungen lassen jeden Aussehlag naeh den Seiten er­
kennen und geben an, wo Ausgleieharbeiten notig sind (vgl. Beispiel 155). Man 
kann so den Fehler der Sehwerpunktslage bis auf jfu mm verringern. 
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Unter sonst gleichen VerhiUtnissen ist dann 

Z' = 536 . 1;~ "" 10,7 kg. 

Die dadurch hervorgerufenen Schwingungen geniigen, um die UmIaufzahl durch 
mitschwingende Federn' von bekannter SchwingungszahI messen zu lassen, die 
einfach auf das GeMuse der Maschine gesetzt werden (Frahms Geschwindigkeits­
messer). 

Beispiel 74. Anzugeben ist die Spannkraft, die in einem Treibriemen von 
der Breite b und der Starke 8 entsteht, der mit der Geschwindigkeit v umlauft. 

Auf jedes Teilchen, das sich auf der Riemenscheibe vom Halbmesser r befindet 
(Fig. 112), wirkt beirn Laufen die Schleuderl,.,~aft gemaB Formel (73). Das Ge­
wicht des Teilchens betragt 

G = r' dOl . b . 8 • l' , 

wenn l' das Einheitsgewicht des RiemenmateriaIs angibt. 
Es ist);8) i. M. fiir 

lohgares Treibriemenleder . . . . . . . . . 
eichenlohe gegerbtes ~ibriemenleder . . . . 

l' = 0,95 - 0,99 kg/dma, 
0,95 

modern " '" 
"hydrodynamisch" gegerbtes Treibriemenleder 
chromgegerbtes Treibriemenleder . . . . . . 
Kamelhaartreibriemen je nach Giite. . 
gewebte Baumwolltreibriemen ge6lt 
Balata-(Baumwolltuch-)Riemen . . . 
Stahlbander. . . . . . . . . . . . 

1,04 
0,90 

. 0,80 

.0,95-1,05 - 1,15 
1,07 - 1,16 
0,91 - 0,93 
7,86 " 

Aufgenommen wird die Schleuderkraft nur durch die Spannkrafte 8, und 
das Kraftedreieck liefert 

also 
t . Z = 8· sin(!' dOl) , 

Z=8·dOt.. 

Durch Gleichsetzen mit Formel (73) erMlt 
man so 

r' dOl' b • 8' l' v2 
------'-.- =8· dOl, 

g r 

also die gesuchte Spannkraft 

8 = b· 8' L. v2 
g 

oder die auf I cm 2 des Querschnittes entfallende 
Spannung 

8 l' 
af= -- =. "v 2 , 

b· 8 g 
(75) 

worin alle Langen in cm einzusetzen sind. 
Fig. 112. 

Diese Spannung tritt an jeder Stelle auf der Riemenscheibe auf, also auch 
dort, wo der Riemen die Scheibe veriaBt. Die eine der Spannkrafte 8 fallt dort 
in die Richtung des geraden Riementrumes, so daB sie sich von dort bis zur anderen 
Scheibe fortpflanzt. Der Riemen wird demnach iiberall mit der bereehneten 
Kraft beansprucht, die zu den sonst wirkenden hinzutritt. 

FUr eichenlohe-gegerbtes Treibriemenleder erhalt man mit l' = 0,95 kg/dms 
bei v = 5 m/sk 

_ 0,95. I . 5002 _ ° 24 k! 2 
af - 1000 981 -, g em 

58) Stephan, Die Treibriemen und Riementriebe, 1920. 
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und entsprechend fiir 

v = 5 10 15 20 25 30 35 m/sk 
11,87 kg/em2• at = 0,24 0,97 2,18 3,88 6,05 8,72 

Beispiel 75. Zu bestimmen ist die giinstigste Umdrehungszahl n in del' Minute 
fur eine Kugelmiihle. vom Querselmitt naeh Fig. 113 mit dem Innendurehmesser 
D = 100 em und dem Kugeldurehmesser d = 6 em 59). 

Die Kugeln und das Mahlgut werden von del' umlaufenden Trommel mit­
genommen bis zur Stelle A, wo die Sehwungkraft Z von del' in die Riehtung des 
Halbmessers fallenden Seitenkraft des Gewichtes G· sin IX aufgehoben wird. Man 
erhalt sofort dureh Gleiehsetzen mit Formel (73) 

. w 2 
SllllX = r 1 ' g 

und die dort erhaltene Wurfgesehwindigkeit v = r1 • roo 

Bei. dem Wurf gilt nun ffir den Weg in wagereehter Riehtung nach Fig. 113 

V· eoslX' t = 1'1 • eoslX + t'2 • sin,8 

und ffir den Weg in lotreehter Riehtung 

-v' sin IX • t + t· g' t2 = r 1 ' sinlX + r 2 ' cos,8. 

Reehnet man aus del' ersten Gleichung taus und setzt es in die zweite ein (vgl. 
Absclmitt 6), so folgt mit den vorherstehenden Werten von v und sinlX mit 
cos IX = VI':" si~ 2 IX 

( 
sin',8' 2 

1 + ~ '1 ( (-' -- W2) 2) 
11 ,1 - r1 '-

! g, 

( 
Sin,8) '(02 2 1 r ----~---- w 2 

= (21'1)2 ,(~) , 1 + -2 . ~ '1,1 ---( -;;2)2 + 2 'r2 ' ( - --) . cosfJ 
\ g r1 ! I - r1 ' - g 

, , g 

Fig, 113, 

59)' Fischer, Z. d. V. d. I. 1904. 

Manentnimmt nun del' Fig.113nach 

1'1 = -~ . (D - d), 1'2 = i . (D - 3 d) . 

FUr die Schonung der Trommel ist es 
natilrlich vorteilhaft, daB die fallen de 
Kugel bei B noch auf eine dort liegende 
Kugel mit dem Mahlgut auftrifft, was 
erfahrungsgerniiB 59) fUr ,8 "" 40 0 ge­
schieht. 

Die vorstehende Gleichung, in die 
diese Zahlenwerte einzusetzen sind. 
wird am besten durch Probieren gelost, 
indemman sie abkUrzungsweise schreibt 

(1 + y)2 = (2' r 1)2 • x 2 • (1 + t . y) 
+ 2 r2 • casfJ . x, 

worin gilt 
w2 ,,2. n2 

x = - = 302:"'981 = 0,00112 . 112 • g , 
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Man wiihlt jetzt 
und erhalt so 

n= 32 
x = 1,147 

y'-=-I-------,-(r-1 '-X)2 = 0,842 

'!J = 0,667 
Damit geht die obige Gleichung tiber in 

und 

" 

35 
1,372, 
0,764, 
0,7345. 

2,78 = 0,884'1,316'1,333 + 0,628·1,147 = 2,273, urn 0,507 zu klein, 
bzw. 3,00 = 0,884 . 1,882 . 1,367 + 0,628 . 1,372 = 3,136, um 0,136 zu groll. 

95. 

Wenn man annimmt, daB bei dem geringen Unterschied der n die Anderung 
etwa geradlinig erfolgt, so ergibt sich 

0,507 
n = 32 + 3 . 0,507 + 0,136 C'V 34,4 . 

Riermit wird 

. = D - d • (n. n) 2 = 0,948 • (n . 34,4) 2 = 0 5983 
smcxI 2·U 30 2'9,81 30 " 

also CXI = 40° 45'. 
Fiir die zweite Lage der Kugeln, die mit Rticksicht auf das dazwischenliegende 

Mahlgut im Mittenabstande t d von der Trommelwand angenommen werden 
kann, erhalt man jetzt den Abwurfwinkel CX2 aus 

. = D - 3d. (n . n)2 = _ ~~820 . (n . 34,4)2 = 0476 
smcx2 2 . U 30 2 . 9,81 30 ' 

zu CX 2 C'V 28 ° 30'. 
FUr die dritte Lage wird ebenso aus 

sincxa = sincx2 • ~ = :: = 0,476' ~~ = 0,406 

CX3 C'V 24°. 
Wenn im Ruhezustand das Rohr der Kugelmiihle zu <p = 0,4 --;-- 0,45 des 

ganzen Querschnittes mit Kugeln nnd Mahlgut gefiillt ist, steigen im Betrieb 
nur 3 Kugellagen an der Wand in die Rohe. Bei Fiillung bis <p = 0,50 !lind es· 
4 Lagen60). Es ist ferner ,82"-' 21tO, ,83'" 14°. 

Beispiel 76. Die Neigung der Fahrbahn in schnell durchfahrenen Kriim­
mungen ist zu begriinden und ihr giinstigster Wert anzugeben. 

Auf den mit der Geschwindigkeit V km/st durch die in wagerechter Ebene 
liegende Kriimmung vom Ralbmesser r fahrenden Wagen vom Gewicht G und 
dem Radabstand a wirken die in Fig. 114 eingetragenen Kritfte. Es sind in lot­
reohter Richtung das Gewicht G und die Rad­
driicke X N = G, in wagerechter Richtung nach 
auBen die Schleuderkraft 

G (V)2 1 G V2 
Z = 9,81' 3,6 . r = 127 . r 

und nach innen die Reibungskraft R = f-t • G. 
Der Wagen beginnt zu rutschen, sobald die 

beiden letzten einander gleich werden: 
V2 
. ;. = 127 . f-t • (76) 

Fig. 114. 

Die inneren Rader werden entlastet, sobald die Drehmomente von Z und G in 
bezug auf die auBeren Rader einander gleich werden: 

Z·h=G·ta 

60) Dreyer, D. p. J. 1908. 
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oder V2 a -r = 63,5' h ' 

Unter gewohnlichen Verhiiltnissen ist die erstere Bedingung ausschlaggebend. 
Auch bei Personenkraftwagen, wo die Hinterrader sich frei gegeneinander 

bewegen konnen, gleiten die Rader in einer Kurve immer etwas, besonders die 
auf der Achse festen Vorderrader, die in der Kurve eine geringe Seitenbewegung 
machen miissen. Infolgedessen ist nach Bd. II, S. 50 die Reibungsziffer in Rich­
tung des Kriimmungshalbmessers ziemlich klein. Sie kann bei Verwendung von 
Gleitschutzreifen hochstens zu f.l = 0,30 angesetzt werden. In einer Kurve vom 
Halbmesser r = 100 mist dann die Grenzgeschwindigkeit nach Formel (75) 

v = VIDO • 127 . 0,30 C'V 62 km/st. 

Bei glatten Reifen auf schlupfriger StraBe ist mit etwa f.l = 0,15 unter gleichen 
U mstanden 

T 

Fig. 115. 

Damit crgibt sich 

V' = )/100 . 127 . 0,15 "'" 43 km/st. 

o 

1st die Fahrbahn um den Winkel ex 
gegen die Wagerechte geneigt (Fig. 115), 
so bleibt die durch den Mittelpunkt 0 
der Kriimmung gehende lotrechte Dreh­
achse unverandert. Die zur schragen 
Fahrbahn parallelen Krafte miissen an 
der Rutschgrenze der Bedingung geniigen: 

+ Z· cos ex - G· sinex - R = O. 

Nun ist 

R = f" (Z· sinex + G· cos<x) . 

V2 tg<x + f' --- = 127 . --~ - = 127' tg(<x + 0) , 
r 1 - f' . tg <X -

(77) 

worin I! = arctgf'- den Reibungswinkel darstellt. 
1st etwa tg <X =,rt;, so ergibt sich mit sonst denselben Werten wie oben 

lr---0;35 
VI = /100· 127 . 0,985 "" 67 km/st 

II 0,20 
bzw. Vi = 1100· 127 . O~9925 "" 50km/st. 

tt Soil eineKurve vonr=60m Halbmesser 
F mit der Geschwindigkeit V2 = 100km/st ge-

ig. 116. rade noch mit Sicherheit befahren werden 
konnen, so muB die StraBe geneigt sein um 

tg<x = ~L - 127 'I~ = !002 - 127·0,30· 60 = 0,726, 
V~ . I' + 127 . r 1002 . 0,30 + 127 . 60 

nem der Neigungswinkel ex = 33° entspricht, den amerikanische Kraftwagen­
Rennbahnen in den Kurven aufweisen. 

Wird die Kurve auch von langsam fahrenden Wagen durchfahren, so darf 
nie Neigung nie so groB werden, daB sie etwa nach innen abrutschen. Die Grenz­
bedingung dafur lautet tg ex = ,u. Dem entspricht fiir I' = 0,30 der Neigungs­
winkel ex "'" 16° 40'. 

Dieser Fall liegt auch bei den Kurven der Eisenbahnen VOT. Man berechnet 
deshalb dort die groBte zulassige Schieneniiberhohung (Fig. 116) ZU56 ) 

hmax = ~max_ , 
2'r 

(78) 
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worin V max die gro.6te in der betreffenden Kriimmung zulij,ssige Fahrtgeschwindig­
keit ist. Man erhiilt so fUr Hauptbahnen 

r = 1300 1200 1100 1000 900 800 700 600 500 400 300 250 200 180 m 
Vmax= 120 115 110 105 100 95 90 85 80 75 65 60 50 45 km/st 
hmax = 46 48 50 53 56 59 64 71 80 94 108 120 125 125 mm 
V m = 71,2 69,9 68,3 67,0 65,3 63,2 61,6 60,1 58,2 56,4 52,4 50,4 51,1 43,7 km/st 

Bei Eisenbahnfahrzeugen mit fest auf der Achse sitzenden Riidern findet bei 
schneller Fahrt in der Kurve schon ein ziemlich bedimtendes Gleiten in der Fahrt­
richtung statt, so daB man bei der an sich schon 
geringen Reibungsziffer ft = 0,165 auf trockenen 
Schienen in Formel (77) ft "'" 0 einzusetzen hat 
(besonders im Fall feuchter Schienen). Dann wird 

V2 
tgIX = 127' r (79) 

oder umgekehrt d,ie der tJberhohung kmax ent 
sprechende Fahrtgeschwindigkeit 

V m = v'127 . r' hm
8
ax , (80) 

die in der letzten Zelle der Zusammenstellung 
angegeben ist. Bei den hOchsten Geschwindig­
keiten entspricht dem Unterschied Vmax - Vm 
der Wert tg IX '" 0,02, der noch als ruhiger Gang 
empfunden wird. Dagegen wird schon tg IX '" 0,04 
als unangenehm empfunden 61). 

Beispiel 77. Anzugepen ist die Belastung, 
die der Schubstangenzapfen eines geschrankten 
Kurbeltriebes nach Fig. 117 erfahrt, wenn sich 
die Kurbel vom Halbmesser r in der Minute n 
mal gleichformig herumdreht. 

Auf den Zapfen A wirken bei einem Motor 
in Richtung der Bewegung die Oberdruckkraft 

des Gases Po = + -1 . D2 • qt. und die Seiten­

kraft des Gewichtes G3 der hin und her ge!J.enden 
Teile + Ga • siny, senkrecht dazu die Seitenkraft 
+ Gs • cos y, uni schlie.61ich entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung die Trag-

keitskraft Pa = - Gs ' Pa bzw. mit Anwendung der Formel (39) 
g 

Pa=-Gs ' r,gw 2 
• (cos IX + ~ ,sinlX±Tcos21X). 

Man kann nun iiberschlazig ans3tz3n 

Gs = = .D2. q, 

und zwar ist fiir Dam pf m as chine n 62) 

61) Petersen, Z. d. V. d. I. 1902. 

(81) 

62) Radinger, Uber Dampfmaschinen mit groBer Kolbengeschwindigkeit, 
3. Auf!. 1892. 

S t e p han, Technische Mechanik. III. 7 
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liegende, ohne Kondensation bjs 8 = 0,7 m Hub: q = 0,28 
" " mit 8> 0,7m" q= 0,40· 8 

" mIt Kondensator hinter dem Zylinder: q = 0,33 
Lokomotiven ohne Kuppelsta'lgen: q = 0,33· 8 

" mit" q = 0,45 . 8 ~- 0,55 . 8 
stehende Schiffsmaschinen, Hochdruckzylinder: q = 0,45 . 8 

Mittel q = 0,20 . 8 

Nieder q = 0,12 . 8 

fUr Ga s rna s chine n mit Verpuffung63 ) 

einfach wirkend 8 < 1,5 . D: q = 0,25 --:-- 0,28 kg(cm2, 
8> 1,5' D: q = 0,30 --:-- 0,33 " , 

" doppelt 

mit Kreuzkopf (8'~ 1,6 . D): q = 0,40 --:-- 0,50 
fiir Kraftwagen: q = 0,03 --:-- 0,05 
in Reihenanordnung: q = 0,60 --:-- 0,75 
einzylindrig ohne hintere Fiihrungsbahn: 

q = 0,50 --:-- 0,60 
einzylindrig mit hinterer Ftimungsbahn: 

q = 0,60 --:-- 0,70 
in Reihenanordnung: q = 0,75 --:-- 0,90 

" "" " mit Geblasezylinder: q"" 1,0 
Bei Dieselmotoren erhoht sich q i. M. urn 0,05 kgjcm2• 

Man erhalt hiermit die Gesamtkraft in Richtung del' Bewegung 

P t = ~ . D2 . [qo + q' sin)' - q' TOr· (cos <X + l' ± T' COS2<x) 1 ' 
hierzu kommt noch die kleine dazu senkrechte Seitenkraft 

P = Jr.- • D2 . q . cos v 
2 4 ' • 

" 

(82a) 

(82b) 

Wird wie gewohnlich die Forderung gestellt, daB del' Druckwechsel am Zapfen 
VOl' del' Totlage eintritt, so ist del' kleinste zulassige Betrag des Einstromungs­
dampfdruckes im Hochdruckzylinder einer Verbund-Dampfmaschine mit dem 
Gegendruck q' = 2,5 at gegeben durch 

qo = q' + q' [T~f~l' (1 ± y) =f sin,,] , (83) 

worin die oberen Vorzeichen fiir die Deckelseite, die unteren flir die Kurbelseite 
des Kolbens gelten. Denn bei Dampfmaschinen ist stets a = 0. Bei liegender 

Anordnung ist ferner " = ° und fast immer -~ = ~ = 0,20. Rechnet man nun 

mit n = 125, 8 = 2 . T = 0,75 m, so wird 

r __ o~ = _~ 7~ _ . (=-.".!_~) 2 = 6,50, 
g 2 . 9,81 " 30 , 

also mit q = 0,40 . 8 

qo = 2,5 + 0,40'0,75.6,50' 1,20 = 4,7 at. 

Flir den Niederdruckzylinder ergibt sich entsprechend mit q' = 0,15 at 
qo = 0,15 + 0,30 . 0,75.6,50' 1,20 = 1,8 at. 

Die Forderung ist demnach bei den gebrauchlichen Dampfmaschinen gewohnlich 
erftillt, wenn man auch beim Niederdruckzylinder oft an die Grenze kommt: Bei 
einer stehenden Dampfmaschine, wo sin" = 1 ist, wird unter sonst gleichen Ver-

h I · II d' . r 1 a tmssen, a er mgs mIt 7: = 4,5 

qo = OJ5 + 0,20 . 0,75 . (6,50' 1,222 - 1)~' 1,2 at. 

63) Giildner, Z. d. V. d. I. 1901. 
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Dagegen kann es im Hochdruckzyllnder oder bei kleinel' Fiillung vorkommen, 
daB die Massendrucklinie die l)ampfdruckkurve in der Mitte des Hubes schneidet, 
wie die Fig. lI8 bei D fUr die Deckelseite und bei K fiir die Kurbelseite zeigt41 ). 
Bei gleicher Filliung auf beiden Seiten ist die Gefahr des StoBes in der Hubmitte 
am groBten auf der Kurbelseite. Die geringste zulassige Filliung gibt diejenige 
Ausdehnungslinie des Dampfes, die mit der Massendrucklinie dieselbe Tangente 

F 

Fig. 118. Fig. 119. 

hat. Nun wird der Tangentenabschnitt der gleichseitigen Hyperbel, die man als 
Dampfausdehnungslinie zeichnet, zwischen del' Nullachse des Dampfes und der 
des schadlichen Zylinderraumes im Bel'tihrungspunkt halbiert (Fig. 119). Man 
hat also an die Massendrucklinie nur eine Tangente zu ziehen, die diesel' Bedingung 
geniigt, was mit Hille eines angehaltenen MaBstabes sofort zu machen ist. Be­
liebige andere Punkte der Ausdehnungslinie, z. B. den am Hubende, ergibt die 
Tatsache, daB fiir jede Sehne der gleiehseitigen Hyperbel DC = EF gilt. Man 
erhiilt so leicht auf zeichnerisehem Wege die folgende Zusammenstellung41) fiir 

, r I 
die Endspannung q" einer Einzylindermasehine bei 5 und 80 = 0,04' 8: 

r' w 2 
1 1,5 2,0 ? - 3,0 3,5 4,0 at, ~g~'q= ~,i) 

q' = 0,2 at: 0,21 0,29 0,37 0,44 0,52 0,60 0,68 

r • co 2 
4,5 5,0 5,5 6,0 6,5 7,0 7,5 8,0 g'- 'q= at, 

q' = 0,2 at: 0,76 0,84 0,92 1,00 1,07 1,15 1,23 1,31 
q' = 1,1 at: 1,06 1,14 1,22 1,29 1,36 1,44 1,52 1,65 ". 

Beispiel 78. An einem Fabrzeugmotor vom Zylinderdurchmesser D = 15 em 
und dem Hub 8 = 20 em, der mit n = 900 Umdrehungen in der Minute lauft, ist 

das Sehubstangenverhaltnis -T = ~, das Gewieht der hin und her gehenden Teile 

q = 0,05 kg/cm2 ; den Gasdruck wahrend des Treibhubes stellt die Kurve a der 
Fig. 120 dar, den wahrend des PreBhubes die Kurve b. Anzugeben ist der VerIauf 
der vom Kolben auf die Zylinderwandungen ausgeiibten Druckkraft. 

also 

Man erhiilt gemaB Formel (83) 

~~ = 0,10 . (;1; . 900) 2 = 90,6, 
g 9,81, 30 

r· ru 2 
q . -- = 0,05 . 90,6 = 4,53 at. 

g 

7* 
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Nach den Angaben der Fig. 44 ergibt sich hiermit die Kurve c der Fig. 120 fiir 
den Beschleunignngsdruck mit dem Anfangs- bzw. Endwert 

4,53' (1 ± i) = 5,67 bzw. 3,40 at. 

Die Summierung der Hohen der Kurven a und c liefert den Verlauf d des 
Kolbendruckes beiill- Treibhub und entsprechend die Summierung der Hohen del' 
Kurven b und eden Kolbendruck e beim Pl'eBhub. Die Beschleunigungs- und 
VerzogerungskriHte der bewegten Gewichte vergleichmaBigen die Druckkurven 
ganz bedeutend. 

Die auf die Wandung entfallende Druckkraft N betragt nun nach Bd. I, S. 35, 
wenn P die Kolbenkraft angibt, 

al 

24 ~ 22 

20 

11 

16 

14 

12 
fO 

8 
6 

0 

at 
2 

o 

d 

h 

6' 

r 

II 

N = P . tgp = P . ~ . sino; . [ 1 + i:{~ . sino; rJ . (84) 

d 

e 

Fig. 120. 

--.. 
1,81 _ 

0,29-- ----
Fig. 121. 

a 

c 

~ 
..-/ 

Zur Aufzeichnung tragt man tiber 
dem Hub einen Halbkreis auf 
(Fig. 120), zieht aus dEm um t . i . r 
aus del' Mittellage verschobenen Pol 
nach den Schnittpunkten del' ein­
zelnen Diagrammhohen mit diesem 
Halbkreis und tragt darauf die 
Hohen der Kurven d und e abo Das 
zweite Glied des Klammerausdruckes 
in Formel (84) kann als bedeutungs­
los unbeachtet bleiben. Es ent­
stehen so die Kurven fund g der 
Fig. 119 als Polal'diagrammE;. del' 
Kolbenkriifte, und zwar der Uber­
drucke tiber die AuBenatmosphare. 

Die Senkrechten zwischen diesen 
Kurvenztigen und der Kullachse 
werden in Fig. 121 in den Kolben­
stellungen aufgetragen, die zu den 
betreffenden Strahlen gehoren. Nach 
Formel(84) ergeben sich so die Wan­
dungsdriicke fiir 1 cm2 Kolbenflache 

in J... = 4 facher VergroBerung, deren 
r 

mittlere GroBe nach del' Trapezl'egel 
(Bd. I, S.5) gefunden wird. 

Die mittlere Dl'uckkraft wird 
hiernach 
beim Treibhub: 

Nl = 1,88' "'- . 152 = 317 kg, 
4 

beim Pl'eBhub: 

N2 = 0,29 .~ .. 152 = 49 kg. 
4 

Neuerdings wird 'vielfach ftir derartige Maschinen del' geschrankte Kurbeltrieb 

gewahlt, z. B. !: = ~. Bei unverandel'ten Kurven a und b wird die Kurve c 

durch Zuftigun; des Gliedes ~ .~ .. sino; (Formel 39) ein wenig gewolbter, und 

es engeben sich durch Summierung del' zusammengehorigen Hohen die Kurven d 
und e der Fig. 122. 
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Bei der Aufzeichnung der Kurven f und gist jetzt urn den Pol ein Kreis mit 
dem Halbmesser 

a . r = { • { • 2,5 = 0,156 em 

zu schlagen, und die Polstrahlen tangieren diesen Kreis. Die zugehorigen Hohen 
der Kurven d und werden auf ihnen vom Schnittpunkt des betreffenden Strahles 
mit der Nullachse abgetragen. 

Nun gilt hier, wie leicht del' Fig. 53 zu entnehmen ist, 

N = P . tgfJ = p. (r_ . sino; =t= ~) = p. ~. (Sino; =t= (1,) (85) 
l l 1 r. 

die weiteren Glieder sind praktisch 
bedeutungslos. Man tragt also die 
Hohen zwischen der Nullachse und 
den Kurven fund g in Fig. 123 senk­
recht zu den zugehorigen Kolben­
stellungen von der Achse 0' aus 
ab und verlegt dann die Achse um 

den Betrag ~ nach del' Seite der 
r 

Kurve des Treibhubes. Mit Hilfe 
del' Trapezreget ergeben sich die 
eingeschriebenen mittlen;n Wan­
dungsdriicke und es wird 
beim Treibhub: 

NI = 0,78 . :rc • 152 = 138 kg, 
4, 

beim PreBhub: 
. :rc 

N2 = 1,17' 4.152 = 207 kg. 

Da del' Vel'schleiB auf beiden 
Seiten des Kolbens dies en Werten 
entsprieht, so wirkt die Schrankung at 
dahin, daB sich die Zylinder weniger 
leicht unrund abnutzen 64). Gleiche 
Abnutzung auf heiden Seiten ergibt 0 

etwa die Schrankung ~ C'0 0,20. 
r 

Beispiel 79. Die auf die Haupt­
welle des Kurbeltriebes komrnende 

l-

d 

Fig. 122. 

/' --. 

I 0,1;/-
~ 

II )1=42.5 
\ 

I ------=:- 1,17 ..--/ I 
I 2r 

Kraft bei del' Anordnung nach Fig. 123. 
Fig. 117 ist anzugeben. 

Wird das Gewicht del' Schubstange so auf den hin und her gehenden Kolben 
bzw. sich drehenden Kurbelzapfen verteilt, wie es bei freier wagerechter Auf­
lagerung in den Lagermittelpunkten darauf wirkt (Beispiel 131), so ergibt sich, 
wenn 11 den Halbmesser bis zum Schwerpunkt der Kurbel bedeutet, in Richtung 
del' Kolbenbewegung 

P' =:" ±Po - P a ± G3 • siny - PI' coso; ± G1 ' sini' + P 2 ' cos(o; - 15) ±G2 • sini' 

und senkrecht dazu 

P" = + G3 • cos)' =t= Pl' sino; + G1 • cos;, ± P 2 • sin(o; - 0) + G2 • COSi ; 

6t) Schwerdtfeger, Motorwagen 1910. 

0' 
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ferner ist das Drehmoment in bezug auf die Achse 0 im 8inne del.' Kurbelci.rehung 

M' = +(Po T P3 + G3 • siny) . a - Gs . (±r' coso; + I· cosfl) 
± G1 ' r1 ' cos(y + 0;) T G2 " r2 " cos(y + 0; T b), 

worin die oberen Vorzeichen fiir den gezeichneten Vorwartsgang und die unteren 
rur den Riickwartsgang gelten. (Bei der doppelt wirkenden Dampfmaschine hat Po 
im letzteren Fall die entgegengesetzte Richtung. 

Setzt man hierin die in Beispiel 77 stehenden Werte ein, so folgt, wenn qo 
den treibenden Dampf- odeI' Gasdruck und q' den auf der Gegenseite wirkenden 
Gegendruck bedeutet 

P' = ~ . D2. [± qo T q' ± sin)" (q + q1 + q2) - ~g(02 • coso;· (q + q1 '1 
r cos(o; - 0)) r . (02. a _ r . (02 r! 

- q2' -:. -cos;---, --g - . SIll:X • q' -[ -t- -g- . cos2o; . q . T j , 

P" = '"- . D2. If..L cos" . (q ..L q I q) 4 I I lIT 2 

T ~ U)~ • sino; '(q .1j _ q . ~2 • (~in (';x.-=fl,l 1, 

g 1 r 2 r , Slno; 

, 1 I'r. a l2 
und mit cosiJ" 1- '2' 11' SIlle>: T -z ' 

2sin2 o; = 1 - cos2o; 

a ( , .. ",2 a') r ('I r,0)2 a)l T sino; . q' ,', . \ 1 --i- --- . -- - cos2o; 'q . _.' -- +- . - . 
I" g r, I ,4 g r .. 

(87) 

Man ersieht sofort, daB die zweckmal3igste Vereiufachung /) = O. also die Anord­
nung des Gegengewichtes gegeniiber der Kurbel ist. 

Bei stehenden Einzylindermaschinen, fiir die )' = 90° ist, wird P" = 0, 
wenn nur die sich drehenden Gewichte ausgeglichen werden, d, h. G1 'r1 = G2 ' r 2 
gemacht wird. Die wirkenden Krafte werden dalln unmittelbar ins Fundament 
iibertragen durch 

cr r 
P' = ~ .. D2 . I ± (qo - q' + q + q, + q2) 

r·(02 ( a r ')11 - -g -' q' cosc< + T . sino; ± -Z' eos20;. J (86a) 

Das Fundament erfahrt ein Kippmoment im Sinne der lVIasehinendrehung von 
der GroBe 

M' = '"- . D2. r . i+ (qo _ q') . a _ q' (_1 __ 1.r _ ! ' I . (ar _ ~) 
4 l rr 4 I _ r ,I, r 

( r'w2 a') (' a.) (11 T,(,,2 a) r 1 T q' 1 +- - -- . - . cosC< + C • SIll !X , - q. ,-' + -- . ',' cos2c< , (87a) 
g ,', I 4 g r. I 

das sich bei Fortfall der Schrankung, also bei allen groBeren lVIaschinen verein­
facht zu 

'z 1 r 1 l' ') ftC = G . r . ( - '-- -l-- eos!X ..L -- •. - • cos2o; . 3,. 4 1- '41 
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Dabei sind die Wirkungen der Krafte, die sich am Kolben- bzw. Kreuzkopf. 
zapien durch die Zedegung des Dampf- oder Gasdruckes in Richtung der Schub· 
stange und senkrecht zur Gleitbahn ergeben, rncht beriicksichtigt, da sie un· 
mittelbar vom Maschinengestell aufgenommen werden. 

Fig. 124. 

'lH{,+% 

fJ' 
T.W~'feosa: 
9 

D 

Fiir eine stehende Dampfmaschine 
vom Hub 8 = 72 em, dem Schubstangen. 

verhaltnis.r = .1 deren Eintritts. 
l 4,5 ' 

dampfspannung qo" = 10 at Uberdruck 
betragt und die mit der Kondensator· 
spannung q; = 0,15 at arbeitet, ergeben 

n 
sich mit q = 0,40 . -4 . D2, q) = 0,06 

.7l_ . D2, q. = 0,1 . " . D2 bei n = no 
4 - 4 

U mdrehungen in der Minute die in Fig. 124 

aufgetragenen Einzelwerte von p' :i . D2 

fiir die obere Seite des Kolbens mit 7 v. H. 
Fiillung und die in Fig. 125 veranschau· 

Fig. 125. 

7f 

(!osa. 

lichten fur die Unterseite mit 10 v. H. !Ic~ 
Fiillung. Die starker ausgezogenen Linien 0 -i==="'T:=="""====~"""<e==~='::':"'=l 
stellen die durch .Addition der Einzel- Iff 
werte gewonnenen Endwerte dar. Trotz 
der griiBeren Fiillung ist auf der Unter· 

. d . I B p' n D· selte er mItt ere etrag von : ·4·' -

noch immer kleiner als auf der Oberseite. 
In derselben Weisc, also ebenfalls in .Ab-
hiingigkeit vom Hub ist in Fig. 126 das 
Kippmoment jil': G3 • r fiir Hin- und Fig. 126. 
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Riickgang des Kolbens aus den Einzelbetragen zusammengesetzt. Del' unver­
anderliche Auteil von p' wird im Gestell ausgeglichen bzw. addiel't sieh einfaeh 
zu den anderen Gewiehten del' Masehine. 1m iibrigen sind Schwingungen el'ster 
Ol'dnung (abhangig vom Dl'ehwinkel ,x) von verhaltnismaBig gl'oBem Aussehlag 
vorhanden, und zwar sowohl bei p' als aueh bei M'; dagegen versehwinden die 
Sehwingungen zweitel' Ol'dnung (abhangig vom doppelten Drehwinkel, also nul' 
die halbe Sehwingungszeit besitzend), die in den Fig. 124 bis 126 unbezeiehnet 
geblieben sind, beinahe e ar:zIieb. 

Bei liegenden EinzyIindel'maschinen, fiir die y = 0 ist, kann man 
die ganzen bewegten Gewiehte ausgleichen, also 

O2 • r 2 = 0 1 • r 1 + 0 3 • r 

maehen. Dann wird mit a = 0 die wagereehte Kraft 

P' __ n . D2 . ( I r . ({)2 r ) 4 ± (qo - q ) 1= -y-- . q. l· eos2,x 

und die lotl'echte 

Fig. 127. 

P" = ;T_. D2. 
4 

( r . ({)2 ') 
q + ql + q2 =f y • q . sin <X • 

Fig. 128. 

Das Kippmoment im Sinne del' Dl'ehbewegung betl'agt 

M' = -03 • r . C -~ .~ ± 2 . cos<x + ~ .~ . eoS2<x) . 

(86b) 

(86e) 

(87b) 

Fiir dieselben Zahlenwerte wie vorher, nul' mit~. =~- ergeben sieh die Auf­

tragungen del' Fig. 127 und 128 fiir beide Kolbenseiten. Ein Vergleieh del' Fig. 127 
und 124 bzw. 125 zeigt, daB del' vollstandige Ausgleieh del' Sehwingungen el'ster 
Ol'dnung in der wagereehten Riehtung die Dampfdl'ueklinie qo viel deutIicher 

h b 

Fig. 129. Fig. 130. 
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hervortreten laBt, also groBere Kraftschwanklmgen hervorruft. 1m Kippmoment 
haben die Schwingungen erster Ordnung den doppelten Ausschlag del' bei del' 
stehenden Maschine von gleichem Hub und gleicher Umdrehungszahl gefundenen. 
Ein praktisch brauchbarer vollstandiger Ausgleich auch del' Schwingungen zweiter 
Ordnung ist nul' durch Zufiigung von entgegengesetzt gefiihrten Kurbeltrieben 
moglich 65). 

Die vorstehende Rechnung setzt noch voraus, daB samtliche Krafte in del'· 
selben Ebene wirken, was abel' nur bei gekropften Wellen zutrifft (Fig. 129). Die 
einseitige Anbringung des Gegengewichtes G2 bei del' Stirnkurbel im Abstande b1 

von del' Hauptachse (Fig. 130) wiirde ein Kippmoment von del' GroBe G2 • b1 auf 
die Welle hervorrufen. Um das zu vermeiden und die erwahnte UngleichmaBig­
keit des Antriebes zu verringern, pflegt man die bewegten Gewichte gew6hnlich 
nul' teilweise odeI' auch gar nicht auszugleichen. 

Beispiel 80. Ein Sagegatter von del' Rahmenweite 80 cm und dem Hub 
8 = 50 cm enthalt i = 12 Sagen, es macht in del' Minute n = 215 Doppelhiibe66 ). 

Die bin und her gehenden Teile wiegen G = 450 kg, das Gewicht der beiden 
+&000/(11 

r-----
~ ,.10 " 

"" 
P' +Jo t2000 

W .1 P" 

~ i7T I ':-, 
~ 

0 jO \0 90 120 150 180 '--N1~ 240 270 

~:-Vi--J60' 

-2000 V-- -2000 

.41 V - I /" 

-61 1\ 
V 

V 

-taL 
\" /P' 
1/ 

.,Joo Y Fig. 13I. 

~V 
Kurbelzapfen mit dem zugehol'igen Anteil del' beiden Schubstangen betragt 
G1 = 60 kg, an den Kurbelscheiben sitzen Gegengewichte G2 = 90 kg im Ab­
stande r 2 = 50 em von del' Drehachse, die Welle wiegt einschlieBlich Antriebs-

riemenscheibe G3 = 1000 kg, das Schubstangenverhaltnis ist -;- = 1~ , del' Schnitt­

widel'stand ~iner Sage bei del' mittleren Schnittgeschwindigkeit 1) = 3,58 m/sk 
ist Po = 720 kg 67). Anzugeben ist del' Verlauf des Lagerdruckes del' Welle. 

In den Formeln (86) ist I' = 90°, ,) = 0, j- = O. Damitwird der lotrechte 
Teil der Lagerdruckkraft 

Pf=-i.Po+G+Gl+G2+G3-.!".·r2 . (G+G1 -G2' :2) 'coscx 

r 
- G· -r . cos 2cx , 

65) Yarrow, 1892. Eine Ausfiihrung beschreibt Gerb, Z. d. V. d. I. 1920. 
66) v. Denffer, D. p. J. 1907. 
67) Fischer, Die Holzbearbeitungsmaschinen, 1900. 
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worin beim Riickgang das erste Glied wegfallt. Der wagerechte Anteil ist 

" r' 00 2 ( r. ') . p =- -g-' 0 1 - 02'- r-- . smo.:. 

Nun ist 

r 'goo 2 = ~:~~ . ( ~i~15 ) 2 = 12,95. 

Hiermit und mit den anderen Zahlenwerten folgt 

P' = - 8640 + 1600 - 4273 . coso.: - 37,5' cos 20.: , 
P" = + 1553· sino.:. 

Aus beiden folgt die Gesamtdruckkraft 
'=~~ 

R = r P'2 + P"2 . 

Die folgende Zusammenstellung, in der das positive Vorzeichen von R angibt, 
daB die Welle auf der unteren Lagerschale aufliegt, und das negative, daB sie an 
der oberen anliegt, ist in Fig. 131 zeichnerisch aufgetragen. 

0.: 0 15 30 45 60 75 90 
P' -11350 -11200 -10760 -10090 -9155 -8105 -7000 kg 
P" 0 + 400 + 775 .L 1095 +1345 +1500 +1535 kg I 

R -11350 -11210 -10820 -10130 -9260 -8250 -7170 kg 

R 2710 2590 2250 1800 -1440 +1590 +2260 kg 
P" 0 400 775 1095 -1345 -1500 -1535 kg 
p' 2710 2560 2120 1430 515 + 535 +1640 kg 

0.: 360 345 330 315 300 285 270 

0.: 105 120 135 150 165 180 0 

P' -5905 -4885 -3990 -3360 -2945 -2805 kg 
p" +1500 +1345 +1095 + 775 + 400 0 kg 
R -6090 -5060 -4160 -3450 -2980 -2805 kg 

-------

R +3120 +3990 +4750 +5335 +5700 +5835 kg 
P" -1500 -1345 -1095 - 775 - 400 0 kcr e 
P' +2735 +3755 +4650 +5280 +5695 +5835 kg 

0.: 255 240 225 210 195 180 0 

Wird P" urn 90° gedreht und der Endpunkt mit dem von P' verbunden, so ergibt 
sich R und der Neigungswinkel )' der Gesamtdruckkraft gegen die Lotrechte. 

bJ Beispiel 81. Zu unter-
suchen ist der Gewichtsaus­
gleich des Kurbelgetriebes von 
Mehrkurbelmaschinen. 

p' 

Fig. 132. Fig. 133. 

Es geIten fiir jeden Zylin-
der die Bezeichnungen del' 
Fig. 132. Die wagerechte Be­
zugsachse sei die X-Achse, die 
dazu senkrechte die Y-Achse; 
die Kurbel schlieBe in del' 

Y AuBentotlage mit einem be-
lie big angenommenen Halb­
messer der Welle den Winkel exo 
ein. Parallel zur Welle seien 
dieAbstande derSchwerpunkte 
der einzelnen Gewichte von 

einer beliebigen, senkrecht zur Welle stehenden Ebene b1 , b2 , b3 (Fig. 132). In 
den Formeln (86) und (87) haben nur die mit Funktionen des jetzt als 0.: 0 + 0.: 
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bezeichneten Kurbelwinkels EinfluB auf die Rechnung, die unveranderlichen 
Glieder kiiunen nach den .Angaben S. 104 Wer unterdriickt werden. 

GemiiB Fig. 133 erhiiJt man die in die Richtung der beiden Achsen fallenden 
Krafte zu 

x = p' . cos)' ,-p" 0 sin)' , 

y = p' • siny + p" . cosy, 

und nach Einsetzen der Werte aus Beispiel 77 

X =!!.- oD2 0 rowa 0 [_ cos (010 + 01)' cosy o.(q + ql 0 rl __ q2 o!2, 0 cos (010.+ Oi - .5») 
4 9 r r COS(OiO+OI) 

. t' a. r1 · . ra sin (Oio + Oi - b») - sm (Oio + Oi)· cosy' q' - =t= smy . ql . - ± smy • q2 • - - '. . 
Z r r sm (Oio + IX) 

=t= cos 2 (Oio + Oi) • cosY' q. ·~-l ' 
:II: r' w 2 l . ( r1 r 2 cos (IXO+ Oi- .5») 

y = '4 ·D2. -fl-' -cos (lXo+IX)·smyo q + ql'-(- q2' r-' -c-O-'-S-7(IX'-o'-+-'-IX-:)-' 

- sin (lXo + IX) . (Sin)" q.a ± cosY' ql .!:!. =t= cosY' qa .!:2 . sin(lXo + IX - <5») 
l r r sin(lXo + IX) 

=t= cos 2 (lXo + IX) • sin)' . q' 1-l· 
Es sind jetzt die Funktionen der Winkelsummen aU£zuliisen. Wird wieder 

nach Funktionen des veranderlichen Winkels Oi geordnet, so folgt 

X = _:11:_. D2. r 0 w2 • [_ COSIX . (+ COS" • (+ COS lXo • (q + ql .!:!.) _ cos(lXo _ <5). q2' r2, 
4 . 9 , r r 

+ . .a). (. r 1 . ( 0) rz)) sm 1X0 . q • -,: ± sm)'.· ,- s,n OiO • ql . 'r' + sm 1X0 - U • q2 • r--

- sinlX' (+ cosY' (+ cos.xo • q. -~ + sin(lXo -.5). q2' ~2 - SinIXO' (q + ql . ~l)) 

± siny· (- COSlXo ' ql' ,:1 + COS(lXo - <5) oqz' ~..!.)) 

=t= COS 21X . cos 21X0 . cos)' • q. ~. ± sin 21X • sin 21X0 • cosY' q 0 ;], 

y = !!.-. D2. r· w2 • [COSIX 0 (+ siny 0 (+ COSlXo ' (q + ql . !:!.)- cos(lXo- b). q2 . ~;-
4 g, . r 

+ sinlXo' q. !:-.)' ± cosy· ( + sinlXo . ql . !\ - sin(lXo -.5) . q2 • 2)) 
. l ,r r 

- sinlX • (+ sin), . (- sinlXo . (q + ql' ;) + sin(lXo - <5) • qa . ~~ + COSlXo . q. 'j-) 

=t= cos21X . COS21X0 . siny • q. 'f ± sin21X . sin21X0 . s'ny . q. ;]. 

Entsprechend erhalt man ans Formel (87) fur das Drehmoment in bezug auf die 
- ( r' w 2 a) Welle mit q = q' 1 + -- . -

, 9 r 
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11-[ = : . D2 . r . [=f cosa . ( + coso.:o · q - cos (0.:0 + 1') • ql . ~L 

+ cos (0.:0 + I' =f 0)' q2' !2_ + sino.:o ' q. _a_) 
r I , 

± sino.: . ( + sino.:o . q - sin(o.:o + J') . ql .:1 

r - a') + sin(o.:o + f =f II) . q2 . -;- - cos 0.: 0 ' q . T 

- cos 20.: . cos 20.:0 • (;Z -!- q) .1- -1-sin20.:·sin2Cio· (;Z - ! q) . T j. 
Ferner sind noch die Momente der X- und Y-KriHte in bezug auf die Achse, von 
der aus die Abstande b gezahlt werden, aufzuschreiben. Sie werden erhalten, 
indem man in den obigen Gleichungen fiir X und Y jedes q mit dcm zugehorigen b 
multipliziert. 

Soll nun ein vollkommener Ausgleich stattfinden, so miissen die iiber aHe 
vorhandenen Kurbeltriebe genommenen Summen jedes der erhaltenen 5 Aus­
driicke bei allen Werten von 0.: fiir sich 0 ergeben. Das ist nur moglich, wenn 
jede Summe der mit cos Ci, sin Ci, cos 20.:, sin 20.: multiplizierten Klammeraus­
driicke allein 0 ergibt. Man kommt so auf die folgenden 20 Gleichungen, von 
welchen die ersten 10 den Ausgleich erster Ordnung betreffen und die weiteren 10 
den Ausgleich zweiter Ordnung. Die Formeln lassen sich bei einigen Vernach­
lassigllllgen sehr viel einfacher schreiben68 ), miissen aber fiir die wirkliche Be­
rechnung doch in der angegebenen Form verwendet werden. 

1. ~[COSf' (+ COSCio ' (G3 + Gl'~) - COS(Cio - 0)' G2 '; + sin 0.:0 • Ga '1) 
± siny . (- sinCio . G1 • ;: + sin(Cio - 0) . G2 .1:) ] = 0, 

2. )1[COSY' (+ COSCio . (G3 • ba + G, . 1"! • b1) - COS(Cio - II) . G2 • ~ • bo + sino.:o - G3 .I!, ....... \ ' -r r· l 

± siny . ( - sincx . G1 • ~~ • bl + sin(Cio - 0) . Gz . ~2 • b2 ) j = 0 , 

3. ~[siny. (+ coso.:o · (G3 + G1 - :~) - cos(o.:o - 0)' G2 • ': + sinCio ' G3 '1) 
+ cosY' (- sincxo · G1 • ,/,1 + sin(o.:o - II)· Gz ' '/'2)'] = 0, 

, r r 

4. ~[Siny. (+ COSCio ' (G3 • b3 + G1 • :1 -bI) - COS(CiO - II)· Gz ' ~. bz + sincxo ' G3 • ~ 

=f cosy' (- sincxo ' G1 • ,/,1 - bi + sin(Cio - ,l)' Gz ' ,/,2. b2')] = 0, 
" r , 

5_ ~[Cosy. (- sinCio ' (Ga + G1 • r;) -i- sin(Cio - 0)' Gz' ~ + coscxo - G3 '~) 

± sin)' . ( - COSCio . G1 • ~ + cos(o.:o - 0) . G2 • ~2)] = 0, 

68) z. B. Lorenz, Z. d. V. d, L 1919. 
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6. ~[COSy.( - SinIXO ' (Ga' ba + G1 .~). b1 + sin(lXo -~). G2'~' b2 + COS IXo ·Ga '1-' ba) 

± siny • ( - COSIXO ' G1 • ~. b1 + cOS(IXo - ~) • G2 .~: • b2 ) 1 = 0, 

7. ~[SinY' (- SinIXo ' (Ga + G1 .~) + sin(lXo -~). G2'~ + COS IXo ·Ga '-1) 
=f cosY' ( - COSIXo . G1 • ~ + cOS(IXo - ~) . G2 • ~) 1 = 0 , 

'S. ~[siny .(- SinlXo ' (Ga' ba + Gl'~)' b1 + sin(IXo -~) 'G2'~ 'ba + COSlXo 'Ga"~' ba) 

=f cosy' (- COSlXo . G1 • ~l. b1 + cOS(lXo - ~) • G2 • ~. b2) 1 = 0, 
r r ' 

9. ~[COSlXo' Ga + SinlXo ' Ga .~- - cOS(lXo + 1'). G1 • ~ + cOS(lXo + l' =f ~) • Gz'~ 1 = 0, 

10. ~[SinlXo' G; - COSlXo ' Ga·.y -, sin(lXo + 1'). G1 • ~l + sin(IXo + l' =f~)' G2 • ~l = o. 

11. ~ COs 2 1X0 • cosy' Ga .1- = 0 , (S9) 

12. ~COS21X0' cosy .Ga·{· ba = 0, 

13. ~COS21X0' siny· Ga '1- = 0, 

14. ~ COS21X0 ' siny • Ga • f· ba = 0, 

15. ~ sin 2 1X0 • cosy' Ga .1- = 0 , 

16. ~sin21X0' cos)'· Ga' 1-. ba = 0, 

17. ~Sin21X0 . sin), • Ga .1- = 0 , 

IS. ~Sin2IXo' siny • Ga' 1- . ba = 0, 

19. ~ r ( r'102 a) COS21X0 . Ga . -(. 1 + -g- . r = 0, 

20. ~ r ( r' lO 2 a) Sin21X0 . Ga . -(. 1 + -g- . r = O. 

In weitaus den meisten Fallen ist )' = 0 bzw. i und 1- = 0, wodurch sich die 

Formeln sehr vereinfachen. Die dynamische Aufgabe des Ausgleiches bewegter 
Gewichte ist dadurch auf eine rein statische Gleichgewichtsaufgabe zuriickgefiihrt 
worden. 
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Bei einer Jiegenden Verbund-Dampfmaschine mit zwei um 180 0 gegeneinan­
der versetzten Kurbeln nach Fig. 134 ist r = 0, "'o,a = 0, "'O,b = n, a = 0, 
G2 steckt im Schwungrad und wird natiirlich nur einmal eingesetzt, ferner ist 

G1,. = Gp . Damit gehen die 

7.: 

B Gleichungen (88) und (89), wenn 
noch die Abstande b von der 

b,a. Achse des Zylinders A, aus ge-
r---+-f---, zahlt werden, iiber in 

A f--L--f-"-I--~:-rt/I 

Fig. 134. 

3.,5., 10.: -sinb·G2·~2=0, 
r 

damit fallen die Gleichungen (4) 
und (6) weg, da b2 S Oist, und 
es foIgt b = O. 

erlibt G2 = 0 . 

1., 9.: G3 a + G1 • ~1 - cosb . G2 • ~2 - G3 b - G1 • ~1 = 0; 
. r r" r 

es muB G3," = GJ•b sein, also der Hochdruckkolben entsprechend beschwert 
werden. 

2.: 

diese Gleichung ist nicht erfiillbar, sondern sie gibt ein Drehmoment, das die 
Maschine in der wagerechten Ebene zu drehen sucht: 

8.: 

I 
I 
i· 

r1 r2 r1 
- G1 'r -. bl,a + cosb . G2 • -10 - • b2 + G1 • r . bl,b = 0 

b2 l% ist ebenfalls nicht erfiiIIbar, sondern 
liefert ein Drehmoment, das die Ma­
schine um ihre Mittellangsachse zu 
kippen sucht: 

Fig. 135. 

ist bereits durch 1. und 9. vor­
geschrieben. 

12.: G3,a' bo," = Ms = Ml - jJ12 

ist ebenfalls bereits durch 2. und 
8. vorgeschrieben. 

Die iibrigen Gleichungen ver­
schwinden. 

Die fiir den Ausgleich beste, sonst fiir den Betrieb wenig giinstige An­
ordnung der Zweizylindermaschine mit um 180 0 versetzten Kurbeln ist nicht 
vollig ausgleichbar. 

Bei der Lokomotivmaschine mit um 90 0 versetzten Kurbeln und einem Gegen­
gewicht in jedem Treib- bzw. Kuppelrad 69) erhalt man, wenn die Abstande b 

69) Lechatelier, Etudes sur la stabilite des machines locomotives en mouve­
ment, 1849; Redtenbacher, Die Gesetze des Lokomotivbaues, 1865. 



Masse, Kraft, Beschleunigung. 111 

von del' Schwerpunktsebene des einen Gegengewichtes aus gerechnet werden 
(Fig. 135), folgende GIeichungen: 

4.: - sinoa • G2 a • ~ • b2 a + GI • '2 . bl , = 0 , 
, r' r' 

8.: 
TI T2 

- GI • -r-' bl,a + coso" . G2,,, • ---;; .• b2,a = 0, 

sie ergeben zusammengenommen den Gegengewichtswinkel aus 

_ bl,b 
tgoa - -b-' 

1,a 
Damit liefert Gleichung 8. 

3.: 

7.: - Gl • _1\_ + cosb" . G2 a' r2 + sino, . G2 , • ~ = 0 . 
T ' r . r 

Wird die GIcichung 3. mit 4. zusammengefaBt und 7. mit 8., so folgt durch Divi­
sion beider del' zweite Gegengewichtswinkel aus 

1-~h"-
s b2 ,a b2 ,a - bI , a tgub = - -~~--

1 + ~ - b2 ,a + bJ,b • 

b2" 

Da bl,a> b2,a ist., so ist del' Winkel 0, ein iiberstumpfer. Damit ergibt die 
Gleichung 3. 

f 1'1 (' b},b ') 1 r l l' ( bl,b ')2 (' bl,,, ')2 G2 ,b = GI • ----. ~- + 1 . --- = GI • -. I 1 + -- + 1 - -- . 
r 2 . b2,a . coso. r , b2,a' • b2 ,a 

1.: 

Wird hierzu noch Gleiehung 7. addiert, so folgt Ga, a = O. 

, G T2 G TI G 'i. = O. 5.: -smoa' 2,a'---;;-- 3,b-GI·r+COSO,. 2," r 

Wird hierzu die Gleichung 3. addiert, so folgt ebenso Ga" = 0, d. h. mit den 
vorher bereehneten Gegengewichten sind nur die sieh drehenden Gewichte aus­
zugleichen, aber nieht die hin und her gehenden. 

Die Gleichungen 2. und 6. sowie 9. und 10. ergeben nichts Neues. 
Wenn man die hin und her gehenden Gewichte durch VergroBerung del' Gegen­

gewichte mit ausgleieht, so ergeben sich entsprechende Druckkrafte und Kipp­
momente. Das hin und her gehende Gewicht ciner Masehinenseite betragt70) 
bei einer Verbund-Sattdampflokomotive 239 bzw. 297 kg, bei einer HeiBdampf­
lokomotive 333 kg. Bei r = 33 cm Kurbelhalbmesser und del' Besehleunigung 
p = 465 m/sk2 des im Abstande 1'2 = 82 em von der Aehse angeordneten Gegen­
gewichtes (Beispiel 32) betragt die auf die Sehienen davon ausgeiibte Druckkraft 

33 465 
P = 333 . 82 . 9,81- '" 6360 kg, 

die jedoeh auf zwei Rader zu je 3180 kg verteilt werden kann. Nun darf 56 ) del' 
groBte statische Raddruek durch die Schwungkraft des Gegengewichtes nul' um 

70) v. Borries, Z. d. V. d. 1. 1902. 
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15 v.H., also hier um 0,15 . 8000 = 1200 kg erhOht werden, so daB das hin und 
her gehende Gewicht nur zu 

1200 
3180 = 0,377 

ausgeglichen werden kann (vgl. den SchluBsatz von Beispiel 78). 
Die Gleichungen 11. und 19. ergeben Gs .• = GS•b als Bedingung des Aus· 

gleiches der Schwingungen zweiter Ordnung. 
Die Gleichung 12.: Gs .• · bs.a + GS,b • bS,b = 0 ist allerdings nicht erfiillt, 

und es entsteht somit an der Achse ein Kippmoment in wagerechter Ebene. 
Die iibrigen Gleichungen verschwinden. 
Wahrend hiernach die Schwung. bzw. Beschleunigungskrafte bei den zwei· 

kurbligen Maschinen nicht vollig aufzuheben sind, ist es bei dreikurbligen mog· 
lich, wenn die Maschine in bezug auf die Achse des mittleren Zylinders symmetrisch 
gebaut ist, die Kurbeln nach Fig. 136 um je 180 0 gegeneinander versetzt und 

JJ 

Fig. 136. Fig. 137. 

die beiden auBeren hin und her gehenden Gewichte zusammen gleich dem mitt· 
leren sind. Um ein moglichst gleichmaBiges Drehmoment an der Welle zu er· 
halten, versetzt man jedoch die Kurbeln um je 120 0 gegeneinander. 

Vierkurblige Maschinen lassen sich so bauen, daB die Schwingungen erster 
Ordnung hervorrufenden Krafte [Gleichungen 1. bis 8.] ausgeglichen werden 71). 
und zwar ohne Anordnung besonderer sich drehender Gegengewichte G2 , wenn 
die hin und her gehenden Gewichte Gs entsprechend abgeglichen werden. J edoch 
weichen haufig entweder die Kurbelwinkel von dem giinstigsten Unterschied 90° 
zu sehr ab oder einige der Abstande bs (bei gekropften Kurbelwellen wird b1 = bs) 
werden fur den vorteilhaften Bau der Maschine unnotig groB (1), wenn man nicht 
die Gewichte dnrch Beschwerung einzelner Kolben sehr vergroBert. Mit Vorteil 
ist ein solcher Ausgleich erst bei der Fiinfknrbelmaschine stets durchfiihrbar. 
Die Sechsknrbelmaschine gestattet auch den Ausgleich der Schwingungen zweiter 
Ordnung; jedoch ist die gewohnliche Schiffs· und Kraftwagenmaschine nicht 
danach ausgeglichen. 

Die Aufgabe w'rd dann gewohnlich zeichnerisch gelost. Da b1 = bs ist, Be 

zieht manGs + G1 • !1. = G zu einem Wert zusammen und arbeitet nur mit den 
r 

auf die Kurbelzapfen bezogenen Gesamtgewichten G der bewegten Teile. Die 
Gleichungen 1., 3., 5., 7. schreiben dann gemaB den Darlegungen in Bd. I vor, 

71) Taylor, J. of the Amer. Soc. of Nav. Eng. 1891, einen Auszug darau~ 
gibt Franzel, Z. d. V. d. I. 1898; Schlick, D. R. P. 80974 von 1893. 
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daB das Krafteck der G gesehlossen sein muB, wenn jedes Gewicht in Richtung 
seiner Kurbel angetragen wird. Durch Abgleichen der Gewichte und Kurbel· 
winkel laBt sich so z. B. das Kra.£teviereek OABGO der Fig. 137 bestimmen72), 

zu dem die eingetragenen Kurbelwinkel gehOren (Kaiser Wilhelm der GroBe). 
Die Gleichungen 2., 4., 6., 8. verlangen, daB das Selleck geschlossen ist, das 

entsteht, wenn man die Polstrahlen in Richtung der Kurbeln zieht. Man kann 
diese Zeichnung mit der vorigen vereinigen, indem man die Verbindungslinie AO, 
die auBere Diagonale des Kra.£tevierecks, zieht und die Kurbeln b und c bis dahin 
verlangert. Die Abschnitte geben dann gemaB Bd. I, S. 76 auf der Welle die zu· 
gehorigen Kurbellagen an 72). 

FUr Fahrzeug- und Flugzeugmotoren ist zu beachten, daB der Ausgleich 
naturgemaB verloren geht, wenn etwa ein Zylinder aussetzt73). 

Die Beschleunigung eines von der Erde angezogenen Korpers vom 
Gewicht G2 , dessen Schwerpunkt sich im Abstande R vom Schwer· 

punkt der Erde befindet, ist nach Beispiel 57 p = go' (ir, worin go 

die reine Erdbeschleunigung an ihrer Oberflache ist und r ihr Halb· 
messer. 

Die GroJ3e der Beschleunigung go entspricht nun der Gesamtmasse ml 

der Erde, von der sie hervorgebracht wird: go = (} . mv worin (} ein 
natiirlich zahlenmaBig sehr kleiner Vergleichsfaktor ist. Nach Formel (70) 

kann man nun die Anziehungskraft, die die Masse m2 = G2 erfahrt, 
ansetzen zu g 

m2 ·m1 ~ 
P = m2 • P = -----w - . (} . r" 

oder nach Zusammenfassung der beiden letzten unverauderlichen Fak­
toren 

(90) 

Die Kraft, mit der sich zwei Massen gegenseitig anziehen, entspricht 
direkt den GroJ3en beider Massen und umgekehrt dem Quadrat des 
Abstandes ihrer Schwerpunkte74). 

Wird die Kraft in kg und die Beschleunigung in mJsk2 gemessen, 
so muJ3 das MaJ3 der Masse kg. sk2jm sein, damit die Gleichung (70) 
physikalisch richtig ist. Wird R ebenfalls in m gemessen, so ist 

k = 6,565 (mJsk)4 
1010 kg 

(91) 

Der Wert wurde gemessen75), indem man tiber einem Bleiwiirfel von etwa 2 m 
Kantenlange eine empfindliche Wage so anordnete, daB ihre Sehalen dicht tiber 

72) Ltiders, Z. d. V. d. 1. 1899. 
73) Koisch, Gleichgang und Massenkrafte bei Fahrzeug. und Flugzeug. 

maschinen, 1911. 
74) Bullialdus, 1645; Borelli, 1666; Hooke, 1666; Newton, Prin· 

zipia ... , 1687. 
75) Richarz und Krigar. Menzel, Sitzgs .. Ber. der Akad. der Wissensch. 

Berlin 1893/96. 

Stephan, Technische Mechanik. III. 8 
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dem Block schwebten und daran an Drahten, die durch den Bleiklotz hindurch­
gingen, dicht unter dem Block zwei weitere Wageschalen anhangte. Je nachdem 
sich ein genau geeichtes Kilogrammgewicht von Kugelgestalt oben oder unten 
befand, wurde die von der Erde darauf ausgeiibte Anziehungskraft durch die 
des Bleiklotzes vergroBert oder verringert. 

Beispiel 82. Anzugeben ist die Kraft, mit der sich zwei Schiffe von 
G1 = 14 500 t und GPo = 11 000 t Gewicht anziehen, die sich im Hafen im Schwer­
punktsabstand R = 85 m gegeniiberliegen. 

Die Formeln (90) und (91) ergeben 

p = 6,56~ . 14500 • 11000 • 10002 = 0 151 k 
1010 9,81 9,81 852 ' g. 

Der Betrag der Massenanziehung ist stets verschwindend gering, wenn nicht die 
riesigen Massen der Weltkorper in Betracht kommen. 

9. Die mechanische Arbeit und Leistung. 
Auf einen bisher mhenden Korper wirke von einem bestimmten 

Zeitpunkt ab eine nach GroBe, und Ri.chtung unveranderliche Kraft 
ein, die groBer ist als die entgegenwirkenden Reibungswiderstande. 
Die 'uberschieBende Kraft P bewegt dann den Korper in Richtung 
ihrer Wirkungslinie, und zwar in einer beRtimmten Zeit, t um eine ge­
wisse Strecke 8. 

Die auf den Korper ausgeubte Wirkung der Kra,ft P kann unmittel 
bar durch die Lange des von ihm unter ihrem EinfluB zuruckgelegten 
Weges 8 gemessen werden und ist andererseits von der GroBe der Kraft 
im gleichen Verhaltnis abhangig. Demnach wird die Wirkung durch das 
Produkt beider GroBen angegeben, das als mechanische Arbeit 
bezeichnet wird: 

A=8·P. (92) 

Das MaB der Arbeit ist mithin das mkg, wenn der Weg 8 in m und rlie 
Kraft P in kg gemessen wird. Oft rechnet man auch mit cmkg oder mt. 

Ratte der Korper bereits, bevor die Kraft P auf ihn einwirkte, 
eine bestimmte Bewegung oder beeinflussen ihn noch andere Krafte, 

---I' 
Fig. 138. 

. so ist seine Bahn im allgemeinen 

VI' -$ B krummlinig (Fig. 138). Die Ar­
beit ist dann das Produkt aus I der Kraft P und der Projek-

. I tion A'B des Gesamtweges A B 
I auf die Kraftrichtung, denn nur 

die Strecke A'B = 8 ist von dem -p--- 'A 
Korper durch den EinfluB der 

Fig. 139. Kraft P zUrUckgelegt worden. 
Die Weglange wird als posi­

tiv eingesetzt, wenn sie im Sinne der Kraftrichtung durchlaufen wird 
(Fig. 138}, dagegen als negativ, wenn sie gegen die Kraftrichtung durch­
laufen wird (Fig. 139}. 1m letzteren Fall ist also die Arbeit negativ;. 
sie wird zur Dberwindung der der Bewegung entgegenwirkenden KrafC 
aufgewendet. 
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Es folgt hieraus, daB die Arbeit einer Kraft, deren Wirkungslinie 
senkrecht zur Bewegungsrichtung steht, Null ist .. 

Andert sich wahrend der Bewegung die GroBe und Richtung der 
Kraft P oder auch nur eine dieser Angaben, so ist mit den Bezeich­
nungen der Fig. 140 die auf dem Wege 8 = AB von der verander­
lichen Kraft P verrichtete Arbeit 

2 

A=/P.cos<x.d8. (93) ~1 12!\ 
$' P / 

1st ~er Zusammenhang zwischen A ~ 
der Anderung von 8, P, <X durch 
eine Formel gegeben, so kann tL 

die Arbeit hiernach rechnerisch as 
bestimmt werden. Haufig ist Fig. 140. 
es bequemer, sie zeichnerisch 
zu ermitteln als Summe der Flachenteilchen, die bei Streckung des 
im allgemeinen gekrftmmten Weges 8 zu einer Geraden und Auf­
tragung der Werte von p. cos <X senkrecht dazu ent 
stehen, also als Flacheninhalt der Kraftkurve. 

Da das Drehmoment M in demselben MaB gemessen wird 
wie die mechanische Axbeit A, so konnen sich beide nur durch 
einen Zahlenbeiwert unterscheiden. Wirkt auf die Kurbel vom 
Halbmesser r in jedem Punkt senkrecht die der GroBe nach un­
veranderliche Kraft P ein (Fig. 141), so ist das Drehmoment bei 
jeder Stellung der Kurbel dasselbe: M = P . r. Die bei einer Um­
drehung verrichtete Arbeit ist A = 2 ':n; . r . P. Es ist also in dem Fall 

A 
M=2.:n;. 

Fig. 141. 

Man kann demnach den Satz vom Drehmoment der Mittelkraft ohne weiteres 
auf die Axbeit iibertragen. Ein unmittelbarer Beweis ist der folgende: 

Der Korper durchlauft in einer bestimmten Zeit fortschreitend den 
Weg AB der Fig. 142; die auf ihn einwirkenden Krafte PI' P2 ••• 

bilden mit der durch die Punkte 
A und B gelegten Bezugsachse 
die Winkel <Xl , <X2 ••• , ihre 
Mittelkraft R schlieBt damit den 
Winkel <Xo ein. Werden aIle 
Krafte wenigstens, solange der 
Weg 8 durchlaufen wird, als un- A 
veranderlich angesehen, was auch 
fiir veranderliche Krafte zulassig 
ist, wenn dann die Strecke A B 
als sehr klein angenommen wird, 
so ergeben sich die Einzelwege 
81> 82 ••• 80 der Krafte PI' P 2 ••• R 

Fig. 142. 

als Projektionen von AB auf die vom Punkt A ausgehenden Wirkungs­
linien der Krafte. Nun ist nach Bd. I, S.41 

R . cos <Xo = PI . cos <Xl + P 2 • cos <X2 + . . . = 2: (P • cos <X) , 

8* 
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und man erhalt aus rechtwinkligen Dreiecken 

So 
COS lXo = s' , 

Damit geht die obige Gleichung liber in 

R . s() = P . .,,1 + P . 8 2 + 
s' 1 s' 2 s' 

oder nach Multiplikation mit s' 
R· So = PI' SI + P 2 • S2 + ... = L;(p. s). (94) 

Die mechanische Arbeit, die sich bei der fortschreitenden Bewegung 
eines K6rpers fUr die Mittelkraft aIler auf ihn einwirkenden Krafte 
ergibt, ist gleich der algebraischen Summe der Arbeiten der Einzel­
krafte. 

Sind die Krafte unveranderlich, so gilt der Satz fur die kleinen Weg­
teilchen as, ds1 , dS2 ••• und deshalb gemaB Formel (93) auch fUr 
die Gesamtwege, also ganz allgemein. 

Wenn in einem beliebigen Kraftesystem Gleichgewicht besteht, 80 ist damit 
gesagt, daB entweder keinel'lei Verschiebungen del' einzelnen Teile des Systems 
gegeneinander vorkommen, wie sie etwa das Stabviereck del' Fig. 143 zeigt, 

Fig. 144. 

/ 

Fig. 143. 

oder daB etwaige Ver­
riickungen einzelner 
Teile durch entspre­
chende andere Teile 
wieder vollig ausge­
glichen werden, wie 
etwa im Fail der Ge­
wichte an der Rolle 
in Fig. 144. Die Ver­
riiekungen der einzel­
nen Teile des Systems 
sind nun mit den 

wil'kenden Kraften verbunden durch die Arbeits­
gleiehung (94), worin als Wege vel'schwindend kleine 
Verriiekungen eingesetzt werden, die nur der einen Be­
dingung zu entsprechen haben, daB sie in dem betl'effen­
den System moglich sind. Sie brauchen tatsachlieh gar 
nicht stattzuiinden, sondern es geniigt, wenn sie ge­
dacht werden. Zum Unterschied von tatsachlichen Ver­
riickungen fl x . .. bezeichnet man sie mit 0 x . • • als 
Va ria t i 0 ne n, die rechnerisch wie Differentiale behandelt 

werden. Als verschwindend klein sind die Verriickungen anzusehen, weil groBere 
mit Gleichgewichtsstorlmgen verbunden sein konnen, wie etwa bei Fig. 144, 
wenn statt eines gewichtslosen Fadens ein schwercs Scil benutzt wird. 

Man gclangt so zu del' Gleichung 

~[(G d2X) (G l12y ') (G d2z ) ~ y'dt2 - X 'Qx+ y ' dt2 -Y 'ily+ -'dti--Z '/)z=O: (95) 

Gleiehgewicht besteht, wenn bei irgendeiner kleinen gedachten Verriickung des 
Systems, die mit den Bedingungen des Baues des Systems vereinbar ist, die 
Summe ailer Arbeiten der Krafte Null ergibt. Das Prinzip 76) ist, wie die Erfah-

76) Stevin, Hypomnemata mathematica, 1608; Joh. Bernoulli, Brief an 
Varignon, 1717; Lagrange, Meeauique analytique, 1788, Theorie des fone­
tions, 1813. 
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rung lehrt, unbeschrankt giiltig, wenn sich auch die Beweise immer nur auf be­
schrankte Systeme beziehen konnen77 ). 

Kann das System sich nicht beliebig £rei bewegen, so sind je nach dem Grade 
der Unfreiheit 1 bis k Bedingungsgleichungen zwischen den insgesamt 3 n Ko­
ordinaten des aus n Gliedern zusammengesetzten Korpersystems vorhanden von 
der Form !k(X, y, z •• . ) = 0, wobei die Punkte andeuten, daLI auch die Geschwin­
digkeiten und Beschleunigungen usw. darin vorkommen konnen. Dann sind aber 
die Verriickungen des Systems nicht mehr willkiirlich, sondern an die Gleichungen 
gebunden 

die fur aIle k und n niederzuschreiben sind. 

Die Schreibung : ~ gibt an, daB die Funktion t nach x zu differentiieren ist, 

wahrend die anderen Veranderlichen y und z voriibergehend als unveranderlich 

anzusehen sind, wahrend ja :~ vorschreibt, daB das Differential der ganzen 

Funktion ! nach allen vorhandenen Veranderlichen durch d x zu dividieren ist. 
Es ist, wie leicht einzusehen, 

of of of dt = _. dx + - . dy +- . dz. 
ox /jy oz 

(96) 

Das ist ein Glied der vorstehenden Gleichung, '\ wenn nur die Differentiale der 
Koordinaten durch die gedachten Verriickungen (Variationen) ersetzt werden. 
Die Gleichung ist also del' formelmaBige Ausdruck dafiir, daB die Funktionen t 
feste Bedingungen fiir die Koordinaten vorschreiben. 

Werden die Bedingungsgleichungen jetzt mit kx vorlaufig unbekannten Fak· 
toren }'1 ••• 2k multipliziert und die so entstandenen Gleichungen von denen (95) 
abgezogen) so ergibt sich 

~[(~. ~2t~ - X - !Ak·~~) ·/jx + ... J = 0, (97) 

worin die Punkte andeuten, daB sich derselbe Ausdruck fiir y und z wiederholt. 

Durch die Einfiihrung der ;. hat man wieder volle Freiheit erhalten, iiber die 
gedachten Verriickungen /j zu verfiigen, und da die /j im allgemeinen nicht ° 
sind, so miissen es eben die 3 n Klammerausdriicke sein, deren erste beide Glieder 
die Tragheitskrafte und auBeren Krafte darstellen. Die letzten Glieder 76 ') sind 
sogenannte Zwangskrafte, Fiihrungsgegenkrafte u. dgl. Wenn diese Zwangskrafte 
und die auBeren Krafte gegeben sind, kann man die Bewegungen der einzelnen 
Systemteile berechnen. Sind die Bewegungen und die auBeren Krafte bekannt, 
so kann man umgekehrt die Zwangs- bzw. Fiihrungskrafte usw. aus den Glei­
chungen ermitteln. 

Auch eine sehr kleine Kraft kann schlieBlich in hinreichend langer 
Zeit bei der Bewegung eines Korpers eine erhebliche Arbeit verrichten. 
Von zwei an gleichen Korpem verrichteten gleichen Arbeiten ist nun 
diejenige die wertvoUere, die in der kiirzeren Zeit geleistet worden ist. 
Zur voUen Beurteilung ist also die Angabe ni:itig, in welcher Zeit t 
eine Arbeit A geleistet wurde. 

Man nennt das Verhliltnis 

y =~! = p~ 8 

t t' 
(9Sa) 

77) Voss, Enzykl. d. Math. Wissensch. 1901. 
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mithin bei gleichfOrmiger Bewegung 
N=P·v (98b) 

die Leistung der Kraft P. Hierin ist nach den Angaben zu Formel (92) 
8 bzw. v auf der Wirkungslinie von P zu bestimmen. Gemessen wird 
die Leistung, me die Formeln (98) angeben, in mkgJsek. 

In der technischen Praxis rechnet man gewohnli<ih mit den groBeren 
Einheiten Pferdestarke (PS) oder Kilowatt (KW): 

1 PS = 75 mkg/sk, I KW = 102 mkgJsk. (99) 

Wird eine bestimmte Leistung von NIPS bzw. N 2 KW dadurch 
erhalten, daB ein Kraftepaar vom Drehmoment M = P . r mkg den 
Korper um eine feste Achse 0 (Fig. 141) mit n Umdrehungen in der 
Minute dreht, so ist 

60 N 
M= .75.Nl=716,2.-~ 

2·n·n n 
(100 a) 

bzw. 
60 N2 

M = 2 • 102· N2 = 974,0. - . 
·n·n n 

(IOOb) 

DieArbeitsgleichung (92) A = p. 8 und entsprechend die Leistungs­
gleichungen (98) enthalten als Weg 8 stets den Relativweg, den die 
Kraft zuriicklegt. 

Beispiel88. Wenn eine bestiIUlIlte Muskelkraft P = 25 kg eine Last in einem 
Eisenbalmwagen mit der Geschwindigkeit VI = 0,4 mjsk auf dem Boden des 
Wagens nach vorn bewegt, so ist die von ihr verrichtete Leistung N = 25'0,4 
=HO mkg, gleichgiiltig ob der Wagen steht oder sich etwa mit der Geschwindig­
keit v2 = 12 mjsk nach vom bewegt. Es ist jedenfails verkehrt, die Gesamt­
leistung der Kraft zu 25 . 12,4 = 31,25 mkg zu berechnen, wenn auch die Gesamt­
leistung des bewegten Korpers die ~umme beider Geschwindigkeiten enthiilt. 

Dieselbe Uberlegung gilt fiir aile Relativbewegungen, 
o z. B. auch fiir Zahnrader in Planetengetrieben usw. 

Die Leistung des Zahndruckes P ist immer bestimmt 
durch das Produkt aus der Kraft und der Relativ­
geschwindigkeit auf der Eingrifflinie der beiden zu­
sammenarbeitenden Rader. 

Beispiel 84. Anzugeben ist die Arbeit, die erforder­
lich ist, um eine Feder, die mit der Kraft 81 = 50 kg 

f bei einer Federung II = 75 mm vorgespaIint ist, urn 
weitere I = 18 mm zusammenzudriicken. 

Tragt man die Krafte senkrecht zu den Federungen 
auf (Fig. 145), so ergibt sich, da die Kriifte den Fede-

Fig. 145. rungen entsprechen, die am Ende der Zusammen­
driickung erreichte Federkraft 

8 2 = 81 • j: = 81 • (1 + D = 50 . (1 + ~:) = 62 kg. 

Die aufzuwendende Arbeit ist dargesteilt durch die Flache des Trapezes: 

A = ~. (81 + 82) • I = 81 • I . (1 + 1tJ ' (101) 

A = 50 . 1,8 . (1 + 2" ~'h) = 100,8 cmkg. 
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Beispiel 85. Das Gewicht eines Aufzuges mit der Last betragt G1 = 6~5 kg, 
der leere Fahrkorb wird durch ein Gegengewicht von G2 = 400 kg ausgeghchen, 
das heruntergeht, wenn der Fahrkorb steigt (Fig. 146). ~zugeben ist .die. zu~ 
Antrieb erforderliehe Leistung des Elektromotors, wenn dle Hubgesehwmdlgkelt 
v = 0,6 mjsk ist. 

Es ist der Wirkungsgrad 

des Fahrkorbes in seinen Fiihrungen '71 = 0,985, 
des Gegengewichtes in seinen Fiihrungen '12 = 0,99, 
der 5 Seilablenkungsrollen je 1)3 = 0,98, 
der Windentrommel '}4 = 0,98, 
des Zahnradervorgeleges '15 = 0,96, 
der Sehneeke 1)6 = 0,80, 
des Elektromotors 1)7 = 0,92. 

Man erhalt damit gemaB den Formeln (98b) und (99) 

N = ~ . (~ - G 'I}o' I}~) • _1 . ~ . }- . ~ 
2 102171 '1)~ 2 - '}4 'i5 'i6 '77 

_ 0,60 . (_ 625 _ 400 . 0 99 . 0 982\ 
- 102 0,985 . 0,983 ,,) 

0;98-=-6,96 ~ 0,85 . 0,92 = 2,50 KW. 

Beispiel 86. Eine Wasserkraft fiihrt in der Sekunde 
Q = 0,65 rn3 Wasser, die Gefallhiihe betragt 8 = 5,35 m. 
Zu berechnen ist die von der Wasserturbine abgegebene 
Leistung bei voller Ausnutzung der \Vasserkraft. 

Als Arbeit leistendes Gewieht hat man 2650 kg!sk, als 
Weg in der Kraftrichtung bei Anwendung eines Saugrohres 
8 = 5,35 m. Dann ist die Bruttoleistung der WaRserkraft 

Nl = 2650 . 5,35 = 188,9 PS. 
75 

Bei dem Wirkungsgrad '} = 0,82 der Turbine ist die Nutzleistung 

Nl = 188,9 . 0,82 = 155 PS. 

Fig. 146. 

Beispiel 87. Anzugeben ist die Sehubkraft P, die eine Schiffschraube aus­
iibt, wenn der Dampf in der Antriebsmasehine Nl = 5000 indizierte PS leistet 
und die Sehiffsgeschwindigkeit VI = 20 Seemeilen/st betragt. 

Der Wirkungsgrad der Dampfmaschine betragt etwa 'It = 0,85, derjenige 
der Welle etwa '72 = 0,91, der der Schraube selbst etwa 1)3 = 0,85, also der 
Gesamtwirkungsgrad '7 ~ 0,655. 

Xach den Formeln (99) und (4) ist 

'} . Nl = -Jo . p. (0,514· VI) , 
also 

_ Q.655 . 5000 . 75 _ ') 
P - 1000 . 0,514 . 20 - ~3,9 t. 

Beispiel 88. Zu bestimmen ist das Verhaltnis der Reibungsarbeit eines 
Lokomotiv-Flaehschiebers von b = 36 em Breite und 1 = 24 em Lange zur K~~ben­
arbeit der Maschine. Es sei der Hiichstdruek im Schieberkasten q = 12 at Uber­
druck, der mittlere Druck im Zylinder von D = 45 em Durchmesser q = 3,6 at, 
der Kolbenhub 8 1 = 60 em, der Schieberhub 8 = 9,5 em. 

Mit der Reibungsziffer ,It = 0,10 fiir mittelgute Schmierung erhalt man die 
Reibungskraft 

P = !I . b . 1 . q = 0,10 . 36 . 24 . 12 = 1037 kg. 

a, 
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Die mittlere Kolbenkraft ist 

Jl Jl ... _ 
PI = T' D2. 0,98' Pm = 4".402 . 0,98' 3,6 =,5600 kg. 

Damit wird das Verhaltnis der Arbeiten 

1037'9,5 
5600 . 60 = 0,029 . 

a 

Fig. 148. 

Beispiel 89. Zu berechnen ist 
die Arbeit, die auDer zur Ubcr­
windung der Bewegungswiderstande 
notig ist, um die Last eines DelTick­
kranes in der lotrechten Ebene zu 
verschieben (Fig. 147). 

Beim Anheben des Auslegers 

~~;:;;e:c~t~:r G~~~~~:t~~~ all//7/////// //$// & 
1 Fig. 147. 

bogen vom Halbmesser'2 ' und 

man entnimmt der Fig. 148 die HubhOhe bei Zuriieklegung des Winkels d IX ZU 

dh l = ~ ·1· dlX . COSIX • 

Damit ist die zum Heben von G erforderlichc Arbeit, wenn del' Winkel sich von 
IXI auf IX2 vergroBert, 

Al = JG. dh l = ~ • G· l.J~oslX . dlX 

1 G l' '. ) G 1 IXI + "2 . "2 - "1 = '" . . . (Sln"2 - SlnC<l = . . cos' . . SIn -~"~, • 
2 2 

Entspreehend ergibt sich fiir die Last Q bei einer einfachen Unterflasche 

dh2 = l· dlX . cow - .} . db, 

weil beim Heben urn den Winkel (la die Seillange db in den Flaschenzug hinein­
geht. Die Last bewegt sich also auf einem flacheren Bogen als das Eigengewicht. 
Nun ist aus dem schiefwinkligen Dreieek von den Seiten l, a, b mit dem Spitzen-

winkel·", - IX zu entnehmen 
2 

b2 = a2 + 12 _ 2 . a . 1 • cos (n - IX,) • 
2 

Durch Differentiieren findet man hieraus 

2· b· db = 0 + 0 - 2· a ·1· cos,,· d" • 
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worin das negative Vorzeichen angibt, daB b beim Heben der Last kleiner wird. 
Es ist mithin 

db = ~. l. COS£X. d£x = 2· a' l· dsin£x 
b 2.Va2+Z2-2'a.l'sin", 

Damit wird die zugehOrige Arbeit 

= Q . [l· (sin"'2 - sin£x1) + !- . Va2 + l2 - 2 . a' l· sin£xs 

- i . Va2 + l2 - 2 • a . l • sin£x1J 

- .. l.l "'S+"'l . "'S-"'l IV! (a)2 a. -2 Q cos_-2-'sm-2- +4 1+ T -2· T · sm"'a 

- ~vl+(~r-2'{'Sin"'1]' 
1st etwa Q = 20 t, G = 3 t, l = 22,5 m, a = 15,5 m, "'1 = 20°, "'s = 70°, 

so wird die Gesamtarbeit 

22,5 ·20 
A = Al + As = 22,5 . (3 + 2 . 20) '0,7071 '0,4226 + -2-

. (-V 1 + (~~::) 2 - 2 • ~;:: . 0,3420 + J!1 + 0,475 - 2 . 0,689 ,0,940) 

= 289 - 225 . (1,002 - 0,424) = 159 mt. 

Bei einem mehrrolligen Flaschenzug im Hubwerk erhoht sich dieser Betrag 
noch weiter, z. B. ist bei einem vierrolligen Flaschenzug unter sonst gleichen Ver­
haItnissen 

130 
A = 289 - -2- = 224 mt. 

Diese erhebliche Hubarbeit in FiiJIen, wo eine reine Parallelverschiebung 
geniigte, ist ein Nachteil der Derrickkrane, den man durch besondere Ausgleich­
vorrichtungen zu beheben gesucht hat?S). 

Beispiel 90. Anzugeben ist die Leistung, die ein Mann am einem Fahrrad 
entwickelt, wenn er mit der Geschwindigkeit V = 18 bzw. 30 km/st am guter 
ebener StraBe bei Windstille fiihrt. 

Nach Bd. II, S. 93 ist der Widerstand eines Fahrrades~bei richtig aufgepumpten 
Luftreuen gegeben durch 

W = 0,64 + 0,0922 • v + 0,022 • v 2 kg, 

wenn die Geschwindigkeit v in m/sk gemessen wird. 
Die Leistung ist nach Formel (98b) 

mit 

Demnach wird 

bzw. 

N = W . v = 0,64 . v + O,OU22 - Va + 0,022 • v3 

18 
v = 3:6 = 5,0 bzw. 

30 3:6 = 8,33 m/sk. 

N = a,20 + 2,30 + 2,75 = 8,25 mkg/sk 

5,33 + 6,40 + 12,70 = 24,43 mkg/sk. 

78) Proetel, D. p. J. 1911. 
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Beispiel 91. Zu ermitteln ist die Nennleistung einer Einzylinder-Dampf­
masehine vom Zylinderdurehmesser D = 42 em, dem Hub 8 = 75 em und n = 115 
Umdrehungen in der Minute bei der Kesselspannung qo = 9 at "Oberdruek (ohne 
"Oberhitzung). 

Mit Riieksieht auf die Widerstiinde in der Dampfleitung, den Ventilen und den 
SehieberkaniUen der Masehine sowie besonders auf die Sehwankungen des Kessel­

7 

druekes unterhalb des angegebenen Hoehstwertes 
ist der Einstromungsdruck von ° aus gereehnet 
hoehstens zu ql = 9,0 at anzusetzen. Der Aus­
puf£druek betragt aus den ersten Griinden 
etwa qa = 1,15 at. Das Dampfdiagramm der 
Nennleistung wird erhalten, wenn die End­
spannung der Ausdehnungslinie des Dampfes 
bei 0 (Fig. 149) im Fall des Auspuffbetriebes 

q2 = 2,8 - -'11. = 1,9 at betragt. Die Aus-
" 10 dehnungslinie der 
"" Sattdampfmasehine 

" wird mit geniigender 
14-~,<-----~---.----->'..-------, Annaherungdureheine 

\ E' 

gleiehseitige Hyperbel 
dargestellt, die man 
dadureh findet, daB 
dureh den gegebenen 
Punkt 0 ein Lineal ge­
legt wird und die 

o lA' I])' 
sJ~·------~3_--_---~.1 

C' Strecke 00' bis zur 
Bezugsaehse daran von 
der anderen Bezugs­
aehse als B' B zuriiek­
getragen wird. Man 

at A 
--9 --

7 

5 

J 

B 

Fig. 149. 

erhalt so das Fiillungsverhaltnis !B = 0,17. Die 
A'D' 

Lage der senkreehten Aehse OB' wird dureh die GroBe 
des sehadliehen Raumes bestimmt; bei Flaehsehieber-

maschinen ist -~() = 0,05 -:- 0,10, bei Kolbenschiebern 
8 

80 = 0,07 -:- 0,15, bei Ventilmaschinen etwa 0,05 -:- 0,10, 
8 bei Drehsehiebern 0,03 bis 

c 

-:- 0,06. Die Zusammen­
driiekung des Damp£es 
beim Riiekgang des Kol­
bens wird bei Auspuff­
masehinen vorteilhaft bis 

q; zu q4 = 0,7 . ql = 6,3 at 
..LJ.-d---l=::;========={======$!D~_2 getrieben.Damit bestimmt 

% 1 sich aus FF' =EE' der 
3 

Fig. 150. 

_I Beginn der Zusammen­
driiekung. Das Dampf­
diagramm ist so fest-
gelegt, wenn noeh die Vor­

einstromung bei F zu etwa 1 v_ H. des Hubes und die Vorausstromung bei 0 zu 
8 -:- 10 v.H. angesetzt werden. 

Bei Kondensationsmasehinen ist etwa q" = 0,10 -:- 0,15 at, q2 = 2,0 - i~. 
Der Aufang E der Zusammendriiekung wird moglichst £riih gelegt, trotzdem ist 
ihre Endspannung q4 nur niedrig (Fig. 150). 
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Bei Verbund-Dampfmaschinen mit Auspuff gilt etwa qa = 2,50 - ~~, mit 

Kondensation q2 = 2,05 - i~ . 
Wird der Flacheninhalt des Dampfdiagramms der Fig. 149 bzw. 150 etwa 

nach der Trapezregel in qmm berechnet und durch die Lange 8 in mID dividiert, 
so erhalt man den mittleren Druck qm = 2,98 bei der Auspuffmaschine und 3,06 
bei der Kondensationsmaschine. Um diese Rechnung und die Auftragung der 
v.H.-Werte bequem zu haben, zeichnet man fast stets 8 = 100 mID. Man kann 
im Durchschnitt annehmen qm = 3,0 at. Bei Maschinen von groBer Leistung 
geniigt 2,9 at, bei ganz kleinen steigt der Mittelwert auf 3,1 at. 

Der Inhalt der Diagl'ammflache F = qm . 8 gemessen in kg/cm2 . m stellt die 
auf jeden cm2 del' Kolbenflache entfallende Dampfal'beit dar. Multipliziert man 

sie mit der Kolbenflache i . D2 . 0,97 bei beiderseits durchgehender Kolbenstange, 

so el'halt man die Al'beit fiir einen Hub. Nun macht die doppeltwirkende Maschine 

in del' Sekunde ~ ~On Arbeitshiibe, so daB die Gesamtleistung mit Beriicksich· 

tigung des Wil'kungsgrades 1) = 0,83 betragt 
:if 2'n 1) NI = - . D2 • 0,97' qm • 8' -- • - (102) 
4 (em) (m) 60 75 

= 4.422 '0,97'3,0'0,75'2' 115 '0,83 = 128 PS. 
4·60·75 

Die Leistung kann durch Erhohung del' Fiillung und des Dampfverbrauches 
im Dauerbetrieb auf das 1,5fache gesteigert werden: Nmax = 192 PS. 

Bei Verbunddampfmaschinen mit den Zylindel'durchmessern DI und Da und 
dem gleichen Kolbenhub 8 ist fur den Hochdruckzylinder der mittlere Dampf­
druck qm.l und fiir den Niederdruckzylinder qm.2 einzusetzen. Bei beiderseits 
durchgehender Kolbenstange ist also die Leistung gegeben als 

N _ :if • (D~ . qm.l + D~ . qm.2) • 0,97 . 8 • 2 . n • 1). 

1 - 4.60· 75 . 

Werden beide Dampfdiagramme 
so iibereinander gezeichnet, daB die 
Langen die Rauminhalte wieder­
geben 79), so ist ja 

;n; 
VI = 4"' D; '0,97' 8, 

;n; v2 =4- . Di . 0,97 . 8 • 

Kach Fig. 151 ist nun VI' ql + V2 • q2 
der Flacheninhalt der gesamten Dia­
grammflache, entsprechend der Ein­
zylindermaschine. 

Entnimmt man also den mittleren 
Dampfdl'uck qm dem rankinisiel'ten 
Dampfdiagramm del' Fig. 151, so gilt 
fiiI'die Verbundmaschine ebenfalls die 
Gleichung (102), wenn darin fiir D 
del' Durchmesser des Niederdruck­
zylinders genommen wird. Hierbei 
ist allerdings noch mit Riicksicht auf 

Fig. 151. 

I 
.1 

verschiedene Flachenverluste (vgl. Fig. 46) mit einer Volligkeitsziffer zu rechnen, 
die bei Zweifach-Verbundmaschinen zwischen 0,80 bis 0,85 betragt und bei Drei-

79) Rankine. Manual of the steam engine and other prime movers, 1859. 
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fach-Vel'bundmaschinen zwischen 0,55 bis 0,65 schwankt. Mit EinschluB diesel' 
Volligkeitsziffel' betl'agt del' mittlere Druck bei del' Nennleistung qm ~ 2,8 -:- 3,0 at_ 
Del' el'stere Wert gilt nur fUr Mascbinen groBer Leisttmg. 

Beispiel 92. Wahrend man bei i liegenden Dampfmaschinen darauf sieht, 
daB die bei einem Hub vom Dampf geleistete .Arbeit auf jeder Seite des Kolbens 
wenigstens annahernd dieselbe ist, was bei Scbiebermaschinen durch eine etwas 
unsymmetrische Einstellung des Schiebel's el'l'eicht werden kann (Beispiel 37), ist 
bei stehenden Maschinen die Ungleichheit beider .Arbeiten vorteilhafter. 

1st del' mittlere Dampfdruck auf der Oberseite des Kolbens qo at und auf 
der Unterseite qu, haben ferner die hin und her gehenden Teile das auf die Flaehen­
einheit des Kolbens bezogene Gewicht q at (Beispiel 76), so ist die beim Abwarts­
hub 8 des Kolbens vom Durchmesser D geleistete Arbeit 

A1 = II • D2 . 8 • (qo + q) 
4 

und die beim Aufwal'tshub geleistete 

n 
A2 = 0,98 . 4- • D2 . oS • (q" - q) . 

FUr den gleichmaBigen Gang der Maschine ist es am giinstigsten, wenn beide 
Arbciten einander gleich sind, also die Bedingung erfiiIlt wird 

qo + q = 0,98 . (q" - q) = qm . 

SoIl etwa del' mittlere Dampfdruck qm = 3,0 at sein und ist ferner q = 0,40 at,. 
so ergibt sich fur die 

22 

18 

11, 
qz 

10 

6 I 
%1 

I 
2 11 I 

So 

2 

" 

Oberseite: qo = :;,0 - 0,40 = 2,60 at, 

Unterseite: qu = O~9~ + 0,40 '" 3,45 at. 

Beispiel93. Anzugeben ist die Leistung einer einfaeh 
wirkenden Verpuffungsgasmaschine von D = 35 em Zy­
linderdurehmesser, 8 = 56 cm Hub und n = 180 Um­

drehungen in der Minute. 

s 

Wahrcnd bei del' doppelt 
wirkenden Dampfmasehine in 
zwei Hiiben zwei vollstandige 
Diagramme geschrieben werden, 
sind hier dazu vier Hiibe notig 
(Fig. 152): 

1. Ansaugehub, 
2. PreBhub, 
3. Ausdehnungs.(Treib. )hub, 

Fig. 152. 

4. Ausschubhub. 
Die-, Spannungen des ersteren und letztel'en unterscheiden sich nul' wenig, so daB 
beide Linien oft in eine zusammenfallen. Die Endspannung del' Zu· 
samm~ndl'iickung hangt von dem Brennstoff ab, ebenso die Endspannung der 
Ziindung. Es ist8o ) i. M. fiir 

Leuchtgas 
Kraftgas 
Hochofengas 
Benzin 
Benzol 

q, = 5 -:- 8 at, 
8 -:- 10 " 
8 -:- 12 " 
4 -:- 6 
6-:- 9 " 

q, ~ 22 -:- 24 at, 
18 -:- 22 " 
20 -:- 23 ., 
16 -:- 22 " 
16 -:- 22 " 

qm "-, 5,5 at, 
4,25 
4,0 
5,0 
5,5 

80) Zum Teil nach Giildner, Das Entwerfen und Bereehnen del' Verbren­
nungsmotol'en, 1903. 
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Durch starkes Nachbrennen der Benzin- oder Benzoldampfe laBt sich in den 
schneIlaufenden Kraftwagenmotoren usw. qm = 7,0 -;- 8,0 erzielen. Bei Gleich­
druckmotoren nach dem DieselprozeB ist etwa 

q, = 30 -;- 35 at, qrnax = 40 -;- 45 at, q", = 7,5 at. 

Man erhiUt so fiir das Arbeiten mit gewohnlichem Kraftgas bei dem durch­
schnittlichen Wirkungsgrad '7 = 0,80 die abgegebene Leistung 

N] = n_ • D2 • qm . 8 .~ _ .!L 
4 (em) (rn) 2·60 75 

(103) 

= ! . 3- 2 • 4 25 • 0 56 . 180.0,80 = 36 1 PS 
n D , , 120 75 ' . 

Es ist das die~Hochstleistung,rdie NennIeistung ist 10 v.H. geringer: 32 PS. 

Beispiel!)4. Zu bestimmen 
ist der Verlauf des Dreh­
momentes der Einzylinder­
Dampfmaschine in Beispiel 91, 
jedoch fur eine Fiillung, die 
den mittleren Druck qm = 3,5 at 
liefert. 

Am Kreuzkopfbolzen zer­
legt sich (Fig. 153) die Kolben­
kraft P in die Gegenkraft der 
GeradfiilIrung und die Schub- Fig. 153. 

stangenkraft S = ~ PI;' Die letztere wU'd am Kurbelzapfen zerlegt in eine in 
cos{, 

die Richtung der Kurbel fallende Seitenkraft und die scnkrecht dazu stehende 

oder 

Nun ist 

T = S . cos (; - cx - fl) = S . sin(cx + (i) 

T = ~ . (sincx . cos(i + coscx . sin(i) = p. (sincx + cos(i . tg(3) . 
cosfJ 

und der Fehler, der gemacht wird, wenn man sin fl ("OV tg(3 setzt, betragt im Hochst­
falle bei dem Schubstangenverhaltnis 

r 1 -t = -5 : 0,020, 

und ist im Mittel etwa t davon, so daB er bei der zeichnerischen Darstellung ver­
schwindet. Damit wird 

T = P . sincx . (1 + -; . cos cx) (104a) 

oder 

T = p. (sincx + -~ .. ~ .. Sin2CX) . (104b) 

Die Formel entspricht der Gleichung (32) auf S. 34. 
Nach denAngaben in Beispiel 77 und 91 ist das hin und her gehende Gewicht 

der Maschine etwa 

q = 0,40 . 0,75 = 0,30 kg/cm2, 
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die Winkelgeschwindigkeit der Kurbelzapfenrnitte 

w = .~_·}15 = 12,05 1/sk. 
30 

und damit del' Beschleunigungsdruck 

~-"--"'--" . q = 0,7l?. __ 12,052 __ ~.,80 = I 66 at 
g 2· 9,81 " 

also sein Hochstbetl'ag bei dem Schubstangenvel'haltnisg 

qmax = 1,66 . 1,20 C'-' 2,0 at 

und del' Kleinstwert 

qmin = -1,66' 0,80 ,'~ -1,33 at. 

Damit ergibt sich die folgende Aufzeichnung. Den VerI auf des Dampftl'eib­
druckes auf del' einen Kolbenseite gibt die obel'e ausgezogene Kurve del' Fig. 154 
an, die gestrichelte gilt fiir den mittleren Dampfdruck qm = 3,0 at. Del' auf die 

9,0 

I 

\ 

\ 

\ 
\ 
\ 

\ 

us: / 
'/ 
2,0 

\ 
\ 

\ 

Fig. 

o 
I 

'''\: Ii \ Fig. 155. 

16,,3 

andere Seite wirkende Gegendruck wird von del' Bezugsachse aus nach unten 
aufgetragen, so daB die Zusammendriickungskurve die umgekehrte Lage hat wie 
in Fig. 149, wo sie fiiI' dieselbe Kolbenseite eingezeichnet ist. Dazu wird del' Be­
schleunigungsdruck nach den Angaben del' Fig. 44 aufgetragen. Durch die Sum­
mierung del' Hohen diesel' drei Kurven erhiilt man die in .. Fig. 155 ausgezogene 
Kurve a des auf del' Deckelseite des Kolbens wirkenden Uberdruckes. FiiI' die 
Kurbelseite ist die Beschleunigungskurve entgegengesetzt zu nehmen, so daB 
dafiil' die in Fig. 155 gestl'ichelte Kurve b herauskommt. 

Jetzt wird iiber 8 = 2 rein Halbkreis geschlagen und die Geschwindigkeits­
kurve c bzw. d des Kolbens nach del' Vol'schrift del' Fig. 43 gezeichnet. (Das 
betre£fende Kurvenblatt wird immer wieder mit einer neuen Deckpause benutzt.) 
Man legt nun durch den ~I[ittelpunkt 0 Stl'ahlen nach den Schnittpunkten del' 
Kolbenstellungslote mit dem Halbkreis und triigt auf ihnen die zugehorigen 
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Kolbendrucke aus den Kurvenzugen a und b von 0 aus abo Es entsteht so die 
Kurve des Kolbendruckes P in Polarkoordinaten, fur die Deckelseite des Kolbens 
die ausgezogene e, fUr die Kurbelseite die gestrichelte f. Bei gleichen Dampf­
diagrammen ergeben sich also ziemlich bedeutende Abweichungen beider Kurven. 
Nun werden von 0 Strahlen dul'ch die Schnittpunkte del' betreffenden Hohen 
mit den beiden Geschwindigkeitskurven c und d bis an die durch die Kurven­
punkte von e und f gelegten Senkrechten gezogen, wie Fig. 155 fur eine Stelle 
angibt. Die so auf den Senkrechten von del' Achse aus abgeschnittenen Hohen 
sind gemaB Formel (104b) die Drehkrafte T. 

Darauf wird der Kurbelkreis in Fig. 156 gestl'eckt und die1ieweilige Dreh­
kraft aus del' Fig. 155 von del' Achse in dem zugehorigen Punkt del' Fig. 15t} 
senkrecht aufgetragen, und zwal' wird auf der ersten Halfte die ausgezogene 
Polarkurve e, auf der zweiten die gestrichelte t benutzt. Damit ist der Verlauf 
der Drehkraft T in Abhangigkeit von dem bei einer vollen Umdrehung durch­
laufenen Kurbelweg 2 n . r erhalten. Die mittlere Drehkraft ist durch das flachen­
gleiche Rechteck gegeben, dessen Hohe 1,12 em betragt. 

Dieselbe Kurve gilt fur das Drehmoment, da nach Fig. 153 M = T . r ist. 
Zur Bestimmung des MaBstabes ist anzusetzen: Die Hoehstdampfspannung be-

Fig. 156. 

triigt qr = 9 at, die in Fig. 154 mit 4,5 em Hohe anfgetragen ist, so daB del" 
DruckmaBstah 1 cm = 2,0 at ist. Nun ist die Flaehe des Dampfkolbens 

F = Jt . D2 ·0,97 = ~ . 422 . 0,97 = 1344 em2, 
4 4 

der Kurbelarm r = 0,375 m, 
der Wirkungsgrad der Maschine r; = 0,83, 
also fiir das an der Welle abgegehene Moment M 

1 em = 2,0 . 1344 . 0,375·0,83 = 836 mkg. 

Damit wird die wirkliehe GroBe des mittleren Drehmomentes 

Mm = 1,12 . 836 = 936 mkg. 

Nach Formel (100a) ist hieraus die Maschinenleistung 

Mm . n 936 . 115 ~ 
N r = ~716-;2 = -716~2 = 100 PS, 

wahl'end die Rechnnng in Beispiel 91 boi dem hier geltenden mittleren Dampf­

dmck 3,5 at Nl = ;~~. 128 = 149,5PS ergah. Auf diese Weise wird die Richtig­

keit del' zeichnerischen Rechnung gepriift. 
Die gestrichelten Linien der Fig. 156 stellen das Ergebnis fiir die in Fig. 154 

gestrichelte Ausdehnungslinie dar. Bei VergroBemng der Fiillung, also Hoher­
legung der Ausdehnungslinie im Dampfdiagramm wird del' Verlauf des Dreh­
momentes gleichmiiBiger, dagegen hei Verkleinerung der Fiillnng ungleichmaBiger. 
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Die Fig. 156 liiBt noch eine andere Deutung zu: Die Hohen sind die Dreh­
krlifte T im MaBstab 

1 em = 2,0 . 1344 . 0,83 = 2230 kg, 

die Lange ist del' Kurbelweg im MaBstab 

4 em = 0,75 m also 1 em = 0,1875 m. 

Die Gesamtflache ist die an del' Kurbel geleistete Dreharbeit im MaBstabe 

1 em2 = 2230 . 0,1875 = 418 mkg. 

Ein scheinbarer Ma,ngel del' Bereehnung ist del', daB sie bei del' Beschleuni­
gungsdruckkurve in Fig. 153 und del' Bestimmung des Kurbelwinkels vollige 
GleiehmaBigkeit del' Winkelgesehwindigkeit w del' Welle voraussetzt, wab.rend 
diese infolge del' Sehwankungen des Drehmomentes ebenfalls sehwankt (vgl. Bei­
spiel 45). Jedoeh betragen diese kleinen .Anderungen gewohnlieh nul' t bis 2 v.H. 
des mittleren Wertes (Beispiel 117), so daB del' gemaehte Fehler zwischen 1 bis 
4 v.H. liegt, da diese Einfliisse von dem Quadrat del' Winkelgesehwindigkeit ab­
hangen. 1m allgemeinen bleibt del' Fehler noch innerhalb del' unvermeidlichen 
Zeiehenfehler, so daB die a bige Art del' Berechnung fiir die Praxis vollig genau giltS1 ). 

Beispiel 95. FUr einen Viertakt-Dieselmotor von D = 35 em Zylinderdureh­
messer, 8 = 56 em Hub und n = 180 Umdrehungen in del' Minute, dessen Gas­
druckdiagramm die Fig. 157 wiedergibt, ist der Verlauf des an del' Welle ver­
fiigbaren Drehmomentes anzugeben. 

Naeh den Angaben in Beispiel 77 ist das bin und her gehende 
at Gewicht q = 0,35 at. Die Winkelgeschwindigkeit betragt 

J5 J1; • 180 , 
w = 60-- = 18,85 Ilsk. 

Damit wird 
25 

1'; 1 
und bei dem Sehubstangenverhaltnis del' 
stehenden Maschine 4,5 

.5 

qmax = 3,21 . 1,222 = 3,9 at, 

Fig. 157. qmin = 3,21 ·0,778 = 2,5 at. 

Fig. 158. 

81) Ein Verfahl'en auf anderer Grundlage, das diesen theoretischen Mangel 
nicht hat, gibt Wittenbaur, Z. d. V. d. I. 1906. 
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Beim Ansaugehub wirkt allein der Be­
schleunigwigsdruck, beim folgenden PreBhub 
setzt er sich mit dem PreBiiberdruck zusam­
men, ebenso findet beirn Treibhub Zusaminen­
setzung mit dem Treibdruck statt, 15eim Aus­
schubhub wirkt der Beschleunigungsdruck 
wieder allein. Den Druckverlauf am Kolben­
zapfen mit Beriicksichtigung des kleinen Eigen­
gewichtes stellen die stark ausgezogenen 
Linien der Fig. 158 fiir die vier Riibe eines 
Arbeitstaktes dar. Durch das an Fig. 155 
erorlerle Verfahren erhli.lt man hieraus die 
Kurve del' Fig. 159 fUr den Verlauf der Dreh­
kraft. Der MaBstab folgt aus der Beziehung 
an Fig. 157: 40 at = 30 mm bei der Ver­
kleinerung ner folgenden Figuren auf 9/10 zu 

104;n; 410 
1 mm = 9 . "3 at = 4" . 352 • -3 . 9 = 1425 kg 

oder, wenn die Kurve die Drehmomente an­
geben soIl, 

I mm = 1425· 0,;6 '" 400 mkg. 

Wie die Fig. 159 zeigt, verlauft das Dreh­
moment im Verlauf eines Arbeitstaktes recht 
ungleichmii.Big. Wirken auf dj.eselbe Welle 
zwei gleiche Zylinder mit um 180° versetzten 
Kurbeln, so kommt dieselbe Kurve um zwei 
Riibe verschoben dazu. Ihre Summierung 
liefert dann den Kurvenzug der Fig. 160. 
Aber erst· die Zufiigung von zwei weiteren 
Zylindern, deren Kurbeln gegen die der ersten 
beiden je um 90°, versetzt sind, ergibt em 
einigermaBen gleichformig verlaufendes Dia­
gramm der Drehmomente (Fig. 161). 

Beispiel 96. Durch einen Bremsversuch 
ist die Leistung und der Wirkungsgrad eines 
Elektromotors zu bestimmen, der mit n = 1025 
Umdrehungen in der Minute umlauft. 

Auf die Riemenscheibe wird eine mit 
Wasserspiilung versehene Backenbremse ge­
setzt (Fig. 162), deren Reibung die Motoren­
leistung abbremst82).. Das Drehmoment der 
Reibung wird mit einer Wage gemessen, auf 
die sich der eine Arm der Bremse von der 
Lange l vermitteis einer Druckstange mit 
Kugellagerung stiitzt. Der Stiitzdruck der 
losen Bremse wird bei Beginn des Versuches . 
durch besondere Gewichte ausgeglichen. 

Es gi11l: daim 
. p. l = M = 974,0 Nz 

n 
.und, wenn man l = 0,974 m macht, 

P'n 
N2 = 1000 KW. 

-----
82) Prony. 

s t e p han, Technisehe Meehanik. III. 

129 

." 
9 
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Wird etwa P = 12,42 kg gemessen, so ergibt sieh 
N2 = 12,42'1,025 = 12,74 KW. 

Zeigt gleiehzeitig ein Wattmeter den Verbraueh von 13,9 KW an, so ist der 
Wirkungsgrad 

12,74 
1] = -13,9 = 0,916. 

~--~~--------~---------HP 

Fig. 162. 

Bei der gebrauehliehen Kiihlung mit Wasser ergibt sieh bei ordnungsmaBigem 
Betrieb die kleinste Breite b der Bremsklotze aus83) -

M D2·b 
1875=]) - t' (105) 

wenn M in mkg, D und b in m gemessen sind. 

Beispiel 97. In Bd. II wurde fiir die Dampfmasehine des Beispiels 91 be· 
reehnet das Drehmoment der Zapfenreibung an 

dem Kreuzkopfzapfen: Ml = 0,7 mkg, 
dem Kurbelzapfen: M2 = 1,0 " , 
den beiden Wellenzapfen: Ms = 6,5 + 1,9 mkg, 
den beiden Exzentern: M, = 2 . 3,7 " • 

Anzugeben ist der Gesamtwirkungsgrad aller Zapfen. 
Es ist das Gesamtreibungsmoment:EM = 17,5 mkg, das gleiehmaBige Dreh· 

moment der Maschine ohne Beriieksiehtigung der Reibungsverluste naeh For· 
mel (100a) 

M = '7~6-,~ • 128 = 960 mkg 
115 0,83 . 

Damit wird der gesuehte Antell des Wirkungsgrades 

1]' = 1 _ :E~ = 1 _17,5 = 0,982. 
M 960 

Beispiel 98. Anzugeben ist die Zugkraft einer Lokomotive in Abhangigkeit 
von ihrer Fahrgeschwindigkeit. 

Der mittlere indizierte Dampfdruck bei gUnstigstem Dampfverbraueh betragt 
bei Zwillingslokomotiven Pm'" 3,6 at, bei Verbundlokomotiven, auf den Nieder· 
dru~kzylinder gereehnet, Pm'" 3,4 at8'). Danach ist die mittlere Dampfarbeit 
eines Zylinders bei dem Hub 8 em 

:n: 
A = "4 • D2 • 0,96 . Pm • 8 cmkg, 

worin der Faktor 0,96 den Querschnitt der durchgehenden Kolbenstange beriiek· 
siehtigt. 

83) Wilke, Olmotor 1919. 
M) Strahl, Z. d. V. d. I. 1913. 
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An den Kuppelradern yom Durchmesser DI em ist die Arbeit del' Zugkraft 
bei einer halben Umdrehung, entspreehend einem Hub, fiir beide Seiten del' 
Lokomotive 

2 • A . 'Yj = P . ~ . DI emkg, 
2 

worin 'Yj '" 0,85 den Wirkungsgrad del' Lokomotivmasehine angibt. 
Durch Gleiehsetzen folgt hieraus fiir die 

D2. 8 
Zwillingsmaschine: P = 2,94' -n kg, (106a) 

I 
D2. 8 

Verbundmasehine: P = 2,77 . -n kg. (106b) 
I 

Die Leistung del' Lokomotive bei del' Gesehwindigkeit VI km/st ist hiermit nach 
Formel (98b) 

p. VI' 1000 p. VI , 
NI = 75. 3600 = 270- PSn • (107) 

Die Hochstleistung der Lokomotivmaschine hangt nun von del' Dampfmenge 
ab, die der Kessel zu liefern imstande ist. Del' Dampfverbrauch betragt i .. M. 
bei giinstigster Fiillung fiir 84) . 

NaBdampf-Zwillingslokomotiven: Qo = 11,5 kg/PSi' st bzw. 13,5 kg/PS,,' st, 
,,-Verbundlokomotiven: 9,75 11,5 

HeiBdampf-Zwillingslokomotiven: 7,0 8,25 
-Verbundlokomotiven: 6,5 7,6 

Die Dampfmenge Q kg/st, die ein Lokomotivkessel zu erzeugen vermag, hangt 
in erster Linie von del' Rostflache R m 2 ab, in zweiter von del' gesamten Heiz­
flache H m 2 einschlieBlich merhitzer. Es gilt erfahrungsgemaB84) 

Q c 
(108) 

worin einzusetzen ist fur 
Zwillings-NaBdampflokomotiven: c = 4250 kgJm 2 • st, 
Verbund- " c = 4000 

HeiBdampflokomotiven: c = 3800 
Durch Zusammennehmcn del' Gleichungen (106) bis (108) kann man somit 

uus den gegebenen Abmessungen del' Lokomotive rlit, Geschwindigkeit bestimmen, 
bei del' sie am vorteilhaftesten lauft: 

270· c' R 
VI = .(.- --Yl-)-----D2-. 8 km/st. 

1 + 7 . H . Qo • 2,94 . ---n;-
unter Voraussetzung einer Zwillingslokomotive. Man erhalt so fiir die neueren 
Lokomotiven 

I 
R 

I 
H D i DI 

I: 
PI I V ;}v"T'lllax 

Xr.: Gattung 8 I; I I 
I 

1 kmjst i m' m2 em I em ! em I, kg PSn 
---_ .. _-

1 2 C-HeiBdampf- Ii I 
i I I I Sehnellzug-Vierzylinder- I 40/611 66 ' 198 : 1342 Vel' blmdlokomotive ! 2,95 217,5 3430 105,7 

2 2 B-HeiBdampf-

1 2,3 
Schnellzuglokomotive 177,3 55 63 210 2670 98,3 972 

3 2 C-HeiBdampf-
IPersonenzuglokomotive 2,6 . 199,5 59 I 63 175 3690 80,4 1099 

41 
D-HeiBdampf-

2,351176,9 135 :15180 993 Guterzuglokomotive 60 66 51,7 

9* 
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Die Leistung N bei einer anderen Fahrtgesehwindigkeit V ist naeh VersuehenB4 ) 

gegeben dureh den Zusammenhang 

N (V V - - = 0,6· 2 - - -) . --- + 0,4 . 
Nmax .. VI . Vi (109a) 

z,s 

1\ 
i\ 

8,0 
\ I 

1\ 
. \ 

\ 

" 1\ 

\ 

1'\ 
f'-

f" 
" ..... 

" 

o 45 "to 
J/er/;tiltms tier Ft;/;;yescl1willtfgkelten 

Fig. 163. 

GemaB Formel (107) erhalt man darans das Verhaltnis del' Zngkrafte dureh Divi­

sion der rechten Seite durch -;-; zu 

f = 0,6· (2 - -;-;) + 0,4 T/. (109b) 

Den Verlauf stellt die Fig. 163 in Abhangigkeit von -{- dar, und es ergibt sich 

die folgende Zusammenstellung fiir die Zngkraft P: 

Gattung I V = 30 36 45 54 63 72 80 89 98 km/st 
0-

1 
I 

8370 7440 6360 5750 5190 4730 4370 4010 3700 kg 
2 I 6200 5540 4780 4270 3850 3490 3220 2930 2680 
3 9880 9020 7950 7100 6380 5720 5200 4630 4450 " 
4 10920 9720 8230 6940 6250 
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Beispiel 99. Zu berechnen ist die Arbeit einer Anziehungskraft fur den Fall, 
daB del' betreffende Karpel' ganzlich aus dem Bereich del' Anziehung hel'aus· 
gebracht wil'd. 

Nach Formel (90) ist die Kraft, die zwischen den beiden Massen '1nt und mn 
k·m ·m 

im Abstande x wirkt, P = \ 2, und man erhalt die gesuchte Arbeit 
X" 

nach Fig. 164 zu 

A = Jp . d x = k . m1 • 1l}2 ~r~: = k· m1 • ))12 • ( - ! + -:~) , 
also "'0 

A = k· m1 • m2 • 

Xo 
(UOa) 

Obwohl del' Weg unendlich groB ist, hat die Arbeit einen endlichen Wert, 
weil die letzten Wegstrecken nul' noch verschwindend geringen EinfluB haben, 
wie die Fig. 164 schon andeutet. 
Man nennt den Ausdruck A das 
Potential del' Anziehungs-
kraft 85). 

Die Rechnung ist hier fur den 
einfachsten Fall durchgefiihrt wor­
den, daB die Anziehung in Rich-
tung del' x-Achse erfolgt. Liegt m, ~ 
das l'echtwinklige Achsenkreuz '""'<r-----"<:;>-'--'-'--'-'--'-'--M---'-L..L.L--'-L..L.L..L.L..L.L..L 

x, y, z beliebig zur Anziehungs- aJo 
achse r, so gilt (Bd. I, S. 49) fiir 
einen beliebigen Anfangspunkt 

und 

r2 = x 2 + y2 + z2 , 

man .erh1ilt entsprechend 

A = k • m1 • m2 • ( ! 1 +--+ y 

Fig. 164. 

Die Potentiale del' Seitenkrafte addieren sich algebraisch. 

(HOb) 

Umgekehrt kann man, wenn A gegeben ist, die Kraft P daraus berechnen: 

dA dA dA dA 
P=--=--+~+~. 

dr dx dy dz 

Man kann also auch erklaren: Das Potential ist die Funktion, die nach den Ko­
ordinaten differentiiel't, die GroBe del' an del' betreffenden Stelle wirkenden An­
ziehungskraft el'gibt. 

10. Das Al'beitsvel'IDogen. 
Von einem gegebenen Augenbliek ab wirke auf einen Karper vom 

Gewieht Gallein die unveranderliche Kraft P ein. Der Karper bewegt 
sich dann nach den Angaben in Abschnitt 8 mit der Besehleunigung 

P = IJ· ~ (Formel 72). Nach einer bestimmten Zeit that er so in 

der Kraftrichtung den Weg 8 = t· p. t2 zuriiekgelegt (Formel Sa) und 
dabei die Geschwindigkeit angenommen v = p . t = 1~8- (FormellO a). 

85) Lagrange, Mem. de l'Acad. Berlin 1773/77. 
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Die Arbeit, die die Kraft P auf dem Wege 8 verrichtet hat, ist nach 
Formel (92) A = p. 8. Setzt man jetzt aus den vorstehenden Glei­
chungen ein 

so ergibt sich 86) 

p=L.G und 
g 

v 2 
8=--", 

2·p 

G - v 2 1 
A = -- = - . m. v2 • 

2· g 2 
(111) 

Die von del' Kraft P auf dem Wege 8 an dem K6rper yom Gewicht G 
geleistete Arbeit hat sich umgewandelt in die Geschwindigkeit v des 
Gewichtes G. Man bezeichnet den neuen, als Arbeit in mkg gemessenen 
Ausdruck als das Arbeitsverm6gen des K6rpers. Es stellt die 
Arbeit dar, die del' K6rper in dem betreffenden Augenblick enthalt 
und die wieder in einer bestimmten Zeit t' gegen eine widerstehende 
Kraft P' auf dem Wege 8' abgegeben werden kann. 

Ratte del' K6rper bereits im Augenblick der el'sten Einwirkung der 
Kraft P die Geschwindigkeit Vo in Richtung von P, so besaB er schon 

das Arbeitsverm6gen G2 • v~ , und wenn sich jetzt die Geschwindigkeit 
. g 

auf v erh6ht, so gilt nach dem obigcn 

G· v; G· v2 -- + P . 8 = _____ -0 (112) 
2g 2g 

Die von der wirkenden Kraft aufgewcndete Arbeit ist gleich der Zu­
nahme an Arbeitsvermogen. 

Umgekehrt ist auch die Abnahme des Arbeitsverm6gens des K6rpers 
gleich der dabei geleisteten Arbeit der gegenwirkenden Kraft. 

Wirken mehrere Krafte gleichzeitig auf den K6rper, so kann Pals 
ihre Mittelkraft angesehen werden, deren Arbcit ja nach Formel (94) 
gleich der Summe del' Arbeiten der Einzelkriifte ist: 

(1l2a) 

1st jede Kraft P veranderlich, so erhalt der Ausdruck L:(p. 8) 
8 

einen anderen Wert J p. d8 und damit auch die El1dgeschwindigkeit v, 
{j 

jedoch bleibt die Formel (1l2a) dem Inhalt nach unverandert. 
BesaB der K6rper bereits vor der Einwirkul1g der Kraft P die 

Geschwindigkeit Vo nach irgendeiner beliebigen Richtung, so ist seine 
Bahn im allgemeinen eine ebene Kurve. Man kann dann die Gesch"win-

86) Huygens, Horologium oscillatorium, 1673 (m' v 2 ); Leibniz, Acta 
eruditorum, 1695 (m· v2 ); Dan. Bernoulli, Mem. de l'Acad. Berlin 1748 (m· v2 ); 

Coriolis, Traite de la lllecanique des corps solides ... 1829 (t· m' v2 ). Die von 
Rankine eingefiihrte Unterscheidung zwischen kinetischer und potentieller 
Energie hat keine praktische Bedeutung (Michalke, D. p. J. 1920). 
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digkeit Vo zerlegen in eine u senkrecht zu P und eine in die Wirkungs­
linie von P fallende wo; ebenso.kann die nach einer gewissen Zeit t 
erhaltene Endgeschwindigkeit v in die Seitengeschwindigkeiten u und w 
zerlegt werden (Fig. 165). Die senkrecht zu P 
stehende Seitengeschwindigkeit u ist ja unver­
anderlich, da keine Kraft vorhanden ist, die eine 
Beschleunigung oder Verzogerung nach dieser 
Richtung hervorbringen konnte. FlIT die mit der 
Wirkungslinie der Kraft zusammenfallenden 
Seitengeschv;,judigkeiten gilt jetzt die Gleich­
ung (112): 

G· w2 G· w5 
-------=P·8. 

2 g 2g 

Nun ist nach Fig. 165 

w~ = v~ - u2 

p 

p 

I 
I 
IV 

B 

also Fig. 165. 

(G2·;2 _ Q~ ;2) _ ( G2. ;~ _ G; ;2 ) = p. 8 
oder 

G· v 2 G· v~ 
_______ 0 = p. 8. 

2g 2g 

A 

Das ist wieder die Formel (112). Sie gilt somit auch fUr den Fall, daB 
die Geschwindigkeit des Korpers nicht allein von den Kraften herriihrt, 
als deren Mittelkraft P betrachtet wurde, und beliebige Richtung hat. 

Beispiel100. Ein Korper werde mit der Anfangsgeschwindigkeit vo= 12,5 m/sk 
von der Plattform eines Turmes herabgeworfen, deren Hobe tiber dem Gelande 
h = 30 betragt. Zu berechnen ist seine Endge­
schwindigkeit v. 

Die wirkende Kraft ist das Gewicht G des 
Korpers, dessen Arbeit den Betrag A = G· h 
hat. Nach Formel (112) ist also 

G· v2 G· v~ 
.-- = G . h + --- . 

2g 2g 

Nach Multiplikation mit~-~ g folgt hieraus Fig. 166. 

v = VV6 + 2 . g . h = f/12,52 + 2 . 9,81· 30 = 26,9 m/sk. 

Die Richtung, nach der der Wurf erfolgt, ist dabei belanglos. Die End­
geschwindigkeit ist in den drei FiiJlen der Fig. 166 dieselbe; denn die Arbeiten 
auf den beiden Halbasten del' tiber die gestl'ichelte Wagerechte binausragenden 
Kurven heben sicb nach Beispiel 21 gegenseitig auf. 

Beispiel 101. Ein Gegenstand yom Gewicht G = 1,2 kg wird mit der ge­
l'ingen Geschwindigkeit VI = 4,5 m/sk senkrecht zur Fahrtrichtung aus einem 
Eisenbahnzug geworfen, der mit der Geschwindigkeit V2 = 22 m/sk fahrt; er 
faUt dabei tiber die Hobe 8 = 2,4 m. Anzugeben ist sein Arbeitsvel'mogen im 
Augenblick des Aufschlagens. 
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Die lotrechte Endgeschwindigkeit ist nach Formel (lOa) 

Va = Jl2 • g' 8 = y'2' 9,81'2,4 = y'47,04 m/sk. . . 

AIle drei Geschwindigkeiten stehen senkrecht zueinander und die Gesamtgeschwin­
digkeit ist somit 

V = Y~i + vi + vi = y'4,52 + 222 + 47,04. 

Das Arbeitsvermogen ist also nach Formel (Ill) 

A = 2 ~;'81 • (20,25 + 484 + 47,04) "" 33,7 mkg. 

Das Gesamtarbeitsvermogen des Korpers wird erhalten durch Summierung der 
Arbeitsvermogen, die bei den emzelnen Relativbewegungen auftreten87). 

Beim Wurf von emer dem Erdboden gegeniiber feststehenden Stelle aus 
hatte derselbe Korper nur das Arbeitsvermogen 

A' 1,2 2 - 3 mk = 279,81 . ( 0,20 + 47,04) =,9 g. 

Beispiel 102. Anzugeben ist die zum Anfahren und gleichma.Bigen Fahren 
erforderliche Arbeit fur einen Stadtbahnzug gemaB Beispiel 22, weun das Zug­
gewicht G "" 235 t betragt, sowie die beim Bremsen zu vernichtende Arbeit. 

Die zum Anfahren auf die Geschwindigkeit V = 50 km/st erforderliche Arbeit 
betragt nach Formel (Ill) 

235 
A] = 2. 9,81 • (0,278 . 50)2", 2320 mt, 

gleichgiiltig, wie groB die. Beschleunigung ist. 
Setzt man v = P • t, so wird die zum gleichmaBigen Fahren erforderliche 

Arbeit mit den Zahlenwerten des Beispiels 22 fur die Anfahrbeschleunigung 
P = 0,3 m/sk2 

Ao = 2 ~:~!n . (0,05 . 46,9)2 '" 66 mt. 

Die aufzuwendende Bremsarbeit ist entsprechend 

235 
A2 = ~9,81 . (0,60 . 23,2)2 '" 2320 mt, 

wie beim Anfahren. 
LaBt man den Zug, nachdem er die volle Fahrtgeschwindigkeit mit der.Be­

schleunigung 0,5 m/sk2 erlangt hat, gemaB Beispiel 22 auslaufen, so bleibt Al 
unverandert. Da jedoch jetzt eme schwerere Lokomotive gebraucht wird, so ist 
das Zuggewicht auf 245 t zu erhohen, und es wird damit 

245 
Af = 235 . 2320",-, 2420 mt. 

Ferner ist jetzt A~ = 0, 

A~ = 2 :~81 • (0,60'17,4)2", 1360 mt. 

1m zweiten Fall wird also die Bremsarbeit 960 mt = 41,4 v.H. des ersteren 
Wertes bei jedem Anhalten gespart, was fur die Erhaltung des Materials von 
wesentlicher Bedeutung ist. Dagegen wird zur Anfahrt mehr gebraucht die Arbeit 
34 mt = 1,4 v.H. 

87) Konig, Acta erud. 1751. 
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Beispiel 103. Ein Fallhammer vom Bargewieht Q = 150 kg naeh Fig. 167 
soll bei voller Ausnutzung des Hubes die Sehlagarbeit 220 mkg ausiiben. Zu 
bereehnen ist, wieviel Sehlage er in der Minute geben kann, wenn die Reibungs­
rollen yon D = 29 em Durehmesser n = 145 Umdrehungen in der J\lIinute maehen. 

Aus der Formel (92) erhalt man die erforderliehe 
HubhOhe 

220 . 
8 = 150 = 1,467 m. 

Die Umlaufgeschwindigkeit der Reibrollen ist naeh 
Formel (5) 

= ~,29· 145 = 2 20 I k v 60 ' ms. 

Die Anpressung der Reibungsrader wurde in Bd. II, Bei­
spiel 100 mit @i = 1,5faeher Sieherheit bereehnet, so daB 
noeh die Kraft P = 0,5 . 150 kg fiir die Besehlewligung 
des Bi<J:en Yerftigbar ist, die naeh Formel (72) mit 

P 
P1 = "Q- . 9 = 0,5 . 9,81 <')4,90 m!sk2 

Q 

Fig. 167. 

erfolgt. Die bis zum Erreichen del' yollen Geschwindigkeit erfOl'derliche Zeit ist 
nun nach Formel (10) 

v 2,20. ._ 
t1 = P1 = 4,90 = 0,40 sk, 

und der hierin zurtickgelegte Weg betragt nach Formel (9) 

81 = t . v . tl = t . 2,20 . 0,45 = 0,495 m. 

Auf diesem Wege muB die Reibschiene an den Rollen gleiten. 
Aus der Gleiehung (112) in der Form 

Q'~~=Q'8 
2g. 2 

folgt del' am Ende des Hubes bei zuruekgezogenen Reibrollen noch zurtickgelegte 
Weg 

2,20 2 

S2 = -2-:9~8( = 0,247 m 

und die dazu gebrauchte Zeit gemaB Formel (10) 

_ 2,20 _ ? . 
t2 - 9,81 - 0,~24 sk. 

Es bleibt mithin ftir die gleitfreie Mitnahme an den Rollen del' Weg 

83 = 8 - SI - 82 = 1,467 - 0,495 - 0,247 = 0,725 111, 

und die dafur notige Zeit ist 

t = ~ ~ 0, 72~ = 0 33 sk 
3 v 2,20 ' . 

Zum Fallen tiber die Strecke s braucht der Bar nach Formel (lOb) die Zeit 

t4 = V2 . 1,467 . 0)02 = 0,547 sk. 
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Zum Einriicken nach dem Fall werde noch die Zeit ts = 0,12 sk angesetzt. 
Dann braucht ein Fall die Gesamtzeit 

t = 0,45 + 0,224 + 0,33 + 0;547 + 0,12"" 1,67 sk. 

Die Anzahl der Schlage in der Minute wird 

60 
n1 = 1,67 = 36 . 

Beispiel 104. Anzugeben ist das Arbeitsvermogen einer geharteten Stahl­
kugel der in Beispiel 75 berechneten Kugelmiihle. 

Das Gewicht einer Kugel von d = 0,6 dm Durchmesser und dem Einheits-

gewicht )' = 7,86 kg/dm3 ist G = ~ . d3 • )'. Beim Abwurf mit der Geschwindig­

keit v = 11 • w hat die Kugel nach Formel (Ill) das Arbeitsvermogen 

n d3 . r ( n)2 (0,47' 34,4)2 7,86 
Al = -if' ~. 11 '30' n = (n.0,6)2. 30 . 6.2.9,81 0,130 mkg. 

Hinzu kommt die Fallarbeit des Gewichtes G auf der Strecke (Fig. 113) 

1"1' sin ex + r2 • sin/3: 

A= ~ .d3 .)'. [(r1 •
CT;onr, ~+r2,sinfJ]=2.Al+G·1"2,sinfJ 

CT 
= 2 . 0,130 + "6 . 0,63 • 7,86 . 0,41 . 0,643 = 0,494 mkg, 

so daB das Gesamtarbeitsvermogen beim Aufschlagen gemaB Formel (112) betragt 

A2 = Al + A = 0,624 mkg. 

Die vorstehende Rechnung gilt fiir die auBerste Kugellage. Fiir die der nachsten 
Lage gilt mit 

r; = t· (1,00 - 3, 0,06) = 0,41 m 

~ ~41 k 
A; = A 1 ';'1 = 0,130' 0,47 = 0,113 III g 

und fiir die dritte Lage entsprechend 

A ll - 0 130 ' 0,35 - 0 09- k 1 -, 0,-47 - , I m g. 

Ferner ist nach den Angaben in Beispiel 75 fiir die Fallarbeit 

A' = 0,889 . (0,41 . 0,478 + 0,35 . 0,949) = 0,473 mkg, 
A" = 0,889 . (0,35 '0,407 + 0,35 . 0,971) = 0,429 mkg, 

also das Gesamtarbeitsvermogen 

Aj = 0,586 mkg bzw. A~ = 0,542 mkg. 

Werden statt der Stahlkugeln Flintsteinstiicke von annahernd gleicher GroBe 
genommen, so ist }' "" 2,7 kg/dm3, und man erhalt 

A2 = 0,214 , A~ = 0,201 , A~ = 0,186 mkg, 

Hiermit laBt sich leicht die zum Antrieb der Kugelmiihle erforderliche Leistung 
berechnen. Die Kugeln bewegen sich schneller herum, als die Umdrehungszahl 
der Trommel angibt, weil sie einen kiirzeren Weg machen, als der Trommel­
umfang betragt60). Bei drei Kugellagen geniigt es, wenn die Rechnung fiir die 
mittlere durchgefiihrt wird, wie die obigen Zahlenwerte lehren. 
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Die Zeitdauer des Anhebens del' ruhenden Kugeln betragt 

:n: 
! . (D - 3 d) • 180 . (jJ + 90 + IX) 211. + 90 + 28! 

t1 = ~ = = 2 12 . 34,4 " = 0,339 sk. 
:n:' (D - 3d)· ~ 

30 

Die Zeitdauer des Wurfes bis an die hochste Stelle wird erhalten, indem man die 

WurfhOhe k = (v '2C~;1X)2 durch die mittlere Geschwindigkeit ! . (0 + v' cos IX) 

auf dem Wege dividiert. Es wird so mit v = 1/ ~. g r SlllX 

v . COM l!~ 11 1 - 0,18 
t2 = --g-- = cos IX • r g' SinlX = 0,879· r 9,81' 0,477 = 0,368 sk. 

Die Zeitdauer des Falles ergibt sich entsprechend nach Formel (lOb) zu 

ta = 11k + r2 • sinlX + ra . cosjJ 
V t· g 

_I / ~ . 'J. • ( 0,879 2 I 0,70. .) - ° 
- / 9,81 0,8~ 4. 0,477 + 0,477 "0,82 0,930 - 0,53 sk. 

Del' Gesamtumlauf dauert also i. M. t "" 1,237 sk, wahrend eine Umdrehung 
die Zeit braucht 

to = 3~~4 = 1,744 sk. 

Das Verhiiltnis del' heiden Umlaufe ist .i = 0,71. 
to 

Nach dem obigen wird jeder Kugel vom Gewicht 0,889 kg bei einem Umlauf 
das Arbeitsvermogen 0,586 mkg ertcilt. Auf das Gewicht 1 kg kommt also das 
Arbeitsvermogen 

0,586 
Ao = 0;889 ",. 0,66 mkgjkg. 

Damit ergibt sich die Antriebsleistung fur 1000 kg Inhalt, wenn die Verluste durch 
Reibung in den Lagern usw. sowie del' Kugeln und des Mahlgutes aneinander 
zu 20 v.H. geschatzt werden, 

Ao 0,66 . 1000 
N1 = -t- = 1,237 . 75 'O~80 '" 8,9 PS/t. 

Eine Trammel von D = 1,0 m innerem Durchmesser und l = 4,0 m innerer Lange, 
die etwa 2,7 t Eigengewicht hat, enthalt bei dem Fiillungsverhaltnis rp = 0,40 
etwa 5700 kg Stahlkugeln bzw. 1950 kg Flintsteine und dazwischen etwa 600 kg 
Mahlgut von dem Schiittgewicht 1 t/m3. Damit erhalt man die erforderliche 
Antriebsleistung bei Stahlkugeln zu 

N1 = (5,7 + 0,6) '8,9"" 56 PS 

bei Fullung mit Flintsteinen 

N( = (1,95 + 0,60) . 8,9 "'" 23 PS. 

Die Rechnung setzt die erreichbare Hochstgeschwindigkeit del' Trammel 
voraus. LaBt man sie, wie die Praxis meist tut, 10-;.-15 v.H. langsamer laufen, 
so verringert sich die Antriebs- und Mahlleistung urn etwa 6-;.-9 v.H. 
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Beispiel 105. Ein Eisenbahnwagen wird eine Rampe von del' Hohe ho=2,2 m 
und der wagerecht gemessenen Lange a = 45 m mit del' .Anfangsgeschwindigkeit 

-hi-------'--__ 
+h: _----1'--
-1--- s a 

-v = 3,5 m/sk herunterge­
stoBen. Anzugeben ist, 
wie weit dcr Wagen auf 
der anschlieBenden wage­
rechten Strecke noch fort­
roUt (Fig. 168). 

Mit Beriicksichtigung 
del' Weichen und Kreu­
zungen kann die Ziffer 

des Bewegungswiderstandes angesetzt werden zu ,it "-' 0,003. Am Ende des 
Weges 8 hat del' Wagen das Arbeitsvermogen O. GemaB den Angaben del' 
Fig. 168 ergibt dann Formel (112): 

I" 

Fig. 168. 

G· v2 ---- + G . sina . l - ,it • G . COS" • l - I" . G . 8 = 0 
2'(1 

odeI' mit ho = l· sin a , a = l· COS" 

1 ( V2) 1 (3,52 ) 
8 = f; '2 (1 + ho - a = 0,003' ~ 9,81 + 2,2 - 45 = 897 m. 

Wenn del' Wagen einfach mit del' .Anfangsgeschwindigkeit 0 ablauft, wird 
8' = 688 m. 

Sinkt odeI' steigt die Strecke 8 um den Betrag h, so tritt zu del' obigen Aus­
gangsgleichung noch ein Glied ±G· h, und man erhalt 

8-= !. . (~- + h ± h) - a . 
• ,it 2(1 0 

Man el'kennt, daB der Satz vom Al'beitsvermogen die einfachste Losung 
derartiger Aufgaben liefert. 

Beispiel 106. Ein schwel'er fahrbarer Bockkran hat eine Probelast von 
Q = 30 t zu tragen, das Eigengewicht del' iiber den Tragzapfen del' FiiBe befind­

lichen Eisenbauteile betragt G,,-, 70 t, das del' 
Laufkatze mit den Antriebsmotoren G2 "-' 20 t 

W und das der Tragwagen G3 ,,-, 20 t, seine Fahrt­
geschwindigkeit v = 30 m/min, del' Auslaufweg 
nach abgestelltem Motor 8 "-' 2,0 mS8 ). Anzu­
geben ist die GroBe des' am Radumfang wirken· 
den Bewegungswiderstandes W und die Sichel'-

Fig. 169. 

heit (5 des Kranes gegen Kippen, wenn die 
Schwerpunkthohe h = 12 m und del' Trag­
zapfenabstand von del' Kranmitte a = 4 mist 
(Fig. 169). 

Es ist nach Formel (122) 

v2 
W . 8 = (Q + G1 + G2 + G3 ) • 2- , • g 

also mit den gegebenen Zahlenwerten 

tV = ~o. + 70 + 20 + 20 . 0 52 "-' 0 89 
2,0 . 2 . 9,81 ' , t. 

Das Antriebsvorgelege zwischen dem Motor und 
den Treibradern, das Schneckenrader' enthalt, dad natiirlich nicht selbstspcrrend 
sein, wei! sonst beim plOtzlichen Anhalten Beschadigungen des Triebwerkes und 
Kippen des Kranes unvermeidlich waren. 

88) Flohr, Z. d. V. d. 1. 1900. 
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FUr das Kippen gilt (Bd. I, S. 128) 

W • 11, • 6 = (Q + at + a 2 ) • a , 
also 

"" = 30 + 70 + 20 • ~ 45 
'Q 0,89 12""" 

Wenn der Kran mit einer Seite auf ein Hindernis auflauft, so findet doeh 
eine gewisse Versehiebung und Zusammendriiekung des betreffenden Stiiekes 
statt, so daB die Kranhalfte noeh immer urn mindestens s' = 5 em vorriiekt. 
Die Kippsieherheit ergibt sieh dann aus . 

zu 

-~ • W . !!..- • 11, • 6' = .!:. • (Q + a + a ) . a 2 8' 2 1 2 

6' = 45 . 0,05 = 1,125 • 
2,0 

Hierin ist W • ~ der Mittelwert des Widerstandes, den die Kranseite am Hindernis 
8 

findet, der zu Anfang gering und am Ende der Bewegung wesentlieh groBer ist 
als dieser Mittelwert. 

Wenn bei 15' = 1 eine vollstandige Entlastung des hinteren Wagens eintrate, 
wiirde dieser seitlieh wegfallen und der ganze Kran dadureh naeh hinten fallen, 
bis sieh der hintere FuB aufsetzt; jedeufalls wiirde er nieht naeh vorn uberkippen. 
Denn dazu muBte sieh der Schwerpunkt des Ganzen mit dem Halbmesser 
r = )lhZ + aZ urn die vordere Unterstiitzung drehen. Er ware also erst einmal 
urn den Betrag 

r - 11, = 11, • (V 1 + (~) z - 1) "'" ~ 
zu heben, wozu die Arbeit 

At = (Q + at + az) • (r - h) 

gehOrt. 
1m Augenblick des Auflaufens auf ein Hindernis bei sofort abgestelltem Motor 

ist nun das Arbeitsvermogen des g!l:nzen Kranes gemaB der obigen Reehnung 
Az = w· 8. Die Sicherheit gegen Uberstutzen nach vorn ist also immer noeh 

15" - :it - 30 + 70 + 20 . ~ - 44 5 
- Az - 0,89 . 2,0 2 . 12 - , 

in dem unwahrscheinlichen Fall, daB das Hindernis den Kran augenblicklich 
anhalten wiirde. 

11. Die BewegungsgroBe, der Schwerpunktsatz. 
Ein Karper oder ein Karpersystem von dem Gesamtgewicht G 

setze sich aus einer Anzahl Ideiner Einzelteile dG zusammen, die in 
bezug auf ein beliebiges reehtwinkliges Aehsenkreuz in einem be­
stimmten Augenblick die Abstande Xl' YI' Zl; x2 , Y2' Z2 ••• haben, 
wahrend der Gesamtschwerpunkt zu derselben Zeit die Abstande xo' 
Yo, Zo hat. Es gilt dann nach Ed. I, S. 90 

G . Xo = f x . dG , G . Yo.'7" f Y . dG , G . Zo = f Z • (lG . 

Der Karper bewege si.ch jetzt derart, daB in dem bestimmten Augen­
blick sein Schwerpunkt in Richtung der x-Achse die Geschwindigkeit Vo 
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hat und die Einzelteile in derselben Richtung die Geschwindigkeiten 
VI' V2 ••• besitzen. N ach Ablauf des sehr kleinen Zeitteilchens el f 
hat dann der Schwerpunkt in der x-Richtung den Abstand Xo + Vo • el t 
und irgendein beliebig herausgegriffenes Teilstiick des Karpers den 
Abstand x + V· elf. Die obige Schwerpunktsgleichung geht damit 
iiber ill 

G· (xo + vo' elt) = I (x + V· el t) . elG . 

Wird die urspriingliche Gleichung davon abgezogen, so erhaIt man 
nach Hebung von dt und Division durch- die Erdbeschleunigung g 

Vo J v G·-= lW,-
g g 

oder m . vo = J v . dm . (113) 

G 
Man bezeichnet den Ausdruck -. v als BewegungsgraBe oder auch 

g 
Schwung 89) des betreffenden Karpers bzw. Karperstiickes, die in kg. sk 
gemessen wird, und kann SOlnit ausspl'echen: Wird das Gewicht eines 
Karpel's in seinem Schwerpunkt vereinigt gedacht, so ist die Bewegungs­
graBe des Schwerpunktes gleich der Summe der BewegungsgraBen alIer 
Einzelteile. 

Wirkt eine gleichbleibende Kraft P wahl'end der Zeit t auf einen 
Karper vom Gewicht G, so erhalt el' nach Formel (72) die Beschleuni-

P 
gung P = G . g und hat also am Ende der Zeit t die Geschwindigkeit 

v = P . t angenommen. Wird dieser Wert in die Beschleunigungs­
gleichung eingesetzt, so ergibt sich del' Satz vom An tri e b90) : 

G· v 
p. t = - . (114) 

g 

Nun andert sich die Geschwindigkeit vo des Schwerpunktes infolge 
del' Beschleunigung Po bzw. diejenige v irgendeines Teiles infolge der 
Beschleunigung p; dann laBt sich wie oben fUr ein Zeitteilchen elt 
schreiben 

G j'lW - . (vo + Po' llt) = -. (v + p. llt) . 
g g 

Nach Subtraktion der Gleichung (113) hiel'von und Hebung des gemein­
samen Faktol's d t wil'd 

G. i = few. i . 
Die rechte Seite dieser Gleichung stelIt die Summe alIer Tragheits­

kl'afte des Karpers in Richtung del' x-Achse dar. Werden ferner aIle 
auf ilm einwirkenden Krafte Pi' P 2 •• _. ebenfalIs nach den drei Achsen-

89) Jung, Jahresb. d. deutsch. Math.·Ver. 1917. 
90) Poisson, Mecanique, 1811. 
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richtungen zerlegt in Xl' YI , Zl •. '., SO gilt nach dem Satz von 
d'Alembert 

fdG.~=IX. 
Durch Einsetzen dieses Wertes in die vorstehende Gleichung folgt 
schlieBlich 

IX 
Po=g'G (U5) 

und entsprechend fUr die anderen heiden Achsenrichtungen: Der 
Schwerpunkt eines Korpers bewegt sich so, als ob er das Gewicht 
des ganzen Korpers enthielte und alle auBeren Krafte parallel zu sich 
selbst verschoben darin angriffen 91). 

Dieser Satz bringt die Rechtfertigung der in frUheren Beispielen 
vorgenommenen Beziehung der Bewegungen und Krafte auf den Schwer­
punkt des betreffenden Korpers. 

Wirken auf den Korper bzw. das Korpersystem keine auBeren Krafte 
ein, ~o liefert die Gleichung (U5) Po = 0: Wenn auch beliebige innere 
Krafte in dem Korpersystem auftreten, so bewegt es sich als Gauzes 
doch geradlinig und mit gleichformiger Geschwindigkeit, wenn keine 
auBeren Krafte vorhanden sind. Befindet sich der Schwerpunkt in 
Ruhe, so vermogen innere Krafte nicht, ihn zu verschieben. 

Beispiel 107. FUr eine Einzylinder-Dampfmasehine von der Nennleistung 
Nl = 128 PS bei D = 42 em Zylinderbohrung, 8 = 75 em Hub und n = ll5 Um­
drehungen in der Minute ist das Gewicht Q des Fundamentes zu bestimmen, 
wenn als gro3te Gesehwindigkeit der unvermeidlichen Fundamentersehiitterung 
infolge der Schwerpunktverlegung der hin und her gehenden Teile Vo = 20 mm/sk 
angesetzt wird. 

Die einzige au3ere Kraft, die auf die Masehine einwirkt, ist der Gegendruek 
qes Erdbodens auf das Fundament, der dureh das Eigengewieht von Masehine 
und Fundament G + Q ausgegliehen wird. Es ist also in Formel (ll4) P = 0, 
mithin aueh die Bewegungsgro3e der ganzen Maschine. Sie setzt sich nun zusammen 
aus der Bewegungsgro3e der hin und her gehenden Teile und der entgegengesetzt 
geriehteten der iibrigen Teile. Es gilt somit 

(~ . D2. q) . (n ';0' n) = (Q + G) . Vo , 
worin das auf die Fliicheneinheit des Kolbens bezogene Gewicht der hin und her 
gehenden Teile q der Zusammenstellung in Beispiel 77 zu entnehmen ist. Ferner 
gilt die Gleichung (102) 

Durch Zusammenfassung beider erhalt man 

q n· 75 
(Q + G) • Vo = N1 • - • 2.097. ' q., , 'YJ 

also 
Q = N1 • (}22 .!L _ _ G_) , 

vo '11 q", N1 
(116) 

91) Gra3mann, J. f. Math. 1842. 
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G 
worin N ('0.) 0,10 tiPS einzusetzen ist. 

1 
Fiir die Dampfmaschine mit q = 0,30, qm = 3,0 at, 1} ;= 0,83 ergiht sich so, 

wenn Vo in mm und Q + G in t eingesetzt werden, 

( 122 0,30 ) 
Q = 128' 20. 0,83 • 3,0 - 0,10 = 128'0,635 C'-J 81 t. 

Rechnet man iiberschlagig den Verlauf der Geschwindigkeit Vo wahrend eines 
Hubes als parabelf6rmig, so wird del' Weg des Schwerpunktes 8 = i' Vo • t, worin 

60 1 Sh' d' . D . 'd t = 2~ a s c wmgungs auer emzusetzen 1St. amlt Wir 

60 
8 = 0,667 . 20 • 2 . 115 = 3,48 mm. 

Man erkellllt hieran den Wert des Ausgleiches auch bei einfachen liegenden Ma­
schinen. Freilich verringert sich Vo und damit 8 noch wesentlich durch die Mit­
schwingung des unter dem Fundament befindlichen Erdbodens. Die zur Auf­
rechterhaltung del' Schwingung erforderliche Leistung, die von der Maschine auf 
das Fundament abzugeben ist, betragt 

N,=~=(G:+Q)·v~.~:n (117) 
75 . t 2 . (f • 75 60 

= (81 + 12,8) . 1000 . (~- . 0,020)2 . 2 . 115 = 0,0435 PS. 
2'9,81 ·75·60 

Bei einer einfachwirkenden Viertakt-Gasmaschine ist gemaB Formel (103) 
1 

bei soust gleichen Bezeichnungen die Leistung Nl = 4'0,97 der der Dampf-

maschine. Notgedrungen muB man hier jedoch eine groBere Geschwindigkeit vo, 
etwa das Doppelte, zulassen oder, was das vcrteilhaftere und gebrauchlichere ist, 
die hin und her gehenden Gewichte mindestens zur Halfte durch Gegengewichte 

ausgleichen. Man erhalt so bei gleicher Leistung mit 1) = 0,80, .: C'V 0,17 tiPS 

fur eine liegende Maschine (bei stehenden ist etwa ; = 0,20 t(P~, bei groBen 

Maschinen i. M. -Jk ('0.) 0,22 tiPS) nach den Angaben in ~en Beispielen 77 und 93 

Q - 128· (-~. 0,33 _ 0 17) - 19 8.097" - 125 ' - 10 . 0,80 4,25 ' - ~ ,I) - t. 

Beispiell08. Bei einer Explosion zerriB ein kleiner, in einem offenen Schuppen 
stehender Dampfkessel in 4 Hauptstucke von den Gewichten G1 "" 400 kg, 

G2", 100 kg, G3 ,,-- 300 kg, 

~v. G4C'V 120 kg, deren Ab-
2 J". stande x von dem ur­
~ sprunglichen Standort 

2 3, ~ I die Fig. 170 angibt_ Zu 
I ' I b h . t d' , '50= '"is' 1JOm I eree nen 18 Ie zum 
I I WegschleudernderStiik-

Fig. 170. ke erforderlich gewesene 
Arbeit. 

Die Aufgabe ist ohne weitere Annahmen nicht losbar. Wenn die drei weg­
geflogenen Stucke gleichzeitig zur Ruhe gekommen waren, muBte nach dem 
Schwerpunktsatz gelten 

Es ist aber 
+G2 • X z + G3 • X3 - G4 • Xi = 0 . 

+ 100 . 150 + 300 . 15 - 120 . 130 = + 3900 mkg. 
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Hieraus folgt, daB G4 unter einem flacheren Winkel abgeschleudert wurde als G2 
Bei dem weiten Flug des Stiickes Gg kann der Wurfwinkel iXg nicht wesentlich 
von 45 ° entfernt zu etwa 40 ° angesetzt werden und entsprechend der des Stiickes G 4 

zu etwa iX4 = 30°, wiihrend das Stiick G3 nahezu lotrecht, etwa unter iX3 = 80° 
abgeschleudert wurde. Anzunehmen ist ferner, daB die Abwurfgeschwindigkeiten 
von G2 und G4 ziemlich gleich gewesen sind. 

Aus Formel (63) folgt dann 

1 (S";:g 1 /150 . 9,81 
v2 = / Sill2~ =! 0,990 = 38,6 m/sk mit iX2 = 41°, 

1/130 . 9,81 
V4 = r 0,857 = 38,6 m/sk mit iX4 = 29to. 

Jetzt Hefern die Satze von der BewegungsgroBe fiir die Bewegung in wagerechter 
Richtung den Zusammenhang 

G2 • v2 • COSiX2 + G3 • Va' COS iXa = G4 • V4 ' COSiX4 • 

Hieraus erhalt man 

I 
V3 ' COSiX3 = 300' (--100·38,6·0,755 + 120· 38,6'0,870) = 3,68 m/sk. 

Andererseits folgt aus der Wurfformel (63) 

v~ . sin2iX3 = 8 • g = 15 . 9,81 = 147 (m/sk)2. 

Wird die erstere Gleichung quadriert und die zweite dadurch dividiert, so wird 
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tg iX 3 = 2 . 3,682 = 5,42 , 

also IXa = 79° 33', 

Damit wird 

COSiX" = 0,181 . 

3,68 0 / k 
V3 = 0,181 = 2 ,3 m s . 

Die bei der Explosion zum Abschleudern der 3 Stiicke aufgewendete Arbeit 
ist dann 

A = __ 1_ . (100 . 3862 + 120· 3862 + 300 . 2032) 
2·9,81 ' , , 

= 7580 + 9110 + 6300"" 23 000 mkg. 

Beispiel 109. Zu bel·echnen ist das Wanken einer 
2 B-Schnellzuglokomotive, deren hin und her gehende Ge­
wichte von zusammen Gt = 540 kg durch umlaufende Gegen­
gewichte nur zu (I' = 0,16 ausgeglichen sind. Die Lokomotive 
wiegt betriebsmaBig einschlieBlich des straff gekuppelten 
Tenders G", 80 t, der Kolbenweg betragt 8 = 0,60 m 70). 

Wenn beide um 90° gegeneinander versetzte Kurbeln 
die 45°-Stellung haben (Fig. 171), so hat das hin und her 
gehende Gewicht beider Lokomotivseiten die auBerste Lage 
nach vorn. Bei Drehung beider Kurbeln in die entgegen-

Fig. 171. 

gesetzte Stellung liegt es am weitesten zuriick, und zwar betragt der Unter­
schied 2· r . cos 45° = 0,707' 8. 

Da diese Verlegung nur von inneren Kraften herriihrt, so wird die Bewegung 
des Gesamtschwerpunktes der Lokomotive davon nicht beeinfluBt. Er wankt 
also bei jeder Umdrehung einmal nach vorn und einmal nach hinten um den Betrag 

z = (I - rp) • G1 • 0,707 . 8 = 0,84' 540'0,707·600 24 
G - G1 • (I - (17) 80000 - 450 ' mm. 

S t e p hall, Technische Mechanik. III. 10 
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Es seien in Fig. 172 A und B zwei benachbarte Punkte del' Bahn 
einer ebenen Bewegung, deren Abstand AB in del' Zeit dt zuruck 
gelegt wird. Die Geschwindigkeit v hat sich auf dem Wege in v + dv 
geandert, die durch Zusammensetzung von v mit einer Geschwindig­
keit p. dt entstanden gedacht werden kann (vgl. S.71). In bezug 
auf den augenblicklichen Pol 0 gilt nun die Momentgleichung 

v 

a 
o 

Fig. 172. 

v· r + (p. dt) . a = (v. dv) . (r + dr) . 

Hieraus ergibt sich nach Auflasen del' Klam­
mem mit Vemachlassigung del' kleinen Gra­
Ben zweiter Ordnung 

d(v· r) 
p. a = -(It 

1 ·_· 'dM G oc er nach .h;rWelterung mIt er asse-
g 

des betreffenden Karpel'S odeI' Karper­
systems 

d(G. V· r) 
G· F. . a = p. a = ~~g-~. (U8) 

g at 
Da del' Momentensatz fUr jeden beliebigen Punkt in derselben Ebene 
gilt (Bd. I, S. 59), so kann man ausspreehen25): Die Anderung des 
Momentes del' BewegungsgraBe nach del' Zeit ist gleich dem augen­
blicklichen Moment del' Kraft fiir jeden beliebigen Pol. 

Bezeiehnet F die von einer beliebigen Anfangsstelle Ao aus von 
dem Fahrstrahl OA bei del' Bewegung bestrichene Flache, so ist 

ABO = dF = t· r· 1). dt, 
also 

G· v·r· G dF 
·~-=2,~·-· 

g g at (U9) 

Das Moment del' BewegungsgraBe ist gleich dem doppelten Produkt 
aus del' Masse und del' Flachengeschwindigkeit. 

Damit wird nach del'S. 10 erarterten Schreibung bei Zusammen­
fassung del' Gleichungen (1l8) und (U9) 

G ll2F 
P·a=2·~·~·-·-. 

g dt 2 
(120) 

Das Moment del' Kraft ist gleich dem doppelten Produkt aus del' Masse 
und del' Flachenbesehleunigung 37). 

Beispiel 110. Bei einer Zentralbewegung sei die einzige vorhandene Kraft P 
immer nach dem Mittelpunkt 0 gerichtet (Planetenbewegung). Dann ist a = 0, 

und die Formel (120) ergibt also ~2t~ = o. 
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Die Integration liefert nun 

~l~ = 0 1 und F = 0 1 • t + O2 • 

In gleichen Zeiten werden gleiche Flachen bestrichen 92). 
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Die Flachensatze gelten nur fUr starre Korper. 'Venn auf einen 
nachgiebigen Korper auch keine auBere Drehkraft wirkt, so kann doch 
durch innere Krafte eine Drehung bewirkt werden. 

Beispiel 111. Eine Katze, die mit dem Riicken nach unten frei falit, dreht 
sich durch bestimmte Bewegungen des Korpers doch wieder so, daB sie mit den 
Beinen nach unten ankommt93 ). 

Multipliziert man das dritte Glied des Klammerausdruckes in 
Formel (97) mit dx, so erhalt man eine ArbeitsgroBe. Umgekehrt 
kann man setzen 

2:}'k. Ofk = dA , 
k ax dx 

und A kann ja nach Formel (lll) als Arbeitsvermogen des betreffenden 
Systemteiles .aufgefaBt werden. 

Ebenso kann die Tragheitskraft des ersten Klammergliedes auf­
gefaBt werden als Differentialquotient einer BewegungsgroBe nach der 

G· v 
d--

Zeit: g 
dt 

Die durch Formel (97) vorgeschriebene Summierung fiber das ganze 
System ergibt dann den ffir das sofortige .. Anschreiben mancher Ansatze 
sehr bequemen Satz 76 C): Die zeitliche Anderung der BewegungsgroBe 
eines Systems odeI' eines Systemteiles vermindert urn die raumliche 
Anderung des Arbeitsvermogens ist gleich der auBeren Kraft. 

12. Die Momente zweitel' Ol'dnung. 

Es sel 111 Fig. 173 0 eine beliebige, senkrecht zur Zeichenebene 
verlanfende Achse, durch die in der Zeichenebene die beiden senkrecht 
aufeinander stehendcn Bezugsachsen der x- und y-Richtung gelegt 
sind. Ferner ist dm ein beliebiges Massenteil- x dm 
chen eines mit del' Achse 0 starr verbundenen 
Korpers von der Gesamtmasse 

G 
m=~-· 

g 

Man bezeichnet dann die Ausdrficke 

S =fr. (lm, S",=Iy·dm, 

92) Kepler, Astronomia nova, 1609. 
93) Mare y, c. R. 1894. 

T y 

o 
.Fig. 173. 

Sy=Ix.(lm, (121) 

10* 
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genommen fiber den ganzen Karpel', also auch in allen zur Zeichen­
ebene parallelen Ebenen, als statisches Moment des Karpel's in 
bezug auf die Achse 0 bzw. in bezug auf die Grundebene del' x und y. 

Nach dem Schwerpunktsatz ist 

G· ro G· Yo S=---, S.,=--
g g 

G· Xo 
Sy=--

g 
(121 a) 

wenn ro, xo, Yo die betreffenden Abstande des Gesamtschwerpunktes 
von del' Achse bzw. den Grundebenen angeben. Damit ist die GraBe 
del' statischen Momente nach den Angaben in Bd. I, Abschnitt 13 be­
stimmt. 

Man rechnet hier - wenigstens in den Ausgangsformeln - nicht 
mit den Gewichten, sondern mit den Massen, weil dann del' Karpel' 
um die Achse 0 beliebig gedreht werden kann, ohne daB diese Mo­
mente erster Ordn ung dabei ihren Wert andern. MaB des statischen 
Momentes ist das kg. sk2 • 

In gleicher Weise kann man die Momente zweiter Ordnung 
bilden: 

J = J r2 . dm, J", = fy2 . elm, J y = f X2 • dm , (122) 

die auch als Tragheitsmomente des betreffenden Karpers in bezug 
auf die Achse 0 bzw. die Grundebenen der x und y bezeichnet werden25). 

Sie werden gemessen in mkg. sk2 . 

Aus der Erklarung folgt ohne weiteres, daB das Tragheitsmoment 
dnes aus mehreren Teilen zusammengesetzten Karpel's in bezug auf 
eine bestimmte Achse odeI' Ebene gleich der Summe del' Tragheits­
momente del' einzelnen Teile in bezug auf dieselbe Achse oder Ebene ist. 

Nach dem Satz des Pythagoras ist nun (Fig. ]7l) 

also 

.oder 

r2 = x2 + y2, 

J = f (X2 + y2) . dm = f x 2 • dm + f y2 • dm 

J = J", + J y • (123) 

Fig. 174. 

In Fig. 174 wird das Tragheitsmo­
ment des Karpers von der Masse m be­
zogen auf eine durch den Schwerpunkt 
S gehende Achse: J s = f r2. d m. Eine 
zweite, zur ersteren parallele Achse 0 
habe in Richtung der beliebiggewahlten 
x-Achse von ihr den. Abstand a. Dann 
gilt entsprechend in bezug auf diese 
Achse 

J=fr~.m. 

Nun ist wieder nach dem Satz des Pythagoras 

oder 

r~ = (a + X)2 + y2 = a2 + 2. a. x + x 2 + y2 

ri = a2 + 2 . a . x + r2 . 
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Damit wird 

J = a2 -f dm + 2 . a -f x . dm + jr2 . dm . 

Nun ist nach Bd. I, S. 90 in bezug auf jede Schwerachse 

fx. (lm = 0, 

so daB man erhalt 

J = J s + ~. a2 • 

IJ 
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(124) 

Aus del' Formel (124) folgt, daB das Tragheitsmoment in bezug auf 
die Schwerachse das kleinste von allen in bezug auf parallele Achsen 
angebbaren ist. 

Aile durch den Umfang des in Fig. 174 gestrichelten Kreises gehen­
den parallelen Achsen ergeben dasselbe Tragheitsmoment, gleichgiiltig, 
welche Form der Korper hat. 

Sind J 1 und .12 die Tragheitsmomente 11-. __ aL1 _.-+i __ a-"-2--1~1 
zweier Korper in bezug auf ihre par- i 
allelen Schwerachsen 8 1 und 8 2 , so er-ill' I ill 
gibt sich das Tragheitsmoment des aus -4- __ 81 is, 
beiden zusammengesetzten Korpern in T- -- -f.l1--
bezug auf die zu den beiden ersten par- ! i 
allele Achse 8 durch den gemeinsamen! ! ' 
Schwerpunkt (Fig. 175) zu II-·-~a'------ilf------~·I 

i 
.I .I, G1 2, G2 2 

s= 1+-· a,+ J 2+-· a,. 
IJ IJ 

Fig. 175. 

Nun ist nach dem Schwerpunktsatz in bezug auf die durch 8 1 gehende 
Achse 

(G1 + G2 ) • a1 = G2 • a + G1 . 0 

and ebenso in bezug auf die durch 8 2 gehende, Achse 

(G1 + G2) • a2 = G1 • a + G2 • 0 . 

Hiermit folgt leicht 
G1 • G2 a2 

.18 = .II + .12 + G1 +-G2 .-g (125) 

Beispiel112. Entsprechend der Berechnung der statischen Mo­
mente in Bd. I sollen fiir einige einfache homogene Korper die 
Tragheitsmomente bestimmt werden. 

1. Prismatischer Stab (Fig. 176): In bezug auf eine senk­
recht zur Stabachse durch die Endflache A gelegte Bezugsachse 
erhalt man, da zur Lange ax von del' Stabmasse m der Anteil 

ax 
m . -z- gehort, 

l 

J =J( m ._at-) . x 2 = 1It ';~2. dx = ~ . ~~, 
o 0 

B 

A 

Fig. 176. 
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J = _1 . £ .12. 
3 g 

(126) 

In bezug auf die senkl'echt zur Stabachse verlaufende Schwerachse ergibt 
die Formel (124) 

(127) 

In bezug auf eine gegen die Stabachse um den Winkel ex geneigte, durch die 
Endflache A gelegte Achse erhalt man mit den Bezeichnungen der Fig. 177 

also 

I 

J =/( m' dt-) . (x' sinex)2 = rll- . sin2ex '/~2 . dx , 

o o 

J = ~ • _G • (1. sinex)2 . 
3 (f 

Fig. 177. Fig. 178. Fig. 179. 

(128) 

2. Diinnwandiger Reifen oder Hohlzylinder (Fig. 178): In bezug auf 
die Schwerachse des Rcifens oder Hohlzylinders ist 

J, =/1'2. a'm = 1'2 '/dm 
odeI' 

G· D2 
J, = m . 1'2 =--- - . . 4· (f (129) 

In bezug anf eine Schwerebene ist nach Formel (123) 

1 1 G· D2 
J x = J" = - . J = - . -- . (130) 

- 2 2 4 (f 

3. Voller Kreiszylinder (Fig. 179) von der Lange I: In bezug auf die 
Schwerachse des Zylinders ist 

§D 
J,=/1' 2 'llm, 

o 

worin dm die Masse des beliebigen HoWzylinders vom Halbmesser l' und der 
Starke d1' ist. Sie verhalt sich zur Gesamtmasse des Zylinders wie die zugehorigen 
FHichen in dem Querscbnitt der Fig. 179 

2;7'r'([r 8'm 
am = Tn • = -D-2 - • r . ([1' • 

cr . D2 
4 
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Damit wird 

oder 
(131) 

Fiir einen Hohlzylinder vom AuBendurchmesser D und dem Innendurch­
messer d ergibt sich so 

J = - _1_ . (01 • D2 - O2 , d2 ) • 
8 8· (J 

Nun ist das Gesamtgewicht des Hohlzylinders 

0=01 - O2 , 

ferner gilt wie vorher 
( d ' 2 

O2 ~~ 0 1 , D-) . 
Aus heiden Gleichungen folgt leicht 

o 
0 1 = --(IT2' 

1 - -n-) 
o ' d )2 

O2 = 1 - ({f . (D ' 

und durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung wird 

J, = !- . [1 + (-~-rJ . ~ .. ~2 • (132) 

4. Kugel. Die Kugelkalotte von der Rohe h (Fig. 180) wird durch Schnitte 
senkrecht zur Schwerachse in sehr diinlle Scheib en vom Rauminhalt :;r • y2 . dx 
zerlegt. Die Masse einer solchen Scheibe ist demnach 

Jr.y2·dx 3 y2'dx 
dm=m·----= -·m· ---

_J[_ • D3 4 r3 
6 

1z, 
r----: I .;----------
I 

und ihr Tragheitsmoment in bezug auf die Schwer-
achse nach Formel (131) -f----t\--b~=-------'-+ 

dJ, = t . dm' (2 y)2 • 

Nun ergibt das gestrichelte Dreieck der Fig. ISO 

y2 = X . (2 r - x) , 

und damit wird 

k h 

I 
1 
I 
I , 
I I' 
IXiI 

'd:U 
Fig. ISO. 

J =(dJ = , ! ' , 4S- • 43-. m_ '/(4r2 . x2 _ 4r-' x3 + x4 ) • dx r3 t 

o o 
3'm (1_ . h3 • D2 _ 2_ • h' . D + 

3 4 
oder 

worin 0 das Gewicht der gallzen Kugel allgibt. 

(133) 
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Setzt man jetzt h = D, so el'hiilt man das Tragheitsmoment der ganzen Kugel 

2 G·D2 
J = - . -- . (134) 

8 5 4g 

Flir die Hohlkugel vom Innendurchmessel' d gilt hiernach 

2 1 . 
J, = '5 . 4g . (G1 • D2 - G2 • d 2 ) , 

wenn G1 das Gewicht der Vollkugel und G2 das del' fehlenden inneren dal'steIIt. 
Nun ist 

und 

G2= G1 . (j_)3 
D 

G1 - G2 = G1 • [ 1 - ( ~ n = G 

das Gewicht del' Hohllmgel. Damit wird 

1- (if 
1 - (~-r 

(135) 

Samtliche vorstehenden Formeln lassen sich zuruckfuhren auf die 
gemeinsame Form 

JS=~_·G.D2. 
4g 

(136) 

Man kann nun den Zahlenwert {} mit dem Gewicht G zusammenfassen, 
wobei man als D den AuBendurchmesser des betreffenden Karpers 
einsetzt, und nennt dann {}. G das auf den Umfang bezogene 
Gewicht. Ebenso kann man auch mit dem vollen "Vert des Gewich­
tes G rechnen und {}. D2 zusammenfassen. Man nennt dann D· i~ 
den Traghei tsd urch m esser des Karpers 94). 

Das Produkt {}. G· D2 heiBt das in kg. m 2 gemessene Schwung­
moment des Karpers. Die Angabe der GraBe G· D2 mit dem ganzen 
Gewicht und dem AuBendurchmesser des Karpers an Stelle des Trag­
heitsdurchmessers ist fehlerhaft und wertlos. 

Ein weiteres Moment zweiter Ordnung, das in bezug auf die Achse 0 
der Fig. 173 gebildet werden kann, ist 

Cz = f x . y. dm , (137) 

wenn die Richtung der in Fig. 173 senkrecht zur Zeichenebene vel'­
laufenden Achse 0 als die z-Richtung bezeichnet wird. Entsprechend 
lassen sich angeben 

Cy = f x . z . am, Cx = f y • z . dm . 

Man nennt diese Momente, die die Produkte der Koordinaten aller 
Massenteilchen des Karpers in bezug auf zwei von drei aufeinander 
rechtwinkligen Grundebenen mit den Massenteilchen selbst enthalten, 
Zentrifugalmomen teo 

94) Poinsot, J. de Math. 1851. 
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Sind X und y die Koordinaten eines Massenteilchens dm des Karpers 
in bezug auf zwei der drei senkrecht zueinander durch den Schwer­
punkt S gelegten Bezugsachsen und soll das Zentrifugalmoment bezogen 
werden auf eine zur dritten Schwerachse parallele, die von der ersten 
die Abstande a in der x-Richtung und binder y-Richtung hat, so gilt 

Gz = J (a ± x) . (b ± y) . dm 

= f (a . b ± a • y ± b . x + x . y) • elm. 

Fur den Schwerpunkt ist nun aber 

J x . dm = J y . clrn = 0 . 
Damit wird 

Gz = G. + !i . a . b . (138) 
g 

Ebenso ergibt sich bei der Zusammensetzung eines Karpers aus 
zwei gegebenen entsprechend Formel (125) 

1 1 0 1 , O2 a· b 
Cs = 0 1 + G2 + -0 O· --. (139) 

1 + 2 g 

1st der Karper zu einer der beiden 
Bezugsebenen des betreffenden Zentrifugal­
momentes symmetrisch (Fig. 181), so laBt 
sich zu jedem dm ein zweites angeben, das 
dieselbenKoordinaten x, y hat, die eine jedoch, 
z. B. y, mit dem umgekehrten Vorzeichen, so 
daB die Summe sich aufhebt. Das Zentri­
fugalmoment hat also den Wert O. Das gilt 
aber nicht mehr, wenn die zweiteH1ilfte gleich 
der ersten ist, aber die umgekehrte Lage hat, 
wie in l:i"lg. 181 gestrichelt. 

Beispiel 113. Zu bestimmen ist das Zentri­
fugalmoment eines Quaders in bezug auf zwei 
seiner AuBenflachen (Fig. 182). 

Es ist 

also 
abc 

\ 
\ 

'\. 
'-

e 

....... _-- -
Fig. 181. 

b 

--:-:--"------~ y 
X 

Fig. 182. 

Cu =j~ . z, rlrn = Jlf a .1:. c- . x . Z • dx . dy . dz 

odeI' 

000 

b a c 

= ~b ·fdyj'~. dx .j~. dz = _rn~ . b· _a2~ . ~22-
a' 'C a·b·c 

000 

G· a' c 
Cu = --:rg-' 
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Beispiel 114. Das Schwungrad einer WaIzwerks-Dampfmaschine hat-die in 
Fig. 183 angegebenen Abmessungen. Anzugeben ist sein Schwungmoment in 
bezug auf die Drehachse. 

Die Rechnung enthiHt die foigende Zusammenstellung. 

1 Sch:wung- ~. (632 _ 55 6)2.33 725116500 III J_. 632. [1 + (55,6)2] = 35321158271 
nng 4 ", 2 63 

2 Arme 8· 2,2· 0,45· (55,6 - 9,2) 7,85 2820 I !. (55,6 - 9,2)2 = 4008 1130l 

3 sc~:::~n 2.:. (16,22 - 8,22).0,65 7,25 1450 I } .16,22 . [1 + (1~~2rl= 165 23l 

Rippen I 4·0,5·3' (16,2 - 8,2) 7,25 350}· (16,22 - 8,22) = 260 9] 

4 

5 

Nabe i i· (8,22 - 4,32).6,5 7,25 1800}' 8,22. [1 + (::~n 41 7: 
I 

I 7,85 i 4000 I 
I ' 

126920 j 

Welle "'- . 4 32 .35 
4 ' t· 4,32 

Fig. 183. 

Die Arme und :Nabe des Schwungrades ohne die Welle vergroBern das Gewicht 
. 22920 

des graBen Schwungrmges auf das 16500 = 1,39 fache. 

Berechnet man das Schwungmoment des Ringes einfach nach Formel (129) 
fiir den diinnwandigen Reifen, so wird 

o . G . D2 = 1 . 16500 . (~~-"5,56) 2 = 580220 m 2 • kg , 

also nur um 0,44 v.H. zu klein. 



Die, Momente zweiter Ordnung. 

Die Arme, Nabe und Welle vergroBern 
dieses Schwungmoment auf das 

700140 
580220 = 1,21 fache. 

Der Anteil der Welle ist trotz ihres hohen 
Gewichtes verschwindend gering. 

Beispiel 110. Anzugeben ist das Schwung­
moment des in Fig. 184 dargestellten Gas­
masehinenschwungrades, wenn gegeben ist 

D = 280 cm, b = 28 em, bl = 24 em, 

hI = 5 em, h2 = 15 em, h3 = 5 em, 

also D' = 255 em C'0 0,91 . D, 

d = 17 cm, dl = 32 em, 
d2 = 56 em '" 0,20 . D, 

10 = 30 em C'0 0,75' d, 1= 99 em, 

am = 11,2 em ,"-' '1'" . D, 

bm = 112, em '" 0,60 . Un< • 

Es ergibt sieh die folgende Zusammenstellung: 

155 

Fig. 184. 

I 1~'V'7'25'D2 Nr·I __ T .. eil Vdm3 I {}·D'dm2 m2 kg 

i~~hwungring I "~25,5. (2,8 '1,0 + 2,4 ·1,5) = 513,0 I 25,52 = 650 

2 I ; Arme I 6· ~-. 1,87 . 1,12 . 9,9 = 97,7 J' (23 2 - 5,62) = 664 

3 I Armansatz n' 1,2 . 1,5 . 4,4 24,9 = 19 

Nabe ;,; . (3 22 - 1 ~,2) . 3 0 
4: ' , " 17,3 t·(3,22 +1,7 2) = 

652,9 

G = 652,5 ·7,25", 4735 kg. 

Die Arme und Nabe vergrol.lern das Ge­
wicht des schweren Sehwungringes von klei­
nem Durchmesser um das 

(l52,9 _ ? 
-13 - 1,~ 7 fache, 
t! ,0 

das Schwungmoment um das 

37920 
33175 = 1,20 fache. 

B 

Fig. 185. 

6 

33175 

4703 

34 

7 

37920 

Beispiel 116. Zu berechnen ist das 
Schwungmoment eines ausgespannten Drah-
tes odeI' Seiles von der freien Lange 1 und dem Durchhang f in der Mitte III 

bezug auf dic durch die Befestigungspunkte gelegte Achse (Fig. 185). 
Nach den Angaben in Bd. I, S. 143 gilt 

q' X· (1- x) 
Y= .~---' 

q·12 
f=g.s' 
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ferner ist 
!I tl 

{} . G . /2 = 2 J dq . y2 = 2 j;q. dx)' (2 ~ 8 . x . (l- X)f 

within 

o 0 
!l 

= 2· q3 '/~x. (x2 . l2 _ 2x3 • l + :If) 
4.82 

o 
2 . q3 • zs ( 1 2 1) q3 . zs q • l . /2 

= --4.82 • 3-8 - 4 . 16 + 5.32 = 126 .82 = 1,875 ' 

{} = 0,533. 

13. Die Drehbewegung. 

(140) 

Auf einen urn die Achse 0 drehbaren Korper ",irke dauernd in 
gleichem Drehsinn und gleichbleibender Starke das Drehmoment M, 
das aus der algebraischen Summe der treibenden und widerstehenden 

M 
00 ~ r 

p Einzelmomente entstanden ist. Der Korper L macht dann eine gleichformig beschleunigte 
. Z Drehbewegung, und auf ein beliebig heraus-

dm gegriffenes Massenteilchen d m im Abstande r 
Fig. 186. von der Achse (Fig. 186) wirken in einem be-

stimmten Augenblick ein: nach auI3en in Rich­
tung von r die Schleuderkraft Z = dm· r. w 2, senkrecht zu r entgegen­
gesetzt zur Drehrichtung die Tragheitskraft P = dm . r· e. Hierin 
gibt w die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit und e die gleich­
bleibende Winkelbeschleunigung an. 

Nach dem Satz von d'Alembert mussen die am Korper wirkenden 
drei Drehmomente in bezug auf die Drehachse zusammen 0 ergeben: 

+M-!P.r+Z.O=O 

oder mit dem obigen Wert von P: 
M = e -I d m • r2 , 

also nach Formel (122) bzw. (136) 

(141) 

Aus diesem den Formeln (70a) bzw. (69) entsprechenden Zusammen­
hang erklart sich die Bezeichnung Tragheitsmoment bzw. Schwung­
moment. 

Durch die Integration der Gleichung 
dw M 

e=([t=T 

erhalt man das Gegenstuck zum Satz vom Antrieb (Formel 114): 
1}. G. D2 

M· t = J. w = . w . (142) 
4g 
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Zu der Zeit, wo der Karper die Winkelgesehwindigkeit (jJ besitzt, 
betragt sein Arbeitsvermagen naeh Formel (HI) 

A=f~ ·dm·(1"·w)2= ~2 ·flm'1"2 , 

also 
1 1 6·G·D2 

A = --- . J. w2 = - . ----- . (jJ2 
2 2 4· g , 

Die Leistung ergibt sieh mit v = 1" • W zu 

N=P·v=P·1"·(jJ 
oder 

(143) 

(144) 

Wird die Drehbewegung hervorgerufen dureh eine am Umfang des 
etwa zylindrisehen Karpers vom Halbmesser 1" angreifende Kraft P, 
gegebenenfalls dureh ein herumgelegtes Seil oder dgl. (Fig. 187), so gilt 
naeh Formel (141) 

e 
P . 1" = -. (&. G . 1"2) 

g 

oder mit der Umfangsbesehleunigung p = 1" • E 

P P=6·G·-. (145) Fig. 187. 
g 

Das ist die fUr die fortsehreitende Bewegung geltende Formel (69), 
wenn nur statt des wirkliehen Gewiehtes G das auf den Umfang be­
zogene 6· G eingesetzt wird. In allen Fallen, wo fortsehreitende und 
Drehbewegungen gleiehzeitig vorkommen, empfiehlt sieh die Reehnung 
mit Formel (145). 

Hat der Sehwerpunkt eines Karpers vom Gewieht G in einem be­
stimmten Augenbliek die fortsehreitende Gesehwindigkeit v und fiihrt 
der Karper gleiehzeitig eine Drehbewegung mit der augenbliekliehen 
Winkelgesehwindigkeit w um eine dureh den Sehwerpunkt gehende, ihre 
Riehtung nieht andernde Aehse aus, so ist naeh dem Prinzip von der 
Summierung der Wir kungen das Arbeitsvermagen 

A l G 1 6· G· D2 2 (146 = _ . _ . v2 + _ . . w a) 
2 g 2 4g 

(146b). 

Einen unmittelbarenN aehweis ergibt die 
Fig. 188, worin die x-Aehse als Drehachse 
gewahlt ist. Die Seitengesehwindigkeiten 
des beliebigen Teilehens d m nach den 
drei reehtwinldigen Aehsenrichtungen sind 

8p-------~--r---~-

Fig. 188. 
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W", = -v"' 

Wy = + Vy + r - OJ - cos {J , 

W z = + Vz - r . w . sin{J; 

also ist die Gesamtgeschwindigkeit gegeben durch 

Damit wird 

w 2 = v; + v~ + v; + (r - W)2. (cos 2{J + sin2{J) 

+ 2· vy ' r· w . cos{J - 2 . Vz ' l' • w· sin{J . 

t· dm· w 2 = t· v2 • dm + -~ . (1" W)2 • dm 

+ 2· w - (Vy - z· elm - v • • y. dm) . 

Bei der Summierung uber den ganzen Korper fallen fiir die Schwerachse, 
aber nur fur diese, die beiden letzten Glieder weg und man erhalt die 
Formel (146a). 

Beispiel117. Zu berechnen ist del' Ungleichfol'migkeitsgrad des in Beispiel1l5 
angegebenen Schwungrades fiir die in Fig. 159 dargestellte Drehkraftkurve del' in 
Beispiel 95 bezeichneten Gleichdruck-Gasmaschine. 

Wenn die Maschine eine Dynamomaschine odeI' eine Werkstatten-Hauptwelle 
antreibt, so ist das widerstehende Moment unvel'anderlich und sein Druck q' 
ergibt sich bei del' Hochstleistung del' Maschine, wenn qm = 8,1 at del' mittlel'e 
Druck des Gasdruckdiagl'amms der Fig. 157 vom Hub 8 ist, aus der Beziehung 

zu 
q", • 8 = 2;r . s . q' 

q' = -2q", = 0,154 . q", = 1,25 at, 
;r 

del' bel'eits in die Fig. 159 eingetragen ist. 
Die gl'oLlte iibel'sehiel3ende Flaehe, die naeh den Angaben am Sehlul3 des 

Beispiels 94 die vom Sehwungrad aufgenommene Arbeit darstellt, ist mittels del' 
Trapezl'egel bestimmt zu A = 190 mm2, das sind nach den Angaben in Bei­
spiel 95 

0,56 
A = 190·1425· 27 = ]90'34,8 = 6610 mkg. 

Das Arbeitsvermogen des Sehwungrades, das hei Beginn del' Arbeitsaufnahme 
seine kleinste Winkelgeschwindigkeit Wmin und am Ende del' Arbeitsaufnahme 
die grol3te Wmax besitzt, steigt dabei gemal3 Formel (143) um 

J Wmax + Wmin A = -- . (OJ 2 _w 2 .) = J. ------. (<umax - <Umin). 2 max mm 2 . 

Man setzt nun an 
(t)max + Wmin ---2--- = OJ m 

als mittlere Winkelgeschwindigkeit des Schwungrades und 

Wmax - (Omin = o· OJ m , 

worin 0 Cl..el' Ungleichformigkeitsgrad des Schwungrades ist, der Quotient aus del' 
grol3ten Anderung del' Winkelgeschwindigkeit durch dic mittlerc. Damit wird 

A = .J. w!,' o. (147) 
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Mit J = {}. G • DB = 37920 = 967 mk jsk2 
4· 9 4·9,81 g 

und 
7l. n 7l. 180 

rom = - 30 = ---go- = 18,85 Ijsk 

wird also 
6610 1 

~ = 967 . 18,852 = 52 

fiir die Einzylindermaschine. 
Bei einer Zweizylindermaschine hat q' die doppelte Hohe, ferner ist nach 

Fig. 160 
A = 142 mm2 = 142 . 34,8 = 4940 mkg. 

Damit wird bei demselben Schwungrad und derselben Umdrehungszahl der Maschine 

4940 1 
~ = 967 . 18,85 = 69· 

Gewohnlich wird die Aufgabe umgekehrt gestellt, fiir eine bestimmte Maschine 
die Abmessungen des Schwungrades anzugeben bei vorgeschriebenem Ungleich­
formigkeitsgrad ~. Ihre genaue Losung wird erhalten, indem man dann aus For­
mel (147) J ausrechnet und beachtet, daB bei den gebrauchlichen Ausfiihrungen 
Yom Durchmesser D = 58 die Arme und Nabe des Tragheitsmoment des Ringes 
um rund das 1,20faehe vergroBern, wahrend sie das Gewicht bei Dampfmasehinen­
schwungradern i. M. um das 1,22...;- 1,25faehe, bei Gasmasehinenschwungradern 
um das 1,25...;- 1,30faehe erhohen. 

Das Verfahren ist selbst bei sehr groBem Ungleiehformigkeitsgrad, wo also 
die Winkelgesehwindigkeit stark von der mittleren rom abweichen kann, ffir die 
Zweeke der Praxis vollkommen genau 95). .. 

tlberschlagige Abmessungen ergibt die folgende Oberlegung: Die UbersehuB­
flaehe A des Drehkraftdiagramms ist annahernd ein feststehender Bruehteil 0 1 

der gesamten von dem Dampfdruck geleisteten Arbeit: 

A "'-' a .!!.-. D2 . q • 8 . 14 m , 

worin D in em und 8 in m einzusetzen ist, wenn qm wie gewohnlich in at angegeben 
wird. Andererseits ist die Gesamtleistung der Maschine nach Formel (102) 

N "" a . :rr: • D2 . q . 8 • n 
1 24m • 

Hieraus folgt, wenn 0 3 einen neuen Festwert bezeichnet 

A C'V 0 3 • ~l_ • 
n 

Die Gleiehung (147) laBt sieh nun sehreiben 
{} . G . (r . rom)2 . 

A= .f,. 
9 

Dureh Gleiehsetzen beider Ausdriieke erhalt man mit {} = 1,20 das erforderliehe 
Gewicht des Sehwungringes aus 

G - O· Nl 4 } 
-1,20. v2 • f, • n' (1 8 

worin v die Umlaufgesehwindigkeit des Sehwerpunktes der Quersehnittfliiche des 
Ringes darstellt 96). 

95) Proell, Z. d. V. d. I. 1905. 
96) Ein anderes Verfahren mit Benutzung des Dampfdruckdiagrammes unter­

Verwendung einer Hilfskurve gibt Feigl, D. p. J. 1911. 
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Die aus der Aufzeichnung einer Reihe von Drehkraftdiagrammen91) erhaltenen 
Werte von a in Ahhangigkeit von der Fiillung des Zylinders und dem Verhaltnis 
des BescWeunigungsdruckes q zur Eintrittdampfspannung ql giht die Zusammen­
stellung41) : 

Fiillung I 
1/6 

1/4 

1/3 

l/S I 

Filllung I 
1/10 

I l/S 
I 

1/6 

1/5 

'/, 

'/3 I 
I 

Einzylinder-Dampfmasohine ohne Kondensation. 

Zusammen- If. = 0,05\ 0,1 0,2 
\ 

0,3 0,4 
\ 

0,5 driickuug 

0,7 q1 9600 8700 7200 6100 5500 5300 
0 8600 7700 6300 5200 4500 4200 

0,7 ql 9000 8300 7200 6300 6000 6000 
0 8500 7900 6800 5800 5300 5400 

0,7 ql 8500 8100 7100 6500 6300 6300 
0 8300 7800 6900 6300 6100 6000 

0,7 ql 7800 7500 7000 6900 
0 7600 7400 7000 7000 

Einzylinder-Dampfmaschinen mit Kondensation. 

Zusammen­
driickung 

0,3ql 
0 

0,3q1 
0 

0,3q1 
0 

0,3 q1 
0 

0,3ql 
0 

0,3ql 
0 

If. = 0,05 1 0,1 I 0,2 

10000 9100 7500 
7600 6700 5100 
9700 8800 7400 
7500 6800 5400 
8900 8300 7100 
7500 7000 5800 
8500 8100 7200 
7500 7100 6200 
8000 7800 7400 
7300 7000 6600 
7500 7400 7000 
7100 : 6800 I 6700 

I 0,3 I 0,4 I 0,5 

6400 5700 5300 
4500 4600 5400 
6500 6000 5700 
4800 4600 I 4900 

I 6400 6100 
I 5000 4900 

6400 6100 
5400 I 5000 
7000 6600 6200 
6200 5900 5600 
6900 6900 6800 
6600 6500 , 6400 

Fur Einzylinder-Viertaktgasmaschinen ergiht sich entsprechend98 ) 

0= 90000· (0,75 + c) 

mit c = 0,25 --;- 0,35 fur Leuchtgas, 

0,40 --;- 0,50 " Generatorgas, 

0,;30 --;- 0,40 " Petroleum, 

0,10 --;- 0,20 " Benzin, Benzol, 

0,48 --;- 0,52 " Dieselmaschinen. 

97) Mayer, Z. d. V. d. I. 1889. 
98) Giildner, Z. d. V. d. 1. 1901. 

0,6 

6200 
5800 

I 0,6_ 

5200 
7100 

I 
I 

4800 
5700 

6800 
6300 
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Fiir andere Bauarten ist emit dem Faktor del' nachstehenden Zusammenstellung 
zu multiplizierenSO). 

Bauart 

~ 

~ 
IE< 

~ 

~ 
~ 

~ 

Viertakt 

1,0 

0,425 

0,60 

0,60 

0,155 

0,08 

0,035 

Zweitakt 

0,40 

0,063 

0,06 

0,03 

0,07 

0,025 

Beispiel 118. Del' Dettmarsche Olpriifer besteht aus einer kurzen Welle, 
die von dem bei allen Untersuchungen zu benutzenden Lager umgeben ist, und 
zwei Schwungradern (Fig. 189). Ihl'en Antl'ieb el'halt die Maschine vel'mittels 
einer 1eicht losbaren Kupplung gewohnlich von einem Elektromotor. Es ist 

d = 3 em, 1 = 5 cm. D = 23 em, b = 8 em, 

ferner das Gewicht der Welle und Schwungrader G = 45 kg und iill Tragheits-
moment J = 857,5 emkgjsk2• •• 

Nach Erreichen des Beharrungszustandes von 01 und Lager wil'd die Welle 
vom Antrieb abgekuppe1t und die info1ge der Reibungskl'aft f" G abnehmende 
Umlaufzahl bis zum Stillstand in gleiehen Zeitabsehnitten aufgenommen. 

Die Gleichung (141) 1iefel't nun mit OJ = "8~n 
1 n: dn 

I' . G • -- d = e • J = -- • - . J 
2 30 dt 

oder D 
2" J dn rln 

"=-30'~' dt=c' dt 
Mit den obigen Zahlenwel'ten ist c = 1,33. 

Man hat also aus del' aufgenommenen Auslauf· 
kurve die Diffel'entialkurve zu zeichnen. Sie ist dann W 
im MaBstab 1 : 1,33 die Kurve der Reibungsziffer99). 

Beispiel 119. Anzugeben ist die Anderung del' 
Leistung und des Drehmomentes einer Ko1bendampf. Fig. 189. 
maschine mit del' UmdrehungszahI IOO). 

Das Drehmoment der Maschine ist am groBten, wenn sie durch den Wider· 
stand festgebremst wird; es ist Null, wenn sie durehgeht. Sein stetiger VerIauf 

in Abhangigkeit von der Winke1geschwindigkeit OJ = ~;O'fl, ist etwa dureh die 

99) Heimann, Z. d. V. d. 1. 1905. 
100) Lorenz, Z. d. V. d. 1. 1906. 

S t e p han. Technische Mechanik. III. 11 
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Kurve M derFig: 190 wiedergegeben. Die Leistung der Maschine betragt nach 
Formel (144) N = M· co mkgjsk, deren Verlauf die Kurve N darstellt. 

2 

Der Wert co"" dem der :Hochstwert NmaX. zugehort, _>firderhalten aus 

dN d(M' co) (aM) . ~ = = COm' dco m+ Jl{max = O. dOl dw 

A' 

B 

Fig. 190. 

Nun ist 

'dM) 
(dw = tgrp 

m 

die N eigung der an die M -Kurve 
bei COm gelegten Tangente gegen 
die co-Achse, und die vorste­
hende Gleichung ergibt dann 

(' d M) = tg rp = _ ~max . 
dw I m CUm 

Wie die Fig. 190 zeigt, wird die 
in dem fraglichen Punkt A an 
die M-Kurve gelegte Tangente 
BO durch A halbiert. 

Ist 1l{0 das groBte Moment im Augenblick des Festbremsens oder auch des 
Anfahrens, so kann mindestens naherungsweise angesetzt werden 

M = il{o . (1 - c 2 • w 2 ) , 

worin c ein der M-Kurve eigenttimlicher in sk gemessener Beiwert ist. Es ist also 

d1l1 ,-- = - 2 . w . c2 • 11-10 • 
dw 

Setzt man diesen Ausdruck in die obige GIeichungfiir tg rp ein, so wird 

2· w;" . c2 • 1110 = 1I1max = 1110 . (1 - c2 • co;") . 

Hieraus bestimmt sich der Beiwert 

1 
c = --c=-

com·r;f 
Damit erhalt man 

M = ~}Io' (1 - ~ . ·:i} 
Nmax = -!-. 1110 , co"'. 

Ferner ist fUr 111 = 0 die groBte Winkelges~hwjndigkeit 

also 

M = 111 . (1 __ ~2\ . 
o w~ax) 

Ist etwa die Hochstleistung N max und die zugehOrige Winkelgeschwindig­
keit (Om durch einen Versueh festgestellt, so folgt fur irgendeine andere Ge­
schwindigkeit w 

N = Nmax ' ~_ . . w_ • (1 _ 1 . _~) . 
2 OJ m 3 (I)~ax 

(149) 
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Bei Lokomotiven oder Kraftwagen ist ja die Fahrtgeschwindigkeit v = r . OJ 

M 
und ebenso die Zugkraft P = r' wenn r der,Halbmesser der Treibrader ist. 

Die obigen Formeln lassen sich demnach unmittelbar :fur diesen Fall verwenden. 

Beispiel120. Ein Zahnrad von Zo = 20 Zahnen und der Teilung r = 0,7 . n cm, 
das mit n = 1050 Umdrehungen in.der Minute umlauft, habe mit der Welle und 
den darauf befestigten Teilen das Schwungmoment {}. G· D2 = 12 m 2 • kg, die 
Verzahnung habe eine Ungenauigkeit von 8 = ,'. mm. Anzugeben ist die da­
durch entstehende zusatzliche Belastung der Zahne 10'). 

Es ist das auf den Umfang bezogene Gewicht des Rades mit Welle usw. 

{} . G = J2 _ = ~1_2_ = =--12_~-o-=- = 62 kg. 
D2 (zo' ,)2 (20'0,7' n . l~O)2 

Da die infolge der Ungenauigkeit auftretenden Schwankungen von Sinusschwin­
gungen nur wenig abweichen konnen, so ergibt die Formel (29) die groBte Be­
schleunigung bzw. Verzogerung im Teilkreis (vgl. Beispiel 34) zu 

P' = OJ2 • 8 = (-=0~)2 . 8 = (2(j,'}050)2 . _1_ = 6 125 mjsk2 
60 . 60 20000' . 

Damit wird nach Formel (70) der entstehende Zahndruck 

P = {}. G· ~ = 62· 6,125 ·39 k 
(J 9,81 '" g. 

Beispiel 121. Eine Last Q = 5 t soil 
durch eine Kranwinde mit der Beschleunigung 
p = 0,5 mjsk2 angehoben werden. Anzugeben 
ist das Drehmoment M, das der Antriebs­
motor zu liefem hat. 

Sind die Tragheitsmomente der mit den 
drei Wellen des Triebwerkes verbundenen 
Rader uaw. J 1 , J 2 , J o (Fig. 191), so gilt gemaB 
Formel (141) jl1 = 2: (J. s). Dabei muB be-
achtet werden, daB Raderiiberse~:zungen die Fig. 191. 
Drehmomente im Verhaltnis der Ubersetzung 
verkleinem (Bd. II, S. 124) und entsprechend 
die Winkelgsechwindigkeiten und -beschleunigungen vergroBem. Somit wird 

d1 d2 d1 (p ') D d2 d1 
111=Jo·so+Jl·D--·el+J2·D' '·D-·"2+Q· 1+-,;- '2-' iJ-'IF' 

1 2 1 ~'2 1 

worin einzusetzen ist 

und 
{} ·G ·D' J __ 1 __ ,.1 __ ' ••• 

1 - 4. g 

101) Noack, Z. d. V. d. ~. 1920.... . . 
102) Pfleiderer, DynamlSche Vorgange ?eIm Anlaufen von Maschmen mIt 

besonderer Beriicksichtigung von Hebemaschmen, 1906. 
11* 
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1st etwa D = 70 em, D2 = 96 em, d2 = 20 em, 
Dl = 72 em, d1 = 18 em, Do = 40 em, 

{fo' Go' D~ = 12 m 2 kg, {)1 • G1 • D: = 30' m2 kg, {)2 • G2 • D~ = no m2 kg, 

so erhait man 

18 20 1 0,5 ( no 18 20 
M = 5000·0,35' 72 . 96 + 2 . 9,81 . 5000 .. 0,70 + 0,70 • 72 . 96 

+ o~$o . ~~ . ~~ +o~~o . ~-~ . ~~) 
= 91,2 + 0,0255 . (3500 + 8,2 + 51,4 + 329,0) = 190,2 mkg. 

Beisp'iel 122. Bei dem in Fig. 192 skizzierten Sehneekengetriebe lauft die 
Sehneekenwelle mit der Winkelgesehwindigkeit WI um; samtliehe damit ver· 
bundenen Sehwunggewiehte seien dureh das eine Schwungrad vom Tragheits­
moment J 1 dargestellt. Die Welle des Sehneckenrades lauft mit 0)2 = it· WI um; 

l--H : -:++!-l-. --. ----

Fig. 192. 

die darauf wirkenden Sehwunggewichte stellt das Schwungrad vom Tragheits. 
moment J 2 dar. Der Trieb lauft leer und werde durch Anziehen der Bremse mit 
dem Drehmoment M still gesetzt. Dann wirkt jetzt das auf der zweiten Welle 
sitzende Schwungrad treibend auf die erstere zuriick mit dem Moment M 2=J2 • '2' 

1st der Wirkungsgrad des Getriebes bei dieser Riiekwirkung 'fI', so iibertragt sich 
M 2 auf die erste Welle als 

'fI' • M2 II' 1/ '1 
111~ = --u-' - = ii,-' J 2 • '2 = il-' J 2 • -ii,- • 

Ebenso wirkt auf die Welle 1 treibend das Drehmoment ihres Schwungrades 
Ml = J 1 '"I' 

Das Bremsmoment ist also 

M = l}I1 + 111;, 

woraus durch Einsetzen der obigen Werte die Winkelverzogerung folgt 

M 
'I = , 

J J. 'l 
1 + 2 ii,2 

(151) 

Vorausgesetzt ist dabei, daB das Getriebe einen hohen Wirkungsgrad 'fI hat, 
bei dem die Riiekiibertragung von der zweiten Welle aus moglich ist. 1st es selbst-
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sperrend, also 1'} < 0,5, so wird 1'}' negativ, denn es ergibt sich, 
von den Nebeneinfliissen abgesehen wird, aus (Bd. II, S. 195) 

wenn vorlaufig 

, tg(IX - [I) 
1'} = tgIX 

worin [I > IX ist. Die aus Gleichung (151) berechnete Verzogerung ist dann er­
heblieh groBer als im Fall eines hohen 1'}, da das zweite Glied im Nenner dann das 
negative Vorzeiehen hat. 

Ein kritiseher Sonderfall ist 

, J 1 •. 
1'} = _~'U2, 

J 2 

bei dem der Nenner der Gleiehung (151) 0 wird, also <I = 00: pas Getriebe bleibt 
sofort stehen, natiirlich unter starker Verdrehung der Welle und Uberbeanspruehung 
der Zahne und Bremse; es tritt StoBhemmung ein103). 

Sie kann aueh bei fortsehreitender Bewegung auftreten (vgl. Beispiel 106). 
Die Gleiehung dafiir lautet 

Man entnimmt dem die Konstruktionsregel, daB der negative Wirkungsgrad 
beim Riiektrieb weit genug von dem kritischen Wert entfernt bleiben muB. 

Beispiel 123. Eine Sehiffsdampfturbine werde plotzlich um-
gesteuert und erfahre dadureh bei 10 sk Zeitdauer zwischen 
dem Beginn der Umsteuerung und dem Beginn des Riiekwarts· 
laufes die Winkelverzogerung e = 15,01/sk2• Anzugeben ist das 
Biegungsmoment, das eine Sehaufel der Niederdruckseite bei 
dem Trommeldurehmesser, D = 2800 mm erfahrt, wenn sie die 
Lange l = 465 mm und das Gewicht a = 0,40 kg hat (Fig. 193). 

Ein Schaufelteilehen von der Lange d x hat das Gewieht 

a· ~x; es erfahrt die Umfangsbesehleunigung p = (~ + x) . s. 
Seine Tragheitskraft ist demnaeh 

P a d:r; (lD' 
= _. '--'.. + x) • e g l 

und das Biegungsmoment fiir die Einspannungsstelle 
I I 

'.f f fa I' . J}.L = p. x = g' T' x . (!D + x) . dx 

o u 
oder 

I 
I 

i 
i 
i 

...L---
Fig. 193. 

M = ~ . ; . (~~ . -~- + -~~ ) = { : ~2 • e . (I + ! . ~) = J . e' (1 + f· f) 
Mit den obigen Zahlenwerten wird 104) 

'M = 0,40' 0,4652 • 15,0 . (I 2. . .3~) _ _ 
9,81 . 3 , + 4 0,465 - 0,243 mkg. 

~ 

D 
71 

Beispiel 124. Zu berechnen ist fiir die in Fig. 194 skizzierte Schachtforder­
anlage mit Koepescheibe die groBtmogliehe Anfahrbeschleunigung. Gegeben istO) 
das Gewieht eines zur Aufnahme von 8 Grubenwagen gebauten Forderkorbes zu 
10 t, das eines leeren Forderwagens von 0,7 m3 Fassungsvermogen zu 0,3 t, das 

103) Thoma, Z. d.V. d. I. 1917. 
104) Seh u maeher, Z. d. V. d. I. 1913. 



166 Die Grundlehreil der Dynamik. 

Gewicht des Fo):'derseiles 8 kg/m, die gesamte Seillii.nge k = 760 ill, die Hohe 
ko = 30 m, die Seillii.nge zwischen der Treibscheibe und den Seilscheiben l <'} 45 m, 
da.s Gewicht einer Seilfiihrungsscheibe von D1 = 5 m 0 9,5 t, ihr auf den Um­
fang bezogen~ Gewicht 1}. G1 = 5,0 t, da.s' Gewicht der Treibscheibe von 
D = 7,0 m 0 20 t, ihr auf den Umfang bezogenes Gewicht '1}. G <'} 10 t, da.s 
Gewicht der Gegenseilscheibe von Da = 3 m 0 4,0 t, ihr auf den Umfang be­
zogenes Gewicht 1}. Gs = 2,2 t. 

Fig. 194. 

Dann ist da.s Gewicht des in die Hohe gehen­
den Forderkorbes einschlieBlich des zugehOrigen 
Seilendes 

Q1 = 10 + 8· (0,30 + 0,56) + 8'0,76 = 22,96 t 

und das Gewicht des leer heruntergehenden 
Forderkorbes 

Qa = 10 + 8'0,30 + 8'0,76 = 18,48 t. 

Der Schachtwiderstand jedes Korbes kann iiber­
schlii.gig geschii.tzt werden (Bd. II, S. 46) zu 
W = 0,20 t, das Gewicht der Seile zwischen der 
Treibscheibe und der Seilumfiihrungsscheibe ist je 

1, 8 ·45 
'2- G = 1000 = 0,36 t 

bzw. da.s Gewicht des lotrechten Anteiles davon 
an jeder Seilscheibe . 

!...G" = ~~~ = 024 t 2 1000 ' . 

Bei gleichmaBiger Fahrt ist dann der groBte bzw. kleinste Seilzug 

S~ = Q1 - tG" + W + tG2 = 22,96 - 0,24 + 0,20 + 2,00 = 24,92 t, 

S~ = Qa - tG" - W + tGa = 18,48 - 0,24 - 0,20 + 2,00 =: 20,04 t, 

und mit v = 19 m/sk Fahrtgeschwindigkeit betragt die dafiir aufzuwendende 
Leistung 

v 19 
N; = (Sf - S~) . 75 = 4,88 • 1000 . 75 = 1236 PS. 

Bei der Anfahrt mit der Beschleunigung p sind die Seilspannkrafte 105) 

Sl = S~ + (Q1 + -!-G' + 1) • Gl + 1} • Gs) • -i 
p 

= 24,92 + (22,96 + 0,36 + 5,0 + 2,2) . 9,81 = 24,92 + 3,113 . p , 

Sa = s~ -1(Qa + ! G' + 1}'G1) • -:-

p 
= 20,04 - (18,48 + 0,36 + 5,0) . -9~8T = 20,04 - 2,431 . p. 

Damit nun mindestens 6 = 1,25fa.che Sicherheit gegen Rutschen auf der Treib­
f!cheibe besteht, muB die Beziehung gelten (Bd. II, S.231) 

105) Ehrlich, Z. d. V. d. I. 1900; Heermann, D. p. J. 1902; Ka.ufhold, 
D. p. J. 1907; Trefler u. Rethel, Z. d. V. d. I. 1913; Moegelin, D. p. J. 1918. 
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worln einzusetzeil ist die Reibungsziffer f' = 0,16, der umfaBte Bogen IX "'" 1,05 . n, 
so daB man erhiilt 

8 0,16 • 1,05· n: 
_1 ~ e 1,25 = 1,530. 
8 2 

Hiermit wird 

also 

24,92 + 3,113 • P = 1 530 
20,04 ~ 2,431 • P , , 

20,04 . 1,53 - 24,92 
P = 3~1l3 + 2,431 • 1~53 = 0,873 m/sk. 

1m praktischen Betrleb steigen die Beschleunigungsschwankungen55) des 
Forderkorbes roindestens bis etwa 1 m/sk2, bleiben also von der Reibungsgrenze 
uicht mehr weit abo Oft sind sie, besonders bei mangelhafter Unterhaltung der 
Forderkorbfiihrungen, am Forderkorb selbst noch wesentlich groBer.1oSa) 

Die vom Antriebsmotor am Ende der Anfahrzeit abzugebende Nutzleistung 
betragt bei Beriicksichtigung der Antrlebsseilscheibe 

N = [488 + (5544 + 10,~).0 873] . 19 ·1000 = 2700 PS 
1 , , 9,81' 75 . 

Der Antrieb wird erheblich giinstiger, ohne daB die Fahrzeit wesentlich ver· 
langert wird, wenn die Beschleunigung auf dem letzten Teil der Anfahrt bereits 
abuimmt, was schon wegen des Verlaufes des Drehmomentes der fiir Koepescheiben 
ausschlieBlich benutzten Elektromotoren, notig ist. Man erhiilt dann mit den 
Formeln (21) und (22) die zu einer Zeit t erforderliche Antriebsleistung 

N1 = v .1000.. [4,88 + (5,544 + 1,020)' ~~ • (1 _ ~)]. [2 ~ _ (~)2]PS, 
75 t1 t1 ~ t1 

worin t1 die Zeitdauer der ganzen Anfahrt und VI die dann erreichte gleichformige 

Fahrtgeschwindigkeit angibt. Die Leistung wird am groBten fUr dd~ 1 = 0, also fUr 

[ 4,88+6,564'~ . (1 - ~)] . (2 ~ 2!..) _ 6,564. 2 'V1 • [2!.. - (~')2] = O. 
t1 t1 , t1 tl tl tl 

Durch Auflosen der Klammern ergibt sich leichP06) 

(~)2 _ 2'~' (1 +~. !..L) +~+ 4,88'2 • ~=O. 
~ tl 6,564'6 VI 3 6,564·6 VI 

Mit vI = 19 m/sk und tl = ~,~~; = 43,5 sk geht diese Gleichung tiber in 

woraus folgt 

( t )2 t t; - 2t;' 1,284 + 1,235 = 0, 

t 
- = 1,284 ± Yl,648 - 1,235 = 1,284 - 0,642 = 0,642 • 
t1 

Hiermit wird 

Nmax = 19 . 1~0 . (4,88 + 6,564'0,873'0,358) . (1,284 - 0;413) = 1537 PS, 

also nur um 24 V. H. groBer ala die Dauerleistung bei der gleichformigen Fahrt. 

]oSa) J ahnk e und Keina.th, Z. f. d. Berg., Hiitten· und Salinenwesen 1921. 
106) Jung, Fordertechnik 1914. 
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Man hat die Anordnung dadurch vereinfacht und den umfaBten Winkel 1X 

etwas vergroBert, daB man den Antrieb der Koepescheibe gleich auf den Forder­
turm setzt mit einer Lenkscheibe, wie Fig. 195 zeigt. Es sind jetzt abel' die beiden 
FaIle zu unterscheiden: Entweder liegt die Lenkscheibe an dem Nutzlasttrum an 
odeI' an dem Totlasttrum. Die kleinere Hochstbeschleunigung ergibt sich fur den 
letzteren Fall, der also fur die Berechnung maBgebend ist. 

Beispiel 125. Anzugeben ist dieSpannkraft im Zugseil eines Kabelkranes 
nach Fig. 196 und die Beschleunigung der Last Q = 3,25 t bei Beginn des Her­
unterlassens. 

S 
/2 

I, 

e 

Q 

Fig. 195. Fig. 196. 

Das Zugseil wiegt etwa q '" 1 kg/m, seine Lange sei l1 = 15 m, l2 = 450 m 
im Hochstfall und 25 m im KleinstfaII; die Umftihrungs- und Flaschenzugrollen 
von D = 0,5 m 0 wiegen etwa G = 35 kg, ihr auf den Umfang bezogenes Ge­
wicht ist etwa {}. G '" 20 kg; die Seiltrommel mit Kupplung wiegt etwa G1 
= 2600 kg, ihr auf den Umfang bezogenes Gewicht ist etwa {}1 • G1 '" 1200 kg. 

Wenn die Kupplung die Trommel frei laBt, wird das Seil nur durch den Trag­
heitswiderstand der Trommel und del' Fiihrungsrolle gehalten: 

S = 'E.. ({}1 • 0 1 + {} . G) , 
g 

worin p die Beschleunigung des Sei!!lS ist. Sie wird hervorgebracht durch das 
Gewicht Q, das bei der dreifachen Ubersetzung des Flaschenzuges nur die Be-

schleunigung ~ erfahrt. Man erhalt so mit dem Wirkungsgrad des Flaschen­

zuges'1 = 0,82 

Q = 3 - '1 . S + ~ . (Q_ + q'~l + ~ 0_ + {} . 0 + q . l . _2_ 
g 3 3 3 1 3 

+ q . II + {} . 0 + q .l2) . 

Durch Zusammenfassen mit der obigen GIeichung fur S ergibt sich hicraus 
Q 

p = g . ----------=7-"-- ----Q-------
3 '1) • ({}1 .01 + i} . G) + -;'f . {} . 0 +3- + q . (2l1 + l2) 

9,81. 3250 

3·0,82· 1220 + 2,33 . 20 + 0,33 .3250 + 1 (30 + {4:'~) 
= 5,96 bzw_ 6,48 m/sk2• 

Damit wird die Seilspannkraft 

S = 0,102 . 1220 . {~:!~ = 742 bzw_ 806 kg. 



Die Drehbewegung. 169 

Wird verlangt, daB das Seil nicht mehr als f = 2,5 m durchhangt, so muB 
es nach Formel (125) Bd. I auf . 

io = Jl8 . : . f = V8 . 7~ . 2,5 = 122 m 

Abstand durch Seiltragrollen unterstiitzt werden, die von der Laufkatze selbst­
tatig auszuhangen und wieder aufzunehmen sind. 

Beispiel 126. Zu berechnen ist das Drehen einer 2 B-Schnellzuglokomotive 
nach Beispiel 109, deren hin- und hergehende Gewichte um den Betrag a=I,020 m 
von der Hauptlangsachse der Lokomotive entfernt sind. Das Lokomotivgewicht 
G '" 41 t hat den Tragheitsarm ro = 2,40 m entsprechend dem 0,33fachen der 
ganzen Kessellange einschlieBlich der Rauchkammer oder dem 0,26fachen der 
Rahmenlange 70) •. 

Wird das hin~ und hergehende Gewicht der einen Seite 
aus der SteIlling I der Fig. 197 in die Stellung l' nach 
vorn gebracht, so geht das um 90° dagegen versetzte Ge­
wicht der anderen Seite aus der Stellung II in die Stellung 
II' nach hinten. 

Ihr Tragheitsmoment 

1 
J = - [2(1 - "') . Gd' (0,707 . 8) • 2 a 

g 

muB nach dem Schwerpunktsatz ausgeglichen werden 
durch eine Gegenbewegung der anderen Gewichte um das 
Moment 

0.707·s 

1 
J = -''[G - (1- ",). Gd . rg· IX, 

g 

Fig. 197. 

worin IX den Ausschlagbogen darstellt. Mit ro • IX = z ergibt sich durch Gleich­
setzen der Ausschlag 

2 ·0 84 . 540 . 0 707 . 600 . 2 . 1020 
z = ' (41000"': 450) . 2400 = .3,8 mm 

im Abstande ro yom Gesamtschwerpunkt. Am Rahmenende ist der Ausschlag 

, z 
z = ~0,26 = 7,5 mm. 

In Wirklichkeit wurde z' gemessen und daraus der Tragheitsarm ro berechnet. 

Beispiel 127. Ein Drehkran von G = 40 t Eigengewicht fiir eine Betriebs­
last Q = 5 t . soll mit der Geschwindigkeit v = 3 m/sk auf einer Verladebriicke 
verfahren werden. Der Fahrwiderstand (Bd. II, S.104) betragt dabei etwa 
W = "IIf' (G + Q) '" 700 kg. Die Antriebsmotoren sind so bemessen, daB sie 
beim Anfahren die Zugkraft P = 2400 kg Heferu .konnen; jeder Anker besitzt 
das Schwungmoment {}. G1 • D2 = 65 m 2 kgl07), die Umdrehurtgszahl ist n = 1000 
in der Minute. Anzugeben ist die Zeit, die zum Aufahren gebraucht wird. 

Da nach Beispiel 121 das Arbeitsvermogen der Vorgelegewelle usw. nur von 
ganz geringem EiufluB ist, so wird nach Formel (146) gerechnet: 

1 2 : {} . G1 • D2 (". n) 2 1 . v2 

A ='2' . 4.g . 30- +2·(G+Q)'g 

= O,~~2: • [~ '465 . (:1:' ;~Oor + 45000.32 ] 

= 0,051' (356800 + 405000) = 38840 mkg. 

107) Richter, Z. d. V. d. I. 1911. 
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Ferner gilt ja 
A=P·8=P·!·v·t 

= 2400 • ! '.3 . t = 3600· t mkg. 

Durch Gleichsetzen findet man 

38840 
t= 3600- <'> 11 sk. 

Beispiel 128. .An der Schlagspindelpresse nach Fig.198 sei gegeben der 
groBte zur Wirkung kommende Durchmesser der Reibscheiben Dl = 0,90 m, der 

der AuBendurchmesser des Schwungrades 
D = 1,40 m, sein mittlerer Ringdurchmesser 
Da = 1,20 m, der mittlere Spindeldurch-

.---. 
1> 

messer d = 0,15 m, die Gewindesteigung der 
Spindel h = 3 . 0,025 m, der groBte Spindel­
hub l. = 0,16 m, der mittlere Durchmesser 
des Spindelschuhes d2 = 0,12 m, der PreBweg 
8 = 0,0035 m bei der hOchsten PreBkraft 
P = 150 t, das Gewicht der Bleieinlagen im 
Schwungring G(, das Gesamtgewicht des 
SchwungradesGl,dasGewichtderSchrauben­
spindel G2 = 105 kg, das des PreBbars 
03 = 100 kg, die Umdrehungszahl in der 
Minute fiir die Welle der Reibscheiben 
n l = 160, die Reibungsziffer zwischen 
Spindel und Mutter III = 0,10, die Reibungs­
ziffer zwischen den Bleieinlagen und dem 
Schwungring 112 = 0,20. Zu berec~en ist 
das erforderliche Gewicht des Schwung­
rades.l08). 

Fig. 198. 
Die gr6Bte Winkelgeschwindigkeit der 

Spindel betriigt 

:n: • n l D1 :n: 0,90 
00 = ---ao- . IF = 30 • 160 . 1,40 = 10,77 Ifsk, 

und ihre groBte lotrechte Geschwindigkeit wird damit 
. d h 00 

v = -2- . 00 • :n: • d = 2;- . h. 

Das groBte Arbeitsvermogen des PreBbiirs ist hiernach 

v2 Gs ·(h·W)2 
As = G3 • -- = - - --mkg, 

2g 774,4 
das der Spindel 

v2 {}. G . d2 G . 00 2 
A2 = G2 • - + 2 2 • 00 2 = _2 __ • (h2 + {}2 • d2 • ]T2) 

2g 8· g 774,4 

mit {}2 =0,5 gemiiB Formel (134), das des Schwungrades 

Al = G1 • -2~~ + (00 ~ D2)2 • [D . G~ + {}l • (Gl - Gm 
g 'g 

_ Gl ' 00 2 [h2 D" 2 (D G~ (1 D))] - 774,4' +" .]T. 1 + (j[' - 1 

mit Dl <'> 0,80 . 

108) Schlesinger, Z. d. V. d. I. 1909; Schmidt, Die Werkzeugmaschine 
1918. 
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Hiervon kommt in Abzug die Reibungsarbeit der Spindel in der Mutter und 
des Spindelschuhes iJD. PreBMr 

~ 1 
A4 = (G1 + G2 + G3 ) • f l l • ;n; • d . -h + G3 • f'l • ;n; • d2 • h 

1 
= PI • n· h - [d· (G1 + G2 + G3 ) + d2 • G3] 

wahrend des Leerganges und 

As = PI • ;n; • i (d + 42_) 

wahrend des Pressens. 
Die SUJllme dieser A ergibt die PreBarbeit 

.~.P 
3 

2'A = ! . P . 8 mkg. 

Dabei wird iiberschlagig angenommen, daB die PreBkraft auf dem Wege 8 von 0 
bis zum Hochstwert P nach einer Para bel ansteigt. Die Bestimmungsgleichung 
fiir G lautet demnach 

Am einfachsten wahlt man etwa ~; = -~- und berechnet mit den gegebenen 
Zahlenwerten 1 

G1 • (2195 - 0,67 . 0,15·1187) = 1187· [0,67· (30,75 + 12,0) + 629] - 2178 - 100, 

also G1 = 375 kg. 

Die Bleieinlagen sind sehr bequem, urn die Presse auch fiir leichtere Arbeiten 
verwenden zu konnen. Eine Sicherung gegen "Uberschreiten der groBten PreB­
kraft P bieten sie nur, wenn sie sich seitlich gegen leicht bewegIiche Rollen legen 
oder Kugeln dazwischenliegen. Denn die . 
Schwungkraft, von der die Gewichte nach A 
auBen gedrangt werden, braucht beim vor- f ---r~-~-4':l-g-i-i-~-i-i-ll-zeitigen Erreichen des HochstpreBdruckes nur So 

noch das 4 fache des Gewichtes zu sein, um sie s' 
bei der Reibungszif£er P2 = 0,20 festzubremsen. Al 
Am meisten werden zur Sicherung Abscher- AIIII 
stifte in der Verbindung des Schwungrades _ ,t.LJJ...LL.LLu,a...LL.LLLLJUJ...LL.LL 

mit der Spindel benutzt. I 
1st der Widerstand des Arbeitsstiickes so r-------, /f---p::::,;-------i 

groB, daB die Gesamtarbeit A schon beirn 
Hub 8' aufgezehrt wird, so entspricht dem 
bei gleichem Arbeitsvermiigen der bewegten 
Teile die senkrecht schraffierte Flache der 
Fig. 197: 

! . P' . 8' = ! . P . 8 • 

p 

Fig. 199. 

Die zulassige Hochstkraft P wird dann aber schon nach dem Wege 80 erreicht, 
und es gilt fiir die Parabel, deren Scheitel sich am Anfangspunkt A befindet 
(Bd. II, S. 98) 

8 p2 (8')2 
-8~- = pi?: = .8, . 
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Die Pre.6arbeit, die dann bei festliegenden Bleigewichten nur abgegeben werden 
darf, ist durch die doppelt schraffierte Flii.che der Fig. 199 dargestellt, sie 
betragt 

Ao = : . p . 8 0 = : . p . s' . ( :' ) 3 • 

1m Augenblick der Elltlastung durch die rutschenden Bleieinlagen gilt fiir 
die weitere Pre.6arbeit 

A' = p. (s' - so) = p . s' . (1 - ~) = p. 8' • (1 _ s~: ) -. 

Dabei war die Winkelgeschwindigkeit w bis auf den Betrag w' heruntergegangen. 
Die Gleichung (152) geht demnach in die beiden folgenden iiber: 

G1 • [1 + (Doh' n)" • (Dl + ~r . (1 -:- D1 »)] + G • . [1 + Do . (d ~3T.n 
, 1 

774,4 [ 1 + G3 = (WO _ ?,'2) • h2' 1-'1·:n· h' [d. (G1 + G2 + G,) + d • . G3] 

+ i' p. 8' • (~)" • (1 + 1-'1' :n • d + ,;~) 1 (152 a) 

und 

+ G3 = __ 7-;;7;-4-'c;,4-;:--_. [_ Gf • 1-' •• !!..- . s' (1 _ s':) 
w'· . h" 2 h ' 8, 

, ( s'2) ( d + t . do) 1 + p . 8· 1 - 8 2 • 1 + 1-'1 • :n • --h-- . (152 b) 

Rechnet man aus der zweiten den Wert W:~':2 aus und setzt ihn in die 

erste ein, so folgt mit den gegebenen Zahlenwerten als Bestimmungsgleichuug 
f .. 8' 
ur -: 

8 

G 
Fig. 200. 

'( 8' )3 ( :' r . 3,15 - 0,423 

1 = ,8 + 8' (s'2) , 
-. 1 -- . 943 - 225 

8 s" 
die durch Probieren leicht ergibt 

8' '" 0,845 • 8 = 2,96 mm . 

Damit wird schJie.6Jich 

(8')" 8 0 = s'. "8 = 2,96 . 0,8450 = 2,12 mm . 

Beispiel 129. Um einen Zylinder vom Gewicht G = 5 kg 
und dem Halbmesser r = 10 em ist eine Schnur geschlungen, 
die lotrecht iiber der Ablaufstelle befestigt ist (Fig. 200). Die 
Spannkraft S der Schnur und die Beschleunigung p des fallen­
den Zylinders sind zu berechnen. 

Wird S nach dem Mittelpunkt der Rolle verschoben, so greift dort die nach 
unten gerichtete Kraft R = G - San; ferner wirkt auf die Rolle das Dreh­
moment M = S . rein. Der Schwerpunkt erfahrt so die lotrechte Beschleunigung 
[Formel (70)] 

p == -;- . g = (1 - ~) . g • 
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.AuBerdem erfii.hrt der Zylinder die Winkelbeschleunigung [Formel (141)] 

M 8'r 28 
8=J=G'r2=g'~' 

2·g 

. Der Zylinder rollt also an der Schnur herunter. In dem dargestellten .Augen­
blick ist die .Ablaufstelle 0 augenblicklicher Drehpunkt, der fiir diesen Zeitpunkt 
die Geschwindigkeit 0 hat. Hieraus folgt der Zusammenhang 

oder 

also 

Hiel'mit wird 

(p - r . 8) . t = 0 

8 2·8 
1-----=0 

G G'r ' 

8 = t G = 1 . 5 = 1,67 kg. 

p = (1 - 1) . 9,81 CX) 6,5 m/sk2, 

8 = E. = ~ = 65 l/sk2• 
r 0,10 

Beispiel 130. Ein Umdrehungskorper vom Gewicht G und dem Halbmesser r 
bewegt sich eine schiefe Ebene von. der Neigung tg IX herunter (Fig. 201). Die Be­
wegung ist zu untersuchen. 

Waren der Korper und die Bahn vollig glatt, so 
wirkten auf ihn nur sein Gewicht G und die Gegen. 
kraft N der schiefen Ebene, die beide durch den 
Schwerpunkt gehen, also keine Drehung herbei· 
fiihren konnen. Der Korper wiirde heruntergleiten. 
Tatsachlich setzt sich dem Gleiten der Reibungs-

und Rollwiderstand (.u + -; -) . N entgegen, der bei 

hinreichender GroBe das Gleiten ganzlich verhindert Fig. 201. 
und reine Rollbewegung hervorruft. 

Nach Zerlegen von G parallel und senkrecht zur schiefen Ebene erhalt 
man aus der Gleichgewichtsbedingung die Gegenkraft N = G· cos~. Die Ver· 
schiebung des Reibungs- und Rollwiderstandes nach dem Schwerpunkt Hefert 
dort die Mittelkraft in Richtung der schiefen Ebene 

R = G· sinlX - (,t + I) . N, 
, r. 

ferner das Drehmoment 

Die geradlinige Beschleunigung des Schwerpunktes ist also 

p = g' ~ = g • [SinlX - (f/ + n . COS. IX 1 
und die Winkelbeschleunigung des Korpers 

M (.u + +) . G· COSlX . r (.u + -;-) . COSlX 
e = 7-= {}.G'r2---= g' --{j-'r---' 

g 
Fur den Stutzpunkt, der bei der Rollbewegung als augenblicklicher Dreh· 

punkt die Geschwindigkeit 0 hat, gilt dann 

(p - r • e) ·t = 0 
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oder 

_ (f) ,,+({-)-coSC< 
smo.: - f' + r -coso.: = r - 1} • r 

woraus folgt 

(153) 

als Grenze, bei der noch reines RoUen, wie angenommen, eintritt. 
Die nach Zurticklegen eines bestimmten GefaUes ·k erreichte Geschwindigkeit 

folgt aus der Arbeitsgleichung: 

G· v2 {) . G . r2 . (02 

A = G· k = -2i- +--2i/---. 
Da nun bei reiner RoUbewegung die Umfangsgeschwindigkeit r· co gleich der 
fortschreitenden v des Schwerpunktes ist, so erhalt man hiermit 

D= ~~.: (154) 

Die Geschwindigkeit ist unabhangig vom Gewicht des Korpers, aber abhangig 
yon seiner Form. Es gilt ftir 

Vr2-:g.k ~ 
den Hohlzylinder v = - - --- = ° 70, . '~g . k 1+1 ' V"'-y-t<, 

den V ollzylinder Vf·~ ----
V = 105 = 0,817 . ¥2 . g . h , +, 

die Kugel 1 '2-:g~-
v= /lO4=0,845.~, +, 

aUerdings nur, wenndie Bedingung (153) erftillt ist. Bei reinem Gleiten ganz ohne 
Reibung ware v = ¥2 --:-i . h . 

Der Vorgang kann zum Bestimmen des Wertes {} von Radsatzen u. dgl. be­
nutzt werden, wenn die Abrollzeit t genau genug gemessen wird 109). 

Ist bei einem Wagen G das Gesamtgewicht und Gl das Gewicht der Rad-
G 

satze, so ist in Gleichung (154) statt {} einzusetzen ~. d. ]1'tireinen offenen Eisen· 

bahngttterwagen ist im leeren Zustand G = 7,3 t, Gl = 2 . 1,025 t, {} ~ 0,55, 
mithin v = 0,934· V~g:k. Entsprechend ist die Rechnung des Beispiels 105 

a 

Fig. 202. 

... 
"-

\ 
\ 

\ 
\ 

\ I 
\ / 
\ / '... /' '--_/ 

zu verbessern. 

Beispiel 131. Zu bestimmen 
ist, welcher Anteil des Gewichtes 
einer schwingenden Schubstange 
eines geschrankten Kurbeltriebes 
den hin- und hergchenden Gewich­
ten zuzurechnen istllO). 

Man entnimmt der Fig. 202 

x 2 - Xl = l· cos(J 

Y2 - Yl = l . sinfJ = r . sino.: - a . 

Sind die Seitengeschwindigkeiten des Schwerpunktes S nach den beiden 

Achsenrichtungen Vx und vy , ferner co =!!J!... die Winkelgeschwindigkeit der 
__________ dt 

109) Lechner, D. p. J. 1913. 
110) Lorenz, Dynamik der Kurbelgetriebe, 1901. 
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Drehung um den Sehwerpunkt und ro der Tragheitshalbmesser in bezug auf den 
Sehwerpunkt, so besitzt die Stange etwa in der gezeiehneten Lage das .Arbeits­
vermogen 

G 
A=_~'(V2+V2' r"w") 2'(/ x yl 0 , 

und dureh Differentiation folgt hieraus 

Nun ist 

dA = ~ . (vx ' dvx + vy ' dvy + rZ' W' dw) 
g 

G ('v. dt. dv~ + v . dt . dvy + r2 . w . dt . ~~) • 
g x dt Y dt 0 dt 

Vx ' dt = dx ..• , 

also nach dem Satz vom Potential (Beispiel 99) 

und das Moment der Tragheitskrafte in bezug auf den Aufangspunkt der x und y 
nach Fig. 203 

Mo = +M - X . Y + y. x. 

Naeh Fig. 202 ist noeh 

10 1-10 10 
x = Xl + (x, - Xl)' T = Xl' -1- + X 2 ' T' 

1-10, 10 
Y = Yl' --T'- I Y2' T' 

Damit erhalt man leieht dur0h Division mit d t 

also 

I - 10 10 
Vx = vx1 • ---(---- + vx2 • T' 

10 
Vy = 0 + v y2 • T' 

Fig, 203. 

v2 = v~ + v; = (V;'l + V;l)' (~-~~r + (v~ + V;2) • (I; r 
I - 10 10 + 2 . (vxl • Vx 2 -I- vYl . vy2 • -1-- . T' 

Andererseits ist naeh den zuerst stehenden Gleichungen 

V:c~ - V x1 = - l . sinp . OJ , 

vY2 - vYl = + I· cosfJ . (0 , 

also nach Quadrierung und Addition 

vi + v~ - 2 . (vxl • Vx2 -I- v yl • V"2) = (I· W)2 • 

Wird hieraus der Klammerausdruck in die Gleichung fur v eingesetzt, so folgt 

I - I I 
v2 = vi' --1-0- + v~ . f - (02.10 , (I - 10 ) , 

also 
A G [0 I - 10 0 10 1 

,d = 2g-' vi . -1- + v~ : T - 0)2 • [10 . (1- 10 ) - r;;]. (155) 



176 Die Grundlehren der Dynamik. 

FUr ro = y'lo' (l-lo) wird das letzteGlied der eckigen Klammer O. Nur in dem 
Fall kann man das Gewicht der Stange wie das eines Tragers auf zwei Stiitzen 
auf die beiden Enden verteilen 111). Die meisten praktischen Ausfiihrungen weichen 
davon nicht wesentlich abo 

III. Besondere Anwendungen. 

14. Der Stoll. 
Laufen ,zwei Korper von den Gewichten G1 und G2 mit den Geschwin­

digkeiten VI und V2 aufeinander, so erfolgt ein StoE89), der die weitere 
Bewegung der Korper in sehr kurzer Zeit erheblich andert. An der 
BerUhrungsstelle beider Korper treten Druckkrafte N auf, die in jedem 
Augenblick einander gleich, aber entgegengesetzt gcrichtet sind. Sie 
rufen eine Formanderung der beiden Korper hervor, die mit steigen­
dem N solange anwachst, bis beide Korper dieselbe Geschwindigkeit 
angenommen haben. 

Sind die Korper vollkommen unelastisch, wie etwa weiche Ton­
kugeln oder schweiBwarme Eisenstucke, so behalten sie die erhaltene 
Formanderung bei und bewegen sich mit der erzielten gemeinsamen 
Geschwindigkeit zusammen weiter. Elastische Korper haben dagegen 
das Bestreben, die wahrend dieses ersten StoEabschnittes erlittene 
Formanderung wahrend eines zweiten StoEabschnittes wieder mehr 
oder weniger ruckgangig zu machen. Die in diesem zweiten StoB­
abschnitt auftretenden Druckkrafte bewirken, daB sich die Korper 
wieder trennen und mit verschiedenen Geschwindigkeiten weiter­
bewegen. Bei vollkommen elastischen Korpern sind nun die in dem 
zweiten StoBabschnitt hervorgebrachten Geschwindigkeitsanderungen 
gleich dcn im ersten StoBabschnitt erzielten, bei unvollkommen elasti­
schen K6rpern sind sie kleiner, 

Das Verhaltnis der im zweiten StoBabschnitt entstandenen Ge­
schwindigkeitsanderungen zu denjenigen des ersten StoBabschnittes ist 
die StoEziffer. 

Sie ist im wesentlichen abhangig von dem Material der betreffenden Korper 
und betragt i. M. fiir 

Elfenbein Glas Stahl Kork Holz 
k = 8/9 15/16 5/9 5/9 l/Z 

Sie hangt ferner von der GroBe der durch den StoB hervorgebrachten Geschwindig­
keitsanderung abo Denn ist diese grofi, so ist die Formanderung ebenfalls eine 
erhebliche und geht oft so weit, daB die Zusammendriickung zum Teil dauernd 
bestehen bleibt. 1st dagegen die Formanderung nur klein, so gleicht sie sich zum 
weitaus groBten Teil oder auch ganzlich wieder aus (Bd. IV). Bei kleinen Gc­
schwindigkeitsanderungen kann Z. B. fiir Elfenbein k = 1 gesetzt werden, d. h. 
es ist dann als vollkommen elastisch anzusehen. 

Die Gerade, die zur gemeinsamen Beruhrungsebene der beiden 
K6rper in der Mitte der Beruhrungsstelle senkrecht steht, heiBt die 

111) Lorenz, Z. d. V. d. 1. 1918/19. 
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StoBlinie. Befinden sich die Schwerpunkte beider Korper in dieser 
Linie, so ist der StoB ein zentrischer, andernfalls ein exzentrischer. 
Sind die Bewegungen der Schwerpunkte beider Korper mit der StoB­
linie parallel, so spricht man von einem geraden StoB im Gegensatz 
zu einem schiefen. 

Es werde zuerst der gerade zentrische StoB unelastischer 
Korper untersucht. Die Fig. 204 zeigt die beiden Korper mit gleich­
gerichteten Geschwindigkeiten kurz vor dem StoB und die Fig. 205 im 
Verlauf des StoBes. Hat die StoBkraft in einem beliebigen Augenblick 
der StoBdauer den Wert N, so wird der Korper 1 verzogert mit dem 

Betrag PI = g • GN und der Korper 2 beschleunigt mit P2 = g • : ' und 
1 2 

es gilt 
-Pl· dt· -dv1 G2 

+pz·dt= +dvz = G1 : 

Fig. 204. Fig. 205. 

Die Geschwindigkeitsailderungen verhalten sich umgekehrt wie die 
Gewichte der Korper, und ihr Verhaltnis ist unabhangig von der GroBe 
der veranderlichen StoBkraft N. 

Die Gleichung kann auch geschrieben werden 

-dv1 • G1 = +dV2· G2 , 

deren Integration ergibt 
c c 
J (-dv1) • G1 = J dV2 • G2 

-Vi 1'2 

oder aufgelOst 

Hieraus folgt 

(156) 

Die Gleichung entspricht der Schwerpunktformel (Bd. I, S.90). Sie 
kann auch geschrieben werden 

(G1 + G2) • ~ = G1 • VI + G2 • V2 : 
g g g 

Die BewegungsgroBe nach dem StoB ist gleich der Summe der Be. 
wegungsgroBen vor dem StoB. 

S t e p han, Technische Mechanlk. III. 12 
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Bewegt sich G2 gegen G1 , so ist die Geschwindigkeit v2 mit dem 
negativen Vorzeichen einzusetzen. 

Sind beide Korper vollkommen elastisch, so haben sie nach 
Ablauf des ersten StoBabschnittes die berechnete gemeinsame Ge­
schwindigkeit c angenommen. In dem zweiten StoBabschnitt wirken 
nun die gleichen Krafte N in umgekehrter Reihenfolge und Richtung, 
so daB die Geschwindigkeit des Korpers 1 noch weiter um den gleichen 
Betrag zu c1 verringert und die des Korpers 2 ebenso weiter auf_ Cz 
vergroBert wird. 

Es ist also die Endgeschwindigkeit von Korper 1 
c1 = VI - 2 . (VI - c) = 2 c - VI 

und ebenso die Endgeschwindigkeit von Korper 2 

c2 = v2 + 2· (c - v2) = 2 c - v2 , 

worin c aus der Gleichung (156) einzusetzen ist. Dies ergibt schlieBlich 

_ (G1 - G2) • VI + 2 . G2 • V 2 _ (G2 - G1 ) • V z + 2 . G1 • VI (15"') 
c1 - G'G ' Cz - G + G . I 

1 T 2 1 2 

Bewegt sich G2 gegen G1 , so ist wieder V 2 mit dem negativen Vor­
zeichen zu nehmen. 

Beispiel 132. Anzugeben sind die Endgeschwindigkeiten CI und c2 bei ge­
gebenen Anfangsgeschwindigkeiten VI und Va' wenn beide vollkommen elastisch 
gedachten Korper das gleiche Gewicht G haben. 

Die Formeln (157) ergeben sofort 

ci = v2 und c2 = VI • 

Die Geschwindigkeiten werden beim geraden zentrischen StoB vertauscht. 
Befindet sich der gestoBene Korper in Ruhe, ist also V 2 = 0, so wird hiernach 

ci = 0 und C2 = VI : 

Der stoBendc Korper bleibt stehen und der gestoBene nimmt seine Geschwindig­
keit an. 

Sind beide Korper unvollkommen elastisch von der StoB­
ziffer k, die hauptsachlich von dem Verhalten des weniger elastisehen 
Korpers beeinfluBt wird, so erfahrt der Korper 1 im ersten StoBabschnitt 
die Geschwil1digkeitsabl1ahme VI - c und im zweiten k· (VI - c), also 
insgesamt die Gesehwindigkeitsabl1ahme (VI - c) . (1 + k). Ebenso er­
halt der Korper 2 die Gesehwindigkeitszul1ahme (c - v2) • (1 + k). 
Folglich ist l1ach dem StoB 

ci = VI - (VI - c) . (1 + k) = c· (1 + k) -VI' k, 

c2 = V 2 + (c - V 2) • (1 + k) = c· (1 + k) - v2 ' k . 

Hierin ist wieder c aus der Gleichung (156) einzusetzen, 

G1 • VI + G2 • v2 - G2 • k· (VI - V 2) 

womit folgt 

cI = G+·G ' 
1 2 

G1 • VI + G2 • V 2 + G1 • k· (VI - V 2) 
Cz = . G

1 
+ G

2 
.--. 

(158) 
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Der Verlust an Arbeitsvermogen des ersten Korpers betragt 

G1 2 2 G1 • G2 VI - v2 Al = - . (Vi - Cl ) = - ._- . . [2 . G1 • VI • (1 + k) 
2 . 9 (G1 + G2)2 2 . 9 

+ G2 • (VI + V2 + 2· k· v2 - k 2 • (VI - v2)1 (159a) 

und die Zunahme des Arbeitsvermogens von Korper 2 

G2 2 2 G1 • G2 VI - V2 
A2 = - . (C2 - V 2 ) = . . [2 . G2 • v2 • (1 + k) 

2.g (G1 + G2)2 2·g 

+ G1 • (VI + V2 + 2· k· VI + k 2 • (VI - v2)1 • (159b) 

Der durch die unelastische Formanderung der Korper entstehende 
Gesamtarbeitsverlust ist nun 

A = A _ A = G1 • G2 • (VI - V2)2 • (1 _ k 2) (15ge) 
1 2 G1 + G2 2. 9 . . 

Er ist am groBten fur vollkommen unelastisehe Korper112), fur die ja 
k = 0 ist, und ist bei vollkommen elastischen Korpern 0, weil dort 
k = 1 is't. 

Die vorstehende Rechnung nimmt an, daB Formanderungen der 
stoBenden Korper nur an der StoBstelle selbst stattfinden. Tatsaeh­
lieh pflanzen sich jedoch elastisehe Dehnungswellen dureh die Karper 
bis an illr Ende fort und kehren wieder zuruek. Die obigen Ergebnisse 
sind also nur erste, allerdings schon ziemlieh genaue Annaherungen. 

Als StoBdauern sind ennittelt113 ) bei 
BIei Kupfer Messing 

Zeit t = 0,0054 0,00176 0,00138 
Stauchung 5,7 3,45 

urn 4 

Stahl 
0,00125 
3,37 
2,0 

Nieteisen und Stahl 
0,00155 sek, 
4,41 mm, 

" je nach Form des Probestiickes. Die Zeiten verhalten sich ungefahr wie die 
Quadratwurzeln aus den Stauehungen, gleiche Probekorper, wie in Zeile 1 der 
Stauchungen, vorausgesetzt. 

Beispiel 133. Der Bar eines kleinen Dampfhammers von 215 mm Zylinder­
durehmesser hat Gl = 200 kg Gewicht, sein groBter Hub betragt 8 = 400 mm. 
Beim Schlag auf ein Arbeitsstiiek von 11 em Hohe betragt demnach die reine 
Fallarbeit 

Ao = G . 8 = 200 . 0,29 = 58 mkg. 

Durch einen Dampfiiberdruck von etwa 3 at iiber die Atmosphare wahrend der 
31 v.H. des Hubes dauernden Einstromung wird das Arbeitsvermogen etwa ver­
doppelt1l4). Gemessen wurde eine Aufschlaggeschwindigkeit VI = 3,2 m/sk, die 

200'3,22 

Al = 2. 9,81 = 104,5 mkg 

ergibt. Das Gewicht von AmboB und Sehabotte werde zu 
G2 = 2 - 4 - 6 t 

angenommen. Zu berechnen ist der Wirkungsgrad des Schlages. 

112) Carnot, Reflexions sur la pnissance du feu et sur les machines propres 
a developper cette pnissance, 1824. 

113) Honiger, Z. d. V. d. I. 1912; Seehase, Z. d. V. d. 1. 1914. 
114) Fuchs, Z. d. V. d. I. 1911. 

12* 
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BeimArbeiten auf weiches Schmiedeisen wird der StoB vollkommen unelastisch, 
also k = 0, und der Arbeitsverlust nach Formel (159c) mit der Geschwindigkeit 
des Ambosses V2 = 0 wird zur Formanderung des Schmiedestiickes aufgewandt, 
ist demnach hier Nutzarbeit. Der Wirkungsgrad ist somit 

A G1 • G2 vi 2 . {/ u 2 

'7 = Al = G1 + G2 • 2 . {/ . ~Vi. = G1 + G2 • (160) 

Fiir die drei obigen Werte von G2 folgt hieraus 

'I = 0,910 0,953 0,968 . 

Hohen Wirkungsgrad erreicht man durch schwere Ausfiihrung der Schabotte. 

Beispiel 134. Bei ziemlich abgekiihltem Eisen ergab sich ein Riickprall des 
Bars des in Beispiel 133 beschriebenen Dampfhammers von 81 = 12,2 cm. An­
zugeben ist die StoBziffer k und der Wirkungsgrad des Schlages. 

Es gelten die Gleichungen (158) mit V2 = O. Man erhalt so 

G 
~-'" c1 = f2C_1_-_G_2_"__"'_·_V1 - 9'_2 ___ . V 

G1 + G2 - G1 + 1 1 

G2 

als dic Riickprallgeschwindigkeit des Bars, die aus dem Grunde 
Vorzeichen bekommt. Sie ist nach Beispiel 20 anzusetzen zu 

das negative 

c1 = - ~-:s;- . 
Damit wird durch Gleichsetzen beider Ausdriicke 

(161) 

Flir die drei Gewichte von AmboB und Schabotte in Beispiel 133 ergeben sich 
hieraus die Zahlenwerte 

k = 0,632 0,608 0,600. 

Der Wirkungsgrad folgt durch Verbindung del' Formeln (159c) und (160) zu 

'I' = 'I . (1 - k 2) = 0,546 - 0,600 - 0,619. 

Beispiel 135. Die vorstehenden beiden Beispiele lehren, daB nur hinreichcnd 
weiche StoBkdl'per den Schlag durch ihre Formanderung aufnehmen. Die gleichen 
Erfahrungen gelten fiir Kraftwagen. Eisenbereifte Lastwagen sind mit Riick· 
sicht auf die Festigkeit des Wagengestells nul' ffir Fahrtgeschwindigkeiten von 
etwa 12 km/st brauchbar, Vollgummireifen hdchstens ffir 40 km/st. Dartiber 
hinaus, also ffir alle Pcrsonenkraftwagen, sind nur Luftreifen anwendbar115). 

Beispiel 136. Der Bar einer Dampframme hat das Gewicht G1 = 3,2 t, seine 
Fallhdhe betragt 8 = 1,24 m. Das Gewicht des Betonpfahles sei G2 = 2,2 t. An· 
zugeben ist der Wirkungsgrad des RammstoBes. 

Durch Aufsetzen einer Schlaghaube auf den Pfahl erreicht man einen nahezu 
unelastischen StoB. Man kann also die Gleichung (159c) mit k = 0 zur Berech· 
nung des beim StoB verlorengehenden Arbeitsvermdgens benutzen. Mit v2 = 0 
wird daml 

A = ~. G1 • G2 = ~~~2 = 1,24 . 3,2 . 2,2 = 1,62 mt 
2 . {/ G1 + G2 G1 + G2 3,2 + 2,2 ' 

wahl'end das gesamte Arbeitsvel'mdgen des Bal's betragt 

Al = 8 . G1 = 1,24 . 3,2 = 3,97 mt. 

115) Bo beth, Der Motorwagen 1916. 
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Zum Eintreiben des Pfahles bleibt also nur verfUgbar die Arbeit 

Al - A = 2,35 mt , 

und damit wird der Wirkungsgrad des RammstoBes 

'I/=A1 -A =1-~=~= 3,2 =0,593. 
Al G1 + G2 G1 + G2 3,2 + 2,2 

181 

Er steigt mit zunehmendem Bargewicht, das jedoch mit Riicksicht ·auf die Er­
haltung des Pfahlkopfes nicht zu groB genommen werden darf. 

Der Widerstand W des Pfahles ergibt sinh durch Gleichsetzen der Eintreib­
und Bewegungsarbeit. Bei 80 = 0,5 cm Anziehen unter dem letzten Schlag wird 

W = A1 - A = .2,35 = 470 t. 
80 0,005 

Beispiel 137. Die an einem Sell hangende Last G1 = 3,25 t falle die Strecke 
8 = 1,5 m mit der Beschleunigung PI C"-' 6,5 m/sk2 (Beispiel 125), bis die Bremse 
plotzlich fa:Bt. Das betreffende Sell habe die Lange l = 50 m und wiege q""l kgJm. 
Anzugeben ist die das Seil beanspruchende Arbeit. 

Man erhiilt nach Formel (160) den Wirkungsgrad des StoBes 

G1 3250 
'1/ = G1 + q . l = 3250 + 1 . 50 = 0,985 . 

Wenn er als unelastisch angesehen wird, was bei der groBen elastischen Nach­
giebigkeit des Selles unge£ahr zutrifft (Beispiel 135), so wird die vom Seil durch 
Formanderung aufzunehmende Arbeit 

P 65 
A = '1/ • G1 • /. 8 = 0,985 . 3250 . !l,in . 1,5 = 3180 mkg. 

Den .schiefen zentrischen StoB steUt die Fig. 206 dar. Die 
Schwerpunkte der beiden Gewichte G1 und G2 haben im Augenblick 
des Zusammentreffens die Geschwindigkeiten VI \ 

und V 2 , die mit der StoBlinie 8 18 2 die Winke) ". . 
<Xl bzw. <X2 bilden. Diese Geschwindigkeiten " 
lassen sich nun zerlegen in die Seitenge­
schwindigkeiten VI' cos<X1 bzw. V2 ' cos<X2 

nach der Richtung der StoBlinie und 
v{ = VI' sin<X1 bzw. v~ = V 2 • sin<X2 senkrecht 
dazu. Die letzteren bleiben ungeandert, 
wenn man von der im aUgemeinen belang- Fig. 206. 
losen Reibung zwischen den beiden Korpern 
absieht. Die beiden anderen Seitengeschwindigkeiten setzen sich nach 
den RegeIn fiber den geraden zentrischen StoB zusammen zu 

I _ G1 • VI' cos<X1 + G2 • V 2 ' cos<X2 - G2 • (VI' cos <XI - V2 ' cos<x2) • k o[ - ~--~----~~~--~----~--~ 

G1 + G2 (l6:i) 
I _ G1 • VI' cos<X1 + G2 • V 2 ' cos<X2 + G1 • (VI' cos <XI - V 2 ' cos<x2) • k 

0. - . ~~~----~~~~~~--~~~~~~~~ 
G1 + G2 • 

Diese beiden Geschwindigkeiten sind nun mit den senkrecht dazu ver­
laufenden v~ und v~ zusammenzusetzen zu den Endgeschwindigkeiten 01 

und 02' 
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Die Darlegung gilt ffir den unvollkommen elastischen StoB. Fur 
den vollkommen elastischen ist k = 1 und fur den unelastischen k = 0 
zu setzen. 

Beispiel138. Eine Elfenbeinkugel st6Be mit der Geschwindigkeit VI = 1,2 mjsk 
auf eine gleiche ruhende unter dem Winkel iX1 = 50°, gegen die StoBlinie ge· 
messen. Anzugeben ist die weitere Bewegung beider Kugeln. 

Die Formeln (161) ergeben mit G1 = G2 und V 2 = 0 

, _ VI • COSiXI - VI • COSiX1 . k _ 1.. • k) 
c, - 2 - 2" VI COSiXI (1 - , 

c~ = t . VI • COSiX1 • (1 + k) . 

Die urspriinglich ruhende Kugel bewegt sich also mit der Geschwindigkeit c~ in 
der Richtung der StoBlinie oder unter dem Winkel iX l gegen die Bahn der stoBenden. 
Die Geschwindigkeit c; dieser Kugel setzt sich mit der rechtwinklig zur StoBlinie 
verlaufenden v; = VI • sin iXl zusammen zu c1 ' deren Neigungswinkel fJ gegen die 
StoBlinie sich bestimmt aus 

N 

v' v . sino.: 
tgfJ = c7 = l . v . ;OSiX • (1 - k) 

2 1 

Mit k = t ergibt sich hiernach 

c; = ~ . 1,2 . 0,6435 . } = 0,0429 mjsk , 

vi = 1,2·0,7660 = 0,919 mjsk, 

1+ k 17 
c~ = c; . C:"'-k = 0,0429· T = 0,730 mjsk, 

cl = JlO,919 2 + 0,0429£ = 0,920 mjsk, 

2· 1,193 ~ I ' tgfJ = 0'0,111 0 = 21,4/5, a so fJ '" 86° 5 . 

Beim geraden exzcntrischen StoB sind die 
beiden Karpel' urn die parallelen Achsen Al und A z 
drehbar und treffen mit den an der BerUhrungsstellc 

Fig. 207. gemessenen Umfangsgeschwindigkeiten VI und V2 zu· 
sammen. Es entsteht dann zwischen ihnen die StoB· 

kraft N, die im StoBpunkt senkrecht zur Ebene del' beiden Achsen 
angreift; ihr Abstand von den Achsen ist a1 bzw. a2 (Fig. 207). Nach 
dem StoB haben die Karpel' die in denselben Abstanden gemessenen 
Geschwindigkeiten 01 bzw. c2• 

Del' gestoBene Karpel' erhalt durch die StoBkraft N die Umfangso 

beschleunigung P2 = g . -:<l NG ' worin {}2' G2 das auf den StoBpunkt 
'U'2' 2 

bezogene Gewicht des Karpel'S ist. Entsprechend erfahrt del' sto13ende 
N 

Karpel' die Verzagerung PI = g • ~G . Durch Division folgt 
vI' 1 

PI {}2' G2 

P2 = {}I' G1 • 

Die Gleichung entspricht del' beim geraden zentrischen StoB erhaltenen; 
nur sind jetzt die auf den StoBpunkt bezogenen Gewichte zu nehmen. 
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Durch die gleiche Rechnung wie oben erhalt man die am Sto.6punkt 
geltenden Umfangsgeschwindigkeiten nach dem Sto.6 zu 

#-1' G1 • VI + #-2' G2 • V 2 - #-2' G2 • (VI - V 2) • l~ 
C1 = .Q #-1 . G1 + 'U'2 • G2 

#-1 • G1 • VI + #-2' G2 • V2 + #-2 • G2 • (VI - V2) • k 
C2 = 

#1 • G1 + #-2' G2 

FUr den vollkommen elastischen StoB ist hierin k = 1 
und fUr den unelastischen k = 0 zu setzen. 

1st der sto.6ende Korper frei und bewegt er sich 
in der Richtung der Sto.6linie vorwarts (Fig. 208), so 
ist in die Gleichungen (163) sein volles Gewicht G1 

einzusetzen. 
Beim schiefen exzentrischen Sto.6 sind die­

selhen Zerlegungen und nachherigen Zu­
sammensetzungen vorzunehmen, wie beim 
schiefen zentrischen StoB. 

Beispiel 139. Zu berechnen ist der Wir-
kungsgrad des in Fig. 209 skizzierten Pochstem- ":! 
pels. Sein Gewicht betragt Gz = 180 kg, das 
der Daumenwelle G1 = 500 kg, die Anzahl ihrer 
Umdrehungen in der Minute ist n = 40, der 
Abstand a1 = a2 = 16 em. 

Der StoB kann als unelastisch aufgefaBt 
werden, wodurch der berechnete SoBverlust Fig. 208. Fig. 209. 
ein wenig groBer ausfallt als in Wirklichkeit. 

(163) 

Er ergibt sich aus der Formel (159 c) mit v2 = 0 und k = 0, weun darin an Stelle 
der wirklichen Gewichte die auf den StoBpunkt bezogenen eingesetzt werden, zu 

-8-;·G1 .~.{}~_·~2.~ , 

A = -8-1 • G1 • -8-2 • G2 .l __ ~~ f! a; 4 . f! a~ _. (n: . a1 • n)' 2 

2 . (&1 • G1 + -8-2 • G2 ) V, - -8-i' G1 l2 -8-~ • G2 l2 2 30 ' 
--'-+--'-
4·g al 4'f! a: 

Hierin sind ().' die Zahlenbeiwerte, die sich fiir die Schwungmomente beider Korper 
in bezug auf ihre senkrecht zur Zeichenebene der Fig. 209 verlaufenden Schwer­
achsen ergeben. Der Ausdruck liWt sich umformen in 

A = 19f • G1 • l2 • {}~ • G2 • l2 n 2 

19~ • G1 • D2 • (:) 2 + -8-~ • G2 • D2 • 7140 . 
1 

Die Schwungmomente seien aus den Abmessungen bestimmt zu 

19; • G1 • D2 = 51 m 2kg und &~ • G2 • D2 = 365 m 2kg; 

damit wird der Arbeitsverlust bei a2 = 1 
a1 

51·365 402 

A = 51+ 365 • 7146 = 10,05 mkg. 

Das gesamte Arbeitsvermogen der Daumenwelle ist 

-8- • G . D' (Jr . n) 2 51 . 402 

A1 = t· J 1 • ())2 = ~.;. g 1 --30- = - 7140-= 11,44 mkg. 
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SOInit wird der Wirkungsgrad 

= Al - A = 1 _ 10,05 = 0 122 
'I} Al 11,44'· 

Er wird wesentlich verbessert, wenn auf die Daumenwelle ein Schwungrad 
gesetzt wird, dessen Schwungmoment gleich dem 19fachen des der Welle ist. 
Dann ist also H; . GI . D2 20mal so groB me oben, nnd es wird, wenn gleich die 
Werte von Al und A in die Formel (160) eingesetzt werden, 

'I}' = 1 - H~ . G2 • 12 = I _ 365 = 0,737 . 
1~1 • G • D2 . (a2)2 + H' . G .12 1020 + 365 

1 1 a1 2 2 

Der durch die Reibungsverluste bedingte statische Wirkungsgrad kann zu 
etwa 0,97 angesetzt werden. Damit wird der Gesamtwirkungsgrad 

'I} = 0,737 . 0,97 = 0,715. 

Die vorstehenden Naherungsrechllungen werden allerdings dann 
ziemlich ungenau, wenn G2 gegenuber G1 klein ist oder wenn die Langen­
abmessungen des gestoBenen Karpers groB sind. 

15. Das Pendel. 

Als Pendel bezeichnet man jeden Karper, der regelmaBige Schwin­
gungsbewegungen um eine feste Achse ausfuhrt. Bewegt sich der 
Karper derart, daB seine Hauptachse sich auf dem Mantel eines 
Kegels bewegt, so nennt man den Apparat Kegelpendel im Gegen­
satz zu dem ebenen Pendel, bei dem die Hauptachse des Karpel'S 
in einer Ebene hin und her schwingt. 

Besteht das Pendel nur aus einem Karper von nach jeder Richtung 
kleinen Abmessungen und einem gewichtslos gedachten Faden, so 
heiDt es mathematisches Pendel im Gegellsatz zum physischen 
Pendel von beliebig graBen Abmessungen auch del' Verbindung mit 

o 

G 

Fig. 210. 

del' Befestigungsstelle. 
Das mathematische Kegelpendel steUt 

die Fig.210 dar. Auf den augenblicklich im 
Punkt A befindlichen kleinen Karpel', der durch 
den Faden von del' Lange l in 0 fesgehalten 
wird, wirkt ein: lotrccht nach unten sein Ge­
wicht G, in der Richtung AO die Fadenspann­
kraft S. Da sich del' Karper auf einer wage­
rechten Kurve bewegt, die in A den Krummungs­
halbmesser r hat, so erfahrt er noch die nach 
dem Krummungsmittelpunkt gerichtete Be­
schleunigung p = r· w 2 , und nach dem Satz 

von d' Alembert ist also die nach auBen gerichtete Schleuderkraft Z 
als dritte einzutragen. Die drei Krafte wirken in derselben, durch dic 
Punktc AOM bestimmtell Ebellc; es ist mithin kein~ Kraft in tallgen­
tialer Richtung vorhandell und die Bewegung also eine gleichfarmige 
Kreis bewegung. 
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Das nach dem Satz von d' AIembert zu zeichnende Kraftedreieck 
ist bereits als AOM in der Fig. 210 enthalten. Man entnimmt ihm 86a) 

r Z r· £02 
tglX = - = - = -- , (164) 

11, G g 

woraus die Winkelgeschwindigkeit folgt 

£0= vi, (165) 

ferner 

~ = i = V'~ = -VI + tg2lX = 1/1 + (r. £0
2
)2 

G 11, 11,2 V g 
(166) 

Die Zeitdauer eines vollen Umlaufes ergibt Formel (1) zu 

2·:n;·r l1 t= =2·:n;·-. 
r· £0 g 

(167) 

Beispiel 140. Zu bestimmen sind die Abmessungen eines Kegelpendels, das 
auf dem Breitengrad von Paris und in Hohe des Meeresspiegels einen Umlauf 
in t = 2 sk ausfiihrt. 

Man erhiilt aus Formel (167) die Pendelhohe 

( t )2 ( 2)2 98060 
h = g' 2:r = 9,8060' 2. n = 9:8696 = 0,9936 m 

und die Winkelgeschwindigkeit zu 

2:r 2·:rc 
00 = - = -2- "'- 3,1416 l/sk. . t 

Der Halbmesser r kann beliebig gewiihlt werden. 
Stellt man als Bedingung, daB die Umfangsgeschwindigkeit v = 1 m/sk be· 

tragen solI, so wird 

v 1 
r = ;:;; = 3,1416 = 0,3183 m. 

Die vorstehenden Darlegungen gelten 
auch ffir das physische Kegelpendel, 
wenn der Punkt A der Fig. 210 durch den 
Schwerpunkt S des aus dem Pendelgewicht 
und der Aufhangestange zusammengesetzten 
Pendelkorpers ersetzt wird. 

Beispiel 141. Anzugeben ist die Bedingung 
fiir die Stabilitiit eines Tachometers, das aus 
zwei gekreuzten Pendelsystemen nach Fig. 211 
besteht, deren jedes durch eine Spiralfeder ge· Fig. 211. 
halten wird 116). 

Das Fliehkraftmoment beider gut ausbalanzierter Schwungkugeln vom Gesamt­
gewicht Gist 

M = 2 . ~G. Z· sina. 00 2 ·z· cosa 
2 g 

116) Wilke, Z. d. V. d. I. 1918. 
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odeI' mit 
,n·n 

OJ = ~30- und 2· sina' cosa = sin2a 

M= Jl2 .G.l2. nz' sin2a 
30 2 .2. g , 

worin n die Umdrehungszabl del' lotrechten Spindel in del' Minute angibt. 
Ist ao del' Pendelausscblag bei ungespannter Feder, so ist das gleich groBe 

Gegenmoment del' Feder gegeben durch 

M = C • (a - a o) , 

worin c ein in mkg gemessener Festwert del' betreffenden Feder ist und die Winkel 
in BogenmaB einzusetzen sind. 

~nm----'------r----~------r-----'------r----~------~~mmn 

3S&&'Hr\t----r----~,-----~----_+------+_----_r------r_----7HW~~~~ 

Fig. 212. 

Durch Gleichsetzen beider Ausdrticke ergibt sicb 

n2=~~_c_. ex~ao. 302·2·g =k.cx_-exo. 
G· 12 sin 2 ex Jl2 sin 2 ex (168) 

Das Pendel ist nun stabil, solange n mit wachsendem ex ztUlimmt, also fiir 
dn 
dex >.0. Durch Differentiation erhalt man nun 

2. n' dn = l~. sin2a' da - (a - ao)' cos2a· 2· da 
sin2 2a 
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.also nach Einsetzen des Wertes von n aus Formel (168) 

dn (1 . ) JI k -d = -2 .sm21X-(IX-lXo)·cos21X • ( ). 32 >0: 
IX IX-~'~ IX 

Der Apparat ist stabil, solange 

tg21X> 2 - (IX - lXo) 

ist. Dabei kann lXo auch ein negativer Winkel sein. 
1st das Tachometer so gebaut, daB gerade bei IX = lXu = 0, sowie n = 1000 

,die Grenze der Stabilitat erreicht wird 116), so wird mit (IX. -2IXo) = 21 nach For-
mel (118) sm IX ° 

1/-0 - 1000-;n; 
" G l2 = ,Ji'i01 = 33,42 . 

- 30 - r9,81 

namit erhalt man 

(30)2 11 IX - IX~ Jirrx=c.-; n = 33,42 - - .2 - 9,81 - / ---;--'- = 59900· -. --. 
:n: sm21X sm21X 

Fiir verschiedene Werte von IX 
und lXo ist dieser Zusammenhang 
in Fig. 212 aufgetragen, deren 
Hohen allerdings nur das 0,7033-
fache der durch Formel (168a) 
gegebenen Werte zeigen. Das 
Tachometer ist labil bei nega­
tivem lXu und IX = 30 bis 40°. 

Beispie1142. Bei dem Watt­
,schen Kraf1:;maschineuregler nach 
Fig. 213 ist 8 der Schwerpunkt 
,des Gewichtes G der Schwung­
kugel, der Pendelstange 1a nnd 
,der halben Lenkerstange lao Letz­
teres greift fiir diese Schwerpunkt­
bestimmnng im Zapfen B selbst 
,an. Die von diesem Gewicht G 
verursachte Schwungkraft Zg ist 
iill Gieichgewicht mit G, wenn 
ihre Mittelkraft die Richtung A B 
hat, wenn also die Gleichung 

Zg = G· tglX 

erfi.illt ist_ Man hat demnach nur 
von A aus die lotrechte Lange G 
in einem beliebigen KraftemaB­
stab aufzutragen und erhalt dann 
als Wagerechte durch den End­
'punkt bis an die Pendelstange die 
GroBe von Zg. Wird die Zeich-
'nung fur mehrere Stellungen der 

x 

Fig. 213. 

(168a) 

Pendelstange ausgefiihrt und Zg jedesmal senkrecht zu dem zugehorigen Ab­
'stand x des Schwerpunktes von der Spindel aufgetragen, so entsteht die unten 
rechts in Fig. 213 gezeichnete Kurve Zg. 

Von dem Belastungsgewicht Q der Reglermuffe ruft die Halfte auf die Lenker­
:stange l2 die in der Richtung BO verlaufende Zugkraft 8a hervor, mit der die 
,schwungkraft Zq des Kegelpendels und die natiirlich durch den Tragzapfen A 

Z 

Zq 

Z9 



188 Besondere Anwendungen. 

des ganzen Reglers gehende Zapfenkraft P im GIeichgewicht sein miisscn. Das 
ist nur dann del' Fall, wenn sich die drei Wirkungslinien in einem Punkt schneirlen. 

Das zugehorige Kraftedreieck wird erhalten, indem man im Abstande ~ von A 

eine Wagerechte zieht und durch A die Verlangerung von P und die ParaIlele 
zu BO legt. Werden die so bestimmten Werle von Zq wieder iiber den zugehorigen 

Schwerpunktsabstanden x aufgetragen, so er-

Fig. 214. 

-.:;e.,f-- gibt sich die Zq-Kurve der Fig. 213. 
A' , Addierl man die zu gleichen Abstanden x 

gehorigen Hohen der Zg- und Zq-Kurve, so er­
haIt man die Z-Kurve del' ganzen Schwung­
kraft 117). 

Fig. 215. 

Wird del' Aufhangungspunkt A des Pen­
dels um die Strecke ± c1 von der Spindel ab­
geriickt, wie beim Porter- bzw. Kley - RegIer 
(Fig. 214 und 215), so bleibt die Aufzeichnung 
im iibrigen unverandert. 1nnerhalb geringer, 
durch die praktisohe GroBe von C3 gegebener 
Grenzen gelten bei gleichen sonstigen Verhalt­
nissen dieselben Z-Kul'ven fiir die drei Bauarten. 
Es verschiebt sich nur del' Anfangspunkt 0 del' 
Fig. 213. 

x' (t)2 
Aus del' Formel Z = G . --- ergibt sich die Winkelgeschwindigkeit zu 

g 

w =1/ Z . g , 
. G x (169a) 

d I nn. d' o er, (a w = W 1St, Ie fiir das Gleichgewicht erforderliche Anzahl Um-

drehungen in der Minute 

n = 30 _ 1/ JL . ~ . ~ = 29 9 . liZ . 1. V n 2 G.1: ' I G x 
(169b) 

Zieht man von dem Schnittpunkt 0 del' Spindelachse mit del' Achse del' x 
eine Gerade naoh einem beliebigen Punkt del' Z-Kurve, so gilt fur ihren Neignngs­
winkel gegen die x-Achse 

Z 
tg'( =x' 

Man kann demnach auch schreiben: 

(1690) 

1st etwa die Z-Kurve eine durch den Punkt 0 gehende Gerade, so entspricht 
jeder Reglerstellung dieselbe Umdrehungszahl, bei del' er im GIeichgewicht ist. 
Bei irgendeiner Abweichung davon geht die Muffe sogleich in die Grenzstellung, 
die untere bei kleinerem n und die obere bei groBerem. Diesel' astatische RegIer 
findet nur beim Antrieb von Pumpen u. dg!. als sogenannter Leistungsregler 
Verwendung, wo nicht die Steuerung wegen des haufig unverandert bleibenden 
Gegendruckes del' Pumpe oder des Verdichters verstellt werden soll, sondern je 
nach Bedarf die Umdrehungszahl del' Antriebsmaschine, und zwar in ziemlich 
weiten Grenzen 118). 

117) Tolle, Z. d. V. d. 1. 1895. 
118) W eiB, Z. d. V. d. J. 1891. 
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Bei den Reglern, die die Steuerung del' Kraftmaschinen verstellen, gehort zu 
jeder Muffenstellung eine andere Umdrehungszahl; del' RegIer ist statisch. 
Wachst rp mit zunehmendem x, wie im Fall del' Kurve I del' Fig. 216, so ist del' 
Regier stabil. Erwirdals Iabil bezeichnet, 
wenn rp im steigenden x abnimmt, wie im 
Fall del' Kurve II del' Fig. 216. Labile Z 
Anordnungen sind unbrauchbar und mussen 
sorgfaltig vermieden werden. LaBt sich an 
die Z-Kurve von 0 aus eine Tangente legen, 
so besitzt sie an del' Stelle einen astatischen 
Punkt, wie die Kurve III del' .Fig. 216 zeigt. 
Del' RegIer ist in dem Fall nur dann stabil, 
wenn die Tangente eine Wendetangente ist 
derart, daB rp mit zunehmendem x immer 
groBer wird. 

Fig. 216. 

Weil die Z-Kurve die praktische Brauchbarkeit eines Reglers genau kenn­
zeichnet, wird sie seine Charakteristik genannt. Vorteilhaft ist ein RegIer, des sen 
Z-Kurve moglichst astatisch ist. Da die Zq-Kurve immer den kleineren EinfluB 
hat, so muB man dafiiI' sorgen, daB die -?;q-Kurve schon moglichst astatisch ist. 
Ein solcher RegIer gestattet eine beliebige Ande­
rung der Muffenbelastung Q und damit del' 
Umdrehungszahl n, ohne .~aB sich seine 
Charakteristik andert. Die Anderung von Q 
geschieht nun schon durch den Verstellwider­
stand del' Steuerung, dessen wahrer Wert beim 
Entwurf des Reglers ganzlich Ullbekannt ist, je 
nach seiner RlChtung in dem einen odeI' anderen 
Sinne. Eine ausreichend astatische Zq-Kmve bei 
nicht labiler Zu-Kurve gestattet somit die be­
liebige Verwendung eines gegebenen Reglers. 

Einfache Mittel zur Erlangung del' ge­
wiinschten Form sind eine ziemlich weite Ver­
schiebung del' Spindel nach del' Schwungkugel 
hin, also die Bauart Kley (Fig. 215) mit groBem 

Fig. 217. Fig 218. 

c, und die Knickung del' Kugelarme im Punkte B nach Fig. 217. Den Verlauf 
del' Zq-Kurve in Abhangigkeit yom Pendelwinkel ex und dem Knickwinkel f3 Hit' 
("3 + r , = 0,4 . l, zeigt z. B. die Fig. 219 41 ). Die umgekehrte Auf- • 
hangung wie etwa beim Proell - Regler (Fig. 218) bietet keinen 20 
Vorteil. Da Federn mit starker Zusammendriickung eine graBere JO' 
Gegenkraft ausiiben als Gewichte von iiblichen Abmessungen, so 
wird durch Federbelastung del' Muffe odeI' auch dmch unmittelbares 
Zusammenziehen del' Gelenke B mittels einer wagerecht liegenden 
Feder eine ziemlich flach verlaufende ZrKurve erhalten, deren 
Hahen zu denen del' beiden anderen Zq 
und Zu zu addieren sind. Hierin und 
in del' bequemen Verstellbarkeit liegt 
del' Hauptvorteil del' Federbelastung. 

Del' Hauptgrund, weswegen del' in 
del' Nahe des astatischen Punktes ge­
legene Teil del' Z-Kurve genommen 
werden muB, ist del', daB del' Untor­
schied del' Umdrehungszahlen fiir die 
h6chste und tiefste Muffenstellung nur 
eben so graB sein solI, wie es fiiI' die 
Stabilitat natig ist. Es wird also eine 
wenig gekriimmte und flach geneigte 
Z-KUl've gefordert. Bezeichnet nmax 

die zur hochsten Muffenstellung geh6-
rige Umdrehungszahl, nmin die zur 

+Z" 

Fig. 219. 
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niedrigsten Muffenstellung gehorige, nm die mittlere, die bei giinstiger Ausfiih­
rung etwa der Muffenmitte entspricht, so ist der Stabilitatsgrad des Reglers, 
der meist als Ungleichformigkeitsgrad bezeichnet wird, 

(170 a) 

Durch Multiplikation des Bruches mit t . (nmax + nmin) = 1 ergibt sich 
n., 

- - - --- ---"---;;0;:---;'/ o _ n~ax - n~nin 
1-~~ 

oder mit Benutzung der Gleichung 
(169c) 

, _ tg'i}mas - tg 'Pmin 
UI - • 

2·tg'Pm 
(170b) 

Die zeichnerische Bestimmung von 
01 aus der Charakteristik gibt die 
Fig. 220 an. 0l-__ X-,'I __ _ Von mehrerenZ-Kurven ist die­
Jenige die giinstigste, bei der die 
Anderung von Ol mit zunehmendem 
x am wenigsten schwankt. Es 
empfiehlt sich deshalb, den Wert 

X2 

Fig. 220. 

dOL 
zu berechnen. Man setzt zu dem Zweck in Formel (170b)'Pmin = 'Pm = 'P 

dx 
und 'Pmax = 'i) + d 'P' Dann ergibt sich 

lo _ tg('P + d'P) - tg'l' 
(, 1 - 2· tg 'P 

1 d'P . (1 + tg2 'r) 
="2' (1 - 0) . tg 'P 

tg'P + d<p t 
1-tg'P' d ,p- g'P 

2· tg'p 

Nun ist ja tg'P = ~, also nach Differentiation 
x 

_(],,!' . = d . (1 + t 2 c) = ~dZ - Z· dx 
cos2'P 'P g 'i x 2 

Werden diese beiden Werte in den vorstehenden Ausdruck eingesetzt, so geht sie 
ii ber in 119) 

~~=~. (.~. (lZ _~'). 
dx 2 ,Z dx x 

(171) 

Von dem Stabilitatsgrad ist del' Unempfindlichkeitsgrad O2 zu unterscheiden. 
Infolge der Eigenreibung des Reglers und des Widerstandes des Stellzeuges, die 
zusammen P kg betragen mogen, muB die augenblickliche Umdrehungszahl n 
auf einen etwas hi:iheren Betrag n2 steigen bzw. einen niedrigeren n1 sinken, ehe 
die Reglerbewegung einsetzt: 

(172) 

Die Beriicksichtigung von O2 ist deshalb sehr notig, weil bei einem graBen Wert 
von 01 eine verhaItnismaBig giinstige Z·Kurve nach oben hin zu einer teilweise 

119) Proll, D. p. J. 1911. 
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labilen und nach unten hill zu einer zu statischen umgewandelt werden kann, 
wie die Fig. 221 zeigt. Fill die genaue Untersuchung sind also die mit Hille von 
Cl 2 aus der Z-Kurve entwickelten Grenzkurven maBgebend. Bei guten Regiern 
schwankt Cl2 zwischen 4-;..6 v. H.41). 

Erfahrt nun der RegIer an der MU£fe den Muffendruck E, der bei einer be­
stimmten Muffenstellung mit Z im Gieichgewicht ist, so besteht zwischen den 
wirkenden Kraften die Beziehung 

LIZ P ----z- = E = Cl 2 • (173) 

Nach dem obigen ist E im Gleich­
gewicht mit den Belastungen Q, 2 G, F, 
worin letzteres die etwaige Federbe­
Iastung darstellt. AuBerdem gilt 

E Q 
-.z=Z;' (174) 0 

Besitzt also der RegIer eine Gesamt­
charakteristik, die mit der statischen 

Fig. 221. 

Zq-Kurve iibereinstimmt, so ist der Muffendruck E unveranderlich. 
Das Arbeitsverm6gen des Regiers ist gegeben durch die Gleichung 

A =jE· ds, 

wenn s den MU£fenhub angibt. Nach dem Prinzip der gedachten Verriickungen, 
die hier tatsachlich auftreten, kann man ansetzen 

jE'ds=jZ'dx: 

Die benutzte Flache der Z·Kurve (Fig. 221) gibt also das Arbeitsvermogen an. 

Das ebene mathematische Pendel 
zeigt die Fig. 222 in der auBersten Lage 0 A 
mit dem groBten Ausschlagwinkel exo aus der 
Mittellage OB und in einer beliebigen SteHung 
o emit dem Ausschlagwinkel ex. Der Gewichts­
korper G wird beschleunigt durch die in 
Richtung des Kreisbogenweges verlaufende 
Seitenkraft G· sin ex. Seine Beschleunigung 
berechnet sich nach den Formeln (17) und A 
(72) zu 

l l dev. Z 
p = . f = . 7ft = g. smex. G 

B 

Die Winkelgeschwindigkeit w wird um so Fig. 222 
groBer, je mehr sich ex 

A 

-dex 
verkleinert; es gilt also w = ~. Wird hieraus der Wert von dl 

in die obige Gleichung eingesetzt, so ergibt sich 

w· dw = - '1. sin ex . dex 
l ' 
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und die Integration zwischen den Stellen .A und C liefert mit 

fsinlX. dlX = -COSIX + C 
~ ~ 

fW.dW = -f ·fSinlX. dlX 

o "'0 
oder 

W 2 g 
""2 = +y' (COSIX - COSlXo) • 

Hiermit laSt sich die SpannkJ:aft in dem Faden bestimmen: 

(175) 

S =0· COSIX + Z = O· (COSIX + ~. W 2) =0. (3 cos IX -2COSlXo)' (176) 

Setzt man nochmals in die Gleichung (176) ein W = - ~:, so folgt 

-dlX 1/2. g--
~ = ± r -l-' (COSIX - COSlXo) 

oder 

1/2. g dlX 
dt· V-l- = - -YCOSIX - COS lXo • 

Man formt den Ausdruck um durch den Vbergang auf den' halben 
Winkel (Bd. II, S.35) 

( IX IX) • IX 
COSIX = cos - + -- = 1 - 2 • sm2 -

2 2 2 ' 

was ergibt 

dt· - = - =-===--=====--V2 'IJ dlX 

1 1/2 . (sin2 ~ _ sin2 ~o) 
Hierin setzt man jetzt 

• IX • lXo • 
sm"2 = sm 2: . sm q; , 

deren Differentiation liefert 

oder 

IX IX • lXo 
cos- . d- = sm- . cosq; . dq; 

2 2 2 

2 • s~ lXo 
2 

dlX = --- . cosq; . dq; . 

Vl-sin2~ 
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Damit geht die obige Gleichung fiber in 

. ~o 

dt '1/~= _----;-__ sm2 coscp· dcp 

1 /1 . . 2 ~O • 2 • ~o 1 II . 2 
! -sm 2· sm cp 8m2 ' V -smrp 

oder 
dt· Vt = -. dcp VI - sin2 ~o • sin2tp 

!X- ~ 
FUr den groBten Ausschlag ist"2 = 20, also sin cp = 1; fUr die Mittel-

!X-
stellung ist "2 = 0, also sin cp = O. Die neue Veranderliche tp ist dem-

nach zwischen den Grenzeni und 0 zu nehmen. Man hat durch ihre 

EinfUhrung die Bewegungsgleichung auf die Normalform des elliptischen 
Integrals erster Gattung zurfickgefUhrt, und die Zeitdauer fUr den 

Weg A.A = 2, AB (Fig. 222) ist also gegeben durch 120) 
!!. 

_ ~ 2 

t. 1/f=-2.j dcp =+2.j·~CP. (177) 

V VI' 2 ~o . cp n: - sm -2 . smcp 0 
2" 

Die Ausrechnung geschieht durch AuflOsen des Ausdruckes _1_ in 
eine konvergierende Reihe. Aus dem binomischen Lehrsatz Lf cp 

n n· (n - 1) 
(a + b)n = an + l' an- 1 - b + 1,2 . an- 2 • b2 + .,., 

der sich leicht durch den SchluB von n auf n + 1 erweisen laBt (Bd. I, 
S. 105), ergibt sich 

( 
• 2!X-O • )-.!. 1. ~o. 1,3. ~o . 

1 -sm 2' smcp 2 = 1 + 2' sm22' sm2 cp + 2.4' sm42' sm4cp + ... 
Damit wird 

n: 
"2 

t = 1/~'2.f( dtp +~.Sin2~O. sin2cp. dtp +!: !,sin4 ~o ,sin4 cp. dcp + ... ) 
o 

Es ist nun 

120) Euler, Mecanica sive motus scientia, 1736. 

Stephan, Tecbnische Mechanik. III. 13 
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2 

j" 1 n 
sm2 <p. dcp = 2' 2 [Bd. I, S. 106J, 

o 
:rt ;;r; 

2 "2 

fSin 4<p. dIP = fSin2<P' dcp. (1 - cos2<p) 

o 0 

3l: 

"2 

2 

_1 n _ (Sin2 2<P d2<p 
- 2 . 2 ., -4-' ---y-

o 
1 n 1 1 3 1 [n 

=Z·2-S·2· n =4·2·2' 

entsprechend J". 531 n 
sm 6 <p. dIP = -. - . - . -

6 4 2 2'" 

Somit ist schlieBlich die Dauer einer einfachen Schwingung 

t = n . -Vr . [1 + (~ . sin ~o r + (~ : ! . sin 2 ~o r + ... ] 
oder 121) mit g = 9,81 m/sk2 

t = 1,0030· if. 1;. (177b) 

Die Werte von 1,0030· 1; enthalt die Fig. 223 in Abhangigkeit von tXo 

fur die gebrauchlichen GroBtausschlage. Bei groBen Winkeln konver. 

1,080 1,0030· re 

1,040 
/ 

V 
V 

V 
:---

1,020 

1.000 

a- 0 fO 20 

Fig. 223. 

V 

/ 

I 

giert die Reihe der Formel (177 a) sehr 
langsam. Man arbeitet dann vorteilhaft 
mit den elliptischen Funktionen122). 

Man kann ein Pendel bauen, das bei 
beliebigem Ausschlag unveranderliche 
Schwingungszeit hat, indem man den oberen 
Teil des Fadens von 0 aus (Fig. 222) sich 
gegen Fuhrungen legen laBt, die aus zwei 
gemeinen Zykloiden bestehen86a). 

Beispiel 143. Anzugeben ist die Lange 
eines mathematischen Pendels, das auf dem 
Breitengrad von Paris cine Schwingung in t = .,j 
bzw. 2 sk macht, wenn kleine Ausschl1ige voraus-

30 0 gesetzt werden. 
Die Lange des Sekundenpendels ist in Paris 

nach Beispiel 140 
l1 = 0,9936 m. 

121) Die fiir kleine Schwingungen geltende Formel ohne das Berichtigungs­
glied !; ist von Huygens, Horologium oscillatorium, 1673. 

122) z. B. D uffi ng, Erzwungene Schwingungen bei veranderlicher Eigen­
frequenz, 1918. 
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Nach Formel (l77b) ist dann die Li!.nge des Halbseknndenpendels 

1t = 11 ' (W =_0,9936' 1- = 0,2484 m 

und die Lange des Zweisekundenpendels 

12 = 11 ' (2)2 = 0,9936' 4 = 3,9744 m. 

195 

Beispil'l 144. Wenn auf den Pendclkorper keine weiteren Krafte einwirken 
als die in Fig. 222 eingetragenen, insbesondere keine Kritfte senkrechtzur Schwin­
gungsebene, so bewegt sich das Pendel nach dem Satz vom Beharrungsvermogen 
immer in derselben lotrechten Ebene. Unter einem am Erdpol schwingenden 
Pendel wlirde sich also die Erde in 86164,1 sk emmal run 360° herumdrehen. 
Dagegen ist am Aquator keine Drehung der Erde unter dem in beliebiger lotrechter 
Ebene schwingenden Pendel zu messen. Auf dem Breitengrad <p ist die Drehungs­
geschwindigkeit der Pendelebene gegenuber der Erdoberflache gegeben durch123) 

2",· sin<p 
co = 86164,1 l/sk, 

wie die Zerlegung der senkrecht zum Erdhalbmesser verlaufenden Winkelgeschwin­
digkeit in die beiden Seitengeschwindigkeiten lehrt, deren eine in die Ebene des 
ParalIelkreises falIt, wahrend die andere dazu senkrecht steht (Fig. 224). 

Fig. 224. Fig. 225. 

Das physische Pendel besteht aus einem festen Korper, der um 
eine gewohnlich inuerhalb des Korpers gelegene Achse schwingt. Seine 
Schwingungsdauer wird bestimmt, indem man die Lange eines mathe­
matischen Pendels aufsucht, dessen Schwingung mit der des physischen 
Pendels iibereinstimmt. 

Bilden beide zu Aufang denselben Winkel tXo mit der Lotrechten, 
so sollen also ihre Bewegungen in jedem Augenblick dieselbe Winkel­
geschwindigkeit und infolgedessen auch Beschleunigung haben. Mit 
den Bezeichnungen der Fig.225 ist die Winkelbeschleunigung des 
physischen Pendels nach Formel (141) 

G· e· sintXo 
f= J ' 

123) Foucault, C. R. 185l. 

13* 
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worin J das Tragheitsmoment des Pendelk6rpers in bezug auf die Dreh­
achse 0 ist. FUr das entsprechende mathematische Pendel gilt ebenso 

c= 
G· l· SiniXo 

G ·l2 

g 

Durch Gleichsetzen beider Werte ergibt sich die gesuchte Lange des 
mathematischen Pendels zu 

J. g 
l=---. 

G· e (178) 

Wird diese Lange l auf der Geraden OS von 0 aus bis zum Punkt J 
abgetragen, so erhalt man den Schwingungspunkt 86a) des physischen 
Pendels, dessen Schwingungen so vor sich gehen, als wenn das ganze 
Gewicht des Korpers in ihm vereinigt ware. 

Setzt man den Abstand des Schwingungspunktes in die Gleichung 
(177b) fUr die Schwingungsdauer ein, so wird 

t = r; . Jl. -- = 1,0030· C· / -- + e , . Y· J 1 ig . J. 
G· e G· e 

(179) 

worin J s das Tragheitsmoment des Korpers in bezug auf die zur Schwin­
gungsachse parallele Schwerachse ist. 

Hangt man das physische Pendel im Schwingungspunkt J auf, so 
wird die bisherige Drehachse 0 Schvoringungspunkt. Denn man kann 
ftir die erste Aufh1ingung nach Formel (178) schreiben 

G 

(] 

Fig. 226. 

_ Jdm. x2 
l - -", (178a) J (1m· x 

worin x den Abstand eines beliebigen Korperteilchens dm 
von der Drehachse 0 angibt. Fiir die zweite Aufhangung 
erhalt man entsprechend 

l' _ I d'fi1,:Jl ~ _~ 2 _ ~Lif,11L - ~.J ~m . ~±i dm ~X2 
- J dm . (l - x) - l . J dm - J dm . x 

Setzt man hierin aus dem vorstehenden Wert fUr l ein 

J dm . x2 = l· J dm . x, 

so folgt 
I l2 Jllm - l· J llm· x l = ---~------- .. - = l 

l . J dm - J dm . x ' 

wie angegeben. 
Beispiel 145. Zu ermitteln ist die GroBe der Erdbeschleumgung g an einem 

bestimmten Orle. 
An einem homogenen Stab mit zwei gegeneinandergekehrten verschiebbaren 

Schneiden sit:t;en ebenfalls verschiebbar zwei gleichschwere Korper G (Fig. 226). 
Man verschiebt die Schneiden und die Kiirper G solange, bis das Pendel in einer 
genau gemessenen Zeit tl gleichviel Schwingungen z macht, gleichgUltig auf welcher 
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Schneide es ruht. Dann ist del' mit beliebiger Genauigkeit aufzumessende Abstand 
del' Schneiden die Lange l eines gleichschwingenden mathematischen Pendels, 

und man kann nun aus del' Formel (178) bzw. (179) mit t= 2- die Erdbeschleu-
z 

nigung (J berechnenl24), wenn dafiir gesorgt wird, daB die Ausschlage des Pendels 
wahrend des Versuches i. M. dieselben bleiben. 

Beispiel 146. Anzugeben ist ein Pendel, das bei kurzem Bau eine lange 
Schwingungsdauer von z. B. 2 sk hat (Taktmesser). 

Bei kleinem Aussehlag ist dafiir naeh Beispiel 143 die Lange l = 3,9744 m 
erforderlieh. Nun maeht del' Taktmesser etwa einen Ausschlag von "'0 C'o.J 30°; 
er braueht also nach Formel (l77b) und den Angaben del' Fig. 223 die Lange 

'>2 

l = 1,;764 = 3,7161 m. 

Sind J o, J 1 , J 2 die Tragheitsmomente del' drei Ge­
wichte Go, G1 , G2 , die das Pendel nach Fig. 227 zusammen­
setzen, und zwar in bezug auf die Einzelschwerpunkte, 
so ist Formel (178) zu schreibcn 

l = Jo . (J + Go . 6~ + J 1 • (J + G1 • 6~ + J 2 • (J + G2 • 6~ • 

+ G1 • 6t - Go . 60 - G2 : e2 

Wenn also G1 • 61 nUT wenig gr6Ber als Go' eo + G2 • 62 
ist, so laBt sieh das gegebene l bei ganz geringen Ab­
messungen verwirklichen. 

Wahlt man etwa 

Go = 15, 
Jo = 0,05, 

G1 = 120, 
J 1 = 0,20, 

60 = 6, 61 = 4 em, 

G2 = 30 g, 
J 2 = 0,01 em' go sk 2 

so ergibt sieh Fig. 227. 

30· (371,61 + e2 ) • 62 = - 981 . (0,05 + 0,20 + 0,01) - 15.62 - 120.42 

+ 371,61 . (120·4 - 15 . 6) , 

also 30 . 6~ + 11 148 e2 + 255 + 540 + 1960 - 144 928 = 0 

oder 6 = -185,5 + V29782)S = 13,5 emI25 ). 

Beispiel 147. Es ist das Sehwungmoment eines ausgefiihrten Sehwungrades 
in bezug auf seine Drehaehse zu bestimmen. 

Man hangt das Sehwungrad an einem Kran auf, tniBt die Lange 6 von del' 
Aufhangungsstelle del' Hangeseile bis zur Mitte und zahlt die Anzahl z del' Sehwin­
gungen, die in einer Minute gemaeht werden. Wenn ferner das Gewieht G durch 
eine Wagung ermittelt worden ist, ergibt die Formel (179) bei einem Aussehlag 
von etwa 10° naeh jeder Seite 

{} . G . D2 = 4 • G . e' [ (5;4) 2 - 6 ]. 

1st z. B. G = 4735 kg, e = 3,275 m gemessen und z = 30! gezahlt worden, 
so betragt 

l-(594' 2 ] 
,9. G· D2 = 4·4735· 3,275· .30,~7) - 3,275 = 29800 m Z • kg. 

-----
124) Bohnenberger u. Kater, 1818. 
125) Pendel von veranderlieher Lange wahrend del' Sehwingung behandelt 

Bossut, Mem. de l'Acad. des sciences, Paris 1778; Foucault, C. R .. 1851; 
Delannay, Meeanique, 1856. 
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Das Verfahren126 ) liefert nur bei genauestem Aufmessen von e und Zahlen 
der Schwingungen wahrend mehrerer Minuten (3 -:- 5) ein Ergebnis, das von 
dem der Berechnung aus den Abmessungen i. M. um etwa 5 v.H. abweicht (vgl. 
Beispiel 115). 

Beispiel148. Ein Telegraphendraht von d = 3 mm Starke ist iiber die Lange 
1 = 100 m mit der Spannkraft S = 156 kg ausgespannt und solI dabei den Durch­
hang 1 = 3,40 m haben (Bd. I, Beispiel 140). Festzustellen ist, ob die vor­
geschriebene Spannkraft bzw. der zugehorige Durchhang tatsachlich richtig aus­
gefiihrt wurde127). 

Nach Beispiel 116 ist das Schwungmoment eines sol chen Drahtes vom Ge­
wicht q kgjm 

{} . G . f2 = ~~. f2 
1,875 ' 

ferner lliBt sich mit Hilfe der Formeln (80b) und (113) in Bd. I Ieicht herleiten 
G - e = q . l . tl . 

Damit wird die Schwingungsdauer gemaB Formel (179) bei einem mittleren Aus­
schlag von etwa 15° nach jeder Seite 

., / q . 1 . 12 . g . " 
t = 1,020' ! g' 1,875 . q . 1 • 0,667 . f = 0,912 . H sk. 

Vorteilhaft zahlt man die Anzahl z der Schwingungen in einer Minute, die 
beim Bewegen des Drahtes von einem Ende aus entstehen. Aus der Gleichung 
t . z = 60 sk folgt dann der tatsachliche Durchhang 

f = (' 60 r = (65,8)2. (180) 
0,912' z. Z 

I 1 36 "hl d . t' (65,8)2 334 st a so z = geza t wor en, so IS r = W =, m. 

Die Bestimmullg gilt fiir aIle Drahtsorten, Stiitzenabstande und Neigungen. 

Beispiel 149. Zu' berechncn ist die Schwin­
gungsdauer eines Wagebalkens vom Gewicht G 
und dem Schwungmoment {} . G . a2 in bezug auf 
die Drehachse, del' Hebellange a und dem Ab­
stand h des Schwerpunktes von der Drehachse, 
der auf jeder Seite durch 4*e Schalenlast Q belastet 

Fig. 228. ist und durch ein kleines Ubergewicht q auf einer 
Seite in Schwingungcn versetzt wirdI28 ). 

1st der groBte Ausschlag des Wagebalkens aus der Wagerechten IX (Fig. 229), 
so lautet die Momentengleichung, wenn man beriicksichtigt, daB die beiderseits 
anhangenden Lasten mit beschleunigt werden mussen, 

[ a2 . (2Q ...L. q)] 
f' J + g I - = q . a . cos IX + G . h . sin IX • 

Damit ergibt sich der Abstand des Schwingungspunktes von del' Drehachse zu 
({) . G + 2Q + q) . a 

1 =-------h-,- , 
q . cotglX + G . a 

wenn wieder J. g = IJ . G· a2 in Formel (178) eingesetzt wird, was am besten 
dureh einen Sehwingungsversueh mit dem unbelasteten Wagebalken bestimmt 
wird. 

126) Townsend, Cambridge and Dublin Math. J. 1847. 
127) Dreisbach, E. T. Z. 1909. 
128) Lawaezeck, D. p .. J. 1906. 
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Nun ist del' Schwingungs-Ausschlag doppelt so groB wie del' in Bd. II, S. 18 
angegebene elastische, also 

q'a 
tg'" = 2· O. h' 

da das Ubergewicht q den Hebel solange beschleunigt, bis er in die eigentliche 
Gleichgewichtslage kommt, worauf er urn denselben Weg unter Vel'zogerung weiter 
geht. Man el'halt so als Schwingungsdauel' bei naturgemaB nur kleinem Ausschlag 

t = 1,003 .1/D· 0 + 2Q~.!L _ a. (181) 

V 1,5·0· a 
Die Schwingungsdauel' einer Wage ist demnach von del' Gesamtbelastung abhangig. 

Will man eine kleine Schwingungsdauer haben, um die Wagung schnell zu 

erledigen, so ist, da die GroBe von 0 und das Verhaltns ~ durch die vorgeschrie bene . a 
Empfindlichkeit (Bd. II) festgelegt ist, in el'ster Linie die Hebellange a klein zu 
machen und nebenher if durch die Formgebung des Wagebalkens nach Moglich­
keit zu verkleinern. Ein nicht zu kleines Hebelgewicht 0 ist fill die Verkleinel'ung 
del' Schwingungsdauel' giinstig. 

Es ist leicht, in del'selben Weise auch die Schwingungsdauer einer mehrfach 
zusammengesetzten Hebelwage, etwa nach Fig. 41 in Bd. II, zu bestimmen 128 ). 

Beispiel 150. Anzugeben ist die Belastung, die ein Glocken­
stuhl durch eine schwingende Glocke erfahrt129). 

Bei einem beliebigen Ausschlag '" aus del' Mittellage hat 
jedes Glockenteilchen die Winkelgeschwindigkeit ()) und die 
Winkelbeschleunigung e, fiiI' die die Formeln (176) und (175) 
gelten. Auf irgendein Teilchen im Abstand x von del' Drehachse 
(x parallel zur Mittellinie del' Glocke gemessen) wirken nun die p 
in Fig. 227 eingetl'agenen Gewichts- und Tragheitskrafte, und d 
zwar ist 

dZ _ dO. x · ())2 
- -rJ-' 

X' e 
dP = dO··-. 

rJ 
Durch ilIre Zerlegung in je eine wagerechte und eine lotrechte 
Seitenkraft erhalt man so 

elZ dO 
Fig. 229. 

dll = dO + dO . ~ . 2 rJ . (COM - cos"'o) . COM - dO, :: . fL. sin", . sin", 
rJ I rJ 1 ' 

also nach Integration tiber 0 und x mit den Bezeichnungen del' Fig. 225 

II = O· [ 1 + Y . (3 . cos2 ", - 2· cos", . COSlXo - 1) 1 
und entsprechend 

H = O· Y . (3· cos IX • sinlX - 2 sin IX • cosO<o) . 

Ftir die Mittellage, also IX = 0, ist H = 0 und 

llmax = O· [1 + 2; e . (1 - COSlXo)]. 

Den Hochstwert von H erhalt man durch Differentiation nach IX: 

~~ = 0 . [(3 COM - 2 cos~o) . COM - sin", . (3 sino< - 0)] = 0 . 

129) Schupmann, Deutsche Bauzeitung 1875; Autenrieth, Technische 
Mechanik, 1900. 
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Hieraus folgt die Bestimmungsgleichung 

2 cos<Xo 1 0 cos <X - -3- . cos <X - "2 = , 

also cos<x = t· (COMo + VCOS2",0 + 18) . 

Ist z. B. gegeben G = 7530 kg, "'0 = 50 0 , T '" 0,80 130), SO ist der Ausschlag, 

bei dem die wagerechte Seitenkraft H am groBten wird, bestimmt durch 

Dem entspricht 

Damit wird 

cos<x = t· (0,6561 + VI8,4304) = 0,8247 . 

<X = 34 0 23' und sin", = 0,5648 . 

H rrutx = 7530 . 0,80 . (3 . 0,8247 - 2 . 0,6561) .0,5648", 3550 kg. 

Die gleichzeitige lotrechte Seitenkraft ist 

V = 7530· [I + 0,80· (0,8247 . 1,0619 - I)] "" 6780 kg, 

wahrend die groBte den Wert hat 

Vmax = 7530 . (I + 0,80·2· 0,3439) '" II 670 kg. 

Wird die Tragachse der Glocke gekropft, so daB die Lagerstellen dem Schwin­

gungspunkt etwa um den Betrag i = 0,30 naher131) riicken, so wird 

H 0 0,50 k 
max = 355 . 0,80 = 2220 g, 

das zugehorige 

das groBte 

V = 7530· (I - 0,50'0,124) = 7070 kg, 

Vmax = 7530· (I + 0,50' 0,6878) = 10 lIO kg. 

Bemerkt sei, daB jedes Glied des zweigliedrigen Schwingungssystems Glocke 
und Kloppel dieselbe Schwingung ausfiihrt, wenn ihre Schwingungspunkte iiber­
einstimmen132). 

16. Schwingungen fester Korper. 

Mathematisch leichter als die Pendelschwingungen sind die kleinen 
seitlichen Schwingungen zu behandeln, die ein mit der iiberall gleichen 

x dx dx 

~s s~ 
d'r 

I I 
I C I A' x ~ 
~ 

Fig. 230. Fig. 231. 

Spannkraft S angespannter Faden od. dgl. urn die Befestigungsachse AB 
ausfiihrt (Fig. 230). Solange die Schwingungen klein sind, kann die 
BandHinge dl = dx gesetzt werden, und die Kraft, die auf Zuruck-

130) Kopke nach Kofahl, Z. d. V. d. I. 1904. 
131) Bierling nach Schreber, D. p. J. 1908. 
132) Kaiserglocke des Kolner Doms, Veltmann, D. p. ,J. 1876; Hort, Tech­

nische Schwingungslehre, 1910. 
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fUhrung des kleinen Teilchens vom Gewicht q • dx in die Mittellage AB 
hinwirkt, ist die Mittelkraft der beiden an seinem Ende angreifenden 
Spannkrafte S. Sie ist nach dem Krliftedreieck (vgl. Bd. II, S.231) 

R = 2 . S·. sin d q; = S . d q; . 
2 

Nun ergibt die Fig. 231 ohne weiteres q; = ~~, also 

dy d 2 y 
dq; = d dx = dx2 ' d x , 

und damit wird 
d 2 y 

R = S . dx2 • dx . 

Diese Kraft erteilt dem Teilchen, auf das sie wirkt, die Beschleuni­
d 2 y 

gung p = dt2 und es gilt also nach Formel (70) 

R = q. dx • d 2 y • 
g dt2 

Durch Gleichsetzen beider Ausdrucke erhiHt man die Differential­
gleichung dieser Bewegung 

d 2 y 9 d 2 y 
-dt2 = c-· dx2 ' (182) 

worin abkfirzungsweisegesetzt worden ist 

c = -V s ~ g mjsk. 

Die Losung 133) wird dargestellt durch 

y = 11 (c. t + x) - 12 (c . t - x) , 

worin 11 und 12 zwei ganz willkiirliche Funktionen angeben. 
ist, da x und t voneinander unabhangig sind, 

dy, , at = c· 11 (c· t + x) - c· I. (c· t - x) , 

dy, , 
dx = I, (c . t + x) + 12 (c . t - x) , 

und hiernach 

d 2 y 2 I" ? I" -- = c· (c • t + x) - c·· n (c . t - x) dt2 ' •. , 

d 2 y Iff ) Iff dx2 = ,(c. t + x - 2 (c • t - x) , 

133) d'Alembert, Mem. de l'Acad. de Berlin 1747. 

(183) 

(184) 

Denn es 
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wenn beachtet wird, daB allgemein aus der Gleichung 

z = f(x) folgt "lz = f'(x) • dx. 

Nun ist nach Fig. 230 immer y = 0 fiir x = 0 und x = l. Es gilt 
also nach Formel (184) 

Schreibt man 

c . t - x = c . (t - :), 

so kaun man t f = t - ~ als neue Veranderliche auffassen und demo 
c 

gemaB aus der vorstehendcn Gleichung folgern 

y = 11 (c· t + x) - 11 (c. tf) = 11 (c. t + x) - 11 (c· t - x) . 

Entsprechend gilt 

11 (c . t + l) = 12 (c • t - l) = 11 (c • t - l) . 

Das heiBt: 11 ist eine periodische Funktion von der Periode 

2 ·l 
to = -- sk. 

c 
(185) 

Mit dieser Periode schwankt also das Band um die Mittellage AB 
der Fig. 230. 

Dasselbe kann auch aus der Anschauung an Fig. 230 hergeleitet 
werden: FUr jedes beliebige x ist y = 0, wenn sich das Band gerade 
durch die Mittellage AB bewegt. Geht man nun von A aus nach B, 
danll wieder zuriick nach A und von dort weiter llach 0, so kommt 
man auf diesem Wege 2 l + x ebendorthin wie auf dem Wege 
AB + BO = 2 l - x. Es gilt also in der Mittellage AB nach For· 
mel (184) sogleich 11 (2l + x) = 12 (2l - x) und ebenso fiir aIle ganzen 
Vielfachen von 2 l. Die Periode der Schwallkungen bestimmt sich 
demnach aus c· to = 2l. 

"Venn ein Punkt 0 der ganzen Lange l £estgehalten wird, dessen 
Lage so gewahlt ist, daB BO = i . AO oder auch umgekehrt ist, worin i 
eine ganze Zahl sein muB, so schwingt das Band oder die Saite derart, 
daB an jedem der i Teilpunkte ein Schwingungslmoten entsteht und 
in der Mitte zwischen ihnell je ein Schwingungsbauch. Die Schwingung 
der ganzen Saite liefert den Grundton, die Teilschwingungen die har. 
monischen Obert6ne. 

Beispiel 151. Ein Ledertreibriemen vom Einheitsgewicht )' = 0,95 kg/dm 3 

habe die freie Lange l = 4,53 m und soil mit der Spaunung (j = 27 kg/cm2 auf 
den Seheiben liegen. Es ist festzustellen, ob er richtig gespannt jst. 
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Man versetzt ibn dureh einige kriiItige Sewage in ·Quersehwingungen. Bei 
riehtiger Anspannung ist die Sehwingungsdauer zwischen zwei gleiehen Lagen auf 
derselben Seite der Mittellage134) nach den FormeIn (185) und (183) 

4l 
2 to = --- . (186a) 

1/8
/ 

Hierin ist einzusetzen 

8 = b • 8 • (J kg, q = b • 8 • 100 • 1~ kg/m, 

wenn beide Male die Lange 1 m, Breite b, Starke 8 in em gereehnet werden. Da­
mit wird 

1/ r 2 to = 0,404 . l • r ~ 
= 0,404 . 4,53 .~ = 0,343 sk. 

(186b) 

Es sind also in 3,4 sk 10 Doppelschwingungen zu zahlen, was am besten da­
dureh geschieht, daB man an dem ruhenden Riemen eine olgetrankte Federpose 
befestigt und ein Blatt Papier daran nach Befehl einer die Zeit messenden Person 
vorbeifiihrt. 

Das Verfahren ergibt den wirkliehen Spaunungswert nur naherungsweise, und 
Fehler von 10 v.H. kommen dabei leicht vor, wenn man nicht besondere Resonanz­
apparate benutzt135). Sind etwa z = 10,5 Doppelschwingungen in t1 = 3,4 sk 

t1 
gezahlt worden, so ist 2 to = z' also 

• (' Z )2 (10,5.4,53)2 
(J = O,loa • r' t;' l, = 0,163.0,95 • 3,4 = 30,7 at. 

Die obige Berechnung trifft auch dann zu, wen'h sich das Band 
mit der gleichformigen Geschwindigkeit v etwa nach derri Anfangs­
punkt A der Fig. 230 hin bewegt. Zur Zeit t ist dann die Entfernung 
eines anfanglich im Abstand AC = x befindlichen Punktes x' = x - v . t, 
und die Gleichung (184) geht damit fiber in 

Y = 11 [(c - v) . t + x] - 12 [(c + v) . t - x] . (187) 

Entsprechend dem Obigen ergibt sich fUr x = 0 

fr[(c - v) . t] = 12[(c + v) . t], 

und durch eine vollig gleichartige Rechnung folgt 

Y=/l«e-v).t+x)=/l«c-v).t- :~: .x). 

Da nun auch fUr x = Z Y = 0 sein muB,. so gilt weiter 

11«c - v). t<+ z) = 11 «c - v)· t - : ~: . z) , 

134) Die Formel wurde durch Versuche gefunden von Mersenne, ca. 1600, 
zuerst berechnet von Taylor, 1715. 

135) Skutsch, Zwei Vortrage iiber die Mechanik der Riementriebe, 1915. 
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d. h. 11 ist eine periodische Funktion mit der Periode 

c-v 2·c·l 
l+-+ ·l= + eve v 

und die Schwingungsdauer136) bestimmt sich aus 

2· c.z 
(c - v) • to = --­

c+v 
zu 

2·c·l l 1 
t= =--+--
o c2 - V2 C + V c - v 

(188) 

Da v hierin nur im Quadrat auf tritt, so ist die Richtung der Bewegung 
des Bandes ohne EinfluB auf die Schwingungsdauer. 

- g.S 
FUr v2 > c2 = -- verschwinden diese Seitenschwingungen, was 

q 
allerdings noch keinen ruhigen Lauf gewahrleistet (vgl. S.223). 

Der zweite Ausdruck fUr to ist gleichzeitig die Formel :!.3?) fUr die 
in Beispiel 42 erlauterte Dopplersche Erscheinung. 

Beispiel 152. Der Treibriemen des Beispiels 151 lauft" mit v = 22 mjsk urn; 
er ist im ziehenden Trum gespaIDlt mit 01 = 38 kgjcm2, im losen Trum mit 
all = 20 kgjcm2. Anzugeben ist die Zeitdauer der seitlichen Doppelschwingungen. 

Man erhalt aus Formel (188) 

4 . l 1 0,404 . l . V ~ 
2 to = -0- . -~ = -------- , 

1 - ( c) 1 - 0,0102 . v2 • : 

also mit den gegebenen Zahlenwerten fiir das ziehende Trum 

0404.453. 1 ;0.95 , , V38 
2 to! = 0 95 = 0,330 sk, 

1- 0 0102.222. -'-, 38 

und fiir das lose Trum 

0404 . 453' 1.J0.95 , , r 20 

1 - 0 0102 . 222 . 0,95 
, 20 

= 0,521 sk. 

1st 2 to beobachtet, so ergibt sich 

c = :t: . [1 + 1/1 + (22t; .vf] . (189) 

Da die Schwingungsausschlage infolge Resonanz (vgl. S.53) an einer be­
stimmten Stelle zwischen einem GroBt- und einem Kleinstwert schwanken, so 
kaIDl man die mehrfach wiederhoIten Perioden wahrend einer gewissen, mit der 

136) Skutsch, AIDl. d. Phys. u. Chemie 1897. 
137) Klinkerfues, Gottinger Nachr_ 1868. 
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Stoppuhr ermittelten Zeit sehr genau auszahlen und so die Spannung wahrend 
des Betriebes mindestens im Leertrum angeben. Die des anderen Trums laBt 
sich daraus nach Bd. II, S.24O berechnen. Wegen der Wirkung des AuspreB­
winkels laBt sich aber die Lange l nicht genau genug festlegen, so daB die Ge­
nauigkeit hOchstens 5 v.H. betragt. 

Eine haufig vorkommende Sehwingung entsteht, wenn etwa ein 
Gewieht G, das an einer Feder hangt, deren Gewieht im Verhaltnis zu G 
vernaehlassigt werden kann, aus seiner Gleiehgewiehtslage im Ab-
stand Xo bis zur Entfernung Xnlin von der Bezugsebene ~ 
angehoben und dann losgelassen wird (Fig. 232). 1st q 
die Kraft, die die Feder der Verlangerung odeI' Ver-
kiirzung um 1 em entgegensetzt, so gilt bei del' beliebigen 
Entfernung x des Gewichtes, die zwischen Xmin und Xo 
betragt, nach dem Satz von d' Alembert 

G d 2 x + G - g. dt2 + q. (xo - x) = 0 , (190a) 

worin die positive Kraftriehtung im Sinne del' Zunahme 

von x gerechnet ist, oder naeh Division durch !!.... 
g 

d 2 (xo - x) q . g + d t2 + (.r . (xo - x) + g = 0 , 

wofiir abkii.rzungsweise geschrieben werden kann 
d 2 x' 
(tri- + ci· x' + Cz = 0 . 

G 
Fig. 232. 

(190b) 

Die allgemeine Losung diesel' linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit unveranderlichem Storungsglied lautet naeh S. 29 

+ x' = + 0 1 • cos (C1 • t) + O2 • sin (C1 • t) + C: , (190c) 
C1 

worin 0 1 und O2 die bei der zweimaligen Integration eintretenden Fest­
werle sind. Denn die Differentiation dieser Gleichung liefert 

dx' Cf· 0 + dt = - 1· C1 • sm (C1 • t) + 2· C1 • cos (C1 • t) + 0 , 

d 2 x' 2 I 2 • + ~ = - 0 1 • c, . cos (c1 • t) - C2 • c, . sm (c1 • t) , 

und man erkennt, daB die Gleiehung (190b) dadureh erfiillt wird. 
Zur Bestimmung del' Festwerte beaehtet man, daB zur Zeit t = 0, 

also im Augenblick des kleinsten Abstandes Xmin die Geschwindigkeit 

~~' = 0 ist. Mit x' = Xo - x geht die Gleichung (190e) £li.r diesen 

Fall fiber in 
C2 

Xo - Xmin = + 0 1 • 1 + O2 • 0 + " , 
C1 
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und fur erster Differentialquotient lautet entsprechend 

o = - 0 1 • 01 • 0 + O2 • 01 • I . 

Die letztere Gleichung ergibt sofort O2 = 0 und die erstere 

°2 0 1 =xo - Xmin -". Damit erhalt man nach Einsetzen der Werte 
fur 01 und 02 01 

X = Xo - ~ - (xo - Xmin -~) • cos (t. Vg ~ q ) . (190d) 

Die Schwingungsdauer, nach der sich das Spiel wiederholt, ermittelt 
sich gemaB Formel (190e) durch den Ansatz c1 • t = 2 n zu 

2·n 
to = --. 

°1 

Nun ist ja 0 2 - L'l und damit wird 
1- G ' 

Setzt man hierin 
G = q. tg , 

(191a) 

(191 b) 

worin tg die in em gemessene Ausfederung ist, die das Gewicht G der 
Feder im Ruhezustand erteilt, so folgt mit z· to = 1 die Schwingungs­
zahl z in der Sekunde zu 

- 1 1/ g _ 4,985 
z-2.n· I Tu-7-;;-· 

Beispiel 153. Es sei gegeben ~ = 1 em, Xmiu = 12 em, Xo = 15 em. 
wird mit g = 981 em/sk2 q 

x = +13 - 2 . cos (31,321· t) 

und die Periode der Sehwingung betragt 

2;;r 
to = 31,321 = 0,2006 sek. 

Fig. 233. 

(192) 

Dann 

Den Verlauf der Schwingung in Abhangigkeit von der Zeit stellt die Fig. 233 
dar. Die Sehwingungsausschlage sind von der Gleichgewichtslage aus nach oben 
wesentlieh groBer als naeh unten. 
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1st das Srorungsglied der Schwingungsgleichung nicht unverander-
lich, sondern irgendeine Funktion F(t) der Zeit: 

d 2 x - + c2 • X = F (t) 
dt2 ' 

so iibernimmt man die schon S.29 gegebene LOsung der Gleichung 
ohne Srorungsglied und setzt nur die Unveranderlichen jener LOsung 
als noch zu ermittelnde Funktionen Mt) und 12(t) der Zeit an: 

x = 11' (t) • cos(c . t) + f2(t) • sin(c . t) . 

Durch Differentiation erhiUt man hierauB leicht, wenn abkiirzungsweise statt 
I(t) nur I geschrieben wird, 

:~ = - 11' e . sin (e' t) + cos(c . t) . ~: + f2 ' e . cos(e' t) + sin(e . t) . ~2, 
d 2t); dl dl d 21 - = - I . e2 • cos(c· t) - e . sin (c· t) • ~I - c' sin(e· t) • _1 + cos (e· t) • _1 
dtl 1 dt dt dtl 

- 12' e2 • sin(e· t) + 2· c· cos (e· t)· ~2 + sin(e· t) . C::~I 0 

Setzt man diese Ausdriicke in die gegebene Gleichung (193) ein, so geht sie iiber in 

. dl d 2 t dl - 2 0 e' sin(e 0 t) . _1 + cos(e' t) 0 __ 1 + 20 eo cos(e 0 t) 0_2 
dt dt2 dt 

d 21 + sin(e· t) 0 dt: = F(t) 0 

Da zur Bestimmung der .beiden Funktionen 11 und la zwei voneinander unab­
hangige Gleichungen notig sind, so kann man noch eine zweite willkiirlich ansetzen, 
am vorteilhaftesten 

~: . cos(e 0 t) + ~: . sin(c . t) = 0, 

deren Differentiation ergibt 

- dl1 • c' sin(c' t) + d 2tI • cos(e· t) + di2. e' cos (e· t) + d 1
/ 2. sin(c' t) = 0 

dt dt2 dt dt2 -

Subtrahiert man diesen Ausdruck von der umgewandelten Ausgangsgleichung, 
so folgt 

-e' sin(e· t)· dl1 + e' cos(e' t)· dt2 = F(t) 
dt dt' 

Man hat so zwei einfacheGIeichungen fiir die beidenDifferentiale dil und dis 
erhalten, deren Ausrechnung Hefert dt dt 

dill. di2 1 
(it = -c' sm(e· t) of(t) , (ii= +c' cos(c· t) ·F(t). 

Ihre Integration ergibt schlieBlich 

11 = - ~ .J F(t)· sin(e· t)· dt + °1 , 

f2 = +~·f F(t)· cos(e· t)· dt + 02' 
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Damit lautet die Losung der gegebenen Differentialgleichung (193) 

x = 0 1 , cos(c· t) + O2 , sin(c. t) + ~ . [ -cos(c. t)..r F(t). sin (c . . t)dt 

+ sin (c. t) ..r F(t) . cos (c· t) dt] (194) 

deren Festwerte 0 1 und O2 aus den Anfangsbedingungen bestimmt 
werden miissen. 

BeiSpiel154. :Rei del' Anordnung nach Fig. 232 werde die obere Befestigungs­
stelle del' Feder etwa durch ein Kurbelgetriebe mit langerSchubstange auf- und ab­
bewegt mit del' gleichbleibenden Winkelgeschwindigkeit w, so daB del' Ausschlag 
betragt y = r . sin(w . t).·. Zu untel'suchen ist die entstehende Schwingung des 
Gewichtes G. 

Es wirkt jetzt auf den angehangten K6rpel' meht mehr die Federkraft q' x', 
sondern q . (x' - y), worin x' hiel' den Ausschlag der Feder aus ihrer Gleich­
gewichtslage angibt. Die Schwingungsgleichung lautet dann 

G 112x' , . ( ) _·_-+q·x =q·r·smw·t. 
g dt2 

Ibre L6sung ist nach Formel (194), wenn vorlaufig abkiirzungsweise geschrieben 
wird, 

c = ±l/i-:-j 
1 • G ' 

x' = +~. [-COS(C1 ' t) .j'sin(c1 • t)· sin(w' t)· dt + sin(c1 · t)· (COS(C1 ' t) 
S . 

. sin(w . t) . dt 1 + 0 1 , cos(c1 • t) + O2 , sin(c1 • t). 

Die beiden noch auf der rechten Seite stehenden Integrale ergeben sich leicht 
durch zweimalige Anwendung del' teilweisen Integration (Bd. I, Formel 100) 

Ju· dv = U· v - Jv· du 

und es folgt so 

odeI' 

[- COS 2 (C1 ' t)· sin(w' t) + ~. cos(c1 ' t)· sin(c1 • t)· cos(w' t) 

-sin2(c1 · t)· sin(w' t) - ~. sin(c1 · t)· cos(S . t)· COS(w' tll 
c1 + 0 1 • -cos(c1 . t) + U2 • sin(c1 • tl 

x' = -9~2 . sin(w' t) + 0 1 • cos(c1 • t) + O2 , sin(c1 • t) . 
w· - c, 

, . dx' 
Als Anfangsbedingungen seien gegeben fiir die Zeit t = 0: x = 0 lmd -- = 0, 

dt 
ferner w . t = 'P, worin 'P eine beliebige Anfangsstellung der Antriebskurbel ist. 
Man differentiiert zunachst noch 

dx' c2 ' W • " 
- = ---' cos(w' t) - 0 . c . sm(c . t) + 0 . c . coste . b) dt {J)2 _ ci 1 1 1 2 1 1 
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und erhalt jetzt mit den Anfangswerten 

o = ~ . sinrp + 0 , . 1 + O2 .0, 
W - C, . 

c ·w o = f----, . cos rp - 0 1 • C, • 0 + O2 , c2 • 1 . 
w - c, 

Damit wird schIieBlich der Ausschlag 

Xl = +~ . (sinrp. cos(c, . t) + ~. cosrp' sin(c, ' t) - sin(w' t))' 
ci - w c1 

oder, wenn die Werte ftir c, und c2 wieder eingesetzt werden, 

209 

Xl = 1 _ ~. fSinrp . cos (t. y'Q) + W' yg ~ q 'cosrp' sin (t. Vg ~ q) - sin(w' t)l· 
g'q 

Die ersten beiden Glieder der Klammer ergeben die Eigenschwingung des an­
gehangten Korpers nnd das Ietzte Glied die erzwungene Schwingung, die hier 
zeitIich mit der Antriebsschwingung tibereinstimmt; freilich ist ihr Ausschlag 
nicht mehr r, sondern groBer. Die Produkte del' Zeit t heiBen die Schwingungs­
zahIen oder Frequenzen der EinzeIschwingung, denn sie geben nach Formel (191 b) 
an, wievieI ganze Schwingungen in einer Sekunde ausgefiihrt werden. 

Werm die Schwingungszahl w der erzwungenen Schwingung klein ist gegen-
;--

tiber der der Eigenschwingung c, = Vg ~ q , so verschwindet im Nermer des den 

AusschIag angebenden Ausdrucke8 vor der Klammer das zweite Glied gegen­
tiber 1: Die Schwingung stimmt der GroBe nach mit dem Ausschlag del' An-

r 

__________ 1 ___________ _ 

Fig. 234. 

triebskurbel liberein. Die drei EinzeIschwingungen sind in Fig. 234 aufgetragen 
und setzen sich zu der kraftiger ausgezogenen Gesamtschwingung durch Addition 
der drei Hohen zusammen. 

Wird w groBer, so vergroBert sich auch der Ausschlag der Schwingungen, 
insbesondere des zweiten AnteiIes dcr freien Schwingungen. Die Ausschlage 

werden sehr groB, werm w C'0 V g ~ q ist. Den Fall der genauen Ubereinstimmung 

bezeiehnet man aIs Resonanz, wo die Ausschlage rechnerisch unendlich groB 
ausfallen, wenn auch der Antriebsausschlag seIbst recht klein ist. 1m allgemeinen 
muB dieser Fall peinlich vermieden werden auBer etwa beim AnIaufen einer Ma­
schine, wenn sie so schnell tiber den Resonanzbereich hinwegkommt, daB die Zeit 
zur AusbiIdung der gefahrlichen Schwingungen fehIt. 

Beispiel 155. Beim genauen Auswuchten der Wellen nnd Rader von Dampf­
turbinen IaBt man die Welle absichtlich mit einer Winkelgeschwindigkeit w um-

Stephan, Technische Mechanik. III. 14 
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laufen, die der nach F ormel (192) berechneten Eigenschwingungszahl der die 
Lager haltenden Fedem entspricht, damit Resonanz auftritt und so die kleinen 
Mangel der Auswuchtung sich durch die dabei auftretenden starken VergroBe­
rungen der Ausschlage moglichst deutlich bemerkbar machen. 

Imaginiire Zahlen.· Das Quaqrat einer positiven oder negativen Zahl ist 
stets eine positive Zahl: -

(+a)2 = (-a)2 = a2 . 

Infolgedessen ergeben nur Quadratwurzeln aus positiven Zahlen reelIe Werte. 
Jedoch bnn etwa bei der Auflosung einer quadratischen Gleichung, deren Zahlen­
werte beliebig oder auch nach einem bestimmten Gesetz veranderlich sind, die 
Ausrechnung von ya2 - b2 verlangt werden, wobei b> a ist. Man setzt an 

ya2 - b2 =1'-d=¥+d·R = c·i. 

Hierin ist c = ~ a2 und i = R. 
Zahlen, die mj.t diesem Ausdruck i multipliziert sind, nennt man imaginiire. 

Ausdriicke, die aus einer reelIen und einer imaginaren Zahl zusammengesetzt 
sind, heiBen komplexe Zahlen, wie etwa a ± b· i. 

1st die Gleichung gegeben 

a+b'x=o<+,8'x, 
worin x eine beliebige feste oder auch veranderliche Zahl ist, so gilt ja a = oe 
und b = ,8. Entsprechend ergeben sich aus der Gleichung 

a+b·i=o<+,8·i 
die beiden 

a = eX, b =,8. 

Die gebrauchlichen Rechenoperationen mit komplexen Zahlen ergeben im 
alIgemeinen wieder eine komplexe Zahl: 

(a ± b • i) ± (c ± d • i) = a ± c ± (b ± d) . i , 
(a ± b· i)· (c ± d· i) = a' c - b· d ± (a' d + b· c)· i, 

dagegen (a + b ·i)· (a - b ·i) = a2 + b2 , 

aber wieder 

a ± b . i (a ± b· i)(c =f d· i) a' c + b· d b· c - a' d • 
c ± d·i = (c ± d·i),(c:fd·ij- = ~d2-- ± c2 + d2 , •• 

Man kann hiemach umformen 

(coso< ± i . sinoe) . (cos,8 ± i . sin,8) 
= cosoe . cos,8 - sinoe . sin,8 ± i· (sino< . cos,8 + cosoe . sin,8) 
= cos(o< + fJ) ± i . sin(oe + fJ) • 

Ein entsprechender Zusammenhang laBt sich ffir drei und mehr Winkel oe, ,8, l' ..• 
angeben. Setzt man jetzt aIle Winkel einander gleich zu oe, so wird 

(coso< ± i . sino<)n = cos n . oe ± i . sin n. 0<. (195) 

Es laBt sich leicht zeigen, daB diese Formel auch ffir beliebig gebrochene und 
negative Exponenten n gilt. 

Entwickelt man die linke Seite der Gleichung (195) nach dem binomischen 
Satz (S. 193), so ergibt sich 

cos n • oe + i . sin n • 0< = + cosn oe ± i . ~ . cosn - 1 0< • sin oe 
1 

n . (n - 1) n . (n - 1) • (n - 2) + (-I)· --1-' 2--' cosn- 2 0<' sin2 0< =f i. --I~---' cosn - 0<' sin3 0e + . 
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und man erhlHt daraus die beiden Gleichungen 

, n· (n - 1) . 9 

cos n· a = + cosna - ----y-:-2--· cosn- 2 a· SIn" a 

n· (n - 1) • (n - 2) • (n - 3) _ . + 1.2.3.4 ·cos" 4 a · sm'a- ... , 

n ' n . (n - 1) . (n - 2) 
sinn· a = T . cos .. -1a· sina - 1.2.3 . COS,,-3 a . sin3 a + ... 

Wird jetzt a in ~ umgewandelt und schlieBlich n = <Xl angenommen, so wird 
n 

. a a 
sm - "'­n n' 

und das zweite Glied der ersteren Reihe geM z. B. iiber in 

n (n 1) 
n(n - 22 . C08 .. -2 ~ . sin" ~ = 'it"J!1: - 1) . 1 . ('~)2 =_'ii. n - n . a 2 

1·2 n n 1·2 ,n 1·2 

1 . (1 - 0) a 2 

== 1 . 2 . a 2 = 1 . 2 . 

Man erhiilt so 

a 2 (X4 

cosa = 1 - N + 1.2.3.4 - ... , 

, a a 3 ",5 

sma = T - -1-.-2~ + 7'1-.-OC2-.~3-.~4-'~5 
worin auf der rechten Seite '" in BogenmaB zu nehmen ist. 

Ebenso laBt sich nach dem binomischen Satz entwickcln 

(' X')" n X n·(n-l) (X)2 
l+n =1+T'n+~-' n. + ... 

und wenn wieder n = <Xl gesetzt wird, 

oder fUr x = 1 

( X')" X x 2 
1+- =1+-+-
. n, 1 1·2 

n = 00 

(196) 

(197) 

(198) 

(198a) 

(198b) 

Die Ausrechnurrg der letzteren Reihe er~bt den Zahlenwert der Basis der naWr­
lichen Logarithmen: 

e = (1 + ~ r = 2,71828 ..• , n, 
n = 00 

Verwandelt man jetzt etwa n in~. 80 wird e = (1 + ~)~ oder nach Er-
x ,n 

hebung in die x" Potenz n ~ 00 

( x')'n X x 2 x 3 

e"= l+n =1+T+l-2'+-~+··. (199) 

n=oo 

14* 
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Durch Vergleich dieser Reihe mit den beiden (196) und (197) erhiilt man 
die Beziehung 

oder 

cos 01: +i· Bin 01: = ei .", , 1 
COBOl: - i· sinOl: = e- i • '" ,f 
COSOI:=!' (ei .", + e- i .",) , 1 
. 1 i "f SlDOI:= 2.i .(e·"'-e- i .",). 

(200) 

(201) 

Man kann hiermit imaginare Ausdriicke wieder auf reelle zurUck£iihren. Bei 
vielen Rechnungen ist der Durchgang durch das imaginare Gebiet nur eine 
Zwischenoperation. 

Wird dieselbe Anordnung wie in Fig. 232 wagerecht auf einer festen 
Unterlage angebracht (Fig. 235), so lautet die Ausgangsgleichung unter 
sonst gleichen Umstanden 

G d 2 x 
- '" . G - - • - + q . (x - x) = 0 g dt2 0 • 

Sie unterscheidet sich von der ersten dadurch, daB das Storungsglied 
den Faktor - '" erhalten~hat, und die L6sung ist demnach 

-",.G ( fl. G ') (VM) "x = Xo +~-q- - ,xo -Xmin + -q- . cos t· -0' (202 a) 

Bei der Riickwartsbewegung, nachdem der groBte Abstand xmax 
erreicht ist, kehrt sich aber die Richtung von ",. Gum, und in der-

q'(xo-X} 

~G~ 
;u:iiUYd 

q"(xo-x) 

~~ 
;:GG~ 

Fig. 235. Fig. 236. 

selben Stellung x wie oben gilt die Bezeichnung der Fig. 236. Denn die 
jetzt auf Zusammendriicken beanspruchte Feder wirkt der Bewegung 
entgegen, also in derselben Richtung wie bei Fig. 235; der K6rper wird 
bereits verz6gert, so daB p negativ ist, und die Erganzungskraft ist 
entgegengesetzt zur Bewegung einzutragen. Die Ausgangsgleichung 
lautet somit 

G d 2 x + It . G - - • - - + q. (xo - x) = 0 . 
g dt2 " 

Es hat sich also das Vorzeichen von II geandert, und fiir die Ruck­
wartsbewegung gilt jetzt 

/t·G (" ",.G) (11M) X=Xo ---q-- Xo-Xmin--q- . cos t· 1-0' (202 b) 
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Der Verlauf der Schwingungsausschlage in Abhangigkeit von der 
Zeit stellt die Fig. 237 dar. Die Periode bleibt unverandert, aber der 

Ausschiag nimmt nach jeder vollen Periode um 2, ,u ,G ab, so daB die 
q 

Schwingung ziemlich schnell gedampft wird. Sie kommt zur Ruhe. 
- fl' G sob aId der Hochstausschlag einer Periode ± x' < ± -- wird. 

q 

r--- ----------------------~~qG 

'" -x _!i'G - ---1 ""6 
" min q 

~{J / ~-r"-~ 
q j~~~:',~~,!~/------r-----~ 

: it" I fto 

Fig. 237. 

1m allgemeinen versteht man jedoch unter gedampften Schwin­
gungen solche, bei denen die die Bewegung hindernde Kraft der Ge­
schwindigkeit entspricht, etwa dadurch, daB der bewegte Korper oder 
ein Teil davon sich in einer mehr oder weniger zahen Fliissigkeit be­
findet. Die Normalform der Schwingungsgleichung fill diesen Fall 
lautet ohne Storungsglied138) 

d 2 x dx 
elt2 + C1 ' -elt + C2 ' x = O. (203 a) 

Zur Losung derartiger homogener Differentialgleichungen setzt man 

x = ey· t , 
dx 
dt =y,ey · t , 

([2 x 2 • 1 • t --- = Y . eY 
dt2 ' 

Durch Einsetzen in die Ausgangsformel erhiilt man eine quadratische 
Gleichung, deren beide Ergebnisse sind 

Y1 = - ;1 + V ( i ) 2 - C2 , Y2 = - i - l!' ( ;1 ) 2 - c2 . (203 b) 

Jeder dieser beiden Werte liefert ein sogenamltes Teilintegral der 
Gleichung (203 a), und das allgemeine wird, da die Integration eine 
Summierung ist, durch Addition beider erhalten: 

x = C1 ' e y, · t + C2 ' eY'.t. (203 c) 

1st die WurzelgroBe der FormeIn (203b) reell, so sind beide y nega­
tiv, und jedes eY ' t ist demnach ein echter Bruch: Der Ausschiag x 

13") v. Humboldt, 1819. 
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hat einen einzigen bestimmten Wert; es tritt gar keine Hin- und Her­
schwingung ein. Auch wenn die Wurzelgro13e 0 ist, kommt noch keine 
Schwingung zustande, sondern der Korper nahert sich aperiodisch seiner 
Ruhelage. Die LOsung lautet in dem Fall 

" --·t 
x = (01 + O2 • t) . e 2 (203 d) 

1st die Wurzel imaginar, so nimmt die LOsung die Form an 
x = 01' e(-a+b.,).t + °2 , e(-a-b.,).t 

= e- a • t • (°1 , e+ b . i • t + °2 , e-b-i.t) 

oder mit Hille der Formeln (200) 

x = e- a • t • [(01 + °2), cos (b. t) + (01 - °2), i· sin(b. t)]. (203 e) 

Nimmt man jetzt die Anfangsbedingungen ffir t = 0 hinzu, etwa 

x = a und d1x = 0, so wird 
c t 

a = 1· [(01 + 02) . 1 + (01 - °2), i] = 0, 
also 

Ferner folgt aus 

dx = -a. e- a • t • [(01 + °2), cos(b. t) + (01 - °2), i· sin(b· t)] 
dt 

+ e - a· t • [ -b (01 + 02) • sin (b . t) + b • (01 - 02) • i . COS (b . t)] 

o = - a· 1· [(01 + 02) . 1 + 0] + 1 . [0 + b· (01 - 02) . i· 1] , 

also 

Mit den richtigen Werten ffir a und b gilt demnach 

- ~'./ [01 (Vi (01)2,) (~r . ( 1/ (01)2)' 
x= e - " - 2 . cos t· °2 - 2" - 1/

02 
_ ( i ) 2 • sm ,t. / °2 - 2, , (2 

Diese Gleichung laSt sich noch umformen, indem man setzt (S. 56) 

(203 g) 
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Es wird dann 

X= -r.e-~·t,sin(qJ+t·V::---(ir)· (203h) 

Zur Aufzeichnung dieser Kurve zeichnet man zuerst die um den 
Winkel qJ aus der Nullage verschobene Sinuslinie I der Fig. 238 vom 

2n 
graB ten Ausschlag r und der Peri ode to = - ---=C_--, -~. Dann wird 

li c2 - (i r 

Fig, 238. 

nach den Angaben in Bd. I, S. 147 die Exponentiallinie II gezeichnet. 
Fi'Lr eine beliebige Stelle ,t ist dann die Hohe x = XI • XII oder gilt die 
Beziehung 

X XII 
XI = -1-' 

Man schlagt also mit XI einen Viertelkreisbogen bis zur t-Achse, tragt 
von der Stelle taus die Strecke 1 im MaBstab der Hahen nach derselben 
Seite ab und zieht jetzt durch den Endpunkt des Viertelkreises eine 
Parallele zu der Verbindungsgeraden der Enden von XII und 1. Sie 
schneidet auf der betreffenden Ordinate die Strecke X abo 

Zwei Ausschlage, zwischen denen eine volle Sclnvingungsdauer liegt, 
-~.t ' 

verhalten sich wie I : e 2 . Man bezeichnet hierin i als die log-

arithmische Abnahme der gedampften Schwingung. 
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Beispiel 106. Anzugeben sind die Bewegungen eines freien Dampfmaschinen­
reglers, dessen bewegte Teile das Gewicht G = 97 kg haben, das hier mit der 
Muffe vereinigt gedacht werden kann, und der mit einer Winke1geschwindigkeit 
umlauft, die mit dem Muffenhub hmax = 10 cm linear von COmln = 8,09 . bis 
COrnax = 8,65 1jsk zunimmt, so daB sein Ung1eiohformigkeitsgrad betragt 
lJ=2. COmax-COmin =~. 

Wmax + COmln 15 
Befindet sich die Unterkante der Muffe anfanglioh um 11,1 von der unteren 

Begrenzung entfernt, der die Winke1geschwipdigkeit WI entsprioht, und findet 
jetzt plOtzlioh eine Ent1astung der Maschine stcatt, so daB die Winke1geschwindig­
keit COz wird, wozu der Abstand hz gehort (Fig. 239), so ist mit guter Annaherung 
bei den meisten Reglern die Verstellkraft PI> die in einer beliebigen Stellung 11, 
auf dem Wege zwischen 11,1 und hz auf die Muffe wirkt, dem Abstand x = hz - 11, 

Fig. 239. 

von dar Gleichgewichtslage entsprechend; 
der betreffende Faktor betrage p = 20 
kg/dm. AuBerdem wirkt eine Olbremse 
auf die Muffe ein, deren Kraft der Ge­
schwindigkeit der Verstellung entspricht. 

Die Differentialgleichung der Beweg­
ung 1autet also 

G dZh dh 
p • (ha - h) - g' dt2 - q . (it = 0 

oder mit 11, = 11,2 - x gemaB Fig. 239 

G (j,2x dx 
g' dt2 + q • (it + p . x = O. 

Die allgemeine Losung gibt die Formel (203c) an. Nun wird die Olbremse so 
eingestellt, daB die Wurzelausdriicke der Gleichungen (203b) gerade veIlSchwinden 

also kein Oberregeln und Pendeln eintritt. Dem entspricht (i) 2 = ca, also 

y = - 11 p~ g = - 1I2009~ 9,81 = - 4,49 1/sk 

und 
G l/P·G 1/200.97 q = c1 • g = + 2 • V-g - = 2 V 9,81 = 44,6 kg . skim. 

Die Formel (203d) gibt die hier zutreffende Losung 

x = (01 + Gz ' t)· eH ". 

Setzt man hierin wieder ein x = ha - 11, und fUr den Anfang t = 0, 11, = h. und 

:; = 0, so ergibt sich leicht139 ) 

11, = ha - 11,1' (1 - y' t)· e+ Y". (204) 

Die Zeitdauer der einfachen Schwingung eines freien Reglers, die unmittelbar 
gemessen werden kann, ist 

t:= -!!.. = 0,70 sk. 
- y 

Hat die Gleichung der gedampften Schwingung ein Storungsglied, 
das eine beliebige Funktion der Zeit sein kann: 

d 2 x (lx 
dt2 + c1 ' dt + c2 , X = F(t) , (205) 

139) Riilf. Z. d. V. d. I. 1902. 
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so setzt man wieder die Lasung der Gleichung ohne Starungsglied als 
Grundform an und macht die Festwerte von t abhangig. Eine der La­
sung der Differentialgleichung (203) genau entsprechende Rechnung 

liefert mit c = -V c2 - (i ) 2 

( -~+C'i).t (-!!"'-C.i).t 1 (-~+C'i).t 
X = a1 • e 2 + a2 • e 2 + - . e 2 

c 

Mit Hilfe der Formeln (200) gebt dieser Ausdruck wieder iiber in 

x = e - ~' ·t . [a~. cos(c. t) + a~. sin (c. t) + a;. (- cos (c. t) . 

IF (t) . / ~ .t. sin(c. t) . at + sin(c· t) . fF (t) . e + ~ ./. cos (c . t) . llt)] , 
worin die 0' neue Festwerte darstellen122). 

1st wieder F(t) = r . sin (w . t), so ergibt eine Rechnung 140), die der . 
in Beispiel 154 durchgefiihrten vallig entspricht, daB die durch das 
dritte Glied der dortigen Endformel dargestellte erzwungene Schwingung 
jetzt gegeben ist~ durch 

x = a~ . sin (w . t + cp) . (206) 

Diese Teillasung muB ja die Ausgangsgleichung (205) erfiillen. Be­
rechnet man also erst 

dx a' ( ) d 2 ;r; a' 2 • ( ) - = 3' W • cos w· t + cp, -- = - 3' W • sm w . t + <p at at2 

und setzt diese Werte in Gleichung (205) ein, so lautet sie 

a; . (c2 - w 2 ) • sin(w . t + <p) + a; . w . c1 • cos (w . t + <p) = r • sin (w . t) . 

Wird hierin t = 0 gesetzt, so geht sie fiir den Anfang der Bewegung 
tiber in 

a; . (c2 - w 2 ) • sin <p + a; . w . c1 • cos rp = 0 , 

und die Phasenverschiebung der Bewegung des Korpers gegentiber der 
der Befestigungsstelle folgt aus ' 

w· c1 tg<p = ------ . 
c2 - w 2 

(207) 

Last man andererseits die Funktionen der Winkelsummen w . t + cp 

140) Poisson, Mecanique, II. Auf I., 1833. 

(205a) 
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nach Funktionen der Einzelwinkel auf (Bd. II, S. 35), so erhalt man 
nach Division durch sin (w . t) . cos q; 

C;· (c2 - w 2) • [1 + cotg(w . t) . tgq;] + C3 • W· C1 • [tg(w . t) . tgq;] 

= _T_ = T' -Yl+ tg2 q; . 
cosq; 

Wird hierin tgq; aus Formel (207) eingesetzt und cotg(w . t) = tg(w . t) 
= 1, also der Winkel 45 0 gewahlt" so liefert eine einfache Umrechnung 
den Ausschlag unabhangig von den Anfangsbedingungen zu 

C. _ T 

3 - y(c2 _ W 2)2 + (w . C1)2 • 
(208) 

Das Ergebnis 141) ist, daB diese gedampften Schwingungen zwar 
dieselbe Periode haben wie die storenden Krafte, daB aber eine Phasen­
verschiebung q; gegenftber der anstoBenden Bewegung eintritt, jedoch 
keine Resonanz. Denn fiir w = c2 , dem Fall, in dem bei freien Schwin­
gungen Resonanz stattfindet, ist der groBte Ausschlag der erzwungenen 

Schwingung C; = _r_ und tglP = -00, dem q; = -90 0 entspricht. 
c1 • W 

. Solange die Dampfung besteht, bleibt x endlich. Den GroBtwert des 

Ausschlages erhalt man, indem man _ddC; = 0 setzt (Bd. I, S.68), aus 
W 

.3 Jl (- ~-Tr· [(C 2 _W2)2 + w 2 • c;]. [-4· w· (c2 - W)2 + 2· ci· w]' = O. 

Die Gleichung wird erfiillt durch w = 0, was keine Bedeutung hat, und 

ll---~ ----e 
w = IC2 - 2 c,. 

Damit wird der groBtmogliche Ausschlag 

Die Phasenverschiebung kann je nach der -GroBe von w zwischen 0 
bis 180 0 betragen (Formel 207). 

1st die anstoBende Schwingung ihrerseits gedamp£t, also durch die Gleichung 

F(t) = e-','" sin(w' t) 

dargestellt, so betragt im Resonanzfall die Phasenverschiebung nur dann 90°, 
wenn c3 = C1 ist (und natiirlich fiir C3 = 0), sonst treten andere Phasenverschiebun­
geIi auf122). 

Sind bei der ungedampften Schwingung die Riickfiihrungskrafte nicht ein­
fach den Entfernungen von der Mittellage entsprechend, sondern hat man bei 
unsymmetrischen Schwi'lgungen 

d 2 x 
-2- + C1 • X - c2 • x 2 = 0 bzw. r . sin(w . t) 
elt 

141) Herschel, Encyclopaedia metropolitana 1830. 
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und bei symmetrisohen 

d 2 x 
--2 + CI • X - Cs . XS = 0 bzw. r· sin(w . t) , 
dt 

219 

so ist eine annahernde Losung mit lIilfe von elliptischen Funktionen moglioh, 
falls c2 bzw. Cs klein gegeniiber ci sind 122). 

Die weitere Erorterung dieser pseudoharmonischen Schwingungen muB hier 
unterbleiben. Sie konnen nur unterhalb der im Fall der harmonischen Schwingung 
auftretenden Resonanz praktische Verwendung finden, weil bei Betrieb iiber der 
Resonanz die Periode der Bewegung unter Umstanden leioht verloren geht. 

Beispiel 157. Da hei einer plOtzliohen Entlastung der Masohine die Winkel­
geschwindigkeit w der Reglerspindel in Beispiel 156 zunachst steigt, bis die Riick· 
wirkung des Reglers auf die Dampfverteilung eintritt, so bewegt sioh der zur 
Hohe h2 der Fig. 239 gehorige Reglerpunkt mit einer gewissen Geschwindigkeit VI 

naoh oben. Bei einer entspreohenden Mehrbelastung tritt natiirlioh das Um­
gekehrte ein. Anzugeben ist seine dadurch geanderte Bewegung und die Wechsel­
wirkung zwischen RegIer und Masohine. 

1st wieder hI die Hohe des Reglerpunktes zu Beginn der Entlastung t = 0 
naoh einer Periode unveranderliohen Betriebes, so gilt h2 = hI + VI • t, und die 
Bewegungsgleichung lautet 

G d 2hdh + - . -. + q. - + p . 11, = 1) • (hI + VI • t) . 
g dt- dt 

Die Losung 139) ist die in Beispiel 156 gegebene mit Zufiigung des Gliedes 

2·0 
hI + VI . t + --!, 

Y 

wie sich leicht aus der zu Formel (204) fiihrenden Gleiohung ergibt. Es ist also 

(209) 

o _______ _ ___ .-__ -,~---, 

Fig. 240. Fig. 241. 

In Fig. 240 stellt die schrage Gerade den Verlauf der Drehmomente der mit 
n = 80 Umdrehungen in der Minute umlaufenden Maschine in Abhangigkeit vom 
Reglerhub h dar. Findet jetzt. plotzlich die Entlastung der im Hochstfalle 
N max = 700 PS leistenden Maschine von 

560 
M t = 716,2 . 80 = 5080 mkg, 

dem die Hiilsenstellung 
700 - 560 

hI= 700 ·10=2cm 
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entspricht, auf 
375 

M2 = 716,2. 80 = 3360 mkg 

statt, dem die Hiilsenstellung h~ = 5 cm entspricht, so ergibt sich das Besehleuni­
gungsmoment Mp = Ml - M 2 • 

Da nun der RegIer den Antrieb der Maschine nur wahrend der verhaltnis­
maBig kleinen Fiillungszeit beeinflussen kann, so kann man vorlaufig zur Ver­
einfaehung ohne groBen Fehler annehmen, daB die zu Beginn des Hubes vor­
handene Hiilsenstellung maBgebend fiir die GroBe des wahrend dieses Hubes 
(von 8 = 1 m Lange) wirkenden mittleren Drehmomentes. Hat das Schwungrad 

#·G·D2 . 
der Maschine das Tragheitsmoment J = 4 = 2250 mkg . sk2, so gIlt • g 
also fiir den ersten Masehinenhub gemaB Formel 

elw Mpl 
B=(it=7' 

und die Integration liefert 
Mpl 

w-w1 =----y-·t. 

Ferner ergeben die Figg. 239 und 240 mit 

_ Wmax - Wmin _ 0,56 _ 5 6 1/ . k 
Co - hmax - 0,1 -, m s 

W - WI = (hm - hI) • Co • 

Durch Gleichsetzen folgt also 

worin 

11,,,, = hI + -J1l!P l - t = hI + V 2 - t, 
- Co 

(210) 

die Geschwindigkeit des auf der Reglerachse beweglichen sogenannten Motor­
punktes ist, der der jeweiligen Masehinengesehwindigkeit entspricht und dem 

. 2·80 
also der Reglerpunkt zustrebt. Am Ende der Hubzelt t" = 60-- = 0,375 sk 

hat also der Motorpunkt die Hohe 

11,"'2 = 2 + 14·0,375 = 7,25 em 

erreieht; seine Bahn wird dargestellt durch die Gerade MIM2 der Fig. 241. 
Die zugehorige Bahn des Reglerpunktes kann berechnet werden aus der 

Gleiehung (209), wenn darin jetzt statt Vl die Geschwindigkeit V 2 eingesetzt wird 
und die Festwerte 0 1 und O2 aus den Anfangsbedingungen fiir die Zeit t = 0; 

11, = hI und ~l~ = 0 bestimmt werden. Dem so erhaltenen Reglerpunkt R2 ent-
dt 

spricht ein kleineres Drehmoment M(, also das Beschleunigungsmoment JJ;lp'li 
= M( - M 2 • Damit liefert die Formel (210) eine andere Neigung vm2 der Motor­
punktbahn, der die Endhohe ham zugehort. FUr den Reglerpunkt gilt wieder die 

Gleichung (209), jedoeh ist jetzt die Anfangsgesehwindigkeit :~ = V'2' die er­

halten wird, indem man in R2 die Tangente an die Reglerbahn zieht; ferner ist 
die Anfangshohe 11, = 11,'2 und schlieBlich VI = V m2 • Wird diese Gleiehung nach t 
differentiiert und setzt man dann die Grenzbedingungen ein, so folgt fiir den 
zweiten Hub, wo Motor- und Reglerpunkt getrennte Bahnen haben, 
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_ 2,,;. t [ 2. '" ] + e t, . V'2 + Vma + T· (hra - hma) • 

1m allgemeinen hat die genaue Bahn des Reglerpunktes wenig Interesse; es 
geniigt die Kenntnis der Endhohe und der dortigen Neigung. Man hat also in 
die vorstehenden Gleichungen t = tn unveranderlich zu setzen, da der gebrauch. 
liohe Ungleiohfl>rmigkeitsgrad des Sohwungrades die Hubdauer tn praktisch un· 
veranderlioh halt. Es kann noch gemaB Fig. 241 umgeformt werden 

_ Mp2 _ (h _ h ). Mmax - Mmin • hmax 
vm2 - J. 00 - 2 ,a hmax J. (COmax - comin) 

_ (h _ h ). J. COmax - COmin _ h2 - har 
- a ra· Mmax - Mmin - td • 

Hierin bedeutet 
td = J. COmax - COmin = 2250 . 0,56 = 0,201 sk 

Mmax - Mmin 6270 

die Zeit, die zum'Durchgehen der Masohine bei volliger Entlastung gebrauoht wird. 
Setzt man jetzt abkiirzungsweise 

C = 2· "'. ~ == 2· "'. 0,375 = 3 365 
I tr 0,70" 

ca = e- C, = 0,0347 , 

_ 1 - 0 •. (1 + ~) _ 422 1/ k 
Cs - ttl -, s , 

C4 = ! .. [Ca· (1 + .!) + 1 - .!] = 0,859 l/sk, 
ttl 01 °1 

c5 = 0a . tn = 0,0130 sk, 

0'· ° c6 = ~ = 1,047 l/sk, 
tn 

so folgt schlieBlich 
c7 = 0a(1 - e1 ) = -0,0821, 

hrs = hra + os· (hma - hra ) + c4 • (ha - hra ) + 05 • Vr• , 

vTs = c· (hm2 - hra) + cs • (h. - hTa ) + 07 • V's. 
(211) 

Die Gleichungen konnen sinngemaB fiir aIle Hiibe der Reihe nach benutzt werden. 

Nun hat der RegIer einen gewissen Unempfindlichkeitsgrad III = 4~' d. h. 

die Winkelgeschwindigkeit, bei der der RegIer zu wirken beginnt, ist nicht co, 
wie bisher vorausgesetzt, sondern infolge der verschiedenen Reibungswiderstande 

(J) ± A(J) = co • (1 ± ~), je nach der Richtung der Geschwindigkeitsanderung. 

Dieser Gesohwindigkeitsabweichung entspricht auch eine ganz bestimmte Hohen· 
abweichung 

Ah = ±A co. hmax = ±~. hmax = ± Ill· hmax 
(J)wax - COmin 2 COmax - (J)min· 2 . Ils 

OJ 
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worin 
<1 _ Wmax - Wmin 0,56 1 

2 - Wm = 8,37 = 150 

der Ungleiehformigkeitsgrad des Reglers ist. Damit wird 

150·10 
Ah=±~ =±1,87 em, 

d. h. der Reglerpunkt in Fig. 242 beginnt erst dann zu steigen, wenn der Motor· 
punkt bereits um die Streeke A h gestiegen ist. Man hat also zu M1Mz im senko 
reeht zur Zeitaehse gemessenen Abstand A heine Parallele zu ziehen, und der 
Reglerpunkt beginnt dann erst bei Ri seine Bewegung so, als ob der Motorpunkt 
der Geraden R M folgte. Beim Abwartsgang des Reglerpunktes im zweiten Rub 
i;;t dieselbe Par allele oberhalb der Geraden MaM4 zu ziehen, und die Bahn des 
Reglerpunktes wird die in Fig. 242 fiir die drei ersten Riibe angegebene. Die ge­
striehelte Parallele zu der eigentliehen Motorpunktbahn ist also fiir die RegIer­
punktbahn maBgebend. Zwischen zwei gestriehelten Parallelen bewegt sieh der 

Llh[ vI£';" 

of(,,""-_ ...... ~ 

r~_f--"'-+--t.:::..h 1--..... 

I 
I 
I 

Fig. 242. 

0,0...,-.,----, 

eo 

Fig. 243. 

Reglerpunkt iiberhaupt nicht. In den im iibrigen unverandert benutzten Glei· 
chungen (211) ist vorausgesetzt, daB die Anfangs- und Endhohe urn tp voneinander­
entfernt sind; del' Punkt R~ liegt also auf der um to gegen die ausgezogene Be­
grenzung verschobene gestrichelten Linie. 

Nun ist aber fiir das mittlere Drehmoment eines Rubes die Stellung des 
Reglers maBgebend, bei del' die Dampfzufiihrung abgescblossen wird, und nicht 
die zu Anfang des Rubes. Die Reglerstellungen, die den verschiedenen Fiillungs­
graden 0,7 - 0,0 entsprechen, sind in Fig. 243 aufgetragen, sie konnen bei den 
groBen Fiillungen des Zablenbeispiels durch die gestrichelte Gerade angenahert 
werden. MaBgebend fiir die Neigung der Reglcrpunktbahn ist also nicht die zu 
Anfang des Rubes vorhandene Rohe h1 , sondern die zu dem Schnittpunkt del' 
Reglerbahn mit del' Linie des Dampfausdehnungsbeginns Ro gehorige Rohe ho• 
Es ist fast immer genau genug, den Schnittpunkt del' in R an die Reglerpunkt. 
bahn gelegten Tangente mit dieser schragen Linie des Dampfausdehnungsbeginns 
del' Berechnung von Vm zugrunde zu legen. 

Wird die Aufzeichnung der Bahn des Motol'- und des Reglerpunktes nach 
den obigen Angaben fiiz eine Reihe von Riiben durchgefiihrt, so ergibt sich das 
Diagramm del' Fig. 244. Es zeigt deutlich, wie del' Regelvorgang sieh bis zum 
19ten Rub entsprechend einer Dauer von 7 sk aus verhaltnismaBig kurzen 
Zuekungen von schnell abnehmender Ausschlagweite zusam~ensetzt, die hier 
trotz del' aperiodischen Dampfung infolge der dauernden Anderung del' Be­
scbleunigungsdrehmomente entstehen 142). 

142) Die Darlegung folgt -del' von Riilf, Z. d. V. d. 1. 1902. Eine noch ein­
gehendere rechnerische und zeichnerische Bearbeitung lieferte Koo b, Z. d. V. d. I. 
1904. Die erste Arbeit dariiber ist von Wischnegrads k y, Civiling. 1877. Fur 
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Beispiel 158. Zu unterBuchen ist das Ver­
halten einer elastischen Zwischenkupplung, z. B. 
eines Treibriemens zwischen einer Dampf­
maschine von Nt = 185 PS Leistung bei ~ = 115 
Umdrehungen in der Minute und einer gleich­
miiBig belasteten Dynamomaschine. von 
Na = 115 KW Leistung bei na = 540 Umdreh­
ungen in der Minute. Das Dampfmaschinen­
schwungrad habe das Gewicht Gt = 4 t bei 
dem auLleren Durchmesser Dl = 3,50 m, sein 
Schwungmoment betrage lit' G1 • D~ = 10 mt, 
das der Dynamowelle mit Anker und Riemen­
scheibe von DII = 0,70 m Durchmesser 172 • G2 • D: 
= 0,275mt. 

Das mittlere Antriebsmoment der Welle 1 
ist dann nach Formel (l00a) 

M = 716,2' 185 = 1152 k 
1 115 m g 

und das gleichmaLlig widerstehende Moment 
der Welle 2 nach Formel (100b) bei dem elek­
trischen Wirkungsgrad der Dynamo 'YJa = 0,905 

974·115 
M z = 540 • 0,905 = 230 mkg. 

Die durch das veranderliche Drehmoment 
der Antriebsmaschine hervorgerufene Schwung­
radbewegung ist eine Schwingung um einen 
Zustand gleichformiger Drehung. Jeder Arm 
des Rades vollfiihrt regelmaLlige Schwingungen 
um eine bestimmte Nullage, wahrend diese sich 
mit der gleichformigen Winkelgeschwindigkeit ()) 
bewegt. 1st 'PI der WinkelausscWag nach einer 
bestimmten Zeit t, so gilt nach Formel 

{II' G1 • D~ d ll 'Pl _ M M 
--4-' g--' dtll - 1 - Rl , 

worin MRI = (81-8z)· ~1 das Moment der 

Riemenkrafte an der Welle 1 darstellt. 
Diese Schwingung pfIanzt sich, allerdings 

mit einem anderen AusscWag, auf die Welle 2 
fort, fiir die entsprechend gilt mit 

M RZ = (81 - 8z) • D z = MIn' Da 
2 Dl 

{lZ • Gz • D~ d ll 'Pa _ + M M 
4. 9 • dtll - RZ - II • 

----

die bei Wasserturbinen mit mittelbar wirken­
dem RegIer eintretenden Schwingungen ist die 
entsprechende Losung von Pfarr, Z. d. V. d. I. 
1899, gegeben. Weitere wichtige Arbeiten sind 
von Tolle, Z. d. V. d. I. 1895, Stodola, Z. d. 
V. d. I. 1899, Isaachsen, Z. d. V. d. I. 1899, 
Hort, Z. f. Math. u. Physik 1904, D. p. J. 1907, 
Magg, D. p. J. 1910, Haake, D. p. J. 1910, 
Moog, Z. d. V. d. I. 1916. 
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Da die Schwingungsausschlage immer nul' klein sind, so kann man ansetzen 

MRI = C • ('PI - 'Pz • ~:) , 

worin del' Festwert durch Versuche odeI' durch Rechnung (vgl. Bd. IV) bestimmt 
werden kann: 

F·D2 (1 1) c = ___ , . - + - = 168,7 mt 
4, • ex II lz 

mit F = 30'0,6 = 18 cm2 dem Riemenquerschnitt, 

ex = 5~0 cm2/kg del' Dehnungsziffer des Riernenleders, 

II = 8,40 m del' freien Lange des ziehenden Trums, 
l2 = 5,85 m " " gezogenen 

(vgl. Bd. II, S.240). 
Wird del' vorstehende Wert von MRI in die Grundgleichung ftir die Welle 2 

eingefiilirt und dann 'PI daraus berechnet, so kann man aus dem El'gebnis den 

.Ausdruck d2~1 bilden und nun in die Grundgleichung fill die Welle 2 einsetzen. 
llt 

Man el'halt so als Bewegungsgleichung flir die Welle 2, die nul' noch die eine Ver­
anderliche 'P2 enthalt, 

d4'f'~ + c. (_1 + (~~[). (l2'Pz = _c_ • (M • D2 _ M2) _ ~~ . d 2M2 • 
dt' J 1 J 2 dt" J 1 • J 2 1 D1 J 2 dt2 

Sie wil'd dadurch vereinfacht, daB man die Winkclbeschleunigung 

, einftihrt : 

,= d2'E.! 
dt2 

deren Faktoren c sich durch Vergleich mit del' dartiberstehenden Gleichung be-
stimmen. . 

Die Pendelung del' zweitcn Welle hangt also von den Drehmomenten beider 
Wellen abo Zur rechnerischen Lasung del' .Aufgabe kann man beide ip'- harmo­
nische Reihen nach Formel (50) auflasen. 1st t1 die Periodendauer del' .Anderung 
von M 1 , so lautet die Reihe 

11'11 = M? + M[ . cos (2' Jr·t +fl1') + Mi" cos (i'Jr' ~ +(12) + ... 
t1 ' t1 

= M~ + :E 111; . cos (-2 . ;r .~ • i + fli) . 
, t1 

Del' Einfachheit halber werde hier nur del' meist vorkommende Fall del' .Aufgabe 
behandelt, daB M z unveranderlich ist, also das letzte Glied del' Differential­
gleichung wegfallt. 

Ihre Lasung ist dann nach den Formeln (190) 

s = 0: . cos (t . JIG) + O2 • sin (t . VG) + ~ . (ff1~ - ]}fz . DD1 ) 
C1 2 • 

+ "'M' ('2 . Jr • t. fl ') c2 
"" {. cos ~--(--. t + ; . -2-'--'-[ C-1-_-(7;2~' t-~-·--;i'C'r""l' 
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Durch nochmalige Integration folgt dann 143) die Winkelgeschwindigkeit del' 
Welle 2 zu einer beliebigen Zeit t zwischen 0 und t1 

0) = 01 • sin{t . YS) - O2 • cos{t . }'c;:) + ~: . (Mr - M2 • ~:) • t 

Mi. C • __ tl_ 

+~ [1 2(:::.':)21,sin(2.~.t.i+fJ')+0. 
2· c1 - -­

tl 

Man bemerkt sogleich, daB 0 = W 2 die mittiere gleichfOrmige Winkelgeschwin­
digkeit del' Welle ist. Fiir den Beharrungszustand verschwindet das dritte Glied 
del' Gleichnng, da nach den obigen Angaben dafiir der Unterschied del' Riemen­
spannkrafte 

s _ S _ ~M? _ ~M2 
2 1 - Dl - D2 

sein muB. Die beiden er~ten Glieder geben die Eigenschwingung del' Welle an, 
deren Periode sich bestimmt aus 

zn 

1; [ 1 1 (0,70)2] t2 = 1,0030 : r 168,7. 10 + 0,275' 3,25 = 0,149 sk. 

Die Ausschlage 0 1 und O2 sind klein und werden durch die Lagerreibung und den 
Luftwiderstand schnell gedampft. 

Wichtiger sind die el'zwungenen Schwingungen, die durch die Schwankungcn 
des Antriebes immel' wieder erzeugt werden. Die Winkclgeschwindigkeit (Ill wird 
sehr groB, wenn Resonanz mit den Schwingungen der Winkelgeschwindigkf'it W J 

eintritt, d. -h. weun der Neuner unter dem Summenzeichen gleich oder annahernd 
t 

gleich ° wird, also fiir t2 = ~ . 
~ 

Da hier 
60 60 

tt = - =. . .. = 0,522 sk 
n1 ll5 

ist, so wird 
. 0,522 
1 = 0,149 = 3,5 . 

Fiir den gewahlten- Trieb sind die Verhaltnisse sehr giinstig, da i gerade in del' 
Mitte zwischen 3 und 4 liegt, also von del' Rcsonanz in del' dritten bzw. vierten 
Harmonischen so weit wie moglich entfernt ist. 

1m allgemeinen geniigt die Feststellung, daB del' betl'effende Trieb ohne 
Resonanz, also l'uhig laufen wird. Del' genaue Verlauf del' Schwankungen kann 
leicht nach dem am SchluB dieses Abschnittes beigebrachten Verfahren ermittelt 
werden. Del' Ungleichformigkeitsgrad del' Bewegung del' Welle 2 ist im allgemeinen 
durch das elastische Zwischenglied wesentlich kleinel' als del' del' Antriebswelle 
und betragt oft nul' die Halfte I43 ). 

1st M2 ebenfalls vel'anderlich, so behalten die Gleichungen ftiT tt und t2 
ihre Giiltigkeit, nul' del' Ausschlag del' Schwingungen wird geandert 14'). 

Setzt man in den vorstehenden Formeln Dl = D z, so gilt die Rechnung fiir 
eine beliebige elastische Kupplung zwischen den beiden Wellen, die auch gleich­
achsig angeol'dnet sein konnen 144). 

143) Rohrich, Z. f. Math. u. Phys. 1912. 
144) Neumann, Z. d. V. d. I. 1917. 

S t e p han, Technische Mechanik. III. 15 
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Bei Zwischenschaltung irgendeiner elastischen Kupplung sind also die Ge­
schwindigkeitsschwankungen del' angetriebenen Maschine, wenn del' Resonanz­
fall vermieden wird, stets wesentlich kleiner als hei einer festen Kupplung 145); 

dagegen wird die Gefahr del' Resonanz und des schlieBlichen AuBertrittfallens 
unter ungiinstigen Verhaltnissen (z. B. Fehlziindung des Gasmotors) groBer. Ver­
mieden wird letzteres durch eine elastische Kupplung, die sich bei del' Riickwarts­

pendelung sofort lost145 ), wie die in Bd. II, 
S. 239 besprochene. 

~ j- -- Q+G 

Beispiel 159. Del' Schwerpunkt des P = 
7,5 t schweren Schwungl'ades einer Gasmaschine, 
rue mit n = 180 Umdrehungen in der Minute 
umHiuft, liege durch fehlerhafte Herstellung urn 
r = 3,5 mm aus del' Achse. Die Maschine selbst 
wiege im ganzen G = 22 t, das Fundament 
Q = 125 t (Fig. 245). Anzugeben istrue ent­
stehende Schwingung des Fundamentschwer­
punktes, das zur Vermeidung von Erschiitte­
rungen benachbarter Bauten auf einer elasti­
schen Unterlage errichtet ist, die bei del' Be­
lastungsanderung von 1,0 auf 1,1 kg/cm2 sich 
um h = 0,2 mm zusammendriickt. 

I 

'lQ;x2 

Fig. 245. 
Die auftretende Schwungkraft betragt 

z = p. r' (0 2 = 7500· 0,0035 . (Jr . 180)· 2 = 950 kg 
9 9.81 _ 30 . 

Die Gegenkraft del' Unterlage betragt bei 1 kg/cm2 Belastung del' Fliiche, wenn 
die wirklich vorkomlllende Zusamlllendriickung x 2 in m gerechnet wird, 

1000· x2 k 
qz' x 2 = (Q + G + P). . 2 g. 

Fiir die Eigenschwingung des Sehwungradsehwcrpunktcs gegeniiber dem 
Fundament gilt Formel (29a), wenn +x1 den lotrechten Ausschlag aus del' Mittel­
lage nach unten angibt, 

([2 Xl 2 •. ( ) -dt2 - = - W • Xl = - W' • r' SIn W' t . 

Infolge del' Wirkung del' Schleuderkraft, deren lotrechte Seitenkraft Z . Xl ist, 
r 

maeht jetzt die vVelle zusalllmen mit dem Fundament den Ausschlag X 2 ' und es 
gilt, wenn die statischen Lasten, rue auf die Schwingung keinen EinfluB haben, 
von vornherein unterdriickt werden, gemaB Fig. 245, die aIle Krafte enthalt, 

P d 2 x. Z - - . --" + - . Xl = o. 
9 dt2 r 

Beide Gleichungen zusammengefaBt liefel'll rue Gesamtschwingung del' Welle. 
Fiir das Fundament erhiiJt man die Kraftegleichung 

Q + G (].2x2 Z 
- --- • - - - q2 • x. + - . Xl = o. 

9 dt~ - r 

Dazu tritt die Momentengleichung in bezug auf den Schwerpunkt 

Z 
- q2 • X 2 • b2 + r . Xl • b1 = 0 • 

145) Ohnesorge, Z. d. V. d. I. 1916. 
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Durch Zusammennehmen der. letzteren beiden Gleichungen erhiiIt man 

d 2 x2 + x • Q2:JL. ('1 -~) = 0 
d t2 2 Q + G, b1 ' 

die nach den Formeln (190) die Eigenschwingung des Fundamentes liefert: 

x2 = O2 • sin [t . V J~ ~ . (1 - ~) ]. 

227 

Die Gesamtschwingung ergibt sich durch Addition der drei Kraftgleichungen, 

jedoch muB vorher das Glied ~t~l beseitigt werden, dessen Wert fUr die Gesamt­

schwingung ein anderer ist als fUr die Eigenschwingung. Zu dem Zweck wird die 
Kraftgleichung fiir das Fundament zweimal nach t differentiiert: 

Q + G d 4 x2 d 2 x2 Z d 2 x1 
- -g- . -df:1- - g2' d t2 + r . -at2 = 0 , 

und der daraus folgende Wert von d2~1 wird in die erste Gleichung fiir die Welle 
<it" 

eingesetzt. Man erhiilt dadurch, nachdem auch diese Gleichung so geschrieben 
ist, d.aB aIle Glieder Kriifte darsteIlen, und die Vorzeichen der dritten umgekehrt 
sind, durch Addition die Gleichung fiir die erzwungene Schwingung des Funda­
mentschwerpunktes 146) 

r d 4 X2 (Q + G - P g2 . r) d 2x2 w2 • r . 
(Q+G)'g2' dt2 + --g----+-g- ·-(jt2+g2· X2=-Z'-g-'sm(w.t). 

Sie wird offenbar durch 
x2 = r'· sin(w . t) 

erfiillt, und der groBte Ausschlag findet sich durch Einsetzen zu 

or' = __ 00 0 , ___ r_._Z ________ _ 
r' w 2 g . g 

+(Q +G) '--- (Q+G- P+Q2'r) +~-g w 

Es findet Resonanz statt, wenn der Nenner dieses Bruches 0 wird. 1m vor­
liegenden Fall wird, wenn die Kriifte in t angegeben werden, 

0,0035 . 0,95 
r' 

139 5 r 154'" 500 . 0 0035 - 147 . 0 003" . 355 . 0 102 __ 154,5 . 5~0 • 9,81 
, T,O, , 0, 355 

_ ~003325 0 0017 
1911 "', mm, 

also sehr gering und weit von der Resonanz entfernt. Die Untersuchung ist aber 
von wesentlicher Bedeutung bei Kraftwagen 73) und Dampfturbinen 147). 

Durch einen entsprechenden Ansatz erhiilt man ganz erheblich kleinere 

Schwingungen in der wagerechten Richtung, deren Phase naturgemiiB um i­
gegen die der lotrechten verschoben ist. Sie bilden Schwebungen mit den durch 
die nicht ausgeglichenen hin und her gehenden Teile der Maschine verursachten 
Schwingungen. 

146) Stodola, Die Dampfturbinen, II. Auf!. 190. 
147) Eine eingehende Erorterung tiber Federschwingungen an Eisenbahn­

fahrzeugen bringt Hermann, Glasers Ann. 1915, und an Lokomotiven Jahn, 
Z. d. V. d. I. 1909. 

15* 
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An einer Dampfturbine sei etwa P = 2 t, r = 0,05 mm, G = 20 t, Q = 80 t. 
n = 3000 Umdrehungen in der Minute. Dann ist 

(02 = (~;OOOO) 2"" 98 700 l/sk2, 

2 0,05 
Z = 9,81 . WOO . 98 700 '" 1 t, 

q2 "" 120 . 500 t, 
r' = 0,05' 1 

U8 + 120 . 500 - 120 . 0 05 . 98 700 . 0 102 _ 120· 500 . 981 
, , 98700 

0,05 0,05 0 000 
U8 + 60 000 - 60 400 _ 6 = 288 =, 17 mm, 

scheinbar verschwindcnd klein. Aber eine ganz geringfilgige Verkleinemng von r 
auf etwa 0,04985 wtirde r' = 00 ergeben. Um von der Re'lonll,nz hinrelchend ent­
fernt zu sein, muB man r wesentlich kleiner als 1/20 mm machen. Der Rechnungs­
wert l,ann hochstens bei ungeeigneten Ausbessemngen nach Beschiidigungen 
vorkommen. 

Da die zur Aufrechterhaltung der Schwingungen erforderliche Leistung von 
der Maschine geliefert werden muB, so sinkt ihr Wirkungsgrad in der Niihe der 
Resonanz ganz bedeutend 148). 

Die rechnerische Lasung der Differentialgleichung fUr beliebige 
Funktionen ist haufig nur mit Anwendung weitgehender mathematischer 
Hilfsmittel annaherungsweise erreichbar. Vorteilhaft fUr aile maglichen 
Falle ist ein zeichnerisches Verfahren mit Hille der bereits S 56 ge­
machten Angaben 31), dessen Durchfiihrung an einem Beispiel gezeigt 
werden solI. 

Beispiel160. Zu untersuchen ist die Bewegung eInes ebenen mathematisehen 
Pendels mit Diimpfung, dem aus der Mittellage die Winkelgesehwindigkeit (0 

= 4 l/sk erteilt wird. . 
Die Schwingungsgleiehung ist nach den vorhergehenden Ansiitzen sofort der 

Fig. 222 zu entnehmen: 
G (1 2 0< dlX . 

-- ·l· -- - q' - - G· SInIX = o. 
g dt2 elt 

Sie liefert 
d 2 0< g (. q d IX) (it = --Z. SInIX + G' (it . dt. 

Es sei ferner gegeben ~ = 1 sk2 und ~ = ~ sk. Damit wird 

d 2 1X ( • 1 d IX) (it = - SInIX + :2 . (it . dt = - (3. fit . 

Man zieht jetzt durch den Anfangspunkt 0 1 eine wagerechtp Achse (Fig. 246) 
fiir die Zeiten t (MaBstab 7,5 mm = 1 sk) und eine senkrechte filr die Winkel IX 

(MaBstab 27 mm = n), die Winkelgeschwindigkeit (],_IX (MaBstab 15 mm = 1 l/sk) 
tit 

und den Ausdruck (3 der letzten Gleicblmg (Mal3stab 7,5 mm = 1). Die Fliicbe 
zwiscben den beiden Achsen wird durcb senkrechte Parallel en im Abstand dt 
= { sk in Streifen zerlegt. AuBerdem wird in dem auf der Zeitachse gelegenen 

148) Einen lehrreiehen Versueh darliber beschreibt Sommerfeld, Z. d. V. 
d. I. 1902. 
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Punkt O2 eine Senkrechte errichtet, auf der von O2 aus die IX in dem angegebenen 
MaBstab und senkrecht dazu die zugehorigen sin IX in dem hal ben MaBstab der (J 
aufgetragen werden. O2 ist ferner Pol fjir eine Gewichtsreihe II auf der Senk-
rechten, die im Abstande 02B = 13,1 mm gezogen wird, und eine I auf der im 
Abstande 02A = 7,5 mm gezogenen Senkrechten. 

Bekannt sind fiir t = 0: Der Ausgangspunkt 0 der IX-Kurve, sowie ihre An­

fangstangente von der Neigung ~~ = 4, die also durch den eraten Polstrahl 010 

des Gewichtsplanes I gebildet wird, ferner der Anfangspunkt 4 der dlX -Kurve 
und die Neigung ihrer Anfangstangente dt 

dlX 

d dt (1) ----;jt = {Jo = 0 + "2 . 4 = 2. 

\ a 
0 

2:7< I 1 ~ 

i\l /3 

1\ I/; / 
1\ ':J< 

Cia, 
df 

r--- ---- _ 3 

- ----- 2 

~ IIIIIIIJ III I u},a: 
------- 1 ]·iIf 

TIn ~inar3df<1 ! I 

q Bq ~ J 
N- FL 1/ \ I f ~ \ U 

9 10 
\ / 

LY?ia 
, / 
' .... _-_.-// 

(If 

Fig. 246. 

Tragt man diesen Wert in dem dlX -MaBstab, also verdoppelt auf der durch A 
dt 

gehenden Achse bis a ab, so ist durch den Strahl 02a die Richtung der Anfangs­
dlX 

tangente der - -Kurve gegeben. Das erste Teilstuck der beiden Kurven ist so-
dt 

mit festgelegt. Der zugehorige Wert von sin IX wird der von O2 aus gezeichneten 
Kurve entnommen und zum Ausgleich des kleineren MaBstabes verdoppelt. Da­
mit ist auch das erste Stuck der {J-Kurve gegeben. 

Man bestimmt jetzt den Flacheninhalt des ersten Teilstuckes der ,B-Kurve 
zu t . (15 + 19) . 1,5 = 25,5 mm 2, ubertragt diesen Wert im MaBstabe 3,7 mm2 

= 1 mm, also 25,5 mm2 = 6,9 mm als 01 auf die B-Linie, dann gibt 0.1 die 
Richtung der Tangente der IX-Kurve im Punkte 1 an. Ubertragt man den Punkt 1 
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der Gewichtsreihe wagerecht nach I' auf die erste dt-Senkrechte, 80 wird die 
dlX 
dt -Kurve entsprechend verbessert. 

Man bildet weiter den Ausdruck PI fill die Stelle 1 und tragt ihn im d lX_MaB_ 
dt 

stab, also verdoppelt von A aus nach b_ab; 02b ist dann die Richtung der Tan-

gente der ~~ -Kurve im Punkte I'. 

Von beiden Kurven sind so die Stucke f2 ermittelt, damit auch der zu­
gehorige Wert von sin IXz und von fJz, so daB das dritte Stuck in derselben Weise 
bestimmt werden kann, usw. Es entstehen so stuckweise die Kurven der Fig. 246 149). 

Dabei ist es bequem und vorteilhaft, den zweiten Teil des Ausdruckes fJ !2- • dlX 
dt 

in einer besonderen Kurve gleich in dem MaBstab der fJ-Kurve mitzuzeichnen. 
Das Pendel geht hiernaeh mit rasch abnehmender Geschwindigkeit durch die 

beiden ersten Quadranten und mit nahezu gleichbleibender Geschwindigkeit durch 
die beiden folgenden, macht also eine volle Kreisbewegung. Es schlagt dann 
wieder urn etwa 60 0 im ersten Quadranten aus und kehrt darauf in den vierten 
Quadranten zuriick mit dem Hochstausschlag 26~o. Es hat im ersten Quadranten 
noch einmal den Hochstanschlag 10~ 0 und dann klingen seine Sch1vingungen 
schnell ganzlich abo 

Zu beachten ist, daB nicht aile MaBstabe der Zeichnung willkiirlich angenommen 

werden konnen. Denn es gilt fiir die Neigung der Tangente an die ~~ -Kurve gegen 

die Wagerechte aus den beiden Dreiecken, an der Kurve selbst und im Gewichts­
plan I 

dd!X _ 
t . -~_ 02a:. 
g'fl- dt - OzA 

Hieraus bestimmt sich bei im iibrigen angenommenen MaBstaben der Polabstand 

OA - 0-. dt _ 15 mm 7,5 mm/sk - 7 '" / k2 
2 - 2 a ~- 1-'-:--1-- ,emms . 

d- lemm/-k dt s 

Ebenso ergibt sich fiir die Neigung dcr Tangente an die !X-Kurve 

d!X 011 
tg'P2 = dt = -=-, 

02R 

und daraus bei angenommenen MaBstaben der Polabstand 

iYB = 0 1 . dt = 15 mITt . 7,5 mm/~k = 13,1 mm/I. 
2 2 dlX l/sk 27 mm 

;r -1-
Die Flache fJ . dt hat den MaBstab 

7,5 mmll . 7,5 mm/sk = 56,25 mm2/1 . sk; 

die Lange fJ· dt auf der Gewichtsreihe II hat den MaBstab 

27 mm 
d!X - l( 1 mm 

(3. dt = _. 02R = -75---/ k . 13,lmm/l = 15-11 k-' . dt , mm s s 

149) Ein anderes zeichnerisches Verfahren mit Hille der Kriimmungskreise 
gab Kelvin, Philos. Mag. 1892. Es wurdeverbessert durch MeiBner, Schweiz. 
Bauz. 1913. 



Schwingungen fester Kiirper. 231 

Die Umrechnung beim Ubergang von der in mm2 aufgenommenen Flache zur 
Lange ist also 

56,25 mm2 = 15 mm 
oder 

3,7 mm 2 = 1 mm, 
wie oben angegeben. 

In manehen Fallen geniigt es, wenn die Sehwin­
gungsdauer bzw. Sehwingungszahl in der Sckunde fest­
gestellt wird. Dann laBt sieh die Untersuehung noeh 
wesentlieh vereinfaehen. 

Sind mehrere Gewiehte und Federn etwa naeh Fig. 247 
hintereinander angeordnet, deren letztes den groBten 
Aussehlag r3 erfahrt, wahrend die groBten Aussehlage 
r1 und r2 der anderen Gewiehte kleiner sind, so ist zu 
einer bestimmten Zeit, wo a3 gerade den Aussehlag r3 

hat, die Tragheitskraft, die auf a2 wirkt, naeh Formel (29) 
der GroBe naeh gegeben als 

P _ a . ~2 • 0)2 
2 - 2 g , 

wenn wieder 0) wie in Absehnitt 5 die Winkelgesehwin­
digkeit darstellt, aus der sieh gemaB Fig. 31 die harmo-

G2 

nisehe Sehwingung entwiekeln MBt. Fig. 247. 
Die gesamte Federung ergibt sieh hiermit zu 

r3 = ;iP . q = 0)2 • r~ • "'(a. ~ . q) = 0)2 . 1'3' ~(fg . .!....) . 
g ~ ~. g ~ ~ 

Den letzten Ausdruek erhalt man, wenn a· q = t g eingesetzt wird. 
Setzt man jetzt wie oben 0) • to = 2 . JT, so folgt fiir diese sehwingende 

Federkette die Sehwingungszahl 150) in der Sekunde 

4,985 

z = V/~' (~~=~) 
Die GroBe .L;(fg . ~) bei i Gewiehten laBt sich 

mitteln, wie das folgende Beispiel zeigt. 

(212) 

leieht zeiehneriseh er-

Beispiel 161. Gegeben sind die vier Gewichte G1 = 60 kg, G2 = 20 kg, 
G3 = 35 kg, G.1 = 50 kg und die Verlangerungen, die die zwischengeschalteten 
Federn bei Relastung mit 1 kg erfahren, q1 = 0,10 cm/kg, q2 = 0,20 cm/kg, 
q3 = 0,30 cm/kg. Zu bestimmen sind die Schwingungszahlen in der Sekunde flir 
jedes Gewicht. 

150) Kutzbach, Z. d. V. d. 1. 1918. Die Formel (212) ohne den Verbesse­

rungsfaktor ~ wmde rein durch praktisches Ausprobieren gefunden von D unker­
r3 

Ie y, Philosoph. Transact. Roy. Soc., London 1895. Die erste Herleitung und 
genaue Lasung gab F6ppl, Techn. Mechanik, Rd. IV, 1899. 
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Da iiber die Verhaltnisse ~ vorlaufig garniehts bekannt ist, so werden sie 
T4 

in erster roher Annaherung durehweg gleieh 1 genommen. Dann gilt 

Dieser Ausdruck kann als Summe von Drehmomenten aufgefaBt werden, die 
sieh nach den Angaben in Bd. I, S. 68 dureh die Momentenflaehe zeichneriseh 
darstellen lassen. Man tragt also (Fig. 248) die Gewichte G in dem KraftemaB­
stab 10 kg = 3 mm senkreeht untereinander ab, wahlt einen Pol 0 in dem Ab-

q2 

to 

I stand 1 = 3 em und 
I !fJ zieht die Polstrahlen. 
I In wagereehter Richtung 
I werden hintereinander 
I aufgetragen die drei q 
I I G, im MaBstab 0,10 emfkg +- I = 10 mm. 

/ : I Nun zieht man das 
~:'-::::::::::~ ____ ---JGi Seileek zwischen den 

o Senkreehten dureh die 
Endpunkte der c und er-

GJ halt beispielsweise aus 
ahnliehen Dreieeken 

I G1 • ql I E' 
2 = -1-- a s 1gen-

G gewichtsfederung des 
4 Gewichtes 2 gegeniiber 

dem Gewieht 1. Ent­
sprechend ergibt sieh Is 
als Eigengewiehtsfede-
rung des Gewiehtes 3 
gegeniiber 1, ebenso I, 
als Eigengewichtsfede­
rung von 4 gegeniibcr 3 
usw. ' Die groBte HO,he 10 
del' Momentenfliiche gibt 

G, die Stelle an, wo die 
G ,J2 Federung von beiden 

,~~~::::=====t==i ~ 1.Z Seiten aus die gleiche o GJ'~ ist, und damit den Ort, 

Fig. 248. 

wo bei im iibrigen voll­
kommen frei beweg­
lichen Gewiehten del' 

a. relative Ruhepunkt des 
Systems, del' Schwin­
gungsknoten liegt. Die 
GroBe von f 0 liefert nach 

Formel (212) die Eigenschwingungszahl Zo des ganzen Systems. 
Zieht man jetzt die gestrichelte Linie RO, daB sie einen Eckpunkt beriihrt 

und zwischen den beiden auBersten Strahlen die gleiche Hohe fb abschneidet, so 
hat man die Stellen und GraBen der Eigensehwingungszahl zweiter Ordnung 
gefunden. Dureh die andere noeh mogliche Seilecke ist eine solche Linie nicht 
zu ziehen; dagegen kann man leicht noch eine Schwingungszahl dritter Ordnung 
dureh Ziehen von zwei Teilungsstreeken finden. Hochstens sind so viel ver­
Behiedene z moglich, wie pendelnde Gewichte hintereinander liegen. 

Die durch den unteren Endpunkt von 10 = r4 = r1 gezogenen Parallelen zu 
den auBersten Polstrahlen begrenzen die groBte Federung r infolge des Eigen­
gewichtes G, deun es gilt allgemein r 1 = r 4 = f + r. Man hat jetzt die Werle 
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r rs Gs • --.! = 13,5 kg und Gs . - = 7,4 kg aus der Zeiehnung zu bestimmen, was 
r1 r, 

aueh zeiehnerlseh gemacht werden kann. 
Hiermit wird ein neues Krafteek mit demselben Polabstand wie das erste 

gezeiehnet und daraus ein neues Seileck entwiekelt, wie der untere Teil der Fig. 248 
zeigt. Diesem Seileek werden die endgiiltigen Werte von ra und rs entnommen, 
denn eine noehmalige Verbesserung andert das Ergebnis nur ganz unwesentlieh. 

Es enthaIt ferner den endgiiltigen Wert von ,2(t .. ~) alsgrtiBteHtiheundebenso 

den der htiheren Harmonisehen, wovon nur der zweite gezeiehnet worden ist15CIa). 

Man erbalt so die folgende Zusammenstellung, worln die in mm abgegriffenen 
Langen gleieh als em anzusetzen sind, da die MaBstii.be so gewahlt sind, daB f 
dargestellt wird in 

10 0,10 
"3 kg/mID '10 emkg/mm 

1 
30 1mm 

= 1 em/mm. 

Es ist dann noeh festzustellen, 01; eine dieser Sehwingungszahlen mit den 
Eigensehwingungszahlen der Gewiehte ganz oder annahernd iibereinstimmt bzw. 
mit der Sehwingungszahl der die Bewegung erzwingenden Sehwingung. 

'1 !I 
Ig' !. 

,---
Nr. t. VI.' !. z 

r4 r4 

Ganzes 17,5 1,7 17,5 

I 

17,5 1,7 4,18 1,304 1,19 3,82 
2 6,0 11,5 3,94 1,982 2,51 
3 20,5 2,5 2,93 1,711 2,91 
4 15,0 17,5 15,0 3,87 1,29 

Die Ltisung setzt ungedampfte Sehwingungen voraus. Sie nimmt ferner das 
Gewieht der·Federn als versphwintiend klein gegeniiber den anderen Gewiehten an. 

Die streng mathematischt> Ltisung einer verhaltnismaBig einfachen Aufgabe 
der Art enthii.lt das Beispiel 159. (Weitere tcehnisehe Anwendungen siehe Bd. IV.) 

17. Der Kreisel. 
Der Kreisel der technischen 

Praxis ist ein Umdrehungskorper, 
der sich um seine geometrische 
Hauptachse so schnell dreht, daB 
die Geschwindigkeiten der sonstigen 
Schwankungen der Achsen gegen die 
dieser Drehung sehr klein' sind 151). 

Geometrische Hauptachse sei die 
z-Achse der Fig. 249, als Drehachse 
werde aber vorlaufig die mit der 
z-Achse den Winkel 'Y einschlieBende 
Schwerachse SN angenommen. In 
der durch SN und die z-Achse ge­
legten Ebene wahlt man die zur 

z 
"'N 

Fig. 249. 

letzteren senkrecht stehende x-Achse und dann senkrecht zu beiden 
die ebenfalls durch S gehende y-Achse. Irgendein Punkt A des Kreisel-

11i1) Fuchs u. Katzmayr, Z. d. V. d. I. 1910. 
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karpers, in dem sich das Massenteilchen am befindet, habe von der 
Drehachse den senkreehten Abstand OA = r. Infolgedessen wirkt auf 
fun die Sehwungkraft Z = r· w 2 • am, deren Seitenkraft in der Rich-
tung der Strecke OB = a den ,Wert Zl = a· w 2 • am hat. Wird noch 
die Lange as = h angesetzt, so ist das Drehmoment der Schwung­
kraft Zl in bezug auf die y-Achse aJYIl = Zl' h,.also fUr den ganzen 
Karper 

Nl = / w 2 • a· h. dm = w 2 • fa. h. dm = w 2 • 0 . (213) 

o ist nach Formel (137) das Zentrifugalmoment des Kreiselkarpers in 
bezug auf das Aehsenkreuz N S Z, das von dem Auftreten in Formel (213) 
den Namen hat. 

Zu einer Umformung von 0 entnimmt man dem Dreieek SOC 

h = (x + z· cotgy) . siny = x· siny + z· cosy, 
z . 

a = (x + z . cotgy) . cosy - --;- - = x· cosy - z· siny . 
sm)' 

Setzt man beide Ausm'ueke in den Wert von 0 ein, so wird . 

0= r a . h· am = r ilm . [(X2 - Z2). siny. cosy + x .~z. (cos 2 )' - sin2y)] 
='-~ .. sin2y. f (X'2 - Z2) . am + cos2y. f X· z· tlm. 

Nun ist naeh Fig. 247 

J l = I (y2 + Z2). am 

das Tragheitsmoment des Karpel'S in bezug auf die x-Aehse und 

J 3 = f (x2 + y2) . (lm 

das in bezug auf die z-Achse. 
Das letzte Glied ,des Ausdruckes fiir 0 versehwindet, da zu jedem 

Teilehen d m im Abstande + x ein gleiches im Abstande - x befind­
liehes vorhanden ist, und man erhalt 

w 2 
N = w 2 • 0 = 2' sin2y . (J3 - J 1 ) • (214) 

n 
Dieses Drehmoment wird 0 fUr 'Y = 0 bzw. 'Y = 2' ' d. h. wenn die 

Aehse SN entweder mit der z- odeI' der x-Achse zusammenfallt. In 
den beiden Fallen braucht die Drehaehse in keiner Weise gegen Drehun­
gen durch die auftretenden Schwungkrafte gesiehert zu werden. Diese 
beiden ausgezeichneten Aehsen heiBen infolgedessen freie Achsen. 
Man bemerkt sogleich, daB dieselbe Dberlegung a,uch fUr die Ebene zSy 
durchgefuhrt werden kann, daB also die y-Achse ebenfalls eine freie 
ist. Da nun die x-Aehse beliebig gewahlt war, so ist jede beliebige, 
zur z-Achsc des Umdrehungskarpers senkrecht verlaufendc Aehse eine 
freie. Das gilt aueh dann, wenn sie nicht durch den Schwerpunkt S 
geht, sondern durch einen beliebigen anderen Punkt auf der z-Achse 
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etwa im Abstand Zo von S. Nur ist dann statt des Tragheitsmomentes J 1 

einzusetzen J 1 + m . z~, wahrend nati.i.rlich J 3 unverandert bleibt. . 
Wird die Drehachse um einen kleinen Winkel ill' aus der z-Achse 

verlegt, so andert sich nach Fig. 249 x in x =t= z· ill'. Damit geht 
der Ausdruck J 3 - J 1 iiber in ' 

film. (X2 =t= 2 . x· z· d)l + 0 - Z2); 
es ist also 

d(J3 - J 1) = =t=2. dl' . f x· z· elm = 0 

nach dem vorhergehenden. Das bedeutet nach Bd. I, S. 68, die freien 
Achsen des Karpers sind diejenigen, in bezug auf welche "die Tragheits­
momente entweder die kleinsten oder die groBtmaglichen sind. 

1st in Gleichung (214) J 3 > J 1 , so wird 111 positiv, d. h. der Karper 
wird durch die auftretenden Schwungkrafte so gedreht, daB die geo­
metrische z-Achse sich del' Drehachse SN nahert. 1st dagegen J 3 < J 1 , 

so wird lYI negativ, und der Karpel' bewegt sich so, daB die x-Achse, 
die des graBten Tragheitsmomentes, der Drehachse naher riickt. Der 
Karper hat also stets das Bestreben, sich um die freie Achse mit dem 
graBten Tragheitsmoment zu drehen 152). 

Nun kann die Drehung mit del' Winkelgeschwindigkeit w um die 
Achse SN der Fig. 249 nach Formel (69) entstanden sein aus drei 
Einzeldrehungen um die 
Achsen x, y, z. Dann sagt 
der vorstehende Satz aus, 
daB die etwaige Drehung um 
andere als die Achse des graB­
ten Tragheitsmomentes vom 
Kreisel selbsttatig unter­
druckt wird. 

Del' in Fig. 250 darge­
stellte Kreisel besteht del' 
Einfachheit halber aus einem 
kreisfOrmigen Reifen vom 

-- -
Durchmesser AB = CD = d 
und dem Gewicht G, er dreht 
sich mit del' Winkelgeschwin­

/ 
/ 

D '-:::~--jl -_-+_-_-_-_____ .,/' ./B' 

/ 

Fig. 250. 

digkeit WI um seine senkrecht zur Kreisebene stehende Hauptachse Oz. 
Besondere Wirkungen ergeben sich nur dann, wenn die Hauptebene um 
die senkrecht zur z-Achse stehende, ebenfalls durch die lVIitte 0 gehende 
lI-Achse CD mit einer Winkelgeschwindigkeit w 2 gedreht wird, so daB 
der Kreisel nach einer kleinen Zeit dt die in Fig. 250 gestrichelte Lage 
angenommen hat. Ein Gewichtsteilchen dG des Ringes, das sich augen­
blicklich in A befindet, hat dort die in Fig. 250 angegebene graBte Ge­
schwindigkeit v2 • Nach einer Drehung um den Winkel ex. ist seine Ge-

n 
S()~windigkeit v; kleiner geworden, und im Punkte C, also fUr ex. = 2 

152) E u 1 e r, Mem. de l' Acad. Berlin 1765. 
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n 
ist sie 0, um fiir x >'2 sogar negativ zu werden, bis der groBte negative 

Betrag -v2 in B erreicht ist. DasTeilchen erfahrt also auf dem WegeA OB 
eine Verzogerung und auf dem Wege BDA eine Beschleunigung. 

Die GroBe der Beschleunigung an irgendeiner Stelle ist nun nach 
Formel (67) p = 2· WI' v; und ist entgegengesetzt zu v; gerichtet. 
Das Drehmoment der Beschleunigungskrafte in bezug auf die Achse 
ist somit, wenn noch F den Querschnitt des Ringes angibt, 

n 
2 2 

M = 4. fda. ~. r· sinx = 
o 

j' 2wl , W 2 ' r· sinx 
4· (y. F ' r . d x) , g , r . sin IX. 

o 
n 
"2 

y,FdS f = g 'WI' w 2 ' sin2 x. ax. 
o 

n 
Das Integral hat nach Bd. I, S.106 den Wert 4 Damit wird 

(y . F ,d) d2 a . d2 
M = ---.-, WI' W 2 =--. WI' w 2 • 

g 4 4, g 

a. d2 
Nun ist nach Formel (129) 4g = J das Tragheitsmoment 

Ringes, und inan erkennt leicht,. daB fiir jede beliebige Form 
Kreisels giltl63 ) 

des 

des 

(215} 

Hierin heiBt 

1}. G. d2 
D= 'WI 

4g 

der Drall des Kreisels I50C). 

Die Ebene des Drehmomentes geht durch die Hauptdrehachse z: 
und die zweite dazu senkrechte Prazessionsachse y. Es sucht die 
z-Achse in die y-Achse zu bringen. Fiir die Richtung erhalt man so­
die Linke-Hand-Regel l64): Man spreizt Daumen, Zeigefinger und Mittel­
finger der linken Hand senkrecht zueinander. Gibt der Daumen die· 
Richtung der Hauptdrehachse und der Zeigefinger die Achse der Pra­
zession an, so zeigt der Mittelfinger die Achse der Drehung des Kreisel­
momentes M; aIle drei Achsen werden im Sinne des Uhrzeigers um­
laufen, wcnn man auf die Fingerspitzen sieht. 

153) Segner, Spezimen theOliae turbinum 1755. 
154) EnBlin, Z. f. gewerbl. Unterr. 1913. 
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An den Verhaltnissen andert eine beliebige fortschreitende Be­
wegung des ganzen Kreisels, deren wirkende Kraft ja dUl'ch den Mittel­
punkt 0 geht, gar nichts. NUl' Drehmomente sind auf die Kreisel­
wWkung von EinfluE. 

Beispiel lr.2. Ein Kreisel sei in einer Cardanischen Unterstiitzung 155) derart 
gelagert, daB, seine ,Hauptachse AA' wagerecht und zwar senkrecht zur Meridian­
ebene des betreffenden Ortes liegt (Fig. 251). Anzugeben ist die Bewegung, die 
er erhii,lt156). 

Die Erde dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit 

2· n: 1 
W 2 = 86164,1 = 1,4361 Ijsk. 

Fig. 251. Fig. 252. 

Mit dieser Geschwindigkeit neigt sich also die Kreiselebene urn die wagere0hte, 
im Meridian lieg;ende Achse BB'. InfolgedeRsen entsteht das Drehmoment D· W 2 

gemiiB Formel (215) urn die lotrechte Achsc CC', die feststeht, so daB die Achse AA' 
in die Meridianeben~ gedreht wird. Die Fingerregel ergibt, daB B' sich nach hinten 
bewegt. 

Wird der Kreisel von vornherein so eingestellt, daB sich die Achse AA' wage­
recht in der Meridianebene des Ortes befindet, so erfabrt Pr durc-h die Erddrebung 
wieder eine Priizession urn die senkrecbte Acbse CC', so daB nach der Fingerl'egel 
eine Drebung urn die Achse BB' pintritt, die den Punkt A anhebt. Der Krpisp.1 
stellt sich mit seiner Hauptachse parallel zur Erdachse ein und zwar so, daB die 
Ricbtung seiner Drebung mit der der Erde iibE'reinstimmt. 

Die erstere Tatsacbe bat praktiscbe Anwendung beim KreiselkompaB W'­
fundeu157 ). In einem cardanisch aufgehangten ringfiirmigen GefiiB g, das n if 
Quecksilber f gefiillt ist, befinclet sich ein l'ingfiirmiger Schwimmer 8 (Fig. 232). 

155) Cardanus, De subtilitate 1550, bezeichnet sie als alte Erfindung; sie 
ist von Berthelot, C. R. 1890, im 12. Jahrbundcrt nachgcwiesen worden. 

156) Foucault, C. It. 1852. 
157) AnschUtz _ Kampfe, 1908. 
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Auf dem Schwimmer ist die Windrose 'IV befestigt, deren richtige Lage jederzeit 
durch cine Libelle nachgeprtift werden kann, und damn hangt der von einem 
Drehstrommotor mit KurzschluBanker angetriebene Kreisel k mit der Haupt­
achse x x . Die Beschleunigungskrafte, die infolge von Anderungen del' Fahrt­
richtung oder Fahrtgeschwindigkeit auftrctcn, rufen einc Prazessiousbewegung 
des Kreisels in der wagerechten Ebene hervor, die eine Neigung der Hauptachse 
zur Folge hat. Sie wird dadurch gedampft, daB der vom Kreisel im Gehause 
erzeugte Luftstrom durch das Fenster d austritt, das von der mitbewegten Platte p 
dann ungleichmaBig freigegeben wird, so daB der verschiedene Riickdruck auf 
beiden Seiten der Befestigungsstange von p die Bewegung dampft. Eine groBe 
Schwingungsdauer des Apparates von etwa 70 min verringert den so entstehenden 
Fehler wesentlich. 

Beispiel 163. Zu untersuchen ist die Bewegung eines Kreisels nach Fig. 253. 
Der Mittelpunkt der Kreiselscheibe sei zugleich der Schwerpunkt S des ganzen 

Kreisels. Dann wirkt in bezug auf die y-Achse das Gewichtsmoment 111,/ = G· k, 

ferner das Kreiselmoment jJ![:' = D· d'Q_ und in bezug auf die x-Achse das Kreisel­
dt 

/ 

/ 
/ 

/ 

Fig. 253. 

]A" D d'P2 d ... moment JJ'.L x = . -~-t' enn W18 eln eln-
d 

facher Versuch zeigt, bewegt sich der Kreisel um 
die feststehende x-Achse herum und schwankt 
dabei um die sich mitdrehende y-Achse auf 
und abo 

Die entstehenden Winkelbeschleunigungen 
sind gemaB Formel 

wenn J 1 das Tragheitsmoment des Kreisels in bezug auf die y-Achse und J 2 das 
in bezug auf die x-Achse bezeichnet. 

Zur Trennung der yeranderlichen wird die zweite Gleichung einmal integriert: 
dCP2 D E -- = - . 'Fl und das rgebnis in die erste eingesetzt. Man erhalt dann 
dt J 2 

d 2 cp1 D2 G· k 
--;[£2- - -J1 • J 2 • crl = --:r-;- . 

Die Losung dieser Gleichung ist nach Formel (190c) 

( D) . (D ) G·k·J CPl = + 0 1 • cos t'j~: J
2 

• t + O2 • sm jlJ
1
-.J

2 
• t + --ffi~ . 

Da fiir t = 0, CP1 = 0 und (~'1/ = 0 vorausgesetzt wird, so wird 

also 

CPl = G ·~2---!~ • [1 - cos ( jlJ~ J~ • t)]. (216) 
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Wird dieser Wert in die obige Gleichung fiird;t~2 eingesetzt, so folgt leicht 

9'2 = G .~~ J 2 
• [ V~l: ~~- - Sin( ~ • t)] , (217) 

wenn fiir t = 0 ebenfalls 9'2 = (~~~ = 0 angenommen wird. Ein Vergleich mit 

den Formeln (155) in Bd. II lehrt, daB die beiden Gleichungen (216) und (217) 

eine gemeine Zykloide darstellen. 1st d~~2 ~ 0, so entsteht eine verlangerte oder 

verkiirzte Zykloide. Es kann sogar eine einfache Drehung der Spitze auf dem 

gestrichelten Kreisbogen entstehen, wenn ill Augenblick des Aufsetzens d 9'2 
. dt 

gerade so groB ist, daB dadurch ein Kreiselmoment hervorgerufen wird, das gleich 
dem G· h des Eigengewichtes ist. 

Liegt die Achse des Kreisels zu Anfang nicht wagerecht, sondern urn den 
Winkel r geneigt, so ist das Moment des Gewichtes mit cos r zu multiplizieren. 
Die Bewegung findet dann auf einem Kegelmantel statt. 

1st z. B. das Gewicht der Kreiselscheibe G1 = 0,60 kg, das des gesamten 
Kreisels G = 0,70 kg, der Kreiseldurchmesser d = 70 mm, die Rohe h = 30 mm, 
die Anzahl der Umdrehungen in der Sekunde n' = 25 bzw. 15, so wird mit{} = 0,60 
das Schwungmoment . 

{}. G· d2 = 0,60'0,60'0,07 2 = 0.00176 m2kg, 

also das Tragheitsmoment 

J = ~'~~~;~ "" 0,000045 mkgsk2 

und damit 

J G· h2 1 
J 1 = J 2 =2 + -g- = ~. 0,000045 + 0,70 . 0,032 '0,102 = 0,000665 mkgsk2; 

ferner wird 

also 
OJ = 2· Jr . n' = 157,1 bzw. 94,2 l/sk, 

D = J . OJ = 0,00707 bzw. 0,00424 mkgsk. 

Man erhalt so die Schwingungsdauer fiir die Beschreibung eines Zykloiden­
bogens 

_ 2. . ~ _ 2· Jr . 0,000665 k 
to - Jr D - 0,00707 = 0,59 s 

bzw. 2 . Jr~000665 = 0 98 k 
0,00424 ' s. 

Der groBte Ausschlag in der senkrechten Richtung wird 

2 . G . h . J 2 2 . 0,70 . 0,030 . 0,000665", 0 56 
9'l max = D2 0,007072 ' 

b 0 56 • (0,00707 ')2", 1 55 
zw. , 0,00424 ' 

in BogenmaB. In WinkelmaB sind dies", 32° bzw. 89°. 
Je schneller der Kreisel umlauft, desto geringer sind unter sonst gleichen 

Umstanden seine Schwankungen, sowohl raumlich als auch zeitlich. 

Beispiel 164. Ein auf einer ebenen Flache lotrecht stehender Kreisel erfahre 
einen StoB durch eine auBere Ein~irkung P (Fig. 254). Die seitliche Verschiebung, 



240 Besondere Anwendungen. 

die etwa dadurch entsteht, ist hier ohne Bedeutung; die erteilte Kippgeschwindig­
keit in Richtung von P sei v = a • 'Po' und es ist die weitere Bewegung des Kreisels 
zu untersuchen. 

Von vornherein ist anzunehmen, daB eine Schwingungsbewegung in der Ebene 
der Einwirkung von P eintritt; und jeder Bewegung in einer Richtung entspricht 
ja eine zweite senkrecht dazu. Es entstehen also zwei WinkelausschHige, die zu­
sammen eine Bewegung del' Achse AB auf einemKegelmantel ergeben (vgl. S. 238). 
Die dafiir geltenden Gleichungen sind wieder 

D. d rpl D. d 'f'2 
d 2 rp2 dt' d 2 'P1 dt ' 
(jt2 J 1 d t2 -----y:-

worin J 1 das Tragheitsmoment des Kreisels in bezug auf 
den Punkt A angibt. 

Es wird die zweite Gleichung einmal integriert: 

d'Pl D 
~~:w~~~ -d-t- = - 7-; . 'P2 + 0 . 

pi -----'-P.-. 
9§' 

I 

Fig. 254. 

F" to' t 0 d d'Pl V D 't . d ur = 18 'P2 = un dt = -U = 'Po • allll wlr 

d'Pl D at = - 7; . 'P2 + 'Po' 

Wird dieser Wert in die erste Gleichung eingesetzt, 
so folgt 

d 2 'P ( D )2 D 
d t22 = - T . 'P2+T''PO' 

1 1 

also nach Formel (190c) 

'f'2 = + 0 1 , cos (~ . t) - O2 , sin (-§;. t) . 
Fiir t = 0 ist nun 'f'2 = 0 und _d,'£.~ = 'f'o wie oben. Beide Bedingungen ergeben 

J dt 
O2 = - -Jj- . CPO' Ferner folgt aus Cfl = 0 fiir t = 0 auch 0 1 = O. So mit wi I'd 

schlieBlich 
V J 1 • (D ) 'P1=-U'7).Slll J-;.t, 

Cf2 = : . ~~ . [ 1 - cos (-~- . t) ]. 
(218) 

Die Kreiselachse beBchreibt naeh dem StoB einen Kreiskegel urn eine Achse, die mit 
del' urspriinglichen Kreiselachse den in einer senkreeht zur StoBrichtung gelegenen 

Ebene Winkel : . -'t- einschlieBt 158). Del' freie Kreisel weicht also dem StoB 

seitlich aus. Da J] . 'Po immer klein im Verhaltnis zu D ist, so ist diese Bewegung 
allerdings klein. 

Wirkt die Kraft P nieht als StoB, sondern langere Zeit. so ergeben sieh die 
Verhaltnisse des folgenden Beispicls. 

Beispiel 165. Zu untersuchen ist die Wirkungsweise des Sehiffskreiscls 159). 

1st der elektl'iseh angetriebene Kreisel in der Mittelachse des Schiffes mit 
lotrecht stehender Hauptachse fest eingebaut und wird das Schiff durch eine seit-

158) Poi Dsot, Theorie nouvelle de la rotatjon des corps, 1814. 
159) Schlick, 1903. 
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lich kommende Welle um seine Langsachse geneigt, so stellt sich die Haupt­
kreiselachse derart ein, daB sie sich der Schlingerachse zu nahern sucht. Infolge­
dessen taucht das Schiff vorn tiefer ein und hebt sich mit dem Hinterteil weiter 
aus dem Wasser, wenn der 
Kreisel von oben gesehen 
links herumlauft und die 
Welle die Backbordseite ~ 
des Schiffes trifft (Finger­
regel). Ein solcher Kreisel 
verhindert das Schlingern 
also in keiner Weise 160). 

Der Kreisel muB sich in 
einem pendelnden Rahmen 
befinden, dessen Schwin­
gungen durch eine Wasser­

.£ 

Fig. 255. 

druckbremse gedampft werden (Fig. 255). Durch die Neigung des Schiffes in­
folge der Einwirkung der Welle bewegt sich das obere Ende der Kreiselachse 
von 0 nach A (Fig. 256). Das dadurch entstehende Kreiselmoment bewegt es nun 
von 0 nach B, so daB es .sich tatsachlich in der Richtung 00 bewegt. Diese 
Gesamtbewegung ruft aber ein neues Kreiselmoment senkrecht dazu hervor, das 
die Achse also in der Richtung OP kippt und dessen Seitenmoment in der Rich­
tung OQ der Rollbewegung des Schiffes entgegenwirkt 151). Man erkennt, daB dieses 
letztere Moment nur bei einem pendelnd aufgebang:ten Kreisel zustande kommt. 

I 

Fig. 256. 

Fiir die rechneriscbe Verfolgung, die besonder,; die Wirkung der Bremsvor­
richtung klarstellt, seF61) 

Q = 6000 t das Gewicht dES Schiffes, 
8 = 0,45 m der Abstand des Schiffsschwerpunktes S von dem dariiber liegen­

den Punkt (Metazentrum), in dem der Auftrieb Q des Wassers vereinigt 
gedacht werden kann, 

160) Der beschriebene Einbau wurde 1855 bei dem Bessemerschill _rsuchs­
weise vorgenommen. 

161) Foppl, Z. d. V. d. I. 1904. 
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Jo = 15 420 m . t . sk2 das Tl'agheitsmoment des Schiffes in bezug auf die 
durch den Schwel'punkt S gehende Langsachse, 

J 1 = 3 m . t . sk2 das Tl'agheitsmoment des Rahmens einschlieBlich Kreisel 
und Antrie bsmotol' in bezug, auf die Aufhangungsachse des Rahmens, 

J = 4,077 m . t . sk2 das Tl'agheitsmoment des Kreisels in bezug auf seine 
Hauptachse, 

w = 100 l/sk die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels, 
G1 = 20 t das Gewicht des Rahmens einschlieBlich Kreisel und Antriebsmotol', 
G = 10 t das Gewicht des Kl'eisels, 
r = 0,50 m del' Abstand del' Rahmendrehachse von del' wagerechten :Mittel· 

achse des Kreisels, 
cp= del' Neigungswinkel des Schiffes urn die Langsachse, 
'I' = der Neigungswinkel des Kreiselrahmens, 

q . l = 11,7 m . t· sk bzw. 26,3 m' t· sk das Moment der Fltissigkeitsbremse 

fiir die Winkelgeschwindigkeit :~ = 1. 

Dann gelten fiir die Bewegung des Schiffes und des Kreisels gemaB Formel (141): 

d 2 rp d',1' " Jo ' - - = D· - - Q. s· smrp 
dt2 elt ' 

l12,!, elqJ do,!, " 
J ·-=-D·--q·l·-- -G 'r'smV' 

1 (It2 dt fit 1 , 

wol'in bei den gewohnlich nul' VOl'kommenden kleinen AUBschlagen sin cp C'0 rp 
und ebenso sin,!, C'0 'I' gesetzt werden kann. 

Wird die zweite Gleichung nach t di£ferentiiert und hierauf del' aus del' ersten 

f I d W t ell!, dO" t t h""lt o gen e er von dt arm emgese·z", so er a man 

ll4qJ qol ([3 qJ (Q·s G1 0 r D2)' d 2 qJ q·Z Q"S dqJ 
-dt4 + J 1- "-dt3 + \ -J; + -J1- + Jo ° J 1 • dt2 + J; . -.r; " -iit 

G1 • r Q. s 
+ 7;-' To" l' = 0, 

wofiil' abkiirzungsweise geschrieben werden kann 

d 4 rp d 3 1' el2 1' dcp 
ell4 + c3 • (ii'S + C2 ' dt 2 + c1 'df + Co = O. 

Die allgemeine Losung diesel' Gleichung ohne Storungsglied ist entsprechend 
den .~ngaben S.213 

l' = 0 1 ° e"',·t + O2 , e",·t + 0 3 , e"',·t + 0 4 " e".·t, 

worin die 0 die Integrationsfestwerte sind und die !X die vier Wurzeln del' Gleichung 

,0\4 + ca " (X3 + c2 ° (X2 + cl ° IX + Co = O. 

Da alle Faktoren c positiv sind, kann keine der Wurzeln der Gleichung einen 
positiven reellen Wert haben, del' ja fiir t = 00 auch rp = 00 ergeben wiirde. Zur 
weiteren Untersuchung ",ird die vorstehende Gleichung zerlegt in 

IX4 + c2 • IX2 + Co = Xl , 

deren Faktoren nUl" yon den gegebenen Gewichten und Langen abhangig sind, und 

- c3 • IXa - cl • IX = x 2 , 

deren Faktoren von del' GroBe del' Dampfung abhangen. Tragt man beide als 
Kurven !62) auf (Fig. 257), so ergeben ihre Schnittpunkte die reellen Wurzeln 

162) Lore nz, Z. d. V. d. I. 1919. 



Der Kreisel. ~43 

der Gleichung vierten Grades. Man bemerkt, daB zwei negative reelle Wurzeln 
bei sehr steilem Verlauf der zweiten Kurve, d. h. bei groJ3en Werten der Faktoren 
(;2 und (;1' also bei starker Dampfung auftreten. Bei 
schwacher Dampfung sind aHe vier Wurzeln komplex. +x 

1m letzteren Fall kann die Losung auch geschrieben 
werden (vgl. S.214) 

'P =o{· e- a,·' ·sin(b1 · t + rl) + q. e- a'·'·sin(b2 • t + )"2)' 

worin die 0' und r die Integrationsfestwerte sind und 
die a und b mit i = Y =- 1 bestimmt werden durch. 

Die Rollbewegnng des Schiffes setzt sich unter dem 
EinfluB des Kreisels aus zwei gedampften harmonischen 
Schwingnngen von verschiedener Dauer und Phase zu· 
sammen. Bei hinreichender Dampfung durch die Was­
serdruckbremse wird bz = 0 und die zweite Bewegung 
wird eine schnell abklingende aperiodische, d. h. die 
Rollbewegnng wird schnell gedampft. 

Fig. 257. 

Die Ausrechnung mit den gegebenen Zahlenwerten liefert die 
sammenstellung: 

folgende Zu-

Jlremsmoment q·t 

Haupt- Schwingnngsdauer to . . . . . . 
schwingung 1 Diimpfungsfaktor ~ . . . . . . 

Abnahme des Ausschlages nach 
einer vollen Schwingnng . 

Verhiiltnis der Ausschlage von 
Rahmen und Schiff 

Phasenwinkel rl. . 

N~~~~--I Schwingnngsdauer to: 
schwingung 2 . Dampfungsfaktor a2 • 

J. 11,7 

21,5 
0,026 

0,57: 1 

12,0 
75° 20' 

3,5 sk 
1,92 l/sk 

26,3 mtsk 
::-;-....:..:.==-

20,6 sk 
0,058 l/sk 

0,30: 1 

11,4 
55° 40' 

Es ist selbstverstandlich, daB eine zu starke Bremsung einem Festhalten des 
Kreisels gleichkommt und damit die beabsichtigte Wirkung aufhebt. 

In ahnlicher Weise kann der Kreisel nicht nur zur Verringerung der Schwan· 
kungen eines an sich standsicheren Korpers benutzt werden, sondern sogar zum 
Standsichermachen eines fUr sich im unsicheren Gleichgewicht befindlichen Korpers. 
Nur mit Hille eingebauter Kreisel ist die Eiuschienenbahn moglich I63). 

Die Wirkung ist im iibrigen die gleiche wie in Fig. 256 dargestellt, gleich­
giiltig, ob der nur von einer Schiene unterstiitzte Wagen sich infolge veranderter 
Verteilung der Belastung neigt oder durch Winddruck bzw. in einer Kurve durch 
die Schleuderkraft nach auBen gelegt wird. Der Kreisel laBt den Ausschlag nur 
klein werden und richtet den Wagen wieder gerade. Die Schleuderkraft wirkt also 
auf einen in einem Rahmen pendelnd angeordneten Kreisel entgegengesetzt wie 
auf aHe anderen Korper ein. 

Gewohnlich werden zwei e1ektrisch angetriebene gegenlaufige Kreisel vor· 
gesehen 164), die sich zur Verminderung der Widerstande in luftleeren Gehausen 
drehen. Der Kreisel mit lotrechter Achse (Scherl) wirkt vollkommen zweck­
entsprechend; bei wagerecht liegender Achse (Brennan) ist die Wirkung unvoll· 
kommen 162). 

163) Brennan 1906, Engng. 1907/8; ScherI 1908. 
164) Skutsch, Z. d. V. d. I. 1908. 

16* 
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Auch fiir die Standsicherheit des Fahrrades ist die Kreiselwirkung der Rader 
von Bedeutung. Ein schnellaufendes Rad ist viel leichter im GIeichgewicht zu 
halten als ~in langsam laufendes. Neigt sich das Rad aus irgendeiner Ursache, 
so dreht der Fahrer die Lenkstange etwas nach dieser Seite hin. Das Vorderrad, 
in geringerem MaBe auch das Hinterrad, erfahrt die Prazession um seine annahernd 
lotrechte Achse. Sie ruft das aufrichtende Drehmoment um die Liingsachse des 
Fahrrades gemall Formel (215) und der dort gegebenen Fingerregel hervor. 

Beispiel 166. Unerwiinscht ist dagegen die Kreiselwirkung der Radsatze 
und der Anker der in das Drehgestell eingebauten Motoren bei schnellfahrenden 
Motorwagen der Eisenbahn. .Bei der Einfahrt in Kurven steigt die auJlere Schiene 
etwas an, und dadurch wird die Prazession der Kreisel um die Langsachse des 
Wagens bewirkt. Ihre Folge ist eine Drehung des ganzen Drehgestells um die 
lotrechte Achse und zwar nach der Fingerregel nach dem Kriimmungsmittelpunkt 
der Kurve hin 161». 

Hat etwa die 'Obergangsrampe eine Steigung tg 01 = 1 : 1000 und betragt 
die Fahrtgeschwindigkeit V = 100 bzw. 200 km/st, so ist die Winkelgeschwindig­
l!;eit der Neigung des Drehgestells bei dem Laufstellenabstand beider Rader 
a = 1,50 m 

WI = ~ . tgOi = 100· 0,001 = 0,0185 b 0037 II k 
3,6 a 3,6 . 1,50 zw., s . 

Jeder der drei Radsatze des Drehgestells hat bei G1 = 1400 kg Gewicht, 
d1 = 1,25 m Durchmesser und 1}1 = 0,71 das Schwungmoment 

{}1 • G1 • d~ = 0,71 . 1400'1,252 = 1550 m 2kg, 

jeder der beiden Motoranker von G2 = 2000 kg Gewicht, d2 = 0,75 m Dureh· 
messer und {}2 = 0,55 hat das Schwungmoment 

{}2' G2 • d~ = 0,55 . 2000 . 0,752 = 620 m 2kg. 

pas Gesamttragheitsmoment der umlaufenden Teile ist also 

J = 3· 1550 + 2 . 620 = 150 mkgsk2• 
4· 9,81 

Ihre Winkelgeschwindigkeit betragt 

V 2 100·2 
W = 3,6 . a; = 3,6'1,25 = 44,5 bzw. 891/sk. 

Damit wird nach Formel (215) das Drehmoment, das auf Querstellen des 
Drehgestells hinwirkt, 

M = 150 . 44,5 . 0,0185 = 124 bzw. 495 mkg. 

Es steigt mit dem Quadrat der Fahrtgeschwindigkeit. 

Ein Rollkreisel ist ein in einem Punkt seiner Hauptachse unter­
stutzter Kreisel, der mit einem Rade auf einer festen Kurve abrollt. 
Von besonderem Interesse ist der Fall, daB die feste Kurve ein ring­
formiges Stuck eines Kegelmantels ist, dessen Spitze mit dem Unter­
stutzungspunkt des Kegels zusammenfallt. 

In Fig. 258 ist OA die Kreiselachse, um die er mit der Winkel­
geschwindigkeit Q) umlauft, OB die Prazessionsachse, um die der Be­
riihrungspunkt mit der Winkelgeschwindigkeit (1)1 umlauft.· 

16.) Wittfeld, GIasers Ann. 1902. 



Der Kreisel. 245 

Ist wie in Fig. 258 

n 
0.:<"<-1=2 und 

n O<R<_-o.: 
t' = 2 ' 

so hei.Bt die Bewegung eine epizyklische 166); die BerUhrungsstelle 
wandert auf der FUhrung im Sinne der Kreiseldrehung. 

Ist wie in Fig. 259 

o < r < 0.: und - 0.: < j:J < 0 , 

so hei.Bt die praktisch bedeutungslose Bewegung eine perizyklische. 

1'\"" / j 0,,, 
/ F;'V-·', 

I ~\"', I ., 

// I \<'~ 
t 

'-'-"Ii~~=-
t \ I 

Fig. 258. 

Ist ,vie in Fig. 260 

und 
::r 

n 
- - <r <0 

2 

- 2 -rx<j:J<-rx, 

so hei1.\t die Bewegung eine h y p 0-

z y klische. Die Beruhrungsstelle 
wandert in den beiden letzteren 
Fallen auf der Fii.hrung entgegen-
gesetzt zur Kreiseldrehung. 

B 

Fig. 259. 

@P j\~,-.8 \ I \ 
I" ·--·+-...:....~·~I 
\ \~. ~ / 

\ \ & / 

\ / '" / "--- / 
'--.... .-/ 

------- ------Fig. 260. 

Findet reines RoUen ohne Gleiten statt, so besteht die Beziehung 

w· sino.: = WI' sinj:J . 

166) Gramme!. Z. d. V. d. 1. 1917. 
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Tragt man in Anlehnung an die DarlegungenS. 77 die Winkel­
geschwindigkeiten auf den zugehorigen Drehachsen vom Punkte 0 aus 
ab (Flg.261) und zerlegt WI in die beiden Seitengeschwindigkeiten 

WI' sin r und WI' cosy, so erhalt man mit dem 
Tragheitsmoment J in bezug auf die Haupt­
achse und J 1 in bezug auf eine dazu senkrechte 
Schwerachse den Drall des Rollkreisels in bezug 
auf die durch 0 gehende Hauptachse zu 

o 

D1 = J. (w + WI' cosy) 

Fig. 261. 

und in bezug auf die durch 0 gehende, senk­
recht zur Rollbahn stehende A9hse 

D z = J l ' WI' cosy. 

Es ist nun leicht zu erweisen, daB die Dralle fur zwei senkrecht zu­
einander stehende durch denselben Punkt gehende Achsen sich alge­
braisch wie die Tragheitsmomente addieren; nur ist die Richtung der 
Winkelgeschwindigkeiten zu berucksichtigen. Werden wie bei der 
Fingerregel die Drehrichtungen als positiv gerechnet, wenn die Achse 
bei Betrachtung gegen die Achsenrichtung rechts herum umlaufen wird, 
so hat D2 das negative Vorzeichen. 

Der Gesamtdrall ~wird also D = Dl - D z oder 
D = J. (OJ + WI' cosy) - J 1 • WI' cosy, 

und dio Prazessionsgeschwindigkeit betragt WI • sin y, Damit wird das 
Kreiselmoment 

J.}1 = [J ' W + (J - J l ) • WI' cosy], WI' siny 

oder mit dem obigen Zusammenhang zwischen W und WI 

j}] = rJ . ~inji + (J - J l ) • cosYJ' wi. siny . l 8m iX 

Setzt man hierin noch fJ = Y - iX, so wird schlieBlich 162) 

JI = (J. siny' cotgiX - J 1 • cosy) . (J)i· siny . (219a) 

Die Rochnung gilt fUr die epizyklische Anordnung. 
Fur die hypozyklische Anordnung ist WI negativ, femer fJ = '( + iX, 

also J.11 = - (J. siny· cOtgiX + J l • cosy) ,"wi· SillY. (219b) 

Dieses Moment sucht den Kreisel um die zur Drehachse und zur Pra­
zessionsachse senkrechte dritte Achse zu drehen, d. h. es driickt ihn 
auf die Fuhrungsbahn. Bei der hypozyklischen Anordnung ist es 
immer negativ und der Kreisel wird stets gegen die FUhrung gedruckt. 
Bei der epizyklischon Anordnung findet eine Anpressung durch das 
Kreiselmoment nur statt fur 

waf> immer erfUllt ist, wenn J 1 < Jist. 
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Beispiel 167 • FUr einen cinlaufigen Kollergang nach Fig. 262 ist del' gUnstigste 
Winkel y zu bestimmen. 

In bezug auf die Drehachse 0, an del' del' Arm des MahIringes nachgiebig 
angelenkt ist, ergeben sich drei Drehmomente: 0 
des Gewichtes 

11{1 = G· h· siny , 

del' Schwungkraft 
G·h·sin" 

Jlf 2 = - Z . h . COS)' = - I • wi . h . cos y , 
g 

z 
das Kreiselmoment gemaB Formel (219) 

Ma = (J. siny· cotgtX - J 1 • cosy) . wi . siny . ~~~~~~~~~~~ 

Ihre Addition liefert mit J 1 + q~~ = J1 als Trag- R 
g 

heitsmoment in bezug auf eine durch 0 gehende, Fig. 262. 
senkrecht zu h verlaufende Achse 

:EM = [G. h + J. OJ;' (cotgtX. siny - :;/_. COSY) j. siny. (220) 

Del' Wert dieses Andrtickmomentes wird am gt'oBten, also die Zerkleinerungs­
wirkung am besten, fiir 

d"J:,]tI 0 G h J' (' t . 2 J{ ,,) --- = = . . cos;' + . (01' co gcx· sm y --- • cos .. y • 
dy ,J , 

Eine einfache Losung l67 ) ist folgende, da die weitere Ausrechnung auf eine Glei­
chung vierten Grades fiir cos J' ftihrt. Man berechnet nach den Angaben S.214 

J )2 
r = 11 cotg2 t>; + ( -l- und 

J 
tgo = JI' cotgt>; 

1 

d 

z 

Fig. 263. Fig. 264. 

und tragt dann in Abhangigkeit von )' die Kurve r' cos (2)' + (1) auf und tiber 
G· h 

derselben Achse ebenso die Kurve" -. CORy (Fig. 263). Die Schnittpunkte 
. J. WI 

bOlder Kurven ergeben die giinstigsten Werte von t" 
Die Anpressungskraft ist dalm nach Fig. 262 

p= "J:,M 
R 

(221) 

167) Eine andere mit Hilfe derVektore1ll'echnung gibt Toll e, Z. d. V. d. I. 1920. 
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Bei der gebrauchlichen Ausfiihrung ist y = i ' also h = R (Fig. 264). Damit 

erhalt man aus den GlelChungen (220) und (221) 

J. W~ • cotg1X 
P=G+ R . (221 a) 

Ist etwa die Rolle aus GuBeisen von d = 0,90 m auBerem Dmchmesser, 
d1 = 0,70 m innerem Dmchmesser, b = 0,40 m Breite, die im Abstande R = 0,50 m 
mit n = 60 Umdrehungen in der Minute umlauft, so ist mit· einem Zuschlag von 
25 v.H. fiir die Achse, Arme usw. 

G = 1,25. : . (d+ dl)' (d - dl ) ·b·y = 1,25,0,7854,16,0,2,4,7,25,,,, 1000 kg, 

das Tragheitsmoment nach Formel 

J = {}. Go .~ . (1 + di ) = U,55 ·...1:Q00 . 0,92 . 1 6W = 146 k k2 
4 . g d2 1,25 . 4 . 9,81 ' [) ,ill gs , 

die Prazessionsgeschwindigkeit 

""n 
WI =-:30- = 2· If I/sk. 

Damit wird fiir die Anordnung nach Fig. 264 mit cotg1X = t ~d nach For-

mel (22Ia) 

also 

P = 1000 + 14,60'~~ ",2 = 2280 kg. 
, 

Zur Ermittlung der giinstigsten Verhaltnisse berechnet man 

0,5 
cotg1X = 0,45 = 1,111 , 

J{ 1 1000.0,52 
-r = 2' + 9,81 . 14,6 ~= 2,246 , 

(j 2,246 202 0 26° 20' cotg = 1,111 =, : = , 

r = (1,233 + 5,045 = 2,505 , 
ferner 

G· h = ~~..:...Q:~ = 0,867 . 
J . wi 14,6 . n 2 • 4 

Mit diesen Werten ist die Fig. 263 gezeichnet worden. Man entnimmt ihr 
y = 117 0 20'. Fiir die praktische Berechnung sind natiirlich nm wenige Punkte 
beider Kmven zu bestimmen. Damit ergibt Formel (220) in Verbindung mit (221) 
die Pressung 

P = [ 1000 + . 14,~,~~.:... ",2 • (+ 1,111' 0,8884 + 2,246' 0,4592) ]. 0,8884 = 2945 kg, 

also um das I,29fache groBer als bei der gebrauchlichen Anordnung. 
Die Wirkung tritt allerdings nUl' dann ein, wenn die Verbindung der R!?llen­

achse mit der Konigswelle so beschaffen ist, daB der Winkel y die kleinen Ande­
rungen, die fiir die Kreiselwirkung notig sind, auch ausfiihren kann. Anderen­
falls liefert das Kreiselmoment nm eine VergroBerung des auf den Arm wirkenden 
Biegungsmomentes. 

Der zweite Winkel", den die Fig. 263 liefert, gilt fiir die hypozyklische An­
ordnung der Pendelmiihle, die entsprechend zu behandeln ist. 
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