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V orwort zur ersten und zweiten Auflage. 
Auf . den nachstehenden Blättern sind die für angehende 

Maschinentechniker wichtigsten Grundsätze und Formeln der tech­
nischen Elementar-Mechanik zusammengestellt. Ziel der Arbeit war, 
möglichste Kürze in der Fassung des Textes mit übersichtlichkeit 
des Inhalts, möglichst geringen Umfang des kleinen Buches mit 
wohlfeilem Preise zu vereinigen. 

Bei der Bearbeitung des Stoffes ist in jedem Falle auf die 
Anwendung im Maschinenbau möglichste Rücksicht genommen. Als 
Grundlage für das Verständnis sind nur die einfachsten mathe­
matischen Kenntnisse vorausgesetzt. Soweit als möglich sind die 
benutzten Formeln entwickelt. Stets ist aber als Hauptziel erstrebt, 
die mechanischen Begriffe klarzustellen. Die Anschaulichkeit ist zu 
erhöhen gesucht durch weitgehende Anwendung zeichnerischer Er­
mittelungen und durch Aufnahme vieler einfacher Abbildungen. Zur 
Förderung des Verständnisses sind viele Beispiele aufgenommen. Die 
aus denselben berechneten Zahlenwerte sind mit dem Rechenschieber 
erhalten, erscheinen demnach in vielen Fällen nur abgerundet. 

Die vorliegende zweite Auflage erscheint unter verändertem 
Titel, um diesen schärfer zu unterscheiden von demjenigen des 
Buches: "Elementare Mechanik als Einleitung in das Studium der 
theoretischen Physik" von Prof. Dr. Woldemar Voigt, das mir erst 
nach dem Erscheinen meiner Elementar-Mechanik bekannt geworden 
war. 

In der zweiten Auflage sind erhebliche Umstellungen vor­
genommen worden in der Absicht, die Anordnung des Stoffes da­
durch zu verbessern. 

Es ist die Bewegungslehre an den Anfang gestellt, weil die 
sichtbaren Bewegungen dem Anfänger leichter verständlich sind als 
die unsichtbaren Kräfte. Von Anfang an sind zur Veranschaulichung 
der Funktionsbegriff und die Darstellung in Koordinatensystemen 
benutzt, um zu der Vorstellung vom Fluß der Kräfte und der Arbeiten 
in den Maschinen anzuleiten. Aus dem gleichen Grunde sind an 
verschiedenen Stellen auch nach Sankey die Streifendiagramme, 
die für die Aufstellung von Wärmebilanzen in der Technik seit langer 
Zeit üblich sind, auch für die Veranschaulichung von Arbeitsvor­
gängen, mechanischen Wirkungsgraden und Energieumwandlungen 
benutzt worden. Die Zahl der Abbildungen ist erhöht. Auch bei 
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der Darstellung techni:;cher Anordnungen ist, um die Kraftwirkungen 
möglichst deutlich hervortreten zu lassen, nur ein Schema gegeben 
und bauliche Ausführungen sind nur vereinfacht angedeutet. Für die 
liebenswürdige Überlassung mehrerer im Text bezeichneter Abbil­
dungen aus dem für die Einführung in die Technik vorzüglich ge­
eigneten Buche: "Technische:; Denken und Schaffen" von G. v.H a n ff­
stengel danke ich auch an dieser Stelle dem Herrn Verfasser, dessen 
Darstellungsart die Zusammenhänge so besonders anschaulich macht. 

In der Festigkeitslehre ist an verschiedenen Stellen auf die 
Formänderung näher eingegangen. Einige Federberechnungen sind 
aufgenommen. Für die gefällige Übermittlung von Zahlenwerten 
übel' Versuche mit Federn habe ich der Gußstahlfabrik Friedrich 
Krupp in Essen und den Westfalenstahlwerken in Bochum zu 
danken. 

In der Dynamik ist neben anderem der Abschnitt über Schwung­
räder erweitert und ein Abschnitt über den Massenausgleich nach 
Schlick aufgenommen. 

Auch die Hydraulik ist an mehreren Stellen um technisch all­
gemein Wichtiges erweitert. 

Bei den Rechnungen ist dort, wo es vorteilhaft erschien, mit 
der Summation kleiner Größen gearbeitet. Absichtlich ist die An­
wendung der Integralrechnung vermieden, um den Charakter des 
Buches als Elementarbuch zu wahren. Die vorkommenden Formeln 
sind dann geometrisch oder analytisch für den jeweiligen Bedarf in 
einfacher Weise abgeleitet. 

Möge das Buch auch in der vorliegenden :Fa:;:;ung manchem 
Anfänger den Weg weisen können in das Gebiet der technischen 
Mechanik und zu weiteren Studien anregen! 

Aachen, im November Hl21. 

ltudolfVogdt. 
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Eirileitung. 
Aufgabe der Mechanik. 

Kräfte und deren Wirkungen. 
Mechanik ist die Lehre von den Kräften und den Wirkungen 

der Kräfte auf die Körper und deren Bewegungen. Die maschinen­
technische Mechanik untersucht diese Zusammenhänge an den 
Maschinen. Jede Änderung einer Bewegung ist durch Kräfte ver­
ursacht. Bewegt sich ein Körper geradlinig und legt hierbei in jeder 
folgenden Sekunde einen größeren Weg zurück als in der vorauf­
gegangenen, so wirkt eine Kraft in Richtung der Bewegung. Das 
Umgekehrte ist der Fall, wenn eine Kraft der Bewegung entgegen­
wirkt. Jede Änderung der Bewegungsrichtung ist durch eine quer 
zu dieser wirkende Kraft erzeugt. Die äußeren auf einen Körper 
wirkenden Kräfte rufen zwischen den Materialfasern innere Kräfte 
und am ganzen Körper Formänderungen, also Bewegungen der 
kleinsten Stoff teile hervor. 

In der Mechanik und damit auch in den auf nachstehenden 
Blättern behandelten Rechnungen sind außer einigen Verhältnis­
zahlen alle Werte benannte Größen. Die Benennungen haben 
ausschlaggebende Bedeutung. Die Richtigkeit eines Ergebnisses 
kann stets dadurch nachgeprüft werden, daß die Benenn ungen 
beider Seiten einer Gleichung miteinander verglichen werden, z. B.: 

kg' cma 
cm = -:-='----

~·cm4 
cm 2 

cm =cm. 
Alle zeichnerischen Untersuchungen wie Geschwindigkeits- und 

Kräftepläne bekommen ihren Wert erst durch Wa.hl und Angabe 
der Maßstäbe. 

J. Bewegungslehre und Kennzeichnung von Bewegungen. 
Eine Bewegung ist gekennzeichnet durch Angabe 
1. des Ausgangspunktes, 
2. der Richtung, 
3. des in einer bestimmten Zeit zurückgelegten Weges. 

v 0 g d t, Mechanik. 2. Anfl. 1 
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2 Bewegungslehre und Kennzeichnung von Bewegungen. 

Der in der Zeiteinheit von einem bewegten Körper zurückgelegte 
Weg heißt dessen Geschwindigkeit, wenn in allen gleichen Teilen 
der Zeiteinheit gleiche Wegstrecken durchmessen werden. Als Zeit­
einheit gilt in der technischen Mechanik gewöhnlich die Sekunde, 
doch auch die Minute oder die Stunde. Benennung der Geschwindig­
keit meistens m/sk, bei Kranen auch m/min, bei Eisenbahnen kmfst. 
Die Bahn des bewegten Körpers kann eine Gerade, eine gebrochene 
Linie oder eine Kurve sein. 

1. Gleichförmige Bewegung. 

In gleichen Zeiten werden gleiche Wege zurückgelegt. Die 
Geschwindigkeit bleibt die gleiche. Mit der Geschwindigkeit v wird 

dann in t Sekunden der Weg 
~L-S-_~~~1~r~z--~~r-~1~~--~'t 
~s~~ ! 1 

s=v·t 
J---SJ- : 

~ s .. -;:;;;-----J 

Fig. 1. 

zurückgelegt. In der Fig. 1 bezeichnen 81 , 

82 , 83 usw. die Länge der in 1, 2, 3 sk zu­
rückgelegten Wege. Die Linie ist die Bahn, 
auf der die einzelnen Stationen, die nach 

Ablauf der bezeichneten Zeiten erreicht werden, bezeichnet sind. 
Hierbei ist aber noch nicht ersichtlich, ob auch während jeder ein­
zelnen Sekunde die Bewegung gleichförmig erfolgt. 

Der Verlauf des Vorganges ist zu veranschaulichen durch Ein­
zeichnen eines Zeit - Weg - Diagramms (Fig. 2) in ein Parallel­

Koordinaten-System. Auf einer 
wagerechten Linie, der "Abszissen­
achse" werden in einem beliebigen 

v= Jt aber anzugebenden Maßstabe die ver-
I , v=LI.5 änderlichen Zeiten t als "unabhängig 

- ___ ~ ___ +_i Llt Veränderliche" angegeben. Es sei 
I ' , : I: z. B. angenommen, daß 1 mm einer 

s: :: Sekunde entsprechen, d. h. 1 sk bild-
: :: lieh vorstellen soll. Dann ist der hier , , 

~f----t--"---'L'+:E-' -,T-'E-"-,,f-, --~t gewählte Zeitmaßstab 1 mm = 1 sk. 
ilt&1sJr. ilt~1slr: In den einzelnen Zeitpunkten wer-
Fig. 2. den auf Parallelen zur "Ordinatenc 

achse", hier auf Senkrechten in 
einem anderen Maßstabe, dem Längenmaßstabe, die jeweils zu­
rückgelegten Wege 8 aufgetragen. Zum Beispiel Längenmaßstab 
1: 1000, d. h. 1 mm der Zeichnung entspricht dem Wege von 1 m 
der Wirklichkeit. Die Verbindungslinie der einzelnen Endpunkte 
ergibt eine durch den Koordinaten-Anfangspunkt gehende anstei­
gende Gerade. Diese zeigt, daß die zurückgelegten Wege im glei-
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chen Verhältnis wie die verflossenen Zeiten anwachsen. Die Ge­
schwindigkeit 

8 Ll8 
V = - = - = tgiX 

t LI t 

ist die trigonometrische Tangente des Winkels zwischen der Ver­
bindungslinie der gewonnenen Punkte und der Zeitachse. 

LI t bezeichnet in der Figur einen kleinen Zeitraum, A 8 bezeich­
net den während dessen zurückgelegten Weg. Wenn L1 t = 1 sk 
angenommen wird, bezeichnet L1 8 die Geschwindigkeit. Hinter dem 
Punkte P wächst die Geschwin-
digkeit in 1 sk um den Be- 1If--"f8-----'fC-----'i0'------'fE-;...s 

trag LI v. 
Anwendung des Zeit-Weg­

Diagramms in den graphischen 
Eisenbahnfahrpläneni) (Fig.3). 
Hieraus ersichtlich: Durchfah­
ren der Station B, Anhalten 
der Züge auf den Stationen C t 
und D, Kreuzung zweier Zügel 
und II, Abnahme der Ge­

Fig.3. 

schwindigkeit des Zuges l vor der Station D2). Zug l fährt von 
A nach E, Zug II von E nach A. 

Bei der Auftragung des Zeit - Weg - Diagramms in Polar­
koordinaten ist die unabhängig Veränderliche, die sog. Amplitude, 
der Winkel f{!, der von dem Anfangsstrahle r 
aus gemessen wird. Letzterer dreht sich um 
den PolO des Systems. Gleichmäßige Dre­
hung dieses Radiusvektor vorausgesetzt 
geben demnach die Winkel direkt ein Bild 
der seit dem Anfang der Bewegung abge­
laufenen Zeiten. Die zurückgelegten Wege 
sind radial als Verlängerungen von r auf­
getragen. Eine Rolle, die um den Winkel f{! 
im Sinne l um 0 sich gedreht hat, hat sich 
hierbei nach der Fig.4 um 8,1' von 0 ent­
fernt. 

Technische Anwendung findet dieses 
System i]J. gewisser Abänderung in den 

Fig.4. 

Nockenscheiben, die bei der Steuerung der Motoren gebraucht wer­
den. Hierbei ist die entsprechende Zeit-Weg-Kurve als Profil des 

1) Das Diagramm ist gegen das vorige um 90° gedreht. 
2) Nach Se u f e r t: Bau und Berechnung der Verbrennungskraftmaschinen. 

Verlag von Julius Springer, BerEn. 

1* 



4 Bewegungslehre und Kennzeichnung von Bewegungen. 

Nockens in Stahl ausgearbeitet. Es dreht sich aber die Kurve, hier 
also die Scheibe N, und zwar im Sinne II. Dann hebt sich die 
Rolle R des Steuerhebels um stp, wenn die Scheibe sich um f{J dreht. 
h ist hierbei der größte Hub der Rolle bei einer Scheibendrehung 

<X 

um 2' 
Im Zeit - Geschwindigkeits - Diagramm (Fig.6) entspre­

chen wieder die Abszissen den Zeiten, die Ordinaten den jeweiligen 
Geschwindigkeiten. Bei der gleichförmigen Bewegung ist der zurück­
gelegte Weg 

in Benennungen: 
s = vt 

m= m 'sk 
sk 

dargestellt durch die Fläche eines Rechtecks von der Grundlinie t 
und der Höhe v. 

_____ 't--" Ir' 
/" i /\ a 

1;71' '$~-'i' ,1 
\ I . . . / . I . 

'-,~ . ../ 
~'-r-' 

Fig.5. 

v 

J 

2 

Fig.6. 

Beispiel. Fig.5 und 6. Der Kurbelzapfen einer Handkurbel von 
der Länge a = 400 mm macht in der Minute n = 20 Umläufe. Dann 
ist der vom Zapfen zurückgelegte Weg 

s = 2 an n, 

s = 0,8' 3,14' 20 = ",50 m. 

Die Geschwindigkeit des Kurbelzapfens ist 

s 50 
v = t = 60 = 0,83mjsk. 

Beispiel. Ein Laufkran legt in 1 min emen Weg s = 120 ru 
zurück. Dann ist seine Geschwindigkeit: 

120 
v = 00 = 2 ru/sk. 
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2. Ungleichförmige Bewegung. 
Die Geschwindigkeit ändert sich. 
Die (augenblickliche) Geschwindigkeit eines ungleichförmig be­

wegten Körpers ist derjenige Weg, den der Körper in 1 sk zurück­
legen würde, wenn er von dem betrachteten Augenblick an seinen 
Bewegungszustand beibehalten würde. 

a) Beschleunigte Bewegung. 
Die Geschwindigkeit nimmt zu. Beschleunigung 

Zunahme der Geschwindigkeit während 1 sk. 
Nach Fig. 7 ist 

Benennung: m/sk2• 

v 

r 
Il t'.====~ts.s~~==~.k-~t 

Fig.7. 

v-c 
P=-t-' 

v 

Fig.8. 

Gleichförmig beschleunigte Bewegung. 

P ist die 

Die Beschleunigung bleibt die gleiche. Bei dem freien Fall wächst 
die Geschwindigkeit in jeder Sekunde um g. Beginnt die Bewegung 
mit der Anfang'lgeschwindigkeit c = 0, so ist nach t Sekunden die 
Endgesohwindigkeit 

v=gt. 
Der hierbei zurückgelegte Weg ist wieder durch die Fläche des Zeit­
geschwindigkeitsdiagramms (Fig. 8) dargestellt: 

Es folgt 

Bei8piel. Nach 

t gt2 

h = 2· yt = '2' 
v· t v2 

h=Y=2g' 

v= y2gh 
g = 9,81 = IZlI0 m/sk2 • 

einer Fallzeit t = 10 sk ist 
v = 9,81 . 10 = 98,1 m/sk, 

h = 9,81 . 100 = 490,5 m, 
2 
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6 Bewegungslehre und Kennzeichnung von Bewegungen. 

Ungleichförmig beschleunigte Bewegung. 
Die Beschleunigung nimmt zu oder ab (Fig.9). Bei dem An­

fahren von Eisenbahnzügen und elektrischen Kranen ist die An­

Fig.9. 

fangsbeschleunigung am größten und 
nimmt im Verlaufe des Anfahrens ab. 

2v 
Die größte Beschleunigung ist -{ . Die 

Geschwindigkeitskurve steigt nach einer 
Parabel an. 

Beispiel. Ein Förderkorb wird in 
t = 10 sk auf die Geschwindigkeit v = 12 
m/sk gebracht. Dann ist die mittlere 
Anfahrtsbeschleunigung : 

p = H = 1,2 m/sk 2 • 

b) Verzögerte Bewegung. 
Die Geschwindigkeit nimmt ab. Verzögerung ist die Abnahme 

der Geschwindigkeit während I sk. 
Benennung: mjsk2• 

Gleichförmig verzögerte Bewegung. 
Die VerzQgerung bleibt die gleiche. Geht die Anfangsgeschwindig­

keit VI stetig in t2 Sekunden in die Endgeschwindigkeit V 2 über, 
so beträgt die Verzögerung: 

VI - V2 P = ---­
t2 

Ein Beispiel für gleichförmig verzögerte Bewegung gibt der 
senkrechte Wurf nach aufwärts. Hier ist die Verzögerung g (Fig. 10). 
Bei der Anfangsgeschwindigkeit VI ist die Geschwindigkeit nach t2 

Sekunden 
v2 = VI - g t2 • 

Wenn VI = g t2 , dann ist v2 = O. Dann hat der geworfene Körper 
den höchsten Punkt erreicht. 

{) 

{) 

t t 

Fig. 10. Fig. 11. 
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Ungleichförmig verzögerte Bewegung. 
Die Verzögerung p nimmt zu oder ab. 
Fig. 11. Bei Eisenbahnschnellzügen ist die anfängliche Bremsver­

zögerung p = ",,0,7m/sk2• Di~ Verzögerung am Ende p = ",2 m/sk2 • 

Beispiel. Ein mit der Geschwindigkeit VI = 10 m/sk fahrendes 
Automobil wird gebremst und erreicht in t = 3 sk die Geschwindig­
keit V 2 = 5 m/sk. Dann ist die mittlere Verzögerung des Wagens: 

10 - 5 
P = ---3-- = 1,67 m/sk2 • 

3. Zusammensetzung von Bewegungen. 
a) Gleichgerichtete Bewegungen. 

JEde Geschwindigkeit ist darstellbar durch eine Linie von be­
stimmter Lage, Länge und Richtung. 

Ein Schiff fährt mit der Geschwindigkeit u. Auf dem Schiffe 
bewegt sich ein Mann in der gleichen Richtung mit der Eigenge­
schwindigkeit w. Dem Ufer gegenüber hat der Mann dann die Ge­
schwindigkeit: 

c=u+w. 

Beispiel. Fig. 12. Ein Dampfschiff fährt mit der Geechwindig­
keit u = 7 m/sk. Auf dem Schiffe bewegt sich ein Mann mit der 
Geschwindigkeit w = 1 m/sk. Der Mann hat, wenn er in der Fahrt­
richtung geht, die Absolutgeschwindigkeit : 

c = 7 + 1 = 8 m/sk. 

-E -. -- S3> 
Fig. 12. Fig. 13. 

b) Entgegengesetzt gerichtete Bewegungen. 

Auf dem mit der Geschwindigkeit u fahrenden Schiffe geht ein 
Mann mit der Eigengeschwindigkeit w vom Bug nach dem Heck 
des Schiffes (Fig. 13). Dem Ufer gegenüber hat der Mann jetzt die Ge­
schwindigkeit: 

c=u-w. 

Für u = w ist c = 0, d. h. der Mann bewegt sich nicht gegen" 
über dem Ufer. 

Wenn der Mann (siehe voriges Beispiel) sich entgegen der Fahrt­
richtung bewegt, hat er die Absolutgeschwindigkeit : 

c = 7 --- 1 = 6 m/sk. 
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c) Bewegungen, deren Richtungen einen beliebigen Winkel miteinander 
einschließen. 

Parallelogramm der Geschwindigkeiten. 
Ein Körper, der auf einem anderen bewegten Körper fortschreitet, 

führt gleichzeitig 2 Bewegungen aus, die beide gemeinsam die Ge­
samtbewegung ergeben. 

Auf einem mit der Geschwindigkeit u fahrenden Laufkran be­
wegt sich die Katze mit der Geschwindigkeit w (Fig. 14). Die geo­

Tl) 

vl1 
Fig. 14. 

metrische Zusammensetzung beider Ge­
schwindigkeiten ergibt diejenige Ge­
schwindigkeit C, mit· der die Katze in 
der Werkstatt fortschreitet. 

u heißt 
w 
c " 

die Systemgeschwindigkeit, 
" Relativgeschwindigkeit, 
" Absolutgeschwindigkeit. 

Die Absolutgeschwindi'gkeit ist Dia­
gonale in dem Parallelogramm, dessen 
Seiten die Systemgeschwindigkeit und 
die Relativgescbwindigkeit vorstellen. 

Die Katze kommt in einer Sekunde von A nach E. wenn sie 
gleichzeitig die Geschwindigkeiten u und w oder nur die Geschwindig­
keit c besitzt. Würde der Kran sich auf einem Schiffe befinden, das 
gleichzeitig mit der Geschwindigkeit c' = c in der entgegengesetzten 
Richtung verholt wird, so würde die Katze im Raum in Ruhe bleiben. 

Wenn während der Bewegungen von Kran und Katze am Haken eine 
Last gehoben wird, so setzen sich 3 Bewegungen im Raume zusammen. 

Drei Geschwindigkeiten, deren Richtungen sich im Raume 
schneiden, ergeben eine Absolutgeschwindigkeit, deren Größe durch 

Fig. I5a. Fig. 15 b. 

die Körperdiagonale r dargestellt ist, wenn die Kanten des Körpers 
den einzelnen Geschwindigkeiten entsprechen (Fig. 15a). Falls die 
Einzelgeschwindigkeiten wie bei einem Laufkran senkrecht auf­
einanderstehen, folgt 



Umfangsgeschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit. 9 

Man erhält den Endpunkt der Gesamtbewegung, wenD man die 
Teilbewegungen geometrisch der Größe und Richtung nach an ein­
einander reiht (Fig. 15 b). 

Bei8piel. Fig. 16. Mit der Geschwindigkeit c = 6 m/sk fließt das 
Wasser dem Laufrade einer Turbine unter dem Winkel 1X = 20 0 zu. 
Das Turbinenrad hat an der Eintrittsstelle die 
Umfangsgeschwindigkeit u = 4 m/sk. Die Tur- ,+:u,:'-"_-:::;:>T 

binenschaufel muß an der Eintrittsstelle parallel /$/7 
sein zu der aus" dem Parallelogramm erhaltenen ~_/W 
Relativgeschwindigkeit w = 2,6 m/sk. Fi M ß b "g. 16. asta: 

Die Absolutgeschwindigkeit ist Diagonale in 1 mm = O,26mjsk. 
dem Parallelogramm, dessen Seiten die System-
geschwindigkeit und die Relativgeschwindigkeit sind. 

4. Umfangsgeschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit. 

Umfangsgeschwindigkeit. 

Irgendein Punkt des Umfanges einer Riemscheibe (Fig. 17) vom 
Durchmesser d legt bei einer Umdrehung der Scheibe den Weg 

1l·d 

zurück. Der von diesem Punkt in 1 sk 
zurückgelegte Weg heißt seine Umfangs­
geschwindigkeit u. Bei n minutlichen Um­
drehungen der Scheibe ist: 

3t·(],·n 
'l-t = 60 

Bei derselben Umgangszahl hat ein 
Punkt am Wellenumfang die Umfangs­
geschwindigkeit : 

. Folglich: 
u d 
u1=d1 ' 

Fig.17 . 

Bei einem umlaufenden Körper haben dessen einzelne Teile 
verschiedene U mfa ngsgesch windig kei ten. 

Bei8piel. Riemscheibe vom Durchmesser d = 500 mm läuft 
mit n = 50 Umdrehungen in der Minute. Ihre Umfangsgeschwindig­
keit ist: 

_ 3,14 . 0,5 . 50 _ 1 31 / k 
u- 60 -, ms. 
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. Die Welle hat d1 = 50 mm Durchmesser. Ein Punkt am Wellen­
umfang hat die Umfangsgeschwindigkeit : 

u2 = 0,131 m/sk. 

Winkelgeschwindigkeit. 
Ein im Abstande 1 von der Drehachse befindlicher Punkt ~, z. B. 

einer umlaufenden Riemscheibe, hat die Umfangsgeschwindigkeit : 
2·Jl·1·n 

u1 = 60 

Jl'n 
30 . 

Für einen Punkt im Abstande rist: 

Das Verhältnis: 

2r'Jl'n 
u=---

60 

u Umfangsgeschwindigkeit ;rr • n 
-- =w=-
r Abstand von der Drehachse 30 

ist für alle Punkte desselben umlaufenden Körpers das gleiche. 
Es heißt die Winkelgeschwindigkeit. Ändert sich die Winkel­
geschwindigkeit, so heißt deren Zunahme in 1 sk Winkelbeschleu­
nigung. Die Abnahme der Winkelgeschwindigkeit pro 1 sk heißt 
Winkel verzögerung. 

Benennung der Winkelgeschwindigkeit: 
m 1 1 
sk·m=sk· 

Beispiel. Die Welle des vorigen Beispieles hat die Winkel­
geschwindigkeit: 

_ 3,14' 50 ~ 523 
w- 30 -, . 

5. Bewegung des Kurbelgetriebes. Fig. 18. 

r = Kurbellänge, 
s = 2 r = Hub (Durchmesser des Kurbelkreises), 

n = Umgangszahl in der Minute, 
l = Länge der Schubstange. 

Kolbenwege. Fig.18a. 
1. Bei unendlicher Schubstangenlänge. 
Der Kolbenweg x ist, nur beeinflußt von der Kurbelbewegung, 

gleich dem Wege, den der Kurbelzapfen parallel zur Achse der 
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Kolbenstange zurücklegt. Die Schubstange schwingt nicht, sondern 
bleibt sich parallel. 

Einfache Kurbelschleife : 
x = r (1 - cos ~). 

2. Bei endlicher Schubstangenlänge l. 
Der Kol­

benweg ist 
durch die 
Drehungder --?--_ 

Kurbel und ~-s -----..I 
durch die 
Schwingung der Schubstange beeinflußt. 

Für den Hingang des Kolbens vom Zy­
linder zur Kurbelwelle: 

x = r (1 - cos~) + l (1 - cosß) . 

Für den Rückgang des Kolbens: 

x = r (1 - cos ~) - l (1 - cos ß) , 

rsin~ = 1 sinß, 

! = A. 
1 

Allgemein: 

x = r (1 - cosa) ± 1 [1- y'1 -(TSi;cX)2! 
oder den Wurzelwert des zweiten Gliedes 

z·oo 

nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt l :5r 
angenähert: 

2 

x = r (1 - cos ~) ± ; 1 sin 2 IX • 

Hierbei gilt das obere Vorzeichen für 
den Hingang, d. h. Bewegung des Kolbens 
nach der Kurbelwelle hin, das untere für Fig. 18 a--e. 
den Rückgang: 

Xmax = 2 r = 8 = Hub. 
Bei dem Hingang hat der Kolben für IX = 90 0 die Hubmitte 

bereits überschritten, bei dem Rückgang hat er die Hubmitte noch 
nicht erreicht. 

Gesc h windig kei t en. 
Geschwindigkeit des Kurbelzapfens : 

llsn 
v = 60 = const. 
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Mittlere Kolbengeschwindigkeit : 
2 sn sn 

c=60=30· 

Augenblickliche Kolbengeschwindigkeit entsprechend einem be­
liebigen Kurbelwinkel IX: 

c = v sin lX (I ± Y cos lX) . 

Durch Differentiation aus dem augenblicklichen Kolbenwege er­
mittelt. In den Fig. I8b und I8d sind die Kolbengeschwindig­
keiten als Ordinaten zu den Kolbenwegen als Abscissen aufgetragen. 

Größte Kolbengeschwindigkeit 
für unendliche Schubstangenlänge (Fig. 18 b) in der Hubmitte : 

Cmax = v, 

für endliche Schubstangenlänge 1 = 5 r (Fig. ISd): 
Cmax = 1,02 v 

wird erreicht bei dem Hingang für 
lX =79°16', 

bei dem Rückgang für 
lX = 100 0 44' . 

Beschleunig ungen. 
In den Totlagen (Endpunkten des Kolbenweges) ist die Kolben­

geschwindigkeit c =-0. In dem ersten Teile des Hubes sind also 
die geradlinig bewegten Triebwerksmassen (Kolben, Kolbenstange, 
Kreuzkopf und ein Teil der Schubstange) zu beschleunigen bis zu 
derjenigen Kurbelstellung, bei der die größte Kolbengeschwindig­
keit erreicht wird. Hier ist die Beschleunigung p = O .. Im zweiten 
Teile des Hubes wird die Kolbenbewegung verzögert. 

Für eine beliebige Kurbelstellung ergibt sich die augenblickliche 
Beschleunigung aus der Formel: 

p = :2 (cos lX ± T cos 2 lX) . 

die durch Differentiation aus der Geschwindigkeitsformel erhalten ist. 
Bei 1 = 00 ist 

in der Hubmitte 

v 2 
P = -- . cos lX , 

r 
v2 

Prrax = -; 

p=O. 
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Die Beschleunigungen werden sehr hoch. Für n = 130 und 8 = 600mm 

f = ~ ist z. B.pmax = 66,5 mJsk2• 

In Fig. 18 c sind die Beschleunigungen als Ordinaten zu den ent­
sprechenden Kolbenwegen als Abszissen für unendlich lange Schub­
stange in Fig. 18 e für die Stangenlänge l = 5 raufgetragen. 

II. Statik. Lehre vom Gleichgewicht der Kräfte. 
Statik ist im strengen Sinne nur die Lehre vom Gleichgewicht 

der Kräfte an ruhenden Körpern: Die Lehre vom Stillstande. 
Ein Körper, auf den keine (unmöglicher Fall) Kraft 

einwirken würde, würde seinen Bewegungszustand 
nicht ändern. Dieselbe Wirkung wird erzielt, wenn 
auf den Körper mehrere Kräfte einwirken, deren 
Wirkungen sich gegenseitig aufheben. Ein ruhender 
Körper befindet sich im Gleichgewicht (Fig. 23), 
ebenso aber auch ein Körper, der sich in gerader 
Richtung gleichförmig weiter bewegt, d. h. der in . 
gleichen Zeiten gleiche Wege zurücklegt (Beharrungs- Flg. 19. Fig.20. 
zustand.) Fig.24. 

1. Darstellung der Kräfte. 
Eine Kraft ist bestimmt durch Angabe: 
l. der Größe (g, kg, t), 
2. der Lage (des Angriffspunktes), 
3. der Richtung. 
Größe der Kraft = Länge der Linie, z. B. 

1 kg = 1 cm (Kräftemaßstab, der beliebig zu wählen 
ist). 

Lage der Kraft = Lage der Linie. 
Richtung" ,,= Richtung, die der Pfeil bezeichnet. Fig. 19. 

Die Gerade, in welcher die Kraftlinie liegt, heißt die Wirkungs­
linie der Kraft. Jede Kraft kann in ihrer Wirkungslinie 
beliebig verschoben werden. Auf die Öse (Fig.20) wird die 
gleiche Kraft ausgeübt, mag das Gewicht Q oben oder unten an dem 
Seile befestigt sein. 

2. Zusammensetzun~ von Kräften mit gemeinsamer 
Wir kungslinie. 

Die Mittelkraft (Resultierende) R hat die gleiche Wir­
kung wie die Seitenkräfte (Komponenten) P1P2 usw. 
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Die Bewegungsänderung eines Körpers ist also dieselbe, gleich­
gültig ob auf ihn die gegebenen Seitenkräfte oder ob die diese er­
setzende Mittelkraft einwirkt. 

a) Zwei Kräfte haben gleiche Richtung. 

R = PI + P 2 • 

Fig. 21 a. 

, 
fl.)' , 

Fig. ~1 b. Kräftemaßstab : 1 mm = 214 kg. 

Im Kräfteschema werden die beiden Kräfte zusammengesetzt, 
indem die zweite Kraft-(Linie) mit ihrem Anfang an das Ende der 
ersten Kraft-(Linie) angefügt wird. Geometrische Addition. 

Beispiel. Bei einer Tandemdampfmaschine treibt die Kraft!) 
PI = 4900 kg den Hochdruckkolben und die Kraft P 2 = 2600 kg 
den Niederdruckkolben. Die gesamte Antriebskraft ist dann (Fig. 21) 

R = PI + P 2 , 

= 4900 + 2600 , 
= 7500 kg. 

b) Zwei Kräfte haben entgegengesetzte Richtung. 
Die Mittelkraft ist: 

R = P1 - P 2 • 

NB. P 2 ist im Kräfteschema mit seinem in der Figur rechten 
Anfangspunkt bis an den Endpunkt von PI verschoben zu denken. 

I':, Pz 
I ,I 

...... _/{-, .... ' 

Fig. 22 a. Kräftemaßstab : 1 mm = 200 kg. Fig.22b. 
R hat dieselbe Wirkungslinie wie PI und P 2• 

Die Mittelkraft R wirkt in derselben Linie wie PI und P 2 und hat 
die Richtung der größeren Kraft. R ist nur der Deutlichkeit halber 

1) Zur Bestimmung von PI und P 2 siehe nächstes Beispiel. 



Gleichgewicht zwischen zwei Kräften. 15 

herausgezeichnet. ;R ist auch hier erhalten als geometrische Summe 
von PI und - P 2• 

Beispiel. Auf die Deckelseite eines Dampfkolbens wirkt die Kraft!) 
PI = 3200 kg, auf die Kurbelseite wirkt P2 = 800 kg. (Vgl. Fig. 22.) 
Welche Kraft R treibt den Kolben 1 

R = P I - P 2 , 

= 3200 - 800, 
R = 2400 kg. 

Die Kräfte treten stets paarweise auf. 
Jeder Kraft entspricht eine gleich große, in derselben 

Wirkungslinie entgegengesetzt gerichtete Gegenkraft 
(Reaktion). Die Gegenkraft wird durch die Kraft her­
vorgerufen. Wirken Kraft und Gegenkraft auf denselben 
Körper, so befindet er sich im Gleichgewicht. 

Bei der Dampfmaschine wirkt der dem Kolbendruck entgegen­
gesetzt gleiche Gegendruck auf den Zylinderdeckel. Folglich wird 
der Kolben in Bewegung gesetzt und, wenn der Zylinder nicht fest­
gehalten ist, auch der Zylinder. Zittern fahrbarer und Schiffsmaschinen. 

3. Gleichgewicht zwischen zwei Kräften. 
Zwei gleich große entgegengesetzt in derselben Linie wirkende 

Kräfte haben die Mittelkraft Null. Sie heben sich gegenseitig auf, 
sind miteinander im Gleichgewicht. Sie ändern den Bewegungs­
zustand eines Körpers, auf den sie einwirken, nicht. 'Die geometriF!che 
Zusammensetzung solcher Kräfte im Kräfteschema führt auf den 

~ + Fig.23a. Fig.23b. Fig.24a. Fig.24 b. 
Kräfte-Schema. 

Anfangspunkt zurück, hat also das gleiche Ergebnis, als ob vom 
Anfangspunkte aus die Kraft-(Linie) Null abgetragen wäre. In 
den Fig. 23 und 24 sind die Kräfte nicht geometrisch addiert, sondern 
nur in ihren Richtungen an den Angriffspunkten angegeben. 

Beispiel. Last Q auf einer Unterlage (Fig. 23). Der hervorgerufene 
Gegendruck ist 

D=Q. 
1) P1 und P 2 sind die Mittelkräfte der über die Kolbenflächen beider 

Seiten verteilten einzelnen Dampfdrücke. Siehe: Mittelkraft vieler Parallel­
kräfte und Schwerpunkt. 11, 12 und 13. 
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Der Körper bleibt unter der Einwirkung der beiden Kräfte in 
Ruhe. 

Beispiel. Ein Schlitten vom Gewicht Q = 200 kg befindet sich 
in Bewegung (Fig.24). In dem Lastenschema ist der Schlitten 
durch einen Punkt angedeutet. Auf den Schlitten wirken die 
Kräfte: 

1. das Eigengewicht Q senkrecht nach unten, 
2. der von der Fahrbahn ausgeübte Gegendruck D = Q senk-

recht nach aufwärts, 
3. der der Fahrtrichtung entgegengesetzte Fahrwiderstand!) W, 
4. die in der Fahrtrichtung wirkende Zugkraft 2) Z = W. 
Die wirksamen Kräfte heben sich paarweise auf. Sie sind mit­

einander im Gleichgewicht. Mittelkraft R = O. 
Die Folge ist, daß der bereits in Bewegung befindliche 

Schlitten unter der Einwirkung der gegebenen vier 
Kräfte seine Bewegung unverändert beibehält. 

4. Gleichgewicht zwischen drei in verschiedenen Wirkungslinien 
wirkenden Kräften. Kräftedreieck. 

Modellanordnung : Gewichte 
führt sind (Fig. 25). An dem 

o 
, , , , , , 

''-I 
-----.::,.; 

an Schnüren, die über Rollen ge­
Knotenpunkt 0, an welchem die 

drei Schnüre zusammenlaufen, 
herrscht z. B. Gleichgewicht, 
wenn die Gewichte die ange­
schriebenen Größen besitzen. 

Drei an einem Punkte 
im Gleichgewicht befind­
liche Kräfte lassen sich 
zu einem geschlossenen 
Kräftedreieck zusam­
me n set zen. Die Kraftpfeile 
weisen alle in demselben Sinne 

(l-rlf.kg um das Dreieck herum. 

Fig.25a. 

Nach S. 15 ist an dem 
Punkte 0 nur dann Gleichge­
wicht möglich, wenn dort zwei 
gleich große, in derselben Wir­

kungslinie entgegengesetzt gerichtete Kräfte wirken. Die Kräfte Ql 
und Q2 können demnach durch eine einzige Kraft ersetzt werden, 
welche entgegengesetzt gleich ist der Kraft Qa. 

1) Siehe Reibung. II, 16. 
2) An~enommen ist, daß der Schlitten durch ein Windwerk mittels eines 

auf der Fahrbahn schleifenden Seiles gezogen wird. 



Parallelogramm der Kräftp. 

{}., 

{}.Z ____ ___ J 

Fig. 25 b. Kräfteschema der 
Modellanordnung. 

lf.!:g 

~ 
Fig.250. 

o. Parallelogramm der Kräfte. 

Fig. 25 d. 

Zusammensetzung von zwei beliebigen Kräften an demselben 
Angriffspunkte. 

17 

Die Mittelkraft R ist Diagonale des Parallelogramms, 
dessen Seiten die gegebenen Kräfte Pt und P 2 sind. Wir­
ken in dem Kräfteparallelogramm die gegebenen Kräfte 
von dem Angriffspunkte 0 fort, so wirkt auch die Mittel­
kraft von diesem fort. Wirken die gegebenen Kräfte 
nach dem Angriffspunkte hin, so tut die Mittelkraft 
das gleiche. Fig. 26a u. b. 

Beispiel. An dem Zugseil einer Handramme 
ziehen zwei Mann mit den Kräften PI = P 2 

= 20 kg. Welche Kraft R wird auf das Zugseil 
ausgeübt 1 . R = 33 kg (Fig. 27). 

t5JP~ 
I 

/ 
/ 

I 
R. I 

1 - - ------

Fig.26a. 

I 
I 

Fig.26b. 

/ 
I 

I 
I 

I 
P, Pz 

I 
I 

\ I 
\ / 

'- I 

Fig. 27. Kräftemaßstab : 
1 mm = 1,5kg. 

Zerlegung einer Kraft in zwei gegeneinander geneigte Seitenkräfte. 
Beispiel. Die auf den Dampfkolben wirkende Kraft K wird auf den 

Kreuzkopf übertragen (Fig. 28). Hier kann sie in der ursprünglichen 
Richtung nicht weiter fließen, sondern übt eine doppelte Wirkung aus: 

--H--t-+O II-=-~ ~~1-
Pr .. q N ' : ''-j'/ : -<--s ___ 

Fig. 28. Kräftemaßstab: 1 mm = 190 kg. 

v 0 g d t, Mechanik. 2. Aufl. 
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1. in der Richtung der Schubstange wird die Kraft S hervor­
gerufen, 

2. der Kreuzkopf wird mit der Kraft N gegen seine Führung 
gepreßt. 

Die Kraftgrößen ergeben sich aus dem Kräfteparallelogramm, z. B. : 
K = 4000 kg. 

S = 4100 " 
N = 820 " 

oder N = Ktgß 

S=_K . 
cosß 

6. Gleichgewicht zwischen beliebigen in einer Ebene wirkenden 
Kräften mit gemeinsamem Angriffspunkte. 

An einem Mast, der in Fig. 29 durch den Punkt Mim Grundriß 
angedeutet ist, sind vier Drähte angespannt, die mit den Zug­

Ir! 

Fig.29a. Fig.29b. 

kräften Zl' Zs, Za' Z4 auf 
den Mast wirken. Angenom­
men ist, daß diese Kräfte im 
Gleichgewicht sind. 

Zl und Zs werden zU R1 

zusammengesetzt. 
Za und R 1 werden zu Rs 

zusammengesetzt. 
Rs ersetzt demnach die 

Zz Käfte Zl ,Zs und Za und er­
gibt die gleiche Wirkung wie 
diese drei Kräfte. 

Z4 ist entgegengesetzt 
gleich Rs , ist also mit dieser 
Kraft im Gleichgewicht. 

Die vier an einem Punkte 
im Gleichgewicht befindlichen Kräfte Zl' Zs, Za und Z4 lassen sich 
der Größe und Richtung nach so aneinander zeichnen, daß sie ein 
geschlossenes Kräfteviereck ergeben. Die Kraftpfeile weisen sämt­
lich im gleichen Sinne um den Umfang der Figur herum. 

Beliebig viele an einem Punkte im Gleichgewicht be­
findlicheKräfte, die in derselbenEbene wirken, lassen sich 
zu eine m geschlosse ne n Kräfte pol ygon z usa. m me nsetzen. 

Die Erfüllung dieser Bedingung genügt nicht, wenn die Kräfte 
an verschiedenen Punkten angreifen.. Siehe allgemeine Gleich­
gewichtsbedingungen. 11, 10. 
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7. Hebel. Statisches Moment. 
Jeder um eine Achse oder Kante, in der Figur um einen Punkt 

drehbare Körper ist im Sinne der Mechanik ein Hebel. Die Hebel­
gesetze sind für die Technik von grundlegender Bedeutung. 

Hebelarm = Lot vom Drehpunkt auf die Kraftrichtung. 
Statisches Moment = Kraft X Hebelarm. 

Benennung: mkg, cmkg, mt. 
Wie bei einer Kraft die Richtung muß bei einem Moment der 

Drehungssinn - im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeiger -
bekannt sein. 

M=P'c 
= p. (a . C081\). 

Oder Kraft P am Kurbelzapfen zerlegt: 
M = (P . cos 1\) • a. 

Die Wirkungslinie der anderen Seitenkraft P sin 1\ schneidet den 
Drehpunkt, hat also den Hebelarm Null und besitzt hier kein Moment. 

p 

Fig. 30a. Fig. 30b. 

Bwispiel (Fig. 30): P = 12kg, a = 400mm, 1\ = 30°. 
M = 12 . 400 . 0,87 

= 4176mmkg 
= 4,176mkg. 

Auf den Kurbelzapfen drückt die Kraft S. Das an der Kurbel 
drehende Moment ist daher nach Fig. 28 : 

M = S· r· sin(1\ + ß), 
s 

r = Kurbelhalbmesser = 2" ' 

M = K ß • r· sin(1\ + ß). 
cos 

Beispiel: S = 4100kg, r = 300mm, 1\ = 60°, ß = 10° . 
. M = 4100 . 0,3 sin 70°, 

sin70° = 0,94, 
M = 4100 . 0,3 . 0,94 = 1156 mkg. 

2* 
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Hebel. 

a) Einarmiger Hebel. Kraft (P) und Last (Q) wirken beide vom 
Drehpunkt (0) aus gerechnet an derselben Seite des Hebels. 

Fig. 31 a. 

o o<>----r---=l i +p 
:--a.---l' 
I ~ b Q. 

Fig. 31 b. 

Beispiel. Sicherheitsventil eines Dampfkessels (Fig. 31). Gleich­
gewicht ist vorhanden, wenn 

P·a=Q·b, 

P b 
Q =-;z 

Eigengewichte von Ventil und Hebel sind hier der Einfachheit 
halber vernachlässigt. 

Kraft und Last verhalten sich umgekehrt wie ihre Hebelarme. 
Reibungswiderstände sind hierbei wegen der Lagerung des Ge­

stänges in Schneiden praktisch zu vernachlässigen. 
b) Zweiarmiger Hebel. Der Drehpunkt liegt zwischen Kraft 

I und Last. 
Beispiel. Balancier zum An­

trieb der Luftpumpeeinerstehen­
den Dampfmaschine (Fig. 32). 

% ' ~ 

Fig, 32, 

Gleicharmiger He bel: die 
Hebelarme von Kraft und Last 
(Widerstand) sind gleich. 

Ungleicharmiger Hebel: 
die Hebelarme von Kraft und 
Last sind nicht gleich. 

Die auf den Hebel wirkende 
Antriebskraft ist P. 

Die Belastung durch die Luft­
pumpe an der anderen Hebelseite 
ist Q. 

Die Belastung des Mittelzap­
fens ist 

P+Q . 
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Räder-Übersetzungen. 
Bei zwei miteinander arbeitenden Zahnrädern (Fig.33), deren 

Teilkreisdurchmesser d1 und d2 in der Fig.33 angegeben sind, 
kommen in der gleichen Zeit gleiche auf den Umfängen gemessene 
Längen in Berührung: 

n· d1 • n1 = n· d2 • n2 , 

nl d 2 

112 = d 1 • 

n1 und n2 bedeuten die Umgangszahlen der Räder. 

~ 
Fig. 33. Fig. 34. 

Die Umgangszahlen zweier miteinander arbeitender 
Zahnräder verhalten sich umgekehrt wie deren Teil­
kreisd urchmesser. 

Ebenso gilt auch 
n1 Z2 

nz Zl 

wenn Zl und Z2 die betr. Zähnezahlen bedeuten. 
An der Berührungsstelle beider Räder werden Zahndrücke (Z) 

hervorgerufen, die gleich groß, aber (als Kraft und Gegenkraft) 
entgegengesetzt gerichtet sind (Fig.34). 

Trommelwelle mit Kurbel. 
Momentengleichung (Fig. 35): 

K·a=Q·R, 

fL 

R. _ _ ~ ___ .L __ . .J 
~ 

Fig.35a. Fig.35b. 
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Kurbelkraft : 
Q'R 

K=--. a . 

Räderwinde mit 1 Vorgelege (Fig. 36). 

Momente an der Trommelwelle: 

...... 

Fig. 36. 

Q. R = Z· r 2 , 

Q'R ='Z. 
r 2 

Z = Zar ndruck. 
Momente anderK urbel­

welle: 
K'a=Z'r1 , 

K'a 
--=Z. 

r 1 

Also ist: 

K'a Q·R 

Kurbelkraft (verlustlos) : 
R r1 K t =Q._.-. 
a r2 

Die wirklich erforderliche Kurbelkraft ist: 

R r 1 1 
K w = Q . ~ . - . - , 

a r2 'YJ 

K t 
--='YJ. Kw 

'YJ ist der Gesamtwirkungsgrad der Winde, 
'YJl = Wirkungsgrad der Trommelwelle, 
'YJ2 = " " Kurbelwelle und der Zahnräder. 

Dann ist 
'YJ = 'YJl' 'YJ2' 

Der Gesamtwirkungsgrad einer Maschine ist gleich 
dem Produkt der Wirkungsgrade der einzelnen Teile. 

B~i8piel. Mit einer Winde sollen Lasten bis Q = 500 kg gehoben 
werden. Der Trommelhalbmesser ist R = 125 mm, Kurbelarm 
a = 400 mm. Der Gesamtwirkungsgrad ist 'YJ = 0,87. Es sollen 



Momentensatz. 

2 Mann mit je 15 kg Kurbel­
kraft arbeiten. Dann ist die 
erforderliche Räderüberset­
zung: 

r l K·a·1) 
- ---

rz Q. R 
30 . 400 . 0,87 I 

500·125 6 

Räderwinde 
mit 2 Vorgelegen (Fig. 37). 

Die erforderliche Kurbel­
kraftl) ist 

R r l r3 1 
K w = Q . - . - . - '- . 

a rz r4 1) 

23 

a. 
Fig. 37. 

Die Gesamtübersetzung ist gleich dem Produkt der 
Teil übersetz u ngen. 

8. Momentensatz. 

Das statische Moment der Mittelkraft ist gleich der 
Summe der statischen Momente oder Seitenkräfte. 

Für 0 als Drehpunkt: 

PI . a = [R . cos 1X] • a = R . [a . cor; 1X] . 

Die Mittelkraft R ist hier so in ihrer Wirkungslinie verschoben 
gedacht, daß die Richtung der Seitenkraft P2 durch den Drehpunkt 
geht. 0 

P 2 hat also keinen Hebelarm und f-­
übt hier kein Moment aus. / Pz 

Mehrere Momente, die um dieselbe (L 

Achse drehen, können ersetzt werden t 
durch ein Moment, welches die gleiche ---'--'-------''---..::::0 

Wirkung hat (Fig. 39). Fig.38. 

PI' r l + Pz ' rz = R· r. 
Hierbei ist es gleichgültig, ob R groß und r klein ist oder um­

gekehrt, wenn nur das Produkt R . r gleich der Summe der gegebenen 
Momente ist. 

1) Für die Ermittelung werden ebenso wie vorher die Momentengleichungen 
für die einzelnen Wellen aufgestellt. Die Zahndrücke sind dann wieder. paar­
weise gleich. 
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Mehrere Momente, die um dieselbe Achse drehen und die Summe 
Null ergeben, heben sich gegenseitig auf. Sie sind miteinander im 
Gleichgewicht. Das wäre in Fig. 39 der Fall, wenn R die entgegen­
gesetzte Richtung hätte. 

Beispiel. Auf einer Welle sitzen drei Zahnräder, ein treibendes 
vom Halbmesser r und zwei getriebene von den Halbmessern r l 

und ra. Die Zahndrücke sind R, P l und Pa· 

der Minute um. 

r l = lOOmm, 

ra = 200 " 
r = 250 " 

P l = 300kg, 

Pa = 150 " 

R _ 300 . 100 + 150 . 200 
- 250 ' 

R = 24Okg. 

R hat hier entgegengesetzte Richtung 
wie in Fig. 39. 

Solange diese drei Momente miteinan­
der im Gleichgewicht sind, läuft die Welle 
dauernd mit derselben Umlaufszahl in 

(Die Zapfenreibung ist nicht berücksichtigt.) 

9.Zerlegung einer Kraft in zwei parallele Seitenkräfte. 
Ermittlung der Stützdrücke. 

Zwei Momente sind im Gleichgewicht, wenn sie gleich groß sind 
und entgegengesetzten Drehungssinn haben. Balken auf zwei 

Stützen. (Fig. 40). 

At~~----a---*.!~~u--w 
r ... -:-----" -----I·r·B 

Auflagerpunkt II als Drehpunkt, 
angenommen. Der Stützdruck B geht 
durch den Drehpunkt, hat also keinen 
Hebelarm und übt kein Moment aus. 

Fig. 40. A . 1 dreht im Uhrzeigersinn, 
Q. b dreht gegen den Uhrzeiger. 

Der Balken befindet sich in Ruhe. 
Also: 

A·l=Q·b, 
Q.b 

A=-Z-· 

Entsprechend mit 1 als Drehpunkt ist der am rechten Auflager 
hervorgerufene Gegendruck 

Q·a 
B=-Z-· 
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Hierbei ist zu berücksich­
tigen, daß die Auflagerdrücke 
durch die Last hervorgerufene 
Kräfte sind. Würde ein Lager 
brechen, so würde der Träger 
nach dieser Seite sich senken 
und hierbei sich um das an­
dere Lager als Drehpunkt 
drehen. 

Fig. 41. 

Fig.42. 

16000kg B 

Die Fig. 41-43 1) erklären 
die Zusammenhänge näher. 
Der Mann unter dem linken 
Trägerende verhindert durch 
die Unterstützung des Trä­
gers dessen Drehung um die 
Stütze B. Die Summe aller 
Momente für den Träger in 
Fig. 42 ist 0 auch für einen 
beliebigen Drehpunkt, z. B. 
für die Trägermitte M. Hier­
für gilt 

, _~ ___ ==j~ __ '-3m~10000kg 
"" . 8m --:j 
__ '1m-~""'IE-"--'1m-·--

Fig. 43. 

Moment von A = 24 000 mkg im Uhrzeigersinn 
" ,,0 = 16000 "" " 
" "B = 40 000 " gegen den Uhrzeiger . 
Beispiel. Fig. 40. EsseiQ = 6000 kg das Gewicht eines Schwungrades. 

Die Entfernung von Mitte zu Mitte Lager ist l = 1500 mm, 
a = 1000 mm, b = 500 mm. Es ist dann A = 2000 kg, B = 4000 kg. 

10. Gleichgewichtsbedingungen für Kräfte mit verschiedenen 
Angriffspunkten in einer Ebene. 

Beliebig gerichtete, in einer Ebene It ' ,..,,<---a~ 
wirkende Kräfte lassen sich stets nach !oe' ~ _____ :::>1 

zwei auf einer senkrechten Richtungen 
- wagerecht und lotrecht - in Seiten­
kräfte zerlegen. Die wagerechten oder 
die lotrechten Kräfte können sich nur 
dann unmittelbar aufheben, wenn sie 
eine gemeinsame Wirkungslinie haben. 
Sonst ergeben sie Momente, sog. Kräfte-

1) Aus "Technisches Denken und Schaf­
fen". Eine gemeinverständliche Einführung in 
die Technik von Prof. Dipl.-Ing. G. v. Hanff­
stengel. Verlag von Jul. Springer, Berlin. 

1 
(Q+O) 

Fig.44. 



26 Statik. Lehre vom Gleichgewicht der Kräfte. 

paare, d. h. paarweise gleiche aber entgegengesetzt gerichtete Kräfte 
wie in der Fig. 44. +- Hund - H mit verschiedenen Wirkungslinien. 

Gleichgewicht ist nur möglich bei der Erfüllung nachstehender 
Bedingungen: 

1. Summe aller senkrechten Seitenkräfte gleich 0 
2. Summe aller wagerechten Seitenkräfte gleich O. 
3. Summe der statischen Momente in bezug auf irgend­

einen in derselben Ebene liegenden Drehpunkt 
gleich O. 

Für das in der Fig. 44 angedeutete Krangerüst muß gelten: 

1. Q + G = (Q + G) , 
2. H=H, 
3. Qa + Gb =Hh. 

Hier bedeuten Q die angehängte Last, G das Eigengewicht des 
Kranes, Hund H die von den Lagern auf das Krangerüst ausgeübten 
Horizontalkräfte. 

Bei beliebigen im Raume wirkenden Kräften, deren jede in 3 auf­
einander senkrechte Seitenkräfte zerlegt werden kann, müssen die 
den 3 Koordinatenachsen parallelen Seitenkräfte und die den 3 Koor­
dinatenebenen parallel drehenden Momente sämtlich je die Summe 
o ergeben, d. h. sich aufheben. 

11. Die verschiedenen Gleichgewichtszustände. 

Stabiles Gleichgewicht: Ruhendes Pendel. Aus ursprünglicher 
Lage gebracht, kehrt es stets wieder in diese zurück (Fig.45). 

Fig.45. 

,7 
I, 
I' 
I' 

" " " " 
" " " " , 

Fig.46. Fig.47. 

Labiles Gleichgewicht: Balancierender Körper, der seine erste 
Gleichgewichtslage verliert, geht in eine neue Gleichgewichtslage 
über. Er fällt um. (Fig.46.) 

Indifferentes Gleichgewicht: Kugel auf wagerechter Ebene 
befindet sich in jeder Stellung im Gleichgewicht. (Fig.47.) 
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12. Mittelkraft beliebig vieler Parallelkräfte. 
Rechnerische Bestimmung 1). 

Balken mit vielen Einzellasten ist gegeben IFig. 48). Die Mittel­
kraft aller Lasten ist gesucht. 

A 

- 0, ---I 
I 

Oz • I 
o .. ~ 

I 

~ 
~o .. ~ 

Cl. ~ aa (1". , 
I 

f , l '. -1' 
I , 

LI~.---------------l----------------~·I 

Fig. 48 a. Lastenschema. 

Die Mittelkraft ist: 

R = Ql + Q2 + Qa + Q4' 
R • r = Ql • b1 + Q2 . b2 + Qa • ba + Q4 • b4 , 

Ql • b1 + Q2 • b2 + Qa . ba + Q, • b4 
r= R . 

Die Stützdrücke2) sind: 
R 'r 

A =-l-' 

B=R-A. 

---2.w:>O~ 2000----->j"<;;-2200-+i tO, ttla ttlj' ta* 
Fig. 48 b. Lokomotive. 

8 

Beispiel. Achsdrücke einer Lokomotive nach Fig.48b: 
Ql = Q2 = 15 000 kg 
Qa = Q4 = 9 000 " 

R=48000" 

1) Siehe Schwerpunkt. II, 13. 
2) Siehe S. 24. 
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Vorderachse als Drehachse angenommen: 

15000 . 6600 + 15000 . 4200 + 9000 . 2200 + 0 
x = 48000 
x = 003790 mm. 

Zeichnerische Bestimmung. Seil polygon. 

Ein nach Fig.49a an den Punkten A und B befestigtes Seil 
trägt die Einzellasten Ql ,Q2' Q3 und Q4' An den Angriffspunkten 
der Lasten bildet das Seil Ecken, dazwischen ist es gerade gespannt. 
An dem Punkte I ist die Last Ql mit den Seilkräften 
8 1 und 8 2 im Gleichgewicht. Diese drei Kräfte lassen sich 

Fig. 49 a. Seilpolygon. Fig. 49 b. Polfigur. 

also zu einem geschlossenen Kräftedreieck zusammen­
setzen (Fig.49b). Das gleiche gilt für die an den Punkten 11, 111 
und IV angreifenden Lasten und Seilkläfte. Da die Kräfte 8 2 , 

8 a und 8 4 stets zu zwei Kräftedreiecken gehören, fallen diese, wenn 
die Lasten untereinander angetragen werden, mit den Spitzen zu­
sammen. Die gemeinsame Spitze heißt der Pol $. Die Polstrahlen 
sind dcn von den entsprechenden Lasten hervorgerufenen Sdl­
kräften parallel. 

Die Mittelkraft 
R = Ql + Q2 + Qa + Q4 

bildet in der Polfigur ein Kräftedreieck mit den Seilkräften 8 1 

und 85 , Sie ist also mit diesem im Gleichgewicht. Die Mittel­
kraft geht im Seilpolygon durch den Schnittpunkt der 
äußersten Seiten des Seilpolygons. 
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Zeichnerische Lösung der Aufgabe von Fig.48a. Einzellasten 
Ql' Q2' Q3' Ql aneinander getragen. Belie biger Pol '.ß angenommen. 
Polstrahlen 81 , 8 2 , 83 , 8 4 gezogen. Zu diesen werden parallel ge­
zeichnet die Seiten des Seilpolygons (81), (82), (83), (84), (85 ), Die 
Mittelkraft R = 48 000 kg geht durch den Schnittpunkt, von (81 ) 

und (85), (Fig.50a.) 
Die Schnittpunkte der äußersten Seiten (81) und (85 ) des Seil­

polygons mit den Wirkungslinien der Stützdrül'ke A und B werden 
durch die Schlußlinie (8) verbunden. Die Parallele 8 in der Polfigur 
schneidet A und B auf der Kraftlinie im Kräftemaßstab ab. 

I I I I 
I I I I 
I I I I 
I I S I 

, I ./ 

'*'/ , 
./ 

/ 

/ 
./ 

./ 

./ 
./ 

/' 
./ 

-./ 
./ 

tB 
I 
I 

Fig. 50 a. Kräftemaßstab: 1 mm = 8200 kg. 

s" 

Fig. 50 b. 

Die Richtung von 8 ist durch die Wahl von '.ßbedingt. 

A + B = Ql + Q2 + Qa + Q4 = R. 
A ist mit (81) und (8) im Gleichgewicht, bildet deshalb mit 81 

und 8 ein geschlossenes Kräftedreieck. Das gleiche gilt für 8, B 
und 85, (8) ist als Druckstrebe vorzustellen (Fig.50a). 

13. Schwerpunkt. 

Schwere oder Gewicht eines Körpers ist die Kraft, mit welcher 
er von der Erde angezogen wird. 

Diese Kraft hat für denselben Körper an verschiedenen Punkten 
der Erde verschiedene Größe. 

Der Schwerpunkt eines Körpers ist der Punkt, in dem 
das ganze Gewicht des betr. Körpers vereinigt ange­
nommen werden kann. 
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Der Schwerpunkt einer Linie (einer Fläche oder eines Körpers) 
braucht nicht aut dieser Linie (Fläche oder Körper) zu liegen. Siehe 
z. B. Fig. 55. 

Die Wir k u ngslinie des Kör pergewich­
tes geht in allen Lagen des Körpers 
durch dessen Schwerpunkt. 

+-+-l ~ 1$ I 

-+.-s.-. , /J---r--
I 

Fig. 51. Fig.52. Fig. 53. Fig.54. 

Die Mittelkraft aller EinzelschwerkrMte geht durch den Gesamt­
schwerpunkt (Fig. 55). 

Bei symmetrischen Körpern oder Flächen oder Linien liegt der 
Schwerpunkt au:( der Symmetrieachse (Fig.51-53). 

Bei Unterstützung des 
Schwerpunktes befindet 
sich der Körper im Gleich­
gewicht (Fig. 54). 

Der Schwerpunkt eines 
Quersclmittes 1) spielt bei 
der Biegungsfestigkeit eine 

------------ wichtige Rolle. 

Fig.55. 

Bestimmung des Schwer­
punktes. 

1. Durch Versuch. 
Aufhängung der Fläche oder 
des Körpers in verschiede­
nen Punkten. 

Die durch den Aufhän­
gungspunkt jedesmal gezo­
genen Senkrechten schnei­
den sich im Schwerpunkt, 
denn dieser liegt .stets unter 
dem Aufhängungspunkte. 

2. Mittels des Seil­
polygons. Winkelquer­
schnitt (Fig. 55) in zwei 
Rechtecke zerteilt, deren 

1) Ein Querschnitt als geometrische Figur hat kein Gewicht. Wenn man 
den betr. Querschnitt aber z. B. aus Blech ausschneiden würde, so würde er 
bei Unterstützung im Schwerpunkt in der Schwebe bleiben. 
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Schwerpunkte z. B. durch Schnitt der Diagonalen unschwer an, 
gegeben werden können. In diesen Einzelschwerpunkten greifen 
Kräfte (Gewichte der Rechtecke) an, deren Größen sich verhalten 
wie die Größen der Rechtecke. 

Die Mittelkraft geht durch den Schnittpunkt der äußersten Seil, 
polygonseiten. Die Konstruktion wird für zwei beliebige Lagen 
des gegebenen Winkelquerschnittes ausgeführt. (Der Querschnitt 
ist in zwei verschiedenen Lagen aufgehangen gedacht.) Die Wirkungs' 
linien der beiden Mittelkräfte schneiden sich im Schwerpunkte des 
Gesamtq uerschnittes. 

3. Mittels Rechn ung. (Fig. 56). Unter Benutzung des Mo, 
mentensatzes: 

"Das statische Moment des Ganzen ist gleich der 
Summe der statischen Momente der einzelnen Teile." 

Momentengleichung in bezug auf die Drehachse I-I: 

I 

I 
Fig.56. 

F . x = 11 . Xl + 12 . X 2 , 

F = 11 + 12, 
11 . Xl + 12 . 002 

00= F . 

' ~'----------~I ~M --------

Fig. 57. 

Momentengleichung in bezug auf die Grundlinie als Drehachse: 

F . Y = 11 . Yl + 12' Y2' 
Y = 11 . Y1 + 12 . Y2 • 

F 

Eine beliebige Fläche 1 kann in sehr viele sehr kleine Teile LI f 
zerlegt gedacht werden. Die entsprechenden Koordinaten der Teile 
sind X und y, die beide natürlich für alle Teile verschiede ne 
Werte haben. Die Koordinaten des Schwerpunktes seien Xo und Yo' 
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Es ist 

und 
xo·F = ~xL1F 

Yo • F = ~ Y L1 F . 

Dann lassen sich die beiden Gleichungen in vereinfachter Form 
schreiben: 

~yL1F 
Yo = F . 

Das Zeichen ~. bedeutet die Summe vieler sehr kleiner Teile. Wird 
als Bezugsachse eine Sch werachse gedacht, so wird Xo = 0; 
daher 

0·F=2xL1F =0. 

Entsprechend ist dann auch 
L1yL1F=O. 

Beispiel. Breitflanschiges l-Eisen, N.-P. 12/6. Der Schwerpunkt 
des Profiles soll bestimmt werden. 

Da die Figur symmetrisch ist, liegt der Schwerpunkt auf der 
Symmetrieachse, d. h. der senkrechten Mittellinie. 

1. Rechnerische Bestimm ung. (Fig. 57.) 
Zerlegung des ganzen Querschnittes in die Rechtecke 11 und 12: 

11 = 5qcm, 
12 = 12qcm, 
F = 11 + 12 = 17 qcm. 

_ 5 . 3,5 + 12 . 0,5 _ 1 38 
Y - 17 - , cm. 

2. Zeichnerische Bestimmung. (Fig. 58) 
Beliebiger Maßstab gewählt, z. B.: 

1 qcm Fläche entspricht 1 mm Länge der Kraftlinie. 

11 = 5 mm, 
12 = 12 mm. 

HaI bkreislinie. Fig.59. 
Betrachtet wird das sehr klein gedachte Linienstück (Punkt, in 

der Figur groß gezeichnet) 
/ls=rL1rp. 
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In bezug auf die x-Achse ist dessen statisches Moment: 
Mx = rAcp - rsincp. 

Fig. 58a, b. 

S bezeichnet den gesuchten Schwerpunkt des Halbkreisbogens 
der Länge 8 = r 7r. Also gilt 

8· Yo = 1;r2 sincpAcp = r2 .2'sincp Acp. 
Das Zeichen .2' bedeutet eine Summe. 
Diese besteht hier aus sehr vielen Glie­
dern, deren jedes sehr klein ist und 
den Faktor r 2 enthält. Das Zeichen .2' 
ersetzt eine Klammer. Der Faktor r2 

kann also ausgeklammert, hier vor 
das Summenzeichen gesetzt werden. 

Zur Berechnung der Summe wird 
ausgegangen von der bekannten 
Formel 

!I 

Fig.59. 

cos (IX + ß) = cos IX cos ß - sin IX sin ß . 
Entsprechend ist 

cos (cp + A cp) = coscp cosA (j) - sincp sinLl cp , 
coscp = coscp. 

33 

Von 

Je kleiner der Winkel A cp angenommen wird, um so genauer ist 
cosA cp = 1, 
sinA cp = Acp. 

Bogenlänge = '" Sehne. 
Mit diesen Werten ergibt sich 

cos (cp + A cp) - coscp = A coscp = - sincp L1 cp . 
A cos cp bedeutet die kleine Änderung - Abnahme - des cos für 
einen kleinen Zuwachs A cp des Winkels cp. Also sind auch die ent­
sprechenden Summen gleich 

1; L1 coscp = - 2: sincp A cp , 
2: L1 coscp = coscp . 

v 0 g d t, lIIechanik. 2. Auf]. 3 
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Die Summe der Teile ist gleich dem Ganzen 
2: sinljJ ,11jJ = - cosljJ . 

Die hier allgemein bezeichnete Summe kann erst dann eindeutig 

~Ö~"1 
I /15 
I I:+' , 
f<-a-~~ I 

f*---o~--- .-1 

.Fig. 60. 

berechnet werden, wenn angegeben wird, zwi­
schen welchen Grenzen die Summe gebildet 
werden soll. 

Bei emer Linie z. B. (Fig.60) ist allge-
mem: 

2;,18 = 8. 

Zwischen dem "oberen Grenzwert" 8 = b und dem unteren 
Grenzwert 8 = a ist die Summe 

s~b 

L,18=b-a. 
s=a 

Im vorliegenden Falle ist die obere Grenze für den Viertel kreiR 

n "0 d· G 0 ljJ = -2 =:10, 1e untere renze ljJ = . 

Also 

2,'sinljJ ,1g. = - (cos90° - cosO") = 1 . 
(f'=o 

Daher 
rn 9 

8 Yo = -2 Yn = r- , 

2r 
Yo = - . 

n 

Die Schwerpunkte SI und S2 der beiden benachbarten Viertel­
kreise haben die gleiche Ordinate. Ihr gemeinsamer Schwerpunkt S 
des Halbkreises liegt auf der Verbindungslinie und auf der y-Achse 
aIR Symmetrieachse. Es gilt daher auch für den Halbkreisbogell 

2r 
Yo = --;;- . 

Halhkreisfläche. Fig.61. 
Die Schwerpunkte der einzel-

Y nen Segmente (" Dreiecke) liegen 
--+---- auf dem Halbkreisbogen Vom Halb­

Fig. 61. 

messer ir. 
Folglich ist hier 

2jr 
Yo =. ~. 

:rr 

4r 
Yo=_· 

3n 



Guldinsche Regeln. 35 

Beispiel. Schwerkunkt einer Lokomotive. In Fig. 48b sind die 
Achsdrücke angegeben. Angenommen ist, daß die einzelnen Rad­
drücke durch Wagen bestimmt sind und daß die beider3eitigen Rad­
drücke jeder Achse gleich groß sind. Dann liegt der Gesamtschwer­
punkt der Lokomotive in deren senkrechter MIttelebene, und zwar 
auf der Wirkungslinie von R. 

14. Guldinsche Regeln. 

a) Oberfläche von Drehkörpern. 

Eine Drehfläche entsteht durch Drehung einer Linie um eine 
Achse O. Es sei Lll ein kleiner Teil der erzeugenden Linie, dann ist 
bei einer vollen Umdrehung im Kreis vom Halbmesser x die er­
zeugte kleine Drehfläche 

LlF=2xnLll. 

Also ist die ganze Drehfläche 

F=2:LlF=2:2xnLll 

mit "Ausklammerung" von 2 n 

F=2n2: xL11 , 
F=2nxo l. 

Xo ist der Abstand des Linienschwerpunktes von der Drehachse. 
Die Drehfläche, die durch Drehung einer Linie um 

die Achse 0 entsteht, ist gleich dem Produkte: 

Länge der erzeugenden Linie X Weg ihres 
punktes bei einer Umdreh ung. 

Beispiel. Fig. 62. Die Oberfläche 
eines Ringes vom mittleren Durch­

n . d2 
messer D und vom Querschnitt 
ergibt sich folgendermaßen: 4 

Schwer-

Umfang des Querschnittes: Fig.62. 

n'd = l, 
Oberfläche des Ringes: 

F = l· n' D. 

b) Inhalt von Drehkörpern. 

Durch Drehung eines kleinen Flächenteilchens Ll F um eine Achse 
im Abstande x wird der kleine Drehkörper vom Inhalt 

/tv = 2 xnLlF 
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erzeugt. Also ist der Inhalt des ganzen durch eine Umdrehung der 
Fläche F erzeugten Drehkörpers 

V = ~LI V = 2 n ~x LlF, 
V=2xonF. 

Der Inhalt eines Drehkörpers , der durch Drehung 
einer Fläche um die Achse 0 entsteht, ist gleich dem 
Prod ukte: 
Erzeugungsfläche X Weg des Schwerpunktes der Fläche 

bei einer Umdreh ung. 
Der Inhalt des vorstehenden Ringes ist: 

~ 
~ 

I 
Fig. 63. 

n' d2 
- - ·D·n = V. 

4 

Beispiel. Fig. 63. Das Gewicht Q eines 
Schwungringes1) ist zu berechnen: 

Q= V'Y, 
)' = spezifisches Gewicht, 

für Gußeisen 
y = 7,2, 

d. h. Gußeisen 
gleichen Volumens Wasser (4°) . 

hat das 7,2fache Gewicht des 

Fläche des Querschnittes: 
F=5 qdm . 

Inhalt des Ringes: 

Fig. 64. 

V = n' 20,2' 5 = ", 317 cbdm, 
Q = 317· 7,2 = 2280 kg. 

15. Stabilitätsmoment. 
Ein gemauerter Pfeiler (Fig. 64), der von der 

Seite durch den Winddruck W getroffen wird, sucht 
um die untere Kante Sf (Kippkante) zu kippen. Der 
Schwerpunkt S wird bei dem Kippen gehoben, bis 
er senkrecht über Sf kommt. Der Betrag, um den S 
hierbei gehoben werden muß, ist um so größer, je 
tiefer S im Körper gelegen ist. Um so größer ist 
auch die Standfestigkeit. 

Das Moment des in dem Schwerpunkte S an­
greifenden Eigengewichtes in bezug auf die Kipp­
kante Sf heißt das Stabilitätsmoment des Pfeilers. Es 

1) Siehe Schwungradberechnung IV, 8. 
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ist bei derselben Schwerpunktslage und dem gleichen Eigengewicht 
um so größer, je breiter die Fundamentfläche ist. pas Produkt aus­
dem Eigengewicht und der Höhe, um welche bei der Drehung um ~ 
der Schwerpunkt gehoben wird, heißt das dynamische Stabilitäts­
moment. 

16. Reibung. 
A. Gleitende Reibung. 

Ein auf einer Unterlage gleitender Körper geht in den Ruhe­
zustand über, d. h. er verändert seinen ursprünglichen Bewegungs­

I 
zustand, weil seiner Bewegung entgegen 
em Widerstand, die in der Berührungs­
ebene wirkende Reibung ffi wirksam ist. 
Die Mittelkraft aus dieser und dem von 
der Unterlage ausgeübten Gegendruck D 
ist R' (Fig. 65). R weicht um den Rei­
b ungswin kel2) e von der Senkrechten ab. 

~
' Beweg.,:/f!1tt9. 
'~ 

~ 

o I 
I 

Fig.65. 
m 
D = tg(' = (1, 

heißt Reibungsziffer (unbenannte Zahl). 
m=(1D 

Die Größe der Reibungsziffer ist abhängig von 
1. den sich berührenden Stoffen, 
2. der Beschaffenheit der Oberflächen, rauh oder glatt, geschmiert 

oder ungeschmiert, naß oder trocken, 
3. der Größe der Anpressung, 
4. der Temperatur, 
5. Der Geschwindigkeit. Die Reibungsziffer der Ruhe ist größer 

als die Reibungsziffer der Bewegung. 
Der Reibungswiderstand und ebenso die Reibungs­

ziffer sind am größten bei dem Übergang aus demRuhe­
zustand in die Bewegung. 

BeispieZ. Ein Dampfschieber wird durch den Dampfdruck und 
durch sein Eigengewicht mit N = 5000 kg gegen den Spiegel ge­
drückt. Zur Verschiebung des Schiebers ist erforderlich die Kraft 

P=ft'N, 
Annahme: ft = 0,15, 

P = 0,15 • 5000 = 750 kg. 
Beispiel. Die Trieb- und Kuppelräder der Lokomotiven werden 

durch, den Reibungswiderstand verhindert auf den Schienen zu 
1) Andere Bedeutung und Bestimmung des Reibungswinkels siehe Schlefe 

Ebene S.45. 
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gleiten. fl = 0,16. In den Fig. 66 und 67 ist angenommen, daß alle 
Kräfte, die in Wirklichkeit durch die Kupplung mehrerer Achsen 
auf mehrere hintereinander laufende Räder verteilt werden, an einem 
Rade angreifen. Ferner ist langsame Fahrt angenommen, bei der die 
Beschleunigung des Getriebes keine Rolle spielt. P ist die Kolben­
kraft, die in gleicher Größe alsGegenkraft auf denZylinder­
dec kel und damit auf den Rahmen wirkt. P fließt durch die Treib­
stange nach dem Kurbelzapfen der TreibachEC und verteilt sich durch 
d:e Kuppelstangen auch auf die Zapfen der gekuppelten Achsen. 
Die Achse drückt die Lager einer Maschinenseite mit der Gesamt­
kraft H ~ P nach vorn oder hinten gegen den Rahmen. DieJw Kraft 
und die vom Zylinderdeckel auf den Rahmen übertragene Kraft sind 
also nicht ausgeglichen. Die Mittelkraft beider wirkt treibend nach 
vorwärts. In dem Berührungspunkte 0 an der Schiene findet das 
rollende Rad seinen augenblicklichen festen Drehpunkt. 

Stellung I. 

Annahme: P = 10000 kg, D = 1800 mm, Hub 8 = 600 mm, 
r = 300 mm. In Wirklichkeit seien 3 gekuppelte Achsen vorhanden. 
Die Figuren stellen den Zusammenhang so dar, als wirkten alle 
Kräfte an einem Rade. Die auf das Rad wirkenden Kräfte sind 
einge kla m mert, die auf den Rahmen wirkenden Kräfte sind 
nicht eingeklammert. 

Stellung I. Das Rad wirkt als einarmiger Hebel. 
Momente am Rade: 

H~=p(~+r), 
H = 10 000 . V = 13 330 kg. 

In der Figur ist auch die entgegengesetzt gerichtete Gegenkraft 
am Rahmen angegeben. Zugkraft 

Z = H - P = 3330 kg 
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am Rahmen nach vorn wirkend. Z wirkt in gleicher Größe zwischen 
Rad und Schiene. Der ganze Reibungswiderstand bei einem ge­
samten Raddruck von 24t, der sich in Wahrheit auf 3 hinter­
einanderlaufende Räder verteilt, beträgt 24· 0,16 = 3840 kg, 
wird also hier nicht voll ausgenützt. 

Stellung H. Das Rad wirkt als zweiarmiger Hebel. 

H. D = p(!!- r) 
2 2 ' 

H = 10 000 . t = 6670 kg. 

Also überschüssige Kraft am Rahmen nach vorn gerichtet 

p- H = 3330kg 

gleich der gesamten Gegenkraft zwischen den 3 gekuppelten Rädern 
einer Lokomotivseite - in den Figuren als ein Rad gezeichnet -
und der Schiene. 

(RJ 
Fig. 67. Stellung 11. 

Reibung in Keilnuten. 

Bei der Verschiebung eines in einer Keilnut geführten Körpers 
(Fig. 68) senkrecht zur Bildebene ist an beiden schrägen Seiten­
flächen Reibung zu überwinden. Der Reibungswiderstand ist 

ffi = 2 fh N', 

N'=-~, 
2 sinoc 

ffi=,:N. 
Slnoc 

Wegen der Vergrößerung der Rei­
bung durch die Keilnuten finden 
solche Verwendung z. B. bei Rei- Fig. 68. 
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bungskupplungen. Bei gleichem Anpressungsdruck N wird die über­
tragbare Umfangskraft größer als bei glattem Umfang. Bei Zahn­
radlokomotiven sind die Bremsscheiben und Bremsbacken an den 
Berührungsflächen mit Keilnuten versehen, damit bei gegebenem 
Anpressungsdruck die Umfangskraft an der Bremsscheibe möglichst 
groß wird. 

Zapfenreibung. 
1. Tragza pfe n. Die Zapfenbelastung wirkt senkrecht zur 

Zapfenachse und wird durch die Lagerschale verteilt. 
Am Zapfenumfang wirken pro 1 qcm die durch die Zapfenachse 

gehenden Normaldrücke N. Die einzelnen N haben verschiedene 
Größe. Über der Zapfenmitte ist N am größten, an den Seiten des 
Zapfens ist 

N=O. 

Jedem Druck N entspricht der Reibungswiderstand {t • N. Die 
Summe aller Normaldrücke ist: 

~N>Q, 
Zapfenreibung : {t • ~ N = {tt • Q, 

{ti > {t, 

{tt ist der Zapfenreibungskoeffizient. Bei guter Schmierung 
mit Rüböl, Mineralöl usw. ist nach "Hütte" für Stahlzapfen in 
Bronzelagern : 

fJl = 0,06, 

bei schlechter Schmierung im Freien: 
{ti = 0,08. 

Der Drehung des Zapfens wirkt hindernd entgegen das Moment: 
M = (.ll . Q . 't' • 

}1'ür den "Beharrungszustand" muß das treibende Moment die 

Fig.69. 

gleiche Größe haten. 
Beispiel (siehe Fig. 69). Der Trag­

zapfen einer Eisenbahnwagenachse hat 
die Maße l = 200 mm, d = 90 nim und 
ist mit Q = 5000 kg belastet, 

{tt = 0,06. 

Die Zapfenreibung ist: 
R = 0,06· 5000, 

= 300 kg. 
Das der Drehung entgegenwirkende Moment der Zapfenreibung ist: 

M = 300 . 4,5 = 1350 cmkg. 
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Führungsrolle (Feste Rolle) (Fig. 70 und 71) ist ein zweiarmiger 
Hebel, wird durch die Seilbiegungswiderstände aus einem gleich­
armigen zu einem ungleicharmigen Hebel. 

Ohne Verluste: 
Pt=Q· 

Praktisch: 
d 

P w ' a = Q. b + (Pw + Q) fll . 2' 

d 
b + I), ' -, 1 2 

d' 
Pw = Q. 

a- ,1),1'2 

P w = Q·k. 
Mechanischer Wir­

kungsgrad 1) : 

1 
k=- . 

'Yj 

Die Wege von 
Kraft und Last sind 
gleich groß: 

8 = h. 

Lose Rolle. (Fig. 72.) 
Ohne Verluste: 

Q 
S= Pt =2. 

Praktisch: 

Fig.70. 

Pw=S·k, 

Pw _ S 
k - , 

Pw+S=Q, 

Pw(l+~)=Q, 
Q.k 

P w = k+l' 
'Yj ist abhängig vom Verhältnis 

Seilstärke 
Rollendurchmesser . 

1) Siehe auch "Mechanische .Arbeit" IV, 5. 

Fig. 71. Fig.72. 
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Bei Drahtseilen ist die Drahtstärke von großer Wichtigkeit. 
Der Weg der Kraft ist doppelt so groß wie der Weg der Last: 

s = 2h. 

Beispiel. Über eine Führungsrolle vom Durchmesser D = 400 mm 
läuft ein Drahtseil, an dessen freiem Ende eine Last Q = 700 kg 
angehangen ist. Das ablaufende Seilende ist senkrecht nach ab· 
wärts geführt angenommen. Der Zapfendurchmesser ist d = 40 mm. 

b 
Das Verhältnis - = 1,04 sei durch Messung bestimmt. Dann ist 

a 
b = 204 mm, 
a = 196 mm. 

Der Zapfenreibungskoeffizient ist: 

Pi = 0,08. 

Es ergibt sich die Antriebskraft: 

P = 70020,4 + 0,08' 2 
w 19,6 - 0,08' 2 ' 

Pw = ",740 kg. 

Der Rollenzapfen ist belastet durch: 

P w + Q = 1440 kg. 

Das Moment des Reibungswiderstandes am Zapfen ist: 

M = 1440 ' 0,08 ·2 = 230 cmkg. 

2. Spurzapfen (Fig.73). Die Zapfenbelastung wirkt in der 
Zapfenachse. Die Druckverteilung ist bei dem ebenen Spurzapfen 
im neuen Zustande gleichmäßig. Bei einem aus der Druckfläche 
herausgeschnitten gedachten Sektor (der .hier als Dreieck angesehen 
werden kann), greift also die MitteIkraft aller auf ihn entfallenden 
Drücke im Abstande t r von der Zapfenachse an. Der Drehung 
des Zapfens wirkt entgegen beim neuen Zapfen: 

M = fLl • Q .. :. , r. 

Bei dem Einlaufen des Spurzapfens werden die dem Umfang 
der Druckfläche nahen Teile stärker abgenützt als die nach der 
Drehachse zu liegenden Teile. Deshalb tritt außen eine Verminderung 
des Druckes zwischen Zapfen und Spurplatte ein. Die auf jeden 
Teilsektor wirkende Mittelkraft rückt daher näher an die Dreh­
achse heran. Das Moment der Zapfenreibung wird dann 

r 
M =fLl' (1'2' 



Reibung. 43 

Seilreibung. 

(Reibung von Seilen, Riemen und Bremsbändern am Umfang 
ihrer Scheiben.) 

Beispiel. Einfache Bandbremse (Fig.74). 
1. Momentengleichung für den Bremshebel: 

ID 
-GI-

I 
Fig. 73. 

p. a = 8 2 , b, 

p. ~ = 82 , 
b 

,-----Ik---

Fig.74. 

2. Momentengleichung für die Trommelwelle in deren Gleich­
gewichtslage : 

8 2 • R + Q . r - SI . R = 0, 

. 8 2 • R + Q . r _ S 
R - l' 

8 2 < 81 , 

Die Last sucht die Bremsscheibe in der Figur im Sinne des Uhr­
zeigers zu drehen; die Scheibe spannt hierbei das Band an der 
rechten Seite an (81), auf der anderen Seite wird das Bremsband 
teilweise entspannt (82), 

Es gilt die Gleichung: 
81 = 82 • e'~'1X . 

Hierin ist: 
e = 2,718 

(Grundzahl des natürlichen Logarithmensystems). 

ft ist die Reibungsziffer zwischen Band und Bremsscheibe, 
x ist der Umspannungswinkel in Bogenmaß. 
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Durch die Vereinigung und Umrechnung der beiden Gleichungen 
ergibt sich: Q . r . b 

P = ----~---- . 
R· (e!"1X - 1) • a 

Beispiel. Für eine Bandbremse nach Fig. 74 ist: 
Q = 500 kg, r = 125 mm, 
R = 250mm, 
a = 1000 mm, b = 50mm, 

IX 
360 0 = 0,7, 

,u = 0,18 (Stahlband auf gußeiserner Trommel), 
i"ex = 2,2l. 

500·125·50 
P = 250 . 1,21 . 1000 = 10,3 kg, 

P·a 1000 
8 2 = -b- = 10,3' 50 = 206kg, 

8 1 = 8 2 • el'"lX = 206 . 2,21 = 455 kg. 
Rie me n trie b (Fig. 75). Die Spannung im ziehenden Riemen-

!9efr1e6en teil ist größer als diejenige im gezogenen. 

Fig.75. 

8 1 = 8 2 • i"1X , 

jh veränderlich. 
IX ist der kleinere der beiden Umspan­
nungswinkel. 

Für mittlere Verhältnisse angenähert: 
81 = ",282 , 

Der Achsdruck ist daher: 
Q = 382 , 

Die zu übertragende Umfangskraft1) ist: 

P = 81 - 82 = '" 8 2 , 

Beispiel. Für Leder (etwas gefettet) auf Gußeisen gilt jh = 0,28. 
Der umspannte Bogen ist IX = 2,5. Es ist 

81 = 8 2 • e!"1X , 

log e!"1X = jh IX loge, 

81 = 282 , 

1) Übertragene Leistung. IV, 6. 

= 0,28 . 2,5 . 0,43, 
= 0,3, 

0,3 = log 2, 
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B. Rollende Reibung. 

Fig. 76a und b. Rollende Bewegung ist dann vorhanden, wenn 
der zurückgelegte Weg gleich ist dem zur Berührung gekommenen 
Umfange des bewegten Rades (Kugel usw.). AnderBerührungsstelle 
tritt eine dauernde oder 
augenblickliche Abflachung 
des Rades und eine Ein­
drückung der Bahn ein. Bei 
der Weiterbewegung muß das 
Rad um den Punkt 0 gedreht 
werden. Dem widersteht das 
Moment: 

M=Q·I· 
Für den Beharrungszu­

stand muß sein: 
Fig. 76a. 

P·a=Q·1 

oder, da a = ""r, 
P·r= Q. I. 

Fig.76h. 

f heißt der Koeffizient der rollenden Reibung. 1 ist eine 
Länge. 

Die Kugeln eines Kugellagers laufen zwischen zwei Laufringen. 
In Fig. 76 b ist eine Kugel des Lagers angedeutet. Bei der Verschiebung 
des oberen Laufringes durch die Kraft P ist am oberen und unteren 
Berührungspunkte der Kugel rollende Reibung zu überwinden. 

p. d = Q ,2/. 

(Das Kugelgewicht ist hierbei vernachlässigt. Die Reibung ist 
oben und unten gleich groß angenommen.) 

Beispiel. Die Kugeln eines Kugellagers haben d = 15 mm Durch­
messer. Eine Kugel hat Q = 225 kg zu tragen. Für die Bewegung 
von Stahl auf Stahl ist 1 = 0,001 cm. 

P . 1,5 = 225 . 2 . 0,001 , 

P = 0,3 kg. 

Bei gleitender Reibung würde sich mit f1- = 0,06 ergeben 

P = f1- • Q = 0,06 . 225 = 13,5 kg. 

17. Schiefe Ebene. 
1. Au~ den au~ der schiefen Ebene (Fig. 77) liegenden Körper 

wirken die KräHe: 
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1. Parallel zur schiefen Ebene 

'-- b --' 
Fig. 77 (ohne Reibung). 

nach abwärts 

Q·sinIX, 

nach aufwärts 

Q . cos IX . 11- • 

Die Reibung widersteht dem 
Abgleiten. 

Abgleiten findet statt, wenn 

Q . sin IX > Q . cos IX . fl . 

Gleichgewicht ist vorhanden, wenn 

Q. sinlX < Q . COSIX . fl 
und wenn 

Q . sin.x = Q . COS IX . f1 , 

tgIX = fl , 

tgIX = tge . 

Dann ist der Neigungswinkel IX der schiefen Ebene gleich 
dem Reibungswinkel 

. h 
smlX = I' 

h 
tgIX = b; 

h ist die Höhe oder Steigung der schiefen Ebene, 
1 ist die Länge der schiefen Ebene. 

Fig.78. 

2. Senkrecht gegen die schiefe 
Ebene. 

Q . cos IX. 

II. Der Körper vom Gewicht Q 
soll durch die wagerecht wirkende 
Kraft P auf der schiefen Ebene 
gehoben werden. (Eine mit Q be­

lastete Schraubenmutter soll auf der Schraubenspindel in die Höhe 
geschraubt werden.) (Fig. 78). 

a) Schraube. 

Die geometrische Schraubenlinie (Fig. 79) ist entstanden zu 
denken durch das Aufwickeln des Steigungsdreiecks auf einen 
Zylinder. 
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Fig.79. 

P . eosiX = Q . siniX + JIl . (Q . eos ,'\: + p. siniX). 

P = Q (siniX + JI . eosiX) 
eosiX -- fl • sin iX ' 

sinl} 
Ll = tg I} = -- , 

J eosg 

siniX . eose + sinl} . eosiX 

cosQ P = Q . ____ ........c:..-,--_:--_ 
COSiX . cose - sing . siniX 

eose 
P = Q. tg(iX + () . 

Drehung der Schraube: 

47 

An der Schraube ist P im Abstande r des mittleren Gewinde­
halbmessers wirkend angenommen (Fig.78) . 

fL-----~~k Fig. 80 a. //T-t / I 
// I 

/ / I 
/ I n: 

A::11 // oe t 
: . 2r1/: -~ 

Fig.80b. Fig. SO c. 
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h . Y = slnIX, 

por 
--=K, a . 

2 r' n 
-Z- = COSIX, 

K=Qo!..oh+,u o2r on, 
a 2r on-,u oh 
r 

K= Q 0- 0 tg(IX + Q)o 
a 

IH. Die wagerecht wirkende Kraft P soll der auf der schiefen 
Ebene befindlichen Last Q das Gleichgewicht halten (Fig.81). 

Fig. 81. 

IX> e. 
Ohne Reibung: 

P 
Qt = tgd' 

Mit Reibung: 
p 

Qw=---~· 
tg(IX - e) 

[Ansatz: Q 0 sinlX - ,u 0 Q. COSIX - lt . p. sinlX - p. COSIX = 0]. 

Qt r; =-, 
Qw 
tg(IX - e) 

tgIX 
Bewegung der Schraube durch die Last ist nur möglich, wenn 

(x'>e· 
Zum Festhalten der Last ist erforderlich: 

K' = Q o.!:.. tg(IX - Q) • 
a 

Hierbei ist der Einfachheit halber angenommen, daß die Reibungs­
ziffer der Ruhe gleich ist der Reibungsziffer der Bewegung. Für 
IX = eist K' = O. 

Wenn 
IX< e, 

bleibt die Last in jeder Lage stehen. D~nn besitzt die Schraube 
Selbsthemmungi). 

1) Siehe IV, 5. 
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IV. Zum Senken der Last ist die Kra~t 
r 

IC = Q . a . tg(ex - Q) ; ex < Q 

erforderlich. 

49 

K' ergibt sich jetzt negativ, d. h. es muß die entgegengesetzte 
Richtung haben wie oben. 

Bei8piel. Eine Hubschraube (Fig.80) hat den Kerndurchmesser 
d = 44mm, 

den äußeren Durchmesser 
D = 54mm, 

die Steigung 
h= 1O,6mm, 

den mittleren Gewindehalbmesser 
r= 24,5mm. 

h 10,6 
tgex = -- = -- = 0,069, 

2 r' 17, 153,9 
ex = 4 0 • 

Dem Reibungskoeffizienten 
fl = 0,1 

entspricht der Reibungswinkel 

Am Hebelarm 

(! = 5 0 50', 
ex + (! = 9 0 50'. 

a=1m 

soll nach Fig. 80b die Kraft X wirken und die Last heben. 

X = Q • ..!: • tg9° 50' , 
a 

Q = 6OO0kg, 
24,5 

= 6000 . 1000 . 0,17 = 25 kg. 

Zum Senken der Last ist am Hebelarm a erforderlich: 

X' = Q . ..!:. tg(ex - e). , a 

ex - e = _1 0 50', 
tg- 1 0 50' = -tg1 050'. 

x, 24,5 k = 6000· 1000 . (-0,032) = - 4,7 g. 

v 0 g d t. Mechanik. 2. Aufl. 4 
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Bewegungsschrauben (Fig.82). 
Flachgängiges Gewinde. Auf 1 qcm der Fläche des Gewinde­

ganges wirkt der Druck N senkrecht gegen diese Fläche. 
Senkrechte Seitenkraft : 

N· COSiX = P'. 

Fig. 82a. Fig. 82 b. 

Wagerechte Seitenkraft : 
N· siniX. 

Die einzelnen wagerechten Seitenkräfte, die auf einen vollen 
Gewindegang wirken, heben sich gegenseitig auf. 

Das ganze Gewinde habe t qcm Fläche. Dann ist: 

t·P'=Q· 
Q ist die Belastung der Schraube. Bei der Bewegung der Schraube 

ist zu überwinden der Reibungswiderstand 

11 • t . N = f1 • ~ . 
cos iX 

Befes tig u ngsschra u be n (Fig. 83). 
Schar.fgängiges Gewinde. Auf 1 qcm der Gewindefläche senk­

recht gegen diese Fläche wirkt der Druck N. Dessen Seiten kräfte 
wie oben: 

I 
Fig.83. 

Also muß sein: 

N . cos iX = pI, 

N· sin iX. 

Die Kraft P' wirkt hier aber nicht senk­
recht, sondern um den Winkel fJ gegen die 
Schraubenachse geneigt. Die Wirkungslinie 
von P' schneidet die Schraubenachse unter 
dem Winkel fJ. Die Kraft P' ergibt also die 
senkrechte Seitenkraft : 

P' . cosfJ . 

I' P' . cosjJ = Q. 
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Bei der Bewegung der Schraube zu überwindender Reibungs­
widerstand: 

p' 
pofoN=pofo-, 

cosx 

flofoN=Jl° Q 
. cosx 0 cosß 

Für Whitworthgewinde ist: 

ß = 27° 30', 

cosß = 0,88, 

1 
-ß = C'V 1,13 0 cos 

Der bei der Bewegung der Schraube zu überwindende Reibungs­
widerstand ist also für Whitworthgewinde"" 1,13mal so groß als 
für Flachgewinde. Also ist auch der dem Lösen entgegenwirkende 
Widerstand bei scharfgängigem Gewinde größer als bei Flachge­
winde. 

b) Keil. 

Spaltwirkung des Keiles (Figo 84). 

Die Drucke D, D weichen wegen der an den Seiten auftretenden 
Reibung um den Reibungswinkel e von der Flächen-Senkrechten 

/ 
/ 

Fig.84a. 

/ 

/ 
/ 

/ 

Fig.84b. 

ab. Bei gleichförmiger Bewegung des Keiles müssen die drei Kräfte 
D, P und D miteinander im Gleichgewicht seino 

P = 2 D sin(x + e). 

4* 
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Anwendung: Schneidstähle. (Bei den Schnellschnittstählen 
nimmt man an, daß, wie in der Fig. 85, das Material abspaltet, ohne 

Fig. 85. 

die Schneidkante zu berühren.) 

D1 = ""D2 • 

P sin IX drückt den Stahl gegen 
das Werkstück. 

PCOSIX schiebt den Stahl (oder 
das Werkstück) parallel zur Ar­
beitsfläche vorwärts. 

Keilverbindung (Fig.86). 
Sicherheit gegen selbsttätige 

Lösung des Keiles. 
Zum Lösen des Keiles ist erforderlich die Kraft: 

P = D1 • sin(e - IX) + D 2 • sine . 

Eine selbsttätige Lösung des Keiles würde eintreten, wenn er 
bereits bei der Kraft 

P=ü, 

nur durch die an der Stange ziehende Kraft Q, aus der Hülse heraus­
getrieben werden würde. 

Fig.86a. Fig. 86 b. Grenzlage. 

D1 sin(e - IX) + D 2 sine = 0, 
D2 sine = - D1 sin(e - IX), 
D2 cos e = D1 • cos (e - IX), 

D2 = D1 • cos (e - IX) • 
cose 

Fig. 86 c. Schema 
der auf den Keil 
wirkenden Kräfte. 
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D . cos(e - ~) . sine = -D1 sin(e - ~). 
1 cose 

d. h. es muß sein: 

sin(e - ~) 
tge = 

cos(e - ~)' 

tg e = - tg (e - ~), 

tge = tg(~ - e), 

IX:S:2Q, 

damit die Keilverbindung Selbsthemmung besitzt. Wenn 

IX> 2e 
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wäre, so würde der Keil durch den an der Stange wirkenden Zug 
Q aus der Hülse herausgedrückt werden. D 1 und D 2 würden dann 
eine in der Figur nach links gerichtete Mittelkraft ergeben. 

ITI. Festigkeitslehre. 
Die Festigkeitslehre untersucht die Wirkung der Kräfte auf die 

Baustoffe, die Fortleitung der Kräfte als sog. innere Kräfte durch 
die Stoffe und die Formänderungen der letzteren. Die Rechnungen 
werden aufgebaut auf Versuchen und Annahmen, die sich der Wirk­
lichkeit möglichst nähern, dabei aber doch auch Vernachlässigungen 
vornehmen, ohne daß das Maß der Genauigkeit, das für die einzelne 
vorliegende Aufgabe erforderlich ist, beeinträchtigt wird. Die 
Richtigkeit der Annahmen ist für diejenige des Ergebnisses von viel 
höherer Bedeutung als die nur scheinbare zu weit getriebene Ge­
nauigkeit der reinen Rechnung. So wäre z. B. die Berechnung eines 
Querschnittes in qcm, auf viele Dezimalstellen genau, überflüssig 
und falsch, wenn der Rechnung eine ruhig wirkende statt einer tat­
sächlich stoßweise auftretenden Belastung zugrunde gelegt würde. 

Von technischem Belange ist hierbei in jedem einzelnen Falle 
die Frage nach dem gefährlichen, d. h. dem schwächsten 
oder dem am stärksten beanspruchten Querschnitt, in 
welchem bei Überlastung des betr. Maschinenteiles dessen 
Zerstörung eintreten würde. 

Für den Ansatz der Rechnung werden alle Einzelheiten, die 
hierfür nicht in Betracht kommen, zugunsten größtmöglicher Klar­
heit beiseite gelassen. Die Aufgabe wird auf ihre Kernfrage zurück-
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geführt. So wird in der Biegungslehre bei der Frage nach Biegungs­
momenten ein 'Zapfen oder eine Welle in der Zeiclmung zunächst 
einfach als dicker Strich angedeutet, z. B. in Fig. 115. 

1. Zugfestigkeit. 

Ein durch Q kg nach Fig. 87 belasteter Stab von der ursprüng­
lichen Länge l wird um Ä. verlängert. Das Verhältnis 

: = E = Verlängerung der Längeneinheit 

heißt Dehnung. Mit der Verlängerung hängt zusammen eine Ver­
minderung des Querschnittes. An der Stelle, an welcher bei Steigerung 

der Belastung schließlich das Zerreißen 
erfolgt, bildet sich vorher eine besonders 

~~~~~ starke Einschnürung. F = Querschnitt in 

Fig. 87. 

qcm. Die Belastung der Flächeneinheit, 

Q=t1 
F 

heißt die Beanspruchung (hier die wirk­
lich hervorgerufene) des Materiales. Es 
ist hierbei angenommen, daß die Bean­
spruchung an den verschiedenen Stellen 
eines Querschnittes die gleiche ist. 

Benennung: kg/qcm. 
Das Hookesche Gesetz besagt: 
Die Dehnungen sind proportio­

nal den Spannungen. 

E=.x·t1. 

IX ist die Dehnungszahl. Sie gibt die Verlängerung eines 
Stabes von 1 cm ursprünglicher Länge und 1 qcm ursprünglichem 
Querschnitt durch die Last 1 kg. 

1 
-=E .x 

ist das Elastizitätsmaß. 
Das Hookesche Gesetz gilt nur für mäßige Belastungen 

und angenähert, für Gußeisen gar nicht. 
Die Dehnungen können elastische oder bleibende sein. Ist 

das letztere der Fall, so ist die Elastizitätsgrenze des betreffenden 
Materials durch die Belastung überschritten worden. Die Grenze 
der Beanspruchung, bei welcher ein Zerreißen eintritt, heißt die 
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Zugfestigkeit. Die zulässige Beanspruchung ist geringer als die 
Festigkeit. Das Verhältnis 

Festigkeit 
--;:---

zulässige Beanspruchung 
heißt Sicherheitsgrad. 

Das Spannungs-Dehnungsdiagramm (Fig. 88), das während eines 
Zerreißversuches von der Zerreißmaschine aufgezeichnet wird, läßt 
die Formänderungen des Versuchs­
stabes infolge der allmäh!ich ge-
steigerten Belastung erkennen. Die Z 
Abszissen entsprechen den Deh-
nungen, die Ordinaten den ursäch- l1Z 
lichen Spannungen. 

Die Ordinate Gp , bis zu der die 
Dehnungen etwa im gleichen Ver-
hältnis wie die Spannungen wach- OelmungM 

sen, heißt die Proportionalitäts- Fig. 88. 
grenze. Hiermit fällt etwa die Ela-
stizitätsgrenze zusammen. GI bezeichnet die Streck- oder Fließgrenze, 
bei der ohne Steigerung der Spannung eine starke Dehnung ein­
tritt. K z deutet die Zerreißfestigkeit des Stoffes an. 

F . k . Größte Belastung 
estlg Nt = ----~=c_---=----=:----:-­

ursprüngl. Stab querschnitt ' 

Das wirkliche Zerreißen tritt erst im Punkte Z ein, also bei etwas 
geringerer als der höchsten Spannung und in einem Querschnitt, 
der kleiner ist als der ursprüngliche. 

Für Flußeisen gilt 
Gp = 1800 kgjqcm , 

GI = 2000 

K z = 4000 
" 
" 

Der Sicherheitsgrad wird verschieden hoch gewählt, und zwar 
um so geringer, je mehr Gewichtsersparnisse eine Rolle spielen und 
je zuverlässiger die Güte des Baustoffes ist. Es bleibt aber auch zu 
berücksichtigen, daß der Baustoff nicht erst im Augenblick 
des Zerreißens zerstört ist, sondern daß schon viel früher, 
bei Erreichung der Elastizitätsgrenze seine Güte ver­
nichtet ist. 

Drei Belastungsfälle: 
1. Ruhende Belastung. Die Belastung wirkt dauernd in gleicher 

Größe nach derselben Richtung. 
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Ir. Die Belastung wirkt stets nach derselben Richtung. Die 
Größe der Belastung ändert sich zwischen 0 und einem 
größten Wert Q. Schwellende Belastung. 

Ur. Größe und Richtung der Belastung ändern sich. Wechselnde 
Belastung. 

Die Verlängerung ist bestimmt durch die Formel: 
Q l (j·l 

).= F' E= E =6iXl, 

o ist die hervorgerufene Spannung. Die Verlängerung' ist um so 
größer, je größer die Belastung und die Stab- oder Faserlänge, 
je kleiner aber gleichzeitig der Stabquerschnitt und je kleiner das 
Elastizitätsmaß des betreffenden Materiales ist. 

Es ergibt sich die Dehnung: 
1 kz 
f=E=c, 

Die Berechnung eines auf Zug beanspruchten Körpers erfolgt 
nach der Formel: 

Q=F·kz • 

Es bedeutet: 
Q die Last in kg, 
F den gesamten, auf Zug beanspruchten (gefährlichen) 

Querschnitt in qcm, 
kz die zulässige Zugbeanspruchung in kg/qcm. 

Der auf Zug beanspruchte Querschnitt liegt 
senkrecht zur Kraftrichtung. 

Fig. 89. Beispiel. Fig. 89. Eine Gliederkette soll die Last 
Q = 1000 kg tragen. Die iI,l den Querschnitten / hervor­

gerufene Zugbeanspruchung soll nicht gräßer sein als kz = 600 kg/qcm. 

erforderlich: 

gewählt nach Tabelle 

Q=F'kz , 

n ·d2 
F=2'/=2'--, 4' 

2./=1000 
600 ' 

1= 0,83 qcm, 

I = 0,95 qcm, d = 11 rum. 

2. Druckfestigkeit. 
Die Last ruft eine Verkürzung und im Zusammenhang damit 

eine Vergrößerung des Querschnittes an dem beanspruchten Körper 
hervor (Fig. 90). 
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Der aufDruck beanspruchte QuerschnittF liegt senk­
recht zur Kraftrichtung. 

Bei der Berührung von zwei verschiedenen Materialien ist aus­
schlaggebend k des weniger 
festen Materiales. Siehe Fun­
damentfläche des gemauerten quadratische~Pf~ilers (Fi~. 91). J.#.#/.#.#14 

DruckfestIgkeIt und SIcher- Fig. 90 a. 
heitsgrad entsprechend wie oben 
bei Zug. Berechnet wird nach der Formel: 

Q=P.k. 

Fig.90b. 

Bei einem nach der Fig.92 durch Q belasteten Zapfen rechnet 
man als gedrückte Fläche 

F = l'd, 

d. h. die Projektion des Zapfens. 
Unter der Annahme, daß die Schale den Zapfen am halben Um­

fange berührt, sind die nach dem Mittelpunkt gerichteten 
Flächendrücke von verschiedener Größe. Die Druckverteilung ist 
durch die Fig. 69 angedeutet. 

Der Flächendruck des gegebenen Zapfens wird berechnet nach 
der Formel: 

p =.!L, 
l· d 

NB. In Wirklichkeit berührt die Schale den Zapfen nicht am 
halben Umfange, sondern nur im oberen Teile. 

Fig. 91. Fig. 92. 

Beispiel. Ein gemauerter Pfeiler von quadratischem Querschnitt 
ist mit Q = 20000 kg belastet (Fig. 91). 

Für Ziegelmauerwerk in Zementmörtel ist zulässig: 

k = 12 kg/qcm, 

a = V201~00 = 41 cm, 
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wegen des Steinmaßes gewählt: 

a = 51 cm (2 Steine mit Fugen). 

Für den Baugrund ist zulässig: 

k = 2kg/qcm, 

b - y20000 - 100 - 12. - cm, 

gewählt: 
b = 103 cm (4 Steine mit Fugen). 

Beispiel. Ein Kurbelzapfen (Fig.92) hat die Maße l = 95 mm, 
d = 75 mm und ist durch die Kraft 8 = 4100 kg belastet. Die Druck­
beanspruchung des Zapfens ist: 

4100 
k = = "'" 58 kgjqcm. 

7,5' 9,5 

Beispiel. Der Gleitschuh eines Kreuzkopfes hat die Länge 
l = 240 mm und die Breite b = 120 mm. Der Schuh wird mit dem 
Normaldr~ck N = 500 kg gegen die Geradführung gedrückt. Es ist 
k = 1,7 kgjqcm. Der Flächendruckwird hier nur sehr gering zu­
gelassen, weil die Reibungswege groß sind. 

3. Scherfestigkeit (Schubfestigkeit). 
Die Querschnitte, in denen infolge zu großer Be­

lastung schließlich eine Trennung eintritt, werden 
parallel zueinander verschoben. 

Betrachtet man im Material zwei um 1 cm voneinander ent­
fernte Querschnitte, z. B. bei einer auf Verdrehung beanspruchten 
Welle (Fig.134), so wird bei der Formveränderung eine Faser, die 
ursprünglich senkrecht auf beiden Querschnitten stand, sich um 
den Winkel r drehen. Das Maß dieses Winkels in Bogenmaß heißt 
Schiebung entsprechend der Dehnung beim Zug. Der Quotient 

Schubspannung = ~ = G 
Schiebung r 

heißt das Gleitmaß des betr. Stoffes. 
Die auf Abscherung beanspruchten Querschnitte 

liegen parallel zu der Kraftrichtung. 
Bei dem Stanzen eines Loches wird der Querschnitt 

F=n·d·8 

auf Abscherung beansprucht. d = Lochdurchmesser, 8 = Blechstärke. 
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Die Kraft Q ergibt sich aus der Formel: 
Q =F· K •. 

Hierin bedeutet K B die Scherfestigkeit. 
Ein auf Abscherung beanspruchter Maschinenteil ist zu berechnen 

nach der Formel: 
Q =P·ks • 

Beispiel. Fig.93. Ein Flußeisenblech hat die Scherfestigkeit 
K = 4000 kg/qcm. Die Blechstärke ist s = 10 mm. Zum Stanzen 
eines Loches vom Durchmesser d = 12 mm ist 
erforderlich die Kraft: 

Q = s . n . d . 4000 = 15 000 kg. 

Beispiel. Der Querkeil einer Stangenver­
bindung nach Fig. 86a hat die mittlere Höhe 
h = 30 mm und die Stärke s = 10 mm. Die 
Stangenkraft beträgt Q ,= 2000 kg. Durch das 
Eintreiben des Keiles wird aber die Verbin-
dung angespannt und auch bei Q = 0 belastet. Fig. 93. 
Aus diesem Grunde wird unter Berücksich-
tigungder sog. Vorspannung die Stangenkraft größer als in Wirk­
lichkeit zu "'-' 1,25 Q der Rechnung zugrunde gelegt. Bei der Zer­
störung des Keiles durch Abscherung würde das Mittelstück in der 
Kolbenstange, die beiden Seitenstücke in der Hülse bleiben. Die 
Zerstörung würde also in zwei Querschnitten eintreten. Die im Keil 
hervorgerufene Scherspannung ist 

1,25' Q 
k. = 2 s h = ('0415 kg/qcm. 

4. Biegungsfestigkeit. 
A. Ableitung der Biegungsformel. 

Der nach Maßgabe der Fig. 94 und 95 belastete Träger von ur­
sprünglich gerader Achse wird durch die Last gekrümmt. Hierbei 

Fig. 94. Freiträger mit Einzellast. 

werden zwei beliebige ursprünglich einander parallele Querschnitte F 1 

und F 2 gegen einander gedreht. Es ist angenommen, daß beide Quer-
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schnitte vor und nach der Biegung eben sind. Bei der gegenseitigen 
Drehung beider Querschnitte werden die sie verbindenden Material­
fasern teils verlängert, teils verkürzt. Die erste Fasergruppe er­
leidet also Zugspannungen (hier in der oberen Querschnittshälfte), 
die zweite Fasergruppe erleidet Druckspannungen (hier in der 
unteren Querschnittshälfte). Da die Dehnungen und Verkürzungen 
aber nach der Mitte zu abnehmen, so muß nach dem Hookeschen 
Gesetze geschlossen werden, daß auch die Zug- und Druckspannungen 
nach der Mitte zu abnehmen und daß in der Ebene 00 gar keine 

Spannungen hervorgerufen 

r~~---- ~~~r---------, 
werden. Neutrale Faser­
schicht. Neutrale Achse nn 
ist deren Schnittlinie mit 
dem Querschnitt. 

1 
I 

I 

o 
I I L~ ______ ~~~ ________ -; 

r 
I 
I 

I 
I 
I 
~ 

: ..... .,'t., 
~Z->< /\. 

Fig. 95a. 

Fig. 95 b. 

Fig.950. 

Die größten oben und un­
ten hervorgerufenen Spann­
ungen dürfen, damit das Ma­
terial nicht überanstrengt 
wird, nicht größer sein als 
die zulässigen Spannungen 
k. und k. Die in der Ent­
fernung y von 00 hervor­
gerufene Zugspannung ist 
dann 

In dem beliebigen Quer­
schnitt F 2 wirkt das Mo­
ment (Fig.94 und 95) 

M.,=Q·x. 

Damit in dem Querschnitt F 2 nicht der rechte Balkenteil von 
dem linken getrennt wird, müssen die allgemeinen Gleichgewichts­
bedingungen für den rechten Balkenteil erfüllt sein: 

1. Summe aller senkrechten Seitenkräfte gleich O. 
In dem Querschnitt wird ein nach oben wirkender Scherwider­

stand Q, die Querkraft, hervorgerufen. 
2. Summe aller wagerechten Seitenkräfte gleich O. 
In F 2 wirken auf den rechten Balkenteil nach links alle Zug­

spannungen und nach rechts alle Druckspannungen. Auf alle gleich 
weit von 0 0 entfernten Punkte wirken gleiche Spannungen (Zug­
oder Druck-). (Fig.95b.) 

In Fig. 95c ist der rechte - abgeschnittene - Balkenteil durch 
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die Querkraft Q, oben durch eine Feder und unten durch eine Druck­
stelze gehalten. 

Auf den beliebigen Streifen L1 F wirkt die innere Kraft (hier Zug): 
k 
-·y.L1F. 
e 

Die Summe 

z: . ~ .. y . L1 F = ~ . 2 . y . L1F 
e e 

aller dieser wagerechten Kräfte kann aber nur dann 0 sein, wenn 

z:·y·L1F=O, 

d. h. die Summe der statischen Momente aller Streifen, bezogen auf 
die neutrale Achse, Null ist. Hieraus ergibt sich die Bedingung: 

Die neutrale Achse geht durch den Schwerpunkt des 
Q uersch ni ttes. 

3. SummealierstatischenMomente in bezug auf irgend­
einen Drehpunkt gleich O. 

I.ß als Drehpunkt angenommen. 
Im Uhrzeigersinn dreht Q . x. Gegen den Uhrzeiger drehen die 

Zug- und Druckspannungen. Das Moment einer auf die Flächen­
Einheit im Abstand y von 0 0 wirkenden Zugspannung ist 

y y2 
kz • - • Y = kz • - • 

e e 

Also hat die auf den sehr kleinen Streifen L1 F wirkende Zug­
kraft das Moment: 

kz -. y2. L1F, 
e 

kz = kd = k. 

Also ist. die Summe aller dieser Momente, die sich für die einzelnen 
Streifen ergeben: 

k k z: . -- . y2 • AF = - . z: y2 L1 F = Q . x 
e e 

Die Summe 
z:. y2. L1F= J 1) 

heißt das äq uat.oriale Trägheits mo ment des betr. Querschnittes. 
Benennung: cm4 • 

k·J 
M,,=Q·x=--, 

e 

t) Y hat für jeden einzelnen Streifen einen anderen Wert. 
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J Trägheitsmoment 
e- = Abstand der äußersten Faser von 0 0 ' 

= Widerstandsmoment .J = W. 
e 

Benennung: cm3• 

Die Spannung k entspricht hier der zulässigen Biegungsbean­
spruchung kb • 

Bei Gußeisen ist für kb maßgebend die zulässige Zugbeanspru­
chung, weil diese geringer ist als die zulässige Druckbeanspruchung. 

Bei Gußeisen soll auf Zug diejenige Seite des Querschnittes be­
ansprucht werden, deren äußerste Faser der neutralen Achse am 
nächsten liegt. 

Zu rechnen ist nach der Biegungsformd: 
M = Q . l = W· k b • 

Für ein gegebenes Biegungsmoment ist also das erforderliche 
Widerstandsmoment (und damit die Balkenstärke) zu berechnen: 

M 
W=-. kb 

B. Trägheitsmomente und Widerstandsmomente. 
1. Ein Rechteck b· 11, ist nach Fig. 96 in vier gleiche Streifen 

----I 
,l-fi-f--+--------l~~lr 
t I ---- R.tJJ 

r -f-

b • a geteilt. Die Schwerpunkte der ein­
zelnen Streifen 11' 12' 13' 14 haben von 
der Grundlinie die Abstände Y1, Y2' 
Ya, Y4: 

a 
Y1 = 2' 

5a 
Ya = '2-' 

3a 
Y2 = 2-" 

7a 
Y4='2' 

Fig. 96. 
Es ist das äquatoriale Trägheitsmo­

ment in bezug auf die Grundlinie: 

(a
2 9 a2 25 a2 49 a2) 

J' =t1·Y~+t2·y~+f3·Y~+I4.· Y~ = b·a 4' + '4 + -4-- + -4- , 

84 
= b·a3 .-, 

11, 
a=4' 

4 

b· h3 84 
=64"4' 

b . h 3 

= 3,047' 
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Wenn man den auf S. 64 abgeleiteten Satz J' = .J + c2 F hier 
anwendet, so ergibt sich schon bei 4 Streifen 

b· h3 

J' = 2999' , 
Führt man für das8elbe Rechteck die entsprechende Rechnung bei 

einer Teilung in 6 gleiche Streifen nur für die Grundlinie durch, so ist: 

J ' -,' . y2 + 1 .• /2. + ... f . y2 _ b • h3 
- 1 1 2:12 6 6 - 3 02 ' , 

für 8 gleiche Streifen nur für die Grundlinie: 

J' 1 2 1 .~ ., b . h3 
= l' Yl + 2' Y2 + ... 18 • YS =3;01 ' 

für sehr viele sehr schmale Streifen: 
I 9 9 b . h 3 

J = 11 • YI + 12 . Y2 + ... In • y;, = -3 -. 

2. Die Schwerpunktsentfernungen der einzelnen, z. B. 4 Streifen, 
werden auf die wagerechte Schwerachse des ganzen Rechteckes 
bezogen. Es wird die entsprechende Summe gebildet: 

J = 11 . xi + 12 • x§ + 13 . x~ + 14 . x~ = b . a' (9:2 + ~2 + ~2 + 9:l 
Und zwar sind l ): 

3 
Xl = -2' a , 

a 
x2 = -2' 

a 
Xs =2' 

3a 
x4 =T' 
J = 5 b· a3 , 

h 
a=:i' 

b. h3 

J =12,8-' 

1<'ig, 97. 

Wenn wieder statt 4 Streifen sehr viele und sehr schmale 
Streifen gewählt werden, so ergibt sich: 

9 I 9 t 9 J b· h 3 11 • Xi + 2' Xi! + ... n' X~ = = -W-. 
1) Siehe auch: Zusammenhang der auf verschiedene parallele Achsen be· 

zogenen Trägheitsmomente S. 64. 
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J ist das äq uatoriale Flächenträgheits moment des Recht­
eckes, bezogen auf dessen wagerech te Schwerachse. 

Das auf die wagerechte Schwerachse bezogene Widerstands­
moment des Rechteckes ist: 

J 
W=T' 

2 

b·h2 
W=-6-' 

3. Zusammenhang der auf verschiedene parallele Achsen be­
zogenen Trägheitsmomente. 

Nach Fig.96 und 97 sind: 

Yl = Xl + C, 

Y2 = x2 + c, 
Ya = xa + C, 

Y4=X4 +C, 

1. ~._._.--+l- -f~=~=~-3--------;+.-J ,----------- I 2. 
'_p ,I 4--b~ 

c 

A 1. _________________ _ A 
Fig. 98. 

Xl und x2 sind hier negativ, weil nach unten gerechnet. Dann ist 
das auf die Grundlinie bezogene Trägheitsmoment: 

J' = (/1 . xi + 12 . ~ + la . x~ + 14 • x1) + 2 C (11 • Xl + 12 . x2 

+ la . xa + 14' X4) + c2 (/1 + 12 + 13 + 14)' 
Der in der mittleren Klammer stehende Wert ist 0 als Summe 

der statischen Momente der einzelnen Flächenteile bezogen auf die 
Schwerachse der ganzen Fläche. Es ergibt sich: 

J'=J + e2 ·F. 
Hierin bedeutet F die ganze Fläche, J das Trägheitsmoment 

bezogen auf die Schwerachse. 
Das auf die Achse A, A bezogene Trägheitsmoment des Recht­

eckes in Fig. 98 ist in der Lage 1 das gleiche wie in der Lage 2: 

b. ha 
J'=-"!2+c2 .b.h. 
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Die Trägheitsmomente eines zusammengesetzten Querschnittes 
werden nicht verändert, wenn die einzelnen Querschnitte parallel 
zur Bezugsachse des ganzen Querschnittes verschoben werden 
(Fig.99). 

,e 3,--~ 

Fig.99. 

Berechnung des Trägheitsmomentes eines zusammengesetzten 
Querschnittes. 

Beispiel. T- Querschnitt. 
Zerlegung in zwei Rechtecke: 

11 = b1 • h1 Schwerpunkt SI' 

12=b2 ·h2 " S2' 

Trägheitsmomente der Rechtecke bezogen auf die eigenen 
Schwerachsen: 

. b1 • h1 
21=~' 

. b2 • M 
22=~' 

Trägheitsmomente der Rechtecke bezo­
gen auf die Schwerachse des ganzen 
Querschnittes: 

., b1 • ht + 2. b . h t = -~-- at 1 1 , 
j 12 
. , b2 • h~ 2 h 
22 = ~ + a2 • bz ' 2' 

-' 11z '. 
I 

Fig. 100 . 

Trägheitsmoment des T -Querschnittes bezogen auf die wage­
rechte Schwerachse des Ganzen: 

J= i 1 +i2• 
Dreieck (Fig.101). Trägheitsmoment, bezogen auf die Schwer­

achse 0-0 des Rechtecks: 
. 1 b· h3 b . h3 

2=2'--12= 24' 

v 0 g d t, Mechanik. 2. Aufl. fj 
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Trägheitsmoment, bezogen auf die Sch werachse des Dreiec ks: 
k 2 b· k 

J=i--·--
36 2' 

b· k 3 

J=36' 

Trägheitsmoment bezogen auf die Spitze des Dreiecks: 

b· k3 4 b· k 
J. = 36 + 9 . k2 • -2-' 

b· k 3 
J.=--

4 

,----------
1 
I 
I 
I 

0 1 4·_·-
1 

1 
1 

Fig. 101. Fig. 102. 

Trägheitsmoment . bezogen auf die Grundlinie des Dreiecks: 

J g = J + (~rb2k 
b k 3 b k 3 

=36+18 
bk3 

=12· 
Kreis (Fig. 102). Der Kreis ist gleich der Summe einzelner 

Dreiecke (Sektoren), die alle die gleiche Höhe k = r = ~ und 

die Grundlinie Ll8 besitzen. Die Summe aller Grundlinien ist 
1:,18 = 2r.n. 

Trägheitsmoment des Kreises, bezogen auf dessen Mittelpu n kt: 
3 A 3 4 

J p = 1: r : 8 = ~ 1: Ll8 = r 2.n , 

.n. d4 

.Jp=~. 
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J p ist das polare Trägheitsmoment!) des Kreises. 
Für den Kreisquerschnitt sind die äquatorialen Trägheits­

momente, bezogen auf irgendwelche Durchmesser, unter sich gleich: 

J., = J" = J, 
2J = J p • 

Äquatoriales Trägheitsmoment des Kreises: 

J =Jt.d4 =Jp 
64 2 . 

Das auf einen Durchmesser bezogene äquatoriale Widerstands­
moment des Kreisquerschnittes ist: 

W=-~, y 
----
2 

Jt. d 3 
W=-- = ",,0,1 fl3. 

32 
Kreisring vom äußeren 

Durchmesser D und inneren 
Durchmesser d 

7T: (D4 - d4) 
J = 64 ' 

7T: (D4 - d4 ) 

W = -----s2 D-- . 

Ellipse. Inder Fig.103hat 
der große Kreis den Halbmesser 

I 
Fig. 103. 

x 

a = große Halbachse, der kleine Kreis den Halbmesser b = kleine 
Halbachse der Ellipse. Ein beliebiger Halbmesser schneidet beide 
Kreise in den Punkten 1 und 2. Die Wagerechte durch 1 und die 
Lotrechte durch 2 ergeben einen Ellipsenpunkt. Es bedeute 
Fk = Fläche des Kreises, Fe = Fläche der Ellipse. Dann ist für 
die beiden aus Kreis und Ellipse entsprechend der Figur heraus­
geschnittene kleine Flächenstreifen 

b 
i1Fe = -i1Fk • 

a 

Also das Trägheitsmoment der Ellipse bezogen auf die x-Achse 

J x =- "2 y2 1 Fe = ~ 2: y2 Fk = ~ . 7T: (2 a)4 , 
a a 64 

1) Siehe Drehnngsfestigkeit. III, 5. 

7T: a3 b 
.Ix =---

4 

5* 
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Widerstands moment 

Festigkeitslehre. 

W _ Jz _ na2 b 
z-a- 4· 

Elliptische Querschnitte häufig bei den Armen von Riemscheiben 
und Schwungrädern angewendet. 

Vergrößerung von Trägheitsmoment und Widerstandsmoment bei 
zusammengesetzten Querschnitten. 

Eine aus zwei ] - Eisen zusammengenietete Stütze hat in bezug 
auf die Achse Y nach Fig. 104 das Trägheitsmoment: 

J y = 2 . (iy + a 2 • I). 
Es bedeuten: 

1 den Querschnitt eines ] - Eisens, 
iy das Trägheitsmoment eines ] - Eisens, 

Schwerachse s. 
bezogen auf die eigene 

t w o,a. 

Fig. 104. Fig.105. 

Werden dieselben zwei [- Eisen (Fig. 105) auseinander gerückt 
und an einzelnen Punkten durch aufgenietete Flacheisen % ver­
bunden, so ist das Trägheitsmoment beider [- Eisen in bezug auf 
die Achse Y: -

J~ = 2 . (iy + b2 • I) , 
J~ -> J y • 

Beispiel. Äquatoriales Flächenträgheitsmoment eines genieteten 
Blechträgers, dessen Maße in Fig. 106 gegeben sind. Bezugsachse x. 

Stehblech: 

J = SI h~ = 1 . 403 = 5333 4 
1 12 12 cm . 

Winkeleisen: 
1 Winkel bezogen auf Achse ; nach Profiltabelle : 

Ji; = 87,5 cm4 , 

c = 20 - 2,3 = 17,7 cm, 
1 = 15,1 qcm. 
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Für Achse x: 

J 2 = J; + c2 • t = 87,5 + 17,72 • 15,1 =4787 cm". 

4 Winkel bezogen auf Achse x: 

4 J 2 = 19 148 cm' . 

Gurtplatten : 
1 Gurtplatte bezogen auf Achse 'YJ: 

b· 8~ 18 ·1 
Js = -- = -- = 1,5cm", 

12 12 
für Achse x: 

Ja = J'T} + d2 • F = 1,5 + 20,52 . 18 = 7561 cm" . 

2 Gurtplatten für Achse x: 

2 Ja = 15122 cm". 
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Gesamtes Trägheitsmoment bezogen auf die Achse x ohne Niet­
löcher: 

J = J 1 + 4 J 2 + 2 J 3 = 39603 cm" . 

Die Rechnung zeigt, daß die am weitesten von der neutralen 
Achse abliegenden Querschnittsteile, die Gurtplatten und Winkel, 
den wesentlichsten Beitrag zum Wert des Trägheitsmoments geben. 

Trägheitsmoment von 1 Nietloch im Flansch (Niet 0 20 mm) 
bezogen auf die eigene Schwerachse : 

2.23 

i=~ = I,3cm" 

bezogen auf die x Achse 

i", = 1,3 + 202 ·4 = 1601,3 cm' . 

Trägheitsmoment von 4 Nietlöchern bezogen auf die x Achse: 

4 i", = 6405 cm" . 

Gesamtes Trägheitsmoment des ganzen Querschnittes mit Ab­
zug von 4 Nietlöchern in den· Flanschen: 

J' = J - 4 i", = 39 603 - 6405 = 33 198 cm" . 

c. Freiträger. 

a) Freiträger mit Einzellast am Ende. 
Das größte Biegungsmoment 

M=Q·l 
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r-l 

Fig. 107 a. 

Fig. 107b. 

FeHtigkeitslehrt'. 

wirkt in dem Einspannquerschnit t. 
Es wird unter dem gefährlichen 
Querschnitt in einem beliebigen 
l\1aßRtabp, z. B. 

I mm = I mkg, 

i""'1 .. ~~---l ---~'"1 

aufgetragen. Dann geben in dem 
MOlllentendreieck die SenkrechteIl 
unter den anderen Balkenquer­
Hehnitten die dort hervorgerufem>n 
BiegungHmomerüe in dem~elben 
l\1aßHtabe an. Siehe z. B. Q. x. 
Dip Spitze des MOlllPntpndreieekH 
liegt unter dem Angriffspunkt dpr 
Last. 

Fig. 107 c. 
Als Querkraft wird dip Summe 

aller Kräftl' bezeichnet, die irgend­
einen Querschnitt von seinem N ach­

barquerschnitt abzuscheren sucht. Hier ist über die ganze Träger­
länge die Querkraft gleich der Last Q. 

h) Freiträger mit gleichmäßig verteilter Last. 
Bei8piel. Fig. lOS. Tragzapfen mit Lastübertragung durch 

Fig. 108. 

LagerHchale. 
Die RpHultierpndp aller gpge­

benpn Einzelkräfte greift in der 
Zapfpnmittp an. Also ist das den 
gefährliehen Querschnitt bpanHpru­
chende :Moment: 

1 
Jf=Q'2 

Die ZapfenHtärke wird bereehllet aus der Formel: 

Q. ~ = W' kb , 

ll' d3 
-- ·kb 

32 ' 
= ---- 0, I . d3 • kb . 

Bei einem umlaufenden Tragzapfen wechselt das Biegungs­
moment die Richtung. BelaRhmgsfall IH. 

Bei8piel. Ein Kurbelzapfen 
1 = 95 mm, 

d = 75mm 
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ist mit 
8 = 4100 kg 

belastet. 
1 4100· 9,5 

M = 8· 2: = --2-- = 19500 cmkg. 

Widert>tanusmoment: 
:n; ·d3 

W = ~- = ",,0,1 . d3 = 42,18 cm3, 
32 

M= W·kb • 

Die hervorgerufene BiegungHbeant>pll1chung ist: 
19500 . 

kb = 42 18 = "" 462 kg/qcm. , 
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Das auf den Kurbelzapfen wirkende Biegungsmoment ändert sich 
der Größe und der Richtung nach. 

Biegungsmomente. Fig. 109b. 
Das größte hervorgerufene Biegungs­

moment 
1 

M=Q·-
2 

wird in einem beliebigen Maßstabe unter 
dem gefährlichen Querschnitt aufgetra­
gen. 8 ist der Scheitel einer ParabeL Pa­
rabelpunkte werden erhalten als Schnitt­
punkte der Strahlen 8-1, 8-2 mit den 
entsprechenden Senkrechten durch 1, 
2 usw. 

Das Biegungsmoment M., in irgend­
einem Querschnitt F., wird erhalten 
durch die unter diesem Querschnitt in 
der Momentenfläche gezogene Senkrechte. 

I~ ~",--a.-tT.l - - 1.)2 I I I 11 I 11 I fll 
- ~ . ~ 

14-" ---,l----1~1 

+---~~--~~~s 

]<'ig. 109 u-c. 

Querkräfte. (Fig. 109c.) 
Am Trägerende ist die Querkraft 0 und wächst mit zunehmender 

Entfernung, ist also in der Entfernung x von hier q x und am ge­
fährlichen Querschnitt q 1. 

c) Träger gleicher Festigkeit. 
(Fig.110-112.) 

Ein an seinem Ende belasteter Freiträger, der an der Einspannungs­
stelle aus Festigkeitsrücksichten den Querschnitt Q • h besitzt, wäre 
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bei den gleichen Maßen in den übrigen Querschnitten unnötig stark. 
Er kann dort also schwächer gehalten werden. 

Ein Träger gleicher Festigkeit ist ein Träger, bei dem 
in allen Querschnitten die hervorgerufene Spannung 

Fig. 110a. 

gleich der zugelassen en Beanspru­
chung ist. 

1. Annahme: Der Freiträger soll bei 
rechteckigem Querschnitt überall die 
gleiche Höhe erhalten (Fig. HO). 

b . h 2 
M = Q . l = ___ . k" , 

6 
. b . h 2 

lJif:. = Q . x= _z_. . leb , 
6 

M b 

Mx bz x 
Fig.110b. d. h. der Träger muß im Grundriß Drei­

ecksform erhalten. 
2. Annahme: Der Freiträger soll bei rechteckigem Querschnitt 

(Fig. 111) überall die gleiche Breite b erhalten: 

Fig. 111 a. I r---Z--' 

f I 
---- ~ ------,...l 

. Fig. III h. 

b· h2 
M = Q . l = -6- . k" , 

-=--=9' 
J.W", X h;. 

d. h. der Träger muß in der Ansicht nach 
einer Parabel begrenzt sein. Praktisch wird 
die Parabel angenähert . 

Beispiel. Rippe an Konsole. 
3. Annah me: Der Freiträger soll überall Kreisquerschnitt 

haben. Der Durchmesser in einem Querschnitt in der Entfernung x 
vom Trägerende ist d", im gefährlichen Querschnitt d. Dann ist 

Q ------------

Fig. 112. 

Q x = 0,1 d~ . kb , 

l 
Q II = 0,1 d3 • kb II = 2 ' 

Der Träger wäre nach einer kubischen 
Parabel zu formen. Die eingezeichnete 
Parabel zeigt bei dem wirklich ausgeführ­
ten Zapfen, wo dieser stärker ausgeführt 
ist, als die reine Festigkeitslehre erfordern 
würde. Fig. 112. 
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D. Träger auf zwei Stützen. 

a) Mit einer Einzellast (Fig. 113): Träger mit einrädriger Lauf­
katzE'. Stütz drücke : 

b 
A=()'~ 

. ,y l' 

alle 
B=Q"i' 

Das größte Moment wirkt im Querschnitt Fig. 113. 
über oder unter der Last: 

M Q = A . a = B . b. 
Bei der Laststellung in der Trägermitte liegt hier der 

gefährliche Querschnitt. Das größte Moment ist: 
l l Q'l 

.Ll'I=A':2=B':2= 4' 
Beispiel. Q = 2000 kg auf I-Träger von Spannweite 1 = 4 m. 
Bei der auf der Trägermitte stehenden Last ist: 

Angenommen: 
Erforderlich: 

gewählt: 

M = 2000· 400 = 200000 cmkg. 
4 

kb = 600 kgjqcm. 

W =!!. = 200000 = 334 cm3 

kb 600 ' 

N· p. 24 mit, W = 353 cm3 • 

Zeichnerische Darstell Ullg 
der Momente (Fig.114b). 

Die Momente sind in der Mo­
mentenfläche dargestellt durch 
die Senkrechten unter den Quer­
schnitten, z. B. A· x. 

ts 
~-------:. I 

Darstellung der Querkräfte 
(Fig. 114c). 

Links von der Last Q ist die 
Querkraft gleich A, d. h. dieser 
Stützdruck strebt den Trägerteil 
links von irgendeinem hier ge­
dachten Querschnitt in diesem 
Querschnitt. nach aufwärts abzu-

Fig. 114a u. b. 

Fig. 114 c. 
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scheren. Für einen Querschnitt rechts von der Last ist die Summe 
aller aus dem für diesen Querschnitt linken Trägerteil 
ermittelten Vertikalkräfte A - Q nach unten gerichtet. Diese Mittel­
kraft sucht den links vom gedachten Querschnitt befindlichen Träger­
teil nach unten hier abzuscheren. Die gleich große entgegengesetzt 

gerichtete Gegenkraft sucht in 
demselben Querschnitt den rech­
ten Trägerteil nach oben abzu­

ABscheren. 

A 

l<'ig. 115 a. 

c--~ 

Fig. 115 b. 

Fig. 115d. 

b) 'llräger auf zwei stützen 
mit mehreren Einzellasten. Bei­
spiel. Vorgelege mit drei Riem­
scheiben (Fig.1l5). Die Riemen­
züge sind sämtlich nach der­
selben Richtung, schräge nach 
unten, wirkend angenommen. 
Drehungsbeanspruchung (siehe 

8 IH, 5) ist hier vernachlässigt. 
Das in irgendeinem Quer­

schnitt, z. B. an der AngriHs­
stelle von Q2' hervorgerufene 
Biegungsmoment ergibt sich fol­
gendermaßen: 

"Man denkt sich die eine 
Seite, z. B. die rechte des 
Balkens, bis zu dem be­
trachteten Querschnitt 
eingespannt und betrach­
tet die Momente an dem 
freien Balkenende" (Fig. 
115c). 

Im vorliegenden Falle ist das 
um den Punkt 0 biegende Mo­
ment: 

M = A " c - Ql" d. 

Bestimmung des Stützdruckes A siehe Statisches Moment. 
H, 7. 

Bestimm ung des gefährlichen Quersch11ittes (Fig. 115d). 
Die Summe aller auf der einen Balkenseite, von irgendeinem Quer­
schnitt aus gerechnet, wirkenden Kräfte heißt die Querkraft in 
bezug auf diesen Querschnitt" Im vorliegenden Falle hat links von 
dem Querschnitt 0 die Querkraft die Größe 

A-Ql" 
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Rechts von 0 ist die Querkraft 

A - Ql - Q2' 

Die Querkraft sucht im betrachteten Querschnitte den linken 
Balkenteil von dem rechten abzuscheren. 

Derjenige Querschnitt, in dem die Querkraft 0 wird 
oder von + nach - übergeht, d. h. statt nach aufwärts be­
ginnt. nach abwärts zu wirken, ist der gefährliche Quer­
Kchnitt. Hier wirkt das größte Biegungsmoment. Im Beispiel ü;t 
das der Fall unter Q2' (In F 1 und Fz sind die Querkräfte der Größe 
und Richtung nach eingezeichnet, wie sie aus dem linken Trägerteil 
ermittelt sind.) 

Die Richtung der Querkraft ergibt sich entgegengesetzt, je nach 
dem, ob die Ermittelung von dem linken oder von dem rechten 
Balkenende begonnen wird. Die erhaltenen Kräfte sind an irgend­
einem Querschnitt als Kraft und Gegenkraft entgegengesetzt gleich. 

Beispiel. Ein Vorgelege ist mit der Stützweite l = 2 m gelagert. 
Es trägt die in der Fig. 115a angedeuteten Riemscheiben, an denen 
die Riemenzüge 

wirker!. 

Ql = 180 kg, 
Q2 = 36 " 
Q3 = 130 " 

Das rechte Auflager wird als Drehpunkt genommcn. Dann i::;t 

A . 2 = Ql • 1,8 + Q2 • 1 + Q3 • 0,3 , 

A = 324 + 36 + 39 = 199 5 kg 
2 " 

B = Ql + Q2 + Qa - A = 146,5 kg. 

Dic Querkraft ist links von Q2 

0 1 = A - Ql = + 19,5 kg. 

Querkraft rechts von Q2 ist: 

O2 = A - Ql - Q2 = - 16,5 kg. 

Also tritt am Angriffspunkt von Q2 das größte Bicgullgsmoment 
auf: 

Mb = A . 100 - Ql . 80 = 19 950 - 14400, 

Mb = 5550 cmkg, 

gewählt d = 50 mm, W = 12,5 cm3 • Dann ergibt sich elIle reine 
Biegungsbeanspruchung : 

5550 
kb = 12,fi = "'" 445 kg/qcm. 
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Zeichnerische Darstellung der Biegungsmomente 
(Fig. U5e und 115f). Aus ähnlichen Dreiecken folgt: 

x R 
y A' 

Also ist: 
A·X=H.y, 

.Fig. U5e. 

d. i. das Biegungsmoment für den Querschnitt unter Ql' 
H wird in dem angenommenen Längenmaßstab gemessen, z. B. 

H = 0,9 m, y wird in dem Kräftemaßstab gemessen, z. B. y, = 44,4 kg. 
Das gleiche Ergebnis erhält man, wenn 

A H im 'Kräftemaßstabe und y im Längen­
maßstabe gemessen wird. 

Der unter Q2 liegende Querschnitt wird 
auf Biegung beansprucht durch die Mittel­

,r-=:";;';::'-'=1~=-;:;iOfJ kraft von A und Ql' d. h. durch die Kraft 
A - Q]. Die Lage dieser Mittelkraft wird 
gefunden durch den Schnittpunkt von 8 

Fig. 115 f. lmd 8 2, In diesem Schnittpunkt sind die 
3 Kräfte A-Ql' 8 und 8 2 im Gleichgewicht, 

weil sie in der Polfigur ein geschlossenes Kräftedreieck bilden. Die 
in den einzelnen Querschnitten hervorgerufenen Biegungsmomente 
verhalten sich wie die entsprechenden Ordinaten y, Yl usw. der Mo­
mentenfläche. H· Yl gibt das Biegungsmoment für den unter Q2 ge­
legenen Querschnitt an. 

Die Querkraft 0 hat für irgendeinen um x von ihr entfernten 
Querschnitt das Moment 

M",=Ox, 

für den um Jx weiter entfernten Nachbarquerschnitt: 

MULI", =0 (x + Jx). 



Biegungsfestigkeit. 77 

Also nimmt das Biegungsmoment auf die Strecke LI x zu um 
den Betrag 

Der Quotient 
LlM=QLlx. 

LlM = Q 
Llx 

zeigt, daß für Q = 0 auch dieser Quotient Null wird. Wenn die 
Querkraft also Null ist, ist der Zuwachs Ll M = o. Dann wächst 
das Moment in diesem Punkte nicht, sondern hat seinen Höchst­
wert, sein Maximum erreicht. 

c) Träger auf 2 Stützen mit gleichmäßig verteilter Last. Fig. 116. 
Träger zwischen zwei Kappen, trägt von jeder Kappe die Hälfte. 

q = Belastung pro lfd. Meter. a~q--l 

ist: 
Die ganze Trägerbelastung Al! 1111111111 Illll 11 i 11111 :tB 

Q = q·l. 

Stützdrücke: 

Q 
A =B=2. 

Moment in der Träger­
mitte: 

l l l 
M m = A .2"- q .2" . 4" ' 

Q·l 
~"'f"'=8 . 

Der gefährlic he Q uer­

Fig.116a. 

tEllll,IIIIIIIII!!!!!!!!!!!} 
x-..! 

, ! . 

Fig. 116 b. 

::i~t~~tt liegt in der Träger- J-P l----------, 

&i",id. 'I, St. ,t.,.ke ge- I _S~_ 
wölbte Decke zwischen 1-Trä- Bf 
gern. 1,5 m Spannweite der 1 
gewölbten Kappen. l = 4 111 

Stützweite (Entfernung von 
Mitte bis Mitte Auflager) des 

Fig. 116 c. 

Trägers. Gewicht von Kappe + Nutzlast 600 kgjqm. Also Ge­
samtbelastung eines Trägers Q = 6·600 = 3600 kg. 

3600·400 
M m = -~8---- = 180000 cmkg. 
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Zugelassen für Flußeisen: 

kb = 800 kg/qcm. 
Erforderlich: 

180000 3 
W", = 800 = 225 cm . 

Gewählt: 
NP mit Wx = 244 cm3• 

Zeichnerische Darstellung der Biegungsmomente am 
gleichmäßig belasteten Träger auf zweiStütze n l ) (Fig.116b). 
M m wird berechnet und in einem beliebigen Maßstabe, z. B. 1 mm = 

86 mkg aufgetragen. 8 ist der Scheitel einer Parabel. Senkrechte 
und wagerechte Hilfslinien werden durch 1, 2 resp. 1', 2' in gleich 
viele Teile gleichmäßig geteilt. Strahlen 8-1, 8-2 mit den Loten 
1'-1, 2'-II zum Schnitt gebracht. I und II sind Parabelpunkte. 
11fx gibt in dem gewählten Maßstabe die Größe des Biegungsmomentes 
an, welches in dem um x vom AuHager entfernten Querschnitt durch 
die gleichmäßige Belastung hervorgerufen wird. 

Darstellung der Querkräfte. Fig. 116('. 

Für irgendeinen um x von A entfernten Querschnitt ist. die 

Querkraft A - q x für die Trägermitte A ---' ~l = 0 . 

d) Gleichzeitige Biegung in verschiedenen Ebenen. 

Wirken gleichzeitig Biegungsmomente in verschiedenen Ebenen, 
so sind in jeder Ebene besonders die Biegungsmomente zu ermitteln 
und danach für die einzelnen Querschnitte zusammenzusetzen. 

Beispiel: Die Kurbelwelle einer liegenden Dampfmaschine ist 
belastet dureh das Schwungradgewicht G, den schräg nach aufwärts 
gerichteten Riemenzug mit der senkrechten Seitenkraft V und der 
wagerechten Seitenkraft H. Die auf die Stirnkurbel wirkende Kolben­
kraft ist P. 

I ist die Momentenfläche für die senkrechte, II diejenige für die 
wagerechte Belastung. Das resultierende Moment für irgendeinen 
Querschnitt wird gefunden, indem die jedesmaligen Ordinaten Mn 
und M h der beiden Momentenflächen nach dem Parallelogramm zur 
Diagonale zusammengesetzt werden. Die Diagonale gibt der Größe 
und Richtung nach das resultierende Moment für den betr. Quer­
schnitt. Dieeinzelnen Mrliegen also nicht in derselben 
Ebene. 

1) Siehe auch Freit.riiger mit gleichmäßig verteilter Last S. 71. 
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e) Elastische Linie. 

79 

Die Kurve, welche die ursprüngliche gerade Trägerachse unter 
dem Einfluß der biegenden Momente annimmt, heißt elastische 
Linie. Der Krümmungsradius der elastischen Linie an irgendeiner 
Stelle ist abhängig: 

1. vom Material, demnach von dessen 
Elastizitätszahl E, 

2. vom Trägheitsmoment J des Quer­
schnittes, 

3. von der Größe M des Biegungsmomen­
tes an der betrachteten Stelle. 

In dem gebogenen Freiträger ergibt sich 
für die Verlängerung A der ursprünglichen 
Faserlänge l die Beziehung 

A e 

(! 

Fig. ] 18. 
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ferner ist nach S. 56 

Hier ist: 

Also: 

-- , 
e {! 

e e 
=kb W. 

=M, 

EJ 
Q=­M 

Durcbbiegung. 
Es ist angenähert der kleine Zuwachs des Hebelarmes der Last 

Jx = eLltp 

L1x 
Lltp =-

e 
Mx ,I 

= EJ 'LJX. 

tp = JEL1tp = ;J- 2' Mx LI x 

Der zugehörige Teil der Durchbiegung : 

LI! = xLltp 

Mx 
= --'xL1x EJ . 

Die ganze Durchbiegung : 

t = 2:.1 f = ~J .J,'x Mx A x. 

tpmax = IX. 

Man kann nun die geometrische Darstellung der Momentenfläche 
auffassen als Form einer Aufschüttung. Dann stellt der Wert unter 
dem Summenzeichen das statische Moment dieser Aufschüttung, 
d. h. die Momentenfläche in bezug auf den Punkt A vor, Im vor-
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liegenden Falle ist das - gedachte - Moment dieses Momenten­
dreiecks 

Also die Durchbiegung eines mit einer Einzellast belasteten 
Freiträgers, der über die ganze Länge denselben Querschnitt hat. 

Q L3 
t = -3EJ 

Durchbiegung eines Trägers gleicher Fes­
tigkeit von konstanter Höhe und drei­
eckigem Grundriß nach Fig. HO. 

Es ist 
M[& 12Q'x 
-J", = ~h,3 = const, 

d. h. der Krümmungshalbmesser hat über 
die ganze Länge des Trägers den gleichen 
Wert. Die elastische Linie ist hier im 
Kreisbogen. 

Also ist die Durchbiegung : 

1 M .,=1 

t = E;" x~ox !J x. l.L-___ S_6~Mx~------~~ 
~.r--~----.x --~ 
Fig. 119. 

.:2: x !J x ist die Summe der statischen 
Momente aller Teile LI x einer Linie in 
Bezug auf den Anfangspunkt der Linie 

l 
und gleich l· 2' wenn x von 0 bis l wächst. 

Q L l2 Q za 
t= EJ'2=2~EJ' 

Geschichtete Dreiecksfeder. Wenn der Dreiecksträger des 
vorigen Beispieles in 2 n gleich breite Streifen zerlegt wird und 
dann je 2 symmetrisch gleiche Streifen vereinigt und die Doppel­
streifen übereinander geschichtet werden, so entsteht eine geschichtete 
Blattfeder. Unter der Voraussetzung der Reibungslosigkeit biegt 
sich in dieser geschichteten Feder jedes einzelne Blatt unabhängig 
von den anderen. Dann verschiebt sich die Druckfaserschicht jedes 
Federblattes gegen die Zugfaserschicht des darunter liegenden Blattes. 

Die zulässige höchste Belastung des Federendes ist 

b h2 kb 
Q=n'T '-y' 

v 0 g d t, Meohanik. 2. Auf!. 6 
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Die Durchbiegung : 
6Ql3 

t = Ebh3 n . 

Bei der Durchbiegung wächst die von jedem Federende aus­
geübte Gegenkraft von 0 bis Q. Die von jeder Federseite aufge­
nommene Federungsarbeit ist demnach: 

A =Qt_. 
2 

Beispiel. Lokomotivfeder. Halbe Länge l = 475 mm, Anzahl 
der Federblätter n = 12. Blattquerschnitt90' 13qmm, E = 2200000 
kgjqcm, kb = 6000 kgjqcm. 

Zulässige Belastung an jedem Federende: 

Q = 12. 9 '1,3 2 • 6000 = ",3840kg 
6 47,5 . 

Durchbiegung : 
6 . 3840 . 47,53 

t = 2200000.9. 1,33. 12 = 4,7 cm. 

Federungsarbeit an jeder Seite: 

A = 3840 . 4,7 = 9024 cmkg. 
2 

Die Federungsarbeit für die ganze Feder ist 
2 A = 180,48 mkg. 

Versuche zeigen anfänglich für je 1000 kg Mehrbelastung einen 
größeren Zuwachs der Durchbiegung als bei größerer Belastung, 
bei der die Reibung zwischen den einzelnen Federblättern stärker ist. 

Eine Lokomotivtragfeder (l = 600 mm; n = 12, E = 2 100 000; 
bund h wie oben) von Fried. Krupp ergab z. B. bei Versuchen: 

Gesamtbelastung Durchbiegung 
in kg in mm 

1000 9 
2000 18 
3000 27 
4000 35,5 
5000 44 
6000 52 
7000 60 

2(!:{:J:!:( ( I »»»»)=5 
Fig. 120. 

8000 68 

Die obige Formel ergibt für dieselbe Feder für 1000 kg Gesamt­
belastung (Q = 500 kg) t = 13 mm, weil hier die Reibung zwischen 
den Federblättern vernachlässigt ist. 
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An beiden Seiten eingespannter Träger mit gleichmäßiger Belastung. 
Der Träger, der bei freier Auflagerung sich außerhalb der Stütz­

weite Z aufwärtsbiegen würde, bleibt in den Einspannungen wage­
recht, weil er da durch die Ein­
spannungsmomente MI lmdM'J 
niedergehalten wird. Es ist also 
an beiden Seiten und ebenso in 
der Mitte für die - . - • - an­
gedeutete elastische Linie cp = O. 
Allgemein gilt 

1 
cp= EJ1;Mz L1x. 

Wegen der Symmetrie 
Anordnung ist 

MI = M z , 
Q 

A=B=T' 

Für einen beliebigen Quer-
Fig. 121. 

schnitt in der Entfernung x vom rechten Auflager ist 
Q x x 

M z = -Mz +2' x- Q '-['2' 

1;Mz L1 x = - ~M2 L1x + ~ LxL1x- ~l • Lx2 L1x. 

x L1 x ist die Fläche eines kleinen Streifens von der Höhe x und der 
Grundlinie L1 x. 

LX L1 x ist der Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks von der 
Grundlinie = Höhe = x. Fig. 122. 

Also: 

x • x L1 x = Xz L1 x ist das statische Moment des 
bezeichneten Streifens in bezug auf die y·Achse 
durch die Spitze des Dreiecks. 

Also ist 
x· x 2x x3 

l:X2L1x = -2-'3 = 3' 
das statische Moment des Dreiecks von der Grundlinie = Höhe = x 
in bezug auf die gleiche Achse. 

Folglich 

6* 
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Angenommen 

X=2' 
Für den Mittelquerschnitt ist Cf! = 0, also auch 

I 
x =-

2 

2.:M",iJx = o. 
x = 0 

Also 

_ M i + Q (i) 2 __ CL (i) 3 = 0 
22 4 2 61 2 ' 

1 Q 12 Q 12 Q 12 
-M ----- ------

2 2 - 48 16 - 24' 

Also die Einspannungsmomente : 
. Q 1 

M 2 = MI =12' 
Das Biegungsmoment in der Trägermitte setzt sich zusammen 

aus dem negativen Einspannungsmoment, dem positiven Moment 
des Stützdruckes und dem negativen Moment der einen Träger­
hälfte : 

Q 1 Q 1 
M", =-12 + 2 '-2 

Ql 
M rn = 24' 

Die gefährlichen Querschnitte liegen hier also in den Ein­
spannungen. 

Beispiel. Ein beiderseitig konisch eingespannter Kreuzkopf­
zapfen ist mit Q = 6000 kg belastet und hat die Länge 1 = 100 mm. 
Das größte Biegungsmoment ist an den Einspannungsstellen 

Ql 
12 = 5000 cmkg. 

f) }'achwerksbalken. 

Ein einfacher Brückenträger, wie der in der Fig. 123 dargestelltei), 
ist ein Balken, bei dem durch die Fachwerkstäbe den inneren Kräften 
bestimmte Wirkungslinien vorgeschrieben sind. Die Richtungen 
dieser Kräfte in bezug auf die Knotenpunkte werden ersichtlich, 
wenn man sich das Fachwerk durchschnitten denkt und, wie Fig. 124 

1) Die Fig. 123-126 sind dem Buche: "Technisches Denken und Schaffen" 
von Prof. G. v. Hanffstengel (Verlag von J. Springer, Berlin) entnommen. 
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k-------------------32m-------------------~ 

Fig. 123. 

andeutet, an den Schnittstellen, um den Balkenteil im Gleichgewicht 
zu erhalten, die inneren Kräfte durch äußere Kräfte - dargestellt 
durch Männer - ersetzt. 
In der oberen Gurtung ist 
Druck, in der unteren Gur­
tung und in der Diago­
nale wirken Zugkräfte. Alle 
Kräfte sind in bezug auf 
einen beliebigen Drehpunkt, 
z. B. 0 im Gleichgewicht. 
Diejenigen Kräfte, deren 
Wirkungslinien durch 0 
gehen,habenhierdenHebel- t'l5t 
arm 0, fallen also aus der Fig. 24. 

Rechnung heraus. Die Mo­
mente des Auflagerdruckes 
von 45 t und der Kraft Pz 

in der unteren Gurtung 
müssen sich also gegenseitig 
aufheben. Der betreffende P!I 
Trägerteil wird aufgefaßt 
als Winkelhebel mit dem 
Drehpunkt O. 

45 t . 8 m = p • . 4,4 m . jl/5 t 

p. = 82 t. 

Lösung durch Rech­
nung. 

Verfahren von Ri tter. t ... !<--5_t __ _ 

Es werden durch das 
Fachwerk der Reihe nach 

verschiedene Schnitte 
A - A, B - B usw. gelegt 
und als Drehpunkte für die 

8 

Fig. 125. 

!30 t 
Pr 

.~ 

Y!I 
~ 

L Pz 
Fig. 126. 
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Aufstellung der Momentengleichungen die Schnittpunkte mehrerer 
Stabkräfte angenommen, so daß nur 2 wirksame Drehmomente übrig­
bleiben. Dann kann aus der Momentengleichung jedesmal eine 
unbekannte Stabkraft errechnet werden. 

Schnitt Drehpunkt Stabkraft Bemerkungen 

A-A I ! (A - Ql) c 
I 8 1 = + d Zug 

A-A II 8 z =-
(A - Ql)a Druck 

b 

Qz'c Druck. 
B-B III 8a = ------ In der Nebenfigur 

e besonders dargestellt 

0-0 I S, =-
(A - Ql) a - Qzf 

b 
Druck 

0-0 IV 8 5 = + (A - Ql) h + Qz . i Zug 
g 

0-0 V 8 (A-Ql)2c-Qz'c 
6 = +-----/c--- Zug 

c 

---
~ 

< 
,.q 

~1 
8 

11 

Fig. 127. 
€5 
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Vorstehende Untersuchung bezieht sich nur auf die Beanspruchung 
des Dachbinders durch Lasten, die ausschließlich in den Knoten­
punkten angreifend gedacht sind. Die Stabkräfte der rechten Seite 
sind hierfür symmetrisch gleich denjenigen der linken Seite. 

Zeichnerische Lösung. Kräfteplan von Cremona. 
Da am ganzen Fachwerk Gleichgewicht vorhanden ist, müssen 

an jedem einzelnen Knotenpunkt sämtliche hier wirkenden Kräfte, 
äußere und innere, im Gleichgewicht sein. Kräfte, die an einem 
Angri:t:fspunkt im Gleichgewicht sind, lassen sich zu einem ge­
schlossenen Kräftepolygon zusammensetzen. 

Es werden die Belastungen Q1 bis Q5 auf einer Senkrechten geo­
metrisch addiert. Die mit den Lasten im Gleichgewicht befindlichen 
Auflagerdrücke A und B bilden eine nach aufwärts gerichtete Kraft­
linie, die der Deutlichkeit halber in der Fig. 127 seitlich heraus­
gezeichnet ist. Im Kräfteplan sind nun parallel zu den einzelnen 
Fachwerkstäben Linien, bezeichnet mit den Nummern der einzelnen 
Stäbe, gezogen. Zu den an irgendeinem Knotenpunkt des Fach­
werks im Gleichgewicht befindlichen Kräften gehört im Kräfteplan 
ein geschlossenes Polygon, das - ausgehend von den äußeren 
Lasten - im Sinne der Lasten fortfahrend umfahren werden muß. 
Zwei +--->- an derselben Linie bedeuten Druck, zwei )---( bedeuten 
Zug im entsprechenden Fachwerkstabe. Jeder Stab erscheint bei 
der Untersuchung von 2 Knotenpunkten. Liegt der betreffende 
Knotenpunkt unten, so gilt der untere, liegt der betreffende Knoten­
punkt links, gilt der linke Pfeil usw. 

5. Drehungsfestigkeit. 
A. Berechnung von Wellen für die Übertragung eines 

bestimmten Drehmomentes. 
Die in der Fig.128 gegebene Welle wird durch die Scheibe I 

angetrieben und überträgt die Drehung auf die Scheibe II. Hierbei 
werden nach Fig. 129 zwei beliebige benachbarte Querschnitte gegen­
einander verdreht, so daß ein Flächenstückchen 11 des einen Quer-

J 

4~~ 
Fig. 128. Fig. 129. 
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schnittes, das ursprünglich dem Flächenstückehen 12 des anderen 
Querschnittes benachbart war, nachher einen Winkel lX mit diesem 
einschließt. Je weiter die Flächenstückehen von der Drehachse ent­
fernt angenommen werden, um so größer ist ihre gegenseitige Ver­
schiebung. Je größer diese Verschiebung, je größer also die Ver­
längerung der sie verbindenden Materialfasern, um so größer ist 
die in diesen hervorgerufene Spannung (umgerechnet auf 1 qcm). 
Die größte Spannung, die nicht größer werden darf als die zulässige, 
tritt also am äußeren Umfange in der Entfernung r von der Achse auf. 

Es bedeutet kd die zulässige Drehungsbeanspruchung. Dann ist 
die Beanspruchung in der Entfernung 1: 

kd 

r 
Die innere Kraft, welche auf ein in der Entfernung r l von der 

Drehachse gelegenes Flächenstückehen 1 ausgeübt wird, ist demnach: 
kd 
- °rl ' I. 
r 

Diese Kraft wirkt an dem Hebelarm r l und widersteht demnach 
der Verdrehung mit dem Moment: 

kd ') - . r1 0 t . 
r 

Der ganze Querschnitt wird nach 
Fig. 130 aus z. B. drei Flächenteilen tl , 

12' 13 (oder aus sehr vielen sehr schmalen 
Ringen) zusammengesetzt gedacht. Die 
drei Momente der auf diese Teile wirken­
den inneren Kräfte halten zusammen dem 

Fig. 130. Moment M der äußeren Kraft das Gleich-
gewicht: 

M kd (') 1 2 1 2 • 1 =--- 0 rr 0 1 + r2 ' 2 + r3 3)' r . 

11 + 12 + 13 = F. 
Der in der Klammer stehende Wert heißt das polare Träg­

heitsmoment J p des Querschnittes. 
Allgemein: 

Hier hat r für jeden Ring einen besonderen Wert. 
Benennung: cm4• 

Jp=wp 
r 

ist das polare Widerstandsmoment des Querschnittes. 
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Benennung: cm3 . 

Es ergibt sich das drehende Moment: 
M= Wp.kd • 

, Für den Kreisquerschnittl) gilt nach Fig. 131: 
n·il4 

J p = """"'32 ' 
n ·d3 

Wp = """Tif"" = '" 0,2 . d 3 • -. 
Fig. 131. 

Zusammenhang zwischen polarem und äquatorialem Trägheitsmoment. 
Fig. 132. Das kleine Flächenstückchen t hat die äquatorialen 

Trägheitsmomente: 
1. in bezug auf Achse X: 

Jz = t· y2, 
2. in bezug auf Achse Y: 

J y = /. x2 • 

Nach dem Pythagoreischen Lehrsatze ist: 
x2 + y2 = r2, 

t . x 2 + t . y2 = t . r 2, 

J oo + J y =~,. 
Fig. 132. 

Das polare Trägheitsmoment eines Querschnittes ist 
gleich der Summe zweier äquatorialer Trägheitsmo­
mente, deren Achsen auf einander senkrecht stehen und 
sich im Pole schneiden. Der Satz gilt nicht nur für das kleine 
beliebige Flächenteilchen, sondern auch für den ganzen Querschnitt. 

Berechnung einer Welle für die Übertragung einer bestimmten 
Anzahl PS 2). 

Das zu übertragende Momerit (Fig. 133) illMeter - Kilogramm 
ist: 

M=P·r, 
In cmkg: 100 . P . r = 0,2 . d3 • kd , 

100· p. r '_2' nn = 100. N = 0 2. d3 • k . 2 'nn 
60.75 ' d 60·75' 

100 . 60 . 75 . N = 0,2 . d3 . kd • 

2'n n 
B 

71620 • - = 0,2 . d 3 • k d • 
n 

d in cml 
1) Siehe Ableitung S. 66. 
2) 1 PS = 75 mkg in 1 sk. 

Fig. 133. 
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N = Anzahl der zu übertragenden PS. 
n = Umgangszahl der Welle in 1 Minute. 

Für die übertragung einer gegebenen Leistung kann 
derWeIlendurchmesser also um so kleiner sein, je schnel­
ler die Welle läuft. 

Beispiel. Ein Vorgelege soll bei n = 300 minutlichen Um­
drehungen N = 5 PS übertragen. Die Tabelle der B. A. M. A. G. 
gibt hierfür den erforderlichen Durchmesser d = 45 mm an; mit 
Rücksicht auf hinzukommende Biegung wird gewählt d = 50 mm. 

Übertragene Umfangskraft P = 60 kg an Riemscheibe vom 
Durchmesser D = 400 mm. Drehendes Moment: 

D 
P' T = 12mkg. 

Die reine Dreh ungsbeanspruchung ist: 

71 620 N 71 620 . 5 
kd = 0,2 . d3 • ~n- = 0,2' 125 . 300 = 48 kg/qcm. 

Hierzu kommt Biegungsbeanspruchung. Siehe Biegungsfestig­
keit und zusammengesetzte Beanspruchung. 

ß. Berechnung von Wellen nach dem zulässigen Verdrehungswinkel. 
Es ist in Fig. 134 angenommen, daß die beiden ursprünglich gleich­

gerichteten Radien R I und RIl in den zwei parallelen um 1 cm von­

Fig. 134. 

einander entfernten Quer­
schnitten I und II durch 
das Drehmoment die ge­
zeichnete Lage bekommen. 
Die hierbei auftretende 
größte Schiebung!) am 
äußeren Umfange ist 

d i 
2{}=(j-=Y' 

Im Grenzfalle darf die größte hervorgerufene Schubspannung 
i max gleich der zulässigen k. werden 

i max = k •. 

Dann ist der verhältnismäßige Verdrehungswinkel für den Ab­
stand 1 cm der verglichenen Querschnitte: 

1) Siehe S. 58. 

{}=2~'~ 
G d' 
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Für eine Wellenlänge l ist dann der ganze Verdrehungswinkel 
'!p=l·f}. 

Nach S. 89 gilt 
N 

71620 - = 0,2 d3 • kd , 
n 

f)·G·d 
kd = 2 ' 

kd = k., 
N . 

71620 - = 0,1 d4 • f} . G. 
n 

Zugelassen wird für 1 Ud. m Wellenlänge eine Verdrehung der 
Endquerschnitte um 

'IjJ = t 0 = 0,00435 . 
Also: 

f} = 0,01 'IjJ = 0,0000435 . 
Für Flußeisen ist das Gleitmaß : 

G = ",800000. 
Es ergibt sich hieraus: 

14
/ N 

d = 12 r n' 
C. Berechnung von Schraubenfedern. 

Bei der Durchbiegung der Schraubenfeder (Fig.135) verdrehen 
sich die benachbarten Querschnitte gegeneinander. Es ist dann 
der größte verhältnismäßige Verdrehungswinkel für zwei um 1 cm 
voneinander entfernte Nachbarquerschnitte 

f} = ~~ = 2kd • 

G·d G·d 
Für den Umfang, d. h. für eine volle Windung ergibt sich der 

ganze Verdrehungswinkel 
<x=2rnf}. 

Also ist für eine Windung die Senkung 
eines mit dem letzten Federquerschnitt ver­
bundenen Punktes in der Federachse : 

4 k. r 2 n 4 kd • r 2 n 
ra = ~-=a-:d-' 

P'r 
kd = n d3 ' 

16 
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Die Senkung infolge der Biegung z. B. des gezeichneten Qua­
dranten am Hebelarm Tl = T ist vernachlässigt. 

Bei n-Windungen der ganzen Feder ist dann die Gesamtdurch­
biegung 

n' 64 p. r 3 

f = G. d4 --

Beispiel. n = 10, r = 75 mm, d = 30 mm, G = 850000 kg/qcm, 
p = 3000 kg. 

f = 10 . 64 . 3000 . 7,5 3 = 117 mm. 
850000.34 

Der Versuch zeigte nach Angabe der Westfalen-Stahlwerke, 
Bochum, f = 120,5 mm. 

Beispiel. Schraubenfeder, Drahtdurchmesser d = 18 mm, r = 
34 mm, kd = 4500 kg/qcm, G = 750000 kgjqcm, n = 3,5 federnde 
Windungen. Drehmoment P r. 

Größte zulässige Last: 

P = nd3 ~_ = 3,14' 1,83 • 4500 = 1 10 k 
16 r 16 . 3,4 5 g . 

Gesamte Durchbiegung : 
3,5 . 64 . 1510 . 3,43 

f = 750000. 1,84 . =" 1,7 em. 

6. Knickfestigkeit. 
Knickbeanspruchung tritt auf bei Stangen, die in der Achsen­

richtung durch Kräfte belastet sind, weil weder die Kräfte genau 
in der Stangenachse wirken, noch 41-::;:::-= p das Material der Stange ganz 

~ ~~~~~~:::;::::~.~ gleichartig ist. Bei einer Kolben-
I 
I stange z. B. wirkt an dem einen 

.... ' '~----l---->-" I Ende (Fig. 136) der Dampfdruck 
Fig. 136 a. P auf den Kolben und an dem 

Fig.136b. 

anderen Ende der ebenso großei) 
vom Kreuzkopf ausgeübte Gegen­
druck. Unter dem Einfiuß dieser 
Kräfte wird die Stange in der 
Mitte etwas am-weichen, ,,>je in 
Fig. 136 b übertrieben angedeutet 

ist. In Bezug auf den gefährlichen Querschnitt f wirkt demnach ein 
Biegungsmoment, das die Krümmung der Stange immer mehr zu 

1) Die zu der Beschleunigung des Kolbens erforderliche Kraft ist hier 
nicht berücksichtigt. 
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vergrößern bestrebt ist. In den meisten Fällen der Knickbcan­
spmchung bei Maschinenteilen und Bauteilen nimmt man wie hier 
an, daß die Stangenenden sich etwas drehen und auf der 
ursprünglichen geraden Stangenachse sich einander nähern. 

Dann wird gerechnet nach der Formel: 

Hierin bedeuten: 

~2·E·J 
p=--m·l2 • 

E das Elastizitätsmaß des Materiales, 
J das kleinste ä qua tor i ale Trägheitsmoment der gedrückten 

Stange in cm4, 

1 die Stangenlänge in cm1), 

m den Sicherheitskoeffizienten. 
Beispiel. Auf einen Kolben wirkt die Kraft P = 4000 kg. Die 

Länge der Kolbenstange ist 1 = 100 cm. Das Material der Stange 
ist Flußstahl. Dem entspricht E = 2 200 000. m = 20. 

4000 = n:_· E_~ = ~()·_~~OO 000 . J 
m . 12 20 . 10 000 ' 

n· d4 
J = .. --- = 36 4 cm4 

64 ' , 

d = ,~52mm. 

Zusammengesetzte Festigkeit. 

7. Druck (Zug) und Biegung. 
Ein quadratischer Mauerpfeiler vom Gewicht Q 

ruft in der Fundamentfläche die Druckbeanspru­
chung 

hervor. 

Q 
k =-­

F 

Der den Pfeiler (Fig. 137) seitlich treffende Wind­
druck W sucht ihn um die Kante sr zu kippen mit 
dem Moment 

M= W·b.· 
Die hervorgerufene Biegungsbeanspruchung (Zug 

oder Druck) ist 
M 

kb = W· 

W ist das äquatoriale, auf die Schwerachse s be­
zogene Widerstandsmoment der Fundamentfläche. 

Falls kb < k, 

w 

'F SI 
Fig. 137. 

1) B0i Kolbenst,angengerechnet von Mitte Kolben bis Mitte Kreuzkopfzapfen. 
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so ist die hervorgerufene Gesamtbeanspruchung 

Q M 
(J = k + k b = F + W 

überall in der Fundamentfläche Druckbeanspruchung. 
Die beiden Kräfte W uud Q werden bis zu ihrem Schnittpunkte 

verschoben und dort zu der Mittelkraft R zusammengesetzt. Schneidet 
die Wirkungslinie von R die Fundamentfläche innerhalb der schraffiert 
angegebenen Fläche, die den Kern des Quadrates angibt, so werden 

o 
I 
I 
1 

I 

0-:1 
--1- - ~ 

J'" 
r 
Fig. 138. 

hervorgerufen. 

in F nur Druckbeanspruchungen hervorgerufen!). 
Schnitte die Wirkungslinie von R die Fundament­
fläche dagegen außerhalb des Kernes, so würden 
in der Fundamentfläche auch Zugspannungen (in 
der Fig. 137 auf der linken Seite) hervorgerufen 
werden. Zugspannungen können hier aber nicht 
übertragen werden. R muß daher das Fundament 
im mittleren Drittel der Fundamentbreite schneiden. 

Bei8piel. Fig. 138. Die oberste Trommel eines 
Fabrikschornsteines hat h = 15 m Höhe. Der mitt­
lere Außendurchmesser ist 

D = 3,02m, 
der mittlere lichte Durchmesser ist 

d = 2,52 m. 

Bei einem spezifischen Gewicht y = 1,8 beträgt 
das Gesamtgewicht der Trommel 

Q = 58870 kg. 

In dem untersten Querschnitt 
F = 23 954,7 qcm 

der Trommel wird durch das Eigengewicht die 
Druckbeanspruchung 

58870 
kk = 239M, 7 = '" 2,45 kg/qcm 

Die vom Wind getroffene Projektion (Trapez) der Schonstein­
trommel hat die Fläche 

f = 45,3 qm. 

Als größter Winddruck pro 1 qm einer senkrecht zum Winde 
stehenden Fläche wird gerechnet: 

~ = 150kg. 

1) Siehe auch S. 96. 
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Wegen der Kegelgestalt der Schornsteintrommel wird ein teil­
weises seitliches Abgleiten des Windes angenommen, so daß auf 
1 qm Projektion der Schornsteintrommel wirkt der Winddrnck: 

m38 = 0,67 . m3 = C'V 100 kg. 
Auf die ganze Schornsteintrommel wirkt der Winddruck 

m38 • t = 4530 kg. 
Dieser greift im Schwerpunkt der trapezförmigen Aufrißprojektioll 

der Schornsteintrommel an und wirkt in bezug auf die Fläche F 
an dem Hebelarm: 

a = 7,28m. 
Das Moment des Winddruckes ist 

M = 4530·7,28 = 33000 mkg. 
Das Widerstandsmoment der Fläche F, bezogen auf eine Schwer­

achse, ist: 

d1 = 330cm, 
d2 = 280cm. 

Die größten in F durch den Wind hervorgerufenen Biegungs­
beanspruchungen sind daher: 

M 3300000 
kb = W = 1700000 = 1,94 kg/qcm. 

kb bedeutet auf der dem Winde zugewandten Seite Zugbean­
spruchung, auf der dem Winde abgewandten Seite Druckbean­
spruchung. 

Die größte, durch Eigengewicht und Winddruck hervorgerufene 
Gesamtbeanspruchung ist: 

a = k + kb = 2,45 + 1,94 = 4,39 kgjqcm Druckbeanspruchung. 
Die kleinste Gesamtbean"pruchung ist: 

(J = k - kb = 2,45 - 1,94 = 0,51 kg/qcm Druckbeanspruchung. 
Die Rechnung gibt nur eine Annäherung, weil in Wirklichkeit 

das Hookesche Gesetz, das der Rechnung zugrunde lieg, hier nur 
annähernd gilt. 

Beispiel. Fig. 139. Der Spurzapfen eines Drehkranes ist durch den 
Gegendruck N der Spurpfanne gleichmäßig auf Druck beansprucht. 

k = 1!. 
F 
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Fig. 1;)9. 

Festigkeitslehre. 

Außerdem wirkt das biegende Moment: 
l 

M=H--=N·a. 
2 

a ist die Entfernung des Punktes, in dem 
die Mittelkraft von N und H den gefähr­
lichen Querschnitt schneidet. 

Rechts addieren sich die beiden Druck­
spannungen: 

N M 
a=-F-W' 

Auf der linken Seite ergibt sich die Zug-
spannung 

N M 
6=-p+ W. 

M N 
W> F' 

Die neutrale Achse n des Querschnittes ist 
durch die zusammengesetzte Beanspruchung 
aus der Schwerachse herausgerückt. Die 
Mittelkraft von N und H schneidet den ge­
fährlichen Querschnitt außerhalb des Kernes. 

Ist das wirksame Moment N· r, so ist 
die kleinste Spannung im Querschnitt O. 
Dann ist kb = k 

M N'r N 
W=W=F' 

w 
1'= p' 

r heißt die Kernweite des Querschnittes. 
Greift N noch näher am Schwerpunkte S 
an, so herrscht auch in der äußersten Faser 
links Druck. 

n d3 

32 d 
r = ;'a,2 = 8 . 

4 

8. Biegung und Drehung. 1) 

Das wirksame Biegungsmoment Mb und das Drehmoment Md 
werden nach Bach zu einem Dreh - Biege - Moment Mi zu-
---~ 

I) I':ur Bestimmung von ll{i auch Tabellen zu brauchen. Hütte. Bd. 1. 
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sammengesetzt nach der für den Kreisquerschnitt gültigen Formel: 

Mi = lt . M + [>-Ji jt1 2 + }JI[2 8 b 8· /, -d' 

Hand kurbel. 
Fig. 140. Drehendes Moment: 

Md = K· a. 

Biegendes Moment: 

Mb = K· b. 

Dreh-Biege-Moment angenähert: 

Mi = K·c. 

Beispiel. An einem Vorgelege wirken: 

Mb = 5550 cmkg, 
Md = 1200 cmkg, Fig. 140. 

Mi = i . 5550 + -~ Y5550~+ 12002 , 

Mi = 5640 cmkg, 

k" = .500 kg/qcm. 
Erforderlich: 

5640 
W = -~ = 11 3 = 0 1 . d3 . 500 ' , 

Wellendurchmesser : 

d = 48,3 = ....... 50 mm. 

9. Träger mit gekrümmter Achse. 

Bei einem Träger mit gekrümmter Achse 
(Fig. 141) liegen zwei benachbarte Quer­
schnitte, die beide senkrecht zur Stabachse 
gedacht sind, nicht parallel zueinander. 
Es sind also die einzelnen Materialfasern, 
welche die beiden gedachten Querschnitte 
miteinander verbinden, z. B. die äußersten la 
undli, von verschiedener Länge. 

l.Z ug. DieZugkraftQ, die gleichmäßig über 
den Querschnitt verteilt wirkt, ruft demnach 
in den einzelnen Verbindungsfasern der beiden 
Querschnitte gleiche Dehnungen, aber ver­
schiedene Verlängerungen hervor, d. h. die 
Querschnitte drehen sich gegeneinander 
i nfolgederZ ugbelastu ngQ~denPunktO 

v 0 g d t, Mechanik. 2. Auf I. 

Fig. 141. 

7 
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2. Biegung: 
Das Biegungsmoment Q. r dreht den unteren Querschnitt um 

seinen Schwerpunkt S zurück. Es wird angenommen, daß der Quer­
schnitt eben bleibt. Dann werden zwei Verbindungsfasern zwischen 
beiden Querschnitten, die gleich weit nach innen und außen vom 
Schwerpunkt S entfernt sind, um den gl e ich e n Be t rag v e r­
I ä n ger t und ver kür z t. Die betr. innere Faser ist aber wegen der 
Krümmung ursprünglich kürzer als die entsprechende äußere. Also 
werden die inneren Fasern stärker gedehnt als die äußeren gestaucht. 
Nach dem Hookeschen Gesetz werden demr'ach die inneren Fasern 
bei der Rückdrehung durch das Biegungsmoment stärker beansprucht 
als die äußeren. ' 

Die in der äußersten Faser hervorgerufene Randspannung1) iRt: 
Q ltI 

k a = P-W (1- m'a) , 

die in der innerRten Faser hervorgerufene Spannung ist: 
Q M 

k, = P + W (1 + 'lni), 

hierin sind ma und m, Zahlenwerte, die beide < 1 und aus der Haken­
form und dem Querschnitt zu berechnen sind. 

Für daR gleichschenklige Trapez auch mit Abrundungen: 

06 ea - 0 14 'e.; , 

ma = ~ + (eu _ 1) . (13 _ 4 ea ) • O,1ß' 
ei e.; ei 

ea 
0,2- + 0,3 

ei 
mi = ----'-----

~ _ 0,9 + 0,06 ea 
e.; e.; 

ki ergibt sich aus den obigen Formeln zahlenmäßig größer als für 
einen graden Stab von demselben Querschnitt, der in der gleichen 
Weise belastet wäre. 

Beispiel. Hakenquerschnitt. (Fig. 142.) A. ist Angriffspunkt der 
Last. Q = 3000 kg. Querschnitt zusammengesetzt aus Trapez, 
einer oberen halben Ellipse und einer unteren halben Ellipse. 

Fläche des Trapezes: 
11, 5 

11 = 2 . (2 a2 + 2 aa) = "2 . (4,8 + 3) = 19,5 qcm. 

1) Nach Pfleiderer, Z. d. V. n. 1. 1907. S. 1507. 
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Fläche der unteren Halbellipse: 
:Tl 

12 = 2 . a2 • b2 = 1,57·2,4·1 = 3,76 qcm. 

Fläche· der oberen Halbellipse: 
:Tl 13 =2 . aa· ba = 1,57· ],5·0,5 = 1,18 qcm. 

Fläche des ganzen Hakenquerschnittes: 
E' = 11 + 12 + 13 = 24,44 qcrn. 

I 

I 
I 

~ I 

l--t------
Schwerpunktsbest.immung. 
Trapez: 

A 
Fig. 142. 

h 2 a2 + 4 aa ;) 4,8 + 6 
'71 = - . ---- = ~~- . ----~ = 2,3 C1ll. 

3 2 a2 + 2 aa 3 4.8 + 3 
Untere Halbellipse : 

4·bz 4·1 
t}2 =3 . :Tl = 3. 3,14 = 0,42 mn. 

Obere Halbellipse : 
4· ba 4·0,5 . 

1]3 = 3.:Tl = 3-.3,14 = 0,21 cm. 

9H 

7* 
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Der Schwerpunkt Seiner Halbellipse fällt 
zusammen mit demjenigen eines Halbkreises, 
dessen Radius hier gleich ist der kleinen Halb­
achse der Ellipse (Fig. 143). 

Abstände der Einzelschwerpunkte von der 
X-Achse: 

Trapez Untere Halbellipse 

Yl = 3,3 cm Y2 = 0,58 cm 

Abstand des Gesamtschwerpunktes : 

Obere HalbelJipse 

Y3 = 6,21 cm 

3,3' 19,5 + 0,58 . 3,76 + 6,21 . 1,18 3 
Y = = '" cm. . 24,44 

Trägheitsmomente. 
Trapez, 

bezogen auf eigene Schwerachse : 

.J = 6· (2 aa)2 :+- 6·2 a3 ·2 . (a2 - aa) + (2 a2 - 2 aa)2 • h3 

36 . (4 (ta -j. 2 a2 - 2 aa) 

(i . 32 + 6 . 3 . 1 8 + 1 82 . 
.J = --------~--'----'--- . 53 = 40 cm4 

36 . (2 . 3 + 1,8) , 

bezogen auf die durch S gehende Achse: 

J{ = .J + 0,3 2 • 19,5 = 41,75 C1l14• 

Obere Halbellipse , 
bezogen auf die Achse a3 : 

i' = '!... . a . b33' = 0073 C1l14 8 a., , 

bezogen auf die eigene Schwerachse : 

i = i' - 1)~ • ta = 0,02 Cll14, 

bezogen auf die durch S gehende Achse: 

.J; = i + 3,2]2 . 1,18 = 12,17 cm4. 

Untere Halbellipse, 
bezogen auf die Achse a2 : 

i' = ~ . a . b~ = ° 94 cm 4 8 2" , , 

bezogen auf die eigene Schwerachse : 

i = i' - 1)~ • /2 = 0,26 cm4, 
bezogen auf die durch S gehende Achse: 

J~ = /: + 2.42 2 • 3,76 = 22.26 cm~. 
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Trägheitsmoment des ganzen Querschnittes, bezogen auf die 
durch S gehende Achse: 

J = J't + J; + Ja = 76,18cm4• 

Abstände der äußersten Fasern des Hakenquerschnittes von der 
durch S gehenden Schwerachse: 

e, = 30 mm, 
ea = 35 mm. 

Die gesamte Beanspruchung außen am Hakenrücken wird be­
rechnet nach der Formel: 

Q M'ea 
ka = F - -J- . (1 - maL 

3000 18 500 . 3,5 _ 
= 24,44 - 76,18 . (1 - 0,2;,), 

= 123 - 637 = - 514 kgJqcm Druckbeanspruchung. 

Die gesamte Beanspruchung innen am Hakenmaul -wird be­
rechnet: 

Q M·e· 
k, = F + --r- . (1 + mi). 

3000 18 500 . 3 
= 24,44 + 76,18 . (1 + 0,44), 

= 123 + 1050, 

= 1173 kg/qcm Zugbeanspruchung ; 

nach der "Hütte" ist für vorzügliches zähes Schweißeisen noch zu­
lässig die Zugbeanspruchung 

k. = 1200 kgJqcm. 

Bei der Berechnung des Hakens als eines geraden Stabes würden 
sich ergeben: 

k = 123 _ 18 500 • 3,5 
a 76,18 ' 

= 123 - 850 = - 727 kgJqcm Druckbeanspruchung, 

18500· 3 ~ 
ki = 123 + 76,18 = 850 kgJqcm Zugbeanspruchung. 

Bei Vernachlässigung der Krümmung würde sich also hier die 
größte Beanspruchung k i im gefährlichen Querschnitt des Hakens 

um 1173 - 850 .100 = 275°/ zu klein ergeben. 
1173 ' /0 
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10. ßiegungsbeanspruchung für ßremsbänder, Drahtseile usw. 
Aus dem bekannten Krümmungshalbmesser der elastischen Linie 

ist die hervorgerufene Biegungsbeanspruchung für Bremsbänder und 
Riemen zn berechnen aus der Formel: 

E 'e 
k" = _._--, 

I! 
E·(j 

"~b = ,,"' ---y;- . 
Hierin bedeutet b die Riemen- oder Banddicke oder bei Draht.­

seilen den Drahtdurchmesser. D ist der Scheibendurchmesser. 
Beispiel. Bei einer Bandbremse1) ist die Stärke des Bremsba,ndeR 

b = 2mm, 
der Durchmesser der Bremsscheibe 

D = 500mm. 
Für das stählerne Bremsband ist 

E=20oo000. 
Also ist zu berechnen: 

Je - 2 000 000 . 0,2 _ 8000 k / 
b - 50 - g qcm. 

Nach Bach, "Elastizität und Festigkeitslehre" S. 422, nimmt 
bei dem Biegen des Bremsbandes um die Scheibe die Festigkeit des 
Materiales in de.r gekrümmten Strecke zu. Das Material erhält eine 
bleibende Krümmung. 

Es ist anzunehmen, daß die wirklich hervorgerufene Biegungs­
beanspruchung kleiner ist, als die oben berechnete. Doch werden 
durch das Umschlingen des Bandes in dessen gekrümmter Strecke 
sehr hohe Spannungen hervorgerufen. 

Bei Drahtseilen ist die durch das Umlegen um die Scheibe hervor­
gerufene Biegungsspannung kleiner, als oben angegeben, weil Drähte 
und Litzen in Schraubenlinien verlaufen, deren Steigung sich ändern 
kann, und weil die Seele des Seiles zusammendrückbar ist. Es ist 
dann nach Bach zu rechnen nach der Formel: 

3 E· b 
kb=S'])' 

Die gesamte im gebogenen Strang eines Drahtseiles wirkende 
Zug-Spannung ist für die Last Q: 

Q 3 E·(j 
k = . 3r. d 2 + '8 . -:f) . 

~'-4-

i ist die Anzahl der Drähte im Seile, ~ ist der Drahtdurchmesser. 
1) Siehe Bandbremse S.43. 
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IV. Dynamik. 

Dynamik ist die Lehre vom Zusammenhang der Kräfte mit 
den Bewegungen und den Bewegungsänderungen. Jede nicht auf­
gehobene Kraft ändert den augen­
blicklichen Bewegungszustand des 
beeinflußten Körpers. Letzterer 
wird in Richtung der Kraft be­
schleunigt oder verzögert. 

Der nach Fig.144a unterstützte 
Körper befindet sich unter dem 
Einfluß seines Eigengewichtes G 

Fig.144>1. 1<'ig. 144 h. 

und des Gegendruckes N der Unterlage im Gleichgewicht. Nach Be­
seitigung der Unterstützung wirkt nur die Kraft G, die den Körper 
nach unten beschleunigt. 

1. Gewicht und Masse deI' Körper. 

Das Gewicht eines Körpers ist die Kraft, mit welcher er von 
der Erde angezogen' wird. Das Gewicht eines Körpers ist an 
den verschiedenen Punkten der Erde verschieden, es 
wächst mit der Näherung an den Erdmittelpunkt und nimmt mit 
der Entfernung ab. In demselben Maße wächst und nimmt ab die 
Beschleunigung g, die der Körper an den verschiedenen Stellen der 
Erde durch sein Gewicht erhält. 

Als Mittelwert wird gerechnet: 

g = 9,81 mjsk2, 

oder abgerundet: 

Das Verhältnis: 

G = m = l\'Iasse des Körpers vom Gewicht G, 
g 

Benennung: kg . sk2, 
m 

behält für denselben Körper an allen Stellen der Erde 
gleichen Wert. 

G = m' (J, 

Gewicht = Masse X Beschleunigung des freien Falles. 



104 Dynamik. 

2. Dynamisches Grundgesetz1). 

Die Kraft P, welche notwendig ist, um einem Körper von der 
Masse m die Beschleunigung p zu erteilen, ist Zll berechnen nach 
der Formel: 

P=m·p, 
Kraft = Masse X Beschleunigung. 

Es verhalten sich hiernach die Kräfte wie die von ihnen derselben 
Masse erteilten Beschleunigungen. Wenn von der Anfangsgeschwindig­
keit 0 ausgegangen gedacht wird, sind die Beschleunigungen gleich 
den entsprechenden Endgeschwindigkeiten. Die bei gleichförmig 
beschleunigter Bewegung zurückgelegten Wege in je 1 sk sind nach 

der Formel s = i . t hier entsprechend den halben Endgeschwindig­

keiten. Die Seiten jedes Kräftepolygons2) können also je nach dem 
Maßstabe, in dem sie gemessen werden, als Kräfte, Beschleunigungen 
oder Wege in 1 sk angesehen werden. Die einzelnen Teilwege ent­
sprechend den Seitenkräften können hierbei in mehreren aufein­
anderfolgenden Sekunden oder in derselben Sekunde zurückgelegt 
werden. Stets wird unter der obigen Voraussetzung die von Kräften 
beeinflußte Masse vom Anfangspunkt zum Endpunkt des Linien­
zuges kommen, gleichgültig, ob viele Teilkräfte oder deren Mittel­
kraft wirkm. Schließt sich im Falle des Gleichgewichtes das Kräfte­
polygon, so schließt sich auch das Polygon der einzelnen Teilwege : 
Der Körper kommt unter dem Einfluß aller Kräfte, wenn diese nach­
einander wirken, nach dem Ausgangspunkt zurück. Wenn alle Kräfte 
gleichzeitig wirken, bleibt der beeinflußte Körper in seiner Lage. 
Er erleidet keine Beschleunigung und legt keinen Weg zurück. 

Beispiel. Schlitten vom Gewicht Q = 200 kg steht auf Eis­
bahn. Der Reibungskoeffizient ist fl = 0,02. An dem Schlitten 
zieht die Kraft Z = 5 kg. Der Reibungswiderstand ist ffl = 4 kg. 
Die Beschleunigungskraft ist: 

p = Z - ffi = 1 kg. 
Alflo ist die Beschleunigung des Schlittenf!: 

P 1 
p = m ='-' 20 = ,......·0,05 mjsk 2 

(g = "'" 10 mjsk2). 

Bei allen Maschinen mit hin und her gehendem Kolben, z. B. 
Dampfmaschinen, Gasmaschinen, Pumpen, ist in der ersten Hälfte 
des Hubes eine nach obigem Gesetz zu berechnende Kraft P not-

1) Berechnung der Beschleunigungsarbeit: Lebendige Kraft IV, 7. 
2) Z. B. Fig. 29. 
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wendig, die nur zur Beschleunigung der Triebwerksteile ver­
hraucht wird. Das Entsprechende gilt für die Bewegung des Tisches 
der Hobelmaschinen. 

Beispiel. Das Triebwerksgewicht einer Seite beträgt bei einer 
Schnellzugslokomotive Q = 340 kg. Die Masse derselben ist 

Q 340 
m = ~ = -9- = C'U 34,6. Der Kolbenhub beträgt s = 630 mm. 

(J ,81 
Bei der höchsten Fahrgeschwindigkeit, n = 242 minutl. Umläufe, 
beträgt die Beschleunigung des Triebwerkes in den Totpunkten 

v 2 
p = = "-203mJsk2 (siehe später "Zentralkraft"'). Also ist in den 

r 
Totpunkten ausschließlich zur Beschleunigung des Trieb­
we r ke s notwendig die Kraft: 

P = m' p = 34,6' 203 = ",.·7000 kg. 

3. Fall und Wurf. 
Freier Fall. 

Ohne Berücksichtigung des Luftwiderstandes. 
Das Gewicht G wirkt dauernd auf den fallenden Körper in 

der Bewegungsrichtung. Die Bewegung des freien Falles ist 
gleichförmig beschleunigt. 

Senkrechter Wurf nach oben. 
Ohne Berücksichtigung des Luftwiderstandes. 

Das Gewicht G wirkt dauernd auf den Körper entgegen der 
Bewegungsrichtung. Gleichförmig verzögerte Bewegung. 

Wagel'echtel' Wurf. 
Ohne Berücksichtigung des Luftwiderstandes. 

Die Schwerkraft wirkt ständig geneigt zur Bahnrichtung 
und lenkt den Körper ab. In der wagerechten Richtung wirkt auf 
den freigewordenen Körper keine Kraft ein. 
Daher behält er in dieser Richtung seme 
ursprüngliche Geschwindigkeit 

Vi 

bei und hat nach Ablauf von t Sekunden 
einen Weg 

zurückgelegt. 

" v.t·-----~ 
~27J-~ I 

{Li ----J; ---i-t 
: 'i t # 

'1 
Fig. 145. 

In der senkrechten Richtung beginnt der Körper seine Be­
wegung mit der Geschwindigkeit O. Durch die Schwerkraft erhält 
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er die nach unten gerichtete Beschleunigung g. Nach Ablauf von 
t Sekunden hat der Körper nach abwärts den Weg 

g' t2 

2 

zurückgelegt. Er befindet sich also im Punlde $. Die Bahnlinie ist, 
eine Para,beI, deren Scheitel im Ausgangspunkte ~ der Bewegung liegt.. 

Schiefer Wurf nach oben. (Fig. 146.) 

Ohne Berücksichtigung des Luftwiderstandes. 

Der Körper wird unter dem Winkel ~ gegen die Wagerechte 
schräg nach oben geworfen mit. 
der Geschwindigkeit 

c. 
Diese besitzt eine wagerechte 

Seitellgescbwindigkeit 

VI = C· cos~ 

und eine senkrechte Seitenge­
schwindigkeit 

V2 = e . Sill ~ . 

In der wagerechten Richtung wirkt auf den geworfenen Körper 
keine Kraft. Daher bleibt die Seitengeschwindigkeit 

e' cos~ 
unverändert erhalten. 

Die senkrechte Seitengeschwindigkeit wird durch die nach unten 
wirkende Schwerkraft beständig verändert. Vor der Erreichung des 
höchsten Bahnpunktes sind nach t Sekunden zusammenzusetzen in 
der Senkrechten die Geschwindigkeiten 

1) c' sin~ nach oben gerichtet, 
2) g • t "unten" 

Es ergibt sich nach t Sekunden die senkrecht nach oben ge­
richtete Geschwindigkeit: 

v2 = c . sin~ - g • t. 

Die Bewegung in dieser Richtung ist eine gleichmäßig verzögerte. 
Die Verzögerung g ist die der Bewegung entgegengerichtete (negative) 
Beschleunigung. 

Im höchsten Punkte der Bahn ist 

v2 = e' sin~ - g. t = O. 

Der Körper hat dann in der senkrechten Richtung augenblicklich 
keine Bewegung. 
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Hinter dem höchsten Bahnpunkte führt der Körper in der senk­
rechten Richtung eine nach abwärts gerichtete, gleichmäßig be­
schleunigte Bewegung aus. Die Schwerkraft wirkt nach der Richtung 
der senkrechten Seitengeschwindigkeit. 

Beispiel. Eine Gewehrkugel hat die Anfangsgeschwindigkeit 
c = 6OOm/sk, 

G\ = 20°. Nach t = 5 sk, 
c . cos IX = 600 . 0,940 = !)64 m/sk, 

C • sinG\ - g • t = 600.0,342 - !l,81 . !) 
= 156,15 m/sk, 

4. Bewegung auf geneigter Bahn. 
Ohne Berücksichtigung der Reibung (Fig. 147). 

A nf der schiefen Ebene ab­
wärt,s treibt die Kraft 

G·sincX. 
Da 

so ist Fig. 147. 
G· siucX = m' g sinlX. 

Aus der Endgeschwindigkeit bei dem freien Falle 

v = V2 g' h 

ergibt sich hier die Endgeschwindigkeit am Fuße der schiefen Ebene 

v' = V2p 'l, 

P = g' sincX, 
h 

l=-.-, 
SlncX 

v' = y;-;~~-:-. . h _, 
SlllcX 

v' = i2g-:-h = v . 

Die Endgeschwindigkeit ist die gleiche, wenn der 
Körper die Höhe h durchfällt, oder wenn er auf der 
schiefen Ebene abwärts gleitet. 

Bewegung auf beliebiger Bahn. 
Der Neigungswinkel cX kommt in der Schlußformel nicht vor, 

ist also für die Größe von v gleichgültig. Letztere wird also auch 
erreicht, wenn der Körper auf einer beliebigen anderen Bahn sich 
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um h senkt, also z. B. auf einer Kreisbahn, WIe 
das Gewicht eines Pendels nach Fig. 148. 

Auf einer krummen Bahn kann ein 
Körper sich nur dann bewegen, wenn er 
durch eine Kraft (bei dem Pendel durch 
die Zugkraft in der Pendelstange) stän­

~ dig aus seiner augenblicklichen Rich-
tung abgelenkt wird. 

5. Mechanische Arbeit. 

Benennung; mkg oder kgm. 
Bewegt sich eine Kraft P in der Kraftrichtung um den Weg s, 

so leistet sie hierbei die mechanische Arbeit 

Ä=p·s. 

Mechanische Arbeit = Kraft X Weg in der Kraftrichtung. 

Diese Arbeit kann man zeichnerisch darstellen durch eine Fläche, 
bei gleichbleibender Kraft durch ein Rechteck (Diagramm) von der 
Grundlinie s und der Höhe P. 

Beispiel. 2 cbm = 2000 kg Wasser, die von 8 m Gefälle herab­
stürzen, leisten hierdurch die mechanische Arbeit 

A = 2000 . 8 = 16 000 mkg. 

Beispiel. (Fig. 149.) In dem Pumpendiagramm stellt die Ab­
szisse 8 den Kolbenhub vor. Die Linie A-A ist die atmosphärische 

p 
h '", 

" " / 

I 
h d 

A /1,s 

h ___ -""'''-- s _ 

Fig. 149. 

0 

11 

Linie. Die Ordinaten h. und hd bezeich­
nen die Kolbendrücke für 1 qcm Kolben­
fläche oder anders gemessen geometrische 
Saughöhe (Höhenunterschied vom höch­
sten Punkt des Pumpenkörpers, dem 
Druckventil, bis zum Unterwasserspiegel) 
und die geometrische Druckhöhe (senk­
rechte Entfernung vom Druckventil bis 
zum Oberwasserspiegel). h. und hd sind 
gemessen in m WS (Meter Wasser-Säule) 
und hier meßbar in kgjqcm oder at (At­
mosphären) I at = 10 m WS. Angenommen 
sei, die Pumpe habe 6 m hoch zu saugen 
und 40 m hoch zu drücken. Der Kolben­

hub sei s = 100 mm. Der Kolben ist einfach wirkend. Die Wider­
stände seien zunächst vernachlässigt. Bei dem Saughub ist der 
Gegendruck auf je 1 qcm Kolbenfläche 0,6 kgjqcm = 0,6 at. 
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Die Saugarbeit für je 1 qcm Kolbenfläche für den Hingang des 
Kolbens ist dann 

hs • 8 = 0,6 kg . 0,1 m = 0,06 mkg. 
Die entsprechende Druckarbeit bei dem Rückgang des Kolbens für 
je 1 qcm Kolbenfläche ist 

hd • 8 = 4 kg . 0,1 m = 0,4 mkg. 
Beide Arbeiten sind tatsächlich größer, weil die Pumpe in deli 

Rohrleitungen Widerstände zu überwinden hat. Die wirklich zu 
leistende Pumpenarbeit ist so groß, als ob Saughöhe und Druck­
höhe größer als hs und hd wären. Die Zuschläge hw und h'w bezeichnen 
die sog. Widerstandshöhe 1). Die ganze Rechtecksfläche stellt 
also die gesamte Pumpenarbeit für je 1 qcm Kolben­
fläche bei einem Doppelh ub dar. 

Annahme: Diagramm-Länge = Kolbenhub, 
10 mm Höhe = 1 at , 

dann sind 
10000 qmm = 1 mkg Pumpenarbeit je qcm Kolbenflächc. 

Mechanische Arbeit wird nicht erzeugt und verschwindet auch 
nicht2). Es findet vielmehr stets nur eine Umwandlung einer Arbeits­
form in eine andere statt. 
Ein auf eine Höhe h ge­
hobenes Gewicht Q hat in­
folgedessen die Arbeits­
fähigkeit (Energie der --- a 
I~age) bei dem Herunter­
fallen von dieser Höhe 
die Arbeit Q. h zu leisten. 
Die gleiche Arbeit ist aber 
vorher aufgewandt wor- ~Fig. 150. Sankey-Diagramlll. 

den, um das Gewicht z. B. 
die Triebgewichte einer Uhr zu heben. Ebenso hat eine gespannte 
Peder die Pähigkeit, eine bestimmte Arbeit zu leisten, die aber vorher 
bei der Spannung der Feder auf diese übertragen ist. 

In jeder, auch leer laufenden Maschine wird durch Überwindung 
der Widerstände: Reibung, Luftwiderstand usw. mechanische 
Arbeit geleistet. Ohne Einleitung von Antriebsarbeit ist die dauernde 
Leistung von Arbeit nicht möglich: ein Perpetuum mobile gibt es 
nicht. 

Die an einer Maschine aufgewandte mechanische Arbeit ent­
spricht nach Fig. 150 einem Strom, der in einer bestimmten Zeit m 

1) Siehe V, R. 2. 
2) Siehe Erhaltung der Energie IV, 11. 
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mkg der Maschine zuführt. Von dieser Arbeitsmenge ver­
sch windet nichts. Wohl aber wird in der gleichen Zeit nur ein 
Teil m mkg zu einem beabsichtigten nützlichen Zweck, z. B. zum 
Heben einer Last benutzt: Nutzarbeit oder geleistete Arbeit, während 
ein anderer Teil von ~ mkg zu der Überwindung der unvermeidlich 
in der Maschine vorhandenen Widerstände verbraucht wird: Verlust­
arbeit. 

Aufgewandte Arbeit = Nutzarbeit + Verlustarbeit. 

9l=m+~. 
Das Verhältnis 

Nutzarbeit m 
Aufgewandte Arbeit = ~l = "1 

heißt der mechanische Wirkungsgrad einer Maschine. 

a 

l-1-H-l-l--

Fig. 151. 

Stets ist 
"1< 1. 

Fig. 151. Die stets senkrecht zur KlII'bel wirkende 
Kraft P hat bei einer Umdrehung der Kurbel auf diese 
die mechanische Arbeit 

9l=P'2an 
übertragen. 

Wird hierdurch in der gleichen Zeit ein Gewicht Q 
um die Höhe gehoben, so entspricht das der Nutzarbeit : 

SR=Q·h. 
Der Unterschied 

ist die Verlustarbeit, d. h. die für den geplanten Zweck nicht aus­
nützbare Arbeit. 

Beispiel. Mittlerer Kurbeldruck eines Mannes P = 10 kg; Arm 
der Handkurbel a = 400 mm. Bei einer Umdrehung auf die Kurbel 
übertragene Arbeit: 

9l = 10 ·2 . 0,4· n = 25,13 mkg. 

Werden hierdurch 100 kg um 0,2 m gehoben, so beträgt die 
Nutzarbeit: 

SR = 20mkg. 

Dann ist die Verlust arbeit : 

~ = 5,13 mkg. 

Der mechanische Wirkungsgrad ist: 

20 r; = _ .. = ",-,0 R 
25,13 ' . 
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Selbsthemmung. 
K ist die Kraft (Fig. SOb, S.47), welche am Hebelarm a die 

Schraube unter der Last Q dreht. (Heben der mit Q belasteten 
Spindel in der Mutter.) 

Damit die Last um eine Ganghöhe gehoben wird, muß die 
Schraubenspindel einmal herumgedreht werden. Fig. 15211,. Dann 
ist die Antriebsarbeit 

2{=K·2a·n=P·2r·n=SJ(+~, 
die Nutzarbeit 

SJ(=Q·h. 
Die Verlust arbeit ist: 

~ = (p. siniX + Q. COSiX) /t ·l. 
Die erforderliche Antriebsarbeit ist so groI3, als wenn die Schraube 

zwar keine Reibungswiderstände, statt deren aber für iX den größeren 
Steigungswinkel iX + e und statt h die Steigung h' besäße. 

In dem Beispiel von S. 49 ist 
K = 25 kg, a = 1 m, Q = 6000 kg, 
h = 10,6 mm. Also ist die Antriebs­
arbeit nach Fig. 151: 
\l( = K . 2 a n = 25 . 6,28 = 1.')7 mkg, 
die Nutzarbeit 
SJ( = Q . h = 6000 . 0,0106 = 63,6 mkg, 
die Verlustarbeit 

~ = 93,4mkg, 
der mechanische Wirkungsgrad 

SJ( 63,6 
'Yj = §1: = -157 = ",0,4. 

t i 
Fig. 152a. Fig. 1521. 

Fig. 152b. Bei dem Sinken der Last um eine Steigung würde die Last 
die Nutzarbeit von 63,6 mkg leisten. Die Kraft, welche die Last wage­
recht gegen die schiefe Ebene anpreßt, ist P = 0, wenn der Hebel­
druck K = ° angenommen wird. Die zu überwindende Reibungs­
arbeit wäre dann 

~ = lt . l . Q cos LX , 
hier 

~ = "-' 92 mkg. 
Diese Reibungsarbeit kann durch die sinkende LaRt nicht geleistet 
werden, weil 

SJ( < ){L 
1} < 0,5. 

Diese Schraube mit LX<e besitzt Selbsthemmung. Die Last 
bleibt in jeder Lage in der Achwebe. Rine Maschine mit einem 
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Wirkungsgrade 17 < 0,5 kann nicht von der Seite der Last 
aus angetrieben werden. 

6. Leistung. 

Die auf 1 sk bezogene mechanische Arbeit heiJH 
Leistung oder Effekt. Die Leistung der Maschinen wird ge­
messen in Pferdestär ke n (PS). 

1 PS. = 75 mkgjsk. 
Die Anzahl der auf eine Maschine übertragenen PS ist: 

p·v 
~=75' 

Es bedeuten: 
P die wirksame Kraft, 
v die Geschwindigkeit der Kraft. 

Beispiel. Eine Handkurbel (Fig.5) a = 400 lllm wird durch 
die Kurbelkraft P = 10 kg mit n = 30 Umdrehungen in der Minute 
angetrieben. Die auf die Kurbel übertragene Leistung ist dann 

P·2a·:Jr·n 
60 = C'--o 12,57 mkg/sk. 

Die Anzahl der auf die Maschine übertragenen Pferdestärken ist: 

P'2a':Jr'n 
N = 60.75 = 0,167 PS. 

Beispiel. Eine Riemscheibe vom Durchmesser D = 400 mm 
läuft mit n = 300 minutlichen Umgängen. Die Umfangsgeschwindig­
keit ist v = 6,28 m/sk. Es sollen N = 5 PS übertragen werden. 
Dann ist die zu übertragende Umfangskraft : 

N·75 5·75 
P = -- =--. = c'"'60kg. 

v 6,28 

Der größte Riemenzug ist: 

Si = ,,2 P = ] 20 kg. 

Indizierte Leistung. 
In dem Diagramm (Fig. 153) einer Dampfmaschine stellt die 

Länge s der Abszissenachse den Kolbenhub in einem gewählten 
Längenmaßstab dar. Die Ordinaten bedeuten im Kraftmaßstab die 
Dampfdrücke in at, d. h. in kgjqcm. Unter den Diagrammen sind 
Kolben und Zylinder schematisch angedeutet. Nach der Linie 1 
verlaufen die Dampfdrücke hinter dem Kolben nach der Linie 11 
die Gegendrücke vor dem Kolben. Die Unterschiede zweier zu der-
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selben Kolbenstellung gehörigen Ordinaten geben also den in dieser 
Stellung den Kolben treibenden Überdruck in at. Am Hubende 
überwiegen demnach die Gegendrücke. In dem unteren Diagramm 
ist die Kurve 11 herumgeklappt, 
HO daß eine in sich geschlossene a:t 
Kurve entsteht. Die Diagramm- p 

fläche ist ferner umgewandelt in 
ein flächengleiches Rechteck. Die 
Höhe Pm dieses Rechtecks be­

. deutet dann im Kraftmaßstabe 
gemessen den mittleren Über­
druck in at. Die Diagrammfläche /1 f-+tffi-ffit rffiB1=lW!+Ffm;+l+I+H-I~·fI 
stellt die auf 1 qcm Kolbenfläche 
bei einem Hub vom Dampf über- : 

I 

tragene Arbeit dar. Hieraus folgt u ~i"', E::~~~_-__ s_ -_ ------~-----i-'"' 
die indizierte, d. h. die vom P H---=::""-r--

Indikator angegebene Maschinen­
leistung in PS 

Pm·F· 2 sn 
Ni = 60.75 

s 

F ist die Kolbenfläche in qcm, 
hier der Einfachheit halber auf 
beiden Seiten gleich angenommen. 
Der Hub s ist in der Formel in 
m gemessen. 

Pn:­

/1 t=t=::::":':======~.' /I 

Die indizierte Leistung ist also 
gleich der in 1 sk auf den Kolben 
übertragenen Arbeit. .J..-Ji"lI.-------.~} 

Bremsleistung . Brems- Fig. 153. 
dynamometer. 

Die Bremsleistung ist die an einer Maschinenwelle nach außen 
abgebbare Leistung. Der in Fig.154 schematisch angedeutete 
Pro n ysche Zaum kann zur Messung dienen. Gegen die auf der 

_~-f----l---- --

Fig. 154. 

v 0 gd t, Mechanik. 2. Au!l. 8 
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Welle aufgekeilte Bremsscheibe werden durch Schrauben 2 Brems­
backen geklemmt. Mit dem oberen Bremsbacken ist ein durch ein 
Gewicht G belasteter Hebel verbunden. Das Moment von G ist 
in bezug auf die Wellenmitte gleich dem Momente der am Scheiben­
umfang als Reibung wirkenden Umfangskraft P. D = Scheiben­
durchmesser in m. Die minutliche Umlaufzahl ist n. Allgemein ist 

p. Dnn Md n 
N = . 60 . 75 = 716 ' 

D 
Mt/=Gl=P'-, 

2 
G ·l· n 

N=~. 

Beispiel. G = 40 kg; l = 1,5 m, n = 100 

N= 40,1,5'100 = "",S,4PS. 
716 

7. Lebendige Kraft oder Wucht. 
a) Bei geradliniger Bewegung. 

Ein Körper von der Masse m wird durch die Kraft P auf dem 
Wege s beschleunigt, so daß seine Geschwindigkeit in t Sekunden 

t von c auf v steigt. Beschleunigung p. 
I Es ist dann 
v 

J und 
f s c 

t 
I", t )01 

Fig. 155. 

v+c 
8=--·t. 

2 

Also ist die hierbei von der Kraft ge­
leistete (Beschleunigungs-) Arbeit: 

v+c 
A = P·s.=m·p·-2-·t, 

v-c 
P=-t-' 

v-c v+c P'8=m'-- · __ ·t 
t 2 ' 



Das Produkt: 

Lebendige Kraft oder Wucht. 

nt. c2 

-2-

heißt die lebendige Kraft am Anfang. 
Benennung: 

kg' sk 2 m 2 
--"--- . - ~= mko' 

m "k2 O' 

Das Produkt: 
m·v2 
-2-

heißt die lebendige Kraft am Ende der betrachteten Zeit. 

] J !i 

Die lebendige Kraft oder Wucht eines mit der Ge­
schwindigkeit v bewegten Körpers ist diejenige mechanische 
Arbeit, die notwendig ist, um den Körper aus der Ruhe­
lage auf die Geschwindigkeit v zu bringen. 

Die Zunahme der lebendigen Kraft eines bewegten 
Körpers ist gleich der von der Beschleunigungskraft 
auf den Körper übertragenen mechanischen Arbeit. 

Im umgekehrten Falle bei der Verzögerung eines bewegten Körpers 
durch einen Widerstand überträgt der Körper in seiner Bewegungs­
richtung eine Kraft und leistet daher eine Arbeit: 

Die Abnahme der lebendigen Kraft eines bewegten 
Körpers ist gleich der durch überwind ung eines Wider­
standes geleisteten mechanischen Arbeit . 

.Jeder bewegte Körper besitzt demnach ein Arbeitsvermögen 
(Energie), welches gleich ist seiner lebendigen Kraft. 

Beispiel. Ein Eisenbahnzug vom Gesamtgewicht Q = 250000 kg, 
also einer Masse m=",25 000, besitzt die Geschwindigkeit V l =72km/st, 
d. h. VI = 20 m/sk. Die lebendige Kraft des Zuges ist: 

m ~V12 = 25J:>0~' 400 = 5000000 mkg. 

Wird die Geschwindigkeit des Zuges bis auf V2 = 90 km/st, 
d. h. v2 = 25 m/sk gesteigert, so ist die zu dem Zweck aufzuwendende 
Arbeit: 

A = m ~ v~ _ 'In; VI_ = 7 800000 - 5 000 000 = 2 800 000 mkg. 

Beispiel. Ein Förderkorb vom Gewicht Q = 3000 kg; m = <C'V 300 
wird in 10 sk auf die Geschwindigkeit v = 12 m/sk gebracht. Die 
aufzuwendende Beschleunigungsarbeit ist: 

m . v2 300 . 144 
Al = -2- = "'-2-- = 21 600 mkg. 

8* 
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Der während der Beschleunigungsperiode zurückgelegte Weg ist: 
p . t2 1,2 . 102 

8=-2-= 2 

8 = 60 m. 
Die während der Beschleunigungsperiode geleistete Hubarbeit ist: 

A 2 = Q • 8 = 3000 . 60, 
A 2 = 180000 mkg. 

Also ist die in' dieser Zeit geleistete Gesamtarbeit : 
Al + A 2 = 201 600 mkg. 

Beispiel. Einer Turbine fließen pro Minute 2 cbm Wasser mit 
der Geschwindigkeit Cl = 10 m/sk zu. Die Austrittsgeschwindigkeit 
ist c2 = 3 m/sk. Die in 1 Minute an das Laufrad abgegebene Arbeit 
ist (g = 10 mjsk2): 

200 ·100 200 
A =-2~-2'9 = 9100mkg. 

Der Wirkungsgrad ist: 
9100 

1] = 10000 = 0,91. 

b) Bei Drehbewegung. 
Eine kleine Kugel (Punkt) (Fig. 156) von der Masse m dreht sich 

um den Punkt 0 mit der Geschwindigkeit v. Sie besitzt daher die 
lebendige Kraft: 

da 

so ist 

m'v2 

L=-2-' 

v = r' W, 

m' r 2 • w 2 

L= 2 ' 

J'w 2 

L=-2-· 

J=m·r2 

heißt das Trägheitsmoment der kleinen Kugel in bezug auf die 
Drehachse O. r ist in m zumessen! 

Ebenso besitzt ein Drahtring Fig. 157 vom Halbmesser r und der 
Masse m bei der Winkelgeschwindigkeit w die lebendige Kraft 

m· r2 • w 2 
L= 

2 
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Fig. 158. Eine volle Scheibe, z. B. eine Schleifscheibe, kann aus 
einzelnen Ringen von verschiedenen Massen, m1 , m2 , ma usw., und 
von verschiedenen Halbmessern, rt , r2 , ra usw., zusammengesetzt 
gedacht werden. Die lebendigen Kräfte der einzelnen Ringe sind 
dann: 

m . . r 2. w 2 
3. La = :3 3 

2 

usw. 

Fig. 156. Fig. 157. Fig. 158. 

Die lebendige Kraft der ganzen Scheibe ist demnach gleich der 
Summe der lebendigen Kräfte der einzelnen, die Scheibe bildenden 
Ringe: 

L=LI +L2 +La +'" 
w 2 

= (mI' rI2 + ma . r22 + ma . rl + ... ) '"2 . 

Der in der Klammer stehende Wert heißt das k ö r perl ich e 
Trägheitsmument oder Massenträgheitsmoment J k der 
Scheibe. Also ist 

w2 

L=Jk • T · 
Benennung des körperlichen Trägheitsmomentes: 

kg 
-' sk 2 • m 2 = kg· m' sk 2 • 
m 

8. Massen-Trägheitsmomente. 

1. Massenträgheitsmoment eines dünnen Kreisringes (Fig. 157): 
.h = ltI . r·2 • 
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2. Massenträgheitsmoment einer Scheibe (Fig. 158 und 159), be­
zogen auf die Schwerachse O. 

Die ganze Scheibe ist entsprechend Fig. 158 in sehr viele kleine 
Ringe zerlegt gedacht. Der innere Halbmesser eines Ringes sei x 
seine Breite LI x, die Masse des Ringes LI M. Dann ist das Massen­
trägheitsmoment des Ringes 

ik = x2 LlM. 
Wenn m die auf der Flächeneinheit des Ringes vereinigte Masse 

ist, dann gilt: 
LlM=m·2xnl1x. 

Das Trägheitsmoment der Scheibe ist 

J k = 1: ik = ~ x 2 m . 2 x II LI x , 
J k = 2 nm 1:X3 Llx. 

Nun ist aber 
x4 = x4 ., 

(x + LlX)4 = x4 + 4x3 L1x + 6x2 (LlX)2 + .... 
LI (x4) = 4 x3 LI x . 

Hier ist die obere Gleichung von der unteren abgezogen .. d (x4 ) 

ist die Zunahme von x4 , wenn x um LI x wächst. Die Glieder, 
welche (LI X)2, (LI X)3 usw. enthalten, sind, weil sehr klein, vernach­
lässigt: 

L:LI(x4 ) = x4 , 

d. h. die Summe aller Teile ist gleich dem Ganzen. 
Also: 

x4 = 4 Z' x3 LI x , 
x 4. 

4= 2:X3L1x , 

r4 x~r 

- = 2:X3L1x , 
4 x~O 

d. h. x wächst von 0 bis r. 
Es folgt: 

r4 r 2 

J k == 2 II m"4 = r2 II m . "2' 
r 2 nm=M 

ist die Masse der ganzen Scheibe. 

M·r2 

J k = -2--' 

v· y 
M=­

IJ 



hierin bedeutet: 
r den Halbmesser des Zylinders in Metefll, 
V das Volumen de8 Vollzylinders in m3 . 

y das spezifische Gewicht des Vollzylinders, 
g = 9,81 mJsk2 die Beschleunigung des freieIl Falles. 

3. Massenträgheitsmoment eines dicken Schwungringes (Fig. 160) 
von rechteckigem Querschnitt: 

J k = 1 (M} . R2 - M 2 • r2). 

o 

Fig. 159. ]<'ig. 160. 

Hierin bedeutet MI die Masse der Volh;cheibe vom Halbmesser R 
und M 2 die Masse der herausgeschnittenen Vollscheibe vom Halb­
messer r. Rund r in Metern. 

4. Massenträgheitsmoment einer Stange (eines Rad­
armes) in bezug auf die durch einen Endpunkt gehende 
Drehachse: Die auf der Längeneinheit 
der Stange vereinigte Masse ist m. Dann 
ist auf dem kleinen Stück von der Länge 
LI x die Masse m LI x . Deren Massenträg­
heitsmoment in bezug auf die durch einen 
Endpunkt gehende Achse 

ik = x2 . mLlx. 

I 11 1 
j-----X ~ k- 1 

1 • l-=!lx==----_~~I 
Fig. 161. 

Also das Massenträgheitsmoment der ganzen Stange: 
x~l 

J k = ~ik = m~x2dx. 
x~O 

Es ist 
x 3 = x 3 , 

(x + LlX)3 = x3 + 3 x2 Llx + 3 X (LlX)2 + (LlX)3. 
Die erste Gleichung von der ersten abgezogen und die Glieder 

mit den höheren Potenzen von LI x als sehr klein vernachlässigt: 
LI (x3) = 3 x2 Llx, 
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A (X3) = 0..7 Zunahme eines Würfelvolumells, wenn dessen Kante 
um L1 x wächRt. 

L;,d(x3 ) = x3 = 3 L;x2 Ax, 
x 3 ., 
"3 = 1;x2 /Ix, 

l3 11:=1 

~ = L;x2 Ax, 
3 11:=0 

wenn x von 0 bis l wächst, also gültig für die ganze Stange 
• za 

J k = m -:f. 

Die Masse der ganzen Stange ist: 

l!'ig. ]62. 

M=ml, 

1~r l2 
Jk=-a-' 

M ist die Masse der Stange, 
l " " Länge in Meter. 

5. Massenträgheitsmoment eines Zylin­
ders bezogen auf eine im Abstande e zu 
der Sch werachse parallele Achse 0 (Fig.162): 

Es sind 2 in der gleichen Entfernung x von der 
Zylinderachse einander gegenüberliegende gleiche 
Massenteilchen Li m herausgegriffen. Die entspre­
chenden Massenträgheitsmomente in bezug auf 
die Achse 0 sind: 

i~ = (212 ,11m, 

i~ = e22Llm, 
ii + i~ =' (e12 + (>22) LI m 

nach dem Cosinus-Satz ist 

Also 

e12 = e2 + x2 ~ 2 ex COSYl' 

e22 = e2 + x2 - 2 ex COSY2' 

e12 + (>22 = 2 (e 2 + x2) 

COSY1 = - COSY2 . 

i~ + i~ = (e2 + x 2 ) • 2 Am 

und für den ganzen Zylinder 

1;'ii + ~ = 1;'(e2 + x2) 2 Llm, 
J1. = e2 1;'2 Am + 1;'x2 ·2 Llm. 
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Die ganze Scheibe ist aus je 2 sich paarweise entsprechenden 
Massenteilchen aufgebaut zu denken. Dann ist ~2 AM = M = der 
Masse der ganzen Scheibe. ~ x2 2 AM=;: J 11; ist das Massenträg­
heitsmoment, bezogen auf die eigene Schwerachse. 

Das Massenträgheitsmoment des Zylinders in bezug auf die 
Achse A ist: 

J k = e2 M + J1I;' 

Das Massenträgheitsmoment .eines LokomotivkesseIs in bezug 
auf eine zwischen den Federn liegende Schwingungsachse ist um so 
größer, je größer e. Je höher der Kessel liegt, um so schwerer wird 
er durch Stöße der Lokomotive gegen die Schienen in Querschwin­
gungen versetzt werden. 

6. Massenträgheitsmoment eines Schwungrades: 

J = J 1 + n' J g + Ja. 
Es bedeutet: 
J 1 das Trägheitsmoment des Schwungringes, 

n - Ja " sämtlicher Arme 
J 3 " " der Nabe. 
Die lebendige Kraft des umlaufenden Schwungrades, d. h. die 

in ihm aufgespeicherte Energie ist: 
w2 

L = (J1 + n . J 2 + J s) . ""2' 

Beispiel. Ein Schwungrad nach Fig. 163 hat das Kranzgewichtl) 

Ql = 2280 kg. Die Masse des Kranzes ist MI = !2:~ = 232. Der , 
Schwerpunkt des Kranzquerschnittes ist um R = 1,01 m von der 
Radmitte entfernt. Die ganze Masse des Kranzes kann man sich 
also auf einer Kreislinie vom Halbmesser R vereinigt denken. Daher 
ist das Trägheitsmoment des Kranzes: 

J 1 = MI . R2 = 232 . 1,01 2 = 237 . 

Der Armquerschnitt ist elliptisch und hat die-durch Fig. 163b 
angegebene mittlere Größe. 

Die Armlänge ist 

F=1l·a·b, 
a = l00mm, 
b = 50mm, 
F = 157 qcm. 

Z = 900 - 200 = 700mm = 0,7m. 

1) Berechnung des Kranzgewichtes siehe Guldinsche Regel S.36. 
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Das Volumen eines Armes ist bei dessen bis zu der Aohse 
gedachten Verlängerung; 

V = 1,57' 9 = 14,1 cbdm. 

Die Masse dieses verlängert gedachten Armes ist; 

m1 = 14,1' 7,2 = 103 
9,81 ' . 

Dessen Trägheitsmoment ist; 

. _ m1 • L2 _ 10,3 . 0,92 _ 2 78 
t 1 - 3 - 3 -" 

L=0,9m. 

Die Masse des durch die Nabe abgeschnittenen innersten Arm­
stückes ist 

1,57 . 2 . 7,2 = 2 3 
m2 = 9,81 ' , 

Fig. 163 h. 

~-l~ Ii R, 
-.-.11 - , ,.t1'fJ -

500 -->-' L.. _~I zuu 
Fig._163 a. Fig. 163c. 

dessen Trägheitsmoment; 
. m2 ' (L - 1)2 2,3 . 0,04 
t 2 = ~-3--- = ~-~3~~ = 0,03, 

L-l = 0,2m. 

Also ist die Masse eines Radarmes 
m1 -m2 =8 

und dessen Gewicht 
Q2 = 78,5 kg. 

Das Gewicht der 8 Arme: 
8Q2 = 628kg. 
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Das 'frägheitsmoment eines Radarmes ist daher: 
J 2 = i 1 - i 2 = 2,78 - 0,03 = 2,75. 

Also ist das Trägheitsmoment sämtlicher 8 Arme: 

8 J 2 = 22. 

Nabe (Fig. 1630). Vollzylinder vom Halbmesser: 

R1 = 0,2 m, 
dessen Gewicht': 

GI == 22 • n . 5 ·7,2 = 452 kg, 
dessen Masse: 

dessen Trägheitsmoment: 

i - ma . R2 _ 46 -'--°2~ - ° 92 s - 2 - . 2 .- " . 

12:.1 

Das Gewicht des durch die Bohrung fortfallenden Nabenteiles ist: 

Gi = 12 • n . 5 . 7,2 = 113 kg, 
dessen Masse: 

M, = 11,5, 
dessen Trägheitsmoment: 

. _ 11,5' 0,12 _ 0057 
~4 - 2 -, . 

Trägheitsmoment der Nabe: 

Ja = is - i4 = 0,92 - 0,057 = 0,863 . 

Das Gewicht der Nabe ist: 

Q3 = 452 - 113 = 339 kg. 

Trägheitsmoment des ganzen Schwungrades: 

J = J 1 + 8 J 2 + J 3 = 259,86 = ",260. 

Das Gewicht des ganzen Schwungrades ist: 

Q = Ql + 8Q2 + Qs = 3247 = 003250kg. 

Wenn das Schwungrad n = 100 Umdrehungen in der Minute 
macht, so ist seine mittlere Winkelgeschwindigkeit: 

W m = 10,472. 

Die in dem umlaufenden Schwungrade aufgespeicherte Energie 
ist dann: 

J. w 2 260·10 472 2 

2= -2-= 2' , 

2 = 00 14 250 mkg. 
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Die Drehbflwegung eines Schwungrades ist aber während jeder 
einzelnen Umdrehung nicht gleichförmig. Die größte Winkel­
geschwindigkeit ist 0)1' die kleinste Winkelgeschwindigkeit ist 0)2; 

dann ist das Verhältnis 

der Ungleichförmigkeitsgrad, 

z. B. 0)1 = 10,577, entsprechend n1 = 101, 

d. h. das Schwungrad würde, wenn es mit der Winkelgeschwindig­
keit 0)1 dauernd laufen würde, in der Minute 101 Umgänge machen. 

0)2 = 10,367, entsprechend n2 = 99, 

b = 10,577 - 10,367 = (X) ~ • 
10,472 50 

9. Winkelbeschleunigung. 
Winkelbeschleunigung eist die Zunahme der Winkel­

geschwindigkeit in der Zeiteinheit (sk): 

m •• p , , , , 
~J , 

I , 
'0 

J/:-
Fig. 164. 

W2 -Wt 
~ = -..:_-~ 

t 

0)1 ist die Winkelgeschwindigkeit am Anfang, 
0)2 " " " Ende, 
t" " betrachtete Zeit. 

Benennung der Winkelbeschleunigung : k\ . 
s 

Fig. 164. Eine Kugel von der Masse m ist mit einem 
Faden an dem Drehpunkt 0 befestigt und läuft um 
diesen mit der Winkelgeschwindigkeit 0)1 um. Diese 

Winkelgeschwindigkeit würde beibehalten werden, der Bewegungs­
zustand würde nicht geändert werden, wenn kein treibendes oder 
hemmendes Moment auf die Kugel einwirken würde oder wenn 
treibendes und hemmendes Moment sich gegenseitig aufheben wür­
den. Wenn aber während der Bewegung in der Bewegungsrichtung 
die Kraft P wirkt, so gilt: 

P=m'p, 

d. h. die Kugel erhält die Beschleunigung p. Da nun 

p = r· e, 
80 ist 
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In bezug auf den Drehpunkt 0: 

p. r = m·r2 • t:, 

ID!=i.t:. 

125 

Hierin bedeutet IDC das treibende Moment und i das (körperliche) 
Trägheitsmoment der Kugel in bezug auf den Drehpunkt o. 

Treibendes Moment = Trägheitsmoment X Winkel­
beschleunigung. 

10. Wirkung der Schwungräder. 
Das gleiche, das für eine kleine umlaufende Kugel gilt, hat auch 

Gültigkeit z. B. für die im Betrieb befindliche Kurbelwelle einer 
Kraftmaschine. An der Kurbel wirkt treibend das Moment der 
Schubstangenkraft. Der Drehung widerstehen: 

1. das Moment des Riemen- oder Seilzuges, durch den die Arbeit 
der Maschinen auf die Transmission weitergeleitet wird, 

2. das Moment der Zapfenreibung, 
3. das Moment des Luftwiderstandes. 
Die Größe des treibenden Momentes schwankt während jeder 

einzelnen Umdreh ung, weil 
1. die Größe der Kolbenkraft wegen der Expansion sich ändert, 
2. die Richtung der Schubstangenkraft sich ändert. 
Wären sämtliche hemmende Momente gleich dem treibenden 

Moment, so würde die einmal in Gang gebrachte Maschine sich 
gleichförmig weiterdrehen. Wenn aber das treibende Moment IDC1 

größer ist als die Summen sämtlicher hemmenden Momente IDCs• 
so folgt: 

IDC1 - IDCs = IDC. 
Dann erfährt die Welle eine Winkelbeschleunigung nach dem 

Gesetze 
IDC=J·e. 

(Im umgekehrten Falle erfährt die Welle eine Winkelverzögerung 
nach demselben Gesetze.) 

Also ist die Winkelbeschleunigung : 

IDC 
e=J' 

Für ein bestimmtes Moment IDC ist demnach die Winkelbeschleu­
nigung um so kleiner, je größer das Trägheitsmoment ist. Durch 
das aufgekeilte Schwungrad wird das Trägheit'!moment der Kmbel­
welle sehr stark vergrößert, und zwar um so mehr, je größer der 
Durchmesser des Schwungrades ist und je größer dessen Gewicht 
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(Masse) ist. Je mehr also das Trägheitsmoment der Kurbelwelle 
durch das aufgekeilte Schwungrad vergrößert ist, um so gleich­
förmiger läuft die Maschine. 

Das Schwungrad nimmt zeitweise mechanische Arbeit "auf 
Vorrat" auf und gibt danach mechanische Arbeit an die Kurbel­
wplle ab. 

Iu dem Tangentialdruckdiagramm der Fig. 165 ist als Abszisse 
der gestreckte Kurbelkreis 7l 8 = 2 r 7l aufgetragen. Die Summe der 
Momente aller Widerstände ist auf den Kurbelarm rumgerechnet 

----.Jt·s--------~ 

Fig. 165. 

Kraft 

und auf 1 qern Kolbenfläche bezogen. Die Widerstandsordinate, 
entsprechend einem tangential am Kurbelkreise wirkenden Wider­
stande ist dann 

ID12 = W. 
r ·F 

Die treibelIde Tangentialkraft (Komponente der Schubstangen­
kraft ) ist gleichfalls auf 1 qcm Kolbenfläche bezogen also: 

K sin (iX + ß) .~ = T 
cosß F 

siehe hierzu auch Fig.28, S.17. 
K bedeutet die für jede einzelne Kolbenstellung verschiedene 

Kolbenkraft in kg, F ist die Kolbenfläche in qcm. Das Diagramm 
bezieht sich auf eine volle Kurbeldreh ung. 

Wenn die Arbeit an der Kurbelwelle z. B. durch einen Riemen 
oder Seiltrieb abgenommen wird, so behält der Tangentialwider­
stand, der in der Figur nach unten gemessen ist, seine gleiche Größe 
bei der ganzen Umdrehung. Die treibende Tangentialkraft T für 
irgendeine Kurbelstellung ist größer als der Tangentialwiderstand W. 
Dann ist hier der Unterschied T - W die gesamte hier überschüssige, 
am Kurbelzapfen eine Winkelbeschleunigung der Kurbelwelle hervor­
rufende Tangentialkraft. Die Beschleunigungsarbeit A, die während 
der Periode von I bis 11, während die Umfangsgeschwindigkeit des 
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Schwungringes von VI auf va und die Winkelgeschwindigkeit von 
wt auf W 2 wächst, geleistet wird, beträgt 

A M (9 2 = 2 v;;- VI), 

M ="2 [(Va + VI) . (1J2 - VI)] , 

Va + VI = M -2- (va - VI) , 

= M (Va + Vt)2 va - VI. 2 
2 va + VI 

Va - VI = r5. 
Vm 

Es ist angenommen, daß zwischen 1 und II die größte Än-
derung der Winkelgeschwindigkeit eintritt. . 

Vm ist die mittlere Umfangsgeschwindigkeit, b ist der Ungleich­
förmigkeitsgrad. M die im Schwungring vereinigte Masse. 

A=M'v~n'b, 
v=r'w, 

A = J. w 2 • b. 

Da ein freilich weniger wirksamer Teil der Masse in der Nabe 
und in den Armen untergebracht ist, so braucht der Kranz in Wirk­
lichkeit nur etwa 0,95 M, d. h. nur 95% der oben errechneten Masse 
zu enthalten. 

In dem Beispiel von S. 121 ist das gesamte Trägheitsmoment 
J = 260 mkgsk2 ; W m = 10,472 sk- t ; b = -tu. Mithin ist der als 
Beschleunigungsarbeit vom Schwungrad hier aufgenommene Arbeits­
überschuß in "'" dem halben Hube, also in "'" 0,15 sk 

A = 260· 10,4722 .0,02, 
A = 570mkg. 

11. Erhaltung der Energiei). 
Energie ist Arbeitsfähigkeit. 

Benennung mkg. 
Ein in der Höhe h befindliches Gewicht Q besitzt Energie der 

Lage, d. h. es kann die Arbeit 
A =Q·h 

1) Mechanische Arbeit S. 108. 
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leisten dadurch, daß es die Höhe h durchfällt. Durch diese Arbeit 
wird dlOlm Gewichte lebendige Kraft - Energie der Bewegung­
erteilt. Die Endgeschwindigkeit ist: 

v=~. 
Die Energie des bewegten Gewichtes ist: 

m' v2 
A=--, 

2 
Q 

m=­g , 

m' v 2 

-2-=Q·h. 

Es ist eine Energieform in eine andere umgewandelt worden!). 
Andere Energieformen : 

Wärme, gemessen in Wärmeeinheiten ("v'E). 1 WE ist die­
jenige Wärmemenge, die notwendig ist, um 1 1 Wasser um 1 0 C 
zu erwärmen. 

1 WE = 427 mkg. 
Elektrische Energie, gemessen in Wattstunden oder Kilo-

wattstunden. 
1 KW = 1000 Watt. 
1 Watt = 1 Volt· 1 Amp. 

736 Watt = 1 PS. 

12. Zentralkraft. 
Zentrifugalkraft. 

Fig. 166. Die um den Mittelpunkt 0 mit der Umfangsgeschwindig­
keit v kreisende Kugel würde, wenn keine Kraft auf sie einwirken 

I 

I ! I I 
1 I I 

. 1 ; 1 
r 1<XJ.-/ / 

~
II / 
I; / '-'--' v-i--

I / 
, 1 

J"j 
Ir 
,/ 

4 

Fig. 166. 
-----

würde, nach Ablauf von 1 sk von 1 nach 
2 gelangt sein. Damit sie auf der Kreis­
bahn geführt wird, muß sie nach dem 
Mittelpunkte hin eine Beschleunigung p 
erfahren. Der hierbei nach dem Mittel-

punk~e hin zurückgelegte Weg ist ~ 
(Entfernung 2-3). Der Winkel bei 3 ist 
angenähert ein Rechter und wird als 
solcher gerechnet. Er ist das um so 
mehr, je näher 3 an 1 gelegen ist. 
Ebenso ist die Entfernung 2-4 um so 
genauer 2 r, je näher 3 an 1. Das ist um 

1) Pressungsenergie s. Hydraulischer Druck V. B. 6. 
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so mehr der Fall, je kürzer die Zeit ist, für welche die ganze Be­
trachtung gilt. v ist dann der in dieser sehr kurzen Zeit zurück­
gelegte Weg. Dann gilt 1) nach der Ähnlichkeit der beiden Dreiecke 
1, 2, 3 und 1, 2, 4: 

p 

~ = 2
v
r ( = 2:J . 

v 2 
1) =-, 

r 
v = r·(J), 

p = r' (J)2. 
P bedeutet hier die Beschleunigung, welche die bewegte Kugel 

in der Richtung nach dem Mittelpunkt hin erfährt. Zu der Er­
teilung dieser Beschleunigung ist, wenn die Masse der Kugel m be­
trägt, die Kraft 

C=m·'1··(02 
erforderlich.- Da e nach dem Zentrum der Kreisbahn hinstrebt, so 
heißt diese Kraft " Zentripetalkraft " oder kürzer "Zentralkraft". 
Im vorliegenden Fall wird sie 1 
durch den Faden ausgeübt, der 
ständig die Kugel nach 0 hin 
zieht. Der gespannte Faden übt 
demnach auf den festen Dreh­
punkt eine der' Zentralkraft . (C) 

entgegengesetzt gleiche radial 
nach außen wirkende Krafte 
aus. Diese Gegenkraft nennt 
man Fliehkraft oder Zentri­
fugalkraft 2 ). 

2 

Fig.167a. 
Kräfte am Gestänge. 

Kegelpendel. 
a 

/ 
/ 

/ 
r;.. 

/ 
/ 

/ 

Fig. 167 b. Kräfte 
an der Kugel. 

Fig.167. Eine Kugel vom Ge­
wicht Q ist cturch eine Stange 1 
beweglich an die mit n minut­
lichen Umgängen laufende senk­
rechte Spindel 2 angeschlossen. 
Die Kugel kann sich demnach 
sowohl um den oberen wage­
rechten Zapfen 3-, als auch mit 
der Spindel 2 um deren Achse 
drehen. 

I 

c i --ir--
I 
I 

Fig. 167 c. Grundriß der Kugelbahn. 

1) Der Winkel bei 4 ist nur angenähert IX. 
2) Nach Föppl, Vorlesungen über techno Mechanik, Band 1. § 14. 

v 0 g d t, Mechanik. 2. A nfl. 9 
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Das Eigengewicht Q und die von der Stange 1 auf die Kugel aus­
geübte Zugkraft S ergeben die Mittelkraft C, d. h. die Zentralkraft, 
die andauernd die Kugel aus der augenblicklichen Bewegungs­
richtung a a nach dem Drehungsmittelpunkt \ß hin ablenkt. 

Demnach übt die Kugel auf das Gestänge die entgegengesetzt 
gleiche, radial nach außen wirkende Fliehkraft (C) aus. Am Ge­
stänge wirkt ferner das Kugelgewicht Q. Falls deren Mittelkraft 
in die Richtung der Stange 1 fällt, bleibt der Winkel IX unverändert. 
Da die Größe von (C) von der Umlaufszahl der Spindel abhängt, 
so wird bei gesteigerter Umlaufszahl der Spindel 2 der Winkel IX 

durch Heben der Stange 1 vergrößert. Bei Verminderung der Um­
laufszahl nimmt IX ab. 

Anwendung findet das Kegelpendel bei den Schwungkugel­
regulatoren, deren Aufgabe es ist, die Umlaufszahl der Dampf­
maschinen möglichst gleich zu erhalten. 

13. Beschleunigungs- und Verzögerungskräfte 
am Kurbelgetriebe l ). 

Würde das Getriebe von der Kurbel geschleppt und das Schub­
stangenlager mit Spiel den Kurbelzapfen umfassen, so würde, wie 

c 
in der Fig. 168 übertrieben angedeu­
tet ist, das Stangenlager in der ge­
zeichneten Stellung an der Innenseite 

.... PJ----'~ r:CtMOC des Kurbelzapfens anliegen. Die Figur 

1<'ig. 168. 

setzt ferner zur Vereinfachung un­
endlich lange, also stets zur Zy­
linderachse parallele Schubstange 
voraus. Dann hat parallel zur Zy­
linderachse die Seitenkraft der Zen-
trifugalkraft die Größe 

v2 
C cos IX = M r w 2 • cos cX = M . - . cos cX • 

r 
In den Totlagen für cX = 0 ist 

v2 
Cmax = Mrw 2 = M·-. 

r 

M ist die Masse des bewegten Gestänges, r ist der Kurbelhalbmesser in m. 
Die gleich große Kraft muß nun bei einer Kraftmaschine vom 

Dampf oder Gas ausgeübt werden, um die Getriebeteile in entgegen­
gesetzter Richtung so zu beschleunigen, daß das Gestänge dem Kurbel­
zapfen ständig folgen und die Antriebskraft von der Schubstange 
in den Kurbelzapfen fließen kann, indem das Stangenlager auf den 
Kurbelzapfen - in der Figur rechts - drückt. Die erforderliche 

1) Siehe Radinger, Dampfmaschinen mit hoher Kolbengeschwindigkeit. 
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Beschleunigungskraft geht demnach von der Kolbenkraft ab. Der 
Dampfgegendruck gegen den ZylinderdeckeP} ist um C' cos IX 

größer als die Horizontalkraft gegen den Kurbelzapfen und damit 
gegen das Lager der Kurbelwelle und den Rahmen Druck und 
Gegendruck sind demnach am Rahmen 
nicht ausgeglichen. 

Im zweiten Teile des Hubes wird 
das Getriebe durch die Kurbel verzö­
gert. Die Massendrücke C cos IX unter­
stützen hier demnach die Kolbenkräfte. 
Dann wird die jeweilige parallel zur 
Zylinderachse gerichtete Seitenkraft 
gegen den Kurbelzapfen und Wellen­
lager um C . COS IX größer als der Gegen­
druck gegen den Zylinderdeckel. Solche 
freie Massendrücke können an schnell 
laufenden Maschinen s~hr hohe Werte 
erreichen, würden schädlich wirken und 
sind auszugleichen. 

K urbelwinkellX 

Beschlennignngs­
kräfte = + Ver­
zögerungskräfte 

= - in kg 

Ccosa=M·p 

2680 
2150 
1580 
890 

-445 
--1340 
-1680 
-1770 

Beispiel. Dampfmaschine: n = 130 minutliche Umläufe, Hub 

s = 600 mm -Zr = ~ (1 = Schubstangenlänge), Gewicht des Getriebes 
;:) k 

G = 400 kg, Masse M = "",40 ~ sk2 • Der Verlauf der Beschleu­
m 

nigungen und Verzögerungen p ist aus Fig. 18 ersichtlich. 
Die schädlichen am Maschinenrahmen nach vorn oder 

hinten abwechselnd wirkenden Massendrücke, d. h. Be­
schleunigungs- oder Verzögerungskräfte sind gleich den 
parallel zur Zylinderachse gerichteten Seitenkräften 
C cos IX der am Kurbelzapfen vereinigt gedachten Trieb­
wer ksgewich te. 

Die Massendrücke können teilweise aufgehoben werden durch 
umlaufende in den Schwungrädern, bei Lokomotiven in den Treib­
und Kuppelrädern untergebrachte Gegengewichte. Ein vollständiger 
Ausgleich ist auf diese Weise aber nicht möglich, weil die Flieh­
kräfte der Gegengewichte sonst zu große schädliche Seitenkräfte 
senkrecht zur Zylinderachse ergeben würden. Es läuft ja nur ein 
Teil des Triebwerkes (Kurbel, Zapfen und ein Teil des Schubstangen­
gewichtes) im Kreise um, während Kolben, Stange, Kreuzkopf 
geradlinig bcwegt werden. 

Die umlaufenden Massen können ganz, die hin- und hergehenden 
nur teilweise, z. B. bei Schnellzuglokomotiven "'" 15% durch Gegen­
gewichte ausgeglichen werden. 

1) Vgl. auch die Fig.66 und 67. 

9* 
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14. Freie Achsen. 
In der Fig. 169 stellen MI und M 2 die im Kurbelkreise umlaufenden 

Triebwerksmassen einer Vierkurbelmaschine vor. Die Welle ist 
starr angenommen, sodaß sie sich unter dem Einfluß der Flieh­

kräfte nicht verbiegt. Es ist zu­
nächst angenommen, daß alle 4 

M7 Kurbeln in einer Ebene liegen. 
+-__iIB--.L.-------r -- -- -.. -05 -~ -_~...J. In Wirklichkeit müssen die Kur­

beln gegeneinander versetzt sein. 
Bei der obigen Annahme würden 
die beiden gleich großen und ent-

Fig. 169. gegengesetzt gerichteten Flieh-
kräfte C2 der inneren Triebwerke 

allein ein in der Figur im Uhrzeigersinn drehendes Kräftepaar mit 
dem Moment C2 • b ergeben, das die Kurbelwelle zu kippen sucht. 
Das Moment Cl . a hält dem ersten Kippmoment das Gleichgewicht. 
Eine Achse wie die obige Drehachse, bei der die Fliehkräfte und 
die durch Fliehkräfte hervorgerufenen Kippmomente im Gleich­
gewicht sind, heißt eine freie Achse. 

15. Massenausgleich nach Sc h li C k1). 

Ein vollständiger Ausgleich der geradlinig bewegten Triebwerks­
massen kann nur durch andere geradlinig bewegte Massen erfolgen. 

i . I . 
r-CZ2 i I 
~ l a'=1a~ 
I . I· . . I 

Fig. 170. 

') Siehe Föppl, Vorlesungen über techno Mechauik. Bd. IV. 
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Bei Mehrkurbelmaschinen können die Triebwerke der verschiedenen 
Zylinder sich gegenseitig ausgleichen, wenn sie sich so bewegen, daß 
ihr Gesamtschwerpunkt sich nicht gegen die Maschine verschiebt. 
Den Weg hierzu weist das Verfahren von SchliQk. 
Zum Massenausgleich sind erforderlich: 

1. Bemessung der Triebwerksgewichte. 
2. Bemessung der Querabstände der Zy­

linderachsen. 
3. Bemessung der Winkel zwischen den ein­

zelnen Kurbeln. 
Bei einer Vierkurbelmaschine ist eine an­

genäherte Lösung möglich. Die einzelnen Trieb-
werksgewichte sind GI' G2 , Ga, G4 , deren Fig.171. 
Massen MI' M 2 , M a, M 4 . Die Winkel zwi-
schen den Kurbeln sind von der ersten Kurbel aus gemessen !PI = 0, 
!P2' !Pa, !P4 (Fig. 171). Wenn die Kurbel I also den Winkel iX1 durch­
laufen hat, sind 

iX 2 = iX l + rp2 , 

iX a = iX l + ({!a, 

iX4 = iX l + !P4' 

Die Abstände der Zylinderachsen von der Mitte des Zylinders I 
sind a1 = 0, a2 , aa, a4 (Fig. 170). 

Damit Massenausgleich erzielt wird, müssen in allen Kurbel­
steIlungen 1) die Beschleunigungsdrücke und 2) deren Kipp­
mo m e n te im Gleichgewicht sein. Also muß sem: 

1. .2: M r 0) 2 • COS iX = 0 . 

.1.'\111 • r 0)2. COSiX l = MI r 0)2 COSiX1 , 

M 2 r 0)2. COS(iX l + C{)2) = M 2 r 0)2 (COSiX l • COSiP2 - SiUiX l siUT2)' 
M a r 0)2. COS(iX l + T3) = M a r 0)2 (COSiX l cosTa - siniX l • sinTa) , 
M 4 r 0)2. COS(iX l + rp4) = M 4 r 0)2 (COSiX l COS!P4 - siniX l • sin!P4)' 

Die Summe der 4 Gleichungen soll 0 sein, also muß gelten: 

r 0)2. COSiX l (MI + M 2 COSqJ2 + M 3 COS!P3 + M 4 COS!P4) = 0, 
r 0)2 siniX l (M2 sinT2 + Ma sinTa + M 4 sin!p4) = O. 

Folglich: 

MI + M2 coslP2 + Ma . cosCf!a + M4 • COS!P4 = 0, 
M 2 sinT2 + Ma . sin!pa + M 4 • sin!p4 = O. 

Die Gleichungen müssen einzeln gleich 0 sein, weil auch gelten 
muß: 
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Es muß sein: 
~Mrro sinex = rro ~Msinex = 0, 

d. h. der Gesamtschwerpunkt hat die Geschwindigkeit 0 und ver­
schiebt sich nicht auf der Maschine. Also 

~M sinex. 
r ro sin ex ist die Seitengeschwindigkeit des Kurbelzapfens nach 
Richtung der Zylinderachse. 

Pt = o. 
MI' r ro 2 sincXI = MI r ro 2 (sincX 1 COSIPI + coscX 1 • sinlPI) > 

M 2 • r ro 2 sincX 2 = M 2 r (1)2 (sinex l . COSIP2 + cosex l • sinIP2)' 
Ma . r (1)2 sincXa = Ma r ro 2 (sinex l coslPa + cosex l . sinlPa), 
M 4 • r (1)2 sincX4 = M 4 r (1)2 (sinex l • COSIP4 + cosex l sinlP4) . 

Damit die Summe der 4 Gleichungen gleich 0 wird, muß die 
Summe der ersten und die Summe der letzten 4 Glieder getrennt 0 
werden. Also: 

r (1)2 sinex l (MI COSIPI + M 2 • COSIP2 + Ma . coslPa + M 4 • COSIP4) = 0, 
MI + M 2 • COSIP2 + Ma . cosTa + M 4 • COSIP4 = 0 

und 
r (1)2 cosex l (MI sinlPl + M 2 sinlf2 + Ma sings + M 4 SinlP4) = 0, 

M 2 sinT2 + Ma sinlPa + M 4 sinIP4 = O. 

Ferner muß die Summe df'r Kippmomente 0 sein: 
2. ~a Jf r (1)2 cosex= 0, 

im vorliegenden Falle entsprechend der obigen Entwicklung: 

a l • MI + a2 M 2 COS!P2 + aa Ma . coslPa + a4 M 4 COSIP4 = 0, 

a2 M 2 SinIP2 + aa Ma sinlPa + a4 M 4 sinIP4 = O. 

Es muß also gelten: 

1. ~ M cos'P = 0 , 
2. ~M sinlP = 0, 
3. ~aMcoslP=O, 

4. ~aMsinlP=O. 

Bei8piel. Vierzylinder-Lokomotive. Die umlaufenden Triebwerks­
gewichte sind durch Gegengewichte in den Rädern ausgeglichen. 
Die hin- und hergehenden Triebwerksgewichte sind für die Hoch­
druckstriebwerke GI = G4 = 148 kg, für die Niederdrucktriebwerke 
G2 = Ga = 228 kg. 

MI = M4 = "",14,8, 

M~ = M~ = 22,8. 



Massenausgleich nach Schlick. 135 

Die Querabstände der Zylindermitten von der Achse I sind al = 0, 
a2 = 770 mm, ag = 1360 mm, a4 = 2130 mm. Die Kurbelwinkel 
ql=Oo, q'2=211°, <pg=106°, <p4=317°. 

MI cosq\ + M2 COS<P2 + Mg cos<pg + M 4 COS<P4 = 

14,8 - 22,8' 0,857 - 22,8 . 0,257 + 14,8 . 0,731 = 

14,8 - 19,8 - 6,26 + 10,8 = 0,46 .~. sk2, 

M l sin<pI + M 2 sin<P2 + Mg sin9"3 + M 4 sin<p4 

0- 22,8 . 0,515 + 22,8 . 0,961- 14,8· 0,682 = 

m 

0-11,75 + 21,9 -10,1 = 0,05 kg sk2, 

a 1 MI COS<PI + a2M2COS<p2+agMacos<pg + a4M 4cos(f!4 = 

0- 0,77' 19,8 - 1,36·6,26 + 2,13' 10,8 = 

m 

° - 15,3 - 8,52 + 24,2= 0,38 m kg sk2, 

al MI sin<pI + a2M 2sin<p2 + a3 Masin<pg + a4 M 4sin<P4 = 

0- 0,77 '11,75 + 1,36' 21,9 - 2,13' 10,1 = 

m 

0-9,05 + 29,8 - 21,3 =_0,55mkgsk2. 
m 

Es wird angenommen die minutliche Drehzahl n = 246; w = 25,76. 
Der Kurbelhalbmesser ist r = 320 mm. 

Also: 
r w 2 = 0,32 . 25,76 2 = 212 mjsk2 • 

Es wird betrachtet die Kurbelstellung bei <Xl = 0° (cos <Xl = 1; 
sin<XI = 0). Dann ergibt sich 

L M r w 2 cos<X = 212 . 0,46 = 98 kg, 
La M r w 2 • COS<X = 212 . 0,38 = 81 mkg, 

für <Xl = 90°: 
L M r w 2 cOs<x = 212 . 0,05 = 10,6 kg, 
La M r w2 cos<X = - 212· 0,55 = -117 mkg. 

Ein Niederdrucktriebwerk allein ergibt in der Totlage den Massen­
druck 

M 2 • r w 2 = 4850kg. 

Der Massendruck eines einzigen Hochdrucktriebwerkes in dessen 
Totlage ergibt für die Maschinenmitte das Kippmoment 

a4 MI . r w 2 • - = 3350 mkg. 
2 
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16. Stoßgesetze. 
Ein Stoß tritt auf, wenn ein bewegter Körper gegen einen fest­

stehenden, oder wenn zwei bewegte Körper gegeneinander treffen. 
Dann findet eine mehr oder weniger plötzliche Geschwindigkeits­
änderung, also eine sehr bedeutende Verzögerung oder Beschleunigung 
der bewegten Körper statt. Je plötzlicher die Geschwindigkeits-

änderung ist, um so größer ist der hervorge--$- m.mo rufene StoßdruckI). 
--+- 'fT Fig.172. Der Körper von der Masse M be-

wegt sich mit der Geschwindigkeit 0 und holt 
---c ~ die in der gleichen Richtung mit c bewegte Masse 

m ein. An der Stoßstelle werden beide Körper 
Fig. 172. abgeplattet. Der Stoßdruck beschleunigt den 

vorderen und verzögert den nachfolgenden Kör­
per. Im Augenblick der größten Abplattung bewegen sich beide 
Körper mit der gemeinsamen Geschwindigkeit u weiter (Fig. 173). 
Die Geschwindigkeitsänderungen in gleichen Zeiten verhalten sich, 
weil sie beide durch denselben Stoßdruck hervorgerufen sind, um­
gekehrt wie die betr. Massen: 

Also: 

u-c M 
G-u=r;;: 

MC+m·c 
u= m+M . 

Unelastischer Stoß: die größte Abplattung bleibt vollständig 
erhalten. 

E la s tis c her S t 0 ß: die Abplattung der zusammengestoßenen 
Körper wird wieder vollständig ausgeglichen. Die Körper dehnen 

--w 
Fig. 173. 

sich wieder bis zu ihrer ursprünglichen Form 
aus und üben bei dieser Ausdehnung Drücke 
aufeinander aus. Durch diese wird die Geschwin­
digkeit des vorderen Körpers weiter bis v ge­
steigert und die Geschwindigkeit des nachfolgen­
den Körpers weiter bis V vermindert. Die ge-
samte Geschwindigkeitsänderung jedes Körpers 

ist doppelt so groß, als sie unter sonst gleichen Voraussetzungen 
bei unelastischem Stoße sein würde. 

Da in Wirklichkeit kein Körper vollständig elastisch oder voll­
ständig unelastisch ist, so werden die betr. Stoßgesetze nur an­
genähert befolgt. 

1) Siehe Dynamisches Grundgesetz. S. 104. 
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Bei dem elastischen Stoße geht keine Energie verloren. Es ist 
demnach: 

M m M m 
- . 0 2 + - . c2 = - . V2 + - . v2 
2 2 2 2' 

Stoßverlust. 
Bei dem unelastischen Stoße ist die lebendige Kraft nach dem 

Stoße kleiner als nach dem elastischen Stoße. Der durch den Stoß 
hervorgerufene Energieverlust wird zur Formänderung, zur Er­
zeugung von Wärme und Schall benutzt. 

Die lebendige Kraft vor dem Stoße ist: 

M02 m' c2 

L I = -2- +-2-' 

Die lebendige Kraft nach dem Stoße ist: 

(M + m)' u 2 

L 2 = 2 

Technische Anwendungen des Stoßes. 

1. Schmieden. 
Der getroffene Körper, hier das Schmiedestück, befindet sich 

in Ruhe. c = O. 
Es ist hier: 

M·C2 

LI = 2 ' 

M·O 
u= , 

M+m 
M + m M2·02 

L 2 = 2 . (M + m)2 • 

Der Stoßverlust ist dann: 

M02( M) 
LI - L 2 = -2- 1 - M + m ' 

M·C2 m 
L 1 -L2 = -2-' M+ m· 

Der "Stoßverlust" soll hier möglichst groß sein. Die eingebüßte 
lebendige Kraft soll zur Formänderung des Schmiedestückes be­
nützt werden. Der Stoßverlust ist um so größer, je größer 
die ruhende gestoßene Masse m des Schmiedestückes, Ambosses 
und der Schabotte. 
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2. Einrammen von Pfählen, Einschlagen von Nägeln. 
Die getroffenen Körper, Pfahl oder Nagel, befinden sich vor 

dem Stoße in Ruhe. c = O. 
Nach dem Stoße sollen hier stoßender und gestoßener Körper 

gemeinsam eine möglichst große lebendige Kraft L 2 besitzen und 
dadurch einen entgegenstehenden Widerstand W auf dem Wege 8 

überwinden: Der Pfahl soll in den Boden, der Nagel soll in das Holz 
eindringen. 

(M + m) . u 2 = M· e2 • M = W"~ 
2 2 M+m . 

Die nach dem Stoße der stoßenden und gestoßenen Masse ge­
meinsam innewohnende lebendige Kraft ist um so größer, je größer 
die Masse M des stoßenden Körpers ist. 

Wird ein bewegter Körper all mählich aufgehalten, so wird 
ein Stoß vermieden. Es gibt daher auch keinen Stoßverlust. Bei 
den Turbinen i ) wird die lebendige Kraft des zufließenden Wassers 
auf das Turbinenlaufrad übertragen. Das Wasser soll ohne Stoß 
eintreten. Durch Stöße an der Eintrittsstelle würde ein Teil der 
Arbeitsfähigkeit des Wassers zur Wirbelbildung verbraucht werden, 
also für die Nutzleistung der Maschine verloren gehen 2). 

Beispiel. Ein Eisenbahnwagen vom Gewicht Q = 15000 kg 
(M = 1530) bewegt. sich mit der Geschwindigkeit C = 2,2 m/sk 
und trifft auf einen anderen vor ihm in der gleichen Richtung mit 
c = 1,67 m/sk laufenden Wagen vom Gewichte q = 12000 kg (m 
= 1225). 

Die lebendige Kraft des Wagens vom Gewichte Q ist: 

1530· 2,2 2 

LI = 2 "",3700 mkg. 

Die lebendige Kraft des Wagens vom Gewichte q ist: 

L - 1225· 1,67 2 - 1710 k 
2 - 2 - m g, 

LI + L 2 = 5410 mkg. 

Bei der größtenZusammendrückung der Pufferfedern bewegen 
sich beide Wagen mit der gemeinsamen Geschwindigkeit: 

M· C + m' c 1530· 2,2 + 1225· 1,67 
u = ---=-=-----

M + m 1530 + 1225 
u = 1,965 m/sk. 

1) Siehe Geschwindigkeitsparallelogramm Fig. 16. 
2) Strahldruck V. B. 7. 
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In diesem Augenblick besitzen die beiden Wagen zusammen 
die lebendige Kraft: 

M + m . u 2 = 2755 . 1,9652 = CXJ 5320 mkg 
2 2 ' 

d. h. die lebendige Kraft ist kleiner als am Anfang und am Ende 
der Stoßperiode. Ein Teil des Arbeitsvermögens, und zwar 

5410 - 5320 = 90 mkg, 

ist in den gespannten Pufferfedern aufgespeichert. 
M 1530 5 u- c 0,295 
m = 1225 = '4 = c - u 0,235 . 

Am Ende des Stoßes hat der voranlaufende Wagen die Ge­
schwindigkeit: 

v = 1,67 + 2 . 0,295 = 2,26 m/sk, 

der nachfolgende Wagen hat die Geschwindigkeit: 

V = 2,2 - 2 . 0,235 = 1,73 m/sk. 

Am Ende des Stoßes sind die lebendigen Kräfte: 
des vorlaufenden Wagens: 

L' 1225 • 2,262 20 k 
:J = 2 = 31 m g, 

des nachlaufenden Wagens: 

L' - 1530 '1,73 2 - 2290 k 
1- 2 - m g. 

Also ist: 
L~ + L; = 2290 + 3120 = 5410 mkg. 

V. Hydraulik. 
Mechanik der Flüssigkeiten. 

A. Statik der Flüssigkeiten. 
Eine ~~lüssigkeit hat keine bestimmte Form. Eine in ein Gefäß 

eingeschlossene Flüssigkeit kann wohl Druckkräfte, nicht aber Zug­
oder Schubkräfte aufnehmen. 

Befindet sich eine Flüssigkeit in Ruhe, so bildet 
ihre Oberfläche eine wagerechte Ebene senkrecht zur 
wirksamen Schwerkraft. In kommunizierenden Röh­
ren stehen beide Wasserspiegel in der gleichen Ebene 
(Fig.174). Fig. 174. 
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1. Druckübertragung durch Flüssigkeiten. 

1<'ig. 175. Wird auf eine eingeschlossene Flüssigkeit durch einen 
Kolben an irgendeiner Stelle ein Druck PI ausgeübt, so wird dieser 

I 

Fig.175. 

durch die Flüssigkeit nach allen Richtungen hin gleichmäßig 
übertragen. Jeder Kolben von derselben Fläche empfängt den 
gleichen Druck PI' Bei einer Kolbenfläche von F I qcm entfällt 
demnach auf 1 qcm der Druck 

Pj 

P = }l-' 
1 

Der Kolben von der Fläche F 2 erhält demnach den Druck 

I 
tL 
I 

I 
I 
I 

Fig. 176. 

P2 = P ·F2 • 

Hydraulische Presse. 
Fig. 176. Die Kolben tauchen in Zy­

linder ein, die durch Rohrleitungen mit­
einander verbunden sind. 

Auf den Kolben 1 wird der Druck 

PI = P' /1 
ausgeübt. Auf jedes Quadratzentimeter 
der die Flüssigkeit einschließenden Wan­
dungen wird demnach der Flächendruck 
P übertragen. Also wirkt auf den Kol­
ben 11 vom Querschnitt /2 der Druck 

P2 = p' /2' 
Die Flächendrücke sind gleich. 
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Es verhalten sich die Kolbenkräfte wie die Kolbenflächen : 

P1 11 d 2 

P 2 = 12 = D2' 

Im A k k um ula tor wird der mit Gewichten belastete Kolben (D) 
durch den Wasserdruck gehoben, welcher mittels Preßpumpe er­
zeugt ist. Der Wasserdruck bleibt auch nach Abstellung der Preß­
pumpe erhalten, solange der Gewichtskolben vom Wasser getragen 
wird. 

Steigerung der Wasserpressung. 
(Multiplikator. ) 

Zwei Kolben arbeiten in getrennten Zylindern (Fig.I77). 
Die beiden Kolbenkräfte sind gleich: 

11 ist 

12 " 
Pl " 
P2 " 

P1 = P 2• 

die Fläche des Kolbens I, 
" " " " 11, 

der Wasserdruck auf I qcm im unteren Zylinder, 
" I " oberen 

P1 = 11 . P1' 

P2 = I:J.· P2' 

Die Kolbenkräfte sind gleich: 

P 1 = P 2 • 

Also verhält sich: 
1h_/2 
P2 - 11' 

Die Flächendrücke verhalten sich hier um­
gekehrt wie die Flächen. 

Beispiel. Auf den großen Kolben eines Multiplikators 
vom Durchmesser d1 = 300 mm wirkt der Wasserleitungs­
druck P1 = 3 at (abs.). 

n . di Fig. 177. 
P1 = P1 • -4- = 002120 kg. 

Der Druck soll auf 50 at Überdruck gesteigert werden: P2 = 51 at 
(abs.). 

2120 
12 = -51 = 41,6 qcm, 

gewählt: 
d2 = 73mm, 

12 = 41,85 qcm, 
Pt = 00 51 at (abs.). 
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2. Bodendruck und Seitendruck. 
a) Bodendruck. 

Fig. 178-180. In einem geraden zylindrischen oder prismatischen 
Gefäße vom Querschnitt / ruht das ganze Wassergewicht auf dem 
Boden. Daher ist der Bodendruck: 

P=y-f·h. 
/ ist in qdm, hin dm gemessen. y bedeutet das Einheitsgewicht. 

Für Süßwasser ist: 
y = 1. 

Die Form der Fläche und die Form des Gefäßes sind hierbei, wie 
der Versuch erweist, gleichgültig. 

In den beiden durch Fig. 179 und 180 bezeichneten Gefäßen 1 
und 11 ist der Bodendruck: 

Pt = /1 . h, 

Fig. 178. Fig. 179. Fig. 180. 

b) Seitendruck. 
Auf einem schmalen, in der Tiefe y unter dem Wasserspiegel, aus 

einer senkrechten oder geneigten Seiten wand herausgeschnittenen 
Streifen von der Größe iJF wirkt der Druck y y iJF. Fig. 181. 

Also ist der Gesamtdruck auf die ganze Fläche: 

Fig. 181. 

P=yL,yiJF. 
Der Wert unter dem Summenzeichen 

ist die Summe der statischen Momente 
der einzelnen Flächenstreifen in bezug 
auf den Schnitt der Seitenfläche mit 
dem Wasserspiegel. 

L,y iJF = yoF, 
P= yyoF. 

Es ist gleichgültig, ob die Ebene senk­
recht oder geneigt ist. 
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Es bedeuten: 
F = Größe der Seitenfläche in qdm, 
Yo = Abstand des Schwerpunktes der Seitenfläche von 00 in dm, 
y = das spezifische Gewicht des Wassers (= 1). 

Es ist: 
Wasserdruck auf eine Fläche = Flächengröße X lotrech­
ter Abstand des Flächenschwerpunktes vom Wasser­

spiegel. 
P ist der hydrostatische, auf die betrachtete Fläche wirkende 

Druck. Außer dem hydrostatischen wirkt noch auf die Fläche der 
atmosphärische Druck p = 1 kgjqcm. Der atmosphärische Druck 
wirkt aber von innen und von außen. Druck und Gegendruck heben 
sich gegenseitig auf. 

Der hydrostatische Druck ist also der Überdruck über dem 
atmosphärischen Druck. 

Bei8piel. Eine Schleuse hat b = 10 m Breite. Auf der einen 
Seite des Hubtores der Schleuse beträgt die Wassertiefe hl = 6 m, 
auf der anderen Seite ist die Wassertiefe h2 = 3 m. 

Auf der ersten Seite ist der Wasserdruck : 
PI = 100 . 60 . 30 = 180000 kg. 

Auf der anderen Seite ist der Wasserdruck: 
P2 = 100 . 30 . 15 = 45000 kg. 

Der von den Führungen des Tores aufzunehmende Überdruck ist: 
PI - P2 = 180000 - 45000 = 135000 kg. 

c) Druckmittelpunkt. 
Das Moment des auf einen kleinen Streifen LI F in der Tiefe y 

wirkenden Wasserdruckes in Bezug auf die Achse 7fö ist 
JM=yLlP, 

=y·yy·LlF, 
=)" y2 LlF. 

Das Moment des Gesamtdruckes in bezug auf die gleiche Achse ist 
M = 1: LI M = r 1: y2 LI F = P . Y = y . Yo F . Y. 

Hierin bedeutet 
1:y2 LlF = J o , 

das äquatoriale Flächenträgheitsmoment der vom Wasser benetzten 
Fläche in Bezug auf die Linie 0 0 (r = 1) 

J o = P Y, 
= yoF Y, 

:r= J o • 
yoF 
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Die Tiefe des Druckmittelpunktes, d. h. des Angriffspunktes der 
Mittelkraft unter dem Wasserspiegel ist gleich dem äquatorialen 

Trägheitsmoment der benetzten Fläche 
geteilt durch das statische Moment der 
gleichen Fläche bezogen auf deren 
Schnittlinie mit dem Wasserspiegel. 

Die zunächst senkrecht gedachte 
Seitenfläche (in der Fig. 182 im Schnitt) 
wird um die Achse 0 geneigt. Dann ist 
der Wasserdruck senkrecht gegen den 

Fig. 182. geneigt angenommenen Flächenstrei­
fen iJF 

iJ P = Y . Y cos rX iJ F 
und der Druck gegen die ganze Fläche 

p = y • yo COS rX F . 
Also dessen Moment 

M = Y cosrX ~y2 iJF, 
= y . cosrX . J o , 

=p. Y, 

Y = .lJ!l = J o 
P yoF· 

Die Lage des Druckmittelpunktes in der Fläche ändert sich also 
bei der angenommenen Drehung nicht. Es ändert sich aber die 
Größe des Gesamtdruckes, weil der Schwerpunkt der Fläche bei 
der Drehung sich hebt. 

3; Auftrieb. 

Auf den eingetauchten Körper vom Querschnitt I wirken nach 
Fig. 183 die Wasserdrücke : 

1. von oben: 

2. von unten: 

Fig. 183. 

I' h1 , 

I' h2 • 

Beide ergeben die nach aufwärts gerichtete 
Mittelkraft : 

A = I' (h2 - h1 )· 

A heißt der A uftrie b. 
Der Auftrieb ist gleich dem Gewichte des durch 

den eingetauchten Körper verdrängten Wassers. 
Das Seil, an welchem der Körper nach der 

Fig. 183 aufgehangen ist, wird durch das Ein-
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bauchen um den Auftrieb entlastet. ("Der Körper verliert schein­
bar an Gewicht. ") 

Der Angriffspunkt des Auftriebes liegt im Schwerpunkte der 
verdrängten Wassermasse. 

Das Schwimmen der Körper. 
Fig. 184. Ein Körper schwimmt, wenn der Auftrieb gleich ist 

dem Gewichte des Körpers. Dann ist das Gewicht des verdräng­
ten Wassers gleich dem Gewichte des Körpers. 

Der schwimmende Körper befindet sich im stabilen!) Gleich­
gewichte, wenn sein Schwerpunkt senkrecht unter dem Schwer­
punkt der verdrängten Wassermasse ist. 

Die Gleichgewichtslage des schwimmenden Körpers kann indes 
allch bei höher gelegenem Körperschwerpunkt eine stabile sein. 

-G±-y~ 
-- _ . .... - 500 - -

Fig. 184. Fig. 185. 

Beispiel. Fig. 185. Ein Tauchkolben von l = 1600 mm Länge 
und d = 360 mm Durchmesser hat Q = 200 kg Gewicht. Der Kolben 
ist auf 600 mm Länge geführt. 

Auf den überragenden Teil des Tauchkolbens wirkt der Auftrieb: 

:1 • d2 

A = -4- . (l - 6) = CXJ 100 kg, 

d und l in Dezimeter gemessen. 
Die Führung 60·36 = 2160 qcm hat den Druck 

Q - A = 100 kg 
aufzunehmen: 

k = 0,046 kg/qcm. 

4. Saugwirkung. 

Die sog. Saugwirkung der Pumpen beruht auf dem von der 
Atmosphäre auf das Wasser ausgeübten Druck. Die Saughöhe ist 

1) Siehe S. 26. 

v 0 g d t, Mechanik. 2. AUfI. 10 
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daher vom Luftdruck abhängig. Der Druck von 1 at = 1 kgjqcm = A 
ist imstande, in einem lu f t lee r e 11 Rohre von 1 qcm Querschnitt eine 
Wassersäule von"'" 10 m Höhe und 1 qcm Querschnitt, also 1 kg 
Gewicht, im Gleichgewicht zu halten. Auf den Oberwasserspiegel 
wirkt der Druck O. In einer beliebigen Tiefe, z. B. 1 m unter dem 
Oberwasserspiegel, herrscht der Druck 0,1 kgjqcm. Wenn das 
Vakuum in dem Rohre unvollständig ist, wenn z: B. der absolute 
Luftdruck im Rohre 0,1 at beträgt, so wird der atmosphärische 
Druck nur einer Wassersäule von 9 m das Gleichgewicht halten können. 
Die Saughöhe ist hier 

h. = 10 - 1 = 9 m. 

Bei der arbeitenden Pumpe muß aber der Luftdruck auch das 
der Saugleitung zufließende Wasser beschleunigen und die Wider­
standshöhe überwinden. Deshalb kann die praktisch zu über­
windende Saughöhe nicht größer als 8 m gewählt werden. 

5. Gestalt der Wasseroberfläche. 
Die Ebene der Wasseroberfläche an irgendeinem Punkte steht 

senkrecht zu der Mittelkraft sämtlicher an dem Punkte wirkender 
Kräfte. 

a) Ruhendes Wasser. 

Es wirken nur der Luftdruck und die Schwerkraft. Der Wasser 
spiegel ist wagerecht. 

b ) Wasser in einem beschleunigten Gefäße. 

(Beschleunigung nach Richtung des Pfeiles.) 
Beispiel. Anfahrender Tender (Fig.186). 

-i!f 
mg 

Fig. 186. 

Irgendein beliebiges Wasserteilchen von 
der Masse m drückt auf das unter ihm lie­
gende Wasserteilchen mit der Kraft 

m·g. 

Auf das rechts in der Figur von m befind­
liche Wasserleilchen wirkt der Gegendruck 

m·q. 

Trägheitswiderstand, der gleich ist der zur Beschleunigung q der 
Masse m erforderlichen Kraft. 

Der Wasserspiegel stellt sich senkrecht zu der Richtung der 
Mittelkraft. Bei eintretender Verzögerung neigt sich der Wasser­
spiegel nach der entgegengesetzten Richtung. 
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c) Wasser in einem gleichmäßig umlaufenden 
Gefäße. Fig. 187. 

Wirksame Kräfte: 

1. Schwerkraft m' g. 
2. Zentrifugalkraft!) m· r . w 2 • 

Die Wasseroberfläche bildet ein U mdre­
h u ngs para boloid, entstanden durch Drehung 
einer Parabel um deren Achse. 

Fig. 187. 

B. Dynamik der Flüssigkeiten. 

l. Wasserbewegung durch Leitungen usw. 
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Fig. 182. Durch den Sitzquerschnitt 11 eines Tellerventiles fließt 
das Wasser mit der Geschwindigkeit v1• Dann ist die in 1 sk hin-

durchgeflossene :v assermenge: § __ ' 
qI = h 'lfI, S 

71 • d2 • I -J 

11 = - 4-' ~>; 

Das zufließende Wasser muß zwischen dem Sitze 
und dem gehobenen Ventilteller durch den Spalt- Fig. 188. 
querschnitt 

12 = 71 • d . s 

abfließen. Damit der Zusammenhang des Wasserstromes gewahrt 
bleibt, muß die zufließende Wassermenge gleich der ab­
fließe nde n sein: 

11 . v1 =r 12 . v2 = q, 
v2 = Wassergeschwindigkeit im Spaltquerschnitt. 

Also: 
ft 1:2 

f2 = Vl 

Die Wasserges0hwindigkeiten in den verschiedenen Querschnitten 
einer Leitung verhalten sich umgekehrt wie die Querschnitte. 

Beispiel. Ein Pumpenkolben vom Durchmesser d1 = 85 mm hat 
die größte Geschwindigkeit c = 0,8 rn/sk. Das Tellerventil hat den 
Durchmesser d2 = 50 rnm und den Hub s = 12 rnrn. 

Der Spaltquerschnitt ist: 
71 • d2 • S = 15,7' 1,2 = 18,84 qcm. 

1) Siehe S. 128. 

10* 
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Der Kolbenquersehnitt ist: 

.7l. d~ 
-4- = 56,74 qem. 

Die der größten Kolbengesehwindigkeit im Spalt entsprechende 
Wassergeschwindigkeit ist: 

56,74 
v = 0,8 . 18 84 = 2,4 m/sk. , 

2. Widerstandshöhe. 

Siehe auch Fig. 149. Bei der Bewegung des Wassers dureh eine 
Rohrleitung sind Widerstände zu überwinden, die sich aus der 
Reibung des Wassers an den Rohrwandungen und aus den Wider­
ständen bei Richtungs- und Querschnittsänderungen zusammen­
setzen. Die Größe des Gesamtwiderstandes läßt sich messen durch 
die Höhe einer Wassersäule, deren Druck zur Überwindung des 
Widerstandes notwendig, die ihm also gleichwertig ist, die sog. 
Widerstandshöhe, in der Fig. 145 hw für die Saugleitung, h~ für die" 
Druckleitung. Die Größe der Widerstandshöhe ist abhängig von der 
Länge der Leitung und deren Querschnitt bzw. der Größe des vom 
Wasser benetzten Umfanges deb Querschnittes. Die Widerstands­
höhe ist abhängig in hohem Grade von der Geschwindigkeit des 
fließenden Wassers, dagegen nahezu unabhängig von der Wasser­
pressung. Es ist 

hierin bedeuten: 
l die Rohrlänge in m, 

d den Rohrdurchmesser in m, 
v die Wassergeschwindigkeit in m/sk. 

3. Ausflußgeschwindigkeit. 

Fig. 189. Fließt das Wasser unter dem Einfluß eines Gefälles h 
aus, so wäre die Ausflußgeschwindigkeit: 

VI = i2 g h, 
falls das Wasser auf seinem Wege keine Widerstände zu überwinden 

') Hütte. I. S. 288. 
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hätte. In Wirklichkeit treten Widerstände auf. Die wirkliche Aus­
flußgeschwindigkeit ist deshalb geringer, nämlich: 

V w = P-V2g h. 
Die Größe von rp (Geschwindigkeitskoeffi­

zient) ist abhängig von dem Zustand der Lei­
tung und der Form der Mündung. 

Beispiel. Einem Tangentialrade fließt aus h 

h = 100 m Gefälle das Wasser mit Vw = 42 m/sk 
Geschwindigkeit zu. Die theoretische Zufluß-
geschwindigkeit wäre: 

Vt = -V2 . 9,81 -·Tao = 44,3 m/sk, 

der Geschwindigkeitskoeffizient ist: 

42 
rp = 44,3 = 0,95, 

F ig. ] 9. 

der vorhandenen Wassergeschwindigkeit Vw entspricht ein Gefälle: 

h' = ~~ = 176~ = 90 m 
2g 19,62 ' 

h - h' = 10 m ist die Widerstandshöhe der Leitung. 

4. Ausflußquerschnitt. Zusammenziehung des austretenden. 
Wasserstrahles. 

Das Wasser fließt der Öffnung vom Querschnitt / von allen 
Seiten aus zu. Daraus ergibt sich, daß der Strahlq uerschnitt /1 
kleiner ist als I: 

11 7 = (x. 

(X hei13t der Kontraktionskoeffizient. 

Ausflulhneng·e. 

Ohne Verluste ergibt sich: 

In Wirklichkeit ist: 
Qt =! ·Vt· 

Q = /1 . vw , 

Q =/l ·Qt. 

Il heißt der A usfl ußkoeffizient: 

,ll = Cf • (X • 
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5. Pressungsenergie des Wassers. 
In einem Akkumulator steht das Wasser unter einem Druck 

von 2 at abs. Es wird einer Wassersäulenmaschine von 1 qdm 
Kolbenfläche und 1 dm Hub zugeführt. Bei einem Hube wird also 
1 I Preßwasser verbraucht. Auf die Gegenseite des Kolbens wirkt 
atmosphärischer Druck. Am Hubende wird das Preßwasser durch 
die Steuerung ausgelassen, kommt dann also unter den Druck von 
1 at. Die den Kolben treibende Kraft ist: 

200 - 100 = 100 kg; 

die hierbei geleistete Arbeit 

A = 100 kg ·0,1 m = 10 mkg 

wird also geleistet, indem 1 1 Preßwasser einen Pressungsabfall von 
1 at erleidet. 

11 Wasser, das unter atmosphärischer Pressung steht, besitzt 
demnach auch 10 mkg Energie, die ihm entzogen werden könnten 
dadurch, daß es einen Kolben in einen luftleeren Raum hinein­
drückt. 

Zu beachten ist, daß da!:' Preßwasser nicht von sich 
aus arbeitsfähig ist, wie z. B. ein abgeschlossenes Kilo­
gramm Dampf. Das Wasser dient vielmehr als Mittel zur 
Druckübertragung. 

Bezeichnet p den Wasserdruck in at und V die Wassermenge 
in l, so ergibt sich 

r kg 10000 kg T 
p. J -- . c:dm = p. . V· 0 001 m 3 = 10 p J mkg. 

qcm m2 ' 

Die in einem Preßwasserakkumulator aufgespeicherte 
Energiemenge ist abhängig vom Hubinhalt des Akku­
mulators v und von der Wasserpressung p (Überdruck). 
Sie wird gemessen in Literatmosphären (lat.). 

Beispiel. Ein Preßwasserakkumulator hat einen Hubinhalt von 
5001. Der Überdruck des Preßwassers beträgt p = 50 at. Die auf­
gespeicherte Energie ist dann 

500 . 50 = 25 000 lat 
oder 

250000 mkg. 

6. Hydraulischer Druck. 
Fig. 190. Der Druck, den das durch eine Rohrleitung fließende 

Wasser auf die Rohrwandung ausübt, heißt hydraulischer Druck. 
Er ist geringer als der an derselben Stelle unter dem gleichen Gefälle 
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ausgeübte hydrostatische Druck, der bei ruhendem Wasser wirksam 
ist. In der Ruhelage besitzt das Wasser Energie vermöge seines 
Druckes. Pressungsenergie. Es kann z. B. in einem an das 
Rohr angeschlossenen Zylinder einen Kolben verschieben und da­
durch einen Widerstand überwinden, also Arbeit leisten. Wenn 
aber das Wasser mit der dem Gefälle entsprechenden Ge­
schwindigkeit am tiefsten 
Punkte durch eine wage­
rechte Leitung fließt, so be­
sitzt es seine ganze Energie 
als Bewegungsenergie. Es übt 
dann keinen überdruc k 
auf die Rohrwandungen aus. 
Wenn die Wassergeschwin­
digkeit kleiner ist als die dem 
betreffenden Gefälle ent­
sprechende Geschwindigkeit, 
so erleiden die Rohrwände 
einen inneren Überdruck. 
Wenn die Wassergeschwin­
digkeit an einer Stelle größer 

Fig. 190. 

---1-- --------------
h 

If 

----- -_. 

Fig. 191. 

ist als die dem betreffenden Gefälle entsprechende Geschwindigkeit, 
so ist der im Inneren der Leitung an dieser Stelle auftretende Druck 
ein Unterdruck (Saugdruck, kleiner als atmosphärischer Druck). 

Der in der Fig. 190 angedeutete Hochbehälter ist durch ein an 
allen Stellen gleich weites Fallrohr mit dem Unterwasser verbunden. 
Ober- und Unterwasserspiegel seien durch Zu- und Abfluß auf 
gleicher Höhe erhalten. Die Ausflußgeschwindigkeit des Wassers 
aus dem Rohre ist: 

Angenommen: 
tp = l. 

In gleichen Zeiten fließen durch alle Querschnitte der Leitung 
gleiche Wassermengen hindurch. Daher sind hier in allen Quer­
schnitten gleiche Wassergeschwindigkeiten vorhanden. Also ü,t auch 
im Querschnitt F: 

v = 12 g ' H, 
v2 

H=-. 
2g 

Dem Gefälle h würde nur entsprechen: 

Vl=~' 
vi 

h = ""2' g 
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Der hydraulische Druck an dieser Stelle ist also ein Saugdruck, 
d. h. kleiner als atmosphärischer Druck. Es ist hierbei angenommen, 
daß das Wasser in dem Hochbehälter keine Geschwindigkeit be­
sitzt. 

1 kg des am Oberwasserspiegel in dem Hochbehälter befindlichen 
Wassers besitzt Arbeitsfähigkeit ausschließlich insofern, als es das 
zur Verfügung stehende Gefälle H durchfallen kann: Energie der 
Lage. 

In der Ebene des Unterwasserspiegels besitzt dasselbe Wasser 
keine Energie der Lage mehr, dafür aber Energie der Bewegung 
oder lebendige Kraft. 

Durch die in der Rohrleitung enthaltenen Widerstände wird ein 
Teil der hydrostatischen Druckhöhe aufgenommen. 

Die hydraulische Druckhöhe ist gleich der hydrostatischen Druck­
höhe, vermindert um die Geschwindigkeitshöhe und vermindert um 
die Widerstandshöhe. 

Fig. 191. Wenn das Fallrohr an einer Stelle im Querschnitt F 1 

eine Erweiterung besitzen würde derart, daß die Geschwindigkeit 
an dieser Stelle kleiner würde als die dem Gefälle h entsprechende 
Fallgeschwindigkeit, also 

so besitzt 1 kg Wasser an dieser Stelle Energie in 3 verschiedenen 
Formen: 

Fig. 192. 

1. Energie der Lage. Das Kilo­
gramm Wasser befindet sich 
noch um H - h über dem 
Unterwasser, kann also auch 
noch diese Höhe durchfallen. 

2. Lebendige Kraft. infolge sei­
ner an dieser Stelle vorhan­
denen Geschwindigkeit. 

3. Pressungsenergie infolge des 
hydraulischen Druckes. 

Der hydraulische Druck kann 
- - - in der gleichen Höhe verschieden 

sein, wenn die Querschnitte ver­
schiedene Größe besitzen. 

Die Geschwindigkeit in dem kleinen Querschnitte F 2 ist größer 
als diejenige im Querschnitt F 1 . Daher ist der hydraulische Druck 
in F 2 durch Verkleinerung des Querschnittes verkleinert (Fig. 192). 

Anwendung: Ejektor. 
Beispiel (Fig. 192): 

H=ßm, h =2111. 
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Der Hochbehälter ist im Verhältnis zum Rohrquerschnitt sehr 
groß angenommen. Das Wasser im Hochbehälter befindet sich in 
Ruhe. Das Abflußrohr hat den Durchmesser: 

d1 = 100mm 
und den Querschnitt: 

11 = 78,53 qcm. 
Die Ausflußgeschwindigkeit ist: 

VI = i2--Y:-ii = .", 10,8 m/sk. 

Es ist angenommen, daß das Wasser auf seinem Wege keins 
Widerstände zu überwinden hat, also an Arbeitsfähigkeit nichte 
einbüßt. Mit Rücksicht auf die angedeutete Querschnittsverengerung 
würde das in Wahrheit nicht zutreffen. 

In der Tiefe 

ist ein Querschnitt 
h=2m 

/2 = 55,4 qcm, 
d2 = 84mm 

angenommen. Hier ist also die Wassergeschwindigkeit : 
78,53 

V = v . --- = 15 35 m/sk 
2 1 55,4 ' 

Die Energie von 1 kg Wasser in diesem engen Querschnitt ist 
demnach: 

1. Lebendige Kraft m . v2 = __ 1_ . 15 3')2 = 12 mkg 
2 2 9,81' 2 " . 

2. Energie der Lage 1 kg . 4 m = 4 " 
3. Pressungsenergie absolut. . . . = 0 

= 16 mkg. 
Die Gesamtenergie kann hier nicht größer sein 

Oberwasserspiegel. 
Energie von 1 kg Wasser am Oberwasserspiegel : 
1. Energie der Lage 1 kg . 6 m 
2. Lebendige Kraft .... 
3. Pressungsenergie absolut. . . 

als oben am 

6mkg. 
o 

=10 
= 16 mkg. 

Energie von 1 kg Wasser am Auslauf in der Höhe des Unter­
wasserspiegels : 

1. Energie der Lage. . . . . . . . . . . 

b m" 1 2. Le endige Kraft ---' V" = --- . 10 8 2 
2 1 9,81' 2 ' 

3. Pressungsenergie absolut. . . . . . . . 

o mkg, 

6 

=10 
= 16 mkg. 



154 Hydraulik. 

Das in einer geschlossenen Leitung z. B. in dem Kanal des Leit­
apparates einer Zentrifugalpumpe fließende Wasser besitzt seine 

Energie in den beiden Formen der Wucht M2C
2 und der Pressungs­

energie 10 p V (p hier Überdruck) für jedes kg. Dadurch, daß der 
Querschnitt des Leitapparates nach außen hin erweitert wird, wird 

Fig. 193. 

die Geschwindigkeit des strömenden Was­
sers und damit seine Wucht vermindert. 
Gleichzeitig wird sein hydraulischer Druck 
und damit seine Pressungsenergie vergrö­
ßert. Die Summe beider Energiemengen 
ist - abgesehen von den Verlusten durch 
die Widerstände - gleich der Energie der 
Lage Q . H, die das Wasser in der geho­
benen Lage im Oberwasserbehälter besitzt. 
Die Fig. 193 deutet die Umwandlung der 

einen Energieform in die andere an. Der eine Energiestrom kann 
schmaler werden; dann wird der andere Energiestrom breiter. Die 
Summe bleibt die gleiche. 

7. Reaktionsdruck1). 

Fig. 194. Aus einer Rohrleitung vom Ausflußquerschnitt I fließt 
das Wasser mit der Geschwindigkeit v aus. Die in 1 sk ausfließende 

Wassermasse ist dann: 

Fig. 194. 

I'v·y 
m=----·10, 

g 
,u = 1 angenommen, 
y = 1. 

f ist gemessen in qdm, 
v" " " m/sk. 

m . v = Masse . Meter = Masse . Mete~ 
sk sk ~2 

= Masse X Beschleunigung. 
m . v ist demnach gleich derjenigen Kraft, die notwendig ist, 

um in 1 sk die Masse m zum Ausfluß zu bringen. Die gleich große 
entgegengesetzt gerichtete Kraft wird als Reaktionsdruck auf die' 
Rohrleitung ausgeübt: 

I' v 2 
P = m . v = -' Y • 10. 

g 
Wenn h das Gefälle in m bedeutet, so ist: 

v2 
- = 2· h ,u = 1, g , 

1) Stephan, Die technische Mechanik H, S.21(\. 
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Der hydrostatische Druck auf die verschlossene Ausflußöffnung ist: 

Po = f· h· lD, 
P = 20 . h . f = 2 Po. 

Der Reaktionsdruck P ist entgegengesetzt gleich dem doppelten 
Lydrostatischen Druck, der bei dem gleichen Gefälle auf den Ver­
chluß der Ausflußöffnung wirkt. 

Genauer ist: 
P= 2p,·cp·Po• 

Beispiel. Zuflußleitung eines Tangentialrades. Gefälle h = 100 m. 
<1.usflußöffnung 1 = 0,78 qdm, entsprechend dem Durchmesser 
l = 100 mm. Hydrostatischer Druck auf den Verschluß der Aus­
'lußöffnung: 

Ohne Verluste ist: 
hsflußgeschwindigkeit: 

Po = 780 kg. 

Vt = 44,3 m/sk, 
;ekundliche Ausflußvolumen : 

It' Vt = 0,78 . 443 = 3461, 
;ekundliche Ausflußmasse : 

346 
mt = -- = 35,3, 

9,81 
Reaktionsdruck : 

Pt = mt • Vt = 35,3 . 44,3 = 1560 kg. 
Tatsächlich ist: 

Kontraktionskoeffizient . . 
Geschwindigkeitskoeffizient 
Ausflußkoeffizient . . . . 
Ausflußquerschnitt : 

11 = 0,78' 0,99 = 0,77 qcm, 
Ausflußgeschwindigkeit: 

Vw = qJ • Vt = =42,1 m/sk, 
sekundliche Ausflußvolumen : 

IX 'ft' qJ' Vt = 3241, 
sekundliche Ausflußmasse : 

324 
m = 981 = 33,1, , 

Reaktionsdruck : 

•• IX = 0,99, 
•• qJ = 0,95, 

fl = IX • qJ = 0,94, 

P = m' v = 33,1' 42,1 = 1390kg, 
P 
Pt = 0,892 = fl . qJ • 
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8. Strahldruck1). 

Strahldruck gegen eine feste Wand. 
Ein zusammenhängender Wasserstrahl, der gegen eine ruhende, 

ihm senkrecht entgegenstehende Wand strömt, übt auf die Wand 
einen Strahldruck aus, der gleich ist dem aus der sekundlich 
zufließenden Wasserrnasse und deren Geschwindigkeit zu berechnen­
den Reaktionsdruck. Die gesamte Energie wird zur Form­
änderung des Wasserstrahles verbraucht (Fig. 195). 

-/}- ... ;.-- -~ -L-.7-------

er'-'} 
(e-v). 

;; , 
Fig. 196. 

Strahldruck gegen eine bewegliche Schaufel. 
Fig. 196. Ein mit der Geschwindigkeit c fließender Wa'lserstrahl 

holt eine in der gleichen Richtung mit der Geschwindigkeit v sich 
bewegende Schaufel ein. 

Annahme: 
c> v. 

Die Relativgeschwindigkeit des Wassers gegenüber der Schaufel 
ist an der Eintrittsstelle 

c- v. 
Das Wasser wird durch den Gegendruck der Schaufel allmählich 

abgelenkt. Der Druck des Wassers auf die Schaufel treibt diese 
in der Bewegungsrichtung an. Es ist angenommen, daß die Schaufel 
nur in der Richtung von v sich bewegen kann. Das ist der Fall, 
wenn die Schaufel am Umfang eines Rades befestigt ist. Wenn die 
Schaufelfläche glatt ist, so tritt das Wasser auch mit der Relativ­
geschwindigkeit c - v aus der Schaufel aus. Das Wasser ist an 
der Ausflußstelle aber um den Winkel tXaus seiner ursprünglichen 
Richtung abgelenkt. Nach Richtung von v ist hier die Seiten­
geschwindigkeit der Relativgeschwindigkeit : 

(c - v) . cos tX • 

In 1 sk fließe die Masse m an der Schaufel entlang2 ) • Nach dem Gesetze 
P=m'p 

ergibt sich der vom Wasser auf die Schaufel in der Bewegungs­
richtung ausgeübte Druck: 

P = m . (c - v) . (1 - cos tX) • 

1) Nach "Hütte" I, S.319. 
2) Siehe Reaktionsdruck. S. 154-. 
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Für 
a=90°, 

d. h. rechtwinklige Ablenkung des Wasserstrahles, ist 
cosa = 0, 

P = m· (c - v). 
Für 

cos = - I, 
P = 2 m . (c - v) . 
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Durch die Umlenkung des Wasserstrahles läßt sich 
der Schaufeldruck verdoppeln. 

Das ist annähernd der Fall bei den Schauftln der Peltonräder 
(Fig. 197). Die Richtung der Relativbewegung des Wassers wird 
hier annähernd umgekehrt. Der von dem durchströmenden Wasser 
auf die Schaufel ausgeübte Druck wird dadurch vergrößert. Die 

---

~
-

I .,.. 
- ~ --==-

Fig. 197a. 

vom Wasser auf die Schaufel über­
tragene Arbeit wird am größten, 
wenn 

c 
v = 2' 

Fig. 197 b. 

Dann besitzt das Wasser nach dem Durchfließen der Schaufel 
keine absolute Geschwindigkeit, also auch keine lebendige Kraft 
mehr. ER hat sein ganzes Arbeitsvermögen 

m' c2 

2 

an die Schaufel und damit an das Rad abgegeben. 
Wenn die Schaufelgeschwindigkeit gleich der Wassergeschwindig­

keit wäre, so könnte das Wasser die Schaufel gar nicht einholen, 
also auch keine Arbeit auf sie übertragen. 
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