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Vorwort. 
1m Gesamtaufbau einer Maschine muB neben der Einhaltung der 

Gewahrleistungen die volle Betriebssicherheit gefordert werden. Aus 
diesem Grunde ist bereits bei der Konstruktion auf jene Umstande 
volles Augenmerk zu richten, die aus rein physikalischen Ursachen zu 
St6rungen AnlaB geben konnen. Zu diesen gehort unter anderem die 
Kenntnis der kritischen Drehzahl des Laufers. Aber nicht nur aus dem 
eben erwahnten Grunde ist diese Kenntnis wichtig, sondern auch aus 
wirtschaftlichen Erwagungen heraus. Trotz ihrer Wichtigkeit fUr die 
technische Praxis fehlte aber bisher eine zusammenfassende Darstellung 
der Berechnungsverfahren zur Bestimmung der kritischen Drehzahlen 
von geraden Wellen fUr die verschiedensten Lagerungs- und Belastungs
falle. 1m nachfolgenden wird daher versucht, die in der Literatur stark 
verstreut vorliegenden Ergebnisse dieses Zweiges der dynamischen 
Mechanik zusammenfassend zu beschreiben, wobei in erster Linie auf 
die Erfordernisse des Konstrukteurs Bedacht genommen werden soIl. 
Durch das Ausscheiden der kritischen Torsionsdrehzahlen ist damit 
der Inhalt und der Bereich dieser Arbeit umrissen. 

Die Anordnung des Stoffes geht von der iiblichen Aufgabenstellung 
der Mechanik aus, fUr idealisierte Belastungszustande innerhalb der 
Giiltigkeit des HOOKEschen Gesetzes die allgemein giiltigen Beziehungen 
abzuleiten, die gleichzeitig einen guten Einblick in das Wesen des Vor
ganges gewahren. Dabei sind die verschiedenen Einfliisse, die auf die 
kritische Drehzahl einwirken, grundsatzlich am gleichen Lagerungsfall 
untersucht. Dadurch ist die Moglichkeit gegeben, diese Einfliisse in 
ihrer GroBenordnung vergleichsweise gesetzmaBig zu erfassen und jene 
auszuscheiden, die bei der praktischen Auswertung ohne Belang sind. 
Daran anschlieBend werden graphische und analytische Methoden zur 
Bestimmung der kritischen Drehschnelle fUr beliebige Lagerungs- und 
Belastungsfalle angefUhrt. Diese sollen dem Konstrukteur die fUr den 
betreffenden Lagerungsfall noch ausreichenden Methoden der analytischen 
oder graphischen Ermittlung angeben. 1m besonderen wurde darauf 
hingearbeitet, die Genauigkeits- und Gebrauchsgrenzen der einzelnen 
Verfahren aufzuzeigen. 

Aus der groBen Zahl der Behandlungsmethoden wurden bei der Er
mittlung der kritischen Drehzahlen mehrfach belasteter Wellen zur 
Stiitzung der Naherungsverfahren fast durchwegs die EinfluBzahlen 
herangezogen. Die Ubersichtlichkeit und gute Einordnung bei ihrer 
Anwendung hat bereits R. GRAMMEL gezeigt. Dadurch ist allen Verfahren 
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eine gemeinsame Basis gegeben, die ihre Anwendung erleichtert. In 
weiterer Folge sind Einzelgebiete behandelt, die mit dem Hauptproblem 
innig zusammenhangen und deren Kenntnis zur Klarstellung der Ver
haltnisse unerlaBliche Bedingung ist. 

Die den einzelnen Verfahren beigegebenen Beispiele erheben keinen 
Anspruch, praktisch vorkommende Falle mit aller Scharfe wiederzugeben. 
Der Hauptwert wurde vielmehr darauf gelegt, einen leicht ubersehbaren 
Rechnungsgang zu erhalten. Fur praktisch vorliegende Aufgaben wird 
es von der gewunschten Genauigkeit abhangen, welche Vereinfachungen 
im Ansatz noch zulassig sind. 

Abweichend von der ublichen Bezeichnungsweise wurde bei mehrfach 
belasteten Wellen statt dem Worte Durchbiegung der Ausdruck Aus
lenkung gebraucht. Dies schien notwendig, urn Verwechslungen zu ver
meiden, da fur die technisch vorliegenden Laufer die statische Durch
biegungslinie und die statische Auslenkungslinie infolge der teilweise 
verschieden einzufuhrenden Kraftrichtungen nicht mehr ahnlich sind. 
Zur leichteren Ubersicht bei der Anwendung sind nur die Endgleichungen 
mit Ziffern versehen, wahrend die Ansatzgleichungen und Entwicklungen 
nach dem Alphabet bezeichnet sind. 

1m letzten Abschnitt ist das benutzte Schrifttum angefuhrt. Die 
gleichartige Darstellung machte vielfach eine Anderung der Behandlungs
methoden bzw. der Zahlenausdrucke in den Gleichungen gegenuber der 
Originalabhandlung notwendig. Die aus den einzelnen Arbeiten ver
wendeten Abbildungen sind im Schrifttum angefuhrt. Von den Firmen 
AEG-Berlin und C. Schenk-Darmstadt wurden in dankenswerter Weise 
Abbildungen zur Verfugung gestellt. 

Damit ist in groBen Zugen angedeutet, welche Einflusse und Er
wagungen an der Abfassung dieser Arbeit teilnahmen. Trotz der Viel
faltigkeit, die die Aufgaben der Praxis kennzeichnen, hoffe ich, alle 
Grundlagen bereitgestellt zu haben, urn in jedem einzelnen Fall einen 
Ansatz und eine ausreichende Losung zu ermoglichen. 

AbschlieBend ist es mir eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. Dr.-Ing. 
Dr. R. GRAMMEL an dieser Stelle fUr wertvolle Anregungen zu danken. 
Meiner Frau danke ich fUr die treue Mitarbeit. Dem Verlag danke ich 
fUr die Sorgfalt der AusfUhrung und fur das Eingehen auf meine Wunsche. 

Stockerau, im Mai 1936. 
J. J. Ho1ba. 
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AUgemeine Bezeichnungen. 
Ma13system: em, kg, sek. 
IXik = Einflu13zahl (Durehbiegung unter einer Einheitskraft) 
a = Lastabstand vom Auflager 
bi = angenommene Auslenkung der Welle 
c = Kraglange 
d = Wellendurehmesser 
10 = gleiehwertige Auslenkung der Welle 
18 u. lik = statisehe Auslenkung 
h = Seheibenh6he 
1 = Auflagerentfernung (Ausladung) 
R = au13erer Seheibenhalbmesser 
Y u. Yik = dynamisehe Wellenauslenkung 
] = d4 n/64 aquatoriales Wellenquersehnitts-Tragheitsmoment 
D = Druekkraft 
F = Fliehkraft 
G = Gewieht einer Radseheibe oder des betraehteten Trommel-

teilstiiekes 
HI = Horizontalzug im Krafteplan 
Q = Querkraft 
Z = Zugkraft 
W = Betriebsdrehsehnelle 
Wo = Hilfsdrehsehnelle 
Wkr = kritisehe Drehsehnelle fiir eine Welle mit Einzelmasse 
w/c1. = wkrl = kritisehe Drehsehnelle erster Ordnung fiir beliebig 

belastete Wellen 
Wkr II = kritisehe Drehsehnelle zweiter Ordnung 
wg ! = kritisehe Drehschnelle bei der Prazession im Gleiehlauf 
n = Betriebsdrehzahl (= 30 win) 
nkr = kritisehe Drehzahl (= 30 wkrln) 
Kg! = Kreiselmoment bei der Prazession im Gleiehlauf 
M = Biegungsmoment 
Mo = Hilfsmoment bei der Drehsehnelle Wo 

~M d = Drehmoment 
H2 = Horizontalzug im Momentenflaehen-Belastungsplan 
A = axiales Massentragheitsmoment der Scheibe, bezogen auf 

ihre Drehaehse 
B = aquatoriales Massentragheitsmoment der Scheibe, bezogen 

auf ihren Durehmesser 
E = Elastizitatsziffer 
m = Gig Masse einer Radseheibe oder eines Trommelteilstiiekes 
y = spez. Gewieht 
g = 981 em sek-2 Sehwerebesehleunigung 
q = AlB Verhaltniswert der Massentragheitsmomente 
tg = Tangens der Kreisfunktionen 
%g = Tangens der Hyperbelfunktionen 

em 
em 
em 
em 
em 
em 
em 
em 
em 
em 
em 
em4 

kg 
kg 

kg 
kg 
kg 
kg 
sek-1 

sek-I 

sek-1 

sek-1 

sek-1 

sek-1 

U/min 
U/min 
emkg 
emkg 
emkg 
emkg 
em2kg 

emkgsek2 

emkgsek2 
kgem-2 
kgsek2em-1 

kgem-3 

emsek-2 



Ein1eitung. 
Wird die Drehzahl einer mit Scheiben belasteten Welle gesteigert, so 

geriit sie bei bestimmten Drehzahlen in heftiges Schleudern, das ein 
starkesVerbiegen oder den Bruch der Welle zur Folge haben kann, wenn 
die Scheibenschwerpunkte nicht genau in der Wellenachse liegen. Auch 
bei sorgfaltigster Herstellung und darauffolgendem Massenausgleich ist eine 
kleine Exzentrizitat der Schwerpunkte nicht zu vermeiden; daher wird 
mit dem Auftreten von gefahrlichen Auslenkungen im kritischen Zu
stande zu rechnen sein. Das Verhalten der Welle ist nur in den so
genannten kritischen Drehzahlen unstabil, wahrend geniigend unterhalb 
und oberhalb ein ruhiger, stabiler Lauf moglich ist. 

Die Erkenntnis und Nutzanwendung dieses Vorganges verdankt man 
dem schwedischen Ingenieur DE LAVAL. Durch die daran anschlieBenden 
theoretischen und experimentellen Untersuchungen von A. FOPPL, 
A. STODOLA, S. DUNKERLEY u. a. wurden die dynamischen Vorgange ge
klart und die Grundlagen fUr die Ermittlung der kritischen Drehzahlen 
geschaffen. Die kritischen Drehzahlen lassen sich danach berechnen als 
jene Drehzahlen, fUr die die Wellenauslenkung 00 wird, wenn die 
Massenschwerpunkte nicht genau in der Wellenachse liegen oder als 
jene Drehzahlen, in den en auch ein dauernder Umlauf ohne Eigen
storung in oder in einem frei bestimmten Abstand urn die raumfeste 
Ruhelage der Wellenachse moglich ist, wenn die Massenschwerpunkte 
genau in die Wellenachse fallen. 

Die Berechnungsverfahren der kritischen Drehzahlen gruppieren sich 
nun in solche, bei welchen zur Auffindung der Eigenwerte (Wkr) der Betrag 
der Auslenkung unter der Last genugt, und in solche, welche zur Be
stimmung der Eigenwerte noch die Kenntnis der Eigenfunktion (flieh
kraftelastische Linie) verlangen. Zu den ersten gehoren die Systeme nach 
den Abschnitten I und II, wahrend die anderen die praktisch wichtigen 
Systeme beliebiger Belastung, beliebiger Lagerung und beliebiger Quer
schnittsabmessungen umfassen. Durch diese Aufgabenstellung, gefordert 
aus der Nichtiibereinstimmung der gewichtselastischen Linie mit der flieh
kraftelastischen Linie, werden die anfangs nur naherungsweise erhaltenen 
Losungen der zweiten Gruppe einer Uberprufung zuganglich und konnen 
durch sinngemaBe Verwendung des Ergebnisses den Eigenwerten prak
tisch genau angenahert werden. 

Mit dem Vermeiden dieser kritischen Drehzahlen ist es aber allein 
nicht getan; zur Erzielung eines ruhigen Laufes mussen auch die Schwer
punkte des Laufers in geeigneter Weise in die Wellenachse gelegt werden. 

Holba, Berechnungsverfahren. 



I. Kritische Drehzaht von glatten, masselosen WeUen 
mit Einzelmasse. 

1. Lotremt ge1agerte WeHe ohne Kreise1wirkung. 
o 

'--"""'--1 ..... ---£ 
m 

o 
Abb.I.Lotrechte, 
kugelig gelagerte, 
masselose Welle 
mit einer Einzel
masse, unterkri-

tisch laufend. 
o DurchstoBpunkt der 
Lagerverbindungsgera -

Bezeichnungen: 
e = Schwerpunktsexzentrizitat 
k = Tragheitshalbmesser der Scheibe 
r = Radius der Fliehkraft 
P = elastische Wellen kraft 
IX = elastische Wellenkraft flir y = I 
t = Zeit 

cm 
cm 
cm 
kg 
kg/em 
sek 

AufgabensteHung. Auf einer lotrechten, an beiden 
Enden in starren Lagerstandem kugelig gelagerten und 
masselos angenommenen Welle sei eine symmetrische 
schmale Scheibe von der Masse m nach Abb. I genau 
senkrecht aufgekeilt. Der Schwerpunkt 5 der Scheibe 
soIl vom Wellenmittel M urn den Betrag "e" entfemt 
liegen (Abb. za). Bei der Drehung der Welle tritt an 
der in der Ebene EE bewegten Scheibe infolge der 
Schwerpunktsexzentrizitat eine Fliehkraft 

F =mrw2 (a) 

auf, welcher die der Durchbiegung y proportion ale 
Biegungssteifigkeit 

P =/Xy (b) 
;::e!~E~~:t~:;: der ausgebogenen Welle das Gleichgewicht zu halten 

punkt der Scheibe suchU Wird von der inneren Reibung und von Ober-
(WellendurchstoB- flachenwiderstanden durch das umgebende Mittel ab-

punkt),S Schwerpunkt 
der Scheibe. gesehen, SO ist ein stationarer Umlauf nur moglich, 

wenn beide Krafte gleich groB sind und die Punkte 
OMS in einer Geraden liegen. Dies schlieBt zwei mogliche FaIle ein. 

Der Schwerpunkt 5 liegt auBerhalb von UJrl und bewegt sich auf 
einem Kreise mit dem Radius r = y + e urn die ursprtingliche Ruhelage 
00 der Welle (Abb. zb). Dann gilt 

m(y+e)w2=/Xy (c) 

1 Vnter Voraussetzung kleiner Durchbiegungen, fiir die in der Gleichung der 
elastischen Linie y"j(I + y'2)3/. = - MjEJ das y'2 gegen Eins vernachlassigt werden 
kann, wodurch sich die reduzierte Gleiehung y" = - M/EJ ergibt, die in der 
Festigkeitslehre durchwegs angewendet wird. Z. B. Hiitte, Bd. I, 26. Auf I.. S.599· 
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und 
e 

y=-~---. (r) 
mw2 -I 

1st <X = mw2, so wird dieser Ausdruck fUr y = 00. Dies entspricht der 
kritischen Drehschnelle 

Die kritische Drehzahl der Welle ist 

Die geradlinige Aufeinanderfolge der 
Punkte 0 M 5 bestimmt den sogenannten 
unterkritischen Bereich. 

Der dynamische Charakter der GIg. (2) 
geht aus dem Umstande hervor, daB sie 
neben der statischen GroBe <X (Elastizi
tatscharakteristik des Systems im be
trachteten Punkt) die Masse m der 
Einzellast enthalt. Unter Elastizitats
charakteristik solI dabei die elastische 
Kraft verstanden werden, die die Welle 

a.) 

r= 0 

Welle in Rube. 

(2) 

'b) 

Unterkritiscber 
relativer Dauer-

zustand. 

ausiibt, wenn sie im betrachteten Punkt Abb. 2a und b. Relative Schwer
urn die Einheit ausgelenkt wird. Sie ent
halt in dieser allgemeinen Fassung keine 
Vorschrift iiber die Art der Lagerung oder 
sons tiger auBerer Bedingungen; die Masse 
mist stets unabhangig davon. Die GIg. (2) 
gilt daher ohne Einschrankung zur Er

punktslage fiir w < wkr bei Ver
nachlassigung der inneren und 

auBeren Reibung. 
o Durchsto6punkt der Lagerverbindungsge

raden durch die Scbeibenebene EE 
(BiJdebene). 

mittlung der kritischen Drehschnelle von beliebig gelagerten, masselosen 
Wellen mit einer Einzelmasse. 

Untersucht man nun, welche auBere Bedingungen neben der Lagerung 
auf <X einwirken, so ergeben sich zwei Gruppen. 

Zur ersten Gruppe gehoren jene einfachen Systeme, deren Elastizitats
charakteristik durch die Abmessungen der Welle, durch ihre Lagerung, 
durch den Lastangriffspunkt und durch den verwendeten Werkstoff be
stimmt ist. Ein Beispiel dazu ist das System nach Abb. I. HierfUr ist 

p 48EJ 
<X = Y = -1~3~' (d) 

und nach (2) 
2 _ 48EJ 

Wkr - ~;n{3' (2 a) 

Uberlagert man in diesen Fallen der Fliehkraft eine weitere Kraft (z. B. 
Riemenzug, Zahndruck) mit einer dieser gleichartigen Wirkung, so kann 
dadurch <X und damit Wkr nicht gegeniiber dem urspriinglichen Werte 
geandert werden. 

I' 

A 
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Die zweite Gruppe umfaBt solche Systeme, bei welchen die Elastizitats
charakteristik auBer durch die vier gegebenen Bedingungen noch durch 
zusatzlich wirkende Krafte oder Momente von anderem Wirkungssinn als 
dem der Fliehkraft bestimmt wird. Zu diesen Bestimmungsstiicken ge
hort die Mitberiicksichtigung der Querkraft auf die Durchbiegung, das 
Vorhandensein eines Kreiselmomentes, einer Langskraft' eines Dreh
momentes oder einer Lagerelastizitat. Sie haben eine steilere oder 
flachere Elastizitatscharakteristik und daher auch eine andere kritische 
Geschwindigkeit zur Folge als jene Systeme, bei welchen die vier ge
nannten Bestimmungsstiicke die Systemelastizitat eindeutig festlegen. 
1m ersten Abschnitt sind diese Falle behandelt und mit den einfachen 

0) 

,2 = y2 + e2 

Kritischer 
Momentan

zustand. 

r=y-e 
Oberkritischer 

relativer Dauer· 
zustand. 

Abb. 2 C und d. Relative Schwer
punktslage fUr w:> wkr bei Ver
nachlassigung der inneren und 

auBeren Reibung. 

Systemen verglichen. 
In der kritischen Drehzahl ist die Be

wegung nicht stabil. Die Schwerpunkts-
A exzentrizitat MS = e steht senkrecht 

auf UM = y, der Schwerpunkt eilt der 
groBten Wellenauslenkung urn ']lIz vor
aus (Abb. zc). 

Die Hohe der kritischen Drehschnelle 
ist nach (z) unabhangig von der GroBe 
der Schwerpunktsexzentrizitat. Diese 
hat zur Folge, daB flir w = Wkr bei 
e > 0 die Bewegung unstabil ist, weil y 
standig wachst, wahrend mit e = 0 nach 
GIg. (1) die Auslenkung y unbestimmt 
wird, die Bewegung bei jeder Auslen
kung im indifferenten Gleichgewicht er-

folgt. Die kritische Drehzahl kann daher auch als jene Drehzahl definiert 
werden, in der ein Umlauf dauemd ohne Eigenstorung moglich ist, wenn 
die Scheibenschwerpunkte genau in der Wellenachse liegen. Von dieser 
Definition wird bei den spater angegebenen allgemeinen Verfahrensarten 
zur Ermittlung der kritischen Drehschnelle beliebig belasteter Wellen 
Gebrauch gemacht. 

E. SCHWERIN hat die Stabilitat umlaufender, radial und axial belasteter Wellen 
unter Anwendung der ungektirzten Gleichung der elastischen Linie untersucht 
und gefunden, daB die Schwerpunktsexzentrizitat die Rohe der kritischen Dreh
schnelle beeinfluBt. Nach dieser Quelle ist der Lagerungsfall nach Abb. I ohne 
Langskraft ein Sonderfall der gleichzeitig radial und axial belasteten Welle und 
die kritische Drehschnelle, mit e abnehmend, naherungsweise durch 

(z b) 

gegeben. Geht e zur Grenze Null, so geht (zb), wie erforderlich, in (za) tiber. Indes 
ist e fiir tatsachlich vorkommende FaIle zufolge des geforderten ruhigen Laufes 
eine so kleine Zahl (GroBenordnung von 10-3 cm) im Vergleich zur Lagerentfer
nung I (GroBenordnung von 102 cm), daB ihr EinfluB auf die Rohe der kritischen 
Drehschnelle praktisch bedeutungslos ist. 



Nimmt III 

Lotrecht gelagerte Welle ohne Kreiselwirkung. 

e 
Y=--

(X 
---I 
mw2 

5 

(I) 

!Xjmw2 noch weiter ab, was durch weiteres Wachsen von w erreicht wird, 
so wird !Xjmw2 < r und y negativ. Beim Uberschreiten der kritischen 
Drehschnelle wandert der Schwerpunkt 5 in die Verbindungsgerade OM 
(Abb. zd). Das negative Vorzeichen fUr y bringt den Phasenunterschied 
urn den Bogen n zwischen den Richtungen von y und e zum Ausdruck. 

Die geradlinige Aufeinanderfolge der Punkte OS M kennzeichnet den 
sogenannten uberkritischen Be- G 

reich. 
y nimmt mit steigender Dreh

schnelle ab. Fur w = = wird 
y = - e, d. h. die Scheibe rotiert 
urn ihren Schwerpunkt, wahrend 
die urn e ausgebogene Welle einen 
Kreis urn 5 mit dem Halbmesser 
e beschreibt. 

Markiert man die Auslenkun
gen der Welle bei den betrachte
ten Zustanden, so liegen die 
Marken bei der ruhenden Welle 
in der Richtung 
(Abb. z b, c, d) 
wenn die Markierung bei w 
vorgenommen wurde. 

5 

l/If 
e 
I 3 
I 

2 

" -------
o 42 41f as 48 1,0 ~z ~¥ ;6 1,8 Z 

wjwlrT" 

Abb. 3. Verhaltniswerte yje und rje 
in Abhangigkeit von wjwkr nach den 

Glgn. (4) und (5). 

MS -1 MS 

Dies ist beim Massenausgleich fur das Anbringen der Auswuchtmasse 
zu berucksichtigen. Da praktisch nur der Betrag der Auslenkung inter
essiert, so solI vor die linke Seite von (r) im uberkritischen Bereich das 
negative Vorzeichen gesetzt werden, wodurch sich y als positiv errechnet. 
Wird auJ3erdem nach Gig. (z) fur !Xjm = Wkr2 geschrieben, so ergibt sich 

e y = ± ._----
(W;r r -I ' 

und der Radius der Fliehkraft, wenn w nicht in unmittelbarer Nahe von 
Wkr liegt, e r=±-----·. 

I_(~)2 Wkr 
(5) 

+ gilt fur unterkritischen, - fUr uberkritischen Lauf. Diese beiden 
Beziehungen sind in der Abb. 3 graphisch dargestellt. Nach (4) und (5) ist 

yje = I fur wjwkr = 0,707 oder + =, 
rje = I fUr wjwkr = 0 oder 1,414. 

Die beim Umlauf in den exzentrisch liegenden Schwerpunkten ent
stehenden Fliehkrafte sind also die Ursache, daB die Welle Auslenkungen 
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urn ihre Ruhelage erfahrt. Sie ergeben eine mit der Periode eines Um
laufes nach GroBe und Richtung veranderliche Lagerbelastung und daher 
Veranlassurrg zu Schwingungen der Maschine und des Fundamentes. Da 
die Fliehkrafte proportional der Schwerpunktsentfernung r von der ur
spriinglichen Ruhelage 0 sind (Abb. 3), so werden bei gleichem absoluten 
Abstand von Wkr oberhalb der kritischen Geschwindigkeit die Fliehkrafte 
und mit ihr die Unruh en der Maschine kleiner sein als bei unterkritischem 
Lauf, was auch aus Beobachtungen hervorgeht. 

Nachweis der Punktlagen OMS. 

Im folgenden soll mittels der Differentialgleichungen der Scheibenbewegung 
untersucht werden, ob die angegebene Lage der Punkte 0 M S im unter- und iiber

kritischen Bereich unter den gemachten Vor
aussetzungen beziiglich der Reibungsfreiheit 

~ dauernd moglich ist. 
Es sei der allgemeine Fall angenommen, 

daB die Punkte 0 M S nicht in einer Geraden 
liegen. Die augenblickliche Lage des Schwer
punktes ist in einer senkrecht zur Lagerverbin
dungsgeraden 00 liegenden Ebene durch die 
Koordinaten ~ und 'fJ nach Abb. 4 festgelegt. 
Die Schwerpunktskoordinaten in bezug auf den 
ScheibendurchstoBpunkt M in der ~- und 

Abb. 4· Bewegungszustand des 'fJ-Richtung sind e cos lP und e sin lP. In dem 
Scheibenschwerpunktes S. dargestellten Bewegungszustand bewegt sich 

der Schwerpunkt S urn 0 mit der Prazessions
drehschnelle p. = dcp/dt, wahrend die Scheibe gleichzeitig urn S mit der Eigen
drehschnelle 'lI = dlP/dt umlauft. Die resultierende Drehschnelle (Betriebsdreh
schnelle) wist dann bei einer Scheibenlage gemaB Abb. I (parallele Dreh
schnellenvektoren) und der angegebenen Winkelbeziehung der Abb. 4 

w = P. + 'V = dlP/dt. (e) 

Wahrend des Umlaufes greifen im Schwerpunkt die Massenkraft und die elastische 
Wellenkraft an. Im zugrundegelegten Koordinatensystem bestehen daher fiir das 
Gleichgewicht die Beziehungen: 

d2~ 
m dt2 + IX (~- e cos lP) = 0, 

(f) 
d 2'fJ 

m dt2 + IX ('fJ - e sin lP) = o. 

Dazu kommt noch die Bewegungsgleichung fiir die Drehung der Scheibe. Das von 
der Welle auf die Scheibe iibertragene Drehmoment urn den PolO hat die GroBe 

d2lP (d2'fJ d2~ ) MD = m k 2 dt2 + m ~---;[i2 -'fJ (ji2"" . (g) 

Darin ist k der Tragheitsradius der Scheibe, bezogen auf die durch S gehende Hallpt
achse. In (g) ist der erste Summand das Moment infolge der Scheibenbewegung 
urn den Schwerpunkt, der zweite Summand das Moment der im Schwerpunkt 
vereinigt gedachten Masse urn O. 

Ist das Beschleunigungsmoment MD = 0, was z. B. im stationaren Zustand 
der Kraftiibertragung zutrifft, so ist w = konst.; damit wird aus (g) und (f) 

'fJ/~ = tg lP, 'V = 0, W = dc]J/dt = P. = konstant, 
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und als partikulare Uisungen der GIgn. (f) und (g) erhalt man zwei Lagen fUr den 
Schwerpunkt 5: 

1J! = 0, <P = rp und die Schwerpunktskoordinaten (w < wkr), 

; = r cos rp, 1] = r sin rp; 

1J! = n, <P = rp + n und die Schwerpunktskoordinaten 

; = r cos (rp + n) = - r cos rp, 
1] = r sin (rp + n) = - r sin rp. 

(h) 

(i) 

Setzt man (h) und (i), bzw. ihre Ableitungen in die GIg. (tl ein, so erhalt man mit 
ajm = wk/ fUr W :§ wkr die GIg. (5) 

e 
r= ±--c---I _(~)2' 

Wkr 

(5) 

Damit ist bewiesen, daB sich der Schwerpunkt fiir W :§ wkr auf einem Kreise bewegt, 
dessen Halbmesser bei gegebener Exzentrizitat e nur von dem Verhaltnis wjwkr 
abhangt; die geradlinige Stellung der Punkte OM 5 nach Abb. zb und zd ist sonach 
als stabile Lage maglich. 

A. FOPPL hat die allgemeine Lasung der GIg. (f) angegeben. Nach dieser ist 
auBer der schon erhaltenen Kreisbewegung noch eine von der Schwerpunkts
exzentrizitat unabhangige elliptische Bewegung des Schwerpunktes moglich, die 
aber auch ohne Dampfung keine unendlichen Werte annehmen kann und praktisch 
durch die vorhandenen Bewegungswiderstande vernichtet wird. 

Bestimmung der Lage von y zu e und der Schwerpunktsbahn in der 
kritischen Drehzahl. 

Mit Hilfe der Glgn. (f) und (g) laBt sich nach H. LORENZ die Bahn des Schwer
punktes bestimmen, wenn die Welle, in einer Fiihrung auf die kritische Drehschnelle 
gebracht, platzlich freigegeben wird und mit wkr = konstant weiterlauft. 

Multipliziert man die erste Gleichung von (f) mit 1], die zweite mit; und sub
trahiert sie voneinander, so erhalt man mit ajm = Wkr2 

d2; d21] 2 • 
'YI -- -; ----- = W k e ('" cos<P -; sm <P). ., dt2 dt2 r" (k) 

Die Lage des Schwerpunktes 5 ist vom Ursprung 0 durch r2 = ;2 + TJ2 und von 
der ~-Achse durch den Winkel rp festgelegt. Die linke Seite von (k) wird dann mit 

d2;jdt2 = dv!;jdt und d21]jdt2 = dv,)jdt, 

(1) 

Die Beziehung (I) stellt das Differential der statischen Momente der Geschwindig
keitskomponenten, bzw. des resultierenden Geschwindigkeitsmomentes r2drpjdt == r2tt 
bezogen auf den Ursprung 0, vor. Die GIg. (1) kann daher mit (k) auch 

- ~- (r2 tt) = e wkr2 (1] cos <P -; sin <P) 
dt 

geschrieben werden. Setzt man nun in (g) den Ausdruck (k) ein, so wird 

d2<P 
MD = m k 2 dt2- - m e wkr2 (1] cos $ -; sin $). 

(m) 
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Mit (m) und d(/)/dt = w nach (e) wird 

dw d 
MD = m k 2 dt + mdi (r2 p) 

und mit d(/) = wdt multipliziert, erhalt man 

MDd(/) = mk2wdw + mwd(r211)· 

Die Bewegung soli flir w = konstant betrachtet werden. Dann ist dw = 0 und das 

Integral I M D d(/), gerechnet von (/) = 0 bis (/) = (/), bzw. r = e bis r = r (also 

vom Beginn des Freigebens der Welle bis zu beliebigen ganzen Umdrehungen), 

<P r 

A = I MDd(/) = m w I d(r2 p) (n) 
o 

stellt die gesamte Arbeit des Momentes vor. Sie dient zur Anderung der kinetischen 
Energie der Schwerpunktsbewegung (die am Anfange der Betrachtung - Umlauf 
in der Fiihrung bei wkr mit e = konstant - die Radialgeschwindigkeit Null hat), 
mit dem Anteil 

m m m (dr)2 Al = - (v 2_ V0 2) = - (r2p 2_ e2 w2) + - -
z z z ,dt 

und zur Erzeugung der Auslenkung y durch die Formanderungsarbeit 

t y2 mWkr2y2 
A 2 = J~ydY=~2= Z 

o 
Daher ist 

oder 
r 

A = m w Id(r2 p) = : [r2 112 - e2 w2 + ( :; r + y2 Wkr2]. (0) 

Darin kann das Quadrat der Radialgeschwindigkeit (drjdt)2 des Schwerpunktes 
wegen seiner Kleinheit gegen die iibrigen Glieder vernachlassigt werden. Ist p = w, 
so wird (0) 

r 

ZW ~ d(r2w) = 2W2 (r2 - e2) = r2w2 - e2w 2 + y2Wkr2 

oder 
(r2 - e2) w2 = y2wkr2. (p) 

Die auBere Arbeitszufuhr ist das Integral von (0) 

r 

A = mw2 I d(r2) = mw2 (r2 - e2). (q) 

Daraus erhalt man fiir w = konstant das Moment aus 

dA dA dt I dA 
MD = d(/) = de d(/) = rodt 

mit (p) zu 
dr wkr2 dy 

MD=zmwr-=zm--y-, 
dt (JJ dt 

(r) 
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das zu gleichen Teilen zur Vermehrung der kinetischen Energie, bzw. zur Steigerung 
der Formanderung dient. 

1m besonderen wird fur die hier vorgesehene Betrachtung mit W = wkr aus (p) 

(6) 

d. h., M 5 steht in der kritischen Drehschnelle senkrecht auf 0 AI. 
Das Moment MD in der kritischen Drehschnelle kann jetzt infolge der Be

ziehung (6) aus der elastischen Wellenkraft exy zu 

(s) 

berechnet werden. Durch Gleichsetzen von (s) mit (r) unter Berucksichtigung 

von W = wkr wird 
dy 
dt 

und die Auslenkung y der Welle in der Zeit t nach 
dem Freigeben der Fuhrungen 

Ji t 

_ \' d _ eWkr \' d _ eWkr t y- y--- t---. 
. 2., 2 

(t) 

Der Scheibenmittelpunkt bewegt sich daher auf einer 
archimedischen Spiraie, wahrend die Schwerpunkts
bahn der Poiarengleichung 

( 
W 2t 2) r2 = e2 I + --"_r _ 

. 4 
(u) 

foigt (Abb. 5). Nach jedem Umlauf (wkr T = 2n) 
wachst y urn ne. Die Auslenkung der Welle wird nach 
einigen Umiaufen bereits einen solchen Betrag an
nehmen, daB ein Verbiegen oder ein Bruch der Welle 
eintreten miiJ3te. 

Anlaufsverha.ftnisse. Uiuft eine Welle durch 

Abb. 5. Bahn des Wellen
durchstoJ3punktesM (-) 
und des Schwerpunktes 5 
( _._._) in der kritischen 
Drehzahl. Der Schwer
punkt wandert fiir W t > n 
praktisch genau auf der 
Bahniinie des Scheiben
mitteipunktes, urn den Be-

ein gleichformig anwachsendes auBeres Dreh- trag "e" dies em voreilend. 

moment hoch, so entsteht eine Drehzahlsteige-
rung und infolge der Schwerpunktsexzentrizitat eine Auslenkung. Die 
zugefUhrte Energie ist als kinetische Energie in der umlaufenden Masse 
und als potentielle Energie in der elastisch ausgelenkten Welle vorhanden. 
Der Energieanteil ftir die erst ere wirkt steigernd, fUr die letztere hemmend 
auf die Beschleunigung des Systems. 

Nahert sich die Drehschnelle der kritischen Drehschnelle, so nimmt die 
Auslenkung y, also auch der dazu benotigte Energieanteil des Dreh
momentes unverhaltnismaBig stark zu. Infolgedessen nimmt die Be
schleunigung der Welle, die fUr n ~ nkr nahezu gleichformig anwuchs, bei 
der Annaherung an die kritische Drehschnelle abo In der kritischen Dreh
zahl erfolgt keine Steigerung der Winkelgeschwindigkeit, weil die ganze 
zugefUhrte Energie zur Erzeugung der 00 groBen Auslenkung aufgebracht 
wird. Aus diesem Zustande kann die Welle nur durch ein groBes, momen
tan wirkendes Beschleunigungsmoment herausgerissen werden. 

Bei Wellen, die tiberkritisch laufen, wird man daher die Wellen
ausschlage durch enge Ftihrungen begrenzen, wodurch die Aufnahms-
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fahigkeit fUr die potentielle Energie in geeigneter Weise festliegt und einen 
erschtitterungsfreien Durchlauf durch den kritischen Bereich ermoglicht. 
Dieser wird urn so sanfter erfolgen, je kleiner der von der Welle ausgetibte 
Widerstand ist, je enger der Wellenausschlag durch Ftihrungen begrenzt 
wird und je groBer das Beschleunigungsmoment ist, das zum Anlauf zur 
Verftigung steht. 

In dem MaGe, als die Wellenauslenkung bei weiterer Steigerung von n 
tiber nkr hinaus abnimmt, kommt zum zugefUhrten Drehmoment das zu
satzliche Beschleunigungsmoment des freiwerdenden potentiellen Energie
anteiles und bewirkt dadurch eine anfanglich starkere Beschleunigung, 
als dem zugeleiteten Anlaufmoment entspricht. 

Abb. 6. Lagerung 
einer Welle in 
elastisch nachgie
bigen, masselosen 
Lagerstandern. 

StabiHtiit bei aberkritischem Lauf. Durch die 
Dberlagerung einer kleinen Storung tiber die Bewegung 
oberhalb der kritischen Geschwindigkeit hat A. STO
DOLA nachgewiesen, daB bei gleichbleibendem Schwung 
der stabile Zustand (bei der die tiberlagerte Storung 
abklingt) erst fUr Wkr + L1 vorhanden ist. Ftir kleine 
Werte von L1 gilt angenahert 

(v) 

Aus (v) ist ersichtlich, daB der unstabile Bereich mit 
der Schwerpunktsexzentrizitat wachst, jedoch mit dem 
Tragheitsradius k der Scheibe abnimmt. Da k gegen e 
bedeutend tiberwiegt, so wird der unstabile Bereich 
oberhalb von Wkr kleiner sein als die Differenz W -Wkr' 

welche praktisch aus Grtinden ruhigen Laufes nicht unterschritten 
werden solI (Abb.3). 

E1astisch nachgiebige Lagerung. Entgegen der im vorigen Beispiel 
vorausgesetzten Starrheit der Lagerung ist praktisch stets eine gewisse 
Elastizitat in den Lagerkorpern vorhanden. Urn diesen EinfluB auf die 
kritische Drehzahl zu untersuchen, solI eine masselose Welle betrachtet 
werden, die nach Abb. 6 symmetrisch zu den Lagern durch eine Einzel
masse belastet ist und deren Lager in Ebenen senkrecht zur Lagerverbin
dungsgeraden nach allen Richtungen gleich elastisch sind. In der Abb. 6 
ist dies durch Federn angedeutet, welche die Wellenenden in der Ruhe
lage in die ursprtinglichen Ruhepunkte 00 zurtickbringen. 

Die beim Umlauf durch die exzentrische Masse m entstehende Flieh
kraft F erzeugt eine gesamte zusatzliche Auslenkung des dargestellten 
Systems entsprechend GIg. (b) zu 

F 
Y=-, 

()(.E 

die jetzt auch die Elastizitat der Lagerung enthalt. Sie kann daher 

(w) 

+ F+F (x.) Y=Yw YL ~ --z;x 
W L 
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geschrieben werden, wenn rXw und rXL Krafte darstellen, welche die Welle, 
bzw. der Lagerkorper der Auslenkung urn die Einheit entgegensetzen. 
Nach dem Gleichsetzen von (w) und (x) folgt die Gesamtkraft, welche 
das System bei der Einheitsauslenkung hervorbringt, zu 

rXE = (y) 

Die hier interessierenden Grenzwerte von rXE sind gegeben mit rXL = 0, 

wodurch rXE = 0 und nach GIg. (2) auch Wkr = 0 wird und mit rXL = 00 

bei starrer Lagerung, bei der rXE = rX W == rX wird, wie gefordert werden 
muB. Praktische Ausflihrungen von Wellenlagerungen konnen daher nur 
naher der letzteren Grenze liegen. Allgemein ist also rXE ;S rX und 

0,8 ( 
Durch die Verkleinerung der Gesamtelastizitat ~ 0,8 

infolge der zusatzlichen Elastizitat der Lagerung ~7' 
wird nach (z) auch eine klein ere kritische Dreh- q'f 

(z) 

schnelle erhalten. 0,21-+-+-1-+--1 
Der EinfluB der Lagerelastizitat auf die kri

tische Drehschnelle ist in der Abb. 7 als Verhalt
niswert "WE = kritische Drehschnelle bei elasti
scher Lagerung zu Wkr = kritische Drehschnelle 
bei starrer Lagerung" tiber rXL/rXW aufgetragen.1 

Bei praktischen Ausflihrungen sind die Elastizi
taten in den einzelnen Lagerkorpern nach GroBe 

8 10 

Abb.7. Verh1iJtniswerte 
wE/wkr' aufgetragen 

tiber IXL/IXW' 

und Richtung verschieden. Dazu kommt noch die mitschwingende Masse 
der Lagerkorper, die, ahnlich wie im Anhang bei den Fundamentschwin
gungen behandelt, AnlaB zu besonderen kritischen Storungen geben 
kann. Deshalb ist bei der Konstruktion auch flir moglichste Starrheit 
der Lagerung Sorge zu tragen. Die elastische Lagerung der Welle kommt 
bei den dynamischen Auswuchtmaschinen zur Anwendung, weil es da
durch moglich ist, die Unwuchtlage und -groBe in der Eigenschwingungs
zahl des Systems "Welle - Lagerung" infolge der dabei entstehenden 
groBen Ausschlage einwandfrei festzustellen (Abschnitt XI). 

2. Lotremt gelagerte WeHe mit Kreiselwirkung. 
Bezeiehnungen: 

IXo = Auslenkung unter einer Einheitskraft 
flo = Auslenkung unter einem Einheitsmoment 

oder Neigung unter einer Einheitskraft 
Yo = ~eigung der elastisehen Linie unter einem Einheitsmoment 

em/kg 
cm/cmkg 
I/kg 
I/emkg 

1 Das gekoppelte System nach Abb. 6 kann aueh auf ein einfaches System mit 
starrer Lagerung (Abb. I) zurtiekgefiihrt werden, dessen Lagerentfernung 11 der 
Bedingung l' = I (IX/IXE)'/' gentigt. 
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e = Gesamtschwerpunktsexzentrizitat der Scheibe cm 
s = Einzelschwerpunktsabstand der Scheibenhalften yom Wellendurch-

~~ili = 
Z F = Fliehkraft einer Scheibenhalfte kg 
K = Kreiselmoment cmkg 
~ = Schwungvektor (Drallvektor) cmkgsek 
D = Betrag des Schwungvektors cmkgsek 
11 = Prazessionsdrehschnelle 1/sek 
11 = Eigendrehschnelle 1/sek 
<5 = Winkel im BogenmaB, den die Tangente an die elastische Linie 

(Figurenachse) im Scheibenbefestigungspunkt mit der Lagerver
bindungsgeraden 00 (Prazessionsachse) einschlieBt 

{) = Winkel im BogenmaB zwischen der Prazessionsachse 00 und dem 
resultierenden Schwungvektor ~ 

rp = a/I = Verhaltniswert 

Das Kreise1moment. Nach den gemachten Voraussetzungen lag in 
dem bisher betrachteten Lagerungsfall der Abb. I die Scheibenbewegung 
in der Scheibenebene EE; durch die Fliehkraft und die Wellenelastizitat 
war das Gleichgewicht, also auch die Durchbiegung bestimmt. 

Sitzt die starre Scheibe jedoch auBerhalb der Lagerentfernungs
halbierenden (Abb. IZ) oder ist sie fliegend angeordnet (Abb.30 u. 3I), 
so verlaBt die Scheibe beim Umlauf die Ebene EE, die Tangente an die 
elastische Linie im ScheibendurchstoBpunkt M beschreibt dann einen 
Kegel mit dem Erzeugungswinkel t5 zur Lagerverbindungsgeraden 00. 

Diese Bewegung der Scheibe ist in der Kreiseltheorie eine erzwungene 
regulare Prazessionsbewegung, zu welcher das Moment bestimmt werden 
muB, das die Bewegung in dem erzwungenenSinne aufrecht erhalt. Das 
hierzu erforderliche Kreiselmoment Sl' folgt allgemein aus dem Flachen
satz 

d~ 
dt = Sl'; (a) 

es stellt die Anderungsgeschwindigkeit des Schwungvektors 'tI vor. 

Die Beziehung (a) laBt sich aus der dynamischen Grundgleichung des starren 
Korpers ableiten. Diese lautet in der Vektorform 

Bildet man das auBere Produkt der Kraft ~ mit dem von einem gegebenen Pol 
gezogenen Radiusvektor t, so erhalt man das statische Moment dieser Kraft 

db 
W1=~t=Emtdt· 

Der Vektor W1 steht senkrecht auf der durch ~ und t gebildeten Flache. Nach 
einem Satze der Vektorrechnung ist das auBere Produkt zweier gleichgerichteter 
Vektoren gleich Null. Ohne an dem Werte der fur W1 erhaltenen Beziehung etwas 
zu andern, kann daher der Summand 



Das Kreiselmoment. 13 

darin eingefiihrt werden, wodurch sich die rechte Seite der Beziehung von 9R zu 
einem vollstandigen Differential 

dtJ dr d 
mr--+mtJ--=-[mtJr] 

dt dt dt 
erganzt. Daher ist 

dtJ d Emr--= -[EmtJrl dt -- dt J 

und fur 9R kann 
d 

9R = -dt [E m tJ rJ 

geschrieben werden. 1st insbesondere tJ = rw, so wird das Moment 
d d'1) 

9R =dt [E m t 2 wJ = --it' 0 

also gleich der Anderungsgeschwindigkeit des Schwung
vektors '1)1 Ais Schwung ['1)1 eines Korpers bezuglich 
einer Achse ist das Produkt aus dem Massentragheits
moment Emr2 mit der Drehschnelle w zu verstehen. 
Er ist zugleich derj enige DrehstoI3, welcher einen starren 
Korper momentan aus dem Ruhezustand auf den sta- Priizessions-
tionaren Bewegungszustand bringt. achse 

w 
Figurenachse 

Zu den erwahnten, die Durchbiegung bestim
menden Kraften kommt noch das Kreiselmoment, 
mit welchem die Scheibe bei der Drehung auf die 
Welle wirkt. Die elastische Linie und die Scheibe 
fiihren urn die urspriingliche Achse 00 (Prazes
sionsachse) eine gleichformige Prazessions bewe
gung mit der Prazessionsdrehschnelle f..' aus, 
wahrend die Scheibe gleichzeitig urn die Tangente 
an die elastische Linie (Figurenachse) mit der 

Abb. 8. Kreiselwirkung 
bei der Prazession im 

Gleichlauf. 

Eigendrehschnelle ." umlauft (Abb. 8). Die gleichzeitige Drehung der 
Scheibe urn ihre Figurenachse und urn die Prazessionsachse la8t sich 
durch eine resultierende Drehung ersetzen, fiir welche in der Vektorform 
die Beziehung 

besteht. Bei den hier vorkommenden geringen Richtungsunterschieden 
von,." und ." kann cos 01 und cos O2 = I gesetzt werden, so daB in diesem 
Falle mit der geometrischen Summe auch die arithmetische Summe 

W =fl + v (b) 

gilt. Es sind nun die Schwungkomponenten zu untersuchen, welche von 
der Scheibe ausgeiibt werden. 

In der Figurenachse wirkt die Schwungkomponente, die sich in ihrem 
absoluten Betrag aus den in diese Achse fallen den Drehschnellen 
v + fl cos 0 und dem axialen Tragheitsmoment A der Scheibe zu 

imvl = A (v + fl cos 0) 

1 Vektoren werden mit deutschen Buchstaben (z. B. ~). ihre Betrage mit I~I 
oder mit normalen Buchstaben (z. B. D) bezeichnet. 
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f/u:coso 0 D"sin6 

~,u.\ .1t 

\2 
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\ 
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o"sint5-Dp,cDSO 
o 

Abb. 9. Schwung
vektoren. 

;l) resultierender Schwung
vektor, .;l)v Schwungvek

torkomponente in der Fi
gurenachse, ;l) I' Schwung

vektorkomponente .L zur 

ergibt. Senkrecht zur Figurenachse (Abb. 9) steht 
nun die Schwungkomponente, welche sich aus der 
iibrigbleibenden Komponente fl sin 15 der Prazessions
drehschnelle fl und dem in diese Richtung fallenden 
aquatorialen Tragheitsmoment B der Scheibe 
bildet, zu 

1mI'I = B fl sin b. 
Setzt man die unter dem Winkel n/2 stehenden 
Schwungkomponenten ml' und mv zu dem resul
tierenden Schwungvektorm zusammen, so sieht man, 
daB derselbe nicht in die Prazessionsachse fallt 
(Abb. 9). Die zeitliche Anderung des Schwung
vektors m ergibt nach dem Flachensatze das von 
den Lagem abzufangende, bzw. das von der Scheibe 
auf die Welle wirkende Kreiselmoment nach 
Abb. IO zu 

I~I = I dd~1 = (D sin~) ~~ CD sin~) fl· (c) 

Da 
Figurenachse. D sin ~ = Dv sin 15 - D" cos 15 

= A (v + fl cos b) sin 15 - B It sin 15 cos 15, (d) 

so laBt sich der Betrag des Kreiselmomentes auch schreiben 

K = [A (v + fl cos b) sin 15 - B fl sin 15 cos 15] fl 

o oder 
K = A fl v sin 15 + (A - B) fl2 sin 15 cos b. (e) 

Das Kreiselmoment besteht aus zwei Gliedem: 
aus dem eigentlichen Kreiselmoment 

Aflv sin 15, 

welches auch als das Kreiselmoment eines Kugel
kreisels definiert wird (A = B), und aus dem 

as) Schleudermoment 
I Ov$ino-~cos6 (A - B) fl2 sin 15 cos 15, 

# welches von den Fliehkraften der Scheibenhalften 
Abb. 10. Zeitliche herriihrt (und auch dann vorhanden ist, wenn 

Anderung des Schwung- d die Schwerpunktsexzentrizitat e = 0, ie 
vektors ~. 

Scheibe aber schrag aufgekeilt ist). 

Fur diesen Nachweis ist der Einfachheit halber angenommen, daB der Kreisel 
aus einer schmalen Scheibe besteht. Nach S. 165 ist die Differenz des axialen und 
aquatorialen Massentragheitsmomentes der Scheibe unter Vernachlassigung des 
Einflusses der Scheibenhohe 

A -B = mR2/4. 
In den Einzelschwerpunkten der beiden Scheibenhalften tritt je eine Fliehkraft 

ZF = 1/2 mSJ.l2 cos (j 
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auf, die sich zu einem Kraftepaar 

ZF2ssinil 

erganzen (Abb. II).l Das Fliehkraftpaar sucht nun den Winkel il zu verkleinern. 
Der Anteil des Schleudermomentes laBt sich daher auch schreiben 

R2 
(A - B) f1-2 sin 15 cos 15 m - f1- 2 sin il cos 15 

4 

und mit den Einzelschwerpunktsabstanden s = 4 R! 3n 

(A - B) f1-2 sin 15 cos 15 ~ Z F 2 s sin 15. 

Damit ist das Schleudermoment auf das Moment des 
Fliehkraftpaars der Scheibenhalften zuruckgefuhrt. Das 
Schleudermoment bewirkt eine Verminderung der durch 
die Fliehkraft hervorgebrachten Wellenauslenkung, d. h. 
die Scheibe hat das Bestreben, die Zwangsbewegung 
auf einem Kegel in die zwanglose Bewegung in einer 
Ebene zu verlegen. 

Von den durch die Beziehung (b) m6glichen 
Bewegungen interessiert praktisch jene, welche 
den Umlauf nach Abb. z b und z d aufrecht erhalt. 
Die Bedingung hierfur ist die gegenseitige relative 
Ruhe der Punkte OMS, welcher durch fl = W 

und y = 0 genugt wird;2 die elastische Linie lauft 
also im Sinne der Wellendrehung mit der Dreh
schnelle der Welle urn. Fur diese Bewegung 
wurde von A. STODOLA die Bezeichnung "syn
chrone Prazession im Gleichlauf" gewahlt. Infolge 
der Kleinheit des Winkels () kann sin () = () und 

Abb. II. Zuruckfiihrung 
des Schleudermomentes 

auf ein Fliehkraft-
moment. 

cos () = I gesetzt werden. Mit AlB = q ergibt sich 
bende Schleudermoment aus (e) zu 

dann das verblei-

K gl = Bw2 {) (q - I). 

Dieses hat das Bestreben (Abb. II), die elastische Linie auf dem kurzesten 
Wege in die Drehachse hineinzuziehen. Dadurch wird die Auslenkung 
der Welle vermindert, die kritische Drehschnelle also erh6ht, was bei 
unterkritischem Lauf erwunscht ist. 

Fur schmale Scheiben kann das Verhaltnis q = AlB = z gesetzt 
werden (Abschn. VIII). Der Fehler, den man fUr hlzR bis 0,1 begeht, 
ist nach Abb. 103 gering. Damit wird 

(8) 

1 Die Auslenkung y der Welle und die Gesamtschwerpunktsexzentrizitat e 
der Scheibe kann mit genugender Annaherung gegeniiber den Einzelschwerpunkts
abstanden s der Scheibenhalften vernachlassigt werden, da fur die tatsachlichen 
Ausfuhrungen s bedeutend uberwiegt. 

2 Dabei ist es gleichgiiltig, ob die Punkte OM S in einer Geraden liegen (ohne 
Reibung, Abb. 2 b und d) oder ob ihre Verbindungslinien eine Winkelstellung 
zueinander einnehmen (mit Reibung, Abb. 29). 
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Der Winkel 0 schlieBt bei schrag aufgekeilten Scheiben auch den Auf
keilungswinkel ein. Bei den iiblichen Laufern ist eine Schwerpunkts
exzentrizitat stets vorhanden, woraus beim Umlauf die Auslenkung y 
und bei geeigneter Lage der Scheiben das Kreiselmoment des Gleich
laufes folgt. 

Der Einf1u.6 des Kreise1momentes auf aJk'l" Die resultierende Aus
lenkung der Welle an der Scheibenbefestigungsste11e ergibt sich bei Vor
handensein einer Fliehkraft und eines Kreiselmomentes 1m Gleichlauf 
durch Dberlagerung zu 

y = IXoF - {JoKy!, (9) 

1m ~-a. 

l~~F -'\"s~---~ 
die Neigung derselben 
gleichen Punkte zu 

y' = flo F - yoKy!. (9 a) 

Zur Auffindung des Eigen
wertes, d. i. die kritische 
Gleichlaufdrehschnelle W g !, 

l sind beide Gleichungen not-

1 wendig, weil (9) zwei Unbe-
kannte enthalt, namlich y 
und in K y ! den Winkel o. 

Als Beispiel solI der Ein
-l(o"'~!~QoEF'=t-;;-------Fliehl1--";ii:----'i;ei$el- fluB der Kreiselwirkung im 
--L MomentenflaChe Gleichlauf auf die kritische 1, 

Abb. 12. Belastung einer beidseitig kugelig 
gelagerten, masselosen Welle durch eine 

Fliehkraft und ein Kreiselmoment. 

Drehzahl einer zweifach ku-
gelig gelagerten Welle unter
sucht werden, welche eine 
schmale, starre Scheibe nach 

Abb. 12 tragU Die Auslenkung IXoF und die Neigung {JoF an der 
Scheibenbefestigungsstelle durch die Fliehkraft ist 

F a2 

IXoF = 3 EJ l (1- a)2, 

F a 
flo F = 3 EJ T (I - a) (1- 2 a). 

Die Auslenkung {JoKg! und die Neigung YoKg! durch das Kreiselmoment 
an der Scheibenbefestigungsstelle lassen sich nach dem MOHRschen Satz 
ermitteln, wobei die Kreiselmomentenflache als Belastung aufgefaBt 
wird. 2 Damit wird 

flOKg! = 3~J 1 a (1- a) (I - 2 a), 

Yo Kg! = 3 ~J 1 (3 a2 - 3 a [ + [2). 

1 Die Lagerreaktionen ermitteln sich nach den Regeln der Statik aus der 
Bedingung. daB die Momente um die Lagermitten gleich Null sind, flir das untere 
Lager zu B=(Fa-Kg!)/I, flir das obere Lager zu A = [F(l--a) + KgD/I. 

2 Beispiel 13, S. 143. 



Der EinfluB des Kreiselmomentes auf wkr' 

Setzt man rp = a/I, so ergibt sich mit 
1p = rp2 (I _rp)2, C = rp (I -rp) (I - zrp), A = 1- 3rp (I -rp) 

die resultierende Auslenkung nach GIg. (g) 

y = 3~J [F!31p-Kg!!2C] 

17 

(f) 

und die Tangente an diese im ScheibendurchstoBpunkt, wenn infolge der 
Kleinheit von <5 die Ableitung y' = <5 gesetzt wird, nach (ga) 

b = 3~J [F l2 C - Kg! l AJ. (g) 

Ermittelt man aus diesen beiden Iinearen Gleichungen Fund Kg! und 
setzt fUr F = m (y + e) w2, sowie fUr Kg! = Bw2 <5, so erhalt man 

y (~2A-W2) _l<5~2C = ewz, (h) 

-lb (yz1p + w2) = 0, (i) 

• P,2 _ 3 EJ d 2 - 3 EJ . D d . h worm I-' - -in 13 (?c 1p _ C2) un Y - B 1 (?c 1p _ C2) 1St. araus wiir e SIC 
y und 1<5 errechnen zu 

(k) 

mit 

Die Gign. (k) sollen jedoch nur dazu dienen, die kritische Drehschnelle zu 
ermitteln. Diese ist in Obereinstimmung mit dem in Abschnitt I, I Ge
sagten dann vorhanden, wenn y und 1<5 = 00 werden. Offenbar ist dies 
der Fall, wenn die Determinante L1 der Gign. (k) Null wird. Dann ermittelt 
sich aus 

(I) 
die kritische Drehschnelle im Gleichlauf zu 

Wg!2= A {J2 --: 1p y2 + V ( A fJ2 --: 1p y2 r + ~2 y2 (A~ _ C2). (10) 

Die negative Wurzel hat keinen praktischen Wert. Die Beziehung (10) 
ist in Abschnitt I, 9 graphisch ausgewertet. 

Sonderfalle: 
a) rp = a/l = l/Z' Damit wird 1p = 1/16' ,= 0, A = 1/4. und nach 

kurzer Umrechnung 
WZ = Wkrz = ~z/4· 

Beriicksichtigt man, daB bei rp = 1/2 ... ~z/4 = tX/m, so wird 

Wkrz = tX/m, (z) 

wie auch in Abschnitt I, I abgeleitet. 
b) B = 00, y2 = o. Aus GIg. (I) wird 

Holba, Berechnungsverfahren. z 
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Nach Einsetzen von g; in }. und {J2 erhalt man zu jedem g;-Wert « o,S) 
fUr Wgl einen endlichen Grenzwert, welcher hoher liegt als das ent
sprechende Wkr' Dies besagt, daB sich die Scheibenebene mit groBer 
werdendem Tragheitsmoment senkrecht zur Verbindungsgeraden 00 der 
Lagermitten zu stellen sucht, d. h. das Bestreben besitzt, die zwanglose 
Bewegung in einer Ebene aufzusuchen. Das Kreiselmoment wird wegen 
des 00 groBen Scheibentragheitsmomentes durch die verbleibende un
endlich kleine Auslenkung auf einer endlichen GroBe gehalten. 

3. Horizontal gelagerte WeUe. 
Bezeichnungen: 

18 = statisehe Durchbiegung unter der Scheibe 
Imax = grofite statische Durchbiegung 

em 
em 

" = Zahlenwert 

AUgemeines. Eine horizontal gelagerte Welle biegt sich im Ruhe
zustand infolge der vorhandenen Belastungsmasse urn Is elastisch durch 

(Abb. 13). Rotiert diese Welle, so wird sie 
durch die Fliehkraft urn y zusatzlich aus
gelenkt. Diese zusatzliche Auslenkung er
folgt in gleicher GroBe wie bei der verti
kalen WeIle. Der Schwerpunkt 5 rotiert 
bei unterkritischem Lauf urn die ursprung
liche Ruhelage 0" mit dem Halbmesser 
r = y + e, der DurchstoBpunkt M der Welle 
mit der Scheibe beschreibt einen Kreis urn 
0" mit dem Durchmesser zy.l Die Art der 
Aufstellung beeinfluBt also die kritische 
Drehschnelle nicht. 1st auBer der Flieh-

Abb. 13. Scheibenschwer
punktsbahn bei horizontal ge

lagerter Welle fUr W < wkr . 

kraft noch ein Kreiselmoment vorhanden, 
so beschreibt die Tangente an die bei der Rotation sich einstellende 
elastische Linie einen Kegel, wobei die Tangente an die statische 
Durchbiegungslinie im ScheibendurchstoBpunkt die Kegelachse bildet. 

Beziehung zwischen (1Jkr and /s. Zwischen der kritischen Dreh
schnelle und der statischen Durchbiegung durch die Scheibenmasse be
steht nun eine einfache Beziehung. In GIg. (b), Abschnitt I, I ist mit eX 

jene Kraft definiert, welche die Welle bei der Durchbiegung y = I aus
ubt. 1st G = mg das Gewicht der Scheibe und Is die statische Durch
biegung der horizontal gelagerten Welle unter der Scheibe, so ist auch 
eX = Glls. Fur die Lagerung nach Abb. I3 erhalt man also aus GIg. (2) 

2 _ G g _ g 
W kr - Is -G- - 7;' (II) 

1 Die Gleichgewichtslage einer belasteten, ruhenden Welle nach Abb. 13 ist die 
Lage der statischen Durchbiegungslinie. Nur fur kleinere oder grofiere Durch
biegungen, als der statischen entsprechen, ist das Gleichgewicht gestort und es 
entsteht bei W = 0 eine Schwingung urn diese Gleichgewichtslage, die infolge der 
stets vorhandenen inneren und auBeren Reibungskrafte (Dampfung) bereits in 
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Dieses Ergebnis laBt sich allgemein auch 

(I2) 

fUr die beliebige Lastbesetzung der an beiden Enden kugelig gelagerten 
Wellen schreiben mit I < " < 1,2685, wie spater gezeigt wird.1 Aus (II) 
und (I2) folgt, was besonders zu beachten ist, daB die Auslenkungen Is 
und Imax eine BestimmungsgroBe von IX bilden und dadurch die Berech
nung der kritischen Drehzahl erlauben. Da in den meisten Fallen die 
Betriebsdrehzahl und mit dieser 
aus konstruktiven und wirt
schaftlichen Grunden die kriti
sche Drehzahl festliegt, so ist 
damit nach GIg. (12) auch Imax 

bestimmt. Die Querschnitts
abmessungen der Welle sind 
dann so zu wahlen, daJ3 bei der 
gegebenen Spannweite, der La
gerung, der Belastung und bei 
dem verwendeten Werkstoff 
dieses Imax nicht uberschritten 
wird. Fur den ersten Entwurf 
kann bei den ublichen Laufem 
mit mehreren Scheiben (Dampf
turbinen, Turbokompressoren, 
Kreiselpumpen) nach K. BAU
MANN" = 1,08 gesetzt werden. 
Fur die Laufer von Elektro
motoren und Generatoren kann 
" bis zu 1,2 ansteigen. Der 
groJ3te Wert mit ,,= 1,2685 
wird erreicht bei Wellen mit 
stetiger Massenbelegung bis zu 
den Lagem. 
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Abb. 14. Beziehung zwischen der statischen 
Durchbiegung fmax (em) und wkr fur" = 1,0 

bis 1,2685 fUr die an beiden Enden kugelig 
gelagerte, harizontale Welle. 

Aus der Abb. 14 geht hervor, daJ3 fUr hohere Werte der kritischen 
Drehzahlen die statischen Durchbiegungen durch die Massen nur Bruch
teile eines Millimeters betragen durfen. Kritische Drehzahlen unter 
W kr = 150/sek sind wegen der groJ3en statischen Durchbiegungen bei 
horizontalen Maschinen nicht mehr zulassig. Deshalb laBt man die 
Wellen vielfach bis zu einer Betriebsdrehzahl von n = 3000 Ujmin 
(w = 314/sek) unterkritisch laufen. Niedere kritische Drehzahlen kommen 

endlieher Zeit abklingt. Erst durch die Dampfung wird dem elastischen Gebilde 
die Fahigkeit gegeben, seinen ruhenden Gleichgewichtszustand anzunehmen. 

1 ,,= I fiir den Belastungsfall nach Abb. I, da dart Is mit 1m ax zusammen
fallt; fiir den Belastungsfall naeh Abb. 53 ist ,,= 1,2685, wahrend im Sehrifttum 
1,275 angegeben ist. 
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nur fUr vertikale Wellen in Betracht, da bei diesen die statische Durch
biegung (in der Ruhelage) Null ist. 

Fur die mit mehreren Massen besetzte, zweifach gelagerte, uber
hangende Welle hat die Beziehung (12) keine Giiltigkeit, da bei dieser 
die fliehkraftelastische Auslenkung und die statische Durchbiegungslinie 
nicht mehr ahnlich sind (Anhang zu I). 

4. Eigenschwingungszahl und kritische DrehschneHe. 
Bezeichn ungen: 

C1 und Ca = konstante GraBen, welche die graBte Auslenkung festlegen em 
t s = statisehe Durehbiegung unter der Scheibe em 
t = Zeit sek 
v = Sehwingungsfrequenz I/sek 

Anafyusche Bestimmang, Masse arfein. Bei waagrechter Lagerung 
wird die Welle in der Ruhelage durch das Scheibengewicht urn Is elastisch 
durchgebogen (Abb. 13). Wird die ursprunglich ruhende Welle urn y zu
satzlich ausgelenkt, so erteilt die elastische Kraft iX Y der Masse m die 
Beschleunigung d2y/dt2. Bei Vernachlassigung der Dampfung bildet sich 
eine harmonische Schwingung aus, welche fUr kleine Auslenkungen der 
dynamischen Grundgleichung von der Form 

md2y/dt2 = -iXY (a) 

folgt. Die Welle schwingt urn ihre ursprungliche Gleichgewichtslage, d. i. 
urn ihre Ruhelage 00"0. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist 

y = C1 sin vt + C2 cos vt. (b) 

Vergleicht man die zweite Ableitung dieser Gleichung, also d2y/dt2 = -v2y 
mit GIg. (a), so wird 

v2 = iX/m. (c) 

Das ist aber der gleiche Ausdruck, wie er in Abschnitt I, I abgeleitet 
wurde. Nach Einsetzen der Grenzbedingungen (z. B. y = o. fUr t = 0) 
folgt die Dauer einer vollen Schwingung T = 2 nlv; v ist die Schwin
gungsfrequenz.1 

Masse and Drehungstragheit. Sitzt die Masse in der Entfernung 
x§: l/2 von einem Lager, so entsteht bei der Schwingung gleichzeitig 
eine Drehung der Masse. Das dabei auftretende Moment 

M = I a~ I = B a2(y') 
at : at2 

ist gleichlautend der Beziehung (a) in Abschnitt I, 2 mit dem Unterschied, 
daB keine Rotation in der Umfangsrichtung, sondern eine schwingende 
Drehbewegung in der Bildebene urn den Winkel ± oy/ox = ± y' sich 

1 Aueh Kreisfrequenz genannt, da sie jene Drehsehnelle darstellt, mit welcher 
sieh der Sehwerpunkt am Umfange des Einheitskreises bewegen wiirde. 
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einstellt,1 Das aquatoriale Massentragheitsmoment B unterstUtzt die 
Masse; dadurch wird die Wellenauslenkung vergroBert. Zur Ermittlung 
der sekundlichen Eigenschwingungszahl werde von den Formanderungs
arbeiten ausgegangen. Die Arbeit der Massenkraft und des Massen
tragheitsmomentes ist 

02y y B 02(y') , 
2!a = m 8i2 1: + 2 -----w.- y , 

der durch die elastische Arbeit der Welle 

2!.=- exy L 
t 2 

das Gleichgewicht gehalten wird. Es ist also 

2!a = 2!i 
oder 

02y B y' (P(y') IX - + -- ---- + - y = o. 
0/2 m y 0/2 m (d) 

Bei vorausgesetzter Dampfungsfreiheit ist die sich einstellende Schwin
gung harmonisch. Die augenblickliche Auslenkung zur Zeit t im Massen
befeshgungspunkt x kann daher zu 

y = f (x) sin vt (e) 

angeschrieben werden, wenn mit t = 0 auch y = 0 werden solI (f(x) 9= 0), 

und f (x) die groBte Auslenkung fUr vt = :n;lz unter der Masse darstellt. 
GIg. (e) ist daher eine mogliche Losung fUr die harmonische Schwingung 
im Achsenpunkt x. Bildet man nun aus (e) die in (d) angegebenen Ab
leitungen und setzt sie dort ein, so erhalt man 

v2 (1 -+- ~ [1'£)]2) - ~ = 0 (f) 
m f (x) m 

und daraus 
2 0< 

V = ~ -:-~ !-[ t;i:; r' (g) 

1st x = liz, so muB f' (x) = 0 sein; der Ausdruck (g) geht in (c) tiber. 
Die Beziehung (g) sagt aus, daB die Drehungstragheit der Masse die 
Eigenschwingungszahl der Welle herabsetzt. 

Zusammenfassung. Die Eigenschwingungszahl (Biegungsschwin
gungszahl) ist dann zahlenmaBig gleich der kritischen Drehschnelle, wenn 
die Drehungstragheit der Scheiben vernachlassigt werden kann. 1st dies 
aber nicht zulassig, so liegt die Eigenschwingungszahl tiefer als die kri
tische Drehschnelle, auch wenn fUr letztere Kreiselmomente oder Langs
krafte unberticksichtigt geblieben sind. Ein grundsatzlicher Unterschied 
zwischen der Eigenschwingungszahl und der kritischen Drehschnelle 
besteht in der Bewegungsform. Wahrend die Welle bei Biegungs
schwingungen (w = 0) periodisch durch die Null-Lage schwingt, wandert 

1 Von der statischen Durchbiegung ist abgesehen, da sie nach Abschnitt I, 3 
das Ergebnis nicht beeinfluBt. 
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sie in der kritischen Drehzahl in sti:indig steigender Entfernung urn die 
ursprtingliche Ruhelage (e> 0). 

ExperimenteUe Bestimmung. Die Eigenschwingungszahl eines 
Laufers laBt sich experimentell verhaltnismaBig einfach bestimmen 
mittels geeigneter Apparate (z. B. mechanisch durch den GEIGERSchen 
Vibrographen oder mittels eines Oszillographen nach H. THOMA). Die 
experimentelle Bestimmung der kritischen Drehzahl wahrend des Um
laufes stOBt dagegen auf Schwierigkeiten, weil die Unruhen unterhalb der 
kritischen Drehzahl einen gr6Beren Drehzahlbereich umfassen als ober
halb derselben, wodurch die Lage des gr6Bten Ausschlages nicht einwand
frei erfaBbar ist. In Abb. IS ist der Eigenschwingungsvorgang eines 
Generatorlaufers (nach H. THOMA) aufgezeichnet, der im Stillstande 

I 

k-----1s ~ 

Abb. 15. Eigensehwingungsvorgang an einem Gene
ratorlaufer. 

durch einen Hammer
schlag zu Eigenschwin
gungen angeregt wurde. 
Innerhalb einer Sekunde 
fiihrt die Welle 27 
Schwingungen aus, was 

einer kritischen Drehzahl von 1620 U/min entspricht (unter den im vor
hergehenden Absatz gemachten Voraussetzungen). Durch den vor
handenen inneren Material- und auBeren Luftwiderstand werden die 
Ausschlage gedampft. Die Schwingungen auf der linken Seite der Abb. IS 
vor dem Einsetzen der Eigenschwingungen stellen die Bewegungen der 
Maschine und des Fundamentes vor, welche durch eine benachbarte, im 
Betriebe befindliche Kraftmaschine erzwungen wurden. Auch aus der 
TonhOhe des Grundtons HeBe sich auf die tiefste Eigenschwingungszahl 
schlieBen. Dieser ist jedoch meist von h6heren harmonischen T6nen tiber
lagert (Klangfarbe), so daB er nicht mehr rein zur Geltung kommt. 

5. Der Einflu6 der Querkraft auf die kritische Drehzahf. 
Bezeiehn ungen: 

Ym = Auslenkung durch das Biegungsmoment 
Yq = Auslenkung durch die Querkraft 
f = Wellenquersehnittsflaehe 
Wq = kritisehe Drehschnelle bei Beriieksiehtigung der Querkraft 
G = Sehubziffer 
T = Sehubspannung 
y = Sehubwinkel im Bogenmal3 
a = dimensionslose Zahl 

em 
em 
em2 

Ijsek 
kgjem2 

kgjem2 

Durch die Belastung der Welle tritt in jedem Wellenquerschnitt auBer 
dem Moment noch eine Querkraft auf. Beide bewirken eine elastische 
Formanderung. Die Querkraft vergr6Bert die durch das Biegemoment 
hervorgerufene Auslenkung der Welle. 

Die Auslenkung der Welle infolge des Biegemomentes folgt aus der 
Gleichung der elastischen Linie 

(a) 
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Fiir den Belastungsfall nach Abb. r6 wird mit q; = all fiir den rechten 
Wellenteil mit x < a 

I-a 
M = P -1- X = P (r - q;) x. 

1m linken Wellenteil wird mit x> a 
M=Pq;(l-x). 

Dann folgt die Durchbiegung Ym fUr x = a aus der Integration der 
GIg. (a). Mit den Randbedingungen Y = 0 fiir x = 0 und l wird 

_ PP 2 ()2 b Ym--3 Ej q; r-q; . ( ) 

Die Querkraft Q erzeugt im Wellenquerschnitt t 
eine mittlere Schubspannung 

Q -r:=1jJT 
Darin ist 1jJ ein Faktor, welcher die tatsachliche Schub
spannungsverteilung und die dadurch bedingte Quer
schnittsverformung beriicksichtigt. Fiir den Kreisquer
schnitt ist 1jJ = r,r85. Der auftretende Schubwinkel 
ist innerhalb des Geltungsbereiches des HOoKEschen 
Gesetzes 

i dYQ Q 
Y =G = -ix = 1jJTc' 

so daB sich daraus die Querkraftauslenkung zu 
x 

Ya = 1jJ t~ ~ dx = 1jJ tG x (c) 
o 

r 0 

iW 
!"E-a.-~ 

i E ~-t-----1 
I I I 
I I 

MI~ I I 
I I 
I I: 
I I I 

if I I I I I I I bmi 
Abb. 16. Bie
gungsmoment

und Querkraft
verteilung Hings 

der Welle. 

errechnet. Die Querkraft ist in jedem Wellenquerschnitt 1m rechten 
Wellenteil 

dM Q = - = P(r-q;). dx 
Damit wird fUr x = a = q;l 

PI 
Ya = 1jJ TG q; (r - q;). (d) 

Die gesamte Auslenkung durch das Moment und die Querkraft ergibt 
sich durch Uberlagerung zu 

Y = Ym + YQ = P [3~j q;2 (r_q;)2 + ~~ q;(r-q;)]. (e) 

Nach den GIgn. (b) und (2) des Abschnittes I, r ist P = cXY und OJkr2 

= cX/m. In diesem Falle wird 

cX= 
~ ¥l 

3 £,7 cp2 (I - cp)2 + fG cp (I - cp) 

und die kritische Drehschnelle der Welle bei Beriicksichtigung der Quer
kraft deformation 

OJ 2 - --:;;--
a - mP m¥l . 

3-Ej- cp2 (I - cp)2 + -t-C- rp (I - rp) 
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Wird aus (13) die kritische Drehschnelle ohne Beriicksichtigung der 
Querkraftdeformation herausgehoben, also 

W 2 _ 3 E J 
kr - mI3 rp2(r_rp)2' 

so folgt mit der dimensionslosen Zahl 

der Verhaltniswert 

1,0 

D,8 

D,8 
!!!!r 
w7n' 4'1 

o,z 

I"': 
~h. -r-

a = 3 !pEJ 
112 rp (r -rp) G 

( 
W )2 I 
W:r = 1+ G· 

1,0 

11,!1 
I~ 

/; VI 
11//11 

~ 

~ 

D,1e b 

;:;::::=- ~I-

V 

o 0 o,Z 0,1f 0,6 0,8 1,0 
04,~y.. 

D,50 1 2 8 If 5 6 7 8 9 10 
iT 

Abb. r7. Verhaltniswerte 
Wq/Wkr in Abhangigkeit 
von der dimensionslosen 
Zahl G= 3!PEJ/II2rp 
(I - rp) G naeh GIg. (14). 

ZNL 
Abb. IS. VerhaItniswerte Wq/Wkr. aufge
tragen tiber lid und in gIeiehzeitiger Ab
hangigkeit von rp = a/I fiir eine StahIwelle 

naeh GIg. (I4a). 

Nachdem a eine positive Zahl ist, wird Wq/Wkr < 1. Die Abhangigkeit 
Wq/Wkr von a ist in der Abb. 17 dargestellt. Legt man Stahl mit G/E = 0,385 
zugrunde, so wird mit lit = (d/4)2 die dimensionslose Zahl 

0.577 (~-r 
a = rp(r _q;) 

und 

(:~r=r+ 05;7 (~-r· 
rp(I-rp) 

Nach dieser Beziehung ist die Abb. 18 entworfen, welche zeigt, daB die 
Querkraft auBer bei kurzen Wellen nur noch dann die kritische Dreh
schnelle nennenswert herabsetzt, wenn sich die Masse in der Nahe eines 
Auflagers befindet. Trotzdem rp (I - rp) <: 0,25, wird infolge dll { 0,1 
der EinfluB der Querkraft auf die kritische Drehschnelle im allgemeinen 
vemachlassigbar. 

6. Der Einffu6 einer Langskraft auf die kritische Drehzahf. 
Bezeiehnungen: 

e = Schwerpunktsexzentrizitat 
P = WellenbeIastung 

em 
kg 
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Wz D = kritische Drehschnelle bei Vorhandensein einer Langskraft 
(Iz:' = zulassige Beanspruchung 

I/sek 
kg/cm2 

e in (e±ex) = 2,71828 Basis der natiirlichen Logarithmen 
(!z, D= (ZI2/4EJ)'/9 oder (Dl2/4E])'/2 dimensionslose Zahl 

An vielen Laufern treten in der Langsrichtung Krafte auf. Sie ent
stehen wahrend des Umlaufes als hydraulische Krafte an den Radscheiben 
von Dampfturbinen, Turbokompressoren, Turbinen, Kreiselpumpen; als 
Schraubenschub bei Schiffspropellern, als Zahndruckkomponenten bei 
schrag verzahnten Radern, als magnetische Krafte usw. Werden diese 
Krafte nicht in der Maschine durch Ausgleichs-
scheiben oder Ausgleichskolben aufgefangen, _1 :>-,'" 
so miissen sie durch ein Lager aufgenommen : 2 

1_ 
2 I 

werden. 1st die Welle zusatzlich auf Zug be
lastet, so entsteht eine Verminderung, bei 
Druck eine VergroBerung der Auslenkung. Ihr 
Einflu13 auf die Rohe der kritischen Dreh
schnelle solI am Beispiel der Abb. 19 unter
sucht werden. 

Zus:ltzHche Zugbe1astung. An der Welle 
wirkt die Kraft P und eine zur Lagerverbin
dungsgeraden 00 parallele Zugkraft Z. Das 
Moment M aus der Einzellast und der Zug
kraft p 

M=--x-Zy 
2 

(a) 

P I z 
-"71 --

,0 ,0 , ."" , 
, I 

I ' 
I~I , I , ' 14, i I I 1-1 D-=-,.." I 

1y 
Abb. 19. Belastung einer 
kugelig gelagerten Welle 
durch eine Einzelkraft P 
(= mg) und eine ZugkraftZ. 

erzeugt eine Auslenkung der Welle, die sich aus der Gleichung der 
elastischen Linie 

ermitteln la13t. Diese schreibt sich nach Einsetzen von (a) mit c2 = Z/EJ, 
b = P/2EJ: 

(b) 

Zur allgemeinen Losung dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung 
wird das allgemeine Integral der zugehorigen reduzierten Gleichung 

d2v 
d.;2 - c2y = 0 (c) 

aufgesucht, das in diesem FaIle 
YI = Cle-ex + C2eex 

Jautet. Das allgemeine Integral der GIg. (b) folgt dann aus dem von (c) 
durch Rinzufiigen eines weiteren partikularen Integrals der GIg. (b). 
Einem solchen geniigt 

bx 
Y2= [2' 

weil hierfiir d2y/dx2 = 0 wird. Das allgemeine Integral von (b) lautet 
daher 

(d) 



26 Kritische Drehzahl von masselosen Wellen mit Einzelmasse. 

Die Konstanten CI und C2 bestimmen sich aus den Randbedingungen: 
y = 0 fur x = 0 und lund aus y' = 0 fUr x = ll2 ZU 

CI + C2 = 0, 

-ei. ei. b 
- Clce 2 + C2ce 2 + 2 = 0 

c 
und daraus 

b 

CI = C2 (e~ -ei.) , 
ce2+e 2 

Dann wird 

= ~ [x - ~( eex _e-ex )] y c2 C I I 
c-- -c-

e 2 + e 2 

(e) 

und mit x = ll2 und EinfUhren der Zahlenwerte sowie der dimensions
losen GroBe ez2 = Zl2/4E] 

(f) 

Nach Abschnitt I, I ist y = Plrx und OJkr2 = rxlm. In gleicher Weise folgt 
aus (f) 

und nach H. MELAN 

ro,'~ [4ZX ]. ml I _~;z 
(IS) 

Zusitz1iche Druckbe1astung. 1st eine Druckkraft vorhanden, so 
wird mit Z = - D und c2 = DIE] die GIg. (c) 

d 2y 
dx2 + c2 y + bx = 0, 

welche die allgemeine Losung 
C · C bx Y = 3 sm c x + ,cos c x --2 

C 

(g) 

(h) 

besitzt. Aus den Randbedingungen y = 0 fur x = 0 und aus y' = 0 

fUr x = ll2 folgt 
b I 

C3 = C2--y-' 
ccose -

2 

Damit wird fUr x = ll2 mit der dimensionslosen GroBe (!D2 = Dl2i4E] 

(i) 
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und in gleicher Weise wie zuvor 

2 4 D 6 Wil = . (I ) 
mil tg~:D - r] 

Zusammenfassung. Die GIgn. (IS) und (16) besagen, daB durch 
eine Zugkraft eine Vergr6Berung, durch eine Druckkraft eine Ver
kIeinerung der kritischen Drehschnelle gegeniiber der Drehschnelle ohne 
Langskraft bewirkt wird. Erreicht die Druckkraft die EULERsche Knick
last Dkr =n2EJ/12, so wird eD =n/2 und WD = 0 (Abb.20). 

Fuhrt man die gewohnliche kritische Drehschnelle (ohne Langskraft) 
nach GIg. (2a) ~q. 

2 _ 48EJ Wz 
Wkr - ----:mi3 ( 2 a) w.",. 1,2 

ein, so geben die Verhaltniswerte t 1,0 

~48 
(I7a) w"'T' 

46 

f------r--~ 

.---v v 

--- ZU!l 

........ 

"-., Oru~ 
'\ 

( WD )2 (!D 2 I ~2 \ 
\ Wkr = ~3~ I tg (!D-]- (17 b) 

lev-- - I Q Q 42 W" 46 48 ~Q 1,2 ~,.. ;6 

(JZ,{!D 

den EinfluB der Langskraft wieder. Abb.20. Verhaltniswerte WZ/Wkr' 

Fur zusatzliche Zug- oder DruckbeIa- bzw. WD/Wkr' aufgetragen iiber 
stung ist dies in Abb. 20 dargestellt. die dimensionslosen Zahlen 
Daraus ist der die kritische Drehschnelle I2z = [ZI2/4En'/" bzw. 

steigernde bzw. vermindernde EinfluB I2D = [DI2/4En'/. nach Glg. 
der Zug- bzw. Druckkraft ersichtlich. 
F h . d d' . 1 (I7 a und b). i.i rt man In en ImenSlOns osen 
GraBen eZ,D statt Z=f1zul d2n/4 und D=f1dzul d2n/4 und fUr J=d4n/64 
ein, so wird 

2 _ azul (~)2 ez - 4 Ed' 

2_ adzul (~)2 
eD - 4 Ed' 

Fur praktisch vorkommende AusfUhrungen ist die GroBenordnung von 
GzuJ/E"" 10-4, von (l/d)2"" 102, so daB eZ,D"" 0,1 ist. Aus der Abb. 20 
ist dann zu ersehen, daB der EinfluB einer Langskraft vielfach unberuck
sichtigt bIeiben kann. 

H. MELAN hat den Einflu13 der Langskraft auch nach dem RITzschen 
Verfahren1 untersucht mit dem Ergebnis, daB mit steigender kritischer 
Drehschnelle der EinfluB der Langskraft abnimmt. 

1 S. II7. 
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Schwerpunktsexzentrizitat und Langskraft. 

E. SCHWERIN hat fiir die langs- und querbelastete Welle nachgewiesen, daB 
die kritische Drehschnelle mit der Schwerpunktsexzentrizitat e sinkt. Der EinfluB 
folgt fiir kleine e und mit I!z D <: 0,7 fiir die Belastung nach Abb. 19 angenahert 
der Beziehung , 

32EJ 
w Z,D2 ;::::;'-ml3 [1,5 - 13 e/l ± 2 I!z, D2 (0,3 - 2 ell)], (18) 

worin + fiir I!z' - fiir I!D gilt. Aus (18) geht hervor, daB durch die Schwerpunkts
exzentrizitat die kritische Drehschnelle bei lug weniger stark erh6ht, bei Druck 

starker vermindert wird als bei der Annahme 

2 

0 

8 4 
~ 
U/;boq6 

4 
4 2 

-- ~ 
I~ -
~ ~~ 

~::::. ---

-f-o 
--i~4025 

--i=ao5o 
0 0 41 42 0,3 4q. 45 0.6 0,7 

fl' flo 

Abb. 21. Verhaltniswerte 
Wz V/Wkr in Abhangigkeit von 

eZ,D und e/l nach GIg. (19). 

zentrischer Scheiben. Die Bewegung ist ober
halb der kritischen Drehschnelle, ahnlich wie es 
A. STODOLA fiir die radial belastete Welle ge
funden hat, erst ab einer gewissen Drehschnelle 
(wkr + Ll) stabil. Der Bereich von Ll hangt eben
falls im Wesentlichen vom Tragheitsradius k der 
Scheibe ab und wird mit steigendem k kleiner. 
Dabei unterstiitzt eine Druckbelastung die Selbst
einstellung oberhalb von wkr' wahrend eine lug
belastung derselben entgegenwirkt, wodurch die 
Stabilitatsgrenze weiter nach oben riickt. An 
Hand einer Tabelle ist in der angefiihrten Arbeit 
ersichtlich, daB zur Erreichung der gleichen Sta
bilitatsgrenze bei lug ein gr6Beres Scheibentrag
heitsmoment erforderlich ist als bei Druck. 

Der Verhaltniswert Wz D2/wkr2 ahnlich (17) 
wird ' 

( Wz V)2 1,5 - 13 ell ±2 I!z, v 2 (0,3 - 2 ell) 
w~r ~ 1,5 

In der Abb. 21 ist der Einflu13 der Schwerpunktsexzentrizitat auf die kritische 
Drehschnelle bei lug- und Druckbelastung dargestellt. 

In der SCHWERINschen Arbeit sind die den obigen Gleichungen entsprechenden 
lahlenwerte verschieden, weil dort fUr die Lagerentfernung = 21 und fUr die 
Scheibenmasse = z m zugrunde gelegt ist. 

7. Der EinHufi eines Drehmomentes auf die kritische Drehzahl. 
Bezeichn ungen: 

Wl¥! = kritische Drehschnelle bei Beriicksichtigung eines Drehmomentes 
M kr = kritisches Drehmoment 
" zul = zulassige Beanspruchung der Welle auf Verdrehung 
ft = (Md 1/4 E j) dimensionslose lahl 

I/sek 
cmkg 
kg/cmz 

Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, daB beim Vorhandensein eines 
Drehmomentes die Steifheit einer Welle vermindert wird. Dadurch ver
kleinert sich auch die kritische DrehschnelIe. Die GroBe dieses Einflusses 
solI nach R. GRAMMEL bestimmt werden. 

Ahnlich der kritischen Knicklast eines axial gedruckten Stabes gibt 
es auch ein kritisches Drehmoment 

M _ znEJ 
kr - --1--' (a) 
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bei welchem die Welle ihre Steifheit verliert und in einer Schraubenlinie 
ausknickt. Diese Deformation wird von den Komponenten des Dreh
momentes erzeugt, wie 1m folgenden dargestellt ist. 

Ein unendlich kleines Teilchen von der Lange ds der zu einer lang
gestreckten Schraubenlinie ausgebogenen Wellenachse nach Abb. 22 
hat zu den Koordinatenrichtungen x, y und z die Winkel IX, ~ und y. 
Befindet sich die Welle mit den Lagern in der Ruhelage in der x-Achse 

Abb. 22. Koordinatenrichtungen 
zu einem Wellenstlick. 

z 

Abb. 23. Momentenvektorkompo
nenten. 

(IX = 0, ~ und y = n/2), so wird auch wahrend der elastischen Form
anderung der Winkel IX sehr klein sein und 

cos IX ;::::; I 

gesetzt werden konnen. Damit wird aber ds ;::::; dx und 
dy d z 

cos ~ = d%' cos Y = -£x' 

Das langs der x-Achse wirkende Drehmoment Md laBt sich nun in Kom
ponenten in der S-, y- und z-Richtung zerlegen. Mit Hilfe der angegebenen 
Winkelbezieh ungen wird 

Da die Wirkungsebene des Momentes senkrecht zum Momentenvektor 
steht (Abb. 23), so untersttitzt die Komponente vom Betrage 

dz 
Mz = MdTx 

die Fliehkraft (x y-Ebene) , wahrend die Komponente 
dy 

My=MddX 

die Auslenkung in der z-Richtung (GrundriB in der Abb. 24, xz-Ebene) 
aufrecht erMlt. 

Durch das Hinzutreten einer Fliehkraft F nimmt die elastische Linie 
eine Gestalt an, die in der Abb. 24 im Auf- und GrundriB dargestellt ist 
Die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet daher fUr den AufriB 

d2y I (F dz ) 
dx2 = - EJ 2 x + Md dx- , (b) 
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fUr den GrundriB 

(c) 

Die Differentialgleichung (b) kann auf eine lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zuruckgefUhrt werden. Zu diesem Zwecke setzt man 
in (b) fur die Ableitung dzJdx das erste Integral von (c) 

dz_ = r d 2z dx M (], + C 
dx J d:r 2 = EJ Y 

eIll. Dann erMlt man fur (b) 

d2y (Md)2 
dx2 + EJ Y 

+ (2 ~J x + ~j C) = o. 

I 

I Aufri/J 
~---'=--~'---T-------- Mtl, 

I 
I I I 
I I I 

i~ 
:~:~i' 

Abb. 24. Auslenkung einer kugelig gelagerten 
Welle durch eine Fliehkraft Fund durch 

ein Drehmoment M ",. 

Daraus wird zuerst das parti
kulare Integral der reduzierten 
Differen tialgleich ung 

d2y (M",)2 
d:r2 + EJ Y = 0 

aufgesucht mit 

C M(], C· M", 
Yl = 1 cos EJ x + 2 SIll Ef x. 

Ein zweites partikulares Integral folgt aus 

( EJ )2 ( F M", C) 
Y2 = - Md zEJ X + EJ ' 

wie man sich durch zweimaliges Differentiieren (d2Y2Jdx2 = 0) leicht uber
zeugt. Das Gesamtintegral ist 

C M(j C· M", EJ F C Y= 1 COS EfX+ 2 SIll EJ x-Mi 2 X + 3' 

wenn man fUr 
- EJ C = C3 

M", 

(d) 

setzt. Bildet man aus (d) die erste Ableitung dyJdx und setzt sie in (c) 
ein, so erhiilt man durch zweimalige Integration die Li:isung 

_ C . M", C M", F 2 + C z- 1 SIll EfX- 2 COS Efx- 4 Md X ,. 

Darin ergeben sich die Integrationskonstanten 

Ft2 Mdt E2J2F Mdt 
C1 = -C3 = 16M", cotg 2EJ - 2M",S tg EJ ' 

F t2 E2J2F 
Cs =+C'=16M +2MS 

d d 
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aus den Randbedingungen fUr 
x = 0: y = 0 und z = 0, 

x = liz: dyldx = 0 und z = o. 
Am Ort der Masse wird mit x = liz die Auslenkung der Welle im AufriG 
nach EinfUhren der dimensionslosen GroBe 

Mdt (e) 
f1 = 4 E J 

zu 
F 13 3 [ 2 tg f.t 1 y = 48 EJ 4f.t2- (I + f1 )---,;-- I . 

Daraus errechnet sich nach GIg. (z) die kritische Drehschnelle 

1,0 

4 
48 

(zo) !!!JJ. 46 
w,,1' qlf 

Wird die gewohnliche kritische Dreh- 42 
schnelle (ohne DrehmomenteinfluB) fUr 
den betrachteten Fall 

-r- r-... 
~ 

(f) 

'\ 

\ 
\ 

2 _ 48EJ 
W kr -~ (z a) 

angeschrieben und zu der oben ermittel
ten in Vergleich gesetzt, so erhalt man 

Abb. Z5. Verhaltniswert WM/Wkr' 

aufgetragen iiber der dimensions
losen Zahl f.t = Mdl/4EJ naeh 

GIg. (zoa). 

( WJ! )2 4 

-Wkr = [( 1 ) tg f.t 1 1 . 3 --+ 1---
f.t2 f.t f.t2 

(zoa) 

Diese Funktion ist in der Abb. z5 wiedergegeben. Fur f1 = nlz 
Md = M kr = z nEJll, also gleich dem kritischen Drehmoment, 

wird 
und 

WM=O. 

Die dimensionslose GroBe f1 laBt sich mit Md =.' zUld3n/I6 und 
J = d4 nl64 auch in der Form 

-,;' zul 1 
f1 = -y- ri (g) 

wiedergeben. In praktischen Fallen ist die GroBenordnung von 
.'zuI/E,....., 10-3, von lid,....., 10, so daB f1 < 0,1 ist. Daher kann, wie 
Abb. z5 zeigt, der EinfluB des Drehmomentes auf die kritische Dreh
schnelle vernachlassigt werden. 

8. Der Einftufi der aufieren Reibung auf die kritische Drehzahl. 

e = Sehwerpunktsexzentrizitat 
r = FIiehkraftradius 
Q f = Reibungskraft 
P = elastisehe Wellenkraft 

Bezeiehnungen: 

em 
em 
kg 
kg 
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ex = elastische Wellenkraft fUr y = I 

X = cf R/h mit cf = Reibungsbeiwert 
e = Winkel zwischen y und r 

kg/cm 

I! = Winkel zwischen y und e 

Untersucht sei die Bewegung nach Abb. I mit Einbezug der au13eren 
Reibung an der Scheibe durch das umgebende Mittel. Der geometrische 

OJ Mittelpunkt M der Scheibe solI gleichzeitig der Durch

Abb.26. 
Reibungsverhalt
nisse an der um

laufenden 
Scheibe. 

sto13punkt der Welle sein. 
lnfolge der Schwerpunktsexzentrizitat rotiert die 

senkrecht aufgekeiIte Scheibe urn den Raumpunkt O. 
1st 2 R der Scheibendurchmesser, so wird nach Abb. 26 

innerhalb eines Kreises urn 0 mit dem Halbmesser 
R - y ein Reibungsmoment Mr auftreten, welches 
von dem eingeleiteten Drehmoment iiberwunden wer
den mu13, wahrend in dem sichelformig verbleibenden 
Teil (schraffiert) eine die Bewegung hemmende Kraft 
nach dem Ansatz 

Qf = xmyw2 

zuriickbleibt, die infolge der Symmetrie der sichel
formigen Flache zur Auslenkung y auf dieser senkrecht steht und au13er
halb 5 angreifU 1m Scheibenmittelpunkt M greift die elastische Kraft 

Abb.27· 
Krafte-

plan bei 
Beriick-

sichtigung 
der auBe-

p = o.:y, 
im Schwerpunkt 5 die Fliehkraft 

F = mrw2 

an. Fiir die Gleichgewichtsbedingung sind aIle Krafte auf 
den Schwerpunkt zu beziehen. Zu diesem Zwecke bringt 
man in 5 parallel zu Qf' bzw. P die Krafte ± Qf' bzw. ± P 
an. Au13er den Kraften Qf und P im Scheibenschwerpunkt 5 
sind dann noch die Kraftepaare von Qf und P vorhanden.' 

1m stationaren Bewegungszustand der Scheibe mu13 sich 
die elastische Wellenkraft P mit der Fliehkraft Fund der 
Reibungskraft Qf das Gleichgewicht haIten. Sie sind infolge
dessen nach Abb. 27 durch folgende Beziehungen verkniipft: 

P = o.:y = F cos B, 

Qf = xmyw2 = F sin B. 

Daraus erhalt man 

sin B = x 1'.., 
r 

ex y 
COSB=---. 

mw2 r 

1 Die sichelformige Flache laBt sich unter Voraussetzung kleiner 
ren Rei

bung. 
Wellenauslenkungen in Einzelflachen zerlegen mit der radialen Er

streckung R - y cos rp - (R - y) = Y (1 - cos rp) und der FlachengroBe 
d/=y (I-COSrp) Rdrp, worin rp den Winkel zwischen y und R darstellt (0 bis 271:). 
Die 1- auf R stehende gesamte Reibungskraft ist fiir die Flacheneinheit 
cfR2W2Y/2g. ihre 1- zu y stehende Komponente Qf fiir beide Scheibenseiten 

2n 2n 

Qf=2CfR2W2~ r dfcosrp = cf R3 w 2.1'-.y r (r-cosrp)cosrpdrp=xmvw2. 
2g J g J 

o a 
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Aus dem Dreieck 0 M 5 (Abb.27) folgt weiter 

. r. y ) 
SIn e = e SIn c = "e' (a 

IX e2 = y2 + r2 - 2 Y r cos s -- y2 + r2 - 2 --2 y2. (b) 
mw 

Nach Abb.27 ist 
F = P cos s + Q, sin c, 

woraus sich nach Einsetzen der entsprechenden Werte fUr P, Qf und s 

2 2 I Y = r -~~--------
x2 + ( m IXw2 )2 

(c) 11 

ergibt. Aus (b) und (c) wird 

(~r= I , (d) 
e x 2 + (_ ~ __ 1)2 

mw 2 

( IX )2 (:Y= X2+ m-w2 2' (e) 
x 2 + (-~ .. - I) 

mw 2 

10 

9 

8 

7 
'!I 
16 

5 

3 

2 

1 
,........., 

I I l~ote~ ibun ! 

I t-m!fRe bung ! 

I \ 
I I 

" \ 
I ~ 

/ \, 
~ r-. / r--

V 

Fur aIle reellen Werte von W = 0 

bis W = + 00 liefert GIg. (d) einen 
endlichen Wert fUr y / e; d. h. die 
Auslenkung y bleibt fUr beliebige 
w, also auch fUr Wkr endlich. Die 
graI3te Auslenkung erhalt man fur 

o 42 4lf 0,6 0,8 ~o ~2 ~q. ~G ~8 2,0 
w/wla' 

d (y/e)2fdw = 0 mit 

2 _ 2 _ IX (f) 
W -Wier - tn-' 

Abb. 28. Verhaltniswert y/e ohne und mit 
Berticksichtigung der auJ3eren Reibung, 

aufgetragen tiber w/wkr (x = 0,1). 

die dabei auftretende (graI3te) Auslenkung zu 
e 

Ymax = ~ 

und den Winkel (! fUr W = Wkr aus (a) mit (g) zu 

. Ymax n 
(! = arc sm" -- =-. 

e 2 

(g) 

(h) 

Aus diesen Gleichungen ergibt sieh, daI3 dureh die Reibung des um
gebenden Mittels die Auslenkung y aueh in der kritisehen Drehzahl 
endlich bleibt, wahrend die Hahe der kritisehen Drehzahl und die Winkel
stellung von e zu y in derselben nicht beeinfluI3t wird. Ohne Reibung 
tritt beim Ubergang vom unterkritischen in den iiberkritischen Bereich 
eine plOtzliche Phasenanderung urn n auf, wahrend bei Vorhandensein 
der Reibung diese Phasenanderung stetig erfolgt. Die Verminderung der 
Auslenkung wird urn so graI3er sein, je graI3er bei gleieher Winkel
geschwindigkeit der Reibungsbeiwert "ist. Die Selbstzentrierung der 

Holba, Berechnungsverfahren. 
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Scheibe tritt schon bei geringerer Drehzahl auf als ohne Reibung, da 
bereits fUr W < 00 der Verhaltniswert yle = I erreicht wird. 

Setzt man in (d) fUr aim = Wkr2, so erhalt man 

( y )2 I (i) 
e = ,,2 + [( ~;': Y - Ir . 

Nach dieser Beziehung ist die Abb. 28 entworfen, aus der zu ersehen ist, 
daB die Ausschlage y nur in unmittelbarer Nahe urn die kritische Dreh

unferkrilischer Bereich 

zahl von den Werten ohne Rei
bung abweichen. A. STODOLA 
hat dieses Ergebnis auch experi
men tell bestatigt. 

Die Abb.29 ist nach den 
Gign. (a) und (i) fUr e = I ent
worfen. Aus dieser ist ersichtlich, 

·~""9r-:::---rl __ ....:!/:..:;m::.::ax=--_-~f0tr daB der Winkel e nur in der 

W= 

iiberltrifischer Berllich 

l,05w 

Abb. 29. Gegenseitige relative Lage von y 
zu e bei Berucksichtigung der auBeren Rei
bung in Abhangigkeit von w = I (Wkr) fiir 

,,= 0,1. 

Nahe von Wkr stark von den 
Werten e=n und 0 (ohne Rei
bung) abweicht. Fur W = 00 tritt 
keine Deckung von y und e ein; 
zwischen beiden bleibt ein Winkel 
vom Betrage emin = arc sin "'/(1 
+ ",2) bestehen. 

Die Zahigkeit des umgeben
den Mittels ist eine gegebene 
GroBe. Aus Grunden geringster 
Verlustarbeit werden die Ober-
flachen der Radscheiben glatt 

bearbeitet. Damit trotz der kleinen Oberflachenreibung nur geringe Aus
schlage y entstehen, ist die Schwerpunktsexzentrizitat gering zu halten. 

9. Ergebnisse. 
Bezeichnungen: 

Is = statische Durchbiegung unter der Scheibe 
k = RI4 = Tragheitshalbmesser der schmalen, parallelwandigen Scheibe 

in bezug auf ihren Durchmesser (R = Scheibenhalbmesser cm) 
IX = elastische Wellenkraft fur die Auslenkung "Eins" 
p = Beiwert fur die Berucksichtigung der Kreiselwirkung im Gleichlauf 
" = kll = R/4l Verhaltniswert 

Ohne Berucksichtigung der Kreiselwirkung. 

cm 

cm 
kg/cm 

Fur eine glatte, masselose Welle, welche nur eine Masse tragt, ist die 
kritische Drehschnelle unabhangig von der Art der Lagerung durch die 
Kraft a oder durch die Durchbiegung Is im Massenbefestigungspunkt 
bestimmt. Nach (2) und (II) ist 

2_IX_g 

W kr -m=7-;' 
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(X oder f. kann fUr die verschiedenen BelastungsfaJle, z. B. "Hutte", Bd. I, 
entnommen werden.1 Damit ergibt sich fUr die einzelnen Belastungsarten: 

2 3 EJ 
wkr = mel + c)c 2 

Sonderfall mit rp -c cjl = I: 

2 3 EJ 
wkr =zm 13 

2 3 EJ I 
Wkr =----;.)1 a 2 (1- a)2 

SonderfalI2 mit rp -- a/I = 1/2: 

2 48EJ 
Wkr = -mI3-

2 1Z EJ ... 13 

Wkr = -m - ~-/;2(Jl + b) 

Sonderfal!2 mit bll = VO,I7: 

IozEJ 
m[3 

Sonderfa1l2 mit a = b =--= l/z: 

2 192 EJ 
W kr = - mI3--

(22) 

Abb.30. Eingespannte Welle mit 
fliegender Einzelmasse. 

Tn, 

t N 
k--l,--..... .j.I.~G..,J 

(22 a) Abb. 31. Zweifach kugelig gela
gerte Welle mit Einzelmasse am 

uberhangenden Ende (I> 0). 

(23 a) Abb. 3z. Zweifach an den Enden 
kugelig gelagerte Welle mit Ein

zelmasse. 

~ \~ 
~ ----r: 

I I 

i--a.~?J~ 
I I 

i-o--~ 

(24 a) Abb. 33. Einseitig eingespannte, 
anders'eits kugelig gelagerte Vii elle 

mit Einzelmasse. 

(25) 

(25 a) 

f-----t-f 
! : ,% 

~a. "I~?J '>! 
I I 

f--z-----l 
Abb. 34. Beidseitig eingespannte 

Welle mit Einzelmasse. 

1 fs ist nur unter der Wirkung der Scheibenmasse zu bestimmen. 
2 Diesen Sonderfallen ist eine horizontale Tangente (zur Lagerverbindungs

geraden parallel) im Lastbefestigungspunkt zugrunde gelegt. 
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Aus allen Gleichungen ersieht man, daB die kritische Drehschnelle 
mit steigender Elastizitatsziffer und dem Querschnittstragheitsmoment 
sowie mit kleiner.werdender Masse und Lagerabstand groBer wird. E und 
m sind im allgemeinen festliegende GroBen. Eine Anderung von Wkr kann 
daher nur durch eine Anderung des Tragheitsmomentes des Wellen
querschnittes, durch eine Verkiirzung der Auflagerlange oder durch eine 
Verlegung des Lastangriffspunktes erreicht werden. Die Durchmesser
vergroBerung hat einen groBeren EinfluB als die Verkiirzung der Lager
entfemung, da Wkr = C d2/ZSf •. Haufig wird man durch gleichzeitige Ande
rung beider GroBen zum Ziele kommen. 

Hat die Welle in zwei verschiedenen Axialebenen ein groBtes und ein 
kleinstes Querschnittstragheitsmoment (z. B. bei durchgehenden Keil
bahnen), so besitzt sie zwei kritische Drehzahlen erster Ordnung. Der 
zwischen beiden liegende Bereich ist nicht stabil. Sitzen auf der Welle 
mehrere Scheiben, so wird man zweckmaBig die Keilebene fUr jede 
Scheibe urn 900 versetzen, urn einen annahemd gleichen Biegewiderstand 
zu erreichen. Dadurch wird auch gleichzeitig ein Verziehen der Welle 
vermieden. Nach der neuen Gleitlagertheorie werden vorwiegend kurze 
Gleitlager verwendet, die kugelig einstellbar gefaBt sind (Abb. 105). Bei 
Kugellagem ist die Selbsteinstellung der Welle ebenfalls moglich. Prak
tisch kommen daher hauptsachlich die den Abb. 31 und 32 (vielfach auch 
noch 33) ahnlichen Belastungsarten mit kugeliger Lagerung in Betracht. 

Die Durchbiegung Is im Angriffspunkt der Masse laBt sich nach 
GIg. (II) ermitteln zu 

Is=~. 
Wkr 

Wegen der notwendigen Dichtungsspaltweiten interessiert vielfach die 
maximale Durchbiegung der Welle. Fiir einfache Belastungsfalle ist sie 
nach "Hiitte", Bd. I, zu errechnen, wahrend fUr die beliebige Belastung 
einer abgesetzten Welle die groBte Durchbiegung bei der graphischen 
Ermittlung der Auslenkungslinie als Zwischenergebnis erhalten werden 
kann. 

Mit Beriicksichtigung der Kreiselwirkung. 

Aus den Abb. 36, 38 und 40 laBt sich fUr die praktisch vorkommen
den Lagerungsarten im Einzelfall ersehen, ob die Beriicksichtigung der 
Kreiselwirkung notwendig ist. Auch wenn mehrere Scheiben auf der 
Welle sitzen, kann der EinfluB je einer Scheibe untersucht werden. Dabei 
ist nur der praktisch wichtige Gleichlauf beriicksichtigt. Der Verlauf des 
Kreiselmomentes im Gleichlauf ist in den Abb. 35, 37 und 39 dargestellt. 
Die kritische Drehschnelle kann bei der Prazession im Gleichlauf 

Wgz = PWkr (26) 

geschrieben werden, worin p, iiber x = kll aufgetragen, den Abb·36, 
38 und 40 zu entnehmen ist und Wkr die fUr den gleichen Belastungsfall 
nach den Gign. (21), (22) und (23) ermittelte kritische Drehschnelle ohne 
Kreiselwirkung bedeutet. Die Werte von p gelten fUr schmale Scheiben, 
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Abb. 35. Verlauf des Bie, 
gungsmomentes M, des 

Kreiselmomentes Kg! und 
des resultierenden Momen
tes M res fur eine einge
spannte Welle mit fliegender 

Einzelmasse. 

Ergebnisse. 
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Abb. 36. Beiwert p fUr die kritische Drehschnelle 
bei der Prazession im Gleichlauf fUr den Belastungs
fall nach Abb. 35, GIg. (21), aufgetragen uber I(=klt. 

Fur I( ->- 00 ist lim p = 2; 

p2 = 2 [I __ I + V(_1 _ 1)2 + _I ]. 
31(2 1(2 31(2 

d. h. fiir Verhaltniswerte "Scheibenhi:ihe/Scheibendurchmesser hlzR 
-< 0,1". Die Abbildungen zeigen die Zunahme der p-Werte mit groBer 
werdendem x. In den Abb.38 und 40 ist p noch abhangig von cll, 
bzw. all angegeben. Alle Kurven haben einen S-formigen Verlauf und 
streben einem endlichen Grenzwert zu. 

t Hm 
I I I 

:---l ~ f.-c 311 
I " 

M:~ 
: ~i 
I I 1 
I I I 

I~ I - -II( 
Kn~l- g7, 
".. I I I 

I I I 
I I J 
I I -A1 
~e)~ 

Abb. 37. Verlauf des 
Biegungsmomentes M, 
des KreiselmomentesKy ! 

und des resultierenden 
Momentes ]}fres fUr eine 
zweifach kugelig gela
gerte Welle mit Einzel
masse am uberhangen-

den Ende. 

2j1-
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2,0 
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1,'1-
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Abb. 38. Beiwert p fUr die kritische Drehschnelle 
bei der Prazession im Gleichlauf fur den Belastungs
fall nach Abb. 37, GIg. (22), aufgetragen uber I(=kll 
in gleichzeitiger Abhiingigkeit von cp = ell. Fur 

cp ->- 00 und I( ->- 00 wird lim p = 2; 

p2 _ '1j! 
- Tlp-Cf 

r A J' + ve~~·--;-)~2 +-:2-(-)"'1j!--t'l 1 
mit If! = cp2 (I + cp), )., = I + 3CP, C = cp (2 + 3CP)/2. 
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Fur den Belastungsfall nach Abb. 38 wird bei gegebenem Scheiben
tragheitsmoment und bei gegebener Masse mit steigendem c, also mit 
steigendem 'P, der EinfluB der Durchbiegung durch die Last groBer als 
die Durchbiegungsverminderung durch das Kreiselmoment. Mit 'P = 00 

und unbegrenzt steigendem x nahert sich p der Grenze 2, d. i. der gleiche 
Wert wie bei der·einseitig eingespannten Welle mit fliegender Einzelmasse. 

tF-T 
~z---l 
M~i 
!~I 
I I : 
I I I 

Huz i Il-i:r;~.::J}Hgl ¥ 
:-:rt h K.'9Z t 
I I I 

I I : 

~r--! 
Abb.39. VerlaufdesBiegungs
momentes M, des Kreiselmo
mentes Kgl und des resul
tierenden Momentes Mr •• fiir 
eine an den Enden kugelig 
gelagerte Welle mit Einzel-

masse. 
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Abb. 40. Beiwert p fiir die kritische Drehschnelle 
bei der Prazession im Gleichlauf fiir den Belastungs
fall nach Abb. 39, GIg. (23), aufgetragen iiber u =k/l 
und in gleichzeitiger Abhangigkeit von fJ! = all. Fiir 
p2 gilt die gleiche Beziehung wie bei Abb. 38, wenn 

1J! = q!2(r _q!)2, A = r - 3q!(r -q!) und 
C = q!(r -q!) (r - 2q!). 

1m Belastungsfall nach Abb. 40 wird mit steigender Annaherung der 
Masse an das Auflager ('P = all < 0,5) der EinfluB des Kreiselmomentes 
groBer, weil abnehmenden Durchbiegungen zunehmende Richtungswerte 
zugeordnet sind. Fur'P = 0,5 wird p = I, weil fUr senkrechtes Aufkeilen 
der Scheibe bei a = 1/2 das Kreiselmoment gleich Null wird. 

Beispiel 1. 
Es soIl die kritische Drehzahl einer Welle ermittelt werden, welche an beiden 

Enden in Kugellagern gestiitzt ist und in der Mitte eine Scheibe von r9 kg Gewicht 

~ rr'" J.--260~260J 
_520_ 

Abb. 41. Masselose 
Welle mit einer 

Scheibe; 
zu Beispiel I. 

tragt. Das Gewicht der Siemens-Martin-Stahlwelle sei ver
nachlassigt, ebenso das Gewicht der notwendigen elasti
schen Antriebskupplungshalfte. Die nach Abb. 4r dar
gestellte Welle ist identisch mit dem Lagerungsfall nach 
GIg. (23a). Damit wird 

und 

48 2,r r06 7,366 98r 
wkr2 = = 272500, 

19523 

Wkr = 522/sek 
nkr = 4990 D/min. 



Anhang. 39 

Die kritische Drehzahl ist bedeutend bOher als der tatsachliche Wert (Beispiel 3), 
wei! der betrachtliche Einflu13 der Wellen- und Kupplungsmasse unberiicksichtigt 
blieb. 

10. Anhang. 
Folgerungen. 

Die 1)isher betrachtete Belastung der masselosen Welle durch eine 
Einzelmasse ergibt nur eine kritische Drehzahl. Je weiter die Betriebs
drehzahl uber dieser liegt, desto kleiner werden die zusatzlichen Aus
lenkungen. Dies hat sich zuerst DE LAVAL in 
seinen Dampfturbinen zunutze gemacht, deren 
Betriebsdrehzahlen ein Vielfaches der kritischen 
Drehzahl sind.! Die Wellen erhalten dabei sehr 
kleine Durchmesser (sogenannte nadeldunne 
Wellen), der Durchlauf durch den kritischen 
Bereich wird durch Fuhrungen erleichtert. Diese 
AusfUhrung - nur eine schwere Scheibe mit 
sehr schwacher, also annahernd masseloser 
Welle - konnte die Vorteile des uberkritischen 
Laufes fUr gro13e W!Wkr voll ausnutzen. 

Sitzen aber auf der Welle nach Abb. 42 zwei 
Massen, so ist au13er der bisher betrachteten Aus
lenkungslinie a) noch die nach b) moglich. Die 

~ 
; ~1 ij. ! 
I ,1 ,2 I 

r-a,,~ -a.ri 
I I 

a.)!~ r--! 
: +' 

b) ! ___ * --- ........ 1 

Abb.42. Auslenkungs
linien einer endsei tig kuge
lig gelagerten Welle mit 

zwei Massen. 

Auslenkung a) entspricht dem Belastungsfall, wenn alle Massen gleich
sinnig wirken, wodurch fur diese Lagerungsart die gro13te zusatzliche 
Auslenkung und damit die tiefste kritische Drehschnelle erhalten wird. 
Die Form b) entsteht, wenn die beiden Massen gegensinnig wirken und 
entspricht infolge der kleineren zusatzlichen Auslenkungen der zweiten 
kritischen Drehschnelle. Bei zwei Massen sind also zwei kritische Dreh
zahlen moglich. In gleicher Weise folgen fUr n Massen n kritische Dreh
zahlen.2 

Aus dem Beispiel geht hervor, da13 bei der Bestimmung der ersten 
kritischen Drehzahl die Richtungen der Massen so einzufuhren sind, da13 
sie sich in ihrer Wirkung unterstutzen, urn die gro13tmogliche Auslenkung 
zu ergeben. Bei Wellen mit mehrfacher Lagerung oder uberhangenden 
Enden sind also nach dem Uberschreiten der Auflager die Lastrichtungen 
umzukehren. Daraus folgt fUr die einseitig uberhangende Welle die 
Richtung der Massen in der ersten kritischen Drehschnelle nach Abb. 43a 
(gegensinnig), in der zweiten kritischen Drehschnelle nach A bb. 43 b 
(gleichsinnig). In letzterer muss en Massen, die zwischen den Lagern in 
der Nahe des rechten Auflagers sitzen, u. U. gegensinnig wirken, wenn 
die Auslenkungslinie in diesem Bereiche negativ ist. Damit kann fur alle 
vorkommenden Lagerungs- und Belastungsarten die einzufUhrende 
Richtung der Lasten bestimmt werden. 

1 Die Betriebsdrehzahl betragt bis zu 30000 U/min, w/wkr < 8. 
2 Uber die Verminderung der n kritischen Drehzahlen durch die Kreiselwirkung 

siehe die Ergebnisse des Abschnittes II, S. 52, sowie Abschnitt III, 3 e. 
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1m Gegensatze zu der einfach belasteten Welle ist bei mehrfacher 
Belastung fUr uberkritischen Lauf die Betriebsdrehzahl so zu legen, daB 
die Bereiche der hOheren kritischen Drehzahlen vermieden werden. Dies 
bedeutet eine gewisse Einschrankung bei der Wahl der Betriebsdrehzahl 
aus Grunden der Betriebssicherheit. Die zweite kritische Drehzahl ist 
ungefahr das Drei- bis Funffache der ersten kritischen Drehzahl. 

~
m Lauft eine Welle mit einer weit unter der 

'<;1_ nm, ~ t e~sten Kritischen liegenden Drehzahl, so wird n SIe als starr bezeichnet, wahrend man fUr Be-
I 1 I z triebsdrehzahlen knapp unterhalb der kritischen 
: i t Drehzahl oder bei uberkritischem Lauf von 

a.J!........... ::::::;:::0::>';"--===:= einer elastischen Welle spricht. Dies hat seine 
: ' I teilweise Begrundung darin, daB im ersten Fall 

b) k """": die dynamischen Auslenkungen gegenuber der 
+ I "+ Schwerpunktsexzentrizitat klein sind; bei der 

elastischen Welle sind jedoch die Auslenkungen 
u. U. ein Mehrfaches von der Schwerpunkts
exzentrizitat und konnen besonders bei fehlen
der Hemmung und kleinem Beschleunigungs
moment wahrend des Durchlaufens des kriti
schen Bereiches gefahrliche Werte annehmen. 

Abb.43. Auslenkungs
linien einer zweifach kuge
lig gelagerten, einseitig 
iiberhangenden Welle mit 

zwei Massen. 

Die in den Abb. 42 und 43 dargestellten Auslenkungen stellen nur die 
zusatzlichen Auslenkungen vor, wahrend die statischen Auslenkungen 
nicht eingetragen sind. Die Form a) der Auslenkungslinie bleibt bis zur 
zweiten kritischen Drehzahl erhalten, die nach b) fUr den daruberliegenden 
Bereich, bzw. bis zur dritten kritischen Drehzahl usw. 

Bei der masselosen Welle mit nur einer scheibenfOrmigen Einzelmasse 
ist beim Umlauf die zusatzliche Auslenkung der Welle durch die exzen
trische Masse bedingt. Fur mehrfach belastete Wellen mit beliebigen 
Schwerpunktslagen ist das gleiche Ergebnis zu erwarten. Die kritische 
Drehschnelle ist laut Abschnitt I, I dadurch gekennzeichnet, daB die Aus
lenkung y in derselben unbehindert wachst und die GroBe der Schwer
punktsexzentrizitat dann vernachlassigbar ist (Abb.5). Deshalb wird 
auch bei mehreren Massen mit beliebiger Schwerpunktslage die Form der 
Auslenkungslinie im kritischen Bereich bei gleicher Scheibenmasse durch 
den groBten Wert von e hervorgebracht, wobei die Exzentrizitaten ei der 
ubrigen Scheiben auf das starke Anwachsen von y keinen EinfluB haben. 
Es ist also nicht moglich, fUr die Welle nach Abb. 42 durch eine zufallige 
Gruppierung der Scheibenschwerpunkte zu erreichen, daB mit e1 = - e2 

und a1 = a2 die erste kritische Drehzahl unterdruckt wird, da beim 
geringsten Impuls ein Ausschlag und bei fehlender Hemmung ein so
fortiges Anwachsen von y in gefahrlichem AusmaBe entsteht. 
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Der EinfluB der Fundamentelastizitat auf die 
kri tische Drehzahl. 

Bezeiehnungen: 

Co' c j , c2 = Konstante 
e = Sehwerpunktsexzentrizitat 
~ = Sehwerpunktskoordinate in der ~-Riehtung vom raumfesten Ur

sprung 0 
~o = Fundamentaussehlag in der Horizontairiehtung ~ vom raumfesten 

Ursprung 0 
1) = Sehwerpunktskoordinate .1 zur ~-Aehse 
t = Zeit 
IX = elastisehe Kraft, welche die Wellenauslenkung "Eins" erzeugt 
<Xo = elastisehe Kraft, welche die Fundamentsaulenauslenkung "Eins" 

erzeugt 
1jJ und W t = Winkel im BogenmaJ3 

o £11. rl 
m 

I I I rEst'- I 

~;-----..l 

em 
em 

em 

em 
em 
sek 
kg/em 

kg/em 

Abb. 44. Bewegungszustand eines einfaehen Laufers naeh Abb. I auf einem in der 
Horizontalebene ideal elastischen Fundament. 

o Verbindungslinie der Lager bei ~tillstehendem Liiufer, L augenblickliche'Lage der Lagennitte, 
AI Scheibenmittelpunkt, 5 Scheibenschwerpunkt. 

Nach den bisherigen Annahmen wurden die Lager als starr und auf 
einem starren Fundament montiert angenommen. Dieser Idealfall ist 
jedoch meist nicht vorhanden, sondern eine mehr oder minder groDe 
Elastizitat des Fundamentes ist die Regel. Das Fundament wird unter 
den pulsierenden Fliehkraftkomponenten, die vom Laufer tiber die Lager 
auf dasselbe tibertragen werden, erzwungene Schwingungen ausftihren 
und dabei die Bewegungsform der Wellenachse im Raume andern. 

1m nachstehenden soIl nach V. BLAESS der Bewegungszustand einer 
umlaufenden, mit einer Masse besetzten, masselosen Welle untersucht 
werden, weIche im Gegensatze zu der bisherigen Aufgabenstellung auf 
einem in der Horizontalrichtung $ ideal elastischen Fundament befestigt 
ist (Abb. 44).1 Dabei wird in der Masse mo die Fundament-, Lager- und 
Maschinenkorpermasse vereinigt gedacht, wahrend die Laufermasse m 
gesondert eingeftihrt ist. Die Bewegung soIl von einem feststehenden 

1 Die Vereinfachung auf ein ungedampftes System ist immer zulassig, wenn 
es nur auf die Bestimmung der Lagen der kritischen Zustande ankommt und nicht 
darauf, welche Betrage die kritischen Auslenkungen im einzelnen tatsachlich 
zahlenmaf3ig annehmen (S.33). 
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Koordinatensystem verfolgt werden, dessen Ursprung im DurchstoBpunkt 
der Scheibenebene mit der im Ruhezustande gezogenen Lagerverbindungs
geraden 00 liegt,1 Durch die als vollkommen angenommene Fundament
elastizitat wird das ganze System beim Umlauf der exzentrischen Scheiben
masse m eine horizontale, ungedampfte Schwingungsbewegung aus
fiihren, die mit der erregenden Kraft phasengleich ist. Am Fundament
rahmen greift die Riickstellkraft der elastischen Fundamentsaulen und 
der Welle an. Die Riickstellkraft der Fundamentsaulen, die der Aus
lenkung entgegenwirkt, ist 

-IXO~o, 

die der Welle in der ~-Richtung 

lXy cos'IjJ IX (~- ~o - e cos wt), 

III der 1]-Richtung 
lXy sin'IjJ IX (1] - e sin wt). 

(a) 

(b) 

Durch Einfiihren der Tragheitskrafte werden die Gleichgewichts
gleichungen erhalten. Unter den gleichen Voraussetzungen beziiglich der 
Reibungsfreiheit der Scheibe wie unter Abschnitt I, lund der Dampfungs
freiheit des Fundamentes wird 

d2~O _ 
mo (ji2 - IX Y cos 'IjJ - 1X0 ~o' 

d2~ 
m ai2- = - IX Y cos 'IjJ, (c) 

d 21J • m (ii2 = - IX Y SIll 'IjJ. 

Nach Einsetzen der Ausdriicke (a) und (b) in (c) werden die drei Be
wegungsgleichungen 

d2~ 
mo dt20 + (IX + 1X0) ~o -IX ~ = -lXe cos wt, 

d2~ 
m(ji2 

d21J 
m(ji2 

- 1X0 ~o + IX ~ = IX e cos w t, 

+ IX 1] = IX e sin w t. 

(d) 

Partikulare Losungen dieser Gleichungen unter alleiniger Beriicksichtigung 
der erzwungenen Schwingungen durch die pulsierenden Fliehkraft
komponenten sind unter der Voraussetzung der Dampfungsfreiheit 

~o = Co cos wt, 

~ = C1 cos wt, 

'YJ = C2 sinwt. 

(e) 

1 Von der statischen Durchbiegung durch die Scheibenmasse ist abgesehen, 
da sie fUr die Betrachtung ohne Belang ist. 
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Co, C1 und C2 stellen die maximalen Auslenkungen in der ~- und 'rj

Richtung dar. Sie werden bestimmt aus (d) durch Einsetzen der ent
sprechenden Werte der GIg. (e): 

(iX + iXo - mow2) Co - iX C1 = - iXe, 
- iX Co + (iX - mw2) C1 = iXe, (f) 

(~- mw2) C2 = iXe. 

Daraus errechnen sich die graB ten horizontalen Auslenkungen des Funda
mentes und des Laufers (cos wt = r) aus den ersten zwei Glgn. von (f) zu 

lX m e w 2 

Co = ) , (g) 
(lX + lXo-mow2 (lX-mw2)-lX2 

C - lX e (lXo - mo w 2) h 
1- (lX+lXo-mow2)(lX-mw2)-lX2 () 

und die groBte vertikaIe Auslenkung des Lauferschwerpunktes 
e 

I_~W2 
lX 

(i) 

Bei einem starren Fundament ist mo oder iXo unendlich groB, so daB in 
Ubereinstimmung mit den Ergebnissen des Abschnittes I 

Co = 0, 

e C1 = C2 ------

I-~W2 
lX 

wird; der Schwerpunkt bewegt sich daher, wie gefordert, auf einem 
Kreis urn 0, d. i. auch urn L. Hat jedoch mo und iXo eine endliche GroBe, 
so wird 

Co> 0, 

C1 > C2, 

der Scheibenschwerpunkt bewegt sich auf einer Ellipse.1 

Kritische Zustande treten auf, wenn C2 oder C1 unendlich werden. 
Dies ist der Fall fUr 

und 
(iX + iXo - mow2) (iX - mw2) - iX2 = o. 

Die erste Bedingung gibt die schon frtiher gefundene kritische Dreh
schnelle des Laufers (bei starrem Fundament) mit 

2 _ lX 
W kr --;n 

Die Bewegungsform des Lauferschwerpunktes ist jedoch abweichend hier
von eine im wesentIichen geradlinige, in die 'rj-Achse fallende Schwingung. 
Setzt man analog dazu die kritische SchwingungszahI des Fundamentes 

2 _ lXo 
wkrO -

mo 
1 Die Koordinaten ~ und 1} der Schwerpunktsellipse erhiilt man durch Ein

setzen von (h) und (i) in die Losungsgleichungen (e). 
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in die zweite Bedingungsgleichung ein, so erhalt man 

4 __ 2( 2+ 2+CX)+ 22 W W Wkr Wkro mo Wkr WkrO = 0 

und daraus 

2 __ 2 __ Wkr2 + Wkro 2 + CX 
W --Wflf2 -- --

2 2 mo 

± V7[-W-k~r;~+~W-kr-02'-+---~_CX-_~]~2----2---2 
Wkr W krO . 

2 2mo 
(27) 

Fiir mO = 00 (starres Fundament) wird wieder w2 = Wkr2. 

Bei einem elastischen Fundament ist mo ~ 00 und es ergeben sich 
dann nach GIg. (27) zwei weitere kritische Drehschnellen WIl und Wf2 mit 

Abb. 45. Fundamentfunktion 
Betondecke. 

einer 

s Ausschlag, fJJ Phasenver3chiebungswinkel. 

Wfl > Wkr > Wf2. 

Der Scheibenschwerpunkt bewegt 
sich fiir W = WIl und Wf2 auf einer 
in die ~-Richtung gestreckten Ellipse. 
Diese kritischen Drehzahlen und die 
zugehOrigen Auslenkungen hat V. 
BLAESS auch an einem entsprechend 
gebauten Modell bestatigt gefunden. 

Beim Ubergang von einer kriti
schen Drehzahl zur anderen wird der 
Schwerpunkt gezwungen, nacheinan
der in verschiedenen Richtungen zu 
schwingen. Infolge der bei diesen Ver
lagerungen auftretenden Dampfungen 
wird das Durchfahren durch die 
kritischen Bereiche erleichtert. Durch 
die stets vorhandene Dampfung 
werden auch die Ausschlage bei den 

neuen kritischen Drehschnellen endlich. In gleicher Weise wie unter 
Abschnitt I, 8 wird jedoch die Rohe der kritischen Geschwindigkeiten 
dadurch nicht geandert. Urn dauernde BetriebsstOrungen durch Re
sonanz zu vermeiden, sind daher diese kritischen Drehzahlen geniigend 
weit von der Betriebsdrehzahl der Maschine zu legen. 

Die Energie verzehrende Dampfung hat zur Folge, daB die erzwungenen 
Schwingungen mit den pulsierenden Fliehkraftkomponenten nicht mehr 
in Phase sind" sondern dies en nacheilen. Diese Phasenverschiebung von 
Kraft und Ausschlag ist von der Elastizitat des Fundamentes abhangig. 
Tatsachlich wird beobachtet, daB bei kleinen sekundlichen Impulsen, wie 
sie beim Anfahren einer Maschine vorkommen, die Fundamentbewegung 
synchron mit diesen ist. Mit steigender Drehzahl bewirkt die wachsende 
GroBe der Dampfung ein Zuriickbleiben der Bewegung hinter der er
regenden Kraft. 1m kritischen Zustande, den jedes elastisch gesttitzte 
System besitzt, ist die Phasenverschiebung mit cp = :re/2 gleich der der 
ungedampften Schwingung. Dariiber hinaus nahert sich die Phasen
verschiebung dem Werte:re. Tragt man die groBte Fundamentbewegung 
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und die zugehi:irige Richtung fUr die einzelnen Drehzahlen in ein Polar
diagramm ein, so erhiilt man nach E. SCHMIDT die sogenannte Fundament
funktion (Abb. 45). Aus den Schwingungsellipsen der Abb.46, die 
mittels einer Spiegeleinrichtung durch einen Lichtstrahl auf ein photo
graphisehes Papier fixiert wurden, kann man die mannigfaltigen Be
wegungsformen entnehmen, die das Fundament unter den erregenden 
Kraften beschreibt. Die Bewegungen des Fundamentes sind nicht auf 
eine Ebene beschrankt, sondern liegen in Raumkurven. 

Die Abb.47 zeigt die 
Ergebnisse der Schwin
gungsprufung an einem 

Dampfturbinenfunda
ment (ohne Maschinen
aggregat) nach Versuehen 
von H. KAYSER. Bei 
n = 705 U (min liegen die 

Abb. 46. Schwingungsellipsen der nach Abb. 45 
untersuchten Betondecke bei den eingeschriebenen 

minutlichen Erregungsdrehzahlen. 

gr6Bten Ausschlage in der Horizontalen quer zur Maschinenaehse. Bei 
n = rors U(min ist Drehresonanz vorhanden, wahrend die gr6Bten Aus
schlage der Senkreehtresonanz erst fUr n> 3700 U(min auftreten 
k6nnen. H6here Drehzahlen wurden nicht verwendet, weil die Betriebs
drehzahl des aufgesetzten Turboaggregates 3000 U(min betragt. 

Kritisehe Gesehwindigkeiten 
zwei ter Art. 

Kritische Geschwindigkeiten, 
weIche sieh aus den bisherigen An
satzen nieht ermitteln lassen, ent
stehen dureh periodisch wirkende 
Momente von der Form M = Mn 
sin (Wkr ± u) t. Naeh R. GRAMMEL 
erzeugt ein periodisches Moment 
mit v Perioden pro Umlauf eine 
St6rung bei den Drehschnellen 

u = __ wkr , (j = I, 2, 3, ... ). (a) 
vj + I 

Darin kann v eine ganze oder ge
broehene positive Zahl sein. Von den 

o 

n4015 lDfY?hresonanz 

MessungJn lJeigleich61eiIJentler 

Wiig~:m5 
lInwucht(Me/Jpunkf 3) 

- Ja~rt'ChfeSchwingungen !rn:hf-
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Abb. 47. Resonanzmessungen an einem 
Dampfturbinenfundament mit sechs 

Stiitzen. Die MeJ3stelle liegt tiber einer 
der generatorseitigen Endsaulen. 

Waagrechtresonanz= Hauptschwingungsrichtungin 
der Horizontalebene, Drehresonanz = Hauptschwin~ 

gungsrichtung auf einem Kreisbogen. 

vielen m6glichen Drehschnellen verdient mit j = I jene Beaehtung, bei 
der sieh der st6rende Impuls synchron mit der Drehzahl (v = I) andert. 
Dies ist nach A. STODOLA durch das mit dem Umlauf periodische Ge
wichtsmoment der nieht genau in die Drehachse fallenden Scheiben
schwerpunkte bei horizon taler Lagerung der Welle gegeben. Dann tritt 
eine neue kritische Drehschnelle "zweiter Art" bei ungefahr Wkr(2 auf. 

In Ubereinstimmung mit den Versuchen von A. STODOLA konnte 
P. SCHRODER nachweisen, daB StOrungen bei u = w kr/3, W kr /2 und 2,5 wkr 
zu erwarten sind; die fur diese drei FaIle sich einstellenden Wellenbahnen 
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sind in den Abb. 48a bis e dargestellt. Die Ausschlage in den kritischen 
Zustanden zweiter Art bleiben auch ohne Dampfung in endlichen, be
rechenbaren Grenzen, deren Weite direkt proportional ist der GroBe des 
storenden Momentes. Auch dieses analytische Ergebnis wird durch die 
Versuche von A. STODOLA bestatigt, wonach merkliche Ausschlage erst 
bei groBer, betriebsmaBig nicht mehr vorkommender Unwucht er

u-- !!!Jr 
Abb. 48 a und b. Charakte
ristische Wellenbahnen des 
reinen Gegenlaufes durch 

das Stbrungsmoment 
M = M2 sin (Wkr + u) t. 

reicht wurden. Bei gleicher Exzentrizitat und 
vertikaler Lagerung ist diese Starung nicht 
aufgetreten. In der Praxis hat sie sich ge
legentlich an horizontal gelagerten Laufern 
durch eine leichte Unruhe des Ganges bemerk
bar gemacht. 

Ein ahnlicher, ebenfalls ungefahrlicher kri
tischer Zustand wurde bei = Wkr!Z und wkr!3 
von O. FOPPL nachgewiesen, dem als Ur
sache Drehzahlschwankungen als Folge von 
veranderlichem Antriebsmoment zugrunde 
liegen. 

Zu den StOrungen zweiter Art gehort auch die Prazession im Gegen
lauf, die ebenfalls durch ein geeignetes periodisches Storungsmoment aus
ge16st wird. A. STODOLA hat durch den Versuch nachgewiesen, daB 
Resonanz auch dann besteht, wenn nach Abschnitt 1,2 die Prazessions
drehschnelle f1 = - W und die Eigendrehschnelle 11 = Zw ist, die elastische 
Linie also entgegengesetzt der Wellendrehung umlauft und diese Be

'U-2,5C0rr 

Abb. 48e, d und e. Charakteristische Wellen
bahnen des niehtsynchronen Gleiehlaufes durch 
das Stbrungsmoment M = Ml sin (wkr - u) t. 

wegung "synchrone Prazes
sion im Gegenlauf" benannt. 
Da auch hier wieder W f1 
+ 11 ist, wird das auftretende 
Kreiselmoment im Gegen
lauf nach GIg. (e) 

Kgn = - Bw2 b (q + I); (b) 

insbesondere wird fUr 
schmale Scheiben mit q = Z 

Kgn = - 3 Bw2 b. (c) 

Die Richtung desselben er
gibt sich aus dem Bestreben, die entgegengesetzt gerichteten Vektoren 
p, und 'JI (Abb.49) gleichsinnig ineinander iiberzufUhren. Daraus folgt 
eine VergroBerung der Wellenauslenkung und das Auftreten des kriti
schen Zustandes schon bei geringeren Drehzahlen. 

In gleicher Weise wie unter Abschnitt I, zlaBt sich die kritische Dreh
schnelle im Gegenlauf fUr das dort angegebene Beispiel ermitteln. Es ist 
nur zu beachten, daB in die GIgn. (f) und (g) statt Kgl der Wert Kgn ein
geht. Dann wird die kritische Drehschnelle im Gegenlauf 

w 2 = 3 A fJ2 + 1p y2 ± V( 3 A fJ2 + 1p y2 )2 + R2y2 ~2 + A 3L. (d) 
un." 6 6 t' 3 
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Darin sind A, "P, C, {J2 und y2 von gleichem Werte wie bei der Bestimmung 
der kritischen Gleichlaufdrehschnelle. Die GIg. (d) besitzt zwei reelle 
Wurzeln, von denen die eine hoher, die andere tiefer liegt als die normale 
kritische Drehschnelle ohne Kreiselwirkung. 

Die synchrone Prazession im Gegenlauf tritt in der 
Praxis nur selten in Erscheinung und kann zutreffenden
falls durch Vertauschung der auf der Welle sitzenden 
Scheiben, bzw. durch eine Anderung des Massenausgleiches 
vermieden werden. Die Bewegung ist nicht stabil. Lauft 
die Welle in diesem Zustande um, so muB sie sich infolge 
fl = - w und 'J! = 2w standig in sich biegen. Die dazu 
notwendige Formanderungsarbeit entzieht der Welle die 
durch die Auslenkung aufgespeicherte potentielle Energie 
und sucht dadurch das Entstehen von gefahrlichen Aus
lenkungen zu verhindern. 1m allgemeinen erzwingen die 
Fliehkrafte der Scheibenhalften den synchronen Gleichlauf 
(fl = W, 'J! = 0). 

Die kritischen Geschwindigkeiten "zweiter Art" sind 
zum Gliick nicht gefahrlich und konnen durch geeignete 
MaBnahmen in ihren Auswirkungen auf ein praktisch zu
lassiges MaB eingeschrankt werden. Um eine Unruhe des 
Ganges bei der Resonanz eines geeigneten Storungsmomentes 
mit der Betriebsdrehzahl zu vermeiden, ist es empfehlens

Ii' 
o 
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( 0 M 
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Abb·49· 
Kreisel wir

kungbei der 
Prazession 
im Gegen

lauf. 
tt Prazessions
drehschnelle, 

v Eigen
drehschnelle. 

wert, diese so zu wahlen, daB sie nicht ein ganzzahliger Bruchteil oder 
ein ganzzahliges Vielfaches der kritischen Drehzahl wird. 

Kritische Erscheinungen an Gleitlagern. 
Bezeichnungen: 

ij = radialer Lagerspalt bei zentriseher Wellenlage 
e = Exzentrizitat der 'Velie im Lager wahrend des Betriebes 
B = Lagerbohrung 
d = Wellenzapfendurehmesser 
L = Lagerlange 
P = gesamte vertikale Lagerbelastung 
p = mittlere spez. Lagerbelastung (P/Ld) (GroBenordnung von 10) 

1] = Zahigkeit des Lagerols bei der Betriebstemperatur (GroBen-
ordnung von 0.1 10-6) 

Ii (!} r 1] ~ = dimensionslose mittlere spez. Lagerpressung 

r= : [~ (-~_) 2]2 = Lagereharakteristik 

e 2 e 
X = ~ = If" _ d = Exzentrizitatsverhaltnis 

em 
em 
em 
em 
em 
kg 
kg/em2 

kgsekjem2 

A. STODOLA hat auf weitere kritische Unruhen hingewiesen, die durch 
die Nachgiebigkeit des Olfilms im Lager hervorgerufen werden. lnfolge 
der Schwingungsmoglichkeit der Welle in waag- und lotrechter Richtung 
sind zwei kritische Zustande moglich. 
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Nach der hydrodynamischen Lagertheorie schwimmt die Welle beim 
Umlauf im Lager auf einer Olschicht von einigen Hundertstel Millimeter 
Dicke. Dabei stellt sich der Wellenzapfen exzentrisch zur Lagerbohrung 
ein und erzwingt eine Fliissigkeitsstromung, bei der die Wellenbelastung 
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Abb. 50. Die kritisehen Drehsehnellen im Gleit-

lager als Funktion von r. 

durch die Druckverteilung 
in der Schmierkeilschicht 
aufgenommen wird. Fiir 
jedes Lager gibt es einen 
Betriebszustand, bei wel
chern bei einer bestimmten 
Drehzahl die TragHihigkeit 
des Schmierkeils fUr eine 
stabile Wellenlage im Lager 
nicht mehr ausreicht, so 
daB die Welle standig hin 
und her geschleudert wird. 
Stimmt die Frequenz der 
die Lager periodisch be
lastenden Krafte (z. B. 

Fliehkrafte) mit einer dieser kritischen Lagerdrehzahlen uberein, so tritt 
Resonanz auf. Die dabei entstehende Unruhe macht einen geregelten 
Betrieb unmoglich. Diese kritischen Zustande hat CR. HUMMEL in seiner 
Dissertation untersucht und gefunden, daB oberhalb eines labilen Be

" 

klop en 

i I ~ 

f \!~ 
~k~ 

zooo 
n, 

''f0 

\~ 

~ooo 

Abb. 51. Beobaehtete 
WellenaussehHige an 

einem Gleitlager mit der 
Bohrung B = 3,99 em, 
einem radialen Lager
spalt 15 = 0,03 em und 

den eingesehriebenen 
LagerHingen L = 3,0, 

4,0 und 5,0 em. 

reiches zwei kri tische Drehschnellen auftreten, von 
denen die erste nach Abb. 50 fur r> 100 ge
niigend genau durch 

(28) 

festliegt, wahrend die zweite Kritische nur ihrer 
GroBenordnung nach gegeben ist. Sie sind in 
der Abb. 50 durch Wkr2 b /g, uber der Lager
charakteristik r aufgetragen. Zur Darstellung 
ist die dimensionslose mittlere spezifische Lager
pressung Pv' herangezogen, die in Abhangigkeit 
von dem Exzentrizitatsverhaltnis X = c/b durch 
die in der Abb. 50 angegebenen beiden Naherungs
ausdrucke ersetzt ist. In der ersten Kritischen 
fallen die Beziehungen W kr2 b(g = f(r) praktisch 
fUr beide Naherungen zusammen, in der zweiten 
Kritischen weichen sie aber mit steigendem r 
immer mehr voneinander abo In dem Bereiche 
r < 30 ist die Bewegung labil. 

Das Vorhandensein der beiden kritischen Drehzahlen, die Giiltigkeit 
der rechnerischen Ergebnisse und das Zuruckfallen der Welle wurde auch 
durch das Experiment bestatigt. Die Abb. 51 zeigt das steile Ansteigen 
der Wellenausschlage im ersten kritischen Bereich. Bemerkenswert ist, 
daB die Welle auch oberhalb des ersten kritischen Bereiches mit groBen 
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Ausschlagen lauft. In der zweiten Kritischen ist ein langerer Lauf un
maglich, weil die Welle zum Fressen neigt. Deshalb ist es notwendig. 
die Lager so zu bemessen, daB die Betriebsdrehzahl genugend weit unter
halb dieser ersten kritischen Drehzahlliegt. In der im Schrifttum genann
ten Arbeit sind MaBnahmen zur Unschadlichmachung der kritischen Er
scheinungen durch eine die Welle eng umschlieBende, obere Lagerschale 
gegeben. Infolge der groBen Steigerung der Lagerreibungszahl ist es 
jedoch fUr Neukonstruktionen empfehlenswert, im unterkritischen Be
reich zu bleiben. 

II. Kritische Drehzahfen glatter WeUen, 
1. Gfatte Weffe mit Eigenmasse ohne Riicksicht auf die 

Kreiselwirkung. 
Bezeiehnungen: 

Ci = Konstante 
t = d2 :rc/4 Wellenquersehnitt 
y = spez. Gewieht des Wellenwerkstoffes 
!1 = f y/g Masse der Langeneinheit 
Pi = Frequenzkonstante 
e = 2,7I828 Basis der nat. Logarithmen 

em 
em2 

kg/em3 

kgsek2/em2 

Der kritische Zustand einer Welle ist auch dadurch gekennzeichnet, 
daB bei einer Schwerpunktsexzentrizitat c = 0 bei jeder Auslenkung 
Gleichgewicht zwischen der Fliehkraft und der elastischen Wellenkraft 
besteht (Abschnitt I, I). Von der Kreiselwirkung sei abgesehen. Lauft 
eine so idealisierte Welle im ausgebogenen Zustande urn, so ist die Ande-

rung der an einem Massenteilchen dm = )'- tdx angreifenden Fliehkraft 
g 

dF = ; tyw2dx, (a) 

welcher durch die Anderung der Querkraft Q das Gleichgewicht gehalten 
wird. Diese berechnet sich aus der Gleichung der elastischen Linie fUr 
kleine Durchbiegungen zu 

d2M d4 y 
dQ = dx2 dx = EJ -dx4 dx. 

Durch Gleichsetzen von (a) und (b) erhalt man 

d4y _ k4 y = 0 
dx4 

mit k4 = ; ~~2. Die allgemeine Lasung von (c) hat die Form 

y = C1 sin kx + C2 cos kx + C3 Ckx + C4 C-kx• 

(b) 

( c) 

(d) 

Die Integrationskonstanten C1> C2, C3 und C4 ergeben sich aus den Rand
bedingungen, die je nach Lagerung der Welle verschieden sind. Fur die 
beiderseitig kugelig gelagerte Welle (Abb.53) lauten sie: fUr x = 0 muB 
y = 0 und y" = 0 (da das Biegungsmoment = 0 ist) sein, woraus 

C2, C3 und C4 = 0 

Holba, Berechnungsverfahren. 4 
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folgt. Die Eigenfunktionen der zweifach kugelig gelagerten Welle werden 
also durch die einfache Sinusfunktion beschrieben. Weitere Rand
bedingungen sind am zweiten Lager vorgeschrieben: fUr x = l muB 
y",=! = CI sin kl = 0, ebenso y" = 0 werden. Dies ist in (d) fUr beliebige 
Werte von CI der Fall, wenn 

kl = in 

wird (i = I, 2, 3, ... ). Damit ergibt sich 

k4 = (i T r = -i- f ij2 
und daraus die kritische Drehschnelle 

2 _ ·4 n 4 EJ 
W kri - 1 14- YT g. (29) 

Setzt man in (d) fUr k = in/l, so erhalt man die Eigenfunktionen aller 
Ordnungen der zweifach kugelig gelagerten, glatten Welle zu 

C . in 
y = I SIll-t-X. (e) 

Durch die Konstante CI wird die groBte Auslenkung der Welle fUr 

sin i; x = I ausgedruckt. Aus der Periodizitat der Beziehung (e) geht 

hervor, daB fUr jede hOhere Ordnung der kritischen Drehschnelle eine 
neue Nullstelle (y = f (x) = 0) an einer ganz bestimmten Stelle im 
System entsteht. In ahnlicher Weise werden fur die anderen Lagerungs
falle mit den entsprechenden Randbedingungen die kritischen Dreh
zahlen erhalten. 

2. Ergebnisse. 

Ohne Berucksichtigung der Kreiselwirkung. 

1m Gegensatze zu dem in Abschnitt I, I idealisierten Fall ergeben 
sich durch die stetige Massenbelegung aus der Form der Losungs
gleichungen fur die glatte Welle unendlich viele kritische Drehsehnellen. 
Die allgemeine Losung fur die folgenden Lagerungsfalle ist 

Die Werte von {Ji sind fUr vier Lagerungsfalle der nebenstehenden Auf
stellung zu entnehmen. Die erste kritisehe Drehsehnelle ergibt sieh mit {JI. 
Sonderfall: Legt man Stahl mit E = 2,1 106 kg/em2 und y = 7,85 ro-3 

kg/em3 zugrunde, so wird 
- 8 4{J2d Wkri - 12, I 10 i [2 (30a) 

und 
_ 4{J2 d nkri - 122,4 10 i [2. (30b) 



Ergebnisse. 

Fur eine Hohlwelle mit da als AuBendurehmesser und di als kon
zentrisehe Bohrung wird 

(d 2 + d .2)1/. 
_ 41/2 a t nkri - 122,4 10 /-'i ---Z2--· (30e) 

fJl fJz fJ3 i 1,875 4,694 7,855 
----, 

I I 
IE ], ~I 

Abb·52. Einseitig eingespannte, freihangende Welle. 

f- tlH 2n 3n 
I 

], 
I 

IE ""'I 

Abb·53· An beiden Enden kugelig gelagerte Welle.1 

i - -{ 3,92 7 7, 069 10,21 
I 

iE l )001 

Abb·54· Einseitig eingespannte, endseitig kugelig 
gelagerte Welle. 

4,73 7,853 10,996 t--t 
IE ], >1 

Abb·55· An beiden Enden eingespannte Welle. 

Wie bereits angegeben, enthaJt die GIg. (30) aueh die Eigenwerte von 
mehrfaeh gelagerten Wellen, wenn die Spannweiten in den einzelnen 
Feldern durch die Nullstellen der Eigenfunktionen h6herer Ordnung be
stimmt werden. Die erste kritische Drehschnelle einer dreifach kugelig 
gelagerten Welle mit II = l2 fUr die einzelnen Lagerabstande ist z. B. 
die zweite kritisehe Drehschnelle einer zweifach kugelig gelagerten Welle 
mit der Lagerentfernung 2 l1. Fur beliebige l1/l2 lassen sieh die kritischen 
Drehschnellen mit Hilfe von Frequenzfunktionen bestimmen, die 
W. PRAGER und F. W. W ALTKING angegeben haben. Die Auswertung 
derselben fUr drei- und vierfach gelagerte, glatte Wellen mittels eines 
graphischen Verfahrens von W. PRAGER ist in der Abb.56 dargestellt, 

und zwar P12 = Wkrl12 (-iT t2 als Funktion von l1/l2. Sie enthalt als Sonder

falle fUr l1/l2 = 1 bzw. 1,275 die zweite kritische Drehschnelle einer zwei
fach kugelig gelagerten Welle, bzw. einer einseitig eingespannten und 
endseitig kugelig gelagerten Welle. 

1 Dieser Belastungsfall ergibt die in Abb. 14 eingetragene Grenzkurve W kr2 

= 1,2685 glfmax. Die groJ3te Auslenkung fmax kann z. B. nach Hiitte, Bd. I, 26. Auf I., 
S. 615 errechnet werden. 
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Mit Berucksichtigung der Kreiselwirkung. 
Die glatte Welle wird dabei aus unendlich dUnnen Scheiben auf-

gebaut gedacht, die unendlich nahe ohne gegenseitige Beruhrung an-
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Abb. 56. Wkr II (if )"'= {J12 als Funktion von ll/l2 fur mehrfach gelagerte, 

glatte Wellen. 
I' Masse der Langeneinheit. 

einander sitzen. Fur die beiderseitig kugelig gelagerte Welle ergibt sich 
nach R. GRAMMEL die kritische Drehschnelle im Gleichlauf zu 

1m Gegenlauf zu 

W g t
2 = 1 _ i 2 n 2 (2 R )2 ' 

16 1 

W gn2 = 
3 i2n2 (2R)2. 1+-- --

16 1 

(31) 
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Darin ist Wkri die nach GIg. (30) gefundene kritische Drehschnelle i-ter 
Ordnung (i = I, 2, 3, ... ), R = HaIbmesser der Welle oder der gieich
maBig dicht bis zu den Lagern sitzenden Scheiben. Die tiefste kritische 
Drehschnelle ergibt sich mit i = 1. Nach GIg. (3I) verschwinden fUr 
gegebene i die kritischen Gleichlaufdrehzahlen i-ter Ordnung, wenn der 
Nenner gleich Null wird. Dies ist ftir 

in2 R 
---=I 

4l 

der Fall. Dagegen sind nach GIg. (32) kritische Gegenlaufdrehzahlen 
(praktisch ungefahrlich) in unbegrenzter Zahl vorhanden. 

R. GRAMMEL hat auch andere 
Lagerungsfalle untersucht und 
zur Ermittlung der kritischen 

W!ll 
Drehzahlen im Gleich- und Gegen- ClJn. 
lauf eine graphische Darstellung 1 
gegeben. Die wesentlichsten Er- t 
gebnisse sind folgende: ~ 

1,6 .... 
~ 

~t,< s.. 1\ ~ 
l,Z .... 

1,-

0", 

L 

\. l!!LZ 
Wi, 

r- L' l!._. 

V %-J[ . - .- . 

/ m t'" 
fr Sind die Langen einer beider- C0rr 4 

seitig kugelig gelagerten oder ein
gespannten Welle gleich 1/4, 1/2 

6 

if 
j/ 

oder 3/4 usw. des Wellen- (Schei
ben-) Umfanges, so ist schon die 
kritische Drehschnelle im Gleich

4zf 
0 o 1 Z 3 t,< 5 6 

lIzR 
8 9 10 

lauf erster, zweiter oder dritter 
Ordnung infolge der Kreiselwir
kung unendlich graB. Die Welle 
besitzt daher bei einer Lange von 
l = 3/4 2 R n zwei kritische 
Gleichlaufdrehschnellen usw. 

Abb. 57. wgzlWkr und wgnjwkr erster (I) 
und zweiter (II) Ordnung, abhangig von 
lj2 R fur die gleichmaBig dicht mit Scheiben 
besetzte, endseitig kugelig gelagerte Welle. 

Bei der einseitig eingespannten, freihangenden Welle ist im Gleichlauf 
die kritische Drehschnelle erster, zweiter oder dritter usw. Ordnung un
endlich graB, wenn die Wellenlange gleich ist l/s, 3/S oder 5/S usw. des 
Wellen- (Scheiben-) Umfanges. 1st l < 2 R n/8, so besitzt die Welle keine 
kritische Gleichlaufdrehschnelle. 

Daraus kann die praktisch wichtige Folgerung gezogen werden, daB 
die Kreiselwirkung bei kleinen Verhaltniszahlen l/2R die kritische Gleich
laufdrehzahl stark erhOht, wenn die Welle mit vielen Scheiben bis nahe 
an die Lager besetzt ist (Abb. 57). Meist sind die Scheiben nur im mittleren 
Wellenteil angeordnet. Dann kann der EinfluB der Kreiselwirkung auf 
die erste kritische Drehzahl im allgemeinen unberticksichtigt bleiben. Mit 
steigender Ordnung der kritischen Drehzahl nimmt der EinfluB der 
Kreiselwirkung zu, weil auch die im Mittelteil sitzenden Scheib en eine 
starke Schragstellung erfahren. Schon bei der Betrachtung einer masse
losen Welle mit einer Einzellast hat sich ergeben, daB die Kreiselwirkung 
urn so starker in Erscheinung tritt, je naher sich die Scheibe am Lager 
befindet (Abb.40). Bei glatten Wellen in den tiblichen Abmessungen ist 
die Kreiselwirkung durch die Wellenmasse allein ohne Belang (Abb. 57). 
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Nach Fertigstellung dieser Arbeit ist im gleichen Verlage von K. KARAS eine 
gr6Bere Abhandlung erschienen uber "Die kritischen Drehzahlen wichtiger Rotor
formen". Der erste Teil behandelt die kritische Drehzahl von Laufern mit 
zylindrischen oder kegelstumpff6rmigen Scheibenmassen, wobei zur ubersicht
lichen mathematischen Behandlung unendlich dichte Scheibenbelegung uber 
die ganze Wellenlange oder einen Teil derselben, konstanter Wellenquerschnitt 
sowie beiderseitige kugelige Lagerung vorausgesetzt ist. 1m zweiten Teil werden 
als wertvolle Verallgemeinerung der grundlegenden Arbeit von R. GRAMMEL 
(Schrifttum S. 186) die Bedingungen fUr das Verschwinden der kritischen Dreh
zahlen n-ter Ordnung durch die Kreiselmomente des Gleichlaufes fur die be
trachteten Lauferformen aufgesucht. 

Fur abgesetzte Wellen kann - wie auch K. KARAS einleitend bemerkt - die 
graphische Ermittlung der Auslenkungslinie nicht umgangen werden; auch sitzen 
im allgemeinen die Scheiben nicht so dicht aneinander. Die Kupplungsmasse darf 
nicht vernachlassigt werden. Fur diese Falle wird man das in Abschn. III, 3e 
beschriebene y2-Verfahren von R. GRAMMEL anwenden; darin druckt GIg. (53) 
das Kriterium fUr das Verschwinden der kritischen Drehzahlen durch die Kreisel
wirkung der Scheiben bei der praktisch wichtigen Prazession im Gleichlauf aus. 

III. Kritisme Drehzahl erster Ordnung von mehrfam 
belasteten, zweifam ge1agerten, ahgesetzten WeHen. 
In den vorhergehenden Abschnitten wurde die kritische Drehschnelle 

von glatten Wellen untersucht, die nur durch eine Einzelmasse oder nur 
durch ihre Eigenmasse belastet waren. Bei den beiden behandelten 
Systemen war es verhaltnismaBig einfach, die kritische Drehschnelle zu 
bestimmen, weil in den Grundformen Ubereinstimmung zwischen der 
fliehkraftelastischen Linie und der gewichtselastischen Linie besteht. 

Tatsachlich sind auf den schweren, abgesetzten Wellen meist mehrere 
Scheiben vorhanden. Dann ist es nur in Sonderfallen moglich, von den 
Ergebnissen der Abschnitte I und II direkt Gebrauch zu machen. Auch 
diese Belastungsfalle lassen sich rein analytisch 16sen. Infolge des groBen 
Zeitaufwandes kommen exakte analytische Verfahren nicht in Betra,ht.1 
Ais wichtigstes Ergebnis ist zu betrachten, daB im allgemeinen keine 
Ubereinstimmung zwischen der fliehkraftelastischen Auslenkung und der 
gewichtselastischen Auslenkung besteht. 

Fur solche Belastungsfalle empfehlen sich graphische oder analytische 
Naherungsverfahren. Die im vorhinein unbekannte fliehkraftelastische 
Auslenkung wird durch eine zweckentsprechende Naherung ersetzt und 
daraus die kritische Drehschnelle errechnet. 1m besonderen werden sich 
solche Verfahren als zweckmaBig erweisen, deren Genauigkeit durch den 

1 Auch bei der exakten Ermittlung der kritischen Drehschnelle entspricht 
das Ergebnis nur den gemachten Annahmen bei der Aufgabenstellung. In dieser 
k6nnen verschiedene Einflusse nur ihrer Gr6Benordnung, nicht aber ihrem tat
sachlichen Werte entsprechend berucksichtigt werden (z. B. Versteifung durch 
Naben, Kreiselwirkung durch schrages Aufkeilen, Starrheit der Scheiben, Langs
krafte, teilweise Einspannung, Temperatureinflusse u. dgl.). Deshalb ist das Ar
beiten mit guten Naherungsverfahren zweckmaBig. 
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Vergleich mit exakten Losungen fUr ahnliche Belastungsfalle bekannt ist 
oder wo das Ergebnis durch eine fortschreitende Verbesserung der An
nahme der Eigenli:isung beliebig angenahert werden kann. Die abgesetzten 
Wellen werden dabei masselos gedacht und das Wellengewicht, in ge
eignete Teillasten aufgelost, als auBere Lasten wirkend angenommen. 
Der durch die Aufteilung des Wellengewichtes gegeniiber der kontinuier
lichen Belastung gemachte Fehler ist bei geniigender Unterteilung gering. 
Kreiselmomente und Langskrafte sollen in iibersichtlicher Weise beriick
sichtigt werden. Die einzelnen Verfahren sind nun gesondert angefUhrt. 

1. Exakte Ermitdung der kritischen Drehzahl. 
Die E in fl u B z a hIe n. 

In diesem Abschnitt wird von den EinfluBzahlen Gebrauch gemacht. 
Mit der bereits eingangs festgelegten Voraussetzung fUr die Giiltigkeit des 
HOoKEschen Gesetzes sagen sie aus, daB die auftretenden Wellenauslen
kungen und ihre Neigungen lineareFunktionen derbelastenden Krafte und 
Momente sind, so daB sie getrennt ermittelt und durch Summierung zur 
Gesamtlosung zusammengefaBt werden konnen. Unter einer EinfluBzahl 
wird die Verschiebung eines Punktes eines statisch bestimmten Systems 
durch das Wirken z. B. einer Einheitskraft verstanden; die tatsachliche 
Auslenkung wachst daher proportional der GroBe der vorhandenen Kraft. 
Aus dieser Definition geht aber hervor, daB eine EinfluBzahl zwei Be
stimmungsgroBen zu ihrer Charakterisierung notwendig macht, die immer 
bekannt sind: die Angriffsstelle des Impulses von der GroBe I und die 
Stelle, an der die erzeugte Verschiebung gemessen werden solI. 

Betrachtet man z. B. als statisch bestimmtes System eine endseitig 
zweifach kugelig gelagerte Welle, die in der Entfernung ~ vom linken 
Auflager durch eine Einheitskraft belastet wird, so ist die elastische 
Linie die EinfluBfunktion (X (x, ~). deren Ordinate (Xx~ abhangig ist 
vom Ort x, an der sie gemessen wird, und vom Angriffspunkt ~ der 
Einheitskraft. Jeder fest en Lage der Einheitskraft langs der Wellen. 
achse entspricht also eine ganz bestimmte EinfluBfunktion. 

Wirken auf einer Welle n Krafte P I .•.. n senkrecht zur Wellenachse, 
so folgen die gesamten Auslenkungen unter den einzelnen Kraften 

YI=(XllPI +(X12 P 2+ •..• + (Xli Pi + 
Y2 =(X21PI + (X22 P 2 + .... + (X2i P i + 

+ (Xln P n • 

+ (X2n P n , 

als Summe aller Einzelauslenkungen (Xik P k (i, k = I, 2, 3, ... , n). (Xik ist 
dabei die Auslenkung am Ort der Last i, wenn samtliche Krafte auBer 
der am Orte k wirkenden Kraft P k == I verschwinden. Die EinfluBzahl (Xik 

ist also die Auslenkung an der Stelle i durch eine an der Stelle k wirkende 
Einheitskraft, (Xii die Auslenkung am Orte i durch die am gleichen Orte 
wirkende Einheitskraft. 
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Die Neigung tg ~ ;::::0 ~ der EinfluBlinie unter den einzelnen Kraften ist 

~l = iXu' PI + iXl2' P 2 + .... + iXli ' Pi + .... + iXln' P n, 
~2 = iX2/ PI + iX22' P 2 + .... + iX2/ Pi + .... + iX2n' P'II' 

,OiXn , OiXi2 1 11 . , OiXik WO iXil = -,,-, iXi2 = -,,~, a so a gemem iXik = -,,~. 
UXi UXi UXi 

In gleicher Weise folgt unter der Wirkung von n Momenten M I .... n mit 
senkrechter Achse zur Welle - wenn fJik die EinfluBzahl fUr die Aus
lenkung darstellt - die gesamte Auslenkung unter den einzelnen Momenten 

'Yjl = fJn MI + fJl2 M2 + .... + fJli Mi + .... + fJln M n, 
'Yj2 = fJ21 MI + fJ22 M2 + .... + fJ2i Mi + .... + fJ2n M'II' 

und die zugehOrige Neigung 

'ljJI = fJu' MI + fJl2' M2 + .... + fJI;' Mi + .... + fJI'II' M'II' 
'ljJ2 = fJ2l' MI + fJ22' M2 + .... + fJ2/ Mi + .... + fJ2'11' M'II' 

fJ ' OPil fJ' OPi2 fJ' oPik WO iI = -,,~, i2 = -,,~, .... , ik = -,,~ USW. 
UXi UXi UXi 

Zwischen den EinfluBzahlen, hervorgebracht durch Einheitskrafte und 
Einheitsmomente, bestehen gewisse Bindungen, die durch den MAXWELL
schen Verschiebungssatz bekannt sind. Er lautet: Eine an der Stelle k 
wirkende Einheitskraft erzeugt an der Stelle i die gleiche Auslenkung, wie 
eine am Orte i wirkende Einheitskraft an der Stelle k erzeugt. Ein an 
der Stelle k angreifendes Einheitsmoment erzeugt an der Stelle i eine 
Auslenkung, die gleich ist der Verdrehung der Ebene des Einheits
momentes an der Stelle k durch die in i wirkende Einheitskraft. Die 
Verdrehung der Momentenebene am Orte i durch ein an der Stelle k 
wirkendes Einheitsmoment ist gleich der Verdrehung der Momenten
ebene am Orte k durch ein an der Stelle i wirkendes Einheitsmoment. 
Die Beweise fur diese Satze seien an einer zweifach gelagerten, masse
losen Welle gefUhrt, deren Auflagerkrafte keine Arbeit leisten, fUr die 
also nach CASTIGLIANO 891/8P = 0 ist. 

Vorausgesetzt ist vorerst die Belastung der Welle durch zwei Krafte 
Pi und P k, die in der Entfernung Xi und Xk vom linken Auflager angreifen 
und senkrecht zur Wellenachse wirken sollen. Wird zuerst die Kraft Pi' 
von Null bis auf ihren Hochstwert linear wachsend, an der Stelle i auf
gebracht, so leistet sie bei der Auslenkung Yii = iXiiPi die Arbeit 

91 - (Xii p,2 
I - 2 •. 
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Durch das darauffolgende Aufbringen der linear ansteigenden Kraft P k 

an der Stelle k wird die Kraft Pi noch urn Yik = lXik Pk verschoben, 
wobei sie, da sie in voller GroJ3e wirkt, die Arbeit 

~2 = lXikPkPi 
leistet. An der Stelle k leistet die stetig ansteigende Kraft Pk bei der 
Auslenkung Ykk = IXkkPk die Arbeit 

~ _ IXkk P 2 
3 - 2 k' 

Der gesamte Arbeitsbetrag ist also 

L'~= lX;i Pl +lXikPkPi + lX:k Pk2• 

Fur die gesamte Arbeitsleistung muJ3 es nun gleichgultig sein, in welcher 
Reihenfolge die Krafte aufgebracht werden. Wirkt daher zuerst Ph 
dann Pi von Null bis zur vollen GroJ3e linear ansteigend, so ist auch 

L'~ = ~:k P k2 + IXkiPiPk + ()(,~i Pt 

Aus der Gleichheit der beiden Summenausdrucke folgt 

lXikPkPi = IXkiPiPk 
und 

wonach der eingangs angegebene Satz bewiesen ist. Durch partielle 
Differentiation folgt 

und 

Statt einer Einheitskraft kann auch ein Einheitsmoment eingefUhrt 
werden, dessen Achse senkrecht zur Wellenachse steht. Der Arbeits
betrag fUr ein linear ansteigendes Moment von der GroJ3e Mist allgemein 

M M2 
-i~1fJ = -2 f3', 

wenn f3' = ~~ die Neigung an die durch das Einheitsmoment hervor

gebrachte Auslenkungslinie mit der Ordinate f3 im Momentenangriffs
punkt darstellt. 

Wirkt an der betrachteten Welle im Punkte k -L zur Wellenachse ein 
Moment M k , in i eine Kraft Pi' so folgt fUr die Formanderungsarbeit, 
wenn zuerst Pi linear ansteigend, dann Mk linear ansteigend aufgebracht 
wird, 

f3ikM kist darin die Auslenkung, urn welche die bereits in voller GroBe 
wirkende Kraft Pi durch das Wirken des Momentes M k verschoben wird. 
Bei vertauschter Reihenfolge fUr die Aufbringung folgt 

L'~ = flklc'_ Mk2 + IX,," PMk + ~ii_ p.2 
2 ~l 1. 2 1, 
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, OlXk' 
mit IXki = ~ = Verdrehung der Momentenebene von Mk durch die 

UXk 
Wirkung einer Einheitskraft an der Stelle i. Aus der Gleichsetzung folgt 

fJikMkPi = IXk;' PiMk 
oder 

d. h. ein an der Stelle k wirkendes Einheitsmoment erzeugt an der Stelle i 
eine Auslenkung, die gleich ist der Verdrehung der Momentenebene in k 
durch die in i wirkende Einheitskraft. Durch Vertauschung der Angriffs
orte muJ3 auch bestehen 

Die Dimension von fJik ist [cmjcmkg], diejenige von IXk/ ist [ljkg]. 
Sind in den Punkten i und k Momente Mi und M k wirksam, so erhalt 

man in gleicher Weise durch die Bildung der Formanderungsarbeiten 

fJ ' o{3ik OlXk;' 02IXki fJ' 02IXik D' E' fl J3 hI fJ d fJ' ik =-~-=-~-=~~ -, ki = ~-. Ie III u za en un 
uXi uXi uXi uXk uXk UXi 

sind partielle Ableitungen der EinfluJ3funktion IX. Damit ergeben sich 
folgende Symmetrien und U nsymmetrien: 

lXik = IXki' 

, OlXik 
lXik = 8x.-' , 

Betrachtet man die Beziehungen fur eine Einzelkraft und ein Einzel
moment, wenn man (Xk - Xi) - 0 gehen laJ3t, so wird fJii = lXi;' oder 
fJkk = IXkk'· Diese Identitat ist in Abschnitt I, 2 verwendet, wo fUr 
fJii = lXi;' = fJo und fUr fJii' = Yo geschrieben ist. 

Damit ist der eingangs formulierte MAXwELLsche Verschiebungssatz 
in den drei Auslegungen bewiesen. Da bei seiner Ableitung keinerlei 
Voraussetzungen uber die Querschnittsabmessungen der Welle gemacht 
wurden, gilt er allgemein auch fUr beliebig abgesetzte Wellen. 

In den folgenden Naherungsverfahren der Abschnitte III, 3a bis e 
sind die angefUhrten Beziehungen zwischen den EinfluJ3zahlen verwertet. 
Allgemein folgt fUr eine zweifach gelagerte Welle unter der Wirkung von 
n Kraften und n Momenten die Auslenkung an der Angriffsstelle Xi 

n n 

Yi = E lXikPk ± E fJikMk' 

die Neigung fUr Xi 
n n 

!3i = E lXik' P k ± E fJik' M k> 

mit dem + -oder --Vorzeichen fUr das zweite Summenglied, je nachdem 
die Momente unterstiitzend oder hemmend wirken. Die hier zu be
handelnden Momente sind Kreiselmomente, die im Gegenlauf unter
stiitzend, im Gleichlauf hemmend wirken. 1m allgemeinen wird sich die 
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Prazession im Gleichla uf einstellen; die elastische Linie lauft also im 
Sinne der Wellendrehung mit der Drehschnelle der Welle urn (Abschn. I, 2; 
fur die Prazession im Gegenlauf siehe Anhang: kritische Drehschnelle 
zweiter Art). Aus diesem Grunde ist in den folgenden Abschnitten nur 
die kritische Drehschnelle des Gleichlaufes behandelt worden. Der Sonder
fall des Gegenlaufes laBt sich in den entsprechenden Beziehungen im 
Einzelfall durch Vorzeichenanderung leicht beriicksichtigen. Wie bereits 
aus den Abschnitten I, 2 und II hervorgeht, erhOht das Kreiselmoment 
des Gleichlaufes die kritische Drehzahl. 

Vernachlassigung der Kreiselwirkung. 

Auf einer mit Kreisquerschnitt vorausgesetzten Welle mit zweifacher 
Lagerung seien n Scheiben von der Masse mlJ m 2, m 3, ••• , mn zentrisch 
aufgekeilt. Lauft diese Welle auch im kritischen Zustande urn, so be
steht bei einer von auBen aufgedriickten einmaligen Auslenkung Gleich
gewicht in den Fliehkraften des urn seine ursprungliche Ruhelage um
laufenden Laufers und der potentiellen Energie der ausgelenkten Welle. 
Dann entstehen an den einzelnen Scheiben die Fliehkrafte 

welche der Wellenauslenkung das Gleichgewicht halten. Diese Aus
lenkungen ergeben sich bei Vernachlassigung der Kreiselwirkung an den 
einzelnen Scheiben aus den n Gleichungen1 

Yl =w2 (iXll m1 Yl +iX12 m 2Y2+ .... +iX1imiYi+ .... +iX1nmnYn), 

Yn=W2 (iX n1 m 1Yl + iXn2m 2Y2 + .... +iXnimiYi+ .... +iXnnmnYn)· 

Die Gign. (a) lassen sich auch in abgekiirzter Form schreiben: 
n n 

Yi = w2E iXikmkYk == E iXikFk (a) 

(k = I, 2, 3, ... , i, ... , n). Sie besagen, daB die fliehkraftelasiische Aus
lenkung unter einer Scheibe gleich ist der Summe der Fliehkraftwirkungen 
aller Scheiben an dieser Stelle. Darin ist die EinfluBzahl iXik jene Aus
lenkung, welche die Welle an der Scheibe i durch eine an der Scheibe k 
senkrecht zur Welle wirkende Einheitskraft erfahrt, iXii die Auslenkung 
an der Scheibe i durch die an der gleichen Stelle senkrecht zur Welle 
wirkend gedachte Einheitskraft. Nach dem Satze von MAXWELL von 
der Gegenseitigkeit der Verschiebungen gilt fUr w = konstant die Be
ziehung 

1 Nach der Definition S. 4 ist bei e = 0 jeder endliche Wert von y moglich. 
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Nach erfolgter Ordnung der Gign. (a) in Yi schreiben sich diese, wenn 
der Einfachheit halber nur die mittlere Zeile angeschrieben wird, 

o = W<Xil m1 Yl + W2<Xi2 m 2 Y2 + .... + (W2<Xii m i - I) Yi + .... 
.... + W2<XinmnYw (b) 

Dieses homogene lineare Gleichungssystem von n Gleichungen laBt nur 
dann endliche Werte fUr die n Unbekannten Y zu, wenn ihre Determinante 
gleich Null wird: 

=0. 

Daraus ergibt sich die Losungsgleichung fUr die Eigenwerte Wkr n-ter 
Ordnung. 

Fur die Auswertung dieser Losungsgleichung ist die Bestimmung der 
EinfluBzahlen erforderlich, was aber umstandlich und zeitraubend ist. 
Zur Umgehung dieser Rechenarbeit lassen sich aus den Ansatzglgn. (a) 
Naherungsverfahren fUr Mittelwertbildungen ableiten, die zum Teil sehr 
genau arbeiten, zum Teil rasch konvergieren. Diese Naherungsverfahren 
~ind unter Abschnitt III, 3 einzeln angefuhrt. 

Beispiel 2. 

Fur eine glatte, masselose Welle mit zwei Massen (n = 2) nach 
Abb.42 solI allgemein die kritische Drehschnelle ermittelt werden. Mit 
n = 2 erhalt man aus (b) 

(w2<xll m 1 - I) Yl + W2<X12m2Y2 = 0, 
w2<x21 m 1 Yl + (w2<x22 m 2 - I) Y2 = 0 

und aus 

II _I w2 <xll m1 - I w2<X12m2 1-
~- 2 2 -0 

W <X21 m1 W <x22 m 2 - I I 

die Losungsgleichung unter Berucksichtigung, daB mi = Gdg und 
fik = <XikGk (statische Auslenkung) 

w4 /11/22-/12/21 _ w2 }11 + /22 + I = o. 
g2 g 

Daraus wird 

2 _ g /11 + /22 =f V(/11 + /22)2 - 4 (/11 /22 - /12 121 ) 
Wkr 111 - (I I I I . , 2 11 22 - 12 21) 

Multipliziert man Zahler und Nenner von (33) mit 2 und setzt fur den 
Zahler allgemein 2 (A =f B), so laBt sich der Nenner durch HinzufUgen 
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von ± (/n + 122)2 auf die Form (A2 - B2) bringen.1 Statt GIg. (33) ergibt 
sich dann der einfachere Ausdruck2 

W 2 = g 2 (33 a) 
kr I, 1J (f 11 + f 22) ± V (f 11 - t 22) 2 + 4 t 12 t 2~ 

Darin ist In die Auslenkung an der Stelle I durch die Masse mv 112 die 
Auslenkung an der Stelle I durch die Masse m2 und in gleicher Weise 121 
und 122 die durch m1 und m2 erzeugten Auslenkungen der Welle an der 
Scheibenstelle 2. Aus (33a) erhalt man zwei kritische Drehschnellen, 
von denen die eine tie fer (+ V-), die andere haher (- V-) liegt, ent
sprechend der ersten und zweiten kritischen Drehschnelle. Die GIg. (33a) 
dient zum Vergleich einiger Naherungsverfahren und ist in gleicher Weise 
fUr die beidseitig gelagerte oder iiberhangende, kugelig gestiitzte oder 
eingespannte Welle verwendbar. Die Kreiselwirkung der Scheib en kann 
damit nicht beriicksichtigt werden. 

Setzt man fUr die Bestimmung der ersten kritischen Drehschnelle 

10 = IM/n + 122 + V (/n - 122)2 + 4/12/211 (33 b) 
als gleichwertige Auslenkung, so kann in Anlehnung an Abschnitt I,3 

geschrieben werden. 

2 g 
Wkrl =~to (33 c) 

Beriicksichtigung der Kreiselwirkung bei der 
Prazession im Gleichlauf. 

Sind die n Scheiben so an der Welle angeordnet, daB ihr Massen
tragheitsmoment im Verein mit der Scheibenlage ein Kreiselmoment von 
merklicher GroBe erzeugt, so sind an den Auslenkungen Y nicht nur die 
Fliehkrafte 

Fi = miYi w2, 

sondern auch die Kreiselmomente des Gleichlaufes 

Kg!; = Bi w2 bi (qi - r) 

nach GIg. (7) beteiligt. Die Auslenkung an der Scheibe i hat demnach 
die GroBe 

n n 

Yi = 1: IXik F k - 1: fJikKglk> 

die Tangente an die Auslenkungslinie im gleichen Punkte 

(c) 

(tg b ;:::: b) 
n n 

(Ji = 1: IXik' F k - 1: fJik' K g1k· 

Zur Losung sind beide Gleichungsgruppen notwendig, 
bekannte auftreten, Yi und b, (Abschn. I, 2). 

(d) 

weil zwel Un-

1 Die Gig. (33) wurde von A. FOPPL bei der Bestimmung der Eigenschwingungs
zahl eines durch zwei Massen belasteten Balkens erhalten (Schrifttum S. r86). Das 
gleiche Ergebnis liiBt sich ableiten, wenn die Scheib en eine (beliebig gerichtete) 
Exzentrizitat besitzen (A. STODOLA, a. a. 0.). 

2 Abschnitt III, 3d. 
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Statt der n Gleichungen (a) des vorhergehenden Abschnittes ergeben 
sich jetzt die 2n Gleichungen 

Yi=W2[iXil mlYl + .... +iXiimiYi+ .... +iXinmnYn] 
-W2[Pil Bl bl(ql-r) +.... .. .. +PinBnbn(qn-r)], (e) 

bi =w2[iXil'm1 Yl + .... +iXi/miYi+ .... +iXin'mnYn] 
- w2 [Pil' Bl b1 (ql - r) + .... .. .. + Pin' Bn bn (qn - r)]. (f) 

Nach erfolgter Ordnung der Glgn. (e) und (f) in Y bzw. b erhaIt man 

0= w2iXilmlYl + .... + (W2iXiimi - r) Yi + .... + W2iXinmnYn 
-W2Pil Bl b1 (ql - r) - .. . . . ... -W2PinBnbn(qn - r), 

0= W2iXil' m1Yl + .... + W2iXi/ miYi + .... + W2iXin' mnYn 
-W2fJil' Bl b1 (ql - r) - .... -[W2Pii' Bi (qi - r) - r] bi -
.... -w2fJin' Bnbn (qn - r), 

(g) 

woraus die n Wurzeln der Eigenwerte fUr endliche Y und b wieder aus 
dem Nullsetzen der Determinante ihrer Beiwerte 

w2iXllm1-r ... w2 iX1n mn •.• -W2PllB1 (ql-r) ... 
-W2fJln Bn (qn- r) 

,1= =0 

... W2iXnn' mn ... -W2Pnl' Bl (ql-r) ... 
-w2Pnn' Bn(qn-r)-r 

folgen. Daraus ergibt sich die Losungsgleichung fUr Wgl bei Beriicksichti
gung der Kreiselwirkung im Gleichlauf. Sie ist noch umfangreicher wie 
die Beziehung des vorhergehenden Abschnittes und erfordert schon bei 
nur zwei Massen einen ganz erheblichen Zeitaufwand. Deshalb ist die 
Forderung nach schnell arbeitenden, guten Naherungsverfahren be
rechtigt. 

2. Das Verfahren von S. DUNKERLE)!;. 

Anwendung: Zur schnellen FestIegung der Wellenabmessungen beim 
Entwurf und besonders dort, wo die Betriebsdrehzahl nicht allzu nahe 
an die kritische Drehzahl gelegt wird. 

Genauigkeit: Die kritische Drehschnelle wird fUr normale Betriebs
falle urn 3 bis ro v. H. zu tief errechnet. 
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Verfahren: Von S. DUNKERLEY stammt die nach umfangreichen 
Versuchen aufgestellte Beziehung, nach welcher die kritische Dreh
schnelle Wkr eines Uiufers aus 

I I I I 
--2 = -2 + --2- + --2 + ... (34) 

Wkr Wkro Wkr1 Wkr2 

ermittelt werden kann. Darin ist WkrO die kritische Drehschnelle der 
nur durch ihre Eigenmasse belasteten Welle, Wkrl' Wkr2' ••• die kritische 
Drehschnelle der masselos angenommenen Welle mit der Einzelmasse m1 

oder m2 usw. Nach GIg. (II) ist fUr eine Masse Wkr2 = glls' Teilt man auch 
die Wellenmasse in Einzelmassen auf, so kann statt (34) auch 

geschrieben werden. Daraus geht unmittelbar hervor, daB die kritische 
Drehschnelle des gesamten Uiufers kleiner ist als die kleinste kritische 
Einzeldrehschnelle. Die GIgn. (34) und (34a) sind nur zur Bestimmung 
der ersten kritischen Drehzahl brauchbar. Unter bestimmten Voraus
setzungen wurde diese empirische Beziehung von V. BLAESS, E. HAHN u. a. 
theoretisch begrundet. 

Die in der Praxis vorkommenden Wellen sind meist abgesetzt. Wird 
zur Berechnung der kritischen Drehzahl nach dem DUNKERLEYSchen Ver
fahren ein mittleres Querschnittstragheitsmoment angenommen, so sind 
die Ergebnisse der Abschnitte I und II unmittelbar verwertbar. Fur die 
beiderseits an den Enden kugelig gelagerte oder einseitig uberhangende 
Welle kann zur Bestimmung von Wkr das Nomogramm Abb. 60 zu 
Hilfe genommen werden. 

Unter Benutzung des CASTIGLIANOSchen Satzes laBt sich nach 
L. KRAUSE die Durchbiegung einer beliebig abgesetzten Welle im An
griffspunkt einer Kraft analytisch bestimmen. 1st nach CASTIGLIANO ein 
elastisches Gebilde derart gestiitzt, daB die Auflagerkrafte keine Arbeit 
leisten, so ist die Verschiebung im Angriffspunkt der Last gleich dem 
partiellen Differentialquotienten der Formanderungsarbeit m nach der 
diese Arbeit leistenden Kraft,l 

o 

In diesem FaIle entfallt die Bestimmung von WkrO' da das Wellengewicht 
in Teillasten zerlegt wird, die als auBere Krafte auf der masselosen, ab
gesetzten Welle wirkend gedacht werden. Wird die Welle im Angriffs
punkt der zugrundegeIegten Masse festgehalten, so kann in Umkehrung 

1 Die Formanderungsarbeit der Biegespannungen ist (z. B. Hiitte, Bd. I, 26. Auf!., 
S.602) 1 

\ 
M2 

m: = 1/2 ---- dx . 
. EJ 
o 
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des Vorherigen die gedachte Verschiebung eines jeden Auflagers durch 
die von der gewahlten Last erzeugten Reaktionen bestimmt werden. 
Daraus ergibt sich dann in einfacher Weise die Durchbiegung unter der 
betrachteten Masse. 1st 1:1 in bezug auf aIle Lasten bekannt, so ist mit 
GIg. (34a) die kritische Drehschnelle gegeben. 

Fur eine masselose, abgesetzte 
Welle mit einer Einzellast P(=mg) 
nach Abb. 58 sind die Reaktionen 
A und B in den Lagern 

Abb. 58. Belastung einer masselosen, 
abgesetzten Welle durch eine Einzellast 

P (= mg). 

A = P (l-l2)jl, 
B=P-A. 

Mit dem Moment 

Abb. 59. Graphische Ermittlung der 
Auslenkung einer abgesetzten Welle 
unter der betrachteten Masse aus der ge
dachten Verschiebung der Auflager. Die 
strichliert gezeichnete Auslenkungslinie 
ftir die Einzelmasse ist nicht punkt-

weise bestimmbar. 

M=Ax 
und der partiellen Ableitung 

8M 
8A = X 

erhalt man die gedachte Verschiebung des Auflagers A durch Einsetzen 
der Werte in die GIg. (35) 

A ~l, x2 A ~l' x 2 
IA = - - dx + - - dx. 

E 11 E 12 
o l, 

Die Integration ist jeweils nur soweit zu erstrecken, ais das Querschnitts
tragheitsmoment der Welle konstant bIeibt, wobei x fUr IA und IB von 
beiden Auflagern zu zahien ist. 

Fur die Abb. 59 werden fur eine Kraft Pi (= mig) die relativen Ver
schiebungen der Auflager 

I Bi = Bi [~213 + 1223 
- 1213 + 1233 

- ~l. (37) 
3 E 12l 122 1 23 

Die Durchbiegung Ii unter der i-ten Last wird nun nach Abb. 59 aus 

Ii = lBi + (fAi - lBi) 1~3 
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Abb. 60. Kritische Drehzahl n kr von glatten, masselosen, mehrfach belasteten Wellen 

nach der S. DUNKERLEYSchen Gig. (34a): nkr = ~o (il f'mit E = 2,1 106 kg/cm2. 

d Wellendurchmesser (em), G = m g = Scheibengewicht (kg), f statische Auslenkung unter der Scheibe (em). 
If Su=e aller Einzelauslenkungen (em). 

Beispiel: a/I = 0,3, G/d = 4, lid = 20. Die Gerade I verbindet a/I = 0,3 mit Gld = 4 
und schneidet die unbezeichnete senkrechte Linie; die Gerade 2, durch lid = 20 und 
den gefundenen Schnittpunkt gelegt, gibt im Schnittpunkt mit der I-Leiter die 
gesuchte statische Auslenkung I = 0,00455 cm unter der Scheibe. Fiir ffJ > 0,5 ist 
vom anderen Auflager zu zahlen. Mit L:I unter allen Scheiben ist nach der hori-

zontalen Leiter die kritische Drehzahl n kr bestimmt. 

Holba, Berechnungsverfahren. 
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oder graphisch ennittelt, indem man uber den Auflagem fAi' bzw. fBi 
als Ordinate auftragt und durch eine Gerade verbindet. Dann ist die 
Ordinate fi unterhalb der Last Pi die gesuchte Durchbiegung. In gleicher 
Weise wird einzeln die Durchbiegung unter den ubrigen Massen ennittelt. 
Mit der zu bildenden Summe Ef ist nach GIg. (34a) die kritische Dreh
schnelle bestimmt. 

1m folgenden sei die Genauigkeit des Verfahrens nach GIg. (34a) an 
der FOPPLschen GIg. (33a) gepriift. Zugrunde gelegt ist eine glatte, masse
lose Welle mit zwei Massen fUr die Belastungsfalle nach Abb. 6ra, b, c 
und d. Wkr = WF nach der FOPPLschen GIg. (33a), WD = Wkr nach der 
DUNKERLEYSchen GIg. (34a). Aus allen Abbildungen ist ersichtlich, daB 
die GIg. (34a) die kritische Drehschnelle zu gering angibt. 

") -~t--l ______ c-"'"' 
(L 13 1 I I 

~ 
":ltrrT~ wF 

DAo 0, 0,'" , 0,8 1,0 
Vl-c/l. 

Abb. 61 a. b. c u. d. Darstellung der Genauigkeit der DUNKERLEYSchen GIg. (34) 
u. (34a) fUr verschiedene Belastungsfalle. 

Fur die endseitig gelagerte Welle Abb. 6ra wird der Fehler urn so 
geringer, je weiter die Massen von den Lagem entfemt sind. Bei den 
hochtourigen Maschinen, wie z. B. Dampfturbinen, Turbokompressoren 
und Kreiselpumpen ist zwischen dem Lager und der ersten bzw. letzten 
Radscheibe die Stopfbuchse mit dem notwendigen freien Zwischenraum 
angeordnet. Deshalb wird a> 1/4 sein. Dann gibt die DUNKERLEYSche 
Beziehung die kritische Drehschnelle urn max. 6 v. H. zu tief an. Sind 
im mittleren Teil mehrere Scheiben vorhanden, so wird der Fehler nicht 
mehr als 4 v. H. betragen. Gleiche Massen fUr beide Scheiben wurde an
genommen, weil dies bei vielen Ausfuhrungen praktisch vorkommt. Nach 
Abb. 40 kann bei dieser Scheibenlage (a > 1/4, q; > 0,25) und kleinen 
Werten von" = kit der EinfluB der Kreiselwirkung vernachlassigt werden. 
Mit q; = 0,5 geht die GIg. (34a) in die GIg. (23a) fur den Einzel
belastungsfall uber (ml = 2 m), wodurch sich WD/WF = r ergibt. Legt 
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man bei der endseitig gelagerten Welle fUr die Bestimmung von 0h. ais 
mittleren Fehler - 4 v. H. zugrunde, so wird der Ausdruck (34a) 

Wk.2;::::; r,08 }Is . (34 b) 

Anderseits ist fUr die iiblichen Laufer entsprechend GIg. (r2) 

2 - 8 g 
Wk. - r,o -1-' 

max 
(r2 a) 

Ftir diese kann daher die groBte Durchbiegung der Welle III erster 
Naherung zu 

fmax;::::; Efs 
gesetzt werden. 

Die Anordnung nach Abb.6rb ist eine Normalkonstruktion im 
Maschinenbau, wobei die fliegende Masse die Kupplung und die zwischen 
den Lagern befindliche Masse die Radscheiben vorstellt. Da die Masse 
der Radscheiben vielfach groBer ist ais die Kupplungsmasse, so wurde 
erstere durch eine gieichwertige Masse m! = m, 2m und 4m ersetzt. Bei 
ausgefUhrten Maschinen ist der Verhaltniswert cjl < 0,25. Dann zeigt 
die Abb. 6rb, daB mit groBer werdender Radscheibenmasse die Genauig
keit der GIg. (34a) groBer wird. 

Ftir die einseitig und zweiseitig fliegende Anordnung nach den 
Abb. 6r c und d wird die kritische Drehschnelle urn zirka r bis 3 v. H. 
zu tief errechnet. 

Andere Belastungsfalle fUr den Vergleich sind glatte, nur durch ihre 
Eigenmasse belastete Wellen. Ftir eine nach Abb. 53 endseitig kugelig 
gelagerte, glatte Welle ergibt sich die Durchbiegung in irgendeinem Punkt 
in der Entfernung x yom Auflager durch die Belastung fldx entsprechend 
GIg. (23) zu f = gfldx x 2(/_x)2 

s 3 EJ 1 

und die Summe Efs geht in dies em Fall! in das Integral 
1 

E f = \ ~ x 2 (1- X)2 dx = fl g 14 
s J 3 EJ 1 90EJ 

o 

tiber. Mit (34a) wird dann 

2_ EJ 
WD - 90 fl14' 

Nach den Ergebnissen des Abschnittes II ist die genaue Losung 

2 _ EJ 
Wk. - 97,{°9 /i14-' 

Daher wird 

1 Ubergang von Einzelmassen zu linearer Massenbelegung; f' = Masse der 
Langeneinheit. 

5* 
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Zusammenstellend erhalt man fUr die Belastungsfalle nach 

Abb·52 53 54 55 

Wkr 
0,985 0,96r 0,939 

Fur die glatte, beidseitig kugelig gesttitzte Welle ist die Minderangabe 
4 v. H. Den geringsten Fehler (r,5 v. H.) besitzt die einseitigeingespannte, 
endseitig freihangende Welle. 

Zusammenfassung. Die DUNKERLEYsche Gleichung kann also zur 
Bestimmung der kritischen Drehzahl fUr solche Belastungsfalle (ahnlich 

den Abb. 6r a, b, c und d) dienen, bei denen die 
Genauigkeit des Verfahrens durch Vergleich mit 
dem Eigenwert bekannt ist. Neben besonderer 
Einfachheit zeichnet sie sich durch den kurzen, 
zur Losung benotigten Zeitaufwand aus. Sie 

Abb. 62. Mehrfaeh be- wird dort anzuwenden sein, wo die Betriebs
lastete Welle; zu Bei- drehzahl nicht allzu nahe an die kritische Dreh-

spiel 3. 
zahl gelegt wird und wenn Langskrafte sowie 

a1 = a3 = 9 em, a2 = 26 em, K . I f hI A . d 
1= szcm, C = 8 em. relse momente e en. uch III en zuletzt ge-

nannten Fallen wird sie zu einer ersten Festlegung 
der Wellenabmessungen mit Vorteil herangezogen, urn als Ausgangs
punkt fUr die spater angefUhrten genaueren Methoden zu dienen. 

Beispiel 3. 
Es soll die erste kritisehe Drehzahl eines in Kugellagern gestiitzten Ui.ufers 

naeh Abb.62 ermittelt werden. Die Welle wird dureh ein Seheibengewieht von 
19 kg und dureh das Gewieht einer elastisehen Kupplungshalfte belastet. Das 
Wellengewieht wird in Einzellasten aufgeteilt, die teilweise zu den Gewiehten ge
sehlagen, bzw. gesondert eingefiihrt sind. Unter Zuhilfenahme von GIg. (22) und (23) 
oder des Nomogramms auf S.65 erhalt man mit einem Wellendurehmesser von 
d = 3,5 em und E = 2,1 106 kg/em2 £iir den verwendeten S.-M. Stahl naeh 
Tabelle 1/3 ein Efs = 0,00618 em, da alle Auslenkungen mit ihrem Absolutbetrag 
einzusetzen sind. 

Last 
Nr. 

I 
---

2 
---

3 

4 
---

I 

Tabelle 1/3.1 

Reehensehema zur Bestimmung der Auslenkungen. 

1,36 

20,2 
---

1,36 
---

8 
---

m 
kg em-l 

sek2 

0, 00139 

0,0206 
-----

0,001 39 
-----

0,00815 
-----

I 

all cll 

0,173 -

0,500 -

0,173 -

- 0,154 

I 
Gld I 

kg/em 

0,389 

5,87 

0,389 

2,28 

lid 

14,85 

14,85 

14,85 

14,85 

t s 
em 

0,000845 

0,00383 

0,000845 

0,000663 

Ets =0,00618 

I In der Tabellennumerierung ist die erste Zahl die Nummer der Tabelle des 
Beispieles, die zweite Zahl die Nummer des Beispieles. 
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Nach GIg. (34 b), die nach Abb. 61 b auch fiir dieses Beispiel Giiltigkeit besitzt, 
wird 

Wkr ;:;::; 1,04 (l:~sr' = 4 1 5/sek . 

Die kritische Drehzahl ist 

30 wkr / . 
nkr = -- = 3965 U mill. 

:It 

Aus der Gegeniiberstellung dieses Wertes mit dem Ergebnis von Beispiel 1 ist er
sichtlich, daB die Kupplungs- und Wellen masse einen merklichen EinfluB auf wkr 

hat. Die Betriebsdrehzahl des Laufers n = 2900 U/min. Das Verhaltnis 

nkr 3965 
-=---= 1,37 

n 2900 

ist nach Abschnitt X reichlich bemessen. 

3. Mittelwertverfahren zur Bestimmung der ersten kritischen 
Drehzahl. 

a) Das Verfahren von A. STODOLA. 

Anwendung: Flir zweifach gelagerte Wellen mit mehreren Massen 
zwischen den Lagern und mit nur einer fliegenden Masse am Antriebs
stummel. 

Genauigkeit: Die Losung kann durch Wiederholung des Verfahrens 
unter Verwendung der jeweils erhaltenen fliehkraftelastischen Linie der 
Eigenlosung bei auBerordentlich schneller Konvergenz bis zur Zeichen
scharfe angenahert werden. Der Vorteil dieses Verfahrens liegt besonders 
darin, daB zur Kontrolle die Annahme dem Ergebnis vergleichbar ist. 

Verfahren: Masse allein. Flir die Bestimmung der fliehkraft
elastischen Auslenkung der Welle wird eine dem tatsachlich zu erwarten
den Verlauf entsprechende Auslenkungslinie angenommen, die den Rand
bedingungen des betreffenden Lagerungsfalles genugen mu13 (z. B. ge
wichtselastische Linie, Sinusfunktionen u. dgl.). Mit den Ordinaten bi 

dieser gewahlten elastischen Linie unter den einzelnen Massen bestimmt 
man ihre Fliehkrafte 

(a) 

wobei die Hilfsdrehschnelle Wo zweckmaBig mit 10 oder IOo/sek gewahlt 
wird. Unter der Wirkung dieser Fliehkrafte wird nun graphisch nach 
MOHR die fliehkraftelastische Linie ermittelt (Abschn. VI). Dann hat 
die so erhaltene Auslenkung Yi unter der i-ten Masse, hervorgebracht 
durch die Masse aller n Scheiben nach GIg. (a) von III, I die GroBe 

n 

Yi = wo2J:lXikmkbk' (b) 

Aus dem Ergebnis von I, I, daB in der erst en kritischen Drehzahl bei 
zentrisch sitzenden Scheiben bei jeder Auslenkung Gleichgewicht 
zwischen der Fliehkraft und der elastischen Wellenkraft besteht und die 
Auslenkungen innerhalb des Geltungsbereiches des HOOKEschen Gesetzes 
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linear mit den Fliehkraften wachsen, folgt bei Verhaltnisgleichheit 
zwischen der angenommenen und der ermittelten Auslenkungslinie 

Abb. 63. Belastung einer 
kugelig gelagerten Welle 

durch mehrere Massen. 
a) angenommene Wellenauslenkung, 

b) aus den Fliehkriiften 
Fo="'i hi ooot 

ermittelte Wellenauslenkung. 

2 _ 2 bh 
W kr - Wo -. 

Yh 
Darin sind bh und Yh die Auslenkungen der 
angenommenen, bzw. der fliehkraftelastischen 
Linie unter einer (h-ten) Masse (Abb. 63). Das 
Ergebnis ist nur dann genau, wenn das Ver
Mltnis b/y unter allen Massen gleich ist. Dies 
ist bei einer einigermaBen gut geschatzten 
Ausgangslinie in befriedigendem MaBe der 
Fall. Sind jedoch groBere Abweichungen vor
handen, so ist die Rechnung unter Zugrunde
legung der ermittelten fliehkraftelastischen 
Linie zu wiederholen. Das Verfahren konver
giert sehr rasch, so daB im allgemeinen nicht 
mehr als zwei Ermittlungen erforderlich sind. 
Dadurch ist eine Kontrolle und eine bis zur 

ZeichenscMrfe zu steigernde Genauigkeit des Ergebnisses moglich. 
Masse und Kreiselmomen t. SolI die Kreiselwirkung starrer 

Scheiben im Gleichlauf beriicksichtigt werden, so bestimmt man fUr jede 
Scheibe getrennt das Kreiselmoment nach GIg. (7): 

Kgli = (qi - I) BiW o2 (ji' 

----i-v, Darin ist (ji der Bogen, welchen die Tangente 
'It an die angenommene Auslenkungslinie im 

Scheibenbefestigungspunkt mit der Lagerver
bindungsgeraden einschlieBt. Kann sin (j =!= (j 
gesetzt werden, so ist in (7) statt (j die Funk
tion sin (j einzufUhren. Nach Abb. 12 werden 
in den Lagern durch ein Kreiselmoment Auf
lagerkrafte + Kgz/l bzw. - Kgz/l hervor
gerufen, deren Betrage gleich groB sind, jedoch 
entgegengesetzte Richtung haben. Durch diese 
ist der Verlauf des Kreiselmomentes langs 1 
mit ± Kglx/l gegeben; x ist von beiden Auf
lagern zu zahIen, umfaBt also die Bereiche 
x = 0 bis a, bzw. x = 0 bis l-a. Sind 
mehrere Kreiselmomente vorhanden, so konnte 
man die Kreiselmomentflachen der Scheiben 
einzeln entwerfen (unter Beriicksichtigung, 

Abb. 64. GraphischeErmitt
lung der gesamten Kreisel

momentenfHi.che. 

daB im GIeichIauf der groBere Teil der Kreiselmomentenflache negativ 
einzufiihren ist, Abb. 12 und 39) und addieren. Einfacher ist es jedoch, 
wenn man die Lagerreaktionen V k = EKgzll durch alle Kreiselmomente 
ermitteIt, welche fur die Belastung nach Abb. 64 die GroBe 

V k = 1: Kgl = ± Kgll ± Kgl2 =F KUl3 =F Kgl4 
I I 

(c) 
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besitzen. I Tragt man sie in einen Krafteplan ein (Abb. 64b) und wahlt 
den Polabstand H k zweckmaBig in gleicher GroBe und mit demselben 
KraftemaBstab bewertet wie im Fliehkraftplan, so hat die Ordinate des 
Kreiselmomentes im MaBstab der Zeichnung an der Scheibe den Betrag 

h=~L[cm] 
iHk ' 

wenn i den VerkleinerungsmaBstab der Langenabmessungen der Welle 
bedeutet. Aus diesem Krafteplan (± V k) iibertragt man den Polstrahl I 

von Lager zu Lager, den Polstrah12 vom linken Lager bis zur Scheibe mI' 

An dieser Stelle andert sich die Ordinate der Kreiselmomentenflache 
sprunghaft urn den Betrag des Kreiselmomentes der ersten Scheibe 

K 
hI = . Hull [cm] 

2 k 

nach oben. Vom Endpunkt dieser Ordinate wird jetzt wieder eine Parallele 
zu 2 gezogen bis zur Scheibe m2, dort die Ordinate 

h = K9Z2 [cm] 
2 i Hk 

aufgetragen usw. Zwischen den Scheiben bleibt also die Begrenzungs
gerade der Kreiselmomentenflache immer zum Poistrahl 2 parallel, 
wahrend an den Scheibenstellen die den K gz entsprechenden Hohen h ab
getragen werden. Trifft eine solche, zu 2 parallele Gerade auf eine Scheibe, 
die sich zwischen dem tiefsten Punkt der gewahlten Auslenkungslinie 
und dem rechten Auflager befindet, so muB die Richtung der einzutragen
den hi an diesen Scheibenstellen umgekehrt werden (in Abb. 64a an den 
Scheiben m3 und m4). Die Parallele zu 2 vom Endpunkt der Ordinate hn 
an der letzten Scheibenstelle muB die Lagersenkrechte im gleichen 
Punkte schneiden, durch den der Polstrahl I hindurchgeht. Sonderfall: 
Falls auf einer glatten, endseitig kugelig gelagerten Welle mit 2n senkrecht 
aufgekeilten, starren Scheiben je zwei Scheib en gleiches Massentragheits
moment besitzen und symmetrisch zu den Lagern angeordnet sind, so 
erzeugen die Kreiselmomente des Gleichlaufes keine Auflagerkrafte; die 
Kreiselmomentenflache ist nur zwischen den Scheiben vorhanden und 
wird durch Parallele zur Grundlinie (Lagerverbindungsgerade) begrenzt. 

Nun kann nach MOHR in gleicher Weise wie durch die Fliehkraft
momentenflache die Auslenkung 'Y)i durch die Kreiselmomente allein be
stimmt werden (wobei bei abgesetzten Wellen I:Kgz auf fr zu reduzieren 
ist). Diese hat unter der h-ten Masse nach GIg. (c) von Abschnitt III, I 

die GroBe (i = h, k = I, 2, ''', i, ... , n) 
n n 

'Y)h = wo2I:(qk - I) Bkbk{Jik = I:{Jik Kglk> (d) 

wenn {Jik die Auslenkung durch ein Einheitsmoment bezeichnet (S. 56). 
Die Beziehung fUr 'Y)h stellt lediglich die analytische Form der graphisch 

1 Die oberen Vorzeichen gelten fur die linke, die unteren Vorzeichen fur die 
rechte Aufiagerreaktion. 
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erhaltenen Auslenkung vor, wird also nicht zur Berechnung verwendet. 
Mit der fliehkraftelastischen Auslenkung YII und der Auslenkung 1]11 durch 
das Kreiselmoment erhalt man die kritische Gleichlaufdrehschnelle aus 

Abb. 65. Die Bestimmung des 
resultierenden Momentes aus 
den Fliehkraften und dem 
Ersatz-Kraftepaar des Kreisel
momentes fiir eine auf Trag-

2 2 bll ( Wg! = Wo , 39 a) 
YII -1)11 

wenn das Verhaltnis b/(y -1]) unter allen 
Massen gleich ist; sonst ist das Verfahren 
zu wiederholen. Es ist hier auf graphischem 
Wege der gleiche Berechnungsvorgang ein
geschlagen wie im Abschnitt J,2. 

Einfacher ist es, wenn man, wie vor
her angegeben, die Kreiselmomentenflache 
EKg ! entwirft und die resultierende Mo
mentenflache 

(e) 

ringen sitzende Scheibe. aus der Fliehkraft- und Kreiselmomenten
flache bildet (Abb. 39). Erst mit dieser 

wird nach Reduktion auf ein bestimmtes Querschnittstragheitsmoment 
in bekannter Weise die Auslenkungslinie y graphisch ermittelt. Besteht 
Verhaltnisgleichheit zwischen b und y, so erhaIt man aus GIg. (39) 

ra.1 ~~ pi W g l 2 = W02 _~h_1I • (39 b) 

p-;t' ----v--------4: Die Rader von Dampfturbinen werden 
" vielfach an den Nabenenden auf schmale 
f..--a.~ : Tragringe aufgesetzt, sind also im mitt-
'" ,.,1 leren Nabenteil ohne Beriihrung mit der 
: : Welle. Das Kreiselmoment laBt sich daher 
I I bei diesen AusfUhrungen durch ein Krafte-

Pf.(~-a.1-C) : paar ersetzen, dessen Hebelarm gleich ist 

Abb.66. Die Verteilung des Krei
selmomentes llings der Welle und 
Ersatz desselben d urch einKrafte-

der Mittelentfernung c der Tragringe von
einander. In diesen Fallen fUhrt man die 
Krafte des Kraftepaares Pc = Kg! mit 
ihren Richtungen direkt in den Krafteplan 
der Fliehkrafte ein und erhalt ohne Zwi
schenrechnung die resultierende Momen-paar fiir eine auf Tragringen 

sitzende Scheibe (a1 < a). tenflache (Abb. 65)· Diese wird bei ab-
gesetzten Wellen auf konstantes Ir redu

ziert. Wird jedoch der Verlauf der Kreiselmomentenflache aufgezeichnet, 
so ergibt sich derselbe fUr eine Scheibe wie in Abb. 66 dargestellt. Aus 
dem Vergleich der Kreiselmomentenflachen der Abb. 12 und 66 geht 
hervor, daB durch die Tragringe die Kreiselwirkung der Scheibe auf 
die Welle vermindert wird. 

Masse und Uingskraft. Sind Langskrafte zu beriicksichtigen, so 
ist zu unterscheiden, ob diese von auBen her durch die Welle geleitet 
werden (Propellerschub) oder ob sie an den Radscheiben des Laufers beim 
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Umlauf entstehen. 1m ersten Faile ergibt sich zur Fliehkraftmomenten
Wiche der Radscheiben noch die Momentenflache durch die Langskraft, 
deren Ordinate in der Entfernung x yom Auflager die GroBe 

Mz = -Zb oder MD = + Db, 

unter der Fliehkraft F die GroBe 
A;-zt 

Mz=-Zbl oder MD= + Dbl 

besitzt, wie in Abb. 19 dargestellt 
ist (flir y ist b gesetzt). Auflager
reaktionen treten durch diese 
Langskraft nicht auf. Die Vor
zeichen gelten unter der Voraus
setzung, daB die Fliehkraftmo
mentenflache positiv gerechnet 
wird. 

Entstehen die Langskrafte als 
hydraulische Krafte an den ein
zelnen Radscheiben, so ist der 
Verlauf des Momentes 1: M z D flir 
eine Zugkraft (-) oder Druckkraft 
(+) der Abb. 67 zu entnehmen. 
Die Langskraftmomentenflache ist 
dann die Summe aus dem Moment 
der vorhandenen Auflagerreaktio
nen (Z bl/l) , vermindert urn das 
Moment der Zugkraft. 1m Felde 
x = 0 bis x = a ist 

1:MZ =_Z:lX, (f) 

im Felde x = a bis x = list 

EMz = - Zb1 X 
" I 

+Z(bl-b). (g) 

Sie besteht daher aus einem linear 
bis zu x = a mit x ansteigenden 
und flir x > a einem proportional 
zu b fallen den Ast. Da kugelige 

I 
I 

"'I 

z 
B,;rf 

Abb. 67. Ermittlung des resultierenden 
Momentes von Flieh- und Zugkraft beim 
gleichzeitigen Auftreten beider an der 

Scheibe. 

Lagerung angenommen wurde, sind Einspannmomente nicht vorhanden. 
Fur die Druckkraftmomentenflache gelten die entgegengesetzten Vor
zeichen. 

Wahrend nach Abb. 19 bei durchlaufender Langskraft das maximale 
Langskraftmoment flir a = liz die GroBe Mz = -Zb l besitzt, ist beim 
Entstehen der Langskraft an der Scheibe fur a = liz das groBte Moment 
nur Mz = - Z b1/z. Fur eine Druckkraft gilt der gleiche Momenten-
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verlauf, jedoch im positiven (zur Fliehkraftmomentenflache additiven) 
Sinne. Das resultierende Moment folgt dann durch Uberlagerung zu 

Mres = M + 1:MZ,D, (h) 

wie in Abb. 67 entwickelt ist. Treten Langskrafte an mehreren Scheiben 
auf, so sind die einzelnen 1:M-Flachen zu addieren. 

Mit der resultierenden und bei abgesetzten Wellen reduzierten 
MomentenfHiche wird, wie vorstehend beschrieben, die Auslenkung und 
nach GIg. (39) die kritische Drehschnelle ermittelt. Sind groBere Ab
weichungen beim Vergleich der ermittelten zur angenommenen Aus
lenkungslinie vorhanden, so ist die Rechnung sinngemaB zu wiederholen. 

In den Abb. I9 und 67 ist die Langskraft parallel zur Lagerverbin
dungsgeraden angenommen. Dies trifft nun bei Anordnungen nach Abb. 67 
nicht durchwegs zu, da die hydraulischen Drucke, die sich zur Langskraft 
addieren, im allgemeinen senkrecht zur Scheibenmittelebene stehen. Der 
Fehler, den man jedoch durch diese Vereinfachung begeht, liegt weit 
innerhalb der Genauigkeit, mit der die GroBe der Langskraft erfaBt 
werden kann. Auch ist sie vielfach von Belastungsschwankungen ab
hangig. Fur praktische Rechnungen wird man daher (auch wegen der 
kleinen Wellenauslenkungen) meist die obige Annahme zugrunde legen. 

Masse und Querkraft. Bei kurzen oder schwer belasteten Wellen 
ist auch die zusatzliche Auslenkung yq durch die Querkrafte nach der 
MOHRschen Methode zu untersuchen (Abschn. VI, S. I40). Die kritische 
Drehschnelle wird dann 

(39 c) 

Zusammenfassung. Die einzeln geschilderten Einflusse k6nnen 
auch gleichzeitig auftreten. Es besteht dann keine Schwierigkeit, die 
kritische Drehschnelle nach dem Vorstehenden zu ermitteln. Der ver
steifende EinfluB von Naben, hi:ihere Wellentemperatur u. dgl. ist nach 
den Abschnitten VII und XII zu berucksichtigen. Das geschilderte Ver
fahren ist auf die zweifach endseitig gelagerte Welle mit Erfolg anwendbar, 
wenn sich am uberhangenden Antriebsstummel nur wenige Massen (z. B. 
die Kupplung) befinden. Fur einseitig oder beidseitig uberMngende 
Wellen mit vielen Massen besteht i. allg. keine Konvergenz; hierftir sind 
die unter b) und d) angefuhrten Verfahren heranzuziehen. 

Beispiel 4. 
Fur einen nach Abb. 68 zweifach kugelig einstellbar gelagerten Laufer soll 

die kritische Drehzahl bestimmt werden. Das Wellengewicht ist in Einzellasten 
aufgeteilt, die zu den Scheibengewichten geschlagen, bzw. gesondert eingefuhrt 
sind. Am fliegenden Antriebsende ist eine elastische Kupplungshalfte aufgekeilt. 
Damit ergeben sich die in der Abb. 68 und in der Tabelle 1/4 eingetragenen 12 Lasten. 

MaBstabe 
Langen ................................... . 
Angenommene Auslenkung .................. . 
Krafte ..................................... . 

Zeichnung 
1cm 
1cm 
1cm 

Wirklichkeit 
10 cm 
1cm 

10 kg 
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Tabelle 1/4 .. 

E = 2,1 106 kg/em2, Ir = 322 em4, Wo = Io/sek. 

'" 
I 

"" 
I 

<l.l 

'" 
Last G ;: "I I b Fo y 
Nr. kg S em4 em kg em u 

bD 
,!4 

I I 
I 12 0,0122 201 

""i--,,73 
0,00675 

~~---
2 42 0,0429 322 2,14 9,2 0,oro3 

~~- ~~- ~~-

3 42 0,0429 322 2,35 10,1 0,01 14 
~~--- ---~~- -~.--

4 50 0,05 1 322 2,52 12,85 0,OI22 
~~- ~- ~-- ~~-

5 52 0,053 322 ~I~ 0,OI27 
-----

6 63 0, 0642 322 2,65 17 0,OI28 
----~ 

~I~ ---~-7 60 0,0612 322 0,OI24 
---------- ------ ~--

8 60 0,0612 322 2,47 15, I O,OI 18 
--- ~~- ---

9 65 
I 

0,0662 322 2,27 15,I 0,oI08 
----- ---

IO 70 I 0,07 14 322 2 14,3 0,00945 
----- -I 

II IO I 0,OI02 201 I, 351 I,4 0, 0063 
-----

12 40 I 0,0408 87,6 -I':I~I-0'0072 
--- [-1--

1
-

I . I , I 

I I 

Horizon talzug H l' ..........•.•.............. 
Momentenordinaten (IO H l ) ......••.•.••..•.• 

MomenteniHiehe (MiLl x) .................... . 
Momentenilaehenbelastung .................. . 
Horizontalzug H 2 • ••••••••••••••••••••••••••• 

Fliehkraftelastisehe Auslenkung y ............ . 

I 
j 

I 
, 

I 

I 

I::i . 
o~ 
> 
bD> 
I::i I::i 

b/y ::s .~ 
,Q 

~ u 
'il 
~ "8 

,.c ~ 
~:c 

210,5 +0,5 
~-

208 -0,7 

206 -I,6 
~--

206,3 -I,5 

207 -I,2 
---

207 -I,2 
---

209,2 0 

209,2 0 

2IO 0 

212 +I 
---

214 +2 

215 +2,5 
-~-

b/Vmittel 
25 14 

=-I2=209,5 

10 em = IOO kg 
I em = IOOO emkg 
I em2 = 10000 em2 kg 
I em 20000 em2 kg 

17,42 em = 348500 em2 kg 
I em = 0,005 em 

Angenommen ist die statisehe Auslenkungslinie mit den Betragen b naeh 
Tabelle I/4. Die Fliehkrafte Fo = m b W 02, mit der Hilfsdrehsehnelle Wo = ro/sek 
erreehnet, sind in einen Fliehkraftplan eingetragen, dessen Horizontalzug Hl 
= roo kg = 10 em gewahlt wird. l Die damit gebildete Momentenflaehe wird auf 
das konstante Quersehnittstragheitsmoment Ir = 322 em4 bezogen. Das Moment M 

1 Die Belastungsplane sind nur im Beispiel 14 gezeiehnet; in den tibrigen Bei
spielen sind nur die Ma13stabe angeftihrt. Die Abbildungen zu allen Beispielen sind 
gegeiluber den Originalzeiehnungen im Ma13stab I: 2 verkleinert. 
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in jedem Punkte der Wellenachse ist nach den Beziehungen des Abschnittes VI, I 

zu bestimmen. Dort ist auch die graphische Ermittlung der Auslenkungslinie ein
gehend beschrieben. Die reduzierte Momentenflache wird nach MOHR als Belastung 
angenommen und die fliehkraftelastische Auslenkung ermittelt. 

In der Tabelle 2/4 sind die aus der Zeichnung entnommenen Momententeil
belastungsflachen eingetragen, die dem Momentenflachenbelastungsplan zu
grunde gelegt sind. Die fliehkraftelastische Auslenkung solI p = 200 fach ver
graBert erhalten werden. Nach Gig. (69) wird der Horizontalzug H2 = Efr/ip. 
= 348500 cm2 kg = 17,42 em, wenn der MaBstab der Momentenflachenbelastung 
beriicksichtigt wird. Damit ist die fliehkraftelastische Auslenkung unter jeder 
Masse bekannt. Zur Uberpriifung der Giite der Lasung wird das Verhaltnis b/y 
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Abb. 68. Graphische Ermittlung der fliehkraftelastischen Auslenkung fiir einen 
kugelig gelagerten Laufer; zu Beispiel 4 nach dem Verfahren von A. STODOLA. 

und die Abweichung der einzelnen Werte vom Mittelwert b/Ymittel berechnet (vor
letzte und letzte Spalte der Tabelle 1/4). Daraus ist ersichtlich, daB die graBte 
Abweichung vom Mittelwert mit 2,5 v. H. am iiberhangenden Ende vorhanden ist. 

Die Betrage der Ausgangslinie wurden am iiberhangenden Ende zu groB, in 
der Nahe des endseitigen Lagers etwas zu klein angenommen. Die Abweichungen 
sind aber verhalt~smaBig klein, so daB sich nach Gig. (39) die kritische Dreh
schnelle zu 

Wk. = 10 (209,5)'/. = 144,s/sek 
und 



Das Verfahren von v. BOROWICZ. 

errechnet. WoIlte man die Ubereinstimmung von b/y 
fur aIle Lastpunkte verbessern, so miiBte die erhaltene 
fliehkraftelastische Linie einem neuen Rechnungsgang 
zugrundegelegt werden. Infolge der Kleinheit der Ab
weichungen vom Mittelwert wird jedoch das neue Er
gebnis nicht wesentlich von der obigen Lasung ab
weichen. Deshalb und aus dem Grunde, weil auch 
keine neuen Gesichtspunkte bei der Wiederholung auf
treten, ist hier darauf verzichtet. 

Die erhaltene kritische Drehzahl ist sehr niedrig. 
Nach Gig. (12) und Abb. 14 ist eine graBte statische 
Durchbiegung von zirka 0,05 cm zu erwarten. Fiir 
einen praktischen Anwendungsfall miiBte untersucht 
werden, ob diese groBe Durchbiegung noch zulassig 
ist oder ob eine wesentliche VergraBerung des Wellen
querschnittes vorgenommen werden solI. 

b) Das Verfahren von v. BOROWICZ. 

Anwendung: Fiir Wellen mit iiberhangen
den, mehrfach belasteten Enden. 

Genauigkeit: Durch Einfiihrungeines Bei
wertes zur gewichtselastischen Linie, die ihrer
seits zur Ermittlung der fliehkraftelastischen 
Auslenkung dient, wird schon im ersten Rech
nungsschritt praktisch ausreichende Genauigkeit 
erzielt. 

~? L., ~77tl! 
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c) 1......-- ---.........1 ~9Z2 
Abb.69. Uberhangende Welle mit zwei Massen. 

Verfahren: v. BOROWICZ hat das Verfahren 
von A. STODOLA auch auf Wellen mit iiberhan
genden Enden sowie mit mehrfacher Lagerung 
iibertragen. Zur Ermittlung der fliehkrafte
lastischen Linie wird die gewichtselastische 
Auslenkung herangezogen. Allgemein wird fiir 
die Belastung nach Abb. 69 die statische Aus-

1 i = VerkleinerungsmaBstab der Langsabmessun
gen der Welle (Abschnitt VI, I). 
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lenkungslinie a) ermittelt, welche den sich in ihrer Wirkung unter
stiitzenden Massen m1 und m2 entspricht.1 Mit diesen Auslenkungen 11 
und 12 werden in gleicher Weise zwei fliehkraftelastische Linien b) und c) 
ermittelt, wenn an Stelle der Massen m1 = G1/g und m2 = G2/g die 
FIiehkrafte 

und 

F - G2 I 2 
2 - - 2 W O g 

je fur sich allein wirkend gedacht werden. Die Hilfsdrehschnelle Wo 

wird zweckmaBig mit 10 oder 100/sek angenommen. 
Die gesamte fliehkraftelastische Auslenkung ergibt sich aus der 

Summe der EinzeIausIenkungen von b) und c) zu 

Yl = Yn + Y12' 
Y2 = Y21 + Y22· 

Entsprechend der Beziehung (39) wiirde fUr die kritische Drehschnelle 

W 2 - W 2 ~ - w Liz kr- 0 - 0 
Yl Yz 

(a) 

zu setzen sein, wenn die Ausdrucke rechts von Wkr2 gleich groB waren. Dies 
ist jedoch im allgemeinen nicht zutreffend. Wird zur gewunschten Dber
einstimmung 12 in (a) mit dem vorerst noch unbekannten Beiwert A ver
vielfacht, so andem sich damit die fliehkraftelastischen Auslenkungen 
Y12 und Y22' hervorgerufen durch F 2, im gleichen Verhaltnis, weil diese 
FIiehkraft jetzt die GroBe F 2 = A (f2W02G2/g) besitzt und die Auslenkungen 
den FIiehkraften linear sind. Aus diesem Grunde sind die fliehkraft
elastischen Auslenkungslinien b) und c) der Abb. 69 getrennt zu ent
wickeln. Die in die GIg. (39) einzusetzenden fliehkraftelastischen Aus
Ienkungen sind jetzt 

Yl = Yn + AYI2' 

Y2 = Y21 + AY22' 
woraus entsprechend GIg. (39) 

W 2 - W 2 __ 1_1 ___ W 2 __ A~ 
kr - 0 Yn+ AY12 - 0 Y21+ A YZ2 

folgt. Der Beiwert A ergibt sich aus 
11 A12 

Yn + AY12 - Y21 + AY2z 
zu 

A _ - b ± !ib 2 + 4 a c 
1,11- 2 a . 

(b) 

Darin bestehen die Festwerte a, b und c aus den graphisch bestimmten 
statischen und dynamischen Auslenkungen nach Abb. 692 zu 

1 Mit Beriicksichtigung der Lastrichtungen nach dem Uberschreiten der Auflager. 
2 In der gleichen Richtung liegende tk und Yik erhalten gleiche Vorzeichen; 

z. B. bei einer Welle mit einem iiberhangenden Ende die zwischen den Lagern be-
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a = f2Y12, 

b = f2Yll - flY22' 

C = flY21' 

79 

Von den beiden reellen Wurzeln fUr A ist zur Bestimmung der erst en 
kritischen Drehschnelle nur der positive Wert von (4I) wichtig, weil er 
die graBte Auslenkung und das kleinste Wkr ergibt. 

SolI auch die Kreiselwirkung der Scheib en berticksichtigt werden, so 
ist jede fliehkraftelastische Linie (Abb. 69 b und c) unter der gleich
zeitigen Wirkung der Fliehkrafte der Massen und ihrer Kreiselmomente 
zu entwerfen, was nach einem der angegebenen Verfahren von Ab
schnitt III, 3a geschehen kann. Mit diesen Yik, die dann bereits die 
Kreiselwirkung der Scheiben beinhalten, ist nach den GIgn. (4I), (4I a) 
und (40) der Beiwert A und die kritische Drehschnelle zu ermitteln. 

Die Gtite der Lasung kann verbessert werden, wenn man die erhaltenen 
fliehkraftelastischen Auslenkungen Yk = Yik + AYkk nach (b) einem 
neuen Rechnungsschritt zugrundelegt. 1m allgemeinen ist dies jedoch 
nicht erforderlich. Mit dieser Methode kann auch die kritische Dreh
schnelle einer endseitig gelagerten Welle berechnet werden; dann ist es 
nur notwendig, die einzufUhrenden Fliehkrafte der Massen zu zwei Kraft
gruppen zusammenzuziehen, was fUr die Bestimmung der ersten kritischen 
Drehschnelle willktirlich geschehen kann, weil aIle Massen sich unter
sttitzen. Bei Wellen mit tiberhangendem Ende und mehrfacher Belastung 
sind· die zwischen den Lagern angreifenden Massen zur ersten, die am 
tiberhangenden Ende befindlichen Massen zur zweiten Kraftgruppe zu 
zahlen. 1m tibrigen ist die Rechnung wie im Beispiel der Abb. 69 vor
zunehmen; an Stelle einer Masse tritt die Kraftgruppe. Zur Bestimmung 
des Beiwertes A ist eine beliebige Auslenkung (> 0) innerhalb jeder Kraft
gruppe zu wahlen und in dies en Ebenen auch die Yik zu entnehmen. 

Zusammenfassung. Das geschilderte Verfahren erweitert die 
STODoLAsche Methode auf tiberhangende und mehrfach gelagerte Wellen. 
Infolge der graphischen Ermittlung von drei elastischen Linien ist der 
Zeitaufwand groBer, doch ist i. allg. das Ergebnis dem Eigenwert bereits 
so angenahert, daB eine Wiederholung tiberfltissig wird.1 

Beispiel 5. 
Von dem in Abb. 70 dargestellten Laufer soIl die kritische Drehzahl bestimmt 

werden. Die Stahlwelle ist auf der linken Seite in einem starren Kamm- und Gleit
lager gehalten, am antriebsseitigen Ende kugelig einstellbar gelagert. Zwischen 
den Lagern sind neun Massen, am fliegenden Ende eine Masse vorhanden. Durch 

findlichen tk und YikPositives, die am uberhangenden Ende befindlichen negatives 
V orzeichen. 

1 Nach einer freundlichen Mitteilung von Herrn Prof. Dr.-Ing. Dr. R. GRAMMEL 
hat es sich inzwischen herausgestellt, daB das Verfahren von v. BOROWICZ bei der 
Bestimmung der kritischen Drehschnelle zweiter Ordnung divergent ist; in Ab
schnitt IV wurden daher nur solehe Verfahren aufgenommen, deren Konvergenz 
einwandfrei feststeht. 
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die einseitige Einspannung ist das System einfaeh statiseh unbestimmt. Fiir die 
Ermittlung der statisehen und dynamisehen Auslenkungen ist daher naeh Ab
sehnitt VI, 2 zu verfahren. Danaeh teilt sieh die Aufgabe in die Bestimmung der 
Auslenkung bei kugeliger Lagerung und in die Bestimmung der Auslenkung dureh 
ein angenommenes Einspannmoment. Dureh geeignete Uberlagerung der so erhal
tenen Auslenkungen erhalt man die resultierende Ausl~nkungslinie. 

a) Ermittlung der statisehen Auslenkungslinie. 

Zuerst wird die statisehe Auslenkungslinie fiir kugelige Lagerung unter der 
Wirkung aller Massen ermittelt, wobei die Riehtung der Masse am fliegenden An
triebsende naeh Abb. 43 eingefiihrt wird. 

Tabelle 1/5. 

lr = 322 em', E = 2,1 106 kg/em2• 

...; ... 
I I 

I z G I '" In 122 hll h22 rphll rp h221 11 12 ... ;:5~ 
'" kg b,O<J!. em'l em em em em em em em em oj 

>-4 ,!<I 

I 42 0,0429 322 1 0,043 - -0,019 - -0,025 2 - 0,01 78 -
-- ------

2 42 0,0429 3 22 0,°472 - -0,01 96 - -0,0259 -
0,02 13 r-=---------------

-0,OI961--=--3 50 0,°51 3 22 0,0504 - -0,0259 - 0,0245 -
------------- -------

0,0528 
I 

4 52 0,053 3 22 - -0,019 2; - -0,0254 - 0,0274 -
----------

-0,01831 

--- ------

5 63 0,064 2 322 0,053 - - -0,0242 - 0,0288 -
I ------- ------ --- --------

6 60 0,0612 322 0,052 - -0,01 7 - -0,0225 - 0,0295 -
------------- ---------

7 60 0,0612 322 0,0495 - -0,01 56 - -0,0206 - 0,0289 -
------------- --------

8 65 0, 0663 322 0,0455 - -0,01 37 - -0,0181 - 0,0274 -
---------- --------

9 7° 0,0715 322 0,04 - -0,0119 1 
- -0,01 57 - 0,0243 -

----- ----- ,--- ------

1O 40 0,0408 87,6 - - 0,03 1 - 1°,0076 - 0,01 - \-0,021 

MaBstabe Zeiehnung Wirkliehkeit 
Langen ........................................ em 10 em 
Krafte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . em 50 kg 
Horizontalzug H1 ............................... 10 em 500 kg 
Momentenordinate .. . . . .... . . . . ... . . . . . ... . . . . . . . em 5000 emkg 
Momentenflaehe . . . . .. . . . . . .. . . . . ... . . . . .. . . . . . .. em2 = 50000 em2kg 
Momentenflaehenbelastung ....................... I em 100000 em2kg 
Horizontalzug H 2 • ••••••••••••••••••••••••••••••• 13,53 em = 1353000 em2kg 
Statisehe Auslenkung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . em = 0,02 em 

Damit erhalt man die Auslenkungen In und t22 der Tabelle 1/5 flir kugelige 
Lagerung. 
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Abb. 70. Graphische Ermittlung der statischen Auslenkungslinie fiir einen einseitig 
eingespannten, im zweiten Lager kugelig gelagerten Laufer durch aUe Massen; zu 

Beispiel 5 nach dem Verfahren von v. BOROWICZ. 

Dann wird ein Einspannmoment von 7500 cmkg am linken Lager angenommen, 
das geradlinig zum rechten Lager abnimmt. Nach Reduktion auf fr = 322 cm4 

und Unterteilung der Momentenflache in Einzelflachen werden nach MOHR die Aus
lenkungen hll und h22 ermittelt. 

Holba, Berechnungsverfahren. 6 
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Die MaBstabe sind die gleichen wie vorher 
angegeben. 

Mit den Resultierenden R/,f und RA der Mo, 
mentenflachen zwischen den Lagern IaBt sich die 
wahre GroBe der Auslenkungsverminderung durch 
das Einspannmoment nach GIg. (72) ermitteln. 
Die Lage der Momentenflachenresultierenden ist 
durch die Tangenten an die Auslenkungslinie in 
den beiden Lagern gegeben. Durch einen ange
nommenen Seilzug zwischen den Lagern und diesen 
Resultierenden gemaB Abschnitt VI, 2 erhalt man 
nach dem Zeichnen des zugehorigen Kr1i.fteplans 
(Abb. 70£) mit den zeichnerischen Werten tA 

= 2,2 cm, t = 3,3 cm aus GIg. (72) den Berichti
gungsbeiwert 

2,2 1649000 
3,3 830 950 = 1,32 5. 
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Werden die Auslenkungen hik mit dies em Beiwert vervielfacht, so erhalt man mit 
GIg. (73a und b) 

11 = j/nj- rp jhnj, 

12 = -1/211 + rp jh221 
die statisehen Auslenkungen, die in der Abb. 70g und in der Tabelle 1/5 eingetragen 
sind. 

b) Ermittlung der fliehkraftelastischen Auslenkungslinie fiir Massen nur zwischen 
den Lagern (Abb.71). 

Fiir die Hilfsdrehsehnelle Wo = 31,6/sek sind die Fliehkrafte zur Ermittlung 
def fliehkraftelastisehen Auslenkung dureh die "Kraftgruppe zwischen den Lagern" 
in der Tabelle 4/5 angegeben. Fiir die Ermittlung der Auslenkung Yik wird wieder 
zuerst die Auslenkung rJik bei kugeliger Lagerung und dann die Auslenkung hik 
durch das Einspannmoment ermittelt. Dureh geeignete Uberlagerung wird die 
resultierende fliehkraftelastisehe Auslenkung Yik dureh die Kraftgruppe zwischen 
den Lagern erhalten. 

Tabelle 4/5. 
W02 = 1000/sek2, lr = 322 em4, E = 2,1 106 kg/em2 . 

, 
I ! 

1 ~ 1 
.... .. 

...; i 

I 

.... .. 
""! ""! Z 11 1 

F rJu rJ21 
51 ~Io Yll Y21 

i:: IS j 

V") S ..., 
I 

I 

.-8 0 () 
<fl em kg em em ~IV") em em cd ffl 

I _, I.l) 

H 
1 

I HI i 

1 I 1 , 

I 0,0429 0,01780,76410,00108 - 0,000618 - 10,0004621 -

, 0,04", 0,0"3 O'9'f':;;;;;1 _(,000£>37 - lo~l= 
3 0,051 10,02451,25 0,001265 - 10,000637 - 10,000628 -

___ 1 ______________ , ____ _ __ _ 

4 0,053 10,0274 1,45 0,001 31 - 10,000625 - ;0,000685 -

__ 5_ 0'06~~1 0'02~~ ~,85 0,00133 =- -- 0,0005~~ - :::::;; - _ 

6 0,06121°,02951,8 0,0013 -. 0,000552 - 1°,00°748 -

-7- 0,0612 0,02891,76 0,00123 --=--10,000507 - ;0,000723 --=-
___ ____ ___ _ _____ J ___________ , ____ _ 

_ 8_ 0,°_663
1 
0,0274 1,82 (),00~125 __ -=--:o,ooo~~ - __ 10,o00680 -

_9_ 0~07151 0, 0243 ~'73 0,001 __ = __ °'°003871 __ - _1°'°00613 ----= __ 
10 - - - - -0,000725 - 1-0,0002471 - -0,00°478 

Fiir die fliehkraftelastisehe Linie bei kugeliger Lagerung werden folgende MaB
stabe zugrunde gelegt: 

MaBstabe Zeiehnung 
Langen ........................................... I em 
Krafte............................................. I cm 
Horizontalzug HI .................................. 10 em 

Wirkliehkeit 
10 em 

1 kg 
IO kg 

6* 
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Momentenordinate ......... " ...................... . 
Momentenflaehe ................................... . 
Momentenilaehenbelastung ......................... . 
Horizontalzug H2 .................•................ 

lem = 
lem2 = 
lem 

16,9 em 

100 emkg 
1000 em2 kg 
2000 em2 kg 

33800 em2 kg 
Fliehkraftelastisehe Auslenkung (Abb. 71 c) ........... . 1 em = 0,0005 em 

a.) I 

~IE~------------------~~DG~--------------------~~I 

b) 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

c) : 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

el) : 

f) 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 

9 9 9 
8 9 10 

r:oozt 
[0,0005 

Abb. 71. Graphisehe Ermittlung der fliehkraftelastisehen Auslenkung fiir den Laufer 
naeh Abb. 70 dureh die Fliehkrafte der Massen zwischen den Lagern. 

Damit ist die fliehkraftelastisehe Auslenkung 1'Jik bei kugeliger Lagerung be
kannt (Tabelle 4/5). 
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Die Arbeit fiir das Aufsuehen der Auslenkungsverminderung dureh ein an
genommenes Einspannmoment kann entfallen, wei! dafiir die bereits unter a) er
haltene Auslenkung herangezogen werden kann, wenn man sie auf den gIeiehen 
MomentenmaBstab bezieht wie unter b). Unter a) war 1 em = 5000 emkg, jetzt 
ist 1 em = 100 emkg; die Momentenflaehenresultierende RA und die Auslenkungen 
hik der Abb. 70 d sind daher dureh 50 zu dividieren. Man erhalt 

830 950 
RA = = 16620 em2 kg. 

50 
Mit dem SeiIzug zwischen den Resultierenden RIM und RA und dem Ubertragen der 
SeiIstrahIen in den Krafteplan erhalt man den neuen Beriehtigungsbeiwert wieder 
naeh GIg. (72) 

2,7 40 710 
tp11 = ----- = 1,625. 

4,07 16620 

Bildet man tphik/50' so erhalt man naeh GIg. (73a und b) 
Ienkungen Yik der Tabelle 4/5: 

I tp11 Ih I Y11 = ,1111' -- - 11' 
50 

Y21 = -il121i + ~~I Ih22 1. 

die resultierenden Aus-

c) Ermittlung der fliehkraftelastisehen Auslenkungslinie dureh die Masse am 
fliegenden Antriebsstummel (Abb.72). 

Hier wird in gleieher Weise vorgegangen wie unter b). 

MaBstabe Zeiehnung 
Wirklieh

keit 
Langen ........................................... . em 
Krafte ............................................. . em 
HorizontaIzug HI' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 10 em 

10 em 
0,1 kg 
I kg 

Momentenordinate .................................. . 
Momentenflaehe .................................... . 
Momentenflaehenbelastung .......................... . 
Horizontalzug H 2 • ••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

Fliehkraftelastisehe Auslenkung (Abb. 72 b) ............ . 

em 10 emkg 
em2 = 100 em2kg 
em 100 em2kg 

27,04 em = 2704 em2kg 
em = 0,00004 em 

Tabelle 7i5. Momentenflaehen (Abb·72a). 

Nr. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

I 
I I I I I 

LlF 
2,48 2,98 5,6 2,28 

em2 0,22 1,73 1,31 1,92 5,97 5,04 

---- ------------ --- ------ --- ------

MriLlx 22 173 131 192 248 298 560 597 504 228 
em2 kg 

I I I 

RM RIM = 2221 em2kg R2M=732em2kg 

Damit sind l1I2 und 1122 bekannt. 
Fiir die Auslenkungen dureh das Einspannmoment iibernimmt man wieder 

die Auslenkungen von a), wobei man wegen MaBstabsgleiehheit RA und hik dureh 
5000/10 = 500 dividieren muO. Man erhalt 

RA = 830 950 = 1662 em2 kg. 
500 
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Mit dem Seilpolygon und dem Krafteplan wird (Abb. 72 d) 
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Abb. 72. Graphische Ermittlung der fliehkraftelastischen Auslenkung fUr den Laufer 
nach Abb. 70 durch die Fliehkraft der Masse am fliegenden Ende. 

Die resultierenden Auslenkungen durch die Masse am fliegenden Ende sind 

- I ,_ rp22_ Ih I Y12-,?l12, 500 11,' 

Y22 = -1?l22' + ;~~ Ih22 1· 
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Zur Bereehnung der kritisehen Drehsehnelle wird GIg. (40) herangezogen. 
FUr die Bestimmung des Beiwertes A nach GIg. (41) sind noeh die Festwerte naeh 
(41 a) zu ermitteln. Zu diesem Zweeke entnimmt man den Abb. 70 g, 71 fund 72 e 
in gIeiehen Ebenen die Auslenkungen, z. B. 

116 = 2,95 10-2 em, IlO = - 2,1 10-2 em, 

Y126 = 0,3406 10-4 em, 

Y2l0 = - 4,78 10-4 em, Y2lo = - 0,645 10-4 em. 

Damit wird naeh (41 a) 

a = - 2,1 0,3406 10-6 = - 0,715 10-6 em2, 

b = - 2,1 7,48 10-6 + 2,95 0,645 10-6 = - 13,8 10-6 em2, 

c = - 2,95 4,78 10-6 = - 14,1 10-6 em2• 

A _ 13,8 T V 190,44 + 40,3 
I,II- -20,715 ' 
AI= + 0,972, 

All = - 20,25· 

Die kritisehe Drehsehnelle erster Ordnung wird mit AI naeh GIg. (40) und 
= 103/sek2 mit den Auslenkungen zwischen den Lagern 

2,95 102 
w kr2 = I()3 = 3,78 104 , 

7>48 + 0,972 0,3406 

wkr = 194,4/sek, 

nkr = 1860 Ulmin. 

Zur Kontrolle wird mit den Auslenkungen am fliegenden Ende 

- 2,1 0,972 102 

wkr2 = 103 = 3,78 104, 
- 4,78 - 0,972 0,645 

wkr = 194,4/sek, 

nkr = 1860 D/min. 

W 2 o 

Reehnet man UbersehIagsmaBig die kritisehe DrehsehIielle naeh GIg. (12) mit 
Imax = 0,0295 em (Abb. 70g) und u = 1,08, so wird 

w kr = [1,08~]'/'= 189,7/sek 
und 0,0295 

nkr = 1810 D/min. 

Die GIg. (12) gibt also mit u = 1,08 eine gute Lasung. 

c) Das y-V erfahren von R. GRAMMBL, 

Anwendung: Fur endseitig gelagerte Wellen und fur Wellen mit 
uberhangenden Enden bei mehrfacher Belastung. 

Genauigkeit: Die kritische Drehschnelle wird meist zu graB er· 
rechnet. Die Abweichung vom Eigenwert ist aber kleiner als nach der 
Beziehung von S. DUNKERLEY und liegt vielfach innerhalb der Zeichen
genauigkeit, mit der die gewichtselastische Linie ermittelt wird. Fur 
endseitig gelagerte Wellen ist die Genauigkeit praktisch vollstandig aus-



Das y-Verfahren von R. GRAMMEL. 89 

reichend, flir Wellen mit iiberhangenden Enden bei mehrfacher Be
Iastung noch vielfach genugend. 

Verfahren: Masse allein. Werden die n GIg. (a) von III, I mit 
mIg = Gl> m2 g = G2 usw. muItipliziert und addiert, so ergibt sich 

gmlYl = W2(iX n Gl ml Yl + iX12Gl m2Y2 + .... ), 
gm2Y2 = w2(iX2lG2mlYl + iX22G2m2Y2 + .... ), (a) 
gm3Y3 = w2(iX3lG3mlYl + iX32G3m2Y2 + .... ), 

und aus der Summe von (a) unter Berucksichtigung iXik = iXki> (iX12 = iX2l> 
iX13 = iX31 usw.)l 

g(m1Yl +m2Y2+ m3Ya+····) =w2[mlydiXn Gl + iX12 G 2 + iX13 G 3 + .... ) 
+ m2Y2 (iX2lGl + iX22G2 + iX23G3 + .... ) 
+ .................. )J. (b) 

Darin sind die KIammerwerte 

(iXnGl + iX12 G 2 + iX13 G 3 + .... ) = 11' 
(iX2l G l + iX22G2 + iX23G3 + .... ) = 12' 

gleich der gesamten statischen Auslenkung unter den einzelnen Massen, 
hervorgebracht durch die Wirkung aller Massen. GIg. (b) besteht also 
auch in der Form 

n n 
gl:mkYk = w2l:mkYklk' 

Die kritische Drehschnelle ist dann 
n 

2 _ l:mk Yk 
Wkr - g -n----· 

L:mkYkh, 
Wird in Anlehnung an die Ergebnisse der Abschnitte I und II in erster 
Naherung Proportionalitat zwischen der gewichtseIastischen Linie2 und 
der fliehkraftelastischen Linie vorausgesetzt, so kann man in GIg. (42) 
.fur das unbekannte Yk = Xlk setzen und erhalt die bereits von G. KULL 
angegebene Beziehung 

2 _ l:G I _ GIll + G2/2 + G3 /3+ .. . 
Wkr -gl:G/2 -gGl/12+G2/22+G3/32+ ... ' (43) 

die sich dadurch auszeichnet, daB nach der Ermittlung der gewichts
elastischen Linie2 die kritische Drehschnelle mit groBEr Genauigkeit fest
Iiegt. Auch hier kann 

2 _ g 
W kr --

10 
geschrieben werden, wenn 10 den reziproken Bruch der GIg. (43) vorstellt. 

1 Zu beachten ist, daB lik 9= Iki' da z. B. /12 = a12G2, dagegen 121 = a2lGJ 

== <x12Gl · 

2 Mit Beriicksichtigung der Kraftrichtungen nach Abb. 42 und 43. 
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In (43) kann im Zahler Eml als die zweifache Arbeit der Massen, im 
Nenner Emf2 als die zweifache Arbeit der Fliehkrafte ml fUr W02 = r 
aufgefaBt werden. 

Masse und Kreiselmomen t. Sind Kreiselmomente zu berlick
sichtigen, so erhalt man die der GIg. (43) entsprechende Beziehung, indem 
man die GIg. (e) von Abschnitt III, r mit mig = Gi vervielfacht: 

gm1Yl = w2 (iXuG1m1Yl + iX12G1 m2Y2 + .... ) -w2 [fJUGl Bl CJdql - r) 
+ fJ12Gl B 202 (q2 - r) + .... J, 

gm2Y2 = w2 (iX 21G2m1Yl + iX22G2m2Y2 + .... ) -w2 [fJ2I G2Bl CJ1 (ql - r) 
+ fJ22 G2B2CJ2(q2- r ) + .... ], 

( c) 

Summiert man diese Gleichungen wieder unter Berlicksichtigung von 
iXik = iXki' fJik = iXk;', fJki = iXik', fJu = iXi;" so wird 

.. 
g.J,; mk Yk = w2 { m1 Y1 (iXu G1 + iX12G2 + iX13G3 + .... ) 

+ m2 Y2 (iX21 G1 + iX 22G2 + iX23G3 + .... ) 
+ . . ( .......................... ) 

- [BIO I (ql - r) (iXu ' G1 + iX12' G2 + iX13' G3 + .... ) 
+ B2 CJ2 (q2 - r) (iX 21' G1 + iX22' G2 + iX23' G3 + .... ) 
+ .. ( ................................... )]}. (d) 

Unter Berlicksichtigung, daB die Teilsummen der Klammerwerte 

11 = (iXuGl + iX 12G2 + iX13G3 + .... ), 
12 = (iX2lGl + iX 22G2 + iX23G3 + .... ), 

der gewichtselastischen Auslenkung an der betrachteten Stelle, bzw. der 
N eigung derselben gegen die Lagerverbindungsgerade 

CPl = (iXu ' G1 + iX12' G2 + iX13' G3 + .... ), 
CP2 = (iX2t' G1 + iX22' G2 + iX23' G3 + .... ), 

hervorgebracht durch aIle Lasten, gleich sind, erhalt man 

n .. n 
gEmkYk = w2EmkYklk-w2E BkCJkCPdqk- I). (e) 

Bei angenommener Proportionalitat zwischen Ik und Yk ergibt sich die 
R. GRAMMELsche Gleichung fUr den synchronen Gleichlauf 

worin Bk die aquatorialen Massentragheitsmomente der Scheib en und CPk 
den Bogen darstellt, welchen die Tangente an die gewichtselastische Aus
lenkungslinie im betrachteten Scheibenbefestigungspunkt mit der Lager
verbindungsgeraden einschlie13t. 
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Vergieich. Die Genauigkeit der GIg. (43) solI an den Beispielen der 
Abb. 6Ia, b, c und d im Vergieich mit der FOPPLschen GIg. (33a) ge
prtift werden. 

Die Belastung naeh Abb. 61 a ist symmetriseh zu den Lagern. Infolge
dessen wird mit m1 = m: In = 122' 112 = 121 und das Ergebnis von (43) 
geht in die Lasung von (33a) tiber. Ftir diesen Fall gibt also GIg. (43) 
exakte Lasungen. Ftir die Welle nach Abb. 61 b wird die kritisehe Drehzahl 
nach (43) fUr cp = 0,05 bis cp = 0,5 urn 1 bis 2,5 v. H. zu groB gereehnet. 

Ftir die einseitig tiberhangende Welle naeh Abb. 6Ie ist fUr cp = 0,1 
bis 1 der graBte Fehier + 0,3 v. H. 

Ftir die beidseitig tiberhangende Welle nach Abb. 61 d wird ftir 
cp = 0,1 bis I die kritische Drehzahl urn ca. 2 v. H. zu groB erreehnet. 

Andere Belastungsfalle fUr den VergIeieh sind die glatten, nur durch 
ihre Eigenmasse belasteten Wellen des Absehnittes II. Untersucht sei 
eine endseitig kugelig gelagerte, glatte Welle naeh Abb. 53. Bei der An
wendung von GIg. (43) ist zu beaehten, daB I die statisehe Auslenkung 
unter der Masse fldx beim gIeiehzeitigen Wirken der gesamten Wellen
masse flZ vorstellt. Deshalb ist, wenn fl = Masse der Langeneinheit, 
die Durehbiegung an der Stelle x vom Auflager1 

1= ~:~~~(; - 2~:- +1:-)' 
Die zweifaehe Arbeit der Gewiehte ist 

I I 

\ 
fl2t4 ~ ( X x3 X4 ) fl21 5 

1:G 1= g fl dx f = g2 -- - - - 2 - + - dx = g2 -_ ..... 
. 24EJ I za 14 120EJ' 
o 0 

die zweifaehe Arbeit der FIiehkrafte fldx f bei 0102 = list 
I 

fl 3 18 \(x x3 %4) 31 g3/1319 

1: G 12 = g3 (24 EJ)2 ~ T - 2 [3 + -14- dx = -630 (24E])2' 
o 

Damit wird naeh (43) die kritisehe Drehsehnelle 

2_ EJ 
O1K - 97,55 --;;14-' 

Der Eigenwert ist naeh GIg. (29), Absehnitt II, 1 

der Verhaltniswert 

2 _ 4 EJ 
O1kr -:;rr; /il4·' 

WK _ (9].55 )'/. _ 0 - - -4 - 1,0000. 
Wkr n 

Ftir die Lagerungsfalle naeh 

Abb. 52 53 54 55 

1,003 1,0008 1,0006 1,001. 

1 "Hutte", Bd. I, 26. Auf!., S. 615, BeJastungsfaU 8. 
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Aus diesen Zahlen geht ebenfalls hervor, daB die kritische Drehschnelle 
nach der KULLschen Beziehung urn ein Geringes zu groB errechnet wird. 

Zusammenfassung. Aus der gewichtselastischen Linie allein kann 
bereits fiir endseitig gelagerte Wellen auf einfache und schnelle Art die 
kritische Drehzahl mit einer Genauigkeit errechnet werden, die allen 
praktischen Anforderungen geniigt. Auch die Kreiselwirkung der 
Scheiben ist leicht zu beriicksichtigen, ohne daB die Aufteilung der Kreisel
momente beachtet werden muB. Fiir Wellen mit iiberhangenden Enden 
ist das Ergebnis in vielen Fallen ausreichend. 

Beispiel 6. 
Die erste kritisehe Drehzahl des Uiufers naeh Abb. 91 ist zu bestimmen. Der 

Laufer ist auBer dureh das Wellengewicht noch dureh fiinf Seheiben und eine elastisehe 
Kupplungshalfte belastet und zweifaeh kugelig gelagert. Die statisehen Aus
lenkungen des Laufers sind aus dem Beispiel 14 des Abschnittes VI, I entnommen. 
Fur die Anwendung der GIg. (43) ergibt sich daher folgendes Reehensehema: 

Ta belle 1/6 . 

..; B 108 B rp2 Z G 103 f 106 f2 103 G f 106 Gf2 ..., kgem 104rp 108 rp2 fiir 
<fl em2 kg em kg em2 ro kg em sek2 q=2 ....:I 

I 1,5 1,05 1,1 1,58 1,65 - - - -
- ---- ----

2 1,5 .2,90 8,4 4,35 12,6 - - - -
- - ---- ----

I I I 
164,0 

I 
3 10 4,05 16,4 40,5 0,9 1,0 1,0 0,9 

- ---- ----

4 10 4,60 21,2 46 212,0 0,9 0,388 0,15 0,135 
- -- --

5 10 4,65 21,6 46,5 216,0 0,9 0, 263 0,069 0,062 
- ---- ----

6 10 4,15 17,2 41,5 172,0 0,9 0,95 0,902 0,812 
- ---- ----

7 IS 3,19 10,3 47,85 154,5 1,9 1,35 1,825 3,47 
- -- --

8 3,5 1,35 1,82 4,72 6,37 - -
I 

- -
- --

I 
9 10 1,55 I 2,4 IS,S I 24,0 - - I -

- -- I --
I:Gf I:Gf2 

I 

I: Brp2 

= 248,5 10-3 = 963,12 10-6 = 
5,379 
-~ 

108 
; 

Die kritische Drehschnelle (ohne Beriicksiehtigung der Kreiselwirkung) ist 
nach (43) 

und 
nkr = 4800 D/min. 
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Zur Berticksichtigung der Kreiselwirkung des GieichIaufes nach GIg. (44) ist in 
Tabelle 1/6 ftir q = 2 das negative Glied 1:Brp2 = 5,379 10-8 errechnet. 1m Ver
gieich zur GroBenordnung von 1:G t2 ist dieses Glied hier beianglos. Die Betriebs
drehzahl n = 3650 U/min ist nach Abschnitt X noch zulassig. 

d) Das Verfahren von G. ZERKOWITZ. 

Anwendung: Ftir endseitig gelagerte Wellen oder solchen mit tiber
hangenden Enden und beliebiger Belastung. 

Genauigkeit: In den Grundformen exakt genau, gibt es auch bei 
mehrfacher Belastung durch das EinfUhren von Massengruppen nach 
Festlegung der Form der elastischen Linie praktisch vollkommen aus
reichende Genauigkeit. 

Verfahren: In der Beziehungvon R. GRAMMEL 
2 1: G Y 1: mk Yk 

Wkr = g 1: G-yf = g 1: m k y;t~ (42) 

ist noch offen, welche Werte fUr Yk einzusetzen sind. 
Die von G. KULL gemachte Annahme tiber Propor
tionalitat zwischen Yk und Ik gibt besonders bei 
tiberhangenden Wellen nicht genau mit dem Eigen
wert tibereinstimmende Ergebnisse. Ftir solche Be
lastungsfalle solI das folgende Verfahren dienen. Der 
Einfachheit halber wird es an einer gewichtslosen 
Welle,) welche durch zwei Massen bela stet ist, dar
gestellt. 

~ f7Lt ~ t""z 
I I c I 
r---Z--''';'I'':' ~"I 
I + I I 
I I I 

a.) I '11 1"""'--'& 
I =======---- ; t 
1 I 

b) I '" l./lt;. '~ 

Abb. 73. Uber
hangende, kugelig 
gelagerte Welle mit 

zwei Massen. 

Nach der Abb. 73 sind die gewichtselastischen gesamten Auslenkungen 
(bei Beachtung des auf S. 39 Gesagten) unter den Lasten, die als h in die 
Beziehung (42) eingehen 

11 = "'Ugm1 + "'12g m2 = lu + 112' 

wahrend sich die fliehkraftelastischen Auslenkungen nach III, I ZU 

Y1 = "'UmlY1 w2 + "'12 m2Y2 w2, 
Y2 = "'21 m1 Y1 w2 + "'22 m2 Y2 w2 

(a) 

(b) 

bestimmen. (a) und (b) werden im allgemeinen nicht in allen Punkten 
der Welle verhaltnisgleich sein. Setzt man in (b) fUr 

W2=Wkr2=~ 
to 

und "'Um1g = Ill> "'12m2g = 112 USW., so wird 

10Yl = IUYl + 112Y2, 
IOY2 = 121Y1 + 122Y2' 

(33 c) 

(c) 

Dividiert man beiderseits durch Yl> so stellt der Verhaltniswert Y2/Y1 = A
den Formbeiwert der fliehkraftelastischen Linie vor und man erhalt 

10 = In + ')./12' 
')./0 = 121 + ')./22' 

(d) 
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Die beiden Unbekannten 10 und A ergeben sich daraus zu 

101, II = 1/2 (111 + 122) ± 1/2 V (111 - 122)2 + 4/12/21> (45) 

A - - (In - 122) ± VC/n - 122)2 + 4 112 12l (46) 
I,II- 2/12 . 

In diesem einfachen Faile erhalt man ein exakt richtiges Ergebnis 
[GIg. (33b)]; mit der gleichwertigen Auslenkung 10 ist nach (33c) die 
kritische Drehschnelle, mit A die Gestalt der fliehkraftelastischen Linie 
bestimmt. Es sind zwei kritische Drehschnellen maglich. Hier interessiert 
die tiefste Lasung [in (45) und (46) die + V-). 

Sind auf einer beliebig gelagerten Welle drei Einzelmassen m1> m2 

und m3 vorhanden, so erhalt man entsprechend den Ansatzen (d) 

rp 10 = rp 111 + 112 + "P 113, 

10 = rplZ1 + 122 + "P123' (e) 

"Plo = rp/31 + 132 + "P133· 
Darin ist die Masse m2 als Bezugsmasse eingefiihrt, wodurch sich die 
Formbeiwerte Y1/Y2 = rp, Y2/Y2 lund Y3/Y2 = "P ergeben. Voraus
setzung ist, daB die Auslenkung der Bezugsmasse =1= 0 ist. Die gleich
wertige Auslenkung 10 errechnet sich daraus unter Zuhilfenahme der be
kannten lik als tiefste Lasung von 

103-A1/02+A2/0-A3=0 (f) 
mit 

Al = In + 122 + 133, 
A2 = In 122 + In la3 + 122/33 - 112 121 - 113 131 - 123 la2' (g) 

Aa = 111/22133 + 121/13/32 + /31 112123 -111/23/32 -/22/13 /31 -/33/12/21· 
Mit 10 sind die Formbeiwerte der fliehkraftelastischen Linie 

m-~~+~~-~~ ~~-~-~ 
T "P= -~~-~~+~~' ~ 

(h) 

gegeben. Daraus ist ersichtlich, daB zur Festlegung der fliehkraft
elastischen Linie gegeniiber dem Zweimassensystem bereits die gleich
wertige Auslenkung 10 erforderlich ist. 

Aufteilung in zwei Massengruppen. Sitzen auf der Welle mehrere 
Massen, welche unter Umstanden durch Lager voneinander getrennt sind, 
so zieht man zweckmaBig eine Anzahl Massen zu Massengruppen zu
sammen. Dabei ist zu beachten, daB zur Bestimmung von 10 auBer den 
lik noch die Kenntnis des Beiwertes A notwendig ist. Der Zusammenhang 
zwischen 10 und A soIl an dem angefiihrten Beispiel mit zwei Massen er
Hiutert werden. 

Nach GIg. (33c) und (42) ist 

I - I:GYI 
0- I:Gy 

GI ylll + G2 y 2 / 2 

GlYI + G2 Y2 
(i) 
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Setzt man in dem Beispiel der Abb. 73 Y1 = 10 und Y2 = Alo (was zuHissig 
ist, weil Y2/Y1 = A bestehen bleibt), so erhalt man aus (d) 

Y1 = lu + A/12' 
(k) 

Werden nun (a) und (k) in (i) eingesetzt, so folgt fUr die gleichwertige 
Auslenkung 

I - G1 (Ill + A 112) (Ill + lul + G2 (In + A 122) (121 + 122) (47) 
o - G1 (Ill + A 112) + G2 U2l + A 122) • 

GIg. (45) und (47) haben das gieiche numerische Er- ." 

stellungsart bezieht also die Form der fliehkraft- G .. 1% Gc G I 

gebnis. A ist nach GIg. (46) zuerrechnen Diese Dar-~,u. -'-G" 

elastischen Linie in den Ansatz ein und gestattet da- i 
durch die Anwendung des geschilderten Verfahrens r-- ~ -I- c-] 
auch bei beliebiger Massenverteilung und Lagerung.: • ~ ~ : Adl 

Zu diesem Zwecke vereinigt man in einem a.): ~I lI, I 

solchen allgemeinen Fall der nach Abb. 74 be- i---:z:/iJ"J r,,": "I 
Iasteten Welle die zwischen den Lagern befind- I I + • 
. M b . M I I f'T lIchen assen a, ,C, •.. zu emer assengruppe I 9. 1~Z2 

(r), die am freitragenden Ende sitzenden Massenp, b)I~1 " 
. ~ ~ c • q, r, ... zur zwelten Massengruppe (2). Dann 12 fZ ~ 

ermittelt sich die gieichwertige Auslenkung nach Abb. 74. Einseitig 

GIg. (47) iiberhangende Welle 

mit 

l' 

10 = -NZ - (48) mit Belastung durch 
zwei Massengruppen. 

+ E[Gp (f2l + A/22P ) (f2l + /21) + .... J, 
.II V 

N = E[G" (fu" + Ai12") + Gb (tUb +A/12b) + .... ] + E [Gp (/211' + Ai221') 
+ Gq (f21q + A122q ) + .... J. 

Fur die zur Bestimmung des Formbeiwertes A == Al nach GIg. (46) zu
grunde zu legenden Auslenkungen muB eine Festiegung getroffen werden, 
da die unter den Massen ermittelten Auslenkungen lik zur Ganze nicht 
verwendbar sind. Der Zusammenhang mit dem Beispiel der Abb. 73 
(zwei Massen) und der hierfUr exakt richtigen GIg. (46) und (47) bleibt 
gewahrt, wenn man zur Auflasung von A die Auslenkungen in den Schwer
punkten der Massengruppen (mit 'rjik bezeichnet) heranzieht. Es wird also 

A = - (1]ll -1]22) + V(1]ll - '1)22)2 + 41]121]21 • 

2'1)12 

Mit dieser Annahme stimmt nach G. ZERKOWITZ die Lasung am besten 
mit der Wirklichkeit iiberein. Bei der Beschrankung auf zwei Massen 
(i, k = r, 2) fallen, wie gefordert werden muB, 'rjik und lik zusammen. In 
der FuBnote von Iik"" gibt i an, in welcher Massengruppe die Auslenkung 
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liegt, wahrend k anzeigt, durch welche Massengruppe die Auslenkung 
erzeugt wurde. Der hochgestellte allgemeine Buchstabe fl, v zeigt an, 
unter welcher Last der angegebenen Massengruppe sich die Auslenkung /ik 
befindet. 

Bei der praktischen Auswertung wird wie folgt vorgegangen: Nach 
der Zusammenfassung der einzelnen Massen in Massengruppen ermitteit 
man die Ausienkungen, die unter allen Massen durch die Wirkung der 
betrachteten Massengruppe hervorgerufen werden (Abb.74a). Darauf-

v foigend wird das gieiche Verfahren wiederholt 
# G;;;"G.", J.. unter ZugrundeIegung der zweiten Massen-

G;"'~ t t Gp gruppe ais alleinige Beiastung (Abb. 74 b) . 
. t ~ "l;j Damit sind die /ik unter allen Massen be-
t=Cf~ ~ kannt. Nach 
I I I I 
I I I I 
~ I I l/l 

a.) i I ~31·'hf 

1:mx 
Xs = 1: m (1) 

bestimmt man die Lage der Massenschwer-
I punkte der einzeinen Massengruppen und 

I U~,.)..,:::::::::r::::S=:::::::...i..~~P entnimmt in diesen Ebenen den statischen 
f- J283'n Auslenkungslinien die Werte 'rIik' Nach 

: GIg. (49) wird A. und nach GIg. (48) die 
t gieichwertige Ausienkung /0 ermitteIt, wo-

~~..I-==~:::i;:=~~~·3'39 mit nach (33c) die kritische Drehschnelle Wkr 

Abb. 75. Beidseitig iiber
hangende Welle mit 

Belastung durch drei Massen
gruppen. 

festliegt. 
AufteiIung in drei Massengruppen. 

Bei Wellen mit belasteten, iiberhangenden 
Enden ordnet man die Massen in drei 
Massengruppen (Abb. 75). In gleicher Weise 
wie bei zwei Massengruppen werden die ge

wichtselastischen Auslenkungen /ik unter allen Massen ermittelt, 
welche durch die Wirkung je einer Massengruppe hervorgebracht 
werden. Zur Bestimmung der Formbeiwerte sind die Ausienkungen 'rIik 
in den Schwerpunkten der Massengruppen heranzuziehen. Die dazu ver
wendbaren Gign. (h) enthalten aber noch die gleichwertige Auslenkung /0' 
Da diese als letztes Ergebnis folgt, so ist eine ideelle gleichwertige Aus
lenkung 'rio einzufUhren, die dann vorhanden ware, wenn geeignete Massen 
im Schwerpunkt jeder Massengruppe angreifen (Dreimassensystem). 
Dann erhait man 'rio entsprechend (f) aus 

'rI03- A l'rl02 + A2'r10-A3 = 0, (50) 
worin die Koeffizienten AI> A2 und A3 den Ausdriicken (g) entsprechen, 
wenn man darin die /ik durch 'rIik ersetzt. Damit errechnen sich die Form
beiwerte 

cp = 1Jo 1J13 + 1J121J23 -1J131J22 , 
1Jo 1J23 - 1Ju 1J23 + 1J13 1J21 

"P = q; (1Jo - 1Ju) - 1J12 • 
1J13 

Die gleichwertige Auslenkung erhalt man, wenn in die Gign. (e) 
q;/o = YI> /0 = Y2 und "P/o = Ya gesetzt wird, nach Einsetzen von 

fUr 
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It V 

Z = l:G,,, (cp Ill"' + 112 f1 +1p 113''') (/11,1 + 112'" + Ill) + l:G" (cp 121" + 122" + 1p 123") 

(/21" + 122" + 123") + l;G~(cp/31~ + 132S + 1p/33!;) (/31!; + 13l + 133~)' (48 c) 
M v 

N = l:G,It (cp 111'" + 1121t + 1p 11a") + l:Gv (cp 121" + 122" + 1p 123") 
~ t .. roo 

+ l:Gi; (cp /31' + 132' + 1p 133') 

in die GIg. (48). Die kritische Drehschnelle bestimmt sich wieder 
nach (33c). 

Zusammenfassung. Wie schon einleitend bemerkt, kommt das 
Verfahren von G. ZERKOWITZ bei der Bestimmung der ersten kritischen 
Drehschnelle fUr Wellen mit uberhiingenden Enden in Betracht, wenn an 
diesen mehrere Massen sitzen. Fur die Belastung durch mehrere Massen 
zwischen den Lagern und nur einer fliegenden Masse genugen zur Be
stimmung der ersten kritischen Drehschnelle die unter III,3a und b 
angegebenen Verfahren vollauf den gestellten Anspruchen. Graphisch 
sind zwei, unter Umstanden auch drei statische AusIenkungsIinien zu 
ermitteln. Hierfur ist der Zeitaufwand mitunter geringer als beim 
Verfahren von v. BOROWICZ. Notwendig ist das Verfahren bei Wellen 
mit beiderseits uberhiingenden Enden und Belastung in allen drei 
Feldern. Fur Wellen mit zwei Massen bei beliebiger Lagerung fallt 
nach der Ableitung das Ergebnis mit der FOPPLschen Losung zusammen, 
so daB die Genauigkeit auch bei vielen Massen allen Anforderungen ent
spricht. 

Beispiel 7. 
Gegeben ist ein Laufer naeh Abb. 76, welcher am fliegenden Wellenende zwei 

Seheiben tragt. Die Belastungsgewichte sind in der Abb. 76 angefiihrt. Ais 
WeIIenwerkstoff ist Chrom-Niekelstahl vorgesehen. 

Zur Ermittlung der ersten kritischen Drehzahi werden die Massen zwischen 
den Lagern zur Massengruppe I, die am fliegenden Ende befindliehen Massen zur 
Massengruppe 2 zusammengefaBt. Zur Bereehnung der gleiehwertigen Auslenkung to 
sind die beiden statisehen Auslenkungslinien fur die aIIeinige Belastung der Welle 
dureh die Massengruppe I bzw. 2 ermittelt (Abb. 76b und d). Die zur graphisehen 
Konstruktion erforderliehen Zahlenwerte sowie die Ergebnisse sind in den folgenden 
Tabellen eingetragen. 

Belastung dureh die Massengruppe 1. 

MaBstabe Zeiehnung 

Langen ............................................ . 
Krafte ............................................. . 

rem 
Iem 

Horizontaizug HI ................................... 4 em 

Wirkliehkeit 

Ioem 
5 kg 

20 kg 
Momentenordinate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. I em 
Momentenflaehe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. I em2 = 

200 emkg 
2000 em2 kg 
4000 em2 kg 

= 36000 em2 kg 
Momentenflaehenbelastung ........................... I em 
Horizontalzug H2 ................................... 9 em 
Statisehe Auslenkung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. I em 

Holba, Berechnungsverfahren. 

0,0002 em 

7 
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Ta belle 1/7. 

Massen- Last G J 104 /11 104 /12 10'/22 10'/21 

gruppe Nr. kg em' C1IJ. em em em 

a 4,5 322 0,62 I~I - -
--- ------

b 13 858,5 2 3,4 -1---- ~-----

I c 36 1198,4 3,22 6,3 - -
--- --_._--

d 17 858,5 

I~ ~6 I--=------- ---

e 6 596,7 0,58 2 -

P 8 596,7 - - 1 3,4 0,78 
---

q 5 322 - - 11,9 2,2 
--- ---------

2 r 14 180 - - 25 3,8 
--- ---------

s 26 87,6 - - 38,2 5,12 
--- ---------

t 29 63,6 - - 52,5 6,36 

Belastung dureh die Massengruppe 2. 

MaJ3stabe Zeiehnung 

Langen............................................ I em 
Krafte.............................................. I em 
Horizontalzug HI ................................... 10 em 

IO'YI lO'Y2 

em em 

5,571 -
--1--
18,8 . -
------
34,42 -
------
31,86 --

10,48 

_-=--1 17,58 

- 61,2 
------

- 127,4 
------

- 194 
------

- 266,4 

Wirklichkeit 

10 em 
10 kg 

100 kg 
Momentenordinate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I em 
Momentenflaehe ................ __ ............... __ . . I em2 = 

1000 emkg 
10000 em2kg 
10000 em2kg 

= 180000 em2kg 
Momentenflaehenbelastung ................•.......... I em 
Horizontalzug H2 ...•............................... 18 em 
Statisehe Auslenkung... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I em 0,001 em 

Tabelle 2/7 und 3/7. Momen tenflaehen: 

Massengruppe I (Jr = 858,5 em'). 

Nr. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

LlF 
0,28 0,8 1 3,6 1 5,29 4,84 2,68 182 1 1,48 em2 2,4 0,52 

--------------------- ------

Mr i Ll x 
560 1600 4800 

t 7200 1058019680 5360 1 3640 2960 t 1040 em2kg 

Nun bestimmt man naeh (1) die Lage des Gesamtsehwerpunktes der Massen
gruppen lund 2 und entnimmt in diesen Ebenen (Abb. 76b und d) die Werte rJ,1c 
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Abb. 76. Graphisehe Ermittlung der statisehen Aus
lenkungslinien fUr einen kugelig gelagerten Laufer 
mit belastetem, fliegendem Ende; zu Beispiel 7 naeh 

dem Verfahren von G. ZERKOWITZ . 

ohne Riieksieht auf ihr Vorzeichen: 

1/11 = 3,26 IO-4 em, 

1/21 = 4,68 10-4 em, 

'fJ12 = 6,4 10-4, em, 

'fJ22 = 34 IO-4 em. 

7-
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Damit errechnet sich nach GIg. (49) der Formbeiwert der fliehkraftelastischen Liniel 

, - (3,26- 34) + V{3,26- 34)2 + 44,686,4 ,,= 6 = 4,95· 
2 ,4 

Mit dem Formbeiwert A HiBt sich fur die Ausdrucke (48a) folgendes Rechenschema 
aufstellen: 

Tabelle 4/7. 

a 4,51 
1,62 

1 

5,57 

b 18,8 13 5,4 , 
- -

c 36 9,52 34,42 
- -

d 17 8,16 31,86 
- -

e 6 2,58 10,48 

P 8 4,18 17,58 
- -

q 5 14,1 61,2 
-

r 14 28,8 127,4 
-

5 26 43,32 194 

1 

-
t 29 58,86 266,4 

Daraus erhalt man nach GIg. (48a) 

Z = 10-4 74,764, 

und die gieichwertige Auslenkung nach (48) zu 

74,764 
fo = 17II4 = 4,37 

Die kritische Drehschnelle wird nach (33c) 

0,0040 

0,132 

1,18 

0,4415 

0,0162 

0,0588 

0,43 15 

5,15 

21,85 

45,5 

[ 98 I 103 ] 'I. 
W kr = = 474/sek 

4,37 
und 

nkr = 4520 U/min. 

I 25,°5 

I 
244,3 

124° 

541 

62,88 

14°,5 

306 
-

1785 

1~050 ----

7720 

ZuIetzt solI noch die fliehkraftelastische Ausienkungslinie y nach GIg. (k) 

y1il- = fuil- + Ai12,u, 

Y2v = f21v + Ai22V 

1 Fur die Bestimmung des Formbeiwertes A sind alle Auslenkungen positiv 
einzusetzen, da A. als Verhaltnis der absoluten Betrage Y2/Yl definiert wurde. Das 
Gleiche gilt fur die Auslenkungen fik. 
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entworfen werden (Abb.76e). Die Werte derselben sind in der Tabe11e 4/7 bereits 
eingetragen, so daB sieh nur die Ubertragung in die Zeiehnung ergibt. Als MaBstab 
hierfiir ist angenommen: 1 em der Zeiehnung = 0,01 em tatsaehliehe Auslenkung. 
In der Zeiehnung ist noeh zu beaehten, daB Y2v entgegengesetzt zu Y1~ aufgetragen 
werden muB. 

Als Vergleieh so11 aueh naeh der KULLsehen Beziehung (43) die kritisehe Dreh
zahl bestimmt werden. Die gesamten statisehen Auslenkungen sind 

11 = In + 112, 12 = 121 + 122 , 

wobei die Einzelauslenkungen lik der Tabe11e 1/7 zu entnehmen sind. Dann wird 
naeh (43) 

_ [ ~G(fik+lkk)2]'/2= [81 3,913 103 ]'/2= 80 /ek 
wkr - g 1: G (fik + Ikk ) 9 16,637 4 ,5 s , 

nkr = 4595 U/min. 

Die kritisehe Drehzahl naeh KULL ist urn zirka 2 v. H. griiBer als naeh ZERKOWITZ. 

e) Das y2. V erfahren von R. GRAMMEL. 

Anwendung: Fur Wellen mit mehrfacher Belastung zwischen den 
L'a'gern und am uberhangenden Ende. Besonders zweckmaBig kann die 
Kreiselwirkung berucksichtigt werden. 

Genauigkeit: Die Genauigkeit kann durch wiederhoIte Anwendung 
des Verfahrens unter Zugrundelegung der erhaltenen fliehkraftelastischen 
Linie so gesteigert werden, daB das Ergebnis mit dem Eigenwert praktisch 
ubereinstimmt bei schneller Konvergenz. Besonders beim Vorhandensein 
von Kreiselmomenten ist eine zahIenmaBige Kontrolle tiber die Zu
Iassigkeit der Annahme moglich. 

Verfahren: Masse aIle in. MuItipIiziert man die GIgn. (a) des Ab
schnittes III, I mit miYi und addiert sie, so erhalt man unter Beachtung 
von IXik = IXki 

m 1Y12+ m 2Y22+ m 3 Y3 2 + ... = w2 [mIYI (!Xnml YI + !XIZmzYz+ .... 
+IXIimiYi+"') + m 2Y2( IX2I m IYI + IX 2z m ZY2 + ... + IXZimiYi + ... ) 

+ m i Yi (lXil mlYI + IXiZmzY2+' .. +IXii miYi + ... ) 
J. (a) 

Die Teilsummen auf der rechten Seite von (a) 

'YJI = IXn mlYI + IXIzmzYz + .... + IXIimiYi + ... " 
'YJ2 = IX2I mlYI + IX 22 m zYz + .... + !X2i m iYi + .... , 

stellen die fliehkraftelastischen Auslenkungen vor durch das Wirken der 
gesamten, auf W02 = Ijsek2 reduzierten FIiehkrafte. Damit wird aus (a) 

(b) 
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Die kritische Drehschnelle ist dann bei Voraussetzung zentrischer Massen 
(S.4) verhaltnisgleich den Summenausdriicken, also 

n 

2 _ :E m y2 (52) ohr - n 

:EmYrJ 
A. STODOLA hat die GIg. (52) mit Hilfe der Formanderungsarbeit ab
geleitet, wobei die fliehkraftelastische Linie mit W02 errechnet ist 
('fJ W02 = C), so daB also in (52) noch w02 einzufiihren ist. Die Beziehung 
(52) lautet dann unter dieser Voraussetzung 

n 
2 2 :E m y2 

Wkr = Wo n (52 a) 
:EmyC 

Wichtig ist jetzt, welche Werte fUr die Auslenkung Y einzusetzen sind. 
Hierfiir wird eine den Randbedingungen entsprechende Auslenkungslinie Y 
angenommen und mit den Fliehkraften my oder myw02 die zugehorige 
fliehkraftelastische Auslenkungslinie ermittelt. Nach (52) oder (52a) ist 
dann die kritische Drehschnelle bestimmt. Zur Kontrolle kann das Ver
fahren wiederholt werden unter Zugrundelegung der erhaltenen fliehkraft
elastischen Auslenkungen. In den meisten Fallen ist jedoch das Ergebnis 
des ersten Schrittes praktisch ausreichend. 

Masse und Kreiselmoment. Multipliziert man in Abschnitt III, I 

die Gign. (e) mit miYi, die Gign. (f) mit (qi - I) Bibi, so erhalt man nach 
dem Einsetzen der Ausdriicke fUr F; und Kgu (fUr die Prazession im 
Gleichlauf, S. IS) und nach Summierung aller Beziehungen (e) bzw. (f) 
mit (Xik = (Xki, {Jik = (Xk/' {Jki = (Xik', {Jii = (Xii' {Jik' = {Jk/ nach .S.58 
m1 Y12 + .... + miYi2 + .... 

= w2 [ml Yl ((Xu m1 Yl + (X12 m2Y2 + .... + (Xlimi Yi + .... ) 
+ m2Y2((X21 mlYl + (X22 m2Y2 + .... + (X2i miYi + .... ) 
+ ........................................... )] 

_w2 [(ql- I) B1b1((Xu'm1YI + (X12'm2Y2 + .... + (Xli' miYi + .... ) 
+ (q2- I) B2b2((X21' mlYI + (X22' m2Y2 + .... + (X2/ miYi + .... ) 
+ ................................................... )], (c) 

(ql - I) BI b12 + .... + (qi - I) Bibi2 + ... . 
=w2 [(ql- I) B1bl((Xu' mlYI + (X12' m2Y2 + .... + (Xli' miYi + .... ) 

+ (q2- I) B2b2((X2/mIYI + (X22' m2Y2 + .... + (X2/ miYi + .... ) 
+ .................................................... )] 
-w2 [(ql - I) BI bl ({Ju' (ql - I) BI bl + {J12' (q2 - I) B2b2 + ... . 

+ {JI/ (qi - I) Bibi + .... ) 
+ (q2 - I) B2b2({J2I' (ql- I) BI bl +{J22' (q2 - I) B2b2 + ... . 

+ {J2/ (qi- I) Bibi + .... ) 
+ ................................................. )J. (d) 

Darin sind die Teilsummen 
'fJI = (XUmIYI + (X12 m2Y2 + .... + (XlimSi + .... , 
'fJ2 = (X21 ml YI + (X22 m2Y2 + .... + (X2i miYi + .... , 
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die fliehkraftelastischen Auslenkungen unter der Wirkung aller, auf 
0102 = I reduzierten Fliehkrafte my, 

1p1 = Xu' m1Y1 + CX12' m2Y2 + .... + cx1/ miYi + .... , 
1p2 = cx2/ m1Y1 + CX 22' m2Y2 + .... + cx2/ miYi + .... , 

die Neigungen der fliehkraftelastischen Linie durch alle auf W 02 = I 

reduzierten Fliehkrafte my und 

Xl = /311' (q1 - I) B1 151 + /312' (q2 - I) B2c52 + ... + /31/ (qi - I) Bi c5i + ... , 
X2 = /321' (q1 - I) Bl c51 + /322' (q2 - I) B2c52 + ... + /32/ (qi - I) Bi c5 i + ... , 

die Neigungen der Auslenkungslinie, die durch das Wirken der gesamten 
auf W 02 = I reduzierten Kreiselmomente (q - I) B 15 unter jeder Masse 
hervorgebracht werden. 

Die Ausdrucke (c) und (d) k6nnen auch 
n n n 

l:m y2 = w2l:m Y'YJ - w2l: (q - I) B c51p, (c) 
n n n 

l:(q - I) B 152 = w2l:(q - I) B c51p - w2l:(q - I) B c5X (d) 

geschrieben werden, wahrend sich die Teilsummen mit 
n n 

'YJ = l:cxikmkYk = l:cxkimkYk, 

n n 

X = l:/3ik' (qk - I) Bkc5k = l:/3k/ (qk - I) Bkc5k 
ubersichtlich darstellen lassen. Setzt man der Einfachheit halber 

also 

n 
V = l:(q - I) Bc52, 

n 
a = l:my'YJ, 

n 
b = l:(q - I) Bc51p, 

n 

e = l:(q- I)Bc5X, 

I a", dec angenommenen y-Iinie gebildet. 

I a", den ;eduz. Fliehkillten my errechnet. 

aus den reduz. Kreiselmomenten errechnet, 

u = w2 (a - b), v = w2 (b - e), 
so mussen, da beide Beziehungen (c) und (d) quadratische Bestimmungs
gleichungen fUr w sind, folgende Verhaltniswerte bei Ubereinstimmung 
von w mit dem Eigenwert Wgl erfUllt sein: 

u a b 
v b c 
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Damit foIgt 

so daB 

n 
E (q- I) B (j2 

n 
Em y2 V n 

EmY11 (e) oder 

Mit Hilfe dieser streng richtigen Beziehung (e) kann die Zuverlassigkeit 
der angenommenen elastischen Linie y gepriift werden. Aus (c) kann 
jetzt die kritische Gieichlaufdrehzahl bestimmt werden; in der abgekiirzten 
Schreibweise Iautet (c) nach EinfUhren von b = Vae 

Setzt man noch fUr die Summenausdriicke in GIg. (52) 

so wird die kritische Gleichlaufdrehschnelle 

2_ 2 I _ 2 
W g ! - Wk, I _1 /c - Wk, -I--V-;C=E==(Q=-=I=) ==B=::(j X • 

V a EmY11 

In den Entwicklungen fUr die GIg. (53) ist angegeben, daB'YJ die fliehkraft
elastische Auslenkung durch die gesamten auf W 02 = I reduzierten Flieh
krafte darstellt, wahrend X die Neigung der Auslenkungslinie durch das 
alleinige Wirken der gesamten auf wo2 = I bezogenen Kreiselmomente 
in den Massenbefestigungspunkten ist. Dies ist aber in (53) nicht mehr 
Voraussetzung, da bei bereits errechnetem Wk, [ohne Kreiselwirkung, 
nach GIg. (52) oder (52 a)] im Nenner das Verhaltnis der beiden Summen
ausdriicke steht, so daB 'YJ und X allgemein auch mit W 02 errnittelt sein 
konnen. q = AlB ist das Verhaltnis der Massentragheitsmomente der 
Scheiben. 

Die Beziehung (53) gestattet nun nach R. GRAMMEL in Ubeteinstim
mung mit GIg. (31) eine wichtige Voraussage. 1st in (53) das VerhaItnis 
cia > I, so wird die kritische Gleichlaufdrehschnelle erster Ordnung 
bereits 00 oder imaginar. Dies ist der Fall bei kurzen Wellen mit Be
setzung durch Scheiben mit sehr groBen Massentragheitsmomenten. Der 
Aufbau der Beziehung (53) erinnert an die GIg. (26), wenn man fUr 
p2 = 1/(1 - Vela) setzt. 

Zusammenfassung. Das angegebene Verfahren ermoglicht eine 
Steigerung der Genauigkeit durch wiederhoIte Anwendung. Es ist be
sonders dann empfehlenswert, wenn Kreiselmomente zu beriicksichtigen 
sind, da an Hand einer streng zutreffenden Bedingungsgleichung eine 
Kontrolle der Annahmen moglich ist. 
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Beispiel 8. 
Es soli die kritische Drehzahl des Uiufers nach Abb. 80 bestimmt werden. 

Bei Vernachlassigung der Kreiselwirkung kiinnen hiefiir die Zahlenausdriicke <XlI 

und fJll des Beispieles 10 direkt iibernommen werden. Da dasselbe Beispiel zweimal 
gerechnet wurde, seien die Ergebnisse beider Schritte angeschrieben. 

Erster Schritt (mit angenommener Auslenkungslinie als Ausgangsfunktion): 

L'my2 = 0,3775 kgcmsek2, 
L'my C = 14,394 IO-5 kgcmsek2 fiir 

W 02 = 100/sek2 

ermittelt. 
Zweiter Schritt (mit der fliehkraft

elastischen Linie des ersten Schrittes 
als Ausgangsfunktion): 

L'my2 = 0,4944 kgcmsek2, 

L'myC = 19,21 IO-5 kgcmsek2 

Wo2 = 100/sek2 

ermittelt. 

fiir 

Nach (5za) ergibt sich dann die 
kritische Drehschnelle fiir den ersten 
Schritt zu 

Vr 0>3775 I05 

wkr = IO 14,394 = 512jsek, 

fiir den zweiten Schritt zu 

V 0>4944 105-
Wkr = 10 ----- = 507/sek. 

19,21 

Die geringe Abweichung der beiden 
Liisungen zeigt die Zuverlassigkeit des 
Verfahrens. Gegeniiber der Liisung des 
Beispieles 10 ist wkr im zweiten Schritt 
urn I V. H. griiBer. 

Bei diesem Beispiel soli noch die 
Kreiselwirkung der Scheiben beriick
sichtigt werden (Abb.77). Die aqua
torialen Massen-Tragheitsmomente der 

-O,351/.sHg 

I 0 10 20 
I~ 
"loE<--~-----9501-----~ 

I ~------------~~ 
I 
I 
'1------'7,-1kg--------4-~ 

a): :;:Vk 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 20 

: [ cm7<g 
: 10 t 
I 0 
I 

b) ~If~ __ ~~ ________________ ~~ 

I 
I [fIOOOfO em \, I I 
I t .1~ I 

0.00005 - XIf I I 
I ' I I 

: 0 ~ 
c) 

Abb. 77. Graphische Ermittlung der 
Auslenkung durch die Kreiselmomente 
der Scheiben fiir den Laufer nach Abb. 80; 
zu Beispiel 8 nach dem y2-Verfahren von 

R. GRAMMEL. 

Scheiben sind in der Tabelle 1/8 eingetragen. Zur Bestimmung der einzelnen 
Kreiselmomente bei der Hilfsdrehschnelle wo= IO/sek ist vorausgesetzt, daB fiir aile 
Scheiben q = 2, also q - I = 1 ist. Damit ergeben sich die Kreiselmomente nach 
Tabelle 1/8. Fiir die Neigungswinkel a an die angenommene elastische Linie 
(Abb.80a) des Beispieles 10 kann sin a = a gesetzt werden. Die Kreiselmomente 
der iibrigen Wellenteile kiinnen vernachlassigt werden. 

Die Reaktion im linken Lager ist 

V k = _Kyll,_ + KYl2 - Kr~~- K gl, - K gl5 = _ 0,3548 kg, 

im rechten Lager 
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Ta belle 1/8. 

Wo = IO/sek, If" = 201 em4, E = 2,1 I06 kg/em2. 

d 
Q) 

.c . . ~ .... 
~Z 
(.) 

(/J 

B 

emkgsek2 

Kg! 

emkg 
I 
~ 

__ .1 __ 1 __ °_'°_2_5_5 ___ 4_,5_._1_°_'°_3_7_1 __ 16_,_6_5_,1 __ 0_, 1_7_5_3_11_6_1_,6_ ~1 __ 2_' 1_8_1_ 

2 0,0255 0,007 3,15 0,0332 2,2 0,45 
------ -----1---1----·1----·1------1----

3 0,0255 0,018 8,1 0,0853 14,6 0,3 0,243 
---- -----1-----1--- ---------------1----

4 0,0255 0,0405 18,22 0,192 73,8 1,47 2,68 
---- -----1-----1·--- ----1----·1-----------

5 0,0153 3 0,0906 27,18 0,286 5,6 15,2 

I07 J:(q - I) 
BoX = 20,446 

Mit diesen beiden Reaktionskraften und dem angenommenen Horizontalzug H k 

= 10 em ist der Krafteplan bestimmt; dureh Paralleiversehieben der Poistrahien kann 
die Kreiselmomentenflaehe entworfen werden (Abb.77b). Diesbeziiglieh sei auf 
Absehnitt III,3a "Masse und Kreiselmoment" verwiesen. Naeh der Reduktion 
der Kreiselmomentenflaehe auf Ir = 201 em4 wird die Ausienkungslinie naeh 
MOHR graphiseh ermittelt und an den Seheibenbefestigungsstellen die Neigung 
tg X = X entnommen. 

MaBstabe Zeiehnung Wirklichkeit 
Langen.......................................... I em 10 em 
Krafte............................................ I em 0,1 kg 

I kg 
10 emkg 

I em2 = 100 em2 kg 

Horizontalzug H k ••••••••••••••••••••••••••••••••• Ioem 
Kreiselmomentenordinate k •........................ rem 
Kreiselmomentenflaehe ............................ . 
Momentenflaehenbelastung ........................ . 
Horizontalzug H 2 ••••••••••••••••••••••••••••••••• 

Iem 100 em2 kg 
42,2 em = 42200 em2 kg 

Auslenkung ...................................... . Iem 0,00005em 

Tabelle 2/8. Kreiselmomentenflaehen. 

Nr. 2 3 4 5 6 7 8 9 

LlF 10,087 
em2 

2,14 3,18 3,86 3,37 5,2 4,15 4,29 6,°7 

------------------------
Kg!r iLl x 8,7 

1 
214 

1 
318 

1 
386 337 

I 
520 415 

1 

429 6°7 
em2 kg 

Damit kann naeh GIg. (53) die kritisehe GIeiehIaufdrehsehnelle wg ! bereehnet 
werden: 

( 
1 )1'" Wgi = 507 = 536/sek. V 20,446 105 

1-
19,21 107 
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Zur Kontrolle fiir die Zulassigkeit der diesem Beispiel zugrunde gelegten y-Linie 
sei die Beziehung (e) herangezogen. Die einzelnen Verhaltniswerte 

}; m y2 0,4944 104 

}; B b2- = ~8,2~ = 12,4, 

V--};my-1]- 1 (19,21 107 

}; (q - I) B b X = V 20,44 105 = 9,7 

sind nicht gleich, wie vorgeschrieben. Deshalb miiLlte unter Zugrundelegung der 
neuen y-Linie (aus den Ordinaten der erhaltenen fliehkraftelastischen Linie und 
der durch die Kreiselmomente ermittelten Auslenkungslinie gebildet) das Rech
nungsverfahren wiederholt werden. Diese Arbeit ist nach dem vorgefiihrten Bei
spiel leicht durchfiihrbar; sie wurde hier unterlassen. 

4. Auf die Formanderungsarbeit gegriindetes 
Naherungsverfahren von V. BLAESS. 

Bezeichn ungen: 

to = Momentenflachenordinate, aus der Zeichnung abgenommen 
~F = Arbeit der Fliehkrafte 
~i = Formanderungsarbeit 
i = VerkleinerungsmaBstab der Langenabmessungen 
p = Vergri:iBerungsfaktor 

em 
em kg 
emkg 

Anwendung: Flir zweifach gelagerte Wellen mit mehreren Massen 
zwischen den Lagem und nur einer fliegenden Masse am Antriebsstummel. 

Genauigkeit: Die Genauigkeit ist bei gut geschatzter Auslenkungs
linie oder bei Zugrundelegung der statischen Auslenkung praktisch aus
reichend. 

Verfahren: Das BLAEsssche Verfahren beruht auf dem Satze, daB 
die Welle in der kritischen Drehschnelle im indifferenten Gleichgewicht 
rotiert, wenn die Massenschwerpunkte genau in der Drehachse liegen. 
Dann muB fUr jeden ausgelenkten Zustand Gleichgewicht zwischen der 
Arbeit der Fliehkrafte und der gesamten Formanderungsarbeit der Welle 
bestehen. Die Arbeit der Fliehkrafte ergibt sich im kritischen Zustand zu 

Gf ~'"'Fb_l/ ,",G b2 2 
~F~":;' ~- 2":;'- Wkr' 

2 g 

die gesamte Formanderungsarbeit der Welle zu 
I 

mi = 1/2 ~ ~; dx. 
o 

(a) 

(b) 

Unbekannt ist in (a) die kritische Drehschnelle Wkr, in (b) das Biege
moment M bei Wkr; b miBt die angenommene Auslenkung der Welle im 
Massen befestigungspunkt. 

Zur Ermittlung des tatsachlichen Biegemomentes M der Fliehkrafte 
wird ein Hilfsmoment M 0 herangezogen, das durch Fliehkrafte F 0 = mbwo2 
bei der Hilfsdrehschnelle Wo entsteht. Dieses Hilfsmoment hat allgemein 
in jedem Punkte der Wellenachse die GroBe 

Mo = IP(G, b, wo, x) (c) 
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und ist analytisch oder graphisch nach den Regeln der Statik leicht zu 
bestimmen. Da die Momente M und Mo nur von den Fliehkraften her
ruhren und die angenommene Auslenkung b auch in der kritischen Dreh
schnelle in gleicher GroBe moglich ist (e = 0), so kann das Moment M 
in der kritischen Drehschnelle aus Mo zu 

M=Mo(:: r 
gebildet werden. Fuhrt man 
(b) ein, so wird 

II 

(d) 

dies in 

(e) 

Durch Gleichsetzen von (a) und (e) 
folgt die kritische Drehschnelle 

Abb. 78. Zweifach kugelig gelagerte 
Welle mit drei Massen. 

2 _ wo' E ~Gb2 

W,. -g l~~d' 
u 

Fur die Ermittlung der Formanderungsarbeit der Welle ist die graphische 
Methode vorzuziehen. 

Mit den Fliehkraften, welchen Wo als Hilfsdrehschnelle zugrundegelegt 
ist, Wird ein Fliehkraftplan gezeichnet (Abb. 78), dessen Horizontalzug 
= HI ist. Nach dem Ubertragen der Polstrahlen begrenzt die SchluBlinie 
die Hilfsmomentenflache Mo. Da die Langenabmessungen der Welle in 
der Zeichnung in i-facher Verkleinerung dargestellt sind, so hat (mit to 
in Zentimetern aus der Zeichnung entnommenen Momentenflachen
ordinate) das Hilfsmoment Mo in jedem Punkte der Wellenachse den 
Betrag 

Mo= itoHI' 
Das Integral im Nenner von (54) kann daher auch 

(f) 

geschrieben werden. Nun bestimmt man langs der Wellenachse die 
Funktion to2/J, woraus sich eine sageartige Grenzlinie fUr die Flache 
ergibt, welche als Ordinaten die auf das Wellenquerschnitt-Tragheits
moment I bezogenen, zum Quadrat erhobenen zeichnerischen Ordinaten to 
der Hilfsmomentenflache Mo enthalt. Damit die notwendige Flachen-

bildung (f) moglichst genau durchfUhrbar ist, wird man die Hohen to2/J 

in p-facher VergroJ3erung zeichnen. Fur (f) kann daher 
1 1 

~ Mf dx;:::; : H12.}; t;2 L1x (g) 
o 0 
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gesetzt werden, wenn LI x eine kleine Lange langs der Wellenachse bedeutet 
und in Zentimetern aus der Zeichnung abgenommen wird (Abb. 78).1 
Die kritische Drehschnelle ist daher auch 

2 Wo 4 P E 1: G b2 

Wkr = g- i3 H 2 ~l~---
1 ~ t 2 

..::,.; -~ Llx 
o ] 

Beispiel 9. 
Es soil die kritisehe Drehzahl flir den Laufer des Beispieles 4 naehkontrolliert 

werden. Ubernommen werden die Ordinaten b der angenommenen Auslenkungs
linie, weil sieh in Beispiel 4 gute Ubereinstimmung mit der fliehkraftelastisehen 
Linie ergeben hat. Ebenso kann die Momentenflaehe der Fliehkrafte Fo = mbw02 
beibehalten werden (wo = ro/sek, HI = 100 kg), wenn die Langen im gleiehen 
Ma13stab (i = 10) verkleinert sind. Mit den Lasten G und den Auslenkungen b 

Tabelle 1/9. 

E = 2,1 lOG kg/em2, Wo = ro/sek. 

1 1 
I G 1 b F Gb2 to ] 

t 2 
Last- 1 m 

I 
100 _0_ 

1 . ] Nr. kg Ikgem-Isek2[ em kg kgem2 em em4 

I 
em-2 

I 12 __ 0,0122 I~~~ ~~I 24,15 
I 

1,55 
\ 

201 1,195 
--- --~-

2 42 0,0429 2,14 9,2 192 2,64 322 2,16 
------------~~ --- ------

3 42 0,0429 2,35 10,1 231,5 3,02 322 2,82 
-- -- --------- ------

4 5° 0,05 1 2,52 12,85 317 3,33 322 3,43 
--- ------ ------- -- - - --- ------- ------ - -- -

5 52 0,053 2,63 13,9 359 3,54 322 3,88 
-------- -------- --- ----- ---

6 63 0,0642 2,65 17 441 3,65 322 4,13 
----------- --- ------ ---._-----

7 60 0,0612 2,6 15,9 405 3,61 322 4,05 
--- --- ------------- --- --- ----~----

8 60 0,0612 2047 15, I 365 3,43 322 3,66 
~----- -- ----._- ---- --- - ----------1--1--- --------

9 65 0,0662 2,27 15,1 334 1 3,15 322 3,08 
--- ---- ---~---- ---i--------------- ------ --------

10 7° 0,07 14 12 14,3 280 ! 2,72 322 2,3 
--- --- - --- -------._------ ~----

II 10 0,0102 1,35 1,4 19 

I~ 
201 1,52 

--- ---------------

12 40 0,0408 1,55 6,3 96 I ° 87,6 ° 
---- --1-------

1
-,---

--- -I---

I I 1:Gb2= 3063,65 i 1 , , 

1 Urn bei der Integration die tatsaehliehe Wellenlange zu berlieksiehtigen, 
mu13 Ll x mit i vervielfaeht werden, was in dem Faktor i 3 in (g) zum Ausdruek kommt. 
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kann in jedem Lastangriffspunkt Gb2 bestimmt werden. Die aus dem Beispiel 4 
entnommenen Werte sind in der Tabelle 1/9 angegeben. 

12 
Aus dieser entnimmt man EGb2 = 3064 em2kg. Nun wird t02/] bestimmt und 

in p = IOofaeher VergroBerung in die Zeiehnung, bzw. in die Tabelle 1/9 eingetragen. 

I I 
I I 
I~·~----------------------"OO'----------------~~~I 

~ I~-------------r--------------------~==--
I 
I 

i [:000+ 
I emH9 
I 2000 
I 
I 

~~~---------r----------------~~---

C01 ~ 
[ em-Z 

0,02 

Abb. 79. Graphisehe Ermittlung von Et02,1x/] fUr den Laufer naeh Abb. 68; zu 
Beispiel 9 naeh dem Verfahren von V. BLAEss. 

MaBstabe Zeiehnung Wirkliehkeit 
Langen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. J em = 10 em 
Momentenordinate ................................. 1 em = 1000 emkg 
t02/1 . ............................................ 1 em = 0,01 em-2 

Zur Bildung der Summe t02,1 x/] langs der Welle werden aus der Abb. 79 die Ordi
naten t02/] in Zentimetern abgenommen, so daB die sageartige GrenzIinie eine Flaehe 
von 

einsehIieBt. 

I 
t 2 I_o- ,1 x - 32 em2 

o 1 -

Setzt man diese Werte in GIg. (54 a) ein, so erhalt man mit p = 100 und E = 2,1 
106 kg/em2 fiir 

und die kritisehe Drehsehnelle 
Wier = 143,2/sek. 

Die kritisehe Drehzahl 
nler = 1370 U/min 

ist in guter Ubereinstimmung mit dem Ergebnis des Beispieles 4. 
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IV. Kritische Drehzahlen zweiter Ordnung von zwei
fam gelagerten, abgesetzten, mehrfam belasteten WeHen. 

1m Anhang-zu I. wurde schon darauf hingewiesen, daB bei mehrfach 
belasteten Wellen nach dem Uberschreiten der ersten kritischen Dreh
schnelle ein ruhiger Lauf moglich ist, bis sie bei weiterer Steigerung der 
Geschwindigkeit in ein Gebiet kommen, in dem neuerliche starke Er
schiitterungen einen Betrieb unmoglich machen. Dieser Bereich um
schlieBt die zweite kritische Drehzahl. Die zusatzliche Auslenkung der 
Welle besteht in diesem Zustande aus einem konkaven und einem kon
vexen Teil (Abb. 42 b). AuBer in den Lagern gibt es daher noch einen 
dritten Punkt der Wellenachse, welcher keine zusatzlichen Auslenkungen 
erfahrt.1 Dieser Punkt heiBt in der Schwingungstechnik "Knotenpunkt". 
Die Ermittlung der kritischen Drehschnelle erster und zweiter Ordnung 
kommt nur fUr iiberkritisch laufende Wellen in Betracht. 

Exakte Losungen fUr hOhere kritische Drehschnellen ergeben sich aus 
den GIgn. (b) des Abschnittes III, I. Fiir das dort gegebene Beispiel einer 
glatten, masselosen Welle mit zwei Massen ist die zweite kritische Dreh
schnelle durch das negative Vorzeichen vor der Wurzel gegeben, hat also 
die GroBe 

(33 a) 

Infolge der schon angegebenen Umstandlichkeit kommt aber die exakte 
Ermittlung praktisch nicht in Betracht, sondern es werden auch hierfUr 
Naherungsverfahren herangezogen. Wegen mangelnder Konvergenz bzw. 
langwierigen Probierens fallen die Naherungsverfahren des Abschnittes III 
aus. 

In der ersten kritischen Drehschnelle ist die Lastrichtung durch die 
groBte mogliche Auslenkung zur Erzielung der kleinsten kritischen Dreh
schnelle bestimmt. Dies ist bei gegenseitig unterstiitzender Wirkung aller 
Massen der Fall. 1m kritischen Zustande zweiter Ordnung wirkt jedoch 
ein Teil der Massen dem anderen Teil entgegen und erzeugt auf diese 
Weise Auslenkungslinien nach Abb. 42 b und 43 b. Nach den LastgroBen, 
ihrem Abstand von den Lagern und den elastischen Eigenschaften der 
Welle hat nur eine ganz bestimmte Aufteilung von gleichartig wirkenden 
Massen physikalischen Sinn. Dieser Zusammenhang einzelner, neben
einanderliegender Massen ist im vorhinein unbekannt, also in geeigneter 
Weise anzunehmen. Von den Naherungsverfahren zur Bestimmung der 
kritischen Drehschnelle zweiter Ordnung muB nun gefordert werden, daB 
sie auch bei ungiinstigen Annahmen schnell konvergieren, urn schon in 
einem zweiten Schritt dem Eigenwert praktisch nahezukommen. 

Die zusatzliche Auslenkung der Welle in der zweiten kritischen Dreh
schnelle hat eine groBere spezifische Kriimmung zur Folge. Die dadurch 
beeinfluBten Kreiselmomente bewirken daher eine groBere Abweichung 
der zweiten kritischen Drehschnelle von der zweiten Biegungsschwingungs-

1 Die statische Durchbiegung ist ftir -die Betrachtung wieder ohne Belang. 
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zahl. Durch die Verkurzung des Wellenstranges mit gleichartig wirkenden 
Massen wird auch der Einflufi der Querkraftdeformation grofier als in 
der ersten kritischen Drehschnelle. 

1. Das Verfah1'en von J. J. KOCH. 

Dieses Verfahren ubettragt die schrittweise Verbesserung des Nahe
rungsverfahrens von A. STODOLA fUr die erste kritische Drehschnelle auf 
die Berechnung der kritischen Drehschnelle zweiter Ordnung. Fur diesen 
Zweck wird die angenommene Ausgangsfunktion der elastischen Linie 
von der Eigenfunktion erster Ordnung befreit und mit den Differenz
auslenkungen das Verfahren genau so durchgefuhrt wie unter III,3a. 
Falls neue Schritte zur Verbesserung der erhaltenen Naherungslosung 
notwendig sind, mufi auch in diesen immer wieder die Eigenfunktion erster 
Ordnung ausgeschieden werden, damit die Losung nach WIl konvergiert. 
Zur Abkurzung des Verfahrens konnen wieder Mittelwertbildungen 
herangezogen werden, wobei vorerst auf die kritische Drehschnelle erster 
Ordnung zuruckgegriffen sei. 

Die Auslenkung der Welle im kritischen Zustand erster Ordnung kann 
als Summe der Normalfunktionen ihrer i .kritischen Eigenfunktionen auf
gefafit werden (i = I, 2, 3, ... ). In dieser Darstellung ergibt sich 

Yl(l) = 1X1'Y}1 + 1X2'Y}2 + 1X3'Y}3 + . . . . (a) 
Jedes Glied stellt die normierte Eigenfunktion i-ter Ordnung der Welle 
vor.l Lafit man die mit Yl(l) ausgebogene Welle mit der Hilfsdrehschnelle 
Wo = Ijsek umlaufen, so erzeugen die auf wo2 = I reduzierten Fliehkrafte 
mYl(l) die fliehkraftelastische Auslenkung Y1'2). Sind, wie vorausgesetzt, 
in YI(I) die normierten Funktionen 1JI' 1J2' 1J3' ••• bereits EigenlOsungen 
1., 2.,3., ... Ordnung, so haben in der erhaltenen fliehkraftelastischen 

Auslenkungslinie Yl(2) die Reihenglieder die Grofie (Xi ~!..., so dafi 2 
Wi 

1'Jl + 1'J2 + 1'Ja + (b) Yl(2) = 1X1 Wl2 1X2 WIl2 1X3 WIll2 ••••• 

Vernachlassigt man in (b) in erster Naherung die kritischen Drehschnellen 
zweiter und dritter Ordnung (wIll J wl, WI; > w;) und in (a) die nur 
geringen Anteil nehmenden Summenglieder 1X2'Y}2' 1X3 'Y}3, ••• , so reduzieren 
sich (a) und (b) auf 

Yl(l) = IXI 'Y}l , 

Y ~ IX 1'JI 
1(2) ~ I W1 2 ' 

(c) 

(d) 

W; Yl(2) wird besser mit IXI 'Y}l ubereinstimmen als YI(t); fUr Naherungs-
16sungen wird sich das errechnete Wkr dem Eigenwert WI urn so mehr 

1 Die normierte Funktion erhiilt man aus der Eigenfunktion, wenn man diese 
I I 

so mit einer Konstanten vervielfacht. daB ,,21[f(b)]2mdx= )TJ2m dx = r wird. 
o 0 

2 Die FuBnote r oder I kennzeichnet die Ordnung der kritischen Drehschnelle, 
die FuBnote (r), (z), (3), .... die Anzahl der bereits durchgefiihrten Rechnungs
schritte. 
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nahern, je after das angegebene Verfahren wiederholt wird (vgl. das Verf. 
von A. STODOLA). Zur Abkiirzung dieses Naherungsverfahrens 1aJ3t sich 
nun eine ahnliche Mittelwertbildung wie in III, 3e verwenden. 

Zwei zu zwei Eigenwerten (Wi of Wk) geharige normierte Eigenfunk-
tionen gehorehen der Beziehung 

I 

~ YJi YJkf-l dx = 0, 

o 

(i of k), (e) 

d. h. sie sind orthogonal zueinander. Zum Beweis fiir diese Behauptung 
wird die GIg. (e) des Absehnittes II, I herangezogen. 

Sind 'fJi und 'fJk zwei zu zwei versehiedenen Eigenwerten wi und wk gehbrende 
Eigenlbsungen der Differentialgleiehung (c), SO sehreibt sieh diese: 

(Ej'fJ/')" - fl W/'fJi = 0, 

(Ej'fJk")" - flwk2i)k = 0, 

worin fl = Masse der Langeneinheit. Aus (f) folgt 

I 
fl 'fJi =-2- (Ej'fJ/')". 

wi 

Wird nun fl'fJi in (e) dureh die reehte Seite von (h) ersetzt, so erhalt man 

I I 
" I r 
\ 'fJi 'fJkfl dx = -.2 1 (ElrJ/')" 'fJk dx. 
~ WI fi 

Dureh viermalige partielle Integration folgt 
I I 
. I ' 

~ 'fJi 'fJk fl dx = (02- (Ej'fJ/"'fJk - Ej'fJ/''fJk' + ElrJ/'fJk" - Ej'fJi'fJk"') I 

o I 0 

I 

(f) 

(g) 

(h) 

(i) 

+ ~ I (ElrJk")"'fJi dx. (k) 
Wi 0 

Berueksiehtigt man, daB Ej'fJ'" = Q, Ej'fJ" = M und naeh (g) fur (Ej'fJk")" 
= flWl'fJk gesehrieben werden kann, so ist (k) aueh 
I I I 

\ 'fJi l1kpdx = ~2- (Qi 'fJk-Mi 'fJk' + Mk 'fJ/ -Qk 'fJi) I + Wlc~ \ 'fJi 'fJkfl dx. (I) 
~ wi Wi J 
U 0 0 

Fur die Wellenlagerung gelten nun die Randbedingungen: 

Lagerung I 

I 

---- x=o 

I 
x=l 

links reehts 
, 
, 

kugelig 
I 

kugelig 
einstellbar einstellbar 'fJo= 0, Mo= ° 'fJ1 = 0, M l = ° 

--------- ---- ----
I eingespannt eingespannt 'fJo = 0, 'fJo 

, 
=0 'fJ1= 0, 'fJ1 

, 
=0 

I 
I kugelig 

eingespannt 
i 

einstell bar 'fJo = 0, 'fJo' = ° 'fJ1 = 0, Ml=o 

Holba, Berechnungsverfahren. 8 
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In allen diesen Fallen wird der erste Summenausdruck fiir die Grenzen x = 0 und 
1 gleich Null, so daB sich (1) auf 

I I 

r 'fJi 'fJk P. dx = (Ok: \ 'fJi 'fJkp.dx J (0, • 
U 0 

(m) 

(0 2 
vereinfacht. Da aber infolge i =1= k das Verhaltnis ~ § I ist, so muB in (m) (Oi 

I 

~ 'fJi 'fJkp.dx = 0 (n) 
o 

sein, womit die obige Behauptung bewiesen ist. 
Fiir die bei praktischen Beispielen vorliegende Belastung durch Einzelmassen 

lautet die Normierungs- und die Orthogonalitatsbedingung 

lfiiri=k 
Em 'fJi 'fJk = f" . =1= k' (0) o ur 2 

Bildet man nun unter den Bedingungen (0) mit (a) und (b) die Aus
driicke 

J.: Yl(l) Yl(2) m = J.: (IXI 'YJl + 1X2 'YJ2 + lXa 'YJa + .... ) 

(IXI 'fJ\ + 1X2 ~ + lXa ~ + .... ) m 
(OI (OIl (OIlI 

_ (X12 'I""' 2 (X22 'I""' 2 (X32 'I""' 2 
- -2':" 'YJI m + --2 .:.. 'YJ2 m + --2 .:.. 'YJa m + .... , 

(0] (OIl (OIl] 
(p) 

2 _ (X12 'I""' 2 (X22 'I""' 2 (Xa2 'I""' 2 
J.: Yl(2) m - -4 .:.. 'YJI m + --4 .:.. 'YJ2 m + --4 .:.. 'YJa m + ... " (q) 

(OI (OIl (O]Il 

so erha.lt man unter VernachHissigung der Glieder dritter Ordnung (wegen 
ihrer Kleinheit), wenn (p) durch (q) dividiert wird: 

I +(~)2(~)2 Em y 1(1) Y 1(2) (OIl (Xl = wi (r) 
Em Yl(2)2 I + (~)4(~)2 

(OIl (Xl 

Da die Glieder (WI/Wa), (1X2/IXI) - an sich klein - noch in h6heren Potenzen 
vorkommen, so k6nnen sie vernachlassigt werden, so daB man fUr die 
kritische Drehschnelle erster Ordnung die Beziehung 

2 Em YIII) Y!(2) (55) 
WI ~ Y' 2 

~ m )'1(2) 

erhalt. Legt man nun Y1(2) einem neuen Rechnungsschritt zugrunde, 
dessen Ergebnis YI(3) ist, so erMlt man fiir die Beziehung (r) 

( (O[)6((X2)2 
EmY1(2)Y1(3) _ 2 1+ Wi! ~ 

Em Y1(a)2 - WI 1+( (O[ )8(~)2 ' 
(OIl (Xl 

(55 a) 

worin neben den Gliedern h6herer als zweiter Ordnung im Nenner wieder 
(WI/WII)8 (1X2/IXI)2 gegen I vernachlassigt werden kann. Setzt man den 
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Zahler angenahert gleich I, so ist der Fehler im zweiten Schritt nur noch 
von der GroBenordnung (WI/WIl)6 (1X2/IXI)2. Das Mittelwertverfahren (55) 
konvergiert also sehr rasch. Die angegebene Entwicklung zeigt gleich
zeitig, daB die Beziehung von der Form (55) eine obere Grenze fUr die 
kritische Drehschnelle ergibt. 

Fiir die praktische Auswertung ist zu sagen, daB YI(1) in (a) nur den 
mathematischen Ausdruck der angenommenen Auslenkungslinie darstellt, 
d. h. YI(I) wird so angenommen, daB sie den Randbedingungen geniigt. 
Yl(2), Yl(3), ••• sind die nach den unter Abschnitt VI bekannten Verfahren 
ermittelten fliehkraftelastischen Auslenkungen fUr W 02 = I/sek2• 

Die Beziehung (55) ist auch fUr die kritische Drehschnelle zweiter 
Ordnung zu verwenden. Zu diesem Zwecke muB die Eigenfunktion erster 
Ordnung bereits mit geniigender Genauigkeit bekannt sein. Die Oberein
stimmung sei nach dem n-I-ten Rechnungsschritt vorhanden, d. h. 
bei Yl(n). Dann wird WiYl(n) mit 1X1'i}1 [vgl. GIg. (d)] schon so gut iiber 
einstimmen, daB IXI aus der Beziehung 

1X1il) = .EmYl(l)'i}l (56) 
errechnet werden kann. l Damit ist aber das Glied 1X1(1)'i}1 bekannt. Zur 
Bestimmung der Eigenfunktion zweiter Ordnung geht man mit Hilfe 
der urspriinglichen Funktion Yt(1) von einer Auslenkungslinie 

aus, weIche also das Glied 1X1(1)'Y)1 nicht mehr enthalt. Mit den Ordinaten 
dieser Linie erhalt man im ersten Rechnungsschritt mit den auf wo2 = I 
reduzierten Fliehkraften die Naherung Y2(2), so daB aus 

(55 h) 

die kritische Drehschnelle zweiter Ordnung errechnet werden kann. Der 
Beiwert 1X2 ergibt sich aus 

1X2 = .Em 'fJ22) Y(l)' (58) 

worin 'Y)2(2) die normierte (angenaherte) Eigenfunktion zweiter Ordnung 
des ersten Rechnungsschrittes darstellt. Diese Naherung wird im all
gemeinen nicht geniigen; man mu/3 daher die erhaltene Auslenkungslinie 
zweiter Ordnung einem neuen Rechnungsschritt zugrunde legen. Dies 
ist aber nicht direkt zulassig, weil das zuerst ermittelte IXI 'Y)l nicht exakt 
mit der ersten Eigenfunktion iibereinstimmt. Deshalb wird mit Hilfe des 
bereits bekannten 'Y)l und dem aus dem ersten Rechnungsschritt be
kannten Yl(2) der Beiwert 

1 Setzt man in (SS) wie bei (d) fiir Yl(2) = ~- 111, SO ergibt sich 
w/ 2 

2 (Xl 1: m Yl(l) 1]1 Wi' 
wi = --------

(X121: m 1]12 Wi 2 

und daraus mit 1:m1]2 = I der Beiwert 

(Xl = 1: m Yw) 1]1. 

(56 a) 

s· 
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errechneU Y2(2) wird urn <XI(2) 'YJl vermindert und das geschilderte Ver
fahren in einem zweiten Rechnungsschritt mit 

Y12) = Y2 2) - <XI(2)'YJl 

wiederholt. Mit den so erhaltenen Y2(3) wird 

2 }; m Y'Zl Y213) 
WIl = Y' 2 

~ m YZI3) 
(55 c) 

schon besser mit dem Eigenwert zweiter Ordnung ubereinstimmen. 
Wenn groBe Abweichungen zwischen WIl des ersten und zweiten Rech
nungsschrittes vorhanden sind, ist das Verfahren zu wiederholen. Zu 
beach ten ist dabei, daB <X1(nj 'YJl bei jedem neuen Schritt bestimmt, bzw. 
von der erhaltenen Funktion Y2(n) abzuziehen ist, damit die neue Aus
gangsfunktion nach 'YJ1l bzw. WIl konvergiert. 

Zusammenfassung. Infolge der der Rechnung zugrunde zu legen
den Differenzauslenkungen muB sehr genau gearbeitet werden. Durch 
den Vergleich der ursprunglichen Auslenkungslinie mit der erhaltenen 
fliehkraftelastischen Linie ist eine Kontrolle moglich. Weil die Ordinaten 
der fliehkraftelastischen Linie im Zahler und Nenner vorkommen, ist das 
Ergebnis aus (55) auch bei einer ungunstig angenommenen Ausgangslinie 
im allgemeinen so angenahert an den Eigenwert, daB ein zweiter Schritt 
unterbleiben kann. Fur das Aufsuchen des zweiten Eigenwertes ist jedoch 
die genaue Kenntnis der ersten Eigenfunktion erforderlich, so daB dabei 
die schrittweise Verbesserung von Y nicht erspart bleibt. 

2. Das Verfahren von A. TRAENKLE. 

Bezeiehnungen: 

= angenommene Auslenkung 
Y = abgeleitete fliehkraftelastisehe Auslenkung 
rp = dl/dx = Neigungswinkel der angenommenen Auslenkungslinie I 
1p = dy/dx = Neigungswinkel der fliehkraftelastisehen Auslenkungs-

linie y 
V F = Arbeit der Fliehkrafte 
V K = Arbeit der Kreiselmomente 
~p = gleichwertige Formanderungsarbeit der Fliehkrafte 
~K = gleiehwertige Formanderungsarbeit der Kreiselmomente 
A = Freiwert 
Z = (wkr/wo)2 = Eigenwert 
cxik' {Jik' Yik' 0ik = Beiwerte 

em 
em 

emkg 
emkg 
emkg 
emkg 

1m Gegensatze zu den iibrigen Verfahren sind die hier benutzten Beiwerte 
cxik' {Jik' Yik und 0ik Abkiirzungen fiir Teilsummen, also keine Einflu13zahlen. 

1 In (56) ist Yl(l) laut der Annahme einzusetzen, wahrend die angenahert er
haltene Eigenfunktion Yl(n) zu normieren ist, also in einem solchen Ma13stab ge
messen werden mu13, da13 'f}1 der Bedingung };m'f}12 = I geniigt. Dieser 'f}1-Ma13stab 
ist allen folgenden Reehnungssehritten zugrundezulegen, wahrend vor jedem neuen 
Sehritt cxlCn) neu zu bereehnen ist. In iX1Cn) ist also aueh der Ma13stab fUr Yl(n) be
riieksiehtigt. 
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Anwendung: Fiir zweifach gelagerte Wellen mit mehreren Massen 
zwischen den Lagern und nur wenigen Massen am Antriebsstummel. 

Genauigkeit: Durch die Moglichkeit, die angenommenen und die 
ermittelten elastischen Linien zu vergleichen, wird, wie beim Verfahren 
von A. STODOLA, das Ergebnis der Eigenlosung bis zur Zeichenscharfe 
angenahert. Das Verfahren konvergiert sehr rasch. 

Die RITzsche Extremumsbedingung. Dieses Verfahren, in der 
im Schrifttum angefiihrten Arbeit als Methode II bezeichnet, verwendet 
die RITzsche Extremumsbedingung zur Losung von Variationsaufgaben 
des Gleichgewichtes. Das RITzsche Verfahren beruht auf der Minimum
eigenschaft der Eigenfunktionen: von allen Funktionen, die die natiir
lichen Verschiebungen eines vorgelegten Systems bei gleichzeitiger Er
fiiIlung der vorhandenen Randbedingungen beschreiben konnen, ist die
jenige der Eigenfunktion, fiir die die gesamte Formanderungsarbeit der 
inneren und auBeren Krafte zu einem Minimum wird. Fiir die hier vor
liegenden Aufgaben wird dies durch die Beziehung 

2£i-2£a = 0 

ausgedriickt. Nun sind die Eigenfunktionen von belasteten Wellen nur 
fiir einfache FaIle in geschlossener Form darstell- und auswertbar; bei 
allgemeinen Aufgaben konnen sie - wie bereits aus den vorangegangenen 
Abschnitten ersichtlich ist - nur durch schrittweise Annaherungen ge
funden werden. Urn diese Arbeit abzukiirzen, also bereits mit der Aus
gangsfunktion ein zuverlassiges Ergebnis zu erhalten, bedient man sich 
der RITzschen Extremumsbedingung. Sie besagt, daB die angenommene 
Ausgangsfunktion der Eigenfunktion gleicher Ordnung unter gegebenen 
Bedingungen dann moglichst genau angenahert ist, wenn das Gesamt
potential bei der Variation ein Extremum wird, also 

] = Extremum (2£i - C2£a). (a) 

Zur zweckmaBigen Erftillung dieser Rechenvorschrift 5011 das RITzsche 
Verfahren naher erlautert werden. 

1m vorliegenden Fall wird die unbekannte Eigenfunktion (fliehkraft
elastische Linie) durch eine Reihenentwicklung yom gegebenen Grade n, 
z. B. von der Form 

(b) 

ersetzt, deren Glieder die vorgeschriebenen Randbedingungen einzeln 
erfiillen. Mit (b) bildet man die Potentialausdriicke fiir die Arbeit der 
inneren und auBeren Krafte. Es besteht nun die Aufgabe, die Freiwerte Ai 
der angenommenen Ii (x) durch die RITzsche Extremumsbedingung zu be
stimmen, damit Wn die gesuchte Eigenfunktion im vorgeschriebenen Be
reich moglichst gut wiedergibt. Zu diesem Zwecke ersetzt man in dem 
zu variierenden Integral 

I 

] = ~ gJ(w, w', w", .. . )dx 
o 
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die unbekannte Funktion q;(w, w', w", ... ) durch q;(wn' wn', wn", ... ), 
wodurch das angenaherte Integral 

I 

In =~ q;(Wn' wn', wn", .. . )dx 
o 

eine Funktion der Freiwerte Ai wird. Die Ai werden daraus durch die 
RITzsche Extremumsbedingung 

oj.. oj.. oj.. ( ) 
OA1 = 0, oAs = 0, ... oA .. = 0 c 

bestimmt. Sollen diese in Ai linearen Gleichungen eine Lasung besitzen, 
so muB ihre Determinante zu Null werden, wodurch sich die urn einen 
Grad hahere Lasungsgleichung fUr die Eigenwerte ergibt. Mittels der 
Eigenwerte bestimmt man dann aus dem Gleichungssystem (c) die Ai' 
Nach Einsetzen derselben in (b) ist die Ansatzfunktion der Eigenfunktion 
so gut, als es mit dem gewahlten Ansatz maglich ist, angenahert und -
wenn dies geniigt - die gestellte Aufgabe ge16st. 

Die Herleitung der RITzschen Extremumsbedingung in der Form (a) nach 
H. LORENZ sei kurz angegeben. Die KIRCHHoFFsche Beziehung mi - ma = 0 

ist im Gleichgewichtszustand eine Bedingungsgleichung fur die Freiwerte Ai der 
Ansatzfunktion (b). Falls (b) nur einen Freiwert enthalt, ist dieser durch den 
KIRCHHoFFschen Satz bestimmt. 1m allgemeinen Falle mehrerer Freiwerte kann 
daher Al durch alle ubrigen A als bestimmt gelten. Diese Freiwerte sind dann so 
zu bestimmen, dail die Formanderungsarbeit ein Minimum wird. Aus dieser For
derung lassen sich folgende Beziehungen aufstellen: 

omi + Omi oAI = 0, ~2!"- + oma oAI = 0 

o A2 0 Al 0 A2 0 A2 0 Al 0 A2 ' 
Omi + om:i El.. _ 0 om:a + om:a ~!. - 0 

o A3 0 Al 0 A3 -, 0 A3 0 Al 0 ;'3 - . 

Aus je zwei nebeneinanderstehenden Ausdrucken folgt nach dem Entfernen von 
o A1/0 A2, 0 A1/O A3 , •••• 

om:i oma Omi oma 
~--~-~--~-o 

o Al 0 A2 0 A2 0 Al - , 
Omi om:a om:i oma 
~--~-~--~-o 

o Al 0 A3 0 A3 0 Al - . 

In jeder Gleichung lailt sich fur 

Omi Omi 

:~1 = :~2 = .... = C 
a a 

o Al oA2 

setzen, woraus sich die RITzsche Extremumsbedingung 

Omi _I- oma _ 
8A1 S 8A1 - 0, 

8m:i -c 8m:a = 0 

8 A2 0 A2 

(a) 
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oder allgemein 

(al 

ergibt. 1m inneren Arbeitsausdruck sind die Freiwerte Ai quadratisch enthalten. 
Kommen sie in der auBeren Arbeit quadratisch vor, so ist C = I; sind sie darin linear, 
so ist C = 2, wie man durch Einsetzen der Ansatzfunktion (bl in die Extremums
bedingung (al und Beachtung des KIRCHHoFFschen Satzes leicht nachweist. Diese 
beiden Beiwerte hat bereits H. MELAN in der im Schrifttum angefiihrten Arbeit 
verwendet. Nach einer Bemerkung von K. KARAS ist bei Stabilitatsaufgaben C = 1. 

Die Genauigkeit der RITzschen Methode wachst mit der Anzahl der 
Glieder der Reihe. Hier gentigt es, n gleich der Ordnungszahl der 
kritischen Drehschnelle zu machen. Das zu variierende Integral besteht 
aus der Formanderungsenergie mp der ausgelenkten Welle und aus der 
potentiellen Energie V F der Fliehkrafte. Da die Fliehkrafte die Ver
schiebungswege enthalten, sind die Freiwerte Ai im Gesamtpotential in 
quadratischer Form enthalten und die RITzsche Extremumsbedingung 
lautet: 

(d) 

Die Formanderungsenergie mp wird beim Verfahren von A. TRAENKLE 
durch eine aus der angenommenen elastischen Linie abgeleitete flieh
kraftelastische Linie ausgedrtickt. Dadurch ist es mi:iglich, die beiden 
elastischen Linien miteinander zu vergleichen und wie beim Verfahren 
von A. STODOLA die Genauigkeit der Li:isung bis zur Zeichenscharfe zu 
steigern. Der besondere Vorteil liegt aber darin, daB die schnelle Kon
vergenz, die das STODoLAsche Verfahren fUr die erste kritische Ge
schwindigkeit auszeichnet, hier auch bei hi:iheren Kritischen vorhanden ist. 

Verfahren: Masse allein. Da die zweite kritische Drehschnelle 
ermittelt werden soIl, wird der elastischen Linie eine zweigliedrige Ansatz
funktion von der Form 

(e) 

zugrunde gelegt. Ftir praktische Beispiele empfiehlt sich die Sinusreihe 

t 1 • % 1· 2% 
= Ji.1sm Tn + Ji.2 sm -z- n , 

in der man die Freiwerte Al und A2 vorlaufig zu I annimmt. Es ki:innen 
jedoch auch andere Funktionen oder graphische Auslenkungslinien ohne 
mathematische Festlegung angenommen werden, wenn diese die Rand
bedingungen an den Auflagern erftillen und die sonst zu erwartenden Ver
haltnisse besser charakterisieren. Wichtig ist nur, daB das erste Glied 
in (e) die Form der ersten elastischen Linie, das zweite Glied die Form 
der zweiten elastischen Linie besitzt und daB beide graphisch getrennt 
dargestellt werden (Abb. 80). Dies ist zulassig, da im Geltungsbereich 
des HOoKEschen Gesetzes die einzelnen Ergebnisse getrennt entwickelt 
und nach dem Uberlagerungsgesetz durch Addition zur Gesamtli:isung 
zusammengefaBt werden ki:innen. 

Wie die Abb. 80a und d zeigen, tragt man jede der gewahlten Aus
lenkungslinien Artl bzw. A2f2 getrennt tiber der Lagerverbindungsgeraden 
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auf. Mitteis der Hilfsdrehschnelle Wo (zweckmaBig 10 oder 100 sek-1) 

bestimmt man die FIiehkrafte 

Fo = m jWo2, 

die dadurch bestimmte Momentenflache 

Mo = cp (Po, l) 

und nach Reduktion auf ein konstantes Querschnittstragheitsmoment J r 
die fliehkraftelastischen Linien Yl und Y2' die bei bekannten A.i ais Ge
samt16sung 

(f) 

ergeben. Die Freiwerte A. in den Gign. (e) und (f) sind nach der RITzschen 
Extremumsbedingung so zu bestimmen, daB (e) und (f) die Eigenfunktionen 
m6g1ichst gut wiedergeben. Zu diesem Zwecke wird das Gesamtpotential 
fUr die elastische Linie (e) im kritischen Zustand entwickelt. 

Wird die mit der kritischen Geschwindigkeit umIaufende Welle mit 
den Scheiben-Schwerpunktsexzentrizitaten e = 0 urn den Betrag j all
mahlich ausgelenkt, so nehmen die FIiehkrafte den Endbetrag 

Fo = mjwlcr2 

an, wobei sie die auBere Arbeit 

(g) 

Ieisten. Setzt man darin fUr j den Ausdruck (e) ein, so wird mit den 
Teilsummen 

die GIg. (g) 

(h) 

Die Formanderungsarbeit wird nun nicht durch die Arbeit der inneren 
Krafte ausgedriickt (Abschn. III, 4). Dazu wird der gieichwertige, auf 
Wkr umgerechnete Arbeitsbetrag herangezogen, der fUr die abgeleitete Aus
Ienkung Y bei der Hilfsdrehschnelle Wo resultiert. Die hierfiir bereits zu
grundegeIegten Belastungskrafte F 0 = m jWo2 erzeugen bei der Auslenkung 
y die Arbeit 

1 k W 2 k 
-EFoY = -O-Emjy. 
2 2 

Auf die kritische Geschwindigkeit umgerechnet, wachsen mjwo2 und y 
im Verhaltnis (Wkr/wo)2. Die Formanderungsenergie mp der Welle ist 
daher bei Wkr 

(i) 

Setzt man darin fUr j und y die Ausdriicke (e) und (f) ein, so wird (i) 

(k) 
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wenn die (X,ik die Teilsummen 

k [k k 1 k 
(X,n = .Em/lYl' (X,12 =1/2 .Em/l Y2 + .EmI2Yl' (X,22 ~.EmI2Y2 (1) 

bedeuten. In (X,12 ist wie beim MAxwELLschen Verschiebungssatz 
k k 

.Em/l Y2 = .EmI2Yl' 
wodurch sich (X,12 zu 

k k 

(X,12 = .Em/l Y2 = .Eml2Yl 
vereinfacht. Bei der numerischen Auswertung sind jedoch zur Kontrolle 
beide Summen zu ermitteln. In den Ausdriicken (X,ik und fJik sind 11 und Yl 
bzw. 12 und Y2 die entsprechenden Ordinaten der Einzelauslenkungslinien 
der Beziehungen (e) und (f) unter jeder Masse. 

1m Gesamtpotential 

~p + V F = w~r2 [-~:~~ £mlY - £m I2j, (59) 

das gleich ist der Summe von (g) und (i), bzw. (h) und (k), sind die Frei
werte A in der quadratischen Form enthalten. Der Verhaltniswert 

(~:: f= z (60) 

stellt darin die gesuchten Eigenwerte dar. 
Fiihrt man (60) in (k) ein, so erhalt man mit (h) und (k) fUr (59) 

-~(2(p + V F) = A12((X,n z -fJn) + 2AlA2((X,12Z-fJI2) 
Wkr 

+ A22 ((X,22Z - fJ22) = J n' (m) 

Jetzt besteht die Aufgabe, die Funktionen lund Y durch geeignete Be
stimmung der Freiwerte Ai so zu berichtigen, daB sie verhaltnisgleich 
werden, wodurch die daraus errechneten OJkr den Eigen16sungen des 
Systems entsprechen. Dies ist der Fall, wenn der Ausdruck (m) ein 
Extremum wird, wenn also seine partiellen Ableitungen nach Al bzw. A2 
verschwinden: 

~~n = 2Ad(X,n z -fJu) + 2A2((X,12 Z-fJ12) = 0, 
1 

~{~ = 2 Al ((X,12 Z - fJ12) + 2 A2 ((X,22 Z - fJ22) = o. 
(n) 

Damit von Null verschiedene Losungen fiir Ai moglich sind, muB die 
Determinante von (n) zu Null werden: 

(X,12 Z - fJ12\ = 0, 
(X,22 Z - fJ22 

woraus sich fUr z die Losungsgleichung zweiter Ordnung aus 

((X,n z - fJu) ((X,22 Z - fJd - ((X,12 Z - fJ12)2 = 0 
zu 

az2 - bz + c = 0 
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ergibt. Darin ist 
a = iXll iX22 - iXl22 , 

b = iXll fJ22 + iX22fJll - ZiXl2fJl2' 
C = fJllfJ22 - fJl22. 

Die beiden reellen Wurzeln 

(0) 

(61) 

ergeben bereits die kritischen Drehschnellen erster und zweiter Ordnung zu 

(60 a) 

Mit den gefundenen zI, II sind jetzt die vier Freiwerte A fUr die beiden 
Kritischen bestimmbar. Dabei erweist es sich als zweckmaBig, Akk == I 

anzunehmen und Aik aus einer bestimmten GIg. der Gign. (n) zu berechnen. 
In diesem Falle werden daher All == I fUr die erste Kritische, A21I == I 

fUr die zweite Kritische angenommen und mit All == I aus der zweiten 
GIg. von (n) der Freiwert A2b bzw. mit A21I == I aus der ersten GIg. von (n) 
der Freiwert AIlr errechnet. 

Multipliziert man die Ordinaten der angenommenen elastischen Linie 
[z. B. nach (e)] und der graphisch ermittelten fliehkraftelastischen Linie (f) 
mit den gefundenen Freiwerten, so erhalt man fUr die Auslenkungslinie 
erster Ordnung (FuBnote I): 

II = 11 + A2I12' 
YI = Yl + A2IY2' 

fur die Auslenkungslinie zweiter Ordnung (FuBnote II): 

III = Am/l + 12' 
YII = AIlIYl + 'Y2' 

Unter jeder Masse muB, da auch 

ist, 
II tIl 

ZI = - bzw. Zu = -
YI Yll 

(6za) 

(6zb) 

(p) 

sein. Falls groBere Abweichungen in den Verhaltniswerten unter den 
einzelnen Massen vorhanden sind, ist das Verfahren unter Zugrundelegung 
der erhaltenen y-Linien zu wiederholen. Beispiele zeigen, daB das Ver
fahren sehr rasch konvergiert und daB die Genauigkeit bei einer einiger
maBen gut gewahlten Ansatzfunktion so graB ist, daB ein zweiter Schritt 
vielfach unterbleiben kann. 

Masse und Kreiselmomen t. SolI die Kreiselwirkung der Scheiben 
im Gleichlauf berucksichtigt werden, so sind neben den Auslenkungen I 
auch die Neigungswinkel cp der elastischen Linie zu berucksichtigen. Aus 
der angenommenen elastischen Linie 

(e) 
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sind die Neigungswinkel 
(q) 

zu entnehmen, flir die das gleiche gilt wie zu (e) angeflihrt. Mittels der 
Fliehkrafte Fo und der Kreiselmomente KglO = wo2 Bep (q - I) werden bei 
der Hilfsdrehschnelle Wo flir jede Einzelfunktion auf graphischem Wege 
wieder zwei abgeleitete elastische Linien Yl und Y2 ermittelt, welche die 
Gesamtlosung 

Y = A1Yl + A2Y2 (f) 
ergeben. (Die Aufteilung der Kreiselmomente ist nach III,3a vor
zunehmen.) Die Neigung dieser elastischen Linie in den Scheiben
befestigungspunkten 

"P = Al "PI + A2"P2 (r) 
ist zur Bestimmung der Formanderungsarbeit durch das Kreiselmoment 
notwendig. 

Zur potentiellen Energie V F der Fliehkrafte nach GIg. (h) kommt das 
Potential der Kreiselmomente im Gleichlauf (positiv, weil es die Aus
lenkung vermindert) 

k 2 

Vk = + 1/21:Wkr2Bep2(q- I) = W~r_ [YUAI2 + ZY12 AIA2 + Y22A22] (s) 

mit 
k k k 

Yu == I: Bepl2(q - I), Y12 == I: Beplep2 (q - I), Y22 == I: Bep22 (q - I). 

Fur die Bestimmung der Formanderungsarbeit ist zu beachten, daB Y 
die gesamte Formanderung der Welle durch die Fliehkrafte und die 
Kreiselmomente enthalt. Sie ist daher gleich der Summe aus (i) oder (k) 
und 

(t) 

mit 
k k 

Z b12 == [J: Brp(I/'2 (q - r) + .E Bep2"Pl (q - I)J, 

k 

022 == I: Bep2"P2 (q - I). 

Das Gesamtpotential ist gleich der Summe von (h), (s), (k) und (t). Durch 
die RITzsche Extremumsbedingung erhalt man wieder zwei Gleichungen 
vom gleichen Bau wie die Gign. (n), deren Determinante 

\ 
au z -- bu a12 z - b12 \ 

Ll = = 0 
a12 z - b12 a22 z - b22 

gesetzt, die Losungsgleichung fur die Eigenwerte z ergibt. Darin sind 

au = iXu - 011 , a12 = iX12 - 012, a2~ = iX22 - 022 , 
bu = f3u - Yu, b12 = f312 - Y12' b22 = f322 - Y22' 

Die Eigenwerte erhalt man nach GIg. (61), wobei zu beachten ist, daB 
in den dort angegebenen Ausdrucken flir a, b und c die Konstanten iXik 
und f3ik durch die vorher angeflihrten aik und bik zu ersetzen sind. Der 
weitere Verlauf der Rechnung ist wie vorgehend beschrieben. 
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Fur die Zahlenrechnung empfiehlt sich eine Teilung der Einzel
auslenkungen in den Ausdrucken (f) und (r) in solche, die von den Flieh
kraften, bzw. von den Kreiselmomenten herruhren nach dem Schema: 

YI = YIF + YIK, Y2 = Y2F + Y2A', 
"PI = "PIF + "PIK, "P2 = "P2F + "P2K' 

(u) 

Zusammenfassung. Bei dem angefiihrten Verfahren ist die ge
trennte Ermittlung der Auslenkungen YI und Y2 erforderlich. Der besondere 
Vorteil dieses Verfahrens liegt in der Kontrolle der kritischen Drehzahlen 
durch den Vergleich der beiden elastischen Linien. 1st durch Wieder
holung z = fly unter allen Lasten gleich groB, so sind die gefundenen Wi 

die Eigenwerte des Systems. 

Beispiel 10. 
Von dem in Abb.80 dargestellten Laufer solI die erste und zweite kritisehe 

Drehzahl ermittelt werden. Zu diesem Zweeke wird fiir den ersten Reehnungs
sehritt die erste und zweite elastisehe Auslenkungslinie mit den Ordinaten 11 und 12 
naeh Tabelle 1/10 angenommen und getrennt aufgetragen. 
Auf Grund der hier jedoeh nieht dargestellten graphisehen Ermittlung ergeben 
sieh die Beiwerte: 

Pn = 0,37746, 
I05cxn = 14,394, 

P12 = - 0,00771, 
I07CX12 = - 20,043, 

P22 = 0,II544, 
I07CX22 = 19,537. 

Mit diesen erhalt man naeh GIg. (61) 

z1 = 2385, ZII = 60200 
und 

Wler1 = 489/sek, 
nlerI = 4670 U /min, 

WlerII = 2450/sek, 
nlerII = 23400 U/min. 

Mit den Beiwerten: All == I, .121 = - 0,02565, .1111 = 0,0139, ).2[[ == 1 sind die 
resultierenden AusIenkungen!I. 111, YI und YII erreehnet. Bildet man zur Kontrolle 
die Verhaltnisse II/YI und III/YII unter den einzeInen Massen (Tabelle 1/10), so sieht 
man, daB sie sehr stark voneinander abweichen; eine WiederhoIung der Reehnung 
ist daher notwendig. 

Fiir diese werden die AusIenkungsIinien 0,3 YI 104 und YII 104 einem zweiten 
Reehnungsgang zugrunde geIegt, welcher im naehfoIgenden graphiseh und reeh
neriseh verfoIgt werden solI. Die Ordinaten der beiden eIastisehen Linien sind zur 
formaIen Ubereinstimmung mit den Bezeiehnungen des besehriebenen Verfahrens 
wieder mit 11 und 12 bezeiehnet. Mit den FIiehkraften mlwo2 wird graphiseh die 
fIiehkrafteIastisehe AusIenkung ermitteIt. Diese Arbeit ist naeh den bisherigen 
BeispieIen aIs bekannt vorausgesetzt, sodaB der Vollstandigkeit haIber nur die 
diesbeziigIiehen ZahIenwerte in den Tabellen sowie die benutzten MaBstabe an
gefiihrt sind; Wo = Io/sek. 

MaBstabe Zeichnung WirkIiehkeit 
Langen ........................................... I em 10 em 
Krafte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I em I kg 
HorizontaIzug HI .................................. 10 em 10 kg 
Momentenordinate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I em 100 emkg 
Momentenflaehe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I em2 = 1000 em2kg 
MomentenfIaehenbeIastung .......................... I em 1000 em2kg 
Horizontalzug H2 .........•••.....•................ 21,1 em = 21100 em2kg 
AusIenkung 1'1' . . . . . . . . . . • • . . . . . . • • . . . . • • . . . . . . . • . . . 1 em = 0,0005 em 
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Abb. 80. Graphische Bestimmung der Aus
lenkungslinien erster und zweiter Ordnung 
fiir eine mehrfach belastete, zweifach 
kugelig gelagerte Welle; zu Beispiel 10 nach 

dem Verfahren von A. TRAENRLE. 

Bei der graphischen Ermittlung der flieh
kraftelastischen Linie Y2 (Abb. 80f) sind im 
Momentenflachen-Belastungsplan die Rich
tungen der Momentenflachen Nr. 7 bis 13 
entgegengesetzt den Richtungen von Nr. I 

bis 6 einzutragen. 
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Ta belle 2/10. 

em em em 

_I ___ 5 ! __ 0,_0_05_1 __ II __ l_,2_3_
1
1 __ 1_,_77 __ 11 __ °_,6_2_7_1 __ °_,9_°_2_1_4_,_75_1 __ °_,2_9_5_ 

2 25 0,0255 2,1 1,88 5,36 4,8 8,1 
--------------1-----1-------1--------1-----1----1------

3 25 0,0255 2,31 0,85 2,17 8,9 0, 125 
--- -- ----------1--------1--------1--------1--------1----1--------

4 25 0,0255 2,25 8,75 -0, 125 

_5 __ 2_5_1 ___ °_,°_2_5_5 ___ 1 ___ 1_,9_1_1 __ 1_,_78 __ 1 ___ 4_,_8_7_1--4,54 7,6 --0,315 

6 41 0,00408 I 1,08 1--1'78 0,44 I --0,726 4,4 1-0,325 

7 15 --0,-0-1-5-3--1--0,87 ---2-,6-8---1---1'-3-3--1-~--1--3'1 I 0,50 

Nr. 2 

Tabelle 3/10. Momentenflaehen fiir YI' 

11' = 201 em4 . 

3 4 5 6 7 8 1 9 1 IO 1 II 1 12 

LlF 0>434 1 1,56 1,75 1 3,26 4,061 4,29 3,93 14,14 1,3310,73 10,19: 0,10 
_e_m __ 2 __ 11 __________________ 1 ________________________ 1 __ __ 

434 156°1 175° 3260 40601429013930 4140 1 1330 730 190 1 100 

Tabelle 4/IO. Momen tenflaehen fiir Y2' 

11' = 201 em4 • 

6 

~; 0,2110,6610,705 1,2111,025 0,186 0,13211,01 1,9511,061 1,410,96510,462 

--M-.. -iLl-x-I-- - -- --------- - - -1---1--
em2kg 105 33° 352 1605 512 1 93 f 66 5051975 53°1700 482 1 23 1 

MaBstabe Zeiehnung 
Wirklieh

keit 
Langen .................................•.......... I em 10 em 
Krafte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I em I kg 
Horizontalzug HI ................................... 5 em 5 kg 
Momentenordinate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I em 50 emkg 
Momentenflaehe ..... . .... . ....... . . .... . ....... . .... I em2 = 500 em2 kg 
Momentenflaehenbelastung ........................... I em IOO em2kg 
Horizontalzug H2 ..•..••••....•••...•••...••••...••• 10,55 em = 1055 em2 kg 
Auslenkung Y2" • . • • •••• • •••••• . . •••. . . .••. . . .• .•. . . • I em = 0,000025em 
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Aus diesen Zahlen sind nun die Ausdriieke IXik und Pik gebildet und in den 
folgenden Tabellen 5/10 und 6/10 eingetragen. 

Ta belle 5/10. 

Nr. 

~_I __ I._O_'_0_0_7_71_1 0,01 I I 1 0, 01 596 i 0,298 

I I 

1 

I~--~ 
1,85 43 I 2,662 

--

2 0,1123 i 0, 1007 0,0901 7, 4,336 

3 0,136 _"I~o~o~1 O,O~41 1,_~'2~_ i 

16,33 388,3 14,62 
-- -----

7,36 I 192,9 2,71 
1 ______ 

4 0,129 1- 0,032171 0,008 I 5,02 - 7 17 I - 125 I 784 

5 O,~,3I~ - 0,086651 0,0808 __ : 3,7 - 15:34-'1 ___ 345 - ~-
i 

6 0,00475 - o,00784i 0,01292 0,194 - 1,43 I - 32 2,36 

-~-~~;- -O'0356~1_ O,I_~988_ ~4~=- -=-~~_ -127 20,5 

Nr·1 

1 
--

2 

3 
-----

4 

5 
--

6 
--

7 
--

0049444 -0,00043 0,33614 19,21 - 5,05 - 4,8 58,926 
= Pu = P12 = fJ22 = 105IXU = 107 IX12 = 107 IX12 = 107 IX22 

em em 

1,2255 4,7576 
-------

2,095 8,108 

~ 1-----
107 IX12mittci = - 4,931 

Tabelle 6/10. 

II 
'YI 

2580 

2590 

til 
em em 

1.7732
1 __ 3,076_ 

1,8855 
I 

3,264 

tIl 
'YII 

57700 

57 800 
~---I-" ------ ._-

1 ' 

I~~ 2,3078 i 8,9 I 2595 1,485 57500 
, 

I 
2,25 14 1 8,75 2570 -0,5541 -1,02 54300 

-- - ---- -

1,9146 : 7,6 
I 

2520 I 
1-1,7749 -2,95 60200 

-.---
I 

1,0846 I 
56850 4,4 2470 -1,7772 -3,134 

--~ ---- ~----

-0,8769 -3,1 2830 2,6777 4,9 18 54400 
----

h I 
tIl 

- mittel = 2595 -mittel = 56964 
'YI 'YII 

Besondere Reehengenauigkeit ist beim Ausdruek IX12 erforderlich, da die ent
stehende kleine Zahl als Differenz aus groBen Betragen entsteht. Zur Kontrolle 
sind beide Summanden von (I) fiir IX12 zu bilden und daraus der Mittelwert zu nehmen. 
Mit diesen Zahlenausdriicken bestimmt sich z aus (61) mit 

_ 19,21 58,93 ( 4,93 )2 _ II,3 
a - IQ5 """""iQ7 - IQ7- - 1010- , 
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( 43 )2 
C = 0,4944 0,336 - 1~4- = 0,166, 

6,741 =f V 45,5 - 4 II,3 0,166 
22,6 

zu 
ZlJ = 57 200. 

Nach (60a) sind die beiden kritischen Drehschnellen mit Wo = rolsek 

wI = 505/sek, Wll = 2390/sek. 

Zur Kontrolle der ZuverHi.ssigkeit dieser Zahlen solI mit den Freiwerten Aik die 
beiden elastischen Linien ermittelt werden. Dabei wird All == 1 angenommen und 
damit A21 aus der zweiten Gleichung von (n) errechnet. In gleicher Weise wird 
A21I == 1 angenommen und AlII aus der ersten Gleichung von (n) ermittelt. Damit 
wird: 

All = I, 

A21 = - 0,00257, 

AlII = + 0,00264. 

A2II = 1. 

Mit diesen Beiwerten sind nach den Gign. (62a und b) die elastischen Linien fI, iII, YI 
und YII gegeben. Ihre Ordinaten unter den Massen sind in der Tabelle 6/10 einge
tragen. Die daraus gebildeten Verhaltniswerte iIlYI und iII/YIlweichen nicht mehr 
soweit voneinander ab wie beim ersten Schritt. Wollte man die Genauigkeit noch 
hiiher treiben, so miiBte der Rechnungsgang in einem dritten Schritt wiederholt 
werden. 

3. Das Verfahren von K. HOHENEMSER. 

Die beiden vorhergehenden Naherungsverfahren fur die kritische 
Drehschnelle zweiter Ordnung verlangen im Gegensatz zu den Verfahren 
des Abschnittes III eine sehr groBe Arbeitsgenauigkeit und einen groBen 
Zeitaufwand, wodurch ihre Verwendung zum Teil eingeschrankt ist. Es 
ist nun bemerkenswert, daB fUr eindimensionale Aufgaben - wie sie das 
Aufsuchen der elastischen Linie von Wellen darstellt - ein einfaches Ver
fahren moglich ist, fUr das die Arbeitsgenauigkeit der graphischen Me
tho den ausreicht. Aus dem Abschnitt II (glatte Wellen mit stetiger 
Massenbelegung) ist bereits bekannt, daB die erste Eigenfunktion keine 
Nullstellen auBer in den Lagern besitzt und daB mit jeder hOheren Eigen
funktion eine neue Nullstelle im System entsteht. Die n-te Eigenfunktion 
hat also auBer den vorhandenen Lagern noch n - I Nullstellen, fUr die 
in den ausgezeichneten x die Bedingung 

f{J (x) = Yi = 0 (i = I, 2, ... , n - I) (a) 
gilt. 

Nach R. COURANT darf man zur Berechnung des n-ten Eigenwertes 
der elastischen Linie n - I Bindungen (a) auferlegen; dann kann Wn 

unter den n - I Bindungen nicht groBer sein als der n-te Eigenwert. 
Stimmt das durch die n - I Bindungen veranderte Grundsystem mit der 
Eigenfunktion n-ter Ordnung uberein, so ist der dabei erreichte GroBt
wert von Wn zugleich der n-te Eigenwert; fur aIle anderen n - I Knoten-
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punktlagen ist die errechnete Drehschnelle Wn kleiner als der n-te Eigen
wert. Da sich aher eine Funktion im Bereiche ihres Optimums wenig 
andert, so sind die Abweichungen der Wn bei wenig abweichenden Knoten
punktlagen nicht groB. Fur das Aufsuchen des n-ten Eigenwertes besteht 
daher die Aufgabe, die n - I Bindungen so zu variieren, daB sie sich mit 
den Nullstellen der n-ten Eigenfunktion decken. 

Zur Ermittlung der kritischen Drehschnelle zweiter Ordnung wird 
man daher eine Nullstelle (a) annehmen und diese durch ein Lager er
setzt denken. Damit ist die Aufgabe auf das Aufsuchen der kritischen 
Drehschnelle erster Ordnung einer dreifach gelagerten Welle zuruck
gefUhrt, woftir zweckmaBig die Mittelwert
bildung (52) 

2 L'mY2(n-l)2 
WII = ---------~~ 

L'm Y2(n ~ I) Y2(n) 
(52 b) 

herangezogen wird.1 Da der angenommene 
Knotenpunkt als Lagerung gedacht wird, so 
muB die mit W 02 = I graphisch zu ermittelnde 
fliehkraftelastische Linie nach Abschnitt VI,3 
entworfen werden. Die Summenausdrucke 
sind uber die ganze Welle zu nehmen; 
Y2(n-l) und Y2(n) sind in (52b) nach dem 
Uberschreiten der Nullstelle, bzw. des Lagers 
negativ einzusetzen, so daB die Teilsummen
ausdrucke von Zahler und Nenner stets posi
tiv sind. 

Die erste Knotenpunktlage kann aus der 
N aherungsbeziehung 

L'mYl(n) Yo = 0 (b) 

WKVi 
WILL 

o 0,5 1 
'[,1/'[, 

Abb. 81. Auslenkungslinien 
erster und zweiter Ordnung 
fUr eine mehrfach belastete, 
zweifach gelagerte Welle. 

ermittelt oder geschiitzt werden. In (b) ist Yl(n) die bereits errechnete 
Eigenfunktion erster Ordnung der zweifach gelagerten Welle und fUr 
Yo = ± I zu setzen. Eine Kontrolle fUr die richtige Lage des ange
nom men en Knotenpunktes gibt die Gig. (52 b): damit der gewahlte 
Knotenpunkt mit dem naturlichen der zweiten Eigenfunktion zusammen
fallt, muB der Ausdruck (5zb) - auf die beiden Felder getrennt ange
wendet - gleich groB sein; diese Teilausdrucke sind keine verwertbaren 
kritischen Drehschnellen. Da fur die erste Annahme die beiden Teil
ausdrucke aus (5zb) im allgemeinen voneinander abweichen, ist der 
Knotenpunkt bei der zweiten Annahme in der Richtung jenes Feldes zu 
verschieben, in dem der Teilausdruck (5zb) groBer war. 1st WIl aus (5zb) 
fur die erste Knotenpunktlage ermittelt, so folgt bei einer Verschiedenheit 
der beiden Feldausdriicke ein neuer Rechnungsgang fUr eine neue 
Knotenpunktlage. Wenn notwendig, ist noch ein dritter Rechnungs
schritt vorzunehmen, wobei man den Knotenpunkt wieder auf die Seite 

1 Die FuBnoten (n-I) und (n) stellen die bereits durchgefiihrten Rechnungs
schritte vor, sind also mit den n-I Bindungen nicht identisch. 

Holba, Berechnungsverfahren. 9 
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jenes Feldes legt, in welchem der Feldausdruck noch immer gr6Ber ist. 
Mit diesen drei (Oll-Werten, sowie mit (OJ fUr 11/1 = 0 kann nun durch 
Auftragen tiber IIllleicht das Maximum von (OIl gefunden werden, welches 
dann angenahert dem Eigenwert zweiter Ordnung entspricht (Abb.8I). 
Auch die Kreiselwirkung kann in gleicher Weise durch GIg. (53) bertick
sichtigt werden. 

Zusammenfassung. Das geschilderte Verfahren hat den Vorteil, 
daB die Genauigkeit der graphischen Methoden zur Bestimmung der 
kritischen Drehschnelle zweiter Ordnung ausreicht; entsprechend den 
drei Knotenpunktlagen ist es mindestens dreimal anzuwenden. Die Er
mittlung der ersten Eigenfunktion der zweimal gelagerten Welle ist fUr 
das Verfahren nicht Bedingung, jedoch hier erforderlich, da bei tiber
kritischem Lauf die Kenntnis der kritischen Drehschnelle erster und 
zweiter Ordnung notwendig ist. 

Beispiel 11. 
Zur Kontrolle der Genauigkeit des Verfahrens solI die kritische Drehschnelle 

zweiter Ordnung einer zweifach kugelig einstellbar gelagerten Welle nur mit Eigen
masse bestimmt werden (Abb. 82). Die Eigenwerte sind nach Abschnitt II, 2 bekannt. 

Gegeben ist 1 = 150 cm, d = 5 cm, E = 2,1 106 kg/cm2, y = 7,85 10-3 kg/cms. 

tE--'--- l,~_ i 
:.. l-1500----i .. , 

~OOr-r_,-,-T-_.-, 

~11001 I I I ItC·1 
10000 0,1 0,2 11,3 0,1f 0,5 0,6 

~/l, 

Abb. 82. Bestimmung der 
zweiten kritischen Dreh-
schnelle als Funktion von 
11/1; zu Beispiel II nach dem 

Verfahren von 
K. HOHENEMSER. 

Nach Gig. (30) sind die ersten beiden Eigenwerte 

WI = 281/sek, WIl = 1124/sek. 

Die zweite kritische Drehschnelle ist fiir diese Welle 
bei einer Knotenpunktlage 11 = 1/2 vorhanden. 

Wird zur graphischen Bestimmung der zweiten 
kritischen Drehschnelle die Welle dreifach gelagert 
vorausgesetzt, so ergibt sich ftir: 

11 650 
T = 1500 = 0,433 ein WIl = 1050/sek, 

11 72 5 - - = -- = 0,483 ein WIl = II20/sek, 
1 1500 

11 800 
T = 1500 = 0,533 ein WIl = 1II5/sek. 

Bei der hier unterdriickten graphischen Auswertung 
ist zu beachten, daB infolge der einfachen statischen Unbestimmtheit nach VI, 3 
zu verfahren ist. Nach Abb. 82 ist ersichtlich, daB die erhaltene Lasung mit dem 
Eigenwert gut iibereinstimmt. 

V. Die kritismen Drehzahlen von drei.... und mehrfam 
gelagerten WeHen. 

Mehrfach gelagerte Wellen sind dann vorhanden, wenn eine un
geteilte Welle in mehreren Lagem gesttitzt ist oder wenn die Wellen 
einzelner Maschinen durch starre Kupplungen miteinander verbunden 
werden (Abschn. IX). Die Bestimmung der gewichts- bzw. fliehkraft
elastischen Linie ist umstandlicher als bisher, weil ein statisch unbe-
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stimmtes System vorliegt. Sind n Auflager vorhanden, so ist das System 
bei kugelig einstellbaren Lagern n - z-fach statisch unbestimmt. 

Denkt man sich eine zweifach gelagerte, mit zentrischen Massen be
setzte Welle in der zweiten kritischen Drehzahllaufend, so lieBe sich durch 
Anbringen eines dritten Lagers im Punkte der Wellenachse mit der zu
satzlichen Auslenkung Null die erste kritische Drehzahl der ursprtinglich 
zweifach gelagerten Welle unterdrticken. Die erste kritische Drehzahl 
einer so gelagerten Welle k6nnte also als die zweite kritische Drehzahl 
einer nur zweifach gelagerten Welle aufgefaBt werden, bei der der Schnitt
punkt der zusatzlichen Auslenkungslinie mit der Lagerverbindungs
geraden genau im dritten Lager liegen wtirde. Unter diesen Bedingungen 
ware damit die hachste kritische Drehschnelle erster Ordnung ftir die 
dreifach gelagerte Welle erreicht. 1m allgemeinen ist jedoch dieser Sonder
fall nicht verwirklicht; das mittlere Lager wird deshalb von diesem aus
gezeichneten Punkte des nur zweifach gelagerten Systems abliegen, die 
erste kritische Drehzahl des Systems also einer Zwangsbedingung unter
liegen. Auch bei mehrfach gelagerten Wellen sind kritische Drehzahlen 
h6herer Ordnung vorhanden. 

In gleicher Weise wie unter I, Anhang I erhalt man die tiefste 
kritische Drehzahl aus der Bedingung der gegenseitigen Untersttitzung 
der wirkenden Massen zur Erzielung der gr6Bten Auslenkung. Die Massen
gruppenaufteilung in dieser ist bereits durch die vorhandenen Lager
stellen gegeben. 

Die kritischen Drehzahlen einer z. B. dreifach gelagerten Welle liegen 
haher als die kritischen Drehzahlen der beiden Wellenteile, die man durch 
einen Schnitt im mittleren Lager erhalten wtirde. Diese Einzeldrehzahlen 
treten tiberhaupt nicht in Erscheinung, eben so nicht die kritische Dreh
zahl ohne mittleres Lager. Die Hoherverlegung von Wkr ist eine Be
einflussung der Biegungssteifigkeit des einen Wellenteiles durch den 
anderen am mittleren Lager, da an dieser Stelle das vorhandene Stiitz
moment die Neigung der Welle mitbestimmt. 

1. Das Verfahren von v. BOROWICZ. 

In Anlehnung an Abschnitt III, 3 b wird der Berechnung der ersten 
kritischen Drehschnelle die statische Auslenkungslinie zugrunde gelegt, 
die durch das gegensinnige Wirken der Massen in den einzelnen Wellen
strangen entstehen und deren Form grundsatzlich der Eigenfunktion 
zweiter Ordnung einer endseitig gelagerten Welle entspricht. Sie ist nach 
Abschnitt VI,3 zu konstruieren. Mit diesen f-Werten bestimmt man 
unter jeder Masse mit einer angenommenen Drehschnelle Wo (= 10 oder 
Ioo/sek) die Fliehkrafte 

Fo = ± mfwo2 

(+ fUr das Feld !fB, - fUr das Feld Be) und mit diesen die fliehkraft
elastische Auslenkungslinie Yl' aus den Einzelauslenkungen Ydt und 1Jilt 
(Abb. 83). Die tatsachlichen Auslenkungswerte 1Jilt durch die Rtick
ftihrkrafte pA und pc ergeben sich wieder durch die Berichtigung mit den 

9' 



132 Kritische Drehzahlen mehrfach gelagerter Wellen. 

Beiwerten 1fJn und 1fJ22' die in gleicher Weise wie Tn und 9122 nach Ab
schnitt VI, 3 zu ermitteln sind. Der Einfachheit halber wird wie dort 'rJik 
fUr beide RtickfUhrkrafte gleich groB angenommen, d. h. das gleiche Sttitz
moment tiber dem mittleren Auflager zugrundegelegt. Damit wird 

Yl' = iYll"'i-i1Jn,ui (1fJn -1fJ22)' 
(a) 

Da auch hier die der GIg. (39) entsprechenden Verhaltniswerte 11"/Yl''' 
und 12"/Y2" im allgemeinen nicht gleich sein werden, so wird wie in Ab

Abb. 83. Dreifach kugelig gelagerte 
Welle mit Massen in beiden 

Feldern. 

schnitt III, 3b die Auslenkung 12" mit 
dem Beiwert A vervielfacht. Dadurch 

zu 
A _-b±Vb~~ 
hU -' 2 a ' 

mit den Festwerten 
a = 12"1fJ22'rJn", 
b = fl' (1fJ221J21" - Y22 V ) + !2" (Ynt' 

-1fJn1Jn") , 
c = 1 1"1fJn1J21"· 
Die kritische Drehschnelle erster Ord
nung erhalt man mit dem positiven AI 
von (41) aus 

(65) 

Ftir die Berechnung der ersten und zweiten kritischen Drehschnelle ist 
das Verfahren von A. TRAENKLE heranzuziehen. 

2. Das Verfahren von G. ZERKOWITZ. 

In gleicher Weise wie unter III,3d bestimmt man die gewichts
elastische Linie mit den Auslenkungen bik durch die Wirkung der Massen 
der Massengruppe I allein, wobei, wie in Abschnitt VI, 3 beschrieben, 
der andere Wellenteil masselos, unbelastet und ohne Lagerung in C ge
dacht wird. Nach EinfUhren einer Ersatzkraft am Lager C wird eine 



Das Verfahren von G. ZERKOWITZ. 133 

zweite elastische Linie mit den Auslenkungen hik erhalten. Durch Kom
bination von bik und hik mit Berucksichtigung der wahren GroBe von hik 

durch den Beiwert cP entstehen (Abb. 84a und b) 

lu" = Ibu,uj - CPu jhu,Ilj, 

121" = CPu jh21 '']. 
(a) 

Dies wird auch fUr die Massengruppe 2 durchgefUhrt, so daB 

122" = ib22": - cp221h21vj. 
(b) 

Dann folgt die gleichwertige Auslenkung 
10 zur Ermittlung von WkrI ZU 

mit 
,u 

z 
10 =-N 

Z = I:G,II (/ll' + Al 112''') (/u,U + 11211) 
" + I:GV (/21v + Arl22") (/21" +/22")' (48a) 

It V 

N = i:G,n(fu,1/ + Arfll') + I:Gv(f21v 

+ Arl22v). 
Der Formbeiwert A1 errechnet sich wieder 
aus den statischen Auslenkungen im 
Schwerpunkt der Massengruppen zu 

r-L ~ 
BIL B'b Gp BIT' 

~ t Y 8~ Y * C~ 
A i-E---7., .1. ~2~ 
I ~ ~ ~ : fi, ftf : 

,I f1 I~i 
a./~, 1/21 1 

1 f..1Lf.'b 1 1 
1 11 11 1 1 
I 1 ~ Ifl I I f2z 'zZI 

0) , ~12 I.....---=r:=--- , 
: --= 4: g --='": ,~2~! 
, III I 
I I I 
I , I 

) ' '~, C~ p rr' 
a. 0 liz !Iz 

'!If !If 
Abb. 84. Dreifach kugelig 
gelagerte Welle mit Belastung 
durch zwei Massengruppen. 

.~--~----

Al = - (1)11 -1)22) + V (1)11 -1)22)2 + 41)121)21 

21)12 

und die erste kritische Drehschnelle 

2 _ g 
Wkr - To' 

Die elastische Linie folgt nach Abschnitt III, 3d zu 

y!'" = lu,n + Arf12/1 fUr das Feld AB, 

Y2" = /211' + AI122" fur das Feld Be.1 

Fur kritische Drehschnellen hOherer Ordnung ist das 
A. TRAENKLE heranzuziehen. 

Beispiel 12. 

(33 c) 

(66) 

Verfahren von 

Die kritische Drehzahl einer dreifach kugelig gelagerten Welle ist nach Abb. 85 
zu ermitteln. 1m Felde A B sind zwei Massen, im Felde Be ist eine Masse vorhanden. 
Der Wellendurchmesser ist der Einfachheit halber durchwegs mit 50 mm ange
nommen. 

1 Y2" ist nach der entgegengesetzten Seite aufzutragen wie Yl'''' 



134 Kritische Drehzahlen mehrfach gelagerter Wellen. 

a) Zuerst wird die Durchbiegung durch die alleinige ,Belastung im Felde A B 
ermittelt (Abb.85). Dabei wird das Lager C abgenommen gedacht; das masselos 

A~ r r 8~ ~ c~ _C1fI, 

I 'l_.!L .. !l I I 
I I I 

I I a) I 

:~9 j>f! I 9 I 

I f' • 
5 I 

'M I I 
: 500 ~ 
I 100#",,7<9 
I 

0) 
IE 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

c) I 1 

I 
I 
I 
I 
I 

do) I 

I 
I 
I 

I 

800 

f" ~ 0,005 ~'" _-

O,010 cm t-
RtM 

I I 
I I 
I I 

.1" 600 ..,1 

I ---1 

I - I -- I I -- I I ---- I 
I 
I 

b 
S 

I 

c I 
I fRz I 
I I 

~I H" I 

t~ I I 
/ - -__ I 

/ I 
/ I 

e) -----------r--
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

He I 
1/ 

f) 

I I 
I I 

Abb. 85. Graphische Bestimmung der statischen Auslenkungslinie fiir eine drei .. 
fach kugelig gelagerte, im Felde AB belastete Welle; zu Beispiel 12 nach dem 

Verfahren von G. ZERKOWITZ. 

angenommene Wellenende BC stellt sich dann in die Tangente an die Auslenkungs .. 
linie im Lager B ein. Dann wird im Lager B ein Stiitzmoment angenommen, welches 
durch eine im Lager C wirkende Kraft pC hervorgerufen wird. Dieses Stiitzmoment 
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verHiuft geradlinig und ist in den Lagern A und C gleieh Null. Da die Welle gleiehen 
Durehmesser besitzt, kommt eine Reduktion der MomentenfHiche nieht in Betraeht. 
Mittels dieser Stiitzmomentenfiaehe wird die Auslenkung in den Feldern A B und 
Be ermittelt (Abb. 85 d). Sie sind entgegengesetzt der dureh die Massen des 
Feldes A B hervorgerufenen Auslenkung. 

Tabelle 1/12. Belastung im Felde A B. 

Last G m 'l)n 

I 
hn h21 In 1 121 

Nr. 
kg em-l 

kg sek2 em 
I 

em em em 
I 

em 
, 

25 1 0,0255 I 0,0071 
I 

i I 

1 -0,004 I - I 0,00481 -
._-

I~~:-
--_._-----

2 -0,00475 -
-1--1- 1 

25 0,0255 0,007 i I 
------- :--1-- --- ----1-------+- ---- -- -----

- I - 0,00235 I 3 -
1 - -

-
1 

- 0,001285 

MaJ3stabe Zeiehnung Wirkliehkeit 

Langen ........................................... . 
Krafte ............................................. . 
Horizontalzug HI .................................. . 
Momentenordinate .................................. . 
Momentenflaehe .................................... . 
Momentenflaehenbelastung .......................... . 
Horizontalzug H2 .................................. . 
Auslenkung ........................................ . 

1 em 10 em 
I em 10 kg 
5 em 50 kg 
1 em 500 emkg 
1 em2 = 5000 em2kg 
1 em 2000 em2kg 

16,1 em = 32200 em2kg 
I em = 0,005 em 

Tabelle 2/12. Momentenflaehen dureh die Belastung im Felde A B. 

Nr. 2 3 415 6 7 8 

LlF I I 1 I I 

C111~ ___ 0_'2_5_ .:' 7_5_1_1_'2_5_' __ 1_'5_1 __ 1_'5_
1 

~_'2_5 __ 0_,_7_5 _['_0_,2_5_ 

M iLl x 
__ ~m_2_kg__ 1250 : 375':"L6

2 50 __ ~~:.._ ~oo I 6250 I 3750 I 1250 

37500 

Tabelle 3/12. Momentenflaehen des Stiitzmomentes im Felde A B. 

Nr. 2 3 4 I 5 6 7 8 

R C 
1 

em2 kg 29 620 
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Alle MaBstabe sind gleich den angegebenen. 

Tabelle 4/12. Momen tenflachen des Stti tzmomen tes im Felde B C. 

Nr. 9 10 II 12 13 

LlF I 0,875 0,625 I 
cmz 1,375 1,125 0,375 

I 
0, 125 

M i Llx 
6875 5625 

I I 
1875 I 625 cm2kg 4375 3125 

I --
R C 2 22500 

cm2kg 

J etzt muB die nattirliche GroBe der Wellenauslenkungen durch das Sttitz
moment ermittelt werden. Zu diesem Zwecke wird, wie in Abschnitt VI, 3 be
schrieben, ein SeiIpoIygon zu Hilfe genommen, dessen Strahienfolge Ibis 4 
die Tangenten an die elastische Linie in den Lagern darstellt, wenn diese 
zwischen den einzeinen Momentenflachenresultierenden gezogen werden. Diese 
Seilstrahlen (Abb. Sse) werden in einen Beiastungsplan tibertragen (Abb.85f). 
Die der bekannten Momentenflachenresultierenden R1M = 37500 cmz kg ent
sprechende Hohe wird zu t = 3,75 cm angenommen. Dann schneid en die Strahien 
lund 2 entsprechende Teilwerte t2C = 1,23 cm und t1C = 1,62 cm ab, woraus nach 
GIg. (75a) der Berichtigungsbeiwert ftir das Sttitzmoment und die Auslenkungen 
hll und h21 folgt zu 

1,62 37500 1,23 37500 
rpll = 3,75 29620 = 3,75 22500 = 0,547· 

Damit ist die resultierende Auslenkungslinie (Abb.85g) durch die Belastung im 
Felde A B tiber die beiden Felder bestimmt mit den Ordinaten.: 

III = 11)111- rpll ihul, 
In = -rplllhnl· 

Diese Zahlenwerte sind in der Tabelle 1/12 eingetragen. 
b) Nun wird die Auslenkungslinie ftir die Belastung im Felde B C entwickeit 

(Abb.86). 

MaBstabe Zeichnung 

Langen............................................ I cm 
Krafte.............................................. I cm 
Horizontalzug Hl .................................. . 
Momentenordinate .................................. . 
Momentenflache .................................... . 
Momentenflachenbelastung .......................... . 
Horizontalzug Hz .................................. . 

5 cm 
Icm 
Icm2 = 
Icm 

16,1 cm 

Wirklichkeit 

10 cm 
5 kg 

25 kg 
250 cmkg 

2500cm2kg 
1000 cm2kg 

16 IOO cm2 kg 
Auslenkung ........................................ . I cm = 0,0025 cm 

Die Auslenkung durch das Stutzmoment braucht nicht gesondert ermittelt 
zu werden. Es gentigt, wenn die unter a) erhaltenen Werte im Verhaltnis der Mo
mentenmaBstabe berichtigt werden. Die Auslenkungswerte von hll und h21' sowie 
die Momentenflachenresultierenden R1C und Rl sind mit 
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35 

i 
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Abb. 86. Graphische Bestimmung der statischen Auslenkungslinie fur eine drei
fach kugelig gelagerte, im Felde Be belastete Welle; zu Beispiel 12 nach dem 

Verfahren von G. ZERKOWITZ. 

Momentenma13stab von b) 250 

Momentenma13stab von a) 

zu vervielfachen, so da13 

500 2 

h12 = 1/2 hll' h22 = 1/2 h21' RIA = 1/2 RIC' R2A = 1/2 R 2C. 

Der Berichtigungsbeiwert IP22 folgt wieder aus einem Seilpolygon und dem zu
geh6rigen Belastungsplan, wenn fur Rl~l = 13410 cm2 kg eine Strecke von 5,37 em 
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angenommen wird, mit den erhaltenen Teilwerten I1A = 2,17 em, t2A = 1,65 em 
naeh Abb. 86 d zu 

2,17 13410 1,65 13410 
f{!22 = 5,37 14810 = 5.37 II 250 = 0,366. 

Damit erhalt man die resultierende Auslenkungslinie tiber die beiden Felder fiir die 
Belastung des Feldes B C mit den Ordinaten 

112 = f{!22lh121 = f{!221 h~l I, 
122 = - 11)221 + f{!22 1 h221 = -11)221 + f{!22! h:l I· 

Mit den Ordinaten der beiden resultierenden Auslenkungslinien kann die Bestim
mung der kritisehen Drehsehnelle naeh den Glgn. (48), (48a) und (49) vorgenommen 
werden. 

Tabelle 5/12. Momentenflaehen dureh die Belastung im Felde B C. 

Nr. 

LlF 
em2 

MiLlx 
em2 kg 

Last-I 
Nr. 

I 

2 

3 

0,3 

750 

G 

kg 

-

-

35 

2 3 4 5 6 7 

I 

I I 
I i 

I 
I 2250 375° 

I 
1220 II90 3190 1060 

09 I 5 0475 I 275 

Tabelle 6/12. Belastung im Felde BG. 

em em em em em 

I 

! 1 
0,000728 1 

I - 0,002 - -

I~ - 0,00238 - 0,000865 -

I 
0,0357 0,00197 

I 
- 0,00118 

I 
- 0, 001 54 

Zur Bereehnung des Formbeiwertes A wird GIg. (49) zugrunde gelegt. Dazu 
sind in den Sehwerpunkten der Massengruppen die Auslenkungen 1)ik zu messen. 
1m Felde A B liegen sie in der Halbierungsebene zwischen den beiden Massen; 
im Felde BC fallen sie in die Massenebene. In den Glgn. (48a) und (49) sind die 
Absolutbetrage der Auslenkungen einzusetzen. 

11)111 = 0,0076 - 0,0047 0,547 = 0,00503 em, 

111121 = 0,000855 em, 

11)211 = 0,001285 em, 

111221 = 0,001 54 em. 
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Damit wird 

AUf = - (5,°3 - 1,54) ro-3 + 10-3 V 3,492 + 4 0,855 r, 285 
20,855 10 3 

AI = + 0,339, 
),ll = - 4,42 . 

Mit ;'1 = 0,339 erhalt man die Summenausdriicke (48a) zu 
Z = 25 (4,8r ro-3 + 0,339 7,28 ro-4) (4,8r ro-3 + 7,28 ro-4) 

+ 25 (4,4 ro-3 + 0,339 8,65 ro-4) (4,4 
+ 35 (r, 285 ro-3 + 0,339 1,54 ro-3) (1,285 

Z = 1>4965 ro-3• 

N = 25 (4,81 ro-3 + 0,339 7,28 ro-4) 

+ 25 (4,4 ro-3 + 0.339 8,65 ro-4) 

+ 35 (1, 285 ro-3 + 0,339 1,54 ro-3) , 

N = 0,3073. 

ro-3 + 8,65 ro-4) 

ro-3 + r,54 ro-3) , 

Daraus folgt die gleichwertige Auslenkung erster Ordnung nach (48) 

f _ Z _ 1,4965 _ 4,87 
o - -iT - 0,3073 103- - 103 

und die kritische Drehschnelle erster Ordnung nach (33 c) 

V-981-ro3 2 

Wkr = ---- = 4,49 ro /sek. 
4,87 

Die kritische Drehzahl erster Ordnung ist 

n kr = 4290 U/min. 

3. Das y2_ V erfahren von R. GRAMMEL. 
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Nach dem vorhergehenden Abschnitt kann die kritische Drehschnelle 
erster Ordnung von mehrfach gelagerten Wellen aus GIg. (52) 

2 L:mY(n_l)2 

WI = L:mY(n)Y\n-l) (52C) 

berechnet werden. Durch die Lage der n - 2 Lager ist das System mit 
einer Zwangsbedingung versehen, welche die Rohe der kritischen Dreh
schnelle mitbestimmt. Die Summen sind aIle positiv - da die Vor
zeichenwechsel in den Summen nach dem Dberschreiten der Lager paar
weise auftreten - und uber das gesamte System zu erstrecken. An
genommen wird wieder eine Ausienkungslinie Y(1), welche die Rand
bedingungen an den Lagern erfullt. Mit den Massen m und der Dreh
schnelle Wo = I/sek wird die fliehkraftelastische Auslenkung Y(2) durch 
die auf W 02 = I reduzierten FIiehkrafte ermittelt und aus (52C) die kritische 
Drehschnelle erster Ordnung errechnet. Fur die Berucksichtigung der 
Kreiselwirkung ist die GIg. (53) heranzuziehen, wobei die Zuveriassigkeit 
cler angenommenen Form der elastischen Linie wieder nach GIg. (e) des 
Abschnittes III, 3e uberpruft werden kann. Falls zur Kontrolle ein 
zweiter Schritt durchgefiihrt wird, ist Y(2) als Ausgangslinie zu 
nehmen. Bei der graphischen Ermittlung der fliehkraftelastischen Aus
Ienkung ist zu berucksichtigen, daB in n - 2 Lagern Stutzmomente auf-
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treten; dariiber ist in Abschnitt VI einzusehen. Ftir kritische Dreh
schnellen hoherer Ordnung ist das Verfahren von A. TRAENKLE heran
zuziehen. 

4. Das Verfahren von A. T RAENKLE. 

Bei diesem Verfahren, dessen Grundztige bereits in IV, 2 enthalten 
sind, werden fUr eine z. B. dreifach gelagerte Welle die beiden zu er
wartenden elastischen Linien 11 und 12 erster und zweiter Ordnung an
genommen (Abb. 87a und b). Ftir die elastische Linie 12 ist es im vor
hinein schwierig, die Lage des Knotenpunktes richtig festzulegen. Daher 

Abb. 87 a und b. Angenommene Auslenkungs
linien erster und zweiter Ordnung ftir eine 

dreifach kugelig gelagerte Welle. 

nimmt man diesen vorHiufig 
im mittleren Lager an, d. h. 
die elastische Linie 12 hat in 
diesem Lager eine horizontale 
Tangente, wenn nicht an Hand 
von schon durchgerechneten 
ahnlichen Lagerungsarten auf 

die ungefahre Lage des Knotenpunktes geschlossen werden kann 
(Abb.87b). Dann werden die fliehkraftelastischen Auslenkungen Yl und 
Y2 durch die Fliehkrafte 

Fo = mlwo2 

entworfen. Bei der Ermittlung dieser fliehkraftelastischen Auslenkungs 
linien ist zu beachten, daB infolge der mehrfachen Wellenlagerung das 
System statisch unbestimmt ist, so daB Sttitzmomente anzunehmen und 
nach Abschnitt VI auf ihre wahre GroBe zurtickzufUhren sind. Nach 
der Bestimmung der fliehkraftelastischen Auslenkungslinien Yl und Yz 
unterscheidet sich der weitere Rechnungsgang beztiglich der Bestimmung 
der Freiwerte Aik' der Eigenwerte Wi und der Losungen h, III, Yr und YII 
nicht von dem in Abschnitt IV, 2 angegebenen. Dieses Verfahren ist 
besonders wertvoll, da die beiden angenommenen und ermittelten Aus
lenkungslinien berichtigt und miteinander verglichen werden konnen, so 
daB ein Urteil tiber die Gtite der Eigenwerte erster und zweiter Ordnung, 
bzw. tiber eine notwendige Wiederholung der Rechnung moglich ist. 

VI. Das MOHRsc:he Verfahren zur Ermitdung der 
e1astisc:hen Linie beHebig be1asteter, abgesetzter WeHen. 

In der Statik unterscheidet man beziiglich der Wellenlagerung statisch 
bestimmte und statisch unbestimmte Systeme. Ein statisch bestimmtes 
System liegt vor, wenn die aus den statischen Gleichgewichtsbedingungen 

IP = 0 

und 
IM=o 

aufstellbaren drei Bedingungsgleichungen zur Ermittlung der Unbe
kannten ausreichen. Dies ist immer dann der Fall, wenn .die Welle nur 
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zweifach und kugelig gelagert ist. Wenn jedoch eine Welle bei zweifacher 
Lagerung an einem Ende oder an beiden Enden eingespannt oder wenn 
sie mehrfach gelagert ist, so reichen die aus den statischen Bedingungen 
aufstellbaren Gleichungen zur Lasung der vorhandenen Unbekannten 
nicht mehr aus .. Ftir die restlichen Unbekannten sind daher Ansatze aus 
geeigneten elastischen Bedingungen oder solche tiber die Formanderungs
arbeit heranzuziehen. 

Allgemein ist ein System mit n Unbekannten n - 2-fach statisch un
bestimmt. Zur Uisung statisch unbestimmter Systeme werden diese in 
geeignete statisch bestimmte Teilsysteme zerlegt. Aus den erhaltenen 
Einzellasungen la13t sich dann die Lasung des Systems leicht bilden. 

Neben den statisch bedingten Kraften (Auflagerreaktionen) und der 
Form der elastischen Linie interessiert noch die tatsachliche GroBe der 
Auslenkung. Ftir Wellen mit Einzelmasse und konstantem Querschnitts
tragheitsmoment ist eine einfache analytische Behandlung maglich. Die 
ausgewerteten erschopfenden Ergebnisse hierftir konnen z. B. der Htitte, 
Bd.l entnommen werden. 1st die Welle jedoch mehrfach belastet und 
aus konstruktiven sowie Herstellungsrticksichten abgesetzt, so kann zur 
Bestimmung der elastischen Linie z. B. das nachfolgend beschriebene 
graphische Verfahren von O. MOHR zu Hilfe genommen werden. 

1. Zweifach kugelig getagerte Wetle. 
Durch die Belastung der Welle tritt in jedem Querschnitt ein Moment 

und eine Querkraft auf. Beide bewirken eine elastische Formanderung. 
In vielen Fallen kann der EinfluB der Querkrafte auf die Auslenkung 
vernachlassigt werden; fUr kurze, schwer belastete Wellen ist jedoch auch 
die Querkraftdeformation zu berticksichtigen. Nach dem Dberlagerungs
gesetz konnen beide Auslenkungen unabhangig voneinander errechnet 
und addiert werden. Die gesamte Auslenkung ermittelt sich dann aus 

mit Q = dM/dx zu 

d 2 y =_~+~ dQ 
-dx2' ElT G/r dx 

Der Einfl u13 des Biegungsmomen tes. 

Nach O. MOHR la13t sich die elastische Linie als Seilkurve auffassen, 
wenn man in die Differentialgleichung derselben 

d2Ym H dx2- = -q (a) 

fUr die Belastung q der Langeneinheit das Moment M einfUhrt und den 
Horizontalzug H = E IT setzt. Zu diesem Zwecke wird fUr den allgemeinen 
Fall der beliebig belasteten, abgesetzten Welle die Biegungsmomenten
flache der Lasten ermittelt und im Verhaltnis Irll erweitert, wenn Ir 
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ein mittleres und I das jeweilige Querschnittstragheitsmoment der Welle 
darstellt.l Damit wird 

MJ.x~ und 

~ 

EI d2Ym = -M l.J:.. 
r dx2 I (b) 

, _f~ 

~E.lr---l (68) 

Abb.88. mit Mr = M Irll. Die so auf konstantes Ir bezogene Mo
mentenflache wird nun als Belastung wirksam gedacht und 

die Auslenkungslinie als Seilkurve ermitteIt. 
Fur praktische Rechnungen ist noch der MaBstab der zeichnerischen 

Darstellung zu berucksichtigen. Allgemein ist: 

MaBstabe Zeiehnung Wirkliehkeit 
Langen ................................ I em = i (em) 
Krafte. .... . ... . . . .... . . .... . . . .. . . . .. .. I em = k (kg) 
Horizontalzug HI ....................... hl em = hi k (kg) 
Momentenordinate .................... '" I em = i HI = i hi k (emkg) 
Momentenflaehe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 em2 = i2 HI = i 2 hi k (em2kg) 
Momentenflaehenbelastung ............... 1 em = r (em2kg) 
Horizontalzug H 2 ....................... h2 .em = h2 r (cm2kg) 
Auslenkung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I em = liP (em) 

Werden die Langenabmessungen der Welle in i-facher Verkleinerung ge
zeichnet, so ergibt sich die Durchbiegung in naturlicher GroBe, wenn der 
Polabstand H2 des Momentenplanes nach 

H2 = ~EIr 
~ 

gewahIt wird. Da die Auslenkungen meist sehr klein sind, ist es wunsch ens
wert, die zeichnerische Darstellung vergroBert zu erhaIten gegenuber den 
wirklichen Werten. SolI diese VergroBerung p-fach sein, so ist 

1 
H2 =TP EIr (69) 

zu nehmen. 
Aus GIg. (68) IaBt sich nun analytisch fUr einfache Belastungsfalle bei 

glatten Wellen die Auslenkungslinie ermitteln. Die gedachte Belastung 
x 

wird ~'M dx = pi gesetzt. Dann ist die Auslenkung im Abstande x vom 
o 

1 In gleieher Weise wie die Reduktion auf ein konstantes Tragheitsmoment Ir 
ist die Momentenflaehe auf ein konstantes Er zu beziehen, wenn dies infolge ver
anderlieher Temperaturverteilung langs der Welle notwendig ist. Dann ergibt 
sieh das reduzierte Moment Mr in jedem Punkte langs der Wellenaehse zu 

M =M~ Er 
.. ] E' 

wenn E = I(t) und t = t(l), also E = F(l) aus dem Verlauf der Temperatur ent
lang der Welle gegeben ist. 
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Auflager durch das Integral der GIg. (68) mit 
x 

I r M' 
Y = EJ J P'dx = E] (c) 

o 

gegeben, wenn M' das Moment, hervorgerufen durch die gedachte Be-
x 

lastung P' = ~ M dx bedeutet. 
() 

Beispiel 13. 
Es soll naeh GIg. (e) die Auslenkung der Welle des Absehnittes I, z unter der 

Wirkung des Kreiselmomentes bestimmt werden. Mit der Kreiselmomentenflaehe 
als Belastung ergibt sieh naeh den Regeln der Statik die Reaktion am linken Lager 
der Abb. 89 

B' = K~-;)2J/-_~~ - a)l- Kg! ::: t 
I 

oder 

B' = Kg! (l2 - 3 a2 ). 
61 

Das Moment M' an der Stelle x vom Auflager ist 

M' = Kg!~ (/2 _ 3 a2) 
61 

_ Kg! ~~~-x X 

z I I-a 3 

Abb.89. Belastung einer Welle 
dureh das Kreiselmoment naeh 

Abb. 12; zu Beispiel 13. 

an der Stelle x = I - a 
Kg! 

Ma' = 3ya (/- a) (/- za). 

Naeh GIg. (e) wird die Auslenkung der Welle im Seheibenmittelpunkt 

a Ma' 
Y2 = Kg! 3 1 EJ (/- a) (1- 2 a) == EJ· 

und identiseh mit dem auf S. 16 angegebenen Wert PoKy!. 

Der EinfluB der Querkraft. 

Durch die Anderung der Querkraft Hings der Welle 
Krummungsanderung des Wellenteiles von 

entsteht eine 

(70) 

Darin ist G = Schubziffer (kgjcm2), 1= Wellenquerschnitt (cm2). Fur 
den Kreisquerschnitt ist "P = r,r85. In gleicher Weise wie zuvor laBt 
sich die zugehOrige Auslenkung aus GIg. (70) als Seilkurve ermitteln. 
Mit den bei abgesetzten Wellen auf einen konstanten mittleren Wellen
querschnitt Ir bezogenen Querkraften Qr = Q IrII schreibt sich die 
GIg. (70) 

Yq' = -/1; Qr· (70 a) 
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Die reduzierten Querkrafte Qr werden nun als Belastung angesehen und 
ein Querkraftplan mit dem Horizontalzug Hq = Gtri"P gezeichnet; nach 

Ubertragung der Polstrahlen erhalt man die Auslenkung Yq 
als Seilkurve. SoIl sich die Auslenkung Yll in p-facher Ver
groBerung ergeben, so ist der Polabstand Hq im Querkraft
plan zu wahlen nach 

Abb·90. 

wenn i wieder 

H = _1_ Gtr 
q ip tp , 

der VerkleinerungslangenmaBstab der Zeichnung ist. 

Beispiel 14. 
Es soll die Auslenkung einer S.-M.-Stahlwelle bestimmt werden, welche nach 

Abb. 91 a zweifach kugelig gelagert ist und zwischen den Lagern flinf Scheiben, 
am fliegenden Antriebsende eine Scheibe tragt. In der ersten kritischen Drehzahl 
darf die elastische Linie auBerhalb der Lagerstellen keinen Knotenpunkt besitzen, 
d. h. die Massen zwischen den Lagern wirken entgegengesetzt wie die fliegende 
Masse. Damit ergeben sich die in Abb. 91 b eingetragenen Kraftrichtungen. 

a) Auslenkung durch das Biegungsmoment. 

MaBstabe 
Langen ....................................... . 
Krafte ......................................... . 
Horizontalzug HI' .•....•••.....•......•.......• 

Momentenordinate .........•..................... 
Momentenflache ................................ . 
Momentenflachenbelastung ...................... . 
Horizontalzug H2 .............................. . 
Auslenkung .................................... . 

Last
Nr. 

I 

2 
---

3 

4 

G 

kg 

1,5 

1,5 
----

10 

10 

I 

Ta belle 1/14. 

] 

cm 

30,68 I 0,57 I 
I 

30,68 I 1,66 
I 

44,92 
I 

2,55 

44,92 3,06 

Zeichnung Wirklichkeit 
I cm 5 cm 
I cm 10 kg 
5 cm 50 kg 
I cm 250 cmkg 
I cm2 = 1250 cm2kg 
I cm 2000 cm2kg 

9,45 cm = 18900 cm2kg 
I cm = 0,001 cm 

M 

cmkg em 

142,5 1,05 

415 2,9 

637 4,05 

764 4,6 
----

5 10 44,92 3,25 812 4,65 
----

6 10 44,92 3,II 777 4,15 

7 15 87,62 2,66 665 3,19 

8 3,5 63,62 
I 

1,33 333 1,35 

i 
9 10 

I 44,92 
I 

0 0 
I 
-- 1,55 
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Mit dem angegebenen KraftemaJ3stab wird ein Krafteplan mit dem Horizontal
zug H = 50 kg gezeichnet. Nach dem Ubertragen der Polstrahlen Ibis IO ergibt 
sich durch Ziehen der SchluJ3linie die Momentenflache. Durch Parallelverschiebung 

~ Ill~ 9.) I ~~ ~l 
'JS 'i' 
I I 
I r I 
Ihgr r 10 10 10 10 f5 I 10 

0) *Nr1 iii i * j 
2 3 II 5 6 7 8 

I 0 
---em 

5 10 
I~ 

I", 750 
c) 

Abb.9I. Graphische Ermittlung der statischen Auslenkungslinie durch das Biegungs
moment fUr eine zweifach kugelig gelagerte, abgesetzte Welle nach dem MOHRschen 

Verfahren; zu Beispiel 14. 

der SchluJ3linie in den Krafteplan erhalt man die dynamischen Lagerreaktionen 
A = 28,5 kg, B = 23 kg. Nun werden die Hohen der Momentenflache im Verc 

haltnis IrII erweitert (iT = 44,92 cm4). Aus den Ordinaten t der Momentenflache 

Holba, Berechnungsverfabren. IO 
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Lastangriffspunkt 

103 Ym 

2 

1,05 2,9 

3 4 

(in Zentimetern aus der Zeichnung 
abgenommen) und dem Momenten" 
ma13stab ergibt sich das tatsach
lich in diesem Punkte auftretende 
Moment 

Mr = 250 t [cmkg]. 

Diese reduzierte Momentenflache 
wird nach MOHR als Belastung 
aufgefa13t. Zu diesem Zwecke ist 
die reduzierte Momentenflache in 
geeignete Einzelflachen aufzuteilen 
und im Schwerpunkte derselben 
die gewahlte Teilmomentenflache 
als Belastung wirksam gedacht. 
In diesen Schwerpunkten wirkt 
die Belastung 

5 

[cm2 kgJ. 

Diese fingierten Belastungen 
(cm2kg) werden nun in einen 
Momentenplan eingetragen, wobei 
der Ma13stab zu beriicksichtigen ist. 
Der Horizontalzug H2 desselben 
wird fiir p = 1000fache Ver
gro13erung der Auslenkungen nach 
Gig. (69) mit E = 2,1 106 kg/cm2 

EJr 2,1 106 44,92 
H2=iP= 5 1000 

= 18900 cm2kg 

oder im Momentenflachenma13stab 

18900 
h2 = --- = 9,45 cm. 

2000 

Die Polstrahlen des Momenten
flachen-Belastungsplans werden 
parallel in die Zeichnung iiber
tragen. Die Randbedingungen 
Y = 0 fiir x = 0 und l sind durch 
das Ziehen der Schlul3linie zwi
schen den Auflagern erfiillt. Da
mit ist die Auslenkung durch das 
Biegungsmoment bestimmt: 

6 7 8 9 

4,65 4.15 3,19 1,35 -1.55 cm 



Beispiel 14. Elastische Linie durch die Querkraft. 

b) Auslenkung durch die Querkraft. 
An den Auflagern sind die Reaktionen nach dem Krafteplan Abb. 91 d bekannt. 

Nach Auftragen derselben sowie der in Abb. 91 eingetragenen Krafte (vgl. Abb. 43) 
erhalt man langs der Welle die Querkraftverteilung. Sie wird im Verhaltnis 1,,11 
auf den konstanten Querschnitt fr = 23,75 cm2 bezogen. Diese reduzierten Quer-

10 10 10 10 15 
;5 ~5 i ! i 1 ! M 

a) ~ t t 
* ~ 1 2 3 If 5 6 7 8 

_em 
0 5 10 
~ 

b) 

c)~====~ ____ __ 

I 
I~I'~-------------------~O--------------------~~I 

<i) ~~=IY=rr ====~~-=--=--rc===c==-'--"--- I 

f40000shrr 
em 

400010 

10 

t 
9 

= 

Abb. 92. Graphische Ermittlung der statischen Auslenkungslinie durch die Quer
krafte flir die Welle nach Abb. 91; zu Beispiel 14. 

krafte werden in einen Querkraftplan eingetragen (Abb. 92C); der Polabstand Hq 
desselben wird nach GIg. (71) so gewahlt, daB sich die zeichnerische Auslenkung Yq 
in p = 20000-facher VergroBerung ergibt.l 

1 In der reduzierten Querkraftflache ergeben sich Unstetigkeiten durch 
Richtungsumkehr in den Punkten a' und b' der Abb. 92b, die der Voraussetzung 
des MOHRschen Verfahrens, Stetigkeit in den aufeinanderfolgenden Richtungen 
der gedachten Lasten innerhalb eines Feldes, widersprechen. Sie sind nur durch 
die Annahme der Querkraftverteilung der Wellenmasse bedingt. Wiirde (Abb.93) 

10' 
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MaBstabe Zeiehnung Wirkliehkeit 

Langen .............................................. I em = 5 em 
Krafte ................................................ I em = 10 kg 
Auslenkung ........................................... I em = 1/20000 em 

Damit wird mit IJ! = 1,185 und G = 8,8 105 kg/em2 

Hq = G Ir = 162 kg 
5 20000 IJ! 

entspreehend 
162 

hq = -- = 16,2 em 
10 

in der Zeichnung. Die Polstrahlen werden in die Zeiehnung iibertragen und ergeben 
das Seilpolygon der Querkraftauslenkungen. Die Ordinaten desselben erhalt man 
dureh Ziehen der SehluBlinie, wodureh die Randbedingungen y = 0 fur x = 0 

und 1 erfiillt sind (Abb. 92d). Daraus ergibt sieh im 

Lastangriffspunkt 

loS Yq 

2 3 

2,75 4,1 

7 

3,5 

8 9 
1,5 -0,9 em 

Zusammenfassung. 

Die Gesamtdurehbiegung infolge der Momente und Querkrafte wird 

Fiir den 
y= Ym+ Yq• 

Lastangriffspunkt 2 3 4 5 6 7 8 9 
wird 103 Y 

Die Querkraftauslenkung vergroBert im behandelten Beispiel die dureh das Moment 
hervorgebraehte Auslenkung urn I v. H. Sie kann daher im vorliegenden Fall 
vernaehlassigt werden. 

2. Einseitig eingespannte, anderseitig kugelig gelagerte WeHe 
mit belastetem, nberhangendem Ende. 

Es kommt haufig Yor, daB die Laufer yon Dampfturbinen in axialer 
Richtung durch ein Kammlager festgelegt werden (Abb. 106). Die Kom
bination desselben mit dem Traggleitlager ergibt dann an diesem Ende 

der tatsaehliehe Verlauf der Querkraftverteilung dureh die Wellen masse aufgetragen, 
50 ergibt sieh in der Radialebene des Quersehnittssprunges eine mit (dr/d)2 sieh 

Abb.93· 

andernde Querkraft. Bei der Reduktion auf Ir = dr2n/4 wird an der 
Unstetigkeitsstelle Qr = Q1 Irll1 == Q2' d. h. die reduzierte Querkraft
verteilung geht in einen stetigen Linienzug iiber, dessen Riehtungs
tangens dureh - dQr/dx gegeben ist. Wirken auBer dem Wellen
gewieht noeh in Radialebenen angreifende Lasten, so ergibt sieh ein 
fortlaufend steigender. oder fallender Verlauf der Querkrafte. Teilt 
man jedoeh die Wellenmasse in endliehe Einzellasten, die in den 
Sehwerpunkten der Wellenteilstiieke wirkend gedaeht werden, so kon
nen sieh an den Stellen plotzlieher Quersehnittsanderung Unstetigkeiten 

wie rin den Punkten a' und b' der Abb. 92b einstellen. Dies~ sind nur dureh 
die Annahme uber die Aufteilung des Wellengewiehtes bedingt und daher nieht 
zu berueksiehtigen. 
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eine Einspannung, wahrend das kupplungsseitige Lager mit kugeliger 
Einstellung ausgebildet wird. Die Tangente an die elastische Linie ist 
im endseitigen Lager horizontal als Folge des vorhandenen Einspann
momentes. In diesem Lagerungsfall sind also drei Unbekannte vorhanden, 
die vorliegende Aufgabe ist daher 

t6a. tG'b t6C einfach statisch unbestimmt. 'I@A--' 
Ais Beispiel solI allgemein die ~~---+---+1--'il~;"'8'--~1 

gewichtselastische Linie einer nach fool.,.-----f--l.--t----o • .,.: '<---c--l 
Abb. 94 belasteten Welle untersucht I I 
werden. Vorerst wird angenommen, a.) 1'1 ~nTWTmfm"Trn-l-.-....-.iI...-1 

I 
daB die Welle in beiden Lagern I 

kugelig gestiitzt ist. Hierfiir wird in : 
bekannter Weise wie unter 1. die Aus- I 
lenkungslinie ermittelt. Dann wird : 
als alleinige Wellenbelastung im I 
Lager A ein Einspannmoment an- D)~---"T"'"'---'-'-~'-----! 

I genommen, das geradlinig zum Lager I 

B hin abnimmt. Mit dem gleichen : 
MomentenmaBstab wie das Biegungs- : 
moment Abb. 94a bewertet, wird ~ 
diese Einspannmomentenflache als !~ 11111111 ~ i 
gedachte Belastung angesehen und c)~1 : 
auch dafiir die Auslenkungslinie nach :~ I : 
MOHR entworfen. Das iiberhangende I ~I I 

Ende stellt sichdabei in dieTangente d)i~I~lr.~2 
an die elastische Linie im Lager B: fI.4 "IlM ": I 
ein. 1st die Welle abgesetzt, so ist e) I 1 I __ J 
vorerst auch diese Momentenflache :A : 
auf ein konstantes Querschnittstrag- I I 

heitsmoment zu beziehen. : rf~ I 
IT tA I I Zur Ermittlung der wahren GroJ3e It. I I 
II L I I des Einspannmomentes MA und 11 I I 

der dadurch erzeugten Auslenkung : -- L/1 
nimmt man ein Seilpolygon zu Hilfe, : ! f'/ 
dessen Seilstrahlen der zugehorigen J ~_ 
Belastung das Gleichgewicht halten; f)lI ~ 

f'..1a. f,b 
sie sind die Tangenten an die elasti-
sche Linie, wenn die Resultierenden 
der' Momentenflachen als gedachte 
Belastung eingefiihrt werden. Die 
Resultierenden der Biegungsmomen
tenflachen der Lasten zwischen den 

Abb, 94. Bestimmung der Auslen
kungslinie fUr eine einseitig einge
spannte, anderseitig kugelig gelagerte 
Welle mit uberhangendem, belastetem 

Ende. 

Lagern sowie am iiberhangenden Ende greifen in den Schwerpunkten 
der einzelnen Momentenflachen an und sind der Lage und GroBe nach 
bekannt (RIM und Rl"l). Die Resultierende RA der Einspannmomenten
flache ist jedoch nur der Lage nach gegeben. Das Seilpolygon unterliegt 
nun folgenden Bedingungen: der Strahl I (Abb. 94e) muB horizontal 
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liegen, weil er die Tangente all die elastische Linie an der Einspannstelle 
wiedergibt. Er gilt fiir die Strecke Aa, d. h. bis zum Schnitt mit der 
Senkrechten von RA . Der Strahlz kann yom Schnittpunkte a in beliebiger 
Richtung gezogen werden (da der MaBstab noch nicht festliegt), bis er 
die Senkrechte von R/'[ schneidet (Punkt b). Die Richtung des Strahles 3 
ist bereits vorgegeben durch den Punkt b und durch die Bedingung, 
daB er durch das Lager B gehen muB. Die Momentenflachenresultierende 
R2M kann unbetrachtet bleiben, weil zur Festlegung der GroBe des Ein
spannmomentes die Belastungen zwischen den Lagern ausreichen. Wird 
nun RIM in einem bestimmten MaBstabe aufgetragen, so kann der Be
lastungsplan der gedachten Belastung leicht durch Riickiibertragen der 
Polstrahlen Ibis 3 konstruiert werden. Strahl 3 liegt zwischen dem 
Auflager und RIM, Strahl 2 zwischen RIM und R A . Durch die vorgeg~bene 
Richtung dieser beiden Strahlen ist der Pol des Belastungsplans be
stimmt. Das Eintragen des horizontalen Strahles I schneidet nun auf 
der Belastungsstrecke die Hohe tA ab, die maBstablich die GroBe des 
tatsachlichen Einspannmomentes darstellt. 

Hier interessiert weniger die tatsachliche GroBe des Einspann
momentes, sondern der wahre Wert der dadurch erzeugten Auslenkungs
verminderung. Diesen erhalt man, indem man die Auslenkungen der 
Abb. 94d mit dem Verhaltniswert "tatsachliche GroBe der Einspann
momentenflachenresultierenden durch angenommene GroBe EM Ai L1 x 
derselben" multipliziert. 1st die maBstabliche GroBe der bekannten RIM 

im Belastungsplan mit t cm festgelegt und wurde durch die Strahlen I 
und 2 die der Resultierenden RA entsprechende Strecke mit tA cm ab
geschnitten, so ergibt sich der Berichtigungsbeiwert zur Ermittlung der 
tatsachlichen Auslenkungsverminderung durch das Einspannmoment zu 

tA RlM ( ) 
q;=-t RA· 72 

Die resultierende Auslenkung unter jeder Last innerhalb des Feldes AB 
ist damit I 

If" = I/ll'l - q; Ihll"I, (73 a) 
am freitragenden Ende 

Die Auslenkungen lik und hik sind mit ihren Absolutbetragen einzufiihren, 
da die Vorzeichen in (73a und b) bereits beriicksichtigt sind. Bei vor
handenen Ausfiihrungen bleibt noch zu untersuchen, ob die the ore tisch 
vorausgesetzte Einspannung tatsachlich vorhanden ist. Infolge des not
wendigen Lagerspieles ist eine gewisse Nachgiebigkeit gegeben, so daB 
zweckmaBigerweise nicht die Lagerendkante, sondern die Mitte des Trag
gleitlagers als Einspannebene zugrunde ge1egt wird. Durch die dadurch 
erzielte VergroBerung der Lagerentfernung von der Einspannebene bis zur 
Mitte des kupplungsseitigen Traggleitlagers wird die praktische Nicht
erfiillung der theoretischen Voraussage idealer Einspannung ab Lager
endkante teilweise beriicksichtigt. Eine Kontrolle der Annahmen ist nur 
durch den Versuch moglich. 



Dreifach kugelig gelagerte Welle. 

3. Dreifadl kugelig getagerte Welle. 

Als Beispiel solI die gewichtselastische Auslenkungslinie einer dreifach 
kugelig gelagerten, in beiden Feldern mehrfach belasteten Welle ermittelt 
werden. Dieses System ist ebenfalls HI- t6~ t6P 
I-fach statisch unbestimmt. Die ~ ~ _ 
unbekannte dritte Auflagerreaktion ~A ~8 
wird aus der elastischen Verschiebung I.... "Lt ~I' 

dieses Auflagers bei fehlender Sttitzung a): 1 

graphisch ermittelt. I 

Zur Bestimmung der elastischen : 

z.--l 
2 I 

Auslenkungslinie wird jeweils nur : 
die Belastung in einem Felde betrach- : ""'""'/.... fC 

tet, wah rend das andere Feld un- b) ""I :::--.----+--:,..+0::-=-""'-...... ----' 
bclastet und masselos angenommen : 
wird. Gleichzeitig wird das jeweilige I 

AuBenlager weggedacht. Dadurch i 
erhalt man zwei elastische Linien I 

) I I 
(Abb·95 b und f). Durch Einfiihren ell i 
der Rtickfiihrkrafte pc bzw. pA I 11,& 1 1 

am dritten Lager werden je zwei I~~I 1 ~11 bl~;t I 
weitere elastische Linien erhalten, die d): I : 

zeichnerisch gleich groB sind, aber auf : nc : 
I 1 <: I entgegengesetzten Seiten der Ver- I 11 _ Rz I 

bindungsgeraden ABC liegen. Aus I : - I 
dem System der so erhaltenen Einzel- e)A 18 It: 
auslenkungen wird dann die resul- I I 

tierende Auslenkungslinie in den bei- I--r~ i: 

den Feldern ermittelt. T 

V erf ahren: Ftir das Feld mit der tL t Zf I 

Spannweite A B ermittelt man die f- I 
Momentenflache (positiv gerechnet) 1 ~ I 

durdchd. die A inl ihkr liegl.e~den Mah~sehn __ L 
un Ie us en ungs IUle grap ISC 
mittels des unter I beschriebenen fz: 
Verfahrens (Abb. 95b). Da das dritte f) fA _-----

Lager e entfernt wurde, so stellt _--
sich die elastische Linie im Felde 
Be als Tangente an die Auslenkungs
linie im Lager B ein. Damit die Aus
len kung IC im Lager e verschwindet, 
muB in diesem eine Kraft pc aufge
bracht werden, welche ihrerseits ein 
negatives Moment auf die Welle aus

Abb. 95. Bestimmung der Auslen
kung fiir eine dreifach kugelig ge

lagerte Welle. 

tibt und diese in entgegengesetzter Richtung auslenkt. Da die wahre 
GroBe von pc unbekannt ist, so wird die Rohe des Momentes pc l2 tiber 
dem mittleren Lager B vorlaufig angenommen und mit dem gleichen 
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MomentenmaBstab wie bei den bekannten Belastungsmomenten gewertet. 
Auch durch dlese Momentenflache als gedachte Belastung ist nach 
MOHR die Seillinie der Auslenkungen in beiden Feldern getrennt von
einander zu ermitteln. Man erhalt dadurch die Auslenkungen Abb. 9S d 
(negativ), deren Hohen aber zahlenmaBig noch nicht in wahrer GroBe 
festliegen. 

Zur Bestimmung der wahren GroBe des Momentes M B = pc 12, bzw. 
der dadurch hervorgebrachten Auslenkung nimmt man wieder das Seil
polygon zu Hilfe, indem man die Momentenflachen von M und M h als 
Belastungen auffaBt. Zu diesem Zwecke ersetzt man die Biegungs
momentenflache durch die Resultierende R/f! =.EM iL1x, die Momenten-

t flache der Riickfiihrkraft pc im Felde AB 
i RC durch die Momentenflachenresultierende RIC, 
i Hi jm Felde BC durch die Resultierende R 2c. 

a.) *A---+--+lih.-+--~c Die Lage der Gesamtresultierenden des Mo

Abb. 96a u. b. Bestimmung 
der Lage der Gesamtresul

tierenden RC. 

mentes der Riickfiihrkraft RC = RIC + R 2c 
folgt nach Abb. 96a analytisch aus 

1: R S RIC SI - R2C S2 
S - --- - -==-~---:::::=. 

- 1: R - RIC + R 2C 

oder graphisch aus Abb. 96 b durch gegen
seitiges Auftragen von RIC und R 2c. 

Bekannt ist also die Lage aller Momenten
fHichenresultierenden, sowie die GroBe der 

MomentenfHichenresultierenden RIM. Tragt man die Lagen dieser 
Resultierenden in die Abb. 9S e ein, so lassen sich lIiehen: Strahl I 

in willkiirlicher Richtung vom Auflager C bis zum Schnitt mit der 
Senkrechten von R 2c im Punkte a, bzw. von RC im Punkte b. Strahl z 
zwischen R 2c und RIC mit der vorgegebenen Bedingung, daB er auBer 
durch den Schnittpunkt a noch durch das Lager B geht, da in dies em 
die Auslenkung (jedoch nicht dt/dx) Null sein muB. Strahl z schneidet 
die Senkrechte von RIC im Punkte c. Der zwischen RIC und R/'[ 
liegende Strahl 3 muB auBer durch den Punkt c auch durch den 
Punkt b (auf der Senkrechten von RC) gehen. Dies geht schon daraus 
hervor, weil RIC und R 2c durch ihre Gesamtresultierende RC ersetzt 
werden konnen. Die Verlangerung von 3 schneidet auf der R(lf-Senk
rechten den Punkt dab. Der Strahl 4 stellt die Verbindung zwischen 
dem Lager A und dem Punkte d her. Durch Riickiibertragen folgt der 
zugehorige Belastungsplan. 

Mit einem gewahlten MaBstab ist die bekannte MomentenfHi.chen
resultierende R/'[ als Strecke von der Lange t cm festgelegt. Die an 
ihren beiden Enden liegenden, in ihrer Richtung aus dem Seilpolygon 
bekannten Polstrahlen 3 und 4 bestimmen bereits die Lage des Poles o. 
Der parallel verschobene Strahlz, zwischen R1Cund R2CJiegend, schneidet 
auf RIM die Strecke tn ab, die mit dem MaBstabe der Momentenflachen
belastung multipliziert, die wahre GroBe von RIC ergibt. In gleicher Weise 
schneidet I die Strecke t'l.I ab, maBstabsgleich der wahren GroBe von R2c. 
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Tatsachlich interessiert die wahre GroJ3e der Wellenauslenkung durch 
das Stutzmoment. Der Berichtigungsbeiwert fUr diese Auslenkung er
mittelt sich aus 

_ !Jl_ !SM = _t21_ RIM (75 a) f/Jll - / R C --- / R C • 
1 a 

Vervielfacht man die Hohen hik der elastischen Linien Abb. 9sd mit f/Jll' 

so erhaJt man die wahre GroJ3e der Auslenkungsverminderung durch die 
wahre Riickfiihrkraft f/Jll pc. _ 

Der gleiche Vorgang ist fiir die alleinige Belastung im Felde BC, 
jedoch mit entgegengesetzten Lastrichtungen einzuschlagen (Aus
lenkungslinie Abb. 9.1 f); am freitragenden Ende A ist die riickfiihrende 
Kraft pA anzubringen. ZweckmaJ3ig wahlt man im Lager B das Stiitz
moment MB = pA 11 = - PCZ2, so daJ3 also die graphische Ermittlung 
von h12 bzw. h22 entfallt und hierfiir die gleichen Werte wie in Abb. 9sd, 
jedoch mit negativen Vorzeichen genommen werden konnen. Der Be
richtigungsbeiwert f/J22 ist von f/Jll verschieden und folgt bei gleichem 
MomentenflachenmaJ3stab aus einem der Abb. 9se spiegelbildahnlichem 
Seileck und dem zugehorigen Belastungsplan zu 

t12 RaM _ /22 R2M 
f/J22 = --------. (75 b) 

/ RIC - t RaC 

Unter Beriicksichtigung, daJ3 die Auslenkung durch das Moment fiir diese 
Belastungsgruppe positiv einzusetzen ist, folgt aus den elastischen Linien 
der Abb. 95 b, d und f die gesamte Auslenkung unter irgendeiner Masse f-l 
im Felde AB 

11'" = I/llf-t -f/Jll jhlll1! + f/J22Ihll'''1 = I/llf-tI-lhll/'j (f/Jll-f/J22)' (76a) 

unter einer Masse v im Felde BC 

(76b) 

wodurch punktweise die elastische Auslenkungslinie erster Ordnung nach 
Abb. 95g festliegt. Die Auslenkungen jik und hik sind mit ihren Absolut
betragen einzusetzen. 1st die Welle abgesetzt, so sind die Momenten
flachen der Gewichte, bzw. der Riickfiihrkrafte pA und pC auf ein kon
stantes Querschnittstragheitsmoment zu beziehen und damit der gleiche 
Rechnungsgang, wie angefiihrt, einzuschlagen. 

4. Dreifam kugeHg gefagerte We He mit iiberhangendem Ende. 
Auf Grund der Darlegungen in den beiden vorhergehenden Ab

schnitten kann die Entwicklung fiir die graphische Bestimmung der Aus
lenkung kiirzer gefaJ3t werden. Die dreifach gelagerte Welle ist in den 
Feldern zwischen den Lagern und am iiberhangenden Ende nach Abb. 97 
belastet. Zur Losung wird das statisch unbestimmte System zuerst in 
statisch bestimmte Teilsysteme zerlegt. Dies geschieht in der Weise, daJ3 
man die Belastung eines jeden Feldes allein betrachtet. 

Zuerst sei die Belastung nur im Feld AB vorhanden, wobei das Lager 
in C entfernt gedacht wird. Aus der Momentenflache der Massen 
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(Abb. 97 a) ergibt sich die Auslenkungslinie In,t; im Feld BC einschlie13lich 
des tiberhangenden Endes stellt sich die Auslenkung als Tangente an die 
elastische Linie im Lager B ein. 1m Lager e ist nun eine solche Kraft pL 
anzubringen, daB in e die Auslenkung fC verschwindet. Da ihre GroBe 
vorHiufig unbekannt ist, so sei das durch diese Kraft erzeugte Sttitz
moment tiber dem Lager B angenommen; die MomentenfHiche fallt 
geradlinig zu den Lagern A und e ab (Abb. 97c). Mittels dieser Momenten
flache werden in den einzelnen Feldern die Auslenkungen hnf' und h21" 
ermittelt; am tiberhangenden Ende stellt sich die Auslenkungslinie in die 
Tangente an die elastische Linie im Lager e mit den Betragen h31s ein 
(Abb.97d). Die wahre GroBe dieser Auslenkungen hik wird durch einen 
angenommenen Seilzug ermittelt, welcher zwischen den Momenten
flachenresultierenden gezogen wird (Abb. 97e). Der Strahl I geht im 
beliebigen Winkel yom Lager e ab und schneidet die Einzelflachen
resultierende R2c in a, bzw. in der Verlangerung die Gesamtresultierende RC 
der Sttitzmomentenflache in b. Vom Schnittpunkt a ist die Lage des 
Strahles 2 durch die Bedingung festgelegt, daB dieser durch das Lager B 
hindurchgeht. Der Strahl 2 schneidet die Einzelflachenresultierende RIC 
im Punkte c. Durch die Punkte b und c wird nun der Strahl 3.gelegt, 
welcher die bekannte Momentenflachenresultierende R/'[ im Punkte d 
schneidet. Der Strahl 4 muB durch den Punkt d und das Lager A gehen. 
Dbertragt man diese Seilstrahlen in einen Krafteplan, in dem die Mo
mentenflachenresultierenden als Krafte gedacht werden, so liegt die be
kannte Momentenflachenresultierende RIM zwischen den Strahlen 3 und 4; 
sie wird im bekannten MaBstab als die Strecke tl [cm] dargestellt. 
Werden in diesen Belastungsplan die Strahlen lund 2 tibertragen, so 
teilen dieselben die Strecken tn und t21 ab, die maBstabsgleich den 
Momentenflachenresultierenden RIC und R 2c sind. Den zugehorigen Bei
wert fUr das Stutzmoment bzw. deren Auslenkungen erhalt man aus 

zu 

tl : t11 = RIM: CPn R/, 
tl : t21 = R/,[: CPu R2 C, 

CPu = ~ R1M == ~ R1M. (n a) 
t1 R 1C t1 R 2C 

Damit ergeben sich die Auslenkungen tiber die ganze Welle durch die 
Belastung im Felde A B 

fUr das Feld AB: Yuf' = 1/11"1- CPu !hu'''I, 

fUr das Feld BC: Y211' = - CPu Ih21v l, (a) 

fUr das tiberhangende Ende: Y31~ = + CPu Ih31~i· 

Dann wird die Ermittlung der Auslenkung durch die alleinige Be
lastung im Felde Be durchgefUhrt. Das tiberhangende Ende sowie der 
Wellenteil im Felde AB (Lager A entfernt gedacht) stellen sich in die 
Tangente an die elastische Linie in diesen Lagern ein. Damit das linke 
Wellenende in das Lager A zuruckgebracht wird, muB eine Kraft an dieser 
Stelle in geeigneter GroBe angreifen; sie ist vorlaufig unbekannt. Der durch 
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dieselbe erzeugte Momenten
verlauf ist identisch mit dem 
der Abb. 97 c. Fur die vor
laufige Auslenkung durch 
das Stutzmoment in B kann 
daher die bereits durchge
fUhrte Entwicklung verwen
det werden, d. h. hnf.', h21" 

und hal Lediglich der Be
richtigungsbeiwert f{Jik ist 
anders als f{Jn, weil die Lage 
und GroBe der Momenten
flachenresultierenden Rll 
anders ist als R/f. Diesbe
zuglich wird wieder ein Seil
zug zu Hilfe genommen, der 
in Abb. 97h von I begin
nend, dargestellt ist. Mit 
t2 gleich der maBstablichen 
GroBe von R 2Jf ergibt sich 
nach dem Dbertragen der 
Polstrahlen in den Bela
stungsplan mit den durch I 

und 2 abgegrenzten Teil
strecken t12 und t22 

_ t12 R2M 
f{J22 - t- R C 

2 1 

- t22 R 2Jf (77 b) 
= t;R2C' 

Damit ergeben sich die Aus· 
lenkungen tiber die ganze 
Welle durch die Belastung 
im Felde Be 
fUr das Feld A B: 

Y12'(( = + f{J22 ; hn'" 1 ' 

fUr das Feld BC: 

Y22" = -1/22"1 + f{J22I h21"!, (b) 

ftir das uberhangende Ende: 

Ya2'; = I/a2~1- f{J22I hal';j· 

f r~ r~ t c K t" tIT ~ t'" 
~1~::::;::::;::::::;::~~~1~::;:::;=8~! ~--lz c+ c ~ 
a):~: 1..-./ 

I ! 
I 1,"-./ 

, ~ ~..-"- fC 
I RM i ~ ~ 

b\ 1 , 
J I, , 

I i i 
: I 

c)l~f Re II 
I ' 1. 2 

I~'I d) I 1. ,it : 1. v 1<::::11.5 
'"II ). I "'21 I ~'"J' 

I / t-- ~ I 
1 / ! z 1 I 

e) / ' 
I / 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

J 

iL 

c 

f) I 
I I 
I ! 

9)~----------~'=---~~~=-~ § ....... ...-./ I f;z ....... , .............. , 
,..--- ! 

r 

Abb.97. Bestimmung der Auslenkung fiir eine 
dreifach kugelig gelagerte Welle mit iiberhan

gendem Ende. 

Zuletzt wird die Welle in den Lagern B und C gestiitzt gedacht und 
die Belastung am tiberhangenden Ende berticksichtigt. Damit ergibt sich 
die Biegungsmomentenflache nach Abb. 97i. Diese erzeugt wieder eine 
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Auslenkung nach Abb. 97k. 1m Felde A13 stellt sich die Auslenkungslinie 
in die Tangente an die elastische Linie im Lager B ein. Die RuckfUhr
kraft pA, vorHiufig noch unbekannt, erzeugt wieder eine Momentenflache 
nach Abb. 97c; daher konnen auch die Auslenkungen hik der Abb. 97d 
ubernommen werden. Die wahre GroJ3e derselben wird wieder durch den 
Beiwert f/J33 gefunden. Zu diesem Zwecke wird der Seilzug Ibis 4 in be
kannter Weise zwischen den Lagern bzw. den Momentenflachenresul
tierenden gezogen (Abb. 971). Die Momentenflachenresultierende R4M fUr 
die Momentenflache am uberhiingenden Ende ist fUr die Bestimmung des 
Beiwertes f/Jik ohne Belang. Durch maJ3stabliche Festlegung einer be
stimmten Strecke t3 fur die bekannte Momentenflachenresultierende R3M, 
die zwischen den Polstrahlen 3 und 4liegt, folgt durch Parallelverschieben 
der Strahlen lund 2 von dem bekannten Pol des Belastungsplans die 
maJ3stabliche GroJ3e tl3 und t23 der Momentenflachenresultierenden RIC 

und R2C. Damit wird 

(77 c) 

Damit ergeben sich die Auslenkungen uber die ganze Welle durch die 
Belastung am uberhangenden Ende 

fUr das Feld A B: 
fUr das Feld Be: 
fUr das uberhiingende Ende : 

Y13,u = + f/J33 Ihl1,ul, 
Y23v = -lf23vl + f/J331h21"l. 
Y3i = -f/J33Ih31~1 + If33~1· 

(c) 

Mit den Beziehungen (a), (b) und (c) ergibt sich die gesamte Wellen
auslenkung 

fUr das Feld A 13: 
fUr das Feld lJC: 

fUr das uberh. Ende: 

Yl' = Ifl1l'I-lhl1'''1 (f/J11 - f/J22 - f/J33) , 
Y2v = -lf22vl- !h2lv l (f/J11-f/J22-f/Jaal 

- !f23t (77 d) 
yi = If32~1 + ih31~1 (f/J11-f/J22-f/J33)+ If33 "I, 

womit die Aufgabe ge16st ist. Falls die Welle abgesetzt ist, sind aIle 
Momentenflachen auf konstantes Ir zu beziehen. lnfolge der zugrunde 
gelegten Lastrichtungen entspricht die Auslenkungslinie grundsatzlich der 
Form der ersten Eigenfunktion. 

5. Vierfach kugeHg gelagerte Welle. 

Die Behandlung des zweifach statisch unbestimmten Falles der vier
fach kugelig einstellbar gelagerten Welle nach Abb. 98 ist in gleicher 
Weise vorzunehmen wie in den beiden vorhergehenden Abschnitten, d. h. 
das Aufsuchen der elastischen Linie zerfallt wieder in die Ermittlung der 
Auslenkung durch die Belastung in jedem Felde allein und nachfolgender 
Dberlagerung. Die Aufgabe ist in den beiden auJ3enliegenden Feldern 
AB und CD gleichwertig, weshalb der Losungsweg nur fUr die Belastung 
im Felde IfE und 1JC kurz angedeutet sei. 
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Belastung im Felde AB. 

Da die Lager in C und D entfernt gedacht sind, wird sich das Ende 
BCD durch die Belastung im Felde AB in die Tangente an die Aus
lenkungslinie im Lager B einstellen. Damit vorerst die Auslenkung im 
Lager C verschwindet, muB hier eine Kraft pc an der Welle angreifen, 
die tiber dem Lager B ein Stutzmoment erzeugt. Die Sttitzmomenten
flache erstreckt sich daher tiber die Felder fIB und BC und erzeugt hier 
die Auslenkung hu und h2I der Abb. 98 b. Das noch freie Ende CD stellt 
sich in die Tangente an die Auslenkungslinie im Lager C ein. Die an dieser 
Stelle auf die Welle aufzubringende Kraft pD ftihrt die Welle in das 
Lager D zurtick. Das dadurch tiber C erzeugte Sttitzmoment fallt tiber 
die Felder BC und cD zu den Lagern B bzw. D ab; es entstehen die Aus
lenkungen h22 und h 32 . Die wahre GroBe der Auslenkungen hik durch die 
beiden Sttitzmomente wird wieder mittels eines angenommenen Seil
zuges, der im Lager D beginnt und in bekannter Weise zwischen den 
einzelnen Momentenflachenresultierenden gezogen wird, sowie Zeichnen 
des zugehorigen Belastungsplanes bestimmt. Die Beiwerte CPu und CP33 

ftir die Belastung im Felde AB und in gegengleicher Form auch im Felde 
CD sind in der bisher beschriebenen Weise auffindbar. 

Belastung im Felde Be. 
Der Seilzug in allen drei Feldern durch die alleinige Belastung im 

mittleren Feld BC macht eine Hilfskonstruktion notig, weshalb dieser 
in Abb. 98e dargestellt sei. Zuerst wird die Auslenkung durch die Be
lastung im Felde Be ermittelt, wobei sich bei entfernt gedachten Lagern 
A und D die Wellenenden in die Tangente an die Auslenkungslinie in den 
Lagern B bzw. C einstellen. Ftir die vorl au fig noch unbekannten Rtick
fUhrkrafte werden die gleichen Sttitzmomente tiber B und C und damit 
die gleichen Auslenkungslinien hik von Abb. 98b und c tibernommen. Dabei 
ist nur Voraussetzung, daB entweder gleiche MomentenmaBstabe fUr alle 
drei Feldbelastungsgruppen angenommen werden oder daB man die 
verschiedenen MaBstabe beim Dbergang von einer zur anderen Einzel
ermittlung berticksichtigt (Beispiel I2). Zur Bestimmung der wahren 
GroBe dieser Auslenkungen wird wieder ein Seilzug gezeichnet, der z. B. 
im Lager A durch den beliebig gerichteten Strahl I beginnt (Abb. 98e) 
und bis zu RIC bzw. bis zur Gesamtresultierenden RC gezogen wird. Der 
Strahl 2 geht vom Schnittpunkt a auf RIC durch das Lager B bis zum 
Schnittpunkt c auf R2c. Zwischen den Schnittpunkten b (auf RC) und c 
wird der Strahl 3 gezogen, welcher die R2ALSenkrechte im Punkte d 
schneidet. Die Richtung des Strahles 4 ist durch eine Hilfskonstruktion 
festzulegen. Zu diesem Zwecke wird vom Lager D der Hilfsstrahl 6' in 
beliebiger Richtung gezogen bis zum Schnitt mit R3D bzw. RD. Vom 
Schnittpunkt mit RlJ wird durch das Lager C der Hilfsstrahl 5' bis zum 
Schnitt mit R2D gefUhrt. Durch die erhaltenen Schnittpunkte auf RD 
und R2D wird der Strahl 4' gelegt, welcher die Lagerverbindungsgerade 
im Punkte E schneidet. Dieser Punkt ist von der gewahlten Richtung 
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des Hilfsstrahles 6' unabhiingig; durch ihn muB daher auch der Strahl 4 
hindurchgehen. Er fiihrt wieder bis zum Schnitt mit RD und R2D, wo
durch die Richtung der Strahlen 5 durch das Lager C und 6 durch die 

Ai' 8 tt c ~ t z, ! Z2 It z,J 

{~ 
pC I 

I I t _--i 

a-) : : _------ i 
I M I _.-- I 
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Abb. 98. Bestimmung der Auslenkung flir eine vierfach kugelig gelagerte Welle. 

EinzelfHichenresultierende RaD und Lager D festliegt. Wird wieder die 
bekannte MomentenfHichenresultierende Rl'[ als Belastungsstrecke an
genommen und die beiden begrenzenden Seilstrahlen 3 und 4 zur Be
stimmung des Pols gezogen, so schneiden die iibertragenen Seilstrahlen 
I, 2, 5 und 6 auf R/'[ maBstabsgleiche Strecken ab, die den RIC, R 2C, 
R2D und RaD entsprechen. 
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Der Berichtigungsbeiwert f{!22 ermittelt sich dann zu 

f{!22 = ~ R2M = ~ !!ii = ~ R2M = ~ R2M . (a) 
t2 RIC t2 R 2C t2 R2D t2 RaD 

Sind auf diese Weise die Einzelauslenkungen in allen Feldern bestimmt, 
so sind die gesamten Auslenkungen: 

i.m Felde AB: Y/' = I/ul-ihui (f{!!l - f{!22 - f{!aa) , 
im Felde Be: 

im Felde CD: 

Y2V = - 1/221-- ih211 (f{!u - f{!22 - f{!aa) 

+ Ih221 (f{!u + f{!22 - f{!aa), 

Ya~ = !faa! + Ih32! (f{!u + 1jJ22 -ljJaa)· 

(77 e) 

Bei abgesetzter Welle sind die Momentenflachen in allen Feldern auf 
gleiches IT zu beziehen. 

VII. Der Einflu6 der WeHenversteifung durch Smeiben. 
B. ECK hat den versteifenden EinfluB von aufgeschrumpften Scheiben 

sowie der Radscheiben bei aus dem Vollen gedrehten Laufern auf die 
Durchbiegung untersucht. 

Bei einer aufgeschrumpften Scheibe macht ~7r, 
sich die versteifende Wirkung dahin geltend, a) I I f. 
daB die volle Ausbildung der elastischen Linie if 

I II I infolge der teilweisen Durchbiegungsbeschran- I I I I 
kung auf der N abenlange h behindert wird.: I-~ 
An den seitlichen Begrenzungsebenen der I ~x----l 
Scheibenbohrung tritt ein Moment und eine r l ""I 

Querkraft auf, weIche den eingepragten Mo- b) I~ 
men ten und Kraften entgegenwirken. Daraus I ~ i 
laBt sich die Durchbiegungsverminderung be- I MJr/.J I 

I I 
rechnen. c) I~I 

Bei einer mit derWelle aus dem VoUen ge- I~i 
drehten Scheibe erfahrt die Scheibenbreite in-: - f dy I 
folge der Wellendurchbiegung auf der konkaven d) I~ M/EJ :::::::=--J 
Wellenseite eine Verktirzung, auf der konvexen ~ 
Seite eine Verlangerung gegentiber der Lange 
der mittleren Wellenfaser. Der dabei auf
tretende Zug- und Druckwiderstand sucht die 
Welle zu strecken, die Durchbiegung also zu 
verringern. 

Abb. 99. Graphische Er
mittlung der Wellenauslen
kung bei versteifendem Ein-

fluB der Scheibe. 

Die Verminderung der Durchbiegung hangt (bei gentigend steifen 
Naben) yom Verhaltniswert "NabenlangejWellendurchmesser" abo Die 
Durchbiegungsverminderung durch das Moment und die Querkraft 
werden getrennt errechnet und von der durch die Lasten ermittelten Aus
lenkung abgezogen. Es ist 

Yr = Y -Ll y, 
mit Ll Y = Ll Ym + Ll Yq· 

(78a) 

(78b) 
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Die bisher in den Beispielen vorausgesetzte sofortige Versteifung der 
Welle bei plOtzlichen Querschnittsanderungen ist nach diesen Unter
suchungen nicht vorhanden, sondern macht sich erst in einer Entfernung 
von 0,25 d vom Wellenabsatz geltend. Deshalb sind die kritischen Dreh
zahlen urn ein Geringes zu hoch errechnet. Merkliche Fehler entstehen 
jedoch erst bei Wellen, die weitab von den Lagern stark abgesetzt sind, 
und bei kritischen Drehzahlen hi:iherer Ordnung. 

a) Auslenkungsverminderung durch das Moment. 

Nach der Methode von MOHR ermittelt man die Auslenkung der Welle 
durch aIle Massen, ohne eine Versteifung oder eine VergroBerung des 
Querschnittstragheitsmomentes durch die Naben zu berucksichtigen 
(Abb. 99a und b und die ausgezogene Auslenkungslinie Y in c). An. 
schlieBend daran wird die graphisch ermittelte Momentenflache M (nicht 
M frll) durch Division mit der Elastizitatsziffer E und dem jeweiligen 
Querschnittstragheitsmoment f zu M IE f reduziert (Abb. 99d). Die Durch
biegungsverminderung an der Stelle x, hervorgebracht durch aIle n 
Scheiben ist dann nach Abb. 99a 

i n 

LlYm= I I x Il(I-x)ah :r L +; I[(I-x)(l-a)h~ L (79) 
, k -

, ....... 
"-

\ \ 

\~ 

r--..... \ 
\ 

0,5 

~ 1 ~ 2 0, 
o 

\:Jt m 

\ 

"- \ 
_\ "'-. ~ 

'?'~ " .......... 

'\ ....... 

kid fiir ::;-

r--

...... 

o Der Zeiger der Summenglie
der zeigt den Ort der Last an. 
Bei der Ermittlung von LlYm 
ist zu beachten, daB in der 

i 
0,3 I-x ~ 

ersten Summe-l-~ .. , 
0,1f (1- "'111.) 

o,5f~=:Y~ nur jene Scheiben (i)' be
" rucksichtigt werden durfen, 

0,6 fUr die a < x, wahrend in 
0,7 n 

die zweite Summe ; I .,. 
k 

3 ~lfq5 ¥. ~ 7 0,8 ~9 
die ubrigen Scheiben (k bis n) 
eingehen, fUr die a > x; 
M I E fist unter jeder Scheibe 

Z 3 If 
lL/tL fiir Xm unt/xrr 

5 

Abb. 100. Beiwerte "m. "v und "0 in Ab- zu entnehmen (Abb. 99 d). 
hangigkeit von° hldo 1st x groBer als die Entfer-

nung der auBersten Scheibe 
zum Lager, von dem x zahlt, so fallt das zweite Summenglied weg und 
der Ausdruck (79) geht in die Gleichung einer Geraden uber: 

LI Ym = q; (x). 

Infolge des geradlinigen Verlaufes der Durchbiegungsverminderung im 
Bereiche zwischen der ersten, bzw. letzten Scheibe und dem zugehorigen 



Auslenkungsverminderung durch die Querkraft. 161 

Lager ist durch einfache VerHingerung auch die Durchbiegungsverminde
rung am iiberhangenden Ende gegeben. Der Beiwert " berucksichtigt 
die Verminderung der Auslenkung durch das auftretende Moment und 
ist in Abhangigkeit von dem Verhaltnis hid fUr die aufgeschrumpfte ("m), 
bzw. fUr eine mit der Welle aus dem Vollen gedrehte Scheibe ("v, experi
men tell bestimmt) der Abb. 100 zu entnehmen. Aus dieser ist ersichtlich, 
daB der versteifende EinfluB der aus dem Vollen gedrehten Scheibe groBer 
ist als bei der aufgeschrumpften Scheibe. 

b) Aus1enkungsvetminderung dutch die Quetkraft. 
Fur schwere, trommelformige Laufer und fUr kurze Wellen ist noch 

der EinfluB der an den Begrenzungsebenen der Scheibe auftretenden 
Querkrafte auf die Versteifung zu berucksichtigen. Die Verminderung 
der Querkraftauslenkung errechnet sich aus 

n ++ Z[(I-"a)(l-a)h ~T~xL (80) 

k 

wenn n wie fruher die Zahl der Scheiben anzeigt. Der Beiwert "q ist in 
Abhangigkeit von hid der Abb. 100 zu entnehmen. Bezuglich der Summen
ausdrucke gilt das unter a) Gesagte; G = Schubziffer, 'IjJ = 1,185. 

Zur Bestimmung von L1yq werden die Querkrafte durch den jeweiligen 
Wellenquerschnitt I dividiert. Von den so auf den Querschnitt I redu
zierten Querkraften QII bestimmt man QI/L1x, d. i. die Belastung pro 
Langeneinheit der Welle. An der Stelle x wird nun die durch alle (n) 
Scheiben hervorgerufene Querkraftversteifung berechnet und von der 
resultierenden Durchbiegungslinie abgezogen. Aus der Abb. 100 ist er
sichtlich, daB die Querkraftversteifung einen gr6Beren EinfluB ausiibt 
als die durch das Moment hervorgerufene Versteifung. Die Querkraft
deformation erfahrt also eine groBere Verminderung als die durch das 
Moment hervorgerufene Auslenkung. Der durch die Vernachlassigung der 
Querkraftdeformation bei der Ermittlung der elastischen Linie gemachte 
Fehler wird also geringer, wenn die Scheiben einen versteifenden EinfluB 
ausuben. 

Zusammenfassung. In den Glgn. (79) und (80) ist der versteifende 
EinfluB der Scheiben durch (I - ,,) gegeben, also fUr " < I vorhanden. 
Dies ist nach Abb. 100 fUr die aufgeschrumpfte Scheibe erst bei hid> 0,8, 
dagegen fUr die aus dem Vollen gedrehte Scheibe bereits bei hid> 0,05 
der Fall. Anderseits kann im erst en Fall auch bei hid = 5 das Quer
schnittstragheitsmoment der Welle noch nicht 00 gesetzt werden, da 
"m = 0,25 (bei hid = 12 ist "m = 0,1). Bei dem verhaltnismaBig kleinen 
Nabendurchmesser der Rader von Turbokompressoren und Kreisel
pumpen kann der EinfluB der Nabenversteifung vernachlassigt werden, 
zumal die GroBenordnung von hid = I ist. Werden, wie bei Dampf-

Holba, Berechnungsverfahren. II 
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turbinen vielfach ublich, die Rader auf Tragringe gesetzt oder sind die 
Naben ausgespart, so ist eben falls keine nennenswerte Versteifung vor
handen. Sind jedoch die Scheiben mit der Welle aus dem Vollen gedreht 
oder ist wie bei den Laufem von Elektromotoren oder Generatoren das 
Laufereisen auf der Welle aufgepreBt, so ist die Versteifung der Welle 
nach den angegebenen Gleichungen zu berucksichtigen. In Grenzfallen 
wird erst der Versuch Klarheit bringen. 

Beispiel 15. 
Fur einen naeh Abb. 101 kugelig gelagerten Laufer, welcher vier mit der Welle 

aus dem Vollen gedrehte Scheib en tragt, soli die Durehbiegungsverminderung 
dureh die Seheibenversteifung ermittelt werden. Da der Laufer bei n = 6000 U/min 
noeh unterkritiseh laufen soli, so muB naeh Absehnitt X n kr ::> 7800 U/min sein, 
wodureh sieh die relativ groBen Wellendurehmesser erklaren. Als Werkstoff ist 
5°1o Ni-Stahl mit E = 2,1 106 kg/em2 gewahlt. Zuerst ist naeh MOHR graphiseh 
die Auslenkung der Welle unter der Wirkung der Massen, wie in Absehnitt VI 
besehrieben, zu entwiekeln (Abb. 101 b). 

Last- G 

I 

f 

I 

M 

Nr. kg em4 em kg 

I 3 256 I 
500 

---------

2 21 491 1600 
---------

3 25 719 2410 . 
---------

4 25 719 2600 
---------

5 25 719 2600 
---------

6 25 719 2420 
---------

7 19 49 1 1690 
---------

8 3 256 720 
------

I 

! 

I 

I 

Ta belle 1/15. 

fr = 719 em4 • 

103 Y 

I 

MIJ 

em em-3kg 

0,35 I -

I -

1,46 3,36 

1,54 3,62 

1,54 3,62 

1045 3,37 

I -

0,38 

I 
-

103 Lf Y 

I 

I03 Yr 

em em 

I 
0,0085 0,342 

0,0268 0,973 

0,0466 1,413 

0,050 1,49 

0,050 1049 

0,0462 1,404 

0,027 0,973 

0,009 0,371 

9 15 I 155 0 i 0,5 8 
I 

- -0,0129 
I 

0,567 
I 

MaBstabe Zeiehnung Wirkliehkeit 

Langen .......................................... . 
Krafte ............................................ . 
Horizontalzug HI' ................................ . 
Momentenordinate ................................. . 
Momentenflaehe ................................... . 
Momentenflaehenbelastung ......................... . 
Horizontalzug H2 ................................. . 
Auslenkung (Abb. 101 b) ........................... . 

I em 10 em 
I em 10 kg 

10 em 100 kg 
I em I 000 emkg 
I em2 = 10000 em2kg 
I em = 10000 em2kg 

7,55 em = 75500 em2kg 
I em = 0,0005 em 
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Auf die Auftragung der MIEJ-Flaehe wurde ver
ziehtet, weil naeh Gig. (79) die Kenntnis dieses Wertes 
nur an jenen Seheiben wiehtig ist, welche die Dureh
biegungsverminderung erzeugen. Deshalb ist MIJ nur 
an den vier Seheiben erreehnet und in die Tabelle Ills 
eingetragen; die Elastizitatsziffer E ist konstant an-

b) 

c) 

11 

Cooo t 
[2000 emxg 

25 25 2525 

I 
I 
I 

~-----------950'------------~~1 

C0005 f 
[~OO10 em 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Abb. 101. Graphisehe Ermittlung der 
Auslenkung eines Laufers bei versteifen
dem EinfluB der Scheiben; zu Beispiel 15. 

genom men, kann also vor das Summenzeiehen gesetzt 
werden. Fur die Seheibenhohe h = 2 em und dem 
Wellendurehmesser d= II em erhalt man naeh 
Abb. 100 fUr hid = 0,182 ein Xv = 0,81. Die Bereeh
nung der Durehbiegungsverminderung seinaeh Gig. (79) 
fUr x = 50 und x > 60 em, yom linken Auflager ge
reehnet, durehgefUhrt. 

x = 50 em, hid = 0,182, Xv = 0,81, 1= 95 em. 
Links und reehts von der Sehnittebene liegen je 
zwei Seheiben. 

II' 
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95-50 
LlYm = 952.1 106 [(I - 0,81) 38 2 3,36 + (I - 0,81) 45 2 3,6z] 

5° + 952,1 106 [(I - 0,81) 36 2 3,37 + (I - 0,81) 43 2 3,62J 

= 0,05 10-3 em. 

x > 60 em, hid = 0,182, Xv = 0,81, 1 = 95 em. In diesem Falle liegen alle 
vier Seheiben zwisehen x = ° und x = 60 em, und GIg. (79) vereinfaeht sieh zu 

95- x 
Lly m = 952,1 106 [(I - 0,81) 2 (38 3,36 + 45 3,62 + 52 3,62 + 59 3,37)], 

Ll Ym = 1,29 10-6 (95 - x). 

x 60 75 95 105 em, 

103 LlYm = 0,°451 0,OZ58 0,0 - 0,0129 em. 

Auf gleiehe Weise sind die iibrigen Ll Ym gereehnet und in Abb. 101 e aufgetragen. 
Die resultierende Auslenkung Yr = Y - Ll Ym ist in der Tabelle 1/15 eingetragen. 
Reehnet man iibersehlagig die kritisehe Drehsehnelle naeh GIg. (IZ) 

so wird ohne Versteifung 

mit Versteifung 

g 
wkr2 = 1,08 -,-, 

max 

[ 981 ] 'I, 
1,08 --103 = 830/sek, 

1,54 

W kr = [1'08 981 103] 'I, = 842 / sek. 
1,49 

Daraus geht hervor, daB in diesem Falle der versteifende EinfluB der Seheiben 
nieht besonders groB ist. Die Ursaehe dafUr ist der abnormal groBe Wellendureh
messer infolge der geforderten hohen kritisehen Drehzahl. Wenn die Welle fUr 
iiberkritisehen Lauf ausgelegt wird, so wird der EinfluB der Seheibenversteifung 
groBer, weil sieh mit groBerem hid der Beiwert Xv vermindert. 

VIII. Die Bestimmung der Massentdigheitsmomente. 
Fiir die Ermittlung der Kreiselmomente ist die Kenntnis des axialen 

und aquatorialen Massentragheitsmomentes des Umdrehungskorpers not
wendig. In den seltensten Fallen lassen sich die Rader als gatte Schei
ben mit unveranderlicher Breite auffassen. Meist ist eine Verstarkung 

zur Nabe hin vorhanden. Fiir die praktisch vorkommen-

r-&- den Ausfiihrungsarten ermittelt man die Tragheitsmomente 
entweder graphisch oder durch Pendelversuche. 

R __ I Das axiale Haupttragheitsmoment eines symmetrisch 
I __ ~tLr gestalteten, zylindrischen Korpers in bezug auf seine Uings-
1 ._. .L achse ist (Abb. r02) 

r=R 

A = : 2 n ~ r3 h dr. 
Abb.102. (8r) 

Radseheibe. 
1=0 

Das aquatoriale Tragheitsmoment in bezug auf emen Durchmesser be
stimmt sich aus 



Experimentelle Ermittlung. 

(82) 

Fur die zylindrische Scheibe ohne Bohrung mit dem Halbmesser R und 
der konstanten ScheibenhOhe h wird nach (8r) und (82) 

A = mR2j2, B = m(3R2 + h2)jr2. 

Bei schmalen Scheiben kann h2 gegenuber 3 R2 ver- 2,0 

nachIassigt werden, so daB mit A = mR2j2 und ~9 
B = m R2/ 4 der V erhal tniswert t{ 1,8 

q=AjB=2 
7 

~ 

'" -i -.-
f\ 

171' 

\ 
1\ 

'\ 
wird (Abb. r03). In dem allgemeinen Fall der gra
phischen Auswertung der Integrale (8r) und (82) 1,0 
wird A, B und q = AlB bestimmt und die Bildung '5 

'0 0,1 I?,l 0,3 I?,II- 1?,5 
der Kreiselmomente nach Abschnitt I, 2 vorgenom- h/1R 

Abb. 103. Verhalt
niswert q = AlB in 
Abhangigkeit von 
hlz R fiir parallel
wandige Scheib en . 

men. Fur die Ermittlung der Tragheitsmomente 
wird die Scheibe ohne Bohrung vorausgesetzt, also 
auch der Wellenanteil berucksichtigt. Sind am 
auBeren Umfange Schaufeln vorhanden (Dampf
turbinenlaufrader), so bezieht man den Scheiben
durchmesser zweckmaBig bis zum Teilkreisdurch- h SeheibenhOhe [em], 2R 

Seheibendurehmesser [em]. 
messer derselben. 

ExperimenteHe Ermitdung. Zur experimentellen Bestimmung der 
Massentragheitsmomente wird der geeignet aufgehangte Korper in 
Schwingung versetzt und die Schwingungsdauer mit der eines mathe
matischen Pendels verglichen. Die Schwingungsgleichung eines mathe
matischen Pendels (Punktmasse im Abstande der Pendellange I yom 
Drehpunkt) ist 

woraus die Schwingungsdauer fUr einen Hin- und Ruckgang fUr kleine 
Ausschlage zu V 1-

T=2n - (a) 
g 

folgt. Allgemein ist das Verfahren durchfUhrbar, den Korper urn Achsen 
schwingen zu lassen, die parallel zu den drei Hauptachsen sind und an 
die er in geeigneter Weise aufgehangt wird. Die Abstande der drei Pendel
achsen von den drei Hauptachsen seien mit a, b und c bezeichnet. Fur 
die hier vorliegenden rotationssymmetrischen Korper ist der Schwerpunkt 
und die Masse durch Auswiegen leicht zu finden; eben so ist die Lage der 
Hauptachsen bekannt. Wird nun der Korper parallel zu seiner ersten 
Hauptachse zu Schwingungen angeregt, so ist das Schwungmoment 
urn die Pendelachse AA nach Abschnitt I,2 

_ I d;f) 1_ dw _ 2 d2 cp 
M - ,---;]I - Al -at - (A + ma) dt 2 ' 
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worin Al = A + ma2 das auf die Pendelachse AA nach dem STEINER
schen Satz bezogene Massentragheitsmoment der Scheibe ist. Dem 
Schwungmoment wird bei Reibungsfreiheit des Systems yom Gewichts
moment des Schwerpunktes 

mga sin q; 

das Gleichgewicht gehalten, so daB also 

d 2 rp 
(A + ma2) ----;Ji2 + mga sinq; = 0 

oder 

A + m a2 d2 rp . 
m a ----;Ji2 + g sm q; = 0 (b) 

besteht. Diese Gleichung geht in die Beziehung (a) des mathematischen 
Pendels tiber, wenn ftir (A + ma2)jma = l gesetzt wird. Die Schwingungs
dauer ist daher 

T V A + ma2 
=Zn a mag 

Daraus errechnet sich das axiale Massentragheitsmoment zu 

A = mag T a2 -ma2• (Sra) 
4 n 2 

In gleicher Weise ergibt sich fUr die Schwingungsdauem Tb und Tc bei 
der Schwingung urn die zu den anderen Hauptachsen im Abstande b 
bzw. c parallelen Pendelachsen 

B= mbg T b 2 
-mb2, (S2 a) 

4n2 

c= meg Tc 2 
-mc2• (8zb) 

4 n 2 

Ftir rotationssymmetrische Korper ist B = C, so daB zur Bestimmung 
der Tragheitsmomente nur zwei Schwingungsanordnungen notwendig 
sind. Praktisch konnen die GIgn. (Sra) und (82a, b) ftir Elongations
winkel bis q; = zoo verwendet werden, da hierfUr die Schwingungsdauer 
nur urn r v. H. gegentiber dem genauen Wert abweicht. 

IX. Der Einflu.6 der Lagerung und der Kupptung auf 
die kritisme Drehzahf. 

Lagel'ung. Vor Ermittlung der kritischen Drehschnelle ist zu ent
scheiden, ob die Welle kugelig einstellbar gelagert ist oder ob eine Ein
spannung vorliegt. Bei der Anwendung von Kugellagem ist eine Selbst
einstellung der Welle im Lager an die elastische Linie immer moglich 
(Abb. 104). Die neuerdings verwendeten kurzen Gleitlager haben ebenfalls 
Selbsteinstellung durch kugelige Sitzflachen (Abb. ros). In gleicher Weise 
ist diese m6glich, wenn der Axialschub durch ein Klotzlager aufgenommen 



Kupplung. 

wird, da sich dasselbe in Verbindung mit dem Traglager eben falls kurz 
baut (Abb. l0S). Allen diesen Fallen ist daher kugelige Lagerung zugrunde 
zu legen. 

Bei Verwendung eines Kammlagers zur Aufnahme der Langskraft 
wird infolge der benotigten gro13eren Lange auch das zugehOrige Gleit
lager starr im Lagergehause geftihrt, so da13 die Welle an 
dieser Seite durch die lange Lagerftihrung als eingespannt 
gel ten kann (Abb.106). Wegen der unvermeidlichen 
Durchbiegung des Zapfens im Lager nimmt man zweck
ma13ig Mitte Gleitlager als Einspannebene an. 

Kuppfung. Der Einflu13 der Kupplung auf die kri
tische Drehschnelle ist von der Bauart abhangig. Man 
unterscheidet starre, halbstarre und elastische Kupplungen. 

Starre Kupplungen werden vielfach im Dampfturbinen
bau verwendet und ubertragen au13er dem Drehmoment 
auch wahrend des Betriebes entstandene Fliehkraftbie
gungsmomente (Abb. 105).1 In diesen Fallen sind die starr 
gekuppelten Wellen als Ganzes zu betrachten, die Lage
rung entspricht dann derjenigen auf mehreren Stiitzen. 

Abb. 104. 

Langs- und 
Querkugel
lagerung. 

Bei halbstarren Kupplungen, wie sie mitunter vorkommen, ist es 
nicht einwandfrei moglich, die GroBe des aufgenommenen Fliehkraft
biegungsmomentes, das von einer Welle auf die andere ubertragen wird, 

Abb. IDS. Gleitlager mit kugeliger Einstellung; starre Wellenkupplung (Ausfiihrung 
der AEG-Berlin). 

a Kupplungsseitiges GleitIager der Hochdruckturbine, b Axialspielanzeiger, c starre Flanschenkupplung, 
d gemeinsames Drucidager der Hochdruck- und Mittcldruckturbine, e kupplungsseitiges GleitIager der Mittel

druc kturbine. 

genau zu erfassen. Hier hilft dann nur die experimentelle Kontrolle der 
kritischen Drehzahl an ahnlich gekuppelten Maschinen. 

1 Die Kupplungshalften werden entweder auf die konischen Wellenstummel 
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Erst durch die Verwendung einer elastischen Kupplung konnen die 
Wellen als Einzelglieder betrachtet werden. Dabei ist jedoch Voraus
setzung, daB die Achsen der zu kuppelnden Maschinen genau fluchten, 
damit eine periodisch sich andernde Umfangskraft vermieden wird, 
welche zu Unruhen und Storungen "zweiter Art" Veranlassung gibt 

Abb. 106. Kombiniertes 
Kamm- und Gleitlager. 

(S.45). Zu diesen Kupplungen gehOren 
die vielfach verwendeten Zahn-, Bolzen-, 
Lederband-, Lederringkupplungen u. a. 
(Abb. 107)· 

Die Art der Lagerung, sowie der Kupp
lung kann unter Umstanden bestimmend 
sein bei der Festlegung der Wellenabmes
sungen. Wahrend wegen der Kanten
pressung im Lager die starre Lagerfassung 
weniger empfehlenswert ist, wird beson
ders bei unterkritischem Lauf die Ver

wendung der starren Kupplung zweckmaBig, weil durch die entstehende 
Lagerung auf mehreren Sttitzen die kritische Drehschnelle erhoht wird 
oder der Wellendurchmesser bei gleicher kritischer Drehschnelle kleiner 
gehalten werden kann als bei der Verwendung einer elastischen Kupplung.1 

Zusammenfassend ist zu sagen, daB die Arten der Lagerung, der Kupplung 

Abb. 107. Elastische Zahnkupplung (AEG-Berlin). 
a Turbinenliiufer, b Spurscheibe, c Kupplungsilansch, d Wellenmutter, e KupplungshiiJfte, f Einstellscheibe, 

g Schraubenfeder, h Ritzel, i Oldiise, k Olzufiihrung. 

und die Anordnung der Massen, zwischen den Lagern oder fliegend, 
schwingungstechnisch untereinander gleichwertig sind, weil fUr jede An
ordnung bei gutem Massenausgleich nur die Lage der Betriebsdrehzahl 
zur kritischen Drehzahl die Betriebssicherheit entscheidet. 

X. WaM der kritismen DrehzahL 
A.llgemeines. Die praktische Bestatigung der theoretischen Voraus

sage, daB eine Welle auch oberhalb der ersten kritischen Drehzahl be
triebssicher laufen kann, gab der schwedische Ingenieur G. DE LAVAL. 

aufgepreEt und gegeneinander verschraubt (Abb. 105) oder die Wellen mit ange
schmiedeten Flanschen versehen. 

1 Die Montage muE allerdings sehr sorgfaltig durchgefiihrt werden, damit im 



Unterkritischer Lauf; Uberkritischer Lauf. 

Mit mehrfach belasteten Wellen hat dann S. DUNKERLEY umfang
reiche Versuche durchgeftihrt und mit den gefundenen Ergebnissen das 
Berechnungsverfahren des Abschnittes III, z entwickelt. 

Die in weiterer Folge vorgenommenen Versuche von A. STODOLA, 
v. BOROWICZ, Brown-Boveri & CO. u. a. dienten hauptsachlich der Uber
priifung der rechnerischen Losungen mit den tatsachlich sich einstellenden 
kritischen Drehschnellen, wobei durchwegs gute Ubereinstimmung 
zwischen Rechnung und Experiment erzielt wurde. Wahrend diese Ver
suche vielfach mit verhaltnismaBig einfachen Anordnungen ausgefiihrt 
wurden, hat B. ECK Wellen verwendet, deren Abmessungen und Be
lastungen betriebstuchtigen Laufern entsprechen. Neben der Uberein
stimmung mit den bisherigen Ergebnissen wurde dabe! noch die praktisch 
wichtige Feststellung gemacht, daB oberhalb der zweiten kritischen Dreh
zahl ein betriebssicherer Lauf nicht moglich ist. 

Unterkritischer Lauf. Wo es die Abmessungen der Welle zulassen, 
wird man im allgemeinen den unterkritischen Lauf bevorzugen. Dies ist 
moglich bei Dampfturbinen, Elektromotoren und notwendig, wo die 
Lange einer Welle bei sonst gleichen Abmessungen variabel ist (z. B. 
mehrstufige serienmaBige Kreiselpumpen). Der Vorteil des unterkritischen 
Laufes liegt in der schnell en Betriebsbereitschaft, da das Anfahren der 
Aggregate keine besonderen VorsichtsmaBnahmen erfordert und in der 
Unempfindlichkeit gegen Materialspannungen. Nachdem es nicht mog
lich ist, die verschiedenen Einfliisse auf die kritische Drehzahl zahlen
maBig einwandfrei zu beriicksichtigen, so wird zweckmaBig 

Wkr > 1,3 W, 

nkr '> 1,3 n 

gewahlU Je naher nkr an n gelegt werden soll, desto genauer sind alle 
Einfliisse auf die kritische Drehzahl zu untersuchen und urn so besser ist 
der Laufer in allen seinen Teilen auszuwuchten. 

Oberkritischer Lauf. Uberschreitet die Betriebsdrehzahl einer Ma
schine 3000 U Imin, so wird man aus konstruktiven Griinden meist ge
zwungen sein, iiberkritischen Lauf zu wahlen. Dies ist in besonderem 
MaBe bei Turbokompressoren und Hochstdruckturbinen der Fall, welche 
mit Drehzahlen bis zu 15000 U/min, bzw. 8000 U/min im Betrieb sind. 

Durch das umgebende Mittel und durch die meist vorhandenen 
Zwischenwande sind die Ausschlage im kritischen Bereich begrenzt. Da 
zu ihrer Ausbildung Zeit notwendig ist, kann bei geniigend groBem Be
schleunigungsmoment der kritische Zustand ohne besondere Erschiitte
rungen iiberschritten werden.2 Die Durchbiegung der Welle und die 

Ruhezustande keine Biegungsmomente iiber die Wellenenden iibertragen werden, 
die zum Klemmen in den Lagern, HeiJ31aufen und unruhigen Lauf AnlaG geben. 

1 G. FLUGEL geht in seinem Buche "Die Dampfturbinen" mit n kr bis an 1,2 n 

heran und empfiehlt fiir iiberkritischen Lauf n = (1,4 bis 1,7) nkr . 

2 R. MOKEsCH, E. U. M., Wien 1931, Heft 3. Ubernahmsversuche an einem 
25000 kW Hochdruckdampf-Turbosatz ..... Sowohl die Hochdruckturbinen-
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Ringspalte vorhandener Zwischendichtungen sind durch geeignete Wahl 
der kritischen Drehzahl in zuHissigen Grenzen zu halten. Nach experi
mentellen Untersuchungen von B. ECK laufen Wellen im tiberkritischen 
Bereich mit 

I,4 nkrI < n < 0,7 nkrII 

besonders ruhig, wenn dabei das Verhaltnis 

nkrI der Welle allein b' 8 
--'"'"'"-~--:----:-----=-----:-- = I 5 IS I, 
nkrI des kornpletten Laufers ' 

ist. Je hoher die Betriebsdrehzahl tiber der kritischen Drehzahl liegt, 
desto ruhiger wird der Durchlauf beim Anfahren sein, weil der Anlauf
widerstand noch gering ist und bei den kleinen Drehzahlen meist ein 
gentigend groBes Anlauf- und Beschleunigungsmoment zur VerfUgung 
steht. Der Laufer muB dynamisch in seiner Betriebsdrehzahl ausge
wuchtet sein. Wellen oberhalb der zweiten kritischen Drehzahl laufen 
zu lassen, ist nach Versuchen von B. ECK nicht empfehlenswert. 

Der Durchlauf durch den kritischen Bereich wird noch durch ein 
elastisches Fundament erleichtert. Allgemein ist zu vermeiden, daB die 
Betriebsdrehzahl ein ganzzahliger Bruchteil oder ein ganzzahliges Viel
faches der kritischen Drehzahl wird. Ebenso darf beim Anfahren in der 
Nahe der kritischen Drehzahl nicht langere Zeit gefahren werden. Viel
fach wird es zur Vermeidung der Resonanz mit dem Fundament not
wen dig sein, auBer der kritischen Drehzahl des Laufers allein noch die 
kritischen Drehzahlen desselben in Verbindung mit dem nachgiebigen 
Fundament zu ermitteln. 

XI, Der Massenausgleich von zyHndrischen, scheiben= 
oder walzenformigen Korpern. 

A11gemeines. Zur Erzielung eines ruhigen Ganges ist es notwendig, 
die Schwerpunkte eines Laufers in die Wellenachse zu verlegen, also die 
Haupttragheitsachse mit der Drehachse zur Deckung zu bringen. Dies 
la13t sich von vornherein infolge der Inhomogenitat des Werkstoffes und 
der Bearbeitungsungenauigkeiten nicht erreichen, so daB mit zunehmender 
Annaherung der Betriebsdrehschnelle an die kritische Drehschnelle infolge 
des Ansteigens von y nach Abb. 3 groBere Ausschlage zu erwarten sind. 
Insbesondere nimmt die Fliehkraft und mit ihr die GroBe der zusatzlichen 
Wellenauslenkung, die Lagerbelastung und die Schwingung des Maschinen
korpers, sowie des Fundamentes fUr Werte W/Wkr> 0,7 unverhaltnis
maBig stark zu. Wenn auch innere und auBere Reibung am umlaufenden 

wie auch die Niederdruckturbinenwelle und der Generatorlaufer sind so bernessen, 
daB deren kritische Drehzahlen unterhalb der Betriebsdrehzahl liegen. Sie liegen 
fast aIle auf gleicher Hiihe, so daB beirn Anfahren die kritischen Drehzahlen des 
Aggregates sehr leicht ohne rnerkliche Erschiitterungen iiberfahren werden kiinnen. 
Nachdern diese weit genug von der Betriebsdrehzahl abliegen, ist ein auBerordent
lich ruhiger, weicher Gang gewahrleistet. 



Der Massenausgleich. 

Korper die Ausschlage dampfen, so kann doch durch zusatzliche Aus
len kung unruhiger Lauf und ein Streifen des Laufers an den ruhenden 
Begrenzungswanden stattfinden; Erwarmungen und Bruche sind die 
Folge. 

Es besteht also die Notwendigkeit, den betriebsfertigen Laufer so 
auszuwuchten, daB die durch die Einzelschwerpunkte gehende Tragheits
achse in die Drehachse gelegt wird, urn eine zusatzliche Auslenkung der 
Welle und einen unruhigen Gang der Maschine zu vermeiden. Darauf ist 
besonders zu achten, wenn bei unterkritischem Lauf zur Kleinhaltung 
der Wellendurchmesser die kritische Drehzahl nahe an die Betriebs
drehzahl gelegt wird. Fur eine uberkritisch laufende Welle wird dadurch 
beim Anfahren ein sanfter Durchlauf durch den Storungsbereich erzielt. 

Die Schwerpunktsexzentrizitaten eines Ki:irpers machen sich durch 
die sogenannte Unwucht bemerkbar. Am haufigsten kommt die all
gemeine Unwucht vor. Bei dieser fallt der Gesamtschwerpunkt des 

Abb. 108. Trommelformiger, starrer Laufer mit allgemeiner Lnwucht, in der dyna
mischen Auswuchtmaschine. 

Laufers nicht in die Drehachse, die Haupttragheitsachse und die Dreh
achse kreuzen sich (Abb. IoSa). Sonderfalle hiervon sind die rein dyna
mische Unwucht, wenn nur der Gesamtschwerpunkt 5 (welcher auch 
der Schnittpunkt der schrag liegenden Haupttragheitsachse mit der Dreh
achse ist) in die Drehachse fallt, wobei gleichzeitig die Einzelschwerpunkte 
in einer Ebene liegen und die statische Unwucht, wenn die Tragheits
achse in der Entfernung e parallel zur Drehachse liegt. Wahrend sich 
die statische und die allgemeine Unwucht im Ruhezustande des Laufers 
durch die Einstellung des Gesamtschwerpunktes in die tiefste Lage kenn
zeichnen, ist bei rein dynamischer Unwucht der ruhende Laufer in jeder 
Lage im statischen Gleichgewicht. Erst bei der Rotation macht sich die 
dynamische Unwucht durch ein Fliehkraftpaar bemerkbar. Fur den 
Massenausgleich von Laufern sind nun zwei charakteristische FaIle zu 
unterscheiden: 

1. Die Welle ist starr, die Fliehkrafte sind lediglich abhangig von den 
Schwerpunktsexzentrizitaten (Fi = mieiw2). Dies ist der Fall, wenn die 
Betriebsdrehzahl des Laufers weit unter der kritischen Drehzahl liegt, 
so daB infolge der dabei notwendigen Steifheit der Welle die zusatzlichen 
Auslenkungen wahrend des Umlaufes vernachlassigbar klein werden 
(Abb. 3 mit W/Wkr < 0,5). Solche Laufer haben beim Umlauf die gleiche 
Massenverlagerung wie im Ruhezustande, d. h. die die Unwuchten 
tragenden Ebenen sind mit dem Laufer starr verbunden. Der Massen
ausgleich kann bei beliebiger Drehzahl vorgenommen werden, der Laufer 
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ist dann fur aIle Drehzahlen bis einschlieBlich seiner Betriebsdrehzahl 
fliehkraftfrei. 

2. Die Welle ist elastisch (Abb.3 mit W/Wkr> 0,5). Bei den knapp 
unter- und oberhalb der kritischen Drehzahl laufenden Wellen ist die 
beim Umlauf erzeugte Auslenkung schon von der GroBenordnung der 
Schwerpunktsexzentrizitat, unter Umstanden ein Mehrfaches davon. 
Dann wird sich wahrend des Umlaufes ein anderes Bild von der Massen
verlagerung einstellen als im Ruhezustande. Dies ist leicht erklarlich, 
wenn man eine elastische Welle mit mehreren genau zentrischen Massen 
und einer exzentrischen Masse betrachtet. 

1m Ruhezustande ist die Massenverlagerung durch die eine, un
zentrierte Masse gegeben. Dreht sich nun diese Welle mit einer be
stimmten Drehschnelle, so wird sie wegen ihrer Elastizitat durch 
die Fliehkraft ausgelenkt. Dann greifen aber auch an den zentrierten 
Massen stCirende Fliehkrafte in der GroBe Fi = miYiw2 an, da sie ge
zwungen werden, urn die ursprungliche Ruhelage mit dem Radius Yi zu 
kreisen, wobei der Zwang von der einen nicht zentrierten Masse ausgeht, 
deren Fliehkraft die GroBe Fl = m1 (Yl + e1)w2 besitzU Die Massen
verlagerung ist jetzt eine andere als bei der starren Welle und von der 
Drehzahl abhangig, weil auch die Fliehkrafte der zentrischen Scheiben 
an der Auslenkung mitbestimmend sind. Wie spater gezeigt wird, sind 
die die Unwucht tragenden Ebenen nicht mehr starr mit der Welle 
verbunden, sondem andem ihre Lage langs der Welle mit der Drehzahl. 

1. Der Massenausgteich von starren Uiufern. 
a) Statischer Massenausg1eich. 

Das in der Praxis viel verwendete statische Wuchtverfahren ermog
licht nur dann die Tragheitsachse an die Drehachse zu legen, wenn 
statische Unwucht vorliegt. 1m allgemeinen ist jedoch allgemeine Un
wucht vorhanden, so daB in diesem Falle nur der Gesamtschwerpunkt 
an die Drehachse gebracht werden kann und die beliebig gerichtete 
Tragheitsachse in eine Ebene, nicht aber in die Drehachse zu liegen 
kommt. Die allgemeine Unwucht kann daher nur auf die rein dynamische 
Unwucht zuruckgefiihrt werden. Nur im Sonderfall der statischen Un
wucht bei hinreichend schmalen, zylindrischen Scheiben ist das statische 
Wuchten mit Erfolg anwendbar. 

Auswuchtvorgang: Der zu wuchtende Korper wird auf einen Dom 
geschoben und mit diesem auf zwei waagrechte, zueinander parallele 
Schneiden oder Walzen gelegt. Durch das im exzentrisch liegenden Schwer
punkt angreifende Eigengewicht pendelt der Korper langsam hin und her, 
bis durch die vorhandenen Widerstande die Bewegung ausklingt und der 
Schwerpunkt sich unterhalb der Auflagerpunkte einstellt. Durch ge-

1 Wird angenommen, daB auf einer mit n = 3000 U/min umlaufenden Welle 
eine Scheibe vom Gewichte G aufgekeilt ist mit einer Exzentrizitat e = 0,1 mm, 
so wird bei der starren Welle fur w/wkr < 0,5 die Fliehkraft F = G, bei der elastischen 
Welle z. B. mit w/wkr = 0,707 die Fliehkraft F = 2G. 
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eignete Zugabe oder Abnahme von Material wird erreicht, daJ3 der Rorper 
in jeder Lage in Ruhe bleibt. Der Roll- und Biegewiderstand des Domes 
ermoglicht jedoch nur eine Annaherung des Gesamtschwerpunktes an die 
Drehachse. Mittels des beschriebenen Verfahrens lassen sich noch Schwer
punktsabweichungen von 0,5 mm nachweisen. 

Genauere Ergebnisse erzielt man, wenn der Wuchtdom auf drehbar 
gelagerten, schmalen Scheiben liegt, wodurch die Schwerpunktsexzen
trizitat bis auf 0,05 mm vermindert werden kann. 

In beiden Fallen hangt die erreichbare Genauigkeit bei einwandfreiem 
Zustand von Dom und Schneiden vom Gewichte des Rorpers, vom 
Durchmesser des Domes und vom Halbmesser der aufliegenden Dom
enden abo Deshalb sind die angefiihrten Zahlen nur Richtwerte. 

Die genauesten statischen Wuchtmaschinen sind die Schwerpunkts
waagen. Sie sind praktisch reibungsfrei, wodurch Gesamtschwerpunkts
abweichungen von 0,005 mm noch feststellbar sind. 

Die Schwerpunktswaagen bestehen aus einem geschlossenen Waage
rahmen, welcher mit zwei Schneiden auf dem Lagerkorper ruht. Auf den 
beiden Stimseiten des Waagerahmens sind je zwei Rollen befestigt, auf 
welche die zu wuchtende Scheibe mit ihrem Dom gelegt wird. Der 
Schwerpunkt der Scheibe stellt sich bei waagrecht festgeklemmtem 
Rahmen so tief ein, als es die Rollenreibung zulaJ3t. Wird nun der Waage
rahmen freigegeben, so legt sich dieser so weit schrag, bis der Scheiben
schwerpunkt seine tiefste Lage eingenommen hat. Die Scheibe wird jetzt 
langsam gedreht, bis der Waagerahmen horizontalliegt; dies ist an einer 
Skala oder an einer eingebauten Wasserwaage feststellbar. Jetzt liegt 
der Scheibenschwerpunkt genau in der Vertikalebene durch die Waage
rahmenschneiden. Dreht man nun die Scheibe genau urn 90° und fixiert 
sie gegen Verdrehung gegen den Rahmen, so kann das Moment des Schwer
punktes auf dem Waagerahmenbalken ausgewogen werden. Dadurch ist 
die Lage und GroJ3e der statischen Unwucht bekannt. 

b) Dynamischer Massenausg1eich. 
Wird ein starrer zylindrischer Rorper mit allgemeiner Unwucht nach 

Abb. 108a in Drehung versetzt, so werden in den exzentrisch liegenden 
Einzelschwerpunkten freie Fliehkrafte auftreten, die mit dem Dreh
korper umlaufen und sich durch ein Rraftkreuz ersetzen lassen (Abb. 108 a). 
Wird dieser Rorper statisch vorgewuchtet, so wird der Gesamtschwer
punkt in die Drehachse gebracht, es bleibt jedoch ein in einer Ebene 
liegendes Fliehkraftpaar zuruck. Der Rorper hat dann rein dynamische 
Unwucht. Fur das Auswuchten sind daher zwei Bedingungen zu er
fiillen: der Gesamtschwerpunkt und die Haupttragheitsachse muss en in 
die Drehachse gelegt werden. Ein einwandfreies Auswuchten des Laufers 
laJ3t sich daher nur auf dynamischem Wege, d. h. am umlaufenden 
Rorper erzielen, wodurch es im weitestgehenden MaJ3e moglich ist, die 
Tragheitsachse an die Drehachse zu bringen. Fur die Erfullung der ge
stellten Forderung gibt es zwei Gruppen von dynamischen Auswucht-
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maschinen. Die eine Maschinenart zerlegt die Behebung der allgemeinen 
Unwucht in eine getrennte statische und dynamische Wuchtung. Die 
zwei te Maschinenart ermoglich t dagegen das Aufsuchen und die Besei tigung 
des storenden Kraftkreuzes der freien Fliehkrafte wahrend des Umlaufes. 

Die hierzu verwendeten dynamischen Auswuchtmaschinen beruhen 
auf dem Prinzip, durch geeignete Lagerung des zu wuchtenden Korpers 
ein Schwingungssystem zu schaffen, urn die in der Resonanzdrehzahl 

Abb. 109. Stirnansicht auf die dyna
mische Auswuchtmaschine "LAWACZECK
HEYMANN" (c. SCHENK-Darmstadt) mit 
Wellenmarkiervorrichtung und Schwin-

gungsgro13enschreiber. 

durch die Unwucht des Laufers 
entstehenden starken Ausschlage 
zur Feststellung der Unwuchtebene 
und -groJ3e zu benutzen. 

Die gebrauchlichste dynami
sche Auswuchtmaschine - der 
zweiten Gruppe angehOrend - ist 
die auf dem Doppelpendelprinzip 
beruhende Maschine von LAWA
CZECK-HEYMANN (Abb. r09) . Bei 
dieser wird der zu wuchtende 
Laufer in zwei auf Blattfedern ge
stiitzte, kugelig einstellbare Lager 
gesetzt; der Laufer kann nur 
horizontale Bewegungen unter 
Ausschaltung der Kreiselwirkung 
ausfiihren. Zur Ermittlung der 
Unwucht wird ein Lager blockiert. 
dient also als Pendeldrehpunkt, 
wahrend das andere Lager infolge 
seiner federnden Stiitzung horizon
tale Schwingungen ausfiihren kann. 
Dadurch ist ein Schwingungs
system mit einem Freiheitsgrade 
geschaffen, dessen Eigenschwin
gungszahl durch die Abmessungen 
und die Masse des Laufers, sowie 
durch die Lagerfederung bestimmt 

ist. Das in der Abb. r08a eingetragene Fliehkraftkreuz laJ3t sich nun so 
reduzieren, daJ3 die Kraft Pin einer Radialebene liegt, in der die Auswucht
masse untergebracht werden kann, wahrend die Kraft Q im Lagermittel 
angreift und dort eine mit der Periode eines Umlaufes nach GroJ3e und 
Richtung veranderliche Lagerbelastung hervorruft (Abb. lO8b). Mit dem 
Lager 2 als Pendeldrehpunkt wird mittels zweier Anlaufe die Unwucht
axialebene festgestellt und der Laufer in dieser Lagerung durch Einsetzen 
einer bestimmten Ausgleichsmasse in einer zweckmaJ3ig gewahlten Radial
ebene schwingungsfrei gemacht. Blockiert man nun das Lager lund gibt 
man Lager 2 frei, so erzeugt die in diesem Lager zuriickgebliebene Kraft Q 
mit dem Moment 

M=Ql 
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beim Umlauf eine neue Schwingung des Uiufers. 1st auch hier die Un
wuchtaxialebene gefunden, so muB die Auswuchtmasse untergebracht 
werden. Ware es moglich, diese im Angriffspunkt der Kraft Q (Lager
mittel unterzubringen, so ware der umlaufende Rotor fliehkraftfrei; dies 
konnte durch rein statische Wuchtung erreicht werden. Da der Massen
ausgleich an dieser Stelle jedoch nicht moglich ist, so wird das Ausgleichs
gewicht in der Nahe des schwingenden Lagers eingesetzt, so daB infolge 

Ql = Qll2 

der Laufer auch in dieser Lagerungsart schwingungsfrei wird (Abb. lOSC). 
Weil jedoch Ql> Q ist, so verbleibt im Lager I ein kleiner Unwucht
rest Ql - Q, der wieder durch Blockierung von Lager z und durch Frei
geben von Lager I beseitigt werden kann. Der trotzdem verbleibende 
Unwuchtrest ist nun sehr klein. Durch 
periodische Wiederholung des geschilderten 
Vorganges kann derselbe auf einen vernach
lassigbaren Wert herabgesetzt werden. Das 
Verfahren kon vergiert, wie leich t ersich tlich, 
sehr rasch, wenn II und l2 der Lagerentfer
nung l moglichst angenahert werden. Da 
die Unwuchtrestkrafte in der gleichen Ra
dialebene liegen, so werden auch die ent
sprechenden Ausgleichsmassen in dieser 
Ebene unterzubringen sein. Ftir den Massen
ausgleich des starren Laufers gentigen im 
allgemeinen zwei Gegenwuchtebenen. 

. ----" .-.. . ,. 

Abb. 110. Strichdiagramm des 
Markierindikators der dyna
mischen Auswuchtmaschine, 
aufgezeichnet an der \\'ellen-

oberflache eines Laufers 
(C. SCHENK-Darmstadt). 

Legt man den ersten Pendeldrehpunkt nicht in das Lager z, sondern 
durch geeignete Ausbildung der Auswuchtmaschine in einen solchen 
Punkt der Lauferachse, in dem die rechte Ausgleichsebene liegt, so ist der 
starre Laufer bereits nach dem zweiten Anlauf fliehkraftfrei. 

Dynamischer A uswuch tvorgang. Der Laufer wird mit beider
seits blockierten Lagern tiber die Eigenschwingungszahl der vorgenannten 
Lagerungsart angetrieben, der Antrieb abgekuppelt und ein Lager zum 
Schwingen freigegeben. Die beim Auslauf durch die Unwucht entstehen
den Schwingungen erreichen ihren Hochstwert beim Durchlauf durch den 
Resonanzbereich. Ein mit Reibungshemmung versehener Schreibstift, 
der an einem Gelenksviereck sitzt, markiert dabei auf der Welle die bei 
jedem Umlauf vorhandene Auslenkung neben der vorhergehenden, wobei 
der Endpunkt eines jeden Striches die jeweils groBte Auslenkung darstellt. 
1m Augenblicke der Resonanz wird der letzte Strich auf der Welle markiert. 
Dadurch ergibt sich das Strichdiagramm A in Abb. no. Wenn kein 
DampfungseinfluB vorhanden ware, mtiBte dessen Endpunkt urn nlz 
dem Schwerpunkt nacheilen (Abschn. 1, l). Da hem men de Einfltisse nicht 
auszuschalten sind, laBt man den Korper in der entgegengesetzten Rich
tung laufen und erbalt bei axial verschobenem Schreibstift das Dia
gramm B in Abb. no. ZweckmaBig werden beide Diagramme in der 
gleichen Radialebene markiert, wodurch sich die tiberlagerten Dia-
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gramme C der Abb. IIO ergeben. Die Unwucht des Laufers liegt in der 
Axialebene, welche durch die Wellenachse und die Schnittlinie 00 der 
beiden einander tiberlagerten Diagramme gelegt wird. Das gewahlte 
Ausgleichsgewicht ist daher in dieser Ebene einzusetzen. Durch noch
maligen Anlauf kann man an dem sich neu aufzeichnenden Diagramm 
(bei axial verschobenem Schreibstift) ersehen, ob das Ausgleichsgewicht 
zu groJ3 oder zu klein gewahlt wurde. Die GroJ3e des Ausschlages wird 
auf einer besonderen Tafel an der Lagerstimwand aufgezeichnet und 
tragt, mit der ursprtinglichen in Vergleich gesetzt, zur Abktirzung des 
Verfahrens bei. 1st der Laufer in dieser Lagerung schwingungsfrei, so 
wird in gleicher Weise der Vorgang fUr das blockierte Lager lund das 

Abb. Ill. Automatische, dynamische Auswuchtmaschine von C. SCHENK-Darmstadt. 

freigegebene Lager z eingeschlagen, wobei das durch die Einzelkraft bei 
freigegebenem Lager erzeugte Moment, wie oben beschrieben, zu beheben 
ist. SinngemaJ3 werden etwa verbleibende Unwuchtrestkrafte beseitigt. 

Rotiert der Laufer nun in beiden Lagerarten fliehkraftfrei, so muJ3 
er auch bei beiderseits freigegebenen Lagem schwingungsfrei durch die 
Resonanz laufen. Durch diesen Lauf ist also die Kontrolle fUr die Gtite 
des Massenausgleiches gegeben. Fur normale serienmaJ3ige dynamische 
Auswuchtmaschinen wird der erreichbare Nachweis einer Schwerpunkts
verlagerung von 0,001 mm garantiert. Fur einzelne Falle wurden Wucht
maschinen gebaut, durch die noch Schwerpunktsverlagerungen von 
0,0001 mm nachgewiesen werden konnen. 

Automatische Auswuchtmaschine. Als weitere Form der dyna
mischen Auswuchtmaschinen hat die Firma Schenk eine automatische 
Auswuchtmaschine (Abb. III) entwickelt, in der die unbekannte Laufer
unwucht durch eine in ihrer GroBe bekannte wesensgleiche Gegenfliehkraft 
an einer synchron mitlaufenden Gegenwelle bei gleichbleibender Dreh
schnelle festgestellt wird. Der grundsatzliche Aufbau der Maschine geht 
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aus der Abb. II2 hervor. Der Laufer liegt in oben offenen Rollenlagern; 
die LagerbOcke sind abgefedert. An diese Lager i"t eine Pendelstange an
gelenkt, welche in zwei kugelig einstellbaren Pendellagern lund 2 ge
lagert ist, die in der Langsrichtung auf der Pendelstange verschoben und 
blockiert werden konnen. Durch diese Langsverstellung ist die Moglich
keit gegeben, die Pendeldrehpunkte in jene Lauferebenen zu verlegen, 
die die Auswuchtmassen aufzunehmen haben. Damit entfallt das bei der 
vorhergehend beschriebenen Maschine nach jedem Lauf verbleibende Rest
moment, so daB der Laufer bereits nach zwei Laufen fliehkraftfrei wird. 
An die Pendelstange ist die Gegenwelle angelenkt, welche eine Scheibe 
mit einer bekannten Unwucht tragt. Diese Gegenwelle ist mit der An
triebswelle des Laufers synchron gekuppelt. 

Fur den Wuchtvorgang wird nach der Einstellung der Pendellager I 

und z in die Ausgleichsebenen des Laufers das Pendellager I blockiert, 
das Lager z freigegeben. '/~:.:.:L.~~~~,+ 
Durch die in geeigneter 
GroBe einstellbare Lager
federung wird die fliehkraft
behaftete Laufermasse beim 
Umlauf horizon tale Schwin
gungen ausfUhren, wobei die 
gelenkig mitverbundene Pen
delstange und die mit der 
Lauferwelle synchron mit
laufende Gegenwelle diese 
Schwingung mitmachen, die 
durch die Gegenwucht unter

Abb. IIZ. Grundsatzlicher Aufbau der auto-
matischen Auswuchtmaschine nach Abb. II!. 

stutzt oder gehemmt wird. Der Pendeldrehpunkt aller drei Achsen liegt 
in der Lagerebene des Pendellagers I (linke Ausgleichsebene). Durch 
Verschieben der Gegenwuchtscheibe auf der Gegenwelle sowie Ver
drehung dieser mit der festen Unwucht versehenen Scheibe relativ gegen 
das Antriebsrad durch den Winkelschieber (in der Abb. IIZ durch Schrau
bengewinde dargestellt) wird die Gegenfliehkraft in der Langs- und Um
fangsrichtung der Gegenwelle so verstellt, daB sie der Lauferfliehkraft 
das Gleichgewicht halt, wodurch das gekoppelte System schwingungsfrei 
lauft; dies kann an den eingebauten Schwingungsmessern uberpruft 
werden. Die Winkellage der Lauferunwucht wird an einer Teilscheibe, 
das Unwuchtmoment in Zentimetergramm auf einem MeBtisch im Schnitt
punkt des MeBfadens mit der Gewichtsskala des mit der Unwuchtscheibe 
verschiebbar gekuppelten Gewichtsanzeigers abgelesen. Dadurch ist die 
Ausgleichsmasse fur die rechte Ausgleichsebene bekannt und der Massen
ausgleich kann fUr diese Seite durchgefUhrt werden. Der gleiche Vorgang 
wird bei blockiertem Pendellager z und freigegebenem Lager I fUr den 
Massenausgleich in der linken Ausgleichsebene eingeschlagen. Nach 
diesem Lauf ist der Laufer fliehkraftfrei. Die Gtite des erzielten Massen
ausgleiches ist wieder durch einen Prtiflauf bei abgeschalteter Gegenwelle 
und bei freigegebenen Pendellagern der Pendelstange an den beiden 

Holba, Berechnungsverfahren. 12 
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Schwingungsmessern des MeBtisches feststeHbar. Der Vorzug der Ma
schine liegt darin, daB infolge der Wesensgleichheit zwischen der zu 
messenden und der zur Messung herangezogenen bekannten Fliehkraft 
der Wuchtvorgang unabhangig von der Drehzahl ist, so daB die Maschine 
fUr den zur Messung notwendigen Gleichgewichtszustand keiner Eich
drehzahl bedarf. 

Auswumtapparat von F. PUNG1\.. Ein besonderer Auswuchtapparat 
wurde von F. PUNGA konstruiert. Damit kann die Lage und GroBe der 
Unwucht wahrend des Umlaufes festgestellt werden. Dieser besteht aus 
zwei nebeneinandersitzenden Scheiben, in die am Umfange je ein be
kanntes Gewicht eingesetzt wird. Nach dem Aufsetzen des Apparates 
auf das Wellenende eines in der dynamischen Auswuchtmaschine liegenden 
Laufers wird dieser auf die Resonanzdrehzahl des Systems gebracht, 
wobei die Scheiben mit der gleichen Umlaufszahl wie die Welle rotieren. 
Der Laufer flihrt dabei infolge seiner Unwucht Schwingungen aus. 
Durch Festhalten eines in der Apparatachse befindlichen Stiftes wird 
die Kupplung der Welle mit den beiden Scheiben ge16st. Dadurch er
halten die beiden Scheiben tiber ein eingebautes Planetengetriebe eine 
yom Wellenumlauf und auch voneinander verschiedene Relativbewegung, 
so daB die in den Scheiben eingesetzten Gewichte ihre Lage am Umfange 
andern. Nach einigen Umlaufen des Apparates nehmen sie eine solche 
Stellung ein, daB ihre resultierende Fliehkraft gleichwertig ist der Un
wucht und urn r800 gegen diese verschoben angreift. In diesem Ge
wichtsausgleich rotiert bei freigegebenem Stift (gekuppelten Scheiben) 
der Laufer fliehkraftfrei. N ach dem Stillsetzen der Maschine wird die 
axiale Lage der Unwuchtebene aus der SteHung der Gewichte am Um
fange des Apparates abgelesen; die GroBe des in einer Radialebene ein
zusetzenden Ausgleichsgewichtes ist durch die im Apparat eingesetzten 
bekannten Gewichte und dem Hebelarmverhaltnis von Apparatebene und 
radialer Ausgleichsebene zum Drehpunkt des schwingend gelagerten 
Laufers bestimmt. In der gleichen Weise erfolgt der Ausgleich am anderen 
WeHenende. 

c) Del' Massenausgleim eines starren Llufel's 1m Betrie&e. 

Treten im Betriebe Schwerpunktsverlagerungen auf, so muB der 
starre Laufer in seinen eigenen Lagern gewuchtet werden. Dabei ist zu 
berlicksichtigen, daB die Lager nicht starr, sondern elastisch nachgiebig 
sind, also bei ungewuchteten Laufern Schwingungen ausfUhren. Flir den 
Massenausgleich ist daher die Bahn wichtig, auf welcher sich jeder Punkt 
der geraden Lauferachse bewegt. 

Sind beliebige Fliehkrafte vorhanden, so beschreibt das Wellenmittel 
in den Lagerebenen E1 und E2 sowie an den Enden der Lauferachse 
Ellipsen. In den Punkten Z' und Z" wird die Ellipse auf eine Gerade 
reduziert (Abb. II3). Die so gebildete Achsenflache ist mit der Drehzahl 
veranderlich, die Lagerausschlage sind von den Fliehkraften bzw. deren 
Momenten linear abhangig. 
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Lassen sich die Fliehkrafte auf eine Einzelkraft (oder auf ein Krafte
paar) zuriickftihren, so beschreiben aIle Punkte auBer Z' und Z" der 
Wellenachse Ellipsen, deren Achsen parallel zueinander sind. Die Punkte 
Z' und Z" schwingen phasengleich in der urn den Winkel nlz zueinander 

Abb. II3. Achsenflache eines starren 
Laufers fiir eine bestimmte Drehzahl mit 

beliebigen freien Fliehkraften. 

Abb. II4. Achsenflache eines starren 
Laufers fiir eine bestimmte Drehzahl 

mit einer freien Fliehkraft. 

versetzten y- bzw. x-Achse (Abb. II4). Beziiglich der mathematischen 
Darstellung zur Auswertung auf den Auswuchtvorgang sei auf die Arbeit 
von V. BLAESS verwiesen. Zur Messung der elliptischen Schwingungsbahn 
der Lager werden Phasometer verwendet. Die Auswertung solcher 
Messungen hat S. TIMOSHENKO beschrieben. 

2. Der Massenausgleidl von dastisdlen Uiufern. 

V. BLAESS hat in seiner Arbeit iiber den Massenausgleich rasch um
laufender K6rper auch die elastische Welle untersucht mit dem Ergebnis, 
daB diese nur in der Drehzahl schwingungsfrei lauft, in welcher sie ge
wuchtet wurde, wahrend dariiber und darunter ein absolut ruhiger Lauf 
nicht zu erzielen ist. 

Zum Beweise fur dieses VerhaIten solI eine 
elastische Welle mit drei Massen untersucht wer
den (Abb. IIS).l Die Auslenkung einer Welle, 
welche durch drei in einer Axialebene liegend 
angenommene FIiehkrafte hervorgebracht wird, 
bestimmt sich am Orte der Last I, z bzw. 3 nach 
Abschnitt III, I, GIg. (a) zu 

Yl = (XllFl + (X12F 2 + (X13 F 3' 

Y2 = (X21 F l + (X22 F 2 + (X23 F 3' 

Y3 = (X31 F l + (X32 F 2 + (X33 F 3' 

(a) 

Abb. I IS. Zweifach 
kugelig gelagerte Welle 
mit drei exzen trischen 

Massen. 

Wird angenommen, daB eine Massenverlagerung zuerst nur bei der Masse m1 

dann nur bei der Masse m2, und zuIetzt nur bei m3 vorhanden ist, so ergeben 
sichneun Gieichungen nach Art der Gign. (a). Je drei Gieichungen geben den 
EinfluB einer Schwerpunktsexzentrizitat wieder. Aus den so gefundenen 

1 Die Wellenmasse ist in geeigneter Weise auf die drei Massen aufgeteilt gedacht. 

12' 
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Einzelergebnissen lassen sich dann durch Uberlagerung die tatsachlichen 
V erhal tnisse ermi tteln. 

1st yorlaufig nur die Masse ml mit einer Unwucht behaftet, so er
zeugt sie beim Umlauf die Fliehkraft 

(b) 

Dadurch wird die elastische Welle ausgelenkt und es entstehen auch an 
den Massen m2 und ma die Fliehkrafte 

F12 = m2Y12w2 und F la = maYlaw2. (c) 

Setzt man nun Yll1 Y12 und Yla aus den Gign. (a)l in (b) und (c) ein, so 
erhalt man 

-ml elw2 = (mlw2iXll-I)Fn + mlw2iX12F12 + 
0= m2w2iX21Fn + (m2w2iX22-I)F12 + 

mlw2iXlaFla, 

m2w2iX2aFla, (d) 

0= maw2iXalFn + maw2iXa2F12 + (maw2iXaa-I) Fla. 

Aus diesen in Fik linearen Gleichungen wird Fll1 F12 und F la errechnet zu2 

m 1 m 2 m3 e1 iX23 2 w6 - m 1 e1 w 2 (m2 w 2 iX22 - I) (m3 w 2 iX33 - I) 
Fn = Ll 

(e) 

m 1 m3 e1 w 4 [iX 13 (m2 w2 iX22 - I) - m 2 w 2 iX12 (\32J 
F13 = Ll 

worin L1 die Determinante yon (d) yorstellt. Ersetzt man nun zum 
Zwecke des Massenausgleiches diese drei Fliehkrafte durch ihre Resul
tierende, so erhalt man den gleichwertigen Fall der starren Welle mit 
nur einer Fliehkraft. Nach den Regeln der Statik ergibt sich die resul
tierende Fliehkraft zu 

3 

R] = IF === Fn + F12 + F la (f) 

und der Hebelarm derselben zum Lager A (Abb. IIS) 

Ll = 1: F a === F 11 a1 + F 12 a2 + F 13 a3 (g) 
1:F Fll + F12 + F 13 

In gleicher Weise wird dies fUr eine Exzentrizitat der beiden anderen 
Scheiben durchgefUhrt. Da in den Gign. (e) auch die Drehschnelle 
w enthalten ist, so wird L; auBer yon den elastischen Eigenschaften 
des Systems (ausgedruckt durch die iXik) und der GroBe der Massen im 
wesentlichen durch die Drehzahl bestimmt. Der Massenausgleich eines 
elastischen Laufers ist also nur fur die betrachtete Drehzahl moglich. 
Die Lage und GroBe der Schwerpunktsexzentrizitat hat keinen EinfluB 
auf die Lage der R i • da beim Grenzubergang zur Drehzahl Null die Un-

1 Dabei ist fiir Yl' Y2 und Y3 jetzt Yll' Y12 und Y13 zu setzen. 
2 Die kritischen Drehzahlen errechnen sich aus Ll = 0, da in diesen die Fi = 00 

werden miissen. 
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wuchtebenen zweier sonst gleicher Laufer mit starrer und elastischer 
Welle zusammenfallen miissen. 

Die Unwucht einer mit Scheib en besetzten, elastischen Welle kann 
also fiir jede Drehzahl auf die Unwucht einer starren Welle zuriick
gefiihrt werden, deren storende Impulse in dieser Drehzahl allein durch 
die Lage und GroBe der Ri gegeben sind. Unmittelbar laBt sich veran
schaulichen, daB der bei einer Drehzahl erzielte Ausgleich nur fiir diese 
allein gilt, wenn man den bei der Drehzahl n ausgeglichenen Laufer still
setzt. 1m Stillstande ist jetzt vorhanden: die urspriingliche Exzentrizitat 
der Masse rn1 und die an den Massen 
rn1 und z. B. rn3 angesetzten Aus-
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* 
Abb. II6. Die Lagen der Unwucht
eben en der drei Massen fUr eine end
seitig kugelig gelagerte Welle als Funk-

tion der Drehzahl n. 

2000 

n. 

Abb. II7. Die Lagen der Unwucht
ebenen der drei Massen fiir eine iiber
hangende Welle als Funktion der Dreh-

zahl n. 

gleichsmassen. Jetzt ist leicht ersichtlich, daB die statischen Momente 
der Ausgleichsmassen das Gewichtsmoment des exzentrisch liegenden 
Schwerpunktes der Masse m1 iiberwiegen, da sie in der Betriebsdrehzahl 
auch den Fliehkraften der ausgelenkten zentrischen Scheiben das Gleich
gewicht halten miissen. Dadurch ist die urspriinglich zentrische Masse rn3 
mit einer Schwerpunktsexzentrizitat durch die angesetzte Ausgleichs
masse versehen. 

Fiir die in den Abb. II6 und II7 wiedergegebenen Beispiele hat 
V. BLAESS die Lage der Unwuchtebenen der einzelnen Scheiben als Funk
tion der Drehzahl ermittelt. Liegen die Scheiben, wie in der Abb. II6 
gezeichnet, zwischen den Lagern, so nahern sich die Unwuchtebenen der 
StOrungskrafte mit steigender Drehzahl bis zum gemeinsamen Schnitt
punkte in der kritischen Drehzahl (nkr = I380 Ujmin). Dariiber hinaus ent
fernen sie sich voneinander. Der Ausgleich kann wie beim starren Laufer 
fUr jede Drehzahl (ausgenommen den unmittelbaren Bereich urn die 
kritische Drehzahl) an zwei beliebigen Scheiben vorgenommen werden. 

Sind fliegend angeordnete Scheiben vorhanden, so ist es unter Um
standen bei gewissen Drehzahlen unmoglich, einen Ausgleich zu erzielen, 
wie Abb. II7 zeigt. Die Unwuchtebenen der Scheiben I und 3 liegen 
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vom Schnittpunkte A (n = 2150 U/min) bis zur kritischen Drehzahl 
(n k • = 2850 Ujmin) sehr nahe aneinander, so daB es unmoglich ist, den 
Ausgleich an dies en Scheiben vorzunehmen. Er ist in diesen Bereichen 
nur an den Scheiben I und 2 moglich. Aus dem gleichen Grunde versagt 
wieder der Ausgleich an den Scheiben I und 2 bei Drehzahlen zwischen 
800 und 1300 U/min. Aus den beiden Abbildungen ist noch ersichtlich, 
daB die Unwuchtebenen des elastischen Laufers schon bei n = nk.j2 
merklich von denen des starren Laufers abweichen, die sich bei diesem 
als Parallele zur n-Ordinate darstellen.1 

Der werkstattmaBige Auswuchtvorgang von elastischen Laufern wird 
in zwei Schritte zerlegt. Zuerst wird der Massenausgleich bei geringer 
Drehzahl (also in einem Bereich, in dem der Laufer noch als starr voraus
gesetzt werden kann) wie unter I b vorgenommen. Der Laufer ist dann 
in dieser Drehzahl fliehkraftfrei. Wird er jetzt bei beiderseits blockierten 
Lagern auf seine Betriebsdrehzahl gebracht, so lenkt er sich infolge seiner 
Elastizitat zusatzlich aus. Diese Auslenkung erfolgt aus dem Grunde, 
weil die Unwucht- und die Ausgleichsmassen in verschiedenen Ebenen 
relativ zu den Lagerebenen sitzen, so daB sie ein Biegungsmoment 
erzeugen. Zur Behebung der umlaufenden Auslenkung (Abb. 13) ist ihre 
Lage und GroBe in der Betriebsdrehzahl zu markieren, und es sind 
solange Ausgleichsgewichte langs des Laufers anzusetzen, bis er auch 
in seiner Betriebsdrehzahl wie ein ausgeglichener starrer Laufer um
lauft. Zur Kontrolle ist dann der Laufer nochmals bei geringer Drehzahl 
auf seinen Massenausgleich in den Pendellagern der dynamischen Aus
wuchtmaschine zu untersuchen. 

3. Pcaktisdte Sdtwecpunktsabweidtungen. 

Die noch zUlassige Schwerpunktsabweichung von der Drehachse hangt 
auBer von der Lage der Betriebsdrehzahl zur kritischen Drehzahl von der 
Bauart der Maschine abo 

Werden wie bei Dampfturbinen die Radscheiben stramm auf die 
Welle aufgezogen und die Gehause horizontal geteilt, so kann nach dem 
Wuchten der Laufer als Ganzes eingebaut werden. In diesem Fane wird 
man die Genauigkeit der dynamischen Wuchtmaschine voll ausnutzen. 
Liegt die Betriebsdrehzahl des Laufers weit unter der kritischen Dreh
zahl, so geniigt das Auswuchten bei einer Resonanzdrehzahl von 450 bis 
500 U Imin. Elastische Laufer miissen in ihrer Betriebsdrehzahl nach
gewuchtet werden. Kommt man beim Auswuchten von elastischen 
Laufern in ein Gebiet, in dem ein einwandfreier Ausgleich durch die 
gegenseitige Lage der Unwuchtebenen erschwert ist, so laBt sich Abhilfe 
nur schaffen, indem man die Schwerpunktsexzentrizitaten der Scheib en 
so klein als moglich macht, d. h. daB man die einzelnen Scheiben vor 
dem Aufschieben auf den Laufer auf Schwerpunktswaagen peinlichst 

1 Nach der Definition ist bei einer ideal starren Welle die kritische Drehzahl 
nk'r = 00. 
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genau vorwuchtet. Dieses Verfahren scheint in der Praxis an den 
Scheiben von Dampfturbinen sowie an den hochtourigen schmalen Lauf
radern von Turbokompressoren und Kreiselpumpen ziemlich gebrauch
lich zu sein, so daB im allgemeinen schon ein gut ausgeglichener Laufer 
in die Auswuchtmaschine kommt. In Fallen mit erschwertem Massen
ausgleich wird man konstruktiv auch nicht in die unmittelbare Nahe 
von nkr gehen. 

Die Rotoren von Turbodynamos oder groBen Motoren sind nach dem 
Schleudern in einer Resonanzdrehzahl zu wuchten, welche der Betriebs
drehzahl gleich ist. Die gegenseitige Lage von Wicklung und Laufereisen 
ist Veranderungen je nach der Belastung und der Drehzahl ausgesetzt, 
so daB diese Laufer, gleiche Wicklungslage vorausgesetzt, nur in ihrer 
Betriebsdrehzahl fliehkraftfrei sind. Bei diesen Laufern wird man die 
Betriebsdrehzahl genugend weit von der kritischen Drehzahllegen, damit 
im Betriebe auftretende Verlagerungen der Schwerpunkte nicht st6ren. 
Unter Umstanden wird auch ein Nachwuchten wahrend des Betriebes 
erforderlich sein. Fur kleine Elektromotoren wird eine Schwerpunkts
exzentrizitat von 0,01 mm als zulassig erachtet. 

Laufer, deren Rader von Hand aus einzeln aufgeschoben werden, 
k6nnen beim Auswuchten infolge der Wellen- und Bohrungstoleranz 
keine gr6Bere Genauigkeit als 0,01 mm beanspruchen. Mussen diese 
Rader vor dem Zusammenbau der Maschine von der Welle abgezogen 
werden (z. B. bei Kreiselpumpen mit vertikal geteilten Gehausen), so 
wird sich auch eine Veranderung der Schwerpunktslagen bemerkbar 
machen. Deshalb ist es auch hier empfehlenswert, die Betriebsdrehzahl 
weiter ab von der kritischen Drehzahl zu legen. 

Der Massenausgleich wird vielfach durch Abschleifen des Materials 
an den Radseiten vorgenommen. Dies ist nicht empfehlenswert, weil 
dadurch beim Umlauf periodische Krafte infolge der seitlichen Ver
drangerwirkung der Scheib en entstehen k6nnen, die die Ruhe des Ganges 
ungunstig beeinflussen. ZweckmaBig wird die Uberwuchtmasse durch 
Anbohren von L6chern an geeigneten Stellen (Spannungserh6hung!) ab
genommen, oder es werden besondere Ausgleichsgewichte in hierfur vor
gesehene Ringnuten eingesetzt. 

XII. Die Festigkeitsberechnung der WeHe. 
Die groBen Wellen durchmesser , welche fUr die relativ kleinen Durch

biegunge.~ der unterkritisch laufenden Wellen notwendig sind, ergeben 
fur die Ubertragung des Drehmomentes nur geringe Beanspruchungen, 
so daB i. aUg. mit Siemens-Martin-Stahl (St 60. II - DIN 16II und 
St C 45.61 - DIN 1661) das Auslangen gefunden wird.1 Lauft die Welle 
jedoch uberkritisch, so wird man bei Beachtung der betriebstechnisch 
gegebenen Grenzwerte nkr/n nach Abschnitt X und XI die kritische Dreh-

1 Legierter Stahl beeinfluBt die Hohe der kritischen Drehzahl nicht, da die 
Elastizitatsziffern von legiertem und unlegiertem Stahl praktisch gleich hoch sind. 
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zahl so tief legen, als es praktisch mit der auftretenden maximalen Durch
biegung vereinbart werden kann. Dabei wird es unter Umstanden not
wen dig sein, die Wellenabmessungen nach dem zu ubertragenden Dreh
moment zu uberprufen. Infolge des geringeren Querschnittstragheits
momentes ist auch die Biegungsbeanspruchung zu berucksichtigen. 

Die Beanspruchung der Welle wahrend des Umlaufes setzt sich zu
sammen aus einer wechselnden Biegebeanspruchung a (Belastungs
fall III) und einer nahezu konstanten Drehbeanspruchung l' (Bean
spruchungsfall I oder zwischen I und II liegend).l Die der Wellen
berechnung zugrunde zu legende Festigkeitshypothese hangt nun bei 
gleichartigem Werkstoff und gleichem Belastungsfall vom Verhaltnis
wert: Zugstreckgrenze/Drehstreckgrenze oder Wechselbiegefestigkei t/ 
Wechseldrehfestigkeit abo Fur Stahl haben Ros und EICHINGER den Ver
haltniswert as/1's = r,73 gefunden. Den gleichen Zahlenwert erhielt 
R. SCHEU an polierten Stahlen als Verhaltnis Wechselbiegefestigkeit/ 
Wechseldrehfestigkeit.2 Dieser Verhaltniszahl entspricht die Hypothese 
der graB ten Gleitarbeit von HUBER-HENCRY, bei welcher die resultierende 
Vergleichsspannung av der Beziehung 

a v = V a2=-+-'----;( r-, 7-3-1'-:--:::) 2 (a) 

folgt. Die Beziehung (a) gilt nur bei gleichem Belastungsfall fUr a und1' 
(z. B. III allein, II allein oder I allein) ohne Einschrankung. Urn auch 
die einzelnen, verschiedenen Belastungsfallen angeharenden Wellen
beanspruchungen durch eine gleichwertige resultierende Vergleichs
spannung av ersetzen zu kannen, ist nach C. BACH l' aus dem Belastungs
fall I (oder II) durch Multiplikation mit dem Berichtigungsbeiwert iXo auf 
den Belastungsfall III zu beziehen. Die Beziehung (a) ist daher ein 
Sonderfall des allgemeinen Ausdruckes 

av = Va2 + (r,73 iX01')2. (b) 

Der Berichtigungsbeiwert iXo hangt nur von dem Verhaltnis der Werkstoff
festigkeiten bei gleicher Spannungsart, jedoch bei verschiedenen Be
lastungsfallen abo Urn fur die einzelnen Kombinationen die iXo-Werte 
zu erhalten, werden im Mittel nach den Dauerfestigkeitsschaubildern 
(herausgegeben vom V. D. 1.) in den Belastungsfallen I II III 

die Grenzbeanspruchungen 
und 
fUr Stahl im Mittel im Verhaltnis 

as au aw 
1's 1'u 1'w 

3/2: 3/2: r 

angesetzt, wobei von der Wechselfestigkeit ausgegangen wird. Fur den 
Berichtigungsbeiwert iXo ergibt sich dann nach M. ENSSLIN das Schema: 

1 Das Wort Belastungsfall ist in diesem Abschnitte in anderer Weise gebraucht 
als in den iibrigen. Darunter wird hier die Belastung der Welle durch ruhende (I), 
schwellende (II) oder wechselnde Beanspruchung (III) verstanden. wie in der Festig
keitslehre gebrauchlich. 

2 Dieser Wert ist im Mittel auch den Dauerfestigkeitsschaubildern. herausgegeben 
vom FachausschuB fur Maschinenelemente beim V. D. I., zugrundegelegt. 



Die Festigkeitsberechnung der Welle. 

Berichtigungsbeiwerte CXf. 

Drehbeanspruchungsfall 
Belastungsfall 

I II III 

Bi"'b,"n,pm'hnn"'hll! I: I 
3/2 

3/2 

III 2/3 2/3 

deren Zahlen nur unter den genannten Voraussetzungen Gultigkeit haben. 
Aus dem Schema ist ersichtlich, daB fur gleichartige Belastungsfalle 
(as •.. i s, au.· .iu , a w •• .iw) infolge iXo I sich (a) ergibt. 1m Belastungs
fall a w ••• i s wird is durch iXo = 2/3 auf eine dem Fall III gleichwertige 
Drehbeanspruchung iXoi reduziert. 

In den Beziehungen (a) und (b) ist a = Mb/Wb bzw. i = Md/W p 

= Ma/2 Wb die nominelle Beanspruchung durch das Biegemoment und 
das Drehmoment, so daB (b) 

a d3
:Tl _ VM 2 + ( M d )2 (85) 

v 32 - b 1,73 

wird. ErfahrungsgemaB ist fUr St 60. II ein av bis 450 kg/cm2, fur 
legierten Stahl VeN 25 w ein av bis 650 kg/cm2 zulassig. 

Die Wellenbeanspruchung laBt sich auch auf Grund elastizitatstheo
retischer Untersuchungen, also mit Berucksichtigung der Spannungs
erhOhungen an Unstetigkeitsstellen wie Wellenabsatzen, Gewinden, Keil
bahnen usw., ermitteln. Sie hat nur dann Wert, wenn die Grenzfestigkeits
zahlen des Werkstoffes bei den einzelnen Beanspruchungsarten be
kannt sind. Dabei besteht jedoch im vorliegenden, zusammen
gesetzten Belastungsfall die Schwierigkeit, daB die Oberflachengiite des 
Werkstuckes, unter Umstanden auch Korrosion, die Grenzfestigkeit aw 
(III) stark vermindert, wahrend fUr is diese Einflusse ausscheiden, also 
eine eindeutige Vergleichsspannung av nicht angegeben werden kann. 
Hieruber fehlen noch einschlagige Versuche, so daB vorlaufig die sum
marische Betrachtung nach GIg. (85) mit bewahrten Werten von a" 
herangezogen werden muB. 

Abhangigkeit der Elastizitatsziffer E [kg/mm2] von der Temperatur 
(R. BAUMANN, V. D. I.-Forschungsheft 295). 

Temp.oC 
St 60 . I I 

VCN 25 

20 

2075 
2120 

100 

2035 
2060 

200 

1990 

201 5 

300 

1910 

1900 
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III. Heft: Wellen und Lager. Mit 141 Textabbildungen. II, 86 Seiten. 1929. 
RM 5.94 

IV. Heft: Reib- und Radertriebe. Mit 196 Textabbildungen. II, 97 Seiten. 
1929. RM 7.02 

V. Heft: Elemente der Kolbenmaschinen. RohrIeitungen. Mit 153 
Textabbildungen. II, 86 Seiten. 1931. RM 6.30 

Heft I-V in einem Band gebunden RM 32.40 
Einbanddecke zu Heft I-V RM 1.80 

Die Maschinenelemente. Ein Lehr- und Handbuch fur Studierende, Konstruk
teure und lngenieure. Von Prof. Dr_-Ing. F. Rotscher, Aachen. 

Erster Band: Mit Abbildung 1-1042 und einer Tafel. XX, 600 Seiten. 1927. 
Gebunden RM 36.90 

Zweiter Band: Mit Abbildung 1043-2296. XX, Seite 601-1354. 1929. 
Gebnnden RM 43.20 
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