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Vorwort.

Im Gesamtaufbau einer Maschine muB neben der Einhaltung der
Gewihrleistungen die volle Betriebssicherheit gefordert werden. Aus
diesem Grunde ist bereits bei der Konstruktion auf jene Umstéinde
volles Augenmerk zu richten, die aus rein physikalischen Ursachen zu
Stérungen AnlaB geben kénnen. Zu diesen gehort unter anderem die
Kenntnis der kritischen Drehzahl des Liufers. Aber nicht nur aus dem
eben erwihnten Grunde ist diese Kenntnis wichtig, sondern auch aus
wirtschaftlichen Erwigungen heraus. Trotz ihrer Wichtigkeit fiir die
technische Praxis fehlte aber bisher eine zusammenfassende Darstellung
der Berechnungsverfahren zur Bestimmung der kritischen Drehzahlen
von geraden Wellen fiir die verschiedensten Lagerungs- und Belastungs-
fille. Im nachfolgenden wird daher versucht, die in der Literatur stark
verstreut vorliegenden Ergebnisse dieses Zweiges der dynamischen
Mechanik zusammenfassend zu beschreiben, wobei in erster Linie auf
die Erfordernisse des Konstrukteurs Bedacht genommen werden soll.
Durch das Ausscheiden der kritischen Torsionsdrehzahlen ist damit
der Inhalt und der Bereich dieser Arbeit umrissen.

Die Anordnung des Stoffes geht von der iiblichen Aufgabenstellung
der Mechanik aus, fiir idealisierte Belastungszustinde innerhalb der
Giiltigkeit des HookEschen Gesetzes die allgemein giiltigen Beziehungen
abzuleiten, die gleichzeitig einen guten Einblick in das Wesen des Vor-
ganges gewdhren. Dabei sind die verschiedenen Einfliisse, die auf die
kritische Drehzahl einwirken, grundsitzlich am gleichen Lagerungsfall
untersucht. Dadurch ist die Moglichkeit gegeben, diese Einfliisse in
ihrer GroBenordnung vergleichsweise gesetzmiBig zu erfassen und jene
auszuscheiden, die bei der praktischen Auswertung ohne Belang sind.
Daran anschlieBend werden graphische und analytische Methoden zur
Bestimmung der kritischen Drehschnelle fiir beliebige Lagerungs- und
Belastungsfille angefithrt. Diese sollen dem Konstrukteur die fiir den
betreffenden Lagerungsfall noch ausreichenden Methoden der analytischen
oder graphischen Ermittlung angeben. Im besonderen wurde darauf
hingearbeitet, die Genauigkeits- und Gebrauchsgrenzen der einzelnen
Verfahren aufzuzeigen.

Aus der groflen Zahl der Behandlungsmethoden wurden bei der Er-
mittlung der kritischen Drehzahlen mehrfach belasteter Wellen zur
Stiitzung der Naherungsverfahren fast durchwegs die EinfluBzahlen
herangezogen. Die Ubersichtlichkeit und gute Einordnung bei ihrer
Anwendung hat bereits R. GRAMMEL gezeigt. Dadurch ist allen Verfahren
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eine gemeinsame Basis gegeben, die ihre Anwendung erleichtert. In
weiterer Folge sind Einzelgebiete behandelt, die mit dem Hauptproblem
innig zusammenhidngen und deren Kenntnis zur Klarstellung der Ver-
hiltnisse unerlidBliche Bedingung ist.

Die den einzelnen Verfahren beigegebenen Beispiele erheben keinen
Anspruch, praktisch vorkommende Fille mit aller Schirfe wiederzugeben.
Der Hauptwert wurde vielmehr darauf gelegt, einen leicht tibersehbaren
Rechnungsgang zu erhalten. Fiir praktisch vorliegende Aufgaben wird
es von der gewiinschten Genauigkeit abhingen, welche Vereinfachungen
im Ansatz noch zuldssig sind.

Abweichend von der iiblichen Bezeichnungsweise wurde bei mehrfach
belasteten Wellen statt dem Worte Durchbiegung der Ausdruck Aus-
lenkung gebraucht. Dies schien notwendig, um Verwechslungen zu ver-
meiden, da fiir die technisch vorliegenden Liufer die statische Durch-
biegungslinie und die statische Auslenkungslinie infolge der teilweise
verschieden einzufiihrenden Kraftrichtungen nicht mehr 4hnlich sind.
Zur leichteren Ubersicht bei der Anwendung sind nur die Endgleichungen
mit Ziffern versehen, wihrend die Ansatzgleichungen und Entwicklungen
nach dem Alphabet bezeichnet sind.

Im letzten Abschnitt ist das benutzte Schrifttum angefithrt. Die
gleichartige Darstellung machte vielfach eine Anderung der Behandlungs-
methoden bzw. der Zahlenausdriicke in den Gleichungen gegeniiber der
Originalabhandlung notwendig. Die aus den einzelnen Arbeiten ver-
wendeten Abbildungen sind im Schrifttum angefiihrt. Von den Firmen
AEG-Berlin und C. Schenk-Darmstadt wurden in dankenswerter Weise
Abbildungen zur Verfiigung gestellt.

Damit ist in groBen Ziigen angedeutet, welche Einfliisse und Er-
wigungen an der Abfassung dieser Arbeit teilnahmen. Trotz der Viel-
faltigkeit, die die Aufgaben der Praxis kennzeichnen, hoffe ich, alle
Grundlagen bereitgestellt zu haben, um in jedem einzelnen Fall einen
Ansatz und eine ausreichende Loésung zu ermoglichen.

Abschliefend ist es mir eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. Dr.-Ing.
Dr. R. GRAMMEL an dieser Stelle fiir wertvolle Anregungen zu danken.
Meiner Frau danke ich fiir die treue Mitarbeit. Dem Verlag danke ich
fiir die Sorgfalt der Ausfiihrung und fiir das Eingehen auf meine Wiinsche.

Stockerau, im Mai 1936.
]J. J. Holba.
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Alfgemeine Bezeichnungen.

MaBsystem: cm, kg, sek.
o, = EinfluBzahl (Durchbiegung unter einer Einheitskraft)

a = Lastabstand vom Auflager

b; = angenommene Auslenkung der Welle
¢ = Kraglinge

d = Wellendurchmesser

fo = gleichwertige Auslenkung der Welle

fs u. f;;, = statische Auslenkung

h = Scheibenhéhe

! = Auflagerentfernung (Ausladung)

R = auBerer Scheibenhalbmesser

¥ u. ¥;,, = dynamische Wellenauslenkung

J = a* m/64 aquatoriales Wellenquerschnitts-Triagheitsmoment

D = Druckkraft

F = Fliehkraft

G = Gewicht einer Radscheibe oder des betrachteten Trommel-
teilstiickes

H, = Horizontalzug im Krafteplan

Q = Querkraft

Z = Zugkraft

w = Betriebsdrehschnelle

w, = Hilfsdrehschnelle

wy, = kritische Drehschnelle fiir eine Welle mit Einzelmasse

Wy = wy,7= kritische Drehschnelle erster Ordnung tiir beliebig
belastete Wellen

y,, ;7 = kritische Drehschnelle zweiter Ordnung

wy; = kritische Drehschnelle bei der Prazession im Gleichlauf

n = Betriebsdrehzahl (= 30 w/n)

= kritische Drehzahl (= 30 wy,/n)

= Kreiselmoment bei der Prédzession im Gleichlauf

= Biegungsmoment

M, = Hilfsmoment bei der Drehschnelle w,

M ; = Drehmoment

H, = Horizontalzug im Momentenflichen-Belastungsplan

A = axiales Massentragheitsmoment der Scheibe, bezogen auf
ihre Drehachse

B = 4quatoriales Massentrigheitsmoment der Scheibe, bezogen
auf jhren Durchmesser

E = Elastizitatsziffer

m = G[g Masse einer Radscheibe oder eines Trommelteilstiickes

y = spez. Gewicht

g = 981 cm sek™? Schwerebeschleunigung

¢ = A/B Verhaltniswert der Massentriagheitsmomente
tg = Tangens der Kreisfunktionen

Tg = Tangens der Hyperbelfunktionen

cm
cm
cm
cm
cm
cm
cm
cm
cm
cm
cm
cm?
kg
kg

kg
kg
kg
kg
sek™1
sek—1
sek—1

sek™1
sek~1
sek™1
U/min
U/min
cmkg
cmkg
cmkg
cmkg
cm?kg

cmkgsek?

cmkgsek?
kgem—2
kgsek?cm™1
kgem—3
cmsek 2



Einleitung.

Wird die Drehzahl einer mit Scheiben belasteten Welle gesteigert, so
gerit sie bei bestimmten Drehzahlen in heftiges Schleudern, das ein
starkes Verbiegen oder den Bruch der Welle zur Folge haben kann, wenn
die Scheibenschwerpunkte nicht genau in der Wellenachse liegen. Auch
bei sorgfiltigster Herstellung und darauffolgendem Massenausgleich ist eine
kleine Exzentrizitit der Schwerpunkte nicht zu vermeiden; daher wird
mit dem Auftreten von gefihrlichen Auslenkungen im kritischen Zu-
stande zu rechnen sein. Das Verhalten der Welle ist nur in den so-
genannten kritischen Drehzahlen unstabil, wahrend geniigend unterhalb
und oberhalb ein ruhiger, stabiler Lauf mdglich ist.

Die Erkenntnis und Nutzanwendung dieses Vorganges verdankt man
dem schwedischen Ingenieur DE LavaL. Durch die daran anschlieBenden
theoretischen und experimentellen Untersuchungen von A. FOppL,
A. StopoLra, S. DUNKERLEY u. a. wurden die dynamischen Vorginge ge-
klart und die Grundlagen fiir die Ermittlung der kritischen Drehzahlen
geschaffen. Die kritischen Drehzahlen lassen sich danach berechnen als
jene Drehzahlen, fir die die Wellenauslenkung co wird, wenn die
Massenschwerpunkte nicht genau in der Wellenachse liegen oder als
jene Drehzahlen, in denen auch ein dauernder Umlauf ohne Eigen-
storung in oder in einem frei bestimmten Abstand um die raumfeste
Ruhelage der Wellenachse mdglich ist, wenn die Massenschwerpunkte
genau in die Wellenachse fallen.

Die Berechnungsverfahren der kritischen Drehzahlen gruppieren sich
nun in solche, bei welchen zur Auffindung der Eigenwerte (w,,) der Betrag
der Auslenkung unter der Last gentigt, und in solche, welche zur Be-
stimmung der Eigenwerte noch die Kenntnis der Eigenfunktion (flieh-
kraftelastische Linie) verlangen. Zu den ersten gehoren die Systeme nach
den Abschnitten I und II, wihrend die anderen die praktisch wichtigen
Systeme beliebiger Belastung, beliebiger Lagerung und beliebiger Quer-
schnittsabmessungen umfassen. Durch diese Aufgabenstellung, gefordert
aus der Nichtiibereinstimmung der gewichtselastischen Linie mit der flieh-
kraftelastischen Linie, werden die anfangs nur nidherungsweise erhaltenen
Losungen der zweiten Gruppe einer Uberpriifung zugénglich und kénnen
durch sinngemifle Verwendung des Ergebnisses den Eigenwerten prak-
tisch genau angenihert werden.

Mit dem Vermeiden dieser kritischen Drehzahlen ist es aber allein
nicht getan; zur Erzielung eines ruhigen Laufes miissen auch die Schwer-
punkte des Liufers in geeigneter Weise in die Wellenachse gelegt werden.

Holba, Berechnungsverfahren. I



L. Kritische Drehzahl von glatten, masselosen Wellen
mit Einzelmasse.
1. Lotrecht gelagerte Welle ohne Kreiselwirkung.

Bezeichnungen:
e = Schwerpunktsexzentrizitiat cm
k = Tragheitshalbmesser der Scheibe cm
v = Radius der Fliehkraft cm
P = elastische Wellenkraft kg
« = elastische Wellenkraft fiir y = 1 kg/cm
t = Zeit sek

Aufgabenstelfung. Auf einer lotrechten, an beiden
Enden in starren Lagerstindern kugelig gelagerten und
masselos angenommenen Welle sei eine symmetrische
schmale Scheibe von der Masse m nach Abb. 1 genau
senkrecht aufgekeilt. Der Schwerpunkt S der Scheibe
soll vom Wellenmittel M um den Betrag ,,¢' entfernt
liegen (Abb. 2a). Bei der Drehung der Welle tritt an
der in der Ebene EE bewegten Scheibe infolge der
Schwerpunktsexzentrizitit eine Fliehkraft

Abb.1.Lotrechte,
kugelig gelagerte,
masselose Welle
mit einer Einzel- F = mrw? (@)
masse, unterkri-
tisch laufend.

auf, welcher die der Durchbiegung y proportionale
0 DurchstoBpunkt der Biegungssteifigkeit

Lagerverbindl.mgsgerz.a» P = xy (b)
den durch die Schel o1 ausgebogenen Welle das Gleichgewicht zu halten

benebene EE, M Mittel- A N )
punkt der Scheibe sucht.! Wird von der inneren Reibung und von Ober-

p‘};";:;l?gc“;?;‘;zkt flichenwiderstdnden durch das umgebende Mittel ab-
der Scheibe. gesehen, so ist ein stationdrer Umlauf nur mdglich,

wenn beide Krifte gleich groB sind und die Punkte

O M S in einer Geraden liegen. Dies schlieBt zwei mogliche Fille ein.

Der Schwerpunkt S liegt auBerhalb von UM und bewegt sich auf

einem Kreise mit dem Radius # = y + ¢ um die urspriingliche Ruhelage
00 der Welle (Abb. 2b). Dann gilt

m(y + e) w* =y (c)

1 Unter Voraussetzung kleiner Durchbiegungen, fiir die in der Gleichung der
elastischen Linie y”’/(1 4 y'%)%: = — M/E] das y2 gegen Eins vernachlissigt werden
kann, wodurch sich die reduzierte Gleichung y’" = — M/E] ergibt, die in der
Festigkeitslehre durchwegs angewendet wird. Z. B. Hiitte, Bd. I, 26. Aufl,, S. 599.
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und

— (1)

mw?
Ist x = mw?, so wird dieser Ausdruck fiir y = oco. Dies entspricht der
kritischen Drehschnelle

0 = @yt = (2)
Die kritische Drehzahl der Welle ist

30
Ny = *; Wiy (3)

Die geradlinige Aufeinanderfolge der o) ap Y w<wy,
Punkte O M S bestimmt den sogenannten \
unterkritischen Bereich.

Der dynamische Charakter der Glg. (2)
geht aus dem Umstande hervor, daf sie
neben der statischen GroBe o (Elastizi-
tatscharakteristik des Systems im be-
trachteten Punkt) die Masse m der r—s eyt
Einzellast enthalt. Unter Elastizitits- e in Rube.

R . . . Unterkritischer
charakteristik soll dabei die elastische relativer Dauer-
Kraft verstanden werden, die die Welle zustand.

ausiibt, wenn sie im betrachteten Punkt Abb. 24 und 4. Relative Schwer-
um die Einheit ausgelenkt wird. Sieent- Punktslage fiir & < w;, bei Ver-
halt in dieser allgemeinen Fassung keine ~7Pachlassigung der inneren und
Vorschrift iiber die Art der Lagerung oder o Dusciut ?Be:‘: Rfib“ng!‘). .
sonstiger dulerer Bedingungen ; die Masse raden doch i Sibirenbens BT
m ist stets unabhingig davon. Die Glg. (2) (Bildebene).

gilt daher ohne Einschrinkung zur Er-

mittlung der kritischen Drehschnelle von beliebig gelagerten, masselosen
Wellen mit einer Einzelmasse.

Untersucht man nun, welche dulere Bedingungen neben der Lagerung
auf « einwirken, so ergeben sich zwei Gruppen.

Zur ersten Gruppe gehdren jene einfachen Systeme, deren Elastizitits-
charakteristik durch die Abmessungen der Welle, durch ihre Lagerung,
durch den Lastangriffspunkt und durch den verwendeten Werkstoff be-
stimmt ist. Ein Beispiel dazu ist das System nach Abb. 1. Hierfiir ist

P 48EJ
X = 7 = 4T , (d)
und nach (2) -
wkr2 - 47[% (2 a')

Uberlagert man in diesen Fillen der Fliehkraft eine weitere Kraft (z. B.
Riemenzug, Zahndruck) mit einer dieser gleichartigen Wirkung, so kann
dadurch & und damit w,, nicht gegeniiber dem urspriinglichen Werte
geandert werden.

I*
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Die zweite Gruppe umfaBt solche Systeme, bei welchen die Elastizitits-
charakteristik auler durch die vier gegebenen Bedingungen noch durch
zusitzlich wirkende Krifte oder Momente von anderem Wirkungssinn als
dem der Fliehkraft bestimmt wird. Zu diesen Bestimmungsstiicken ge-
hort die Mitberiicksichtigung der Querkraft auf die Durchbiegung, das
Vorhandensein eines Kreiselmomentes, einer Lingskraft, eines Dreh-
momentes oder einer Lagerelastizitit. Sie haben eine steilere oder
flachere Elastizitdtscharakteristik und daher auch eine andere kritische
Geschwindigkeit zur Folge als jene Systeme, bei welchen die vier ge-
nannten Bestimmungsstiicke die Systemelastizitit eindeutig festlegen.
Im ersten Abschnitt sind diese Fille behandelt und mit den einfachen

Systemen verglichen.
\ In der kritischen Drehzahl ist die Be-
wegung nicht stabil. Die Schwerpunkts-
A exzentrizitit MS = e steht senkrecht
auf OM = y, der Schwerpunkt eilt der
groBten Wellenauslenkung um 7/2 vor-
aus (Abb. 2¢).
Die Hohe der kritischen Drehschnelle

c) wsw,”,\ 1) w>ay,

=yt et r=y—e¢ ist nach (2) unabhingig von der Grofle
Kritischer Uberlitischer der Schwerpunktsexzentrizitit. Diese
Momentan- relativer Dauer- .. .
zustand. zustand. hat zur Folge, daB fir w = w;, bei

Abb. 2¢ und d. Relative Schwer- © > O_die Bewegung unstal?il ist, weil y
punktslage fir < w,, bei Ver- stindig wichst, wihrend mit e = o nach
nachlissigung der inneren und Glg. (1) die Auslenkung y unbestimmt
iuBeren Reibung. wird, die Bewegung bei jeder Auslen-
kung im indifferenten Gleichgewicht er-
folgt. Die kritische Drehzahl kann daher auch als jene Drehzahl definiert
werden, in der ein Umlauf dauernd ohne Eigenstérung méglich ist, wenn
die Scheibenschwerpunkte genau in der Wellenachse liegen. Von dieser
Definition wird bei den spiter angegebenen allgemeinen Verfahrensarten
zur Ermittlung der kritischen Drehschnelle beliebig belasteter Wellen
Gebrauch gemacht.

E. SCHWERIN hat die Stabilitit umlaufender, radial und axial belasteter Wellen
unter Anwendung der ungekiirzten Gleichung der elastischen Linie untersucht
und gefunden, daB die Schwerpunktsexzentrizitit die Héhe der kritischen Dreh-
schnelle beeinfluBt. Nach dieser Quelle ist der Lagerungsfall nach Abb. 1 ohne
Langskraft ein Sonderfall der gleichzeitig radial und axial belasteten Welle und
die kritische Drehschnelle, mit ¢ abnehmend, niherungsweise durch

48E]
O mi3

1 — 8,666 ;) (2b)

gegeben. Geht ¢ zur Grenze Null, so geht (2b), wie erforderlich, in (2a) iiber. Indes
ist e fiir tatsiachlich vorkommende Falle zufolge des geforderten ruhigen Laufes
eine so kleine Zahl (GréBenordnung von 102cm) im Vergleich zur Lagerentfer-
nung / (GréBenordnung von 10?2 cm), daB ihr EinfluB auf die Hohe der kritischen
Drehschnelle praktisch bedeutungslos ist.
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Nimmt in

— (1)

—1I

y:

o4
maw*
o/mw? noch weiter ab, was durch weiteres Wachsen von w erreicht wird,
so wird &/mw? < 1 und y negativ. Beim Uberschreiten der kritischen
Drehschnelle wandert der Schwerpunkt S in die Verbindungsgerade OM
(Abb. 2d). Das negative Vorzeichen fiir y bringt den Phasenunterschied
um den Bogen & zwischen den Richtungen von y und e zum Ausdruck.

Die geradlinige Aufeinanderfolge der Punkte OSM kennzeichnet den
sogenannten {iberkritischen Be-
reich.

y nimmt mit steigender Dreh-
schnelle ab. Fir o = oo wird
y = —e¢, d. h. die Scheibe rotiert
um ihren Schwerpunkt, wihrend
die um e ausgebogene Welle einen

SN Al
N W R O
: y

Kreis um S mit dem Halbmesser 7
e beschreibt. 0

47 0% G5 Q8 0 12 1% 16 43
w/w}r

Abb. 3. Verhaltniswerte y/e und 7/e

in Abhéangigkeit von w/w;, nach den

Markiert man die Auslenkun-
gen der Welle bei den betrachte-
ten Zustinden, so liegen die

Marken bei der ruhenden Welle Glgn. (4) und ().

in der Richtung

(Abb. 2b, ¢, d) MS 1 MS SM
wenn die Markierung bei w < Wy = Wy, > Wy

vorgenommen wurde.

Dies ist beim Massenausgleich fiir das Anbringen der Auswuchtmasse
zu beriicksichtigen. Da praktisch nur der Betrag der Auslenkung inter-
essiert, so soll vor die linke Seite von (1) im {iberkritischen Bereich das
negative Vorzeichen gesetzt werden, wodurch sich y als positiv errechnet.
Wird auflerdem nach Glg. (2) fiir «/m = w,,? geschrieben, so ergibt sich

(4
y==L ( Oy )2_ L (4)
w

und der Radius der Fliehkraft, wenn w nicht in unmittelbarer Nihe von
wy, liegt,

[

I —
WOy

+ gilt fiir unterkritischen, — fiir iiberkritischen Lauf. Diese beiden
Beziehungen sind in der Abb. 3 graphisch dargestellt. Nach (4) und (5) ist

r=4 (5)

yle = 1 fiir w/wy, = 0,707 oder 4+ oo,

rle =1 fir o/w,, =0 oder 1,414.
Die beim Umlauf in den exzentrisch liegenden Schwerpunkten ent-
stehenden Fliehkrifte sind also die Ursache, daf3 die Welle Auslenkungen
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um ihre Ruhelage erfihrt. Sie ergeben eine mit der Periode eines Um-
laufes nach GroBe und Richtung verdnderliche Lagerbelastung und daher
Veranlassung zu Schwingungen der Maschine und des Fundamentes. Da
die Fliehkrifte proportional der Schwerpunktsentfernung » von der ur-
spriinglichen Ruhelage O sind (Abb. 3), so werden bei gleichem absoluten
Abstand von w,, oberhalb der kritischen Geschwindigkeit die Fliehkrifte
und mit ihr die Unruhen der Maschine kleiner sein als bei unterkritischem
Lauf, was auch aus Beobachtungen hervorgeht.

Nachweis der Punktlagen OMS.

Im folgenden soll mittels der Differentialgleichungen der Scheibenbewegung
untersucht werden, ob die angegebene Lage der Punkte OM S im unter- und iiber-
kritischen Bereich unter den gemachten Vor-
4&“0 aussetzungen beziiglich der Reibungsfreiheit
S w dauernd méglich ist.
I Es sei der allgemeine Fall angenommen,
/11_ . i” daB die Punkte OM S nicht in einer Geraden
7
P-pry
wWw=u+v

M } liegen. Die augenblickliche Lage des Schwer-
punktes ist in einer senkrecht zur Lagerverbin-
dungsgeraden OO liegenden Ebene durch die
Koordinaten & und # nach Abb. 4 festgelegt.
§ Die Schwerpunktskoordinaten in bezug auf den
ScheibendurchstoBpunkt M in der &- und
Abb. 4. Bewegungszustand des n-Richtung sind ecos® und esin®. In dem
Scheibenschwerpunktes S. dargestellten Bewegungszustand bewegt sich
der Schwerpunkt S um O mit der Préazessions-
drehschnelle 4 = dg/df, wahrend die Scheibe gleichzeitig um S mit der Eigen-
drehschnelle v = dy/d¢ umliuft. Die resultierende Drehschnelle (Betriebsdreh-
schnelle) @ ist dann bei einer Scheibenlage gemaB Abb.1 (parallele Dreh-
schnellenvektoren) und der angegebenen Winkelbeziehung der Abb. 4

w=pu + v = dd/dt. (e)
Wihrend des Umlaufes greifen im Schwerpunkt die Massenkraft und die elastische
Wellenkraft an. Im zugrundegelegten Koordinatensystem bestehen daher fiir das
Gleichgewicht die Beziehungen:

m%——}—a(é‘—ecos@):o,

|

|
-uft

I

|

e ——

o 0)

"

Dazu kommt noch die Bewegungsgleichung fiir die Drehung der Scheibe. Das von

der Welle auf die Scheibe iibertragene Drehmoment um den Pol O hat die GroBe

ad d? az

Mp=mk*—; +m(§ d,z —N—n ) (8)

Darin ist £ der Tragheitsradius der Scheibe, bezogen auf die durch S gehende Haupt-

achse. In (g) ist der erste Summand das Moment infolge der Scheibenbewegung

um den Schwerpunkt, der zweite Summand das Moment der im Schwerpunkt

vereinigt gedachten Masse um O.

Ist das Beschleunigungsmoment Mp = o, was z. B. im stationiren Zustand

der Kraftiibertragung zutrifft, so ist w = konst.; damit wird aus (g) und (f)

/6 =tg P, v=0, w = dP/dt = u = konstant,

+ x(n —esin®) = o.
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und als partikulare Losungen der Glgn. (f) und (g) erhilt man zwei Lagen fiir den
Schwerpunkt S:

p =0, ® = ¢ und die Schwerpunktskoordinaten (v < wy,),

E=rcosp, n=rsing; (h)

py=mn, ®= ¢+ 7 und die Schwerpunktskoordinaten (w > wkr)'
E=rcos(p+m)=—rcosg, .
7= vsin (p + 7)) = —rsin @. @

Setzt man (h) und (i), bzw. ihre Ableitungen in die Glg. (f) ein, so erhilt man mit
afm = wy,? fir 0 < wy, die Glg. (5)
e

r=+ AR (5)
] —
( Wiy )
Damit ist bewiesen, daB sich der Schwerpunkt fiir @ < wy, auf einem Kreise bewegt,
dessen Halbmesser bei gegebener Exzentrizitait ¢ nur von dem Verhiltnis w/wy,
abhangt; die geradlinige Stellung der Punkte O M S nach Abb. 2b und 2d ist sonach
als stabile Lage moglich.

A. FoppL hat die allgemeine Losung der Glg. (f) angegeben. Nach dieser ist
auBer der schon erhaltenen Kreisbewegung noch eine von der Schwerpunkts-
exzentrizitit unabhangige elliptische Bewegung des Schwerpunktes moglich, die
aber auch ohne Dampfung keine unendlichen Werte annehmen kann und praktisch
durch die vorhandenen Bewegungswiderstinde vernichtet wird.

Bestimmung der Lage von y zu ¢ und der Schwerpunktsbahn in der
kritischen Drehzahl

Mit Hilfe der Glgn. (f) und (g) 1aBt sich nach H. LoreNz die Bahn des Schwer-
punktes bestimmen, wenn die Welle, in einer Fithrung auf die kritische Drehschnelle
gebracht, plétzlich freigegeben wird und mit w,, = konstant weiterlauft.

Multipliziert man die erste Gleichung von (f) mit 7, die zweite mit & und sub-
trahiert sie voneinander, so erhilt man mit «/m = wy,?

a2 d*n .
7]7):?—57?{=wkr2e(ncosd§—§sm¢). (k)

Die Lage des Schwerpunktes S ist vom Ursprung O durch #2 = £2 4 52 und von
der &-Achse durch den Winkel ¢ festgelegt. Die linke Seite von (k) wird dann mit

@PE|dir = dvgldt und d2nfdet = dvydt,
q2¢ a2y

a a dp
- p— . s — —_— — 2 TV .
R e R A )

Die Beziehung (1) stellt das Differential der statischen Momente der Geschwindig-
keitskomponenten, bzw. des resultierenden Geschwindigkeitsmomentes »2dg/dt = r*u
bezogen auf den Ursprung O, vor. Die Glg. (1) kann daher mit (k) auch

a
— (2 u) = e wy,? (ncos D — & sin D) (m)
geschrieben werden. Setzt man nun in (g) dem Ausdruck (k) ein, so wird
a*d .
Mp = mk?®—_— — me wy? (ncos® — &sin D).

dt?
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Mit (m) und d®/dt = » nach (e) wird

dw [/
Mp — 2 2
D=mk = + m 7 (* w)

und mit d® = wdt multipliziert, erhilt man

Mpd® = mERwdow + mwd(riu).
Die Bewegung soll fiir w = konstant betrachtet werden. Dann ist dw = o und das
Integral 5M pd®P, gerechnet von @ =0 bis @ = @, bzw. r = ¢ bis » = r (also
vom Beginn des Freigebens der Welle bis zu beliebigen ganzen Umdrehungen),

A =(§>Mpd¢=mw§d(rz,u) (m)

stellt die gesamte Arbeit des Momentes vor. Sie dient zur Anderung der kinetischen
Energie der Schwerpunktsbewegung (die am Anfange der Betrachtung — Umlauf
in der Fithrung bei wy, mit ¢ = konstant — die Radialgeschwindigkeit Null hat),
mit dem Anteil
m m m [dy \?
A= 7 (02 2) = (42 2 — 2 ? _(__
i= ) = 2t — ot + 2 (D)

\

und zur Erzeugung der Auslenkung y durch die Form#nderungsarbeit

»
\ ¥ mog?y?
A, = dy=o 2— — —_¥r 7 |
2 !0‘3’ Y= 2 2
o
Daher ist
A=A4,+ 4,
oder
r d 2
PR Y S TS  R

n e

Darin kann das Quadrat der Radialgeschwindigkeit (dr/dt)? des Schwerpunktes
wegen seiner Kleinheit gegen die iibrigen Glieder vernachlassigt werden. Ist u = w,
so wird (o)

20 | d(Pw) = 20? (2 — €2) = r20? — 0? + yoy,?

8 e—5

oder
(r® — %) w® = Y oy, (P)

Die auBere Arbeitszufuhr ist das Integral von (o)

A = mw?\ d(r?) = mw? (r? — e?). (q)

N t— %

Daraus erhilt man fiir w = konstant das Moment aus

p 4 _dd dt v a4
D=%® = at a® =~ o dt
mit (p) zu

dr .l d
Mp=2mwy—— = 2m 5" L4

dt ® y at’ ()
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das zu gleichen Teilen zur Vermehrung der kinetischen Energie, bzw. zur Steigerung

der Formanderung dient.

Im besonderen wird fiir die hier vorgesehene Betrachtung mit w = wy, aus (p)

=y e

(6)

d. h.,, M'S steht in der kritischen Drehschnelle senkrecht auf O M.
Das Moment My in der kritischen Drehschnelle kann jetzt infolge der Be-

ziehung (6) aus der elastischen Wellenkraft xy zu
Mp=oaye= mwy>ye

berechnet werden.
von o = wy, wird

und die Auslenkung y der Welle in der Zeit ¢ nach
dem Freigeben der Fithrungen

t
€Wy, t

4 !
y=\|dy= . sdt=~2~. (t)

o o

€ Wy

Der Scheibenmittelpunkt bewegt sich daher auf einer
archimedischen Spirale, wahrend die Schwerpunkts-
bahn der Polarengleichung

r2=32(1+ﬁ‘ﬁt—2> (u)

) 4

folgt (Abb.5). Nach jedem Umlauf (wy, T = 27)
wichst y um ze. Die Auslenkung der Welle wird nach
einigen Umldufen bereits einen solchen Betrag an-
nehmen, daB ein Verbiegen oder ein Bruch der Welle
eintreten miiBte.

Anfaufsverhiltnisse. Liuft eine Welle durch
ein gleichférmig anwachsendes #uBeres Dreh-

(s)

Durch Gleichsetzen von (s) mit (r) unter Beriicksichtigung

Em
A
3
Ole S
e JO Jre

Abb. 5. Bahn des Wellen-
durchstoBpunktes M (—)
und des Schwerpunktes S
in der kritischen
Drehzahl. Der Schwer-
punkt wandert fiir wt>n
praktisch genau auf der
Bahnlinie des Scheiben-
mittelpunktes, um den Be-
trag ,,e* diesem voreilend.

moment hoch, so entsteht eine Drehzahlsteige-

rung und infolge der Schwerpunktsexzentrizitit eine Auslenkung. Die
zugefiihrte Energie ist als kinetische Energie in der umlaufenden Masse
und als potentielle Energie in der elastisch ausgelenkten Welle vorhanden.
Der Energieanteil fiir die erstere wirkt steigernd, fiir die letztere hemmend
auf die Beschleunigung des Systems.

Nihert sich die Drehschnelle der kritischen Drehschnelle, so nimmt die
Auslenkung y, also auch der dazu bendtigte Energieanteil des Dreh-
momentes unverhéltnismaBig stark zu. Infolgedessen nimmt die Be-
schleunigung der Welle, die fiir # < #;, nahezu gleichférmig anwuchs, bei
der Annaherung an die kritische Drehschnelle ab. In der kritischen Dreh-
zahl erfolgt keine Steigerung der Winkelgeschwindigkeit, weil die ganze
zugefiihrte Energie zur Erzeugung der oo groBen Auslenkung aufgebracht
wird. Aus diesem Zustande kann die Welle nur durch ein groBes, momen-
tan wirkendes Beschleunigungsmoment herausgerissen werden.

Bei Wellen, die iiberkritisch laufen, wird man daher die Wellen-
ausschlage durch enge Fiihrungen begrenzen, wodurch die Aufnahms-
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fahigkeit fiir die potentielle Energie in geeigneter Weise festliegt und einen
erschiitterungsfreien Durchlauf durch den kritischen Bereich erméglicht.
Dieser wird um so sanfter erfolgen, je kleiner der von der Welle ausgeiibte
Widerstand ist, je enger der Wellenausschlag durch Fithrungen begrenzt
wird und je grofer das Beschleunigungsmoment ist, das zum Anlauf zur
Verfiigung steht.

In dem MabBe, als die Wellenauslenkung bei weiterer Steigerung von #
iiber #;, hinaus abnimmt, kommt zum zugefiihrten Drehmoment das zu-
sitzliche Beschleunigungsmoment des freiwerdenden potentiellen Energie-
anteiles und bewirkt dadurch eine anfinglich stirkere Beschleunigung,
als dem zugeleiteten Anlaufmoment entspricht.

Stabilitdt bei tberkritischem Lauf. Durch die
Uberlagerung einer kleinen Stérung iiber die Bewegung
oberhalb der kritischen Geschwindigkeit hat A. Sto-
DOLA nachgewiesen, dafl bei gleichbleibendem Schwung
der stabile Zustand (bei der die iiberlagerte Stérung
abklingt) erst fiir w;, + 4 vorhanden ist. Fiir kleine
Werte von 4 gilt angenidhert

Wy (26

A= (T) . v)
Aus (v) ist ersichtlich, daBB der unstabile Bereich mit
der Schwerpunktsexzentrizitit wichst, jedoch mit dem
Trigheitsradius £ der Scheibe abnimmt. Da % gegen e
bedeutend iiberwiegt, so wird der unstabile Bereich
oberhalb von w,, kleiner sein als die Differenz w — wy,,
welche praktisch aus Griinden ruhigen Laufes nicht unterschritten
werden soll (Abb. 3).

Efastisch nachgiebige Lagerung. Entgegen der im vorigen Beispiel
vorausgesetzten Starrheit der Lagerung ist praktisch stets eine gewisse
Elastizitit in den Lagerkorpern vorhanden. Um diesen EinfluB auf die
kritische Drehzahl zu untersuchen, soll eine masselose Welle betrachtet
werden, die nach Abb. 6 symmetrisch zu den Lagern durch eine Einzel-
masse belastet ist und deren Lager in Ebenen senkrecht zur Lagerverbin-
dungsgeraden nach allen Richtungen gleich elastisch sind. In der Abb. 6
ist dies durch Federn angedeutet, welche die Wellenenden in der Ruhe-
lage in die urspriinglichen Ruhepunkte OO zuriickbringen.

Die beim Umlauf durch die exzentrische Masse m entstehende Flieh-
kraft F erzeugt eine gesamte zusitzliche Auslenkung des dargestellten
Systems entsprechend Glg. (b) zu

0]

Abb. 6. Lagerung
einer Welle in
elastisch nachgie-
bigen, masselosen
Lagerstandern.

y=45- (W)
E

die jetzt auch die Elastizitit der Lagerung enthilt. Sie kann daher

F F
y=yW+y"EW+2°‘L (69]
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geschrieben werden, wenn « - und «,; Krifte darstellen, welche die Welle,

bzw. der Lagerkorper der Auslenkung um die Einheit entgegensetzen.

Nach dem Gleichsetzen von (w) und (x) folgt die Gesamtkraft, welche

das System bei der Einheitsauslenkung hervorbringt, zu
1 ZOCL OCW

I 1 20 + oy
Gy 200

)

X =

Die hier interessierenden Grenzwerte von oz sind gegeben mit «; = o,
wodurch &z = o und nach Glg. (2) auch w;, = 0 wird und mit &; = oo
bei starrer Lagerung, bei der oz = oy = o wird, wie gefordert werden
mul}. Praktische Ausfiihrungen von Wellenlagerungen kénnen daher nur
naher der letzteren Grenze liegen. Allgemein ist also az < & und

) « 10
4

2 — 2 —

W= ——- < Wy, =—. Z 1

£ m e m (2)

(7]
Durch die Verkleinerung der Gesamtelastizitit g ,w/
infolge der zusitzlichen Elastizitit der Lagerung “r

wird nach (z) auch eine kleinere kritische Dreh- a*
schnelle erhalten. 02
Der EinfluBl der Lagerelastizitit auf die kri- 0
tische Drehschnelle ist in der Abb. 7 als Verhilt- ¢z 4 6 8 W

niswert ,,wz = kritische Drehschnelle bei elasti- “fetn
scher Lagerung zu wy, = kritische Drehschnelle ~Abb. 7. Verhaltniswerte
bei starrer Lagerung* iiber o, /x; aufgetragen.! Wg/w;,, aufgetragen
Bei praktischen Ausfilhrungen sind die Elastizi- iiber oy foxyy.
titen in den einzelnen Lagerkorpern nach GroBe

und Richtung verschieden. Dazu kommt noch die mitschwingende Masse
der Lagerkorper, die, dhnlich wie im Anhang bei den Fundamentschwin-
gungen behandelt, AnlaB zu besonderen Kkritischen Stérungen geben
kann. Deshalb ist bei der Konstruktion auch fiir méglichste Starrheit
der Lagerung Sorge zu tragen. Die elastische Lagerung der Welle kommt
bei den dynamischen Auswuchtmaschinen zur Anwendung, weil es da-
durch méoglich ist, die Unwuchtlage und -gré8e in der Eigenschwingungs-
zahl des Systems ,,Welle — Lagerung‘‘ infolge der dabei entstehenden
groBBen Ausschlige einwandfrei festzustellen (Abschnitt XI).

2. Lotrecht gelagerte Welle mit Kreiselwirkung.

Bezeichnungen:

&y = Auslenkung unter einer Einheitskraft cm/kg
By = Auslenkung unter einem Einheitsmoment cm/cmkg
oder Neigung unter einer Einheitskraft 1/kg
Yo = Neigung der elastischen Linie unter einem Einheitsmoment 1/cmkg

1 Das gekoppelte System nach Abb. 6 kann auch auf ein einfaches System mit
starrer Lagerung (Abb. 1) zuriickgefiihrt werden, dessen Lagerentfernung 7 der
Bedingung I’ = I (x/az)'s geniigt.
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e = Gesamtschwerpunktsexzentrizitit der Scheibe cm

s = Einzelschwerpunktsabstand der Scheibenhélften vom Wellendurch-
stoBpunkt cm

Zp = Fliehkraft einer Scheibenhilfte kg

K = Kreiselmoment cmkg

® = Schwungvektor (Drallvektor) cmkgsek

D = Betrag des Schwungvektors cmkgsek

u = Prazessionsdrehschnelle 1/sek

» = Eigendrehschnelle 1/sek

6 = Winkel im BogenmaB, den die Tangente an die elastische Linie

(Figurenachse) im Scheibenbefestigungspunkt mit der Lagerver-
bindungsgeraden OO (Prazessionsachse) einschlieBt

? = Winkel im BogenmaB zwischen der Prazessionsachse 0O und dem
resultierenden Schwungvektor D

@ = a/l = Verhaltniswert

Das Kreiselmoment. Nach den gemachten Voraussetzungen lag in
dem bisher betrachteten Lagerungsfall der Abb. 1 die Scheibenbewegung
in der Scheibenebene EE; durch die Fliehkraft und die Wellenelastizitit
war das Gleichgewicht, also auch die Durchbiegung bestimmt.

Sitzt die starre Scheibe jedoch auBerhalb der Lagerentfernungs-
halbierenden (Abb. 12) oder ist sie fliegend angeordnet (Abb. 30 u. 31),
so verliBt die Scheibe beim Umlauf die Ebene EE, die Tangente an die
elastische Linie im ScheibendurchstoBpunkt M beschreibt dann einen
Kegel mit dem Erzeugungswinkel d zur Lagerverbindungsgeraden OO.

Diese Bewegung der Scheibe ist in der Kreiseltheorie eine erzwungene
regulire Prizessionsbewegung, zu welcher das Moment bestimmt werden
muB, das die Bewegung in dem erzwungenen Sinne aufrecht erhilt. Das
hierzu erforderliche Kreiselmoment & folgt allgemein aus dem Flachen-

satz D
Tat
es stellt die Anderungsgeschwindigkeit des Schwungvektors D vor.

Die Beziehung (a) 1aBt sich aus der dynamischen Grundgleichung des starren
Korpers ableiten. Diese lautet in der Vektorform

=8; (a)

av
;‘BZEmT.

Bildet man das duBere Produkt der Kraft B mit dem von einem gegebenen Pol
gezogenen Radiusvektor r, so erhdlt man das statische Moment dieser Kraft
av
= =2 —.
M=Pr mr—
Der Vektor It steht senkrecht auf der durch { und r gebildeten Fliche. Nach
einem Satze der Vektorrechnung ist das auBere Produkt zweier gleichgerichteter
Vektoren gleich Null. Ohne an dem Werte der fiir 9% erhaltenen Beziehung etwas
zu andern, kann daher der Summand
dy

mDTEth):o
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darin eingefithrt werden, wodurch sich die rechte Seite der Beziehung von I zu
einem vollstandigen Differential

dy dr d
MUy T =g o]
erganzt. Daher ist
v d
=[x 1
Zmr - = dt[ mb !

und fiir I kann
d
M= v [Zmbr)
geschrieben werden. Ist insbesondere Y = rw, so wird das Moment
d ad
_ % 2] —
W=y [Emvel =5

also gleich der Anderungsgeschwindigkeit des Schwung-
vektors .1 Als Schwung iSDl eines Korpers beziiglich
einer Achse ist das Produkt aus dem Massentrigheits-
moment Xm#? mit der Drehschnelle @ zu verstehen.
Er ist zugleich derjenige Drehsto3, welcher einen starren
Koérper momentan aus dem Ruhezustand auf den sta-
tionaren Bewegungszustand bringt.

Zu den erwihnten, die Durchbiegung bestim-
menden Kriften kommt noch das Kreiselmoment,
mit welchem die Scheibe bei der Drehung auf die
Welle wirkt. Die elastische Linie und die Scheibe
fithren um die urspriingliche Achse 0O (Prizes-
sionsachse) eine gleichférmige Prizessionsbewe- Abb. 8. Kreiselwirkung
gung mit der Préizessionsdrehschnelle g aus, bei der Prizession im
wahrend die Scheibe gleichzeitig um die Tangente Gleichlauf.
an die elastische Linie (Figurenachse) mit der
Eigendrehschnelle » umliuft (Abb. 8). Die gleichzeitige Drehung der
Scheibe um ihre Figurenachse und um die Prizessionsachse 148t sich
durch eine resultierende Drehung ersetzen, fiir welche in der Vektorform
die Beziehung

0=+
besteht. Bei den hier vorkommenden geringen Richtungsunterschieden

von p und » kann cos ¢, und cos d, = 1 gesetzt werden, so daB in diesem
Falle mit der geometrischen Summe auch die arithmetische Summe

w=u+v (b)
gilt. Es sind nun die Schwungkomponenten zu untersuchen, welche von
der Scheibe ausgetibt werden.

In der Figurenachse wirkt die Schwungkomponente, die sich in ihrem

absoluten Betrag aus den in diese Achse fallenden Drehschnellen
v + u cos 6 und dem axialen Triagheitsmoment A der Scheibe zu

I D, =4 (v + pcosd)

! Vektoren werden mit deutschen Buchstaben (z. B. 9), ihre Betrige mit |D|
oder mit normalen Buchstaben (z. B. D) bezeichnet.
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ergibt. Senkrecht zur Figurenachse (Abb. g) steht
nun die Schwungkomponente, welche sich aus der
iibrigbleibenden Komponente y sin d der Prizessions-
drehschnelle 4 und dem in diese Richtung fallenden
dquatorialen Trigheitsmoment B der Scheibe
bildet, zu

Qucos60 D,sind

|Dy| = Bpsind.

Setzt man die unter dem Winkel /2 stehenden
Schwungkomponenten 9®, und ®, zu dem resul-
tierenden Schwungvektor D zusammen, so sieht man,
dafl derselbe nicht in die Prizessionsachse fillt
Oysin6-Oucosd (Abb. g). Die zeitliche Anderung des Schwung-

0 vektors ® ergibt nach dem Flichensatze das von
Abb. 9. Schwung- den Lagern abzufangende, bzw. das von der Scheibe
vektoren. auf die Welle wirkende Kreiselmoment nach

9 resultierender Schwung-  Abb. 10 zu
vektor, .@v Schwungvek-

torkomponente in der Fi- ]@} — i%‘ = (D sin 0)@ — (D sim?) . (c)

gurenachse, 9, Schwung- a
vektorkomponente | zur a
Figurenachse. D sin ¢ = D, sin 6 — D, cos §
= A (v + ucos d) sin  — By sin § cos 6, (d)

so 1Bt sich der Betrag des Kreiselmomentes auch schreiben
K =T[A (v + pcos §) sin d — By sin d cos 6]
0 oder

K=Apvsind+ (A — B)u?sindcosd. (e}
Das Kreiselmoment besteht aus zwei Gliedern:
PR aus dem eigentlichen Kreiselmoment
2 D+dD A/,L’V sin (5,
welches auch als das Kreiselmoment eines Kugel-
dp kreisels definiert wird (4 = B), und aus dem
V2 Schleudermoment
| Dysind-0,co56 (A — B) u?sin 0 cos 9,
Y

. welches von den Fliehkriften der Scheibenhilften
A ]ﬁi:lr’l‘mma szseégxls _ herriihrt (und auch dann vorhanden ist, wenn
v egkt:rs D & die Schwerpunktsexzentrizitit e=o, die

’ Scheibe aber schrig aufgekeilt ist).

Fiir diesen Nachweis ist der Einfachheit halber angenommen, daB der Kreisel
aus einer schmalen Scheibe besteht. Nach S. 165 ist die Differenz des axialen und
iquatorialen Massentragheitsmomentes der Scheibe unter Vernachlassigung des
Einflusses der Scheibenhohe

A — B = mR?4.
In den Einzelschwerpunkten der beiden Scheibenhilften tritt je eine Fliehkraft

Zp = 1, msu®cos &
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auf, die sich zu einem Kraftepaar
Zp2ssin d

erginzen (Abb. 11).1 Das Fliehkraftpaar sucht nun den Winkel § zu verkleinern.
Der Anteil des Schleudermomentes 148t sich daher auch schreiben

R2
(A—B),uzsinécos6Em7,uzsinécos¢5

und mit den Einzelschwerpunktsabstanden s = 4 R/37%
(4— B)u?sindcos § ~ Zg2ssind.

Damit ist das Schleudermoment auf das Moment des
Fliehkraftpaars der Scheibenhalften zuriickgefiihrt. Das
Schleudermoment bewirkt eine Verminderung der durch
die Fliehkraft hervorgebrachten Wellenauslenkung, d. h.
die Scheibe hat das Bestreben, die Zwangsbewegung
auf einem Kegel in die zwanglose Bewegung in einer
Ebene zu verlegen.

Von den durch die Beziehung (b) moglichen
Bewegungen interessiert praktisch jene, welche
den Umlauf nach Abb. 2b und 2d aufrecht erhilt.
Die Bedingung hierfiir ist die gegenseitige relative
Ruhe der Punkte OMS, welcher durch y =w
und » = 0 geniigt wird;? die elastische Linie lduft
also im Sinne der Wellendrehung mit der Dreh-  Abb. 11. Zuriickfithrung
schnelle der Welle um. Fiir diese Bewegung des Schleudermomentes
wurde von A. Stopora die Bezeichnung ,,syn- auf ein Fliehkraft-
chrone Prizession im Gleichlauf* gewihlt. Infolge moment.
der Kleinheit des Winkels § kann sin § = ¢ und
cos 0 = 1 gesetzt werden. Mit 4/B = g ergibt sich dann das verblei-
bende Schleudermoment aus (e) zu

K, = Bw?d (¢ —1). (7)

Dieses hat das Bestreben (Abb. 11), die elastische Linie auf dem kiirzesten
Wege in die Drehachse hineinzuziehen. Dadurch wird die Auslenkung
der Welle vermindert, die kritische Drehschnelle also erhoht, was bei
unterkritischem Lauf erwiinscht ist.

Fiir schmale Scheiben kann das Verhiltnis ¢ = A/B = 2 gesetzt
werden (Abschn. VIII). Der Fehler, den man fiir #/2 R bis 0,1 begeht,
ist nach Abb. 103 gering. Damit wird

K, = Bw?*d. (8)

1 Die Auslenkung y der Welle und die Gesamtschwerpunktsexzentrizitit e
der Scheibe kann mit geniigender Anniherung gegeniiber den Einzelschwerpunkts-
abstanden s der Scheibenhilften vernachlassigt werden, da fiir die tatsichlichen
Ausfithrungen s bedeutend iiberwiegt.

2 Dabei ist es gleichgiiltig, ob die Punkte OM S in einer Geraden liegen (ohne
Reibung, Abb. 2b und d) oder ob ihre Verbindungslinien eine Winkelstellung
zueinander einnehmen (mit Reibung, Abb. 29).
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Der Winkel ¢ schlieBt bei schrig aufgekeilten Scheiben auch den Auf-
keilungswinkel ein. Bei den iblichen Liufern ist eine Schwerpunkts-
exzentrizitit stets vorhanden, woraus beim Umlauf die Auslenkung y
und bei geeigneter Lage der Scheiben das Kreiselmoment des Gleich-
laufes folgt.

Der Einffub des Kreiselmomentes auf wj,. Die resultierende Aus-
lenkung der Welle an der Scheibenbefestigungsstelle ergibt sich bei Vor-
handensein einer Fliehkraft und eines Kreiselmomentes im Gleichlauf
durch Uberlagerung zu

y = aoF —foKy, (9)

die Neigung derselben im
gleichen Punkte zu

Y = BoF —yoK,- (92)

Zur Auffindung des Eigen-
wertes, d. i. die kritische
Gleichlaufdrehschnelle  w,,,
sind beide Gleichungen not-
wendig, weil (9) zwei Unbe-
kannte enthidlt, namlich y
und in K,; den Winkel 4.
Als Beispiel soll der Ein-
T T T T  Hiehtrafr =~ Hreisel- fluB  der Kreiselwirkung im
Momentenfiiche Gleichlauf auf die kritische

Abb. 12. Belastung einer beidseitig kugelig Drghzahl einer zweifach ku-
gelagerten, masselosen Welle durch eine gelig gelagerten Welle untgr—
Fliehkraft und ein Kreiselmoment. sucht werden, welche eine
schmale, starre Scheibe nach

Abb. 12 trigt! Die Auslenkung «oF und die Neigung foF an der
Scheibenbefestigungsstelle durch die Fliehkraft ist

F 2
3e 1 = a®

ﬂ0F=3FT]%(l—a)(l-—2u).

Die Auslenkung f,K,; und die Neigung y,K,; durch das Kreiselmoment
an der Scheibenbefestigungsstelle lassen sich nach dem MoHRschen Satz
ermitteln, wobei die Kreiselmomentenfliche als Belastung aufgefal3t
wird.? Damit wird

i

la K

o -1
= 1

o~

B

O¢0F=

K
BoKy= E%a(l—a)(l— 2a),

K,
VoKaz=ﬁg]L5(3“2—3ﬂl+l2)'

1 Die Lagerreaktionen ermitteln sich nach den Regeln der Statik aus der
Bedingung, daB die Momente um die Lagermitten gleich Null sind, fiir das untere
Lager zu B = (Fa— K ;)/l, fiir das obere Lager zu 4 = [F (I—a) + K]/

2 Beispiel 13, S. 143.
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Setzt man ¢ = afl, so ergibt sich mit
Yy=¢"1—¢f (=91 —¢) 1—2¢) I=1—3¢(1—9)
die resultierende Auslenkung nach Glg. (9)

y =557 FPy— K, 2] ®

und die Tangente an diese im Scheibendurchstopunkt, wenn infolge der
Kleinheit von § die Ableitung y’ = § gesetzt wird, nach (9a)

0= ?E'j [FRC—KulA). (®)
Ermittelt man aus diesen beiden linearen Gleichungen F und K,; und
setzt fiir F = m (y + e) ? sowie fiir K,; = Bw?d, so erhilt man

Y (B*A —w?) —10p°C = ew?, (h)
¥ —Lo(Py + ) = o, @)
worin % = 3EJ] und 92 = 3EJ ist. Daraus wiirde sich

miE(ly—C2) Bi(Ay—1(?

v und /¢ errechnen zu

I lew2—B2¢ B2 —w?) ew?|
y_j%o — 2y 40 y2¢ o (k)
mit
S_lEr—oy —pr
¢ — Pyt ol

Die Glgn. (k) sollen jedoch nur dazu dienen, die kritische Drehschnelle zu
ermitteln. Diese ist in Ubereinstimmung mit dem in Abschnitt I, 1 Ge-
sagten dann vorhanden, wenn y und /§ = oo werden. Offenbar ist dies
der Fall, wenn die Determinante A der Glgn. (k) Null wird. Dann ermittelt

sich aus
— (B2 —?) (Pyp + @) + Pl =0 (1)
die kritische Drehschnelle im Gleichlauf zu

Wy = 2B—wyt -I-‘/(lﬁ —p¥ ) + B2 (lw—?) (10)

2

Die negative Wurzel hat keinen praktischen Wert. Die Beziehung (10)
ist in Abschnitt I, g graphisch ausgewertet.

Sonderfille:
a) ¢ = a/l =1/, Damit wird p =1/;s, { =0, A=1/, und nach
kurzer Umrechnung
o = wy,* = f*/4.
Beriicksichtigt man, dal bei ¢ =1/, ... f%/4 = &/m, so wird
Wt = fm, (2)
wie auch in Abschnitt I, 1 abgeleitet.
b) B = oo, * =o0. Aus Glg. () wird
Wy = 152

Holba, Berechnungsverfahren. 2
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Nach Einsetzen von ¢ in A und ? erhilt man zu jedem ¢-Wert (< 0,5)
fir w,; einen endlichen Grenzwert, welcher hoher liegt als das ent-
sprechende w;,. Dies besagt, daB sich die Scheibenebene mit groBer
werdendem Trigheitsmoment senkrecht zur Verbindungsgeraden OO der
Lagermitten zu stellen sucht, d. h. das Bestreben besitzt, die zwanglose
Bewegung in einer Ebene aufzusuchen. Das Kreiselmoment wird wegen
des oo groBen Scheibentrigheitsmomentes durch die verbleibende un-
endlich kleine Auslenkung auf einer endlichen Gréfe gehalten.

3. Horizontal gelagerte Welle.

Bezeichnungen:
fs = statische Durchbiegung unter der Scheibe cm
fmax = groBte statische Durchbiegung cm

% = Zahlenwert

Allgemeines. Eine horizontal gelagerte Welle biegt sich im Ruhe-
zustand infolge der vorhandenen Belastungsmasse um f; elastisch durch
(Abb. 13). Rotiert diese Welle, so wird sie
durch die Fliehkraft um y zusitzlich aus-
gelenkt. Diese zusitzliche Auslenkung er-
folgt in gleicher GroBe wie bei der verti-
kalen Welle. Der Schwerpunkt S rotiert
bei unterkritischem Lauf um die urspriing-
liche Ruhelage O” mit dem Halbmesser
r =9 + ¢, der DurchstoBpunkt M der Welle
mit der Scheibe beschreibt einen Kreis um

Abb. 13. Scheibenschwer- 0" mit dem Dur‘chmesser 2yl ‘Die Art der
punktsbahn bei horizontal ge- Aufstellung beeinfluBt also die kritische

lagerter Welle fiir & < W Drehschnelle nicht. Ist auBer der Flieh-

kraft noch ein Kreiselmoment vorhanden,
so beschreibt die Tangente an die bei der Rotation sich einstellende
elastische Linie einen Kegel, wobei die Tangente an die statische
Durchbiegungslinie im ScheibendurchstoBpunkt die Kegelachse bildet.

Bezichung zwischen w, und f;. Zwischen der kritischen Dreh-
schnelle und der statischen Durchbiegung durch die Scheibenmasse be-
steht nun eine einfache Beziehung. In Glg. (b), Abschnitt I, 1 ist mit «
jene Kraft definiert, welche die Welle bei der Durchbiegung y = 1 aus-
iibt. Ist G = mg das Gewicht der Scheibe und f; die statische Durch-
biegung der horizontal gelagerten Welle unter der Scheibe, so ist auch
& =G/f,. Fiir die Lagerung nach Abb. 13 erhilt man also aus Glg. (2)

Geg _ 8

wkr2 = E_G‘ = 73_. (II)

1 Die Gleichgewichtslage einer belasteten, ruhenden Welle nach Abb. 13 ist die
Lage der statischen Durchbiegungslinie. Nur fiir kleinere oder groBere Durch-
biegungen, als der statischen entsprechen, ist das Gleichgewicht gestdrt und es

entsteht bei w = o eine Schwingung um diese Gleichgewichtslage, die infolge der
stets vorhandenen inneren und auBeren Reibungskrafte (Dampfung) bereits in
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Dieses Ergebnis 148t sich allgemein auch

g

W2 =%
r fmax

(12)

fiir die beliebige Lastbesetzung der an beiden Enden kugelig gelagerten
Wellen schreiben mit 1 < » < 1,2685, wie spiter gezeigt wird.! Aus (II)
und (12) folgt, was besonders zu beachten ist, daB die Auslenkungen f,
und fmax eine BestimmungsgréBe von « bilden und dadurch die Berech-
nung der kritischen Drehzahl erlauben. Da in den meisten Fillen die
Betriebsdrehzahl und mit dieser

aus konstruktiven und wirt- 6100 ﬁ“

schaftlichen Griinden die kriti- 0,080 \¢

sche Drehzahl festliegt, so ist A\

damit nach Glg. (12) auch fmax 6060 \\

bestimmt. Die Querschnitts- 4080 \\

abmessungen der Welle sind 040 ‘\\\

dann so zu wahlen, dal3 bei der 4080 \

gegebenen Spannweite, der La- 0025 \

gerung, der Belastung und bei 0,020 \

dem verwendeten Werkstoff £y 21,2485

dieses fmax nicht iiberschritten 6075 \ S
wird. Fiir den ersten Entwurf %_% T

kann bei den iiblichen Liufern 0010 AN

mit mehreren Scheiben (Dampf- 0,008 \Q\
turbinen, Turbokompressoren, NN
Kreiselpumpen) nach K. Bau- 0,006 N
MANN % = 1,08 gesetzt werden.  %%% NN
Fiir die Laufer von Elektro- 40045 00 200 300 %00 500

motoren und Generatoren kann @y

% bis zu 1,2 ansteigen. Der Abb. 14. Beziehung zwischen der statischen
grofite Wert mit x = 1,2685 Durchbiegung .. (cm) und wy, fiir ¥ = 1,0
wird erreicht bei Wellen mit bis 1,2685 fiir die an beiden Enden kugelig
stetiger Massenbelegung bis zu gelagerte, horizontale Welle.

den Lagern.

Aus der Abb. 14 geht hervor, daBl fiir héhere Werte der kritischen
Drehzahlen die statischen Durchbiegungen durch die Massen nur Bruch-
teile eines Millimeters betragen diirfen. Kritische Drehzahlen unter
wy, = 150/sek sind wegen der grofBen statischen Durchbiegungen bei
horizontalen Maschinen nicht mehr zuldssig. Deshalb 148t man die
Wellen vielfach bis zu einer Betriebsdrehzahl von # = 3000 U/min
(w = 314/sek) unterkritisch laufen. Niedere kritische Drehzahlen kommen
endlicher Zeit abklingt. Erst durch die Dampfung wird dem elastischen Gebilde
die Fahigkeit gegeben, seinen ruhenden Gleichgewichtszustand anzunehmen.

1 3% = 1 fiir den Belastungsfall nach Abb. 1, da dort fs mit fmax zusammen-
fallt; fur den Belastungsfall nach Abb. 53 ist % = 1,2685, wihrend im Schrifttum
1,275 angegeben ist.

2%
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nur fiir vertikale Wellen in Betracht, da bei diesen die statische Durch-
biegung (in der Ruhelage) Null ist.

Fir die mit mehreren Massen besetzte, zweifach gelagerte, iiber-
hingende Welle hat die Beziehung (12) keine Giiltigkeit, da bei dieser
die fliehkraftelastische Auslenkung und die statische Durchbiegungslinie
nicht mehr dhnlich sind (Anhang zu I).

4. Eigenschwingungszahl und kritische Drehschnelle.

Bezeichnungen:

C, und C, = konstante GréBen, welche die groBte Auslenkung festlegen cm
fg= statische Durchbiegung unter der Scheibe cm
t = Zeit sek
v = Schwingungsfrequenz 1/sek

Analytische Bestimmung, Masse alfein. Bei waagrechter Lagerung
wird die Welle in der Ruhelage durch das Scheibengewicht um f, elastisch
durchgebogen (Abb. 13). Wird die urspriinglich ruhende Welle um y zu-
sitzlich ausgelenkt, so erteilt die elastische Kraft «y der Masse m die
Beschleunigung d2y/df?. Bei Vernachlissigung der Dampfung bildet sich
eine harmonische Schwingung aus, welche fiir kleine Auslenkungen der
dynamischen Grundgleichung von der Form

madyldt: = — oy (a)

folgt. Die Welle schwingt um ihre urspriingliche Gleichgewichtslage, d. i.
um ihre Ruhelage O 0”0. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

y = C; sinvt 4+ C, cos »t. ~(b)

Vergleicht man die zweite Ableitung dieser Gleichung, also d?y/dt? = —?y
mit Glg. (a), so wird

12 = /m. (c)
Das ist aber der gleiche Ausdruck, wie er in Abschnitt I, 1 abgeleitet
wurde. Nach Einsetzen der Grenzbedingungen (z. B. y = o .fiir ¢ = 0)
folgt die Dauer einer vollen Schwingung T =2m/v; » ist die Schwin-
gungsfrequenz.!

Masse und Drehungstrigheit. Sitzt die Masse in der Entfernung
¥ l/2 von einem Lager, so entsteht bei der Schwingung gleichzeitig
eine Drehung der Masse. Das dabei auftretende Moment

_ | ® | _ p )

M= ‘ ot ! =B
ist gleichlautend der Beziehung (a) in Abschnitt I, 2 mit dem Unterschied,
daB keine Rotation in der Umfangsrichtung, sondern eine schwingende
Drehbewegung in der Bildebene um den Winkel 4 8y/dx = 4 y' sich

1 Auch Kreisfrequenz genannt, da sie jene Drehschnelle darstellt, mit welcher
sich der Schwerpunkt am Umfange des Einheitskreises bewegen wiirde.
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einstellt.! Das #dquatoriale Massentrigheitsmoment B unterstiitzt die
Masse; dadurch wird die Wellenauslenkung vergréBert. Zur Ermittlung
der sekundlichen Eigenschwingungszahl werde von den Forménderungs-
arbeiten ausgegangen. Die Arbeit der Massenkraft und des Massen-

tragheitsmomentes ist
@y y | B *0) .,

U=mm ot 2 V"
der durch die elastische Arbeit der Welle
. y
Q[i =—0 y ";
das Gleichgewicht gehalten wird. Es ist also
A = U;
oder
0%y B y" o*(y") o«
et wy e TmY=0 (d)

Bei vorausgesetzter Dampfungsfreiheit ist die sich einstellende Schwin-
gung harmonisch. Die augenblickliche Auslenkung zur Zeit ¢ im Massen-
befestigungspunkt x kann daher zu

y = f(x) sin »¢ ()

angeschrieben werden, wenn mit £ = o auch y = o werden soll (f(x) # o),
und f(x) die groBte Auslenkung fiir v = /2 unter der Masse darstellt.
Glg. (e) ist daher eine mogliche Losung fiir die harmonische Schwingung
im Achsenpunkt x. Bildet man nun aus (e) die in (d) angegebenen Ab-
leitungen und setzt sie dort ein, so erhdlt man

2 S B[Ff(®]A o«
(14 T )= =0 (@)
und daraus
s 4 I
V= B L‘@T- ®)
w i

Ist x =1/2, so muB} f'(x) = o sein; der Ausdruck (g) geht in (c) iiber.
Die Beziehung (g) sagt aus, dafl die Drehungstrigheit der Masse die
Eigenschwingungszahl der Welle herabsetzt.

Zusammenfassung. Die Eigenschwingungszahl (Biegungsschwin-
gungszahl) ist dann zahlenmaBig gleich der kritischen Drehschnelle, wenn
die Drehungstragheit der Scheiben vernachlissigt werden kann. Ist dies
aber nicht zuldssig, so liegt die Eigenschwingungszahl tiefer als die kri-
tische Drehschnelle, auch wenn fiir letztere Kreiselmomente oder Lings-
krifte unberiicksichtigt geblieben sind. Ein grundsitzlicher Unterschied
zwischen der Eigenschwingungszahl und der kritischen Drehschnelle
besteht in der Bewegungsform. Wihrend die Welle bei Biegungs-
schwingungen (w = o) periodisch durch die Null-Lage schwingt, wandert

1 Von der statischen Durchbiegung ist abgesehen, da sie nach Abschnitt I, 3
das Ergebnis nicht beeinfluBt.
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sie in der kritischen Drehzahl in stindig steigender Entfernung um die
urspriingliche Ruhelage (¢ > o).

Experimentellfe Bestimmung. Die Eigenschwingungszahl eines
Liufers 148t sich experimentell verhiltnismiBig einfach bestimmen
mittels geeigneter Apparate (z. B. mechanisch durch den GEiGERschen
Vibrographen oder mittels eines Oszillographen nach H. THomA). Die
experimentelle Bestimmung der kritischen Drehzahl wihrend des Um-
laufes st68t dagegen auf Schwierigkeiten, weil die Unruhen unterhalb der
kritischen Drehzahl! einen groBeren Drehzahlbereich umfassen als ober-
halb derselben, wodurch die Lage des groBten Ausschlages nicht einwand-
frei erfafbar ist. In Abb. 15 ist der Eigenschwingungsvorgang eines
Generatorldufers (nach H. THomA) aufgezeichnet, der im Stillstande

durch einen Hammer-
WWWXMVWWVMW“W schlag zu Eigenschwin-
‘ i e i gungen angeregt wurde.
;&bb. 15. Eigenschwingungsvorgang areinem Gene- Innerhalb einer Sekunde
ratorlaufer. fihrt die Welle 27
Schwingungen aus, was
einer kritischen Drehzahl von 1620 U/min entspricht (unter den im vor-
hergehenden Absatz gemachten Voraussetzungen). Durch den vor-
handenen inneren Material- und ZuBleren Luftwiderstand werden die
Ausschldge gedampft. Die Schwingungen auf der linken Seite der Abb. 15
vor dem Einsetzen der Eigenschwingungen stellen die Bewegungen der
Maschine und des Fundamentes vor, welche durch eine benachbarte, im
Betriebe befindliche Kraftmaschine erzwungen wurden. Auch aus der
Tonhohe des Grundtons lieBe sich auf die tiefste Eigenschwingungszahl
schlieBen. Dieser ist jedoch meist von hoheren harmonischen Ténen {iber-
lagert (Klangfarbe), so da3 er nicht mehr rein zur Geltung kommt.

5. Der EinffuB der Querkraft auf die kritische Drehzahl.

Bezeichnungen:
Ym = Auslenkung durch das Biegungsmoment cm
¥q = Auslenkung durch die Querkraft cm
f = Wellenquerschnittsfliche cm?
w, = kritische Drehschnelle bei Beriicksichtigung der Querkraft I/sek
G = Schubziffer kg/cm?
7 = Schubspannung kg/cm?
¥ = Schubwinkel im Bogenmal
o = dimensionslose Zahl

Durch die Belastung der Welle tritt in jedem Wellenquerschnitt auBer
dem Moment noch eine Querkraft auf. Beide bewirken eine elastische
Forminderung. Die Querkraft vergréBert die durch das Biegemoment
hervorgerufene Auslenkung der Welle.

Die Auslenkung der Welle infolge des Biegemomentes folgt aus der
Gleichung der elastischen Linie

&y _ M (a)
dax® EJ
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Fiir den Belastungsfall nach Abb. 16 wird mit ¢ = a/l fiir den rechten
Wellenteil mit x < a

M=P

l—a

=P (1—¢) x
Im linken Wellenteil wird m1t x>a
M=Pgp(l—2).

Dann folgt die Durchbiegung v,, fir ¥ =a aus der Integration der
Glg. (a). Mit den Randbedingungen y = o fiir x =0 und / wird

- 2
Ym == oo ] P (1 —o)* ® , P,
Die Querkraft Q erzeugt im Wellenquerschnitt f L&
eine mittlere Schubspannung &
) ~

Darin ist 9 ein Faktor, welcher die tatsichliche Schub- u
spannungsverteilung und die dadurch bedingte Quer-
schnittsverformung beriicksichtigt. Fiir den Kreisquer-
schnitt ist 9 = 1,185. Der auftretende Schubwinkel @TTTTTII
ist innerhalb des Geltungsbereiches des HookEschen I
Gesetzes

y— L — dya —p 2 Abb. 16. Bie-
G fG’ gungsmoment-
so daB sich daraus die Querkraftauslenkung zu und  Querkraft-
x verteilung langs
der Welle.
yqz’/’f—%g‘ixz'l"fggx (©
errechnet. Die Querkraft ist in jedem Wellenquerschnitt im rechten
Wellenteil
Q=4 =P@—9.
Damit wird fiir x =a = ¢!
Pl
Yo=Y ¢T—9) )

Die gesamte Auslenkung durch das Moment und die Querkraft ergibt
sich durch Uberlagerung zu

Y=Ynt V=P 3ZEJ<P (I—<P>2+,G<P(I—¢)- (e)

Nach den Glgn. (b) und (2) des Abschnittes I, 1 ist P = &y und w,,?
= a/m. In diesem Falle wird

I
X =

13
BB O fth(I )
und die kritische Drehschnelle der Welle bei Beriicksichtigung der Quer-
kraftdeformation
We* = mi - myl : (13)
. 2 —_ .
3EJ-<P<‘ o+ o e(—9)
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Wird aus (13) die kritische Drehschnelle ohne Beriicksichtigung der
Querkraftdeformation herausgehoben, also

w 223‘5]_
S B =g

so folgt mit der dimensionslosen Zahl

___ 3yEJ
) 1Pe(1—9)G
der Verhiltniswert
@\t 1
(wm‘) - I + c ’ (I4)
10 10
WD\\ a9 11 |
a6 ] // e
@g NIRYy/Z4
Wyp O4 -6-0147 /
42 " /{/ )
0 | 85340707
0 02 g% a5 08 70 % 1 2z 3 4 5.6 7 8 8 M
T i/d
Abb-17:Verh5‘IEms.werffe Abb. 18. Verhiltniswerte wq/wk,, aufge-
/0y in Abhangigkeit tragen iiber //d und in gleichzeitiger Ab-
von der dimensionslosen hingigkeit von @ = a/l fiir eine Stahlwelle
Zahl o=39E]/{Pg nach Glg. (14a).

(1 — @) G nach Glg. (14).

Nachdem ¢ eine positive Zahl ist, wird w,/w,, << 1. Die Abhingigkeit
wgq/wy, von o ist in der Abb. 17 dargestellt. Legt man Stahlmit G/E = 0,385
zugrunde, so wird mit J/f = (d/4)? die dimensionslose Zahl

d\2
0,577\ &
und GZTIE%—
(‘1)27‘::)2: I+—?L;7‘> (fli-)z. (143,)
yI—¢

Nach dieser Beziehung ist die Abb. 18 entworfen, welche zeigt, daB die
Querkraft auBer bei kurzen Wellen nur noch dann die kritische Dreh-
schnelle nennenswert herabsetzt, wenn sich die Masse in der Nihe eines
Auflagers befindet. Trotzdem ¢ (1 — ¢) < 0,25, wird infolge d/l £ o,1
der EinfluBl der Querkraft auf die kritische Drehschnelle im allgemeinen
vernachlédssigbar.

6. Der EinfluB einer Lingskraft auf die kritische Drehzahl.

Bezeichnungen:

e = Schwerpunktsexzentrizitit cm
P = Wellenbelastung kg
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wz, p= kritische Drehschnelle bei Vorhandensein einer Langskraft 1/sek
0,ul = zulassige Beanspruchung kg/cm?
e in (efex) = 2,71828 Basis der natiirlichen Logarithmen

0z, p= (ZI[4E ]J)'h oder (DI/4E J)"» dimensionslose Zahl

An vielen Laufern treten in der Langsrichtung Krifte auf. Sie ent-
stehen wihrend des Umlaufes als hydraulische Krifte an den Radscheiben
von Dampfturbinen, Turbokompressoren, Turbinen, Kreiselpumpen; als
Schraubenschub bei Schiffspropellern, als Zahndruckkomponenten bei
schrig verzahnten Ridern, als magnetische Krifte usw. Werden diese

Krafte nicht in der Maschine durch Ausgleichs-
scheiben oder Ausgleichskolben aufgefangen,
so miissen sie durch ein Lager aufgenommen
werden. Ist die Welle zusitzlich auf Zug be-
lastet, so entsteht eine Verminderung, bei
Druck eine Vergroerung der Auslenkung. Ihr
EinfluB auf die Hohe der kritischen Dreh-
schnelle soll am Beispiel der Abb. 19 unter-
sucht werden.

Zusitzliche Zugbelastung. An der Welle
wirkt die Kraft P und eine zur Lagerverbin-
dungsgeraden OO parallele Zugkraft Z. Das
Moment M aus der Einzellast und der Zug-
kraft P

M=-—-x—Z2y (a)

erzeugt eine Auslenkung der Welle, die sich
elastischen Linie

Ny
Abb. 19. Belastung einer
kugelig gelagerten Welle
durch eine Einzelkraft P
(= mg) und eine Zugkraft Z.

aus der Gleichung der

(b)

ay M
dxt — T EJ
ermitteln 1aBt. Diese schreibt sich nach Einsetzen von (a) mit ¢ = Z/E],
b= P|/2E]: .
azy 2
Y +bx=0

Zur allgemeinen Losung dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung
wird das allgemeine Integral der zugehorigen reduzierten Gleichung

aufgesucht, das in diesem Falle
y=Cie7ex + Cyec~

(©)

lautet. Das allgemeine Integral der Glg. (b) folgt dann aus dem von (c)
durch Hinzuftigen eines weiteren partikularen Integrals der Glg. (b).

Einem solchen geniigt b

y2: 2’

weil hierfiir d?y/da? = o wird. Das allgemeine Integral von (b) lautet

daher

y=Ce* + Cyec* —{—%. (d)
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Die Konstanten C; und C, bestimmen sich aus den Randbedingungen
y =o fiir x =0 und / und aus y = o fiir x =I/2 zu

Cl + C2 - O,
_.L A b
— Cice 2 4 Cyce ? +z=0
und daraus
1 b 1
C,= 5 ; o Co=— 3 ; —
- —c— c —-c—
c(ez-i-e 2) c(e’-{-e 2)
Dann wird

A
Il
Q0] o
| ar——]
|
o] -
—
(\“ o
NI :;
v
S ®
S o
N~ R
\—/
ccd
—
Kol

und mit ¥ = //z und Einfiihren der Zahlenwerte sowie der dimensions-
losen GroBe g2 =ZPB/4E]

P Tgo,
Nach Abschnitt I, 1 ist y = P/x und wy,? = «/m. In gleicher Weise folgt
aus (f)

z
.

[ & QZ]
I — —

%z
und nach H. MELAN

2 4Z _
wWz* = [ iggz]‘ (IS)
mllt ———
€z

Zausitzliche Druckbelastung. Ist eine Druckkraft vorhanden, so
wird mit Z=—D und ¢ = D/E] die Glg. (c)

d?y .
7 TEy+bx=o, (8)
welche die allgemeine Losung

y=C3sincx+C4coscx—%:— (h)
besitzt. Aus den Randbedingungen y = o fiir x =0 und aus ¥ =o
fiir x = //2 folgt

b 1
Ci=0, Cy=_—"1

€COSC —
2

Damit wird fiir x = //2 mit der dimensionslosen GréBe p)? = DI?/4E]

Pl (tgep .
= — —1I 1
w[ = ] @
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und in gleicher Weise wie zuvor
D
wpt=— (16)

t
mlljgi—l
(92}

Zusammenfassung. Die Glgn. (15) und (16) besagen, daB durch
eine Zugkraft eine Vergréferung, durch eine Druckkraft eine Ver-
kleinerung der kritischen Drehschnelle gegeniiber der Drehschnelle ohne
Lingskraft bewirkt wird. Erreicht die Druckkraft die EULERsche Knick-
last Dy, =m?EJ[I?, so wird pp =z/2 und w; = o (Abb. 20).

Fiithrt man die gewshnliche kritische Drehschnelle (ohne Lingskraft)
nach Glg. (2a)

4§
ot =S5 Gag, T
ein, so geben die Verhiltniswerte {rw ot i
w,\%  p,? 1 “p 08 ™
) =% g @O, A G
[I——QZ-— } o4 ‘\
(wD )2 _ en? I a2
WOy

t
’ l*g;?‘—*l} @7b) o 32 6% 05 Q8 10 12 3% %5
b 0,0

den EinfluB der Langskraft wieder. app. 20, Verhiltniswerte ozl
Fiir zusitzliche Zug- oder Druckbela- paw. wplwy,, auigetragen iiber
Stung ist dies in Abb. 20 dargestellt. die dimensionslosen Zahlen
Daraus ist der die kritische Drehschnelle o Y,
steigernde bzw. vermindernde EinfluB 8 = [ZR[4E]I%, Dow.
der Zug- bzw. Druckkraft ersichtlich.
Fithrt man in den dimensionslosen

GréBen gz p statt Z=o,ud*z/4 und D =04,m d*n/4 und fiir [= d%n/64
ein, so wird
2 Ozl [ 1 \2
0z% = 4 E (7{) ’

Ogzul [ 1\2

0p’=4 ';3 (7)
Fiir praktisch vorkommende Ausfithrungen ist die GréBenordnung von
O/E ~ 1074, von (l/d)? ~ 10%, so daB gz p~ 0,1 ist. Aus der Abb. 20

ist dann zu ersehen, daB der Einflu einer Lingskraft vielfach unberiick-
sichtigt bleiben kann.

H. MeLAN hat den EinfluB der Lingskraft auch nach dem RiTzschen
Verfahren! untersucht mit dem Ergebnis, daB mit steigender kritischer
Drehschnelle der Einflu der Lingskraft abnimmt.

op = [DB/4EJ)"s nach Glg.
(r7a und b).

18 117.
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Schwerpunktsexzentrizitit und Lingskraft.

E. ScHWERIN hat fiir die langs- und querbelastete Welle nachgewiesen, daB
die kritische Drehschnelle mit der Schwerpunktsexzentrizitit e sinkt. Der EinfluB
folgt fiir kleine ¢ und mit ez p< 0.7 fiir die Belastung nach Abb. 19 angenihert
der Beziehung

2 ~ 32EJ 2
W, o T (L5 —13ellt 20, P03 —2¢/])] (18)
worin 4 fiir g,, — fiir g, gilt. Aus (18) geht hervor, daB durch die Schwerpunkts-
exzentrizitit die kritische Drehschnelle bei Zug weniger stark erhéht, bei Druck
starker vermindert wird als bei der Annahme

12 zentrischer Scheiben. Die Bewegung ist ober-
i’ ____Zgz,__ halb der kritischen Drehschnelle, dhnlich wie es
10 === A. Stopora fir die radial belastete Welle ge-
a8 1= funden hat, erst ab einer gewissen Drehschnelle
(wgy + A4) stabil. Der Bereich von A hingt eben-

©xr 05 falls im Wesentlichen vom Trigheitsradius # der
a4 — -0 Scheibe ab und wird mit steigendem % kleiner.
. ——fsws Dabei unterstiitzt eine Druckbelastung die Selbst-
g2 ——2egos0 einstellung oberhalb von wy,, wahrend eine Zug-
0 Lo belastung derselben entgegenwirkt, wodurch die
0 47 02 03 g4 g5 05 47 Stabilitatsgrenze weiter nach oben riickt. An
§o &0 Hand einer Tabelle ist in der angefiihrten Arbeit

Abb. 21. Verhiltniswerte ersichtlich, daB zur Erreichung der gleichen Sta-

®, plog, in Abhiangigkeit von  bilitidtsgrenze bei Zug ein groBeres Scheibentrag-
Q'] p und e/l nach Glg. (19). heitsmoment erforderlich ist als bei Druck.

" Der Verhiltniswert W, plog? ahnlich (17)
wird

(wz,p)2 1,5 —13¢fl :{:2@2’ pt(0.3—2e€fl)

o ] L5 ’

In der Abb. 21 ist der EinfluB der Schwerpunktsexzentrizitat auf die kritische
Drehschnelle bei Zug- und Druckbelastung dargestellt.

In der ScuweriNschen Arbeit sind die den obigen Gleichungen entsprechenden

Zahlenwerte verschieden, weil dort fiir die Lagerentfernung = 2/ und fiir die

Scheibenmasse = 2m zugrunde gelegt ist.

(19)

7. Der EinfluB eines Drehmomentes auf die kritische Drehzahl.

Bezeichnungen:
wpr = kritische Drehschnelle bei Beriicksichtigung eines Drehmomentes 1/sek
M, = kritisches Drehmoment cmkg
7’ ,ul = zulassige Beanspruchung der Welle auf Verdrehung kg/cm?2
n = (Myl/4E]) dimensionslose Zahl

Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, daB beim Vorhandensein eines
Drehmomentes die Steifheit einer Welle vermindert wird. Dadurch ver-
kleinert sich auch die kritische Drehschnelle. Die Grofe dieses Einflusses
soll nach R. GRAMMEL bestimmt werden.

Ahnlich der kritischen Knicklast eines axial gedriickten Stabes gibt
es auch ein kritisches Drehmoment

2nE]J

Mkr = 1 H (a)
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bei welchem die Welle ihre Steifheit verliert und in einer Schraubenlinie
ausknickt. Diese Deformation wird von den Komponenten des Dreh-
momentes erzeugt, wie im folgenden dargestellt ist.

Ein unendlich kleines Teilchen von der Linge ds der zu einer lang-
gestreckten Schraubenlinie ausgebogenen Wellenachse nach Abb. 22
hat zu den Koordinatenrichtungen x, v und z die Winkel «, f und .
Befindet sich die Welle mit den Lagern in der Ruhelage in der x-Achse

Ay y " Q -

— /P
y s re [72 Mz
= - "é
dz J,/ z
/ 4y
~ <o
$74
Abb. 22. Koordinatenrichtungen Abb.23. Momentenvektorkompo-
zu einem Wellenstiick. nenten.

(x =0, f und y =x/2), so wird auch wihrend der elastischen Form-
inderung der Winkel « sehr klein sein und

cosx ~ I
gesetzt werden koénnen. Damit wird aber ds ~ dx und

dy dz
cos f = Tx cosy =-—.
Das lidngs der x-Achse wirkende Drehmoment M, 148t sich nun in Kom-
ponenten in der s-, y- und 2-Richtung zerlegen. Mit Hilfe der angegebenen
Winkelbeziehungen wird
My=M, = M, M,=M,cosp =M%, M =M, cosy=M"%.
Da die Wirkungsebene des Momentes senkrecht zum Momentenvektor
steht (Abb. 23), so unterstiitzt die Komponente vom Betrage

d
M,=M, {;
die Fliehkraft (xy-Ebene), wihrend die Komponente
d
M, =M,

die Auslenkung in der z-Richtung (GrundriB in der Abb. 24, x2-Ebene)
aufrecht erhilt.

Durch das Hinzutreten einer Fliehkraft F nimmt die elastische Linie
eine Gestalt an, die in der Abb. 24 im Auf- und Grundril dargestellt ist
Die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet daher fiir den Aufrif

d?y 1
@ Ej( x+Mddx> (b)
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fir den Grundri3

d 1 dy

@ — 5 Ma gy ©
Die Differentialgleichung (b) kann auf eine lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung zuriickgefiihrt werden. Zu diesem Zwecke setzt man
n (b) fiir die Ableitung dz/dx das erste Integral von (c)

dz d2z M
o =(gaan =gy +C

F
ein. Dann erhilt man fiir (b)

PN, o (e

Mg
T e )

|
|
I

Y

Mg

|
|
|
|
|

)

|
|
!
<4 x
AN 2L =" GrandB N Daraus wird zuerst das parti-
! kulare Integral der reduzierten

Differentialgleichung

Abb. 24. Auslenkung einer kugelig gelagerten
Welle durch eine Fliehkraft F und durch a2y M
. d
ein Drehmoment M. ) + (

aufgesucht mit
v, = C, cos —%I—jix—i— C, sin %—x.
Ein zweites partikulares Integral folgt aus

n=—(a) (757 *+ 7<)

wie man sich durch zweimaliges Differentiieren (d%y,/dx? = o) leicht iiber-

zeugt. Das Gesamtintegral ist
M, EJ F
y = C; cos = x+C sin =% EJ W7x—}—63, (d)
wenn man fiir

Mdc C,

setzt. Bildet man aus (d) die erste Ableitung dy/dx und setzt sie in (c)
ein, so erhilt man durch zweimalige Integration die Losung

F

M, M,
— 2
z=C, sin E] — C, cos E] de + C,.
Darin ergeben sich die Integrationskonstanten
. __ Fp Mgl EX°F Mgl
Ci=—Co= 537, 8 57— S, 8 E5
F2 E2J°F

Ca=+Co= 1537, 16 M, + 2 M@



Der EinfluB der duBeren Reibung auf wy,. 31

aus den Randbedingungen fiir

x=0: y=o0und z2=0,

x=1/2: dy/dx =0 und z=o.
Am Ort der Masse wird mit x = //2 die Auslenkung der Welle im Aufrif3
nach Einfithren der dimensionslosen Grof3e

_ Myl (e)
4E]
zu
FB 3 [ o 84
=— 2 —L 1. f
Y= BET 4w S J ®
Daraus errechnet sich nach Glg. (2) die kritische Drehschnelle
8 E
2= ir;[lsi w
(]
4 Ne
. (20) @ a6
NESCTIA RS S
u u © a4
Wird die gewdhnliche kritische Dreh- g2
schnelle (ohne DrehmomenteinfluB) fir
den betrachteten Fall 0 62 4% 06 /”2’ 0oz
2= 4fn faj (za) Abb. 25 Verhaltniswert o,/wy,.,

aufgetragen iiber der dimensions-
losen Zahl u= M;l[4E] nach
Glg. (20a).

angeschrieben und zu der oben ermittel-
ten in Vergleich gesetzt, so erhdlt man
)2
p— t .
[ 5
W

(,‘f’:‘i
WD
u u

Diese Funktion ist in der Abb. 25 wiedergegeben. Fir y =z/2 wird
M;= M,, =2nE]J/l, also gleich dem kritischen Drehmoment, und
Wy = 0.

Die dimensionslose GréBe p 1iBt sich mit Mg =1',ud37/16 und
J = d*7/64 auch in der Form

4

(z0a)

T/ zul
E

wiedergeben. In praktischen Fillen

‘[t:

l

i 9]

ist die GroBenordnung von

T /E ~ 1073, von l/d ~ 10, so daB u < o,1 ist. Daher kann, wie
Abb. 25 zeigt, der EinfluB des Drehmomentes auf die kritische Dreh-
schnelle vernachlissigt werden.

8. Der EinfluB der duBeren Reibung auf die kritische Drehzahl.

Bezeichnungen:
e = Schwerpunktsexzentrizitat cm
v = Fliehkraftradius cm
Qs = Reibungskraft kg
P = elastische Wellenkraft kg
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= elastische Wellenkraft fiir y = 1 kg/cm
¢s R/k mit ¢, = Reibungsbeiwert

= Winkel zwischen y und »

o = Winkel zwischen ¥ und e

Untersucht sei die Bewegung nach Abb. 1 mit Einbezug der duBeren
Reibung an der Scheibe durch das umgebende Mittel. Der geometrische
Mittelpunkt M der Scheibe soll gleichzeitig der Durch-
stoBpunkt der Welle sein.

Infolge der Schwerpunktsexzentrizitit rotiert die
senkrecht aufgekeilte Scheibe um den Raumpunkt O.
Ist 2 R der Scheibendurchmesser, so wird nach Abb. 26
innerhalb eines Kreises um O mit dem Halbmesser
R —y ein Reibungsmoment M, auftreten, welches
von dem eingeleiteten Drehmoment {iberwunden wer-

» XK
I

Abb. 26. s , : o -
Reibungsvzerhiilt- den muf}, wihrend in dem sichelfé6rmig verbleibenden
nisse an der um- 1eil (schraffiert) eine die Bewegung hemmende Kraft

laufenden nach dem Ansatz

Scheibe. Qr = xmyw?

zuriickbleibt, die infolge der Symmetrie der sichel-
férmigen Fliche zur Auslenkung y auf dieser senkrecht steht und aufler-
halb S angreift.! Im Scheibenmittelpunkt M greift die elastische Kraft
P=uy,
\ im Schwerpunkt S die Fliehkraft
€ ‘\ F = mrw?
sk e an. Fiir die Gleichgewichtsbedingung sind alle Krifte auf
den Schwerpunkt zu beziehen. Zu diesem Zwecke bringt
man in S parallel zu Q;, bzw. P die Krifte + Q;, bzw. - P
7\ [¥  an. AuBer den Kriften Q; und P im Scheibenschwerpunkt S
sind dann noch die Kraftepaare von @, und P vorhanden.’
Im stationiren Bewegungszustand der Scheibe muf sich
0  die elastische Wellenkraft P mit der Fliehkraft F und der
\w/ Reibungskraft Q, das Gleichgewicht halten. Sie sind infolge-
dessen nach Abb. 27 durch folgende Beziehungen verkniipft:

Abb. 27.

Krafte- P=uxy=Fcose,

plan bei Qs =umyw? = F sine.

Berick-  Daraus erhilt man
sichtigung . y a oy
der auBe- SIné=x--, COSE=" - & "

ren Rei- T . ) .

bung. 1 Die sichelformige Fliche 148t sich unter Voraussetzung kleiner

Wellenauslenkungen in Einzelflichen zerlegen mit der radialen Er-
streckung R — ycosp — (R — y) = y (1 — cos ¢) und der Flachengroe
df =y (1— cos ) Rdp, worin ¢ den Winkel zwischen y und R darstellt (o bis 2 7).
Die | auf R stehende gesamte Reibungskraft ist fiir die Flacheneinheit
¢y R®w?yp/2g, ihre | zu y stehende Komponente Q, fiir beide Scheibenseiten

2 27

Q= 2ch2w2—:—g S dfcostp:c,R%uz%y S (1 — cos @) cos @ dp = x m v w2,

o o
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Aus dem Dreieck OM'S (Abb. 27) folgt weiter

sing:-:—sirw:xl, (@)

—_— (b)

m w?

=9yt _2yrcose=y:}+7r2—2
Nach Abb. 27 ist
F = Pcose + Q;sine,
woraus sich nach Einsetzen der entsprechenden Werte fiir P, Q; und ¢

I

2 =2 S (C
’ w4 () o | [[Fotne Aoy |
ergibt. Aus (b) und (c) wird 9 i A S
AL I 8
(7) - x2+(‘ _0_‘7"_1)2: (d) ,
m w? ¥ ,
o \2 €
oyt

o 2’ () l \
'+ (';;az "’) "

Fiir alle reellen Werte von w =0 ’ \
bis w = + oo liefert Glg. (d) einen 2 Y. ~
endlichen Wert fiir y/e; d. h. die 4

Auslenkung y bleibt fiir beliebige
w, also auch fiir wy, endlich. Die
groBte Auslenkung erhalt man fiir sy}, 58 Verhaltniswert y/e ohne und mit
d(y/e)*/de = o mit Beriicksichtigung der auBeren Reibung,

11 aufgetragen iiber w/wy, (¥ = o,1).
0 = o, = Py (f) 4

+
|

S

0 8Z 6% G5 08 30 32 4% 46 148 30
w/Wyr

die dabei auftretende (gréBte) Auslenkung zu

Ymax = % (g)
und den Winkel g fiir w = w;, aus (a) mit (g) zu
o = arc sin # y':“ = % (h)

Aus diesen Gleichungen ergibt sich, daB durch die Reibung des um-
gebenden Mittels die Auslenkung y auch in der kritischen Drehzahl
endlich bleibt, wihrend die Hohe der kritischen Drehzahl und die Winkel-
stellung von e zu v in derselben nicht beeinflut wird. Ohne Reibung
tritt beim Ubergang vom unterkritischen in den iiberkritischen Bereich
eine plétzliche Phaseninderung um z auf, wihrend bei Vorhandensein
der Reibung diese Phaseninderung stetig erfolgt. Die Verminderung der
Auslenkung wird um so gréBer sein, je groBer bei gleicher Winkel-
geschwindigkeit der Reibungsbeiwert » ist. Die Selbstzentrierung der
Holba, Berechnungsverfahren. 3
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Scheibe tritt schon bei geringerer Drehzahl auf als ohne Reibung, da
bereits fiir w < co der Verhiltniswert y/e = 1 erreicht wird.
Setzt man in (d) fiir o/m = w2, so erhdlt man

(%)2 - [ (2})2_1]2 . (i)

Nach dieser Beziehung ist die Abb. 28 entworfen, aus der zu ersehen ist,
daB die Ausschlige y nur in unmittelbarer Nihe um die kritische Dreh-
zahl von den Werten ohne Rei-
bung abweichen. A. StopOLA
hat dieses Ergebnis auch experi-
mentell bestitigt.

Die Abb. 29 ist nach den
Glgn. (a) und (i) fiir e =1 ent-
worfen. Aus dieser ist ersichtlich,
daB der Winkel ¢ nur in der
Nihe von g, stark von den
Werten ¢ == und o (ohne Rei-
bung) abweicht. Fiir ® = oo tritt
keine Deckung von y und e ein;
zwischen beiden bleibt ein Winkel
vom Betrage gmin = arc sin /(I
+ #?) bestehen.

Abb. 29. Gegenseitige relative Lage von y Die Ziihigkeit des umgeben-
zu e bei Beriicksichtigung der auBeren Rei- den Mittels ist eine gegebene
bung in Abhangigkeit von w = f(w,,) fir =~ Grofe. Aus Griinden geringster
%=0,I. Verlustarbeit werden die Ober-

flichen der Radscheiben glatt

bearbeitet. Damit trotz der kleinen Oberflichenreibung nur geringe Aus-
schlige y entstehen, ist die Schwerpunktsexzentrizitat gering zu halten.

dberkrifischer Bersich

wa;,,.

9. Ergebnisse.

Bezeichnungen:
fs = statische Durchbiegung unter der Scheibe cm
k = R[4 = Tragheitshalbmesser der schmalen, parallelwandigen Scheibe
in bezug auf ihren Durchmesser (R = Scheibenhalbmesser cm) cm
« = elastische Wellenkraft fiir die Auslenkung ,,Eins* kg/cm
p = Beiwert fiir die Beriicksichtigung der Kreiselwirkung im Gleichlauf
% = k[l = R[4! Verhiltniswert

Ohne Beriicksichtigung der Kreiselwirkung.

Fiir eine glatte, masselose Welle, welche nur eine Masse tragt, ist die
kritische Drehschnelle unabhingig von der Art der Lagerung durch die
Kraft o oder durch die Durchbiegung f, im Massenbefestigungspunkt
bestimmt. Nach (2) und (11) ist

SE
Il

g
Wyt = I
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o oder [, kann fiir die verschiedenen Belastungsfille, z. B. , Hiitte*, Bd. I,
entnommen werden.! Damit ergibt sich fiir die einzelnen Belastungsarten:

3EJ
O = =8
. 3EJ

Prr” = m(l+ c)c?

Sonderfall mit ¢ == ¢/l = 1:

23 EJ

)
kr 2 m3

2_3Ej !

T T R l— )

Sonderfall> mit ¢ = afl =1/,:

o 48E]

kr m 137

12E] 3
Wpp? = ———

102 EJ
Owrt =
3E] B
2 =
kr m  adb3

m  a3b2(31+b)
Sonderfall? mit b/l = |/o,17:

Abb. 30. Eingespannte Welle mit
fliegender Einzelmasse.

m

@ F s~

1 | !

(22a) Abb. 31. Zweifach kugelig gela-
gerte Welle mit Einzelmasse am
iberhangenden Ende (! > o).

m

(23) H—”X

1 |
1 1
v&l !

e——>

(23a) Abb.32. Zweifach an den Enden
kugelig gelagerte Welle mit Ein-
zelmasse.

P m
(24) M

(242) Abb. 33. Einseitig eingespannte,
anderseits kugelig gelagerte Welle
mit Einzelmasse.

(25) Z

(252)
Abb. 34. Beidseitig eingespannte
Welle mit Einzelmasse.

1 fs ist nur unter der Wirkung der Scheibenmasse zu bestimmen.
% Diesen Sonderfillen ist eine horizontale Tangente (zur Lagerverbindungs-
geraden parallel) im Lastbefestigungspunkt zugrunde gelegt.

3*
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Aus allen Gleichungen ersieht man, da die kritische Drehschnelle
mit steigender Elastizititsziffer und dem Querschnittstrigheitsmoment
sowie mit kleiner werdender Masse und Lagerabstand gré8er wird. £ und
m sind im allgemeinen festliegende GroBen. Eine Anderung von w,, kann
daher nur durch eine Anderung des Trigheitsmomentes des Wellen-
querschnittes, durch eine Verkiirzung der Auflagerlinge oder durch eine
Verlegung des Lastangriffspunktes erreicht werden. Die Durchmesser-
vergroflerung hat einen groBeren EinfluB als die Verkiirzung der Lager-
entfernung, da w,, = Cd?/l’s. Haufig wird man durch gleichzeitige Ande-
rung beider GroBen zum Ziele kommen.

Hat die Welle in zwei verschiedenen Axialebenen ein groBtes und ein
kleinstes Querschnittstrigheitsmoment (z. B. bei durchgehenden Keil-
bahnen), so besitzt sie zwei kritische Drehzahlen erster Ordnung. Der
zwischen beiden liegende Bereich ist nicht stabil. Sitzen auf der Welle
mehrere Scheiben, so wird man zweckmiBig die Keilebene fiir jede
Scheibe um go® versetzen, um einen annihernd gleichen Biegewiderstand
zu erreichen. Dadurch wird auch gleichzeitig ein Verziehen der Welle
vermieden. Nach der neuen Gleitlagertheorie werden vorwiegend kurze
Gleitlager verwendet, die kugelig einstellbar gefaBt sind (Abb. 105). Bei
Kugellagern ist die Selbsteinstellung der Welle ebenfalls méglich. Prak-
tisch kommen daher hauptsichlich die den Abb. 31 und 32 (vielfach auch
noch 33) dhnlichen Belastungsarten mit kugeliger Lagerung in Betracht.

Die Durchbiegung f, im Angriffspunkt der Masse 1dBt sich nach
Glg. (11) ermitteln zu

/s:g'

wkr2
Wegen der notwendigen Dichtungsspaltweiten interessiert vielfach die
maximale Durchbiegung der Welle. Fiir einfache Belastungsfille ist sie
nach ,,Hiitte, Bd. I, zu errechnen, wihrend fiir die beliebige Belastung
einer abgesetzten Welle die grofte Durchbiegung bei der graphischen
Ermittlung der Auslenkungslinie als Zwischenergebnis erhalten werden
kann.

Mit Beriicksichtigung der Kreiselwirkung.

Aus den Abb. 36, 38 und 40 148t sich fiir die praktisch vorkommen-
den Lagerungsarten im Einzelfall ersehen, ob die Berticksichtigung der
Kreiselwirkung notwendig ist. Auch wenn mehrere Scheiben auf der
Welle sitzen, kann der EinfluB je einer Scheibe untersucht werden. Dabei
ist nur der praktisch wichtige Gleichlauf beriicksichtigt. Der Verlauf des
Kreiselmomentes im Gleichlauf ist in den Abb. 35, 37 und 39 dargestellt.
Die kritische Drehschnelle kann bei der Prizession im Gleichlauf

Wy = PWyy (26)

geschrieben werden, worin p, iiber » = k/I aufgetragen, den Abb. 36,
38 und 40 zu entnehmen ist und w;, die fiir den gleichen Belastungsfall
nach den Glgn. (21), (22) und (23) ermittelte kritische Drehschnelle ohne
Kreiselwirkung bedeutet. Die Werte von p gelten fiir schmale Scheiben,
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Abb. 35. Verlauf des Bie-
gungsmomentes M, des
Kreiselmomentes K,; und
des resultierenden Momen-
tes M,,, fir eine einge-
spannte Welle mit fliegender
Einzelmasse.
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x=k/T

30

Abb. 36. Beiwert p fiir die kritische Drehschnelle

bei der Prazession im Gleichlauf fiir den Belastungs-

fall nach Abb. 35, Glg. (21), aufgetragen iiber » =#£/!.
Fir x — oo ist lim p = 2;

1 I 2 1
I_3x2+ ! +3x2 '

=2

d. h. fir Verhiltniswerte ,,Scheibenhche/Scheibendurchmesser = %/2 R
< 0,1, Die Abbildungen zeigen die Zunahme der p-Werte mit groBer
werdendem ». In den Abb. 38 und 40 ist p noch abhingig von c/I,
bzw. afl angegeben. Alle Kurven haben einen S-férmigen Verlauf und
streben einem endlichen Grenzwert zu.
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Abb. 37. Verlauf des
Biegungsmomentes M,
des Kreiselmomentes K ;
und des resultierenden
Momentes M, fiir eine
zweifach kugelig gela-
gerte Welle mit Einzel-
masse am iiberhdngen-
den Ende.
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Abb. 38. Beiwert p fiir die kritische Drehschnelle

bei der Préazession im Gleichlauf fiir den Belastungs-

fall nach Abb. 37, Glg. (22), aufgetragen iiber x =%/I

in gleichzeitiger Abhangigkeit von ¢ = ¢/l. Fiir
@—> oo und x—> co wird lim p = 2;

i VA 2

=2 r—Y
x x? 2 w2
S ) o he—2) |,

mit y=¢? (1 +¢), A=1+ 3¢, { = ¢(2 + 3¢)/2.
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Fiir den Belastungsfall nach Abb. 38 wird bei gegebenem Scheiben-
tragheitsmoment und bei gegebener Masse mit steigendem ¢, also mit
steigendem ¢, der Einflu der Durchbiegung durch die Last groBer als
die Durchbiegungsverminderung durch das Kreiselmoment. Mit ¢ = co
und unbegrenzt steigendem x nahert sich p der Grenze 2, d. i. der gleiche
Wert wie bei der-einseitig eingespannten Welle mit fliegender Einzelmasse.

D

28 — L p=g70
X\F—/‘X 2 4
A WY
el e T T 154 p-015
NP T .
I i la ’:6‘ a0 P
ol o M |
R
| Hds0

Mres| Q F ! Y587 6z 43 4+ a5 86 87 45 39 207 "
2=k/l
Abb. 39. Verlaufdes Biegungs-  Abb. 40. Beiwert p fiir die kritische Drehschnelle
momentes M, des Kreiselmo-  bei der Prazession im Gleichlauf fiir den Belastungs-
mentes K;; und des resul- fall nach Abb. 39, Glg. (23), aufgetragen iiber % =£/!
tierenden Momentes M, fiir  und in gleichzeitiger Abhingigkeit von ¢ = a/l. Fiir
eine an den Enden kugelig 2 gilt die gleiche Beziehung wie bei Abb. 38, wenn
gelagerte Welle mit Einzel- py=¢*(1—¢? A=1—3¢(1—¢) und
masse. =@ —¢)(1—2¢).

Im Belastungsfall nach Abb. 40 wird mit steigender Anniherung der
Masse an das Auflager (p = a/l < 0,5) der Einflu des Kreiselmomentes
groBer, weil abnehmenden Durchbiegungen zunehmende Richtungswerte
zugeordnet sind. Fiir ¢ = 0,5 wird p = 1, weil fiir senkrechtes Aufkeilen
der Scheibe bei @ = I/2 das Kreiselmoment gleich Null wird.

Beispiel 1.

Es soll die kritische Drehzahl einer Welle ermittelt werden, welche an beiden
Enden in Kugellagern gestiitzt ist und in der Mitte eine Scheibe von 19 kg Gewicht
tragt. Das Gewicht der Siemens-Martin-Stahlwelle sei ver-

\,35¢ 6-1kg nachlassigt, ebenso das Gewicht der notwendigen elasti-

'; ) 7 —J schen Antriebskupplungshilfte. Die nach Abb. 41 dar-
! U ! gestellte Welle ist identisch mit dem Lagerungsfall nach
= 26‘0—?2;—26‘0—: Glg. (23a). Damit wird
Abb. 41. Masselose w2 = 48.2,1 108 7"266 981 = 272500,
Welle mit einer 19 52
Scheibe; Wy = 522[sek

zu Beispiel 1. und fyp = 4990 U/min.



Anhang. 39

Die kritische Drehzahl ist bedeutend hoher als der tatsiachliche Wert (Beispiel 3),
weil der betrachtliche EinfluB der Wellen- und Kupplungsmasse unberiicksichtigt
blieb.

10. Anhang.

Folgerungen.

Die Bisher betrachtete Belastung der masselosen Welle durch eine
Einzelmasse ergibt nur eine kritische Drehzahl. Je weiter die Betriebs-
drehzahl iber dieser liegt, desto kleiner werden die zusitzlichen Aus-
lenkungen. Dies hat sich zuerst DE LAVAL in

seinen Dampfturbinen zunutze gemacht, deren i i
Betriebsdrehzahlen ein Vielfaches der kritischen

Drehzahl sind.! Die Wellen erhalten dabei sehr | T 7
kleine Durchmesser (sogenannte nadeldiinne — |~%" <ag>

Wellen), der Durchlauf durch den kritischen a)e !
Bereich wird durch Fiihrungen erleichtert. Diese i\&\—"‘T]E

Ausfihrung — nur eine schwere Scheibe mit ‘o)' A
sehr schwacher, also annidhernd masseloser 7 °

Welle —”konnte die Vorteile des iiberkritischen 42. Auslenkungs-
Laufes fiir groBe w/wy, voll ausnutzen. _ linien einer endseitigkuge-

Sitzen aber auf der Welle nach Abb. 42 zwei ;g gelagerten Welle mit
Massen, soist auBBer der bisher betrachteten Aus- zwei Massen.
lenkungslinie a) noch die nach b) mdglich. Die
Auslenkung a) entspricht dem Belastungsfall, wenn alle Massen gleich-
sinnig wirken, wodurch fiir diese Lagerungsart die grofite zusitzliche
Auslenkung und damit die tiefste kritische Drehschnelle erhalten wird.
Die Form b) entsteht, wenn die beiden Massen gegensinnig wirken und
entspricht infolge der kleineren zusitzlichen Auslenkungen der zweiten
kritischen Drehschnelle. Bei zwei Massen sind also zwei kritische Dreh-
zahlen moglich. In gleicher Weise folgen fiir » Massen # kritische Dreh-
zahlen.?

Aus dem Beispiel geht hervor, dal bei der Bestimmung der ersten
kritischen Drehzahl die Richtungen der Massen so einzufiihren sind, da8
sie sich in ihrer Wirkung unterstiitzen, um die gréB8tmogliche Auslenkung
zu ergeben. Bei Wellen mit mehrfacher Lagerung oder iiberhingenden
Enden sind also nach dem Uberschreiten der Auflager die Lastrichtungen
umzukehren. Daraus folgt fiir die einseitig {iberhingende Welle die
Richtung der Massen in der ersten kritischen Drehschnelle nach Abb. 43a
(gegensinnig), in der zweiten kritischen Drehschnelle nach Abb. 43b
(gleichsinnig). In letzterer miissen Massen, die zwischen den Lagern in
der Nahe des rechten Auflagers sitzen, u. U. gegensinnig wirken, wenn
die Auslenkungslinie in diesem Bereiche negativ ist. Damit kann fiir alle
vorkommenden Lagerungs- und Belastungsarten die einzufiihrende
Richtung der Lasten bestimmt werden.

! Die Betriebsdrehzahl betragt bis zu 30000 U/min, w/w;, <8.
2 Uber die Verminderung der # kritischen Drehzahlen durch die Kreiselwirkung
siehe die Ergebnisse des Abschnittes II, S. 52, sowie Abschnitt III, 3e.
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Im Gegensatze zu der einfach belasteten Welle ist bei mehrfacher
Belastung fiir tiberkritischen Lauf die Betriebsdrehzahl so zu legen, daB
die Bereiche der héheren kritischen Drehzahlen vermieden werden. Dies
bedeutet eine gewisse Einschrinkung bei der Wahl der Betriebsdrehzahl
aus Griinden der Betriebssicherheit. Die zweite kritische Drehzahl ist
ungefihr das Drei- bis Fiinffache der ersten kritischen Drehzahl.

my my Liuft eine Welle mit einer weit unter der
x H % H ersten Kritischen liegenden Drehzahl, so wird
| sie als starr bezeichnet, wihrend man fiir Be-
{ 1 i 2  triebsdrehzahlen knapp unterhalb der kritischen
: J/f Drehzahl oder bei iiberkritischem Lauf von
)} i einer elastischen Welle spricht. Dies hat seine
}\W_/i teilweise Begriindung darin, daB im ersten Fall
b)' i die dynamischen Auslenkungen gegeniiber der
i ﬁ, Schwerpunktsexzentrizitit klein sind; bei der
elastischen Welle sind jedoch die Auslenkungen
_ADD. 43. Auslenkungs- ., ‘{7 " 6ip Mehrfaches von der Schwerpunkts-
linien einer zweifach kuge- e o .
lig gelagerten, cinseitig exzentrizitit und konnep besonders bei 'fehlen-
fiberhangenden Welle mit ~der Hemmung und Kleinem Beschleunigungs-
zwei Massen. moment wihrend des Durchlaufens des kriti-
schen Bereiches gefihrliche Werte annehmen.

Die in den Abb. 42 und 43 dargestellten Auslenkungen stellen nur die
zusitzlichen Auslenkungen vor, wihrend die statischen Auslenkungen
nicht eingetragen sind. Die Form a) der Auslenkungslinie bleibt bis zur
zweiten kritischen Drehzahl erhalten, die nach b) fiir den dariiberliegenden
Bereich, bzw. bis zur dritten kritischen Drehzahl usw.

Bei der masselosen Welle mit nur einer scheibenférmigen Einzelmasse
ist beim Umlauf die zusitzliche Auslenkung der Welle durch die exzen-
trische Masse bedingt. Fiir mehrfach belastete Wellen mit beliebigen
Schwerpunktslagen ist das gleiche Ergebnis zu erwarten. Die kritische
Drehschnelle ist laut Abschnitt I, 1 dadurch gekennzeichnet, da3 die Aus-
lenkung y in derselben unbehindert wichst und die GréBe der Schwer-
punktsexzentrizitit dann vernachlidssigbar ist (Abb. 5). Deshalb wird
auch bei mehreren Massen mit beliebiger Schwerpunktslage die Form der
Auslenkungslinie im kritischen Bereich bei gleicher Scheibenmasse durch
den groBten Wert von e hervorgebracht, wobei die Exzentrizititen e, der
iibrigen Scheiben auf das starke Anwachsen von y keinen Einflu8 haben.
Es ist also nicht méglich, fiir die Welle nach Abb. 42 durch eine zufillige
Gruppierung der Scheibenschwerpunkte zu erreichen, daf mit e, = —e¢,
und 4, = a, die erste kritische Drehzahl unterdriickt wird, da beim
geringsten Impuls ein Ausschlag und bei fehlender Hemmung ein so-
fortiges Anwachsen von y in gefihrlichem AusmaBe entsteht.
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Der EinfluBl der Fundamentelastizitit auf die
kritische Drehzahl.

Bezeichnungen:
Cy C,, Cy = Konstante cm
e = Schwerpunktsexzentrizitat cm
& = Schwerpunktskoordinate in der £-Richtung vom raumfesten Ur-
sprung O cm
£, = Fundamentausschlag in der Horizontalrichtung & vom raumfesten
Ursprung O cm
7 = Schwerpunktskoordinate | zur &-Achse cm
t = Zeit sek
« = elastische Kraft, welche die Wellenauslenkung ,,Eins‘ erzeugt kg/cm
o, = elastische Kraft, welche die Fundamentsiulenauslenkung ,,Eins‘
erzeugt kg/cm

yp und w? = Winkel im Bogenmaf
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Abb. 44. Bewegungszustand eines einfachen Laufers nach Abb. 1 auf einem in der
Horizontalebene ideal elastischen Fundament.

O Verbindungslinie der Lager bei stillstehendem Laufer, L augenblickliche ‘Lage der Lagermitte,
M Scheibenmittelpunkt, S Scheibenschwerpunkt.

Nach den bisherigen Annahmen wurden die Lager als starr und auf
einem starren Fundament montiert angenommen. Dieser Idealfall ist
jedoch meist nicht vorhanden, sondern eine mehr oder minder grofle
Elastizitit des Fundamentes ist die Regel. Das Fundament wird unter
den pulsierenden Fliehkraftkomponenten, die vom Liufer iiber die Lager
auf dasselbe iibertragen werden, erzwungene Schwingungen ausfiihren
und dabei die Bewegungsform der Wellenachse im Raume 4ndern.

Im nachstehenden soll nach V. BLAEss der Bewegungszustand einer
umlaufenden, mit einer Masse besetzten, masselosen Welle untersucht
werden, welche im Gegensatze zu der bisherigen Aufgabenstellung auf
einem in der Horizontalrichtung & ideal elastischen Fundament befestigt
ist (Abb. 44).r Dabei wird in der Masse m, die Fundament-, Lager- und
Maschinenkorpermasse vereinigt gedacht, wéihrend die Laufermasse m
gesondert eingefithrt ist. Die Bewegung soll von einem feststehenden

1 Die Vereinfachung auf ein ungedampftes System ist immer zuldssig, wenn
es nur auf die Bestimmung der Lagen der kritischen Zustinde ankommt und nicht
darauf, welche Betrage die kritischen Auslenkungen im einzelnen tatsichlich
zahlenmafBig annehmen (S. 33).
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Koordinatensystem verfolgt werden, dessen Ursprung im DurchstoBpunkt
der Scheibenebene mit der im Ruhezustande gezogenen Lagerverbindungs-
geraden OO liegt.! Durch die als vollkommen angenommene Fundament-
elastizitit wird das ganze System beim Umlauf der exzentrischen Scheiben-
masse m eine horizontale, ungedimpfte Schwingungsbewegung aus-
fithren, die mit der erregenden Kraft phasengleich ist. Am Fundament-
rahmen greift die Riickstellkraft der elastischen Fundamentsiulen und
der Welle an. Die Riickstellkraft der Fundamentsiulen, die der Aus-
lenkung entgegenwirkt, ist

— oobo,
die der Welle in der &-Richtung
ay cosp =« (§ — &y — e cos wi), (a)
in der 5-Richtung
oy sinp = & (n — e sin wi). (b)

Durch Einfiihren der Trigheitskrifte werden die Gleichgewichts-
gleichungen erhalten. Unter den gleichen Voraussetzungen beziiglich der
Reibungsfreiheit der Scheibe wie unter Abschnitt I, 1 und der Dampfungs-
freiheit des Fundamentes wird

azt,

My a &y COS’/"“O‘ofo:
azt

m 7 B Y COoS Y, (c)
a2y .

m—p- = —aysiny.

Nach Einsetzen der Ausdriicke (a) und (b) in (c) werden die drei Be-
wegungsgleichungen
azg,

Mo~ + (x + xg) &g — & = — e coswt,
az
i — gy +abl=anecoswt?, (d)
2

m% +an=ownesinwt.

Partikulare Losungen dieser Gleichungen unter alleiniger Beriicksichtigung
der erzwungenen Schwingungen durch die pulsierenden Fliehkraft-
komponenten sind unter der Voraussetzung der Dampfungsfreiheit

&y = Cy cos wt,
& = C, cos wt, (e)
n = Cysin wt.

1 Von der statischen Durchbiegung durch die Scheibenmasse ist abgesehen,
da sie fiir die Betrachtung ohne Belang ist.
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Cy, C; und C, stellen die maximalen Auslenkungen in der &- und #-
Richtung dar. Sie werden bestimmt aus (d) durch Einsetzen der ent-
sprechenden Werte der Glg. (e):

(¢ + g — muw?) C, —aC; = —uwe,
—aCy+ (6 —mw?) C; = «e, 03]
(x —mw?) C, = «e.

Daraus errechnen sich die gréten horizontalen Auslenkungen des Funda-
mentes und des Liufers (cos w? = 1) aus den ersten zwei Glgn. von (f) zu

o« m e w?
C°:(oc+oco—mow2)(oc—mw2)—oc2’ (®)
- ae (g — myw?)
¢, = (% + g — my 0?) (6 — m w2) — ()
und die gréBte vertikale Auslenkung des Liuferschwerpunktes
Co=-—° . (i)

m
I—— w?
«

Bei einem starren Fundament ist #, oder «, unendlich gro8, so daB in
Ubereinstimmung mit den Ergebnissen des Abschnittes I

wird; der Schwerpunkt bewegt sich daher, wie gefordert, auf einem
Kreis um O, d. i. auch um L. Hat jedoch m, und «, eine endliche GroBe,

so wird Co> 0,

Cl > C2y
der Scheibenschwerpunkt bewegt sich auf einer Ellipse.!

Kritische Zustinde treten auf, wenn C, oder C; unendlich werden.
Dies ist der Fall fiir

m
I——w=o0

22

und
(¢ + g — Mmy?) (x — mw?) — «? = o.
Die erste Bedingung gibt die schon frither gefundene kritische Dreh-
schnelle des Laufers (bei starrem Fundament) mit
wk,rz = W.

Die Bewegungsform des Lauferschwerpunktes ist jedoch abweichend hier-

von eine im wesentlichen geradlinige, in die 5-Achse fallende Schwingung.

Setzt man analog dazu die kritische Schwingungszahl des Fundamentes
%o
Wirg® = my
! Die Koordinaten & und 7 der Schwerpunktsellipse erhialt man durch Ein-
setzen von (h) und (i) in die Losungsgleichungen (e).
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in die zweite Bedingungsgleichung ein, so erhilt man

4 (09
w” — Cl)2 (wkr2 + wk,,oz + 7) + wk,.z wkr02 =0
0
und daraus

2 2
©F — o o2 — Dkt Dkro + *
— YWrife — 2 2m,

01,2 + Wrpo? x 12
:}: l/[ kr 2 kro + 2m0} _wkrzwkroz' (27)

Fiir my = oo (starres Fundament) wird wieder w? = w,,>
Bei einem elastischen Fundament ist #, ¢ oo und es ergeben sich
dann nach Glg. (27) zwei weitere kritische Drehschnellen w;; und w;, mit

Wyy = gy = Wps.

Der Scheibenschwerpunkt bewegt
sich fir o = w;; und w;, auf einer
in die £-Richtung gestreckten Ellipse.
Diese kritischen Drehzahlen und die
Grund- ~ 2ugehorigen Auslenkungen hat V.
schwingung BLAESS auch an einem entsprechend
I gebauten Modell bestitigt gefunden.

Beim Ubergang von einer kriti-

Richtung der erregendén Kraft

A .
Ll schen Drehzahl zur anderen wird der
erstedber-  Schwerpunkt gezwungen, nacheinan-
;"""”’!"”l der in verschiedenen Richtungen zu

schwingen. Infolge der bei diesen Ver-
lagerungen auftretenden Dampfungen
Abb. 45. Fundamentfunktion einer wird das Durchfahren durch die
Betondecke. kritischen Bereiche erleichtert. Durch
s Ausschlag, @ Phasenverschiebungswinkel. die stets vorhandene Dampfung
werden auch die Ausschlige bei den
neuen kritischen Drehschnellen endlich. In gleicher Weise wie unter
Abschnitt I, 8 wird jedoch die Hohe der kritischen Geschwindigkeiten
dadurch nicht geindert. Um dauernde Betriebsstérungen durch Re-
sonanz zu vermeiden, sind daher diese kritischen Drehzahlen gentigend
weit von der Betriebsdrehzahl der Maschine zu legen.

Die Energie verzehrende Dimpfung hat zur Folge, daf3 die erzwungenen
Schwingungen mit den pulsierenden Fliehkraftkomponenten nicht mehr
in Phase sind, sondern diesen nacheilen. Diese Phasenverschiebung von
Kraft und Ausschlag ist von der Elastizitit des Fundamentes abhingig.
Tatsédchlich wird beobachtet, da3 bei kleinen sekundlichen Impulsen, wie
sie beim Anfahren einer Maschine vorkommen, die Fundamentbewegung
synchron mit diesen ist. Mit steigender Drehzahl bewirkt die wachsende
GroBe der Dimpfung ein Zuriickbleiben der Bewegung hinter der er-
regenden Kraft. Im kritischen Zustande, den jedes elastisch gestiitzte
System besitzt, ist die Phasenverschiebung mit ¢ = /2 gleich der der
ungedimpften Schwingung. Dariiber hinaus ndhert sich die Phasen-
verschiebung dem Werte n. Trigt man die gré8te Fundamentbewegung
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und die zugehorige Richtung fiir die einzelnen Drehzahlen in ein Polar-
diagramm ein, so erhilt man nach E. ScHMIDT die sogenannte Fundament-
funktion (Abb. 45). Aus den Schwingungsellipsen der Abb. 46, die
mittels einer Spiegeleinrichtung durch einen Lichtstrahl auf ein photo-
graphisches Papier fixiert wurden, kann man die mannigfaltigen Be-
wegungsformen entnehmen, die das Fundament unter den erregenden
Kriften beschreibt. Die Bewegungen des Fundamentes sind nicht auf
eine Ebene beschrinkt, sondern liegen in Raumkurven.

Die Abb. 47 zeigt die
Ergebnisse der Schwin-
gungspriifung an einem

Dampfturbinenfunda-
ment (ohne Maschinen-
aggregat) nach Versuchen
von H. KAvyser. Bei
# = %705 U/min liegen die
groBten Ausschlige in der Horizontalen quer zur Maschinenachse. Bei
n = 1015 U/min ist Drehresonanz vorhanden, wihrend die gréBten Aus-
schlige der Senkrechtresonanz erst fiir # > 3700 U/min auftreten
konnen. Hohere Drehzahlen wurden nicht verwendet, weil die Betriebs-
drehzahl des aufgesetzten Turboaggregates 3000 U/min betragt.

%1
N

TR

Abb. 46. Schwingungsellipsen der nach Abb. 45
untersuchten Betondecke bei den eingeschriebenen
minutlichen Erregungsdrehzahlen.

_

Kritische Geschwindigkeiten s 0,?;7" [ n1015)Drefiresonanz
zweiter Art. §§ Mzrsuﬂyzrf?%/;'/tbgzge)ﬂder
nwuc i
Kritische  Geschwindigkeiten, é%o,zo Harge ™ . & —

welche sich aus den bisherigen An- §< gg{-i T Maagrechte Sohwingungen
sitzen nicht ermitteln lassen, ent- 5%0,10 nanz f"
stehen durch periodisch wirkende §§ k/
Momente von der Form M =M, A ~

Nach R. GRAMMEL 0 1008 30004000

sin (g + %) 2. 2000

erzeugt ein periodisches Moment  Abb. 47. Resonanzmessungen an einem

mit » Perioden pro Umlauf eine
Stérung bei den Drehschnellen

Wy

Vit G=1,2,3,...). (a)

Darin kann » eine ganze oder ge-

Dampfturbinenfundament mit sechs
Stiitzen. Die MeBstelle liegt iiber einer
der generatorseitigen Endsiulen.
Waagrechtresonanz — Hauptschwingungsrichtungin

der Horizontalebene, Drehresonanz — Hauptschwin-
gungsrichtung auf einem Kreisbogen.

brochene positive Zahl sein. Von den
vielen moglichen Drehschnellen verdient mit j = 1 jene Beachtung, bei
der sich der storende Impuls synchron mit der Drehzahl (v = 1) 4ndert.
Dies ist nach A. Stopora durch das mit dem Umlauf periodische Ge-
wichtsmoment der nicht genau in die Drehachse fallenden Scheiben-
schwerpunkte bei horizontaler Lagerung der Welle gegeben. Dann tritt
eine neue kritische Drehschnelle ,,zweiter Art" bei ungefihr w,,./2 auf.
In Ubereinstimmung mit den Versuchen von A. SToborLa konnte
P. SCHRODER nachweisen, dall Storungen bei v = wy,/3, w;,/2 und 2,5 w;,
zu erwarten sind; die fiir diese drei Fille sich einstellenden Wellenbahnen
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sind in den Abb. 48a bis e dargestellt. Die Ausschlige in den kritischen
Zustinden zweiter Art bleiben auch ohne Dampfung in endlichen, be-
rechenbaren Grenzen, deren Weite direkt proportional ist der Grofe des
storenden Momentes. Auch dieses analytische Ergebnis wird durch die
Versuche von A. STODOLA bestitigt, wonach merkliche Ausschlige erst
bei groBer, betriebsmiBig nicht mehr vorkommender Unwucht er-

reicht wurden. Bei gleicher Exzentrizitit und

AN ‘ ~»  vertikaler Lagerung ist diese St6érung nicht
ZaN aufgetreten. In der Praxis hat sie sich ge-
‘@' 5 legentlich an horizontal gelagerten Liufern
g durch eine leichte Unruhe des Ganges bemerk-
u-Zr e

bar gemacht.
Abb. 482 und b. Charakte- Ein dhnlicher, ebenfalls ungefahrlicher kri-
ristische Wellenbahnen des tischer Zus"tand wurde bei ~ Wir/2 und wy,/3
reinen Gegenlaufes durch VOI O. FoppL nachgewiesen, dem als Ur-

das Storungsmoment sache Drehzahlschwankungen als Folge von
M = M, sin (wy, + u) t. verinderlichem Antriebsmoment zugrunde
liegen.

Zu den Stérungen zweiter Art gehort auch die Prizession im Gegen-
lauf, die ebenfalls durch ein geeignetes periodisches Stérungsmoment aus-
gelost wird. A. StopoLA hat durch den Versuch nachgewiesen, daf3
Resonanz auch dann besteht, wenn nach Abschnitt I, 2 die Prizessions-
drehschnelle 4 = — w und die Eigendrehschnelle » = 2w ist, die elastische
Linie also entgegengesetzt der Wellendrehung umliuft und diese Be-

wegung ,,synchrone Prizes-

W " "\ sion im Gegenlauf' benannt.

SN\\"2 Ny Da auch hier wieder v =pu
A -+ v ist, wird dasauftretende
(@ Kreiselmoment im Gegen-
v J lauf nach Glg. (e)
™

Ko =—Bw?d(g + 1); (b)

u=25Wyr insbesondere ~ wird  fiir
Abb. 48c, d und e. Charakteristische Wellen- gschmale Scheiben mit g=~2
bahnen des nichtsynchronen Gleichlaufes durch o )
das Stérungsmoment M = M, sin (wy, — u) . Ky =—3 Bw?d. (c)
Die Richtung desselben er-
gibt sich aus dem Bestreben, die entgegengesetzt gerichteten Vektoren
p und v (Abb. 49) gleichsinnig ineinander iiberzufiihren. Daraus folgt
eine VergroBerung der Wellenauslenkung und das Auftreten des kriti-
schen Zustandes schon bei geringeren Drehzahlen.

In gleicher Weise wie unter Abschnitt I, 2 148t sich die kritische Dreh-
schnelle im Gegenlauf fiir das dort angegebene Beispiel ermitteln. Es ist
nur zu beachten, daB3 in die Glgn. (f) und (g) statt K,; der Wert K, ein-
geht. Dann wird die kritische Drehschnelle im Gegenlauf

282 2 73182 2\2 212
g, 2 = 3 ﬂ;-w il/(3 ﬂ;rw ) 4yl —i; v Q
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Darin sind 4, g, {, 2 und 92 von gleichem Werte wie bei der Bestimmung
der kritischen Gleichlaufdrehschnelle. Die Glg. (d) besitzt zwei reelle
Waurzeln, von denen die eine hoher, die andere tiefer liegt als die normale
kritische Drehschnelle ohne Kreiselwirkung.

Die synchrone Prizession im Gegenlauf tritt in der “
Praxis nur selten in Erscheinung und kann zutreffenden- 0
falls durch Vertauschung der auf der Welle sitzenden
Scheiben, bzw. durch eine Anderung des Massenausgleiches
vermieden werden. Die Bewegung ist nicht stabil. Lauft
die Welle in diesem Zustande um, so muf} sie sich infolge

¢ =—w und v = 20 stindig in sich biegen. Die dazu -
notwendige Forminderungsarbeit entzieht der Welle die /7 o
durch die Auslenkung aufgespeicherte potentielle Energie \\‘:.,/-
und sucht dadurch das Entstehen von gefihrlichen Aus- # ¢
lenkungen zu verhindern. Im allgemeinen erzwingen die Abb. 49.
Fliehkrafte der Scheibenhilften den synchronen Gleichlauf — Kreiselwir-
(u=w, v=o). kur{gbel.der
Die kritischen Geschwindigkeiten ,,zweiter Art“ sind Prazession
im Gegen-

zum Gliick nicht gefihrlich und koénnen durch geeignete laut
MaBnahmen in ihren Auswirkungen auf ein praktisch zu- |, pragessions-
lassiges MaB eingeschrankt werden. Um eine Unruhe des  drehschnelle,
. . . .. v Eigen-

Ganges bei der Resonanz eines geeigneten Storungsmomentes """
mit der Betriebsdrehzahl zu vermeiden, ist es empfehlens-

wert, diese so zu wihlen, dal} sie nicht ein ganzzahliger Bruchteil oder
ein ganzzahliges Vielfaches der kritischen Drehzahl wird.

Kritische Erscheinungen an Gleitlagern.

Bezeichnungen:

0 = radialer Lagerspalt bei zentrischer Wellenlage cm

¢ = Exzentrizitait der Welle im Lager wahrend des Betriebes cm

B = Lagerbohrung cm

d = Wellenzapfendurchmesser cm

L = Lagerlange cm

P = gesamte vertikale Lagerbelastung kg

p = mittlere spez. Lagerbelastung (P/Ld) (GréBenordnung von 10)  kg/cm?
n = Zahigkeit des Lager6ls bei der Betriebstemperatur (Gro8en-

ordnung von 0,4 107%) kgsek/cm?
, = [20)\% 1 . . .
b= p (-d~> ET) = dimensionslose mittlere spez. Lagerpressung

S5 TFH /20\2]2
r=— [% (»Z(—i—)] = Lagercharakteristik

A. Stopora hat auf weitere kritische Unruhen hingewiesen, die durch
die Nachgiebigkeit des Olfilms im Lager hervorgerufen werden. Infolge
der Schwingungsmoglichkeit der Welle in waag- und lotrechter Richtung
sind zwei kritische Zustinde mdglich.
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Nach der hydrodynamischen Lagertheorie schwimmt die Welle beim
Umlauf im Lager auf einer Olschicht von einigen Hundertstel Millimeter
Dicke. Dabei stellt sich der Wellenzapfen exzentrisch zur Lagerbohrung
ein und erzwingt eine Fliissigkeitsstromung, bei der die Wellenbelastung
durch die Druckverteilung

a’«i% +3y5d£mffraﬁﬁ/p’ber%/ in der Schmierkeilschicht
8 o Versuchsresultote ——,,;— aufgenommen wird. Fiir
405 r =—2% | _| jedes Lager gibt es einen

5 P'v’;’i /__ P T %Setriebszgustagd, bei wel-
I chem bei einer bestimmten

4 Drehzahl die Tragfahigkeit
des Schmierkeils fiir eine

2 stabile Wellenlage im Lager
=3 = nicht mehr ausreicht, so

0 00 200 300 %00 500 600 daB die Welle standig h n
r und her geschleudert wird.

Abb. 50. Die kritischen Drehschnellen im Gleit- Stimmt die Frequenz der
lager als Funktion von I'. die Lager periodisch be-

lastenden Krifte (z. B.

Fliehkrifte) mit einer dieser kritischen Lagerdrehzahlen iiberein, so tritt
Resonanz auf. Die dabei entstehende Unruhe macht einen geregelten
Betrieb unmoglich. Diese kritischen Zustinde hat CH. HUMMEL in seiner
Dissertation untersucht und gefunden, dall oberhalb eines labilen Be-
reiches zwei kritische Drehschnellen auftreten, von

£ - denen die erste nach Abb. 50 fiir I'> 100 ge-
s e niigend genau durch

S .

R \/ 40 Wpr® = % (28)
@ Z S\

nRalE7 \#|  festliegt, wihrend die zweite Kritische nur ihrer
S 40| .. . N .

S o[ 4 GroBenordnung nach gegeben ist. Sie sind in
X 20005060 der Abb. 50 durch w,?2d/g, iber der Lager-

it charakteristik I' aufgetragen. Zur Darstellung

Abb. 51. Beobachtete ist die dimensionslose mittlere spezifische Lager-

Wellenausschlage an  pressung p,’ herangezogen, die in Abhangigkeit

einem Gleitlager mit der  von dem Exzentrizititsverhaltnis y = ¢/¢ durch

Bohrung B = 3,99¢m,  dje in der Abb. 50 angegebenen beiden Naherungs-

einem radialen Lager-  5ycdriicke ersetzt ist. In der ersten Kritischen

spalt 0 =oo03em und g e e Beziehungen wy,2d/g = f(I") praktisch
den eingeschriebenen e . R . .

Lagerla fiir beide Ndherungen zusammen, in der zweiten

agerlangen L = 3,0, ... . . . .

d Kritischen weichen sie aber mit steigendem I

4,0 und 5,0 cm. : . .

immer mehr voneinander ab. In dem Bereiche
I' < 30 ist die Bewegung labil.

Das Vorhandensein der beiden kritischen Drehzahlen, die Giiltigkeit
der rechnerischen Ergebnisse und das Zuriickfallen der Welle wurde auch
durch das Experiment bestitigt. Die Abb. 51 zeigt das steile Ansteigen
der Wellenausschlige im ersten kritischen Bereich. Bemerkenswert ist,
daB die Welle auch oberhalb des ersten kritischen Bereiches mit groBen
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Ausschldgen lduft. In der zweiten Kritischen ist ein lingerer Lauf un-
moglich, weil die Welle zum Fressen neigt. Deshalb ist es notwendig,
die Lager so zu bemessen, daf3 die Betriebsdrehzahl geniigend weit unter-
halb dieser ersten kritischen Drehzahl liegt. In der im Schrifttum genann-
ten Arbeit sind MaBnahmen zur Unschidlichmachung der kritischen Er-
scheinungen durch eine die Welle eng umschlieBende, obere Lagerschale
gegeben. Infolge der groBen Steigerung der Lagerreibungszahl ist es
jedoch fiir Neukonstruktionen empfehlenswert, im unterkritischen Be-
reich zu bleiben.

II. Kritische Drehzahfen glatter Wellen,
1. Glatte Welle mit Eigenmasse ohne Riicksicht auf die

Kreiselwirkung.
Bezeichnungen:

C; = Konstante cm
f = d*n/4 Wellenquerschnitt cm?
y = spez. Gewicht des Wellenwerkstoffes kg/cm3
p = fy/g Masse der Lingeneinheit kgsek?/cm?
p; = Frequenzkonstante
e = 2,71828 Basis der nat. Logarithmen

Der kritische Zustand einer Welle ist auch dadurch gekennzeichnet,
daB bei einer Schwerpunktsexzentrizitit ¢ = o bei jeder Auslenkung
Gleichgewicht zwischen der Fliehkraft und der elastischen Wellenkraft
besteht (Abschnitt I, 1). Von der Kreiselwirkung sei abgesehen. Liuft
eine so idealisierte Welle im ausgebogenen Zustande um, so ist die Ande-

rung der an einem Massenteilchen dm = Z fdx angreifenden Fliehkraft
dF = %fywzdx, (a)

welcher durch die Anderung der Querkraft Q das Gleichgewicht gehalten
wird. Diese berechnet sich aus der Gleichung der elastischen Linie fiir
kleine Durchbiegungen zu
aM sy
aQ = az W =E] S ax (b)
Durch Gleichsetzen von (a) und (b) erhilt man

4
S —Ky=o (©
mit A4 = % )‘Ea}z Die allgemeine Losung von (c) hat die Form
y=Cysinkx + Cycos kx + Cyekx + Cye*>, (d)

Die Integrationskonstanten C;, Cy, C; und C, ergeben sich aus den Rand-
bedingungen, die je nach Lagerung der Welle verschieden sind. Fiir die
beiderseitig kugelig gelagerte Welle (Abb. 53) lauten sie: fiir ¥ = 0 muB
y =0 und ¥’ = o (da das Biegungsmoment = o ist) sein, woraus

Cy, C3und C, =0

Holba, Berechnungsverfahren. 4
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folgt. Die Eigenfunktionen der zweifach kugelig gelagerten Welle werden
also durch die einfache Sinusfunktion beschrieben. Weitere Rand-
bedingungen sind am zweiten Lager vorgeschrieben: fiir x =/ muf
Yp=1 = C; sin k2l = o, ebenso ¥’ = o werden. Dies ist in (d) fiir beliebige
Werte von C; der Fall, wenn

kRl=1in
wird ({ =1, 2,3, ...). Damit ergibt sich

7 — (1, ,lﬂ_>4_ Y 0t

~ ¢! EJ
und daraus die kritische Drehschnelle
.7t EJ
Oppi® = 1 T2 g (29)

Setzt man in (d) fiir 2 = ¢z/l, so erhilt man die Eigenfunktionen aller
Ordnungen der zweifach kugelig gelagerten, glatten Welle zu

y=C, sinzTnx. (e)

Durch die Konstante C, wird die gréfte Auslenkung der Welle fiir

sin zTn x = 1 ausgedriickt. Aus der Periodizitit der Beziehung (e) geht

hervor, daB fiir jede h6éhere Ordnung der kritischen Drehschnelle eine
neue Nullstelle (y = f(%¥) =o0) an einer ganz bestimmten Stelle im
System entsteht. In dhnlicher Weise werden fiir die anderen Lagerungs-
fille mit den entsprechenden Randbedingungen die kritischen Dreh-
zahlen erhalten.

2. Ergebnisse.
Ohne Beriicksichtigung der Kreiselwirkung.

Im Gegensatze zu dem in Abschnitt I, 1 idealisierten Fall ergeben
sich durch die stetige Massenbelegung aus der Form der Losungs-
gleichungen fiir die glatte Welle unendlich viele kritische Drehschnellen.
Die allgemeine Lésung fiir die folgenden Lagerungsfille ist

_B* EJ] ,_ B* EJ
Opr® = 5 A (30)
Die Werte von B; sind fiir vier Lagerungsfille der nebenstehenden Auf-
stellung zu entnehmen. Die erste kritische Drehschnelle ergibt sich mit f;.
Sonderfall: Legt man Stahl mit E = 2,1 10°kg/cm? und y = 7,85 107®
kg/cm?® zugrunde, so wird

d
Wpr; = 12,81 10* B2 45~ (30a)

und
Nyy; = 122,4 10% B2 %. (30Db)
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Fiir eine Hohlwelle mit 4, als AuBendurchmesser und 4; als kon-
zentrische Bohrung wird

(452 + ;%)
L v

b B B ,%\
1,875 4,694 7855 ,

L z 3>{
Abb. 52. Einseitig eingespannte, freihingende Welle.

— %
7 27 3n |

|
e 1 ———>

Abb. 53. An beiden Enden kugelig gelagerte Welle.l

3,927 7,069 10,21 é\’/g
|

i l >
Abb. 54. Einseitig eingespannte, endseitig kugelig
gelagerte Welle.

473 7853 10,006 ”2\_/?
1

Abb. 55. An beiden Enden eingespannte Welle.

My = 122,4 10" B2 (300)

Wie bereits angegeben, enthilt die Glg. (30) auch die Eigenwerte von
mehrfach gelagerten Wellen, wenn die Spannweiten in den einzelnen
Feldern durch die Nullstellen der Eigenfunktionen héherer Ordnung be-
stimmt werden. Die erste kritische Drehschnelle einer dreifach kugelig
gelagerten Welle mit /, =/, fiir die einzelnen Lagerabstinde ist z. B.
die zweite kritische Drehschnelle einer zweifach kugelig gelagerten Welle
mit der Lagerentfernung 2 /;. Fiir beliebige /,//, lassen sich die kritischen
Drehschnellen mit Hilfe von Frequenzfunktionen bestimmen, die
W. PrRAGER und F. W. WALTKING angegeben haben. Die Auswertung
derselben fiir drei- und vierfach gelagerte, glatte Wellen mittels eines
graphischen Verfahrens von W. PRAGER ist in der Abb. 56 dargestellt,

—E'u f)% als Funktion von /,/I,. Sie enthilt als Sonder-

falle fiir /,/l, = 1 bzw. 1,275 die zweite kritische Drehschnelle einer zwei-
fach kugelig gelagerten Welle, bzw. einer einseitig eingespannten und
endseitig kugelig gelagerten Welle.

und zwar f,% = wy, [, (

! Dieser Belastungsfall ergibt die in Abb. 14 eingetragene Grenzkurve w,,?
= 1,2685 g/fmax. Die groBte Auslenkung fmax kann z. B. nach Hiitte, Bd. I, 26. Aufl,,
S. 615 errechnet werden.

4*
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Mit Beriicksichtigung der Kreiselwirkung.

Die glatte Welle wird dabei aus unendlich diinnen Scheiben auf-
gebaut gedacht, die unendlich nahe ohne gegenseitige Berithrung an-

20
19

g %

17 .

" /

75

/
" /
13 —
g p / % —

oy [ g |

@ ©

w8 (£5)
3
IS

N
N

6 /7
. /
4
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4

/s

7
9982 o% 85 48 7 12 1% 36 18 2 22 2% 56 28 3

/L2
1/,
Abb. 56. wy, ly? (——) *= B2 als Funktion von l,/l, fiir mehrfach gelagerte,

u
E]
glatte Wellen.
# Masse der Lingeneinheit.

einander sitzen. Fiir die beiderseitig kugelig gelagerte Welle ergibt sich
nach R. GRAMMEL die kritische Drehschnelle im Gleichlauf zu

2
Dy

Wy = % [2R\2’ (€39)
BT (T)
im Gegenlauf zu
wgn2 = Orrs’ . (32)
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Darin ist wy,; die nach Glg. (30) gefundene kritische Drehschnelle i-ter
Ordnung (1 =1, 2,3, ...), R= Halbmesser der Welle oder der gleich-
méfig dicht bis zu den Lagern sitzenden Scheiben. Die tiefste kritische
Drehschnelle ergibt sich mit ¢ = 1. Nach Glg. (31) verschwinden fiir
gegebene ¢ die kritischen Gleichlaufdrehzahlen i-ter Ordnung, wenn der
Nenner gleich Null wird. Dies ist fiir
im2 R
41
der Fall. Dagegen sind nach Glg. (32) kritische Gegenlaufdrehzahlen
(praktisch ungefahrlich) in unbegrenzter Zahl vorhanden.
R. GRAMMEL hat auch andere

Lagerungsfille untersucht und 6
zur Ermittlung der kritischen wptt § e
Drehzahlenim Gleich- und Gegen- 2 S Nz
lauf eine graphische Darstellung s DE |
gegeben. Die wesentlichsten Er- 10 — S
gebnisse sind folgende: o / i

Sind die Lingen einer beider- Dar g5 /" zf

seitig kugelig gelagerten oder ein-
gespannten Welle gleich 1/,, 1/, M7y
oder 3/, usw. des Wellen- (Schei- g2H-
ben-) Umfanges, so ist schon die
kritische Drehschnelle im Gleich- ¥Rt

lauf erster, zweiter oder dritter

Ordnung infolge der Kreiselwir- Abb. 57. @gjwy, und wg,fwy, erster (I)
kung unendlich groB. Die Welle 3t Bt eehmali it mit Seneben

. . . 1 1
bil’;?t ;13??: belZ::‘Ielier Liﬁgs‘égg besetzte, endseitig kugflig gelagerte Welle.

4
Gleichlaufdrehschnellen usw.

Bei der einseitig eingespannten, freihingenden Welle ist im Gleichlauf
die kritische Drehschnelle erster, zweiter oder dritter usw. Ordnung un-
endlich groB3, wenn die Wellenlinge gleich ist /4, 3/ oder 5/; usw. des
Wellen- (Scheiben-) Umfanges. Ist /<< 2 R 7/8, so besitzt die Welle keine
kritische Gleichlaufdrehschnelle.

Daraus kann die praktisch wichtige Folgerung gezogen werden, dafB
die Kreiselwirkung bei kleinen Verhiltniszahlen //2 R die kritische Gleich-
laufdrehzahl stark erhéht, wenn die Welle mit vielen Scheiben bis nahe
an die Lager besetzt ist (Abb. 57). Meist sind die Scheiben nur im mittleren
Wellenteil angeordnet. Dann kann der EinfluB der Kreiselwirkung auf
die erste kritische Drehzahl im allgemeinen unberiicksichtigt bleiben. Mit
steigender Ordnung der kritischen Drehzahl nimmt der EinfluB der
Kreiselwirkung zu, weil auch die im Mittelteil sitzenden Scheiben eine
starke Schrégstellung erfahren. Schon bei der Betrachtung einer masse-
losen Welle mit einer Einzellast hat sich ergeben, daB die Kreiselwirkung
um so stdrker in Erscheinung tritt, je niher sich die Scheibe am Lager
befindet (Abb. 40). Bei glatten Wellen in den iiblichen Abmessungen ist
die Kreiselwirkung durch die Wellenmasse allein ohne Belang (Abb. 57).

a

0 1 2 3 9 n
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Nach Fertigstellung dieser Arbeit ist im gleichen Verlage von K. KARAs eine
gréBere Abhandlung erschienen iiber ,,Die kritischen Drehzahlen wichtiger Rotor-
formen*. Der erste Teil behandelt die kritische Drehzahl von Laufern mit
zylindrischen oder kegelstumpfférmigen Scheibenmassen, wobei zur iibersicht-
lichen mathematischen Behandlung unendlich dichte Scheibenbelegung iiber
die ganze Wellenlange oder einen Teil derselben, konstanter Wellenquerschnitt
sowie beiderseitige kugelige Lagerung vorausgesetzt ist. Im zweiten Teil werden
als wertvolle Verallgemeinerung der grundlegenden Arbeit von R. GRAMMEL
(Schrifttum S. 186) die Bedingungen fiir das Verschwinden der kritischen Dreh-
zahlen #-ter Ordnung durch die Kreiselmomente des Gleichlaufes fiir die be-
trachteten Lauferformen aufgesucht.

Fiir abgesetzte Wellen kann — wie auch K. KARas einleitend bemerkt — die
graphische Ermittlung der Auslenkungslinie nicht umgangen werden; auch sitzen
im allgemeinen die Scheiben nicht so dicht aneinander. Die Kupplungsmasse darf
nicht vernachlissigt werden. Fiir diese Falle wird man das in Abschn. III, 3e
beschriebene 32-Verfahren von R. GRAMMEL anwenden; darin driickt Glg. (53)
das Kriterium fiir das Verschwinden der kritischen Drehzahlen durch die Kreisel-
wirkung der Scheiben bei der praktisch wichtigen Prazession im Gleichlauf aus.

III. Kritische Drehzahl erster Ordnung von mehrfach
belasteten, zweifach gelagerten, abgesetzten Wellen.

In den vorhergehenden Abschnitten wurde die kritische Drehschnelle
von glatten Wellen untersucht, die nur durch eine Einzelmasse oder nur
durch ihre Eigenmasse belastet waren. Bei den beiden behandelten
Systemen war es verhdltnismiBig einfach, die kritische Drehschnelle zu
bestimmen, weil in den Grundformen Ubereinstimmung zwischen der
fliehkraftelastischen Linie und der gewichtselastischen Linie besteht.

Tatsichlich sind auf den schweren, abgesetzten Wellen meist mehrere
Scheiben vorhanden. Dann ist es nur in Sonderfillen méglich, von den
Ergebnissen der Abschnitte I und II direkt Gebrauch zu machen. Auch
diese Belastungsfille lassen sich rein analytisch 16sen. Infolge des groSen
Zeitaufwandes kommen exakte analytische Verfahren nicht in Betracht.X
Als wichtigstes Ergebnis ist zu betrachten, dafl im allgemeinen Keine
Ubereinstimmung zwischen der fliehkraftelastischen Auslenkung und der
gewichtselastischen Auslenkung besteht.

Fiir solche Belastungsfille empfehlen sich graphische oder analytische
Niherungsverfahren. Die im vorhinein unbekannte fliehkraftelastische
Auslenkung wird durch eine zweckentsprechende Naherung ersetzt und
daraus die kritische Drehschnelle errechnet. Im besonderen werden sich
solche Verfahren als zweckmifBig erweisen, deren Genauigkeit durch den

1 Auch bei der exakten Ermittlung der kritischen Drehschnelle entspricht
das Ergebnis nur den gemachten Annahmen bei der Aufgabenstellung. In dieser
konnen verschiedene Einfliisse nur ihrer GréBenordnung, nicht aber ihrem tat-
siachlichen Werte entsprechend beriicksichtigt werden (z. B. Versteifung durch
Naben, Kreiselwirkung durch schriages Aufkeilen, Starrheit der Scheiben, Langs-
krafte, teilweise Einspannung, Temperatureinfliisse u.dgl.). Deshalb ist das Ar-
beiten mit guten Niherungsverfahren zweckmaBig.
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Vergleich mit exakten Losungen fiir dhnliche Belastungsfille bekannt ist
oder wo das Ergebnis durch eine fortschreitende Verbesserung der An-
nahme der Eigenlosung beliebig angendhert werden kann. Die abgesetzten
Wellen werden dabei masselos gedacht und das Wellengewicht, in ge-
eignete Teillasten aufgelost, als duBere Lasten wirkend angenommen.
Der durch die Aufteilung des Wellengewichtes gegeniiber der kontinuier-
lichen Belastung gemachte Fehler ist bei geniigender Unterteilung gering.
Kreiselmomente und Lingskrifte sollen in {ibersichtlicher Weise beriick-
sichtigt werden. Die einzelnen Verfahren sind nun gesondert angefiihrt.

1. Exakte Ermittlung der kritischen Drehzahl.
Die EinfluBzahlen.

In diesem Abschnitt wird von den Einflulzahlen Gebrauch gemacht.
Mit der bereits eingangs festgelegten Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des
Hooxkeschen Gesetzes sagen sie aus, dal die auftretenden Wellenauslen-
kungen und ihre Neigungen lineare Funktionen der belastenden Kréfte und
Momente sind, so daf} sie getrennt ermittelt und durch Summierung zur
Gesamtlosung zusammengefa3t werden kénnen. Unter einer EinfluBzahl
wird die Verschiebung eines Punktes eines statisch bestimmten Systems
durch das Wirken z. B. einer Einheitskraft verstanden; die tatsichliche
Auslenkung wichst daher proportional der Gréfe der vorhandenen Kraft.
Aus dieser Definition geht aber hervor, dafl eine EinfluBzahl zwei Be-
stimmungsgrofen zu ihrer Charakterisierung notwendig macht, die immer
bekannt sind: die Angriffsstelle des Impulses von der Gré8e 1 und die
Stelle, an der die erzeugte Verschiebung gemessen werden soll.

Betrachtet man z. B. als statisch bestimmtes System eine endseitig
zweifach kugelig gelagerte Welle, die in der Entfernung & vom linken
Auflager durch eine Einheitskraft belastet wird, so ist die elastische
Linie die EinfluBfunktion « (x, £), deren Ordinate «,: abhingig ist
vom Ort x, an der sie gemessen wird, und vom Angriffspunkt & der
Einheitskraft. Jeder festen Lage der Einheitskraft lings der Wellen-
achse entspricht also eine ganz bestimmte EinfluBfunktion.

Wirken auf einer Welle # Krifte P, ..., senkrecht zur Wellenachse,
so folgen die gesamten Auslenkungen unter den einzelnen Kriften

Yy=03 P+ o Py+ ... o Pi+ oot 4 o P,
Vo =100y Py 4+ g9 Py + ... + 0o; Py 4 . + oy P,

yi=“ilpl+(xi2p2+“"+(xiiPi+ "~'+(xinP'm

als Summe aller Einzelauslenkungen o, Py (¢, R =1, 2, 3, ..., %). oy ist
dabei die Auslenkung am Ort der Last 7, wenn simtliche Krifte auBer
der am Orte & wirkenden Kraft P, = 1 verschwinden. Die EinfluBzahl o;;,
ist also die Auslenkung an der Stelle ¢ durch eine an der Stelle £ wirkende
Einheitskraft, «; die Auslenkung am Orte ¢ durch die am gleichen Orte
wirkende Einheitskraft.
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Die Neigung tg 0 ~ d der EinfluBlinie unter den einzelnen Kriften ist

O =0y Pr4op Po+ oooo 40y Pit o oo 040" P,
62=a21,P1+“221P2+....+(X2ilpi+.... +(X2n,Pn,

6z‘=(xi1,P1+lxz’2,P2+""+O‘ii’ Pi+"" +(Xin/Pn,

;0% ) 00y . r_ 00ty

WO &y = ox; Ko = ox,” also allgemein ;' = ox,
In gleicher Weise folgt unter der Wirkung von » Momenten 3, ..., mit
senkrechter Achse zur Welle — wenn f;; die EinfluBzahl fiir die Aus-

lenkung darstellt — die gesamte Auslenkung unter den einzelnen Momenten

7]121311M1+/312M2+ +/31iMi+ +ﬂlnMnr
772:/321M1+/322M2+ +/32iMi+ ’f'ﬂannr

Ny =PuMy+ P Mo+ ... +Bu M+ ... +Bin My,

und die zugehorige Neigung
’P1=/311:M1+/312:M2+ +ﬁli:Mi+ +ﬂln:M7n
Yo=Po’ My+Pog My+ ... +Boi’ My+ ... + o’ My,
Yi=Pua My+ B Mo+ ... +B:' M, + ... + B/ M,,

2B; ’ 9B; B;
wo ﬁili'__ —‘a‘ﬁ;;—]_.‘» ﬂiZ = aﬂ;zr ceeey ﬁik,: aﬂ;k
i i 3

usw.

Zwischen den EinfluBzahlen, hervorgebracht durch Einheitskrifte und
Einheitsmomente, bestehen gewisse Bindungen, die durch den MAXWELL-
schen Verschiebungssatz bekannt sind. Er lautet: Eine an der Stelle %
wirkende Einheitskraft erzeugt an der Stelle ¢ die gleiche Auslenkung, wie
eine am Orte 7 wirkende Einheitskraft an der Stelle 2 erzeugt. Ein an
der Stelle & angreifendes Einheitsmoment erzeugt an der Stelle 7 eine
Auslenkung, die gleich ist der Verdrehung der Ebene des Einheits-
momentes an der Stelle £ durch die in ¢ wirkende Einheitskraft. Die
Verdrehung der Momentenebene am Orte ¢ durch ein an der Stelle Z
wirkendes Einheitsmoment ist gleich der Verdrehung der Momenten-
ebene am Orte & durch ein an der Stelle ¢ wirkendes Einheitsmoment.
Die Beweise fiir diese Sitze seien an einer zweifach gelagerten, masse-
losen Welle gefiihrt, deren Auflagerkrifte keine Arbeit leisten, fiir die
also nach CASTIGLIANO OU/0P = o ist.

Vorausgesetzt ist vorerst die Belastung der Welle durch zwei Krifte
P, und P,, die in der Entfernung x; und x; vom linken Auflager angreifen
und senkrecht zur Wellenachse wirken sollen. Wird zuerst die Kraft P;,
von Null bis auf ihren Héchstwert linear wachsend, an der Stelle ¢ auf-
gebracht, so leistet sie bei der Auslenkung y; = o;; P; die Arbeit

_ % pa2
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Durch das darauffolgende Aufbringen der linear ansteigenden Kraft P,
an der Stelle # wird die Kraft P, noch um v;, = o P) verschoben,
wobei sie, da sie in voller GroBe wirkt, die Arbeit

WUy = o0y, P P;

leistet. An der Stelle % leistet die stetig ansteigende Kraft P, bei der
Auslenkung v, = o Py, die Arbeit

_ %k p2

Der gesamte Arbeitsbetrag ist also
Z%Z%Pf‘i—(xikpkpi‘i—%f)lﬁ

Fiir die gesamte Arbeitsleistung muf3 es nun gleichgiiltig sein, in welcher
Reihenfolge die Krifte aufgebracht werden. Wirkt daher zuerst P,
dann P; von Null bis zur vollen GréBe linear ansteigend, so ist auch

Z%Z"ﬁfipk2+0‘kipipk+gzi P2
Aus der Gleichheit der beiden Summenausdriicke folgt
& Py Py = o P Py,
und
Kix = Kis
wonach der eingangs angegebene Satz bewiesen ist. Durch partielle

Differentiation folgt
™
oxy,

ox;
aik/ =tk und aki, =

Statt einer Einheitskraft kann auch ein Einheitsmoment eingefiihrt
werden, dessen Achse senkrecht zur Wellenachse steht. Der Arbeits-
betrag fiir ein linear ansteigendes Moment von der Gré8e M ist allgemein

M M2,
Y= B
wenn ' = g—ﬁ die Neigung an die durch das Einheitsmoment hervor-

gebrachte Auslenkungslinie mit der Ordinate § im Momentenangriffs-
punkt darstellt.

Wirkt an der betrachteten Welle im Punkte 2 | zur Wellenachse ein
Moment M, in ¢ eine Kraft P;, so folgt fiir die Formidnderungsarbeit,
wenn zuerst P, linear ansteigend, dann M, linear ansteigend aufgebracht
wird, ,
U= Pp g B M P+ P A

B M, ist darin die Auslenkung, um welche die bereits in voller GréBe
wirkende Kraft P; durch das Wirken des Momentes M, verschoben wird.
Bei vertauschter Reihenfolge fiir die Aufbringung folgt

2UA= &;lc" M2 + o' Pi M, + %ﬂ‘ pP?
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mit o = Zo;"" = Verdrehung der Momentenebene von M, durch die
k

Wirkung einer Einheitskraft an der Stelle 2. Aus der Gleichsetzung folgt
BiMyP; = oy P; M,

oder

Bir = o',
d. h. ein an der Stelle £ wirkendes Einheitsmoment erzeugt an der Stelle ¢
eine Auslenkung, die gleich ist der Verdrehung der Momentenebene in %
durch die in ¢ wirkende Einheitskraft. Durch Vertauschung der Angriffs-
orte mufl auch bestehen

Brs = ot
Die Dimension von f;; ist [cm/cmkg], diejenige von oy, ist [1/kg].

Sind in den Punkten 7 und % Momente M; und M, wirksam, so erhilt

man in gleicher Weise durch die Bildung der Forminderungsarbeiten

.Bikl = ﬂki’-
r OB _ O Doy r %k Dy ,
B = o, = n  oron B = oy o, Die EinfluBzahlen $ und

sind partielle Ableitungen der EinfluBfunktion «. Damit ergeben sich
folgende Symmetrien und Unsymmetrien:

Kk = Kpis & Fop ﬂik ¥ .Bkir .Bilcl = ﬂki’:

’
w ox, » Pk Tk ox, ' UE o7, 9%, 0xy,

Betrachtet man die Beziehungen fiir eine Einzelkraft und ein Einzel-
moment, wenn man (¥, — x,) - o gehen 148t, so wird f;; = «;; oder
Biw = o . Diese Identitit ist in Abschnitt I, 2 verwendet, wo fiir
Bii = i/ = Py und fiir 8, = y, geschrieben ist.

Damit ist der eingangs formulierte MAXWELLsche Verschiebungssatz
in den drei Auslegungen bewiesen. Da bei seiner Ableitung keinerlei
Voraussetzungen iiber die Querschnittsabmessungen der Welle gemacht
wurden, gilt er allgemein auch fiir beliebig abgesetzte Wellen.

In den folgenden Niherungsverfahren der Abschnitte III, 3a bis e
sind die angefiihrten Beziehungen zwischen den EinfluBzahlen verwertet.
Allgemein folgt fiir eine zweifach gelagerte Welle unter der Wirkung von
»n Kriften und » Momenten die Auslenkung an der Angriffsstelle x,

Yy =2 o Py &= 2 B My,
die Neigung fiir x,

0; =20‘ik’PkZ{:2ﬂikle’
mit dem -+ - oder —-Vorzeichen fiir das zweite Summenglied, je nachdem
die Momente unterstiitzend oder hemmend wirken. Die hier zu be-
handelnden Momente sind Kreiselmomente, die im Gegenlauf unter-
stiitzend, im Gleichlauf hemmend wirken. Im allgemeinen wird sich die



Exakte Ermittlung von wy, ohne Kreiselwirkung. 59

Prizession im Gleichlauf einstellen; die elastische Linie liuft also im
Sinne der Wellendrehung mit der Drehschnelle der Welle um (Abschn. I, 2;
fiir die Prizession im Gegenlauf siehe Anhang: kritische Drehschnelle
zweiter Art). Aus diesem Grunde ist in den folgenden Abschnitten nur
die kritische Drehschnelle des Gleichlaufes behandelt worden. Der Sonder-
fall des Gegenlaufes 1Bt sich in den entsprechenden Beziehungen im
Einzelfall durch Vorzeichenidnderung leicht beriicksichtigen. Wie bereits
aus den Abschnitten I, 2 und II hervorgeht, erh6ht das Kreiselmoment
des Gleichlaufes die kritische Drehzahl.

Vernachlassigung der Kreiselwirkung.

Auf einer mit Kreisquerschnitt vorausgesetzten Welle mit zweifacher
Lagerung seien # Scheiben von der Masse m,, my, ms, ..., m, zentrisch
aufgekeilt. Liuft diese Welle auch im kritischen Zustande um, so be-
steht bei einer von aullen aufgedriickten einmaligen Auslenkung Gleich-
gewicht in den Fliehkrdften des um seine urspriingliche Ruhelage um-
laufenden Laufers und der potentiellen Energie der ausgelenkten Welle.
Dann entstehen an den einzelnen Scheiben die Fliehkrifte

Fi=m;y; o?,

welche der Wellenauslenkung das Gleichgewicht halten. Diese Aus-
lenkungen ergeben sich bei Vernachlissigung der Kreiselwirkung an den
einzelnen Scheiben aus den # Gleichungen!

Vi =@ (o My Yy F e MaYs + oo F oMYt Ky My Y,
Vi = 0% (0 My Yy + Xig My Yy + oo F Oy MY+ oo X My Yy),  (a)

Yn =w2(0‘n1m1y1 + KnaMo Yo + ceee + KniM;Ys + e + o‘nnmnyn)-
Die Glgn. (a) lassen sich auch in abgekiirzter Form schreiben:

Vi = 0P X xemyy = 2 o Fy (a)

(k=1,2,3,...,1%, ..., m). Sie besagen, daB3 die fliehkraftelastische Aus-
lenkung unter einer Scheibe gleich ist der Summe der Fliehkraftwirkungen
aller Scheiben an dieser Stelle. Darin ist die EinfluBzahl «,, jene Aus-
lenkung, welche die Welle an der Scheibe 7 durch eine an der Scheibe &
senkrecht zur Welle wirkende Einheitskraft erfihrt, «; die Auslenkung
an der Scheibe 7 durch die an der gleichen Stelle senkrecht zur Welle
wirkend gedachte Einheitskraft. Nach dem Satze von MAXWELL von
der Gegenseitigkeit der Verschiebungen gilt fiir w = konstant die Be-
ziehung
Kk = Kpge

! Nach der Definition S. 4 ist bei ¢ = o jeder endliche Wert von y moglich.
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Nach erfolgter Ordnung der Glgn. (a) in y; schreiben sich diese, wenn
der Einfachheit halber nur die mittlere Zeile angeschrieben wird,

0 =wPoy MY, + W*xiaMa Vs + o ..o + (@WPogm; —I)Y; + ...
. ceoot WP my Y, (D)

Dieses homogene lineare Gleichungssystem von # Gleichungen 148t nur
dann endliche Werte fiir die # Unbekannten y zu, wenn ihre Determinante
gleich Null wird:

WPy My — T .. WPy My e WPy, My,
A = [wPoy my v PO My — T .. 200, My, = o.
!w%c m W20ty M W20y My — I
n1""1 i ni " . nn""n

Daraus ergibt sich die Losungsgleichung fiir die Eigenwerte w;, #-ter
Ordnung.

Fiir die Auswertung dieser Losungsgleichung ist die Bestimmung der
EinfluBzahlen erforderlich, was aber umstindlich und zeitraubend ist.
Zur Umgehung dieser Rechenarbeit lassen sich aus den Ansatzglgn. (a)
Niherungsverfahren fiir Mittelwertbildungen ableiten, die zum Teil sehr
genau arbeiten, zum Teil rasch konvergieren. Diese Ndherungsverfahren
sind unter Abschnitt III, 3 einzeln angefiihrt.

Beispiel 2.

Fiir eine glatte, masselose Welle mit zwei Massen (» = 2) nach
Abb. 42 soll allgemein die kritische Drehschnelle ermittelt werden. Mit
n = 2 erhilt man aus (b)

(@Poyymy — 1) y; + wPoyaMy Yy = O,
WPoigy My Yy + (P0gpty —I) Yp =0
und aus
A— W20y My — I W20ty My ' — 0
WR0igy My WP ogyMy — 1T |
die Losungsgleichung unter Beriicksichtigung, dal m; =G;/g und
fix = %Gy (statische Auslenkung)

4 f11f22 fl2f21 2_/11+f22 .
w 2 —w Z +1=o0.
Daraus wird

fu+fee F l/(fn + fo0)® — 4 (fua foa — fra 1) .

2 _
Wyr 111" = 8 2 (f11 fae — f12 f21)

Multipliziert man Zahler und Nenner von (33) mit 2 und setzt fiir den
Zahler allgemein 2 (4 T B), so 148t sich der Nenner durch Hinzufiigen

(33)
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von =+ (f1; + fe0)? auf die Form (4% — B?) bringen.! Statt Glg. (33) ergibt

sich dann der einfachere Ausdruck?
2

(f1 + foo) £ l/(fu—“fzz)2 +4fiafn
Darin ist f;, die Auslenkung an der Stelle 1 durch die Masse m,, f,, die
Auslenkung an der Stelle 1 durch die Masse m, und in gleicher Weise f,,
und f,, die durch m, und m, erzeugten Auslenkungen der Welle an der
Scheibenstelle 2. Aus (33a) erhilt man zwei kritische Drehschnellen,
von denen die eine tiefer (4 /), die andere héher (— /™) liegt, ent-
sprechend der ersten und zweiten kritischen Drehschnelle. Die Glg. (332)
dient zum Vergleich einiger Ndherungsverfahren und ist in gleicher Weise
fiir die beidseitig gelagerte oder iiberhingende, kugelig gestiitzte oder
eingespannte Welle verwendbar. Die Kreiselwirkung der Scheiben kann
damit nicht berticksichtigt werden.

Setzt man fiir die Bestimmung der ersten kritischen Drehschnelle

f0=1/2[f11+f22+V(711_f22)2+4m2—1] (33b)

als gleichwertige Auslenkung, so kann in Anlehnung an Abschnitt I, 3

(332)

2 __
Wxrr 1" = §

Wy = 'fi* (330
geschrieben werden.

Beriicksichtigung der Kreiselwirkung bei der
Prizession im Gleichlauf.

Sind die # Scheiben so an der Welle angeordnet, daBl ihr Massen-
tragheitsmoment im Verein mit der Scheibenlage ein Kreiselmoment von
merklicher Grofle erzeugt, so sind an den Auslenkungen y nicht nur die
Fliehkrifte

Fi=m;y;0?
sondern auch die Kreiselmomente des Gleichlaufes
Ko = B;?0; (¢; — 1)

nach Glg. (7) beteiligt. Die Auslenkung an der Scheibe 7 hat demnach
die GroBle

Vi = Zovy Fre— 2By Kon, (©)
die Tangente an die Auslenkungslinie im gleichen Punkte (tg d =~ 9)
0; = Loy Fr— 2B Koy (d)

Zur Losung sind beide Gleichungsgruppen notwendig, weil zwei Un-
bekannte auftreten, y; und §; (Abschn. I, 2).

1 Die Glg. (33) wurde von A. FoppPL bei der Bestimmung der Eigenschwingungs-
zahl eines durch zwei Massen belasteten Balkens erhalten (Schrifttum S. 186). Das
gleiche Ergebnis 148t sich ableiten, wenn die Scheiben eine (beliebig gerichtete)
Exzentrizitat besitzen (A. StopoLra, a.a.O.).

2 Abschnitt III, 3d.
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Statt der # Gleichungen (a) des vorhergehenden Abschnittes ergeben
sich jetzt die 27 Gleichungen

Yi=agmi Yy + oo F oMY+ o KMy Y]
_wz[ﬂilBlal(QI_I) + e e + ﬂmBnén(qn_I)]: (e)

6i=w2[o‘i1,m,1y1+ cees +0‘ii,miyi+ o 0 My,
_wz[ﬂil Blal(QI_I) + e +ﬂm nén(Qn_I)] (f)

Nach erfolgter Ordnung der Glgn. (¢) und (f) in y bzw. § erhilt man

oO=w 0‘11m1y1+ . +( " My — )yz+ +w2(xinmnyn

—w ﬂlel ( ) —wzﬁianan(qn_I)’
(8)
0=y My + oo F @0 My + oo+ @y MY,

— By Blal,(QI —I)—....—[0*B B;(¢;—1) —1] 6;—
ceeo — 2B Bp0y (g, — 1),

woraus die » Wurzeln der Eigenwerte fiir endliche y und ¢ wieder aus

dem Nullsetzen der Determinante ihrer Beiwerte

WP M—T ... WP My .o — 2Py By (—TI) ...
-——(02}31”3”( n—I)
A — . . . — 0
0200 My e RO My . . — 2Py By (g —T). .

-—a)zﬂ,m' By (¢p—1)—1
folgen. Daraus ergibt sich die Losungsgleichung fiir w,, bei Berticksichti-
gung der Kreiselwirkung im Gleichlauf. Sie ist noch umfangreicher wie
die Beziehung des vorhergehenden Abschnittes und erfordert schon bei
nur zwei Massen einen ganz erheblichen Zeitaufwand. Deshalb ist die
Forderung nach schnell arbeitenden, guten Naherungsverfahren be-
rechtigt.

2. Das Verfahren von S. DuNkerLEY.

Anwendung: Zur schnellen Festlegung der Wellenabmessungen beim
Entwurf und besonders dort, wo die Betriebsdrehzahl nicht allzu nahe
an die kritische Drehzahl gelegt wird.

Genauigkeit: Die kritische Drehschnelle wird fiir normale Betriebs-
fille um 3 bis 10 v. H. zu tief errechnet.
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Verfahren: Von S. DUNKERLEY stammt die nach umfangreichen
Versuchen aufgestellte Beziehung, nach welcher die kritische Dreh-
schnelle w,, eines Liufers aus

I I I I
Wy Oro® T Oppr® T Ogro® T (34)
ermittelt werden kann. Darin ist w;,, die kritische Drehschnelle der
nur durch ihre Eigenmasse belasteten Welle, w;,;, @, - .. die kritische

Drehschnelle der masselos angenommenen Welle mit der Einzelmasse s,
oder m, usw. Nach Glg. (11) ist fiir eine Masse w;,? = g/f,. Teilt man auch
die Wellenmasse in Einzelmassen auf, so kann statt (34) auch

Wyt = ngs (34 3-)
geschrieben werden. Daraus geht unmittelbar hervor, daB die kritische
Drehschnelle des gesamten Laufers kleiner ist als die kleinste kritische
Einzeldrehschnelle. Die Glgn. (34) und (34a) sind nur zur Bestimmung
der ersten kritischen Drehzahl brauchbar. Unter bestimmten Voraus-
setzungen wurde diese empirische Beziehung von V. BLAESS, E. HAHN u. a.
theoretisch begriindet.

Die in der Praxis vorkommenden Wellen sind meist abgesetzt. Wird
zur Berechnung der kritischen Drehzahl nach dem DUNKERLEYschen Ver-
fahren ein mittleres Querschnittstragheitsmoment angenommen, so sind
die Ergebnisse der Abschnitte I und II unmittelbar verwertbar. Fiir die
beiderseits an den Enden kugelig gelagerte oder einseitig {iberhdngende
Welle kann zur Bestimmung von w,, das Nomogramm Abb. 60 zu
Hilfe genommen werden.

Unter Benutzung des CasTiGLiaANOschen Satzes lift sich nach
L. Krause die Durchbiegung einer beliebig abgesetzten Welle im An-
griffspunkt einer Kraft analytisch bestimmen. Ist nach CASTIGLIANO ein
elastisches Gebilde derart gestiitzt, daf3 die Auflagerkrifte keine Arbeit
leisten, so ist die Verschiebung im Angriffspunkt der Last gleich dem
partiellen Differentialquotienten der Forménderungsarbeit % nach der
diese Arbeit leistenden Kraft!

z

o\,
fi= %P, = )T EJ ~dx. (35}

o

In diesem Falle entfillt die Bestimmung von w,,, da das Wellengewicht
in Teillasten zerlegt wird, die als duBere Krafte auf der masselosen, ab-
gesetzten Welle wirkend gedacht werden. Wird die Welle im Angriffs-
punkt der zugrundegelegten Masse festgehalten, so kann in Umkehrung

1 Die Formanderungsarbeit der Biegespannungen ist (z. B. Hiitte, Bd. I, 26. Aufl,,

S. 602) !
M2

°>=1/, g £

o



64 Kiritische Drehzahl erster Ordnung von zweifach gelagerten, abgesetzten Wellen.

des Vorherigen die gedachte Verschiebung eines jeden Auflagers durch

die von der gewihlten Last erzeugten Reaktionen bestimmt werden.

Daraus ergibt sich dann in einfacher Weise die Durchbiegung unter der

betrachteten Masse. Ist Xf in bezug auf alle Lasten bekannt, so ist mit

Glg. (34a) die kritische Drehschnelle gegeben.
Fiir eine masselose, abgesetzte

. A
Welle mit einer Einzellast P (=mg) 2 I Jp g
nach Abb. 58 sind die Reaktionen — I~ -’"T'[f"
4 und B in den Lagern ATz L__z}g
~l 7

P )
| ¢Jz—+ AbrF——I,—’z )4——! 125 22 5,4\ 314
AEE T ]
re—T—> S

! o
v‘—lz—ﬂ I fi; S e (]

_ Teeead

b
\
\
\
\

Abb. 58. Belastung einer masselosen, Abb. 59. Graphische Ermittlung der
abgesetzten Welle durch eine Einzellast  Auslenkung einer abgesetzten Welle

P (= mg). unter der betrachteten Masse aus der ge-
dachten Verschiebung der Auflager. Die
A=P(I—1L), strichliert gezeichnete Auslenkungslinie
fiir die Einzelmasse ist nicht punkt-
B=P—A. weise bestimmbar.
Mit dem Moment
M=Ax
und der partiellen Ableitung
oM
4

erhilt man die gedachte Verschiebung des Auflagers A4 durch Einsetzen
der Werte in die Glg. (35)
A A
A 22

fa g + - ,S 7
Die Integration ist jeweils nur soweit zu erstrecken, als das Querschnitts-
trigheitsmoment der Welle konstant bleibt, wobei x fiir f, und fz von
beiden Auflagern zu zihlen ist.

Fiir die Abb. 59 werden fiir eine Kraft P; (= m;g) die relativen Ver-
schiebungen der Auflager

A; 13 158 — 1,3
fai=3F []1;1 + ]12_1—1_] ’ (30)
L Bi 121 lag® — 1211 log® — Igg®
fai = [ fz1 T J2e + Jaa (37)

Die Durchbiegung f; unter der ¢-ten Last wird nun nach Abb. 59 aus
l
fi=1tp+ (tai—15) -7 (38)
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Abb. 60. Kritische Drehzahl #;, von glatten, masselosen, mehrfach belasteten Wellen

30/ g\ _.
~—|—=—] mit E= 2,1 108 kg/cm?2.
e ( 7 g/c
d Wellendurchmesser (cm), G == m g = Scheibengewicht (kg), f statische Auslenkung unter der Scheibe (cm).
2 f Summe aller Einzelauslenkungen (cm).

nach der S. DUNKERLEYschen Glg. (34a): g, =

Beispiel: a/l = 0,3, G/d = 4, }/d = 20. Die Gerade 1 verbindet a/l = 0,3 mitG/d = 4

und schneidet die unbezeichnete senkrechte Linie; die Gerade 2, durch //d = 20 und

den gefundenen Schnittpunkt gelegt, gibt im Schnittpunkt mit der f-Leiter die

gesuchte statische Auslenkung f = 0,00455 cm unter der Scheibe. Fiir ¢ > o,5 ist

vom anderen Auflager zu zdhlen. Mit X/ unter allen Scheiben ist nach der hori-
zontalen Leiter die kritische Drehzahl #;, bestimmt.

Holba, Berechnungsverfahren. 5
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oder graphisch ermittelt, indem man iiber den Auflagern f,;, bzw. fpz;
als Ordinate auftrigt und durch eine Gerade verbindet. Dann ist die
Ordinate f; unterhalb der Last P; die gesuchte Durchbiegung. In gleicher
Weise wird einzeln die Durchbiegung unter den iibrigen Massen ermittelt.
Mit der zu bildenden Summe 2'f ist nach Glg. (34a) die kritische Dreh-
schnelle bestimmt.

Im folgenden sei die Genauigkeit des Verfahrens nach Glg. (34a) an
der Fopprschen Glg. (33a) gepriift. Zugrunde gelegt ist eine glatte, masse-
lose Welle mit zwei Massen fiir die Belastungsfille nach Abb. 61a, b, ¢
und d. w,, = wr nach der FoppLschen Glg. (332a), wp = w;, nach der
DunkerLEvschen Glg. (34a). Aus allen Abbildungen ist ersichtlich, daB
die Glg. (344a) die kritische Drehschnelle zu gering angibt.

re—17—> c) be——>te—C—>

] 1 N
“Fom o
10 m_m 10 m
0| 9|
0 50
o8 2
% 357 az 83 g% 45 %% 382 o% 05 68 %
P-a/l p=c/L
c
v TR oW T
10 =~ ™ 1,0 e 7&12
S +—1) !
2,89 i w9
@ ™ @
m a8
87 0% 06 ag 70

(d
%837 9z 45 g% g5
@=c/l @=c/l

Abb. 61a, b, c u. d. Darstellung der Genauigkeit der DuNKERLEYschen Glg. (34)
u. (34a) fiir verschiedene Belastungsfille.

Fiir die endseitig gelagerte Welle Abb. 61a wird der Fehler um so
geringer, je weiter die Massen von den Lagern entfernt sind. Bei den
hochtourigen Maschinen, wie z. B. Dampfturbinen, Turbokompressoren
und Kreiselpumpen ist zwischen dem Lager und der ersten bzw. letzten
Radscheibe die Stopfbiichse mit dem notwendigen freien Zwischenraum
angeordnet. Deshalb wird @ > //4 sein. Dann gibt die DUNKERLEYsche
Beziehung die kritische Drehschnelle um max. 6 v. H. zu tief an. Sind
im mittleren Teil mehrere Scheiben vorhanden, so wird der Fehler nicht
mehr als 4 v. H. betragen. Gleiche Massen fiir beide Scheiben wurde an-
genommen, weil dies bei vielen Ausfiihrungen praktisch vorkommt. Nach
Abb. 40 kann bei dieser Scheibenlage (¢ > /4, ¢ > 0,25) und kleinen
Werten von x = k/I der EinfluB der Kreiselwirkung vernachlissigt werden.
Mit ¢ = 0,5 geht die Glg. (34a) in die Glg. (23a) fiir den Einzel-
belastungsfall iiber (m, = 2 m), wodurch sich wp/ws = 1 ergibt. Legt
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man bei der endseitig gelagerten Welle fiir die Bestimmung von w,, als
mittleren Fehler — 4 v. H. zugrunde, so wird der Ausdruck (34a)

Wy,2 =~ 1,08 ngs. (34Db)
Anderseits ist fiir die iiblichen Liufer entsprechend Glg. (12)
w2 = 1,08 o (124)

Fiir diese kann daher die gréBte Durchbiegung der Welle in erster
Nidherung zu fom 5

gesetzt werden.

Die Anordnung nach Abb. 61b ist eine Normalkonstruktion im
Maschinenbau, wobei die fliegende Masse die Kupplung und die zwischen
den Lagern befindliche Masse die Radscheiben vorstellt. Da die Masse
der Radscheiben vielfach gréBer ist als die Kupplungsmasse, so wurde
erstere durch eine gleichwertige Masse m, = m, 2m und 4m ersetzt. Bei
ausgefithrten Maschinen ist der Verhiltniswert ¢/l < 0,25. Dann zeigt
die Abb. 61b, dal mit groBer werdender Radscheibenmasse die Genauig-
keit der Glg. (34a) groBer wird.

Fiir die einseitig und zweiseitig fliegende Anordnung nach den
Abb. 61c und d wird die kritische Drehschnelle um zirka 1 bis 3 v. H.
zu tief errechnet.

Andere Belastungsfille fiir den Vergleich sind glatte, nur durch ihre
Eigenmasse belastete Wellen. Fiir eine nach Abb. 53 endseitig kugelig
gelagerte, glatte Welle ergibt sich die Durchbiegung in irgendeinem Punkt
in der Entfernung » vom Auflager durch die Belastung pdx entsprechend

Glg. (23) zu  gpdr m—ap

und die Summe Xf; geht in diesem Fall! in das Integral
Z
jo=| 8~ =2 ., Hel
O )3E] l T 9E]

o

iiber. Mit (34a) wird dann

EJ
6002 = Q0 WI.
Nach den Ergebnissen des Abschnittes IT ist die genaue Losung
E
Wgr® = 97,409 Fl]‘i_'
Daher wird
wp _
o, = 0,961.

! Ubergang von Einzelmassen zu linearer Massenbelegung; u = Masse der
Langeneinheit.

5‘
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Zusammenstellend erhilt man fiir die Belastungsfille nach

AbD. 52 53 54 55
= 0,985 0,961 0,939 0,916

wp
Dy
Fiir die glatte, beidseitig kugelig gestiitzte Welle ist die Minderangabe
4 v. H. Den geringsten Fehler (1,5 v. H.) besitzt die einseitig eingespannte,
endseitig freihdngende Welle.

Zusammenfassung. Die DUNKERLEYsche Gleichung kann also zur
Bestimmung der kritischen Drehzahl fiir solche Belastungsfille (ihnlich
- den Abb. 61a, b, ¢ und d) dienen, bei denen die
Lﬁqjgf 1% % 1154 Genauigkeit des Verfahrens durch Vergleich mit

BV T2t dem Eigenwert bekannt ist. Neben besonderer
el

_.<—a.,—>% e Einfachheit zeichnet sie sich durch den kurzen,
zur Losung benétigten Zeitaufwand aus. Sie
wird dort anzuwenden sein, wo die Betriebs-
drehzahl nicht allzu nahe an die kritische Dreh-
zahl gelegt wird und wenn Lingskrifte sowie
BT S S 2™ Kreiselmomente fehlen. Auch in den zuletzt ge-
nannten Fallen wird sie zu einer ersten Festlegung
der Wellenabmessungen mit Vorteil herangezogen, um als Ausgangs-
punkt fiir die spiter angefiihrten genaueren Methoden zu dienen.

Abb. 62. Mehrfach be-
lastete Welle; zu Bei-
spiel 3.

Beispiel 3.

Es soll die erste kritische Drehzahl eines in Kugellagern gestiitzten Liufers
nach Abb. 62 ermittelt werden. Die Welle wird durch ein Scheibengewicht von
19 kg und durch das Gewicht einer elastischen Kupplungshilfte belastet. Das
Wellengewicht wird in Einzellasten aufgeteilt, die teilweise zu den Gewichten ge-
schlagen, bzw. gesondert eingefiihrt sind. Unter Zuhilfenahme von Glg. (22) und (23)
oder des Nomogramms auf S.65 erhalt man mit einem Wellendurchmesser von
d=35cm und E = 2,110%kg/cm? fiir den verwendeten S.-M. Stahl nach
Tabelle 1/3 ein X'f; = 0,00618 cm, da alle Auslenkungen mit ihrem Absolutbetrag
einzusetzen sind.

Tabelle 1/3.1

Rechenschema zur Bestimmung der Auslenkungen.

m
ol I e I B e vl B A A
I 1,36 | 0,00139 0,173 — 0,389 14,85 0,000845
2 20,2 0,0206 0,500 — 5,87 14,85 0,00383
3 1,36 | 0,00139 0,173 — 0,389 14,85 0,000845
4 8 0,00815 — 0,154 2,28_— 14,85 0,000663
2'fg=0,00618

! In der Tabellennumerierung ist die erste Zahl die Nummer der Tabelle des
Beispieles, die zweite Zahl die Nummer des Beispieles.
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Nach Glg. (34b), die nach Abb. 61b auch fiir dieses Beispiel Giiltigkeit besitzt,
wird

g \'s
Wy = 1,04 (W) = 415/sek.
S
Die kritische Drehzahl ist

Ry = E;m = 3965 U/min.

Aus der Gegeniiberstellung dieses Wertes mit dem Ergebnis von Beispiel 1 ist er-
sichtlich, daB die Kupplungs- und Wellenmasse einen merklichen EinfluB auf w,
hat. Die Betriebsdrehzahl des Léaufers # = 2900 U/min. Das Verhiltnis

Mer _ 3905 _

=1,
n 2900 37

ist nach Abschnitt X reichlich bemessen.

3. Mittelwertverfahren zur Bestimmung der ersten kritischen
Drehzahl.

a) Das Verfahren von A. STODOLA.

Anwendung: Fir zweifach gelagerte Wellen mit mehreren Massen
zwischen den Lagern und mit nur einer fliegenden Masse am Antriebs-
stummel.

Genauigkeit: Die Losung kann durch Wiederholung des Verfahrens
unter Verwendung der jeweils erhaltenen fliehkraftelastischen Linie der
Eigenlosung bei auBerordentlich schneller Konvergenz bis zur Zeichen-
schirfe angendhert werden. Der Vorteil dieses Verfahrens liegt besonders
darin, daf8 zur Kontrolle die Annahme dem Ergebnis vergleichbar ist.

Verfahren: Masse allein. Fiir die Bestimmung der fliehkraft-
elastischen Auslenkung der Welle wird eine dem tatsichlich zu erwarten-
den Verlauf entsprechende Auslenkungslinie angenommen, die den Rand-
bedingungen des betreffenden Lagerungsfalles geniigen muB (z. B. ge-
wichtselastische Linie, Sinusfunktionen u. dgl.). Mit den Ordinaten b;
dieser gewihlten elastischen Linie unter den einzelnen Massen bestimmt
man ihre Fliehkrifte

Fy=m;bo00 (a)
wobei die Hilfsdrehschnelle w, zweckmiBig mit 10 oder 100/sek gewihlt
wird. Unter der Wirkung dieser Fliehkrifte wird nun graphisch nach
Monr die fliehkraftelastische Linie ermittelt (Abschn. VI). Dann hat
die so erhaltene Auslenkung y; unter der ¢-ten Masse, hervorgebracht
durch die Masse aller # Scheiben nach Glg. (a) von III, 1 die GréBe

Vi = 02 LMy by (b)
Aus dem Ergebnis von I, 1, daB in der ersten kritischen Drehzahl bei
zentrisch sitzenden Scheiben bei jeder Auslenkung Gleichgewicht

zwischen der Fliehkraft und der elastischen Wellenkraft besteht und die
Auslenkungen innerhalb des Geltungsbereiches des HookEschen Gesetzes
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linear mit den Fliehkriften wachsen, folgt bei Verhiltnisgleichheit
zwischen der angenommenen und der ermittelten Auslenkungslinie

%Lﬁ P 7"}"“% iT"”"
k——l——ﬂk-cai
¢ |
L3
i
¥n

Abb. 63. Belastung einer
kugelig gelagerten Welle
durch mehrere Massen.

a) angenommene Wellenauslenkung,
b) aus den Fliehkriften
Fo=m; b; w,?
ermittelte Wellenauslenkung.

b
Wy = g2 y—}:, (39)

Darin sind &, und y, die Auslenkungen der
angenommenen, bzw. der fliehkraftelastischen
Linie unter einer (h-ten) Masse (Abb. 63). Das
Ergebnis ist nur dann genau, wenn das Ver-
hiltnis b/y unter allen Massen gleich ist. Dies
ist bei einer einigermaBen gut geschitzten
Ausgangslinie in befriedigendem MaBe der
Fall. Sind jedoch gré8ere Abweichungen vor-
handen, so ist die Rechnung unter Zugrunde-
legung der ermittelten fliehkraftelastischen
Linie zu wiederholen. Das Verfahren konver-
giert sehr rasch, so daBl im allgemeinen nicht
mehr als zwei Ermittlungen erforderlich sind.
Dadurch ist eine Kontrolle und eine bis zur

Zeichenschirfe zu steigernde Genauigkeit des Ergebnisses moglich.

Masse und Kreiselmoment. Soll die Kreiselwirkung starrer
Scheiben im Gleichlauf beriicksichtigt werden, so bestimmt man fiir jede
Scheibe getrennt das Kreiselmoment nach Glg. (7):

Ko = (9: — 1) B d;. (7)
' l -, Darin ist d; der Bogen, welchen die Tangente

7 |

Abb. 64. Graphische Ermitt-
lung der gesamten Kreisel-
momentenfliche.

an die angenommene Auslenkungslinie im
Scheibenbefestigungspunkt mit der Lagerver-
bindungsgeraden einschlieBt. Kann sin 6 % 6
gesetzt werden, so ist in (7) statt 6 die Funk-
tion sin é einzufithren. Nach Abb. 12 werden
in den Lagern durch ein Kreiselmoment Auf-
lagerkriafte + K,;/I bzw. — K/l hervor-
gerufen, deren Betrige gleich gro8 sind, jedoch
entgegengesetzte Richtung haben. Durch diese
ist der Verlauf des Kreiselmomentes lings !
mit 4 K,;x/l gegeben; x ist von beiden Auf-
lagern zu zihlen, umfaBt also die Bereiche
x=0 bis a, bzw. x =0 bis /—a. Sind
mehrere Kreiselmomente vorhanden, so kénnte
man die Kreiselmomentflichen der Scheiben
einzeln entwerfen (unter Beriicksichtigung,

daB im Gleichlauf der groBere Teil der Kreiselmomentenfliche negativ
einzufithren ist, Abb. 12 und 39) und addieren. Einfacher ist es jedoch,
wenn man die Lagerreaktionen V, = 2K/l durch alle Kreiselmomente

ermittelt, welche fiir die

_ZKG

Belastung nach Abb. 64 die Grofe

Ve="1

L Ko £ Koo F Kois F Ky (©)
l
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besitzen.! Trigt man sie in einen Krifteplan ein (Abb. 64b) und wahlt
den Polabstand H, zweckmifBig in gleicher GroBe und mit demselben
KriftemaBstab bewertet wie im Fliehkraftplan, so hat die Ordinate des
Kreiselmomentes im Mafstab der Zeichnung an der Scheibe den Betrag

Ea

h= TH, [cm],
wenn ¢ den VerkleinerungsmafBstab der Langenabmessungen der Welle
bedeutet. Aus diesem Krifteplan (4 V) iibertragt man den Polstrahl 1
von Lager zu Lager, den Polstrahl 2 vom linken Lager bis zur Scheibe m,.
An dieser Stelle dndert sich die Ordinate der Kreiselmomentenfliche
sprunghaft um den Betrag des Kreiselmomentes der ersten Scheibe

Kﬂll

hy = [cm]
nach oben. Vom Endpunkt dieser Ordmate wird jetzt wieder eine Parallele
zu 2 gezogen bis zur Scheibe m,, dort die Ordinate

hy =

ﬂlz [cm]
aufgetragen usw. Zwischen den Schelben bleibt also die Begrenzungs-
gerade der Kreiselmomentenfliche immer zum Polstrahl 2z parallel,
wihrend an den Scheibenstellen die den K,; entsprechenden Héhen 4 ab-
getragen werden. Trifft eine solche, zu 2 parallele Gerade auf eine Scheibe,
die sich zwischen dem tiefsten Punkt der gewdhlten Auslenkungslinie
und dem rechten Auflager befindet, so muf die Richtung der einzutragen-
den 4; an diesen Scheibenstellen umgekehrt werden (in Abb. 64a an den
Scheiben m; und m,). Die Parallele zu 2 vom Endpunkt der Ordinate 4,
an der letzten Scheibenstelle muf die Lagersenkrechte im gleichen
Punkte schneiden, durch den der Polstrahl 1 hindurchgeht. Sonderfall:
Falls auf einer glatten, endseitig kugelig gelagerten Welle mit 2% senkrecht
aufgekeilten, starren Scheiben je zwei Scheiben gleiches Massentrigheits-
moment besitzen und symmetrisch zu den Lagern angeordnet sind, so
erzeugen die Kreiselmomente des Gleichlaufes keine Auflagerkrifte; die
Kreiselmomentenfliche ist nur zwischen den Scheiben vorhanden und
wird durch Parallele zur Grundlinie (Lagerverbindungsgerade) begrenzt.
Nun kann nach MoHR in gleicher Weise wie durch die Fliehkraft-
momentenfliche die Auslenkung 7, durch die Kreiselmomente allein be-
stimmt werden (wobei bei abgesetzten Wellen 2'K,; auf J, zu reduzieren
ist). Diese hat unter der A-ten Masse nach Glg. (c) von Abschnitt III, 1
die GroBe (¢=h, k=1, 2, ..., 4, ..., #)

M = c0022(% — 1) Bi0wBir = ZBir Ko (d)
wenn f3,; die Auslenkung durch ein Einheitsmoment bezeichnet (S. 56).
Die Beziehung fiir 7, stellt lediglich die analytische Form der graphisch

1 Die oberen Vorzeichen gelten fiir die linke, die unteren Vorzeichen fiir die
rechte Auflagerreaktion.
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erhaltenen Auslenkung vor, wird also nicht zur Berechnung verwendet.
Mit der fliehkraftelastischen Auslenkung y, und der Auslenkung #, durch
das Kreiselmoment erhilt man die kritische Gleichlaufdrehschnelle aus

b
{ P 0,2 = 042 yh_hnh , (39a)
wenn das Verhiltnis &/(y —#) unter allen
Massen gleich ist; sonst ist das Verfahren
zu wiederholen. Es ist hier auf graphischem
Wege der gleiche Berechnungsvorgang ein-
W geschlagen wie im Abschnitt I, 2.

Einfacher ist es, wenn man, wie vor-
Abb. 65. Die Bestimmung des Der angegeben, die Kreiselmomentenfliche
resultierenden Momentes aus <K, entwirft und die resultierende Mo-

den Fliehkriften und dem mentenfliche

VAN

7

Py

a,
“y (4

8 ————K

o~

Ersatz-Kraftepaar des Kreisel- _
momentes fiir eine auf Trag- M =M + 2Ky, ()
ringen sitzende Scheibe. aus der Fliehkraft- und Kreiselmomenten-

fliche bildet (Abb. 39). Erst mit dieser
wird nach Reduktion auf ein bestimmtes Querschnittstragheitsmoment
in bekannter Weise die Auslenkungslinie y graphisch ermittelt. Besteht
Verhiltnisgleichheit zwischen b und ¥, so erhilt man aus Glg. (39)

c b
:t<—a.,——>|+-—>4 @- P Wy = wg? y—’; (39b)
I
_____________ % Die Rider von Dampfturbinen werden
< W vielfach an den Nabenenden auf schmale
¢ Tragringe aufgesetzt, sind also im mitt-

leren Nabenteil ohne Beriihrung mit der
p Welle. Das Kreiselmoment 148t sich daher
_c! ---- bei diesen Ausfithrungen durch ein Krifte-
Pilta <) { paar ersetzen, dessen Hebelarm gleich ist
l _L_YPfa, der Mittelentfernung ¢ der Tragringe von-

I'<—"‘1——1;£" einander. In diesen Fillen fithrt man die

) . ~ Krifte des Kriftepaares Pc = K, mit
Abb. 66. Die Verteilung des Krei-  jhren Richtungen direkt in den Krafteplan
selmomentes langs der \?Velle"und der Fliehkrifte ein und erhilt ohne Zwi-
Ersatzdesselben durch ein Krafte- . .
L : schenrechnung die resultierende Momen-
paar fiir eine auf Tragringen " . N .
sitzende Scheibe (a1< a). tenfliche (Abb. 65). Diese wird bei ab-
gesetzten Wellen auf konstantes ], redu-
ziert. Wird jedoch der Verlauf der Kreiselmomentenfliche aufgezeichnet,
so ergibt sich derselbe fiir eine Scheibe wie in Abb. 66 dargestellt. Aus
dem Vergleich der Kreiselmomentenflichen der Abb. 12 und 66 geht
hervor, daB durch die Tragringe die Kreiselwirkung der Scheibe auf
die Welle vermindert wird.
Masse und Langskraft. Sind Lingskrifte zu beriicksichtigen, so
ist zu unterscheiden, ob diese von auBen her durch die Welle geleitet
werden (Propellerschub) oder ob sie an den Radscheiben des Laufers beim

~
—_—— Y




Das Verfahren von A. Stopora. 73

Umlauf entstehen. Im ersten Falle ergibt sich zur Fliehkraftmomenten-
fliche der Radscheiben noch die Momentenfliche durch die Langskraft,
deren Ordinate in der Entfernung x vom Auflager die GroSe

M,=—Z7Zb oder Mp= 4 Db,

unter der Fliehkraft F die GroBe
MZZ_Zbl Oder MD=+Db1

besitzt, wie in Abb. 19 dargestellt A;F%’ B=F
ist (fiir y ist b gesetzt). Auflager-
reaktionen treten durch diese
Langskraft nicht auf. Die Vor-
zeichen gelten unter der Voraus-
setzung, daf die Fliehkraftmo-
mentenfliche positiv gerechnet
wird.

Entstehen die Lingskrifte als
hydraulische Krifte an den ein-
zelnen Radscheiben, so ist der Moz
Verlauf des Momentes X M, ,, fiir 17T 5
eine Zugkraft (—) oder Druckkraft - “Zby
(+) der Abb. 67 zu entnehmen. }
Die Lingskraftmomentenfliche ist
dann die Summe aus dem Moment
der vorhandenen Auflagerreaktio-
nen (Zby/l), vermindert um das
Moment der Zugkraft. Im Felde
% =0 bis x =a ist

Zb,

=_7.0
42 I bz

]
I

>

<

.
- AR
S
+
e X

5

!
?

™
R

2M, =— % (f)
im Felde x = a bis ¥ =1 ist :
IM;=—2h
+ZB—b). ()

. X . Abb. 67. Ermittlung des resultierenden
Sie besteht daher aus einem linear  Momentes von Flieh- und Zugkraft beim

bis zu ¥ = a mit x ansteigenden gleichzeitigen Auftreten beider an der
und fiir x > a einem proportional Scheibe.

zu b fallenden Ast. Da kugelige

Lagerung angenommen wurde, sind Einspannmomente nicht vorhanden.
Fiir die Druckkraftmomentenfliche gelten die entgegengesetzten Vor-
zeichen.

Wihrend nach Abb. 19 bei durchlaufender Lingskraft das maximale
Langskraftmoment fiir 2 = I/2 die GroBle M, = — Zb, besitzt, ist beim
Entstehen der Langskraft an der Scheibe fiir # = //2 das gro3te Moment
nur M, = —Zb;/2. Fir eine Druckkraft gilt der gleiche Momenten-
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verlauf, jedoch im positiven (zur Fliehkraftmomentenfliche additiven)
Sinne. Das resultierende Moment folgt dann durch Uberlagerung zu

Mres =M+ ZMZ,Dr (h)

wie in Abb. 67 entwickelt ist. Treten Lingskrifte an mehreren Scheiben
auf, so sind die einzelnen X' M-Flichen zu addieren.

Mit der resultierenden und bei abgesetzten Wellen reduzierten
Momentenfliche wird, wie vorstehend beschrieben, die Auslenkung und
nach Glg. (39) die kritische Drehschnelle ermittelt. Sind groBere Ab-
weichungen beim Vergleich der ermittelten zur angenommenen Aus-
lenkungslinie vorhanden, so ist die Rechnung sinngemif3 zu wiederholen.

In den Abb. 19 und 67 ist die Langskraft parallel zur Lagerverbin-
dungsgeraden angenommen. Dies trifft nun bei Anordnungen nach Abb. 67
nicht durchwegs zu, da die hydraulischen Driicke, die sich zur Lingskraft
addieren, im allgemeinen senkrecht zur Scheibenmittelebene stehen. Der
Fehler, den man jedoch durch diese Vereinfachung begeht, liegt weit
innerhalb der Genauigkeit, mit der die Gr6Be der Lingskraft erfaBt
werden kann. Auch ist sie vielfach von Belastungsschwankungen ab-
hingig. Fir praktische Rechnungen wird man daher (auch wegen der
kleinen Wellenauslenkungen) meist die obige Annahme zugrunde legen.

Masse und Querkraft. Bei kurzen oder schwer belasteten Wellen
ist auch die zusatzliche Auslenkung y, durch die Querkrifte nach der
Mourschen Methode zu untersuchen (Abschn. VI, S. 140). Die kritische
Drehschnelle wird dann
S (399
Yn—"Yeqn

Zusammenfassung. Die einzeln geschilderten Einfliisse koénnen
auch gleichzeitig auftreten. Es besteht dann keine Schwierigkeit, die
kritische Drehschnelle nach dem Vorstehenden zu ermitteln. Der ver-
steifende EinfluB von Naben, hohere Wellentemperatur u. dgl. ist nach
den Abschnitten VII und XII zu beriicksichtigen. Das geschilderte Ver-
fahren ist auf die zweifach endseitig gelagerte Welle mit Erfolg anwendbar,
wenn sich am iiberhingenden Antriebsstummel nur wenige Massen (z. B.
die Kupplung) befinden. Fiir einseitig oder beidseitig {iberhdngende
Wellen mit vielen Massen besteht i. allg. keine Konvergenz; hierfiir sind
die unter b) und d) angefilhrten Verfahren heranzuziehen.

2
Wy, = g’

Beispiel 4.

Fiir einen nach Abb. 68 zweifach kugelig einstellbar gelagerten Laufer soll
die kritische Drehzahl bestimmt werden. Das Wellengewicht ist in Einzellasten
aufgeteilt, die zu den Scheibengewichten geschlagen, bzw. gesondert eingefiihrt
sind. Am fliegenden Antriebsende ist eine elastische Kupplungshilfte aufgekeilt.
Damit ergeben sich die in der Abb. 68 und in der Tabelle 1/4 eingetragenen 12 Lasten.

MaBstabe Zeichnung Wirklichkeit
Langen ... e icm = 10 cm
Angenommene Auslenkung ................... Icm = 1cm
Krafte.. ..o oot icm = 10 kg
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Tabelle 1/4.
E = 2,1 10% kg/cm?, J.= 322 cm?®, w, = 10/sek.
| ! g
L S
2 ?::D >
Last | G T J b F, y s .8
Nr. kg S cm* | cm kg cm g
k4 Z3
<3
l
I 12 | 0,0122 | 20I 1,42 ] 1,73 | 0,00675 210,5 +o0,5
2 42 | 0,0429 | 322 2,14| 9,2 0,0103 208 —0,7
3 42 0,0429 | 322 2,35| 10,1 0,0I14 206 —1I1,6
4 50 0,051 322 2,52 12,85 0,0122 206,3 —1,5
5 52 0,053 322 2,63 | 13,9 0,0127 207 —1,2
6 63 0,0642 | 322 2,65! 17 0,0128 207 —1,2
7 60 0,0612 | 322 2,6 | 15,9 0,0124 209,2 o
8 60 0,0612 322 2,47 | 15,1 0,0I18 209,2 o
9 65 0,0662 | 322 2,27 15,1 0,0108 210 o
10 70 ‘ 0,0714 | 322 2 14,3 0,00945 212 +1
11 10 | 0,0102 | 20I 1,35| 1,4 0,0063 214 +2
12 40 I 0,0408 87,6 |—1,55! 6,3 |—0,0072 215 + 2,5
‘ b/ Vmittel
= 214
T %098
Horizontalzug Hy....oovvviviiiiiiinnn.. rocm = 100 kg
Momentenordinaten (10 Hy) ..........cvvenn.. Icm = 1000 cmkg
Momentenfliche (Midx) ...........ccovuuven. I1cm? = 10000 cm2kg
Momentenflachenbelastung ................... Icm = 20000 cm2kg
Horizontalzug Hy..ooovvviiiiiiiieiiennnnnn. 17,42 cm = 348 500 cm?kg
Fliehkraftelastische Auslenkung y ............. Icm = 0,005cCm

Angenommen ist die statische Auslenkungslinie mit den Betragen b nach
Tabelle 1/4. Die Fliehkrifte Fy= m b wy?, mit der Hilfsdrehschnelle w, = 10/sek
errechnet, sind in einen Fliehkraftplan eingetragen, dessen Horizontalzug H,
= 100 kg = 10 cm gewahlt wird.! Die damit gebildete Momentenfliche wird auf
das konstante Querschnittstragheitsmoment J, = 322 cm? bezogen. Das Moment M

! Die Belastungsplane sind nur im Beispiel 14 gezeichnet; in den iibrigen Bei-
spielen sind nur die MaBstabe angefithrt. Die Abbildungen zu allen Beispielen sind
gegeniiber den Originalzeichnungen im MaBstab 1:2 verkleinert.
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in jedem Punkte der Wellenachse ist nach den Beziehungen des Abschnittes VI, 1
zu bestimmen. Dort ist auch die graphische Ermittlung der Auslenkungslinie ein-
gehend beschrieben. Die reduzierte Momentenfliche wird nach MoHR als Belastung
angenommen und die fliehkraftelastische Auslenkung ermittelt.

In der Tabelle 2/4 sind die aus der Zeichnung entnommenen Momententeil-
belastungsflichen eingetragen, die dem Momentenflichenbelastungsplan zu-
grunde gelegt sind. Die fliehkraftelastische Auslenkung soll p = 200 fach ver-
groBert erhalten werden. Nach Glg. (69) wird der Horizontalzug H, = E J,[ip.
= 348500 cm?kg = 17,42 cm, wenn der MaBstab der Momentenflachenbelastung
beriicksichtigt wird. Damit ist die fliehkraftelastische Auslenkung unter jeder
Masse bekannt. Zur Uberpriifung der Giite der Losung wird das Verhaltnis b/y

Y2 42 50 52 63 60 60 65 N0

4 41{0 40ng
< = | 2 ¥ 5116 d 9 0 Als <
] 8 3 3 (BT s
R —— z
| A-’FJD :
b= 7500 >
L
a,){
[ b
P
|
|
|

|
|
|
|
~ |
|
|
|
!

8005 ;y

cm
0,010

Abb. 68. Graphische Ermittlung der fliehkraftelastischen Auslenkung fiir einen
kugelig gelagerten Laufer; zu Beispiel 4 nach dem Verfahren von A. Stopora.

und die Abweichung der einzelnen Werte vom Mittelwert b/ymittel berechnet (vor-
letzte und letzte Spalte der Tabelle 1/4). Daraus ist ersichtlich, daB8 die gréBte
Abweichung vom Mittelwert mit 2,5 v. H. am iiberhingenden Ende vorhanden ist.

Die Betrage der Ausgangslinie wurden am iiberhingenden Ende zu gro8, in
der Nihe des endseitigen Lagers etwas zu klein angenommen. Die Abweichungen
sind aber verhiltnismaBig klein, so daB sich nach Glg. (39) die kritische Dreh-
schnelle zu

Wy, = 10 (209,5)"s = 144,5[sek
und
7y, = 1380 U/min
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errechnet. Wollte man die Ubereinstimmung von b/y
fiir alle Lastpunkte verbessern, so mii3te die erhaltene
fliehkraftelastische Linie einem neuen Rechnungsgang
zugrundegelegt werden. Infolge der Kleinheit der Ab-
weichungen vom Mittelwert wird jedoch das neue Er-
gebnis nicht wesentlich von der obigen Losung ab-
weichen. Deshalb und aus dem Grunde, weil auch
keine neuen Gesichtspunkte bei der Wiederholung auf-
treten, ist hier darauf verzichtet.

Die erhaltene kritische Drehzahl ist sehr niedrig.
Nach Glg. (12) und Abb. 14 ist eine groéBte statische
Durchbiegung von zirka 0,05 cm zu erwarten. Fiir
einen praktischen Anwendungsfall miite untersucht
werden, ob diese groBe Durchbiegung noch zulissig
ist oder ob eine wesentliche VergroBerung des Wellen-
querschnittes vorgenommen werden soll.

b) Das Verfahren von v. Borowicz.

Anwendung: Fiir Wellen mit iiberhingen-
den, mehrfach belasteten Enden.

Genauigkeit: Durch Einfithrung eines Bei-
wertes zur gewichtselastischen Linie, die ihrer-
seits zur Ermittlung der fliehkraftelastischen
Auslenkung dient, wird schon im ersten Rech-
nungsschritt praktisch ausreichende Genauigkeit

erzielt. m,
Xf——’-\x 7"" 2
S

i L o

|

| f : I|

1) "’ '
~J

c) I y

Abb. 69. Uberhangende Welle mit zwei Massen.

Verfahren: v. Borowicz hat das Verfahren
von A. StoporLA auch auf Wellen mit {iberhin-
genden Enden sowie mit mehrfacher Lagerung
iibertragen. Zur Ermittlung der fliehkrafte-
lastischen Linie wird die gewichtselastische
Auslenkung herangezogen. Allgemein wird fiir
die Belastung nach Abb. 69 die statische Aus-

! 7 = VerkleinerungsmaBstab der Langsabmessun-
gen der Welle (Abschnitt VI, 1).
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Tabelle 2/4.

2,74
I
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i
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lenkungslinie a) ermittelt, welche den sich in ihrer Wirkung unter-
stiitzenden Massen m; und m, entspricht.! Mit diesen Auslenkungen f,
und f, werden in gleicher Weise zwei fliehkraftelastische Linien b) und c)
ermittelt, wenn an Stelle der Massen m; =G,/g und m,= G,/g die
Fliehkrifte G

F,= 71 hogd

und
F= 22

je fiir sich allein wirkend gedacht werden. Die Hilfsdrehschnelle o
wird zweckmifig mit 10 oder 100/sek angenommen.

Die gesamte fliehkraftelastische Auslenkung ergibt sich aus der
Summe der Einzelauslenkungen von b) und c) zu

Y1="Yu + Y1
Y2 = Ya1 + Yoo
Entsprechend der Beziehung (39) wiirde fiir die kritische Drehschnelle
f Ia.
2 — 2 — 2
Wy = 0 b= g} (a)

zu setzen sein, wenn die Ausdriicke rechts von w,,? gleich gro3 wiren. Dies
ist jedoch im allgemeinen nicht zutreffend. Wird zur gewiinschten Uber-
einstimmung f, in (a) mit dem vorerst noch unbekannten Beiwert A ver-
vielfacht, so dndern sich damit die fliechkraftelastischen Auslenkungen
912 und 9,,, hervorgerufen durch F,, im gleichen Verhiltnis, weil diese
Fliehkraft jetzt die GroBe Fy = A (f,0,2G,/g) besitzt und die Auslenkungen
den Fliehkriften linear sind. Aus diesem Grunde sind die fliehkraft-
elastischen Auslenkungslinien b) und c) der Abb. 69 getrennt zu ent-
wickeln. Die in die Glg. (39) einzusetzenden fliehkraftelastischen Aus-
lenkungen sind jetzt
1= Y+ A¥1 (b)
Yo = Ya1 + 4¥aa,

woraus entsprechend Glg. (39)

i e M .
2O 20 = @o Vo1 + A Y2 (4)

folgt. Der Beiwert A ergibt sich aus
f 1 lf 2

Yu+ Ay Ya+ AV

Wp? = W2

zu
—b4 [/b2+4ac

2a

(41)

A[’”=.

Darin bestehen die Festwerte a, b und ¢ aus den graphisch bestimmten
statischen und dynamischen Auslenkungen nach Abb. 692 zu

1 Mit Beriicksichtigung der Lastrichtungen nach dem Uberschreiten der Auflager.
2 In der gleichen Richtung liegende f, und y;; erhalten gleiche Vorzeichen;
z. B. bei einer Welle mit einem iiberhangenden Ende die zwischen den Lagern be-
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a = fy¥12
b= fayu—F1 Y2 (412)
¢ =fhya

Von den beiden reellen Wurzeln fiir 4 ist zur Bestimmung der ersten
kritischen Drehschnelle nur der positive Wert von (41) wichtig, weil er
die grofite Auslenkung und das kleinste w,, ergibt.

Soll auch die Kreiselwirkung der Scheiben beriicksichtigt werden, so
ist jede fliehkraftelastische Linie (Abb.6gb und c) unter der gleich-
zeitigen Wirkung der Fliehkrifte der Massen und ihrer Kreiselmomente
zu entwerfen, was nach einem der angegebenen Verfahren von Ab-
schnitt III, 3a geschehen kann. Mit diesen y;, die dann bereits die
Kreiselwirkung der Scheiben beinhalten, ist nach den Glgn. (41), (41a)
und (40) der Beiwert 1 und die kritische Drehschnelle zu ermitteln.

Die Giite der Lésung kann verbessert werden, wenn man die erhaltenen
fliehkraftelastischen Auslenkungen 1y, = y; + Ay, nach (b) einem
neuen Rechnungsschritt zugrundelegt. Im allgemeinen ist dies jedoch
nicht erforderlich. Mit dieser Methode kann auch die kritische Dreh-
schnelle einer endseitig gelagerten Welle berechnet werden; dann ist es
nur notwendig, die einzufithrenden Fliehkrifte der Massen zu zwei Kraft-
gruppen zusammenzuziehen, was fiir die Bestimmung der ersten kritischen
Drehschnelle willkiirlich geschehen kann, weil alle Massen sich unter-
stiitzen. Bei Wellen mit iiberhingendem Ende und mehrfacher Belastung
sind - die zwischen den Lagern angreifenden Massen zur ersten, die am
iberhdngenden Ende befindlichen Massen zur zweiten Kraftgruppe zu
zdhlen. Im iibrigen ist die Rechnung wie im Beispiel der Abb. 69 vor-
zunehmen; an Stelle einer Masse tritt die Kraftgruppe. Zur Bestimmung
des Beiwertes A ist eine beliebige Auslenkung (> o) innerhalb jeder Kraft-
gruppe zu wihlen und in diesen Ebenen auch die y,; zu entnehmen.

Zusammenfassung. Das geschilderte Verfahren erweitert die
StopoLasche Methode auf iiberhdngende und mehrfach gelagerte Wellen.
Infolge der graphischen Ermittlung von drei elastischen Linien ist der
Zeitaufwand groBer, doch ist i. allg. das Ergebnis dem Eigenwert bereits
so angendhert, dal eine Wiederholung iiberfliissig wird.X

Beispiel 5.

Von dem in Abb. 70 dargestellten Laufer soll die kritische Drehzahl bestimmt
werden. Die Stahlwelle ist auf der linken Seite in einem starren Kamm- und Gleit-
lager gehalten, am antriebsseitigen Ende kugelig einstellbar gelagert. Zwischen
den Lagern sind neun Massen, am fliegenden Ende eine Masse vorhanden. Durch

findlichen £, und v, positives, die am iiberhingenden Ende befindlichen negatives
Vorzeichen.

1 Nach einer freundlichen Mitteilung von Herrn Prof. Dr.-Ing. Dr. R. GRAMMEL
hat es sich inzwischen herausgestellt, daB das Verfahren von v. Borowicz bei der
Bestimmung der kritischen Drehschnelle zweiter Ordnung divergent ist; in Ab-
schnitt IV wurden daher nur solche Verfahren aufgenommen, deren Konvergenz
einwandfrei feststeht.
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die einseitige Einspannung ist das System einfach statisch unbestimmt. Fiir die
Ermittlung der statischen und dynamischen Auslenkungen ist daher nach Ab-
schnitt VI, 2 zu verfahren. Danach teilt sich die Aufgabe in die Bestimmung der
Auslenkung bei kugeliger Lagerung und in die Bestimmung der Auslenkung durch
ein angenommenes Einspannmoment. Durch geeignete Uberlagerung der so erhal-
tenen Auslenkungen erhilt man die resultierende Auslenkungslinie.

a) Ermittlung der statischen Auslenkungslinie.

Zuerst wird die statische Auslenkungslinie fiir kugelige Lagerung unter der
Wirkung aller Massen ermittelt, wobei die Richtung der Masse am fliegenden An-
triebsende nach Abb. 43 eingefiihrt wird.

Tabelle 1/5.

Jrp=322cmt, E = 2,1 108 kg/cm?.

- -
Al G '53'4 J fn Taz hyy hoo | @Ry (@hyy 1y fa

[}
2 kg 8 w@| cmt| cm cm cm cm cm |[cm | cm cm
- ]
1 | 42 |0,0429| 322 | 0,043 — |—o,019 | — |—0,0252| — |0,0178] —
2 | 42 |0,0429] 322 |0,0472] — |—0,0196! — |—0,0259, — |0,0213] —
3 | 50 0,051 | 322 |0,0504 — |—o0,0196] — |—0,0259| — |0,0245 ~—
4 | 52 |0,053 | 322 |0,0528) — |—o0,0192! — |—0,0254 — [0,0274] —
5 | 63 |0,0642| 322 | 0,053 — —0,0183: — |—o0,0242| — |0,0288] —
6 | 60 | 0,0612| 322 | 0,052 — |—o,017 — |—0,0225/ — [0,0295 —
7 | 60 |0,0612] 322 |0,0495f — |—0,0156] — |—0,0206] — |0,0289 —
8 | 65 |0,0663| 322 |0,0455¢ — |—o0,0137] — |—o0,0181] — |0,0274| —
9 | 70 |0,0715| 322 | 0,04 — |—o,0119| — [—o0,0157| — |0,0243] —
10| 40 |0,0408| 87,6/ — |—o0,031 — 0,0076 — 0,0I| — |—o0,021

Ma@Bstabe Zeichnung Wirklichkeit
Langen ... ... i i i i I cm = 10 cm
B - e 1 cm = 50 kg
Horizontalzug Hy ........coiiiiiiiiiiiiiiiiinn., 10 cm = 500 kg
Momentenordinate ..........ociiiiiiiiiiii i, I cm = 5000 cmkg
Momentenflache .............oiiiiiiiiiiiiina, 1 cm?= 50000 cm?kg
Momentenflichenbelastung ................... ..., I cm = 100000 cm?kg
Horizontalzug Hy. .. ovvviii it 13,53 cm = 1353000 cm?kg
Statische Auslenkung .............. ..o i, I cm = 0,02 cm

Damit erhilt man die Auslenkungen f,; und f,, der Tabelle 1/5 fiir kugelige
Lagerung.
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Abb. 70. Graphische Ermittlung der statischen Auslenkungslinie fiir einen einseitig
eingespannten, im zweiten Lager kugelig gelagerten Laufer durch alle Massen; zu
Beispiel 5 nach dem Verfahren von v. Borowicz.

Dann wird ein Einspannmoment von 7500 cmkg am linken Lager angenommen,
das geradlinig zum rechten Lager abnimmt. Nach Reduktion auf J, = 322 cm?
und Unterteilung der Momentenfliche in Einzelflichen werden nach MosRr die Aus-
lenkungen %,; und #h,, ermittelt.

Holba, Berechnungsverfahren. 6
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2l «] ® 8 wahre GroBe der Auslenkungsverminderung durch
o . N
2 . S das Einspannmoment nach Glg. (72) ermitteln.
[ N ° Die Lage der Momentenflichenresultierenden ist
o *® 8 durch die Tangenten an die Auslenkungslinie in
° + den beiden Lagern gegeben. Durch einen ange-
" g nommenen Seilzug zwischen den Lagern und diesen
Q o ° Resultierenden gemafB Abschnitt VI, 2 erhilt man
n . Py "
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° (Abb. 70f) mit den zeichnerischen Werten #4
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R ow o
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Werden die Auslenkungen 7%, mit diesem Beiwert vervielfacht, so erhilt man mit
Glg. (73a und b)

h= |f11] —@ |h11"

fo=—|ful + @ ||

die statischen Auslenkungen, die in der Abb. 70g und in der Tabelle 1/5 eingetragen
sind.

b) Ermittlung der fliehkraftelastischen Auslenkungslinie fiir Massen nur zwischen
den Lagern (Abb. 71).

Fiir die Hilfsdrehschnelle w, = 31,6/sek sind die Fliehkrafte zur Ermittlung
der fliehkraftelastischen Auslenkung durch die ,,Kraftgruppe zwischen den Lagern‘
in der Tabelle 4/5 angegeben. Fiir die Ermittlung der Auslenkung y;; wird wieder
zuerst die Auslenkung 7 bei kugeliger Lagerung und dann die Auslenkung /g,
durch das Einspannmoment ermittelt. Durch geeignete Uberlagerung wird die
resultierende fliehkraftelastische Auslenkung y,; durch die Kraftgruppe zwischen
den Lagern erhalten.

Tabelle 4/s.

wy? = 1000[sek?, J, = 322 cm?, E = 2,1 108 kg/cm?.

X s \ 8
2 g i = <
< h [ F M1 g o g Y Va1
2 N g S o of §io o
s 5| cm { kg cm cm eowm T .‘-n cm cm
- o |- P
- | | |
1 |0,0429 0,0178‘0,764 0,00108 — 0,000618 — 0,000462 —
2 |0,0429|0,0213,0,915/0,001185 — 0,000637 — 0,000548 —
3 |0,051 |0,0245|1,25 [0,001265 — {0,000637 — 0,000628 —
4 |0,053 |0,0274|1,45 |0,00I31 — 0,000625 — “0,000685 —
5 |0,0642|0,0288|1,85 |0,00133 — 0,000595 — 0,000735 —_
6 |o0,0612|0,0295/1,8 |0,0013 — . |0,000552 — 0,000748 —
7 |o0,0612|0,0289|1,76 |0,00123 — 0,000507 — |0,000723 —
8 |0,0663|0,0274(1,82 |0,001125 — 30,000445 — 0,000680 —
9 |o0,0715]0,0243|1,73 |0,001I — ‘o,ooo387 — 0,000613 —
10 - = — —  |—o0,000725 — :—0,000247 —  |—0,000478
i

Fiir die fliehkraftelastische Linie bei kugeliger Lagerung werden folgende MaB-
stabe zugrunde gelegt:

Ma@stabe Zeichnung Wirklichkeit
Langen ... i icm = 10 cm
Krafte.. ..o Icm = 1 kg
Horizontalzug Hy ..., Iocm = 10 kg

6*
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Momentenordinate. ...........coiiiiiii il 1cm = 100 cmkg
Momentenfliche ..............coiiiiiiiiiiiiiii., 1cm?2= 1000 cm?kg
Momentenflichenbelastung .......................... Icm = 2000 cm?kg
Horizontalzug Hy ... 16, cm = 33800 cm?kg
Fliehkraftelastische Auslenkung (Abb. 71c¢)............ Icm = 0,0005 Ccm
Q764 0,915 5 W95 195 380 376 162473
4§

|
: 1500

-
E X

a,aoazs{
cm
0005

Abb. 71. Graphische Ermittlung der fliehkraftelastischen Auslenkung fiir den Laufer
nach Abb. 70 durch die Fliehkrifte der Massen zwischen den Lagern.

Damit ist die fliehkraftelastische Auslenkung 7, bei kugeliger Lagerung be-
kannt (Tabelle 4/5).
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Die Arbeit fiir das Aufsuchen der Auslenkungsverminderung durch ein an-
genommenes Einspannmoment kann entfallen, weil dafiir die bereits unter a) er-
haltene Auslenkung herangezogen werden kann, wenn man sie auf den gleichen
MomentenmaBstab bezieht wie unter b). Unter a) war 1 cm = 5000 cmkg, jetzt
ist 1 cm = 100 cmkg; die Momentenflichenresultierende R4 und die Auslenkungen
h; der Abb. 70d sind daher durch 50 zu dividieren. Man erhalt

830 950
= T
Mit dem Seilzug zwischen den Resultierenden R;# und R 4 und dem Ubertragen der
Seilstrahlen in den Kréfteplan erhalt man den neuen Berichtigungsbeiwert wieder
nach Glg. (72)

Ry = 16620 cm?kg.

2,7 40710
= 4,07 16 620
Bildet man @#,;/50, so erhalt man nach Glg. (732 und b) die resultierenden Aus-
lenkungen y;; der Tabelle 4/5:

Pu = 1,625.

: 4
Y11= Ml —?;1‘ [P14]s

14
Va1 = — M| + '5% |Bggl-

c) Ermittlung der fliehkraftelastischen Auslenkungslinie durch die Masse am
fliegenden Antriebsstummel (Abb. 72).

Hier wird in gleicher Weise vorgegangen wie unter b).

u . Wirklich-
MaBstabe Zeichnung Keit
Langen ... e e I cm = 10cCcm
Krafte. . .oooiiii i e I cm = o,1 kg
Horizontalzug Hy.........ooiiiiiiiiiiii i, 10 cm = 1 kg
Momentenordinate. .......... ..o il 1 cm = 10cmkg
Momentenflache .......... ... it 1 cm?= 100 cm?kg
Momentenflichenbelastung .............. ...l I cm = 100cm?kg
Horizontalzug Hy. oo vviiiin i it i inaannnn 27,04 cm = 2704 cm2kg
Fliehkraftelastische . Auslenkung (Abb.72b)............. 1 cm = 0,00004 cm
Tabelle 7/5. Momentenflachen (Abb. 72a).
Nr. I 2 3 4 5 6 7 8 9 10
AF
2 0,22 | 1,73 | 1,31 | 1,92 | 2,48 | 2,08 56 | 597 | 504 2,28
cm
Myidz 22 173 131 192 248 298 560 597 504 228
cm?kg |
RM RM = 2221 cm?kg R,M=732cm2kg

Damit sind 7,, und 7,, bekannt.

Fiir die Auslenkungen durch das Einspannmoment iibernimmt man wiedert.
die Auslenkungen von a), wobei man wegen MaBstabsgleichheit R 4 und 4;;, durch
5000/10 = 500 dividieren muB. Man erhilt

Ry= 830950 _ 1662 cm? kg.

500
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Mit dem Seilpolygon und dem Krafteplan wird (Abb. 72d)

1,75 2221° 6
P22 = 444 10662 = 0,526. afi

0,0000% *

0,00008 €™

)
0 Y2
0,00002 l
o,00004 °™

Abb. 72. Graphische Ermittlung der fliehkraftelastischen Auslenkung fiir den Laufer
nach Abb. 70 durch die Fliehkraft der Masse am fliegenden Ende.

Die resultierenden Auslenkungen durch die Masse am fliegenden Ende sind

Poa

= In,,| — 122 |
Y12 = Mo, 500 [yl
Yoo = — |Nga! + Foa |Bgg].

500
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Zur Berechnung der kritischen Drehschnelle wird Glg. (40) herangezogén.
Fir die Bestimmung des Beiwertes A nach Glg. (41) sind noch die Festwerte nach
(41a) zu ermitteln. Zu diesem Zwecke entnimmt man den Abb. 70 g, 71f und 72e
in gleichen Ebenen die Auslenkungen, z. B.

H® = 2,05 107%2cm, fl= —2,1 102cm,
yn® = 748 107*cm, y12° =  0,3406 10~%cm,
Y91' = — 4,78 10~%cm, Y951® = — 0,645 10~4cm.

Damit wird nach (41a)

a = —2,1 0,3406 1078 = — 0,715 1078 cm?,
b= —2,1 7,48 108+ 2,05 0,645 1078 = — 13,8 106 cm?,
¢ =—2,95 4,78 1078 = — 14,1 10°%cm?2.
5 _ 138 F V190444403
L= —20,715 ’
Ar= + 0,972,
Arr = — 20,25.

Die kritische Drehschnelle erster Ordnung wird mit A; nach Glg. (40) und w2
= 10%/sek? mit den Auslenkungen zwischen den Lagern
2,95 102
? = 108 = 3,78 104,
7,48 4 0,972 0,3406 37

gy = 104,4/sck

Dy

Ay, = 1860 U/min.

Zur Kontrolle wird mit den Auslenkungen am fliegenden Ende
—2,I 0,972 102
— 478 —0,972 0,645

Wy, = 104,4/sek,

Ay, = 1860 U/min.

W2 = 103 = 3,78 104,

Rechnet man iiberschlagsmiBig die kritische Drehschnelle nach Glg. (12) mit
fmax = 0,0295 cm (Abb. 70g) und » = 1,08, so wird

981 Yy
gy = I,OST = 189,7/sek
und 10295
g, = 1810 U/min.

Die Glg. (12) gibt also mit » = 1,08 eine gute Losung.

©) Das y-Verfahren von R. GRAMMEL.

Anwendung: Fir endseitig gelagerte Wellen und fiir Wellen mit
iiberhidngenden Enden bei mehrfacher Belastung.

Genauigkeit: Die kritische Drehschnelle wird meist zu gro er-
rechnet. Die Abweichung vom Eigenwert ist aber kleiner als nach der
Beziehung von S. DUNKERLEY und liegt vielfach innerhalb der Zeichen-
genauigkeit, mit der die gewichtselastische Linie ermittelt wird. Fir
endseitig gelagerte Wellen ist die Genauigkeit praktisch vollstindig aus-



Das y-Verfahren von R. GRAMMEL. 89

reichend, fiir Wellen mit iiberhingenden Enden bei mehrfacher Be-
lastung noch vielfach gentigend.

Verfahren: Masse allein. Werden die #» Glg. (a) von III, 1 mit
m g = Gy, myg = G, usw. multipliziert und addiert, so ergibt sich

gmyyy = 0% (x;Gymy Yy + Gy y, + - .,
gMy Yy = % (g Goty Yy + tgaGama Yy + ... 0), (a)
gmy Yy = % (3 Gamy Yy + 03eGamayy + ... L),

und aus der Summe von (a) unter Berlicksichtigung o;;, = oz, (%13 = g,

“13 = (X31 llSW.)l

g(myyy +myyy +mgys + .. ..) = 0*[my Yy (%13 Gy + 619G + 3Gy + .. L)
+ My Yy (0001 Gy + gp Gy + 3G+ .. . )
e )] (b)

Darin sind die Klammerwerte

(011Gy + 319Gy + 033Gy + ... L) =14,
(0091 Gy + Xg9Gy + 003Gy + ... .) = [y,

gleich der gesamten statischen Auslenkung unter den einzelnen Massen,
hervorgebracht durch die Wirkung aller Massen. Glg. (b) besteht also
auch in der Form
gXmyyy = P Lmy,fy
Die kritische Drehschnelle ist dann
Zn " Ve

(42)

0t =g "
2my Vi fr
Wird in Anlehnung an die Ergebnisse der Abschnitte I und II in erster
Niherung Proportionalitit zwischen der gewichtselastischen Linie? und
der fliehkraftelastischen Linie vorausgesetzt, so kann man in Glg. (42)
fiir das unbekannte y, = xf, setzen und erhilt die bereits von G. KuLL
angegebene Beziehung
2Gf _  Gifi+Gafy+ Gyt ...
2Gf2_gG1f12+sz22+G3f32+...’ (43)
die sich dadurch auszeichnet, daB nach der Ermittlung der gewichts-
elastischen Linie? die kritische Drehschnelle mit groBer Genauigkeit fest-
liegt. Auch hier kann

2 __
Wi “‘g

W = % (33¢)

geschrieben werden, wenn f, den reziproken Bruch der Glg. (43) vorstellt.
1 Zu beachten ist, daB f;, Ffz da z. B. f1; = a;,G, dagegen fy = a5G,

= 04,6y
2 Mit Beriicksichtigung der Kraftrichtungen nach Abb. 42 und 43.
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In (43) kann im Zihler Zmf als die zweifache Arbeit der Massen, im
Nenner Xmf? als die zweifache Arbeit der Fliehkrafte mf fiir w2 =1
aufgefalit werden.

Masse und Kreiselmoment. Sind Kreiselmomente zu beriick-
sichtigen, so erhilt man die der Glg. (43) entsprechende Beziehung, indem
man die Glg. (e) von Abschnitt III, 1 mit m;g = G; vervielfacht:

gmyyy = @2 (0q;,Gymy Yy + 042G Me Yy + - . . .) — @*[B1,Gy By 6y (¢ — 1)
+ B12G1 B30y (g —1) + .- ..
gMy Yy = 0P (6 Gomy Yy + aaGamy s +
+ P22Gy Bydy(ge—1) + - - ..

’

—0*[nGy B10y (1 —1)

’

NSNS

(c)
Summiert man diese Gleichungen wieder unter Beriicksichtigung von
’ ’ ’ :
Kip = Onis Pir = 0ai's Pri = oax', P =i, s0 wird

g My = { myy, (.G, + 319G + 0035G5 + - ...
+ My Y, ((0‘2161 + 0‘226'2 + (X23G “+ ... ;

T S
—[By16,(q:— )(0‘116 +0‘12G2+0‘13 Gy+....)

+ B262Eq2 )(a21 Gl+a22 +(X23 G3+....))

e S

Unter Beriicksichtigung, da8 die Teilsummen der Klammerwerte

fr = (G + %16 + %1363+ .. . L),
f2 = (0‘2161 + “2262 + “2363 4+ ... .),

der gewichtselastischen Auslenkung an der betrachteten Stelle, bzw. der
Neigung derselben gegen die Lagerverbindungsgerade

@1 = (011’ G1 + 0‘12’G2 + %13, ‘G4 ....),
P2 = (0021’ Gy + g9’ Gy + (g5 Ga +..0)

hervorgebracht durch alle Lasten, gleich smd, erhilt man

gzmkyk=w2zmkykfk—w2£‘Bk6kq’k(gk_I)' (e)

Bei angenommener Proportionalitidt zwischen f, und v, ergibt sich die
R. GrRaMMELsche Gleichung fiir den synchronen Gleichlauf

n
2 G.f
Wyt =g — — : (44)
2 Gt —2 Brop? (g — 1)

worin B;, die dquatorialen Massentrigheitsmomente der Scheiben und ¢
den Bogen darstellt, welchen die Tangente an die gewichtselastische Aus-
lenkungslinie im betrachteten Scheibenbefestigungspunkt mit der Lager-
verbindungsgeraden einschlief3t.
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Vergleich. Die Genauigkeit der Glg. (43) soll an den Beispielen der
Abb. 61a, b, ¢ und d im Vergleich mit der FoppLschen Glg. (33a) ge-
priift werden.

Die Belastung nach Abb. 61a ist symmetrisch zu den Lagern. Infolge-
dessen wird mit m; = m: f;; = fs, f12 = f2; und das Ergebnis von (43)
geht in die Losung von (33a) iiber. Fiir diesen Fall gibt also Glg. (43)
exakte Losungen. Fiir die Welle nach Abb. 61b wird die kritische Drehzahl
nach (43) fiir ¢ =0,05 bis ¢ =0,5 um 1 bis 2,5 v. H. zu gro gerechnet.

Fir die einseitig tiberhingende Welle nach Abb. 61c ist fiir ¢ = o,1
bis 1 der grofte Fehler 4 0,3 v. H.

Fiir die beidseitig {iberhingende Welle nach Abb. 61d wird fiir
@ = 0,1 bis 1 die kritische Drehzahl um ca. 2 v. H. zu groB3 errechnet.

Andere Belastungsfille fiir den Vergleich sind die glatten, nur durch
ihre Eigenmasse belasteten Wellen des Abschnittes II. Untersucht sei
eine endseitig kugelig gelagerte, glatte Welle nach Abb. 53. Bei der An-
wendung von Glg. (43) ist zu beachten, dal f die statische Auslenkung
unter der Masse udx beim gleichzeitigen Wirken der gesamten Wellen-
masse ul vorstellt. Deshalb ist, wenn p = Masse der Langeneinheit,
die Durchbiegung an der Stelle ¥ vom Auflager?

gulld |« %8 xt
T= S (T— 2wt "14’>'
Die zweifache Arbeit der Gewichte ist
’ 7
24 x %3 s 25
I6f=g|pdzf =g '£ETS<T—2T3 +7r)d"=32 o ET

o

die zweifache Arbeit der Fliehkrafte udxf bei we? = 1 ist
!

B ud 18 p %3 i 31 gdudn

Z6r =g g (T2 o = Sl

o

Damit wird nach (43) die kritische Drehschnelle

E
wg® = 97,55 7{;

Der Eigenwert ist nach Glg. (29), Abschnitt II, 1

Oy, = 7t ik
der Verhiltniswert
W, 155\
X = (ﬂf—s) * = 1,0008.
Wy n

Fir die Lagerungsfille nach

Abb. 52 53 54 55
wK

wird — = 1,003 1,0008 1,0006 1,001I.
kr

1, Hiitte*, Bd.I, 26. Aufl,, S.615, Belastungsfall 8.
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Aus diesen Zahlen geht ebenfalls hervor, daB3 die kritische Drehschnelle
nach der Kurischen Beziehung um ein Geringes zu grof§ errechnet wird.

Zusammenfassung. Aus der gewichtselastischen Linie allein kann
bereits fiir endseitig gelagerte Wellen auf einfache und schnelle Art die
kritische Drehzahl mit einer Genauigkeit errechnet werden, die allen
praktischen Anforderungen geniigt. Auch die Kreiselwirkung der
Scheiben ist leicht zu beriicksichtigen, ohne daB3 die Aufteilung der Kreisel-
momente beachtet werden muB. Fiir Wellen mit iiberhingenden Enden
ist das Ergebnis in vielen Fillen ausreichend.

Beispiel 6.

Die erste kritische Drehzahl des Liufers nach Abb. 91 ist zu bestimmen. Der
Laufer ist auBer durch das Wellengewicht noch durch fiinf Scheiben und eine elastische
Kupplungshilfte belastet und zweifach kugelig gelagert. Die statischen Aus-
lenkungen des Laufers sind aus dem Beispiel 14 des Abschnittes VI, 1 entnommen.
Fiir die Anwendung der Glg. (43) ergibt sich daher folgendes Rechenschema:

Tabelle 1/6.

Z G | 108 fl108f2 103Gf 108 Gf? B 108 B ¢?
+ . . kgcm| 10 (1082 | fiir
3 kg| cm | cm kg cm kg cm’ sek? g=12
1|1,5 1,05 I,I 1,58 1,65 — — — —
2 |1,5/2,90| 8,4 4,35 12,6 — | - — —
3 |10 4,05]| 16,4 40,5 164,0 0,9 [1,0 |I,0 0,9
4 | 10 4,60 21,2 46 212,0 0,9 |0,388|0,15 0,135
5 | 10| 4,65/ 21,6 46,5 216,0 0,9 |0,263| 0,069/ 0,062
6 |10 4,15|17,2 41,5 172,0 0,9 |0,95 |0,902| 0,812
7 115]3,19| 10,3 47,85 154,5 1,9 | 1,35 | 1,825 3,47
8 13,5/ 1,35 1,82 4,72 6,37 — _ _ .
9 |10 | 1,55 2,4 15,5 24,0 — | = — —
Gt ZGf ZBg*
= 248,5107% | = 963,12 107¢ - 379
! 108

Die kritische Drehschnelle (ohne Beriicksichtigung der Kreiselwirkung) ist
nach (43)
[ 981 248,5 10% 1%,
- 963,12

W = 503 [sek

und
7y, = 4800 U/min.
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Zur Beriicksichtigung der Kreiselwirkung des Gleichlaufes nach Glg. (44) ist in
Tabelle 1/6 fiir ¢ = 2 das negative Glied ZB¢g?= 5,379 10~ errechnet. Im Ver-
gleich zur GréBenordnung von XGf? ist dieses Glied hier belanglos. Die Betriebs-
drehzahl # = 3650 U/min ist nach Abschnitt X noch zulissig.

d) Das Verfahren von G. ZERKOWITZ.

Anwendung: Fiir endseitig gelagerte Wellen oder solchen mit iiber-
hingenden Enden und beliebiger Belastung.

Genauigkeit: In den Grundformen exakt genau, gibt es auch bei
mehrfacher Belastung durch das Einfithren von Massengruppen nach
Festlegung der Form der elastischen Linie praktisch vollkommen aus-
reichende Genauigkeit.

Verfahren: In der Beziehung von R. GRAMMEL i 3 A"
Gy Zm ¢!
2 __ — K |

ist noch offen, welche Werte fiir y,, einzusetzen sind. a)' fy | j',;,
Die von G. KuLL gemachte Annahme iiber Propor- i

tionalitit zwischen 1y, und f, gibt besonders bei ) | A,

iiberhdngenden Wellen nicht genau mit dem Eigen-
wert iibereinstimmende Ergebnisse. Fiir solche Be- Abb. 73. Uber-
lastungsfille soll das folgende Verfahren dienen. Der hingende, kugelig
Einfachheit halber wird es an einer gewichtslosen gelagerte Welle mit
Welle,y welche durch zwei Massen belastet ist, dar- zwei Massen.
gestellt.

Nach der Abb. 73 sind die gewichtselastischen gesamten Auslenkungen
(bei Beachtung des auf S. 39 Gesagten) unter den Lasten, die als f, in die
Beziehung (42) eingehen

fr=o8my + xy08my = fiy + fra, (a)
fo=0a1gMy + Kgp8My = for + o,
wiahrend sich die fliehkraftelastischen Auslenkungen nach III, 1 zu
Y1 = G My Y 0% + Ky My Va0,
Vg = Oy 1, Y1 0% + Cgp My Yy 00

(b)

bestimmen. (a) und (b) werden im allgemeinen nicht in allen Punkten
der Welle verhiltnisgleich sein. Setzt man in (b) fiir

4

o =t = W (33¢)
und &,y M8 = fy;, K1aMeg = f1, UsW., so wird
foy1=rfuy1 + f2¥e (©)

foYe = faa¥1 + fa2 o

Dividiert man beiderseits durch y,, so stellt der Verhdltniswert y,/y, = A
den Formbeiwert der fliehkraftelastischen Linie vor und man erhilt

fo =f11 + Afw

)’fo=f21 + Afzz- @
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Die beiden Unbekannten f, und A ergeben sich daraus zu

for,r =2 (fu + fe) £ 1/21/ (fiu—f22)* + 4 frafen (45)
_ —(fu—/a) £ V(f11‘—l‘22)2+4f12721
M= 2 . (46)

In diesem einfachen Falle erhdlt man ein exakt richtiges Ergebnis
[Glg. (33b)]; mit der gleichwertigen Auslenkung f, ist nach (33c) die
kritische Drehschnelle, mit A die Gestalt der fliehkraftelastischen Linie
bestimmt. Es sind zwei kritische Drehschnellen méglich. Hier interessiert
die tiefste Losung [in (45) und (46) die + /).

Sind auf einer beliebig gelagerten Welle drei Einzelmassen m,, m,
und m; vorhanden, so erhilt man entsprechend den Ansitzen (d)

Plo=@fh1 + fr2 + v
fo=@fa1 + for + ¥fas (€
Vo=@ + fs2 + ¥/
Darin ist die Masse m, als Bezugsmasse eingefiihrt, wodurch sich die
Formbeiwerte y;/y, =@, ¥,/yo=1 und ys/y, =y ergeben. Voraus-
setzung ist, daB die Auslenkung der Bezugsmasse # o ist. Die gleich-
wertige Auslenkung f, errechnet sich daraus unter Zuhilfenahme der be-
kannten f;, als tiefste Losung von
fé—A1f + 42 fo—A3=0 (f)
mit
4, = fu + fao + fass
A2 = fll f22 + fll f33 + f22 f33 _f12 f21—f13 f31 —f23 f32’ (g)

A3 = fll f22 f33 + f21 fl3 f32 + f31 f12 f23 - fll f23 f32—f22f13 f3l —f33 f12 f21'
Mit £, sind die Formbeiwerte der fliehkraftelastischen Linie
_ fotis + frz fas — Fra faa _ ‘P(fo_/u)—‘ﬁ
(p— fofza'—’f11f23+/13f21 ’ w_ fla (h)
gegeben. Daraus ist ersichtlich, daB zur Festlegung der fliehkraft-
elastischen Linie gegeniiber dem Zweimassensystem bereits die gleich-
wertige Auslenkung f, erforderlich ist.

AufteilunginzweiMassengruppen. Sitzen auf der Welle mehrere
Massen, welche unter Umstanden durch Lager voneinander getrennt sind,
so zieht man zweckmiBig eine Anzahl Massen zu Massengruppen zu-
sammen. Dabei ist zu beachten, dal zur Bestimmung von f, auBer den
fix noch die Kenntnis des Beiwertes A notwendig ist. Der Zusammenhang
zwischen f, und 4 soll an dem angefiihrten Beispiel mit zwei Massen er-
lautert werden.

Nach Glg. (33¢) und (42) ist

f — ZGyf — Gyy1h + G yafs (1)
0 Gy Gyy1+Gay,
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Setzt man in dem Beispiel der Abb. 73 y, = f, und y, = 1f, (was zuldssig
ist, weil y,/y, = A bestehen bleibt), so erhdlt man aus (d)

y1=Iu+ 4fe (k)
Yo = far + Afos-
Werden nun (a) und (k) in (i) eingesetzt, so folgt fiir die gleichwertige

Auslenkung
_ Gl (/11 + Z’f12) (fll + /l2) + G2 (f21 + z'f22) (/21 + f22) 3

fo= Gy (i + o) + Ga U+ Ao (47)
Glg. (45) und (47) haben das gleiche numerische Er- »
gebnis. A ist nach Glg. (46) zu errechnen Diese Dar- P . e,
stellungsart bezieht also die Form der fliehkraft- 62 16y 16; |
lastischen Linie in den Ansatz ei d gestattet da- |
elastischen Linie in den Ansatz ein und gestattet da 3 i _)1;

durch die Anwendung des geschilderten Verfahrens |
auch bei beliebiger Massenverteilung und Lagerung. | ¥ ¥ e 5

Zu diesem Zwecke vereinigt man in einem &) ~= =
| ,a. fy f‘ 2

solchen allgemeinen Fall der nach Abb.74 be- (< AW & |
| |

i
lasteten Welle die zwischen den Lagern befind- l | A iv
lichen Massen a, b, ¢, ... zu einer Massengruppe | . | /f;z]l;ﬂzz
(1), die am freitragenden Ende sitzenden Massen p, ‘K%_X_ﬁ,‘c/i ’
¢, 7, ... zur zweiten Massengruppe (2). Dann fie Vg fy ”
ermittelt sich die gleichwertige Auslenkung nach Abb. 74. Einseitig
Glg. (47) , iiberhangende Welle
_Z mit Belastung durch
1 0T N (48) zwei Massengruppen.
mit
"
Z =216 (fu" + M) (" + o) + G (" + ") (fd” + fo") + -]
+ 26, (far? + Aag?) (fer® + foo?) +-- -], (482)

N= f:'I[G(, (fu* + Af1e") + Gbl(fub +AfRY) + ]+ Zv'[Gp (for? + Afag?)
+ Go(far? + Afee?) + -]

Fiir die zur Bestimmung des Formbeiwertes 4 = 4; nach Glg. (46) zu-
grunde zu legenden Auslenkungen muB eine Festlegung getroffen werden,
da die unter den Massen ermittelten Auslenkungen f; zur Génze nicht
verwendbar sind. Der Zusammenhang mit dem Beispiel der Abb. 73
(zwei Massen) und der hierfiir exakt richtigen Glg. (46) und (47) bleibt
gewahrt, wenn man zur Auflésung von 4 die Auslenkungen in den Schwer-
punkten der Massengruppen (mit #;; bezeichnet) heranzieht. Es wird also

P (11— Mag) + V (11 — 792)® + 4 712 M .

2 Mg
Mit dieser Annahme stimmt nach G. ZErRKOwITz die Lésung am besten
mit der Wirklichkeit iiberein. Bei der Beschrinkung auf zwei Massen
(¢, k = 1, 2) fallen, wie gefordert werden mu8, #,; und f;; zusammen. In
der FuBinote von f;;* gibt ¢ an, in welcher Massengruppe die Auslenkung

(49)



96 Kritische Drehzahl erster Ordnung von zweifach gelagerten, abgesetzten Wellen.

liegt, wihrend % anzeigt, durch welche Massengruppe die Auslenkung
erzeugt wurde. Der hochgestellte allgemeine Buchstabe u, » zeigt an,
unter welcher Last der angegebenen Massengruppe sich die Auslenkung
befindet.

Bei der praktischen Auswertung wird wie folgt vorgegangen: Nach
der Zusammenfassung der einzelnen Massen in Massengruppen ermittelt
man die Auslenkungen, die unter allen Massen durch die Wirkung der
betrachteten Massengruppe hervorgerufen werden (Abb. 74a). Darauf-

v folgend wird das gleiche Verfahren wiederholt
A [ unter Zugrundelegung der zweiten Massen-
6 & P gruppe als alleinige Belastung (Abb. 74b).

| o Damit sind die f;; unter allen Massen be-
Gl kannt. Nach

' |
' I [ Zmx
| = 1
a.)? Vi’ ! i | %.5'731 % Zm M
2| P I bestimmt man die Lage der Massenschwer-
’;if ) II ! punkte der einzelnen Massengruppen und
| |
|

Par entnimmt in diesen Ebenen den statischen
Lo e <" " Auslenkungslinien die Werte 7;. Nach

fr | i Glg. (49) wird 2 und nach Glg. (48) die
l,, gleichwertige Auslenkung f, ermittelt, wo-
f‘

|
| |
' 7
<) i%@‘%é%#ts.}w”-?” mit nach (33c¢) die kritische Drehschnelle wy,
£ i fis " os festliegt.

Aufteilung in drei Massengruppen.
Bei Wellen mit belasteten, tiberhingenden
Enden ordnet man die Massen in drei
Massengruppen (Abb. 75). In gleicher Weise
wie bei zwei Massengruppen werden die ge-
wichtselastischen Auslenkungen f,; unter allen Massen ermittelt,
welche durch die Wirkung je einer Massengruppe hervorgebracht
werden. Zur Bestimmung der Formbeiwerte sind die Auslenkungen 7);;
in den Schwerpunkten der Massengruppen heranzuziehen. Die dazu ver-
wendbaren Glgn. (h) enthalten aber noch die gleichwertige Auslenkung f,.
Da diese als letztes Ergebnis folgt, so ist eine ideelle gleichwertige Aus-
lenkung 7, einzufiihren, die dann vorhanden wire, wenn geeignete Massen
im Schwerpunkt jeder Massengruppe angreifen (Dreimassensystem).
Dann erhilt man 7, entsprechend (f) aus

no’ — A1 + Ay — Az =0, (50)
worin die Koeffizienten 4,, A, und 4; den Ausdriicken (g) entsprechen,

wenn man darin die f;; durch #;, ersetzt. Damit errechnen sich die Form-
beiwerte

Abb. 75. Beidseitig iiber-
hangende Welle mit
Belastung durch drei Massen-
gruppen.

"o M13 + M12 M2s — 13 M2e
Mo Mgz — "1 Mas + s Mex
@ (Mo—N11) — 1
Y= : ’71131 =
Die gleichwertige Auslenkung erhdlt man, wenn in die Glgn. (e) fiir
@fo = y1, fo =¥, und pfy = y; gesetzt wird, nach Einsetzen von

(p =
(51)
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Z= ZGu (¢f11"+f12ﬂ+¢f13‘u) (fu" + fi" + f15") +2G, (@foa” + To2” +f25")
(far” + faa" + fos") + E‘GS ((Pf:ns + foot + Q/’]‘:&35) (fsls + fsz'“& + fasé)’ (48¢)
w v
N= ZG,u (‘Pfu“ + fi +hst) + 2G, (@far” + fo2" + Vfas")

+ SGe(plat + farf + via)

in die Glg. (48). Die kritische Drehschnelle bestimmt sich wieder
nach (33¢).

Zusammenfassung. Wie schon einleitend bemerkt, kommt das
Verfahren von G. ZERKOWITZ bei der Bestimmung der ersten kritischen
Drehschnelle fiir Wellen mit {iberhdngenden Enden in Betracht, wenn an
diesen mehrere Massen sitzen. Fiir die Belastung durch mehrere Massen
zwischen den Lagern und nur einer fliegenden Masse geniigen zur Be-
stimmung der ersten kritischen Drehschnelle die unter III, 3a und b
angegebenen Verfahren vollauf den gestellten Anspriichen. Graphisch
sind zwei, unter Umstinden auch drei statische Auslenkungslinien zu
ermitteln. Hierfiir ist der Zeitaufwand mitunter geringer als beim
Verfahren von v. Borowicz. Notwendig ist das Verfahren bei Wellen
mit beiderseits iiberhingenden Enden und Belastung in allen drei
Feldern. Fiir Wellen mit zwei Massen bei beliebiger Lagerung fillt
nach der Ableitung das Ergebnis mit der FoppLschen Losung zusammen,
so dafl die Genauigkeit auch bei vielen Massen allen Anforderungen ent-
spricht.

Beispiel 7.

Gegeben ist ein Laufer nach Abb. 76, welcher am fliegenden Wellenende zwei
Scheiben tragt. Die Belastungsgewichte sind in der Abb. 76 angefiihrt. Als
Wellenwerkstoff ist Chrom-Nickelstahl vorgesehen.

Zur Ermittlung der ersten kritischen Drehzahl werden die Massen zwischen
den Lagern zur Massengruppe I, die am fliegenden Ende befindlichen Massen zur
Massengruppe 2 zusammengefaBt. Zur Berechnung der gleichwertigen Auslenkung f,
sind die beiden statischen Auslenkungslinien fiir die alleinige Belastung der Welle
durch die Massengruppe 1 bzw. 2 ermittelt (Abb. 76b und d). Die zur graphischen
Konstruktion erforderlichen Zahlenwerte sowie die Ergebnisse sind in den folgenden
Tabellen eingetragen.

Belastung durch die Massengruppe I.

Ma@Bstabe Zeichnung Wirklichkeit
Langen . ... i e Icm = 10 cm
Krafte, ... ... Icm = 5 kg
Horizontalzug Hy ..o, 4cm = 20 kg
Momentenordinate. ............coiiiiiiiiiiiiiiiieeas icm = 200 cmkg
Momentenflache .........ooiiiiiiiii i 1 cm?= 2000 cm?kg
Momentenflachenbelastung ................ccooioii.L. 1cm = 4000 cm?kg
Horizontalzug Hy ....coviiiiiiiiiiiiiiiiiiianenan, 9 cm = 36000 cm2kg
Statische Auslenkung ............cooiiiiiiiiiiiiian, Icm = 0,0002 cm.

Holba, Berechnungsverfahren. 7
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Tabelle 1/7.

Massen- | Last G J 10'fy; | 104fyp | 10y, | 10%fy | 10%y, | 10%y,
gruppe Nr. kg cm? cm cm | cm cm | cm cm
a 4,5 322 0,62 1 — — 5571 —
b 13 858,5 2 3.4 — — | 18,8 —
1 4 36 1198,4 3,22 6.3 - - | 3442 | —
d 17 858,5 2,16 6 — — | 351,86 | —
e 6 596,7 0,58 2 — — 10,48 —
P 8 596,7 | — — 3.4 | 078 | — | 17,58
q 5 322 — — 11,9 | 2,2 - 61,2
2 r 14 180 — — 25 3.8 — |127.4
s 26 87,6 — — 38,2 | 5,12 — | 194
¢ 29 63,6 — — 52,5 | 6,36 — | 266,4
Belastung durch die Massengruppe 2.

MaBstibe Zeichnung Wirklichkeit
Langen ... .. it i e et i e Icm = 10 cm
6 4 AP Icm = 10 kg
Horizontalzug H, ......ooiiiiiiiiiiiiiiiiinnineeenns Iocm = 100 kg
Momentenordinate . ......covviuneeennertineineaenaann 1cm = 1000 cmkg
Momentenfliche . .........ciiiiieaiiiiiiiiinaanaanas 1cm?2= 10000 cm?kg
Momentenflachenbelastung .................c.coovuut. I1cm = 10000 cm?kg
Horizontalzug Hy ...ovviiiiiiiiiiiiiiiii i 18 cm = 180000 cm2kg
Statische Auslenkung...........coviiiiiirnnnnnnnnns Icm = 0,001Cm

Tabelle 2/7 und 3/7. Momentenflichen:
Massengruppe 1 (J, = 858,5 cm?).
Nr. I 2 3 4 5 6 7 8 9 ' 10
AF
cm? 0,28 0,8 2,4 3,6 | 529 | 484 | 2,68 | 1,82 | 1,48 | 0,52
M, !
cr’nz”lfgx 560 | 1600 | 4800 | 7200 |10580| 9680 | 5360 | 3640 | 2960 | 1040

Nun bestimmt man nach (!) die Lage des Gesamtschwerpunktes der Massen-
gruppen 1 und 2 und entnimmt in diesen Ebenen (Abb. 76b und @) die Werte 7;;
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P e Abb. 76. Graphische Ermittlung der statischen Aus-
o o lenkungslinien fiir einen kugelig gelagerten Laufer
° mit belastetem, fliegendem Ende; zu Beispiel 7 nach
dem Verfahren von G. ZERKOWITZ.
R ow
% g~ ohne Riicksicht auf ihr Vorzeichen:
° g g 7y, = 3,26 10™%cm, e = 6,4 1074, cm,
7 = 4,68 107%cm, g = 34 T0%cm.
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Damit errechnet sich nach Glg. (49) der Formbeiwert der fliehkraftelastischen Linie?

1 —(326—34)+1/(3.26—34)*+ 4 4.68 6,4 _
= = 4,95.
26,4
Mit dem Formbeiwert A 148t sich fiir die Ausdriicke (48a) folgendes Rechenschema
aufstellen:
Tabelle 4/7.
Gu| . —a _ 104G, (f+Afet) | 104Gy (f1*
Nr.| 7% 1078 (figf + fio®) | 1074 (fu + Afya w1y 12 w11
kg (fua 12") (fu 12%) (g + F1219) + Afyt)
a |45 1,62 5,57 0,0040 25,05
bl13 5.4 18,8 0,132 244,3
c |36 9,52 34,42 1,18 1240
d|17 8,16 31,86 0,4415 541
e 6 2,58 10,48 0,0162 62,88
Gy . 4 , 4 107Gy (fy"+Afps?) | 104Gy (fy”
. 10 v V) 10 v Afoo? 21 22 21
Nr kg (f21 + f22) (le + f22 ) (/211, + /221,) + Af‘nv)
p| 8 4,18 17,58 0,0588 140,5
q] 5 14,1 61,2 0,4315 306
r | 14 28,8 127,4 5,15 1785
s |26 43,32 194 21,85 5050
t |29 58,86 266,4 45,5 7720

Daraus erhilt man nach Glg. (48a)
Z = 1074 74,764, N =104 17114

und die gleichwertige Auslenkung nach (48) zu

_ 74764 _ -3
fo= 17114 = 4,37 107%
Die kritische Drehschnelle wird nach (33c¢)
981 Ioa]‘/z
Wy = |——| = sek
kr [ 437 474/

und
Ny = 4520 U/min.

Zuletzt soll noch die fliehkraftelastische Auslenkungslinie y nach Glg. (k)
= fut + Aft,
Y' = fu¥ + Afys?

1 Fiir die Bestimmung des Formbeiwertes 4 sind alle Auslenkungen positiv
einzusetzen, da A als Verhiltnis der absoluten Betrige y,/y, definiert wurde. Das
Gleiche gilt fiir die Auslenkungen f;.
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entworfen werden (Abb. 76€). Die Werte derselben sind in der Tabelle 4/7 bereits
eingetragen, so daB sich nur die Ubertragung in die Zeichnung ergibt. Als MaBstab
hierfiir ist angenommen: 1 cm der Zeichnung = 0,01 cm tatsachliche Auslenkung.
In der Zeichnung ist noch zu beachten, da y,” entgegengesetzt zu y,/ aufgetragen

werden muB.
Als Vergleich soll auch nach der Kurrschen Beziehung (43) die kritische Dreh-
zahl bestimmt werden. Die gesamten statischen Auslenkungen sind

h=fa+ he fo=/la+ fo
wobei die Einzelauslenkungen f;; der Tabelle 1/7 zu entnehmen sind. Dann wird
nach (43)

2 G (/Zk + fkk)z I/2 3,913 103 1/2

=g = = |98 | "= 480,5/sek,

©ir = |8 TG (fyr T fk,a} [ P eeay | Hoshe
e = 4595 U/min.

Die kritische Drehzahl nach KuLL ist um zirka 2 v. H. groéer als nach ZERKOWITZ.

e) Das y*-Verfahren von R. GRAMMEL.

Anwendung: Fiir Wellen mit mehrfacher Belastung zwischen den
Lagern und am iiberhingenden Ende. Besonders zweckmiBig kann die
Kreiselwirkung berticksichtigt werden.

Genauigkeit: Die Genauigkeit kann durch wiederholte Anwendung
des Verfahrens unter Zugrundelegung der erhaltenen fliehkraftelastischen
Linie so gesteigert werden, daf das Ergebnis mit dem Eigenwert praktisch
iibereinstimmt bei schneller Konvergenz. Besonders beim Vorhandensein
von Kreiselmomenten ist eine zahlenmiBige Kontrolle iiber die Zu-
lassigkeit der Annahme moglich.

Verfahren: Masse allein. Multipliziert man die Glgn. (a) des Ab-
schnittes ITI, 1 mit m,;y; und addiert sie, so erhilt man unter Beachtung
VOon & = Ky;

My Y+ My Y +mg Ya® + . =0 [my Yy (g 7y Yy e e Yot
Fogitmiyit o)+ MY (or My Yy F KogMa Yy + - - o+ g Y+ )

+ MY (%M Yy + Kp M Yot oo gy + .. )
. . 1. (a)

Die Teilsummen auf der rechten Seite von (a)

Ny = KMy Y1+ GppMg Vo + oo Xy Y+ o,
Mg = Koy My Yy + KoaMg Vg + oo + gV + 0o,

Ni = Ky MYy + KigMo Yo + oo F sy + oo e s,

stellen die fliehkraftelastischen Auslenkungen vor durch das Wirken der
gesamten, auf w? = 1/sek? reduzierten Fliehkriafte. Damit wird aus (a)

Zn’my2 =w2,§'myn. (b)
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Die kritische Drehschnelle ist dann bei Voraussetzung zentrischer Massen
(S. 4) verhiltnisgleich den Summenausdriicken, also

Wgy? = f’"_yz (52)

Zmyn

A. StopoLA hat die Glg. (52) mit Hilfe der Forminderungsarbeit ab-
geleitet, wobei die fliehkraftelastische Linie mit wy? errechnet ist
(n wg* = {), so daB also in (52) noch w,? einzufiihren ist. Die Beziehung
(52) lautet dann unter dieser Voraussetzung
Z”' m y2
E‘ myl
Wichtig ist jetzt, welche Werte fiir die Auslenkung y einzusetzen sind.
Hierfiir wird eine den Randbedingungen entsprechende Auslenkungslinie y
angenommen und mit den Fliehkriften my oder myw,? die zugehorige
fliehkraftelastische Auslenkungslinie ermittelt. Nach (52) oder (52a) ist
dann die kritische Drehschnelle bestimmt. Zur Kontrolle kann das Ver-
fahren wiederholt werden unter Zugrundelegung der erhaltenen fliehkraft-
elastischen Auslenkungen. In den meisten Fillen ist jedoch das Ergebnis
des ersten Schrittes praktisch ausreichend.

Masse und Kreiselmoment. Multipliziert man in Abschnitt III, 1
die Glgn. (e) mit m,y,, die Glgn. (f) mit (g, — 1) B;d;, so erhilt man nach
dem Einsetzen der Ausdriicke fiir F; und K, (fiir die Prizession im
Gleichlauf, S. 15) und nach Summierung aller Beziehungen (e) bzw. (f)
mit oy = oy, Pu = o'y Pri = *at’s B = i Pir’ = P’ mach S. 58
myE+ .o myE4...

= @? [my Y1 (g1 My Yy + peMaya + oo+ ogimiyi + L)
+ My Yy (gy My Y1 + GgaMa Yy + oo+ xyim Y+ )

e e S PP )]

)

)

(522)

W = g

—w?[(¢;—1) B, 4, (0‘11:’”13’1 + 0‘12:’"23’2 +.o00+ 0‘1;':’”1"3’:' +....
+ (@2 — 1) ByOq(oxgy' myyy + ttgg' mayp + o . oy My + .

((n—1)B62+....+(q;—1)B;62+.... )
2“’2[(‘11_1)3161(0‘11;”’1}’1 +0‘12:m2y2 +.o0T 0‘11’/’":‘3’:’ +....)
+ (92— 1) Bydg (cxgy My Yy + oo Mo yg 4 - o oo 0t My + .. )

RO )]
—@*[(¢1— 1) B10,(B11 (@1 —1) B10y + Pro (¢ —1) By + .. . .
+ By’ (gi—1) Bid;+....)
+ (92— 1) B30y (B’ (91— 1) B16; +fos (o — 1) Bods + - . ..
+ Boi’ (¢ —1) B;d; + ....)

ot et i ittt i e et et e it e e )] (d)

Darin sind die Teilsummen
N =Gy Y1+ GpeMeVo + oo oo F oMY+ oo n
Mg = Gg1My Yy + KoaMag g + « oo + X Vit ooy
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die fliehkraftelastischen Auslenkungen unter der Wirkung aller, auf
w? =1 reduzierten Fliehkrifte my,

Y= 3‘11:7”13’1 —+—o¢12:m2y2 +.oe. +‘x1i:miyi +.n
Yo = Ggy My Y1+ Kop MYy + oo+ Cgy MY+ o ey

die Neigungen der fliehkraftelastischen Linie durch alle auf wy? =1
reduzierten Fliehkrifte my und

xlzﬂll:(QI_I)Blal +ﬂ12i(‘12_1)32‘52 + .. +ﬂn:(‘1i_1)Bi‘5i + ..
Ao =P’ (@1 — 1) By0y + Bog (2 —1) BoOy + . .. + Boi’ (¢:— 1) Bi0; + .. .,

die Neigungen der Auslenkungslinie, die durch das Wirken der gesamten
auf wy? = 1 reduzierten Kreiselmomente (g — 1) Bd unter jeder Masse
hervorgebracht werden.

Die Ausdriicke (c) und (d) konnen auch

Z"’myzzwzfmyn——wzf(q——l)Bézp, (c)
Sq—1BE=wEg—1)Boy—arZ@—1)Bsy  (d)

geschrieben werden, wihrend sich die Teilsummen mit
” n
N = Zogmyy, = Zogmy Yy,
”
Y = Lo my Yy,

1= 2B (@x—1) BrOp = 2B’ (95— 1) B0y

{ibersichtlich darstellen lassen. Setzt man der Einfachheit halber

%= f my?, ) )

" aus der angenommenen y-Linie gebildet,
v=2(q—1)B&#,
a = f mym,

" aus den reduz. Fliehkriften m y errechnet,
b= 2(q—1)Bdy,
c= Zn' (g— 1) Bdy, aus den reduz. Kreiselmomenten errechnet,

also u=w?(@a—>b), v=ow2b—rc),

so miissen, da beide Beziehungen (c) und (d) quadratische Bestimmungs-
gleichungen fiir @ sind, folgende Verhiltniswerte bei Ubereinstimmung
von o mit dem Eigenwert w,, erfiillt sein:
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Damit folgt o
b= ]/a c,
so daB3

”n ”n
l / Zmy z
2=l/% oder —="% = —=mvn ()
v c ” ”

Z(g—1)Bé*? Z(g—1)Bdy

Mit Hilfe dieser streng richtigen Beziehung (e) kann die Zuverlassigkeit
der angenommenen elastischen Linie y gepriift werden. Aus (c) kann
jetzt die kritische Gleichlaufdrehzahl bestimmt werden ; in der abgekiirzten

Schreibweise lautet (c) nach Einfithren von b = [/EE

-

Setzt man noch fiir die Summenausdriicke in Glg. (52)

u
2
Wper '_7:

so wird die kritische Gleichlaufdrehschnelle

I
W% = wy,? — .
gl krI i : q—I)Béx
a - Zmyn

In den Entwicklungen fiir die Glg. (53) ist angegeben, daB # die fliehkraft-
elastische Auslenkung durch die gesamten auf w2 = I reduzierten Flieh-
krifte darstellt, wihrend y die Neigung der Auslenkungslinie durch das
alleinige Wirken der gesamten auf w,> = 1 bezogenen Kreiselmomente
in den Massenbefestigungspunkten ist. Dies ist aber in (53) nicht mehr
Voraussetzung, da bei bereits errechnetem w;, [ohne Kreiselwirkung,
nach Glg. (52) oder {52a)] im Nenner das Verhiltnis der beiden Summen-
ausdriicke steht, so daB # und y allgemein auch mit wg? ermittelt sein
konnen. ¢ = A/B ist das Verhiltnis der Massentrigheitsmomente der
Scheiben.

Die Beziehung (53) gestattet nun nach R. GRAMMEL in Ubereinstim-
mung mit Glg. (31) eine wichtige Voraussage. Ist in (53) das Verhiltnis
c/a> 1, so wird die kritische Gleichlaufdrehschnelle erster Ordnung
bereits co oder imaginir. Dies ist der Fall bei kurzen Wellen mit Be-
setzung durch Scheiben mit sehr groBen Massentragheitsmomenten. Der
Aufbau der Beziehung (53) erinnert an die Glg. (26), wenn man fiir

p* = 1/(1 —)/c/a) setzt.

Zusammenfassung. Das angegebene Verfahren ermoglicht eine
Steigerung der Genauigkeit durch wiederholte Anwendung. Es ist be-
sonders dann empfehlenswert, wenn Kreiselmomente zu berticksichtigen
sind, da an Hand einer streng zutreffenden Bedingungsgleichung eine
Kontrolle der Annahmen méoglich ist.

= wkr

(53)
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Beispiel 8.
Es soll die kritische Drehzahl des Laufers nach Abb. 8o bestimmt werden.
Bei Vernachlassigung der Kreiselwirkung kénnen hiefiir die Zahlenausdriicke o,

und f;; des Beispieles 10 direkt iibernommen werden. Da dasselbe Beispiel zweimal
gerechnet wurde, seien die Ergebnisse beider Schritte angeschrieben.

Erster Schritt (mit angenommener Auslenkungslinie als Ausgangsfunktion):

Zmy? = 0,3775 kgcmsek?,
Zmyl = 14,394 1075 kgcmsek? fiir
wy? = 100/sek?
ermittelt.
Zweiter Schritt (mit der fliehkraft-
elastischen Linie des ersten Schrittes
als Ausgangsfunktion):

Zmy? = 0,4944 kgcmsek?,
Zmyf = 19,21 1075 kgcmsek? fiir
wy? = 100/sek?
ermittelt.
Nach (52a) ergibt sich dann die
kritische Drehschnelle fiir den ersten
Schritt zu

/.

10,3775 10
;.. = 10 —— = — s512/sek,
kr ‘/ 14,394 51z

fiir den zweiten Schritt zu

_ 0,4944 105
Wy, = 10 ‘/~ T TI 507/sek.

Die geringe Abweichung der beiden
Losungen zeigt die Zuverlassigkeit des
Verfahrens. Gegeniiber der Losung des
Beispieles 10 ist w,, im zweiten Schritt
um 1 v. H. gréBer.

Bei diesem Beispiel soll noch die
Kreiselwirkung der Scheiben beriick-
sichtigt werden (Abb. 77). Die dqua-
torialen Massen-Triagheitsmomente der

)
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Abb. 77. Graphische Ermittlung der

Auslenkung durch die Kreiselmomente

der Scheiben fiir den Laufer nach Abb. 8o;

zu Beispiel 8 nach dem y2-Verfahren von
R. GRAMMEL.

Scheiben sind in der Tabelle 1/8 eingetragen. Zur Bestimmung der einzelnen
Kreiselmomente bei der Hilfsdrehschnelle wy= 10/sek ist vorausgesetzt, daB fiir alle
Scheiben ¢ = 2, also ¢ — 1 = 1 ist. Damit ergeben sich die Kreiselmomente nach
Tabelle 1/8. Fiir die Neigungswinkel § an die angenommene elastische Linie
(Abb. 80a) des Beispieles 10 kann sin § = § gesetzt werden. Die Kreiselmomente
der iibrigen Wellenteile kénnen vernachlassigt werden.

Die Reaktion im linken Lager ist

Ko + Kgig— Kgps — Ky — K5

Vi = -

im rechten Lager

V= -

— Bgn— Kgp + Kz + Ky + K

= —0,3548 kg,

l

= + 0,3548 kg.
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Tabelle 1/8.
wy = 10[sek, J, = 201 cm?, E = 2,1 10°kg/cm?.

o xX
=} ! K L)
’aé = g Ng B F) Ko _lgl— 1852 108 b =
15) -
5 “ § cmkgsek? cmkg 104 BO% 10y =
) ) kg |
i )
1 0,0255 4,5 0,037 16,65 0,1753 61,6 | 1,31 2,181
2 0,0255 4,5 0,007 3,15 0,0332 2,2 | 0,45 0,1416
3 0,0255 4,5 0,018 8,1 0,0853 14,6 | 0,3 0,243
4 0,0255 4,5 0,0405 18,22 0,192 73.8 | 1,47 2,68
5 0,0153 3 0,0906| 27,18 0,286 246 5,6 15,2
10* X B §? 1072 (9 — 1)
= 398,2 Bdy = 20,446

Mit diesen beiden Reaktionskriften und dem angenommenen Horizontalzug Hy
= 10cm ist der Krafteplan bestimmt; durch Parallelverschieben der Polstrahlen kann

die Kreiselmomentenfliche entworfen werden (Abb. 77b).

Diesbeziiglich sei auf

Abschnitt III, 3a ,,Masse und Kreiselmoment‘ verwiesen. Nach der Reduktion
der Kreiselmomentenfliche auf J,= 201 cm* wird die Auslenkungslinie nach
Mour graphisch ermittelt und an den Scheibenbefestigungsstellen die Neigung
tg x = x entnommen.

MaQBstabe Zeichnung  Wirklichkeit
Langen ......iiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii it 1icm = 10 cm
B 1 3PP Icm = o1 kg
Horizontalzug Hy, . .ovviniiiiiiiiiiiieeenn. Iocm = I kg
Kreiselmomentenordinate £ ..................ooount icm = 10 cmkg
Kreiselmomentenflache .............covviiiiiiinenn. 1cm2= 100 cm2kg
Momentenflichenbelastung ................coouit, 1cm = 100 cm?kg

Horizontalzug H,

................................. 42,2 cm = 42200 cm2kg
Auslenkung ......ooiiiiiiiiiiiii it e icm = 0,00005Ccm

Tabelle 2/8.

Kreiselmomentenflichen.

Nr. I 2 3 4 5 6 7 8 9
AF 0,087 | 2,14 | 3,18 | 3,86 | 3,37 | 5.2 4,15 | 4,29 | 6,07
cm? ) ) ) ) ,

K, 14x%
glr
om? kg 8,7 214 318 386 337 520 415 429 607
I

Damit kann nach Glg. (53) die kritische Gleichlaufdrehschnelle w,, berechnet

werden :

I

/s

Wgy = 507

=]

20,446 10°

19,21 107

= 536/sek.
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Zur Kontrolle fiir die Zulassigkeit der diesem Beispiel zugrunde gelegten y-Linie
sei die Beziehung (e) herangezogen. Die einzelnen Verhiltniswerte

Zmy? 04944 10%
ZB& T 3982

Zmyn 19,21 107
l/z(q—-l) Béy =‘/ 20,44 105 O
sind nicht gleich, wie vorgeschrieben. Deshalb miite unter Zugrundelegung der
neuen y-Linie (aus den Ordinaten der erhaltenen fliehkraftelastischen Linie und
der durch die Kreiselmomente ermittelten Auslenkungslinie gebildet) das Rech-

nungsverfahren wiederholt werden. Diese Arbeit ist nach dem vorgefithrten Bei-
spiel leicht durchfiihrbar; sie wurde hier unterlassen.

= 12,4,

4. Auf die Forminderungsarbeit gegriindetes
Niherungsverfahren von V. BLagss.

Bezeichnungen:

!y = Momentenflichenordinate, aus der Zeichnung abgenommen cm
Uz = Arbeit der Fliehkrifte cm kg
A; = Formanderungsarbeit cmkg
i = VerkleinerungsmaBstab der Lingenabmessungen

p = VergroBerungsfaktor

Anwendung: Fiir zweifach gelagerte Wellen mit mehreren Massen
zwischen den Lagern und nur einer fliegenden Masse am Antriebsstummel.

Genauigkeit: Die Genauigkeit ist bei gut geschitzter Auslenkungs-
linie oder bei Zugrundelegung der statischen Auslenkung praktisch aus-
reichend.

Verfahren: Das Bragsssche Verfahren beruht auf dem Satze, daf3
die Welle in der kritischen Drehschnelle im indifferenten Gleichgewicht
rotiert, wenn die Massenschwerpunkte genau in der Drehachse liegen.
Dann muB fiir jeden ausgelenkten Zustand Gleichgewicht zwischen der
Arbeit der Fliehkréifte und der gesamten Forminderungsarbeit der Welle
bestehen. Die Arbeit der Fliehkrifte ergibt sich im kritischen Zustand zu

Up = 2LF g = 1/22% b w?, (@)
die gesamte Forminderungsarbeit der Welle zu
7
M2
A =1, S Ef dx. (b)
0

Unbekannt ist in (a) die kritische Drehschnelle w,,, in (b) das Biege-
moment M bei wy,; b miBt die angenommene Auslenkung der Welle im
Massenbefestigungspunkt.

Zur Ermittlung des tatsichlichen Biegemomentes M der Fliehkrifte
wird ein Hilfsmoment M, herangezogen, das durch Fliehkrifte Fy = mbwg?
bei der Hilfsdrehschnelle w, entsteht. Dieses Hilfsmoment hat allgemein
in jedem Punkte der Wellenachse die GroBe

My = ¢(G, b, w,, ) (©)
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und ist analytisch oder graphisch nach den Regeln der Statik leicht zu
bestimmen. Da die Momente M und M, nur von den Fliehkriften her-
rithren und die angenommene Auslenkung b auch in der kritischen Dreh-
schnelle in gleicher GroéBe moglich ist (¢ = 0), so kann das Moment M
in der kritischen Drehschnelle aus M, zu

w 2
% |5 % M=M°( w’:r) (@)
'?7? | ] | j\] gebildet werden. Fiithrt man dies in
1 > (b) ein, so wird
b |5 |b3 1 [ w,, \4 : M2
_ k
l U= () Era @

0

! Durch Gleichsetzen von (a) und (e)
s, __o folgt die kritische Drehschnelle

I g t o ZGh
W wkr2:%)‘El . (54)

Abb. 78. Zweifz.a,ch kugelig gelagerte _Aici ax
Welle mit drei Massen. J
0

Fiir die Ermittlung der Form4nderungsarbeit der Welle ist die graphische
Methode vorzuziehen.

Mit den Fliehkriften, welchen w, als Hilfsdrehschnelle zugrundegelegt
ist, wird ein Fliehkraftplan gezeichnet (Abb. 78), dessen Horizontalzug
= H, ist. Nach dem Ubertragen der Polstrahlen begrenzt die SchluBlinie
die Hilfsmomentenfliche M,. Da die Lingenabmessungen der Welle in
der Zeichnung in s-facher Verkleinerung dargestellt sind, so hat (mit ¢,
in Zentimetern aus der Zeichnung entnommenen Momentenflichen-
ordinate) das Hilfsmoment M, in jedem Punkte der Wellenachse den
Betrag

|

M, =1t,H,.
Das Integral im Nenner von (54) kann daher auch
7 7
M2 . 2,2
S—j?—dx:zszS%dx (f)
0 0

geschrieben werden. Nun bestimmt man lings der Wellenachse die
Funktion #2/J, woraus sich eine sigeartige Grenzlinie fiir die Fliche
ergibt, welche als Ordinaten die auf das Wellenquerschnitt-Trigheits-
moment I bezogenen, zum Quadrat erhobenen zeichnerischen Ordinaten ¢,

der Hilfsmomentenfliche M, enthilt. Damit die notwendige Flichen-
g

bildung (S) moglichst genau durchfithrbar ist, wird man die Hohen £2/]

0
in p-facher VergroBerung zeichnen. Fiir (f) kann daher

4 !
M2 ;3 1.2
S Oy~ DH Y W A @
0

0
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gesetzt werden, wenn A eine kleine Linge lings der Wellenachse bedeutet
und in Zentimetern aus der Zeichnung abgenommen wird (Abb. 78).
Die kritische Drehschnelle ist daher auch

w,st pE 2Gb?
wk’l‘2 = 7:’— 73 le 7 . (543')

Z—tjoz—.élx
0

Beispiel 9.

Es soll die kritische Drehzahl fiir den Laufer des Beispieles 4 nachkontrolliert
werden. Ubernommen werden die Ordinaten b der angenommenen Auslenkungs-
linie, weil sich in Beispiel 4 gute Ubereinstimmung mit der fliehkraftelastischen
Linje ergeben hat. Ebenso kann die Momentenfliche der Fliehkrifte F, = mbw,?
beibehalten werden (w, = 10/sek, H; = 100 kg), wenn die Lingen im gleichen
MaBstab (¢ = 10) verkleinert sind. Mit den Lasten G und den Auslenkungen b

Tabelle 1/9.
E = 2,1 108 kg/cm?, w, = 10/sek.

Last-| G } m } b F Gb? Y J 100 i}i
Nr. kg ‘kgcm‘lsek2 cm kg kgcm? cm | cmt ‘ cm-—2
I 12 0,0122 | 1,42 1,73 24,15 1,55 | 201 1,195
2 42 0,0429 | 2,14 9,2 192 72,64 322 _Mz,r6
3 42 0,0429 | 2,35 | 10,1 231,5 3,02 | 322 2,82
4 50 0,051 2,52 | 12,85 317 3,33 322 3,43
5 | 52 0,053 | 2,63 | 13,9 359 3,54 | 322 3,88
6 63 0,0642 | 2,65 | 17 441 3,65 | 322 4,13
7 60 0,0612 | 2,6 15,9 405 3,61 | 322 k 4,05_7
8 60 0,0612_~ _2_,:7“ 15,1 365 3,43 | 322 7 3,66
9 65 - g,.;ééz 2,27 | 15,1 o 334 3,15 32;_ ;3078.
10 70 0,0714 | 2 14,3 _2-2—30 A' 2,72 | 322 N 2,3
11 10 0,0102 '1,35_ 1,4 19 ‘ 1,75 | 201 1,52
12 40 0,0408 | 1,55 6,3 96 J‘ o 87,6 o
N i_n_ m:Z'E’: 3063,65_% -

! Um bei der Integration die tatsichliche Wellenlinge zu beriicksichtigen,
muB 4 x mit ¢ vervielfacht werden, was in dem Faktor 43 in (g) zum Ausdruck kommt.
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kann in jedem Lastangriffspunkt Gb%? bestimmt werden. Die aus dem Beispiel 4

entnommenen Werte sind in der Tabelle 1/9 angegeben.
12
Aus dieser entnimmt man XGb? = 3064 cm?kg. Nun wird #,2/J bestimmt und

in p = 100facher VergréBerung in die Zeichnung, bzw. in die Tabelle 1/9 eingetragen.
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Abb. 79. Graphische Ermittlung von X?#2Ax/] fiir den Laufer nach Abb. 68; zu
Beispiel 9 nach dem Verfahren von V. BLAEsS.

MaBstabe Zeichnung Wirklichkeit
Langen. ... ..ottt i i i it et e I cm = I0 cm
Momentenordinate ..........c.otiiiiiiiiiiiiiaiianan 1 cm = 1000 cmkg
2 P Icm= 0,0 cm™2

Zur Bildung der Summe £24 /] langs der Welle werden aus der Abb. 79 die Ordi-
naten 7#,2/J in Zentimetern abgenommen, so daB die sigeartige Grenzlinie eine Fliche

von
° !
t02
2 —— Ax = 32 cm?
J
0
einschlieBt.

Setzt man diese Werte in Glg. (54 a) ein, so erhélt man mit p = 100 und E = 2,1
108 kg/cm? fiir

und die kritische Drehschnelle

W, = 143,2/sek.
Die kritische Drehzahl

Ny = 1370 U/min

ist in guter Ubereinstimmung mit dem Ergebnis des Beispieles 4.
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IV. Kritische Drehzahlen zweiter Ordnung von zwei-
fach gelagerten, abgesetzten, mehrfach belasteten Wellen.

Im Anhang-zu I wurde schon darauf hingewiesen, da bei mehrfach
belasteten Wellen nach dem Uberschreiten der ersten kritischen Dreh-
schnelle ein ruhiger Lauf moglich ist, bis sie bei weiterer Steigerung der
Geschwindigkeit in ein Gebiet kommen, in dem neuerliche starke Er-
schiitterungen einen Betrieb unmoglich machen. Dieser Bereich um-
schlieBt die zweite kritische Drehzahl. Die zusitzliche Auslenkung der
Welle besteht in diesem Zustande aus einem konkaven und einem kon-
vexen Teil (Abb. 42b). AuBer in den Lagern gibt es daher noch einen
dritten Punkt der Wellenachse, welcher keine zusitzlichen Auslenkungen
erfahrt.! Dieser Punkt heiflt in der Schwingungstechnik ,,Knotenpunkt*.
Die Ermittlung der kritischen Drehschnelle erster und zweiter Ordnung
kommt nur fiir diberkritisch laufende Wellen in Betracht.

Exakte Losungen fiir hohere kritische Drehschnellen ergeben sich aus
den Glgn. (b) des Abschnittes III, 1. Fiir das dort gegebene Beispiel einer
glatten, masselosen Welle mit zwei Massen ist die zweite kritische Dreh-
schnelle durch das negative Vorzeichen vor der Wurzel gegeben, hat also
die GroBe

2

(i + foo) — Vit —fa)® + 4 fra fn
Infolge der schon angegebenen Umstindlichkeit kommt aber die exakte
Ermittlung praktisch nicht in Betracht, sondern es werden auch hierfiir
Néherungsverfahren herangezogen.