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Die gordische Aufléosung von Knoten *).

Yon
H. Wendt in Dresden.

Ein Knoten ist ein topologisches Bild der Kreislinie im dreidimen-
gsionalen euklidischen Raum %R* Den * denken wir uns im folgenden
immer durch einen ,,unendlich fernen“ Punkt zur dreidimensionalen
Sphiire G® geschlossen. Um zu vermeiden, daB der Knoten unendlich-
viele Verschlingungen aufweist, verlangen wir iiberdies, da8 er durch eine
topologische Selbstabbildung der &* in ein aus endlich vielen geradlinigen
Strecken bestehendes Polygon iibergefithrt werden kann.

Zwei Knoten ¥ und ¥’ sind gleich, wenn es eine topologische Selbst-
abbildung der 3-Sphére gibt, die ¥ in f iiberfilhrt. So sind z. B. die
beiden Kleeblattschlingen (die rechte und die linke) in diesem Sinne als
gleich anzusehen.

In jeden Knoten kann man eine singularititenfreie orientierbare Fliche
einspannen’). Diese ist einer einfach gelochten Kugel mit 2 Henkeln
homdomorph. Der Lochrand wird von dem Knoten gebildet. Als Geschlecht
des Knotens bezeichnet man die kleinste Henkelzahl aller Fliachen f, die
sich in diesen einspannen lassen. Dann und nur dann ist f in die Kreis-
linie ohne Selbstiiberschneidungen deformierbar, wenn sein Geschlecht
Null betriigt.

Knoteninvarianten, die ganze Zahlen sind, lassen sich in groBer Zahl
angeben. Fiir die Unterscheidung von Knoten haben sie freilich nur
dann Wert, wenn man sie berechnen kann. AuBler dem Geschlecht er-
wahnen wir die Minimalzahl der Doppelpunkte einer Projektion des Knotens
in eine Ebene und die Pannwitzsche Invariante?). Um die Pannwitzsche

*) Diese Arbeit wurde von der Naturwissenschaftlichen Fakultit der Uni-
versitit Halle als Dissertation angenommen. Sie entstand im Gedankenaustausch
mit Herrn W. Hantzsche in Dresden. Die Problemstellung verdanke ich den Herren
W. Threlfall und H. Seifert in Dresden, die mich auch bei der Abfassung der Arbeit
unterstiitzten.

1) H. Seifert : Uber das Geschlecht von Knoten, Math. Annalen 110 (1934),
8. 571 oder auch H. Seifert: La Théorie des neeuds, L’enseignement math. 35 (1936),
8. 201—212. Zur Einspannung werden nur solche Flichen zugelassen, die nach
einer geeigneten topologischen Selbstabbildung der &3 aus endlich vielen eben-
flachigen Dreiecken bestehen.

%) E. Pannwitz: Eine elementargeometrische Eigenschaft von Verschlingungen
und Knoten, Math. Annalen 108 (1933), S. 629.
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Invariante zu erkldren, spannen wir in den Knoten ein Elementar-
flachenstiick ein. Dieses wird sich im allgemeinen selbst durchdringen,
insbesondere kann der Knoten das Elementarflichenstiick mehrmals durch-
setzen. Die Zahl der Durchsetzungen hingt von der Art der Einspannung
des Elementarflichenstiickes ab. Die Minimalzahl von Durchsetzungen,
die dabei vorkommt, ist die Pannwitzsche Knoteninvariante. Es gibt
bisher kein Verfahren, diese Invariante in einem einzelnen Falle fiir einen
Knoten zu ermitteln. KEs steht nicht einmal fest, ob ein Knoten, dem
die Pannwitzsche Invariante Null zukommt, die Kreislinie ist. DaB dies
der Fall ist, behauptet das bisher unbewiesene Dehnsche Lemma.

Durch eine isotope Deformation der &* gelingt es im allgemeinen
nicht, den Knoten in die (unverschlungene) Kreislinie iiberzufithren. Da-
gegen ist es moglich, wenn man Selbstiiberschneidungen des Knotens
zuliBt. Eine Selbstiiberschneidung besteht in der Ersetzung einer Uber-
kreuzung durch eine Unterkreuzung in irgend einer ebenen Knoten-
projektion (vgl. 8. 682). Die natiirlichste Invariante eines Knotens scheint
uns nun die Minimalzahl der Uberschneidungen zu sein, die notwendig
sind, damit dieser der Kreislinie gleich wird. Wir bezeichnen sie als
die Uberschneidungszahl s des Knotens. Sie ist offenbar eine Invariante
gegeniiber topologischen Abbildungen
der @. Im Falle der Kleeblatt- N\
schlinge betrigt die Uberschneidungs-
zahl 1. Die Fig. 1 zeigt die Kleeblatt-
schlinge vor und nach der Uber-
schneidung. Die Uberschneidungszahl
Null hat nach der Definition nur die

oy Fig. 1. Kleeblattschlinge
Kreislinie.

vor und nach
Wir wollen uns im folgenden der Uberschneidung.
mit der Uberschneidungszahl befassen.

Dazu betrachten wir die Knoteniiberlagerungen und zwar zunschst
die g-blattrigen zyklischen Uberlagerungsmannigfaltigkeiten I3 der Sphire G*,
die den Knoten f zur einzigen Verzweigungslinie haben (verzweigte zyklische
Uberlagerungsmannigfaltigkeiten®). Diese dreidimensionalen Mannigfaltig-
keiten 9 sind durch folgende beiden Eigenschaften eindeutig festgelegt:

1. Einem Punkte der Sphire entsprechen g Punkte von MM} mit
Ausnahme der Punkte des Knotens f, denen nur je ein Punkt in M zu-
geordnet ist, ndmlich ein Punkt der Verzweigungslinie.

8) Vgl. H. Seifert: Topologie dreidimensionaler gefaserter Raume, Acta math.
60 (1933), Anhang.
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2. Beschreibt man in & einen zu f punktfremden geschlossenen Weg ",
so sind die iiberlagernden Wege in 9i; dann und nur dann geschlossen,
wenn C' mit dem Knoten eine durch ¢ teilbare Verschlingungszahl besitzt.

Man kann zur Konstruktion von 9 den folgenden Weg einschlagen.
Man spannt zunéchst in der Sphire G® eine orientierbare Fliche f in den
Knoten ein und schneidet &° lings dieser Flache auf. Dadurch erhilt
man eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, die von zwei zu f homdo-
morphen Flichen f; und f; berandet wird; diese grenzen langs des Knotens f
aneinander. Aus ¢ Exemplaren solcher berandeter Mannigfaltigkeiten
mit den Randflichen f; und f| (+ = 1, ..., ¢) gewinnt man nun die g-fache
Uberlagerungsmannigfaltigkeit M7, indem man §; mit f;,, identifiziert.
Dabei ist f, +; gleich f; zu setzen.

Bohrt man aus der so gefundenen werzweigten Mannigfaltigkeit den
Knoten f aus*), so gelangt man zur ausgebohrien g¢-blitirigen zyklischen
Uberlagerung M, des Knotens®). 9, ist eine von einer Ringfliche be-
randete dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Die Homologiegruppen der
Dimension 1 von 9, und i, unterscheiden sich nur durch eine freie Er-
zeugende (Beweis im Anhang I). Im Uberlagerungsraum ist dies eine
geschlossene doppelpunktfreie Kurve, die den Knoten gerade einmal (im
Grundraum ¢ mal) umschlingt. Sie ist in 9% nullhomolog, in M jedoch
ein freies Element.

Wir fragen nun:

Durch welche Eigenschaften sind Knoten, die die Uberschneidungs-
zahl n besitzen, charakterisiert? Dazu betrachten wir die ausgebohrten
g-blittrigen zyklischen Uberlagerungsmannigfaltigkeiten der Sphire &?
vor und nach einer Uberschneidung und bestimmen die Gestalt ihrer
Homologiegruppen.

Es werde zunichst der Fall untersucht, da8 der Knoten f die Uber-
schneidungszahl 1 besitzt. Es gibt dann zwei Punkte P und P’ auf f,
bei denen man die Uberschneidung vornehmen kann, so daB f in die
Kreislinie iibergeht. Ohne die Uberschneidung auszufiihren, riicken wir P
und P’ so nahe aneinander, daf man die Punkte in eine kleine Kugel &
einschlieBen kann. Diese soll auBer den beiden durch P und P’ gehenden
,,verschlungenen‘ Teilstrecken ! und I’ des Knotens keine weiteren Teil-
strecken von f enthalten. Eine Darstellung der Kugel & mit den Teil-
strecken zeigt die Fig. 2. Nun fithren wir die Uberschneidung aus,
die die Verschlingung von ! und !’ lést. Wir denken sie uns so durch-
gefiihrt, daB dadurch die Kugeloberfliche © und der Raum A der
o 4) Die genaue Definition des Begriffes Ausbohren findet man bei Seifert-

Threlfall: Lehrbuch der Topologie, S. 225, Teubner 1934.
5) Dariiber vgl. § 77 des unter ) zitierten Topologiebuches.
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3-Sphére aulerhalb der Kugel & voéllig unberithrt bleiben. Weiter konnen
wir I und I’ nach der Uberschneidung in & parallel laufend und bei fester
Orientierung von I entgegengesetzt orientiert annehmen (Fig. 3).

Wir bohren nun aus &* den Knoten aus. Fiir die Kugel & bedeutet
dies das Ausbohren von zwei Rohren, die sich vor der Uberschneidung
umschlingen, nach dieser jedoch parallel verlaufen.

Die ausgebohrte Uberlagerung Mt} vor und nach der Uberschneidung
zerfillt nach dem Vorhergehenden in die Uberlagerungsmannigfaltigkeit R,
der ausgebohrten Vollkugel & und die Uberlagerungsmannigfaltigkeit 9,
des ausgebohrten AuBenraumes ¥, die lings der Uberlagerung O, der
vierfach gelochten Kugeloberfliche ©
aneinandergrenzen. Die Homologiegruppe
von IR bestimmt sich dann nach dem
Satze iiber die Homologiegruppe eines
zusammengesetzten Komplexes®) aus den
Homologiegruppen von &,, von %, und
vom Durchschnitt O,.

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4.

1. Wir konstruieren zunichst die Uberlagerungsfliche O,, die vor
und nach der Uberschneidung die gleiche ist und ermitteln jhre Homo-
logiegruppe der Dimension 1.

Die vier Randkreise von © nennen wir 4,4, B, B’. Dabei sollen 4
und 4’ bzw. B und B’ immer die Rinder einer Rohre von & sein und
ibre Orientierung soll so gewihlt sein, daB die Kreise vor dem Ausbohren
des fest orientierten Knotens mit diesem die Verschlingungszahl 41
haben (Fig. 4). Die vierfach gelochte Kugeloberfliche O zerlegen wir
nun durch die ,,wie 4 orientierte* geschlossene Kurve C, den ,,Aquator,
in zwei zweifach gelochte Halbkugelflachen, die je die Kreise 4, B bzw.
4', B’ enthalten. Um die g-fache zyklische Uberlagerung der von den Kreisen
4, B und C berandeten Halbkugelfliche zu bestimmen, gehen wir so vor:

6) S8.179 von 4).
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Wir schneiden die zweimal gelochte Halbkugelfliche lings eines
doppelpunktfreien Weges L, der ,,Ubergangslinie’* auf, der seine Endpunkte
auf den Kreisen 4 und B hat und sonst keinen Punkt mit 4, B und C
gemein hat. Es entsteht ein einfach gelochtes Rechteck, von dem zwei
parallele Seiten dem Wege L entsprechen, wihrend die beiden anderen
die Kreise 4 und B sind. Der Aquator entspricht dem Lochrand des
Rechtecks. Es seien ¢ solche Rechtecke mit den Kanten A4, B;, L; und
den Lochrindern C; (v =1, ..., g) gegeben. Wir heften sie zyklisch lings
der Wege L; aneinander, so dall immer eine Seite L;,_; mit einer L;
zusammenkommt. Die letzte freibleibende
Kurve L, werde an L, geheftet. Es entsteht
auf diese Weise ein g-fach gelochter Kreis-
ring, dessen #ullerer Rand von der ge-
schlossenen Kurve B, . ...- B,, dessen
innerer Rand von 4, -...- 4, gebildet
wird. Die Randkreise der g Locher sind
die Kurven C,, ..., C,. Die Fig. b zeigt
dies fiir ¢ = 3. In dieser Flache hat man
offenbar die g-blittrige Uberlagerung der
zweifach gelochten Halbkugel vor sich.
Jedem Punkt der Grundfliche entsprechen
niamlich ¢ Punkte in der Uberlagerungs-
fliche und nur die geschlossenen Kurven der Grundfliche sind auch dort
geschlossen, die mit dem Knoten eine durch ¢ teilbare Verschlingungs-

zahl haben.
Die vierfach gelochte Kugelfliche erhdlt man nun aus der zweifach

gelochten Halbkugelfliche, wenn man ein zweites Exemplar an das erste lings
der Kurve C' anheftet. Um die g-fache Uberlagerungsmannigfaltigkeit O,
der vierfach gelochten Kugel zu finden, nehmen wir entsprechend ein
zweites Exemplar der g-fachen Uberlagerung der zweimal gelochten Halb-
kugel. Das ist wieder ein g-fach gelochter Kreisring, der wie vorhin durch
Aneinanderreihen von ¢ gelochten Rechtecken mit den Randern 4/, B/,
C/, L/, 1 =1,...,9) entsteht. Heftet man nun die Kurve C; des ersten
Kreisringes an (; des zweiten, so erhilt man die gewiinschte g-blattrige
Uberlagerungsfliche O,. Sie besteht daher aus zwei iibereinanderliegenden
kongruenten g¢-fach gelochten Kreisringen, von denen der obere die
ungestrichenen, der untere die gestrichenen Kurven 4; und B; tragt.

Offenbar ist die Uberlagerungsfliche O, eine vierfach gelochte
orientierbare Fliche vom Geschlechte (Henkelzahl) ¢ — 1. Die vier
Lochrénder sind die Kurven A4* = 4,-...-4,, B* =B, -...-B

95

A¥ = 4;-...-4,, B¥ = B{-...-B,. Tiur die Homologiegruppe der

Fig. 5.
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Dimension 1 von O, braucht man daher 2(¢g—1)+ (4 —1)=2¢+1
freie unabhingige Erzeugende. In der Grundfliche, der viermal gelochten
Kugelfliiche O, wihlen wir als Erzeugende den Lochrand 4, den Aquator C
und den. ,,Meridiankreis“ D ~ 4 — 4’. D ist eine geschlossene doppel-
punktfreie Kurve, die die Kugelfliche in zwei Halbkugelflichen trennt,
in denen die Lécher 4, 4’ bzw. B, B’ liegen (Fig. 4). Auf O, wihlen
wir als Erzeugende 2g-+1 Bilder von 4, C und D: némlich die g Loch-
rinder C; (t = 1, ..., g), die 1-Kette 4* == 4, - ... 4, und die g Kurven
D,(t =1,...,9). Die Kurve D, ist die kiirzeste geschlossene Linie
von O,, die C; und C;,, genau
einmal schneidet. Sie verlauft
daher ,,zur Hailfte’* im oberen
und ,,zur Hilfte” im unteren
Kreisring. Thre Orientierung ist
wie die der Kurven A*, B*
und C; durch die in der Grund-
fliche vorgeschrieben. Die Fig. 6
zeigt fir den Fall ¢ = 3 den
Verlauf der Erzeugenden.

Wir behaupten nun, daB
die 2¢g-+1 Kurven 4% C;, D,
eine Homologiebasis der Uber- Fig. 6.
lagerungsfliche bilden.

Zum Beweise betrachten wir eine beliebig vorgegebene geschlossene
Kurve” U. 8ie hat mit den Kurven C;, D, gewisse unter Umstinden
von Null verschiedene Schnittzahlen

. 3 . . . . . g
Diese sind nicht voneinander unabhingig, vielmehr mufl die Summe }’ y;
1

der Schnittzahlen mit den Kurven C; ebenso wie die Summe }j‘ 8, der
1
Schnittzahlen mit den Kurven D; gleich Null sein. Denn denkt man sich

die Fliche langs der Kurven C; aufgeschnitten, so zerfillt sie in zwei
g-mal gelochte Kreisringe, einen unteren und einen oberen. Da die
Kurve U geschlossen ist, mull sie, wenn sie etwa den oberen Kreisring
durch Uberschneiden einer Kurve C; verliBt, durch Uberschneiden einer
Kurve C; (j ist eine der Zahlen 1,...,g) mit entgegengesetzter Schnitt-

7) Die Kurve darf auch in mehrere geschiossene Teile zerfallen; genauer héatte
man statt von Kurven von 1-Ketten zu reden, wie iiberall, wo es sich um Homo-
logiebeziehungen handelt.
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zahl wieder in ihn zuriickkehren. Entsprechendes gilt fiir die Kurven D;,
die die Fliche in einen inneren und einen &#uleren g-mal gelochten
Kreisring zerlegen.

Bezeichnen wir mit V die Kurve

V=9y,D,+ ... @+ ... + Y1) Diy
At Fv) Db Y1) Dy
+0,Cp4 ...+, + ...+ 61)C;
+0, 4. F+0)Ci i F (O F0y—1) Oy,
so hat V mit den C; und D, die gleichen Schnittzahlen wie die Kurve U.

Es ist nidmlich nach den Rechengesetzen fiir Schnittzahlen

SCi, V) =9SO0, D)+ ... + (y, + . +7:22) S (Cs, D)
+ 0t ) SO D)+ F e 1) S (Ci, Dy )
+6,3(Ci,C)+ ...+ (6, +... +6,_,)F (C;, Cy)
und
SDi,V) =93 Dy, D)+ ...+, +... +v,-1) S (Ds, Dy 1)
+ 0,8 (D, Cy) + ...+ (0, + ...+ 6:1) S (D, C))
+ O+ F ) S (Di, Ci )+ (8 + - +0-1) S (Di, C,).
Nun haben von den Schnittzahlen zwischen einer Kurve C; und einer
Kurve C; oder D, alle den Wert Null bis auf die Schnittzahlen & (C,, D; ;)
und & (C;, D;), die bei geeigneter Orientierung von O, die Werte haben
(vgl. Fig. 6):
<§(Oi>Di—1) =—1, (S(Cial)i) = +1,
oder
<’S(Di’0i+1) = 4+ 1, (S(Di’oi) = —1
Folglich ist
S, V) =y, SD;,V) =0
Die Differenz U —V hat dann mit allen C; und D, die Schnittzahl 0.
Wir zeigen, daBB U — ¥V homolog einer Linearkombination der Kurven A%,
C; und D, ist. Damit ist unser Ziel erreicht. Denn es ist dann U selbst
homolog einer Linearkombination der Kurven 4%, C; und D,.

Da die Schnittzahlen von U — ¥V mit den C, und D, verschwinden,
diirfen wir annehmen, da U — V keine Schnittpunkte mit den Kurven C;
und D, hat. Notigenfalls miiBte man dies dadurch erreichen, dafl man
durch eine Deformation von U —V alle Schnittpunkte von U — V mit
einer Kurve C; oder D; in einen zusammenfallen it und danach U —V
in zusammenhingende Teile zerreifit, die auf verschiedenen Ufern liegen.
Zerschneiden wir nun die Fliche durch die Kurven C; (bzw. D,) in zwei
Kreisringe, so kann ein Ast von U —V, der in einem der Kreisringe
beginnt, diesen nie verlassen, da die Kreisringe von den Randkreisen 4%,
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A¥ B* B* und den Kurven C;(bzw. D,) begrenzt werden, also muf} er
einem Vielfachen der Randkreise homolog sein. Fiir diese gelten aber die
aus den Kreisringen abzulesenden Homologien:

B* ~ 4% — ¥,
1
g9
A¥ ~ 4% — 3D,
1

B¥ ~ A* —3C,— X' D,.
1 1
Damit ist der Beweis beendet.

2. Wir wollen nun die Homologiegruppe der Dimension 1 der aus-
gebohrten Vollkugel & und die ihrer Uberlagerung &, vor und nach der
Uberschneidung bestimmen. Jede 1-Kette der ausgebohrten Vollkugel ist
homolog einer auf der gelochten Kugeloberfliche O, denn man kann jede
1-Kette lings der Réhren auf diese driingen. Die Erzeugenden der Homo-
logiegruppen von O konnen daher auch als Erzeugende der Homologie-
gruppe von & gewihlt werden. Die Homologiegruppe von & geht also
aus der der Oberfliche durch Hinzunahme von Zusatzrelationen
hervor. Derselbe SchluB gilt fiir die Uberlagerung &, der Kugel. Die
Homologiegruppe der Dimension 1 von &, erhélt man durch Hinzunahme
von neuen Relationen aus der der Uberlagerung O, der Kugel-
oberfliche.

Die Homologiegruppe von O, haben wir unter 1. als die freie abelsche
Gruppe von 2 g1 Erzeugenden ermittelt. Um die Zusatzrelationen
festzustellen, betrachten wir zunichst den Grundraum. Hier waren die
Erzeugenden der Kugeloberfliche der Aquator C, der Meridiankreis D und
‘der Lochrand 4. Nach Ausfihrung der Uberschneidung wird durch
Hinzunahme des Kugelinnern offenbar nur die Relation D ~ 0 hinzutreten,
in der Uberlagerungsmannigfaltigkeit also entsprechend

Di~0(z=1,...,9)

Um die Relationen vor der Uberschneidung zu ermitteln, gehen wir
wie folgt vor. Wir deformieren die Kugel stetig in sich so, da} sich die
Umschlingung der beiden Rohren lost, wir also dasselbe Bild erhalten wie
nach der Uberschneidung. Dabei kann die stetige Selbstabbildung, die
die Oberfliche erleidet, noch so vorgenommen werden, daBl die Loch-
rinder 4 und B punktweise fest bleiben und die Kurve C und die untere
Halbkugelfliche starr in sich um 27 gedreht werden. Der Sinn der
Drehung hingt ab von der Art der Umschlingung. Wir nehmen im
folgenden an, dafl die Umschlingung gelést wird, wenn die Drehung im
Sinne der Orientierung von C erfolgt. Nach der Deformation haben also
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die Erzeugenden €' und 4 die alte Lage wieder inne, D dagegen verlauft
anders als frither. Wihlen wir auf der Kugeloberfliche nach der Defor-
mation als Erzeugende wieder den Aquator C, den Lochrand 4 und den
Meridiankreis D, der natiirlich nicht ~ D ist, so geht die Homologie-
gruppe des Kugelinneren aus der der Kugeloberfliche durch Hinzunahme
der Relation D~ 0 hervor. Driicken wir nun D durch D, A und C aus,
so erhalten wir offenbar die gewiinschte Zusatzrelation. Um entsprechend
in der Uberlagerung der Kugel vorgehen zu kénnen, wollen wir die
Selbstabbildung der Kugeloberfliche noch niher betrachten.

Die Deformation der Kugelfliche, bei der 4 und B punktweise fest-
bleiben, C und die untere Halbkugelfliche im Sinne der Orientierung
von C um 27 gedreht werden, kommt im Endergebnis offenbar auf
dasselbe hinaus wie die folgende Abbildung: Wir zerschneiden die Kugel-
fliche lings C, deformieren die obere Halbkugelfliche so, dafl C im
Sinne seiner Orientierung um 2z starr in sich gedreht wird und 4 und B
punktweise festbleiben und heften sie wieder an die untere Halbkugel-
fliche an. Diese Abbildung nehmen wir nun in der Uberlagerungsfliche
vor. Wir schneiden also diese
lings der Kurven C; (i =1, . .,¢9)
auseinander, nehmen eine Selbst-
abbildung des oberen Kreis-
ringes in sich so vor, dafl A4*
und B* punktweise festbleiben,
wihrend die Lochrinder C; um
27 in sich gedreht werden,
und heften dann die beiden Kreisringe wieder aneinander. Die Kurve D;
hat nach der Deformation die in Fig.7 angegebene Gestalt und driickt sich
durch D;,C; und C;., in der Weise aus:

Di~D;—Cisy+C; (i=1..,9):
Die Zusatzrelationen sind also:

D, ~0 oder D, ~Ciry—C,.

Fig. 7.

Dabei ist fiir €y, wieder C,; zu setzen.

3. Die Homologiegruppe der g-blittrigen Uberlagerung 9 vor und
nach der Uberschneidung.

M2 ist aus zwei Komplexen zusammengesetzt, der Uberlagerung K,
der Kugel & und der Uberlagerung A, des AuBenraumes %A. Ihr Durch-
schnitt ist die Uberlagerung O, der Kugelfliche. Die Homologiegruppen
des AuBenraumes und des Durchschnitts sind vor und nach der Uber-
schneidung beidemal die gleichen. Was durch die Uberschneidung geéndert
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wird, sind nur die Relationen, die durch die Uberlagerung des Kugelinneren
hinzukommen. Nach der Uberschneidung haben diese Relationen die
Gestalt:
D; ~ 0.
Vorher treten zur Gruppe des AuBenraumes und des Durchschnittes
die g-Relationen: D, ~ C;.,; — C; hinzu. Schreibt man die Relationen
nach bzw. vor der Uberschneidung in der Form:

( () Dy~0,D,~0, ..., Dyy ~0,
\aa) 50, ~o0,
1
{ (2) Dy ~C,—C), Dy~Cy—Cy, ..., Dy—y ~Co—Cy_,,
(28) > D, ~ 0,
1

so erkennt man, daB sich die Homologiegruppen der Uberlagerung nach
und vor der Uberschneidung dadurch unterscheiden, daB an die Stelle
der g — 1 Relationen (1) die ¢ — 1 Relationen (2) treten. Die Minimal-
zahl der Erzeugenden der Homologiegruppe der Dimension 1 (Zahl der
Torsionskoeffizienten plus Bettische Zahl) vor der Uberschneidung ist also
hochstens um g — 1 gréBer als ihre Minimalzahl nach der Uberschneidung.
Lassen wir ndmlich in der Homologiegruppe der Uberlagerung nach der
Uberschneidung die ¢ — 1 Relationen (1) fort, so kann sich die Minimal-
zahl der Erzeugenden héchstens um g — 1 erhéhen. Fiigen wir nun die
g — 1 Relationen (2) hinzu, so kénnten diese so beschaffen sein, daB sich
die Minimalzahl nicht senkt.

Nun ist die Homologiegruppe nach der Uberschneidung die freie
Gruppe von einer Erzeugenden. Der Knoten wird niimlich durch die
eine Uberschneidung nach Voraussetzung die Kreislinie. Nach Ausbohrung
der Kreislinie aus der 3-Sphére bleibt ein Vollring iibrig, dessen ausgebohrte
g-blittrige Uberlagerung bekanntlich und offenbar wieder ein Vollring ist.
Die Homologiegruppe der ausgebohrten Uberlagerung 9t¢ hat also hochstens
g wesentliche Erzeugende. Gehen wir zur verzweigten Uberlagerung M3
iiber, so hat die Homologiegruppe eine freie Erzeugende weniger als die
von M, und wir haben das Ergebnis:

Hat ein Knoten die Uberschneidungszahl 1, so lift sich die Homologie-
gruppe 9y der g-blittrigen verzweigten Knoteniiberlagerung M; von g —1
Elementen erzeugen.

Nun fragen wir nach einer Bedingung, die erfiillt sein muB, damit
ein Knoten sich mit héchstens n Uberschneidungen auflésen 1a8t. Ist ¥,
ein Knoten mit der Ubérschneidungszahl 2, so geht er durch eine passende
Uberschneidung in einen Knoten f, mit der Uberschneidungszahl 1 iiber.
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Genau wie vorher schlieBen wir die Uberschneidungsstelle in eine Kugel
ein und stellen die Homologiegruppe der g-blittrigen ausgebohrten Uber-
lagerung vor und nach der Uberschneidung auf. Die Homologiegruppe
nach der Uberschneidung, die oben die freie Gruppe von einer Erzeugenden
war, ist hier eine Gruppe von hochstens g wesentlichen Erzeugenden. Wie
frither schlieBt man daher, daB die Homologiegruppe von I3 des Knotens £,
héchstens 2 g — 1 wesentliche Erzeugende hat. Die Homologiegruppe der
verzweigten g-blattrigen Uberlagerung besitzt daher hochstens 2 (g — 1)
wesentliche Erzeugende.

Allgemein ergibt sich, daj bei einem Knoten ¥, mit der Uberschneidungs-
zahl s = n die Homologiegruppe der g¢-blittrigen verzweigten Uberlagerung
hichstens n (g — 1) wesentliche Erzeugende hat.

Man kann das Ergebnis auch so ausdriicken:

Ein Knoten t lift sich sicher nicht durch n Uberschneidungen in die
Krewslinie deformieren, wenn die Minimalzahl der Erzeugenden der Homologie-
gruppe der g-blittrigen zyklischen wverzweigten Knoteniiberlagerung gréfer
als n (g — 1) 4st.

Ein Beispiel fiir einen Knoten, der sich durch » Uberschneidungen
nicht auflosen 1aBt, erhdlt man durch Aneinanderreihung von # --1
Kleeblattschlingen (topologische Summen-
bildung). Fiir unsere Zwecke ist es gleich-
giiltig, ob man dabei Rechts- oder Links-
kleeblattschlingen verwendet (Fig. 8 zeigt
den Fall n =1). Die Torsionsgruppe der

"
zweifachen Uberlagerung dieses Knotens ist
Fig. 8. die direkte Summe von %+ 1 zyklischen
Topologische Summe von zwei Gruppen der Ordnung 3 (vgl. Anhang II),
Kleeblattschlingen. und daher ist nach obigem seine Uber-

schneidungszahl > n. Er laBt sich aber,
wie man sofort sieht, durch n--1 Uberschneidungen auflésen. Seine
Uberschneidungszahl betrigt daher s = -+ 1. Sie ist ebenso groB wie
das Geschlecht dieses Knotens (vgl. Anhang II).

Beispiele fiir Knoten, die sich mit weniger Uberschneidungen auf-
Iosen lassen, als ihr Geschlecht angibt, sind die Knoten 8,, und 9,
(Fig. 9 und 10°%)) der Alexander-Briggsschen-Knoten-Tabelle®), deren Ge-
schlecht 2'°) ist, deren Uberschneidungszahl jedoch 1 betrigt. In den

8) In den Figuren sind die Knoten durch die etwas iibersichtlicheren Projek-
tionen von Herrn Constantin Weber, Math. Annalen 110 (1934), S. 579 angegeben.

9) Diese Tabelle findet man z. B. bei K. Reidemeister: Knotentheorie, Berlin 1932.

10) H, Seifert: Uber das Geschlecht von Knoten, Math. Annalen 110 (1934),
S. 579.
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Figuren ist die Stelle, wo man etwa die Uberschneidung anbringen kann,
durch Anstreichen angegeben. Es gibt aber auch Knoten, fiir die die Uber-
schneidungszahl gr6Ber als ihr Geschlecht ist. Wir wollen uns jetzt solchen
zuwenden. Dazu miissen wir noch
etwas néher auf die Homologiegruppen
der Knoteniiberlagerungen eingehen.

Fig. 9. Fig. 10.
Knoten 8yy: Geschlecht 2 = 2, Knoten 9,,: Geschlecht » = 2,
Uberschneidungszahl s = 1. Uberschneidungszahl s = 1.

Man kann zeigen'!), daB die Homologiegruppen der Dimension 1 aller
Knoteniiberlagerungen durch die Kenntnis einer Matrix I" bestimmt sind.
Diese hat, wenn man in den Knoten eine Fliche vom Geschlecht A ein-
spannen kann, 2% Zeilen und Spalten. Die g-blattrige verzweigte Uber-
lagerung des Knotens hat dann als Homologiegruppe §; eine Gruppe von
2k Erzeugenden, deren Relationen durch die 2A-reihige Matrix
(3) I'sy — (I' — E)9 (E = 2 h-reihige Einheitsmatrix}
gegeben sind.

Was die Matrix I" anlangt, so erhdlt man sie am einfachsten da-
durch, daB man die in den Knoten eingespannte Fliche vom Geschlecht
sich als Kreisfliche mit
2k angesetzten Bindern
denkt, die in der Pro-
jektion die Kreisfliche
nicht iiberschneiden und
unverdrillt erscheinen. Der
Knoten ist dabei der
Rand der Fliche. Auf
der Fliche wéhlen wir %

W L Fig. 11.
Paare kc.m]uglerter Riick- Knoten vom Geschlecht 7 — 2,
kehrschnitte a,, a,; a,, Uberschneidungszahl s = 4.

11) Dies wird in der unter 19) erwahnten Arbeit getan.
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@5 .. .;035—1,0, 80 daB jeder ein Band durchlauft. (Fig. 11 zeigt einen
Knoten, in den eine Fliche vom Geschlecht 2 eingespannt ist.) Wir orientieren
sie s0, dal im Schnittpunkt a,, . ; von a,, . , von rechts nach links iiberquert
wird. Bezeichnen wir mit v,; die Anzahl der Uberkreuzungen, bei denen a;
von links nach rechts iiber a; geht, vermindert um die Anzahl derjenigen,
bei denen a@; von rechts nach links iiber a; hinwegfiihrt, so ist die Matrix:

’U123 ~‘1)11: LRI vl.ﬂh’ —vl,Qh—la
Taa> — V31, <o Vo 9p, — Vg, 2n—1,
= |. .. . . s
Voh—1,2> — Voh—1,15 -+ > Vah—1,2n — Vah—1,20—1,
Von, 25 — Vo1, oo Vap,2ns — Ugh,2h—1 -

Zwischen den v,; gelten die Beziehungen:
) 2r +1 2r+2
(4) [ = <k=i:27+2 ‘md*2r+1)’
Vort1,2r+2 = Varioart1 F 1.
Sonst sind die v;; beliebig und man kann, falls nur die Gleichungen (4)
erfilllt sind, zu jedem vorgegebenen Wertsystem der v,, einen Knoten
finden.

Die Matrix I' gibt uns weiter die Alexandersche Polynominvariante.
Dies ist bis auf einen Faktor 4- 2" der Wert der Determinante |E— 1"+ z I|.
Der Grad der Alexanderschen Polynominvariante ist hochstens gleich dem
doppelten Geschlecht des Knotens'?).

Wir wollen nun einen Knoten vom Geschlecht 2 konstruieren, dessen
Uberschneidungszahl 25 betrigt. Nach S. 690 wissen wir, daB sich ein
Knoten dann nicht mit 24 — 1 Uberschneidungen auflésen 1aBt, wenn die
Homologiegruppe der 2-blittrigen Uberlagerung 24 Torsionskoeffizienten
aufweist. Die Matrix des Relationssystems fiir die Homologiegruppe hat
dann, wie oben angegeben, die Gestalt:

I*—(r-e¥=2I—E
oder mit Riicksicht auf (4):

2v,,— 1, .
..... —2v,+1, ..
2r—-E=| . . .. . o
............... 20ep—q0n— 1, o o oo
l ........................ — 20yp—101+ 1
Setzen wir alle Glieder auflerhalb der Diagonale der Matrix Null und
Vg = Vg = ... =Wyp_1,95 = (V3 0,1), so erhdlt man 24 Torsions-

koeffizienten vom Werte 2v — 1. Nehmen wir den speziellen Fall v = + 2,

12) Satz 3 von 10).
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80 haben wir einen Knoten, der in der zweiten Uberlagerung 2 % Torsions-
koeffizienten vom Werte 3 besitzt. (Die Figur 11 zeigt einen solchen
Knoten fiir den Fall 2 = 2). Dieser laBit sich also bestimmt nicht mit
2 h — 1 Uberschneidungen auflésen.

Man sieht aber leicht, daB er sich mit 2% Uberschneidungen auf-
16sen 14Bt. Im Falle 2 = 1 erkennt man dies, wenn man zunichst eine
Uberschneidung in der Weise durchfiihrt, wie
es die strichpunktierten Linien der Fig. 12
andeuten. Der Knoten geht dadurch in die
Kleeblattschlinge iiber, die die Uberschneidungs-
zahl 1 besitzt. Der Knoten ist iibrigens der
Knoten 9, , der Alexander-Briggsschen Knoten-
tabelle. Der Knoten mit der Uberschneidungs-
zahl s = 2h entsteht aber offenbar durch
Aneinanderreihung von 2% solchen Knoten.

Sein Geschlecht betrigt & (vgl. Anhang II).

Wir wollen nun noch auf eine Kigen-
schaft des eben betrachteten Knotens hin-
weisen. Durch 2 s Uberschneidungen kann Fig. 12.
man daraus Knoten mit der Uberschneidungs- Knoten 9y Geschlecht = 1,
zahl 2 (h — s) herleiten. Je nachdem wie man Uberschneidungszahl & = 2.
die Uberschneidungen ausfiihrt, wird das Geschlecht 4 oder % —s werden.
Der erste Fall tritt ein, wenn man in jedem Knoten 9,, eine Uber-
schneidung so anbringt, daB er in die Kleeblattschlinge iibergeht. Der
zweite Fall erfolgt, wenn wir durch die 2s Uberschneidungen s Knoten 9,,
vollstindig auflésen.

Zum SchluB erwihnen wir noch zum Teil seit langem bekannte un-
geloste Probleme der Knotentheorie. Wir denken zunichst an die Frage,
wie sich Geschlecht und Uberschneidungszahl zweier Knoten zu denen
ihrer topologischen Summe (wofiir man bisweilen auch sagt: Produkt)
verhalten. Gibt es Knoten, die nicht Summe anderer Knoten sind ? Ist
gegebenenfalls die ,,Faktorzerlegung® in solche ,,Primknoten” eindeutig ?
In welcher Beziehung stehen die Invarianten eines Knotens, insbesondere
Geschlecht %, (minimale) Uberschneidungszahl s, Minimalzahl der Uber-
kreuzungen der Knotenprojektion, Pannwitzsche Invariante zueinander? —
In vielen Fragen der dreidimensionalen Topologie spielt das Dehnsche Lemma
eine bedeutende Rolle. Es besagt, da eine Kurve unverknotet ist, wenn
man in sie ein Elementarflichenstiick ohne Randsingularititen einspannen
kann, also ein Flichenstiick, das von dem Knoten nicht durchsetzt wird,
das aber im iibrigen beliebig zerkniillt im Raume liegen kann. Wire

das Dehnsche Lemma bewiesen, so wiirde folgen, daBl eine Kurve dann
Mathematische Zeitschrift. 42. 45
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und nur dann unverknotet ist, wenn ihre Knotengruppe die freie zyklische
Gruppe ist, oder was dasselbe besagt, wenn die Knotengruppe abelsch
1st. In neuester Zeit hat Herr J. H. C. Whitehead, Oxford, die interessante
Tatsache bewiesen, dafl, wenn das Dehnsche Lemma falsch wire, auch
die Poincarésche Vermutung falsch wire, wonach die einzige einfach zu-
zusammenhingende geschlossene dreidimensionale Mannigfaltigkeit die drei-
dimensionale Sphare ist.

Anhang 1.

Satz: Die Homologiegruppe (der Dimension 1) der ausgebohrten
g-bliittrigen zyklischen Uberlagerungsmannigfaltigheit M2 eines Knotens t
unterscheidet sich von derjenigen der verzwetgten g-blittrigen zyklischen
Uberlagerung M nur durch eine hinzugekommene freie Erzeugende.

Beweis: Die geschlossenen Kurven C,, ..., C, moigen eine Homo-
logiebasis von 9N, reprasentieren. Man kann diese Kurven so wihlen,
dall sie fremd zu ¥ sind und mit der in f eingespannten Fliche §, mit
deren Hilfe M, erklart war (S. 681), die Schnittzahl 0 haben. Hitte C;
mit f eine von 0 verschiedene Schnittzahl, so kénnte man, ohne die
Homologieklasse zu éndern, ein geeignetes Vielfaches eines kleinen f ein-
mal umschlingenden Kreises M (Meridiankreis) hinzuaddieren; M ist in
M nullhomolog und hat in f bei geeigneter Orientierung mit f die Schnitt-
zahl 1. Nun gehe man durch Ausbohren von M zu M iiber. Die in
M; zu f punktfremden r 41 Kurven C,,...,C,, M sind auch fremd zu
einem hinreichend diinnen Bohrkern und kénnen daher in It angenommen
werden. Wir behaupten, daB sie eine Homologiebasis von 9t} bilden.

DaB diese Kurven Erzeugende der Homologiegruppe von 9t sind,
ist klar. Besteht nun in I} eine Homologie

2y Ci+uM ~0,
so folgt 4 = 0, denn die in 3 y, C; + u M eingespannte Fliche (genauer
2-Kette) G hat in M, mit ¥ die Schnittzahl 0, weil sie nach Voraus-

setzung ganz in M liegt:

S(G, ) = 0.
Nach einer Hauptformel *) ist aber
(G, 1) =S(Zy;Ci+uM,i)
und weiter nach den Rechenregeln fiir Schnittzahlen
S(G, ) =82y 0, )+ uS M, ).

Das erste Glied dieser Summe ist = 0 infolge unserer Wahl der C,,
& (M, ) ist aber = 1, also folgt p == 0 und M repriisentiert daher eine

13) Formel (5) S.247 des unter ¢) angefithrten Topologiebuches.
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freie Erzeugende der Homologiegruppe von 9. Die iibrigbleibende Rela-
tion Xy; C, ~0 gilt in M, also auch in M). Mithin sind die p, Viel-
fache der Torsionskoeffizienten ¢, von 97, wenn C; ein Basiselement der
Torsionsgruppe ist und Null, wenn es ein solches der Bettischen Gruppe
ist. Nun ist aber auch in 9} schon ¢; C; nullhomolog. Denn bezeichnet
F; die Flache, die in 3] von der geschlossenen Kurve ¢, C; berandet
wird, so ist
& (e; 0y f) = 0,
andererseits gilt wieder nach der Hauptformel
S(e: 0y f) = S(Fy, ).

Wenn aber & (F;, ) = 0 ist, so darf man annehmen, dafl die Fliche F;
mit dem Knoten iiberhaupt keine Schnittpunkte hat, da gleichviele
Durchsetzungen der Fliche in der einen wie anderen Richtung erfolgen
miiBten; diese konnte man aber durch Hinzufiigen gleichvieler Meridian-
kurven M und — M zu ¢; C; aus F, ausschneiden. Hiernach ist die
Kurve ¢; C; schon in 9785 nullhomolog, also der Torsionskoeffizient ¢; von
M auch einer von N, womit der Beweis gefithrt ist.

Einen einfacheren Beweis erhdlt man, wenn man den auf geschlossene
Mannigfaltigkeiten verallgemeinerten Alexanderschen Dualitiitssatz auf die
verzweigte g-blittrige Uberlagerungsmannigfaltigkeit anwendet. Aus ihm
folgt nimlich, daB zur Homologiegruppe der Dimension 1 nur eine neue
freie Erzeugende hinzutritt, wenn man eine nullhomologe Kurve ausbohrt.

Anhang IL

1. Wir wollen zunichst die numerischen Invarianten der zwei- und
dreiblattrigen zyklischen verzweigten Uberlagerung der Kleeblattschlinge
ermitteln.

Nach 8. 691 benétigen wir dazu die Matrix I', die wir aus dem Bénder-
modell, das in Fig. 13 dargestellt wird, gewinnen.

Man entnimmt ihm die Werte:
v,=1, v,,=1, v,=0, v,, =—1L
Daher wird

V12 — U 0 —1
I'= <'v“ — 'vﬂ) - <1 1)'
Die Invarianten der Matrix
2I' - E

liefern nach (3) die numerischen Inva-

rianten der 2-blittrigen Uberlagerung,

die der Matrix Fig. 13.

3I*—-3I+E Bindermodell der Kleeblattschlinge.
45%
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die der 3-blittrigen Uberlagerung. Es ergibt sich fiir die 2-blittrige
Uberlagerung ein Torsionskoeffizient vom Werte 3, fiir die 3-blittrige
zwel vom Werte 2. In beiden Fillen ist die Bettische Zahl der Dimen-
sion 1 Null.

2. Reiht man » -1 Bindermodelle von Kleeblattschlingen anein-
ander, so hat die 2 (n 4 1)-reihige Matrix I'* des entstehenden Knotens
die Gestalt

I' 0...0

0 I'...0
Irs==\1......
0 0...I"

n+1

Als Invarianten findet man damit fiir die 2-blattrige Uberlagerung des
Knotens n 41 Torsionskoeffizienten vom Werte 3. Die 3-blittrige Uber-
lagerung hat 2 (n -+ 1) Torsionskoeffizienten vom Werte 2. Die Bettische
Zahl ist in beiden Fallen Null.

Wie das Bindermodell zeigt, ist das Geschlecht dieses Knotens
H<n+1

Andererseits gilt der Satz'*), daB die Zahl der wesentlichen Er-
zeugenden einer beliebigen zyklischen verzweigten Uberlagerungsmannig-
faltigkeit eines Knotens hochstens gleich dem doppelten Geschlecht des
Knotens ist. Angewandt auf die 3-blattrige Uberlagerung liefert dies die
Ungleichung

2H =2 (n+1).

Daher ist H = n- 1.

3. Da der Knoten 9,, in der 2-blittrigen Uberlagerung zwei Torsions-
koeffizienten hat (8. 692), 1aBt sich fiir die Aneinanderreihung von % solchen

Knoten genau wie unter 2. zeigen, dall das Geschlecht A ist.

14) Satz 2 von 10).

(Eingegangen am 27. Dezember 1936.)
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IIl. Wirmelehre: Das Wesen der Wiarme, Zustandsgleichungen. Wérmeenergie. Anderungen des
Aggregatzustandes. Losungen. Die drei Hauptsitze der Wirmelehre. Wirme und Arbeit. —
IV. Elektrostatik. — V. Elektrische Stréme: Elektrische Strome in festen Leitern, in fliissigen
Leitern, in Gasen. — VI. Magnetismus und Elektrodynamik: Magnetische Felder im Vakuum.
Die magnetischen Eigenschaften der Stoffe. Elektromagnetische Gerdte und Maschinen. Wechsel-
strom. Elektrische Schwingungen und Wellen. — VII. Optik und allgemeine Strahlungslehre:
Das Wesen des Lichtes. Lichtmessung. Geometrische Optik. Wellenoptik. Das elektromagnetische
Spektrum. Temperaturstrahlung und Lumineszenz. — VIII. Relativititstheorie. — IX. Quanten-
theorie. Atome und Molekiile. Kristalle: Quantentheorie des Lichtes. Quantentheorie der
Atome und Molekiille. Quantenmechanik. Atomkerne. Positronen. Neutronen. Ultrastrahlung.
Kristalle. — SchluBwort. — Namen- und Sachverzeichnis.

Das Westphalsche Lehrbuch hat es in verhdltnismiBig kurzer Zeit bereits auf vier Auflagen
gebracht, sicher ein Zeichen fiir seinen Erfolg. Eine einbindige knappe und prignante Darstellung
der Physik wie die vorliegende, die unter Beriicksichtigung der modernen Vorstellungen das groBe
Gebiet in zuverliissiger Weise hehandelt, wird jeder, der sich bel der heutigen weitgehenden
Spezialisierung einen Uberblick tiber das Gesamtgebiet verschaffen will, freudig begriiBen.

Die neue Auflage ist einer tiefgehenden Umarbeitung und Verbesserung unterzogen worden. In
groBen Teilen ist ein ganz neues Buch entstanden. Dem Verfasser lag daran, ohne nennenswerte
Vergrolerung des Umfanges durch eine knappere und dennoch leicht faBliche Darstellung Raum
fiir eine wesentliche Vermehrung des mitgeteilten Stoffes zu gewinnen.

Die griindlichste Wandlung hat der erste Teil des Buches erfahren. Das erste und zweite Kapitel
ist fast vdllig neu geschrieben. Dabei hat die Mechanik der Massenpunkte und der starren Korper
eine ganz neue Darstellung gefunden. Fiir die Einfithrung in die Mechanik ist von dem Hilfsmittel
des Vektorbegriffs Gebrauch gemacht worden. Dabei ist eine Kenntnis der eigentlichen Vektor-
rechnung unndtig. Es wird vom Leser nicht mehr erwartet, als daB er die wirklich hdchst ein-
fachen Begriffe des vektoriellen und des skalaren Produkts zur Kenntnis nimmt. Auf dieser Grund-
lage konnte dann auch die Darstellung der Elektrodynaraik (6. Kapitel) an vielen Stellen verbessert
und vereinfacht werden. Die grundlegenden Fortschritte der Quanten- und Kernphysik in ‘den
letzten Jahren machten es notwendig, auch das 9. Kapitel vollstindig neu zu schreiben. Neu ist
ferner u. a. eine kurze Darstellung der Systematik der Kristalle. Aber auch in den itbrigen Kapiteln
wurden groBe Teile neu abgefaBt, und zahlreiche Abbildungen kamen neu hinzu.
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Soeben erschien : Grundlqgen und

Methoden der Periodenforschung
Dr. phil. KZ::I Stumpff

a. 0. Professor an der Universitit Berlin,
Observator am Meteorologischen Institut der Universitit Berlin

Mit 41 Abbildungen im Text. VII, 832 Seiten. 1937.
RM 39.—; gebunden RM 42.—

Inhaltsiibersicht: Reihenentwicklung und ndherungsweise Darstellung empirischer
Funktionen. — Praxis der Harmonischen Analyse und Synthese. — Das Periodo-
gramm. — Die statistische Behandlung von Periodenproblemen. — Andere ana-
lytische Methoden der Periodenbestimmung. — Die physikalischen Hilfsmittel der
Periodenforschung. — Literaturverzeichnis. — Namen- und Sachverzeichnis.

Vor kurzem erschien:

Wahrscheinlichkeiten und Schwankungen

Vortrige von
Professor Dr. M. Czerny, Berlin, Oberingenieur K. Franz, Siemensstadt,
Professor Dr.-Ing. F. Lubberger, Berlin, Professor Dr. J. Bartels, Eberswalde,
Professor Dr. R. Becker, Gottingen

Veranstaltet durch den Verband Deutscher Elektrotechniker
Gau Berlin-Brandenburg, in Gemeinschaft mit dem Auflen-
institut der Technischen Hochschule zu Berlin

Herausgegeben von

Dr.-Ing. F. Lubberger

Oberingenieur der Siemens & Halske A.-G.
und a. o. Professor an der Technischen Hochschule zu Berlin

Mit 25 Textabbildungen. IV, 100 Seiten. 1937. RM 8.40

Inhaltsverzeichnis: Grundbegriffe und Gesetze der Wahrscheinlichkeiten und
Schwankungen. Von Dr. M. Czerny, Professor an der Universitit Berlin. —
Die Wahrscheinlichkeit in der Fertigungsiiberwachung. Von Oberingenieur
K. Franz, Siemensstadt. — Beobachtungen, Vorschriften und Theorien der
Sehwankungen im Fernsprechverkehr. Von Dr.-Ing. F. Lubberger, Berlin. —
YVerborgene periodische Erscheinungen. Von Dr. J. Bartels, Professor an der
Forstlichen Hochschule Eberswalde. — Das Auftreten von Wahrseheinlichkeits-
gesetzen und Schwankungserscheinungen in der Physik. Von Dr. R. Becker,
Professor an der Universitat Gottingen.
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