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Vorwort zur ersten Auflage.

Der vorliegende abschlieBende Band meiner Vorlesungen iiber Diffe-
rential- und Integralrechnung behandelt die Lehre von den Funktionen
mehrerer Verinderlicher. Bei der Darstellung habe ich denselben Grund-
satz zu befolgen gesucht wie im ersten Bande: die Begriffsbildungen
und Methoden aus ihren anschaulichen Quellen heraus zu motivieren
und iiberall den Zugang zu den Anwendungen nach Maglichkeit zu er-
leichtern — ein Bestreben, das mit den Anforderungen der Strenge
durchaus vereinbar erscheint.

Fir die mathematischen Anfinger unter den Lesern mdéchte ich
noch stirker als im Vorwort zum ersten Bande betonen, daB es eine
schidliche Pedanterie wire, wenn man unbedingt ein solches Buch Seite
fiir Seite in der dargebotenen Reihenfolge durchstudieren wollte. Wer
sich rasch die notwendigsten Kenntnisse aneignen will, wird zunichst
das zweite und dann das vierte Kapitel lesen und erst danach durch
Lektiire des dritten Kapitels die entstandenen Liicken ausfiillen. Das
vorangestellte erste Kapitel soll iiberhaupt nicht vor den anderen
systematisch studiert werden.

Am SchluB des Bandes sind in einem besonderen Anhang eine
Reihe der wichtigsten Formeln und Tatsachen aus beiden Binden zu-
sammengestellt.

Auch dieser Band darf nicht hinausgehen ohne einen Ausdruck des
Dankes an alle diejenigen, welche mich bei der Vorbereitung des Manu-
skriptes und bei der Drucklegung hilfreich unterstiitzt haben.

Gottingen, im November 1928.
R. COURANT.



Vorwort zur zweiten Auflage.

In der zweiten Auflage dieses Bandes sind, abgesehen von Ver-
besserungen und Berichtigungen im einzelnen, gegeniiber der ersten
Auflage einige gréBere Zusitze vorgenommen worden. Insbesondere sei
auf die Ausgestaltung des Kapitels iiber Differentialgleichungen und
auf die Einfiigung eines neuen Abschnittes iiber die Gammafunktion
hingewiesen.

Viele sachliche Hinweise und Berichtigungen habe ich freund-
lichen Zuschriften aus dem Kreise der Leser entnommen. Allen diesen
Kritikern sage ich meinen herzlichen Dank. Besonders aber bin ich fiir
ausgiebige Hilfe bei der Drucklegung und fiir weitgehende sachliche
Unterstiitzung den Herren Dr. W. MaGNus und Dr. R. LUNEBURG
verpflichtet.

Gottingen, im September 1931
R. COURANT.
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Erstes Kapitel.

Vorbemerkungen iiber analytische
Geometrie und Vektorrechnung.

Die mathematischen Tatsachen, welche den Hauptgegenstand des zweiten
Teils dieser Vorlesungen bilden, werden vielfach ihre Veranschaulichung und An-
wendung vermittels einfacher Grundbegriffe der analytischen Geometrie und der
Vektorrechnung finden. Es scheint daher, obwohl ein gewisses MaB von Vor-
kenntnissen in dieser Richtung bei den meisten Lesern vorausgesetzt werden
darf, zweckmiBig, in einem einleitenden Kapitel mit aller Kiirze die einfachsten
hierher gehoérigen Dinge zusammenzustellen. Dieses Kapitel soll jedoch nicht
vor der Lektiire des iibrigen Buches studiert werden; vielmehr wird dem Leser
geraten, erst beim Lesen der spateren Abschmitte nach Bedarf auf die hier
bereitgehaltenen Tatsachen zuriickzugreifen.

§ 1. Rechtwinklige Koordinaten und Vektoren.

1. Koordinatensysteme.

Zur Festlegung der Punkte einer Ebene bzw. des Raumes bedient man sich
in bekannter Weise eines rechtwinkligen Koordinatensystems. In der Ebene
wahlen wir zwei, im Raume drei zueinander senkrechte Geraden, die x-Achse
und die y-Achse bzw. die x-Achse, die y-Achse und die z-Achse. Auf jeder Achse
wird dieselbe MaBeinheit zugrunde gelegt und dann in der iiblichen Weise jedem
Punkt der Ebene bzw. des Raumes eine #- und
eine y-Koordinate bzw. eine x-, eine - unt eine
z-Koordinate zugeordnet. Umgekehrt entspricht
jedem Wertsystem (¥, y) bzw. (#, ¥, 2) genau ein
Punkt der Ebene bzw. des Raumes; durch seine
Koordinaten ist ein Punkt vollstandig bestimmt.

Aus dem Satz des Pythagoras folgt fiir den
Abstand v zweier Punkte mit den Koordinaten
%y, ¥y und %y, ¥, bzw. %, ¥, 2; und %,, ¥,, 2,
leicht die Formel

¥ = V("ﬁ — %)2 + (¥ — ¥,)?
baw. ¥ = (%) — 2,2 + (¥, — ¥a)2 + (5 — 23)%.

Bei der Wahl eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems bedarf fiir feinere Unterscheidun-
gen ein Umstand besonderer Aufmerksamkeit, z
die sogenannte Orientierung des Koordinaten- Fig. 1. Riumliches Koordinatensystem.
systems.

Im ersten Band, fiinftes Kapitel, §2, 1 haben wir zwischen positivem und
negativem Umlaufssinn in der Ebene unterschieden. Nun ist durch die Drehung

Courant, Differentialrechnung. II. Bd. 2. Aufl. 1




2 I. Vorbemerkungen iiber analytische Geometrie und Vektorrechnung.

um 90° welche die positive x-Achse eines ebenen Koordinatensystems auf dfem
kiirzesten Wege in die positive y-Achse iiberfiihrt, ein Drehs.im% oder Um.la.u.fssmn
definiert. Je nachdem dieser Umlaufssinn positiv oder negatlv.lst, walen wir das
Koordinatensystem ein positives (Rechis-)System oder negatwes. (Links-)System
7 z nennen (s. Fig. 2 und 3). }'Zs
ist unmoglich, durch eine in
der Ebene stattfindende Be-
wegung ein positives System
in ein negatives System iiber-
zufithren. — Eine ganz ahn-
liche Unterscheidung kénnen
z y wir fiir dierdumlichen Koordi-
natensysteme treffen. Denkt
man sich namlich auf der #, y-
Ebene so stehend, daB der
Kopf in Richtung der positiven z-Achse weist, so kénnen sich zwei Koordinaten-
systeme durch die Orientierung unterscheiden, mit der das Koordinatensystem in der
%,y -Ebene versehen erscheint. Ist dieses ein positives System, so soll auch das
raumliche System  positiv
heiBen, andernfalls negativ
(s. Fig. 4 und 5). Ein posi-
tives System kann durch eine
gewohnliche Rechtsschraube
veranschaulicht werden; 148t
man némlich die #, y-Ebene
eine Bewegung ausfiihren, die
aus einer Drehung der Ebene
¥ in sich — in dem durch
ihre Orientierung festgelegten

x . . .
Sinne — und einer gleich-
Fig. 4. Rechtsschraube. Fig. 5. Linksschraube.  zeitigen Translation in Rich-
tung der positiven z-Achse be-
steht, so ist diese Bewegung offenbar die einer Rechtsschraube. Analog wird
ein negatives System durch eine Linksschraube veranschaulicht. Ein nega-
tives System kann durch keine Bewegung in ein positives System iibergefiihrt

werden.

Wir werden im folgenden stets ein positives Koordinatensystem be-
nutzen.

Genau in derselben Weise, wie wir hier dem rechtwinkeligen z, y, z- Koordi-
natensystem eine Orientierung gegeben haben, kann man natiirlich auch einem
System von drei beliebigen andern, durch einen Punkt gehenden Achsen eine
Orientierung zuschreiben, sofern dieselben micht in einer Ebene liegen.

Fig. 2. Rechts-System. Fig. 8. Links-System.

z z

2. Richtungen und Vektoren. — Koordinatentransformation.

Eine orientierte, d. h. mit einem Durchlaufungssinn versehene Gerade I des
Raumes oder der Ebene reprisentiert eine Richtung; jede orientierte Gerade,
die sich mit ihrer Orientierung durch Parallelverschiebung in die Gerade / iiber-
filhren 148t, reprasentiert dieselbe Richtung. Man pilegt eine Richtung in bezug
auf ein Koordinatensystem dadurch zu kennzeichnen, daB man durch den Null-
punkt des Koordinatensystems eine orientierte Gerade derselben Richtung zieht
und auf ihr den Punkt mit den Koordinaten o, B, 7, wahlt, der vom N ullpunkt
die Entfernung 1 hat. o« f§ und o heiBen die Richtungskosinus der Richtung.
Sie sind die Kosinus der drei Winkel 0y, 0, und §;, welche die orientierte Ge-



§ 1. Rechtwinklige Koordinaten und Vektoren., 3

rade ! mit der positiven x-, ¥- und 2-Achse bildet!) (siehe Fig. 6), und geniigen
nach unserer Abstandsformel der Relation

a4 f2 2 =1

Beschrianken wir uns auf die ¥, y-Ebene, so wird eine Richtung durch die
Winkel §,, d; festgelegt, welche die orientierte y
Gerade ! dieser Richtung durch den Nullpunkt
mit der positiven x- und der positiven y-Achse
bildet; oder durch deren Kosinus o = cos dy,
B = cos §,, welche die Gleichung b d,
z

2 2
" of + ﬂ 1 Fig. 6. Winkel einer Geraden
erfiillen. mit den Achsen.

Eine Strecke gegebener Linge und gegebener
Richtung bezeichnen wir als einen Vektor; genauer als einen gebundenen
Vektor, wenn es auf die feste Lage des Anfangspunktes im Raum ankommt;
dagegen als einen freien Vektor, wenn die Lage des Anfangspunktes gleichgiiltig
ist. Im folgenden lassen wir, wie auch spiter meistens, die Adjektive ,,frei**
und ,,gebunden‘‘ fort und stellen uns, wenn nichts Besonderes gesagt ist, die
Vektoren stets als frei vor. Vektoren bezeichnen wir mit kleinen, gelegent-
lich auch mit groBen deutschen Buchstaben, etwa: a, b, ¢, ¢, A. Zwei
freie Vektoren heiBen gleich, wenn der eine in den anderen durch eine Par-
allelverschiebung iibergefithrt werden kann. Die Linge
eines Vektors b nennen wir auch seinen absoluten Betrag
und schreiben dafiir | |. P

Fallen wir von Anfangs- und Endpunkt eines Vektors
die Lote auf eine gerichtete Gerade /, so erhalten wir s
auf ! eine .dem .Vek.tor entsp.rechende orienti‘erte Strecke. | %1005 6—
Stimmt die Orientierung dieser Strecke mit der von 1
iiberein, so soll ihre Liange die Komponente von 9 in der Fig. 7. Projektion eines
Richtung von I heilen, sind die Orientierungen entgegen- Vektors.
gesetzt, so nennen wir den negativen Wert der Lange jener Strecke die Kom-
ponente von v in der Richtung von /. Die Komponente von p in der Richtung
von ! bezeichnen wir mit v,. Ist § der Winkel zwischen der Richtung von p und
der von I (siehe Fig. 7), so gilt offenbar allgemein

v;=|p|cosd.

Ein Vektor b von der Lange 1 heilt Einheitsvektor; seine Komponente in einer
Richtung 7 ist gleich dem Kosinus des Winkels zwischen / und p. Die Kompo-
nenten eines Vektors v in Richtung der drei Achsen eines Koordinatensystems
bezeichnen wir mit v;, vy, v;. Schiebt man den Anfangspunkt von v in den Null-
punkt, so erkennt man die Richtigkeit der Gleichung

o=Vl + 03+ 5.
Sind «, 8 und y die Richtungskosinus der Richtung von b, so gilt:
”1:|bl°‘» vn=10|8, vy=|0|p.

Durch seine Komponenten v,, v,, vy ist ein freier Vektor vollstindig bestimmt.

Eine Gleichung

b=1p

1) Unter dem Winkel, den eine orientierte Gerade mit einer anderen bildet,
kann immer der zwischen 0 und s liegende verstanden werden, da im folgenden
nur die Kosinus dieser Winkel betrachtet werden.

1%
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zwischen zwei Vektoren bedeutet also die Zusammenfassung der drei gewohnlichen
Gleichungen

vy = wy
Vg = Wy
Uy = Wy

zwischen den Komponenten.

Die Benutzung von Vektoren ist aus zwei verschiedenen Griinden vorteilhaft
und naturgemaB. Einmal, weil zahlreiche geometrische und vor allen Dingen
physikalische Begriffe wie Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung sich un-
mittelbar unabhingig von dem zugrunde gelegten Koordinatensystem als Vek-
toren darbieten; zweitens, weil fiir das Rechnen mit Vektoren sich einfache
Rechenregeln aufstellen lassen, die in Analogie zu den Rechenregeln fiir gewdhn-
liche Zahlen stehen und mit deren Hilfe man viele Uberlegungen in einfacher
und von dem zufallig gewidhlten Koordinatensystem unabhingiger Weise durch-
fithren kann.

Wir definieren zunichst die Summe zweier Vektoven a und b. Wir verschieben
zu diesem Zweck den Vektor b parallel zu sich, so daB sein Anfangspunkt in den
Endpunkt von a fallt. Dann ist durch den Anfangspunkt von a und den Endpunkt
von b ein neuer Vektor ¢ bestimmt (siehe Fig. 8), dessen Anfangspunkt mit
dem Anfangspunkt von a und dessen Endpunkt mit dem Endpunkt von b
zusammenfallt; wir bezeichnen ¢ als die Summe von a und b und schreiben:

a+b=c.
Es gilt offenbar das kommutative Gesetz
at+b=b+a

und das assoziative Gesetz
at+dB+c)=(a+b+c=a+b+c¢

wie ein Blick auf die Figuren 8 und 9 zeigt.
Aus der Definition der Vektoraddition ergibt sich sofort der ,, Projektionssatz*’,
daB die Komponente dev Summe zweier oder mehverer Vektoren in einer Rich-
tung | gleich der Summe dev
a+(b+c)=(ash)+c Komponenten der einzelnen
Vektoren in dieser Richtung
ist:

(a+Dbp=ua;+b;.
Insbesondere sind die Kom-
ponenten von a + b in Rich-
Fig. 8. Kommutatives Gesetz Fig. 9. Assoziatives Gesetz fiir tung der Koordinatenachsen
fiir die Addition von Vektoren. die Addition von Vektoren. @y + by, @y + by, ag + bs.

Fir die Bildung der
Summe zweier Vektoren gilt also die einfache Regel: Die Komponenten der
Summe sind die Summen entsprechender Komponenten der Summanden.
Jeden Punkt P mit den Koordinaten #, y und z kénnen wir kennzeichnen
durch den vom Nullpunkt nach ‘P weisenden Orisvekior, dessen Komponenten
in den Achsenrichtungen gerade die Koordinaten des Punktes P sind. In den drei
Achsenrichtungen nehmen wir drei Einheitsvektoren, e, in der #-Richtung, e, in
der y-Richtung, e, in der z-Richtung. Wenn der Vektor 9 die Komponenten v,, vy, v3
hat, so ist

b=uv¢; +v38; +vze;s.

Wir wollen 9, = v, €, Dy = vy €5, D3 = vy e3 die Vekforkomponenten von b nennen.
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Mit Hilfe des eben formulierten Projektionssatzes gewinnen wir in einfacher
Weise die Transformationsformeln, mit deren Hilfe sich die Koordinaten eines
gegebenen Punktes P in einem #’, y’, z-System aus den Koordinaten in einem
%, y, z-System bestimmen, das mit dem 27, y’, z’-System den Nullpunkt gemein-
sam hat, etwa aus diesem durch eine Drehung entstanden ist!). Die drei neuen
Achsen bilden mit den drei alten Achsen Winkel,' deren Kosinus in unmittelbar
verstindlicher Weise durch das folgende Schema angegeben werden moégen; es
soll z. B. y; den Kosinus des Winkels zwischen der #’-Achse und der z-Achse
bedeuten usw.

x|y |z
x| oy | |
y' | ozl Ba|ve
Zlog| B3| vs

Von P fallen wir auf die #, ¥, 2-Achsen die Lote mit den FuBpunkten P;, P,, Py
(siehe Fig.1). Der Vektor von O nach P ist dann gleich der Summe der Vektoren
von O nach P,, von O nach P, und von O nach P;. Die Richtungskosinus der
#’-Achse im #, y, z-System sind «y, f;, p,, die der y’-Achse oy, B, vy, die der
Z-Achse oy, B3, 3. Nach unserem Projektionssatz gilt fiir #’, die Komponente

—

des Vektors OP in Richtung der x’-Achse, daB8 dieselbe gleich der Summe der
—> — ~—
Komponenten von OP;, OP,, OP,; in Richtung der #’-Achse sein muB, also:
=+ B+
Denn es ist z. B. a; # die Komponente von # in Richtung der #’-Achse.
Macht man dieselben Uberlegungen fiir 9’ und z’, so erhilt man die Trans-
formationsformeln
W =ax+ By + 2
Y= oyx + Boy + 7y 2

7 =ougx+ Py + 52
und umgekehrt:
¥ = o, 5 + ¥ + oy 7

y =B + By + Bs 7
=¥+ vy + 7

Da die Komponenten eines gebundenen Vektors v in Richtung der Achsen

sich durch die Formeln
V= Xy — Xy

Vg =%2—MN
Vg=12 — 4
ausdriicken, in denen #;, y,;, z die Koordinaten des Anfangspunktes, x,, ¥,, z,

die Koordinaten des Endpunktes von b sind, so gelten fir die Vektorkomponenien
dieselben Transformationsformeln

’
vy =0y + By + 117
'
Vo = gty + o0y + P27
'
o ) Uy = a3y + B30, + ¥37;
wie fir die Koovdinalen.

1) Man bedenke, daB nach unserer Verabredung in Nr. 1. beide Systeme
Rechtssysteme sein sollen.
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3. Die innere Multiplikation von Vektoren.

Entsprechend den Festsetzungen iiber die Addition von Vektoren erkliren wir
das Produkt eines Vektors v mit einer Zahl c: Hat v die Komponenten v;, vy, v,,
so soll ¢p der Vektor mit den Komponenten cv;, cv,, cv; sein. Diese Definition
ist in Einklang mit der Erklirung der Vektoraddition: Es ist b 4+ =20,
b+0+0=30, usw. Ist ¢ >0, so hat cp dieselbe Richtung wie v, aber die
Lange ¢ | b |; ist ¢ < 0, so ist die Richtung von ¢ der Richtung von p entgegen-
gesetzt und die Lange von ¢b ist (— ¢) | v |. Fiir ¢ = 0 ist ¢b der Nulivekior mit
den Komponenten 0, 0, 0.

Man kann auch das Produkt zweier Vektoren u und v definieren, wobei diese
,»Multiplikation* von Vektoren dhnlichen Rechengesetzen geniigt wie die gewéhn-
liche Multiplikation. Es gibt zwei verschiedene Arten der Vektormultiplikation.
Wir fithren zunichst die einfachere und fiir uns wichtigere ,,innere Multiplikation'
der Vektoren u und v durch folgende Definition ein: Als inneres oder ,,skalaves*
Produkt uv dev Vektoven u und 9 bezeichnen wir das Produkt ihver absoluten Be-
trige und des Kosinus des Winkels § zwischen ihven Richtungen:

un=’u| |n|cosd.

Das innere Prcdukt ist also nichts als die Komponente des einen Vektors in
bezug auf die Richtung des andern multipliziert mit dem Betrage des zweiten.

Aus dem Projektionssatz folgt daher sofort das ,,distributive Gesetz

u+ov)w=uw-+ v,
wihrend das ,,kommutative Gesetz'* der Multiplikation
ub=>pu
eine unmittelbare Folge der Definition ist.

Dagegen unterscheidet sich die innere Multiplikation der Vektoren von der
gewdhnlichen Zahlenmultiplikation wesentlich dadurch, daB das Produkt Null
setn kann, ohne daf ein Faktov verschwindet. Es ist namlich stets dann und nur
dann

up =0,
wenn die beiden Vektoren U und v aufeinander senkvecht stehen.

Um zu einer Darstellung des inneren Produktes durch die Komponenten zu
gelangen, denken wir uns die Vektoren u und b beide im Nullpunkt beginnend.
Ihre Vektorkomponenten seien 1, Uy, Uz bzw. b;, Dy, s, so daB u = u; 4+ U, + U4
und b =b; + b, + by gilt. In ub = (u; + uy + ug) (v; + vy + v;) kénnen wir
rechts auf Grund der oben bewiesenen Rechengesetze ausmultiplizieren; beachten
wir dabei, daB die Produkte u;b,, u,;03, Uyb;, Uy Vs, Usb; und uzb, ver-
schwinden, weil die Faktoren aufeinander senkrecht stehen, so erhalten wir
uv = u,v; + Uy, + ugbs. Die Faktoren rechts haben nun dieselbe Richtung,
so daB definitionsgemaB u;p; = #,;v; usw. ist, wobei u,, u,, 3 bzw. vy, vy, v
die Komponenten von it bzw. v sind. Es wird also

UL = 4,0y + 1,0, + g0y,

eine Gleichung, welche man auch als Definitionsgleichung des inneren Produktes
hatte wahlen konnen, und die als Rechenregel zur Bildung des inneren Produktes
von zwei durch ihre Komponenten gegebenen Vektoren wichtig ist. Wahlt man
insbesondere fiir u und v Einheitsvektoren mit den Richtungskosinus oy, oy, o5
bzw. B, Bs, B3, so wird das innere Produkt gleich dem Kosinus des von u und v
eingeschlossenen Winkels, welcher demnach durch die Formel

cosb =, By + Bt azf;
dargestellt wird.
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Die physikalische Bedeutung des inneren Produktes wird z. B. durch die aus
den Elementen bekannte Tatsache gegeben, daB eine Kraft f, welche einen
Massenpunkt langs der gerichteten Strecke v bewegt, dabei die Arbeit fp leistet.

4, Die Gleichungen der Geraden und der Ebene.

Es sei in der #, y-Ebene eine Gerade oder im #, ¥, 2-Raume eine Ebene gegeben.
Um ihre Gleichung zu finden, errichten wir auf ihr ein Lot und definieren cine
bestimmte zur Geraden bzw. Ebene senkrechte ,,positive’ Normalenvichtung;
welche von den beiden méglichen Richtungen als positive bezeichnet wird, ist
dabei gleichgiiltig (siehe Fig. 10). Den Vektor von der Lange 1 und der positiven
Normalenrichtung nennen wir 1. ¥
Die Punkte der Geraden bzw. n
der Ebene sind dadurch defi-
niert, daB der vom Nullpunkt

nach ihnen hinfithrende Orts- /

vektor ¢ eine konstante Pro- 7l /

jektion p auf die Normalenrich- K X
tung hat, oder daBl das innere /

Produkt dieses Ortsvektors mit
dem Normalvektor n konstant
ist. Sind o, 8 bzw. o, B,y die
Richtungskosinus der positiven Normalenrichtung, d. h. die Komponenten
von 1, so ist also

v
Fig. 10. Zur Ableitung der Gleichung einer Geraden.

ox 4 By—p=0
bzw.

wr 4By +yz—p=0

die gesuchte Gleichung der Geraden bzw. der Ebene. Die Bedeutung von p ist
die folgende: Der Absolutwert | p | von p ist der Abstand der Gerade (Ebene) vom
Nullpunkt. p ist positiv, wenn die Gerade (Ebene) nicht durch den Nullpunkt
geht und 1 vom Nullpunkt auf die Gerade (Ebene) zu gevichiet ist, p ist negativ,
wenn der Nullpunkt nicht auf der Geraden (Ebene) liegt und n entgegengesetzt
gerichtet ist, es ist p = 0, wenn die Gerade (Ebene) durch den Nullpunkt geht.
Sind umgekehrt a, 8 bzw. «, B, y Richtungskosinus, so stellen diese Gleichungen
eine Gerade bzw. eine Ebene mit diesen Richtungskosinus und mit der Entfernung
| #| vom Nullpunkt dar.

Der Ausdruck ax 4 By — p bzw. ax + fy + yz — p auf der linken Seite
dieser ,,Hesseschen Noymalform'* der Geradengleichung hat auch eine geometrische
Bedeutung fiir beliebige Punkte P, die nicht mehr auf der Geraden bzw. Ebene
liegen. Aus der Tatsache, daB ax + Sy bzw. ax 4 Sy -y z die Projektion des
Ortsvektors von O nach P auf die Normalenrichtung ist, ergibt sich namlich
sofort, daB der Ausdruck ax + By — p bzw. ax + By + yz — p den senkrechien
Abstand des Punktes P von der Geraden bzw. Ebeme bedeutet, und zwar positiv
gevechnet fiy die Punkte auf der eimen — in Richtung der positiven Normalen
liegenden — Seite, negativ fiir die Punkte dev andern Seite.

Aus der Hesseschen Normalform der Gleichung erhalten wir durch Multi-
plikation mit irgendeinem nicht verschwindenden Faktor andere Darstellungen
der Geraden bzw. Ebene. Ist umgekehrt irgendeine lineare Gleichung

Ax +By4+ D=0 bzw. Ax+ By+4+Cz+4+ D=0

gegeben, so stellt sie sicherlich wieder eine Gerade bzw. Ebene dar, wenn nicht
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alle Koeffizienten 4, B bzw. 4, B, C verschwinden'). Denn dividieren wir etwa
durch } 42 4 B? | C2 und setzen

_ A _ B
Vaimpto P ymimro

_ C . D
"yarmre T jormpio

so erhalten wir eine Gleichung, welche nach dem Obigen eine Ebene mit den Rich-
tungskosinus o, §, ¥ und dem Abstand |# | vom Nullpunkt darstellt; und Ent-
sprechendes gilt fiir die Geradengleichung.

Eine gerade Linie im Raume kann man durch zwei beliebige Ebenen charak-
terisieren, welche durch die Gerade hindurchgehen. Man erhilt so analytisch
fiir eine raumliche Gerade zwei lineare Gleichungen

A%+ By + Ciz+ Dy =0,
Ayx + Byy + Cyz+ Dy, =0,

denen die Koordinaten %, y, z der Punkte der Geraden geniigen. Da durch eine
gegebene Gerade unendlich viele Ebenen hindurchgehen, so ist die obige Dar-
stellung einer raumlichen Geraden nicht eindeutig festgelegt.
Zur analytischen Darstellung einer
y Geraden ist haufig eine Parameter-
A darstellung mit Hilfe eines Para-
,Za meters ¢/ bequemer. Betrachtet man
namlich drei lineare ganze Funk-
tionen von ¢

¥ =a, + b¢,
Yy = ay + byt,
z2 = ag+ bgt,

wobei nicht alle b; gleich Null sind,

Z Z;i & so durchlauft der Punkt (¥, y, 2)

. . eine Gerade, wenn ¢ die Zahlenachse

Fig. 11. Zur Péﬂi’?ﬁtf;‘i?’sﬁﬁﬂﬁ?f_ einer Geraden durchlauft. Man erkennt dies un-

mittelbar, indem man ¢ aus je zwei

der Gleichungen eliminiert, wodurch fiir #, y, z zwei lineare Gleichungen entstehen.

Die Richtungskosinus «, f, y unserer Geraden in der Parameterdarstellung

werden proportional den Koeffizienten b,, by, b;. Denn diese Richtungskosinus

sind ja (siehe Fig. 11) proportional den Koordinatendifferenzen #; — #,, ¥; — s,
2y — zy zweier Geradenpunkte P; P, mit den Koordinaten

¥

oA

¥=ay+ bity, yy=ay+bt;, z =az-+bg
bzw.
Hg=0ay +bity, yp=ay+ byly, 2z, =ag+ byly.
Also
Py Pycos 0y = %y — %y = by (8, — 1),
PyPycos by =y, — 1 = by(ty — 4),
Py Pycos @y = 2, — 2 = bg(ty — 1) .

1) Wenn 4 = B =0 (bzw. 4 = B = C = 0) ist, so muB auch D = 0 sein,
und alle Punkte der Ebene (des Raumes) erfiillen die Gleichung.
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Es ist also

lg — 1
a = 0by, B = 0bs, Y = gbs. (WO e=-2=—).
Py Py

Da die Richtungskosinus die Quadratsumme 1 haben, folgt

b b b
P Sa— f=—2—— po=—2
(. S— R T— I B—
V6% 4 b5 4 b3 V6% + 63 + b3 Vb3 + b3 + b3

wobei die Doppeldeutigkeit der Quadratwurzel die Tatsache zum Ausdruck
bringt, daB man jeden der beiden moglichen Richtungssinne auf der Geraden
wahlen darf.

Mit Hilfe der Richtungskosinus kann man iibrigens die Parameterdarstellung
der Geraden leicht in folgende Form bringen:

¥ =%+ az,
y =9, + Bz,
= 2y +y7,

WO %, ¥, %o €in fester Punkt auf der Geraden ist; dabei ergibt sich der neue
Parameter 7 aus dem fritheren Parameter ¢ etwa durch die Gleichung

%+ at =a; 4 byt.

Wegen a2+4 24+ p2 =1list 12 = (¥ — )2 4+ (¥ — %)% + (¢ — 2)2; es ist also *
absolut genommen der Abstand zwischen (¥y, ¥,, %) und (¥, ¥, 2). Das Vor-
zeichen von 7T gibt an, ob die orientierte Gerade vom Punkte (x4, ¥, 2,) nach
(», ¥, 2) gerichtet ist oder umgekehrt; im ersten Falle ist T positiv, im zweiten
negativ.

Aus dem obenstehenden ergibt sich eine niitzliche Darstellung der Koor-
dinaten #, ¥, z eines Punktes P auf der Strecke zwischen den Punkten P,
und P; mit den Koordinaten #,, ¥, 2z, bzw. #;, ¥;, z; in der Form

x=loxg+Mx, y=kVot+hn z=ki+ ks,

wobei 4, und A, positiv sind und 44,4+ 4, =1 ist. Denn bezeichnen 7 bzw. 7y

T T
die Abstande der Punkte P bzw. P, von P,, so wird 4, =1 — p—_— und 4; = ol
1 1
Berechnet man namlich etwa o aus ¥, = #%; + «7; und setzt den so erhaltenen
X — %,
Wert o = -t % in die Gleichung # = %, + a7 ein, so folgt sofort unsere
1
Behauptung.
Durch
x =%y + aT,
¥y =1%o+ Bz,
2=2, +y7

sei eine Gerade gegeben. Wir suchen die Gleichung der Ebene durch den Punkt
%3, Yo, %9, die senkrecht auf der Geraden steht. Da ihre Normalenrichtung die Rich-
tungskosinus «, 8,  hat, so ist die Hessesche Normalform der gesuchten Gleichung

ax+py+yz—p=0,

und da #,, ¥,, 2, auf der Ebene liegt, so wird

p=ax+ By + %,

daher ist die gesuchte Gleichung der Ebene durch %, ¥,, 2, senkrecht zur Geraden
mit den Richtungskosinus «, 8, y:

alr — %) + By —yo) + v(2 — %) = 0.



10 I. Vorbemerkungen iiber analytische Geometrie und Vektorrechnung.

Entsprechend ist die Gleichung einer Geraden in der #, y-Ebene, die durch den
Punkt 7, ¥, geht und senkrecht auf der Geraden mit den Richtungskosinus «,
steht,

ax — %) + B(y — o) =0.

Spater brauchen wir eine Formel fiir den Winkel § zwischen zwei Ebenen, die

durch ihre Gleichungen

ax 4 By + yz—p =0,

x+fy+yz—p'=0
gegeben sind. Da der Winkel § zwischen den Ebenen gleich dem Winkel zwischen
den Normalvektoren ist, so ist cos § das innere Produkt dieser Vektoren:

cosd=ad + 45 +yy.
Entsprechend gilt fir den Winkel § zwischen den Gevaden

ox+By—p=0 und ox-+-fy—p' =0
cosd =ad + Bf.

der x, y-Ebene

§ 2. Dreiecksinhalt, Tetraedervolumen und &duBere
Vektormultiplikation.

1. Dreiecksinhalt.

Um den Fliacheninhalt eines Dreieckes in der #, ¥-Ebene zu berechnen,
denken wir es parallel zu sich so verschoben, daf3 eine seiner Ecken in den Null-
punkt O fillt, die beiden anderen P, und P, die Koordinaten xy, y; bzw. %,, ¥,
haben (siehe Fig 12). Die Gleichung der Geraden, welche O mit P; verbindet,

y 2 schreiben wir in der Normalform
2

—N 1 y
S ? YA+ Vo
: und erhalten somit als Abstand # des Punktes P,

von der Geraden — bis auf das Vorzeichen —
den Ausdruck

z + b= — V1% Y12 .
4 Vaidst Vsi+9

Fig. 12'3?:;:?1?: egt%:?g eines Da die Lange der Strecke OP; gleich ]/xijjf
ist, so ergibt sich, abgesehen vom Vorzeichen

fiir den doppelten Fldcheninhalt des Dryeiecks durch Multiplikation der ,,Grund-
linie’* O P, mit ihrem Abstand % von P, der Ausdruck

2F =x9; — %49,.

Dieser Ausdruck kann an sich positiv oder negativ sein; er wechselt sein
Vorzeichen, wenn man P, mit P, vertauscht. Wir behaupten nun: Der Aus-
druck F erscheint mit dem positiven bzw. mit dem mnegativen Vorzeichen, je nach-
dem ob der Umlaufssinn OP, P, mit dem Umlaufssinn des Koovdinatensystems
vbereinstimmt odev micht. Statt diese Tatsache durch eine nahere Analyse
unserer obigen Herleitung zu beweisen, — was an sich durchaus méglich ist —
ziehen wir zum Beweise folgende Betrachtung vor. Wir drehen das Dreieck O P, P,
um den Nullpunkt O, bis P, auf die positive x#-Achse zu liegen kommt. (Den Fall,
daB O, P;, P, in einer Geraden liegen, also F = § (%, 9, — #,%,) = 0 ist, kénnen
wir beiseite lassen.) Dabei hat sich F nicht geindert. Nach der Drehung hat
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P, die Koordinaten #; > 0, ¥} = 0, die Koordinaten des neuen P, seien x5 und .
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist jetzt

1

2

er hat also dasselbe Vorzeichen wie y,. Das Vorzeichen von ¥} ist aber gleich dem
Vorzeichen des Umlaufssinnes O P, P, (siehe y

Fig. 13). Damit ist die Behauptung bewiesen. z
Fir den Ausdruck x; y, — %,%,, welcher
den doppelten mit Vorzeichen versehenen 4 P

Flacheninhalt angibt, pflegt man die symbo-
lische Schreibweise

X b% AN ’
1 N P ~
FVe— ¥V = % AR
%2 Va2 0
einzufithren und die Bezeichnung ,zweireihige  gig 13. Zur Vorzeichenbestimmung
Determinante’* zu benutzen. des Dreiecksinhalts.

Ist der eine Eckpunkt des Dreiecks nicht
der Koordinatenursprung, sondern allgemein der Punkt (x,,y,), so ergibt eine
Parallelverschiebung des Koordinatensystems fiir den Flicheninhalt des Dreiecks

F:i L% Vi Vo
2 % —% Y2—%

2. AuBere Multiplikation zweier Vektoren.

Neben der inneren Multiplikation spielt noch der Begriff des auBeren
Produktes zweier Vektoren cine wichtige Rolle. Das duBere Produkt a X b der
Vektoren a und b wird folgendermaBen definiert
(siehe Fig. 14):

Wir tragen a und b von einem Punkt O aus ab.
Dann spannen a und b im Raume ein Parallelo- laxh
gramm auf. Das duBere Produkt a X b = ¢ ist ein
Vektor, dessen Lange gleich dem Inhalt dieses Paral- )4
lelogramms und dessen Richtung senkrecht zu der b
Ebene des Parallelogrammes ist, und zwar so, daB der
Schraubungssinn von a iiber b nach ¢ = a X b positiv
ist. Fiir den Fall, daB a und b in ein und dieselbe

. . a
Gerade fallen, ist a X b =0 zu setzen, weil der
Flacheninhalt des Parallelogrammes gleich Null ist. 7
Fig. 14. AuBeres Produkt zweier
Rechenregeln fiir das Vektorprodukt. Vektoren o und b.

1. Sind q und b #+ 0, so ist dann und nur dann a X b =0, wenn a und b
gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind.

Denn nur in diesem Falle hat das von a und b aufgespannte Parallelogramm
den Flacheninhalt Null.

2. Es ist
bXxa=—(axDh).

Das folgt unmittelbar aus der Erklarung der Richtung von a X b.
3. Bedeuten a und b Zahlen, so ist

aagXbb=ab(aXxDb).
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Denn das von aa und bb aufgespannte Parallelogramm besitzt den ab-fachen
Flacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms, und liegt in der-
selben Ebene wie dieses.

4. Es gelten die distributiven Gesetze

axX(b+c)=axb+axXec, B+c)Xxa=bXa+cXa.

Die zweite Formel folgt nach der Vertauschungsregel 2 sofort aus der ersten, die
wir jetzt beweisen werden.

Wir stellen eine geometrische Vorschrift zur Bildung des Vektorproduktes
a X b auf, die uns die Richtigkeit der distributiven Gesetze ohne weiteres er-
kennen laBt.

E sei die zu a senkrechte Ebene durch den Punkt O. Wir projizieren b senk-
recht auf E, dadurch entsteht ein Vektor b’ (siehe Fig.15). Esist a Xx " =a X b,
5 5 denn das von g und b’ aufgespannte Par-
allelogramm hat mit dem von a und b
aufgespannten Parallelogramm Grund-
I3 B linie und Héhe gemeinsam und die Rich-
tungen von a X b’ und a X b sind gleich,
a weil @, b, b’ in einer Ebene liegen, und
0 i weil der Drehsinn von a nach b’ der-

Fig. 15. a x b= a X ", selbe wie der von a nach b ist. a und b’
spannen ein Rechteck auf, daher ist die
Linge von a X b’ = a X b das Produkt | a | | b’ |. Man erhlt also einen Vektor b”,
der die selbe Linge wie a X b” = a X b hat, indem man b’ im Verhaltnis |a]: 1
vergroBert. a X b =a X b’ steht aber auf a und b senkrecht, so daB man
a X b=a X b’ aus b” durch eine Drehung um 90° mit der Achse a erhalt. Und
zwar muf3 der Drehungssinn von der Spitze von a aus positiv erscheinen; wir
wollen eine solche Drehung eine
positive Drehung um den Vektor a
als Achse nennen.
Man kann also a X b fol-
gendermaBen bilden: Zuerst b
senkrecht in die Ebene E pro-
jizieren, dann im Verhaltnis
/ | a|:1 vergréBern, dann positiv
90° um den Vektor a drehen.
Zum Beweis von a X (b -+ ¢)
A =a X b+ a X ¢ gehen wir so
b vor: b und ¢ sind die Seiten
8 O B,0C eines Parallelogrammes
. N " . OBDC, dessen Diagonale OD
Fig. 16. Dlst‘l;ﬂjgxgav-el_sc‘)ﬁ?riseatz>< fI1]1r+ daas>< acu.Bere Produkt. die Summe b - ¢ ist. Nun fithren
wir die drei Operationen des Pro-
jizierens, VergroBerns und Drehens statt mit den einzelnen Vektoren a,b,a -+ b
gleich mit dem ganzen Parallelogramm OBDC aus; dadurch erhalten wir ein
Parallelogramm O B; D, C,, dessen Seiten O B, OC, die Vektorena X bund a X ¢
sind, und dessen Diagonale das Produkta X (b -+ ¢) ist. Danach ist die Gleichung
axb+axXc=ax (o ¢ klar (siche Fig. 16).

5. a und b seien durch ihre Komponenten a,, a,, ag bzw. by, by, b, in den
Achsenrichtungen gegeben. Wie driicken sich die Achsenkomponenten des Vektor-
produktes a X b durch die @; und b, aus?

Wir schreiben a als Summe seiner Vektorkomponenten in den Achsenrich-
tungen. Sind e,, e,, e; die Einheitsvektoren in den Achsenrichtungen, so gilt

a=aye; + azey + aze,,
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entsprechend
b=0bye;+bzes+bze;-

Nach den Distributivregeln erhalten wir

axXb=uaje; X bje 4 aye; X bgep+aye; X bgeg+agey X byeg+ ases X bgey
+ ageg X bye; + azes X bye; + ageg X byeg + age; X byey,

dafiir kénnen wir aber nach den Rechenregeln 1 und 3 auch schreiben

aXb= a1b2e1 X eg + u1b3el X 63+612b182 X el+ a2b362 X es+ “3b1e3 X &
+ agbgez X ey

Nun folgt aber aus der Definition des Vektorproduktes sofort

e; = (ez X e3) = — (&5 X €, es = (&5 X €1) = — (&1 X e3),

e; = (€1 X eg) = —(e2 X &) .
Also ist

a X b= {(ab3 — agby) &y + (agb; — a1 b) ez + (a3 — @z by) 3.

Die Komponenten des Vektorproduktes a X b = ¢ sind also
lay a,
by by

ag ay a, ag
by by by by
In der Physik verwendet man das duBere Produkt zweier Vektoren zur Dar-

stellung des Momenles. Eine Kraft §, deren Angriffspunkt der Endpunkt des Ort-
vektors ¢ ist, hat um den Nullpunkt das Moment { X .

Cy = N Cg = Cy =

3. Das Tetraedervolumen.

‘Wir betrachten ein Tetraeder (siehe Fig. 17), dessen Ecken der Nullpunkt O und
dreiandere Punkte P, P,, Pgsind, welche bzw. die Koordinaten #,, ¥, 2,; %5, ¥s,%;
%3, Y3, 43 haben. Um das Vo-
lumen dieses Tetraeders durch 21“54
die Koordinaten seiner Eck-
punkte auszudriicken, gehen \\\
wir so vor: Von den Vektoren :
£y =OP;, und g, =0P, wird \
ein Dreieck aufgespannt, dessen \
Inhalt die halbe Lange des Vek- i
torproduktes r; X 1, ist. Dieses \
Vektorprodukt hat die Richtung \
des von P, auf das Dreieck \
OP,P, gefallten Lotes; die g
Lange h dieses Lotes (die Héhe
des Tetraeders) wird somit ge-
geben durch das innere Produkt
des Vektors g3 = O P, mit dem
Einheitsvektor in der Richtung \
von ¥, X L. (b ist gleich der x 7
Komponente von OP; in der Fig. 17. Bestimmung des Volumens eines Tetraeders
Richtung von g, X ry.) Da der + OP, P, P
Betrag von g, X r, der doppelte
Flacheninhalt F des Dreiecks O P, P, ist, und da das Tetraedervolumen V gleich

¥

3lF h ist, wird mithin
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oder, da die Komponenten von t; X I, gegeben sind durch:

Y1 4 l2y X1 Y1
Va2 %2 fzz Ao Yo Yo
wird
1 Y1 %4 4 % *1 V1 }
V="« +Z .
6{ 3 v 7z + ¥; 7, 3 X Vs

Dies gilt auch fiir den Fall, daB O, P;, P, auf einer Geraden liegen; dann wird
zwar die Richtung von g; X I, unbestimmt, so da8 man % nicht mehr als Kompo-
nente von O P, in der Richtung von §; X , auffassen kann, aber es wird F = 0,
also auch V = 0, und dies folgt auch aus dem obenstehenden Ausdruck fiir V,
da in diesem Falle samtliche Komponenten von t; X g, verschwinden.

Auch hier wird das Tetraedervolumen wie vorher der Dreiecksinhalt mit
einem bestimmten Vorzeichen geliefert, und es zeigt sich, daB das Vorzeichen
positiv ist, wenn die durch ihre Reihenfolge bestimmte Orientierung der drei
Achsen OP;, OP,, OP; mit der Orientierung des Koordinatensystemes iiber-
einstimmt, im entgegengesetzten Falle negativ. Denn im ersten Falle liegt der
Winkel § zwischen I; X ¥, und r; im Intervall 0 S0 < -721, im zweiten Falle

. T . . C s
im Intervall > < 6 < =, wie unmittelbar aus der Definition von ¥; X g, folgt,

und V ist gleich |5 X ¥a|+ | 25| cosd.
Den in unseren Formeln auftretenden Ausdruck

2y 104 +y, % + 2 %1 N
Y2 % %y g X2 Ve
kiirzen wir durch das Symbol
¥ N A
X2 Yo 2
X3 Y3 43
ab und nennen ihn eine dreireihige Determinante. Es ist also, ausfiihrlich geschrieben,
¥ Y1 4
Xy Vg Zp| = X3Y1Zy— X3Vl F XYy d — X1 Y3y F X1V %3 — #3Y1 %5
¥3 Y3 23

Genau wie im Falle des Dreiecks ergibt sich fiir das Volumen eines Tetraeders,
dessen eine Ecke nicht durch den Koordinatenursprung, sondern durch den
Punkt (%, ¥, 2,) gegeben ist, der Ausdruck

Xy — X V1— Yo %1%
Xg— % Ya— Vo Z2— %
¥3— Xy V3— Yo 43— %

1

V=4
6

§ 3. Die einfachsten Tatsachen iiber zwei- und
dreireihige Determinanten.

1. Bildungsgesetze und Haupteigenschaften.

Die bei der Berechnung von Dreiecksinhalt und Tetraedervolumen auftretenden
zwei- und dreireihigen Determinanten spielen samt ihren Verallgemeinerungen,
den mehrreihigen Deteyminanten, in allen Zweigen der Mathematik fir die iiber-
sichtliche Darstellung formaler Rechnungen eine wichtige Rolle. Wir wollen
die Eigenschaften der Determinanten an den zwei- und dreireihigen Deter-
minanten — die wir im wesentlichen allein brauchen werden — entwickeln. Dabei
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sei bemerkt, daB alle unsere Hauptsitze bei entsprechender Formulierung auch
fiir beliebige Determinanten gelten; jedoch muB hinsichtlich deren Theorie auf
die Lehrbiicher der Algebra und Determinanten verwiesen werden?).

Die Determinanten

b la b ¢
¢ d‘bzw. d e f
g h k

sind nach ihrer Definition in bestimmter Weise aus ihren ,,Elementen’* a, b, ¢, d
bzw. a, b, ¢, d, ¢, f, g, h, k gebildete Ausdriicke. Man nennt die Horizontal-
reihen (in unserem Beipsiel etwa d, ¢, f) die,.Zeilen und die Vertikalreihen
(etwa ¢, f, k) die ,,Spalten’‘ der Determinante.

Uber die Bildung der zweireihigen Determinanten = ad — bc ist kein

b
d
Wort zu verlieren; fiir die dreireihigen Determinanten sei die ,, Regel von Sarrus‘
angegeben, welche die Symmetrie der Bildungsweise gut erkennen 14Bt:

a b AL ',,b
d\\ ..\\ \\

e ‘_f d e
'h>\k\\g \h )
SN N
(=) (+)

Man schreibe die beiden ersten Spalten hinter die dritte: nun bilde man die
Produkte von je drei Zahlen in einer unter 45° zur Horizontalen geneigten Ge-
raden, multipliziere die Produkte, die zu einer von links oben nach rechts
unten verlaufenden Geraden gehéren, mit 4 1, die anderen mit — 1 und addiere
sie. Man erhilt auf diese Weise fiir die Determinante:

“a b ¢ E4b ah
def=ae+fg+ﬂ

¢k k —ceg—afh—bdk.

Wir beweisen jetzt einige Sdtze iiber Determinanten:

1. Werden Zeilen und Spalten einev Determinante vevtauschi, so dndert sich
thy Wert nicht. D. h. es ist:

|a b’_]a c

c daf |b 4|’
a b ¢ a d g
d e fl=1|b e h
g h Rk c f R

Das folgt unmittelbar aus den obenstehenden Ausdriicken fiir die Determi-
nanten.

2. Vertauscht man zwei Zeilen oder zwei Spalten einer Deteyminante miteinander,
so dndert sie thy Vorzeichen, d. h. sie multipliziert sich mit — 1.

Dies braucht nach 1. nur fiir die Spalten bewiesen zu werden und 148t sich
an Hand der oben angegebenen Bildungsgesetze der .Determinanten unmittelbar
bestatigen.

1) Vgl. etwa G. KowaLewsK1: Einfithrung in die Determinantentheorie, Leipzig.
1909 oder ScHoEnFLies-Denn: Einfithrung in die analytische Geometrie, 2. Auf-
lage, Berlin 1931.
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3. In § 2 hatten wir die dreireihigen Determinanten durch die Gleichung

F10 A 1 4 4 % ¥ N
X3 Y2 32\=”’3 +ysl + 23

l Ya 23 122 #g [ %s Y2
¥3 Y3 23

eingefithrt. Wir schreiben sie nach 2. in der Form
1 Y1 4
y e l%, 2 ¥ %

Fa Y2 A= ZV; 23 _ya‘”z 23 T vy Yyl
Y3 V3 %3 ‘

dann sind in den Determinanten rechts die Elemente genau so wie links angeordnet.
Vertauscht man links die beiden letzten Zeilen miteinander und schreibt dann
dieselbe Gleichung auf, so folgt mit Riicksicht auf 2:

%, Y, 2 ,
1 N1 4 ]
11 4 1 4 ¥ Vi
Xy Yg Lo | =—Xy: + v, 2y [
[¥s 43 ¥3 23 %3 Y3
X3 Y3 2
und in ganz dhnlicher Weise
% Y, Z
1 1 4
Yo 22 Xy 2 X2 Yo
Xy Yo Zg| =% P Y, + 2 ¥ .
Y3 % ¥3 %3 3 Vs
¥3 Y3 %3

Wir nennen diese drei Gleichungen die Entwicklungen nach den Elementen der
dritten, der zweiten und der ersten Zeile. Durch Vertauschen der Spalten mit
den Zeilen, wodurch nach 1. der Wert der Determinante nicht geandert wird,
erhalt man die Entwicklungen nach den Spalten

% Y, 2
1 N 4
z z z
PP % Va 2 — %y Y1 1 + 7y Y1 1
z z
Y3 23 Y3 3 Y2 2
X3 Y3 %3
x z
LA Yy 2y ry %5 1 4
%2 Yy Z ==y - ity =Y
3 3 3 3 2 2
z
X3 Y3 %3
% Y Z
1 1 1 |
x x x
%y Yy 23| = z 2 Ve — 2 1 N + 2 1 N
¥3 Y3 ¥z Y3 %2 Y2
Y3 Y3 %3

Eine unmittelbare Folge ist der Satz:

4. Anstatt eine Deteyminante mit einev Zahl 9 zu multiplizieven, kann man
alle Elemente einer Zeile odey einey Spalte mit 9 multiplizieren.
Aus 2. und 4. folgern wir:

5. Sind die Elemente zweier Zetlen oder zweier Spalten einer Deteyminante pro-
portional, d. h. ist jedes Element der einen Zeile oder Spalte das Produkt desselben
Faktors p mit dem entsprechenden Element der anderen Spalte oder Zeile, so
ist die Determinante gleich Null. Denn wir kénnen nach 4. den Faktor g vor die
Determinante schreiben; vertauschen wir dann die elementweise gleichen Reihen,
so dndert die Determinante ihren Wert nicht, aber nach 2. ihr Vorzeichen. Das
ist nur moglich, wenn sie gleich Null ist.

Demnach ist z. B. eine Determinante, bei der in einer Spalte oder Zeile lauter
Nullen stehen, gleich Null, was auch unmittelbar aus der Definition der Deter-
minante folgt.
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6. Die Summe zweier Deteyminanten devselben Reihenzahl, welche sich nuy in den
Elementen einer Reihe (Zeile oder Spalte) unterscheiden, ist gleich dev Determinante,
die mit ihnen tn den beiden Deteyminanten gemeinsamen Zeilen odev Spalten iiber-
einstimmt, und in deven vwbrigbleibender Reihe die Summen entsprechender Elemente
der beiden Detevminanten stehen. Z. B.:

a b ¢ a m c a b+4m ¢
d e f|+|d n fi=|d e4+n f
g h k| Jg p R g h+p R
Entwickelt man namlich nach den Elementen der fraglichen Reihen, die

in unserem Falle aus den Elementen b, ¢, b bzw. m, %, p bestehen, und addiert,
so erhalt man den Ausdruck

1d f a ¢ a ¢
—b— —h— ,
(b—m) | et R
der offenbar nichts anderes ist als die Entwicklung der Determinante
a b+m ¢
d e+mn
g htp k|

nach der Reihe b 4 m, ¢ 4 n, & 4+ p. Damit ist die Behauptung bewiesen.
Fiir zweireihige Determinanten gilt eine #hnliche Uberlegung.

7. Man kann die mit einem Faktor multiplizievten Elemente etner Reihe (Spalte
oder Zeile) elementweise zu denen einev parvallelen Reihe addieven, ohne den Wert
dev Deteyminante zu dndevn.

Nach 6. ist die neu entstandene Determinante die Summe der urspriinglichen
Determinante und einer Determinante, bei der zwei parallele Reihen proportional
sind. Diese zweite Determinante ist aber nach 5. gleich Null?).

Die folgenden Beispiele erliutern die Anwendung dieser Sitze zur Berech-
nung von Determinanten. Es ist

1(1 0 0
0 ¢ 0|=ack,
10 0 k%

1) Ausgehend von unseren Entwicklungen nach Zeilen oder Spalten kann
man iibrigens auch vierreihige und héhere Determinanten definieren. Zu einem

Schema von 16 GréBen
a by ¢ 4

ay by ¢y d
as by c3 dg
ay by ¢4 dy

definieren wir z. B. durch den Ausdruck

by ¢y dy ag Gy dy ay by dy ay by ¢,
@by g dg|—by|ay ¢ dy|+c|ay by dy|—dyjag by ¢
by ¢y dy ay 6y dy ag by d ag by ¢y

eine vierreihige Determinante und kénnen nun ebenso nacheinander fiinfreihige,
sechsreihige und allgemein durch Rekursion #-reihige Determinanten einfiihren.
Es erweist sich, daB diese alle wesentlichen Eigenschaften mit den Determinanten
aus zwei oder drei Reihen gemeinsam haben. Die ,,Regel von Sarrus* gilt
allerdings fiir die Entwicklung mehr als dreireihiger Determinanten nicht mehr.
Eine Durchfithrung der Betrachtungen wiirde aus dem hier gegebenen Rahmen
hinausfiihren.

Courant, Differentialrechnung. II. Bd. 2. Aufl. 2
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wie man z. B. aus der Sarrusschen Regel entnehmen kann. Eine Determinante,
bei der nur die in der ,,Haupidiagonale'* stehenden Elemente von Null verschieden
sind, ist gleich dem Produkt dieser Elemente.

Berechnung einer Determinante:

1 1—1 2 00
1 -1 1= 1 — 1 1| (zweite Zeile zur ersten addiert),
—1 1 1 -1 11
2 0 0 —11
1 —1 1/ =2. (Entwicklung nach der ersten Zeile).
11
— 1 11
Mithin ist:
ithin is 1 1 —1
1—1 li=—4
-1 1 1
Ein weiteres Beispiel:
1 » #2 1 x %2 1 x x2 ‘
1 y 92|=|0 y—x 9?—2% =10 y—x y2—2%|.
1 z 22 1 z 22 0 z2—x z“—xz‘

Entwickelt man nun nach der ersten Spalte, so erhilt man:
1 x 22
0 y—=zx y2— a3 =
10 z—x 22— 22

y—x Y2 — 32
z2—x 22— a2

1 y+xl
1 z+x!

=@—2 (-2
=y —x(—x(—19).

2. Anwendung auf lineare Gleichungen.

Von fundamentaler Bedeutung sind die Determinanten fiir die Theorie der
linearen Gleichungen. Um die beiden Gleichungen
ax+by=4,
cx +dy= B,
nach » und y aufzulésen, multiplizieren wir einmal die erste mit ¢, die zweite

mit a, ein anderes Mal die erste mit d, die zweite mit b und subtrahieren dann
die zweite von der ersten. Dann ergibt sich

(bc —ad)y =Ac— Ba

d
u (ad —bo)x = Ad— Bb,
oder a b| |4 b a b la 4
¥ = , Y = .
¢ d B ad c d ¢ B
Setzen wir voraus, da3 die Determinante
a b
c d

von Null verschieden ist, so folgen aus diesen Gleichungen sofort die Auflésungs-
formeln

A b a A
sa 105
“la b|’ " la b}’

c a c d
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deren Richtigkeit man durch Einsetzen bestitigen kann. Ist jedoch die Deter-
|

. | a .. .
minante ic = 0, so wiirde aus den Gleichungen

d
a b|_ |4 b a b] fa 4}
le /=B al” Y 4| B
. . . 4 b a A} |
ein Widerspruch folgen, sobald von den Determinanten B 4 und B ‘ eine
B a A

1

c Bl = 0, so sagen unsere

von Null verschieden ist. Ist aber auch 1 B dl=

Formeln nichts iiber die Losungen aus.

Wir halten also die fiir uns besonders wichtige Tatsache fest: Ein Gleichungs-
system der obigen Gestall, dessen Determinante von Null verschieden ist, lift sich
immey in eindeutiger Weise auflosen.

Ist unser Gleichungssystem homogen, d. h. ist 4 = B = 0, so ergibt sich

aus unseren Ausfithrungen wegen +0 sofort x =0, y =0.

b

d

Fiir drei Gleichungen mit drei Unbekannten
ax +by+cz=A
dx +ey+ fz=RB
gx+hy+kz=2C

fithrt eine dhnliche Betrachtung zu einem &hnlichen Ergebnis. Wir multiplizieren

b
die erste Gleichung mit ¢ , die zweite mit — ¢ , die dritte mit ¢
J hok hok| e f
und addieren sie:
e f | b ¢ b ¢
Aelh al=eh al+ell 71}
le f | b ¢ b ¢!
| — |
+y{bih BTk PR /,}
7 b ¢ b ¢l _ ,le f b ¢ b ¢
+Z{ch k“_f‘h P e A e A LA T i P

Diese Gleichung kann aber nach den Ausfiihrungen iiber die Entwicklung einer
Determinante nach den Elementen einer Spalte in der Form

a b ¢! |6 b ¢ ‘c b ¢ |A b ¢
x¥|d e /’-l—ye e fi+z|f e fi=|B e f
g h k[ h h R B h R C Lk k

geschrieben werden. Nach 5. verschwinden die Koeffizienten von y und z, also ist
a b ¢ A b ¢
z|d ¢ f|=|B e |}
g h k C h k

In entsprechender Weise kénnen wir die Gleichungen

a b ¢ la A ¢
yid ¢ f|l=|d B f
g b R lg C &
a b ¢ a b A
zld e fi=|d e B
g h k g h C

2%
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aufstellen. Ist die Determinante
a b
d e
g h
nicht gleich Null, so erhalten wir aus den letzten drei Gleichungen die Werte
der Unbekannten. Sobald diese Determinante nicht Null ist, lassen sich unsere
Gleichungen in eindeutiger Weise nach #, y, ¢ auflésen. Ist die Determinante
Null, so folgt, daB auch die rechten Seiten der obigen Gleichungen Null sein
miissen, daB also die Gleichungen nicht auflésbar sein kénnen, auBer wenn die
rechten Seiten A4, B, C den speziellen Bedingungen geniigen, die durch das Ver-
schwinden jener rechts stehenden Determinanten ausgedriickt werden.
Ist insbesondere unser Gleichungssystem homogen, also 4 = B=C =0
und ist seine Determinante von Null verschieden, so folgt wieder ¥ =y = 2 = 0.
AuBer den oben behandelten Fillen, in denen die Zahl der Gleichungen gleich
der Zahl der Unbekannten ist, spielen im folgenden gelegentlich Systeme von zwei
(homogenen) Gleichungen fiir drei Unbekannte eine Rolle, also etwa ein System

ax+by+cz=0,
dx+ey+fz=0.

c
f
k

Sind die drei Determinanten
b ¢ c al

D, =
e f Fd l 8
nicht alle gleich Null, also etwa D, % 0, so lassen sich unsere Gleichungen zu-
niachst nach # und ¥ auflésen; das liefert

a b

Dy = d e

, Dy—

2z Dy 2D,
"= D, ~ Dy
oder
x:y:2=D;:Dy: Dy.
Geometrisch bedeutet dies: Gegeben sind zwei Vektoren #t und b mit den
Komponenten @, b, ¢ bzw. d, ¢, f. Gesucht ist ein Vektor ¢, der auf u und b senk-
recht steht, das heiB3t, der den Gleichungen geniigt

ur=0, pg=0.
L besitzt also die Richtung von u X v.

§ 4. Die affinen Abbildungen und der
Determinantenmultiplikationssatz.

Der letzte Gegenstand dieser Vorbemerkungen soll die Untersuchung der ein-
fachsten Tatsachen iiber sogenannte affine Abbildungen sein, wobei sich ein
wichtiger Satz iiber Determinanten ergeben wird.

1. Affine Abbildung der Ebene und des Raumes.

Unter einer Abbildung oder Transformation eines Teiles des Raumes (oder der
Ebene) verstehen wir ein Gesetz, nach dem jedem Punkt ein anderer Raumpunkt
(oder Punkt der Ebene) als ,,Bildpunkt'‘ zugewiesen ist; den Punkt selbst nennen
wir den Originalpunkt. Die Veranschaulichung des Begriffs der Abbildung wird
durch die Vorstellung vermittelt, daB das betreffende Stiick des Raumes oder
der Ebene von irgendeiner deformierbaren Substanz erfiillt ist und daB unsere
Abbildung eine Deformation darstellt, bei der jeder Punkt der Substanz aus seiner
Anfangslage in eine gewisse Endlage iibergeht.
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Bei Benutzung eines rechtwinkligen Koordinatensystems wollen wir die
Koordinaten des Originalpunktes mit x, y, z, die des zugehérigen Bildpunktes
mit #’, 9/, 2/ bezeichnen.

Die einfachsten und am leichtesten iibersehbaren, fiir den allgemeinen Fall
grundlegenden Abbildungen sind die sogenannten affinen Abbildungen. Eine
affine Abbildung ist dadurch erklirt, daB sich die Koordinaten #’, 3/, 2 (bzw.
in der Ebene #’, y) des Bildpunktes ganz linear aus denen des Originalpunktes
berechnen. Sie ist also durch drei Gleichungen

' =ax +by+tcz+m

y'=dx+ey +fz +n

Zd=gx+hy+hetp
bzw. zwei Gleichungen

' =ax +by+m

y'=cx+dy+n

mit konstanten Koeffizienten a, b, ... gegeben. Jedem Punkt des Raumes bzw. der
Ebene wird somit ein Bildpunkt zugeordnet. Es erhebt sich sofort die Frage, ob
man das Verhiltnis von Bild und Original umkehren kann, d.h. ob jedem
Punkt des Raumes bzw. der Ebene riickwirts ein Punkt als Original zugeordnet
ist. Dazu ist natiirlich notwendig und hinreichend, daB die Gleichungen

ax +by+cz=x" —m
dx +ey+fz=9 —n bzw
gx+hy +ho= 2 —p

ax +by=x"—m
cx +dy=19"—mn

bei beliebigen rechten Seiten nach den Unbekannten #, y, z bzw. #, y aufgeldst
werden kénnen. Nach §3 ist daher eine affine Abbildung umkehrbar und
zwar eindeutig umkehrbarl), wenn ihre Determinante

a b ¢ 2 b
A=|d e }[ bzw. 4 = . d‘
g b k|

von Null verschieden ist. Wir betrachten nur solche affine Abbildungen und wollen
nicht darauf eingehen, was eintritt, wenn A4 = 0 ist.

Die allgemeine affine Abbildung kénnen wir dadurch, daB wir einen Zwischen-
punkt #”/, ¥/, 2’/ einfiihren, in die Abbildungen

2" =ax + by +cz
v’/ =dx +ey + fz bzw.
' =gx +hy+kz

V' =ax +by
Yy =cx+dy
und

2 =zx"4+m

Vv =9"+n bzw.

zl:Z,, +P

¥=x"4+m
y =y"+mn

zerlegen; x, y, z wird erst auf x”, ¥/, 2, dann »”, y”/, 2’ auf »’, y’, 2’ abgebildet.
Da die zweite Abbildung nichts weiter als eine Parallelverschiebung des Raumes
bzw. der Ebene in sich bedeutet und daher leicht zu iibersehen ist, so geniigt
es, allein die erste zu untersuchen. Wir beschrinken uns also auf affine Abbil-

1) d. h. jeder Bildpunkt hat einen, aber auch nur einen Originalpunkt.
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dungen der Gestalt

x# =ax +by4cz
V' =dx +ey+4fz bzw.
Z=gx +hy+kz
mit nicht verschwindender Determinante.
Die Ergebnisse des § 3 iiber lineare Gleichungen erlauben uns, die umgekehrte
oder inverse Abbildung durch die Formeln
¥ =a’x’+b’y’—|—c’z’
y=d'x" 4+ ey 42 bzw.
z=g/x/+h/y/+klzl
auszudriicken, in denen a’, b’, . . . gewisse aus den GroéBen a, b, . . . gebildete Aus-
driicke sind. Wegen der eindeutigen Auflésbarkeit folgen aus diesen Glei-
chungen umgekehrt auch die vorangehenden. Insbesondere folgt daher aus
#x=9=2=0 auch ' =9y'=2"=0.
Die geometrischen Eigenschaften der affinen Abbildung sind durch die
folgenden Sitze gekennzeichnet:
1. Das Bild einer Ebene bzw. einer Geraden (in der Ebene) ist eine Ebene bzw.

eine Gerade.
Denn wir kénnen nach § 1 die Ebenen- bzw. Geradengleichungen in der Form

Ax +By+4+Cz4+ D=0,
Ax+By+ D=0

schreiben. 4, B, C bzw. 4, B sind nicht alle gleich Null. Die Koordinaten der
Bildpunkte der Ebene bzw. der Geraden geniigen der Gleichung

A(@x" +b'y +c’2)Y+Bdx+e'y + )+ CE* +Wy +-2)+D=0,

bzw.

' =ax +by
y'=cv +dy

¥ =alxl+b/y/
y=0/x/ + dly/

bzw.

A(a/xl+b/yl)+B(c/xl+d/yl) _{_D:O-
Die Bildpunkte fiillen daher selbst eine Ebene bzw. eine Gerade aus, denn die
Koeffizienten
A'=adA4+d'B+g'C
B’ ' =bA+4e¢B+hC Dbzw.
C=cA4+fB+kC
der Koordinaten #’, ', 2’ bzw. 2%, ¥’ sind nicht alle drei bzw. zwei gleich Null;
sonst wiirden die Gleichungen
a4 +d'B+4g'C=0
A4+ eB+rC=0 bzw.
A4+ VB4 RC=0
gelten, die wir als Gleichungen mit den Unbekannten 4, B, C bzw. 4, B auffassen.
Oben hatten wir aber gezeigt, daB aus diesen Gleichungen 4 = B = C = (0 bzw.

2. Das Bild einer Gevaden im Raume ist eine Gerade.

Dies folgt sofort daraus, daB eine Gerade als Schnittgebilde zweier Ebenen
aufgefaBt werden kann; auch ihr Bild ist daher nach 1. das Schnittgebilde zweier
Ebenen, also eine Gerade.

3. Die Bilder zweier pavalleler Ebenen des Rawmes bzw. zweier paralleler Ge-
vaden der Ebene sind parallel.

Denn wenn die Bilder Schnittpunkte hatten, so miiBten sich die Originale
in den Originalpunkten dieser Schnittpunkte schneiden.

A’=a’4 + B
B ' =b'4A+d'B

a’A+c’B=0
b’A+d'B=0
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4. Die Bilder zweier paralleler Geraden des Raumes sind zwei parallele Gevaden.
Denn da die beiden Geraden in einer Ebene liegen und sich nicht schneiden,
so gilt nach 1. und 2. dasselbe fiir die Bilder; die Bilder sind daher parallel.
Das Bild eines Vektors p wird naturgemiB ein Vektor 9’, der vom Bildpunkt
des Anfangspunktes von 9 nach dem Bild des Endpunktes von 9 weist. Da die
Vektorkomponenten die Differenzen entsprechender Koordinaten von Anfangs-
und Endpunkt sind, so transformieren sie sich bei der allgemeinsten affinen Ab-
bildung nach dem Schema
vi =av, + by, + cug
vh =dv, + evy, + fog
vh = gvy +hvy + kv,

2. Die Zusammensetzung affiner Abbildungen und die Reduktion
der allgemeinen affinen Abbildung.

Wenn wir den Bildpunkt #’, 9/, 2’ eines Punktes ¥, ¥, 2 bei der Abbildung

¥ =ax+by+cz

y'=dx+ey + fz

Z=gx+hy+kz
durch eine zweite affine Abbildung

2 =ax + by + ¢ 7

Y =dy¥" 4 ey + f,7

=g x" + hy + k&
auf einen Punkt x”/, y”/, 2’/ abbilden, so entsteht dadurch, wie man sofort sieht,
wieder eine affine Abbildung, und zwar

¥ =ayx +byy + cy2
Yy = dzx +ey + ]‘22
2 =gox + hyy + kyz

7 ’

mit den Koeffizienten

ay=a,a+bd+cg, by=ab+bet+ch, cy=ac+bf+ck,
dy=dya+ed+fg, e=0adbteet+fh, fo=dct+ef+hHE,
go=810 +hdt kg, hy=gb+het bk, ky=gic+nf+kk.

Wir bezeichnen sie als aus den beiden ersten zusammengesetzt. Sind die Deter-
minanten der beiden ersten Abbildungen von Null verschieden, so sind sie um-
kehrbar; also ist auch die zusammengesetzte Abbildung umkehrbar. Die Koeffi-
zienten der zusammengesetzten Abbildung entstehen aus denen der zusammen-
setzenden Abbildungen dadurch, da man entsprechende Elemente einer Spalte
der ersten Abbildung und einer Zeile der zweiten miteinander multipliziert, die
entstandenen drei Produkte addiert und dieses Kompositum oder Produkt der
Spalte mit der Zeile zu dem Koeffizienten macht, der in der Spalte mit der-
selben Nummer wie die komponierende Spalte und in der Zeile mit derselben
Nummer wie die komponierende Zeile steht.
Ganz dhnlich ergibt die Zusammensetzung der Abbildungen

' =ax +by %" =a, %" + by’

Yy =cx+dy und ¥ =z +dyy
die neue Abbildung

" = (aya +byc)x + (b +b,d) y

Yy = (c;a + d,c) ¥ + (¢;b+dd)v.
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Unter einer primitiven Abbildung verstehen wir eine solche, bei der von den
drei bzw. zwei Koordinaten des Bildpunktes zwei bzw. eine mit den Koordinaten
des Originalpunktes tibereinstimmen. Wir kénnen uns eine primitive Abbildung
anschaulich als eine solche vorstellen, bei welcher die Ebene bzw. der Raum nur
langs einer Richtung eine (allerdings von Ort zu Ort verdnderliche) Dehnung
erleidet, bei der also alle Punkte lediglich lings einer Schar paralleler Geraden
bewegt werden. Analytisch stellt sich eine primitive affine Abbildung, bei welcher
die Bewegung parallel zur x-Achse vor sich geht, durch Formeln der Gestalt

¥ =ax +by+cz

' B ¥ =ax+by
= 0
V=2 oy
=z
dar.
Die allgemeine affine Abbildung in dev Ebene
¥ =ax +by
Y =cx+dy

mit nicht verschwindender Deteyminante kann man durch Zusammensetzung von
primitiven Abbildungen erhalten.

Beim Beweis koénnen wir @ # 0 voraussetzenl). Wir fijhren einen Zwischen-
punkt & % durch die primitive Abbildung

§=ax+by, n=y

ein, deren Determinante @ von Null verschieden ist. Aus &, 5 ergibt sich #/, 3’
durch die zweite primitive Abbildung

ad —bc
a n

c
¥=£, y = z &+

mit der Determinante
ad —bc _ 1

a b
¢ d|’

Damit ist die gewiinschte Zerlegung geleistet.
In ganz ahnlicher Weise kann man im Raume die affine Abbildung

¥ =ax+by+cz
y'=dx+ey+fz
Z=gx-+hy+kz
mit nicht vevschwindender Deteyminante in primitive Abbildungen zeviegen.
Von den drei Determinanten
a b
d e

a a

a ¢ b ¢
a f e f
mufBl wenigstens eine von Null verschieden sein, sonst wire, wie die Entwicklung
nach den Elementen der letzten Zeile zeigt,

’ >

a b ¢
d e f|=0.
g h k

1) Im Falle a =0 ist namlich 4 # 0 und man kann dann durch Vertauschung
von # und ¥ auf den Fall g + 0 zuriickkommen. Eine solche Vertauschung,
dargestellt durch die Transformation X =y, Y = # wird ihrerseits z. B. durch
die drei aufeinanderfolgenden primitiven Transformationen

§1=x—y. &=6& . X=—8&+n=y

m=y ’ ny=§& +mn =7 Y= 1 =%
bewirkt.
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Wir konnen dann #hnlich wie im obigen Falle ohne Einschriankung der All-
a b
gemeinheit annehmen, daB8 erstens ’ d e. 4 0 und zweitens a &= 0 ist. Den

ersten Zwischenpunkt (&, %, {) filhren wir durch

E=ax-+by+cz
n= y
C: z

ein. Die Determinante dieser primitiven Abbildung ist @3 0. Bei der zweiten
Abbildung in &, %/, {’ wollen wir & = &, {’ = { setzen, aber auch schon erreichen,
daB 5’ = 4’ ist. Dann bleibt uns nur noch eine primitive Abbildung {ibrig. Fiihren
wir in 9 = 9’ =dx + ey + fz anstatt x, y, z die GroBen & n, { ein, so er-
halten wir die zweite primitive Abbildung in der Form:

§=
, 4 1]a b] lla ¢
77—;54“7 d A’?"'; d fC
&=
. : . . ., lja b . . )
Die Determinante dieser Abbildung ist Fla e £ 0. Die dritte Abbildung
ergibt sich dann zwangslaufig:
x’=§'
ylznl
a b ¢
‘d el 'ia d e f
, g Bl le i, g kR,
£= ab5+ab’7+‘ab5'
d e d e ld e

3. Die geometrische Bedeutung der Tranformationsdeterminante
und der Multiplikationssatz.

Die Uberlegungen des vorigen Abschnittes filhren zu der geometrischen Be-
deutung der Determinante einer affinen Abbildung und liefern uns gleichzeitig
einen algebraischen Satz iiber die Multiplikation von Determinanten.

Wir betrachten in der Ebene ein Dreieck mit den Ecken (0, 0); (#;, ¥1); (%3, ¥s),
dessen Inhalt nach § 2 durch die Formel

1

2

X, ¥y
Y1 Ya

gegeben ist; wir untersuchen, in welcher Beziehung der Flicheninhalt F’ eines
Dreieckes, das aus dem gegebenen durch eine primitive affine Abbildung

¥ =ax+ by
Y=y
hervorgeht, zu F steht. Die Ecken des Bilddreiecks haben die Koordinaten:
0,0; ax; + byy, ¥1; axy + by, ¥, und daher ist
=liax1+byl ax, + by, )
2| Y1 Ve

o L%
2yl v
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Diese Determinante kann aber nach den Sitzen des § 3 folgendermaBen um-
geformt werden:

F'=i ax +by, ax+by,| 1 lax azx,| _a|n %q |
2 y1 V2 2| v ¥ 2|y J’zl
F' =a.F.
Hitten wir die primitive Abbildung
¥ =x
y =cx+dy
genommen, so hitte sich in der gleichen Weise
F' =d.F

ergeben. Es zeigt sich also, daB bei einer affinen primitiven Abbildung der Inhalt
eines Dreiecks sich mit einer von dem Dreieck unabhingigen Konstanten multipli-
ziert!). Da die allgemeine affine Abbildung aus primitiven zusammengesetzt werden
kann, so gilt das fiir jede beliebige affine Abbildung. Be: einer affinen Transfor-
mation steht der Flicheninhalt eines Bilddreiecks zu dem Flicheninhalt des Original-
drvetecks in eimnem konstanten, von devr Wahl dev Dreiecke unabhingigen, lediglich
durch die Koeffizienten dev Transformation bestimmien Vervhilinis. Um den Wert
dieses konstanten Verhiltnisses zu ermitteln, betrachten wir insbesondere das

1
Dreieck mit den Ecken (0, 0), (1, 0) und (0, 1), also dem Inhalt F = 5 Da das
mittels der Abbildung

¥ =ax+by
y'=cx+4dy
erhaltene Bild dieses Dreiecks die Ecken (0, 0); {a, ¢); (b, d) den Inhalt
la b l _|a b }
2 ‘ c

hat, so erkennen wir: Das konstante Flachenverhaltms F’: F bet der affinen Ab-
bildung ist gleich dev Transformationsdeterminante.

In genau derselben Weise kénnen wir im Falle der raumlichen Transformation
vorgehen. Betrachten wir im Raum das Tetraeder mit den Ecken (0,0, 0);
(%1 Y1 21)3 (%2 Y30 2); (#3, Y3 25), und bilden wir es durch die primitive Ab-
bildung

ab, so ergibt sich fiir das Volumen V’ des Bildtetraeders, mit den Ecken (0, 0, 0);
(a2, + by, +c2, y1, 21); (A% -+ bys 42y, ¥a, 2); (@23 + byy + 23, ¥, 25)
]axl—{—byl—{-czl axy,+by,+czy axg+bys+ ¢z

V= : gl Y2 Ys
‘ 31 32 2y

X, Xy X,

al® %2 %

= s Vi Vs Vs

3 % %

1) Fiir Dreiecke, von denen keine Ecke mit dem Koordinatenursprung zu-
sammenfallt, ergibt sich diese Tatsache genau so auf Grund der allgemeinen
auf Seite 11 angegebenen Formel fiir den Flicheninhalt.
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Es ist also
Vi=aV,

wenn V das Volumen des Originaltetraedersist. Ahnlich ergibtsich fiir das Volumen
V’ bei der primitiven Abbildung

¥ =ux
y=dx+ey—+fz
2=z
Vi=¢eV,
und bei der primitiven Abbildung
2=z
=y
y=gxt+hy+kez
V' =FkV.

Hieraus folgt, daB auch bei einer beliebigen affinen Transformation das Volumen
eines Tetraeders sich mit einer Konstanten multipliziert!). Um fir die Abbildung
¥ =ax+by+tcz
Y =dx4ey+fz
?=gx+hy+kz
diese Konstante zu finden, betrachten wir das Tetraeder mit den Ecken (0, 0, 0);
(1,0, 0); (0,1,0); (0, 0, 1), dessen Bildtetraeder die Ecken (0, 0, 0); (a, d, g); (b, ¢, k) ;

(¢, /. ) hat. Fiir die Volumina ¥V’ und V von Bild und Original gilt daher:

la b ¢

L d e f
g b k|

ubc‘

V=--

V= : :
6

mithin ist die Determinante |d e [ | die gesuchte Konstante.
g h k!
Auch das Vorzeichen der Determinante hat eine geometrische Bedeutung.
Denn aus dem, was wir in § 2 iiber den Zusammenhang des Umlaufssinnes bzw.
des Schraubungssinnes mit dem Inhalt von Dreieck- bzw. Tetraéder gesehen
haben, folgt ohne weiteres, daB eine Abbildung mit positiver Deteyminante den
Umilaufs- bzw. den Schraubungssinn evhilt, eine Abbildung wmit negativer Deter-
minante thn dagegen umkehrt.
Wir betrachten jetzt die Zusammensetzung von zwei Abbildungen

¥ =ax+by+cz 2 =ax + by 42
y’:dx—{—ey-{-)‘z 3’"=d1x'+31y'+f12'
?=gx+hy+kz =gy R 2

% = (aya +byd +cg) ¥+ (ayb +bye+ ey )y + (a6 + by f+ k) 2

vy’ =(dyated+ fg) x4 (d1b +ere + fB)y + (dyo+ eaf + F1E) 2

2= (ga+md+ k) ¥+ (10 + e+ ik y +(gc+ hf+ kE) 2
Beim Ubergang von #, ¥, z zu #’/, ¥/, 2’ multipliziert sich das Volumen eines Tetra-
eders mit

a b c]
d e f|,
g kR

1) Wenn keine Ecke des Tetraeders mit dem Koordinatenursprung zu-
sammenfallt, so folgt dieser Satz aus der allgemeinen Formel von Seite 14 fir
das Volumen.
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beim Ubergang von #’, ¥/, 2 zu #”, y”, 2/ mit
ay by ¢
dy ey fr
g1 1y By

beim direkten Ubergang von %, y, z zu %", y”, 2/ mit

aa+b,d+cg abtbetch ajc4bif4cik
dia+ed-t+he db+ee+hh dictef+ Lk
gra+md+hig gb+het+kh go+hf+ bk

Daher gilt die folgende Gleichung, die man als den Determinantenmultipli-
kationssatz bezeichnet.

ay by ¢y||ag by o @18y + bydy + C1 8y @by + b8y + Crhy a1Co +bify +Co By
die; fr||dgea fy|=|d1ay +e,dy + 1185 diby+e165 + 1Ry dicy +e1fy 4 f1ks -
g1l Byl |82 By Ky 1810y + ydy+-FRy8s 810y hyey+ Bihy 810y + Byfy + Rk

Die Elemente der Determinante rechts wollen wir wie oben als die
a4 by 6 ay by ¢y
Komposita der Zeilen von | d; ¢; f; | mit den Spalten von | &, ¢, f;| bezeichnen;
g by By g2 k3 By
im Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der k-ten Spalte steht also bei der Produkt-
ay by ¢
determinante das Kompositum der i-ten Zeile von | d; €; f; | mit der k-ten Spalte
g1l By
dy, €5 f3|. Da man die Zeilen einer Determinante mit ihren Spalten ver-
gs hy By
tauschen darf, so erhidlt man das Produkt zweier Determinanten auch durch
Komposition von Spalten und Zeilen, von Spalten und Spalten, von Zeilen und
Zeilen.
Selbstverstandlich gelten fiir zweireihige Determinanten entsprechende Sitze;
es ist namlich

| @ by cy
von

ay by
6y dy

a, by
Cy dy

@18y +b1by @165+ bydy
68y +d1by  CiCy +didy

(Komposition von Zeilen mit Zeilen) usw.

Zweites Kapitel.

Funktionen mehrerer Verianderlicher
und ihre Ableitungen.

Nachdem wir uns im ersten Teile der Vorlesungen ausschlieBlich mit
Funktionen einer einzigen unabhingigen Verinderlichen beschiftigt
haben, miissen wir jetzt zur Betrachtung mehrerer unabhingiger Ver-
dnderlicher iibergehen. Schon die Anwendungen dringen uns hierzu.
In der Tat handelt es sich bei fast allen Abhingigkeiten, die im Natur-
geschehen vorkommen, nicht um Funktionen einer einzigen unabhin-
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gigenVerinderlichen; es liegt vielmehr meist so, daB die abhingige Grole
durch zwei, drei oder mehr unabhingige Verinderliche bestimmt wird.
So ist etwa das Volumen eines idealen Gases nur dann eine Funktion
des Druckes allein, wenn wir die Temperatur konstant halten; im all-
gemeinen aber dndert sich auch diese, und das Volumen muf} einem
Paare von Werten, nimlich dem Wert des Druckes und dem der Tem-
peratur zugeordnet werden; es erweist sich so als eine Funktion von zwei
unabhingigen Verinderlichen.

Auch vom rein mathematischen Standpunkte aus besteht die zwin-
gende Notwendigkeit, den Funktionen mehrerer Verdnderlicher eine
genaue Untersuchung zu widmen. Dabei kommt uns das, was wir
bisher gelernt haben, in vollstem MaBe zugute, so daB wir in sehr vielen
Punkten nur einfache Ergidnzungen anzubringen haben.

Meist geniigt es, sich auf den Fall von zwei unabhingigen Veridnder-
lichen » und y zu beschrinken, solange fiir Funktionen von drei und
mehr Verinderlichen keine wesentlich neuen Uberlegungen notwendig
werden. Wir wollen daher im folgenden zur Vereinfachung der Aus-
drucks- und Schreibweise iiberall, wo die Natur der Sache nicht be-
sondere Betrachtungen fiir mehr unabhingige Verdnderliche erfordert,
nur zwei unabhingige Verinderliche heranziehen.

§ 1. Der Funktionsbegriff bei mehreren Veridnderlichen.
1. Funktionen und ihr Definitionsbereich.
Gleichungen der Form
u=2x2+92, u=x—y, u=xy oder u:]/l—Tﬁ

ordnen einem Wertepaare (x, y) einen Funktionswert % zu. Bei
den ersten drei unserer Ausdriicke besteht diese Zuordnung fiir jedes
Wertsystem (x, ¥), bei der letzten Funktion hat sie aber einen Sinn nur
fiir solche Wertepaare (¥, y), fir welche die Beziehung x2--y2 <1 gilt.

Wir nennen # eine Funkiion der unabhingigen Verinderlichen x
und y. Diese Ausdrucksweise gebrauchen wir allgemein, wenn jedem
in Betracht gezogenen Wertepaare (x, y) durch irgendeine Vorschrift
ein Wert u als abhingige Verinderliche zugeordnet wird und schrei-
ben u = f(x, y), indem wir durch das Symbol f jene Zuordnungs-
vorschrift kennzeichnen. Die Vorschrift kann auf eine ,,Funktions-
gleichung‘‘ wie oben hinauslaufen, auf eine Wortumschreibung wie ,,u ist
der Fliacheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenlingen x und y*, auf
naturwissenschaftliche Beobachtung wie bei der Messung einer me-
teorologischen oder erdmagnetischen Grofe # fiir verschiedene geo-
graphische Lingen x und Breiten y usw.; das Wesentliche ist
nur, daB eine Zuordnung vorliegt. Ebenso heiBt # eine Funktion der
drei unabhingigen Verinderlichen x,y,z, oder u = f(x, y,z2), be-
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ziehungsweise eine Funktion der # unabhingigen Verinderlichen
%y, - - -, %,, wenn durch eine Vorschrift dem Wertetripel %, y, z bzw.
dem Wertsystem x,, ..., x, eine weitere Zahl # zugeordnet ist. Bei-
spielsweise ist etwa der Inhalt # = xy2 eines Quaders abhingig von den

Kantenldngen x, y und z; die Leistung L = lE J cos ¢ eines Wechsel-
g g 5 4

stromes ist eine Funktion der Spannungsamplitude E, der Strom-
stirkenamplitude J und der ,,Phasenverschiebung‘‘ ¢ zwischen E und J;
die magnetische Deklination hingt funktional von der geographischen
Linge, der Breite und der Zeit ab, ebenso die Summe # = %, + %5+ -+ + %,
von den # Summanden x,, x,, ..., %,.

Bei zwei unabhingigen Veridnderlichen x und y veranschaulichen wir
das Wertepaar (x, y) durch einen Punkt in einem ebenen rechtwink-
ligen Koordinatensystem mit den Koordinaten x und y und nennen
diesen Punkt gelegentlich auch den Argumentpunkt der Funktion.
Dieser Argumentpunkt darf bei den Funktionen # = x2 4+ y2, 4 = x —y
und # = xy die ganze x, y-Ebene iiberstreichen; man sagt, diese
Funktionen seien in der ganzen x, y-Ebene definiert. Bei der zuletzt
betrachteten Funktion # = }1 —x2—y2 miissen wir die Verander-
lichkeit des Argumentpunktes hingegen auf das Innere und den Rand
der Kreisfliche %2 - y2 < 1 einschrinken; die Funktion ist nur auf
dieser Kreisscheibe definiert.

Ebenso wie bei einer Funktion einer Veridnderlichen das Argument
sunstetig oder ,stetig’ verdnderlich sein kann, ist es bei dem
Argumentpaare einer Funktion von zwei Verdnderlichen. So kénnen
etwa in der Biologie als unstetig verdnderliche Argumente die — not-
wendig ganzzahligen — Anzahlen von pflanzlichen und tierischen
Organen auftreten; demgegeniiber liefern Lingen, Gewichte u. dgl.
stetig verdnderliche Argumente. Wir werden es im folgenden zu aller-
meist mit einem stetig verinderlichen Argumentpaar zu tun
haben: es wird ndmlich der Argumentpunkt (¥, y) in einem bestimmten
,,Bereich’* der x, y-Ebene beliebig wihlbar sein (entsprechend dem friihe-
ren,,Intervall” einer einzigen unabhingigen Verdnderlichen). Ein solcher
Bereich G kann die ganze Ebene sein; er kann aus einem Flichenstiicke
bestehen, das von einer einzigen geschlossenen, sich selbst nicht treffen-
den Kurve C umrandet wird (,,einfach zusammenhingender' Bereich,
Fig. 18); er kann schlieBlich auch von mehreren geschlossenen Kurven
begrenzt sein (,,mehrfach zusammenhingender' Bereich; die Anzahl
der Randkurven definiert den ,,Zusammenhang'‘; z. B. zeigt Fig. 19
einen dreifach ausammenhingenden Bereich). Die ,,Randkurven’, wie
iiberhaupt grundséitzlich alle Kurven, die wir im Laufe der Vorlesung
zu betrachten haben, wollen wir als stiickweise glatt annehmen;
d.h. wir setzen ein fiir allemal voraus, daB jede solche Kurve aus
endlich vielen Bégen besteht, deren jeder eine durchweg bis zu den
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Endpunkten heran stetige Tangente besitzt; solche Randkurven kén-
nen also noch eine endliche Anzahl von Ecken oder auch Spitzen
aufweisen.

Die wichtigsten Bereiche, welche bei der Betrachtung von Funktionen
immer wieder vorkommen, sind erstens die sogenannten Infervall-

¥
C Y

0 x

0 x
Fig. 18. Einfach zusammenhangender Bereich,  Fig. 19. Dreifach zusammenhingender Bereich.

bereiche oder Rechtecksbereiche (Fig.20), charakterisiert durch Unglei-
chungen der Form
a<lx<b,

cLy<d

(hier ist einfach jede der unabhingigen Veranderlichen auf ein be-
stimmtes Intervall beschrinkt, und der Argumentpunkt durchliuft

4 Y
al—
G
o —
I 1
: |
! !
|
| |
: |
0 Z =z g x
Fig. 20. Rechtecksbereich. Fig, 21. Kreisbereich.

ein Rechteck); zweitens Kreisbereiche (Fig.21), charakterisiert durch
eine Ungleichung der Form

(x—a)?+(y—pr <2

hier durchlduft der Argumentpunkt die Punkte einer Kreisscheibe
mit den Mittelpunktskoordinaten «, 8 und dem Radius 7.

Liegt ein Punkt P im Innern eines Bereiches G, etwa als Mittel-
punkt eines Kreisbereiches, so nennen wir G auch eine Umgebung des
Punktes P. Eine Umgebung von P enthdlt immer einen passend
kleinen Kreis um P.
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Es sei nur noch kurz darauf hingewiesen, daB sich im Falle von
mehr unabhingigen Verdnderlichen, etwa drei Verdnderlichen x, y und 2
alles entsprechend verhilt, nur daBl der Argumentpunkt statt in einem
Bereich der Ebene in einem rdumlichen Bereich stetig verinderlich ist.
Dieser kann insbesondere wieder ein Intervallbereich (Rechtecksbereich)
sein, charakterisiert durch drei Ungleichungen der Form

a<x<b, c<y<d, e<z</,
oder ein Kugelbereich, charakterisiert durch eine Ungleichung der Form
x—aP+ =B+ —y)=7.

Endlich sei — allerdings kaum wesentlich fiir die Zwecke dieses
Buches — noch auf eine feinere Unterscheidung aufmerksam gemacht,
deren Kenntnis bei weitergehenden Studien von Bedeutung wird. In
vielen Fillen pflegt man zu einem Bereich die ,, Randpunkie’* oder den
»Rand“, d.h. die Punkte der begrenzenden Kurven, nicht hinzu-
zurechnen. Man spricht dann von einem offenen Bereich oder auch
von einem Gebret (vgl. Anhang, § 1, 2). Rechnet man die Randpunkte zu
dem Bereich hinzu, wie wir das meist tun werden, und will man das
besonders betonen, so spricht man von einem abgeschlossenen Bereich.

Auch wenn mehr als drei unabhingige Verdnderliche vorliegen,
etwax, y,2, @, ..., sodaB die geometrische Anschauung zur Deutung des
Systemes der unabhidngigen Verdnderlichen versagt, benutzt man doch
noch gelegentlich eine geometrische Sprechweise und bezeichnet z. B.
ein System von # Zahlen als Punkt im n-dimensionalen Raume. Es
versteht sich von selbst, was wir unter einem Rechtecksbereiche oder
einem Kugelbereiche in einem solchen Raume zu verstehen haben,
ndmlich Gesamtheiten von Punkten, deren Koordinaten Ungleichungen
der Form

aLxla;, b, Zy<by, <z2Z¢, A Sw=d,,

bzw.
(= (y— B (=7 (@ — Ot 4 e <18
geniigen.

Nunmehr prizisieren wir die Erklirung des Funktionsbegriffes ali-
gemein folgendermaBen: Ist G ein Bereich, in welchem die unabhingigen
Verinderlichen x,y, ... beliebig verinderlich sind, und ist durch irgendein
Zuordnungsgesetz jeder Stelle (x, v, ...) dieses Bereiches ein bestimmier
Wert u zugeordnet, so heifst in diesem Bereichw = f (x, v, . . .) esne Funk-
tion der stetigen unabhingigen Verinderlichen x, vy, ... .

Genau wie bei einer unabhingigen Verinderlichen haben wir zu
beachten, daB eine Funktion dem System der unabhingigen Verin-
derlichen %, y, ... den Wert der abhingigen Verinderlichen # in
eindeutiger Weise zuordnet. Wenn daher eine solche Funktion
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durch einen analytischen Ausdruck gegeben ist, der eine Meh:
deutigkeit in sich schlieBt, z. B. eine Quadratwurzel }1 —x2—4y2,
so ist durch diesen Ausdruck allein die Funktion noch nicht definiert,
vielmehr muBl man auBerdem noch angeben, welche der verschiedenen
Bestimmungen gilt, hier z. B. ob das positive oder negative Vor-
zeichen der Quadratwurzel genommen werden soll. Man sagt dann,
daB unser Ausdruck mehrere verschiedene eindeutige Funktionszweige
definiert (vgl. Bd. I, S. 10). Will man alle diese Funktionszweige
gleichzeitig betrachten, ohne einen von ihnen zu bevorzugen, so pflegt
man sie zu einer mehrdeutigen Funktion zusammenzufassen. Wir
werden uns jedoch grundsitzlich bei allen Betrachtungen auf ein-
deutige Funktionszweige beschrinken.

2. Die einfachsten Typen von Funktionen.

Genau wie bei einer Veridnderlichen sind auch jetzt die einfachsten
Funktionen die ganzen rationalen Funktionen oder Polynome. Die
allgemeinste ganze rationale Funktion ersten Grades oder ganze lineare
Funktion hat die Gestalt

u=ax+by-+tc,

wobei @, b und ¢ Konstanten sind. Das allgemeinste Polynom zweiten
Grades hat dementsprechend die Gestalt
u=ax?+bxy+cytt+dx+ey+f;
das allgemeinste Polynom iiberhaupt ist eine Summe von Gliedern der
Form a,, x™ y», wobei die Konstanten «,,, je nach den verschiedenen
Werten von m und # verschiedene Werte haben kénnen.
Gebrochene rationale Funktionen sind Quotienten von Polynomen;
zu ihnen gehért z. B. die gebrochene lineare Funktion
_ax+by+c
T dxfby
Durch Radizieren gelangt man von den rationalen Funktionen zu
gewissen algebraischen Funktionen?), z. B.

o’ Vx —y V (x + 92
%+ y Bt xy’
Beim Aufbau verwickelterer Funktionen mehrerer Veridnderlicher

werden wir fast immer auf die uns wohlbekannten Funktionen einer
Veridnderlichen zuriickgreifen?); z. B.

#=sin (xy) oder #=log (yz + cos %) .

1) Fiir eine scharfe Definition des Begriffes ,,algebraisch* und ,,transzendent*

vgl. S. 99.
2) Vgl. auch den Abschnitt iiber zusammengesetzte Funktionen, S. 60 ff.

Courant, Differentialrechnung. II. Bd. 2. Aufl. 3
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3. Geometrische Veranschanlichung der Funktionen.

Ebenso wie wir uns Funktionen einer Verinderlichen durch Kurven
veranschaulichen, suchen wir Funktionen von zwei Verinderlichen geo-
metrisch durch Flachen?) darzustellen und schrinken den Funktions-
begriff so ein, daB eine derartige geometrische Veranschaulichung
wirklich méglich ist. Zu ihr gelangt man am einfachsten, indem man
ein rechtwinkliges rdumliches Koordinatensystem mit den Koordi-
naten #, ¥ und # betrachtet und jedem Punkt (x, y) des Definitions-
bereiches G den iiber ihm liegenden Raumpunkt mit der dritten Koor-
dinate # = f (x, y) zuordnet. Durchliuft der Punkt (x, y) den Defini-
tionsbereich G, so iiberstreicht der betrachtete Raumpunkt P eine
Fliche im Raume. Diese nehmen wir als geometrische Veranschau-
lichung der Funktion.

Umgekehrt stellt man bekanntlich in der analytischen Geometrie
in entsprechender Weise rdumliche Flichen durch Funktionen zweier
Veranderlicher dar, so daB zwischen solchen ridumlichen Flichen
und den Funktionen von zwei Verinderlichen eine wechselseitige Be-
ziehung hergestellt wird. Beispielsweise entspricht der Funktion

w=11xr—yp

mit positivem Wurzelvorzeichen die oberhalb der #, y-Ebene gelegene
Halfte einer Kugelfliche vom Radius 1 um den Koordinatenanfangs-
punkt; der Funktion # = x2 4 y2 ein

Fig. 22. % = f(%, ). Fig.23. u=11—2*—".

sogenanntes Rotationsparaboloid (Fig. 24) (es entsteht durch Drehung
der Parabel # = x? um die #-Achse); den Funktionen # = x2 — y2
und » = xy ein ,,hyperbolisches Paraboloid* (Fig. 25). Die lineare Funk-
tionu = ax 4 by + ¢ hat zum Bilde eine im Raum gelegene Ebene.?)

1) Es ist damit eine im Raum gelegene, im allgemeinen krumme Fliche, nicht
etwa ein Flicheninhalt gemeint.

2) Wenn in der Funktion u = f (¥, y) eine der unabhingigen Verinder-
lichen, etwa y, gar nicht in Erscheinung tritt, wenn also # nur von # abhangt,
etwa 4 = g (¥), so wird diese Funktion im #, ¥, #- Raume gedeutet durch eine
Zylinderflache, die wir erhalten, indem wir auf der %, ¥-Ebene in den Punkten
der Kurve u = g () iiberall die senkrechten Geraden errichten.
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Diese Darstellung mittels rechtwinkliger Koordinaten zeigt jedoch
zwei Ubelstinde. Einmal .versagt unsere Anschauung, sobald wir nicht
zwel, sondern drei oder mehr unabhingige Veridnderliche vor uns haben.
Zweitens aber ist es auch schon bei zwei unabhingigen Verinderlichen
oft angenehmer, die Betrachtung auf die %, y-Ebene allein zu beziehen
und nicht in den Raum hineinzu-
gehen, weil wir in der Ebene unge-

Fig. 24. u=2a%-+4»* Fig. 25. u =1%—y?

hindert zeichnen und konstruierenkénnen. Diesem Gesichtspunkt wird die
zweite geometrische Deutung des Funktionsverlaufes gerecht, nimlich
die graphische Darstellung der Funktionen durch Hdéhenlinien (Schichi-
linten, Niveaulinien). Wir suchen
in der x, y-Ebene alle diejenigen

Fig. 26. Hohenlinien von % = x? 4 y2, Fig. 27. Hohenlinien von # = 2 — y*.

Punkte auf, fiir welche # = f (%, ) einen konstanten Wert, z. B. u = %,
besitzt. Diese Punkte werden im allgemeinen einen oder mehrere Kurven-
zlige ausmachen, die sogenannte Hoéhenlinie zu dem betreffenden kon-
stanten Werte der Funktion. Man kann sie auch erhalten, indem man die
Fliche # = f (x, ) mit der Ebene » = % parallel zur x, y-Ebene schneidet
und die Schnittkurve senkrecht auf die x, y-Ebene projiziert (man
denke an Meftischblitter!). Das System dieser Héhenlinien mit den
3*
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daran geschriebenen Werten #,, &, ... der Hohe # = % veranschaulicht
uns nun ebenfalls den Funktionsverlauf. Man nennt es eine Nefztafel
oder Kurventafel fir u = f(x, y). Gewohnlich erteilt man der Kon-
stanten £ Werte einer arithmetischen Progression, etwa k2 = vk mit
»=20,1,2,.... Dann gibt uns die Dichte der H6henlinien ein MaB
fiir die Steigung der Fliche # = f (x, y); denn zwischen je zwei benach-
barten Héhenlinien 4ndert sich der Wert der Funktion um denselben
Betrag. Wo die Hohenlinien sich eng zusammendringen, steigt daher
die Fliche steil an oder fillt jih ab; wo sie weit auseinanderliegen,
befinden wir uns auf der Fliche in flachem Geldnde.

Der linearen Funktion # = ax + by + ¢ entspricht bei der H6hen-
liniendarstellung ein System von parallelen Geraden ax 4+ by 4 ¢ = &.
Die Funktion # = %% 4 92 wird durch ein System konzentrischer Kreise
dargestellt (Fig. 26); die Funktion # = ¥ — y% — deren entsprechende
Flache im x, y, #-Raum (Fig. 25) im Nullpunkt des Koordinaten-
systems einen sogenannten Sattelpunkt hat — durch das System der
in Fig. 27 gezeichneten Hyperbeln.

Die Darstellung der Funktion # = f (%, ¥) durch Héhenlinien hat
die Annehmlichkeit, eine anschauliche Ubertragung auf Funktionen
% = f (%, ¥, 2) von drei Verdnderlichen #, ¥ und z zuzulassen. An die
Stelle der Héhenlinien treten jetzt die sogenannten Niveauflichen
f (x, ¥, z) = k, wobei k eine Konstante bedeutet, die wir nachher eine
passende Wertefolge durchlaufen lassen. Z. B. sind die Niveauflichen
fir die Funktion # = x2 + y2 4 22 konzentrische Kugeln um den
Nullpunkt des Koordinatensystems.

§ 2. Stetigkeit.
1. Definition.

Die grundsitzliche Forderung, eine Funktion in der angegebenen
Weise veranschaulichen zu kénnen, fiihrt ebenso wie bei einer Verander-
lichen analytisch zur Forderung der Stefigkeit. Ganz dhnlich wie frither
erfassen wir den Stetigkeitsbegriff hier durch folgende Definition:
Eine in einem Bereiche G definierie Funktion w = f (x, y) heifit in einer
Stelle (£,7) des Bereiches stetig, wemn fiir simitliche wenig vom Punkie
(&,m) entfernte Punkte (%, y) des Bereiches auch der Funktionswert f (x, y)
wensg von [ (£, n) verschieden ist, und zwar beliebig wenig, falls nur (x, y)
gendigend nahe an (&, n) liegt.

Genauer: Sobald eine beliebig kleine positive Genauigkeitsschranke €
vorgegeben ist, soll es moglich sein, einen positiven (im allgemeinen von €
abhingigen und mit ¢ zugleich gegen Null strebenden) Abstand 6 =29 (g)
anzugeben, so daf fir alle Punkte (x,y) des Bereiches, die vom Punkte
(&, m) hichstens um O entfernt sind, fiir welche also

(x =8+ —n?=0®
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istl), die Beziehung
[fEN—fENILe

bestent. Oder, anders geschrieben: Es soll

FE+hn+h—fEn|<e

sein fiir jedes Wertepaar (%, £), fir welches A2 4 k2 < §2 gilt und
(¢ + k,n + %) dem Bereiche angehort.
Ist eine Funktion in jedem Punkte eines Bereiches G stetig, so
sprechen wir von einer ¢m Bereiche G .
stetigen Funktion. >
Bei der Stetigkeitsdefinition kann
man statt der Forderung fiir den Ab-

P

stand: A2 + k2 < &2 auch die gleich- y

wertige Forderung setzen: Es soll zu

beliebig kleinem & >0 zwei positive

Zahlen 6, und O, geben, so daB

FE+h, 0+ B —[En)| < e wird,

sobald o x
L6y, |E|LZ 6 Fig. 28. Rundpunkt.

gilt.

Beide Forderungen sind gleichwertig. Denn ist die urspriingliche

Forderung erfiillt, so auch die zweite mit §; = §, = %; umgekehrt: ist

die zweite Forderung erfiillt, so auch die erste, wenn man fiir § die
kleinere der beiden Zahlen 4;, und §, nimmt.

Fast von selbst verstehen sich folgende Tatsachen: Summe und
Produkt stetiger Funktionen sind wieder stetig, der Quotient stetiger Funk-
tionen ist tiberall dovt stetig, wo der Newnner nicht verschwindet; stetige
Funktionen von stetigen Funktionen sind wieder stetige Funktionen (vgl.
die Bemerkung S. 61). Insbesondere sind ganze rationale Funktionen
tiberall stetig und alle gebrochen rationalen Funktionen iberall dovt, wo der
Nenner nicht verschwindet ®).

1) Fiir einen inneren Punkt (&, ) des Bereiches G erfiillen die Punkte (#, ¥)
bei gentigend kleinem & die ganze Kreisscheibe (v — &)2 + (y —n)2 < 62, fir
einen Randpunkt das einer solchen Kreisscheibe und dem Bereiche G gemeinsame
Flachenstiick (Fig. 28).

2) Eine andere fast selbstverstindliche Tatsache, deren besondere Formu-
lierung dennoch niitzlich ist, ist folgende: Wenn eine in einem Beveiche G stetige
Funktion f (x, y) in einem inneren Punkte P des Beveiches von Null verschieden
ist, so lapt sich um P eine ganz zu G gehdrige Umgebung, etwa ein passend kleiner
Kreis um P, abgrenzen, so daf3 f auch dort nivgends den Wert Null annimmt. In
der Tat, ist in P der Funktionswert gleich «, so kénnen wir um P sicherlich wegen
der Stetigkeit einen so kleinen Kreis abgrenzen, daB sich dort die Funktions-

. a . . . .
werte von a um weniger als 5 unterscheiden, also sicher nicht Null sind.
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2. Der Grenzbegriff bei mehreren stetigen Veridnderlichen.

Auf den Begriff der stetigen Funktion fillt ein neues Licht, wenn
wir im AnschluB an die fritheren Betrachtungen bei einer einzigen un-
abhiangigen Verinderlichen den Grenzbegriff fiir mehrere stetige
Veranderliche formulieren. Wir sagen, der Punkt (x, y) ,,strebt’* oder
konvergiert gegen dem Pumkt (&, n), oder symbolisch geschrieben
(%, ¥) — (&, n), wenn gleichzeitig die stetige Verinderliche x gegen &
und die stetige Verdnderliche y gegen w) strebt, wenn also der Abstand

YE—8+ (y—n)?|

von (x, ¥) und (£, 7) gegen Null strebt, ohne daBl (x, y) je mit (£, %)
zusammenfillt. Der Punkt (x,y) soll also jede Folge von Punkten durch-
laufen kénnen, die dem Punkte (£, 5) unbegrenzt nahe kommen, ohne
je mit ihm zusammenzufallen. Z. B. kann der Punkt (x, y) lings einer
Geraden. gegen den Punkt (£, ) streben oder auch lings einer Spirale,
die sich um den Punkt (£, ) herumwindet, oder langs irgendeiner anderen
sich dem Punkte (£, ) immer mehr anndhernden Kurve.

Ist nun f (%, y) eine Funktion der stetigen Verinderlichen x und v,
so sagen wir f (x, y) strebe oder konvergierve fiir (%, y) — (€, n) gegen einen
Grenzwert g, symbolisch:

f(x,9)—g fir (x,y)— (&) oder
limf (x,y) =g,

>
y—n
wenn der Funktionswert | (x, y) gegen den Grenzwert g strebt, sobald der Ab-
stand zwischen (%, y) und (&, n) unbegrenzt kleiner und kleiner wird. Mit ande-
ren Worten: Wie klein auch immer man eine Genauigkeitsschranke ¢
vorgibt, stets 148t sich dazu ein Abstand é = J (¢) bestimmen derart, da8
| f(x,y)—g| < e wird fiir alle Punkte, fiir welche h/(x — &2t (y—n)2| X6
istl).  Selbstverstdndlich iibertragen sich alle Regeln iiber das
Rechnen mit Grenzwerten, die wir in Bd. I, S.31 kennengelernt
haben, ohne weiteres auf den gegenwirtigen Fall.
Ist der Punkt (%, ) nicht frei wihlbar, sondern auf einen bestimmten
Bereich G oder eine Kurve C oder sonst auf eine Gesamtheit M von
Punkten beschrinkt — unter ihnen immer solche, die beliebig nahe

1) Genau so wie bei einer einzigen Verdnderlichen (s. Bd. I, S. 36, Anm.) iiber-
zeugt man sich davon, daB unsere Fassung des Grenzbegriffes mit der folgenden
gleichwertig ist: Wir betrachten Folgen von Punkten (x, ¥;), (%5 %), ...,
(%n Ya), - .., die gegen den Punkt (&, %) streben (d.h. fiir welche der Ab-
stand J(», — )2 + (v, — n)? mit wachsendem # gegen Null strebt), ohne daB
doch einer der Punkte aus einer solchen Folge mit (§, ) zusammenfillt. Wenn
dann der Funktionswert f(¥,y) fiir die Punkte einer jeden solchen Folge gegen
einen Grenzwert strebt, so muB3 der Grenzwert fiir alle Folgen derselbe sein; er
heiBt der Grenzwert von f(#, ¥) bei Anndherung an den Punkt (&, 7).
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an (&, 7) liegen — so behilt unsere Grenzwertdefinition ihren Sinn bei.
Man sagt dann: Der Grenzwert g existiert fiir den Bereich G oder die
Kurve C oder die Punktmenge M. Liegt z. B. (§,) am Rande des
Definitionsbereiches G, so kommen fiir die gegen (£, %) strebenden
Punkte (x, y) nur Punkte von G in Betracht. Man spricht dann von
einem ,,Randwerte’ von f(x, y).

Unsere Stetigkeitsdefinition fordert nun die folgenden beiden Dinge:
Einmal, es soll fiir die Funktion der obige Grenzwert g im Bereiche G
existieren; zweitens soll dieser Gremzwert g mit dem Funktionswert an der
betreffenden Stelle (§,m) tibereinstimmen.

Es versteht sich von selbst, dal wir nunmehr auch die Stetigkeit
einer Funktion nicht bloB fiir einen Bereich G, sondern auch z. B. lings
einer Kurve C in derselben Weise definieren kénnen.

- 3. Beispiele fiir Unstetigkeitsstellen.

Bei Funktionen einer Verdnderlichen haben wir verschiedene Typen
von Unstetigkeiten kennengelernt: Unendlichkeitsstellen, Sprungstellen
und Unbestimmtheitsstellen. Bei mehreren Verinderlichen ist eine so
einfache Klassifikation der hauptsichlichsten Typen nicht mehr mog-
lich. Insbesondere verwickelt sich die Sachlage dadurch, daB Unstetig-
keiten nicht nur in einzelnen Punkten, sondern auch lings ganzer

Linien auftreten kénnen. So stellt fiir die Funktion # = ﬁ die

ganze Gerade x# = y eine Unendlichkeitslinie ‘dar. Je nachdem wir uns
dieser Geraden von der einen oder anderen Seite her nihern, wichst

der Funktionswert in positivem oder negativem Sinne iiber alle Grenzen.

&P _1 e hat dieselbe Gerade zur Unendlichkeits-
linie, jedoch mit dem Unterschied, daB die Funktionswerte von beiden

Seiten her in positivem Sinne {iber alle Grenzen streben. Die Funktion

Die Funktion # =

% = ;2—_}_? hat keine Unendlichkeitslinien, sondern nur den Unend-

lichkeitspunkt x =0, ¥ = 0. Der Funktion # = sin kommt

J#2+ 2
an der Stelle x = 0, y = 0 ein Unbestimmtheitspunkt zu; ihr Bild
entsteht einfach aus dem Bilde der schon in Bd. I, S.40 betrach-

teten Funktion # = sin —, wenn wir die Kurve um die #-Achse rotieren
X

lassen.
Ein weiteres lehrreiches Beispiel fiir eine Unstetigkeitsstelle liefert
uns die rationale Funktion # = xf _?; ;- Sie ist zunichst fiir die Stelle

% =0, y = 0 nicht definiert; wir erginzen die Definition, indem wir
% (0,0) = 0 festsetzen. Unsere Funktion besitzt dann im Nullpunkt
eine eigenartige Unstetigkeit. Setzen wir x = 0, bewegen wir uns also
auf der y-Achse, so geht die Funktion {iber in die Funktion % (0, y) = 0,
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welche fiir alle Werte von y den Wert Null hat; ebenso wird auch auf
der x-Achse u (x,0) = O fiir alle Werte von x. Die Funktion f (x, y)
ist also im Nullpunkte eine stetige Funktion von ¥, sobald man x = 0
festhilt, und eine stetige Funktion von #, sobald man y = 0 festhilt.
Trotzdem ist die Funktion, als Funktion der beiden Verinderlichen
x und y betrachtet, unstetig. Denn betrachtet man irgendeinen vom
Nullpunkt verschiedenen Punkt etwa der Geraden y = x, so gilt fiir
diesen % = 1; in beliebiger Nihe des Anfangspunktes gibt es daher
Punkte (#,y), in welchen » =1 wird!). Nihern wir uns dem An-
fangspunkte lings der Geraden y = #, so strebt daher der Funktionswert
nicht gegen Null, sondern gegen 1. Es ist also keine Rede davon, daB
unsere Funktion im Nullpunkt stetig wire?) oder sich im Nullpunkt
stetig ergdnzen lieBe.

Das Beispiel zeigt uns, dal eine Funktion bei festem x stetig
in ¥ und bei festem y stetig in x sein kann und doch un-
stetig, wenn man sie als Funktion der beiden Verinderlichenx
und y zugleich betrachtet. Das Wesentliche an der Stetigkeit ist
eben, daB der Funktionswert an einer Stelle P mit beliebiger Genauig-
keit durch den Funktionswert an einer Stelle Q angenihert wird, wie
immer auch die Stelle Q gew#hlt sein mag, wenn sie nur hinreichend
nahe an P liegt; es ist unzulissig, sich bei der Wahl des Nachbar-
punktes Q auf bestimmte Richtungen von P aus zu beschrinken.

4. Die GréBenordnung des Verschwindens einer Funktion?3).

Ist 7 (%, y) an der Stelle (£, #) stetig, so bedeutet dies, dafBl die Diffe-
renz f (%, y) —f (€, ) gegen Null strebt, wenn der Punkt (x, y) gegen
(&, 7) riickt. Indem wir die Koordinatendifferenzen # = x — & und

1) Aligemeiner ist auf der Geraden y = # tg « unter dem Winkel o gegen
2tga
2y 1+tg2a
U = m entsteht also dadurch, daB sich eine zur u#-Achse senkrechte Gerade

die x-Achse u = = 2 sin « cos o = sin 2«. Die Fliche der Funktion

um diese von der Anfangslage auf der x-Achse dreht und gleichzeitig so hebt
bzw. senkt, daB der Drehung um den Winkel o die Hohe sin 2« entspricht. Bis
zu o = 450 steigt die Gerade bis zur Héhe 1, bewegt sich dann wieder abwirts
bis in die y-Achse und weiter bis zu Tiefe — 1, um nachher wieder nach der x-Achse
emporzukommen. Man nennt diese durch Bewegung einer Geraden erzeugte Flache
Zylindroid; sie ist fiir die Mechanik von Bedeutung.

2) Dagegen ist die Funktion

Pe BN
u=xy;§+—y2, #(0,0) =0
im Anfangspunkte stetig (vgl. weiterhin S.50). In der Tat ist

2 __ e
L ——‘ < |hk|.
h2 4 k2 =
In der Stetigkeitsdefinition kann also §, = §, = ]/? genommen werden.
3) Diese Nummer ist fiir das erste Studium entbehrlich.

| (h, k) —u(0,0)| =|hk|
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k = y — n einfithren, konnen wir dies auch so ausdriicken: Die Funk-
tion ¢ (B, ) =f(& +h n+k —f(n) von A und % besitzt den
Grenzwert Null, wenn %2 und % gleichzeitig gegen Null streben.

Solche Funktionen ¢ (%, k), die zugleich mit » und % gegen Null
streben, werden uns hiufig begegnen!). Ganz dhnlich wie bei einer
unabhingigen Veridnderlichen ist es auch hier fiir viele Zwecke niitz-
lich, das Verschwinden von ¢ (%, k) bei #— 0, £ — 0 genauer zu be-
schreiben, ndmlich verschiedene ,,Ordnungen’ des Verschwindens oder der
Kleinheit von @ (&, k) bzw. verschiedene ,,Grofenordnungen’ von ¢ (%, k)
zu unterscheiden. Wir benutzen zu diesem Zwecke als MaBstab den
Abstand

e=VR+R=7(x—&+ (y—n)?

des Punktes mit den Koordinaten ¥ =& -+ % und y =# + & vom Punkte
mit den Koordinaten & und # und sagen: Eine Funktion ¢ (h, k) ver-
schwindet fiir o— 0 ,,von derselben Ordnung'’ wie g, genauer von mindestens
derselben Ordnung wie o= \h*4 k2, wenn es eine feste, d. h. eine
von h und k unabhingige, positive Konstante C gibt derart, daf

VMJWSC
e =

blesbt fiir alle hinreichend kleinen p; genauer: wenn dies bei passend ge-
wihltem positiven d fiir alle 4 und % zutrifft, fiir welche 0 << Y42+ k2 < 6

gilt. Wir sagen weiterhin: ¢ (%, k) verschwindet stirker oder von hiherer
Ordnung?) als o, wenn der Quotient ﬂ::’i) gegen Null strebt fiir 0 — 0.

Man schreibt dann auch3)
@ (hk)=o0(o).

h k
Betrachten wir einige Beispiele! Da Al <3 und AL <1

]/hz_,_kz: ]/h2+k2=
ist, verschwinden die Komponenten % und % des Abstandes g in
der x- und y-Richtung mindestens von der Ordnung des Abstandes

1) Namentlich in der alteren Literatur findet sich auch die Wendung: ¢ (4, %)
wird mit & und % zugleich ,,unendlich klein‘‘; diese Redeweise hat einen durchaus
prazisen Sinn, wenn man sie einfach als Wortumschreibung von: ,,¢ (b, &) strebt
mit 4 und » gegen Null‘“ auffaBt. Doch ziehen wir es vor, den irrefithrenden Aus-
druck ,,unendlich klein‘“ ganz zu vermeiden.

2) Zur Vermeidung von Verwechselungen mache man sich ausdriicklich klar,
daB stirkeres Verschwinden fir g — 0 (h6here Ordnung des Verschwindens)
mit kleinerer Gré8e in der Umgebung von ¢ = 0 gleichbedeutend ist. Z. B. ver-
schwindet g2 stiarker als g, und g2 ist kleiner als g.

3} Buchstabe o vom Anfangsbuchstaben von ,,Ordnung‘‘. Will man nicht aus-
driicken, daB ¢ (k, k) von hoherer Ordnung als g verschwindet, sondern nur von
mindestens derselben Ordnung, so bedient man sich nicht mehr des Zeichens o,
sondern des groBen Buchstabens O und schreibt ¢ (k, k) = O (g). Doch werden
wir von diesem Symbol keinen Gebrauch machen.
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selbst. Ebenso steht es bei einer linearen homogenen Funktion a% 4 b4

mit konstantem ¢ und &, oder mit der Funktion o sin ~1-. Die Potenzen p*

des Abstandes verschwinden fiir festes & > 1 von héherer Ordnung wie g,
symbolisch p* = o (o) fiir « > 1. Auch ein homogenes quadratisches
Polynom ah? + bhk+ ck? von h und k verschwindet fiir o — 0 stdrker

als g,
aht+ bhk+ck2=o0(g).

Allgemein pflegt man zu erkliren: Ist w (4, &) eine fiir alle von Null
verschiedenen % und % in einem passenden kleinen Kreise um den
Nullpunkt definierte, von Null verschiedene Vergleichsfunktion, so
verschwindet @ (h, k) fir o — 0 mindestens von der Ordnung von w (h, k),
wenn bei geeignetem konstantem C

@ (h, k)
\w(h,m‘éc

ausfillt. @ (h, k) verschwindet von hoherer Ovdnung als w (b, k):

h, k) .
@ (b B)=o0(w(h k), falls Z’;ih,k)—m bei o— 0.

Z. B. ist das homogene Polynom ah? + bhk + ck? von der Ordnung
von @2, weil |ah2+bhk + ck?| g({ﬂ—}—%lb\—l—]cw(hz-{—k?) ist;

weiter z. B. p = 0( ), denn es ist limg-log o= 0.

|log o 20

§ 3. Die Ableitungen einer Funktion.

1. Definition. Geometrische Veranschaulichung.

Setzt man in einer Funktion von mehreren Verinderlichen fiir alle
Verinderlichen bis auf eine einzige bestimmte Zahlenwerte ein und
betrachtet nur die eine iibrigbleibende Verinderliche, etwa x als ver-
dnderlich, so gelangt man zu einer Funktion dieser einen Veridnder-
lichen. Betrachten wir etwa eine Funktion # = f (x, y) der beiden Ver-
anderlichen ¥ und ¥ und erteilen y einen bestimmten festen Zahlenwert,
sagen wir y = yp=c¢, so kann man sich die so entstehende Funktion
u = f (%, y,) der einen unabhingigen Verinderlichen x einfach ver-
anschaulichen, indem man die Fliche # = f (%, ¥) mit der Ebene y = y,
senkrecht zur y-Achse (parallel zur x, #-Ebene) schneidet. Die in dieser
Schnittebene entstehende Schnittkurve wird durch die Gleichung
u = f (x, y,) dargestellt. Differenziert man diese Funktion der einen
Veridnderlichen x in der uns geldufigen Weise an der Stelle x, nach
dieser Veridnderlichen ¥ — wir setzen dabei voraus, da8 die Ableitung
wirklich existiert —, untersucht man also das Ansteigen der Schnitt-
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kurve # = f (x,,) an der Stelle x= x,, so erhilt man die sogenannte
partielle Ableitung der Funktion f (x, y) nack x an der Stelle (x,, ¥,)-
Sie ist gemdB der uns geldufigen Definition der Ableitung der Grenz-

wert?)
1i (%o + 2.9) — f (%0, Yo)
lim A .

h—0

Geometrisch bedeutet diese partielle Ableitung den trigonometrischen
Tangens des Winkels, welchen die Tangente an die Schnittkurve
# = f (%, y,) mit einer Parallelen zur x-Achse bildet. Sie gibt uns

Us/(zc)
I

\,
e e o

xz

Fig. 29. Fig. 30.

Schnitte durch 4 =f(x, y).

also die Steigung der Fldache # = f (%, y) in der Richtung der
%-Achse an.

Zur abgekiirzten symbolischen Darstellung dieser partiellen Ab-
leitung bedient man sich verschiedener Bezeichnungen, von denen hier
folgende erwihnt seien:

lim f(xo + hx yo})L_ f (”OJ’O
h—0
Will man zum Ausdruck bringen, daf§ die partielle Ableitung Grenzwert
eines Differenzenquotienten, oder wie wir sagen, ein partieller Diffe-
rentialquotient ist, so schreibt man

af 2
¥P oder auch ﬂf.

Dabei bedienen wir uns der runden geschwungenen Symbole 8 —
statt der geraden 4 bei der Differentiation von Funktionen einer einzigen
Verinderlichen — um von vornherein anzudeuten, daB es sich um
Differentiation von Funktionen mehrerer Verinderlicher nach einer von
ihnen handelt.

Vielfach erweist sich iibrigens auch fiir die Differentiation das schon
in Bd. I, S.71 erwdhnte Cauchysche Symbol D als zweckmiBig,

) zfx (%9, Yo) = 1 (%9, Yo)

1) Wenn (%, ¥,) ein Randpunkt des Definitionsbereiches ist, so ist dabei
die Einschrankung zu machen, da8 bei dem Grenziibergang der Punkt (¥, 4 4, ¥,)
stets im Bereiche bleiben muB.
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das allerdings in diesem Buche nicht gebraucht wird; man schreibt
mit ihm:

Ganz entsprechend erkldren wir die partielle Ableitung von f (%, y)
nach y an der Stelle (x4, y,) durch die Beziehung

lim f(xo,yo'l'k)_f(xcn:"o)
k—0 k

= fy (%0, o) = Dy f (%4, ¥,) -

Geometrisch gibt sie das SteigungsmaB der Schnittkurve zwischen der
Fliche # = f (x, y) und der zur x-Achse senkrechten Ebene x = x,,.

Denkt man sich nachtriglich die bisher feste Stelle (x,, y,) ver-
dnderlich und 148t demgemiB den Index O fort, d. h. fiihrt man die
Differentiation fiir alle Punkte des Definitionsbereiches von f (x, y) aus,
so erhilt man die beiden Ableitungen wiederum als Funktionen

of(x,9) af (#,9)
-y fy (2, ) =21 102

oy

und %, (x,y) =

2 (x’ y) =fa: (x’ y) =

von x und .

Z.B. hat die Funktion # = x2 4 y2 die partiellen Ableitungen
u, = 2 x (bei der Differentiation nach x wird y2 als Konstante betrachtet
und ergibt die Ableitung 0} und %, = 2 y. Die partiellen Ableitungen
von u = x3y lauten u, = 3x%y und u, = x3.

Genau so wird bei mehr, allgemein # Verdnderlichen definiert:

af(x11x2)"')xn)_limf(xl+hrx2’"'vxn)_f(xlrxﬂr""xﬂ)
9%, s h
= fe, (%1, ¥+ s Xn) = D, [ (%1, %5, -+, %)

usw., vorausgesetzt, dal dieser Grenzwert existiert.

Natiirlich kénnen wir auch Aokere partielle Ableitungen von f (x, y)
bilden, indem wir die partiellen Ableitungen ,,erster Ordnung*
fz (%, 9) und f, (x, ¥) als Funktionen von x und y wiederum partiell
nach einer der Verdnderlichen differenzieren und entsprechend fort-
fahren. Indem wir durch die Reihenfolge der Indizes bzw. der Symbole
0% und @y im ,,Nenner* die Reihenfolge der Differentiation andeuten,
schreiben wir fiir die zweiten partiellen Ableitungen von # =f(x, )

af a2
0x<6x> EY%) =fee=Dzz1,
o02f .
= ay:f”’”:Dzyf:
af 9
)=5y6x_f1“‘ Dysf,

=73 =lw=Dyf;
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auf dieselbe Art bezeichnen wir auch die dritten Ableitungen:

o3 f

a2 f .
% (6;{2) dx3 _fa:a:a:r
a2 B _
(’Tj?(ﬁ>_—ax2ay _fa:a-y:
0 (BN 0
87(6x6y>—axayax— zyx s USW.
und allgemein die #n-ten Ableitungen
9 (on1f\ _ onf =/
9—9«:<3x"—1>_‘axn =Ign,
8" lf an f
E(axn—1> Gan-igy ey USW.

SchlieBlich noch einige Beispiele zur praktischen Durchfiithrung der
partiellen Differentiation! Nach der Definition werden alle unabhin-
gigen Veridnderlichen festgehalten bis auf diejenige, nach der gerade
differenziert wird; man hat sie bei der Differentiation einfach als Kon-
stanten anzusehen und kann daher die partielle Differentiation
mit Hilfe derselben Regeln durchfiithren wie die Differentia-
tion der Funktionen einer Verdnderlichen. So berechnen wir:

1. Funktion fx,y)=xy,
erste Ableitungen fo=v, f,=x%,
zweite Ableitungen  f,,=0, f,,=/f,.,=1, f,,=0;
2. Funktion f (x,y) = Va2 £ 2,
. .y
erste Ableitungen f,= W'" 5 fo= el

Fir den Radiusvektor 7= }x2+42 vom Nullpunkte zum Punkte
(%, v} sind also die partiellen Ableitungen nach x bzw. y gleich dem

Kosinus cosgp = % bzw. dem Sinus sin ¢ = % des Winkels ¢, den er mit

der positiven x-Achse einschlie(3t.
Zweite Ableitungen

2
YAy — =
foo— ]x3—|—y2 y2 __sing
exr 2+ y? Vx2+y23 y !
foomf, e Y singcosp
xY ve 1%*21723 y ’
2
%2 2
/ _—_V o Va2+93 4 cosg
vy PLINEpY W’-i—y” v
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3. Reziproker Radiusvektor im Raume:

1 1
f(x,y,2)= W—T.
erste Ableitungen
.
T Yaggas
fy=— e = —
T et et A
P r4 . g
S
zweite Ableitungen
1 3 a2 1 32 1 3 22
feo=—pt 5 h=—pt75 lu=—4uw+5.
3x 3yz 3zx
faw:]lyx,:_ys-{}» fuz=fzv=7, fzm=.farz= P
Hieraus entnehmen wir, daf3 fiir die Funktion f=:l—_ die
Gleichung Vot 4 y2 2
2 2 2
foo +1yy+les= f+_<w) 0

gilt, und zwar, abgesehen vom Nullpunkt, fiir alle Werte von x, y, 2
oder, wie man sagt, tdemtisch in x,y, 2.

_@—ay

4. Funktion flx,y) = % e 4V
y
erste Ableitungen
(x —a)?
], 1 (x — a) iy
x ‘V; 2y >
(@ —a
n—( ! ”~W> o
2y% 4y?

Es ist also

identisch in x und y.
Genau so wie bei einer unabhingigen Verinderlichen ist es eine be-
sondere Eigenschaft einer Funktion f (x, y), daB sie Ableitungen be-
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sitzt!). Bei den praktisch wichtigen Funktionen ist jedoch diese
Eigenschaft stets, abgesehen héchstens von einzelnen Ausnahmestellen,
vorhanden.

2. Existenz der partiellen Ableitungen nach & und ¥ und Stetigkeit.

Bei Funktionen einer Verinderlichen haben wir erkannt, daB aus
der Existenz der Ableitung einer Funktion an einer Stelle ohne weiteres
die Stetigkeit der Funktion an dieser Stelle folgt (vgl. Bd. I, S.76). Bei
Funktionen mehrerer Verdnderlicher gilt statt dessen der folgende
Satz: Wenn fir eine Funktion f(x,y) in einem Bereiche G diberall die
beiden partiellen Ableitungen f, und f, existieren und beschrinkt sind,
d. h. wenn es eine feste, von x und y unabhingige Schranke M gibt, so
dap iiberall in diesem Bereiche | f, (%, y) | < M und |f, (%, ¥) | < M bleibt,
so ist die Funktion in diesem Bereiche stetig.

Zum Beweise betrachten wir zwei Punkte mit den Koordinaten
% und y bzw. ¥ + & und y + &, welche beide im Bereiche G liegen;
auch der sie verbindende rechtwinklige Streckenzug iiber den Punkt
(¥ + &, y) hin soll ganz in G liegen; das trifft sicher zu, wenn sich
beide Punkte im Inneren des Bereiches und geniigend nahe aneinander
befinden. Dann ist

fa+h,y+R)—f(y)={fx+h,y+E)—f(x+hy)}
+{f (x+h,9)—f(x,9)}.
Die beiden Summanden in der ersten Klammer rechts unterscheiden
sich bloB in y, die der zweiten blo8 in x. Wir kénnen daher jede der
beiden Klammern auf der rechten Seite nach dem gewdhnlichen Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung aus Bd. I, zweites Kapitel § 3, Nr. 8 um-
formen, indem wir die erste Klammer als Funktion von y und die zweite
Klammer als Funktion von x betrachten. So entsteht die Beziehung

fx+h y+k)—f@y)=Fkfy(x+h y+ 018 +hi(x+ D4k, ),
wobei ¢, und ¥, zwei Zahlen zwischen 0 und 1 bedeuten. Die Ab-
leitung nach y soll mit anderen Worten in einem Punkte der senkrechten
Strecke von (x + &, ¥) nach (x 4 %, y + k) und die Ableitung nach x
in einem Punkte der wagerechten Strecke von (x, y) nach (x + 4, y)
gebildet werden. Da jedenfalls nach unserer Voraussetzung beide Ab-
leitungen absolut kleiner als M sind, so folgt

HE+h y+R)—f x| S M(k[+][k]).

Hierin wird die rechte Seite fiir hinreichend kleine |%| und | %| selbst be-
liebig klein, und die behauptete Stetigkeit von f (#, ) ist damit be-
wiesen.

1 Uber den Ausdruck ,,differenzierbar’, der nicht etwa nur dasselbe besagt
wie daB die partiellen Ableitungen nach # und y vorhanden sind, vgl. S. 50 f.
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3. Die Vertauschbarkeit der Reihenfolge bei der Differentiation.

An den Beispielen von S. 45f. erkennt man, da8 dort f,, = f,, ist;
mit anderen Worten: man darf in diesen Fillen ebensogut erst nach y
und dann nach x differenzieren, wie zuerst nach x und dann nach ¥.
Dieser Beobachtung liegt der folgende allgemeine und auBerordentlich
wichtige Satz zugrunde: Wenn die ,,gemischten’ zweiten Ableitungen f,,
und f,, einer Funktion f(x,y) in einem Bereiche G stetige Funktionen
von x und vy sind, so gilt siberall im Innern dieses Bereiches

fyx:fmu:

d. h. wir diirfen die Reihenfolge der Differentiationen nach x uwnd y mit-
einander vertauschen.

Der Beweis ergibt sich wie in der vorigen Nummer mit Hilfe des
gewdhnlichen Mittelwertsatzes der Differentialrechnung. Wir betrachten
bei A==0, k=0 die vier Punkte (x,%), (x + &, 9), (x,y + k) und

(x + h,y + k), — welche, wenn (x, y) ein innerer Punkt von G ist,
durch Wahl von hinreichend kleinen 4 und % alle vier samt dem von
ihnen bestimmten Rechteck in G liegen —, und bilden den Ausdruck

A=f@x+h y+R)—fx+hy)—f@xy+E)+[(*y).
Diesen Ausdruck kénnen wir zunichst, indem wir die Funktion
px)=1(xy+k)—[(x)

der Variablen x einfithren und die Variable y nur als ,Parameter”
auffassen, in der Gestalt

A=g(x+h—gx

schreiben. Indem wir nun die rechte Seite nach dem gewéhnlichen
Mittelwertsatz der Differentialrechnung umformen, erhalten wir hieraus

A=h¢ (x+ Oh),
wobei & zwischen null und eins liegt. Nun ist aber

wegen der vorausgesetzten Existenz der ,,gemischten zweiten Ab-
leitung f,, kénnen wir die rechte Seite wiederum nach dem Mittel-
wertsatz umformen und erhalten so fiir 4 die Gleichung

A=hkfy, (& + Ohy+ k),

worin ¢ und 9’ zwei Zahlen zwischen Null und Eins bedeuten.
Ganz analog kénnen wir aber auch von der Funktion

p(y)=f(x+hy)—f(xy)
ausgehen und die GréBe 4 durch die Gleichung

A=y (y+Ek)—vp(y)
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darstellen. Wie vorhin gelangen wir so zur Beziehung

A=hkf,,(x+ Ok y+9k) mit 0<d<l und 0<¥ <1,

und die Gleichsetzung beider Ausdriicke fiir 4 liefert die Gleichung
fey B+ Oh y+ ' R)={yq (% + Db, y+ D2F) .

Lassen wir hierin 4 und % gleichzeitig gegen Null streben und beriick-
sichtigen die Voraussetzung, daB die Ableitungen f,, (¥, y) und
fve (%, y) im Punkte (x, y) stetig sein sollen, so ergibt sich sofort die

Gleichun,
& fxu(x:y)=fym(x»y)y

welche unsere Behauptung ausdriickt?).

Der Satz von der Umkehrbarkeit der Differentiationsfolge hat
weitreichende Folgen. Vor allem erkennt man, daB die Anzahl der
voneinander verschiedenen Ableitungen zweiter und héherer Ordnung
fiir eine Funktion von mehreren Verinderlichen wesentlich geringer ist,
als anfinglich zu erwarten stand. Setzen wir voraus, daB3 alle zu bildenden
Ableitungen in dem betrachteten Bereich stetige Funktionen der un-
abhingigen Verdnderlichen sind, und wenden wir unseren Satz statt
auf die Funktion # = f (, y) auf die Funktionen f, (x, y) oder f, (¥, ¥)

1) Fiir manche feineren Untersuchungen ist die Bemerkung niitzlich, daB unser
Satz iiber die Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge auch noch unter schwéche-
ren Voraussetzungen gilt. Es geniigt namlich die Voraussetzung, daB nur die
eine gemischte zweite Ableitung f,, existiert und an der betreffenden
Stelle stetig ist. Zum Beweise kniipfen wir an die obige Gleichung

Ad=f@+hy+th)—fl@y +th)—FfEx+hy)+iF)

an, dividieren durch A% und lassen dann % allein gegen Null streben. Dann besitzt
die rechte Seite, also auch die linke, einen Grenzwert, namlich

m A _h@FRN—f Gy
k>0 kR h

Weiter wurde oben schon bewiesen, unter ausschlieBlicher Annahme der Existenz
von f,,, daB 4

ﬁ=fmv(x+0h: y+79,k)

ist. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f,, ist fiir beliebig kleines & >0
und hinreichend kleine |%| und | 4|

fan @) —e<foy & +8h y+ k) <fo, (%) + &,

also folgt hoa) —
ooty —e S BETRDZRED o p )1
oder hm BE BN ED
h—>0 h
d. h.

fvx(x’ y) = fmﬂ (x’ y)'
Courant, Differentialrechnung, II. Bd. 2. Aufl. 4
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oder f,, (x, ¥) usw. an, so gelangen wir zu den Gleichungen

fma:y zfzﬂz =fua:xr
fevy =fyoy =lyya>
fmmvﬂ:fzyxv=fmvvm=fymmu=fuxyac=fuvaca;

und ganz allgemein zu dem Ergebnis: Bet mehrfacher Differentiation
einer Funktion zweier Verinderlicher darf man die Reihenfolge der Diffe-
rentiationen beliebig vertauschen, solange nur die entstehenden Ableitungen
stetige Funktionen bleibent).

Unter den gemachten Stetigkeitsvoraussetzungen hat also eine Funk-
tion von zwei Verdnderlichen drei Ableitungen zweiter Ordnung

fa;a:’ fa:ub fﬂl’ll’
vier Ableitungen dritter Ordnung

fa.'a::c’ fma:v: fa:y’u’ fuvv

und allgemein (# + 1) Ableitungen #-ter Ordnung

fa-n N fzn—ly . fg;ﬁ""y’, « e oey fg;yﬁ—l N fyn »

Es versteht sich ganz von selbst, daB #hnliches auch fiir Funk-
tionen von mehr als zwei unabhingigen Verinderlichen gilt. Denn wir
konnten unseren Beweis ebenso auf die Vertauschbarkeit der Differen-
tiation nach x und z oder nach y und z usw. beziehen; bei jeder Ver-
tauschung zweier Differentiationsreihenfolgen werden ja immer nur zwei
unabhingige Verinderliche in Mitleidenschaft gezogen.

§ 4. Das volistindige Differential einer Funktion und
seine geometrische Bedeutung.

1. Der Begriff der Differenzierbarkeit.

Bei Funktionen einer Verinderlichen hingt die Existenz der Ab-
leitung aufs engste mit der Moglichkeit zusammen, die Funktion = f(£)
in der Umgebung einer Stelle x durch eine lineare Funktion 9 = ¢ (&)
anzunihern. Diese lineare Funktion ist durch die Gleichung

g (&) =1+ (E—2)1(x)
bestimmt. Sie stellt geometrisch in den laufenden Koordinaten & und #
die Tangente an die Kurve 5 = f(£) im Punkte P mit den Koordi-
naten £ = x und 7 = f(x) dar und ist analytisch dadurch charak-

1) Von grundsitzlicher Wichtigkeit ist es, an einem Beispiel darzutun, daB
ohne Voraussetzung der Stetigkeit der zweiten Ableitung f,, oder f,, der Satz
nicht immer richtig zu sein braucht, daB vielmehr f,, = f,, sein kann. Ein Bei-
spiel dafiir liefert uns die bereits S. 40 erwihnte, im Nullpunkte stetige Funk-

22— 42
tion } (v, 9) =x yxT_{_—yy-z— mit f(0,0) = 0, bei welcher noch alle Ableitungen
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terisiert, da3 sie sich von der Funktion f(£) in der Umgebung von P
um eine GroBe o () von hoherer Ordnung (vgl. S. 41) als der Abszissen-
unterschied # = & — x unterscheidet. — Es ist also

FE—e@=FE—f®)—(E—2)](x)=0(h)
oder anders geschrieben
fE+B)—f(x)—hf (x)=0(h)=ch,
wobei ¢ eine zugleich mit 4 gegen Null strebende Zahl bedeutet. Die
GroBe hf' (%), den ,linearen Anteil des Zuwachses von f(x), der
einem Zuwachse der unabhingigen Veridnderlichen um % entspricht,

nannten wir in Bd. I, zweites Kap., §3, Nr.9 das Differential der
Funktion f (x) und bezeichneten es mit
dy=d[(x)=hy =hf (x)

(auch mit dy = y'dx, weil die Funktion y = x das Differential
dy=dx=1-h hat). Dieses Differential ist, wie wir jetzt sagen
konnen, eine Funktion der beiden unabhingigen Verdnderlichen x und 4,
wobei an und fiir sich iiber die GréBe von % nichts Besonderes fest-
gesetzt zu werden braucht. Allerdings macht man von dieser Be-
griffsbildung des Differentials naturgema nur dann Gebrauch, wenn
die GroBe % klein genug ist, damit das Differential %f'(x) eine fiir
den betreffenden Zweck wirklich hinreichend genaue Anniherung an
die Funktionsdifferenz f(x 4 4) — f(x) darstellt.

Man kann auch umgekehrt, anstatt von dem Begriff der Ableitung
einer Funktion f(x) auszugehen, die Forderung an die Spitze stellen:
es soll moglich sein, die Funktion # = f(£) in der Umgebung des Punk-
tes P durch eine lineare Funktion so anzunihern, daB die Differenz
zwischen der Funktion und der linearen Anniherungsfunktion von
hoherer Ordnung als der Zuwachs %4 déer unabhingigen Verdnderlichen
mit s — 0 verschwindet. Mit andern Worten: wir verlangen, daB es
fiir die Funktion f(£) an der Stelle £ = x eine zwar von x, nicht aber
von . abhdngende Groéfe A geben soll, so daf

fx+h)—f(x)=Ah+oh)=Ah+¢ch
wird, wo & zugleich mit % gegen Null strebt. Diese Forderung ist gleich-

zweiter Ordnung existieren, aber nicht mehr stetig sind. Wir haben

HEY)—10y) . #2—y?
- (0,y) =lim ——— =" = 1lim = —
f2(0,) = lim p my Ay Y5
i [N —1x0)_ . 22—y
#,0) = lim =1 =z,
fo e, 0) = lim =220 lim s =~

und daher fey(0,0)=—1 und f,,(0.0)=+1.

Diese beiden Ausdriicke stimmen nicht iiberein, was nach unserem Satz nur an
der Unstetigkeit von f,, im Anfangspunkt liegen kann.

4*
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bedeutend mit der Forderung, daB f (x) an der Stelle x differenzierbar
ist; fiir A muB alsdann die Ableitung /' (x) an der Stelle x genommen
werden. Man erkennt dies sofort, indem man die Forderung in die Gestalt
f(x-l-h})‘—f(ﬂ:A_*_e
bringt und den Grenziibergang % — 0 vollzieht. Differenzierbarkeit
nach einer Verinderlichen und Méglichkeit der Anniherung durch eine
lineare Funktion in dem angegebenen Sinne sind also gleichbedeutende
Eigenschaften.

Indem man beachtet, daB 4 + ¢ = a(x, #) eine Funktion von 4
ist, die fiir 4 — 0 gegen A4 () strebt, gelangt man zu der dquivalenten
Charakterisierung: f(x) heiBt an der Stelle x differenzierbar, wenn
flx + k) — (%) = h-a(x, h) ist, wo a(x, k) eine als Funktion von 4
fiir » = 0 stetige GroBe bedeutet.

Diese Begriffsbildungen kénnen wir auf Funktionen von zwei und
mehr Veridnderlichen ganz naturgemiB iibertragen.

Wir sagen, die Funktion « = f(x, ¥) sei an der Stelle (¥, y) diffe-
renzierbar, wenn sie sich in der Umgebung dieses Punktes durch eine
lineare Funktion approximieren lift, d. h. eine Darstellung gestattet

Fe+hy+R)=f(x,9)+ Ah+ Bh+erh+ sk,
wobei A und B nicht von den beiden voneinander unabhingigen
GréBen & und % abhingen und g und e, zugleich mit # und % gegen
Null streben. Mit anderen Worten: der Unterschied zwischen unserer
Funktion f (x + 4, ¥ -+ k) an der Stelle (x4 4, ¥+ &) und der in % und %
linearen Funktion f (x, y) + A% -4 Bk soll von der GréBenordnung o ()
sein?), also von hoherer Ordnung als der Abstand ¢ = yA2+ k2 des
Punktes (x + &, ¥ + k) vom Punkte (#, y) mit ¢ — 0 verschwinden.

Wenn die Moglichkeit einer solchen angendherten Darstellung be-
steht, so folgt daraus sofort, daB sich die Funktion f (#, y) an der Stelle
(%, ¥) nach x und y partiell differenzieren li8t und daB

fe=A und f,=B
wird. Denn setzen wir £ = 0 und dividieren durch %, so erhalten wir
die Beziehung f o b y)—f (5 9)
h

und da ¢, zugleich mit % gegen Null strebt, ergibt sich in der Tat durch

=A+t¢g,

1) Die Aquivalenz beider Definitionen ergibt sich aus folgenden Bemerkungen:
Es ist stets |g;h+ 6,8 | < e | VA2 + k2|, wo e = | & | + | & | gesetzt wird und
zugleich mit & und &, gegen Null strebt. Somit folgt aus der ersten Definition
der Differenzierbarkeit auch die zweite. Da ferner | e VA2 + k2 | < [el (| 2] + | %])
ist, so muB3 umgekehrt beim Bestehen der zweiten Forderung die fragliche Dif-
ferenz die Form #¢ (| 2| + | £ |) mit —1 < & < -+ 1 besitzen, und hieraus folgt
sofort, daB auch die Forderung der ersten Definition erfiillt ist.



§ 4. Das vollstandige Differential einer Funktion. h3

Grenziibergang 7 — 0 fiir die linke Seite ein Grenzwert, und zwar 4;
ebenso folgt die Gleichung f, (%, y) = B.

Umgekehrt wollen wir zeigen, da8 eine Funktion » = f («, y) jeden-
falls in unserem Sinne differenzierbar, d. h. durch eine lineare Funk-
tion approximierbar ist, wenn sie stetige Ableitungen erster Ordnung
an der betreffenden Stelle besitzt. Wir konnen in der Tat den Zuwachs

Auw=f(x+h,y+k)—f(x,9)

der Funktion in der Form schreiben

Au={fx+hy+R—f(xy+R}+{f(xy+R)—](x9)}-

Die beiden Klammern formen wir wie frither (S.47) nach dem
gewshnlichen Mittelwertsatze der Differentialrechnung um in du =
hfz(x + 4k, vy + &) + Rf, (x, y + 93k). Da nach Voraussetzung die
partiellen Ableitungen f, und f, im Punkte (x, y) stetig sind, so diirfen
wir weiter schreiben f, (x + &4, vy + &) =f, (x, )+ & und f, (%, y+ %)
= [, (%, ¥) + €, wobei die Zahlen & und &, mit » und % gleichzeitig
gegen Null streben. Wir erhalten also

Au=hfy(%,9)+kf, (%,9)+ e h+ ek
=hfy (%, y)+ kfy (%,9)+ o (YR +E2).

und diese Gleichung driickt unsere Behauptung aus?!). Eine Funktion
mit stetigen ersten Ableitungen wollen wir gelegentlich als stetig diffe-
renzierbar bezeichnen. Sind auch noch alle Ableitungen zweiter Ordnung
stetig, so nennen wir die Funktion zweimal sietig differenzierbar, usw.

Ebenso wie bei einer unabhingigen Verinderlichen 148t sich die De-
finition der Differenzierbarkeit einer Funktion durch folgende &qui-
valente Definition ersetzen: Die Funktion /(x, y) heiBt an der Stelle
x, y differenzierbar, wenn '

J@+h y+k) —fxy)=ah+pk
ist, wo o und 8 auBer von %, y noch von % und % abhingen und fir
h =0, k=0 stetig sind.
Es bedarf keiner besonderen Ausfithrungen, da8 und wie sich unsere

Betrachtungen auch auf Funktionen von drei und noch mehr Verinder-
lichen iibertragen lassen.

2. Differentiation nach einer gegebenen Richtung.
Eine wichtige Eigenschaft der differenzierbaren Funktionen ist, daB
sie partielle Ableitungen besitzen nicht nur nach x und y, oder wie wir
auch sagen, in der x- und y-Richtung, sondern daB sie auch in jeder

1) Wenn wir nur die Existenz, nicht die Stetigkeit der Ableitungen f, und
f, voraussetzen, braucht die Funktion nicht differenzierbar zu sein (vgl. S. 56{).
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anderen Richtung differenzierbar sind. Dabei verstehen wir
unter der Ableitung in der Richtung o folgendes:

Wir lassen den Punkt (x + %, ¥y 4 %) gegen den Punkt (x, y) streben,
und zwar so, daB er sich lings derjenigen Geraden durch (x, y) bewegt,
die mit der positiven x-Achse den festen Winkel « einschlieBt. Mit
anderen Worten: 2 und % streben nicht irgendwie unabhingig von-
einander gegen Null, sondern wir haben

h=pcosa und k=psina,

wobei ¢ den Abstand }#2+ k2 des Punktes (x + %, y + k) vom Punkte
(x, y) bedeutet und mit % und %k gegen Null abnimmt. Bilden wir dann
in gewohnter Weise die Differenz f (x + %,y 4+ &) — f (¥, ¥} und divi-
dieren sie durch p, so nennen wir den Grenzwert

D@ | (x, y) = lim [ ecosey +osina — /(% )
e>0 [1]

dieses Bruches, falls er existiert, die Ableitung der Funktion f (x,

9)
an der Stelle (x, ) in der Richtung «. Speziell erhalten wir fir « = 0

also fiir £ =0 und % = p die partielle Ableitung nach x, fiir oc=%,
also fiir 2 =0 und % = g die partielle Ableitung nach ¥.
Ist nun die Funktion f (x, y) differenzierbar, so gilt die Beziehung

f(x+hy+Ek)—f(xy)=hfz+kf,+eo
=p (fycosa+f,sina+¢).

Fiir ¢ — O strebt auch £ gegen 0, und wir bekommen fiir die A&-
lestung in der Richtung o

D@f (x,y)=f,cosa+ f,sina;

sie ist also eine lineare Verbindung der Ableitungen f, und f, in der x-
und y-Richtung mit den Koeffizienten cos o und sin o. Dieses Ergebnis
steht jedenfalls fest, wenn wir lediglich wissen, daB die Ableitungen 7,
und f, existieren und an der betreffenden Stelle stetig sind.

Beispielsweise lauten fiir den Radiusvektor y = ]/x2—|— y2 vom Ur-
sprung nach dem Punkte (x, y) die partiellen Ableitungen

X Fe
—=coseg und 7 4

1’Z= - = ”=———
Jat4-o2 7 J#2 4+ y2

*{\e

=sing,

wobei ¢ = arc tg % den Winkel von r gegen die x-Achse bedeutet. In der
Richtung « hat daher » die Ableitung
Dy =r,cosa+7,sin a=cos ¢ cos a+ sin @ sin e = cos (¢ —a);

insbesondere in der eigenen, durch ¢ gegebenen Richtung die Ableitung 1
und senkrecht dazu die Ableitung 0.
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Fiir x gewinnen wir in der Richtung ¢ des Radiusvektors die Ab-
leitung D x = cos @ und fiir y die Ableitung D(®) y = sin ¢, senkrecht

n
‘P+?

dazu die Ableitungen D( ) % =—sin ¢ und D(qj +_2—> y=cos@.

Allgemein schreibt man die Ableitung einer Funktion f (x, ) in der

Richtung des Radiusvektors # auch 6_)‘(;#31) . Dann besteht die viel ge-

brauchte Bezichung
7} 0 . 0
Ezcosq)a‘;—i—sm Py

. . . .. 0
in der die Differentiationssymbole ——, —a—, 9 bedeuten, daB man
or’ 0x’ Oy

dahinter eine beliebige differenzierbare Funktion # von x und y setzen
darf.

Es ist {ibrigens niitzlich zu bemerken, daB wir die Ableitung der
Funktion f (%, ¥) nach der Richtung « auch dann erhalten, wenn wir
den Punkt Q mit den Koordinaten x 4+ % und y 4+ % nicht geradlinig
in der Richtung « gegen den Punkt P mit den Koordinaten x und y
riicken lassen, sondern auf einer beliebigen Kurve, deren Tangente im
Punkte P die Richtung « hat. Es ist nimlich dann, wenn die Gerade PQ
die Richtung f besitzt, » =pcosf, k=gpgsidf, und wir haben in
unseren obigen im Beweis benutzten Formeln « durch § zu ersetzen.
Da aber fiir p— 0 nach Voraussetzung § gegen « strebt, so erhalten
wir wieder den fritheren Ausdruck fiir D@ £ (x, y).

Ganz ebenso konnen wir eine differenzierbare Funktion f(x, v, 2)
von drei Verinderlichen nach einer beliebigen Richtung im Raume
differenzieren. Eine solche Richtung im Raume denken wir uns gegeben
durch die Kosinus der drei Winkel, die sie mit den Koordinatenachsen
bildet. Nennen wir diese Winkel «, § und p und betrachten zugleich
mit dem Punkte (x, y,z) den Punkt (x + %, y + %, z 4 I), wobei

h=pcosa,
k=pcosf,
I =pcosy

ist, so erhalten wir, genau wie oben, als Ableitung der Funktion in der
durch die Winkel («, 8, y) gegebenen Richtung den Ausdruck

fecosa+f,cos B+ f,cosy.

3. Geometrische Deutung. Tangentialebene.

Wir kénnen uns alle diese Dinge fiir eine Funktion » = f(x, y) sehr
leicht geometrisch klar machen. Genau so wie uns die partielle Ab-
leitung nach x die Steigung der Tangente der Durchschnittskurve
unserer Fliche mit einer Ebene senkrecht zur x, y-Ebene, parallel zur
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%, w-Ebene angibt, bedeutet die Ableitung in der Richtung « die Steigung
der Durchschnittskurve der Fliche mit einer Ebene, die senkrecht zur
x, y-Ebene lduft und mit der x-Achse den Winkel « einschlieBt. Die
Formel D@f(x, y) = f, cos & + f, sin « besagt nun, daB und wie wir
die Steigung der Tangenten aller solcher ebenen Durchschnittskurven,
d. h. aller Tangenten an die Fliche in einem gewissen Punkte, aus
den Steigungen zweier Tangenten berechnen kénnen.

Wir haben nimlich die differenzierbare Funktion { = f (£, %) an
der Stelle (x, ¥) durch die lineare Funktion

e p=f(x 9+ E—2x)fs+n—D)1],

approximiert, wobei wir die laufenden Koordinaten mit & und # be-
zeichnen. Geometrisch verkorpert diese lineare Funktion eine Ebene,
die wir in Analogie zur Tangente an eine ebene Kurve Tangentialebene
nennen. Die Differenz aus dieser linearen Funktion und der Funktion
7 (£, n) strebt zusammen mit § —x =% und 7 —y = & gegen Null,
und zwar stdrker als yA24- k2. Dies besagt aber nach der Definition
der Tangenten ebener Kurven nichts anderes, als daB der Schnitt der
Tangentialebene mit irgendeiner zur x, y-Ebene senkrechten Ebene
die Tangente an die betreffende ebene Schnittkurve ist. Wir sehen also,
daB diese Flichentangenten im Punkte (x, v, u) in einer Ebene, der Tan-
gentialebene, liegen.

Diese Eigenschaft ist der geometrische Ausdruck der Differenzier-
barkeit unserer Funktionim Punktemit den Koordinaten #, y, % = f (%, y).
Als Gleichung der Tangentialebene in den laufenden Koordinaten
&, n und ¢ schreiben wir nochmals hin:

{—u=(E—x)f,Fm—y)],.

Wie aus den Ausfiihrungen von S. 53 hervorgeht, steht die Diffe-
renzierbarkeit unserer Funktion fest, sobald an der betreffenden Stelle
die partiellen Ableitungen stetig sind. Im Gegensatz zu den Verhilt-
nissen bei einer einzigen unabhingigen Verinderlichen ist jedoch die
bloBe Existenz der partiellen Ableitungen f, und f, noch nicht hin-
reichend fiir die Differenzierbarkeit der Funktion. Wenn die Ab-
leitungen an der betreffenden Stelle nicht stetig sind, so braucht nicht
mehr notwendig dort eine Tangentialebene an die Fliche zu existieren,
oder analytisch gesprochen, die Differenz zwischen f(x + 4, v + &)
und der linearen Funktion f(x, y) 4+ Af, (%, y) + &f,(»,¥) in & und %
muB nicht von hoherer als erster Ordnung in }42- k2 verschwinden.
Ein einfaches Beispiel zeigt uns das deutlich. Wir setzen,

f(x,y)=0 fiir x=0 und y=0, und
fe,y)=|x| fir ¥—y=0 und x+y=0.

Zwischen diesen Geraden definieren wir die Funktion f(x, ¥) so, daB sie
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geometrisch durch Ebenen dargestellt wird. Die Fliche # = f(x, y)
besteht also aus acht dreieckigen Ebenenstiicken, die iiber den Geraden
x=0,y=0, y=2x und y = — x in Kanten dachartig gegeneinander-
stoBen. Offenbar hat diese Fliche im Nullpunkt keine Tangentialebene,
obwohl die Ableitungen 7, (0, 0) und f, (0, 0) beide existieren, ndmlich
gleich Null sind. Die Ableitungen sind aber im Nullpunkt nicht stetig,
ja sie existieren nicht einmal auf den Kanten, wie man ohne weiteres
einsieht’).

4, Das vollstindige Differential einer Funktion.

Wie bei Funktionen einer Veridnderlichen erweist es sich auch bei
Funktionen von mehreren Verinderlichen oft als zweckmiBig, fiir den
linearen Anteil einer differenzierbaren Funktion # = f («, y) eine be-
sondere sprachliche und symbolische Bezeichnung einzufiihren, nidmlich
diesen linearen Anteil als das Differential der Funktion zu bezeichnen

und zu schreiben
_ _9f of , _ 91 af
Das Differential, gelegentlich auch wollstindiges oder totales Diffe-
rential genannt, ist eine Funktion von vier unabhingigen Verdnder-
lichen, ndamlich erstens von den Koordinaten x und y an der betrachteten
Stelle und zweitens von den Zuwichsen 2 =dx und k2 =dy, den

Differentialen der unabhingigen Verinderlichen oder wunabhingigen

1) Ein weiteres Beispiel von #hnlichem Typus gibt die Funktion
xy
V#2492
u=0 fir ¥=0, y=0;

w=1f(ry) = fir 2249240,

bei Einfiihrung von Polarkoordinaten wird
%= %sin 2¢.
Die ersten Ableitungen nach x¥ und y sind iiberall in der Umgebung des Null-

punktes vorhanden und verschwinden im Nullpunkt selbst, sind aber in dessen
Umgebung nicht stetig, denn es ist z. B.

1 x2? y3
U =Y | - - 3| = ————3-
Jar 492 faR o2 y#% 4+ 2
Néahern wir uns dem Nullpunkt lings der x-Achse, so strebt u, gegen Null,
dagegen langs der y-Achse gegen 1. Die Funktion ist im Nullpunkt nicht diffe-
renzierbar; es existiert dort keine Tangentialebene an die Flache u = f (¥, 3).
Denn wegen f, (0,0) = f, (0, 0) =0 miite diese Tangentialebene gemaB ihrer
oben aufgestellten Gleichung mit der Ebene # = 0 zusammenfallen; fiir die

Punkte der Geraden ¢ =% ist jedoch sin 2¢ =1 und » = %, also der Ab-

stand # des Flichenpunktes von der Ebene # = 0 nicht von kleinerer GroéBen-
ordnung als #, wie es bei einer Tangentialebene der Fall sein miiB3te.
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Differentialen. Es ist wohl kaum noch nétig, nochmals zu betonen, dafl
es nichts mit dem unklaren Begriff einer ,,unendlich kleinen‘* GréBe zu
tun hat, seine Bedeutung ist lediglich die, daB d# eine um so bessere
Anndherung an den Zuwachs Au =f(x + h,y + k) — f(x,y) der
Funktion # = f(x, y) bei der Vermehrung des Arguments x um » = dx
und des Arguments y um k& = dy gibt, je kleiner 4 und % sind. Nebenbei
faf3t man so ibersichtlich in einer Formel die Ausdriicke der verschie-
denen partiellen Ableitungen zusammen. Man gewinnt nidmlich aus dem

vollstindigen Differential z. B. die Ableitung %, indem man dy =0

und dx = 1 setzt.

Wie nochmals hervorgehoben sei, hat es nur dann einen wirklichen
Sinn, von einem vollstindigen Differential der Funktion f (x, y) zu
sprechen, wenn diese gemiB der obigen Definition differenzierbar ist
(wozu die Stetigkeit, aber keineswegs die bloBe Existenz der beiden
Ableitungen nach x und y geniigt).

Wenn die Funktion f (x, y) auch stetige hohere partielle Ableitungen
besitzt, so kann man von dem Differential df(x, y) wiederum das
Differential bilden, d.h. seine partiellen Ableitungen nach x und y
mit & =dx bzw. mit 2 = dy multiplizieren und sodann diese Pro-
dukte addieren. Bei der Differentiation hat man die GréBen A=dx
bzw. k=dy als Konstante anzusehen, entsprechend der Tatsache,
daB das Differential df = Af, + kf, eine Funktion von vier unab-
hingigen Verinderlichen x, y, 2 und % ist. Man erhilt so das zweite
Differentiall) der Funktion

ermsin= g (Eor §0ns 4 5inr S

b 92
=Stttk i =t a2 Ssdxdy+ o ldys.

Entsprechend bilden wir weiter die Adheren Differentiale

Bf=d@)=21an+3-0 Ldady+3 Wd dy2+a’d 3
Bf 0f
dif = ax4dx4+4 d 3dy—i—6a 55y sdx?dy 2+4axa dxdys
o
und, wie man leicht durch den SchluB von # auf # + 1 zeigt, allgemein
. g o -
d dewr( )axn_ld dentdy oot (")) 50 dxdy
+ 2 gy,

oy

1) Wir werden iibrigens sehen (S. 69 ff.), daB die hier rein formal eingefiithrten
Differentiale htherer Ordnung gerade die Anteile entsprechender Ordnung beim
Zuwachs der Funktion darstellen.
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Den letzten Ausdruck kénnen wir auch symbolisch durch die Gleichung

anf= (g5t g dy)" = ade + 1,y

darstellen, wobei rechts formal nach dem binomischen Satz zu ent-
wickeln ist, dann aber statt der Produkte und Potenzen der GréBen

g—idx und g-jf;dy die entsprechenden Ausdriicke

o ot oy
de", ax"‘ld_ydxn dy, ...,Wdy"

eingetragen werden.
Fir das Rechnen mit Differentialen gilt beildufig bemerkt folgende
Regel:
a(f-g)=rfdg+gdf,

welche unmittelbar aus der Regel fiir die Differentiation eines Pro-
duktes folgt.

SchlieBlich sei bemerkt, daB sich die Uberlegungen dieser Nummer
unmittelbar auch auf mehr als zwei unabhingige Verdnderliche iber-
tragen lassen.

5. Anwendung auf die Fehlerrechnung.

Der praktische Vorteil, im Differential df = Af, 4 %f, einer Funktion
f (%, ¥) einen bequemen Naherungswert fiir die tatsichliche Funktions-
differenz Au = f (x + h, y + k) — f (%, y) beim Ubergange von (x, ¥)
zu (¥ + 4, y + k) zur Verfiigung zu haben, tritt bei den Anwendungen
besonders in der sogenannten Fehlerrechnung zutage (vgl. Bd.I, S.281).
Es sei z. B. gefragt nach dem maglichen Fehler bei der Bestimmung der
Dichte s eines festen Koérpers nach der Auftriebsmethode. Bedeutet m
das Gewicht des Korpers in Luft und » das Gewicht in Wasser, so gibt
der Gewichtsverlust # — m nach dem Archimedischen Prinzip das Ge-
wicht der verdringten Wassermenge oder auch das ihm zahlenmiBig
gleiche Volumen dieser Wassermenge und damit das Volumen des Kor-

pers. Die Dichte s bietet sich somit als Funktion s = " _ der beiden
m—m

unabhingigen Verdnderlichen m und m dar. Der Fehler bei der Messung

von s, den die Fehler dm bei m und dm bei m im Gefolge haben, wird

niherungsweise durch das vollstindige Differential

S

ds ds ,—

geliefert. Die partiellen Ableitungen ergeben sich nach der Quotienten-
regel

ds m a ds m .
am_ (m—m)e un om  (m—mpe’
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daher ist das Differential
__ —mdm 4 mdm
as= wz—" '
Der Fehler bei s fillt hiernach am gréBten aus, wenn etwa dm negativ
und dm positiv ist, d. h. statt m ein zu kleines m + dm und statt m ein
zu groBes m -+ dm gemessen wird. Z. B. 148t sich fiir ein Messingstiick,
das in Luft mit 5 mg méglichem Fehler rund 100 g und in Wasser mit
8 mg moglichem Fehler rund 88 g wiegt, die Dichte rund bis auf
88:.5-107% +100-8-1073

198 A~ 9-1073

oder etwa 1% ermitteln.

§ 5. Zusammengesetzte Funktionen und Einfiihrung neuer
unabhingiger Veridnderlicher.

1. Allgemeines. — Kettenregel.

Es kommt hiufig vor, daB die Funktion # der unabhingigen Ver-
dnderlichen x, y als zusammengesetzte Funktion in der Form

u=1f&n, ...)
erscheint, wobei die unabhingigen Verinderlichen der Funktion f ihrer-
seits wieder Funktionen von x, y sind:

E=gxy), n=v@ky),...
Wir sagen dann, daf

u=7FfEn ... )=flex, v9), v ¥y), ...)=F(x,9y)
als zusammengesetzte Funktion von x, y,... gegeben ist.
Z. B. erscheint die Funktion

u=e¥sin (x 4 y) = F(x, y)

vermdge der Relationen

u=cbsinng=[(n); E=xy, n=x+y
als solche zusammengesetzte Funktion und ebenso die Funktion

u = log (#* + y*)-arcsin J1 — 22 — y2 = F(x, y)
vermoge der Relationen

u =mnarcsin & = f(§, 1),
E=11—x2—y%,  p=log(x+ ).
Zur Priézisierung der Begriffe nehmen wir folgendes an: Die Funk-

tionen £ = @ (%, y), n =9 (%, ¥), . . . sind in einem gewissen Bereiche G

der unabhingigen Verinderlichen x, y definiert; durchliuft der Argu-
mentpunkt (v, y) diesen Bereich, so liegt der Punkt mit den Koordina-
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ten &, 7, ... in einem gewissen Bereiche B der unabhingigen Verinder-
lichen&, 7, ..., in welchem wiederum die Funktion # = f(&,7, . ..) defi-
niert sein moége. Dann ist die zusammengesetzte Funktion

w=f(px,9), p*,9),...)=F(x,9)

im Bereiche G definiert. In vielen Fillen wird eine solche genaue Be-
trachtung der Bereiche G und B gar nicht nétig sein; so bei dem ersten
der oben betrachteten Beispiele, wo der Argumentpunkt (x, y) die
ganze x, y-Ebene iiberstreichen kann und die Funktion % = ¢° sin 7 in
der ganzen &, -Ebene definiert ist. Dagegen zeigt das zweite Beispiel
die Notwendigkeit, bei der Definition von zusammengesetzten Funktionen
bestimmte Bereiche G und B ins Auge zu fassen. Die Funktionen

E=7l—4*—9* und 7 =Ilog(x*+ %)

sind nimlich nur in dem Bereiche G definiert, welcher aus den Punkten
0 < #2 4+ 92 < 1 besteht, d. h. in den Punkten der Kreisfliche mit dem
Radius 1 um den Mittelpunkt des x, y-Koordinatensystems mit Aus-
schluB dieses Mittelpunkts. Innerhalb dieses Bereiches ist | &| <1,
withrend # alle negativen Werte und den Wert Null annimmt. Fiir den
so gekennzeichneten Bereich B der unabhingigen Verinderlichen &, %
ist aber die Funktion % arc sin § definiert.

Eine aus stetigen Funktionen zusammengesetzte Funktion ist
wiederum stetig. Genauer: Wenn die Funktion w=jf(&,n,...) in B
stetig ist, und die Funktionen & = @(x, y),n =w(%,9), ... in G stetig
sind, so ist auch die zusammengesetzte Funktion w = F (x, v) in G stetig.

Der Beweis folgt sofort aus dem Begriff der Stetigkeit: Wenn
der Punkt (x,y) im Bereiche G gegen einen Grenzpunkt (x,, V,)
strebt, streben wegen der vorausgesetzten Stetigkeit die Werte der
Funktionen &= ¢(x,9),n=vp(x,¥), ... gegen die Grenzwerte
& = @(%o, ¥o)» Mo =" (%o, Vo), ..., also strebt wegen der Stetigkeit
der Funktion # = f(&,%,...) auch f(&,%, ...) gegen den Wert
sy = [ (&g, No» - - -) = F (%9,). Hierin aber driickt sich die Stetigkeit
von # = F(x,y) aus.

Wir wollen nun weitergehend beweisen: Eine aus differenzierbaren
Funktionen zusammengesetzte Funktion ist wieder differenzierbar.
Genauer formulieren wir folgenden Satz, der uns gleichzeitig die Regel
fiir die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen, die soge-
nannte Keftenregel, liefert:

Wenn &= o@(x,9),n=1vy(*,%),... in G differenzierbare Funk-
tionen von x und y sind und f(E,n,...) in B eine differenzierbare
Funktion von &,7, ... ist, so ist auch die zusammengeseizie Funktion

w=7f(px ), v(*,9),..)=F(x,9)

als Funktion von x und vy differenzierbar und ihve pariiellen Ableitungen
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werden durch die Formeln

Fac:fE¢a:+anw+' ]

Fy=fepy+lhp,+--
oder abgekiivzt

“a:=u§§m+uﬂnm+' )

Uy = ug &y + Uy My + - -
gegeben. Um die partielle Ableitung nach x zu bilden, hat man demnach
die zusammengesetzte Funktion nach allen Gré8en &, 5, . . . zu differen-
zieren, die von x abhingen, jede dieser partiellen Ableitungen mit der
Ableitung der betreffenden GréBe nach x zu multiplizieren und zum
SchluB alle derartigen Produkte zu addieren. In diesem ProzeB besteht
die Verallgemeinerung der schon aus Band I, Kap. III, § 4 bekannten
Kettenregel auf Funktionen von mehreren Verinderlichen.

Unsere Behauptung 148t sich in besonders einfacher und prignanter
Weise mit Hilfe des Differentials schreiben, namlich durch die Gleichung
du = u,dx + u,dy = u;d& + u,dn+- - -
= ME(Emdx + Ede) + u,,(nwdx + 771;‘13’) + -
= (ug &y + Uy Mg+ -2 )Ax + (ugéy +uymy +- -+ )dy,
deren Sinn folgender ist: Der lineare Anteil des Zuwachses der zu-
sammengesetzten Funktion # = f(§¢, %, ...) = F(x, y) wird berech-
net, indem man zunichst diesen linearen Anteil schreibt, als ob
&,7, ... unabhingige Verdnderliche wiren, und nachher fiir 4 £,d7, . ..
wieder die linearen Anteile der Zuwichse der Funktionen & = ¢ (x, ),
n=1(x,y),... eintrigt. In dieser Tatsache, welche ein unmittelbarer
Ausdruck der oben durchgefiihrten Uberlegungen ist, zeigt sich die Be-
quemlichkeit und Schmiegsamkeit der Schreibweise mit Differentialen.
Um unsere Behauptung zu beweisen, brauchen wir lediglich unsere

Differenzierbarkeitsvoraussetzungen auszunutzen. Sie besagen folgendes:
Erteilen wir den unabhingigen Verdnderlichen x und y die Zuwichse
Axund 4y, so indern sich die GréBen &, 7, ... um die Ausdriicke der

Fi
o A& = 9, Ax + 9, Ay + e,4x +y, 4y,
An =y, Ax + p, Ay + &,y +p, Ay,

wobei die Zahlen &;, &, ...; ¥1,%s, . .. zugleich mit 4Ax und Ay oder
mit YA x% + Ay? gegen Null streben. Ferner: dndern sich die GroBen
&, n,... um A&, Ay, ..., so erfihrt die Funktion = f(&,7,...)
einen Zuwachs der Form

Au=feAE+ f,An+ -+ + 6,46 + 8,40+ - - -,
wobei wiederum die GréBen 6y, d,, . . . zugleich mit A&, Ay, ... oder
mit VA £2 4+ An% 4 ... gegen Null streben (bzw. genau gleich Null
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genommen werden kénnen, wenn die betreffenden Zuwichse A¢, Ay, . . .
verschwinden).

Nehmen wir nun im letzten Ausdruck als Zuwichse 4, Ay, . ..
die oben angegebenen, durch Abinderung von x um Ax und y um Ay
herbeigefiihrten, so gewinnen wir sofort

A“:(f5¢w+fnwm+ cee)Ax
+ (oo +Tywy+ o)Ay +edx+yAy.

Dabei setzen sich die GroBen ¢ und y aus &, ¢&,...; 95, Vs, ... und
01, 05, . . . zusammen; es ist namlich

e=feer + et - + @0+ 9,0+ &6+ 0+,

y=levithvet oo F @0+ a0+ p1 0+ yebe+ - -
rechts stehen offenbar Summen von Produkten, in denen mindestens
ein Faktor eine der Gréf8en &,¢&;, ..., ¥1,%s, ..., 04,05, .. .ist. Wir
erkennen hieraus, dal auch ¢ und y zugleich mit 4 x und 4y gegen Null
streben.

Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen driickt sich aber
hierin die Behauptung unseres obigen Satzes aus.

Es versteht sich von selbst, daB unser Resultat ganz unabhingig von
der Anzahl der Variabeln x, y,... ist und z. B. auch gilt, wenn die
GréBené, #, . .. nur von einer unabhéngigen Verdnderlichen x abhingen,
so daf} die GroBe # eine zusammengesetzte Funktion nur der einen unab-
hiangigen Verdnderlichen x wird.

Wollen wir die hoheren partiellen Ableitungen berechnen, so
haben wir die rechten Seiten unserer obigen Gleichungen weiter nach
x und y zu differenzieren, wobei f;, f,], . .. wieder als zusammengesetzte
Funktionen zu behandeln sind. Wir erhalten so, wenn wir uns der Ein-
fachheit halber auf drei Funktionen &, # und { beschrinken:

%zz=f5552+fnnni+fticg+2f5n 5@7]@+2fn€77¢€x
+2f£;‘£a:€.t+f§§xz+fnna:m—l_fté-a:m:

Ugy =f£§ E:»Ev—l_fﬂﬂ nznu+ftté-wcu+fsn(faﬂh+§u’7m)+fn§‘(’7xzu+7]ucm)
+fEt(§va+§ﬂzx)+f§ 5zv+fn Nay +f§'é-.m/’

”uu:fEE£121+fﬂn 77121+fé‘é‘c12/+2f5n 5u’7u+2fninvgv+2f5§5u§u
+fE§yu+fnnvv+ftcvv-

2. Beispielel).
1. Wir betrachten die Funktion
w=—grsin’y+2zxysinzsiny +5*.
1) Es sei ausdriicklich betont, daB die folgenden Differentiationen auch ohne

Anwendung der Kettenregel fiir mehrere Verdnderliche direkt wie bei den Bei-
spielen auf S.45ff. durchgefiihrt werden kénnen.



64 II. Funktionen mehrerer Verinderlicher und ihre Ableitungen.

Wir setzen
E=x%sin?y, n=2xysinxsiny, (=12
und erhalten
&,=2xsin?y, n,=2ysinxsiny+2xycosxsiny, {,=0;
&,=2x%sinycosy, n,=2«xsinxsiny—+ 2xysinxcosy, {,=2y;
1,{,5:1,{,’7=1,{,:=65T'7+C;
es ist also
U,=2 ¥ sin'y +2rysinxsing +3* (xgin2y - ysinxsiny + £y cos x sin y)
und
ty,=2¢"si0*y +2xrysinzsiny +9* (y25inycosy +xsinxsiny

+xysinxcosy—+y).
2. Bei der Funktion
% = sin (x% 4 y?)

nehmen wir £ = %2 4+ 92 und erhalten
Mm=2xCOS(x2+y2), My=2ycos(x2+y2)’
Ugy=—4 x?sin (4% 4 y2) 4 2 cos (%2 4 »?) , u,,=—4xy sin (¥2+32),
Uy, = — 4 y?sin (22 4 y2) 4 2 cos (#2 4 y?) .
3. Bei der Funktion

u = arc tg (x4 xy+ y?)
fiihrt die Ersetzung
=42 n=xy, [=y*

zu
_ 2x+y
u x+2y

e

Ein Beispiel fiir den Fall, daB die vorgelegte Funktion eine Funktion
einer einzigen Variabeln x ist, liefert

gE)p@=E1=f (&)

mit & =g(x¥) und 5 = A(x). Unsere Differentiationsregel gibt uns

sofort
dF
PO ol Ly =11 & Erlog £y

=(g ()@ (h(x) £+ I () logg ()},

ein Ergebnis, von dem wir einen speziellen Fall schon in Bd. I,
S. 165 auf eine etwas kiinstliche Art erhalten haben.
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3. Einfithrung neuer unabhingiger Verinderlicher.

Eine besonders wichtige Anwendung erfahren die in Nr. 1 entwickel-
ten Tatsachen bei der Einfithrung neuer unabhingiger Verinderlicher.
Betrachten wir z. B. den Fall einer Funktion

der beiden unabhingigen Verinderlichen &, %, welche wir als recht-
winklige Koordinaten in der &, #-Ebene deuten, und fithren wir in
der Ebene durch die Transformation

E=ox+ By, r=01 &+ apn,
n=ay %+ By, y=Pp.&+ By

neue rechtwinklige Koordinaten x, y in bezug auf ein gedrehtes Ko-
ordinatensystem ein (vgl. Kap. I, § 1 S.5), so geht unsere Funktion
# = f(&,n) in eine neue Funktion von x und y tber:

u=f(&n) =Fxy)
und diese neue Funktion entsteht aus f(£,#) durch einen Zusammen-
setzungsprozeB der in Nr. 1 beschriebenen Art. Wir sagen: In die Be-
ziehung # = f(&, ) zwischen der abhingigen GréBe » und den unab-
hingigen Variabeln & und % werden neue unabhéngige Verdnderliche
x und vy eingefiihrt.
Die Differentiationsregel von Nr.1 ergibt sofort

Uy = U 0y + Uy U,

= g f1+ 1y B,
wobei durch die Symbole #,, und #, die Ableitungen der Funktion F (x, v),
durch die Symbole u;, u, die Ableitungen der Funktion f(&, n) bezeich-
net sind.

Die partiellen Ableitungen einer beliebigen Funktion transformieren
sich also bei Drehung des Koordinatensystems genau wie die unabhén-
gigen Veranderlichen. Dasselbe Resultat gilt bei Einfithrung von neuen
rechtwinkligen Koordinaten im Raume.

Ein wichtiger anderer Fall fiir die Einfiihrung neuer unabhéngiger
Veranderlicher bildet der Ubergang zu Polarkoordinaten 7 und ¢, welche
mit den rechtwinkligen Koordinaten x und y durch die Gleichungen

X =7cosQ, r = Va2 + 97,
y = 7sin ¢, (pzarc’tg%{L
verkniipft sind. Bei Einfilhrung von Polarkoordinaten wird

u=f(xvy) =f(rcosqp, rsing) =F(7, ¢)
und die GréBe » erscheint wiederum als zusammengesetzte Funktion
der unabhingigen Verinderlichen #» und ¢. Wir erhalten also bei Ein
Courant, Differentialrechnung. II. Bd. 2. Aul. 5
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fiihrung der Polarkoordinaten als unabhingige Verinderliche aus
unserer Kettenregel die Differentiationsformeln

x y sin
um=u,rm—{—uq,cpxzum7—uq,ﬁ=urcos¢—u¢—r,
_ _ y r . cos @
Uy = Uy Vo ~F g, @y = Uy =~ = U5 = thy SIN @ + 24y, —5,

Aus ihnen leitet sich die weitere hiufig angewandte Gleichung
W2t o= o2

ab. Fiir die h6heren Ableitungen erhilt man durch Differentiation nach
der Kettenregel die Beziehungen

sin? ¢ cos @ sin @ sin? @
— 2 —_r
Uy = Upy COSE @ + Upp 3 214“’, " + u, -
cos @ sin ¢
+ 2 u, Y

2 — sin2
cos® @ sme @

. cos @ sin @
Ugy = Uyy = Uy, COS Q SIN @ — Uy —— 35— + U, ;

sin? ¢ — cos? ¢ sin @ cos ¢
+ %qﬁ 72 — U, v B
. cos? @ cos g sin ¢ cos? g
— 2 il 4
Uyy = Upp SIN2Q + tho g —— + 2, " "y —

cos @ sin @
— 20, — 55—
Aus ihnen entnimmt man die folgende Formel, welche den hiufig
vorkommenden sogenannten Laplaceschen oder Potentialausdruck
Au = u,,+ u,, auf Polarkoordinaten transformiert:
1 1 1 7} ou %u
A=ty 4ty = ey + g5z + 0 = 5 {1 5 (1 57) + 53}

Von den Formeln
. x y .
Uy = Uy Uy - = Uy COS @ + U, SIN @,

Uy = — Uyy - U, % = — uy7sine + u,7cos g,
die die Regeln fiir die Differentiation einer Funktion f(x, y) nach und ¢
angeben, ist uns die erste bereits auf S.55 beim Differenzieren von
f(x, %) in der Richtung des Radiusvektors 7 begegnet.
Ganz allgemein kénnen wir, wenn ein Zusammensetzungsprozel3
(sieche Nr. 1)
”=f(§,’7:---),

§=g(x,9), n=v(*,9),...

gegeben ist, diesen auffassen als Einfiilhrung neuer unabhingiger Ver-
dnderlicher #, y, statt &,#, . . ., wobei die zusammengehdérigen Systeme
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der unabhingigen Verdnderlichen beide Male zur Festlegung derselben
Zahl # dienen.

In allen Fillen, bei denen es sich um die Differentiation zusammen-
gesetzter Funktionen

w=fEmn,...)

handelt, hat man folgenden Sachverhalt zu beachten. Man muB klar
unterscheiden zwischen der abhingigen GroBe # und der Funktion
f(,7m,...) welche die unabhingigen Verinderlichen £, 7, ... mit der
GroBew = f(&,, . . .) verkniipft. Die Differentiationssymbole u, Ups-no
erhalten einen Sinn erst dann, wenn die funktionale Verkniipfung von «
mit den unabhingigen Veridnderlichen festgelegt ist. Genau genommen,
sollte man also bei der Zusammensetzung von Funktionen# =f(£, 7, ...)
= F (%, y) nicht w; oder u, bzw. u, oder u, schreiben, sondern f; oder
f, bzw. F, und F,. Trotzdem macht man hiufig der Kiirze halber von
den einfacheren Bezeichnungen u;, Uy, Uy, #, Gebrauch, wenn Ver-
wechselungen ausgeschlossen erscheinen.

Folgende Beispiele mdgen jedoch zeigen, daB die Differentiation
einer Gréfe einen ganz verschiedenen Sinn erhalten kann je nach der
Art des funktionalen Zusammenhangs zwischen ihr und den unabhin-
gigen Verinderlichen, d.h.je nachdem nach welcher unabhingigen
Veranderlichen differenziert wird und welche andern GréBen als un-
abhingige Verdnderliche bei einer Differentiation fest bleiben.
w=2& 4+ n=1{(&,n) geht bei der ,,identischen* Transformation & = «,
7 = y in die Funktion # = 2x 4+ y {iber, und wir haben %, = 2, #, = 1.
Fithren wir jedoch ein zweites Mal als neue unabhingige Veranderliche
& = x (wie beim ersten Mal) und & 4+ % = v ein, so wird ¥ = x + v
und wir erhalten #, = 1, #, = 1. Die Differentiation nach derselben
unabhéngigen Veranderlichen x ergibt also im zweiten Falle ein anderes
Resultat als im ersten.

§ 6. Der Mittelwertsatz und der Taylorsche Satz bei
mehreren unabhingigen Veridnderlichen.

1. Problemstellung und Vorbereitungen.

Bei einer unabhingigen Verinderlichen haben wir in Bd. I, sechstes
Kapitel, § 2, gesehen, daB und wie wir eine Funktion in der Um-
gebung einer Stelle mit einer Genauigkeit von héherer als #-ter Ordnung
durch eine ganze rationale Funktion #-ten Grades, das Taylorsche
Néherungspolynom, approximieren kénnen, sobald die Funktion Ab-
leitungen bis zur (# + 1)-ten Ordnung besitzt. Die Anndherung durch
den linearen Anteil der Funktion, wie sie das Differential liefert, ist
nur der erste Schritt zu dieser feineren Anniherung. Man kann nun
auch bei mehreren unabhingigen Verinderlichen, z. B. bei zwei un-
abhingigen Verinderlichen, versuchen, eine Funktion in der Umgebung

5%
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einer bestimmten Stelle angenihert durch eine ganze rationale Funk-
tion n-ten Grades darzustellen. Mit passender Bezeichnung kommt es
also darauf an, bei beliebigem # fiir f(x + %, y -+ k) ein ,,Taylorsches
Néherungspolynom' vom Grade » in den Differenzen % und % gegen
die gewihlte Stelle (x, y) anzugeben.

Man kann unsere Frage durch einen sehr einfachen Gedanken
auf die schon von einer unabhingigen Verinderlichen her bekannten
Dinge zuriickfiihren. Anstatt ndmlich die Funktion f(x + 4, y + &)
zu betrachten, fithren wir noch eine HilfsgroBe ¢ ein und untersuchen
den Ausdruck

F(@)=f(x+ht, y+ ki)

als Funktion von ¢, indem wir fiir den Augenblick #, y, » und & als fest
ansehen. Durchliuft ¢ die Werte von 0 bis 1, so durchliuft der Punkt
mit den Koordinaten x + ¢ und y + k¢ geradlinig die Verbindungs-
linie zwischen (x, y) und (x + 4, vy + &).

Wir wollen zunichst die Ableitungen von F(f) berechnen. Setzen
wir von der Funktion f(x, y) voraus, daB alle im folgenden auftreten-
den Ableitungen stetig sind, so erhalten wir durch Differentiation
nach der Kettenregel (§ 5) sofort die Gleichungen

F (t)=hf,+kf,,
F” (t):hzfmw+2h‘kfwv+k2fyy;

Allgemeiner gibt sich, wie durch den SchluB von s auf m + 1 leicht
zu bestdtigen ist, fiir die n-te Ableitung der Ausdruck

FO) () = fon et () B2 R fans g () B2 B¥fgnosgs b -+ By,
den wir wie auf S. 59 auch symbolisch in der Form
F® (t) = (hf,+ kf,)™

schreiben koénnen; die Klammer rechts haben wir formal nach dem

binomischen Satz zu entwickeln und hinterher die Potenzen und Pro-
dukte der Grélen g—i und % durch die entsprechenden n-ten Ab-
onf onf
dxn’ dx-19y’
als Argumente an Stelle der GréBen x und y die GroBen x - 4¢ und
y -+ kt zu schreiben.

leitungen ... zu ersetzen. In allen Ableitungen sind dabei

2., Der Mittelwertsatz.

Den Ausgangspunkt zur Aufstellung unseres Approximationspolynoms
bildet ein Muttelwertsatz analog dem uns von einer unabhingigen Ver-
dnderlichen her bekannten Mittelwertsatze. Er verkniipft die Diffe-
renz f(x + h, y + k) — f(#, y) mit den partiellen Ableitungen f, und f,.
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Dabei setzen wir ausdriicklich die Stetigkeit dieser Ableitungen voraus.

Wir gehen aus vom gewohnlichen Mittelwertsatz fiir die Funktion F (z)
¢ F o . .

M = F'(®¢) mit einem Wert & zwischen 0 und 1

und erhalten hleraus sofort die Formel

Hot byt B 2T ) pp, (x4 Oty + Okt) + b,y (2 -+ Oht, y+ Okt)

in der Form

Setzen wir in ihr # = 1, so ergibt sich der gewlinschte Mittelwerisatz
fiy Funktionen zweier Verdnderlicher in der Gestalt
fat+hy+h—f@xy)=hizx+3hy+ k) +Ekf(x+ b y+ OF)
=hfz (& n)+Efy (& n)
Es ist also die Funktionsdifferenz fiiv die Punkie (x + h, vy + k) und
(x, v) gleich dem Differential, gebildet fiir eine Zwischenstelle (§,n) auf
der geradlinigen Verbindungsstrecke der beiden Punkte. Bemerkenswert
hierbei ist, daB fiir die Zwischenwerte beider Zuwichse derselbe
Bruch 4 zur Verwendung kommt sowohl bei f, als auch bei f,.
Als eine einfache Folge des Mittelwertsatzes beweist man die folgende
Tatsache: Eine Funktion f(x, y), deren partielle Ableitungen f, und
f, in einem Bereiche iiberall existieren und den Wert Null haben, ist
eine Konstante. In der Tat zieht im Mittelwertsatze das Verschwin-
den der rechten Seite das Verschwinden der linken Seite nach sich;
dies aber bedeutet, da die Werte % und % ganz beliebig gewdhlt sind, daB
die Funktion {iberall in dem betreffenden Gebiete denselben Wert hat.
Da umgekehrt die Funktion f(x, y) = konst. durch eine zur x, y-Ebene
parallele Ebene dargestellt wird und offenbar tiberall die beiden par-
tiellen Ableitungen f, = 0 und f, =0 besitzt, so erkennen wir in dem
Verschwinden der Ableitungen f,, und f, die notwendigen und hinveichenden
Bedingungen fiir die Konstanz einer Finktion f(x, y).

3. Die Taylorsche Formel fiir mehrere unabhingige Verdnderliche.

Wenn wir auf die Funktion F(f) die Taylorsche Formel mit dem
Restgliede von Lagrange (vgl. Bd. I, sechstes Kapitel, S. 256) anwenden
und zum SchluB ¢ =1 setzen, erhalten wir ganz entsprechend als
Taylorsche Formel fir zwei unabhingige Veridnderliche

f(x+hy+k)y=1@y)+{hfe(x,9)+ ki, (x5)

o i fen @ 9) + (1) IR s () e Bl ()R,
mit dem symbolisch geschriebenen Restgliede

S Bl ek O,y OR) £ R, (e 9,5+ B
0<d<l.

(n +1)
R” (n -{-— }
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Die homogenen Polynome ersten, zweiten, ..., #-ten und (» + 1)-ten
Grades in 4 und %, in welche der Zuwachs f(x 4 4, v + k) —f(#, ¥)
der Funktion f (%, y) beim Ubergange vom Punkte (¥, y) zum Punkte
(¥ 4+ A, vy + k) hierdurch zerlegt wird, sind bis auf die Faktoren

11 1 1
11 21 >l (m+ 1)1
gerade das erste, zweite, ..., n-te Differential

df:hfm+kfwt
dzfz(hfz+kfy)(2) hszm+2hkfmy+k2fyv:

dnf= (hfw+kf,,)‘”’—h‘"fxn+( )hn Uhfryt + oo+ koo

von f(x,y) im Punkte (x,y) bzw. das (» + 1)-te Differential gn+1f
an einer Zwischenstelle (§,#) auf der geradlinigen Verbindungsstrecke
von (%,9) und (x + A,y + k). Somit koénnen wir die Taylorsche
Formel {ibersichtlicher auch schreiben

f by +B)=1(6y) +df (6,9) + 5,88 (6,9) + -

+ordnf (5,9) + R,
mit
R,= (n+1 [Anf (o Oy + Ok), 0<B<1.

Der Rest R, verschwindet jedenfalls von héherer Ordnung als das
letzte beriicksichtigte Glied d#f, d.h. es ist fir #—0 und 2—0:

R, = o (Y2 4 ")

Bei der Taylorschen Formel in einer Veridnderlichen spielte der
Grenziibergang # — oo zur unendlichen Taylorschen Reihe eine wich-
tige Rolle und fiihrte uns zu Potenzreihenentwickelungen vieler Funk-
tionen. Bei mehreren Verdnderlichen wird ein solches Verfahren im
allgemeinen zu kompliziert; wir werden hier noch mehr als bei
einer unabhidngigen Verdnderlichen das Hauptgewicht darauf legen,
daB durch die Taylorsche Formel der Zuwachs f(x+ %, v + &) —f (%, y)
einer Funktion in Zuwichse df, d%f, ... verschiedener Ordnungen auf-
gelost wird.

§ 7. Anwendungen des Vektorbegriffes.

Viele Tatsachen und Zusammenhinge der Differential- und Integral-
rechnung bei mehreren Veridnderlichen gewinnen eine wesentlich durch-
sichtigere und einfachere Form, wenn man die Begriffe und Bezeich-
nungen der Vektorrechnung anwendet. Es seien daher zum SchluB dieses
Kapitels noch einige Ausfilhrungen iiber diese Dinge eingeschaltet.
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1. Vektorfelder uqd Vektorscharen.

Der Schritt, welcher die Verbindung der Vektorrechnung mit-
unserem Gegenstand herstellt, besteht in folgendem: Wir betrachten
nicht bloB, wie im ersten Kapitel, einen einzelnen Vektor oder
eine Anzahl einzelner Vektoren, sondern eine Vekformannigfaltigkest,
welche von einem oder mehreren stetig verdnderlichen Parametern
abhingt.

Betrachten wir z. B. eine rdumliche Substanz, die ein Stiick des
Raumes erfiillt und die sich bewegt, dann wird in einem bestimmten
Zeitmoment die Substanz an jeder Stelle eine bestimmte durch einen
Vektor u dargestellte Geschwindigkeit besitzen. Jedem Punkt des von
der Substanz erfiillten Raumes ist also ein bestimmter an ihn gebun-
dener Vektor u zugeordnet. Wir sagen, daf3 diese Vektoren ein Vektor-
feld in dem betreffenden Bereiche bilden. Die drei Komponenten des
Feldvektors werden dabei als drei Funktionen

Ml (xl-‘ xl’xa) ) Uy (xl!x21x3) » Ma (x]_)lexa)

der drei Ortskoordinaten erscheinen, die wir hier mit x,, x,, x; statt
mit %, v, 2 bezeichnet haben.

Ein Beispiel fiir ein Geschwindigkeitsfeld wird durch die Fig. 31
dargestellt, welche das Geschwindigkeitsfeld einer mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit um eine -—

Achse rotierenden Substanz D
andeutet. —_ i\

Ebenso bilden die Krifte, »/4/
welche auf die Punkte ‘einer / %
sich bewegenden dreidimensio- v,
nalen Substanz wirken, ein ¥ A T T T T T
solches Vektorfeld. Als Beispiel l l l l l K p 4!
fiir ein Kraftfeld betrachten wir
die auf die Masse 1 wirkende N
Anziehung eines Massenpunktes
nach dem Gravitationsgesetz.
Alle Vektoren dieses Kraftfeldes \\b
sind gemdB dem Newtonschen
Gesetz nach dem anziehenden
Punkte gerichtet, wihrend ihre
Linge proportional dem Quadrat des reziproken Abstandes von diesem
Punkte ist.

Jedes Vektorfeld besitzt in bezug auf ein neues gegen das urspriing-
liche gedrehte rechtwinkliges Koordinatensystem neue Komponenten.
Sind die neuen rechtwinkligen Koordinaten durch die Transformations-

Fig. 31. Geschwindigkeitsfeld bei Rotation.
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gleichungen (Kap.I, §1, Nr.2)
Si=o %+ Bi%s+ V1%
Sy=op %+ Ba¥a+ V¥
&= 3%y + Py Xy + Y543
bzw.

n=0 & tabtad;
%pg=P1&+ Ba bt Bsbs
2=y &1+ 7 St Vs bs
verkniipft, so bestehen zwischen den Komponenten u,, #,, #3 in bezug
auf das x-System und den neuen Komponenten w, (£;,&,,£5), 02 (£1,82,65),
w3 (&;, &, &) in bezug auf das &-System die entsprechenden Transforma-
tionsgleichungen
Wy = oy Uy + By sy + 1 U
Wy = g Uy + Potiy + Yo g
wg = oty + Psts + Y3ty
bzw.
Uy = a0y + Uy + gy
ty = P11 + Py, + Py
Uy = Y101 + Y302 + Y305

(vgl. Kap.1, §1, S. 5). Diese Komponenten ,, w,, w; im neuen System
entstehen also durch Einfiihrung neuer unabhingiger Ver4dnderlicher und
gleichzeitige Transformation der Funktionen, welche die Komponenten
im alten System darstellen.

Wenn in physikalischen Anwendungen jedem einzelnen Punkte
eines Raumstiickes der Wert # einer Funktion # = f(x,, %,, #,) zugeordnet
ist, wie z. B. die Massendichte, und wenn man hervorheben will, daB es
sich nicht um eine Vektorkomponente handelt, sondern um eine GréBe,
die bei Einfithrung eines neuen Koordinatensystems ihren Wert bei-
behilt, so spricht man auch von einer skalaren Funktion oder von einem
Skalar bzw., wenn die Zuordnung zu den einzelnen Raumpunkten hervor-
gehoben werden soll, von dem Felde eines Skalars. Zu jedem Vektorfeld u
bildet z.B.die GroBe |u|? = u} + u; + 45 einen Skalar; denn sie
stellt das Quadrat der Linge des Vektors dar und behilt denselben Wert
ganz unabhingig von dem Koordinatensystem, auf welches wir die
Vektorkomponenten beziehen.

In den oben betrachteten Beispielen ist uns von vornherein das
Vektorfeld u gegeben und mit dem Vektorfeld sind seine Komponenten
fiir jedes rechtwinklige Koordinatensystem bestimmt. Sind umgekehrt
in einem bestimmten Koordinatensystem, etwa einem x-System, drei
Funktionen u, (%, %5, %3), %5 (%, %a, %3), 45(%;, %5, %5) gegeben, so de-
finieren sie in diesem System ein Vektorfold 1 mit diesen Komponenten;
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wir erhalten die Komponentendarstellung in einem andern rechtwink-
ligen &-System gemil den obigen Gleichungen, indem wir die Kompo-
nenten in die neuen Komponenten w,; transformieren.

Neben den Vektorfeldern betrachtet man auch Mannigfaltigkeiten
oder Scharen von Vektoren, welche nicht simtlichen Punkten eines
rdumlichen Bereiches zugeordnet sind, sondern z. B. von einem Para-
meter ¢ abhingen, was wir durch die Schreibweise u(f) zum Ausdruck
bringen. Denkt man den Vektor u als Ortsvektor, vom Anfangspunkt
des Koordinatensystems des #,, #,, #;-Raumes abgetragen, so be-
schreibt sein Endpunkt bei variablem ¢ eine Raumkurve, welche durch
drei Gleichungen in Parameterform gegeben ist:

=@ (t), uy=vy(), uz=y(t).

Vektoren, welche in dieser Weise von Parametern ¢ abhingen, kann
man nach diesen Parametern differenzieren. Unter der Ableitung eines
Vektors u (¢) verstehen wir denjenigen Vektor u’ (), den man durch den
Grenzilibergang

g 20D =)
h—0 A

erhalt, und dessen Komponenten u}, u}, uy die GréBen
, du , au , du
M= =g %=y
sind.
Wir erkennen unmittelbar, daB die Grundregeln fiir die Differentiation
auch bei Vektoren gelten. Zunichst ist offenbar, wenn

w=u+0o
gesetzt wird:

w=u-+v.
Ferner ergibt sich fiir das skalare Produkt ub =, v, 1, v,+ %370,
zweier Vektoren u und v (vgl. S. 6) sofort die Differentiations-

1
rege 4 (ub)

T, =uv’4u'y.

Fiir das vekforielle Produkt (vgl. S. 111.) erhalten wir in derselben Weise
die Differentiationsregel

———=uXxp+u xo,

2. Anwendung auf die Theorie der Kurvenkriimmung. Zerlegung
einer Bewegung in Tangential- und Normalkomponente.

Wir machen einige einfache Anwendungen dieser Betrachtungen. Ist
I (¢) ein vom Parameter ¢ abhingiger Ortsvektor im x,, x,, ¥;-Raume, der
also eine Kurve definiert, so wird der Vektory’(f) tangential zuder
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Kurve im Kurvenpunkte (¢) liegen; denn der Vektor g (¢ %) —z (f)

und damit auch der von ihm nur durch den Faktor kS unter-

h
schiedene Vektor gg_*-—h}i?g—(t) hat die Richtung der Verbindungslinie

des Kurvenpunktes (f) und des Kurvenpunktes (¢ + %) (vgl. Fig. 32); im
Grenzfall 4—0 muB die Richtung dieser Sehne in die Tangenten-
richtung ibergehen. Wird speziell statt ¢ die von einem gewissen
Anfangspunkte aus gezdhlte Bogenlinge s der Kurve genommen
und die Differentiation nach s durch einen Punkt bezeichnet, so driickt
sich dies in der Gleichung

B2ttt at=1
aus, welche auch in der Form
tt=1"=

geschrieben und fiir Raumkurven in genau derselben Weise wie die
o) entsprechende Tatsache fiir ebene Kurven hergeleitet
@ werden kann (vgl. Bd. I, Kap. 5, §2, Nr. 3). Der
Vektor ¢ hat also die Linge 1. Differenzieren wir
ze\ ¥  die Gleichung §f =1 noch einmal nach s, so

erhalten wir .

tr=0.

Fig. 32. Differentiation Diese Gleichung besagt, daB der Vektor ¥ mit den
des Ortgyeler ™' Komponenten %, (s), %,(s) und %,(s) senkrecht auf
der Tangente steht. Wir nennen diesen Vektor

den Kriimmungsvektor oder Hauptnormalenvekior und seinen absoluten
Betrag, d. h. also seine Linge

b= = VE+ A+ 8

die Kriimmung der Kurve in dem betreffenden Punkte. Den reziproken
Wert der Kriimmung o = % nennen wir wieder den Krimmungsradius

und den Endpunkt des im Kurvenpunkt beginnenden Kriimmungs-
vektors den Kriimmungsmittelpunks.

Tatsichlich stimmt dieser Begriff der Kriimmung mit dem in
Bd.Iim fiinften Kapitel §4, 4 definierten iiberein. Es ist nimlich g ein
Vektor von der Linge 1. Denken wir uns von einem festen Anfangs-
punkte O aus die Vektoren f (s+ /) und g (s) abgetragen, so wird die
Differenz { (s + ) —  (s) dhnlich wie in der Fig. 32 durch den die bei-
den Endpunkte der Vektoren £ (s) und § (s + %) verbindenden Vektor dar-
gestellt. Dessen Linge, dividiert durch den Winkel «, welcher von den
beiden Vektoren (s 4 4) und £ (s) eingeschlossen wird, strebt fiir 4 — 0
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gegen 1, da der Betrag von f gleich 1 ist. Daher ist
lim <= = lim - V(% (s+7)— %, (5))2+ (¥ (s h) — 7, (5))2+ (&5 (s+ ) — 5 (5))2.

h=>0 h—0

Hier ist der rechts stehende Grenzwert gerade gleich unserer
Wurzel 3%+ 4§+ 4%. Den Grenzwert von —, d.h. dem Quotienten

aus dem Winkel zwischen den Kurvenrichtungen zweier benachbarter
Punkte durch die dazwischenliegende Bogenlinge % im Grenzfalle # — 0,
haben wir aber schon frither als Kriimmung bezeichnet.

Der Begriff des Kriimmungsvektors spielt in der Mechanik eine
wichtige Rolle. Stellen wir uns vor, daB ein Massenpunkt sich mit
der Zeit ¢ lings einer Kurve g(f) bewegt. Die Geschwindigkeit der
Bewegung wird dann ihrer Richtung und Gré8e nach durch den Vek-
tor ¢’ (¢), die Beschleunigung durch den Vektor £’ (f) gegeben, wobei
durch den Strich die Differentiation nach der Zeit ¢ bezeichnet ist.
Nach der gewohnlichen Kettenregel gilt

, .ds
U=tz

(mit dem Punkte als Differentiationszeichen nach der Bogenlinge s)
und weiterhin 2 Ios

v n@s | fds

v =i +i(5)
Diese Gleichung besagt nach unseren Feststellungen iber die Langen
von § und %: Der ,,Beschleunigungsvekior* der Bewegung ist die
Summe von zwei Vektoven. Der eine ist tangential zur Kurve gerichiet
as
qe’
Punktes in seiner Bahn (Tangentialbeschleunigung); der zweite Bestand-
teil ist nach dem Kriimmungsmittelpunkt hin gerichtet und seine Linge
ist gleich dem Quadrate der Bahngeschwindigkeit wmultipliziert mit der
Kritmmung (Normalbeschleunigung).

und seine Linge ist gleich d. h. gleich der Beschleunigung des

3. Der Gradient eines Skalars.

Wir wenden uns jetzt wieder der Betrachtung der Vektorfelder zu
und wollen kurz einige sehr hiufig vorkommende Begriffe besprechen,
welche mit dem Begriff eines Vektorfeldes verkniipft sind.

Es sei # = f(%;, %, %;) irgendeine Funktion in unserem Bereich,
nach unserer jetzigen Ausdrucksweise also eine skalare Grofle. Dann
diirfen wir die drei partiellen Ableitungen

M1=.fw1’ M2:f12' Mszfm,

im x-System als Komponenten eines Vektors u auffassen. Gehen wir
durch Drehung zu einem neuen &-System {iber, so erhalten wir gemaf
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den Transformationsformeln von Seite 72 fiir diesen Vektor u die Kom-
ponenten

wp = oyt + Pty + yyu

Wy = 0ty thy + Pty + Vo143

Wy = agty + Pty + Yo tis.
Fiihrt man andererseits in 7 (x,, %,, #3) durch die entsprechende Trans-

formation die rechtwinkligen Koordinaten &,, &,, &; als neue Verdnder-
liche ein, so erhdlt man nach der Kettenregel

foo =lonon + fo, b1 + fo, 71

feo= e 0 + fa, Be + f2.V2

fe, = fo, %5 + o, Bs + fe.Vs -
Es wird also

oy =g, Wy = fe., w3=1,
und wir erkennen, daB auch im neuen Koordinatensystem die Kompo-
nenten unseres Vektors u durch die partiellen Ableitungen der GréBe f
nach den rechtwinkligen Koordinaten gegeben werden. Es gehért also
zu jeder Funktion f im dreidimensionalen Raume ein bestimmter Vektor,
dessen Komponenten in jedem Koordinatensystem durch die drei par-
tiellen Ableitungen nach den Koordinaten gegeben werden. Wir nennen
diesen Vektor den Gradienten der Funktion f und schreiben
u=gradf.
Der Gradientenvektor ist fiir eine Funktion von drei Veridnderlichen
ein Analogon zur Ableitung bei einer Funktion einer Verdnderlichen.
Um eine anschauliche Vorstellung von der Bedeutung des Gra-

dienten zu erhalten, wollen wir die Ableitung der Funktion in
der Richtung (¢, oy, @) bilden, wo a;, o und «3 die drei Rich-
tungswinkel der betreffenden Richtung, also drei der Bedingung
cos? oy + cos?ay + cos?a; = 1 geniligende Zahlen sind. Wir haben
aber auf S. 55 fiir diese Ableitung den Ausdruck

Do f={, cosoy+ fy,cos oy, fr, cosa,

gefunden. Stellen wir uns einen Vektore von der Linge 1 und der
Richtung («;, «,, o) vor, so sind seine Komponenten gerade e; = cos «;,
&g = COS &y, €3=C0saz, und wir erhalten daher fiir die Ableitung der
Funktion f in der Richtung (o, «s, #5) den Ausdruck
Def=egradf,

also das innere Produkt des Gradienten mit dem in der Richtung (e«;, &5, ot5)
weisenden Einheitsvektor, d.h. die Projektion des Gradienten auf
diesen (vgl. Kap. I, S. 6).

Auf dieser Tatsache beruht die groBe Bedeutung des Gradienten-
begriffes. Stellt man sich z. B. die Frage, in welcher Richtung der
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Funktionswert am schnellsten ansteigt oder abfillt, so hat man die
Richtung derart zu wihlen, daB der obige Ausdruck méglichst gro8
positiv oder negativ wird. Das ist offenbar gerade dann der Fall, wenn
die Richtung von ¢ mit der des Gradienten gleich oder entgegengesetzt
wird. Der Gradient gibt uns also durch seine Richtung die Richtung des
starksten Awnstiegs oder Abfalles der Funktion, durch seinen absoluten
Betrag die Geschwindigkeit oder die Steilheit des Anstiegs oder Ab-
falles an.

Auf die geometrische Bedeutung und Veranschaulichung des Gra-
dientenbegriffes werden wir noch im nichsten Kapitel zuriickkommen.
An dieser Stelle kénnen wir aber schon anschaulich die Lage des Gra-
dienten folgendermaBen festlegen: Beschrdnken wir uns zunichst auf
Vektoren in zwei Dimensionen, so haben wir den Gradienten einer
Funktion f(x, y) zu betrachten. Wir wollen uns vorstellen, da diese
Funktion durch ihre Niveaulinien

fxy)=c
in der x, y-Ebene dargestellt ist. Dann wird offenbar die Ableitung der
Funktion f(x, y) nach der Richtung dieser Niveaulinien (vgl. S. 54)
verschwinden ; denn bedeuten P und Q zwei Punkte auf derselben Niveau-
linie, so ist in unmittelbar verstidndlicher Bezeichnung /(P) —/(Q) =0,
und diese Gleichung bleibt bestehen, wenn wir durch die Entfernung 7
der beiden Punkte P und Q dividieren und den Grenziibergang % — 0
ausfithren. Da demnach die Projektion des Gradienten auf die Richtung
der Tangente an die Niveaulinie Null ist, steht der Gradient in jedem
Punkte senkvecht auf der zugehirigen Niveaulinie. Ganz das Ent-
sprechende gilt nun auch fiir die Gradienten in drei Dimensionen. Stellen
wir die Funktion f(%,, x,, #;) durch die Niveauflichen
1 (%2, %y, %5) =¢

dar, so hat der Gradient die Komponente Null fiir jede Richtung tan-
gential zu einer Niveaufliche, steht also senkrecht zur Niveaufliche.

In vielen Anwendungen treten gerade solche Vektorfelder auf, die
Gradienten einer skalaren GréBe darstellen. Z.B.ist das Kraftfeld der
Gravitation ein solches Gradientenfeld. Die Komponenten der New-
tonschen Gravitationskraft werden ndmlich, wenn der anziehende
Punkt die Koordinaten &;, & und &;, und der angezogene Punkt die
Koordinaten x,, %, und x, hat, durch die Ausdriicke

C S—x

V& — 5P 4 o — 2" + (& — 7>
C Ea— %y

V& —#)2 + (g — #2)? F (&3 — ”3)23 ’
C &3 —

VE =)+ (&, — #9)® + (65 — 2)2%
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mit konstantem C gegeben; und zwar ist C = m M %, wo m die Masse
des einen, M die Masse des anderen Punktes und # die ,,Gravitations-
konstante‘ ist. (Die Faktoren

§—x
V(&1 — %)% + (£ — #2)2 + (&5 — #3)°
sind die Kosinus der Winkel zwischen der Verbindungslinie der beiden

Punkte und den Achsen.) Man erkennt sofort durch Differentiation,
daB die obigen Komponenten die Ableitungen der Funktion

usw.

C 1
V(&1 — #)2 4 (& — #p)% + (£3 — #5)2
nach den Koordinaten x; bzw. #, und %, sind. Unser Kraftvektor ist

also bis auf einen Proportionalitdtsfaktor gleich dem Gradienten der
Funktion

1
V& — 22 F (E— 22)° + (5 — 52

1
4

Wenn ein Kraftfeld durch Gradientenbildung aus einer skalaren
Funktion entsteht, so nennt man diese skalare Funktion hiufig das
Potential oder die Kriftefunktion des Kraftfeldes. Wir werden auf
diesen Begriff spiter in allgemeinerem Zusammenhange bei der Be-
trachtung der Arbeit und Energie (Kap. V, §1 und Kap. VI, §1) stoBen.

4, Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes.

Ebenso wie wir als Gradienten jeder Funktion oder jedem Skalar
ein Vektorfeld durch den DifferentiationsprozeB zuordnen, kénnen
wir uns zu jedem Vektorfeld u durch einen Differentiationsprozel einen
Skalar verschaffen, die sogenannte Divergenz dieses Vektorfeldes. Wir
definieren, indem wir ein x-Koordinatensystem zugrunde legen, in diesem
als Divergenz des Vektors u die Funktion

. ou, , ou ou
divu= 571 8_x: a—p}f ,
also die Summe der drei Ableitungen der Vektorkomponenten nach
jeweils der entsprechenden Koordinate. Wenn die Divergenz wirklich
eine vom Koordinatensystem unabhingige, zu dem Vektorfeld u ge-
horige skalare GréBe sein soll, so muB auch, bezogen auf das &-System,

awl 0w,

+3§2+

8w3

divuy =

sein, wenn wy, w,, wg die Komponenten von u im £-System sind. In der
Tat kann man die Gleichung

814 ou
T + ax: + o

au3 . 6w1 0603

oy

£

+ o+
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durch Anwendung der Kettenregel und der Transformationsformel von
Seite 72 unmittelbar bestitigen.

Wir begniigen uns hier mit der formalen Einfithrung der Divergenz,
wihrend wir ihre geometrisch-anschauliche Bedeutung erst spiter in
Kap. V, § 5 diskutieren wollen.

Dasselbe gilt fiir den Begriff der Rotation (Wirbel, curl) eines Vektor-
feldes. Diese Rotation ist wieder ein Vektor, und zwar werden die Kom-
ponenten 7,, 7,, 75 dieses Vektors

r=rotu
durch die Gleichungen
BT TS TSR S SR LA
L7 8, dxg’ 2 0wy 0’ 837 9%, 0w,

definiert. Um zu zeigen, daB unsere Definition der Rotation wirklich
einen vom Koordinatensystem unabhingigen Vektor liefert, kénnten
wir durch direkte Rechnung bestitigen, daBl die GréBen

Oy dw,y Oy Jw, dw, dw,;

91“052 9E, ’ 92“6_5;—75’ 93——551"—3—52:

welche die Rotation im &-System definieren, mit den GréBen 7y, 7,,7;
durch die Transformationsgleichungen fiir Vektorkomponenten zu-
sammenhingen. Wir iibergehen jedoch hier diese Rechnung, weil sich
in Kap. V, § 6 wieder von selbst eine anschauliche Deutung der Rotation
und damit ihr Vektorcharakter ergeben wird.

Zusammenfassen lassen sich alle diese Begriffsbildungen des Gra-

dienten, des Rotors und der Divergenz mit Hilfe eines symbolischen

Vektors mit den Komponenten —a——, i, —‘2—, den man oft auch Nabla
0%y’ O0xy’ Oxg

nennt und mit V¥ bezeichnet. Der Gradient grad f eines Skalar-

feldes f(xy, %,, %;) ist das Produkt Ff der skalaren GréBe f mit dem

symbolischen Vektor V, also ein Vektor mit den Komponenten
o o1 of
0%, Oxy’ By’
Die Rotation rot u eines Vektorfeldes u(x, v, z) ist das dullere Pro-
dukt rotu = Fxu des Vektors 1 mit dem symbolischen Vektor V,
und die Divergenz schlieBlich ist das innere Produkt
ou,  Oug

divui=Pbu=—+4+--—"+4

0xy ' 0x,

014
oxg"

Zum SchluB einige immer wiederkehrende Beziehungen. Die Ro-
tation eines Gradienten ist Null, in Formel:

rot gradf=0.

In der Tat folgt diese Behauptung, wie man sofort erkennt, aus der
Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge.



80 Anhang zum zweiten Kapitel.

Die Divergenz etner Rotation ist Null, in Formel:
div rotu=0;

auch dies folgt ohne weiteres wegen der Umkehrbarkeit der Diffe-
rentiationsfolge aus den Definitionsgleichungen.

Die Divergenz eines Gradienien ist der in der Analysis immer wieder-
kehrende und auBerordentlich wichtige sogenannte Pofentialausdruck,
d. h. die Summe der drei zweiten ,,Haupt‘-Ableitungen einer Funk-

tion, in Formel:
. 2u . P%u , 0%u
dIV grad%=l]u=a—xi+m+5x—§,

wobei Au als Abkiirzung fiir den Ausdruck auf der rechten Seite
2 2
gesetzt ist. Fiir das Differentiationssymbol 4 = 5%,; + 687‘; 4+ 3%22—
1 2 3
gebraucht man die Bezeichnung Laplacescher Operator.

Endlich ist noch ein Wort dariilber zu sagen, daB man die
Sprechweise der Vektoranalysis auch hédufig bei mehr als drei unabhén-
gigen Verdnderlichen anwendet und dementsprechend gelegentlich z. B.
ein System von # Funktionen mit # unabhingigen Verinderlichen als
ein Vektorfeld im #-dimensionalen Raum bezeichnet. Der Begriff der
inneren Multiplikation, ebenso wie der Begriff des Gradienten behalten
dann ihren Sinn bei, wihrend im iibrigen verwickeltere Verhiltnisse

als bei drei Dimensionen herrschen.

Anhang zum zweiten Kapitel.

§ 1. Das Haufungsstellenprinzip in mehreren Dimensionen
und seine Anwendungen.

Ganz dhnlich wie bei einer unabhingigen Verdnderlichen wird man
auch bei mehreren unabhingigen Verinderlichen vorgehen, wenn man
die Begriffsbildungen und ihre Begriindungen so verschirfen will, da
jede Berufung auf die Anschauung vermieden werden kann. Es wird
geniigen, in Kiirze diese Fragen fiir zwel unabhingige Verinderliche
zu behandeln, da bei mehr als zwei unabhingigen Verinderlichen die
Verhiltnisse ganz analog liegen.

1. Formulierung des H&iufungsstellenprinzips.

An die Spitze stellen wir wieder das Hdufungsstellenprinzip von
Borz4N0 und WEIERSTRASS. Wir bezeichnen als eine Stelle P oder
einen Punkt im Bereiche von zwei Dimensionen ein System von Zahlen

%, ¥), die wir geometrisch in der iiblichen Weise durch einen Punkt mit
den rechtwinkligen Koordinaten x und ¥ in einer x, y-Ebene reprisen-
tieren kdnnen. Wir betrachten sodann eine unendliche Menge von
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solchen Stellen P (x, y), die alle in einem beschridnkten abgeschlossenen
Bereiche liegen sollen, fiir welche alsoz.B. |x| < C, |y | < C gilt, wobei
C eine feste Zahl bedeutet. Das Haufungsstellenprinzip lautet folgender-
maBen: Jede unendliche in esnem beschrinkien abgeschlossenen Bereiche
liegende Menge von Punkten besitzt in diesem mindestens etne Hiufungs-
stelle; d. h. es gibt im Bereich mindestens einen Punkt @ mit den
Koordinaten & und 7, so daB in jede auch noch so kleine um den
Punkt Q abgegrenzte Umgebung, etwa in jeden Bereich

x—E&1 <6, |y—n|L0

bei beliebig klein gewihltem positivem § immer noch unendlich viele
Punkte der gegebenen Menge hineinfallen. Oder auch: Man kann aus der
unendlichen Menge von Punkten eine Folge Py, P,, P,, ... auswihlen,
derart daf diese Punkie gegen eine Grenzsielle Q konvergieren.

Dieses Hiufungsstellenprinzip ist in mehreren Dimensionen eben-
so einleuchtend wie bei einer unabhingigen Verinderlichen. Man kann
einen analytischen Beweis genau wie den entsprechenden Beweis in
Bd.I, S. 44 fithren, wenn man nur statt Intervallen Rechtecksbereiche zu-
grunde legt. Wir wollen jedoch unser Beweisprinzip im Hinblick auf andere
Anwendungen hier ein wenig allgemeiner formulieren, indem wir folgenden
als ,,Prinzip der Intervallschachtelung'* bezeichneten Satz voranschicken.
Wenn bei einer umendlichen Folge von beschrinkien abgeschlossenen Be-
reichen Gy, Gy, G, . . . jeder folgende Bereich ganz in dem vorangehenden
liegt und wenn G, tn ein Quadrat eingeschlossen werden kann, dessen
Seite mit wachsendem n gegen Null strebt, so definiert diese Folge von Be-
reichen einen und nur einen Punkt Q, der allen Bereichen G, gemeinsam
angehort. Der Beweis ist ganz einfach; denn wihlen wir in jedem der
Bereiche irgendeinen Punkt P,, so miissen die x-Koordinaten und die
y-Koordinaten dieses Punktes fiir sich, wie man sofort (z. B. nach
dem Konvergenzprinzip fiir eine Verdnderliche) erkennt, Grenzwerte &
bzw. 5 besitzen, welche dann den Punkt Q definieren.

Das Haufungsstellenprinzip ist nun unmittelbar eine Folge des
Intervallschachtelungsprinzips; denn sind in unserem Bereich G unend-
lich viele Punkte gegeben, so denken wir uns das Quadrat || <C,
|¥] £ C,innerhalb dessen unsere Menge liegt, zunichst in vier kongruente
Quadrate der Seitenldnge C eingeteilt; zéhlen wir zu jedem Quadrat
den Rand hinzu, so miissen in mindestens einem der Quadrate, etwa
(Q,, unendliche viele Punkte der gegebenen Punktmenge liegen. Dieses
Quadrat teilen wir weiter in vier kongruente Quadrate der Seiten-

lange - ein; in mindestens einem dieser vier Quadrate, etwa in Q,,

miissen wiederum unendlich viele Punkte der Zahlenmenge liegen.
Auf @, wenden wir dasselbe Verfahren an; wir gelangen so zu einem

Quadrat der Seitenldnge Ti;— mit unendlich vielen Punkten der Punkt-

Courant, Differentialrechnung. II. Bd. 2. Aufl. 6
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menge, usw. Die Quadratfolge Oy, Oy, Qs, . . . definiert nun nach unserem
Intervallschachtelungsprinzip genau einen Punkt Q, der ein Haufungs-
punkt der in unserem Satz genannten Art ist. Wir brauchen ndmlich
nur im Quadrate Q,, einen geeigneten Punkt P, unserer Menge zu wéhlen,
dann konvergieren diese Punkte P, mit wachsendem # offenbar gegen Q.

Aus dem Héaufungsstellenprinzip kénnen wir nun bei mehreren un-
abhingigen Verinderlichen ganz analoge Folgerungen ziehen wie bei
einer unabhingigen Verinderlichen; da die Beweise vollstindig ebenso
laufen, geniigt es, die einzelnen Tatsachen hervorzuheben. Als erste
sei das Konvergenzkriterium von Cauchy genannt, welches wir folgender-
maBen aussprechen kénnen: Eine Folge von Stellen P, P, P, ...
mit den Koovdinaten (%q, ¥1), (%2, ¥2), (%3, ¥s), ... Ronvergiert dann und
nur dann gegen eine Grenzstelle, wenn zu jedem noch so kleinen ¢ >0
ein Index N =N () bestimmt werden kann devart, daf dev Abstand
V& — %)+ (Y —ym)? des n-ten und m-ten Punkies Fkleiner als &
wird, sobald nur n und m beide grofer als N sind.

Ganz entsprechend wie bei einer unabhingigen Verdnderlichen be-
weist man ferner folgende Sétze: Eine in einem abgeschlossenen Bereich
stetige Funktion nimmi in diesem Beveich einen gréfBien und einen kleinsten
Wert an.

Jede in einem abgeschlossenen Bereich stetige Funktion f (x, v) ist in
diesem Bereich gleichmdfig stetig, d. h. es gibt fiir diesen BereichG zu
jeder Genauigkeitsschranke & eine lediglich von & nicht aber von
der besonderen Stelle (x,, ¥,) des Bereiches abhingige Zahl é = 6 (¢,
so daB |f (%, v) —f (% o) << & ist, wenn die beiden im Bereiche G
gelegenen Stellen (v, y) und (x,, y,) einen Abstand kleiner als ¢ haben.

2. Einige Begriffe der Punktmengenlehre.

Der allgemeine Begriff des Hiufungspunktes ist entscheidend fiir
viele feinere mengentheoretische Untersuchungen zur Grundlegung der
Analysis. Obwohl diese Dinge fiir viele Zwecke dieses Buches ent-
behrlich sind, seien doch hier einige Grundbegriffe der Vollstindigkeit
halber genannt.

Eine — aus unendlich vielen Punkten bestehende — beschrinkte
Punktmenge heilit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Haufungspunkte
enthilt. Z. B. bilden alle Punkte einer geschlossenen Kurve oder Fliche
eine abgeschlossene Punktmenge. Eine in einer abgeschlossenen Punkt-
menge stetige Funktion nimmt sicher an einer Stelle der Menge einen
groBten und ebenso einen kleinsten Wert an, was wortlich so bewiesen
wird wie der entsprechende Satz fiir den Spezialfall abgeschlossener
Bereiche. So z. B. nimmt eine auf einem geschlossenen Kreise stetige
Funktion dort irgendwo einen gréBten Wert an.

Die obere Grenze des Abstandes, den je zwei Punkte einer Menge
voneinander besitzen, nennt man den Durchmesser dieser Punkimenge;
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ist die Menge abgeschlossen, so wird diese obere Grenze tatsichlich
fiir ein Punktepaar der Menge angenommen, was daraus folgt, daB die
Entfernung zweier Punkte von diesen stetig abhiingt und daf diese
stetige Funktion nach dem obigen Satze einen gréBten Wert annehmen
mubB.

Aus demselben Grunde besteht folgende Tatsache: Wenn ein Punkt P
nicht zu einer abgeschlossenen Punktmenge M gehort, so gibt es einen
positiven kiirzesten Abstand von P nach M, d.h. einen Punkt Q in M,
welcher von P eine kleinere, hochstens gleiche Entfernung hat wie
jeder andere Punkt von M.

Eine Menge heilt offen, wenn zusammen mit jedem Punkte derselben
eine ganze, etwa kreisférmige Umgebung des Punktes zur Menge ge-
hort. Eine offene Menge heilit zusammenhingend, wenn es zu irgend
zwei Punkten 4 und B derselben eine Kette von #» Punkten P,, P,,...,
P, = B mit dazugehdrigen, ganz zur Menge gehérigen Umgebungen
U,,U,, ..., U, gibt, derart, daB 4 in U,, P, in U,,...P,_, in U,
liegt, wenn man also je zwei aufeinanderfolgende Punkte der Kette in
einen ganz zur Menge gehérenden Kreis einschlieBen kann.

Eine offene zusammenhingende Menge wird als Gebiet bezeichnet;
also zum Beispiel das Innere einer geschlossenen Kurve oder die Punkt-
menge, die aus den inneren Punkten eines Kreises entsteht, wenn man
noch die Punkte eines Radius weglat. Die Haufungspunkte eines Ge-
bietes, welche nicht selbst zum Gebiet gehéren, heiBen Randpunkie.
Nimmt man sie zum Gebiet hinzu, so spricht man von abgeschiossenen
Bereichen, wie sie fiir unsere Zwecke vorzugsweise verwendet werden.

3. Der Uberdeckungssatz.

Als eine weitere Folgerung des Haufungsstellenprinzips sei eine Tat-
sache erwdhnt, deren besondere Formulierung fiir manche Beweise und
feinere Betrachtungen niitzlich ist: Wenn jedem Punkie eines beschrink-
ten abgeschlossenen Bereiches G eine Umgebung, etwa ein Kreis oder ein
Quadrat, zugeordnet ist, so kann man von diesen Umgebungen eine end-
liche Anzahl auswihlen, devart daf diese endlich vielen abgeschlossenen
Bereiche den Bereich G vollstindig tiberdeckent).

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus dem Intervallschachtelungs-
prinzip durch eine indirekte SchluBweise. Wir nehmen an, der Satz
wire nicht richtig und teilen wie beim vorigen Beweis den in Frage
kommenden Teil der Ebene in vier Quadrate ein. Dadurch wird auch
der Bereich G in héchstens vier Stiicke zerlegt. Wiirde sich G nicht mit
endlich vielen unserer Umgebungen tiberdecken lassen, so miiite es unter
diesen Teilbereichen von G mindestens einen, etwa G, geben, der sich nicht

1) In der Literatur fithrt dieser Satz den Namen: ,,Heine-Borelscher Uber-
deckungssatz'”.

6*



84 Anhang zum zweiten Kapitel.

von endlich vielen unserer Umgebungen bedecken 14B8t. Verfeinern wir
dann die Quadrateinteilung, indem wir zu Quadraten der Seitenldnge %

iibergehen, so wird auch G, in mehrere Teilbereiche zerlegt, von denen
sicherlich einer, etwa G,, sich wiederum nicht mit endlich vielen unserer
Umgebungen iiberdecken lieBe. Die Fortsetzung dieses Verfahrens
liefert eine Folge von ineinandergeschachtelten Bereichen Gy, G,, G, . . .,
eingeschlossen in Quadrate von gegen Null strebender Seitenlinge
und von der Eigenschaft, daB3 keiner von ihnen sich mit endlich vielen
unserer Umgebungen iiberdecken 148t. Da nun diese Bereiche einen
Grenzpunkt Q definieren und dieser Grenzpunkt zum abgeschlossenen
Bereich G gehort, so erhalten wir sofort einen Widerspruch; denn zu
Q gehért nach Voraussetzung eine unserer Umgebungen; diese aber
enthilt auch noch ein kleines Quadrat um den Punkt ¢ herum und iber-
deckt somit sicherlich von einem gewissen # ab alle Berciche G,,, wihrend
wir doch eben zu der Folgerung gelangt waren, daf3 sich keiner der Be-
reiche G, mit endlich vielen dieser Umgebungen tiberdecken 1463t. Somit
fithrt unsere dem Uberdeckungssatz widersprechende Annahme zu einem
Widerspruch, und daher ist der Uberdeckungssatz bewiesen.

§ 2. Nidhere Diskussion des Grenzbegriffes bei mehreren
Veranderlichen.

Es ist niitzlich, die verschiedenartigen Grenzwertbetrachtungen bei
mehreren Verdnderlichen unter einheitlichen Gesichtspunkten zusammen-
zufassen und zu prizisieren. Dabei beschrinken wir uns wiederum auf
den typischen Fall von zwei Verdnderlichen.

1. Doppelfolgen und ihre Grenzwerte.

Entsprechend wie wir bei einer unabhingigen Verdnderlichen von
der Betrachtung von Zahlenfolgen a, ausgingen, wobei der Index %
die Reihe der ganzen Zahlen durchlief, werden fiir mehrere Veridnderliche
sogenannte Doppelfolgen von Wichtigkeit, d. h. Mengen von Zahlen
mit zwei Indizes
hierbei durchlaufen beide Indizes #» und s unabhingig voneinander
die Folge der ganzen Zahlen, so daBl wir etwa die Zahlen

@15 X125 Agy s Aygs Aogs 315 Brys Bogs - -
erhalten. Beispiele dazu bilden die Zahlenmengen
1 1 n

anm=n+mr anm-n2+m2' anm=n+%'

Wir sagen nun, unsere Doppelfolge a,, konvergiert fir n—0 und
m — 00 gegen einen Grenzwert g, wenn die absolute Differenz | ay,.,, — g|
kleiner als eine beliebig kleine vorgegebeme Zahl & wird, sobald nur
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n und m beide hinreichend grof gemacht werden, etwa beide groBer als
eine Schranke N, die nur noch von ¢ abhdngt. Wir schreiben dann

lma,,,=¢.
#—>C0
m—>0

So ist z. B.
=0

lim
noco M
m—>00

oder L

. . 1 1
lim o =lim (7+~>=0.
n —>o0 m 7 —>00 n m

m —>0 m —>00

Nach Cauchy kénnen wir im iibrigen die Konvergenz ohne Bezug-
nahme auf den Grenzwert entscheiden, indem nimlich gilt: Die Zahlen-
folge a,,, konvergiert dann und nur dann, wenn zu jeder noch so klein
vorgegebenen Genauigkettsgrenze ¢ >0 eine Zahl N = N (g) gefunden werden
kann, s0 daB | @y, — | < & gilt, wenn die Zahlen n und m sowie n’
und m' grofer als N, sonst aber beliebig gewdhit werden.

Zahlreiche Fragen der Analysis bei mehreren Verdnderlichen laufen
nun darauf hinaus, solche doppelte Grenziiberginge aufzulosen in
die Aufeinanderfolge zweier gewdhnlicher Grenziiberginge. Mit
anderen Worten: Statt gleichzeitig #» und m {ber alle Grenzen
wachsen zu lassen, wird man versuchen, erst einen der Indizes, etwa m,
festzuhalten und nur den Grenziibergang #— o0 zu vollziehen; der
so gefundene Grenzwert, wenn er existiert, wird dann im allgemeinen
noch von # abhingen und etwa durch eine Zahl g,, gegeben sein; mit
dieser Zahl werden wir dann den Grenziibergang # — c0 vornehmen,
und es entsteht die Frage, ob und wann dieser Grenzwert von g, mit
dem urspriinglichen Doppellimes identisch ist, und ferner die weitere
Frage, ob es bei der Auflésung des Doppellimes in zwei aufeinander-
folgende Grenziiberginge gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge wir

vorgehen; ob wir auch erst lima,, =y, und dann lim y, hitten
m —> 0 #? —> 0

bilden kénnen, ohne ein anderes Resultat zu erhalten.
Wir wollen uns iiber diese Fragen zunichst an einigen Beispielen
1 p- erhalten wir bei festem

orientieren. Fiir die Doppelfolge a,,,,= —

m offenbar lima,,,=g,=0, also auch limg,, =0, und dasselbe
#?—>0 " —c0

Resultat ergibt sich, wenn wir den Grenziibergang in umgekehrter
Reihenfolge vornehmen. Bei der Zahlenfolge

erhalten wir jedoch
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und daher nunmehr
limg,, =
m—>c0
filhren wir aber den Grenziibergang in umgekehrter Reihenfolge aus,
so ergibt sich zunichst

lima,,=y,=0
m—>00

und daher lim y, =0.

7 —>00

Es ist also das Resultat bei der sukzessiven Ausfiihrung des Grenz-
iiberganges in diesem Falle nicht von der Reihenfolge unabhingig:
lim (lima,,,,) & lim (lima,,,).
M—>00 1 —>00 n—>00 M—>00
Im iibrigen existiert hier der Doppellimes bei gleichzeitigem Grenz-
iibergang nicht?).
Ein weiteres Beispiel gibt die Folge der Zahlen
sin »

a _
nm m

Hier existiert bestimmt der Doppellimes lima,,, und hat den
7 —>00
m—>c0

Wert Null, da der Zihler des Bruches immer absolut genommen
héchstens 1 sein kann und der Nenner gegen unendlich wichst. Es
ergibt sich derselbe Grenzwert auch, wenn wir zunichst m gegen

unendlich streben lassen, wobei sofort lima,,,=7,=0, also auch
m—>c0

lim p,, = 0 herauskommt. Wollen wir aber den Grenziibergang in um-
7 —00
gekehrter Reihenfolge vornehmen, indem wir zunichst m festhalten

und # iiber alle Grenzen wachsen lassen, so scheitern wir an der Schwie-
rigkeit, daB lim sin# {iberhaupt gar nicht existiert. Es ist also hier die

#—>C0

Auflésung des Doppellimes in eine Aufeinanderfolge gewthnlicher Grenz-
werte nicht auf beide Arten moglich.

Die hier waltenden Verhiltnisse kann man nun allgemeln durch
zwei Sitze charakterisieren. Der erste Satz lautet: Wenn der Doppel-

1) Denn ein solcher Doppellimes miite, wenn er existierte, jedenfalls den
Wert Null haben, weil durch hinreichend groBes # und #, etwa indem wir m = #n?
und #» hinreichend groB wihlen, unsere Zahlen a,,, beliebig klein gemacht werden
konnen. Andererseits ist, wenn wir # = m wahlen, der Wert unserer Zahlen

gleich ;—, wie gro3 auch immer # genommen wird, und damit ergibt sich ein Wider-

spruch gegen die Annahme der Existenz des Doppellimes. Aber selbst wenn

lim (lim a,,) = lim (lim a,,) ist, so braucht der Doppellimes lim a,,,
m—>00 #n-—>0 n—>00 MI>WP # —>00

. e . 1 . m—>00
nicht zu existieren, wie das Beispiel a,, = ————— zeigt.

(”—m)‘*‘*z’
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limes lim 4, ,,, =g und der einfache Limes lim a,,,, = g,, existiert, dann

n—>00 n—>00
m —>00
existiert auch lim g,, und es ist lim g,,=g. Existiert auBerdem noch

m—>0 m—>C0

lim a,,,= y,, so besitzt auch v, bei # — co den gleichen Grenzwert g.
m—>00

Es ist also in einer Formel geschrieben

g=Ilima,, =lim (lima,,)=1lim(lima,,,),
" —>00 mM—>00 1 —>CC n—>00 M —>C0
M —>00

und die Auflésung des Doppellimes in einfache Grenziiberginge ist
unabhingig von der Reihenfolge mdglich.
Der Beweis folgt fast unmittelbar aus den Definitionen der Grenz-

werte. Wegen der Existenz von lima,, =g ist bei beliebig klein
n—>0
m—>00

vorgegebenem ¢ > 0 und dazu passend groB bestimmtem N = N (¢) die

Beziehung | a,,—g| < e erfiillt, sobald nur % und m beide groBer als

N sind. Lassen wir hierin m fest und » tiber alle Grenzen wachsen,

so folgt sofort |lima,,,—g|=|g.—g|= ¢ und diese Gleichung ent-
7 —>C0

hilt, da € beliebig klein gewidhlt werden kann, wenn nur s hinreichend
groB ist, die Aussage lim(lima, ,)=g. Der andere Teil der Behauptung

M ~—>00 1 —>C0
ergibt sich ganz analog.

Der zweite Satz stellt den Zusammenhang gewissermaflen in um-
gekehrter Richtung her. Er beruht auf folgendem Begriffe der gleich-
méfigen Komvergenz: Wir sagen, daBl die Zahlenfolge a,,, fiir n—
gleichmdBig in m gegen den Grenzwert g, konvergiert, wenn nicht nur fiiy
jedes m der Grenzwert lim a,, ,,= g, existiert, sondern wenn zu jeder be-

n—>c0

liebig klein gewdhlten Genawigkeitsschranke e > 0 eine nur von &, aber nicht
von m abhingige Zahl N = N (¢) gefunden werden kann, so daf

|§m— Anm | <& ist, sobald wur n>N wird. Z. B. konvergiert die

LA S N gleichmiBig gegen den Grenz-

Zahlenfolge a,,, = mnt+m) m atm

wert g, = — wie man sofort aus der Abschéitzung
1 r
Tnm ™ % [ n —{- m %

erkennt; man braucht also nur N > ? zu setzen. Dagegen gilt eine
solche gleichmiBige Konvergenz z. B. nicht mehr fiir die Zahlenfolge
Zwar wird bei festem m auch immer noch lima,, ,, =g,

#n—>C0
= 0 sein; aber die Konvergenz ist nicht mehr gleichmiBig. Denn

anm=m+n

geben wir irgendeine Genauigkeitsschranke g, z. B. ¢ :T(1)5 vor, so

kénnen wir # so gro machen wie wir wollen, immer gibt es noch solche
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Zahlen m, fir welche |a,,—8&pn|= @ym > ¢ wird. Wir brauchen nur

m gleich 2% zuwihlen,um ¢,,, = 2 zu erhalten, also einen Wert, der

3
sich von dem Grenzwert Null um mehr als T(135 unterscheidet.
Es gilt nun folgender Satz: Wenn der Grenzwert lima,,=g,,
#—>00
gleichmifig in m existiert, und wenn fernerhin der Grenzwert lim g, =g
m—>C0

existiert, so konnen wir diesen sukzessive erhaltenen Gremzwert auch als
Doppellimes auffassen:
lim (lima,,)=Ilima,,,,
m-—00 #n—>00 7—>00
m—>0
und daher die Reihenfolge der Gremziiberginge wmiauschen, sobald wir

auch der Existenz vom lima,, =1y, sicher sind.
m—>c0

Der Beweis lafit sich unter Berticksichtigung der Ungleichung
|tpm— 8 =|%um— &mu|+|gm— g| ganz &dhnlich wie oben fithren und
kann dem Leser iiberlassen bleiben.

2. Doppellimites bei stetigen Verinderlichen.

In vielen Fillen treten Grenzwertbetrachtungen bei mehreren
Verinderlichen auf, wobei sowohl gewisse Indizes, z. B. %, iiber alle
Grenzen wachsen, als auch eine oder mehrere stetige Verinder-
liche x, y usw. stetig bestimmten Grenzwerten £ bzw.  usw. zustreben;
oder Grenzwerte, bei denen statt der Indizes iiberhaupt nur stetige
Verdnderliche als Argumente auftreten, die gegen bestimmte Grenzen
konvergieren. Prinzipiell &ndert sich dabei nichts gegen unsere fritheren
Betrachtungen. Wir bemerken zunichst, daB3 ein schon frither aus-
fiihrlich diskutierter Begriff, ndmlich der Grenzwert einer Funktionen-
folge £, (%) oder f, (x, y) bei wachsendem # sich dieser Auffassung unter-
ordnet. Die GroBe f, (x) oder f, (#, ) hingt auBer von dem in einem
Bereich stetig verdnderlichen Argument x bzw. (x, ¥) noch von dem
ganzzahligen Argument #, dem Index, ab. Wir haben frither gesehen
(Bd. I, Kap. VIII, S. 315) — fiir mehrere unabhingige Verdnderliche
indert sich in den Definitionen und Beweisen nichts —, daf3 im Falle
gleichmédBiger Konvergenz der Funktionenfolge f, (x) die Grenz-
funktion f (x) wiederum stetig ist, vorausgesetzt, daB die Funktionen
fn (%) es sind. Diese Stetigkeit filhrt uns zu den Gleichungen

{ (&) =lim { (¥) =lim (lim /, (x)) =lim f, (§) =lim (lim f, (x)),
x—E x—§ n—>00 7—>00 n—>0 r—>§
welche die Vertauschbarkeit der Grenziiberginge # — co und x—§
ausdriicken.

Weitere Beispiele fiir die Rolle, welche die Frage nach der Ver-

tauschbarkeit von Grenziibergdngen in der Analysis spielt, haben wir
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z. B. bei der Reihenfolge der Differentiation und auch sonst schon
kennengelernt und werden immer wieder neue antreffen. Es sei hier
nur noch das Beispiel der Funktion
a2 y?

f(x y)= Y
erértert. Bei festem y ==0 erhalten wir offenbar fiir x—0 den Grenzwert
limf(x,y)=—1, bei festem x=F0 dagegen fiir y — 0 den Grenz-
>0
wert limf(x,y)=+41. Es ist also hier gewiB lim (limf(x,y)) =

y—0

y—0 x—0
lim (limf(x,y)), somit die Reihenfolge der Grenziiberginge nicht
=0 y—0

gleichgiiltig, was mit der Unstetigkeit unserer Funktion im Nullpunkt
zusammenhéingt. Im dbrigen sei allgemein noch bemerkt, daB bei
stetigen Verdnderlichen fity die Auflésung von Doppellimites in die Suk-
zesston einfacher und die Vertauschbarkeit der Gremziibergdnge ganz
die entsprechenden Sdtze gelten, wie wir sie eben tn Nr. 1 fiir Doppel-
folgen aufgestellt haben.

3. Der Satz von Dini iiber die gleichmiBige Konvergenz
monotoner Funktionsfolgen.

Fiir manche feineren Betrachtungen in der Analysis ist ein all-
gemeiner Satz iber gleichmiBige Konvergenz niitzlich, der hier beildufig
formuliert und bewiesen werden soll. Wir wissen von frither, Bd. I,
S.311ff., daB eine Funktionenfolge gegen eine stetige Grenzfunktion
konvergieren kann, ohne daf die Konvergenz gleichmiBig zu sein
braucht. In einem wichtigen Falle jedoch kénnen wir aus der Stetig-
keit der Grenzfunktion auf die GleichmiBigkeit der Konvergenz
schlieBen. Nimlich wenn die Funktionenfolge monotonen Charakter
hat, d. h. wenn bei wachsendem Index # der Funktionswert selbst ent-
weder iiberall nicht zunimmt oder iiberall nicht abnimmt. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit diirfen wir dabei monotones Anwachsen
voraussetzen und gelangen so zur Formulierung des folgenden Satzes:
Wenn in einem abgeschlossenen Bereich G die Folge stetiger Funkiionen
fa (%, 9) gegen eine stetige Grenzfunktion f (x,y) konvergiert, und wenn an
jeder Stelle
Int1(®5) 2 n (%)
gilt, so ist die Konvergenz in dem Bereiche G gleichmdfrg. Wir fiihren den
Beweis, der gleichzeitig eine typische Anwendung des Haufungsstellen-
prinzips gibt, indirekt. Wire die Konvergenz ungleichmiBig, so gibe
es eine positive Zahl o derart, dal man zu beliebig groBem # immer
noch eine Stelle P, im Bereiche G finden kann, so daB an dieser
Stelle P, der Funktionswert f, (P,) — diese Bezeichnung ist un-
mittelbar verstindlich — sich von dem Grenzwert f(P,) um mehr
als « unterscheidet. Betrachten wir, indem wir % die Folge der ganzen
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Zahlen durchlaufen lassen, die Folge dieser Stellen P,, so gibt es nach
dem Hiufungsstellenprinzip fiir diese mindestens einen Hiufungs-
punkt Q, der ebenfalls dem abgeschlossenen Bereiche G angehéren
muB. Nun gilt jedenfalls fiir jeden Punkt P in G und jede natiirliche

Zahl u
/(P)zfu(P)‘l"Ru(P).

wo f, (P) und der ,Rest” R, (P) stetige Funktionen der Stelle P sind.
Ferner ist wegen der vorausgesetzten Monotonieeigenschaft

R,(P)=R,(P),
sobald # >y ist. Insbesondere wird also fiir » >y an der Stelle P,

die Beziehung gelten
R,ll (Pn) g Rn (Pn) _Z o.

Betrachten wir die Teilfolge der Stellen P,, die gegen den Grenzwert Q
streben, so miiite wegen der Stetigkeit der Funktion R, bei fest ge-
wihltem u auch R, (Q) = « sein. Da aber bei diesem Grenziibergang
gegen den Hiufungspunkt Q der Index » iiber alle Grenzen wichst, so
diirfen wir den Index g beliebig gro8 wihlen; denn die obige Un-
gleichung gilt dann immer noch fiir alle unendlich vielen #, die
groBer als u sind; und daher widerspricht die Beziehung R, (Q) = «
der Tatsache, daB R, (Q) bei wachsendem u gegen Null strebt.
Somit hat die Annahme der ungleichmiBigen Konvergenz zu einem
Widerspruch gefiihrt und unser Satz ist bewiesen.

§ 3. Homogene Funktionen.

Zum SchluB wollen wir noch einen spezicllen Punkt, nimlich die
Theorie der homogenen Funktionen berithren. Die einfachsten homo-
genen Funktionen, die in der Analysis und ihren Anwendungen auf-
treten, sind die homogenen ganzen rationalen Funktionen mehrerer
Verdnderlicher. Wir nennen eine Funktion der Form ax + by eine
homogene Funktion ersten Grades in x und ¥, eine Funktion der
Gestalt ax? + bxy -+ cy? eine homogene Funktion zweiten Grades,
und nennen allgemein eine ganze rationale Funktion von x und ¥y
oder mehreren Verinderlichen homogen vom Grade h, wenn die Summe
der Exponenten der unabhingigen Verinderlichen bei fedem Glied den
Wert b hat, wenn die Glieder also bis auf die Koeffizienten die Ge-
stalt x®, xh—1y, xh-242 . 9% besitzen. Eine solche homogene Funk-
tion hat die Eigenschaft, daB fiir jeden Wert von ¢ die Gleichung

ftx,ty) =1 (x,y)
gilt. Wir wollen nun ganz allgemein als eine homogene Funktion vom
Grade h eine Funktion bezeichnen, welche dieser Gleichung

flx,ty,..)=0f(x19,...)
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geniigt. Beispiele von nicht mehr ganzen rationalen, homogenen Funk-
tionen sind

y
tg(2), (=0,
xzsin%—!—y yx% 4 y2 Iogﬁ, (h=2).
Der Betrag eines Vektors als Funktion seiner Komponenten x, y, z:

Y2+ 42, (h=1).
Der Kosinus des Winkels zweier Vektoren mit den Komponenten x, y, z
und %, v, w:
xu 4+ yv 4w
V#9222 YuR Lo+ w?’
Fiir homogene Funktionen gilt nun, vorausgesetzt, daf sie differenzier-
bar sind, die folgende charakteristische Fulersche Relation

xfx+yfy+zfz+ s =hf(x,y,z, cee)

Zum Beweise differenzieren wir die Gleichung f (¢x, ¢y, fz, .. .)
= f(x9,2...), welche ja fiir alle Werte des Parameters ¢ gilt,
nach ¢ und erhalten, wenn wir auf der linken Seite die Regel fiir die
Differentiation zusammengesetzter Funktionen anwenden, das Resultat

fo (B2, 8y, .. )Fyf, %8y, . )+ =k (x,y, .. ).

Setzen wir hierin schlieBlich ¢ = 1, so folgt sofort die Behauptung.
Auch umgekehrt kann man leicht zeigen, daB das Bestehen der
Eulerschen Relation nicht nur eine Folge der Homogenitit ist, sondern
daB aus dieser Relation der homogene Charakter der Funktion f (x, y,...)
folgt, daB also die Eulersche Beziehung notwendig und hinveichend fiir
die Homogenitit der Funktion ist. Wir kénnen nidmlich die Tatsache,
daB8 die Funktion homogen vom Grade % ist, auch dadurch zum Aus-
druck bringen, daB wir sagen, die durch die Zahl #* dividierte Funktion
hangt lediglich noch von den Verhiltnissen y:x und z:x usw. ab. Es
geniigt also, aus dem Bestehen der Eulerschen Relation den SchluB3

zu ziehen, daB bei Einfilhrung der neuen unabhingigen Verdnder-

lichen &=z, 17=%, C=%, ... die Funktion

(h=0).

Sl@yn )=l ENELE ) =gEm L )

in Wirklichkeit von der Verinderlichen £ nicht mehr abhingt, d. h.,
daB die Gleichung g: = 0 besteht. Um dies zu zeigen, bilden wir nach

der Kettenregel ) .
ge=(fo+nfy+ -- ')ET—W]‘

1
=@letyfyt )l



92 III. Ausbau und Anwendungen der Differentialrechnung.

der Ausdruck auf der rechten Seite verschwindet aber wegen der
vorausgesetzten Eulerschen Relation, womit unsere Behauptung be-
wiesen ist.

Auf etwas elegantere, aber weniger direkte Art kann man die
letzte Behauptung folgendermaBen beweisen: Wir wollen auf Grund
der Eulerschen Relation zeigen, da8 die Funktion

g =tf(x,y, ... )—f(xty,...)
fiir alle Werte von ¢ Null ist. Sicherlich ist g (1) = 0. Ferner wird
g)=ht2f(x,y, ...)—xf(tx, 8y, ...)—yf,(x, by, ...)— -,
und da nach der Eulerschen Relation, angewandt auf die Argumente
tx, ty, ... die Beziehung

h
xfa:<tx’ ty' o ) +yf1/(tx: ty: .. )+ e =7f(tx! ty: o)
besteht, erhalten wir sofort fiir g (f) die Differentialgleichung
h

g =g .

Setzen wir g(f) =y (§) i, so wird g’ (f) =
steht fiir 9 (f) die Differentialgleichung

thy, #=o0,
deren einzige Losung y = const = ¢ ist. Da aber fiir £ = 1 sicherlich
auch p () = 0 sein muB, so wird ¢ = 0, mithin g (f) = 0 fiir alle ¢, wie
bewiesen werden sollte.

gg (£) + t*9" () und es ent-

Drittes Kapitel.

Ausbau und Anwendungen der
Differentialrechnung.

§ 1. Implizite Funktionen.

1. Allgemeines.

Wir haben fiir die Differentiation von Funktionen mehrerer Ver-
dnderlichen noch nicht die volle Beherrschung erreicht; es fehlt uns die
Ubertragung des Begriffes der inversen Funktion auf mehrere Verinder-
liche und die Technik ihrer Differentiation. Die inverse Funktion zu
y = f(#) entsteht durch Auflésung der Gleichung y — f(x) = 0 nach x.
Diese Aufgabe werden wir in diesem Paragraphen verallgemeinern, indem
wir versuchen, eine Gleichung der allgemeineren Form F (x,y) =0
nach y oder x aufzulésen, und entsprechende Auflésungsprobleme fiir
Funktionen von mehr Veridnderlichen behandeln. Sodann werden wir
in § 3 auch Gleichungssysteme mit mehreren Gleichungen diskutieren.
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Schon in der elementaren analytischen Geometrie treten Kurven
hiufig nicht in einer Darstellung y =/ (x) oder x = @ (y) auf,
sondern werden durch eine allgemeine Gleichung zwischen «
und ¥ von der Form F (x, y) =0 gegeben, wie z. B. der Kreis
%2+ y2 —1 =0 oder die Ellipse i;; Z;Z- 1=0 oder die Lemnis-
kate (x% 4+ y?%)2 —24a2 (2 — 92 = 0. Um dann y als Funktion von %
oder x als Funktion von ¥ zu erhalten, muB man diese Gleichung nach
y oder x auflésen. Man sagt, daB die so gewonnenen Funktionen
y = [ (%) oder ¥ = @ (y) implizit durch die Gleichung F (x, y) = 0 ge-
liefert werden und daB erst die wirkliche Auflosung dieser Gleichung
explizit v = f (x) oder x = ¢ (y) ergibt. In den angegebenen Fillen
und hiufig auch sonst in den Anwendungen liBt sich die explizite
Auflésung tatsdchlich leicht mit bekannten elementaren Funktionen
bewerkstelligen. In anderen Fillen kann dieses Ziel wenigstens durch
Anwendung unendlicher Reihen oder anderer unendlicher Prozesse
erreicht werden, d.h. man kann die Auflésungsfunktion y = f (x)
bzw. ¥ = ¢ (y) mit beliebig genauer Anniherung berechnen.

Fir viele Zwecke ist es aber wesentlich bequemer, keine solche
explizite Darstellung der Funktion durch exakte oder angeniherte
Auflésung der Gleichung F (x, ) = 0 vorzunehmen, sondern die Be-
trachtungen unmittelbar an die implizite Definition anzukniipfen, bei
welcher keine der Veridnderlichen x oder y bevorzugt erscheint.

Es wire allerdings ein Irrtum zu glauben, daB jeder Funktion
F(x,y) durch die Gleichung F(x,y) =0 implizit eine Funktion
y = f (%) oder ¥ = ¢ (y) zugeordnet wird. Vielmehr kann man leicht
Beispiele von Funktionen F (x, ¥) geben, welche, gleich Null gesetzt,
keine Auflésung durch eine Funktion einer Verinderlichen gestatten. Der
Gleichung #2 + 92 =0 z.B. geniigt das einzige Wertepaar % = 0,
y = 0, der Gleichung x% 4 9% 4 1 = 0 iiberhaupt kein (reelles) Wert-
system (x,y). Es ergibt sich daher die Notwendigkeit, genauer zu
untersuchen, wann eine Gleichung F (%, y) = 0 implizit eine Funktion
y = f (%) definiert, und welche Eigenschaften die so definierte Funk-
tion hat.

2. Geometrische Deutung.

Um uns diese Verhiltnisse klar zu machen, denken wir uns die
Funktion # =F (%, y) durch eine Fliche im dreidimensionalen Raum
dargestellt. Schneiden wir diese Fliche mit der x, y-Ebene, so fragt
es sich, ob es eine Schnittkurve gibt, die sich in der Form y = f ()
bzw. x = ¢ (y) darstellen 148t. (Wie weit sich eine solche Schnitt-
kurve erstreckt, ist eine andere Frage, die wir hier ginzlich auf
sich beruhen lassen.) Die geometrische Anschauung zeigt uns sofort,
wann wir das Vorhandensein einer solchen Schnittkurve erwarten
diirfen und wann wir nicht damit rechnen kénnen. Soll unsere Kurve
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durch den Punkt (x, ¥, gehen, so muB zundchst vorausgesetzt
werden, daB der Flichenpunkt von # = F (x,y) an dieser Stelle
gerade in der x, y-Ebene liegt, d. h., daB die Gleichung F (%o, yo) = 0
© erfiillt ist. Wenn dann unsere Ebene
/ = 0 die Fliche im Punkte (xo, v,)
beriihrt und in seiner Umgebung
keine weiteren Punkte mit der
Flache gemein hat, wie z. B. bei der
Kugelfliche #=1—171 —x2—y2
¥ im Punkte x, =0, y, =0, so gibt
es keine Schnittkurve. Ist jedoch
z die x, y-Ebene nicht Tangential-
ebene an unserer Fliche, so koén-
nen wir, wie die Anschauung zeigt,
eine Schnittkurve der gewiinschten
Art erwarten. Wenn die Ebene
1 = 0 unsere Fliche zwar beriihrt,
aber doch dabei durchschneidet, wie
die Tangentialebene des hyperbolischen Paraboloides # = xy (Fig. 33
und 34) im Nullpunkt, so gibt es zwar eine Schnittfigur, diese besteht
aber aus getrennten Asten,
namlich der x- bzw. der y-
Achse, und liefert daher keine
eindeutig bestimmte Funk-
tion y = f (x) oder x = g@(y).
Um diese Vorkommnisse zu
vermeiden und von vornher-
ein die Existenz eines einzi-
gen Kurvenastes als Schnitt-
kurve zu sichern, wollen wir
daher ausdriicklich die Vor-
aussetzung machen, dafl die
Ebene #=0nicht Tangential-
ebene im Punkte (xg, ) sei.
Da die Tangentialebene
im Punkte (x, v, Wwegen
Fig. 34. u = xy in Hdohenlinien. Uy = F (xo’ yo) =0 die Glei-
chung % = (x — %) F, (%9, ¥o) + (¥ — o) Fy (%4, ¥o) hat, so bedeutet
die Forderung, daB die Ebene # = 0 nicht Tangentialebene sein soll,
dasselbe wie die Forderung, daf an der Stelle (x,, ¥,) nicht zugleich
F, (%9, ¥o) = 0 und F, (%, ¥o) = 0 sein soll. Diese Bedingung ist dann,
da wir Stetigkeit der Ableitungen F, und F, voraussetzen, auch fiir
eine gewisse Umgebung der Stelle (#,, v,) erfiillt.
Da x und y in unseren Betrachtungen eine ganz gleichwertige Rolle

Fig.33. u=2xy.
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spielen, so diirfen wir, ohne die Allgemeinheit einzuschrinken, vor-
aussetzen, daB an der betrachteten Stelle und infolgedessen in einer
gewissen Umgebung dieser Stelle F,==0 ist. Dann kénnen wir er-
warten, daB sich in der Umgebung der betreffenden Stelle y tatsichlich
als implizit gegebene Funktion von x bestimmt. Wenn gleichzeitig
im Punkte (%, ¥,) und daher auch in einer gewissen Umgebung F,==0
bleibt, kénnen wir dort ebenso auch x als implizit gegebene Funktion
von y auffassen.

3. Die Differentiation der implizit gegebenen Funktionen.

Der prézise allgemeine Satz, welcher die Existenz der impliziten
Funktionen aussagt und gleichzeitig eine Regel fiir deren Differen-
tiation angibt, lautet folgendermaBen: Ist F (x, y) eine Funktion von
x und 'y mit stetigen Ableitungen F, und F.,, und ist an der Stelle (x,, y,)
die Gleichung I (xy, ¥o) = O erfiillt, wihrend die partielle Ableitung
F, (%0, yo) dort von Null verschieden ist, so lift sich um x, herum in
der x-Richtung ein Intervall x, < x < x, so abgrenzen, daf in ihm
durch die Gleichung F(x,y) = 0 in eindeutiger Weise eine stetige
Funktion y = f (x) bestimms ist. Fiiy diese Funktion gilt an der Stelle
%o die Gleichung yo = f(%,), und an jeder Stelle des genannten Inter-

valles ist die Gleichung
F(x,/(x)=0

erfillt. Die Funktion y = f (x) ist differenzierbar, und ihre Ableitung
bzw. thr Differential werden durch die Gleichungen
Y=f@)=—"0F bew. dy=dj(x)=—_tdx

geliefert. '

Wir nehmen zunichst an, da3 der erste Teil des Satzes, nimlich die
Existenz und Stetigkeit einer implizit gegebenen Funktion schon be-
wiesen sei, und fithren lediglich den Beweis fiir die Differenzierbarkeit
und die angegebene Differentiationsregel, um erst dann in Nr. 6 den all-
gemeinen analytischen Beweis fiir Existenz und Stetigkeit nachzuholen.

Koénnten wir die Gleichung F(x, f(x)) = 0 nach der Kettenregel
differenzieren, so wiirden wir sofort die letzte Gleichung erhalten. Da
jedoch die Differenzierbarkeit von f(x) erst bewiesen werden muB, wird
eine etwas umstidndlichere Betrachtung nétig.

Wir gehen aus von der Gleichung

Fx+hy+k)=F@xy)+hF, (x,y)+kF,(%,3y)+eh+ek,

welche die — durch die angenommene Stetigkeit von ¥, und F, ge-
wihrleistete — Differenzierbarkeit der Funktion F (¥, y) ausdriickt.
In ihr bedeuten &; und e, zwei Zahlen, welche mit %4 und % oder mit

o = VA2 + k2 zugleich gegen Null streben. Beschrinken wir uns jetzt
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auf solche Wertsysteme (x, y) und (x 4 4, y + &), fir welche ¥ und
% + h'im Intervall x, < x < x, liegen und sowohl y = f () als auch
y+k=f(x+h), also F(x,9) =0 und F (x + A,y + k) = 0ist, so
reduziert sich die obige Gleichung auf

0=hF,+ kF,+ e h+ek.

Wegen der als bewiesen angenommenen Stetigkeit von f(x) strebt
gleichzeitig mit % auch 2 und somit auch & und &, gegen Null. Wir er-
halten daher aus unserer Beziehung durch Division!) mit 4 F,,

x P,
und hieraus durch Grenziibergang » — 0

.k F
im-—-+4+-=2=0,.
w0 T F,

E_tath—i®

h h ’

Nun ist aber

und daher ergibt sich die fragliche Differenzierbarkeit von 7(x) und als
gesuchte Differentiationsregel

y,:ﬁmw:ﬁm L __;‘;_5‘

h=—>0 h h—>0 h

Wir konnen diese Regel auch in der Gestalt
F,+F,y=0

oder
dF=F_ dx+F,dy=0

schreiben. Diese letzte Gleichung sagt also aus, daB3 die Differentiale d »
und dy infolge der Gleichung F(x, y) = 0 nicht unabhingig von-
einander gewihlt werden diirfen.

Mit Hilfe der gewonnenen ,,Differentiationsregel fiir implizite Funk-
tionen'* kann man eine implizit gegebene Funktion meist einfacher
differenzieren, als wenn man erst die explizite Funktionsdarstellung
aufschreibt. Man kommt sogar auch dann zum Ziele, wenn diese
explizite Darstellung nach dem Existenzsatze zwar theoretisch mdoglich
ist, aber praktisch durch die iiblichen Funktionen (rationale, trigono-
metrische Funktionen u. dgl) entweder gar nicht oder nur héchst
umstidndlich geleistet werden kann.

x

. . .. . , F, .
Differenzieren wir die Gleichung y' = — 7o deren rechte Seite
eine zusammengesetzte Funktion von x ist, gemidB8 der Kettenregel

1) Diese Division ist wegen der Voraussetzung F, % 0 erlaubt.
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nach x!) und setzen dabei rechts fir y’ den Werty' = —? ein,
v
so ergibt sich ] .
"o Fszi—zvaFva+FvvF3
Yy =— F3

als Ausdruck der zweiten Ableitung von y = f(x).
Ahnlich kénnen wir durch fortgesetzte Differentiation auch die
weiteren Ableitungen der Auflosungsfunktion y = f(x) gewinnen.

4. Beispiele.
1. Aus der Kreisgleichung

Fx yy=a2+9y2—1=0
findet man fiir die Auflésungsfunktion y = f (x) die Ableitung
F, X

YETRT Ty
Dies ist leicht unmittelbar zu bestitigen: Die Kreisgleichung definiert
implizit, wie man durch Auflésen nach y sieht, die Funktion y = }'1 — 2
oder die Funktion y =— )1 —4x2 von x, je nachdem der obere Halb-
kreis y = 0 oder der untere Halbkreis y < 0 ins Auge gefaBt wird
Differentiation licfert im ersten Falle
’ X

Y =_Vl—x2

und im zweiten Falle
, X
y =

—yl—xz'

. X
also gemeinsam y' =— ",

y
2. Bei der Lemniskate (Bd. 1, S. 55)
F(x,y)=(x*+y%)*—2a* (* —»*) =0

wiirde es umstéindlich sein, nach y aufzulésen. Fiir x=0, y=0, wird
F=0, F,=0, F,=0; also versagt hier unsere Regel, im Einklang mit
der Tatsache, daB durch den Nullpunkt zwei verschiedene Aste der
Lemniskate gehen. Fiir alle anderen Punkte der. Kurve jedoch erhalten
wir nach unserer Regel fiir die Ableitung der Auflésungsfunktion y = f(x)
unmittelbar
4x(x2 9% —4dax
Ay (4 +daty

’

— Fm.—-
y = F,=

Ohne erst den expliziten Ausdruck von ¥ einzutragen, konnen wir
schon aus dieser Beziehung das fiir den Kurvenverlauf Bedeutsame

1) Dabei setzen wir Existenz und Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen
von F(x, y) voraus.
Courant, Differentialrechnung. I1I.Bd. 2. Aufl. 7
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entnehmen. Z.B. kénnen Maxima oder Minima eintreten fiir ' =0,
d.h. fiir x =0 oder x2 4 y2 =42, Nach der Lemniskatengleichung
folgt fir x =0 auch y = 0; im Nullpunkt liegt jedoch, wie z. B.
Fig. 25 Bd.1, S.55 zeigt, kein Extremum. % 92=a% gibt

bei Eintragen in die Lemniskatengleichung die weitere Beziehung

%% — y2—_—fl2j. Diese beiden Gleichungen liefern die vier Punkte

(:|: % V3, + %) als Maxima bzw. Minima.
3. Beim Descartesschen Blatt (Folium Cartesii)
Fx,y)=234+y3—3axy=0

(Fig. 35) ware die explizite Auflssung duBerst unbequem. Im Null-
punkt, wo sich die Kurve selbst durchsetzt, versagt unsere Regel
wiederum, weil dort F = F,=F,=0 ist. Fiir alle anderen Punkte findet
man
y_ Fo A —ay
y T F,  y—ax’

v

¥
o

Hiernach liegt z. B. eine Nullstelle
der Ableitung vor fiir x2 —ay =0,

also fiir y=% oder (nach der
z Kurvengleichung) fiir

\\,(/ x=a%, y=a%/71.

-a}, 5. Mehr als zwei Verinderliche.

N Der allgemeine Satz iiber
R implizite Funktionen 148t sich
Fig. 35. Cartesisches Blatt. natiirlich auf den Fall mehrerer
unabhingiger Verdnderlicher ver-

allgemeinern, und zwar folgendermaBen: Es sei F(x,y,..., 2, u) eine
Funktion der unabhingigen Verinderlichen x, vy, . . ., z, w mit stetigen Ab-
leitungen F,F,, ... F, F,. Fir das spezielle Wertsystem x,, Yo, . . ., Zq, tg

der Verinderlichen x, v, ..., 2,4 soll F(xg, ¥y, - . ., %y, the) = 0 und
F, (%, Yo, - -+ 29, thg) =0
sein. Dann lGft sich wm die Stelle (%g, Ve, - - -, 2) herum ein Bereich G

so abgrenzen, daf in ithm die Grife w durch die Gleichung
F(x,9,...,2,u)=0

eindeutitg als Funktion u = f(x,y,...,2) von x,9, ..., 2 bestimmt ist.
Mt dieser Funktion [ besteht also fiir jede Stelle des Bereiches G die Glei-
chung

Fxy ...z ...2)=0.
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Es ist
o= (%, Yo + - -» %) -

Die Funktion f ist eine stetige Funktion der unabhingigen Verinderlichen

X, Y, ..., 2; sie besitzt (stetige) Ableitungen, welche durch die Gleichungen
Fa: + Fu fa. =0,
F,+F,f,=0,
F,+F, fz =0

gegeben werden.

Fiir Existenz- und Stetigkeitsbeweis sei wieder auf die nachfolgende
Nummer verwiesen; die Differentiationsformeln folgen aus denen fiir
den Fall einer Verdnderlichen, indem man etwa y, ..., z konstant 148t.

Wenn wir wollen, kénnen wir unsere Differentiationsformeln auch
in die einzige Gleichung

Fedx+F,dy+---+F,dz+F,du=0

zusammenfassen, in Worten : Wenn man in einer Funktion F (x, v, ..., 2, )
dieVerinderlichen x, v, ..., 2, u nicht unabhingig voneinander verinderlich
annimmit, sondern der Bedingung F = O unterwirft, so sind die linearen
Anteile ihrer Zuwdchse ebenfalls abhingig voneinander, und zwar sind
sie durch die Bedingung dF = 0, d. h. die lineare Gleichung

Fodx+F,dy+ - +F.dz+F, du=0

zwischen dx,dy, ..., dz, du miteinander verkniipft.

Ersetzt man du durch den Ausdruck w,dx4u,dy+ -+ +u,dz
und setzt dann die Koeffizienten der voneinander unabhingigen Diffe-
rentiale dx, dy, ..., dz simtlich gleich Null, so erhilt man in der
Tat die obigen Differentiationsformeln.

Beildufig sei bemerkt, daB der Begriff der impliziten Funktionen
eine allgemeine Definition des Begriffes ,,algebraische Funktion'* ge-
stattet. Wir nennen ndmlich u=f(x, y,...) eine algebraische Funktion
der unabhingigen Verdnderlichen x,y,..., wenn # implizite durch eine
Gleichung F(x,y,...,4) = 0 definiert ist, wobei F eine ganze rationale
Funktion der Argumente x,y,..., # bedeutet, wenn also # einer
,,algebraischen Gleichung geniigt"“. Alle Funktionen, welche keiner
algebraischen Gleichung geniigen, nennt man #raunszendent.

Als Beispiel fiir unsere Differentiationsformeln betrachten wir die
Kugelgleichung

42+ u2—1=0.
Fiir die partiellen Ableitungen ergeben sich die Werte

y

X
", =—— ", = — —
4 u? v u’

7*
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und durch weiteres Differenzieren erhalten wir

. 1 x %2 - u?
Yoo =77 Toa¥e™="";5 >
x xy
Maw_u*zuu_' wd?
1,y ¥+
“vy——7+1ﬁ“y“_ us

6. Beweis fiir die Existenz und Stetigkeit der impliziten
Funktionen.

Wenn auch in vielen Fillen die vorausgesetzte Existenz und Stetig-
keit der impliziten Funktionen sich unmittelbar daraus ergibt, daB
man die Gleichung F (x, y) = 0 tatsichlich mit Hilfe gebrduchlicher
Funktionen auflésen kann, so ist es doch notwendig, den oben for-
mulierten allgemeinen Existenzsatz allgemein analytisch zu beweisen.

Als ersten Schritt filhren wir die Abgrenzung eines Intervalles
% £ x < %, aus, in dem durch die Gleichung F (x, ¥) = 0 eindeutig
eine Funktion y = f(x) festgelegt wird. Dabei kommt es uns keines-
wegs darauf an, dieses Intervall so weit wie méglich auszudehnen.

Zunichst beachten wir, daB sich — wegen F, (%,, ¥) == 0 und wegen
der vorausgesetzten Stetigkeit von F, (x, ¥) — um den Punkt P mit
den Koordinaten %, und y, herum eine passend zu wihlende Um-
gebung von P, etwa ein rechteckiger Bereich G, abgrenzen 1iBt,
in welcher sicherlich iiberall F,=3=0 bleibt und das gleiche Vor-
zeichen bewahrt. Ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, diirfen
wir annehmen, daB dieses Vorzeichen das positive ist, daBl also
F,> 0 fiberall in G gilt; wire nidmlich F,<<0, so brauchten wir
nur die Funktion F durch die Funktion —F zu ersetzen, was der
Gleichung F(x, y¥) = 0 keinen Abbruch tut. Bei F, > 0 wichst aber

die Funktion F (x, y), als Funktion
g von y betrachtet, auf jedem in G
hineinfallenden  senkrechten Ge-
% radenstiicke x = konst. parallel zur

Yo |- .
Yo LG y-Achse monoton an, wenn wir das
Geradenstiick in Richtung wachsen-
der y durchlaufen. Da F (%, yo) =0
ist, muB also in einem in Fig. 36
gezeichneten Punkte A der senk-
Fig. 36. rechten Geraden durch P mit den
Koordinaten %, und ¥, (y; <)
der Funktionswert F (x, y) negativ sein, im Punkte B mit den
Koordinaten %, und v, (v, > ¥,) hingegen positiv. Wegen der Stetig-
keit der Funktion F (x,y) hat daher F (x,9) negative Werte auf

R

Ly

I
T Tp T Xz
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einer gewissen wagerechten, in G liegenden Strecke ¥ = y, durch 4 und
positive Werte auf einer dazu parallelen Strecke y=4, durch B. Wir
kénnen somit um %, herum ein Intervall x, < x < %, abgrenzen derart,
daB darin der Funktionswert F(x, y) iberall auf der wagerechten
Strecke durch 4 negativ und auf derjenigen durch B positiv wird,
d. h. dal die beiden Ungleichungen F(x, ¥;) <0 und F (x, y,) > 0
firr dieses x-Intervall gelten.

Beschrinken wir x auf dieses Intervall x; < x < %, und lassen bei
festgehaltenem x die GréBe y in der Funktion F (x, ¥) von ¥, bis v,
zunehmen, so daB also der Punkt (x, y) im Rechteckbereich:

5 2%, 3Sy<y,

— den wir ganz in G gelegen voraussetzen — verbleibt, so wichst dabei
der Funktionswert F(x, y) monoton und stetig von einem negativen
zu einem positiven Werte an und kann nicht in zwei Punkten derselben
Abszisse denselben Wert annehmen. Es gibt also fiir jeden Wert von »
mit %, < x < x, einen eindeutig bestimmten Wert von y, fiir welchen
die Gleichung F(x, y) = 0 erfiillt ist. Dieser Wert y ist demnach eine
Funktion von #, und somit ist die Existenz und die eindeutige Bestimmt-
heit der impliziten Funktion y = f(x) bewiesen. Man sieht auch deut-
lich, was es mit der Forderung F,==0 auf sich hat: wiirde F, ver-
schwinden und dabei das Zeichen wechseln, so wiirde F(x, y) auf
einer senkrechten Strecke mit konstantem x nicht monoton verlaufen
und koénnte unter Umstinden mehrmals verschwinden, womit die
Eindeutigkeit der Bestimmung von y zerstort wire.

Unser Beweis liefert nicht mehr als die begriffliche Einsicht in die
Tatsache, daB eine Funktion y = f(x) existiert; er ist das Muster
eines blofen ,,Existenzbeweises’, bei dem von den praktischen Moglich-
keiten zur Berechnung nicht die Rede ist?).

Die Stetigkeit der Funktion f(x) ist jetzt eine fast selbstverstind-
liche Folge unserer Betrachtung. Wir sehen nimlich zunichst: Wenn
ein Rechteck R': %’ < x < #y; 9 < v £ 9, ganz innerhalb des oben
betrachteten Rechtecks liegt, so ergibt sich fiir das kleinere Rechteck
genau dieselbe Konstruktion unserer impliziten Funktion y = f(x),
und zwar erhalten wir selbstverstidndlich in dem kleineren Rechteck
dieselben Funktionswerte y wie in dem gréBeren. Wollen wir nun
z. B. die Stetigkeit der Funktion f(x) fiir die Stelle x = x, beweisen,
so haben wir zu zeigen, daB bei hinreichend klein vorgegebenem posi-
tiven ¢ sicherlich | /(%) — f(%o) | < & wird, sobald wir nur den Punkt x
hinreichend nahe am Punkte x, wihlen. Zu diesem Zweck setzen wir

Yi=%%e und y;=yo+¢

1) DaB man bei einem allgemeinen Beweise darauf verzichtet, solche prak-
tische Methoden anzugeben, ist ein wesentlicher und prinzipiell bedeutsamer
Schritt zur Erleichterung der Beweisfiihrung.
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und bestimmen fiir diese Werte 3] und ¥, ein zugehdériges x-Intervall
%, £ x £ #,. Dann liegt nach der obigen Konstruktion fiir alle x in
diesem Intervall der Funktionswert y = f(x) zwischen den Grenzen
3y und vy, , unterscheidet sich also von y, = f(x,) um weniger als ¢.
Hierin driickt sich die behauptete Stetigkeit fiir die Stelle x, aus. Da
wir dieselbe Betrachtung anstatt auf die Stelle x, auch auf jede andere
Stelle des Intervalls %, < x < x, anwenden kénnen, so ist die Stetig-
keit fiir jeden Punkt dieses Intervalles dargetan.

Der Beweis des allgemeinen auf eine Gleichung F(x, y, ..., 2,4) =0
mit mehr unabhingigen Verinderlichen beziiglichen Satzes erfolgt
ganz nach demselben Muster und bietet keinerlei Schwierigkeiten
mehr.

§ 2. Kurven und Flichen in impliziter Darstellung.

1. Ebene Kurven in impliziter Darstellung.

Wir haben frither eine ebene Kurve in der unsymmetrischen, eine
Koordinate bevorzugenden Darstellung y = f(x) gegeben. Tangente
und Normale der Kurve wurden durch die Gleichungen

n=y+(E—=x)/ ()
bzw. 1
n=y—(—=x) 7@

geliefert, wobei & und # die laufenden Koordinaten von Tangente und
Normale, x und y die Koordinaten des Kurvenpunktes sind. Ebenso haben
wir einen Ausdruck fir die Kriimmung und Kennzeichen fiir Wende-
punkte angegeben. Jetzt wollen wir entsprechende Formeln fiir den
Fall der impliziten Dartellung F (%, ¥) = 0 der Kurve entwickeln. Wir
setzen dabei voraus, daB nicht zugleich F, und F, im betrachteten
Kurvenpunkt verschwinden, daB also dort Fz—{—F: =+ 0 ist.

Nehmen wir etwa F, == 0 an, so erhalten wir durch Einsetzen des

Wertes y’ =—-§i fiir die Tangente in einem Kurvenpunkt (%, ) in den
laufenden Koordinaten & und # unmittelbar die Gleichung
(E—=%)F.+n—yF,=0
und fiir die Normale
(—x)F,—(n—y)F,=0.

Wir kénnen die Tangente auch direkt, ohne den Umweg iiber die
explizite Form der Kurvengleichung, folgendermaBen charakterisieren:
Sind @ und b irgend zwei Konstanten, so stellt die Gleichung

a(§—x)+b(n—y)=0
in den laufenden Koordinaten & und # eine Gerade dar, welche durch
den Punkt P mit den Koordinaten (x, ¥) geht. Ist nun P ein Kurven-
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punkt, d. h. gilt F (%, ¥) =0, so suchen wir eine solche durch ihn gehende
Gerade, bei welcher der Abstand eines benachbarten Kurvenpunktes P,
mit den Koordinaten % =x -+ % und y, =y 4 k& (wobei also
F(x,y)) =F(x+ h,y+ k) =0 gilt) von ihr bei abnehmendem
o=1#h?+k* Kklein von hoherer Ordnung als g ist. Nun ist wegen
der vorausgesetzten Differenzierbarkeit der Funktion F sicherlich

Fx+hy+k=F(x y)+hF,+kF,+¢co

mit ¢ — 0 fiir p — 0. Sollen die beiden Punkte P und P; auf der Kurve
liegen, so muB hiernach A F, 4+ kF,= —¢ep sein. Da wir voraussetzen,
daB an der betreffenden Stelle F2 4 F = 0 ist, koénnen wir die letzte
Gleichung auch in der Form

F,

=0
VF:+F} VFI+F}
schreiben, wobei & =— ——*___ cine ebenfalls mit o gegen Null stre-
VP + F - -
bende Zahl ist. Nun kann mit a=—2Z=— und b=—>—
YFi+F; YFi+F;

die linke Seite aufgefaBt werden als das, was aus der Geraden-
gleichung a(é —=x) 4+ b (n—7y) =0 in Hessescher Normalform ent-
steht, sobald wir in ihr fir & und # die Koordinaten des Punktes
(xg=2+h, y;=7v + k) einsetzen, d. h. als der Abstand dieses
Punktes von der Geraden. Unser betrachteter Nachbarpunkt P, auf
der Kurve hat also von der Geraden den absoluten Abstand |eg|,
d. h. einen Abstand der mit ¢ von hsherer Ordnung als p verschwindet.
Die Gleichung

F, F, ) —
e n T T R =0

oder auch F,(§ —x) + F,(n —y) =0, stimmt aber mit der oben
gewonnenen Tangentengleichung iiberein, so daB wir nunmehr die
Tangente durch P auch definieren konnen als Gerade, welche von jedem
benachbarten Kurvenpunkte P, eine Entfernung von héherer Ordnung
als der Abstand P P, besitzt?).

Die Richtungskosinus der Normale unserer Kurve sind gegeben
durch die beiden GréBen

F, . F

COSsk = —r—, Slna.=_—”._——,
EEa 745

welche die Komponenten des in der Normalenrichtung weisenden Ein-
heitsvektors darstellen; d. h. eines Vektors von der Linge 1, welcher
vom Kurvenpunkt P (x, ¥) aus in die Richtung der Normale weist.

1) Man iiberzeugt sich leicht, daB es eine zweite derartige Gerade nicht geben
kann, so daB also unsere Forderung die Tangente eindeutig kennzeichnet.
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Die Richtungskosinus der Tangemte im Punkte P(x,y) sind ge-

geben durch
F,

; sinff = — —=—.
’ |F% + Fj

By
VE: + F3

Betrachten wir nicht nur die eine Kurve F (%, y) = 0, sondemn
allgemeiner die Kurve

cosf =

F(x,y)=c,

wobei ¢ irgendeine Konstante ist, so dndert sich an unseren obigen
Betrachtungen nichts; wir brauchen hier nur die Funktion F (x, y)
durch die Funktion F (x, ¥) —c zu ersetzen, deren Ableitungen dann mit
denen der urspriinglichen Funktion {ibereinstimmen. Die Gleichungen
der Tangente und der Normale haben also fiir alle diese Kurven die
gleiche oben angegebene Gestalt.

Die Gesamtheit aller Kurven F(x, y) = ¢, die wir erhalten, wenn
wir ¢ der Reihe nach die Werte eines ganzen Intervalles durchlaufen
lassen, bildet eine Kurvenschar. Der ebene Vektor mit den Kom-
ponenten F, und F,, der Gradient der Funktion F(x,y), steht in
jedem Punkte auf dev durch ihn gehenden Kurve der Schar semkrecht,
wie wir schon auf S. 77 erkdnnten. Hieraus gewinnen wir von neuem
die Tangentengleichung; denn der in der Tangentenrichtung weisende
Vektor mit den Komponenten § —x und # —y muB auf dem Gra-
dienten senkrecht stehen; es muB also das innere Produkt

verschwinden. E—2)Fot+(n—y)F,

Die Unbestimmtheit des Vorzeichens der Quadratwurzel, welche
in unseren Ausdriicken auftritt, kennzeichnet die Tatsache, daB3 wir an
und fiir sich noch willkiirlich die Richtung nach der einen oder anderen
Seite der Kurve hin als positiv auszeichnen kénnen. Wir wollen immer
grundsitzlich die Quadratwurzel positiv nehmen und dadurch
eine bestimmte Richtung der Normalen fixieren; dabei mége man be-
achten, daB diese Richtung sich umkehrt, sobald man die Funktion
F (x,y) durch die Funktion —F (x, y) ersetzt, was an der geometrischen
Darstellung der Kurve nichts dndert. (Im iibrigen vergleiche man zu
dem Vorzeichen der Normalenrichtung das spiter in Kap. V, §2 Gesagte.)

Als notwendige Bedingung fiir das Eintreten eines Wendepunktes
bei einer Kurve in expliziter Darstellung y = f(x) haben wir frither
in Bd. I, S. 127 das Verschwinden der zweiten Ableitung "/ (x) erkannt.
Ersetzen wir diesen Ausdruck durch seine Darstellung

F2 2
fll(x)z__F:c:c v 2F:c1}:‘z;va+Fvva
14

aus dem vorigen Paragraphen, so erhalten wir als notwendige Be-
dingung fiir das Eintreten eines Wendepunktes bei impliziter Dar-
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stellung die Gleichung
F,,F*—2F, F,F,+F, F:=0.

[oX A
In dieser Bedingung fiir den Wendepunkt ist keinerlei Bevorzugung
einer der beiden Verdnderlichen x oder y mehr enthalten; sie hat einen
vollstandig symmetrischen Charakter und ist nicht mehr an die Voraus-,
setzung F, £ 0 gebunden.
Setzen wir unsere Ausdriicke fiir " und 9"’ in den friiher gefundenen
Ausdruck fir die Krémmung, ndmlich

k _ my//
1+ y72)3
ein, so gewinnen wir die Formel

=anF‘;;_2szFva+Fuqu

k

(F 4 Fy? '
welche ebenfalls véllig symmetrischen Charakter trigt?).

Schneiden sich zwei Kurven F (x,9) =0 und G(x,y) =0 in
einem Punkte mit den Koordinaten x und y, so bezeichnen wir als
Winkel zwischen den beiden Kurven den im Schnittpunkt von ihren
Tangenten bzw. Normalen gebildeten Winkel w, dessen Kosinus sich
mit Riicksicht auf die obigen Ausdriicke fiir die Richtungskosinus der
beiden Normalen und der Formel fiir das innere Produkt (Kap. I,
§ 1, 3) durch die Gleichung

FoGs+F v Gv
FEEF 16+ 6)

CoOSw =

ausdriickt. Wenn wir die Quadratwurzeln wie immer positiv
wihlen, was fiir die Normalen bzw. Tangenten einen bestimmten Rich-
tungssinn festlegt, so ist der Kosinus eindeutig bestimmt und mit ihm
der Winkel zwischen den beiden Kurven als der von den beiden positiven
Richtungen eingeschlossene Winkel.

Insbesondere erhalten wir aus der letzten Formel, indem wir o = -
setzen, als Bedingung fiir Senkrechistehen (Orthogonalititsbedingung)

F,G,+F,G,=0.
Als Bedingung fiir eine Beriihrung zwischen den beiden Kurven

erhilt man, daB die Differentiale dy:dx fiir beide Kurven im selben
Verhiltnis zueinander stehen, d.h. die Beziehung

dy:dx=—F  F,=—G,:G,
erfiillen, die wir auch in der Form

F,G,—F,G,=0
schreiben kénnen.

1) Uber das Vorzeichen der Kriimmung vgl. das in Bd. I, S. 223 Gesagte.
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Als Beispiel betrachten wir die Parabeln (vgl. auch Fig. 41, S. 115)
v —2p(x + %) =0,

deren gemeinsamer Brennpunkt der Nullpunkt ist (,,konfokale’ Pa-
rabeln). Ist ;> 0 und $, < 0, so schneiden sich die Parabeln, die
durch
F=y2—2p1<x+%>= und G=y2—2p2<x+%)=0
gegeben werden, und zwar schneiden sie sich orthogonal, da im Schnitt-
punkte
F—p,G
F,G,+F,G, —dp b, + 4y* = 4P =010 g

ist wegen
F=G=0, p,—p+0.
Als weiteres Beispiel betrachten wir die Ellipse
x2 y2

4 =1.

a? B2
Die Gleichung der Tangente im Punkte (x, ) lautet
y
(E—2) 25+ (n—) 35 =0
oder
¥ y
wie aus der elementaren analytischen Geometrie bekannt ist.
Fir die Kriimmung ergibt sich

h=—
(a4 y2 + b2a2)

atbht

Sie hat ihren gréBten Wert in den Scheitelpunkten y =0, ¥ = + a,
und zwar wird dort 2 = Z;Lz ; den kleinsten Wert nimmt sie in den beiden

anderen Scheitelpunkten ¥ =0, y= 4 b an, wo k= a—b2 ist.

2. Singuldre Punkte von Kurven.

Noch einige Bemerkungen iiber die sogenannten singuliren Punkie
etner Kurve. Wir begniigen uns an dieser Stelle damit, eine Reihe
typischer Beispiele anzufithren; im {ibrigen sei auf den Anhang zu
diesem Kapitel verwiesen.

Wir kniipfen an die Bemerkung an, daB in unseren eben hergeleiteten
Ausdriicken hiufig der Nenner Fz -+ Fy auftritt. Das Verschwinden
dieser GréBe, d.h. das gleichzeitige Bestehen der beiden Gleichungen
F, = 0und F, = 0 fiir einen Kurvenpunkt wird uns also eine Besonder-
heit ankiindigen. Dies kommt vor allem auch darin zum Vorschein,
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daB der Ausdruck y’' = ——% fir die Tangentensteigung an einer

solchen Stelle unbrauchbar wiyrd.

Wir nennen einen Kurvenpunkt reguldr, wenn sich in der Umgebung
dieses Punktes die eine Koordinate v als stetig differenzierbare Funk-
tion von #x, oder auch umgekehrt x als stetig differenzierbare Funktion
von y darstellen 148t. Die Kurve besitzt in beiden Fillen eine Tan-
gente und unterscheidet sich von dieser Tangente in der Umgebung
der betrachteten Stelle nur sehr wenig. Alle iibrigen Punkte einer
Kurve heiBlen singuldr.

Wir wissen aus der Theorie der impliziten Funktionen, dafl ein
Punkt der Kurve F(x, y) = 0 sicher dann reguldr ist, wenn F, & 0
ist, weil sich dann die Gleichung eindeutig nach y auflgsen 1aBt.
Ebenso ist der Punkt regulir fiir F, &= 0. Wir haben also die singu-
liren Punkte der Kurve unter denen zu suchen, welche auBer der
Kurvengleichung noch den Gleichungen

} F,=0, F,=0
geniigen.

Eine erste wichtige Art der Singularitit ist ein sogenannter Knofen-
punkt; das ist ein Punkt, durch welchen zwei oder mehr verschiedene
Kurveniste hindurchgehen, wie z. B. der Nullpunkt bei der Lemniskate

(%% + y%)2 —2a2 (42 — 9?) = 0. 4

In der Umgebung eines solchen ‘
Punktes ist es unméglich, vermdge
der Kurvengleichung y in eindeutiger
Weise als Funktion von x oder x
als Funktion von y darzustellen.

Das Bestehen der beiden Glei-
chungen F, =0 und F, = 0 ist nun
eine notwendige, aber keineswegs
hinreichende Bedingung fiir einen
Knotenpunkt. Es kénnen vielmehr noch ganz andersartige Erschei-
nungen vorkommen, wie etwa das Auftreten einer Spifze. Als Beispiel
betrachten wir die Kurve

&

Fig. 37. y3—2*=0.

y3___x2=0,

welche die vorstehend gezeichnete Gestalt besitzt (Fig. 37), d. h. eine
Spitze im Nullpunkt aufweist. Daselbst verschwinden in der Tat
beide ersten Ableitungen von F. Ein ganz entsprechendes Verhalten zeigt
die lediglich um 90° gedrehte Kurve, welche durch die Gleichung
— 32—

dargestellt wird. Flny)=—y=0

Aber es kénnen auch Fille auftreten, bei denen das Bestehen der
beiden Gleichungen F,= 0 und F,= 0 keine auffallende Besonderheit
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der Kurve erkennen li3t und die Kurve regular ist. Als Beispiel
dient uns die Kurve
Y3 —xt=0

oder in expliziter Darstellung

Man erkennt wegen (——x)% =x§, y’=%x§‘ sofort, daB3 die Kurve

symmetrisch zur y-Achse liegt und im Nullpunkt die x-Achse beriihrt,
dhnlich wie eine Parabel. DafB} trotzdem der Nullpunkt etwas Besonderes
fiir die Kurve darstellt, sieht man daraus, daB die zweite Ableitung 3’
im Nullpunkt unendlich wird. Die Kriimmung wird also unendlich,
wihrend die Tangentenrichtung im Nullpunkt keine Besonderheit
zeigt. Ein weiteres Beispiel ist die Kurve (y — x)2 = 0, welche eine
Gerade ist, also vollig reguldr, obwohl {iberall F, =0, F, = 0 ist.

Als Ergebnis dieser orientierenden Betrachtungen wollen wir fest-
halten, daB es nicht geniigt, bei der Aufsuchung und Diskussion der
singuldren Punkte einer Kurve das Bestehen der beiden Gleichungen
F,=0und F, = 0 zukonstatieren, sondern daB man von Fall zu Fall
die Verhiltnisse besonders untersuchen mu8 (vgl. Anhang §2, S. 169).

3. Implizite Darstellung von Flichen.

Wir haben bisher gewohnlich eine Funktion z=f(x,y) — wir
schreiben hier z anstatt des frither verwendeten # — durch eine Fliche
im Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten x, ¥ und z geometrisch
veranschaulicht. Wenn aber nicht die Funktion, sondern eine geo-
metrisch gegebene Fliche das Urspriingliche ist, so wird die in einer
solchen funktionalen Darstellung liegende Bevorzugung der einen
Koordinate z in genau derselben Weise zu Unzutriglichkeiten fiihren,
wie die Darstellung von ebenen Kurven durch eine Gleichung der Form
y = f(x). Es ist naturgemiBer und allgemeiner, Flichen im Raume
durch Gleichungen der Gestalt F (x,y,2)=0 oder F(x,y,z)= konst.
darzustellen, z.B. die Kugel durch die Gleichung x2 + y2 + 22 —#2=0
und nicht durch z= )72 —x2—y2. Die Darstellung z—f(x,%) =0
ordnet sich hier als Spezialfall unter.

Um die Gleichung der Tangentialebene der Fliche F(x,y,2) =0
im Punkte (%, y, z) aufzustellen, nehmen wir wie auch im folgenden an,
daB an der betreffenden Stelle F3 4 F2 + F2 4= 0 ist!), daB also min-
destens eine der partiellen Ableitungen, etwa F,, nicht verschwindet.
Es 14Bt sich dann vermdge der Flichengleichung z = f(x, y) explizit

1) Das Verschwinden dieses Ausdrucks zeigt wiederum im allgemeinen das
Auftreten gewisser Singularititen an, worauf wir jedoch nicht niher eingehen
wollen.
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als Funktion von x und y bestimmen. Setzen wir in die Gleichung
(S. 56) der Tangentialebene

{—z=((—%)z,+(n—))2

fir die Ableitungen z, und z, ihre Werte z,=—%" und zu—:—%’
ein, so erhalten wir die Gleichung der Tangentialebene in der sym-

metrischen Gestalt

(E—x)Fw—i-(r]—y)F,—f—(C——z)Fz-:O,
wobei &, # und { die laufenden Koordinaten bedeuten.

Entsprechend wie bei der Tangente einer ebenen Kurve kann man
auch diese Gleichung direkt aus der impliziten Darstellung der Fliche
gewinnen, indem man sich die Aufgabe stellt, eine solche Ebene durch den
Flachenpunkt (x,y,2) zu finden, von welcher jeder Nachbarpunkt
(x+h, vy+ £k, z4+1) auf der Fliche einen Abstand von kleinerer
Ordnung als der Ausdruck = WF + k2 2 besitzt.

Fiir die Richtungskosinus der Flichennormalen, d.h. der Normalen
zur Tangentialebene, ergeben sich nach den elementaren Sitzen der
analytischen Geometrie (vgl. Kap.I, § 1, Nr.4) die Ausdriicke

F, F, F,
_—, _, Sy =,
VF: + Fy+ F2 VF% + Fy + F3 VE: + F} + F?
wobei der Flichennormalen ein bestimmter Richtungssinn zugewiesen
wird, wenn wir die im Nenner auftretende Quadratwurzel positiv
nehmen (vgl. hierzu auch S. 104).

Schneiden sich zwei Flichen F(x,y,2) =0 und G(x,y,2) =0
in einem Punkte, so verstehen wir unter dem Winkel w beider Elichen
den Winkel ihrer Tangentialebenen, oder was dasselbe ist, den Winkel
zwischen ihren Normalen; er ist daher gegeben durch den Ausdruck

FEGE+FVGV+FZGZ .
YEL + F3 + F2YG: + G} + G2
Insbesondere ist Bedingung fiir das Senkrechtstehen (Orthogonali-
tatsbedingung) F,G,+F,G,+F,G,=0.

Statt der einzelnen Fliche F (%, v, z) = 0 kénnen wir auch die ganze
Flichenschar F (x, v, z) = ¢ betrachten, wo c¢ fiir jede Flache der Schar
eine Konstante bedeutet. Dabei wollen wir voraussetzen, daB3 durch
jeden Punkt des Raumes oder wenigstens eines gewissen Raumstiickes
eine und nur eine Fliche der Schar hindurchgeht, daB3, wie man sagt,
die Schar dieses Raumstiick einfach iberdeckt. Man nennt dann
die einzelnen Flichen Niveauflichen der Funktion F (x,y,z). Wir
haben nun im Kap.II, §7 den Gradienten dieser Funktion betrachtet,
d.h. einen Vektor mit den Komponenten F,, F,, F,. Wir sehen,
daB sich diese Komponenten zueinander verhalten wie die Richtungs-

cos ot = cos =

CoOsw =
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kosinus der Normalen und schlieBen daraus, daB der Gradient im Punkte
mit den Koordinaten x, .y und z semkrecht auf der Niveaufliche steht,
die durch diesen Punkt hindurchgeht. (Wenn wir diese Tatsache schon
als aus Kap. II, §7 als bekannt voraussetzen, ergibt sich sofort eine
neue einfache Herleitung fiir die Gleichung der Tangentialebene genau
wie oben (S.104) bei der Tangentengleichung.)

Als Beispiel betrachten wir die Kugel

A2y 22 —72=0;
sie hat im Punkte (x, 9, 2) die Tangentialebene

(E—x)2x+(n—y)2y+((—222=0
Ex+ny+Lz—r2=0.

Die Richtungskosinus der Normalen verhalten sich wie x:y:z, d. h.
die Normale wird durch den Radiusvektor vom Ursprung nach dem
Punkte (x,y,z2) gebildet.

Beim allgemeinsten Ellipsoid mit den Hauptachsen als Koordi-
natenachsen

oder

L INPY I 1
az T2 2T

lautet die Gleichung der Tangentialebene entsprechend
x y z
f‘;§+771§+4-;§—1=0-

§ 8. Funktionensysteme, Transformationen und
Abbildungen.

1. Allgemeines.

Die Resultate iiber implizite Funktionen geben uns die Méglichkeit
zur Behandlung von Funktionensystemen, d.h. mehreren gleichzeitig
vorliegenden Funktionen. In diesem Paragraphen werden wir den beson-
ders wichtigen Fall solcher Systeme betrachten, bei denen die Anzahl
der Funktionen mit der Anzahl der unabhingigen Verinderlichen iiber-
einstimmt. Wir wollen uns zunidchst die Bedeutung solcher Funk-
tionensysteme an dem Falle von zwei unabhingigen Veridnderlichen
klar machen. Sind

=gy uwd 7=y(y)

zwei Funktionen, von denen wir voraussetzen, daB sie beide in einem
bestimmten Bereiche G der x, y-Ebene differenzierbar sind, so kénnen
wir dieses Funktionensystem auf zwei verschiedene Arten deuten.
Die erste Deutung (die zweite werden wir in Nr. 2 geben) ist die durch
eine Abbildung oder Transformation. Einem Punkte P mit den Koor-
dinaten x und y in einer x, y-Ebene entspricht der Bildpunkt II mit
den Koordinaten & und % in einer &, #-Ebene.
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Eine solche Abbildung ist z. B. die affine Abbildung oder Trans-
formation
E=ax+by,
n=cx+dy

aus dem ersten Kapitel, wobei a, b, ¢, 4 Konstanten sind.

Haufig deutet man (x,y) und (& %) als Punkte ein und der-
selben Ebene; dann haben wir es einfach mit einer Verzerrung
(Transformation) der x, y-Ebene ¢n sich zu tun?).

Als Grundaufgabe bei einer Transformation haben wir das Problem
ihrer Umkehrung zu betrachten, d.h. die Frage, ob und wie man
auf Grund unserer obigen Gleichungen & = @(x, ) und 7 = y(x, y)
umgekehrt x und y als Funktionen von & und % auffassen kann und
in welcher Weise diese Umkehrfunktionen differenziert werden kénnen.

Durchlduft der Bildpunkt mit den Koordinaten &,  einen Bereich I"
der &,7-Ebene, falls der Punkt (#, ¥) den Bereich G durchliuft, so
nennen wir I" den Bildbereich von G. Wenn dabei zwei verschie-
denen Punkten von G auch immer zwei verschiedene Punkte
in I' entsprechen, so wissen wir bei jedem Punkte von I" eindeutig, zu
welchem Punkte von G er als Bildpunkt auftritt. Wir kénnen daher
umgekehrt einem Punkte von I' eindeutig den Ausgangspunkt in G
zuordnen, d.h. die Abbildung eindeutig umkehren oder x und y ein-
deutig als Funktionen

x=g(& ), y="h(& n)

von & und 7 bestimmen, die in I" definiert sind. Man bezeichnet dann
die Abbildung als umkehrbar eindeutig und nennt x=g(&,%), y=h(§ 1)
die zur urspriinglichen ¢nverse Transformation oder Abbildung.

Durchlduft bei dieser Abbildung der Punkt P mit den Koordi-
naten x und y eine Kurve im Bereiche G, so wird der Bildpunkt
ebenfalls eine Kurve im Bereiche I durchlaufen, die Bildkurve der
ersten. Z. B. entspricht der Kurve x=¢, also einer Parallelen zur
y-Achse, eine Kurve der &, n-Ebene, welche durch die Gleichungen

E=gpl(cy), n=yI(c )

in Parameterdarstellung mit Hilfe des Parameters y gegeben ist. Ahn-

1) Nebenbei sei bemerkt, daB auch eine Funktion & = f(x) einer einzigen
unabhingigen Verinderlichen # sich als Abbildung deuten 148t, wenn man einem
Punkte mit der Koordinate » auf einer #-Achse durch die Funktion einen Punkt
mit der Koordinate & auf einer &-Achse zuordnet; durch diese punktweise Zuordnung
wird die #-Achse bzw. ein Stiick von ihr auf die §-Achse bzw. ein Stiick von ihr
abgebildet. Eine gleichférmige ,,Skala‘ von aquidistanten x»-Werten auf der
#-Achse wird zu einer im allgemeinen ungleichférmigen Skala von §-Werten auf
der £-Achse ausgedehnt oder zusammengedriickt; die £-Skala kann man als
Veranschaulichung der Funktion & = f(#) nehmen. Eine solche Auffassung
wird tatsachlich in den Anwendungen haufig mit Nutzen gebraucht (Nomographie).
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lich gehort zur Kurve y = % die Kurve
E=0p(x, k), =1y, k).

Denken wir uns ¢ und % nacheinander verschiedene Werte ¢y, ¢y, ¢5, - . -;
Ry, Ry, Ry, ... erteilt, so entspricht hiernach dem rechtwinkligen
Koordinatennetz’* der Geraden x = konst. und y =konst. des recht-
winkeligen #, y-Koordinatensystems (den Netzlinien auf Millimeter-

7
Y
7rJ
uP
ks
? G c o
7 2 3 0 ;

Fig. 38 und 39. Kurvennetz x =konst.,, y=XKonst. in der %, y- und der &, 5-Ebene.

papier) ein im allgemeinen krummliniges Kurvennetzder &, 7-Ebene
(Fig. 38, 39). Die beiden Scharen dieses krummlinigen Kurvennetzes
konnen wir auch in impliziter Darstellung schreiben, wenn wir die
inverse Abbildung durch die Gleichungen

x=g@&m), y=h&n
dargestellt haben; die Gleichungen der Kurven lauten einfach
g& my=c bzw. h(§ n)=k.

Ebenso entsprechen den beiden Geradenscharen § = ¢ und 5 = x der
&, n-Bildebene die beiden Kurvenscharen

pEy)=y. Y& y)=x
in der x», y-Ausgangsebene.

Als Beispiel betrachten wir die Abbildung durch reziproke Radien
oder Spiegelung am Einheitskreise (auch Imversion genannt), gegeben
durch die Gleichungen

il N
f=agp TTakp
Einem Punkte P mit den Koordinaten x und y wird der Punkt J7 mit
den Koordinaten & und % auf demselben Strahl OP nach dem Ge-

setze £2+4 g2 = ;%372 oder OI7 =$, also dem Radiusvektor nach P

der reziproke Wert des Radiusvektors nach I7 zugeordnet. Punkte im
Innern des Einheitskreises werden auf Punkte im AuBeren abgebil-
det und umgekehrt.
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Bei der Transformation durch reziproke Radien erhalten wir wegen

E4n?= :

—— als inverse Transformation
xR /

P Y= Eh
wieder die Spiegelung am Einhettskreise.
Als Bereich G konnen wir die ganze x, y-Ebene mit Ausnahme
des Nullpunktes, als Bereich I" die &, -Ebene mit Ausnahme des Null-
punktes ansehen. Den Geraden & = ¢ bzw. 9 = % der &, #-Ebene ent-

sprechen die Kreise x2 4 y2 — %x =0 bzw. x2 4 y2 — fly =0 der

%, y-Ebene, welche die y-Achse bzw. die x-Achse im Nullpunkt be-
rithren, und entsprechend besteht das krummlinige Kurvennetz in der
&,n-Ebene aus den beiden im Nullpunkt die &-Achse bzw. 7-Achse
beriihrenden Kreisbiischeln.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Abbildung

E=x2—y2, n=2xy.

Den Kurven & = konst. entsprechen in der x, y-Ebene die gleich-
seitigen Hyperbeln x2 — y2 = konst., deren Asymptoten die beiden
Geraden x =y und % = —y sind; den Kurven 7 = konst. ent-
spricht wieder eine Schar gleichseitiger Hyperbeln mit den Ko-
ordinatenachsen als Asymptoten. Die Hyperbeln der einen Schar
schneiden diejenigen der zweiten Schar unter rechtem Winkel (Fig. 40).
Den Achsenparallelen in der x, y-Ebene entsprechen in der &, #-Ebene
zwei Scharen von Parabeln (Fig. 41), nimlich den Geraden x = ¢ die
Parabeln 72 =4c¢2(c2—§&) und den Geraden y =c¢ die Parabeln
72 =4c? (2 + &). Alle diese Parabeln haben den Nullpunkt zum
Brennpunkt und die &-Achse zur Achse (Schar konfokaler und ko-
axialer Parabeln s. Fig. 41.)

Die umkehrbaren Transformationen finden eine wichtige Veranschau-
lichung und Anwendung bei der Darstellung von Deformationen oder Be-
wegungen einer stetig verteilten Substanz, etwa einer Fliissigkeit. Denken
wir uns einen solchen Stoff zu irgendeiner Zeit stetig iiber einen zwei-
dimensionalen Bereich G ausgebreitet und dann durch eine Bewegung
deformiert, dann wird der urspriinglich iiber G ausgebreitete Stoff
nachher einen im allgemeinen von G verschiedenen Bereich I" iiberdecken ;
jedes Teilchen der Substanz 148t sich zu Beginn der Bewegung durch
seine Koordinaten x und y in G charakterisieren, nach der Deformation
durch seine Koordinaten & und # in I". Der umkehrbar eindeutige Cha-
rakter der Transformation, welche die Zuordnung von (%, ) einerseits
und (&, %) andererseits vermittelt, ist einfach der mathematische Aus-
druck der physikalischen Selbstverstindlichkeit, daB die einzelnen Teil-
chen auch nach der Deformation kenntlich bleiben sollen, d. h. daB
getrennte Teilchen getrennt bleiben.

Courant, Differentialrechnung. II.Bd. 2. Aufl. 8
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2. Einfithrung neuer krummliniger Koordinaten.

Die zweite, mit der ersten (als Abbildung) eng verwandte Deutung,
welche wir einem Gleichungssystem &= ¢@(x,y), n =y(%, y) geben
konnen, ist die einer Koordinatentransformation in der Ebene; und
zwar handelt es sich, wenn die Funktionen ¢ und 9 nicht linear sind,
nicht mehr um eine ,,affine’* Koordinatentransformation, sondern um
eine sogenannte Transformation auf allgemeine krummlinige Koordinaten.

Wir nehmen wieder an, daB beim Durchlaufen eines Bereiches G
der x, y-Ebene das Wertsystem (£, #) einen Bereich I' der &, n-Ebene
durchliuft und daB
sich umgekehrt x
und y zu jedem
Punkte von I ein-
deutig bestimmen
lassen, d. h. daB
die Abbildung von
G auf I' im Sinne
von Nr.l umkehr-
bareindeutigist ; die
Umkehrfunktionen
moégen  wiederum
x=g(n) und
y = h (£, n) heilen.

Unter Koordi-
naten eines Punktes
P im Bereiche G

1 I

kénnen wir irgend o
. BOLH R
zwei Zahlen ver-

:r“:‘}l‘\
!
L]

X Fig. 40. Orthogonale Scharen gleichseitiger Hyperbeln.
stehen, welche die

Lage des Punktes P in G eindeutig festlegen. Die rechtwinkligen Koor-
dinaten sind das einfachste Beispiel fiir Koordinaten, welche in der
ganzen Ebene ihren Sinn behalten. Ein anderes typisches Beispiel fiir
Koordinaten sind die Polarkoordinaten in der %, y-Ebene, welche durch
die Gleichungen

E=r=x2+y2,
n=0=arctg% 0Ld<2m)

eingefithrt werden.

Ganz allgemein lassen sich, wenn unser obiges Funktionensystem
E=¢(x,9), n=1vp(x, y) gegeben ist, jedem Punkte P mit den Koordi-
naten x und y die zugehérigen Werte £ und # als neue Koordinaten
zuordnen. In der Tat ist durch das Wertsystem (&, %), falls es dem
Bereiche I' angehort, umgekehrt das Wertsystem (x, y), d. h. die Lage
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des Punktes P in G eindeutig bestimmt, womit die Bezeichnung von &
und # als Koordinaten des Punktes P gerechtfertigt ist. Als ,,Koor-
dinatenlinien & = konst. und % = konst. stellen sich dann in der
x, y-Ebene zwei Scharen von krummen Linien ein, nimlich die
Linien, welche implizit durch die Gleichungen ¢(x, ¥) = konst. und
w(x, ¥} = konst. definiert sind. Diese Koordinatenlinien bedecken den
Bereich G mit einem im allgemeinen krummlinigen Koordinatennetz,
weswegen man unsere Koordinaten & und % auch krumwmlinige Koor-
dinaten in G nennt.

Wir weisen nochmals darauf hin, wie eng die beiden verschiedenen
Deutungen unserer Gleichungssysteme miteinander zusammenhéngen. Die
Kurven, welche vermoge der
Abbildung der x, y-Ebene auf
die &, n-Ebene aus Achsenpar-
allelen der x, y-Ebene als deren
Bilder in der &, #-Ebene ent-
stehen, bieten sich bei der
Koordinatenauffassung  un-
mittelbar als Koordinaten-
linien fiir die krummlinigen

Koordinaten x =g (&, %),
y = h(& n) in der & n-Ebene
dar; und wumgekehrt sind
die Koordinatenlinien der
krummlinigen =~ Koordinaten
E=gxy), n=1yy) in
der x, y-Ebene Bilder von
Achsenparallelen der §, 5-

Fig. 41. Orthogonale Scharen konfokaler Parateln. Ebene bei deren Abbildung

auf die x, y-Ebene durch
x=g(, n) und y="n(, n). Auch bei Deutung von & und 7 als
krummlinige Koordinaten der x, y-Ebene ist es, wenn man die Ver-
hiltnisse klar iibersehen will, notwendig, eine &, -Ebene und in ihr
den Punkt mit den Koordinaten & und # als verdnderlich in einem
Bereiche I” zu betrachten. Es ist zweckmiBig, stets beide Auffassungen,
Abbildung und Koordinatentransformation, nebeneinander im Auge
zu behalten.

Fiihren wir z. B. Polarkoordinaten 7 und ¢ ein und deuten » und 9
als rechtwinklige Koordinaten in einer 7, 3-Ebene, so bilden sich die
Kreise » = konst. und die Geraden & = konst. auf die achsenparallelen
Geraden der 7, 3-Ebene ab. Ist das in der x, y-Ebene betrachtete Ge-
biet G der Kreis 22 4+ y2 < 1, so wird der Punkt 7,  in der 7, 9-Ebene
in einem Rechtecke 0 <7 < 1; 0 < & < 2 & laufen, wobei gegeniiber-
liegenden Punkten der Rechteckseiten & =0, ¢ = 2 n derselbe Punkt

8*

Va4
/
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von G entspricht, und die ganze Rechtecksseite # = 0 Abbild des Null-
punktes x =0, y =0 ist.

Ein weiteres Beispiel fiir krummlinige Koordinaten sind die para-
bolischen Koordinaten. Wir gelangen zu ihnen, indem wir in der
%, y-Ebene die Schar der konfokalen Parabeln (vgl. auch S.113 und
Fig. 41, S. 115)

p=2plr4)

betrachten, welche simtlich den Nullpunkt zum Brennpunkt und die
x-Achse zur Achse haben. Durch jeden Punkt der x, y-Ebene gehen
zwei Parabeln der Schar, von denen die eine einem positiven Parameter-
werte p = £, die andere einem negativen p = 7 entspricht; man erhilt
diese beiden Werte als Losungen der quadratischen Gleichung fiir #,

die man bekommt, wenn manin 42 = 24 <x + %) die Werte von x und y

festhilt, und zwar wird
E=—x+ |y n=—x— Y2 £y

Diese beiden GroBen kdénnen wir als krummlinige Koordinaten in der
%, y-Ebene einfithren; hierbei werden die konfokalen Parabeln Koordi-
natenlinien (sie sind in Fig. 41 veranschaulicht, in der man die Be-
zeichnungen x, y mit &, % zu vertauschen hat).

Bei Einfiihrung dieser parabolischen Koordinaten £,  hat man zu
beachten, daB einem Wertepaar &, 7 zwei Punkte %, y und x, — v ent-
sprechen, nidmlich die Schnittpunkte der beiden zugehérigen Parabeln.
Um eine eindeutige Zuordnung der Wertsysteme %, ¥ und &, % zu be-
kommen, wird man sich also etwa auf die Halbebene y = 0 beschrinken.
Jedem in dieser Halbebene liegenden Bereiche G entspricht dann in
der &, n-Ebene umkehrbar eindeutig ein Bereich I', dessen rechtwinklige
Koordinaten ¢ und 7 'gerade die parabolischen Koordinaten der ent-
sprechenden Punkte von G sind.

3. Ubertragung auf mehr unabhingige Verinderliche.

Bei drei und mehr unabhingigen Verdnderlichen liegen die Ver-
hiltnisse ganz analog. Man kann etwa bei drei unabhingigen Verinder-
lichen ein System von drei stetig differenzierbaren Funktionen

§=<p(x,y,z), 77='P(x:y: z): C=X(x;y, z):

die in einem Bereiche G des %, y, z-Raumes definiert sind, zunichst
auffassen als die Abbildung des Bereiches G auf einen Bereich I’
des &, 7,{-Raumes. Setzen wir voraus, daB8 diese Abbildung von G
auf I' sich eindeutig umkehren 148t, d. h. daB sich auch umgekehrt
fir jeden Bildpunkt (&, #,{) aus I" die Koordinaten x, y und z des
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Ausgangspunktes in G eindeutig durch Funktionen
x=g(§r 7, C)’ y=h’(£’ 7, C); Z=l(§, > C)

berechnen lassen, so sind &, » und ¢ auch als allgemeine Koordinaten
des Punktes P im Bereiche G deutbar. Die Flichen & = konst.,
7 = konst. und { = konst. oder anders geschrieben:

@ (x,y, 2) =konst,, v (x,y, z)=konst., % (x,v, z)=konst.

bilden dann ein System von drei Flichenscharen, welche den Bereich G
durchziehen und als krumme Koordinatenflichen bezeichnet werden.

Ebenso wie bei zwei Verinderlichen kann man umkehrbar ein-
deutige Transformationen in: drei Verdnderlichen durch Deformationen
einer dreidimensional stetig ausgebreiteten Substanz veranschaulichen.

Als wichtigstes Beispiel fiir die Koordinatentransformation dienen die
raumlichen Polarkoordinaten. Sie legen die Lage eines Raumpunktes P
mit den rechtwinkligen Koordi-
naten «x,y,z fest einmal durch
die Entfernung 7= sz + %+ 22
vom Nullpunkt, zweitens durch die
geographische Linge ¢, d. h. durch
den Winkel der durch P und die
2-Achse bestimmten Ebene mit der
x, z-Ebene, drittens durch die Pol-
distanz 9, d. h. den Winkel zwischen
dem Radiusvektor O P und der po- x
sitiven z-Achse. Wie man direkt aus
Fig. 42 entnimmt, bestehen zwischen
den drei Polarkoordinaten 7, ¢, ¢ und den rechtwinkligen Koordinaten
die Transformationsgleichungen

z

Fig. 42, Raumliche Polarkoordinaten.

x=7rcos@sind,
y=rsin gsind,
2=7rcos?,

aus denen durch Umkehrung folgt
r=7x2+yr422,

x
@ = arc cos =arcsin —2—,
V2 + 92 V#2492
2 2
9=arccos — - =—arcsin |2
a2 + 92 4 22 Yat+ 92+ 22

Wie bei den ebenen Polarkoordinaten der Nullpunkt ein Ausnahme-
punkt ist, bei welchem die Eindeutigkeit aufhért — der Winkel wird
dort unbestimmt —, so bildet bei den riumlichen Polarkoordinaten
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dic ganze z-Achse eine Ausnahme, indem dort die Linge ¢ unbestimmt
bleibt; im Nullpunkt selbst wird auch noch die Poldistanz & unbe-
stimmt.

Die Koordinatenflichen bei den riumlichen Polarkoordinaten sind
erstens fiir verschiedene feste Werte von » die konzentrischen Kugeln
um den Nullpunkt, zweitens fiir verschiedene feste Werte von ¢ die Schar
der Halbebenen durch die z-Achse, drittens fiir verschiedene feste Werte
von ¢ die geraden Kreiskegel mit der z-Achse als Achse und dem Null-
punkt als Spitze (Fig. 43).

Ein weiteres, oft benutztes Koordinatensystem ist das System der
Zylinderkoordinaten; man erhilt sie, indem man in der x, y-Ebene
Polarkoordinaten ¢ und ¢ einfiihrt und z als dritte Koordinate bei-
behiilt.

Die Formeln, die die Transformation von rechtwinkligen Koordi-
naten auf Zylinderkoordinaten vermitteln, lauten dann

X=p0COSQ,
y =osing,
2 =2

und umgekehrt

o= 12+
P . y
@ == arc COS ———— = drc Sl ————,
Y2 + 2 Vo2 + v?
zZ =2.

Die Koordinatenflichen g = konst.

sind auf der x, y-Ebene senkrechte

Fig. 43. Koordinatenflichen bet rdumlichen K rejszylinder, die die #, y-Ebene in

konzentrischen Kreisen mit dem Ur-

sprung als Mittelpunkt schneiden; die Flichen ¢ = konst. sind die

Halbebenen durch die z-Achse, und die Flichen z = konst. sind die
Ebenen parallel zur x, y-Ebene.

4, Differentiationsformeln fiir die Umkehrfunktionen.

In manchen praktisch wichtigen Fillen koénnen wir, wie in den
obigen Beispielen, das gegebene Gleichungssystem unmittelbar auf-
16sen und dann erkennen, daB die Umkehrfunktionen stetig sind und
stetige Ableitungen besitzen. Setzen wir demgemif zunichst einmal
diese Tatsache der Existenz und der Differenzierbarkeit der Umkehr-
funktionen voraus. Dann lassen sich die Ableitungen der Umkehr-
funktionen folgendermaBen berechnen, ohne daB man das Gleichungs-
system explizit aufldst: Wir tragen die Umkehrfunktionen x = g (&, %),
y = h(£, ) in die gegebenen Gleichungen & = ¢ (%, ), 7= (%, ¥) ein.
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Dadurch entstehen auf der rechten Seite die zusammengesetzten Funk-

tionen ¢ (g (&, ), £ (&, 7)) und v (g(&,7), 2 (&, 7)) von & und n; sie miissen
aber gleich & bzw. # sein. Wir differenzieren nun die Gleichungen

n=v(g& n), k& n)

jede sowohl nach & als auch nach #, indem wir & und % als unabhingige
Verinderliche auffassen?). Beachten wir dabei rechts die frither bewiesene
Kettenregel fiir das Differenzieren zusammengesetzter Funktionen, so
erhalten wir das Gleichungssystem

l=g¢,8:+ Puhe, 0=g 8, +@,h,,

O=v,g:t+ v, bz, 1=vp.8,+ p,h,.
Es liefert aufgelost die gesuchten partiellen Ableitungen

—— p— —_— z ——
gg—wl, g, = % hs———w: hﬂ__‘?’z
oder
n 5 N &,
xE_‘*g’ Xy = —22,  yp= —2, Yy = ==

der Umkehrfunktionen x = g(§, %) und y = (& #) nach & und 7,
ausgedriickt durch die partiellen Ableitungen der Ausgangsfunk-
tionen ¢(x, y) und v (x,y) nach x und y. Dabei ist zur Abkiirzung

08 o
dx 0y
dn 09
ax 0y

D=¢&my—&yn,=

gesetzt; diesen Ausdruck D, dessen Nichtverschwinden an der be-
treffenden Stelle wir bei den obigen Formeln voraussetzen, nennt man
die Funktionaldeterminante der Funktionen £ = ¢ (x, y) und p =y (x, ¥)
nach den Verdnderlichen x und y.

Wir haben oben wie auch schon sonst gelegentlich statt der aus-
fithrlichen Schreibweise £ = ¢ (%, y) usw., welche die GrBe £ und den
funktionalen Zusammenhang @ (x, y) unterscheidet, die kiirzere Schreib-
weise & (x, y) usw. benutzt; von der Freiheit einer solchen Abkiirzung
werden wir auch spiter 6fters Gebrauch machen, wenn MiBverstind-
nisse ausgeschlossen sind.

1) Diese Gleichungen gelten fiir alle in Betracht kommenden &, 7, oder, wie
man sagt, sie gelten identisch; — im Gegensatz zu solchen Gleichungen zwischen
Variabeln, welche fiir diese eine Verkniipfung verlangen. Solche identisch geltenden
Gleichungen oder Identitdten ergeben nach jeder in ihnen auftretenden unab-
hangigen Veranderlichen differenziert wieder eine Identitit, wie unmittelbar aus
der Definition folgt.
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Beispielsweise lauten fiir ebene Polarkoordinaten, ausgedriickt durch
rechtwinklige Koordinaten,

—y = = y
E=r=})x24+»* und 17~19—-arctgx
die partiellen Ableitungen

Y= x-—-=i v, = 4 :Z
R P R A ”——']/,,2_*_3,2 7’
_ y Y . x

ﬁm'——‘xz_*_yz——fz: ﬁﬂ_xz_.l_yz'_ﬁ'

Somit hat die Funktionaldeterminante den Wert

und die partiellen Ableitungen der Umkehrfunktionen x = x(r, 4) und
y = y(r, ¥) (rechtwinklige Koordinaten ausgedriickt durch Polar-
koordinaten) sind

il y
=7, Xs=—Y, Ye=7s JYo=%,
wie man im iibrigen leichter direkt aus den Umkehrformeln x =7 cos &,
y = rsind durch Differentiation finden kénnte.
Fiir die Funktionaldeterminante D hat man wegen ihres hiufigen
Auftretens eine besondere symbolische Abkiirzung eingefiihrt, nimlich
die Schreibweise

_ 0 m)
9 v)’
deren ZweckmiBigkeit wir bald einsehen werden. Aus den Formeln
y &
xs = D’ x,, = — 5 s
Mo &s
Ye=—"p» Ya=7pp

fir die Ableitungen der Umkehrfunktionen findet man fiir die
Funktionaldeterminante der Funktionen x =% (£, %) und y =9y (£, 7)
nach den Veridnderlichen & und # den Ausdruck
0 s alfly 7 Sy ¥z 1 0 5:
625’,%=x8yﬂ—xny2:5‘ipzé ? =p= :aix’z; .
Die Funktionaldeterminante fir das inverse Funkiionensystem ist also
der veziproke Wert der Funktionaldeterminanie fir das Ausgangssystem.
In ganz entsprechender Weise kann man auch die zweiten Ableitungen
der Umkehrfunktionen durch die ersten und zweiten Ableitungen der ge-
gebenen Funktionen ausdriicken. Wir haben nur die fritheren linearen
Gleichungen unter wiederholter Heranziehung der Kettenregel noch
weiter nach & und # zu differenzieren; dabei setzen wir voraus, daB3 die
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gegebenen Funktionen stetige Ableitungen der zweiten Ordnung be-
sitzen. Hierdurch erhalten wir lineare Gleichungen, aus denen sich
die gesuchten Ableitungen leicht ergeben.

Um z. B. die Ableitungen

Z%;=gss und g—?;’—‘hss
zu berechnen, differenzieren wir die beiden Gleichungen
l=£,2:+&,¢,
0=1qs%+ 1y Ve
nochmals nach & und bekommen nach der Kettenregel:

0=8,, % +28p, %Y+ &y VE+ Earee + &y Vet
0=nzzx§+2"]wvx5y5+"h/u y§+7}’xx§§+ NyYee -

Losen wir dieses lineare Gleichungssystem fiir die GroBen x;, und
y¢¢ als Unbekannte auf — seine Determinante ist wieder D und nach
Voraussetzung von Null verschieden — so erhalten wir durch Ein-
setzen der bereits berechneten Werte fiir x; und y, nach kurzer Rech-
nung als Ableitungen x;; und y;,:

1 Emn?,—2§w77xm+§w7/3» &y

Xpp=—=—
DR g B2 Ny M My My T2 My |

und

I_‘me"]?/_‘QEmu"/m’h“l"fw’/z’ &y

D oo 1y —2 Moy e Ny + Ny Mos Ta
Auch die dritten und hoheren Ableitungen der Umkehrfunktionen

kénnen wir nach derselben Methode durch weiteres Differenzieren

unserer linearen Gleichungen gewinnen, wobei sich stets lineare

Gleichungssysteme mit der (nicht verschwindenden) Determinante D
ergeben.

Yee=

5. Zerlegung und Zusammensetzung von Abbildungen und
Transformationen.

Wir haben im ersten Kapitel gesehen, da. wir jede affine Trans-
formation der Ebene zerlegen kénnen in einfache oder, wie wir
sagten, primitive Transformationen, deren erste die Ebene nur in
einer Richtung verzerrt und deren zweite die verzerrte Ebene in einer
anderen Richtung nochmals verzerrt. Bei jeder dieser Transformationen
wurde in Wirklichkeit nur eine neue Verinderliche eingefiihrt.

Genau das entsprechende kann man nun bei allgemeinen Trans-
formationen erreichen.

Wir schicken zunichst einige Betrachtungen iiber die Zusammen-
setzung von Transformationen voraus. Ist der in einem Bereiche G
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verdnderliche Punkt (x, ¥) durch die Transformation

E=¢x,9), n=vp(x )

umkehrbar eindeutig auf die Stelle (£,7) in einem Bereiche I' der
&, n-Ebene abgebildet und wird weiter durch eine Transformation

u=90 ¢ n), v=¥(§¢n

dieser Bereich I' wiederum umkehrbar eindeutig auf einen Bereich B
der u, v-Ebene abgebildet, so entsteht damit gleichzeitig eine Abbildung
von G auf B, die wir naturgemi8 als die aus den beiden ersten zusammen-
gesetzte Abbildung bzw. zusammengesetzie Transformation bezeichnen
werden. Sie wird durch

u=0 (¢ (%,9), v(x,9), v="(p(x ) )

gegeben; wie aus ihrer Definition hervorgeht, ist sie ebenfalls ein-
deutig umkehrbar.

Nach den Regeln fiir die Differentiation zusammengesetzter Funk-
tionen erhalten wir

gv:=¢§%+¢n%,
%‘=¢s%+‘1’n%,
g—z=¥'s%+¥'n%,
g—;=¥’s%+¥’n%~

Daher wird die Funktionaldeterminante von # und v nach x und ¥
nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten (vgl. S. 28)

970y —ayor = Qe — Py V) (Pa vy — @y va)

in Worten: Die Funktionaldeterminante der zusammengesetzten Fumnk-
tionen ist gleich dem Produkt der Funktionaldeterminanten der Teil-
transformationen, oder symbolisch geschrieben:

a (u, u)=6(u,u).6(§,n)
d(x,9) 0, m) 0(x9)"

Man erkennt an dieser Gleichung die ZweckmiBigkeit unserer symbo-
lischen Bezeichnung. Die Funktionaldeterminanten verhalten sich bei der
Zusammensetzung von Transformationen wie Ableitungen ber Zusammen-
setzung von Funktionen einer Verdnderlichen. — Die Funktionaldetermi-
nante der zusammengesetzten Funktion verschwindet nirgends, wenn
dasselbe fiir die Teiltransformationen gilt.




§ 3. Funktionensysteme, Transformationen und Abbildungen. 123

Ist insbesondere die zweite Transformation

u=>®¢n), v="¥(n)

gerade die zur ersten
E=p@xy), n=vyy)

inverse Transformation und sind beide differenzierbar, so muf3 die zu-
sammengesetzte Transformation gerade die identische Transformation
werden, d.h. die Transformation # = x, v = y; deren Funktional-
determinante hat aber offenbar den Wert 1, und wir erhalten daher
von neuem die schon S.120 abgeleitete Beziehung

9(&n) d(xy)

d(%y) 9(&m)
aus der iibrigens folgt, daB keine der beiden Transformationsdeter-
minanten verschwindet.

Bevor wir die zu Anfang gestellte Frage nach der Zerlegung
einer beliebigen Transformation in primitive Transformationen auf-
nehmen, betrachten wir zunichst die folgende primitive Trans-
formation:

L,

=@, 9), n=y.

Wir setzen dabei voraus, daB die Determinante dieser Transforma-
tion D = @, im ganzen Bereich G von Null verschieden ist, daB dort
etwa die Beziehung ¢, > 0 besteht. Dann wird durch unsere Trans-
formation der Bereich G in einen Bereich I' verzerrt, und wir kénnen
uns die Verzerrung so vorstellen, daB dabei jeder Punkt auf einer
Parallelen zur x-Achse verschoben wird; alle Punkte mit demselben y
besitzen ja dasselbe 7. Die neue Abszisse &, die der Punkt (x, y) bei
der Verschiebung erhilt, hingt sowohl von y als auch von x ab. Die
Bedingung ¢, > 0 besagt, daBl & bei festem y monoton von x abhéngt;
sie sichert die eindeutige Zuordnung der Punkte auf einer Geraden
vy = konst. vor und nach der Verzerrung; und zwar gehen zwei Punkte
P(x,, y) und Q(x,, v) mit derselben Ordinate y und %, > %, in zwei
Punkte P’ bzw. Q’ iber, die wiederum die gleiche Ordinate  haben
und deren Abszissen &, und &, der entsprechenden Ungleichung &, > &,
geniigen (vgl. Fig.44). Diese Tatsache zeigt auch, daBl bei unserer
Transformation der Drehsinn der x, y-Ebene erhalten bleibt.

Wire @, <0, so wiirden unseren beiden Punkten zwei Punkte
mit gleicher Ordinate und den Abszissen & und &, entsprechen, wobei
nun & > &, wire (vgl. Fig.45); der Drehsinn wiirde sich also um-
gekehrt haben, ganz #hnlich, wie wir dies schon bei dem einfachen Bei-
spiel der affinen Transformation mit negativer Determinante im ersten
Kapitel gesehen haben.

Jede stetig differenzierbare primitive Transformation

E=g(x,y), n=y
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mit nicht verschwindender Determinante @, ist durch eine ebensolche
Transformation in eindeuttger Weise umkehrbar. Nach dem Satze
iber implizite Funktionen aus § 1, 3 kénnen wir ndmlich aus der Glei-
chung £ — ¢ (x, ) = 0 wegen der Voraussetzung ¢, & 0 die GréBe x

Y Vel
Y& ¢ y J:P' V4
€Iy Xp ax é7 é? §

Fig. 44. Abbildung mit Erhaltung des Drehsinnes,

auf eine und nur eine Weise als stetig differenzierbare Funktion
x=g(&,y) von £ und y bestimmen. Die beiden Formeln

x=g&mn), y=n
liefern nun unmittelbar die Umkehrtransformation, deren Determi-

nante g =% =+ 0 ist.

¥ =y

Iy XZg x éz é1 z

Fig. 45. Abbildung mit Umkehrung des Drehsinnes.

Denken wir uns jetzt den Bereich I" der £, y-Ebene wiederum durch
eine primitive Transformation

u=§, v="( 1)

auf einen Bereich B der #, v-Ebene abgebildet, wobei wir voraussetzen,
daB ¥, > 0 ist, so liegen die Verhiltnisse ganz entsprechend wie oben,
nur daB jetzt die Verzerrung in der andern Koordinatenrichtung vor sich
geht. Ebenso bleibt der Drehsinn der &, -Ebene bei der Trans-
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formation auf die #, v-Ebene erhalten (und wiirde umgekehrt werden,
wenn statt der vorausgesetzten Beziehung ¥, > 0 die Beziehung ¥, < 0
bestinde). Durch Zusammensetzung unserer Transformationen erhalten
wir die Transformation

u=9 (%),
'U:T(‘p(x»y)ry):‘ﬁ’(x;y),
und unser vorausgeschickter Satz iiber das Verhalten der Funktional-

determinante lehrt uns unmittelbar das Bestehen der Beziehung

P ¥ _ o
.

ar,y) ~ T=

Wir behaupten jetzt, dafl wir auch eine beliebige umkehrbar ein-
deutige stetig differenzierbare Transformation

u=g@(x,y), v=9(xy)

des Bereiches G der x, y-Ebene auf den Bereich B der wu, v-Ebene
fir die Umgebung jedes Punktes innerhalb G in primitive stetig

differenzierbare Transformationen zerlegen koénnen, falls in dem

ganzen Bereich G die Funktionaldeterminante g((: ;; =@y Py — Py Ve

von Null verschieden ist.

Aus dem Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante folgt, daB
an keiner Stelle gleichzeitig ¢, = 0 und @, = 0 sein kann. Fassen wir
etwa eine bestimmte Stelle mit den Koordinaten x, und y, ins Auge
und setzen zunichst voraus, daB an dieser Stelle P =+ 0 ist. Wir kénnen
dann um diese Stelle herum nach dem Hauptsatz von §1 Nr. 5 eine
Umgebung, z. B. ein Quadrat oder ein Rechteck abgrenzen, so daB in
dieser Umgebung sich die Gleichung #=¢ (%, y) umkehrbar ein-
deutig nach x auflésen 148t und x = g(u, y) als stetige und diffe-
renzierbare Funktion von # und y definiert. Denken wir uns
diesen Ausdruck =« =g(u,y) in v = y(x, y) eingesetzt, so wird
v=19y(g(u,9),y)=¥ (u,y). Wir kénnen also in jener Umgebung der
Stelle (x,, o) unsere Transformation auffassen als zusammengesetzt aus
den beiden primitiven Transformationen

E=g¢9), n=y
u=E&, v="( 7).

In dhnlicher Weise kénnen wir in der Umgebung einer Stelle (x4, v,),
wo y, <+ 0 ist, eine Zerlegung unserer gegebenen Transformation in
zwei primitive Transformationen der Gestalt

und

f=x, n=vp(xy)
und

u=¢(£!7])’ V=7
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vornehmen. Wir kénnen hiernach zwar nicht erwarten, daf3 sich fiir
den Gesamtbereich G iiberall ein und dieselbe Zerlegung der Transforma-
tion in primitive Transformationen vornehmen 148t. Aber da eine der
beiden Arten von Zerlegungen fiir die Umgebung jedes inneren Punktes
von G ausfithrbar ist!), so kann man den ganzen Bereich G — oder
jedenfalls jeden im Innern von G liegenden abgeschlossenen Teil-
bereich — in eine endliche Anzahl von abgeschlossenen Teilbereichen
zerlegen?), so daB in jedem dieser Teilbereiche eine fiir ihn giiltige
Zerlegung moglich ist.

Wir ziehen aus der Moglichkeit dieser Zerlegung einen prinzipiell
interessanten SchluB. Wir haben gesehen, daB bei einer primitiven
Transformation der Drehsinn geidndert oder nicht gedndert wird,
je nachdem die Funktionaldeterminante negativ oder positivist. Hieraus
folgt, daB auch bei eimer allgemeinen Transformation der Drehsinn ge-
dndert bzw. wicht gedndert wird, je nachdem die Funktionaldeterminante
negatives oder positives Zeichen hat. Denn wenn die Funktionaldeter-
minante positiv ist, so werden bei einer Zerlegung in zwei primitive
Transformationen diese entweder beide positive oder beide negative
Funktionaldeterminanten haben; im ersten Falle ist die Erhaltung des
Drehsinnes selbstverstindlich, im zweiten Fall folgt sie daraus, daB
eine zweimalige Umkehrung des Drehsinnes wieder den urspriinglichen
Umlaufsinn ergibt. Wenn aber die Funktionaldeterminante negativ
ist, so hat eine und nur eine der primitiven Transformationen eine
negative Funktionaldeterminante und kehrt daher den Drehsinn um,
wiahrend die andere ihn erhilt.

6. Allgemeiner Satz iiber die Umkehrbarkeit einer Transformation.

Die Moglichkeit der Umkehrung einer Transformation beruht auf
folgendem allgemeinen Satze: Wenn fiir eine bestimmie Stelle (xq, Vo)
die in einer Umgebung dieser Stelle sietig differenzierbaren Fumnk-
tionen @ (%,y) und yw(x,y) die Werte ug bzw. vy annehmen, d.h. wenn
o = @ (%, ¥o) und vy = (%y, Vo) I5t, wenn ferner an dieser Siclle
die Funktionaldeterminante D = @ v, — @, 9, nicht verschwindet, so
1Gpt sich das Gleichungssystemu = @(x, y), v =y (%, ¥) tn esner Umgebung
des Punkies (xq, v,) auf eine und nur eine Weise umkehren; d. h. es gibt
ein eindeutig bestimmtes Funktionenpaar x = g(u,v), y = h(u, v)
derart, daB x, = g{u, v,) und vy = A (1, vo) gilt und daB in der Um-
gebung des Punktes (u,, vo) die Gleichungen

u=g@(gw,v), h(u,v)) und n=7yp(g(u,v),h(x, )
bestehen.

1) Wenn an einer Stelle zugleich ¢, = 0 und y, = 0 ist, brauchen wir ledig-
lich noch eine Vertauschung von # und v vorzunehmen (vgl. S. 24).
2) Dies folgt aus dem Uberdeckungssatz (vgl. S.83).
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Die ,,Umkehrfunktionen' x = g(u,v), v = h(u,v) besitzen in der
Umgebung von (ug, vo) stetige Ableitungen, welche sich durch die Aus-
driicke

0x _ 1 v ox 10w
du~ Dy’ dv D ay’
c?l___lav' oy __ 1 0u
du_ Dax’ Qv D ox

darstellen lassen.

Der Beweis folgt aus den Uberlegungen von Nr.5. Wir kénnen
ndmlich in einer passend gewihlten Umgebung unseres Punktes
%y, ¥y die Transformation # = ¢ (x,y), v=1wp(x,y) in stetig
differenzierbare primitive Transformationen zerlegen; jede dieser
primitiven Transformationen ist in eindeutiger Weise durch eine
primitive stetig differenzierbare Transformation umkehrbar, und
die Zusammensetzung dieser Umkehrtransformationen liefert un-
mittelbar die inverse Transformation zu der gegebenen. Sie ist zu-
folge ihrer Zusammensetzung aus stetig differenzierbaren Transforma-
tionen wieder stetig differenzierbar. DaB fiir die Ableitungen die an-
gegebenen Differentiationsformeln gelten, ist in Nr.4 bewiesen.

Unser Umkehrungssatz ist ein spezieller Fall des folgenden all-
gemeineren Satzes. Sind ¢ (x, v, u,v) und p (x, vy, u, v) stetig diffeven-
zierbare Funktionen von x,y,u,v und sind die Gleichungen

p(x,v,u,v) =0, p(x,y,u,v)=0

fibr ein bestimmies Wertsystem %y, Yo, Uy, Vo €rfiillt; ist ferner fiir dieses
Wertsystem die Funktionaldeterminante von @ und vy nach x und vy,
d.h. D=, p,—@,p, von Null verschieden, so lassen sich in der
Umgebung dieser Stelle die beiden Gleichungen @ =0 und v =0 auf
eine und nur eine Weise nach x und y auflosen und liefern x und y als
stetig differenzierbare Funktionen von u und v. Die Ableitungen dieser
Funktionen nach % und v ergeben sich dann nach der Kettenregel aus
den linearen Gleichungen

P Xyt Py Yut @u=0 bzw PeXo+ @Yo+ =0
Yo Xu+ Py Yu+9u=0 YaXo+ Py Yot 9,=0.

Der Beweis dieses allgemeinen Umkehrungssatzes erfolgt mit den-
selben Mitteln, wie der des speziellen. Aus der Voraussetzung D = 0
kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit entnehmen, daB
an der betreffenden Stelle etwa @, # 0 ist. Daher definiert nach dem

Hauptsatz iber implizite Funktionen die Gleichung ¢(x,y,u,v) =0
in jener Umgebung auf eindeutige Weise x =g (%, v, ¥) als stetig differen-

zierbare Funktion von y, #,v mit der Ableitung g, = — 2. Setzen

*
wir diese Funktion x = g(u,v,y) in v (x,y,u,v) ein, so entsteht
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w(x,y,u,0) =¥ (u,v,y), und es wird

2

[

Also ist wegen D == 0 die Ableitung ¥, von Null verschieden, und
die Gleichung ¥ = 0 definiert daher y in eindeutiger Weise als stetig dif-
ferenzierbare Funktion von # und v; durch Einsetzen dieser Funktion
in x=g(w,v,y) ergibt sich nunmehr auch x als solche Funktion
von # und v.

Tﬂ:'_Wz%:':"i‘wy:

7. Die Abhingigkeit von Funktionen.

Wenn die Funktionaldeterminante D an einer Stelle (x,, y,) ver-
schwindet, so 1Bt sich, wie erwdhnt sei, keine allgemeine Aussage
iiber Auflésbarkeit oder Nichtauflésbarkeit der Gleichungen in der
Umgebung dieser Stelle machen. Jedoch werden die Umkehrfunk-
tionen, falls sie existieren, nicht auch differenzierbar sein kénnen,
9(&,m) 9(»9)

d(x,y) 9(, 1)
es ja nach S. 120 gleich 1 sein muBl. Beispielsweise konnen wir die

Gleichungen

weil sonst das Produkt verschwinden wiirde, wihrend

u=x3%, V=1

iiberall eindeutig auflésen durch die Umkehrungsgleichungen
X = {i‘/—d B y =9 ,

trotzdem die Funktionaldeterminante im Nullpunkte verschwindet. Die

Funktion i/ u ist aber fiir % = 0 nicht differenzierbar.
Hingegen sind die Gleichungen

u=x2—1y2 v=2xy

in der Umgebung des Nullpunktes nicht eindeutig auflésbar, wie man
sofort daraus ersieht, daBl den beiden Punkten (¥, y) und (— x, — %)
der x, y-Ebene derselbe Punkt der #, v-Ebene entspricht.
Verschwindet jedoch die Funktionaldeterminante, wie man sagt,
tdentisch, d. h. ist sie nicht nur an der einen Stelle (x, ¥), sondern an
jeder Stelle einer gewissen Umgebung dieses Punktes gleich Null, so
haben wir es mit einer sogenannten ausgearteten Transformation zu
tun. Man sagt in diesem Falle, daf8 die Funktionen # = ¢ (¥, y) und
v= 1 (%, ¥) voneinander abhdingig sind. Wir betrachten zunichst den
speziellen, fast trivialen Fall, daB iiberall in der betreffenden Umgebung
die Gleichungen ¢,=0 und ¢,=0 bestehen, daBl also die Funk-
tion @ (x, y) eine Konstante ist. Dann erkennen wir; Wenn auch der
Punkt (x, y) die Werte eines ganzen Bereiches durchliuft, so bleibt sein
Bildpunkt (%, v) doch stets auf die Gerade # = konst. festgebannt;
es wird also ein Bereich nicht wieder auf einen Bereich, sondern nur auf
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ein Stiick einer Geraden abgebildet, und von einer umkehrbaren Ab-
bildung zweier zweidimensionaler Bereiche aufeinander kann keine
Rede sein. Ahnlich liegt die Sache im allgemeinen Falle, wo mindestens
eine der beiden Ableitungen ¢, oder ¢, nicht identisch verschwindet,
wo aber D identisch null ist. Nehmen wir z. B. an, es sei an einer Stelle
(%q, ¥o) des betrachteten Bereiches ¢, 4 0, dann konnen wir die Zer-
legung unserer Transformation in zwei primitive Transformationen
E=p(x,9), =y und u=§, v="Y(§ n) genau so wie in Nr.5
vornehmen — es war dabei nur die Voraussetzung ¢, # 0 benutzt wor-
den —; wegen D= ¢, ¥, =0 muB also jetzt in der betreffenden Um-
gebung, in welcher ¢ nicht verschwindet, iiberall 97" = 0 sein, d. h. die
GroBe ¥ = v hingt gar nicht mehr von # ab, und es wird v eine Funktion
allein von & = %. Unser Ergebnis ist also: Im Falle identisch verschwin-
dender Funktionaldeterminante wird ein Bereich der x, y-Ebene sicher-
lich nicht wieder auf einem Bereich der u, v-Ebene abgebildet, sondern
auf eine Kurve, da ja in einem gewissen Intervall zu jedem Werte von «
nur ein Wert von v gehdrt. Es besteht also bei identisch verschwinden-
der Funktionaldeterminante zwischen den Funktionen eine Abhingigkeit,
d. h. eine Relation

F(?’:’P):O’

welche fiir alle Wertesysteme x, y des betreffenden Bereiches identisch er-
féllt ist. Denn ist F (%, v) = 0 die Gleichung der Kurve der #, v-Ebene,
in die der zugrunde liegende Bereich der x, y-Ebene iibergeht, so ist
fiir alle Punkte dieses Bereiches, d. h. identisch in x und ¥,

Flp(® v), v(x )=0.

Offenbar ist der oben besonders behandelte Ausnahmefall hier mit
inbegriffen. Die betreffende Kurve ist hier einfach eine Kurve » = konst.,
also eine Parallele zur v-Achse.

Ein Beispiel einer ausgearteten Transformation ist

E=x+y, n=(x+y)%.

Hier gehen alle Punkte der x, y-Ebene in Punkte der Parabel 5 = &2
der &, n-Ebene iiber. An eine Umkehrbarkeit der Transformation ist
nicht zu denken, weil alle Punkte einer Geraden x -+ y = konst. auf
einen einzigen Punkt &, 5 abgebildet werden. Als Wert der Funktional-
determinante ergibt sich Null, wie man sofort bestitigt. Die dem allge-
meinen Satz entsprechende Abhingigkeit der Funktionen & und % wird
gegeben durch F(§,7) =£2 —n =0.

8. SchluBbemerkungen.

Die Verallgemeinerung unserer Betrachtungen auf drei und mehr
unabhingige Verdnderliche bietet keinerlei spezifische Schwierigkeit,
Der wesentliche Unterschied ist, da8 statt der zweireihigen Funktional-

Courant, Differentialrechnung, 11, Bd. 2. Aufl. 9



130 III. Ausbau und Anwendungen der Differentialrechnung.

determinante D drei- und mehrreihige Determinanten auftreten. Im

Falle von Transformationen mit drei unabhingigen Veridnderlichen
E=ox 9 2), n=ypx 2, {=yxx9y2),
x=g&nl), y=réEnl), z2=U&n0)

wird die Funktionaldeterminante der Transformation definiert durch
die Gleichung

Ps Vo Lo

p_0Eny _| " ¢ X

I TR N Py Yy Xyls
(pZ Wz: xZ

bei Transformationen mit # unabhingigen Veridnderlichen

&= (%, %y, oo, )
%= g€ v - -5 &)

entsprechend durch die #-reihige Determinante

=1,2 ..., n

A2 O, . a‘Pvg
0vy ' 0x’ T oxn
b8 _ |09, O, 99,
O(xy, xg, -+ -, ¥n) dry ' Oxy ' O,
a(pl 8% .. a%
ox,’ 9x,’ ’ Ox,

Auch bei mehr als zwei Verianderlichen gilt der Satz, daB bei Zusammen-
setzungen von Transformationen die Funktionaldeterminanten sich
multiplizieren. In Formeln symbolisch ausgedriickt:

a(’sl: 52: BERE) ‘En)_a(nlx Nas -« s M) _ a(‘fli 521 <€)

0Ny, Moy « - > Mn) O(Fy, ¥a, o oo, ¥n) O, ¥a, ..., %,) "
Insbesondere hat die Funktionaldeterminante der inversen Transfor-
mation den reziproken Wert der Funktionaldeterminante der urspriing-
lichen Transformation.

Die Sitze iiber Zerlegung und Zusammensetzung von Transfor-
mationen, iiber die Umkehrbarkeit einer Transformation und iber die
Abhingigkeit von Transformationen bleiben in den Fillen von drei und
mehr unabhingigen Verdnderlichen wortlich bestehen. Die Beweise
verlaufen analog wie fiir # = 2 und mdgen hier zur Vermeidung von
Weitschweifigkeiten iibergangen werden.

Bei den Betrachtungen des vorangehenden Paragraphen zeigt es
sich, daB eine allgemeine Transformation sich dhnlich verhilt wie eine
affine Transformation und daf3 die Funktionaldeterminante hier dieselbe
Rolle spielt wie die Determinante einer affinen Transformation. Dieser
Sachverhalt wird uns durch folgende Bemerkung noch nihergebracht:
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Denken wir uns die Funktionen & = @(x, y) und # = y (%, y) in der
Umgebung einer Stelle (x,, 9,) gemiB der vorausgesetzten Differenzier-
barkeit in der Form geschrieben:

E—&y=(%—%,) @z (%0, ¥o) + (¥ —0) @y (%0, ¥0) + € V (2 —%0)2+ (¥ —250)2,
N— 1= (% —2%0) Y (%0, ¥0) + (¥ — o) ¥y (%0, ¥) 46 V (% —2%0)2+ (¥ —0)%

wobei & und 6 mit } (x — x,)% + (y — y,)? gegen Null streben, so erkennen
wir, daB fiir hinreichend kleines | x — %,| und | y — ¥, | unsere Trans-
formation in erster Anniherung als affin betrachtet werden kann,
nidmlich ersetzt werden kann durch die affine Transformation

=&+ (% —2%,) @ (%4 ¥o) + (¥ —¥0) Py (¥o» Yo)s
N= 1o+ (¥ — %) Yz (X0, Yo) + (¥ —Yo) ¥y (%0» o)

deren Determinante eben unsere Funktionaldeterminante ist.

§ 4. Anwendungen.

Zur Theorie der krummen Flichen.

Ebenso wie zur Behandlung von Kurven ist die Parameterdarstellung
auch bei der Betrachtung von Flichen in vielen Fillen anderen Dar-
stellungen vorzuziehen. Man braucht jetzt nicht mehr einen, sondern
zwei Parameter, die wir mit # und v bezeichnen wollen. Eine
solche Parameterdarstellung hat die Gestalt

x=@uv), y=y(uv), z=y(u ),

wobei ¢, w und y gegebene Funktionen der Parameter # und v sind
und der Punkt (#, v) einen gegebenen Bereich G einer %, v-Ebene durch-
lauft. Der zugeordnete Punkt mit den drei rechtwinkligen Koordi-
naten x, y, z iberstreicht hierbei ein Gebilde im dreidimensionalen
%, ¥, 2-Raum; dieses Gebilde ist im allgemeinen eine Fliche, die sich
etwa in der Form z = f(x, v) darstellen 1aBt. In der Tat kénnen wir ver-
suchen, aus zwei unserer drei Parametergleichungen die GréB8en » und v
durch die entsprechenden rechtwinkligen Koordinaten auszudriicken.
Setzen wir dann die gefundenen Ausdriicke in die dritte Parameter-
gleichung ein, so erhalten wir die Darstellung einer Fliche in unsymme-
trischer Form, etwa z=/f(x, y)1). Um sicher zu gehen, daB unsere
Gleichungen wirklich eine Fliche darstellen, werden wir also lediglich
vorauszusetzen brauchen, daB nicht gleichzeitig an denselben Stellen
die drei Funktionaldeterminanten

Pu P Yu Vo
Y Yo Au Ko

1) Die Parameterdarstellung umfaBt iibrigens als Spezialfall diese Darstel
lung 2 = f(#, ), wie man sieht, wenn man ¥ = %, ¥ = v setzt.

Xu XAw
Pu Py

> ’

g*
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verschwinden oder, in einer einzigen Ungleichung zusammengefaBt, da

(Pu Po— o Yu)2+ (Vu Lo — Yo 2u)* T (Xu Po— %o Pu)* >0
ist. Wir kénnen dann sicherlich stets in der Umgebung jedes durch
die drei obigen Gleichungen dargestellten Raumpunktes eine der drei
Koordinaten durch die beiden anderen in eindeutiger Weise bestimmen.
Ein einfaches Beispiel fiir eine solche Parameterdarstellung ist die
Darstellung der Kugeloberfliche x2 4 924 22=172 vom Radius »
durch die Gleichungen

x=rcosusinv, y=rsinusinv, zZ=rcosv
0Lu<2n, 0<v< 1),

wobei v =¥ die Poldistanz und # = ¢ die geographische Linge des
Punktes auf der Kugel gibt (§ 3, Nr. 3).

Wir sehen an diesem Beispiel einen Vorzug der Parameterdarstellung:
die Koordinaten sind explizit als Funktionen von # und v gegeben, und

wir haben es mit eindeutigen Funktionen zu tun. Liuft » von —g— bis =,

so erhalten wir die untere Kugelhilfte, d. h. z=— Jrr—a2—y2,
wihrend sich kleinere v-Werte auf die obere Kugelhilfte beziehen.
Wir haben es daher bei der Parameterdarstellung nicht mehr néotig, wie
bei der Darstellung z= 4 V,z_xz_ y? gesondert zwei ,eindeutige
Funktionszweige® zu betrachten, um die ganze Kugel zu erhalten.
Eine andere Parameterdar-
stellung der Kugel erhalten wir
durch die sog. stereographische
Projektion. Um die Kugel
x2+ y2 422 —9p2 =0 auf die
Ebene z=0, auf die,,Aquator-
ebene’’, vom ,,Nordpol* (0,0,7)
stereographisch zu projizieren,
verbinden wir einen Punkt der

Kugeloberfliche geradlinig mit
dem Nordpol N und nennen den
Schnittpunkt der Verbindungsgeraden mit der Aquatorebene das ,,stereo-
graphische Bild“ des betreffenden Kugelpunktes (Fig. 46). Auf diese
Weise entsteht eine (bis auf den Nordpol N) umkehrbar eindeutige
Zuordnung der Punkte auf der Kugel und in der Ebene. Rechnerisch
driickt sie sich, wenn # und v die rechtwinkligen Koordinaten des
Bildpunktes in der Aquatorebene sind, in den elementar-geometrisch
leicht herleitbaren Formeln

27%u 272y (w2 4 v2—93)y

= roara YTwrvger T aieays

Fig. 46. Stereographische Projektion.

X

aus, welche offenbar auch als Parameterdarstellung fiir die Kugel auf-
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gefaBt werden koénnen; die Parameter » und v sind gerade die recht-
winkligen Koordinaten in der #, v-Bildebene.

Als weitere Beispiele fithren wir Parameterdarstellungen der beiden
. %2 y2 22 22 y? 22 .
Flichen F+'b_2—o—2= 1 bzw. i ol e 1 an, die man als
einschaliges bzw. zweischaliges Hyperboloid bezeichnet (vgl. Fig.47 u. 48);
eine Parameterdarstellung fiir das einschalige Hyperboloid ist

v e 0Su<2
x=acosu%=acosu@:oiv, Su<an
—o <<+
y=bsinuf»f;—_-=bsinu@ofv,
z=c> 0 —¢Ginv;
2
fiir das zweischalige Hyperboloid
v _— =u
x:ae +2e = a@ojv, 0 u<2n
—oo << 4+ ©
=bcosug;2e_7=bcosu6inv,
. e’ — e~ . .
z=csmu———2—=csm%@mv.

Allgemein kénnen wir die Parameterdarstellung einer Fliche auf-
fassen als die Abbildung des Be-
reiches G der u, v-Ebene auf das be-
treffende Flichenstiick, wobei — wie
stets — das Wort Abbildung im
Sinne von punktweiser Zuordnung
verstanden wird. Jedem Punkte
des betrachteten Bereiches der
u, v-Ebene entspricht ein Punkt
der Fliche, und im allgemeinen ist
auch das Umgekehrte der Fall?).

Ebenso entspricht einer Kurve
uw=u(t), v=1o() in der #, v-Ebene
Fig. 47. Einschaliges WEEEN X = (}7(74/ (t), ’U(t)) = x(t) » + + - Fig. 48. Zweischaliges

Hyperbaloid. eine Kurve auf der Fliche (vgl. S.73). Hyperboloid.
Speziell sind bei Darstellung der Kugel durch Polarkcordinaten die
Meridiane einfach durch die Gleichungen # = konst., die Breiten-
kreise durch v = konst. gegeben. Diesem Kurvennetz entsprechen also
die Achsenparallelen in der #, v-Ebene.

1) Allerdings koénnen einzelnen Punkten der Flache ganze Kurvenstiicke in
der %, v-Ebene entsprechen, etwa den Polen der Kugel in der Darstellung durch
Polarkoordinaten S.132 die Geradenstiicke v =0 bzw. v = 7.
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Die Darstellung einer Kurve auf einer gegebenen Fliche ist eines
der wichtigsten Hilfsmittel fiir eine eingehendere Untersuchung der
Eigenschaften der Flache. Es werde hier nur der Ausdruck fiir die
Bogenlinge s einer solchen Flichenkurve angegeben. Es ist ja, wie
schon in Kap.II §7,2 erwdhnt wurde,

(@) =)+ @+ @)

so daBl nunmehr vermdoge der Gleichungen

dx du dv
= gy T g USW,
die Formel
ds\2 dud dv\2
(ae) =2 (i) +2F G as +6 (3]

gilt, wobei zur Abkiirzung die sogenannten Gawussischen Fundamental-

grifen der Fliche
=G + G+ ()

dxdx 0y dy , 0z 0z
9797+E)u v +9u v’
_ [0x\2 0y [0z
6=() +(G) +E)
eingefiihrt worden sind. Sie hingen nicht von der speziellen Wahl der
Kurve auf der Fliche ab, sondern lediglich von der Fliche selbst und
ihrer Parameterdarstellung. Den obigen Ausdruck fiir den Differential-
quotienten der Bogenlinge nach dem Parameter pflegt man symbo-
lisch unter Weglassung des Hinweises auf den Parameter ¢ dadurch zu

kennzeichnen, dal man von einem ,,Linienelement’‘ auf der Fliche
spricht, welches durch den ,,quadratischen Differentialausdruck:

ds?=FEdu?+2Fdudv+ Gdv?

F=

gegeben ist.
Fir die Richtungskosinus der Normalen einer in der Gestalt
D(x, y,2) =0 gegebenen Fliche hatten wir frither (S. 109) gefunden:
D, )
cCost = —————, COSﬂ:l~y—4_::,
V9% + 0F + B2 Yo% + @5 + 92
Cosy = TL—Z—: .
V@2 + @ + o
Um diese Richtungskosinus auch im Falle der Parameterdarstellung
zu erhalten, denken wir uns die durch x = @(u,v), y = p(u, ),
2z = y(u, v) gegebene Fliche in der Gestalt @(x, y, z) = 0 geschrieben.
Dann gilt identisch in # und » die Gleichung

D (p(w,v), w(wv), x(uv)=0,
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aus der durch Differentiation nach # bzw. v die beiden Gleichungen
Doy + Dyyu + oy =0,
Do py + Pyypy + Pogo =0
folgen. Aus ihnen ergibt sich unmittelbar (s. Kap.I §3, S. 20)
Po=0Wulo = %u¥s);  Pu=0(%uPo~ Puli);

@z =0 (¢u Yo — Yu (p'u)’
wobei g ein geeigneter Proportionalitdtsfaktor ist. Benutzt man die aus
der Definition von E, F, G folgende Beziehung
(1/)14 Xo— Xu %)2 + (Zu Py — Pu Xv)z + ((pu Yo — Yu ‘P«;)Z =EG— Fz:
so wird
D2 + @I + P = p?(E G — F?)

und man erhilt fiir die Richtungskosinus der Flichennormale die end-
giiltige Formel

coso = Puke — Xu¥o cos = Xu P Puke
VEG — F* VEG — F?
Cosy:(puwv'_wu‘pu.

JEG — F*
Fir die Richtungskosinus der Tangente an eine durch die Glei-

chungen # = g(#), v = h(f) dargestellte Flichenkurve erhalten wir
nach der Kettenregel die Ausdriicke

dx dx dt KW A 7y 0
COS Of == oo e .
ds dt ds YEM'2+2FM'U’+GW2’
174 v’ w ,
cos f = Yuld £ 2 cosy = 2, W + 2,0 .
VEw? + 2Fu'v’ + Gv’2’ VEw? 4 2F u' v’ 4 Gv’2
1 . dg(t dh(t
Dabei wurde zur Abkiirzung ,;Zt(_) =u', ;dt( ) =1’ gesetzt. Betrachten

wir noch eine zweite Flichenkurve # = g,(f), v = h,(f) mit den
Richtungskosinus cos o, cos f; und cos y; und setzen zur Abkiirzung

dgl(t)—’b‘t dhl(t)_,l-/,

dat dt ’

so wird der Kosinus des Winkels zwischen den beiden Kurven gegeben
durch den des Winkels ihrer Tangenten, d.h. durch

COS @ == COS & COS &, + cos B cos f; + cos y cos P,
_ Eww+F@wv +u'd)4+Goo
C YE@+2F a0+ G- YEW L 2F Wy £ Gu?’
wobei fiir alle rechts auftretenden GroéBen die Werte im Schnittpunkt
beider Kurven einzusetzen sind.
Speziell kénnen wir auf der Fliche diejenigen Kurven betrachten,
welche durch eine Gleichung # = konst. oder v = konst. gegeben
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werden. Setzen wir in unsere Parameterdarstellung fiir » einen be-
stimmten festen Wert # = konst. ein, so erhalten wir eine auf der
Fliche gelegene Raumkurve durch v als Parameter dargestellt, und
entsprechendes gilt bei Einsetzung eines festen v, wenn % variiert. Diese
Kurven # = konst. bzw. v = konst. sind die schon oben erwihnten
Parameterkurven auf der Fliche. Das
Netz dieser Parameterkurven entspricht
dem Netz der achsenparallelen Geraden
in der #, v-Ebene.

Man kann die Abbildung zweier
ebener Bereiche aufeinander als Spezial-
fall hier unterordnen. Ist nimlich die
dritte unserer Funktionen yx (#,v) fiir
alle betrachteten Werte von # und v
gleich Null, so wird der Punkt (x, y, 2)
einen Bereich in der x, y-Ebene iiber-
streichen, wenn der Punkt (%, v) seinen

= vorgegebenen Bereich durchliuft. Unsere
Fig. 49. Gleichungen stellen einfach die Abbil-

Parameterlinien % = konst., v =konst. dung eines ebenen u, v-Bereiches auf
einen Bereich der x, y-Ebene dar, bzw. sie definieren im ebenen
u, v-Bereich ein krummliniges Koordinatensystem, und ebenso definie-
ren die Umkehrfunktionen im ebenen #, y-Bereich ein krummliniges
z u, v-Koordinatensystem. Das Linien-

element in der x, y-Ebene mit den
krummlinigen Koordinaten #, v wird
jetzt einfach

dst=Edu?+2Fdudv-+Gdv?

af %?,\ mit
Y

ox\2 Ox\2

4 4 E=(g) +(G)

\ __0x0x + oy dy
T oudv ' duodv’

z N2
Fig. 50. Erzeug\;rilffe Sde}s{ r'i‘;nsret;s durch Rotation G= <%>2 -+ (g%) .

Als Beispiel fiir die Darstellung einer Fliche in Parameterform be-
trachte man etwa noch den Torus. Derselbe entsteht durch Rotation
eines Kreises um eine in seiner Ebene liegende, ihn nicht schneidende
Achse (s. Fig. 50). Wahlt man diese Achse als z-Achse und legt man
die y-Achse so, daB sie durch den Kreismittelpunkt, dessen y-Ko-
ordinate a heiBe, geht, und ist # < | a| der Kreisradius, so ist zunichst

x=0, y—a=rcosd?, z=rsind (09 < 2nq)
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eine Parameterdarstellung des Kreises in der ¥, z-Ebene. LBt man
nun den Kreis um die z-Achse rotieren, so bleibt dabei fiir jeden Punkt
desselben x2 + y2? konstant, d. h. #%2 4 y2 = (@ 4 7 cos #)2. Bezeichnet
nun ¢ den Drehwinkel um die z-Achse, so wird also

% =(a+ 7 cos #)sin g, 0p<2m
y = (a + 7 cos #)cos g, 09<2m
2= 7 sin 9

eine Parameterdarstellung des Torus mit Hilfe der Parameter ¢ und ¢,

und zwar erscheint der Torus als eindeutiges Bild eines Quadrates der

Seitenlinge 2z in der ¢, p-Ebene, wobei allerdings den vier Ecken

und je zwei auf derselben Geraden & = konst. oder ¢ = konst. liegen-

den Randpunkten des Quadrates derselbe Toruspunkt entsprlcht
Fiir das Linienelement auf dem Torus erhilt man:

dst=17r2d92+ (@ + 7 cos 9)2 de2.

§ 5. Kurvenscharen, Flichenscharen und ihre
Einhiillenden.

1. Allgemeines.

Schon an verschiedenen Stellen haben wir Kurven oder Flichen
nicht als einzelne Gebilde, sondern als Glieder einer Kurven- bzw.
Flichenschar, etwa f(x,9) =c, betrachtet, wobei jedem Werte der
Konstanten ¢ eine andere Kurve entspricht. So z. B. bilden simtliche
Parallelen zur y-Achse in der #x, y-Ebene, d.h. die Geraden x =,
eine Kurvenschar. Dasselbe gilt auch fiir die Schar der konzentrischen
Kreise #% 4+ 92 = ¢% um den Nullpunkt; zu jedem Werte von ¢ ge-
hoért ein Kreis dieser Kreisschar, und zwar gerade der Kreis vom
Radius ¢. Die gleichseitigen Hyperbeln xy = ¢ bilden ebenfalls eine
Kurvenschar, welche in Fig. 34, S. 94 dargestellt ist. Der spezielle Wert
¢ = 0 kennzeichnet die ausgeartete, aus den beiden Koordinatenachsen
bestehende Hyperbel. Ein weiteres Beispiel einer Kurvenschar bilden
die simtlichen Normalen einer Kurve. Ist die Kurve mittels des
Parameters ¢ in der Gestalt & = ¢ (f), n = () dargestellt, so erhalten
wir die Gleichung der Normalenschar in der Form

E—p@) B+ (y—y®) ¥ )=0
wobei ¢ statt des fritheren ¢ den Parameter der Schar bezeichnet.

Den allgemeinen Begriff der Kurvenschar koénnen wir analytisch
folgendermaBen festlegen: Es sei

f(x, 9, c)

eine von den beiden unabhingigen Verinderlichen ¥ und y und dem



138 III. Ausbau und Anwendungen der Differentialrechnung.

in einem gegebenen Intervall verdnderlichen Parameter ¢ stetig diffe-
renzierbar abhingige Funktion (der Parameter ¢ ist also eine dritte
unabhingige Verdnderliche, die lediglich deswegen anders benannt wird
als x und y, weil sie fiir unsere Betrachtungen eine andere Rolle als
x und y spielt); stellt dann die Gleichung

f(x,y,¢)=0

fiir jeden festen Wert des Parameters ¢ eine Kurve dar, so bildet die
Gesamtheit dieser Kurven, welche sich ergibt, wenn wir ¢ sein Inter-
vall durchlaufen lassen, eine von dem Parameter ¢ abhingige Kurven-
schar.

Die Kurven einer solchen Kurvenschar kénnen auch jeweils in
Parameterdarstellung durch einen Kurvenparameter ¢ gegeben sein in
der Form P y=witc),
wobei ¢ wiederum der Parameter der Schar ist. Erteilt man ¢ einen
festen Wert, so stellen unsere Gleichungen eine Kurve mit dem Para-
meter ¢ dar. Z. B. wird durch die Gleichungen

x=ccost, y=csint

die oben erwihnte Schar konzentrischer Kreise, durch die Gleichungen
x=ct, y= %

die obige Schar gleichseitiger Hyperbeln geliefert.

Gelegentlich wird man auch auf die Betrachtung solcher Kurven-
scharen gefiithrt, welche nicht nur von einem Parameter ¢, sondern
von mehr Parametern abhingen. Beispielsweise bildet die Gesamtheit
aller Kreise der Ebene (¥ —a)% 4 (y —b)2 = c? eine von den drei
Parametern 4, b und ¢ abhingige Kurvenschar. Wenn nichts Beson-
deres gesagt wird, wollen wir unter einer Kurvenschar stets eine von
einem einzigen Parameter abhingige, ,,esnparametrige’* Schar verstehen.
Andernfalls werden wir zur Unterscheidung von einer zwei-, drei-
oder mehrparametrigen Kurvenschar sprechen.

Ganz Ahnliches wie fiir Kurvenscharen gilt natiirlich auch fiir
Scharen von Flichen im Raum. Wenn eine stetig differenzierbare
Funktion f(x, y, z, ¢) gegeben ist, und wenn die Gleichung

f(x,9,2,¢c)=0

fir jeden festen Wert des Parameters ¢ aus einem bestimmten Inter-
valle eine Flache im Raume mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y
und z darstellt, so nennen wir die Gesamtheit der Fliachen, die sich
ergibt, wenn ¢ sein Intervall durchlduft, eine Flachenschar, oder ge-
nauer eine einparametrige Fldchenschar mit dem Parameter ¢. Bei-
spielsweise bilden die Kugeln um den Nullpunkt x2 - y2 -- 22 = ¢2
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eine solche Flichenschar. Ebenso wie bei Kurven kann man auch

mehrparametrige Scharen von Flichen betrachten. So bilden z. B.
die durch die Gleichung

ax—l—by—{—]/ltaz—bzz—{—lzo

definierten Ebenen eine solche zweiparametrige, von den Parametern
@ und b abhingige Flichenschar, wenn das Wertsystem @ und & den
Bereich a2 + 52 < 1 durchliuft. Diese Flichenschar besteht aus der

Gesamtheit aller Ebenen, welche vom Nullpunkte die Entfernung 1
besitzen.

2. Einhiillende einparametriger Kurvenscharen.

Wenn eine Schar von Geraden identisch ist mit der Gesamtheit
der Tangenten an eine ebene Kurve E — wie z. B. die Schar der Nor-
malen einer Kurve C
mit den Tangenten an
deren Evolute E (vgl.

Bd. I, S.245) —, so wer- y=+7
den wir sagen, daB die ;z ;2 ;E i i :
Geradenschar von der z
Kurve E eingehiillt wird. 2 /E /t i / / /
Ebenso werden wir sa-

Y-

gen, daB die Schar der
Kreise vom Radius 1
mit dem Mittelpunkt auf
der x-Achse, also der
Kreise mit den Gleichungen (¥ —c¢)2 + ¥2—1=0, von den beiden
Parallelen y =1 und y = — 1 zur x-Achse eingehiillt wird, welche
jeden dieser Kreise beriihren. Die Berithrungspunkte der Einhiillenden
und der Scharkurven kénnen wir in diesen Beispielen erhalten, indem
wir zwei benachbarte Scharkurven mit den Parameterwerten ¢ und
¢ + h zum Schnitt bringen und dann % gegen Null streben lassen;
man sagt mit einer unmiBverstdndlichen Abkiirzung: diese Einhiillen-
den sind der geometrische Ort der Schnittpunkte unendlich benach-
barter Scharkurven.

Auch bei anderen Kurvenscharen kann es eintreten, daB3 es zu der
Schar eine Kurve E gibt, welche in jedem ihrer Punkte von einer mit
diesem Punkt sich dndernden Kurve der Schar beriihrt wird; dann
nennt man E Einhiillende oder Enveloppe der Kurvenschar. Es ent-
steht nun die Frage, wie man zu einer Kurvenschar f(x,y,¢) =0
eine Einhiillende E finden kann. Wir schicken zunichst eine Plausibili-
titsbetrachtung voraus, indem wir annehmen, daB eine Enveloppe E
wirklich vorhanden ist, und da8 wir sie wie in den obigen Beispielen
als geometrischen Ort der Schnittpunkte unendlich benachbarter

7

Fig. 51. Kreisschar mit Enveloppe.
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Scharkurven erhalten kénnen!). Dann erhalten wir den Beriihrungs-
punkt der Kurve f (%, y,c) =0 mit der Kurve E analytisch folgen-
dermaBen: Neben dieser Kurve betrachten wir eine Nachbarkurve
f(x,v,¢+ k) =0, fassen den Schnittpunkt der beiden Kurven ins
Auge und lassen % gegen Null streben; der Schnittpunkt muB3 dann
in den fraglichen Beriihrungspunkt hineinriicken. Fiir den Schnitt-
punkt gilt zugleich mit den beiden Gleichungen f (x, y, ¢ 4 %) = 0 und
f (%, ¥, ¢) = 0 auch die Gleichung

fr,y,c+h)—fx 9, 0)

7 =0;

in ihr kénnen wir leicht den Grenziibergang #— 0 vornehmen; wir er-
halten, da wir die Existenz der partiellen Ableitung f, voraussetzen,
sofort fiir den Beriihrungspunkt der Kurve { (%, ¥, ¢) = 0 mit der Ein-
hiillenden E die beiden Gleichungen

f(x,y,¢)=0, fo(x,9,c0=0.

Konnen wir aus ihnen x und y als Funktionen von ¢ ausdriicken, so
ergibt sich eine Kurve in Parameterdarstellung mit dem Parameter c,
und zwar muB dieser Gleichung unsere Einhiillende geniigen. Durch
Elimination des Parameters ¢ konnen wir sie auch in der Gestalt
g (x,y) =0 darstellen. Man nennt diese Gleichung die ,,Diskrimi-
nantengleichung der Schar, die durch g(x,y) = 0 gegebene Kurve
die Diskriminantenkurve.

Wir werden also zu folgender Regel gefithrt: Um die Einhiillende
einer Kurvenschar f(x, v, c) =0 zu ervhalien, betrachten wir gleichzeitig
die beiden Gleichungen f (%, y,c) = 0 und f, (%, y, c) = 0 und versuchen,
aus thr x und y als Funktionen von c darzustellen, oder aus thnen
die Gréfle ¢ 2u eliminieren.

Wir wollen nun die obige heuristische Uberlegung durch eine voll-
stindigere und allgemeinere ersetzen, welche von der eigentlichen
Definition der Enveloppe als Berithrungskurve ausgeht; dabei werden
wir erkennen, unter welchen Bedingungen unsere Regel wirklich
die Einhiillende liefert und was fiir sonstige Méglichkeiten vorliegen.

Wir setzen zunichst voraus, E wire eine Enveloppe, die sich mittels
des Parameters ¢ durch zwei stetig differenzierbare Funktionen

x=x(c), y=1y(c)
. d d . .
mit (d—j>2+ (%)2 == 0 darstellen 148t und im Punkte mit dem Para-
meter ¢ von der Scharkurve mit demselben Parameter ¢ beriihrt wird.

Im Berithrungspunkte gilt zunichst die Gleichung f(x, v, ¢)=0;

1) Da diese letzte Voraussetzung sich an Beispielen als zu eng erweist, werden
wir sogleich die Plausibilititsbetrachtung durch eine vollstindigere ersetzen.
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denken wir uns sodann in dieser Gleichung fiir x und y die Ausdriicke
%{c) und y(c) eingetragen, so bleibt sie fiir alle Werte von ¢ aus dem
betreffenden Intervalle erfiillt. Differenzieren wir diese Gleichung
nach ¢, so erhalten wir sofort

e 41,2 1 =0,

Nun driickt sich aber die Forderung der Berithrung durch die Be-
dingung P p
X
fogz + 1y 74%= 0

. dx
aus, da die GréBen v und

von E, die GréBen f, und f, den Richtungskosinus der Normalen
der Scharkurve f(x,y,c) =0 proportional sind. Somit folgt sofort
fiir die Enveloppe das Bestehen der Gleichung f, = 0, und wir haben
also unsere obige Regel als notwendige Bedingung fir unsere Enve-
loppe erkannt.

Um zu erkennen, inwiefern sie auch hinreichenden Charakter trigt,
nehmen wir an, eine durch zwei stetig differenzierbare Funktionen x = x(c)
und y = y (c) dargestellte Kurve E geniige den beiden Gleichungen
f(%,v,¢) =0 und f, (x, 9, c) = 0. Denken wir uns in die erste Glei-
chung wieder x und y als Funktionen von ¢ eingetragen, so erhalten
wir durch Differentiation nach ¢ unter Beriicksichtigung der zweiten

a a
Gleichung f, = 0 sofort die Relation f, 2{ + 1, d_j;=0 , welche also

fiir alle Punkte von E besteht. Falls nun in einem Punkte von E
der Ausdruck 72+ f3 von Null verschieden ist und daher sicherlich
eine bestimmte Tangente an die Scharkurve im betreffenden Punkte
existiert, so besagt unsere Gleichung, daB tatsichlich Beriithrung
zwischen E und der Scharkurve stattfindet. Unter dieser weiteren
Voraussetzung ist also unsere Regel auch eine hinreichende Bedingung
fiir die Enveloppe. Wenn jedoch f, und f, beide verschwinden, so
liegt, wie wir in §2,2 sahen, im allgemeinen ein singulirer Punkt de:
Scharkurve vor, und wir kénnen keinen SchluB iiber Beriihrung ziehen.

In jedem Falle ist also nach Aufsuchung der Diskriminantenkurve
noch eine besondere Untersuchung notwendig, ob sie tatsichlich Ein-
hiillende oder inwieweit sie es nicht ist.

a . .
% den Richtungskosinus der Tangente

Zum SchluB sei die Bedingung fiir die Diskriminantenkurve einer
in Parameterform

x=gc), y=y9(c)
mit dem Kurvenparameter ¢ dargestellten Kurvenschar angegeben
sie lautet:
PeYe — PoYr = 0.



142 III. Ausbau und Anwendungen der Differentialrechnung.

Man erhilt sie z. B. ohne weiteres, wenn man durch Elimination von ¢
von der Parameterdarstellung der Kurvenschar zu der urspriinglichen
Darstellung tibergeht.

3. Beispiele.

1. (x —c)2 4+ y2=1. Diese Gleichung stellt die schon in Nr. 1
betrachtete Schar von Kreisen mit dem Radius 1 dar, deren Mittel-
punkt iiber die x-Achse liuft. Geometrisch sieht man sofort, daB die
Einhiillende aus den beiden Geraden y = -+ 1 und y = — 1 bestehen
muB. Wir bestitigen dieses Ergebnis auch an Hand unserer Regel;
denn die beiden Gleichungen (¥ —¢)2 4 y2=1 und —2(x—¢c)=0
liefern die Einhiillende unmittelbar in der Gestalt y2 = 1.

2. Die Schar der Kreise mit dem Radius 1, welche durch den Null-
punkt gehen, deren Mittelpunkt also auf dem Kreis mit dem Radius 1
um den Nullpunkt liegt, wird gegeben durch die Gleichung

(¥ —cosc)2+ (y—sinc)2=1 oder 24 y2—2xcosc—2ysinc=0.

Durch Nullsetzen der Ableitung nach ¢ erhalten wir % sin ¢ — y cos ¢ =0.
Beiden Gleichungen geniigt der Nullpunkt x =0 und y =0. Ist
jedoch %2 +4.92 40, so folgt aus unseren Gleichungen leicht

sinc = — g—, COS ¢ == — % , also durch Elimination von ¢ die Gleichung
%2 + y2 = 4. Unsere Regel liefert somit den Kreis mit dem Radius 2

¥

G G Gy Cy Cs
Fig. 52. Parabelschar mit Enveloppe.

um den Nullpunkt als Enveloppe, entsprechend der geometrischen
unmittelbaren Anschauung, zweitens aber noch den Nullpunkt als iso-
lierten Punkt.

3. Die Schar der Parabeln (¥ — ¢)? — 2y = 0 hat ebenfalls, wie man
sofort geometrisch oder formelmiBig erkennt, eine Einhiillende, ndmlich
die x-Achse.

4. Wir betrachten die Schar der Kreise (¥ —2¢)%2 -} y2 —c2=0
(s. Fig. 53). Die Differentiation nach ¢ ergibt 25 — 3 ¢ = 0, und durch
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Einsetzen erhalten wir als Gleichung der Einhiillenden

22
2 — 7
=",

d. h. die Einhiillende wird durch die beiden Geraden y=y1f_3x und

1 . .
y=—-ﬁx gebildet. Der Nullpunkt bildet insofern eine Ausnahme,

als in ihm keine Berithrung mehr stattfindet.

¥/

Fig. 53. (x—2¢7 +y* —c?=0.

5. Ein weiteres Beispiel liefert uns die Schar der geraden Linien,
aus welchen durch die x- und y-Achse ein Stiick der Lénge 1 heraus-
geschnitten wird. Verstehen wir unter o= ¢ den in der Figur 54 ange-
gebenen Winkel, so werden diese geraden Linien durch die Gleichung

BT A" |

cos o sin o

dargestellt. Die Einhiillungsbedin-
gung lautet

sin o cos o
cos? « sin2 o

=0

und liefert zusammen mit der Ge-

radengleichung fiir die Einhiillende

die Parameterdarstellung
x=cos®«, y=sin3a,

aus welcher sich die weitere Glei-

chung

¥

Fig. 54. Astroidenbogen als Enveloppe von Geraden.

ergibt. Diese Kurve nennt man Astroide. Sie besteht (Fig. 54, 55)
aus vier symmetrischen Asten mit vier Spitzen.
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6. Die Astroide % -+ y%= 1 erscheint auch als Einhiillende der
Schar von Ellipsen
X2 ¥
=t I—e2 1
mit der konstanten Summe 1 der Halbachsen ¢ und 1 — ¢ (Fig. 56).

Y
¥ 7

Fig. 55. Astroide. Fig. 56. Astroide als Enveloppe von Ellipsen.

7. DaB unter Umstinden unsere Vorschrift keine Einhiillende zu
liefern braucht, zeigt das Beispiel der Kurvenschar (x —c)2 —43 =0
Wir erhalten hier durch unsere Regel die x-Achse, welche jedoch, wie

\

Cy Cz Jcs Cy Cs

Fig. 57. (*—¢)*~y*=0.

Fig. 57 zeigt, nicht Einhiillende, sondern geometrischer Ort fiir die
Spitzen der Scharkurven ist und von diesen nicht beriihrt wird.
8. Bei der Schar
(x—cp—y2=0

erhalten wir als Diskriminantenkurve auch die x-Achse (s. Fig. 58).
Sie ist wiederum geometrischer Ort fiir die Spitzen, wird aber doch
von den Kurven berithrt und muB in diesem Sinne ebenfalls als Ein-
hiillende bezeichnet werden.
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9. Ein weiteres Beispiel, bei welchem die Diskriminantenkurve so-
wohl aus der Einhiillenden als auch aus dem Ort der Knotenpunkte be-
steht, gibt die Schar der sogenannten Strophoiden

[%2 4+ (y —¢)?] (£ —2) + £ =0

(Fig. 59). Alle Kurven der Schar sind untereinander kongruent und
entstehen auseinander durch Verschiebung in der y-Richtung. Durch

I

Y/

TR

Fig. 58. (x —¢)3— 92— 0. Fig. 59. Strophoiden.

Differentiation erhalten wir f, = —2(y —¢) (¥ —2) =0, d.h. es
muB entweder x = 2 oder y = ¢ sein. Die Gerade x = 2 kommt nicht
in Betracht, da sich fiir ¥ = 2 kein endliches y ergibt. Wir haben
also ¥ = ¢, also die Diskriminantenkurve x2(x —2)-+ x = 0. Diese
Kurve zerfillt in die beiden Geraden ¥ = 0 und x = 1. Wie man aus
Fig. 59 entnimmt, ist nur x =0
Einhiillende, wihrend x =1 die
Knotenpunkte der Strophoiden
tragt.

10. DaB eine Enveloppe nicht
geometrischer Ort der Schnittpunkte
unendlich benachbarter Scharkurven
zu sein braucht, zeigt die Schar
der kongruenten parallelen kubischen Parabeln y — (x — ¢)3 = 0, von
denen niemals zwei einander schneiden. Unsere Regel liefert sofort
die Gleichung f, = 3(x —c¢)2 = 0; somit ist die x-Achse y = 0 Dis-
kriminantenkurve; da sie alle Scharkurven in der vorgeschriebenen
Weise beriihrt, so ist sie die Enveloppe.

Courant, Differentialrechnung. II. Bd. 2. Auil. 10

Fig. 60. Schar kubischer Parabeln,
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4. Einhiillende von Flichenscharen.

Ganz Ahnliches wie fiir die Einhiillenden von Kurvenscharen gilt
auch fiir die Einhiillenden von Flichen. Betrachten wir zunichst eine
einparametrige Fldchenschar f(x, y,¢) = 0 fiir ein bestimmtes Inter-
vall des Parameters ¢, so werden wir unter einer Einhiillenden eine
Fliche E verstehen, die von jeder Fliche der Schar lings einer ganzen
Kurve beriihrt wird derart, daB die Gesamtheit dieser Beriihrungs-
kurven eine einparametrige auf der Einhiillenden E gelegene Kurven-
schar bildet, welche die Einhiillende {iberstreicht. Ein Beipsiel bildet
die Schar aller Kugeln mit dem Radius 1 um die Punkte der z-Achse.
Man sieht anschaulich, daB der um die 2-Achse mit dem Radius 1
herumgelegte Zylinder x2 4 y2 — 1 = 0 Einhiillende ist, wobei die
Schar der Beriihrungskurven einfach aus denjenigen Kreisen besteht,
welche zur x, y-Ebene parallel sind, den Radius 1 besitzen und ihren
Mittelpunkt auf der z-Achse haben?).

Heuristisch gelangt man zur Einhiillenden unter Voraussetzung ihrer
Existenz genau wie in Nr. 2 folgendermaBen: Wir betrachten zundchst
zwei zu verschiedenen Parameterwerten ¢ und ¢ 4 % gehorige Flichen
f(x,v,2,¢)=0undf(x, v, 2 ¢ + &) =0; diese beiden Gleichungen zu-
sammen definieren die Schnittkurve der beiden Flichen, wobei wir aus-
driicklich die Voraussetzung machen, daB eine solche Schnittkurve
existiert. Fiir diese Schnittkurve gilt gleichzeitig mit den beiden obigen
Gleichungen auch jede aus ihnen durch lineare Kombination ent-
stehende Gleichung, insbesondere die Gleichung

/(%:V,Z,C-l-h)—f(%%zyc) ___O
7 =vu.

Lassen wir % gegen Null streben, so strebt die Schnittkurve einer ge-
wissen Grenzlage zu, und die Grenzkurve wird durch die beiden Glei-
chungen
fxy, 20=0 [ (%5 20c)=0
definiert. Diese Grenzkurve, die man in unpriziser, aber anschaulich
unmittelbar verstindlicher Art oft auch als Schnittkurve zweier ,,un-
endlich benachbarter’ Flichen der Schar bezeichnet, hingt noch
von dem Parameter ¢ ab. Alle Schnittkurven fiir die verschiedenen ¢
bilden eine von dem Parameter ¢ abhingige Schar von Raumkurven.
Eliminiert man aus den beiden obigen Gleichungen den Parameter ¢,
so erhdlt man eine Gleichung, die Diskriminantengleichung. In der-
selben Weise wie in Nr. 2 kann man zeigen, daBl die Enveloppe jeden-
falls dieser ,,Diskriminantengleichung‘‘ geniigen muB.
Ganz wie bei den ebenen Kurvenscharen iiberzeugt man sich, daf
die Tangentialebene dieser Diskriminantenfliche zugleich Tangential-

1) Die Einhiillenden fiir Kugelflichen von konstantem Radius, deren Mittel-
punkt auf Kurven gefiihrt wird, heiBen allgemein Réhrenflichen oder Kanalflichen.
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ebene an die betreffende Fliche der Schar ist, wenn letztere dort keinen
singuldren Punkt besitzt, also jedenfalls wenn f; + /2 + /2 4 0 ist. Die
Diskriminantenfliche liefert also wieder die Einhiillende der Schar und
Orter der Singularititen von Flichen der Schar.

Als Beispiel betrachten wir zunichst die schon erwihnte Schar von

Kugeln 24924 (z2—c)2—1=0.
Um die Einhiillende zu finden, haben wir die weitere Gleichung
—2(z—c)=0

hinzuzunehmen. Bei festem Wert von ¢ definieren die beiden Gleichun-
gen offenbar genau den frither beschriebenen Kreis vom Radius 1
parallel zur x, y-Ebene in der Hoéhe z = ¢. Eliminieren wir aus den
beiden Gleichungen den Parameter ¢, so erhalten wir als Gleichung der
Einhiillenden #2 + y2 —1 =0, d. h. die Gleichung des auf der x, y-
Ebene senkrecht stehenden Kreiszylinders um die z-Achse mit dem
Grundkreisradius 1.

Wiahrend bei Kurvenscharen die Bildung der Einhiillenden ledig-
lich fiir einparametrige Scharen einen Sinn hat, kann man bei
Flachenscharen auch Einhiillende von zweiparametrigen Scharen
f(x, 9,2 ¢, ¢) = 0aufsuchen. Betrachten wir z. B. die Schar samtlicher
Kugeln mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkt auf der x, y-Ebene,
dargestellt durch die Gleichung

F—c)*+(y—c)* +2#2—1=0,

so zeigt uns die Anschauung sofort, daB die beiden Ebenen z = 1 und
2= —1 in jedem ihrer Punkte von einer Fliche der Schar beriihrt
werden. Allgemein wollen wir unter einer Einhiillenden einer zwei-
parametrigen Flichenschar eine solche Fliche E verstehen, welche
in jedem ihrer Punkte P von einer Fliche der Schar beriihrt wird
derart, daf3 bei Durchlaufung von E die Parameterwerte c,, ¢, der in
P berithrenden Scharfliche einen gewissen Bereich der ¢, c,-Ebene
durchlaufen, und daB verschiedenen Punkten (¢, ¢,) auch verschiedene
Punkte von E entsprechen. Eine Fliche der Schar beriihrt also jetzt
die Einhiillende im allgemeinen nur in einem Punkte, nicht wie frither
lings einer ganzen Kurve.

Unter dhnlichen Voraussetzungen wie vorhin erhalten wir fiir den
Beriihrungspunkt einer Fliche der Schar mit der Einhiillenden, falls
diese existiert, die Gleichungen

9,200, 6)=0, fo,(® 3 2 ¢, C)=0, [ (%9, 2 ¢, c)=0.
Aus diesen drei Gleichungen kénnen wir im allgemeinen die Koordinaten
des Beriihrungspunktes jeder einzelnen Fliche berechnen, indem wir
den Parametern die betreffenden Werte erteilen. Eliminieren wir um-
gekehrt die beiden Parameter ¢, und c¢,, so erhalten wir eine Gleichung
der die Einhiillende sicher geniigen muS.

10%*
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Beispielsweise wird die Gesamtheit aller Kugeln mit dem Radius 1
und dem Mittelpunkt auf der x, y-Ebene durch die Gleichung
F(x,9,2,¢1,¢) =(x—cy)2+ (y—¢3)2+22—1=0 mit den beiden
Parametern ¢; und ¢, gegeben. Unsere Regel fiir die Enveloppenbildung
gibt die beiden Gleichungen

fo=—2(x—¢) =0 und f,=—2(y—cy) =0;

somit erhalten wir als Diskriminantengleichung 22 —1 = 0, und tat-
sichlich sind die beiden Ebenen z = 41 und z=--1 Enveloppen,
wie wir anschaulich schon sahen.

§ 6. Maxima und Minima.

1. Notwendige Bedingungen.

Zu den wichtigsten Anwendungen der Differentiation gehért auch
bei mehreren unabhingigen Veranderlichen die Theorie der Maxima und
Minima.

Betrachten wir zunichst eine Funktion # = f (, y) von zwei un-
abhingigen Verinderlichen x und y und . veranschaulichen sie durch
eine Fliche im x, y, #-Raume, dann sagen wir, daf3 diese Fliche ein
Maximum mit den Koordinaten x, und vy, besitzt, wenn alle Werte
von # fiir eine gewisse (allseitige) Umgebung dieses Punktes P, kleiner
als der Wert uy = f (%,, ¥o) sind. Anschaulich entspricht einem solchen
Maximum ein Gipfelpunkt der Fliche. Entsprechend wollen wir den
Punkt (x4, ¥o) ein Minimum nennen, wenn alle Funktionswerte in einer
gewissen Umgebung von P, gréBer als der Funktionswert uy = (%, ¥,)
sind. Genau wie bei einer Verdnderlichen beziehen sich die beiden
Begriffe immer nur auf eine passend klein abzugrenzende Umgebung;
in ihrem Gesamtverlauf betrachtet, kann die Fliache sehr wohl Punkte
haben, die héher liegen als Gipfelpunkte. Analytisch formulieren wir
unsere Definition allgemein fiir Funktionen auch von mehr als zwei Ver-
anderlichen folgendermaBen: Eine Funktion uw =f(x,y,...) besitzt an
der Stelle (x4, Vo, - - -) etn Maximum bzw. ein Minimum, wenn sie in
einer Umgebung dieser Stelle tiberall kleinere (oder jedenfalls nicht
groBere) bzw. dberall grofere (oder jedenfalls nicht kleinere) Funk-
tonswerte annimmit als in diesem Punkte selbst. Bei dieser Definition
sei nochmals betont, daB sie stets auf eine passend abzugrenzende
(nach allen Seiten sich erstreckende) Umgebung Bezug nimmt. Es
kann also sehr wohl in einem abgeschlossenen Bereich der Wert eines
Maximums unterhalb des in diesem Bereich angenommenen gréSten
Wertes der Funktion liegen?). Wird der gréBte Wert am Rande ange-

1) DaB in einem abgeschlossenen Bereich eine stetige Funktion stets an irgend-
einer Stelle einen groBten und einen kleinsten Wert annimmt, ist uns bekannt
(vgl. S. 82).
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nommen, so braucht er, ganz wie bei einer unabhingigen Veridnder-
lichen, keineswegs ein Maximum bzw. ein Minimum in dem eben de-
finierten Sinne zu sein. Betrachten wir z. B. die fiir die ganze Ebene
definierte Funktion # = x 4+ y nur in dem Quadrat 0< x <1,
0 < y £ 1, soerkennen wir, daB in diesem abgeschlossenen Bereich
der kleinste Wert Null im Nullpunkt angenommen wird. Dieser kleinste
Wert Null ist aber kein Minimum. Denn betrachten wir die Funktion
u = x -+ y in einer allseitigen Umgebung des Nullpunktes, so sehen wir,
daB dort auch negative Werte, also kleinere Werte als Null angenommen
werden. Wissen wir anderseits, daB der groBte oder der kleinste Wert
einer Funktion in einem einzigen inneren Punkt des betrachteten Be-
reiches angenommen wird, so muB3 notwendig die betreffende Stelle ein
Maximum bzw. ein Minimum in dem eben definierten Sinne darstellen.
Wir geben zunichst notwendige Bedingungen fiir das Eintreten eines
solchen Extremums (ebenso wie bei einer unabhingigen Verinderlichen
fithren wir das Wort Exéremum ein, wenn zwischen Maximum und
Minimum nicht weiter unterschieden werden soll), d. h. Bedingungen,
die an einer Stelle (%, ¥, ...) erfiillt sein miissen, wenn dort ein
Extremum liegen soll. Notwendig fiir das Eintreten eines Maximums oder
Minimums einer differenzierbaven Funktion w = f(x,y,2,...) an der
Stelle Py mit den Koordinatem (%q, Yo, 2gs - - ) Sind die Gleichungen

o (%6, Yo, 205 - )
Tv (%05 Yos 205 - - )
2 (%0, Yo» 205 -« +)

l

)

0
0,
0

I

Il

]

In der Tat folgen diese Bedingungen sofort aus den bekannten Be-
dingungen fiir eine unabhingige Verdnderliche. Denn denken wir uns
etwa die Verinderlichen v, z, ... bei den Werten y = ¥y, z=2,, ...
festgehalten und unsere Funktion in der Umgebung von P lediglich
als Funktion von x betrachtet, so muf3 diese Funktion von x an der
Stelle ¥ = %, ein Extremum haben, d. h. nach unseren friiheren Er-
gebnissen muB . (%4, Vo, 29, .. .) = 0 sein,

Geometrisch bedeutet das Verschwinden der partiellen Ableitungen
im Falle zweier unabhingiger Verinderlicher ¥ und y, daB die Tan-
gentialebene an die Fliche u = f (¥, ¥) im Punkte (%, y,) parallel zur
%, v-Ebene verlduft.

Fiir manche Zwecke ist es bequemer, die Bedingungen formal in
eine einzige Gleichung zusammenzufassen; sie lautet

df(xoryo»zo» "')=fa:(x0’y0’zo’ "')dx+fy(x0’y0Jz0’ "')dy

-I_fz(xO:y(); zo, -..)dz-—’[— o« e :0’

in Worten: Fiir eine Extremalstelle muf das Differential (der lineare An-
teil des Zuwachses) der Funktion verschwinden, ganz gleichgiiltig, welche
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Werte man fiir die Differentiale dx, dy, dz, ... der unabhingigen
Verdnderlichen «x,y,z,... wihlt. Umgekehrt folgt aus der obigen
Gleichung fiir beliebige dx,dy,..., daB f,=f,=:--= 0 an der

betreffenden Stelle ist, indem man alle (von einander unabhingigen)
Differentiale auBer einem einzigen gleich Null setzt.
Unsere Gleichungen

fa(®os Yos Zs- . -) =0,
Iy (%0, Yo, %9, - .) =0,
fz(x())y(): Zo;" ')::0)
enthalten so viele Unbekannte x,, ¥, 2o, . . ., wie ihre Anzahl betrigt.

Man kann daher aus ihnen im allgemeinen die Stellen der Extremwerte
berechnen. Eine so berechnete Stelle braucht aber keineswegs immer
ein Extremum zuliefern. Betrachten wir z. B. die Funktion # = xy.
Unsere beiden Gleichungen geben sofort x =0, ¥ = 0; aber in der
Umgebung der Stelle x = 0, y = 0 nimmt die Funktion, je nach dem
Quadranten, in dem wir uns befinden, positive oder negative Werte
an, hat also gewiB kein Extremum. Die geometrische Anschauung der
Fliche » = xy, eines hyperbolischen Paraboloides (Fig. 33, S. 94), zeigt
uns, da wir es mit einem ,,Sattelpunkt’ zu tun haben.

Um eine einfache Ausdrucksweise zu haben, wollen wir ohne Riick-
sicht auf die Frage, ob die betreffende Stelle ein Extremum liefert
oder nicht, jede Stelle (%, ¥y, 2, . ..) mit f, =0, f,=0, /,=0, ...

bzw. mit
df=f,dx+f,dy+f,dz4+---=0

dadurch bezeichnen, daB wir sagen, in ihr habe die Funktion
u=f(x,9,2 ...) einen stationdren Wert.

In jedem Falle ist bei einer differenzierbaren Funktion jede Stelle
im Inneren eines abgeschlossenen Bereiches, in welcher dort der groBte
oder kleinste Wert angenommen wird, eine solche stationidre Stelle.

Zur Entscheidung, ob und wann die aus unseren Gleichungen ge-
fundenen Wertsysteme wirklich ein Extremum geben, bedarf es jeden-
falls einer weiteren Untersuchung. In vielen Fillen allerdings ist die
Sachlage von vornherein klar, nimlich immer dann, wenn wir wissen,
daB der gréBte bzw. der kleinste Wert in einem inneren Punkte P
des Bereiches angenommen werden muB und wenn zweitens unsere
obigen Gleichungen nur ein einziges stationires Wertsystem x = x,,
y= "% ... bestimmen. Dieses Wertsystem kann dann nichts anderes
geben, als den Punkt P, der ja sicher stationiren Charakter trigt.
Konnen wir uns aber auf derartige Uberlegungen nicht stiitzen, so
miissen wir weitere Betrachtungen anstellen, die wir auf den Anhang
dieses Kapitels verschieben. Zunichst wollen wir unser Ergebnis an
einigen Beispielen erliutern.
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2. Beispiele.

1. Fiir die Funktion # = x2 4+ y? verschwinden die partiellen Ab-
leitungen nur im Nullpunkte; nur dieser kommt also fiir ein Extremum
in Frage. Es liegt nun wirklich ein Minimum vor, weil # = x2 + y?2
fiir alle von (0, 0) verschiedenen Wertepaare (#, y) als Summe von
Quadraten sicher positiv ist.

2. Die Funktion

u=1Yl—a2—9y2, (24+32<1)
hat die partiellen Ableitungen

d y

:—'l—‘—27f2, Myz—fii,
J1—4*—y J1—22—92

Ug

und diese verschwinden nur im Nullpunkt. Es ist auch wirklich ein
Extremum vorhanden, und zwar ein Maximum; denn fiir alle Punkte
(%, y) in der Umgebung fillt der Radikand 1 — x% — y? Kleiner aus
als fir x =0 und y = 0.

3. Wir wollen dasjenige Dreieck konstruieren, fiir welches das Pro-
dukt der Sinus der Winkel am gréf8ten ausfillt, d. h. wir suchen die
Maxima der Funktion

7 (%, y)=sinxsinysin (¥ + )

im Bereiche 0<x<7; 0<y<m; 0< x+y=<=n. Da fim Inneren
dieses Bereiches positiv ist, so ist sicherlich auch der dort von f an-
genommene groBte Wert positiv. Am Rande des Bereiches, wo also in
mindestens einer der den Bereich definierenden Ungleichungen das
Gleichheitszeichen gilt, ist f(x, y) = 0; somit liegt dieser grofite Wert
im Inneren.

Durch Differenzieren und Nullsetzen folgen die beiden Gleichungen

cosx siny sin (¥ +y) 4+ sinx siny cos (x +y) =0,
sinx cos y sin (¥ 4 y) + sin x siny cos (¥ +y) =0,

aus welchen man nun wegen 0 < x <7; 0 <y <m;w>x-+y >0 die
Bedingung tg x = tg y oder x =y entnimmt. Setzen wir diesen Wert
etwa in die erste Gleichung ein, so erhalten wir die Relation sin3x=0;

es ist demmnach x:%, y=—g— die einzige stationire Stelle, und das

gesuchte Dreieck ist gleichseitig.

4. Drei Punkte P,, P,, P, mit den Koordinaten x;, y; bzw. x,, ¥,
und x5, y; mogen ein spitzwinkeliges Dreieck bilden. Gesucht ist ein
vierter Punkt P mit den Koordinaten x,y, fiir den die Summe der
drei Abstinde nach P,, P,, P, moglichst klein wird. Die fragliche
Abstandssumme ist eine stetige Funktion von x und y und besitzt
sicherlich innerhalb eines sehr groBen, das Dreieck einschlieBenden
Kreises irgendwo in einem Punkte P einen kleinsten Wert. Dieser
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Punkt kann gewiB nicht in einer Dreiecksecke liegen, weil der Hohen-
fuBpunkt einer angrenzenden Seite sicherlich eine kleinere Abstands-
summe ergibt. Ebensowenig kann P auf der Kreisperipherie liegen,
wenn diese hinreichend weit vom Dreieck entfernt ist. Nun bilden
wir mit den Abstinden 7;= 7 (x—x,)? + (y — »,)? die Funktion

fx,9) =7+ 15+ 75,

welche iberall auBer in P,, P,, P, differenzierbar ist; wir wissemn,
daB fiir die Stelle P die beiden Ableitungen nach x und yverschwinden.
Durch Differentiation von f gewinnen wir also fiir P die Beziehungen

X—x | X—X | X— Xy
7 + 7y + 74 =0,

Vg

Y=Y Y=Y Y
7 + 7y + 1y

Die drei ebenen Vektoren uy, u,, u, mit den Komponenten

F=% VTN pw FTF VYTV paw FTF YTV
rn ' on ’ 7y, 1 1, ’ vy 7
die jeder die Liange 1 haben, besitzen nach diesen
Gleichungen die Vektorsumme Null, ergeben also,
geometrisch addiert, die Figur eines gleichseitigen

] Dreiecks. D. h. jeder Vektor geht in die Richtung

Fig. 61. . 2 _ .
Drei Vektoror von gleichen €S folgenden durch eine Drehung um 57 iiber.

Betrag und der Summe Null. . . . .

¢ Da unsere drei Vektoren ihrer Richtung nach mit
den drei von P,, P,, P, nach P fithrenden Vektoren iibereinstimmen,
so erscheinen also von dem gesuchten Punkte P aus alle drei Drei-

ecksseiten unter dem gleichen Winkel %n

3. Maxima und Minima mit Nebenbedingungen.

In vielen Fillen tritt uns die Aufgabe, Maxima und Minima von
Funktionen mehrerer Verdnderlicher zu bestimmen, in einer von der
behandelten verschiedenen Form entgegen. Sucht man z. B. den Punkt
einer gewissen Fliche ¢ (%, ¥, 2) =0, der vom Nullpunkte des Koordi-
natensystems den kleinsten Abstand aufweist, so hat man das Minimum

der Funktion
fx,y,2) =72 +y2+ 22

zu bestimmen, wobei aber die GréBen x, y und z nicht drei unabhéngige
Verdnderliche sind, sondern durch die Flichengleichung ¢ (x, y, 2) = 0
als Nebenbedingung aneinander gebunden erscheinen. Wir haben es
bei solchen ,,Maxima und Minima mit Nebenbedingungen** keineswegs
mit einem grundsitzlich neuartigen Problem zu tun. So braucht man
im Beispiele lediglich aus der Gleichung ¢ (%, ¥, 2) = 0 eine der Ver-
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dnderlichen, etwa 2z, durch die anderen auszudriicken und diesen Aus-
druck in die Formel fiir den Abstand ]/x2 + y2 4 22 einzusetzen; dann
hat man ein ganz gewdhnliches Extremumproblem bei einer Funktion
der beiden unabhingigen Verinderlichen x und y vor sich.

Es ist aber bequemer und iibersichtlicher, die Bedingungsgleichungen
fiir die Extremwerte in einer symmetrischen Gestalt zu schreiben, bei
welcher jede Bevorzugung einer der Verdnderlichen in Fortfall kommt.

Betrachten wir zunéchst als einfachstes, aber doch schon typisches
Beispiel das folgende Problem: Es sollen fiir eine Funktion f (x, ¥)
von zwei Verdnderlichen # und y die Extremalstellen auf-
gesucht werden, wenn x und y nicht voneinander unab-
hingige Verdnderliche sind, sondern durch eine Neben-
bedingung

¢ (*,5)=0

aneinander gekniipft werden.

Um uns die Verhiltnisse zundchst geometrisch plausibel zu machen,
nehmen wir an, daB die Nebenbedingung ¢ (x,y) =0 wie in
der Fig. 62 durch eine singularititenfreie
Kurve der x, y-Ebene dargestellt ist und ///_—_\\

daB auBerdem die Kurven der Kurven-

schar f (%, y) = konst.=c¢ ein Stiick der e
Ebene bedecken wie in dieser Figur. Es

handelt sich dann darum, unter den Kur-

ven dieser Schar, welche die Kurve ¢ =0

schneiden, eine solche zu finden, fiir welche ) 97'_0

die Konstante ¢ méglichst gro3 oder mog- Fig. 2. Etfetgfrr.l;ﬁgv;nzf gt Pebeer

lichst klein ausfillt. Durchlduft man die

Kurve ¢ = 0, so schneidet man die Kurven f (x, ¥) = ¢ im allgemeinen
so, daB dabei sich ¢ monoton 4ndert; wo der Durchlaufungssinn der
c-Skala wechselt, haben wir den gesuchten Extremwert zu erwarten.
Man sieht aus Fig. 62, daB dies fiir diejenige Kurve der Schar ein-
tritt, welche die Kurve ¢ =0 gerade noch beriihrt. Die Koordinaten
des Berithrungspunktes werden die gesuchten Werte x = &, y = # fiir
die Extremalstelle von f (%, ¥) sein. Berithrung heiBt, daB die beiden
Kurven f=konst. und ¢ =0 dieselbe Tangente besitzen. Also wird
fiir x =¢, y =9 die Proportion

fm:wa‘Pm:‘pv

bestehen, oder es werden, wenn man einen Proportionalitdtsfaktor A
einfithrt, die beiden Gleichungen

f:c'i_lq’a::()’
f,+ie,=0
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erfiillt sein, welche zusammen mit der Gleichung

¢ (*, 9)=0
zur Bestimmung der Koordinaten & und # des Beriihrungspunktes so-
wie des Proportionalitdtsfaktors A ausreichen.

Versagen kann diese Betrachtung z. B. dann, wenn an der Stelle
(¢, m) des Zusammentreffens der Kurve ¢ = 0 mit einer Kurve f=¢
von moglichst groBem oder moglichst kleinem ¢ die Kurve ¢ = 0 ge-

—_—— rade einen singuliren Punkt hat, z. B.

_— eine Spitze wie in Fig. 63. Dann be-

7= stehen aber die beiden Gleichungen

‘pw(fr 77)=0 und @y (&, "])=0-

Jedenfalls werden wir anschaulich

S zu folgender Regel gefiihrt, die wir in
S Nr. 4 beweisen werden: Fir das Ein-
Fig. 63. Extremum bei einer Singularitat treten eines Extremums der Funktion

der Nebenbedingung.

f(x,v) an der Stelle x = &, y = v unter
der Nebenbedingung ¢ (x,y) = 0 ist — wenn nicht der Ausnahmefall ein-
tritt, daf} an der Stelle (&, n) die beiden Gleichungen

(pm(f: 77):0 und ‘pﬂ(E» 77)=O

erfiillt sind — folgende Bedingung notwendig: Es gibt einen Proportionali-
titsfaktor A derart, daf zusammen mit der Gleichung

¢, m=0
auch die beiden Gleichungen

To6, M+ 2@, (5, n)=0 und f,(§ n)+2¢y (5, 7)=0
bestehen.

Die eben formulierte Regel nennen wir die Multiplikatorenregel von
Lagrange und den Faktor A den Lagrangeschen Multiplikator.

Wir sehen, daB diese Regel zur Bestimmung der GréBen &, # und 4
ebenso viele Gleichungen wie Unbekannte liefert. Wir haben also die
Aufspchung der Extremalstelle (£, #) ersetzt durch ein Problem, bei
dem noch eine unbekannte GréBe A mehr vorkommt, bei dem wir aber
dafir den Vorteil einer vollstindig symmetrischen Formulierung ge-
wonnen haben. Gewdhnlich spricht man die Lagrangesche Regel auch
so aus: Man fige zur Funktion f(x,y), deren Extrema unter dey Neben-
bedingung @ (x, y) = 0 gesucht sind, die Funktion @ (x,y), multipliziert
mit esnem unbekannten, von x und y unabhingigen Multiplikator A hinzu
und schreibe die bekannten notwendigen Bedingungen

fas+/1(px:01 fv_{—l(pw:O

fir ein Extremum von F = f + A auf. Zusammen mit der Neben-
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bedingung ¢ = 0 dienen sie zur Festlegung der Koordinaten fiir die
Extremalstellen und des Multiplikators A.

Ein einfaches Beispiel mag uns die Handhabung der Multiplikatoren-
regel erldutern, bevor wir einen prizisen Beweis fiir sie fitlhren. Wir
suchen die Extrema, welche die Funktion

n=2xYy

auf dem Kreise mit dem Radius 1 um den Nullpunkt, d. h. unter der
Nebenbedingung
x2+y2—1=0

annimmt, Fir die stationiren Stellen ergeben sich nach unserer Regel
durch partielles Differenzieren von %y -+ A (¥2 + y2 — 1) nach x und y
die beiden Gleichungen

y+2ix=0,
x4+24y=0,
zu denen noch die Nebenbedingung
x249y2—1=0
tritt. Durch Auflésung erhidlt man die vier Punkte
1 = 1 .5
1 .~ 1 5
E:‘_?“/2) 772'—"2 1/2;
1~ 1
E=512, n=—5 12,
1 = 1 &
52—51/2, 77=§1/2’

’

und in der Tat liefern die ersten beiden einen Maximalwert u=%
die letzten beiden einen Minimalwert u=—% der Funktion # = x¥y.

DaB die beiden ersten Stellen wirklich den gréBten Wert und die beiden
letzten den kleinsten Wert der Funktion # liefern, erkennt man folgender-
maBen: Unsere Funktion muB auf der Kreislinie einen gréBten und
einen kleinsten Wert annehmen (vgl. S. 82), und da die geschlossene
Kreislinie keine Randpunkte besitzt, so miissen die betreffenden
Stellen wirklich stationdr fir unsere Funktion sein.

4, Beweis der Multiplikatorenregel im einfachsten Falle.

Zu einem analytischen Beweis der Multiplikatorenregel gelangen wir
ganz naturgemiB, indem wir sie auf das frithere Ergebnis fir die ,,freten
Extrema zuriickfilhren. Wir nehmen an, daB an der Extremalstelle
(£,m) nicht beide partielle Ableitungen ¢, (§, %) und ¢, (§ %) ver-
schwinden, da8 z. B. dort ¢, == Oist. Dann kénnen wir nach §1, Nr.3
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in der Umgebung dieser Stelle in eindeutiger Weise aus der Gleichung
@ (x,y) =0 die GroBe y = g (%) als differenzierbare Funktion von x
bestimmen; setzen wir diesen Ausdruck in f (x, ¥) ein, so muf3 die
Funktion

1(x, g (%))

fiir x = £ ein freies Extremum haben. Dazuist fiir x = £ die Gleichung
I'#)=1l.+1,8x=0

eine notwendige Bedingung. AuBerdem gilt fiir die implizit definierte
Funktion y = g («) die Beziehung ¢, - ¢, g'(¥) = 0. Multipliziert man

nun diese Gleichung mit A= —(pf"-- , und addiert sie zu f, +f, g’(x) =0,

so wird, da nach der Definition von A

fﬂ+}‘¢v=O

ist, auch

]‘$+l(pm=0

Damit ist die Multiplikatorregel bewiesen.

Wir sehen, wie wesentlich bei diesem Beweis die Voraussetzung ist,
daB an der Stelle (£, %) nicht gleichzeitig beide Ableitungen ¢, und ¢,
Y verschwinden. Tritt dieses gleichzeitige
Verschwinden ein, so wird unsere Regel
hinfillig, wie z. B. folgendes Beispiel
analytisch zeigt: Es ist die Funktion

fx, y) =x2+)2
zum Minimum zu machen, wihrend

0 ¢ y)={x—1P—y*=0

Z ist. Der kiirzeste Abstand des Nullpunktes
von der Kurve (x— 1)3— 92= 0 wird nach
Fig. 64 offenbar durch die Verbindungs-
linie des Nullpunktes mit der Spitze S
unserer Kurve gegeben (man {iberzeugt
sich sehr leicht, daB der Kreis um den
Nullpunkt mit dem Radius 1 sonst nir-

gends die Kurve (x —1)3 —y2=0 trifft). Fiir die Koordinaten von S,

d.h. x=1, y=0, gelten nun, wie wir sofort sehen, die Gleichungen

@ (%,9) =0 und f, + A, = 0 sogar bei beliebigem A, aber es ist

fatAg,=2%+32(x—1)=20.

Wir koénnen den Beweis fiir die Multiplikatorenregel noch ein wenig
anders formulieren, in einer Gestalt, die fiir die Zwecke der Verall-
gemeinerung besonders geeignet ist. Als notwendige Bedingung fiir das
Auftreten eines Extremums bei Funktionen einer oder mehrerer un-

Fig. 64. (x—1)*—y%*=0.
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abhingiger Verdnderlicher hatten wir das Verschwinden des Diffe-
rentials an der betreffenden Stelle erkannt. Wir kénnen nun auch bei
unserem jetzigen Problem sagen: Notwendig dafiir, daff an der Stelle
(&,m) die Funktion f(x,y) unier der Nebenbedingung @ (x,y) =0 ein
Extremum besitzt, ist das Verschwinden des Differentials df an dieser
Stelle, vorausgesetzt, daf die Differentiale dx und dy an der betreffenden
Stelle nicht unabhingig voneinander, sondern gemdpf der aus der Gleichung
@ = 0 folgenden Beziehung

dp=g@,dx+@,dy=0
gewdhlt werden. Es mul also fiir x = & und y =7, sobald die beiden
Zablen dx und 4y der Gleichung 4¢ = 0 geniigen, notwendig auch

df=f, (& n)dx+1,(& ndy=0
sein. Multipliziert man nun die erste der beiden Gleichungen mit
einer zunichst noch unbestimmten Zahl A und addiert sie zur zweiten,
so erhilt man

(fm+l‘pm)dx+(fq/+/’l¢v)dy:0'
Bestimmen wir A so, daB

fu_’"}'(pv:()

wird, was unter der Voraussetzung ¢, == 0 méglich ist, so wird not-
wendig auch (7, +A¢,) dx =0, und da die GréBe dx willkiirlich ge-
wihlt werden kann, z. B. gleich 1, auch

5. Verallgemeinerung der Multiplikatorenregel.

In ganz #hnlicher Weise kénnen wir unsere Multiplikatorenregel
auf eine gréBere Anzahl von Verdnderlichen und ebenfalls auf eine
groBere Anzahl von Nebenbedingungen erweitern. Wir betrachten
einen Fall, der schon alles Wesentliche hervortreten 1iBt: Es seien
die Extremwerte der Funktion

u=f(x9v,zt)

zu bestimmen, wenn zwischen den vier Veridnderlichen x, y, z und ¢
die zwei Nebenbedingungen

P9 20)=0, &y 21)=0
bestehen. Setzen wir voraus, an der Stelle (&, %, {, 7) werde tatsdchlich
ein Extremum gegeniiber allen solchen benachbarten Werten an-
genommen, welche den beiden Nebenbedingungen geniigen. Nehmen
wir ferner an, daB in der Umgebung dieser Stelle (§,#,(, ) sich zwei
der Variablen, etwa z und ¢, als Funktionen der andern, d. h. x und y,
vermoge der Gleichungen

o, v,28t)=0 und wp(xy,2 1) =0
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ausdriicken lassen. Und zwar setzen wir, um diese Auflésbarkeit
durch zwei Funktionen z=g(x,y), ¢ =54 (x,y) zu sichern (vgl
S. 126), voraus, daB an der Stelle P die Funktionaldeterminante

009, )
et XL X

von Null verschieden ist. Tragen wir jetzt die Funktionen
2=g(x,y) und t=h(x,y)

in die Funktion » = f(x, v, 2, ) ein, so geht f(x, ¥, 2, ) in eine Funk-
tion der beiden unabhingigen Verdnderlichen x und v iiber, und diese
Funktion muB an der Stelle ¥ = &, ¥ = 7 ein freies Extremum haben,
d. h. ihre beiden Ableitungen nach x und y miissen dort verschwinden.
Es miissen also die beiden Gleichungen

0z a
fw_l"fzé;"l'ftg;t:o’

0z ot
Tvtleg, Ty =0
8z 9z ot
ot oz’ W’ 5;
und 3y vermoge der Nebenbedingungen zu berechnen, kénnten wir die

bestehen. Um die hierin auftretenden vier Ableitungen

beiden Gleichungssysteme

dz at
Qo+ ‘Pzﬁ"“l’t'g;:o)

0z o0t
Yo+ 1Pz37+%37=0
bzw.

0z ot
@yt (Pz@‘f‘%@:o:
0z ot
Yot Vg, T V5, =0

aufstellen und, was wegen des Nichtverschwindens der Determinante
(P y) oeors g . . . 0z ot i
20 1) moglich ist, aus ihnen die gesuchten Gré8en aa oy AUS
rechnen. Die Aufgabe wire dadurch gelést.

Statt aber so vorzugehen, verfahren wir, um eine gréBere formale
Symmetrie und Ubersichtlichkeit zu wahren, folgendermaBen: Wir be-

stimmen zwei Zahlen 4 und g so, daB die beiden Gleichungen
fz+l¢z+/"wz:01
fit2doi+pyp,=0

an der Stelle des Extremums erfiillt sind. Die Bestimmung dieser
beiden , Multiplikatoren 4 und g ist wegen des vorausgesetzten




§ 6. Maxima und Minima,

9 (@, v)
0 (2, 1)

Nichtverschwindens der Determinante
tiplizieren wir die beiden Gleichungen

dz ot 9z ot
%—l-%ﬁ—i*%a—x:O bzw. %‘i"/’za_x"‘ 1/,#67:0

mit 2 bzw. x4 und addieren sie zu der Gleichung

0 ot
fm—l_fzé‘%_l-ftﬂ:()’
so ergibt sich

li] . 0
fot Ao+ e+ (fu+ Apa ) 5o+ (o Apy+pips) 5o =

und daraus wegen der Definition von 4 und u
ot Age+ py,=0.
Auf dieselbe Art erhalten wir, indem wir zu der Gleichung
0z ot
fy‘}“fzg;‘l‘ ftw———'o
die mit A bzw. g multiplizierten Gleichungen
0z at
Pyt Pag, T 05, =0
bzw. p ot
Z
Yot Ya5, 5, =0
addieren, die weitere Gleichung
fo+ A9y + py,=0.

immer moglich.

159

Mul-

0

Wir kommen also zu folgendem Ergebnis: Ist die Stelle (£,7, ¢, T)

ein Extremum und ist dovt . ) 4= 0, so gibt es zwei Zahlen A und u,

a(z,t)

so daf fiir die Stelle (£,7,C,t) neben den beiden Bedingungsgleichungen

px,9,21t)=0,

Y(x,9,21t)=0
noch die vier Gleichungen

fot Ao+ pny, =0,
fot+ Aoy +py, =0,
fo4ie.+puyp,=0,
fet Ao+ py,=0

bestehen. Diese letzten Gleichungen zeigen eine vollkommene Sym-
metrie. Jede Bevorzugung der beiden Verdnderlichen x und y ist aus
ihnen verschwunden, und wir wiren auch zu ihnen gelangt, wenn wir

nicht 2(#:¥) =+ 0, sondern nur das Nichtverschwinden irgend einer

d(z 1)

der Determinanten lg.w) o(9.v) olg.¥) vorausgesetzt hitten,

d(x,y)’ 0x,z)" """ 0(zt)
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so daB in der Umgebung der Stelle vielleicht nicht z und £, aber
irgend zwei andere der Groflen x, vy, 2, ¢ sich hiatten durch die beiden
iibrigen ausdriicken lassen. Die Symmetrie unserer Gleichungen
haben wir uns allerdings damit erkauft, daB3 wir auBer den gesuchten
GroBen &, ;, ¢, T noch weitere Zahlen A, u, die Multiplikatoren,
eingefiihrt haben, so daB nunmehr nicht vier, sondern sechs Un-
bekannte &, ), {, T, 4, p auftreten, fiir deren Bestimmung wir die
sechs obigen Gleichungen zur Verfiigung haben.

Wir hitten unseren Beweis wiederum durch Benutzung des For-
malismus der Differentiale etwas eleganter folgendermafBen fithren
konnen: Notwendige Bedingung fiir das Eintreten eines Extremums
an der Stelle P ist die Gleichung

af(x,y,2,8)=0,
wobei die Differentiale 4z und d4¢ durch die Differentiale dx und 4y
ausgedriickt werden miissen. Nun gelten zwischen diesen Differentialen

die aus den Nebenbedingungen durch Differentiation entstehenden Be-
ziehungen

dp=g,dx+@,dy+ ¢, dz+ @, di=0.

dy =y dx+y,dy+ v, dz+ p,di=0.

Nehmen wir an, da3 nicht alle zweireihigen Determinanten aus den
vorstehenden Gleichungen an der Stelle (&, 5, {, T) verschwinden,
daB z. B. der Ausdruck %%L%)- von Null verschieden ist, dann kénnen
wir zwei Zahlen A und u bestimmen, welche die beiden Gleichungen
fo+Ap,+uyp,=0,
fetdgi+puy,=0
befriedigen. Multiplizieren wir die Gleichung dp =0 mit 4, die
Gleichung dy = 0 mit g und addieren sie zu der Gleichung df = 0,
so ergibt sich wegen der beiden letzten Gleichungen

A(f+Ap+py)=(fatA29a+pys) A2+ (fy A9y + py,) 4y
Da hierin dx und dy voneinander unabhingige Differentiale (d. h. be-

liebig wihlbare Zahlen) sind, so folgt, daB mit den so bestimmten
GréBen A und g auch noch die Gleichungen
fatAps+pyp,=0,
fv+'upv+/“/’ﬂ=0
bestehen, und wir sind so wieder zu der alten Multiplikatorregel gelangt.
In genau derselben Weise 148t sich die Multiplikatorregel auch fiir
eine beliebige Anzahl von Verinderlichen und Nebenbedingungen

formulieren und beweisen. Die allgemeine Regel lautet dann folgender-
maBen: Sind in einer Funktion

w=71 (%, Xg, ++., %)
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der n Verdnderlichen %, %, ..., %, diese Verinderlichen wicht voneinander
unabhingig, sondern durch m Nebenbedingungen (m < n)

‘pl (xl) xz, cs ey x"):o'

Pa (X1, Xy, « .., %,)=0,
O (X1, %oy + oo, %,)=0
aneinander gebunden, so fihren wir m Multiplikatoren Ay, Ag, . . ., Ay €in

und setzen die formal gebildeten Ableitungen der Funktion

F=f+hgi+ 20+ -+ +24n@Pm

nach %y, ..., %, bes konstant gehaltenen Ay, . .., A, gleich Null. Die so
sich ergebenden Gleichungen

oF oF

‘(‘971 =V, ..., a—x" =0

2usammen wmit den m vorgeschriebenen Nebenbedingungen

0,:=0, ..., 9, =0

stellen ein System von m -+ n Gleichungen fir die m + n unbekannten
Grifen %y, %, ..., %p, Ay, -« -y Ay, dar. Ihmen muf notwendig jede Ex-
tremumsstelle von [ gentigen, wenn wicht etwa der Ausnahmefall eintritt,
daf an dieser Stelle similiche Funktionaldeterminanten der m Funktionen
®1, Qo - - -, P, nach m der Verinderlichen x,, %, ..., %, verschwinden.

Grundsitzlich ist zu unserer Multiplikatorregel noch folgendes zu
sagen: Es handelt sich lediglich um eine elegante formale Vorschrift
zur Charakterisierung der Stellen des Extremums, und zwar um eine
notwendige Bedingung. Ob und wann die Stellen, die wir mit Hilfe
der Multiplikatorregel gefunden haben, wirklich ein Maximum oder
ein Minimum liefern, das ist eine Frage, die wir hier gar nicht beriihrt
haben und deren allgemeine Diskussion auch viel zu weit fithren wiirde.
Bei den Anwendungen, die man von der Multiplikatorregel macht, liegt
die Sache wie bei den Problemen der freien Extrema gewohnlich
so, daB man von vornherein der Existenz eines Extremums sicher ist;
wenn sich dann durch die Multiplikatorregel der Punkt P in eindeutiger
Weise bestimmt und der Ausnahmefall an dieser Stelle nicht eintritt,
so ist man sicher, daf man wirklich die Stelle des Extremums ge-
funden hat.

6. Beispiele.

1. Als erstes Beispiel suchen wir das Maximum der Funktion
f(x, 9, 2) = x% 92 22 mit der Nebenbedingung x2% 4+ y% 4 22=c% Die
Funktion muB auf der Kugelfliche x2 4 y2 + 22 = ¢2 einen gréBten
Wert annehmen, der also, da die Kugelfliche keine Randpunkte be-
sitzt, ein Maximum in unserem Sinne darstellt. Nach unserer Regel

Courant, Differentialrechnung. II. Bd. 2. Aufl. 11
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bilden wir den Ausdruck
F=x?y222 L ) (224 y2 4 22 —c?),
und erhalten durch Differenzieren
2x 92224 2Ax=0,
2x%y22+21y=0,
242 y2z+ 242 =0.
Die Loésungen mit x = 0, y = 0 oder z = 0 kdénnen wir ausschlieBen,

weil fir diese Werte die Funktion f ihren kleinsten Wert Null an-
nimmt. Die tibrigen Lsungen des Gleichungssystems sind x2 = y2 = 22,

A = — x*. Vermoge der Bedingungsgleichung erhalten wir als gesuchte
Werte
c ¢ 4
X = —= = . == .
+ 3 y==4 V3 r=4 Y3

An allen diesen Stellen nimmt die Funktion den gleichen Wert

6
50,7 an, der somit der gesuchte Maximumwert ist. Fiir ein beliebiges

Zahlentripel (x, y, z) gilt daher die Beziehung

P — R NPT S

i R
d. h. das geometrische Mittel dreier positiver Zahlen %2, y% und 22 ist
niemals gréBer als das arithmetische.

Ubrigens gilt auch fiir eine beliebige Anzahl von positiven Zahlen
der Satz, daB ihr geometrisches Mittel niemals gréBer ist als ihr
arithmetisches. Der Beweis verlduft ganz entsprechend dem obigen.

2. Als weiteres Beispiel suchen wir dasjenige Dreieck mit den Seiten
%,9,z, welches bei gegebenem Umfang 2s den gréBten Flichen-
inhalt besitzt. Das Quadrat des Flicheninhalts ist nach der Heroni-
schen Formel gegeben durch den Ausdruck

1,5, 2)=s(s—x) (s —y) (s—2);

es gilt also diese Funktion zum Maximum zu machen mit der Neben-

bedingung Pyt z—2s5=0

wobei %, vy, z durch die Ungleichungen
20, y20, 220, x+y=>z, x+z22y, y+z2>%

eingeschrinkt sind. Auf dem Rande dieses abgeschlossenen Bereichs,
also wenn eine der Ungleichungen sich in eine Gleichung verwandelt,
wird iiberall f = 0, also liegt der groBte Wert im Inneren und wird
einen stationdren Charakter tragen. Wir bilden wieder die Funktion

Fx y,2)=s(s—%x)(s—y)(s—2)+A(x+y+2—25),
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und erhalten durch Differenzieren die drei Gleichungen

—s(s—y)(s—2)+1=0, —s(s—x)(s—z)+1=0,
—s(s—x)(s—3y)+1=0.

Als Losung ergibt sich, wenn man iberall nach A auflést und die drei

erhaltenen Ausdriicke fiir A gleichsetzt, x = y:z:%—s, d.h. das
gleichseitige Dreieck.
3. Wir beweisen folgende Ungleichung: Es gilt

1 1
gy b
uv<au—1—ﬁv

.1 1
fiir alle # =0, v = 0 und alle « >0, 8§ > 0, fiir die ?—l—«’g—:l ist.
Diese Ungleichung ist gewiB richtig, wenn entweder # oder v gleich

Null ist. Wir diirfen uns also auf solche #, v-Werte beschrinken, fiir

die #-v &= 0 ist; da die Ungleichung auBlerdem zugleich mit %, v, auch
1 1

mit %+ £%, vt erfiillt ist, wo ¢ eine beliebige positive Zahl ist, so geniigt
es, solche Werte von #,v zuzulassen, fiir die #v =1 ist. Wir haben
also zu zeigen: Fir alle positiven #, v mit v =1 gilt

1 1
il —_ B
PG =
. .. 1 .
Dazu 16sen wir das Minimumproblem %u“ + Fvﬁ = Min. unter der

Nebenbedingung # v = 1. Dieses Minimum existiert offensichtlich und
wird an einer Stelle # v mit # = 0, v &= 0 angenommen. Es gibt also
auch einen Multiplikator — A, mit dem die Gleichungen

w—l—3Av=0, " 1—Au=0
gelten, aus denen durch Multiplikation mit % bzw. v sofort «#* =24,
v# =} folgt. Zusammen mit uwv = 1 bedeutet das aber v = v = 1.
Das Minimum der Funktion %u“ + %—vﬂ ist also gleich % + % =1.
Damit ist aber die Behauptung %u"‘—}- %v”’ >1 fiir wuv=1 be-

wiesen.

. . . 1 1
Setzt man in der so bewiesenen Ungleichung uv §?u"‘ -+ ?vﬂ

fir « bzw. v

U; V.,
°=— bzw. v = -,
no 1 n 1
(X ;) (X vhs
=1 1=1
wobei #y, g, ..., Uy, Uy, Vs, ..., 0, beliebige nicht negative Zahlen

sind, die nicht alle verschwinden, und summiert die so entstehenden Un-
11%*
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gleichungen iiber ¢ von 1 bis #, so erhilt man die sogenannte Héldersche
Ungleichung

1, 1

2 uv; S (X un)* ( vf)?-
i-1 -1 -1
Sie gilt fiir beliebige 2# Zahlen u;, v; mit #, >0, v, >0 =1,2,..., n)

und fiir Exponenten o, § mit « >0, >0, 7.1; %: 1.

4. SchlieBlich suchen wir den Punkt auf der Fliche

@(x,y,2)=0,
welcher von dem festen Punkte (£, 5, ) den kleinsten Abstand hat. Da
gleichzeitig mit dem Abstand auch dessen Quadrat zum Minimum
wird, betrachten wir die Funktion

F,y,)=@E—82+(—n+@E—0+1p(®,9,2).
Die Differentiation ergibt hier
20—+, =0, 2(y—n)+2ig,=0, 2(z—{)+1p,=0,

oder anders geschrieben

x—& y—n__2—¢

P B Py o @,

Diese Gleichungen besagen, daB der feste Punkt (&, 5, {) auf der Flachen-
normale im Punkte des Extremums (x, v, z) liegt. Um also auf dem
kiirzesten Wege von einem Punkte ausgehend an eine (differenzierbare)
Fliche zu gelangen, miissen wir jedenfalls senkrecht auf diese zugehen.
Allerdings bedarf es noch einer eingehenden Diskussion, ob wir es mit
einem Minimum oder Maximum oder gar keinem von beiden zu tun
haben. (Man denke etwa an einen Punkt im Innern einer Kugelober-
fliche: er hat von dem einen der Endpunkte des durch ihn gehen-
den Kugeldurchmessers den kleinsten, vom anderen den gréBten
Abstand.)

Anhang zum dritten Kapitel.

§ 1. Hinreichende Bedingungen fiir Extrema.

Wir haben uns im vorangehenden Kapitel bei der Theorie der
Maxima und Minima damit begniigt, notwendige Bedingungen fiir
das Eintreten eines Extremums aufzustellen. In vielen praktisch vor-
kommenden Fillen kann man aus der speziellen Natur des Problems
iiber den Charakter der so gefundenen ,,stationdren’ Stelle Aufschluf
erhalten und entscheiden, ob ein Maximum bzw. ein Minimum vor-
liegt. Es ist aber von Bedeutung, fiir das wirkliche Eintreten eines
Extremums allgemeinere hinreichende Kriterien zu besitzen. Solche
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Kriterien sollen hier fiir den typischen Fall zweier unabhingiger Ver-
dnderlicher entwickelt werden.

Betrachten wir eine Stelle (x,, ¥,), die einen stationiren Wert liefert,
d. h. eine Stelle, an der die beiden ersten Ableitungen der Funktion
f (%, %) verschwinden, so hingt das Eintreten eines Extremwertes davon
ab, ob der Ausdruck

f (x4 h, yo+ &) —f (%4, ¥y)

fiir alle hinreichend kleinen # und & dasselbe Vorzeichen hat oder nicht.
Entwickeln wir diesen Ausdruck nach der Taylorschen Formel aus dem
zweiten Kapitel mit dem Restglied dritter Ordnung, so erhalten wir wegen
der Bedingungsgleichungen f, (x4, ¥o) = 0 und f, (%,, ¥0) = 0 einfach

f(x0+ h’) y0+ k)—f(x()’yo):;_ (h2 fmm+2hkfmu+k2fﬂy) + 892 H

wobei p2% = A% 4 k% gesetzt ist und ¢ zugleich mit dem Abstande g
gegen Null strebt.

In einer passend klein gewdhiten Umgebung der Stelle (x,, y,)
wird, wie wir hieraus sehen, das Verhalten der Funktionsdifferenz
f (x5, o+ k) —f (%4, ¥o) Wesentlich durch den Ausdruck

Q(h, k) =ah*+ 2bhk+ ck?

charakterisiert, wobei wir zur Abkiirzung

a=fmm(xo»y0): b=faw(x0:yo): C=f1w(xo’yo) .

gesetzt haben.

Zur niheren Untersuchung der Frage der Extremwerte haben wir
diesen in # und % homogenen quadratischen Ausdruck oder, wie man
auch sagt, die quadratische Form Q zu untersuchen. Wir setzen dabei
voraus, daB nicht alle Koeffizienten a, & und ¢ verschwinden. In
diesem Ausnahmefall, den wir hier nicht weiter betrachten wollen,
miiBten wir bei unserer Untersuchung mit Hilfe der Taylorschen Ent-
wicklung noch iiber die Glieder zweiter Ordnung hinausgehen.

Hinsichtlich unserer quadratischen Form @ sind nun drei verschiedene
Fille moglich:

1. Die Form ist defindt, d. h. sie kann, wenn % und % beliebige Werte
durchlaufen, stets nur Werte eines einzigen Vorzeichens annehmen,
und nur fiir =0, k=0 verschwinden; je nachdem dieses Vorzeichen
positiv oder negativ ist, sprechen wir von einer positiv definiten oder
negativ definiten quadratischen Form. Z. B. ist der Ausdruck 42 + &%,
den wir fiir @a =c =1 und b = 0 erhalten, positiv-definit, der Aus-
druck —h2+4 2hk —2k% = — (h — k)? — k? negativ-definit.

2. Die Form ist indefinit, d. h. sie kann Werte von verschiedenem
Vorzeichen annehmen, wie z. B. die Form @ = 2 k%, welche fiir 2 =1,
k=1 den Wert 2 und fiir » = — 1. 2 = + 1 den Wert — 2 annimmt.
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3. Endlich ist auch noch ein dritter Fall moglich, namlich der, dal
die Form auBer fiir die Werte # = 0, 2 = 0 noch fiir andere Werte
verschwindet, aber sonst doch nur Werte eines einzigen Vorzeichens
annehmen kann; z. B. die Form (& + k)2, welche fiir alle Wertsysteme
% und &, fiir welche » = — k ist, verschwindet. Solche Formen heien
semidefinit.

Die quadratische Form Q = ah® 4 2 bhk -+ ck? ist dann und nur
dann definit, wenn die Bedingung

ac—b >0

besteht, und zwar ist sie positiv-definit, wenn @ > 0 (also auch ¢ > 0)
gilt, andernfalls negativ-definit.
Fiir den indefiniten Charakter der Form ist das Bestehen der Be-
ziehung
ac—b <0
notwendig und hinreichend, wéihrend die Gleichung
ac—b2=0

den semidefiniten Fall charakterisiert?).

Wir wollen nun zeigen: Falls unsere quadratische Form Q (4, &)
positiv-definit ist, so ist der fiir # = 0, £ = 0 angenommene stationire
Wert ein Minimum. Ist die Form negativ-definit, so ist er ein
Maximum. Ist die Form indefinit, so haben wir weder ein Maximum
noch ein Minimum, sondern einen sogenannten Sattelwert. Es ist
also hiernach der definite Charakter der Form @ eine hinreichende
Bedingung fiir ein Extremum, wihrend der indefinite Charakter von Q
das Bestehen eines Extremums ausschlieBt. Den semidefiniten Fall,
der zu verwickelteren Erérterungen fithrt, lassen wir auler Betracht.

Um den Beweis unserer ersten Behauptung zu fithren, brauchen wir
uns lediglich auf die Tatsache zu stiitzen, daB im Falle einer positiv-
definiten Form Q eine feste von % und % unabhingige postive Zahl m
existiert, so daBB

Q= m (i + 1) =2m?

1) Diese Bedingungen leitet man folgendermaBen ab: Entweder es ist
a=c¢=0; dann haben wir b0 anzunehmen, und die Form ist, wie schon
bemerkt, indefinit, das Kriterium also fiir diesen Fall richtig. Oder es ist
etwa a3 0; dann konnen wir schreiben

2 P2
ak®+2bhk +ck2=a[<h+%k> 4 oe—b kﬂ;

a2

diese Form ist offenbar definit, wenn ca—b52>0 ist, und zwar hat sie dann
dasselbe Vorzeichen wie a; semidefinit, wenn ca—b2=0, weil sie fiir alle der
Gleichung #:k=—b:a geniigenden % und A verschwindet, jedoch nur Werte
eines Vorzeichens annimmt; schlieBlich indefinit, wenn ca—2<< (0, weil sie

. . . b
Werte verschiedenen Vorzeichens annimmt, wenn entweder k& oder h+4—£&
2

verschwindet.
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istl). Es wird also
1
[ (xo+h, 3o+ k) —f (%0, 50) = 5 Q (1, k) + 80 = (m+¢) 0>

Wihlen wir nun g so klein, da3 die Zahl ¢ absolut genommen kleiner

als %’ ausfillt, so wird offenbar
F(to+ I yo+ B)— 1 (%0, 55) = 5 0*-

Fiir die so bestimmte Umgebung des Punktes (x,, ¥,) ist demnach
iiberall der Funktionswert groBer als der Funktionswert f (%, y,): die
Stelle (%, y,) ist eine Stelle des Minimums. Genau so folgt, wenn die
Form negativ-definit ist, daB8 an unserer Stelle ein Maximum vorliegt.

Ist endlich unsere Form indefinit, so gibt es ein Wertsystem (%, &),
fiir welches die Form Q negativ ist, und ein zweites (k,, &,), fiir welches
die Form positiv ist. Wir konnen dann gewif eine positive Zahl finden,
so daB

Q (hy, ky) < —2mei,
Q (g, ky) > 2m 0F

wird. Setzen wir nun A = thy, k = tk; 0> = h® -+ k? (t &= 0), betrachten
wir also einen Punkt x, - %, 9 + &k auf der geradlinigen Verbindungs-
linie von (%, y,) mit (% + %y, Yo+ k1), so wird wegen Q (k, k) = t2Q (h, 4),
0?= 292 auch

Q(h, k)< —2mp?.

Hiernach kénnen wir durch Wahl eines hinreichend kleinen £ (also ent-
sprechend o) den Ausdruck f (xo+ 4, ¥o+ k) — f (%9, yo) negativ machen. Man
braucht namlich # nur so klein zu wiahlen, daB fiir A = ¢k,, £ = tk, unsere

oben definierte GréBe & dem absoluten Betrage nach kleiner als % wird.

Fiir ein solches Wertsystem wird f (%, + %, ¥ + &) — f (%4, o) < — % 0%,

also der Funktionswert f (%, -+ %, yo -+ &) kleiner als der stationire Wert
f (%, ¥o). Ebenso kénnen wir aber auch, indem wir die entsprechende
Betrachtung fiir das Wertsystem % = ¢k, k& = tk, anstellen, Punkte in
einer beliebig kleinen Umgebung von (#,, y,) finden, fiir welche der
Funktionswert groBer wird als der Wert f (%4, ¥o). Wir haben also
sicherlich weder ein Maximum noch ein Minimum vor uns, sondern den
Fall, den wir durch das Wort Sattelwert bezeichneten.

h, k
1) Um dies einzusehen, betrachten wir den Quotienten %# als Funktion

und v = —k— Es ist dann #?2 + 92 =1,
Va2 + k2 h? -+ k2

und aus unserer Funktion entsteht die stetige Funktion von # und v, die auf

dem Kreise 2 +v2=1 einen kleinsten Wert 2m besitzen muB. Offenbar geniigt

dieser Wert m unseren Bedingungen; er ist nicht Null, weil auf dem Kreise

nicht # und v gleichzeitig verschwinden.

der beiden GroBen % =
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Falls an der betreffenden Stelle @ = b = ¢ = 0 ist, oder wie man
sagt, der Ausdruck @ identisch verschwindet, versagen unsere Be-
trachtungen, ebenso wie in dem semidefiniten Falle. Es wiirde zu
umstidndlichen Rechnungen fithren, wenn wir auch fiir diese Ausnahme-
fille hinreichende Kriterien aufstellen wollten.

Als Regel zur Entscheidung iiber Maximum und Minimum halten
wir fest:

Wenn an einer Stelle (x,, vo) aufer den beiden Gleichungen

le (%0, ¥0) =0, v (%o, o) =0
noch die Ungleichung
fa:mfwl _f?:u >0
besteht, so liefert die Stelle einen Extremwert, und zwar ein Maximum,
falls {4 <O (und daher auch {,, < 0) ist, esn Minimum, falls f,, > 0 ist.

Ist dagegen
fszyv—ffy < 0;

so haben wir es mit keiner Extremalstelle 2u tun; der Fall
fa;vau—fgy=0

bleibt hier unentschieden

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, da3 unsere Bedingungen
eine sehr einfache geometrische Bedeutung haben. Die notwendigen Be-
dingungen f, = f, = 0 besagen, daB die Tangentialebene an unsere Fliche
2= f (x, y) horizontal verlduft. Haben wir ein wirkliches Extremum
vor uns, so bedeutet dies anschaulich, daB die Tangentialebene in der
Umgebung des betreffenden Punktes die Fliche nicht durchschneidet.
Im Falle eines Sattelwertes jedoch durchschneidet die Tangentialebene
unsere Fliche in einer Kurve, die an der betreffenden Stelle mehrere
Aste besitzt. Diese Verhiltnisse werden noch deutlicher werden durch
die Betrachtung des nichsten Paragraphen iiber singulire Punkte.

Als Beispiel suchen wir die Extremalstellen der Funktion

fl,y) =242y 4+ y2+ax+ by.
Die ersten Ableitungen gleich Null gesetzt ergeben die Gleichungen

2x+y+a=0, 2+2y+06=0,

und wir erhalten als Lésung x = % (b —2a), y= % (@ —20b); der

Ausdruck
]‘ma:fvw—f:w=3

ist positiv, ebenso f,, = 2: wir haben daher ein Minimum vor uns.
Bei der Funktion
fxy)=(y —#%)2+ x5
erhalten wir den Nullpunkt als stationire Stelle. Es verschwindet da
zwar der Ausdruck /., f,,— /3,, und unsere Kriterien versagen; man
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sieht aber leicht ein, daB kein Extremum vorliegt, sondern daB die
Funktion in beliebiger Nihe des Nullpunktes sowoh! positive als auch
negative Werte annimmt.

Hingegen liegt bei der Funktion

fxy)=@E—yr+y—1)*

im Punkte x =1, ¥y =1 ein Minimum vor, wenn auch der Ausdruck
fee fyy — f2y® dort verschwindet. Es ist ndmlich

FA4+n14+k—Ff11)=h—kr+ R,
und diese GroBe ist fiir p == 0 positiv.

§ 2. Singuldre Punkte von ebenen Kurven.

Wir haben in Kap. III §2, 2 gesehen, daB eine Kurvef (x, ) =0
an einer Stelle x = x,, y = ¥, wo gleichzeitig die drei Gleichungen

f(xo:yo)=0» fm(x(hyo):O’ fal(xo’yo)=0

bestehen, im allgemeinen ein singulires Verhalten aufweist. Um diese
singuldren Punkte systematisch zu studieren, setzen wir voraus, daB
unsere Funktion f(x,y) in der Umgebung der betreffenden Stelle
stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt, und daB8 an der
Stelle nicht alle Ableitungen zweiter Ordnung gleichzeitig verschwinden.
Dann liefert die Taylorsche Entwicklung bis zu den Gliedern zweiter
Ordnung fiir die Gleichung unserer Kurve

27 (%, ¥) = (8 —2%0)* {5 (%0, Yo) + 2 (% — %0) (¥ —¥o) [y (%0, V)
+ (=0 f1y (%0, ¥0) +02=0,
wobei 92 = (x — )2 4 (¥ — ¥,)? gesetzt wurde und ¢ zugleich mit p
gegen Null strebt.
Die Gleichung der allgemeinen Geraden durch den Punkt (%, ¥,)
kénnen wir vermittels eines Parameters ¢ in der Form

x—%,=at, Y —Yo="bt
schreiben, wobei @ und & zwei beliebige Konstanten sind, die man
etwa durch a2 4 b2 = 1 normieren kann. Bestimmen wir den Schnitt-
punkt dieser Geraden mit der Kurve f (%, ) = 0, d. h. setzen wir diese
Ausdriicke in die obige Entwicklung fiir f (x, ¥) = 0 ein, so erhalten
wir fiir diesen Schnittpunkt die Gleichung

a2ty + 2ab2f,, + 22f, , + e(a? + 22 =0.
Diese ergibt zunichst den Parameterwert { = 0, d.h. den Punkt
(%9, ¥o), Wie es selbstverstindlich ist; dabei ist jedoch bemerkenswert,
daB die linke Seite der Gleichung sogar durch #2 teilbar ist, d. h. daB

t=0 eine ,Doppelwurzel“ obiger Gleichung ist. Man nennt daher
gelegentlich die singuldren Punkte auch ,,Doppelpunkte’ der Kurve.
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Nach Abspaltung des Faktors ¢2 bleibt die Gleichung
Bloe+2abfsy + bzf,”,—}—-g =0,

Wir fragen nun, ob es vorkommen kann, daB eine unserer Geraden
die Kurve in einem solchen weiteren Punkte schneidet, der, wenn die
Gerade gegen eine geeignete Grenzlage strebt, gegen (%, y,) kon-
vergiert. Eine solche Grenzlage einer Sekante werden wir als Tan-
gente zu bezeichnen haben. Zu dem Zwecke bemerken wir, daf, wenn ein
Punkt gegen (%,, ¥o) strebt, die GréBe ¢ und damit auch unser ¢ gegen
Null konvergiert; soll also unsere obige Gleichung dauernd erfiillt sein,
so muB auch der entsprechende Ausdruck a2f,,+ 2abf,, 4 b2f,,
gegen Null streben, d. h. fiir die Grenzlage unserer Geraden muf

gelten: atfy o+ 2abf,, + b%f,,=0.

Diese Gleichung liefert uns eine quadratische Bedingung fiir das die
Gerade bestimmende Verhiltnis a: 5.

Eine nihere Diskussion, die hier keinen Platz finden kann,
folgert hieraus, daB unsere Forderung im allgemeinen zwei Tangenten
in einem Doppelpunkt bestimmt.

Wenn die Diskriminante der quadratischen Gleichung negativ ist,

d. h. wenn
fmwfyu'_f?:y < 0’

so erhalten wir zwe: verschiedene reelle Tangenten. Die Kurve hat einen
Knotenpunkt, etwa wie die Lemniskate (12 + y%)% — (¥ — %) = 0 im
Nullpunkt oder die Strophoide (%2 - ¥2) (x — 2 a) 4 a?x = 0 im Punkte
X =a, Yo =0.

Wenn aber die Diskriminante verschwindet, d. h. wenn

fmzfvy—f:%'y=0
ist, so kann man allgemein nichts aussagen; es konnen sich z. B. zwei
Kurvenidste berithren oder es kann eine Spitze vorliegen.
Ist schiieBlich
fo;a:leﬂ_fgy >0,

so erhalten wir tiberhaupt keine (reellen) Tangenten. Dies tritt z. B. ein
bei den ,,isolierien Punkten’ algebraischer Kurven. Darunter versteht
man Punkte, die zwar der Kurvengleichung geniigen, in deren Um-
gebung aber die Kurve keine weiteren Punkte besitzt. Als Beispiel moge
die Kurve (x2 —a?)? + (y? —b2)2 = g* 4 b* dienen: der Nullpunkt
geniigt zwar der Gleichung, aber fiir alle anderen Werte aus dem Bereich
%] <ay2, |y| <by2 wird die linke Seite kleiner als die rechte.

Der hier beiseite gelassene Fall, daB auch alle Ableitungen zweiter
Ordnung verschwinden, fiihrt zu weitergehenden Untersuchungen, auf
die wir nicht niher eingehen wollen. Es kénnen durch einen solchen
Punkt mehrere Kurveniste hindurchgehen, oder auch andersartige
Singularititen auftreten.
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Zum SchluB sei noch kurz auf den Zusammenhang dieser Entwick-
lungen mit der Theorie der Maxima und Minima hingewiesen. Die
Tangentialebene an die Fliche z = f (x, ) in einem stationiren Punkte
(%, vo) Wird wegen des Verschwindens der ersten Ableitungen einfach
durch die Gleichung

z—f(xo, y0)=0
gegeben. Die Gleichung
1 ,3)— 1 (%, %6) =0

gibt uns daher die Projektion der Schnittkurve der Tangentialebene mit
der Fliche auf die x, y-Ebene, und wir sehen, daB der Punkt (x,, v,) ein
singulirer Punkt dieser Kurve ist. Falls er nun ein isolierter Punkt ist,
hat die Tangentialebene in einer gewissen Umgebung keine weiteren
Punkte mit der Fliche gemeinsam: die Funktion f (¥, y) hat im Punkte
(%0, ¥o) €in Maximum oder Minimum (vgl. S. 168). Liegt aber ein Knoten-
punkt vor, so durchschneidet die Tangentialebene die Fliche in einer
Kurve mit zwei Asten, und wir haben es mit einem Sattelwert zu tun.
Diese Bemerkungen fithren uns genau auf die schon in §1 gefundenen
hinreichenden Bedingungen.

Viertes Kapitel

Integrale von Funktionen mehrerer
Veranderlicher.

Wihrend sich die Differentiation und das Operieren mit den Diffe-
rentialquotienten bei Funktionen mehrerer Verinderlicher in fast
selbstverstindlicher Weise durch Zuriickfithrung auf die entsprechenden
Dinge bei einer Verinderlichen ergibt, liegen hinsichtlich der Inte-
gration und deren Beziehungen zur Differentiation die Verhiltnisse bei
mehreren Veridnderlichen etwas verwickelter, da die Verallgemeinerung
des Integralbegriffes bei mehreren Verinderlichen auf verschiedene
Arten erfolgen kann. Wir werden nimlich im vierten und fiinften
Kapitel sehen, daBl wir neben der nédchstliegenden Verallgemeinerung,
den vor allem im vorliegenden Kapitel behandelten Gebietsintegralen,
noch sogenannte Kurvenintegrale in der Ebene und Oberflichen-
sowie Kurvenintegrale in drei Dimensionen zu betrachten haben. Aber
auch hier wird sich zeigen, daB schlieBlich alle Fragen der Integration
doch wieder auf den urspriinglichen Integralbegriff fiir eine unabhingige
Verinderliche reduziert werden kénnen.

§ 1. Gewohnliche Integrale als Funktionen eines Parameters.

Bevor wir die neuartigen, bei mehreren Verinderlichen auftretenden
Verhiltnisse erdrtern, sei die Diskussion einer unmittelbar an Be-
kanntes anschlieBenden Begriffsbildung vorangeschickt.
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1. Beispiele und Definitionen,

Ist f(x,y) eine in dem Rechtecksbereich « < x < B, a<y<b
stetige Funktion von % und y, so konnen wir uns zunichst die
GroBe x festgehalten denken, und die so entstehende Funktion f (%, ),
als Funktion von y aufgefaBt, iiber das Intervall 2 < y < b integrieren.
Wir gelangen so zu dem Ausdruck

b
aff(x, y)ay,

der nunmehr noch von der Wahl der GroBe x abhiingt. Wir betrachten
also gewissermafBen nicht nur das eine Integral, sondern gleich die

b
Schar von solchen Integralen f f(x, y)dy, die man fiir verschiedene

Werte x erhilt. Diese bei der Integration festzuhaltende GroBe x,
iiber welche man noch frei verfligen kann, bezeichnet man als Para-
meter. Unser gewohnliches Integral erscheint also jetzt als Funktion
des Parameters x.

Solche Integrale, die Funktionen eines Parameters sind, treten
in der Analysis und ihren Anwendungen sehr hiufig auf. So ist z. B.

1

xdy .

—————— =arcsinx,
V1 — 222

0

wie man durch die Substitution xy = # leicht einsieht. Auch bei der
Integration der allgemeinen Potenz kénnen wir den Exponenten als
Parameter auffassen und demgemif schreiben
. 1
f yrdy= P
0
wobei wir ¥ > 0 voraussetzen.
Veranschaulichen wir uns den Definitionsbereich der Funktion
f (%, ¥) geometrisch, so erhalten wir bei festem x die zu integrierende
Funktion von v, indem wir unser Rechteck mit der betreffenden Par-
¥ allelen zur y-Achse wie in der Fig. 65 durch-
B schneiden und die Funktionswerte der Funk-
tion f(x,y) auf dieser Schnittstrecke A B
als Funktion von y betrachten. Wir sagen
auch, daB man die Funktion f(x, y) lings
~ der Strecke AB integriert.
z Diese geometrische Betrachtung legt eine
Verallgemeinerung nahe: Wenn der Defini-
tionsbereich G, in welchem wir die Funktion f(#, y) betrachten wollen,
nicht ein Rechteck ist, sondern etwa die in Fig. 66 gezeichnete Gestalt

Fig. 65.
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besitzt, d. h. von jeder Parallelen zur y-Achse in héchstens zwei
Punkten durchschnitten wird, so kénnen wir ebenfalls bei festem x die
Funktionswerte der Funktion f(x, y) ldngs der Durchschnittsstrecke A B
unserer Parallelen zur y-Achse mit dem Definitionsbereich G betrach-
ten und nach y integrieren. Dabei werden
Anfangs- und Endpunkt des Integrations- %
intervalles nunmehr bei Anderung des Wer-
tes x sich selbst mitdndern; mit anderen
Worten: wir sehen uns veranlaft, ein Inte-
gral der Art

o (%)

ff(x,y)dy=F(x)

1 (%)

8 '9’2(1?)

Fig. 66.

zu betrachten, d. h. ein Integral mit der Integrationsverdnderlichen y
und dem Parameter %, wobei der Parameter auBer unter dem Integral-
zeichen noch in den Integrationsgrenzen vorkommt. Ist beispielsweise
der Definitionsbereich ein Kreis mit dem Radius 1 um den Anfangs-
punkt, so werden wir Integrale der Form

+ V11—
[t 9y
ey

zu betrachten haben.

2. Stetigkeit und Differenzierbarkeit eines Integrales
nach dem Parameter.

Das Integral b
F(x) = [f(x,y) dy

hingt stetig vom Parameter x ab, wenn f (x,y) tn dem betreffenden
Bereiche stetig ist. In der Tat wird

b b
Flet—F (1) =[x+ 1 3) —1(2,9)) | <[ 15+, 9)— 15, 9],

und da wegen der — gleichmidBigen — Stetigkeit von f(x,y) der
Integrand rechts bei hinreichend kleinem #% gleichmiBig in y beliebig
klein wird, so folgt die Behauptung unmittelbar. Insbesondere kann
man also die Funktion F(x) etwa zwischen den Grenzen o« und f§
nach dem Parameter x integrieren und erhilt so:

B g b
J\F(x)dx _—-Jl(ff (=%, ¥) dy) ax.
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Das rechts stehende Integral schreibt man auch in der Form

Ao
f f f(x, ¥)dydx und bezeichnet es als ,,Doppelintegral .

Wir fragen nunmehr danach, ob und wie man F(x) differenzieren
kann. Betrachten wir zunichst den Fall fester Grenzen und setzen voraus,
daB die Funktion f (¥, y) eine in dem ganzen abgeschlossenen Rechteck G
stetige partielle Ableitung f, besitzt, dann liegt es nahe, den Differential-
quotienten des Integrales nach x dadurch zu bilden, da man, anstatt
zuerst zu integrieren und dann zu differenzieren, diese beiden Prozesse
miteinander vertauscht, d. h. erst f nach x differenziert und dann nach y
integriert. In der Tat gilt folgender Satz: Wenn die Funktion f (x, y)
im abgeschlossenen Rechteck o < x < B, a < v X b eine stetige Abler-
tung nach x besitzt, so darf man das Integral wach dem Parameter unter
dem Integralzeichen differenzieren, d. h. es gilt fiir a < x X B

b b
S F@ =115 dy=[1.0e, ) ay D).

Beweis: Wir diirfen, wenn zugleich ¥ und x + %2 dem Intervall
o < ¥ < B angehoren, schreiben

b b
F(x+h)—F(x)=ff(x+h, ydy— [fxy)d

b
{ Fx+hy)—f @ y)dy.

Wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von f (%, y) ist nun nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in den iblichen Bezeich-
nungen f(x + h, v) — f(x, 9y) = hf.(x + Oh, y), 0 < & < 1. Da ferner
die Ableitung f, im abgeschlossenen Bereich stetig vorausgesetzt war,
also auch gleichmiBig stetig ist, so ist die Differenz

1) Hieraus ergibt sich iibrigens ein einfacher Beweis fiir die frither (Kap. II,
§3, S.49) bewiesene Tatsache, daB bei der Bildung der gemischten Ableitung
8.,y einer Funktion g (#, y) die Reihenfolge der Differentiationen vertauscht
werden darf, falls g, , stetig ist. Denn setzen wir f (», y) = g, (#, ¥), so gilt

y
gwy) =g a)+ [ ndy

Da f (#, ¥) im Rechteck a < » < B, a < ¥ < b eine stetige Ableitung nach # be-

sitzt, so folgt y

€o=8s (%, a) + [fo (v, 1) dn

a

8oy = fe (¥, ).
Andererseits gilt aber auch g,, = f, (, ) und daher ¢, , =g, ..

und daher
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dem Betrage nach kleiner als eine positive, von x und y unabhingige
Gr6Be e, die mit 4 zugleich gegen Null strebt. Somit hat man

b b 2

b
< [edy=e(b—a).

LaBt man nun % gegen Null streben, so strebt auch & gegen Null
und es folgt sofort die Beziehung

limE#+ 4 —F(x)
h—0

b
=f [o(x,y)dy=F'(x),

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

In dhnlicher Weise ergibt sich die Stetigkeit und die Regel fir
die Differentiation eines Integrales nach einem Parameter, wenn
der Parameter in den Grenzen vorkommt. Handelt es sich z. B. um

die Differentiation von
w2 ()

F(x)=[ fxy)dy,

w1 (2)
so gehen wir aus von der Darstellung

fvfxydy D(u,v, %),

wobel # = ; (x) und v = y, (x) gesetzt wird; wir setzen dabei vor-
aus, daB g, (x) und y, (x) im betrachteten Intervalle stetige Ab-
leitungen nach x besitzen und daB f(x,9) in einem den zugrunde ge-
legten Bereich umfassenden Bereich stetig differenzierbar ist. Nach
der Kettenregel erhalten wir nun

, oD du 0P dv
F(x)= 8x Tt udz T 9v dx’

Unter Beriicksichtigung des Fundamentalsatzes der Integralrechnung
(s. Bd. I, zweites Kapitel, S. 88) ergibt sich sofort die Formel

s (2)

F ()= f, &5) dy—y1 (0) ] (%, 9, () + va () ] (%, 1y (%)) .

1 ()

Wihlt man z. B. fiir F(x) die Funktion

F (%) =0f sin (xy) dy,

so erhdlt man
@

% =‘[y cos (xy) dy + sin (x2),

0
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Wihlt man
1

xdy .
—1“*_ —-aI‘CSlnx,

0
so ergibt sich die Relation

1
, dy . 1
F (x): yl_xzyzs _}/1_,_,,2’
0

deren Richtigkeit der Leser leicht direkt nachpriifen kann.
Weitere Beispiele liefern die Integrale

)=[E= 1) ay,

x

Fo(x)=[{(») dy,

0

wobei # irgendeine ganze positive Zahl, f(y) eine im betrachteten
Intervalle stetige Funktion von y allein ist. Nach unserer Regel folgt
sofort, da der von der Differentiation nach der oberen Grenze x her-
rithrende Ausdruck fiir y = x verschwindet,

Fo(x)=F,_1(%).
Es ergibt sich somit ohne weiteres, da Fj(x)= f(x) ist,
Fpiv(x) =f(»).

Also ist F,(x) die Funktion, deren (» 4 1)-te Ableitung gleich 7(x)
ist und welche selbst nebst ihren # ersten Ableitungen fiir x = 0 ver-
schwindet; sie entsteht aus F,_,(x) durch Integration von 0 bis x.
Mithin ist F, (x) diejenige Funktion, welche aus f(x) durch » malige
Wiederholung der Integration zwischen den Grenzen 0 und x entsteht.
Diese # malige Integration kann also durch eine einzige iiber die Funk-
% — )8
(_ML)
Unsere Regeln zur Differentiation des Integrales nach einem Para-
meter bleiben vielfach noch dann giiltig, wenn bei der Differentiation
unter dem Integralzeichen eine nicht mehr durchweg stetige Funktion
entsteht. Anstatt in solchen Fillen allgemeine Kriterien anzuwenden,
deren Formulierung uniibersichtlich wird, ist es dann zweckmi8ig, in
jedem Falle besonders zu priifen, ob eine solche Differentiation gerecht-
fertigt ist. Als Beispiel betrachten wir das elliptische Integral (vgl.
Bd. I, S.195)

tion 7 () nach y erstreckte Integration ersetzt werden.

+1
. 2
[Yl—x”)l—kzxz)’ (k2 <1).
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Die Funktion .

V(1 — #2) (1 — k2a2)

1k, %)=

wird fiir x— 4 1 und x — —1 unstetig, aber das Integral hat (als
uneigentliches Integral) einen Sinn. Die formale Differentiation nach
dem Parameter % wiirde ergeben

+1

By kxtdx
FO=) fi=ma—ma
=1

Um zu untersuchen, ob diese Gleichung richtig ist, wiederholen
wir die Uberlegung, die oben zu unserer Differentiationsformel fiihrte.
Sie ergibt

F(k+h) — F (k)

+1
(k +Oh)s2dx
k = .
n ff +3hx)dx= J =ma—wromy

Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem durch formale Differen-
tiation gewonnenen Integral um

A k+9h & P
_f yr—= (V(l — Gk oREp Y- kw)f*) ¥
—1

Wir haben zu zeigen, daB8 dieses Integral fiir 27— 0 gegen Null strebt.
Hierzu grenzen wir um % ein Intervall 2, <% < %, ab, welches die
Werte -+ 1 ausschlieBt, und wihlen % so klein, daB % + &7 sicher in
dieses Intervall hineinfillt. Die Funktion

L

YA —k242)3
ist im abgeschlossenen Bereich —1 < x < 1, %, < k < &, stetig, also
auch gleichmiBig stetig. Daher bleibt die Differenz

R+90h . k

} Y@ — (& +8r2a2p  Y(1—Ak2a2p

unterhalb einer von x und %k unabhingigen und mit % gegen Null
gehenden Schranke e. Mithin bleibt auch das Integral 4 dem Betrage

nach unterhalb von
2d
f /x ad e=Me,
Ji—n®

wo M eine feste von & unabhingige Zahl ist, d.h. das Integral A4
strebt mit 4 gegen Null, was wir zeigen wollten.
Die Differentiation unter dem Integralzeichen ist also in diesem Falle
erlaubt. Ahnliche Uberlegungen fiihren in anderen Fillen zum Ziel.
Courant, Differentialrechnung. II.Bd. 2. Aufl. 12
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§ 2. Das Integral einer stetigen Funktion iiber einen
ebenen oder rdumlichen Bereich.

1. Das Gebietsintegral als Volumen.

Zu der ersten und wichtigsten Verallgemeinerung des gewdhnlichen
Integrales auf einen Bereich von mehreren Dimensionen gelangen wir
ganz analog wie bei einer unabhingigen Verdnderlichen zunichst von
der geometrischen Anschauung her. Es sei G ein Bereich der #, y-Ebene,
begrenzt — wie immer bei unseren Betrachtungen — von einem oder
mehreren Kurvenstiicken mit stetiger Tangente; und es sei ferner
z=f(x, y) eine in dem abgeschlossenen Bereich G stetige Funktion,
die wir zunichst als nirgends negativ voraussetzen und durch ein iiber
dem Bereich G im x, v, 2-Raume liegendes Flichenstiick reprisentiert
denken. Am Rande des Bereiches G errichten wir in jedem Punkte
die Lote auf der x, y-Ebene, deren Gesamtheit einen auf dieser
Ebene senkrechten Zylinder definiert. Durch diesen Zylinder, das
beschriebene Flichenstiick z = f(x, ¥) und den Bereich G der x, y-
Ebene wird ein Stiick des Raumes eingegrenzt. Das Volumen V dieses
Raumstiickes bezeichnen wir als das Integral der Funktion f(x, y)
iber den Bereich G. Dabei setzen wir zunichst als anschaulich gegeben
die Tatsache voraus, daB es einen Sinn hat, von diesem Volumen
zu sprechen, indem wir die tiefere Begriindung des Volumenbegriffes,
wie aller sonst in diesem Paragraphen der Anschauung entnommenen
Tatsachen, auf den Anhang dieses Kapitels verschieben. Ganz dhnlich
wie in Bd.I, zweites Kapitel, S.60 werden wir nun versuchen, dieses
anschaulich vorliegende Volumen wirklich durch eine MafBzahl V zu
charakterisieren, die wir durch einen bestimmten analytischen Grenz-
prozeB definieren werden. Wir gehen dabei davon aus, da8 man zwar
nicht von vornherein beliebig krummflichig begrenzte Volumina aus-
messen kann, wohl aber von zwei Ebenen begrenzte zylindrische Vo-
lumina durch das Produkt aus dem Flicheninhalt ihrer Grundfliche und
der MaBzahl ihrer Hohe. Ebenso kénnen wir das Volumen jedes Raum-
stiickes, das sich aus solchen zylindrischen Teilen zusammensetzt, als
die Summe der entsprechenden Teilvolumina auffassen. Bei unserem
krummflichig begrenzten Raumstiick ist nun wiederum eine solche
Zerlegung in eine Anzahl von zylindrischen Stiicken exakt nicht moglich;
aber wir konnen das Volumen V in folgender Weise als Grenzwert
einer Summe von Zylindervolumina auffassen: Wir teilen den Bereich G
durch eine endliche Anzahl! von Kurvenstiicken — wenn wir schlecht-
hin von Kurvenstiicken. sprechen, meinen wir stets solche, die mit
stetiger Tangente versehen sind — in eine endliche Anzahl von Teil-
bereichen G,;, G,, ..., Gy ein, wobei dann der Flicheninhalt von G
gleich der Summe der Flicheninhalte der Teilbereiche G; wird. Er-
richten wir auf dem Rande jedes dieser Teilbereiche den zur x, y-Ebene
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senkrechten Zylinder, so wird dadurch das Volumen in eine Anzahl
von rohrenférmigen Teilen zerschnitten. Das Volumen jeder dieser
Roéhren kénnen wir zwar exakt ebensowenig wie das Volumen V
darstellen; aber wir konnen es sofort zwischen zwei Grenzen ein-
schliefen. Bezeichnen wir nidmlich mit ,; den kleinsten Funktions-
wert, welchen f(x, y) im abgeschlossenen Bereich G; einnimmt, und
mit M; den gréBten dieser Funktionswerte, so liegt das Volumen der
iber dem Teilbereich befindlichen Réhre zwischen dem Volumen des
iber diesem Bereich errichteten Zylinders mit der Héhe m,; und des
entsprechenden Zylinders mit der Hohe M;, d. h. zwischen den beiden

Zablen m; AG; und M, AG,,

wenn wir mit AG; den Flicheninhalt des Bereiches G; bezeichnen.
Die beiden Summen

N z

2m; 4G,
und =

N

DM, AG,

i=1
bezeichnen wir als Uniersumme bzw. | ”
als Obersumme fiir unsere Einteilung ‘ [
und erhalten so fiir das fragliche ; i. y
Volumen V die Beziehung x

Fig. 67. Volumenbestimmung eines zylindrischen

N N
Zmi A Gz g V g ZMZ A Gi . Raumstiickes.
1 1

Wenn wir nun unsere Einteilung derart verfeinern, daB die Anzahl N
der Bereiche gréBer und gréBer wird, wihrend gleichzeitig der groBte
Durchmesser dieser Teilbereiche (d. h. die gréBte Entfernung je zweier
ihrer Punkte) gegen Null strebt, so erkennen wir anschaulich, daB
Obersumme und Untersumme sich einander immer mehr nihern werden,
und daB wir daher unser Volumen sowohl als Grenzwert der Obersumme
als auch als Grenzwert der Untersumme fiir N — o0 auffassen diirfen.

Denselben Grenzwert V' diirfen wir offenbar auch dann erwarten,
wenn man statt m; oder M; jeweils eine zwischen m; und M, gelegene
Zahl, etwa den Funktionswert f(x;, y,) an einer Stelle (x,, y;) des
Bereiches G; wahlt,

2. Die allgemeine analytische Fassung des Integralbegriffes.

Diese der geometrischen Anschauung entnommenen Begriffe miissen
wir nun in der nétigen Allgemeinheit analytisch fassen und prizisieren,
ohne uns unmittelbar auf die Anschauung zu berufen. Demgemil(
gehen wir folgendermaBen vor: Wir betrachten einen abgeschlossenen
Bereich G mit dem Flicheninhalt AG und eine in ihm definierte und

12%*
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mit EinschluB des Randes stetige Funktion f(x, y). Wir teilen den
Bereich in der vorhin angegebenen Weise durch irgendwelche Kurven-
bogen in N Teilbereiche G;, Gy, ..., Gy mit den Flicheninhalten
AG,, ..., AGy. In G; wihlen wir eine beliebige Stelle (&;, #;) mit
dem Funktionswert f; = f(£;, ;) und bilden die Summe

N
VN=2fiAGi-
1

Der grundlegende Satz lautet nun folgendermaBen: Wenn die Zahi N
tiber alle Grenzen wichst und mit wachsendem N der grofite unter den
Durchmessern unserer Teilbereiche gegen Null strebt, so besitzt Vy einen
Grenzwert V. Dieser Grenzwert ist unabhingig von der speziellen Art der
Einteilung des Bereichs G und von der Wahl der Punkte (§;,m;) in G,.
Den Grenzwert V nennen wir das Integral der Funktion f(x, y) tiber den
Bereich G, in Zeichen:
JI1 9.

Zusatz: Wir erhalten denselben Grenzwert, wenn wir jeweils unsere
Summen nur iiber diejenigen Teilbereiche G; erstrecken, welche ganz
im Innern von G liegen, d. h. nirgends an den Rand von G anstofBen.

Der eben formulierte Satz von der Existenz des Integrales?)
einer stetigen Funktion muf rein analytisch bewiesen werden. Wir
werden den Beweis, der ganz #dhnlich wie der entsprechende Beweis
bei einer Verdnderlichen verlduft, im Anhang dieses Kapitels nachholen.

Zunichst wollen wir uns unseren Integralbegriff durch Betrachtung
spezieller Einteilungen n#herbringen. Der einfachste Fall ist, daB G
aus einem Rechteck a < x < b, ¢ < y £ d gebildet wird und daB

1) Wir koénnen diesen Satz noch in einer fiir manche Zwecke niitzlichen
Weise verscharfen. Es ist nicht notig, bei der jeweiligen Einteilung in N Teil-
bereiche einen Wert zu nehmen, den die Funktion f(#, y) in einem gewissen Punkte
(&;» m,) des betreffenden Teilbereiches wirklich annimmt, sondern es geniigt bereits,
Werte zu nehmen, die sich von den Funktionswerten f(E,., 7,) um GréBen unter-
scheiden, welche bei zunehmender Feinheit der Einteilung (gleichmiB8ig) gegen Null
streben. Mit anderen Worten: wir kénnen statt der Funktionswerte f(§,, 7,)

GréBen fo=1& . n)+ e,

betrachten, wobei |&;, #| < ey, lim ey = Oist. (&;, » ist also der Unterschied zwi-
N >0

schen dem Funktionswert im betrachteten Punkte des i-ten Teilbereiches bei der
Einteilung in N Teilbereiche und der von uns ins Auge gefaBten GréBe f,, mit der
wir die Summe bilden.) Dieser Satz ist fast selbstverstindlich, denn da die ¢;, 5
selbst gleichmiBig gegen Null streben, so kann man die Differenz zwischen den
beiden betrachteten Summen

N N
Al\jfiAGf und 21'(fi+si:N)AG6

absolut genommen beliebig klein machen, wenn man nur die Zahl N hinreichend
gro wahlt.
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wir auch fiir die Teilbereiche G; achsenparallele Rechtecke wihlen,
indem wir etwa das x-Intervall in # und das y-Intervall in m gleiche
Teile der Linge

___b—zz _d—c

h= bzw. k=
n

m

durch die Teilpunkte %y = a, %;, %5, . . ., X, = b bzw. yg=1¢, ¥1, ¥a, . - -»
yYm = @ teilen und durch diese Teilpunkte die Parallelen zur x-Achse
bzw. y-Achse ziehen. Es wird jetzt N = nm; simtliche Teilbereiche
sind Rechtecke mit dem Flicheninhalt AG, =hk = Ax Ay, wenn
wir 4 = Ax und k& = Ay setzen. Fiir den Punkt (&, ;) kénnen wir
irgendeinen Punkt in dem betreffenden Rechteck nehmen und haben
dann die Summe

;f (Em)dxdy
iiber alle Rechtecke unserer Einteilung zu bilden.

Lassen wir # und m gleichzeitig {iber alle Grenzen wachsen, so
wird unsere Summe dem Integral unserer Funktion f {iber das Recht-
eck G zustreben.

Jedes unserer Rechtecke 148t sich auch durch zwei Indizes » und
u charakterisieren, welche den Koordinaten der linken unteren
Ecken der betreffenden Rechtecke entsprechen: x = vk und y = uk.
Dabei durchliuft v die ganzzahligen Werte von 0 bis # —1 und u
die Werte von 0 bis # — 1. Bei einer solchen Anordnung der Recht-
ecke nach den Indizes » und 4 wird man

unsere obige Summe zweckmiBig als —
y.oll
Doppelsumme (-
n—1 m—1 W\ \
S S, y)Adx Ay )
y=0 u=0 (l;l
schreiben.
Auch wenn G kein Rechteck ist, so %

: P 3 3 3 - Fig. 68. Rechteckige Einteilung des
w1_rd doc:'h hiufig dl.e Einteilung des'Be Integrationsbereiches,
reiches in rechteckig begrenzte Teilbe-
reiche G; vorteilhaft sein. Hierzu denken wir uns einfach iiber die Ebene
das von den achsenparallelen Geraden

x=1vh (v=0,+1,+2,...)
y=pk (u=0,+1%2,...)
begrenzte Rechtecksnetz gelegt, wobei 4 und % beliebig gewahlte Zahlen
sind, welche die Maschen des Rechtecksnetzes definieren. Wir betrachten
nun alle diejenigen Rechtecke unserer Einteilung, welche ganz im
Innern von G liegen. Diese Rechtecke nennen wir G;. Sie werden

zwar den Bereich noch nicht vollstindig ausfiillen, vielmehr wird G
auBer aus diesen Rechtecken noch aus gewissen an den Rand an-

bzw.
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stoBenden Bereichen G; bestehen, welche sowohl von Stiicken unserer
achsenparallelen Geraden als auch von einem Stiick des Randes von G
begrenzt sind. Aber wir kénnen nach dem Zusatz auf S. 180 das In-
tegral der Funktion f iiber den Bereich G berechnen, indem wir nur
iiber die inneren Rechtecke summieren und den Grenziibergang vor-
nehmen.

Eine andere Moglichkeit der Gebietseinteilung, die hiufig angewandt
wird, ist die Einteilung durch ein Polarkoordinatennetz. Es sei der
Anfangspunkt O des Polarkoordinatensystems im Innern unseres Be-
reichs gelegen; dann teilen wir den Gesamtwinkel 27 in # Teile

der GréBe A9 =27” =} und wihlen ferner eine zweite GréBe & = Av7.

Nunmehr ziehen wir die durch den Anfangspunkt gehenden geraden
Linien # =vh (v =0, 1,2, ..., n —1), sowie die konzentrischen Kreise
7, =puk (p=1,2,...). Diese teilen die
Ebene in Teile ein, wie die nebenstehende
Fig. 69 zeigt. Diejenigen dieser Teil-
bereiche, welche ganz in das Innere von G
fallen, bezeichnen wir mit G, und ihren
Flicheninhalt mit AG;. Dann koénnen wir
wieder das Integral der Funktion f(x, y)
iiber den Bereich G als den Grenzwert der
P Bt et T SUC (e, ) Ad,
auffassen, wobei (&;,%;) ein beliebig in G; gewihlter Punkt ist,
die Summe iiber alle ganz im Innern von G liegenden Teilbereiche G,
erstreckt wird und der Grenziibergang darin besteht, daB gleichzeitig
# und % gegen Null streben.
Der Flicheninhalt AG,; wird jetzt auf Grund einfacher Tatsachen
der Elementargeometrie gegeben durch die Gleichung

1, . 1
AG,=5 us1—7)h=5 (2p+1) &%,

wobei vorausgesetzt ist, daB G, im Kreisring liegt, der von beiden Kreisen
mit den Radien u% und (u + 1) & begrenzt wird.

3. Beispiele.

Das einfachste Beispiel liefert die Funktion f(x,y) = 1. Hier
ist offenbar der Wert unserer Summe unabhingig von der Ein-
teilung stets gleich dem Flicheninhalt des Bereiches G, und daher ist das
Integral der Funktion f(x, ) = 1 in unserem Bereich auch stets gleich
diesem Flicheninhalt, was zu erwarten war; denn dieses Integral be-
deutet jetzt das Volumen des iiber dem Bereich G errichteten Zylin-
ders von der Héohe 1.
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Als weiteres Beispiel betrachten wir das Integral der Funktion
f(x,y) = x tiber das Quadrat 0 < x <1 und 0 < y < 1. Die an-
schauliche Bedeutung des Integrals als Volumen lehrt elementargeome-

trisch, daB der Wert unseres Integrals % sein muBl, Wir bestitigen
das auf Grund der analytischen Integraldefinition. Teilen wir unser
Rechteck in Quadrate der Seitenlinge 4 =% ein und wihlen fir die

Teilpunkte (&;,7;) die linken unteren Eckpunkte der Teilquadrate, so
haben wir fir alle iibereinanderliegenden Teilquadrate, deren linke
Seiten dieselbe Abszisse ¥/ besitzen, als Beitrag zu unserer Summe
den Ausdruck »/43. Dieser Ausdruck kommt #-mal vor. Es ergibt sich
also zusammen fiir alle solche iibereinanderliegenden Quadrate der Aus-
druck #v 53 = v k2. Bilden wir nun die Summe vony = 0 bisy = »n — 1,
so erhalten wir

n—1
n(n—1) 1 h
Dvir="Tr =g —

»=0

Der Grenzwert dieses Ausdruckes fiir 4 — 0 ist %, wie wir behauptet
haben.

Ahnlich 148t sich die Integration des Produktes xy, oder allgemeiner
die Integration einer Funktion f (x, y) der beiden Veridnderlichen x und y,
welche sich als Produkt einer Funktion von x mit einer Funktion von
y in der Gestalt f(x,y) = @ (x) v (y) darstellen liBt, durchfiihren,
wenn der Integrationsbereich ein achsenparalleles Rechteck ist, etwa

a<x<b,
c<y<d.

Benutzen wir nidmlich dieselbe Einteilung unseres Rechtecks wie S. 181
und wihlen in jedem Teilrechteck als Funktionswert den Wert, den
unsere Funktion im linken unteren Eckpunkt annimmt, so erhalten wir
das gesuchte Integral als Grenzwert der Summe

n—1m—1

he 3 2 owhyp(uk),

vy=0u=0

die wir auch als Produkt zweier Summen in der Form

n—1 1 m—1 l
3 gomrl {'S b
l ry=0 ] u=0 l
schreiben koénnen. GemiB der Definition des gewdhnlichen Integrals
strebt aber jeder dieser Faktoren fiir 4— 0 bzw. 2 — 0 gegen das
Integral der betreffenden Funktion iiber das Intervall von a bis b bzw.
¢ bis d und es gilt daher die allgemeine Regel: LaBt sich eine Funk-
tion f(x, y) als Produkt zweier Funktionen ¢ (x) und y(y) darstellen,
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so gilt fiir ihr Gebietsintegral iiber ein achsenparalleles Rechteck
a< x<b, c<y=<d die Zerlegung

b a
fof(x,y)dxdy=ufqv(x)dx-af«/)(y)d

Vermége dieser Regel und der Summenregel (s. u. S.186) kann
man z. B. alle ganzen rationalen Funktionen iiber achsenparallele

Rechtecke integrieren.
Als letztes Beispiel betrachten wir einen Fall, bei welchem es zweck-

miBig ist, nicht eine Rechteckseinteilung, sondern eine Einteilung durch
das Polarkoordinatennetz zugrunde zu legen. Der Bereich G sei der
Kreis mit dem Radius 1 um den Nullpunkt, er sei also definiert durch
%2+ y2< 1, und es sei ferner

fEy)=71—22—)2.

Mit anderen Worten: es handelt sich um die Berechnung des Volumens
einer Halbkugel mit dem Radius 1.

Legen wir nun unsere obige Polarkoordinateneinteilung zugrunde, so
erhalten wir aus dem Teilbereich, der zwischen den Kreisen mit den
Radien 7, = pk und 7,,, = (u + 1) £ und zwischen den Geraden

9 =vh und & = (v + 1) h liegt (h:%’f) den Beitrag

1 ( \2 3
fl/l—(ilj%) (7’,2¢+1—7’f,)h= bl—eieukh:
wobei wir den Wert der Funktion gewahlt haben, welcher im oben

definierten Teilbereich G; auf einem Mittelkreis mit dem Radius

M _—_-y“—"’l2i’i‘ angenommen wird. Alle Teilbereiche, die in demselben

Kreisring liegen, liefern denselben Beitrag, und da es n=27” solche
Bereiche gibt, erhalten wir schlieBlich fiir den ganzen Kreisring den
Beitra,

8 27 Y 1—giouk.

Es wird also unser Integral der Grenzwert der Summe

m—1

2 2”V1 —Qu0uk

und diese Summe strebt, wie wir schon wissen, gegen das einfache
Integral 1 1

277;‘[.]/1—727&17:—-2?”(]/1_72)3
0

0
Wir erhalten daher

i,
G

in Ubereinstimmung mit der bekannten Formel fiir das Kugelvolumen.
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4. Bezeichnungen, Erginzungen, Grundregeln.

An die oben zugrunde gelegte Rechteckseinteilung des Bereiches G
kniipft sich diejenige Bezeichnung des Gebietsintegrals, welche sich seit
der Zeit von Leibniz allgemein eingebiirgert hat. Indem man von der
Schreibweise

S sz (&, m) A% Ay

y=0 u=
der iiber die Teilrechtecke erstreckten Summe ausgeht, deutet man den
Grenziibergang von der Summe zum Integral dadurch an, daBl man an
Stelle des doppelten Summenzeichens ein doppeltes Integralzeichen und
an Stelle des Produktes der GréBen Ax und 4y das Symbol dxdy
setzt. Man schreibt also hiufig das Gebietsintegral in der Form

[t y)axay,
statt der Schreibweise
1w e,

bei welcher wir den Inhalt AG durch das Symbol dg ersetzt haben.
Es sei noch besonders betont, daB die Bezeichnungsweise dxdy nicht
etwa eine Multiplikation von Differentialen bedeuten soll, sondern
lediglich als symbolischer Hinweis auf den Grenziibergang von der
obigen aus ## Summanden bestehenden Summe fiir # — 00 und #m — o
gemeint ist.

Es ist klar, daB bei unseren Gebietsintegralen genau so wie bei den
gewohnlichen bestimmten Integralen einer Veridnderlichen die Be-
zeichnung der ,,Integrationsvariablen’ gleichgiiltig ist, daB man also

ebenso
fof(u, v)ydudv oder fcff(f, n)d&dn

hitte schreiben koénnen.

Wir sahen bei der Einfithrung des Integralbegriffs, daB im Fall
einer positiven Funktion f(x, y) das Integral f f f(x, y)dg das unter
dem Flichenstiick z = f(x, y) gelegene Volumen darstellt. Da bei
der analytischen Integraldefinition die Funktion f(x,y) keineswegs
iiberall positiv zu sein braucht, sondern auch negativ sein oder ihr
Vorzeichen wechseln kann — dies letztere bedeutet, daB die be-
trachtete Fliche unseren Bereich G durchschneidet — so liefert unser
Integral im allgemeinen Fall das fragliche Volumen mit einem bestimm-
ten Vorzeichen versehen, und zwar positiv fiir solche Flichen bzw.
Flichenstiicke, die oberhalb der x, y-Ebene liegen und negativ fiir
solche, die unterhalb der x, y-Ebene liegen. Besteht das ganze zum
Bereich G gehorige Flichenstiick aus verschiedenen derartigen Teilen,
so stellt das. Integral die Summe der mit den entsprechenden Vor-
zeichen genommenen Volumina dar. Insbesondere kann also ein Ge-
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bietsintegral verschwinden, auch ohne daB die Funktion unter dem
Integralzeichen iiberall verschwindet.

Ebenso wie bei einer unabhingigen Veridnderlichen gelten auch
fiir das Gebietsintegral die folgenden Grundregeln, deren Beweis eine
unmittelbare Wiederholung der in Bd. I, S. 62 durchgefiihrten Uber-
legungen ist. Bedeutet ¢ eine Konstante, so ist

[fett y)ag=c[[ix 5)dg
Ferner wird

JItw +omae=Lliwyde+[[ow e,

d. h. das Integral der Summe zweier Funkiionen ist gleich der Summe
der beiden Integrale. SchlieBlich: Ist der Bereich G aus zwei Teilbe-
reichen G’ und G"’ zusammengesetzt, die miteinander héchstens Rand-
stiicke gemein haben, so gilt

fof(x.y)dg=f£f(x,y)dg+f6f,f(x,y)dg,

d. h.: Bei Aneinanderfiigung verschiedener Bereiche addieren sich die be-
treffenden Integrale.

5. Integralabschitzungen und Mittelwertsatz.

Ebenfalls genau wie bei einer unabhingigen Verdnderlichen gelten
fiir Gebietsintegrale einige oft gebrauchte Abschitzungen. Unter Hinweis
auf Bd. I, zweites Kapitel, § 7 kénnen wir uns hier mit der Aufzihlung
der folgenden Tatsachen begniigen: Ist f (x, ¥) = 0 in G, so gilt auch

fff(x, y)dg > 0;

ebenso folgt aus f (x, ¥) < 0 die Beziehung f f f (%, y)dg £ 0. Hieraus
ergibt sich: Wenn dberall in G

f(%y) =@ @®

J[16e 3= [ o 5) 4
Eine unmittelbare Anwendung dieses Satzes liefert die Bezichung

[Jie ) ag <[] 11w 0lag,
J[ty)ae=—[]11 )]

Man kann diese beiden Ungleichungen auch in der Form

[[[1 e nael <[] 11 9)|ag

zusammenfassen.

1st, so gilt auch

bhaw.
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Bedeutet ferner s die untere Grenze der Funktionswerte f (x, ¥) inG
und M die obere Grenze dieser Funktionswerte, so gilt

mAG < [[1(x y)dg < MAG,
G

wenn AG den Flicheninhalt des Bereiches G bedeutet. Unser Integral
laBt sich daher darstellen in der Form

{1 y)ag=pn46,

wobei 4 ein Zwischenwert zwischen m und M ist, dessen genaue GroBe
sich nicht allgemein anders charakterisieren 148t1). In dieser Form
bezeichnen wir unsere Abschitzungsformel wieder als Mittelwertsatz
der Integralrechnung.

Ebenso gilt auch hier die folgende Verallgemeinerung: Ist  (x, y)
eine beliebige in G positive stetige Funktion, so ist

J[p i ydg=p[]p e v,

wo wiederum g einen nicht ndher charakterisierbaren Zwischenwert
zwischen groBtem und kleinstem Wert von f bedeutet.

Unsere Integralabschdtzungen zeigen wie bei einer unabhingigen
Verdnderlichen, daf wunser Integral sich stetig mit der Funkiion dndert,
genauer: Sind f (x, y) und ¢ (%, y) zwei Funktionen, fiir welche im
ganzen Bereich G die Beziehung

@) —ey) | <e
gilt, unter ¢ eine feste positive Zahl verstanden, so unterscheiden sich
die Integrale ff f(x, ) dg und ff(p (x,y) dg um weniger als ¢A4G,
d d

also um weniger als eine Zahl, die mit & zugleich gegen Null strebt.

Ebenso erkennen wir: Das Integral einer Funktion indert sich stetig
mit dem Bereich, d. h. entstehen zwei Bereiche G’ und ¢’ dadurch aus-
einander, daB man zu dem einen von ihnen Bereiche hinzufiigt, bzw.
fortnimmt, deren Gesamtflicheninhalt kleiner als ¢ ist, und ist f (x, ¥)
eine in beiden Bereichen stetige Funktion, fiir welche iiberall
|f(x,9)| <M ist, unter M eine feste Zahl verstanden, so unterschei-

den sich die beiden Integrale f f f(x,y)dg und f f { (x,v)dg um weniger
¢ ¢

als M e, also um weniger als eine Zahl, welche mit ¢ zugleich gegen Null
strebt. Auch fiir diese Tatsache versteht sich der Beweis auf Grund
des letzten Satzes der vorigen Nummer von selbst.

Wir konnen daher das Integral iiber einen Bereich G mit beliebiger
Genauigkeit berechnen, wenn wir es lediglich {iber einen Teilbereich

1) Genau wie bei stetigen Funktionen einer Veridnderlichen kann man aller-
dings von vornherein aussagen, da8 der Wert g von der sfetigen Funktion f (¥, y)
in Punkten des Bereiches G wirklich angenommen wird.
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von G erstrecken, dessen Gesamtflicheninhalt sich von dem Flichen-
inhalt von G hinreichend wenig unterscheidet. Z. B. kénnen wir dem
Bereich G ein geradliniges Polygon einbeschreiben, dessen Gesamt-
fliche sich von der Flache von G beliebig wenig unterscheidet; wir
konnen dieses geradlinige Polygon speziell als abwechselnd von
Parallelen zur x-Achse und zur y-Achse begrenzt, d.h. aus achsen-
parallelen Rechtecken zusammengesetzt annehmen.

6. Integrale tiber drei- und mehrdimensionale Bereiche.

Alles im vorangehenden fiir Integrale iiber Bereiche der x, y-Ebene
Gesagte 148t sich ohne Komplikationen oder neue Gedanken auf Be-
reiche in drei oder mehr Dimensionen iibertragen. Betrachten wir
etwa den Fall des Integrales iiber einen dreidimensionalen Bereich G,
dann werden wir diesen Bereich G lediglich wieder durch endlich viele
Flichenstiicke in Teilbereiche einzuteilen haben, die zusammen G
erschopfen und die wir mit G;, G,, ..., Gy bezeichnen. Ist nun
f (%, v, 2) eine im abgeschlossenen Bereich G stetige Funktion und be-
deutet (&;, n;, ;) einen beliebigen Punkt im Bereiche G;, so bilden wir
wiederum die Summe

N
;é;f(si’ Nis &) 4 G;»

wobei AG; das Volumen des Bereiches G; bedeutet. Die Summe
erstreckt sich iiber alle Bereiche G; oder, wenn uns das bequemer
ist, nur ilber diejenigen unter ihnen, die nicht an den Rand von G
stoBen. Lassen wir dann die Anzahl der Teilbereiche derart iiber alle
Grenzen wachsen, daB3 dabei der Durchmesser des gréBten unter ihnen
gegen Null strebt, so ergibt sich wieder ein von der speziellen Art der
Einteilung und der Wahl der Zwischenpunkte unabhingiger Grenz-
wert, den wir als das Imtegral von f(x,y, z) dber den Bereich G be-

zeichnen, in Zeichen:
JI]iw. 5,74

Nehmen wir speziell eine Einteilung des Bereiches in Rechtecks-
bereiche mit den Seitenlingen Ax, Ay und Az vor, so werden die
Volumina der inneren Bereiche G; alle denselben Wert Ax Ay Az be-
sitzen. Ganz dhnlich wie oben deuten wir die Moglichkeit dieser Art
der Einteilung und des Grenziiberganges dadurch an, da8 wir fiir das
Integral neben der eben genannten auch noch die symbolische Be-
zeichnungsweise

ffbff(x,y,z)dxdydz

einfiihren. Alle oben angefiihrten Tatsachen bleiben fiir Raumintegrale
sinngemiB bestehen.
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Auch bei Bereichen von mehr als drei Dimensionen 148t sich das
Gebietsintegral in genau derselben Art definieren, sobald wir nur den
Begriff des Volumens fiir einen solchen Bereich geeignet festgelegt
haben. Beschrinken wir uns zunichst auf Rechtecksbereiche und
zerlegen diese in parallel orientierte ebensolche Bereiche, definieren
wir ferner als Volumen eines Rechteckes

algxléal_{'hl’ a2§x2§a2+h2,..., angxnéan-l_hn,

das Produkt %, %,...h,, so bedarf die Integraldefinition keiner wei-
teren Ausfiihrung mehr. Man bezeichnet ein solches Integral iiber den
# dimensionalen Bereich G mit

ff ..... (_!f(xl,xz,...xn)dxldxz...dxn.

Fiir allgemeinere Bereiche und allgemeinere Zerlegungen muf3 man sich
auf die abstrakte Volumendefinition stiitzen, die wir im Anhang §1
geben werden. Ubrigens werden wir uns im folgenden, abgesehen vom
§ 2 des Anhangs, auf die Betrachtung von Integralen in héchstens
drei Dimensionen beschrinken kdnnen.

7. Gebietsdifferentiation. — Masse und Dichte.

Bei einfachen Integralen und Funktionen einer Verinderlichen
erhalten wir aus dem Integral den Integranden durch einen Differen-
tiationsprozeB, indem wir das Integral iiber ein Intervall der Linge %
erstrecken, durch die Intervallinge % dividieren und dann den Grenz-
iibergang % — 0 ausfilhren. Diese Tatsache stellte bei Funktionen
einer Verdnderlichen den fiir die ganze Differential- und Integralrech-
nung grundlegenden Zusammenhang her und fand ihre anschauliche
Deutung mit Hilfe der physikalischen Begriffe: Gesamtmasse und
Dichte. Auch bei dem Gebietsintegral von Funktionen mehrerer Ver-
anderlicher besteht derselbe — hier allerdings weniger grundlegende —
Zusammenhang.

Erstrecken wir namlich das Gebietsintegral

[[t@.5ag vaw. [[[t@ 5, 2a

einer stetigen Funktion von zwei oder mehr Verinderlichen {iber einen
Bereich B, welcher einen festen Punkt P mit den Koordinaten x, und
Vo (DzZW. x4, ¥, und 2,) enthilt und den Inhalt A B besitzt, und dividieren
wir dann den Wert des Integrals durch diesen Inhalt, so folgt aus den
Betrachtungen von Nummer 5, daB dieser Quotient durch einen
Mittelwert des Integranden, d.h. durch einen Zwischenwert zwischen
dem gréBten und dem kleinsten Wert des Integranden in dem Bereich
gegeben wird. Lassen wir nunmehr den Durchmesser unseres den
Punkt P umgebenden Bereiches B gegen Null streben, wobei auch
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der Inhalt 4 B gegen Null strebt, so mu83 dieser Mittelwert der Funk-
tion f(x, y) (bzw. f(x, v, z)) gegen den Funktionswert an der Stelle P
streben, und wir erhalten also bei unserem Grenziibergang die Limes-
beziehung
. 1
im = [ £, 5)dg = (50, 30)

B

AB—0

bzw.
1

Agr_goﬁjfgf(x»y: 2)dg =1 (%, 30, %)
Wir nennen diesen Grenziibergang, welcher der oben fiir Integrale
einer unabhingigen Verinderlichen geschilderten Differentiation ent-
spricht, die Gebieisdifferentation des Integrals und erkennen also:
Die Gebietsdifferentiation eines Gebietsintegrals liefert den Integranden.

Dieser Zusammenhang erlaubt uns, das Verhiltnis von Inte-
grand zu Integral auch bei mehreren Veridnderlichen durch das Ver-
hiltnis der physikalischen Begriffe Dichte und Gesamimasse zu ver-
anschaulichen. Denken wir uns iiber einen zwei- oder dreidimensionalen
Bereich G die Masse irgendeiner Substanz in der Weise verteilt, daf
in jedem hinreichend kleinen Teilbereich beliebig wenig Masse liegt. Um
die spezifische Masse oder Massendichte an einer Stelle P zu definieren,
betrachtet man zunichst eine Umgebung B der Stelle P vom Inhalt
AB und dividiert die Gesamtmasse dieser Umgebung durch diesen
Inhalt. Den Quotienten werden wir als die durchschnittliche Dichte
in diesem Teilbereich bezeichnen. Lassen wir nun dessen Durchmesser
gegen Null streben, so entsteht im Limes — falls ein solcher von der
Wahl der Bereichfolge unabhingiger Limes existiert — aus der durch-
schnittlichen Dichte des Bereiches B die Dichte an der Stelle P.
Bezeichnen wir diese Dichte mit u (%,y) bzw. u (x, y,2), so er-
kennen wir unmittelbar, daB der eben beschriebene ProzeB nichts
anderes ist, als die Gebietsdifferentiation des {iber den Gesamtbereich G
erstreckten Integrals

T uix, 3 ag

bzw.

ffgu(x,y.zm.

Dieses iiber den Gesamtbereich erstreckte Integral wird uns also die
Gesamtmasse der Substanz von der Dichte p im Bereiche G angeben?).

Eine solche Darstellung der Masse einer Substanz bedeutet natiirlich
vom physikalischen Standpunkt eine Idealisierung; daB diese Ideali-

1) Um diese Tatsache vollstindig zu begriinden, muB allerdings gezeigt
werden, daB durch die Forderung: ,,Bei Gebietsdifferentiation soll die Dichte
M entstehen’’, die Masse eindeutig festgelegt ist. Wir iibergehen jedoch hier den
an sich nicht schwierigen Beweis.
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sierung sinnvoll ist, d. h. die tatsichlichen Verhiltnisse durch sie mit
hinreichender Anndherung gekennzeichnet werden, darin besteht gerade
die phystkalische Voraussetzung.

Unsere Begriffsbildungen behalten iibrigens ihren mathematischen
Sinn, auch wenn g nicht {iberall positiv ist. Auch physikalisch finden
solche negative Dichten und Massen ihre Deutung, z. B. in der Lehre
von der Verteilung der elektrischen Ladung.

§ 8. Zuriickfilhrung des Gebietsintegrals auf mehrfache
gewohnliche Integrale.

Fiir die Moéglichkeit der Berechnung von Gebietsintegralen ist es
von entscheidender Bedeutung, daB man jedes Gebietsintegral auf
einfache Integrale zuriickfilhren kann. Hierdurch werden alle frither
entwickelten Methoden der unbestimmien Integration auf die Auswertung
von Gebietsintegralen anwendbar.

1. Betrachtung fiir ein Rechteck.

Wir betrachten als Bereich G zunichst ein Rechteck a < x < b
« < y < B der #, y-Ebene und in diesem eine stetige Funktion f(x,y).
Die Reduktion des Gebietsintegrales

JRCEILE

auf einfache Integrationsprozesse ergibt sich aus einer anschaulichen
Betrachtung, die wir hinterher analytisch prizisieren miissen. Wir
erinnern uns, ausgehend von der Bedeutung des Gebietsintegrales
als Volumen, zunichst daran,
daB urspriinglich dieses Volu-
men erzeugt wurde durch Zer-
legung in Sdulen, deren Grund-
flichendurchmesser wir gegen ‘
Null streben lieBen. Statt einer

solchen Zerlegung in Siulen
kénnen wir nun aber auch L .
den Kérper in Scheiben von i

z

=== =—=—h- -\~

. — ; / y Sy //, A \
der Breite k:ﬁ zerlegen, /. SAAAA g
”n R VAvAW

U s

\k‘

Fig. 70. Zerlegung eines Volumens in Scheiben.

indem wir die Parallelen
y=a-+vk »=0,1,..., %)
zur x-Achse ziehen und lings
jeder der Parallelen eine zur x, y-Ebene senkrechte Ebene errichten.
Diese Ebenen zerschneiden unser fragliches Volumen in # Scheiben, die
um so flacher werden, je groBer # ist, und deren Volumina zusammen
gleich dem Werte des Integrals sind. Wir erkennen nun, daB das
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Volumen der #-ten Scheibe annihernd durch das Produkt aus der
Breite 2 und dem Flicheninhalt der vorderen Seitenfliche, also

Eff(xatvk)dx

dargestellt wird — exakt natiirlich nicht, weil die vordere Seitenfliche
einen etwas anderen Inhalt hat als z. B. die hintere Seitenfliche
derselben Scheibe.

Setzen wir also .

[y dz=p(),
so wird unser Volumen annihernd durch
n—1
ZO platvk)k

dargestellt. Bei abnehmendem p="8 ;“ strebt diese Summe gegen

B
Job)ay.

also ist zu erwarten, daBB die Identitit

B
fof(x,y)dg=!¢(y)dy

gilt. Diese sogleich noch streng zu beweisende Gleichung liefert uns
die gewiinschte Reduktion des Gebietsintegrals auf zwei hintereinander
auszufithrende einfache Integrationen. Wiy haben zunichst die Funk-
tion f(x,y) bei festgehaltenem y nach x zwischen den Grenzen a umd b
zu inlegrieren. Dieses Integral erscheint als Funktion des Parameters v,
und diese Funktion haben wir danwn zwischen dem Gremzem o und B
2u ntegrieren. In Formeln ausgedriickt: es ist

8 b
Tt sag=lomdy, om=[1w

oder kiirzer P
JJ1wyag=Jay [t a

Um unser zunéchst unter Berufung auf die Anschauung gewonnenes

Ergebnis nun rein analytisch zu begriinden, greifen wir auf die De-

finition des Integrals aus §2 zuriick. Es ist mit 4= b—a

{15 y)ag=lim S Siatphatvh)h

m—ov=1u=1
% —>00

wobei wir den Grenzwert so zu verstehen haben, daB die Summe auf
der rechten Seite sich von dem Werte des Integrals um weniger als
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eine beliebig klein vorgegebene Genauigkeitsschranke e unterscheidet,
wenn nur die Zahlen m und # beide gréBer genommen sind als eine
lediglich von & abhingige Schranke N1). Die obige Summe setzen wir
durch Einfithrung des Ausdruckes

@y=21,’nf(a+‘uh,oc+vk)h

=1
in die Gestalt N
2 Dok
r=1
wahlen wir nun fiir ¢ eine ganz beliebige Genauigkeitsschranke,
1 1
z. B. 100 oder —— 16000 und fiir # irgendeine bestimmte feste Zahl groBer

als NV, so wissen wir, daf3
’fffxydg kzcb <e

gilt, wie grof wir auch die Zahl s wihlen, vorausgesetzt nur, daf sie
ebenfalls gréBer als N ist. Lassen wir also m bei festgehaltenem #
iiber alle Grenzen streben, so wird bei diesem Grenziibergang der
obige Ausdruck immer noch kleiner oder gleich ¢ bleiben. Bei diesem
Grenziibergang strebt aber gemi8 der Deﬁnition des gewdhnlichen Inte-

grals der Ausdruck @, gegen das Integral f f(x,at+vR)dx=qp(a+vk),
und wir erhalten daher
[ 15 5)ag—r 21¢(oc+vk)l <e
v= I

eine Ungleichung, die bei beliebig kleinem e fiir alle # gilt, welche gréBer
sind als eine feste nur von & abhingende Zahl N. Lassen wir daher
jetzt # gegen oo (d. h. £ gegen Null) streben, so bleibt die Ungleichung
richtig und es ergibt sich wegen der — auf Grund der Definition des
einfachen Integrals und der Stetigkeit von f f(x,y)dx= @(y) selbst-
verstindlichen — Beziehung

lim kZ’(p oc—}—vk)—f(p

H—>00 ¥ ==

sofort die Ungleichung

‘ B8
f&ff(x»y)dg—,ftp(y)dy <e.

Da ¢ von vornherein beliebig klein gewihlt werden konnte und die linke

1y Der Sinn der folgenden Betrachtung ist einfach, den Doppellimes fiir gleich-
zeitig wachsendes #» und m in die Aufeinanderfolge zweier einfacher Grenziiber-
gange, zunichst m — 00 bei festem # und dann erst » — 00, aufzuldsen (vgl.
Kap. II, Anhang, §2, Nr.1).

Courant, Differentialrechnung. II. Bds 2. Auil. 13
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Seite eine feste Zahl ist, so kann diese Ungleichung nur bestehen, wenn
ihre linke Seite verschwindet, d. h. wenn

B b
J[1x)dg=fay [z y)ax

ist, womit die gewiinschte Umformung hergestellt ist.

Durch dieses Resultat ist also die Gebietsintegration zuriickgefiihrt
auf die Ausfihrung zweier einfacher Integrationen hintereinander.
Das Gebietsintegral 1ift sich als ein zweifaches Integral oder als ein
Doppelintegral darstellen.

Es bedarf keiner besonderen Begriindung, daB man bei unserer
Zerlegung die Rolle von x und y hitte vertauschen kénnen, daB dem-
gemaB auch die Gleichung

b B
[l 1w y)dg=[ax [}z y)dy
gilt. ¢ “ e

2. Folgerungen. Vertauschung von Integrationen. Differentiation
unter dem Integralzeichen.
Aus den letzten beiden Formeln der vorigen Nummer ergibt sich
die Beziehung 5 b

b B
fdyaff(x,y)dx=!'dxff(x,y)dy

oder: Bei zweimaliger Integration einer stetigen Funktion mit konstanten
Grenzen darf man die Reihenfolge der Integrationen vertauschen.
Dieser Satz kann iibrigens auch so formuliert werden: Wenn die
Funktion f (%, y) im abgeschlossenen Rechieck stetig ist, so lipt sich in
b

diesem die Integration des Integrals f f (%, ¥) dx nach dem Parameter y

a
ausfiihven, indem man nach dem Parameter y unter dem Integralzeichen,
d.h. erst mach y und dann nach x integriert. Dieser Satz entspricht
vollstindig der Regel iiber die Differentiation eines Integrals nach
einem Parameter aus § 1.

Eine weitere Konsequenz ergibt sich, wenn wir eine der oberen
Grenzen, etwa b, als verinderlichen Parameter ansehen. Wir kénnen
dann das Gebietsintegral nach diesem Parameter differenzieren und
erhalten nach den Fundamentalsitzen der Differential- und Integral-
rechnung das Resultat

B
%J‘J‘f (*,y)dxdy =ff(b, ¥y,
e «

und ebenso, wenn wir 8 als verinderlichen Parameter ansehen

b
spl 1 navay=[10pax.
G a
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SchlieBlich gewinnen wir aus jeder dieser beiden Gleichungen durch
nochmalige Differentiation die Beziehung

svap )1 dxay=10.8).
G

Mit anderen Worten: Die Differentiation unseves Integrals nach einer
der oberen Grenzen fiihrt auf ein gewdhnliches Integral iiber die betreffende
Randlinie des Rechtecks; die gemischie Differentiation nach den beiden
obeven Grenzen fiihrt auf den Integranden in der betreffenden Rechtecks-
eckel).

Der Satz von der Vertauschung der Integrationsfolge ist mannig-
facher Anwendungen fihig, insbesondere gelingt mit seiner Hilfe hiufig
die explizite Berechnung von einfachen bestimmten Integralen, die
man durch unbestimmte Integration nicht ausfiihren kann.

Als Beispiel — weitere Beispiele siehe im Anhang § 3 — betrachten
wir das fiir 4 > 0, b > 0 sinnvolle Integral

e— 0% _ ,—ba
]=I—T dx

Wir konnen die GréBe J als mehrfaches Integral in der Gestalt

=] b
J= [.dx [e*”dy
0 a
darstellen. Auf dieses uneigentliche mehrfache Integral kénnen wir
unsern Vertauschungssatz nicht ohne weiteres anwenden; schreiben
wir jedoch . »

J =1lim dxfe"”dy,

T—)oo0 .

so erhalten wir nunmehr durch Vertauschung der Integrationen
J T
. —e— 1Y b .
J = lim 1= dy =log— — lim
TI— o y @ T~
a a

e~ Ty
L—dy,

also, da das zweite Integral wegen

b r Th
e~ Ty eV
[rav=] 5

@ Ta

1) Der Leser sei auf den Zusammenhang dieser Formel mit dem Satze von
der Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge hingewiesen (vgl. S. 48)
und moge selbst iiberlegen, inwiefern beide Tatsachen miteinander 4quivalent
sind.

13*
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mit wachsendem 7 gegen Null strebt,

i b
g— 0% __ ,—ba b
0

In ganz analoger Weise 148t sich der allgemeine Satz beweisen: Ist

f@) fir ¢ =0 stiickweise glatt und existiert das Integral ff )dt
so gilt die Beziehung

Ji :J'wdx = £(0) Iogg.
0
Denn auch hier kénnen wir unser einfaches Integral als Doppel-
integral schreiben: o
J=[ax[f =y
0 b
und sodann die Integrationen vertauschen.

3. Ausdehnung des Resultats auf allgemeinere Bereiche.

Die Ubertragung unseres Ergebnisses von Rechtecksbereichen auf
allgemeinere Bereiche macht nicht die geringsten Schwierigkeiten und
bedarf keinerlei besonderer Be-
weisfithrung mehr. Betrachten
wir zunichst einen konvexen
Bereich G, d. h. einen solchen,
dessen Randkurven von keiner
Geraden in mehr als zwei Punk-
ten durchschnitten werden, wo-
bei jedoch geradlinige Bestand-
teile der Randkurven zugelas-
sen sind. Der Bereich mége zwi-
z schen den Stiitzgeraden (siehe
Bd. I, S.213) x =%, x =%,
bzw. y = y,, ¥= 1, liegen. Dann
betrachten wir, da x fiir Punkte von G in dem Intervall x, < x < %,
bzw. y in dem Intervall y, < y < v, liegt, die Integrale

P2 (¥)
[ fxy)dx

@1 ()

Yy

Y=¥

Z =gz (y)

=, L=y

Fig. 71. Allgemeiner konvexer Integrationsbereich.

und
e (%)

[t y)dy,

y1(%)

welche lings der Durchschnittsstrecken unserer Geraden y= konst.
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