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Vorwort.
Hand in Hand mit der groBartigen Entwickelung del' Eis en

ind ustrie und des Eisenhochbaues in den letzten Dezennien des vorigen
J ahrhunderts entwicke lte die Statik del' Baukonstruktionen sich zu
ihrem jetzigen hohen Stand. Es spricht yon se lb st, daB hierbei in
der Hauptsache die fi.ir den Eisenbau eigentumlichen Konstruktions
formen, das sta t isch bestim.mte oder unbestimmte F achwerk, der
Gegenstand del' Untersuchung wurden.

Mit dem Eisenbeton haben sich andere, diesem Baumaterial bessel'
entsprechendeKonstruktionsformen eingeburgert, welche im allgemeinen
a ls Rahmenkonstruktionen bezeichnet werden .

Der Unterschied zwischen F achwerk und Rahmen kann wohl am
besten daduroh gekennzeichnet werden, daB bei dem ersteren die Ver
bindung del' Stabe mit.tels friktionsloser Gelenke geschicht oder
ohne Storung del' Stabilitat del' Konstruktion geschehen kann, wahl'end
bei den Rahmen cine steife Verbindung del' Stabe wenigstens in ein
ze lnen Punkten erford erlich ist, um die Stabilitat zu sichern.

Fragt man sich nun aber, ob die Th eorie der statisch nicht be
stimmten Konstruktionen uns dasnotige Rustzeug fur die Berechnung
der Rahmen liefert, so muls diese Frage, wenn man sich auf den Stand
punkt des entwerfenden Konstrukteurs stellt, sicher verneint werden.

Die Theorie der statiseh nicht bestimmten Systeme ist wohl
nicht an bestimmte Konstruktionsformen gebunden, so daB theoretisch
niehts im Wege steht , sie auch auf die Berechnung von Rahmen in
Anwendung zu bringen ; jedoch ein jeder wird zugeb en , daB die Ver
wendung dieser Theorie selbst bei kleiner Anzahl statisch nicht be
stimmter GraBen auBerordentlich weitlaufig ist, geschwei gc denn
bei ein em Gradc der Unbestimmtheit, welcher gewohnlich bei Rahmen
konstruktionen vorkommt.

So wertvolle Dienste uns diese Theorie bei der Berechnung wenig
fach statisch unbestimmter Fachwerke zu leist en vermag, ebenso
wenig Nutzen konnen wir aus ihr ziehen, wenn es sich urn die Be
rechnung einer vielfach statisch unbestimmten Rahmenkonstruktion
handelt ; denn fur den Konstrukteur ist selbst die schonste Theorie voll
kommen wertlos, wenn die praktische Durchfuhrung ein Ubermaf an
Rechen- und Gedankenarbeit fordert .



IV Vorwort.

Wir sehen deshalb auch stets Berechnungen dieser Art unter
mehr oder weniger zutreffenden Annahmen durchgefuhrt, welche da
zu dienen sollen, den Grad der statisehen Bestimmtheit herabzusetzen,
um eine Berechnung zu ermoglichen,

So wird, urn bloB ein Beispiel zu nennen, bei der Berechnung
der Eisenbetontrager des Hochbaues gewohnlich die Verbindung
zwischen Trager und Stntzen als gelenkartig betrachtet, wahrend diese
Verbindung in der Regel steif ist.

DaB auf diese Weise ein unriehtiges Bild der tatsaehlich auf
tretenden Verhaltnisse gewonnen wird, welches wiederum eine unrichtige
Materialverteilung bedingt, liegt auf der Hand.

Um bei dem erwahnten Beispiele zu bleiben, findet man hierfiir
den besten Beweis in den rezenten Versuchen des Osterreichischen Eisen
betonausschusses zur Nachforschung der Wirkung des Widerlagers.

Aus dem unlangst in der Zeitschrift des Osterr. Ingenieur- und
Architekten-Vereines durch Dr. -Ing. Fritz v. Emperger erstatteten
Berichte mogen, urn die Bedeutung der Sache zu zeigen, folgende
Satze hier wiederholt werden:

"Die Versuche haben gezeigt, wie empfindlich selbst ein steifes
Widerlager gegen die Einspannmomente des Balkens ist, und in welchem
MaBe es mitarbeitet. Es kann uns daher nicht erspart bleiben, diese
Mitwirkung der Widerlager auch theoretisch festzulegen und beriick
sichtigen, und es seheint durch diese Versuche erwiesen, daB man
diesen Zusammenhang nicht so leicht vernachlassigen kann. Es liegen
diesbezuglich bereits eine Reihe ausgezeichneter theoretischer Arbeiten
vor, die zunachst dureh die Kompliziertheit des aufgewendeten Rechen
apparates abschreckend gewirkt haben."

Und an spaterer Stelle:
"Aus den vorliegenden Versuchen haben Sie ersehen, daB wir cine

ganze Reihe von Vorurteilen, die wir aus dem Eisenbau ubernommen
haben, im Eisenbeton uber Bord werfen und zum Zwecke der Er
hohung der 'I'ragfahigkeit des Eisenbetonbalkens an die Ausbildung
der Widerlager als tragende Wande denken mussen, wie wir es bis
her nicht gewohnt waren zu tun. DaB diese Behandlung unserer Bauten
als Stockwerkrahmen mehr Mtihe und Aufwand an Zeit erfordert wie
die heutigeAuffassung . 0 • 0' ist unvermeidlioh, aber ebenso einleuehtend,
daB diese Miihe belohnt wird durch die okonomisohe und fachlich
richtige Ausbildung der Tragkonstruktion."

Aus diesen Ausfiihrungen geht mit hinreichender Deutlichkeit
hervor, welches Interesse der Frage einer zweckmalligen Methode zur
Berechnung von Rahmenkonstruktionen zukommt.

Das Fehlen einer solchen Methode mull als eine groBe Liicke der
technischen Statik bezeichnet werden, eine Lucke, welehe nicht durch



Vorw ort, v
Arbeiten, die durch die Komplizierth eit des aufgewendeten Reehen
apparates abschrecken , ausgeHillt werden kann.

Mit del' in diesem Buchlein dargestellten Berechnungsweise hoffe
ich dagegen in wesentlichem Mafic dazu beigetragen zu haben, dem
ersehnten Ziel einer einfa chen Behandlung del' Rahmenkonstruktionen
naherzukommen,

Di e Vereinfaehung d el' B er eehnung wird erre ich t durch Einfiihrung
d el' Wink eldrehungen d el' in dem Knotenpunkt e a n die St abachsen ge
legten Tangente a ls U nbek an nte.

Die Einfiihrung di esel' W erte als Unbeka nnte ist an und fur sich
nicht neu, vielmehr kann man aus del' Statik viele Beispiele di esel'
Art anfiihren (wovon das vornehm ste die Claypero nschen Gleiehung en).

E s handelt sieh ab el' stets um die Berechnung von Konstruktionen,
welche, mit del' an sp at.erer Stelle definierten Ausdrucksweise, keine
Bewegungsmoglichkeiten besitzen. Eine allgemeine fur jede beliebige
Konstruktion brauchbare Methode gab es bisher nicht.

l eh hoffe deshalb , da.B die se kleine Arbeit HiI' viele einerscits ein
wertvoiles Hilfsmittel werden wird , andererseits , da.B sie eine Anrcgung
sein mull, um die angegebene Richtung weitel' zu verfolgen.

Weltevr ed en , im Mai 1914.

Axel Bendixsen.



Inhaltsverzeiehnis.

Vorwort .
Seite

. III

Abs eh nitt I.

Systemc, wclche nur geradlinige Stiibe enthaIten.
1. Die a· Werte . . . . . . . . . . . .
2. Grundgleichungen . . . . . . . . . . . .
3 . Ableit ungen der a - Gle ich u ngen der Belastung
4 . Ableit ungen der a - Gleichungen der Versehiebungcn
5. Abl eitung der a» Gleiehungen bei Temperaturvariation
6. Die Normalkrafte und d a s Knotenpunktsyst em
7. Die Ermi ttlung der tat sa chlichcn a:»Wert e . . . . . .
8. Die Beriicksiehtigung d es Einflusses einer glcichmafiigc n 'I'cmperat ur 

va riat ion und der Norma.lkr aft e . . . . . . . . . . . ..
9. Die graphische Darstclhmg der Momcnte, Xormalkruft e und Quer

krafte
10. Bcispiele . . . . . . . .

Ab sehni t t I I.

Systemc, welche auch gebogcne Stiibe enthaItcn.
11 . Grundgleiehungen . . . . . . . . . . . . . . . . .
12. Die Aufste llung der (L - Glciehungen der Belastung , der Versehiebung

und der Temperaturvariation .. ... . . . . . .
13. Die Normalkrafte und die Spa nnkrafte der Zuaut zst.abc
14. Beispielc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A nh ang: Tal-ellen zur Berec hnung der Einspannmomcnto und Auflnger
driieke cines beidcrsci t ig ci ngespanntcn Balkons

1
2
4
9

10
11
17

21

25
29

54

64
65
68

81



Abschnitt 1.

Systeme, welehe nul' geradlinige Stabe enthalten.

b
o

Fig. 1.

1. Die C1.-Werte. Eine Verbindung zwischen zwei oder mehreren
Staben in einem Knoten wird als starr oder vollstandig steif bezeichnet,
wenn bei einer Deformation die Winkel zwischen den an die Stabachsen
in dem Knotenpunkte gelegten Tangenten ihre urspriinglichen Werte
nicht andern. Bei jeder Deformation eines Stabgebildes mit
steifen Knotenpunktsverbindungen miissen demnach samtliche Tan
genten der in einem Knoten sich treffenden Stabe sich urn einen und
denselben Winkel drehen. Dieser Winkel oder ein passend gewahltes
Vielfaches davon wird der ()(.-Wert des Knotenpunktes genannt.

Jeder Stab eines Stabgebildes ist als in den beiden Endpunkten
teilweise eingespannt zu betrachten. Der Grad der Einspannung ist
abhangig von der GroBe der
Winkel, welche die an die End- ~-:'--TllQb -<i-g------------o
punkte der elastischen Linie ge- - - - a:
legten Tangenten mit der Ver
bindungslinie der Endpunkte ein
schlieBen. Sind diese Winkel be
kannt, ist auch die Verteilung der
Mornenteund Querkrafte bekannt.

Wir betrachten nun einen Stab a b (Fig. 1), welcher aus irgendeinem
Stabgebilde herausgeschnitten scin mage. Genanntes Stabgebilde sci
irgendwie belastet, wobei eine Deformation eintritt, welche eine Ver
schiebung des Knotens a nach a', des Knotens b nach b ' zur Folge hat.
Die Verbindungslinie a' b' schlieBt mit der ursprunglichen Lage a b den
Winkel Uab ein, wahrend die Endtangcnten der elastischen Linie mit
der Verbindungslinie a'b' die Winkel C1.ab bzw. O(ba bilden. Werden nun
die stattgefundenen Drehungen der Endtangenten also die C1.-Werte,
mit bzw. C1.aund C1.b bezeichnet, bestehen ersichtlich die Beziehungen:

O(a = O(a b + u, b; C1.b = C1.b a + U a b (1)

Urn demnach die Momente und Querkrafte eines Stabes a b zu bestimmen,
miissen die drei GroBen: O(a' ()(.b und Ual» d. h. die Winkeldrehungen der
beiden Endknoten und die Winkeldrehung der Knotenpunktsver
bindungslinie bekannt sein,

Ben di x s e n , Methode. 1



2 Sys teme, welche nur geradlinige Stabc enthalten,

il-.L.-_.....L__.....L--f!i~ )Mba

r~b------l'a.b-------ieba

Fig. 2.

Bei der in der Folge ent wickelten Berechnungsweise sind diese
Winkeldrehungen als statisch nicht bestimmte Grolien gewahlt, Es
wird gezeigt, daB die oc-Werte unter einander durch ein System von
Gleiehungen verbunden sind , welche wir kurzweg mit dem Namen
()(-Gleichungen bezeichnen werden. Fur jeden Knotenpunkt des Systems
laBt sich eine ec-Gleiohung aufschreibe n, welche als Unbekannte nur den
oc-Wert des b etreffenden Knotens und die «-Werte der mit di esem ver
bundenen Knoten enthalt .

Es werden nun die Ursachen, welche Winkeldrehungen der Knoten
zur Folge haben, jede fUr sich behandelt . Die Ursachen sind:

a) Die Belastung des Stabgebildes unter der Annahme, daB die
gegenseitige Lage der Knotenpunkte bei der Deformation unge
ander t bleibt ,

b) Die Verriickungen der Knot enpunkte.
e) Die T emperaturvariation.
Wir werden die in jedem FaIle gefundenen ()(-Werte bzw. als IX-Werte

der Belastung, oc-Werte der Verschiebung und IX- Werle der T emperatur
variation bezeichnen.

Die unter b genannten «-Werte lassen sich erst berechnen, wenn
die Winkeldrehungen u der St abe er mit te lt sind. Es soll gezeigt werden,
daB diese Winkeldrehungen und somit auch die oc-Werte der Ver
schiebung Funktionen ersten Grades gewisser Verriickungen x sind,
und Gleichungen zur Berechnung dieser GroBen sollen aufgestellt
werden.

Nach Losung derGleichungen undBerechnung der IX und u hat man
die not.ige Grundlage fiir die Bestimmung der Momente, Querkrafte
und Normalkrafte der einzelnen Stab e geschaffen.

2. Grundgleichungen. Wir beginnen zunachst damit, einige GIei
chungen abzuleiten, welche als Grundlage der spateren Untersuchungen

dienen sollen.
Der Stab a-b, dessen Lange

wir mit ~ b bezeichnen (Fig. 2),
mage in den Endpunkten a und b
eingespannt sein. Auf dem Stabe
greift irgendeine Belastung an,
wobei die an die Endpunkte a
und b der Stab achse gelegten

Tangenten sich um die Winkel O(~b und ()(ba drehen.
Die hierbei entstehenden Auflagerkr afte bezeichnen wir wie folgt :
Im Punkte a das Moment Ma b und der Auflagerdruck Qab

Im Punkte b das Moment Mba und der Auflagerdruck Qba'
Die positiven Richtungen dieser Krafte, welehe in Fig. 2 durch

Pfeile angegeben wurden, haben wir, um graBere Einheitlichkeit zu
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erstreben, etwas anders festgclegt , wie dies gewohnlioh geschieht . Bei
der von uns gemachten Wahl ist es namlich gleichgiiltig, ob der Stab
senkrecht oder wagerecht ist und welchen Endpunkt man bei Betrach
tung des Stabes auf der r echten Hand hat.

Sodann set zen wir fest :
Die Drehungen IX~b und IXi,a werden positiv gerechnet, wenn sie

im Sinne des Uhrzeigers erfolgen.
Die Momente Mab und Mba werden positiv gerechnet, wenn sie im

Sinne des Uhrzeigers drehen.
Die Auflagerdriicke Qab und Qb a werden positiv gerechnet, wenn

sie den betrachteten Stab im Sinne des Uhrzeigers drehen.
F erner so ll unter der linken bzw. rechtcn Seite eines

Stabes di ej enige Seit c v erstanden werden, welche man,
wenn man sich v om erstgenannten bis zum letztgenannten
Endpunkte des Stabes bewegt , auf der linken bzw. rechten
Hand hat.

Ist beispielsweise die Belastung des Stabes a b in Fig. 2 eine von
ob en nach unten, also linksseitig, wirkende gleichmaBig vert eilte Be
lastung von der GroBe p per m und sind IX~b und IXi, a gleich Null (voll
standige Einspannung), cnt steht :

1 '2 1 , 2
Mab = - 12 · P· lab; Mb a = + 12 ·P·lab;

Q"b = + ~ . p . l~ b ; Qb a = - ~ . p . l~ b .

Das 'I'ragheitsmomerrt des Stabquerschnittes moge tiber die ganze
Lange des Stabes konstant angenommen werden und wird mit Jab
bezeichnet . Wird ferner mit Fab und F ba die durch die "einfache"
Momentenkurve als Belastung eines einfaoh unterstiitzten Balkens
von der Lange l~ b erzeugten Auflagerdriicke, welche in demselben
Sinne wie die Krafte Qab und Qba positiv gerechn et werden, bezeichnet,
bestehen bekanntlich zwischen den Drehungen IX~ b und IXi,a und den
Moment en die Beziehungen (vgI. Miiller-Breslau: Statik II, Abt. II,
Seite 28):

6EJa b 'IX~b = (2Mab-Mb a)l~b + 6Fab,

6EJab'IXba = (-Mab + 2·Mb a) ·l~ b + 6Fba·

Der EinfluB der Schubkrafte auf die Deformation der Stabachse
ist als geringfiigig vernachlassigt und die Temperatur konstant ange
nommen.

Zur Abkiirzung wird gesetzt :

6EJo 'OC~b = IXab,

6 E J o' OCba = OCb a
1*
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und

Systeme, welche nur geradlinige Stabe enthalten.

(2)

(3)

.r, l' 1--. a b = a b s
J ab

wobei Jo eine passend gewahlte, k onstante GroBe bezeichnet.

Hierdurch gehen die Gleichungen Iiber in (wenn -I I = kab,
ab

-1,
1

= k~ b gesetzt wird)
ab

kab ' iXab = 2· Mab - Mba + 6 . k~b · Fab,
kab'iXba = 2· Mba - M"b + 6 · k~ b · Fba.

Losen w ir diese Gleichungen na ch Mab und Mba auf, erhalten wir:

3 Mab = kab(2 . iXab + iXba) - 6· k~ b (2 Fab + F ba) ,
3 Mb a = kab (iXab + 2· OCb a) - 6 . k~ b (Fab + 2· F ba)·

Werden die speziellen Werte der Auflagermomente Mab und Mba

bei vollstandiger Einspannung (oca b = OCba = 0) gleich M~ b bzw. M~a
bezeichnet , k onnen die Gleichungen kiirz er geschrieben werden

3 Mab = 3 M~ b + kab (2· iXab + iXba)

3 Mba = 3 ML + kab (OCab + 2· iXb a)

Die Auflagerdriicke sind bekanntlich

Qab = - k~ b (Mab + Mba) + Aab
Qba = - kba (Mab + Mba) +Aba '

wobei Aab und Aba die Auflagerdriicke bei einfacher Unterstiitzung des
Balkens bezeichnen. Fiihren wir h ierin di e obigen Ausdriicke fiir ~1"b

und Mba ein, geh en die Gleichunge n iiber in:

Qab = - kab· k~ b (OCab + OCb a) + Aab - k~b (M~ b + Mga)

Qba = -kab·k~ b(OCa b + OCb a) + Aba-k~ b(M~ b + ML).

Bezeichnen wir ahnlich wie vorhin die speziellen Werte der Auf

lagerdriioke bei vollstandiger Einspannung mit Q~ b un d Q~ a, setzen
demnach

Q~b = Aab- k~ b (~b + ML)

Qg a = Aba - k~b (M~b + ML) ,
erhalten wir endlich die Gieichungen:

Qab = Q~b - ka b· k~b (iXab + OCba)

Qba = Qga - k ab . k~ b (iXab + iXba).

3. Ableitung der iX-Gleichungen dar Belastung. Nach der unter 1
gegebenen D efinition sind die ct..Werte der Belastung diejenigen spe ziellen
Werte der Knotenpunktsdrehungen, weich e infoige der Belastung des
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Stabgebildes entstehen wtirden , falls die gegenseiti ge Lage der Kn oten
punkte bei der Deformat ion ungeandert bliebe.

Da nun im allgemeinen sich die Knoten gegeneinander verschieben ,
sind wir , um dies zu verh inde rn , genotigt , an den Knoten gewisse Krafte
a ngreifen zu lassen, welche eben im Stande sind , die Knoten auf ihrem
ursprii nglichen Platze zu halten. Die erforderliche Anzahl , die GroBe
und Richtungen dieser zu satzlichen Kraft e solle n an spaterer Stelle
a ngegeben werden. Hi er setzten wir vorlaufig di es e Belastung , welche
wir kurz die P-Belastung nennen,
als bekannt voraus.

Wir betrachten nun den Knoten
a (Fig. 3), von welchem die Stabe
a b, ac, a d usw. nach den Knoten
b , c, d . . . .. gehen mogen,

Die Stabe seien in a vollstandig
steif miteinander verbunden. Neh
m en wir nun an, daB auBer der wirk
lich vorhandenen Belastung auch
die P-Belastung aufgebrach t wurde, F ig. 3.
so bleiben die Knotenpunkte bei
der Deformation in ihrer L age und somit auch die Verbindungslinien
zwischen diesen. Es sind dann samt liche Winkel U ab' Uac usw. gleich
Null und demnach nach Gleichung (1)

(3a)

(2a)

OC:a = OC:ab = OC:ac = OC:ad USW.

CX b = OC:ba, OC:c = OC:ca .. . .
Die Gleichungen (2) und (3) gehen demnach tiber in

3Mab 3M~ b +kab(2 'OC:a +tXb)
3 Mba = 3 Mga + k, b (OC:a + 2 . tXb)

und
Qab = Q~ b - k, b . k~ b (OC:a + tXb)

Qba = Qga - kab· k~b (OC:a + OC:b)
Wir schneiden nun samtliohe Stabe in unendlich kleiner Ent

fernung von a durch , fiigen die in den Schnitten wirkenden inneren
Krafte als auliere Krafte hinzu und stellen die statisehen Gleichgewichts
bedingungen dieser K rafte auf.

Diese Krsfte (in F ig . 4 der Deutlichkeit wegen in einiger Ent
fernung von a gezeichnet) sind gleich groBaber ent gegengesetzt gerichtet
den die Stab e angreifenden Auflagerkraften M, b b is M, e und Qab bis
Qae' Ferner konnen eve nt ue lle Normalk rafte a uft re ten, welche mit
Sa I» Saeusw. bezeichnet werden mogen. Diese Krafte r eehnen wir positiv,
wenn sie Zugspannungen erzeugen. Endlich greife in a noch eine Kraft
der Belastung P an .
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(4)

Fig . 4.

Die Gleichgewichtsbedingungen, welche duroh Projektion der
Krafte auf zwei Achsen gewonnen werden, sagen aus, daB zwischen den
Kraften S, Q und P Gleichgewicht bestehen mull.

Wir werden weiterhin auf diese Gleichgewichtsbedingungen zuriick
kommen; vorlaufig interessiert
uns nur die dritte Bedingung,
welche aussagt, daB die Summe
der Momente gleich Null sein
muB. Diese Bedingung lautet in
analytischer Schreibweise

Ma b + Mac + Mad + ....Mae

= O.

Fiir jedes Moment laBt sioh
eine Gleichung nach Art der
Gleichungen (2a) aufstellen.

Durch Summation dieser
Gleichungen erhalt, man

2 . !Xa [ka b + k a c + ... .] + k, b • OCb + k a c • !Xc + . . . . = - 3 Z M2 q ,

wobei die Summation auf der rechten Seit e iiber samtliohe von a aus
gehenden Stabe zu erstrecken ist.

Wir setzen zur Abkiirzung

xa' = 2 [kab + k a c + ....ka e] ,

wodurch die Gleichung iibergeht in:

xa ' • eta + k ab • !Xb + k ac' OCc + ... .k a e• iXe = - 3 L.M~q

(Duroh q wird ein beliebiger der Knoten b bis e bezeichnet.)
Eine Gleichung dieser Art laBt sich fiir jeden Knoten des Systems

aufstellen.
Hierbei wurde angenommen, daB jedem Knoten ein oc-Wert beige

messen wird, also auch den Auflagerknoten. Es muB deshalb untersucht
werden, welchen Bedingungen die ec-Werte der Auflagerknoten unter
woden sind, wobei drei verschiedene Arten von Auflagerung jn Betracht
gezogen werden sollen, und zwar :

a) Die vollstandig feste Einspannung.
b) Die gelenkartige, feste Auflagerung.
c) Die gelenkartige, freie Auflagerung.

In Fig. 5 sind die verschiedenen Arten von Auflagerung zur Dar
steHung gebracht.

Bei vollstandig fester Einspannung des Stabes a p im Punkte p
ist nach Definition

et p = 0 (5)
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Bei gelcnkartiger fester Auflagerung des Stabes ag im Punkte g
ist das Moment Mg a gleich Null. Dureh diese Bedingung finden wir mit
Hilfe der Gleichungen (2)

o = 3 Mga + kag(oc" + 2 . cxg)
oder (6)

m:

a.

9

Fig. 5.

p

a.

kag,cxg = -1,5M~a-O,5.ka g·CXa

Bei gelenkartiger, freier Auflagerung unterscheiden wir zwei ver
schiedene Fslle, je nachdem der Auflagerpunkt auf eine senkrecht auf
der Stabachse stehend en Bahn, so als
in der Fig. 5 dargestellt ist, gefiihrt
wird, oder diese Bahn mit der Richtung
der Stabachse einen spitzen oder
stumpfen Winkel einschlieBt .

Irn ersten FaIle wirkt der St ab als
Kragarm und das Moment M" mist cine
b ekannte GroBe.

Irn zweiten FaIle fiigen wir im Auf
lagerpunkte eine in der Richtung del'
Bahntangente wirkende Zusatzkraft bei,
deren GroBe so bemessen wird , daB cine Verschiebung des Auflager
punktes verhindert wird. Die Auflagerung ist dann als eine feste,
gelenkartige zu betrachten und gehiirt als solche unter Fall b.

Aus den Gleichungen (4) lassen sich nun mit Hilfe der Gleichungen (5)
und (6) die oc-Werte der Auflagerknoten eliminiercn. Geschieht dies,
enthalten [ene Gleichungen nunmehr als Unbekannte nur die oc-Werte
der "freien" Knoten , und das Aufschreiben ers t reckt sich nur iiber
diese.

Gehen nun von eine m Knoten a die Stab e a b , ac bis ae nach
anderen Knoten, die St abe a Pi . a P2usw. nach den fes t en Einspannungen
PI ' P2' .. .. Pn' die Stabe a g t> a g2· .. : .a g, nach den festen oder auf schiefer
Bahn gefiihrten Gelenken gt> g2' ... . , die Stabe a mt> a ill2 bis a m, nach
den freien Auflagerun gen m , bis m., so schreibt sich die Gleichung (4)
fiir diesen Knoten na ch Elimination der ocl " , a p, •••.• , ocg" o:••• . . •,
indem mit q ein beliebiger der Knoten b bis e bezeichnet wird:

e n u

2 . OCa' 1: k, q + 2 . OCa . .:2: k, \l + 1,5· OCa ' 1: ka g
b I 1

e n u

+ kab'OCb + ... .k"e·ae = -31:M~q-3LM~p-31:M~ g
b 1 1

r u

- 3 2Mam + 1,5 2M~ a.
1 1
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Sehreib en wir nun zur Abkiirzung :

xa = 2 (ka b + ka c + .. ..k a e + k a PI + ka p, +....k a pn)

+ 1,5 (ka g, + k a g, + ....ka gu )

und setzen wi r den Ausdruek auf der reehten Seite gleieh N a , so er
halten wir die Gleiehung.

r.a • €Ca + ka b • Ub + k lt c • €C c + ...·ka e • U e = Na (7)

F ig. 6.

d.

e

Diese Gleiehung und die ana logen Gleiehungen sind die gesuchten
ex-Gleichungen der Belastung. Wie man sieht, enthalten die Gleiehungen
als unbekannte GroBen die ex-Werte des entsprechenden Knotens und
der mit diesem verbundenen freien Knoten.

Der ('j,,-Wert des Knotens, fiir welchen eine Gleiehung aufgesehrieben
wurde, ist mit einem Koeffizienten x multipliziert, welcher gleieh ist
der doppelten Summe der k-Werte der von dem Knoten nach andern
freien Knoten oder nach festen E inspannungen gehenden Stabe zuziig
lich der 1,5 fachen Summe der k-Werte der naeh festen Gelenken gehenden
Stabe. Die naeh freien, auf senkrecht zur Stabaehse stehender Bahn
gefiihrt en, Auflagerungen gehenden Stab e liefern dagegen k einen
Beitrag zu den Koeffizienten x.

Die ('j,,-Werte der mit dem Knoten verbundenen freienKnoten sind ein
faeh mit den k- Wertender entsprechenden Verbindungsetabe multipliziert.

Der N-Wert auf der reehten Seite ist ein aussehlie13lich von der
Belastung abhangiger Wert. Er ist gleieh der 3faehen Summe der MO

Momente samtlioher nach anderen
Knoten, nach Einspannungen und
nach festen Gelenken gehenden
Stab e, mit negativem Vorzeiehen
genommen, plus der 3fa che n Summe
der Kragarmmomente der frei auf
gelagerten Stabe, ebenf a lls negativ
genommen, plus der 1,5 faehen
Summe der MO-Momente der Ge
lenkknoten.

Um die Ermittlung der MO
Momente zu erleiehtern, sind im An
hange Tabelle 1 die MO-Werte einer
Einzellast von der GroBe 1 in den
Hundertstel-Punkten der Balken
lange angreifend angegeben. Die
a ngegehenen Werte sind mit der

GroBe der Kraft und der Lange des Stabes zu multiplizieren.
Ebenfalls kann der EinfluB einer gleichmsflig verteilten Streeken

last mit Hille der Tabelle 2 ermit telt werden.
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also

Das Aufschreiben der cc-Gleichungen moge no ch durch ein Beispiel
er laute rt werden.

In del' Fig. 6 ist del' Knoten a durch Stabe mit den Knoten b, c, d
und e verbunden.

b ist eine fest e Einspannung, o ein fest es Gelenk, d eine freie Auf
lagerung und e ein zweiter Knotenpunkt. Die Lange in m del' einzelnen
Stabe sowie Art und GroBe in kg del' vorhandenen Belastung geht aus
der Zeichnung hervor. Die 'I'ragheitsmomente del' Stabquerschnitte
sind verschiedengroB, und zwar fiir a b und ac gleich Jo, fiir a e gleich 2 J o'

Wir haben demnach:

kab = k~b = 0 ,25 , kae = k~ e = 0,25,

k' °2 k = 2· J 0
• ka' e = °4a e = " ae - , ,J o

Xa = 2 [0 ,2 5 + 0,4] + 1,5·0,25 = 1,675 .

(2b)

Es ist

MOab = _ _1_.1000.42 = -1333
12 '

0 1 0
Mac = -8.600.4,0 = - 300 , Mea - + 300 ,

Mad = 800·3,0 = 2400 ,
N, = - 3 [2400 - 300 - 1333] + 1,5·300 = - 1850.

Fiir den Knoten o: lautet somit die rJ.-Gleichung

1,675 . (X.a + 0,4' rJ.e = - 1850.

4. Ableitung del' rJ.-Gleichungen del' Versehiebung. An den Knoten
punkten des Syst ems mogen Krafte angre ifen , dagegen seien die
Stabe selbst unbelastet. Bei del' Deformation andert sicb die
gegenseitige Lage der Knotenpunkte, was cine Drehung del' Knoten
punktsverbindungslinien zur Folge hat.

Wir bezeichnen di e Drebungswinkel diesel' Linien wie friiher mit
U ab, U ae usw. und setzen sie vorlaufig als bekannt voraus.

Betrachten wir nun e ine n beliebigen Stab a b , so liefern die
Gleichungen (2) und (3) mit Beriicksichtigung der Gleichung (1).

3 M, b = k ab (2 rJ.a + rJ.b - 3 u ; b)
3 Mba = kab (rJ.a + 2 rJ.b - 3 U a b)

(3b)
Qab = - k , b . k~ b (iXa + iXb - 2 u ; b)
Qba = - k ab· k~b (iXa + iXb - 2 Uab)

In diesen Gleichungen bedeuten die o: die speziellen Werte del'
Knotenpunktsdrehungen, welche infolge del' Verschiebung entst ehen .

In gleicher Weise wi e unter 3 konnen wir hier durch Losschneiden
d el' Knoten und Aufstellung del' statischen Gleichgewichtsbedingungen

und
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der wirkenden Kraft e £iir [eden fr eien Knoten eine der Gleichung (7)
analoge Gleichung bilden.

Vergleichen wir die Gleichungen (2 a ) und (2b), so sehen wir, daB

in der Entwicklung unter 3. bloB an Stelle von M~ bund M~a zu schreib en
ist: - kab ' Uab -

Wir erh a lten demnach die Gleichung

ro a ' aa + k a b • ab + k a c ' lC c + ... .k a e ' (ee = Nan (8)
wo e n 11

Nail = 3.2: kaq, uaq + 3.2: kap ' uap+1,52:k, g' Uag (8a )
b 1 1

Die erste Summat ion erstreckt sich iiber samtliche nach anderen
Knoten des Systems gehenden Stabe, die zweite und drittc tiber die im
anderen Endpunkte fest eingespannten bzw. gelenkartig aufgelagerten
Stabe.

Die GroBe Nail mage kurz das BelastungsgIied der Verschiebung
genannt werden.

Die Gleichung (8) ist die gesuchte 1X.-Gleichung der Verschiebung.
5. Able itung der «-Glelehu nge n hei Temperaturvariation . Es sollen

zwei versch iedene Arten von T emperaturvariation berlicksichtigt
werden , namlieh einerseits eine gleichmallige Erwarmung oder Ab
kiihlung der Stabe, andererseit s eine 'I'emperaturveranderung, bei
welcher die mittler e Temperatur der Stabe ungesnderf bleibt, wahrend
die Iinke Seite urn ~tO h oh e r erwarmt wird wie die r echte. ~t

kann aelbst verst andlich £iir verschiedene Stabe verschiedene Werte
annehmen .

Die B ehandlung der gleiehmafsigen Temperaturvariation muB
noch etwas zuruckgestellt werden; wir werden spster, wenn iiber die Ein
wirkung der Normalkraft e gesprochen wird, hierauf zurii ckkommen.

Die durch die ungleichmalsige Temperaturvari ation erfolgten
Knotenpunktsdrehungen dagegen konnen, allerdings unter der Annahrne
daB die Verschiebung der Knoten durch Aufbringung einer zusatzlichen
Belastung ve rhindert wird, gleich hier errnittelt werden.

Die zwischen den Winkeldrehungen 1X.a und 1X.b eines Stabes a b
und den Einspannrnomenten geltenden Beziehungen laut en als bekannt
in diesem Falle,

reduzierte

kab,oca = 2Mab- Mba-3't"ab
kab · OCb = 2 Mba - Mab - 3 't"b a

~t

't"ab = - "t"ba = Ee: 'h·Jo ·

h',J
Es bedeutet : e: die Ausdehnungszahl und h = - J 0 die

ab
Balkenhohe, h ' die Balkenhohe,

wobei
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Nach den Momenten a ufgelOst liefern die obigen Gleichungen:

3Mab = [20(.a + Clb]·kab + 3Tab

3 Mba = [2 Clb + Cla] · kab + 3 Tba '

Durch Vergleichung dieser Gleichungen mit den Gleichungen (2)
sehen wir sofort, daB wir die ce-Gleichungen der T empera tur aus der
jen igen der Belastung erhalten, wenn in letzterer an St elle der Momente

M~ b' M~ a usw. geschrieben wird Tab bzw. Tba (= -Tab)'
Es lautet demna ch z. B . die ce-Gleichung fiir den Knoten mit Index a

xa·aa + kab·ab + kac '{! c + . .. . ka c·ae = Nat (9)
wo

e n u

Nat = - 3 L Taq - 31.: Ta p - 4,5 L Tag ·
b 1 1

Wie bei den iibrigen Cl-Gleichungen erstreckt sich die erste Summation
tib er samtliche nach anderen Knoten gehenden Stabe, die zweite und
dritte iiber die im anderen Endpunkte fest eingespannten bzw. gelenk 
artig aufgelagerten Stabe,

Die GroBe Nat moge kurz das Belastungsgli ecl der Temperatur
gen annt werden.

6. Die Normalkraite und das Knotenpunktsystem. Wir hab en
UDS in dem Vorhergehenclen ausschlieBlich mit cler Bestimmung der
Mornente und Querk raft e beschaftigt und die gleichzeitig auftretenden
Normalkrafte auBer acht gelassen.

Zur Bestimmung dieser Krafte steben uns die unter 3. genannt en
Gleichgewichtsbedingungen, welche aussagen, da.B in jedem Kno t en
punkt e zwischen den Krii.ft en P , Q und S Gleichgewicht bestehen muB,
zur Verfligung.

Es bedeuten S die Normalkraft e der Stabe, Q die K rafte, welche
gleich groB, aber entgegengesetzt gerichtet den A ufla gerkraft en sind
(zur Unterscheidung von diesen mogen sie in der F olge die Querkrafte
genannt werden), und endlich P diejenigen zusatzlichen Kr aft e,
welche die Knotenpunktsversehiebung verhindern mussen .

Bevor wir aber jen e Gleichgewichtsbedingungen zur Ermittlung
der Krafte S und P benutzen konnen, miissen wir einige Betrachtungen
anstellen, urn iiber die er forderliche Anzah l der Krafte P AufschluB
zu gewinnen.

Wir fiihren zu diesem Zwecke den Begriff des Knotenpunktsyst ems
oder der Knotenpunktfigur ein .

Unter dem irgendein em vorlieg enden Stabsystem e ent
spre chenden Kn ot enpunktsys t em v ers t ehen wir ei n zweit es
mi t d em ers t er e n kongruentes Stabgebilcl e , d es sen St.a b e
in d en Knot en gelenkartig verbunden sind.
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Je nach Art des Stabsystemes kann das Knotenpunktsystem be
weglich oder unbeweglich sein und in Ietzterem Faile statisch bestimmt
oder statisch unbestimmt sein.

In den mcisten Fallen wird man es mit einer beweglichen Knoten
punktsfigur zu tun haben . In diesem Falle konnen wir duroh Hinzufiigen
einer gewissen Anzahl Stabe, weiche nach auBerhalb des Systemes
liegenden festen Gelenken fiihren oder auch zwei Punkte des Systems
unter einander verbinden, die bewegliche Figur in ein unbewegliches,

statisch bestimmtes Ge-
~- -- ---~ bilde umwandeln.

~ Z. B. bedarf es
~--- - -- , bei einem mehrstieligen

Rahmendes Hinzufiigens
eines Stabes, bei der in

Fig. 7. F·· KIg.7 gezeigten noten-
punktfigur des Hinzufiigens von 4 Staben, um die statische Bestimmt
heit zu erreichen.

Die Anzahl der erforderlichen Stabe ergibt sich aus der bekannten
Bedingung fiir statische Bestimmtheit, weiche Iautet:

s + u = 2k,

wo s die Anzah1 der Stsbe, u der Auflagerbedingungen und k der Knoten
bedeutet. In dem zuletzt genannten Beispie1e haben wir u = 8, k = 11;
demnach muB sein

s = 22-8 = 14.

Vorhanden sind aber nur 10 Stabe, es fehien also, wie bereits oben
erwahnt , 4 Stabe.

Die fehlenden Stabe konnen im allgemeinen in verschiedener Weise
hinzugefiigt werden - in Fig. 7 z. B. wie durch punktierte Striche
angedeutet -, erforderlich ist nur, daB wirklich ein statisch bestimmtes
Gebilde entsteht.

Wie man sich hiervon iiberzeugt, ist aus der Lehre des Fachwerkes
genugsam bekannt und bedarf hier keiner weiteren Erorterung.

Je nach der erforderlichen Anzahl der Zusatzstabe sprechen wir
von Systemen mit einfacher , zweifacher usw. Bewegungsmoglichkeit,

Bei der statischen Berechnung von Rahmenkonstruktionen wird
gewohnlich die Voraussetzung gemacht, daB der Einflufs der Normal
krafte auf die Deformation des Stabgebildes verschwindend ist im Ver
halbnis zu demjenigen der Momente.

Diese Voraussetzung soll auch hier gemacht werden, jedooh werden
wir an spaterer Stelle zeigen, wie man diesen EinfiuB beriicksichtigen
kann, sowohl genau wic angenahrt .
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Wir machen also diese Voraussetzung nicht et wa notgezwungen,
sondern nul', weil die durch Beriicksichtigun g jenes Einflusses erreichte
grofser e Genauigkeit zu gering erscheint , urn die vermehrte Rechen
arbeit zu rechtf ertigen.

Urn dies etwas deutlicher zu erkennen, machen wir darauf auf 
merksam, daB die genannte Voraussetzung genau dieselbe ist wie die
Annahme von friktionslosen Gelenken bei del'Berechnung von Faohwerk
konstruktionen. In diesen treten auch eben durch VerHingerung bzw.
Verkiirzung del' Stabe Nebenspannungen auf , welch e demnach auch nur
dann vernachlassigt werden diirfen, wenn del' EinfluB del' Normal
krafte auf die Deformation, d. h. die Langenanderungen del' Stabe ,
geringfiigig ist.

Diese Vernachlassigung des Einflusses del' Normalkriifte auf die
Deformation ist demnach hier ebenso gerechtfertigt wie bei del' Berech
nung del' Fachwerke, ja eigentlich noch mehr . Bei einem nul' auf Zug
oder Druck beanspruchten Stabe wird namlich ein kleines Biegungs 
moment den Spannungszustand in wesentli ch hoherern Grade beein
flussen konnen als bei einem schon auf Biegung beansprucht en.

Auch durch die Verbiegung einer Stange erfolg t eine Langenand e
rung (Verkiirzung) del' Verbindungslinie del' heiden Endpunkte.
Diese Verkiirzung ist abel' unendlich klein hoherer Ordnung im Verhalt
nis zu den Ordinaten del' Biegungslinie und desh alb ebenfall s zu ver
nachlassigen.

Wir konnen also unter del' gemachten Voraussetzung den Satz
aussprechen :

Bei del' Deformation d e s Stabgebildes b ehalten die
Stabachs en ihre u r s p r il n g l i c h e n L angen bei.

Aus diesem Satze erfolgt nun sofort , daB bei Stabsystemen, deren
Knotenpunktsfigur keine Bewegungsmoglichkeit besitzt , die urspriing
lich e Lage del'Knoten bei del' D eformation nicht geandert wird , daB also
in diesem Faile das System ein solches mit unverriickbaren Knoten ist.

Bei Systemen dag egen, deren Knotenpunktsfigur einfache Be
wegungsmcglichkeit besitzt , bed arf es des Hinzufiigens eines Sta bes, urn
die Knoten unverriickbar zu machen.

Im allgemeinen bedarf es bei Systemen mit n-facher Bewegungs
mogliehkeit des Hinzufiigens von n Staben, urn die Knoten unverriickbar
zu machen.

Bringen wir, anst att die Stabe hinzuzufiigen, die in diesen auf
tretcnden Spannungen als aulier e Krafte hinzu, wird selbstverstandlioh
dieselb e Wirkung ents tehen . Hieraus erkennt man, daB die Anzahl
del' notigen Zusatzkraf t e P mit del' Anzahl del' zur Erzielung unver
schiebharer Knoten erfo rderlichen Zustazstabe, und daB die GroBe del'
Kriifte P mit den Stabk ra ften del' Zusatzstab e iibereinstimmt.
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Irn allgemeinen sind versohiedene Kraftsysteme P moglieh ; er
forderlich ist nur, daB die Zusatzstabe, welche zwecks Bereehnung del'
Krafte P hinzugefiigt werden, in der Weise angebracht werden, daB
die entspreehende Knotenpunktsfigur statisch bestimmt wird.

Nachdem nunmchr die erforderliche Anzahl der Krafte P errnittelt
worden ist, gehen wir zur Bestimmung diesel' Krafte und der Normal
krafte der Stabe iiber.

Das zur Untersuchung vorliegende Stabsystem habe nun eine Knoten
punktsfigur mit n-facher Bewegungsmogliehkeit. Durch Hinzufiigen
der n notigen Zusatzstabe verwandeln wir das System in ein solches mit
unverriickbaren Knoten.

Fiir dieses neue System konnen wir die im Abschnitt 3 abgeleiteten
IX-Gleichungen del' Belastung unmittelbar verwenden, ihre Losung
mdge die Werte IX",', IXb' usw. ergeben.

Wir stellen nun die folgende Betrachtung an: Auf das dem um
gewandelten Stabsystem entspreehende, statisch bestimmte Knoten
punktsystem denken wir uns die Querkrafte des Stabsystems
als a u Be r e Krafte aufgebracht und fragen nach del' GroBe der durch
diese Belastung in den Staben des Knotenpunktsystems verursachten
Stabkrafte, Urn diese zu bestimmen, schneiden wir samtliohe Knoten los
und stellen die Gleichgewichtsbedingungen del' wirkenden Schnitt
und iiuBeren Krafte auf. Sofort erkennen wir, daB wir auf diese Weise
genau dieselben Gleichungen gewinnen wie die Gleichungen, welohe
duroh Lossehneiden del' Knoten des Stabsystems zwischen den GroBen
Q, S und P gewonnen worden. Wir konnen deshalb den wichtigen Satz
aussprechen :

Die Normalkrafte des S~absystems und die Zusatz
belastung P ko nnen als Stabkrafte des statisch bestimmten
Knotenpunktsystems belastet, durch die Querkrafte des
Stabsystems, gefunden werden.

Dieser Satz hat indessen nicht allgemeine Giiltigkeit. Bei seiner
Herleitung wurde namlich stillschweigend vorausgesetzt, daB die
Normalkraft in den beiden Endpunkten eines Stabes denselben Wert
besitzt, also in den fiir die Endknoten aufgestellten Gleichgewichts
bedingungen mit demselben Werte eingeht. Das wird aber nur dann
del' Fall sein, wenn die wirkende Belastung senkreeht zur Stabachse
gerichtet ist. Bildet dagegen die Belastungsrichtung mit der Richtung
der Stabachse einen von 90° verschiedenen Winkel, wie z. B. in Fig . 8,
wo der sohrage Balken a b dureh senkrechte Lasten beansprueht wird,
ist die Normalkraft des Stabes nicht konstant, sondern anderf ihre GroBe
in den Angriffspunkten der Belastung.

Wird nun die Normalkraft des Stabes im Punkte a (als Zugkraft
positiv gereehnet) mit Sab und die im Punkte b mit Sba bezeichnet,
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t rit t zu den Gleichgewichtsbedingungen noch die Gleichung hinzu:

Sba = Sa b + L R cos <p = Sab + R ab .

Die Normalkraft Sb a liiBt sich hiernach in zwei Teile zerlegen ,
von denen del' erste gleich Sa b ist , del' zweit e glei chgroB (abel' entgegen
gesetzt gericht et ) die in die Stabachse fallende Belastungskomponente
R a b ist. Denken wir uns nun im
Punkt e b cine auBere Kraft von der
GroBe R, b = I; R cos c:p hinzuge- b »"
fiigt, welche dieselbe Richtung hat ~L_
wi e di e Belastun gskomponente , so 'I(,~

wird dadurch del' zweit e T eil der
N ormalkraft aufgehobe n, und wir er- a

halten au ch in b die Normalkraft Sab - S~ ~ab
Fligen wir demnach im Knot en- ../' v;:.

punktsysteme auller der Querkraft-
b elastung in dem Punkte b noch F ig. 8.
die Belastungskomponente L R cos <p

als auBere Kraft hinzu, so wiI'd die gefundene Stabkraft gleich Sab'
Wird die iiuJ3ere K raft umgekehrt in a hinzugegefiigt , erha lte n

wir in diesem Punkte di e Normalkraft Sba' Die gefundene Stabkraft
wird dann gleich Sua'

Allgemein konnen wi r sagen :
Ist ein beliebiger Stab a b dureh schief geriehtete Krafte beansprueht,

finden wir die Normalkraft Sa b bzw.Sba als Stabkraft des entspreehenden
St abes ab im Knotenpunktsystem , wenn wir dieses a uJ3er del' Quer
kraftbelastung noeh in b bzw. a durch eine Kraft b elasten gleich und
gleich gerichtet der in di e Stabachse fallenden Bela stungskomponente.

Wir konnen demn ach a uch wenn ein ode r mehrere Stabe schief
b elast et sind, die Normalkrafte des Stabsys tems und di e Krafte P als
St abkriifte des st atisch b es timmten Knotenpunktsystems bestimmen.

Die Querkriifte des St absyst ems, welche nach del' Gleichung (3)
er mit te lt werden, lassen si ch in zwei Teile zerlegen, die Querkraft Qab
z. B. in:

+ Q~ b und Q~ b = -kab· k~b ' ((I;a' + (l;b') ·

Flir die Querkrafte + QO als Bclastung des Knotenpunktsystems
in Verband mit den Belastungskomponenten ~ R cos c:p und cvent uellen
in den Knoten wirkenden auBeren Kraften bestimmen wir in gewohn
Iicher Weise, z. B. durch Zeichnung cines Cr emona schen Krafteplanes ,
die Stabkrafte.

Hierbei mage gefunden werden:

S~b' S~ c usw. fiir die t atsaohlich vorhandenen St abe und
Plo, p 20 usw. fiir die Zu satzstabe.
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Hierzu miissen noch die durch di e Belastung Q' erzeugten Spann
krafte adciert werden.

Diese werden am einfachsten durch die kinematische Methode
gefunden.

En tfernen wir aus dem stat isch bestimm ten Knotenpunktsystem
einen Stab , z.B. den Zusatzstab p , fiigen aber die Stabkraft Pp' als
auBere Kraft hinzu, so entsteht ein System mit einfache r Bewegungs
mogliohkeit.

Wir t eilen diesem System eine virtuelle Verschiebung mit, wobei
der (oder die) Angriffspunkt (e) der Belastung Pp' sich (gegen
seit ig) urn die Strecke xp verschieben mage, welche (gegenseitige) Ver
schiebung m it dem entfernten Stabe den Winkel <pp einschlie Bt .

Die Be lastung Pp' verri chtet hierbei die virtuelle Arbeit

Pp' • x p . cos <pp-

Die beiden an den Endpunkten des beliebigen Stabes a b als auBere
Krafte aufge brachten Querkrafte

Q~b = Qb a = - k ab · k~b (IXa' + IXb
/)

leisten zusammen die Arbeit

+ kab· (a.a' + a.b') · Vab, p ' xp ,

indem wir unter

Vab,p den durch eine Verschiebung xp = 1 erfolgten Dreh ungswinkel

des Stabe s a b bezeichnen und daran erinnern, daB k~b gleich -1,1 ist ,
ab

also k~b' l~ b = 1, und daB eine positive Querkraft so aufgebracht
werden muB , daB sie in kleiner Entfernung vom Knotenpunkte wirkend
gedacht eine positive Drehung desselben herbeifiihrt , Zur Bestimmung
der Kraft P p ' haben wir demnach die Gleichung

p p' . cos <pp + ~ (IXa' + a.b') kab· Va b,p = O.

Fur die Kraft Pp haben wir also im ganzen:

P p = P pO 1_ ~ (a..' + IXb') ' kab· Vab p'
cos <p p ,

Wir f iihren zur Abkiirzung d ie Bezeichnungen ein :

(a.a' + iXb') = P~ b usw.,

konnen also schreiben:
1

P p = P po _ ~ p'. vp ' k (10)
cos <pp

Fur die Normalkraft eines Stabes pq linden wir in ahnlicher Weise:

Spq = S~ q - 1 . ~ p' . vpq . k (ll)
cos <pp q
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Es bedeutet :

Ij)pq den Winkel, welcher di e Richtung der gegenseitigen Verschiebung
der Punkte p und q bei Ent.fernung des Stabes pq mit der Richtung
der Stabachse einschlie13t;

V a b,pq den Winkel, um den sich der Stab a b b ei eine r gegenseitigen
Verschiebung der Punkte p und q um die St recke x p q = 1 dreht.

Di e positiven Richtungen der Verschiebungen xp , xp q usw. werden
. 7'

so gewahlt, daB die Winkel Ij)p, qJp q klemer als 2 werden.

Eiir eine Gelenkstange a g ist mit Ru cksioht auf Gleichung (6)

t aa' 1,5 rO
p a g = 2-k·}lga.

ag

7. Die Ermittlung der tatsaehllchen a-Werte. Di e Krafte PI bis
PI\> welche nach der im vorigen Abschnitt abgeleitete n Formel (1O)
gefunden werden , sind diej enigen Krafte, welehe auf dem Stabsystem
aufge bracht werden mii ssen, um eine Versehiebung der Knoten zu
verhindern.

Di e ermittelten ex '- W erle sind demna eh nicht di e tatsachlichen
«-Werte, sie entspreche n vie lmehr der gegebenen Belastun g und der
Belastung "P" zusammen ,

Um nun auf die tatsaohlichen IX-Werte zuriickzukornmen, rouB
d emnach eine Belastung ,,- P " , d. h. n Krafte von der GroBe PI bis P n '

a ber diesen entgegengeset zt gerichtet, hinzugefiigt werden. Erzeugt
nun die Belastung,,- P " fiir sich genommen die ce-Werte «, " , ab" usw.,
hat man demnach :

cx" = cxa ' + IX,,"

CXb = ab' + IXb" usw.

Urn die IX-Werte finden zu konnen, hab en wir somit die a"· Werte
zu bestimmen.

Wir bemerken, daB die Belastung ,,- P ", welche die ex" -Werte
erze ugt, nur aus Kraften besteht , die in den Knotenpunkten des Systems
a ngre ifen, die Stabe selbst tragen keine Belastung.

Di e Knotenpunktsdrehungen 1X" sind demnach nur eine Folge
von der Verschiebung der Knoten und den hicraus resultierenden
Drchungen der Stabe,

Sobald die Drehungswinkel u bekannt sind, k onnen wir deshalb
die in 4 abgeleiteten a-Gle ich ungen der Verschiebung zur Berechnung
d er «" benutzen.

Es ist einleuchtend, d aB di e Belastung ,,- P" fur sich allein genau
dieselben Verschiebungen der Kn oten herbeifiihren wird wie die ge
gebene Belastung. Dies folgt unmittelbar aus dem Umstande, daB die

B e n <I i x sen, Met hode. 2
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gegebene Belastung und die Belastung ,,+ P" die Knotenpunkte nicht
verschieben.

Weiter ist es einleuchtend, daB die neue Lage der Knoten bei
einem System mit einfacher Bewegungsmogliohkeit durch die Angabe
einer GroBe, z. B. der Verschiebung eines Knotenpunktes, vollstandig
bestimmt ist, und daB es im allgemeinen bei einem Systeme mit n-facher
Bewegungsmcglichkeit der Angabe von n solcher GroBen bedarf, um die
Lagc nach der Verschiebung zu bestimmen.

Wir wahlen nun zur Bestimmung des Verschiebungszustandes
die GroBen Xl bis Xn, d. h. die Verschiebungen der Angriffspunkte der
Krafte P bzw. gegenseitige Verschiebungen, (je nachdem die ent
sprechenden Zusatzstabe nach auBerhalb des Systems gelegenen festen
Punkten fiihren oder zwei Systempunkte verbinden).

Von der urspriinglichen Lage in die entgiiltige kann das System
und die entsprechende Knotenpunktsfigur in der Weise iibergefiihrt
werden, daB zuerst der Stab 1 entfernt, die Verschiebung Xl ausgefiihrt
und darauf der Stab 1 wieder (mit entsprechend abgeanderter Lange)
eingesetzt wird. In dieser Weise verfahrt man der Reihe naoh mit
den iibrigen Zusatsztaben und erhalt zum Sehlu13 den endgiiltigen
Versehiebungszustand.

Bei der "Verschiebung Xl" - womit wir in Kiirze die eben erwahnte
Verschiebung des Angriffspunktes des Stabes I bezeiehnen - entstehen
gewisse Knotenpunktsdrehungen, welche mit Hilfe der «-Gleiohungen
der Verschiebungen ermittelt werden konnen.

Nun ist die GroBe von Xl freilich vorlaufig nicht bekannt; wir
schreiben deshalb die Verschiebungsgleichungen zunachst fiir eine Ver
schiebung Xl = 1, d. h. eine Verschiebung, bei welcher sich der Angriffs
punkt des Stabes I um die Strecke 1 bewegt, auf.

Das Belastungsglied der cc-Gleiohung eines beliebigen Knotens a
lautet in diesem FaIle (vgl. 4.)

e n u

Na u = 3 Lka b,va b, l + 32 k a p , va p, 1 + 1,5Lka g.va g, 1'
b 1 1

indem mit VI die Drehungswinkel der Stabe des Knotenpunkt
systems zufolge der Verschiebung Xl = 1 bezeichnet werden. Wie schon
mehrfach erwahnt, umfaBt die erste Summation, die nach anderen
Knoten, die zweite die nach festen Einspannungen und die dritte
die nach festen Gelenken gehenden Stabe,

Die sich ergebenden IX-Werte mogen bezeichnet werden

lXa = a l

IXb = b1 usw.
In gleicher Weise schreiben wir die Verschiebungsgleichungen

der Reihe nach fiir die Verschiebungszrstande x2 = 1, xa = 1 usw. auf
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und bezeichnen die Losungen fiir den Knoten a mit a 2, a3 • •• ••• an' fiir
b mit b2, b3 • ••••• bn usw.

Die IX" -Wert e konnen nunmehr auf die Form ge bracht werden:

IXi." = a l • Xl + a z . X z + a3 ' x3 + . . . . an' xn
IXb" = bl • Xl + b 2 • x 2 + b3 • x3 + . . . . b n· Xn usw.

Ebenfalls konnen wir die Winkeldrehungen der Knotenpunktstabe
a uf die Form bringen:

u, b = Va b,I • Xl + Va b.2 • Xz + .... Va b.n . Xn.
Zur vollstand igen B estimmung del' IX" - und d el' u-Wert e fehIt

demnaeh nul' noeh die Ermit tlung del' Gra Ben Xl bis XI\'

Die hierzu erforder lichen n-Gleichungen erh alt man durch die
Bedingun gen, da f in den Zueatzstaben keine Spannungen entste hen ,
falls sie erst nach erfo Igter D eformati on des Stabsystemes eingefiigt
werden.

Die Spannung eines Zusatzst abes IaBt sich abel' in del' unter 6.
gezeigten Weise berechnen , als o dvrch Belastung des Knotenpunkt
syst ems mit den dem endgu lt igen Vcrschiebungszustand entsprechenden
Qu prkraften des Stabsystems.

Eine beliebige Querkraft des Stabsystems soh re ibt sieh wie folgt:

+ Qab = + Q~ b - kab ·k~ b (lXa + IXb - 2 Uab).
Riel' ist

IXa = (fa' + ct.a", IXb = IXbl + ct.b
ll

•

Demnach konnen wir auch sehreiben

Qab = Q~b - kab· k~b (ct.a' + IXb') - kab· k~ b (ct.a" + IXb" - 2 Uab)'

Die ersten beiden Glieder auf del' reehten Seite stellen die Querkraft
b ei festgehaltenem Knotenpunkte dar . Dureh Bela stung des Knoten
punktsystems hiermit a lle in entstehen somit die scho n berechn et en
Spannkrlifte P und S. Die durch Belastung mi t den durch das dritte
Glied gekennzeichneten Querkraft en erzeugten Span nun gen P" findet
man wieder am einfachsten durch die kinema tische Methode.

Z. B. finden wir durch Ausfiihrung del' virtuellen Versehiebung
X n = I die Spannung P n Il d es Stabes n aus

Pntf. cos <pn + ~ (ct.a" + IXb" - 2 Uab) . k ab . Vab,n = O.
(Bei einer Drehung im positiven Sinnc fiihrt eine positive Querkraft
belastung eine negative Arbeit aus).

Da die totale Spannung gleieh Null sein solI, mull als o:

P n + P~ = 0
ode I'

Pn- __1_ ~ (ct.a" + IXb" - 2 Uab)' kab· V a b. n = O.
cos <pn

sein .
2*
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und

Systeme, welche nur geradli nige Stilbe enthalten.

Wir ersetzen hierin die (1.." mit den obigen Ausdriieken

t1.a" = a l • Xl + a l ' x 2 + a a • Xa + ... a n' x n USW.

(13)

(12)

Uab = Va b,l' Xl + Vab, 2' X2 + 0 . 0 ° Vab,n' x.,;
wobei zur Abkiirzung gesetzt wird :

1
P n 1 = - --- .1;(al + bl-2 v abI) ·ka b·Vabll

, cos cpn "
1

PII 2 = ----.1;(a2 + b2-2va b 2)·kab·Vab II'
, COS cpn "

und finden so mit :

PII + Pn, I • Xl + Pn, 2 • X 2 + 0 0 0 0 Pn, n • Xn = 0
und die analogen Gleichungen fiir PI ' P2 usw.

Aus den Definitionsgleichungen der mit einem Doppelzeiger be
hafteten P erke nnen wir, daB

Pn,r die Spannung bedeutet, welche in dem n t en Zusatzstabe
bei Ausfiihrung der Verschiebung X r = 1 entsteht.

Fiihre n wir nun weiter die Bezeichnungen ein:

(a l + hI - 2 Vab,l) = p ab ,l

(a2 + b2 - 2 Vab, 2) = Pa b, 2

usw.,
hat man

1
Pn, I = - 1; Pi ' Vn ' k

cos qin

1
Pn, 2 = - 1; P2 • Vn • k

cos qin

usw.

Fur Gelenkstange a g ist speziell:
1

P a g,l =(al + gl - 2 va g, l ) =2 ·(al - va g, I ) ;

da
a lgl = -2 + 1,5. Va g, I

im allgemeinen :
1

P ag, n = 2 (an - Va g,n)

(14)

(13a)

Nach den Formeln (13) berechnet man die GraBen P und hat
nunmehr zur 'Best immung der GroBen X das Gleichungsystem (12):

- PI = PI,I' Xl + P I, 2 ' X2 + PI, 3 ' Xa + P I, II' Xn

- P2 = P2, I ' Xl + P2, 2 • X2 + P2, 3 . Xa + P 2, II • Xn

usw.



Bertl cksichtlgung des Einilusses einer gleichmiil3igen Temperaturvariation. 21

Nach dem Satze Von B etti (vgl. Miiller-Breslau, Statik II, Abt. 1,
S. 33) findet man ~ Pr . vn • k = ~ Pn . Vr . k, demnach

P n, r • cos <pn = Pr, II • cos CJlr

Hierdurch ha t man eine K on trolle auf die Ermittlung der GroBen P.
Wir sind nun zum Ziele gelangt , indem nunmehr di e tatsachlichen

cx.-W erte und u-Werte bekannt sind. Der Dbersicht halber wiederholen
wir hier kurz den Ber echnungsgang.

1. Bestimmung des Grades der Bewegungsrnoglichkeit des dem
Stabsyst em entsprechenden Knotenpunktsystems und Hinzu
fiigen der erforder liche n Zusatzstabe.

2. Berechnung der Koeffizienten k und x,
3. Entfernung der hinzugefiigten Stabe der R eihe na ch und Be

stimmung der durch eine Verriickung 1 des Angriffspunktes
des entfernte n Stabes erzeugten Winkeldrehungen v der Stabe ,

4. Berechnung der B elastungsglieder der cx.-Gleichungen der Ver
schiebungen Xl = 1, x2 = 1 usw.

5. Losung der lX-Gleichungen der Verschiebungen Xl = 1, x2 = 1
usw.

6. Berechnung der GraBen P mit Doppelzeiger.

Die bis jetzt genannten Arbeiten sind voliig unabhangig von der
Belastung des gegeben en Systems und konn en ein fiir a llemal erledigt
werden. Es folgen nun Arbeiten, die fiir jede zu unt ersuchende Be
lastung zu wiederholen sind, namlioh

7. Berechnung der B elastungsglieder der cx.-Gleichungen der Be
lastung. (Hierzu werden die beigefiigten Tabellen benutzt.)

8. Losung der lX-Gleichungen der Belastung.
9. Berechnung der Spannkrafte P der hinzugefUgten Stabe,

10. Losung der x-Gleichungen.
11. Berechnung der en dgiiltigen lX- und u-Werte .

8. Die Beriicksicbtignng des Einflusses einer gtelchmauigen Tern
peraturvariation und der Normalkratte. Die vorausgehenden Entwick
lungen waren an die Annahme gebunden, daf die L angenanderungen
der Stabe , verursacht durch den EinfluB der Normalkrafte, so gering
fiigig sind, daB man ihren EinfluB auf die Deformation des Stabgebildes
vemaohlassigen durfte.

Wir haben bereits an friiherer Stelle die Zulassigkeit dieser An
nahme naher erortert-,

Wenn nun au ch de r EinfluB der Normalkrafte betrachtlich klein
is t, so liegt dcr Fa\! ganz anders, wenn Langenanderungen der Stabe,
verursa cht durch Temperaturvariation , in Frage kommen.

Die durch die letzteren bedingten Beanspruchungen des Stabge
bildes konnen namlich unter Umstanden ziemlich betrachtlioh sein;
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ihre Ermittlung muf demnach als streng erforderlich betracht et
werden.

Wir stellen aus diesem Grunde hier die Behandlung einer Tem
peraturvariation in den Vordergrund, umsomehr, weil der Einflu13 der
Normalkrafte annahernd in genau derselben Weise gefunden werden
kann.

Die Verlangerung einer Stange , z. B. a b, durch eine Temperatur
erhohung von to Celsius betragt e : t . l~b ' wobei e: die Temper atur
ausdehnung der Langeneinheit bei 1 0 Erwarmung bedeutet.

Wir ber echnen nun die Langenanderungen samtlicher Stabe,
multiplizieren diese mit dem Faktor 6 E 10, weil wir stets mit den
6 E Io-fachen Verschiebungen rechnen, und bestimmen di e durch
diese Verlangerungen erzeugten Winkeldrehungen des statiseh be
stimmten Knotenpunktsyst ems . Ist die Knotenpunktsfigur nicht
besonders einfae h , tut man dies am besten durch Zeiehnung eines Ver
schiebungsplanes .

Um nun aus dem Verachiebungsplane z. B. die Drehung des Stabes
ab zu finden, projiziert man die Versehiebungen der Punkte a und b
auf eine zu a b senkreeht stehende Gerade. Die Summe dieser Pro
jektionen - wob ei einer Proj ektion das Vorzeiehen + beizulegen ist,
wenn die ent spreehende Versehiebung die Stabachse im positiven Sinne
zu drehen sueht - geteilt dureh die Lange des betrachteten Stabes
ergibt die gesuchte Winkeldrehung.

Bei einfacherer Gestaltung der Knotenpunktsfigur kommt man
aber oft ohne Zeiehnung eines Verschiebungsplanes durch einfaehe
Berechnung schneller zum Ziele.

Es ist b ei der Ermittlung der Verschiebungen gleichgiiltig, ob wir
die Lange der Zusatzstab e als konstant betraehten oder diesen Staben
gewisse Langen anderungen zuteilen.

Hiervon macht man z. B. Gebraueh, wenn das gegebene System
um eine Mittellinie Symmetrie aufweist. In diesem FaUe ander e man
die Langen der Zusstzstabe derart, daB aueh die deformierte Figur
symmetrisch wird ,

Hat man nun die Dr ehungen der Stabe, welehe mit u~ b usw,
bezeichnet werden mogen, ermit t elt, berechnet man di e hieraus be
dingten Belastungsglieder der cc-Gleichungen und verfahrt, wie im vorigen
Paragraphen unter 7 bis 11 angegeben, wenn an St elle cc-Gleichung
der Belastung gelesen wird: cc-Gleichung der (durch T emperatur
variation verursachten) Verschiebungen. Hierbei ist zu beachten, daB
die Gro13en p' nunmehr bestimmt sind durch

P~b = OCa + OCb' - 2 U~b

usw, Fur einen gelenkartigen a ufgelagerten Stab ag speziell



B cr iick sichtigung des E inl lussos einer gleichmaJ.ligen Temperaturvartatlon. 23

, 1 ( , )Pag = 2 oc".' - u, g •

Im FaIle der Symmetrie fallt, wenn man die Verschiebung wie oben
er wahnt ausgefiihrt hat, di e Arbeit 9 bis 11 fort. Die in dieser Weise
deformierte Knotenpunktsfigur ist mit der endgiilt igen identisch, die
Belastung P muB deshalb gleich Null werden.

Bei ungleichmafliger T emperaturvari ation verfahrt man ebenfalls
n ach 7 bis 11 des vorigen P aragraphen, nur t ret en hier an Stelle der
cc-Gleichungen der Belastung die IX.-Gleichungen der T emperaturv ari ation
(vgl. § 5). Auch hier gilt es , daB bei symmetrischer Anordnung und
unsymmetriseher Temperaturbelastung keine Spannungen der Zusatz
stabe entstehen, daB demnach die unter 9 bis 11 aufgefiihrten Arbeiten
in Wegfall kommen.

Die Behandlung der Temperaturvariation ist hiermit erledigt,
und wir konnen dazu iibergehen, den EinfluB der Normalkraft e naher
zu verf olgen.

Die dureh eine Normalkraft bedingte Langenanderung eines Stabes
(wie friiher mit dem Faktor 6 E J o multipliziert) betragt z. B. fiir den

St ab a b ( S .1' )
~a b = 6 E J o E F a b

wobei die mit Doppelzeiger behaftete Klammer ausdriicken solI,
daB fiir die in Klammer stehenden GroBen die speziellen Werte des
durch den Zeiger gekennzeichneten Stabes einzusetzen sind.

Bisher wurde stillschweigend angenommen, daB die Elastdzitats
ziffer E fiir samtliche Stabe dieselbe GroBe hatte. Fill die miteinander
fest verbundenen Stabe wird dies natiirlieh auch gewohnlich der Fall
sein, dagegen kann es vorkommen, daB ein gelenkartig angeschlossener
Stab, z. B. eine Zugstange, aus einem anderen Mat erial besteht als das
Rahmenwerk selbst . Wir k onnen aber t rot zdern m it einem konstanten
Werte E reehnen, wenn wir unter F den mit dem Verhiiltnisfaktor der
Elastizitatsziffer vervielfacht en Inhalt der Querschnittsflaohe verstehen,
ein von der Berechnung z. B. von Eisenbet onkonstruktionen genugsam
bekanntes Vorgehen. Wir konnen also im obigen Ausdrucke die GroBeE

kii rzen und schre iben : _ ( S .1' )
~a b - 6Jo - F (15)

ab

Bei schief ger ichteter Belastung ist die Normalkraft nicht konstant,
die in Klammer st ehende GroBe muB in diesem F aIle durch eine Summa
t ion bzw. Int egration erset zt werden.

Die Verlangerungen bzw. Verkiirzungen der Stabe sind somit
erst nach Ermit tlung der N ormalkrafte bekannt . E s ist nun z. B. die
Normalkraft Sab des Stabes ab gleich der Summe derjenigen Normal-
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kraft , welche unter der Annahme konstanter Stablangen bestimmt wird,
und derjenigen , welche durch den EinfluB der Langenanderungen der
Stabe entsteh t. Da wir nun bereits wissen, daB dieser EinfluB gewohnlich
sehr gering ist, wird man keinen groBen Fehler begehen, wenn man
der Berechnung der Langenanderungen der Stabe die bei konstanten
Stablangen ermittelten Normalkrafte zugrunde legt.

Wird dies getan, so sind die Langenander ungen A der Stabe bekannte
GriiBen, und die Berechnung vollzieht sich in genau derselben Weise
wie bei eine r gleichmdliigen Temp eraturvariation.

Halt m an es iiberhaupt fiir no t .ig gegebenenfalls den EinfluB der
Normalkrafte zu beriicksichtigen, wi rd man sich stets mit dieser ange
naherten Berechnungsweise begniigen konnen,

Mehr der Vollstandigkeit chalber solI aber noeh gezeigt werden,
wie sioh die Berechnung gestalten wird, wenn man dem EinfluB der
Normalkrafte ga nz genau naehzugehen wiinscht.

Es zeigt sieh hierbei, daB die Anzahl der x-Gleichungen sich in
diesem FaIle fiir jeden Stab des Systems um Eins vermehrt.

Die gen aue Berechnung wird sich deshalb nur in den seltensten
Fallen empfeh len, da die vermehrte R echen arbeit in keinem Verhaltnisse
zu der grolieren Genauigkeit stehen wird. Hochstens konn t e m an daran
denken, die L angenanderung einzelner Stabe, z. B. die einer Zugstange,
auf diese W eis e in Rechnung zu ziehen .

Es geniigt, die Berechnungsweise bei Beriicksicht igung der D eforma
t ion nur einer Stange zu zeigen ; das Verfahren liiBt sich unmittelbar
iiber eine grolsere Anzahl Stabe erstrecken .

Wir fanden nach Gleichung (15)

(S'1')Aa b = 6 J 0 -----r a) '

demnaeh ( F . ~ ) 1
Sab = -1-'- -6J'

a b o

Andererseits hat man, wenn man die Spannung auf dieselbe F orm,
wie dies in Gleichung (12) fiir einen Zusatzstab geschehen, bringt :

Sab = S~b + Sab, l'Xl + Sab, 2, x2 + ....Sab,n·Xn + Sab,a b·Aab,

wobei S~ b die Spannung bei festliegenden Knoten bedeutet.
Die GraBen S mit doppelt em Index berechnen sich in genau der

selben Weise wie die P.
Fiihren wir in die Ietzte Gleichung den obigen fiir Sab gefundenen

Ausdruck ein, erhalten wir somit

o = S~b + Sab,l'X l + Sab,2,x2 + .. , Sab,n ' Xn

[
Fab'k~b] A+ Sab,ab- 6J

o
·/..lab. (16)
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Diese Gleichung in Verband mit den x-Gleichungen, welche nunmehr
lauten

o = PI + Pl . I . Xl + PZ, 2 ' x2 + .. .PI, n' Xu + PI, ab' Aab
USW.,

errnoglicht die Berechnung der GraBen Xl bis Xu und L.\ab - Die weitere
Berechnung voIlzieht sich genau wie friiher .

9. Die graphischo Darstollung der lUomente, Normalkraite und
Querkrafte. Im Vorhergehenden wurde die Berechnung nur bis zur
Bestimmung der a- und u -Werte durchgefiihrt. Urn aber die Bean
spruchung eines gegebenen Querschnittes berechnen zu konnen oder
eine Dimensionierung vorzunehmen, ist es erforderlich, das Moment,
die Normal- und Querkrafte des Querschnittes zu kennen.

Nach den im Paragraphen 2 abgeleiteten Formeln ergibt sich nun
fiir die Momente und Querkrafte der Endquerschnitte

Mab = M~ b + k, b(: . OCa + ~ .OCb - u, b)

Mba = Mga + kabU'OCa + ~ .OCb - Uab)

Qab = Q~b - kab· k;b (OCa + OCb - 2 Uab)

Qba = Qga - kab· k;b (OCa + OCb - 2 Uab).

Nach Berechnung dieser GraBen konnen die Momente und Quer
krafte fiir jeden beliebigen Querschnitt ermittelt werden.

Bei einer analytischen Berechnung der Momente und Querkrafte
gewinnt man aber keinen guten Dberblick iiber den Verlauf dieser
Krafte .

Viel iibersichtlicher ist eine graphische Darstellung, wei! diese
nicht nur die Werte fiir einzelne Punkte der Stabachse, sondern fur aIle
liefert. Ganz besonders bei Konstruktionen in E isenbeton ist cine
derartige Darstellung fast unentbehrlich zwecks einer geschickten An
ordnung der Eiseneinlagen. Wir empfehlen deshalb, das Resultat
der Berechnung stets graphisch darzusteIlen , und zwar in folgender
Weise.

a) Momente. Die Momente der einzelnen Punkte der Stabachse
werden als Ordinaten von der Stabachse aus nach der Seit e hin aufge
tragen , die durch das Moment auf Druck beansprucht wird .

Die Ordinaten dieser Momentenkurve werden fur jeden Stab durch
eine kleine Sonderzeichnung gewonnen. Wir werden dies durch ein
Beispiel naher erlautern.

In Fig. 9 ist der Stab a b von 6,0 m Lange mit der fun an
greifenden Belastung, bestehend aus 3 Einzelkraften von je 850 kg, ge-
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zeigt. Dieser Stab gehOrt irgendeinem Stabsystem an, fiir welches die
statisehe Bereehnung bis zur Ermittlung der GroBen IX und u in der
oben gesehilderten Weise durehgefiihrt worden ist.

Fur den betraehteten Stab, dessen Tragheitsmoment gleieh 10

angenommen werden moge, gilt:

k~b = k a b = 0,167, M~b = - 1520 kg/m, Mg a = + 1419 kg/m,

i i / wa~rend die Bereehnung
'l. 'l. L gehefert habe

~ I "b lXa = + 24000,
I I 1 I

I : I I : IXb= - 13200,
a.3?-- , I I

I ",,: I I uab = 16000.
I 1'" ( :

a.. I : ' '¥, I I I Es wurde gleieh auf den
a.z:-- - I - --1~--T- -- - - Jbz allgemeineren Fall einer

I I ICZ ', -+.a.,1 1 hi f . ht t Ba.1 - - - - -'__ -' L '1-, se Ie gene e en e-
: : I : - - irz: lastung Riicksioht ge-

I I

: : nommen .
-4-,i"'-'---1' Die einfaehen Bal-

kenmomente sind dureh
Zeiehnung eines Seil
polygons mit der SehluB
linie a l b l gefunden. Die
ses Polygon wird gegen
die Kraftrichtung ge
kriimmt gezeichnet.

Ala MaBstabe fiir
Fig. 9. Langen und Krafte

wurde gewahlt 1 em =
1,0 m bzw. 1 em = 1000 kg, wahrend ala Polweite abgetragen ist

h = 2 em .- 2,0 m.

Der MaBstab der Momente ist hiernach

1 em = 2000 kgm.

Die Momente des eingespannten Balkens werden hieraus gefunden
dureh Einlegung einer zweiten SehluBlinie a2 b2, wobei

° M
O

al a2 = M a b , b l b2 = b a -

Es fragt sioh nun, naeh welcher Riehtung hin die Streeken a1a2

und b i bz a bzusetzen sind.
Aus unserer Definition der positiven Riehtungen der Einspann

momente geht hervor, daB ein positives Ma b auf der linken Seite des
Stabes Druckspannungen erzeugt, wahrend umgekehrt ein positives Mba
auf der rechten Seite Druekpsannungen erzeugt.
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Von del' SchluBlinie a us muB demnach ein positives Mab
nach del' linken, ein positives Mba nachder rechten Seite hin abgetragen
werden, d. h. so, daB positive Momente den Balken in positiver Richtung
zu drehen suchen.

Fur d a s Einlegen del' SchluBlinie gilt dann umgekehrt,
daB positive Momente so abgetragen werden miissen, daB sie den Balken
in negativer Richtung zu drehen suchen.

In unserem Fall ist speziell
oa la2 = Mab = - 1520

b l b 2 = ~a = + 1419.

Ubereinstimmend hie rmit wurde ala2 positiv drehend, bl b2 negativ
drehend abgetragen .

Nun wird eine dritte SchluBlinie a3b3 eingelegt, wobei

a 2 a 3 = b2 b3 = -:- ka b • u, b

ist .
Hier ist speziell - k" b . Uab = - 2672, wofiir die Strecken a 2 aa

und b2b3 positiv drehend abzusetzen sind.
In den Drittelpunkt en del' Stabachse werden nun Vertikalen er

richtet, welche die SchluBlinie a3 b3 in den Punkten cl und dl schneiden .
Wir machen darauf

~" ~b
cl c2 = 3 ' kab und clla, = 3 ' kab·

Da in unserem F alle ~a positiv ist , OCb dagegen negativ, ist die Strecke
Cl C2 negativ , die Stre cke d l d 2 positiv drehend abgetragen.

Die endgiilt ige SchluBlinie a4 b4 geht nun durch die Punkte dl
und d 2•

Es ist namlioh

a4 aa (f ·oca++,ocb)kab

und

b4 ba = (+ . OCa + f · OCb ) ka b·

(H iervon iiberzeugt man sich am einfachsten clurch Ziehung del' Strahlen
C2 a, bzw. c1 d2. )

Die Orclinaten Von del' SchluBlinie a4 b4 gemessen sincl die resul
tier enden Momente, welche von del' Stabachse aus ab getragen werden.

b) Di e Qu erkraf t e . Eine Querkraft is t wenn sie beim Durch
schneiclen des Ba lkens und Hinzufiigen del' Schnittkrafte als aulsere
Krafte eine positive Drehung cler Stabstiioke erstre bt. Bei cler Dar
st ellung del' Querkraftkurven tragen wir als Ordinaten Von del' Stab-
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achse aus di e positiven Querkrafte nach der linken Seite hin, die
negativen nach der rechten Seite.

In der Fig. 9 ist ebenfalls die Querkraftkurve des eingespannte n
Balkens dargestellt. Die SchluBlinie e2f2 wurde mit Hilfe der bereits
berechneten Querkrafte der Endquerschnitte ermitte lt , durch Ab
tragung Von

e2 e1 = QZb' £2 r, = Qga'
Diese SchluBlinie wird nun um die Strecke verschoben

~ = kab· k~ b (iXa + iXb - 2 Uab),

und zwar nach der linken Seite, wenn dieser Wert positiv ist, nach
der rechten , wenn er negativ ist . Im ersteren Fane miissen namlich die
positiven Ordinaten verkleinert , im letzter en vergrollert werden.

Fur unseren Balken ab ist sp eziell

ka b ·k~ b ·(OCa + OCb- 2 Uab) = -590.

In Ubereinstimmung hiermit wurde in der Zeichnung die SchluB
linie nach rechts verschoben.

c) Die N orm a. Ik r aft.e. Die Normalkrafte werden n ach der
im Paragraphen 6 gegebenen Darstellung als Stabkrafte der statis ch
bestimmten Knotenpunktsfigur gefunden. Hierbei dient als B elastung
die Querkraft der Endpunkte der Stabachsen und bei schief b elasteten
Staben auBerdem noch die in die Stabachsen fallenden Belastungs
komponenten.

Die erstgenannten Kraft e sind bereits ermittelt . Sie sind so aufzu
bringen, daB eine positive Querkraft eine positive Drehung des Knoten 
punktes herbeifiihren soll, wenn der betreffende Stab in kleiner Ent
fernung vom Knotenpunkte durchschnitte n gedacht wird .

Die in die Stabachsen fallenden Belastungskomponenten sind
unmittelbar a us den bei der Konstruktion der Momente und Querkrafte
benutzten Hilfsfiguren zu entnehmen , Fur den Stab a b ist z. B. die
Belastungskomponente gleich R = 750 kg .

Wir er innern daran, daB, je n achdem diese Belastungskomponente
in dem Punkte a oder b des Knotenpunktsystems als au lsere Kraft
hinzugefiigt wird, die gefundene Stabkraft mit der Normalkraft im
Punkte b bzw. a ubereinstimmt. Die Normalkraft in jed em beliebigen
Punkt e der Stabachse laBt sich hieraus mit Hilfe der Krafteplane der
Hilfsfiguren leicht ermitte ln.

Die durch eine Temperaturvariation verursachten Beanspruchungen
lassen sich in derselben Weise darstellen . Wir haben nur die rJ.- und

u-Werte der Temperatur einzuset zen, wahr end an Stelle von M~b bzw.

M~ a geschrieben werden muB : 't"ab bzw. 't"ba = - "ab (vgl. Paragraph 5).
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Die "Mo"Kurve ist demnach in diesem Falle eine mit der Stab achse
parallele Gerade in der Entfernung 't'ab ' Sie liegt auf der linken bzw.
reehten Seite , je nachdem "t'a b positiv oder negativ ausfallt .

10. Beispiele. In diesem Paragraphen soli die im vorhe r-
gehenden dargestellte B erechnungsweise naher durch einige Zahlen
b eispiele erlaute rt werden.

Bei den Berechnungen wurde der Rechensehieber in ausgiebiger
Weise benutzt . Es kommt ja hier weniger auf eine strenge Genauigkeit
a ls darauf an, zu zeigen, wie die Berechnungen am einfac hsten und iiber
si ch tlichsten aufgestellt werden . Sonst muB ganz besonders auf cine
genaue Ermit tlung der Grolsen x Gewicht gelegt werden, so daB diese
GraBen am besten ohne Zuhilfenahme des Schiebers a uszuwerten sind.

}='+'+'-fo={
o 0 0 0 0

Fig. 10.

Am schnellst en lassen sich die Berechnungen mit Hilfe eine r
R echenmaschine erled igen , jedoch steht dieses wertvolle Hilfsmittel
leider noch den wenigsten zu Gebote.

Bei spiel 1. Die B erechnung m ehrstieliger R ahmen.
Als erstes Beispiel wahlen wir den in der Fig. 10 d argestellten 5-sti eligen
R ahmen.

Wir werd en aus diesem Beispiele sehen , d aB durch die Methode
der ce-Gleichungen die B erechnung derartiger eingesch ossiger Rahmen,
gleiehviel ob die Auflagerung der Stiele eine gelenkartige oder einge
spannte ist , sich ganz besonders iibersichtlich und einfach gest altet.

I n unserem Beispiele ist der erste und der letzte Stiel unten einge
spannt, wahr end die iibrigen gelenkart ig gelagert sind.

Da s 'I'ragheitsmoment des wagerecht en B alkens mage konstant
1

und gleich J o, das der Stiele gleich 2 J o angenom m en werden.

Die Belastung des oberen Balkens betragt 500 kg/m gleichma l3ig
ve rt eilte ruhende, und 1500 kg/m ebenfa lls gleichmalrig vert eilt e , aber
b ewegliehe.

Es sollen nur soleh e Stellungen der beweglichen Belastung in
Betracht gezogen werden, bei welchen diese ganze Fachlangen bedeckt.

Der vorha ndene n Symmetric wegen konnen wir uns mit der
Untersuehung zweier v erschiedener Belastungsfalle begniigen, namlich
eine r gleichmaflig verteilten des Feldes a b all ein und einer gleichma l3ig
verteilten Belastung d es F eldes be allein . Dureh Kombination der
hieraus gewonnenen R esultate sind wir imstande, die ungiinstigsten
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Beanspruchungen der verschiedenen Glieder des Systemes zu be
stimmen.

Die dem Stab system entspreehe nde Knotenpunktsfigur besitzt,
wie man sich leieht iiberzeugt , einfache Bewegungsmoglichke it . Auch
durch Aufzahlung der Stabe, Kn otenpunkte und Auflagerbedingungen
gelangen wir zu diesem Resultate. Es ist namlich (Fig. 11):

Anzahl Stabe s = 9
"Knoten k = 10
" Auflagerbed. u = 10

Demnach

1 1
o a

2 k - (s.+ u) _= 1.

1 1a a
Fig. 11.

r~
o

Als Zusatzstab wahlen wir den in der Fig. punkti erten, von e nach
dem geda chten Gelenke f gehenden Stab I.

Die ers te Arb eit besteht nun in der Berechnung der Koeffizienten
der cc-Gleichungen, d. h. der GroBen k und Y.. Hierzu dient di e Zu
sammenste llung 1.

Zusam m enstellung 1.

Stab l ' I k ' I k

oa, oe 4.0 8,0 0,25 0,125
ab, de 6,0 6,0 0,167 0,167
ob, od 4,0 8,0 0,25 0,125
be, ed 8,0 8,0 0,125 0,125

oe 4,0 8,0 0,250 0,125

Hieraus findet man :

sich nicht

1
Vo a,l = Vo b, l = .... = Vo e 1 = - = 0,25,, 4,0

die wagerechten Stab e der Knotenpunktsfigurwahrend
drehen .

X a = x, = 2 [0,125 + 0,167] = 0,584
Xb = Xd = 2 [0,167 + 0,125] + 1,5 '0,125 = 0,771
Xc = 2 ,2·0,125 + 1,5' 1,25 = 0,668.

Wir erle digen zunachst die von der Belastung unabhangigen
Arbeiten.

Durch Entfernungdes Stabes lund Verschiebung des Angriffspunktes
e nach rechts urn die Strecke 1 drehen sich die Stiele samtlich urn den
Winkel
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Die Richtung der Verschiebung des Punktes e stimmt mit der
Richtung des Zusatzstabes iiberein. Es ist demnach CPI = 0, cos C?I = 1,0.

Die Belastungsglieder der O(.-Gleichungen fiir eine Verschiebung
Xl = 1 lauten demnach (Gleichung 8a)

N" I N, I = 3 '0,125 '0,25 = 0,09375

Nb I = N, I Nd I = 1,5'0,125' 0,25 = 0,04688.

In der Zusammenstellung 2 haben wir die 0(. Gleichungen in leicht
verstandlicher schematischer Weise aufgeschrieben . (Dber die Be
Iastungsfalle I und II spater.)

Zusammenstellung 2.

Gleich . \unb ekannte\des
Knotens "

Koeffizienten d . Unbekannten
Be las tungsglleder

x, = I Fall I I Fa ll II

a a, b 0,584 0,167 0,09375 9000 °b a, b, e 0,167 0,771 0,125 0,04688 -9000 16000
0 b, e, d 0,125 0,688 0,125 0,04688 0 -16000
d e, d, e 0,125 0,771 0,167 0,04688 0 0
e d, e 0,167 0,584 0,09375 0 0

Diese Gleichungen sind Gleichungen Clayperonscher Art und
lassen sich auf graphischem Wege nach der bekannten Methode Iosen.

Da diese Methode oft bei Bereehnungen mit a-Gleiohungen verwendet
werden kann, soll die K onstruktion bei diesem Beispiele gezeigt werden. Irn
ubrigen miissen wir, was die Beweisfiihrung betrifit, auf di e einsohlagige Lit eratur
verweisen.

Die Konstruktion ist aus der Fig. 12 a bis d ersiohtlich, In Figur 12 a
ist der Balken ae') aufg etragen, und in den Punkten a, b bis e sind Vertikalen
zur Balkenaehse gezogen. Auf diose sind im passenden Mallstabe naeh unten
hin teils die Summe der Koeffizienten der betreffenden oc-Gleichung, teils der dem
Punkte entspreehende x-Wert a ufget ragen. Z. B. hat man fiir den Punkt 0 die
Summe der Koeffizienten gleieh 0,938 und Xc = 0,688, welehe Grollen im MaB
stabe 3 : 1 abgetragen die Punkte 0, bzw. e2 geliefert haben. Wir verbinden nun e,
mit b und d, ziehen durch e 2 eine zur Balkenachse paraIlele Gerade, welehe die
Punkte e3 und e. bestimmt. Dureh diese Punkte erriehten wir wieder Vertikal en.
In ahnlicher Weise sind samt.liche punktierten Vertikalen gefunden.

DieseVertikalen benutzt man nun in gleieherWeise wi e die Drittel-Senkrechten
beim gewohnlichen durehlaufenden Balken zur Konstruktion der Fixpunkte r"
r 2' r., r, und rs.

Diese Konstruktio n ist gem einsam fiir aile Belastungsfalle,
Fiir jeden BelastungsfaII wird nun der Balken a e wieder aufgetragen und

die Lage der Fixpunkte eingetragen. Auf den Vertikalen dureh die Punkte a, b ,
e, d und e werden Streoke n abgesetzt, welehe gleieh d em Belastungsgliede der
entspreehenden O(.·Gleiohung geteilt dureh die Koeffizientensumme sind, wodureh
die n-Punkte bestimmt sind.

') Sind die Tragheitsmomente versehieden, miis sen die reduzierten Stab
langen e und nioht die wirkliehen e' aufgetragen werden.
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Dureh d ie n -Punkte wird ein Linienzug (in den Figuren punktiert) gezogen,
welcher vo n d em links dem erste n n -Punkt liegenden Fixpunkt ausgeht. (Der
Fixpunkt ro Iallt ins Unendliche.)

Dieser Linien zug und das Schlulliinien polygon schneiden sich auf d en Vert i
kalen durch die F ix punkte. Das SchluBlin ienpolygon kann demnach von rechts
nach links k onstruiert werden. Es schn eidet auf den Unt erstiitzungsve rtikalen
die entsprechen de n a:-Wert e abo Die ers te Seite des Polygons (rechts) ist parallel
zur Balk enachse. Man vergesse nicht , durch Ei nsetzung in diea-Gleichungen sich
von der R ichtigkeit der gefundenen Losung zu iiberzeugen.

}<' ig . 12 a.

,78
I,
I,
I
I,
I,
J

a."
I

I
I
I
I
I,

Q,'7.:

Fig. 12b. Belastungslall X l = 1. 1 em = 0,03 kgm 2 •

Bei d er graph isehen Losung wird der Fehler in der R egel ein pa ar vom
Hundert betragen konnen. Wiinscht m an groflere Genauigkeit , w as besonders,
wie ber eits erwahnt , bei der Losung d er Verschiebungsgleiehungen zu empfehlen
ist , set ze man die zuerst gefundenen W erte in die O(.Gleichungen ein und bestimme
hierbei die U nterschiede zwischen d en wirklichen und den gefundenen Werten
der Belastungsglieder. Mit diesem U n terschiede als Belastungsglieder wiederhole
ma n di e Konstrukt ion, und man erha .lt dabei einen zweit en Satz L osungen, welche
zu den erst gefundenen addier t werden, wodurch sehr genaueWerte e rh a lten werden.

Die graphische Losung der Verschiebungsgleichungen fur die Ver
schiebung Xl = 1 liefert (Fig . 12 b)
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a 1 e1 = 0,155
b 1 = d1 = 0,019

c1 = 0,062.

Die Kr aft PI, I bestimmt sich nun nach der Gleichung (14)

P I,l = ~ PI · VI ·k.
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Fig. 12 c. 1 cui = 300 0 kO·11l2•
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I
I
I
I
I
I
I
I

c,
Fig. 12d. B olust ungslal l II. 1 cm = 3000 kgm2

•

Nur die Stiele liefern Beitrage zu dieser Summation. Wir haben
(vgl. die Formeln 13 und 13a) :

PI,I = - 0,125. 0,25[a I + eI + ~ (hI + cI + d1) - 5,5 . VI] 0,032.

Wir betrachten nun zwei verschiedene Bela stungsfalle.
II e ll d t x sell , Methode. 3
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Der Be1astungsfall I besteht aus einer gleichmallig verteilten
Belastung von 1000 kg/m des ersten Feldes, der Be1astungsfall II
aus einer gleichgroBen Belastung des zweiten Feldes.

Im Be1astungsfalle 1 findet man die Belastun gsglieder:

3
N, = + 12.1000.62 = 9000

Nb = - 9000, N, = Nd = N, = O.
Im Be1astungfalle II dagegen :

N, = Nd = N, = 0
3

Nb = + 12.1000 .82 = 16000

Nc = -16000.

Die Losung der oc-Gleiehunge n auf graphischem Wege (Fig 12e
und 12d) ergibt :

Fa ll

I
II

a 'a

20100
- 7400

- 16000
+ 26000

a'c

+ 3000
-'- 28600

- 550
+ 4800

a'e

+ 160
- 1300

Nach Berechnung der oc'-Werte mull die Spannung des Zusatz
stabes gefunden werden.

Wir h abennaeh Gleichung 10

PI = -L.p'·k· vl ·

Die Querkraf tbelastung Qo erzeugt namlich in diesem F alle keine
Spannung des Zusatzstabes.

Die Summation erstreckt sich wieder nur auf die Stie1e, sie ergibt

PI = -(Il.,'+ oce ' ++( OCb' + occ' + OCd')) ' ko a ' Vo a , l '

Wir find en demnaeh fiir den F all I

PI = - 0,125 . 0 ,25 . 13 485 = - 421 kg

und fiir den Fall II

PI = + 0,125' 0 ,25· 7600 = + 238 kg.
Die Versehiebung Xl ergibt sich nun aus der Gleichung

PI + PI,I • Xl = 0,
also im Falle I

~ = 13160+ 0032 ',
im FaIle II

238
Xl = - 0 ,032 = -7440 .
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Die endgiilt igen ce-Werte ergeben sich weiter aus der Zusammen
stellung 3.

Zus amm onst ellung 3.

a' a

II II I II

a 20100 - 7400 2040 -1152 22140 - 8 552
b -16000 + 26 000 250 - 140 -15750 + 25 860
c + 3 000 -28600 816 - 462 + 3 816 -29 062
d - 550 + 4800 250 - 140 - 300 + 4660
e + 160 - 1300 2040 - 1152 + 2200 - 2452

Die Drehungswinkel der Stiele werden gleich groB, und zwar

Fall I Xl' VI = 13 160· 0,25
= 3290

" II Xl ' VI = - 7440· 0,25
= -1860.

fOII¥~
a. c Cl e

Fi g. 13.

Urn nun die Gr6Btwerte der ~A'r~
Moment e usw. zu bestimmen , sind fall 3~~~~;//22;;';~»,;22;//z:::q;;I:'/;22;//Z:::;;';~0,;~24

4 vcrschiedene Belastungsstellungen
zu beriicksichtigen, welche in F ig. 13
schematisch angedeutet sind.

Die Faile lund 2 sind symmetrisch.
Z. B. finden wir irn F all 2.

iX.a = 0,5 [22 140 + 2452] - 2 [8552 + 2200] 9208
iX.b = - 0,5 [15 750 + 4660] + 2 [25 860 + 300] = + 42 1I 5
iX.c = +0,5 [3816 + 29062] - 2 [3816 + 29 062] = - 49317
iX.d = - 0,5 [300 + 25 860] + 2 [15 750 + 4660] 27740
iX.e = +0,5 [8552 + 2200] - 2 [22 140 + 2452] 7 725,

wahrend die Stiele sich dreh en urn :

u = 0,5 [3290 + 1860]- 2,0 [3290 + 1860]
= -7725.

A nm. Die Ansicht , daB bei senkrechter Belastung eines m ehrstieligonRahmens
keineVersohiebung der Knoten erfolgt, auf welcheAnsicht die Bcrechnung mehrfach
in d er Literatur aufgebaut wird, ist demnach falsch . N ur hci symmct rischer
Anordnung und symmetrischer Belastung ist die Knotenpunktverschiehung
Null.

Auf die im Paragraphen 9 geschilderte Weise werden nun die Re
sul tate der Berechnung da rgestellt, sowohl fiir den F all I (und 2) wie
fiir die Faile 3 und 4. Die grollten hierbei gefundenen Beanspruchungen
werden der Dimensionierung zugrunde gelegt.

Ei nfluB e i n e r horizont alen Kraft. E ine im Punkte e
angreifende horizontal nach links gerichtete Kraft von 1000 kg erzeugt

3*
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eine Spannung im Zusatzs tabe von:

PI = Plo = + 1000 kg.

Da die B elastu ng in einem Knot en angreift, entstehen keine Winkel
drehungen (/. 1 .

Die wagerechte Verschiebung des Punktes e betriigt demnach

1000
Xl = - 0,032 = - 31 200 .

Die hieraus resultierenden a-Werte sind:

OCa = OCe = - 0,155 . 31 200 = - 4836
OCb = OCd = - 0,019 . 31 200 = - 593

OCc = - 0,062' 31200 = -1934,

wahrend die Stiele sich samtlich um

- 0,25' 31 200 = - 7800
drehen.

EinfluB einer Temperaturvariation. Der obere Balken
mage sich im Mittel urn 150 er wa r rnen, wobei die obere Sei te urn 10°
hoher er war mt werde wie die untere.

Der Symmetrie wegen ist es vorderhand klar , daB der Knoten
punkt c hierbei seine Lage nich t andert, Der Knotenpunkt b ver
schiebt sich nach links und der Knotenpunkt d nach rechts urn die
Strecke:

6 E 10 , <;·t . lhe'

Da die ee-Werte im vorhe rgehenden in den Einheit en kg und m
(Dimension kg · m-) ausgedriickt sind, miissen wir auch hier samtliche
GraBen in diesen Einheiten ausdrucke n.

Es m6ge nun sein :
E = 200000 kg/cm2

J o = 800000 cm4

e: = 12· 10-6•

Es ist dann
6 E Jo • <; = 1152 kgm"

und die Verschiebung
1152 . 15 . 8 = 138240.

Die Verschiebung der Knoten a und e bzw. nach links und rechts
betragt

1152 . 15 . 14 = 241 920.

Es drehen sich hierbei di e Stiele urn :

u~ a = -'u~ e = - 0.25·241920 = - 60480
U~ b = - U~ d = - 0 ,25 ·138240 = - 34 560

u~ e = O.
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Der Beitrag der gleichmafligen Temperaturbelastung zu den
Belastungsgliedcrn der ee-Gleichung ist demna ch

Na = - N e = - 3 , 0,125 · 60 480 = - 22 680
Nb = - N d = -1,5'0,125'34 560 6475

N, = O.
Durch die ungleichmallige Erwarmung entsteht :

~t
Na = -3't'a b = -3E Jo ' € ' h '

Die Balkenhohe moge sein 0,60 m, demna ch h = 0,60 m und
10

N, = - 576()6 = - 9600 .,
Ferner

Nb = - 3 't'b a -+- 3 "b e = 0 = N, = Nd

N, = + 9600.
Irn ganzen entsteh t demnach durch die Temperat urvariatian :

N" = - Ne = - 32 280
N b = -Nd = - 6475

N, = O.
Die Losung der oc-Gl eichungen mit dieser Belastung ergibt

oc" = - lXe = -56450
OCb = - IXd = + 3 800

IXe = O.

Diese Werte sind schon die endgiilt igen ee-Werte der Temperatur.
I n Verband mit den oben berechneten u'<Werten liefern sie die notige
Grundlage fiir das Aufzeichnen der il'Iamenten- und Querkraftkurven
nach der im Abschnitte 9 dargestellten Weise,

Beispiel 2. B erechnung d es Binders e i nes H a fe n -
schuppen s. Als Beisp iel zur Berechnung eines Sys tems mit mehrfacher

~l cl ~l fij ~j

I I I I

.,I z,O~,"Z,Z5 ·3 "Z:J~~
I I • I

Fig. 14.

Bewegung smoglichkeit se i der in Fig. 14 dargestellt e Binder eine
H afensehuppens gewah lt, Die Stiele des Binders mogen am FuBe
vollstandig eingespannt sein. Das Tragheitsmomenf sei fiir samtliche
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tabe gleich grofs angenommen. Zwischen den Knoten b und fist eine
Zugstange eingeschoben.

Es soll di e Beanspruchung durch Eigengewieht und W inddruek
von rechts ermittelt werden.

Die Knotenpunktsfigur des Systems hat 3 Bewegungsmoglichkeiten.
Wir haben namlich :

s = 11, k = 11, u = 8,
demnach

2k-(s + u) = 3.

Die Zusatzstabe I , II und III sind wie aus der Fig. 15 ers ichtlieh
hinzugefiigt.

oo

' ~~ - - _~22

t); --- -__ d:
.., .~~.---- 9ilC

rJ ·· 'c
-h:b--------------,,~

F ig . 15.

Arun. · Bei Systemen mit mehrfacher Bewegungsmoglichkeit sorge man,
soweit moglich, fur eine symmetrische Anordnung der hinzugefiigten Stabe, da
die Berechnung hierbei erleichtert wi rd.

Durch Entfernung dieser Stabe der Reihe nach und Ausfiihrung
der Verschiebungen Xl = 1, x 2 = 1 und x3 = 1 entstehen die in
Zusammenstellung 1 aufgefiihrten Winkeldrehungen VI' V 2 und V3•

Wird der Stab I entfernt, la ssen sich aIlein die Stabe be, c d und de
bewegen. Den Drehpol des St abes cd findet man durch Verlangerung
der Geraden b e und de bis ZUlli Schnit te. Bewegt man nun c urn die
Streeke 1 nach links, dreht sich dabei

b e urn den Winkel-~ = - 0,667,
,

e d urn den W inkel + 4
1
0 = + 0,25 .,

de urn den Winkel - 0,25 :'~~ = -- 0,25 .,

Durch Entfernung des Stabes II entstehen Drehungen, welehe
mit den soeben ermittelten symmetriseb sind (Vorzeichenweehsel).

Entfernt man sehlieBlich den dritten Zusatzstab , lassen sieh
samtliche Stabe, ausgenomme n c d und de, versehieben . Es dr ehen
sieh aber nur die vert ikalen Stabe, da die Punkte a , b , fund g sieb in
horizontaler Riehtung bewegen.
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Zus amm en stellung 1.

3 k V33 k v,V3V,Stab I VI

ao 0 0 + 0,250 - - +0,1875
ab 0 0 0 - - -
bo 0 0 + 0,167 - - 0,0833
be .-0,667 0 - 0,667 -1,3333 - - 1,3333
cd +0,250 +0,25 0 +0,0810 + 0,0810 -
e e - 0,250 - 0,25 0 - 0,0810 -0,0810 -
£d 0 +0,667 -0,667 - + 1,3333 - 1,3333
£0 0 0 + 0,167 - - + 0,0833
£g 0 0 0 - - -
go 0 0 + 0,250 - - 0,1875

Die k- und x-Wer t e des Systems sind aus der Zusammenstellung 2
zu ersehen.

Zus a mm en st ellung 2.

1' = 1 I k' =k I x

ao 4,00 0,250 go a 0,716 g
bo 6,00 0,167 £0 b 1,884 f
ab 9,22 0,108 gf c 1,550 e
be 1,50 0,667 of d 0,432
cd 9,22 0,108 de

Die a-Gleichungen der Versehiebungen Xl = 1 usw . laut en da nn
in derselben schematischen Weise wie im vorigen Beispiele aufge
schrieben.

Zus amm enstellung 3.

"'= "c o>
=~

~~-5g Koefftzienten Xl N: X3 L6sung
.;;;~ "=;:> "
C5~ .:.:

a a, b - 0,7161°,108 ° 0 0,1875 + 0,075 +0,004 0,328
b a, b,c 0,108 1,884 0,667 - 1,333 0 - 1,250 - 0,498 - 0,027 - 0,435
c b,c, d 0,667 1,550 0,108 - 1,252 +0,081 - 1,333 - 0,606 +0,076 - 0,698
d c, d, e 0,1080,432 0,108 0 0 0 + 0,170 - 0,170 + 0,349
e d, e, f 0,108 1,550 0,667 - 0,0810 +1,252 - 1,333 - 0,076 +0,606 - 0,698
f e, £,g 0,667 1,8840,108 0 +1,333\- 1,250 0,027 +0,498 - 0,435
g £;g 0,1080,716 - ° 0 + 0,1875 - 0,004 - 0,075 + 0,328

Die Auflosung dieser Gleichungen kann wie im vorigen Beispiele
a uf graphischem Wege geschehen, da sie Clayperonscher Art sind .

Ein e Vereinfachung erzielt man durch Bildung zweier neuer
Gleichungssysteme, welche t eils durch Summation, teils durch Sub
traktion je zweier symmet risc her Gleichungen gewonnen werden .

In dem ersten System treten als Unb ekannte auf die Summe
der ec-Werte (a + g), (b + f) , (c + e) und 2 d , in dem zwciten System
die Differenz der a-Werte (a - g), (b - f) und (c - e).
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Diese Gleichungssysteme sind wieder Gleichungen der Clayperon
schen Art, lassen sich demnach auch graphisch auflosen . Wegen der
geringeren Anzahl unbekannter Gro13en wird jedoch in diesem Fall
eine analytische Auswertung vielleicht schneller zum Ziele fiihren.

Die Losung der Gleichungen ist in der Zusammenstellung 3
angegeben.

Es folgt nun in der Zusammenstellung 4 die Berechnung der GroBenP
mit doppeltem Index. Bei dieser Berechnung brauchten die Stabe ab
und fg nicht mitgenommen zu werden, da fur diese St iibe die v-Werte
samtlich gleich Null sind.

Zusamm enstellung 4.

oa 0,0188 - 0,0305 - 0,0108 - - 0,0047 -
ob - 0,0830 - 0,1280 - 0,021 3 - - - 0,0138 -
bo + 0,1 527 + 0,1333 - 0,0889 - 0,1018 - - 0,1018 - 0,0889
od - 0 ,1007 - 0,0377 - - 0,0252 - 0,0252 - - 0,0094
de + 0,0641 - 0,0377 - - 0,0160 - 0,0160 - + 0,0094
e£ - 0,0327 + 0,1333 - 0,0889 - - 0,0218 + 0,0218 -
£0 + 0,0045 - 0,1280 - 0,021 3 - - + 0,0007 -
g o - 0 ,0010 - 0,0305 - 0,0108 - - - 0,0003 -

Stab I k· PI I k - Pa I k· Pa ' val k· Pi' Vi Ik· Pi ' v. 1k· Pi' val k · Pa ' Vi

s = I- 0,2422 1- 0,1430 1- 0,0630 1- 0,0887 1- 0,0889

Die Verschiebungsrichtungen xl> x2 und xa stimmen mit den
Richtungen der Stabe I , II und III iiberein. Wir haben demnach
(jli = <{i2 = <{ia = 0 und

PI ,1 = P2,2 = + 0 ,1430
P I,2 = P2,l = + 0,0630
PI ,a = Pa,l = + 0,0888 = - P2,a = -P3,2

Pa,a = + 0,2422.

Die Gleichungen zur Berechnung der Verschiebungen x lassen sich
wegen der vorhandenen Symmetrie ver einfachen.

Sie lauten unter Beachtung, daB P I,I = P 2,2 usw.

-PI = Pl. I· Xl + P I,2 ' X2+ PI,a ' Xa
- P2 = Pu ' Xl + PI ,I . X2 - PI ,a. Xa
- P, = PI,a ' Xl - PI ,a ' X2 + Pa,a ' Xa·

Wird die zweite Gleichung von der ersten abgezogen, erhalt man
unter Beriicksichtigung der letzt en :

-(PI- P2)= _(P1,l;- P 1,2) (P, + Pa,a,xa) + 2 . P 1,a, Xa ,
1, 3

aus welcher Gleichung Xa unmittelbar gefunden werden kann.
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Nach Berechnung v on Xa findct man Xl und X 2 aus den Gleichungen

- (PI + P 2) = (PI ,1 +PI,2) (Xl + X2)

- (PI - P 2) = (PI,1 - PI,2) (Xl - X 2) + 2 PI.a • xa·

Die von der Belastung unabhangigen Arb eit en sind hiermit erledigt,
und wir konnen dazu iibergehen, die verschiedenen Belastungsfalle zu
b eh andeln.

a) Ei gengew ich t . Das Eigengewicht des Binders moge 500 kg/m
b etragen, wahrend di e durch sekundare Balken iibergebrachten Be
last ungen aus der Zeichnung Fig. 14 zu ent neh men sind .

Wir haben somit (un ter Zuhilfenahme der Zahlenwerte der Tabellen
im Anhang)

1 5
M~ b = -Mg a = M?g = -M~I = - 12 .500.9 .9,22 -16.1280 .9

= - 7065 .

Durch den Kragarm wird iibertragen:

2 02

l\!a = + 500 ·2,0 + 500.+ = + 2000 = MI .

Ferner ist

o 1
Mc d = - 12 .500 .9,0.9,22 - 2350 [0 ,1424 + 0,1198] .9

- 3150 ·0,0378 ·9 = - 10092 = - :M~ d .

1
1\(lc = +12 . 500 . 9,0 . 9,22 + 2350 [0 ,0500 + 0,1298]·9

+ 3150·0,1338 ·9 = + 10746 = -M~ e '

Hieraus ergibt sich

N, = - N g = 3 [7065 - 2000] = 15 195

Nb = - N I = - 3 · 7065 = - 21 195

Nc = - N e = 3 · 10092 = 30276

Nd = O.

Der Symmetrie wegen mull sein ad' = 0, oc,,' = - r:t.g' usw.
Wir konnen demnach die «-Gleichungen der Belastung wie folgt

aufschreiben:

GIeichung IUnbekannt e I Koeffizienten Xder Knoten a'

a a, b 0,716 0,108 + 15195
b a, b, c 0, 108 1,884 0,667 - 21195
o b,c 0 ,667 1,550 + 30276
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Fig . 16.

Die Ldsung dieser G1eichungen ergibt:

r:J.a' = - a g ' = 24 700
r:J.b' = - r:J.t' = - 23 050
r:J.c' = -ae' = + 29400

ai = 0.

Wird nun, um die Spannungen der Zuaatzstabe zu bestimmen,
das Knotenpunktsystem mit den Querkraften des Stabsystems be1astet,
findet man:

r:J.) Spannungen PO. Wegen der Symmetrie wird pao = 0,
plo = P2o.

Die Querkrafte betragen

Q~c = -Q~e = - [500. 9,:2 + 2350 [0,1676 +0,5300] +3150'0,8761] cosq>

= - 6700 ·0,976 = - 6525 kg.

Q~d = -Q~d = + [500. 9,:2 + 2350[0,8324+ 0,4700] + 3150,0,1239] eose

= 5755·0,976 = 5600 kg.

Die in die Stabachse cd fallende Belastungskomponente betragt :

R = (6700 + 5755) . sin IfI = 2700 kg.

In Fig. 16 sind diese
Krafte auf dem Knotenpunkt
system angebracht. Die iibri
gen Querkrafte erzeugen keine
Spannungen der Stabe lund
II und wurden desha1b nicht
beriicksichtigt. In derse1ben
Figur ist ein Kraftep1an ge
zeichnet, wobei die Spannkraft
des Stabes I gefunden wird:

pIo = p 20 = - 30 150 kg.

Die Spannung ist Druck,
daher das negative Vor
zeichen.

~) Spannkrafte P'. Wir haben ebenfa1ls auf Grund der
Symmetrie

PI' = P 2' und Pa' = 0.

Die Spannkraft PI' wird nach Gleichung (10)

PI' = -[Pb c·kbc·Ybc,l + p~d·kcd·Ycd,l + P;le·kde·Vde,l]
+ 6350· 0,6672 - 29400 . 0,108'0,25 - 29400 . 0,108 . 0,25

= + 1260.
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Fig. 17a. Darstellung del' Momente Iiir Eigengewicht.

" I
p,! Pal 1(

I I
I I
I I
I

Fig. 17 b. Konstruktion
del' Momentenkurve fUr die Stabe

a b und cd.

Fig. 18. Darstellung del' Querkralte fiir E igcngcwicht.
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Wir haben demnach:

PI = P2 = - 30 150 + 1260 = - 28 890

P, = 0.

F ig. 19. Konstruktion der
Normalkralto Iiir Eigen~ewicht.

Fiihren wir diese Werte in die x-Gleichungen ein, findet man :

X a = °
28890= + = 140000 .

O· 1430 + 0,0630

Die endgiiltigen (1.- Werte fiir Eigengewicht ergeben sich nun aus der
Zusammenstellung 5.

Zusammens t ellung 5.

a' a

a 24700 10500 560 35 760
b - 23050 - 69 720 - 3780 - 96 550
c 29400 - 84840 + 10640 - 44800
d 0 + 23 900 - 23 900 0
e - 29400 - 10 640 + 84 840 + 44800
f + 23 050

I
+ 3 780 - 69 720

I
+ 96550

g - 24 700 - 560 - 10 500 - 35760
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Die Winkeldrehungen der Stabe sind

Ube = -Uef = -0,667 ·140 000 = -93,330

u, d = - Ud e = 2 · 0,25 . 140000 = + 70000.

45

In Fig. 17-19 ist gezeigt, wie diese Werte naeh der irn Para
graphen 9 dargestellten Methode zur Konstruktion der Moment- und
Querkraftkurven benutzt sind . Ebenfalls sind die Norrnalkrafte mit
Hilfe cines Krafteplanes gefunden.

Der IVlaBstab fiir Langen betragt 1 ern = 1,5 m , fiir Krafte 1 em =
1500 kg und fiir Momente 1 ern = 7500 kg/rn.

b) Winddruek. Die GroBe der Winddruckkrafte, welehe hier
der Einfaehheit halber auf die Knotenpunkte verteilt wurden, findet
man in Fig. 14 eingeschrieben . Die Richtung wurde horizontal ange
nomrnen.

An m. Diese Verteilung der Winddruckkrafte soll nicht als rnustergiiltig
hingestellt werden, sie wurde hier gemacht, urn die Einwirkung von in den
Knoten wirkenden Kraften zu zeigen.

Krafte, welehe nur in den Knotenpunkten angreifen, erzeugen
keine a'·Werte, die Spannungen P der Zusatzstabe sind sornit gleich
den Spannungen P".

Man findet sofort

PI = Plo = -450

P2 = p 20 = + 450 + 1580 = 2030

Pa = Pao = 1580 + 2700 = 4280.

Durch Einfiihrung dieser Werte in die x-Gleichungen ergibt sieh:

2480 = _ 0,143 - 0,063 [4280 - 0,2422 . x a] + 0,1776· xa '
0,0888

woraus
Xa = -156000.

Ferner
-1580 = 0 ,2060 (x, + x2)

2480 = 0 ,0800 (Xl - x2) - 0,1776' 156000.

Losen wir diese Gleichungen nach Xl und X 2, ergibt sieh

Xl = + 184800

X2 = -192500.

Die entspr eehenden (J.-Werte sind in der Zusarnrnenstellung 6 be
reehnet :
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Zus amm enstellung 6.

a

a 13 880 - 770 - 51200 - 38090
b - 92100 + 5200 + 67 900 - 19000
c - 1121 00 - 14 620 + 109 000 - 17720
d + 31400 + 32700 - 54 400 + 9700
e - 1410 0 - 116 800 + 109000 - 21900
f + 4 980 - 96000 I + 67 900 - 23 120
g - 740 + 14420 I - 51200 - 37 520

Die u- Werte ergeben sich zu :

U o a = u og = - 0,25 . 156 000 = - 39000
U o b = U of = - 0,167 ·156 000 = - 26 000
U b c = - 0,667 (184 000 - 156 000) = -19200
U c d = -ud e = 0,25 (184 800 -192 500) = -1925
U e f = + 0,667(- 192 500 + 156 000) = - 24 300.

Nach Ermit tlung der (J.- und u -Werte lassen sich die Momente ,
die Querkriifte und Normalkrafte genau wie fiir Eigengewicht be
stimmen .

Beispie l 3. Der mehrs tockige R ahmen m i t 2 S t ie le n.
Die Fig. 20 zeigt einen vierstockige n Rahmen mit 2 Stielen . Die Auf-

d d ' lagerung am Fulse ist als eine feste Einspannung ge-
1Y"- - dacht. Bei gelenkartiger Auflagerung andert sich die

c - ~-- C' Berechnungsweise nicht. Bei mehrstockigem R ahmen-
I/1- - -

- werke besitzt die Knotenpunktsfigur im a llgemeinen
b .... ~ lJ

Il __/ ebensoviel Bewegungsmoglichkeiten wie die Anzahl
- -~ der Oeschosse.-,..

/ C'C Als Zusatzst abe wahlen wir hier die in der Fig._1-- ......
-:11', punktiert ange deutete n Diagonalen I bis I V.

a Wir set zen Symmetrie urn die lot r echte Mittel-
Fig. 20. linie voraus, welchem Falle die Unbekannten der

IX-Gleichungen zweier symmetrische r Knoten dieselben K oeffizienten
erha lt en . Z. B. erhalten wir fiir die K noten a und a ' die Gleichungen :

Xa • lXa + k, b . (Xb + kaa' 'lXa, = Na
Xa'lXa' + kab ·(J.b' + kaa"lXa = Na, .

Setzen wir nun zur Abkiirzung

lXa + (J.a' = (J.a + a' uSW.,

erhalte n wir durch Summation dieser Gleichungen

(Xa + kaa') lXa+ a' + k ab . (J.b + b' = Na + Na' .

Die (J.-Gleichungen fiir die Knoten b und b' liefern

kab·(J.a + a' + (Xb + kbb') ·(J.b+ b' + kac' lXc+ c' = N b + Nb, .
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Analoge Gleichungen werden fiir die iibrige n Knoten gefunden.
Wir haben somit auf diesem Wege ein Gleichungssystem der

Clayperonschen Art gewonnen, welches sich entweder analytisch oder
graphisch einfach losen Ui13t.

Ein zweites ahnliches System wird durch Subtraktion der symmetri
schen IX.-Gleichungen erhalten. Mit den Bezeichnungen

OCa - a' = lX.a - OCa' USW.

ergibt sich in dieser Weise

(xa-kaa'}·lX.a - a'+ kab'OCb- b' = Na-Na,

k, b. lX.a- a' + (Xb - kbb') . OCb - b' + kbc. OCc- cf = Nb - Nb' usw.

Nach Auflosung beider Gleichungssysteme erhalt man

1
Ota = 2 (lX.a+ a' + lX.a -a')

Durch Entfcrnung einer der hinzugefiigten Diagonalen entsteh t
im Knotenpunktsystem eine Bewegungsmoglichkeit., wobei sich jedesmal
aber nur die Stiele des Geschosses, aus welchem die Diagonale entfer nt
wurde, drehen. Die Richtung der Verschiebung schlie13t mit der Richtung
des Zusatzstabes einen Winkel If> ein.

Entfernt man z. B. die Diagonale II und verschiebt den Knoten b'
urn die Strecke x2 = 1, so drehen sich die Stiel e urn den Winkel

-~= -k~b '
ab

Die Belastungsglieder der IX.-Gleichungen fiir eine Verschiebung
x2 = 1 lauten demnach :

N, = N b = Na, = Nb, = -3 ·k~ b·ka b ,

alle iibrigen Belastungsglieder werden gleich Null.
Fiir diese spezielle Belastung liefern die Subtraktionsgleichungen

a 2 = a2' , b2 = b2' usw.,

wahrend die Additionsgleichungen lauten

(Xu + kaa,) · a2 +kab·b2 = -3 ·k~ b·kab

kab· a2 + (Xb + k bb,)· b2+ kbc , c2 = - 3 ·k~b ·kab

kbcb2 + (xc + k cc,), c2+ked·d2 = 0
usw.

In ahnlicher Weise schreiben sich die Ot-Gleichungen der Ver
schiebungen Xl = 1, X a = 1 usw.
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(Bei gelenkartiger Auflagerung lauten die Belastungsglieder der
Verschiebung Xl = 1 Na = Nb = - 1,5 . koa . k~a)'

Die Auflosung dieser Gleichungen liefert die Koeffizienten

al bl C1 ••••••••

a2b2c2 . . . . . . . . . . .. usw.

Die Krafte P mit Doppelzeiger ergeben sich nun nach Gleichung {14}

PI I = _2_'-(al + 2k~o} ·ko a·k~a
, cos CPI

P l 2 = -2-.a2·koa ·k~a
, cosIfl

P 2 1 = _2_(al + bl}·kab·k~b
, COSCP2

P 2, 2 = _2_(a2 + b 2 + 2k~b}kab·k~b
cos CP2

usw.

Bei gelenkartiger Auflagerung heillen die Formeln fUr die
Spannungen des Stabes I

PI I = _ 1_ (al + k~o) koa ' k~a
, cos CPl

P l 2 = _1_. a
2
.koa.k~a

, COSCPl
usw.

gezogene Gerade vorhanden ist.
Balken mit 6 Durchbrechungen.

Fig. 21.

(L'

Die Spannung eines Zusatzstabes, z. B. des Stabes II, infolge der
Belastung wird

= PlIo + _ 1_ (lX~+a' + iXb+ b')' k, b .k~ b.
cos CP2

Bei senkrechter Belastung werden die po gleich NulL
Nachdem sowohldie GraBen Pals die P mit Doppelzeiger nach diesen

Formeln berechnet sind, konnen die x-Gleichungen gel6st werden und
schlief.llich die endgiiItigen IX- und
u-Werte ermitt elt werden.

Eine ganz ahnliche Berech-
=iiif--f-~--+--":-----'~---::I'&= nungsweise findet man bei der

Berechnung von Vierendeel
balken mit parallelen Gurtungen,
vorausgesetzt, daB Symmetrie
urn eine in halber 'I'ragerhohe

Die Fig. 21 zeigt einen solchen
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Die Anzahl del' Bewegungsmogliehkeiten stimmt mit derjenigen
del' fehlenden Diagonalen iiberein.

Wir wahlen diese Diagonalen als Zusatzstabe, und zwar ordnen
wir sie symmetriseh urn die senkreehte Mittelaehse an, falls das Trager
system selbst, was gewohnlich del' Fall sein wird, urn diese Mittellinie
Symmetrie aufweist.

Die auBere Belastung wird im allgemeinen aussehlie13lieh in den
Knoten angreifen, auch das Eigengewieht kann man, ohne einen grollen
Fehler zu begehen, auf die Knoten verteilen.

Die ct.'. Werte werden demnaeh gleieh Null, und die Spannungen
del' Zusatzstabe werden gleich den Spannkraften P", d. h. gleich den
Diagonalspannungen des statiseh bestimmten Knotenpunktsystems
fur die aulleren Krafte aIs Belastung.

Die Krafte P mit Doppelzeiger konnen nach denselben Formeln
wie beim zweistieligen Rahmen ermittelt werden. Bei Entfernung
eines Zusatzstabes und Ausfiihrung del' dabei ermoglichten Versehiebung
del' Knotenpunktsfigur drehen sich wohl im allgemeinen samtliche
Stabe des Systems . Es ist abel' erlaubt, die Verschiebung in del' Weise
auszufiihren, daf man z. B. bei Entfemung des Stabes III den linken
Tragerteil aa' c'c senkrecht in die Hohe verschicbt, wahrend del' rechte
Tcil d d' g' g festgehalten wird.

Es drehen sich dann nul' die Stabe cd und c'd'. Da keine Auf
Iagerkrafte vorhanden sind, wird fiir die virtuclle Arbeit gcnau dieselben
Ausdriicke gefunden, wie fiir den zweistieligen Rahmen,

Es ist hier nul' del' Untersehied, daf bei del' in Fig. 21 getroffenen
Anordnung die Stabe sieh in positiver Riehtung drehen, wenn es sich
urn einen links del' Mittelachse liegenden Stab handelt. Wir miissen
deshalb statt des positiven Vorzeiehens in den Formeln ein negatives
Vorzeichen sehreiben. FUr Stabe del' rechten Halfte verschiebt man
den rechten Tragerteil, wahrend del' linke festgehalten wird . Die dabci
stattfindenden Stabdrehungen sind negativ. Fur diese Stabe muf
demnach das positive V orzeichen beibehalten werden.

Beispiel 4. Me h r st oc k ige Ra.h me nwe r ke mit 3 Stielen.
Aus den vorhergehenden Beispielen wird man ersehen haben, daf die
grolste Arbeit bei del' Berechnung in del' wiedelholten Losung del'
cx.-Gleiehungen fiir verschiedene Belastungen besteht.

Es ist deshalb in komplizierteren Fallen von besonderer Wiehtig
keit, die Losung diesel' Gleiehungen moglichst zu vereinfaehen.

Wie dies z. B. bei mehrstockigem Rahmen mit 3 Stielen gesehehen
kann, soli hier gezeigt werden.

Die Fig. 22 stellt einen dreistieligen Rahmen dar mit 4 Gesehossen.
Bei diesem System sind 12 cx.-Werte zu bestimmen.

Ben d i xse n , )lethode. 4
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Wir d enken uns nun zunachst, daB allein die Knot en a , b und c
belastet sind, und stellen uns die Aufgabe, die Belastung so zu be-

h st immen, daB dabei die Knotenpunktsdrehung
OCa = 1 wi rd, wahrend OCb und otc beide gleich
Null werden.

Wenn a ber die Werte OCa ' otb und otc be
kannt sind , bilden die IX-Gleichungen der Knoten
d , e, f bis I ein Gleiehungssyst cm der Clayperon
schen Art , welches sich graphisch losen laBt .

Bei d er hier vorausgesetzten Belastung
sind samt.liche Belastungsglieder dieser Glei
chungen a usgenommen diejenigen fiir di e Knoten

Fig. 22. d und I gleich Null. Fiir die beiden letztge
nannt en lCnoten hat man

N d = - k a d • ot" = - k"d' 1 = - k"d

9 , L

, Iff/,
r / i

!JI" "
b>: "

e k
"0,/

/
/

d
(#/

/ L
"I» /

, ,-

/ "
mbm "'" W mw

und
N I = -ka l •

Durch graphische Losung des Clayperonschen Gleichungssystems
findet m an nun die entsprechenden ec-Werte der Knoten d bis I, wonach
durch E insetzung der ermitt elten Werte in die «-Gleich u ngen fur a,
b und c die gesuchten Belastungsglicder erhalten werden.

Bezeichnet man diese Belastungsglieder mit bzw . N a,a, Nb,a und
Nc,a' hat man also

Xa • 1 + k, d • otd + k; I • IXI = Na, a

kba· l + kbc'otc + kbk' lXk = Nb,a
kchocl! ' + kef · otf + kcj 'lXj = Nc,a ,

worin die b ei der graphischen Losung ermit te lten ot-W erte einzu
setzen sind.

In a n aloger Weise bestimmen wir die Belastungsglieder

Na,b, Nb,b und Nc,b,

welche d ie Drehungen OCa = 0, otb = 1 und OCc = 0 er zeugen, und
die Belastungsglieder

welche die Dehnungen
!Xa = 0, otb = 0 und OCc = 1

erzeugen.
Nach dem Satze von B etti muB sein :

Na,b = Nb,a USW. ,

wodurch ein Kontrolle auf di e Berechnung erha lten wird.
N a ch dieser einleite nden B erechnung konnen wir dazu iibergehen,

die oc-G lei chungen fUr eine b eliebige gegebene Belastung zu losen.
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Wir verfahren hierbei wie folgt.
Zunaehst werden die Knoten a, b und e festgeh alten, also IXa = 0,

OCb = 0 und IXc = O.
Wir losen nun unter dieser Vorausset zung d ie «-Gleichungen der

iibrigen Knoten graphiseh auf und best immen die Belastungsglieder
der a , b und e. Wir mogen finden bzw.

'iRa' ~nb und s;
wahrend die tatsachlieh vorhandenen Belastungsgli eder sind:

Na, Nb und Nc.
Bezeiehnen wir nun mit

6>. N, = N, - 'iRa

6>. Nb = N, - 'iRb
6>. N, = N, - 'iRe,

erkennen wir, daB wir d ie Knoten a, b und e , um die tatsachlichen
oc-Werte zu bestimmen, no eh mit bzw. 6>. Na, 6>. N b und j), Ne belast en
miissen,

Wir haben demnaeh in zweiter Linie die Drehungen zu bestimmen ,
welehe dureh die Belastung 6>. Na, j), Nb und 6>. N, fiir sieh entstehen .

Es muB aber se in:

6>. N, = Na,a 'IXa + Na,b' IXb + Na,c' ()(c

j),Nb = Nb,a ' IXa + Nb,b' ()(b + N b, c 'IXc

j), N, = Nc,a' IXa + Ne,b ' IXb + N c,c ' IXe·

Aus diesen Gleiehungen lassen sieh nun ()(a' ()(b und rtc ermit te ln .
Naehdem diese GraBen bekannt sind , findet man die ubrigen

durch die Belastung 6>.Na, 6>.Nb und j),Ne erze ugten Drehungen mittelst
einer Wiederholung der graphisehen Konstruktion.

Die hierbei gefundenen Werte werden zu den erst gefundenen
addiert und liefern die endgiilt igen IX-Werte.

Beisp iel 5. Rahmenwerke mit m ehr als drei St ielen.
Bei grollerer Anzahl Stiele und Gesehosse werden die Bereehnungen im
allgemeinen sehr komplizier t .

Bei solehen Rahmen empfiehlt es sieh aber , mit Riieksieht auf
T emperatursp annungen usw. die sta tisehe Unbestimmtheit dur eh Ein
sehieben von Gelenken zu verringern . Hierdureh kann gleiehzeitig
er re ieht werden , daB die statisehe Bereehnung b edeutend vereinfae ht
wird. Als Beispiel hi erfur mogen die in den Fig. 23a und 23b dar
gestellten Rahmenwerke dienen .

In Fig.23a ist das R ahmenwerk aufgebau t aus iibereinander
gestellt en eingeschoss ige n Gelenkrahmen. Dabei wird erre icht, da.B
die IX-Gleiehungen der Knoten eines Geschosses von den iibrigen voll
standig unabhangig sind.

1*
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Die Anzahl der Bewegungsmoglichkeiten st immt wieder mit der
der Geschosse iiberein.

Als Zu satzstabe werden am b esten die Diagonalen der Endfelder
gewahlt. Man sieht leicht ein, daB die GroJ3en P mit Doppelzeiger
alle gleich Null werden, ausgenommen der PI 11 P2 2, Pa a usw.

Die x-Gleichungen lauten demnach einfach

PI + PI 1 • Xl = 0
P 2 + P 2 2 • x2 = 0 usw.

Ferner sieht man leicht ein, daB bei senkrech t er B elastung nur
der Zusatzstab des belasteten Rahmens gespannt wird . Eine senkrechte
Belastung beansprucht deshalb nur die Stabe des belasteten R ahmens
auf Biegung, die Stabe der unteren Rahmen werden bloB auf Zug
oder Druck, die Stabe der oberen iiberhaupt nicht beansprucht.

~ b,;z ~!m '?'%~ mlbw.

Fig. 23a .
'W;~ om,~ <m !7w. om, !w.:%

F ig. 23b.

Selbst bei groJ3er Anzahl Stiele und Geschosse gestaltet sich die
Berechnung der iibereinandergestellten Gelenkrahmen besonders einfach.

In Fig. 23b wurde das Rahmenwerk aus 2 zweistieligen R ahmen,
welche mittelst gelenkartig angeschlos senen Balken verbunden sind,
aufgebaut .

Die Berechnung gestaltet sich in diesem Fall et wa s vers chieden,
je nachdem beide Auflagerungen cines Verbindungsstabes feste .Gelenke
sind oder die cine Auflagerung eine wagerechte Verschiebung gestattet .
In letzterem Fane sind die beiden R ahmen offenbar ganz unabhangig
voneinander. Wagerechte Krafte , z. B. Winddruck , werden demnach
entweder von dem einen oder dem anderen Rahmen ganz aufgenommen.

Bess er ist es offenbar, beide Auflagerungen als feste Gelenke auszu
bilden , da in solchem Falle beide Rahmen zur Laetiibertragung mit
wirken.

An m. Bei Eisenbetonkonstruk tioncn, wo derart ige Gelenkc mcistens nur als
dur ehgehendc Fugen ausgebilde t werden , wird die Rcibung gewohnlich so groB
sein, daB cine wagerechtc Verschi ebung ausgeschlossen ist, so dall man mit dem
ersten FaIle rechnen muB.
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Das Knotenpunktsystem besitzt dann eine Bewcgungsmogliohkeit
fiir jedes GcschoB. Als Zusatzstabe wahlt man am besten die Diagonal
stabe des einen oder des anderen Rahmens. Die Berechnung ist im
grofsen und ganzen dieselbe als beim zweistieligen Rahmen, nur er
haltcn wir hier zwei Gleichungsgruppen, die unabhangig voneinander
gelost werden konnen.

Rei Entfernung eines Stabes drehen sich die vier Stiele des ent
spreehenden Geschosses.

Bei der Berechnung der GroBen P mit Doppelzeiger erhalt man
demnach von jedern Rahmen Beitrage in derselben Form wie in Beispiel 3
fur den einfachen Rahmen angegeben.



Abschnitt II.

Systeme, welche auch gebogene Stabe enthalten.
11. Grundgleichungen. In diesem Abschnitte sollen die Unter

suchungen, die im 1. Abschnitt auf Systeme besehrankt wurden,
welche ausschlie13lich geradlinige Stabe enthielten, auf Systeme aus
gedehnt werden, in welchen au13er den geradlinigen auch gebogene bzw.
geknickte Stabe vorkommen.

Wie bereits aus dem im vorigen Abschnitt behandelten Bei
spiel II hervorgehen wird , konnen Systeme mit geknickten Staben
auch nach der im Abschnitt I entwickelten Methode berechnet werden,
wenn man jeden Knickpunkt als Knoten auffaBt. Dasselbe gilt auch ftir
Systeme mit gebogenen Staben, wenn wir die gekriimmten Stabachsen
durch kurze geradlinige Stabstiicke ersctzen. Auf diese Weise wird
aber die Berechnung leicht sehr weitlaufig, weil der Grad der Be
wegungsmoglichkeiten im allgemeinen sehr hoch wird .

Besitzt ein geknickter Balken a b n Knickpunkte (hierbei die End
knoten a und b nicht mitgerechnet), so sieht man leicht ein, daB die
Bewegungsmoglichkeiten des Systems im ganzen mit (n -1) durch
den Balken allein erhoht werden.

In den meisten Fallen empfiehlt es sich deshalb, einen geknickten
Balken nur als einen Stab aufzufassen und die in diesem Abschnitte
entwickelte Methode einzuschlagen.

Bei der Ableitung der Formeln, welche fiir geknickte bzw. gebogene
Stabe gelten, kniipfen wir an die als bekannt vorausgesetzte Lehre von
der Berechnung des beiderseitig eingespannten Bogens-) an.

Der beiderseitig eingespannte Bogen ist dreifach statisch unbe
stimmt. Als statisch nicht bestimmte GraBen wahlen wir die Schnitt
krafte eines beliebigen Querschnitts, welche wir in dem Schwerpunkt 0
der "elastischen Bogengewichte" angreifen lassen . (Ist der Bogen
symmetrisch, wahlt man am besten den Scheitelquerschnitt.)

Das statisch bestimmte Hauptsystem besteht demnach aus zwei
eingespannten Kragtragern.

1) Die hier folgende DarsteBung lehnt sich in der Hauptsache an die Dar
stellung von Miiller -Brcslau in seinem Buche "Neuere Methoden" an.
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Durch den Punkt 0 wird ein Achsenkreuz ge legt, welches mit dem
Haupttragheitskreuze des Bogens zusammenfa.llt, Die Schnittkrafte
zerlegen wir nun in die beiden nach del' X-Achse geriehteten Krafte Xl'
die beiden nach del' Y-Achse gerichteten Krafte X 2 und die Momente X 3 •

Durch diese besondere Wahl del' Uberzahligen wird erreieht,
da.B die Elastizitatsgleichungen, welche zur Berechnung diesel' GraBen
zur Verfiigung stehen, je nul' eine Unbekannte enthalten,

I

x, a X1
-- - - - - - ·~ o~- - - - - -

x~m/xJ
~z

~
I

)-k L
I z

Fig. 24.

Sie lauten mit den gewohnlioh gebrauchten Bezeichnungen

o = ~ Pm . -&m,l - Xl ' &11 + -&1 u + &It
o = ~ Pm' -&m,2 - X2· .&22 + -&2u + .&2t (17)

o = ~Pm·-&m, 3-X3·.&33 + -&;3u + '&3t.

Das Moment eines beliebigen Punktes kann mit del' getroffenen
Wahl del' positiven Achsenriehtungen gesehrieben werden :

M = we - Xl . Y- X 2 . X - X 3,

wo we das Moment des Hauptsystems, d. h . das Kragtragermomcnt
bedeutet. Das ·Momen t Wl ist positiv zu rechnen, wenn die innere
Bogenleibung gezogen wird.

Wir haben demnach:

u nd

dM:
dX = -y;

1

dM
dX = -x ;

2

dM
dX3

- 1

f y2 . ds' f x2. ds I j' ds'
'&11 = E I ; .&22 = E I ; -&33 = E I',

unter ds' das E lement del' Bogenmittellinie verstanden.
Bei der Ablcitung del' ec-Glcichungen im vorigen Absehnitt wurde

iiberall mit den 6 E Jo-fachen Versehiebungen gerechnet. Um hiermif
Ubereinstimmung zu bringen, setzen wir fest , daf unter den Ver-
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schiebungen -&11' &22 usw.nicht die t atsachlichen nach denobenstehenden
Formeln berechneten, sondern die 6 E Jo-faQ.hen Werte verstanden
werden sollen.

Mit der Bezeichnung

ds dsf.~
J

setzen wir demnach :

.&1 1 = 6fy2 . ds, -&2 2 = 6 Sx 2 • ds , &3 3 = 6 Sds.

Di e in diesen Formeln vorkommenden Integralwerte konnen bzw.
als das 'I' ragheitsmoment Tx der elast ischen Bogengewichtc ds in bezug
auf die X-Achse, das Tragheitsmomcnt Ty in bezug auf die Y-Achse
und das gesamte Gewicht Galler Tcilgewichte ds aufgefaBt werden,

Wir konnen demnach schreiben

-&11 = 6·Tx , .&22 = 6.Ty , &3 3 = 6 · G. (18)

Ferner haben wir

~Pm '-&ml = 6 Smc .y.ds

~Pm '-&jn2 6 fmc.x .ds

~ Pm' -&m 3 = 6 fmc. ds.

Die letzten Integrale konnen bzw. als das statische Moment Sx
der Gewichte mc· ds in bezug auf die X-Achse, das stat isch e Moment Sy
in bezug auf die Y-Achse und das gesamte Gewicht F aufgefaBt werden,
demnach

~Pm-3'ml = 6·Sx , ~Pm.&m 2 = 6.Sy , ~Pm.&m 3 = 6·F . (19)

Fur die statisch nicht bestimmbaren GraBen erhalten wir nun
mehr die einfachen Ausdriickc:

-&111 + &I t

6 · Tx

.&2 11 + &2t

6· r,
-&311 + &3t

6·G

(20)

Die Auflagerkriifte eines eingespannten Bogens a b lassen sich zer
legen in die Momente Mab und Mba, die senkrecht zur Verbindungslinie
stehenden Auflagerkrsfte Qab und Qba und die in die Verbindungslinie
fallenden K raf te Sab und Sba'

In U bere instimmung mit den fiir gerade Stabe geltenden Regeln
rechnen wir die Kraft e Mal» Mba' Qabund Qba positiv, wenn sie bestrebt
sind, den Balken a b im Sinne des Uhrzeigers zu drehen. Die
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(21 )

(22)

(23)

H orizontalkrafte Sabund Sb a rechnen wir positiv , wenn sie, auf den vom
System losgetrenn ten B ogen angebracht, bestrebt sind , die Endpunkte
d es Bogens eina nder zu nahern.

Die Formeln, nach welchen die Auflagergrofien bercchnet werden,
s ind etwas verschieden , je na chdem die Bogenmit t ellinie symmetrisch
ist oder nicht. Wir unterscheiden deshalb di ese heiden Falle :

a) Der Bogen i s t symm e t ri s ch . Wir h aben mit den in Fig. 24
e ing eschriebenen Bezeichnungen

l
M" + Xl' Z - X2 • 2 - Xa

l
Mba = Mb - X, . Z - ~ • 2 + X 3

unter M, und Mb die Einspannmomente der beiden Kragtrager des
statisch bestimmten H auptsystems verstanden, Die positi ven Rich
tungen dieser Momente sind hiernach dieselben wi e die Momente Ma b

und Mba'
Fur die Auflagerdruck c finden wir:

Qab c, + X 2 ; o., = Q b + X 2

Sa b = Sa + x., Sba = S b + x. ,
wenn unter Sa uncI Qa die Auflagerdrttcke cIes linken , unter Sb und Qb
di e Auflagerdriicke des r echten Kragtragers verstancIen werden.

Bei vollsta ndig fester Einspannung und konstanter Temperatur
haben wir nach Gleichung (20)

S" s,x, = -T ; X 2 = -T ;
" y

Die speziellen Wert e der Ei nspannmoment e und Auflagerreaktionen,
welche in diesern Falle a uft ret en, sind bestimmt durch

o S, s, l F
Mab = M., + - · z - - . - - -. T, Ty 2 G

o S, s, l F
Mba = M b - - ' -z - - . - + -

T, r, 2 G
Sy

Qa+ T
y

Qb+ ~Ty

o S"
Sab = Sa + '--1'

x

S~ a = s, +~
T"
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(25)

(26)

(24)

Fiihre n wir diese Ausdriicke in die Formeln 21 und 22 ein, gehen
diese iiber in :

1
Mba = Mga - Xl'· Z - ~" 2 + X3 '

Q lb = Q~b + X 2'

Qba = Qg a + X 2 '

Sab = S~b + x,:
Sba = sga + x,:

WO unt er Xl" X2' und Xa' die Werte der statisch nich t besti mmten
GroBen zu verstehen sind , welche durch Verschiebung der Auflager
und Variation der Temperatur entst ehcn.

Eine b eliebige Verschiebung der Auflager ist vollstandig bestimmt
durch die Angabe der folgenden GroJ3en :

di e Drehung OCa der im Punkte a an die Stabachse gelegten
Tangente,

die Drehung OCb der im Punkte b an die Stabachse gelegten
Tangente,

d ie Drehung Uab der Verbindungslinie a b der beiden Auflager
punkte,

die gegenseitige Verschiebung L).ab der Punkte a und b in der
Richtung der Verbindungslinie.

Samblichen Drehungen legen wir das Vorzeichen + bei, wenn sie im
Sinne des Uhrzeigers etattfinden, wahrend die Verschiebung L).ab positiv
gerechnet wird, wenn sie eine V e r l a .ngeru ng der Strccke a b bedeutet .

Dies e Auf lagerverrii ckungen verursachen im statisch bestimmten
Hauptsysteme die Vcrschiebungen:

& u, I = Z (lXa - lXb) -- ~ab

1
& u,2 = - 2 (lXa + iXb) + l ,uab

&u , 3 = -lXa + OCb '

Wird die Temperatu r vorlaufig konstant angenommen, finden wir
demnach zufolge der Auflagerverschiebung:

1
Xl' = 6 T" [z (lX" - OCb) - ~a b1

1 1
X 2' = - 6'1" 2 [lXa+ OCb - 2 U.lb1

y

, 1
X, = 6 G [- iXa + iXb] '
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(29 )

(28)

Es entst ehen demnach die Auflagermomente :

M; b = ~ [;: + 4
l;y+ ~] + ~~ [- ; : + 4~y - ~ ]

1 l2 1 Z

-12 T . U a b - "6 . Tx ·.1a b .

y . (')7
, ~a [Z2 l2 1 ] ~b lZ2 l2 1 ] "' )

Mb a ="6 - T x + 4Ty - G + 6 '1'-:- + 4Ty + G
1 ~ 1 z

-12 . Ty . u , b + "6 ' Tx ·.1a b •

od er mit Einfiihrung d er abgekiirzten Bezeichnungen:

1 [Z2 l2 1 ]
Xa b = 2 T x + 4 T

y
+ G = Xb a

k, b = _1_ [_~ + _ l_2- _~] = k
b

a
2 Tx 4 Ty G _
1 l2

t y , a b = 4'T = t y, b a
y

1 z
t · a b = -·-=-t · b•x, 2 T

x
x, a

1 .
M ; b = 3 [Xo1 b • OCa + k, b • ~b - t r, a b Ua b - t x, a b . .1a b]

. 1
Mb • = 3 [k , b • OCa + Xa b • ~b - t y, a b U a b + t x,. b • .101 L]

und die Auflagerkrafte :
1 t y , a b

Q ; b = Q b 01 = X 2' = - -. - - [lXa + OCb -2 Uab]
3 t. b

und

S' S' X r 1 t [ ~o1 b ]a b = b . = 1 = 3' x, a b ~a - IXb - - z- .

Eine 'I'emp eraturva.riation, bei welcher der gebogene Stab urn to
gleichmaflig erwarrnt wird , hat im stat isch bcstimmten Hauptsysteme
die gegenseitigen Verschiebungen zur FoIge:

.&11 = 6 E Jo • s: . t· l , .322= 0 , .&33 = O.

Eine Temperaturvaria tion , bei welcher der gebogene Stab auf der
linken Seite urn ~ to hoher erwarmt wird wie auf der rechten , hat
zur Folge

.&11 = 0 , -&22 = 0, .&3 3 = 6 E .r, '.~t · s:5~s ,

wo h die reduzierte B og enhohe (h = h i ] ) bedeut et.
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Ist der Wert h nicht konstant, ersetze man h durch einen Mittel
wert hill' und man hat demnach

G
&33= 6EJo·~to ·e;·h ·

m

Bei gleichzeitiger Wirkung von Temperaturanderungen der ange
gebenen Art erhalt man demnach

X" _ E · Jo ·e;·t .l
I - T

x

X3"=EJoe;·~t· h~ .

Setzen wir zur Abkiirzung

Mit den Bezcichnnngen

1 ,
Ta b = - Tb a = E J o ' e; . ~t· h

m
= Xa '

T~b = -'t"b a = E Jo E.t . ~ = x,«
x

so entstehen die Momente

Ma b = -Mb a = T; b, Z- 't"a b

und die Auflagerkraftc

b ) Der Bogen ist n n s y m m e t r is ch (Fig. 25).
der Fig. 25 findet man in diesem Fulle r

1\'la b = Ma + X, . Z" - X s ' 1" - X 3

Mba = Mb + X, . zb - Xa ' lb + X3

Qa b = Qa + X 2 • COS co - Xl • sin (Jl l
Qba = Qb + X 2 • cos (Jl- X, . sin co

Sab = S" + x, .COS ro+ X. ' sin co I
Sb a = S b + Xl ' cos (Jl + X. ' sin co r

(30)

(31)

(32)

(21a)

(22a)
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Del' Winkel en ist d el' kl einste Drehungswin kel, welcher die Gerade a b in
d ie X-Aehse iiberfiihrt, und wird positiv gerechnet, wenn die Drehung von a b
u rn den Winkel en im Sinne d es Uhrzeigers verlauft,

Fiir die Einspannrnomente und Auflagerr eaktionen, welche in diesem Faile
unter der Annahme vollstand iger Ei nspannung auft ro ten , erhalten wir die Aus 
d r iieke:

o S" s, F 1Ma b = Ma + - - ,z,,--- · ia- -
T" Ty G

o S" s, F
Mba = Mb - -- ·zb-- - ·ib - -

T" r , G
o s, s,.

Q" b = Q" + -- . cos W - -- • sin w
Ty T,

o s, s,
Qu" = Qh + - - . cos co - - '- • sin co

Ty T,
o S, s,

Sah = Sa + - ' ·cosw+ -- . sin co
T" Ty

,0 S" Sy.
Sbn = Sh +-- , cos w +-- · sln w

T, Ty

(23 a)

(25 a)

Eine Verschiebung d el' Aufl agerpunkte von del' unter a angegebenen Art
verursacht im Hauptsysteme di e folgenden Verriickungen del' AngrifIspnnkte
d el' stati seh nicht bestirnmten Gr iiJ3en :

.&u I = IX" . Z" - IXh . Zh - L1" b . cos W - L • u., b • sin w

.&u 2 = - i" . (x" - ih . lXu + l » u" b . cos co + fl." h . sin w

.&u3 = -IX" + IXb

Mit Einfiihrung del' abgekiirzten Bezeichnungen:

1 [z"Z i,,2 1 ]
X.'b=2""~ +Ty + a

1 [ Zh
2

1b
2

1 ]
Xua = 2"" 1\ +T; +a

1 [ za . Zb 1" •i; 1 ]
kba =kba = - ---+-- - -

2 T" Ty G

__1_ [ Za. sin w III •cos W ]
t y a b - 2 T, + T

y

_ I [ Zb' sin w 1b. cos W ]
tb -- +-- - -

y a 2 T, r,
_ 1 [ z" . cos w 1" • sin co ]

t , ab - - + ----
. 2 T" Ty

_ ~ [ Zb 'COS W 1b, sinw ]
t "h a - 2 T, + Ty

(28 a)

erhalten wir fiir die Einspannmoment e infolge del' Verschiebung die Ausdriicke :
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(29a)

und

, 1 A
M b a = 3 [Xba • IXb + ka b • IX" -tYb a ' Uab - t x b a' U a b]

wahrend wir fur die Auflagerkrafte erhalten:

, , IX" [ i. Za . JQ" b = Q ba = - - - -- . eosw +- .em w
6 Ty r,

- ~ [~ . cos w-~ . sin w]
6 T y r ,
i . Uab [ eoss co sin' co ]+ --+--6 Ty Tx

+~ .~a b sin co •cos w[_1_+_1_]
6 Tx Ty

S~ b=Sba =-~ [ za , cosw -~, sinwJ
6 T x r,

- ~[~ . cos co +~. sin wJ
6 T x r,

_ l · Ua b [_1 1_] sin co •cos co
6 T x Ty

_ Lla b [ cos. W _ sin· w ]
6 T x r,

Die in d en Ausdriicken fiir S~ b' und Q~ b vorkommendcn K oeffizienten
konnen sehr einfach auf graphischem W ege ermittelt worden.

Fig. 26.

D ie Konstruktion geht ohne weiteres aus der Fig. 26 hervor. Mit den Ver·
haltnissen di eser Figur hat man
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t« Za .
1'1 = - - . COS Ul + - • sm CO

Ty T"
lb Zb .

l' = --· Cos Ul - - · sm CO
2 'J'y T"

Zit la .
l' = -- . COS Ul - - • sm CO

3 T x r,
Zb lb .

1'. = -- ' COSUl+ - · sm CO
T x r ,

I
1'. = -- . COS' Ul

a T
y

I .
r = - - ' BIll ' Ul

6 Tx

I
l' = -- · sin' Ul

7 Ty

I
l' = - ' COS' Ul

8 T
X

I
r = -- . sin (0) • cos (,)

9 Ty

I
1'10 = - - . sin Ul ' cos ( 0).

T"
Ei nc 'I'empcratu rerhohung von to erzeugt d ie Vorschiebungen

,~\ 1 = 6 E Jo•e t (la + lb)

-&' 2 = 6E·Jo· et (za - Zb)

-&33 = O.

E ine 'I'emporaturvar iat. ion, bei welcher die Iinko Se ite des Stabes um LItO
hoher erwarmt wird wie di e rccht e Seite, hat ZU1' Folge:

G
&11= 0, -&2 , =0, &33 =6E J o · 6.t . e; . - - .

hm

Mit den abgekiirz ten Bezei ehnungen

findet man die Memento

Ma b = , ; b . Zit - 't';:b . la - ' a b

Mb a = 't'ba, zb- 't'blt ·1 b-'t'b a
und di e Auflagerkraf te

Qab = ;;;: \>. cos Ul - -r;' b . sin co = Q\> a

Sa b = " I,a . sin Ul +'t'~ b . cos co = Sb a .

(30a)

(31 a )

(32 a)
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(33)

(34a)

12. Die Aufstellung der «-Glelchungen der Belastung, der Vcr
schiebung und dcr Temperaturvariation. Die «-Gleichungen ftrr Systeme
mit gebogenen Staben erhalten genau dieselbe Form wie fiir Systeme
mit geradlinigen St aben,

In jeder Gleichung treten als Unbekannte auf der a-Wert des be
treffenden Knotens und der mit diesem verbundenen Knoten.

Fur e inen beliebigcn Knoten a konnen wir schreiben

xa . aa + kab· lXb + kac . ac + kad ' lXd + .. , . = N a ,

Es handelt sich nun darum, festzustellen, welche Beitrage ein
gebogener Stab zu den Koeffizienten Yo und N liefert.

Wir er innern daran , daB die ce-Gleiohung eines Knotens durch
Losschneidcn aus dem System und Aufstellung der Bedingung, daB
die dreif ache Momentensumme de r Schnittmomente gleich Null sein
mull, gefunden wurde.

Nun ist nach Gleichung 21, 29 und 31 das Dreifache des Auflager
momentes eines gebogenen symmetrischen Stabes a b.

3 M.1 b = 3M~ b + 3M; b + 3 (T;b 'Z-Tab)

3 M~ b + Y.ab· lXa + kab, OI:b - tyab ' U,tb - t xab ' Liab

+ 3 T; b • Z - 3 Ta b .

Hieraus erkennen wir, daB der gebogene Stab als Beitrag zum
Koeffizient en Yo des Knotens a . liefert

1 [Z2 1
2

1 1
'Xab = 2 T + 4 T +G '

x y

wahrend der Koeffizient k fiir den gebogenen Stab den W ert erhalt

kab = ~ [_~ + _ 1_
2

-~1 (34)
2 T x 4Ty G

1st dar Bogen unsymmetrisch, erhalt man als Beitrag zu X a die GroBe

1 [za2
la

2
1 1Y..1b = - - +-+- (33a)

2 T x r , G
und flir k d en Wert

1 [ Za . Zb la ' lb 1 ]
kab = - - - - - + - ---

2 r, r , G.

Die Bei trage zum Belastungsgliede des Knotens a , herriihrend von
der Belastung unter Annahme unverschiebbarer Knoten, wird

N, = - 3 M~b (35)

Eine Verschiebung (uab' Liab) liefert den Beitrag

Na=ty ab,uab+txab·Liab (36)
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wobei

tYab
I 12

= -. - = tYba
4 Ty

I z
= 2'1' = -txba.

x

Eine Verschiebung xn = I erzeugt speziell:

N, = ty ab,n·Vab,l +txao·Llab,n (37)

Fiir einen unsymmetrischen Stab miissen fiir t y a b und txab die Werte aus
den GJeichungen (28 a) entnommen werden,

Eine Temperaturbelastung liefert als Beitrag

N , = 3 1'ab - 3 1'; o' z (38)

wozu noch ein Beitrag von der Formel (36) kommt, herriihrend von der
durch die Langenanderungen der iibrigen Stabe er zeugten gegenseitigen
Verschiebung der Knoten a und b.

Nach Gleichung 30 ist
I

1'ab E J . e:, ~t· - -1'oa
o hill

1
1'~b = E J o •e:. t· - = - 1'l,a .Tx

Diese Formeln sind fiir links gebogene Stabe abgeleitet. Fur rechts
gebogene wechselt 1'~o das Vorzeichen.

Fiir einen unsymmetrischen Stab Jautet del' Beitrag durch Temperatur
belastung

N" = 3(1'ab -<'b' Z +1'~b·la) (38a)

wo fiir ':'ab' ':'~b und 7~b die Werte nach Gleichung (30 a) zu entnehmen sind.

13. Die Normalkratte und die Spannkraftc der Zusatzstabe . Die
n6tige Anzahl der Zusatzstabe ist diejenige Anzahl Stabe, welche hinzu
gefiigt werden miissen, urn die Lage der Knotenpunkte unverriickbar
zu machen. Da die gegenseitige Lage der Endpunkte eines gebogenen
Stabes nicht durch diesen gesichert wird, so sieht man leicht ein, daB
bei Systemen mit gebogenen Staben so viel Zusatzstabe hinzugefiigt
werden miissen, daB diese in Verband mit d en geradlinigen Staben
ein statis ch bestimmtes System bilden.

Die notige Anzahl ergibt sich somit wieder als

2 k-(s + u) ,

wenn hier unter s nur die Anzahl der geraden Stabe verstanden wird .
Unter dern Knotenpunktsystem soll nun bei Systemen mit ge~

bogenen Staben das (oder die) statisch bestimmte (n) System(e) ent
standen durch Hinzufiigen der Zusatzstabe unter gl eichzeitiger
Entfernung der g e bogenen Stabe verstanden werden.

Bendixs en . ~rethode. 5
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Der im Abschnitt I unter 6 abgeleitete Satz hat dann auch fiir
die Bestimmung der Normalkrafte der geraden Stabe des Systems und
der Stabkrafte der hinzugefUgten Stabe Giiltigkeit, wenn auBer der
Querkraftbelastung - und fiir schrag belastete Stabe die in die Stab
achsen fallenden Belastungskomponenten - auch die Auflagerkrafte Q
und S der Bogenstabe als auBere Krafte auf das statisch bestimmte
Knotenpunktsystem aufgebracht werden.

Die Spannkraft Pn eines Zusatzstabes setzt sich zusammen aus der
Spannung pno, herriihrend von der Belastung QO, RO und So, und der
Spannung Pn', herriihrend von der Belastung Q' und Sf.

Die Spannungen po werden wie im vorigen Abschnitte durch
Zeichnung eines Krafteplanes bestimmt, die Spannungen P' dagegen
durch Berechnung.

Fiihren wir die Verschiebung xn = 1 aus, d . h. entfernen wir den
nten Zusatzstab und verschieben den Knoten, von dem der Stab ausging,
um die Strecke 1, leistet die Kraft Pn' die virtuelle Arbeit:

Pn' - cos epll - 1.

Die als auBere KraftehinzugefUgten, von den geraden Staben
des Systems herriihrenden Querkrafte Q' leisten nach Gleichung (10)
die Arbeit

(39)

2: p' - k - vn •

die virtuelle Arbeit der Bogen-Auflager-

und

Hierzu kommt noch
krafte S' und Qt.

Nach Gleichung (29) konnen die Auflagerkrafte eines symmetrischen
Bogenstabes ab bei festliegenden Knoten (uab = 0, ~ab = 0) ge
schrieben werden:

Q' Q' 1 tYab [' ']ab = b a = - 3 .~ Q(a + Q(b -

S~b=Sba= ~ .txab[OCa'-Q(b']

Bedenken wir, daB eine negative Querkraft auf das Knotenpunkt
system so aufgebracht werden muB, daB sie (in kleiner Entfernung
vom Knotenpunkte wirkend gedacht) den Knoten im negativen Sinne
dreht, so sieht man ein, daB die Kralte Q~b und Qba zusammen die
Arbeit leisten:

Q' I 1,
- a b " ab-Vab n = + -·tYab-P -Vab n'3 ' ,

unter p' die Summe [OCa' + ab'] verstanden,
Die Krafte S~b und Sba leisten zusammen die Arbeit:

S~b'~ab,n = ~ .txab[OCa'-OCb']-~ab.n



(41)

1 t ya b
- -3 '-I-' Pab,n,

a b
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oder, wenn zur Abkiirzung gesetzt wird

q~ b = [!Xa' -!Xb'J ,

die Arb eit

S~b'~ab,n = ~ .tx ab·q~b·~ab, ll.

Die Summe samtlicher virtueller Arbeiten mu.B gieich Null sein ,
d emnach:

Pn'cOs 9n +~p'·k,vn + ~ ~ .ty .p' ,vn + ~.1:.tx.q"~"=O'

wo die erste Summation tiber die geraden, di e b eiden letzten tiber die
ge bogenen Stabe zu erst recken sind.

Wir erhalten somit fiir die Spannkraft P n den Ausdruck

P n = Pno _ _ I_[~P"k 'Vn + 3
1 ~ ty·p', vll +~~ tx. q,. ~,,] (40)

cos cpn 3

Sind auch unsymmetrische Bogenstabe vorhanden , sind in die Formel fiir
die virtuellen Arbeiten

Q ' . 1. v" und S' ·.dn

die Q' und S' nach der Gleiehung (29 a) zu berechn en.

Die Auflagerkraf t e eines Bogcnstabes a b b ei einer Verschiebung
X n = 1 sind nach Glei chung (29):

Q~ b = Qha = - 3
t Yla

b [an + b" - 2 . Va b, n J =
a b

und

S' S' 1 [ b ~a b, n ] 1 ta b = b a = 3' t x a b an - n - - z- = 3 ' x a b • qab, n

wo zur Abkiirzung
Pa b, n = an + bn - 2 Va b, Il

und
~a b Il

q a b n = a,,-bn - - - ' -, z

gesetzt wurde.
Die gebogenen Stabe liefern somit zu der Stabkraft Pm,n den

Beitrag:

1 [ 1 1 ]- - - - -- 1: t y . Pn. Vm+ - 1: t x • qn . ~m .
cos <p m 3 3

Wir erhalten fiir die Kraft Pm,n somit den Ausdruck

1 ( 1 1 )Pili Il = - -- 1: P . k . vm + -3 ~ t y' pn' V III + 3 1: tx. q,,'~m (42)
, cos <pm

wo die erstc Summation die geraden, die beiden letzten die gebogenen
Stabe umfassen.

5*
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s = 7.
k = 8.

Fur n icht symmetri sche Stabe sind di e Auflagerkrafte Qn' und Sn' fiir die
Versehiebung X n = 1 naeh den Formeln (29 a) zu berechnen , wo filr die a die
Koeffizienten an, bn ... , fiir die u d ie W inkel Vn und fur die zl d ie Verschiebungen
.:In einzuset zen sind . Als Beitrag zur Spannkraft Pm,n erhalten wir dann von
einem unsymmetrisehen Stabe

_ __l_[Q~b On -lab' Vab m + S~ b n' Llab m] .
COscpm ' , , ,

Nach Ermittlung der Stabkrafte der Zusatzstabe lassen sich die
Verschiebungen x, die endgiilt igen oc-Werte, u-Werte und ~-Werte genau
wie friiher berechnen.

14. Belspiele. Als ers tes Zahlenbeispiel moge 'das im Abs chnitt I
unter B eispiel 2 behandelt e System wieder gewahlt werden.

Betr achtet man in diesem Syst em den Stabzug b ed e als einen
gekniek ten Balken, miissen wir die in diesem Absehnitt entwickelte
Methode befolgen. Es wird ganz lehrreich sein, den Untersehied des
Bereehnungsganges wahrzunehmen.

Wird bf als Bogenstab betraehtet, haben wir :

Anzahl der geraden Stabe .
" " Knoten .
" " Auflager bedingungen der Knoten-
punktsfigur . . . . . . . . . . . . u = 8.

Die Bewegungsmoglichkcit des Knotenpunktsystems betragt
demnaeh

2 k - (s + u) 1.

b

F ig. 27.

Die F ig. 27 zeigt das Knotenpunktsystem mit dem hinzugefiigten
Stab 1.

Wir beginnen die Untersuehung mit der Bereehnung der Bogen
groBen G, T x, Ty usw.

Wir haben :
G = 2 (1,5 + 9,22) = 21,44.

Da s statische Moment des Stabzuges in bezug a uf die Grundlinie
betragt :

2 ,1 ,5, 0,75 + 2· 9,22'2,5 = 48,35 .

D emnach Hohe des Sehwerpunktes iiber dieser Linie :

z = 48,35 = 2,26.
21,44
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Das Tragheitsrnoment urn die X-Aehse betragt

Tx = : · 1,5 (2,26 2 + 0,762 + 2,26 · 0,76)

+ ~ . 9,22 (0 ,762 + 1,242 - 0,76· 1,24) = 14,61,

und urn die Y-Aehse

2 2
Ty = - . 1 5 . 3 . 9 02 + - .9 22 . 92 = 740 883 ' , 3 ' , .

F iir den Bogenstab ist dann nach den Gleichungen (28)

1 [ 2 26 2 182 1]
Yo bf = 2 1 ~ 61 + 4.740 88 + 21 44 = 0,2528, , ,

1 [ 2 26 2 182 1]
k bf = 2 - 1~ 61 + 4.740 88 - 2144 = -0,1435, , ,

1 18 2

t y, b f = 4 ' 740 88 = 0,1093,
1 2,26 __

t x, b f = 2 ' 14,61 = 0,0 114.

Die Koeffizienten der ce-Gleichungen ergeben sich hieraus zu:

Xa = 2 (0 ,215 + 0,108) = 0,716
Xb = 2 (0,10 8 + 0,167) + 0,2528 = 0,803.

69

Stab

011, 0 g
11 b , f g
o b, 0 f

1= I ' k = k '

4,0 0,250
9,22 0,108
6,00 0,167

Eine Verschiebung Xl = 1 erzeugt

V o a = V o g = 0,25
V o b = V o f = 0,167 ; V bf = 0, ~b f = 0.

Die Belast ungsglie der der IX-Gleichungen laut en dernnach

N, = 3 . 0,25' 0,25 = 0,1875 = N g

Nb = 3 . 0,167 . 0,167 = 0,0833 = N f •

Die IX-Gleichungen der Verschiebung Xl = 1 lauten nun unter
Bea chtung, daB bl = £1' a l = gl

0,716· a l + 0,108 . b l = 0,1875
0,108 . a l + 0,6595 . b l = 0,0833

Die Losung ergib t
a l = gl = 0,2490
b l = f 1 = 0,0855.
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Die Spannung des Zusatzstabes berechnet sich aus:

Stab I p' k p ' . k 'VI

o a I - 0,251 0,25 0,25 - 0,0157
o b - 0,248 0,167 0,167 - 0,0069
of I - 0,248 0,167 0,167 - 0,0069
og - 0,251 0,25 0,25 - 0,0157

Demnach
-.r I 0,0452

P u = 0,0452.

Die Gleichung zur Bestimmung der Verschiebung Xl lautet

PI
Xl = - p = - 22,2 . Pl'

1,1

Eigengew ich t. Wir haben zunachst die Auflagerkrafte des
Bogenstabes unter Annahme vollstandiger Einspannung zu bestimm en.

Die durch die Einzellasten im Hauptsyst eme h ervorgerufenen
Momente sind in der folgenden Zusammenstellung erm ittelt .

Kraft Querkraft, I Abstand L1 9Jl ffiC

3150 3 150 I 2,34 - 7371 0
2 350 5500 2,34 - 12870 7371
2 350 7850 I 2,34 - 18369 - 20241
2200 10050 - 38610

Die gleichmaflig verteilte Belastung, 500 kg/m in der Schrage
gemessen, verursacht im Hauptsystem das Einspannmoment

1
-2. 500.9,00.9,22 = - 20 745.

I
I
I
I

F-, I

Fig. 28.

In Fig. 28 sind die Moment e der gleichmallig vert eilt en Belastung
in der r echt en Halfte, die der Einzelkrafte in der Iinken Halfte als
Ordinaten von der Balkenaeh se aus abgetrage n.
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Die FHicheninhalte der einzelnen Streifen ergeben sich zu:

F1 = - 2- .2 40 . 7371 = - 8845 22 ' ,

1
F2 = - - ·2 40·276 12 = - 3313442 ' ,

1
Fa = - 2. 2,40 . 58 851 = - 70621,2

F4 = - 1,5·38 610 = - 57 9 15,0
1

Fs = - 3. 9,22 . 20 745 = - 63756,3

F6 = - 1,5·20 746 = - 31117,5

Die Summe dieser T eilinhalte ist
6

L: .F = - 265389,6.
1

Der totale Inhalt der WC-Kurve ist demn ach wegen der Symmetrie

F = - 2 . 265 389,6 = - 530 780.

Die Schwerpunkte der einzelnen Eldchen st.iick e sind in der F ig. 28
a uf die Balkenachse projiziert und die Abstande von der Grundlin ie
der pr ojiziert en Punkte eingeschricben.

Das statische Moment in bezug auf die X -Achse berechnet sich
wie folgt :

Fl ' 0,48 = - 4245,7
- F 2 • 0,02 = + 662,7
- Fa ' 0,54 = + 38 135,4
- F 4 • 1,51 = 87 451,7
- F s . 0,26 = 16 576,6
-F 6 · 1,51 = 46 887,4

~ = 185 568,1.

Es ist dann
Sx = 2 · 185 568,1 = 371 140 ,

und wir finden fiir d ie Uberzahligen bei vollstandiger Einspannung
die Werte:

x = 371140 = ?5400
1 14,61 ..,

X 2 = 0 (wegen der Symmetrie)

X = _ 530 780 = _ 24750.
3 21,44
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Das Einspannmoment des Kragtragers betragt :

Mb = - 38 610 - 20 745 = - 59 355.

Nach Gleichung (21 ) erha lten wir dann :

M b f = - 59 355 + 25 400 . 2,26 + 24 750 = 22 800 .

Die Belastungsglieder der cc-Gleichungen werden hiernach

N a = - Ng = + 15195 (vgl. Abschn. I , Beispiel II) .
N b = - Nf = - 3 . 22 800 - 21 195 =-~ - 89 595.

Weg en der Symmetric mu13 sein :

rJ.d.' = - <xg ' ; r:J.b ' = - rJ./.
Die ec-Gleichungen der Belastung lauten somit

0,716' rJ.a' + 0,108 ' r:J.b ' = 15195
0,108 . rJ.a' + 0,9465 . r:J.b' = - 89 595.

Die Losung ergibt
<xa' = + 35 700
rJ.b' = - 98 000.

Wegen der Symmetrie wird in diesem Falle di e Spannung des
Zusatzstabes gleich Null , somit auch Xl = O.

Es ist dann:
rJ.a = <xa ' 35 700.
rJ.b = <Xt' = - 98 000 .

Die Ubere instimmung mit dem im ersten Abschnitte gefundenen
Werte ist mit Riicksieht auf die Verwendung des R echenschiebers
befriedigend.

Die E rmittlung der Momente und Querkrafte der geraden Stabe
geschieht genau wie friih er. Fur den geknickt en St ab berechnen wir
nach Gleichung (26)

1
Xl' = - 6.14,61 ·2,26 ·98000·2 = - 5050

2·98000 = + 1520
6 ·21,44

und finden nun nach Gleichung (24) die Auflagerkrafte

Mb l = + 22 800 - 5050·2,26-1520 = 9867
Qb f = + 14660
S bl = 25400 - 5050 = + 203 50.

Die Beanspruchungen der ei nzelnen Querschnitte konnen nun durch
E inzeichnung einer Stiit zlinie oder durch Berechnung ge funden werden.

W inddru ck. Die Winddruckkrafte sind in der F ig . 14 angegeben.
1m H auptsysteme des gekn ick ten Balkens ist nur der rechte Kragarm
belastet.
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Wir finden im Punkte e das l\Ioment

9J(e = - 900 . 2,0 = - 1800

und im Punkte f

9J(f = -1800 - 2480· 1,5 = - 5520.

f.,

- ---- - -rJr------- e,

I ;;:} ~t..b -- .1. 4'- <:::i _
1 ,-- ""1- r
I I I
4--6;0 ----;>oj 1

I I

1< 9,0 "'I
Fig. 29.

In Fig. 29 sind die Momente des Hauptsystems von del' Balken
a chse aus als Ordinate abgetragen. Die Flacheriinhalte del' Momenten
flachen ergeben sich zu :

1
F] = -2.9,22 .1800 = -8298

1
F 2 = - - 2 ,·1,5.7320 = - 5490.

Die Ordinaten und Abszissen del' auf die Stabachse pro jizierten
Flachenschwerpunkte wurden ebenfalls in die Figur eingeschrieben.

Es ergibt sich

G = - 8298 -5490 = -13788

Sx = - F] . 0,09 - F2 • 1,63

= 746,8 -+- 9003,6 = 9750,4

Sy = -F]'6,0- F 2 ·9,0

= 49788 -+- 49410 = 99 198.

Die Uberzahligen des gebogenen Stabes unter del' Annahme voll
standiger Einspannung werd en hiernach:

X] = 9~:Ot = 668 kg
,

X 991 98 = 134 k
2 - 740,88 g

13788
X = - - - = -643 kgm.

3 21,44
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Es ergeben sich somit die Auflagerkratte :

Mg r = 668·2,26-134.9 + 643 = 946,9

M rOg = + 5520 - 668.2,26 - 134·9 - 643 = 2161,1

Qgr = Q?b = °
Sgf = 668; S?b = - 2480 + 668 = -1812.

Die Belastungsglieder del' tX-Gleichungen fiir Windbelastung er
halten die Wertc:

Nb = -3' 946,9 = -2840,7
Nr = - 3 . 2161 ,1 = - 6483,3.

Die Gleiehungen selbst lauten:

0,716 . tXa ' + 0,108 . rt.b' = °
0,108 . aa' + 0,803 . rt.b ' - 0,1435' rt.f' = - 2840,7

- 0,1435 . ab' + 0,803 . rt./ + 0,108 . ag' = - 6483,3

0,108 . at' + 0,716 . rt.g ' = °
und Iiefern nach Auflosung die Werte :

rt.a ' = + 796
tXb' = -5290
rt.r' = - 9210
tXg ' = + 1390.

Die Spannung des Zusatzstabes I muB nun berechnet werden:
Die Spannung plo, hervorgerufen durch die a1s auBere Krafte

auf das Knotenpunktsystem angebrachten Krafte QO und So, die
in g wirkende Winddruckkraft von 2700 kg und die in f wirkende
Winddruckkraft von1580,wird gleich derSumme samtlicher wagereohten
Krafte, a lso

PlO = 6760.

Die Spannung PI' berechnet sich wie folgt :

Stab p' k v p' ·k· v

oa + 796 0,25 0,25 50
ob - 5290 0,167 0,167 - 148
of - 9210 0,167 0,167 - 256
og + 1390 0 ,25 0,25 87

~ = 267

Die Spannung PI' ist demnaeh gleich 267, und wir haben

PI = 6760 + 267 = 7027 kg .

Die Verschiebung X, wird demnach

X, = - 22,2· 7027 = - 156 000 .
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Irn Abschnitt I Beisp iel 2 fanden WIr Iii r die Verschiebung x 3

denselben Wert.
Die Dbereinsti mmung ist demnach sehr gut.
Die endgiiltigen ec-Werte ergeben sich nun aus del' folgenden Zu

sammenstellung:

Knot en I IX' al • Xl (J.

a 796 - 38844 - 38850
b - 5290 - 13340 - 186 30
f - 9210 - 13 340 - 22 550
g + 1390 - 38 844 - 37450

Hieraus finden wir mittels (26) die durch die Widerlagerdrehungen
erzeugten zusatzlichen Auflagerkrafte des geknickten Balkens, und die
Berechnung vollzieht sich in gleicher Weise wie vorher .

Beispiel 2. Fur das in Fig. 30 dargestellt e System soIl die durch
cine gleichmallig verteilte Belastung del' ersten Offnung erzeugte Bean
spruchung ermitte lt werden .

I

~ 17,3Z ---..j-f-----17,3Z--';;+O"---- 17,3Z-----""'

Fig. 30.

Fig. 31.

Das System besteht aus 3 aneinandergereihte n Drittelkreisbogen
mit je 17,32 m Spannweite und 5 m Pfeilhohe. Die Endpunkte rechts
und links sind in die Widerlager vollstandi g fest eingespannt, wah~end
in den Knoten a und b die Bogen und die 9,0 m hohen Pfeiler unter
einander starr verbunden sind . Die Pfeiler sind untcn gelenkartig
aufgelagert. Das Tragheit smoment des
Scheitelquerschnitts wurde als 10 gewahlt,
das mittlere 'I'ragheitsmoment des Pfeiler
querschnitt s ist gleich 4 10 anzunehmen.

In Fig. 31 ist das Knotenpunkt
syste m dargestellt. W ir haben :

Anzahl del' Knoten k = 4, del' Auf
lagerbedingungen u = 4, del' gera den
Stabe s = 2, demnach die erforderliche Anzahl Zusatzstabe gleich 2 .

Die Zusatzstabe I und II wurden so wie angegeben in Fig. 31 hinzu
gefiigt.

Wir berechnen zunachst die Koeffizienten k, x, t x und ty.
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Die Be rechnung der Bogenkonstanten wird wie a llgemein iiblich
ausgefiihrt und hier nicht wiedergegeben, vielmehr mogen diese Kon
stanten als bekannt vorausgesetzt werden, und zwar:

die Hohe z des Sehwerpunktes der elast ischen Bogengewichte
iiber der Verbindungsl inie der Widerlager, z = 3,20 m ;

das Gesamtgewicht G der elast ischen Bogengewichte, G = 21,00;
das Tragheitsmoment T x dieser Gewichte in bezug a uf die A-Achse,

T x = 45,0 ;
das 'I'ragheitsmoment. Ty in bezug auf die Y-Achse, Ty = 600.

Mit diesen Werten findet man :

_ _1 [ 3,202 17 ,322 _1_ ] _ 02013
Xa b - 2 45 + 4,600 + 21 - ,

1 r 3 20 2 17 322 1]
ka b = 2-~ + 4" 600 - 21 = -0,0738

1 3,20
t X a b = 2'45 = 0,0356

1 17,32 2

t Y a b = 4 '600 = 0, 1275 .

Fur die Pfeiler hat man

k~ a = k~ b = += O,ll ll

ko:a = kob = J; a , k~ a = 0,4444 ,
o

D er x-Wert der Knoten a und b ergibt sich demnach zu:

Xa = Xb = Xab + 1,5 ·ko a = 0,8680,

D ie lX.-Gleichungen lauten mit Beachtung, daB Xa = xb:

Xa 'lX." + kab'Q(b = N,
Xa 'lX.b + k ab'Q(a = Nb.

I h re Losung ergibt :
1

Q(a = --- -,7"",- [xa' Na - kab, Nb]
Xa2 - k ; b

oder m it Einflihrung der saeben ermittelten Zahlenwer t e :

lX.a = 1,1604' Na +0,099 ' Nb
lX.b = 0,099' N, + 1,1604' Nb·

Entfernen wir nun den Zusat zst ab l und fiihr en die Verschiebung
Xl = 1 aus, finden wir die folgenden Verschiebungen und Drehungen :
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1
Yo a 1 = - -= -0 111 1, 9 '
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~a c, 1 = - 1; 6.a b, 1 = + 1,

wahrend die Verschiebung x2 = 1 liefert:

1
Yob.2 = + 9 = + 0,111 1

~a b, 2 = + 1; 6.b d, 2 = -1 .

Wir erhalten d emnach fUr die Verschiebung Xl = 1 die B e
lastun gsglieder

x, = - 1,5 ' 0 ,444' 0,111 + 0,0356' 1 + 0,0356 · 1
= - 0,0029

Nb = - 0,0356 ' 1 = - 0,0356.

Die Losung de r cx.-G leichu ngen ergibt :

a l = - 0,006 89 b l = - 0,041 58
und analog

a2 = + 0,041 58

Hiemach ist :

b2 = + 0,006 89.

q c a ,l = - a l - 6.a c
, l = 0 ,31 95

z

q b d , l = bl = - 0,04158
1

P o a, l = 2 (al - Yo a, 1) = + 0,0521

1
P ob, 1 = 2 ,bl = -0,0 208 .

Die Krafte P mit doppeltem Index berechnen sich dann wie foIgt:

Stab I k PI . k · V I I PI ' k ' V 2

o a 0,0521 0,4444 - 0,1111 ° \- 0,002 56 1-O,O~I 03ob - 0,Q208 0,4444 0 + 0,11II 0

- 2 = 0,00256 I 0,00103

Bogen I 1_ · t ·.J I3 x
2-. t · .d23 x

ca
I

0,3195 O,01I9 - 1 0 - 0,00380 °a b - 0,2778 0 ,011 9 + 1 + 1 - 0,003 30 - 0,0033
c d

I
- 0,0416 0,0119 0 -I 0 + 0,0005

- 2 = 0,007 10 I 0,0028
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Demnaeh

PI,1 = PM = 0,00256 + 0,007 10 = 0,00966
P I ,2 = P2,l = 0,001 03 + 0,00280 = 0:003 83 .

Die Gleichungen zur Bereehnung der Verschiebungen Xl und x2
lauten

PI + PI,l • Xl + P I ,2 ' x2 = 0

P 2 + P I ,2 ' Xl + PI ,1 . x2 = 0

oder naeh Xl und x2 aufgelOst:

[P~,I - P~, z]' Xl = - PI,I ' PI + PI,z ' P 2

[pL - pt z] · X2 = PI,Z ' P I - PI,I' P 2 •

Ersetzen wir die P durch die soeben ermittelte n Zahlenwerte, so
wird erha lten :

Xl = - 123 · P1 + 48,7 . P2

X 2 = 48,7·Pl - 123· P2•

Eine gleichmaflig verteilte Belastung von 1000 kg/em der ersten
Offnung mage ergeben :

M~a = - M~c = + 1140 kg/m

Q~a = - Q~ c = 8660 kg

S~a = + S~ c = 7500 kg.

Die Belastungsglieder de r a.-Gleichungen der Belastung lauten
demnaeh:

N, = 3 · 1140 = 3420; Nb = O.

Die Losung der cx-Gleiehungen ergibt

a.a' = 1,1604 ' 3420 = 3967

CXb' = 0,099' 3420 = 348.

Wir berechnen hieraus:

Stab p' k

oa 1988 0,44.44 - 0,1111 ° l 98,
25 1°ob 174 0,4444 ° + 0,1111 .. ° 8,6

- ~ = 98,25 I - 8,6

Bogen I q' ~t
3 x

ca - 3967 0,0119 - 1 ° 47,20 -
a b 3619 0,0119 + 1 + 1 43,07 43,07
cd 348 0,0119 ° -1 - - 4,14

" - 90,27 I- 38,93-.., =



also

Beispiele.

Demnaeh

Ferner hab en wir

p lo = S~ c = + 7500; p 20 = 0,
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1 1
X/ = - 3' t y . k ca • <X." = 3 ' 0,1275 ·

X , _ 1 _ 2 5792 = 205 kg/m ,
3 - 6 G . aa - 126

= 0,0119 · 157430 = 1875 kg

PI = 7508 ; P2 = -47,5.

Fiihren wir diese Werte in die oben abgeleiteten x-Gleiehunge n
ein, so linden wir :

Xl = - 925500
x 2 = + 371 500.

Die endgiilt igen <x'-, u- und A-Werte ergeben sieh hieraus zu:

a" = 3967 + 6378 + 15447 = 25 792
ab = 348 + 38 495 + 2560 = 41 403

U oa = 0 ,1111 ' 925800 = 102856
u ob = 0 ,1111 . 371 500 = 41274
Aca = 92 5 800
Aab = - 925 800 + 371500 = - 554 300
Abd = - 371300.

Hiernach lassen s ieh mit Hilfe der Glei ehungen (26) die infolge
der Verschiebung erze ugten Bogenkrafte ermit t eln .

Es ergibt sieh fUr d ie erste 0 ffnung :

x,: = ~ . t x (- a u - A~, C) = - 0,0119 (25792 + 289 313)

= -3750kg

1 . 25792 = - 63 kg
17 ,32

fill die zweite 0ffnung :

X ' = ~. t (IX - IXb- Aab) = 0,0119·157610 = 1875 kg
1 3 x a Z

1 1 1 ~ 1
X' = - -. t y ' _ . (lXa + ab) = - · 0,1270 ' -1 32.67195

2 3 l 3 7,
= -165 kg

X3' = 6~ (-IX" + IXb) = + 124 ,

und fiir die dritte Offnung:

Xl' = ~ . tX(IXb - D..;d)
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X
2

' = -~ .ty. ~. OCb = ~ . 01275. _
1
_ .41403 = -101 kg

3 l 3 ' 17,32

X
3

' = _ _l_ . iXb = - 329 .
6G

Die Auflagerkrafte der 3 Bogen sind hiermit bekannt.
Z. B. finden wir die Horizontalschiibe

Sae = Sea = 7500 - 3750 = 3750

Sab = Sba = 1875

Sba = Sab = 1875 .

D er H orizontalschub des belasteten Bogens wird in unserem FaIle
demna ch gerade auf die H alfte des bei vollstandiger Einspannung ge
fundenen Wertes herabgesetzt, die Horizontalschiibe der unbelasteten
Bogen werden gleichgroB und gleich der Halite des Horizontalschubes
des belastet en Bogens.

Fiir die wagerechten Komponenten der Pfeilerauflagerdriicke
findet man :

Qoa = - ~ (iXa-uo a)·koa·k~ a = ~ · 77064 ·0,4444· 0, 1l1l = 1900kg

Qob = - ~ (iXb - Uob) · kob . k~b = + ~ .12 9·0,4444 · 0,1111 = akg.

Die genauen Werte (damit die Summe samtlicher wagerechter
Auflagerkrafte gleich Null werde) sind

Qoa = 1875 kg ; Qob = o.
D er F ehler in Qoa betragt, 1,3 %.
Die senkrechten Pfeilerdriicke betragen

- Soa = (- Qae + Qab) = 8660 + 63 - 165 = 8558

-Sob = (-Qba + Qbd) = + 165 - 10 1 = 64.

Nachdem samt liche Auflagerkrafte berechnet sind, findet man
leicht die Beanspruchung b eliebi ger Querschnitte.

D aB der Horizont alschub hier gerade au f die Halfte herabgesetzt
wird , ist selbstrc dend cine zufallige Folge der gewahlten Abmessungen
des Systems und gilt nicht im allgemeinen.

Bei diinneren Pfcilern, a ls in unserern Beispiele vorausgesetzt,
wird der Horizontalschub no ch kleiner, Im Grenzfalle vollstandig
elastischer Pfeiler (koa = k ob = ° und demnach Qoa = Qob = 0)
werden die Horizontalschiibe samtlicher Bogen gleichgro B und gleich
eine m Drittel des Schubes b ei vollstandiger Einsp annung.



Anhang.

Tabcllen zur Bereehnung der Einspannmomente und
Auf'lagerdr ticke eines beiderseitig cingespannten

Balkens.
Erlauterung zum Gebrauch der TabeIlen.

Tabc llc 1. Schrcibt man die Einspannmomente und Auf lager 
driicke eines beiderseitig eingespannt en Balkens a b, hervorgerufen
durch eine EinzeIlast P, auf die Form:

l\f~b = mab· P · I

l\rga = mba' P . I
o

Qab = qab' P

Qga = qba' P .

wo I die Spannweite bedeutet , so Iiefert die Tabelle 1 die Werte m ; b, mb a'
qab und qba fiir aIl e Hundertstel-Punkte del' Balkenachse.

1st z. R. P = 2000 kg, I = 8,0 m und ste ht die Kr ait in 0 ,25' I
vom Auf lager a, so hat man

M~b = - 0,1406·2000·8 = - 2249,6

M~a = 0,0469·2000 ·8 = 750,4

Q~b = 0,8438·2000 = 1687,6

Qga = - 0,1562 .2000 = - 312,4 .

Tabe ll e 2. Schreibt man die Einspannmomente und Auflager
driicke eines beiderseit ig eingespannte n Balkens a b, hervorgerufen d urch
eine gleichmafl ig verteilte Streckenlast von p kg/Ill, welche vom Auf
lager a auf den Balken einriickt , in del' Form

l\I~ b = m ; b • P . 12

ML = mb a ' p . 12

Q~ b = qab • P . I

QL = qb" 'P' I,
B e n d i x s e n , B erc ch nu ng . 6
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so liefert die Tabelle 2 die Werte der GraBen rnab, mba' qa b und qbo fiir
Streckenlasten, welche den Balken vom Auflager a bis an die Zehntel
Punkte der Balkenachse bcdecken.

1st z. B. I = 8,0 m, P = 600 kg/m und bedeckt die Streckenlast
den Balken vom Punkte 0,25 ' Ibis 0,77 '1, findet man mit Hilfe der
Tabclle durch Interpolation:

M~b = -[0,0796-0,0220] .600.82 = -2212 kg/m
oMba = + [~,0641 - 0,0047] .600.82 = 2271 kg/m

Q~b = + [0,4880 - 0 ,2298].600 ·8 = 1239 kg

Qga = -[0,2750-0,0151] .600 .8 = 1246 kg.

Tabellc 3. Die Tabelle 3 liefert den nach Tabelle 1 und 2 er
mittelten EinfiuB haufig vorkommender Arten von Belastung auf
die Momente und Krafte am Auflager eines eingespannt en Balkens.

Tabelle 1.

0 0 ° 1,00001 ° 1,00 10,25 0,1406 0,0469 0,8438 0,1562 0,75
0,01 0,0098 0,0001 0,9997 0,0003 0 ,99 10,26 0,1424 0,0500 0,8324 0,1676 0,74
0,02 0,0192 0,0004 0,9988 0,0012 0,98 [0,27 0,1,439 0,0532 0,8207 0,1793 0,73
0,03 0,0282 0,0009 0,9974 0,0026 0,97 0,28 0,1452 0,0564 0,8087 0,1913 0,72
0,04 0,0369 0,0015 0,9953 0,0047 0,96 0,29 0,1462 0,0597 0,7965 0,2035 0,71
0,05 0,0451 0,0024 0,9928 0,0072 0,9 5 0,30 0,1470 0,0630 0,7840 0,2160 0,70
0,06 0,0530 0,0034 0,9896 0,0104 0 ,94 0,31 0,1476 0,0663 0,7713 0,2287 0,69
0,07 0,0605 0,0046 0,9860 0,0140 0,93 0,32 0,1480 0,0696 0,7 583 0,2417 0,68
0,08 0,0677 0,0059 0,9818 0,0182 0,92 0,33 0,1481 0,0729 0,7452 0,2548 0,67
0,09 0,0745 0,0074 0,9772 0,0228 0,91 0,34 0,1481 0,0763 0 ,7318 0,2682 0,66

0,10 0,0810 0,0090 0,9720 0,0280 0,90 0,35 0,1479 0,0796 0,7183 0,2817 0,65
0,11 0,0871 0,0108 0,9664 0,0336 0,89 0,36 0,1475 0,0829 0,7045 0,2955 0,64
0,12 0,0929 0,0127 0,9603 0,0397 0,88 0,37 0,1469 0,0862 0,6906 0,3094 0,63
0,13 0,0984 0,0147 0,9537 0,0463 0,87 0,38 0,1461 0,0895 0 ,6765 0,3235 0,62
0,14 0,1035 0,0169 0,9467 0,0533 0,86 0,39 0,1451 0,0928 0,6623 0,3377 0,61
0,15 0,1084 0,0191 0,9393 0,0607 0,85 0,40 0,1440 0,0960 0,6480 0,3520 0,60
0,16 0,1129 0,0215 0,9314 0,0688 0,84 0,41 0,1427 0,0992 0,6335 0,3665 0,59
0,17 0,1171 0,0240 0,9231 0,0769 0,83 0,42 0,1413 0,1023 0,6190 0,3810 0,58
0,18 0 ,1210 0,0266 0,9145 0,0855 0,82 0,43 0,1397 0,1054 0,604 3 0,3957 0,57
0,19 0,1247 0,0292 0,9054 0,0946 0,81 0,44 0,1380 0,1084 0,5896 0,4104 0,56

0,20 0,1280 0,0320 0,8960 0,1040 0,80 0,45 0,1361 0,1114 0,5748 0,4252 0,55
0,21 0,1311 0,0348 0,8862 0,1138 0,79 0,46 0,1341 0,1143 0,5 599 0,4401 0,54
0,22 0,1 338 0,0378 0,8761 0,1239 0,78 0,47 0,1320 0,1171 0,5449 0,4551 0,53
0,23 0,1 364 0,0407 0,8656 0,1344 0,77 0,48 0,1298 0,1198 0 ,5300 0,470010,52
0,24 10,1 386 0,043810,8548 0,1452 1° ,76 I0,49 1°,1274 0,1225 \ 0 ,5150 0,485010,51
0,25 0,1406 0,0469 0,8438 0,1562 0,75 0,50 0,1250 0,1250 0,5000 0,50000,50
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Tabelle 2.
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Belastun g I - III I
von a a b

bis ° °
I

° ° °4 3 3 990 10
0,1 0,0043 107 0,0003 20 0,0990 937

0,0010
63

0,2 0,0 150
140

0,0023 47 0,1927
843 0,0073 157

0,3 0,0290 147 0,0070 79 0 ,2770 718 0,0230 282
0,4 0,0437 136

0,0149 II I 0 ,3488 575 0,0 512 425
0,5 0,0573 III 0,0260

136 0,4063 425 0,0937 575
0,6 0,0684 79

0,0396
147

0 ,4488
282

0,1512 71 8
0,7 0,0763

47
0,0543

140 0,4770 157
0,2230

843
0,8 0,0810

20 0,0683 107 0,4927
63

0,3073 937
0,9 0,0830

3 0,0790 43 0,4990 10
0,4010 990

1,0 0,0833 0,0833 0,5000 I 0,5000

Tllbelle 3.

Art de r Belastung
l\1~ h = - 

l\I~ a = +
Q~b = +
Q~ " = -

_ l_ . p . p 1
Gleichm iilJig ver teilt Jl pro m - · p · l

12 2

Ein e Eiuzellus t P ill rler ~1itte ~ . P . l ~ .p
8 2

2 .1' . 1
I

Zwei Einzellasten P in gleichen Absta nde n P
9

~ . P . l 3
Drel Einzellasten P ill gleichen Absta nden _ . 1'

16 2

Vier Einzellas ten P ill gleichen Aust ande n ~ . P. l 2 · l'
5
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gaben iiber die Verwendung von Ei sen im Hoehbau. Herausgegeben vom
Stahlwerks-Verband A.-G., Dusseldorf. Viert e Auflage. Mit. zahlreiehen
Figuren und Tabellen.

In Leinwand gebunden Preis :M. 3,-, bei gleichzeitigem Bezug von
20 Exemplaren :M. 2,75, von 50 Exemplaren 1\1. 2,60, von 100 Exemplaren
1\1. 2,50 fiir das Exemplar.

Die Eisenkonstruktionen. Ein Lehrbueh fur bau- und maschinentechnisehe
Fachschulen zum Selbststudium und zum praktisehen Gebraueh nebst
einem Anhang, enthaltend Zahlentafeln fiir das Berechnen und Entwerfen
eis erner Bauwerke. Von IJ. Geusen, DipL-Ing. und Kgl. Oberlehrer in
Dortmund. Mit 518 Figuren im Text und auf 2 zweifarbigen Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 12,- .

Der Bauingenieur in der Praxis. Eine Einfiihrung in die wirtsehaft
lichen und praktisehen Aufgaben des Bauingenieurs. Von Th. Janssen,
Regierungsbaumeister a. D., P rivatdozent an der Konigl, Teehnischen Hoch
schule zu Berlin. Preis M. 6,-; in Leinwand gebunden III. 6,80.

Die \Virtschaftlichkeit als Konstruktionsprinzip im Eisenbetonbau.
Von Dr.-Ing. l\lax l\[ayer. Mit 30 Textfiguren, 15 Zahlentabellen und
I Formeltafel. Preis 111. 5,40.

Bauakustik. Schutz gegen Schall und Erschtitterungen. Von
Dr. Franz Weisbach. Mit 31 T extfiguren. Preis III. 3,60.

Ed. Autenrieth, Technische lUechanik. Ein Lehrbuch der Statik und
Dynamik Iiir Maschinen- und Bauingenieure. Zweite Auflage. Neu be
arbeitet von Prof. Dr.Tng. l\'Iax Ensslin in Stuttgart. Mit 297 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M, 18,-.

Zu beziehen durch [ede Buchhandlung.



Verlag von J u ] iu s S p r i n g e r In Berlin.

Im Juli 1914 ersch ien :

Taschenbuch fur Bauingenieure.
Unter Mitwirkung von hervorragenden F achgelehrten.

herausgegeben vo n

lUax Foerster
Geh . Hofrat , ord, P rofessor an der Techni schen H ochschule in Dresden

Zweite, verbesserte und erwe iter te Auflage

2094 Seiten auf bestem Diinndru ekpapier - Mit 3054 Figuren

In zw e i T e i l e n - In e n gl i se h L e in e n ge bu n de n

In einem Ba nde Preis M. 20,-; in zwei Bandon Preis M. 21,-

Kaum drei J ahre na ch der ersten stark cn Auflage des "Tasehenbue hs
fiir Bauingenieure" liegt hiermit eine neue Auflage vor. Das diirfte Beweis genug
ni cht nur fiir den inneren Wert des Buches, sand ern auch dafiir sein, d aB es
dem im Vorwort vom Horausgeber begriind et en " seit lang er Zeit empfuudenen
Bediirlnl s., nach ein em Hanel. und Lehrbueh, d as in knapper, uberslehtlteher
Form auf wissenschaftlich er Grundlage das umfangreiehe Gebiet der B au 
ingenieurwissenschaf t en behand clt, auch wirkl ich abhi lft .

Die zweite Auflage erseheint, dem vo n \Vissensehaft und Praxis ge
i!-.u l3erten Wunseh ungep aBt, in erheblieh erweiterter Form. Neben eine r
U berarbeitung, notwend igen Vervollstandigung u nd teilweisen Umgestalt u ng
der bisherigen Kapitcl sind neu aufgenommen worden Absehnitte iiber \ Verk
statt bau - im besonderen die bau liche Gestaltu ng von Fabrikanlagen - tiber
besondere Ausfiihrungen im Eisenbetonb au - F undierungen, Silos, Beha lt er 
endlieh iiber Bebauungsplan e - Flueht linienfestlegung, Platzanlagen, St.ra Ben 
durehbildung usw, Eine namhafte Erweit erung haben zudem die Kap itel tiber
di e Theorie des E isenbet onbaues, iiber massiv e Bruek en und iiber Muschincnbau
erfahren.

l\Ioge aueh di e zweite Auflage eine ebenso wohlwollende un d vcrstand
ni sreiehe Aufnahm e finden , wie die erste, und in immer weitere Kreise der B au
ing enieurfaehwelt dringen als ein unentbehrlicher R at geber Iiir th eor etisch e
Belehrun g und praktische Verwendung,

\Vie bei der ers ten Auflage ist auoh bei der zweiten Auflage an Ausstattung
in bezug auf Text und Figuren nieht gespart worden, sie weist eine Vermehrung
d es Umfanges von 168 Seiten und 330 Figuren au f ; der Preis ist trotzdem der
gleiehe geblieben.

Seit 1908 erseheint :

Armierter Beton. Mon atsschrift fiir Theori e und Praxis des gesamten B e
tonbaues. In Ver bindung mit F aehleuten herausgegeben von Dr.-Ing.
E. Probst, Priva td ozent an der Teehnise he n Ho ehsehule in Berlin und
Geh. Hofrat P rofessor 1\1. Foerster an der Teehnisehen Hoehsehule in Dresd en.
J ii.hrlieh zwolf H efte. P reis vierteljii.hrl ieh M. 5,- .

Seit 1912 erscheint:

Zeitscbrift des Verbandes Deutscher Architekt en- und Ingenieur
Vereine. Schr ift leit er : Fr. Franzlus u nd Dr.-Ing. E. J. Siedler. J ii hr
lich 52 Hefte. Preis Iiir den J ahrgang 1\1. 12,- ; einzeln Heft 40 P f.

Zu bozichen dureh jcde Buchhandlu ng.



Verlag von Juliu8 Springer in B erlin.

Studien tiber strebenlose Raumfachwerke und verwandte Gebilde.
Von Dr.. Ing, Henri l\lareus. Mit 48 Textabbildungen. Preis M. 5,60.

Studien tiber mehrfach gesttitzte Rahmen- und Begentrsger, Von
Dr. -Ing. Henri l\larcus. Mit 52 Textfiguren. Preis M. 4,-.

Grundlagen zur Berechnung von Steifrahmen mit besonderer Riick
sicht auf Eisenbeton. Von Div-Ing, Richard Rossin. Mit 54 Textflguren.

Preis M. 3,60.

Neue Methoden der Berechnung ebener und ranmlicher Fachwerke.
Von Dr.-Ing. Dr. phil. H. Egerer. Mit 65 Textfiguren. Preis M. 2,40.

Theorie und Berechnung der Bogenlaehwerktrager ohne Scheitel
gelonk. Mit verschiedenen d er Praxis entnommenen Zahlenbeispielen. Von
Fr. Engesser, Bourat und Professor an der Technischen Hochschule zu Karls
ruhe. Mit 2 lithogr. Tafeln. Preis M. 2,-.

Voreinfachte Berechnung eingespannter Gewolbe. Von Dr.-Ing. KOgler,
Stadtbaumeister und Privatdozent in Dresden. Mit 8 Textfiguren.

Preis M. 2,-.

Berechnnng der Einsenkung von Eisenbetonplatten und Platten
balken. Von Dr.-Ing. Karl H eintel, Regierungsbaumeister. Mit 37 Text
figuren. Preis ?It 2,60.

Tabellon fiir die Berechnung von Eisenbetonkonstruktionen. Von
G. Funke, lngenieur in Leipzig. Preis M. 0,60.

Eisenbetondecken, Eisensteindecken und Knnststeinstnfen. Be·
stimmungen und Rechnungsv erfahren nebst Zahlentafeln, zahlreichen Be
rechnungsbeispielen und Belastungsangaben. Zusammengestellt und berechnet
von Stadtbauingenieur Carl W eidmann, Stettin. Mit 40 Textfiguren und
1 Tafel. Preis kartoniert M. 2,80.

Berechnung von Behaltern naeh neueren analytisehen und graphlschen
Methoden. Fiir Studierende und lngenieure und zum Gebrauch im Kon
st rukt ionsbureau. Bearbeitet von Dr.-Ing. Theodor Poschl, Dozent an der
k, k, Technischen Hochschule in Graz, und Dr.vfng, Karl v. Terzaghi,
lngenieur in San F ranzi sco, Mit 34 Textfiguren. Preis M. 3,-.

Zu beziehen durch jede Bu chhandl ung.




