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 ̂ E in  Index Graecitatis ist für Teil II  vorgesehen.
* ,,Die A lgebra  der Griechen“  erschien im Ja h re  1842 als erster Teil  einer 

kritischen Geschichte der Algebra. (Die genauen Titel \vollen aus dem Lite
raturverzeichnis [S. 457] entnommen werden.)
Münchcn Ak. Sb. 1036, III  25
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und T r o p f k e  in ihren großen für die Mathematikgeschichte 
grundlegenden W erken naturgemäß au f die Einzelheiten nicht 
eingehen konnten. Es ist klar, daß in den seit F r ie d le in s  Arbeit 
verflossenen 67 Jahren  vieles überholt und manches zu ergänzen 
ist. M an kannte damals u. a. die M etrika H e r o n s  noch nicht, die 
großenteils noch unedierten M a t h e m a t ic i  G r a e c i  m in o re s  
blieben unberücksichtigt, und vor allem waren die Kenntnisse 
der vorgriechischen M athem atik noch gering. Gerade die neueren 
Forschungsergebnisse auf diesem Gebiet zeigen aber, welche 
Kenntnisse den Griechen schon zur V erfügung standen.^ Aus 
diesen Gründen erscheint es vielleicht nicht überflüssig, das alte 
Them a wieder aufzugreifen. Besonders soll die Arbeit zur Zer
streuung der alten Legende beitragen, daß man über die grie
chische praktische Rechenkunst fast nichts wüßte.^ Es wird sich 
im Gegenteil ergeben, daß sie zu der Höhe entwickelt war, die 
man brauchte, um den elementaren A u fgaben des täglichen L e 
bens gerecht zu \verden.

Der vorliegende erste Teil wird die Grundrechnungsarten mit 
ganzen Zahlen und Brüchen behandeln. In einem zweiten Teil 
sollen dann die anderen Teile der Logistik, insbesondere die A n
wendungen an H and des bereits bekannten und des großen noch 
unveröffentlichten M aterials untersucht werden. Ich muß noch 
d arauf Hinweisen, daß es nicht möglich war, jedes griechische 
Wort in Übersetzung wiederzugeben; dies hätte den U m fang der 
Arbeit unnötig vergrößert, unnötig deshalb, weil aus dem zusam
menhängenden T ext alles W ichtige ersichtlich ist.

Zu besonderem D ank bin ich Herrn A . R e h m  und E . W ü st 
verpflichtet, die mir stets mit philologischer H ilfe zur Seite stan
den. Gleichzeitig spreche ich meinen D ank der Akadem ie der 
W issenschaften und der Universität München aus, die die D ruck
legung der im Frühjahr 1933 als Habilitationsschrift vorgelegten 
Arbeit erst ermöglichten.

München, 1. Dezember 1936.

 ̂ Hierzu siehe besonders die Arbeiten N e u g e b a u e r s ,  dem das Haupt
verdienst an diesen Fortschritten zukommt, in den Quellen und Studien zur 
Geschichte der Mathematik, Astronomie u. Physik. Berlin 1929 ff.

2 S c h m i d t  S .  138, Tropfke I P  S. 64, 169, T a n a e r y ,  M. sc. I V  S. 62-64.
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Einleitung.

Wenn wir nach einem angenommenen U ntergang der der
zeitigen Kulturen uns die A rbeit der dereinstigen Archäologen 
und W issenschaftshistoriker vorstellen, die versuchen sollen, aus 
dem Schutt der Städte u. a. auch die mathematischen Kenntnisse 
im 20. Jahrhundert wieder herzustellen, so wird das hierbei für 
die niederen Gebiete der Alathem atik gewonnene B ild  wohl sehr 
bald den geschichtlichen Tatsachen entsprechen, während die 
K larlegung der anderen Zweige -  schon wegen der gegenüber der 
Volksschulliteratur geringen Verbreitung der in Betracht kom
menden Schriften -  nicht so leicht gelingen wird. So sollte man 
meinen, daß auch wir über die' griechische praktische Rechen
kunst, die jeder brauchte, der Handel trieb oder mit V erw altungs
angelegenheiten zu tun hatte, zum mindesten ebenso genau unter
richtet wären wie über die ,,wissenschaftlichen“  und philosophi
schen Teile der griechischen M athem atik, deren Entw icklung 
zu der staunenswerten Höhe, wie sie erst wieder das 17 . Ja h r
hundert erreichte, als eine der Hauptleistungen griechischen 
Geistes, neben bildender und dichtender Kunst, für immer an
erkannt bleiben wird.

A ber gerade die W'erke, deren Verständnis sich naturgemäß 
nur W enigen erschloß, sind großenteils erhalten, während die 
elementare Literatur fehlt. Der Gründe sind verschiedene. E in 
mal war die Herstellung der kostbaren Abschriften zeitraubend 
und lohnte nur bei wertvollem Stoff. Der Volksschulunterricht, 
der, wie wir aus P la to n  wissen, auch das praktische Rechnen 
umfaßte, spielte sich meist im mündlichen Verfahren ab. D a der 
Lintcrrichtsstoff lange Zeit derselbe blieb, w'eil der A ufgabenkreis 
keinen Veränderungen unterworfen war, konnte die Lehrtradi- 
tion gut ohne Bücher auskommen. Zur Durchführung einfacher 
Rechnungen war die Hilfe des Rechenbrettes vollkommen hin
reichend. V or allem aber hatten die Kreise in den Philosophen
schulen und Universitäten, denen die W issenschaft anvertraut 
war, von Ausnahmen (z. B. A r i s t o t e le s ,  E u d o x o s ,  G e m in o s , 
P r o k lo s )  abgesehen, wenig Interesse an den primitiven Stadien 
der mathematischen Wissenschaft, so daß eben nur die klassischen 
W erke studiert und abgeschrieben wurden. Wenn cs der Zufall
25·
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gewollt hätte, wäre trotz allem ein Elem entarbuch der Logistik, 
wie die p r a k t is c h e  R e c h e n k u n s t  im Gegensatz zu der A r i t h 
m e t ik  genannt wurde, oder zum mindesten ein Rechenheft, wie 
es z. B . für die ägyptische M athem atik der F all ist, auf uns ge
kommen. Ü ber die anderen Zweige der praktischen M athematik 
(theoretische M echanik, Astronomie, Optik, M usik, Geodäsie) 
sind wir ja  auch unterrichtet. Wie aber die Verhältnisse nun lie
gen, müssen wir die Kenntnisse dieses Gebietes bei den Griechen 
aus Einzelstellen mühselig Zusammentragen. Es konnte sogar 
der Eindruck entstehen, als ob wir über die griechische Logistik 
so gut wie nichts wüßten. Bei einer genaueren Betrachtung aller 
zur V erfügung stehenden Quellen ergibt sich aber, daß wir doch 
ein ziemlich vollständiges Gesamtbild erhalten können. Hierzu 
soll der folgende Versuch einen Beitrag liefern.

Erst in die Zeit der Entstehung des mathematischen Systems, 
also etwa um -450, fällt die Trennung zwischen den theoreti
schen und praktischen Gebieten der M athem atik. Vorher um
faßte sowohl die Geometrie (γεωμετρία) die geodätischen Pro
bleme wie auch die Arithm etik (αριθμητική) die praktischen 
Zahlenrechnungen. Solange noch kein Bedürfnis nach einer 
theoretischen Untersuchung der Eigenschaften der Zahlen vor
lag, bestand auch kein Grund, eine theoretische Arithm etik in 
Gegensatz zu setzen zu einer praktischen Logistik. Wenn es bei 
P ro k lo s ^  heißt, daß bei den Phoinikern wegen ihres Handels 
und V'erkehrs die genaue Kenntnis der Zahlen ihren A nfang ge
nommen hat (ώστ:ερ οδν τταρά τοϊς Φοίνιξιν διά τάς έμττορείας καΐ 
τά συνα>λάγματα αρχήν ^.αβεν ή των άριθμών άκριβής γνώσις), so 
darf man hier nicht an eine Zahlentheorie denken. Hier handelt 
es sich um die praktische Rechenkunst, freilich auch nicht um 
die viel älteren ersten Anfänge, die jedes V olk sich erarbeiten 
mußte und konnte. Die SteHe bei P r o k lo s  bezieht sich vielleicht 
au f die Buchstabenziffern oder auf die einzelnen Rechnungs
arten, die erst mit der Verbreitung der Schrift entwicklungsfähig 
wurden und den Abstand von der grundlegenden Operation, dem 
,,Zuzählen“ , ,,A ufreihen“  (άριΟ-μεΐν) gewannen, daß sie eigene 
Rechenoperationen wurden. Dagegen ist der A u fb au des Zahlen-

 ̂ P r o k l o s  S. 65. (Die genauen Titel der zitierten Quellen wollen im Lite- 
raturv’erzeichnis S. 457 nachgesehen werden.)
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systems bis zu einer für die Bedürfnisse des A lltags hinreichenden 
Höhe und die Ausbildung der Grundrechnungen viel früher, und 
zwar schon gleichzeitig mit der Entw icklung der Sprache, anzu
setzen. Den A nfang bildet die Vorstufe, in der Größen- und M en
genunterschiede gesehen und verstandesm äßig erfaßt wurden. 
Auch in der Schöpfung eines konkreten Äquivalentes für die 
Zahlen bzw. für die gezählten Gegenstände in Gestalt von Stein- 
chen oder M arken und damit in der Erfindung des A bakus kann 
jedes denkende V olk selbständig gewesen sein. Die Term inologie 
der mathematischen Begriffe bei H o m e r  zeigt, daß lange vor 
der Einführung der Schrift das griechische Zahlensystem ent
wickelt w'ar. M an kannte bereits den B egriff der M ultiplikation 
und führte einfache Teilungen aus. Alles dies war ,,Arithm etik“ .

Ein grundlegender W'andel trat ein, als sich die Philosophie 
der M athem atik bemächtigte; nach P r o k lo s  (bzw. G e m in o s)  
war es P y t h a g o r a s ,  der die Geometrie stofflos und mit reinen 
Gedanken untersuchte (6 Πυθαγόρας . . . άνωθεν τάς άρχάς αύτης 
έττισκοπούμενος και άΰλως και νοερώς τά θεωρήματα διερευνώμενος.^ 
Wenn wir statt des sagenhaften P y t h a g o r a s  die ,,sogenannten 
Pythagoreer“  setzen, so haben wir gerade den Kreis, von dem 
das mathematische System geschaffen worden zu sein scheint. 
D a mußte sich auch der Unterschied herausbilden zwischen der 
einen mathematischen Disziplin, die es sich zur A ufgabe macht, 
die reinen mathematischen Gedanken (τά νοητά) zu untersuchen, 
und der anderen, die nur die sinnlich wahrnehmbaren G egen
stände (τά αισθητά) betrachtet. Wie sich jetzt die Geometrie ab
trennt von der Geodäsie, so wird -  und zwar erstm alig im G o r 
g ia s  nachweisbar^ -  auch unterschieden zwischen A r i t h m e t ik  
und L o g i s t ik .  Jene ist eine W issenschaft (έ-ιστ·/;μη), die sich mit 
dem Ewigen, Reinen beschäftigt, diese eine. Fertigkeit (τέ/νη), 
die für die Erfordernisse des A lltags notwendig ist und schon 
deshalb allgemein geübt werden muß. A m  schärfsten drückt 
P la to n  den Gegensatz aus,^ wenn er der Erkenntnis den K räm er
geist ('ρ^ωρίζειν und κα-ηλεύειν) gegenüberstellt.

 ̂ H e r o n  IV  S. 108 und P r o k l o s  S. 65.
 ̂ P l a t o n ,  Gorgias 4 5 1 ;  B, C, über die Scholien des Olympiodoros siehe 

Fußnote 7 auf S. 455.
 ̂ P l a t o n ,  Republik 525 D.
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Gleichzeitig mit dieser klaren Scheidung in die praktische L o 
gistik und die nur mehr die Eigenschaften der Zahlen unter
suchende Arithm etik vollzieht sich die V erdrängung des rech
nerischen Elementes aus der Geometrie, und es beginnt die wissen
schaftliche, d. h. geometrische Behandlung der arithmetischen 
Gesetze und der algebraischen Probleme. Auch verschwinden 
jetzt aus der Arithm etik die Brüche, die der Logistik Vorbehalten 
bleiben. Sie werden durch die Verhältnisse (λόγοι) ersetzt, die 
auch das nur in Annäherungen berechenbare Irrationale mit um
fassen.^

So kommt es, daß in den Elementen des E u k l id  alles L o g i
stische verschwunden oder nur noch schwer erkennbar ist. Doch 
schon mit A r c h im e d e s  tritt ein U m schwung ein. Er, der die 
empirische Forschung neben der reinen M athem atik, die sich 
des logischen Beweises bedient, gelten läßt, scheut vor N ähe
rungen ebensowenig zurück wie vor Brüchen, und neben der 
Theorie kommen wieder die Anwendungen zu ihrem Recht. So 
spricht sein Kom m entator E u t o k io s  von der ,,Kreism essung“  
ils von einem für das tägliche Leben notwendigen Buch (“ ρος τάς 
:οΰ βίου χρείας άνα'.'καΐον).^ Ähnliches drückt auch A n a t o l io s  
Dzw. G e m in o s  aus,^ wenn er berichtet, daß gegenüber dem frü
heren W issenschaftsbegriff die ,,Späteren die Benennung weiter 
lusdehnten, indem sie verlangten, daß der M athem atiker sich 
licht lediglich mit dem unkörperlichen und gedanklichen Sto ff 
)efassen solle, sondern auch mit dem das körperliche und sinnliche 
Dasein Berührenden“ . Ferner verlangten sie, daß der M athe- 
natiker auch F eldmesser und Rechner sein solle (oi δέ νεο)τεροι 
:ερ!.έσ~ασαν έ~ί ~λεΐον T.zocr^vopiyy ού μόνον ~ερΙ τήν άσώματον 
:αΙ νοητήν ύλην άξιοΰντες ~ραγματεύεσ{>α'τον μαΟ-ηματικόν, άλλά καί 
:ερΙ τήν έφα-τομένην της σωματικής καΐ αίσΟ-τ^τηςουσίας, ferner . . . 
ίεϊν ωοντο καΐ γεω§αίστην και λογιστικόν . . .) Ein solcher M ann 
5t wohl auch der ,,Geometer“ , von dem im Epigram m  45 der 
A n th o lo g ie   ̂ die Lösung der ,,G leichung“  verlangt wird.

 ̂ Ü ber die Beziehungen zwischen den λόγοι und den Brüchen siehe unten

• 449·
2 A r c h i m e d e s  I I I  S. 228.
 ̂ H e r o n  IV  S. 162, hierzu T a n n e r y ,  M. sc. IV  S. 65.

* W e r t h e i m  S. 343 und D i o p h a n t  II  S. X .
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I-  Späterhin, besonders mit dem Auftreten der neupythagorei- 
. sehen Philosophie, treten die alten Unterscheidungen erneut in 

den Vordergrund. Die Arithm etik (είσαγω-'^η άρι9·μητική) des 
N ik o m a c h o s ,  die bis in das M ittelalter hinein das kanonische 
W erk der Arithm etik geblieben ist, ist eine Zahlentheorie (ohne 
Logistik), durch die eine für das Studium der. Philosophi> not
wendige mathematische Schulung erreicht werden soll. Dem 
gegenüber wirkt bei H e ro n  und seinen Nachfolgern der E in 
fluß des A r c h im e d e s  nach. Zw ar werden auch hier die ,.edleren 
und höchsten“  Hauptteile der M athem atik, die Arithm etik und 
G eometrie, den anderen sich mit dem Sinnlichen beschäftigenden 
A nwendungsgebieten ge^enüber^estellt  ̂ (της μέν τιμιωτέρας και 
-ρώττ^ς ολοσχερέστερα μέρη δύο, άριί^μητική καΐ γεωμετρία, της δέ 
-ερ ι τά αίσ9·ητά άσχολουμένης εξ, λογιστική, γεωδαισία, ο-τική, 
κανονική, μηχανική, άστρονομική), doch wird die Verwandtschaft 
von Arithm etik und ■ T.ocrjstik ausdrücklich betont (συνε-^/ίζει 
μάλλον τή μέν άρι9·μητική ή λογιστική κ. τ. λ.). Bezeichnend für den 
grundlegenden Wandel gegenüber dem Standpunkt zur Zeit 
P la t o n s  ist es, daß D io p h a n t ,  dessen W erk den Gipfelpunkt 
griechischer Rechenkunst darstellt, diesem den Namen άριΟ·- 
μητικά gibt.

W as ist nun über den U m fang der λογιστική τέχτΛ̂  aus den 
Quellen in Erfahrung zu bringen? D er Nam e selbst gibt keine 
A uskunft. Das Zeitwort λέγειν, zu dem λόγος gehört, bedeutet ur
sprünglich ganz ähnlich wie άριΟ-μεϊν (Stam m : ap =  aneinander
reihen) das Auflesen, Sammeln, Zählen der u. U . in einer Reihe 
angeordneten Gegenstände. Die Bedeutung von λόγος ist dem 
entsprechend sehr vielseitig. Außer W^ort, Rede, Erzählung, Buch, 
Lehrsatz,“ Begriff, Vernunft finden sich in unserem Zusam m en
hang λόγοι als Rechnungen, als Summe (ές εξήκοντα ταλάντων 
λόγον). V or allem aber ist λόγος das Zahlenverhältnis, durch das 
zwei Größen (Strecken, Zahlen usw.) miteinander verglichen 
werden (λόγω συντιί)έναι). So ist λογίζεσθαι ein auf vernünftigen 
Gedankenschlüssen beruhendes Berechnen. Zu συ>λογισμός (lo
gischer Schluß) gehört συ>^.ογίζεσί>αι: sich zusammenrechnen, be
denken, z. B . περιμέτρους συ>ν>.ογιζόμενοι.^ Die Rechnungen heißen

1 H e r o n  IV  S. 164. ^ R u d i o S .  26.
® P r o k l o s  S. 38 Z. 23.
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außerdem λογισμός, λογισμοί^ und λογαριασμός.^ Der Plural λογισ
μοί steht bei S u id a s ^  als Synonym für λογιστική τέχνη. Der im 
Denken und Rechnen Erfahrene ist ein λογιστικός^ oder ein λο
γιστής.^ W as also die vernunftgemäße Rede oder Ü berlegung an
langt, so ist in diesem Punkte kein Unterschied zwischen Arith
metik und Logistik. Dies wird auch von P la to n ®  zum Ausdruck 
gebracht, wenn er sagt: εί δ’ αύ εροιτο * τήν δέ λογιστικήν τίνχ κχ- 
λεΐς τέχνην; είποιμ’ άν δτι και αύτη (genau wie die Arithmetik) 
έστι των λόγω το παν κυρουμένων. Sonst aber ist der obenerwähnte 
Gegensatz zwischen der elementaren Logistik und der wissen
schaftlich hochstehenden Arithm etik bei P la to n  besonders aus
geprägt. Eine Parallele hierzu sehen wir in der Geometrie. Da cs 
P la to n  um die Geometrie als reine Wissenschaft zu tun ist, l>r- 
treibt er die Loslösung des geodätischen Teiles.

Dies alles schließt aber nicht aus, daß er sich auch für <lir 
gründliche Beschäftigung mit den praktischen Zweigen der 
M athem atik einsetzt. Denn es darf nicht überselien werden, tl.iU 
die diesbezüglichen Bem ühungen lediglich die Erhöhung (!c» 
allgemeinen Bildungsstandes bezwecken und nichts mit der För· 
derung der W issenschaft, der sich die Oberschicht der Philo
sophen und Staatsm änner wüdmen sollen, zu tun haben. So 
kommt es, daß wir gerade von ihm wertvollste Aufschlüsse ül>cr 
den Inhalt der Logistik  erhalten.

In einer in einigen Punkten noch unklaren Stelle in den Cjr- 
setzen,’  in der er die ägyptische Unterrichtsmethodik a ls\  orMKI 
darstellt (τοσάδε τοίνυν έκάστων χρή φάναι μανί)·άνειν δεϊν τ^υ; 
έλευί>έρους, δσα και πάμττολυς έν Αΐγύτττω παίδων οχλος αμα γρ*'^' 
μασιν μαν9·άνει) wird hervorgehoben, daß die logistisch Aus^<-l)il- 
deten geweckter als andere sind und daß sie die für 1 rupprn- 
und Haushaltsführung notwendigen Kenntnisse besitzen . . ωφς-

 ̂ P l a t o n ,  Phädrus 274 C u. Gesetze V I I ,  819.
2 R h a b d a s  S. 195.
 ̂ S ui d a s  sub λογισμός.

* P r o k l o s  S. 40 und P l a t o n ,  Euthydemos 290B.
 ̂ ΛογιστΓ,ς war im 5. Jahrhundert der Titel der attischen Beamten, denen 

die Finanzverwaltung übertragen war. Siehe R .-E .  X I I I ,  1020.
® P l a t o n ,  Gorgias 451 B ;  vgl. auch H i p p i a s  m ir io r  366-368.
’  P l a t o n ,  Gesetze V I I ,  819.

Beiträge zur griechischen Logistik 36 5

λουσι τούς μανΟ-άνοντας εις τε τάς των στρατοπέδων τάξεις καί άγω- 
γάς καί στρατείας  ̂ καί εις οικονομίας αυ, καί πάντως χρησιμωτέρους 

, αυτούς αύτοΐς καί έγρηγορότας μάλλον τούς άνθ-ρώπους απεργάζον
ται). Ü ber die in Frage kommenden Rechnungen (λογισμοί) er
fahren wir aus dieser Platonstelle, daß es sich neben planimetri- 
schen und stereometrischen Verm essungsaufgaben (μετά δέ ταΰτα 
έν ταις μετρήσεσιν, δσα έχει μήκη καί πλάτ*/] καί βάθη, περί άπαντα 
ταϋτα ένοΰσάν τινα φύσει γελοίαν τε καί αίσχράν a-'f;oiav έν τοΐς άν- 
θ-ρώποις πάσι ταύτ*/;ς άπαλ>.άττουσιν) hauptsächlich um V ertei
lungen drehte, deren Kenntnis den Kindern spielend beige
bracht werden sollte. Es heißt im T e xt: ,,Zuerst handelt es sich 
beim Rechnen darum, daß man die gerade für K inder aus
gedachten A ufgaben spielend und mit Freude lernt; dann um 
die Verteilung von Ä pfeln und Kränzen, wobei dieselbe Anzahl 
einmal an viele oder wenige verteilt ( =  angepaßt) w ird; ferner 
um die (Verteilung) der R ing- und Faustkäm pfer und um die der 
Gegnerlosigkeit und des Auslösens, entweder einzeln oder der 
Reihe nach oder wie es sonst gemacht w ird.“  (πρώτον μέν γάρ περί 
λογισμούς άτεχνώς παισίν έξευρημένα μαθ^ήματα μετά παιδιάς και 
ηδονής μαν9·άνειν, μήλων τέ τινων διανομαί καί στεφάνων πλείοσιν 
άμα καί έλάττοσιν άρμοττόντων άριθ-μών των αύτών, καί πυκτών και 
παλαιστών έφεδρείας τε καί συλλήςεως έν μέρει^ καί έφεξής καί ώς 
πεφύκασι γίγνεσθαι). Derartige A ufgaben, bei denen die Gegen
stände entweder in gleiche Anteile oder nach irgendeinem Schlüs
sel verteilt werden, kommen in der antiken M athem atik häufig 
vor. In der babylonischen, ägyptischen wie in der griechischen 
M athem atik finden sich sogar schon V erteilungen in Anteilen, 
die in arithmetischer Reihe wachsen. Weiterhin spricht die P la
tonstelle von Schalen aus verschiedenem M etall (bzw. M etall
inhalt), die entweder als Ganzes verteilt werden oder erst, nach
dem man ihren Inhalt (oder die Schalen selbst) gemischt hat (καί 
δή καί παίζοντες, φιάλας άμα χρυσοϋ καί χαλκού καί άργυρίου καί 
τοιούτων τινών ά>λων κεραννύντες, οί δέ καί δλας πως διαδιδόντες, 
οπερ ειπον, εις παιδιάν έναρμόττοντες τάς τών άναγκαίων άριΟ-μών 
χρήσεις κ.τ.λ.)·

 ̂ Ü ber  die Beziehung der Logistik zur T akt ik  s. P r o k l o s  S. 38-39.
® H e a t h  1, I S. 20 Fußn. 1 liest: έν έφεδρείας τε καΐ συλλήςεως μέρει.



3 6 6 Kurt Vogel

Noch ausführlicher verbreitet sich über die einzelnen Zweige 
der Logistik  ein altes C h a rm id e ssc h o lio n .i das entweder der 
θεωρία των μαθημάτων des G e m in o s  direkt entnommen ist oder 
von A  n a t o 1 i o s stammt, der G  e m i h o s mehr oder weniger benüt/.t 
hat. D er A n fan g desScholions ist auch in d e n H e ro n  zugeschrie- 
benen „D efinitionen“  mit geringfügigen Abweichungen zu finden 
und lautet folgendermaßen λογιστική έστι. θεωρία των άρ'{>μ·/;τών 
ούχΙ δέ των αριθμών μεταχειριστική, ού τον όντως άριΟ-μον λαμβά- 
νουσα, άλλ’ ύποτιθεμένη το μέν εν ώς μονάδα, τό δέ άριΟ-μητον ώ ; 
άρι9·μόν, οΐον τά τρία τριάδα είναι καί τά δέκα δεκάδα . έφ’ών έττάγει 
τά κατά άριθμητικήν θεωρήματα, θεωρεί ούν τοϋτο μέν τό κ>.ηί>έν ύτ:’ 
Άρχιμήδους βοεικον πρόβλημα, τοΰτο δέ μηλίτας χαΐ φιχ>.ίτα' άριΙ>- 
μούς, τούς μέν έττι φιαλών, τούς δέ έπΙ ποίμνης · καΐ έτ:’ ά> .̂ων Si 
γενών τά πλήθη τών αισθητών σωμάτων σκοπούσα, ώς περί τε>.χί6ιν 
άποφαίνεται. V o r allem ist also dic Logistik <'inc Theorie nicht 
der Zah len, sondern des Zählbaren, w'oboi die sinnlii'h crt'.iU- 
baren Gegenstände nach ihrer Quantität (πλήί>ος) bctrachlct wer
den;^ dies stimmt überein mit dem obengenannten Gegensatz 
zwischen den Teilen der M athem atik, die das Gedachtc (νοητύν), 
und den ändern, die das W ahrnehmbare (αίσ!>ητόν) zum Inhalt 
haben. P r o k lo s  hat dasselbe unter Berufung auf G e m in o s  aus
gesprochen.·* Ausführlicher beschäftigt er sich kurz darauf* mit 
dem gleichen Gegensatz. Zuerst sagt er hier, daß Geodäsie und 
Logistik ihre Überlegungen nicht mit gedachten Zahlen und l'i- 
guren, sondern mit wahrnehmbaren anstellcn. Nicht Zyütulrr 
und Kegel werden in der Geodäsie gemessen, sondern Hauten 
(σωροί) in Kegelform  und Brunnen als Zylinder; nicht geil.i» htr 
Gerade werden verwendet, sondern wahrnehmbart', teils liutui^ 
wie Sonnenstrahlen (!) oder dicke w'ie Schnüre. Ü ber die LojjjHtik 
fährt er nun fo rt;®  ούδ’αύ 6 λογιστικος αυτά καΟ·’ έαυτά ^>εωρ:·. τχ 
πάθη τών άριθμών, άλλά έπι τών αισθητών, δΟ̂ εν και έπωνυμίΛν 
αύτοϊς άπό τών μετρουμένων τίθεται, μηλίτας καλών τινας και

 ̂ P l a t o n ,  (Schol. zu Charmides 165 E.)  Vol. V I ,  S. 290.
2 H e r e n  IV  S. 98.
 ̂ P l a t o n ,  Gorgias  451  C sagt :  . . . δτι καί πρός αυτά καΐ 

πώς έχει πλήθους επισκοπεί τό περιττόν καΐ το άρτιον ή λογιστική. Siche auch

unten S. 454.
* P r o k l o s  S. 38. 5 P r o k l o s  S. 39. 6 P r o k l o s  S. 40.
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τας. E s werden also hier die benannten Zahlen w'ieder μηλΐται- 
und φιαλΐται-Zahlen genannt. E s handelt sich \vohl um ,,Ä p fe l“ 
und ,,Schalen“ , nicht um ,,Schafe“  und ,,Schalen“ . Denn gerade 
die Verteilung von Ä pfeln  und Schalen war in der oben angeführ
ten Platonstelle als ein wichtiges Kapitel des Unterrichtes au f
gezählt w'orden. Die genannte Ergänzung des Charmidesscho- 
liasten: τούς μέν έπι φιαλών τούς δέ έπι ποίμνης beruht demnach 
au f einem Mißverständnis.^

Nach dem Hinweis auf das Rinderproblem  sowie der H ervor
hebung der Melites- und Phialiteszahlen führt das Charmides- 
scholion im Gegensatz zu dem Heronischen Geminosfragment die 
Teilgebiete der Logistik  noch weiter aus: ύλη δέ αύτης πάντα τά 
αριθμητά ' μέρη δέ αύτης αι Έ>Ληνικαι και Αίγυπτιακαι καλούμεναι 
μέ9·οδοι έν πολλαπλασιασμούς και μερισμοΐς, και αί τών μορίων συγ
κεφαλαιώσεις καί διαιρέσεις, αίς ιχνεύει τά κατά την ύ/>ην έμφωλευό- 
μενα τών προβλημάτων τη περί τούς τριγώνους καί πολυγώνους πραγ
ματεία, d. h .: ,,Ih r Sto ff ist alles Zählbare, ihre Teile sind die so
genannten griechischen und ägyptischen M ultiplikations- und 
Divisionsmethoden sowäe die Addition und Zerlegung der Brüche, 
womit sie die Geheimnisse der Probleme aufspürt, die ihr die 
Behandlung der Dreiecks- und Vieleckszahlen au fgibt.“  Mit 
einem Hinweis au f die praktische Bedeutung der Logistik(τέλoς 
δέ αύτης τό κοινωνικον έν βίω και χρήσιμον έν συμβολαίοις, ει καΐ 
δοκεΐ περί τών αίσί>ητών ώς τελείων άποφαίνεσθαι) schließt das auf
schlußreiche Dokument.

E s erhebt sich die Frage, was im einzelnen unter den im Char- 
midesscholion genannten Teilgebieten zu verstehen ist, vor allem 
aber auch, ob eine vollständige A ufzählung vorliegt. Diese letzte 
Frage ist zu verneinen, da gerade die einfachsten für das tägliche 
Leben notwendigen Rechenaufgaben, nämlich die Addition und 
Subtraktion der ganzen Zahlen, unerw'ähnt bleiben. Auch wird 
das Abakusrechnen ebensowenig genannt wie eine Einführung 
in den A ufbau des Zahlensystems.^ Sonst aber ist die Aufzäh-

Ϊ T a n n e r y ,  M. sc. IV  S. 68.
® D er A ufbau  des Zahlensystems ist natürlich auch Voraussetzung einer 

theoretischen Arithmetik, in der hauptsächlich die Eigenschaften der Z ah 
len ,,in bezug auf sie selbst oder in Beziehung zu anderen Zahlen“  unter
sucht werden. Aus einer solchen Arithmetik sind Brüche ausgeschlossen



lung ziemlich vollständig. Ü ber die D urchführung der genannten 
M ultiplikations- und Divisionsmethoden sind wir aus ägyptischen 
Quellen unterrichtet. Bei der Addition und Zerlegung der Stam m 
brüche handelt es sich darum, das Ergebnis einer Stam m bruch
summe entweder als einen einzigen Stam m bruch darzustellen

(z, B . :  ^  ̂ =  ~)y oder, wo das rricht möglich war, den erhal

tenen allgemeinen Bruch in eine geeignete Stammbruchreihe um

zuwandeln (z. B . : I  =   ̂ ^ Auch A ufgaben, die die Zer

legung eines Stam m bruches in eine vorgeschriebene Anzahl von

anderen Stam m brüchen verlangen, sind erhalten (z. B. 17 =  -  4 - —® ^ 4 5 '  20̂
Bei der Erw ähnung der Dreiecke und Vielecke in der A u f
zählung des Scholions zeigt das M askulinum  (οί τρίγωνοι usw.), 
daß Dreieckszahlen gemeint sind, deren Behandlung aber nicht 
eigentlich zur Logistik, sondern zur Zahlentheorie gehört. Man 
erwartet also hier eher einen Hinweis au f die Probleme der rech
nenden Geometrie, die sicher der Logistik  zuzurechnen ist. Nun 
wurden aber die Formeln für die figurierten Zahlen auch zur Be
rechnung des Flächeninhaltes verwendet,^ so daß die genannte 
Stelle doch einigermaßen am Platze ist. D as Rinderproblem  ist eine 
schwierige A u fgab e der unbestimmten A nalytik  und soll in diesem 
Zusam m enhang wohl nur diese Aufgabengruppe bezeichnen; die 
man später in nicht ganz richtiger Weise Diophantische Gleichun
gen nannte, da dieser auch Brüche als Lösungen zuläßt. Unter den 
genannten Rechnungen mit den ,,Ä pfel-“  und ,,Schalenzahlcn“ 
sind Verteilungsaufgaben gemeint, die au f Gleichungen ersten 
Grades führen. Solange es sich nur um eine Unbekannte handelt, 
können sie bequem durch ,,Ausklam m ern“  und Division ,,arith
metisch“  gelöst werden.^ Treten aber mehrere Unbekannte aut, 
so kommt man ohne algebraische Gedankengänge nicht aus. 
D io p h a n t  wird in genialer Weise unter Verwendung geeigneter 
Substitutionen mit mehreren Unbekannten fertig. Ein erst vor

und durch die λόγοι, ersetzt (s. u. S. 449ff.). D o m n i  no s  1 (S. 416) schließt seine 
arithmetische Abhandlung über das Zahlensystem mit den Worten: άλ).ϊ 
ττερί μέν τούτων έττι,-λέον είπεϊν της λογιστικής εχεται θεωρίας.

 ̂ P e d i a s i m o s  S.  2 1  f.
2 Zahlreiche Beispiele finden sich in den Epigram m en der A n t h o l o g i e .
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einiger Zeit interpretierter Papyrus^ zeigt sogar bereits eine al
gebraische Sym bolik, die bei D io p h a n t  erst in den allerersten 
A nfängen vorhanden ist. Nicht genannt werden in dem Scholion 
die Verwendung von Tafel werken (besonders M ultiplikations
und Bruchtabellen), dann die Potenzlehre, die der M ultiplikation 
zuzurechnen ist, die Methode des Wurzelziehens sowie schließlich 
die Schlußrechnungen (ττολιτικος λογαρισμός), die die Grundlage 
alles und jeden Rechnens bilden, ohne die weder ein Bruch ver
wandelt werden konnte, noch die einfachsten A ufgaben des täg
lichen Lebens -  wie z. B . die Entlohnung einer geleisteten Arbeit 
nach Verdienst oder die Berechnung des Zeitbedarfs für eine 
A rbeit -  zu erledigen waren.^

Es sind also bei der griechischen Logistik  folgende Kapitel zu 
unterscheiden;

A . D ie grundlegenden Operationen mit ganzen Zahlen;
1. Zählen (Zahlensystem, Abakusrechnen);
2. Addition;
3. Subtraktion;
4. M ultiplikation (mit Potenz als Sonderfall);
5. D ivision;
6. Berechnung der Quadrat- und Kubikwurzel.

B . Rechnen mit Brüchen.

C. Anwendungen auf:
1 . Feldm essung;
2. au f die politische Arithm etik (“ ολιτικος λογαρισαός) des 

täglichen Lebens.

D . A lgebraische Probleme (zuerst mit Bezugnahme au f be
nannte Größen, später bei D io p h a n t  meist ohne diese).

 ̂ Papyrus Michigan 620, s. R o b b i n s  S. 3 2 1  ff. und V o g e l  4, S. 266 ff.
® E ines muß hier noch besonders hervorgehoben werden; Wenn sich auch 

die Logistik im Gegensatz zur Arithmetik mit dem Stofflichen, Wahrnehm
baren beschäftigt, so schließt dies nicht aus, daß die notwendigen Rechen
methoden an unbenannten Zahlen studiert und ausgebildet werden. Im  A n 
fangsunterricht aber wird man aus pädagogischen Gründen auch dabei auf 
die benannten Zahlen, die ,,Ä pfel“  des Charmidesscholiasten, zurückgreifen, 
was sicher der geschichtlichen Entwicklung entspricht. Nur in der theore
tischen Arithmetik werden die Eigenschaften der Zahlen (gerade -  ungerade, 
prim -  zusammengesetzt usw.) , .stofflos“  untersucht. Hier handelt es sich
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Wo sind nun die F u n d s t e l le n  für die einzelnen Methoden, nach 
denen diese verschiedenen Zweige der L ogistik  behandelt und ge
lehrt wurden ? Eigene W erke über die Logistik  sind aus klassischer 
Zeit nicht erhalten. Zwei Bücher von P a p p o s ,  die das praktische 
Rechnen behandelt haben sollen, gingen verloren.^ E u t o k io s “ er
wähnt die Logistik eines sonst unbekannten M a g n e s  (M a g n o s ?), 
ohne deren Studium  man die M yriadenmultiplikationen und Di
visionen nicht leicht verstehen könne (. . . οίς ούκ εύκολον τταρ- 
ακολου9-εϊν τον μή διά των Μάγνου Λογιστικών ήγμένον). Verloren 
ist auch das Ώκυτόκιον des A p o l lo n io s  von P e r  g e , in dem^ 
Kreisberechnungen mit großer Genauigkeit ausgeführt wurden. 
Voraussetzung dafür war die Beherrschung der Rechnungen mit 
großen Zahlen (ähnlich denen der Sandrechnung des A r c h i 
m ed es) unter Verw endung von festen Regeln  für die genanntrn 
Operationen mit M yriaden verschiedener Ordnung. M it solch<'n 
Rechnungen soll auch P h ilo n  von G a d a r a  den Kreis genauer 
ausgerechnet haben. W enigstens sagt E u t o k io s ,^  daß diese 
Nachricht in den Κηρία des S p o r o s  stünde. Es ist sehr zu be
dauern, daß all dies verloren ist; denn gerade die Kreismessung 
mit den dabei notwendigen umfangreichen Berechnungen müßit' 
klare Einblicke in die verwendete Rechentechnik gestatten. Iii 
der Kreism essung fehlen bei A r c h im e d e s  selbst zwar alle 
Zwischenrechnungen, doch hat sein Erk lärer E u to k io s  uns 
wertvolle Beispiele für die A d d i t io n ,  S u b t r a k t io n  und M u l
t ip l ik a t io n  von ganzen Zahlen und Brüchen aufbewahrt, liie 
lange als die einzigen erhaltenen Beispiele griechischen pr.ik-

nicht um die Zahlen , ,E in s“ , ,,Z\vei“ , , ,D rei“  usf., sondern Objekte der ( 'h c ; ·  
legung sind die ,,Einheit“ , ,,Zweiheit“ , , ,Dreiheit“  usw. In der .Aritlimrük 
bedeutet 2 * 3  =  6 (δίς τριάς έξάς), daß die ,,Sechsheit“  die doppchc , . 1 'rn *  
heit“  ist, während in der Logistik die Multiplikation 2 * 3 = 6  (δί; τρίχ ί ; \  
wenn auch an unbenannten Zahlen durchgeführt, sich doch immer auf d.i» 
Rechnen mit wahrnehmbaren Dingen bezieht. Ü ber den Unterscliied zwi· 
sehen μονάς und vj und die Verwendung der μονάδες bei D i o p h a n t  s. u. 

S. 454.
 ̂ Siehe N e s s e l m a n n  S. 108.

2 A r c h i m e d e s  I I I  S. 258 f.
® A r c h i m e d e s  I I I  S. 258.
* E u t o k i o s  spricht von den aristotelischen κηρία ( A r c h i  me d e s  ΠΙ 

S. 228); hierzu T a n n e r y ,  M. sc. I, S. 178 f.

tischen Rechnens angesehen wurden. Fü r die fehlenden D i v i 
s io n e n  und W u r z e lb e r e c h n u n g e n  bieten die allerdings im 
Sexagesim alsystem  durchgeführten Beispiele in T h e o  ns (von A le 
xandria) Alm agestkom m entar einen guten Ersatz, da sie Schlüsse 
au f die Durchführung dieser Rechnungen im dezimalen System  
-  mutatis mutandis -  gestatten. A b er mit E u t o k io s  und T h e o n  
sind unsere Quellen für die Rekonstruktion der griechischen L o 
gistik noch keineswegs erschöpft. Fast alle Texte liefern Beiträge 
zur T e r m in o lo g ie ,  insbesondere die zahlentheoretisierenden 
Philosophen von N ik o m a c h o s  an bis zu den späten und spä
testen B y z a n t in e r n. Auch die Schriften der rechnenden Geo
meter dürfen nicht vernachlässigt werden. Bei H e ro n  und seinen 
Nachfolgern findet sich verstreut manches Beispiel, das einen 
Einblick in die dam alige Term inologie und in die Technik der 
Rechenoperationen gestattet. Beste Fundgruben sind die wenigen 
erhaltenen Papyri, die zuverlässiger als die von den Abschreibern 
vielfach veränderten K lassiker die alte Schreibung von ganzen 
Zahlen, Brüchen und Abkürzungen wiedergeben. Ü ber a l g e 
b r a is c h e  P r o b le m e  geben besonders die Epigram m e der grie
chischen A n t h o lo g ie und die Arithm etik des D io p h a n t  A u f
schluß. Daneben findet sich auch in den ,,arithmetischen“  B ü 
chern E jak H d s manches Arithmetische und Algebraische in geo
metrischem Gewand. Zwei weitere wichtige Quellen (aus dem 
14. Jahrhundert) sind noch anzuführen. Einm al die Logistik  des 
Mönches B a r l a a m , von der sich T a n n e r y ^  wegen der darin 
verwendeten geometrischen Beweisführung nichts für die Kennt
nis der antiken Rechenkunst verspricht. Ein genaues Studium  
dieses im Jah re 1600 von C h a m b e r  herausgegebenen und über
setzten W erkes gibt aber doch wertvolle Auskunft über das Rech
nen mit B r ü c h e n  sowie über den Zusam m enhang zwischen 
diesen und den Logoi, so daß es nicht übergangen w'erden darf. 
Auch ist an Hand der T e r m in o lo g ie  festzustellen, daß sich 
hier tatsächlich altes Gut erhalten hat, w’ie es T a n n e r y  wenig
stens bei dem anderen Schriftsteller sogar aus einer etwas spä
teren Zeit, bei N ik o la o s  R h a b d a s. mit Recht annimmt. Zw ar 
fällt die A bfassung der beiden Briefe, die T a n n e r y  vorzüglich 
edierte," bereits in die Zeit, in der das indische Rechnen im Vor- 

 ̂ T a n n e r y ,  M. sc. IV  S. 7 1 .  ® T a n n e r y ,  M. sc. IV  S. 6 1 - 19 8 .
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dringen war.^ Doch enthält die Schrift altes griechisches logisti- 
sches W issen. In dem ersten B rie f an G e o r g io s  von Chatzykc 
(Χατζύκη), den R h a b d a s  -  wie auch den zweiten -  mit den die 
„A rithm etik“  einleitenden Worten des D io p h a n t  beginnt, be
schäftigt er sich mit dem Z a h le n s y s t e m , dem F in g e r r e c h 
n e n , den G r u n d o p e r a t io n e n  einschließlich des W u r z e l
z ie h e n s  und gibt die auf alter Überlieferung beruhenden H i l fs -  
t ab  e i le n  für die Addition (Substraktion), M ultiplikation (D ivi
sion) und Bruchrechnung. Im zweiten B rie f an Theodor Tza- 
buche (Τζαβούχη) von Klazom enai will er dem Schüler dreierlei 
verm itteln;

1. den -ολιτικος λογαρισμός,
2. den μα9·ηματικος λογαρισμός, der die ,,vier großen mathe

matischen W issenschaften“ , das Quadrivium, umfaßt;
und 3. die Diophantische M athem atik.

Im  einzelnen behandelt er aber nur einige schwierige Beispiele 
der M u l t ip l ik a t io n  und D iv is io n  m it g e m is c h te n  Z a h le n , 
ferner das W u r z e lz ie h e n , die O s te r r e c h n u n g  sowie zahl- 
reiche Beispiele der ,,p o l i t is c h e n  A r i t h m etijc “ , in denen 
T a n n e r y  wieder alte Probleme sieht. A ls Hauptstütze dafür, 
daß bei R h a b d a s  die alte logistische Tradition weiterlebte, ist 
anzuführen, daß gerade diejenigen Rechenoperationen, die nach 
dem neuen indischen Verfahren leichter erledigt werden können, 
nämlich die M ultiplikation und Division mehrzifferiger Zahlen, 
von ihm nicht beschrieben werden. Für diese wird auf die große 
indische Rechenkunst (Ινδ ική  μεγάλη ψηφοφορία) verwiesen. Dir 
tatsächlich mitgeteilten Rechnungen mit einfachen Zahlen sind 
also sicher alte griechische Logistik.

Im folgenden soll nun in erster Linie festgestellt werden, was 
über die Term inologie und die Methoden der Grundrechnungs
arten für ganze und gebrochene Zahlen sich aus den Quellen er
gibt, nach der au f S. 369 gemachten Einteilung im wesentlichen 
also die Kapitel A  und B .“ ____ _

 ̂ M a x i m o s  P l a n u d e s  schrieb seine ψηφοφορία etwa um 1280.
2 F ür Kap. A  6 (s. S. 369) liegen bereits erschöpfende Untersuchungen 

vor (s. H e a t h  i, I S. 425 sowie die Literatur in R e h m - V o g e l  S. 51/5-)· 
s. auch u. S. 425. E ine eingehende Behandlung von Kap. C und D ist in 
Aussicht genommen.

Das Zählen.

(Zahlen- und Ziffernsystem , Fingerrechnen, Abakus).

D ie ersten arithmetischen Errungenschaften eines Volkes be
stehen in der Schöpfung eines Zahlensystems, dadurch daß man 
Mengenunterschiede bezeichnete, zuerst durch Substantivformen 
(Dual usw.), dann durch eigene Z a h lw ö r t e r .  Sie stellen ur
sprünglich A djektiva dar. D as ,,Vier-in-Anzahl-sein“  eines Ob
jektes war eine ihm zugehörige Eigenschaft, wie etwa sein Schwer
sein oder sein Rundsein. Je  nach den Bedürfnissen wurde das 
Z a h lw o rtsy s te m  erweitert, wobei man, um die Reihe nicht end
los ausdehnen zu müssen, Stufen einschaltete. A u f dem Gedanken 
der relativen Einheit beruht die Zusam m enfassung von etwa 4, 10, 
12 , 60, 100 usw., Untereinheiten zu einer Übereinheit, zu einer 
neuen ,,E in s“ , in deren Bereich man wieder mit den alten Zah l
wörtern weiterzählen konnte. D as griechische System w ar ein 
dekadisches mit den Stufen 10, 100, icx)0 usw. Reste eines ä l
teren Vierersystems sind nachweisbar (οκτώ als D ual.,£vvla =  8 
-f- 1 Neues).^

Zur Durchführung einer einfachen Rechnung brauchte man 
nur abzählen zu können (έςαρίθμησις). Άριθ-μεΐν =  Zählen und 
Rechnen war ursprünglich id e n t i s c h .  ̂ Zur Erleichterung der 
Rechnung durch konkrete Versinnbildlichung dienten die 
F in g e r ;  es konnten auch Steinchen (ψήφος) und andere kleine 
Gegenstände, die au f einem Brett niedergelegt wurden, verwen
det werden. Dabei ist es denkbar, daß man die höheren Einheiten 
durch Steine von anderer Größe oder Farbe darstellte. Ü ber
sichtlicher wird diese Zahlenfixierung durch kolumnenweise A n 
ordnung der Steinchen, d. h. durch Verwendung eines A b a k u s .  
W ie man mit einem solchen Rechenbrett aucTi schwierige Ope
rationen (M ultiplikationen und Divisionen mit Brüchen) durch
führen kann, hat N a  g l in seiner gründlichen Bearbeitung des 
Stoffes an Hand der überlieferten griechischen A baci dargelegt. 
Im  allgemeinen wird sich die Praxis des täglichen Lebens au f

 ̂ Die erst jüngst entdeckte H arappa-K ultur  (etwa -3000) zeigt im M aß
system eine Vermischung des Dezimalen mit dem Zweier- bzw. Vierer
system.

* Vgl. die von F r i e d l e i n  S. 74 genannte Stelle aus L u k i a n .
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Additionen und Subtraktionen beschränkt haben, da ja  auch die 
anderen beiden Operationen leicht au f diese zurückgeführt wer
den. Eine Erleichterung des Rechnens wurde durch Einschal- 
tung von Zwischenstufen erreicht (5, 5o> 5*̂ 0 usw.), deren erste 
schon beim Abzählen an den Fingern sich aufdrängte. Die B il
dung des griechischen dekadischen Zahlensystem s liegt in vor
schriftlicher und für die ersten A nfänge in vorhistorischer Zeit. 
Bei H o m e r  ist es bereits bis 1000 ausgebildet. Dagegen ist 
μυρίοι ( loo o o ) noch ein unbestimmter Zah lbegriff ,,sehr viele“ , 
wie auch noch öfters εκατόν (loo). D as ,,A bfünfen“  (πεμπάζεσΟ-αι) 
in δ 4 12  zeigt den Gebrauch der F inger beim Abzählen der See
hunde durch den M eergott P r o te u s . Daß man in einfachen 
Fällen mit Fingerrechnen auskam  und nur für schwerere die 
Rechensteine verwendete, zeigt eine Stelle in den ,,Wespen“  des 
A r is t o p h a n e s ,^  wo es heißt: καΐ πρώτον μέν λόγισαι. φαύλως μή 
ψήφοις, άλλ’ άτ:6 χεφός.

Nach Einführung der Schrift sind in Griechenland zwei Z if
fernsysteme in Gebrauch gekommen. D as ältere ist das ,,H e ro -  
d ia n isc h e “  System.^ In ihm sind für die Einheiten der einzelnen 
Stufen und Zwischenstufen (5, 10, 50, 100 usw. bis 50000) A b 
kürzungen der Zahlwörter verw^endet. Die E ins selbst wird, wie 
z. B . in Ä gypten , durch einen einfachen Strich dargestellt.^ Die 
Hauptformen sind folgende:

374  Vogel

böotisch.

1 1 1

5 P • attisch und
Π

lO Δ >

50 p  p P, F
100 H HE
500 P Π-Ε

1000 X Φ
5 000 P P

10 000 M —

50000 P —

 ̂ Aristophanes, Vesp. 656: R e c h n e  zuerst ganz einfach, nicht mit Steinen,

sondern von der H and weg.
2 Nach dem G ram m atiker H e r o d i a n  (2, Jahrhundert n. Chr.), der das 

System beschreibt.
® Siehe T o d  S. 125 ff.

D as Herodianische System steht in engem Zusam m enhang mit 
der Darstellung der Zahl au f dem A b ak u s; die Kolum nen der 
überlieferten Rechenbretter, z. B . bei der S a la m in is c h e n  
T a f e l ,  zeigen die entsprechenden Überschriften. Dieses System , 
das sich in Abrechnungen und Inschriften noch im 1. Ja h r
hundert V. Chr. vorfindet, wird durch das zweite, alphabetische 
verdrängt. Hier stehen für

1-9 : a, ß, γ, δ, ε, C, ζ, η, θ· (6 =  < =  V au ,Stigm a);
10 -90 : ι, κ, λ, μ, V ,  ξ, ο, - ,  q (90 =  q =  K oppa);

100-900: Ρ> σ, τ, υ, φ, χ, ψ, ω, (900 =  ^  =  Sampi).

Die Tausender wurden durch die E iner mit einem Vorgesetzten 
Strich bezeichnet (,a, ,ß, usw.).^ Zur Unterscheidung der Z ah l
buchstaben von den gewöhnlichen Buchstaben konnte noch ein 
Querstrich oder Strichindex angefügt werden, z. B . 3 =  γ  o d e ry '.

Voraussetzung zu einer raschen Verw^endung dieser Ziffern, 
die natürlich mit ihrem Zahlwortnam en ausgesprochen wurden 
(z. B . ä  καί ß γί'ρ^εται γ  ist: έν καΐ δύο γίγνεται τρία) war die ge
dächtnismäßige Beherrschung des ,,Eins-und-eins“  und später 
des ,,Ein-m al-eins“ . Gegenüber dem alten Herodianischen S y 
stem besaß das neue den Vorteil großer Kürze.^ Beim  Gebrauch 
ist es gar nicht so unpraktisch, wäe es au f den ersten Blick  er
scheinen möchte. Freilich mußte bei M ultiplikationen und D iv i
sionen mehrzifferiger Zahlen erst der Wert der neuen Einheit 
( =  Stellenw'ert) gefunden werden. Zu diesem Zw^eck wurde der 
B egriff der ,,W urzelzahl“  (Anzahl der jew'eiligen Einheit, ττυθ·- 
μήν) geschaffen. So hat 900 den Pythm en 9, wie auch 90, 9000 
usw\ Die M ultiplikation von 900 · 70 erfolgt als 9 (Hekatonda- 
den) mal 7 (Dekaden) =  63 Chiliaden. Die neue Stelle ergibt sich 
durch A b zäh len :9 an der dritten Stelle mal 7 an der zw'eiten 
Stelle gibt 63 an der ( 3 + 2  —  i)ten Stelle. Fü r die Schreibung 
größerer Zahlen schritt man von 4 zu 4 Stellen vorwärts. A p o l-  
lo n io s  unterscheidet einfache, doppelte usw. M yriaden, z. B . 
7381 5671 60 13 0000 =  Μ ^,ζτπα Μ^^,ε/οαΜ^',^ιγ. Auch das A b-
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 ̂ Ü ber eine andere Tausenderschreibung im Pap. Vindobonensis 19 9 9 6  
s. G e r s t i n g e r - V o g e l  S. 48.

* V g l .  z. B. 987 =  ^ - ζ  mit ΡΗΗΙ-ΙΗΓ’ Δ Δ Δ Ρ ΙΙ .
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setzen der M yriaden durch einen Punkt ist gebräuchlich wie 
r

1 507 984 =  Μ ρν·,ζ·^πδ oder 36 621 =  γ-,ς'χκα.^ Ferner konnte 
die Zahl der betreffenden M yriaden als Index über dem M gc-

,̂ ροε
schrieben werden, z. B . Μ,εωοε =  y i 755 875.^ R h a b d a s  setzt 
zur Bezeichnung der M yriaden 2 Punkte über den Zahlbuch
staben. Für jede höhere M yriade kommen zwei weitere Punkte 
dazu. So ist 50 000 =  έ , 7 · 10  ooo^ =  ζ·^ Z ur Bewältigung noch 
größerer Zahlen hat A r c h im e d e s  in der Sandrechnung (ψαμ
μίτης) ein Oktadensystem geschaffen. Die „ersten“  Zahlen gehen 
von 1 bis 99 999 999. Die folgende Zahl 10^ ist die Einheit der 
„zw eiten“  Zahlen, (lo®)^ die der ,.dritten“  Zahlen usw. b is(io«)i“', 
was die Einheit der io®ten Zahlen ist. A lle  diese Zahlen bilden 
die erste Periode, auf die weitere Perioden bis zur lobten fol
gen. Die größte au f diese Weise darstellbare Zahl ist (10^ · 
A r c h im e d e s  beschreibt sie als al μυριακισμυριοστας περιόδου 
μυριακισμυρί,οστών άριθ-μών μύριαι, μυριάδες; es ist eine l mit 80 000 
Billionen Nullen!“̂ Solche große Zahlen haben freilich in der L o 
gistik nichts zu suchen, hier endet die Zahlenreihe mit 1 Billion 
=  μυριάκις μύριαι μυριάδες.^

Die T e r m in o lo g ie  bestätigt die grundlegende Rolle des A b a
kus. D as Rechnen ist ein Legen von Steinen (ψήφους τιθέναι) 
=  ψηφίζειν, ψήφοισι λογίζεσ^αι,® die Rechnung selbst heißt ψηφο
φορία. Daß die Verw endung von Rechensteinen das Naturgege
bene ist, zeigt die Term inologie aus anderen Sprachen, z. B. bei 
den Röm ern: calculus, calculare, calculum ponere et subduccrc. 
D as Rechenbrett scheint auch überall da verwendet worden zu 
sein, wo in den Quellen nur das Resultat bei Rechnungen steht, 
die im K o p f allein nicht gut ausführbar waren. E in  Zitat aus

 ̂ D i o p h a n t  I S. 222, 256.
2 Siehe H e a t h  1, I S. 39.
® T a n n e r y  M. sc. IV  S. 90. In der Schreibung der Punkte auf S. 1 1 2  

(letzte Zeile) ist nicht alles in Ordnung.
* Zur schriftlichen Wiedergabe dieser Zahl würde eine Strecke von 1000 

Erdbahndurchmessern nicht ausreichen, wenn jede Null einen halben Milli
meter beansprucht.

* Ü ber die Ziffernsysteme s. H e a t h  1, I S. 29 ff. und das Buch von 

L ö f f l e r .
« H e r o d o t  I I  S .  36.
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T h e o p h r a s t^  zeigt, daß (so wie bei uns in einer Nebenrechnung) 
auf einem Nebenblatt das Teilresultat gewonnen wurde, das 
man dann in die Hauptrechnung (Heft, Liste, Buch) eintrug. Es 
^eißt da ; άμέλει δέ καί λογιζόμενος πρός τινα τω παιδί συντάξαι τάς 
ψήφους διωθεΐν ( =  τάχιστα τιθ-έναι?) καί κεφάλαιον ποιήσαντι γρά- 
ψαι αύτω εις λόγον. Die Verwendung des Rechenbrettes oder einer 
ähnlichen Vorrichtung (Knotenabakus) könnte als die G rund
lage der modernen Positionsschreibung angesehen werden, in der 
die L age der Steinchen nachgeahmt erscheint, wenn bei den B a 
byloniern, die das erste wenn auch noch unvollkommene Posi
tionssystem hatten, ein A bakus nachgewiesen wäre. Die H aupt
leistung der Inder auf diesem Gebiete ist die Einführung der 
Null, die beim A bakus unnötig war, für die aber das Auslassen 
einer Z iffer im Schriftbild nur ein unvollkommener Ersatz war.^ 
In  der griechischen M athem atik tritt eine Null nicht auf. Zw ar 
verwendet P to le m a io s  das Zeichen ö ( =  ού.δέν ?) als Stellen
füllung (wie schon im späten Babylon) für eine fehlende Einheit 
in der sexagesim alen Schreibung der Brüche, doch ist es noch 
keine Z a h l  Null, mit der gerechnet werden kann.

F ü r πυθ-μήν, das bei N ik o m a c h o s ^  auch das au f die ein
fachste Form  gebrachte Verhältnis bezeichnet, finden sich später 
auch die A usdrücke: θεμέλιος und βάθ^ρον (Grundlage).^

Im  U n t e r r ic h t  bildet die Bekanntm achung des Schülers mit 
den einzelnen Zahlensymbolen und dem A ufbau des Z iffern 
systems den ersten Lehrstoff. R h a b d a s  schreibt in seinem 
1. B rie f πρώτον μέν μαθ-ειν πόσα στοιχειά είσιν τά συμβαλλόμενα 
εις αύτήν (nämlich die Arithm etik) καί πόσον άριθ-μόν σημαίνει 
έκαστον αύτών κ. τ. λ. Auch im 2. Brief® wird als erstes Kapitel 
die έκθ-εσις των σημείων genannt, durch die die Werte der einzel
nen Zahlen erklärt werden (δηλοϋσα την ποσόττ^τα καί τό μέτρον ένός

 ̂ Charaktere 24, 12 (ed. Immisch 1923 S. 35, 36).
® Bei N e s s e l m a n n  findet sich an Stelle einer fehlenden Ziffer bei der 

griechischen Addition ein Querstrich. F ü r  diese Nulldarstellung geben die 
Quellen keinerlei Handhabe.

® Desgleichen bei l a m b l i c h o s .  Z. B. 3 : 2  statt 6 : 4 ;  hierzu d ’ O o g e ,  
S. 216.

* Bei R h a b d a s  S. 104.
‘  T a n n e r y ,  M. sc. IV , S. 86.
« E benda M. sc. IV  S. 1 18 .
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έκάστου των άρι9·μών). In einem weiteren Kapitel (περί της των 
άρι^μών άναλογίας καΐ τάξεως) behandelt er den A ufbau des 
Zahlensystems hier werden vor allem umständliche Regeln für 
die M ultiplikationen der einzelnen Stufeneinheiten gcgein-n. 
R h a b d a s  unterscheidet ähnlich wie A p o l lo n io s  einfache, dop
pelte usw. M yriaden, z. B . 9000 · 9000 =  8100 einfache M yria
den (,ηχ). In einem anderen Kapitel (εκφρασις τοϋ δακτυλικού 
μέτρου) wird gelehrt, wie man mit den Fingern 1-9999 darsteilcn 
kann. Doch kommt diesem eigenartigen Dokument keine Be
deutung mehr für die logistische Praxis zu.

Die Addition.

Bei R h a b d a s  wird folgendermaßen definiert:^ Die Addition 
ist die V ereinigung von zwei oder drei Zahlen zu einem Zahlcn- 
wert (σύνθεσις μέν οΰν έστι,ν ενωσις δύο καί τριών άριθμών εις 
ένός άριθ-μοϋ ” οσότ·/]τα) oder an anderer Stelle^ für beliebige G lie
derzahl: σύνθ-εσις ειτουν ( =  εΐ'τ’ oOv) κοινωνία καί ένωσις πολλών 
άριθ-μών εις . . . κ.τ.λ.

D er Hauptterminus συντι9·έναι weist au f das ursprüngliche 
Zusam menlegen der Steinchen der beiden Summanden hin. Er 
blieb auch dann noch bestehen, als man längst von der aus
schließlichen Verwendung des A baku s abgekommen war. Mit 
der Zeit stand wohl jedermann das Eins-und-eins zur raschen E r
ledigung der Addition zur V erfügung. Beim  Addieren auf den) 
Rechenbrett hatte man nichts weiter zu tun als die untereinander
stehenden Sum m anden bzw. die sie darstellenden M arken in 
den einzelnen Kolum nen zusammenzuschieben und schließlich 
noch die überschießenden Beträge gegen größere Einheiten aus
zuwechseln. R h a b d a s  sagt;^ ένοϋμεν τάς δύο ταύτας πλευράς 
καί εις ένα άριθ-μον περιιστώντες (! =  περιιστάντες) usw .; also dic 
beiden Zahlen werden beim Addieren zu einer einzigen umge
ändert. A u f dem Rechenbrett erscheint das Resultat oben am 
Platze des 1. Sum m anden als κεφάλαιον (Summe). Beim  schrift-

1 E benda M. sc. I V  S.  102.
2 Ebenda S. 96.
 ̂ Ebenda S. 1 18 .

* Ebenda S. 130.

liehen Rechnen steht das Ergebnis, wenn die Rechnung nicht 
im fortlaufenden T ext durchgeführt wird, -  schon mit Rücksicht 
au f den vorhandenen Raum  -  wie bei uns unten. Die Addition 
von 91 800 und 18 36  sieht bei E u to k io s ^  folgendermaßen aus:

1?
M ,0[ω
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,αωλι^

6μου Μ,γχλ^.

Dieses und andere Beispiele au f derselben Seite zeigen, daß es 
den Griechen gar nicht darauf ankam , die einzelnen Stellen 
sauber untereinander zu stellen, wie man es nach N e s s e lm a n n “ 
annehmen muß. Die Addition ( 4 0 0 0 0 +  1 2 0 0 0 +  1000) +  
(12  000 +  3600 +  300) +  (1000 +  300 +  25) bei E u to k io s^  
zeigt folgendes B ild ;

ό OC _
M Μ ,β,α  

,ατκέ
c __

όμοϋ Μ σκε.

D as von N e s s e lm a n n  angegebene Additionsschema, das von
späteren Bearbeitern übernommen wurde, gibt auch nach zwei
anderen Richtungen hin ein falsches Bild. W eder wird unter die
Sum m anden ein Additionsstrich gesetzt, noch werden fehlende
Stellen durch einen Querstrich bezeichnet. Dies würde schon der
Verw endung einer Null als Fehlzeichen gleichkommen. D er
Text gibt bei der Addition 326 041 +  23 409 =  349 450 deutlich^:

x/i ___ ff ___
εκ τούτων (unter bezug au f Μ,ς·μα und Μ,γυΟ·) συναγεται . . . 
λί __
Μ,θ-υν und nicht wie bei N e s s e l  m a n n :

λβ
xM , ς - μ α .
ß

M ,γ  υ -  θ- 
λ i

 ̂ A r c h i m e d e s  I I I  S. 234·
* N e s s e l m a n n  S. 1 19 .
® A r c h i m e d e s  I I I  S. 236.
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Immerhin nähern sich manche Beispiele unserer heutigen D ar
stellung darin, daß wenigstens die Sum m anden auf verschiedene 
Zeilen verteilt sind. V or E u t o k io s  ist in den Quellen etwas der
artiges nicht zu sehen. M eist wird, z. B . bei H e ro n  und in P a
pyrustexten, die Addition wie überhaupt jede Rechnung im 
fortlaufenden T ext vollzogen. Beispiele: P a p . G raec. V in d . 
19 996^ σύνθ-ες τά ß καΐ τά φ  p" ( =  γίνεται) tS oder H eron^ σύν{>ε; 
δ καΐ εν ' γίγνεταο ε. Wenn statt dieser und anderer ausführlicher 
W endungen (καΐ γίγνεται μετά των B  τά δ λ α  Γ, ό Α  μετά των Β 
τον Γ  άρι9·μον ά-ήρτισαν) die verkürzten Form en γ καΐ γ  ζ  oder 
nur γ γ  ζ  sich finden, so deutet dies au f das Vorliegen von Eins- 
und-eins-Tabellen hin, deren gedächtnismäßige Beherrschung 
das umständliche Abakusrechnen oder das Herzählen an den 
Fingern entbehrlich machte. Dies mußte auch ein Ziel des E le
mentarunterrichtes sein. So weisen schon A r i s t o t e le s  und D io -  
p h a n t  auf die Notwendigkeit des Auswendiglernens, das den 
Schülern allerdings wenig Freude macht, eindringlich hin.^ Eine 
solche Eins-und-eins-Tabelle, die gleichzeitig als Subtraktionstafcl 
zu gebrauchen war, findet sich bei R h a b d a s .

α t. θ 
α θ· η 
α η ζ 
α β α

ist ein Teil dieser mit σύνί>εσις μετά άφαφέσεως (Addition und 
Subtraktion) überschriebenen Tabelle.

Derartige Hilfstabellen existierten sicher schon lange. Dies er
gibt sich schon aus d e r  Bezeichnung bei R h a b d a s  als ,,Erfin
dung des P a la m e d e s “ . Der Nam e soll sicher nur die alte Ü ber
lieferung zum Ausdruck bringen.^ Urkundlich ist e i n e  Additions

 ̂ G e r s t i n g e r - V o g e l  S. 22.
2 H e r o n  I I I  S. 176.
® Siehe unten S. 387.
* T a n n e r y ,  M. sc. I V  S. 1 10 .  Herrn E . W ü s t  verdanke ich den Hinweis 

auf zwei Stellen in der Literatur, aus denen hervorgeht, daß mit P a l a m e d e s  
der Sohn des N a u p l i o s  gemeint ist, offenbar also der, welcher am troja
nischen K rieg  teilnahm. E r  wird deswegen gerühmt, weil er die phöni- 
kischen Ziffern (Buchstaben?) lehrte und in der Lag e  war, richtige Ver
teilungen der Lebensmittel vorzunehmen. E r  war also des praktischen

tabelle aus früherer Zeit au f einem Papyrusstück belegt, das spä
ter zum T ext des P a p y r u s  V in d o b e n e n s is  19 9 9 6  mitver
wendet wurde, das also aus der Zeit vor der 2. Hälfte des ersten 
vorchristlichen Jahrhunderts stammt. E s steht dort^ in derber 
U nzialschrift:

A  A  B  d. i. 1 1 2 
A  B  Γ  1 2 3
A  Γ  Δ 1 3 4
A  Δ E  1 4 5  usw.

Im  einzelnen sind bei der Addition folgende Term ini in G e
brauch;
Addition; σύνθ-εσις, -ρόσθ-εσις, συγκεφαλαίωσος.
A ddieren; έπιτιθ-έναι, συντιθ^να!., έπισυντιΟ-έναι, προστιθέναο, συγ- 

κεφαλαιοϋν, συγκεφαλοΰν, σύνδυο λαμβάνειν, (τυν- 
αθ·ροίζε!.ν, συνάγειν, -ροσαρι,^μεϊν, ττροστάττειν, μιγ- 
νύναί, συμμ!.'ρ,/ύναί.

Sum m e; άΟ-ροι,σμός, κεφάλαίον, συγκεφοίλ.αίωμα, συγκεφαλαίωσές, 
ό συγκείμενος, τό συ■'fκείμεvov έκ του κεφαλ., το κατά 
σύνθεσιν, σύμ~ας, τό δλον, τό σύνολον, ό άριθμός συν- 
αμφοτέρων, ό γενόμενος.

Die Sunime wird oft eingeleitet durch όμοΰ (zusammen) und 
ίδοΰ (siehe!) oder, wie auch das Resultat anderer Rechenopera
tionen, durch γίγνεσθαι (als S ig lum ; j^), άποβαίνειν, άποδιδόναι. 
(N ik o m a c h o s ) , ως είναι usw. bezeichnet. E in  Pluszeichen exi
stiert nicht, ebensowenig wie ein Term inus für Summanden. 
Diese werden mit καί oder ohne jede Verbindung aneinander
gereiht. Auch die W endung; τό A  μετά του Β ist gebräuchlich.

Dividierens kundig. Außerdem erfand er eine ,,T a fe l ' “. Die beiden Stellen 
sind: Schol. Eurip. Or. 43 ·̂ ό δέ Παλαμήδης άττελθών εις Τροίαν τά μέγιστα 
ώνησε τον Έ>Ληνικον λαόν. λιμωσσόντων γάρ έν Αύλίδι καί. -ερί τήν διανομήν 
τοϋ σίτου δυσχεραινόντων τε και στασιαζόντων πρώτον μέν τά Φοινίκια διδάςας 
γραμματα αύτοϋς ϊσην τε κα'ι άνεπίλητττον τήν διανομήν έν τούτοις έ-ραγμα- 
τευσατο und Schol. Stat. Ach. I 9 3 :  tabulam ipse invenit ad comprimendas 
otiosi seditiones exercitus. E s  handelt sich in dieser verderbten Stelle wohl 
um die ,,Tafel des P . “ , von der R h a b d a s  spricht. Mit einer solchen M ul
tiplikationstafel konnten auch die genannten Verteilungen (nach der ä g y p 
tischen Methode) vorgenommen werden.

 ̂ G e r s t i n g e r - V o g e l  S. 14.
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Die Subtraktion

Die Term inologie der Subtraktion zeigt wieder deutlich die 
hängigkeit vom Abakusrechnen. Das Subtrahieren ist ein ,,V 
nehmen, W egheben“ , ein ,,Hinauswerfen“  des ,,kleineren 
größeren“ . R h  ab  d a s  definiert;^ έκβολή δέ έστιν άφαίρεσις ήττ 
άριθμου άττό μείζονος und später unter Ausdehnung der Subt 
tion au f den Fall der Gleichheit von Minuend und Subtrah^ 
■άφαίρεσις ήγουν εκβολή όταν ές άρι&μών άριθ-μούς ύφαιρώμεν ή ϊ 
■αύτοϊς ή έλάσσονας,^ A u f dem Rechenbrett kann die Rechnur 
ausgeführt worden sein, daß man beide ,,Zahlen“  untereina 
Jegte und dann in jeder Kolum ne je  einen Stein gleichzeitig I 
Minuenden und Subtrahenden ,,hinausw arf“ . Später standj 
die obengenannte T afel des P a la m e d e s  zeigt, die Subi 
tionstabelle (umgekehrte Eins-und-eins-Tabelle) zur Verfüg 
N e s s e lm a n n ®  gibt folgendes selbstgewählte Beispiel:

ύ
9 3 6 36

ß
Μ ,γ υ - θ  23 409

Μ - σ κ ζ  70 227 .

H e a th ^  gibt es besser wieder als

Μ ,γυ ^

M σκζ,

wobei er den nirgends belegten Nullstrich wegläßt und vorsi 
bem erkt: ,,a subtraction would be represented. . . .“  A ber 
bei ihm gilt das (bezüglich des Untereinandersetzens der zi 
mengehörenden Einheiten sowie des Striches vor dem Res 
oben bei der Addition Gesagte; schon F r ie d le in ®  hat d

1 T a n n e r y ,  M. sc. IV  S. 96.
2 Ebenda S. 1 18 .
 ̂ N e s s e l m a n n  S. 1 19 .

* H e a t h  1, I S. 52.
 ̂ F r i e d l e i n  S. 75.

hingewiesen, daß die vorgeschlagene schematische Anordnung 
durch keinerlei Quellen belegt ist. Ü berall da, wo eine Subtraktion 
auftritt, erscheint sie im fortlaufenden Text. So steht bei H eron ^

für die Subtraktion 169— 129 ταυτα |sc. ρκθ κα,ί άφελε

ά-6 των ρξθ·. λοιπά λθ- και M an w'eiß auch nichts darüber,

welches Verfahren man einschlug, wenn eine ,,Stelle“  des M inuen
den weniger Einheiten enthielt als die entsprechende des Subtra
henden. A u f dem Rechenbrett ergab sich sofort ein A usw eg durch 
Um wechseln (Entlehnen) einer größeren Einheit. Wie war es aber 
beim schriftlichen Rechnen? H e ro n  gibt z .B . an einer Stelle^ 
als Ergebnis von 625-333 sofort 292 an. Entweder wurde wohl 
die Nebenrechnung au f einem A baku s erledigt oder man wird an 
folgende Kopfrechnung denken: 6 2 5— 300— 33 =  3 2 5 — ( 2 5 -|-8) 
=  300— 8 =  292.

Die M ultiplikationen zweier Differenzen führen b e iD io p h a n t  
zu dem Term inus λεΐψις für eine abzuziehende Größe ( =  Su b 
trahend) und zu der hieraus entspringenden R egel: λεΐψις έπι 
λεΤψιν πολλα-λασιασθ-εϊσχ ττοιεϊ ΰτζαρξιν, λεϊψις δέ έττι υπαρξιν 
ποιεί λεϊψιν.® Dabei darf man aber noch nicht an den B egriff einer 
negativen Zahl denken, wie es auch nach der Übersetzung von 
T a n n e r y  (minus m ultiplicatum in minus facit plus) den A n 
schein hat. In der griechischen M athem atik wird nie, auch nicht 
in spätester Zeit, etwas Größeres von etwas Kleinerem subtra
hiert.^ A n  derselben Stelle führt D io p h a n t  ein Zeichen für die 
abzuziehende Größe ein. E s heißt hier: και της λείψεως στ^μεϊον ψ 
ελλιπές κάτω νεϋον, Α· Dies wird nun zum Sym bol des M inus-

—  ̂ -
Zeichens, z. B . 2x — 3 =   ̂ß A  M  γ.^
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 ̂ H e r o n  I I I  S. 46.
1 1 1 1

* H e r o n  I I I  S. 44, ebenso S. 40: 169 —  72 -  =  96 -
5 2 5 10

® D i o p h a n t  I S. 12. In einem Scholion (Diophant II  S. 199) wird 
( 10  - f  x) · ( 10  —  x) nach der , .indischen Methode“  vorgerechnet;  hier heißt 
es z. B .,  daß (—  x) · x  zu x^ wird: ή A  ^ ä i " ’’, A  ä. Hier
ist — x^ bereits eine negative Zahl!

* Von dieser Subtraktion spricht nur der Skeptiker S e x t o s  E m p i r i k o s ,  
S .  275 fif.

 ̂ D i o p h a n t  I S. 94: 5 ist das Symbol des Unbekannten (αριθμός), die 
Zahlen haben den Zusatz: μονάδες (M). Ü ber A  s. H e a t h  3, S. 71 ff.



Folgende Term ini zur Subtraktion finden sich in den Texten:

Subtraktion: άφαίρεσις, εκβολή, έλάττωσις, υπεροχή, ύφαί- 
ρεσις.

Subtrahieren: αιρειν, άφαφεΐν, ύφαφειν, ύπεξαφεΐν, έκβάλλειν 
άπό, παρεκβάλλειν, λαμβάνειν εκ τινων.

M inuend: ohne eigenen Term inus.

Subtrahend: λεΐψις.

Rest, D ifferenz: το λε^πόμενον, το καταλειπόμενον, λειφθ-έν, διά
στημα, ελλειψί-ς, τό λοιπόν, τά λοιπά, υπεροχή, 
διαφορά, άποτομή.

Weiterhin heißt das Übrigbleiben des Restes:
λείπεσθ-αι, άπολείπειν, καταλείπειν, καταλιμπά- 
νεσθαι, ύπερέχειν, ύπερφέρειν, μένειν (μένουσι 
λοιπόν).

A ls Siglum  findet sich ^  =  περίεστιν (?) im Papyrus Graecus
Vindob. 19 996 und im A yer Papyrus.^
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Die Multiplikation.

D er erste Zw eig der Logistik , der von dem Charmidesscho- 
liasten angeführt wird, ist die M ultiplikation, bei der zwei Arten 
unterschieden werden, die ä g y p t i s c h e  und die g r ie c h is c h e .

Ü ber die D urchführung dieser Rechnungsart bei den Ä g yp 
tern sind wir aus den dortigen Quellen genau unterrichtet. Das 
Verfahren ist noch eng mit dem der Addition verbunden, nur daß 
man zur rascheren D urchführung der Rechnung von ständigen 
Verdoppelungen Gebrauch machte. Soll z. B . 3 9 *6 1 ausgerech
net werden, so ergibt sich folgendes Schem a:

/1 6i

/2 122

/4 244
8 488

16 976

/32 1952
zusammen 2379.

=  Λ = λείψει.
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In der ersten Reihe stehen die M ultiplikatoren, in der zweiten 
die Teilprodukte, von denen das erste gleichzeitig den M ultipli
kanden darstellt. D a der auf 3 2 -6 1 folgende Schritt (64 *6i) schon 
einen M ultiplikator größer als 39 liefert, wird hier haltgem acht. 
Dann werden diejenigenM ultiplikatoren, deren Sum m e 39 er
gibt (also 1 + 2 + 4 - 1 - 3 2  =  39), mit einem M erkstrich versehen 
(Kennziffern); die Summe der dazugehörigen Teilprodukte er
gibt das Resultat. D er bei der Problemstellung verwendete T er
minus lautet: , ,Rechne mit 61 neununddreißigm al.“  ̂ D a die 
vorkommenden Verdoppelungen bequem in einer Kopfrechnung 
(oder au f dem A bakus?) erledigt werden, unterscheiden sie sich 
von den schwierigeren allgemeinen M ultiplikationen, so daß es 
erklärlich ist, wenn sich diese spezielle M ultiplikation als eine 
eigene Rechenoperation duplatio (,,Zw iefachung“ ) noch weit in 
die Neuzeit hinein erhalten hat.“

Die Entw icklung der Addition mehrerer gleicher Sum m anden 
zu einer neuen Rechnungsart höherer Stufe, der M ultiplikation, 
ging nur ganz allmählich vor sich; sie hat die gedächtnismäßige 
Beherrschung des kleinen Einm aleins zur Voraussetzung. Bei 
der Definition der M ultiplikation wird stets au f den inneren Kern, 
au f die fortgesetzte Addition, zurückgegriffen. So definiert R h  a b 
d a s  -  genau wie wir άριθ·μός άριθ-μόν πολλαπλασιάζειν λέγεται, 
δταν, δσαι είσίν έν αύτω μονάδες, τοσαυτάκις σ υ ν τ εθ η  ό πολλα- 
πλασιαζόμενος καΐ γένηταί τις έτερος. Ähnlich heißt es bei einem 
A n o n y m o s ,^  der nach dem 5. Jahrhundert lebte: πο>^ναπλασιασ- 
μός έστι σύνθ-εσις άριΟ-μοϋ τίνος δοθέντος κα9·* έτερον άριθμον δο- 
θέντα ' οΐονει όταν 6 έτερος τοσαυτάκις συντι9·έμενος ή όπόσος έστιν 
ό έτερος έν τω πλή9·ει των μονάδων καΐ ποιη τινα κατά τό πλή9·ος της 
συνθ-έσεως, ό γενόμενος λέγεται πολλαπλασιασμός του έτέρου κατά 
τόν έτερον. Es wird also eine Zahl g e m ä ß , z u fo lg e  einer 
anderen, also so oft wie die andere angibt, addiert.

A u f diesem Gedanken der fortgesetzten Addition scheint auch 
die Term inologie der M ultiplikation aufgebaut zu sein. Das

 ̂ Oder: ,,lege hinzu, angefangen mit 6 1 ,  neununddreißigmal“ . Ü ber die 
Terminologie der ägyptischen Arithmetik siehe V o g e l  2, bes. S. 1 1 - 2 1 .

2 H e a t h  1, I S. 53, T r o p f k e  F  S. 70.
® T a n n e r y ,  M. sc. IV  S. 98.
* Anonym us 1 ,  s. D i o p h a n t  II  S. I V  und 6.
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hauptsächliche Fachw ort ist πολλαττλασί,άζει,ν, dessen Stamm der
selbe ist wie der der Zahladjektiva διπλούς, διπλάσιος. D as Zeit
wort -λέκειν (St. πλαγ, piic) heißt ,,zusammenfalten“ , πολλα- 
πλασιάζειν wäre dann ein ,,multas plicas facere“ , ein ,,verviel
fältigen“ . Die Sprachwissenschaft müßte entscheiden, ob nicht 
vielleicht πελ hinter πλαγ steckt. Gerade das ,,U m  wenden“ , das 
,,H erum schwingen“  (πέλομαι) z. B . des M antels ruft doch die 
Falte und damit ein doppeltes Stück hervor. Denken wir an 
das ebenfalls von πέλομαι abgeleitete πλέθ-ρον. Dieser schmale 
Streifen, die ,,A ckerfurche“ , wurde zum Längenm aß. W ird nun 
beim U m pflügen eines rechteckigen A ckers Streifen an Streifen 
aneinandergereiht, so ist das Bild gerade das eines fortgesetzten 
Zusammensetzens, eines Addierens aller dieser kleinen Streifen
flächen.^ D as Ergebnis der Addition durch ,,vielm aliges U m 
wenden“  ist gleichbedeutend mit einem ,,Produkt“  aus Länge 
und Breite. In diesem Zusam m enhang ist es bezeichnend, daß 
neben den quadratisch aufgebauten Flächenmaßen (z. B. ein 
Plethron als Quadrat von je einem Längenplethron Seitenlänge) 
auch rechteckige Streife’n als Flächenm aße Vorkommen. So hat 
T a n n e r y  bei D id y m o s  einen δάκτυλος χυδαίος festgestellt, der 
in einem Rechteck von i E lle Länge und i Zoll Breite bestand.^ 
A uch andere Term ini sprechen für diese E rk lärun g der M ulti
plikation. D as M ultiplizieren ist ein έπαναλαμβάνειν, also ein 
,,W iederholen“ . Die W^endung ποιεϊν άριθ-μόν ε π ί τινα zeigt, 
daß eine Zahl a u f  oder an  die andere gelegt oder ,,heran
geworfen“  (παραβάλ>.ειν) wird. Ü berall steht demnach die geo
metrische Vorstellung im Vordergrund, die sich auch au f die 
rein arithmetischen Ausdrücke überträgt, wie es z. B . auch die 
Term ini für die figurierten Zahlen (έπίπεδος αριθμός, έτερομήκης 

άριΟ-μός) erweisen.^
Bei H o m e r  findet sich noch kein Zeitwort für vervielfältigen. 

D agegen kommen dort die m ultiplikativen Zahladverbien auf

 ̂ r X i ' ,  vom gleichen Stam m  ist , ,F läche“ .
* Ü ber die Landelle bei den Ägyptern s. G e r s t i n g e r - V o g e l  S. 52. Die 

Fortführung dieses Gedankens führt zu Schichtkörpermaßen, die in der ba
bylonischen und griechischen Mathematik nachweisbar sind.

® Auch in der babylonischen Mathematik ist das Produkt eine , ,Fläche“  

(a-sa).

-κις (τετράκις usw.) sowie die Zahladjektiva (διπλούς usw.) vor. 
Bezeichnend für die oben geschilderte ,,streifenmäßige“  M ulti
plikation ist das zweimal verwendete τετραθ-έλυμνος, aus vier L a- 
.gen bestehend, also ,,v ierfältig“ .̂

Beispiele für die Durchführung einer M ultiplikation nach der 
ägyptischen dyadischen Methode sind mir in der griechischen 
M athem atik nicht bekannt. Sie wurde im Unterricht wohl auch 
bald durch die nicht so umständliche griechische Methode ersetzt, 
die freilich eingehend geübt werden mußte, während die ägyp 
tische M ultiplikation für jem and, der die Addition beherrschte, 
selbstverständlich war. Die Notwendigkeit eingehender Ü bungen 
auch in der M ultiplikation hebt D io p h a n t  hervor, wenn er 
sagt:^ καλώς ουν έχει έναρχόμενον τής πραγματείας συν{>έσει καί 
άφαιρέσει καΐ πολ>ναπλασιασμοΐς . . . γεγυμνάσ9·αι. Hauptsächlich 
handelte es sich dabei um die Beherrschung des kleinen Einm al
eins, dessen Kenntnis besonders bei mehrzifferigen Faktoren 
Voraussetzung war, wenn man nicht bei der Bildung jedes T e il
produktes zu einer Nebenrechnung au f dem A bakus oder auf 
einem Beiblatt seine Zuflucht nehmen wollte. In einer Stelle bei 
A r i s t o t e le s  wärd dies treffend illustriert.^ E r spricht davon, daß 
ein Redner au f die hauptsächlichsten Einwände gerüstet sein 
müsse. Wie ein Geometer die Elemente und ein Rechner das 
Einm aleins, so müsse auch ein Diskussionsredner die άρχαί und 
die προτάσεις sofort zur Hand haben. Der Text lautet: πειρατέον 
δέ και εις ά πλειστάκις έμπίπτουσιν οΐ (ά)λοι) λόγοι κατέχειν' ώσπερ 
γάρ έν γεωμετρία προ έργου τό περί τα στοιχεία γεγυμνάσΟ-αι καί έν 
άριθ-μοϊς τό π ερ ί τούς κ εφ α λ ισ μ ο ύ ς  π ρ ο χ ε ίρ ω ς  έ 'χειν  μέγα 
διαφέρει πρός τό καί τον άλλον άρι9·μον γινώσκειν πο>ν>.απλασιούμε- 
νον, ομοίως καί έν τοΐς λόγοις τό πρόχειρον είναι περί τάς άρχάς καί 
τάς προτάσεις άπό στόματος έςεπίστασθαι. D er Kommentator A l e x 
a n d e r  erklärt die Kopfrechnungen, von denen A r i s t o t e le s  
spricht und die für die anderen M ultiplikationen nützlich sind, 
als die M ultiplikationen im kleinen Einm aleins. A us ihnen kann 
man die größeren M ultiplikationen herleiten. E r  sagt: κεφαλισ-

 ̂ H o m e r  O 479 und χ 122 .
* D i o p h a n t  I S. 14.
® A r i s t o t e l e s ,  Top. V I I I ,  14 (ed. W a l l i e s  S. 186); hierzu A l e x a n d e r  

S. 586.
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μούς δέ λέγε!. [Αριστοτέλης] τούς των ττρώτων αριθμών των μέχρι δεκά
δας πολλαπλασιασμούς ’ διά γάρ της περί τούτων γυμνασίας και οΐ των 
υστέρων καί μειζόνων καί όμοιων αύτοϊς πολλαπλασιασμοί κατά μετά- 
βασιν γνωρίζονται ' άπό γάρ τοϋ ,,δίς δύο τέσσαρα“  γνωρίζεται 6 ,,δίς 
κ' μ '“  καί ό ,,είκοσάκις κ' υ '“  καί 6 ,,δί·ακοσιοντάκις κ' τετρακισχί- 
λια“  καί έξης ομοίως. A lso aus 2 .2  =  4 folgt für die „ähnlichen“  
Zahlen 2-20 =  40, 20-20  =  400, 200-20 =  4000 usw.^

Zur Erleichterung der Rechnung standen auch Einm aleins' 
tabellen zur V erfügung, wie sie ein Fragm ent des Britischen M u
seums zeigt, das auf das zweite Jahrhundert zurückgeht, aber 
auch älter sein kann.^ Bei R h a b d a s  finden sich ausführliche 
Einm aleinstabellen vor, die als ψηφοφορικά · εΰρεμα Παλαμήδους 
bezeichnet werden (s. o. S . 380). Den A n fan g bilden die E iner
multiplikationen (αρχή των άπο μονάδος μέχρι μυριάδας απλών 
πολλαπλασιασμών). Zuerst wird 1 (α) mit allen 37 Buchstaben

ziffern

α β γ δ ε ς ' ζ η  θ
ι κ λ μ ν ξ α π ς

ρ σ τ υ φ χ ψ ω " ^
,α ,β ,γ  ,δ ,ε X  ,η und ά

kombiniert, was die Produkte von 1 · 1 bis 1 · 10  000 ergibt. 
Dann folgt 2 · 2 bis 2 · 10  000 usw. bis 9 · 9 bis 9 · 10  000. In  den 
nächsten T afeln  kommen die M ultiplikationen der Zehner, der 
Hunderter und der Tausender bis zu 10  000· 10 000 =  100000000 
( =  ä ä öc). Ü berall steht der M ultiplikator in der ersten, der M ul
tiplikand in der zweiten, das Produkt in der dritten Kolumne, also 
z. B .: 100 · 400 =  40 000, also p υ δ.

Bei N ik o m a c h o s  stehen Tabellen, in denen die Zahlen glei
cher Eigenschaften zusammengestellt werden, z. B . die durch 5 
teilbaren Zahlen. Sie lassen sich auch als Einm aleinstabellen ver
wenden. Eine von ihnen enthält das Einm aleins von 1 · 1 bis 

10  · 10:^
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1 Ü ber die τζυθμένες s. o. S .  375, 377 ·
2 T r o p f k e  I® S. 143.
3 N i k o m a c h o s  1, S .  51 .
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βάθος
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A us den erhaltenen Texten sieht man allenthalben, wie bei der 
schriftlichen D urchführung einer einfachen M ultiplikation die 
betreffende Tabellenzeile -  entweder aus der Tabelle entnommen 
oder aus dem Gedächtnis heraus -  in die jeweilige Rechnung 
übertragen wurde. So heißt es z. B . bei R h a b d a s  τετράκις τά 
δ ϊξ, πεντάκις τά η μ oder vereinfacht θ  ,α ,θ  (9 * ΐοοο =  9000). 
Diese verkürzte Form  steht auch bei H e r o n , z. B . γ 'ζ 'κα ' 
( 3 . 7  =  21), während sonst im allgemeinen die vollständigen 
W endungen; τά A  επί τά B γίνονται C u. a. vorherrschen, wie bei 
A r c h im e d e s ,  H e r o n , im Papyrus Gr. Vind. 19 996 usw.

Die uns erhaltenen Beispiele m ehrzifferiger M ultiplikationen 
zeigen neben der Verwendung des E in m a le in s  ein z w e ite s  
H a u p t m e r k m a l  der griechischen M ultiplikation. Es besteht 
darin, daß im Gegensatz zu unserem ,.indischen“  Verfahren bei
27



der höchsten Stelle begonnen wird. In ,,H er o n “  s Geometrie^ wird 
das Produkt 14  23/33 · 14 23/33 gerechnet als 14 · H  +  H · 23/33 
+  23/33 · 14  +  23/33 . 23/33. Ebenso^ 4 4 / 5 . 4 4 / 5 = 4 . 4  
H- 4 · 4/5 + 4 / 5  *4  +  4/5 · 4/5 oder mit verschiedenen Faktoren :  ̂
4 33/64. 7 62/64 = 4 . 7  +  4 .  62/64 +  33/64 . 7 +  33/64 . 62/64. 
Auch bei E u t o k io s  stehen zahlreiche Beispiele. Von den 3 neben
einanderstehenden M ultiplikationen 306 · 306, 153  . 153 und 
265 . 265^ lautet die letzte folgendermaßen;
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τά δέ σξε 
έπΙ σξε

Μ Μ ,β ,ά

,ατκε

δμου ΑΙσκε

also:

265
265

40 000 12 000 1 000

12  000 3600 300 
1 000 300 25

zusammen ηο 225.

D as Beispiel zeigt, daß die Berechnung in der Reihenfolge: 
(200 . 200 +  200 · 60 +  200 . 5) +  (60 · 200 +  60 · 60 +  60· 5) 
+  (5 . 200 +  5 · 60 +  5 . 5) also von links nach rechts vor sich 
ging.^ M an hat au f die so gerichtete M ultiplikation die bekannte 
Äußerung H e r o d o t s  ( 1 1 ,3 6 )  bezogen, in der erzählt wird, daß 
die Griechen im Gegensatz zu den Ä gyptern von links nach rechts 
,,rechnen“ : γράμματα γράφουσι, καί λογίζονται ψήφοοσι "Ελληνες 
μέν ά-6 των άριστερών έ~1 τά δεξιά φέροντες την χειρα, Αιγύπτιοι δέ 
άττο των δεξιών έ - ι  τά αριστερά. In diesem F all kann man an eine 
Abakusm ultiplikation analog dem Eutokiosbeispiel denken, wo
bei der M ultiplikator in die au f der S a la m in is c h e n  Tafel seit
lich befindliche Kolumnenreihe eingetragen gewesen sein kann. 
N a g l  hat die w^ahrscheinliche Ausführung einer solchen M ulti
plikation vorgerechnet.® D a aber von einem ägyptischen Abakus 
nichts Sicheres bekannt ist, kann λογίζονται ψήφοισι auch lediglich

 ̂ H e r o n  IV  S. 322.
2 E benda IV  S. 256.
 ̂ E benda IV  S. 266.

■* A r c h i m e d e s  I I I  S .  234.
« N a g l  S. 48.
® E benda S. 56 f . ;  H e a t h  1,  I S. 51  ist anderer Ansicht.

„rechnen“  bedeuten, und dann bezieht sich die Stelle wohl nur 
au f die verschiedene Schriftrichtung.

N e s s e lm a n n  und andere^ setzen unter den 2. Faktor sowie 
vor die Gesamtsumme wieder Querstriche, die sich aber in den 
Texten selbst nicht vorfinden.

In  der geschilderten Weise sind bei E u t o k io s  noch folgende 
Beispiele ausgeführt:
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571 · 571
591 1/8 . 591 1/8 

1 17 2  i/8 . 1 17 2  1/8

2339 1/4 · 2339 1/4
780 . 780 (zweimal)

2 9 11  . 2 9 11  
1823 . 1823
1838 1/9 1 / 1 1  . 1838 1/9 1 / 1 1  

66 . 66 (zweimal)
20 16  1/6 . 20 16  1/6

15 3  · 15 3  (dreimal)
116 2  1 / 8 . 1 1 6 2  1/8 
2334 1/4 . 2334 1/4 
15 6 0 · 1560

13 5 1  · 13 5 1
3 0 13  1/2 1 / 4 - 3 0 1 3  1/2 1/4
240 · 240
1007 . 1007
1009 1/6 . 1009 1/6
20 17  1/4 . 20 17  1/4.

D abei ist überall zu sehen, daß der Rechner das Einm aleins be
herrschte bzw. in Tabellen nachschlagen konnte.^

M ultiplikationsbeispiele mit gebrochenen Faktoren, die weiter 
unten besprochen werden sollen, finden sich besonders im Papyrus 
A k h m im  und bei R h  ab  d a s . Im  übrigen beschränkt sich der 
letztere in seinem ersten B rie f au f die einfachen Multiplikationen, 
d. h. au f solche mit Faktoren, die nur mit einer Buchstabenziffer 
geschrieben werden können. F ü r solche hat er auch die genannten 
Einm aleinstabellen aufgestellt. Im  Anschluß daran heißt es nun;® 
καΐ ούτω μέν ό άπλοΰς γίνεται —ολλα~λασιασμός, ό δέ διπλούς καί 
τριπλούς κα'ι ό έπέκεινα τούτων διά μεΟ-όδου προβαίνει τινός, ήν έντω 
Περί πολ>.απλασιασμοϋ λόγω της Ινδ ικής Μεγάλης Ψηφοφορίας 
ακριβώς μετελΟ-ών εϊση σαφέστατα. D er Hinweis au f die bessere 
E ignung der indischen Methode zur Bewältigung der ,,mehr
fachen“ , d. h. der mehrzifferigen M ultiplikationen und die T a t
sache, daß in den Briefen des R h  ab  d a s  auf diese neue Methode

 ̂ N e s s e l m a n n  S. u 6 ;  H e a t h  1, I S. 57 f .
* A r c h i m e d e s  I I I  S . 250 ; hier sieht man z. B. bei der Multiplikation

3 0 1 3  - -  3 0 1 3  die Kenntnis des Einmaleins mit 13 .24 24
® T a n n e r y ,  ΛΙ. sc. IV  S. 1 14 .
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nicht eingegangen wird, ist ein Beweis für das Vorliegen echt 
griechischer Kenntnisse bei den von ihm tatsächlich beschriebe
nen anderen Rechenoperationen. D araus ergibt sich der Schluß, 
daß man R h a b d a s  zum Studium  der alten griechischen L o g i
stik mit heranziehen darf.

Die U ntersuchung von M ultiplikationen mit Sexagesim al- 
brüchen sowie die M ultiplikationen von Brüchen und das diesen 
entsprechende „Zusam m ensetzen“  der λόγο!. wird unten bei der 
Bruchrechnung durchgeführt werden. Die Multiplikationsbci- 
spiele bei M a x im o s  P la n u d e s  in dessen „großer indischen 
Rechenkunst“  gehören nicht mehr zur griechischen Logistik, 
wenn auch meist noch die alten Term ini vorliegen.

Zu der Beherrschung des Einm aleins kommt noch als grund
legender Faktor der griechischen M ultiplikation die B e s t im 
m u n g  des S t e l le n w e r t e s .  So zerfällt die M ultiplikation in zwei 
T eile; e r s t e n s  in die M ultiplikation der , .W urzelzahlen“  (alle 
die genannten ,,ähnlichen“  Zahlen 2, 20, 200, 2000 usw. haben 
denselben” υθ·μήν)ΐund z w e ite n s  in die Einreihung an den rich
tigen Platz der Reihe 1, 10, 10^, 10^ usw. Hierüber schreibt A r 
ch im ed es^  im ψαμμίτης: χρήσιμον δέ έστι καΐ τόδε γιγνωσκόμε- 
νον. εϊ κα άριθ-μών άπό τας μονάδος άνάλογον έόντων πολλαπλασιά- 
ζωντί τινες ά>Λάλους των έκ τας αύτας άναλογίας, ό γενόμένος έσ- 
σεΐται έκ τας αύτας άναλογίας άπέχων άττό μέν του μείζονος των πολ- 
λα-λασιαςάντων άλ>.άλους, δσους ό έλάττων των πολλαπλασιαξάντων 
ά-6 μονάδος άνάλογον άττέχε-, ά~6 δέ τάς μονάδος άφέξει ένί έλάτ- 
τονας, ή οσος έστίν 6 άριθμος συναμφοτέρων, ούς άπέχοντι άπο μονά
δος οί 7το>ν>.α~λασι.άξαντες άλλάλους, d .h . :  ,,E s ist auch nützlich, 
folgendes zu wissen: wenn Zahlen von der Einheit an in einer 
geometrischen Reihe angeordnet sind und einige ( =  zwei) aus 
derselben Reihe miteinander multipliziert werden, so wird das 
Produkt zu derselben Reihe gehören, und zwar steht es von dem 
größeren der beiden Faktoren so weit ab, wie der kleinere der 
Faktoren von der Einheit im Verhältnis absteht; von der Einheit 
wird es um eins weniger abstehen als die Summe der Zahlen (an
gibt), um die beide Faktoren von der Einheit abstehen.“  Zum 
Verständnis dieser Stelle ist zu beachten, daß der Grieche bei

 ̂ Siehe oben S. 375.
2 A r c h i m e d e s  I I  S. 240.

dem Abzählen des ,.Abstandes“  eines Gliedes der Reihe das A n 
fangsglied mitzählt.i In der Reihe 1, a, a ,̂ a^  a^, a ,̂ a®, a7 . . .

T ? ?  T T ' e  T s "  
hat z. B . a  ̂ den Abstand 3, a® den A bstand 6, was unserer Num e
rierung der Glieder entsprechen würde. Die Regel besagt dann, 
daß das Produkt a^. a  ̂ ( =  a ’ ) auch ein Glied der genannten Reihe 
ist, und zwar hat es von a® denselben Abstand wie a^ von 1, näm 
lich 3 ; ferner hat das gesuchte Produkt von 1 einen Abstand, der 
sich hier aus 6 +  3 — 1 =  8 errechnet. D as Resultat ist also a7. M it 
dieser Regel war man in der Lage, nach der M ultiplikation der 
πυθ-μένες das Resultat richtig in die Potenzreihe von 10  bzw. von 
60 einzureihen.^

E in  A p o llo n io s -K o m m e n ta r  von P a p p o s  gibt über die 
M ultiplikation der τΰυθ-μένες und die dann noch notwendige E in 
ordnung an den richtigen Platz seines M yriadensystem s ein
gehende Auskunft.^ E s soll z. B . 200*300 · 2 . 3 .  4 =  Α . Β · Γ . Δ . Ε  
berechnet werden. A ls Produkt (στερεός) der πυθ-μένες ergibt sich 
2 . 3 . 2 . 3 . 4 = 1 4 4 .  D a 1 0 0 . 1 0 0 = 1 0  000 (nach A rchim edes: A b 
stand von 1 ist 3 +  3 —  1) ist, folgt als Ergebnis 144 einfache M y
riaden =  1 440 000 (άπλών οΰν μυριάδων ρμδ' έστίν ό έκ των 
Α Β Γ Α Ε  στερεός). In einem anderen Beispiele wird das Produkt 
aller Zahlenwerte der Buchstaben der V erse; Άρτέμιδος κλειτε 
κράτος εξοχον έννέα κουραι und Μήνιν άειδε θεά Δημήτερος άγλαο- 
κάρπου bestimmt. Im  letzten Fall sind die W urzelzahlen: 4 ,8, 5, 1, 5;

^>5> ^»4 > 5 >9 > 5> d> ^) 7>2;  i ) 3>3> 1, 1 ,8 ,
7, 4. Ihr Produkt ergibt: 2 1849 4402 5600 0000, also 2 . 10000^ 
+  1849 . 10 000^ +  4402 . 10  ooo^ +  5600 . 10  000^. Dies muß 
jetzt noch mit 10  000^ . 100 multipliziert werden, da das Produkt 
der in den Zehner- und Hunderterzahlen enthaltenen Potenzen 
10^  ̂ ergibt. D as Ergebnis ist dem nach:

2 18  . 10  000^ (M yriaden 9. Ordnung) +  4944 · 10  000® (M yriaden 
8. Ordnung) +  256 . 10000'^ (M yriaden 7. Ordnung).

E s ist nicht unmöglich, daß die in der verlorenen Logistik  des
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 ̂ Vg l.  8 T age  =  1 Woche, quinze jours =  14 Tage.
 ̂ Z. B. 20 · 300; 2 * 3 = 6 ;  10  · 100 =  1000; also 20 · 300 =  6000. 

® P a p p o s  I S. 2-29.



394 Kurt Vogel

M a g n e s ^  enthaltenen M yriadenrechnungen sich mit demselben 
Problem  befassen.

Nach all dem, was wir aus den Quellen in Erfahrung bringen 
können, besteht wohl das Wesen der g r ie c h is c h e n  M ultipli
kationsmethode gegenüber der ä g y p t i s c h e n  in der Bildung 
von Teilprodukten (in der Reihenfolge vom Großen zum Kleinen, 
also von links nach rechts) nach dem Schem a; (a^ +  b  ̂+  c  ̂ , .
• (a2 +  bg +  C2 +  . . .) =  a^aa +  ajba +  â Cg +  . . . +  b^a, 
+  bib2 +  b^C2 +  . . . c^ag +  Cib2 +  c^cg . . wobei außer der 
Beherrschung des kleinen Einm aleins (oder der Verwendung der 
entsprechenden i · i -Tabelle) die genaue Bestim m ung des Stellen^ 
wertes eine Hauptrolle spielen mußte.

Die bei der M ultiplikation auftretenden T  er m in i fußen haupt
sächlich auf zwei Gedanken: Entweder nehmen sie Bezug auf 
das oben geschilderte wiederholte Aneinanderlegen der einzel
nen Sum m anden oder sie knüpfen an die Geometrie an, wobei 
sich ,,Seite, Rechteck, Quadrat, W ürfel“  usw. zu Fachwörtern 
für ,,Faktor, Produkt, zweite und dritte Potenz“  usw. heraus
bilden. Folgende Term ini finden sich in den Texten:

M ultiplikation: πολλα-λασιασμός, πολλαπλασίασις, πολυπλασιασ- 
μός, -αραβολή; 

speziell: δι-λασίασις, διττλασιασμός, διπλασιότης.
M ultiplizieren: -ολλαττλασιουν, πολυ-λασιάζειν, πολλαπλασιάζει;

mit A kkusativ : έπί, μετά, δ'-ά, πρός; συμπολλαπλασιά- 
ζε',ν, έπαναλαμβάνειν έπί, συντιθένα:., συνάγειν, έπιμε- 
τρεΐν, καταμετρεϊν; 

allgemeine W endungen: άριθμειν έπί, ποίεϊν άρι,θμον έπί τινα, 
yi'fJZGd-xi έπί τινα ; 

έπί ohne V erbum : τό δέ έπΙ τόδε, τί έπί τ ι; 
speziell; verdoppeln usw .: διπλασιάζειν, δίς γενόμενος, τρι- 

πλασιάζειν, τετραπλασιάζειν, πενταπλασιάζει; 
ins Quadrat erheben; δύνασ9·αι τά Α  έφ’ έαυτά; 
in die 3· Potenz erheben; κύβον πολλαπλασιάζειν. 

M u l t ip l ik a n d ;  ό πολλαπλασιαζόμενος.
F a k t o r :  οί πο>Λαπλασιάςαντες άλλάλους, πλευραί, εύθεία δυνάμει 

τό χώριον, ή δυναμένη τδ χώριον.

 ̂ Siehe oben S. 370 und 465.

P r o d u k t :  τό γινόμενον (έκ τοϋ πολλαπλασιασμού), ό γενόμενος, κε- 
φάλαιον, τό συντελούμενον, ό υπό άρι-θ-μός, τό υπό, 6 υπό 
Α  καί Β  περιεχόμενος άρι9·μός, 6 έξ, χώριον; 
ab  =  έπίπεδος πολλαπλασιασμός, έτερομήκης άρι9-μός; 
a · b =  έπίπεδος;
a  ̂ =  τετράγωνος άριΟ-μός, τετράγωνος ισόπλευρος άριθ·- 

μός, τό άπ’ αύτοϋ τετράγωνον, τό άπό, ό από, δύναμις, 
=  στερεός άριθμός, [ό ές αύτών στερεός] κύβος; 

a" =  στερεός άριθ-μός, ο έξ αύτών στερεός.
Für die niederen Potenzen hat D io p h a n t  besondere N am en: 

Δ '̂ =  δύναμις, =  κύβος, Δ 'Δ  =  δυναμό δύναμις, 
ΔΚ^ =  δυναμόκυβος, Κ 'Κ  =  κυβόκυβος.

Produkt als V ielfaches: πολλαπλάσιος, διπλάσιος, τριπλάσιος. 
Ferner sind hier noch zu nennen;
Die Zahladjektiva; άπλοΰς.
Die Zahladverbien: άπαξ, δίς, τρίς.
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Die Division.

Bei der methodischen Einführung der Division wird nach mo
derner A uffassung großes Gewicht auf die Unterscheidung zwi
schen T e i lu n g  und M e s s u n g  gelegt. Bei jener wird eine be
nannte Größe in eine bestimmte Anzahl von Teilen mit gleicher 
Benennung eingeteilt, während bei einer M essung ein Vergleich 
zwischen zwei gleichbenannten Größen angestellt wird. Wollen 
wir etwas über die Beziehungen dieser beiden Divisionsarten er
fahren, so müssen wir au f die beim Auftreten einer Division vor
liegenden psychologischen V orgänge eingehen.

Treten Teilungsproblem e auf, was in jedem geordneten W irt
schafts- und Staatswesen beim Verteilen von Lebensmitteln, Land, 
Beute, Erbschaften usw. schon früh anzunehmen ist, so liegt es 
nahe, vorerst praktische Durchführungsmethoden mit den be
reits geläufigen Rechenoperationen auszubilden. Erst viel später 
konnte ein selbständiges Verfahren mit eigener Term inologie 
geschaffen werden. E in  sofortiges Teilen in eine beliebige Anzahl 
gleicher Teile ist eine schwere A ufgabe. Wie soll man z. B . einen 
Stab rasch in 5 oder einen Verpflegungsvorrat in 27 gleiche Teile 
teilen? Konnte oder wollte man nicht schon vorher die genaue



Größe des zu teilenden Gegenstandes durch Ausmessen oder 
Auswiegen feststellen, so blieb nichts übrig, als nach dem A ugen
maß die Teilung vorzunehmen. Schon der δαιτρός bei H o m e r , 
der jedem seinen gebührenden Teil Fleisch vorzuschneiden hatte, 
mußte seine K unst (δαιτροσύνη) wohl verstehen.^ Nur ei ne T ei
lung macht eine Ausnahm e, nämlich die H a lb ie r u n g .  Es ist 
verhältnism äßig leicht, mit dem Augenm aß die Mitte anzugeben 
und hier den Gegenstand ,,abzubrechen“  oder, wenn ein Falten 
möglich ist, ihn in der Mitte umzubiegen. So ist es erklärlich, 
wenn die Einteilung antiker M aße vielfach auf dem dichoto- 
mischen Prinzip beruht (1/2, 1/4, 1/8, 1/ 16  . . .), das sich in den 
Noten der M usik bis au f den heutigen T a g  erhalten hat.

Schwieriger wird schon die Teilung durch 3 ; soll man aber eine 
sofortige Teilung in 5, 6, 7 usw. Stücke vornehmen, so führt das 
Problem  auf Schwierigkeiten, denen mit anderen Mitteln zu 
Leibe gegangen werden muß.

W as muß z. B . geschehen, wenn 135 Nüsse unter 5 Leute ver
teilt werden sollen? Bei dieser als T e i lu n g  auftretenden Division 
135  Nüsse; 5 kann ein sofortiges Zerteilen nach dem Augenmaß 
nicht statthaben. M acht man aber aus der Teilung eine Messung, 
indem man jedem  der 5 Em pfänger zuerst eine Nuß gibt, dann 
wieder eine und so fort, bis der V orrat erschöpft ist, so wird 
durch Abzählen der Zahl, welche angibt, wieoftmal jeder eine 
Nuß bekommen hat, also durch die M e s s u n g  135  N üsse: 5 Nüsse, 
die A ufgabe leicht erledigt. Das Resultat 27 sagt uns, daß jeder 
27mal je eine Nuß, also im ganzen 27 Nüsse, erhalten hat. Es ist 
klar, daß ein gewandter Verteiler, um rascher fertig zu werden, 
auch 2 und mehr Nüsse, soviel er eben übersehen kann, auf ein
mal austeilt. Die Durchführung der Division geschieht also hier 
als fortgesetzte Subtraktion einer benannten Zahl von einer 
gleichbenannten größeren bis zum Erschöpfen des Vorrates. 
Stellen wir uns auf die Seite der Em pfänger, so zeigt sich die bis
herige Subtraktion als die Addition 5 +  S +  5 +  5 · · 5, die zu

T ?  ?  7  ^
Ende ist, wenn der Gesam tvorrat bei den Em pfängern sich be
findet. In dieser additiven Weise erledigt die ä g y p t is c h e  Divi-

 ̂ Über den sagenhaften P a l a m e d e s ,  dem man nachrühmte, daß er 
schwierige Verteilungen zustande gebracht habe, s. oben S. 380.
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sion das Teilungsproblem . E s heißt dort: Rechne mit 5 so lange, 
bis du 135  findest.

Sowohl die Term inologie als auch die praktische A usführung 
der Division bei primitiven Völkern bestätigen die oben gemachte 
Feststellung, daß die Division hauptsächlich als M essung er
ledigt w ird; auch ein Versuch, den man mit Kindern in einem 
A lter vornehmen kann, in dem sie noch nie etwas von dem V o r
handensein zweier Divisionsarten gehört haben, wird dasselbe 
zeigen. M an kann eben nicht anders dividieren als au f die ge^ 
schilderte Weise. Zw ar kann man vereinfachende Algorithm en 
bilden,1 letzten Endes geht aber jedes Verfahren, auch unsere 
heutige Methode, au f diese subtraktive Erledigung hinaus. Nur 
nützen wir die Kenntnis des Einm aleins aus und nehmen m ög
lichst viel auf einmal weg, wobei auch die in der dezimalen Schrei
bung liegenden Vorteile die Rechnung wesentlich verkürzen.

Bei der Division ergibt sich eine Schwierigkeit dann, wenn die 
Verteilung mit einem Rest endigt, der auch noch zu verteilen ist. 
H at man 18 :7  zu berechnen, so erhält jeder der Em pfänger 2. 
Bei der noch fehlenden Division ,,des Kleineren durch das G rö
ßere“  4 :7  entsteht der ,,Bru ch“ , und zwar ist der ,,Stam m 
bruch“  (hier 1/7) T räger der weiteren Rechnung.^ Jed e der 4 
Einheiten wird in 7 Teile geteilt. E in  solches Siebtel bildet eine 
neue Einheit, von der jeder Em pfänger noch 4 bekommen kann.

D er B egriff des Bruches ist so enge mit dem der Division ver
bunden (μέρος und μ ερ ίζε ιν ) ,  daß z. B . die Babylonier (bzw. S u 
merer) diese als Bruchrechnung erledigten.^ Auch bei den G rie
chen steht s ta tt ,,Dividiere m durch n“  häu fig ; ,,Nim m  ein n-tel 
von m “ , so daß die Ansicht entstehen konnte,^ daß diese über
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 ̂ Der Babylonier rechnet 3A/5 als 3A  . 1/5, wobei der Bruch 1/5 vermit
tels einer Tabelle  in die sexagesimale Entwicklung o ; 12 übergeführt wird, 
was aus der Division eine Multiplikation mit dem reziproken Wert macht. 
A ber eine Verteilung ist es immer noch, nur wird jetzt zuerst unter die E m p 
fänger 1 A  verteilt, wobei jeder A/5 erhält ; der ganze Anteil ist demnach 3A/5.

* Die ägyptische Mathematik unterscheidet zwei Arten der Division, die 
Division des Größeren durch das Kleinere und die des Kleineren durch das 
Größere. Auch in der griechischen und indischen Literatur kann man die 
gleiche Gliederung feststellen.

® Siehe Fußn. 1.
* F r i e d l e i n  S. 79.



haupt nicht den B e griff des Quotienten, sondern nur den des 
Bruches gehabt hätten.

Inwiefern entspricht nun in der griechischen Logistik der quel
lenmäßige Befund den geschilderten psychologischen Vorgängen?

W enn noch D io p h a n t  erk lärt/  daß die Division jedem klar 
ist, der die M ultiplikation beherrscht (καΐ των πολλαπλασιασμών 
σοι σαφηνίσΟ-έντων, φανεροί είσιν οί μερισμοί . . .), so dürfen wir 
nicht erwarten, daß sich schon bei H o m e r  Term ini für diese 
Rechnungsart gebildet haben. E s finden sich nur die allgemeinen 
Ausdrücke für ,,teilen“ , ,,zerschneiden“  (δαίειν, δαίζειν, διαφ εΐν). 
Die späteren wichtigen Fachwörter μερίζει,ν, μέρος sind noch 
nicht entwickelt. N ur der diesen zugrunde liegende Stamm 
Μ Ε Ρ Ω  kommt bei μοίρα und dem dazugehörenden Verbum 
(διεμοιρατο, εμμορε, εϊμαρτο) vor. M an sieht hier wieder die V e r 
t e i lu n g  als Grundlage der D ivision; denn die μοίρα ist der A n 
teil, der jedem  beim Zumessen, beim Verteilen der Brote, des 
Essens (hier auch δαίς von δαίζειν), des Lebensloses zugeteilt 
wird, und zwar so, wie er es gerechterweise verdient (vgl. merero 
und άπ-άμείρετα!,).^ Auch μετρεϊν =  ,,messen“  bzw. μετρεΐσΟ-α'. 
=  ,,sich zumessen lassen“  ist eng mit dem Gedanken der D ivi
sion verbunden. Der Teil, der durch die Teilung des Ganzen ent
steht, also der Stam m bruch, muß seinerseits w'ieder das Ganze 
messen. E u k l id  hat dies folgendermaßen ausgesprochen;^ μέρο; 
έστί μέγεθ-ος με'ι'έθ-ους το ελασσον τοΰ μείζονος, όταν καταμετρη το 
μεΤζον. Bei D io p h a n t  heißt die Division überhaupt nur μέτρησή.

So soll in einer Aufgabe·* x^-6^ x  durch x  dividiert werden. Der
O

Text sagt: ή μέτρησις * μετρεί  ̂ α κατά  ̂ ά A Μ ς l\  E s mißt

(dividiert) also x  die Differenz x^— 6^ x  nach je ( x —  6^) Teilen.

A n  anderen Stellen ist μετρεΐ ausgelassen. Es heißt z. B.^ nur: ή

μέτρησις · κατά i? 5c Λ Μ  i5 . W ährend bei der vollständigen Fas
sung H e ib e r g  mit ,,dividit A  secundum B “  übersetzt, heißt es 
bei der Division (x“— I4 x ) : x  ,.factores, x  et x — 14 “ . Dies ist

 ̂ D i o p h a n t  I S .  14.
- H o m e r  p 322 =  άτζαίνυτα!,.
3 E u k l i d  V . Buch, Def. 1.
* D i o p h a n t  I S. 3 10 ,  3 12 .
® D i o p h a n t  I S. 404, 406.
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mathematisch freilich richtig, da die M ultiplikation identisch 
ist mit einer U m kehrung der Division, aber der Text spricht aus
drücklich von einer M essung (μέτρησις).

Die Division wurde also als , ,M essen“ , als ,,Vergleichen“  em p
funden, wie es in den W'orten άντισυγκρίνειν und έν συγκρίσει bei 
N ik o m a c h o s^  zum A usdruck kommt. In der einen Stelle heißt 
es: χρή άντοσυγκρίνει,ν τούς προτεθέντας άρί9·μούς και τον έλάττονα 
άπο του μείζονος άεΐ άφαιρεΐν, οσάκις δυνατόν. W ir sehen also ein 
ganz dem unseren entsprechendes Verfahren, wenn man von der 
Ausnützung der dezimalen Positionsschreibung absieht.

R h a b d a s  gibt auch eine klare Definition der Division. E r  
sagt:^ μερισμός δέ εστιν, οταν μερίζοντες άριθ-μον προς άριθ-μον σκο- 
πώμεν τί έκαστη μονάδι τοϋ, παρ’ δν μερισμός γίνεται, έπιβά>Λει. οϊον 
δταν τον i[i έπι τον γ  μερίζοντες σκοπώμεν τί έκάστ-r̂ μονάδι τοϋ γ  
έπιβάλ>.ει ' έπιβάλλουσι δέ δ μονάδες, επειδή και τρΙς τά δ, Das 
Teilen ist also wirklich ein ,,Zuteilen“ , ein ,,Zum essen“ . E s wird 
bestimmt, was jeder Einheit des Divisors ( =  Zahl der E m p 
fänger) zukommt, zufällt, wobei das Verteilen ,,über eine be
stimmte Anzahl hin“  (παρά, πρός, είς,^ έπί mit A k k .) erfolgt. Auch 
für die Division des Kleineren durch das Größere wird dieselbe 
Definition gegeben und als Beispiel 4 : 1 6  angeführt^ (oiov δταν 
τον δ έπί τον ις· μερίζοντες, σκοπώμεν, τί μέρος μονάδος έκάστη τοΰ 
ϊ<  έπιβάλ>.ει). ^ lan  muß dabei sehen, nämlich durch Vergleichen, 
welcher Teil von 1 au f jede der 16 Einheiten trifft.^ (έπιβάλ>.ει δέ 
τέταρτον, έπει τετράκις τά ϊ?).

Die des öfteren -  wie eben bei R h a b d a s  -  am Schluß der D i
vision durchgeführte M ultiplikationsprobe zeigt den engen Z u 
sam m enhang der beiden Rechnungsarten. D ie Div'ision wird so
gar als Addition bzw. M ultiplikation aufgefaßt, was dem addi
tiven ägyptischen Divisionsverfahren entspriclit. Im Pariser Co
dex 453 heißt es in dem K ap ite l: τί έστι μερισμός^ folgenderm aßen:

 ̂ N i k o m a c h o s  1, S. 34, 39.
* T a n n e r y ,  M. sc. IV  S. 98.
® Bei der Di\'ision 1 2 :6  =  2 sagt der Grieche 12  in 6 (Anteile eingeteilt) 

gibt 2. W ir sagen meist: 6 in 12  (geht) zweimal.
* Die dritte Divisionsart: Gleiches durch Gleiches (άττο ίσων εις ίσους) wird 

rasch abgetan. R h a b d a s  (S. 100) sagt, weil sie k lar sei . . . καί τοϊς νηττιώδη 
έχουσιν έτι τον νοϋν.

® A n o n y m u s  1,  s. D i o p h a n t  I I  S. 10  f.
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τούτο δέ ήν το λεγόμενον δτί, ούδέν έτερόν έστι τό μερίσαι ή τό εύρεΐν 
τινα άρι,θ-μόν δς συντεθ·ε1ς επί τον παρ’ δν γίνεται 6 μερισμός, οΐον ο 
κ δς ευρηται (es handelt sich um 10 0 :5  == 20), έπι τον ε ποιήσαι 
οφείλει τό τοϋ μεριζομένου πλήθος. Später heißt es w eiter: ώστε δει 
έπιστησαι οτι μέλλων μεριζειν τ ι πρότερον άποβλέπει εις τό βάθ-ος 
της γενέσεως τοϋ μέλλοντος μερίζεσθ-αι ' ήν γάρ ό πολλαπλασιάσας 
τον μέλλοντα μερίζεσθαι ή γένεσις αύτοΰ. Oder mit anderen W orten: 
man sieht zu, ob man nicht den Dividenden als Produkt, dessen 
einer Faktor der Divisor ist, darstellen kann. Die Kenntnis des 
Einm aleins wird auch hier wieder wesentliche Dienste leisten.

Die für die Feststellung der einzelnen Zweige der griechischen 
Logistik  so wichtige Charmidesscholionstelle spricht von den 
sogenannten griechischen und ägyptischen Divisionsmethoden 
(Έλληνικαι και Αίγυπτιακα'ι καλούμεναι μέθοδοι έν μερισμοΐς). W or
in besteht ihr Unterschied? Fü r die ägyptische Divisionsmethode 
sehen wir vollkommen klar. Es finden sich nämlich in den Quel
len zahlreiche Beispiele, die erkennen lassen, daß dort die D i
vision noch das war, was sie nach ihrer geschichtlichen-Stellung 
sein mußte, nämlich eine M ultiplikation, die als Addition unter 
Verwendung dyadischer Schritte durchgeführt wurde. D as oben^ 
gegebene M ultiplikationsbeispiel 39 · 6 1 sieht in seinem Schema 
genau so aus wie die Division 2 3 7 9 :6 1 . N ur ist jetzt die Frage
stellung geändert in : W ie oft muß ich 6 1 addieren, um 2379 zu 
erhalten? Beim  Ansetzen der dyadischen Teilproduktenreihe

/1 61

/2 122

/4 244
8 488

16 976

/32 1952

mußte nur vor d e r  Zeile abgebrochen werden, die ein Teilprodukt 
größer als 2379 ergeben hätte. W eiterhin müssen aus den vorher
gehenden Teilprodukten (in der 2. Kolum ne) diejenigen aus
gewählt werden, deren Summe den gegebenen Dividenden ergibt, 
hier also die aus Zeile 1, 2, 3 und 6. Die Sum m e der zugehörenden 
M ultiplikatoren —  durch den M erkstrich gekennzeichnet —  er

1 Siehe oben S. 384.

geben den gesuchten Quotienten. Dabei verwendete der ägyp
tische Rechner, um rascher die ,,zu findende“  Zahl zu erreichen, 
auch manchmal Zehnerschritte, wie z. B . bei der Division 
1 12 0 :8 0  in der A ufgabe 69 des Papyrus Rhind, die folgende 
A usführung zeigt:
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1
/10

2

/ 4

80
800
160
320.

Eine solche Division entspricht also ganz einer vom Standpunkt 
des Em pfängers aus betrachteten M essung 112 0 a  :80a =  i4m al. 
Schwierigkeiten ergaben sich erst, wenn die Division nicht au f
ging. Doch auch dies wurde vom Ä gypter durch Erweiterung der
1, Kolum ne auf Bruchteile erledigt.

In den griechischen Quellen finden sich leider keine B e is p ie le ,  
die dieses ägyptische Schem a aufweisen. Doch ist nicht daran zu 
zweifeln, daß im Charmidesscholion diese Methode gemeint ist. 
Bei der in den Texten zutage tretenden Ü bung, meist gleich das 
Resultat anzugeben, läßt sich die Rechentechnik in diesem 
Punkte im einzelnen nicht verfolgen. Die notwendigen A dditio
nen wird man in einer Nebenrechnung (Abakus) oder bei der in
zwischen erworbenen Kenntnis des Einm aleins großenteils auch 
im K o p f ausgeführt haben. Daß in den Erklärungen der Division 
aber der ägyptische Standpunkt zutage tritt, haben wir oben^ ge
sehen. E in  weiterer Beleg hierfür ist eine andere Stelle des P a r is e r  
C o d e x  453, in der es heißt:^ τοϋτο γάρ τέλος τοϋ μερισμού, τό 
εύρεΐν άριθ-μόν τινα δς π ο λ λ α π λ α σ ία ζ α  μ ένο ς  ήτοι σ υ ν τ ιθ έμ ε ν ο ς  
έπι τον παρ’ δν γίνεται ό μερισμός, ποιήσει τό τοϋ μεριζομένου πλήθος. 
Ähnlich bei B a r la a m :^  εάν ότιοϋν παρ’ ότιοϋν μερισΟ-ή ποιήσει 
τοσοϋτον οσον τό μερίζον (Divisor) πολλαπλασίαζαν ποιήσει τό μερι- 
ζόμενον. Den engen Zusam m enhang von Division und fortgesetz
ter Addition (M ultiplikation) sehen wir auch bei dem Gebrauch 
der multiplikativen Zahladverbien in Divisionswendungen (z. B. 
δίχα τέμνειν) sowie bei dem Term inus παραβολή, den wir als Fach 
wort der M ultiplikation oben gesehen haben. D a die geometrische

 ̂ Siehe oben S. 399.
2 D i o p h a n t  II  S. 1 1 .
® B a r l a a m l l .  Buch Satz 29.
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Länge

Idee des Rechtecks zugrunde liegt (παραβάλλειν =  längsseits 
legen, nebeneinander aufschichten, dann vergleichen), so ist seine 
Verw endung auch als Term inus für die additiv ausgeführte D i
vision verständlich. Der schon mehrfach herangezogene P a r i s e r  
C o d e x  schreibt hierüber:^ καλείται δέ (nämlich die Division) 
παρά τοΤς γεωμέτραις παραβολή χωρίου ' το γάρ δοθ·έν χωρίον παρα
βάλλεται, οΐον, εί τύχοι, τό των ρ μ ( =  μονάδων) παρά τινα, ύπόθου 
τον ε άρι&μόν, καΐ ποίει τον κ άριθ-μδν πλάτος γινόμενον του χωρίου · 
ήν δέ 6 κ ό έπιζητούμενος δς καί εΰρηται ήδη. διά γάρ τούτου ό μερισ
μός παντελώς άνεφάνθη.

5 Nebenstehende F igu r macht den V organg klar.
Gibt man der Fläche loo die eine Seite 5, dann 
ist nach dem Nebeneinanderlegen der 20 Flä- 

ί chenstreifen zu je 5 x 1  F l.-E . die ganze Fläche 
ΐ überdeckt, so daß die Breite (πλάτος) das Ergeb-
* nis der Division 10 0 :5  darstellt.

D as Nebeneinanderlegen einer Größe, bis die 
andere gegebene Größe erreicht ist, und das 
Vergleichen der beiden ist ja  gerade ein ,,A us

messen“ , das wir als Grundidee der Division erkannt haben.
W as unter der g r ie c h is c h e n  Division zu verstehen ist, die zu 

der ägyptischen in Gegensatz gestellt ist, wird nirgends explicite 
erklärt. Von R h a b d a s  erfährt man nur, daß die leichten und 
einfachen Divisionen in seinen Lehrbriefen vorausgesetzt wer
den. Fü r die schwereren wird ähnlich wie bei der Multiplikation 
auf die ,,indische“  Methode verwiesen. Also gab es jedenfalls auch 
eine griechische Methode alter Tradition, die in den einfacheren 
Beispielen zutage treten muß. Tatsächlich zeigt z. B. die A us
führung der Division 72; 13,^ daß das subtraktive Verfahren ver
wendet w'urde. E s heißt hier: öß ( =  72), ά παρά τον ιγ (13) μερι
ζόμενα, έκβάλλομεν ε*“ '̂ ( =  πεντάκις) αύτον και μένουσιν ζ ( =  7) 
κ.τ.λ. D a auch wir 5 · 13  72 abziehen, so scheint mir der von 
R h a b d a s  genannte Vorteil der indischen Methode im wesent
lichen in der Ausnützung der Positionsschreibung und in der E in
führung des in den Hauptpunkten auch heute noch verwendeten 
Schem as zu bestehen. Denn die 3 Grundgedanken, nämlich

 ̂ D i o p h a n t  I I S .  1 1 .
2 T a n n e r y ,  M. sc. IV  S. 148.

1. Vergleich von Dividend und D ivisor und dadurch Bestim 
mung des Teilquotienten,

2. M ultiplikation von D ivisor und Teilquotient,
3. Subtraktion des Teilproduktes vom Dividenden,

waren auch für die griechische Division dieselben. So zeigt es 
auch das größere —  allerdings im sexagesim alen Bruchrechnen 
ausgeführte —  Beispiel, das uns in dem Ptolemaioskomm entar des 
T h e o n  von A lexandria erhalten ist.^ In ihm wird i5 i5 ° 2 o 'i5 "  
durch 250i 2' i o "  dividiert. D er T ext heißt: έστω και άνάπαλιν δο- 
·8·έντα άριθ-μόν μερίσαι παρά τε μοίρας (bei H a lm a  μοίρας, desgl. 
viele Drucknachlässigkeiten) καί πρώτα καί δεύτερα έξηκοστά. 
"Εστω ό δο8·είς άριθ-μός,αφιε κ 'ιε " , καί δέον έστω μερίσαι αύτον επί 
τον κε ιβ' ι" ,  τουτέστιν εύρεϊν ποσάκις έστίν ό κε ιβ' ι"  έν τω ,αφιε κ' ε " .

Die ohne Schem a nur im fortlaufenden Text durchgeführte B e
rechnung entspricht folgenden Einzeloperationen:

i 5 i 5°2o ' i 5" : 25° i 2' i o "  == 6 ο °7 '33"
— 1500 ( =  6o“ .2  5̂ )

150 =  900'

+  20'
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920'
—  720' ( = : 60° . 12 ')

200'
—  10' ( = 60° . 10 ")

190'

— 175' ( = 7' · 250)

15 ' =: 900"
+ 15 "

9 15 "
-  84" ( = / · 12 ')

- 8 3 1 "
-  70 '" ( = 7' · 10 -)

829" 50 '"
- 8 2 5 "  ( = 3 3 " • 25“)

4 " 50"' =  290'

—  39 6 '" ( =  3 3 "  · 12')

 ̂ Theon von Alexandria  S. 1 1 8  f.
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Hier wird die Rechnung abgebrochen, der Quotient ist also nur 
annähernd (, ,ώς έ'γγοστα“ ) 6o®7' 33” . E ine M ultiplikationsprobe bil
det den Schluß dieses einzigartigen Divisionsbeispieles. D as V er
fahren beginnt mit dem ersten Abschätzen von Dividend und 
Divisor, indem i5 i5 ° 2 o 'i5 "  versuchsweise durch 60° geteilt wird 
(μερίζομεν αύτόν πρώτον παρά τον ξ). H a lm a  übersetzt; ,,nous 
mettons 60 pour quotient.“  D er Text zeigt aber, daß nicht 
15 15 -2 5  = 6 0 ,  sondern die U m kehrung 15 15 :6 0  =  25 genom
men wurde. D a 1 5 1 5 :6 1  =  24 ergibt, ist 6 1 zu groß. So wird 
auch die W ahl von 60 begründet; έπειδήπερ 6 περί τον ξα ύπερ- 
πίπτει. Bei den späteren Abschätzungen heißt es ähnlich: γίνεται
6 μερισμός περί τον ζ, ύπερπίπτει γάρ περί τον η. Dann wird der 
Reihe nach 60®· 25°, 60®· 12 ', 60“ . 10 "  vom Dividenden abge
zogen (καΐ άφαιροϋμεν έξηκοντάκις τον κε καΐ τον ιβ' καί έτι τον ι"), 
weiterhin der neue Teilquotient 7' ermittelt und das Verfahren 
wiederholt. D ie bei dieser Division durchgeführten 3 Schritte 
(Abschätzen, Multiplizieren, Subtrahieren) sind dieselben wie 
in dem genannten Beispieli bei R h  ab d a s  und entsprechen ge
nau dem άντισυγκρίνεί,ν und άφαιρεϊν οσάκις δυνατόν bei N ik o -  
m a c h o s . Auch B a r la a m ^  spricht es in ähnlicher Weise aus. E r 
sagt bei der Division A :B  =  Γ:οσάκις ενεστι έκβαλεΐν το Β άπο 
του Α  τοσαΰται μοϊραι ( =  Einheiten) κείσθωσαν έν τω Γ.

Sonst ist in der mathematischen Literatur wenig über die Aus
führung der Division zu erfahren. W'o solche auftreten, ist meist 
das Resultat sofort angegeben, so daß sich nicht sagen läßt, ob 
ein additives oder subtraktives Verfahren eingeschlagen wurde.

H äufig  wurde auch aus der Division eine Bruchrechnung ge
macht. Statt 40 durch 8 zu dividieren heißt es  ̂ λαβέ των μ τό 
ογδοον. Besonders zahlreich sind die Beispiele aus dem P a p y r u s  
A k h  m im . In Nr. 9 steht fü r4  1 / 3 : 1 1  των δ γ "  τό ια ". D as Resultat 
wird sofort mit den Worten ώς εΤναιγ" κβ" ξς" ( =  1/3, ι/22, ι/66) 
angegeben. Daß umfangreiche Tabellen für diesen Zw eck zur 
V erfügun g standen, zeigt die häufige Bem erkung έν ποια ψήφω 
=  in welcher Tabelle kommt die zu teilende Zahl vor? In A u f

 ̂ Siehe S. 402.
2 B a r l a a m  I I .  Buch Satz 38. Ähnlich bei M a x i m o s  P l a n u d e s  (S. 19)· 

ποσάκις ό έλάττων άττό τοϋ μείζονος άφαιρεϊσθαι δύναται.
® H e r e n  IV  S.  2 10 .

gäbe Nr, 18 soll 1/18 7  '*on 6 1 / 1 5  1/40 ausgerechnet werden. A us 
einer T afel wird 1/ 15  1/40 als 1/ 12 0  von 1 1  entnommen. Bei der 
weiteren A usführung werden die Ganzen au f den ,»Hauptnenner“  
gebracht, so daß das Problem  der Bruchrechnung zuzuweisen 
ist.^

A u s dem geschilderten gesamten Quellenbefund halte ich es
• für gesichert, daß man unter der im Charmidesscholion genannten 

g r i e c h i s c h e n  Divisionsmethode —  im Gegensatz zu der additiv 
durchgeführten ä g y p t i s c h e n  —  das mit der Subtraktion arbei
tende Verfahren zu verstehen hat. Bei der Bildung der Teil- 
Produkte und wohl auch beim Abschätzen standen, soweit das 
Kopfrechnen nicht ausreichte, Einm aleinstabellen und vielleicht 
auch der A b ak u i zur Erledigung der Nebenrechnungen zur V er
fügung.

Z u s a m m e n s t e l l u n g  d e r  F a c h w ö r t e r .

Sie nehmen meist Bezug au f das Vergleichen, das gegenseitige 
Verhalten. Weitere Ausdrücke verwenden den B egriff des Teilens 
=  Auseinandernehmens, oder sie sind au f geometrischer G rund
lage aufgebaut.

D ivision; μέτρησις, σχέσις (vgl. λόγος), παραβολή, μερισμός, 
διαίρεσις, τμήμα.

D ividieren; μετρεΐν, μετρεΤν υπό (ζ. Β . τετράδος), θεωρειν και 
έπιβάλ>.ειν (τουτέστι μερίζειν), έν συγκρίσει πρός έτερον 
θεωρεϊν, άντισυγκρίνειν, παραβάλλειν τι πρός τι, είναι 
έν, μερίζειν τι παρά τι, πρός, έπί (A kk.), έπί (Dativ), 
είς; διαιρεΐν παρά, εις, πρός; εις n-tel ποιεΐν (ζ. Β . εις 
έβδομα) τον μερισμόν, λαμβάνειν τό ζ ', χωρίζειν εις, 
nur ε ίς ;η  είς m.

H albieren; διέχειν δίχα, διαιρείν μέσον, διχάζειν.
D ividend: 6 μεριζόμενος άρι&μός, τό μεριζόμενον.
D ivisor: ό άριθ-μός του μερισμού, 6 άριθμός παρ’ δν ο μερισμός 

γίνεται, ό μερισμός, τό μερίζον.
Quotient; μέτρον, τό πηλίκον, μερισμός, ό έκ του μερισμού, ό άπο 

του μερισμού, ό άποβαίνων άρι{>μός έκ του μερισμού, 
μέρος, durch γίνεται oder ο'̂ ς είναι eingeleitet.
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Die Bruchrechnung.

Allgem einer Ü berblick.

Bei der Behandlung der Division w ar oben schon angedeutet 
worden, daß eine Teilung, die nicht ohne Rest aufgeht, au f den 
B e griff des Bruches führt. Solche, eine weitere Teilung der Einheit 
verlangenden A u fgaben sind schon für die frühesten Zeiten anzu
setzen. D ie endgültige Erledigung dieses Problemes, die allen 
Völkern viel zu schaffen machte, brachte die erste dem Altertum 
vollständig gelungene Erweiterung des Zahlbegriffes über die 
bisherige Beschränkung au f die positiven ganzen Zahlen hinaus 
mit sich.

Soll eine Größeneinheit, z. B . ein T a g , eine Elle, ein Brot aus 
den Bedürfnissen des täglichen Lebens heraus in eine bestimmte 
Anzahl gleicher Teile zerlegt werden, so kann die A ufgabe rech
nerisch eigentlich schon durch Definition erledigt werden, indem 
man für diesen T eil eine eindeutige Bezeichnung schafft, also 
einen Nam en festsetzt. So entstehen die M aßuntereinheiten. 
Durch diese gestaltet sich die Lösung des in Frage stehenden 
Problems (Teilung des Kleineren durch das Größere) sehr ein
fach. D a nämlich der benannte Dividend i jetzt in kleinere U nter
einheiten zerlegt ist, ist eine gewöhnliche Division des Größeren 
durch das Kleinere entstanden,^ die in einfachen Fällen ohne 
Rest (oder unter Vernachlässigung des Restes) aufgeht, beson
ders wenn ein praktisches Verhältnis zwischen Einheit und Unter
einheit gewählt wurde.^ D as Um rechnen der Maßeinheiten beruht 
auf der grundlegenden Idee der R e l a t i v i t ä t  zwischen Einheit 
und Vielheit, die sich für die babylonische, ägyptische und grie
chische^ M athem atik quellenmäßig nachweisen läßt. Durch sic 
wird die Rechnung mit den Teilen zu einer Rechnung mit ganzen 
Zahlen einer anderen Größenordnung.

Eine Ü bertragung derselben D enkvorgänge auf unbenanntc 
Zahlen gibt dem Rechncr das M ittel an die Hand, in analoger

 ̂ M a x i m o s  P l a n u d e s  sagt S. 17 ;  ετζζΐ ό μεριζόμενος μείζων siwc οφείλει, 
τοΰ τ:αρ’ ον μερίζεται.

2 Die hauptsächlichsten Reduktionszahlen waren 2, 4, 8 usw., dann io> 
100 usw., 6, 12, 60 usw. Auch 7 kam  vor (bei den Ägyptern).

® Theon v. Sm yrna S. 18. Zur ,,Relativ ität“  s. V o g e l  2, S. 8 ff.
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Weise Untereinheiten einzuführen, die allerdings nicht wie bei 
den M aßen normiert sind, sondern der jeweils vorliegenden R ech
nung angepaßt werden. Es ist zu erwarten, daß in dem Nam en 
eines solchen Teiles die Anzahl der Teile sowie der Hinweis au f 
die Entstehung (D urchführung einer Teilung) zum Ausdruck 
kommt. D er grundlegende Bruch i/n, den wir als S t a m m b r u c h  
bezeichnen (Zähler 1 und Nenner n) heißt bei den Griechen μέρος, 
μόριον oder vorerst auch μοίρα. E r bildet den T räger der gesamten 
Bruchrechnung. To τέταρτον (sc. μέρος) entspricht unserer W ort
bildung das Viertel ( =  der vierte Teil).

D as Rechnen mit Brüchen verdankt so seine Entw icklung 
hauptsächlich dem Rechnen mit Maßuntereinheiten. E in  schönes 
Beispiel für den Ü bergang von konkreten Brüchen (Teilmaßen) 
zu den abstrakten zeigt die babylonische und die römische M athe
matik, wo die ursprünglichen ,,Gewichtsbrüche“  auch auf die 
Teile anderer Größen übertragen werden.^

Handelte es sich nicht um die Teilung e i n e r  Einheit, sondern 
waren mehrere Gegenstände zu verteilen, die vielleicht bei einer 
D ivision als Rest übrigblieben, so genügten die Stammbrüche, 
um den jedem  Em pfänger zukommenden Teil festzusetzen. Die 
A u fgabe 3 :7  wurde so zu der Einheitsteilungsrechnung 1 : 7  -τ
ι : 7 +  1 ly . D as Ergebnis w ar dann 1/7 +  1/7 +  i/7 =  drei Sieb
tel, in unserer Sym bolik als a l l g e m e i n e r  Bruch 3/7 geschrieben.

Die einzelnen Kulturvölker erledigten das Bruchproblem  in 
verschiedener W'eise. Die B a b y l o n i e r  verwendeten im Anschluß 
an den A u fbau  ihres Maß- und Zahlensystems Sexagesim al- 
brüche, die vieles mit unseren Dezimalbrüchen gemeinsam haben 
und die heute noch in unseren Zeit- und W inkelmaßen (Minute 
und Sekunde: [primae] minutae [partes] und secundae [partes]) 
fortleben. Die R ö m e r  gebrauchten die unbeholfenen Zwölfer
teile der Asrechnung. Die Ä g y p t e r  verstanden es meisterhaft, 
die bei solchen Divisionen des Kleineren durch das Größere sich 
ergebenden Sum m en gleicher Stam m brüche in eine nach ab
nehmenden Stammbrüchen geordnete Reihe ungleicher Stam m 
brüche zu verwandeln. D er Grund, warum  eine Darstellung wie 
z.B . 7/13 als 1 / 13  - f  1 / 13 +  1/ 13 +  1 / 1 3  +  1 / 1 3  +  1/ 13  +  1 / 13 (die

 ̂ T h u r e a u - D a n g i n  I I I .  Kap.,  über die römische .A.srechnung s. auch 
V o g e l  2, S. 22.
28 *
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gelegentlich auch vorkommt) zugunsten der Form  1/2 +  1/26 zu
rücktreten mußte, scheint neben der noch unentwickelten graphi
schen Sym bolik die beabsichtigte Übersichtlichkeit und Ab- 
schätzbarkeit des Resultates gewesen zu sein. Fü r eine solche 
Darstellung mußte man 2/13 als Summe verschiedener abneh
mender Stam m brüche zerlegen können. Zur Erleichterung sol
cher Rechnungen wurden Tabellen ausgearbeitet, deren älteste 
die berühmte 2/n-Tabelle des Papyrus Rhind ist, in der alle diese 
Zerlegungen für ungerades n =  3 bis n =  10 1 aufgeführt waren. 
Wie man die vorliegenden Zerlegungen erhielt, die mit der Zeit 
als Norm unter der M enge aller möglichen Zerlegungen bevor
zugt wurden, steht nicht vollständig fest.^ Doch scheint dabei der 
B egriff des K o m p l e m e n t b r u c h e s ,  dessen Bedeutung für das 
Altertum  Set he^ eingehend untersucht hat, eine wesentliche 
Rolle gespielt zu haben. Zu 1/7 ist 6/7 der Komplementbruch, zu 
i/n gehört (n— i)/n. D a 1 = 7 / 8  +  1/8 ist, ist 1/7 =  1/7 von 
7/8 - f  1/7 von 1/8 oder 1/8 - f  1/56; 2/7 ist demnach 1/4 - f  1/28, 
wie es auch tatsächlich in der Rhind-Tabelle steht und auch spä
ter in ägyptischen und griechischen Beispielen vorkommt. Dies 
ist ein Zeichen dafür, daß die Ä gypter nicht nur in der Stamm- 
bruchdarstellung des allgemeinen Bruches, sondern auch in der 
Einzelausführung dieser Zerlegungen maßgebend waren. Hieraus 
ergibt sich auch klar, was der C h a rm id e ssc h o lia st  unter der 
Zerlegung der Brüche versteht, nämlich eben diese Umwandlung 
des allgemeinen Bruches i/n +  i/n -j- · · · +  i/n in die absteigende 
Reihe i/a - f  i/b - f  . . . +  i/d (a(b(. . .  d). Eine besondere Eigen
tümlichkeit der ägyptischen und babylonischen Bruchrechnung 
ist die Tatsache, daß auch 2/3 (τό δίμοιρον) als Stammbruch gilt.

Die E inführung der Stam m brüche wurde auch dadurch be
günstigt, daß die Aufstellung eines Sym boles für die neuen ,,Zah
len“  besonders einfach war. E in  diakritisches Zeichen genügte, 
um aus der ganzen Zahl n den dazugehörenden —  oder wie es bei 
D i o p h a n t  heißt g l e i c h n a m i g e n  ( =  ομώνυμον) — Stammbruch 
i/n zu machen: D er Ä gypter schrieb über der Zahl die Hiero
glyphe ro  =  Teil ( o ,  hieratisch zusammengezogen zu · ) .  Bei 
den Griechen W'urden ganze Zahlen und Brüche unterschieden

1 Siehe V o g e l  2, S. 173.
2 Siehe S e t h e S .  loßff . u n d V o g e l 2 , S .  i j S f f .

entweder als n (ri) und n (n ) oder als n' und n ". Auch andere 
Darstellungsform en kommen vor, wobei aber zu beachten ist, 
daß die Abschriften der K lassiker der M athem atik erst aus einer 
so späten Zeit stammen, daß ein Beweis für die früher geltende 
Schreibung sich fast nur au f die erhaltenen Papyri stützen kann. 
H ier findet sich neben der Stam m bruchschreibung aber auch 
schon sehr früh die Schreibung als allgemeiner Bruch (z. B. 
7 6 . . .
^ =  u n ser—), die seit A r c h i m e d e s  an Boden gewinnt, voll

ständig aber die Stam m bruchform  während der ganzen Lebens
dauer der griechischen M athem atik nicht zu verdrängen verm ag.

Wenn bei den überlieferten Beispielen allgemeine Brüche we
nig auftreten, sondern meist nur die ihnen äquivalenten Stam m 
bruchsummen, so darf dies nicht zu der Ansicht führen, daß der 
a l l g e m e i n e  B r u c h  nicht bekannt gewesen wäre. Denn eine 
M öglichkeit, verschiedene ungleichnam ige Stam m brüche in einem 
logischen Verfahren unter U m gehung des allgemeinen Bruches 
zu addieren, gibt es nicht. So mußte bei der Addition von Brüchen, 
die der Scholiast des C h a r m i d e s  ausdrücklich als ein A u fgaben
gebiet der Logistik bezeichnet, erst durch Einführung eines 
,,Hauptnenners“  das Resultat gefunden werden. Später konnte 
freilich ein solches wohl durchdachtes Verfahren zu einem me
chanischen Rezept zurechtgemacht werden, das für die Praxis 
genügte; genau so haben auch heutzutage viele, die z. B . die al
gebraischen Regeln richtig handhaben, keine A hnung mehr von 
den logischen Gedanken, aus denen sie entstanden sind. D aran, 
daß neben der Stam m bruchrechnung auch der allgemeine Bruch 
in der griechischen Arithm etik bekannt war, ist kein Zweifel. Seit 
E u k l i d  finden sich für die beiden Brucharten die Term ini μέρος 
und μέρη, als ,,T eil“  und ,,T eile“  aller Größen (nicht bloß der 
Zahlen) voneinander deutlich unterschieden vor.

E s erhebt sich weiterhin die Frage, ob eigentlich die Griechen 
den Bruch als eine ,,Z ah l“  auffaßten,^ da sie doch sonst nur die 
natürlichen (ganzen positiven) Zahlen als solche anerkannten, 
ob sie also den B e griff des a b s t r a k t e n  Bruches hatten. Dazu 
ist in erster Linie zu sagen, daß von einer modernen Definition 
als Zahlenpaar, das nach bestimmten Rechenregeln zu behandeln 

 ̂ Siehe u. S .  452.
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ist, keine Rede sein kann. Eine solche Definition wird dem Nicht
m athematiker gar nichts sagen. Für diesen ist auch heute wie 
damals der allgemeine Bruch wirklich eine n a t ü r l i c h e  Zahl, die 
nur in einem anderen Bereich abgezählt wird, in einem Bereich, 
dessen Ausgangseinheit der zugehörige Stam m bruch ist. Wollen 
wir dagegen einen beliebigen Bruch als e i n e  Zahl in die Zahlen
reihe einordnen, so müssen wir ihn in einen Dezim albruch ver
wandeln oder ihn als Punkt in die Zahlenreihe zwischen die gan
zen Zahlen stellen und dadurch geometrisch festhalten; in ähn
licher Weise sind auch die irrationalen Zahlen leicht faßbar. Ü ber
tragen wir aber die für die ganzen Zahlen entwickelten Rechen
methoden au f Brüche, multiplizieren wir also z. B . 6 mit dem 
M ultiplikator 5/7, während doch eigentlich nur die Anzahl der 
bei der M ultiplikation vorkommenden gleichen Summanden 
durch eine ganze Zahl angegeben werden kann, dann ist aus dem 
Bruch eine abstrakte Zahl geworden. Wenn in gleicher Weise der 
Grieche seine Rechenoperationen auf die Brüche überträgt und

z. B.  ̂ einhalbmal nimmt (ήμ^σάκις ήμισυ), so bezeugt dies be

reits das Vorhandensein des abstrakten Bruches.
Eine eigenartige W andlung im Gebrauch der Brüche ist her

vorzuheben. W ährend sich in der ,,vorwissenschaftlichen“  Zeit 
das Rechnen mit Brüchen für die Zwecke des täglichen Lebens 
entwickelte, wofür sie auch ständig in Gebrauch blieben, ist ein 
solches in der wissenschaftlichen M athem atik, z. B . in den Ele
menten des E u k l i d , vollständig ausgeschaltet, so daß sogar die 
Ansicht entstehen konnte, die Griechen hätten Brüche überhaupt 
nicht gekannt. Es ist richtig, daß in den wissenschaftlichen Wer
ken die Brüche möglichst ferngehalten wurden, einmal da —  wie 
es J u n g e ^  ausdrückte —  die Vornehmheit der ganzen Zahlen ein 
philosophisch begründeter Glaubenssatz war, aber auch wohl 
hauptsächlich deshalb, weil gleich mit dem Auftreten des Irratio
nalen (z. B. im Verhältnis von Ouadratseite und Diagonale) sich 
die Unm öglichkeit zeigte, diese neuartige Größe in einer wie bis
her exakten Weise zahlenmäßig zu erfassen. Dies führte zu einer 
Bevorzugung der λόγο!, (Zahlenverhältnisse), die einen Ersatz für 
den allgemeinen Bruch boten und deren Verw endung durch die

 ̂ J u n g e  2, S. 253.
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geniale E u d o x i s c h e  Verhältnislehre auch au f das Irrationale 
ausgedehnt wurde. Hand in Hand damit ging die vorläufige V er
drängung des rechnerischen, d .h . logistischen Elementes aus und 
ein Hervortreten der geometrischen Arithm etik in der wissen
schaftlichen M athem atik. Die Brüche selbst hörten aber niemals 
auf, nur blieb ihre Anwendung auf die Logistik  beschränkt. W as 
in der Praxis des Rechnens der Bruch $/6 war (τά πέντε μέρη sc. 
von 6 bzw. τά ττέντε των εξ μερών), figuriert in der W'issenschaft 
als ein ύπεπιμερής λόγος bzw. άριΟ-μός 5 : 6. So war auch z. B. in 
dem έ-ιμόριος λόγος i i/3 vier gegenüber drei der έ-ότρ!.τος άρι9·μός. 
Schon die Namen sowie die von den Theoretikern gegebenen D efi
nitionen zeigen, daß man letzten Endes doch an das Zerlegen einer 
ganzen Zahl und an das zugehörige μόριον bzw. die zugehörigen 
μέρη dachte, was wieder die Kenntnis des Bruches und den grund
legenden Gedanken der Relativität von Einheit und Vielheit zur 
Voraussetzung hatte. Im übrigen hat auch der Logos seinen Z ah
lenwert, seine ποσότης bzw. -ηλικότης,^ woraus seine Verw andt
schaft mit einem Bruch hervorgeht.

M it A r c h i m e d e s ,  also gar nicht so lange nach E u k l i d ,

 ̂ Ursprünglich scheint man einen klaren Unterschied zwischen dem ,,Wie
vielsein“  (ττοσότης) und dem ,,Wiegroßsein“  (ττηλικότης) gemacht zu haben. 
Die -οσότης bedeutet die Menge (πληθ-ος), die Quantität, den Zahlenwert 
einer ganzen Zahl oder eines rationalen Verhältnisses. Da, wie wir sehen 
werden, die Logoi in engster Beziehung stehen zu den Brüchen, so ist es 
nicht verwunderlich, wenn bei H e r o n  (z. B. IV'’ S. 256) auch der Bruch
4 4/5 eine ττοσότης hat. Dem gegenüber bezieht sich die umfassendere ττη- 
λικό-ΓΓ,ς auf das nicht immer rationale Verhältnis von Größen (με'/'έθτ;) oder 
auf diese Größen selbst. Der Fuß, die Elle , die Strecke haben eine ττηλικόττ^ς 
(z. B. H e r o n  IV  S. 1 16 ) ,  E u k l i d  spricht im Buch V' Def. 3 von dem V er
hältnis zweier Größen (λόγος έστί δύο μεγεθών όμογε'^ών ή κατχ ττηλ'.κότητά ττοια 
σχέσις; vgl. das Scholion E u k l i d  V  S. 285: ττηλικότης γάρ ττέρας τοϋ άπειρου 
συνεχοϋς καί ττοσότης τοϋ διωρισμένου). So äußert sich auch P r o  k l  os (S. 35) 
und l a m b l i c h o s  (2, S. 30), daß zu der Arithmetik das ζόσον, zur Geometrie 
das τΓ/;λίκον gehöre. Später wurde dann dieser terminologische Unterschied 
nicht mehr aufrechterhalten. E u t o k i o s  gibt dem Logos einen Zahlenwert, 
der bei ihm nicht mehr ττοσότης, sondern ττ-/;λ',κότ·/;ς heißt. -  In anderer B e 
deutung findet sich bei B a r l a a m  manchmal (Buch II ,  Satz 13) die Wen
dung ττόσον καί ήλίκον, wobei unter ττόσον das Wieviel, der Zahlenwert des 
Bruches, nämlich der Zähler, und unter ήλίκον die Größe des Bruchteils, also 
der Nenner, verstanden wird. Sonst spricht aber auch er von dem Zahlenwert 
(τΓΓ,λ'.κόττ,ς) des Logos (Buch V Def. 1 ;  siehe S. 45ofit'.).
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tritt wieder eine W andlung ein. Wie der größte Mathematiker 
des Altertum s sich nicht scheute, mit d em ,,vorwissenschaftlichen“ 
mathematischen Experiment^ oder mit Approxim ationen für 
die irrationalen Quadratwurzeln zu arbeiten, so hat er auch 
die bei den Philosophen bisher verpönte Logistik  in den B e
reich der W issenschaft gezogen und wieder die allgemeinen 
Brüche verwendet. Etw a seit dieser Zeit ist auch eine neue Sym 
bolik in der D arstellung des allgemeinen Bruches durch senk
rechte Anordnung von Nenner über Zähler nachweisbar. Freilich 
wird später wieder unter dem Einfluß der neupythagoreischen 
Philosophie neben der geometrischen Arithm etik die Logosrech
nung in den Vordergrund gestellt, in dem sie bis zum Ende der 
griechischen mathematischen Literatur und weiterhin in der 
abendländischen M athem atik bleibt. So verwendet der B a r l a a m ,  
der am Abschluß der griechischen M athem atik steht, noch aus
giebig die Logoi, für die er alle notwendigen Rechenregeln 
aufstellt. U nd doch ist bei ihm, z. B . in den Kapiteln über die 
Brüche (die unter Verw endung von Verhältnisgleichungen be
handelt werden) an allen Ecken und Enden deutlich zu sehen, 
daß er doch eigentlich an die Brüche denkt und das Rechnen mit 
ihnen beherrscht. Besonders muß hervorgehoben werden, daß 
für ihn jeder λόγος einen Zahlenwert hat, der durch Division be
rechnet wird, wodurch allein schon der innere Zusammenhang 
mit dem Bruch hergestellt ist.

Im folgenden sollen die Brüche in den verschiedenen Perioden 
der griechischen M athem atik untersucht und die Beweise für die 
aufgestellten Behauptungen erbracht, die einschlägigen Termini 
aufgezeigt sowie die quellenmäßig nachweisbaren Methoden der 
Bruchrechnung behandelt werden.

Der Stam m bruch.

Der hauptsächliche Term inus für den S t a m m b r u c h ,  den 
T räger der gesamten Bruchrechnung, ist μέρος, also ,,Teil“  
schlechthin; er muß in dem Ganzen ohne Rest aufgehen, wie es

 ̂ Siehe seine Ausführungen in der Methodenlehre (έφοδος), A r c h i m e d e s
I I  S. 426 ff.
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die oben gegebene^ klassische Definition von E u k l i d  schon aus
spricht, die sich durch die ganze griechische und mittelalterliche 
M athem atik hindurch verfolgen läßt. Noch B a r l a a m  setzt den 
Satz als Definition 1 an den A n fan g des 1. Buches seiner L o g i
stik, das von der Addition und Subtraktion der Brüche handelt. 
E in  aus der Verhältnislehre übernommener Ausdruck für den 
Stam m bruch ist das ύποττολλα-λάσι,ον, das ,,Untervielfache“ , das 
sowohl im Ganzen wie im Vielfachen enthalten sein muß. To πολ
λαπλάσιον μεριζόμενον παρά τό ύποπο>^;απλάσ!.ον μοίρας (hier =  
Ganze) ποιεϊ sagt B a r l a a m  im Satz 34 des 2. Buches. E in  Syno
nym zu μέρος ist μόρί,ον.“ Besondere Bezeichnungen existieren 
noch für den Stam m bruch mit geradem  oder ungeradem Nenner 
(μέρος άρτιώνυμον und περι,ττώνυμον^ sowie für den nach der ent
sprechenden ganzen Zahl benannten Stam m bruch. So gehört zu
7 das μέρος ομώνυμον (auch παρώνυμον) i/y. B a r l a a m  definiert:^ 
παν μέρος παρώνυμον ονομάζεται άπ’ άριΟ-μοϋ δς τοσαύτας εχει μονά
δας, οσάκις αύτδ το μέρος καταμετρεί τό ολον; da 7 sieben Einheiten 
hat, geht 1/7 in 1 siebenmal, also ist 1/7 das zu 7 παρώνυμον μέρος. 
Schon D i o p h a n t  verwendet diese Bezeichnung auch in bezug 
au f die Unbekannten und ihre Potenzen. E r  sagt:" ώσπερ δέ των 
άριΟ-μών τά ομώνυμα μόρια παρομοίως κα>.εΐται τοΐς άριθ-μοις, του 
μέν τρία τό τρίτον, τοϋ δέ τέσσαρα τό τέταρτον, ούτως και των νυν 
έπονομασθ-έντων άριΟμών τά ομώνυμα μόρια κ>.ηθ'/;σεται παρομοίως

τοΐς άριΟ-μοϊς' τοϋ μέν άρι9·μοϋ (χ), τό άριΟ-μοστόν ' , τ 7̂ ς δέ δυνάμεο^ς

κ.τ.λ.

Eine ältere Bezeichnung für ,,T eil“  und , .Stam m bruch“  ist 
μοίρα. Es heißt z. B . bei H o m e r ; ®  παρώχηκεν δέ πλέων νύς των 
δύο μοιράων, τριτάτη δ’ ετι μοϊρα λέλειπται d.h.  2 T-eile ( =  2/3) der 
Nacht sind vorbei, der dritte Teil bleibt noch übrig. B a r l a a m  
gibt eine Definition der μοϊρα: παντός ο^ρισμένου μεγέΟ-ους πρώτ/]

 ̂ Siehe oben S. 398·
 ̂ Bei D i o p h a n t  I S. 6; bei B a r l a a m ,  bei R h a b d a s .  Über ein verloren

gegangenes Buch über die Brüche (τχ Μοριαστικά) siehe D i o p h a n t  II  S. 72.
® B a r l a a m  I. Buch, Def. 5 u. 6.
* Ebenda I. Buch Def. 3.
® D i o p h a n t  I S. 6.
® H o m e r  K  253 f.



είς Ι'σα δσαδηττοτουν διαίρεσίς, εις μοίρας λέγεται είναι.^ Dabei ist ein 
wichtiger Bedeutungswandel eingetreten; denn diese μοφαι, die 
hauptsächlich als Teile der Peripherie oder des Durchmessers 
(bei P t o l e m a i o s  auch τμήματα^) auftreten, werden nämlich für 
die weitere Einteilung als Einheiten (unsere ,,G rade“ ) aufgefaßt, 
wie es in der Fortsetzung der B a r l a a m s c h e n  Definition zum 
Ausdruck kom m t: καΐ εν μέν άπλώς καΐ δλον, τήν μοίραν καλοΤ); 
μέρη δέ καί μέρος τά της μοίρας, ή τό της μοίρας. A lso die Einheit 
heißt jetzt μοίρα, der allgemeine Bruch und der Stammbruch 
sind dieTei l e  oder d er Te i l  der μοίρα. H ier ist deutlich die Rela
tivität zwischen Einheit und Vielheit sichtbar, die schon bei dem 
ersten Auftreten logischer Unterteilungen in Erscheinung trat 
und die erst das Rechnen mit Brüchen ermöglichte.

 ̂ Die griechischen Nam en für die einzelnen Stammbrüche wer
den wie im Deutschen unter Verw endung der Ordnungszahl
wörter gebildet, wenigstens vom Nenner 3 aufwärts. D as Wort 
für ^2» das auch sonst eine Sonderrolle spielt, ist ältestes Sprach- 
gut (ήμισυ =  semi =  ahd. sämi). D ie Bezeichnung το τρίτον 
μέρος, τό τέταρτον μέρος oder τό τεταρτημόριον^ zeigen an, daß das 
Ganze in 3, 4 usw. Teile eingeteilt ist. Diese A bzählung durch die 
Ordinalia ist für den A ufbau  einer Bruchrechnung von aus
schlaggebender Bedeutung. Wenn 1/4 als d e r  vierte Teil bezeich
net wird, so müssen 3 andere vorhergehen, das Viertel muß also 
das letzte in einer Gruppe von 4 gleichartigen Gliedern sein. 
W ird nun dieses Viertel von der Einheit 1 genommen, so ist offen
sichtlich, daß eben diese 1 in eine Vielheit von 4 Untereinheiten 
geteilt wird, deren Größe man dadurch bezeichnet, daß man eine,  
und zwar die letzte der vier nennt. E in  Viertel ist also ursprüng
lich der letzte von 4, ein Fünftel der letzte von 5 Teilen usw. Hier
aus erklärt sich einmal die hervorragende Rolle, die der Stamm
bruch im ganzen Altertum  spielt. W eiterhin ergibt sich aber auch, 
daß die dem Stam m bruch i/n vorhergehenden (n— 1) Teile zu
sammengehören; sie bilden den zum S t a m m b r u c h  gehörenden 
K o m p l e m e n t b r u c h ,  der jenen zu der Einheit ergänzt. Der 
sprachliche Befund, der besonders für die ägyptische Mathe-

 ̂ B a r l a a m  II .  Buch, Def. 1.
- P t o l e m a i o s  I S. 3 1 .
 ̂ Λ  r i s t a r c h  S. 352.
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m atik von Seth e^  eingehend klargelegt wurde, bestätigt dies 
alles einwandfrei. Hervorzuheben wäre nur noch, daß auch für 
die babylonische M athem atik dasselbe gilt. Auch hier ist z. B. 
igi -6 -  gala derTeil,^ der die Gesamtheit der 6 Teile ,,Vollmacht“ . 
Die Bezeichnung 2 Drittel ist also ursprünglich sinnlos, da unter 
3 Größen nur eine die letzte, die dritte sein kann. Erst als man 
den Stam m bruch als eine kleinere Einheit und somit als A nfang 
einer neuen Reihe von natürlichen Zahlen einer kleineren O rd
nung auffaßte, hat sich aus der naturgegebenen Stam m bruch
rechnung, die nur Stam m brüche und Komplementbrüche kannte 
und ausdrücken konnte, die umfassendere Rechnung mit all
gemeinen Brüchen entwickelt.

Bei der schriftlichen W''iedergabe der Stam m brüche wird ur
sprünglich der vollständige Nam e in W orten gegeben. 1/100  ist 
bei A r c h i m e d e s ^  τό έκατοστόν μέρος, ΐ/2θθ =  διακοσιοστόν μέ
ρος, dann auch ohne μέρος: 1/3 =  τό τρίτον, 1/42 =  τό τεσσαρα- 
κοστόδυον. Diese umständliche Schreibung wird durch V^erwen- 
dung der Buchstabenziffern vereinfacht, denen noch bei D i o -  
p h a n t  die gram m atikalischen Endungen angehängt werden. So 
ist 1/3 =  τό γ''*" μέρος oder nur τό γ'"’’. A m  häufigsten findet sich 
aber zur Stam m bruchbezeichnung der Strichindex: 1/3 =  γ ', 
i/4 =  δ' (schon seit A r c h i m e d e s ) .  D i o p h a n t  gebraucht auch 
das Zeichen . E r  schreibt;^ έςει δέ έκαστον αύτών (sc. μερών) επί 
τό του ομωνύμου άρίί>μου σημεϊον γραμμήν '=ί δίαστέλλουσαν τό είδος. 
A lso 1/3 =  γ ^ , ι/ ι6  =  A uch die Schreibung mit einem
Doppelindex (ζ" == i/y, θ "  =  1/9) kommt vor, aber erst seit dem 
Auftreten der allgemeinen Brüche. Hier blieb der Gebrauch des 
einfachen Index für die Zähler Vorbehalten, wodurch diese als 
ganze Zahlen erscheinen, was sie ja  auch -  allerdings in einem 
anderen Bereich -  tatsächlich sind.

Auch sonst sind die Brüche in Gegensatz gestellt zu den ganzen 
Zahlen, die ολόκληρος® und σώος (άριΟ-μός) heißen.'^ Andere W'en-

 ̂ S e t h e  S. 91 ff.
" T h u r e a u - D  a n g i n  S. 27.
® A r c h i m e d e s  II S. 230.
* D i o p h a n t  I S. 6.
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® D i o p h a n t  I S. 30ό und A p o l l o n i o s  (Eutokios) II ,  S. 218. 
’  R h a b d a s  S. 148.
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düngen sind: άρι9·μός πλήρης καΐ μόριον, μοΐρχι καί λεπτά,^ μο
νάδες καΐ λεπτά.^ Dieser Gegensatz kommt auch deutlich bei der 
Verw endung der Zahlensymbole zum A usdruck, z. B , ;

=  Τ Ϊ  

< δ"

=  3 1/3 
=  3 1/9 
=  6 i / 4  

=  5 1/5
η pv<" =  8 1/156

Für den speziellen Stam m bruch 1/2 existiert eine Reihe von 
Sigeln ; hauptsächlich wird verwendet: Z.® und oder 
dann aber auch;

C' (halbe Obole ?)

Bei Diophant wird 1/2 auch wie die allgemeinen Brüchc, 
nämlich als ä/' dargestellt.

Der allgemeine Bruch.

U nser allgemeiner Bruch m/n wird, wenn wir von der mathe
matischen Definition (Zahlenpaar, das nach bestimmten Rechen- 
regeln verknüpft ist) absehen, in doppelter Weise definiert. E in
mal als das m-fache des Stam m bruches i/n und dann als m;n,

was aus der ersten E rk lärung hervorgeht; denn
\ 1 2 3

- f n = i/n , i/n , i/n , =  m * i/n. So ist es auch

bei den Griechen. Der allgemeine Bruch ist einmal eine Summe 
gleicher Stam m brüche (also m ■ i/n), wenn es heißt: το έκ συν-

 ̂ A r c h i m e d e s  I I I  S. 260.
2 H e r o n  IV  S. 236.
3 M i c h i g .  P a p .  621, S. 329.
< D i o p h a n t  II  S. X L I I I ;  A r 

c h i m e d e s  I, S. 242.

5 H e r o n  V  S. C X X r i .
* H u l t s c h  I S. 173.

N e s s e l  m a n n  S. 1 12 .
8 R h a b d a s  S. 148.
® D i o p h a n t  II S . X L I I I .
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ωνύμων όσωνδηποτουν μορίων συ''fκεόμεvov.l A n  anderer Stelle^ wird 
das Ergebnis der Subtraktion 2/3 — (1/9 -j- 1 / 1 1 )  als των μς τό 
<ϊθ·" ( =  i/gg  von 46) bezeichnet; hier ist also der allgemeine Bruch 
46/99 als das Resultat der Division 46:99 aufgefaßt, was für die 
Zeit der reinen Stam m bruchrechnung noch die Zerlegung in eine 
Stam m bruchreihe verlangte. D agegen ist z . B.  3/5 als τρία πέμπτα 
bei A r c h i m e d e s ^  bereits der wirkliche allgemeine Bruch, in 
dem der ,,Zähler“  3 eine ganze Zahl vorstellt, mit der Objekte 
eines anderen Bereiches, die Fünftel, abgezählt werden. Wenn 
man meist noch die D arstellung in einer abnehmenden Stam m 
bruchreihe verlangte, eben die im Charmidesscholion genannte 
διαίρεσις των μορίων, so hat das seinen Grund in dem Wunsche, 
sich eine gute V’ orstellung von dem Wert des Ergebnisses zu ver
schaffen. Auch uns sagt die Stam m bruchsum m e 1/ 10  +  8/100 
+  7/1000 -f- 5/10 0 0 0  =  0, 1875 mehr als der allgemeine Bruch 
3/16 , für dessen Vorstellung man auch erst an die Entstehung 
aus einer Teilung durch 16 und an die an einem solchen Teil 
vorgenommene M ultiplikation mit 3 wird denken müssen. Die 
hierdurch erreichte Abschätzbarkeit“* und Übersichtlichkeit ist 
wohl ein H auptgrund -  neben der naturgemäßen Entw icklung -  
dafür, daß sich die Stam m bruchdarstellung so hartnäckig erhalten 
hat, als längst schon der allgem eine Bruch geschafferf w'ar.®

Daß das Vielfache eines Stam m bruches identisch ist mit einer 
Division, deren Ergebnis der zugehörige allgemeine Bruch (bzw. 
eine gemischte Zahl) ist, der seinerseits wieder in eine Stam m 
bruchsumme aufgelöst werden kann, zeigt genau eine Stelle bei 
R h a b d a s . ®  Hier steht: καί γίνονται φος· (576) έβδομα των έβδομων 
(Siebtel von Siebteln) ήγουν τεσσαρακοστοέννατα (49tel) μερίζω 
ούν τά φος εις τά μ ·̂ ( =  5?6:49) ποίοΰσι μονάδας ια καί λζ μθ·* 
( ι ΐ  37/49)> άτινα γίνονται, μέρος μονάδος ιβ" καΐ ρ^ς" ( =  2/3 
ι / ΐ 2  1/196). Daß der allgemeine Bruch nicht erst eine byzanti-

 ̂ B a r l a a m  I. Buch, Satz 7.
- P a p y r u s  A k h m i m ,  A ufg . Nr. 7.
 ̂ Archimedes II S .  192.

■* Z . ß . A r c h i m e d e s I I I S .  236: 1 —  ( -  +  - +  M  =
\2 4 64/ 64 60 30

® Siehe V o g e l  2, S .  i8 i  ff.
* R h a b d a s  S. 120.
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nische Errungenschaft ist, beweist die Stelle bei A r c h i m e d e s .  
Auch P a p p o s ,  der sonst die Brüche meist mit den λόγοι, um
schreibt, drückt 2/5 und 4/5 eines rechten W inkels als allgemeine 
Brüche aus. Es heißt da:^ ή γωνία δύο πέμπτων δρθ ή̂ς und έκατέρα. 
των υπό Ε Γ Δ  Ε Δ Γ  τεσσάρων πέμπτων όρθ-ής έστιν.

Nach der schon mehrfach genannten Definition von E u k l i d  
wird eine Größe (bei N i k o m a c h o s  auch eine Zahl) dann μέρη 
(Teile) einer anderen genannt, wenn sie in dieser nicht enthalten 
ist. Dabei wird im allgemeinen kein Unterschied gemacht zwi
schen μέρη a) als Summe verschieden benannter Stammbrüche, 
z. B . 1/3 +  1/15,  und b) als Summe gleichartiger Stammbrüche, 
z. B . 1/5 - f  1/5 =  2/5. Μέρη ist also nach b) Term inus des all
gemeinen Bruches, in den ja  die Stam m bruchreihe a) verwandelt 
w’erden kann. In beiden Fällen ist μέρη die M ehrzahl eines 
Stammbruches μέρος. N ur B a r l a a m  unterscheidet genauer.^ 
Den Fall a) heißt er ετερώνυμα μέρη, den F all b) συνώνυμα μέρη. 
Unsere aus Ganzen und einem allgemeinen Bruch bestehende 
gemischte Zahl ist für R h  ab  d a s  άρίθ-μοί έ'χοντες μέρη μονάδος 
καΐ μόρια.®

Sollte ein allgem einer Bruch korrekt benannt werden, so mußte 
man (bevor man sich an die ursprünglich sinnlose, aber als sym
bolische A bkürzung mathematisch gut brauchbare Bezeichnung, 
z. B . 2/5 =  2 fünfte Teile, gewöhnte) entweder die Entstehung des 
Bruches selbst schildern oder den allgemeinen Bruch durch addi
tive, subtraktive oder m ultiplikative Verknüpfung von Stamm
brüchen, zu denen auch 2/3 gehörte, darstellen, wie es sich aus 
zahlreichen Problemstellungen der ägyptischen und griechischcn 
M athem atik ergibt. Im P a p y r u s  R h i n d  bedeutet der Text der 
A u fgabe Nr. 28: ,,2/3 hinzu, 1/3 hinw eg“  =  ( x - f  2/3 · x) — 
(x +  2/3 . x) . 1/3 unser 5X/3 —  S^l9·̂  Bei A r i s t a r c h “ wird

 ̂ P a p p o s  I S. 4 18 .
2 B a r l a a m  I. Buch, Def. 8 und 9.
® R h a b d a s  S .  124. Auch λετττά heißen die Brüche, z. B. Heron V 

S. 254. R h a b d a s  S.  130, A  n o n y m u  s 2, S. X I V .
* Eine Besonderheit der Problemstellung ist, daß bei allen solchen A u f

gaben der betreffende Stammbruchteil  immer von dem ganzen vorhergehen
den Ausdruck genommen wird. Diese ,,Schachtelung“  findet sich auch sonst 
in der antiken Mathematik.

A r i s t a r c h  S. 352.

29/120 als 1/4 —  1/30 . 1/4 (έλασσον τεταρττ^μορίου τω του τεταρτη- 
μορίου τριακοστω) bezeichnet, und in einer noch ausführlicheren 
Weise beschreibt A r c h i m e d e s ^  den allgemeinen Bruch durch die 
A ngabe seiner Entstehung. E in  W inkel größer als 99/20 000 
Rechte heißt hier: μείζων ή τας όρθ-ας διαιρεθείσας εις δυσμύρια 
το-ύτων ^  μέρεα oder ein solcher größer als 1/203: μείζων έστίν ή 
διαφεθ-είσας τάς όρθ-ας εις σ καΐ γ τούτων εν μέρος, wobei auch wie
d er-w äe  oben bei D i o p h a n t  -  der Stam m bruch als allgem einer 
Bruch mit dem Zähler 1 aufgefaßtist. Daß A r c h i m e d e s  schon die 
übertragene Bedeutung des Stam m bruches als beliebigen -  nicht 
mehr nur letzten -  Teil der Einheit kennt und daraus eine F or
mulierung für den allgemeinen Bruch gewinnt, zeigte das ge
nannte Beispiel 2/5. Andere W endungen bei A r c h i m e d e s :  τά 
δύο πεμπταμόρια,^ an der gleichen Stelle τρία πέμπτα, ferner 
10/71 =  δέκα έβδομηκοστόμονα.® Diese mit Worten umschriebene 
umständliche Bezeichnung findet sich noch bei R h a b d a s ,  ein 
Zeichen dafür, daß er wirklich alte Tradition vermittelt. E r  
schreibt für 14/42: δεκατέσσαρα τεσσαρακοστό δυα, für 26/5: 
πέμπτα κ^.^ Gerade hier zeigt die Darstellung von 26 als daß 
die Zähler ganze Zahlen sind, mit denen die Fünftel abgezählt 
werden.

D er nächste Schritt zu einer vereinfachten D arstellung ist er- 
erreicht, wenn statt der Zahlwörter auch für den Nenner die 
Zahlensymbole verwendet werden, wobei der Nenner vor oder 
nach dem Zähler stehen kann. Beispiele sind:

δ^^*'ς=6/4
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ρκα̂ ·"̂  ,αω λδ/ - '=  1834^ / 1 2 1

Υ ' Γ  =  50/23
ιη μβ* =  18/42^

Nachdem hier die Kasusendung als Index dem Zahlensymbol 
des Nenners angehängt ist, ist die Lesung eindeutig; wird da
gegen nur der Strichindex verwendet, so können leicht U n klar

 ̂ A r c h i m e d e s  I I  S. 232.
 ̂ E benda I I  S. 192. Aus ττέμτττχ μόρια ist bereits τ:εμ-ταμόριχ geworden. 

® E benda I S. 236.
* R h a b d a s  S. 120 und 124.
* D i o p h a n t  I, S. 328; 306; 56; R h a b d a s  S. 120.



heiten entstehen. M an kann δύο μέ bei A r i s t a r c h ^  sowohl als
2 +  1/45 wie als 2/45 auffassen; Z οά bei A r c h i m e d e s ^  soll 10/71 
bedeuten, könnte aber gerade so gut als 1 0 + 1 / 7 1  gelesen werden. 
Daß S ιγ ' 4/13 (und nicht 4 1/13)  sowie θ  icc' 9/ 1 1  (und nicht
9 1 / 1 1 )  heißen soll, kann nur der Zusam m enhang ergeben. Noch 
größer wird die V erw irrung, wenn die Querstriche und Strich- 
indices für Ganze und Brüche nicht unterschieden oder falsch 
gesetzt werden. So kommt vor δ =  1/4,^ Γδ =  i/i4,^ γ 'γ ' =  3 1/3, 
ίγ ' — i /i3, ®  λ'β' =  1/32.® Hier scheint die unklare Schreibung 
mit den beiden Strichen von dem Doppelstrich "  herzurühren, der 
in späterer Zeit zur Bezeichnung des Nenners verwendet wurde 
(s. u.) und der, wie z. B . in dem berühmten N ürnberger P t o l c -  
m aio s-C o d ex  aus dem Besitz des Kardinals B e s s a r i o n  (nach
m alig im Besitz R e g i o m o n t a n s ) ,  auch in die Mitte über die 
Zahl statt als angehängter Exponent gesetzt ward (z. B. λβ =  λβ").

D i o p h a n t  vermeidet Unklarheiten, indem er auch manchmal 
den Nenner mit den Worten έν μορίω oder μορίου einführt. So z. B .;

47/90 =  A μζ έν μορίω μονάδος q'·'’
3x/(x —  3) =  έν μορίω Α Μ γ  

2 χ “̂ /(χ^ —  2)^ =  Δβ έν μορίω τω άπο Δ ’̂ά Α Αβ κύβω 
8/(χ^ +  χ) =  Αή μορίου Δ^α

Ebenso heißt die Gleichung x  =  65/12 768^ bei D i o p h a n t :  γ ί
νεται 6 'P μορίου A /βψςη, ξε. W ird noch weiter abgekürzt®, wie 
bei 3x/(x —  3) =  ^y μορ.^α A Α γ. so ist μορ geradezu zu einem unse
rem Bruchstrich entsprechenden Sym bol des Nenners geworden.

W ährend diese eindeutige aber doch umständliche Schreibung 
hauptsächlich bei zusammengesetzten Nennern vorkommt, findet 
sich in dem ältesten Diophant-Codex aus dem 13 . Jahrhundert

 ̂ A r i s t a r c h  S. 386.
- A r c h i m e d e s  I S. 242.
 ̂ P a p y r u s  A y e r  S. 36.
 ̂ B e r l i n e r  P a p y r u s  1 152 9 ,  Aufg. Nr. 2.

® M i c h i g a n  P a p y r u s  621 ,  S. 329.
® T e b t u n i s  P a p y r u s  87,  S. 3 9 1 ; weiteres  hierzu siehe G e r s t i n g e r -  

V o g e l  S. 49.
 ̂ D i o p h a n t  I S. 60, 286, 442, 246.

® D i o p h a n t  I S. 186.
’  Ebenda I S. 288.
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eine senkrechte Anordnung des Nenners über dem Zähler. Bei-

spiele: 65/9 = ξ ε ,  58/484 =  “^ *  =  In dieser

schon recht vollkommenen Darstellungsform  des allgemeinen 
Bruches brauchte man nur Zähler und Nenner zu vertauschen, 
um die indische Schreibung zu erhalten, aus der dann unter H in
zufügung des Bruchstriches die unsere geworden ist. T a n n e r y ,  
der in seiner Diophantausgabe konsequent den Bruchstrich 
setzt, der seit L e o n a r d o  v o n  P i s a  im i\bendlande nachweis
bar ist, bemerkt dazu; -  De transversa linea inter numeratorem 
et denominatorem vix quicquam diiudicari potest. A d libitum 
librarii tum addita tum neglecta videtur, sicut supra numeros 
integros. Auch in manchen A ufgaben  H e r o n s ^  findet sich diese 
„indische“  Bruchschreibung. D a man aber aus den Codices 
nichts über die im Original tatsächlich angewandte Form  des 
Bruches schließen kann, würden wir über diesen Punkt im un
klaren bleiben, wenn nicht ein Papyrus aus dem i. Jahrhundert 
n. Chr. weitere Beispiele brächte.“* Den Bruchstrich kennt der 
Papyrus aber nicht. W oher dieser stammt, ist nicht bekannt. Ich 
halte es für möglich, daß der Strich über dem Zähler nichts an
deres ist als der Querstrich, der die ganzen Zahlen von den Buch
staben unterscheidet, was genau dem Wesen des Zählers als einer 
natürlichen Zahl in einem anderen Bereich entsprechen würde. 
Vielleicht muß man auch die Entstehung der neuen Schreibung 
aus der Exponentenschreibung in Betracht ziehen. Sie ist bei dem 
D iophant-C odexA  nur einm al® nachzuweisen (15/4  =  ϊε ^ , w äh
rend sie in dem erst von P l a n u d e s  redigierten Codex ständig 
verwendet wird. Eine Verschiebung des ,,Exponenten“  über den

δ
Zähler bewirkt sofort die Form  die bis au f die Vertauschung 

von Nenner und Zähler vollständig mit unserer Schreibung über
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 ̂ Ebenda I S. 272, 306.
2 Ebenda II  S. X L V .
® H e r o n I I I S . 4 6 ,  4 8 u .p . ;  im K e n y o n -  P a p .  II ,  N r .C C L X V ,  4 0 steht für

1 ^ 7 .  s , H e a . h . ,  1, 5 . 44 .

 ̂ P a p y r u s  V i n d o b o n e n s i s  19 9 9 6  (ed. G e r s t i n g e r - V o g e l ) ,  S. 5 i f .
* D i o p h a n t  I S. 78; II  S. X L I V .
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einstimmt. N ötig war der Bruchstrich nicht unbedingt, da ja  eine 
Verwechselung zwischen Zahlen und Buchstaben nicht eintreten 
konnte. Die genannte Schreibung wird sogar für den Stammbruch

verwendet. So ist bei D i o p h a n t  1/512 =  Die Auffassung

eines Bruches als D arstellung der in einem anderen Bereich ge
zählten Ganzen steht im E inklang mit der Ü bung, als Zähler 
selbst wieder eine gemischte Zahl anzuerkennen. E s wird z. B.

 ̂ COV ________
1 8 3 4 - / 1 2 1  als ρκα ,αωλδΔ' bezeichnet, was der Rechner dann

U7"S
noch zu 7338/484 =  erweitert.^

E in  anderes Mittel, die allgemeinen Brüche eindeutig wieder
zugeben, war die W iederholung des Nenners:

2/5 =  ε ε' ß 5/13 =  έ ι γ '  ιγ 6/7 =  ς ζ 'ζ '

oder mit Kasusbezeichnung: 24/7 =  ζζ “ κδ.^
M anchm al wird auch der Deutlichkeit halber das Vorhanden

sein von Brüchen im Gegensatz zu den Ganzen durch μονάδες
—  λετττά hervorgehoben:

12 12/ 13  =  μονάδες iß καΐ λε~τά ιγ' ιγ' ιβ.^

In späterer Zeit^ wurden die Nenner durch Doppelschreibung 
und Doppelindex von den Zählern unterschieden:

21/5 =  z" z" κα 4/5 =  δ' ε" ε ".

Derartige Schreibungen finden sich vor allem in byzantinischer 
Zeit ;® auch H u l t s c h  hat sie in seiner Heronausgabeübernommen.

Hervorzuheben ist noch das zur Verm eidung von Mißver
ständnissen gehandhabte Verfahren,"^ die Brüche in Doppel
schreibung zu geben, einmal als allgemeinen Bruch und dann

 ̂ D i o p h a n t  I S. 256.
2 Ebenda S. 306.
3 H e r o n l V ,  S.  238, 236; H e a t h  1, I S. 43;  R h a b d a s S .  120.
 ̂ H e r o n  IV ,  S. 236.

* E s  ist nicht erweisbar, ob diese in den Heronischen Codices schon vor
kommende Schreibung aus der Zeit Herons selbst stammt, 

e H e r o n  IV  S. X I V
 ̂ Auch für die babylonische und spätägyptische Mathematik sind Doj)- 

pelformulierungen der Resultate -  allerdings in anderer Weise -  erhalten.
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als Stammbruchsumme. So steht bei He r on^ ß γ ' ιε" (2 1/3 ι/ ι$ )  
ήτοι β καί ε ε β (2 2/5); ebenso  ̂ 14  2/3 ι/33 =  14  23/33· Bei 
E u t o k i o s  findet sich^ τρία τέταρτα (3/4/j 'τουτέστιν ήμισυ καΐ τέ
ταρτον (ι/2  ι/4).

Eine besondere Rolle spielte der ,,Stam m bruch“  2/3, der, ob
wohl er ,,in der Einheit nicht enthalten“  ist, doch als μέρος galt. 
Fü r diesen ersten Komplementbruch (τά δύο μέρη) gab es zahl
reiche Symbole, bei denen ursprünglich die Zahl 2 den H aupt
bestandteil bildete:

ß' ß ß

Später scheint aus B ' o' und u  dann o>, ·> und y , y , 3, D 
entstanden zu sein. Die Form  y hat T a n n e r y  auch für den äl
testen Codex des D i o p h a n t  nachgewiesen.^ Im 4. Jahrhundert 
findet sich F und F'®. Die spätere byzantinische Form  ist cy,
( =  u' oder Z. - j- ς̂ ) ω ", υ ".®  Eine singuläre Schreibung ist

Allm ählich verschwindet die Sonderstellung von — als Stam m -
3

bruch. Schon D i o p h a n t  hat δύο τρίτα und P l a n u d e s  erklärt 
ausdrücklich: δύο τρίτα ά έ'στι, δίμοιρον.

E in  besonderer Term inus für den Z ä h l e r  des allgemeinen 
Bruches ist für die ältere M athem atik nicht nachweisbar, w’ährend 
der N e n n e r  von D i o p h a n t  mit demselben Nam en wie der 
Stam m bruch (μόριον) bezeichnet wird. Die D arstellung des B ru
ches 5/8 durch ε μορίου ή (vgl. ο. S . 420) ist nichts anderes als ,,5 mit 
dem Nenner 8“ . Einm al werden einige Zahlen mit demselben

ιαψι*/ o __
Nenner behandelt.® E s heißt da: M>' · μορίου τοϋ αύτοΰ . .
ω»·« ο _ , α ,ίτ/ί „ _____

· Μ , ς χ  μορίου τοϋ αύτοΰ · το δέ μόριον Μ My-My · ΛΙ,αωκδ; 
also: 17  136  600/163 021 824 und 8 5 1 7  600/163 021 824 sind die 
,,Zahlen“  17  136  600 bzw. 8 5 1 7  600 mit dem Nenner ( =  μόριον)

 ̂ H e r o n  IV  S. 322.
2 A r c h i m e d e s  I I I  S. 124.
 ̂ H e r o n  I V  S. 256.
 ̂ D i o p h a n t  II  S. X L I I I .
 ̂ P a p .  M i c h i g a n  6 2 1 ,  S. 329.

» H e r o n  V S .  C X X I I .
’  H e r o n  V  S. C X I X - C X X .
* D i o p h a n t  I S. 186.

29 ·
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1 6 3 0 2 1  824. Eine andere Stelle^ besagt: εάν θ-έλης αύτούς είναι 
ενός μορίου: ,,Wenn du willst, daß ein gemeinsamer Nenner vor
handen ist.“  In einer anderen Aufgabe^ werden die Brüche 
3x/x —  3 und 4x/x —  4 addiert. Es heißt da : οί  ̂ του μέρους έπΙ 
τά ένοίλλάξ μόρια πολλαττλασιασΟ-ήσονται; also „d ie χ  des Bruches 
(μέρος ist hier allgemeiner Bruch!), werden mit den Nennern ab
wechselnd oder wie wir sagen ,,übers K reuz“  multipliziert.® Es 
heißt dann weiter: οΐον  ̂ γ  έπΙ τά του ετέρου (sc. μέρους) μόριατουτ- 
έστι, έτΐΐ  ̂ α Α Α D a ja μέρος und μόριον Synonym a sind, wäh
rend aber hier μέρος den Bruch, μόρια den Nenner bedeutet, so 
sieht man, daß die Ausdrucksweise noch recht unentwickelt ist, 
zudem auch noch μέρος bzw. μέρη als Nenner vorkom m t:® τά 
μέρη τ̂ ρος άλληλα. Meist wird in einem solchen Fall gleich der 
spezielle Nenner angegeben; αϊρω τά ιγ“ ® =  ich beseitige die 
Dreizehntel.

Die späteren Bezeichnungen sind klarer. H ier ist der Nenner 
die Zahl, nach der der Bruch benannt ist, z. B .:

άριθ-μός άφ’ ού τά μέρη ονομάζεται,
6 άριθ-μός άφ’ ου . . . παρονομάζεται 
άριΟ-μός ών τά μέρη τταρώνυμα,'  ̂
τον όμωνυ μοϋντα τω μορίω άριθ-μόν, 
οί ομώνυμοι άρι9·μοι των μορίων.®

Wenn R h a b d a s ®  beim Bruch 2/6 sagt, daß er den 2 Einheitenden 
Namen 6 gibt (και καλώ τάς δύο μονάδας ώς ά~ό τοΰ ζ, έκτα δύο), 
so erinnert dies nicht nur an die lateinische Bezeichnung als ,,de
nominator“ , sondern auch an die ägytische Ausdrucksweise:

 ̂ E benda I S. 284.
2 Ebenda I S. 288.
® T a n n e r y  übersetzt nur dem Sinn nach; numeratores in denominatores 

invertendo multiplicabuntur. C h a m b e r  (S. 26): χιαστ'.κώς.
* D. h.:  nämlich 3 x  mit den Teilen ( =  dem Nenner) des anderen (Bru

ches), das ist mit x — 4.
 ̂ H e r o n  IV  S. X V ;  ebenso 8i ά>^.ήλων τά λετττά (S. X I V )  un.d τά μέρη 

Bl άλ>.ήλων (S. X V I I ) .  Vgl. auch S. 439 ·
* D i o p h a n t  I S. 206.
’  B a r l a a m  I. Buch Satz 7, 2 und 3.
* R h a b d a s  S. 150, 124.
® Ebenda S. 102.
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N ijs 2 hnt 7 =  ,,benenne 2 nach 7“ , die schon in der 2 :n -T a- 
belle des P a p y r u s  R h i n d  sich findet und die auch sonst haupt
sächlich bei der Teilung des Kleineren durch das Größere vor
kommt, die ja  mit einem allgemeinen Bruch identisch ist. Beson
ders deutlich drückt dies P l a n u d e s  einmal aus.^ E r sagt an

einer Stelle, in der 1  a  ̂+  b als a -{----- berechnet wird, daß er
2a

dem Rest b den Nam en 2a gibt, (και τό ένα:τολειφθ·έν (b) ονόμαζε 
τω όνόματι του από τοϋ διπλασιασμού της πλευράς ( =  2a) του τε
τραγώνου άριθμοϋ). Eine weitere Um schreibung des Nenners ist 
ό σύστοιχος αριθμός.^

In später Zeit finden sich auch Bezeichnungen für den Z ä h l e r .  
Dieser ist entsprechend der A uffassung des allgemeinen Bruches 
als Summe gleicher Stam m brüche; ό άριθμός τοΰ πλήθους των 
μορίων.® Dasselbe zeigt eine andere Stelle,^ in der nach dem E r
gebnis der M ultiplikation zweier gleicher allgemeiner Brüche 
gefragt wird (σκέψασθαι πόσον και ήλίκον έστι τό γενόμενον). In 
der Antwort heißt es nun, daß die ,,M enge“ , also der Zähler 
ebenso wie der Nenner eine Quadratzahl sein muß: πλήθος ποιεί 
συνωνύμων μερών και ίσοπληθές τετραγώνω άριθμώ και παρώνυμον 
άπό τετραγώνου άριθμοΰ.

Einen Spezialfall der allgemeinen Brüche stellen die S e x a g e s i -  
m a l b r ü c h e  dar. Sie sind babylonischen U rsprungs und wurden 
von der griechischen Astronomie etwa um — 200 übernommen; 
sie fanden auch sonst Verwendung, wie es u. a. ein Q uadrat
wurzelbeispiel bei T h e o n  zeigt.® P t o l e m a i o s ,  ferner sein eben
genannter Kommentator, dann B a r l a a m  und M a x i  mo s  P l a n u 
des  sind die Hauptquellen, aus denen wir Näheres erfahren. Es 
war schon die Rede davon, daß die Grade (μοΐραι, τμήματα) ur
sprünglich Teile darstellten, die dann zu Einheiten wurden. P l a 
n u d e s  geht bei der E rk lärung der diesbezüglichen Rechen
operationen von dem Tierkreis (ζωδιακός κύκλος) aus. Es ist τό 
ζώδιον =  30 μοΐραι, der ganze K reis also 360“. Die weiteren Teile

 ̂ M a x i m o s  P l a n u d e s  S. 30.
* B a r l a a m  II .  Buch Satz 2 u. 1 1 .
® B a r l a a m  I, Buch Satz 7.
* Eb end a  I I .  Buch Satz 14.
* T h e o n  v o n  A l e x a n d r i a ,  S. 1851'. ; T r o p f k e  I P ,  S. 1 7 1  ff.



4 2 6 Kurt Vogel

schreiten nach Sechzigerschritten fort, die alle λεπτά heißen.
1 μοϊρα =  6o λεπτά ττρώτα (erste Teile), i λετττον πρώτον =  6o δεύ
τερα λεπτά (zweite Teile) usw. Die Beispiele 47®42'4o" =  μοιρών 
μζ μβ 'μ ". ö y V S S ' '  =  "τμημάτων ξζ 8' νε") zeigen, daß die Angabe 
des Nenners durch die Indexschreibung ersetzt ist, πρώτα =  
δεύτερα =  " ,  τρίτα =  τέταρτα =  usw. Die Grade selbst 
werden vorerst noch nicht bezeichnet. B a r l a a m  ( I I I , Def. i) 
definiert folgenderm aßen; της μιας μοίρας εις εξήκοντα ϊσα διαιρε- 
θείσης, τά τοιαυτα μόρια, πρώτα λεπτά λέγεται, δεύτερον δέ λεπτον 
τό του πρώτου έξηκοστον, καί τρίτον τό του δευτέρου, καί έξης ομοίως. 
Eine Fortführung dieses Prinzips nach der anderen Seite hätte 
ein vollständiges Positionssystem geschaffen, da der Ü bergang 
von den Ganzen zu den Brüchen (das ,,Sexagesim alkom m a“ ) 
sowie der Stellenwert aus den Indizes ersichtlich ist. Die Zu
sammenfassung von 6o Graden zu einer Sexagena erfolgte 
nachweislich erst im 13 . Jahrhundert.’· So ist 227 0 15  =  1 " '  3 "  3' 
35“. Wenn man so auch die Null entbehren konnte, die Ü ber
sichtlichkeit wurde doch wesentlich dadurch erleichtert, daß man 
einen Platz frei ließ oder durch das Fehlzeichen ausfüllte. Es ist“ 
0^2' ' ]"o ' " — ούδεμία μοίρα, δύο πρώτα, επτά δεύτερα, ούδέν 
τρίτον, τέσσαρα τέταρτα (sc. έξηκοστά) =  μοιρών ο β' ζ "  ο ' "  δ " " .

Es ist anzunehmen, daß die konsequente Durchführung des 
sexagesimalen Prinzips, das bei den Babyloniern noch mangel
haft war,^ sowie der Gebrauch des A baku s mit seiner dezimalen 
Einteilung unser modernes indisches Positionssystem entschei
dend vorbereitet hat.

Die Grundlage für jedes überlegte -  nicht mechanisch algorith- 
misierte -  Rechnen mit Brüchen ist das klare Erfassen der R e 
l a t i v i t ä t  zwischen E i n h e i t  und V i e l h e i t .  Sollen Brüche ad
diert werden, so bringen wir sie durch Erweitern au f einen H aupt
nenner. Dieser gibt an, in wieviele Teile die bisherige Einheit zer-

 ̂ T r o p f k e  P  S. 6 i f f , ; T h u r e a u - D a n g i n  S. 74.
2 Vgl.  H e a t h  1, I S. 45.

2 E s  fehlten die , , Indizes“ , so daß der Stellenwert nicht eindeutig war, 
desgleichen in älterer Zeit das Nullzeichen. Auch die indische Schreibung 
war noch unvollkommen, da hier das Positionssystem a u f  die Ganzen be
schränkt blieb, wie umgekehrt das griechische (astronomische) Sexagesimal- 
system auf die Brüche. Erst mit der Einführung der Dezimalbrüche ist die 
höchste Vervollkommnung erreicht.

legt werden muß. Eine solche Untereinheit ist der A n fan g einer 
neuen Zahlenreihe, in deren Bereich die Zähler als natürliche 
Zahlen auftreten. Schon oben sahen wir, wie die μοίρα (Teil) zu 
einer neuen Einheit wurde. Besonders deutlich wird dies von 
R h a b d a s  dargelegt bei der Betrachtung der gemischten Zahl 
82/3 1/4 1/156.  E r sagt:^πάλιv ομοίως άναλύω καί τά του η μείζονα 
μέρη εις τό παρακείμενον αύτοϊς έσχατον μόριον, δπερ έστίν ρνς". ένι 
γουν ρνς" ή μονάς. A lso 1/156 ist jetzt die neue Einheit; kurz vorher 
ist bei 5 2/3 1/33 1 / 1 1 0  1/330 jetzt 1/330 ή μονάς, i / i i o  ή τριάς, 
i/33 ή δεκάς, ι/5 τά ξς·, 2/3 τά σκ. Auch im Bruch 2/6 bezeichnet 
er die 2 als μονάδες, denen er den Nam en Sechstel gibt. Ü brigens 
w ar den Griechen die Relativität schon von den ganzen Zahlen 
her geläufig, wo auf dem A bakus die Eins je nach der Kolumne, 
in der sie stand, die verschiedensten absoluten Werte hatte. Bei 
I a m b l i c h o s “ werden ausdrücklich 10 ,10 0 ,10 0 0  als die Einheiten: 
δευτερωδουμένη, τριωδουμένη, τετρωδουμένη μονάς bezeichnet.

D as Verfahren des E r w e i t e r n s  besteht für Ganze in einem 
Auflösen =  άναλύειν in die entsprechenden T eile; soll ein Stam m 
bruch au f einen größeren Nenner gebracht werden, so ist der 
neue Zähler gleich dem Erweiterungsfaktor. In einem Beispiel 
bei R h a b d a s  werden Ganze zu Brüchen erweitert. E s  heißt 
h ier:® άναλύω έκαστον τών άριΟ-μών εις το παρακείμενον αύτc7J μέρος, 
ηγουντδν ε εις πέντε διά το ε " , καί γίνονται μοι τά δλα μετά τοϋ ε®*', 
πέμπτα usw. In einem anderen Beispiel^ soll 3 1/3 1 / 14 1/42 
in 42tel umgeformt werden. D er Text sagt: άνάλυσον εις τό έσ
χατον μόριον (1/42) καί τά μείζονα μέρη (1/3 1/14). ήγουν εις τό τεσ- 
σαρακοστόδυον τό τρίτον καί το ιδ " ' καί γίνεται τό μέν τρίτον δεκα- 
τέσσαρα τεσσαρακοστόδυα ' τό δέ ιδ " , τρία ' καί τό τεσσαρακοστό- 
δυον, εν · άπερ γίνονται όμοϋ ιη τεσσαρακοστόδυα (nun wird zu 3/7 
gekürzt) καί τάς τρεις μονάδας είς ζζ*, καί γίνονται μετά τών τριών 
εβδόμων τά ολα ζζ® Schon bei Η er ο η ist das gleiche Verfahren 
bekannt.® In dem Beispiel 6 1/4 ' 4 1/8 · 2 1/3, das auch in dem 
P a r i s e r  C o d e x  3 8 7® angeführt ist, heißt cs: τά ζ S" εις τέταρτα

 ̂ R h a b d a s  S. 122.
2 l a m b l i c h o s  1 S. 88.
 ̂ R h a b d a s  S. 124.

* E benda S. 120 ff.
® H e r o n  V  S. 94.
« H e r o n  IV  S. X V I I .
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( 6 ^  in Viertel) usw. Im gleichen Codex^ wird auch 24 zu Fünf
teln erweitert (ττεντάκις τά κ δ ' · γίνονται ρκ') sowie 3 1/3. 4 1/4. 
5 1/5, 2 1/4, 4 1/5. 6 1/7 und 9 1/8 zu Brüchen umgeformt. Im 
ersten dieser Beispiele wird das Verfahren als Methode des D i o -  
p h a n t  bezeichnet.^ Wenn dies auch nicht wörtlich zu nehmen 
ist, so steht doch fest, daß D i o p h a n t  sie beherrschte. Denn wenn 
er es versteht, 3x/x— 3 und 4x/x— 4 au f den Hauptnenner (x — 3) 
(x -4) zu erweitern, so ist wohl kein Zweifel, daß er auch die 
Stam m brüche oder erst recht die Ganzen erweitern kann. In einer 
anderen Aufgabe® werden 57/12,  17/5 und 92/12 zu 6otel gemacht.

E s heißt d a : εσται 6 μέν ( =  πρώτος άριθ-μός) νζ, ό δέ ιζ, ό δε
ιβ
Sß ■ καΐ εάν θέλτ^ς αύτούς είναι ένος μορίου, πάντα εις ξ“ , εσται (ό α°̂ ') 
σπε, ό σδ, ό ϋξ. In einem anderen FalH  sollen bei den Brü
chen 1 8 3 4 ^ / 1 2 1 ,  4 6 9 ^ / 12 1  und 1 4 ^ / 1 2 1  die Brüche im Zähler 
beseitigt werden, was durch Erweitern mit 4 (auch 2 hätte ge- 
nügt) geschieht. Im  Text steht; καΐ έάν εν όλοκλήροις θέλτ^ς Ι'να μή 
το L '  έ-ιτρέχτ], εις δ® εμβαλε. R h a b d a . s ®  erweitert 12 2 ^ / 4 2  zu 
245/84· διάγουν τό S^^ διπλασιάζω τά ρκβ καΐγίνονται μσε ούκ- 
έτι τεσσαρακοστό δυα άλλά όγδοηκοστοτέταρτα. D as Erweitern 
mit 2 ist also ein διπλασιάζειν von Zähler und Nenner. In ähnlicher 
Weise wird τριπλασιάζειν, τετραπλασιάζειν, πενταπλασιάζειν® ver
wendet. Auch aus den Ausführungen B a r l a a m s ’  sieht man, wie 
er Brüche gleichnam ig macht. Dabei tritt ό σύστοιχος άριΟ-μός als 
Nam e für den Hauptnenner auf.® Auch das Rechnen mit Sexa- 
gesimalbrüchen erfordert die Kenntnis des Erweiterns, wie es z. B. 
aus dem Divisionsbeispiel bei T h e o n  ersichtlich war. P l a n u d e s ®  
spricht davon, daß eine aus der höheren Stufe entlehnte ( =  δανεί- 
ζειν) 1 Sechzig bedeutet (ήτις σημαίνει HO = 6 0 ) .

1 E benda IV  S. X I V .
2 Vielleicht ist auch die ganze Aufgabe  a : -  gemeint.
 ̂ D i o p h a n t  I S. 284. ^

* E benda I S. 306.
® R h a b d a s  S. 126.
* Ebenda S. 150.
’  B a r l a a m  I. Buch, Satz 1 1  f f . ; I I .  Buch, Satz 1 ff.
* Siehe S. 425. Bei B a r l a a m  I I ,  1 1  bedeutet σύστοιχος αριθμός nur 

Nenner. In einer anderen Bedeutung (s. unten S. 442) steht es in I I I ,  3 
(κανών έκ παρατηρήσεως).

* P l a n u d e s  S. 25.
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A uch für die umgekehrte Operation des K ü r z e n s ,  das in der 
D i v i s i o n  von Zähler und Nenner durch die gleiche Zahl be
steht, finden sich einige Beispiele. Schon bei A r i s t a r c h  werden 
die λόγοι gekürzt;^ 1 958: 20250 wird zu 97 9 : 1 0 1 2 5  (καί τά ήμίση, 
τουτέστιν, 979* 1 01 25) .  D i o p h a n t ^  verändert 11007/726  durch 
πάντων ουν τό έκτον in 1834 1 2 1 . Ausführlicher ist wieder R h a b 
d a s ®  in seinen Erklärungen. Der Zw eck des Kürzens ist bei ihm 
die einfachere und klarere Darstellung (διά τό εύληπτότερον και 
σαφέστερον). E r kürzt 18/42 in 3/7, ohne näher anzugeben, wie er 
den fraglichen Faktor findet: άλλ’ έπειδή τά ϊη μβ® τρία ποιοΰσιν 
έβδομα άφίημι τά μβ“ καί κρατώ (behalte) τά ζζ®. Gleich darauf 
erhält er für 2/3 1/5 1/33 1 / 1 1 0  1/330 den Bruch 300/330, worauf 
er fortfährt; ταΰτα δέ σκοπώ έάν δύναμαι E.VOC τυερt-CTTjCco εΐζ 
νων μορίων ποσότητα καί ευρίσκω δτι ποιουσι δέκα ένδέκατα. Hier 
fügt er noch zum Beweise hinzu; X γάρ τλ“ ποιοΰσιν ενδέκατον εν, 
ώστε άπό τούτου δήλον δτι τά τ ποιοϋσι ΐ ένδέκατα. Die Elftel sind 
richtig als die ,,größeren“  Brüche bezeichnet. Im  nächsten A b 
satz kürzt er 144/156 εις όλιγωτέραν ποσότητα, nämlich zum Bruch 
12/13,  iri dem die Zahlen kleiner sind.

In dem Charmidesscholion sind als besondere Zweige der L o 
gistik die A d d i t i o n  und die Z e r l e g u n g  der Brüche (συγκε- 
φαλαίωσις und διαίρεσις) aufgeführt. Bei der ersten Operation 
handelt es sich darum, eine Stammbruchsumme zusammenzu
fassen. Zur Erleichterung der Rechnung werden Hilfstabellen 
(ψήφοι) verwendet. In einer Aufgabe^ soll von 2/3 die Summe 1/4 
ij4 4  subtrahiert werden. Im  T ext w i^  gefragt, in welcher T a 
belle 1/4 1/44 vorkommt (έν ποία ψήφω δ̂ ' μδ"). Die Tabelle gibt 
1/4 1/44 == 3 / 1 1  (του γ  τό ια"). D as Ergebnis der Subtraktion

4  1/ 3——- wird noch in einer Zerlegung (διαίρεσις) zu 1/3 1/22 1/66

umgewandelt, was sich an den tatsächlich erhaltenen Tabellen 
verfolgen läßt. Aus einer im P a p y r u s  A k h m i m  erhaltenen Tafel

4  1/ 3entnimmt man 4/1 1  =  1/3 +  1/33,  also i s t =  1/3 1/33 1/33;

 ̂ A r i s t a r c h  S. 398. Ü ber die gekürzte Form des λόγος s. o, S. 377.
* D i o p h a n t  I S. 306.
® R h a b d a s  S. 120.
* P a p .  A k h m i m  A ufg . Xr. 9.
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aus einer 2:n -T abelle  B . der des P a p y r u s  R h i n d )  ersieht 
man 2/33 =  1/22 +  1/66, so daß dann das Endergebnis entsteht.

Von den erhaltenen Tabellentexten ist die des P a p y r u s  A k h -  
m i m  (etwa 6. Jahrhundert) die umfangreichste.^ Sie enthält die

Stam m bruchentwicklungen für die allgemeinen Brüche m . -̂ .
n

Dabei läuft n von 3 bis 10  für m =  1, 2, 3, . . .  9, 10, 20, 30, . . . 
90, 100, 200, . . . 900, 1000, 2000 . . . 9000, 10 000. W ährend 
n =  2 fehlt, weil wohl die Mediatio leicht im Kopfrechnen durch
führbar war, ist noch eine 2/3-Tabelle vorhanden, die ebenfalls 
für m =  1 bis 10 0 0 0  die 2/3-Werte enthält. V on  n =  1 1  bis 
n — 20 läuft die Tafel nur von m =  1 bis m =  n. Eine ganz ähn
liche Tafel ist im P a p y r u s  M i c h i g a n  621  ̂  (4. Jahrhundert) er
halten. Sie beginnt bei den Siebteln und endigt bei der Ü ber
schrift έννεακαιδέκατα, also bei den igteln. Beide Tafeln  zeigen 
nur geringe Abweichungen, z. B . 2/3 1 / 10 1/30 =  1/2 1/4 1/20
u. a., die meist darauf zurückzuführen sind, daß in der einen 
Fassung das Bestreben zutage tritt, den größtmöglichen Teil 2/3 
aus dem allgemeinen Bruch berauszuziehen. D er erste Brie f des 
R h a b d a s  enthält ebenfalls ähnliche Tabellen für n =  2 bis 10 
und m — 1 bis 10  sowie eine 2/3-Tabelle und eine hierzu inverse 
3/2-Tabelle, die mit τά άκεραιοδίμοψα γίνονται δέ άντιστρόφως® 
überschrieben ist. Die gleichen Norm alzerlegungen wie der P a -  
p y r u s A k h m i m u n d  der M i c h i g a n - P a p y r u s 6 2 i  zeigen Bruch
stücke einer ytel -und 1 itel-Tabelle etwa aus +  600^ sowie solche 
für i5tel und i6tel ebenfalls aus byzantinischer Zeit.^ Daß diese 
Tabellen auch noch für höhere n bearbeitet waren, zeigen F rag
mente für n =  25, 3 1 und 49® sowie A ufgaben bei P r o k l o s ,  
H e r o n  usw., in denen solche Um wandlungen Vorkommen. Eine 
A ufgabe des P a p y r u s  Akhmi m' ^  zeigt, daß aus einer ψήφος die 
entsetzliche Stammbruchreihe i / io -p- 1 / 1 1  +  1/20 -f- 1/22 1/3Q

 ̂ P a p .  A k h m i m S .  24 ff.
2 P a p .  M i c h i g a n  621 S. 330.
 ̂ R h a b d a s  S. 1 1 3  f.

* L o n d o n  P a p y r u s  2241 Nr. 24-26.
 ̂ T h o m s o n  S. 52 ; hierzu S e t h e  S. 70.

® F ür 25 u. 49 im L o n d o n  P a p y r u s  Nr. 2241 N r .2 7 ;  für 3 1  in C o p t i c  
O s t r a c a  Nr. 480 (S. 46, 78; hierzu S e t h e  S. 71).

’  P a p .  A k h m i m ,  Aufg . Nr. 12.

+  1/33 + 1 / 4 0 -f- 1 / 4 4 +  1 / 5 0 +  1/55 +  1/ 6 0 + 1/ 6 6  +  1/70 +  1/77 
- f  1/88 4- 1/90 +  1/99 +  1/10 0  +  1 / 1 1 0  als 1 / 1 1 0  von 60 1 / 10 1/30 
entnommen wurde.*^

Die griechischen Bruchtabellen stammen offensichtlich von 
den ägyptischen ab, mit denen sie inhaltlich, sogar in den Einzel
heiten, in hohem Grade übereinstimmen. E in  solches aus demo- 
tischer Zeit stammendes Fragm ent^ enthält die Zerlegungen für 
n =  7 bis n =  15 und m == 1 bis n. Die 2 : n-Tabelle d e s  P a p y r u s  
R h i n d ,  der aus dem 17. Jah rh . v. Chr. stammt, enthält die Stam m 
bruchreihen für ungerades n == 3 bis n =  101 ,  allerdings nur 
für m — 2. Außerdem  existieren in der ägyptischen M athem atik 
auch noch i/n-Tabellen, wie die ,,Lederrolle“  zeigt.“ Sie enthält 
die Zerlegungen für n =  2 bis 16, dann n — 20, 30, 32, 64 sowie 
die triviale Zerlegung 2/3 =  1 / 3 4 - 1 / 3 .  Die Entstehung einer sol
chen i/n-Tabelle läßt sich aus dem Kom plementgedanken er
klären.^ Nimmt man den xten Stam m bruch von i/n, so ist dieser 
i/xn, der zugehörende Komplementbruch (x —  i)/xn. Ist ferner 

X  =  n - f  1, so entsteht die Zerlegung:

(0 i/n =  i/(n +  1) +  i/(n +  1) · n

M it dieser Formel ergibt sich bereits eine große Anzahl brauch
barer m/n-Zerlegungen. So ist 1 / 2 = 1 / 3 4 - 1 / 6  oder 1/3 =  1/4 
4 - 1/12,  1/5 =  1/6 - f  1/30 oder in griechischer Index-Schreibung:

5' 6' 4- 30'. Hieraus folgt sofort:
2/5 =  3' +  15 '
3/5 =  3' +  6' 4- 15 ' +  30' =  2' +  10'
4/5 =  2' 4- 6' 4- 10' +  30' =  2/3 4- 10' 4- 30' usw. 

Desgleichen ergibt sich in einer anderen Reihe 15 ' =  18 ' 4~ 90' 
(aus ,,dreim al“  5' =  6' 4~ 30') oder auch 15 ' =  '20 4- 60' (aus fünf- 
mal :  3' =  4' - f  12 '). Bei ungeraden n der Formel (1) entsteht die

^ , , ,n 4- 1 /n 4- 1) n 
2:n -Zerlegung 2/n =  1/------- 4- 1/^----------die auch im Pa-

pyrus Rhind nachgewiesen ist. Die dort vorliegenden Zerlegun
gen, die auch weiterhin in der griechischen M athem atik erhalten

 ̂ Siehe R e v i l l o u t S .  L X I X  ff.
* Siehe G l a n v i l l e ,  V o g e l  1.
® Siehe oben S. 408.

^  0 ^
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blieben, wurden eingehend untersucht.^ E s ergab sich dabei, daß 
die W ahl des ersten Stam m bruches der Reihe ohne ein erkenn
bares Bildungsgesetz erfolgte, während dann die folgenden Glie
der einer eindeutigen Methode sich fügen.

Alle diese Tabellen waren für das praktische Bruchrechnen von 
großer Bedeutung, besonders bei der διαίρεσις (im Pap. Akhm im ; 
χωρισμός) des allgemeinen Bruches (oder auch eines Stam m 
bruches; hierzu s. u.) in eine Stam m bruchreihe. Außer ihnen 
standen aber noch eine Reihe von ,,Form eln“  zur V erfügung, 
mit denen man umgekehrt wieder Tabellen berechnen konnte. 
Außer der obengenannten Formel (1) finden sich im A k h m i m -  
Papyrus noch weitere, die B a i l l e t ^  untersucht hat.

(2) ist eine Zerlegungsform el, die nach einer subtraktiven M e
thode arbeitet. Sie heißt:

(2)
m m

ΓΙ2 ΓΙ2 ^2

E s soll nach ihr 66/550 entwickelt werden.® Zu diesem Zweck 
wird 550 in Faktoren zerlegt ( 1 0 . 5 5 ,  "άλλω ς"; 1 1 . 5 0 )  also

66/550 =
66

10

66 —  55 - f  55 

1 0 . 5 5 1 0 * 5 5  1 0 . 5 5  50 10 
239

In einer anderen Aufgabe^ soll -—7- entwickelt werden. Da 
^ 6460

6460 =  85 .7 6  ist, wird gerechnet
239 ^  239 —  76 76 

8 5 - 7 6  85* 76  85-76

=  ——-— 1- — . Da das Verfahren nur zum Ziel führt, wenn die 
' 8 5 - 7 6 ^ 8 5
Differenz m —  n, in n j. ng enthalten ist, so wird beim nächsten 
Schritt das Produkt 95 .6 8  genommen, also:

1 6 3 — 68
95 - 68

oder geordnet 1/68

68  ̂  ̂ I  ̂ I ^
’ ^ 9 5 *6 8 ' ^ 8 5 " " ^ ^ ^

- 1/85 1/95.

 ̂ Die Arbeiten bis 1929 wurden aufgeführt bei V o g e l  2 S. 132  f f . ; s. bes. 
S. 173  fr. Ü ber die Bruchzerlegungen bei Heron siehe T a n n e r y ,  M. sc. II

S. 137  ff.
* P a p y r u s  A k h m i m  S. 38 ff.
® Ebenda A u fgab e  Nr. 12.
 ̂ Ebenda A u fgab e  Nr. 2 1 .

fLM.P ?·. «'S·» ί
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(3)
m

n, · n n  ̂ Πο ^1 ^2
ni · ---------- n<>·---------------

m m

Beispiel: 2/35 =

oder 3/ 1 1 0  =
1

1 0 + 1 1  10 +  1 11 0 ------------ 1 1 ------------------
3 3

=  1/70 +  1/77·^

D ie nächste Formel, in der noch ein Faktor k auftritt, lautet:

(4)
m 1 ^ 1

n i . Π2 ~  ^ kn^ +  n  ̂ / kn^ +  n ^  , ^ 
 ̂ m \  ̂ m / '

In einem Beispiel, dessen erster Teil die subtraktive Zerlegung 
2 ̂

verwendet,® wird ;... ......  umgewandclt in:
1 1  · 120

12
=  — +

12

1 2 * 1 1  +  120 1 2 * 1 1  +  120 99 1 2 * 9 0  99 90 
1 1  *--------- --------  120 * -

28 28

Für solche Zerlegungen, die in zahlreichen weiteren Beispielen 
Vorkommen, wird das Synonym  χωρισμός für διαίρεσις gebraucht. 
Auch die A ufgabe, einen Stam m bruch in eine vorgeschriebene 
Anzahl von Stammbrüchen zu zerlegen, wird äo bezeichnet. Es 
läuft dies au f die Herstellung einer i/n-Tabelle hinaus. Eine A u f
gabe^ heißt: χορις ( =  χώρισον) κβ" εις γ<(μόρια), also: 1/22 =  i/x  
+  i/y +  i/z. Der Rechner erweitert 1/22 zu 5/1 10.  Nach (2)

 ̂ P a p y r u s  A k h m i m ,  A ufgabe Nr. 2 3 ;  vgl.  hierzu die 2 :35*Zer legung 
im Papyrus Rhind.

® Ebenda A ufgabe Nr. 38.
® E benda Aufgabe Nr. 18.
* Ebenda A ufgabe Nr. 16.
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wird 5/1 1 0 =  -
1 1 0

2 3
------ , dann nach (3) — =
2-55  1 1 0

10
1 0 + 1 1

+

1 1
10

—  =  —  +  —  ; die Gesam tlösun? ist deshalb: ς/1 10
1 1  70 77

— 1/55 +  1/70 -f- 1/77. In anderen A ufgaben wird ein Stam m 
bruch in 4,6, ja  sogar 8 Stammbrüche zerlegt.

Auch aus anderen Texten ersieht man den Gebrauch von Zer
legungstabellen. So ist bei R h a b d  as 7 / 1 3 =  1/2 - f  1/26, 37/49 =  2/3 
+  1/ 12 +  1/196, 104/143 =  2/3 - f  1 /18 + 1/4 2 9  + ( 1/ 4 2 9 )  + 1/2 5 7 4 .1  
Bei E u t o k i o s ^  wird 15/64 sofort als 1/6 +  1/15 angegeben.

Bei der συγκεφαλαίωσές, also bei der A d d i t i o n  der Stam m 
brüche, handelt es sich um die umgekehrte Verwendung der T a 
bellen, wodurch man das auf dem Hauptnenneralgorithm us auf
gebaute Erweitern (nebst nachfolgender Addition ganzer Zahlen 
eines anderen Zählbereiches) vermeiden konnte. B a r l a a m ^  be
handelt die Vereinigung von Stam m brüchen zu einer Summe in 
dem K ap ite l; τό δοθέν πλήθος έτερωνύμων μερών άναλϋσαι εις συν
ώνυμα μέρη. Hierbei ist für das Resultat auch wieder ein Stam m 
bruch zu erstreben:^ δταν μέρος μέρει συνΟ-είς σκέπτωμαι εί γίνετα:. 
έξ αύτών μέρος. Sollen zwei allgemeine Brüche addiert werden, so 
wird am besten jeder von ihnen zuerst in einer διαίρεσις in lauter 
Stammbrüche zerlegt, die dann ihrerseits wieder in einer συγκε
φαλαίωσές zusammengefaßt werden. In diesem Verfahren wird 
aus 2/7 +  3/ 1 1  die Reihe 1/4 +  1/28 +  1/4 +  1/44 =  1/2 +  1/28 
+  1/44. Das Hauptnennerverfahren gibt dasselbe Ergebnis:

22 +  2 1 ^  43 ^  38V2 + 4 V 0  ^ 1 , 9  
77 77 ~ 2  ‘ 154·77 77 77

wird noch umeeformt in:

Der letzte Summand

18 18 1 1
+

1 1 1

44

1
28308 2 8 - 1 1  2 8 . 1 1

Daß man aber auch die allgemeinen Brüche direkt addieren 
konnte, zeigt das oben schon behandelte Beispiel von D i o p h a n t , ®

 ̂ R h a b d a s  S. 148, 12 1 ,  12 3 ;  bei T a n n e r y  1/2374.
2 A r c h i m e d e s  I I I  S. 236 ; 1/960 ist vernachlässigt.
® B a r l a a m  II .  Buch Satz 1.
* Ebenda I. Buch Def. 4.
* D i o p h a n t  I S. 288.

dessen vollständiger Text folgendermaßen lautet: όταν γάρ δεήση
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συνθ-εϊναι, μόρι,α, οΐον · >( μορ ^α Λ Α γ  ( = 3 Χ καις ~Ρο μορ Ρα

α Α δ
4 Χ

, οί  ̂του μέρους έτΐΐ τα έναλλάξ μόρια πολλαπλασιασ-
X —  4_

θήσονται, οΐον ^γ έπΙ τα του ετέρου μόρια τουτέστιν έπΙ ^α Α Α δ, καΐ 
ττάλιν οί ^δ εττί τά μόρια τοϋ έτέρου, έπΙ ί>α Α Α γ . ούτως έποίησεν ή 
σύνθ-εσις Δ ^ ζ Α ^ κ δ  ( =  7Χ^ —  24 χ ) μορίου τοϋ ύπο τών μορίων, 
τουτέστι α Αιβ Α  ̂ζ ( =  x “ +  12 —  7x)·

D as Schem a beim Addieren von S e x a g e s i m a l b r ü c h e n  nä
hert sich unserem dezimalen darin, daß hier -  ganz wie bei den 
Potenzen von 10  -  die Potenzen von 60 untereinander angeord
net werden, was beim Rechnen mit den gewöhnlichen Brüchen 
ohne Vorteil für eine raschere A usführung gewesen wäre. W ir 
dürfen hier auch M a x i m o s  P l a n u d e s ,  den Verkünder der 
neuen indischen Rechenkunst, zu Rate ziehen. Denn in dem K a 
pitel: ΠερΙ του ζωδιακού κύκλου vermittelt er altes Wissen, das mit 
dem B u ch tite l:Ψηφοφορία κατ’ Ινδούς nichts zu tun hat. E r  ver
langt, daß die Zahlen in eine Kolum ne geschrieben werden sollen 
(γράφειν κατά συστοιχίαν).i Überschreiten die Einheiten der ein
zelnen Kolum ne die Zahl 60, so werden die größeren Einheiten 
durch eine Division mit 60 herausgezogen (άναβιβάζειν, μοιράζειν).^ 

Wie die Additionstabellen® gleichzeitig als S u b t r a k t i o n s 
t a f e l n  Verwendung fanden, so können auch die Stam m bruch
tafeln in dieser Um kehrung gebraucht werden. A us 1/2 =  1/3 
+  1/6 ergibt sich sofort: 1/2 —  1/3 =  1/6 und 1/2 —  1/6 =  1/3. 
Verschiedene Regeln für das Subtrahieren von Brüchen gibt wie
der B a r l a a m . ^  So spricht er aus, daß zwei Stammbrüche, deren 
Nenner (σύστοιχοι αριθμοί) unter sich prim sind, kein Stamm- 
bruchresultat ergeben. Auch weiß er, daß die Differenz zweier 
Stam m brüche, deren Nenner zwei in der Zahlenreihe aufein
anderfolgende Zahlen (01 έφεξής αριθμοί) bilden -  z. B . 1/2 und 
1/3 oder 1/3 und 1/4 -  als Summe einen Stam m bruch ergeben, 
dessen Nenner das Produkt der beiden alten Nenner ist, also 
1/3 —  1/4 =  1/12.  Gerade dies ergibt sich aus der subtraktiven

 ̂ P l a n u d  es S. 24.
2 E u k l i d  V, S. 322. 
 ̂ Siehe oben S. 380. * B a r l a a m  I. Buch Satz 2 1 - 2 7 .
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+ Die
(n H- i) n ■

erhaltenen Beispiele aus H e r o n  und R h a b d a s  bringen sofort 
das Endergebnis, ohne daß man feststellen könnte, ob es in einer 
Kopfrechnung oder unter Verwendung einer Tabelle gefunden 
wurde. Beispiele sind;

3 —  1/12 =  2 +  2/3 +  i/4 ;i
[104  +  1/2 +  1/7 +  1 / 14 4- 1/21]  —  [21 +  1/2 - f  1/3 +  1/12] 

=  82 +  1/2 +  1/3 +  i/8 4 r  
64 — (40 +  4/5 + 4 / 2 5 )  =  23 +  1/25.3

D agegen ist aus dem P a p y r u s  A k h m i m  das Verfahren der 
Stam m bruchsubtraktion ersichtlich in den A ufgaben Nr. 6, 7, 
8, 9, 12 , 14, 15, 25, 29, 30, 3 1 ,  32. In Nr. 3 1 z. B . wird gerechnet: 
1/2 +  1/3 +  1/42 —  (1/6 +  1/66) =  6/7 —  2 / 1 1 =  66/77 —  14/77 
=  52/77. Das Ergebnis ist also hier: των τό οζ". In der A ufgabe 
Nr. 8 wird das Resultat 2Y3/1 1  noch in 1/6 1/33 1/66 verwandelt 
(ώς είναι <"λγ"ξς;").

Bei der M u l t i p l i k a t i o n  zweier oder mehrerer Brüche oder 
gemischter Zahlen können die beiden im Charmidesscholion ge
nannten Methoden (die ägyptische und die griechische) verwen
det werden. Doch ist auch hier wieder, wie bei der M ultiplikation 
von ganzen Zahlen, kein Beispiel der recht umständlichen ä g y p 

t i s c h e n  Methode erhalten. Die Rechnung 2 — —  · 6— hätte

folgendermaßen ausgesehen:
4 28

1

/ 2
1
2 
1

/ 4
1

/28

1 1 1 1
zusammen 14 ------------ ^

2 7 8 14  56
------ oder

6 -
2

13
1

1 1
^ 2 8  
1 1 1

7 14  56

da i  - f  JL  =  
8 ^ 5 6  71

1 1 1 1  
^"^24 14 28

 ̂ R h a b d a s  S. 126. * H e r o n  IV  S.  372. ® H e r o n  I V  S. 304.
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D agegen sind für die g r i e c h i s c h e  M ultiplikation von B rü 
chen oder gemischten Zahlen Beispiele bei H e r o n ,  E u t o k i o s  
und R h a b d a s  erhalten. M an machte von z w e i  verschiedenen 
Methoden Gebrauch.

Die e r s t e  entspricht dem g r i e c h i s c h e n  Alultiplikationsver- 
fahren für ganze Zahlen, wobei wieder von links nach rechts die 
Teilprodukte gebildet werden. In der älteren Zeit w'ird alles im 
Text ohne Anwendung eines Schem as ausführlich beschrieben. 
Eine von den zahlreichen M ultiplikationen bei H e r o n  (433/64 
. 762/64) lautet folgendermaßen:^ πολυ-λασιάζονταί δέ ούτως · 
δζ κη · (aus dem 1 X 1 :  „ 4 ·  7 — 28") · καΐ τετράκις τά ξβξδ'ξδ' 
σμή ξδ'ξδ' (4 · 62/64 =  248/64) ’ καί Χγ ξδ'ξδ' των έ-τά  μονάδων 
σλά ξδ' ξδ" (33/64 · 7 =  231/64) ■ καΐ λγ έξηκοστοτέταρτα των έξη- 
κονταδύο ξδ'ξδ' ξδ 'ξδ ' των ξδ' ξδ' (33/64 · 62/64 =  2046/64 
• ΐ/6ζ^γινόμενα καί ταϋτα ξδ' ξδ' λα καί έξηκονταδύο ξδ'ξδ' των ξδ'ξδ' 
( =  31/64 +  62/64 · 1/64) ‘ όμοϋ μονάδες κη έξηκοστοτέταρτα πεν
τακόσια δέκα καί έξηκονταδύο ξδ' ξδ' των ξδ' ξ δ '( =  28 +  5^0/64 
4- 62/64 · 1/64) γινόμενα καί ταυτα μονάδες έτζτά έξηκοστοτέταρτα 
ξβ καί έξηκονταδύο ξ ^ δ '  τ ώ ν _ ξ δ 'ξ ^ (=  η +  62/64 +  62/64-1/64) 
ήτοι τά δλα μονάδες λε ξδ'ξδ' ξβ καί ξβ ξδ'ξδ' των ξδ'ξδ' ( =  35 62/64 
+  62/64 ’ 1/64)· Bei dieser umständlichen Berechnung fällt auf, 
daß im Endergebnis die 64tel von 64teln nicht (w'ie es H e i b e r g  
übersetzt) zu 4096teln zusammengefaßt werden, sondern daß die 
Entstehung der Teile in der gewählten Form  deutlich sichtbar 
bleibt; diese Ausdrucksweise ist uns aus der muslimischen und 
mittelalterlichen M athem atik geläufig. Andere Beispiele hierfür 
gibt H e r o n :  1/5 . 1/5 ( H e i b e r g :  1/25) =  z το ε' oder 2/5 · 1/5 
(2/25) =  ß ε'ε των ε'ε' bzw. δύο ε' τό ε'.^ D agegen führt R h a b d a s  
die Berechnung des Nenners noch weiter durch.^ So ist: έπτακισ- 
μύρια φξ ογδοηκοστοτέταρτα των όγδοηκοστοτετάρτων, τουτέστιν 
,ζνς® (70560/84 · 1/84 d. i. 7056tel); oder^ έβδομα των έβδομων 
ήγουν τεσσαρακοστοέννατα. Hier w'ird auf die Berechnung des 
Nenners durch M ultiplikation noch besonders aufmerksam ge
m acht: 7το>^.ατ:λασιάζω καί τό ζ "  έφ’ έαυτό, καί γίνονται μθ·“ .

1 H e r o n  IV  S. 266.
2 E benda IV  S.  256 u. 258.
® R h a b d a s  S. 126.

Ebenda S. 120.
30



in  siner '.VGit liut^rsicntlicb'^! f̂ n >v~hr:rn3.Li3clicri i'orm  sincl uns 
M ultiplikationen gemischter Zahlen bei E u t o k i o s  erhalten. Sie 
werden nach der Reihenfolge (a  ̂ ^  b]_ -p -f- · ■ ·) · (^2 “T bg 
+  C ,  . - —  (^ 1 ^ 2  +  ^ 1^ 2  " i“  ^1^2 T  · · ·; ~  (^ 1 ^ 2  +  t>2 +  b j  Cg 

+  . . . )  +  (cia . -r  Cjbo +  CiCo + . . . ) + ( · · · )  durchgeführt. Das 
Beispiel 3013 1/2 1 / 4 . 3 0 1 3  1/2 1/4^ sieht folgendermaßen aus:
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1. ,γιγ L  ö

2 . Ξ-· //· γ  L '  'V  

Ih y _
3 .\i A I ,αφ ύν — οοοοοοπ— ;oooo —Qooo— i ;o o -- 7 ;o

(— 30C0 · 3000 — 3000 · 10 -Γ 3000 . 3

+  3000 . \  - f  3000. p

4.M p i  [5 Δ'  =  3 0 0 0 0 + 1 0 0 4 - 3 0 - f 5 + 2^-(= 10.3000

+  1 0 . 1 0  +  1 0 .3  +  1 0 - 2 + 1 0 . p

6 .

7 ·

10
' 4

) - f 9 +  I2 1

• 3 3 · 2 -3 ■4)

+  ^ 2 + 4 -r (= ‘ 8  ̂ 2
.. . -I- 1-. 1- • ^ ' 2 2 + 3-4)
, 1 1 , 1

“̂ 2 4 ^ 8 ~T~
h ^ =

• 3 -   ̂ - ^3 ' 4 2
1

4- p

8.δμοϋΜ[’',β / - & ις ' =  9082 6 5 9 - 'g .

Hier mußte bei der M ultiplikation der Ganzen wieder die Stel
lenregel verwendet werden. Ein Untereinandersetzen der Posten 
erfolgte nicht; es wäre auch nur für die Ganzen möglich gewesen. 
M an sieht ferner, daß bei den Additionen Kopfrechnungen in 
weitgehendem Maße durchgeführt wurden.

 ̂ A r c h i m e d e s  I I I  S. 250.

Die z w e i t e  gneciiiscric ]\'ictnodc. Brucnc oder gcmischtc 
Zahlen zu multiplizieren, besteht darin, daß die beiden Faktoren 
zuerst in allgemeine Brüche verwandelt werden, die dann ganz wie 
in unserem \'crfahren nach der R egel; ,,Zähler mit Zähler und 
Nenner mit Nenner“  behandelt werden. Sie heißt für die Nenner; 
τά μέρη ~ρος άλληλαΛ

R h a b d a s  spricht von einer ,,wunderbaren‘ ‘ Methode, die meist 
noch unbekannt sei;^ εγώ σοί άφΟ-όνως 'j—O'kiEco θαυμασίαν τ'-νά 

τούτου :χέί}θ'Κ ν̂ και τοις άλλοι:;, ίοζ έ·;'ώ οιομαι. κ-'νωττον.
Doch stammt sie sicher nicht von ihm, da sie im Pap.  A k h m i  m 

belegt ist und auch an anderer Stelle ττο/Λί'Γλα'Τ'.ν/τ’ΛΟΓ g 'j 'j
τοϊς μετ’ αύτοον λε~τοίς genannt wird." Das Beispiel 3 1 / 3 - 4  1/4 
. 5 1/5 wird folgendermaßen beschrieben: καί λέγομεν ούτως 'διά 
τά έ-ακολουΟ-οϋντα λετττά —ολυττλασιάζεις εν έκαστον έττ!. μέρος ού
τως · τά γ 'γ ”  δ'.ά το γ ”  γόνονταο ι (sc. Drittel), τά δ 'δ " δί,ά τό δ" γ ί
νονται ιζ', και τά ε 'ε" γίνονται κς' ' εΐτα τούς τοιούτους άριΟ-μούς ~ρος 
ά>λήλους (also R egel: Zähler mal Zähler) · δεκάκις τά ιζ' ρο' 
( ίο  . 17  == 170) ■ καί ταυτα έτ:ί τά κ^ γίνονται ,δυκ' ( 1 7 0 . 2 6  =  
4420). ειτα δι’ άλλήλων τά λετττά (Nenner mal Nenner) γ ' δ' ιβ' 
(3 · 4 =  12), καί ταϋτα πεντάκις ς' ( 1 2 . 5 =  6ο). των γοϋν ,δυκ' 
το ξ "  λαβών εχεις το ζητούμενον, καί έστι το ς" ογ' 6^ (4420/60
— 73 2/3)· E in  weiteres Beispiel an der gleichen Stelle ist:
2 1 /4. 4  1/5 -6 i / 7 ‘ 9 1/8;  ferner bei H e r o n ^  7 1 /7-4 i /5 - 2 1 / 9  und 
6 1 / 4 . 4 1 / 8 . 2  1/3;  dies auch im P a r i s e r  C o d e x  387.® R h a b d a s  
führt einige z . T .  schwierige A ufgaben vollständig durch. Diese 
Multiplikationsmethode (~ερί των -ο>Λα-λασιασμών των έχόντον; 
μέρη μονάδος καί μόρια)® wird als εύμήχανος μέΟ-οδος bezeichnet.'^ Die 
Beispiele sind: (3 1/3 1/ 14 1/42) · (3 i /3 1 / 141 /42) ,  dann (5 2/3 1/5 
1/33 1 / 1 1 0  1/330 ). (8 2/3 1/4 1/156) und (5 1/5 . 7 1/7) . (9 1/6 1/18). 
Bei der 2. A u fgabe z. B. wird die Stammbruchreihe 2/3 1/5 1/33 
1 / 1 1 0  1/330 in den allgemeinen Bruch 300/330 verwandelt, der
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 ̂ Siehe S. 424; vgl. R h a b d a s  S. 124 .
* R h a b d a s  S. 120.
3 H e r o n  IV  S. X I V .

H e r o n  V  S. 96, 94.
 ̂ Ebenda I V  S. X V I I .

* R h a b d a s  S. 124.
’’ R h a b d a s  S. 120.

30*
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zu l o/ i i  gekürzt wird. A us dem 2. Faktor macht R h a b d a s  
8 144/156 =  8 12/13.  weitere Rechnung ist nun: 5 10/1 1  
. 8 12/13 = 6 5 / 1 1 .  1 1 6/ 1 3  =  7^40/11 · 1/13^ =  7540/143 =  7540; 
143 =  52 104/143 ( =  ^  καΐ ρδ έκατοστοτεσσαρακοστότριτα, άτίνα 
ποωΰσι μέρη μονάδος os' ίη" υκθ·" <υκθ·") καί ,βφοδ" . . .) =  52 2/3 
ι / ι 8  1/429 1/429 ι/2574 · β ε ι tier Multiplikation^ 122 ^ /4 2  · 144/42 
wird der Doppelbruch beseitigt, indem 122^4/42 zu 245/84 er
weitert wird. Es heißt jetzt weiter: έξ άναγκής(!) ουν δί-λασιάζω καί 
τά ρμδ μβ“ (144/42) καί γίνονται, πδ “ σ~η (288/84)· ^^ir sehen also, 
wie hier beim Multiplizieren überflüssigerweise ein gemeinsamer 
Nenner hergestellt wird, was zudem noch als ,,notwendig“  be
zeichnet, wird.

Auch der P a p y r u s  A k h m i m  enthält ein größeres Beispiel für 
die M ultiplikation nach der zweiten Methode, womit nachgewiesen 
ist, daß R h a b d a s  auch in diesem Punkte alte logistische Tech
nik vermittelt. E s soll hier^ 1 2/3 1 / 1 1  1/22 1/66 mit 1 1 / 2  1/29 1/58 
multipliziert werden. Zuerst wird für die Stammbruchreihen das 
Äquivalent 9/ 1 1  bzw. 16/29 ^us Tabellen entnommen. Die wei
tere Rechnung ist dann; 1 9 / 1 1 . 1  16/29 =  20 /11 · 45/29, worauf 
nach der R egel: ,,Zähler mit Zähler, Nenner mit Nenner“  die 
Produkte 20 · 45 =  900 und 1 1  . 29 =  3 19  gebildet werden.

D as Multiplizieren von Sexagesim albrüchen konnte nach der 
oben beschriebenen ersten griechischen Methode vollzogen werden. 

So wäre 37°4 55"  · 37V 55"  =  37° · 37° +  37° · 4 ' +  37° · 55"  
-Γ 4' · 37° +  4' · 4' +  4' · 55" "T 55”  · 37° +  55”  · 4' +  55" * 55"·  
Bei einer solchen Anordnung hätte man sich aber einen V or
teil, die Kolum nenschreibung gleicher Potenzen von Sechzig, 
entgehen lassen. Es scheint, daß schon in dem Originaltext dieses 
Beispieles bei T h e o n  eine ähnliche Gruppierung eingehalten 
wurde. Zw ar werden die Rechnungen immer noch umständlich 
im Text Wort für Wort beschrieben, so daß man die schemati
schen Anordnungen, wie sie H a l m a  (und nach ihm N e s s e l 
m a n n  und F r i e d  lein)  gibt, als Zusätze späterer Abschreiber 
ansehen könnte. Doch gerade bei dem genannten Beispiel wird 
im Text (wenigstens in dem zu Rate gezogenen N ü r n b e r g e r

 ̂ ένδέκατα των τρισκαιδεκάτων ήτοι έκατοστοτεσσαρακοστότριτα.
2 R h a b d a s  S. 126.
® P a p .  A k h m i m  Aufg. Nr. 25.
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C odex)^ durch die W endung ώς ύπογέγρα-ται au f ein Schem a 
hingewiesen, das dann allerdings nur mit Abweichungen dem 
von H a l m a  angegebenen entspricht. Es steht dort statt:

37° 4' 55" au f fol. 72 verso des gen. C o d ex:“
nur λζ δ' νε

37° 55" λζ δ' νέ

1369 148
148

2035
ΐ6  22θ "'

2035 220" 3025'

,ατξ^ ρμη

ρμη

,βλε σ/1 ,γκε 

*—► ις ^  σκ X
,βλί

1375° 4 ' 14'
W ir sehen die A ngabe der Benennungen (Indices) ü b e r  den 

Zahlen, vor allem aber fehlt die Schlußaddition (mit Strich), die 
nebst den noch nötigen U m wandlungen wieder im Haupttext 
vollzogen wird. Außerdem  stehen die aus den einzelnen T eil
produkten entstandenen Summen ( z . B .  14 8 'i6 "2 2 o '" )  nicht 
in jedem Fall in derselben Zeile, sondern man sieht z. B . bei der 
4. Zeile an der Summe 14 8 'i6 "2 2 o '" , daß der jeweils freie Platz 
ausgenützt ist. Wenn also auch schon das Bedürfnis nach über
sichtlichen Gruppierungen nachweisbar ist, so kann doch von 
einer konsequenten Durchführung noch keine Rede^ sein. Ein 
anderes Beispiel bei T h e o n  zeigt dies ebenfalls. E s soll 103^55' 
2 3 "  mit 48^31'55" multipliziert werden. D as zur Ergänzung der 
Rechnung im fortlaufenden T ext beigegebene Schem a zeigt die 
folgende von der anderen ganz verschiedene Form :

10 2ς'

ργ νέ κγ ,δ"^μδ /ΤΡ^Υ ,'h p - ,γκε
μη λά νε /βχμ- ,αφε

,αρδ

!
ψίγ ,ασξε

Das Ergebnis ist (in unserer Anordnung): _

4944° 3193 '  5665"
2640' 17 0 5" 30 25 '"

1 10 4 "  7 1 3 ' "  12 6 5 "'

5043° 35 15 39 i ;

 ̂ Norimb. cent. 5, 8 app. 2°.
® Richtungspfeile zwischen den zusammengehörenden Brüchen sind von 

mir ergänzt! T h e o n  v o n  A l e x a n d r i a  S. 1 17 .
3 Ebenda S. 254, C o d .  N o r i m b .  fol. 82 v.



M an sieht, es werden die höheren Einheiten (hier Sechzigstel- 
potenzen) herausgezogen, wobei wieder die Kopfrechnung je 
nach der Fähigkeit des Rechners Hilfe leistete.

Schwierigkeiten machte bei der sexagesim alen M ultiplikation 
höchstens die Bestim m ung des Stellenwertes (είδος). A lle Schrift
steller, die die Sexagesim alrechnung behandeln ( T h e o n ,  M a x i 
m o s  P l a n u d e s ,  B a r l a a m ,  der A n o n y m u s  des P a r i s e r  C o 
d e x  453), geben zur Bestim m ung des είδος des Produkts aus
führliche Regeln, die für ganze Zahlen ihre Parallele in der er
wähnten Stellenregel des A r c h i m e d e s  haben. Bei B a r l a a m  
ist eine solche in Proportionsform ausgesprochen;^ έάν πλήθ^ος 
ττολλαττλασ'-άση -λήθος, έστα'. ώς εν του -ο>Λα-λασίαντος(!) ” ρός τ-/]ν 
μοίραν, οΰτως εν των έν τω γ'-νομένω προς εν έν τω τ:ο>Λα7:λασιασ- 
θέντι, also für 1 /60”  ̂ · 1 /60’̂  =  1 /60^ g ilt : 1 /60": 1 =  1 /60^ 
;ι/6ο"^. D a die Produktengieichung bekannt war, folgt: x  =  m 
- f  n. Im nächsten Theorem (το δοθέν -λήΟ-ος λετττών έ - ί το δοθέν 
ττληθος λετττών -ο>Λα~λασίαντα (!) σκέψασθ^αι τί το γενόμενον) ergibt 
sich als Regel für den praktischen Gebrauch, die schon ohne B e
weis empirisch feststellbar war (κανών έκ -αρατηρήσεως), daß man 
die Exponenten, die auch wieder als σύστοιχοι. άρ'.9·μοί bezeichnet 
sind (sie stehen ja auch über den Zahlen!) addieren muß. In er
müdend ausführlicher Weise werden die M ultiplikationsregeln 
beim A n o n y m o s  des  P a r .  Cod.  453 besprochen. D er x\nfang 
lautet: άλλ’ ή μέν μοϊρα έφ’ δ αν είδος ττολλαττλασιασ^-τ], τδ αύτο 
είδος τ.ο'.ζΧ ' έττί γάρ πρώτα λεπτά πολυ-λασιαζομένη ή μοΓρα ή μοιραι 
-ρώτα λεπτά ποιουσιν · καΐ άνάπαλ'.ν λεπτά πρώτα έπΙ μοίραν ή 
μοίρας πο'εΐ πρώτα λεπτά, καΙ έξης ομοίως ’ μοϊρα έπΙ δεύτερα, δεύ
τερα ποιεί καί έπί τρίτα, τρίτα καί εξής ' πρώτα δε επί πρώτα τζοιζί 
δεύτερα κ.τ.λ.^ <

Ähnliche Ausführungen stehen bei T h e o n  von A lexandria 
und M a x i m o s  P l a n u d e s . ^  Die Reihe der verwendeten Sechzig- 
stel schließt meistens bei den έκτα. Hierüber sagt P l a n u d e s : ^
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 ̂ B a r l a a m  I I I .  Buch Satz 2.
* D i o p h a n t  I I  S. 6.
® P l a n u d e s  S. 26; T h e o n  (S. 1 1 1  ff.) bezieht sich hierbei au f  D i o p h a n t  

(s. I I  S. 35), der (in I S .  8 ff.) die entsprechenden Regeln für i/x, i/x® usw. 
ausführlich behandelt hat. Siehe auch das ,,Opusculum“ , ed. C. H e n r y .  

 ̂ P l a n u d e s  S. 28.

μέχρις αν εκτα ' το δ’ ύπέρ ταϋτα περίεργόν τε καί άλλως περιττόν. 
Eine Hilfstafel, die alle diese Einzelregeln zusammenfaßt und 
die auch die Sexagenae enthält, ist für die griechische M athe
matik nicht nachweisbar. Eine solche findet sich in der kommen
tierten lateinischen Übersetzung der Logistik  von B a r l a a m  
durch J .  C h a m b e r . ^  Sie umfaßt die Produkte 60"  ̂ · 60" für m 
und n von 6 bis — 8 und sieht (auf 3 bis — 3 verkürzt) folgender

maßen aus:
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3' 2' 1' 0 1 ' 2' 3 '

3' 6 ' ; 5' i 4' ; 3' 2' i 1' ö

2' 5' i 4' 3' 2' 1'
10 1 1'

1' 4' i 3' 2' 1' ö 1 ' 2 '

ö 3' 2' 1 1 ' ö 1 ' 2' > 3 '

1 ' 2' ; 1' ; Ö Γ 1 ' : 2' 3 ' : 4 '

2 ' 1' ö ; 1 ' 2' 1 3 ' : 4'  ̂ 5'

3 ' ö : 1 ' ! 2 ' i 3 ' 1 4 ' , 5' ‘ 6'

Im  übrigen waren die M ultiplikationen auch ohne Tabellen 
leicht ausführbar, wenn man bei den μοιραι. begann und sorgfäl
tig die Teilprodukte Schritt für Schritt weiterrückte, wobei der 
Wert der Einführung des ούδέν-Symbols ,,0“  sich deutlich zeigt.

Die D i v i s i o n  einer gemischten Zahl oder einer Stam m bruch
reihe durch eine ganze Zahl ist identisch mit einer M ultiplikation 
mit dem zugehörigen Stam m bruch und macht keinerlei Schw ie
rigkeit, besonders wenn Tabellen zur H and sind. So ist z. B . 
(3 1/8 i / i 2 ) : 7  =  3/7 - f  1/56 - f  1/84 =  1/3 - f  1 / 14 - f  1/42 - f  1/56 
-Γ 1/84. Wesentlich schwieriger ist dagegen die Division durch 
eine gemischte Zahl bzw. eine Stam m bruchreihe. A ls ein ausführ
liches Beispiel steht bei R h a b d a s ^  die Division io :(3  1/3 1 / 14 
1/42). Eine Durchführung nach dem ägyptischen Verfahren wäre 
recht umständlich, obwohl die ägyptischen Texte zeigen, daß 
man die Methode beherrschte. H ier wird stattdessen ein H aupt
nenner zu der Bruchreihe des Divisors gesucht und dann (wieder

 ̂ C h a m b e r  S. 78 u. 102.
* R h a b d a s  S. 124 f.
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überflüssigerweise wie bei der M ultiplikation, wenigstens von 
unserem Standpunkt aus) der Dividend au f denselben Nenner 
gebracht. E s heißt im T ext: άναλύω τον τοιοΰτον άριθ-μον εις τά 
συγκείμενα αύτω μόρια, πλήν σκοττώ ποιόν έστι τό έλάχιστον αύτών 
μέρος . . . καΐ άναλύω και τον μεριζόμενον άριθ-μον ομοίως εις τά 
αύτά. . . .  E s liegt also folgende Rechnung vor: 3 1 / 3  1/ 14 1/42 
=  144/42, was zu 24/7 gekürzt wird. Nachdem  der Dividend 10 
zu 70/7 erweitert ist, heißt die Division 70/7:24/7. Damit ist der 
Zweck des uns überflüssig erscheinenden gemeinsamen Haupt
nenners sichtbar; M an will ver g l e i chen,  und zwar die 7 0 Siebtel 
mit 24 Siebtel, hat also nur noch die M essung 70 :24  zu erledigen. 
D er Schluß der A ufgabe ist dann: 70:24^ =  3 — 2/24 =  22/ 3  1/4, 

E in  weiteres Divisionsbeispiel mit einem Bruch als Divisor 
steht in dem schon mehrfach erwähnten P a r i s e r  C o d e x  387,^ 
wo das verwendete Verfahren als Methode des D i o p h a n t  be
zeichnet wird. U m  auszurechnen, w'elcher Teil von 24 der Bruch 
4/5 ist (also 2 4 :x  =  4/5), wird 24:4/5 bestimmt, was, ,,da von 
Fünfteln die Rede ist,“  mit dem Hauptnenner 5 durchgeführt 
wird. E s ist nun 120  Fünftel: 4 Fünftel =  30. D er T ext lautet: 
τά τέσσαρα ε"ε”  τί μέρος είσι -ρός τά κ δ '; έρουμεν ούν ούτως κατά 
τ·/]ν του Διοφάντου μέθοδον ' έττειδή ~ερΙ ε "ε "  ό λόγος, ττεντάκις τά 
κδ' · γίνονται ρκ'. καί έ~ειδή δ 'ε "ε " , λάβε μέρος δ' των ρκ', δπερ 
έστί τρίαντα ' και έστι τά δ 'ε "ε "  εις τά κδ' μέρος λ ". A m  Schluß 
folgt die A n w eisun g: Οΰτω ττοίει κατά παντός ψήφου, οτε λεπτά ειεν: 
, ,M ache es so in jeder Rechnung, in der Brüche Vorkommen!“ , 

Auch B a r l a a m  beschäftigt sich mit der Division allgemeiner 
Ausdrücke: ότιοΰν παρ’ δτιοΰν δυνατόν έστι μερίσαι.® Später^ 
stellt er sich die A u fgab e; το δο$>έν παρά το δοθ-έν μερίσαντα, 
σκέψασθ-αι ^ί γίνεται. Der bei der Division übrigbleibende Rest

muß als neuer Dividend wieder mit dem D ivisor [ - gleich

nam ig gemacht werden. Das Resultat ist ein Bruch, aus den
ad\

neuen Zählern a d  u. bc gebildet, also j —

 ̂ E s  wird also hier zuerst 24 mit 3 . 24 — 72 verglichen.
* H e r o n  IV  S. X I V ;  hiezu S. 429 Fußn. 2.
® B a r l a a m  I I .  Buch Satz 28.
 ̂ Ebenda II .  Buch Satz 38.

Die Division von Sexagesim albrüchen w'ird von verschiedenen 
Autoren eingehend erklärt. D as Beispiel v o n T h e o n  war schon 
oben (S. 403) behandelt worden, da es lange Zeit überhaupt als 
einziges Beispiel für die Division in der griechischen Logistik 
galt. W ährend T h e o n  erst bei Bed arf die U m w andlung in die 
kleineren Einheiten (Potenzen von 60) vornimmt, wird bei P l a -  
n u d e s i  bei der Division 3^23'54" :2^34'24" alles sofort in Sekun
den verwandelt und dann die Division 12 234” : 9264" durch
geführt. Die Rechnung nimmt folgenden V erlauf:
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12 234" also imal  == lO
— 9  264"

Rest 2 970"
= 178 200 '" 19'

9  264"
Rest 2 18 4 '"
Rest = 13 1  0 4 0 "" 14 "

9 264"

D as Ergebnis ist 1^ 19 '14 " . E s wird dabei der Rest in Sekunden 
bzw. Terzen verwandelt, da ,,der Dividend größer sein muß als 
der D ivisor“ .“

Auch hier ist es wieder nur die Bestim m ung des είδος, die 
Schw'ierigkeiten machen kann. D ie diesbezüglichen Regeln wer
den mit derselben Breite wie die für die M ultiplikation bespro
chen. So von P l a n u d e s , ^  B a r l a a m ,  T h e o n^  und dem A n o -  
n y m o s  des Pariser Codex 453.^ Eine dieser Regeln lautet: 1/60^ 
: 1/60^ =  i/6o^"3, eine andere 1/60^:1/60^=1/60^"^ , also all- 
gemein^: 1/60™: 1/60" =  i/6o™'". Derartige Regeln, die sich em
pirisch aus der Praxis ergaben und an deren Beweis man wohl erst 
später heranging,® sind als V orläufer der Potenzrechnungen an
zusehen ebenso wie die Archim edische Stellenregel bei der M ulti
plikation. B a r l a a m  spricht dies folgendermaßen au s:’  παν είδος

 ̂ P l a n u d e s  S.  27 f.
 ̂ Ebenda S. 17.

® E benda S. 28 f.
* T h e o n  V. A l e x a n d r i a  S. 1 16 .
 ̂ D i o p h a n t  II  S. i i f f . ; ά-6 τών έ άψιιρουμέ';ων γ  καταλεί-ονται β (S. 14).

® T h e o n  S. i i 2 f f .  B a r l a a m  I I I .  Buch S. 9 (τ:όρισμα δεύτερον).
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dividiert durch eine μοίρα, ergibt dasselbe είδος; παν είδος divi
diert durch -ρώτα, gibt das vorhergehende είδος (το προσεχώς 
προ αύτοϋ); παν είδος dividiert durch δεύτερα ergibt τό δίς προ 
αύτου, durch τρίτα, το τρις προ αύτοϋ usw.^ D am it konnte man auch 
ohne die sonst recht umständlich in Proportionsform gegebene 
Regel^ die vorkommenden Divisionsaufgaben erledigen.

Die Logoi.

Im  Zusam m enhang mit der Betrachtung der Brüche muß auch 
au f die λόγοι eingegangen werden, die vielfach da auftreten, wo 
wir Brüche erwarten. Ihre Einteilung in 5 Hauptgruppen wird 
von allen Autoren, die ,,zur E inführung in die Philosophie“ 
Arithm etikbücher verfaßten, ausführlich geschildert. B o e t i u S  
übernimmt diese Einteilung, aus der wir die lateinischen Namen 
der griechischen Term ini erfahren.^

In seiner Theorie der Arithm etik betrachtet N i k o m a c h o s  
zuerst die Zahlen für sich (τό καθ·’ αυτό ποσόν) und dann in ihrem 
Verhalten zueinander (μετερχόμεθα καί έπΙ τό πρός τι.).  ̂ H ier geht 
er bei der Behandlung des ungleichen , .gegenseitigen Verhältnis
ses“  au f die fünf verschiedenen Arten (είδος) des Verhältnisses ein.

1 a) Im  πολλαπλάσιος λόγος a ; b ist der πρόλογος a ein Vielfaches 
des υπόλογος ύπαριθ-μός) b. Die einzelnen Glieder werden auch 
opoo genannt. l a m b l i c h o s  definiert so: . . όταν δυεϊν ορών ό 
ετερος τον έτερον πλεονάκις ή άπαξ καταμετρη πληρούντως.® Zu dem 
πολλαπλάσιος λόγος gehört als Gegenstück

Ib) der ύποπολ>>απλάσ!.ος λόγος. H ier ist b ein Vielfaches von a, 
so daß der Zahlenwert (ποσότης, πηλικόττ^ς)® des ύποπολλαπλάσιος

 ̂ A lso: 6o ™ /6o ~3  — 60™ + 3.

2 B a r l a a m  I I I .  Buch Satz 9.

 ̂ B o e t i u s  S. 46 ff.
■* N i k o m a c h o s  1 S. 4 4 f.
® Ü ber den έ"ΐμόριος λόγος in einer voreuklidischen arithmetischen Schritt 

siehe T a n n e r y ,  M. sc. I I I  S. 244 fr. Die Logoi werden behandelt von N i 
k o m a c h o s ,  T h e o n  v. S m y r n a ,  l a m b l i c h o s ,  D o m n i n o s ,  P s e u d o -  
p s e l l o s ,  B o e t i u s ,  M a r t i a n u s  C a p e l l a ;  ferner geometrisch bei Eukütl 

und numerisch in den Euklidscholien.

® Siehe oben S. 4 1 1 .

λόγος immer ein Stammbruch ist, während er für den πολλαπλά
σιος λόγος die ,,gleichnam ige“  ganze Zahl war.

I l a )  Der έπιμόριος λόγος ist dann gegeben, wenn a die mit ihr 
verglichene Zahl einmal ganz enthält und noch einen Stam m 

bruchteil von ihr dazu, also a =  b -|- i / n - b  =  jsl-
n

die ratio superparticularis von B o e t i u s .  N i k o m a c h o s  defi
niert: ό έχων έν έαυτω τόν συγκρινόμενον δλον καί μόριον αύτοϋ έν 
τι;^ eine andere Definition, die dasselbe besagt, lautet: λόγος, 
οταν των συγκρινομένων ορών ό μείζων εχτ] τόν λοιπόν καί ετι εν αύ- 
τοΰ μόριον γενικώς.^

Ilb ) Der ύπεπιμόριος λόγος liegt vor, wenn um gekehrt b =  a 

+  i/n · a ist, oder a
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n -f- 1
. b.

I l l a )  Die nächste Gruppe umfaßt den έπιμερής λόγος (super-

partiens). Hier ist a =  b -1------b =  — · b. Ein έπιμερής
n n

λόγος ist z. B . der έπιδίτριτος λόγος 5 : 3 .  Zu 3 kommen beim πρό
λογος noch 2/3 von 3 dazu (έπί und δίτριτος), was unter dem G e
sichtspunkt der Komplementbrüche auch als έπιδιμερής (es kommen 
noch d ie  2 Teile dazu!) bezeichnet wird (sogar δίς έπίτριτος!). 

I l lb )  Im  ύπεπιμερής λόγος (subsuperpartiens) ist umgekehrt

a =  — -  . b. 
m - f  n

IV a) Im  πολλαπλασιεπιμόριος λόγος (multiplex superparticu
laris) enthält der πρόλογος den υπόλογος Öfter als einmal ganz 
sowie noch einen Stammbruchteil desselben dazu, also z. B.

16 : 5; hier ist 16 =  (3 -
\ s l

IV  b) Die Um kehrung ist der ύποπο>λαπλασιεπιμόριος λόγος 
(multiplex subsuperparticularis); z. B . 5 : 1 6  =  1 : 3  1/5.

V a) Beim πο>Λαπλασιεπιμερής λόγος (multiplex superpartiens) 
ist der πρόλογος ein Vielfaches des υπόλογος, der noch um ,,μέρη“

/  ̂ '
von ihm vergrößert ist, z. B . 17 :  5. E s ist 17  =  3 +  :

Sl
5 ·

 ̂ N i k o m a c h o s  1 S. 49. W ir haben also dense]benTerminus(<rjYxpiv£iv) 
wie beim Dividieren! Siehe oben S. 399.

* l a m b l i c h o s  1 S. 40.
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V b ) Die Um kehrung 5 : 1 7  =  5:[(3  +  2/5) · 5] heißt: ύποπολ- 
λαπλασιεπιμερής λόγος (multiplex subsuperpartiens).

E inige Beispiele seien noch mit ihren griechischen und latei
nischen Namen angegeben. Es gehören zu;

I a) πολλαπλάσιος =  multiplex 2 : 1  =  2 διπλάσιος duplus (nume
rus) ; 3 : 1  =  3 τριπλάσιος triplus; 4 : 1  =  4 τετραπλάσιος 
quadruplus; η : 1 =  η πολυπλάσιος (δσαπλάσιος) multi
plus.

Ib) ύππολλαπλάσιος =  submultiplex 1 :2  =  1/2 ύποδιπλάσιος sub- 
duplus; 1 : 3 =  1/3 ύποτριπλάσιος subtriplus; 1 :4  =  
1/4 ύποτετραπλάσιος subquatruplus.

I l a )  έπιμόριος =  superparticularis 3 : 2 — 1 1/2 ήμιόλιος^ ses
qualter, superdim idius; 4 :3  =  1 1/3 έπίτριτος ses
quitertius; 5 :4  =  1 1/4 έπιτέταρτος sesquiquartus. 

I l b)  ύπεπιμόριος =  subsuperparticularis 2 :3  =  2/3 ύφημιόλιος 
subsesqualter; 3 :4  =  3/4 ύπεπίτριτος subsesquiter- 
tius; 4'.S — 4/5 ύπεπιτέταρτος subsesquiquartus.

I l l a )  έπιμερής == superpartiens 5 : 3 = 1  2/3 έπιδιμερής =  έπιδί- 
τριτος =  δισεπίτριτος superbipartiens, superbitertius. 
7 : 4 = 1  3/4 έπιτριμερής =  έπιτριτέταρτος =  τρισεπι- 
τέταρτος supertripartiens, supertriquartus; 7 0  =  1 2/5 
δισεπίπεμπτος; 8 :5  =  1 3/5 τρισεπίπεμπτος =  έπιτρί- 
πεμπτος; 9: 5 =  ι 4/5 έπιτετραμερής =  έπιτετράπεμπτος 
superquadripartiens, superquadriquintus.

I I I b) ύπεπιμερής =  subsuperpartiens 3 ο  =  3/5 ύπεπιδίτριτος^;
5 :8  =  5/^ ύπεπιτρίπεμπτος.

I V a) πο>λαπλασιεπιμόριος =  multiplex superparticularis 5 =
2 ι/2 διπλασιεφήμισυς duplex sesqualter; 7 :3  =  2 1/3 
διπλασιεπίτριτος duplex sesquitertius; 7 : 2  —  3 1 / 2  
τpιπλασιεφήμισ’Jς triplex sesqualter; 1 6 : 5  =  3 i/5 "ριπ- 
πλασιεπίπεμπτος triplex sesquiquintus.

IV b ) ύποπολλαπλασιεπιμόριος =  submultiplex superparticularis 
2:5 =  2/5 ύποδιπλασιεφήμισυς subduplex sesqualter; 
3:7==:  3/7 ύποδιπλασιεπίτριτος subduplex sesquiter
tius.

 ̂ ό πρ6ς τω ολω καΐ το ήμιcPJ έχων.
* Hierfür konnte ich keine speziellen Beispiele finden.

449

V a ) πολλαπλασιεπιμερής =  multiplex superpartiens 8:3 =  22/ 3  
διπλασιεπιδιμερής =  διπλασιεπιδίτριτος duplex super
bipartiens; 1 1 : 4  =  2 3/4 διπλασιεπιτριμερής =  διπλα- 
σιεπιτριτέταρτος duplex supertripartiens; 1 9 : 5 = 3 4 / 5  
τριπλασιεπιτετραμερής =  τριπλασιεπιτετράπεμπτος tri
plex superquadripartiens.

V b ) ύποπολλαπλασιεπιμερής =  submultiplex superpartiens 3 :8  
=  3/8 ύποδιπλασιεπιδίτριτος subduplex superbiparti
ens; 4 : 1 1  =  4/1 1  ύπο διπλασιεπιτρ ιτέταρτος; 6:23 
=  6/23 ύποτριπλασιεπιπένθεκτος.

Die λόγοι als Brüche, der Bruch als άρίΰ 'μός.

Es war oben^ davon die Rede, daß die griechische M athem atik 
keine Brüche gekannt haben soll, sie habe dafür immer die Logoi 
verwendet. E s ist richtig, daß die wissenschafdiche M athem atik 
die Brüche auszuschalten suchte, wenigstens für die Zeit ihrer 
ersten Blüte. Daß aber der beabsichtigte Zw eck nur unvollkom
men erreicht wurde, zum Teil wohl wegen der Unm öglichkeit, 
sich vollständig von logistischen Gedanken freizum achen, zeigen 
zahlreiche Beispiele von A r c h i m e d e s  bis in die Spätzeit. E in  
Teil der Autoren wollte aber vielleicht den philosophischen 
Glaubenssatz von der Vornehmheit der ganzen Z a h P  bewußt 
nicht mitunterschreiben.

Daß man bei der Festsetzung der Term inologie immer an die 
Brüche dachte, ist schon daraus zu sehen, daß alle Fachwörter 
mit txooiov und υ.έρη gebildet sind. Schon dadurch ist ein enger 
Zusam m enhang zwischen den Logoi und den Brüchen, insbeson
dere mit dem Komplementbruch (ύπεπιμόριος) hergestellt!^ Im 
έπιμόριος λόγος a :b  =  (η +  i ) : n  ist der πρόλογος gleichbedeu

tend mit der gemischten Zahl 1 - b .  Wenn A r c h i m e d e s  davon
n

spricht, daß ΒΔ  ,.gegenüber E Z  ein Drittel dazu an Größe ist“  
( — έπίτριτος τας E Z  μάκει), so meint er nicht nur Β Δ : Ε Ζ  =  4: 3,  
sondern ebenfalls ΒΔ  =  4/3 EZ^. Des Archim edes Kommentator

 ̂ Siehe oben S. 4ioff.
* Siehe oben S. 410, Fußn. 1. 
® A r c h i m e d e s  II  S. 302.
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E u t o k i o s  weist ausdrücklich darauf hin, daß man bei den 
Logoi ohne Teilung der Einheit nicht auskommt.^

Auch die Entstehung der beiden Form en (des arithmetischen 
Logos sowohl wie des Bruches) aus derselben Operation, dem 
Dividieren, zeigt ebenfalls die nahe Verw andtschaft. Wie dem 
Berechnen des allgemeinen Bruches ein συγκρίνει.ν vorhergehen 
muß, so werden auch beim gegenseitigen V erhältnis zweier Zah
len diese miteinander ,,verglichen“ .̂  Genau wie bei dem D ivi
dieren heißt es auch hier άρ^θ·μδς έττειδάν έν συγκρίσει προς ετερον 
θεωρήται. . . oder έ-ειδάν μείζονι συγκρίνηται.^ A uch bei den Logoi 
kommt, wenn sein W e r t  untersucht werden soll, wie bei der 
Division nach dem συγκρίνε!.ν das άφαιρεΐν des Kleineren von dem 
Größeren (εί δε -λεονάκις ή άτταξ άφαιρεθ-είς 6 έλάττων άπο του 
μείζονος. . . D er Logos hat genau wie der Bruch seinen 
Zahlenwert, seine Quantität (-ηλικοτης; ποσόττ^ς). So ist die πηλι- 
κότης des ήμ^όλίος λόγος i ^  (μονάς ä καί ήμισυ). Von ihr sprechen 
D o m n i n o s ®  und B a r l a a m ; ®  dieser definiert die τυηλ'/κότης -  ge
nau wie bei der Division den Quotienten -  als die Zahl, mit der 
man den ύ-όλογος (Divisor) multiplizieren muß, um den ττρόλογος 
(Dividenden) zu erhalten: —Λ λ̂-κότης λόγου έστί άρι8·μός, δς πολ- 
λα-λαστάζόμενος έ~1 τον του λόγου υπόλογον δρον, τζοιζί τον -ρόλογον. 
A n  einer anderen Ste lle ’̂  wird zur A u fgab e: εύρεΐν του δοθ-έντος 
λόγου Α ;Β  τήν ττηλ'/κότ-Λ̂ τα angegeben, daß A  durch B  geteilt 
werden muß (μερισθ-ήτω o A  —αρά τον B). Daß es sich dabei nicht 
um eine spätbyzantinische Auffassung handelt, zeigen die Zeug
nisse früherer Zeit. So wird bei A r c h i m e d e s  ̂ der λόγος 6336 
: 201 7  1/4 der Z a h l  3 10/71 in Annäherung gleichgesetzt. Es 
heißt da: άνάτταλιν άρα ή —ερίμετρος τοΰ ττολυγώνου τζρ'ος διά
μετρον μείζοναλόγον 'iyzi ήπερ, ςτλς “ ρός ,β ',ζ δ' ( =  63 36 : 201 7  ΐ/4) 
ά~ερ των ,βΤζ δ' μείζονά έστιν ή τρι-λασίονκ καΐ δέκν. οα' ( = 3  10/71)·

1 Siehe u. S. 455 ·
2 Siehe ο. S. 447.
® N i k o m a c h o s  1 S. 46, 47.
* D o m n i n o s  1 S. 420.
 ̂ D o m n i n o s  2 § 3 ,,αί των λόγων τΓ/]λικότητες“ .

® B a r l a a m  V, Buch, Def. 1.
Ebenda V. Buch, Satz i.

® A r c h i m e d e s  I S. 242.

A n einer anderen Stelle^ ist das Verhältnis 1 1 : 1 1 4 8  ungefähr 
der Z ahl 1 / 100 ( =  1 1 / 1 1 00)  gleichgesetzt. Noch eine dritte Stelle 
ist dafür anzugeben. Sie lautet:^ εϋη κα ά γωνία ά -εριεχομένα ύ~ό 
ταν Θ Μ , ΘΟ μείζων ή τας όρθ-ας διαιρεθ-είσας ές δισμύρι,α τούτων 
^  μέρεα.

E s wird hier aus der Verhältnisungleichung Ο Θ Μ : Λ Δ Ξ ) 9 9  
: 100 gefolgert, daß Ο Θ Μ  >99/100 Α Δ Ξ  oder, da Λ Δ Ξ )  1/200 R , 
daß Ο Θ Μ >99/20 000 R  ist. Hieraus ergibt sich wenigstens für 
A r c h i m e d e s  die Identität von Bruch und Verhältnis, das ja  
auch wie ein Bruch gekürzt werden kann.^ Dasselbe sehen wir 
auch bei P s e u d o - P s e l l o s . ^  Wenn dieser bei der Behandlung 
des regelm äßigen Fünfecks sagt, daß ή τοΰ ίσο-λεύρου καί ισογω
νίου (γωνία) έττίττεμ—τος εσται. όρΟ-ής, so will er damit das gleiche 
sagen wie 7 Seiten später, wo es heißt: Der rechte W inkel und ein 
Fünftel (γωνία όρ9-ή και -έμ-τον).

Auch E u t o k i o s  spricht in einem Kom m entar zu den K egel
schnitten des A p o l l o n i o s ^  von dem Zahlenwert des Logos: 
Wenn man ihn mit dem zweiten Glied des Verhältnisses m ultipli
ziert, erhält man das erste (ori οίύτ-η ή —Γ,λικότ-Λ̂ ς -ολλαττλασιαζο- 
μένη έπΐ τον επόμενον δρον τοΰ λόγου ποιεϊ τον ηγούμενον). N i k o 
m a c h o s , ®  ein sonst unbekannter H e r o n a s ’  und B a r l a a m ®  
sprechen dasselbe aus.

Sollen, was z. B . für die A kustik  von Bedeutung ist, V erhält
nisse miteinander multipliziert oder dividiert werden, so ent
wickeln sich Rechnungen, die der M ultiplikation und Division 
von Brüchen entsprechen. M an hieß dies ,,Zusammenlegen“  und 
,,wegnehmen“  der Logoi. So ist bei D o m n i n o s  zu lesen: ,,M an 
sagt, ein Logos ist aus Verhältnissen zusammengesetzt, wenn die 
miteinander multiplizierten Quantitäten® der Verhältnisse ein 
solches machen“  (λόγος δέ έκ λόγων συ-^κεϊσΟ-αι λέγεται, όταν αί των

1 Ebenda I I  S. 230.
® Ebenda II  S. 233·
® Siehe oben S. 377. 429-
« S. 79.
® A p o l l o n i o s  II  S. 218.
* N i k o m a c h o s  2 ; nach E u t o k i o s  (Archimedes I I I  S. 120).
’  A r c h i m e d e s  I I I  S. 120.
* B a r l a a m  V. Buch, Def. 1.
’  Über ττοσόττ ς̂ und τττ^λικόττ,ς siehe auch oben S. 4 1 1 .
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λόγων ττηλικότητες έφ’ έαυτάς πολλαπλασιασθεϊσαι. ποι,ώοί τινα)^. 
In  der nachträglich, aber doch vor T h e o n s  Redaktion,^ ein
gesetzten fünften Definition des V I . Buches der „Elem ente“ 
steht derselbe Satz; A r c h i m e d e s , ^  E u t o k i o s , ^ d i e  Scholien zu 
E u k l i d ^  und B a r l a a m ®  beschäftigen sich mit ihm. M an kann 
also die Zahlenwerte der Logoi, wobei es sich nicht immer um die 
Abm essungen von geometrischen Größen handelt,’̂  multiplizieren 
und dividieren. In einem Beispiel® werden die Logoi 2 : 40  und 
40:8  zu 2 :8  ,.zusammengesetzt“ , also (2:40) · (40:8) =  2 :8  be
rechnet. Im  Text steht: 2 : 40  =  1/20 (είκοστόν μέρος, nicht viel
leicht ύττεικοσίΤΓλάσιος) und 40: 8 =  5; da nun 1/20 · 5 =  i/4 ist, 
ergibt sich das Resultat 2 1 8 = 1 / 4  (τέταρτον μέρος). Dies alles 
entspricht genau dem M ultiplizieren eines Bruches; man sieht 
deutlich, wie der Rechner immer dann, wenn es sich um die wirk
liche Durchführung der Berechnung eines Logos handelte, nicht 
von dem Gedanken an die Brüche loskommt. U nd daß dies nicht 
etwa nur die Ansicht von Rechenmeistern war, dafür bürgen die 
Namen eines E u t o k i o s  oder eines D o m n i n o s ,  der in wohl
tuendem Gegensatz zu den philosophierenden Zahlenmystikern 
steht.^

Auch unter einem ändern Gesichtspunkt sind die Stellen, die 
das Vorhandensein von Brüchen neben den Logoi dartun, be
deutungsvoll. Sie können zum Beweise dienen, daß man nicht 
immer nur die ganze Zahl als ,,Z ah l“  (άριΟ-μός) auffaßte. E u t o 
k i o s  spricht an der genannten Stelle^® von Logoi, deren Quantität 
eine ganze Zahl ist (δυνατόν έστιν αριθμόν ολόκληρον είναι την 
πηλικότ-Γ^τα). A lso gibt es auch Logoi, deren Quantität keine gan
zen Zahlen sind. Zur Beruhigung derer, die an arithmetisch ge-

1 D o m n i n o s  2 § 3 ;  in den Eukhdscholien (V, S. 324) ^οιώσί τονα πηλι- 
κόττ,τα λόγου.

2 E u k l i d  II  S. 73 Fußn. 2.
3 A r c h i m e d e s  I S. 190, statt συγκεϊσθαι steht hier σϋνήπται.
■* A r c h i m e d e s  I I I  S. 120  ff.
5 E u k l i d  V I S. 32 1  ff. Die ττηλικότης von 6 : 4  =- 1 1/2 (S. 330).
® B a r l a a m  V. Buch, Def. 2.
’’ T h a e r  II  S. 37 übersetzt ,,Abmessungen“ .
® D o m n i n o s  2 § 5.
® T a n n e r y ,  Mem. sc. II  S. 107.

A p o l l o n i o s  II  S. 220.

führten Beweisen für Verhältnisregeln Anstoß nehmen, teilt er 
mit, daß die ,,A lten“  solche Beweise verwendet hätten (μή ταρατ- 
τέτω 8ε τούς έντυγχάνοντας τό διά των αριθμητικών δεδεϊχθαι τοΰτο · 
0L τε γάρ παλαιοί κέχρηνται ταΐς τοιαύταις άττοδείξεσι); überhaupt 
gehörten die Logoi und ihre Quantitäten (πηλικότητες) in den B e
reich der Zahlenlehre (λόγοι γάρ καί πηλικότητες λόγων . . . τοϊς 
άριθμοΤς πρώτως ύπάρχουσιν). A n  anderer Stelle drückt er sich 
noch deutlicher aus.^ E r  sagt: ,,Quantität des Logos heißt die 
Z a h l ,  nach der der gegebene Logos benannt ist“  (. . . -πηλικότη- 
τος δηλονότι λεγομένης του άριθμοϋ, ού παρώνυμός έστι ό διδόμενος 
λόγος). Der Wert des Logos 1 2 : 3  wäre beispielsweise 4, da ja  der 
Logos 4 : 1  (τετραπλάσιος) vorliegt. Die E rk lärung beschränkt sich 
aber nicht au f diese ganzzahligen Logoi. So ist bei ihm die 
Quantität des Logos 9 : 1 2  =  3/4 (ή γάρ ττηλικότης του ^  πρός 
την φ  λόγου έστι τρία τέταρτα) oder die des Logos 3 : 2 = 1 ^  
(έν ήμισυ).^ M an sieht, daß nach der gegebenen Definition der 
Quantität jetzt auch Brüche zu den ,,Zahlen“  gerechnet werden.

M it der fortschreitenden Anw endung der für ganze Zahlen 
gültigen Rechenp^esetze_auf die Zahlen, ,,die Brüche bei sich 
haben“ , scheinen jetzt auch diese zu den ..Zah len“  gerechnet 
worden zu sein. R h a b d a s ®  bezeichnet 3 1/3 1 / 14 1/42 bzw. das 
Quadrat davon als Arithm os. Auch bei D o m n i n o s  ist dasselbe 
Zusehen.^ E r nennt 1 ^ :  „ d e n  1 1/^“  (τον a' S")> i^ämlich Arithm os, 
und nicht ,,das“  (τό). Besonders klar tritt diese A uffassung bei 
H er on hervor. Soll man geometrische A ufgaben praktisch durch
führen, nicht nur theoretisch, wie es E u k l i d  macht, so genügt es 
nicht, nur die geometrischen Größen (μεγέθη) zu betrachten. M an 
muß auch die zugehörenden Zahlenwertc heranziehen. H e r o n  
spricht da von ,,Zahlen, die au f den Größen liegen (έπικείμενοι 
άριθμοί).® D as sind natürlich meist keine ganzen Zahlen. So wird

 ̂ A r c h i m e d e s  I I I  S. 120.
2 A r c h i m e d e s  I I I  S. 124, 126. Vgl. S. 452 Fußn. 5.
® R h a b d a s  S. 120.
* D o m n i n o s  2, § 16. Eine mir während der D rucklegung bekannt gewor- 

deneÄußerung T a n n e r y s  in einem B rief  an H u l t s c h  [ I s i s 2 5 , 1936 ,57-59]  
zeigt, daß tatsächlich der Logos als Arithmos angesehen werden konnte, womit 
dieser eben nicht mehr au f  den Bereich der ganzen Zahlen beschränkt blieb.

® H e r o n  I V  S. 80; . . . ήτοι των μεγεθών ή των έτζικειμένων αύτοϊς άριθμών. 
Schon Euklid  ( I I I  S. 16) verknüpft im Satz X ,  5 kommensurable Größen
31
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tatsächlich z. B . 44/5 expHzit als ,,Z ah l“  (άριθ-μός) bezeichnet.^ 
U nd wenn ein Bruch als M ultiplikator auftritt, der Ursprünge 
lieh nur als ganze Zahl verstanden werden konnte, so ist er eben 
auch schon zu einer „Z a h l“  gew'orden.“

W ie sind diese Gegensätze in der Beurteilung von Zahl und 
Bruch bei den Griechen zu erklären? Sicher war für E u k l i d  nur 
die ganze Z ahl ein Arithm os und Brüche aus der strengen Wissen
schaft ausgeschlossen, vor allem wohl deshalb, weil nur so das 
Irrationaleexakt zu fassen war. A ber die ,, A lten“ , von denen E ut o -  
k i o s  spricht, waren anderer M einung. E r  nennt sogar A r c h y 
tas^ als Zeugen dafür, daß Arithm etik und Geometrie verwandte 
W issenschaften seien. Deshalb dürfe man -  das war die Schluß
folgerung des E u t o k i o s  -  die eigentlich in das Gebiet der Geo
metrie (μαθήματα) gehörenden Logoi auch numerisch behandeln, 
indem man statt der Logoi ihre Quantitäten, ihre Zahlenwerte 
(πηλικότΛ^τες) setzt.

Daß E u t o k i o s  damit die richtige M einung des A r c h y t a s  
wiedergibt, läßt sich sogar aus einer Stelle bei A r c h y t a s  selbst 
nachweisen.^ E r spricht riämlich darüber, daß die Logistik  vor 
den ändern Künsten, was den wissenschaftlichen Gehalt anlange, 
den V orzug verdiene. So könne sie Beweise führen, wo die Geo
metrie es nicht fertig brächte, da die logistische Behandlung der 
Sätze klarer sei (καΐ δοκεΐ ά λογιστικά ποτί τάν άλλαν σοφίαν των 
μέν άλλαν τεχνών και -ολύ διαφέρειν, άτάο καΐ τας γεωμετρικας έναρ- 
γεστέρω πραγματεύεσθαι ά θέλει . . . και ά έκλείττει αύ ά γεωμετρία, 
και ά-οδείξιας ά λογιστικά άττιτελει ( !)  . . .).

E s war schon davon die Rede,^ daß die neupythagoreische 
Überlieferung immer wieder den Unterschied zwischen Zahlen 
und dem Zählbaren hervorhebt. So ist die Einheit (μονάς), die zu 
dem Gedachten (νοητόν) gehört, vom Standpunkt des Philosophen 
aus unteilbar, während man die Eins (έν) teilen kann, da sie sich 
auf W ahrnehmbares (αίσθητόν) bezieht, mit dem es die Logistik 
zu tun hat, die mit benannten Zahlen rechnet oder mit Zahlen,

mit den zugehörigen Zahlen. Bei l a m b l i c h o s  2 (z. B. S. 9 6 f.) haben die 
Flächenscücke ihre ττοσότης.

1 H e r o n  IV  S. 256.
2 Siehe o. S. 409.
3 A p o l l o n i o s  II  S. 220, 221  Fußn. 1,  hiezu N i k o m a c h o s i ,  S .4 U .  5.
* D i  e i s ,  Vorsokratiker. S. 273 (nach 1. Aufl. zitiert).  ̂ Siehe S. 366,

die ,,Leiber haben“ , wie es bei Platon^ heißt. Diese A uffassung, 
die den Gegensatz zwischen theoretischer Arithm etik und prak
tischer Logistik wiedergibt, stimmt überein mit der Beschränkung 
der Brüche au f die Logistik, an deren Stelle in der Arithm etik die 
L ogoi stehen. Auch in diesem Punkt müssen sich die Ansichten 
geändert haben; denn es wird ausdrücklich betont,^ daß dieser 
Unterschied zwischen ,,E inheit“  und ,,E in s“  früher nicht bestand. 
Auch hier wird A r c h y t a s  (und dazu P h i l o l a o s )  als Zeuge an
geführt. D am als war wohl der Unterschied zwischen Arithm etik 
und Logistik noch nicht klar herausgearbeitet.^ Später scheint 
dieser Gegensatz wieder verschwunden oder wenigstens zurück- 
gedrängt zu sein, wenigstens wenn man von den neupythagorei
schen Arithm etikbüchern zur Einführung in die Philosophie ab
sieht. Sonst hätte nicht D i o p h a n t  bei seinen ,,arithmetischen“  
A ufgaben den Zahlen, die keine Koeffizienten v o n x  o d erx- sind, 
immer ausdrücklich den Zusatz ,,M onaden“  gegeben,^ auch in 
einer A ufgabe, in der er mit benannten Zahlen rechnet.^ D es
gleichen muß auch E u t o k i o s  die M onas teilen, wenn eine Rech
nung (wie z. B . im Satz des Archim edes über Kugelsegmente) 
wirklich durchgeführt werden soll. E r  sagt da, daß man eine T e i
lung der Einheit zulassen müsse; wer es nicht für die Arithm etik 
tun wolle, müsse es wenigstens in der Logistik  erlauben (ώστ’ έ - ’ 
εκείνων διαιρετέον την μονάδα, δ εί και μή κατά τό -ροσηκον ττ) άριθ- 
μητικτ) άλλά τη λογιστική τ^υγχάν^ι.^ Gleichzeitig sieht man, daß 
jetzt die Logistik  nicht mehr wie früher eine Angelegenheit der 
Rechenmeister ist, sondern daß sie jetzt wieder ein wichtiges 
Hilfsmittel für die Betrachtung mathematischer Probleme dar
stellt,’  wie es bei den ,,A lten“  gewesen war, bei denen Arith-

 ̂ P l a t o n ,  Staat V II ,  525 D. Zum  Unterschied von μονάς und εν siehe 
T h e o n  v o n  S m y r n a  S. 19 f.

 ̂ T h e o n  v o n  S m y r n a S .  20.
3 Des A r c h y t a s  Lebenszeit wird von 428 bis 365 angesetzt, Platons 

Dialog G o r g i a s  (s. o. S. 361) vielleicht au f  390.
 ̂ Z. B. 5 x2-f- i3— 8 X  ist Δ>’ ε Μ ( =  μονάδες) ΐγ/^  i 3 v i ( D i o p h a n t I  S. 94)·

® A ufgabe 30 im 5. Buch ( D i o p h a n t  I S. 384).
® A r c h i m e d e s  I I I  S. 120.
’  In dem Gorgiasscholion des O l y m p i o d o r o s  (S. 13 1 )  heißt es, daß die 

Arithmetik sich mit den Arten der Zahlen beschäftigt (z. B. gerade und un
gerade), während die Logistik  es mit dem Stofflichen (ύλη) zu tun hat. U nd 
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metik und Logistik  ja  auch von denselben Lehrern gelehrt 
wurde.’^

A us all dem kann man schließen, daß E u t o k i o s  unter den 
„A lten “  die vor der strengen Fundierung des wissenschaftlichen 
Systems lebenden M athematiker versteht. Dann folgt die Zeit 
der ausschließlichen Verw endung der Lo^oi in der reinen M athe- 
matik, aus der jetzt die Log-istik ausgeschlossen ist. S päter aber, 
v on der Zeit des A r c h i m e d e s  an, der die Logoi schon hin und 
wieder durch Brüche, die in der Rechenoraxis nie verschwunden 
waren, ersetzte urui der sich nicht scheute, auch das Irrationale 
durch numerische Annäherungen zu erfassen, f ielen die aus theo
retischen Gründen der philosophischen Sauberkeit geschaffenen 
B eschränkungen des Arithm os auf die g anze Zahl fort, so daß 
die Brüche wieder zu Ehren^ kamen und der ausschließliche 
Gebrauch der Logoi au f die reine Geometrie beschränkt b lT ^ . 
N ur in den mathematisch wenig hochstehenden, für die Philo
sophiestudierenden bestimmten Arithm etiklehrbüchern der N eu- 
pythagoreer lebt die alte Überlieferung weiter fort. E s scheint 
überhaupt, daß jetzt (bei D i o p h a n t ,  E u t o k i o s ,  D o m n i n o s 
usw.) die Logistik zu einer den ändern Teilen der M athem atik 
ebenbürtip^en Stellung sich wieder erhoben hat, die sie schon ein
mal, bei den ,,A lten“ , innegehabt hatte, bei denen neben den 
Geometern auch die Logistiker ·0·ηρευτ!·κοί" w aren, M änner, die 
der W ahrheit nachjagten.

So glaube ich, daß die Behauptung der Unm öglichkeit, ein 
Verhältnis einem Bruch gleichzusetzen, und damit auch die der 
Sonderstellung des Arithm os als ganze Zahl nur mit Einschrän
kungen gültig ist. Hierbei genügt m. E . der Hinweis au f den 
Gegensatz zwischen wissenschaftlicher und praktischer Mathe- 
mathik nicht, sondern es muß vor allem der W andel in der E in 
schätzung der Logistik im Lau fe der Entw icklung von A r c h y t a s  
bis E u t o k i o s  berücksichtigt werden.

zwar ist bei ihm das Stoffliche in den Zahlen ,,die ^lenge der Monaden“ . 
Also auch hier gehören die μονάδες nicht mehr zur theoretischen Arithmetik.

 ̂ H i p p i a s  m i n o r  366—368; hiezu T a n n e r y ,  M. sc. I V  61.
® E u t h y d e m o s  2 9 0 B.
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Ausmessen 396, 402

Babylonische Mathematik 365, 377,
386, 397, 406 ff., 4 15 ,  422, 425 f. 

Bruch
Entstehung aus der Metrologie 

406
Entstehung aus der Division 397 f.,

407, 450
Definition 398, 409, 4 12  ff. 
sein Zahlenwert 450, 452 f. 
abstrakter Br. 407, 409 f. 
konkreter Br. 407 
unechter Br. 439 
Br. und Logos 367 f., 3 7 1 ,  4 10 ,  4 18 , 

446 ff
Beschränkung au f die Logistik

4 1 1  f., 449 ff.
Ist der Br. eine Zahl 409, 449-456 
s. auch; allgem. Br.,  Dezimalbr., 

Komplementbr.,  Logos, Nenner, 
Sexagesim albr.,  Stam m br. ,Zähler  

Bruchrechnung 368 f., 3 7 1 ,  397, 405 
-446
Tabellen 369, 404  f., 408, 425, 

429 ff., 440, 443
bei den Ägyptern 407 f. 
bei den Babyloniern 397, 407
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bei den Römern 407 
s. auch: erweitern, Hauptnenner, 

Kürzen sowiedie einzelnen Rechen
operationen 

Bruchstrich 420 ff.
Byzantinische Mathematik 3 7 1 ,  4 17  

f., 422 f., 430, 450

Dezimalbruch 407, 410, 426, 435 
Diophantische Gleichungen 368 
Dividend 400, 403 ff., 444  

Division 3 6 1 ,  368 f., 395- 405 . 429 
Definition 399, 401 
Tabellen 404 f.
Terminologie 395, 397 f·. 4°5 

geometrische Vorstellung dabei 
401 f., 405 

D. als Messung 395 ff., 401,  444 
D. als Teilung 396 ff.
D. als Verteilung 380 f., 395, 398 
D . als Addition u. Multiplikation

396, 399 , 404
D. als Subtraktion 396 f., 402, 404 
D. als Bruchrechnung 397 f., 404 f· 
D . des Größeren durch das Kleinere

397, 406, 445
D. des Kleineren durch das G rö

ßere 397, 399. 406 f., 425 
D. des Gleichen durch Gleiches 

399
D. nach dem Augenm aß 396
D. nicht aufgehend führt zur Bruch

rechnung 397, 401,  406 f. 
ägyptisches Verfahren 397, 400 ff., 

405
babylonisches Verfahren 397 
griechisches Verfahren 400 ff., 405 
indisches Verfahren 372, 402 
a u f dem A bakus 373 
Probe 399, 404 

Division von Brüchen 373 ,443  f., 4 5 1 
von Sexagesimalbrüchen 445 f. 

Divisor 399 f., 403, 405. 443 f· 
Doppelformulierung des E rgebnis

ses 422

Einheit =  μονάς 383, 454 f.
=  Grad (μοίρα) 4 1 3  f., 4 16 ,  425,
427, 443,  446

relative E . 373, 406 f., 4 1 1 ,  4 14 ,  426 
Umrechnen von E .  378, 383, 406,

428, 4 35 . 442, 445
teilbar oder unteilbar? 450, 455 

Einmaleins 375, 385, 387 ff., 394, 
401 ,  405

Eins (hj) im Gegensatz zur μονάς, s.
Logistik 

Einsundeins 375, 378, 380 ff. 
Elemente der Geometrie 387, 4 10  
Erweitern 422, 426 ff., 434,  440 . 444 

bei Sexagesim albrüchen 428

Feldmessung 362, 369 
Figurierte Zahlen 367 f., 386 
Fingerrechnen 372 ff., 378, 380 
Flächeninhalt 368

Geodäsie 360, 366 
Geometrie 

G. und Arithmetik 454 
G. und Geodäsie 36 1 ,  364, 4 1 1  
geometrische Größe 4 1 1 ,  452 f. 

ihr Zahlenwert 453 f. 
rechnende Geometrie 368, 3 7 1 ,  453 
s. auch: wissenschaftl. Mathem. 
geometrische Reihe 392 

Gleichungen 368, 420

Halbieren (Mediatio) 396, 405, 430 
Harappakultur 373 
Hauptnenner 405, 409, 426, 428, 434, 

443
H auptrechnung 377

Indische Mathematik 3 7 1  f., 377, 

383. 392, 39 7 , 426, 435 
s. auch: allgem. Bruch, Multipli

kation, Positionssystem 
Index zur Zahlbezeichnung 375, 420 

beim Bruch 409, 4 15  f., 420, 431

Sachverzeichnis 4 6 9

Doppelstrichindex beim Bruch 409, 
4 15  f., 420, 422 

beim Sexagesim albruch 426, 441 
bei der Tausenderschreibung 375 
Punktindex bei den M yriaden 376 
Kasusendung 419, 422 

Irrational 362, 410  ff., 454, 456

Kennziffer 385
Komplementbruch 408, 4 14  f., 423,

431
seine Rolle im Altertum 4 14  f.
K .  und Logos  447, 449 

Kopfrechnen 375 f., 380, 383, 385, 
^89, 4 0 1 ,  405, 430. 436. 438, 442 

Kürzeif L o^ni 377, 429, 451 

der Brüche 429, 440, ;45i
Ii

Lederrolle 4 3 1 ,  459, 463 
Logistik

Fundstellen 364 ff., 370 ff.
Name 363 ff.
ihr U m fan g  357, 363 ff., 369 
Teilgebiete 365 f., 367 ff.
Lehrer der Logistik 456 
Arbeiten über griechische L. 357 f . ,  

39 4 , 463
vorzuziehen gegenüber der Geo

metrie 454 
die μονάς in der L. teilbar 455 
alte Logistik bei R habdas 37 1  f., 

380, 392, 419, 440 
Gegensatz Logistik-Arithmetik 360, 

363, 366. 455
benannte Zahl -  unbenannte Z. 

369. 454
Zählbares -  Zahlen 366, 454 
Wahrnehmbares -  Gedachtes 361 

f., 366, 369 f., 454 f- 
ev -  μονάς 454
bei den ,,A lten“  nicht vorhanden 

360, 455 f·
Verwandtschaft  zwischen L . und 

Arithmetik 363 f.
V erdrängung der L . aus der wis-

32

senschaftl. Mathematik 36 1  f., 4 1 1 ,  
449 . 456 

L . bei Platon 3 6 1 ,  363 f.
L .  bei Euk lid  362 
L . bei Archytas 455 
L .  bei Archimedes u. Eutokios 362, 

455 f·
L .  bei den ,,Späteren“  wieder in 

besserem Ansehen 455 f., 362 f. 
s. auch; Brüche

Logos (Zahlenverhältnis) 363, 377, 
4 1 1  f., 446-456
Entstehung aus d. Division 450 f.  
Definition 4 1 1 ,  446 f. 
Terminologie 446 ff.
Die 5 Formen (είδος) 446 ff.

Beispiele dazu 448 f.
Glieder des Verhältnisses 446,449 ff. 
L o g o i  und Brüche 362, 367 f., 

37 1 ,  4 10  ff., 447 ff·. 456 
werden bevorzugt 410 , 449 ff. 
gehören zur Zahlenlehre 453 f. 
werden multipliziert 451 f. 
werden dividiert 451 f. 
werden gekürzt 377, 429, 451 
ihre lateinischen Namen 447 f.
,,W egnehmen“  der Logoi 451 
, ,Zusammensetzen“  der Logoi 392,

4 5 1  f.
Zahlenwert des Logos 392, 4 1 1  f., 

446 ff., 450 ff.
seine Berechnung durch Division

4 12
dazu Teilung der Einheit notwen

dig 455 
wird multipliziert 451 f.

M aße 373, 386, 396, 406 f., 4 1 1  
Mathematisches Experim ent 4 12  
M echanik 360 
Merkstrich 385, 4CX>
Methodenlehre 4 12  
Minuend 382 ff.
Minuszeichen 383 
M ischungsaufgaben 365
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Mittelalterliche M athematik 363, 

4 1 3 .  437
Multiplikand 385, 388, 394 
Multiplikation 38 1 ,  368 ff., 384-395 

Definition 385
Tabellen 369, 3 8 1 ,  388 f., 391 
Terminologie 385 ff., 394 f. 

geometrische Vorstellungen dabei 
386, 394  f· 

ägyptisches Verfahren 367 f., 3 8 4 f.,

387. 394
griechisches Verfahren 367 f., 387, 

389, 394
indisches Verfahren 372, 389, 391 f. 
E inüben der M. 387 
M . ,,übers Kreuz“  424 
M . von Differenzen 383 
s. auch: Produkt, Rechenbrett, 

Teilprodukt 
Multiplikation von Brüchen und ge

mischten Zahlen 391 f., 4 10 ,  4 18 ,
425, 436 ff., 443 , 451 f· 
ägyptisches Verfahren 436 
griechisches Verfahren 437 ff. 
von Sexagesim albrüchen392,44off.  
a u f  dem Rechenbrett 373 ,  390

Multiplikator 385, 388, 390, 400, 454 
M usik 360, 396 
Muslimische Mathematik 437 
M yriadenrechnung 370, 375 f.

Näherungswerte 362, 406, 4 12 ,  450
f.. 456

Nebenrechnungen 377, 383, 387, 
4 0 1 ,  405

Nenner 4 1 1 ,  4 13 ,  4 19  ff., 428 f., 437, 

439  f-
unter sich prim 435 

Neupythagoreer 363, 4 12 ,  454 ff. 
Null  als Fehlzeichen 377, 379, 382,

426, 443 
als Zahl 377

Optik 360 
Osterrechnung 372

Philosophie und M athematik 359, 
36 1 ,  363, 37 1-  4 10 , 4 12 ,  449, 452, 
454  ff.

Phöniker 360 
Pluszeichen 381 
Positionssystem 377, 402, 426 
Pythagoreer 361 
Potenzlehre 369 

Termini für höhere Potenzen 394 f. 
s. auch unter Unbekannte, Stellen

regel 
Potenzreihe 393 
Produkt 386, 388, 392 ff., 400

Quadratzahl 425, 453 
Quadrieren 394 . .
Querstrich zji v̂ Bezeichnung der

Zahlen 375, 14,-6.4-2V**:
als Additionsstrich 377, 379, 3 9 1 ,  

441
als Null 379, 382 

Quotient 398, 401, 404 f.

Rechenbrett 359, 3 6 1 ,  367, 369, 373 
ff., 382 f., 385, 387, 390, 401,  426 f. 

Rechenheft 360
Rechenpraxis des täglichen Lebens 

35 8 ff., 369ff., 380, 395 f., 406, 409 ff-,

432, 456 
Rest 384, 397 
Rinderproblem 367 f., 457 
Römisches Rechnen 376, 407

Sandrechnung 370, 376, 392 
Schachtelung 4 18  
Schlußrechnung 369, 372 
Sexagena 426, 443 
Sexagesimalsystem 3 7 1 ,  377, 397,

426, 442 f.
S .-Bruch  425 f., 403, 407, 428 
S .-K o m m a  426
s. auch: Stellenregel und bei den 

Rechnungsarten 
Stammbruch 397 f., 407 f., 4 12  ff.,

42 3

Sachverzeichnis 4 7 1

Terminologie 398, 407, 4 12  ff. 
G rund für seine lange Lebensdauer

417
seine Darstellung 4 13  ff. 

symbolisch 408, 4 15  f. 
als allgem. Bruch 416, 419, 422 

der Stammbruch 414 , 4 16  
der Stammbruch 2/3 408, 4 13  f., 423  
Stammbruch und Logos 447 

Stammbruchreihe 368, 4 17 ,  430 ff. 
Stellenwert 375, 392 ff., 442 
Stellenregel 438 

bei Archimedes 392, 442, 445 
im Sexagesimalsystem 442, 445 

T afel  dazu 443 
als Vorläufer der Potenzrechnung

442, 445 
in Proportionsform 442, 446 

Subtrahend 382 f.
Subtraktion 367, 369 f., 382 ff. 

Definition 382 
Tabellen 380, 382, 435 
Terminologie 382, 384 
S. von Brüchen 4 13 ,  4 17  f., 429, 

435 f·
S. des Größeren vom Kleineren

383
Sumerer 397 
Sum m and 378 ff.
Summe 378, 381

Tabellen, Tafeln 369, 372 
s. auch: Bruchrechnung, Stellen

regel und bei den einzelnen Rech
nungsarten 

T afel  des Palamedes 380, 382, 388 
T aktik  364 f.
Tausenderdarstellung 375 
Teilprodukt 385, 400, 403, 405, 4 41 ,  

443
Reihenfolge der T . 390 f., 394, 437 

Teilquotient 403 f.
Terminologie 3 6 1 ,  3 7 1 ,  376, 4 1 1  

s. auch bei den einzelnen Rech
nungsarten

Übersichtlichkeit der Stam m bruch
rechnung 408, 4 17  

Unbekannte 368, 383, 4 13 ,  442 
deren Potenzen 395, 4 13 ,  4 15 ,  442 

Untereinandersetzen (K olum nen
schreibung 373, 378 f., 382 f., 435, 
438, 440 f.

Unterricht 359, 367, 377. 380, 45^ 
ägyptisches Vorbild 364 f.

Verdoppelung (Duplatio) 384 h, 400 
Vergleichen bei Division und Logos 

399, 402 f., 405, 444, 447, 450 
Verhältnislehre 4 1 1 ,  4 1 3 ;  s. auch: 

Logos
Verm essungsaufgaben 365 
Verteilungen 368, 380, 395 ff. 

von Äpfeln u. Kränzen 365, 367 
Vervielfältigen 386 
V ierfältig 387
Voreuklidische arithmetische Schrift 

446
Vorgriechische Mathematik 358, 

4 10
Vorhistorisches Rechnen 374

Wissenschaftliche (theoretische) M a 
thematik 359 ff., 4 10  ff., 449, 4 5 4 ff· 

Wurzel 369, 37 1  f., 4 12 ,  425 
Wurzelzahl (τα)θμήν) 375, 377, 388, 

392 ff.
Multiplikation der W. bei Apollo- 

nios 393

Zahl 
abstrakte Z. 4 10
Apfel-  u. Schalenzahlen (Melites, 

Phialites) 366 ff. 
gemischte Z. 372, 4 17 ,  422, 427,

437 f·, 4 43 , 449 
irrationale Z . :  s. u. Irrational 
natürliche 406, 409, 4 15 ,  45^ 
negative Z. 383 
Stufenzahl 373  f., 378
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Eigenschaften 360, 362, 367, 369, 
388
gerade -  ungerade 369, 455 
benannt -  unbenannt 369, 455 
prim -  zusammengesetzt 369 

Zahlen, „d ie  Brüche bei sich ha
ben“  453 

ganze Zahl und Bruch 408 f., 4 15  f., 
420, 422 

s. auch: Bruch, Logos, Logistik 
Zahlbegriff  36 1 ,  406 

Z. unbestimmt 374 
Zahlen- und Ziffernsystem 360 f.,

367 ff., 372 ff.
ägyptisches Z. 374 
babylonisches Z. 407 
griechisches Z.,  Buchstabenziffern

360, 375, 4 15
Herodianisches System 374 f. 

phönikisches Z. 380 
Dezimalsystem 37 1 ,  373  f., 399, 426 
Myriadensystem des Apollonios 

375 378, 393 f·
Oktadensystem 376

Vierersystem 373 
Zweiersystem 373 
s. auch: Positionssystem, Sexagesi- 

malsystem 
Zahlenmystik 452 
Zahlentheorie 360, 363, 368 
Zahlenwert 377 f., 4 1 1  

V.  kommensurablen Größen 453 
s. auch unter Logos 

Zahlwörter 
Grammatikalische Form 373 
Zahladjektiv 386 f., 395 
Zahladverb 386, 395, 401 

Zählen 369, 373
Zähler 4 1 1 ,  4 19  ff., 425, 429, 439 f. 

als gemischte Zahl 422, 440 
als ganze Zahl einer neuen Größen

ordnung 4 15 ,  4 17 ,  419, 4 2 1 ,  427, 

434
Zerlegen der Brüche 368, 429 ff. 
Zumessen 398 f.
Zuteilen 399 
Zuzählen 360


