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VORWORT

Die vorliegende Arbeit setzt wenig an mathematischen
Kenntnissen voraus: Potenzieren und Wurzelausziehen, Rech-
nen mit Logarithmen und einiges vom binomischen Lehrsatz.
Noch besser ist es natiirlich, wenn der Leser auch einiger-
maflen mit der Neuner- und Elferprobe vertraut ist, und
vielleicht trigt mein Biichlein ein wenig dazu bei, dafl diese
Proben etwas hiufiger angewandt werden. Sie verdienen
es in der Tat.

Der Zweck der Arbeit ist, Methoden aufzudecken, welche
die ,Rechenktnstler anwenden, um im Kopf hohere Wur-
zeln auszuziehen und Osterdaten anzugeben. Zwar kiindigen
die Rechenkanstler vielfach an, dafl sie im Laufe ihres Vor-
trags die angewandten Methoden erlautern wollen, allein das
bezieht sich gewodhnlich auf andere Kunststiicke; und wenn
sie auch hie und da zwoli- bis vierzehnjihrige Jungen ab-
richten, daf§ sie Kubikwurzeln im Kopf ausziehen, so lassen
sie sich bei dieser Gelegenheit doch keines ihrer eigent-
lichen Geheimnisse entlocken und stehen auf dem Standpunkt
des Mephistopheles:

Das Beste, was du wissen kannst,
Darfst du den Buben doch nicht sagen.

Den vierbeinigen Rechenkinstlern, die neuerdings ,,auf-
treten®, wird ein besonderer Abschnitt gewidmet. In einem
Anhang werden die mathematischen Grundlagen der ,,Ge-
heimnisse“ eingehender erortert, insbesondere der kleine
Fermatsche Satz, und ich habe mich bemtiht, die hohe Be-
deutung dieses wichtigen Theorems moglichst scharf hervor-
treten zu lassen.

Alzey, August 1913.
Ph. Maennchen.
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. ERSTER ABSCHNITT
DIE 3. WURZEL AUS 4- BIS 12STELLIGEN ZAHLEN

Um auch denen, die noch keinen ,,Rechenkfinstler in Tatig-
keit gesehen haben, einen Einblick zu gewahren, will ich
immer die Aufgaben so stellen und behandeln, wie dies bei
dem offentlichen Auftreten eines solchen Kiinstlers sich ab-
spielt: Einer aus dem Publikum, P., kiindigt eine Aufgabe
von bestimmter Art an, der Rechenkunstler, R., sagt, auf
welche Angaben er sich beschrinken will, P. macht diese
Angaben, und nach einer gewdhnlich ziemlich kurzen Pause
verklindigt R. das Resultat.

Dann folgt von meiner Seite die Erklarung, die der Rechen-
kiinstler, abgesehen von einigen ganz harmlosen und langst
bekannten Fillen, immer schuldig bleibt.

1. Aufgabe

P.: Die 3. Wurzel aus einer 5stelligen Zahl!

R.: Bitte, diktieren Sie mir die Ziffern von rechts nach links!

P.: .. 683.

R.: Halt, das gentigt mir! — Die Zahl heifit 27.

Die 3. Wurzel aus einer 5stelligen Zahl mufl zweistellig
sein. Da die 3. Potenz auf 3 endigt, mufl die Grundzahl auf
7 endigen. Sie heifit also 10x + 7. Die 3. Potenz von
10x + 7 ist 1000x*+ 3 - 100x*- 7+ 310 x- 734 75

73 = 343 liefert 3 Einer und 4 Zehner. Die fibrigen 4
Zehner liefert 3 - 10 - x - 7°. Das sind 3 - 72 x oder 147x
Zehner, von denen nur die 7x in Betracht kommen, da die
tibrigen nur Hunderter und Tausender liefern. 7x muf} also
auf 4 endigen, daher ist x = 2, und die Zahl heifit 27.

Nun bedenke man, dafl der professionelle Rechenkiinstler
eine ungewdhnliche Ubung besitzt. Durch sein Gehirn geht
blitzartig etwa die folgende Gedankenreihe:

7 Einer; 73=343; 8 — 4 = 4; 3 - 3% endigt auf 7; 7 - 2
endigt auf 4; 2 Zehner.



2 R. beschridnkt sich auf die zwei letzten Stellen

Ich sehe, daBl einigen meiner Leser noch Fragen auf den
Lippen schweben. So will der eine wissen, warum der Mann
nicht gleich sagt: ,Geben Sie mir die zwei letzten Stellen
rechts!“ Das ist eine VorsichtsmaBregel, die sich in seiner
Praxis jedenfalls schon oft bewahrt hat; denn wir werden
noch sehen, daB die zwei letzten Stellen nicht immer ge-
niigen. Sind sie so beschaffen, daB sie geniigen, dann ruft
er: ,Halt! Wenn nicht, dann 1aBt er sich den ganzen Radi-
kanden diktieren.

Ein anderer Leser mdchte wissen, warum sich der Mann
3 Stellen angeben 1a8t, wahrend doch 2 gentigen. Das ist
auch eine Vorsichtsmafiregel; sie soll verhiiten, dal man zu
leicht hinter den Trick kommt.

Wir wollen noch eine Aufgabe dieser Art behandeln.

2. Aufgabe

P.: Die 3. Wurzel aus einer 5 stelligen Zahl.

R.: Wollen Sie wieder von rechts nach links diktieren!

P.:...336.

R.: Halt! — Die 3. Wurzel heifit 46.

Verfahren: 6 Einer; 6= 216; 3 — 1 = 2; 3 - 6% endigt
auf 8; 8 -4 und 8-9 endigen auf 2. Die 3. Wurzel heifit
also entweder 46 oder 96.

Da aber 96° eine 6stellige Zahl ist, so kann nur 46 die
gesuchte Losung sein.

Wer sich nun noch weitere derartige Beéispiele bildet, wird
finden: Endigt die Zahl auf 1, 3, 7, 9, so sind die Zehner
eindeutig bestimmt, endigt sie auf 2, 4, 6 oder 8, so gibt es
2 Losungen, von denen fast immer eine nicht zur vorge-
schriebenen Stellenzahl pafit.

3. Aufgabe

: Die 3. Wurzel aus einer 8stelligen Zahl.
: Bitte, diktieren!
: 45118016.
.: 356.

Die gesuchte Zahl hat, wie man leicht einsieht, 3 Hunder-
ter und 6 Einer. Die Schwierigkeit besteht jetzt darin, die
Zehner mit Sicherheit zu bestimmen. Man konnte zwar die

e



Wie R. den Elferrest benutzt 3

in den beiden vorausgehenden Aufgaben angewandte Me-
thode versuchen, jedoch liefert diese, wie uns Aufgabe 2 er-
kennen liel, gewdhnlich 2 Lésungen, und wir haben hier in
der Stellenzahl kein Mittel, um eine der beiden Losungen als
unbrauchbar zu erkennen. Zur eindeutigen Bestimmung der
Zehner dient uns hier der Elferrest.

Ich darf vielleicht daran erinnern, dafl man den Elferrest
einer Zahl findet, indem man die Summe der geraden Stellen
von der Summe der ungeraden Stellen subtrahiert. Ich will
ferner meine Leser daran erinnern, dafl der Elferrest eines
Produkts gleich ist dem Elferrest des Produkts der Elferreste
der Faktoren. Denn wenn der eine Faktor den Elferrest p
hat, so hat er die allgemeine Form 11a + p, und hat der
andere den Elferrest g, so ist seine allgemeine Form 115 4-q.
Das Produkt der beiden ist nun

121ab + 1laq + 11bq + pg.

Die 3 ersten Glieder haben den Elferrest 0, also ist der
Elferrest des Produkts gleich dem Elferrest von pq, was zu
beweisen war. Ich bemerke, daf} die Beweisfihrung gerade
so verlauft, wenn ich statt des Elferrestes einen anderen Rest,
z. B. den Neunerrest einsetze.')

Nun ist auch der Elferrest irgendeiner Potenz gleich dem
Elferrest der betreffenden Potenz des Elferrestes der Basis.
Davon machen wir Gebrauch und stellen eine Tabelle her,
die in der 1. Zeile die Elferreste von 0 bis 10 enthilt, in
der 2. und 3. Zeile die zugehdrigen Elferreste der 2. und
3. Potenz. So erhalten wir:

Elferreste
‘1. Potenz . 0|1/2/3/4|/5|67 8:9]10
2. ../0/1(4/9|5:3[3|5:941/10
3 , 0|18, 5!/9 4|7|2]6/|3 10

Dain unserer Aufgabe derElferrest desRadikanden gleich 9
ist, so mufl, wie die obenstehende Tabelle zeigt, der Elfer-
rest der Grundzahl gleich 4 sein. Nun ist eine 3 stellige Zahl

1) Beispiele zur Neuner- und Elferprobe werden im Anhang be-
handeit.



4 Beschriankung auf die 3 letzten Stellen

mit 3 Hundertern und 6 Einern zu bestimmen, die den Elfer-
rest 4 hat. Die Summe der ungeraden Stellen ist 9, daher
mufl die gerade Stelle 5 heiflen, damit die Differenz 4 ent-
steht. Also heifit die gesuchte Zahl 356.

Auch hier spielt sich wieder der ganze Vorgang mit ver-
bluffender Geschwindigkeit ab. Da der ,,Rechenkunstler” ge-
wohnlich auch zugleich als ,,Gedachtnisktinstler” reist, so
macht ihm die obige Tabelle wenig Beschwerden; er kann
sie sich leicht, wenn ndtig, auch durch mnemotechnische Kunst-
stiicke einpragen. Wir lernen aber bei einer der nichsten Auf-
gaben ein Verfahren, um solche Tabellen iiberhaupt entbehren
zu kénnen.

4, Aufgabe

P.: Die 3. Wurzel aus einer 7 stelligen Zahl.

R.: Bitte, von rechts nach links zu diktieren!

P.:....313.

R.: Halt, das geniigt! — Die Zahl heifit 217,

Wir verfahren wie bei Aufgabe 1, nur etwas ausfiihrlicher,
indem wir auch noch die Hunderter berticksichtigen:

7% = 343;..313 — 343 =..970; 3 - 72 - 1 endigt auf 7,
also hat die gesuchte Zahl 1 Zehner; 3-7%- 1 = 147, wo-
von nur die 47 Zehner for uns in Betracht kommen.

97 — 47 = 50,

also bleiben noch 5 Hunderter. Diese werden geliefert von
3-7-1% und von 3° 7%y, wo y die Anzahl der Hunderter
des Resultats bedeutet. 3 -7 - 12 gibt 21 Hunderter. Den
einen Hunderter zihle ich von den obigen 5 Hundertern ab
und behalte noch 4 Hunderter. 3:7%-y, oder einfacher
27y, oder noch einfacher 7y mufl auf 4 endigen, mithin ist
y = 2, und die gesuchte Kubikwurzel heifit 217.

Das hier skizzierte Verfahren wird seltener ausgefiihrt und
ist iiberhaupt nur dann anwendbar, wenn eine ungerade An-
zahl von Einern gegeben ist.

5. Aufgabe

: Die 3. Wurzel aus einer 10stelligen Zahl.
: Bitte, diktieren!

: 3532642667.

: 1523.

XV



Der Radikand wird 4stellig 5

An der ersten Stelle links erkennt man, dal die gesuchte
Zahl 1 Tausender hat; an den Einern erkennt man, dafi
sich 3 Einer ergeben. Dann folgt eine Rechnung, wie bei
Aufgabe 1, um die Zehner zu bestimmen:

3%=27;6 —2=24; 3-3%- 2 endigt auf 4. Also hat die
gesuchte Zahl 2 Zehner. Die jetzt noch fehlenden Hunder-
ter bestimmt man mit Hilfe des Elferrestes. Der Elferrest
des Radikanden ist 4, also mufl der Elferrest der Grundzahl
nach der Tabelle auf S.3 gleich 5 sein. Die Summe der
geraden Stellen ist 3, also mufl die der ungeraden gleich 8
sein. Da die eine davon 3 heifit, so muf} die andere 5 heiflen,
demnach ergibt sich 1523.

Wire die letzte Stelle rechts eine gerade Zahl gewesen,
so hatten sich fur die 2. Stelle zwei Moglichkeiten ergeben.
Wie sich der Rechenkiinstler in diesem Falle hilit, das wer-
den wir an einer spateren Stelle erfahren. :

ZWEITER ABSCHNITT
DIE 7. WURZEL AUS 8- BIS 28STELLIGEN ZAHLEN
6. Aufgabe

P.: Die 7. Wurzel aus einer 12stelligen Zahl.
R.: Bitte, von rechts nach links diktieren!’

P....7.
R.: Sie kénnen die Ziffern in beliebiger Reihenfolge auf-
sagen!

P.: 887621111107 (die Zahl heif}t, wie ich meinen Lesern
zur Kontrolle verraten will, 271818611107).

R.: 43.

»Wie Sie sehen, ziehe ich auch Wurzeln aus, wenn die
Ziffern in beliebiger Reihenfolge gegeben sind. Schon Gauf}
bediente sich dieses Verfahrens!”

Diesen Zusatz machte einst ein Rechenkinstler bei einer
seiner Vorfuhrungen, und in den Kritiken, die er mitbrachte,
fand sich nicht selten die Ansicht vertreten, als ob der Rechen-
kanstler bei allen Aufgaben auf die Reihenfolge der Ziffern
verzichten kdnne. Dafl dies nicht der Fall ist, werden wir
bald sehen. Der Hinweis auf Gaufl, woftir er den Beweis
wohl schwerlich erbringen kann, diente nur dazu, die ganze



6 Die Ziffernfolge ist beliebig

Sache noch mysteridser zu gestalten. Die Losung des Ritsels
ist duBerst einfach:

Die Zahl hat 3 Einer. Denn die 1. Potenz endigt mit der-
selben Ziffer, wie die 5., 9., 13., 17, ... (4n + 1)' Potenz,
die 3. ebenso wie die 7., 11,, 15,, 19,, ...(4n + 3)'¢ Potenz.?)

Der Neunerrest, der bekanntlich aus der Quersumme be-
stimmt wird, wobei die Reihenfolge der Ziffern keine Roile
spielt, ist 7, folglich hat die gesuchte Zahl auch den Neuner-
rest 7, demnach mufl sie 4 Zehner haben.

Der Satz, der dabei benutzt wird, lautet:

Der Neunerrest der 7. Potenz ist mit zwei Ausnahmen gleich
dem Neunerrest der Grundzahl. Zum Beweis stellen wir eine
Tabelle auf.

Neunerreste
1. Potenz 0 1 2 (3|4 5678
2 ” 0 1 {407 ;7 ;0]4 1
3. » 0 1 8§ | 0 1 8|0 1 8
4, 0 1 710144 ,0 7 1
5 » 0 1 5§ 072 |0] 4!8
6 » 0 1 1 0 1 1 0 1 1
7 »” 0 1 i 2.0 45|07, 8

In der 1. Zeile stehen die Neunerreste von 0 bis 8, in den
folgenden Zeilen die der 2., 3., 4., ... bis_7. Potenz. Man
sieht, daBl in der Tat, mit Ausnahme der Neunerreste 3
und 6, der Satz giiltig ist, und so erkennt man die ein-
fache Grundlage des Kunststiicks, das auf den ersten Blick
so sehr tiberrascht. Die Ausnahmen 3 und 6 will ich spéter
im Zusammenhang mit anderen Schwierigkeiten behandeln.
— Bei dieser Aufgabe hatte sich die Sache auch in folgen-
der Weise abspielen kénnen:

P.: Die 7. Wurzel aus einer 12stelligen Zahl.

R.: Bitte, von rechts nach links diktieren!

P.:...07.

R.: Halt, das geniligt. — Die Zahl heifit 43.

Die gesuchte Zahl hat 3 Einer. 37 endigt auf 87, hat also

1) Der Beweis findet sich im Anhang.



R. erschwert sich angeblich die Aufgabe 7

8 Zehner; die tibrigen 2 Zehner liefert 7 - 3% - x, also
7:-9x = 63x;

davon kommen nur die 3x in Betracht. 3x mufl auf 2 endi-
gen, x = 4; die Zahl heifit 43.

Wir haben dabei den binomischen Satz fiir n = 7 ver-
wendet:

3+ 10x)"=3"4+7-3%10x + 21 - 3%- 100x*+...,

wobei nur die beiden ersten Glieder der rechten Seite in
Betracht kommen.

Noch eine dritte Methode moge auf dieselbe Aufgabe an-
gewandt werden. Die Sache wird sich etwa so abspielen:

P.: Die 7. Wurzel aus einer 12stelligen Zahl.

R.: Bitte, diktieren!

P.: 271818611107.

R.: Ich erhebe haufig eine gegebene Zahl zunichst in eine
hohere Potenz und ziehe dann die entsprechend hohere Wur-
zel aus. So werde ich hier die vorliegende Zahl in die 3. Po-
tenz erheben und dann die 21. Wurzel ausziehen.

Nach einer etwas lingeren Pause als sonst, wobei durch
Augenrollen oder sonstiges Geberdenspiel die Ausfiihrung
der angekiindigten Operationen markiert wird, erfolgt dann
die Angabe des Resultats. Darob natiirlich groies Erstaunen
bei einem Teil des Publikums und ungliaubiges Licheln bei
denen, die etwas kritischer veranlagt sind und nicht glauben
wollen, dafl man etwa eine Schafherde rascher z#hlt, indem
man die Anzahl der Beine durch 4 dividiert.

Und doch war ein Kornchen Wahrheit in der kithnen Be-
hauptung enthalten. Er erhebt zwar nicht die vorgelegte
Zahl in die 3. Potenz, sondern ihren Elferrest; dann erhalt
er den Elferrest der 21. Potenz, und dieser stimnit, wie wir
gleich nachher beweisen wollen, mit dem Elferrest der Grund-
zahl tiberein. Die Rechnung gestaltet sich, wie folgt:

Die gesuchte Zahl endigt auf 3. Der Elferrest des Radi-
kanden, also der 7. Potenz der gesuchten Zahl, ist 10, 10°
hat den Elferrest 10, also hat die gesuchte Zahl auch den
Elferrest 10, heifit daher 43.

Fertigen wir eine Tabelle der Elferreste an, indem wir die
Tabelle auf S. 3 fortsetzen, so ergibt sich:



8 Elferreste der 11. Potenzen

Elferreste
1. Potenz . ol1l2/3'al5|6 7| 8/9l10
2. ol1!4/0/5/3|3 5 9/4]1
3. 0/1/8/5/9/4|7 2 6/3]|10
4. 0(1]/5/4,3/9[9 3 4/5/|1
5, o/1/10/1/1[1]10/10|10]1 |10
6. » 0/1 9|3 /4|55 4/3[9 1
(A ol1|7/9|5/3| 8 6 24|10
8. 0/1]/3:519/4! 4/ 9/5/3]|1
9. ol1|6/4|3|9]| 2|8 7/5|10
0. ot 1l 1] 1]1[1]1
1m. 0|1 2|345 6/ 7| 8/9110

Manerkennthier zunachst die Gultigkeit der folgenden Regel:

Der Elferrest der 11. Potenz ist gleich dem Elferrest der
Grundzahl.

Dieser Satz gilt ausnahmslos, wie man sieht; und wer
schon mit der niederen Zahlentheorie vertraut ist, der weif3
auch den tieferen Grund fur das Bestehen dieser Eigen-
schaft: es ist dies der sogenannte kleine Fermatsche Satz,
angewandt auf die Primzahl 11.%)

Weiterhin erkennt man aber auch, dafl der Elferrest der
12. Potenz mit dem der 2., der der 13. mit dem der 3. tiber-
einstimmen muf§ usw., mithin der der 21. mit dem der 11.,
also auch mit dem der 1. Damit ist aber unsere Behauptung
und daher auch die Berechtigung der oben angewandten
Methode bewiesen.

Jetzt wird der Leser auch verstehen, warum ian die Ta-
belle auf S. 3 entbehren kann. Man erhebt den Elferrest
der gegebenen 3. Potenz in die 7.Potenz und erhilt so den
Elferrest der 21. Potenz und somit den der gesuchten Zahl.
Bei einiger Ubung ist dies rasch ausfahrbar.

7. Aufgabe

P.: Die 7. Wurzel aus einer 18stelligen Zahl.
R.: Bitte, diktieren!

1) Uber den kleinen Fermatschen Satz findet der Leser ein
besonderes Kapitel im Anhang.



Eine bemerkenswerte Diophantische Aufgabe 9

P.: 321673167473963573.

R.: 317.

Ich will zunichst ein Verfahren angeben, das zwar von
den professionellen Rechenkiinstlern kaum angewandt wird,
das aber unstreitig vom mathematischen Standpunkt aus
das interessantere ist.

Die gesuchte Zahl hat 7 Einer. Der Neunerrest des Radi-
kanden ist 2, also hat auch die gesuchte Zahl, die, wie man
leicht erkennt, 3stellig sein muf}, diesen Neunerrest 2. Der
Elferrest des Radikanden ist 4, also ist der Elferrest der
3. Potenz des Radikanden, und somit der Elferrest der
21. Potenz der gesuchten Zahl gleich dem Elferrest von 4%,
demnach gleich 9. Daraus folgt nach unseren Ausftihrungen
auf S. 7, daB die gesuchte Zahl den Elferrest 9 hat. Es ist
also eine Zahl gesucht, die den Neunerrest 2 und den Elfer-
rest 9 hat. Die kleinste Zahl, die diese Eigenschaft besitzt,
ist 20; dann folgen 20 + 99, 20 + 2 - 99 usw. Da die Zahl
auflerdem auf 7 endigen soll, so mufl das Vielfache von 99
auf 7 endigen; und diese Eigenschaft hat nur das Dreifache,
297; also heifit die gesuchte Zahl 20 4 297 = 317.

Ich mochte bei dieser Gelegenheit die Verfasser von Auf-
gabensammlungen darauf aufmerksam machen, daf§ sie viel-
leicht in dem Abschnitt tiiber Diophantische Aufgaben einige
der ublichen Verlegenheitsaufgaben streichen und solche
Beispiele, wie das eben behandelte, einsetzen méchten. Ich-
glaube, dafl das Interesse der Schiiler an den Diophantischen
Aufgaben hierdurch wesentlich wachsen wiirde.

Der Rechenkiinstler schldgt einen der jetzt zu beschrei-
benden zwei Wege ein:

a) Die gesuchte Zahl hat 7 Einer. 77 endigt auf 43 (7, 49,
43, 01, 07, 49, 43); 71 — 4 = 3. Diese 3 Zehner liefert
7-7%. x, also 43 x, wovon nur 3 x in Betracht kommen. 3 x
soll auf 3 endigen, also ist x = 1. Die Zahl hat demnach
7 Einer, 1 Zehner und den Neunerrest 2, also mufl sie 3
Hunderter haben. — Sollte der Neunerrest des Radikanden
gleich Null sein, so operiert man mit dem Elferrest,

b) Die gesuchte Zahl hat 7 Einer. Der 18stellige Radikand
hat in der 1. Stelle links eine 3; also ist der Logarithmus
des Radikanden grofler als 17,477...; denn log 3=10,477...
Der Logarithmus der gesuchten Zahl ist also grofier als



10 Anwendung der Logarithmen

2,496 . .., liegt daher zwischen 2,477 und 2,602, demnach
die gesuchte Zahl zwischen 300 und 400. Die gesuchte Zahl
beginnt daher mit 3, endigt auf 7, hat den Neunerrest 2
und heifit demnach 317.

Dieses Verfahren b) ist nach meiner Uberzeugung das
von den Rechenkiinstlern am meisten geabte. Obgleich sich
manche feierlich dagegen verwahren, dal sie die Logarith-
men auswendig wiilten, darf man als sicher annehmen, daf§
sie die Logarithmen aller 2stelligen Zahlen mindestens auf
3 Dezimalstellen im Ged#chtnis haben. Das ist abrigens bei
der Fertigkeit dieser ,Rechen- und Gedachtniskiinstler” in
der mnemotechnischen Einprigung durchaus nichts Unge-
wohnliches. Bei unserer Aufgabe, ja sogar bei den meisten,
die in der Praxis des Rechenkiinstlers auftreten, geniigt es
tibrigens, die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 aus-
wendig zu konnen, und dies ist etwas, was auch der ge-
wohnliche Sterbliche ohne jede Gedachtniskunst leisten kann.
Diese Forderung nehme ich also von nun an bei einem Teil
der folgenden Aufgaben als erfullt an, und wer von meinen
Lesern sie nicht erfiillt oder nicht erfillen mag, den mufl
ich bitten, bei der Durchrechnung dieser Aufgaben eine
Logarithmentafel bereit zu legen.

DRITTER ABSCHNITT
DIE 5. WURZEL AUS 6- BIS 20STELLIGEN ZAHLEN

8. Auigabe

: Die 5. Wurzel aus einer 7stelligen Zahl.

: Bitte, diktieren!

:6...

: Diktieren Sie nur in befiebiger Reihenfolge!
: 6644333. (Die Zahl heifit 6436343).

.: Die Zahl heifit 23.

Das Verfahren, die letzte Ziffer rechts sich angeben zu
lassen und die tibrigen Ziffern in beliebiger Folge, ist auf
S. 5 beschrieben worden und wire natarlich auch hier an-
wendbar.

Da die erste Ziffer eine 6 ist, so liegt der Radikand
zwischen 32 - 10° und 243 - 10° also die gesuchte Zahl

" UVATVDT



Neunerrest der (6n 4 1)ten Potenz 11

zwischen 20 und 30; somit beginnt sie mit 2. Der Neuner-
rest des Radikanden ist 2, der der gesuchten Zahl ist, wie
jetzt bewiesen werden soll, gleich dem Neunerrest von 25
also gleich 5. Demnach heifit die gesuchte Zahl 23.

Unsere Tabelle auf S. 6 hat uns gezeigt, dal — von zwei
Ausnahmen abgesehen — der Neunerrest der 7. Potenz gleich
ist dem Neunerrest der Grundzahl. Demnach stimmt der
Neunerrest der 8. Potenz mit dem der 2., der der 9. Potenz
mit dem der 3. tiberein usw., also der Neunerrest der 13.
Potenz mit dem der 7., somit auch mit dem der 1. Ferner
stimmt mit dem Neunerrest der 1. Potenz tiberein der Neuner-
rest der 19., der 25., der 31., allgemein der (6n + 1)'en
Potenz.

Wenn wir nun den Neunerrest des Radikanden, der die
5. Potenz der gesuchten Zahl darstellt, in die 5. Potenz er-
heben, so erhalten wir den Neunerrest der 25. Potenz, der
aber, wie wir eben zeigten, mit dem Neunerrest der Grund-
zahl iibereinstimmt. Damit ist die Berechtigung unseres Ver-
fahrens bewiesen.

Noch ein anderes Verfahren moge an derselben Aufgabe
erlautert werden.

P.: Die 5. Wurzel aus einer 7stelligen Zahl.

R.: Bitte, diktieren!

P.:64...

R.: Halt! — Die Zahl heifit 23.

Ich sagte oben bereits, dafl die Rechenkiinstler meiner
Uberzeugung nach die Logarithmen aller 2stelligen Zahlen
auf etwa 3 Dezimalstellen sich eingepragt haben. Da wir
ihnen das nicht nachmachen wollen, so nehmen wir eine
Logarithmentafel zur Hand und schlagen die erste Seite auf,
wo sich gewdhnlich die Logarithmen der Zahlen von 1 bis
100 vorfinden. Wir bestimmen log 64 = 1,806, also log
6400000 == 6,806. Der Logarithmus des Radikanden ist also
etwas grofler als 6,806, demnach der Logarithmus der ge-
suchten Zahl ein wenig grofier als 1,361. — 1,362 ist der
Logarithmus von 23, also ist 23 die gesuchte Zahl.

Von diesem Verfahren werden wir noch ofter Gebrauch
machen massen. Nun wollen wir auf dieselbe Aufgabe noch
ein drittes Verfahren anwenden, damit wir auch far 11- bis
20stellige Radikanden gentigende Hilfsmittel haben.



12 Logarithmen und Neunerprobe

P.: Die 5. Wurzel aus einer 7stelligen Zahl.
R.: Bitte, von rechts nach links diktieren!
P.: ... 343.

R.: Halt! — Die Zahl heifit 23.

Die gesuchte Zahl hat 3 Einer. 3% = 243, also bleibt noch
1 Hunderter oder 10 Zehner. Diese werden geliefert von
5-3%- x, und da 3* auf 1 endigt, von 5x; 5x = 10; x = 2.
Die Zahl heifit 23.

Die 5. Potenz hat der 3. und der 7. Potenz gegeniiber
den Nachteil, dal man aus ihrer Zehnerstelle noch nicht die
Zehner der Grundzahl bestimmen kann, sondern erst aus der
Anzahl der Hunderter.

9. Aufgabe

: Die 5. Wurzel aus einer 12stelligen Zahl.
.: Bitte, diktieren!

: 551473077 343.

.. 223,

Der Radikand liegt zwischen 32 - 10'° und 243 - 10%, die
gesuchte Wurzel demnach zwischen 200 und 300. Sie be-
ginnt also mit 2. Sie endigt, wie man sofort erkennt, auf 3.
Der Radikand hat den Neunerrest 4. 4° hat den Neuner-
rest 7, also heifit die Zahl 223.

Ein anderes Verfahren:
: Die 5. Wurzel aus einer 12stelligen Zahl.
: Bitte, diktieren!
:585...
: Halt! Die abrigen Ziffern in beliebiger Reihenfolge!
: 554433310777.
.2 223,

log 55 - 10*° = 11,740, 1 log 55 - 10'° = 2,348. Die ge-
suchte Zahl liegt daher zwischen 220 und 230, hat somit
2 Hunderter und 2 Zehner. Da der Radikand den Neuner-
rest 4 hat, so hat die gesuchte Zahl den Neunerrest 7,
demnach heif3t sie 223.

Ein drittes Verfahren:

P.: Die 5. Wurzel aus einer 12stelligen Zahl.
R.: Bitte, von rechts nach links diktieren!
P.:...343.

XU
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5. Wurzel aus einer 20stelligen Zahl 13

R.: Die tibrigen Ziffern in beliebiger Folge!

P.: 777554310343.

R.: 223.

Aus den 3 letzten Ziffern bestimmen wir, genau wie in
Aufg. 8 auf S. 12, die beiden letzten Stellen der gesuchten
Zahl, also 23. Dann berechnen wir, wie oben, den Neuner-
rest der gesuchten Zahl; dieser ist 7, und die Zahl heifit 223.

10. Aufgabe

.: Die 5. Wurzel aus einer 20stelligen Zahl.
.: Bitte, diktieren!
.. 11576155017 345132257.

R.: 6497. .

Die gesuchte Wurzel hat 7 Einer. 7° endigt auf 807;
...257 — 807 =...450; 7* endigt auf 01; 5 - 7* endigt
auf 05; 5- 7t - x soll auf 45 endigen; also ist x = 9.

11576 liegt zwischen 6° und 7°; die gesuchte Zahl hat
daher 6 Tausender. — Der Neunerrest des Radikanden ist 8,
also ist der der gesuchten Zahl gleich dem Neunerrest
von 8% d. h. gleich 8, und die Zahl heifit 6497.

Fiir den Fall, dafl eine gerade Anzahl von Einern ge-
geben ist, so daBl die Zehner nicht eindeutig bestimmbar
sind, wird der Rechenkiinstler wieder die Logarithmen be-
nutzen:

Der Radikand beginnt mit 11. Der Logarithmus des Radi-
kanden ist daher groBer als 19,041, der Logarithmus der
gesuchten Zahl ist demnach grofler als 3,808, und der
Numerus hierzu liegt zwischen 6400 und 6500. Die Zahl
hat also 6 Tausender, 4 Hunderter, 7 Einer und den Neuner-
rest 8, heifit daher 6497.

WX

VIERTER ABSCHNITT
ANDERE WURZELN

11. Auigabe

P.: Die 11. Wurzel aus einer 15stelligen Zahl.
R.: Bitte, die Ziffern in beliebiger Reihenfolge!
P.: 012235577789999 [952809757913927].
R.: Die Zahl heifit 23.

Maennchen: Rechenkinstler 2



14 R. 1aBt sich nur die Stellenzahl geben

Aus der Stellenzahl zieht man den Schlu3, daf der Loga-
rithmus zwischen 14,00 und 14,99 liegt, der 11. Teil daher
zwischen 1,272 und 1,363. Daraus folgt, daBl die gesuchte
Zahl in der Nahe von 20 liegt, und zwar ist es ftir den, der
nur die Logarithmen von 1 bis 10 kennt, zunichst noch
unentschieden, ob sie kleiner oder grofler ist als 20. Der
Neunerrest des Radikanden ist 2; diesen erhebe ich in die
5. Potenz und erhalte den Neunerrest 5; das ist jetzt der
Neunerrest der 55. Potenz, folglich, da 55 von der Form
6n + 1 ist, der Neunerrest der gesuchten Zahl selbst. Die
Zahl heifit also entweder 14 oder 23. 14 ist jedoch zu klein,
denn wenn ich log 3 und log 5 addiere, so erhalte ich
log 15=1,176, und da 1,272 > 1,176 ist, so ist die gesuchte
Zahl > 15, folglich kann nur 23 die gesuchte Ldsung sein.

12, Aufgabe

P.: Die 31. Wurzel aus einer 35stelligen Zahl.

R.: Die Zahl heifit 13.

Die Losung wird groBe Uberraschung hervorrufen, ins-
besondere bei dem, der sich die auflerordentliche Mithe
gemacht hat, die Zahl 13 in die 31. Potenz zu erheben, und
der nun sieht, dafl der Rechenkiinstler sich von der mithsam
errechneten Zahl nicht eine einzige Ziffer sagen 1aft.

Und doch braucht man nur die Logarithmen der Zahlen
von 1 bis 10 auf 2 Dezimalstellen auswendig zu wissen, um
die Losung ganz rasch zu ermitteln.

Der Logarithmus der gegebenen Zahl liegt zwischen 34,00
und 34,99, der 31. Teil daher zwischen 1,09 und 1,13. Nun -
ist log 12=1og 2 4+ log 6 = 1,07 und log 14 = log 2 +
log 7 = 1,15. Die gesuchte Zahl liegt also zwischen 12 und 14;
sie heilit daher 13. — Wer die Logarithmen der 2stelligen
Zahlen kennt, kommt natiirlich noch etwas schneller zum Ziel.

Es ist klar, dafl viele der bei den fruheren Aufgaben an-
gewandten Methoden auch hier zum Ziele ftthren wiirden,
und um dem Leser Stoff zur Ubung zu geben, will ich die
35stellige Zahl in der richtigen Ziffernfolge hierher setzen:
34059943367449284484947168626829637.

So kann man ohne Logarithmen erkennen, dafl die ge-
suchte Zahl zwischen 10 und 20 liegt, also 1 Zehner hat.



Eigenschaften der 31. Potenzen 15

Die Einer kann man nun bestimmen entweder aus den
Einern oder aus dem Neunerrest oder aus dem Elferrest
des Radikanden. Man kann auch aus dem Neuner- und
Elferrest allein die gesuchte Zahl bestimmen, ahnlich wie
auf S. 9.

Nach unseren friiheren Feststellungen stimmt der Neuner-
rest der 31. Potenz mit dem Neunerrest der Grundzahl
tiberein; ebenso der Elferrest der 31. Potenz mit dem Elfer-
rest der Grundzahl, so dafl hier nicht einmal Umrechnungen
notwendig sind. ,Ich ziehe mit Vorliebe 31. Wurzeln aus*,
so duflerte sich einst ein Rechenkiinstler mir gegeniiber in
einem Privatgesprach. Dieser Ausspruch wird dem, der die
angenehmen Eigenschaiten der 31. Potenz erkannt hat, nicht
mehr paradox erscheinen. — Das Ausziehen der 13, 17,
19., 23., 29. Wurzel bietet keine neuen Schwierigkeiten und
fuhrt auch zu keinen neuen Methoden.

FUNFTER ABSCHNITT

BESONDERE SCHWIERIGKEITEN FOR DEN
RECHENKUNSTLER

Wir haben uns bis jetzt nur mit solchen Aufgaben be-
schéftigt, in denen der Wurzelexponent eine Primzahl war.
Solche Aufgaben werden von den Aufgabenstellern bevor-
zugt, weil sie fur die schwierigsten gehalten werden. Dies
witrde auch zutreffen, wenn der Rechenkiinstler die Wurzel
wirklich regelrecht ausziehen wiirde.

So wird z. B. selten eine 4. Wurzel vorgelegt; denn der
Aufgabensteller denkt, dem Rechenkiinstler fiele es beson-
ders leicht, zunichst im Kopf die Quadratwurzel auszuziehen
und hieraus nochmals die Quadratwurzel. Und doch bietet
die 4. Wurzel mehr Schwierigkeiten als die bisher behan-
delten Aufgaben. Vor allem sind die Einer nicht aus den
Einern des Radikanden bestimmbar. Denn 1%, 3% 7* und 9*
endigen auf 1; 24, 4% 6% 8! endigen auf 6.

Neunerrest und Elferrest liefern auch keine eindeutigen
Bestimmungsmoglichkeiten, wie ein Blick auf die beiden
Tabellen S. 6 und S. 8 zeigt. Sichere Resultate lassen sich
nur mit Hilie der Logarithmen erzielen, und es kommt dar-

2!



16 Ausziehen der 4. Wurzel

auf an, wie weit der Rechenktinstler damit gewappnet ist.
Kennt er die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 100, so ist
er nur in der Lage, die 2 ersten Stellen links zu bestimmen;
und ist jetzt die gesuchte Zahl 3stellig, so bleibt noch die
Anzahl der Einer unsicher. Geschicktes Interpolieren, An-
nahme eines Wertes und Probieren desselben mit dem
Neuner- oder Elferrest, oder besser noch mit beiden, wird
ihn meistens zum richtigen Resultat fiihren. Ein Beispiel
moge dies erldutern.

13. Auigabe

: Die 4. Wurzel aus einer 9stelligen Zahl.
: Bitte, diktieren!
: 163047361.
: 113, -
log 16 - 10" = 8,204; 1-log 16-10" = 2,051.

Die gesuchte Zahl liegt also zwischen 110 und 120.
log 120 = 2,079, log 110 = 2,041. 2,051 — 2,041 ist un-
gefahr § von 2,079 — 2,041. Abso ist auch der Unterschied
zwischen der gesuchten Zahl und 110 etwa % von 10. Die
Zahl heifit daher vermutlich 113, was sich durch die Neuner-
und Elferprobe bestatigt.

Oder auch so: Die gesuchte Zahl liegt zwischen 110 und
120 und ist sicher nicht grofier als 115. 115 selbst kann
nicht die gesuchte Zahl sein, da sonst die 4. Potenz auf 5
endigen miifite, 111 kann sie auch nicht heifien, da sonst
der Neunerrest des Radikanden gleich Null sein mifite, mit-
hin mufl die Zahl 113 heiflen.

Wenn der Radikand die 4. Potenz einer 4stelligen Zahl
ist, ist der Rechenkiinstler erst recht auf moglichst ge-
schicktes Interpolieren angewiesen, um die 3. Stelle von
links auch noch mit einiger Sicherheit zu bestimmen. Auch
hierftir modge ein Beispiel gebracht werden.

S

14. Aufgabe

: Die 4. Wurzel aus einer 14stelligen Zahl.
: Bitte, diktieren!

: 20321456075041.

: 2327.

ATV T



Interpolieren 17

Da der Radikand groBer als 29 - 102 ist, so ist der Loga-
rithmus der gegebenen Zahl grofler als 13,462, und der der
gesuchten Zahl etwas grofier als 3,365. Nun ist log 2300
= 3,362; log 2700 = 3,380. Der Unterschied dieser beiden
Logarithmen betragt 18 Einheiten der letzten Stelle, der
zwischen 3,362 und dem Logarithmus der gesuchten Zahl
etwa 4. Demnach wird die Zahl mit grofler Wahrschein-
lichkeit zwischen 2320 und 2330 liegen, d. h. die 3. Ziffer
heifit hochst wahrscheinlich 2. — Der Neunerrest des Radi-
kanden ist 4. Also ist der der gesuchten Zahl entweder
4 oder 5. 4 kann nicht in Betracht kommen, da sonst die
letzte Stelle gleich 6, also eine gerade Zahl wire; demnach
mufl er gleich 5 sein, d. h. die Zahl heifit 2327. Nun macht
man noch die Elferprobe, um ganz sicher zu sein.

Da nun die Rechenkiinstler meines Wissens nicht iiber
Zahlen hinausgehen, deren n'®¢ Wurzel eine 4stellige Zahl
ist, so sehen wir, daf} die eben angewandte Methode wohl
ausreicht, um die 4. Wurzel auszuziehen. Bei der 6. Wurzel
sind, wie bei der Quadratwurzel, im allgemeinen 2 Ldsungen
fur die Einer vorhanden, was demnach gtinstiger ist als bei
der eben behandelten 4. Wurzel. Dafiir versagt hier der
Neunerrest; denn wie ein Blick auf unsere Tabelle zeigt,
sind die Neunerreste der 6. Potenzen aller nicht durch 3 teil-
baren Zahlen gleich 1. Man mufl daher die 2 Moglichkeiten
fur die letzte Stelle und die 2 fur den Elferrest kombinieren
mit einer geschickten Interpolation. Ich denke, ein Beispiel
wird hier nicht notig sein.

Wie hier der Neunerrest versagt, so versagt bei der
10. Wurzel der Elferrest; bei der 30. Wurzel versagen sogar
Neuner- und Elferrest; doch hat der Rechenkiinstler nicht
zu befiirchten, dafl ihm jemand die 30. Potenz einer 4 stelligen
Zahl vorlegt. Gegen das Eintreten dieses Falles spricht ein
bekanntes Naturgesetz.

Wir sehen also, der Rechenkiinstler kommt nicht leicht
in die Klemme, wenigstens nicht, so lange er sich den Radi-
kanden volistindig diktieren 148t.

Mit Hilfe der Logarithmen kommt der Rechenkinstler
auch tiber die Schwierigkeiten hinweg, die entstehen, wenn
3. oder 7. Wurzeln aus Zahlen zu ziehen sind, die auf 5
endigen. In diesem Fall gelingt es namlich nicht, aus der



18 Andere Schwierigkeiten

2. oder 3. Stelle von rechts einen Schlufl auf die 2. Stelle
der gesuchten Zahl zu ziehen. Ist nun die gesuchte Zahl
4stellig, so bestimmt man mit Hilfe der Logarithmen die
1. und 2. Stelle links; die 5 Einer sind natiirlich bestimmt,
und die Zehner bestimmt man nunmehr mit Hilfe des Neuner-
oder Elferrestes.

Wer nun etwas boshaft veranlagt ist und vermoge dieser
Eigenschaft den Wunsch hat, dem Rechenkiinstler die Arbeit
zu erschweren, der wird von mir erwarten, daff ich ihm
jetzt zu diesem Zweck passende Aufgaben zusammenstelle.
Das tue ich aber nicht; man soll die Bosheit nicht noch
untersttitzen, und wer solche Aufgaben zu stellen wiinscht,
kann sie durch eigenes Nachdenken konstruieren. Wo ein
Wille ist, da ist auch ein Weg.

SECHSTER ABSCHNITT
BESONDERE EIGENSCHAFTEN DER POTENZEN

In manchen Berichten tiber die Leistungen der Rechen-
kiinstler wird als besonders frappierend hervorgehoben, daf§
diese Leute nicht selten eine ihnen gestellte Aufgabe nach
kurzer Uberlegung als falsch bezeichnen, und daB in der
Tat der Aufgabensteller bei nochmaliger Durchsicht zuge-
stehen muB, dafl er sich verrechnet habe. Die Berichterstatter
glauben gerade hieraus auf eine besonders tiefe Einsicht der
Rechenkiinstler in die Natur der Zahlen und auf eine unfehl-
bare Sicherheit im Wurzelausziehen schlielen zu darfen. Daf§
dieser Schlufl doch etwas voreilig ist, soll im folgenden ge-
zeigt werden.

15. Aufgabe

P.: Die 3. Wurzel aus einer 7stelligen Zahl.

R.: Bitte, von rechts nach links zu diktieren!

P.:...174.

R.: Halt, das gentigt. — Bedaure sehr, Sie haben einen
Recheniehler gemacht, bitte, wollen Sie diesen zunichst be-
richtigen!

Der Aufgabensteller rechnet noch einmal nach und findet,
daf er in der Tat statt einer 8 in der 2. Stelle eine 7 ge-



R. deckt Fehler auf 19

schrieben hat. — Ist das nun wirklich eine erstaunliche Lei-
stung; darf man hieraus auf eine unfehlbare Sicherheit im
Rechnen oder gar auf eine ubernatiirliche mathematische
Begabung schliefen? Betrachten wir den Fall einmal n&her.
Die gesuchte Zahl endigt auf 4, heiit also 10x + 4; 4°* = 64;
es fehlt also noch 1 Zehner. Dieser kann nur von 3 - 4%- x
geliefert werden. 3 - 42. x ist aber stets gerade, kann also nie-
mals auf 1 endigen; mithin ist entweder die Einerstelle des Ra-
dikanden falsch berechnet, oder die Zehnerstelle, oder beide.

16. Aufgabe

P.: Die 3. Wurzel aus einer 10stelligen Zahl.

R.: Bitte, diktieren!

P.: 3532641667 (statt 2, s. Auig. 5).

R.: Ihr Beispiel ist fehlerhaft. Wenn Sie genau nachrechnen,
werden Sie sicher feststellen, dafl Sie sich verrechnet haben.

Hier ist an den 2 letzten Stellen nichts zu bemerken, da
eine ungerade Anzahl von Einern vorhanden ist. Wie ich
oben angemerkt habe, ist der Fehler in der 4. Stelle. Dies-
mal wird er durch die Neunerprobe aufgedeckt. Der Neuner-
rest des Radikanden ist namlich 7, und keine 3. Potenz einer
ganzen Zahl kann je den Neunerrest 7 haben. Die 3. Po-
tenzen haben, wie unsere Tabelle auf S. 6 zeigt, nur die
Neunerreste 0, 1 und 8. Das ist auch durchaus nichts Ver-
wunderliches; denn die 6. Potenzen haben ja, wie ich auf
S. 17 schon hervorgehoben habe, nur die Neunerreste 0
und 1, was dbrigens ein Sonderfall einer Erweiterung des
kleinen Fermatschen Satzes ist. Folglich miissen die 3. Po-
tenzen, da die 6. aus ihnen durch Quadrieren hervorgehen,
die Neunerreste 0, 1 und — 1 haben oder, was dasselbe
ist, 0, 1 und 8. Das ist ja auch der Grund dafur, dal man
beim Ausziehen der Kubikwurzel die Neunerprobe nicht ge-
brauchen kann, da zu jedem Neunerrest des Radikanden
3 verschiedene Neunerreste der gesuchten Wurzel gehoren.

17. Aufgabe
: Die 13. Wurzel aus einer 23stelligen Zahl.
: Bitte, diktieren!
: 84053540738187333132288.
: Kann unmoglich stimmen.

X0



20 Quinton und Rickle

Der Aufgabensteller P. ist diesmal Herr Dr. Gottiried Riickle,
Frankfurt a. M., der in Nr. 452 der ,Koln. Ztg.“ 1913 einen
interessanten Aufsatz ,, Wurzelausziehen mit Schnelligkeit und
Eleganz* verdffentlicht hat. Er bespricht darin Methoden,
die Prof. Quinton den Gelehrten der Sorbonne vorgeftihrt
hat, und ich habe mit Genugtuung gesehen, dafl ich mit meiner
Behauptung, die Rechenkiinstler waBlten eine bestimmte An-
zahl von Logarithmen auswendig, nicht isoliert dastehe. Quin-
ton, sowie Riickle, benutzen nur die Logarithmen und die
letzte Ziffer, aber nicht die Neunerprobe, die Elferprobe und
die zweitletzte Ziffer. Daher werden auch nur 2 Stellen der
Wurzel mit Sicherheit bestimmt, und nicht 4, wie bei den
von mir dargestellten Methoden. Hatte Herr Dr. Rickle ein-
mal die Neunerprobe gemacht, so wiirde er sofort bemerkt
haben, dal sein Beispiel fehlerhaft berechnet ist; denn der
Neunerrest des Radikanden ist 6, und bekanntlich kann keine
Potenz aufler der ersten diesen Neurnerrest haben. Ein Druck-
fehler liegt hochst wahrscheinlich nicht vor, da in dem Ar-
tikel derselbe Radikand noch einmal benutzt wird und wieder
gerade so lautet.

18. Aufgabe

P.: Die 5. Wurzel aus einer 12stelligen Zahl.

R.: Bitte, diktieren!

P.: 551474077343 (statt 3).

R.: Kann unmoglich stimmen ...

Hier deckt die Elferprobe den Fehler auf. Der Elferrest
ist 2; aber keine 5. Potenz kann je den Elferrest 2 haben,
hier treten nur die Reste 0, 1 und 10 auf. Denn die 10. Po-
tenz, das Quadrat der 5., hat nur die Elferreste 0 und 1
(nach unserer Tabelle, oder auch nach dem kleinen Fermat-
schen Satz), also hat die 5. nur 0, 4+ 1 und — 1.

19. Aufgabe

P.: Die 5. Wurzel aus einer 12stelligen Zahl.

R.: Bitte, von rechts nach links diktieren!

P.:... 373.

R.: Halt! — Sie haben einen Fehler gemacht ...

Die Zahl heifit 10x + 3; 3°= 243 hat 4 Zehner; die ubri-
gen 3 Zehner mussen geliefert werden von 5-3*-x. Da
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dieses Produkt aber nur auf 0 oder 5 endigen kann, so kann
die zweite Stelle nur 4 oder 9 heiflen, aber niemals 7.

20. Aufgabe

P.: Die 7. Wurzel aus einer 13stelligen Zahl.

R.: Bitte, von rechts nach links zu diktieren!

P.: ... 594.
~ R.: Halt, das gentigt. — Sie haben sich verrechnet.

Die gesuchte Zahl mufite auf 4 endigen. 47 endigt auf 84
(04, 16, 64, 56, 24, 96, 84). Den noch fehlenden Zehner
soll 7 - 4%. x liefern, was augenscheinlich unmoglich ist.

21. Aufgabe

P.: Die 7. Wurzel aus einer 12stelligen Zahl.

R.: Bitte, diktieren!

P.: 271818621107 (statt 1).

R.: Das kann unmbdglich stimmen.

Denn die beiden letzten Stellen liefern als Ldsung 43;
letzte Stelle und Neunerrest dagegen 53; also muf} ein Fehler
in der Aufgabe sein.

22. Aufgabe

P.: Die 17. Wurzel aus einer 23stelligen Zahl.

R.: Bitte, von rechts nach links zu diktieren!

P.:... 75

R.: Halt! Das ist unmdglich richtig.

Der Logarithmus der 23stelligen Zahl liegt zwischen 22,0
und 22,9. Der Logarithmus der gesuchten Zahl liegt daher
zwischen 1,29 und 1,35. Die Zahl ist daher sicher grofier
als 15 und kleiner als 25. Da die Wurzel auf 5 endigen mufl
und zwischen 15 und 25 keine auf 5 endigende Zahl liegt,
so folgt unbedingt, dafl der Radikand fehlerhaft berechnet ist.

Die Zahl der Beispiele liefle sich leicht noch vermehren.

SIEBENTER ABSCHNITT
RUCKBLICK
Wir haben gesehen, dafl der Rechenkiinstler tiber folgende
Hilismittel verfugt:
1. Die (4n + 1) Potenz endigt mit derselben Ziffer, wie
die Grundzahl; die (4n + 3)'¢ Potenz mit derselben Ziffer wie
di¢ 3. Potenz,
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2. Die Zehner konnen mit Hilfe des binomischen Satzes
bestimmt werden aus der Zehner- bzw. Hunderterstelle des
Radikanden.

3. Der Neunerrest der (6n + 1) Potenz ist gleich dem
Neunerrest der Grundzahl (Ausnahme: der Neunerrest 0).

4. Der Elferrest der (10n 4+ 1)'" Potenz ist gleich dem
Elferrest der Grundzahl.

5. Wenn man die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 100
auf etwa 3 Dezimalstellen kennt, so ist man in der Lage, die
beiden ersten Stellen der gesuchten Zahl anzugeben, und
durch geeignetes Interpolieren 148t sich auch die 3. Stelle
mit einiger Wahrscheinlichkeit bestimmen.

Je nach der Stellenzahl, dem Wurzelexponenten und der
Einerstelle wird das eine oder das andere der 5 Hilfsmittel
inden Vordergrund treten. Wie unsere Beispiele gezeigt haben,
fahren oft mehrere Methoden bei derselben Aufgabe zum Ziel.

Wenn nun einer aus dem Publikum ankiindigt: Die ¢ -Wur-
zel aus einer B-stelligen Zahl, so iiberlegt der Rechenkiinstler
mit Blitzesschnelle, welche Hilfsmittel in dem gegebenen Falle
am zweckmiBigsten sind, und wenn mehrere Methoden an-
wendbar sind, so wihlt er eine solche, die seine Kunst jedes-
mal wieder von einer neuen Seite zeigt.

Es ist zweifellos, daBl dazu eine grofie Gewandtheit und
Geistesgegenwart gehort, und ich habe durchaus nicht die
Absicht, die Leistungen der Rechenkiinstler zu unterschitzen;
ich will nur bewirken, da8 sie nicht iberschatzt werden. Viele,
die einen Rechenkiinstler gesehen oder Zeitungsberichte tiber
ihn gelesen haben, sind geneigt, ihn fir ein hoheres Wesen
zu halten, dem Einblicke in die Zahlenlehre vergénnt sind,
die uns 0brigen Sterblichen versagt bleiben. Nicht wenige
sind auch der Meinung, dal Betrug dahinter stecken masse.
Der Leser wird aus meinen Ausfithrungen erkannt haben, daf§
dies nicht der Fall ist. Jeder flotte Rechner mit ausreichend
gutem Zahlengedachtnis kann diese Kunststiicke ausfuhren.

Sind das nun alle Hilfsmittel, deren sich der Rechenkanstler
bedient? Das weifl ich freilich nicht, und daher heifit auch
der Titel meines Bichleins vorsichtigerweise ,,Geheimnisse“
und nicht ,die Geheimnisse®.

Sollte der eine oder der andere meiner Leser Gelegen-
heit haben, dem Vortrag eines Rechenkunstlers beizuwohnen
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— und ich mochte dringend raten, eine solche Gelegenheit ja
nicht zu versdumen —, und sollten dabei Wurzelausziehungen
erfolgen, die sich nach den hier ausgefiihrten Methoden nicht
erkldren lassen, so wire ich dem Leser sehr dankbar, wenn
er mir davon Mitteilung machen wollte. Vielleicht wiirde es
mir dann gelingen, noch weitere Geheimnisse aufzudecken,
vorausgesetzt, dafl noch welche vorhanden sind.

ACHTER ABSCHNITT

BESTIMMUNG DES OSTERDATUMS

Der Rechenkiinstler versteht es, seine Horer in Spannung
zu erhalten. Kaum hat sich das Publikum von seinem Staunen
tiber die gewaltigen Wurzelausziehungen erholt, so erweckt
ein anderes, nicht minder ratselhaftes Kunststiick von neuem
seine Bewunderung.

Irgend eine Jahreszahl wird genannt, und nach kurzer Zeit
gibt der Rechenkiinstler das zugehorige Osterdatum an.
Wihrend er also vorher niber die schwerfilligen Mathema-
tiker triumphierte, stellt er jetzt die ebenso schwerfilligen
Astronomen in den Schatten. Und doch ist dieses Kunst-
stiick so einfach, daBl es jeder, der einige Ubung im Kopi-
rechnen hat, leicht nachmachen kann.

Zunichst einige sachliche Erlauterungen. Ostern fallt auf
den ersten Sonntag nach dem Frithlingsvollmond. Der Friih-
lingsvollmond ist der erste Vollmond nach Beginn des Friih-
lings, kann also frithestens auf den 21. Mirz fallen. Unsere
Aufgabe besteht nun aus zwei Teilen. Erstens ist zu be-
stimmen, auf welchen Tag des Jahres der Frithlingsvollmond
fallt, und zweitens, was der so bestimmte Tag fiir ein Wochen-
tag ist, oder, anders ausgedriickt, wieviel Tage man von dem
Fruhlingsvollmond an weiter z&hlen muf}, bis man zu einem
Sonntag kommt. Wir beschiftigen uns zunichst mit der
ersten Aufgabe. Die Zeit von einem Vollmond zum nichsten,
der sogenannte synodische Monat, betragt ungefahr 29"/, Tage.
12 synodische Monate sind daher 354 Tage, demnach 11 Tage
weniger als ein gemeines Jahr. War daher z. B. zu Beginn
eines Jahres Neumond, so sind zu Beginn des folgenden
Jahres 11 Tage seit dem letzten Neumond verflossen, oder,
wie man sagt, der Mond ist 11 Tage alt. Dieses ,Alter” des
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Mondes am Anfang des Jahres nennt man die Epakte, und
man erkennt, dafl diese Epakte jahrlich um 11 Tage zu-
nimmt. Man kann freilich einwenden, dafl im Schaltjahr die
Epakte um 12 Tage zunehmen miifite; aber wenn man auch
hier nur 11 Tage zuzahlt, wird der Fehler teilweise ausge-
glichen, der dadurch begangen wird, dafl der synodische
Monat nicht genau 29', Tage betragt.

19 Jahre sind nahezu ein ganzzahliges Vielfaches eines
synodischen Monats; daher wird die Epakte alle 19 Jahre
dieselbe sein, oder anders ausgedriickt, alle Jahre, die durch
19 geteilt denselben Rest haben, stimmen in der Epakte tiber-
ein. Kennt man nun fir ein bestimmtes Jahr die Epakte, so
kann man sie fiir jedes beliebig gegebene Jahr berechnen.

Nun wollen wir uns die leicht behaltbare Angabe einpragen,
dafl das Jahr 1900 die Epakte — 1 hatte, d. h., daf zu Be-
ginn des Jahres 1900 noch ein Tag bis zum Eintritt des Neu-
monds fehlte. Also hatte 1901 die Epakte 10, 1902 die
Epakte 21, 1903 die Epakte 32, Die Zahl 32 ist aber zu
grof}, da sie die Dauer des synodischen Monats tibertrifft.
Man nimmt daher den Uberschu8 tber 30; daher ist in
unserem Fall die Epakte gleich 2.

1913 ist der Mond 13 - 11 = 143 Tage élter, als zu An-
fang des Jahres 1900. 143 = 4 - 30 4+ 23. Die Epakte von
1913 ist um 23 grofer als die von 1900; sie ist daher gleich
23 —1 =22

Ist nun e die Epakte fur ein bestimmtes Jahr, so ist auch
zu Beginn des Marz der Mond e Tage alt, denn Januar und
Februar des gemeinen Jahres betragen zusammen 59 Tage,
d. i. das Doppelte eines synodischen Monats. Der nichste
Vollmond kann nun unmoglich der Fruhlingsvollmond sein,
solange e < 15 ist; denn wenn ich e von 15 subtrahiere,
ist der Rest < 15, folglich erst recht < 21, so daf} der Voll-
mond vor dem 21. Mirz eintritf. In diesem Falle muf ich
daher bis zum tbernichsten Vollmond rechnen, also e von
15 + 29, oder eigentlich von 142 + 29, also rund von 44
abzahlen, um die Anzahl der Tage bis zum Frithlingsvollmond
zu erhalten.

Ist e > 15, so mufl ich ebenfalls von 15 + 29 = 44 ab-
zahlen, so daf sich die unter allen-Umstinden zutreffende
Regel ergibt; Wenn e die Epakte ist, so fallt der Frithlings-
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vollmond auf den (44 — e)'¢® Marz. Dafl nattirlich z. B. der
35. Marz als 4. April zu bezeichnen ist, braucht wohl nur an-
gedeutet zu werden.

Beispiele

1913 hat, wie vorhin berechnet wurde, die Epakte 22,
also ist der (44 — 22)'¢, somit der 22. Mdrz das Datum des
Fruhlingsvollmonds.

1914 1a88t durch 19 geteilt den Rest 14; 14 - 11 = 154;
154=5-30+4;4—1=3; fr 1914 iste=3; 44 —3 =41;
Friihlingsvollmond am 10. April.

1915; 15; 165; 15; 14; e = 14; F.: 30. Mirz.

1916; 16; 176; 26; e =25; 44 — 25 = 19,

Da aber der 19. Marz nicht das Datum des Friihlingsvoll-
monds sein kann, so mul man einen synodischen Monat,
und zwar hier ausdriicklich 29 (nicht 30) Tage weiterzahlen.
19 4 29 = 48; also ist der Friihlingsvollmond am 17. April.

Jetzt ist noch die zweite Aufgabe zu erledigen: Wieviel
Tage mufl man vom Friihlingsvollmond an weiter z&hlen, um
zum ersten Sonntag zu gelangen?

Man merke sich: Der 1. April 1900 war ein Sonntag. Injedem
gemeinen Jahre riickt ein nach dem Februar gelegenes Datum
um 1 Wochentag, injedem Schaltjahre um 2 Wochentage weiter.

Demnach ist 1913 der 1. April um (13 4+ 3) Wochentage
(wegen der 3 Schaltjahre) weitergeriickt; ich muf also 16 Tage
zuritckzihlen, um zu einem Sonntag zu gelangen. Vom 22. Méarz,
dem Datum des Frithlingsvollmonds 1913, bis zum 1. April
sind es 10 Tage; gehe ich also um 10 Tage weniger weit
zuriick, so komme ich zu dem Wochentag, auf den der Fruh-
lingsvollmond fallt. Der Frahlingsvollmond 1913 fallt mithin
auf einen Tag, der 6 Tage nach einem Sonntag ist; es fehlt
daher noch 1 Tag bis zum Sonntag, also fallt Ostern auf
den 23.Marz. — Die Rechnung vollzieht sich nun ganz rasch:

1913; ... F.: 22. Marz.
13+43—104+1=17; O.:(22 + 1)'" Marz.
1914; ... F.: 10. April.
144+34+9+4+2=4-7; 0.: 12, April.
Da 1914 der Frithlingsvollmond 9 Tage nach dem 1. April
ist, so mufB ich um (14 4+ 3 + 9) Tage zuriickgehen, um vom
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10. April 1914 auf einen Sonntag zu kommen. Das sind
26 Tage. Wiren es 2 Tage mehr, so wire der 10. April
ein Sonntag; so fehlen noch 2 Tage, also ist Ostern am
12. April.

1915; ... F.: 30. Mirz.

154+3—2+4+5=3-7; 0.: (30 4 5)' Marz = 4. April.
1916; ... F.: 17. April.
16 +4+16+6=06-7; O.: (17 + 6)**" April.

Eine ganze Osternberechnung gestaltet sich also wie folgt:

1917; 17; 187; 7; 6; 38;  F.: 7. April. .

174+4+6+1=28; O.:(7 4 1) April.

1018; 18; 198; 18; 17; 27: F.: 27. Marz.

184+4—5+4=21; O.: 31. Marz.

1919; 0; 0; — 1; 45; F.: 14. April.

19 +4 4 13 4+ 6 =42; O.: 20. April.

1920; 1; 11; 10; 34; F.: 3. April.

204+5+2+1=28; O.: 4. April.

Ich bemerke, dal dieses Verfahren, das einem einiger-
mafien getibten Rechner in wenigen Sekunden das Oster-
datum liefert, noch dazu den Vorteil hat, dafl es fur das
ganze 20. Jahrhundert ausnahmslos die richtigen Resultate
ergibt.

Ob es der Rechenkiinstler nun wirklich so macht? Nun,
buchstiblich genau so, wie ich es hier angegeben habe,
wird es ja vielleicht nicht sein; aber jedenfalls wird sein Ver-
fahren dem hier angegebenen ziemlich ahnlich sehen, falls
er nicht eine Ostertabelle auswendig gelernt hat.’) Viel-
leicht ist dem Leser die Gauische Osterformel bekannt, und
er vermutet, der Rechenktnstler benutze moglicherweise diese
Formel. Aber erstens ist dieselbe sicher umstindlicher als
das hier angegebene Verfahren, und zweitens gibt der Rechen-
kunstler auf Wunsch auch das Alter des Mondes fur jedes
beliebige Datum an, was man mit Hilfe der Epakte leicht
ausfohren kann, wahrend die Gaufische Formel hierzu nicht
brauchbar ist.

) Eine sehr hibsche Ostertabelle findet sich in Schuberts
»Math. Muflestunden*.
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For das 19. Jahrhundert sind zwei kleine Anderungen not-
wendig. Der 1. April 1800 war kein Sonntag, sondern ein
Dienstag, weshalb man stets um 2 Tage weiter zurtickgehen
mufl, um zu einem Sonntag zu gelangen; dann sind die
Epakten fur die Jahre von 1800 bis 1900 alle um 1 grofler
als die Berechnung nach der far unser Jahrhundert ge-
gebenen Anleitung ergibt. Merkt man sich dazu noch den
Vorteil, dafl man fiir die Jahre von 1800 bis 1900 den Rest
der Division durch 19 leicht findet, indem man 100 addiert
und von dem jetzt leicht ersichtlichen 19er-Rest 5 subtra-
hiert, so kann man auch fiir das vergangene Jahrhundert
mit grofler Schnelligkeit das Osterdatum bestimmen. Ich
will auch hierzu einige Beispiele geben:

1883; 2; 22; F.: 22. Méarz.
2+83+4+20—10+3=098; O.:25 Mirz.
1884; 3; 3; F.: 10. April.
24+84+214+9+3=119; O.:13. April.
1885; 4; 14; F.: 30. Mérz.
24+8+21—2+4+6=112; O.: 5. April.
1886; 5; 25; 19 + 29; F.: 17. April.
24+86+214+16+1=126; O.: 18. April.

Dieses Beispiel zeigt eine der wenigen Ausnahmen, wo
unser Verfahren nicht zutrifit; in Wirklichkeit ist Ostern 1886
am 25, April.

Der Deutlichkeit zu Liebe habe ich hier noch nicht alle
Abkiirzungen angewandt, die der geiibte Rechner anwendet;
so habe ich im 2. Teil einer jeden Osternbestimmung die
Summanden nicht durch ihre Siebenerreste ersetzt, was die
Rechnung noch weiter vereinfacht hatte.

Eine andere Vereinfachung will ich auch noch erwihnen.
Wenn der Rest bei der Division durch 19 ein Vielfaches von
3 ist, so braucht man nicht, wie sonst, mit 11 zu multipli-
zieren und den Dreiligerrest dieses Produkts eventuell um
1 zu vermindern, um die Epakte zu erhalten, sondern man
braucht fur 1900 bis 2000 nur vom Neunzehnerrest 1 ab-
zuzdhlen, fur 1800 bis 1900 ist der Neunzehnerrest bereits
die gesuchte Epakte. Denn bezeichne ich den Neunzehner-
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rest mit r = 3u, so mufl ich fiir unser Jahrhundert den
Dreifligerrest von 11r um 1 vermindern. Nun ist hier
11r=233u; der DreiBigerrest ist 3u=r, also ist e=r—1,
wie oben behauptet wurde.

NEUNTER ABSCHNITT

BERECHNUNG DER MONDPHASE FUR EIN
GEGEBENES DATUM

Auch hier geht man von der Epakte aus.. Denn es ist
klar, daB man das ,Alter* des Mondes ftir irgendeinen Tag
des Jahres berechnen kann, wenn man weifl, wie alt der
Mond zu Beginn des betreffenden Jahres war. Ich will zu-
nichst an einigen Beispielen zeigen, wie man das praktisch
ausfuhrt,

1. Der Mond am 13. Marz 1905. e = 24; zu Beginn des
1. Marz war der Mond auch 24 Tage alt, am 13. Mirz
37 Tage, d. h. 7', Tage (hier nimmt man den Uberschul
tiber 29'%,). An diesem Tage war also 1. Viertel.

2. Der Mond am 23. Dezember 1897. Hier bestimmt man
am besten die Epakte von 1898 und z&hlt 8 Tage zurfick:
98; 3; 17; 7; e = 7. Also war der Mond am 23. Dezember
1897 29 Tage alt, demnach war an diesem Tage der Eintritt
des Neumondes.

3. Die ringformige Sonnenfinsternis im April 1912 ist wohl
noch vielen in Erinnerung. An welchem Tag war sie wohl?
Das heifit, an welchem Tag war im April 1912 der Eintritt
des Neumondes? 12; e = 11; Alter des Mondes am 1. Marz
12 Tage (infolge des Schaltjahres); am 1. April 13Y; Tage.
16 Tage spater war der synodische Monat zu Ende, also
hatten wir 16 Tage nach dem 1. April wieder Neumond,
mithin war jene Sonnenfinsternis am 17. April.

Es ist gar nicht tbel, wenn man sich dieses Kunststiick-
chen merkt; Gelegenheit zur Anwendung bietet sich manch-
mal. Da werden z. B. in einer Gesellschaft abenteuerliche
Geschichten erzahlt, die nattrlich buchstablich wahr sind.
Einer der Gaste ergreift eben das Wort und erzahlt das
schrecklichste Ereignis seines Lebens. Dieses Ereignis hat
sich seinem Gedichtnis bis auf alle Einzelheiten unaus-
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1oschlich eingeprigt. Er weifl sogar noch ganz genau den
Tag und die Stunde. Es war am 26. Mai 1892, um 10 Uhr
nachts, und er entging nur dadurch dem sichern Tode, daf§
der Vollmond, der eine Zeitlang hinter Wolken versteckt war,
gerade hell leuchtend hervortrat, ihn das Gefahrliche seiner
Situation mit einem Schlage erkennen liel, so daBl er sich
mit genauer Not noch retten konnte.

Wahrend dieser Erzihlung uberlegt man: 92; 16; 11;
121; 1; e=1; am 1. Mai 1892 war der Mond 1+ 14 2
= 4 Tage alt. Am 26. war er also 30 Tage alt, d. h, es war
gerade Neumond.

Es ist nun ganz interessant, zu beobachten, welche Wir-
kung die Erdffnung, daB in jener Nacht gar kein Mondschein
war, auf den Erzihler und die Zuhorer ausiibt.

ZEHNTER ABSCHNITT
DIE ,,DENKENDEN“ ROSSE VON ELBERFELD

Obgleich ich wohl annehmen darf, dafl die meisten meiner
Leser bereits von den merkwitrdigen Leistungen der ,den-
kenden“ Rosse gelesen haben, so will ich doch kurz den
Tatbestand angeben: Nachdem der , kluge Hans“ des Herrn
von Osten in Elberfeld schon in Vergessenheit geraten war,
und seine Leistungen als nicht beweiskraftig for das Vor-
handensein einer Denk{shigkeit beim Pferde erwiesen worden
waren (Pfungst, ,Das Pferd des Herrn von Osten [der kluge
Hans]“, Leipzig 1907), erschien 1912 von einem Herrn
Krall, Inhaber eines Juweliergeschiftes in Elberfeld, ein
Werk, in dem von neuem versucht wird, die Frage nach
der Denkfahigkeit der Pferde in bejahendem Sinne zu be-
antworten (,Denkende Tiere.“ Beitrage zur Tierseelenkunde
auf Grund eigener Versuche. Der kluge Hans und meine
Pferde Muhamed und Zarif. Leipzig. Fr. Engelmann, 1912).
Die Meinungen tber dieses Werk sowie iiber die Leistungen
der denkenden Pferde stehen sich schroff gegeniiber. Eine
Kommission von Psychologen hat eine Pritfung vorgenommen
und ein duBlerst gonstiges Gutachten abgegeben, dem sich
mehrere andere Fachgenossen begeistert anschlossen. Da-
gegen ist eine Erklarung erschienen (Protest in Sachen der
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Elberfelder ,rechnenden Pferde), die Prof. Dexler-Prag auf
dem in Monaco abgehaltenen IX. internationalen Zoologen-
kongrefl zur Verlesung gebracht hat. Auch unter diesem
Protest stehen Namen von bedeutendem Klang, z. B. Wilhelm
Wundt.

Ich bin weit entfernt, in dieser Angelegenheit Stellung zu
nehmen; ich bin kein Tierpsychologe und kann also nicht
mitreden; mich interessiert hier nur die mathematische Seite
der Sache. Was rechnen diese Rosse? Die leichteren Auf-
gaben tibergehe ich, obgleich gerade sie fur die Psycho-
logen die interessanteren zu sein scheinen, und ich wende
mich gleich zu den ,sehr schweren Aufgaben®, wie sie
L. Plate nennt (Naturwissenschaftl. Wochenschrift, N. F. XIL
Nr. 17). Es handelt sich dabei um das Ausziehen von 2., 3.
und 4. Wurzeln derart, dal das Resultat gewohnlich 2 oder
3stellig wird. Ich fiihre einige Beispiele an, wie sie Plate

protokolliert hat. 2;/9-9”2_2'5; Muhamed: 315, also sofort das
richtige Resultat. 1/83521; M.: 23 (falsch), 17 (richtig).

/582 169; M.: 523, 347, 1717, 132, 747, 787, 773, 873, 783,
363 und endlich beim 11, Mal richtig 763, Auch von einer
5.Wurzel wird berichtet (von Sarasin): /147008 443; M.: 23,
24, 32, 22, 63, 33, endlich richtig 43.

Mit der Losung derartiger Aufgaben werden die Rosse
plotzlich auf fast die gleiche Stufe gestellt wie die Rechen-
kinstler, mit denen wir uns hier beschaftigen. Freilich, der
Rechenkiinstler darf nicht 10mal daneben raten, sonst blamiert
er sich. Aber mit fortgesetzter Ubung wichst ja die Sicher-
heit. Und wer will es den Rossen veriibeln, wenn sie sich
einen neuen Erwerbszweig suchen? Dampf, Benzin und
Elektrizitat haben sie fast ganz aus ihrem fritheren Wirkungs-
kreise verdrangt. Und da sie nun bald keine Wagen, keine
Kutschen, keine Pilage mehr zu ziehen haben, so ziehen sie
eben — Wurzeln und brechen ihrerseits in ein Gebiet ein,
in dem bisher nur wenig Konkurrenz war. Wie die Rosse
rechnen? Ob man den Rossen die Kunstgriffe beibringen
kann, die in den vorigen Abschnitten beschrieben worden
sind? Dartiber verweigere ich die Auskunft. Mein Buch ist
far denkende Menschen und nicht fiir denkende Rosse ge-
schrieben.
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Nun kommt aber eine Frage, der ich nicht ausweichen
darf; sie ist sogar schuld daran, dafl dieses Kapitel linger
wird als manches andere. Sie heifit: Ist dieses Wurzelaus-
ziehen wirklich ein Zeichen von Intelligenz, sei es beim
Menschen oder beim Rofi? Zwar ist diese Frage mehr
psychologischer Natur, und ich konnte sie den Psychologen
und Philosophen t(iberlassen; allein die Erfahrung hat ge-
zeigt, daB, wenn die Philosophen tiber mathematische Dinge
urteilen, die Mathematiker manchmal schlecht dabei weg-
kommen. Ich erinnere nur an Schopenhauer, der der Mathe-
matik jeglichen Bildungswert und den Mathematikern jegliche
Intelligenz abstreitet. Liegt da nicht der Gedanke nahe, das
Problem der denkenden Rosse einfach im Sinne Schopen-
hauers zu l6sen? Man braucht gar nicht so weit zu gehen
wie dieser Philosoph; es gentigt ja, den Rechenkiinstlern
die Intelligenz abzusprechen, und so braucht man es nicht
einmal mit den Mathematikern zu verderben.

Zu dieser Losung des Problems ist in der Tat einer der
Sachverstindigen gekommen. Herr Prof. Dr. von Buttel-
Reepen (Meine Erfahrungen mit den ,,denkenden” Pierden,
Naturw. Wochenschrift, N. F. XII, Nr. 17) fiihrt dartiber etwa
folgendes aus: ,Es hat — nach den allgemeinen hieriiber
vorliegenden Angaben — eine ganze Anzahl von Rechen-
kiinstlern gegeben und es gibt noch einzelne, die zum Teil
in vollig unerzogenem Zustande — als Kinder von Bauern
— bereits im Alter von 6 Jahren die schwierigsten Rechen-
aufgaben, Quadratwurzeln ausziehen usw., natiirlich aus dem
Kopf, in wenigen Sekunden 16sten, denn sie konnten in dem
Alter weder lesen noch schreiben. Ich nenne hier den jetzt
8 Jahre alten Miguel Mantille, ferner Tom Fuller, der nie
lesen und schreiben lernte, Henry Mondeux, Ferrol, Inaudi
usw., des weiteren den blindgeborenen und etwas schwach-
sinnigen Fleury, der jetzt, 18 Jahre alt, im Blindeninstitut
von Armentiéres lebt, aber im Ausziehen von Quadratwurzeln
usw. das Unglaublichste leistet und zwar ganz nach eigener
Methode, da ihm die gebréuchliche gar nicht bekannt ist....
Man kann aus diesen Beispielen wohl entnehmen, dafl die
Losung schwierigster Rechenaufgaben unter Umstinden
keiner hohen Intelligenz bedarf und offenbar auch beirecht
schwacher Intelligenz leicht gelingt, und wenn man erfhrt,

3*
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dafl die erstaunlichste Rechenkunst der Kinderjahre sogar
mit der Zunahme der Intelligenz — bei fortschreitender all-
gemeiner Bildung — wieder verschwindet, wie 2. B. bei
Richard Whately (bis 1863 Erzbischof von Dublin), hier also
gewissermaBien in Gegensatz zur Intelligenz tritt, so scheint
mir kein absolut zwingender Grund vorzuliegen, eventuell
bei den Elberfelder Pferden eine hohe Intelligenz annehmen
zu missen, da ihr ganzes sonstiges Verhalten dem nicht
entspricht.“

Wenn ich es versuche, diesen Ausfithrungen entgegen
zu treten, so geschieht dies keineswegs im Interesse der
denkenden Rosse, sondern im Interesse der Rechenkiinstler,
wenigstens einer besonderen Klasse derselben. Ich meine
diejenigen, deren ,,Geheimnisse“ ich in den vorigen Kapiteln
dargelegt habe. Man muf3 sehr wohl unterscheiden zwischen
dem mechanischen Rechnen auf Grund eines angeborenen
guten Zahlenged4chtnisses und dem verstandesmafligen
Rechnen, bei dem alle sich bietenden Vorteile ausgenutzt
werden. Dafl zu dem ersteren eine geringe Intelligenz aus-
reicht, soll nicht in Abrede gestellt werden. Aber die Rechen-
kunstler, die ich im Auge habe, rechnen verstandesmiBlig
und haben tberdies die Methoden, deren sie sich bedienen,
jedenfalls durch eigenes Nachdenken gefunden. Sollte wirk-
lich hier das Schriftwort sich erfiillt haben, dafl ein kind-
liches Gemiit sich an dem erbauet, was den Weisen dieser
Erde verborgen ist? Man wird mir entgegnen, dafl nur die
Gruppe 1 (mechanische Rechner) gemeint sei. Das hitte ich
auch angenommen, wenn nicht ein Rechenkunstler genannt
wire, der sicherlich dieser Gruppe nicht zugezahlt werden
darf. Dieser Mann heifit Ferrol. Ihm sei der folgende Ab-
schnitt gewidmet, und die Leser mdgen selbst entscheiden,
welcher der beiden Gruppen der genannte Rechenkinstler
angehort.



Historisches 33

ELFTER ABSCHNITT
DAS FERROLSCHE RECHENVERFAHREN

Ferrol pflegt bei seinen Vortrigen die Zuhdrer mit seiner
Multiplikationsmethode bekannt zu machen, deren er sich
bedient, um das Produkt von zwei vielstelligen Faktoren
sofort niederzuschreiben. Diese Methode gehort demnach
nicht zu den , Geheimnissen“, zumal auch neuerdings eine
Abhandlung tiber dieselbe erschienen ist (E. Jancke, Das
Ferrolsche Rechenverfahren und seine Anwendung in der
Schule. Stadt. Oberrealschule Kénigsberg i. Pr. Prog.-Nr. 24).

Nun ist allerdings, wie ich im voraus bemerken mdchte,
und wie es auch Herr W. Lietzmann bei einer Besprechung
des eben genannten Buches hervorgehoben hat, dieses
Multiplikationsverfahren nicht neu, sondern seine Geschichte
reicht bis zu den Indern zuriick. Dadurch wird das Verdienst
Ferrols natiirlich in keiner Weise geschmalert; er hat dieses
Verfahren zweifellos selbst wieder erfunden, und wir werden
nachher sehen, in welcher Weise er es weiter ausgebaut hat.

Das Verfahren beruht auf dem Satz: Ein Polynom wird
mit einem andern multipliziert, indem man die Glieder des
einen der Reihe nach mit jedem Glied des andern multi-
pliziert. Hat man also

(ag+ 10a, + 100 a5 4+ 1000 a;) (b, + 106, + 1005, + 1000b;),
so erhélt man, wenn man zugleich passend ordnet:
ayb, + 10(a, by + a,b,) + 100(a,b; + azb, + a,b;)
+ 1000(a, b5 + agsb, + alhb8 + agb;) + 10000(a, b,
Hieraus erkennt man, was sich auch unmittelbar an Zahlen-
beispielen zeigen 1a83t:

Einer entstehen nur durch Multiplikation von Einern mit
Einern.

Zehner: Einer mal Zehner + Zehner mal Einer 4+ Einer-
tiberschufl.
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Hunderter: Einer mal Hunderter 4+ Hunderter mal Einer
+ Zehner mal Zehner + Zehneritberschuf.

Tausender: Einer mal Tausender + Tausender mal Einer
+ Zehner mal Hunderter + Hunderter mal Zehner
+ Hundertertiberschuf.

Zehntausender: Zehner mal Tausender 4 Tausender mal
Zehner + Hunderter mal Hunderter + Tausenderiiber-
schuB.

Hunderttausender: Hunderter mal Tausender -+ Tausender
mal Hunderter 4+ Zehntausenderiiberschufi.

Millionen: Tausender mal Tausender + Hunderttausender-
ttberschufi.

Man erkennt die symmetrische Anordnung. Um dieselbe
noch deutlicher zu zeigen, will ich die Buchstaben ziffern-
maBig anschreiben, und zwar, um Irrtiimern vorzubeugen, jede
Stelle von der anderen durch einen senkrechten Strich ge-
trennt:

as| az|a, |a, az|az|a; | a

Einer; X Zehner;
b3|b2lbl'b0 b3|bzlb1lbo
a;| a;|a| ay a;|a|a;|ay

Hunderter; Tausender;
b3lb2lbllb0 b3lb2|bllb0
a;|ay|a;|a, a| a;| a; | a
) Zehntausender; X Hunderttausender;
bs | bz | by | by bs | by [ | by

as| az|a;| a
Millionen.
b3 |b2 I bl I b()
Die praktische Durchfihrung dieser interessanten Multi-

plikation, die ein ganz brauchbares Ubungsbeispiel rur die
Multiplikation von Polynomen abgibt, mége nun an einigen
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Beispielen erldutert werden. Ich wahle zunichst 3stellige
Faktoren:
326

476
6-6=36; 3+ 12+ 42=57; 54184 24 4 14 =61;
6+ 21 +8=235; 3+ 12=15. Res.: 155176.

Natarlich fithrt man die ganze Rechnung im Kopf durch,
schreibt die fettgedruckten Zahlen von rechts nach links
hin, wahrend man die danebenstehenden als Uberschu8 ,,im
Sinne behalt®.

Ein Beispiel mit zwei 4stelligen Zahlen soll jetzt durch-
gefiihrt werden:

2529
7565

45; 4 + 10 4+ 54 = 68; 6 4 25 + 45 4 12 = 88;
8+10+63+4+30+10=121; 12 4+ 12 414 4 25 = 63;
6 + 10 + 35 =51; 5 + 14 = 19; Res.: 19131885.

Wer die notige Zeit und die notige Energie darauf ver-
wendet, kann es in diesem Verfahren zu einer auflerordent-
lichen Fertigkeit bringen und schlieflich auch bei 5- und
mehrstelligen Faktoren das Resultat rasch und sicher hin-
schreiben. Sind die Faktoren von ungleicher Stellenzahl, so
denkt man sich die fehlenden Stellen des kleineren Faktors
durch Nullen ersetzt. Wenn die Faktoren nebeneinander
stehen, wird die Ausfithrung der Multiplikation erschwert,
da die symmetrische Anordnung fehlt. Der Rechenkiinstler
mufl auch for diesen Fall geriistet sein, andere Menschen
konnen sich diese Ubungen ersparen.

Wenn insbesondere die Faktoren gleich sind, so erhalten
wir das Quadrat. An Stelle von a,- b, erhalten wir a,%;
ayb, + a; by wird zu 2aya, usw. Es entstehen also lauter
Quadrate und doppelte Produkte. Beispiel:

73582 = 54140164
8'=64;6+80=286;8+48+25=81;8 4+ 112+ 30=150;
15470 +9=094; 9 4+ 42 = 51; 5 4 49 = 54,
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Dieses Quadrieren halte ich fiir recht wertvoll, da selbst
der weniger Getbte nach diesem Verfahren rasch und sicher
die Quadrate von bis zu 5stelligen Zahlen berechnen kann.
Auflerdem ist es eine htibsche Illustration zu dem Satze:
Ein Polynom wird quadriert, indem man die Summe aller mog-
lichen Quadrate und aller mdglichen doppeltenProdukte bildet.

Soweit ist das Verfahren nicht neu, sondern es geht, wie
schon erwahnt, in altersgraue Zeiten zurtick. Nun wollen
wir sehen, wie es Ferrol weitergebildet hat.

Vor allem hat er aus dem Multiplikationsverfahren ein
neues Divisionsverfahren hergeleitet, das sich meines Wissens
in der Literatur noch nicht vorfindet. Es beruht darauf, dal
man die Stellen des Quotienten von links nach rechts zu be-
stimmen sucht und nach dem oben geschilderten Verfahren
schrittweise ausmultipliziert, nur da8 diese Multiplikation von
links nach rechts erfolgt.

Beispiel: 23038047 : 7168.
L. 23038047

7168

|

3 7- 3 = 21; Rest 2; 20.
II. 23038047
7168

32 20—3-1=17; 7in17 2mal, Rest 3; 33.
1. 23038047
7168

321 3—3:6—2-1=13; 7 in 13 1mal,
Rest 6; 68.
IV. 23038047

7168

3214 68 —8-3—1-1—6-2=31; 7in31
4mal, Rest 3; 30.
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V. 23038047
7168

3214 30—1-4—-2-8—6-1=4; 44.
VI. 23038047
7168

3214 44—6-4—8-1=12; 127.
VI, 23038047
7168

}

3214 127 — 8 - 4 = 95.
Resultat: 3214 Rest 95.

Bei hinreichender Ubung kann man alle diese einzelnen
Rechnungen rasch im Kopf ausfilhren und ohne weiteres
den Quotienten hinschreiben.

Dann hat Ferrol seine Methode des Quadrierens umge-
kehrt und ein Verfahren zum Wurzelausziehen abgeleitet,
und dieses Verfahrens wird er sich wohl auch bedienen,
wenn er gelegentlich einmal eine Quadratwurzel auszuziehen
hat. Ich habe an einer friheren Stelle ausgefuhrt, warum
dieser Fall nicht allzu h#ufig vorkommt.

Zur Erlauterung dieses Verfahrens will ich auch ein Bei-
spiel durchrechnen:

10 =32+ 1; 17.

17:6 = 2, Rest 5; 54.

54 — 22=50; 50 : 6 = 7, Rest 8; 85.
85 —4.-7=57;57:6=8, Rest 9; 92.
92 — 4.8 —7'=11; 118.

118 — 14 -8 = 6; 64.

64 — 82= 0.
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Unvermeidlich ist nun bei diesem Wurzelausziehen, wie
auch bereits bei der Division, dal man eine neue Stelle des
Resultats zu hoch wahlt, was ja bekanntlich auch beim ge-
wohnlichen Dividieren und Quadratwurzelausziehen, erst recht
beim Kubikwurzelausziehen, vorkommt. Wie hilft sich da
Ferrol? Er erfindet sogenannte ,negative Ziffern, so daff
er ungestort weiter rechnen kann, wenn er auch einmal eine
Ziffer um eine Einheit zu hoch gew#hlt hatte. In unserem
obigen Zahlenbeispiel liegt die Versuchung nahe, statt 7 Zehner
8 zu wahlen. Nachher zeigt sich, dal 8 zu groff ist. Das
wird korrigiert, wenn man — 2 Einer dahinterschreibt. Das
Minuszeichen setzt man uber die Ziffer und erhalt:

3282 = 3280 — 2 = 3278.

Freilich, der Gebrauch der negativen Ziffern ist nichts
Neues. Wenn man die geschichtliche Entwickelung gewisser
zahlentheoretischer Ergebnisse verfolgt, so st68t man hie
und da auf Autoren, die negative Ziffern gebrauchen, ym
Satze, die sich sonst nur wenig tibersichtlich gestalten lassen,
in geeignetere Formen zu gieflen. Wie Lietzmann in seiner
zitierten Besprechung der Arbeit tiber das Ferrolsche Rechen-
verfahren vermutet, geht der Gebrauch der negativen Ziffern
auf Cauchy zuriick.

Ich mochte hier ein Beispiel anfohren, wo der Gebrauch
negativer Ziffern zu derjenigen Ldsung eines Problems fiihrt,
die sicherlich den Kern der Sache am besten trifft. Es han-
delt sich um das sogenannte Bachetsche Gewichtsproblem,
d. h. die Aufgabe, welche Gewichtsstiicke vorhanden sein
miissen, damit man auf einer Wage jede ganze Zahl von
Pfunden bis 40 wiegen konne, wenn es darauf ankommt,
moglichst wenig solcher Gewichtsstiicke zu haben. Dabei
soll es erlaubt sein, beide Wagschalen zum Aufsetzen der
Gewichte zu benutzen, so dal das eine oder andere Gewicht
auch als Subtrahend auftreten kann. Es darf also jedes der
Gewichte nur einmal als Summand, oder einmal als Sub-
trahend, oder gar nicht vorkommen; d. h. die Gewichte diirfen
nur die Koeffizienten 4+ 1, — 1 und 0 haben. Nun stellen
wir uns die Frage: In welchem Zahlensystem treten nur die
Ziffern 0, + 1 und — 1 auf? Da nur 3 Ziffern vorkommen,
so kann nur das 3teilige System in Betracht kommen, d. h.
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das System, dessen Stellenwerte die aufeinanderfolgenden
Potenzen von 3 sind, gerade so, wie dies in unserem deka-
dischen System die aufeinanderfolgenden Potenzen von 10
sind. In diesem 3teiligen System haben wir aber die Ziffern 0,
1 und 2. Jedoch die Ziifer 2 konnen wir durch Einfiihrung
der Ziffer — 1 vermeiden; denn es ist ja

2:3=3-3"—1:3"=1-3"*'—1-3%,

d. h. statt einer 2 in der (n + 1)'® Stelle setzt man eine 1
in die nachsthohere Stelle und — 1 in die Stelle, wo die 2
gestanden hat. Das Resultat ist also, dafl man als Gewichte
die Potenzen von 3, namlich 1, 3, 9, 27 zu wihlen hat, und
man braucht jetzt nicht besonders zu beweisen, dal die ver-
langte Bedingung erfiillt ist; denn 40 heif}t im 3teiligen Zahlen-
system 1|1|1]|1, und jede Zahl von 1 bis 40 ist in diesem
System durch hochstens 4 Ziffern darstellbar, und endlich
kann die Ziffer 2 mit Hilfe der Ziffer — 1 vermieden werden.

Doch nun wieder zuriick zu unserem eigentlichen Thema!
Ich will unter nochmaligem Hinweis auf das Janckesche Werk
erwihnen, dafl Ferrol seine Methode auch noch weiterhin
ausgebildet hat, um nach der sonst zum alten Eisen gelegten
Longschen Methode Logarithmen zu berechnen, dal er qua-
dratische und kubische Gleichungen mit unbequemen Koef-
fizienten 10st usw., kurzum, dafl er eine erstaunliche Viel-
seitigkeit entwickelt.

Der Leser moge nun die am Schluf§ des vorigen Abschnittes
gestellte Frage entscheiden.



ANHANG
I. DIE NEUNER- UND ELFERPROBE

Wir haben uns im Verlaufe unserer Untersuchungen wie-
derholt dieser Proben bedient, und auf S. 3 habe ich auch
ihre mathematische Begriindung entwickelt. Far diejenigen,
denen die Proben neu sind, folgen hier einige historische
Angaben und elementare Anwendungen. Ich habe schon
auf S. 6 im 1. Abschnitt den Satz bewiesen: Der Neunerrest
eines Produkts ist gleich dem Neunerrest des Produkts der
Neunerreste der beiden Faktoren. Die Neunerprobe auf eine
Multiplikationsaufgabe wird demnach folgendermaBen ge-
macht: Man bestimmt die Neunerreste der Faktoren und des
Resultats, multipliziert die beiden ersteren, bildet ihr Produkt,
bestimmt davon den Neunerrest und vergleicht diesen mit
dem Neunerrest des Resultats. Wenn keine Ubereinstimmung
besteht, dann ist das Resultat falsch. Wenn aber, wie man
sagt, die Neunerprobe stimmt, dann ist entweder die Aufgabe
richtig geldst, oder der Fehler betragt ein Vielfaches von 9.

Als Beispiele ziehe ich die beiden Multiplikationen des
letzten Abschnittes heran.

326 2}7
476 8) -
155176 7

Rechts von den 3 Zahlen habe ich ihre Neunerreste ge-
schrieben. 8 -2 = 16 hat den Neunerrest 7, der mit dem
Neunerrest des Resultats tibereinstimmt; die Neunerprobe
stimmt also.

Adam Riese benutzte bei der Neunerprobe die 4 Felder
in einem Kreuz. Links und rechts schrieb er die Neunerreste
der Faktoren, oben den Neunerrest des Produkts der Neuner-
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reste, unten den Neunerrest des Resultats. Die Neunerprobe
auf unser Beispiel wiirde also so aussehen:

7 /
28
7
Und wenn wir nun erfahren?), daB Adam Riese das Zeichen
4
22
f)

seinem Bildnis beidruckte, so erkennen wir, welche Wich-
tigkeit der grofle Rechenmeister dieser Probe beilegte.
Unser zweites Beispiel lautet:

2529 0} 0/
7565 5J 0 oder %<

19131885 0

Drittes Beispiel:
7358% 5; 5; 7 oder >7’<
54140164 7

Viertes Beispiel:
23038047 : 7168 = 3214, Rest 95.
Daraus folgt:

7168 - 3214 + 95 = 23038047.
4 1 5 0

Unter die Zahlen habe ich ihre Neunerreste geschrieben.
Mit diesen fothre ich nun die gleichen Operationen aus, wie
mit den gegebenen Zahlen. 4:1 4 5 =9, Neunerrest 0.
Der Neunerrest der rechten Seite ist ebenfalls 0, die Neuner-
probe stimmt. Man kann also die Regel kurz so fassen:
Die Neunerprobe auf die Losung einer Divisionsauigabe wird
gemacht, indem man die Neunerprobe auf die Divisionsprobe
anwendet.

Ich sagte vorhin schon, dafl das Stimmen der Neunerprobe
noch kein sicheres Zeichen fur die Richtigkeit der Losung

1) Lietzmann, Stoff und Methode des Rechenunterrichts in Deutsch-
land. S. 59.
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ist. Wenn der Fehler ein Vielfaches von 9 ist, wird er natiir-
lich durch die Neunerprobe nicht aufgedeckt. Unter den
Fehlern von 1 bis 100 sind 11 Vielfache von 9, also betragt
die Wahrscheinlichkeit, daBl die Aufgabe falsch gelost ist,
trotzdem die Neunerprobe stimmt, 11 %, die Wahrscheinlich-
keit, daB8 sie richtig gelost ist, 89 %,.

Nun wollen wir auf die namlichen Aufgaben auch die Elfer-
probe anwenden, deren Begriindung sich ebenfalls auf S. 3
findet.

336 7
476 3}10'
155176 10
2529 10|
3.
7565 8J
19131885 3

10

E

7358 10} 1.
54140164 1

23038047 : 7168 = 3214, Rest 95
oder

7168 - 3214 + 95 = 23038047.
7 2 7 10

72 4 7= 21, Elferrest 10, wie beim Resultat.

Wenn die Elferprobe nicht stimmt, so ist wiederum zweifel-
los die Losung falsch; stimmt sie, so ist entweder die Aui-
gabe richtig geldst, oder der Fehler betrigt ein Vielfaches
von 11. Unter den Fehlern im Betrag von 1 bis 100 sind
9 Vielfache von 11, also betragt die Wahrscheinlichkeit, dafi
die Aufgabe falsch gelost ist, trotzdem die Elferprobe stimmt,
99,, die Wahrscheinlichkeit, daf§ sie richtig gelost ist, 91 %,.

Wenn beide Proben stimmen, so ist entweder die Auf-
gabe richtig gelost, oder der Fehler betrigt ein Vielfaches
von 99. Unter den Fehlern von 1 bis 100 tritt nur ein Viel-
faches von 99 auf, also betragt die Wahrscheinlichkeit, daf§
die Aufgabe falsch gelodst ist, trotzdem Neuner- und Elfer-
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probe stimmen, nur noch 1Y%,; die Wahrscheinlichkeit, da8
sie richtig gelost ist, 99,

Wihrend diese Dinge seit Jahrhunderten bekannt sind
und nur gegenwirtig eine unverdiente Vernachl4ssigung er-
fahren, gibt es eine andere Anwendung der Neunerprobe,
die, wie ich glaube, weniger allgemein bekannt ist. Es
ist die Anwendung der Neunerprobe auf einen Sonderfall
des grofien Fermatschen Problems, nimlich auf den Satz:
a®+ b*= ¢® ist niemals ganzzahlig erfallbar. Wenn es drei
solche Zahlen a, b, ¢ gibe, so konnten a® b° c® keine an-
deren Neunerreste als 0, 1 und 8 haben (siehe S. 19).

a, b, ¢ sind als teilerfremd vorausgesetzt, eine Forderung,
die durch geeignete Division stets erfallbar ist. Demnach
ist die Moglichkeit ausgeschlossen, daB a®, b% und c® gleich-
zeitig den Neunerrest 0 haben. Wir wollen nun verlangen,
keine dieser drei Grofien habe den Neunerrest 0. Dann
waren nur die folgenden 4 Fille denkbar:

1. a® hat den Neunerrest 1, b®> auch, dann hatte ¢® den
Neunerrest 2, was unmaoglich ist.

2. a® hat den Neunerrest 1, b® den Neunerrest 8, dann
hatte ¢® den Neunerrest 0, was unserer Annahme wider-
spricht.

3. a® hat den Neunerrest 8, b® den Neunerrest 1, dann
hitte ¢® den Neunerrest 0, was wiederum unserer Annahme
widerspricht.

4. a® hat den Neunerrest 8, b® ebenfalls, dann hitte ¢
den Neunerrest 7, was unmoglich ist.

Daraus folgt: Die Forderung, 3 ganze Zahlen a, b, ¢ zu
finden, derart, daB a®+ b%= ¢® ist, ist unerfallbar, wenn
keine der drei Zahlen dureh 3 teilbar sein darf.

Damit ist nattrlich das Problem fiir n = 3 noch lange
nicht geldst, es ist nur ein Hauptfall ausgeschaltet, und man
hat sich nun noch mit dem 2. Hauptfall zu beschiftigen, dafl
eine der drei Zahlen durch 3 teilbar ist. Durch weitere An-
wendung der Neunerprobe, auf die ich aber hier nicht ndher
eingehen will, kann man zeigen, dafl die eine Zahl nicht blof§
durch 3, sondern sogar durch 9 teilbar sein muf.

Das Ergebnis ist ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes,
der nicht etwa neu ist, sondern sich bereits bei Legendre
findet.



44 Beweis des kleinen Fermatschen Satzes

Il. DER KLEINE FERMATSCHE SATZ

Ich habe an verschiedenen Stellen hervorgehoben, dafl
gewisse Kunstgriffe, deren sich die Rechenkiinstler bedienen,
ihre tiefere Begriindung in dem kleinen Fermatschen Satze
finden. Vielleicht komme ich einem Wunsche vieler meiner
Leser entgegen, wenn ich diesem Satze einen kleinen Ab-
schnitt widme, wenn ich ihn moglichst elementar beweise
und dann noch einige Anwendungen davon mache.

Der Satz lautet: Wenn p eine Primzahl ist und a irgend-
eine ganze Zahl (nur kein Vielfaches von p), so lait a?~?,
durch p geteilt, den Rest 1. Oder auch so: a? — a ist durch p
teilbar. In dieser Form gilt der Satz auch dann, wenn a ein
Vielfaches von p ist.

Beweis: Nach dem binomischen Lehrsatze ist:
(@+ 1)P=a?+p-a*-! +1L(Il’_—2_l) aP-2
-1 2
+POIBZD b et

Alle Glieder der rechten Seite, auler dem ersten und dem
letzten, sind durch p teilbar; denn p ist eine Primzahl, kann
also durch keine Faktoren des Nenners fortgehoben werden,
da die letzteren nur bis p — 1 aufsteigen.

(a + 1)P 1aBt also, durch p geteilt, denselben Rest, wie
a? + 1, oder:

Die p'® Potenz einer um 1 groBeren Zahl 1a8t, durch p
geteilt, einen um 1 groBeren Rest als die urspringliche Zahl,

Gehen wir nun von a =1 aus, so ergibt sich:

17 1aBt, durch p geteilt, selbstverstindlich den Rest 1;

2r w » » den um 1 grofieren ” 2,
3p ” ” ” ” ” ” ” ” ” 3;
4p ” ” ” ” ” ” ” ” ” 4'

For jede folgende Zahl 148t also die p'¢ Potenz einen um 1
groferen Rest, also folgt unsere Behauptung, und zwar in
der Form:
a? 1a88t, durch p geteilt, den Rest a, oder
a’—a ” » » » ” ” 0! oder
a(ap-l - 1) ” ” ” ” ” ” 0.
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Ist a ein Vielfaches von p, so ist dieser Satz etwas Selbst-
verstandliches; anderenfalls mufl der zweite Faktor durch p
teilbar sein, und so erhalten wir den Satz in der zuerst aus-
gesprochenen Form.

Wihlen wir nun eine Primzahl p als Grundzahl eines Zahlen-
systems, derart, dafl die Stellenwerte nach Potenzen dieser
Primzahl fortschreiten, so mufl nach dem eben bewiesenen
Satze die (p — 1)* Potenz jeder Zahl, die nicht ein Vielfaches
von p ist, in diesem System auf die Ziffer 1 endigen, und
jede p'* Potenz mu8 ausnahmslos auf dieselbe Ziffer endigen,
wie ihre Grundzahl.

Die Basis unseres Zahlensystems, die Zahl 10, ist das
Doppelte einer Primzahl. Nach dem Fermatschen Satze muf§
a*, durch 5 geteilt, den Rest 1 lassen, also durch 10 geteilt,
entweder den Rest 1 oder den Rest 6. Die 4. Potenzen der
ungeraden Zahlen endigen also auf 1, die der geraden auf 6,
und die 5. Potenzen endigen ohne Ausnahme auf dieselbe
Ziffer, wie die Grundzahl. Damit ist der auf S. 21 ausge-
sprochene Satz bewiesen: Die 1., 5., 9, ... (4n + 1) Po-
tenz endigen auf die nimliche Ziffer. DaB die 3., 7., 11.,
...(4n 4+ 3)'¢ Potenz auch auf die gleiche Ziffer endigen,
kann hieraus leicht gefolgert werden, und tiberhaupt braucht
man ja eigentlich zum Beweis dieser Sitze gar nicht unbe-
dingt den kleinen Fermatschen Satz heranzuziehen; die Her-
stellung einer Tabelle reicht vollstindig aus. Ich habe diese
Beweisfiihrung nur gew#hlt, um dem Leser einen Einblick
in den tieferen Grund dieser Eigenschaiten zu verschaffen,
die natitrlicherweise langst bekannt sind.

Damit der Leser sich noch mehr mit dem htibschen Satz
vertraut macht, will ich ihm jetzt eine besonders interessante
Anwendung darbieten.

Das Ergebnis ist, wie ich gleich im Voraus bemerken will,
nichts Neues, sondern es findet sich schon in Legendres
»Théorie des nombres“. Es scheint aber zuerst von Lamé
gefunden worden zu sein, wie Cauchy beildufig bei der Be-
sprechung einer zahlentheoretischen Arbeit Lamés erw#hnt.
Es handelt sich um das groBe Fermatsche Problem, das ja
neuerdings im Vordergrunde des Interesses steht, und von
dem wir vorhin bereits einen Spezialfall teilweise behandelt
haben.

Maennchen: Rechenkinstler 4
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Wir nehmen an, die Gleichung
at+ b= c"

sei ganzzahlig erfallbar, wobei n eine Primzahl sein mdge
und a, b, ¢ teilerfremd. 2n + 1 sei ebenfalls eine Primzahl.
Dann haben nach dem Kkleinen Fermatschen Satz a®", b?*, ¢?",
durch 2n 4 1 geteilt, die Reste 0 oder 1, folglich a”, b", c"
die Reste 0, 4+ 1 und — 1.

Wie man nun durch Betrachtungen, die wir auch bei der
Anwendung der Neunerprobe auf S. 43 angestellt haben,
leicht nachweisen kann, ist die Gleichung a® 4+ b™ = ¢” nicht
erfiillbar, wenn nicht eine der 3 Zahlen durch 2n +1 ohne
Rest teilbar ist. Es ergibt sich also der Satz:

Wenn far eine Primzahl n die Gleichung a® + b" = c"
(a, b, c ganzzahlig und teilerfremd) erfullbar wire, so mafite
eine der drei Zahlen a, b, ¢ durch 2n 4 1 teilbar sein,
falls 2n + 1 auch eine Primzahl ist. Deswegen ist ja auch
stets eine der Pythagoreischen Zahlen durch § teilbar, und
da1-2+ 1=23 eine Primzahl ist, und a? b? ¢* durch 3
geteilt, nur die Reste 0 oder 1 lassen, so gilt aulerdem ‘der
Satz, dafl stets eine der Zahlen eines Pythagoreischen Tripels
durch 3 teilbar sein muf.

Die weitere Untersuchung, die ich hier nicht ausftihren
will, hat ergeben, dafl dieselbe SchluBlfolgerung gilt fur
4n + 1, falls es Primzahl ist, ferner, unter der gleichen Vor-
aussetzung auch far 8n 4 1, 16n + 1. Fiar n =3 mufite
also eine der Zahlen aq, b, c teilbar sein durch 2:3+1=7,
eine durch 4-3 4 1=13; fur n=>5 miifite eine der Zahlen
teilbar sein durch 11, eine durch 41; fir n = 7 eine durch
29, eine durch 113 usw.

Nun wurde in den ersten Jahrzehnten des 19. Jahrhun-
derts schon einmal ein heftiger Ansturm gegen das grofie
Fermatsche Problem gemacht, nur mit dem Unterschied, daf§
dieser Ansturm dem Problem selbst galt, wihrend er jetzt
meistens gegen die 100000 Mark gerichtet ist, die als Sieges-
preis winken.

In jener Zeit wurde nun zur Ldsung des Problems u. a.
auch wiederholt der folgende Weg eingeschlagen:

Eine derdrei Zahlen ist stets teilbar durch 2n+1, 4n+41,
8n + 1, 16n + 1, falls der betreffende Ausdruck eine Prim-
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zahl darstellt; aber das geht noch weiter. Denn eine der
drei Zahlen mufl auch stets teilbar sein durch 32n + 1,
64n+1,128n+1, ...2"-n+ 1, sofern nur die betreffende
Zahl eine Primzahl ist: Da diese Zahlengruppe kein Ende
hat, so findet sich unter ihren Gliedern eine endlose Menge
von Primzahlen, die alsdann Faktoren von a, b oder ¢ sein
missen. Also geht die Zahl und die Grofle der Primfaktoren
von a, b und c {iber alle Grenzen hinaus, es gibt daher im
Endlichen keine Zahlen a, b, ¢, die die obige Bedingung er-
fullen, und damit ist anscheinend das bertthmte Problem
gelost.

Aber selbst wenn der Nachweis erbracht wire, dal es
unendlich viele Primzahlen von der Form 2™-n 4 1 gibt,
so wire doch immerhin noch zu beweisen, dafl der fiir 2n+1
bis 16n 4+ 1 giltige Satz auch fur 32n 41, 64n + 1,
128n + 1, ... gilt. Das ist leider nicht der Fall. Schon fiir
32n + 1 hort die Gultigkeit auf, was man am bequemsten
an dem Beispiel 32 - 3 4+ 1 = 97 studieren kann.

Warum Haben jene Mathematiker das nicht getan? Warum
haben sie sich lieber abgequalt, bis sie einen vermeintlichen
Beweis dafiir hatten, dafl alle Primzahlen von der Form
2™.n 4 1 Teiler von a, b, ¢ sein miufiten?

Die Antwort hat eigentlich wieder der Psychologe zu geben.
Denn es handelt sich um die Erklarung der auffallenden Er-
scheinung, dafl viele recht tuchtige Mathematiker eine selt-
same Scheu vor der Ausrechnung von Zahlenbeispielen haben,
namentlich wenn die Rechnung etwas verwickelt oder lang-
wierig ist. Ein Psychologe aus meinem Bekanntenkreise hat
schon wiederholt, wenn auch halb im Scherz, den Ausspruch
getan: ,Wenn man eine Rechnung richtig ausgefithrt haben
will, darf man ja keinen Mathematiker damit beauftragen”,
Herr Lietzmann hatte die Freundlichkeit, mir dieser Tage
eine Korrekturfahne einer im Druck befindlichen Abhand-
lung von D. Katz: ,Psychologie und mathematischer Unter-
richt“ zuzusenden. Aus dieser zitiere ich den Satz: ,,Es soll
wissenschaftlich bedeutende Mathematiker geben, die doch
in den mehr mechanisch auszufithrenden rechnerischen Lei-
stungen nicht sehr glinzen“. Diese Erscheinung betrachtet
er — und ich bin ganz derselben Ansicht — als ein Gegen-
stiick zu den Rechenkiinstlern, die ich der Gruppe 1 (mecha-

4.



48 Verwertung ftr den Unterricht

nische Rechner) zugewiesen habe, und die vielfach nur tber
einen recht geringen Grad von Intelligenz verfugen.

Das schliefit natiirlich nicht aus, daB es auch bemerkens-
werte Ausnahmen gibt. Es hat geniale Mathematiker ge-
geben, die gleichzeitig vorziigliche Rechner waren infolge
eines geradezu phinomenalen Zahlengedichtnisses (Bei-
spiele: Euler und Gordan). Es gibt aber auch Rechenkiinst-
ler, die gleichzeitig in der Mathematik ihren Mann stellen.
Und zwar will ich hier nur solche aufzihlen, die ein wirk-
liches Zahlengedichtnis besitzen und nicht, wie z. B. Ferrol,
die Zahlen durch mnemotechnische Kiinste sich einprigen:
Dahse und Riickle.

Dahse gehort der Vergangenheit an, Rackle der Gegen-
wart. Uber seine Leistungen findet man Niheres in dem
vorhin zitierten Werke von Katz, der sich seinerseits wieder
auf ein Werk von Georg Elias Maller statzt.

SCHLUSSBETRACHTUNG

Ich habe an einzelnen Stellen darauf hingewiesen, daf§
diese oder jene Aufgabe sich gut fiir den Unterricht eigne.
Damit will ich beileibe nicht die Forderung aufstellen, dafl
alles, was ich in dem vorliegenden Werkchen dargeboten
habe, auch notwendigerweise im Unterricht behandelt wer-
denmitsse. Der mathematische Unterricht hat durchaus nicht
das Ziel, Rechenkiinstler heranzubilden.

Wenn aber hie und da einmal ein Beispiel bei passender
Gelegenheit behandelt wird, um den Schillern die Augen zu
offnen, damit sie einen Trick als solchen erkennen und nicht
die darauf beruhende Leistung mit dem Nimbus des Uber-
natarlichen umgeben, dann tragt dies sicher auch ein wenig
bei zur Belebung und Férderung des mathematischen Unter-
richts.
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Mathemat. Unterhaltungen und Spiele

2., vermehrte u. verbess. Auflage. In 2 Béinden. 1910. In Leinw. geb.
I. Band. Mit 209 Figuren.  7.50. II. Band. [In Vorbereitung.]

Kleine Ausg.: Mathematische Spiele. 170.Biéndchen der Sammlung
wissenschaftl.-gemeinverstindl. Darstell. ,,Aus Natur und Geisteswelt.
2. Aufl. Mit einem Titelbild u. 69 Fig. 1911. In Leinw. geb. 4 1.25.

pEine solche mit Sachkenntnis und mit wohltuender Eleganz gesohriebene
Darstellung dieser eigentiimlichen Materie darf sowohl bei dem Mathematiker
als auch bei dem Laien auf Interesse zihlen, der sich gern mit Zahlen und
geometrischen Figuren abgibt, weil ihm ihre schénen und oft merkwilrdigen
Eigenschaften Vergntigen, gewiB ein Vergniigen der reinsten Art, bereiten. Sie
darf des Interesses inshesondere dann sicher sein, wenn sie mit solcher Sach-
kenntms geubeltet und mit wohltuender Eleganz geschrieben ist wie die vor-

d Dem w haftlich Interesse wird der Verfasser gerecht, indem
er durch die sorgfiltig zusammengetragene Literatur und durch Einschaltungen
mathematischen Inhalts die Beziehungen zur Wissenschaft herstellt; dem Nicht-
mathematiker kommt er durch die trefflichen Erliuterungen entgegen, die er
der Ldsung der verschiedenen Spiele zuteil werden ldé8t, und die er, wo nur
irgend ndtig, durch Schemata, Figuren und dergleichen unterstiitzt.

Das Buch bietet sehr viel des Anregenden und Unterhaltenden, aber auch
des Belehrenden. Ein 330 Nummern umfassender, chronologisch geordneter
Jndex‘ gibt die Literatur des Gegenstandes, und ein ausfithrliches Sach- und
Namenregister erleichtert die tierung in dem Buch, das hiermit auf das
beste empfohlen sei.“ (Prof Czuber in der Zeitschrift f. d. Realschulwesen.)

»Das Studium des hiibschen Buches ist ein hoher GenuB. Man liest nicht nur,
nein, man versucht auch die einzelnen Spiele und freut sich, von dem Verfasser
in die hdheren Geheimmisse ihrer Technik und Theorie eingeweiht zu sein....
Wer in das kleine Biindchen einmal hineingeschaut hat, legt es nicht mehr aus
der Hand, ohne von dem gebotenen Stoffe entziickt zu sein.*

(Siidwestdeutsche Sohulbliitter.)

Scherz und Ernst in der Mathematik

Gefliigelte und ungefliigelte Worte
gr. 8. 1904. In Leinwand geb. 4 8.—

pEin ,Btichmann‘ fiir das Spezialgebiet der mathematischen Literatur. .
Mn.noh em kurzes treffendes Wort verbreitet Licht #tber das Streben der in der
Wi haft filhrenden Geister. Hierdurch aber wird das sorg-
faltig bearbeitete Ahrenssche Werk eine zuverliissige Quelle nicht allein der Unter-
haltung, sondern auch der Belehrung ttber Wesen, Zweck, Aufgabe und Geschichte
der Mathematik.“ (J. Norrenberg in der Monatssohrift fiir hGhere Schulen.)

. Ich kann mir nicht anders denken, als daB dieses Buch jedem Mathe-
matiker eine wahre Freude bereiten wird. Es ist zwar keineswegs bestimmt und
auch nicht geeignet, in einem Zuge durchgelesen zu werden, und doch, als ich es
zum ersten Male in die Hinde bekam, konnte ich mich gar nicht wieder davon
losreiBen, und seit ich es unter meinen Btichern stehen habe, ziehe ich es gar
oft hervor, um darin zu blittern (Friedrioh Engel im Literarisohen Zentralblatt.)
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Mathematische Experimentiermappe

fiir den geometrischen Anfangsunterricht
Von Professor Dr. G. Noodt

Oberlehrer an der Hecker-Realschule zu Berlin

9 Tafeln mitvorgezeichneten Figuren mathematischer Modelle, Werk-

zeug und Material zur Herstellung sowie erliuternder Leitfaden.

Als Muster wird jeder Mappe ein fertiges Modell beigelegt. 1912.
Preis in geschmackvollem Karton 4 4.—

Das neue Unterhaltungs- und Bildungemittel fiir Knaben bietet eine Anleitung
zur selbsttitigen Herstellung von groBenteils neuen math tischen Modellen und das
hierzu erforderliche Material und Werkzeug und will sich, gem#8 den modernen Re-
formbestrebungen auf dem Gebiete des mathematischen Unterrichts, in den Dienst
einer intensiven Ausbildung des Anschauungsvermdgens stellen. Denn gerade die
Selbsttitigkeit der Schiiler ist in hohem Grade geeignet, sie in frithester Jugend
zum funktionalen Denken allmihlich zu erziehen, indem man die Starrheit der
geometrischen Gebilde aufgibt und die ,Stiicke” durch Bewegung von Punkten,
Drehen von Strecken usf. als voneinander abhiéngig erkennen 148t.

Das chinesisch-japanische Go-Spiel
Eine systematische Darstellung und Anleitung zum Spielen desselben
Von L. Pfaundler

Professor der Physik an der Universitdt Graz )
Mit zahlr. erklirenden Abbild. 8. 1908. In Leinwand geb. # 3.—

Das Go-Spiel ist das #lteste aller Brettspiele und erscheint dem Schach an
Geist vollig ebenbiirtig. Nachdem wir in der Einleitung die mindestens 3500 jihrige
Geschichte des Spieles kennen gelernt haben, entwickelt der Verfasser die ein-
fachen Spielregeln an der Hand zahlreicher Figuren und Beispiele und bringt
als Muster japanische Originalpartien und Probleme mit ihren Losungen bei.
In der zweiten Abteilung sucht er auf Grund eigener Studien durch priizisere
Fassung der maBgebenden Begriffe tiefer in die Kombinati des Spieles einzu-
dringen und den Anfiinger durch eine griindliche Darstellung der sicheren und der
verlorenen Stellungen, der Ausnutzung der Go-Stellung, der Spielfallen und der
wichtigsten VorsichtsmaBregeln in der Durchfiihrung des Spieles zu unterrichten.

Die Elemente der Mathematik

Von Emile Borel ‘ Deutsche Ausg. v. Paul Stickel

Professor an der Sorbonne zu Paris Professor an der Universitit Heidelberg

In 2 Bdnden. gr. 8. In Leinwand geb.

1. Band: Arithmetik und Algebra. Mit 67 Figuren und 3 Tafeln. 1908. .# 8.60.
II. Band: Qeometrie. Mit 403 Figuren. 1909. £ 6.40.
Ergebnisse dazu, bearb. von P. Stlickel und H. Beok. 2 Hefte. 19138. Geh. je ./ 1.50.

.Die besten Dienste wird das Buch jener i zahlreicher werdend
Ka.tegorie der Nichtmathematiker* leisten, die sich in vorgeriickten Jahren gendtigt
sehen, auf die lange beiseite geschobene Mathematik zurtickzugreifen. . .. Die tiber-
aus klaren, durch Beispiele aus dem téglichen Leben erliuterten Amfﬂhrungen
und, fugen wir hinzu, die wohltuend einfache, konkrete, aber #berall peinlich
korrekte Darstellung werden die halb vergesaenen Schulkenntniue neu beleben,
konzentrieren und so weit erginzen, daB selbst der Weg zu dem ,Gipfel der
Differential- und Integralrechnung kaum erhebliche Schwierigkeiten mehr bietet*

(Piidagogisohe Zeltung.)
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Prof. Dr. Bajtian Sdymids
Naturwifjenid)aftlide Schiilerbibliotheh

8. Wit 3aflreidjen Abbildungen. In Leinwand gebunden.

»Die Bindden diefer Sammlung gehoren 3u den allerbejten Exideinungen
unferer fiberreidien Jugendliteratur, da fie nidt planlos irgend etwas der
Jugend Derjtdndlidies bieten, fondexrn planvoll an den Unterridt in der Sdule an-
tnitpfen und darauf aufbauenb den Sdyiiler 3ur eigenen Erarbeitung eines ihn inter-
effierenden Gebietes anregen und anleiten.” (Hugsburger Hbendzeitung.)

Phyrikalifches Experimentierbuch. Don §. Rebenftor{f. 2 Teile. 1. Siir iungete
und mittlere Syliler. N 3.—. II. §iir mittlere und veife Sdiiler. M. 3

Hn der See. Siir mittlere und reife Schiiler. Don P. Dahms. M. 3.—

©Broke Phyfiker. Siir reife Sdhiiler. Don K. Keferftein. M. 3.—

Bimmelsbeobachtung mit bloBem Huge. Siir reife Siiler. Don S. Ruid. 0. 3.50.

6¢elogil'ches Wanderbuch. Siir mittlere und reffe Sdyiiler. Don K. G. Do L. 2 Teile
I Teil. M.4.—. [Il. Teil tn Dorbereitung.]

Kiirtenwanderungen. Siir mittlere und reife Sdfiler. Don D. Sran3. WM. 3.—

Hnlcitung zu photographifchen Naturaufnabmen. S§iir mittlere und reife Schiiler.
Don § Sdulz. m 3.—

Dfe r.uftrda(ffabrt. Siir veife Sdhitler. Don R. Wimfiijr. M. 3.—

Vom Einbaum zum Linienfchiff. Don K. Radun3. Sitr mittl. u, retfe Sdyiiler. N.3.—

Vegetationslchilderungen. Don P. G raebner. Sfir mittlere und veife Schiiler. M. 3.—

Hn der Werkbank. Don € Gidjeidlen. Silr mittlere u. rveife Schiiler. 4. N 4—

Chemf{lches Experimentierbuch. Dot KarlSdetd. 2 Teile. L Sitv mittleve Schiiler.
3. Aufl. M. 3.—. [Il. In Dorbereitung.)

Qnfere friiblingspflanzen. Don §. R d. Siir mittlere und reife Sdyiiler. M. 3.—
Hus dem Luftmeer. Donll.Saffenfeld. Siir mittlere und reife Schiilex. NI. 3.—
Biologifches Experimentierbuch. V. €. S dffer. Siir mittl u. veife Sdyiiler. M.4.—

Phyfikalifche Plaudereien fiir die Jugend. Don £ Wunder. Siir 1014 {&hrige
Sdyiiler aller Shulgattungen. Steif geh. W, 1.—

Bervorragende Leiltungen der Technik. Don K. Sd}reber
Teile. 1. Teil. M. 3.—

Chemifche Plaudereien fiir die Jugend. Don £ Munder. Sur 10~l41khtige
Sdyiiler aller Shulgattungen, Steif geh WM. 1.—

In Dorbereitung befinden f{id):

Siix veife Sdyiiler.

Das Leben in Teich und £lus. Don
f)rofeiior Dr. Reinhold von Hans
tein in Berlin-GrogsCidyterfelde.

Schmetterlingsbuch. Don Oberjtudiens
rat Prof. Dr. £. Campert in Stuttgart.

Chemie und Brosindurtrie. Don Prof.
Dr. € Lowenhardt in BRalle a. S.

Grolc Ingenfeure. Don Privatdozent
€. MatjdoB in Bexlin.

Groke Chemiker, Don Drofefior Dr.
O. Ohmann in Berlin.

Grohe Biologen. Don Prof. Dr.W.NMay
in Xarlsruhe.

Infektenbiologie. Don Profefjor Dr.
Chr.Sdrdder in Berlin.

K3rper- und Geiftespflege. Don Dr.
med. Stebert in Niiindyen.

Das Leben unferer V3gel. Don Dr.
Johann Thienemann, Leiter der
Dogelwarte Rofitten.

Hquarium und Terrarium. Don Prof.
Dr. §.Urban in Plan.

Husfilibrl. illultr. Profpekt umfonft und poltfrei vom Verlag
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Jeder Band geh. M. 1.—, in Leinwand geb. M. 1.25

Mathematik — Aftronomie.

Naturwiffenfidhajten und Mathematit im Hafjijden Alter:
tum. Don Prof. Dr. Joh. £. Reiberg. (Bd. 370.)

Arithmetit und Algebra jum Selbftunterridit. DVon Prof. Dr.
P. Crang. 3In 2 Banden. Mlit 3aflr. Sig. (Bd. 120, 205.) 1. Teil:
Die Redjnungsarten. Gleifungen erften Grades mit einer und
melreren Unbefannten. Gleidjungen 3weiten Grades. 2. Auflage.
Mit 9 §ig. (Bd. 120.) II. Teil: Bleidjungen. Arithmetijde und geos
metrifdje Reifen. Sinfes3ins- u. Rentenredinung. Komplere Sahlen.
Binomifdjer Lehrfag. 3. Auflage. Wit 23 Siguren. (Bd. 205.)

Planimetrie sum Selbjtuntervidht. Don Prof. Dr. P. Crang.
mit 99 Sig. (Bd. 340.)

Trigonometrie 3um Selbjtunterricht. Don Prof. Dr. P.Crang.
mit Sig. (BO. 431.)

Prattijhe Ulathematif. Don Dr. R. Neuendorff I Teil:
Graphifdes u. numerifdies Redynen. it 62 §ig. u.1Tafel. (Bd.341.)

Mage und Niejjen. Don Dr. W. Blod. Nt 34 Abb. (Bb. 385.)

Ginfiihrung in die Infinitejimalrednung mit einer hiftor.
Uberfidit. DonProf.Dr.6. Kow alewsti. 2.Aufl. IMit 18 Sig. (BH.197.)

Differential-u.Integralredinung. DonDr.M.Lind ow. (Bb.387.)

Das Shadyipiel und feine ftrategifden Prinzipien. Don Dr. U1
Cange. Mit den Biloniffen €. Lasfers u. P. Morphys, 1 Shadybrett:
tafel und 43 Darftellungen von Ubungsfpielen. (BO. 281.)

Der Bau des Weltalls. Don Prof. Dr. J. Sdheiner. 4. Aufl.
mit 26 Sig. (Bd. 24.)

Das aftronomifjche Weltbild im Wandel der 3eit. Don Prof.
Dr. S. Oppenheim. 2. Aufl. Mit 24 AbDh. (Bd. 110.)

Gutjtehung der Welt und der Erde nad) Sage und Wiffens
fdhaft. Don Prof. Dr. B. Weinjtein. 2. Aufl. (Bd. 223.)

Probleme der modernen Aftronomie. Don Prof. Dr. S.
Oppenheim. (Bd. 355.)

Die Sonne. Don Dr. 4. Kraufe. It 3aflr. Abb. (Bd. 357.)
Der Mond. Don Prof. Dr. J. Sran3. Nit 31 Abb. (Bd. 90.)
Die Planeten. Don Prof. Dr. B. Peter. Nlit 18 Sig. (Bd. 240.)

Aftronomie in ihrer Bedeutung fiir das prattijdie £eben.
Don Prof. Dr. A. Narcufe. Mit 26 Abb. (Bbd. 378.)
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