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Einleitung.

Die folgende Arbeit bietet einige Beispiele zur Theorie iiber das Gleichgewicht
von Fliachen, die gegebenen #uBlern Kriften unterworfen sind; entsprechend dem
Zwecke der Abhandlung, eine Aussage iiber die Spannungen zu geben, die in Ballon-
hiillen auftreten, beziehen sich die behandelten Falle nur auf Rotationsflichen;
dabei werden als duflere Krafte jene angenommen, die tatséchlich auf Ballonhiillen
einwirken.

Die Arbeit entstand auf Anregung meines hochverehrten Lehrers, Herrn
Geh. Hofrat Prof. Dr. S. Finsterwalder, dem ich dafiir und fiir seinen wohl-
wollenden Rat bei der Ausarbeitung meinen besten Dank ausspreche.

Von den Arbeiten, die iiber die Theorie des Gleichgewichts biegsamer und unaus-
dehnbarer Flichen vorliegen, diente dieser Abhandlung die Arbeit Lecornus:
Sur I'Equilibre des surfaces flexibles et inextensibles (Journal de 1'Ecole Poly-
technique, Cah. 48, Tome 29, 1880) als hauptsdchliche Grundlage. Soweit sie in
Betracht kommen, seien ihre Resultate kurz wiedergegeben, wobei fiir die in der
Flichentheorie auftretenden GréBen nicht die Lecornu’schen Zeichen, sondern die
in Scheffers Theorie der Flichen gebrauchten Bezeichnungen verwendet werden.

Ist eine Fliche unter Einwirkung von Kriften im Gleichgewicht, so bildet
sich auf ihr ein Spannungszustand aus, indem auf jedes Linienelement der Fliche
eine nach Grofle und Richtung bestimmte Spannung wirkt; d. h. wiirde die Fliache
nach einem Linienelement aufgeschnitten, so wére zur Erhaltung des Gleichge-
wichtes an den beiden Randern des Schnittes je eine gewisse Kraft anzubringen,
die-fiir den einen Rand dieselbe Grofe und die entgegengesetzte Richtung wie
die am anderen Rand anzubringende Kraft hat. Diese auf die Léngeneinheit redu-
zierte Kraft heiflt Spannung, ihre Komponenten parallel und normal zum Linien-
element Tangential- bzw. Normalspannung. Die Spannung variiert nicht nur von
Punkt zu Punkt, sondern besitzt auch fiir die verschiedenen Linienelemente eines
Punktes verschiedene Werte. Es sei nun auf der Flidche ein orthogonales System

Denselben Gegenstand behandeln:

Lecornu: Sur PEquilibre d’une Enveloppe ellipsoidale (Annales de I’Ecole Normale
Supérieure, S. IIT, Tome 17).

Beltrami: Equilibrio delle Superficie flessibile et inestendibile (Memoria della Accdemia
di Bologna, IV. B., 1881).

Volterra: Sull’ Equilibrio delle Superficie ect. (Roma Accademia dei Lincei Atti, Serie ITI,
Vol. 8, 1883—1884.

Morera: Sull’ Equilibrio delle Superficie ect. (R. Accademia dei Lincei, TIT, 7, 1882—1883).

E. Daniele: Sull’ Equilibrio delle Reti (Rendiconti dell’ Circolo Matematico di Palermo,
Tome XIIT, 1899).
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von Parameterlinien u, v gegeben; im Punkte u, v seien n; und t, Normal- und.
Tangentialspannung der U-Linie (v = const), n, und t, dasselbe fiir die V-Linie
(n = const) (Fig.1). Uber den Sinn dieser Spannungen gibt Fig. 2 AufschluB:
n, und n, sind positiv, wenn sie in das Innere des von den Punkten u, v;u + du, v;
u, v+dv; u+du, v-+dv: gebildeten Rechteckes gerichtet sind; demnach
sind n; und n, Druckspannungen, wenn sie positives Zeichen haben; negative
Spannungen wirken als Zugspannungen. t, und t, sind positiv, wenn sie im Punkte
u, v entgegengesetzt dem wachsenden u bzw. v gerichtet sind.

122 utdu
v*dv v+dy
=
Zz
{=r
—
wu,v t, urdu u,v -~ wurdw
v Z, v

Fig. 1. Fig. 2.

Die Gleichgewichtsbedingungen, angewandt fiir ein unendlich kleines Dreieck,.
ergeben t; = t, =t und die Komponenten der Spannung, welche ein unter dem
Winkel o gegen die U-Linie geneigtes Element erleidet, zu
Normalkomp. N = n, cos? o + n,sin®a« + 2t sin « cos o

b Tangentialkomp. T = t (cos? o — sin® «) — (n; — n,) sin « cos «.
2 =corist Sind an einem Punkt also die drei Grofien n,, n,.
und t bekannt, so kann fir jedes durch diesen
Punkt gehende Linienelement die Spannung aus den.
M Gleichungen 1 berechnet werden. Zu einer einfachen
o e comsr geometrischen Deutung des Spannungszustandes in
g veons einem Flichenpunkte gelangt man auf folgende
P g 3
Fig. 3. Weise: Trigt man vom Punkte u, v (siehe Fig. 3)
in der Richtung des Linienelementes, d.h. in Rich-
tung o die Strecke OM = Tlﬁ ab, so hat M in bezug auf das von U- und V-Linie
gebildete System die Koordinaten x = c—;)I—SN;i, y = E%y« Aus Gleichung 1) folgt-

dann, daB M bei Verinderung von o den Kegelschnitt:n; X2 +2txy +n,y® =1

beschreibt. Das Quadrat des Radiusvektors ist x? 4+ y? = T\TL und stellt also den

reziproken Wert der normalen Spannung dar, welche ein in Richtung des Radius-
vektors orientiertes Element erleidet. AuBerdem laft sich zeigen, daB die totale
auf O M wirkende Spannung in der zu O M beziiglich des Kegelschnitts konjugierten
Richtung wirkt. Daraus folgt, daB die in Richtung der Hauptachsen dieses ,»Span-
nungskegelschnittes liegenden Linienelemente nur normaler Spannung unter-
liegen, wihrend durch die Asymptoten jene Elemente bestimmt werden, die nur



_— ) —

tangential beansprucht sind (denn fiir diese ist ],—lﬁ— = oo, also N = 0). Die Zu-

sammensetzung dieser Linienelemente fiihrt zu &hnlichen Kurvensystemen, wie
sie bei der Frage nach der Kriimmung von Fléachen auftreten: zu Hauptspannungs-
linien analog den Kriimmungslinien, zu Scherungslinien entsprechend den Asym-
ptotenlinien und zu Systemen beziiglich der Spannung konjugierter Kurven. Dabei
heilen zwei Linienelemente konjugiert beziiglich der Spannung, wenn ihre Rich-
tungen konjugiert in bezug auf den Spannungskegelschnitt sind; dann besitzt also
die totale Spannung des einen Linienelementes die Richtung des konjugierten
Linienelementes und umgekehrt. Die Achsenrichtungen des Spannungskegel-

schnittes sind gegeben durch tg 2o = L; dies fiihrt, wenn E du® 4 G dv?

1; — 1,
das Bogenelement der Fliche ist, zur Differentialgleichung der Hauptspannungs-

linien :

Gtdv: +1EG (n; —n,)dudv — E t du® = 0.

Die Gleichung der Scherungslinien ergibt sich durch Nullsetzen der quadra-
tischen Glieder des Kegelschnitts zu:

n; Edu? + 2tl/EGdudv +n,Gdv? = 0.

Zwei konjugierte Kurvensysteme sind durch:

n, E du, du, 4+ tE G (du, dv, + duydv,) +n, G dv, dv, = 0
verbunden.

Die auf die Flicheneinheit bezogenen aulleren Krifte zerlegen sich in die
Komponenten F;, F,, ® in Richtung der Linien v = const und u = const und
der Flachennormalen. Der Richtungssinn ist dadurch festgelegt, dall der Sinn
der wachsenden u und vauch der positiveSinn von F; bzw. F,ist ; Normalkomponente
@ ist positiv, wenn sie dieselbe Richtung wie die positive Flachennormale hat.

Der Spannungszustand in einem Flachenpunkt ist bekannt, wenn man dort
die Werte von n,, n,, t kennt; diese Werte &ndern sich von Punkt zu Punkt, n; n, t
sind Funktionen von u und v. Fiir sie fand Lecornu durch Anwendung des Prinzips
der virtuellen Verschiebungen folgende Grundgleichungen:

1 an, 1 ot n; —n, 2t
VB o yG ov P2 o1 !
1 an 1 ot n n 2t
2 ! —— 2 L+ — =T
) VG ov YE ou P 05 2
D1 2%
R, R, T
r _ Lo _ N
R, E R, G
sind die normalen,
11 oE 1 1 ayG

f1 JEG ov ! o ]/EG au
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die geoditischen Kritmmungen der Parameterkurven, T = ;TEII_G die fiir beide
4
gleiche geodétische Torsion, d. h. die Torsion einer die Parameterkurve im be-
trachteten Punkt beriihrenden geoddtischen Linie.
In den der zweiten Glieder (F,, F,, ®) beraubten Gleichungen 2 erkennen wir

die Gleichungen fiir die infinitesimale, isometrische Transformation einer Fliche,

wenn wir uns unter n; s, n,c, t ¢ (¢ sehr klein) die Variationen der GréBen —-

R,’
%, % vorstellen.  Ersetzt man also
1 L
n, durch SE = ST _ 4
! ) e e E-e E
1 N
1 R, & o ar
Beooo e G- G
3_1_ B ,ﬂ
: T __yEG M 4
” € c JEGe JEG

so erhdlt man aus den Gleichungen 2 die Gleichungen fiir die unendlich kleinen
Verbiegungen einer Fliche, wie sie z. B. bei Bianchi: Vorlesungen iiber Differential-
geometrie, § 163, aufgestellt sind.

Die Grundgleichungen 2) behandelt Lecornu weiter; er setzt an:

a a a
n1=nl’+f; n2=112’—i—?; t=t’—{—T.
1 2

Die linken Seiten von 2) schreiben sich durch diese Substitution unverdndert in
den gestrichenen Unbekannten; die rechten Seiten werden jedoch:

1 2a 1 2a

BT ER e
Fz— ’vl a_a'+ __1 ai — Fz,
JGR, oV JET ou
(1 1
) LI I
(I) M&(Rl RZ T2> (D '
Es wird nun
o 1
= 1
RE T

gewdhlt und die dulleren Krifte F, F, @ in die zwei Systeme zerlegt:
1. System: Normalkraft ® und die Tangentialkrifte:

L 1w 1 o 1 m
JER, ou 1GT ov’' JGR, oV JET ou’
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2. System: Die tangentialen Krafte F," F,” ohne Normalkréfte.

Fiir das erste System — das Normalsystem — verschwinden nach der ange-
gebenen Substitution die rechten Seiten der Grundgleichungen ; diese lassen daher die
partikulare Losung n,” = n,’ = t' = 0 zu. Die Gleichungen des 2. Systems —
des Tangentialsystems — werden:

JLoeny 1ot onemy 28 g,
JE o G ov P2 P !
3 Loy 1ot om—my 28 g
& o JE o o s *
n oy 2t
R, R, T :

Ist es gelungen, eine partikuldre Losung n—l’ ITZ’ t” dieses Systems zu finden, so
reduzieren sich die Gleichungen 3) auf die der unendlich kleinen Verbiegung. Deren
allgemeine Losung ist dann den partikulidren Integralen n,’n,’ t’ hinzuzufiigen,

. . . a ., a
um die allgemeine Losung n,’n, t’ von 3 zu erhalten. In n,” 4 ol TR
1 2
a

t 4 T hat man dann auch die Losungen der Grundgleichungen 2).

Fiir Rotationsflichen gestalten sich die Gleichungen des Tangentialsystems
etwas einfacher. Ist x = p (u), z = q (u) die Gleichung des Meridians als Funktion
der Bogenlinge u, dann heif3t die Flichengleichung:

p () cos v
p(u)sinv
q (u)

wenn die Z-Achse zur Rotationsachse gewdhlt wird. Zwischen p und q besteht
die Beziehung

N K
I

PP +q =1
und die durch Differentiation daraus abgeleitete:
p/ p// + q/ q// — O.

Die Fundamentalgrofien der Rotationsfliche sind dann:

E=1; F=0;, G=p3 L:—%; M=0;, N=pq’;

’

ferner ist der Kriimmungsradius des Meridians R; = — die Normale oder

2

der 2. Hauptkriimmungsradius R, = %, geodétische Torsion —%—: 0; geodédtische
Kriimmung des Meridians 1o 0 und die des Parallelkreises LN ,%,
f1 P2
Nach Einfiihrung dieser GroBen werden die Gleichungen des Tangential-
systems :



my 1 ot T U
au p ov + (0 —1n,) ( P) =F
LI LI PP S 0 D
4 p av au+2t( p>_F2
9 P
n,’ =——n, = =
1 p 2 q/
Wird in die beiden ersten Gleichungen das sich aus der dritten ergebende
n, = e n,” eingesetzt, neue Unbekannte
N =n'pq
T = —p2t
cingefithrt, dann erhalten wir schlielich die Gleichungen:
oN q' T L,
5 o Tprey — FPA
of , pp” oN _ s
au + q's v = F./pe.
Hierin ist
P I )
F=F p ou
. p'’ e
6) F, =F,+ IS q ov
a—2pR -0

2

2 p"’

Um die auf einer Rotationsfliche von den Kriften F,, F,, @ hervorgerufenen
Spannungen zu finden, hat man also folgenden Weg zu beschreiten: Man bilde
vermittels der Gleichungen 6 die Tangentialkrifte F,’, Fy’, suche die allgemeinen
Losungen N und T von 5, indem man einem aufzufindenden partikuliren Integral
die allgemeinen Lésungen der Gleichung der unendlich kleinen Verbiegungen

hinzufiigt; dann findet man n,” = %7, t = ?'1;« und schliefllich die Spannungen:
iR @ 0 g
N, =N, +E=n2 +7R'1 =1y — 5 q”
7 b8 iy @ @
ny = ny +§‘1‘:nl +?R2:n1+ 7;)/
t=1".

Im folgenden werden fiir einige Fille Losungen der Gleichungen 5 gegeben.
Das Koordinatensystem der X Y Z ist immer ein Rechtssystcm, ebenso das von
Meridian-Parallelkreistangente und Flachennormale gebildete. Da der positive
Sinn der Parallelkreis- und Meridiantangente der der wachsenden v bzw. u ist,
kann die positive Fléchennormale jedesmal leicht festgestellt werden. Die Span-
nung n,, welche senkrecht zum Meridian wirkt, sei als Ringspannung, n, senkrecht
zum Parallelkreis wirkend als Meridianspannung bezeichnet. Da sie 6fters Ver-
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wendung finden werden, sind nachfolgend die Richtungskosinusse der Paramecter-
linien und der Fldchennormale aufgefiihrt:

X Y Z
Meridiantangente : o = p’cosv B; =p'sinv Y1 =¢q'
Parallelkreistangente: o, = —sin v B, = cos v Yo =0
Flédchennormale : %3 = —q'cosv By = —q’'sinv y; =p’

§ 1.

Spannungsverteilung auf Rotationsflichen, welche einem konstanten Normal-
druck @ unterliegen.

Nach der in der Einleitung entwickelten Methode bilden wir aus dem Krifte-

system F; = 0, F, = 0, ® die Krafte F,’, F,’ des Tangentialsystems. Es ist nach
Gleichung 6):

a = — g)- I?I')” nur Funktion von u,
_p 9 _®q d(p

Bo=1 pau 2 p dul\p”
" p” e _

Ry = Fy P

Also werden die Gleichungen 5):

oN qg T @ ,dfp
E*mw—7q@@ﬂ
ST pp N

ou q'3 v

Da die Belastung rotatorischen Charakter hat, wird auch die Spannung fir
jeden Meridian dieselbe sein, also nur von u abhingen; daraus folgt:
N _ . T

’

v v

Dann ergibt die 2. Spannungsgleichung auchi;—f = 0, also T = const. Diese

Konstante mull aber notwendig Null sein; denn briachten wir an einem Parallel-
kreis, nach welchem wir uns die Fliche aufgeschnitten denken, eine konstante Schub-
spannung an, so hitte diese ein Drehmoment um die Rotationsachse zufolge,
das weder durch den Normaldruck ® noch durch die Spannung n, = f (u) kom-
pensiert werden konnte.

Aufler t = 0 erhalten wir aus der ersten Gleichung:

dN ® , d/p
—_— = =
du 2 du \p”
)
2

d/p
2 - 1
N = —5(1 T (—P”) du + C.



Durch partielle Integration :

- 2o

Vermoge der Beziehung p’ p

"

|+

7

+ q' q” = 0 erhdlt das Integral den Wert p2.
@ 2 2
N=—§—[q p,,+p]+C-

N
T2

9 P c o
q 'T+*7:|+—*T=7[“R1+R2]+

p q pq

D O] C

n, = 112’+——R. =5 R, +— P q

Die Konstante C bestimmt sich bei vielen Flachen, so bei denen, die als Trag-

kérper bei Ballonen Verwendung finden, aus der Forderung, dafl an den Stellen

p = 0, wo der Meridian die Rotationsachse schneidet, nicht oo grofle Spannungen

auftreten; damit dies nicht eintritt, mul C = 0 sein. Fiir Flidchen, bei denen dann

nirgends R,, die Normale unendlich grof ist, sind durch C = 0 oo grofle Spannungen
vermieden. Fiir diese wird dann die Meridianspannung

pq’

) D p .
1) nz=7Rz=‘§‘q,,
die Ringspannung ergibt sich aus ~R—2 e R = O:

) R,
? S i

die Schubspannung t = 0.

Durch Angabe dieser 3 Grofen ist der Spannungszustand einer Rotations-
flache, welche konstantem Innendruck unterliegt, vollstdndig beschrieben. t = 0
sagt aus, daB die Kriimmungslinien nur normalen Spannungen unter-
liegen, d. h. Hauptspannungslinien sind; fiir die Meridianspannung
ergibt sich der einfache Satz, dal} sie proportional der Normalenldnge
R, ist. Ebenso leicht gelangt man zu einer graphischen Darstellung der Ring-

. R,? .
spannung n, durch Konstruktion der Strecke: 2 R, — —=*-. Dies setzt voraus,
P g 1 2 R
1

dafBl man R, der Lénge nach kennt. Héaufig, besonders bei flachen Meridiankurven,
wird dies nicht der Fall sein; dort kann dann folgende Konstruktion eingreifen:

Denken wir uns in den Endpunkten eines Linienelementes A u die Normalen
AK = BK = R, gezogen (siche Fig. 4a), ferner C D # A B, dann ist der Inhalt
der Rechteckes:

ABCD =R, Au
da ferner
—_ RZ
DE = ?IAU,

1) Dieselben Formeln erhielt auf anderem Wege H. Prof. Weber-Hannover. Siehe
Deutsche Luftfahrerzeitschrift, Heft 13, Jahrg. 1912.
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folglich das Viereck

ABCE:Af:(RZ —Ri>Au=x-Au.

— 11 —

L1 Ry
ABDE = 3t

Au

T 2R,

Nach Formel 2) ist x aber eben der Faktor, mit welchem @ zu multiplizieren
ist, um die Spannung n, zu erhalten. x kann also leicht als Seite eines Rechteckes
gefunden werden, dessen eine Seite Awu, dessen Inhalt
=/ NABCEist. (Konstr.: ME =MB, MF | AC;

8
4

Fig. 4a.

die positive Flachennormale von innen nach auflen gerichtet ist.

FG| BC; AG =x)

Es eriibrigt noch zu untersuchen, welches Zeichen
die Hauptspannungen haben. Zu diesem Zweck stellt
Fig. 5 einen Rotationskorper vor, der eine mogliche Trag-
korperform aufweist. X Y-Ebene ist — wie auch spéter
immer — die Ebene des , Hauptspants®‘; der Meridian

v = 0 ist der obere Teil des verti-
kalen Meridians; Rotationsachse ist
die Z-Achse. Die Bogenlinge wird
vom ,,Bug®“ an gemessen; z ist
positiv zwischen Hauptspant und
Bug. Aus der Forderung, dafl
Meridian-Parallelkreistangente und
Flachennormale ein Rechtssystem
bilden sollen, ergibt sich, daf

Normale

Farallelkrels=
Tangente

positiv, wenn es im Sinne eines Innendrucks wirkt.

Fig. 5.

Fig. 4b.

Also ist @

Weil z mit wachsendem u

abnimmt, ist " und damit n, = —(‘I)l%}iiberall negativ; d. h. die Meridianspannung



ist iiberall Zugspannung. Anders ist es mit n; = n, (2 — %) Dies ist dort Zug-
1

g: < 2; aber wo g—:> 2 ist, wirkt n; als eine Druckspannung; in

diesen Gebieten zeigt die Hiille das Bestreben, sich léngs der Meridiane in Falten

spannung, wo

zu legen; wihrend in jenen Teilen, wo %3 < 2, die Flache aufgeblaht ist. Beide
1

Teile werden getrennt durch die Parallelkreise, fiir welche

R
dies auch so aussprechen: die Ringspannungen n, sind dort 1Null, wo Kriimmungs-
mittelpunkt und Normalenmitte zusammenfallen; sie sind Druckspannungen
bzw. Zugspannungen dort, wo der Krimmungsmittelpunkt die Strecke Normalen-
mitte-Meridianpunkt von innen bzw. von auflen teilt. Ein Beispiel fiir eine Fliache
mit positiven und negativen Ringspannungen bietet ein abgeflachtes Rotations-
ellipsoid :

= 2ist. Wir kdnnen

x2 4+ y2 22
Xty

a? b2

=1

a
b
Ringspannungen zu beiden Seiten des Aquators.

Innerhalb der Zone, wo n, als Druckspannung wirkt, verlaufen auch die
Scherungslinien reell; deren Gleichung ist in unserm Fall:

dessen Achsen der Ungleichung geniigen: — <12, es liegt dann eine Zone positiver

R,
2— =21 dut + p2dv? = 0.
( R, P

Auf dem Parallelkreis, fiir welchen % = 2, ist die Richtung der Scherungslinien
die von dv? = 0; d. h. dort fallen i)eide Linienelemente mit dem Meridian zu-
sammen. Die Scherungslinien sitzen mit Spitzen auf dem Parallelkreis R, auf;
Spitzentangente ist die Meridiantangente. Alle Scherungslinien gehen natiirlich
durch Rotation einer von ihnen hervor. '
Der Fall positiver Spannungswerte von n, tritt bei den als Tragkorper ver-
wendeten Rotationsflichen nicht auf. Vermdoge ihrer langgestreckten Form ist

bei ihnen % < 1, die Bedingung % > 2 also nirgends erfiillt. Aus der Formel
1 1

RZ
n; = N, — T
1

folgt dann weiter, dafl die Ringspannung iiberallgrBeristalsdie Meridian-
spannung; diese erreicht ihr Maximum am Hauptspant. Die groBte
Spannung ist die nahe dem Hauptspant auftretende maximale Ring-
spannung, die nach Formel 2) § 1 etwas kleiner als @ - Hauptspant-
radius ist.

Beipielsweise wird bei einem maximalen Radius von 5 m und einem Innendruck
von 35 kg/m? die
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@
grofte Meridianspannung n, = % R, = 87,56 kg/m

groBte Ringspannung n, < ®-R, <175 kg/m.

Punkte, in welchen beide Hauptspannungen gleich werden, heilen Nabelpunkte
im mechanischen Sinne; in unserem Fall liegen sie dort, wo
0] (0] R
7R‘2=?R2(2_‘R_12) (M, =)
also wo
R, = 0 oder R, = R,.

Der ersten Bedingung geniigen die Schnittpunkte des Meridians mit der
Rotationsachse, der zweiten jene Meridianpunkte, fiir welche beide Hauptkriim-
mungsradien gleich sind; d. h. die geometrischen Nabelpunkte sind auch Nabel-
punkte im mechanischen Sinne.

§ 2.

Wenn die Krifte rotatorischen Charakter zeigen, ist es immer leicht, zu einer
Losung der Spannungsgleichungen fiir Rotationsflichen zu gelangen. Ein allge-
meiner Fall rotatorischer Belastung ist gegeben bei Annahme einer Normalkraft @
und einer parallel dem Meridian wirkenden Kraft F,, welche beide nur von u ab-
hingen. Fiir diesen Fall ist

a =

) )
?Rl R2 = — 7 p
wieder nur von u abhéngig.
Die Krifte des Tangentialsystems werden:
f_p, 9 da
=1 p du
F, = 0.
Bei Annahme nur von u abhéngiger Spannungen geben die Spannungs-
gleichungen auller T = 0 noch:
dN da
—_— = g’ —
du Fipd'—aq du

N = (Flpq’du+5~q’z%du+0

o

= jFlpq’du——[q’za—j2a,q’q”du]+C

- , @ p P o
= (Flpq du+ 527 qZ—SCD o7 4'a7du+C

J

7 @ /2 7
N = (Flpq du—}-?pp%, +§®pp du + C
,_ N fF,q’pdu | ® q°  [@®pp'du+C
n, = ’ :—/"*—*F ’7 +—/
> pq p4q 2 p Pq
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, a L @ O g
n, =N, +§:=n2 +—§~R1=n2 —‘2*%17
[Fipqdu+ [Opp'du=C
n, = X

Zéhlen wir beide Integrale von einer Stelleu = 0 an, wo p. = 0 wird (— Schnitt
des Meridians mit der Rotationsachse —), so kénnen wir unendlich grofle Spannungen
nur dadurch vermeiden, daf C = 0 gesetzt wird. Dann ist:

1 u n
| F ‘du + | D ’du).
X (i P Y f PP

Ringspannung n, berechnet sich wieder aus

1) n, =

By M
R, TR~

’”

2) 111=(DR2——§2-112=(D P P (jF,pq’du—i—j(Dpp’du).
1 o o

q 97
Schubspannung: t = 0.

§ 3.
Anwendung dieser Formeln.

Die bis jetzt erhaltenen Resultate sollen nun zur zahlenméfBigen Berechnung
der an einem Tragkérper auftretenden Spannungen verwendet werden, wenn als
Krafte ein konstanter Innendruck und der sogenannte Stromungsdruck wirken.
Dieser entsteht infolge der relativen Bewegung der Luft gegen den Tragkorper
und macht in seiner Gesamtheit den Druckwiderstand des Fahrzeugs aus. In der
Giottinger Modellversuchsanstalt wurde die GroBe des Stromungsdruckes an mehreren
Modellen ermitteltl). Fiir das Modell IV (Modell IIT der fritheren Abhandlung)
wurden dem Verfasser von Herrn Prof. Dr. Prandtl Abmessungen und Verlauf des
Stromungsdruckes in entgegenkommendster Weise mitgeteilt, wofiir an dieser
Stelle der gebiihrende Dank ausgesprochen wird.

Wir berechnen die Spannungen fiir einen Tragkorper, der die Form des
Modells IV besitzt; sein Meridian ist auf den Fig. I, IT, IIT in 500 facher Verkleine-
rung wiedergegeben. Die Hauptabmessungen sind:

Lénge . . . . . . .. . .610lm
Maxim. Durchmesser . . . 10,00 ,,
Hauptspantquerschnitt . . . 78,54 m?
Volumen . . . . . .V =2740m?
Oberflache . . . . . O = 1356 m?2.

AuBerdem gibt Tabelle I fiir 55 Punkte des Meridians die Abszissen Z und

. . . . Xp — Xp—1
Ordinaten . x, aus denen vermittelst der Differenzenquotienten —>——"—
Zy —Zn—1

1) Zeitschrift fiir Flugtechnik und Motorluftschiffahrt. Jahrg. 1910. Heft 8; 1911,
Heft 13.



die Neigung der Meridiantangente und damit p’ und q’ abgeleitet wurden. Ferner
wurde in diesen Punkten die Normale konstruiert und deren Lénge R, sowie die
Linge des Kriimmungsradius R, abgemessen; letzterer erreicht schon vom ersten

Drittel ab so groe Werte, da3 das Verhéltnis %von dort ab vernachlassigt wurde.
1

Mit diesen Werten der R, und R, wurde bei Annahme eines konstanten Innen-
druckes @, = 25kg/m? nach den Formeln 1 und 2des § 1 die Spannungen berechnet,
die in Tabelle I unter (n,),, und (n,), aufgefiihrt sind. Dieser Tabelle oder auch
der Fig. I entnehmen wir, da} beide Spannungen, von dem gemeinsamen Wert
— l4kg/m am Bug ausgehend, ihr Maximum am Hauptspantquerschnitt von
n, = — 62,5kg/m, n;, = — 125kg/m erreichen, um dann bis zum Werte 0 am Heck
abzufallen. Die Ringspannung ist iiberall die gréflere, weil %— immer <1 ist.

1
Der Stromungsdruck wirkt iiberall normal zur Fliche und zwar im vordern

Teil als Auflendruck, der seinen Maximalwert V2~ T am Bug hat; lings des Rumpfes

ist er von der Hiille weggerichtet und wirkt am Heck wieder als AuBendruck.

Sein Verlauf wird durch den Ausdruck c- ‘;-Y wiedergegeben; hierin bedeutet

= einen Faktor, dessen Werte fiir 55 Punkte des Meridians in Tabelle I nach Mit-
teilung von Herrn Prof. Prandtl eingetragen sind. v ist die Geschwindigkeit
des Fahrzeugs relativ zur ruhenden Luft, v = 1,29 kg/m?® das Gewicht von 1 cbm
Luft,g = 9,8 m/sec?.

Die Geschwindigkeit v besitze den Wert 15m/sec; dannist der Normaldruck der
Stromung am Bug = 14,78 kg/m?2. Die Druckkomponente, welche die Richtung der
Rotationsachse besitzt, bildet den Druckwiderstand des Tragkérpers, der sich in
der Form schreiben 1aft:

W = 0,00816 V> XX

¢S]

In unserem Fall = 47,2 kg.

Um diesen Widerstand zu iiberwinden, muf3 durch den Motor eine dem Wider-
stand gleich grofe Kraft auf den Tragkdrper iibertragen werden. Verteilen wir
diese Kraft gleichmaflig auf einen Reifen, der sich mit dem Parallelkreis u,, p,, g,
deckt, so erleidet dort die Spannung einen Sprung n, der gleich der spezifischen
Belastung des Reifens ist, und sich aus der Gleichung bestimmt:

]
2nwp,q, = 27:5(Dpp’du = Wy
o
)
fOpp du
o —

Po 9o’

Bezeichnen wir die Spannung jener Elemente, welche im Sinne der Bewegung
des Tragkdrpers vor dem Reifen liegen. mit (n,)?, die iibrigen mit (n,), so besteht
am Parallelkreis u,p, q, die Beziehung:

(My), — (np)y = —nm.
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Nach der Formel 1 von § 2 ist nun:

n
joppdu+C
n) = *—u—
(n,) Pa
Damit nun (n,)” bei u = 0 p = 0 endlich bleibt, muB C = 0 sein. Daher ist

1) (nz)z' = ——~—;J ®pp'du = 'ﬁplq' jl(l) dp?, die Spannung vor der Fesselung.

Auch fiir w =1 = Lange des Mgridians diirfen die Spannungen nicht un-
endlich werden; d. h. es ist fiir den Teil hinter der Fesselung C = — ; ®pp’du
zu wahlen; also: ’

u 1 u
f{Opp'du— j®pp du f®pp du
[} 0 ]

U 1
(112),/,) == e

Xy T pd T 2pg
An dem Reifen, der den Schraubenantrieb zu ibertragen hat, bildet sich der
Sprung aus:

- ljl @ dp2.
i

u u 1
fOpp du— [Opp du {®pp du
1 o
2) (Ny)), — (Ny)y = ~——

pq pa’
= — n = spezifischer Belastung an diesem Reifen.

Dic zahlenméaflige Berechnung der vom Stromungsdruck verursachten
Spannungen wurde fiir 2 verschiedene Stellen der Fesselung durchgefiihrt: im
ersten Fall ist die Fesselung an einem Parallelkreis gedacht, dessen Ebene ca. 2 m
vom Bug entfernt ist; im zweiten Fall wird die Fesselung am Hauptspantquer-
schnitt vorgenommen. Gemé&f der Formeln 1 und 2 wurde @ als Funktion von p?

aufgetragen, das Integral J'(D d(p?) bzw. j(D d(p?) mit dem Integraphen aus-
0 i

gewertet und mit dem jeweiligen Werte von 2p q’ dividiert. Die Gleichung
[%‘r + % = @ lieferte dann den entsprechenden Wert von n;. Die Tabelle I und
Fizg. II zeigen den Verlauf der vom Stromungsdruck verursachten Spannungen:

Bei Fesselung I ist die Meridianspannung am Bug eine Druckspannung von
~ 9kg/m, erleidet bei der Fesselung einen Sprung von + 6,6 auf + 2,5 kg/m,
ist im zweiten und dritten Viertel Zugspannung mit dem Maximalbetrag von
~ 2 kg/m am Hauptspant; im letzten Viertel wirkt sie wieder als Druckspannung,
erreicht jedoch nur mehr den Hochstbetrag von ~ 0,7 kg/m, am Heck ist ihr
Wert 0. Die Ringspannung besitzt am Bug ebenfalls den Wert ~ 9 kg/m, an der
Fesselung bildet sich ein Spannungssprung von -+ 1,6 auf 2,7 kg/m. Bei einem
Parallelkreis, der nahe hinter der Fesselung liegt, geht n, in eine Zugspannung iiber,
crreicht sein Maximum 13 kg/m etwas vor dem Hauptspantquerschnitt; im letzten
Fiinftel wirkt n, wieder als Druckspannung (Maximum 1,2 kg/m) und wird am
Heck Null.

Die Fesselung am Hauptspantquerschnitt verédndert dieses Bild nur wenig:
der Ubergang zu Zugspannungen erfolgt bei n, nicht so weit vorne, etwa beim Beginn
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des zweiten Viertels; Maximum und Minimum beider Spannungen werden sowohl
in Lage als auch in Grofe nur wenig verandert; am Hauptspantquerschnitt entsteht
der Sprung von 1,5 kg/m, so daB der vom Reifen iibertragene Zug =
27-R-1,56 =2 7515 = 47,2kg
gleich dem friiher berechneten Druckwiderstand wird.
Ein iibersichtliches Bild iiber die Art der Spannungen gewahren die folgenden
beiden schematischen Figuren.

Fesselung

n; und n, sind Zug-
spannungen.

E/:/ n, Zugspannunig
A

n, Druckspannung.
Fsslssfwzy

EE‘E n, und n, sind Druck-
spannungen.

x An diesen Stellen
Fig. 6. wechseltderStx"tSmungs«
druck das Zeichen.

Wir entnehmen diesen Figuren, daB bei bloBer Wirkung des Strémungs-
druckes die Hiille ganz vorne und ganz hinten nur auf Druck beansprucht wiirde
und sich daher dort zusammenkniillen wiirde; soll dies vermieden werden, so

. . . V2
muf} ein Innendruck von mindestens der Grof3e !

= 14,78kg/m?wirken. Léngs

des Rumpfes wirkt der Stromungsdruck im Sinne einer Vergrofierung der von einem
konstanten Innendruck herrithrenden Spannungen; und zwar wird die maxi-
male Zugspannung, die der Innendruck ®, = 25 mm Wasser = 25 kg/m?
am Hauptspant erzeugt, um ca. 10 9% vergréBert, indem die Ringspannung
125 kg/m um ~ 13 kg/m erhoht wird. In den Zonen II und IV ist nur mehr n,
-eine Druckspannung, die Hiille wiirde sich dort unter bloBer Wirkung des Inner-
drucks léngs der Parallelkreise in Falten legen.

AuBler dem Druckwiderstand erfihrt ein in Fahrt befindliches Luftschiff-
auch noch Reibungswiderstand, verursacht durch die Reibung zwischen Hiille
5
und umgebender Luft. Wird er auf die Form gebracht: Wy = o 0% v, so be-
sitzen fiir die Form des Modells IV « und B die Werte?!):
a = 000025, B = 1,49;
sonach finden wir fiir das Beispiel einen Reibungswiderstand:
Wi = 0,000 25 - 1356%745 - 15149

= 30,47 kg.

1) Zeitschrift fiir Flugtechnik und Motorluftschiffahrt 1911, Heft 13.
Heyer.

[
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Der Reibungswiderstand dR, den ein Element dF des Tragkoérpers erfihrt,
wirkt wie eine Kraft im Sinne der Bewegung, mit welcher die Luft an dem als ruhend
gedachten Tragkorperelement entlang streicht; diese Kraft sei, abgesehen wvon
dem Flicheninhalt dF des Elements, auch noch dem Quadrat der Geschwindigkeit w
proportional, mit welcher die Luft an dem Element entlang streicht. Bezeichnet a.
einen Proportionalitdtsfaktor, dann kann also dR dargestellt werden durch

dR = adF w? = a-:2p ndu-w?
wenn unter dF das von 2 co nahen Parallelkreisen begrenzte Stiick verstanden ist
In Richtung der Rotationsachse fillt davon die Komponente:

dR-coso = 2a npw2ducosa = 2a npw2da.

Diese Komponente gibt in ihrer Gesamtheit den oben berechneten Reibungs-
widerstand Wy, :

2 !
W = ’.dRcos‘z = 2a1rjpwzdz = 30,47 kg.
0 0

[» ist die Liange des Luftschiffes, in der Rotationsachse gemessen]. Daraus finden.
wir den Faktor a:
Wz

a = N

L —
27:jpw2dz
0

und daher die Meridiankraft F,, welche durch die Luftreibung auf die Flicheneinheit.
ausgeiibt wird:
__dR

R L CF L L R, W)
3) dF 4
27 | pwidz
0
Das hierin noch unbekannte w? liefert uns die fiir stationire Stromung geltende:
Gleichung
1 oY
—w2— -+ ® = const,
2 ¢

2

worin ® wieder den Strémungsdruck bedeutet; am Bugistw = 0und ® =® = vz Y

5

also
1 Y =
EWz_g_{_q) =@
w2 = E(ﬁ)_.(p) =2i$(1—s).
Y Y
Also wird
4) Fo= - well=9 g 17 pgme)
27 [p(l—e)da [p(—¢)da
0 0

Der Integrand p (1 — ¢) wurde als Funktion von z aufgetragen und das Integral
mit dem Planimeter ausgewertet. So erhielten wir:

F, = 0,020 (1 — <) [kg/m?]
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Wie wir aus Tabelle I unter Kolonne F, ersehen, sind die durch Reibung ver-
ursachten Tangentialkrifte verhaltnismaBig klein; betrégt doch (F,),,. nur
0,02 (1 4 0,176) = 0,0235 kg/m? = 23,5 g/m>.
Damit bleiben auch die Spannungen, die von der Tangentialkraft F, erzeugt
werden, verhaltnismafig klein. Nach Formel 1 § 2 ist diese Meridianspannung:

jFlp q'du+C
b}

pa’

Es wiirde nur eine Wiederholung des bei Behandlung des Stromungsdruckes
Gesagten bedeuten, wenn wir ableiten, dal vor der Fesselung, welche eine dem
Reibungswiderstand gleich groBe Kraft auf den Tragkérper iibertrigt, C den Wert 0,

max

@m)F =

1
hinter der Fesselung den Wert | F; p ' du besitzt. Sonach gilt
0

u

Z
[Fipq'du [Fypdz
0 0

R
n = = N
5) ( 2)vm- P q’ Pq
jFlpq’du )‘Flpdz
R 1 3
nN,), . = =
( 2)hmtel‘ P q' P q’

An der Fesselung tritt ein Sprung in der Meridianspannung ein von dem Betrag:

U, 1,

j- Fipqdu— .‘ Fipq'du
0 1

An,) = )% — @my)° =
( 2) ( z)vor ( 2)hmter Po qo’
Daraus:
] ! PAR
2Py qy’ An, = 2% jFlp q'du = jFlchos o = JWdFCOS o= Wg.
0 0 o

Die zahlenmifige Ermittlung der durch Reibung verursachten Spannungen
wurde so durchgefiihrt, dafl die Werte von F; - p als Funktion von z aufgezeichnet
wurden, das Integral mit dem Planimeter ausgewertet, und mit dem jeweiligen Wert
von p q’ dividiert wurde. Bei Annahme der schon im vorigen Beispiel verwendeten
Fessselungsstellen resultierten so die in Tabelle I wiedergegebenen Werte fiir n,.
Auch aus der Fig. IIT entnehmen wir, daB8 die Metidianspannung am Bug Null
ist, vor der Fesselung als Druckspannung, hinter der Fesselung als Zugspannung
wirkt, die am Heck wieder Null wird. Die Maxima der Druck- und Zugspannungs-
werte von n, liegen immer an der Fesselungsstelle und betragen

bei Fesselung I 4 22 g/m (Druckspannung),
— 2610 g/m (Zugspannung);
bei Fesselung IT + 380 g/m (Druckspannung),
— 590 g/m (Zugspannung).
Die Ringspannung berechnet sich einfach aus:
R,

n, n,
Moy D g, p=—22n,
R2+ R, P R, te
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Wie aus dieser Gleichung erhellt, hat n; das entgegengesetzte Zeichen von n,:
es ist daher n, Zugspannung vor und Druckspannung hinter der Fesselung. Die
Maxima der Ringspannung treten jedesmal bei der Fesselung auf, und zwar in dem
Betrage:

Fesselung I: — 7g/m Zugspannung,
+ 770 g/m Druckspannung;
Fesselung II: 