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Vorbemerkungen. 
Wer in der Praxis der akademischen Lehrtatigkeit der Aufgabe 

gegeniibersteht, einem weiteren Kreise von Studierenden sowohl als 
auch Kollegen aus der Experimentalphysik und den chemischen oder 
technischen Nachbarwissenschaften die modeme Quanten- und WelIen
mechanik naher zu bringen, wird trotz des Vorhandenseins so vieler 
wertvoller Biicher oft in Verlegenheit sein, wenn er Literatur fUr das 
Eindringen in das neue Gebiet empfehlen solI. Gerade im Erwerb einer 
Grundlage fUr das Verstandnis und einer sicheren Ausgangsbasis weiteren 
Studiums liegt die Schwierigkeit, die nur dann zu iiberwinden ist, wenn 
man nicht in kiihnen und gewagten Spriingen, sondem auf einer breiten 
Briicke die tiefe Kluft zwischen der gewohnten makroskopisch-klas
sischen Welt und der fremdartigen Welt der Quanten iiberschreitet. 

DaB ein Verstandnis der neuen Th.eorie nur nach vorausgegangener 
griindlicher Beschliftigung mit der alteren Form der Quantentheorie 
erreichbar ist, wird nicht bezweifelt werden. Die Matrizentheorie der 
Quantenmechanik ist ja gar nichts anderes, als die ErfUlIung und Durch
fUhrung der im BOHRschen Korrenspondenzprinzip ausgedriickten 
Tendenzen, und kann ihrem Sinne nach nicht verstanden werden ohne 
vorheriges Verstandnis des Korrespondenzprinzipes selbst. Wenn anderer
seits die WeHenmechanik zunachst den Eindruck erwecken kann, daB 
man es auch billiger haben und das Studium korrespondenzmaBiger 
Obersetzungen umgehen k6nnte, so liegt es doch so, daB ohne sichere 
Beherrschung der alteren Theorie nur ein Scheinverstandnis der WelIen
mechanik zu erreichen ist, das zu Fehldeutungen fUhren muB. 

Aber man darf nicht verkennen, welche Zumutung darin liegt, wenn 
jemand, der nicht schon vor 1925 die altere Theorie studiert hat, jetzt 
noch mit ausdauemder Griindlichkeit Dingen nachgehen soH, die damals 
auf Schritt und Tritt den Reiz unaufgedeckter Geheimnisse bargen, die 
heute aber ein wenig das Aussehen verstaubten Geriimpels angenommen 
haben. 

Es muB deshalb die SchOnheit der alteren Theorie wiederentdeckt 
werden. In der historischen Entwicklung war es natiirlich, daB die 
neuen quantenphysikalischen Erkenntnisse oft in Verkniipfung mit un
richtigen Zutaten ausgesprochen wurden. Noch zu fest eingew6hnt in 
klassische Vorstellungsweisen, noch unerfahren betreffs der Grenzen ihrer 
Anwendbarkeit, noch nicht bekannt mit dem Ausfall so vieler Experi
mente, die dann in Wechselwirkung mit der Entwicklung der Theorie 
durchgefUhrt sind, war man ungeschiitzt gegen die Gefahr voreiliger 
Prazisierungen in falscher Richtung und unangemessener Verquickung 
des Richtigen mit unfruchtbaren Nebenvorstellungen. Verwirrender
weise fUhrten nicht selten falsche Voraussetzungen und Oberlegungen 
zu richtigen - und zwar bedeutungsvollen - Folgerungen, deren experi
menteHe Bestatigung die angewandten Schliisse zu sanktionieren schien. 
Oft blieben in der gegliickten Herleitung eines richtigen Ergebnisses die 
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tatsachlich maBgebenden Umstande halb oder ganz verborgen unter in 
Wahrheit iiberfliissigem oder gar unrichtigem Beiwerk. Das so ent
stehende Gesamtbild muBte voll von Widerspriichen sein; heutigen 
(nicht historisch, sondem sachlich interessierten) Lesem ist seine Dar
bietung so nieht mehr genieBbar. Aber diese friiheren Theorien (zu 
denen wir auch die der DE BROGLIESchen Wellen und ihrer einfachsten 
Eigenschaften rechnen) enthieIten die vollkommene EmbryonaIgestaIt 
der seit 1<)25 bekannt gewordenen exakten und vollstandigen rheorie: 
man sieht das - klarer, als es damals moglich war - wenn man mit 
heutigem Blick und heutigem Unterscheidungsvermogen fUr Notwendiges 
und Oberfliissiges, Zutreffendesund VerfehItes die alteren Gedanken
gange neu durchdenkt und ihren bleibenden GehaIt herauszulosen sucht. 
Das einmaI planvoll und umfassend durchzufUhren, schien mir neben der 
padagogischen auch eine sachlich-wissenschaftliche Berechtigung und 
Bedeutung zu haben, nachdem noch heute so manches ganz neue Lehr
buch unklare oder geradezu falsche Ansichten vortragt. 

Die nachfolgende Darstellung beginnt (Kapitel I) mit .einer Be
schreibung der grundlegenden experiment ellen Erfahrungen, d. h. der
jenigen Erfahrungen, die uns in moglichst durchsichtiger und unmittel
barer Weise wesentliche Tatsachen der Quantenphysik erkennbar machen, 
als exakte physikaIische GesetzmaBigkeiten von einfacher mathematischer 
Form. Nel;len den Tatsachen, weIche die revolution are Abweiehung der 
Quantentheorie von der Denkweise der klassisehen Physik begriinden, 
finden auch jene ihre sorgsame Beaehtung, weIche die trotzdem bestehende 
Verwandtschaft von klassischer und Quantenphysik und die exakte 
Giiltigkeit mannigfacher Jdassischer Gesetze auch im Quantengebiet 
erweisen - was fiir. die richtige Beurteilung der Quantenerscheinungen 
von keineswegs geringerer Bedeutung ist. Eine griindliche und um
fassende Kenntnis dieser Tatsachen ist die Unterlage fUr ein sicheres 
Verstehen und Beherrschen der Quantentheorie: Man muB die Aufgaben, 
weIche die neue Theorie zu 16sen, und die Tatbestande, denen sie Rechnung 
zu tragen hat, in ihrer Gewichtigkeit und ihrer Vielseitigkeit iiberblicken 
konnen, urn zu sehen, wie zwangslaufig und eindeutig uns der zu be
schreitende Weg vorgeschrieben ist. Dem Kenner wird schondas InhaIts
verzeichnis zeigen, daB der Kreis der in die Besprechung aufgenommenen 
grundlegenden Experimente nieht unerheblich· weiter gespannt ist, als 
gewohnlich zu geschehen pflegt. Natiirlich muB diese Beschreibung und 
Erlauterung der empirischen Grundlagen verzichten auf eine Erorterung 
teehnisch-experimenteller Einzelheiten. In dieser knappen Form wird 
die Darstellung (deren Anlage bereits auf die modemen Auffassungen 
hinfiihrt) auch soIchen Lesem hoffentlich als Obersicht und Zusammen
fassung niitzlich sein, we1che schon viele der besprochenen Tatsachen 
kennen. Die theoretischen Bemerkungen in Kapitel I beschranken sich 
auf Anwendungen der Thermodynamik (insbesondere Energiesatz) und 
Relativitatstheorie; im iibrigen sollen die Tatsaehen seIber ihre ein· 
dringliche Sprache sprechen. 
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Erst Kapitel 2 bringt die theoretische Analyse der quantenphysikali
schen Grundexperimente: In der FiilIe der Tatsachen, welche in scheinbar 
so paradoxer Weise tells immer wieder das ganzliche Versagen klassischer 
Denkweisen zeigen, teils durch die trotzdem fortbestehende Giiltigkeit 
klassischer Einzelaussagen iiberraschen, laBt die nachdenkHche Be
trachtung logische Wechselbeziehungen erkennen, bei deren eindringlicher 
Verfolgung allmahlich eine wunderbare Harmonie vor uns ersteht. Die 
grundlegenden Quantengesetze, die aus der Erfahrung unmittelbar zu 
entnehmen sind, bedingen sich aIle wechselseitig; keines konnte fUr sich 
bestehen, wenn nicht auch die anderen bestiinden, und keines konnte eine 
andere Gestalt haben, als es tatsachlich hat. Das BOHRsche Korrespon
denzprinzip leitet uns an, das eigentiimlich doppelseitige Verhaltnis 
von klassischer und Quantentheorie sorgfaltig zu erforschen: die denkbat 
groBte Verschiedenheit verkniipft sich seltsam mit der groBten denk
baren Ahnlichkeit. Die alteren theoretischen Ansatze kommen hier zu 
ihrem Recht und zu ausfUhrlicher Betrachtung. Aber sie werden nicht, 
in unfolgerichtiger Vermischung klassischer und quantenphysikalischer 
Vorstellungen, zu einer voreiligen Systematisierung gefUhrt: sie werden 
als das behandelt, was sie sind, namlich als erkennbar gewordene Ansatz
punkte und Teilstiicke der von uns gesuchten umfassenden Theorie, zu 
der sie sich erst allmahlich zusammenschlieBen konnen. Auf dem breiten 
Fundament empirischer Erkenntnisse gedeiht die theoretische Betrachtung 
rasch zu zuverlassiger Sicherheit. In zahlreichen Einzelpunkten ver
scharfen sich die durth asymptotische Anwendung klassischer Formeln 
erhaltenen quantentheoretischen Naherungsformeln durch Anwendung 
des Korrespondenzprinzips zu exakten Quantengesetzen; andererseits 
ergibt sich immer deutlicher aus der zwangslaufigen Verkniipfung aller 
Quantengesetze die innere Notwendigkeit des Ganzen: Die klassische 
Theorie war ihrem Charakter nach von vornherein daraul angelegt, ihre 
Vollendung in der Erweiterung zur Quantentheorie zu linden. In allen 
klassischen Gesetzen zeigt sich die Moglichkeit zu einer grundsatzlichen 
Verallgemeinerung; aber nur eine einzige grundsatzliche Verallgemeine
rung der klassischen Gesetze ist moglich: Das ist die Quantentheorie, 
die schlieBlich geradezu als eine Vereinfachung zu erkennen ist - in 
demselben Sinne, in welchem die Relativitatstheorie eine Vereinfachung 
gegeniiber den alteren Theorien bedeutet. Der Grenziibergang c ->- ex> 

bringt uns aus der relativistischen Kinematik und Mechanik zu der 
so viel vert·rauteren GALlLElschen zuriick. Aber dabei geht die raum
zeitliche Symmetrie der kinematischen und mechanischen Gesetze ver
loren, was einen Verlust an Einfachheit bedingt. Auch der klassische 
Grenzfall h ->- 0 der Quantentheorie zeigt auBer schweren Singularitaten 
(wie der uneIidlich groBen schwarzen StraWungsdichte) umfassende Ver
luste an Symrnettie und Einfachheit. 

Auf diese Weise gewinnen wir allmahlich ein anschauliches Ver
stiindnis der Quantentheorie: wir begreifen die Harmonie, Notwendigkeit 
und Einfachheit der grundlegenden Quantengesetze, und sind imstande, 
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fUr jede nieht allzu verwickelte konkrete Anwendung das Ergebnis zu 
erkennen - mindestens in den wesentlichen Zugen, oft sogar bis in die 
feinsten Einzelheiten - ohne erst den ganzen Rechenapparat der exakten 
Theorie in Bewegung setzen, ja sogar, ohne die vollstandige, ltickenlose 
Theorie uberhaupt schon kennen zu mussen. 

Vollziehen wir endlich den 'Obergang zur Quanten- und Wellen
rnechanik (Kapitel 3), so haben wir nichts zu widerrufen und zuriick
zunehmen: was vorher festgestellt wurde, ist nirgends tiber seine Giiltig
keitsgrenzen hinaus unvorsiehtig veraIlgerneinert worden. Fast aIle 
wesentlichen Elemente der exakten Theorie haben wir schon sieher in der 
Hand. Wir schlieBen die letzten Lucken, und erkennen, daB das Ganze 
eine wunderbar einheitliche und geschlossene begriffliche und rnathe
matische Fonnulierung ergibt, die uns die deduktive Inangriffnahme 
jedes quantenphysikalischen Problems erlaubt und auch die ver
wickeltesten Fragen eindeutig beantwortet. 

In diesem dritten Kapitel muBte freilich der Versuchung wider
standen werden, es zu einem umfassenden Lehrbuch der QuanteIil.- und 
Wellenmechanik auswachsen zu lassen. Zwar hatte es nahe gelegen, in 
Stil und Darstellungsweise dieses Buches einen gr6Beren Kreis von 
Beispielen und Anwendungen zu behandeln. Aber das Vorhandensein 
schon so vieler Schriften uber die Dinge, die hier vor aIlem in Frage 
kamen, gab AnlaB zu einer strengen Innehaltung der Forderung, die hier 
gegebene Darstellung auf das Notwendige und das nieht in sonstigen 
Darstellungen bequem Zugangliche zu beschranken. 

Der induktive Charakter der ganzen hier gegebenen Darstellung kommt 
auch darin zurn Ausdruck, daB die statistische Transformationstheorie, 
in deren Aufstellung die induktive Entwicklung der Quantenmechanik 
gipfelte, in diesem dritten Kapitel an den SchluB verwiesen ist. 

Die weitere Verfolgung unseres Weges - uber die Quantenmechanik 
in die Quantenelektrodynamik und die Theorie der Elementarteilchen 
hinein - fuhrt freilieh wieder in Probleme, deren vollstandige Erledigung 
noch nieht gelungen ist, und welche, in ihrem Zusammenhang mit der 
Kernphysik, heute im Brennpunkt quantenphysikalischer Forschungs
arheit stehen. Kapitel4 sucht in diese Fragen einzufUhren. Der Glaube, 
daB die Quantenmechanik etwas mathematisch Schwieriges sei, ist ein 
Aberglaube: das korrespondenzmaBige Denken aIlerdings will gelernt 
und geubt sein; aber die Mathematik der Quantenmechanik ist einfacher, 
als die Mathematik der klassischen Mechanik. Dagegen ist zuzugeben, 
daB die Quantenelektrodynamik in der Tat ein etwas kompliziertes 
Erzeugnis der Gelehrsamkeit ist. Nieht trotzdem, sondern gerade 
deshalb schien mir ihre sorgfaltige Behandlung im Rahmen dieses Buches 
von besonderer Dringlichkeit. Zu einer Zeit, wo die die experimentelle 
atomphysikalische Arbeit in erster Linie beschaftigenden Fragen aIle 
irgendwie in die Probleme der Quantenelektrodynamik eingreifen und 
einmiinden, wird es nicht unwillkommen sein, wenn aus dem etwas schwer 
Z1l durchdringenden Dickicht quantenelektrodynamischer UntersuchUDgen 
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die anschaulichen Grundgedanken der Theorien herausgeholt werden. 
Tatsachlich sind es Gedankengange sehr anschaulicher Art, welche die 
entscheidenden Impulse fUr diese Untersuchungen geliefert haben. 

Die neuen Versuchsergebnisse von SHANKLAND haben DIRAC zu der 
Ansicht gefuhrt, daB der Energiesatz nunmehr doch aufgegeben werden 
musse, und daB demnach die gesamte bisherige Quantenelektrodynamik 
zu verwerfen und durch Auffassungen im Sinne der friiheren Theorie von 
BOHR-KRAMERS-SLATER zu ersetzen sei. Aber das halte ich fur abwegig. 
Wie auch die merkwurdigen und sicherlich sehr bedeutungsvollen Ergeb
nisse von SHANKLAND zu deuten sein mogen, daB sieden Energiesatz 
auBer Kraft setzen, oder die bisherigen, noch unvollkommenen, aber 
sicherlich notwendigen Anslitze zur Quantenelektrodynamik widerlegen, 
das glaube ich nicht. 

AuBer den quantenelektrodynamischen Fragen hat aber Kapitel 4 
auch die mit dem Auftreten individuell ununterscheidbarer Teilchen 
verknupften tiefergehenden Fragen der Quantenmechanik zu behandeln 
(PAuLI-Verbot, BOsE-Statistik; Austauschkrafte). Auch die Theorie der 
Atomkeme ist ja, nachdem HEISENBERG die Keme als aus Protonen und 
Neutronen aufgebaut anzusehen lehrte, zum groBen Teil ein Anwen
dungsgebiet der gewohnlichen Quantenmechanik geworden; sogar BOHRs 
neue wegweisende Gedanken zur Kemtheorie halten sich im wesent
lichen in diesem Rahmen. DaB auBer der neuen BOHRschen Theorie 
auch meine "Neutrinotheorie des Lichtes" in Kapitel4 bereits besprochen 
wird, mag angesichts der UngewiBheit, wieweit sie sich bewahren wird, 
gewagt erscheinen. Vielleicht wiirde ich vor diesem Wagnis in der Tat 
zuruckgeschreckt sein, wenn nicht diese Theorie Hoffnungen entsprache, 
die mich seit fast IO Jahren bewegt haben; und wenn ich nicht riick
blickend feststellen konnte, daB die bisherige Entwicklung der Quanten
e1ektrodynamik in fast allen wesentlichen Punkten so gelaufen ist, wie 
ich seit I925 erwartet habe. 

Eine Darstellung der Grundgedanken der Quantentheorie wiirde 
unvollstandig sein ohne einen Versuch, das revolutionar Neue der ge
wonnenen Vorstellungsweise gegenuber der klassischen Physik auch im 
Grundsatzlichen klar zu stellen; im letzten Kapitel dieses Buches ist 
deshalb eine genauere erkenntnistheoretische Charakterisierung der 
Quantenphysik versucht. 

Die erkenntnistheoretische Gesamteinstellung, die in der modemen 
Quantentheorie zum Ausdruck kommt - und umgekehrt in dieser ihre 
bedeutsamste Stutze erhlilt - ist vom Verfasser in diesbezuglichen Er
orterungen gem als "positivistisch" bezeichnet worden. Die Bezeichnung 
"Positivismus" ist aber auch von solchen Physikem, mit denen ich sachlich 
durchaus ubereinzustimmen glaube, teilweise als nicht glucklich angesehen 
worden, und einige Bemerkungen scheinen zur Vermeidung von MiB
verstandnissen angebracht. 

Was ich vertreten will, das ist die erkenntnistheoretische Einstellung 
BOHRs und HEISENBERGs. Fiir mieh habm die Schriften ERNST MACHs 
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eine unentbehrliche Vorbereitung fUr das Verstandnis dieser modernen 
quantenphysikalischen Auffassungen gebildet, und die Verwandtschaft 
der MACHschen Ideen mit ihnen scheint mir wesentlicher, als die vor
handenen Unterschiede. Es sei darauf hingewiesen, daB die entschiedene 
Ablehnung des MAcHschen IIPositivismus" durch PLANCK und v. LAUE 
(und durch EINSTEIN) parallel geht mit einer die moderne Quanten
mechanik in ihrer Grundauffassung ablehnenden oder jedenfalls nicht 
als endgiiltig betrachtenden Einstellung dieser Physiker. Das wesent
liche und erttscheidende Prinzip der positivistischen Erkenntnistheorie 
- die Beschrankung der im wissenschaftlichen System zugelassenen 
Aussagen auf solche, die sich auf experiment ell priifbare Aussagen 
reduzieren lassen - scheint mir iibrigens charakterisierbar als eine 
sinngemaBe Dbertragung desselben Prinzips, welches den Ausgangs
punkt fUr HILBERTs mathematische Grundlagenforschungen bildet,und 
welches HILBERT den "finiten Standpunkt" nennt. 

Die dogmatische materialistische N aturauffassung ist mit dem 
Positivismus unvereinbar, da sie eine spezielle Form metaphysischer, 
nichtwissenschaftlicher Lehren darstellt; doch wird verwirrenderweise 
von manchen Verfassern - z. B. auch in den sehr verbreiteten Schriften 
von BAVINK - die Bezeichnung IIPositivismus" als nahezy gleich
bedeutend mit IIMaterialismus" gebraucht; eine Verwirrung, der aller
dings dadurch Vorschub geleistet wird, daB einige sehr bekannte Ver
teidiger des Positivismus, wie PH. FRANK, seIber eine Einstellung zeigen. 
die ich in meiner Terminologie lieber als eine KompromiBbildung zwischen 
positivistischer und materialistischer Betrachtungsweise bezeichnen 
mochte. Das folgende Schema wird die Beziehungen verdeutlichen: 

Naturwissenschaft: 

Metaphysik: 

mod erne Physik 

'-----r---I 
biologische Erfahrung 

PH. FRANK BAVINK 

I I 
nichtmate

Materialismus 1----KANT; ----I rialistische 
klassische Physik Metaphysik 

Freilich mull ich den einen der gegen meinen Gebrauch des Wortes 
IIPositivismus" erhobenen Einwande als berechtigt anerkennen: narnlich, 
daB man iiberhaupt nicht einen lI"ismus" einfiihren sollte zur Bezeichnung 
von Bestrebungen, die ausdriicklicherweise nicht irgendeiner einseitigen 
Tendenz dienen sollen, sondern nichts anderes erstreben, als die klarste 
und reinste H erausbildung des naturwissenschaftlichen Denkens selbst. 

Bine folgerichtige Anwendung der positivistischen erkenntnistheoreti
schen Grundsatze auf die zentralen methodischen Fragen der Biologie 
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fUhrt meiner Dberzeugung nach zwangslaufig zu der Feststellung, daB 
die wissenschaftliche Beschreibung der biologischen Erscheinungen 
Begriffsbildungen erfordert, die heraustreten aus dem Rahmen der in 
der Physik des Anorganischen entwickelten Begriffe: Die dogma tisch 
mechanistische Auffassung der Biologie, welche einer gedanklichen Durch
dringung der durch die unklaren Schlagworter "Finalitat", "Ganzheit" 
usw. angedeuteten Probleme so sehr im Wege gestanden hat, ist mit 
den erkenntnistheoretischen Grundsatzen des Positivismus unvereinbar. 

Zugleich bringen aber die revolutionaren Ergebnisse der Quanten
physik ganz neue Gesichtspunkte in die Erorterung der biologischen 
Hauptfragen: in doppelter Weise drangt also die neue Physik auf eine 
"organische Auffassung" hin, als deren wissenschaftlichen Inhalt ich kurz 
die Dberzeugung bezeichnen mochte, daB wir in den biologischen Er
scheinungen Naturgesetzlichkeiten kennen zu lernen haben, die wesentlich 
Neues gegenuber den anorganischen Naturgesetzen enthalten - oder die 
jedenfalls aus dem Anorganischen nur bruchsttickweise zu erkennen sind. 

Wenn ich schon durch die Dberschrift des letzten, die erkenntnis
theoretischen Fragen der Quantenphysik behandelnden Kapitels die 
Beziehung dieser Fragen zu den auBerhalb der Grenzen der Physik 
liegenden biologischen Problemen hervorgehoben habe, so leitete mich 
dabei die Dberzeugung, daB die Tragweite neuer Gedanken und Ent
deckungen sich gerade darin erweist, daB sie auch solche, ferner liegende 
Dinge, an die zunachst gar nicht gedacht worden war, in einem neuen 
Lichte erscheinen lassen; und weiterhin die Dberzeugung, daB tatsachlich 
die in der Ausbildung des Komplementaritatsgedankens gipfelnde Ent
wick lung der Quahtenphysik nicht nur fUr die Physik allein, sondern fiir 
unser gesamtes naturwissenschaftliches Denken eine neue Epoche eroffnet. 

Meine Versuche, im AnschluB an BOHRs wegweisende Gedanken 
die Richtung zu skizzieren, welche die Anwendung der Quante~physik 
auf die Biologie vermutlich einschlagen wird, werden ihren Hauptzweck 
erfUllen, wenn sie die Einsicht verbreiten helfen, daB die Fragen des 
Verhaltnisses physikalischer-und biologischer Gesetzlichkeit heute einer 
neuen Dberprufung bedurfen - einerlei, ob dabei meine speziellen Ver
mutungen sich bestatigen werden oder nicht. Die Klarung dieser durch 
die Quantenphysik neu aufgerollten Fragen kann nur durch eine har
monische Zusammenarbeit von Biologen und Physikern gefordert werden. 
DaB der Zwang der Tatsachen diese Zusammenarbeit herbeifuhren und 
fruchtbar gestalten wird, daran zweifele ich nicht, wenn auch eine ver
einzelte Entgleisung in der Form der Kritik die erwunschte Harmonie 
einmal zu storen scheint. -

Herrn Dr. OSTERTAG mochte ich herzlich danken fUr wert volle Hilfe 
bei der Korrektur. Dem Verlag bin ich zu groBem Dank verpflichtet 
fUr entgegenkommende Geduld. 

Rostock, im Mai 1936. P. Jordan. 

NB. Inzwischen scheint SHANKLAND bereits widerlegt. 
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Erstes Kapitel. 

Die Grundexperimente der Quantenphysik. 
Das Material von empirischen Tatbestanden, welches durch die 

Quantentheorie zu ordnen und zu deuten ist, ist umfangreicher und 
mannigfaltiger, als bei jeder alteren physikalischen Theorie. Das Spek
trum des Eisens bietet allein in der sichtbaren Oktave des Spektrums 
mehrere Tausend Linien dar; und es geb6rt zur Aufgabe der Quanten
theorie, eine bis in die feinsten Einzelheiten gehende Rechenschaft zu 
geben von den Frequenzen dieser Tausend~ von Linien, von ihren unter 
wechselnden Anregungsbedingungen sich andernden Intensitaten, von 
ihrer Beeinflussung durch auBere elektrische und magnetische Felder, 
von ihrer Breite und· deren Abanderung durch Temperatur, Dampfdruck 
und fremde Gaszusatze - wobei aIle diese Effekte sich von Linie zu 
Linie verschieden verhalten. Aber nicht nur die Spektren von rund 
neunzig Elementen 'und ihren verschiedenen Ionen, sowie von unzahligen 
Molebilen und Molekiilionen chemischer Verbindungen hat die Quanten
theorie zu deuten und vorauszubestimmen, sondern ebenso auch die 
mannigfaltigsten Wechselwirkungs- und Umwandlungsprozesse atomarer 
Gebilde; im Prinzip schlieBt dies die Aufgabe ein, das gesamte ungeheure 
Erfahrungsmaterial der Chemie von den zugrunde liegenden atom
physikalischen Gesetzen aus theoretisch zu deuten. Aber auch die 
Physik der /esten Korper, sowie die mannigfachen Erscheinungeri und 
GesetzmaBigkeiten der metallischen Leitung oder des Ferromagnetismus, 
gehen zuruck auf die von Quantengesetzen beherrschte Dynamik der 
Atome und Elektronen. Dies Material ist so ungeheuer groB, daB nicht 
einmal eine beschreibende Obersicht eines gr6Beren Teilgebietes gegeben 
werden kann, ohne die durch die Quantentheorie herbeigefuhrte Ordnung 
und Klarung der Tatsachen zugrunde zu legen. Abgesehen von dem 
noch unverstandenen Effekt der Supraleitung hat sich die Quanten
theorie - in ihrer modernen, mathematisch exakten Form - quantitativ 
und luckenlos bewahrt in bezugauf aIle physikalischen Geschehnisse, 
die an und in der Elektronenhiille der Atome spielen. Nur die Physik der 
Kerne der Atome ist heute noch nicht einer vollstandigen deduktiven 
Behandlung zuganglich; hier ist die tiefer dringende Forschungsarbeit 
noch im vollen Gange. 

Eine Abwagung der Leistungs/iihigkeit der modern en Quantentheorie 
muB die Gesamtheit der von ihr geklarten Erscheinungen in ihrem 
angedeuteten ungeheuren Umfang ins Auge fassen. Aber ein induk
tiver Au/bau der Theorie, der die zwangsliiu/ige Gegebenheit ihrer 
Grundbegriffe und Grundannahmen durch unmittelbare experimentelle 

Jordan, Quantentheorie. 
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Erfahrungen deutlich zu machen sucht, wird sich zweckmaBigerweise 
nur auf eine engere Auswahl des empirischen Materials stiitzen: niimlich 
auf diejenigen experimentellen Erfahrungen, in welchen der Charakter 
der Quantenphysik rein und unverhiillt, unabhangig von den spezieUen 
Eigenschaften spezieUer Atome zutage tritt. 

Diese Erfahrungen darz~legen ist die Aufgabe des ersten Kapitels. 

§ 1. Das PLANCKsche Gesetz 
und die mittlere Oszillatorenenergie. 

I. Das PLANCKsche Gesetz. Ein VakuumgefiiB vom Volum V habe 
schwarze Wande, die auf konstanter Temperatur T gehalten werden 1. 

Dann erfiillt sich dieses Vakuum mit elektromagnetischer Strahlung. 1m 
thermodynamisch stationiiren Zustand, oder, wie man auch sagt, bei 
schwarzer Hohlraumstrahlung, ist die in der Volumeneinheit enthaltene 
Energie u=U/V eine bestimmte Funktion der Temperatur: u=u(T); 
und auch der bei spektraler Zerlegung dieser Strahlungsenergie auf ein 
Frequenzintervall v, v+dv entfallende Antell e.dv von u ist eine be
stimmte, von V und von der Gestalt des Hohlrauins, vom Material 
der Wande und sonstigen Bedingungen unabhangige Funktion der 
Temperatur: 

e.=e. (T). (1) 
Wenn man die Dynamik der elektromagnetischen Schwingungen im 

Vakuum theoretisch vollstandig beherrscht, so muB man theoretisch 
ausrechnen konnen, welche Gestalt die Funktion e. (T) im "Warme
strahlungsgesetz" (1) besitzt. Nimmt man die klassische MAXwELLSche 
Elektrodynamik a1s exakt richtig an, so ergibt sich als Folgerung ein 
bestimmtes Warmestrahlungsgesetz, dessen Gestalt sich iibrigens schon 
aus Dimensionsbetrachtungen erkennen laBt. Da die MAXWELLSChen 
Gleichungen des Vakuums nur eine Naturkonstante, niimlich die Licht
geschwindigkeit c enthalten, so konnen in e. (T) auBer dimensiortslosen 
Zahlen nur die GroBen c, v und k T auftreten, wo k die BOLTZMANNsche 
K onstante ist: 

k = 1,372 . 10-18 erg/Grad. 
Nun hat k T die Dimension einer Energie, und 

'" 
u (T) = {e. (T) dv 

o 
die einer Energie pro Volumeinheit; folglich muB ,,-e. (T) = C ·ca kT 

sein. 

(2) 

1 Eine Wand ist " schwarz", wenn sie alle auf sie auftreffende elektro
magnetische Strahlung vollig absorbiert. - Aus Grunden des zweiten Haupt
satzes der Thermodynamik muB eine schwarze Wand mit einer von Null 
verschiedenen Temperatur T umgekehrt auch in bestimmter Weise elektro
magnetische Strahlung emittieren. 
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Die Ausrechnung ergibt ffir C den Wert 8:1t; wir kommen darauf 
noch zuriick. Das somit aus der klassischen MAxWELLschen Theorie 
zwangslaufig folgende RAYLEIGH-JEANssche Strahlungsgesetz 

83111-e. (T) = ---ca- k T (4) 

widerspricht aber in grobster Weise der Erfahrung: die Integration (3) 
wiirde unendlich grope Strahlungsdichte u fUr jede von Null verscbiedene 
Temperatur ergeben .. 

Wir stehen bier also vor einem Versagen der klassischen Elektro
dynamik: Obwohl diese klassische Theorie in so voIlkommener Weise 
den VerIauf und die Wirkungen der von makroskopischen Antennen 
erzeugten elektromagnetischen Wellen zu iibersehen gestattet, und 
obwohl sie die Polarisation und die Interferenzen des sichtbaren Lichtes 
in voIlkommener Obereinstimmung mit der experimentellen Erfahrung 
beschreibt, so kann sie trotzdem nicht als vollstandige, exakte Erfassung 
der elektromagnetischen Vorgange im Vakuum anerkannt werden. Ihre 
Giiltigkeit muB begrenzt sein durch neue, unerwartete Effekte, welche 
wir schon jetzt als "Quanteneflekte" bezeichnen wollen. 

Wir konnen aber doch eiIiige Aussagen betreffs des Wlirmestrahlungs
gesetzes auf theoretischem Wege gewinnen, indem wir uns ausschlieBlich 
auf solche physikalische Prinzipien stiitzen, von welchen zuverlassig 
angenommen werden darf, daB ihre Giiltigkeit aucb durch die Quanten
erscheinungen nicht eingeschrankt wird. Solche Prinzipien sind die 
beiden Hauptsiitze der Thermodynamik und das Relativitiitsprinzip: Auch 
die Quantenerscheinungen ermoglichen es niche, ein Perpetuum mobile 
erster oder zweiter Art zu konstruieren oder ein absolut ruhendes 
Koordinatensystem zu definieren. Zwar hat man im Laufe der bistori
schen Entwicklung, veranlaBt durch die tiefgehenden, einschneidenden 
Widerspriiche, welche sich aus den quantenphysikalischen Erfahrungen 
gegen die bewiihrtesten Vorstellungen der klassischen Theorien ergaben, 
auch beziiglich des Energiesatzes Zweifel gehegt. Aber die weitere 
Entwicklung hat diese Zweifel zuriickgedrangt, und die drei genannten 
Prinzipien haben sich auch in der Quantenphysik in weitem Umfang 
bewahrt. Erst ganz neuerdings (bei AbschluB der Bearbeitung dieses 
Buches) haben experimentelle Erfahrungen emeut den Gedanken einer 
nur begrenzten und bedingten Giiltigkeit des Energieprinzips nahegelegt. 
Jedoch wiirde diese Einschrankung des Energieprinzips, talls sie tat
sachlich aus den (noch zu besprechenden) Experimenten zu erschlieBen 
ware (was der Verfasser stark bezweifelt), f9.r die meisten in diesem 
Buche zu besprechenden Fragen keinen wesentlichen EinfluB haben. 

Die MAxWELLsche Theorie laBt erkennen, daB in einer ebenen elektro
magneti.schen Welle eine Energiemenge E (die ein bestimmtes, mit Licht
geschwindigkeit fortbewegtes Volum erfiillt) stets einen translatorischen 
I mpuls ~ vom Betrage E 

1~I=c (5) 
,. 
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besitzt. Dies ist ein Beispiel einer speziellen Aussage der MAXWELLschen 
Theorie, welche von allgemeiner Bedeutung ist, als die MAXwELLsche Theorie 
seIber: Denn schon allein die Relativitatstheorie fordert die Beziehung (5) 
fur eine Energiemenge E, die sich mit Lichtgeschwindigkeit c fortbewegtl. 

Also muB (5) auch im Giiltigkeitsgebiet der Quantentheorie bestehen 
bleiben, was experimentell durch Messungen des Lichtdrucks bestatigt 
ist. Die von der MAXWELLschen Theorie gemachten Aussagen betreffs 
des Lichtdrucks, wie er z. B. bei der Reflexion von Licht an einem 
Spiegel entsteht, konnen nli.mlich, umi.bhangig von sonstigen Aussagen 
der MAXWELLschen Theorie, allein aus (5)hergeleitet werden. Dies gilt 
insbesondere von folgender Aussage: Die in einem VakuumgefaB ent
haltene schwarze Strahlung der raumlichen Dichte u ubt auf die GefaB
wande einen Druck 

aus. 

I 
p=-u 

3 
(6) 

Zur Herleitung von (6) aus (5) denken wir uns das GefaB am besten 
wurlel/Ormig, mit Kantenlange I, und mit spiegelnden statt schwarzen 
Wanden. Wir greifen einen der unendlich vielen sich im Hohlraum 
durchkreuzenden Strahlen heraus und grenzen in ihm eine Energiemenge 
E abo Die x-Komponente c ... der Geschwindigkeit von E wechselt (bei 
konstantem Betrag) ihr Vorzeichen bei jeder Reflexion an einer der 
beiden zur x-Achse senkrechten Wande. (Die Kanten des Wurfels sollen 
parallel zu x, y, z liegen.) In der Zeiteinheit geschehen Iczlll solche 
Reflexionen, und bei jeder wird ein Impulsbetrag zl@ ... 1 auf. .die Wand 
iibertragen. Foglich ergibt sich als Summe der von E auf die gesamte 
GefaBoberflache in der Zeiteinheit iibertragenen Impulsbetrage: 

2 2@C 21@le 2E 
T (@ ... e.,+@yey+@.e·)=-I-=--Z-=-I-· 

Summieren wir nun iiber alle Energieelemente E des Hohlraumst so 
bekommen wir links den mit der GefaBoberflache 6 1" multiplizierten 
Druck p, und als Summe alier E die Gesamtenergie U = 13u. Also wird 
61"P = z12u, womit (6) bewiesen ist. 

Aus (6) folgt aber rein thermodynamisch 2 das bekannte STEFAN
BOLTZMANNsche Gesetz 

u(T)=a· P. 
1 Denn @ ... , @y, @., E/e miissen einen "Vierervektor" bilden, dessen 

Betrag gleich Null ist: E2/e2 _@I = o. 
2 Wenden wir den zweiten Hauptsatz an auf eine infinitesimale Zustands

anderung dT. d V unseres schwarzen Hohlraums, so wird 

6Q dU+pdV Vu'(T)dT. +..1.u (T)dV 
dS-------- . 3 -T- T - T . 

also (Integrabilitatsbedingung!): 

u' (T) =..1. (U (T))' 
T 3 T • 

was auf 4a TIT = du/u oder (7) fiihrt. 
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Dariiber hinaus lehren Relativitatstheorie und Thermodynamik noch. 
daB fiir einen monochromatischen Lichtstrahl e.l"a und ,,/T relativistisch 
invariant sind. Die GroBe e./"". die eine Funktion von" und T ist. 
kann also nur vom VerhaItnis ,,/T abhangen: 

e. (T) = ,,3/( ~ ) . (8) 

Dies ist das WIENsche Verschiebungsgesetz. durch welches die Bestimmung 
der von zwei Variablen abhangigen Funktion e.(T) auf die Bestimmring 
einer Funktion / von nur einer unabhangigen Variablen ,,/T zuriick
gefiihrt wird. In (8) ist offenbar auch das STEFAN-BoLTZMANNsche 
Gesetz (7) enthalten: ... 

u (T) =T'j y3 / (y) dy. (~ 

Weitergehende Aussagen sind aus unseren bis hier gebrauchten 
theoretischen Prinzipien nicht zu gewinnen. Die experimenteUe Er/ahrung 
bestatigt und sichert das beriihmte von M. PLANCK 1899/1900 auf
gestellte Warmestrahlungsgesetz 

(T) _ 81th. vB e. - eI h 

eTT -1 

'worin h das PLANCKsche Wirkungsq~antum 

(10) 

h = 6.55 . 10-17 erg sec (II) 

ist. Fiir die Konstante a des STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetzes (7) 
ergibt die Integration (9) den Wert 

8 n;I k' 
a = 15· elhl • (7') 

Bei hv/k T > I erhalten wir als Grenz/all das sog. WIENsche Gesetz 
81th -~ e. (T) = --cav3e U; (12) 

fiir h,,/k T -< I ergibt sich als Grenzfall das klassische RAVLEIGH
JEANssche Gesetz (4). Es sind also. bei irgendeiner festgehaltenen Tem
peratur T. die hinreichend Langen Wellen. fiir welche die klassische 
Theorie anwendbar bleibtl. Oder wir konnen sagen: die klassische 
Theorie ist der Grenz/aU. der sich aus der Quantentheorie ergibt. wenn 
wir Wirkungsgropen von der GroBenordnung h vernachlassigen. Aus 
einem quantentheoretischen Gesetz geht ein klassisches Gesetz hervor. 
wenn wir h durch Null ersetzen (oder in einem Grenziibergang zu Null 
werden lassen): das wird noch an vielen Beispielen zubestlitigen sein. 
nachdem wir es hier soeben fiir das Gesetz der Warmestrahlung fest
geste11t haben. 

2. Die mittlere Oszillatorenergie. Zu einer tieferen Analyse des PLANCK
schen Gesetzes (10) fiihrt uns ein Vergleich des Strahlungshohlraums 

1 Bei T = 3000 ist hVo/k T = 1 ffir Au = c/vo = 4.76 . 10-1 em. 
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mit der Thermodynamik eines /esten Korpers (Kristallgitters). Ein 
Shick eines festen Korpers ist nach der Atomtheorie ein mechanisches 
Gebilde von sehr vielen, sagen wir N Massenpunkten, die elastisch anein
ander gekoppelt sind. (Die elastische potentielle Energie ist eine qua
dratische Form der von der Gleichgewichtslage jedes einzelnen Massen
punktes aus gerechneten rechtwinkligen Koordinaten ["Verruckungen"] 
dieser Massenpunkte.) Die Mechanik lehrt, daB die allgemeinste elastische 
Schwingungsbewegung, weIche ein soIches Gebilde ausfuhren kann, eine 
Oberlagerung von "Eigenschwingungen" ist, d. h. von stehenden Wellen 
im Kristallgitter: Eine Eigenschwingung ist eine soIche Bewegung, bei 
weIcher aIle N Massenpunkte mit gleicher Frequenz und gleicher Phase 
rein harmonisch schwingen, wobei nur die Amplituden der Schwingungen 
nach Betrag und Vorzeichen fUr die verschiedenen Massenpunkte ver
schieden sind l . Wie die Mechanik lehrt, gibt es bei unserem System 
3N derartige Eigenschwingungen 2 (weil es 3N Freiheitsgrade gibt); durch 
ihre Superposition kommt die allgemeinste mogliche Schwingung im 
Gitter zustande, und die Gesamtenergie (potentielle plus kinetische) ist 
gleich der Summe der jeweilig vorhandenen Energien der einzelnen 
Eigenschwingungen. 

Die klassische statistische Mechanik lehrt nun, daB ein harmonischer· 
Oszillator (insbesondere also eine der soeben betrachteten Eigenschwin
gungen des Festkorpers) bei derTemperatur T im Mittel den Energieinhalt 

e=kT (13) 

besitzt. Bis auf einen Zahlfaktor ist das wieder allein aus Dimensions
grunden zu verstehen: e kann nur von der Frequenz v des Oszillators 
und von T abhangen; also i!it e unabhangig von v proportional mit k T. 
Der feste Korper enthalt somit bei der Temperatur T eine thermische 
E nergie 3 N e = 3 N k T und besit~t folglich die von der Temperatur 
unabhangige spezi/ische W iirme (bei konstantem Volum) 3 N k. Ein 
Grammatom des festen Korpers, d. h. ein Stuck mit N = L, wo L die 
LOSCHMIDTsche Zahl ist, hat dann die spezifische Warme 

cal 
C.= 3Lk = 3 R; R = I,98S-d · (14) gra 

Diese Behauptung der klassischen Theorie ist an vielen Beispifden 
gepriift worden, mit dem Ergebnis, daB sie richtig ist fur· hinreichend 
hohe Temperaturen, aber falsch bei tieferer Temperatur. Die klassische 
Mechanik versagt also nicht weniger als die klassische Elektrodynamik, 
und die Erfahrung laBt in diesem beiderseitigen Versagen einen inneren 
Zusammenhang erkennen. Bei sehr tiefen Temperaturen namlich sind die 
spezifischen Warmen der festen Korper proportional mit ya (DEBYEsches 

1 Die k-te Verriickung ~k .sieht also dann in ihrer Abhangigkeit von der 
Zeit t so aus: lik = !Xk cos (2 7t'JIt + (J), wobei 'II und {J von k unabhangig sind. 

2 Genauer: 3 N-6. 
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Gesetz) , also die thermischen Energieinhalte proportional mit P, ganz 
·•· .. ie der Energieinhalt des Strahlungshohlraums. 

Man kann die klassische, auf die MAXWELLsche Elektrodynamik 
gestutzte Theorie des Strahlungshohlraums in einer Form durchfUhren, 
welche von vornherein eine enge Verwandtschaft zum Problem des 
festen Korpers erkennen HiJ3t. Auch im Bohlraum (mit spiegelnden 
Wanden) lassen sich alle uberhaupt moglichen elektromagnetischen 
Schwingungszustande darstellen als Superposition von stehenden Wellen 
oder "Eigenschwingungen". Wir betrachten zunachst das einfachere, 
weil eindimensionale Beispiel einer an den Enden festgehaltenen homo
genen elastischen Saite: Auf dieser sind unendlich viele stehende Wellen 
moglich; die zugehOrigen Wellenlangen sind offenbar gegeben durch 

}. -~. n - n' n = I, 2, 3, ... , 

wobei l die Lange der Saite ist. Fur eine Saite, auf der die elastischen 
Wellen die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c besitzen, werden also die 
zugehorigen "Eigenfrequenzen" gegeben durch 

nc 
v"=--;zr; n= 1,2,3, ... 

1m dreidirnensionalen Falle (Wurfel l3) sind die Eigenfrequenzen 
entsprechend gegeben durch 

yn' + n2 + n' c v - 1 2 S 
nln~n:s - 21 J (IS) 

wo n1, n2 , n3 drei ganze Zahlen sind. Es gibt offenbar ~ . \n R3 ver

schiedene' Tripel ganzer positiver Zahlen n1 , n2 , ns , fUr welche 
y' n~ + n~ + n~ ;;;; R ist. (Es handelt sich urn die Anzahl ganzzahliger 
"Gitterpunkte" im positiven Oktanten einer Kugel vom Radius R.) 
Nun gehoren wegen der Transversalitat d~r Lichtwellen zu einem be
stimmten Zahlentripel n1, n2, n3 stets zwei verschiedene elektromagnetische 
Eigenschwingungen mit verschiedenem Polarisationszustand. Also pbt es 

8n 3 V --v 
3 c3 0 

Eigenscnwingungen im Hohlraum V, deren Frequenz kleiner als Vo ist; und 
8n v2 

Z (v) dv = ca V dv (16) 

Eigenschwingungen haben eine Frequenz irn Intervall v, v + dv. Aus 
diesen unendlich vielen Eigenschwingungen kann jeder Schwingungs
zustand des Hohlraums superponiert werden, und die Gesamtenergie U 
ist gleich der Summe der Energien der einzelnen Eigenschwingungen. 
Diese Formel (16) gilt ganz allgemein, bei beliebiger Gestalt des Hohl
raums. 

Nach klassischer Theorie hatten wir nun lediglich 8 nv2/c3 zu multi
plizieren mit der mittleren Oszillatorenergie e=kT, urn e.(T) zu er
halten: wir bekommen auf diesem Wege das RAYLEIGH-JEANssche 
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Gesetz (4), Das PLANCKsche Gesetz hingegen bedeutet gemaB (16), daB 
die mittlere Energie eines harmonischen Oszillators der Frequenz"ll bei der 
Temperatur T gegeben ist durch 

1", 
e'=-h-,,--

ekT -I 

(17) 

Danach verstehen wir auch die spezifischen Warmen fester Korper: 
Bei hinreichend hoher Temperatur ist fur alle Eigenfrequenzen "II eines 
Festkorpers die, Bedingung h"ll<,k T erfiillt - denn alle diese "II liegen 
unterhalb eines endlichen "limn - so daB aus (17) als Grenzfall der klas
sische "Gleichve1'teilungssatz" (13) folgt. Bei sehr tiefen Temperaturen 
hingegen besitzen nur noch solche Eigenschwingungen eine merkliche 
mittlere Energie, deren Wellenlange sehr groB im Vergleich zum Abstand 
benachbarter Atome im Gitter sind. Fur diese Wellen spielt die ato
mistische Struktur des Festkorpers keine Rolle mehr: der Kbrper verMlt 
sich wie ein schwingendes elastisches Kontinuum, und es tritt in Gestalt 
des T'-Gesetzes engste Analogie zum - gleichfalls ein schwingendes 
Kontinuum darstellenden - elektromagnetischen Hohlraum ein. 

Es ist also derselbe Quanteneffekt, der in dem hier untersuch ten Versagen 
einerseits i:ler klassischen Elektrodynamik, andererseits der klassischen 
Mechanik zutage kommt: In beiden Fallen tritt das quantenphysikalische 
Gesetz (17) an die Stelle des klassischen Gleichverteilungssatzes (13). 

§ 2. Der Dualistnus Wellen-Korpuskeln. 
I. Energieschwankungen im Strahlungsfeld. Der von der klassischen 

Beschreibung durch die MAxwELLSChe Theorie einschneidend abweichende 
Ch~rakter des elektromagnetisehen Strahlungsfeldes stellt sich besonders 
drastisch dar in den Energieschwankungen im Strahlungsfelde. Die 
Gesetze dieser Schwankungen sind, wie EINSTEIN gezeigt hat, durch 
das empirisch gesicherte PLANcKsche Gesetz bereits vollig lestgetegt, sofem 
die fur die kinetisch-statistische Deutung der Thermodynamik grund
legende BOLTZMANNsche Beziehung 

5=klogW (1) 
auch in der Quantentheorie zuverllissig bleibt (5 = Entropie; k = 
BOLTZMANNscheKOristante; W = thermodynamisch-statistische Wahr
scheinlichkeit). DaB das der Fall ist, kann aber vemunftigerweiss nicht 
bezweifelt werden; denn bis auf die Normierung ist (1) eine notwendige 
mathematische Folge davon, daB in einem thermodynamischen System, 
das aus zwei unabhangigen Teilen besteht, die Gesamtentropie 5 gleich 
der 5umme der Teilentropien 51; 52 und die thermodynamische Wahr
scheinlichkeit W des Gesamtsystems gleich dem Produkt der Wahr
scheinlichkeiten WI' WI der beiden Teile ist: Aus 

5 (WI WI) = 5 (Wt ) + 5 (W2) 

folgt 5 (W) = const log WI. 
I Zuni Beweise sehreibe man S (W) = f (log W); dann ist f (x + y) = 

f (x) + f (y) und l' (x + y) = l' (x) = const. 
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Da die spektrale Zerlegung der Strahlung em thermodynamisch 
reversibler Prozep ist, so muS die Entropie der in einem Hohlraum ent
haltenen Strahlung sich additiv zusammensetzen aus den Entropien der 
monochromatischen Anteile dieser Strahlung. Das heiSt, sie muS so aus
sehen: 

CD 

S=V/s~dvi 

wo s. eine gewisse Funktion von e. ist. Diese Funktion s.(e.) muS so 
beschaffen sein, daS bei gegebener Gesamtenergie U die Entropie S 
maximal wird, wenn e. gerade der PLANCKschen Formel (mit der dem 
gegebenen U entsprechenden Temperatur T) entspricht. Dadurch ist 
aber me Funktion s.(e.), wie man leicht iiberlegen kann, e,ndeutig 
bestimmt: der einzige dieser Forderung entsprechenden Entropieaus
druck lautet 

8nlll . 
s. = -.- /(n. + I) log (n. + I) -n.logn.}, c 

wobei die Abkiirzung 
c· e. 

n. = 8 n 1J '7 (3) 

gebraucht ist. Diese Entropieformel (2), (3) ist also ebenso sehr wie das 
PLANcKsche Gesetz als eine unmittelbar empirisch gesicherte Gesetzmapig
keit anzusehen. 

Wir betrachten jetzt einen Hohlraum vom Volum Vo (mit spiegelnden 
Wanden), in welchem eine Energiemenge eingeschlossen ist, welche aus
schlieSlich aus Strahlung im kleinen Frequenzbereich 11, 1I+~1I besteht. 
Normalerweise wird sich diese Energie gleichmIJPig fiber das ganze Volum 
Vo verteilen, wobei dann e.=E/Vo~lI ist. Es werden jedoch statistische 
Schwankungen in der raumlichen Verteilung dieser Energie stattfinden, 
und es muS auch, wenn Vt ein bestimmtes Teilvolum von Vo ist, einmal 
der Fall eintreten, daS die ganze Energie E in VI angesammelt ist, wobei 
dann e. dort den Wert E/Vt~lI hat. Beide F1Ille mogen im Giiltigkeits
gebiet des WIENschen Strahlungsgesetzes liegen: n.<I. Dann ist die 
Entropiedifferenz beider. Zustllnde nach (2), (3) gleich 

SI - So = S~I)Vl~ lI-sC"M)VoLl" 
E ~I) E V 

= - -log- = -' log-t 
1J '/I n~') 1J '/I Vo' 

Das verwenden wir. urn die WahrscheinUchkeit fur das Eintreten der 
fraglichen abnonnen rllumlichen EnergieverteUung zu bestimmen: sie 
ist gleich dem Quotienten der zu Sl und So gehOrigen tbennodynamischen 
Wahrscheinlichkeiten Wo und Wt. woflir die BOLTZMANNscne Beziehung (I) 
jetzt den Wert 

liefert. 

E 

WI = ( Vt )-"-; 
W"~ . Vo 
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Hier zeigt die elektrornagnetische Strahlung eine vollig andere Natur, 
als ihr von der klassischen Elektrodynarnik zugeschrieben wurde. Denn 
in der Formel (4) tritt eine unerwartete Analogie des Strahlungshohlraums 
zu einem idealen Gase von N=Elhv Atornen hervor: sie fordert dazu 
heraus, die Strahlungsenergie E als aus einzelnen korpuskularen Energie
quanten der Grope hv bestehend anzusehen, die unabhangig voneinander 
irn Volum Vo urnherschwirren, sodaB jedes einzelne die Wahrscheinlich
keit VII VO besitzt, in VI angetroffen zu werden. 

Das im PLANCKsch~ Gesetz zurn Ausdruck kornrnende Versagen der 
klassischen Elektrodynamik schaUt also Raurn fUr eine Rehabilitierung 
der Korpuskulartheorie des Lichtes, die gerade dort in Kraft tritt, wo die 
Wellentheorie des Lichtes ihre Zustandigkeit verliert. Allerdings kornrnt 
keineswegs etwa eine einfache, durchgehende Ersetzung der Weilenvor
steilung durch die Korpuskularvorsteilung in Frage: Das Schwankungs
gesetz (4), in welchern die korpuskularen Lichtquanten klar heraus
treten, gilt ja nur bei derjenigen hochgradigen Verdiinnung der Strah
lungsenergie (n7 -< I), welche dern WIENschen Strahlungsgesetz ent
spricht. Bei dieser Strahlungsdichte zeigen auch aile sonstigen denkbaren 
Schwankungsexperimente vollstandige Analogie zum klassischen idealen 
Gase. Bei groBerer Strahlungsdichte jedoch verliert sich diese Analogie, 
und bei extrem groBen Strahlungsdichten (n. >- I) treten mit dern RAy
LEIGH-JEANsschen Strahlungsgesetz auch die der klassischen Wellen
theorie entsprechenden Schwankungsgesetze der Lichtausbreitung in ihre 
volle Giiltigkeit ,ein, so daB sich die quantenhafte Struktur des Strahlungs
feldes nicht mehr verrat. 

2. Experimente11er Nachweis der Lichtquanten. Die durch das 
EINSTEINsche Gedankenexperiment sichtbar gemachten Lichtquanten hv 
zeigen sich nicht weniger deutlich im Experiment des Photoettektes, 
d. h. bei der Auslosung von Elektrontm aus einer Metalloberflache durch 
auffallendes (ultraviolettes) Licht. Dies Licht sei monochromatisch. 
Die Erfahrung lehrt dann (nach LENARD und nach EINSTEIN) zweierlei: 

I. Die A nzahl der pro Zeiteinheit ausgelosten Elektronen ist (bei 
festgehaltener Frequenz) der Lichtintensitiit proportional. 

2. Die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen hangt nur von der 
Frequenz v des Lichtes ab, ist aber unabhiingig von seiner Intensitiit. 
Die schnellsten haben eine kinetische Energie 

mv· 
-2-=hv-P, (5) 

wo Peine fur das betreffende Metall charakteristische Konstante ist. 
Diese an sich so einfachen und ubersichtlichen Feststellungen bilden 

schon qualitativ einen krassen Widerspruch zur klassischen Lichttheorie. 
Denn diese wurde ja verlangen, daB jedes der lichtelektrisch ausge16sten 
Elektronen seine aus der elektrornagnetischen Strahlung entnornmene 
Energie stetig aufgenommen und im Laufe einer endlichen Zeit ange
sarnmelt hat; diese Ansammlung sollte urn so schneller gehen, je gr6Ber 
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die Lichtintensitat ist. Man muBte also nach klassischer Vorstellung eine 
geringere Energie der ausgelosten Elektronen erwarten bei schwricher 
Lichtintensitat. Die hier bestehende Paradoxie wird noch verscha.rft 
durch besondere Experimente, w('lche sichergestellt haben, daB bEiim 
Einsetzen der Belichtung die der Intensitat proportionale Auslosung 
s%rt beginnt, ohne Einschaltung einer Zeitdifferenz, wahrend welcher 
die Elektronen Strahlungsenergie ansammeln konnten. Das ist auch 
fur sehr geringe Intensitaten festgestellt, bei welcher nach klassischer 
Theorie eine Zeit von Stunden vergehen muBte, bevor eine Energiemenge 
del- . notigen GroBenordnung einem einzelnen Elektron zugefUhrt werden 
konnte. 

Diese Tatsachen zeigen eindeutig, daB die Lichtenergie den Elek
tronen nicht in einer stetigen Obertragung, soridern inunteilbaren end
lichen Betriigen, also unstetig,· plotzlich, sprunghaft zugefUhrt wird: 
Die einfache und durch die besprochenen Umstande auBer Zweifel 
gestellte Deutung des EINSTEINschen Gesetzes (5) ist die, daB die Strah
lungsenergie in unteilbaren Energiequanten h'JI ubertragen wird; jedes der 
ausgelosten Elektronen hat mit dieser Energie h'JI die Abliisungsarbeit P 
geleistet nnd gegebenenfalls nochsekundare Energieverluste bestritten, 
so daB der als kinetische Energie verbleibende. Rest maximal gleich 
h'JI-P sein kann. 

Eine weitere Bestatigung liefert das kontinuierliche Riintgenbrems
spektrum. Ein Strahl von Elektronen, die samtlich eine bestimmte 
Potentialdifferenz V durchfallen und somit eine kinetische Energiee.V 
gesammelt haben, wenn e der Betrag der Elektronenladung ist, wird beim 
Anprall auf die Antikathode gebremst. Es geht dann von ihnen elektro
magnetische Strahlung aus, die ein kontinuierliches Spektrum mit einer 
kurzwelligen Grenze besitzt: 

h"ma~=eV. (6) 
Dies laBt erschlieBen, daB auch die Emission von Licht in unstetigen 
Elementarakten vor sich geht, unter Abgabe von Lichtquanten h", fUr 
welche in diesem Fall beliebige Energiebetrage unterhalb der vor Ein
setzen der Bremsung vorhandenen Elektronenenergie e V zur' VerfUgung 
stehen. 

Dem geradeaus fliegenden Lichtquant der Energie 

E=h" (7) 
ist ein translatorischer I mpuls yom Betrage 

I@I = !!.!.-c (8) 

zuzuschreiben: fur die Korpuskulartheorie wie fUr die Wellentheorie 
[vgl. (5), § r] ergibt sich ein Impuls Efc zwangslaufig aus der Relativitiits
theorie. Aber auch die in (7), (8) ausgesprochene Zuordnung von Energie 
und Frequenz ist relativistisch invariant: Die ebene Welle der Frequenz " 
(und Geschwindigkeit c), deren Fortsc~reitungsrichtung mit der des 
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Lichtquants iibereinstimmt, zeigt in einem gleich/armig bewegten Koordi
natensystem eine durch Dopplerelfekt veranderte Frequenz v'; und das 
korpuskulare Teilchen mit der Energie E (und Impuls E/c) zeigt in dem
selben bewegten Koordinatensystem eine andere Energie E'. Die zu
standigen relativistischen Transformationsformeln lassen erkennen, daB 
dann liuch zwischen E' und v' die Beziehung E' = hv' besteht. 

Eine unmittelbare experimentelle Bestatigung finden die Licht
quantenimpulse hv/c durch die Untersuchung des COMPTON-Elfektes .. 
Eine ebene Welle von Rontgenlicht streichtiiber einen Raum, in dem sich 
Ireie Elektronen befinden. (Praktisch realisiert etwa durch einen Graphit
klotz, welcher Elektronen mit einer Bindungsenergie entMlt, die gegen
iiber dem hv der benutzten Rontgenstrahlung vernachIassigbar ist). Es 
ergibt sich dann eine Streuung des Lichtes durch die Elektronen, und 
zwar zeigt die Streustrahlung verminderte Frequenzen derart, daB die 
unter einemWinkel 8 mit der Primarstrahlrichtung abgehende Streu
strahlung eine WellenlangenvergroBerung urn 

.11 = ~sina~ 
pc 2 (9) 

erfahrt (I' = Ruhemasse des Elektrons). Das kann so gedeutet werden 
(DEBYE, COMPTON), daB ein Lichtquant hv des Primarstrahls .einen Stop 
auf em ruhendes freies Elektron ausiibt, wonach Elektron und Licht
quant auseinander fliegen. Es seien ~l bzw. ~~ die Impulse des Licht
quants vor bzw. nach dem StoB, und~; der durch den StoB entstehende 
Impuls des Elektrons, E~ die dazu gehOrige Energie, einschlieBlich Ruh
energie I'cl . Der Energiesalz verlangt dailn 

E~ = h(v-v') +I'cl , 

und der I mpulssatz1 fordert 
~;=~l-~~ , 

also quadriert: 

(10) 

(II) 

AI 
~;I = @if + ~~2_ 2 ~1 ~~ = Ci' (VII + ,,'2 - 2 tlV' cos 8). (II') 

Nach der Relativitatstheorie ist nun rur ein Teilchen der Energie E, 
des Impulses ~ und der Ruhmasse I' stets 

E' . 
CI-~I=I'IICB. (I2) 

Wenden wir das auf E; und ~; in (10) und (II') an, so ergibt sich (9). 
DaB diese Deutung des empirischen .Befundes (9) tatsachlich zu

treffend ist, konnte durch direkte Experimente erMrtet werden (BOTHE
GEIGER, COMPTON-SIMON). Bei diesen"'wurde in derWILSON-Kammer oder 
durch die bekannten Zahlmethoden festgestellt, daB jedem einzelnen 
Lichtquant h,,' der. Streustrahlung ein gestoBenes EleMron entspricht, 

1 Nach dem Relativitli.tsprinzip ist der Impulssatz eine notwendige Folge 
des Energiesatzes. 
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das in der Tat in der durch (10), (II) eindeutig bestjmmten Richtung@}; 
fortfliegt. 

Diese letzte Feststeliung verdrangte die eine Zeitlang vertretene 
Ansicht (BOHR-KRAMERS-SLATER), daB Energie- und Impulssatz in der 
Quantenphysik nur als statistische Mittelwertsgesetze gUltig seien, was 
immerhin ohne grobe Verletzung des Prinzips vom ausgeschlossenen 
Perpetuum mobile denkbar ware. (Die genauere Durchdenkung laBt 
allerdings doch erkennen, daB makroskpische Verletzungen des Energie
prinzips auf diese Weise resultieren muBten, namlieh als Resultat der 
allmlihlich unbegrenzt zunehmenden Schwankungen der Energieerhal
tung.) Nach dieser Ansicht sollten die Beziehungen (10), (II) zwar fUr 
die Frequenzen der Streustrahlung und die Impulse der fortfliegenden 
Elektronen maBgebend sein; doch sollte die Anzahl der in der Richtung 
~~ fortfliegenden Elektronen nur im statistischen Mittel ubereinstimmen 
mit der Anzahl. der in der zugehOrigen Sefundlirstrahlrichtung ~~ zur 
Beobachtung gelangenden (etwa dort von Atomen absorbierten) Quanten 
h,,'. In Rucksieht auf diese logische M6glichkeit (deren systematische 
Verfolgung und Durchfuhrung allerdings sowieso in kaum uberwindbare 
Schwierigkeiten fUhrte) besitzen die Experimente von COMPTON-SIMON 
und BOTHE-GEIGER die Bedeutung einer empirischen Sicherung von 
Energie- und Impulssatz nieht nur im statistischen Mittel, sondem 
lur ieden einzelnen quantenphysikalischen Elementarproze/3. 

Allerdings ist diese Sachlage ganz neuerdings - wie oben schon er
wahnt - zuungunsten des Energiesatzes versehoben worden. SHANKLAND 
hat beim COMPTON-Effekt sehr harter Strahlung (y-Strahlung) die frag
liehe Koinzidenz je eines gestreuten Elektrons .mit je einem Streuquant 
nieht bestatigen k6nnen, und seine Ergebnisse sind a1s grundsatzllehe 
Widerlegung des Energiesatzes bzw. Bestatigung der Auffassung von 
BOHR-KRAMERS-SLATER gedeutet worden (DIRAC). Angesiehts der oben 
erlliuterten experimentelien Ergebnisse wird man aber daran festhalten 
mussen, daB jedenfalls dann, wenn die Energie h" der Primarstrahlung 
klein gegenuber der Ruhenergie ",C" des Elektrons ist, Energiesatz und 
Liehtquantenvor~teliung in Kraft .bleiben. Ihr scheinbares Versagen 
im Falle h'll>",c· dUrfte deshalb wohl eher a1s Wirkung noch unge
kllirter Sekundareffekte oder Komplikationen aufzufassen. sein. 

3. Die Interferenzdes Lichtes. Den experimentellen Erfahrungen, 
welche die Realittit korpuskularer Lichtquanten h" sicherstellen, steht die 
Fillle der Experimente gegenuber, welehe die WeUennatur des Lichtes 
zeigen. Wir wollen aueh die optischen und riintgenoptischen I nterlerenz
experimente hier zu den Grundexperimenten der Quantenphysik zahlen, 
obwohl sie historiseh der klassisehen Physik angehOren, und obwohl in 
der quantitativen Erfassung ihrer GesetzmiBigkeiten die N aturkon
stante h nieht vorkommt. Die der experimentellen Erfahrung zu ent
nehmende Erkenntnis, die uns notigt, die klassische Liehttheorie durch 
eine Quantentheorie des Lichtes zu ersetzen, ist eben die, daB das Licht 



Die Grundexperimente der Quantenphysik. 

in Wahrheit eine dualistische Natur besitzt, in dem Sinne, daB sowohl 
der klassischen Korpuskularvorstellung ahnelnde Zuge, als auch der 
klassischen Wellenvorstellung entsprechende Zuge darin enthalten sind. 

Die optischen Interferenzexperimente ausfUhrlicher zu schildern, darf 
hier unterlassen werden. Es genuge, hervorzuheben, daB die so 'ungeheuer 
groBe und reiche Mannigfaltigkeit der diesbezuglichen Erfahrungen ihre 
liickenlose quantitativ exakte Beschreibung in den Begriffen der klas~ 
sichen Wellentheorie gefunden hat. Jedoch sind einige Bemerkungen 
zur genauen Abgrenzung des Gultigkeitsbereichs der klassischen Theorie 
zu machen. 

A. ErfahrungsgemaB gelten die klassischen Interferenzgesetze exakt, 
und zwar auch bei kleinsten Lichtintensitaten, fur die Zeit1fl,ittelwerte der 
Intensitaten im Interferenzfeld. Das heiBt, die klassische Theorie ist immer 
anwendbar fur Experimente folgender Art: Von einer monochromatischell 
Strahlungsquelle ausgehend~ dur,chsetzt das Licht gewisse interferenz
optische Apparaturen und bildet ein Beugungsbild auf einem Auftang
schirm (z. B. photographische Platte), auf we1chem die entstehende 
Intensitatsverteilung gemessen wird. Von dieser Art sind offenbar die 
meisten der bekannten Interferenzexperimente. 

DaB dabei die Aussagen der klassischen Wellentheorie auch bei 
schwachsten Intensitaten sich exakt bewahren Wiirden, ist, bevor es 
durch besondere Experimente erhartet wurde, naheliegenderweise be
zweifelt worden angesichts des extremen Heivortret~ns der korpusku
laren Seite der Lichtausbreitung im Giiltigkeitsgebiet des WIENschen 
Strahlungsgesetzes (nv < J) und der EINSTEINschen Schwankungsformel 
(4). Die diesen Zweifel beseitigende Erfahrung lehrt uns, daB die Inter
ferenzen nicht etwa durch ein Zusammenwirken vieler Lichtquanten 
bedingt werden, sondern aus der Natur des einzelnen Lichtquants heraus 
zustande kommen. Natiirlich kann eine kontinuierZiche Iniensitiitsver
teilung im Beugungsbild nur durch das Auftreff~n zahJ,reicher Licht
quanten entstehen. Aber es ist gleichgiiltig, ob man bei groper Intensitat 
kurz exponiert, oder bei beliebig schwacher entsprechend lange. 

Denken ,wir uns also den extremsten Fall, daB bei ungeheuer schwacher 
Strahlungsintensitat aus der monochromatischen Lichtquelle nur ein 
einzige; Lichtquant herausgelassen und dem Beugungsexperiment unter
worfen wird, so mussen wir schlieBen, daB auf dem Auffangschirm eine 
der wellenoptisch berechneten Intensitat proportionale WahrscheinZich
keit fUr das Auftreffen. dieses Lichtquants an einem bestimmten Orte 
besteht. 

Fur die soeben betrachtete Klasse von Fallen fiihrt also der unbe
fangene Anblick der Erfahrungstatsachen unmittelbar zu einer exakten 
Theorie, in der wellenhafte und korpuskulare Zuge der Lichterscheinungen 
sich in widerspruchsfreier Weise vereinigen. 

B. Die besprochene exakte Giiltigkeit wellentheoretischer Aussagen 
bewahrt sich auch dann noch, wenn die Lichtquelle oder sonstige Teile 
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der Apparatur sich bewegen. Insbesondere gilt das fur die Aussage der 
Wellentheorie, daB ein herausgeschnittenes endliches Stuck eines mono
chromatischen Wellenzuges eine endliche Spektralbreite entsprechend 
seiner mathematischen Darstellung durch ein FOURIER-Integral besitzt. 
Dieser Von EINSTEIN vorubergehend bezweifelte Umstand wurde in einer 
von ihm erdachten Versuchsordnung durch Rupp bestatigt. 

C. Von den unter A (und B) betrachteten Verhaltnissen logisch 
vollig unabhangig ist die noch einmal hervorzuhebende Tatsache, daB 
bei gro/3en Strahlungsdichten (n. > 1) neben den Interferenzen selbst 
auch die Schwankungen der Strahlungsenergie im Interferenzfeld sich 
so verhalten, wie die klassische Wellentheorie voraussehen, laBt. Offen
sichtlich ist dies auch eine Feststellung ganz anderen Charakters, als die 
und A gemachte: Darnals handelte es sich darum, gewisse, aus dem 
Gesamtzusarnrnenhange der klassischen Theorie herausgeloste Aussagen 
als exakte Gesetzma/3igkeiten der Quantenphysik (bei beliebigen Licht
intensitaten) zu kennzeichnen. Jetzt handelt es sich urn einen Spezial
fall der allgemeinen Feststellung, daB die klassischen Gesetze asymptotisch 
gUltig.e Grenzgesetze (fur h -+ 0) sind. Eine exakte Erfassung der optischen 
Gesetze (einschlieBlich der Schwankungsgesetze) fur das Zwischengebiet 
mittlerer Strahlungsdichten (n. weder -< 1 noch > 1) 'i~t eine Aufgabe 
VOn sozusagen ganz anderer GroBenordnung als die Aufgabe, we1che sich 
in A ganz VOn selbst loste. 

In sehr auffallender Weise bewahrt sich die exakte Gultigkeit klassi
&Cher Interferenzgesetze insbesondere darin, daB das von einer Lithtquelle 
sehr geringer raumlicher Ausdehnung allseitig ausgesandte Licht Inter
ferenz ergibt, wenn man zwei nach beliebig verschiedenen Richtungen 
ausgehende Strahlen durch geeignete Spiegelanordnungen zur Super-
position bringtl. . 

In demselben Sinne, wie die oben unter A besprochenen klassischen 
Interferenzgesetze erweisen sich ubrigens erfahrungsgemaB auch eine 
Reihe anderer Aussagen der klassischen Wellentheorie als exakte Gesetze 
der Quantentheorie. So z. B. die FRESNELschen Formeln fUr die Intensi
taten bei Reflexion und Brechung an der Grenzebene zweier durcp.
sichtiger homogener Medien: die uneingeschrankte Gultigkeit dieser 
Formeln auch bei kleinsten Lichtintensitaten bedeutet, daB fur das 
einzelne Lichtquant die FRESNELschen Formeln giiltig sind im Sinne 
einer exakten Festlegung der Wahrscheinlichkeiten dafur, daB das Licht
quant entweder reflektiert wird oder in das andere Medium ubergeht. 
Analoge Bemerkungen waren zu machen zur gesamten klassischen 
Kristalloptik, die gleichfalls ein durch die Quantentheorie nicht mehr 
abzuanderndes Kapitel darstellt. Insbesondere hat man die Intensitats
formeln 

II = 10 cos2 q;; 12 = 10 sin2 q; (13) 
1 Diese wenig bekannte Tatsache ergab sich nebenbei aus Experimenten 

von SELENYI und ferner in eigens dazu angestellten Untersuchungen von 
SCHRODINGER und von GERLACH und LANDE. 
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fUr die Zerlegung eines linear polarisierten Lichtstrahls durch einen 
Nicol so aufzufassen, daB das einzelne Lichtquant eine Wahrscheinlic.';
keit cos2 qJ bzw. sin2 qJ besitzt, vom Nicol durchgelassen bzw. reflektiert 
zu werden, wenn qJ der Winkel zwischen der ursprunglichen Polarisations
ebene des Lichtquan i; und der nach dem Durchgang (fallsdieser ein
tritt) angenommenen Polarisationsebene ist. 

4. Kugelwellen. Von groBer Bedeutung fur die Atomtheorie sind die 
GesetzmaBigkeiten der elektromagnetischen Kugelwellen, von ·denen uns 
insbesondere die einfachsten, die sog. Dipol-Kugelwellen, zu besch5.ftigen 
haben. Eine Reihe von Aussagen, 'welche die klassische Theorie bezuglich 
dieser Kugelwellen macht, bleiben nach Ausweis '<ler Erfahrung auch in 
der Quantenphysik in Kraft. 

N ach der klassischen Theorie sendet ein eindimensional schwingender 
elektrischer Dipol linear polarisierte elektromagnetische Strahlung aus, 
wobei naturlich die Gerade, auf der sich die schwingende Ladung bewegt, 
Symmetrieachse des ganzen Vorgangs ist. Die Polarisationsrichtung der 
in einer bestimmten Radialrichtung auslaufenden Strahlung ergibt sich 
daraus, daB der elektrische Vektor ~ stets in der entsprechenden Meridian
ebene liegt. Di~ Richtungsverteilung der Intensitiit ist dann durch 

1(0) = C . sin20 (14) 
gegeben, wenn 0 der Winkel zwischen der betrac~lteten Emmissions
richtung und der Schwingungsrichtung des Dipolmomentes ist. 

Diese Aussagen ergeben sich aus den beruhmten HERTzschen Formeln 
fur die elektromagnetische Ausstrahlung eines schwingenden Dipols. 
Wir wollen uns aber klar machen, daB es fur ihr Verstandnis in Wahrheit 
gar nicht notig ist, auf die MAXWELLschen Differentialgleichungen und 
ihre mathematischen Konsequenzen naher einzugehen: der eigentliche 
Sinn der ausgesprochenen Resultate liegt in ganz elementar-en. Zu
sammenhangen, deren BewuBtmachung uns die Zuversicht gibt, daB 
diese Resultate bestehen bleiben mussentrotz aller Einschrankungen, die 
sich die MAXwELLsche Theorie seitens der Quantengesetze gefallen lassen 
muB. 'Zunachst ergibt sich (wenn wir die Tatsache der Transversalitiit 
des Lichtes beachten) der Polarisationszustand des emittierten Lichtes 
sowie die axialsymmetrische Abhangigkeit der Intensitat allein vom 
Winkel 0 und ihr Verschwinden fur 0= 0 aus Symmetriegrunden. Und 
danach ergibt sich das Gesetz (14) aus folgender Erwagung. 

Wir betrachten drei eindimensionale Oszillatoren gleicher Gesamt
emission, mit drei senkrecht zueinander stehenden Schwingungsrichtungen 
(parallel der X-, y- und z-Achse). Addieren wir nun die Intensitiiten 
dieser drei Emissionen, so ergibt sich eine richtungsunabhiingige Summe. 
Es wird uns im spater folgenden immer klarer werden, daB dies eine sehr 
wesentliche Bedeutung hat, so daB wir berechtigt sind, die Oberlegung 
umzukehren, und zu sagen: Damit sich diese richtungsunabhangige 
Summe ergibt, mup die Intensitatsverteilung genau die Gestalt (14) haben. 
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Diese Begriindung laBt erwarten, daB die beschriebene GesetzmaBig
keit auch in der Quantenphysik exakt fortbesteht. Das ist in der Tat 
der Fall, wie manbeim ZEEMANN-Ettekt von Spektrallinien an den linear 
polarisierten Komponenten (n-Komponenten) des Aufspaltungsbildes 
feststellt. Naturlich ist jedoch auch in diesem Falle (analog, wie bei den' 
Interferenzgesetzen) das Gesetz anders gemeint, als in der klassischen 
Theorie, insofem, als es jetzt als ein statistisches MiUelwerlsgesetz fur 
einzelne unstetige Elementarakte der Lichtemission anzuseben ist. 

Die O'-Komponenten eines ZEEMANN-Ettekt-Aufspaltungsbildes zeigen 
erfahrungsgemaB exakt diejenige Polarisation und Intensitatsverteilung, 
welche klassisch (nach den HERTzschen Formeln) fur ein zirkular be
wegtes Elektron als Strahlungsquelle errechnet wird, dessen Schwingungs
kreis in einer Ebene senkrecht zur magnetischen Feldrichtung liegt. 
Die Polarisation ist im allgemeinen eUiptisch: Fur jede Emissionsrichtung 
ist die den Polarisationszustand charakterisierende Schwingungsellipse 
die Projektion des Kreises, in dem sich das Elektron bewegt, auf eine zur 
Emissionsrichtung senkrechte Ebene. Bei Zerlegung in zwei linear 
polarisierte Komponenten, mit (elektrischer) Schwingungsebene senk
recht und parallel zur Meridianebene, bekommenwir aus einem Strahl, 
der den Winkel fJ mit der Feldrichtung (Symmetrieachse) bildet, die 
Intensitaten 

I' (fJ) = C ; 1" (fJ) = C cos2 fJ, (IS) 
insgesamt also 

I (fJ) = I' (fJ) + 1" (fJ) --=- C (I + cos2fJ). (16) 
Auch diese Verhaltnisse lassen sich ganz ohne spezielleres Eingehen 

auf die MAxWELLsche Theorie verstehen: GemaB der Moglichkeit, .eine 
zirkulare Bewegung durch Superposition zweier zueinander senkrechter 
eindimensionaler Schwingungen herzustellen, entsprechen die beiden 
Formeln (15) zwei Ausdriicken der Gestalt (14), mit zwei zueinander 
und zur Feldrichtung senkrechten Schwingungsrichtungen, von denen 
die eine (I' ergebende) senkrecht auf der betrachteten Emissionsrichtung 
steht, wahrend die andere (1" ergebende) mit dieser den Winkeln/2-fJ 
bildet. 

In relativistisch modifizierter Gestalt finden -wir (14) wieder im 
Intensitatsgesetz des COMPTON-Ettekts. Von einem N Elektronen (mit 
Ladung e und Masse fl) enthaltenden Streuungszentrum (Graphitklotz), 
das von linear polarisierter Primarstrahlung der Intensitat 10 uberstrichen 
wird, geht nach klassischer Rechnung (J. J. THOMSON) eine elektro
magnetische Streustrahlung aus, die in der Entfemung r vom Streu
zentrumdie Intensitat 

I (fJ) = 10 ;V :~ sinS fJ (17) r p ,,-

besitzt, wenn fJ jetzt der Winkel zwischen der Richtung des Streustrahls 
und der Richtung des elektrischen Vektors in derPrimarwelle ist. Das 

Jordan, QWlnteotheorie. 2 
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entspricht offenbar (14): Die elektrische Feldstarke der Primarwelle 
bringt die Elektronen zum Mitschwingen (in der Richtung des elektrischen 
Vektors), wodurch sie zur Emission von Kugelwellen kommen. 

Eine, unmittelbare Anwendung von (17) auf den COj\1PTON-Effekt 
verbietet sich durch die charakteristische quantenphysikalische Tatsache 
der richtungsabhangigen Verschiedenheit der Streufrequenz 'V' von der 
Primarfrequenz 'V. Die Tatsache der relativistischen 1nvarianz von e./v3 
legt es jedoch nahe, anzunehmen, daB der quantenphysikalisch exakte 
Wert 1(8, #) der Streuintensitat nach Division mit 'V'3 iibereinstimmt 
mit der klassisch berechneten GroBe I (#)/'V3 • N ach (17) gewinnen wir 
aber aus 

1(0, {}) I ({}) 
-V-'3- v3 (IS) 

die DIRAcsche F ormel 
N e' sin2 {} h l' 1(8 0) = I -----. - . :x = -

,. °r2p.2c' {I+at(I-cos0W' IH2 ' 
Sie geht im Limes h -+ 0 (oder fUr kleine Frequenzen: h'V ~ fl c2) natiir
lich wieder in (17) iiber. 

Fiir unpolarisierte Primarstrahlung ergibt sich als arithmetisches 
Mittel zweier Glieder 1 der Form (19): 

N e' 1+ cos2 0 
1(8) = 10 zr2 1'2 c" {I + at ([ -cos 0))3' (20) 

Der insgesamt zerstreute Bruchteil der Primarintensitat ergibt sich aus 
(20) durch Integration und hat den Wert 

2 nNe' I + at {2 (I + at) 1 } -;i2C2"' ~2- - 1+ 2 at - -ex· log (I + 2:X) . (21) 

Diese Formeln (19), (20), (21) sind empirisch bestatigt fUr die in Be
tracht kommenden nicht allzu groBen Frequenzen: Bei grofJen Werten 
von :x tritt nach der heutigen Theorie in Dbereinstimmung mit der 
Erfahrung eine kompliziertere Formel ein. In sehr eindrucksvoller Weise 
laBt uns dies Intensitatsgesetz der COMPTON-Streuung erkennen, daB 
trotz der fundamentalen Gegensatzlichkeit zwischen dem klassischen 
Wellenbilde und dem klassischen Partikelbilde die quantenphysikalische 
Wirklichkeit eine innige Verschmelzung korpuskularer und wellenmiiBiger 
Ziige in der Natur des Lichtes erreicht. 

5. DE BROGLIESche Wellen. Die Erfahrung lehrt - eine von DE BROG
LIE durch theoretische Erwagungen begriindete Vermutung bestatigend'
daB auch an Kath,odenstrahlen und sonstigen Materiestrahlen Beugungs
erscheinungen zu beobachten'sind. Ahnlich den LAuEschen oder DEBYE
SCHERRERschen Rontgeninterferenzen ergeben sich Interferenzerschei
nungen, wenn Materiestrahlen Kristallpulver oder diinne kristalline 

1 Der Primarstrahl habe die Richtung der z-Achse, und die elektrische 
Schwingungsebene sei einmal die z, x-Ebene, und dann die z, y-Ebene. 
Sind {}, {}' die Winkel des Sekundarstrahls mit der x- und v-Achse, so ist 
cos2 {} + cos2 {}' + cos2 0 = '1, also sin 2 {} + sin 2 {}' = 1 + cos2 0. . 
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Schichten durchsetzen oder an KristalloberfHichen reflektiert werden. 
Diese Effekte sind auBeran Kathodenstrahlen auch z. B. an Strahlen 
von H2 und He (STERN und ESTERMANN) experimeritell untersucht. Es 
bestatigt sich die von DE BROGLIE theoretisch erschlossene Zuordnung 

lUI h ( ) ,\!!II = ). 22 

zwischen dem translatorischen Impuls ~ der Korpuskeln und der fUr die 
Beugungseffekte maBgebenden Wellenlange A. Durch 

E=hv (23) 
wird sie zu einer relativistisch invarianten Zuordnung vervollstandigt, 
wenn wir unter E die Energie der Korpuskeln (einschlieBlich Ruhenergie 
Ilc2) und l' die Frequenz der zugeordneten "DE BROGLIESchen Welle" 
verstehen; es ist also stets v?;. P. c2jh 1. Die Phasengeschwindigkeit der 
DE BROGLIESchen Wellen ergibt sich aus (22). (23) als 

E c2 
).v ="'GlT = v, (24) 

wo v die Geschwindigkeit der Korpuskeln ist 2. 

Ebensowenig, wie die Quantentheorie des Lichtes eine primitive 
Ersetzung der klassischen Wellentheorie durch eine klassisch aufzu
fassende Korpuskulartheorie bedeutet, ebensowenig kann die Quanten
theorie der materiellen Strahlung umgekehrt eine in klassischer Vor
stellungsweise aufgefaBte reine Wellentheorie sein: gegenuber der neuen 
empirischen Erkenntnis der wellenhaften Zuge in der materiellen Strah
lung bleibt die altere empirische Erkenntnis der "andererseits" vorhan
denen korpuskularen Struktur dieser Strahlung unanfechtbar in Kraft. 
Das MILLIKANssche Experiment der e-Bestimmung laBt uns in un mittel
ba.rer Anschaulichkeit die korpuskularunstetige Struktur der elektrischen 
Ladungen erkennen. Die WILsoN-Kammer I macht in mannigfachen 
Beispielen die Flugbahnen einzelner atomarer Korpuskeln sichtbar; 
fUr eine Anzahl von Fallen kann an stereoskopischen Aufnahmen der 
WILSO?\-Bahnen auch die Gilltigkeit von Energie- und Impulssatz fur 
kernphysikalische Elementarprozesse eingehend bestatigt werden. Die 
:vtannigfaltigkeit der sonstigen atomphysikalischen Zahlmethoden erhebt 
die mit ihnen immer wieder bestatigte atomistische Struktur der Materie 
zu einer der empirisch bestbestatigten physikalischen Behauptungen, 

1 In der durchsichtigen Ausdrucksweise der vierdimensionalen Relativi
tatstheorie ergibt sich die Invarianz der Zuordnung aus der Bemerkung, 
daB in einer Wellenamplitude 

cos 2:1t (fxX + fy Y + l.z - pI) 

die GraBen lx, ty, tz, "je ebenso, wie Qlx, <M) •• <Mz, Eje einen Vierervektor bilden. 
Die in (22). (23) ausgedruckte Proportionalitiit dieser Vierervektoren ist 
invariant. 

2 Nach der Relativitatsmechanik ist 

E = JJ el 
-. <M = _ JJ b, I bl = v • {J = 2:.. • 

1/1-(12 VI-{JI C 

2* 
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nachdem noch bis zum Anfang des Jahrhunderts die Atomhypothese den 
Charakter einer unbewiesenen Spekulation behalten hatte. Die materielle 
Strahlung besitzt also ebenfalls eine dualistisehe Natur, die weder durch 
die klassische Wellentheorie, noeh durch die klassische Korpuskular
vorstellung allseitig erfaBt werden kann. 

In diesem Versagen unserer klassischen Begriffe, das uns zunachst 
als eine so paradoxe Schwierigkeit fur die gedankliche Erfassung der 
Gesetze der Strahlung erscheinen muB, tritt jedoch als positiver Tat
hestand die enge A nalogie von Licht und materieller Strahlung hervor. 
In einer sonderbaren Weise ist die quantenphysikalische Wirklichkeit 
einlaeher, als die Gedankensysteme, durch welche die klassischen Theorien 
sie nachzubilden suchten. 1m klassischen Vorstellungssystem sind wellen
formige und korpuskulare Strahlung zwei vollig verschiedene Dinge; in 
der Wirklichkeit aber gibt es statt dessen nur einen einzigen Typus von 
Strahlung und beide klassischen V orstellungen geben nur teilweise ein 
richtiges Bild davon. 

Freilich darf nicht ubersehen werden, daB die voranstehend ver
zeichneten Erfahrungstatsachen eine Analogie von Licht und materieller 
Strahlung doch nur in begrenzter Weise begriinden. Die DE BROG
LIEschen Wellen haben wir empirisch nur an solehen Effekten kennen
gelernt, die den oben unter A behandelten optischen Interferenzexperi
menten entsprechen. Aber im Falle derelektromagnetisehen Strahlung 
sind nicht nur Interferenzen nachweisbar, sondern es sind - wenigstens 
fur hinreichend groBe Wellenlangen ---' die WeUenamplituden selbst, als 
elektromagnetische Feldstiirken, der unmittelbaren Beobachtung und 
Messung zuganglich. Dafiir bietet sich in den besprochenen Erfahrungen 
betreffs DE BROGLIEScher Wellen kein Analogon, unddie moderne 
Theorie verneint bezuglich gewisser Arten materieller Strahlung aus
driicklich die grundsatzliche Moglichkeit einer dieshezuglichen Analogi~. 
Ahnliches gilt fiir die oben unter C gemachte Feststellung, daB ~i hin
reichend groBer Strahlungsdichte auch die Interlerenzsehwankungen des 
Lichtes der klassischen Wellentheorie gemaB verlaufen; diese Feststellung 
kann also nicht allgemein auf materielle Strahlung ausgedehnt werden 
(vgl. Kapitel 4). 

Die fur das Licht festgestellte Notwendigkeit, die klassische Wellen
theorie durch eine dualistische Quantentheorie zu ersetzen, gilt natiirlich 
auch fur jede andere Art klassischer Wellen, wie etwa elastische Wellen 
in einem festen Korper. Die einer mit Unterliehtgeschwindigkeit fort
schreitenden Welle zugeordneten Korpuskeln haben gemaQ (24) ()ber
liehtgesehwindigkeit und die Eigenschaft E < e I ~ I, was wegen (I2) formal 
einer imaginaren Ruhmasse entspricht. 

Mit den DE BROGLIESchen Wellen stehen zwei Effekte in unmittel
barem· Zusammenhang, die in sehr charakteristischer Weise ein Versagen 
der klassischen Partike1mechanik beweisen. Der erste dieser Effekte ist 
der RAMSAuER-Eltekt: Bei Messung des "Wirkungsquerschnitts" gewisser 
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Atome gegenuber einem Strahl langsamer Elektronen zeigt sieh eine 
Abhangigkeit dieses Wirkungsquerschnitts von der Elektronengeschwin
digkeit derart, daB in einem gewissen Intervall der Wirkungsquerschnitt 
abnimmt mit abnehmender Geschwindigkeit. Dies ieigt sich in aus
gepragter Weise (Abnahme bis zu Werten unterhalb des gaskinetisehen 
Wirkungsquersehnitts) insbesondere bei den Edelgasen von Ne an. Der 
unklassische Charakter des Effekts liegt auf der Hand: die vom Atom 
auf das Elektron ausgeubten Kraftwirkungen sollten klassisch urn so 
merkbarer zur Geltung kommen, je kleiner die Elektronengesehwindigkeit 
ist, so daB der Wirkungsquerschnitt zunehmen muBte mit abnehmender 
Geschwindigkeit. Quantentheoretiseh ist der RAMSAuER-Effekt zu 
deuten als ein Beugungselfekt der DE BROGLIESchen Elektronenwellen. 
Er zeigt sieh namlich bei solchen Geschwindigkeiten, die ein anfangs 
ruhendes Elektron nach dem Durchfallen einer Potentialdifferenz von 
der GroBenordnung einiger Volt annimmt; die zugehOrige DE BROGLIE
sche Wellenliinge hat die GroBenordnung 5.10-8 em, also etwa die GroBen
ordnung der Atomdurehmesser. 

Noch auffalliger ist der Effekt des Durchgangs durch Potentialschwellen, 
der sich am klarsten bei den a.-Strahlen der radioaktiven Keme zeigt. 
Man weiB nach RUTHERFORD, daB das Potentialfeld eines Atomkems 
bis zu Radialabstanden der GroBenordnung 10-13 em herunter dem 
COULoMBschen Gesetze mit groBer Genauigkeit entspricht; das ergibt sieh 
aus Beobaehtungen der Streuung von a.-Strahlen durch sehwere Keme: 

In einer der Formel (20) der COMPTONSehen Streuintensitat analogen 
Weise wird die Streuung von a.-Strahlen quantitativ erfaBt durch die 
beruhmte RUTHERFORD-DARwINsche Streujormel 

1(8) _ I N (Z Z' e2 )2 1 - Orz 21LV. .~, 
,.. sln'-

(25) 

2 

die sich theoretiseh gerade unter Zugrundelegung des COULoMBschen 
Zentralfeldes fur die streuenden Keme ergibt. Mit Z' e ist die Ladung 
der gestreuten Teilehen (a.-Teilehen), mit Z e die der streuenden Keme 
bezeichnet, deren Masse als unendlich groB gegenuber der Masse I-' der 
gestreuten Teilehen (mit der Gesehwindigkeit v) angenommen wird. 
Wir nehmen vorweg, daB die exakte Quantentheorie (Wellenmechanik) 
fur das CouLOMB-Feld genau dieselbe Formel (25) liefert, wie sie sich aueh 
aus klassischer Reehnung ergibt: Die aus dem Vergleieh von (25) mit 
der Erfahrung gezogenen Ruckschlusse betreffs des Giiltigkeitsbereichs 
des COULoMBschen Gesetzes fur die Kemwechselwirkungen bleiben also 
auch fur die ·Quantentheorie in Kraft. Sie fuhren zu dem schon aus
gesproehenen Ergebnis und zeigen beispeilsweise, daB beim Uran U I 
noch in 3,2 . 10-12 em Abstand vom Kemmittelpunkt ein COULoMBsches 
Feld besteht. 

Wird nun aus einem solchen Kern ein a.-Teilchen entlassen, so 
muBte es naeh klassischer Partikelmechanik hemach mindestens soviel 
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kinetische Energie zeigen, wie ein Teilchen der Ladung 2e, das im Abo 
stand 3,2 . IO-12cm yom Kernmittelpunkt ohne Geschwindigkeit losgelassen 
und dann durch COULOMBsche AbstoBung beschleunigt wird, in groBer 
Entfernung bekommen wiirde. Tatsachlich zeigt sich aber beim U I 
eine ex-Emission, bei der die Energi~ nicht groBer ist, als die potentielle 
Energie eines ex-Teilchens im Abstand 6,3' IO-12 cm yom Kernmittel
punkt. Wir wissen heute, daB dieselbe Beziehung - Energie der 
emittierten ex-Teilchen kleiner als die maximale potentielle Energie eines 
ex-Teilchens in dem betreffenden COULOMBschen Kernfeld - bei allen 
radioaktiven ex-Strahlungen besteht. 

Die damit nachgewiesene Durchdringbarkeit von Potentialschwelle't ist 
offenbar ein in schroffster Weise der klassischen Mechanik wider
sprechender Effekt, fUr den jedoch die Einfiihrung der DE BROGLIESchen 
Wellen eine Deutungsmoglichkeit gibt: Der Effekt erscheint jetzt analog 
dem Umstand, daB nach klassischer Wellenoptik beim Vorgang der 
totalen Reflexion auch in dem den total reflektierten Lichtquanten 
unzuganglichen Medium eine gewisse elektromagnetische Erregung 
besteht. Diese Erregung klingt zwar raumlich exponentiell ab mit 
wachsendem Abstand von der Grenzebene; wenn aber das Medium mit 
dem kleineren Brechungsindex nur eine hinreichend dunne Platte bildet, 
hinter welcher wieder der groBere Wert des BrEichungsindex hergestellt 
ist, so wird ein gewisser Bruchteil der Lichtintensitat die Platte durch
dringen: Die Lichtquanten verhalten sich hier analog den die "Potential
wande" des Kerns durchdringenden ex-Teilchen. 

§ 3. Stationare Zustande und Lichtreaktionen. 
I. Nachweis der Energiestufen. Lauft ein chemisch einheitlicher 

Atomstrahl durch ein inhomogenes Magnetfeld, so bleibt er entweder 
unbeeinfluBt (unabgelenkt), oder er wird aufgespalten in einige diskret 
verschiedene Teilstrahlen, die verschiedene Ablenkungen durch das 
Magnetfeld erfahren (STERN-GERLAcH-Effekt). 

Aus der eintretenden Ablenkung der zu dem gleichen Teilstrahl 
gehorenden Atome ist zu entnehmen, daB alle diese Atome uberein
stimmendemagnetische Energie besitzen; und zwar ist die magnetische 
Energie, welche ein solches Atom besitzt, wenn es sich an einem Orte 
befindet, wo die magnetische Feldstarke den Betrag lot> I besitzt, gleich 

w(m)=C·lot>l; C=const. (1) 

Die ablenkende Kraft ist dann ~=-grad w(m). Die Konstante Chat 
in den verschiedenen Teilstrahlen verschiedene Werte: im Falle eines 
H-Atomstrahls (ebenso eine Ag-Atomstrahls) gibt es zwei Teilstrahlen 
mit entgegengesetzten Werten C: 

. eh 
ICI = Mo = 4 11 1'(; • 
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Dabei ist wieder e die Ladung und,u die Masse des Elektrons. Man nennt 
Mo das BOHRsche Magneton: 

ell 
Mo= 4:71:I'C =0,92I·IO-20erg/GauB. (2) 

1m allgemeinen Falle ergeben sich fur C mehrere aquidistante Werte, 
mit der Summe NuU, was man so auszudriicken pflegt: 

C=-mgMo; 1 (3) 
.m=-i, -i+I, -i+2, ... ,i-I,i; J 

Dabei ist i (die "innere Quantenzahl") entweder ganzzahlig oder halb
zahlig, so daB die angegebenen Werte von m. ("magnetische Quantenzahl") 
eine aquidistante Reihe bilden. Der Zahlfaktor g ("LANDEscher Faktor") 
hat Werte zwischen lund 2. Die Intensitdten der 2i + I vorhandenen 
Teilstrahlen stimmen ubereinl. 

Der Fall des unabgelenkten, unaufgespaltenen Strahls wird durch 

i = 0 dargestellt. Beim H-Atom (der' Ag-Atom) ist i = ~ und g 2. 

Wir erkennen aus diesem Experiment das Auftreten diskret verschiedener 
Zustandsmoglichkeiten und diskreter Energiestufen der Atome. Es ist fUr 
alle klassischen Theorien eine selbstverstdndliche Voraussetzung, daB der 
Energieinhalt irgendeines physikalischen Gebildes stetiger Abstufung 
fdhig' ist - ,da ja die physikalischen Vorgange, durch welche dieser 
Energieinhalt sich dndern kann, von der klassischen Beschreibung grund
satzlich immer als stetige Vorgdnge angenommen werden. 

1m STERN-GERLAcH-Experiment jedoch sehen wir, daB die magnetische 
Energie, die ein Atom in einem gewissen Magnetfeld annimmt, niche 
stetigvariabel ist, sondem nur endlich viele, um endliche Energiedifte
renzen auseinander liegende Werie annehmen kann. 

Derartige unstetige Energiestufen der Atome werden in nicht weniger 
anschaulicher Weise gezeigt durch die (historisch alteren) FRANCK
HERTZSchen ElektronenstofJ'lJersuche. Das Prinzip dieser Experimente ist, 
daB man die Atome eines einatomigen Gases oder Dampfes ,Zusammen
staBe mit einem Schwarm von Elektronen edeiden lli.Bt, wobei die Elek
tronen alle dieselbe kinetische Energie besitzen; es werden dann die 
durch Obertragung auf die Atome eintretenden Energieverluste der 
Elektronen festgestellt. 

Durchfli.llt ein Elektron eine Potentialdifferenz von V Volt, so ge
winnt es kinetische Energie vom Betrage 

I'vlx - = -eV ag. (4) 
2 . 300 

Man pflegt von einem atomaren Gebilde, dessen Energie gleich (4) 
ist, kurz zu sagen, es habe eine Energie 'lJonV Volt ( .. Elektron-Volt"). 

1 Vorausgesetzt ist selbstverstandlich, daB der urspriingliche, unauf
gespaltene Atomstrahlein "natiirlicher" (etwa aus einem Of en kommender) 
war, und nicht z. B. einer der Teilstrahlen aus einer varher durcblaufenen 
!)TERN-GERLACHSChen AnordI'lung. 
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Die Elektronen in den FRANCK-HERTzschen Experimenten haben 
Energien im Bereich von etwa Ibis 30 Volt. Da bei Zimmertemperatur 
die mittlere kinetische Energie 3/2 kT der Gasatome etwa 1/30 Volt 
betragt, so ist die auch anderweitig bedingte Genauigkeitsgrenze von 
1/10 Volt praktisch nicht unterschreitbar. Da das Massenverhaltnis von 
Atomen und freien Elektronen von der GroBenordnung 104 bis 105 ist, 
so kommt infolge von Energie- und lrp.pulssatz eine merkliche Anderung 
der Translationsenergie eines Atoms durch einen ElektronenstoB nicht 
in Frage: die Energieverluste der Elektronen entsprechen Zunahmen 
der inneren Energie der einzelnen Atome. 

Es zeigt sich nun, daB eine bestimmte Atomart nicht etwa beliebige, 
stetig abgestufte Energiebetrage in sich aufnehmen kann; sondern nur 
eine Reihe von diskret verschiedenen Werten der Energieaufnahme sind 
moglich. 1st die kinetische Energie der stoBenden Elektronen kleiner als der 
kleinste Betrag, den die Atome aufnehmen konnen, so verlaufen aile Zu
sammenstoBe. vollkommen elastisch, ohne Energieverlust der Elektronen. 

Die innere Energie eines Atomes ist also nur bestimmter, diskreter 
Werte fiihig, und kann nicht, wie es klassisch zu erwarten ware, stetig 
urn beliebig kleine Betrage verandert werden. Diese Energiestufen zeigen 
sich bei allen Atomen; ihre Lage ist charakteristisch fUr das betreffende 
Element. Dasselbe gilt fut MolekUle, nur mit dem Unterschied, daB bei 
diesen eine wesentlich engere lagerung der Energiestufen besteht, deren 
vollstandige Auflosung mit der Genauigkeit der ElektronenstoBversuche 
nicht mehr zu erreichen ist 1. Die kleinsten Anregungsspannungen fur 
einige Atome sind beispielsweise: 

H: 10,15 Volt; Na: 2,1 Volt; Mg: 2,7 Volt; TI: 0,9 Volt; 
He: 19,8 Volt; K: 1,6 Volt; Hg: 4,7; 4,9; 5,4 Volt. 

Von einer bestimmten Elektronenenergie an - die z. B. fur Hg
Atome 10,4 Volt betragt - konnen die getroffenen Atome auch 
ionisiert werden; doch ist der Energieverlust des stoBenden Elektrons 
bei lonisierung eines Hg-Atoms niche stets genau 10,4 Volt, sondem 
kann beliebige GroBe von 10,4 Volt an aufwarts haben. Man hat sich 
vorzustellen, daB der OberschuB des Verlustes uber den Mindestwert 
10,4 Volt dem abgerissenen Elektron als kinetische Energie ubertragen 
wird 2. Entsprechend gibt es fur iedes Element eine ihm charakteristische 
"lonisierungsspannung"; z. B. fur: 

H: 13,5 Volt; Na: 5,1 Volt; Mg: 7,6 Volt; 
He: 24,6 Volt; K: 4,3 Volt; TI: 6,0 Volt. 

1m Gegensatz zu den charakterisch quantenphysikalischen Ergebnissen 
von FRANCK und HERTZ ist die Existenz einer definierten, von Element 

1 Abgesehen von anderen sekundaren Hindemissen. 
a Die bier gebrauchte Ausdrucksweise bedarf streng genommen einer 

Korrektur im Hinblick auf den Umstand, daB grundsii.tzlich gar nicht zu 
unterscheiden ist, welches der beiden fortfliegenden Elektronen das "stoBende'" 
und welches das "abgerissene" ist. 
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zu Element verschiedenen Ionisierungsspannung ein auch klassisch zu 
verstehender und zu erwartend~r Umstand. Historisch ist die erste 
direkte Messung der Ionisierungsspannung schon den alteren Unter
suchungen von LENARD zu verdanken, der jedoch ihre Abhangigkeit 
vom Element nicht erkannt und die Bezeichnung "II-VOlt-Grenze" 
fUr die Ionisierungsspannungj beliebiger Atome beibehalten hat!. 

2. RITZsches Kombinationsprinzip und Energiestufen. Das unge
heure Erfahrungsmaterial, das die Spektroskopiker durch die Ausmessung 
der Wellenlangen in zahllosen Spektren von Atomen und Molekiilen 
zusammengetragen haben, bestatigt iiberall ausnahmslos die Gilltigkeit 
eines empirischen Gesetzes, das als das RlTzsche Kombinationsprinzip 
bezeichnet wird, und das folgendermaBen auszudriicken ist. Die Gesamt
heit der Linienfrequenzen im Spektrum eines Atoms oder Molekiils, 
oder eines Atom- oder Molekillions, ist zuriickzufUhren auf ein System 
von (unendlich vielen) Zahlen, die fUr das betreffende Spektrum cha
rakteristisch sind, und Terme dieses Spektrums genannt werden; jede 
der Frequenzen v ist durch Diflerenzbildung zu erhalten aus zwei solchen 
Termen Tn' Tm: 

V I 
C = T = Tn - T m· (5) 

Diese GesetzmaBigkeit ist von RITZ zuerst verallgemeinernd vermutet 
auf Grund def. von BALMER gefundenen Darstellung der Spektralfre
quenzen des H-Atoms: 

,,= B (~--~) (6) nl ml , 

mit ganzen Zahlen n, m, wonach also (5) mit den Termwerten 
B 

Tn = enl ; n = 1,2,3,. . . (7) 

gilt. Auch fUr das Heliumion' He+ ist (6), (7) anwendbar, mit einem 
anderen Wert fUr B: Die Erfahrung bestatigt fUr die drei Beispiele des 
H-Atoms vom Atomgewichte I oder 2 und des He+ die beriihmten, von 
BOHR gefundenen F ormeln 

a) B _ RZI . 
- 1+_11 ' 

M (8) 
2n1 e'l1 

b) R = ,.1 
Hierbei ist e die Elektronenladung, Z die Kernladungszahl (= I bei H 

und = 2 bei He+), /-t die Elektronenmasse und M die Kernmasse des aus 
positivem Kern und einem Elektron bestehenden Gebildes ist. Man nennt R 
die RVDBERG-Konstante. Es ist 

R 
C = I09737,II ± 0,6 cm-l. (8') 

1 Interessante Angaben tiber sonstige historische Vorlaufer der FRANCK
HERTzschen Untersuchungen finden sich in W. DE GROOT U. F. M. PENNlG: 
Anregung von Quantensprungen durch StaB. Handbuch der Physik, 2. Aufl., 
Bd.23, 1. 
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Der im besprochenen Beispiel vorliegende Fall, daB alle aus zwei 
beliebigen Termen T .. , T", zu berechnenden Frequenzen v=c (T .. -T",) 
wirklich im Spektrum vorkommen, findet sich allerdings bei anderen 
Atomen nicht wieder. Trotzdem haben sich die daraufhin friiher gehegten 
Zweifel an der Allgemeingiiltigkeit des RITzschen Kombinationsprinzips 
als unberechtigt erwiesen, indem sich die Moglichkeit ergeben hat, auf 
Grund einer bestimmten Klassifikation der Terme (Nurnerierung durch· 
mehrere Indizes, sog . . "Quantenzahlen") in Form von "Auswahlregeln", 
die fUr alle Atome in gleicher Weise gelten, gesetzmaBig festzulegen, 
welche Kombinationen zweier Terme T ... T", wahmehmbaren Spektral
linien entsprechen, und welche dagegen "verboten" sind. In vielen Fallen 
sind zudem durch bestimmte auBere Einwirkungen (z. B. minimalen 
STARK-Effekt) auch ,;verbotene" Linien hervotzulocken. 

DaB das RITZSChe Kombinationsprinzip als eine durchaus unklassische . 
GesetzmaBigkeit angesehen werden muB, liegt auf der Hand. Von 
klassischen Vorstellungen aus wiirden wir fiir ein schwingendes atomares 
System im 'einfachsten Falle eine Grundfrequenz v. und ganzzahlige 
Oberfrequenzen 2", 3", 4", ... erwarten. Man muB schon zu kompli
zierten Gebilden, wie schwingenden festen Korpem von ad hoc ersonnener 
merkwiirdiger Gestalt iibergehen, urn an einem klassischen Gebilde ein 
lihnliches System von Eigenfrequenzen zu erhalten, wj.e sie bei einem 
Atom vorliegen. Eine Deutung des RITzschen Kombinationsprinzips 
jedoch konnte auf klassischem Boden nur durch ganz spezielle und 
groteske Voraussetzungen erreicht werden, die der Einfachheit und 
Allgemeingiiltigkeit dieses empirischen Gesetzes in keiner Weise gerecht 
wiirden. 

Die experiroehtelle Erfahrung lehrt aber eine fundamentale Beziehung 
zwischen den SPektraltermen und den Energiestufen eines atomaren 
Gebildes: Bei passender Festlegung der additiven Konstanten, die in den 
Termen T .. und in den diskreten moglichen Energiewerten W .. stecken, 
besteht die P1'oportionalitat 

W .. ='-cT .. h. (9) 
Das bestatigt sich fUr all~ Falle, bei denen eine energetische Messung 
der W.. durchgefiihrt ist. HistorisclJ. hat man ffir eine Anzahl von Ele
menten gerade durch ElektronenstoBmessungen (auch in der in 3 zu 
beschreibenden optisch aufschluBreicheren Form) die Ermittlung der 
spektroskopischen Terme eingeleitet; in bezug auf MolekUle mit noch 
unanalysierten Spektren sind diese Untersuchungsmethoden noch immer 
aktuell. Die ungleich groBere Genauigkeit spektroskopischer Messungen, 
ermOglicht nach (9) umgekehrt die scharfere Berechnung von Energie
stufen aus den spektroskopischen Termen. 

Auch bei Starungen (Verschiebungen und Aufspaltungen) von Spektral
linien du~ch elektrische und magnetische Felder (STARK-Effekt; ZEEMAN

Effekt) bewlhrt sich das RITZsche Kombinationsprinzip; und es bew1i.brt 
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sich ebenso die Beziehung (9), wie man empirisch ffir eine Anzahl von 
Fallen unmittelbar aus den Ergebnissen der STERN-GERLAcHschen 
Methode ersehen kann: Die spektroskopische Erfahrung (Analyse der 
ZEEMAN-Effekte) lehrt, daB fur aUe atomaren Spe)ctralterme die An
wesenheit eines nicht zu starken auBeren Magnetfeldes eine gemaB der 
Formel (3) gestaltete Aufspaltung ergibt. Erst bei hOheren Magnet
feldstarken ergeben sich kompliziertere Storungen (PASCHEN-BACK
Elfekt). 

Bei dieser Gelegenheit ist ein wichtiger quantenphysikalischer Begriff 
einzufuhren: Wenn ein Spektralterm eines Atoms durch auBere Storung 
(z. B. ZEEMAN-Effekt) in G verschiedene Terme aufgespalten werden 
kann, deren jeder seinerseits keine weitere Aufspaltungsmoglichkeit 
besitzt, so sagen wir, der Term habe die Vielfachheit G. AUe Terme h;·ben 
endliche Vielfachheiten. 

Die Ionisierungsspannungen erweisen sich allgemein als verLnupft 
mit Konvergenzgrenzen der Spektralterme: Die in (7) aufgeschriebenen 
Terme Tn des H-Atoms konvergieren mit wachsendem n gegen T ex> =0; 
und WI =-c Tlh ist der der Ionisierungsspannung des H-AtOIl~.s ent
sprechende Energiewert. Es zeigen sich aber im AnschluB an die Konver
genzgrenzen der Spektralserien T l - T,. (LYMAN-Serie), T 2- T,. (BALMER
Serie) , T3-T,. (PASCHEN-Serie), ... kontinuierliche Spektren, welche 
im . Sinne des RITzschen Kombinationsprinzips (5) eine Erganzung der 
diskreten Terme T,. durch eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit von 
Termen T ~ 0 notig machen: diese entsprechen offen bar den positiven 
kinetischen Energien W = 1/2 p. v2 ~ 0, welche bei ionisiertem Zustand des 
Atoms von dem abgetrennten freien Elektron angenommen werden 
konnen. 

Entsprechendes gilt allgemein fiir beliebige Atome. 
3. Lichtreaktionen. Der Ursprung des Lichtes, das von einer GEISLER

Rohre oder einem hocherhitzten Gase ausgestrahlt wird, und das im 
allemeinen ein aus einzelnen engen Linien zusammengesetztes Spektrum 
besitzt, ist seit langem in inneratomaren Bewegungen gesucht worden, 
deren Energie sich auf das umgebende elektromagnetische Feld ubertragt. 
Versucht man in irgendeiner Weise ein Modell dieser inneren Bewegungen 
der Atome mit Hilfe klassisch-mechanischer Begriffe zu konstruieren, so 
kommt man, unabhlingig von jeder speziellen Wahl des· Modells, zu dem 
Ergebnis, daB die Bewegungsenergie jedes einzelnen Atoms in stetiger 
Weise in Strahlungsenergie ubergehen muB; dabei wiirden im allgemeinen 
aUe Spektrallinien des Atoms gleichzeitig emittiert. Diese Folgerungen 
stehen jedoch mit den Ergebnissen aller experimentellen Untersuchungen 
uber die Bedingungen der spC'ktralen Emissionen und Absorptionen in 
vollkommenem Widerspruch. 

Aus der Erkenntnis der unstetigen Energiestufen der Atome und ihrem 
durch das RITzsche Prinzip vermittelten Zusammenhang niit den spek
tralen Frequenzen gewinnen wir ein ganzlich anderes Bild von dem 
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Charakter der inneratomeren Bewegungen und ihrer Verkniipfung mit 
Strahlungsprozessen. Die Tatsache, daB ein Atom nur in gewissen 
diskret verschiedenen Zustanden mit endlichen Energiedifferenzen auf
treten kann, zwingt uns zu der Folgerung, daB Emission oder Absorption 
von Strahlung in unstetigen Spriingen von einem Zustand zu einem anderen 
geschieht, und bei jedem solchen Sprunge jeweils nur monochromatisches 
Licht abgegeben oder aufgenommen wird, dessen Frequenz y mit der 
Energiedifferenz LI W der beiden fraglichen Zustande durch die BOHRsche 
F requenzbedingung 

hy=LlW (ro) 
verkniipft ist: In diesem Bilde erhalten wir eine vollkommene Dberein
stimmung und wechselseitige Bedingtheit zwischen dem RITzschen 
Kombinationsprinzip und der quantenphysikalischen Grundtatsache, 
daB der Energieaustausch zwischen Lichtfeld und Materie in unteilbaren 
Lichtquanten hy vor sich geht. 

Die Vorstellung, daB die Strahlungsprozesse in so1cher Weise ge
bun den seien an die atomaren Energiestufen, fUhrt zu einer Reihe ein
facher Folgerungen beziiglich der Bedingungen fUr Emission und Ab
sorption von Licht, die ganzlich verschieden von· den aus jeder klassischen 
Theorie zu ziehenden Folgerungen sind, und die mannigfache Mi::iglich
keiten der experimentellen Priifung ergeben. Ais erste priifbare Folgerung 
ergibt sich, daB ein unerregtes Gas durchaus nicht alle seine Spektral
linien absorbiert, sondern jeweils nur einen Teil derselben; die Absorp
tionslinien der unerregten Atome sind diejenigen, deren tieferer Kombina
tionsterm dem energetischen Grundzustand des Atoms entspricht. Diese 
Folgerung ist an zahlreichen Spektren bestatigt worden; und man hat 
umgekehrt in vielen Fillen aus der Untersuchung von Absorptionen 
wichtige Unterlagen fUr die Analyse noch unbekannter Spektren 
gewonnen. 

Die mit der Frequenz einer einzelnen Absorptionslinie bestrahlten 
Atome, die ein ~y absorbiert haben und somit in einen energetisch hi::iheren 
Zustand gehoben sind, verausgaben die ihnen zugefiihrte Energie, indem 
sie, sofern sie ungesti::irt bleiben, ihrerseits wieder Strahlung aussenden. 
Kennt man das Termschema eines Elementes, so gestattet unsere Vor
stellung von der N atur der Strahlungsprozesse eine Voraussage der 
Spektrallinien, die in der Reemission auftreten ki::innen. Auch diese 
Aussagen der Theorie sind in mannigfaltigen Experimenten bestatigt 
worden. In jedem Fall ergeben sich offen bar nur endlich viele Spektral
linien in der "Fluoreszenz"; und bei vielen Elementen kommt der Fall 
vor, daB von einem bestimmten Anregungszustand aus, welcher die 
obere Kombinationsstufe einer Absorptionslinie bildet (wegen vi::illigen 
F ehlens zwischenliegender T erme, oder infolge der A uswahlregeln) nur 
der Riicksprung in den Grundzustand mi::iglich ist: dann wird also - bei 
AusschluB st6render Effekte - die ganze vom Gase absorbierte Energie 
als Strahlung unveranderter Frequenz reemittiert. An solchen "Resonanz-
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linien" sind in der Tat die absorbierten und reemittierten Energiemengen 
auch quantitativ als iibereinstimmend erwiesen worden (PASCHEN). 

Die geringen Mengen angeregter Atome, die bei Fluoreszenzexperi
menten ·vorhanden sind, konnen immerhin bereits auch andere als die 
normalen Absorptionen ermoglichen, wenn man mittels besonderer 
Anordnungen fUr eine starke Intensitat des eingestrahlten Lichtes sorgt. 
Die verwickelteren Effekte, die so zu erhalten sind (FiicHTBAUER), 
entsprechen gleichfalls dem quantentheoretischen Bilde der Elementar
prozesse der Strahlung. 

Die Absorption in einem kontinuierlichen, an eine Serienkonvergenz
grenze anschlieBenden Spektrum muB unseren Vorstellungen nach zur 
Ionisierung der absorbierenden Atome fiihren (analog einem Photoeffekt). 
Diese Ionisierung ist in der Tat nachweisbar. Umgekehrt kann die ent
sprechende Emission als durch Neutralisierung von Ionen zustande 
kommend erwiesen werden (" W iedervereinigungsleuchten"). 

Mehrere verschiedene Emissionslinien, die zu demselben A usgangs
zustand gehOren, haben untereinander stets dieselben Intensitatsverhdltnisse; 
ihre absoluten Intensitaten aber sind stets proportional mit der Anzahl 
vorhandener Atome im Ausgangszustand der Emission. Diese primitiven 
und fundamentalen Behauptungen werden durch zahllose experimentelle 
Erfahrungen gestiitzt; da jedoch solche Experimente, aus denen ihre 
Richtigkeit sich ganz unmittelbar und zugleich quantitativ ergibt, nur 
sparlich sind, konnte noch vor wenigen Jahren die Richtigkeit dieser 
Behauptungen (auf Grund einer abweichenden Deutung der neuent
deckten "Wellenmechanik") in Zweifel gezogen werden. Besondere 
Experimente haben diese Zweifel widerlegt. Die Absorptionsstarke einer 
Linie ist entsprechend proportional mit der Anzahl vorhandener Atome 
im unteren Kombinationszustand. 

Diese Tatsa.chen veranlassen folgende Begriffsbildung. In einem 
Haufen angeregter Atome im n-ten Zustand besteht eine Wahrschein-
lichkeit 

G",A .. ",LIt (II) 
dafUr, daB ein bestimmtes, beliebig herausgegriffenes dieser Atome 
innerhalb der (kleinen) Zeitspanne LI t unter spontaner Emission des 
entsprechenden hv in den energiearmeren m-ten Zustand iibergeht. Mit 
Gm meinen wir dabei die Vielfachheit des m-ten Zustands, welche hier 
als Faktor abzuspalten zweckmaBig ist. Die Gesamtemission von N 
Atomen im Zustand n liefert dann pro Zeiteinheit die Energie 
NGmA .. ", . hv .. ", mit v .. m = (W .. - W",)/h. Andererseits besteht unter 
EinfluB einer Strahlungsdichte e. der Frequenz V=l' .. m fUr ein im m-ten 
Zustand befindliches Atom eine Wahrscheinlichkeit 

G"B", .. e.Llt (I2) 
fUr einen Absorptionsiibergang nach n innerhalb von LI t; mit G" ist 
die Vielfachheit des n-ten Zustands gemeint. 
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Der empirische Vergleich von A bsorptions- und E missionsstiir ken der
selben Spektrallinie liiBt fUr die Koeffizienten A""" B", .. der Ubergangs
wahrscheinlichkeiten (II), (12) das folgendeEINsTEINsche Ges.etz als 
zutreffend erkennen: 

8nn 
A .. ", = B ... ,,·----ca~m. (13) 

Die Dbergangswahrscheinlichkeiten stehen femer nach LADENBURG 
in einer einfachen gesetzmaBigen Beziehung zur Dispersion. Wir be
trachten die Dispersion in einem unangeregten und optisch isotropen 
einatomigen Gase (also ohne Vorhandensein eines STARK- bzw. ZEEMAK
Effektes erzeugenden elektrischen oder magneti~chen Feldes). In be
kannter Weise berechnen wir gemaB 

I n!.-.,- I 4 n 
II" n:,+ 2 = 3 Ct, (14) 

wobei N die Zahl der fraglichen Atome in der Volumeinheit und no> 
der von der Lichtfrequenz ,,= roj27t abhangige Brechungsindex ist, die 
atomare Relraktion Ct. Fiir Ct bewahrt sich erfahrungsgemaB die Formel 

~ = _~ ~,GkvkO B~ .(15) 
4n8~ v\ -v2 , 

k 0 

in welcher die Absorptionslrequenzen "100 (der Index Null bezeichne den 
Grundzustand) als Resonanzstellen der Dispersion auftreten. Die Sum
mation in (IS) erstreckt sich iiber alle vom Grundzustand verschiedenen 
Zustande k (wobei jedoch gemaB den Auswahlregeln in der Mehrheit 
aller Falle Bo k verschwindet); der kontinuierliche Anteil des Absorptions
spektrnms ist also in Gestalt einer Integration mitzuberiicksichtigen. 

Handelt es sich jedoch urn angeregte Atome im n-ten Zustand, so ist 
das diesbeziigliche Ct gleich 

Ct = 3 n { ~ _G~!kn B",k _ ~ G", v" ... B""!..}. (IS') 
4W ~ vl .. -v2 ~ v!",-v2 , 

10>.. "'< .. 

hier sollen die V"" (k> n) die Absorptionslrequenzen des n-ten Zustands 
und die " ..... (m<n) die Emissionslrequenzen des n-ten Zustands bedeuten. 
Die Gk , G", in (IS), (IS') sind wieder die Viellachheiten der Zustande k, m. 

Neben dieser kohiirenten Dispersion ergi'bt ein. von Primarstrahlung 
der Frequenz " getroffenes Atom auch noch eine inkohiirente Streu
strahlung (SMEKAL-RAMAN-Ellekt) , in welcher Frequenzen der Form 

,,' = v + W"-;; w... (16) 

auftreten; dabei ist jetzt W" die Energie desjenigen Zustands, in welchem 
sich die reagierenden A tome anfangs befinden und W", « W .. oder > W .. ) 
ein anderer m6glicher Energiewert: Die Elementarprozesse dieser 
SMEKAL-RAMAN-Streuung verlaufen so, daB das vom Lichtquant h'll 
getroffene Atom vom n-ten in den m-ten Zustand iibergeht, wodurch 
die (Positive oder negative) Energie W" - W '" frei wird, so daB das 
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sekundar auftretende Lichtquant die Energie hv' bekommt. Die Inten
sitaten der RAMAN-Streuung hangen wiederum eng zusammen mit den 
Absorptionskoeffizienten B m ", k6nnen jedoch nicht aus den B m " (und 
v" m) allein berechnet werden. Die diesbezuglichen GesetzmaBigkeiten 
finden ihren Ausdruck in einer von KRAMERS und HEISENBERG auf
gestellten Formel, die ebenfalls als in weitem Umfang empirisch begrundet 
bezeichnet werden darf. Ihre Formulierung und Erlauterung solI jedoch 
erst spater (Kapite12) vorgefuhrt werden. 

Die obige Feststellung der Proportionalitiit der Emission einer Spektral
linie mit der Anzahl der vorhandenen Atome im Ausgangszustand des 
betreffenden Dberganges bewahrt sich auch dann, wenn diese Anzahl 
zeitlicher Anderung unterworfen ist. Fur den Fall, daB keine Neubildung 
von Atomen im Ausgangszustand geschieht, ergibt diese Proportionalitat 
ein exponentielles A bklingen der Anzahl N: 

dN 
lii- = - yN; (17) 

N(t) =N(o)·e-1't. 
Hier ist y gleich der gesamten Obergangswahrscheinlichkeit (pro Zeit

einheit) in beliebige tiefere Zustande m: 

Y=Yn = I GmAnm; (W m< W,,). 
m 

An der Lichtemission von Kanalstrahlen kann man bei (allerdings 
schwierigem) AusschluB sekundarer Effekte dies exponentielle Abklingen 
bestatigen und die Absolutwerte der mittleren Lebensdauern1 

I 
i" = - (19) y .. 

verschiedener Zustande n empirisch bestimmen. Andererseits kann man 
i" nach (18) berechnen aus den Dbergangswahrscheinlichkeiten A nln , 

die man [wegen ihres Zusammenhanges (13) mit den Bm .. ] aus Absorp
tionsintensitiiten oder - nach (IS). (IS') - aus Dispersionsmessungen 
empirisch ermitteln kann. Aus Absorptionsmessungen bekommt man 
beispielsweise fUr den 2 2D'I,-Zustand des Tl die Lebensdauer 6,2 . 10-8 sec 
und fUr den 2 3 P1-Zustand des Zn den sehr groBen Wert 2,6 . 10-5 sec 
(F. MULLER undW. BILLETER). 

In riesigem Umfang, unter mannigfachsten Verwicklungendurch 
Aufeinanderfolge einer Reihe von Umwandlungen und mit gr6Bter 
Prazision, ist jedoch der fragliche Tatbestand nachgewiesen fUr die radio
aktiven Umwandlungsprozesse, welche in vieler Hinsicht als die best
untersuchten quantenphysikalischen Elementarprozesse gelten k6nnen. 

1 Von den zur Zeit t = 0 vorhandenen N (0) Atomen haben gerade 
-dN (t)ldt· LJ t eine (von t = 0 an gerechnete) Lebensdauer zwischen t und 
t + LJ t. Also ist die mittlere Lebensdauer gleich 

CD CD 

T = - N ~o) /t. d ~ __ /!l. dt = / y t· e-1't. dt = ;-. 
o 0 
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Neben spontaner Lichtemission (y-Strahlung) finden wir hier bekanntlich 
auch spontane Emissionen materieller Strahlung (ot- und p-Strahlen); 
entsprechend dem Dualismus Wellen - Korpuskeln stehen beide FaIle in 
enger Analogie. Die fundamentale GesetzmaBigkeit, daB die durch 
spontane Emission erfolgende Abnahme einer Anzahl N stets dieser 
Anzahl proportional ist, bewahrt sich durchgangig in einem Erfahrungs
material, das Lebensdauem bis 10-11 sec abwarts und bis 1010 J a,hren 
aufwarts umfaBt; die verwickelten zeitlichen Anderungen der Anzahlen 
N, die sich durch Zerfall und Nachlieferung in den radioaktiven Zerfalls
reihen ergeben, finden auf dieser Unterlage ihre vollstandige exakte 
Deutung. 

Die Merkwurdigkeit dieses fundamentalen Quantengesetzes, und sein 
einschneidender Gegensatz zu klassisch-physikalischen Kausalitatsvor
stellungen, liegt darin, daB fUr jedes einzelne Atom die Zerlallswahr
scheinlichkeit (Gesamt-Dbergangswahrscheinlichkeit) y' LI t unabhiingig 
von der Zeit ist, also unabhangig davon, wie lange das Atom in seinem 
jetzigen Zustand bereits besteht. 

Dieser statistische Charakter des radioaktiven Zerfallsgesetzes konnte 
empirisch noch ausdriicklicher sichergestellt werden durch eingehende 
Untersuchungen der 5chwankungen, die sich in der Gesamtemission eines 
radioaktiven Praparates ergeben. 

4. Verkniipfung von StoBen und Leuchtprozessen. Wohl die deut
lichste denkbare Bestatigung des quantenphysikalischen Bildes der 
Beziehungen von Energiestufen und Strahlungsprozessen ergibt sich 
aus Experimenten, in denen ElektronenstoBmethoden mit optischer 
Beobachtung verbunden werden. Man beschieBt wiederum Atome mit 
Elektronen bestimmter Geschwindigkeit, sodaB bei Kenntnis des Term
schemas zu iibersehen ist, welche Anregungszustande mit der maximal 
verfiigbaren Elektronenenergie erreicht werden konnen. Diesen ent
sprechen bestimmte Emissionslinien, und man verfolgt bei allmahlicher 
Steigerung der Elektronenenergie das p16tzliche Auftreten der zu <er
wartenden Linien bei Erreichung der zur Anregung des fraglichen 
Ausgangsniveaus notigen Spannung. Solche Experimente sind an 
mancherlei Atomen ausgefiihrt, in besonders klarer und schoner Weise 
durch G. HERTZ. 

In Umkehrung der ElektronenstoBanregung kann ein angeregtes 
Atom bei ZusammenstoB mit einem Elektron seine Anregungsenergie 
in kinetische Energie des Elektrons verwandeln (,,5toP zweiter Art"). 
Auch bei ZusammenstoBen zwischen zwei Atomen kann Umwandlung 
von Translationsenergie in Anregungsenergie oder umgekehrt stattfinden. 
Das zeigt sich z. B. sehr instruktiv an Hg-Dampf, der durch Einstrahlung 
von nur einer der beiden Resonanzlinien (D-Linien) 1 25.,.- 2 2P"., 
1 25".- 2 apI,. erregt wird. Wahrend sich bei klein~m Dampfdruck 
Reemission nur dieser einen Resonanzlinie ergibt, werden bei hoherem 
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Dampfdruck - also haufigeren ZusammenstoBen - beide Resonanz
linien reemittiert: die haufigen StoBe werfen die angeregten Atome zum 
Teil noch vor Eintreten der Reemission in das benachbarte Anregungs
niveau. 

Beim ZusammenstoB eines angeregten und eines unangeregten Atoms 
kann .auch - bei Vorhandensein passender Energiestufen - ein Teil 
der Anregungsenergie des ersten Atoms in Anregungsenergie des zweiten. 
umgewandelt werden. Dieser Effekt liegt der sensibilisierten Fluoreszenz 
(J. FRANCK und Mitarbeiter) zugrunde, bei welcher beispielsweise Hg
Dampf mit TI oder Pb, Bi, Ag, Cd, Zn, In gemischt und durch Einstrah
lung der Hg-Resonanzlinie 2536,7 erregt wird: In der nach der Lage 
der Anregungsstufen zu erwartenden Weise tritt dann eine spektrale 
Emission auch des beigemischten Dampfes ein. Am Beispiel des Tl 
wird die nach Energie- und Impulssatz zu erwartende gleichzeitige Um
wandlung eines Bruchteils der Hg-Anregungsenergie in translatorische 
Energie des TI-Atoms nachweisbar durch Doppler-Verbreiterung der 
TI-Emission (FRANCK-CARlO). 

Alle diese Effekte und zahllose im Prinzip ahnliche, wenn auch teils 
viel verwickeltere (z. B. in der Photochemie) , bestatigen immer wieder 
das quantentheoretische Bild der unstetigen Energiestufen und ihrer 
Verkniipfung mit den Emissions- und Absorptionsprozessen. Hier sei 
abschlieBend nur noch auf die eigentiimlichen Effekte hingewiesen, die sich 
aus dem Auftreten metastabiler Zustande (FRANCK-KNIPPING) ergeben. 
Ais metastabil bezeichnen wir einen Zustand oberhalb des Grundzustands, 
wenn auf Grund der A uswahlregeln von ihm aus kein Quantensprung 
der spontanen Emission in einen energetisch tieferen Zustand moglich 
ist. Solche metastabile Terme gibt es z. B. bei Hg (namlich 2 3PO und 
2 3P 2), bei TI, He, Ne, iiberhaupt bei allen Elementen auperhalb der 
ersten Spalte des periodischen Systems. Ein in einen metastabilen Zustand 
geratenes Atom wird solange in diesem Zustand verharren, bis es ent
weder durch Lichtabsorption in einen hoheren gehoben, oder durch einen 
Zusammenstop in einen anderen Zustand iiberfiihrt wird. Die durch 
Zusammenstope begrenzte mittlere Lebensdauer eines metastabilen Zu
stands ist nach mimcherlei Methoden zum Gegenstand direkter Messungen 
gemacht worden. Das Vorkommen von Lebensdauem bis zur GroBen
ordnung 10-2 sec unter noch keineswegs abnormen Bedingungen bietet 
naturgemaB Moglichkeiten recht auffalliger Effekte. 

Wird aber durch extremste Herabsetzung der Gasdichte (bei gleich
zeitiger Entfemung von Ge/apwanden) die Haufigkeit von Zusammen
stoBen immer weiter verringert, so muB die Tatsache zur Geltung kommen, 
daB die spektroskopischen Auswahlregeln prinzipiell nur eine approxima
tive Giiltigkeit besitzen. So zeigt z. B. beim Hg die verbotene Linie 
I lS0-2 3PO eine zwar 'sehr geringe, abeT doch meBbare Absorption 
(RAYLEIGH), aus der wir nach (12), (13), (19), die mittlere Lebensdauer 
des von StoBen vollig ungestorten metastabilen Zustands 2 3 Po berechnen 

Jordan. Quantentheorie. 3 
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konnen1 ; sie hat die GroBenordnung I sec. Bedingungen, welche den 
Atomen im Mittel eine ungestorte Pause von mehr als I sec zwischen 
zwei ZusammenstoBen mit anderen Gasatomen oder mit GefaBwanden 
gewahren, sind in irdischen Laboratorien nicht herstelibar; sie bieten sich 
<j.ber im Weltraum in den von den Astrophysikern untersuchten N ebeln dar, 
fur welche zum Teil Zeitdauern von etwa104 sec fUr die mittlere Pause 
zwischen zwei ZusammenstoBen errechnet werden. Dnter solchen Ver
haltnissen 'mussen auth metastabile Atome ihre Anregungsenergie 
praktisch stets durch spontane Emission verausgaben; und es treten 
deshalb als zum Teil sogar starkste Linien in N ebelspektren gerade 
gewisse verbotene Linien mit metastabilem Ausgangsterm der Emission auf 
(BOWEN). 

Aile diese hier aus der Dntersuchung deroptischen Spektren und 
ihrer Anregungsbedingungen gezogenen Folgerungen bewahren sich auch 
in bezug auf die Rontgenspektren alier Elemente, und die zugehorigen 
Bedingungen fur Emissionen, Absorptionen und Anregungsprozesse. 
Die Rontgenspektren werden emittiert von Ionen, denen jedoch nicht 
eines der "auBeren", d. h. locker gebundenen Elektronen, sondern gerade 
eines der "inneren", d. h. fester gebundenen Elektronen entrissen ist. 
Indem in d.iese "Lucke" eines der weniger fest gebundenen Elektronen 
hineinspringt, wird ein entsprechendes hv emittiert. Wie bei den gewohn
lichen optischen Spektren ist also eine ZuruckfUhrung der Linien in den 
Rontgenspektren auf Terme (RITzsches Prinzip) moglich, und der Zu
sammenhang dieser Terme mit entsprechenden Energiewerten kann 
direkt bestatigt werden durch ElektronenstoBversuche, welche mit 
bestimmten Elektronenenergien ganz bestimmte Rontgenlinien hervor
rufen. - 1m Rontgenabsorptionsspektrum eines neutralen Atomes zeigen 
sich, wie es sein muB, keine diskreten Linien, sondern nur kontinuierliche 
Absorptionsgebiete, deren Minimalfrequenzen direkt die Terme fUr das 
Rontgen-Linienspektrum des zugehOrigen Ions liefern. 

Endlich sei in diesem Zusammenhang noch ganz kurz auf das aus
gedehnte Gebiet der Photochemie hingewiesen: Bei chemischen Reak
tionen, die durch Lichteinwirkung zustande kommen, wird (von etwaigen 
sekundaren Verwicklungen abgesehen) stets je ein Molekul durch je ein 
absQrbiertes hv in den reaktionsfahigen Zustand versetzt. 

5. Thermodynamische Quanteneffekte. Das PLANcKsche Gesetz und 
die ihm zugrunde liegende Formel (17), § I fur die mittlere thermische 
Energie des harmonischen Oszillators bildeten bereits Beispiele fUr das 
Auftreten von Quanteneffekten in thermodynamischen Problemen. 
Die meisten thermodynamischen Quanteneffekte sind zuruckfUhrbar auf 
das folgende Gesetz der kanonischen Verteilung: Von einer groBen Zahl N 

I Indem wir zunachst, durch Vergleich r¢t der Absorptionsintensitat 
der ResonanzIinie 1 15 0-2 3PI' das Verhiiltnis dieser Lebensdauer zu der 
ihrem Absolutwerl nach anderweitig bekannte'n Lebensdauer des Zustands 
2 3P I berechnen. 
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unabhangiger, gleichartiger Quantensysteme befinden sich beim thermo
dynamisch-stationaren Zustand je N,. im n-ten Anregungszustand, wobei 

W. 
N,. g,.e- liT 
N - F(T) (20) 

ist; g,. wird als das statistische Gewicht des n-ten Zustands bezeichnet. 
Der Nenner F(T) bestimmt sich durch 

zu 
,. 

Wm 

F (T) =~ g",e- liT. (20') 
fill 

Qualitativ ist also zu erwarten, daB in thermisch leuchtenden Gasen 
oder Dampfen bei geringeren Temperaturen zunachst solche Linien auf
treten, deren oberer Kombinationsterm noch moglichst niedrig liegt; 
bei wachsender Temperatur sind weitere Linien mit energiereicheren 
Ausgangszustanden zu erwarten. Man erhaIt beispielsweise in der 
Bunsenflamme bei etwa 15500 C von Li nur die Resonanzlinie, von K 
die zwei am leichtesten anregbaren Ljnien, bei Rb vier, bei Cs sechs 
Linien, wie es nach der Lage der Anregungsstufen der Alkalien zu er
wart en ist. Bei Steigerung der Temperatur kommen entsprechend der. 
Lage im Serienschema immer weitere Spektrallinien hinzu. Sehr um
fassend hat KING das Temperaturleuchten einer groBen Reihe von 
Metallen im elektrischen Olen untersucht; seine Ergebnisse haben sich 
auch als wertvolles Hilfsmittel zur Termanalyse komplizierter Spektren 
bewahrt. 

Eine quantitative Priifung von (20) ist am besten moglich durch 
Messung von Absorptionsstiirken in erhitzten Gasen und Dampfen. Obwohl 
eine solche quantitative Priifung nur an sparlichen Beispielen durch
gefiihrt ist (z. B. bei Tl von GROTRIAN und von F. MULLER), wollen wir 
doch hier die GesetzmaBigkeit (20) der kanonischen Verteilung unter den 
unmittelbar empirisch zu sichemden quantenphysikalischen Gesetzen 
aufzahlen. 

A.hnliches gilt von folgender fundamentaler Beziehung: Die durch 
(20) definierten statistischen Gewichte g,. stimmen uberein mit den V iellach
heiten G,. der Terme: 

g,.=G,.. (21) 

Insbesondere sind also die statistischen Gewichte stets ganze Zahlen. 
Das bekannte Gesetz der MAxWELLSchen Geschwindigkeitsverteilung 

in der kinetischen Gastheorie ist gar nichts anderes, als ein Spezialfall 
der GesetzmaBigkeiten (20), (21). (Naheres hieriiber in Kapitel 2.) Es 
sei deshalb an dieser Stelle hervorgehoben, daB die MAxWELLsche Ge
schwindigkeitsverteilung nicht nur indirekt, sondem auch durch direkte 
Messung der Geschwindigkeitsverteilung in Atomstrahlen empirisch 
gesichert worden ist. 
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Die thermodynamische Bestimmung chemischer Gleichgewichte in 
Gasen setzt bekanntermaBen voraus, daB man die Entropieanderung 
kennt, welche bei Verschwinden gewisser Molekule uild Erzeugung 
anderer Molekille eintritt. Das Problem ist allgemein geli:ist, wenn man 
fur jedes einzelne, chemisch einheitliche (ideale) Gas die additive Kon
stante festgelegt hat, welche, solange man chemische Umsetzungen 
grundsatzlich ausschlieBt, willkurlich bleibt. ErfahrungsgemaB bewahrt 
sich insbesondere fUr einatomige Gase folgender Absolutwert der Entropie: 

S = k N { log [k ~ 1"1.] + -; + log _g (2 11: ;p. k'i. } , (22) 

wo g das statistische Gewicht des Grundzustandes der fraglichen Atome 
und N ihre gesamte Anzahl ist. Man nennt 

1 g (211: m)'I. kl/. 
og k3 (23) 

die chemische Konstante. 
Das gilt auch fUr das aus freien Elektronen gebildete Gas; fUr dieses 

ist g = 2. Man kann also die fUr chemische (und Dissoziations-) Gleich
gewichte gebrauchten Formeln auch auf das thermische Ionisierungs
gleichgewicht anwenden (EGGERT, SAHA) , was fur die Flammenleitung 
und fUr viele Probleme der Astrophysik von vielseitiger Bedeutung isl. 
Fur den einfachsten Fall, daB eine Atomart vorhanden ist und nur 
einfache Ionisierung in Frage kommt, wird der Bruchteil x inesierter 
Atome gegeben durch 

x2p 2' _LlW 
--= --.lL. (2 n m)·I. (k T)'I. e "T (24) 
I _X2 gk3 , 

wo p der Gesamtdruck, m die Elektronenmasse und LI W die Ionisierungs
energie ist. Mit gist das statistische Gewicht des Grundzustandes des 
Atoms, mit g' dasjenige fUr das Ion bezeichnet. 

Durch Anwendung der empirisch umfassend oestatigten Formel (24) 
- bzw. der entsprechenden Formeln fUr kompliziertere Falle - kann 
man auch eine Berechnung von Ionisierungsenergien LI W aus der Be
obachtung der thermischen Ionisierung (auf Grund der elektrischen 
Leitfahigkeit von Flammen) ausfUhren, und diese Werte LI W mit den 
durch ElektronenstoB gemessenen Ionisierungsspannungen und den 
Frequenzen der optischen Seriengrenzen vergleichen. 

Als letzte hierher gehi:irige Erfahrungstatsache erwahnen wir den 
NERNsTschen Warmesatz oder dritten Hauptsatz der Thermodynamik: 
Die Entropie jedes thermodynamischen Systems ist beim absoluten 
Temperaturnullpunkt gleich Null. 

Indem wir die Einzelheiten der zahlreichen diesbezuglichen Unter
suchungen und Diskussionen ubergehen, stellen wir zusammenfassend 
fest, daB nach heutigem Stand der Dinge keine Veranlassung gegeben ist, 
die ausnahmslose Richtigkeit dieses Satzes zu bezweifeln. 

Wir wollen hervorheben, daB dieser dritte Hauptsatz der phanomeno
logischen Thermodynamik eine ebenso notwendige wie befriedigende 
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Abrundung gibt. Der zweite Hauptsatz fordert nicht nur, daB bei Ein
fiihrung der absoluten Temperaturskala, welche den universellen Wir
kungsgrad 

'YJ = TI-Ts (25) 
Tl 

eines zwischen den Temperaturen T1, T2 arbeitenden CARNoT-Prozesses 
ergibt, negative Temperaturen T < 0 unmoglich sind, sondern er fordertl 
auch (damit neben 'YJ> lauch 'YJ = I ausgeschlossen ist) die Giiltigkeit 
des Frinzips der Unerret'chbarkeit des Nullpunkts: In einem adiabatisch 
abgeschlossenen System darf durch keine endliche Zustandsanderung die 
Temperatur T = 0 erreichbar sein. Dies Prinzip kann aber, wie man leicht 
iiberlegt, nur auf zwei Wei sen garantiert werden: Entweder muB iedes 
thermodynamische System fUr T=o eine Entropie 5=-00 haben. 
Oder es muB sich universell die additive Entropiekonstante so normieren 
lassen, daB fUr iedes thermodynamische System. 5 = 0 bei T = 0 wird. 

Die klassische Theorie entspricht der ersten dieser beid6'l1 Moglich
lceit~n: Sie liefert ja beispielsweise fUr ein Kristallgitter' (vgl. § I) eine 
konstante, temperaturunabhangige spezifische Warme, die also in der 
Tat 5 = - 00 fUr T = 0 ergibt. Aber der 5trahlungshohlraum mit dem 
STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetz lehrt uns,. daB nur die zweite Moglich
keit der Wirklichkeit entsprechen kann: Die bloBe Tatsache, daB es 
auch fUr den Strahlungshohlraum einen dejinierten Zustand des thermo
dynamischen Gleichgewichts gibt, macht in Verbindung mit dem zweiten 
Hauptsatz den dritten Hauptsatz bereits zu einer Notwendigkeit, und 
HiBt uns somit auch die ihm zugrunde liegenden Quantenelfekte als 
unentbehrlich fiir die innere Geschlossenheit des Gebaudes der Thermo
dynamik erkennen. 

§ 4. Dynamik der Quantelung. 
I. Linienbreiten. Es hat sich im obigen aus den quantenphysikalischen 

Erfahrungen betreffs der stationaren Zustande und der mit ihnen ver
kniipften Strahlungsreaktionen ein Ges~mtbild herauskristallisiert, das 
zwar schroff abweicht von klassischen Vorstellungen, das aber doch von 
wunderbarer Einfachheit ist. Hat man sich mit dem geschehenen Bruch 
mit klassischen Bildern abgefunden, so konnte man geradezu die Ein
fUhrung der quantenphysikalischen Diskontinuitaten als eine erhebliche 
Vereinfachung und Primitivierung der Sachlage ansehen. Aber man 
darf sich von der Einfachheit und Primitivitat der erreichten Begriffs
bildungen und GesetzmaBigkeiten nicht verfiihren lassen, z'hre Tragweite 
zu iiberschiitzen. Es -ist nicht so, wie man im Laufe der historischen Ent
wicklung mancherseits geglaubt hat, daB ein radikales Betonen der 
diskontinuierlichen Seite der Erscheinungen uns auf den Weg zur vollen 

1 Die in der Literatur vertretenen Zweifel an der Zwangslaufigkeit dieser 
Folgerung halten wir fiir unberechtigt. 
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ErschlieBung . der Quantenratsel fiihren k6nnte. Es ist vielmehr die 
Verkni,i,plung von stetigen und unstetigen Gr6Ben, durch welche sich die 
Quantentheorie charakteristisch unterscheidet, nicht nur einerseits von der 
klassisch-makroskopischen Physik, die nur stetige Gr6Ben kennt, sondern 
auch andererseits von einer reinen Diskontiuumstheorie. Eine reine Dis
kontinuumstheorie ist die mathematische Theorie der kristallographischen 
Raumgittersymmetrien, in welcher es nur unstetige Begriffe (diskrete 
Deckoperationen und ihre Verkniipfungen) gibt, und welche demgemaB 
ihre mathematisch angemessenste Behandlung im Rahmen einer rein 
arithmetischen Theorie (Zahlentheorie hyperkomplexer Gr6Bensysteme) 
findet. Den Quantenerscheinungen jedoch liegen nicht als mathema
tisches Geriist die "Gesetze der ganzen Zahlen" zugrunde, und wir 
wollen jetzt einige Tatsachen zusammenstellen, welche zeigen, daB das 
bisher aus den experimentellen Erfahrunge~ entwickelte Bild der quanten
physikalischen Unstetigkeiten noch ganz grundsatzlicher Erganzungen 
und Vertiefungen bedarf. 

Ein klassischer harmonischer Oszillator, der vermittelst einer schwin
genden elektrischen Ladung elektromagnetische Strahlung emittiert, 
wird, sich selbst uberlassen, infolge der standigen Energieausstrahlung 
eine dauernde Abnahme seiner Schwingungsamplitude zeigen: Die 
Schwingungskoordinate wird eine Bewegung der Form 

q= Co·e-i yt·cos (2 7&"0 t + 15) 
mit exponentiell abklingender Schwingungsamplitude ausfiihren. Daraus 
ergibt sich dann (durch FOURIER-Analyse, also spektrale Zerlegung der 
entsprechenden exponentiell abklingenden Emissionswellen), daB die 
emittierte Strahlung - deren I ntensitat mit e- y t abklingt - nicht mehr 
exakt monochromatisch ist, sondern einespektrale Verteilung proportional 

I (v) = const (1) 
(~ y r + 411;1 (V-VO)2 

besitzt, was eine endliche Linienbreite der emittierten Spektrallinie ergibt: 
Offenbar ist 

,1,,= L (2) 
211; 

die doppelte Halbwertsbreite 1 •. Die Intensitatsverteilung in der Linie ist 
symmetrisch zur Linienmitte 11 = "0. 

Empirisch zeigt in der Tat jede SpeKtrallinie eine endliche Breite, 
an deren Zustandekommen jedoch mehrere Effekte beteiligt sind: sehen 
wir ab von Verbreiterungen, welche durch Wechselwirkungen der Gas
atome untereinander bedingt werden, so wird immer noch die T emperatur
bewegung de.r Atome durch Dopplerelffkt eine endliche Breite bedingen. 
Bei Ausschaltung auch der Dopplerverbreiterung muB jedoch die "natur
liche Linienbreite" in Erscheinung treten. 

1 Das heil3t der Ahstand derjenigen Frequenzen v' =Vo + L1V/2 und v" = 
Vo - L1 V/2, fur welche I (v') = I (v") = I {V)/2 ist. 
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Die moderne Theorie macht iiber die natiirliche Linienbreite zwei 
ganz allgemeine und sehr einfache Aussagen: 

1. Die Linientorm ist allgemein durch (I) gegeben. 
2. Die Halbwertsbreite 1'/4 n einer Linie ist gegeben durch 

I I 
'}'= - +-, (3) 

T" T", 

wenn T .. , T", die mittleren Lebensdauern im oberen und unteren Niveau 
der fraglichen Linie sind. 

Auf gewisse Begrenzungen des Giiltigkeitsgebiets dieser Behauptungen 
kommen wir spater. 

Die empirische Nachpriifung dieser so einfachen theoretischen Aus
sagen laBt noch sehr zu wiinschen iibrig, insbesondere infolge der Schwie
rigkeit, daB die Dopplerbreite bei normalen Temperaturen erheblich 
gr6Ber als die natiirliche Breite ist. Eine klare Bestatigung fUr (3) gibt 
es bislang nur fUr die Na-Resonanzlinien, bei denen aus Dispersions
messungen gemaB (15), § 3 die (iibereinstimmenden) mittleren Lebens
dauern T der Anregungszustande 2 Sp.", 2 Sp.l• ermittelt, und andererseits 
die (ebenfalls iibereinstimmeJ7.den) natiirlichen Linienbreiten gemessen 
sind (MINKOWSKI). Es ergibt sich die Beziehung Y=I!T, was mit (3) 
im Einklang ist, da ja die Lebensdauer des unteren Niveaus in diesem 
Fall unendlich ist (Grundzustand). 

Qualitative Bestatigungen der Beziehung (3) gibt es jedoch in Fiille. 
So sind beispielsweise bei Atomen der zweiten Spalte des periodischen 
Systems der Elemente gewisse Anregungszustande bekannt, welche sehr 
viel kiirzere Lebensdauern haben, als die gew6hnlichen optischen An
regungsstufen. Es handelt sich urn Zustande, bei welchen beide Valenz
elektronen des Atoms aus ihrem Grundzustand in einen energetisch 
hOheren gehoben sind, derart, daB dieim Atom enthaltene Anregungs
energie groper als die Ionisierungsenergie ist: das Atom besitzt also Energie 
genug, urn in ein unangeregtes Ion und ein mit kinetischer Energie fort
fliegendes Elektron zu zerfallen 1. Die Wahrscheinlichkeit dieser spontanen 
Ionisierung ist fUr manche Zustande so groB, daB man diese Zustande 
empirisch nur aus dem Auftreten sehr breiter, verwaschener Absorptions
linien (fiir welche jeweils ein solcher Zustand den oberen Kombinations
term bildet) erkennen kann. 

Viel reichhaltiger sind analoge Phanomene bei MolekUlen, bei denen 
stationare Zustande vorkommen, von denen aus eine spontane Disso
ziation des Molekiils eintreten kann. Bei groBen Zerfallswahrscheinlich
keiten ergeben sich auch hier entsprechend groBe Linienbreiten, und da 
die Molekiilspektren ("Bandenspektren") gegeniiber den Atomspektren 
cine viel groBere Zahl einzelner Linien, in engen Abstanden, besitzert, 
so konnen im Zusammenhang mit der erlauterten "Pr4dissoziation" 

1 Ganz derselbe Effekt zeigt sich iibrigens bei den Rontgenspektren 
als sog. "AUGER-Effekt". 
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geradezu kontinuierliche Spektren statt diskreter BandenstruktlJIen 
(Rotationsstruktur, Schwingungsstruktur) vorkommen. 

Die Frage, wie diese endlichen Linienbreiten mit dem Begriff der 
stationaren Zustande gemaB der hv-Beziehung zu verknupfen sind, gehort 
in das nachste Kapitel. Hier haben wir weiterhin einige empirische 
Tatsachen zu besprechen, die mit der nattirlichen Linienbreite zusammen
hangen. 

2. Koharenz stationarer Zustande. Wichtige Aufklarungen verdankt 
man der Untersuchung der Polarisationsverhaltnisse von atomarer 
Fluoreszenzstrahlung, die durch polarisierte Einstrahlung angeregt ist 
(HANLE, WooD-ELLET). Die prinzipielle Erkenntnis, die sich aus mannig
faltigen Untersuchungen dieser Art ergeben (und in allen untersuchten 
Fallen bestatigt) hat, moge an Hand eines speziellen Beispiels erlautert 
werden. 

Es sei Hg-Dampf der Wirkung eines homogenen elektrischen Feldes a: 
und eines homogenen Magnetfeldes ~ ausgesetzt, die beide etwa die 
Richtung der positiven z-Achse haben mogen: I ~ I = ~z; I ~ I = ~z· 
Wir beschaftigen uns mit der Resonanzlinie A.2537, d. h. 1 15 0-2 3Pl' 

Der Grundterm 1150 hat das statistische Gewicht I, erleidet als,? 
keineAufspaltung. Dagegen hat 2 3P1 das Gewicht 3, und spaltet dem
gemaB in drei Terme auf, die durch die Werte m = -I, 0, + I der 
magnetischen Quantenzahl m (vgl. § 3) unterschieden werden. Die zu 
m = 0 gehorige Komponente des Aufspaltungsbildes der Resonanzlinie ist 
eine n-Komponente, entspricht also einer linear polarisierten Kugelwelle 
(vgl. § 2); zu m= ± I dagegen gehoren a-Komponenten, entsprechend 
zwei zirkular polarisierten Kugelwellen mit entgegengesetztem Drehungs
sinn. Wenn wir bei ~% =+= 0 das Magnetfeld ~% zu Null werden lassen, 
so riicken die beiden Terme mit m ~ ± I in einen einzigen zusammen, 
der dann also das Gewicht 2 erhalt; der Term m=o bleibt dagegen 
abgetrennt. 

Es werde nun bei ~z=+=o der sonst unangeregte Hg-Dampt mit einem 
linear polarisierten Lichtstrahl angeregt, der in der z-Richtung tortschreitet, 
und in dessen Spektrum die Frequenzen der Aufspaltungskomponenten 
unserer Linie vorkommen. Entsprechend der Transversalitat des Lichtes 
wird die n-Komponente nicht absorbiert; wohl aber werden die beiden 
a-Komponenten absorbiert, und die absorbierte Energie wird (bei Aus
schluB sekundarer Storeffekte) restlos reemittiert, wobei also jede der 
beiden a-Komponenten die Polarisationsverhaltnisse einer zirkularen 
Kugelwelle zeigt. . 

Dies gilt, wie gesagt, fur ~z=+= 0; aber wir mussen genauer prazisieren, 
wie das zu verstehen ist: Das Gesagte gilt, wenn I ~ I = ~z so groB ist, 
das der Frequenzabstand der heiden a-Komponenten grofJ gegenuber der 
naturlichen Linienbreite ist. Bei Verkleinerung von I ~ I = ~z wird dagegen 
das vorgefuhrte Bild Anderungen erleiden, wenn der Frequenzabstand 
der a-Komponenten mit der naturlichen Linienbreite vergleichbar wird. 
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Bei sMiger Verkleinerung von I {> I = {>. wird sich die Situation stetig 
andern, bis zu der nunmehr zu beschreibenden Sachlage im Grenzfall 
!{>I=o: 

Der elektrische Vektor der linear polarisierten Lichtwelle sei etwa 
parallel der x-Richtung. Die Reemission des absorbierten Lichtes der 
bei I {> 1=0 zusammen/allf,nden u-Komponenten zeigt dann die Polari
sationsverhaltnisse einer linear polarisierten Kugelwelle, deren Symmetrie
achse die x-Achse ist. Man kann das offenbar auch so ausdrucken: Wir 
bekommen dasselbe Ergebnis, das wir klassisch bekommen wurden bei 
einem zweidimensionalen isotropen Oszillator, der in der x, y-Ebene 
schwingen kann. Es sei gleich angemerkt, daB wir mit einem elliptisch 
polarisierten Lichtstrahl (parallel der z-Richtung) in der Reemission 
die Polarisationsverhaltnisse einer dementsprechend elliptisch polari
sierten Kugelwelle finden. Ferner: wenn wir neben {>~o auch noch 
Q; = 0 machen, so daB auch die n-Komponente mit den u-Kompooenten 
zusammenfallt, so bekommen wir ganz allgemein (auch dann, wenn die 
einfallende Welle nicht in der z-Richtung fortschreitet) in der Reemission 
so1che Polarisation, als wenn wir statt der Atome dreidimensionale 
isotrope Oszillatoren hatten. 

Vom Standpunk:t der Beschreibung der Strahlungsreaktionen durch 
Quantenubergange zwischen diskreten Energiestufen sehen die ge
schilderten Tatsachen sehr uberraschend aus. Die beiden im Falle 
{>.+ 0 unseres urspriinglichen Beispiels etwas verschiedene Frequenzen 
besitzenden zirkularen Kugelwellen bekommen im Grenzfall {>z = 0 

dieselbe Frequenz; da aber die Emissionen dieser beiden Kugelwellen 
im Falle {>.+ 0 von verschiedenen Atomen ausgehen - jedes einzelne 
Atom kann ja nur entweder in dem Anregungszustand mit m = + I, 

oder in dem mit m = - I sein - so m6chte man zunachst auch fur den 
Grenzfall {>. = 0 eine inkohiirente I ntensitiitsaddition der beiden zirkulareIi 
Kugelwellen erwarten.Statt dessen zeigt sich Kohiirenz beider Kugel
wellen: wir mussen die tatsachlich emittierte linear polarisierte Kugel
welle als Resultat einer Superposition der beiden zirkularen auffassen 1. 

Folglich muB jedes der Hg-Atome, solange es angeregt ist (vor der Reemis
sion des absorbierten hv), sich in einem Zustand befinden, der weder 
der Zustand m = + I, noch der Zustand m = - list, sondern ein anders
artiger Zustand, der passender Weise als eine Superposition der beiden 
Zustiinde m = ± I bezeichnet werden kann, entsprechend der Tatsache, 
daB seine Strahlungsemission eine lineare Superposition der Strahlungen 

1 Wie friiher (§ 2, 4) hervorgehoben, ergibt sich klassisch eirie zirkulare 
Kugelwelle aus einer in einer Kreisbahn umlaufenden elektrischen Ladung. 
Nun kann man durch Superposition zweier entgegengesetzter Kreisbewe
gungen in der x, y-Ebene eine lineare harmonische Bewegung in der x-Rich
tung herstellen: dann ergibt sich eine linear polarisierte Kugelwelle, deren 
Symmetrieachse die x-Achse ist, aus der Superposition der zu den Kreis
bewegungen geh6rigen zirkularen Kugelwellen, die ihrerseits (bei entgegen
gesetztem Drehsinn) die z-Achse als Symmetrieachse haben. 
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dieser beiden energetisch zusammenfallenden Zustande m = ± 1 ist. 
Eine derartige "Kohdrenz" oder I nterferenzfahigkeit von stationaren 
Zustanden ist gegeniiber unserer aus den friiher beschriebenen Experi
menten entnommenen Kenntnis des Wesens der quantenphysikalischen 
Energiestufen etwas grundsatzlich' Neues. Ohne unsere soeben bespro
chenen Beispiele betreffs '<:ler Polarisation der Fluoreszenzstrahlung 
durch weitere zu vermehren, stellen wir fest, daB fUr jeden der recht 
zahlreichen experiment ell untersuchten FaIle die auftretenden Polari
sationsverhaItnisse quantitativ zu berechnen sind aus der Beriicksichti
gung der erlauterten Koharenz oder Superponierbarkeit stationarer Zu
stande, die danach zu den empirisch bestgekIarten quantenphysikaljschen 
GesetzmaBigkeiten zu rechnen ist. Natiirlich ergeben sich einfache, in 
der geschilderten Weise berechenbare Verhaltnisse aber nur dann, wenn 
alle in .Betracht kommehden Termaufspaltungen entweder gro/1, oder aber 
klein gegeniiber den natiirlichen Linienbreiten sind: im Zwischengebiet 
zwischen diesen Extremfillen bestehen verwickeltere Verhaltnisse, die 
den stetigen Obergang von einem Fall zum anderen herstellen. 

Seinem Wesen nach verwandt mit den besprochenen Effekten, in 
gewisser J:Iinsicht aber noch merkwiirdiger, ist der Effekt der selektiven 
Reflexion des Hg-Dampfes. Wenn in einem mit Hg-Dampf gefiillten 
GefiiBe der Druck sehr gesteigert wird, so ergibt sich bei Einstrahlung 
der Resonanzlinie A.2537 (1 150-2 aPI) statt der bei geringeren Dampf
dichten stattfindenden Fluoreszenz des ganzen bestrahlten Volums nur 
noch ein Fluoreszieren einer diinnen Haut an der bestrahlten Ober
flache, und bei hinreichender Dampfdichte wird durch diese Oberflache 
das Licht der Linie 2537 regular reflektiert: Fiir diese Spektrallinie 
verhaIt sich die Oberflache des Dampfyolums wie ein metallischer Spiegel, 
der auffallendes (polarisiertes oder unpolarisiertes) Licht mit den durch 
die FRESNELschen Formeln gegebenen Intensitats- und Polarisations
verhaItnissen regular reflektiert. Der Unterschied ist nur der, daB der 
metallische Spiegel alle Frequenzen in einem wei ten Spektralbereich, 
unsere Dampfoberflache dagegen nur die Breite der Resonanzlinie 2537 
reflektiert. 

Auch dieser ·Effekt scheint zunachst in Widerspruch zu stehen zu 
den quantenphysikhlischen Vorstellungen yom Wesen der atomaren 
Lichtreaktionen. Denn er kann offenbar nicht beschrieben werden ver
mittelst der Annahme von Absorptions- und Emissionsakten der einzelnen 
Atome, wie sie bei geringeren Dampfdrucken in der gew6hnlichen Fluores
zenz vor sich gehen: vielmehr liegt hier ein interferenzma/1iges Zusammen
wirken samtlicher Atome der Oberflachenschicht vor. 

Vom klassischen Standpunkt aus ware der Vorgang so zu verstehen, 
daB eine groBe Zahl der - als harmonische Oszillatoren der zu A.2537 
gehOrigen Frequenz aufzufassenden - Gasatome gleichzeitig durch die 
Lichtwe!le zu Schwingungen angeregt, werden, die in fester Phasen
beziehung zu dem einfallenden Licht stehen. Die von den Oszillatoren 



Dynamik der Quantelung. 43 

dementsprechend emittierten Kugelwellen interferieren infolge dieser 
Phasenbeziehungen und heben sich uberall dort auf, wo nach den Gesetzen 
der regularen Reflexion Dunkelheit sein muB. Notwendig fUr das Zu
standekommen der Reflexion ist also offenbar, daB eine grope Zahl von 
Hg-Atomen in jedem WeUenliingenkubus AS vorhanden ist: 1m entgegen
gesetzten FaIle wiirde keine Interferenz der Kugelwellen mehr moglich 
sein, sondem eine diffuse Fluoreszenz zustande kommen. 

Diese aus klassischer Analogie erschlossene Bedingung fUr das Auf
treten diffuser Fluoreszenz oder regullirer Reflexion ist empirisch tat
sachlich zutrettend. Wir sehen also, daB unser obiges, so einfaches quanten
physikalisches Bild der atomaren Lichtreaktionen noch grundsatzlicher 
Erweiterung bedarf: es gibt Moglichkeiten einer Interferenz der Strah
lungsreaktionen verschiedener Atome, und im Zusammenhange mit dieser 
Interferenz wird es bei der selektiven Reflexion am Hg-Dampf offen
sichtlich undurchfuhrbar, eines der reflektierten Lichtquanten h" einem 
bestimmten der reflektierenden Atome zuzuordnen, in analoger Weise, 
wie bei der diffusen Fluoreszenz, bei der ja jedes reemittierte Lichtquant 
h" von einem ganz bestimmten Hg-Atome herkommt. 

Die erorterten Erfahrungen (WOOD) erhalten eine eindrucksvolle 
Vervollstandigung durch den von RUMP erbrachten Nachweis des Folgen
den: Benutzt man zur Einstrahlung etwa nur die Linienmitte der Linie 
A 2537 in einer Breite, die merklich enger ist, als die DopPlerbreite 
der Resonanzlinie bei der im Fluoreszenzraum herrschenden Temperatur, 
so ist die reemittierte Spektrallinie verbreitert gegenuber der einge
strahlten. Aber bei der selektiven Reflexion zeigt sich eine solche Doppler
verbreiterung nicht. Dieser Sachverhalt entspricht wieder g!!nau dem, 
was man nach klassischer Rechnung (in der oben erlliuterten Weise) 
zu erwarten hatte: Bei der Interferenz der von den einzelnen Resonatoren 
emittierten Kugelwellen heben sich die Dopplerverschiebungen weg 1. 

Wir sehen also, daB die Theorie des ganzen Effektes sich sehr eng an die 
klassische Theorie wird anlehnen mussen - und wir werden spaterhin 
nach einer umfassenderen Vorstellung zu suchen baben, in deren Rahmen 
einerseits diese so "quasi-klassischen", und andererseits die friiher be
sprochenen, extrem unklassischen GesetzmliBigkeiten untergebracht 
werden konnen. 

3. Der Adiabatensatz. Zu den wichtigsten grundslitzlichen Gesetz
maBigkeiten der Quantenphysik gehOrt der EHRENFESTSChe Adiabaten
satz. Seine altere Formulierungsweise betonte tells solche Seiten der 
Angelegenheit, die in Wahrheit nur eine vorubergehende, durch die 
historische Entwicklung der Begriffe bedingte Bedeutung hatten, tells 
auch Beziehungen, die wir erst spater, nach tieferem theoretischen Ein
dringen, wiirdigen konnen. Als .rein quantenphysikalischer Erfahrungs
satz formuliert (nach BORN) besagt er folgendes: 

1 Dies wurde von J. FRANCK vermutet und von J. W ALLFR mathe
matisch bewiesen. 
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Die Terme eines Atoms seien Funktionen eines stetig variablen Para
meters; als Beispiel sei etwa ein Atom in einem auBeren Magnetfeld 
(ZEEMAN-Effekt) betrachtet: gemaB (r) § 3 besitzen dann aile Terme 
mit m =f= 0 einen mit der magnetischen Feldstarke ! ~ I = H proportionalen 
Anteil. Wir wollen nun - urn irn Beispiel zu bleiben - die Feldstarke H 
als zeitlich veriinderlich annehmen, doch solI die Anderung sehr Langsam 
vor sich gehen. Das Atom befinde sich im n-ten' seiner (irgendwie nume
rierten) stationaren Zustande, u~d wir wollen der Deutlichkeit halber 
zunachst annehmen, daB ,es sich gerade urn einen metastabilen Zustand 
oder Grundzustand handelt, und zwar urn einen mit m =f= 0, dessen 
Energie sich also mit H andert. Dann passiert folgendes: Das Atom 
bleibt in diesem Zustand, wird also durch die langsame Feldiinderung nicht 
zu irgendwelchen Quantenspriingen veranlapt. Der Energieinhalt des 
Atoms andert sich also in stetiger Weise, so daB wir hier das voll
kommene Gegenteil der spezifisch quantenphysikalischen Prozesse von 
Energieanderungen durch Quantenspriinge vor uns haben: Zeitlich 
schnell veranderliche Krafte (ElektronenstoBe, Lichtwellen usw.) rufen 
unstetige Quantenspriinge am Atom hervor; langsam, "adiabatisch" sich 
andernde Krafte dagegen ergeben stetige Zufuhr oder Abfuhr von Atorn
energie ohne "Induzierung" von Quantenspriingen. 

Handelt es sich nun 'um ein Atom in einem strahlenden, nicht meta
stabilen Zustand, so wird dieses zwar nach einer gewissen Zeit einen 
Quantensprung mit Lichtemission durchfiihren. Aber es zeigt sich zweier
lei:. Erstens wird durch die langsame Feldanderung in keiner Weise eine 
zusiitzliche Ubergangswahrscheinlichkeit induziert. Zweitens ergibt sich, 
wenn der Quantensprung erfolgt, genau dasjenige hv, welches sich auch 
ergeben hatte in einem streng statischen, zeitlich unveranderlichen Feld 
von eben derjenigen Feldstarke, welche gerade zur Zeit des Quanten
sprunges vorliegt. Es ist also auch in diesem Falle in der Zwischen zeit 
der Energieinhalt des Atoms stetig geandert worden. 

Fiir die Richtigkeit dieser Behauptungen gibt es (auBer vielen indi
rekten) einige unmittelbare empirische Bestatigungen. LaBt man z. B. 
schnell bewegte Atome (im Kanalstrahl) ein zeitlich konstantes, aber 
raumlich variables elektrisches Feld durchlaufen, so ist leicht ~u erreichen, 
daB die auBere (diesmal elektrische, statt wie oben, magnetische) Feld
starke, der ein einzelnes Atom ausgesetzt ist, sich erheblich andert 
innerhalb von Zeiten, die klein sind gegeniiber der mittleren Lebensdauer 
des fraglichen Anregungszustandes. Trotzdem erhalt man, solange die 
"Adiabasie" der Feldanderung nicht durch zu groBe Geschwindigkeiten 
zerstort wird, von jeder Stelle des frag-lichen Kanalstrahls (nicht etwa 
verwaschene, sondern) scharle Spektraliinien, die jeweils einen STARK
Ellekt von derjenigen GroBe zeigen, die der am dortigen Orte be
stehenden Feldstarke entspricht. Dies ist zuerst von FORSTERLING aus 
alteren STARKschen Resultaten erkannt worden. 
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Dbrigens konnen adiabatische Anderungen auch in Fallen eintreten, 
wo von einer Anderung der stationaren Energiewerte gar nicht die Rede 
ist. Denken wir uns etwa, daB ein magnetisches Feld ~ bei konstant 
gehaltenem Betrage I ~ i langsam gedreht wird, dann wird an einem Atom, 
das anfangs beispielsweise die magnetische Quantenzahl m = I besaB, 
durch diese langsame Anderung der Feldrichtung keine zusatzliche Dber
gangswahrscheinlichkeit hervorgerufen. Wurden wir (in solcher Form 
ist das Experiment allerdings nicht gemacht) einen Kanalstrahl hindurch
schicken durch ein von Ort zu Ort in seiner Richtung variierendes Feld, 
so wurden wir bei nicht zu groBer Geschwindigkeit von jeder Stelle des 
Kanalstrahls genau diejenige Polarisation der emittierten Strahlung 
erhalten, die der dort bestehenden Feldrichtung entspricht. 

Es ergibt sich nun die Frage nach der quantitativen Abgrenzung der 
adiabatischen Zustandsanderungen gegenuber den nichtadiabatischen. 
IVie schnell dad etwa eineAnderung eines auBeren Magnetfeldes ausgefiihrt 
werden, wenn die ihm ausgesetzten Atome nur adiabatisch beeinfluBt 
werden sollen? Es ist selbstverstandlich, daB die Antwort hierauf nur 
eine gewisse GrofJenordnung angeben kann, da adiabatische Zustands
anderungen und Quantensprunge nur zwei verschiedene Grenzfalle dar
stellen, zwischen denen es alle Zwischenstufen gibt. 

Ein Experiment, das uber diese Frage einen unmittelbaren Auf
schluB gibt, bezieht sich auf die oben besprochene Polarisation der 
Resonanzstrahlung. Die vollstandige Polarisation, die sich unter den 
oben geschilderten Verhaltnissen in der Resonanzstrahlung ergibt, wird 
zerstCirt, wenn wir durch ein Magnetfeld eine Termaufspaltung hervor
rufen, die groBer als die naturliche Linienbreite ist. Nehmen wir statt 
des konstanten Magnetfeldes ein magnetisches Wechselfeld, so wird die 
Depolarisation bestehen bleiben, solange der EinfluB dieses Wechsel
feldes auf das Atom adiabatisch verlauft. Nehmen wir aber die Frequenz 
des Wechselfeldes so groB, daB an Stelle der adiabatisch das Vorzeichen 
wechselnden Richtungsquantelung uberhaupt keine Richtungsquantelung 
mehr zustande kommt, dann verschwindet die depolarisierende Wirkung 
des Magnetfeldes wieder (FERMI-RASETTI). Und zwar liegen die quanti
tativen Verhaltnisse so, daB die depolarisierende Wirkung entweder 
vollig unvermindert (adiabatischer Verlauf!) oder aber vollig ver
schwunden ist (ext rem nichtdiabatischer Verlauf), je nachdem, ob die 
mit dem PLANcKschen Wirkungsquantum h multiplizierte Wechsel
frequenz des Magnetfeldes entweder sehr klein oder aber sehr grofJ 
gegenuber der magnelischen Energieaufspaltung ist, welche sich ergeben 
wurde in einem zeitlich konstanten Magnetfeld der gleichen Starke, 
die das Wechselfeld (maximal) besitzt. 

Noch unmittelbarer wird die Frage der quantitativen Abgrenzung 
des adiabatischen Verlaufs von Zustandsanderungen angegriffen durch 
eine PHIPPS und STERN begonnene, aber noch nicht bis zum positiven 
AbschluB durchgefiihrte Untersuchung. Man laBt, nachdem man im 



Die Grundexperimente der Quantenphysik. 

STERN-GERLACH-Experiment einen Atomstrahl in mehrere Komponenten 
aufgespalten hat, die eine dieser Komponenten ein magnetisches Feld 
durchlaufen, das auf sehr kurzer Strecke seine Richtung stark andert. 
Das muB, wenn die Anderung des Feldes, dem jedes Atom ausgesetzt 
ist, schnell genug geschieht, einen nichtadiabatischen VerIauf ergeben 
derart, daB diese Komponente des Atomstrahls beim Durchqueren der 
schmalen Grenze zwischen den verschieden gerichteten Feldem noeh 
einmal in mehrere Komponenten aulspaltet. Dagegen bedeutet Nicht
aufspaltung einen adiabatischen Ablauf. 

Die experimentellen Ergebnisse zeigen, daB tatsachlich Adiabasie 
besteht, wenn die Zeitdauer T der Durchquerung der Grenzzone so grofJ 
ist, dafJ hIT kleiner als die GrofJenordnung der magnetischen Energie des 
Atoms bei der betreffenden magnetischen Feldstarke ist. Abgesehen 
davon, daB nach der anderen Seite bin der Nachweis eines tatsachlich 
nichtadiabatischen VerIaufs bei kleinerer Zeitdauer der Durchquerung 
experimentell noch nicht erbracht ist, gewinnen wir also dieselbe Antwort 
auf unsere Frage, die wir auch durch das FERMI-RAsETTIsche Experiment 
erhieIten. 

Di~se Antwort steht aber in engster Verkniipfung mit der aus der 
Untersuchung der natiirlichen Linienbreiten gewonnenen Feststellung 
(3), wie wir spater sehen werden (Kapite12). 

4. Das Stabilitatsprinzip. Nachdem die Quantenphysik entgegen 
allem aus klassischer Physik Gewohnten charakteristische Unstetigkeiten 
des atomaren Geschehens behauptet, ist es nicht iiberfiiissig, ausdriicklich 
hervorzuheben, daB trotzdem im GrofJen die Stetigkeit der physikalischen 
Gesetzlichkeiten gewahrt bleibt. Diese an vielen keineswegs trivalen Einzel
fallen bestatigte Erfahrungstatsache - deren Hervorhebung wir kurz 
als das Stabilitatspri",ziP der Quantentheorie bezeichnen wollen - wird 
an Hand einiger Beispiele besser zu wiirdigen sein, als durch den Versuch 
einer abstrakten, allgemeinen Formulierung. 

Erinnem wir uns an die in § 2, 4 gemachten Bemerkungen iiber 
Polarisation und Intensitatsverteilung' in den Dipol-Kugelwellen. Im
einfachsten FaIle ("normaler ZEEMAN-Effekt") besteht der ZEEMAN
Ellekt an einer Spekttallinie in ihrer Aufspaltung in drei Komponenten, 
eine mittlere ~-Komponente und zwei auBere a-Komponenten; die 
Richtungsverteilung ihrer Intensitaten und Polarisationen ist in § 2, 4 
beschrieben. Wenn wir nun die Magnetfeldstarke stetig bis zum Werte 
Null abnehmen lassen, dann riicken die drei Komponenten zusammen, 
und im Grenzfall ~ = 0 ist nur noch die Gesamtemission der unauf
gespaltenen Spektrallinie vorhanden: natiirlich ist diese nach allen 
Richtungen von gleicher Intensitat und unpolarisiert 1. 

1m Sinne des Stabilitatsprinzips ist nun zu· fordem: diese bei .\) = 0 

eintretende Gesamtemission der unaufgespaltenen Linie solI sich als 

1 Wenigstens, wenn - wie wir bier voraussetzen - die Lichtemission 
auf "natiirlicher" (z. B. thermischer) Anregung beruht. 
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Grenzfall stetig ~nschlieBen an die bei ~ + 0 bestehenden Emissionen der 
drei einzelnen Komponenten. Das heiBt also, wenn man die Intensitaten 
der drei Komponenten addiert - unter Beachtung der Polarisations
verhaltnisse -, dann muB als Summe eine isotrope, unpolarisierte Emission 
zustande kommen. DaB das wirklich so ist, wissen wir schon aus § z, 4, 
und aus unseren damaligen Dberlegungen ist zu entnehmen, daB aus 
dem Stabilitatsprinzip in dieser Weise geradezu die Richtungsverteilung 
von Intensitaten und Polarisationen der :/l- und a-Komponenten eindeutig 
abgeleitet werden kann. 

Ein etwas verwickelteres Beispiel bietet der normale ZEEMAN-Effekt 
einer sog. Quadrupol-Spektrallinie: Diese spaltet in fUn! Komponenten 
auf, wobei die Inte~ita~sverteilung ffir die mittlere, die ihr beiderseits 
benachbarten und die auBeren, Komponenten gegeben ist durch: 

I. (fJ) = 1.. C sin2 2 fJ, 1 2 

1H iJ. (fJ) = C I sin2 fJ + COSI 2 fJJ , 

I.+2iJp(fJ)=C{cosllfJ+ ~ sinI 2fJ}. 

Dem Stabilitatsprinzip geschieht Genfige dadurch, daB 

I.(fJ) + zI. + iJ. ({}) + zIp + 2iJ • ({}) =4C (5) 
von {} unabhangig ist. 

Als letztes Beispiel sei hervorg~hoben, daB ein einem homogenen 
Magnetfeld ausgesetztes Gas opti.sch doppeltbrechend ist; das Stabilitats~ 
prinzip· forded, daB die Doppelbrechung stetig bis zu Null abnimmt; 
wenn die Magnetfe1dst1i.rke stetig bis zu Null verkleinert wird.· Hieraus 
sind auf Grund des quantentheoretischen Dispersionsgesetzes (IS'), § 3 
bestimmte keineswegs triviale Folgerungen ffir die Intensitatsverhaltnisse 
beirn anomalen ZEEMAN-Effekt zu ziehen. 

Zweites Kapitel. 

Theoretische Analyse der 
quantenphysikalischen Grundexperimente. 

Das Versagen unserer klassisch-physikalischen Begriffe und Vor
stellungsweisen gegeniiber den Quante.nerscheinungen n6tigt uns zu 
einer tiefgehenden Revision unserer physikalischen Theorien. Es ist 
nicht speziell die klassische Elektrodynamik, und nicht speziell die 
klassische M echanik, die sich als unzu1anglich erweist. Sondem es sind 
gewisse gemeinsame V oraussetzungen aller klassischen Theorien, von denen 
wir uns unabhangig machen mfissen, obwohl wir gewolmt gewesen sind, 
diese Voraussetzungen als schlechthin unentbehrliche und selbstverstand
liche Unterlagen des physikalischen Denkeris zu betrachten. So kann 
die Voraussetzung der Stetigkeit. aller Naturvorgange nicht aufgegeben 
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werden, ohne gleichzeitig uberhaupt die klassische Vorstellung yom 
Charakter physikalischer Gesetzlichkeit und physikalischer Kausalitiit im 
Prinzip aufzugeben, und es b'edarf keiner naheren Erlauterung, daB die 
dualistische N atur der Strahlung vollkommen auBerhalb des begrifflichen 
Nachbildungsvermogens unserer klassischen Vorstellungsweisen liegt. 
Aber die Schwierigkeiten, die sich dem Versuch entgegenstellen, eine 
einheitliche theoretische Beschreibung der quantenphysikalischen Er
scheinungen zu geben, die in widerspruchsfreier Weise von den scheinbar 
so divergierenden Ergebnissen verschiedenartiger Experimente Rechen
schaft gibt - diese Schwierigkeiten haben die Physiker nicht entmutigt. 
Die vergleichende Analyse der quantenphysikalischen Grunderfahrungen 
laBt eine verborgene Harmonie und wechselseitige Bestatigung der 
durch die Grundexperimente erschlossenen Einsichten erkennen, und 
eine eindringliche Versenkung in die vielfaltigen logischen Wechsel
beziehungen der verschiedenen empirisch gesicherten GesetzmaBigkeiten 
gewohnt unser physikalisches Vorstellungsvermogen an den Verzicht 
auf Voraussetzungen, die fUr unvermeidbar zu halten nur ein Vorurteil 
aus Gewohnheit war. 

§ 1. Wellenzuordnung und Quantelung. 
Die Tatsache, daB die Energie eines Quantensystems im allgemeinen 

nicht beliebiger, stetig aufeinanderfolgender \Verte tahig ist, sondem 
nur gewisse diskrete, ausgezeichnete Werte annehmen kann, zeigt in 
schroffster Weise die tiefg~hende Inkongruenz von klassischen Vor
stellungsformen und quantenhafter Wirklichkeit. Es ist deshalb von 
groBer Bedeutung, sich klarzumachen, daB diese charakteristisch quanten
physikalische Tatsache in enger logischer Beziehung steht zu der nicht 
weniger charakteristisch unklassischen Tatsache des Dualismus von 
Wellen und Korpuskeln. 

Wir betrachten sogleich einen konkreten Fall, namlich die eindimen
sionale Bewegung eines Massenpunktes auf einer endlichen Strecke, an 
deren Enden der Massenpunkt rellektiert wird; der translatorische Impuls, 
der bei jeder Reflexion sein Vorzeichen wechselt, besitzt einen dauemd 
konstanten Betrag. Analog der DE BROGLIESchen Zuordnung einer lort
schreitenden Welle zu einem unbegrenzt geradlinig dahinfliegenden 
Teilchen werden wir der periodischen Hin- und Herbewegung des jetzt 
betrachteten Massenpunktes eine stehende Welle zuordnen, also eine 
harmonische Schwingung, deren ortsabhangige Amplitude proportional 
ist mit . x 

cp =sm 2:rtT. (I) 

Die Tatsache der Rellexion des Teilchens an den Enden der Strecke 
- sie mogen etwa bei x = 0 und x = lliegen - werden wir dadurch zum 
Ausdruck bringen, daB wir cp = 0 fUr x = 0 und x = l fordem, ganz 
ebenso, als wenn es sich urn die Elongation einer schwingenden Saite 
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mit eingespannten Enden handelte: Wir werden uns spater I)och davon 
uberzeugen konnen, daB das in der Tat der richtige, wellenmechanisch 
sinngemaBe Ausdtuck dafur ist, daB der Massenpunkt die Reflexions
punkte unter keinen Umstanden uberschreiten kann. 

Dann sind aber fur A nur die folgenden, diskret verschiedenen Werie 
moglich: 

21 
A=An=-; n n= 1,2,3, ... (2) 

. Da wir nun' gemaB der DEBROGLIESchen Zuorqnung aus jedem 
moglichen Werte A einen Ihoglichen Wert des translatorischen Impuls
betrages zu errechnen haben: 

I I I I h nh. 
! p = I p .. = ~ = 2T' n=I,2,3,··., 

so bekommen wir auch fUr diesen Impuls, und also auch fur die Energie 
(einschlieBlich Ruhenergie Il c2) eine diskrete Reihe von moglichen Werten: 

E = E .. = ;; + III c2 , (4) 

oder relativistisch exakt: 

E=E .. =cV,u2C2 + p~; (4') 
.' 

mit ,u ist dabei wieder die (Ruh-)Masse des Teilchens bezeichnet. 
Diese Betrachtung kann sofort au~ den Fall eines dreidimensionalen 

rechteckigen Kastens ausgedehnt werden. Seien l, l', l" die Langen der 
zu den Koordinatenachsen x, y, z parallel liegenden Kanten dieses 
Kastens; die eine EGj.{e liege im Koordinatenursprungspunkt. 

In korpuskularer Vorstellungsweise erhalten wir bei ideal reflek
tierenden Wanden eine dreifach periodische Bewegung: In jeder einzelnen 
der drei Koordinatenrichtungen ~, y, z findet die soeben am eindimen
sionalen Fall studierte periodische Bewegung statt, indem bei jeder 
R!eflexion eine der rechtwinkligen Impulskomponenten ~x, ~Y' ~z das 
V orzeichen wechselt, wahrend die beiden anderen erhalten bleiben. 

In dem zugeordneten Wellenvorgang setzen wir die Wellen amplitude 
proportional 

. x. y. z ( 
. 9'=sm2nTsm2n A' Sm2ny, 5) 

und erreichen 9' = 0 auf allen sechs Wanden des Kastens (also insbe
sondere fur x = lund fur y = l' und fUr z = l") dann und nur dann, wenn 

2 1 l' 1" ~ -_ n .. ' l' - ~ 1" -__ 2 - ' " (6) IL IL - n' , IL n'" n, n ,n = I, 2, 3, ... 

ist. Das gibt dann mit 

I~xl= ~ , 
I I h 
I~zl = )/i 

die diskreten Energiewerte 

E=E .... ,,,,,=cy,.t2C2+ P;.~,~l:J;·;·~;" +112C2 . (8) 

Jurdall J Quantentheorie. .... 
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Statt der stehenden Wellen konnen aber auch /ortlau/ende Wellen in 
gewissen Fallen zu einer diskreten Quantelung fiihren. Wir betrachten, 
zunachst wieder ein eindimensionales Beispiel wahlend, eine unendlich 
lange periodische Kette: Es seien etwa in aquidistanter Reihe, mit der 
"Gitterkonstanten" l, unendlich viele ununterscheidbar gleiche Atome 
aufgereiht. Wenn dieses gedachte Gebilde sich in Richtung seiner eigenen 
Erstreckung translatorisch bewegt, so ist das gleichsam eine periodische 
Bewegung; insofem namlich, als nach eingetretener Verschiebung urn 1 
(oder urn ein ganzzahliges Vielfaches von 1) der urspriingliche Zustand 
in ununterscheidbarer W;ise wiederhergestellt ist. Die dem Gebilde zuge
ordnete DE BROGLIESche Welle wird ebenfalls diese Periodizitat zeigen 
miissen, so daB nul' diskrete Wellenlangenwerte in Frage kommen: 

I 
A=A,,= n; n=o, I, 2, ... (9), 

Fiir den Impuls des Gebildes ergeben sich also wiederum diskrete Werle 
nh 

P=P"=-l-; n=0,±I,±2,... (10) 

[Man heachte den Unterschied gegeniiber (3)!] 
Das kann verallgemeinert werden auf die translatorische Bewegung 

eines dreidimensionalen unendlichen Gitters von exakter Periodizitiit. Da 
fiir das rechtwinklige Gitter die Verallgemeinerung trivial ist, sei gleich 
das beliebig schiefwinklige ins Auge gefaBt. Es seien Ill' 112, Ils die Kanten
vektoren der kleinsten Zelle (von parallepipedischer Gestalt), aus deren 
dreifach unendlicher Wiederholung das' ganze Gitter. sich aufbaut; 
dann wird die dem Gesamtgitter zugeordnete DE BROGLIESche Welle so 
aussehen miissen, daB sie bei Verschiebung urn III oder urn 112 oder Ils 

ungeandert bleibt; d. h. die Wellenamplitude muB so aussehen: 

. {r [Itt, as] + ,r [aa, a1] + "r [a1 , a.] t} (II) Sm23t n V n -V- n V - v . 

Hier solI r der Ortsvektor t = (x, y, z) sein, und V = III [112, Ils] das ZeU
vo1um; die n, n', n" miissen ganze Zahlen sein. Ersetzt man in (II) t 
z. B. durch t- Ill' so andert sich der Ausdruck in der geschweiften 
Klammer gerade urn n. 

Fiir den translatoriscben Impuls ~ bed,eutet (II): 

~ = h n [a., Ita] + n' [av aJ + n" [a1 , a.] , (12) 

wiedeium ergibt sich also eine diskrete Quantelung des translatorischen 
Impulses. 

Man kann diese Resultate iibrigens auch noch von einer andersartigen 
Dberlegung aus begriinden, deren kurze Erlauterung wir hier auf den 
eindimensionalen Fall beschranken diirfen. Ein mit v =+= 0 bewegtes 
(eindimensionales) Gitter stellt eine mit Unterlichtgeschwindigkeit fort
schreitende WeUe dar, mit der WeUenliinge A=a. Wir erinnem uns 
daran, daB in Umkehrung der DE BROGLIESChen Zuordnung von Wellen 
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zu Korpuskeln auch eine Zuordnung von Korpw~keln zu jeder Welle 
moglich ist. lm jetzigen Fall haben die unserer Welle zuzuordnenden 
Korpuskeln je den lmpulsbetrag I@ 1= hll, und folglich muG der Gesamt
impuls p unserer Welle ein ganzzahliges (positives oder negatives) Viel
laches von hll sein - womit wir wieder (10) begriindet haben. 

Eine andersartige Realisierung fUr die gemaG (9), (10) "gequanteUe" 
periodische Translationsbewegung ohne Reflexionen ware die, daB wir 
einen Massenpunkt einen Kreis vom Urn fang l, also Radius l1211:, mit 
konstanter Geschwindigkeit v durchlaufen lassen. lndem wir Riicksicht 
nehmen auf die Notwendigkeit, bei Riickschliissen von der geradlinigen 
auf die kreisformige Bewegung Vorsicht walt en zu lassen, stellen wir 
fest, daB fiir diese Kreisbewegung die Quantelung jedenfalls angenahert 
dem folgenden Gesetz unterliegen muG: Wenn wir fUr den Drehimpuls 
P<p hinschreiben 

I 
P<P=P-a' 

wo p also gleich flv ist, so wird fUr p die Formel (10) gelten; fUr P<p selbst 
also 

p =n_h_. n=o, ± I, ± 2, ... (13) <p z:n:' 

Wir wollen aber im Auge behalten, daG diese Formel fUr die Quantelung 
des Drehimpulses nur zur vorlaufigen Orientierung dienen kann und 
spaterer Oberpriifung bedarf. 

§ 2. KorrespondenzmaBige Quantelung. 
I. Das Korrespondenzprinzip. Das BOHRsc4e sog. Korrespondenz

prinzip ist ohne Zweifel der wichtigste Gedanke der ganzen Quanten
theorie. Jeder Versuch, sich in die den gewohnten Begriffen und Denk
weisen so fremdartige und fernstehende Quantenwelt hinein zu finden, 
muG vor allem darauf ausgehen, sich eln eindringliches und an vielen 
Beispielen geiibtes und erprobtes Verstandnis des Korrespondenzgedankens 
zu erwerben. 

Die Schwierigkeit fUr dieses Verstandnis liegt daran, daG das Korre
spondenzprinzip seinem Charakter nach etwas ganz anderes ist, als 
etwa das Energieprinzip, das Entropieprinzip, das Relativitatsprinzip. 
Diese letzteren Prinzipien sind N aturgesetze in lertig ausgearbeiteter 
Formulierung. Das Korrespondenzprinzip dagegen war seinem urspriing
lichen Sinne und seiner historischen Bedeutung nach eine A nleitung 
zum A ulspuren der noch unbekannten Gesetze der Quantenerscheinungen. 
Es kennzeichnete die Richtung, in welcher BOHRS tiefer Forscherinstinkt 
die zukiinftige Theorie suchte, und in welche er das Nachdenken der 
Mitsuchenden zu lenken wiinschte. Es liegt also in der Natur der 
Sache, daB das Korrespondenzprinzip nicht etwa in Form einer mathe
matisch prazisierten Aussage mitgeteilt werden konnte. Als Ausdruck 
einer Vorstellungswelt, die noch in der KIarung begriffen und noch nicht 

4* 
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zur vollen Prazision entwickelt war, wandte sich das Korrespondenz
prinzip nicht nur an den logischen Verstand, sondern auch an Instinkt 
und Intuition des Physikers. Dem entsprach es, daB sein Inhalt ~ur 
entweder andeutend allgemein umschrieben oder an konkreten Beispielen 
entwickelt und erlautert we~den kor'mte. 

Reute, wo die Quantentheorie in mathematischer Prazision ihre 
- wie wir zu glauben berechtigt sind - innerhalb einer bestimmten 
Schicht atomphysikalischer Probleme endgultige Gestalt gewonnen hat, 
ist trotzdem noch das Korrespondenzprinzip von ebenso groBer sachlicher, 
wie historischer (und piidagogischer 1) Bedeutung. Denn die mathema
tische Exaktheit, mit der wir heute die Gesetze der Quantenphysik 
formulieren k6nnen, iiberhebt uns in keiner Weise der Notwendigkeit 
einer einschneidenden Umgewohnung unserer physikalischen Denk- und 
VorsteUungsweisen. Es geniigt nicht, mit den fertig vorgelegten math~
matischen Gesetzen der Quante,ntheorie Rechnungen ausfiihren zu k6nnen, 
sondern wir miissen· auch umfassend wissen, was diese Rechnungen 
bedeuten, wie sie in Beziehung zu setzen sind zu den anschaulichen 
Gegebenheiten unserer quantenphysikalischen Experimente, in welchen 
die Quantenerscheinungen stets eingebettet sind in unsere klassisch be
schreibbare makroskopische Erfahrungswelt. Der historische Umstand, 
daB die Entdeckung der exakten mathematischen Gesetze der "Wellen
mechanik" zunachst Veranlassung zu tiefgehenden Auffassungsver
schiedenheiten betreffs ihrer Deutung wurde, beleuchtet die Schwierig
keiten dieser Deutung, fiir welche_ uns jedoch das Korrespondenzprinzip 
ein sicherer Fiihrer ist, indem es uns iiber das Verhaltnis von klassischen 
und quantenphysikalischen Gesetzen unterrichtet. 

Das Korrespondenzprinzip geht darauf aus, eine umfassende und 
enge Analogie zwischen klassischer Theorie und Quantentheorie zu 
zeigen. Wir wissen ja, daB die ganze Quantentheorie asymptotisch in die 
klassische Theorie iibergeht, fiir den Grenzfall h -+ o. Das Korrespondenz
prinzip jedoch behauptet eine daruber weit hinausgehende Analogie beider 
Theorien. Diese Analogie ist sehr merkwiirdig und iiberraschend. Denn 
es sind ja die primitivsten, scheinbar selbstvedtandlichsten und unent
behrlichsten Unterlagen der klassischen Theorie in der Quantentheorie 
aufgegeben: Die Stetigkeit der physikalischen Ablaufe, die klassische 
Kinematik als Ausdruck der gewohnten physikalischen Raumzeitvor
stellung, die der ~assischen Wellentheorie zugrunde liegende Vorstellung 
des physikalischen Kontinuums, das klassische KausaUtiitsprinzip -
alles das gibt es in der Quantenphysik nicht mehr. Alle diese grund
siitzlichen Dinge sind in der Wirklichkeit der Quanten radikal anders, 
als in der klassischen Vorstellungswelt und der ihr entsprechenden makro
skopischen Physik. Trotzdem besteht eine durchgehende und bis in feinste 
Einzelheiten reichende Analogie: bei vollkommener Verschiedenheit der 
anschaulichen Grundvoraussetzungen erweisen sich die konkreten Einzel
aussagen beider Theorien in jedem Beispiel als verwandt. 
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Eine solche Korrespondenz liegt in der Tatsache, daJ3 die klassisch
wellentheoretischen Inter/erenzgesetze (soweit sie die Zeitmittelwerte der 
Intensitiiten, aber nicht die Intensitiitsschwankungen betreffen) auch bei 
beliebig geringen Lichtintensitiiten exakt gtiltig sind (vgl. Kapitel r, § 2, 3 
unter A); was also weit hinausgeht tiber eine bloJ3e asymptotische Giiltig
keit fUr grope Strahlungsdichten - wie sie ja auperdem noch besteht hin
sichtlich der Schwankungen (vgl. Kapitel r, § 2, 3 unter C). Ferner gehort 
hierher die exakte Giiltigkeit der klassischen Gesetze der Kugelwelle auch 
fUr die Quantenstrahlung (vgl. Kapitel r, § 2, 4). Bei aller Verschieden
heit der Grundvorstellung: kontinuierliche, allseitig sich unbegrenzt 
verdtinnende Energieausstromung in der klassischen Theorie; unstetige, 
explosive Abgabe unteilbarer Lichtquanten hv andererseits, besteht 
eine exakte Obereinstimmung dadurch, daJ3 das klassisch-kontinuierlich 
errechnete Gesetz sich wiederfindet als Wahrscheinlichkeitsgesetz, welches 
den statistischen M ittelwert der durch zahlreiche unstetige Elementar
akte gelieferten Intensitat in seiner Abhangigkeit von der Richtung 
festgelegt.. Und in einer einfachen, sinngemaJ3en relativistischen Modifi
kation des klassischen Gesetzes der Kugelwelle erfassen wir auch die 
Intensitatsverteilung beim CO¥PTON-Ettekt (vgl. Kapitel r, § 2, 4). 

2. Quantelung des harmonischen Oszillators. Das Korrespondenz
prinzip solI nun herangezogen werden fUr die Quantelung des harmo
nischen Oszillators. Es kommt uns dabei vornehmlich auf die Methode, 
auf die korrespondenzmaBige Betrachtungsweise an. Denn das Ergebnis 
der Quantelung ist fUr diesen Fall schon ohne besondere Umstande 
eindeutig erkennbar. Wir wissen ja, daJ3 die Energie des elektromagne
tischen Strahlungsfeldes in unteilbaren Quanten hv auftritt. Da es sich 
hier aber urn nichts anderes, als die Energie der Hohlraumoszillatoren, 
der elektromagnetischen Eigenschwingungen handelt (vgl. Kapitel r, § r), 
so sehen wir, daJ3 ein harmonischer Oszillator der Frequenz v Energie
stufen im Abstand hv haben muJ3, so daB die Energiewerte seiner statio
naren Zustande durch 

Wn = const + nhv; n = 0, r, 2, . .. (1) 

gegeben sind. Die in (r) eingefUhrte additive Konstante ("Nullpunkts
energie") muB bei den Oszillatoren des Lichtfeldes gleich Null gesetzt 
werden, kann aber fUr materielle Oszillatoren erst spater festgelegt 
werden. 

Die empirisch gesicherte Formel (vgl. Kapitel r, § r) 
hv 

ev = -"-.-- (2) 
e7,f - I 

fUr die mittlere thermische E,nergie eines Oszillators (abzuglich etwaiger 
Nullpunktsenergie) bestiitigt die Quantelung (r), und kann aus (r) 
abgeleitet werden, wenn man hinzunimmt, daJ3 die stationaren Zustande 
des harmonischen Oszillators samtlich das statistische Gewicht r haben: 
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Die kanonische Verteilungsformel (vgl. Kapitel I, § 3, 5) fiihrt dann 
namlich mit 

m=o 

zu 
CD 

E" = ~ z:, .. n h" = h,,· Y (I - y) ddy ~ y" = h" I Y y' 
"=0 n 

was in der Tat (6) ergibt. 
Wir denken uns jetzt, um die korrespondenzma/1ige Begriindung von 

(I) durchzufiihren, einen materiellen harmonischen Oszillator, etwa ein 
mit der Frequenz"o eindimensional schwingendes, elastisch gebundenes 
Elektron. Nach der klassischen Theorie wiirde die Schwingungskoorcli
nate q dieses Elektrons als Funktion der Zeit so aussehen: 

q(t) = cos2 n("ot+ot). (4) 
Allerdings gilt das nur angenahert, namlich unter Vemachlassigung der 
Strahlungsdamptung: die schwingende elektrische Ladung wird ja ats 
Mikroantenne elektromagnetische Strahlung aussenden, in einer ihrer 
jeweiligen Schwingungsenergie proportionalen Intensitat. Also wird die 
Energie des schwingenden Elektrons sich exponentiell verzehren (vgl. dazu 
Kapitel I, § 4, I). 

Die klassisch von der Schwingung (4) emittierte Strahlung zeigt 
nun folgende, gerade fUr den harmonischen Oszillator charakteristischen 
Eigenschaften: I. Sie ist stets monochromatisch. 2.1hre Frequenz ist 
unabhlingigvon der Schwingungsenergie des Oszillators - namlich stets 
gleich "0. 

Quantentheoretisch ist die Frequenz der von dem Oszillator emit
tierten Strahlung dagegen gemaB der BOHRschen Frequenzbedingung 

W .. -Wm=h" (5) 
abzuleiten aus den Energien der stationaren Zustande. 1m Sinne des 
Korrespondenzprinzips fordem wir jedoch: Auch im quantentheoretischen 
Falle sollen die beiden (lngegebenen Charakteristika der Oszillatorstrahlung 
bestehen bleiben. 

Das ist nur dadurch moglich, daB wir die stationaren Zustande aqui
distant im Abstand h"o annehmen - womit 'also (I) als notwendig er
wiesen ist - und iiberdies noch die A uswahlregel 

n-n±I ~ 
annehmen: es solI also der harmonische Oszillator nur solche Quanten
spriinge unter Emission oder Absorption von Licht auszufiihren pflegen, 
bei welchen sich die .. Quantenzaht' n um ± I andert. Danach kann der 
Oszillator in der Tat nur die eine Frequenz "0 emittieren oder absorbieren. 
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Diese Betrachtung HiBt sich noch verfeinern. Die obigen klassischen 
Ergebnisse gelten fur den Grenzfall, daB - bei endlichem elektrischem 
Moment der Schwingung - die Schwingungsamplitude sehr klein gegen
uber der zu 'JIo gehorigen LichtwellenHi.nge 1.0 ist. Bei unzureichender 
Erfullung dieser Voraussetzung ist die Berechnung der elektromagne
tischen Energieemission aus der Dipolkugelwelle nur als erster Schritt 
eines Approximationsverfahrens zu betrachten, dessen zweiter Schritt 
die zusatzliche Berucksichtigung einer Quadrupolkugelwelle ist. Diese ist 
wieder monochromatisch, aber mit verdoppelter Frequenz 2'J10. 

Quantentheoretisch muB offenbar dieser klassischen Quadrupol
welle eine Lockerung der Auswahlregel (6) entsprechen, derart, daB mit 
entsprechend geringerer Haufigkeit auch tl'bergange n -+ n ± 2 vor
kommen, die dann in der Tat eine emittierte oder absorbierte Strah
lungsfrequenz 2'J10 ergeben. 

Auch werden wir nicht zweifeln, daB die Richtungsverteilung der durch 
tl'bergange n -+ n - 2 entstehenden Emissionen im statistischen Mittel 
genau der klassisch berechneten kontinuierlichen Richtungsverteilung 
der Intensitat entspricht, welche fur diesen Fall (vgl. dazu Kap. I, 

(4), § 4, 4!) durch 
I (D) ~ sin22D 

gegeben ist, wo D den Winkel bezeichnet, den die fragliche Emissions
richtung mit der Schwingungsrichtung bildet. Denn wir wissen bereits, 
daB jedenfalls bezuglich der Dipolkugelwelle in der Tat exakte tl'ber
einstimmung zwischer klassischer und quantentheoretischer Intensitats
verteilung besteht (vgl. Kapitel I, § 2, 4). -

Denkt man daran, daB das elektromagnetische Feld ein System 
harmonischer Oszillatoren darstellt (vgl. Kapitel I, § 1,2), so kann man 
die BOHRsche Frequenzbedingung (5) als Folge der Oszillatorquantelung (I) 
auffassen: Nur solche Eigenschwingungsoszillatoren, welche die Frequenz 
'JI = LI W/h besitzen, sind irnstande, einen von einem Atom abgegebenen 
Energiebetrag LI W aufzunehmen, so daB also die emittierte Energie als 
Strahlung der durch (5) bestimmten Frequenz in Erscheinung treten muB. 

In diesem Zusarnrnenhang ist es unbefriedigend, daB bei der obigen 
Herleitung voI\ (I) die BOHRsche Frequenzbedingung (5) vorausgesetzt 
wurde. Deshalb sei eine Betrachtung angeschlossen, welche (I) - und 
als Folge von (I) die BOHRsche Frequenzbedingung - allein aus der 
quantenphysikalischen Grundtatsache unstetiger Elementarprozesse des 
Energieaustausches korrespondenzmaBig ableitet. 

Wir gehen davon aus, daB 'zwei harmonische Oszillatoren gleicher 
Frequenz 'JI nach klassischer Theorie stets resonanzllihig sind, unabhlingig 
von ihren beiderseitigen Energieinhalten. Dem muB als quantenphysi
kalischer Tatbestand korrespondieren, daB diese Oszillatoren stets, 
in welchem stationaren Zustand sich auch jeder von ihnen befinden 
moge, zum unstetigen Austausch einer gewissen endlichen Energie 
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befahigt sind. Das ist nur dann moglich, wenn ihre Energiestufen in 
iiquidistanter Reihe liegen: 

W" = const + n' E(v); (8) 
dabei ist E (v) eine noch zu bestimmende Funktion von v. 

Aus relativistischen Invarianzgriinden kann aber diese 
einer Energie E (v) zu einer Frequenz v nur in der Form 

erfolgen. -

E . . K - = mvanante onstante v 

Zuordnung 

(9) 

Die Zuordnung (9) ist nicht nur fiir die - hier allein benutzte -
spezielle Relativitatstheorie, sondern auch fUr die allgemeine Relativitats
theorie ein invariantes Gesetz, so daB auch die EINSTEINsche Auffassung 
der Gravitation mit den Quantengesetzen im Einklang steht. Das hangt 
damit zusammen, daB die grundlegenden Invarianten der allgemeinen 
wie der speziellen Relativitatstheorie die Dimension von Wirkungen 
haben: Die quantenphysikalischen elementaren Unstetigkeiten konnen 
deshalb nur als eine Atomistik von Wirkungsgrii/3en in relativistisch 
invarianter Gesetzlichkeit zutage treten; die ihnen zugrunde liegende 
neue un~verselle Naturkonstante kann nur ein Wirkungs-Quantum sein. 

3. Periodizitat und Quantelung. Wir betrachten nun einen schwach 
anharmonischen Oszillator. Die klassische Tbeorie ergibt in zwei Punk ten 
eine Abweichung gegeniiber dem exakt harmonischen Oszillator: Erstens 
wird die periodische Bewegung des schwingenden Massenpunktes nicht 
mehr die einfache Sinusgestalt (4) zeigen, sondern allgemeiner so aus
sehen: 

q (t) = q + a cos 2 n (vo t + ex) + b COS.2 n (2 Vo t + (3) + } 
+ c cos 2 n (3 Vo t + y)+ ... , 

(10) 

je ausgepragter die Anharmonizitat des Oszillators (also die Abweichung 
der potentiellen Bindungsenergie von einem quadratischen Ausdruck 

~ k2q2), desto starker werden neben der Grundschwingung acos2n(vot+ ex) 

auch die Oberschwingungen mit den Frequenzen 2Vo, 3vo, ... in der 
Bewegung (10) hervortreten. Zweitens wird aber die Grund/requenz 1'0 

nicht mehr unabhangig yom jeweiligen Energieinhalt des Oszillators sein. 
Diese Abweichungen yom harmonischen Verhalten werden wir in 

der Quantentheorie zum Ausdruck bringen miissen 1. durch eine Locke
rung der Auswahlregel (6); 2. durch einen Verzicht auf die Aquidistanz (I) 
der Energiestufen. Der anharmonische Oszillator im n-ten Quanten
zustand (die N umerierung der moglichen Energiewerte sei wieder der 
GroBe nach durchgefiihrt) wird also mit spontaner Emission nicht nur 
den Sprung n -+ n - I, sondern auch n -+ n - 2; n -+ n - 3; ... 
ausfiihren konnen. Und unter Absorption des entsprechenden hv kann 
er die Obergange n -+ n + I; n -+ n + 2; n -+ n + 3; ... machen. 
Danun die Energiestufen nicht mehr genau aquidistant liegen - aber 
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doch angeniihert aquidistant bei Voraussetzung schwacher Anharmonizitat 
- so wird die zu n ~ n - I gehorige Emissionsfrequenz etwas verschieden 
sein von der Absorptionsfrequenz n ~ n + 1. Die zu n ~ n - 2 ; 

n ~ n - 3; ... gehorigen Frequenzen werden nur noch angenahert, 
nicht mehr genau, das Doppelte, Dreifache, ... der zu n ~ n - I ge
horigen Frequenz sein; und dasselbe gilt fUr die Absorptionsfrequenzen 
n ~ n + 2; n ~ n + 3; ... Trotz dieser grundsatzlichen Abweichung 
von Beziehungen, die fiir die klassische Theorie ganz exakt und allgemein 
gelten, und ganz unvermeidlich und selbstverstandlich sind, werden wir 
doch auch jetzt noch die beiden Frequenzen 11 ~ n ± I in Korrespondenz 
zur klassischen Frequenz "110 zu set zen haben (wobei derjenige Wert 
von "110 zu nehmen ist, welcher sich ergibt, wenn der korrespondierende 
klassische Oszillator dieselbe Energie hat, wie der Quantenoszillator 
im n-ten Zustand). Entsprechend stehen die Quantenfrequenzen der 
Obergange n ~ n ± 2; n ~ n ± 3; ... in Korrespondenz zu den klassi
schen Frequenzen 2"110 ; 3"110; ••• Wir werden also auch hinsichtlich der 
Intensitiiten in Absorption und Emission eine korrespondenzmii/3ige 
A nalogie erwarten, derart, daJ3 die verschiedenen Vbergangswahrschein
lichkeiten Faktoren enthalten, die jeweils zu a2, b2, c2, ••• korrespondieren. 

Diese Betrachtungsweise fiihrt uns zu einem Verstandnis der allge
meinen GesetzmaJ3igkeit, daB ein solches System, dessen korrespondieren
des klassisches Analogon eine perl,odische Bewegung ausfiihrt, diskrete, 
gequantelte Energien aufweist, ein solches dagegen, das einer aperiodischen 
klassischen Bewegung korrespondiert, eine ungequantelte Energie besitzt, 
die ein kontinuierliches Gebiet moglicher Werte hat. DaB letzteres der 
Fall ist, wird empirisch vor allem durch die kontinuierlichen Spektren 
hinter den Seriengrenzen (vgl. Kapitel I, § 3,2) gezeigt; femer durch das 
kontinuierliche Rontgenbremsspektrum. Es ist natiirlich auch zu be
statigen an unseren Formeln fUr die Quantelung des harmonischen 
Oszillators und der translatorischen Bewegung auf einer endlichen 
Strecke: LaBt man die Grundfrequenz "110 des Oszillators zu Null werden, 
oder die Lange l der fraglichen Strecke unendlich groB, so riicken die 
diskreten Energiestufen immer enger zusammen, bis im Grenzfall die 
Quantelung ganz verschwindet. 

Wir haben diese Gesetzma/3igkeit als Spezialfall der im Korrespondenz
prinzip behaupteten Ahnlichkeit von klassischen und Quantengesetzen 
anzusehen: Ein Quantensystem, dessen Zustande samtlich gequantelt 
sind, wird auf Grund der BOHRschen Frequenzbedingung (5) ein reines 
Linienspektrum zeigen; ein solches dagegen, das nur ungequantelte 
Zustande hat, wird stets ein kontinuierliches Spektrum zeigen. Linien
spektrum einerseits und kontunierliches Spektrum andererseits sind 
aber in der klassischen Theorie charakteristisch fUr periodische und fiir 
aperiodische Bewegung. 

So sollte z. B. die aperiodische Bremsung, welche die Elektronen in 
einer Rontgenrohre beim Aufprall auf die Antikathode erleiden, nach 
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klassischer Theorie zur Emission von "eIektromagnetischen Knallen" 
fuhren, deren spektrale Analyse im ganzen unendlichen Spektralbereich 
von '1'= 0 bis '1'= 00 eine von Null verschiedene Intensitat ergabe. In 
korrespondenzmaBiger Analogie hierzu ergibt sich quantenphysikalisch 
in der Tat ein kontinuierliches Emissionsspektrum, dessen Intensitat 
jedoch nur von '1'=0 bis v = Vmax = eVJh von Null verschieden ist (vgl. 
Kapitel I, § 2, 2). 1m Grenzfall h ->- 0 wiirde abermit vmax = 00 der asympto
tische AnschluB an die klassische Theorie voll erreicht werden; und fur 
hinreichend kleine Frequenzen '1'< Vmax kann dementsprechend die 
Intensitatsverteilung rein klassisch berechnet werden (KRAMERS). 

Bei einem H-Atom haben wir sowohl diskrete Energiewerte W .. = 
- RhJn2, als auch kontinuierlich verteilte Werte W ~ o. Dies steht in 
Korrespondenz 'einerseits zu den klassischen periodischen EUipsenbahnen 
eines Elektrons im COULoMB-Felde (mit negativer Energie) und anderer
seits zu klassischen aperiodischen Hyperbelbahnen (mit positiver Energie). 

4. Korrespondenz der Quantenzahlen und Frequenzen. Zur Ver
tiefung unserer Korrespondenzbetrachtungen wollen wir einige feinere 
und tiefere GesetzmaBigkeiten der klassischen Theorie beriihren. Es 
seien p, q Impuls und Koordinate eines (eindimensional) schwingend~n 
Massenpunktes. Die graphische Darstellung dieser periodischen Be
wegung in einer Ebene mit den rechtWinkligen Koordinaten p und q 
- der sog. "Phasenebene" - ist eine geschlossene Kurve: 1m FaIle des 
harmonischen Oszillators liefert der Energiesatz 

p2 ,,2 ,,2 
_+_q2=W=const· _=437:2'1'2 (II) 
2JL 2 ' JL 

eine Ellipse; fUr einen schwach anharmonischen Oszillator wurden wir 
ein davon etwas abweichendes Oval. erhalten. Bei kinetischer Energie 
P2/Zf.( und beliebiger (aber zu periodischer Bewegung AniaB gebender) 
potentieller Energie bekommen wir stets eine zur q-Achse symmetrische 
Kurve, die von jeder sie schneidenden Parallelen zur p-Achse in zwei 
Punkten getroffen wird. Aus quantentheoretischen Griinden wird uns 
die mit Ll pLl q zu bezeichnende GrofJenordnung des Produktes der Schwan
kungen von p und q urn ihre Mittelwerte spater beschiiftigen. Als ein 
Mal3 dieser GroBeJ.lordnung konnen wir den Fliicheninhalt 

I =pPdq (IZ) 
der besprochenen geschlossenen Kurve ansehen; er hat die Dimension 
einer Wirkung. 

Diese GroBe I, auch "Wirkungsinlegral" genannt, hat fUr die klassische 
Theorie eine hervorragende Bedeutung, Sie besitzt insbesondere die 
folgenden Eigenschaften: 

A. Die Phasen/liiche list "adiabatisch invariant": Unterwirft man 
das schwingende System einer Storungskraft. die unendlich langsam vom 
urspriinglichen Werte Null an zu ihrem spateren Werte anwachst (dieser 
moge dann wieder konstant gehalten werden), so bleibt der Wert von I 
ungeandert. 
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Als ein Beispiel sei die M6glichkeit erwahnt, bei einem in Gestalt 
eines Pendels realisierten harmonischen Oszillators die Frequenz belie big 
abzuandern durch unendlich langsame Veranderung der Lange des 
Pendelfadens. 

B. Stellen wir die Energie W als Funktion des Wirkungsintegrales I 
dar, so ergibt sich die Frequenz v durch Diflerentiation: 

dW(I) 
v = c[J- . (13) 

Auf den mathematischen Beweis der Formel (i3) kommen wir 
spater zuriick; jetzt soIl nur ihre korrespondenzmaBige Bedeutung 
gepriift werden. 

Der Begriff der adiabatischen Invarianz ist von wesentlicher und 
unentbehrlicher Bedeutul!g fiir die Thermodynamik, derart, daB er an 
Wichtigkeit durchaus gleichwertig dem Begriff der relativistischen I nvarianz 
zur Seite steht. Die empirische Tatsache, die wir als Inhalt des quanten
physikalischenAdiabatensatzes ansehen (vgl. Kapitel I, §4, 3), kann offenbar 
so ausgedriickt werden, daB die Quantenzahl n als eine quantentheoretische 
adiabatische I nvariante anzusehen ist. Also muB n in Korrespondenz 
gesetzt werden zu einer klassischen adiabatischen Invarianten, d. h. im 
FaIle des eindimensionalen Oszillators zu einer Funktion von I; da 
man jeden (beliebig anharmonischen) eindimensionalen Oszillator in 
jeden anderen durch eine adiabatische Um/ormung ubergehen lassen kann, 
so muB n in jedem FaIle mit derselben Funktion von I korrespondieren. 

Fur den Spezialfall des harmonischen Oszillators ist diese Funktion 
von I aber so fort zu ermitteln. 1st v die Frequenz des Oszillators, so ist 
nach (II) die FIache I der fraglichenEIlipse offen bar gleich i = 2 7t WV~/x, 
oder TV 

1= p' (14) 

Vergleich mit der Quantenformel (I) lehrt uns dann die /undamentale 
K orrespondenz: 

nh ->- I. (IS) 
Mit einer bekannten Bezeichnung, die allerdings der modernen, hier 

vorgetragenen Auffassung der Verhaltnisse nicht mehr recht angemessen 
ist, nennt man diese Korrespondenz die "Quantenbedingung". Man 
kann sie zu einer approximativen Berechnung der Energiestufen eines 
quantenmechanischen Systems von einem Freiheitsgrade benutzen, indem 
man durch klassische Rechnung die Energie W = W (I) als Funktion 
von I bestimmt und dann fur I die Werte nh (n = 0, I, 2, ... ) einsetzt. 

Betrachten wir jetzt noch einmal unser fruheres Beispiel (§ I) 
eines auf einem Kreise vom Umfang 1 umlaufenden Massenpunktes 
mit der Geschwindigkeit v. Der Ausdruck (12) ergibt in diesem FaIle 

1 
I=pPdq=!lv'I=27t'!lv 2;t' 

oder 
(IS') 
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wo P'P wieder der Drehimpuls ist. Dieser ist also, wie wir schon in (13), 
§ I anderweitig gefunden hatten, diskret zu quanteln gemaB 

(mit ganzzahligem m). -

h 
m-zn-+p'P (IS") 

Die von der klassischen Theorie korr~spondenzmaBig in die Quanten
theorie zu libertragende adiabatische Invarianz von Wjl1 bei einem 
harmonischen Oszillator, dessen Frequenz adiabatisch geandert wird, 
ist auch im Hinblick auf die SchluBbetrachtung in § 2, 2 bedeutungs
voll: Die dort durch relativistische Invarianz begrlindete Notwendigkeit, 
flir die Zuordnung E (11) eine Proportionalitat Ejl1 = const. anzunehmen, 
kann auch aus adiabatischer Invarianz erschlossen werden. Sie ist also 
ebensowohl aus den Forderungen der Thernfodynamik, wie aus denen 
der Relativitlitstheorie herzuleiten. 

Dementsprechend kann auch das WIENsche Verschiebungsgesetz, statt 
durch relativistische Uberlegungen (vgl. Kapitel I, § I, I) rein thermodyna
misch begriindet werden, durch eine Uberlegung, die sich im Kerne 
darauf grundet, daB bei einer unendlich langsamen, adiabatischen 
V olumlinderung des Hohlraumes fUr jede Hohlraumeigenschwingung Eji 
konstant bleibt. 

Die fundament ale Korrespondenz (IS) laBt eine wichtige allgemeine 
Korrespondenz erkennen zwischen der klassischen und der quanten
theoretischen Festlegung der Frequenzen eines schwingenden Systems. 
Fur einen durch einen bestimmten Wert der Phasenflache I gekenn
zeichneten Zustand eines klassischen Oszillators ist die T-te Oberschwingung 
in Emission und Absorption nach (13) gegeben durch 

. dW(I) 
TV=TV(I) = T~. (16) 

Flir ein Quantensystem im n-ten Zustand ist die T-te der Absorptions
bzw. Emissionsfrequenzen gegeben durch 

'Va = W(nh+T~)-W(nh), 1 
(17) 

. _ W(nh)-W(nh-Th). 
11. - h ' 

wir habenhier' die Bezeichnung W(nh) fUr Wn gebraucht. Wir wollen 
nun in (17) einen mathematischen Grenzlibergang h -+ 0 vornehmen, 
wobei jedoch nh konstant gleich I gehalten werden solI. Dann gehen 
{W(I+Th)-W(I))jh und {W(I)-W(I-Th))jh in die klassische 
Frequenz (16) uber. Wir sehen also"'- unser obiges, fUr den Fall des 
schwach anharmonischen Oszilla tors gewonnenes Resultat verallgemeinernd, 
daB diese beiden Quantenfrequenzen zur klassischen T-ten Oberfrequenz 
(16) in korrespondenzmlifJiger Parallele stehen: Die Korrespondenz 

(18) 
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macht nicht nur eine beim Grenzubergang h -->- 0 eintretende asympto
tische Vbereinstimmung ersichtlich, sondern druckt auch das allgemeine 
Verhaltnis der unstetigen Quantenphysik zur stetigen klassischen Physik 
in einer sehr anschaulichen Weise mathematisch aus: namlich durch 
die Zuordnung von Differenzenquotienten und Differentialquotienten. 

Die Zweideutigktit der Zuordnung (IS) ist naturlich eine wechsel
seitige: in unmittelbar verstandlicher Weise konnen wir das ausdrucken 
in dem vollstandigeren Schema: 

... ) rv(nh+rh) 
v(n+r, n)", 

/ rv(nh) 
v(n, n-r) 

'" rv(nh-r h) ... / 

(IS') 

5. Die RYDBERG - Konstante. Ebenso, wie die Ablenkung der 
Kathodenstrahlen durch elektrische und magnetische Felder mit der 
dabei beanspruchten Genauigkeit ohne jede Berucksichtigung von 
Quanteneffekten zu berechnen ist (und sowohl zur Bestimmung des 
Verhaltnisses ejfl der Ladung zur Masse als auch zur unmittelbaren 
Bestatigung diesbezuglicher Aussagen der Relativitatstheorie ftihrt) , 
eben so werden wir zweifellos berechtigt sein, ohne Berucksichtigung 
von Quanteneffekten die Bewegung eines Elektrons in einem COULOMB

schen Zentralfeld zu berechnen, sofern wir uns auf B~hnen von makro
skopischer Grope beschriinken. 

Wir denken uns also einen unendlich schweren und ruhenden positiven 
Kern der Ladung Z e; er werde auf einer kreisfOrmigen Bahn umkreist 
von einem Elektron - der Radius r der Bahn moge beispielsweise von 
der GroOenordnung I em sein. 

Die Zentrifugalkraft flv2jr muO der das Elektron anziehenden Cou
lombkraft Z e2jr2 das Gleichgewicht halten: 

die Umlaufsfrequenz v des Elektrons ist gegeben durch 
v r = 2nv; 

(19) 

(20) 

und die Energie W = ~ fl v2-Z e2jr wird unter Berucksichtigung von 

(19) gleich 
Il v2 Z e2 • W=--=--. 

2 21' 
(21) 

Eliminierung von l' und v aus (20), (21) gibt die Beziehung 

W 3 1 
V2 = - -;- n 2 flZ2 e4 (22) 

zwischen W und v. 
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Die quantenphysikalische Erfahrung lehrt nun (vgl. Kapitel I,' § 3, 2), 
daB fur einen Energiewert 

RZ1h W,,=-----ns- (23) 

bei groBem Werte n die kleinste Absorptionsfrequenz durch 

(
I I )'2RZI 

'/I = R Z2 nl (n + 1)1 R::: ----ns- (24) 

gegeben ist. Da nun zur Ennaglichung des asymptotischen Anschlusses 
an die klassische Theorie bei sehr groBen Werten von n (makroskopischen 
Bahnradien) die Beziehung (22) durch die GraBen W, '/I aus (23), (24) 
erfiillt werden muB, so ergibt sich die beriihmte BOHRsche Fonnel der 
RVDBERG-Konstanten (vgl. Kapitel I, § 3, 2): 

2nlpe' 
R= h8 (25) 

Es ergibt sich noch eine Korrektion, wenn wir die Kernmasse M als 
endlich annehmen: die klassische Bahnberechnung ergibt dann (da nicht 
mehr der Kern, sondern der Schwerpunkt von Kern + Elektron in Ruhe 
bleibt) in der Beziehung (22) an Stelle der Elektronenmasse,u die GraBe 

Ii = --/+~ I (26) 

so daB in (23) entsprechend Rji. statt R,u z~ setzen ist; oder: 

W .. =- 2n~~e'. ZIp .~.. (27) 
1+117 

in Ubereinstimmung mit der Erfahrung (vgl. Kapitel I, § 3, 2). 
Diese von BOHR herriihrende wunderbare Herleitung der RVDBERG

Konstante hat gegenuber seiner viel bekannteren Ableitung der voll
standigen BALMER-Fonnel (die wir gleich anschlieBend vorfuhren werden) 
den groBen methodischen Vorzug, daB sie in keiner Weise zu einer falschen 
Einschatzung der Bedeutung und Tragweite der angewandten Uber
legungen und Schlusse verfuhren kann: es ist deutlich ersichtlich, daB 
die theoretische Uberlegung sich auf den Fall groper Quantenzahlen n 
beschrankt, fur diesen aber unbedingte Zuverlassigkeit beanspruchen kann. 
Die Verwertung der so gefundenen Resultate auch fur kleine n ergibt 
sich aus der empirischen Kenntnis der BALMER-Fonnel. 

Erinnern wir uns an das in (I3), § I, gewonnene [und durch (IS") 
bestatigte] Ergebnis, so kannen wir auch dadurch zu einer Bestimmung 
der RVDBERG-Konstanten gelangen, daB wir direkt die Energie als Funk
tion des Drehimputses berechnen: Mit p".=livr und dem asymptotischen 
Wert p". = nh/21'C fUr p". im n-ten Zustand bekommen wir aus (2I): 

jj e' za 2 n l jj e' za 
W =---2P~ = - nlhl (28) 

Die zweifelsfreie Zuverlassigkeit der Fonnel (28) fur grope n liefert 
uns wieder fur R die exakte Fonnel (27). DaB daruber hinaus unsere 
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soeben durchgefiihrte Rechnung in (28) sogar auch ffir kleine Werte n 
die exakte BALMER-Formel liefert, muB jedoch als ein Zufall angesehen 
werden: Auch dann, wenn die exakten BALMER-Terme etwa proportional 
1/(n2 - 1/4) waren, wiirde eine fur den augenblicklichen Stand unserer 
theoretischen Betrachtungen durchaus befriedigende Korrespondenz zur 
klassischen Formel (28) gegeben sein. Eine wirkliche, vollstandige Be
griindung der exakten BALMER-Formel kann erst du~ch die fertige Quanten
und Wellenmechanik erreicht werden (vgl. Kapitel3). 

6. Gitterbewegung und Interferenz. Die in § 1 auf Grund der 
DE BROGLIESchen Wellenzuordnung durchgefiihrte Quantelung der Trans
lationsbewegung kann auch unabhangig von den DE BROGLIESchen Wellen 
mit den jetzt benutzten Korrespondenzfiberlegungen durchgefiihrt 
werden. Es genfige, den einfachsten Fall zu betrachten, namlich die 
Translation eines eindimensionalen periodischen Gitters, mit der Gitter
konstanten l. Bei einer Translationsgeschwindigkeit v = P/M ergibt sich 
klassisch als Grundfrequenz v' dieser periodischen Bewegung (periodisch 
im Sinne der Betrachtungen von § 1): 

, IPI ( ) v = 1M' 29 

Quantentheoretisch seien P .. und Pm die translatorischen Impulswerte 
zweier Quantenzustande, so daB die durch 

P~-P'ln hv=----;zM-

gegebene Quantenfrequenz v der klassischen Oberfrequenz (n-m)v' 
korrespondiert. Als korrespondenzmaBiges Analogon zur klassischen Be
ziehung (29) nehmen wir an: 

( ) IPn+pml . 
v= n-m - 211'v1 ' 

die uns bekaimte Zweideutigkeit in der Zuordnung von klassischen und 
Quantenfrequenzen zeigt sich darin, daB v' durch einen einzigen Impuls
wert P = M v, dagegen v durch zwei Impulswerte Pn, Pm bestimmt ist. 
Die Einfachheit des hier behandelten PJ:oblems laBt aber keinen Zweifel, 
daB wir mit (31) die exakt richtige quantentheoretische Verallgemeinerung 
zu (29)gefunden haben. 

Aus (30), (31) folgt 

(P .. - Pm)l= (n-m)h, (32) 
was in der Tat mit dem Ergebnis (10), § I gleichbedeutend ist. 

Noch schneller ergibt sich (32), wenn wir an die fundament ale Kor
respondenz (IS), die "Quantenbedingung" , zuruckdenken. Die Phasen
ebene p, q geht fiir den jetzigen Fall in einen Parallelstreifen der Breite l 
tiber, und die zu einem klassischen Impulswert gehorige Phasenfliiche 
list gemaB ihrer Definition (12) gleich 

I 

1= f Pdq=pl. 
o 
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Da nun I korrespondiert mit nh, so mul3 quantenphysikalisch der 
Impuls P nur diskrete Werte annehmen, bezuglich deren wir in An
betracht der Einfachheit des Problems iiberzeugt sein durfen, dal3 sie 
exakt durch Pn=nhfl (mit n=o, ±1, ±z, ... ) gegeben sind. 

Diese beiden Herleitungen von (3Z) lassen sich naturlich auch sofort 
auf den Fall des dreidimensionalen periodischen Gitters anwenden, und 
ergeben dann die Bedingungen (1Z), § I. 

Man kann aber aus dieser Translationsquantelung des periodischen 
Gitters, die wir somit ohne Heranziehung der DE BROGLIESchen Wellen 
aus dem Korrespondenzprinzip abgeleitet haben, in sehr anschaulicher 
Weise wieder zum Nachweis der einem korpuskularen Teilchen zu
geordneten Welle kommen. 

VollfUhrt ein korpuskulares Liehtquant einen StofJ gegen das ein
dimensionale Gitter (Striehgitter) , so kann der translatorische Impuls P 
des Gitters, d. h. die Komponente des Gitterimpulses in der Richtung 
senkrecht zu den Gitterstrichen in der Gitterebene, sich nur urn 

L1 P = nzh (34) 

andern. Uns interessiert der Fall, dal3 die Gittermasse M praktisch 
unendlich grol3 und die Geschwindigkeit v = pjM praktisch Null ist. 
Dann bleibt die Energie des Lichtquants ungeandert; aber seine in die 
Gitterebene fallende, zu den Gitterstrichen senkrechte Impulskomponente 
mul3 die zum L1 P des Gitters entgegengesetzte Anderung erleiden. Da 
aul3erdem noch die Impulskomponente parallel zu den Gitterstrichen 
ungeandert bleiben mul3, so gibt es eine diskrete (unendliche) Reihe von 
Richtungen, in welch en das "elastisch reflektierte" Lichtquant wieder 
fortfliegen kann. Das Lichtquant bewege sich in einer Ebene senkrecht 
zu den Gitterstrichen, und sein Impuls @ bzw. @' vor und nach der 
Reflcxion bilde die Winkel oc bzw. oc' mit der Gitterebene. Da der 
Impulsbetrag erhalten bleibt: [@ [ = I @' [, so folgt aus (34), dal3 

,LJp nh. 
cos oc - cos oc = iillI = (an' (35) 

d. h. die moglichen Winkel oc sind gerade diejenigen, welehe sieh 
wellentheoretisch fiir eine Welle der Wellenhinge 

h 
A = j(lfi (36) 

ergeben wiirde. Analoges zeigt sich <!uch beim dreidimensionalen Gitter. 
Dieser ganze Gedankengang ist von DUANE ausgefUhrt, der damit 

die Interferenzeigenschaften des Lichtes, wie sie im Wellenbegriff zur 
Darstellung kommen, vom Standpunkte der Korpu~kulartheorie des 
Lichtes als notwendige Folge der korrespondenzmafJigen Quantelungsregeln 
erwies. Offenbar ist aber diese Schlul3weise fUr ZusammenstOl3e be
liebiger materieller Teilehen mit dem Gitter eben so zwingend, wie fUr 
Stol3e von Lichtquanten: Auch matedelle Teilchen konnen vom Gitter 
nur in disk ret verteilten Richtungen reflektiert werden, die durch (35) 
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gegeben sind, so daB sich auch fUr materielle Teilchen gemaB (36) zu
geordnete Wellen ergeben: es sind die DE BROGLIESchen Wellen. 

Wir durfen also sagen, dafJ die DE BROGLIEScken Wellen eine not
wendige logische Folge des BOHRschen Korrespondenzprinzipes sind. Man 
sieht auch sehr deutlich aus dieser Betrachtung, wie durch die Quanten
theorie die charakteristischen Unterschiede des klassischen Partikelbildes 
und des klassischen Wellenbildes aufgehoben werden zugunsten eines 
neuartigen einheitlichen Begriffes. 

7. Statistische Gewichte. Die empirisch gesicherte Formel der 
kanonischen Verteilung (vgl. Kapitel I, § 3,5), nach welcher unter einer 
groBen Zahl gleichartiger, unabhangiger Quantensysteme bei der Tem
peratur T eine mit 

W .. 
gn e -liT (37) 

proportionale Anzahl sich im n-ten Zustand mit dem statistischen Gewicht 
g .. befindet, steht in engster korrespondenzmaBiger Analogie zur klassischen 
Theorie. Die betrachteten Systeme mogen eindimensionale Oszillatoren 
sein; dann lehrt die klassische statistische Mechanik, daB eine mit 

proportionale Anzahl eine Energie besitzt, die in das enge Intervall W. 
W +.d W der Breite 

£alIt. 
Der Vergleich von (38), (39) mit (37) lehrt uns, daB fUr den eindimen

sionalen Osiillator alle statistischen Gewichte g .. gleich 1 sind. [Fur dep. 
Fall des harmonischen Oszillators hatten wir dies schon oben (§ 2,2) 
erwahnt.] Denn je zwei benachbarte Quantenzustande W .. , W .. + I kor
respondieren zwei Werten der Phasenflache I, die sich urn h unterscheiden: 
daszwischen den beidenKurvenH(p,q) =W(nh) undH(p,q) = W(nh+h) 
gelegene ringfOrmige Gebiet .d 1= h der klassischen Phasenflache kor· 
respondiert also, nach Division mit h, dem statistischen Gewicht g .. ; 
d. h. es besteht die Korrespondenz 

L11 
g .. ~ ~ =1. (40) 

Hieraus konnen wir unsere Behauptung 
g .. = 1 (41) 

sofort erschlieBen, wenn wir uns auf den (friiher als empirische Tatsache 
eingefUhrten) Zusammenhang g .. = G .. der Gewichte g .. mit den Vielfach
heiten G .. berufen: Eine GroBe g .. , die ganzzahlig ist, und mit .dljh= 1 

ko"espondiert, muB exakt gleich 1 sein. 
Die Dbereinstimmung g .. = G.. ist aber ihrerseits eine theoretische 

NoU'vendigkeit. Man kann namlich aus dem Gesetz der kanonischen 
Verleilung leicht erschlieBen, daB die g .. jedenfalls mit thermodynamischer 

Jordan, Quantentbeorie. 5 
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Notwendigkeit adiabatisch invariant sein miissen; das Gewicht eines 
mehrfachen Termes muB also gleich der Summe der Gewichte der ein
fachen Terme sein, in welche er durch eine auBere Storung aufgespalten 
werden kann, und dies wiirde auf Widerspriiche ruhren, wenn nicht alle 
einfachen Terme ubereinstimmendes Gewicht hatten. 

Entsprechend der engen Analogie der Formeln (37) und (38) kann 
auch die theoretische Begrundung von (37) aus allgemeinen quanten
theoretischen Gesetzen in genauer Korrespondenz zur klassischen Be
griindung der klassischen Formel (38) durchgefiihrt werden l . Wir be
gniigen uns mit folgender Hervorhebung. 

1m Sinne des BOLTZMANNschen Prinzips definieren wir die Entropie 5 
einer Gesamtheit von N gleichartigen, unabhangigen Quantensystemen 
durch den Logarithmus der "thermodynamischen W ahrscheinlichkeit" 
W B, d. h. der A nzahl der Realisierungsmoglich"keiten der betreffenden 
Verteilung. Wir nehmen an, daB wieder alle g" = I sind. Eine durch 
bestimmte Werte der N" (wobei N,,=Anzahl der im n-ten Zustand 
befindlichen Systeme ist) beschriebene Verteilung kann auf 

N! 
WB = Nl!N2!N3!. .. (42 ) 

verschiedene Weisen realisiert werden; mit der STIRLINGSchen Formel 
log N! = N log N - N wird dann gemaB dem BOLTZMANNschen Prinzip 

S=klog WB=k {Nlog N-.I N"log N"j. 
" oder 

" " 
Bei gegebener Gesamtenergie 

~ N" E=N~ W"N-
" 

erreicht 5 dann seinen groBten moglichen Wert, wenn die N,,/N die 
durch (37) fiir g" = I gegebenen Werte haben 2• 

Anwendung von (37) auf die gequantelte Translationsbewegung von 
Massenpunkten in einem grofJen rechteckigen Kasten mit ideal spiegelnden 

1 Vgl. dazu die systematische Darstellung in P. JORDAN: Statistische 
Mechanik auf quantentheoretischer Grundlage. Braunsthweig I933. 

2 Denn S -->- Maximum fordert bei Berucksichtigung der beiden Neben
bedingungen E =const und EN"jN = I: 

" 
t5(S-PE + )'EN,,) =0, (a) 

" oder 
klnN" +pW" + C=o. (b) 

Nu.n muE P = -r.-1 sein, weil bei einer Warmezufuhr ohne Arbeitsleistung 
zWIschen den Anderungen L1 S, L1E die Beziehung L1 S = L1EjT besteht, 
u~d nach (a) auch L1 S - P L1 E = 0 sein muE. Danach gibt (b) in der Tat (I) 
mIt g,,= I. 
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Wlinden liefert uns, wie es sein muG, genau die MAxwELLsche Ge
schwindigkeitsverleilung bzw. ihre Verallgemeinerung fiir den relativisti
schen Fall. 1st ____ pI 

W =CYI'2C2+ llll_I'C2~ 2/1 . (45) 

die translatorische kinetische Energie eines Gasmolekiils, so lautet die 
klassische Behauptung so, daB ein mit 

W II" 

dlls d~,. dll.·e - kT ~ dlls dll,. d~"e - 2", lIT (46) 

proportionaler Antell der vorhandenen Gasmolekiile bei der Temperatur T 
translatorische Impulskomponenten besitzt, die in die Intervalle "' .. , 
lls+d~ .. ; ll,., ll,.+dll,.; ll" ll.+ d~. fallen. Dasselbe ergibt sich aber 
offenbar aus (1) unter Beriicksichtigung der in § 1 hergeleiteten Quante
lung, die fur die Impulskomponenten die moglichen Werte 

nh ~h ~h 
~s= 21; ~,.= 21' : ll.= 21" (47)' 

liefert: Mit der wiederum korrespondenzmaBig zu begriindenden Fest
stellung 

g .... , .. ,,=1 

wird die (fUr groBe 1,1',1") in till .. d~,. dll. fallende Anzahl von Quanten
zustlinden in der Tat proportional mit d~ .. dll,. dll,. 

Wollten wir jedoch (10) auch auf das Lichtquantengas im Strahlungs
hohlraum anwenden, so wiirde sich statt des PLANcKschen Gesetzes 
das WIENsche Gesetz (vgl. Kapitell) ergeben: dies fiihrt auf Fragen, 
die wir spaterer Untersuchung (Kapitel 4) uberlassen mussen. 

§ 3. Ubergangsamplituden. 
I. Der hannonische OszUlator. Ein klassischer Dipol-Oszillator, der 

eine eindimensionale harmonische Bewegung ausfuhrt: 

q=a cos 2:rr;("t+lX). I'q =-'X2q: 'X=2:rr;"yp, (1) 
emittiert durch die von ihm ausgehende Kugelwelle pro Zeiteinheit die 
Energie: 

2 e' -=s 16 '" vi 1:1 8 n' v' el 8 w.= 3e1 q = 3e1 e a =-3-' /lei' (2) 

Rier ist E = 21':rr;1 " lIal sein Energieinhalt, und e die Ladung des schwingenden 
Punktes. Bis auf die Zahlfaktoren ergibt sich (2) aus Dimensionsgrunden, 
wenn man nur bedenkt, daB die Proportionalitat mit as notwendig ist, 
well die elektrischen und magnetischen Feldstiirken in der Kugelwelle 
mit der Schwingungsamplitude a proportional sind. 

Der Oszillator werde nun vom Zeitpunkt to an der Einwirkung eines 
Strahlungsfeldes ausgesetzt, so daB also - seine Schwingungsrichtung 
sei etwa parallel zur x-Achse - eine zeitlich variable Feldstarke <i .. (t) 
auf ibn einwirkt: 

I' ij = _'X"q + e<is (t). 
5* 
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Die auBere Kraft veranlaBt den Oszillator zu einem resonanzmaBigen 
Mitschwingen, welches sich der ungestorten Bewegung q (t) = qo (t) = 
a cos 2 n (vt + ex.) iiberlagert: Man bestatigt durch Differentiation, daB (3) 
ge16st wird durch 

I 

q (t) = qo(t) + e fsin2nv(t-t')~x(t')dt' . 
2nV'II-

I. 

Folglich besteht durch die von to bis t --;- tl vom Strahlungsfeld am 
Oszillator geleistete Arbeit aus zwei Summanden, von denen der erste 
linear in ~, der zweite quadratisch in ~ ist. Der erste schwankt bei 
Anderung der Phasenkonstanten ex. iiber positive und negative Werte; 
der zweite dagegenist von ex. unabhangig und stets positiv: Mit den 
Bezeichnungen 

~ ~ 

A.= f dt'~x(t) cos 2nvt; B.= f dt'~At) sin 2nvt (5) 
~ ~ 

erhalten wir fiir die geleistete Arbeitden Ausdruck l : 

I, 

e f q~xdt=-ea'2nv'lsin2 nex.·A.+cosznex.·B.1 + :: {A~+B~I· (6) 
I. 

Durch eine Mittelwertbildung uber die Phasenkonstante ex. wird der 
erste Summand zum Verschwinden gebracht; also ergibt sich im statistischen 
Mittel uber viele Oszillatoren eine standige, positive Absorption der Oszilla
toren aus dem Strahlungsfelde. 1m Faile eines isotropen, stationaren 
Strahlungsfeldes wird die von jedem Oszillator im Phasenmittel in der 
Zeiteinheit· absorbierte Energie nach (6) gleich 

neZ 

wa= 311- (l., 

da in diesem Faile die Beziehung2 

besteht. 

A 2 B2 2~ ( ) .+ .= 3 (l.' tl-to 

1 Es wird namlich: 
I, 

eJq~xdt 
I. 
I, I, \ t 

= e f tIo ~s dt + ~ f dt f dt' ~s (t) cos 2 n v (t-t') ~s (t') 
to· to to 

I, I, I, 

= e f tIo ~s dt+ :~ f f dt dt' ~s (t) ~s (t') cos 2 n v (t - t') ; 
to to to 

das Additionstheorem des cos liefert dann (6). 

(8) 

2 Nach dem FOURIERschen Integralsatz fclgt aus (5) fUr to < t < tl: 
+'" 

~s(t) = f C.e- 2 "'.' dv 
-CXJ 
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Die mittlere Absorption (7) kommt also zustande, indem sich positive 
und negative Absorptionen, die einzeln von wesentlieh gr6Berem Betrag 
sein k6nnen, bis auf einen kleinen Unterschied ausgleic~en: Das mittle1'e 
Schwankungsquadrat All der in je einer Zeit At absorbierten Energie 
ist ja naeh (6) und (8) gegeben dureh 

..11 4 nI Vi 2 31 el e ( ) 
It = -3-'e1 al 'e.= 3 p e., <;) 

also . der OsziUatorenergie e proportional. 
Es magen sieh in einem schwarzen Strahlungsfelde zahlreiche der 

beschriebenen Oszillatoren finden, mit der gleichen Frequenz ", Ein 
stationdres thermisches Gleichgewicht erfordert, daB die Gesamtemission 
dieser Oszillatoren ubereinstimmt mit ihrer gesamten mittl/!f'en Absorption. 
Die Gesamtemission dieser Oszillatoren ist aber naeh (2) proportional 
der Summe ihrer Energien, unabhdngig von den Einzelw.erlen dieser Energien. 
Wir bekommen, wenn e. die mittlere Energie der Oszillatoren ist, naeh 
(2) und (7) als eine notwlndige Bedingung des thermiscben Gleiehgewiehts 
die Beziehung: 

831'" _ ( ) --ca-' e. = e.· 10 

Das ist natiirlieh nieht uberraschend, denn es bedeutet, daB bei 
gleieher Temperatur die mittlere Energie eines elektromagnetischen Eigen
schwingungsosziUatorsUbereinst~mmen muS mit derjenigen eines materiellen 
Oszillators derse1ben Frequenz [vgl. KapitelI (16), § 1,2], . 

Die der in Kapite12, § 2, 2 besprochenen Quadrupolemission des bar
moniseben Oszillators entsprechende Absorption findet man, wenn man 
bedenkt, daB bei endliehem VerhaItnis der Sehwingungsamplitude zur 
WellenUingeA = c/" die auf den Oszillator wirkende auBere Kraft e(is nieht 
mehr dureh den Wert der Feldstlirke is am festliegenden Scbwingungs
mittelpunkt des Oszillators, sondern durch die am jeweiligen Orte der 
schwingenden Ladung bestehende F.eldstiirke gegeben ist. Die Beruek
sichtigung dieses Umstandes eigibt, wie man leicbt uberlegt, einen stets 
positiven und mit B proporlionalen Zusatz zur mittleren Absorption w •. 

Aus KorrespondenzgIiinden muS die Formel (2) in analoger Form 
aueh quantentheoretisch gelten, d, h. ein Osiillator im n-ten stationliren 
Zustand, wo seine Energie um nh" uber der des Grundzustandes liegt, 
wird (bei Abwesenheit einer auf ihn einwirkenden auBeren Feldstarke) 

mit C .. = A.+iB., also 
+"" +""'. J I c., I' d" = J d,,· C. J tit, <is (I) .e- 2 1<;.' 

-GD -m I. 

'. +"" " = J dl.~(I) J dv·C.e- u '" =[<i!dt. 
I. -CD 

Da die MAXWELLSC/ae Enugiedichle gleich u = (<i'+ f{)')/8n, also im isotropen 

Fall das ZeumiUsI von <i! gleiCh1 nu ist, so ist (8) bewiesen. 
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eine spontane tJbergangswahrscheinlichkeit fiir den Sprung n -+ n- I 

besitzen, die ieden/ails anniihernd durch 
8 nl,,1 el 

A ..... - 1=-3-· pcl·n (II) 

gegeben ist. Es fragt sich nun, ob (II) vielleicht exakt richtig ist, oder 

ob im exakten quantentheoretischen Gesetz statt dessen n + I, n + ~ , 
V n (n + I) oder sonst etwas zu schreiben ware. 

Die Antwort ergibt sich aus der schon besprpchenen, in (10) zum 
Ausdruck kommenden Tatsache, daB bei Vorhandensein beliebig vieler 
klassischer harmonischer Oszillatoren gleicher Frequenz die Gesamt
emission unmittelbar durch die Summe ihrer Energien gegeben ist. Diese 
klassische GesetzmaBigkeit ist nicht nur von groper Ein/ach~eit, sondern 
auch sehr bedeutungsvoll und charakteristisch fUr das Oszillatoren
problem. Die geradezu fundamentale Bedeutung dieser GesetzmaBigkeit 
wrrd deutlich, wenn wir uns die Reziprozitat klar machen, die in unserem 
Problem besteht zwischen den materiellen Oszillatoren einerseits und 
den Eigenschwingungsoszillatoren des Strahlungsfeldes andererseits. pie 
Emissionen und Absorptionen der materiellen Oszillatoren sind umgekehrt 
Absorptions- und Emissionsakte der Feldoszillatoren, und der eben 
hervorgehobenen Proportionalitat der Gesamtemission der materiellen 
Oszillatoren entspricht in dieser Reziprozitat die andere Tatsache, daB 
die Absorption der materiellen Oszillatoren (insbesondere dann, wenn sie 
alle im Grundzustande sind) stets proportional mit e. geschieht, unabluingig 
davon, wie die Strahlungsenergie V (!. dv tiber die Eigenschwingungen 
des Frequenzintervalls v, v + dv verteilt ist. 

Wir wiirden also zu grotesken Folg.erungen kommen, wenn wir nicht 
auch fUr die Quantentheorie die Forderung aufrecht erhie1ten, daB die 
spontane Gesamtemission beliebig vieler Oszillatoren exakt proportional 
mit ihrer Energiesumme (ohne Mitzahlung von NuUpunktsenergie) sein 
soIl. Diese Forderung ergibt aber, daB (II) nicht nur asymptotisch, 
sondern exakt gelten muB. 

Dies ist ein neues lehrreiches Beispiel fUr die Moglichkeit, durch 
sorgsame Betrachtung und Verfolgung korrespondenzmaBiger Not
wendigkeiten exakte q~antentheoretische Gesetze zu erschlieBen. 

1m Strahlungsfelde (!. kann der Oszillator auch, Spriinge n -+ n + I 
unter Absorption eines hv ausfUhren. In korrespondenzmaBiger Analogie 
zur oben besprochenen klassischen Theorie werden wir jedoch eine positive 
mui eine negative Absorption annehmen mtissen; d. h. auch die Spriinge 
1t->- n-I geschehen im Strahlungsfelde hau/iger. Als durch das Strah
lungsfeld (!v "induzierte" zusiitzliche tJbergangswahrscheinlichkeit setzen 
wir an: 

I (12) 
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Da das Strahlungsfeld beim Sprung n-+ n-I ein hv gewinnt, und 
bei n-+ n+ I ein h'll verliert, so wird es im Mittel auf absorbierende 
Oszillatoren im n-ten Zustand in der Zeiteinheit nach (12) die Energie 
ne1e./3Jl iibertragen, was mit der klassischen Formel (7) iibereinstimmt. 
Die vollstandige korrespondenzmiiBige. Rechtfertigung von (12) ergibt 
sich nach Aufstellung der exakten Formel (II) als Spezialfall aus ·den 
nachfolgenden allgemeinen Erorterungen. 

Aufmerksam sei noch auf folgendes gemacht. Die Formel (II) 
braucht nicht mit dem Zusatz: .. giiltig fiir n> 0" versehen zu werden, 
well sie, fiir n = 0 angewandt, zu der richtigen Aussage fiihrt, daB im 
G1'undzustand eine Emissionswahrschei1dichkeit NuU besteht. Denken 
wir jetzt an die Quadrupolubergange n-+ n± 2.· Klassisch ist die Intensitat 
der Quadrupolemission proportional mit £1; vertrauen wir darauf, daB das 
dazu korrespondierende Quantengesetz eine ii.hnlich einfache Gestalt 
wie (II) besitzt, und in analoger eleganter Weise auch fiir die beiden 
Zustande n = 0 und n = I noch eine richtige Aussage. macht, so kommen 
wir auf eine Proportionalitiit mit n(n-I); was'in der Tat das Richtige 
ist. Man kann durch soIehe Erwagungen mancherlei spezielle Quanten
gesetze in exakter Form erraten oder sich einpragen. 

Physikalisch tiefergehend ist jedoch folgende Erwiigung: Die erwahnte 
ProportioIl'alitat der klassischen· mittleren Quadrupolabsorption mit £ ist 
zwar praktisch weniger wichtig, aber doch· von ii.hnlichem Charakter, 
wie die oben zur Herleitung des exakten Gesetzes (Ii) benutzte Pro
portionalitat der Dipolemission mit £. Wir fordem also, daB auch in 
der Quantentheorie die mittlere Quadrupolabsorption exakt proportional 
mit n sein 5011. 1st nun die der negativen Absorption vom Zustand n aus 
entsprechende Obergangswahrscheinlichkeit proportional mit einet Funk
tion 1 (n) von n, so muB die positive Absorption vom ,n-ten Zustand 
aus entsprechend mit I(n + I) propor,tional sein - aus Griinden, die 
uns im nachsten Abschnitt ganz klar werden werden. Dieses I(n), mit 
dem dann auch die spontane Obergangswahrscheinlichkeit proportional 
ist, 5011 also der Dillerenzengleichung 

I(n+ I)-/(n) =n 
geniigen. Diese hat aber die Losung 

I(n) = ~ n(n-I) = (~). 
2. Die Wahrscheinlichkeitsgesetze der Lichtreaktionen. Bei einem an

harmonischen klassischen Oszillator,· also einer eindimensionalen Be
wegung der Gestalt 

q (t) = q + a cos 2 n ('lit + IX) + b cos 2 n (2 'lit + fJ) } (13) 
+ d cos 2 n (3 'lit + 15) + ... , 

gilt die Formel (2) lur tede einzelne harmonische Komponente der 
FouRlER-Reihe (13). Wir haben also· fiir die· monochromatischen 
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Anteile der Emission (Dipolstrahlung) Energieabgaben in der Zeitein
heit, die gleich 

16:rc'''' I I. 16n' (211)' Ibl . 16n' (3 11)' 1/i1' (14) 
3c' e a , 3ea e, 3 ea e , ... 

sind. Ferner ergeben sich fUr die Absorption dieser Frequenzen mittlere 
Sehwankungsquadrate pro Zeiteinheit, die einzeln genau (9) entsprechen, 
also Werte 
4~~ 4~~~ 4~~~ 
--·elal·~(v); 'elbl'~(2v); 3 'e1dl 'e(3v); ... (IS) 

3 3 
besitzen. 

Die Begriindung liegt auf der Hand: So, wie die Oszillatorbewegung 
(13) eine Superposition bannonischer Partialschwingungen mit ver
schiedenen Frequenzen v, 2v, 3v, ... ist, so ergeben sich auchdie Feld
starken in der insgesamt emittierten Kugelwelle durch Superposition 
der entsprechenden monochroUlatischen Kugelwellen; es ist also aus (2) 
ohne weiteres auf (14) zu schlieBen. Ferner ergibt sich (IS) fiir AlIA t 
genau wie im bannonischen Fall, indem wir im Ausdruck 

'. 
e!ill." dt 
• 

der absorbierten Energie (geleisteten Arbeit) fUr fJ. (t) die ungestOrie 
Bewegung (13) einsetzen. Die Plasenmittelung ist so zu vollziehen, daB 
ct = tlo + ct', P = Po + ct' , c5 = aD + at' , ••• gesetzt und dann fiber ct' ge
mittelt wird: Die Pllasendil/erenzen ct-P, p-a, ... sind ja durch die 
Bewegungsgleichung des Oszillators /estgelegt. 

Endlich mussen wir 'zwecks Bestimmung der mittleren Absorption 
die unter Einwirkung von ~~ (t) zustande kommende, der ungestorten 
Bewegung (13) binzuzufUgende StOrungsbewegung berechnen, analog zu 
der fUr den harmonischen: Oszillator geltenden Formel (4). Dabei ~ussen 
wir uns jetzt wegen der Nichtlinearitilt der Bewegungsgleicbung des 
anharmonischen Oszillators auf eine Approximation bescbrlinken: Wir 
bestimmen den iN (i" (t) litJetWen A nteiZ ql (t) der Storungsbewegung, der 
~ber niehl mehr, wie es in (4) d~ Fall war, die ooUstdKdige exakte Storungs
bewegung darstellt. Der AIiteil 

" e f fl (t) i,,(t)dt 
10 

der absorbierten Energie ist dann quadratiseh in i", unil unabhtingig 
von aer PllasenkonstanU ct'; er liefert eine poSitive mittlere Absorption 
der Frequenzen II, 2v, 3v, • • • Diefiir die einzelnen AbsorptionsfreqUenzen 
sich ergebenden mittleren Absorptionen pro Zeiteinheit sind gegeben 
durch 

2~ d 2~ d I 3' dl ["'eSal'e(II)]; 3. 2 dl [2,,·e1bl . ~(2V)]; 
2:r;1 d (16) 
3' 3 dl [3v'eldl'e(3v)]; •.• , 
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was fiir den Spezialfall des hannonischen Oszillators wieder auf (7) 
zuriickfiihrt. 

Fiir die Auffindung der entsprechenden quantentheoretischen Formeln 
ist es forderlich, die uber alle Frequenzen summierten Ausdriicke fiir 
w., w" undL1Il/L1 t aufzuschreiben. Dazu andem wir die Schreibweise 
von (13) um in .. 

q (t) = ~ aTcos2n (TV' t + otT) . 

Es wird dann insgesamt 

(IS) 

CD 

W - 2 n' ""'T~ [TV'e1all.n(TV)] ,,- 3 ~ dI T c:' • 

T-O 

Wir iibersetzen diese klassischen Bezieh\lng~n nach EINSTEIN folgen
dermaBen in die Quantentheorie. Ein Atom im n-ten Quantenzustand 
solI ffir den mit A usstrahlung verkniipften Sprung n -+ m eine Obergangs
wahrscheinlichkeit 

g ... {A~ '" + B" ... e(v" ... )} =g ... B" ... (8~ h v: ... +e(v ..... )} (19) 

besitzen; fiir einen mit Energieaufnahme verknfipften Sprung m-+n 
solI die Obergangswahrscheinlichkeit gleich 

g"B ... " e (v" ... ) = g~B" ... e(""",) (20) 
sein. 

Da,s durch (19), (20) gegebene VerhiUtnis der spontanen Obergangs
wahrsc~inlichkeit g ... A" ... zur Obergangswahrscheinlichkeit mit positiver 
Absorption g"B ... ,,: 

8nh 
A" ... = --ca-~ ... B ... " (21) 

entspricht einer unmittelbar empirisch nachzuwe~nden GesetzmaBigkeit 
[vgl.KapitelI (13), §3, 3]. BeideAussagen (19) und (20) zusammenstellen 
das sinngemaBe genaue Analogon ~u den klassischen Gesetzen (18) dar. 

Wir nehmen zum Vergleich v~p (19), (20) mit (IS) die statistischen 
Gewichte g .. , g ... gleich I an, well beim eindimensionalen Oszillator nach 
friiherer Feststellung stets g,,= I ist: Die korrespondenzmaQige Be
deutung der Faktoren gIl' g ... in (19), (20) fiir den Fall, daB g"nicht 
stets gleich list, wird spiiter ersiclltlich werden. 

Die spontane Emission einer groBen Zahl N von Atomen Un Zustand 
n liefert pro Zeiteinheit und pro Atom im Mittei die Energie 

w. = .I A ..... II "" .... 
... <" 
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Das ist zu vergleichen mit dem klassischen We. und zwar so, daB "'"'' 
der klassischen Frequenz TP= (n-m)" entspricht; es besteht also die 
Korrespondenz 

A"", I6n' 2 II 
v~", -+- 3 c1h ' e a .. _",. 

Das mittlere Schwankungsquadrat der teils positiven, teils negativen 
Quantenabsorption ergibt sich aus (19), (20) gleich 

Lli 
M =.E (h " ..... )1. B ..... e (" ..... ) 

"'< .. 
+.E (h "lin)!· Bilk e (v,t,.) ; 

II> .. 

bedenkt man, daB zwei Quantenfrequenzen, namlich ,,(n, n-T) und 
,,(n+ T, n), der klassischen Frequenz n entsprechen, so entnimmt man 
aus (24) und (IS) die K6rrespondenz 

B 2n'.ZII. 
.. ",-+- 3 hl e a .. _"" (m<n), 

B 2n'.22. "II-+- 3 hl e all_ .. , (k >n). I 
Das ergibt erstens die mindestens asymp~otische Obereinstimmung 

B .. '" = B", .. , die in (20) zu einer exakten verscharft ist; und zweitens 
liefert Vergleich mit (23) die Beziehung (21). - Die exakten Formeln (12) 
fur den harmonischen Oszillator sind offenbar im Einklang mit (25). 

Endlich bekommen wir fUr die Gesamtabsorption die quanten
theoretische Formel 

w"=-.Eh" .. ",·B .. ",e(",, ... ) I 
"'<.. (26) 

+.E h "lin' B .. II e("kfI) , 
II> .. 

die im Limes h-+-o den klassischen Wert to" von (18) liefert, wenn wir 
die schon festgelegte Korrespondenz (25) beachten: Wir fassen in (26) 
zwei Glieder mit m=n-T und k=n+T zusammen; diese korrespon
dieren zusammengenommen dem T-ten Summanden von W" in (IS): 

h " .. +T ... ·B ..... +Te(V .. +T ... )} 2n' d [ • II ()] (27\ 
-+---'f dI Tv·eGa .. e TV • J 

- h V","-T' B it - T ... e (v ..... _ T) 3 

Wir finden hier wieder, wie schon bei der Korrespondenz der Frequenzen 
(§ 2, 4), eine Korrespondenz von Dillerenzenquotient und Dillerentialquotient: 

f(n")-f~n"-Th) -+-'f:r 1(1). (28) 

Die Giiltigkeit der. quantenphysikalischen Gesetze (19), (20), oder ., 
B ..... =B", .. und A" ... =Snhc-8 v! ... B ... ", beschrankt sich aber nicht 
auf Dipolstrahlung allein; vielmehr gelten sie ebenso fiir Quadrupol
strahlung oder Strahlung hOherer Multipole, was wiederum korre
spondenzmaBig zu begriinden ist. 
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3. Thermisches Gleichgewicht. Die Verscharfung der korrespondenz
maBigersichtlichen asymptotischen Obereinstimmung B .. ", = B..... zu 
einer exakten ist notwendig. damit in richtiger Weise ein thermisches 
Gleichgewicht zwischen materiellen Atomen und schwarzer Strahlung 
zustande kommt. Es seien von den fraglichen Atomen N .. im n-ten und 
N", im m-ten Zustand (W",<W .. ) vorhanden. so daB bei der Temperatur 
T das thermische Gleichgewicht ein Verhiiltnis 

N w .. -w... Is ..... 
~ = ~e -~T-= ~e -/i"T (29) 
N", g... g ... 

fordert. Dann ergibt sich iiir den Obergang n -+ m die Haufigkeit 

N .. g"'IA .. "'+B ..... e.I.1I=1I...... (30) 
und fiir m -+ n die Haufigkeit 

N", g .. B", .. e.. (31 ) 

Obereinstimmung von (30) und (31) ergibt bei Beriicksichtigung von 
(19). (20) und (29) fiir e. die PLANcKsche Formel 

8nA "s e. = ----;;a • 110 (32) 

elsT_I 

Diese EINSTEINsche Ableitung der PLANcKschen Strahlungsformel 
gewinnt an Durchsichtigkeit. wenn man statt e. die GroBe 

i. c· 
n. = hV = e.· 8nA"s (33) 

benutzt. also die mittlere Quantenzahl der Hohlraumoszillatoren mit del' 
Frequenz 11. Dann werden die Obergangswahrscheinlichkeiten hinsicht
lich ihrer Abhiingigkeit von der StraI!lungsdichte proportional mit 

1 + n. iiir Emission. } 
n. fiir Absorption; (34) 

in 1 + n. bezieht sich die I auf, die spontane Emissio~. und n. auf die 
induzierte; also die negative Absorption. Diese Formeln (34) lassen die 
Symmetrie der positiven und negativen Zeitrichtung in unserem Problem 
erkennen, welche in der oben gegebenen klassischen Behandlung ver
dunkelt war. Die elementaren physikalischen Gesetze zeichnen' die 
positive Zeitrichtung in keiner Weise vor der negativen aus; und in einem 
abgeschlossenen Kasten; in welchem Strahlung und Atome im thermischen 
Gleichgewicht enthalten sind. miissen demnach die Wahrscheinlichkeits
gesetze der Elementarprozesse volle Symmetrie hinsichtlich der positiven 
und negativen Zeitrichtung besitzen. In der Tat besagt nun die zweite 
Zelle von (34): Die Wahrscheinlichkeit. daB aus einer einzelnen. be
stimmten Eigenschwingung des Feldes heraus ein Quantum durch ein 
Atom entnommen wird. ist proportional mit der Quantenzahl dieser 
Eigenschwingung vor dem ProzeB; die Hervorhebung "vor dem ,ProzeB" 
ist unentbehrlich. da ja nach ibm diese Quantenzahl urn I vermindert 
ist. Die zeitliche Symmetrie erfordert dann. daB iiir den "inversen" 
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ProzeB der Emission eines h" in einen bestimmten Hohlraurnoszillator 
hinein die Wahrscheinlichkeit. proportional seiner Quantenzahl nach 
dem ProzeB ist, also proportional einer Zahl, die um I groper ist als die 
Quantenzahl vo, dem ProzeB; summiert iiber die zahlreichen in Betracht 
kommepden Hohlraumoszillatoren gibt das Proportionalitat der Emis
sionswahrscheinlichkeit mit I +n., iibereinstimmend mit (34). 

Neben den bislang betrachteten einfachsten Strahlungsprozessen, bei 
denen das Atom ein einziges Lichtquant emittiert oder absorbiert, sind 
aus Korrespondenzgriinden auch seltenere, verwickeltere Prozesse zu 
erwarten, derart, daB in einem einzigen ElementarprozeB, bei welchem 
die Energie des Atoms urn ..1 W abnehmen moge, irgendeine Anzahl 
von Quanten h"I, h"I' h"s, '" emittiert wird, iugleich aber Quanten 
h ,,~, h,,;, h,,;, ... absorbiert werden; es muB dann also 

h"l +h "I+h "s+ ... -h"i -h,,~ -h,,~ - ... =..1 W (35) 
sein. Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Prozesses wird dann pro
portional mit 

w= (I+n.,) (I +n .. ) (I+n .. ) ... n.;n.:n.: ... , (36) 
die des inversen Prozesses, bei welchem Anfangs- und Endzustand ver-
tauscht sind, folglich proportional mit . 

w'=n •• n •• n..... (I+n:) (I+n:.) (I+n.:.)... (37) 
zu setzen sein: auf Grund des PLANcKschen Gesetzes (32) wird wegen 
(35) in der Tat, wie es zur Wahrung des thermischen Gleichgewichts 
sein muB, der Quotient von (36) und (37) gleich 

.tw 
w --=e liT w' • 

Wegen der Lichtquantenimpulse h "Ie werden derartige Elementar
prozesse nicht nur einen Quantensprung der inneren Energie der Atome, 
sondem auch eine Anderung ihrer Tl'anslationsenergie bewirken. Die 
Beriicksichtigung dieses Effektes ist jedoch im Prinzip schon in den vor
gefiihrten "Oberlegungen enthalten, da wit die Translation von Atomen 
in einem Kasten bereits zu quanteln gelemt haben, und ihre Anderungen 
somit als Quantenspriinge auffassen konnen, auf welche die'5Oeben durch
gefiihrten Betrachtungen anwendbar sind. 

Trotzdem moge fUr den Grenzfall eines unendlich groBen GefaBes 
- bei welchem also die diskrete Quantelung der Translationsbewegung 
verloren geht [vgl. (3), § I] - wenigstens der einfachste ProzeB: Emission 
oder Absorption eines einzigen h", noch etwas naher betrachtet werden. 
Der translatorische Impuls des fraglichen Atoms habe V01' dem Emissions
prozeB Komponenten, die in die Intervalle ~ .. , ~%+d~ .. ; ~,., ~,.+d~,.; 
~., ~. + d~. fallen; die Richtung des emittierten Quants falle in einen 
gewissen raumlichen Winkel dD. Die Hduligkeit (pro Zeiteinheit) eines 
solchen Prozesses, der wieder das Atom aus dem n-ten Quantenzustand 
in den m-.ten fUhren moge, wird dann folgende GroBe ,haben: 

N .. (~)d~·g ... {A ..... +B ..... (I.1 dD. (39) 
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Dabei ist N,,(@})d@}= N"(@})·d@},,d@}yd@}. die Anzahl vorhandener 
Atomeimn--tenZustandmitdenfraglichenWertenderlmpulskomponenten. 
Bezfiglich fl.· ist zu bedenken, daB die in Frage kOInmende Frequenz 'II 

durch die BOHRsahe Frequenzbedingung h 'II=E-El verknfipft ist mit 
den Energiewerten E, El des Atoms vor und nach dem Quantensprung: 
E und El enthalten dabei auBer der inneren Energie auch die kinetische 
Energie der Translation; infolgedessen wird 'II von @} und von der Richtung 
des Winkelelementes dD (relativ zu @}) abhangig sein. Entsprechend sind 
A""" B"", als richtungsabhangig und als abhiingig von @} zu denken. 

Der inverse ProzeB, bei welchem der Endzustand El, @}l des eben 
beschriebenen Prozesses gerade umgekehrt Anfangszustand ist, geschieht 
analog zu (40) mit einer Hii.ufigkeit pro Zeiteinheit, die gegeben ist durch 

N"'(@}I)d@}l·g"B",,,dDI, (40) 
wo also z. B. dDI ein Raumwinkel ist, innerhalb dessen die Impuls
richtung des absorbierten Quants liegt. 

Da nun durch 

die statistische Normalverteilung der Atome - kanonische Verteilung 
fiber die Anregungszustande, und MAXWELLsche (bzw. relativistische ver
allgemeinerte MAXwELLsche) Geschwindigkeitsverteilung - gegeben ist, 
so braucht man nur noch folgendes zu fibedegen: Offenbar ist 

dD=dD1 ; (42) 
und femer ist leicht zu zeigen, daB in nichtrelativistischer Annaherung 
Ii@} = d@}l ist, was sich ffir den Fall hoher Geschwindigkeiten, sofem 
in E, El die Ruhmasse mitgerechnet wird, zu 

d@ d@l 
E = El (43) 

verallgemeinert. Wegen A"",=8~h'll"8"JC3·B",,, ergibt sich dann aus der 
fUr das Gleichgewicht notwendigen 'Obereinstimmung von (39) und (40) 
wieder das PLANcKSChe Gesetz: Aus relativistischen Griinden muB 
nii.mlich unsere friihere 'Obereinstimmung B"", = B",,, jetzt durch 

EB"",=EIB",,, 
ersetzt werden. 

4. Kohilrente Streustrahlung. N ach klassischer Theorie mfissen die 
Absorptionsfrequenzen eines schwingenden elektrischen Systems zugleich 
auch die kritischen Frequenzen ffir die Dispersionswirkungen dieses 
Systems sein. Die empirische Tatsache (vgl. Kapitel I, § 3, 3), daB bei 
den atomaren Systemen diese Identitii.t von Absorptions- (bzw. Emis-" 
sions-) und Dispersionsfrequenzen durchgehends zu bestii.tigen ist, gibt 
eine bedeutungsvolle Bestii.tigung fUr die 'Oberzeugungvon der kor
respondenzmii.Bigen Ahnlichkeit von klassischer und Quantentheorie. Es 
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sei zur Unterstreichung ihrer Wichtigkeit bemerkt, daB im Laufe der 
historischen Entwicklung (auf Grund heute verlassener Gedankengange) 
die Ansicht Vertreter gefunden hat, daB in der Quantenphysik Absorp
tions- und Dispersionsfrequenzen voneinander verscbieden seien. 

Wir wollen wieder den klassischen anharmonischen Oszillator be
trachten, dessen ungestorte Bewegung durch 

CD 

q(t) =qo(t) = .I aT cos 2 n(TV·t+ctT ) 

T=O 

dargestellt war, und dessen Emissionen und Absorptionen wir schon 
untersucht haben. Die auBere Storungskraft elis(t) (die Schwingungs
richtung unseres eindimensionalen Oszillators hatten wir parallel der 
x-Richtung angenommen) entspreche jetzt einer monochromatischen 
Welle der Frequenz 'JIo: 

elis(t)=eEo·cps2n'JIot. (46) 
Dann wird diegestorte Bewegung des Oszillators so aussehen: 

q(t)=qo(t) +Eo·ql(t)+E8 •.. , (47) 

und uns hat jetzt nur der in Eo lineare Antell der gestorten Bewegung 
zu beschaftigen. Wir besprachen schon friiher, daB man aus ql (t) die 
A bsorption des Oszillators zu berechnen hat - wofUr wir jedoch damals 
nur das Endresultat angaben. Jetzt dagegen geht uns ql{t) seIber an. 
Diese Storungsbewegung ql(t), bzw. das ~ntsprechende zusatzliche 
elektrische Moment eqdt) , entha.1t einen Antell, der ein Mitschwingen 
des Oszillators mit der Frequenz 'JIo der iiber ihn hinstreichenden Lichtwelle 
darstellt. Dieser Anteil von eql(t) hat die Form ct·cos 2 n 'JIot mit: 

(48) 

Dieses ct sollte nach der klassischen Theorie die atomare Refraktion dar
stellen (vgl. Kapitel I, § 3, 3). 

Betreffs. der korrespondenzmaBigen Obersetzung in die Quanten
theorie sind keine Zweifel moglich: Wir haben fiir die a: gemaB (2S) die 
B"". einzufiihren, und fUr. TV die Quantenfrequenzen 'JI{n, n-T);. die 
Differentiation Td/dI ist in der friiher besprochenen Weise durch eine 
Differenzblldung zu analogisieren. 

Das fiihrt uns eindeutig zu folgendem Ausdruck fiir ct: 

oder 

_ 3111 ._I_{ ~"(n +T, n) B"+T,,, 
ct- 2nl 211 ~ ,,(n+T,n)I_"3 

T 

~" (n, n-T) B,.,"-T} 
~ "(n, n-T)I-,,~ , 

T 

=~{ ~,,(k,n)Bh .~"(n,m)B""'} 
at,. 4n1 ~ ,,(k,n)I-,,~ ~"(n,m)I-,,~· 

.>" . ".<" 
Wir haben bier at,. geschrieben, um hervorzuheben, daB das Atom, 

dessen Dispersionswirkung wir untersuchen, sich im n-ten Zustand 
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befindet. Die Numerierung der Zustande sei wieder nach der GroBe der 
Energiewerte ausgefuhrt: die eFste Summein (49) bezieht sich auf die 
Absorptionslinien, die zweite dagegen auf die Emissionslinien des n-ten 
Zustands. 

Wir haben beim Aufschreiben von (49) den Umstand mit benutzt, 
daB die statistischen Gewichte (gleich den V ielfachheiten) beim eindimen
sionalen Oszillator alle gleich I sind; wir befreien uns' nachtraglich 
von dieser Voraussetzung; indem wir allgemeiner 

_ 3 h {~v (k, n) g" B"" _ V v (fI.m) gm B,,'m} 
oc,,- 43t' ~ v(k,n)I-'P~ ~ v(n,m)l-v~ 

k>" - m<" 
schreiben: 'Die Einfiihrung der gk=G" in dieser Form entspricht genau 
ihrem Auftreten in den Absorptionswahrscheinlichkeiten (20). 

Mit (49') haben 'wir die' beriihmte LADENBUR~KRAMERssche Dis
persionsformel erhalten; ihre Bestatigung durch die Erfahrung wurde 
bereits betont (vgl. Kapitel I, § 3, 3): Naturlich mussen bei der An
wendung von (49') auf wirkliche· Atome die zu Ionisierung fUhrenden 
Absorptionsfrequenzen (Photoeffekt) in der Summe (49') durch einen ent
sprechenden Integr.alanteil berucksichtigt werden (vgl. Kapitel I,§ 3, 3). 

Ferner treten bei dreidiinensionalen Systemen, wie es die wirklichen 
Atome sind, Komplikationen hinzu im Zusammenhang mit Richtungs
quantelung und Richtungsentartung, und im Zusammenhang mit den ver
schiedenen Moglichkeiten betreffs des Polarisationszustandes des Lichtes, 
dessen Dispersion ,zu untersuchen ist. Ohne diesen komplizierteren 
Fragen im einzelnen nachzugehen, heben wir hervor, daB sie alle durch 
die weitere Verfolgung unserer korrespondenzmaBigen Uberlegungen 
eindeutig zu beantworten sind, inUbereinstimmung mit den Experi
menten. 

Die Formel (49') vereinfacht sich ubrigens, wenn' wir verabreden, 
-,,(m, n) fur ,,(n, m) mit m<n zu schreiben; sie lautet dann offenbar: 

oc" = 3 h ~ v (k, n) g10 B"" • (49") 
43t'~ v (k, n)l-v~ I 

" der Summationsbuchstabe k lauft jetzt uber alle Zustande. 
Unter ausdriicklicher Beschrankung auf den eindimensionalen Oszil

lator machen wir in der Dispersionsformel (49) einen Grenzubergang zu 
sehr gropen Frequenzen "0. Wir konnen: dann fUr alle in Betracht fallenden 
Ubergange 'II (k, n)2 bzw. 'II (n, m)~ gegen ro vernachltIssigen, und es entsteht 
fUr groBe '110 die Formel 

IX,.=~=-:;J ~'II(k, n)B",,-~ 'II(n, m)B" ... }- :~ I (50) 
I">,,. m<" . 

oder in der Schreibweise von (49;'): 

(50') 
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Wir erwiihnen nun folgendes: Wird ein zu einem.Atom gehOrigesElek
tron iiberstrichen von kurzwelligem Rontgenlicht, dessen hv = hvo groP 
gegeniiber der Bintlungsene1'gie des Elektrons ist, so reagiert das Elektron 
praktisch wie ein freies Elektron; die Bindung spielt jetzt keine Rolle 
mehr. Das ist auch klassisch der Fall: die klassische Einwirkung einer 
sehr hochfrequentigen Lichtwelle spielt sich auch am gebundenen Elektron 
praktisch wie an einem freien abo Die klassische Dispersionsformel (48) 
zeigt dies folgendermaBen: Machen wir in (48) die Annahme v~ > (TV)I 
(fUr alle diejenigen Werte T, deren a~ nicht vemachliissigbar sind), so 
ergibt sich 

el ~ d I 
or;=or;O=-T ~ T dI (TV·a~)· ,.~ ; (51) 

und der hier auftretende Ausdruck hat einen einfachen Wert. Erinnem 
wir uns an die Definition von I: 

wird hierin fiir q(t) und q(t) die FOURIER-Reihe (17) eingesetzt unddann 
die Integration nach der Zeit (bzw. Zeitmittelbildung) ausgefiihrt, so 
ergibt sich offenbar: 

CD 

1= 2 n l p,,IT2 V ·a~, 
T-O 

oder auch, durch Differentiation nach I: 
CD 

I = 2 n 2 p, 2 T ;1 (TV· a~) . 
T-O 

Wir sehen also: fiir groBe Vo nimmt die RefraktionsgroBe or;nach (51) 
klassisch den Wert 

cl I or;o- ____ -
- 4nl ·p • ,.~ 

an. Damit erweist sich tatsachlich die klassische Dispersion sehr kurzer 
Wellen alsutuibhangig von allen Besonderheiten in der Bindungsweise 
des schwingenden Teilchens: das Teilchen verhalt sich wie ein ,reies 
Teilchen. 

Wenden wir uns nun wieder dem quantenmechanischen Dispersions
problem zu, so wird die Tatsache, daB auch quantenphysika1isch das 
gebundene Elektron sich als ein praktisch freies erweist gegeniiber hoch
frequentiger Strahlung, darin zum Ausdruck .kommen miissen, daB auch 
ex!: in (50') denselben von der speziellen Struktu~ des fraglichen Oszillators 
(und von n) unabhangigen Wert (53) hat; daB Inithin 

V nel 
~ ,,(k, n)B ... = 3 h p 

II 

ist. Dies ist die bedeutungsvolle THOMAS-KuHNsche Summenregel. 
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Sie sei sogleich angewandt auf den harmoniscken Oszillator, bei 
welchem wir die Aquidistanz der Energieniveaus und die Auswahlregel 
n -+ n ± I als schon bekannt voraussetzen. Dann bleiben nam1ich, wenn 
n = 0 der Grundzustand ist, in der Summe (54) ffir n> 0 nur zwei und 
fUr n = 0 sogar nur ein Summand ubrig: 

'V B1• 0 = 3
n 
:: ; l (55) 

'V(BK+1,,,-B"."_1)= ;:: fUr n>o. 

(Mit" ist die Oszillatorfrequenz bezeichnet.) Dadurch sind aber die 
B .. + 1," eintieutig bestimmt: 

nel 
B .. + 1."= (n+ I) 3hll . (56) 

Unser friiher aus spezielleren Betrachtungen gewonnenes Resultat (12), 
§ 3 ist damit erneut bestatigt worden - und es ist jetzt miihelos her
geleitet aus einer allgemeinen, fur ieden eindimensionalen Oszillator 
geltenden exakten GesetzmaBigkeit. Mit dieser THOMAS-KuHNschen 
Summenregel (54) sind wir um einen ganz wesentlichen Schritt tiefer 
eingedrungen in die GesetzmaBigkeiten der Quantenmechanik. 

Unsere korrespondenzmaBige Obersetzung der klassischen Disper
sionsformel (48) in die quantentheoretische (49) erhalt noch eine wichtige 
Stutze durch ihre Anwendung auf den harmoniscken OsziUator. Bei 
diesem einfachsten Fall wird man eine besonders enge Analogie von 
klassischer und Quantentheorie erwarten, und sie stellt sich auf Grund 
unserer Formeln tatsachlich ein. 

Klassisch wird nach (48) ffir den harmonischen Oszillator der Fre-
quenz ,,: 

el v flat 
at = 2""' v' - v~ • dI ' 

was mit 1=2 nla'l. f.t 'V zu 
e2 1 

at = 4 n'Il' r-"~ , 
also zu einem vom Energieinhalt des Oszillators unabhiingigen Werte 
fiihrt. Nach (49) und (56) ergibt sich aber quantentheoretischgenau 
derselbe von n unabhangige Wert 

ell I 

oc,. = 4:n;11l' r-"~ . (58) 

5. Inkohirente Streustrahlung (RAMAN - Effekt). Der klassische 
anharmonische Oszillator, der von einer Storungskraft e(it%(t)=eEo'cos 
2 n'Vot beeinfluBt wird, . zeigt in der in erster Naherung sich ergebenden 
Storungsbewegung ql (t) aufJer dem mit der Frequenz "0 mitschwingenden 
Anteil (48) noch eine kompliziertere Bewegung. In fur spielen - im 
Gegensatz zum Ausdruck (48) - nicht nur die FOURIER-Koeffizienten ar 

in (45), sondern auch die Phasenkonstanten «,. der einzelnen hannonischen 
Jordan. Quaatentheorie. 6 
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Partialschwingungen eine Rolle; und es ist angemessener uod bequemer, 
statt (45) jetzt eirie komplexe .Fourierreihe 

zu verwenden. Damit q (t) t'eeU ist, muB 

qT (1). = q- T (1) (60) 
sein, wenn wir mit einem Stem * die konjugiert komplexe GroBe bezeichnen. 
Fiir spatere Zwecke haben wir in (60) noch ausdriicklich hervorgehoben, 
daB qT eine Funktion von list. Der Zusammenhang von qT mit aT und 
IXT ist offenbar dieser: 

qo =ao; 

= ~ a ez"hoT qT 2 T 

I Z 0 

q-T="2 aT e- "'a,. 
I (T> 0). l (61) 

Man kann grundsatzlich die Einfiihrung komplexer GroBen als einen 
entbehrlichen Rechentrick betrachten, der lediglich aus Grunden der 
mathematischen Eleganz und Einfachheit gebraucht wird. Es liegt 
aber so, daB gerade die exakten quantenmechanischen Gesetze, deren 

. korrespond~aBige Aufspiirung wir betreiben, bei einer (prinzipiell 
natiirlich moglichen) Umgebung des komplexen Rechnens so sehr an 
Durchsichtigkeit verliereit wiirden, daB man die komplexen GroBen als 
das sinngemdpe Darstellungsmittel der Quantenmechanik bezeichnen 
muB. Dem tragen wir Rechnu.ng, indem wir schon die klassischen 
Formeln, die wir jetzt zu besprechen haben, in komplexer Gestalt auf
schreiben. 

Der vollstandige Ausdruck des durch die Storung erzeugten zusiitz
lichen Momentes eql(t) lautet: 

+'" 
(t) 9l a ~{( + )tiqT qa d qa qT J a"i[u+a.+ •• l'. (62) 

eql = e~ (J Tdloav+vo-Tdlav+v;;re , 
a,T- -CD 

das 9l bedeutet den Realteil. Die Summanden mit T + (J = 0 ergeben 
die obige Formel (48) fiir die koharente Streustrahlung (nut unveriJnderter 
Frequenz 'JIo); die iibrigen Summanden stellen eine inkoMt'ente sere. 
strahlung mit abgeanderten Frequenzen dar. In i,lw haben wit' tlas 
klassische Analogon tier RAMAN-Streuung zu seben (vgl. Kapitel I, § 3, 3). 

Die vollstandige korrespondenzmllpi,ge Obersetzung von (62) ergibt 
gegeniiber friiheren· Beispielen etwas N eues. Wahrend die Intensitli.t 
der koharenten Streustrahlung von den Phasen IXT in (61) unabMngig 
ist, hangen die Intensitaten des inkoharenten Anteils durchaus von diesen 
Phasen IXT ab: Deshalb ist es jetzt niche mehr mOgUch, die korrespondenz
maBige Obersetzung unter alleiniger Benutzung de, ObergangS'IJJahrschei. 
Uchke'iten E,.". durchzufiihren. Sondem wir brauchen jetzt auch fiir die 
Phasen IXT der klassischen FOURIER-Reihe (45) ein quantentheoretisches 
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Analogon, das wir am besten im AnschluB an die komplexe FOURIER
Darstellung (59) einfUhren. 

Nach (25), (61) besteht die Korrespondenz 

B .. m-+ ::: e1Iq .. _m(nh)\I. (63) 

Wir postulieren nun die Existenz gewisser komplexer quantenmecha
nischer GroBen q{n, m), die exakt die Eigenschaft 

B .. m= :; el\q(n, m)11 (64) 

besitzen und welche di1'ekt den klassischen FOURIER-Koellizienten q .. (I) 
kMrespondieren. Die B .. m sind also nach (64) aus d~n q(n, m) berechen
bar; umgekehrl aber sind nur die Absolutwerte der q(n, m), und nicht 
ihre Phasen, aus den B .. m zu erkennen. 

Die Korrespondenz der q .. (1) und der q(n, m) ist gleich der Kor
respondenz der Frequenzen [vgl. (IB'), § 2, 4] eine zweideutige: 

.. ")q .. (nh+d) I 
q(n+T,n), (h) 

/q .. n 
q (n, n-T) '\. 

.. . /q .. (nh-d). 

(65) 

Die Realittitsbedingung (60) der klassischen Theorie muB natiirlich 
auch ihr quantentheoretisches Analogon besitzen. 1m Sinne der Zu
ordnung (65), und in Riicksicht auf die Beziehung B"m= Bm .. konnen 
wir nur eine Moglichkeit dafiir in Betracht ziehen, namlich: 

q{n, .m) = q (m, n)* . (66) 
Nachdem wir so die Obergangswahrscheinlichkeiten B .. m zuriick

gefiihrt habeIt auf die "Obergangsamplituden" q(n, m), sind wir vbr
bereitet, die Obersetzung der klassischen Forme1 (62) durchzufUhren. 

Das Ergebnis dieser von KRAMERS und HEISENBERG ausgefiihrten 
Obersetzung1 laBt sich am einfachsten dadurch ausdriicken, daB wir 
komplexe OuergangsampUtuden fUr die. durch RAMAN-Effekt bewirkten 
Quanten~riing~ n -+ m aufschreiben, die also fUr diese Obergange analoge 
Bedeutung haben, wie die q (n, m) fUr die gewohnliche Absorption und 
EmisSion. Diese Obergangsamplituden sehen dann so aus: 

Q (n, m) = ""!..- {q (n, k) q (k, m) _ q (n, k) q (k, m)} eI"i[p( ... m) +·.It I 
~ h v (k. m) + Vo v (n, k) + Vo 

" + ~ !..-{q (n. k)q (k,m) q(n, A)q(k,m)}e2ni (p( ... m)- •• ll. (67) 
~ h v(k,m)-vo " (n,A)-vo ' 

" ----
I Die Obersetzung verlli.uft folgendermaCen, genau nach clem Schema 

unserer friiheren Beispiele. Wir lassen korrespondieren: 

{q(n+T,n)-q(n-a.n-a-T)} (q(n.n-)a+). -+ (a+T) dqdI". q+t$ ; 
v n,n-a Vo va v. 

der. links stehende Ausdruck gehort dann tells zur Obergangsamplitude 
(J (n + T, n - a), tells zu (J (n, n - a - T). Die Obersetzung des anderea. 
Gliedes in (62) ist trivial. 

6* 
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oder also 

~Q(n m)= ~ lI(n,k)-lI(k,m) q(n k)q(k m)e2ni[.( ... ml+ • .:JI 
e • ~ [11 (k, m) + lIoJ • [11 (n, k) + 110]' , 

" + ~ v (n, k)-v (k, m) q(n k)q(k m)e2ni[.( ... ml - • .1 1• 
~ [v (k. m)-lIo]' [11 (n. k) -110] , , 

k 

Wir erproben diese tJbersetzung zunachst wieder am harmonischen 
Oszillator. Die klassische Formel (62) zeigt uns (friihere Resultate 
bestatigend), daB es beim harmonischen Oszillator keine inkoharente 
Streustrahlung gibt. Denn hier ist ja von allen Koeffizienten qT (1) mit 
T ~o nur ql (I) von Null verschieden, so daB wir in (62) nur fUr (1= T= I 

und andererseits (1 = T = - I inkoharente Streustrahlung bekommen 
konnten. AuBerdem ist aber v unabhangig von I, so daB das Glied 
(1 = T = I in (62) so aussieht: . 

2 dql.~_2~.dql =0 
dI 11 + 110 11 + 110 dI • 

Also wird die richtige korrespondenzmaBige tJbersetzung von (62) 
auch fUr die Quantentheorie das Nichtvorhandensein einer RAMAN
Streuung beim harmonischen Oszillator· ergeben miissen. Das kommt in 
der Tat nach (67), (68) heraus: Nach der Auswahlregel n -+-n± list 
q(n, k) nur fiir k=n±I von Null verschieden; tJbergangsamplituden 
Q(n, m) +0 konnte es also, auBer fiir m=n, nur fiir m=n±2 geben. 

Fiir m = n + 2, also k = n + I, '!/erschwinden aber die Faktoren 
v(n, k)-v(k, m) in (68). 

Wir wollen nun auch fiir den RAMAN-Effekt des (beliebig unharmo
nischen) Oszillators den Grenziibergang zu sehr groBen Frequenzen Vo 

verfolgen, den wir fiir den koharenten Antell der Streustrahlung oben 
ausgefiihrt haben. 

Das jreie Elektron zeigt keinen RAMAN-Effekt, da ja die Moglichkeit 
einer Anderung der inneren Energie hier. gar nicht gegeben ist. Klassisch 
ist das Verschwinden der inkoharenten Streustrahlung fiir groBe "0 aUS 
(62) leiCht abzulesen. Quantentheoretisch bekommen wir nach (68) 
dann und nur dann ein Verschwinden der RAMAN-Streuung im Grenzfall 
Vo -+- OO , wenn zwischen den q(n, k) und v(n, k) fUr n=l= m folgende 
Bedingung besteht: 

.x {v(n, k)q(n, k)q(k, m)-q(n, k)v(k, m)q(k, m)}=o. 

" Wir fassen diese fundament ale neue Bedingung mit der THOMAS-
KUHNschen Summenregel zusammen in die eine Gleichung 

~{v(n, k)q(n, k)q(k, m)-q(n, k)v(k, m)q(k, m)} =~ .. m 4!'" ; (69) 
k 

I-' ist die Masse des schwingenden Massenpunktes; 6" m hat die Bedeu
tung I fiir n = m, und 0 fiir n + m. In dieser Beziehung (69) haben 
wir also die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir festgeiegt, daO 
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unser schwingender, elektrisch· geladener Massenpunkt auf sehr kurz
wellige Strahlung wie ein freies Teilchen reagiert, sowohl hinsichtlich 
seiner koharenten Streustrahlung (n = m) als auch hinsichtlich der 
inkoharenten (n+m). Wir werden diese Beziehung (69) spater als 
"kanonische Vertauschungsregel" bezeichnen . (Kapitel 3). 

N eben dem Grenzfall· 'Vo ...... ex> verdient auch der Grenzfall 'Vo ...... 0 

Aufmerksamkeit. Lassen wir sehr lange elektromagnetische Wellen fiber 
den Oszillator hinwegstreichen, so muB das schlieBlich eine adiabatische 
Beeinflussung des Oszillators ergeben: die ganz langsam veranderliche 
F eldstarke Q;" (t) bewirkt keine Quantensprunge mehr; sondem wir haben 
jetzt an unserem Oszillator einen STARK-Effekt mit einer Feldstarke, die 
im Grenzfall 'Vo = 0 zeitlich exakt konstant wird. 

Aber auch in diesem Falle muB die KRAMERS-HEISENBERGSche Formel 
(67), (68) in Kraft bleiben: sie fiberspannt die tiefe Kluft, die in unserer 
Anschauung besteht zwischen der in Quantensprungen sich auBemden 
Wirkung schnell veranderlicher Felder und der stetigen adiabatischen 
Beeinflussung durch quasistatische Felder. Dies ist ein lehrreiches 
Beispiel dafUr, daB man den Begriff des Quantensprunges nicht zu 
primitiv auffassen darf: keineswegs darf man (was oft erhofft wurde) 
in primitiver Weise den Begriff des unstetigen Quantensprunges zur 
alleinigen Grundlage der exakten Quantentheorie machen. Denn es sind 
nur gewisse Grenzflitle, in denen die quantenphysikalischen Ablaufe durch 
die anschauliche Vorstellung des Quantensprunges unmittelbar erfaBt 
werden konnen; und diese Grenzfalle sind durch stetige Zwischenstufen 
verbunden mit anderen Geschehensformen, die nicht als Quantenspriinge 
beschreibbar sind. 

Wir bekommen aus (67), (68) im Grenzfall 'Vo = 0 ein zuslitzliches 
elektrisches Moment; die fUr den feldfreien Fall geltenden Obergangs
amplituden q (n, m) sind bei Anwesenheit der zeitlich konstanten Feld
starke Q;,,"=Eo zu ersetzen durch q(n,m)+Eo'Q'(n,m), wobei Q'(n,m) 
dasselbe wie Q(n, m) bedeutet, jedoch mit 'Vo=o, und unter Fortlassung 
der Faktoren e2"i~(n,m)t: 

( ) +E ~ ~{q(n, k) q(k, m) q(n, k) q(k, m)} 
qn,m o~ h v(k,m) v(n,k)· 

k 

Die Glieder m = n des mit Eo proportionalen Anteils in (70) bedeuten die 
Zeitmittelwerte des durch die Storung bedingten zusatzlichen elektrischen 
Momentes. Wir konnen aus ihnen die Storenergien der verschiedenen 
Zustande - also die durch STARK-Effekt eintretenden Frequenzlinde
rungen der Spektrallinien - berechnen: Fur den n-ten Zustand ergibt 
sich die Storungsenergie 

L1 W n =- ~ Eo·{EoQ'(n, n)l 

--E2 ~~. !q(n, k)12 
- o~ h v(k,n) 

(71) 
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Die Glieder m =l=n in (70) ergeben die durch die Storung veranderten 
Ubergangsamplituden. Bemerkenswert sind dabei insbesondere solche 
Flille, wo infolge von Auswahlregeln q (n, m) = ° ist, wahrend der mit 
Eo proportionale Teil in (70) nicht verschwindet: dann tritt als Folge des 
STARK-Effekts eine Durchbrechung der Auswahlregeln ein, und es er
geben sich neue Linien in einer mit E~ proportionalen Intensitat. - Beim 
harmonischen Oszillator, der keine RAMAN-Streuung zeigt, kann diese 
Durchbrechung der Auswahlregeln nicht eintreten. Klassisch liegt es 
ja so, daB ein konstantes homogenes Feld lit .. = Eo nur den Schwingungs
mittelpunkt 'Derschiebt, ohne die Harmonizitat des Oszillators aufzuheben. 

Bei der Anwendung der obigen KRAMERS-HEISENBERGschen Formel 
(67), (68) auf dreidimensionale Atome treten wieder die oben schon fiir 
den koharenten Anteil kurz besprochenen Komplikationen durch sta
tistische Gewichte, Richtungsentartung, Polarisation, ionisierte Zustande 
ein, woriibet" jetzt nichts Neues zu sagen ist. Die empirische Priifung der 
KRAMERS-HEISENBERGschen Formel ist hinsichtlich eines qualitativen 
Punktes sehr bequem durchzufiihren: Nach (67), (68) kann man offenbar 
folgende Auswahlregel fur den RAMAN-Ellekt aussprechen: Es sind nur 
solche (J~ergange n ~ m moglich, die bei gewohnlicher Emission und 
Absorption in zwei aufeinander folgenden (Jbergangen n ~ k, k ~ m auf 
Grund der diesbezuglichen A uswahlregeln miiglich waren. Dieselbe Aus
wahlregel gilt also auch fUr die durch STARK-Effekt hervorgerufenen 
Linien. (Abgesehen von besonderen, abweichenden Verhaltnissen im 
STARK-Effekt des H-Atoms.) 

§ 4. Korrespondenzma.6ige Quantelung. Zweiter Teil. 
I. Adiabatische Invarianten und -allgemeine Quante1ung. Wahrend 

sich die eindimensiomilen klassischen Bewegungen ohne weiteres in 
periodische (wie eine Rotation oder die Pendelbewegung) und aperiodische 
(wie den freien Fall) teilen, denen dann in der Quantentheorie gequantette 
und ungequantelte Zustande korrespondieren, zeigen die klassischen 
Systeme mit mehreren Freiheitsgraden eine groBere Mannigfaltigkeit von 
Bewegungstypen, und die korrespondenzmaBige Ubersetzung in die 
Quantentheorie verlangt ausfiihrliche Erorterungen. 

Wir besprechen zunachst einige zweidimensionale Beispiele von 
klassischen Bewegungen, deren korrespondenzmaBige Ubersetzung auf 
gequantelte Zustande fiihrt. Zunachst sei der zweidimensionale har
monische Oszillator betrachtet, gegeben durch eine Energiefunktion 

(1) 
Fiir den isotropen Fall "1 = "2 =" bekommen wir eine periodische 

Bewegung mit der Frequenz '11= "/2 n yfi,. Wir haben dann eine adia
batische I nvariante 

I=f(Pldql+P.dlJt), {2} 
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die also z. B. dann ungeandert bleibt, wenn wir unter Erhaltung der 
lsotropie die Frequenz 'I' (den Wert x) unendlich langsam andem. Die 
Energie ist durch I ausdriickbar: 

H ='1'1; (3) 
und die Korrespondenz von I mit der unstetigen QuantengroBe nh fiihrt 
somit zu einer Quantelung der Energie. Die Energieniveaus miissen zur 
Erzielung genauer Korrespondenz wie im eindimensionalen Fall aqui
distant sein. 1m vierdimensionalen klassischen Phasenraum mit den 
Koordinaten PI' P2' q1' q2 liegt aber zwischen zwei Werten I =nh und 
1= (n+ I)h mit 

I = ; (P~ 2: P? + ~2 (qi + q~) ) 
ein Phasenvolum der GroBe 1 

L1 1(2) = 2 n 2 1'11::2 I (n + 1)2 -n2) = 1!2 ( n + ~); (5) 

so daB dem Zustand, dessen Energie urn nhv iiber der Energie Wo des 
Grundzustandes liegt, nicht mehr das statistische Gewicht I zukommt, 

sondem ein Gewicht gn, das asymptotisch mit n + ~ iibereinstimmen muB. 

Der genaue Wert der Viel/achheit von W =nhv+ Wo ergibt sich, 
wenn wir den isotropen Oszillator als Grenz/all des anisotropen auffassen: 
Bei inkommensurablen· Xl> X2 haben wir zwei adiabatische I nvarianten 

II = rjP1 dq1; 12= rjP2dQ2' (6) 
die nach Division durch h mit zwei Quantenzahlen n1, n2 korrespondieren: 
Der klassischen F ormel 

W=~~+~4 ~ 
des anisotropen Oszillators korrespondiert die Quantenformel 

W=n1hv1+n2hv2+WO' (8) 
in der jeder Zustand ein/ach ist. Fiir den isotropen Grenzfall bekommen 
wir also 

gn = n + 1. 

Man nennt die klassische Bewegung des anisotropen Oszillators, die 
ja eine Oberlagerung von zwei periodischen Bewegungen mit inkommen
surablen Frequenzen VI' '1'2 ist, eine "zwei/achperiodische" Bewegung. Eine 
soIche korrespondiert also ebenso wie die periodische Bewegung einer 
diskreten Quantelung. 

Allgemein sind bei einer zwei/ach periodischen Bewegung zwei unab
hangige adiabatische Invarianten 11,12 vorhanden, so daB bei der quanten
theoretischen Dbertragung zwei. Quantenzahlen einzufiihren sind. Eine 

1 Eine vierdimensionale Kugel vom Radius R hat das Volum nl R'. _ 
2 

Das gesamte Phasenvolum, welches zu gegebenem I gehort, ist [(2) = .-!.. [t. 
2 
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Entartung dieser zweifach periodischen Bewegung in 
kommt zustande, wenn die durch 

oW (11 .12) 

VI = 011 ' 

erne periodische 

(10) 

gegebenen Grundfrequenzen VI' '112 gleich sind; das ist dann und nur dann 
allgemein (fUr beliebige Werte der II' 12) der Fall, wenn W nur von der 
Summe II +12 abhangt: 

W (II' 12) = W (II +12); (II) 

ein Beispiel hierfiir ist der besprochene isotrope zweidimensionale 
Oszillator. 

In diesem entarteten Falle gibt es nur noch eine adiabatische Inva
riante, namlich II +12; die II' 12 sind einzeln nicht mehr adiabatisch 
invariant. 

Es gibt aber noch andere Moglichkeiten, eine zweifach periodische 
Bewegung zu einer rein periodischen entarten zu lassen. Denn streng 
genommen ist jedesmal dann, wenn die Frequenzen '111> '112 ein rationales 
Verhaltnis 'Ill: '112 haben, die Bewegung rein periodisch: Sei etwa rl VI = r 2 '112, 

mit zwei ganzen Zahlen r I , r2 ; dann ist die Bewegung offenbar rein 
periodisch mit der Frequenz rl 'Pl. Nur bei irrationalem Verhaltnis 'PI:'P2 

haben wir in Strenge eine wirklich nicht einfach periodische Bewegung. 
Diese Entartung durch sog. "hohere Kommensurabilitaten'.' rl 'Ill = r 2 '112 

bildet eine erhebliche Komplikation der klassischen Theorie; mit ihr 
hangen zum wesentlichen Teil die ungemeinen Schwierigkeiten der 
astronomischen StOrungsrechnung zusammen. Es ist eine bedeutsame 
Erleichterung, daB wir in der Quantentheorie von diesen Schwierigkeiten 
Irei werden. In der Quantentheorie haben wir eine "Entartung" dann vor 
uns, wenn zwei oder mehrere Energiewerte eines Systems· genau gleich 
sind, und somit einen einzigen Zustand, mit statistischem Gewicht 
gn > I, bilden. Betrachten wir wieder einen zweidimensionalen harmoni
schen Oszillator der Frequenzen 'PI' 'P2. Der Fall 'Ill = '112 bedeutet natiirlich 
Entartung; die Zustande nI , n2 haben einen nur von n = ~ + n2 statt von 
~, n2 einzeln abhangigen Wert. Der Fall 2'111 = 3'112 bedeutet ebenfalls 
Entartung: z. B. fallen die Zustande ni = 0, n2 = 3 und ni = 2, n2 = 0 

in einen einzigen Zustand des Gewichtes g= 2 zusammen. Der Fall 
1000 'PI = 1001 '112 jedoch bietet folgendes Bild: Klassisch haben wir fiir 
jeden Energieinhalt dieses Systems von zwei Oszillatoren eine streng
genommen rein periodische Bewegung; quantentheoretisch ist festzustellen, 
daf3 lur alle Zustiinde nJ, n2< 1000 keine Entartung besteht. Die Zustande 
mit allzu hohen Quantenzahlen ~,n2 werden aber (wegen Nichterfiillung 
des HooKEschen Gesetzes bei zu graBen Schwingungsamplituden) 
sowieso nicht mehr exakt der Energieformel nIh 'PI + n2h '112 geniigen und 
praktisch nicht sowichtig sein. - Analog gewinnt die Entartungsfrage 
auch in anderen Beispielen ein sehr viel einfacheres Aussehen heim 
V'bergang von der klassischen zur Quantentheorie. 
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Mit den zweifach periodischen Bewegungen und ihren periodischen 
Entartungen sind aber die quantelungsfahigen zweidimensionalen Be
wegungen keineswegs erschOpft. Wir betrachten als weiteres Beispiel 
einen Massenpunkt in einem zweidimensionalen "GefaB" mit ideal 
reflektierenden Wanden, und wahlen das "GefaB" erstens als Rechteck, 
zweitens in beliebiger, nicht rechteckiger Form. Fiir die klassische Theorie 
ergibt sich folgendes: Zum Rechteck gehOrt eine zweifach periodische 
Bewegung, deren Quantelung wir schon kennen (vgl. § I). Die Wher 
eingefiihrten QuantengroBen ~h, nzh korrespondieren zwei klassischen 
adiabatischen 1 nvarianten 11, 1 z' deren adiabatische Invarianz sich aber 
natiirlich nur auf solche adiabatische Anderungen (z. B. des GefaB
volums) bezieht, bei denen die rechteckige Form des GefaBes gewahrt 
bleibt. 

Gegeniiber der ini Rechteckfall bestehenden Konstanz der Betrage 
IpII, Ip.1 der beiden zu den GefaBwanden parallelen lmpulskomponenten 
ergibt sich im allgemeinen nichtrechteckigen Fall nur noch Konstanz des 
Gesamtimpulses V p~ + p~; dagegen werden die Einzelwerte von Pi J.lIld 
p~ im Laufe der Zeit jedem Werte von 0 bis 2p, W beliebig nahe kommen. 
Es wird sogar folgendes zu behaupten sein: Es sei im vierdimensionalen 
klassischen Phasenraume PI' PI' ql, q.1 auf der "Energieflache" 

Pf+P~ =W=const ( ) 2p 12 

ein beUebiger Punkt bezeichnet. Die Bahnkurve, die im Phasenraum die 
Bewegung darstellt, kommt diesem Punkte im Lauf der Zeit beUebig 
nahe. Es wird also im Laufe der Zeit die Bahnkurve im Phasenraume 
diese Energiefliiche (12) gewissermaBen mit einem iminer dichter werden
den Gespinst erfiillen. Man kann dann allgemein beweisen,daB der 
von derEnergieflache (12) abgegrenzte Volumteil des Phasenraumes, das 
"Phasenvojum" unserer "ergodischen" Bewegung, adiabatisch invariant ist. 

Sein Wert ist offenbar, wenn wieder l2 das (zweidimensionale) GefaB
volum ist: 

1(2)= 2np,Wl2; (13) 

seine Dimension ist, wie in (5), gleich der von hZ. 
In der li.lteren Literatur wird die Ansicht vertreten, daB nur die 

klassisch mehrfach periodischen Bewegungen gequantelten Systemen ent
sprachen; das ist unserem heutigen Wissen nach durchaus falsch. Fiir 
das eben behandelte Beispiel ergibt die exakte WeUenmechanik, '\vie wir 
spater sehen werden, ebensowohl eine diskrete Quantelung, wie fiir den 
speziellen zweifach perioruschen Rechteckfall. Es ergeben sich also auch 
in diesem Beispiel fiir die Quantentheorie wesentlich klarere und ein
fachere Verhli.ltnisse, als im klassischen Grenzfall - der eben in vieler 
Hinsicht ein komplizierter singularer, Grenzfall der Quantentheorie ist. 

1 Der Phasenraum reicht natiirlich in den Richtungen q l' q I nur so weit. 
wie es dem vorgegebenen GefaB entspricht. 
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Qualitativ laBt sich die Quantelung wieder auf korrespondenzmal3igem 
Wege durchfiihren: Die klassische adiabatische Invariante (13) muB einer 
quantentheoretischen adiabatischen Invarianten korrespondieren: Wir 
setzen analog zur "Quantenbedingung" (IS), § 2, 4: 

Da W eine Funktion von 1(2) ist, so ergibt die Korrespondenz (14) 
auch fUr W diskrete Stu/en. Das zu W" gehOrige statistische Gewicht 
g" ist offen bar mit korrespondenzmal3iger N otwendigkeit gleich I zu 
setzen. 

In der damit vollzogenen Quantelung einer ergodischen Bewegung 
haben wir gegeniiber der friiheren Quantelung des zweifach periodischen 
Rechteckfalles allerdings insofem weniger erreicht, als wir damals die 
exakten E nergiewerte der einzelnen Quantenzustande angeben konnten. 
DaB das fUr den damaligen Fall ohne weiteres moglich war, fUr den 
jetzigen Fall dagegen noch nicht, beruht aber nicht etwa auf dem Unter
schied mehrfach periodischer und nicht mehrfach periodischer Bewegung, 
sondem ist in der exzeptionellen Einfachh<!-it des friiher behandelten 
Problems begriindet. 

Ohne weiteres konnen wir jedoch fUr den allgemeinen Fall die 
asymtotische Verteilung Cler durch (14) gelieferten Quantenzustande 
bestimmen, indem wir aus (13), (14) die asymptotische Beziehung 
W" -+ n h2j2 7t ft l2 en tnehmen , nach welcher in ein Energiein tervall 
W, W + Ll W mit Ll W > h2/2 7tft l2 gerade LJ W· 2 7tft l2/h2 Energiewerte 
fallen. 

Bei noch mehr als zwei Freiheitsgraden treten natiirlich noch viel
fliltigere Bewegungstypen auf. Die altere Literatur beschaftigte sich, 
wie schon erwahnt, vorzugsweise mit dem Fall der mehr/ach periodischen 
Bewegungen, welche fiir / Freiheitsgrade aus der "Oberlagerung von I 
periodischen Bewegungen bestehen; durch Entartung gehen daraus 
Bewegungen geringerer Periodizitat hervor. Diese mehrfach periodischen 
Bewegungen bieten Moglichkeiten besonders schoner und wichtiger 
korrespondenzmaBiger Vergleiche; grundsatzlich jedoch bilden sie unter 
der Gesamtheit klassischer Bewegungstypen nur eine seltene Ausnahme 
und sind keineswegs das allgemeine klassische A nalogon gequantelter 
Zustdnde. Dieses ist vielmehr offenbar gegeben durch solche Bewegungs
formen, bei denen die Energie als Funktion adiabatischer Invarianten 
darstellbar ist1• 

2. Zentralbewegung. In einem zentralsymmetrischen Kraftfeld fiihrt 
ein kl~ssischer Massenpunkt eine ebene Bewegung aus, die zur Klasse der 

1 Die mathematische Frage, ob derartige klassische Bewegungen im nicht 
mehrfach periodischen Falle tatsachlich, wie gewohnlich geglaubt wird, 
eine Ausstrahlung mit kontinuierlichem Spektrum ergeben, scheint uns 
noch ungekHi.rt. 1m Hinblick auf die Theorie der fast periodischen Funk
tionen scheint uns das Gegenteil plausibler. 
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zweilach periodischen Bewegungett geh6rt. Eine genauere Betrachtung 
dieses Problems der klassischen Mechanik liefert wichtige Unterlagen zu 
einem korrespondenzmaBigen Verstandnis der Spektren der Atome. 
Wir betrachten zunachst den Fall eines reinen COULOMBschen Zentral
feldes; die in § 2, 5 ausgefiihrte Theorie der RYDBERG-Konstanten bedarf 
namlich noch eine Vertiefurig. Wir haben uns damals auf die Kreis
bahnen des Elektrons beschrankt, und es entsteht die Frage, ob auch 
die allgemeine Betrachtung der Ellipsenbahnen, die ein Elektron im 
CouLoMB-Feld vollfiihrt - analog den Planetenbahnen im Gravitations
feld der Sonne - unsere damaligen Ergebnisse bestatigt. 

Das ist in der Tat der Fall. Das Entscheidende in § 2, 5 war die 
Beziehung 

wa 1 -' -=--nIIl Z 2 e' ,,1 2 r (15) 

zwischen der Energie W und der Frequenz '11 einer Bahn. Wir nehmen 
den Kern jetzt wieder als unendlich schwer an; andernfalls hatten wir im 
folgenden stets ji. statt p. zu schreiben. Wir uberzeugen uns jetzt, daB 
diese - damals nur fur Kreisb~en abgeleitete - Beziehung (15) auch 
fUr Ellipsenbahnen gilt. Wir haben es bier mit einem Entartungslall 
zu tun: waJrrend die allgemeine eberie Zentralbewegung eine zweilach 
periodische ist, ergibt das CouLoMB-Feld in Gestalt der Ellipsenbahnen 
rein periodische Bewegungerr; dementsprechend ist die Energie W aus
drUckbar als Funktion W = W (1) von 

1.. 
• 

1 = f ~ t dt = 2.... i)'a , 
. " p. 

(16) 
o 

wo pI der Zeitmittelwert von pI ist. Der Zeitmittelwert der kinetischen 
Energie ist aber im CouLoMB-Feld gerade bis auf das Vorzeichen gleich 
der Gesamtenergie1 : 

Da nun, wie wir wissen, 

ist, so bekommen wir 

1 il8 
-'I11=-=-W. 
2 2P. 

dW(I) 
'11=--;0-

dW 
-2W=/Ir·1, 

(18) 

1 D ' d' 't W . ~B e8 Z be' 'd' h Be enn es Wll' Ja mi· = - - - 1 peno lSC er wegung: 
2p r' 

-d-- 1 - -. 1 - elZ 
0= dt (r~)=Ii~·+r~=/i~a+rgradr-

I"': el Z 1 - { ill \ ill 
= /i~I--r- = /i~I- 2P. -WJ = 21-' + W. 
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oder 

W = c~~st . (19) 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten in (19) genugt die Be
trachtung eines beliebigen Spezialfalls. Wir k6nnen als solchen die schon 
behandelten Kreisbahnen nehmen: bei ihnen wird 1= 2 n p", (p",=Dreh
impuls) , und folglich nach (28) § 2, 5 allgemein 

(20) 

Daraus ist mit (18) wiederurn (IS) zu entnehmen. 
Wir k6nnen das Ergebnis (20) auch wieder so verwerten, daB wir 

direkt nh fur" I einsetzen: das muB jedenfalls asymptotisch richtige Werte 
fUr die Energien der stationaren Zustande des H-Atoms ergeben. DaB 
wir dabei dann sogar die exakten Termwerte des H-Atoms bekommen, 
ist, wie friiher betont, irn Grunde nur ein glucklicher Zufall. 

Als Gegenstuck zu den Kreisbahnen verdienen noch die impulslosen 
Bahnen Beachtung, welche wir dadurch erhalten, daB wir bei einer 
Ellipsenbahn mit" der langeren Halbachse a die Exzentrizitat irnrner 
gr6Ber werden lassen: die Ellipse artet schlieBlich in eine Strecke der 
Lange 2 a aus, deren einer Endpunkt bei r = 0 liegtl. Man bestatigt 
fUr diese Bahnen ohne weiteres (indem man den Bahnpunkt r=2a 
betrachtet) die fur aile Ellipsenbahnen geltende Beziehung 

" e2 Z 
W=--' za' (21) 

(die fUr die Kreisbahnen aus (21), § 2, 5 zu ersehen ist). Auch bekommt 
man fUr diese eindirnensionale Bewegung sehr schnell direkt zu (20), 
narnlich so: 

2,. 

1= f Pdq=? V2Ii f ye:z -/W/dr 
o 

1 

=2V2#'~fyI l' de =Yz,u 'nelZ V W (! -W' 
o 

Wir betonten schon die Zufiilligkeit der Moglichkeit, die exakte BALMER
Formel mit unseren jetzigen prirnitiven Hilfsmitteln abzuleiten. Wir 

1 Die iibliche Bezeichnung "Pendelbahnen" fiir diese impulslosen Bahnen 
ist einigerma/3en irrefiihrend. 
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beherrschen theoretiseh tatsaehlieh nur das Gebiet groOer Quanten
zahlen n, wo die Quantentheorie asymptotiseh mit der klassisehen 
zusammenfallt; ffir die bei kleineren Werten n hervortretenden eharakte
ristiseh quantenphysikalisehen Probleme besitzen wir beim jetzigen 
Stande unserer Betraehtungen erst eine ganz rohe und vorlaufige Orien
tierung. Immerhin muO es erlaubt sein, fiber unsere bisherigen Ergebnisse 
hinaus die klassisehe Beziehung (21) noeh zu einer Absehatzung der 
GrofJe des H-Atoms zu benutzen: Wir setzen fur W die Energie des 
Grundzustandes des H-Atoms, und erhalten dann aus (21) einen Wert 
2a=d ffir die GrofJenordnung des Durchmessers des H-Atoms im Nor
malzustand. Diese Bereehnung ist als legitime Anwendung des Korre
spondenzprinzips anzusehen:- die klassische Beziehung (21) muO ihr 
quantenphysikalisehes Analogon besitzen. Tatsaehlieh ist der sich 
ergebende Wert 

e2 h2 
d - -- - ~ 10-8 em - IW11 - 2n2 e2 p. (22) 

in Dbereinstimmung mit der GroOenordnung der empirisehen gaskineti
schen Atomdurehmesser. 

In einem zentralsymmetrisehen Kraftfeld, das zwar angenahert, 
aber nieht exakt ein COuLoMBsehes ist, fuhrt ein geladener Massenpunkt 
naeh klassiseher Theorie eine ebene Bewegung aus, die so besehrieben 
werden kann: Der Massenpunkt durehlauft ,eine Ellipsenbahn, die ihrer
seits nieht mehr festliegt, sondern eine langsame Rotation urn den Brenn
punkt r=o ausffihrt. Weicht das zentralsymmetrische Kraftfeld stark 
von einem COULoM!3schen ab, so bekommen wir eine ebene Bahn, die 
treffend als Rosettenbahn bezeiehnet worden ist. Diese zweifaeh ·perio
disehe Bewegung im zentralsymmetrisehen Kraftfeld gestaltet sieh in 
bestimmtem Sinne sehr einfaeh auf Grund des Drehimpulssatzes. 

Neben den reehtwinkligen Koordinaten x, y in der Bahnebene 
(denen die translatorisehen Impulse j:l .. =,ux, j:ly=,uy zugeordnet sind) 
benutzen wir die Polarkoordinaten r, g; mit den zugehorigen Impuls
groOen p,=,ur und P'l' (= Drehimpuls). Die Energie unseres Massen. 
punktes ist 

W = :~ + U (r) = 211' (p~ + ~~) + U (r) ; 

mit U (r) ist die potentielle Energie bezeiehnet. Nun ist der Drehimpuls 
P'l' zeitlich konstant; und folglieh gesehieht die zeitliehe Veranderung der 
Koordinate r genau so, wie bei einem eindimensionalen Oszillator, dessen 
kinetisehe E:nergie P;/2,u, und dessen p'otentielle Energie P!/2,u r2 + U (r) 
ist. Also r ist(auOer bei 9-en aperiodischen Bahnen, analog den Hyperbeln 
des COuLOMB-Falles) eine periodisehe Funktion der Zeit; wir sehreiben 
daffir die komplexe FOURIER-Reihe 

+'" 
r =,I CT e2n ' HI; 

T==-CIO 
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Untersuchen wir nun die zeitliche Veranderung der rechtwinkligen 
Koordinaten x, y, so kommen wir zu folgendem, am bequemsten mit 
Hilfe der komplexen GroBe x + i y zu beschreibenden Ergebnis1 : 

+co 
x+iy=ebi.'I . .I DT e2 :rdTPI; 

T==-CO 
(25) 

hier tritt also neben einem (komplexen) Faktor, der mit der Frequenz 'II 

periodisch von der Zeit abhangt, ein weiterer Faktor e2 n i.' I auf, mit 
einer zweiten Frequenz 'II' (welche nur im Entartungsfall des COULOMB

Feldes mit'll iibereinstimmt). 
Wir konnen die Energie (23) auch als Funktion der beiden adiaba

tischen Invarianten 

I,=pp,dr; Itp=PPtpdtp=2nlptpl. (26) 
ausdriicken: W = W(ll' 12) •. Dann wird gemaB (10)-3 

aw. , aw 
'II = 81, , 'II = 81 tp • (27) 

Diese klassischen Ergebnisse iibersetzen wir nun folgendermaBen in 
die Quantentheorie. Wir kennzeichnen die stationaren Zustande unseres 
Gebildes durch zwei Quantenzahlen n und I, die folgendermaBen d~n 
I" Itp korrespondieren: 

nh-+I,+ltp' l (28) 
.lh-+ltp. J 

Die gewahlte Bezeichnungsweise solI sogleich darauf aufmerksam machen, 
daB die "Hauptquantenzahl" n im Spezialfall des H-Atoms in die damals 
gebrauchte Quantenzahl n iibergeht. 

Die Anderungen der Hauptquantenzahl n sind nicht durch eine Aus
wahlreg~l zu beschranken. Denn in der klassischen Formel (25) sind im 
allgemeinen alle Koeffizienten DT ungleich Null, und das klassische 
Fourierglied e2n i ul korrespondiert Quanteniibergangen n -+ n ±T. Aber zur 
Frequenzv'·gibt es in (25) keineOberschwingungen; auch gibt es in (25) kein 
Glied ohne den Faktor e2ni .'I. Also erschlieBen wir durch "Obersetzung: 

Fur die Quantenzahl I gilt die Auswahlregel 

1-+I±I. ~~ 

1 Es ist rp =Ptp/Ilrl; also sieht rp so aus: 

rp = t· ptp. ~ + Fourierreihe mit Frequenz v; 
p r 

mit ~ ist der Zeitmittelwert von -.!2 bezeichnet. Fiir x +iy =reitp ergibt 
r r 

sich also 

wobei 

x +iy =e2ni .'1 • (Fourierreihe mit Frequenz v), 

I ptp I y--._._. 
-2:11: Il r S • 

I 8:n;1 pBe'Zs 
1m Spezialfall der KEPLER-Ellipse ist -:;;2 = [8' also v' = v. , ptp. 
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Es bleibt noch die Frage, wie viele Werte von l bei gegebenen n auf
treten. Da 1, und 1'1' stets ~o sind, wird man tiir l etwa die Werte von 0 

bis n erwarten. Die Erfahrung zeigt jedoch, daB das urn I zu viel ist: 
Es gibt genau n Werte l zu gegebenem n. Der alteren Theorie, die auf dem 
Versuch beruhte, die klassische Theorie in viel groBerem MaBe aufrecht 
zu erhalten, als wir heute als berechtigt anerkennen konnen, bereitete 
dieser Umstand ·Schwierigkeiten, denen man durch eine willkiirliche 
(und in Widerspriiche fiihrende) AusschlieBung der impulslosen Bahnen 
l = 0 zu begegnen suchte. Die modeme Theorie ergibt zu vorgegebener 
Hauptquantenzahl n fiir die (ihrem Absolutwert nach erst spater exakt 
zu definierende) Quantenzahl l.die Wert~ l=o, I, 2, ... , n-I; also 
in der Tat die empirisch richtige Anzahl n. 

Die ausgefiihrten "Oberlegungen sind anwendbar auf die Spektren 
der Alkaliatome. Die lonen der Alkalien sind narnlich kugelsymmetrische 
Gebilde, und man kann die Dynamik des das Ion zum Atom vervoll
standigenden "V alenzelektrons" (oder "Leuchtelektrons") in erster An
naherung so beschreiben, daB man dies Elektron als einem statischen 
zentralsyrnmetrischen Kraftfeld au~esetzt annirnmt. Doch reichen 
unsere bisherigen Erwagungen insofem noch nicht aus ffir dieses Problem, 
als sie noch keine Rechenschaft von der DUBLETT-Struktur der Alkali
spektren zu geben vermogen. 

3. Ricbtungsquante1ung. In einem axialsymmetrischen Kraftfeld fiihrt 
ein klassischer Massenpunkt irn allgemeinen eine nicht mehr ebene 
Bewegung aus. Aus der Konstanz del;" zur Syrnrnetrieachse des Kraft
feldes parallelen Komponente des Drehirnpulses folgen jedoch wiederum 
ahnliche Verhaltnisse, wie sie in (25) fiir den ebenen Fall festgestellt 
werden. 

Die Syrnmetrieachse sei die z-Achse eines rechtwinkligen Koordinaten
systems x, y, z. Wir fiihren dann Zylinderkoordinaten ein, d.~. also 
z, f! und qJ, wo f! der senkrechte Abstand von der z-Achse ist. (Also 
r = V f!2 + Z2; tgqJ = y/ x). Analog wie irn obigen ebenen Falle erlaubt 
die Koristanz von Prp die Zuriickfiihrung des dreidimensionalen Bewegungs
problems auf ein zweidimensionales1• Danach wird dann in Verall
gemeinerung von (25): 

1 Es wird 

x+i y= e2"'.'1 ·P(t) , 
z=G(t); 

W = ~ + U (e. z) = _1_ (p~ + P: + P:) + U (e. z) ; 
2/1 2/1 e 

also kommen wir durchP9' =const auf ein zweidimensionales Problem mit 

kinetischer Energie ~ (P~ + P}) und potentieller Energie P~ 1+ U (e. z). -
. 2/1 2/1e 

Entsprechendes gilt auch bei Vorhandensein magnetiscner Krafte. obwohl 
diese sich nicht durch eine potentielle Energie U (e, z) ausdriicken lassen. 
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dabei sind F (t) und G (t) zwei Funktionen, in denen - wie in dem Faktor 
von e2niv't in (25) - die Frequenz v' nicht mehr vorkommtl . 

. Wir werden deshalb veranlaBt, eine neue Quantenzahl m einzuftihren, 
deren Anderungen m --. m ± T den klassischen Partialschwingungen e2n i TV' 

korrespondieren. Da nach (30) klassisch nur T = 0 und T = ± I vorkommen, 
erhalten wir folgende Auswahlregel der "magnetischen Quantenzahl" m: 

m(:±I. } ~~ 
Die klassischen Gleichungen (30) besagen aber auch etwas tiber die 
Polarisationsverhiiltnisse der von der bewegten Ladung emittierten 
Dipolkugelwellen: Indem wir diese Aussagen sogleich in die Quanten
theorie tibertragen, stellen wir fest: 

Die Ubergiinge m --. m entsprechen linear polarisierten K ugelwellen; 
die Ubergiinge m --.m± I entsprechen zirkular polarisierten Kugelwellen. 
Die Symmetrieachse der Kugelwellen ist nattirlich die z-Achse. Dber 
die Verwendbarkeit des Begriffs der Kugelwelle in der Quantentheorie 
hatten wir uns schon frtiher ausgelassen (vgl. Kapitel I, § 2, 2). 

Alle diese Betrachtungen gelten fUr jedes axialsymmetrische dynami
sche System, also auch dann, wenn es sich urn Atome und Molekiile 
mit beliebig vielen Bestandteilen (Elektronen, Keme) handelt. Die 
anschauliche Bedeutung von mist dabei die, daB m· hJ2:rc den (zeitlich 
konstanten) Drehimpuls Prp = m. des Systems urn die z-Achse darstellt. 

h m·-=m.. (32) 2n 

DaB wir diese Gleichung (32) als exakt, und nicht nur als asymptotisch 
giiltig ansehen, hat wiederum korrespondenzmliBige Griinde. Wir betrach
ten den besonderen Fall des ZEEMAN-E/lekts in einem homogenen Magnet
feld parallel zu z. Unabhlingig von der speziellen Struktur des betrachteten 
Gebildes - es kann sich z. B. ebensowohl urn ein Molekill,wie urn ein 
Atom handeln - ist nach der klassischen Theorie folgendes festzustellen. 

I. Bei sehr schwachem Magnetfeld ~. = I ~ I besitzt das Gebilde eine 
magnetische Energie 2, die proportional mit I ~ I und mit mz ist. - Diese 

1 In dem praktisch wichtigsten FaDe, daB die ganze Bewegung eine 
dreifach periodische ist, sind F (t) und G (t) zweifach periodische Funktionen 
der Zeit, mit zwei Grundfrequenzen v1, v.' die von v' im allgemeinen ver
schieden sind: 

T,a=-m 

+'" . ) G (t) = 1: GTCJ e2". (TV1 + av, t. 
T,a=-m 

2 Die exakte Definition der magnetischen Energie .kann am besten 
unter Bezugnahme auf eine adiabatische Zustandsiinderung, in Gestalt lang
samer Anderung von ot>z, gegeben werden: Bei dieser Anderung ist W eine 
Funktion von lot> I , von der Form W = Wo + lot> I· const und lot> I • const 
ist die magnetische Energie. - Man beachte, daB (bei festgehaltener Feld
richtung z) der Drehimpuls 9R. adiabatisch invariant ist: 9R. = I rp/2 n. 
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einfache und allgemeine Aussage wird korresponden~maBig in die Quanten
theorie zu ubertragen sein: Wir setzen also fUr die magnetische Energie 

w(m)=-K·I.\)I9Rz, (33) 
wobei K eine fUr das fragliche Gebilde und seinen gerade vorliegenden 
stationaren Zustand charakteristische I Konstante ist. . 

2. Die Frequenz v' in (30) hat den Wert 

v' = ZIn K·I.\)I· (34) 

Bei der quantentheoretischen Dbersetzung soH aber unseren VorsteHungen 
nach h v' die Differenz zwischen zwei solchen Werten der magnetischen 
Energie (33) sein, welche zu magnetischen Quantenzahlen m und m + I 
gehoren (bei unveriinderten sonstigen Quantenzahlen, also auch un
verandertem Werte K). Foiglich muB 9Rz , welches (im Sinne der Korre
spondenz m h/2 n ...... 9Rz) eine Funktion von mist, exakt die Form 
9Rz = m h/2 n + additive Konstante haben, und die additive Konstante 
kann definitionsmaBig gleich Null gemacht werden. 

Es war nicht uberflussig, daB wir die exakte Dbereinstimmung (32) 
sorgfaltig begrundet haben; denn wir werden jetzt einen anderen ahn
lichen Fall betrachten, wo eine zu (32) analoge Beziehung nicht exakt, 
sondern nur asymptotisch gilt. 

Wir betrachten namlich jetzt ein riiumlich Irei drehbares System 
(Atom oder Molekiil im feldfreien isotropen Raume), bei welchem also 
alle drei Komponenten des Drehimpulsvektors 9R zeitlich konstant sind. 

Wir denken uns im klassischen Fall die Richtung des Drehimpulses 9R 
parallel zur z-Achse; dann werden fUr die drei Komponenten X, Y, Z 
des - fUr die Ausstrahlung maBgebenden - elektrischen Dipolmomentes 
wieder die Bedingungen (30) gelten. Abgesehen von dem Hinzutreten 
der Komponente Z, in welcher die Frequenz v' nicht vorkommt, haben 
wir wieder dieselben Verhaltnisse, wie bei der oben behandelten eben en 
Zentralbewegung. 

Wir iibersetzen: Quantentheoretisch wird es bei unserem frei dreh
baren System eine Quantenzahl i geben ("innere Quantenzahl"), welche 
nach M ultiplikation mit h/2 n dem Betrage des Drehimpulses korrespondiert: 

h2 

i2 • 4 712 ...... 9R2• (35) 

Dabei gilt die A uswahlregel 
./1 
1 "i± 1. (36) 

Es lehlt uns aber eine Moglichkeit, auf i die feineren Dberlegungen 
zu ubertragen, die wir fUr m durchfiihren konnten, und die uns zu (32) 
fiihrten: tatsachlich ware es lalsch, wenn wir (35) zu der exakten Gleichung 
i2h2/4n2 = 9R2 verscharfen wollten. Vielmehr besteht,' wie hier vorweg 
genommen sei, der exakte Zusammenhang 

. ( . ) h2 ml 1 1 + I . 4n2 =;= .;u~2. 
Jordan, Quantentheorie. 
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Setzen wir ein Atom (oder Molekiil) in ein schwaches homogenes Feld 
parallel zur z-Achse, so ist t;1ach der klassischen Theorie die sich ergebende 
Bewegung so zu beschreiben: Der Vektor m des Gesamtdrehimpulses 
fiihrt eine langsame Priizessi6n um die Feldrichtung z aus, mit der Prii
zessionsfrequenz v', wobei dann die Projektion m. von m auf die Feld
richtung z konstant bleibt. Abgesehen von dieser langsamen Prazession 
des Vektors m verlaufen die Bewegungen in unserem System ebenso, 
wie im feldfreien Falle. 

Dem entspricht folgender quantenphysikalischer Sachverhalt: Ein 
beliebiges Atom, mit Ausnahme des H-Atoms, das (entsprechend der 
Entartung der klassischen Ellipsenbahnen) eine Sonderstellung ein
nimmt, h6rt in einem schwachen Magnetfeld auf, entartet ( .. richtungs
entartet") zu sein. Ein Term mit der inneren Quantenzahl i spaltet auf 
in 2i + I Terme, die sich durch die verschiedenen Werte der magnetischen 
Quantenzahl unterscheiden: 

m=-i, -i+I, ... , i-I, i· (38) 
Ein homogenes elektrisches Feld bedingt iibrigens keine vollstandige 

Aufhebung der Entartung; die Terme mit entgegengesetzten Werten m 
bleiben ungetrennt. 

ErfahrungsgemaB gibt es auBer Atomen (und Molekiilen) mit ganz
zahligen Werten i und mauch soIche mit halbzahligen Werten i und m. 

Beispielsweise hat das Ag-Atom im Grundzustand den Wert i = ~ , und 

dazu also die moglichen Werte m = - ~ und m = + ~ fiir die magnetische 
Quantenzahl. 

Die Deutung von m als Wert von 23t m.lh gemaB (32) bewahrt und 
bestatigt sich in folgender 'Oberlegung. Es sei bei einem Ag-Atom gerade 

der Wert m= +~ realisiert, und es werde jetzt die Richtung des Magnet

feldes ~ P16tzlich gedreht urn einen Winkel 8. Wie suchen eine theoretische 
Unterlage zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten w+, w_ fiir die 
beiden Moglichkeiten, die es dann gibt: Nachdem das Magnetfeld ~ 
plotzlich in die Richtung z' gedreht worden ist, kann die magnetische 
Quantenzahl, die nunmehr die Bedeutung 2 3t m.,lh hat, entweder gleich 

+ ~ oder gleich - ~ sein. Die zugehOrigen Wahrscheinlichkeiten w + , w_ 

sind eindeutig bestimmbar durch folgende Korrespondenzbetrachtung. 
Der statistische Mittelwert ( .. Erwartungswert") der Drehimpuls

komponente m., ist offenbar 
- I h I h 
m,=w+'---w ._-' (39) 

• 2 2:1'1: - 2 2:7l' 

fiir z' =Z (also 8= 0) ergibt dasmit w+ = I und w_= 0 speziell m.=~hI23t, 
wie es sein muB. Aus Korrespondenzgrunden wird nun m ein Vektor 
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sein mussen, und IDl." die Projektion eines zur z-Achse parallelen Vektors 

vom Betrage IDl. auf die z' -Achse: 
- - I h 
IDl., =IDl .. cose="2- 23t cose. (40) 

Da andererseits w+ + w_ = I sein muB, so ergibt sich aus (39), (40) sofort 
die PAuLlsche Formel 

of) . of) 
W =coS·_· W =Sln"-+ 2' - 2 • 

4. ZEEMAN-Effekt und Spinelektron. Von der Vorstellung aus, daB 
das Elektron einfach ein geladener M assenpunkt sei, muBte man zunachst 
beim H-Atom das statistische Gewicht des Termes mit der Haupt
quantenzahl n gleich n2 annehmen - und entsprechend bei den Alkalien 
die Summe der statistischen Gewichte aller Terme der Hauptquanten
zahl n gleich nil. Denn wir bekamen dann folgendes Bild: Zu gegebenem 
ti gabe es n verschiedene Werte von j (oder l, was jetzt dasselbe ware), 
namlich j = 1 = 0, I, 2 •... , n- 1. Die zugehOrigen statistischen Gewichte 
2 j + I ergaben die Summe 

"-1 
.I(2j + I) = nil. (42) 

i=O 
Die Erfahrung Iehrt aber, daB tatsachlich die statistischen Gewichte 

doppelt so gro/3 sind: Fur n = 0 ergibt sich insbesondere i =~ mit m = - ~, 
2 2 

+ -i, und allgemein finden wir nach Aufhebung aller Entartungen 

nicht nZ, sondern 2nz Terme mit der Hauptquantenzahl n. Hierin 
kommt eine fundamentale Eigenschaft des Elektrons zutage, deren nahere 
Analyse durch die GesetzmaBigkeiten des anomalen ZEEMAN-Etlekts 
ermoglicht wird. 

Fur die in einem schwachen Magnetfeld eintretende Prazession ergibt 
die klassische Theorie eine sehr einfache Aussage, wenn es sich urn ein 
Atom mit unendlich schwerem Kern und einer beliebigen Anzahl von 
Elektronen handelt, die samtlich als Massenpunkte der Masse ft und 
Ladung e aufzufassen sind. N ach LARMOR ist dann namlich die Prii
zessionslrequenz v' stets gegeben durch 

v' = _e -loP I· (43) 4 3t JlC 

Dies korrespondenzmaBig in die Quantentheorie ubertragend wOrden 
wir die Formel (33) fUr die magnetische Energie bei Atomen zu 

w(m)=-m· eh 1"'1 
4 1l Jl C 'l.' (44) 

verscharfen. Aber die Erfahrung zeigt, daB diese einfache Formel (44) 
nur fUr die sog. SINGULETT-Terme richtig ist; im allgemeinen muB man 

eh w(m)=-gm'--loP! (45) 
4 1l JlC 

schreiben, wo der LANDtsche g-Faktor eingefUhrt ist, fUr welchen Werte 
7* 
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von Ibis 2 in Frage kommen. Naturlich darf dieses g nicht mit einem 
statistischen Gewicht g verwechselt werden. 

Eine zusammenhangende korrespondenzma13ige Beschreibung dieser 
Verhaltnisse ergibt sich auf folgendem Wege. Wir sehen das mit i 
proportion ale Drehmoment eines Atoms als Resultante zweier Dreh
momente lund s an; fUr l allein (also im FaIle s = 0) gilt die Formel 
(44); fUr s allein (l=o) dagege!l (45) mit einem LANDE-Faktor g=2. 
Dabei bedeutet l die Resultante Cler "Bahndrehmomente" der Elektronen 
(durch Wlz = x tJy-y tJx usw. definiert); s dagegen ist Resultante der 
sog. "Spinmomente" der Elektronen: bei Vorhandensein nur eines Valenz-

elektrons (wie bei Ag und den Alkalien) ist s = ~; dagegen ist l stets 

ganzzahlig. Die EinfUhrung dieses halbzahligen Spinmomentes eines 
Elektrons (GOUDSMIT-UHLENBECK) kann gekennzeichnet werden als ein 
Verlassen der Vorstellung, daB das Elektron einfach ein Massenpunkt 
sei; es besteht eine gewisse korrespondenzma13ige Analogi.e zu einem 
urn eine innere Achse rotierenden Korper, bei dem es auBer dem Dreh
moment seiner Schwerpunktsbewegung noch ein Drehmoment der Eigen
rotation gibt. Aber die Bedeutung dieser Analogie darf nicht uber
schatzt werden: 1m Grunde handelt es sich hier urn Verhaltnisse, die 
nicht mehr nach klassischen Analogien voll verstanden werden konnen. 
Vorsichtiger ist es, angesichts der durch EinfUhrnng des Spinmomentes 
bedingten Verdoppelung der statistischen Gewichte von einer unklas
sischen "Zweideutigkeit" zu sprechen(PAuLI). 

Nun prazessieren die beiden Drehmomente lund s urn ihre Resul
tante j; es seien 1p und'rp die (konstanten) Winkel, we1che lund s mit i 
bilden. Die magnetische Energie besteht dann aus zwei zu l bzw. s 
gehorigen Anteilen, die proportional mit den Projektionen von lund s 
auf i sind, aber mit einem Unterschied von einem Faktor 2. Durch 
Anbringung eines weiteren Faktors m/i, der gleich dem cos des (eben
falls konstanten) Winkels zwischen i und der Richtung des magnetischen 
Feldes (urn welche i prazessiert) ist, bekommen wir also den LANDEschen 
g-Faktor zunachst in der Form 

m 3P+s2-12. 
mg =Tllcos1p+2scosrpl = m 2P' (46) 

und indem wir noch gemaB (37) statt i2, S2, l2 dieWerte i (i + I), s (s + I), 
l(l+ I) einsetzen, ergibt sich als das exakte, den geschilderten Voraus
setzungen entsprechende Quantengesetz die beriihmte LANDEsche 
Formel 3j (j + r) +s(s+ r) -I (l+ r) 

g= 2j(j+r) 

§ 5. Optik und Mechanik. 
I. Dualismus und Relativitat. Die fur die Quantenphysik funda

mentale Tatsache der dualistischen, einerseits wellenhaften und anderer
seits korpuskularen Struktur der Materie steht mit den Hauptergebnissen 
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der Relativitiitstheorie in einem naherer Betrachtung wiirdigen Zusammen
hang. Historisch ist ja die die Korpuskularthe'orie des Lichtes, in ihrer 
NEWToNschen Fassung, alter, als die auf HUYGENS zuriickgehende 
Wellentheorie, und die Zuriickdrangung der Korpuskulartheorie durch 
die Wellentheorie geschah nicht nur auf Grund der lnterlerenzerschei
nungen, sondem zum Teil auch auf Grund anderweitiger Argumente, 
deren riickblickende Betrachtung von unseren heutigen Einsichten aus
lehrreich ist. 

Die Analogie der Lichtstrahlung mit einer korpuskularen materiellen 
Ausstrahlung wurde, wie von EINSTEIN gelegentlich betont worden ist, 
wesentlich verstarkt .mit dem Ergebnis der Relativitatstheorie, daB das 
Licht ebenso wie eine materielle Korpuskula.rstrahlung nicht nur Energie, 
sondem auch triige Masse transportiert. Damit hangt aber eng zusammen, 
was die Relativitatstheorie iiber den Lichtdruck lehrt: Versucht man, 
mit NEWToNscher, klassischer Partikelmechanik die Vorstellung der 
Lichtkorpuskeln auszufiihren, so kommt man zu einem falschen, namlich 

. verdoppelten Wert des Lichtdrucks, und dies ist friiher als ein Beweis
argument zugunsten der. Wellentheorie und gegen jede Korpuskular
theorie angesehen worden. Aber die durch die Relativitatstheorie herbei
gefiihrte Abanderung der Partikelmechanik fiihrt dazu, daB die Korpus
kulartheorie' beziiglich des Lichtdruckes dasselbe Ergebnis bringt, wie 
die Wellentheorie - so daB die Verschiedenheit beider Theorien gemildert 
wird. Dies beruhf natiirlich darauf,' daB eben die Relativitatsmechanik 
(abweichend von der nichtrelativistischen) einem mit Lichtgeschwindig
keit bewegten korpuskulareri Teilchen der Energie E einen Impuls Etc 
zuschreibt - wodurch sofort eine weitgehende Analogie zu den nach 
der MAXWELLschen Theorie berechneteri Eigenschaften des Lichtes 
hergestellt wird. 

Historisch noch bedEmtungsvoller war die scheinbare Unm6g1ichkeit, 
die Gesetze der Brechung mit der Korpuskulartheorie in Einklang zu 
bringen. Die NEWToNsche Theorie lieB eine gr6Bere/ Lichtgeschwindig
keit im optisch dichteren Medium erwarten, was spater als empirisch 
unzutreffend erwiesen wurde. Nach der Lichtquantenvorstellung iiber
legen wir aber folgendermaBen: In der zweidimensionalen Ebene sei die 
x-Achse die Grenze zweier homogener Medien von verschiedenem 
Brechungsindex. Sind n l , n2 die beiden Brechungsindizes, so sind in 
den beiden Medien die Wellenlangen A.I ,A.2 und die Phasengeschwindig
keiten VI' V 2 einer Lichtwelle von der Frequenz v (die in beiden Medien 
gleich bleibt) gleich 

c c c c 
A.I=n1v' A.2=n2 v ; VI=n1 ' V 2=n2 ' (I} 

Hat nun ein entsprechendes Lichtquant h v die Impulskomponenten 
Pv" PlY bZW,P2X' P2Y beim Durchfliegen der beiden Medien, so wird 

v' 2 2 hv v' 2 2 hv. 
PIX+PIY=V' P2 x +P2Y=-V ' (2} 

1 2 
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und auBerdem bleibt beim Durchqueren der Grenzflache die tangentielle 
Komponente des Impulses ungea.ndert: PI % = P2 %. Also gilt die Proportion: 

PIS . PI s _ V . V - n . n ( ) 
YPIs+Pt,.·YPh+PI,- 1· .-.·1· 3 

Das ist das SNELLIUssche Brechungsgesetz. Man sieht aus dieser 
Ableitung, wie man die sonst an das HUYGENssche Prinzip angekniipfte 
Begriindung auch in korpuskularer Weise einkleiden kann. Wenn man 
nun aber diese beiden verschiedenen Ableitungsweisen genauer mit
einander vergleieht, so sieht man bald, daB es gar nieht merkwUrdig ist, 
daB beidemal dasselbe herauskommt. Denn trotz des weiten Unter
schiedes der anschaulichen Unterlagen beider Oberlegungen ist es im 
Kern doch die gleiche geomet~sche Konstruktion; die in beiden Fillen 
ausgefiihrt wird. 

Wahrend wir aber in Problemen, die wir aus historischer Gewohnheit 
an Hand der Wellenvorstellung zu durchdenken pflegen, statt dessen 
die Korpuskularvorstellung einfiihren konnen, laBt· sich umgekehrt z. ~. 
im Problem des COMPTON-Ellekts die Korpuskularvorstellungwieder'durch 
die Wellenvorstellung ersetzen. Wir konnten .den COMPTON-Effekt als 
Beweis lur. die korpuskulare N atur des Lichtes ansehen, indem wir die 
korpuskulare Natur der Kathodenstrahlung als bekanntannahmen. Be
rufen wir uns aber umgekehrt auf unsere Kenntnis der wellenhaften 
Natur des Lichtes, so liefert der COMPTON-Effekt uns andererseits einen 
Beweis fur die DE BROGLIESChen Elektronenwellen. Denn ebenso gut, 
wie man dieCoMPToNsche Wellenlangenanderung (9), § 2, 2, Kapitel.I aus 
der Anwendung der Korpuskularvorstellung auf Licht und Elektronen
strahlung ermitteln kann, ebenso gut erhaIt man sie, wenn man Lieht 
und Elektronenausstrahlung beide als Wellenvorgange auffaBt. Man 
muB sieh 'Ilur klar machen, daB ein interferenzmaBiges Zusammen
passen bestehen muB zwischen den je vier Wellen, welche den Anfangs
und Endzustanden von Liehtquant und Elektron bei einem bestimmten 
COMPTON-ProzeB entsprechen: dieses fiir die wechselseitige ·Reflexion von 
Licht- und Elektronwellen aneinander notwendige Zusammenpassen der 
vier Teilwellen driickt sich in Bedingungen aus, welche gerade dem 
Energie- und Impulssatz der Korpuskularvorstellung aqlrivalent sind. 

Dies gilt iibrigens auch fUr andere quantenphysikalische Elementar
aIde, wie z. B. die FRANCK-HERTzschen ElektronenstOpe. Aueh diese 
konnen natiirlieh im Sinne der DE BROGLIESChen Wellenvorstellung 
aufgefaBt werden: DaB fUr die Anregung eines Atoms dureh ein stoBendes 
Elektron Energie- und Impulssatz gelten, stellt sieh dann als Bedingung 
fUr das interferenzmaBige Zusammenpassen der vier Wellen dar, welche 
den Anfangs- und Endzustanden von Atom und Elektron entspreehen. 

2. Kanonische Variablen 1. Fiir die tiefere Erfassung der meehanischen 
Gesetze sind einige mathematische Begriffe und Oberlegungen von 

1 Dieser Abschnitt kann zunAchst fiberschlagen werden. 
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Bedeutung, auf die wir jetzt kurz eingehen wollen. Dabei werden wir 
iibrigens auch den noch fehlenden Beweis der obigen klassischen Be
ziehung (13), § 2,4 nachholen. 

Wenn wir bei einem System mit einem einzigen Freiheitsgrade in 
der "Phasenebene" p, q neue Koordinaten P=P(p, q), Q=Q(P, q) ein
fUhren, so nennen wir diese Transformation eine kanonische Trans
formation (und die P, Q gleich den p, q kanonische Variablen) , wenn 
die Abbildung der Phasenebene p, q auf die neue Phasenebene P, Q 
fldchentreu, also ihr Funktionaldeterminante gleich 1 ist: 

8P 8Q 
apap 
8P 8Q =1. (4) 
aq8i 

Bei derartigen Transformationen ist definitionsgemaB die Phasen; 
flache I invariant, so da:B also I als kanonische Invariante bezeichnet 
werden kann.Femer ist, wenn Fund G zwei beliebige Funktionen 
von p, q - also auch von P, Q - sind, die aus F, G und p, q gebildete 
Funktionaldeterminante offenbar kanonisch invariant: 

8F 8G 8F aG 
8p ap 8P8P 
8FaG = 8F8G =(F,G)=-(G,F). (5) 
aq aq 8Q 8Q 

Man nennt (F, G) das POISSON-JACoBIsche Klammersymbol von F 
und G; mit dieser Bezeichnung kann also die Charakterisierung (4) eines 
kanonischen Variablenpaares P, Q in der Gestalt 

(P, Q)=I (6) 
geschrieben· werden. 

Fiir eine beliebige Funktion F =F (p, q) ist offenbar 
of 8F 
ap = (F, q); - 8q = (F, Pl· (7) 

Schreibt man die Energie W als Funktion von p und q: 

W =H(p, q)= :; + U(q),{8) 

so kann offensichtlich die mechanische Bewegungsgleichung p = I' q = 
- U' (q) durch die sog. kanonischen Bewegungsgleichungen 

q = a:: = (H, q) , I 
. m ~ 
P=-aq- =(H,P) 

ausgedriickt werden. In diese kanofl,ische Gestalt konnen die Bewegungs
gleichungen auch fiir die relativistische Mechanik gebracht werden. Sie 
lassen sich zusammenfassen in der allgemeinen Feststellung 

F=(H,F), (10) 
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deren Richtigkeit ,sich aus 
F = of p' + of . = _ of oH +' of oH = (H F) 

op oqq opoq oqop , (II) 

ergibt. 
Fur F = H ergibt sich der Energiesatz (der naturlich aber auch aus 

(9) unmittelbar a,bzulesen ist, ohne Kenntnis des Begriffs cler PorSSON

JACoBIschen Klammersymbole) in der Form 

Flir F = t ergibt sich 
Ii = (H, H) =0. 

(H, t)=I; 

(12) 

(13) 
also Energie und Zeit sind ein kanonisches Variablenpaar (sind "kanonisch 
konfugiert") . 

Rlickwarts kann man aus dieser kanonisch invarianten Feststellung 
(13) sogleich wieder (10) und damit die kanonischen Bewegungs
gleichungen erhalten: Es wird ja 

F - of (H, t) _ 8H of _ oFoH _ (H F) 
- ot - oH ot oH ot - . . 

F olglich sind die kanonischen Bewegungsgleichungen invariant gegen 
kanonische Transformationen: Schreiben wir die Energie als Funktion 
von P und Q, so wird 

. oH· oH 
Q=oP; P=- 8Q' 

Man kann aber die Bedingung flir kanonische Transformationen auch 
in eine andere Form setzen, namlich: 

pdq+ QdP=dS, (IS) 

d. h. die linke Seite solI einvollstandiges Differential sein. Denken wir 
uns z. B. die P, Q als Funktion von p, q ausgedruckt, so heiBt (IS) aus
flihrlicher: 

( OP) oP ~ ~ 
P + Q"-cq dq+ QapdP =Tqdq + op dp. 

Die I ntegrabilitatsbedingung heiBt dann 
025 oQ oP 02p 8Q OP 02p 

oqop =1+ opaq+Q oqop =aqop +Q opoq' 

so daB in der Tat (IS) mit (P, Q) = I aquivalent, ist. 
Wir wollen aber S jetzt als Funktion von q und P auffassen; 

ergibt (IS) folgende Gestalt einer kanonischen Transformation: 

P _ 05 (q, P). Q _ 05 (q, P) 
- oq , - oP . 

dann 

(16) 

Auf Grund der kanonischen Bewegungsgleichungen (14) ist P dann 
und nur ~ann zeitlich konstant, wenn Heine Funktion von P allein 
(also nicht von P und au<;h von Q) ist: 

H=W(P); 
flir Q gilt dann nach (14): 

. dW 
Q=(jp. 
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Nun seien p, q periodische Funktionen der Zeit mit der Grundperiode 11, 

welche eine bestimmte Funktion der Energie Wist: 11 = 11 (W). Wir 
konnen P= P(W) so wahlen, daB 

• dW 
Q= dP =l1(W); Q=l1t+d (17) 

(mit zeitlich konstantem <5) wird. Wirwollen dann die Bezeichnung w statt Q 
gebrauchen; und wir behaupten, daB gerade die GroBe I konjugierter 
Impuls P zu Q=w ist. Zum Beweis folgern wir aus (16) wegen P=o: 

02 5 (q, P). op (q. P) •. 
w = oq oP q = oP q, 

dann wird 

1= JdW = j ~dt = ;pPpdq = :~, 
o 0 

so daB unsere Behauptung (I, w) = I bewiesen ist. Danach haben wir 
in (17) tatsachlich die Beziehung 

bewiesen. 

dW(J) 
l1=-dj- (18) 

Die Funktion S (q, I) geniigt, da H (P, q) = W (I) ist, der HAMILTON
jAcoBIschen partiellen Dilferentialgleichung 

H(~: ,q)=W(I);(I9) 

fUr H (P, q) = P2/2 f-l + U (q) kann S also leicht ermittelt werden: 
05 Tq = V2f-l(W - U(q)); 

q 

S(q,I(W)) = J V2 f-l(W-U(q'))dq'; (20) 
o 

I(W) = PPdq = p ~: dq= p V2f-l(W-U(q))dq. 

Ailgemein (auchbei relativistischer Mechanik) gilt offenbar, daB 

S'=S(q,I)-Iw (21) 
eine periodische Funktion der Zeit .ist, sodaB also S (q, I) bei jeder Be
wegungsperiode um I zunimmt. 

Betreffs der POISSON-JACoBIschen Klammersymbole stellen wir noch 
folgende einfache Eigenschaften zusammen: Es ist 

(FI +F2, G) = (FI' G) + (F2' G), I 
(FI F2, G) = FI (F2' G) + (FI' G)F2; 

(22) 

und es gilt die beriihmte JACoBIscheIdentitiit 
(F, (G, L)) + (G, (L,F)) + (L, (F, G)) = o. 

Endlich sei, ohne ausfiihrliche Beweise, die Verallgemeinerung des 
soeben Dargelegten fUr eine beliebige Anzahl I von Freiheitsgraden 
erlautert. 
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Wir gebrauchen zur Beschreibung des mechanischen Systems f 
Koordinanten ql' ql' ... , q, mit zugehOrigen kanonisch konfugierten 
Impulsen 1'1' PI' ... , 1"'. Sind F, G zwei beliebige Funktionen der p, q, 
so wird durch 

~ (OF iJG iJG OF) 
(F, G) = - (G, F) = ~ BpI! Oql! - BpI! oql! . 

" 
das POISSON-JACOBIsche Klammersymbol definiert. Seine in (22), (23) 
festgestellten Eigenschaften bleiben auch bei f> I bestehen; femer ist 
offenbar (1) zu verallgemeinem zu 

of 
BpI! = (F, qll); 

of 
-~=(F,PI!)' "'111 . 

Die kanonischen Bewegungsgleichungen 

• oH ( I ql! = BpI! = H, qll), 
. oH 

1'" =- Oqll = (H,p,,) 

sind wiederum offenbar zusammenfaBbar in 

F=(H,F), 

was den Energiesatz if = (H, H) = 0 und femer 

(H,t) = I 

ergibt. 

(26) 

(28) 

Die kanonischen Transformationen bei f Freiheitsgraden wollen wir 
derart definieren, daB die Klammersymbole (F, G) wiederum kanonisch 
invariant sind; zur Erfiillung dieser Forderung ist.offenbar notwendig, 
daB fUr jedes kanonische Variablensystem Pl, PI' ... , PI; Ql' Q., .... 
Q, die Bedingungen 

(P", P,) = (Q", Q,) = 0; } 
(P", Q,) = "", 

gelten. (Hierin solI "u = I und"l11 mit 1 +k gleichNull sein.) Umgekehrt 
ist (29) auch hinreichend dafUr, daB (F, G) invariant bleibt, wenn zu 
seiner Berechnung gemaB der Definition (24) die P, Q statt der 1', q 
benutzt werden; also haben wir im (29) die sinngemaBe Definition der 
kanonischen Transformationen. 

1st (cx, P) = I, so kann man stets das Variablenpaar cx, P vervoll
standigen zu einem kanonisChen GroBe~system CXl = CX, CXIl' ••• , cx, : 
Pl ~ p, PI' ... , p,. Insbesondere bedeutet also (28} die Moglichkeit, 
ein kanonisches Variablensystem 

Pl = t, PI' .. "PI 
herzustellen; in diesem sind dann nach (27) und (29) alle cx sowie die P. 
bis P, zeitlich konst'ant. Da aus dieser' Feststellung wiederum riickwarts 
die kanonischen Bewegungsgleichungen gefolgert werden konnen, so sind 
die kanonischen Bewegungsgleichungen auch fUr f> I kanonisch invariant. 
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Eine andere Fonnulierung kanonischer Transformationen erhalten wir 
wiederum durch 

oder 

P _ as(q. P) . Q _ as(q. P) 
k - Oqll' 11- aPII • 

Fur eine Transfonnationsfunktion 5, welche zu zeitlich konstanten Pl' 
PI' ... , P, fuhrt - so daB H = H(PI , PI' ...• P,) ist - ergibt sich 
die HAMILTON-jAcoBIsche partieUe Dilferentialgleichung 

( as as as ) 
H aql' Oql' ... , Oql; qI' q., .. .. , if = W (PI' PI' ... , PI)' (33) 

Die .. HAMILTON-jACOBIsche Theorie", in welcbe wir soeben eine 
Einfiihrung gegeben haben, erreicht mit der Aufdeckung der beziehungs
reichen Zusammenhange, die wir kurz betrachteten, die auBerste gedank
liche Durchdringung der klassisch-mechanischen Gesetze. Wie tief diese 
Theorie das naturgesetzlich Wesentliche der Mechanik erfaBt, ist erst 
durch die Quantentheorie offenbar geworden: AIle entscheidenden 
Schritte in der Entwicklung zur Quanten- und Wellenmechanik sind 
vollzogen im engsten AnschluB an die wegweisenden Begriffsbildungen 
der HAMILTON- jAcoBIschen Theorie, die geradezu als eine korrespondenz
maBige Vorwegnahme der modernen Quantentheorie bezeichnet werden 
darf. 

3. Die Phasenfiachen. HAMILTON hat seine beriihmte mathematische 
Theorie der Punktmechanik von anschaulichen pbysikalischen 'Ober
legungen aus entwickelt: Die geometrische Optik war damals im Sinne der 
NEwToNschen Theorie als Lehre von den Bahnen der Lichtpartikel for
muliert; HAMILTON suchte sie nun der damals aufkommenden Wellen
theorie des Lichtes anzupassen, als die fur hinreichend kleine Wellen
langen giiltige Vereinfachung der vollstandigen Wellenoptik. Nach der 
damit erreichten Vertiefung der geometrischen Optik verglich er spater 
allgemein die Bahnen, die ein Massenpunkt in einem gegebenen Kraftfeld 
beschreiben kann, mit den Lichtstrahlen in einem Problem der geometri
schen Optik, und konstruierte sodann fur das mechanische Problem das 
Analogon der optischen Phasenflachen 1. Diese Konstruktion fuhrt auf 
jene .. Wirkungsfunktion" S, weIche der HAMILTON-jAcoBIschen Dil/eren
tialgleichung 

(as as as ) 
H ax' a,,' oz; x, ", z = W (34) 

genugt, wenn H(P,,, PY' P,; x, ", z) die Energie des Massenpunktes (als 
Funktion seiner Koordinaten x, ", z und Impulse Pz, PY' P,) ist. 

1 Vnter einer "Phasenfliiche" verstehen wir in diesem Abschnitt stets 
eine Fldche konstante, Phase in einem Wellenvorgang. Man lasse sich nicht 
dadurch verwirren, daB wir andererseits in § 2, 4, die GroBe 1 als .. Phasen
flIche" bezeichnet haben. 
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Fur unsere jetzige quantentheoretische Untersuchung gewinnt nun 
dieser eingehende Vergleich zwischen der M echanik eines M assenpunktes 
und del' geometrischen Optik in einem inhomogenen (isotropen) Medium 
eine viel tiefere Bedeutung, als ihm zu HAMILTONs Zeit zugeschrieben 
werden konnte. Wir haben ja eine tiefgehende Revisionsbedurftigkeit 
der klassischen Mechanik festgestellt; und wir kennen in den DE BROGLIE
schen Wellen bereits ein Gedankenbild, das uns uber die Anwendungs
grenzen der klassisch-mechanischen Begriffe hinauszufiihren vermag. 
Dies HiBt vermuten, daB fur eine vollstandigere Erfassung der exakten 
Gesetze der Quantentheorie die klassische Punktmechanik. zu ersetzen 
sei durch eine "W ellenmechanik", zu welcher sich die klassische Mechanik 
analog verhalt, wie die geometrische Optik zur Wellenoptik. 

Ein Kathodenstrahl, der ein elektrisches oder magnetisches Feld durch
lauft, beschreibtdabei eine klassisch-mechanisch berechenbare Bahn, 
solange das > auf ihn wirkende Kraftfeld praktisch homogen ist innerhalb 
von Raumteilen, die sehr groB gegenuber einem Wurfel mit der in Frage 
kommenden DE BROGLIESchen Wellenlange als Kantenlange sind. Bei 
Reflexionen an einem Kristallgitter jedoch zeigen sich die der DE BROGLIE
schen Wellenlange. entsprechenden Beugungserscheinungen, und die 
Dynamik des in einem H-Atom enthalteilen Elektrons entzieht sich 
grundsatzlich der Erfassung durch die klassisch-mechanischen Begriffe. 
Wir wollen aber versuchen,> sie "wellenmechanisch" analog zu be
schreiben, wie einen wellenoptischen Vorgang in einem Medium, das 
schon innerhalb eines 'Wellenlangenkubus starke Inhomogenitaten zeigt. 
Dies ist der Weg, den SCHRODINGER mit so groBem Erfolge beschritten 
hat, und dessen Anfang bereits gebahnt ist durch HAMILTONs Aufdeckung 
der vollstandigen Analogie von Punktmechanik und geometrischer Optik. 

Wir betrachten zunachst eine eindimensionale Bewegung in der 
x-Richtung, und zwar solI die geometri,sche Optik gelten, was wir genauer 
folgendermaBen erlautem:. Der Massenpunkt habe eine Energie 

p2 
2/-, + U(x) = W, (35) 

so daB ihm eine VOIp. Orte x abhangige DE BROGLIESche Wellenlange 

A- ~ = h ( 6) 
- P V2/-,(W-U(x)) 3 

zuzuordnen ist. Es solI dann an jedem Orte x die potentielle Energie U (x) 
praktisch konstant sein innerhalb eines gegenuber A groBen Intervalls. 

Die Phasengeschwindigkeit A'JI= AWjJi der DE BROGLIESchen Welle 
hat den von h unabhiingigen Wert l 

W 
u = A'JI= V2/-,(W- U(x))' (37) 

1 Bei nichtrelativistischer Mechanik werden wir gewohnlich die DE BROG
LIEsche Frequenz nach hv = W bestimnren, ohne in W die Ruhenergie 
/-,c2 mitz~zahlen. Die damit eintretende Verkleinerung von v um den kon
stanten Addenden /-,c 2/h stort in nichtrelativistischen Rechnungen nicht. 
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Diejenige Phasenfliiche der DE BROGLIEschen Wellen, welche zur 
Zeit t = 0 bei x = 0 war, ist an der Stelle x angekommen zur Zeit 

.. f dx 
T(X)= -u; 

o 
und wir konnen sagen: Die durch 

( dS)2 1 - ._+ U(x) = W· 
dx, 2f.t ' 

dS W 
dx--U 

bestirnmte Funktion S = S (x) mit S (0) = 0 bedeutet die mit W multipli
zierte Zeit der Phasenwanderungvon x = 0 bis x. 

Dies ist sogleich dreidirnensional zu verallgemeinern. Zur Zeit t = 0 

fassen wir eine bestirnmte Phasenflache des betrachteten DE BROGLIE
schen Wellenvorganges ins Auge, und wir verfolgen diese Phasenflache 
in ihrer zeitlichen Veranderung. 1m Laufe der Zeit geht aus ihr eine 
einparametrige Schar weiterer Phasenflachen hervor, uI).d zu jeder 
dieser Flachen gehort ein bestimmter Wert der Zeit t; diesen wollen 
wir noch mit W multiplizieren und das Ergebnis S nennen: Dann ist 

( ) S (x,y, z) 1-9.9) 
T x, y, Z = W ' \) 

also die Zeit, welche vergeht, bis die zur Zeit t = 0 angenommene Phasen
flache durch ihre Wanderung und Deformation gerade den Punkt x, 
y, zerreicht. Die so definierte Funktion S (x, y, z) genugt der HAMILTON
J ACoBIschen Dillerentialgleichung (34) - deren anschatiliche Bedeutung 
wir somit ermittelt haben. 

Innerhalb der Giiltigkeitsgrenzen der klassischen Mechanik konnen 
wir ;,llso die DE BROGLIE-SCHRODINGERSche Wellenamplitude 1p (x, y, z, t) 
aus der Wirkungsfunktion S berechnen: Fiir den uns beschaftigenden 
Fall einel· monochromatischen Welle wird 

1p(x, y, z, t) = cp(x, y, z)e-2"'~1 = e2n'~(T( .. ,y,zJ-I}; (40) 

so muB 1p aussehen, damit seine Phasenflachen in der von uns ermittelten 
Weise fortschreiten. Zwar konnte man daran denken, statt der Expo
nentialfunktion einen reellen Sinus zu nehmen - hierin liegt augenblick
lich noch eine gewisse Willkiir. Aber wir werden sehen, daB uns in der 
Tat gerade die Exponentialfunktion auf das Richtige fiihrt. Beachten 
wir noch h 11 = W, so wird nach (39), (40): 

_ 2". WI 2". {S-WI} 
1p=cpe" = e h 

Diese Ergebnisse prazisieren nun. unser Programm, die klassische 
Mechanik des Massenpunktes durch eine quantentheoretische Wellen
mechanik zu ersetzen. Statt der HAMILTON-JACoBIschen Differential
gleichung (34), werden wir eine neue Gleichung zu suchen haben, die 
nur im Grenzfall h -+ 0 in (34) iibergeht, und von dieser neuen Gleichung 
ist zu erwarten, daB sie dann ihre einfachste und natiirlichste Gestalt 
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annimmt, wenn sie nicht als Gleichung fur 5, sondern als eine Gleichung 
2"i 

fur die W ellenamplitude qJ = e-II- S formuliert wird. 
Tatsachlich fiihrt uns schon die Erkenntnis, daB die Wellenamplitude 

2"i 
qJ = e-II- seine primitivere Bedeutung haben muB, als die abstraktere 
Wirkungsfunktion 5, einen erheblichen Schritt vorwarts im Verstandnis 
der Quantengesetze. Es sei wieder der Spezialfall einer eindimensionalen 
Bewegung ins Auge gefaBt, und zwar soIl es jetzt eine periodische Be
wegung sein. Wir wissen (vgl. § 2, 4), daB die Quantelung dieser Bewegung 
(soweit die klassische Berechnungsweise dafiir ausreichend ist) so voll
zogen werden kann, da.B wir das Phasenintegral I gleich einem ganz
zahligen V ielfachen von h setzen: 

J =nh; n=o, I, 2, ... (42) 
Ferner haben wir aber gesehen (vgl. § 5,2), daB die Wirkungsfunktion 

5 (x, J) in diesem Falle eine vieldeutige Funktion von x ist: bei jeder 
vollen Bewegungsperiode nimmt 5 (x, J) gerade urn J zu. 

Das bedeutet ja aber: 5/h nimmt bei den quantentheoretisch in 
Betracht kommenden Werten (42) von 1 soIehe Werte an, die ganz-

2"i 
zahlige Dillerenzen haben, und qJ = e-/a- S ist also eine eindeutige Funktion 
von x. Damit gewinnen wir ein ganz neues Verstandnis fiir die quanten
theoretische Grundtatsache der diskreten Quantelung periodischer Sy
sterne. Die Forderung, daB eine eindeutig bestimmte Wellenamplitude 
qJ existiere, kann als Ursprung dieser Quantelung angesehen werden. 

Dies gilt beimehrdimensionaler, mehrfach periodischer Bewegung 
eben falls. 

4. Die ScHRODINGERSche Gleichung. Das fundamentale Problem 
der Quantentheorie, das wir im Voranstehenden formuliert haben, ist 
von SCHRODINGER erkannt und ge16st worden: Die SCHRODINGERSch~ 
Gleichung ist die quantentheoretische Verallgemeinerung der HAMILTON
jAcoBIschen billerentialgleichung. Ihre Aufstellung ergibt sich nach 
den Vorbereitungen des vorigen Abschnitts ganz eindeutig aus der 
geforderten Analogie: 

Mechanik 

Klassische 
HAMILTON- JAKoBIsche 

Differentialgleichung 

SCHRODINGER-Gleichung 
(Wellenmechanik) 

Optik 

Geometrische 
Optik 

Wellenoptik 

Approximation 
ftir kleine ). 

Exakte Theorie 

Wir schreiben nach SCHRODINGER: 
h2 I 

- 4:rt2 '""2""jiL19' + U(x, y,z)'qJ = W9" 
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(Mit L1<p ist, wie ublich, ::; + ::; + ~z~ gemeint.) Tatsachlich gewin

nen wir hieraus fUr kleine Wellenllingen wieder die HAMILTON-JAcoBIsche 
2ni -.-5 (%,)".) 

Gleichung zuriick. Denn der Ansatz rp = e ergibt zunachst 
I h I 

-_·-.L1S+- -(gradS)I+U(x·y z)=W· 21' 231' 21' ' , , 

und bei kleinen Wellenllingen (oder h-+ 0) konnen wir in (44) das erste 
Glied streichen: Es ergibt sich in der Tat die HAMILTON-JACoBIsche 
Differentialgleich ung 

( as as as . ) (grad S)I 
H ax' ay '&' x, y, z = 2/1 + U (x, y, z) = W. 

Die systematische Verwertung der SCHRODINGERSChen Gleichung (43) 
gehOrt in das nachste Kapitel. Hier begnugen wir uns mit einigen orien
tierenden Bemerkungen. 

1m kraftelreien Fall vereinfacht sich die SCHRODINGER-Gleichung 
(43) zu 

hi 
83111' L1<p + Wrp = o. (46) 

Setzen wir ihre Losung <p insbesondere als in der x-Richtung fort
schreitende ebene Welle an: 

so ergibt sich 

also 

h2 h2 alrp h' 
8 312 I' L1 <p = 831'1' axl = - 2/1 AI rp, 

hi p; 
21'AI = W = 21" 

h 
r=Px, 

oder 

womit wir fur die ebene Welle wieder zwangslaufig auf die DE BROGLIE
SCM Wellenlange gefuhrt werden. Offenbar wird aber allgemeiner (46) 
befriedigt auch durch eine beliebige Superposition ebener DE BROGLIE
scher Wellen 

2ni(Pt_WI) 2ni pt (49) 
tp=e .\ , <p=e.\ 

mit ubereinstimmender Frequenz ,,= Wjh. 
Betrachten wir nun einen Massenpunkt in einem geschlossenen Gelap 

vom Volum V mit rellektierenden Wanden. 1m I nnern des Volums V 
mu6 dann die Gleichung (46) der kraftefreien Bewegung ge1ten; aber 
auperhalb der Wande des GefaBes kann der Massenpunkt nicht erscheinen. 
Dies werden wir dadurch auszudriicken haben, daB rp auBerhalb von 
V gleich Null ist; was man auch durch die Bemerkung begriinden kann, 
daB au6erhalb von <p die SCHRODINGER-Gleichung (43) mit unendlich 
gro6er potentieller Energie U gelten rou6, was rp = 0 ergibt. 
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Wir stehen also vor folgender mathematischer Aufgabe: Es soll in 
V eine Funktion cp(x, y, z) bestimmt werden, welche. dort (46) erfullt, 
und welche auf der Oberflache des VolumsV gleich Null ist; aber in V 
soll sie naturlich nicht etwa uberal! gleich Null sein. Dies Problem ist 
gerade in neuerer Zeit Gegenstand vieler mathematischer Untersuchungen 
gewesen, als deren Ergebnis wir folgendes hervorheben I: Das gestellte 
Problem ist nur fUr spezielle Werte W l6sbar; zu einem vorgegebenen 
Hohlraum V geh6rt eine unendliche diskrete Reihe von "Eigenwerten'" 
W o, WI< W 2, ... der Gleichung (46), derart, daB fUr W = WI' eine L6sung 
cp = cp,. existiert, wahrend es fUr alle sonstigen Werte W keine L6sung 
cp "'" 0 gibt. Wahrend die einzelnen Eigenwerte W o, WI' W 2, : .. Funk
tionen der Gestalt des Hohlraumes V sind, hangt die asymptotische Ver
teilung der Eigenwerte nur von der Grope (also nicht von der Gestalt) des 
Volums V abo Es gibt n.amlich asymptotisch 

2:rcV (2:r"W"'LlW (50) 

Eigenwerte im Intervalle W, W + Ll W. Das ist fUr den Fall eines wiirfel
f6rmigen Hohlraums aus (8), § 1 zu erschlieBen durch sinngemaBe Dber
tragung der Dberlegung, die uns fruher zu (16), § I, 2, Kapitel 1 fUhrte. 

Diese mathematischen Tatsachen lassen uns an einem grundsatzlichen 
Beispiel das Zustandekommen der diskreten Energiestufen von den DE BROG
I,.IEschen Wellen bzw. der SCHRODINGERSchen Gleichung aus verstehen 
(das wir in den vorlaufigen Dberlegungen des § 1 vorausgesehen hatten): 
Der im Hohlraum V eingeschlossene Massenpunkt kann keine anderen 
Energiewerte annehmen, als die Eigenwerte W o, WI<W2, ... Fur 
den Spezialfall des rechteckigen Hohlraums konnten wir ja schon 
fruher (§ I) diese Eigenwerte der Energie bestimmen - fUr anders 
gestaltete Hohlraume ·sind· sie naturlich im allgemeinen nicht mehr 
durch geschlossene Formeln darstellbar. Aber ganz allgemein bestatigt 
sich jetzt unsere schon fruher aus Korrespondenzbetrachtungen ge
wonnene Ermittlung der asymptotischen Verteilung der·· Eigenwerte: 
Wennwir die wellenmechanische . Dberlegung, die uns zu (50) fUhite, 
fur einen zweidimensionalen Hohlraum V = l2 durchfuhren, bekommen 
wir wieder die aus (13), (14). § 4, 1 erschlosselle asymptotische Verteilung; 
und umgekehrt k6nnen wir (50) auch korrespondenzmaBig begrunden 
durch dreidimensionale Anwendung der Pbedegungen von § 4, I. 

Die Unabhangigkeit der asymptotischen Verteilung der Eigenwerte 
von der Gestalt des Hohlraumes findet sich iibngens nicht nur bei der 
Gleichung (46), sondern auch bei mathematisch ahnlichen anderen 

1 Eine ausfiihrliche Behandlung dieses fiir die moderne Quantentheorie 
grundlegenden mathematischen Problems findet sich in: HILBERT-COURANT, 

Methoden der mathematischen Physik. Berlin 1924. Dieses Buch, obwohl 
kurz vor der Aufstellung der neuen Quanten- und Wellenmechanik ent
standen, enthalt eine fast unerschtipfliche Fiille von mathematischen Hilfs
mitteln, die gerade der moderne Quantentheoretiker braucht. 
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Problemen. So ist insbesondere pei einem elektromagnetischen Hohlraum 
die asymptotische Verteilung der Eigen/requenzen wiederum nur von 
der GroBe V des Hohlraums abhangig; die in Kapitel I, § I (16) fUr den 
Spezialfall eines wiir/el/armigen Hohlraums berechnete asymptotische Ver
teilung der Eigenfrequenzen gilt also aligemein. Ware das nicht so, dann 
konnte es ein von der Hohlraumgestalt unabhangiges Warmestrahlungs
gesetz (PLANcKsches Gesetz) offenbar iiberhaupt nicht geben. Deshalb 
wurde diese Unabhangigkeit aus physikalischen Grunden vermutet 
(LORENTZ), bevor noch die mathematische Methoden geniigend entwickelt 
waren, urn ihren Beweis (WEYL, COURANT) zu ermoglichen. 

Wir wollen aber von diesen Betrachtungen nicht Abschied nehmen, 
ohne uns den Sinn des Erreichten noch einmal sorgfaltig klar zu machen. 
Wir haben den Obergang von der HAMILTON- jAcoBIschen Gleichung 
zur SCHRODINGERSchen in Parallele gestellt zum Obergang von der 
geometrischen Optik zur Wellenoptik, und es. erhebt sicn jetzt der ver
fUhrerische Gedanke, ob nicht damit iiberhaupt das eigentliche Wesen 
der Quantengesetze erkannt sei? Haben wir nicht vielleicht die' Losung 
des ganzen Quantenproblems in der Hand, nachdem wir den nur an
naherungsweise und nur bedingt verwendbaren Bahnbegrill der klassischen 
Punktmechanik durch den Wellenbegrill ersetzt haben? Wir sahen ja, 
daB die quantenphysikalische Grundtatsache der diskreten Energie
stu fen , die uns fruher so auffallig ein grundsatzliches Versagen klassischer 
Begriffe und Vorstellungen zu zeigen scl1ien, von der SCHRODINGER
Gleichung aus .ein ganz harmloses Aussehen gewinnt, und in Parallele 
riickt zu der klassisch-physikalischen Tatsache, daB eine gespannte 
Saite oder Membran nur eine diskrete Reihe von Tonen gibt. Wir sahen 
ferner, daB der COMPTON-Effekt ohne jede Bezugnahme auf Diskonti
nuitatsbegriffe beschrieben werden kann, sofern man fUr Licht- und 
Kathodenstni.hlen· beiderseits die Wellenvorstellung gebraucht, und 
analog kann das FRANCK-HERTzsche ElektronenstoBexperiment in einer 
ausschlieBlich mit kontinuierlichen Wellenvorgangen operierenden Form 
gedeutet werden, ohne Heranziehung unstetiger Akte. Diese Verhalt
nisse haben in der Tat in der historischen Entwicklung die Hoffnung 
auftauchen lassen, daB der Schritt von der klassischen Punktmechanik 
zur DE BROGLIE-SCHRODINGERSchen Wellenvorstellung die charakte
ristischen quantenphysikalischen Unstetigkeiten als nUT scheinbar erweisen 
k6nnte, und daB die "Wellenmechanik" eine neue Auffassungerlaube, 
bei welcher der klassische Grundbegriff der Stetigkeit in vollem Umfang 
wiederhergestellt werde. 

Wenn man sich aber dieser Hoffnung hingibt, so vergi/3t man eines: 
In der Optik ist die Wellentheorie gerade -nicht befriedigend - wir haben 
uns entschlieBen miissen, dem Licht eine dualistische Natur zuzuschreiben, 
die neben wellenhaften Eigenschaften auch korpuskularen Eigenschaften 
Raum gibt. Und zwar n6tigten uns dazu nicht etwa nur solche Erfah
rungen (wie die COMPToNsche Frequenzverschiebung), die nach dem 

Jordan, Quantentheorie. 8 
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eben Hervorgehobenen auch "kontinuierlich" gedeutet werden konnen. 
Sondem schon allein das PLANcKscheGesetz lieB uns die klassische 
Wellentheorie des Lichtes als unzulanglich erkennen. Die Analogie von 
Licht lind materieller Strahlung, die DE BROGLIE durch Einfiihrung 
seiner Materiewellen zu verengem suchte, wiirde also wieder aufgegeben 
werden, wenn wir der materiellen Strahlung im Gegensatz zum Licht 
eine "reine" Wellennatur zusprachen. In der Tat erweist sich diese 
"reine Wellentheorie" als ganzlich undurchfiihrbar. Wenn sle auch die 
Bahnen etwa eines Elektrons in Analogie zum geometrisch-optischen 
Strahlbegriff zu verstehen erlaubt, so scheiterl sie doch (Diskussionen von 
heute nur noch historischer Bedeutung haben das gezeigt) vollkommett 
an der primitiven Tatsache, daB es auper diesen Bahnen eben auch das 
Elektron selber als unbestreitbar korpuskulares Gebilde gibt. 

Es kannalso keinen Zweifel dariiber geben, wie un sere letzten Ergeb
nisse zu verstehen sind: I. Die materieUe Strahlung besitzt eine dualist~sche 
Natur. 2. Ihre WeUenseite wird durch die SCHRODINGER-Gleichung (43) 
exakt erfapt, ahnlich, wie die MAxWELLSchen Gleichungen die Wellenseite 
der N atur des Lichtes erfassen. 

Abgesehen ist allerdings in (43) von relativistischen und Spin-Effekten; 
auf diese kommen wir spater zuriick. 

§ 6. Komplementaritat. 
I. Dualismus unci Komplementaritit. Wir haben den Dualismus 

von Wellen und KorpuskeIn als eine die gesamte Quantenphysik be
herrschende Tatsache kennen gelemt, weIehe sich der Erfassung durch 
die Denk- und Vorstellungsformen der klassischen Physik grundsatzlich 
entzieht. Unser Bestreben, eine abschlieBende gedankliche Durchdringung 
dieses Phanomens zu erreichen, wird uns nicht auf irgendweIehe Ver
suche einer "Erklarung" fiihren diirfen: Denn "Erklaren" ·heiBt ja 
nichts anders, als Zuriickfiihren auf schon Bekanntes, und hierhaben 
wir es gerade mit einem soIeheR Phanomen zu· tun, das· allem zuvor 
bekannt Gewesenenals etwas vollkommen Neues gegeniiber tritt. Unser 
Ziel kann also nur dieses sein: unsere Kenntnis aller mit diesem Dualismus 
zusammenhangenden Effekte derart zu erweitem und zu vervolIstandigen, 
daB wir schlieBlich jede iiberhaupt denkbare diesbeziigliche experimentelle 
F eststeUung auch theoretisch. vorherzusagen vermogen. Das verlangt 
natiirlich die Entwicklung einer aIle experirn,entellen Moglichkeiten und 
Denkbarkeiten umfassenden mathematischen Theorie, weIehe jedes Experi
ment quantitativ durchzurecbnen erlaubt. Es verlangt aber auch die 
Ausbildung einer anschaulichen VorsteUung von den wesentlichen Gesetz
maBigkeiten der Quantenerscheinungen - derart, daB wir imstande 
sind, ohne Ingangsetzung eines komplizierten mathematischen Apparates 
den Verlauf. konkreter Experimente in den wesentlichen Ziigen zu iiber
sehen. Da aber diese anschauliche Vorstellung eben niche derart sein kann, 
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daB wir ein nach gewohnten klassischen Prinzipien funktionierendes 
"Modell" der neuen Erscheinungen konstruieren, so liegt die Aufgabe 
in einer A npassung und Gewohnung unserer Gedanken an die neuen 
GesetzmaBigkeiten; man muB eben nicht glauben, daB ein anschau
liches Verstiindnis die unveranderliche Aufrechterhaltung des Gewohnten 
und Bekannten zur Voraussetzung habe. 

Wir wollen schon jetzt an Hand bereits erorterter Beispiele eine 
vorlaufige Erlanterung derjenigen Gedanken versuchen, in denen die 
begriffliche Erfassung der Quantenerscheinungen ihren AbschluB erreicht 
(HEISENBERG, BOHR). 1m historischen Entwicklungsgang haben sich 
diese Gedanken allerdings erst auf Grund der (in Kapitel 3 darzustellen
den) Quanten- und Wellenmechanik (HEISENBERG-BORN-JORDAN, DIRAC; 
SCHROmNGER) bzw. ihrer Erweiterung zur "statistischen Transformations
theorie" (DIRAC, JORDAN, v. NEUMANN) herauskristallisiert. 

Wir haben wiederholt ausgesprochen, daB die dualistische Verknupfung 
korpuskularer und wellenhafter Eigenschaften in der Natur des Lichtes 
allen klassischen Vorstellungen zuwiderliiu/t. Wir wollen dieser Fest
stellung noch eine scharfere Fassung geben. Irgendein Experiment, 
welches wellenhafte und korpuskulare Eigenschaften des Lichtes zugleich 
nachweisen wiirde, ware nicht nur mit klassischen Theorien in Wider
spruch (an solchen Widerspruch haben wir uns ja gewohnen mussen), 
sondem wiirde dariiberhinaus logisch-mathematisch widersinnig sein. 
Naturlich kommt es an dieser Stelle wesentlich darauf' an, richtig zu 
erfassen, was mit dem Ausdruck "zugleich" gemeint sein solI. Keines
wegs in sich widersinnig (wenn auch der klassischen Theorie unver
standlich) ist es, wenn zwei verschiedene Experimente, die lediglich 
hintereinandergeschaltet werden, zunachst die Wellennatur und dann die 
korpuskulare Natur des Lichtes zeigen: Wir brauchen ja nur etwa mit 
einem Lichtstrahl zunachst ein Interferenzexperiment zu machen und 
dann das durch· diese Apparatur hindurchgegangene Licht einem die 
Lichtquanten nachweisenden Experiment zu unterwerfen. Unmoglich 
aber ist es, daB ein einziger, unteilbarer experimenteller Akt auf einmal 
sowohl die eine als auch die andere Seite in der Natur des Lichtes zum 
Vorschein bringt. Dies uns klar zu machen, ist deshalb von entscheiden
der Bedeutung, weil wir dadurch sehen lemen, wie weit und in welcher 
Richtung wir uns zu den Grundvorstellungen der klassischen Physik 
in Gegensatz stellen konnen, ohne dabei auch den Anforderungen der 
Logik und Mathematik zu widersprechen. 

Ein Widerspruch in sich wiirde z. B. vorliegen, wenn folgendes 
moglich ware. Von einer Lichtquelle aus falle monochromatisches Licht 
auf einen schwarzen Schirm mit zwei benachbarten Offnungen; das 
hindurchgegangene Licht werde dahinter auf einer photographischen 
Platte aufgefangen. Dabei seien einerseits die Offnungen und ihr Abstand 
so klein (relativ zur Wellenlange), daB auf der Platte eine Interferenz 
zwischen den durch die beiden Offnungen hindurchgegangenen Licht-· 

s· 



II6 Theoretische Analyse der quantenphysikalischen Grundexperimente. 

energien photographiert wird, andererseits sei es durch irgendeine experi
mentelle Anordnung moglich, fUr jedes einzelne Lichtquant festzustellen, 
durch welehe der beiden Offnungen es hindurchgegangen ist. 

DaB diese Annahmen einen Widerspruch in sich enthalten, liegt auf 
der Hand. Denn fUr das einzelne Lichtquant bedeutet ja die auf der Platte 
photographierte Intensitatsverteilung nichts anderes, als die W ahrschein~ 
lichkeitsverteilung fiir das Auftreffen des Lichtquants an einem be
stimmten Orte dort; wir erinnem uns daran, daB diese Wahrscheinlichkeit 
nicht etwa beeinfluBt wir'd durch andere 1 Lichtquanten (vgl. Kapitel I, 

§ 2,3). Wenn nun aber feststellbar ist, daB das betrachtete Lichtqu'ant 
durch die eine, sagen wir die "linke" der beiden Offnungen geht, so kann 
das Vorhandensein oder Nichtvorhandensein der anderen, der "rechten" 
Offnung, keinerlei EinfluB mehr auf das durch die linke Offnung fliegende 
Lichtquant ausiiben. Wir kommen zu der Einsicht, dafj die Moglichkeit 
eines Experimentes, welches eine Entscheidung des Lichtquants fiir eine 
bestimmte der beiden Offnungen erkennen lafjt, unvereinbar mit dem Zu
standekommen einer I nterferenz der dureh die beiden Offnungen gehenden 
Strahlenbiindel ist. Und zwar ist diese Unvereinbarkeit so zu verstehen, 
daB ein VerstoB gegen sie nicht nur den (revidierbaren) klassisch-physi
kalischen Vorstellungen, sondem schlechthin den Gesetzen der Logik 
widersprechen wiirde. 

Diese Erkenntnis, die zunachst die Paradoxie der Quantenerschei
nungen noch zu steigem scheint, bietet aber den Schliissel zu ihrem 
grundsatzlichen Verstandnis. Unser Beispiel festhaltend miissen wir uns 
entschlieBen, folgende Alternative anzunehmen. 

1. Entweder lassen wir die beiden Strahlenbiindel' interferieren - und 
dann miissen wir uns abfinden damit, daB eine Feststellung, durch 
welche der beiden Offnungen das Lichtquant fliegt, grundsatzlich aus
geschlossen ist. Es kann sich also dann nicht darum handeln, daB wir 
zwar. nicht wissen, durch welches Loch es kommt, aber doch iiberzeugt 
bleiben, daB es entweder durch das rechte oder durch das linke gehen 
muB - wobei wir die Hoffnung hegen diirfen, daB kiinftige experi
mentelle Hilfsmittel uns einmal die Entscheidung ermoglichen werden. 
Nein, diese Hoffnung wiirde .die Hoffnung in sich enthalten, daB die 
Gesetze der Logik sich seIber widersprechen: Es bleibt nichts anderes 
ubrig, als zuzugestehen, daB - plump gesprochen - das Lichtquant 
durch beide Offnungen zugleich kommt, und damit seinen korpusku
laren Charakter jetzt verschleiert .. Anders ausgedruckt: Die Frage, ob 
das Lichtquant rechts oder links durchgeht, ist unter diesen Umstanden 
als sinnlos zu bezeichnen, weil kein die Frage entscheidendes Experi
ment mit den geforderten Bedi~gungen (Aufreehterhaltung der Inter
ferenz) in Einklang zu bringen ist. 

1 Doch rniissen wir, urn iiberhaupt von isolier)Jaren einzelnen Licht
quanten sprechen zu konnen, die Strahlungsdichte als hinreichend klein 
voraussetzen: n.<:I. 
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2. Oder wir versteifen uns darauf, zu erfahren, durch welches Loch 
das Lichtquant fliegt. Dann aber miissen wir in Kauf nehmen, dafJ die 
Interlerenz aulgekoben wird: wie z. B. dann, wenn wir ganz primitiv 
das eine der Locher zumachen. 

Wenn wir nach diesen Oberlegungen das Gesamtbild unserer den 
Dualismus betreffEmden Erfahrungen emeut dUT(;hmustem, dann fallt 
uns auf, daB in der Tat ein unmittelbares Zusammentreffen von Wellen
nachweis und Korpuskelnachweis nirgends besteht. Gewisse Experimente 
erweisen den Wellencharakter, und gewisse andere Experimente erweisen 
den korpuskularen Charakter des Lichtes (oder z. B. der Kathoden
strahlen); aber niemals wird in einem unteilbaren Experiment beides 
zugleich nachgewiesen - und dariiber wundem wir uns jetzt- nicht, 
da wir gerade iiberlegten, daB das schlechterdings etwas Unmogliches, 
in sich Widersinniges ware. Damit liegt aber jetzt das eigentlithe Charak
teristikum der Quantenphysik und ihr grundsatzlicher Unterschied 
gegeniiber allen klassischen Vorstellungsformen offen zutage - und wir 
erkennen, wie es moglich wird, daB in einer logisch widerspruchsfreien 
Gesetzlichkeit ein und dasselbe physikalische Gebilde Eigenschaften 
besitzt, die niemals widerspruchsfrei zusammen in Erscheinung treten 
konnen: Die quantenphysikalischen N aturgesetze erlauben ihnen nur ein 
getrenntes Hervprtreten in die experimentelle Beobachtung. 

Ein quantenphysikalisches Gebilde hat verschiedene - wie BOHR 
sagt, "komplementare" - Seiten, zwischen denen eine gesetzmaBige 
Verkniipfung von solcher Art besteht, daB jedes Experiment, welches 
eine Seite hervortreten laBt, zugleich eine andere, "komplementare" 
Seite iedem Zugrill der Beobachtung entzieht. Ein die Wellenseite des 
Lichtes hervorholendes Interferenzexperiment laBt die Fragen nach Ort 
und Bahn der Lichtkorpuskeln sinnlos werden - es entzieht diese 
CroBen der messenden Beobachtung. Ein die Korpuskeln als solche 
erkennbar machendes Experiment erfordert umgekehrt Bedingungen, 
durch welche Interferenz umnoglich gemacht, und somit die Wellenseite 
des Liehts ins Unbeobachtbare verdrangt wird. Das sind Verhliltnisse, 
gegen die von seiten der Logik niehts einzuwenden ist, und die auch 
dadurch dem Ideal physikalischer Erkenntnis entsprechen, daB sie 
- wie wirallmahlich immer deutlicher seheri werden - eine exakte 
quantitative Erfassung in mathematischen Gesetzen von wunderbarer 
Einfachheit erlauben. Aber gegeniiber den Denk- und Vorstellungs
formen der klassischen Physik bedeuten diese Einblicke etwas revolu
tionares N eues. 

Das Beispiel des linear polarisierten Lichtquants wird unser Verstand
nis der Lage weiter fordem. Die Flugrichtung des Liehtquants sei etwa 
die x-Achse. Durch einen geeignet gesteHten Nicol veranlassen wir das 
Lichtquant, entweder die x, y~Ebene oder die x, z-Ebene als Schwingungs
ebene anzunehmen. Dabei sind wir nicht imstande, die Entscheidung des 
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Lichtquants zwischen diesen beiden Moglichkeiten zu beeinflussen 1 - wir 
haben es unsererseits lediglich in der Hand, durch geeignete Einstellung 
des Nicols dem Lichtquant ein bestimmtes Paar zueinander senkreehter 
Schwingungsebenen x, 'YJ und x, C zur Auswahl zu stellen - unabhangig 
von unserem Zutun erfolgt dann die Entscheidung, ob das Lichtquant 
in den fraglichen Einzelfall vom Nicol durchgelassen o,der reflektiert 
wird. 1st diese Entscheidung erfolgt, so konnen wir das Ergcbnis einer 
erneuten Anwendung eines Nicols in derselben Stellung (ebenso auch 
eines Nicols in urn 90° verdrehter Stellung) eindeutig voraussagen. 

Aber es ist nicht moglich, das Lichtquant in einen Zustand zu bringen 
derart. daB in bezug auf zwei versehiedene Ebenenpaare x, y; x, z und 
x, 'YJ; x, C zugleieh eine derartige Eindeutigkeit der Vorhersage eintritt. 
Wir wollen, urn die Beziehung dieser Dberlegung zum allgemeinen 
Komplementaritatsproblem deutlichet zu machen, folgende Ausdrucks
weise gebrJ.uchen. Wir betrachten den Nicol, bei dem das durch
gelassene Licht die Schwingungsebene x, y besitzt (kiirzer: dt:n "Nicol 
x, y") als c;n Mepinstrument, durch welches eine gewisse GroBe - eine 
der physikalischen Eigenschaften des Lichtquants - gemessen wird, 
welche nur zwei verschiedene Werte annehmen kann; sagen wi .. etwa 
+ I ("Duren-gang") und -I ("Rellexion"). Offenbar ist dann iibrigens 
die durch den "Nicol x, z" gemessene GroBe entgegengesetzt gleieh der 
durch den Nicol x, y gemessenen. Geben· wir der durch den "Nicol 
x, y" gemessenen GroBe die Bezeichnung (y), so ist (z) = -(y). 

Wir konnen nun sagen: Die M essung der Grope (y) ist unvereinbar 
mit einer gleiehzeitigen Messung jeder anderen GroBe ('YJ), die irgendeiner 
von y und von z verschiedenen Richtung'YJ in der Ebene y, z entspricht. 
Denn die zugehorigen MeBinstrumente .,Nicol x, y" und "Nicol x, 'YJ" 
konnen schlechterdings nicht zugleich· angewandt werden. 

Diese Betrachtungen lieBen sich iibrigens noch erweitern, indem statt 
der Nicols allgemeinere Analysatoren eingefiihrt werden, welche das 
Licht in zwei elliptiseh polarisierte KompOnenten zerlegen. Bequemer 
ist aber fiir unsere Zwecke das Beispiel' der Riehtungsquantelung etwa 
eines Ag-Atoms. Wenn wir durch ein der z-Achse paralleles Magnetfeld 
eine Richtungsquantelung hervorrufen, dann konnen wir sagen, daB wir 
eine Messung der z-Komponente rol, des Drehimpulses des Atoms aus
fiihren: als mogliche Resultate kommen dabei nur die Werte + hi 4 :It 
und -h14:1t in Betracht. Die Messung der Drehimpulskomponente role 
in einer von z und von -z verschiedenen Richtung C setzt entsprechend 
eine mit C (oder - C) parallele Richtungsquantelung voraus, kattn also 
niemals zugleieh mit der Messung von· rol, ausgeluhrt werden. 

Wir sehen hier an den einfachsten iiberhaupt denkbaren Beispielen 
die Komplementaritdt der Eigenschaften eines quantenphysikalischen 

1 Nur durch ganz andere Experimente - adiabatische Drehung der 
Schwingungsebene - konnen wir eine eindeutig bestimmte Xnderung der 
Schwingungsebene durchfUhren. 
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Gebildes; und wir ersehlieBen aus diesen Beispielen, daB der Dualismus 
von Wellen und Korpuskeln ein spezieller Fall von Komplementaritiit ist. 
Wir diirfen nieht etwa denkep daB das Licht genau zwei versehiedene 
nieht zugleich beobaehtbare "Seiten" besitzt, sondern es wird aueh 
hier so sein, daB die versehiedenen nieht zugleich beobaehtbaren Seiten 
eine kontinuierliche M annigfaltigkeit bilden. 1m Beispiel der Richtungs
quantelung sind ja fiir alle von z und -z versehiedenen Riehtungrn C 
die 1mpulskomponenten me nieht zugleic;h mit m. beobaehtbar; doeh 
gibt es dabei quantitative Abstufungen: wenn C beinahe mit z zusammen
fant, dann ist beinahe mit der Wahrseheinliehkeit I zu erwarten, daB bei 
plotzlieher Drehung des Magnetfeldes aus der Richtung z in die Richtung C 
der sieh ergebende Wert von me derselbe (und nicht der entgegengesetzte) 
ist, wie der vorher bestehende Wert von m •. Als extremen komplemen
taren Gegensat7; haben wir dagegen den Fall zu betraehten, daB C senk
recht auf z steht: dann ergeben sieh ja bei der plotzliehen Felddrehung 
fUr die beiden mogliehen Werte von me gleich grope Wahrscheinlichkeiten. 
Auf solche extreme Gegensatzpaare wollen wir die Anwendung der 
Bezeichnung "komplementiire Gropen" besehranken. 

2. Ort und Impuls als komplementare GroBen. DaB Ort und Impuls 
eines Massenpunktes komplementare GroBen im erlauterten Sinne sind, 
kann schon im jetzigen Staride unserer Untersuehung nicht mehr zweifel
haft sein. DaB wir dem kriiftefrei bewegten Massenpunkt, wenn er 
einen bestimmten 1mpuls besitzt, eine ebene Welle zuordnen, die sieh 
dureh den ganzen Raum gleichmaBig ausdehnt, das veransehaulieht ja 
unmittelbar die Unmogliehkeit, in diesem Falle einen bestimmten Ort 
als angebliehen Ort des Massenpunktes auszuzeichnen. Denken wir 
etwa an die DUANEsehe Auffassung der Beugung an einem unendlichen 
exakt periodisehen Striehgitter zuriiek, so ist es klar, daB die ganze 
damalige Dberlegung unvereinbar ist mit der Vorstellung, daB das einen 
exakten 1mpuls besitzende Teilehen, von dessen StoB das Gitter getroffen 
wird, auBerdem aueh noeh raumlich begrenzt sei, und demnaeh bei 
seinem StoB auf das Gitter den iibertragenen Impuls auf ein raumlieh 
begrenztes Gebiet des Gitters iibertragen wiirde. Ganz allgemein konnell 
wir die Feststellung, daB Ort und Impuls komplementare GroBen sind, 
als Priizisierung unserer friiheren Feststellung der dualistisehen Natur 
der Strahlung betraehten. 

Die M essung des Impulses eines M assenpunktes kann am einfaehsten 
dureh "spektrale Analyse" mit Hilfe von Beugungsgittern gesehehen. 
Denken wir uns der Ansehauliehkeit halber etwa, daB die 1mpulsriehtung 
bereits bekannt, und nur der Betrag des Impulses noeh ungewiB sei, so 
konnen wir dureh ein Strichgitter diesen Impulsbetrag bestimmen. 1m 
wellentheoretischen Bilde verlauft diese Analyse ja so, daB der urspriing
Hehe Wellenzug zerlegt wird in die monochromatisehen Teilwellen, mit 
deren Superposition er identiseh war. Quantenphysikalisch muB das 
bedeuten, daB der Massenpunkt vor die- Wahl gestellt wird, welchen 
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Impulswert er annehmen will - genau so, wie durch den Nicol das 
Lichtquant vor die Wahl gestellt wird. Nur handelt es sich bei der 
Impulsmessung urn eine Auswahl au,s einer kontinuierlichen Mannig
faltigkeit von M6glichkeiten, wahrend bei der Polarisation nur zwei 
M6glichkeiten bestanden. 

Wir k6nnen diese Erwagungen leicht quantitativ prazisieren, wobei 
wir uns zunachst auf den Spezialfall einer eindimensionalen Bewegung 
in der x-Richtung beschranken. Es sei X (x) eine beliebige 1 (komplexe) 
Funktion von x, die jedoch bei x -->- 00 und x -->- - 00 stark genug zu 
Null geht, urn eine Normierung 

+ <Xl 

fix (x) 12 dx = I 
-<Xl 

zu erlauben. Es ist stets m6glich, dieses X (x) durch ein FOURIER-Integral· 

darzustellen, d. h. als eine Superposition von Elementarwellen 
aufzufassen; es ist namlich 

I J+ 00 2",; p% 
X (x) = Vii w (P) e II dp. 

-<Xl 

wenn w (P) konstruiert wird gemaB:l 

w(P) = ;h J;(X) e - 2:; p% dx. 

Es ist dann 3 
+ <Xl 

11 w (P) IZdp = 1. 
-CD 

2",; p % 

e II 

Wenn die wellentheoretisch berechnete Intensitatsverteilung, die sich 
bei spektraler Zerlegung einer Welle X (x) ergibt, entsprechend den obigen 
Bemerkungen die Wahrscheinlichkeitsverteilung liefem solI fur die ver
schiedenen Impulswerte, die sich bei Ausfiihrung einer Impulsmessung 
ergeben k6nnen, dann muB folgendes gelten: Wird an einem Massen-

1 Selbstverstandlich: ~tetige und differenzierbare. 
2 Zum Beweis vgl. etwa COURANT-HILBERT, Methoden der mathemati

schen Physik. 
3 Denn es wird ja: 

f~w (P)!2dP = ;li j;* (P) J ;(x) e- 2
:; p% dx ·dp, 

I J+ CD J+ <Xl _2",;p% 
= Vii X (x) w* (P) e II dp· dx. 

+CD 

= J X (x) X.* (x) . dx = J • 

- IX) 
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punkt, dem in seinem ursprunglichen Zustand die Wellenfunktion X (x) 
zugeordnet ist, eine Impulsmessung ausgefuhrt, so ist 

Iw(PW'dP (5) 
die Wahrscheinlichkeit dafur, da/3 der sich ergebende I mpulswert in das 
Intervall p, p + dP faUt. 

Es stort bei dieser Oberlegung nicht, daB die dem Massenpunkte 
zugeordnete Wellenamplitude, da sie streng genom men als eine Super
position von zeitlich fortlaufenden Wellen 

2,,; (px-Wt) 
e h (6) 

aufgefaBt werden muB, seIber zeitlich variabel ist. 1st X (x) =tp (x, 0) die 
dem Zeitpunkt t = 0 entsprechende Gestalt der Wellenfunktion tp (x, t), 
so wird nach (2) offenbar allgemeiner: 

+ co 2ni 
I J - (P z - IV t) p2 

tp(X,t) = vii W(P)· e h dp; W = 2/i 

mit dem durch (3) definierten w (P); odet auch 

+ 00 2ni 2ni 

tp(x, t) = :liJ w(P) e- -h- Wt. ell Px dp. 

- '" 
Das bedeutet aber: wenn wir nicht zur Zeit t = 0, sondern zu irgend

einer Zeit t die Wellen amplitude tp nach FOURIER analysiert hatten, 
so wiirde sich lediglich 

_ 2,,; wt 
w (P) e h statt w (P) (8) 

ergeben haben; und auf die Wahrscheinlichkeit (5) Mtte das keinen 
EinfluB gehabt. 

Wahrend die monochromatische Welle (6) der SCHRODINGER-Gleichung 

-h2 d2 rp _ Wm (9) 
8n2 fl dx2 - T 

geniigt, erfiillt die Superposition (7) die etwas allgemeinere "SCHRO
DINGER-Gleichung fur zeitabhiingige Wellenfunktion": 

.=-h2 a2 tp + ~ .0tJ! = 0 
8 n 2 fl ax2 2 n i at ' 

aus der wir nur fUr den monochromatischen Ansatz 
-~Wt 

tp=q;(x).e h 

die gewohnliche SCHRODINGER-Gleichung (9) zuriick erhalten. 

(10) 

(II) 

Besondere Beachtung verdient der spezielle Fall, daB die Funktion w (P) 
von p praktisch nur innerhalb eines sehr engen bei p gelegenen Intervalls 
von Null verschieden ist, und daB auBerdem (zur Zeit t=o) auch tp nur 
innerhalb eines gewissen Intervalls merklich von Null verschieden ist. 
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Das gibt es wirklich1 ; wir sprechen in einem solchen Fall von einem 
"lV ellcnpaket" - bei dem es sich also, in Worten ausgedriickt, darum 
handelt, dal3 aus Wellen, die praktisch ganz in ein gewisses enges spektrales 
Intervall fallen., eine nur innerhalb eines endlichen raumlichen Bereiches 
merklich von Null verschiedene Wellen amplitude superponiert ist. 

Wir behaupten dann: Dieses Wellenpakt liiuft mit der Geschwindigkeit 
v = Nft weiter; aul3erdem wird es im Lauf der Zeit seine Gestalt verandem, 
und zwar zumeist in diffuser Weise auseinanderlaufen: Wenn es zur Zeit 
t = 0 gerade die starkste raumliche Konzentration besal3, die mit dem 
zur Verfugung stehenden Spektralbereich erzielt werden kann, dann wird 
es fUr t> 0 noiwendigerlveise auseinanderlaufen. Aber das hindert nicht, 
seine Fortbewegung mit der Geschwindigkeit v eine gewisse Zeit zu 
verfolgen - und cs ist fiir die physikalische Deutung der wellenmechani
sehen Begriffe vrm gr613ter Bedeutung, da/3 die Geschwindigkeit v des 
Wellenpaketes mit der Geschwindigkeit {Jlft des zugeordneten M assenpunktes 
iibereinstimmt -- wahrend ja die Phasengeschwindigkeit A1I der rein 
monochromati"chen DE BROGLIE-Welle einen ganz anderen Wert hat 
(namlieh c211. wenn wir die Frequenz 11 relativistisch korrekt bestimmen: 
hv = Energi ~ einschlie/3lich Ruhenergie ftc 2 ; und 1/2 ·v, wenn wir nicht
rebtivistisdl hv = 1/2 ftv 2 setzen). 

Denn jf:Llenfalls werden wir uns vorstellen mussen, dal3 ein Massen
punkt, dessen zugeordnete Wellenfunktion ein solches Wel~enpaket ist, 
nur dort mit merklicher \Vahrseheinlichkeit angetroffen werden kann, 
wo eben das Wellenpaket ist - und diese Vorstellung warezmmoglich, 
wenn 5ieh M.l!ssenpunkt und Wellenpaket mit verschiedenen Geschwindig
keiten bewegen wurden. 

Zum Beweise unserer Behauptung bilden wir den "Sehwerpunkt" 
des 'V (llenpaketes: +'" 

x= J x'ltpi2dx , (12) 

und bereehnen seine zeitliche Ableitung gemal3 (10) 
+'" 

X= J x(tp*ip+1f*tp)dx 

+'" 
-h f = -.- x (tp*1IJ1_tp"*tp)dx 

4:7t t,.,. T (13) 

+'" 
-h f = --.- x (.Il*.Il'-tp'*.Il)'dx· 

4:7tt,.,. T T T' 
-<Xl 

1 :Vlan setze z. B. 
I x, 2,'; px 

X (x) = ,/- e- Ot' --,,- , 

IXV:7t 
was 

. {3 h 'b mit = -- ergl t. 
:7tIX 

(p) I _ (P -Pl' 
w = --=e fl' yh 
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partielle Integration ergibt dann 1 

+0:> 

X= _h._ f (tp*1J/ -tp'*tp)dx. 
4:n:tlt 
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Wenn nun w (P) nur in einer engen Umgebung urn P herum von Null 
verschieden ist, wo wird wegen (7) angenahert 

, 2:n: i _ ,* 2 n i - *. ( ) tp = -h-Ptp, tp =--h- ptp , IS 

und dies in (14) eingesetzt ergibt wegen (I) in der Tat fUr den Schwer
punkt des Wellenpaketes eine Fortschreitungsgeschwindigkeit 

'- p 
V= X= -. (16) 

It 

Dies alles laBt sich auf den dreidimensionalen Fall, und auch fUr eine 
Bewegung in einem Kraftfeld ohne weiteres verallgemeinern. Der "mono 
chromatischen" SCHRODINGER-Gleichung 

_h2 

8:n;21t Llcp+U(x, y,z)'cp=Wcp (17) 

entspricht als Verallgemeinerung von (ro), also als SCHRODINGER
Gleichung fur zeitabhiingige Wellenfunktion: 

-k2 h . 
8:n:2fL Lltp+U(x,y,Z)·tp+2:n:i tp=o. (18) 

Setzen wir in (18) speziell 
-~Wt 

tp=cp(x,y,z).e h , (19) 
so kommen wir auf (17) zuriick. 

Die der Gleichung (18) gehorchenden Wellenpakete laufen auf den 
"klassischen" Bahnen des zugeordneten M assenpunktes - abgesehen von 
ihrem zeitlichen ZerflieBen und Auseinanderlaufen. 

Wir kehren aber noch einmal zum eindimensionalen Fall zuriick und 
formulieren eine Tatsache, deren Tragweite von HEISENBERG erkannt 
worden ist. Es sei Ll p die "Impulsbreite" und Ll x die "Ortsbreite" eines 
Wellenpaketes. Dann besteht 'die fundamentale HEISENBERGSche Unge
nauigkeitsbeziehung 

Ihre Bedeutung konnen wir so ausdriicken: Sollen p und x zugleich 
gemessen werden, so muB man sich mit einer ungenauen Mes~;',mg zufrieden 
geben, wobei die Ungenauigkeit der bestmoglichen Ortsmessung um so 
groper ist, ie kleiner die Ungenauigkeit der Impulsmessung ist. Man 
kann beweisen, daB der Fall der FuBnote S. 122 das Optimum gleich
zeitiger Impuls- und Ortsmessung liefert. Hier iiberlegen wir nur: 
Wenn wir einen monochromatischen Wellenzug betrachten, bei dem jedoch 
die Wellenlange A. eine langsam variierende Funktion des Ortes x ist, 

1 Man beachte, daB x (,,,*'1" --'1"*'1') -+ 0 fur x -+ ± co. 
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dann kann diese ortsabhangige Wellenlange nur mit endlicher Genauig
keit definiert werden, und zwar so, daB einerseits der Ort, liir den wir 
die Wellenlange definieren wollen, ein ungenau bestimmter ist, und daB 
andererseits der Wert der Wellenlange ungenau definiert ist. Denn wir 
werden nur so vorgehen k6nnen, daB wir innerhalb eines gewissen Orts
intervalles LI x abziihlen, wieviele Wellenberge in ihm liegen. Dies seien 
gerade n; dann werden wir fUr die Wellenlange einen Wert. 

Llx Llx A= - oder A= -- (21) n n+1 
erhalten - die Differenz der in (21) angegebenen beiden Werte entspricht 
gerade der Ungenauigkeit, die dem berechneten A seiner Definition nach 
anhaftet. Wir wollen uns aber fUr die Ungenauigkeit der reziproken 
Wellenlange interessieren; fUr diese bekommen wir aus (21): 

1 1 1 
LI T = Llx ; LI T LI x = I; (22) 

und indem wir endlich die reziproke 'Wellenlange durch den durch h 
dividierten Impuls ersetzen: 1jA=Pjh, ergibt sich aus (22) genau das 
Optimum fUr die HEISENBERGSche Ungenauigkeitsrelation (20). 

Sie bringt die Komplementaritat von Ort und Impuls in eitler quant,i
tativen Fassu.ng zum Ausdruck. Eine absolut genaue Impulsmessung 
LI p = 0 macht den Ort vollkommen undefiniert: LI x = 00 . Umgekehrt 
ergibt eine absolut genaue Ortsmessung LI x = 0 eine vollstandige Un
definiertheit des Impulses: LI p = 00 . 

Zu beachten ist aber, daB die geschilderten Verh.altnisse sofort ein 
etwas verandertes Aussehen gewinnen, wenn wir von der kraftefreien 
Bewegung im unendlichen, unbegrenzten Raume -00 < x< 00 zu anderen 
Beispielen ubergehen. Betrachten wir etwa das wellenmechanische 
Problem eines endlichen Intervalls der Lange 1, bei we1chem fur die 
Wellenfunktion die Randbedingung der Periodizitiit vorgeschrieben ist 
(vgl. dazu § I), so bekommen wir fUr einen rinendlich scharf definierten 
Impuls - namlich bei definierter Verwirklichung eines der diskreten 
Quantenzustande dieses Problems - eine endliche Ortsungenauigkeit 

LI x = 1. Das Produkt LI pLl X= h findet sich jedoch dann wieder, wenn wir 
jetzt unter LI p die Differenz der ImP'lllswerte zweiter benachbarter 
Quantenzustande verstehen, so daB also LI pLl x die GrofJe des einem 
jeden Quantenzustand zugeordneten Stiickes der Phasenebene unseres 
Problems ist. Die Feststellungen von § 2, 4 lassen erkennen, daB diese 
Interpretation auf beliebige gequantelte Systeme zu verallgemeinern ist. 

Fur den dreidimensionalen Fall k6nnen wir (20) verallgemeinern zu 

LlpxLlx;:;;h, 1 
LlpyLly;:;;h, (23) 

LJpz LIz ~h. 
Das bedeutet, daB zu jeder einzelnen rechtwinkligen Ortskoordinate 
x, y, z die entsprechende Impulskomponente komplementar ist; dagegen 
kann z. B. das Produkt LI py LI x beliebig klein gemacht werden. 
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Ein Beispiel fUr die Anwendung der HEISENBERGSchen Ungenauig
keitsregeln (23) bieten die Bahnen von oc-Teilchen in der WILsoN-Kammer 
dar, die ja gleichzeitig in so eindrucksvoller Weise die Unentbehrlichkeit 
des Korpuskelbegriffes in der Quantenphysik zeigen. DaB die bei den 
oc-Bahnen bestehende gleichzeitige Definiertheit von Ort und Impuls 
tatsachlich weit davon entfernt ist, den Ungenauigkeitsregeln (23) zu 
widersprechen, ergibt sich aus folgendem: der Querschnitt einer WIL
sONschen oc-Bahn kann bestimmt nicht kleiner alsein Atomquerschnitt 
(namlich als der Querschnitt der einzelnen als Kondensationskerne 
wirkenden Ionen) sein; und zwar wird die bestmogliche Genauigkeit 
dann erreicht werden, w€mn die Atomkerne unendlich schwer sind, so daB 
sie als an exakt definierten Orten ruhend vorgestellt werden durfen. 
Die Genauigkeit, mit welcher der Impuls des oc-Teilchens in seiner 
WILSON-Bahn bestimmbar ist, wird andererseits begrenzt durch den 
fortgesetzten Impulsaustausch mit den durch das oc-Teilchen gebildeten 
lonen. Nach unserer Voraussetzung unendlich schwerer Kerne verlauft 
der Impulsaustausch so, daB das oc-Teilchen nur mit dem yom Atom 
abgerissenen Elektron einen Impuls austauscht - dessen Unbestimmt
heit also mindestens so groB ist, wie diejenige des Impulses des Elektrons 
vor dem 10nisierungsprozeB. Da nun diese Unbestimmtheit aber im Sinne 
der HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsregeln abhangt von der GroBe 
des raumlichen Bereichs, auf den das Elektron vorher beschrankt war -
also eben des Atoms bzw. Ions - so kommt auch fur das oc-Teilchen 
in seiner WILsoN-Bahn, die HEISENBERGSche Ungenauigkeit heraus. 

Der COMPTON-Effekt bietet ein Beispiel, bei welchem die Impulse 
der beteiligten Teilchen scharf definiert sind. Dementsprechend sind die 
Orte undefiniert. Ein wesentlich anderer Fall ist derjenige einer kleinen 
Lichtquelle, an welcher eine Interferenz der nach weit verschiedenen 
Richtungen ausgehenden Wellenzuge festgestellt wird. Hier i,st (bei 
monochromatischer Lichtquelle) fur ein ausgesandtes Lichtquant der 
Betrag des Impulses scharf definiert, aber seine Richtung vollig undefiniert. 
Andererseits ist das Zentrum, von dem das Lichtquant emittiert wird, 
raumlich in definierter Weise festgelegt, wahrend andererseits die radiale 
Entfernung des Lichtquants yom Emissionszentrum unbestimmt ist. 
Dies Beispiel weist uns ubrigens darauf hin, daB die obige auf recht
winklige Koordinaten bezogene Fassung (23) cler Ungenauigkeitsregeln 
als ein Spezialfall allgemeinerer Formulierungen anzusehen ist. 

Eine ganz ahnliche Situation liegt ubrigens vor bei dem von HEISEN
BERG und BOHR diskutierten Gedankenexperiment des "y-Strahlmikro
skops", welches die ideale Vorrichtung zur Messung des Ortes eines 
Elektrons darstellt. Ein Elektron, dessen Ort wir zu beobachten wlinschen, 
werde mit Lichtquanten beleuchtet, die einen definierten Impuls be
sitzen (also einer ebenen monochromatischen Welle entsprechen). Sobald 
ein am Elektron gestreutes Lichtquant in ein von uns aufgestelltes 
Mikroskop kommt, bekommen wir den Ort des Elektrons zu "sehen". 
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Dabei ist aber die Richtung des Lichtquants nach dem Elementarakt der 
Streuung innerhalb eines gewissen Winkelbereiches unbestimmt, und 
deshalb erteilt das Lichtquant dem Elektron einen gewissen undefinierten 
Impuls, so daB hinterher eine entsprechende Unbestimmtheit des Impulses 
des Elektrons besteht. Die Ortsmessung wird um so genauer, je kleiner 
die Wellenliinge des benutzten Lichtes, und je groBer die Apertur des 
Mikroskops ist. Aber die entstehende Unbestimmtheit des Impulses des 
Elektrons wird vergropert, wenn durch Verkleinerung der Lichtwellen
Hinge der Betrag des ubertragenen Impulses vergroBert oder durch Ver
groBerung der Apertur die Richtungsunbestimmtheit der Impulsuber
tragung vergroBert wird. Die quantitativen Verhaltnisse liegen dabei so, 
daB bej einer derartigen Ortsmessung von vorgeschriebener Genauigkeit 
die der Komplementaritat von Ort und Impuls entsprechende Impuls
verschmierung unvermeidlicherweise in Kauf genommen werden muB. 

Bevor wir diese Fragen vorlaufig verlassen, sei noch auf einen nahe
)iegenden Einwand eingegangen. An einem kraftefrei bewegten Elektron 
werde zweimal nacheinander - in gewissem zeitlichen Abstand - eine 
sehr genaue Ortsmessung ausgefuhrt. Nachdem wir das Elektron zu
nachst an einem Orte r gefunden haben, finden wir es hemach am Orte or'. 
Wenn wir nun folgem, daB das Elektron in der Zwischenzeit auf gerad
liniger Strecke von r nach r' geflogen ist, so bekommen wir fUr diese 
Zwischenzeit leicht eine Festlegung von Impuls und Ort zugleich in einer 
den HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsregeln widersprecl.enden Scharie. 

Dazu ist zweierlei zu sagen. Erstens kann man aus dieser nach
traglichen Behauptung, daB in der Zwischenzeit das Elektron sich auf 
der geraden Strecke r, r' bewcgt habe, gar nichts gewinnen: Fur keinerlei 
mogliches Experiment wird dadurch irgendeine Prognostizierung moglich. 
Man muB also diese lediglich aus klassischen Gewohnheitsgrunden aus
gesprochene Behauptung, daB sich das Elektron auf dieser Strecke 
bewegt habe, als sinnlos (inhaltsleer) ansehen, da ihr nichts experimentell 
zu Bestatigendes oder zu Widerlegendes entspricht. Zweitens aber braucht 
man nur etwas allgemeinere Fane ins Auge zu fassen - durch Schirme 
mit Lochem behinderte Bewegung, oder Bewegung in einem Kraftfeld-, 
urn zu erkennen, daB auperdem auch gar keine Moglichkeit besteht, diese 
Idee mathematisch widerspruchsfrei aufrecht zu erhalten, sobald man 
das Anwendbarkeitsgebiet der "geometrischen OPtik" verliipt: Kommen 
Beugungsetlekte in Betracht, so entfallen auch derartige "nachtragliche" 
Feststellungen. 

3. Energie und Zeit als komplemenwe GroBen. Aus relativistischen 
Symmetriegrunden muB den Ungenauigkeitsbeziehungen (23) eine analoge 
zwischen Energie- und Zeitmessung entsprechen: 

..1W ..1t~h. (24) 

Zu ihrer Erlauterung konnen wir - analog den obigen Dberlegungen -
den Fall einer monochromatischen WeUe mit einer zeiaich veriinderlichen 
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Frequenz betrachten: Fur ein Zeitintervall L1 t bestimmen wir den zu
geh6rigen Frequenzwert, indem wir die auf L1 t entfallenden Schwingungen 
ziihlen; sind es n, so ergibt sich die Frequenz 

n n+1 ( ) v = TI oder v = ---:1T 25 
mit emer Unscharfe 

L1v L1 t= 1. (26) 

Wegen ltv = W bekommen wir hieraus wieder das Optimum von (24). 
Diese Beziehung (24) ftihrt uns zum Verstandnis der in Kapitel I § 4 

besprochenen Gesetzma13igkeiten. Zunachst k6nnen wir das in Formel (3), 
§ 4, I, Kapitel I ausgedruckte Gesetz der naturlichen Linienbreiten als 
Folge von (24) ansehen. Denn nach (24) kann ein Quantenzustand, der eine 
Lebensdauer • besitzt, nur eine ungenau definierte Energie haben, derart, 
da13 eine Ungenauigkeit L1W in der Festlegung der Energie besteht. 
Der Grundzustand eines Atoms hat also auf Grund seiner unendlichen 
Lebensdauer eine exakt festgelegte Energie; und wenn nun etwa der n-te 
Anregungszustand zu optischer Kombination mit dem Grundzustand 
befahigt ist, so wird diese Spektrallinie eine natiirliche Breite besitzen 
mussen, die der Unschiirfe des oberen Energieniveaus entspricht. Wir 
verstehen also, da13 die Halbwertsbreite dieser Linie durch 

I 
y=

Tn 
(27) 

gegeben ist. (Zur Vermeidung von Mi13versUi.ndnissen: Selbstverstandlich 
verstehen wir durch diese. uberschlaglichen . Betrachtungen nur die 
grofJenordnungsmiifJige Dbereinstimmung von y und I/.n ; erst durch 
genauere Durchrechnung des Problems - sei es an Hand von Kor
respondenzbetrachtungen oder auf Grund der exakten Quantenmecha
nik - k6nnen wir ermitteln, da13 theoretisch genau y = I/.n herauskommt, 
und nicht etwa y = C/.,. mit einem von Fall zu Fall verschiedenen C ~ 1.) 

Etwas ausftihrlicher haben wir uns die Sache so vorzustellen: Wahrend 
der Lebensdauer des angeregten Zustands ist die Energie unsere's Systems 
eine nur unscharf definierte. N ach Durchftihrung der Emission aber liegt 
eine scharf definierte Energie vor, namlich die des Atoms im Grund
zustand phis die des Lichtquants - diese beiden Summanden sind beide 
exakt definiert, denn es steht ja hernach beliebig lange Zeit L1t= co 
zu ihrer Messung zur Verftigung. Der Dbergang von unscharf definierter 
Energie zu einem scharf definierten Energiewert ist ganz analog der 
Herstellung eines scharfen Elektronenortes durch Anwendung des 
y-Strahlmikroskops, oder der Herstellung einer definierten Drehimpuls
komponente Emz durch p16tzliche Drehung des au13eren, richtungs
quantelnden Feldes. Dementsprechend stellt uns die Intensitiitsver
teilung in der llatiirlichen Linienbreite einer Linie mit dem Grundzustand 
als Endzustand genau die Statistik der Energiewerte dar, die sich ergibt, 
wenn an einem Atom, von dem man vorher wu13te, da13 es sich im n-ten 
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Anregungszustand befand, eine exakte Energiemessung ausgefiihrt wird. 
(Welche, urn dies nochmals zu unterstreichen, durchaus voraussetzt, 
daB das untersuchte System durch einen Quantensprung in einen Zustand 
unendlicher Lebensdauer versetzt - also etwa, wie von uns hier ange
nommen, in ein System "Atom im Grundzustand plus Lichtquant" 
umgewandelt wird.) In Riicksicht auf die empirisch bestatigte Formel (I), 
§4, I, Kapitel I haben wir also diese Energiestatistik derart anzusetzen, daB 

I LlW w(W)L1W=_· 2 

Tnh --;- + 4~ (W-Wn)2 (28) 
4 Tn h 

die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB ein im n-ten Zustand befindliches 
Atom bei exakter Energiemessung einen ins IntervaU W, W +L1 W 
fallenden Energiewert annimmt. 

Daraus ergibt sich aber weiterhin auch die Breite und Intensitats
verteilung fiir eine Linie, die durch Kombination zwischen zwei be
liebigen Niveaus zustande kommt. Die Wahrscheinlichkeit, daB das 
Atom im n-ten Zustand eine in W, W + L1 W fallende Energie besitzt 
(das soU natiirlich heiBen: eine in W, W +L1 W faUende Energie annimmt, 
wenn die Energie scharf gemessen wird) , multipliziere,n wir mit der 
Wahrscheinlichkeit, daB es im m-ten Zustand eine in W', W' +L1 W' 
fallen de Energie besitzt; das Produkt 

I LlW LlW 
h2' 1 2 • 2 

TnTm --2 + 4~ (W-Wn)2 ~+ 4~ (W'-Wm)2 
4~ h 4~ h 

ist dann zu summieren (integrieren) iiber alle dieienigen Werte W, W', 
deren Differenz W - W' in ein IntervaU hv, h (v + L1 v) faUt: So bekommen 
wir die Linienintensitat bei der Frequenz v. Also set zen wir W' = W -hv 
und schreiben 

I ('V) = -1-1+ex> 1 . ___ -----._I _____ dW ; 
TnTmh _1_+ 4:>1:2(W_Wn)2 _1_+_4_:>1:_2 (W-hV-Wm)2 

4 T~ h2 4 T~ h2 

-ex> 
das ergibtl in der Tat die der Erfahrung entsprechende Formel: 

~+~ 
I ('V) = Tn Tm • 

~ (~+ ~)2 + 4:>1:2 (V-VO)2' 
4 Tn Tm 

mit der in (3), § 4, I, Kapitel I angegebenen Linienbreite. 
Eine Erganzung dieser Dberlegung~n ist jedoch notwendig im Hinblick 

auf eine besondere Moglichkeit. Wenn ein Niveau W m genau in der 
Mitte zwischen W" und Wr liegt, so kann eine Koharenz bestehen zwischen 

1 Denn es ist 
+ ex> J a l • a2 • dx _ al + a2 

:>1: (ai + X2) :>1: (a~ + (x- y)2) -:>1: ((a l + az)2 + y2)· 
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den aufeinanderfolgenden Dbergangen W" -->- W m und W m -->- W,. Das ex
tremste Beispiel ist der eindimensionale harmonische Oszillator. Bei diesem 
ist klassisch die Linienbreite unabhiingig von der Schwingungsamplitude 
immer dieselbe; die Schwingtingskoordinate entspricht ja der Formel 

-~yl 
q (t) = const e 2 COS211:(Vo t +15), (30) 

was nach den Ausfuhrungen von Kapitel I, § 4, I, eine Linie mit der 
doppelten Halbwertsbreite "1/211: ergibt. Wir k6nnen das auch so aus
driicken: die emittierte Strahlung ist ein monochromatischer Wellenzug 
mit der Frequenz Vo, aber exponentiell wie e- yl abklingender Intensitlit. 

Quantenphysikalisch liegt es aber so~ daB die mittleren Lebensdauem 
der Anregungszustande nach oben hin immer kleiner werden; eine 
Berechnung der Linienbreite nach der Formel "1= I/T" + I/Tm wiirde hier 
zu Ergebnissen fUhren, die ganz verschieden von den klassischen Ver
haltnissen waren. Das kann nicht der Wirklic;hkeit entsprechen. 

Nun zeigt sich an einem Haufen spontan emittierender gleichartiger 
harmonischer Oszillatoren quantentheoretisch ebenso wie klassisch 1. nur 
eine emittierte Spektrallinie, so daB den einzelnen emittierten Licht
quanten nicht anzusehen ist, von welchem Anregungsniveau n aus sie 
emittiert sind, und 2. ein exponentielles Abklingen der Gesamtintensitat 
dieser Sp~ktrallinie. 

Fur das Zustandekommen dieses exponentiellen Abklingens ist es 
wesentlich, daB die Ubergangswahrscheinlichkeit n -->- n- I (nicht etwa 
nur asymptotisch, sondem) genau mit n proportional ist: 

1 T,,= -. (31) ny 

Denn danach ergibt sich ja fur die Anzahlen N" derjenigen Oszil
latoren in unserem Haufen, die sich im n-ten Anregungszustand befinden: 

dN.. ( ) fit = (n+ I)"IN"+1-n"lN,,; 32 

und fUr die Gesamtintensitat I der Ausstrahlung (gemessen durch die 
Zahl der sekundlich emittierten Lichtquanten) bekommen wir 

und es wird 

"=1 
co 

= "I2.I{(n+I)nN"+1-n2N,,1 
10=1 

00 

= "12 .I{n(n-I)N,,-n2 N,,1 =-"12 .InN", 
,,=1 ,,=1 

oder 

Jordan, Quantentheorie. 9 
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Unsere friihere korrespondenzmaBige Begriindung (vgl. § 3, I) der 
exakten Beziehung (31) erhlilt also eine neue Bestatigung dadurch, daB 
wir sie gerade als Bedingung fUr das Zustandekommen eines expo
nentiellim Abklingens (34) der Gesamtintensitat I erkennen. Wir werden 
nun nicht zweifeln, daB quantentheoretisch die Linienbreite der jetzt 
betrachteten Gesamtemission genau ebenso mit dem exponentiellen 
Abklingen von I zusammenhangt, wie es sonst der Fall ist beim spontanen 
Obergang von Atomen aus einem Niveau W .. in den Grundzustand - und 
wie es klassisch dei' Fall ist bei einem monochromatischen Wellenzug 
von exponentiell abnehmender Intensitat. DaB also, kurz gesagt, auch 
quantentheoretisch die natiirliche Linienbreite beim harmonischen Oszil
lator fUr alle Obergange n-+n-l dieselbe ist. 

Wir konnen dies iibrigens auch so ausdriicken, daB beim harmonischen 
Oszillator die Formel y= 1/1: .. + 1/1:". durch y= 1/1:,.-1/1:". zu ersetzen 
ist (dabei m=n-l), und dies hat iibrigens allgemeinere Bedeutung. 
Bei hohen Quantenzahlen namlich wird auch beim anharmonischen Oszilla
tor oder einem sonstigen Quantensystem infolge der asymptotischen An
wendbarkeit der klassischen Mechanik eine Obereinstimmung (innerhalb 
der Linienbreite) der Frequenzen zweier aufeinander folgender Obergange 
ein normales, haufiges Vorkommnis sein; und die zu fordemde asympto
tische Obereinstimmung mit der klassischen Theorie auch hinsichtlich der 
Linienbreite laBt dann in allgemeiner Weise die Formel y= 1/1:,.-1/1:", 

als giiltig erkennen. 
Was wir in Kapitel I, § 4, 3 iiber die quantitative Abgrenzung der 

adiabatischen Zustandsanderungen erfuhren, wird gleichfalls durch die 
Ungenauigkeitsrelation (24) verstandlich. Denn wir konnen, wie man 
sich bei nochmaliger Betrachtung der dort besprochenen Flille leicht 
klar machen wird, auch diese Erfahrungen in der zusammenfassenden 
Feststellung ausdriicken, daB ein Atom einen mit einer Scharfe L1 W 
definierten Energiewert nur dann annehmen kann, wenn ein Zeitintervall 
A,t ~ h/A W zur Verfiigung steht. 

Drittes Kapitel. 

Quanten- und Wellenmechanik. 
Der Gang unserer Darstellung, der jede Verfolgung volt historis<.hen 

Umwegen der Forschung und Erkenntnis vermieden, und statt eines 
historischen Entwicklungsbildes. einen in modemer Auffassung geformten 
induktiven A utbau der Quantentheorie erstrebt hat, laBt zwischen dem 
jetzt abgeschlossenen zweiten Kapitel und dem hier beginnenden dritten 
keinen scharfen Trennungsstrich bestehen. Die empirischen Tatbestande, 
die im ersten Kapitel zusammengestellt wurden, lieferten uns eine Reihe 
von quantenphysikalischen GesetzmaBigkeiten bereits in mathematischer 
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klarer Form; die nachdenkliche Betrachtung der empirischen Gegeben
heiten, zu der uns im zweiten Kapitel das BOHRsche Korrespondenz~ 
prinzip anleitete, setzie uns nicht nur instand, verschiedene der fest
gestellten Gesetze als notwendige Folgen der iibrigen zu erkennen und 
somit theoretisch zu begriinden, sondern sie fiihrie uns auch dazu, in 
mannigfachen Einzelproblemen zur Aufspiirung weiterer Quantengesetze 
vorzudringen. Wir konnten dies Verfahren fortsetzen: es gibt noch 
manches andere quantentheoretische Problem, dessen exakte Losung 
wir in zuverliissiger Weise erreichen konnen durch ahnliche Betrachtungen, 
wie wir sie oben wiederholt ausgefiihrt haben - und dessen 'Losung 
im historischen Gange der Entwicklung tatsachlich auch vor der exakten 
Quantenmechanik erreicht wurde. Aber wir wollen jetzt unsere korre
spondenzmaBige ,Dbersetzungskunst nicht mehr auf spezielle Einzel
probleme, sondern auf mehr grundsatzliche Dinge richten. 

Wir sind bereits an mehreren Stellen so weit vorgestoBen, daB nur 
noch eine vertiefte Besinnung auf Bedeutut:lg und Tragweite des schon 
Erreichten notig ist, um uns erkennen zu lasseri, daB wir bereits die 
Ansatze einer umfassenden exakten Theorie in Handen haben, deren 
vollstandige Entwicklung uns instand setzen muB, die Einzelprobleme 
einer deduktiven Behandlung Zft unterwerfen. Das korrespondenzmaBige 
Erspuren der Quantengesetze, zu dessen Gelingen ein tiefes anschauliches 
und gefiihlsmaBiges Erfassen notig ist, wird' in der Behandlung der 
Einzelprobleme allgemein ersetzt durch das mathematisch eindeutige 
deduktive Schema der fertigen Theorie. 

§ 1. Quantenmechanische Grundbegriife. 
I. Das Matrixschema. Wir wollen den korrespondenzmaBigen Zu

sammenhang von klassischen FOURIER-Koeffizienten und quanten
physikalischen Ubergangsamplituden ausfiihrlicher betrachten (vgl. 
Kapitel 2, § 3, 5). Wir denken vorlaufig an den Fall eines eindimensionalen 
anharmonischen Oszillators mit der Koordinate q. 

Wir sind gewohnt, die klassischen FOURIER-Koeffizienten qT (I) = q" (nh) 
nach Multiplikation mit den zugehorigen Zeitfaktoren zu einer Summe 
zusammenzufassen, um die GroBe q selpst als Funktion der Zeit t dar
zustellen: 

(I) 
T=-CD 

Aber fiir die Zwecke einer quantentheoretischen Kinematik - wir wollen 
dies ganz besonders betonen, daB wir nicht nur die eigentliche Mechanik, 
sondern auch schon die Kinematik der klassisch~n Theorie, die Vor
stellung von einer Bewegung in Raum und Zeit, durch quantentheoretische 
Begriffsbildungen zu ersetzen haben - fiir diese quantentheoretischen 
ZWe'cke ist es angebracht, viel mehr an die einzelnen FOURIER-Koeffi
zienten qr (I) = qT (nh) zu denken, als an die mit ihnen gebildete Summe (I). 

9* 
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Denn in der Quantenkinematik gibt es kein Analogon mehr fUr 
die Summe (I), sondern nur noch ein Analogon fiir jeden einzelnen 
FmiRIER-Koeffizienten: Die FouRIER-Koellizienten machen sich gewisser
mafJen selbstandig. 

Wir numerieren die Zust1i.nde des betrachteten Oszillators mit 0, I, 

2, 3, ... , und schreiben uns das Gesamtsystem alter tJbergangsamplituden 
bzw. ihrer den klassischen qT(nh) korrespondierenden Faktoren (vgl.. 
Kapitel2, § 3, 5) auf. Diese bilden ein quadratisches Schema: 

\ ° I 2 

o I-q-(-O-,O-) -q-(-0,-I)--q-(0-,-2)--

I q (1,0) q (1,1) q (1,2) 
2 q(2,0) q(2,1) q(2,2) 

Dieses quadratische Schema wollen wir im folgenden mit 

q=(q(m, n)) 

(2) 

bezeichnen. Dem mathematischen Sprachgebrauch entsprechend nennen 
wir es die "Matrix" q. 

Es liegt nahe, in diesem Schema statt der q (m, n) allein lieber auch 
die zugehOrigen Zeitfaktoren einzutragen, so daB eine Matrix mit den 
"M atrixelementen" 

entsteht: 
q(m, n)ez"ip(m,n)1 (wobei v(m, n) =-v(n, m)) 

\ ° 
° \ q(o,o) 
I' q(l,o)ez" .. (l,O)I· 

I. 

q (0,1) ez"ip(O, 1)1 

q(I,I) 

Es ist bequem, wenn wir auch fiir diese Matrix das Zeichen q ge
brauchen, indem wir ein fiir allemal verabreden: Das Schema (2) oder (3) 
soU lediglich als eine A bkurzung fur das ausfuhrliche Schema (4) oder 

q= (q(m, n)ez"i.(m,n)l) (5) 

angesehen werden. Wir meinen also stets (4), (5), wenn wir der Kiirze 
halber (2) oder (3) hinschreiben. 

Vlir .erinnern daran, daB wir die klassische Realitatsbedingung fiir q, 
die sich nach (I) durch 

(6) 

ausdriicken laBt, korrespondenzmaBig analogisieren durch die "quanten
theoretische Realitatsbedingung" (vgl. Kapitel 2, § 3, 5): 

q(m, n) =q(n, m)*. (7) 
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Dem mathematischen Brauch entsprechend driicken wir diese Eigen
schaft der Matrix (3) dadurch aus, daB wir sagen: Die Matrix (3) ist 
hermitisch. Man beachte, daB wegen 

e~"ip(m.n)t= e-2"'p(n,m)t 

gleichzeitig auch die ausfiihrlichere Matrix (5) hermitisch ist. 
Die Matrix q kann nach (5) offenbar nach der Zeit ditterenziert werden; 

das ergibt eine neue Matrix 

q=2ni(v(m, n)q(m, n) e2nip (m, .. )t), (8) 
oder abgekiirzt 

q=2ni(v(m, n)q(m, n)) (9) 

geschrieben, deren Matrixelemente aus denen von q durch Multi
plikation mit 2:n; i 'II (m, n) hervorgehen; q ist offenbar auch wieder 
hermitisch. 

W ir betrachten q als quantentheoretisches A nalogon zur klasst:schen 
Grope q, in demselben Sinne, wie wir in q das quantentheoretische Analogon 
zur klassischen Koordinate q erblicken. Fiir die Quantenfrequenzen 
v(m, n) wollen wir noch ausdriicklich die Giiltigkeit des RITzschen 
Prinzips fordem, also die Existenz von Termen Tn, aus denen die 
v(m, n) in der Form 

v~~=~-~ ~ 
abzuleiten sind. (Wir erlauben uns jetzt, den Faktor c von (5), (9), 
§ 3,2, Kapitel I in die Tn hinein zu ziehen.) Wir konnen diese Eigenschaft 
der Frequenzen V (m, n) auch durch die Beziehung 

v(m,k)+v(k,n)=v(m,n) [undv(m,m)=o] (II) 

ausdriicken, die der klassischen Frequenzbeziehung 

-rv+uv= (T+U)V 
entspricht. 

Die quantenkinematischeFormel (8), (9) entspricht ganz der klassischen 
Beziehung 

+co 
q(t) =2 n i.IT V·qT· e2"int (12) 

Damit haben wir den Aufbau unserer quantentheoretischen Kinematik 
schon in wesentlichen Stiicken fertig. Wir priifen die Tragweite unserer 
Begriffsbildung am Beispiel des harmonischen Oszillators, dessen exakte 
quantentheoretische GesetzmaBigkeiten wir bereits aus unseren friiheren 
Untersuchungen weitgehend kennen. Klassisch gilt fiir ihn die Be
wegungsgleichung 

q. =-4 nil vg· q; (13) 
und diese klassische Bewegungsgleichung konnen wir direkt in die 
Quantentheorie iibernehmen, indem wir aus der Matrix q die zeitlichen 
Ableitungen q, ij bilden, und die Beziehung 

ij=-4~~q ~~ 
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fordern. Das ist naturlich so zu verstehen, daB jedes einzelne Matrix
element von ij gleich dem mit -4 n 2 vg multiplizierten entsprechenden 
Matrixelement von q sein soll; also 

4 n 2 v (m, n)2 q (m, n) = 4 n 2 v~ q (m, n); } 
{v.(m, n)2- v~l q (m, n) =0. 

(IS) 

Es ist also q(m, n) nur dann von Null verschieden, wenn v(m, n) = ±vo 
ist, und daraus ist leicht zu erschlieBen, daB die Terme T .. (in denen ja 
eine additive Konstante definitionsgemaB willkurlich ist) eine aqui
distante Reihe 

T .. =-nvo 
bilden. Die Matrix q hat dann folgende Form: 

o q(O,I) 0 0 
q (1,0) 0 q (I,Z) 0 

q= o q(Z,I) 0 Q(Z,3) 
o 0 q(3,Z) 0 

(16) 

Wir bekommen also die richtige Auswahlregel: q(m, n) ist +0 nur tur 
m = n ± 1. Aber es fehltuns noch eine F estlegung der Dbergangs
wahrscheinlichkeiten fiir die "erlaubten" Dbergange m = n ± 1. Auch 
fUhren uns unsere Ansatze noch nicht zur BOHRschen Frequenzbedingung, 
bzw. zum Zusammenhang von Termen und Energiewerten: Zu ailedem 
brauchen wir noch ein weiteres Postulat, das wir neben unseren obigen 
"kinematischen" Formulierungen als Grundaxiom 'in unsere Theorie 
aufzunehmen haben. 

Als so1ches Postulat bietet sich die THoMAs-KuHNsche Summenregel 
dar: Sie ist ailgemeingiiltig fUr aile eindimens.ionalen Systeme (und, wie 
wir ebenfails wissen, verallgemeinerungsfahig fur Probleme von mehreren 
Freiheitsgraden); sie kann als die quantenmechanisch korrekte Formu
lierung der "Quantenbedingung" 

PPdq=nh 
angesehen werden, und sie erlaubt in der Tat fur den harmonischen 
Oszillator die eindeutige Festlegung der Dbergangswahrscheinlichkeiten, 
sobald die Auswahlregel n ~n± I anderweitig begriindet ist (vgl. 
Kapitelz, § 3, 5). Also wollen wir diese THoMAs-KuHNsche Summenregel 
als erganzendes Postulat annehmen: Das Problem des harmonischen 
Oszillators ist dann im wesentlichen gelost, und wir konnen uns der Frage 
zuwenden, wie dieses Postulat in ailgemeineren Fallen mit unseren 
kinematischen Formulierungen zu verbinden ist. Vorher haben wir 
jedoch unseren kinematischen Formulierungen noch eine bedeutungs
volle Vertiefung und Erweiterung zu geben. 

2. Die Multiplikation der. quantenmechanischen Matrizen. Wir haben 
gelemt, die klassische Koordinante q und die klassische Geschwindigkeit q 
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quantenkinematisch durch gewisse Matrizen q, q zu analogisieren. Was 
. aber ist das korrespondenzmaBige Analogen. zur klassischen Summe 
q + q und zum klassischen Produkt q q von q und q, oder zu den klassischen 
Quadraten q", ql ? 

Wenn wir auf solche Fragen eine sinngemaBe allgemeine Antwort 
zu geben vermogen, so werden wir imstande sein, die ganze klassische 
M echanik in denkbar engster und voUstandigster Weise quantentheoretisch 
zu analogisieren: Kennen wir in allgemeiner Form das korrespondenz
maBige Analogon zu den klassischen Rechenprozessen der Addition, 
Multiplikation und Zeitdifferentiation, so konnen wir ganz allgemein 
alle klassischen Rechnungen durch quantentheoretische Rechnung ana
logisieren. Es war der Gedanke HEISENBERGs, auf diesemWege den 
Aufbau einer systematischen Quantenmechanik zu erstreben, we1che 
nicht mehr - wie wir es im vorigen Kapite1 an mancherlei Beispie1en 

. ausgefiihrt haben - allerlei Einzelaussagen der klassischen Theorie 
korrespondenzmaBig iibersetzt, sondern die ganze klassische Theorie 
durch eine ihr korrespondierende quantenmechanische Theorie ersetzt, 
die aus einigen wenigen Postulaten deduktiv zu entwickeln ist. 

Es seien a, b zwei verschiedene Matrizen, deren jede das Analogon 
irgend einer Funkti9n der klassischen GroBen q, q sein mag. Dann ist es 
naturgemaB; die Summe von a, b zu definieren durch Addition der ent
sprechenden M atrixelemente: 

a= (a(m, n)), b= (b(m, n)); } (18) 
a+ b= (a(m, n) + b(m, n)). 

Das entspricht der klassischen Addition, bei der sich ja die einander 
entsprecheJ1den FOURIER-Koeffizienten addieren: 

a (t) .. =~ a .. e2ni ... " b (t)· .. X} .. e2." ... ,; I 
+eD (19) 

a(t)+b(t)= ~ (a .. +b .. )e2nin,. 
T=--CD 

Die M ultiplikation einer Matrix a mit einer gewohnlichen Zahl. ). 
geschieht natiirlich so, daB jedes einze1ne Matrixelement von a mit ). 
multipliziert wird. 

Nicht so einfach steht es mit der Multiplikation von a und b. 
Klassisch sind die FOURIER-Koeffizienteil durch 

a (t, b (t) - .. =¥eD (XeD a,A-a ) e2ni .... , (20) 

bestimmt. Den klassischen Ausdruck 
~aa(nh)b .. _a(nh) (21) 
a 

iibersetzen wir nun nach HEISENBERG in fOlgenden quantentheoretischen: 

~a(n, n-a)b(n-a, n-T). (22) 
a 
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Das korrespondiert in der Tat mit (21), da. a(n,·n-O') mit aa{nh), 
und b(n-O', n-T) mit bT_a([n-'-O']h) koriespondiert: Wenn bei·Fest
haltung von nh=l und bestimmten Werten 0', 't' der Grenziibergang 
h -+ 0 gemacht wird, so geht jeder Summand von (22) in den ent
sprechenden Summanden des klassischen Ausdrucks (21)· iiber. Die 
genaue Gestalt des Ausdrucks (22) ergibt sich zwangslaufig, wenn wir 
die Zeit/aktoren zu den a(n, n-O') und b(n-O', n-T) hinzuschreiben: In 

7a (n, n:..-O')e2ni .(n,n-a)1 b(n-O', n_T)e2nip(n-a,n-T)1 = I (23) 

=.Ia(n, n-O')b(n-O', n._T)e2nip (n,n-T)1 
a 

ergibt sich auf Grund des RITzschen Kombinationsprinzips (II), fiir jeden 
einzelnen Summanden dersel1)e Zeit{aktor [mit Frequenz '/I(n, n-T)]. 

Aber wir kon;ll.nen bier zu einer zweideutigen MuUiPlikation. Wir 
hatten statt (22) auch den Ausdruck 

.Ib(n, n-O') a (n-O', n-T) 
a 

nehmen .konnen, der ebenfalls in einer dem RITzschen Kombinations
prinzip angepaBten Weise mit dem klassischen Ausdruck (:iI) korre
spondiert. Es ergeben sich mithin zwei verschiedene Matrizen, die mit 
ab korrespondieren; wir bezeichnen sie durch ab und ba. In bequemerer 
Schreibweise definieren wir sie gemaB (22), (23) durch 

ab= (-fa(m, k)b(k, n)), 

ba= (-fb(m, k)a(k,n)). I 
In besonderen Fallen kann. a b = b a sein - wir sagen dann, .a und b 

sind "vertauschbar" - aber im allgemeinen wird die Differenz beider 
Produkte eine von Null verschiedene Matrix s~in; wir gebrauchen die 
Bezeichnungsweise 

ab-ba= [a, b]. (25) 
Wlihrend die Summe zweier hermitischer M atrizen wiederum hermitisch 

ist, wird das Produkt ab von hermitischen a, b dann und nur dann eine 
hermitische Matrix, wenn a, b vertauschbar sind; allgemein jedoch sind 
bei hermitischen a, b auch ab +ba und i[a, b] hermitisch. Man iiber
sieht das am schnellsten, wenn man sich einer besonderen Bezeichnungs
weise bedient fUr die aus einer Matrix a= (a(m, n)) hervorgehende 
.,adjungierte" Matrix at, die durch 

at = (a (n, m)*) (26) 
gegeben ist 1. Dann ist a hermitisch, wenn 

ist; und allgemein gilt 

(ab)t = bt at ; 

at =a 

(a + b)t = aT + bt ; a tt = a. (28) 
1 Also at entsteht aus a durch "Spiegelung" an der "Diagonale" m = n 

und gleichzeitigen "Obergang zu konjugiert komplexen Zahlwerten. 
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Es ist ein ermutigendes Zeichen fUr die Angemessenheit der Begriffs
bildungen, zu denen wir gelangt sind, daB die nach HEISENBERG durch 
(23), (24) definierte Multiplikation quantenmechanischer Matrizen ein 
mathematischer ProzeB ist, der auch vom reinmathematischen Stand
pcmkt aus naheliegt. In der Tat ist dieser RechenprozeB von den Mathe
matikern selbst schon seit langer Zeit als "M ultiplikation der M atrizen" 
benannt und in graBter AusfUhrlichkeit und Vielseitigkeit untersucht 
worden. 

Diesem glucklichen Umstand ist es zum groBen Teil zu verdanken, 
daB die neue physikalische Theorie, nachdem der entscheidende Schritt 
zur Aufstellung der quantentheoretischen Kinematik getan war, sich 
mit so explosiver Schnelligkeit entwickeIn konnte: Die Mathematik 
hieIt seit langem in fertig ausgearbeiteter Form die Hilfsmittel bereit, 
deren die Physiker fUr die Zwecke der Quantenmechanik bedurften. 

Die Zweideutigkeit ab + b a der Multiplikation von Matrizen pflegt 
man als Aufhebung des kdmmutativen Gesetzes der Multiplikation zu 
bezeichnen. Die anderen beiden wichtigen Rechengesetze der Multi
plikation, das assoziative Gesetz (ab) e= a (b e), und das distributive Gesetz 
(a + b) e = ae + be, gelten fur Matrizen ebenso wie fur gewohnliehe Zahlen: 

(ab)c=a(bc), 1 
(a+b)c=ac+bc, (29) 
c(a+b)=ca+cb. 

Das ist aus (24) unmittelbar zu ersehen. 
Die Matrix 

hat die Eigenschaft 

{
I fur m=n, 

bmn = a fur m +n 

Ia=tJI=a 

fUr fedes a. Wir nennen sie die Einheitsmatrix. 
Die Zweideutigkeit (Nichtkommutativitat) der Multiplikation kann 

als das in formaler Hinsicht entseheidende Charakteristikum der Quariten
mechanik gegenuber der klassischen Theorie bezeichnet werden. Sie 
bedeutet keineswegs, wie man zunachst glauben kannte, eine Ersehwerung 
des Rechnens oder eine Komplizierung der Theorie. 1m Gegenteil: 
gerade sie erlaubt es, in wunderbar einfacher und eleganter Form Gesetz
maBigkeiten auszl,ldrucken, die in der klassischen Theorie viel weniger 
durchsichtig sind. 

Wir behaupten: Es besteht, wenn a, b den klassischen GraBen a, b 
korrespondieren, die zuerst von DIRAC erkannte fundament ale Korre
spondenz: 

h 
[a, bJ -+2ni (a, b). 

In Warten: [a, bJ korrespondiert mithj2n i· (a, b), wo (a, b) das POISSON
sehe Klammersymbol ist (vgl. Kapitel2, § 5,2). Wir wollen dies erlautern 
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unter der Voraussetzung, daB wir es mit einem System von nur einem 
Freiheitsgrade (Oszillator) zu tun haben; doch betonen wir, daB alle 
quantenmechanischen GesetzmaBigkeiten dieses Abschnitts, ebenso wie 
die allgemeinen Betrachtungen des vorigen, fur iedes quantenmechanische 
System --: mit beliebig vielen Freiheitsgraden - ge1ten. 

Wir konnen nach unseren friiheren Ergebnissen das POIssoNsche 
Klammersymbol (a, b) so aufschreiben: 

8a Bb ab Ba 
(a,b)= aI aw - aI aw' 

wobei 
+ ... + ... 

a (I, w) = I a .. (1) eZnhUl , b(l, w) = I bT(I)eZnhUl 
T--CD. 

ist. Der T-te FOURIER-Koe/lizient von (a, b) hat also das Aussehen 

• { "'" ( ) dati (I) b" (1) "'" dbT - II (I) (I) } (35) 2,U ~ T-a ~ T-tl -~l! dI ae • 

Das kann durch folgenden quantentlieoretischen Ausdruck 
logisiert werden: 

. "",a(n,n-a)-a(n-T+a,n-T) b( ) 
2,U ~ h n-a, n-T 

tI 

. "",b(n,n-T+{I)-b(n-{l,n-T) ( + ) 
-2m~ h an-T ~n-T 

II 

2ni ""'{ = JJ ~ a (n, n-a) b (n-a, n-T) -b (n, n-a) a (n-a, n-T)} . 

" 

ana-

Hier haben wir das Matrixe1ement n, n-T der mit 2:n i/h multiplizierten 
Matrix [a, bJ erhalten: Die behauptete Ko"espondenz ist also bewiesen. 

Die quantenmechanischen Klammersymbole haben, wie man un
mitte1bar aus (22) entnehmen kann, die folgenden Eigenschaften: 

[a, b] = - [b, a], 
[a, b +e] = [a, 11] + [a, e], 

[a, be] = bra, e] + [a, b]e, 
[a, [b, e]] + [b, [e, (I]] + [e, [a, b]] = o. 

Das bedeutet aber: Die in den Formeln (22), (23), § 5,2, Kapitel 2 
festgesteUten Eigenschaften der klassischen POIssoNschen Klammersymbole 
geUen unvertindert auch fur die Quantenmechanik. Nur muB naturlich 
in der dritten Zelle (37) auf die Reihentolge der Faktoren gea.chtet werden. 
Die Einfachheit der Quantenmechanik erweist sich darin, daB die fUr die 
klassische Theorie recht umstandlich zu beweisende JACOBIsche Identittit 
(vierte Zelle (37)) ffir die Quantentheorie nach Hinschreiben des Aus
drucks ra, [6, e]] gemaB (25) unmittelbar zu ersehen ist. 

3. Kanoniscbe Vertauscbungsrege1n und Bewegungsgleicbungen. Wenn 
bei einem klassischen System gemaB § 5, 2, Kapite12 kanonisch konjugierte 
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Impulse und Koordinaten Pill q" eingefiihrt werden. so gelten die Be
ziehungen 

(p", P,) = (q". q,) = o. 
(p", q,) =~" . 

Nachdem wir die Korrespondenzbeziehung der klassischen POIssoNschen 
Klammern zu den quantenmechanischen Klammersymbolen kennen. 
werden wir vermuten. daB den klassischen Beziehungen (38) die Quanten
gesetze 

[p".p,]=[q".q,]=o. I 
'" [PlIo q']=2ni ~",I 

entsprechen. Diese als grundlegende Postulate der neuen Theorie an
zusehenden "kanonischen V ertauschungsregeln" besitzen eine einfache 
Bedeutung fiir die Dispersionstheorie. Wir ~trachten zunachst wieder 
den Fall eines einzigen Freiheitsgrades: q sei die Schwingungskoordinate. 
P =!liJ. der ihr konjugierte Impuls. Die kanonische Vertauschungsregel 

" [P, q] =2ni I (40 ) 

besagt dann. ausfiihrlicher geschrieben: 

~ IP(k. m)q(k. n)-q(m. k)P(k. n)} 1 
= ~nip ~ I" (m. k) + " (n. k)} q (m. k) q (k. n) 

=~ ..... ' "" '. J 2n, 
Fiir n = m gibt das insbesondere 

" f,,(k. m)lq(m. k)12= Snip' 

und das ist die THOMAS-KuHNsche Summenregel. die unter unsere Postulate 
aufzunehmen wir uns bereits entschlossen hatten. Fiir n +m ist (41) 
dagegen die von KRAMERS gegebene Verallgemeinerung der THOMAS
KUHNschen Summenregel (vgl. (69). § 3.5. KapiteI2)1. Ebenso bilden auch 
bei einem System von mehreren Freiheitsgraden die kanonischen Ver
tauschungsregeln (39) genau die notwendigen und hinreichenden Be
dingungen dafiir. daB die Ladungsteilchen des Systems auf eine Licht
welle sehr hoher Frequenz als praktisch Ireie Ladungsteilchen reagieren. 

Obrigens lassen uns die Korrespondenz (32) und die kanonischen 
Vertauschungsregeln (39) oder (40) auch deutlich den tieferen Sinn der 
merkwiirdigen Tatsache erkennen. daB die imaginare Zahl i = V - 1 

eine so zentrale Rolle in der ganzen Quantentheorie spielt. daB man dies 
geradezu als eines ihrer charakteristischen unterscheidenden Merkmale 

1 Die uns aus Kapitel 2 bekannte. von KRAMERS herriihrende Begriin
dung von (41) fur n+ mist von ihm nach der von anderer Seite geschehenen 
Aufstellung der Vertauschungsregel (40) als Interpretation dieser Vertau
schungsregel ausgefuhrt. 
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gegeniiber der klassisehen Theorie bezeichnen darf. Wir sehen namlich, 
daB das Auftreten der Zahl i = V - r engstens verkniipft ist mit der 
Zweideutigkeit (Nichtkommutativitat) der Multiplikation: Wir hatten ja, 
statt die Korrespondenz 

[a bJ .... 2: i (a, b) 
anzusetzen, genau so gut sehreiben k6nnen 

h 
[b, oJ .... 2:rr; i (a, b); 

dann waren also aueh in den kanonisehen Vertausehungsregeln (39), (40) 
die Klammersymbole [a, b J gerade mit umgekehrtem Vorzeichen einzusetzen. 

DaB nun aber aus dieser Zweideutigkeit nieht etwa eine Unsieherheit 
der Theorie entspringt (daB wir nieht etwa zwei verschiedene Theorien 
bekommen, je naehdem, ob wir (43) oder (44) annehmen), das liegt daran, 
daB (44) aus (43) aueh dadureh hervorgeht, dafJ man i dUTCh -i ersetzt: 
AIle physikalischen Ergebnisse der Theorie (diese miissen ja sehlieBlich 
Relationen zwischen reellen Gr6Ben sein!) sind infolgedessen naeh beiden 
Theorien, (43) oder (44), dieselben. 

Als mathemansche F olgerung aus den kanonischen Vertausehungsregeln 
verzeichnen wir den Satz: Wenn F(p, q) eine Funktion der p", q" ist, 

so gelten die BeZiehun[~: F] = _ ~ !:, I 
2:rr;~ vp" 

[ FJ-_h- of. p", - 2:rr; i oq,,' 

dabei sind die rechten Seiten analog wie in der gewohnlichen Analysis 
definiert: fiir nur einen Freiheitsgrad z. B. -wird definitionsgemaB 

of(p, q) = lim F(p + e I, q)-F(p, q) I 
8p ..... 0 e ' 

of(p, q) =limF(p, q + £I)-F(p, q) (46) 
oq ..... 0 e • 

Die Beziehungen (45), (46) bilden wieder ein volIendetes korrespondenz
maBiges Analogon. klassiseher GesetzmaBigkeiten: Es war ja klassisch 
[vgl. § 3, 5, Kapitel 2J: 

of I (q", F) =- &P" ' 
of (47) 

(P", F) = dq" • 

Der Beweis ffir (45) ist dureh Induktion zu tiihren: (45) gilt fUr 
FI + Fa und fiir ~'Il!"", wenn (45) fiir FI und fiir Fa gilt. Und (45) gilt 
naeh (39) sieher dann, wenn F mit einer der Gr6Benp", q" identisch ist. 

Wir wollen jetzt bis auf weiteres stets annehmen, daB wir es mit 
nichtentarteten Systemen zu tun haben, so daB stets v(m, n) =+=0 fiir 
n~m ist. Wir konnen dann offenbar behaupten: Eine zeitlich konstante 
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Matrix ist eine Diagonalmatrix, und umgekehrt. Als "Diagonalmatrix" 
D= (D(m, n)) bezeichnen wir eine solche Matrix, bei welcher nur 
"Diagonalelemente" D (n, n) von Null verschieden sind. 

In der klassischen Theorie ist ein bestimmtes mechanisches System 
(pendel, Kreisel, Planetensystem) dadurch zu kennzeichnen, daB in 
bestimmter Weise die Energie als Funktion der Impulse und Koordinaten 
angegeben wird: W = H (P, q). Analog werden wir fUr die Quanten
mechanik ein bestimmtes System (harmonischer Oszillator, H-Atom, 
Kristallgitter) kennzeichnen durch Angabe einer Energiefunktion H (p, q )1. 
Wir nehmen dann analog zu den klassischen kanonischen Bewegungs-
gleichungen 

oH 
q = ap = (H, q) '\ 

oH 
P=-Tq= (H, P) 

als quantenmechanische Bewegungsgleichungen die Matrixrelationen 

. oH z:n:i [H 1 
tjk = OPk = -h- ,qk' 

. oH z:n:i 
Pk = - oqk = -h- [H,Pkl 

an. Unsere Theorie griindet sich also auf drei Postulate: Die kanonischen 
Vertauschungsregeln (39), die kanonisehen Bewegungsgleichungen (49), 
und un sere quantenkinematische Definition der Zeitdifferentiation, mit 
Frequenzen, die dem RITzschen Kombinationsprinzip gehorchen. Dies 
letztere Postulat k6nnen wir offen bar auch durch 

a=-2 ni [T, a] (50) 

ausdrucken, wobei T die folgende Diagonalmatrix ist: 

T=(Tm~m,.)· (51) 

Aile sonstigen Aussagen der Theorie sollen aus den drei Postulaten 
(39), (40), (50) mathematisch abzuleiten sein. 

In der Tat ist leicht zweierlei zu folgern: Erstens, dafJ die Energie H 
eine Diagonalmatrix ist, dafJ also der Energiesatz iI = 0 gilt. Zweitens, daB 

H=-hT+constI (52) 

ist, oder H (n, n) = -h Tn + const; d. h. die Terme stehen in der von 
der BOHRschen Frequenzbedingung geforderten Beziehung zu den Energie
werten H (n, n): wir haben naturgemaB H (n, n) als den zum n-ten Zustand 
geh6rigen Energiewert zu deuten. Ailgemein ist iibrigens bei nicht
entarteten Systemen - diese wichtige Bemerkung sei hier eingeschoben -
ein Diagonalelement a (n, n) einer Matrix a zu deuten als der zum n-ten 
Zustand gehOrige Zahlwert des Zeitmittelwertes a= (~mna(n, n)) von 
a = (a (m, n)). Die Herleitung der beiden erlauterten Folgerungen ist 

1 Natiirlicb muB H so beschaffen sein, daB aus p = pt, q = qt stets 
H= Ht folgt. 



Quanten- und Wellenmechanik. 

z. B. so zu vollziehen, daB man zunachst (wieder durch Induktion) (49) 
verallgemeinert zu 2 n i [ 

a=-h- H,a), (53) 

in Analogie zur klassischen Gleichung (27), Kapitel2, § 3,5. Daraus folgt 
(fUr H = a) sogleich II = 0, und nachdem man weill, daB H Diagonal
matrixist, liest man aus (53) ab, daB v(m,n)= IH(m,m)-H(n,n)llh 
ist, daB" also die BOHRsche Frequenzdingung gilt. 

Fur weitere Untersuchungen hat sich folgende einfache Bemerkung 
als sehr fruchtbar erwiesen; Man kann die letzteren "Oberlegungen auch 
umkehren und folgendes zeigen: Wenn die Matrizen Pk, qk den kanonischer. 
Vertauschungsregeln genugen und auBerdem die Eigenschaft haben, daB 
pie aus ihnen gebildete HAMILToN-Funktion H(p, q) eine Diagonal
matrix wird: 

H = Diagonalmatrix = (H (n, n) ~"' .. ), 
dann sind mit der Definition (53) die kanonischen Bewegungsgleichungen 
erfilllt. Wir haben also ein uns aulgegebenes quantenmechanisches Problem 
bereits gelOst, wenn wir nur (39) und (54) erlUllt haben. 

Die Diagonalelemente einer Diagonalmatrix haben ubrigens im 
mathematischen Sprachgebrauch einen besonderen N amen: man neimt 
sie die "Eigenwerte" dieser Matrix. 

Damit ist unsere Theorie in den Grundzugen fertig: Wir besitzen 
einen Formalismus, der in ahnlich allgemeiner Weise, wie die klassische 
Theorie, die Inangriffnahme der verscbiedensten Einzelprobleme erlaubt. 
Die Einfachheit unserer Fonnulierungen, in denen die dem RITzschen 
Kombinationsprinzi~ entsprechende Quantenkinematik sich vollkommen 
zusammenfugt mit· den sinngemaB umgedeuteten, aber sonst lUckenlos 
aulrecht erhaltenen Relationen der klassischen HAMILTON-JACoBIschen 
M echanik (vgl. Kapitel2, § 3, 5) spricht sehr dafUr, daB wir den richtigen 
Weg gefunden haben (BORN-DlRAC-HEISENBERG-JORDAN). 

Versuchen wir nun eine konkrete Anwendung, etwa auf das H-Atom, 
so entsteht das Problem, die richtige HAMILToN-Funktion H (p, q) dieses 
Problems zu linden. Nach korrespondenzmaBiger Analogie wird man 
vermuten: ,I elZ 

H----
- 21' r' (55) 

wo r2=xl+yl+~, und ,I=,:+,~+,: ist, und , .. im Sinne der Ver
tauschungsregeln (39) konjugiert zu x, usw. Aber die Korrespondenz 
zur klassischen Theorie kame z. B. auch mit 

I I I e2 Z 
H = 21'1', r ,r--,;- (56) 

zustande. Eine allgemeine Regel ffir die Beantwortung der bier auf
tretenden Frage zu fordern, wiirde physikalisch widersinnig sein; es gibt 
nur zwei Moglichkeiten, fUr den M>nkreten Fall zu einer Entscheidung 
zu gelangen: Man muB empirisch ermitteln, ob (55) oder (56) oder ein 
noch anderer Ausdruck das Richtige liefert; oder man konnte allenfalls 
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aus einer iibergeordneten Theorie (Quantene1ektrodynamik) durch Speziali
sierung aIlgemeiner GesetzmaBigkeiten zur eindeutigen Ableitung von H 
kommen. 

Tatsachlich fiihrt nun (55) - und nieht (56) - zu Folgerungen, 
die - bei Vemachlassigung der F einstruktur - der Erfahrung entsprechen. 

Erganzend sei noch auf eine wichtige Begriffsbildung hingewiesen. 
Bei einem durch die Matrizenp, q; H =H (p, q) beschriebenen quanten
mechanischen System gebe es eine gewisse Matrix A, welehe m$t p und 
mit q 'lJertausehbar isf: 

[p, A]= [q, A]~o. 
Da dann auch At mit p und q vertauschbar ist, konnen wir sogleich 

A =At voraussetzen; und man. kann dann erschlieBen (die Begriindung 
wird der Leser aus den spateren Betrachtungen zur Matrizenmathematik 
leicht selbst ersehen), daB dieses A sogar aJs eine Diagonalmatrix voraus
gesetzt werden kann. Wir stellen dann fest: Dieses A muB dann lauter 
gleiehe Diagonale1emente haben, also von der Form 

A = const I (58) 
sein. Andemfalls namlich wiirden sich Verhaltnisse ergeben, die dem 
physikalischen Sinn unserer Aufstellungen nicht angemessen waren. 
Denn in ieder Matrix F=F(p, q) miiBten (weil [F, A] = 0 ist) aIle 
diejeni~en Matrixelemente F (m, n) 'lJersehwinden, fUr we1che .A (m, m) 
+.A (n, n) ware. Das bedeutet aber offenbar, daB zwischen einem solehen 
Zustandspaar m, n iiberhaupt kein Obergang moglieh ware: Weder durch. 
Licht, noch beispielsweise durch ElektronenstoB konnte man unser 
Gebilde zu einem soleMn Obergang m ~ n veranlassen; die moglichen 
Zustande unseres Gebildes wiirden zer~aIlen in (mindestens) zwei 'lJoUig 
getrennte, niehtkombinierende T ermsysteme. 

Um das auszuschlieBen, erganzen wir unsere bisherigen Postulate 
durch ein weiteres Postulat.~ Die Matrizen p, q soUen so beseha/len sein, 
da{J aus (57) stets (58) lolgt. Die Mathematiker driicken diese Forderung 
dadurch aus, daB sie sagen: Das Matrizensystem p, fJ solI i"eduzibel sein. 

§ 2. Einfachste Anwendungen. 
I. Hannonischer Oszillator. Der harmonische Oszillator, charak

terisiert durch eine Energiefunktion 
pi "I " 

H = 2ii + Z-q2; "0 = 2:qfji' (1) 

fiihrt, wie wir in ·Zusammenfassung unserer friiheren Ergebnisse fest
stellen konnen, zu folgender Matrix q: 

o VI 0 0 0 

VI 0 1"2 0 0 

I~ V2 {3 (2) q =""in 2/Ho 0 0 0 

0 0 Y3 0 V4 
............................. 
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Dabei konnte man an jedem Element q (n, n + i) noch einen be
liebigen Phasenfaktor e' '1',. anbringen [und dann natiirlich e-' '1',. an 
q (n + I, n)] ; allgemein gibt es in unserer Theorie, wie man leicht iiberlegt, 
willkiirliche Phasenkonstanten in der Form, daB man in allen Matrizen a, 
die zu einem bestimmten quantenmechanischen System gehoren, die 
Matrixelemente a (m, n) durch 

a (m, n)' = a (m, n) e' ("m - 6,.) 

ersetzen kann. Das ist iibrigens wieder genau die kcrrespondenzmaBige 
Dbertragung der analogen Verhaltnisse in der klassischen Theorie. 

Der Impuls zu (2) ist 
0 {i 0 0 '0 

.uq=p= ! y2hvoP 
-Vi 0 V2 0 0 

6 -1"2 0 1"3 0 (3) 
0 0 -1"3 0 1"4 

•••••••• °0 •••••••••••••••••••• 

Man bestatigt leicht, daB mit (2), (3) in der Tat die Grundgleichungen 
unserer Theorie vollstandig erfiillt werden. Umgekehrt erfordert der 
Nachweis, daB unsere Postulate beim Beispiel des harmonischen Oszillators 
zwangsliiulig auf die Matrizen (2). (3) fiihren, noch einige Erganzungen 
zu den Oberlegungen von Abschnitt I, wenn man wirklich' keinerlei 
Liicke im Beweise lassen willi. 

Bilden wir aus (2), (3) die Ertergiematrix (I), so ergibt sich, daB 
der n-te Eigenwert von H gegeben ist durch 

1 
H (n, n) = n ·hvo+ 2'hvo. (4) 

Fiirspatere Zwecke sei noch hervorgehbben, daB statt der zwei 
hermitischen Matrizen q, peine nichthermitische Matrix b mit Vorteil 
benut~t werden kann: 

1 . 
b=.! h (p- 2nHopq), 

y 2 "'0 P-
I' 

bt ='Y2h'IJop- (p+2nivopq); (4') 

[bt , b] = - I; 

H = hvo' ~ (bt b + b btl = hvo b t b + h;o I. 

2. Drehimpuls. Den Drehimpuls IDl eines M assenpunktes mit den 
Koordinaten x, y, z und translatorischen Impulsen 'x, 'y, ,. definieren 
wir - wie in der kla:ssischen Theorie - durch 

9H=tX " 
d.h. 

!lRx = y ,.-z 'Y' 
9Hy= z , .. -;x',., 
9Hz = x ,y-Y'x' 

(5) 

1 Vgl. M. BORN u. P.-JORDAN: Elementare Quantenmechanik. Berlin 1930. 
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Diese drei Matrizen haben nun, wie man nach kurzer Rechnung aus 
den kanonischen Vertauschungsregeln ableitet, die Eigenschaft 

h 
[lJRr , lJRy ] = - 2 :rr, i IJR. , 

h 
[IDly, IJR.] = - 2:rr, i IJRr , (6) 

h 
[1Dl., IJRr ] = - 2 :rr, i lJRy • 

Wir finden hier wieder eine enge Korrespondenz zur klassischen 
Theorie: klassisch gelten namlich die analogen Beziehungen 

(9R r , 9Ry ) =-9R., 1 
(9Ry , 9R.) =-9Rr , 

(9R.. 9R r ) = - 9Ry , 

wenn wir mit (9R r , 9Ry) usw. wieder die PorssoNschen Klammersymbole 
bezeichnen. Und es hat seine tiefliegenden Griinde, daB Quanten
mechanik und klassische Mechanik gerade in diesen GesetzmaBigkeiten 
(6) und (7) genau, und nicht nur angenahert (asymptotisch) iiberein
stimmen - Griinde, deren volle Aufklarung sich allerdings erst aus 
tieferdringenden gruppentheoretischen Untersuchungen ergibt. Jedenfalls 
aber gilt (6) nicht nur fUr einen einzelnen Massenpunkt, sondem auch 
fUr ein System von Massenpunkten 1 . 

Es befinde sich ein Atom (oder Molekiil) im feldfreien Raum, in 
we1chem also aIle drei Drehimpulskomponenten zeitlich konstant sind: 

1JR=0. (8) 
Wenn dies Atom ein nichtentartetes System ware, so miiBten wir 

aus (8) schlieBen, daB aIle drei Matrizen IJR .. , lJRy , 1Dl. Diagonalmatrizen 
und folglich miteinander vertauschbar waren. Da das (6) widersprache, 
so sehen wir, daB unser System notwendigerweise entartet ist. Wir 
schreiben uns die Energiematrix H folgendermaBen auf: 

WI 

WI 
'W~"" 

H= 
W2 

·W;·· 

I Denn wenn !IJl[kJ der Drehimpuls des k-ten Massenpunktes ist, also 
!Ill = l:!IJlI:kJ der des Gesamtsystems, so wird z. B. 

[!Ill:' !Illy] = k [!IIl~kJ, !IIl~lJ] = k [!Dt~kJ, !IIl~kJ] = - ~ k !IIl~kJ = - ~ !Ill •• 
k. 1 k 2 :rr, l k 2 :rr, l 

Jordan, Quantentheorie. IO 
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Das soli so gemeint sein: H hat einen oder mehrere Eigenwerte, die 
gleich WI sind, und einen oder mehrere, die gleich W2 sind, usw. (Es 
soli W, =F W. ftir r =F s sein). Wir dtirfen und wolien annehmen, die 
Numerierung der Eigenwerte (Diagonalelemente) von H sei so getroffen, 
daB die tibereinstimmenden Eigenwerte immer wie in (9) zusammen· 
kommen. Die auBerhalb der Diagonale stehenden Matrixelemente von 
H - die samtlich gleich Null sind - haben wir in (9) gar nicht hin
geschrieben. Jedoch haben wir durch punktierte Linien die Matrix H 
in rechteckige Felder (sog. "Untermatrizen") geteilt: die Teilung ist 
symmetrisch in bezug auf die Diagonale der Matrix ausgefiihrt, so daB 
also langs der Diagonale eine Reihe von quadratischen Feldern aufeinander 
folgt. Unq wir haben es so eingerichtet, daB jedes dieser langs der 
Diagonale folgenden quadratischen Felder gerade einem der stationiiren 
Zustiinde unseres entarteten Systems entspricht: Dem Zustand mit der 
Energie WI entspricht beispielsweise das oberste dieser Felder. Wenn 
es gerade gl Eigenwerte WI gibt (man sagt auch: wenn WI ein gdacher 
Eigenwert ist) , so ist gl das statistische Gewicht des .Zustands mit der 
Energie WI: eine auBere Storung kann diesen Zustand in gl Zustande 
aufspalten. 

Wie sieht nun im Entartungsfall eine Matrix If aus, deren zeitliche 
Ableitung verschwindet: a = o? Wegen (53), § 1, 3 ist die Antwort offen
bar diese: 

a= (10) 

Das ist so zu verstehen: Wir teilen die Matrix a durch punktierte 
Linien in rechteckige Felder, und zwar in derselben Weise wie die Matrix H 
in (9). Die quadratischen Felder langs der Diagonale enthalten dann 
je eine "Untermatrix", deren r-te wir in (10) mit a(') bezeichnet haben: 
es ist eine Matrix mit g, Zeilen und Spalten, wenn g, die Vielfachheit 
(statistisch~s Gewicht) von W, ist. Die Felder aufJerhalb der Diagonal
reihe durten nur Nullen enthalten: das ist notwendige und hinreichende 
Bedingung daftir, daB a= 0 ist. Dabei konnen also'iidie Untermatrizen 
a(') noch ganz beliebig aussehen. - Diese Kennzeichnung der mit H ver
tauschbaren Matrizen entspricht offenbar ganz den am Ende von § 1 

gemachten Bemerkungen tiber die mit A vertauschbaren Matrizen F. 
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Dies ist nun anzuwenden auf die drei konstanten Drehimpuls
komponenten: jede der Matrizen !m", !my, !m. muB die Form (10) haben; 
und wir wollen zur genaueren Betrachtung drei zusammengehorende 
Untermatrizen !m~), !m~), !m!') herausgreifen, wobei wir der Bequemlicl1-
keit balber die Bezeichnungen 

!m(')-~ . !m(')-~ . !m(')=~m % - 2 n m%, y - 2 n my, z 2 n ' (II) 
einfiihren. 

Unser System 5011 nun aufJer der durch die Konstanz !m = 0 des 
Drebimpulses notwendig gemachten Entartung keine weitere Entartung 
zeigen; mit der in § I eingefiihrten Bezeicbnungsweise bedeutet das 
offenbar: das Matrizensystem m., my, m. 5011 irreduzibel sein. 

Also stehen wir vor der Aufgabe, aile irreduziblen hermitischen 
Matrizensysteme m%, my, m. zu bestimmen, welche die Eigenscha/t 

haben. 

[m%, my]=imz , 

[my, m.]=im., 
[m .. m%] =imy 

(12) 

Man siebt zunachst folgendes: Wenn wir vermittelst einer Matrix V, 
die eine Reziproke U-l besitztl, aus drei Matrizen m%, my, m., die (12) 
erfiillen, die neuen Matrizen 

m~ = Um. U-l; m~ = Umy V-l; m~ = V mz V-l (13) 

bilden, so erfiillen auch die m~, m~, m: die Bedingungen (12). Und wenn 
ferner V die Eigenschaft 

U-l= ut (14) 
hat, ~o sind zugleich mit den m", my, mz auch die m~, m~, m~ hermitisch. 
Eine soIche Matrix U mit der Eigenschaft (14) nennt man "unitiir"; 
und man sagt, daB m' in (13) durch eine unitiire Trans/ormation aus m 
hervorgeht. 

Nun bekommt man, wie leicht zu seben, folgendermaBen stets eine 
Losung des gestellten Problems: Wir betrachten Matrizen von einem 
(beliebigen) ,Grade g; die durch g = 2 i + I definierte Zabl i ist dann 
entweder ganzzahlig oder halbzahlig. Wir setzen: 

m. = Diagonalmatrix mit den g Eigenwerten 

m=-i, -i+ I, ... , i-I, i· } (IS) 

Wir benutzen jetzt zweckmaBigerweise den Wert m als Zeilen- und 
Spaltenindex unserer Matrizen; wir konnen dann also (IS) auch so 
ausdriicken: m.(m, m')=m·bmm,. Die beiden anderen Matrizen my, mz 

fassen wir zu 

1-'= m .. +imy; I-'t = m .. -imy 
zusammen; wir setzen 

1 Die Definition der Reziproken U-l ist: U U-l = U-l U = I. 

10· 

(16) 
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p,(m+ I, m) =V1'U+I)-m(m+ I); 
p,(m',m)=o, wenn m'-m+I. 

Damit ist fUr jeden Grad g = 2i + I eine Losung des gestellte'n 
Problems beschrieben. Die vier einfachsten Beispiele sind: 

i=o: mz = (0); 

. 1 1 __ · 
- 2' ( 

1 ) 
-- 0 

m.= 2 I; 

0+"2 

(-I 0 0) 
m.= 0 0 0 ; 

001 (IS) 

_2- 0 0 

~} 
0 0 0 0 

2 
1 V3 

i-~' 
0-- 0 0 0 0 

2 
- 2' m z= 1 1-'= 

0 0 - 0 2 0 0 
2 

0 0 0 0 0 1"3 0 2 

Durch unWi.re Transformation kann man aus (16), (17) also weitere 
Losungen ableiten; und eine genauere Untersuchung ergibt leicht, daB 
damit dann aile Losungen des gestellten Problems gefunden sindl. 

Berechnen wir die Matrix 

so bekommen wir: 

m2 = m~+ m~+ m: 
=I't 1'+ m. (m. + I), 

(19) 

(20) 
Mit diesen Ergebnissen sind nun die Grundziige der ganzen Quanten

theorie des Drehimpulses - wie wir sie in Kapitel 2 schon groBenteils 
korrespondenzmaBig erspiiren konnten - als notwendige Folgerungen 
der exakten Quantenniechanik erwiesen. 

Betrachten wir zunachst den Fall, daB unser Atom oder Molekiil 
einem aIle Entartungen aufhebenden, richtungsquantelnden iiuf3eren 
Felde ausgesetzt ist, dessen Richtung parallel zur z-Achse sei. Es bleibt 
also 9R.=0, und folglich muB 

!JR. = Diagonalmatrix (21) 
sein. Die Eigenwerte von !JR. sind uns aber durch die "ben gemachten 
Feststellungen im wesentlichen bekannt: sie sind gleich m· hJ2:r&, wobei 
die "magnetische Quantenzahl" m entweder ganzzahlig oder halbzahlig 
ist. Empirisch kommt ja in der Tat beides vor;·daB bei ein und demselben 

1 Zum Beweis vgl. M. BORN U. P. JORDAN: Elementare Quantenmechanik, 
§ 27. Berlin 1930. 
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System entweder alle Werte m ganz oder aber alle Werte m halbzahlig 
sind, werden wir sogleich noch begriinden. 

Nunmehr wollen wir das auBere Feld als schwach annehmen, und 
sogar den Grenziibergang zu verschwindender Feldstarke machen. In 
diesem Grenzfall nehmen dann die drei Matrizen (bis auf willkiirlich 
bleibende Phasenkonstanten) genau das Aussehen an, das wir oben 
ausfiihrlich beschrieben haben. Es ergibt sich also, daB der quadrierte 
Gesamtdrehimpuls 9)l2 die Eigenwerte 1(1+ I) ·h2/4n2 hat, wobei die 
Vielfachheit (das statistische Gewicht) gleich g= 21 + Iist, indem zu 
gegebenem i die Werte m=-1, -i+I, ... , i-I, i gehOren. 

Endlich bekommen wir auch leicht die schon korrespondenzmaBig 
erschlossenen und empirisch bewahrten A uswahlregeln. Es seien X, Y, Z 
die Komponenten des Dipolmomentes unseres Atoms oder Molekiils; 
und wir schreiben 

Il=X+iY. (22) 
Dann erhalt man aus (5) leicht die Vertauschungsregeln 

pm" Z] = 0, I 
. h 
[!m" ll] = - II. 

2:71; 

Die erste dieser beiden Gleichungen bedeutet,. daB die linear polari
sierten Strahlungen, deren Intensitaten durch die Matrixelemente von Z 
gegeben sind, mit Dbergangen ohne A'nderung der magnetischen Quanten
zahl geschehen: 

L1 m = 0 fiir linear polarisierte Kugelwclle. (24) 
Die zweite Gleichung (23) laBt erkennen, daB es auBerdem zirkular 

polarisierte Dipol-Kugelwellenstrahlimg gibt, zu welcher eine A"nderung 
von m um ± I gehOrt: 

L1 m= ± I fiir zirkular polarisierte Kugelwelle. (25) 

Da iibrigens, wie leicht zu ersehen, auch fiir jede sonstige Dbergangs
wahrscheinlichkeit (Quadrupolstrahlung, . StoBe) die Anderungvon m 
immer nur ganzzahlig sein kann, so isf das Auftreten von halben und 
ganzen m nebeneinander an ein und d.emselben System ausgeschlossen; 
es wiirden andernfalls zwei riichtkombinierende Termsysteme vorliegen, 
unter Verletzung der Irreduzibilitatsforderung. 

Kurz sei erwahnt, daB die besprochenen Resultate auch die Aus
wahlregel der inneren Quantenzahl: 

L1 1 = { ~ I , (26) 

leicht abzUlesen gestatten1. Ferner ist zu zeigen, daB der durch (5) 
definierte Drehimpuls eines Massenpunktes stets nur ganzzahlige i, m 
besitzt. Man kann deshalb das Elektron, welches empirisch stets einen 

1 Hierzu und zum folgenden vgl. wiederum das erwahnte Buch von 
M. BORN und P. JORDAN. 
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halbzahligen Drehimpuls besitzt, nicht als M assenpunkt im gewohnlichen 
Sinne betrachten, sondem muB ibm auBer den Koordinaten und Impulsen 
x, y, z;,." ,," ,. noch ein besonderes zusatzliches Eigenmoment ("Spin
moment") zuschreiben; vgl. dazu die Erwagungen in Kapitel2, § 4,4. 
Der Gesamtdrehimpuls eines Elektrons ist dann also 

g=t X ,+ 2hn i; (27) 

dabei sind i." i y, i. drei Matrizen, die mit allen x, y, z; '." ,y, ,. ver
tauschbar sind, und fiir sich allein die Relationen 

[i." i,,] =ii., I 
[iy, iJ =~i." 
[i., i.,] =si" 

(2S) 

erfiillen. AuBerdem ist, als Ausdruck der Tatsache, daB i. nur die 

E· I bes· 1genwerte ±"2 Itzt: 
I 

i:=i~=i:= -I. 
4 

Wenden wir auf i dieselben Oberlegungen an, die wir oben fiir • 
durchfiihrten, so sehen wir, daB je drei einander entsprechende Unter-. 
matrizen aus i." i y, i. nach der zweiten Zelle von (IS) das Aussehen 

as = 2. (0 
2 I 

haben miissen. 

~); 0: -- • I ( ° i) 
,,- 2 -i ° I a = 2.(-1 0) 

• 2 ° I 

§ 3. Die wellenmechanischen Eigenfunktionen. 

(30) 

I. Orthogonalitat und Vollstindigkeit. 'Wir nehmennun auch jene 
Untersuchungen wieder auf, die uns friiher zur SCHROMNGER-Gleichung 
fiihrten; wir haben jetzt die Bedeutung dieser fundamentalen Gleichung 
zu klaren, indem wir ibre Eigenschaften eingehend untersuchen. Es 
wurde schon friiher festgestellt, daB die physika.liSche Deutung und 
Handhabung der SCHRODINGER-Gleichung keineswegs eine unmittelbare 
klare und sichere ist - daB vielmehr geradezu eine Versuchung zu 
irrigen Interpretationen in ihr liegt. Aber gerade der "quasiklassische" 
Charakter der SCHRODINGER-Gleichung, gerade die Tatsache, daB sie 
nur kontinuierliche GraBen und Yorgiinge zu beschreiben scheint, 
bedingt, daB ihre Verwendung und Deutung nicht ·eine unmittelbare 
- wie in klassischen Theorien - sein kann; daB vielmehr nur eine 
korrespondenzmii/3ige Deutung und Anwendung moglich ist. Wie aber 
diese vom Korrespondenzprinzip geleitete physikalische Interpretation 
der SCHRODINGER-Gleichung zu vollziehen ist, das erkennen wir am 
leichtesten - und in einer jeden Zweifel ausschlieBenden Sicherheit -
wenn wir zunachst die mathematischen Beziehungen der SCHRODINGER
Gleichung zurn Matrizenformulismus der aus dem Korrespondenzprinzip 
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entwickelten Quantenmechanik klaren, urn dann in engster Anlehnung 
an die Quantenmechanik den physikalischen Inhalt der SCHRODINGER
Gleichung entwickeln zu konnen. 

Wir betrachten als einfachsten Fall die eindimensiorlale Bewegung 
eines Massenpunktes, der auf ein endliches Intervall der x-Achse - etwa 
von x = 0 bis x = 1 - beschr1i.nkt ist. Entsprechend den friiheren 
Bemerkungen ist also die SCHRODINGERSche Amplitude lP(x) gleich Null 
zu set zen an den Enden des Intervalls: 

1P(0) =1P(1) =0. (I) 

1m Intervall 0<X<1 genugt lP(x) der SCHRODINGER-Gleichung 
hI dl rp 

--8 I -d I + IU(x)-W)IP=o. (2) n p, x 

Das mit (I) und (2) formulierte mathematische Problem besitzt stets 
eine diskrete unendliche Reihe von Eigenwerten Wo, Wi, W 2, ••• ; d. h. 
also, es gibt zu jedem· W = W .. eine zugehorige Eigenfunktion IP .. : 

h2 d2 rp.. ) 1P .. (0) =1P .. (1) =0, --8 t -d 2 + IU(x)-W .. 1P .. =0, n p x 

wobei also IP .. (x) nicht etwa identisch gleich Null ist. Aber fur jeden 
anderen Wert W sind die Bedingungen (1), (2) nur durch lP(x) = 0 zu 
erfiillen. Ein Eigenwert W .. wird dann als "einfach" bezeichnet, wenn 
die gemaB (3) zu ihm gehOrende Eigenfunktion IP .. (x) bis auf einen 
konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist. Vorlaufig denken wir nur an 
"einfache" Eigenwerte. 

Wir konnen uns die Eigenfunktionen 1P .. (x) des Problems (1), (2) als 
reell vorsteUen; aber da wir spaterhin notwendigerweise auch mit kom
plexen Eigenfunktionen zu rechnen haben, so wollen wir im nachfolgenden 
einige Eigenschaften der IP .. (x) so aussprecben, wie sie auch fUr die 
Falle komplexer Eigenfunktionen gelten. Solange IP.. reell ist, ist die 
komple~ Konfugierte IP: mit IP .. selbst identisch: IP: = IP .. , und fUr diesen 
Spezialfall ist es einerlei, ob in den folgenden Relationen IP.. oder IP: 
geschrieben wird. 

Wir betrachten zwei verschied~ne Eigenwerte W .. , W"" und behaupten, 
daB die zugehOrigen Eigenfunktionen die Eigenschaft 

1 

f 1P:'(x)IP .. (x)dx=o (n=!= m) (4) 
o 

haben. Man nennt diese Eigenschaft die Orthogonalitat der Eigen
funktionen. (Eigentlich richtiger "U nitaritdt" .) 

Zum Beweis von (4) beachte man, daB IP .. der Gleichung (3), und 
rp:' der Gleichung 

hI d2 rp! • 
- 8nDp, dx2 + IU(x)-W",) 1P",=0 (5) 



152 Quanten~ und W~l1enmechanik. 

geniigt: Multiplikatjon von (3) mit 11':' und von (5) .mit 11'". und Sub
traktion .der so gewonnenen zwei Gleichungen ergibt: 

h2 (d2rp d2rp*) 
- 8:n;2p. IP~ dx2" -11' .. dx: = (W"-W,,,) IP~IP'" (6) 

Integrieren wir dies von x=o bis X=I. so .kommt links Null heraus: 
1 

f dx (IP:'IP~~ -:-lPnlP:':*) 
o 

1 

= f dx (11':' IP~ -11' .. 11'::)' = (IP:'IP~ -11' .. lP:.n I~ 
o 

ist Null wegen der Rimdbedingung (1). Also muB auch die rechte Seite (6) 
bei Integration Null ergeben. so daB (4) bewiesell ist. 

Man kann hiemach iibrigens folgendes zeigen: Die zum kleinsten 
Eigenwert W 0 gehorende Eigenfunktion 11'0 verschwindet nur an den Inter
vallenden X= 0; X= 1. Dagegen hat.wenn die W .. der Grope naoh geord
net sind. 11' .. genau n Nullstellen ("Knoten") im Inneren des Intervalls. 

Man nennt IPn (x) "normiert". wenn 
1 1 

f 11': (x) lP(x)dx= f!IP(X)!2dx= I -(7) 
o 0 

ist. Durch Multiplikation mit einem geeigneten konstanten Faktor kann 
man aus einer nichtnormiertenEigenfunktion eine norinierte machen. 
Inder normierten Eigenfunktion bleibt ein (komplexer). Faktor vom 
Absolutbetrage rwillkiirlich. Kiinftig setzen wir die IPn stets als normiert 
voraus; wir konnen dann (4) vervollstandigen zu der Relation: 

1 

f 11'::' (x) 1P,,(x)dx=~m .. ' (8) 
o 

Nunmehr ist es notig. der Feststellung. daB es unendlich viele Eigen
werte und EigenfunktioneIi Wn. fP .. gibt. einenpraziseren Inhalt zu geben. 
Wiirden wir eiI'len det Eigenwerte W" auslassen. so blieben ja immer 
noch unendlich viele zuriick; wit suchen nunnach einer charakteristischen 
Eigenschaft.welche nur dem vollzahligen System aller Eigenfunktionen 
zukommt. 

Dazu denken WiT zunachst .an das einfachste Beispiel. namlich die 
kraftefreie Bewegung zwischen den rdlektierenden Intervallenden x = o. 
x = 1. Fiir diesen Spezialfall U (x) = 0 wird offenbar 

n 2 h2 
Wn =8"JL; n=I.2.3. ...• 11' .. (x) = V2sin(nnx). (9) 

Die Orthogonalitat dieser IPn ist mi.tiirlich auch direktzu bestatigen; 
und auch die Normierung stimmt offenbar. da 

ist. 

1 

J sin(mnx)sin(nnx)dx= ~ 6mn 
o 
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Bekannterweise hat nun dieses spezielle "Orthogonalsystem" (9) 
falgende Eigenschaften: Man kann jede "verniinftige" Funktion f (x) 
der Eigenschaften f (a) = f (I) = a in eine Reihe nach diesen fIIn (x) ent
wickeln: 

00 

I(x) =.I am V2sin(mnx). (10) 
m=1 

Wir sagen. kurz: jede "verniinftige". Funktian, weil es uns auf die 
genaue mathematische Abgrenzung hier nicht ankammt: jedenfalls ist 
jede van x = a bis x =T I stetige und stetig· differenzierbare Funktian 
(die der Randbedingung f (a) = f (I) = 0 geniigt) durch eine saIche Reihe 
(Ia) darstellbar. 

N unmehr sei ein beliebiges Orthogonalsystem fII .. (x) - wabei alsa (8) 
gilt, und ferner fIIn (a) = fII .. (I) = a ist - betrachtet. Wenn dieses Ortha
ganalsystem nun gleichfalls die Eigenschaften hat, daB jede "verniinftige" 
die Randbedingungen erfullende Funktian f (x) durch eine Reihe 

00 

f(x) =.I a .. fII .. (x) (II) 
.. =1 

darstellbar ist, dann ilennen wir das Orthaganalsystem ein "vollstiindiges" 
Orthogonalsystem. Offensichtlich hiM jedes vallstandige Orthaganal
system auf, in diesem Sinne "vallstandig" zu sein, sabald man eine 
einzige der Funktianen fIIn auslii/3t. Wenn aber die Darstellung (II) 
moglich ist, dann kann man die Entwicklungskaeffizienten am sagleich 
angeben: Man multipliziere (II) beiderseits mit fII~ und integriere dann; 
wenn man rechts (8) anwendet, bekamI'nt man 

1 J fII! (x)f(x)dx=.I an t5mn =am • 
o .. 

Ferner erkennt manl 
1 r jf(x) !2dx=.I !am j2. 
b· m 

(12) 

Nunmehr konnen wir unsere fruhere Aussage, daB es im Prablem 
(I), (2) unendlich viele Eigenwerte und Eigenfunktianen gibt, verschiirfen 
zu der Aussage: Die Eigenfunktionen fII .. dieses Problems bilden ein "voll
stiindiges" Orthogonalsystem 2. 

Fur alle diese Uberlegungen ist es naturlich unwesentlich, daB das 
Intervall, in weIchem der Massenpunkt sich bewegen kann, gerade das 

1 Die exakte Definition des oben erHi.uterten Begriffs der Vollstandigkeit 
bekommt man so: Es sei f(x) eine beliebige stetige Funktion, und es 
werde an nach (12) berechnet. Wenn unter diesen Voraussetzungen stets 
(13) erfiillt ist, nennen wir das Orthogonalsystem vollstiindig. - Aus (13) 
ist dann die Entwickelbarkeit (II) zu folgern, aber nicht fiir jede stetige 
Funktion f(x), sondern nur unter zusii.tzlichen Voraussetzungen. 

2 Betreffs des mathematischen Beweises vgl. etwa COURANT-HILBERT, 

Methoden der mathematischen Physik. Berlin 1924. 
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Intervall von X= 0 bis X= list. Ja, wir konnen sogar die Beschrankung 
auf ein endliches Intervall ganz aufgeben, wenn wir nur voraussetzen, 
daB die potentielle Energie U (x) im Limes x -+ CXl und x -+ - ex> un-
endlick grop wird, wie z. B. beim harmonischen Oszillator U (x) = ~ ",. X2, 

oder wie z. B. U(x)= ~ ",2 X2+ 1X x3+px' (mit p>o). Klassisch wiirde 

die gemachte Voraussetzung ja bedeuten, daB fur 1'eden Energiewerl die 
Bewegung des Massenpunktes eine periodiscke ist. Fiir die SCHRODINGER
Gleichung bewirkt diese Voraussetzung, daB alle unsere Feststellungen 
sinngemaB in Kraft bleiben; an die Stelle der Randbedingung 91,,(0)= 
=11' .. (I) = 0 tritt die Bedingung, daB 91 .. (x) fUr x -+ <Xl und x -+ - <Xl so 
stark zu Null geht, dap aas Integral uber 191 .. 11 existierl - und dann 
gleich I gemacht werden kana (Normierungl): 

+'" f I 91 .. (x) Ildx= I. 

Der Fall eines endlichen Intervalles x=o, X=1 ist in dem jetzt 
beschriebenen allgemeineren Falle iibrigens mit enthalten: Wir konnen 
uns vorstellen, daB fUr x> lund fiir x < 0 stets U (x) = <Xl, 91 (x) = 0 ist. 

Danach sind wir vorbereitet, an die physikalische Deutung der 
SCHRODlNGERSChen Eigenfunktionen heranzugehen. Wir hatten schon 
friiher die Dberzeugung gewonnen, daB die Eigenwerte W.. zu identi
fizieren seien mit den exakten quantenmeckaniscken Energiewerten des 
fraglichen mechanischen Problems; und wir konnen jetzt eine ent
scheidende Probe auf die Richtigkeit dieser Dberzeugung - und iiber
haupt auf den Wert und Erfolg unserer ganzen bisherigen Arbeit machen. 
Denn wir haben ja inzwischen eine andere, ganz unabhangige MethOde 
zur Festlegung der quantenmechanischen Energiestufen kennen gelemt: 
es erhebt sich die Frage, ob beide M etkoden zum gleicken Ergebnis /ukren. 

Der Aquivalenzbeweis beider Methoden ist von SCHRODINGER gefiihrt 
worden. (Unabhangig auch von C. ECKART und von W. PAULI.) Seine 
Durchfiihrung gibt Gelegenheit, auch die Beziehung der Eigenfunktionen 
91.. zu den Matrizen der Quantenmechanik klarzustellen. 

2. Aquivalenzbeweis. Wir behaupten, daB wir, wenn das SCHRO' 
DlNGERSChe Problem vollstandig gelOst ist, sofort auch die Losung des 
entsprechenden quantenmechanischen Problems in Handen haben. Wit 
konnen namlich aus den (nonnierten) Eigenfunktionen 91 .. die M atrizell 
g = (qm .. ), P = (Pm,,) unseres quantenmechartischen Problems folgender· 
maBen be~echnen: 

+CD 
gm .. = f 91:' (q) .q'!p .. (q) ·dq, (a) 

-CD 
(14] +CD 

Pm .. = J 91:' (q). 2: i d~q(q) ·dq. (b) 
-00 
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Wir haben der Obersichtlichkeit halber die im vorigen Abschnitt ge
brauchte Variable x jetzt durch q ersetzt. 

Den Beweis fiihren wir in mehreren Schritten. Erstens zeigen wir: 
Wenn wir tatsachlich q, p durch (I4) definieren, dann ist die kanonische 
Vertauschungsregel 

erfiillt. 

h 
pq-qp . 2nil (IS) 

Zum Beweise brauch~nwir, natiirlich wesentlich die Relationen 
+CD 

f ep!ep .. dq= 6 ..... ; (I6) 
-ao 

auBerdem aber auch die VoUstiindigkeit der Orthogonalfunktionen ep .. (q). 
Wir berechnen nach (14 b) die Matrix p q: 

+ao 

(p q) ..... = 2 P ... " q"" = 2: i f ep! ~ 2 ep" q"" ·dq. 
" - CD Ie 

Nun ist qep .. (q) in eine Reihe nach den epk (q) entwickelbar, und diese 
lautet nach (I2) wegen (L+a): 

+ CD . 

q ep .. (q) = .I rp.t (q) J ep~ (q) q ep .. (q) dq = .I ip" (q) (lk .. · (17) 
k -ao " 

Also wird 
+CD 

(pq) ... ,, = 2:i f ep:-#q-qep"'dq. (IS) 
-a> 

Ebenso berechnen wir 
+ao 

(qp) ... n = .I q,." P"" = f ep! q.I ep" P""'dq; 
" - ao " 

da 

2! i ep~ (q) = 2 P"" ep" (q) (19) 

" ist, wird also 
+a> 

(qp) ..... = :2!i f ep:' q1-q ep .. dq. (20) 
-a> 

Also ist nach (IS), (20): 
+ao 

(pq-qp) ..... = 2!i f ep:{-~ qep .. -q~ rp,,} dq 
-QC) 

+ao 

h f * d h ,. = 2ni ep ... ep.. q= aT Umn , 

- ao 
womit (IS) bewiesen ist. 
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Zweitens zeigen wir jetzt: Wenn wit tatsachlith q, p durch (14) 
definieren, dann ergibt sich fur die beiden Matrizen U (q) und pI: 

+00 
D (q)m" = J «p!.. U (q) .«p .. ·dq, 

-00 
(21) 

-00 

Der Beweis hierfur ergibt sich wieder nach der soeben angewandten 
Methode. Es wird ja nach (14b) und (19): 

+00 

(p2)m .. = ,2PmllP"" = f «p! 2 ~ i * 2«pIIP"" 
k k 

+00 (22) 

= f «p! ( 2 ~ i ) I ~;;- • dq, 

womit die zweite Gleichung (21) bewiesen ist. 
Zum Beweis der ersten Gleichung (21) brauchen wir nur den Nach

weis, daB jedenfalls fUr den Fall einer Potenz D (q) = qr die Behauptung 
richtig ist; sie gilt dann auch fur eine Pojenzreike U(q)=.Icrqr, also 

r 

fur iedes D(q). Den gewunschten Nachweis fuhren wiT durch Induktion: 
wenn die Behauptung fUr den Fall U(q) = qr richtig ist, dann auch fUr 
D (q) = qr +1. Denn es wird dann ja auch nach (14a) und (17): 

+00 +00 
(qr+l)m .. =.I (qr)mk q"" = f «p!. tf .Iq;" q"" ·dq= J «p!t .qq; .. ·dq; 

k -a>. k -00 . 
damit ist der Beweis beendet. 

Wir &chen nun q,riUens: Die nach (14) konstruierten Matrizen q, p 
haben neben der Eigenschaft (15) auch die Eigenschaft 

B (p, q) = :; + D(q) = Diagonalmatrix. (23) 

Denn nach (21) wird ja 
+00 

H m" = J q;! { 8 :It:: ~; .. + U (q) q; .. } dq 

+00 
= J «p!W .. «p"dq= W"l5m,,· 

-00 

Also sind diese Matrizen (14) tatsachlich die Losung des quantenmecha
nischen Problems, zwei Matrizen p, q mit den Eigenschaften (15) und (23) 
zu finden, und zwar ergeben sich die Eigenwerte der Energiematrix 
H(p, q) tatsachlich als identisch mit den Eigenwerten W" der SCHRO
DINGER-Gleichung. 

Diese Aquivalenz der beiden so verschiedenartigen Methoden hat 
uns die physikalische Bedeutung der SCHRODINGERSchen Eigenfunktionen 
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rp,. insoweiterkennen lassen, daB wir ihre Verwendung zur Berechnung 
der Ubergangswahrscheinlichkeiten nunmehr ubersehen: Wir gewinnen ja 
nach (14) aus den rp .. die die Dbergangswahrscheirilichkeiten festlegenden 
M atrixelemente. 

Aber wir k6nnen auch nach einer anderen Seite hin die physikalische 
B~deutung der rp" jetzt prazisieren. Die obere Gleichung (21) gilt fur 
iede Funktion U (q), z. B. auch fur eine solche, die nur in einem engen 
Intervall q, q+,dq von Null verschieden - etwa gleich 1 - ist. Das 
Diagonalelement U(q)",. von U(q) gibt aber den zum n-ten Zustand 
gehOrenden Zeitmittelwert von. U(q), und nach (14) hat es bei schmalem 
Llq (unter den eben ausgesprochenen Voraussetzungen den Wert 

+00 
flrp .. (q)12 U (q)dq = Irp,. (q)12. Ll q. (25) 

-00 

Das fiihrt uns zu folgender physikalischer Deutung von rp .. (q) : 
Die Grope jrp .. (q)j2.,d q ist die Wahrscheinlichkeit daliir, dap eine 

Messung der Koordinateq (mit dem ny-Mikroskop") an einem vorher 
im n-ten Quantenzustand belindlic'ken System einen ins I ntervall q, q +,d q 
lallenden Wert ergibt. Die N ormierung 

+00 
flrp .. (q)j 2 dq = 1 (25 a) 

entspricht hierbei der Tatsache, daB die Wahrscheinlichkeit, irgendeinen 
Wert q innerhalb des ganzen Intervalles von -co his + co zu finden, 
naturlich gleich 1 ist. 

Bei aperiodischen Bewegungen- ist ubrigens diese Normierung (25a) 
nicht mehr durchfuhrbar. So insbesondere bei der kriiltelreien Bewegung 
im offenen, unbegrenzten Raume, zu welcher die Eigenfunktionen 

2,,; 
-IH 

rp (x, y, z) = const e " 

gehOren (vgl. § 5, Kapitel 2). Wir werden aber auch in diesem Fall 
Irp(x, y, Z)12 dy dx dz als proportional ansehen mit der Wahrscheinlichkeit 
dafur, daB bei Anwendung eines y-Strahlmikroskops der (vorher einen 
Impuls .\J besitzende) Massenpunkt sich in dem bei x, y, z gelegenen 
Volumstuck dx dy dz findet. In diesem Zusammenhange wird nun 
er~ennbar, weshalb hier gerade die komplexe Exponentialfunktion '(und 
nicht ein reeller Sinus) als Eigenfunktion auftritt: wir bekommen gerade 
aus der komplexen Exponentialfunktion I rp (x, y, z) 12 = const, unab
hangig von x, y, z, also eine vollkommen gleichmaBige, ortsunabhangige 
Verteilung der Wahrscheinlichkeit. 

3. Operatoren und Matrizen. Eine vollstandigere und ubersichtlichere 
Erfassung der Zusaminenhange von SCHRODINGERSchen Eigenfunktionen 
und quantenmechanischen Matrizen ergibt sich aus folgenden Be
trachtungen. 
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Die Differentiation d/dq ist ein Beispiel fUr einen allgemeineren BegriffJ 

fUr den man den Namen "lineare OPeratoren" eingefUhrt hat. Die Diffe
rentiation hat ja die Eigenschaft 

d d d 
dq It (q) + g (q)} = dq f(q) + dq g(q); (26) 

diese1ben Eigenschaften hat aber auch z. B. die wiederholte Differentiation 
d"'/dq'" J und dieselbe Eigenschaft hat auch die Multiplikation mit q 
(nach dem "distributiven Gesetz"): 

q { f (q) + g (q) } = q f (q) + q g (q) . (27) 
Ganz allgemein bezeichnen wir als linearen Operator eine Rechenvor

schriftJ die aus jeder Funktion f (q) eine neue Funktion - nennen wir sie 
Rf(q) - hervorgehen HiBt, wobei die Beziehung 

R (f(q) + g(q)} =Rf(q) +Rg(q) (28) 
besteht. 

Wird nun auf die Funktion Rf (q) nochmals ein neuer Operator T 
angewandt, so entsteht eine Funktion T Rf (q), und man pflegt den 
dritten Operator, dessen Anwendung darin besteht, daB erst R und dann 
noch T angewandt wird, als das "Produkt" T R zu bezeichnen. Man kann 
also Operatoren multiplizieren, und man kann sie auch addieren: mit 
(f[' +R)f(q) ist natiirlich Tf(q) + Rf(q) gemeint. 

Man kann also mit den Operatoren "rechnen", in ganz ahnlicher 
Weise, wie mit den Matrizen; und einige einfache Uberlegungen zeigen 
sogar, daB die Rechengesetze hier genau dieselben wie bei den Matrizen 
sind: insbesondere gilt das assoziative Gesetz der Multiplikation 
S (T R) = (S T) R; aber das kommutative Gesetz S T = T S gilt im 
allgemeinen niche. 

Nehmen wir gleich als Beispiel die in (26), (27) betrachteten Ope
ratoren: Es wird ja fur jede Funktion f(q) stets 

(~ q-q ~) f(q)=f(q), (29) 

was wir durch die Operatorgleichung 
d d 
dq.q-q dq =I 

ausdriicken k6nnen, wobei wir mit der I rechts den "Einheitsoperator" 
(= Multiplikation mit der Zahl 1) meinen. 

Wir wollen aber der Deutlichkeit halber den Operator "Multipli
kation mit q" jetzt durch Q bezeichnen; ferner gebrauchen wir die 
Bezeichnung P fUr h/2ni·d/dq. Aus (30) bekommen wir dann 

PQ-QP= 2:i 1. (3I ) 

Also die Operatoren P, Q erfUllen die kanonische Vertauschungsregel, 
und da ferner, wie wir schon betonten, die Rechengesetze der Operatoren 
genau denen der Matrizen entsprechen, so besteht eine Yollstandige 
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"Isomorphie" zwischen den Operatoren P, Q und den Matrizen p, g. 
Dies spricht sich in folgendem Satz aus: 

Eine beliebige Matrix 
F= F(p, g) 

kanft folgendermafJen konstruiert werden: 
+'" 

.Flp, q)m,.= f rp':nF(P, Q) rp,.·dq. 

Das ist naturlich so gemeint: Der Operator F(P, Q) solI aus den P, Q 
in genau gleicher Weise aufgebaut werden (durch nichtkommutative 
Multiplikationen und durch Additionen), wie F(p, g) aus p, g aufgebaut 
wird. Dieser Operator F (P, Q) soli dann im Integral rechts auf die 
Funktion rp,. (q) angewandt werden. 

Zum Beweise ist nur zu zeigen: wenn die Behauptung fUr zwei Funk
tionen FI> F2 richtig ist, dann ist sie auch fUr FI +.F2 und fur FI F2 
richtig. Die Summe FI +.F2 erledigt sich in trivialer Weise; das Produkt 
FI F2 erledigt sich ebenso, wie in den vier spezielien Beispielen des 
vorigen Abschnitts. 

Diese Dberlegungen lassen sich sofort ubertragen auf· Systeme von 
beliebig vielen Freiheitsgraden. Den die kanonischen Vertauschungsregeln 

h 
[Pk, pll = [gk, gil = 0, [Pk, gil = 2n i I 15k I (34) 

etiUllenden Matrizen Pk, q k entsprechen die auf Funktionen f (qI' q2' ... ) 
der Zahlvariablen ql' q2 ... anzuwendenden Operatoren 

It c P--k - 2ni oqk' 

die ebenfalls den kanonischen Vertauschungsregeln genugen: 
h 

[Pk' Ql] = 2ni 15kl ·r. 

Eine Matrix F(Pl>P2' ... ; ql> Q2' ... ) berechnet sich aus den Eigen-
funktionen rp,. (ql' q2' ... ) gemaB 

F(PI,P2' ... ; Ql> Q2' ... J I 
+'" +'" (37) 1· . __ £ rp':nF (PI' P2, ••. ; QI' Q2' .•. ) rp,.' dql dq2' ... 

Die dem Problem zugeordnete SCHRODINGER-Gleichung aber lautet: 

IH(PI , P2, ••. ; QI' Q2' •• • )-W,.) rp,.=o. (38) 
Diese Feststeliung (38) gibt uns eine wesentlich erweiterte An

wendungsmoglichkeit fUr die SCHRODINGERSche Gleichung. Wir hatten 
ja friiher die SCHRODINGER-Gleichung nur fur den Fall eines einzelnen 
Massenpunktes aufgestelit. der sich unter dem EinfluB einer potentielien 
Energie U (t) bewegt: 

_h2 

8n2.uLtrp+ U(t)rp= Wrp. 
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Aber mit (38) haben wir eine weitreichende Verallgemeinerung der 
SCHRODINGER-Gleichung gewonnen. Erstens konnen wir jetzt ohne 
wei teres auch den EinfluB eines magnetischen Feldes auf den (als elektrisch 
geladen vorgestellten) Massenpunkt beschreiben. Klassisch geschieht 
das namlich so, daB man das Magnetfeld f:> in der Form 

~ = rot ~ (40) 

darstellt durch ein "Vektorpotential" ~,und dann die HAMILTON-Funktion 

I ( e)2 H=- l'--~ ,+u 
2P. c 

ansetzt; -e soU die Ladung unseres Massenpunktes und c die Licht
geschwindigkeit. sein. Also werden wir nicht zweifeln, daB die quanten
mechanische Formulierung dieses Problems durch die Energiematrix 

H = ~ (h _ ~ .)2 + U 
2P." c (42 ) 

gegeben ist; das Vektorpotential" ist als Funktion der Ortskoordinaten 
t= (x, y,~) unseres Massenpunktes naturlich ebenso gut eine Matrix 
wie die potentielle Energie U: 

U=UOO; "="00· k~ 
Aus (42) leiten wir aber auch nach dem Schema (38) eindeutig die 

zugehorige SCHRODINGER-Gleichung ab: 

LIp. (2:i grad -: ~r + u- W .. }91 .. =o. (44) 

Das Auffallige hieran ist, daB die Eigenfunktionen 91 .. jetzt unvermeid
licherweise komplex ausfallen. Solange wir nur mit einer potentiellen 
Energie U (t) rechneten, lag noch kein Zwang vor, die 91 .. komplex anzu
setzen; bis auf einen (sowieso willkurlichen) konstanten komplexen 
Faktor blieben sie reell, da die SCHRODINGER-Gleichung ihrerseits fUr 
~ = 0 eine reelle Differentialgleichung war. DaB wir uns jetzt ent
schlieBen mussen, die SCHRODINGERSChen Eigenfunktionen grundsatzlich 
als komplex anzuerkennen, gibt uns eine Warnung vor einer zu "klassi
schen" Auffassung der Wellenmechanik: wir mussen uns davor huten, 
in der SCHRODINGER-Amplitude gewissermaBen eine greifbare physi
kalische GroBe zu sehen - sie bedeutet tatsachlich nichts anderes als 
eine HilfsgroBe der Rechnung, und erst fUr die daraus abgeleiteten GroBen, 
wie 1911 2 oder wie die Matrixelemente, gibt es 'eine unmittelbare physi
kalische Interpretation. 

Noch deutlicher und scharfer tritt aber der abstrakte, unanschauliche 
Charakter der SCHRODINGERSchen Eigenfunktionen zutage, wenn wir nach 
(38) ein System untersuchen, das aus mehreren Massenpunkten besteht, 
also eine Anzahl f > 3 von Koordinaten ql' qz, ... , q, samt zuge!l6rigen 
Impulsen besitzt. In diesem Falle muB ja nach (38) jedes 91 .. als Funktion 
aller f Koordinaten angesetzt werden: 

91 .. = 91 .. (q1' qz, ... , q,). (45) 
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Solange wir nur einen einzigen Massenpunkt (in einem statischen 
Kraftfeld) betrachten, besteht eine gewisse VersucRung, uns die FornlU
lierungen der Wellenmechanik zu veranschaulichen durch den Gedanken, 
daB der Partikelbegriff schlechtweg zu ersetzen sei durch den Wellen
begriff; daB also statt eines sich bewegenden Teilchens in Wahrheit ein 
Wellenvorgang vorliege .. Aber sobald wir mehrere Teilchen in ihrer 
dynamischen Wechselwirkung verfolgen, versagt diese falsche Veran
schaulichung: denn einem Problem von f >3 Freiheitsgraden ist zwar 
auch ein "Wellenvorgang" zuzuordnen, aber dieser spiel! sich nach (45) 
ab in einem abstrakten Raume von f Dimensionen. 

4. Verschmelzung zweier Systeme. Bei dieser Gelegenheit sei klar
gestellt, wie man. verfahren muB, wenn es sich darum handelt, zwei 
verschiedene, getrennte Gebilde A und B zusammengenommenals ein 
Gesamtsystem aufzufassen, oder, wie wir auch sagen, zu einem Gesamt
system zu "verschmelzen". Zum VersHi.ndnis des Wesentlichen wird es 
geniigen, zwei Systeme A und B. zu betrachten, deren jedes nur einen 
Freiheitsgrad .besitzt. 

Zu dem eindimensional bewegten Massenpunkte A also geh6re eine 
Koordinate ql> und zu Beine Koordinate q2.Betrachten wir jeden der 
beiden Massenpunkte fUr sich allein, so haben wir je eine SCHRODINGER
Gleichung: 

(H (P Q )-W(1ll m'l.l-o· ) 1 1, 1 n Tn - , 

(H (P Q )_WC2 )) m(2)=0· 2 2' 2 m Tm , 

es ist also cp~ll eine Funktion von qI' und cp;) eine Funktion von q2: 
cp~ll = cp~I) (qI); cp~21 = cp;) (q2) . (47) 

Das Gesamtsystem, bestehend aus A und B zusammen, wobei es 
aber keine Wechselwirkung zwischen A und B geben solI, hat dann die 
Energie 

H=H1 (P1 , QI)+H2(P2, Q2), 
und seine SCHRODINGER-Gleichung lautet: 

{HI(Pl~ QI)+H2(P2, Q2)-W)CP(qI,q2)=0. 
Man sieht aber sofort, daB (49) erfiillt wird' durch 

W= W~IJ+ W~)=Wnm; 
cp (qI' q2) = cp~I) (qI) cp~l (q2) = cpn m (qI' q2) . 

(a) l (50) 
(b) J 

Nachdem die cp~ll (qI) und die cpr;,) (qz) je ein voUstandiges Orthogonal
system bildeten, stellen auch die Produkte cpn m (qI' q2) ein voUstandiges 
Orthogonalsystem dar; es kann also aufJer den in (50) angegebenen 
keine weiteren L6sungen der Gleichung (49) geben. 

Das ist aber genau das,. was wir physikalisch erwarten muBten: 
die Energiestufen des Gesarntsystems A + B sind zu charakterisieren 
clurch Angabe I) der Quantenzahl n von A, und 2) der Quantenzahl m 
VOn B, und die Energie ist dann die Summe der beiden einzelnen Energien : 
W nm = W~I)+ Wr;,l. 

Jordan, Quantentheorie. II 
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Fragen wir aber nach der Orlswahrseheinliehkeit, so ist jetzt genauer 
folgendes zu fragen: Wie groB ist, wenn das System zunachst im Zustand 
n, m i~t, die Wahrscheinlichkeit, daB bei einer an beiden Teilchen A 
und B zugleich ausgefiihrten Ortsmessung fiir die Koordinate von A ein 
Wert im Intervalle ql, ql + L1 ql gefunden wird, und fiir die von B ein 
Wert im Intervalle qa, qz+L1qz? Die Antwort kann auf zwei Wei sen 
gegeben. werden. 

I. Wir fassen von vomherein A + B als ein einziges Gesamtsystem 
auf. Dann ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit entsprechend (25) gleich: 

(51) 

2. Wir betrachten A u.nd B getrennt; die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
ist gleich: 

Die Beziehung tp ..... (ql' qz) = tp~) (ql) tp~) (q,) gibt uns die unentbehrliehe 
Gewahr datur, dap beide Ausdrueke (51), (52) ubereinstimmen. 

Betrachten wir endlich noch die zu A, B einzeln und zu A + B ge
horenden M atrizen. Die Matrizen des Systems A haben die allgemeine 
Gestalt 

wo die Indizes n, n' zwei Energiewerten W~I), W~I.l, von A -entsprechen. 
Die zum Gesamtsystem A + B gehorenden Matrizen haben aber das 
Aussehen 

R = (R (nm, n'm')); 

ihre Zeilen oder Spalten sind je durch ein Index-Paar bestimmt, ent
sprechend den Energiewerten W ...... 

Dieselbe mepbare Grope an A (also z. B. die Koordinate von A, oder 
der Impuls, oder etwa die Summe von Koordinate und Impuls), welche, 
wenn wir A allein betrachten, durch die Matrix 1"1 in (53) dargeste1lt 
wird, ist, wenn wir A als Teil des Gesamtsystems A + B ansehen, durch 
eine Matrix 

RI = (Rdnm, n'm')) ) 

= (1'1 (nn') «5"' .... ) r (55) 

darzustellen. Man erkennt dies aus (50 b); oder auch aus unmittelbarer 
physikalischer Erwagung: irgendeine Einwirkung (StoB, Strablungsfeld 
usw.) aut A allein kann nur solehe Obergange des Systems A + B veran
lassen, bei denen n allein sich andert, m aber ungeandert bleibt. 

Man spricht in bezug auf (55) auch von einer "V ersehmelzung" der zu 
A und zu B gehOrigen Matrizen, oder nennt BI das direkte Produkt der 
zu A gehorenden Matrix 1"1 und der zu 13 gehOrenden Einheitsmatrix 
(<<5111111, ). 
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N aturlich kann man auch ganz unabhangig von den wellenmecha
nischen Eigenfunktionen sich klar machen, daB aus den Losungen der 
zu A und zu B gehorenden quantenmechanischen Probleme 

HI (PI' gl) = W(1) = Diagonalmatrix, [PI' gIl = 2 hhni I; I 
HI (PI' gil) = W(lI) = Diagonalmatrix, [Pll' gill = 2 nil 

die Losung des Problems 

HI (P. l' QI) + H~ (PI' Qa) h W = Diagonalmatrix, I 
[Pl' Qll = [PI' Qa] = 2ni I, 

[Pl' Pill = [Ql' Q.l = [PI' Qll = [Qt. Pll = 0 
tatsachlich in der in· (55) beschriebenen Form hervorgeht. 

§ 4. Anwendungen und Beispiele. 

(56) 

I. Harmonischer Oszillator. Fur den eindimensionalen harmonischen 
Oszillator lautet die SCHRODINGER-Gleichung: 

_hI dB tp" 
8.nl p· dqB + 2 'J'(,211~ I' q2 rp" = W" rp... (I) 

Wir schreiben nun x fur 

X=2'J'(,yVj/' q, 
und bringen dadurch (I) in die Form 

dB tp" ( 2 W" 2) _ 
dx. + hvo -x rp,,-o. 

Das ist eine den Mathematikern gut bekannte Gleichung 1, 

Eigenfunktionen rp" = rp" (x) folgendermaBen aussehen: 
Man definiere die "HERMITEschen Polynome" 

d" _zS 
H,,(x) = (-I)"eZI d:"; n=O,I,2, ... ; 

dann sind 

_~ e IIH,,(x) 
rp" (x) = const e II H" (x) =,j .f- ; 

f 2"n!V n 
die normierten Eigenfunktionen von (3). 

Die zugehOrigen Eigenwerte von (3) sind 
2W" -h-=2n+l; 

Vo 

n=o, I, 2, •.. 

(2) 

deren 

(5) 

(6) 

d. h. wir bekommen - wie es ja nach unserem allgemeinen Aquivalenz
beweis sein mup - dieselben Energiewerte 

W" = h 110 ( n + ~), 
wie sie sich auch aus der matrizenmechanischen Formulierungsweise 
unserer Theorie schon ergaben. 

1 Vgl. COURANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik. 
II· 
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Naturlich kanrl,.man entsprechend den in unserem Aquivalenzbeweis 
entwickelten Formeln auch die Matrixelemente von q oder p aus den 
obigen Eigenfunktionen qJ,. (x) errechnen, unddamit die Auswahlregel 
n --+ n ± I und die Ubergangswahrscheinlichkeiten fUr (Dipol-) Lichtreak
tionen ermitteln 1. Freilich ist diese Ausrechnung aus den qJn (x) in 
diesem einfachsten Beispiel viel umstandlicber, als die fruher dargelegte 
unmittelbare Berechnung nach der Matrizenmechanik. 

2. Drehimpuls eines Massenpunktes. Wenn sich ein Massenpunkt in 
einem Zentralfeld bewegt, haben wirdie SCHRODINGER-Gleichung 

_h2 

8 :n;2" Ll qJ + U (r)'qJ = W qJ; (8) 

und es liegt nahe, qJ = qJ (x, y, z) anzusetzen in der Form 

qJ=X(fJ, w) '1p(r), (9) 

wobei r, fJ, w Polarkoordinaten bedeuten sollen: 
x+iy _ r sin {}'eiw ; z=rcos {}. 

Tatsachlich sind alle Eigenfunktionen von (8) aus dem 
erhalten. 

(10) 
Ansatz (9) zu 

Urn diesen Ansatz (9) zu verwerten, mussen wir LlqJ auf Polar
koordinaten umschreiben; dafUr gilt die bekan'nte (ohne Schwierigkeit, 
aber nicht ohne Muhe ableitbare) Formel 

02 q; 02 q; 02 q; 
Llq; = ox2- + oy2 + OZ2 

I 0 ( oq; ) I I {o (. oq; ) I 02 q;} = -y2- Tr 1'2 Tr + ~. sin 1'1 o{i sm {) of} + sin f} . ow2 (II) 

10 (20q;') I A 
= r2 ocr r or + ~ qJ. 

Wird dies in (8) eingefUgt, so zerlegt sich (8) auf Grund von (9) in zwei 
Gleichungen. Denn es wird ja 

8:n;:: {! (r2 :1' ) + A}X(fJ,w)'P(r) +r2(U(r) - W) X(fJ, w)1p(r) =0, (12) 

oder 

[ - h2 d ( d1p) ] h2 
X· --.- r2- +r2(U(r)-W)1p =1p·--AX. 8 :n;2 "dr dr 8 :n;2 II 

Eine Gleichung von der Form 

X(fJ, w) ·F(r) =G({}, w) '1p(r) 

erfordert aber offen bar X = const G und'1p = const 1'. Also wird not
wendigerweise 

- h2 • ~ (r2 d1p) + r2 (U (r) _ W) 11) _ M2 1/J' 
8 :n;2" dr . dr T - 2 I' T , 

A X = si~ f} {:f}- (sin fJ ~ ) + si~ f} . ~~} = \~2 M2 X; 

wobei M2 beide Male dieselbe Konstante ist. 

(a) 1 
(b) 

(IS) 

1 Die Auswahlregel ergiht sich daraus, daB die HERMITESchen Polynome 
die Eigenschaft 2xHn(x) =Hn+dX) +2nHn-dx) hahen. 
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Die physikalische Bedeutung von M2 ergibt sich. wenn wir nach 
der allgemeinen Formel (37). § 3.3. Kapite13 die Matrix 9)12 berechnen: 

M2 ist nichts anderes. als einer der Eigenwerte der quadrierten 
Drehimpu1smatrix !Dl2. und die Untersuchung der zweiten Gleichung (13) 
ergibt einen neuen Weg. diese Eigenwerte M2 zu bestimmen. Diese 
Gleichung (13 b) wird ge16st durch die von den Mathematikem sehr 
ausfUhrlich untersuchten Kugellunkt~onen; aus der Theorie dieser Kugel
funktionen ist insbesondere bekannt. daB die Eigenwerte von (13 b) 
gegeben sind durch 

\~2M2=1(1+I); 1=0.1.2.... (16) 

Damit ist die wichtige Formel (37). §4. 3. Kapite12 wiedergefunden. 
Betrachten wir das richtungsentartete Problem (8) als Grenzfall 

eines nichtentarteten axialsymmetrischen. wobei wieder die z-Achse 
die Symmetrieachse (also etwa die Richtung eines homogenen Magnet~ 
feldes) sei. so sehen die Funktionen X(D. w) folgendermaBen aus: 

>n • pI;") (cos 11) 
X (D. w) = Y1 (D. w) = e""W (. 11) ; sm >n 

dl - m 
plm) (C) = d C1-m (I _C2)1; 

(17) 
-l<m"$.l. 

Dabei ist also 1 die Drehimpulsquantenzahl und m die magnetische 
Quantenzahl. 

Bei vorausgesetzter Kenntnis der Theorie der Kugelfunktionen k6nnen 
wiederum alle auf den Drehimpuls eines Massenpunktes bezuglichen 
Resultate wellenmechanisch abgeleitet werden. Hier sei nur hervor
gehoben. daB - wahrend unsere obigEm mit der Matrizenmethode h-er
geleiteten allgemeinen Resultate sowohl ganzzahlige als auch halbzahlige 
Werte m zulieBen - die jetzigen Bemerkungen die Feststellung ergeben; 
daB fUr einen Massenpunkt (also ohne Spin) tatsachlich m stets ganz
zahlig i.st. (Was bei alleiniger Benutzung der Matrizenmethode natur
lich auch zu beweisen ist. aber etwas umstandlicher.) 

3. Das H-Atom. Fur den Fall des H-Atoms nimmt (I3a) die folgende 
Gestalt an: 

- h2 d ( dip) ( . hi ) --.- r2- - Wr2 +Ze2r--·-l(l+I) 1/1= o. 
S~p. • S~p T (18) 

Auch diese Differentialgleichung fiihrt auf wohlbekannte Funktionen 
als L6sungen. Sie wird gelost durch: 

_.!....(,,)121+1(") 1p(r) =1pnl (r)=C·e na na L,,+l na; (19) 

dabei ist h2 

a= Sn2 pZe2 ' (20) 

undL bedeutet ein gewisses "LAGUERRESches Po1ynom": 

L p ( ) - dP Lk (xl L ( ) _ " dk (k - ") . p < k (21) kX- P kx-e--k xe , =. 
dx dx 
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Durch C in (19) ist der noch anzubringende Normierungsfaktor 
angedeutet. Fur den zu "Pn I (r) gehOrigen Eigenwert W in (18) ergibt 
sich entsprechend der BALMER-Formel der von 1 unabhangige Wert 

(22) 

AuBer den kurz beschriebenen gibt es keine weiteren Eigenfunktionen 
mit negativen Eigenwerten W; wohl aber sind auBer den diskreten Eigen
werten Wn noch weitere in kontinuierlicher Verteilung vorhanden, nam
lich alle positiven Werte W~o, korrespondierend mit den klassischen 
aperiodischen Hyperbelbahnen. Die Untersuchung der zugehorigen 
Eigenfunktionen ist bedeutungsvoll fur das Verstandnis 9-er Intensitats
verhaltnisse in den kontinuierlichen Absorptionsgebieten im H-Spektrum, 
und femer auch fur die Theorie der Rontgenbremsstrahlung. Auch die 
wellenmechanische Begriindung der RUTHERFoRDschen Streu/ormel hat 
von analogen Eigenfunktionen Gebrauch zu machen; nur handelt es 
sich dabei urn COULOMBsche Abstbpung statt Anziehung. Die relativ 
einfache Formel (19) fur die zu den diskreten Eigenwer.ten gehOrenden 
Eigenfunktionen ergibt andererseits die Moglichkeit einer Berechnung 
der Intensitaten (Obergangswahrscheinlichkeiten) fur die Linien des 
H-Spektrums; doch sei auf die sich ergebenden recht komplizierten 
Formeln hier ·nicht naher eingegangen. 

Die charakteristische Entartung, welche das H-Atom (solange wir, 
wie hier geschehen, von relativistischen bzw. Spin-Effekten absehen) 
in Form der Unabhangigkeit der Energie Wn von 1 zeigt, entspricht 
korrespondenzmaBig der reinen Periodizitat der KEPLER-Ellipse (im 
Gegensatz zur zweitach periodischen Rosettenbahn eines Massenpunktes 
in einem nicht-CoULOMBschen Zentralfeld). Einen tieferen Einblick in 
die hier vorliegenden Verhaltnisse gewahren die folgenden Oberlegungen 1. 

Klassisch ist die Ellipsen- (oder Hyperbel-)Gestalt der KEPLER-Bahll 
am schnellsten zu erhalten aus der Bemerkung, daB der Vektor 2 

1 r 
~= pe2Z IDl X .):J+r-

fur U (r) = -Z e2/r zeitlich konstant ist: ~ = o. Es wird namlich 

~t= __ I- IDl2+r 
pe2 Z ' 

und wegen der Konstanz von ~ und IDl2 ist das die Gleichung eines 
Kegelschnitts. 

Quantenmechanisch wird der durch 

" .. = 1 2 Z {my *'. + *'. lJ»y- m, *,y - *,y \JR.} + ~ (23) 2ne r 

1 Nach PAULI und BORN- JORDAN. (Eine von HULTHEN [Z. Physik 86, 21 

(1933)J unabhangig gegebene Oberlegung stimmt uberein mit AusfUhrungen 
in BORN-JORDAN, Elementare Quantenmechanik. Berlin 1930.) 

2 9R X ~ soIl das Vektorprodukt von· 9R und ~ sein. 



Statistische Transformationstheorie. 

(und ~Y' ~. entsprechend) definierte Vektor ~ vertauschbar mit der 
Energie H. Man bilde nun die beiden Vektoren 

2~(I) = \1t IDl + -yRhi~, I 
(24) 

2~(2) = ~~!JR- VRhZ2~. R = 21t~_Jle4 . 
h _ -H' h8 

Eine im Prinzip einfache, wenn auch etwas miihsame Rechnung erlaubt 
die Aufstellung folgender Vertauschungsregeln fiir ~(l), ~(2): 

I. Jede Komponente von ~(l) ist mit jeder Komponente von ~(2) 
vertauschbar. 

2. Die drei Komponenten von ~(l) und ebenso die von ~(2) erfiillen 
dieselben Vertauschungsregeln, wie drei Drehimpulsmatrizen. 

Fiir negative Energiewerte sind auBerdem ~(l), ~(2) nach (24) her
mitische Matrizen, so daB wir unsere friiheren auf !JR beziiglichen Ergeb
nisse hier wieder anwenden konnen. 

Ferner ist noch festzustellen: 

~(L'=~(2;'=: {RhZ2 (-H)-I_I); 

zu emem (gemeinsamen) Eigenwert 
n 2 - I I 

w 2 = t{t+ I) = --4-; t=O'2' I, 

n=2 t+I=I, 2, 3, ... 
von ~ 0)' und ~ (2)' gehort also der Energiewert 

RhZ2 

Wn=-~' 

womit abermals die BALMER-Formel erreicht ist. 

2' 2, ... ; 
l I 

Die Matrixvektoren ~(l), ~(2) ermoglichen dariiber hinaus eine un
mittelbare Dbersichtder Terrnmannigfaltigkeit, die sich ergibt, wenn 
die Entartung des Problems durch gleichzeitige Anwendung eines elek
trischen und eines magnetischen homogenen (schwachen) Feldes in 
nichtparalleler Richtung aufgehoben wird (Problem der "gekreuzten 
Felder"). Ferner hangen sie (nach BARGMANN) eng zusammen mit der 
Losung des (ebenfalls nichtentarteten) Problems eines H-Atoms in einem 
starken homogenen elektrischen Feld (nichtlinearer STARK-Effekt), welche 
durch Einfiihrung parabolischer Koordinaten zu erzielen ist (SCHRO
DINGER). Auch ein von FOCK entdeckter, fUr mancherlei Anwendungen 
wichtiger mathematischer Zusammenhang der SCHRODINGER-Gleichung 
des H-Atoms mit der Theorie der "vierdimensionalen Kugelfunktionen" 
hat (nach BARGMANN) seine Wurzel in den erlauterten Eigenschaften 
der Matrizen ~(l), ~(2). 

§ 5. Statistische Transformationstheorie. 
I. Die allgemeine Formulierung des Komplernentaritatsprinzips. 

Haufig tritt uns die Aufgabe entgegen, den EinfluB einer schwachen 
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Stiirung auf ein quantenphysikalisches Gebilde zu untersuchen. Es 
handelt sich also, genauer erHi.utert, urn folgendes: Durch eine Energie
funktion H = Ho (p, '1) ist uns ein gewisses Gebilde definiert, und das 
Problem 

h 
pq-qp=2ni l ; Ho (p, q) = Wo = Diagonalmatrix (1) 

sei bereits geWst, d. h. also, wir kennen gewisse Matrizen - sie seien 
Po, '10 genannt -, die tatsachlich (1) befriedigen: 

P=Po; q='1o' (2) 
Jetzt ist aber statt dessen ein etwas abweichendes Problem gestelit: 

h 
pq-qp=2ni l ; 

'H W ·H(p,q) = Ho (p,'1) + A 1 (p,q) 
= W = Wo + ). WI + ).2 ••• = Diagonalmatrix. 

Dabei soli .). eine kleine Zahl sein. Man wird jetzt versuchen, die Losung 
des neuen Problems (3) von der des urspriinglichen aus aufzubauen; 
und dazu kann folgende Bemerkung verhelfen. 

Es sei, V eine unitiire Matrix, d. h. 

Ut = V-I. (4) 
Dann werden die Matrizen p, q, definiert durch 

p = UPo V-I; q = U'1o U-I, (5) 
ebenso, wie die Po, '10 hermitisch sein, und ebenso wie die Po, qo die 
kanonische Vertauschungsregel erfiilien. Ferner wird 

H (p,q) = V H(Po,qo) lj-l l (6) 
= UWo V-I +). UH1(Po,qo) U-I. r 

Demnach bekommen wir eine approximative Losung unseres Problems, 
wenn wir 

so einrichten, daB 

lJ = Uo ([ + ). Vi + ),2 ••• ), 

V-I = (1-). U I + ).2 ••• ) DO-I 

Uo Wo UO-I = W o, (a) l 
UO[V1, Wo] UO-I+ UoHdPo,qo) VOI= W1=Diagonalmatrix (b) f (7) 

wird. Das Verfahren kann, wenn groBere Genauigkeit gewiinscht wird, 
zu den hoheren Korrektionen .).2 ••• , .).3 ••• , ••• fortgesetzt werden. 

Aus (7a), also [Uo, WoJ=o, lesen wir iibrigens ab, daB im ein
fachsten FaIle, wenn namlich das ungestorte Problem (1) nichtentartet 
ist, Uo = I zu nehmen ist, so daB sich (7) zu 

[~, WoJ + HI (Po, '10)= WI; 
w l(n,' n) = HI (n, n)' , 

U () Hl(n,m) 
1 n, m = Wo(n)- Wo(m) , (n+m) I (7') 
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vereinfacht. 1st das ungestorte Problem dagegen entartet, so ist durch 
eine geeignete "Stufenmatrix" Uo zunachst die Losung Po, go an die 
betrachtete Storung anzupassen. Das 1st folgendermaBen zu verstehen. 
Betrachten wir das entartete Problem als Grenz/all A = 0 eines nicht
entarteten, so sind die Po, go bis auf Phasenkonstanten eindeutig bestimmt. 
Aber je nachdem, von If)elchem nichtentarteten Problem wir ausgehen 
(je nachdem, wie die Matrix HI aussieht), bekommen wir verschiedene 
Matrizen Po, go fUr den Grenzfall A = o. Dabei sind jedoch zwei ver
schiedene derartige Matrizenpaare Po, go und p~, q~ stets durch eine 
Transformation 

p~ = UOP OU01; g~ = Uogo U01; [Wo• Uo] = 0 (7") 
miteinander verknupft. 

Aus (i') ist ubrigens die quantenmechanische Begrundung fUr das 
in Kapitel I, § 4, 4 betrachtete "spektroskopische Stabilitlitsprinzip" abo 
iulesen. - Naturlich haben die hier geschilderten Verhaltnisse betreffs 
der Storungen an entarteten Quantensystemen auch ihren korrespondenz
mli/3igen Sinn: Sie entsprechen der klassischen Theorie der "slikularen 
Storungen" an entarteten mehrfach periodischen Systemen. 

Betreffs der wellenmechanischen Eigen/unktionen bedeuten unsere 
Ubedegungen folgendes: Es seien 'P~ (q) die Eigenfrinktionen des un
gestorten Problems, und 'Pn (q) die des gestorten. Dann ist • 

'Pm (q) = -: U(m, n) 'P~ (q), I 
(8) 

'P~ (q) = .I U* (n, m) 'Pn (q) . 
n 

Wir stellen nun, das ungestorte System jetzt ausdrucklich als nicht
entartet voraussetzend, folgende Frage. Es sei ein ungestortes System 
H ~ Ho vorhanden, und zwar im Zustand mitder Energie Wo(n) . . Dann 
werde PlOtzlich die Storung AHI "eingeschaltet": Fur den Fall, daB die 
StOrung etwa von einem auBeren elektrischen oder magnetischen Feld 
ausgeubt wird, ist dies ja ohne weiteres anschaulich vorstellbar; aber 
es besteht kein Grund, die Allgemeinheit von HI jetzt zu beschranken. 
Nach diesem plotzlichen Einschalten der Storung wird das Gebilde einen 
der neuen Energiewerte 

W(m)= Wo(m) + AWdm) 

annehmen; und wenn wir unser Experiment wiederholt ausfiihren, wird 
sich bald dieser, bald jener Energiewert W (m) ergeben. Wie gro/3 ist die 
Wahrscheinlichkeit, daB sich ein ganz bestimmter der Werte W (m) -
sagen wir z. B. W (3) - ergibt? 

Zur Beantwortung dieser Frage fUhrt im wesentlichen dieselbe 
Uberlegung, die uns in Kapite13, § 3, 2 die statistische Deutung der 
SCHRODINGERSchen Eigenfunktionen lieferte. Die Matrix H = H(po, go) 
hat fur einen vorgegebenen Wert Wo(n) von Ho den statistischen 
Mittelwert H (n, n), und. wenn f(H) eine beliebige Funktion von 
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H =H(po, qo) ist, so hat f(H) = (f(n, m)) fUr ein vorgegebenes Wo(n) 
den statistischen Mittelwert f(n, n). Nun ist aber 

H (Po, qo) = V-I W U, 
f(H(po, qc)) = U-If(W) U, 

und folglich der fragliche Mittelwert von f (H) gleich 

f(n, n) =.I I U(m, n)12 f(W(m)). 
m 

(9) 

Dies fiihrt zu folgender Deutung: Die Wahrscheinlichkeit, da/1 beim 
plotzlichen Einschalten der Storung vom ursprunglichen Energiewert 
W 0 (n) aus der neue E nergiewert W (m) erreicht wird, ist gleich 

w'(n, m) = I U (m, n)i2. (10) 

Es ist aber zu betonen, daB es fiir diese Dberlegungen keineswegs 
notig ist, die StOrung AHI als klein anzunehmen (nur das obige Ver
fahren zur tatsachlichen Berechnung der .. Transformationsmatrix" U 
setzt eine relativ kleine Storung voraus). Deshalb diirfen wir unser 
soeben erhaltenes Ergebnis noch etwas grundsatzlicher formulieren: 

Es seien bei einem quantenmechanischen Gebilde zwei .. me/1b.are 
Gro/1en" Fund G definiert, also zwei gewisse (hermitische!) Funktionen 
F=F(p, q) und G=G(p,q) vonp undq. Natiirlich macht es, neben
bei bemerkt, gar nichts aus, wenn wir statt des hier stets betrachteten 
Systems von einem Freiheitsgrad ein System von mehreren Freiheits-· 
graden betrachten - nor der einfacheren Schreibweise halber bleiben 
wir hier bei einem Freiheitsgrad. Die GroBe F= F(p, q) kann gemessen 
werden in der Weise, daB man an dem System - das urspriinglich eine 
beliebige Energiefunktion H (p, q) haben moge - eine derartige Storung 
einschaltet, daB F(p, q) die Gesamtenergie wird. (Also zu H(p, q) 
ist als .. Storung" hinzuzufiigen F(p, q)-H(p, q)). Wir wollen jetzt 
nur voraussetzen, daB die dabei sich ergebenden neuen Energiewerte 
diskret und samtlich einfach sind. N achdem so zunachst If gemessen 
wurde, werde durch plotzliches Umschalten der Storung jetzt G ge
messen (wobei sich gleichfalls diskrete und einfache Eigenwerte ergeben 
mogen). 

Dann ist folgendes festzustellen. Die Matrizen F = If (p, q), 
G = G(p, q) mogen so aussehen: 

F= (F(n, m)); G= (G(n, m)). (II) 

Dann gibt es zwei unitare M atrizen 

S=(S(n,m)); 
St=S-l; 

mit der Eigenschaft 

T=(T(n,m)); } 
Tt= T-l (12) 

S F ~: = l!'; = (bn m Ffn)) = D~agonalmatr~x, } (13) 
T G T = G = (bnm G(n)) = Dlagonalmatnx. 
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Die Eigenwerte F' (n) bzw. G' (n) sind die moglichen Werte, welche 
F(p,q) bzw. G(p,q) annehmen konnen. Und wenn wir schlieBlich 

U = TS-I; U t = U-I (14) 
definieren, so ist 

w (n, m) = I U (m, n)12 (IS) 

die Wahrscheinlichkeit datur, dafJ sich, wenn die F-Messung den Wert 
F' (n) ergab, bei nachtolgender G-Messung der Wert G' (m) ergibt. 

Man beachte iibrigens, daB die Matrix U (im Gegensatz zu ihren 
beiden Faktoren T und 8-1) ganz unabhangig davon ist, welche Energie
tunktion H(p, q) das fragliche System urspriinglich hat. Ferner erkennt 
man eine bemerkenswerte S ymmetrie der quantenmechanischen Wahrschein
lichkeiten: w (n, m) ist andererseits auch die Wahrscheinlichkeit dafUr, 
daB eine F-Messung den Wert F' (n) ergeben wird, wenn vorher eine 
G-Messung den Wert G' (m) ergeben hat. 

Wir werden (im folgenden Abschnitt) noch von den Besonderheiten 
zu sprechen haben, die sich bei Mitberiicksichtigung solcher meBbarer 
GroBen F(p, q) oder G(p,q) ergeben, fUr welche die zugehOrigen Eigen
werte nicht diskret sind, sondern ein kontinuierliches Gebiet erfiillen 
(wie z. B. dann, wenn ]!' (p, q) insbesondere die Ortskoordinate q ist: 
F(p, q) = q). Abgesehen von diesem noch zu besprechenden Punkte 
haben wir mit der (von DIRAC und JORDAN aufgedeckten) FOrnlulierung 
(IS) die umfassendste und tiefste Fassung der Quantengesetze erreicht. 

Der Gedanke der Komptementaritat als der Grundgedanke der 
Quantentheorie erfahrt durch diese Formulierung ganz allgemein seine 
mathematische Prazisierung1 . Jede uberhaupt denkbare Frage, die in 
der Quantenphysik gestellt werden kann, laBt sich letzten Endes auf 
dieses Schema bringen: Zunachst wird eine nichtentartete. (nur ein
fache Eigenwerte besitzende) GroBe F(p, q) gemessen, und hernach 
eine andere GroBe G (p, q); gefragt wird nach den Wahrscheinlichkeiten 
der verschiedenen moglichen Ergebnisse der Messung von G, wann das 
bei der vorherigen Messung von F eingetretene Messungsergebnis als 
bekannt vorausgesetzt wird. 

Mit diesen Feststellungen erhalt die Nichtkommutativitat der quanten
mechanischen MatrixgroBen einen anschaulichen Sinn: sie driickt un
mittelbar die im Komplementaritatsprinzip enthaltene Existenz von 
physikalischen GroBen aus, welche zwar einzeln, aber nicht zugleich 
beobachtet und gemessen werden konnen. Man entnimmt namlich 
leicht aus der obigen Formulierung: Zwei (entartete oder nichtentartete) 
GrofJen Fund G kOnnen dann und nur dann zugleich gemessen werden, 
wenn sie miteinander vertauschbar sind: 

[P, G]=o. (16) 
1 In der historischen ReihenfoIge der Gedankenentwicklung ist um

gekehrt der schon in fruheren Teilen dieses Buches erorterte Komplemen
taritatsgedanke durch HEISENBERG und BOHR aus der hier skizzierten 
DIRAC- JORDANschen Theorie heraus entwickelt worden. 
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2. GroBen mit kontinuierlichem Eigenwertspektrum. Man kann, die 
Erwagungen des vorigen Abschnitts verwertend, die Matrizen p, q, 
we1che die Losung eines quantenmechanischen Problems mit diskret 
gequantelter Energie darstellen, auf folgendem Wege konstruieren. 
Zunachst seien Po, qo zwei ganz beliebige kanonische Matrizen, also 

h 
P~=Po; q~=qo; [,p,q]=aiI. (17) 

Beispielsweise konnen dies die uns aus § 2, I bekannten Matrizen des 
harmonischen Oszillators sein. Wenn nun H = H (p, q) die Energie
funktion des fraglichen Problems ist, so machen wir den Ansatz 

p = UPo V-I, q = Uqo V-l; U-l = vt, (IS) 

und bestimmen dann U derart, daB 

H(p,q) = UH(Po,qo) V-l = Diagonalmatrix (19) 
wi~d. 

Man beachte, daB H(po, qo) =A eine gegebene hermitische Matrix 
ist; so daB es sich urn das mathematische Problem handelt, zu A = At 
ein unitares U zu finden, mit welchem V A V-I Diagonalmatrix wird. 
Nach allgemeinen mathematischen Satzen (Hauptachsentransformation 
quadratischer Formen) ist das stets moglich - allerdings kann sich, wenn 
fUr H(p, q) eine ganz beliebige (hermitische) Matrixfunktion genommen 
wird, herausstellen, daB wir mit diskreten Energiewerten nicht aus
kommen, sondem ungequantelte Zustande zu beriicksichtigen haben. 

Betrachten wir jetzt den Fall, daB das durch H = H (p, q) definierte 
System nur ungequan~elte Zustande hat - etwa jeden Energiewert W 
im IntervaU· 0< W < (Xl annehmen kann. Dann miissen wir die obige 
Formulierung mit der Matrix V folgendermaBen fassen: V ist jetzt eine 
Matrix 

U=(U(W, n)), 

deren Elemente bezeichnet werden durch einen kontinuierlichen und 
einen diskreten Index; der diskrete Index n entspricht der Zeilen- und 
Spaltennumerierung in den urspriinglichen Matrizen 110' qo; der kon
tinriierliche Index entspricht den verschiedenen Energiewerten des 
Systems H = H(p, q). 

SinngemaB ist zu definieren 

vt=(U'(n, W)); U' (n, W) = U* (W, n); (21) 
und p = U Po Vt bedeutet: 

P(W, W')=.IU(W, n)po(n, m)U*(W', m); (22) 
n,m 

fUr p und q bekommen wir natiirlich Matrizen, in denen Zeilen und 
Spalten durch kontinuierliche Indizes W, W' numeriert sind. 

Was aber bedeutet jetzt die Beziehung 

U-l = Vt, (23) 
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die U als uni.tiir ch~rakterisiert? Sie bedeutet, daB die M atrixelemente 
von U, also die 

U(W, n) =CPn(W), 

als Funktionen der Variablen W aufgefaBt, eln vollstiindiges unitiir
orthogonales Funktionensystem bilden. Denn 

utu = 1 (25) 
oder ausfuhrlicher: 

m m 

jU*(W, n) U(W, m)dW = j cP=(W) CPm (W)dW =bnm t26) 
o 0 

besagt ja, daB die Funktionen cpm (W) unitiir-orthogonal (und normiert) 
sind. Und 

UUt=l (27) 
besagt, daB dieses unitar-orthogonale Funktionensystem vollstandig ist. 

Urn dies deutlicher hervortreten zu lassen, benutzen wir eine von 
DIRAC eingefUhrte symbolische Schreibweise: die in § 3, 1 erlauterte 
Definition der Vollstandigkeit des Funktionensystems drucken wir 
symbolisch aus durch die Gleichung 

.I cp!. (W) cpm (W') = b (W - W') , (28) 
m 

worin b (W - W') ein. singularer Ausdruck ist, der gewissermaBen die 
kontinuierliche Verallgemeinerung von Cln m darstellt: Cl (W - W') soIl fUr 
W' 9= W verschwinden, aber fUr W' = W unendlich werden, derart, daB 
fur eine beliebige (stetige) Funktion t(W') von W' stets 

<XI 

j t(W') Cl(W -W')dW' = t(W) 
o 

istl. 
Da nun mit dieser DIRACSchen Symbolik die in (27) gemeinte Ein

heitsmatrix 1 (die kontinuierliche Indizes W, W' hat) durch 

1= (Cl (W - W')) (30) 

darzustellen ist, so ist (27) tatsachlich gleichbedeutend mit der Voll
stii'ndigkeitsrelation (28). 

Wir wenden uns nunmehr noch einmal zu der aus (10) gewonnenen 
statistischen Deutung. Es werde ein System mit der Energiefunktion 
H=Ho(p, q) betrachtet, und P=Po, q=qo sei bereits die Li:isung 

1 In der Bezeichnungsweise von § 3. I bedeutet ja die Vollstandigkeit. 
daB fur jede "vernunftige" Funktion f(x) die Beziehung 

m 1 

f(x) = L f{ln (x) j f{I! (x')f(x') dx' 
n=l 0 

gilt. was man symbolisch zu 
1 m 1 

f(x) = j f(x')' L f{I! (x') f{ln (x)· dx' = r f(x') ~ (x' - x) dx' 
o n =1 il 

umschreiben kann. 
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dieses Problems; also Ho(Po, go) sei Diagonalmatrix, und zwar mit 
diskreten Eigenwerten Wo(n). Jetzt solI aber eine Messung der Orts
koordinate g ausgefiihrt werden: Wir brauchen also eine unWire Matrix 

U = (U(q, n)) = CP .. (q) 

mit der Eigenschaft 

UgoU-l = Diagonalmatrix = (q!5(q-q')); 

wofiir wir auch umgekehrt schreiben k6nnen: 

U-l (q!5 (q-q')) U =qo, 
oder ausfiihrlicher 

J J cp! (q) .q!5(q-q')' CPm(q')dqdq' =qo(n, m), 

oder gemaB (29): 

Das ist aber nichts anderes, als die uns aus (14), § 3, 2 und (33), § 3, 3 
wohlbekannte Formel, welche die HEISENBERGSchen M atrixelemente aus 
den SCHRODINGERSchen Eigenfunktionen herleitet: wir gewinnen also jetzt 
ein neues Verstandnis fiir den tieferen Sinn der im Aquivalenzbeweis von 
Matrizen- und Wellenmechanik entwickelten Zusammenhange, die sich 
nunmehr als ein spezieller Fall der Transformation (18) erweisen. 

Gleichzeitig wird aber auch unsere friihere statistische Deutung der 
SCHRODINGERSchen Eigenfunktionen als ein Spezialfall des Grundgesetzes 
der "statistischen Transformationstheorie" erwiesen: Aus der Matrix 
U in (31), (32) gewinnen wir - unseren allgemeinen Formulierungen 
gemaB - in der Form 

w(q, n)dq= !U(q, n)illdq (35) 

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine an dem im n-ten (einfachen) 
Quantenzustand befindlichen System ausgefiihrte Messung der Orts
koordinate g einen in das Intervall q, q+dq fallenden Wert ergibt. 
Wir haben aber soeben gesehen, daB U (q, n) gar nichts anderes ist, als 
die SCHRODINGERSche Eigenfunktion cp,,(q); so daB (35) iibereinstimmt mit 
dem Ergebnis von § 3,2. Umgekehrt gibt w(q, n) auch wieder die Wahr
scheinlichkeit dafiir, daB nach einer Ortsmessung, die ZUn;l Resultat q 
fiihrte, bei nachfolgender Energiemessung das System gerade in seinen 
n-ten Quantenzustand kommt. 

In diesem Zusammenhange liegt iibrigens die Frage nahe, was folgende 
Matrix bedeute: 

Hierin solI V irgendein Teilstiick des Wertebereiches von q sein; ist V 
insbesondere mit dem gesamten Werteberei.::h von q identisch, so wird 
N v offenbar die Einheitsmatrix I. 
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Nun geht N v durch dieselbe Transformation U in eine Diagonal
matrix tiber, durch welche auch q zur Diagonalmatrix wird: Es wird 

mit 

denn 

U N v U-l = (gy (q). ~ (q-q')) (37) 

U(q, n)=!p .. (q); 

~ !p" (q) Ny (n, m) !P:' (q') = / ~!p" (q) !P: @ . !Pm@ !P:' (qi) dq 

= I ~(q-q) '~(q-q') ·dq. 

Das letzte Integral wird aber: 

I~( _ -) .~(-_ ' ·d- _ {~(q-q')' falls q in V liegt, 
q q q q) q - 0, falls q auBerhalb V liegt. 

Foiglich ist das gy (q) in (37) gleich I oder gleich 0, je nachdem, ob q 
innerhalb oder auBerhalb von V liegt. Wir kommen also zu dem Er
gebnis: Die M atrix Ny kann physikalisch charakterisiert werden als die 
"Anzahl der in V vorhandenen Massenpunkte"; ihre Eigenwerte sind 
dementsprechend 0 und I. 

Die Zeitmittelwerte von Ny, also die Diagonalelemente N y (", n) 
geben uns nattirlich wiederum die Ortswahrscheinlichkeitsdichten !!p,,(q)llI, 
integriert uber V. 

3. Anwendung auf das Spinelektron. Wir betrachten ein trans
latorisch ruhendes Ag-Atom, das sich im Grundzustand befindet. Dieses 
Atom hat ein von Null verschiedenes Drehmoment, welches identisch 

ist mit dem Spinmoment des Valenzelektrons: es ist i = s = ~, und 
. 2 

wenn Richtungsquantelung parallel zur z-Achse besteht, konnen wir 
nach (30), § 2, 2 die durch h/21C dividierten ~omponenten des Dreh
impulses i so ansetzen: 

G% = ~ (( ~ ~); Gy = ~ (-~ ~); I (39) 
1 -10) D' 1m' Gz = "2 0 1 = lagona atnx. 

Diese Matrizen gentigen tibrigens nicht nur den allgemeinen Ver
tauschungsregeln der Drehimpulskomponenten (6), (28), § 2, 2, sondem 
es gelten die noch weitergehenden Beziehungen 

i 
G%Gy = -GyG. = "2 G., 

i 
Gy G. = - G, ay = 2 G%, 

i a,a% = - a% a, = "2 ay; 

G 2 = G 2 = G 2 = ~ I' .c II :J 4 J I = (~ ~). 
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Die letzte Zelle driickt offen bar aus, daB 6,., 6 y, 6. nUT die zwei Eigen

werte ± : haben. AIle Gleichungen (40) zusammen aber besagen folgendes: 

Die allgemeinste MatrixgroBe, die bei unserem jetzt betrachteten Gebilde 
iiberhaupt vorkommt, ist von der Form 

a=a,.i .. +ayiy+a.i.+aoI; (41) 
denn nicht nur die Summe, sondern auch das Produkt zweier so1cher 
GroBen (41) ist nach (40) stets wieder in der Form (41) auszudriicken. 
Eine Messung der GroBe (41) bedeutet aber offenbar, daB die Kom
ponente des Drehimpulses. i in der Richtung des Vektors a = (ax, ay, a.) 
gemessen werden soIl: die Rechenregeln der Matrizen i entsprechen also 
in vollkommenster Weise dem anschaulichen Tatbestand, daB an unserem 
Ag-Atom, solange wir es in seinem Grundzustand und im translatorischen 
Ruhezustand belassen, iiberhaupt kein anderes Messungsexperiment 
ausgefiihrt werden kann, als eine Richtungsquantelung in irgendeiner 
beliebigen Richtung a1• 

Durch eine gewisse Drehung gehe aus dem Koordinatensystem x, y, z 
das neue Koordinatensystem e, '1'/, C hervor. Wir wollen nun eine unitare 
Matrix U angeben, weiche i, zur Diagonalmatrix macht, und we1che-sogar 
noch etwas mehr tut, namlich 

Ui~U-1=i,.; UiljU-1=iy; Vi,V-1=i.. (42) 
Eine so1che Matrix gibt es. Sie sieht folgendermaBen aus: 

(
e' 4>+'1' e '~+'I') 

U = ~. cos 2 e 2, i sin 2 e 2. (43) 
e i 4>-'1' e ; -4>-'1' ' 

sin-e 2 cos-e 2 
2 ' 2 

dabei sind e, rfJ, 'I' die sog. EULERschen Winkel, we1che nach bekannten 
(recht komplizierten) Formeln die Drehung x, y, z -+ e, '1'/, C kennzeichnen. 
Fiir uns ist hier nur das eine wichtig, daB insbesondere 0 der Winkel 
zwischen z und C ist. 

Denn wenn wir jetzt die Frage stellen, wie groB die Wahrscheinlich
keit sei, daB das zunachst parallel z richtungsgequantelte Ag-Atom bei 
plotzlicher Drehung des Feldes in die C-Richtung sich parallel (und nicht 
antiparallel) zu C einstellt, dann haben wir nach den obigen allgemeinen 
Ergebnissen aus der Matrix (43): 

U = (U11 U12 ) 
U21 U22 

das M atrixelement U 22 zu nehmen, und seinen Absolutwert zu quadrieren: 

Nach (43) ergibt das den Wert cos2 ~ , womit fiir dieses Beispiel aus dem 

Schema der statistischen Transformationstheorie heraus das Ergebnis 

1 Man darf sich also die "Rotation" des Spinelektrons nicht zu klassiscl,J.
anschaulich vorstellen; einen entsprechenden Drehwinkel z. B. gibt es nic/II. 
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bestatigt ist. das wir schon friiher korrespondenzmaBig erschlossen 
hatten (vgl. Kapitel 2. § 4. 3). 

Wir haben endlich noch die Frage zu klaren. wie die SCHRODINGER
Gleichung zu verallgemeinem ist zwecks Mitberiicksichtigung des Spins. 
Die Beantwortung dieser Frage wird dadurch vorgezeichnet. daB unsere 
Bemerkungen in § 3. 2 und in Kapitel 2. § 4. 4 bereits die Mitberiick
sichtigung des Spins innerhalb der quantenmechanischen M atrizen
methode im Prinzip festgelegt haben; die jetzt gesuchte Verallgemeine
rung der SCHRODINGER-Gleichung muB derartig sein. daB sie der 
matrizenmechanischen Formulierung wiederum aquivalent ist. Nach 
DARWIN-PAULI kommen wir folgendermaBen zum Ziel. 

Die drei Matrizen IS des Spinmomentes eines Elektrons sind im Sinne 
unserer friiheren Bemerkungen' als vertauschbar mit den Ortskoordinaten 
x. y, ~ und den Impulsen ,," 'Y' ,. anzusehen. Es ist also denkbar, 
daB zugleich gemessen werden a) der Ort t= (x, y, ~) und b) die zur 
z-Richtung parallele Komponente IS. von IS. Die SCHRODINGERSchen 
Eigenfunktionen in diesem Problem werden also nicht mehr Funktionen 
IP (r) von r allein sein, sondem Funktionen IP (r; s), wo s = 26. nur die 
beiden Werte ± I annehmen kann: Durch lIP (r; ± I)1 2 dx dy dz ist dann 
die Wahrscheinlichkeit datiir gegeben, daB bei einer Messung von t und IS. 
zugleich ein Ort in dem bei r befindlichen Volumstiick dx dy dz und eine 
zu z parallele bzw. antiparallele Richtungseinstellung gefunden wird. 

Natiidich konnen wir statt dessen auch etwa die Bezeichnungsweise 

IP (r; I) = IP(lJ(r), I 
(44) 

IP (r; - I) = IP(2) (r) 

anwenden, und demgemaB von emer zweikomponentigen SHRODINGER
Funktion sprechen. 

Raben wir nun eine Energiefunktion 

H = H (x, y, z; 'x. ',I> ,.; ISx. lSy, IS,), (45) 
so werden wir die zugehorige SCHRODINGER-Gleichung so schreiben: 

( h 0 h 0 h 0 ) 
H X, Y. Z; 2ni ox' 2ni ay. 2ni az-; 6 x, 6 y,6. IP= WIP; (46) 

dabei sind als 6 x , 6 y , E. drei Operatoren. we1che auf Funktionen der 
(nur zweier Werte fahigen) Variablen s wirken: mit anderen Worten, 
diese 6 ... , 6 y , 6. sind seIber Matrizen mit zwei Zeilen und Spalten. 

Nehmen wir zur Erlauterung den einfachsten Fall, namlich das oben 
betrachtete translatorisch ruhende Ag-Atom im Grundzustand in einem 
homogenen Magnetfeld~. Dann ist 

h e 
H = 2n p.c .pIS: (47) 

die SCHRODINGER-Gleichung lautet also: 

_e h_(~xix+ ~yiy+ ~.i.) IP= W 'I' IP; 
2np.c 

Jordan, Quantentheorie. 12 
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und is rp bedeutet beispielsweise, daB qPl, rp(2) zu ersetzen sind durch 

~ rp(2); ~rpU) Also (48) lautet ausfiihrlicher: 

4:~ c {(~s + i ~y) rp(2)_~. rp(l)} = W rpm, I 
4:~C {(~s-i~y) rp(l) + ~. rp(2)} = Wrp(2). 

Schreiben wir diese zwei homogenen linearen Gleichungen iibersicht
licher: 

(4:~C W + ~z) rpll)_(.\)s+ i~y) rp(2) = 0, 

(~s-i~y) rp(l)_ (4:~ c W _~.) rp(2)=O, 

so sehen wir, daB W folgende Determinantengleichung erfiillen muB, damit 
nicht rpm = rpCS) = 0 wird: 

41tP.C W+ '" 
e h 'W' 

~%-i~y 
=0, (50) 

_41tP.~ W+ '" e h 'Wz 

oder 

(51) 

d. h. fiir die Energie W gibt es in diesem Falle die zwei Eigenwerte 

W - ~I"'I ( ) - ± 41tP.C 'W " 52 

in Ubereinstimmung mit unseren friiheren Ergebnissen. 
Die Matrix U in (43) bestimmt auch die Transformation, welche 

rpm, rp(2) erfahren bei einer Drehung des Koordinatensystems x, y, z; 
die rpl1l, rp(2} verhalten sich dabei weder als Skalare noch als gewohnliche 
Vektoren, sondern folgen einem besonderen eben durch U gegebenen 
Transformationsgesetz: Man spricht passenderweise von einem "Spinor" 
rpm, rp(2). 

Viertes Kapitel. 

Mehrkorpertheorie und Elementarteilchen. 
Seit den Ergebnissen des dritten Kapitels besitzen wir die Hilfs

mittel zu einer exakten Erfassung der Atomprobleme. Wir sind nicht 
mehr, wie im zweiten Kapitel, in jedem einzelnen Probleme angewiesen 
auf unser GlUck im richtigen Erraten der exakten GesetzmaBigkeiten, 
auf welche uns die korrespondenzmaBige Umdeutung klassischer Rechen
resultate hinweist. Sondern wir besitzen eine feste, folgerichtige Methodik 
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quantenmechanischer Rechnungen, die in ganz eindeutiger und zweifels
freier Weise die verschiedensten Probleme zu erledigen gestattet - durch 
einen Formalismus, der ganz allgemein einerseits die korrespondenz
maBige Analogie zur klassischen Theorie bewahrt und andererseits den 
spezifischen Quantengesetzen in widerspruchsfreier Weise Rechnung 
tragt. Dennoch ist unsere Aufgabe. auch im grundsatzlichen Teil noch 
nicht erledigt. 

Wir wollen ein ganz klar begrenztes Teilproblem der Atomtheorie 
herausgreifen, urn uns klar zu machen, wie weit wir gekommen sind, 
und was uns noch feWt. Wir stellen die Aufgabe, fUr alle Atome yom 
Wasserstoff bis Uran die Spektren theoretisch zu b~echnen. D. h., es 
sollen fiir alle diese Atome (auch fiir die zugeh6rigen Ionen) die Energie
stu/en theoretisch ermittelt werden. und. ebenso samtliche Ubergangs
wahrscheinlichkeiten. 

Es wiirde nur eine quantitative Erweiterung dieses Programms be
deuten, wenn wir auch noch fordem wiirden, daB fiir alle denkbaren 
Elektronenstopexperimente ebenfalls die Ubergangswahrscheinlichkeiten 
berechnet werden sollten, wahrend wir in der obigen Formulierung 
unseres Programms nur an die unmittelbar durch die Matrixelemente 
gegebenen Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Licht (vor allem Dipol
Strahlung) dachten. Ebenso ware es nur eine quantitative Erweiterung, 
wenn wir zu den Atomen die aus· ihnen zusammengesetzten M olekiile 
hinzunehmen - also auch die gesamte Chemie mit einschHeBen wollten. 
Aber etwas ganz anderes ware es, wenn wir die Fragen der natiirlichen 
Linienbreite in dieses Programm aufnehmen wiirden - wir tun es also 
ausdrucklich niche. Denn obwohl wir durch einfache Korrespondenz
betrachtungen bereits eine recht befriedigende Klarung diesbeziiglicher 
Fragen erreichen konnten (vgl. Kapitel 2), so haben wir '<loch noch 
keinen Weg kennen gelemt, welcher uns eine Inangriffnahme solcher 
Fragen auf Grund der im Kapitel 3 entwickelten exakten quanten
mechanischen Methoden erlaubt. 

Wie wei~ sind wir nun, und was kann uns jetzt noch hindem an 
einer vollstandigen Erledigung des erliiuterten Teilproblems der Atom
theorie ? Die Hindemisse seien der Reihe nach besprochen. 

1. Natiirlich ist der quantitative Um/ang des Problems, und die 
mathematische Kompliziertheit der zahllosen darin enthaltenen Einzel
probleme, ein schlechterdings uniibersteigbares Hindemis. Genau so, 
wie in der Astronomie das beriihmte und beruchtigte DreikOrperproblem 
seiner mathematischen Kompliziertheit wegen weitgehend unzugang
lich ist - man muB sich damit begniigen, gewisse Teilkapitel dieses 
schwierigen Problems zu kliiren, welche fiir den Astronomen praktisch 
wichtig sind, und auch hierzu war eine mehrere Generationen be
schiiftigende Arbeit notig -, genah so muB auch von vomherein darauf 
verzichtet werden, unser obiges Problem in seinem vollen Umfang 
angreifen zu wollen. Es werden immer nur herausgeloste Einzelstiicke 

12· 
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dieses Problems zu bewaltigen sein, und fast jedes erfordert eine kunst
volle und wohluberlegte Anwendung mathematischer Approximationen. 

Aber das sind schlieBlich rein mathematische Schwierigkeiten, die 
uns nicht hindem k6nnten, festzustellen, daB wir die physikalischen 
Gesetze, die unserem Problem zugrunde liegen, vollig verstanden haben -
wenn nicht tatsachlich auch hierzu noch Einschrankungen zu machen 
waren. Namlich: 

2. Wir k6nnen die Feinstruktur des Wasserstoffspektrums mit der 
experiment ell erreichbaren Genauigkeit theoretisch beschreiben auf 
Grund der PAULI-DARwINschen Fassung der Idee des Spin-Elektrons. 
Aber die analoge Struktur in den Rontgenspektren schwererer Atome - die 
durch die beruhmte SOMMERFELDsche Feinstrukturformel beschrieben 
wird - erfordert zu ihrer Herleitung eine tiefere Kenntnis der rela
tivistischen, bei hohen Geschwindigkeiten geltenden Elektronenmechanik. 
Dies fUhrt uns auf die DIRAcsche Relativitlitsmechanik des Elektrons - ein 
Kapitel der Quantentheorie, das. uns wunderbare neue Einsichten er
schlossen, uns aber auch in neue, bislang noch unbewaltigte grund
satzliche Schwierigkeiten gefUhrt hat. 

3. Einer vollkommenen Erfassung der Feinstruktur z. B. des Helium
spektrums steht aber weiterhin noch eine viel emstere und tiefer liegende 
Schwierigkeit entgegen. Wir durfen namlich in diesem Fall nicht mehr 
erwarten, daB das COULoMBsche Gesetz als Ausdruck der Wechselwirkung 
der beiden Elektronen ausreichend ist. Vielmehr mussen wir aus korre
spondenzmaBigen Grunden uberzeugt sein, daB hier mit einer retardierten 
Wechselwirkung (analog zur klassischen Elektronentheorie - wir kommen 
auf diesen Punkt noch zuruck) zu rechnen ware, fUr deren Formu
lierung uns im Augenblick noch jeder Ansatz fehlt: wir haben es hier 
offenbar mit Dingen zu tun, die auch mit den Problemen der naturlichen 
Linienbreiten zusammenhangen. 

4. Selbstverstandlich ist unsere Aufgabe femer dort nicht ohne 
Hinzunahme neuer Erfahrungsdaten zu l6sen, wo Effekte der Kern
physik hereinspielen, also vor allem bei der Hyperleinstruktur. Fur 
deren theoretische Ermittlung brauchen wir jedenfalls eine Kenntnis 
der aufJer der COULoMBschen noch vorhandenen schwacheren Wechsel
wirkungsenergien zwischen dem Atomkem und den Elektronen in der 
Elektronenhulle, welche fUr diese Hyperfeinstruktur maBgebend ist; 
und solange wir nicht eine vollstandig deduktive Theorie der Keme 
besitzen, verm6gen wir fUr jeden einzelnen Kern diese Wechselwirkungs
energie nur empirisch zu ermitteln. 

5. Endlich ist fur alle Atome mit Ausnahme des Wasserstoffatoms 
eine Tatsache von h6chster Bedeutung, die wir kurz als die Unmoglichkeit 
einer indimduellen Unterscheidung verschiedener Elektronen kennzeichnen 
k6nnen. Diese Tatsache, deren genauen Sinn wir noch erlautem werden, 
kann zwar ohne weiteres mit den Mitteln der im dritten Kapitel ent
wickelten Quantenmechanik formuliert werden, fuhrt dann aber zunachst 
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zu mehrdeutigen Ergebnissen bezuglich der Struktur der Atome mit 
rnehr als einern Elektron. Ein neues Prinzip, das PAuLIsche A·quivalenz
verbot, ist notig, urn aus rnehreren rnathernatisch gleichberechtigten 
Problernlosungen die einzige zutreffende auszuwahlen. 

Von allen hier besprochenen Schwierigkeiten flir unser oben formu
liertes Programrn ist dieser Punkt 5 der einzige, dessen vollstiindige 
Erledigung heute schon gelungen ist. Wir mussen ja 1. als eine ihrern 
Wesen nach uberhaupt niemals zu beseitigende Schwierigkeit ansehen 
(so daB es vielleicht besser geweseri ware, wenn wir unser Programrn 
sogleich in Rucksicht hierauf entsprechend vorsichtiger formuliert 
batten). Aber in 2. bis 4. liegt ein Hereinspielen bislang noch ungeioster 
physikalischer Probleme vor. Mit Punkt 5 dagegen steht es anders: 
Nach der physikalischen und nach der rnathematischel'l: Seite hin. sind 
die hier sich ergebenden Fragen heute vollstandig erledigt, soweit sie flir 
unserobiges Programrn in Betracht kornrnen - so daB wir also behaupten 
durfen, daB abgesehen von einigen feineten Effekten (und abgesehen von 
den rein mathematischen Komplikationen) dieses Programrn durchaus 
zu erledigen ist. 

Da wir in diesern Kapitel 4 eine Reihe tiefer flihrender Fragen 
behandeln wollen, deren abschlieBende Losung noch nicht erreicht ist, 
so hatten wir das PAuLIsche Aquivalenzverbot und seine Bedeutung flit 
Atornstruktur und Chernie - als eine vollkornrnen geklarte Angelegen
heit - noch dern Kapitel 3 einfligen konnen. Aber andererseits 
steht getade das Aquivalenzvetbot (und wasdamit zusammenhangt) 
in engster Beziehung zu den Dingen, die uns in diesem Kapitel be
scbaftigen sollen. 

§ 1. Das Mehrkorperproblem aquivalenter T.eilchen. 
I. Das Zweikorperproblern. Wir haben unsdie Elektronen vor

zustellen als Gebilde, die untereinander vollig gleich sind; es wird also, 
wenn wir ein beobachtetes Elektron hernach wieder vollkommen aus den 
Augen verloren haben, nicht moglich sein, von einern spater gefundenen 
Elektron zu sagen, ob es "dasselbe" Elektron wie vorhin, oder ein 
"anderes" sei. Das ist nun zwar nach klassischen atomistischen Vor
stellungen auch der Fall; aber wahrend wir klassisch jedenfalls grund
siitzlich durch die beobachtende Verfolgung eines Elektrons langs seiner 
Bahn seiner Identitat zweifelsfrei gewiB bleiben konnen, komrnt quanten
theoretisch nun hinzu, daB aus Komplementaritiits-Grunden (Ungenauig
keitsregeln!) eine so1che Verfolgung eines bestirnrnten Elektrons gar nicht 
moglich ist: Werden zwei Elekttonen zu einer hinreichend engen Ober
einstirnmung von Ort und Irnpuls gebracht, so hOrt die Moglichkeit einet 
individuellen Uritetscheidung dieset Elekttonen grundsatzlich auf. 

Wit wollen diese Vethaltnisse jetzt vermittelst unsetes quanten
mechanischen Matrizenformalismus nahet analysieten. Dabei denken 
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wir vorHi.ufig an ein Problem, in welchem nur zwei Elektronen vor
kommen -..:.. also etwa an das He-Atom. Die festgestellte Unmoglichkeit 
einer individuellen Unterscheidung der beiden Elektronen macht es uns 
unmoglich, z. B. die x-Koordinate des "ersten" Elektrons als eine sinn
voll definieroare physikalische GroBe anzusehen. Ebensowenig konnen 
wir z. B. vom Impulsbetrag 1~21 des "zweiten" Elektrons sprechen. 
Wohl aber erhalten wir eine physikalisch sinnvolle GroBe, wenn wir 
z. B. die Summe oder auch das Produkt der x-Koordinaten beider Elek
tronen bilden: Xl + XII oder Xl'" 2 und ebenso ! ~ll + I ~21 oder auch ~f + ~~ 
sind sinnvolle GroBen unseres Problems. Ganz allgemein sind offenbar als 
am He-Atom beobachtbare GroBen solche und nur solche anzuerkennen, 
welche symmetrisch aufgebaut sind aus den Koordinaten und Impulsen 
des "ersten" und des "zweiten" Elektrons: also Funktionen F(tl , ~l; 
t 2, ~2)' fUr welche 

(1) 

ist. Die Energielunktion H(tl' ~; tl' ~2) kann nur von dieser sym
metrischen Gestalt sein, und wenn eine auBere Storung auf das Atom 
wirkt, so muB auch diese - das ist ja der Sinn unserer Behauptung, 
aile Elektronen seien vollig gleiche Gebilde - stets eine in den beiden 
Elektronen symmetrische Zusatzenergie ergeben. Auch jedes auf das 
He-Atom angewandte M ef3instrument kann dementsprechend immer nur 
eine in den beiden Elektronen symmetrische GroBe der Gestalt (1) messen. 
Man kann aus zwei symmetrischen Grol3en (1) die Summe oder das 
Produkt bilden - es kommt immer wieder eine in den beiden Elektronen 
symmetrische GroBe zustande. Natiirlich legen wir bei diesem Rechnen 
mit den GroBen (1) die· alten kanonischen Vertauschungsregeln fUr die 
ei~zelnen f, ~ zugrunde; dadurch sind dann alle Vertauschungsbeziehungen 
fUr die symmetrischen GroBen (1) eindeutig festgelegt. Das Problem, 
vor dem wir nun stehen, ist aber gar riicht mehr die Konstruktion von 
Matrizen f 1 , ~; fa, ~2' welche in die Energiefunktion eingesetzt diese 
zur Diagonalmatrix machen; sondem wir haben uns eben ausschlief3lich 
fUr die symmetrischen GroBen (1) zu interessieren. [Wenn wir die uns 
gesteilte Aufgabe mathematisch ganz sauber formulieren wollen, haben 
wir etwa zu sagen: Wir versuchen, ein System von 'Matrizen (1) zu 
konstruieren derart, daB a) zwischen diesen Matrizen alle diejenigen 
Rechenbeziehu:ngen bestehen, welche auch dann bestehen wiirden, wenn 
wir wirklich die einzelnen, in den beiden Elektronen nicht symmetrischen 
Matrizen fl' ~; f 2 , ~2 konstruiert hatten derart, daB sie den kanonischen 
Vertauschungsregeln geniigen, und daB b) die spezielle unter den Matrizen 
(1) enthaltene Matrix Heine Diagonalmatrix wird.] 

Wenn wir nun das so formulierte mathematische Problem unter
suchen, dann zeigt sieh, daB es zwei ganz verschiedene irreduzible Liisungen 
bes~tzt. Das iibersehen wir am besten, wenn wir jetzt die zugehorigen 
SCHRODINGE'Rschen Eigenfunktionen heranziehen. 
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Zunachst wollen wir die COULOMBsche Wechselwirkung zwischen den 
beiden Elektronen ganz vernachHisslgen und die Eigenfunktionen be
trachten, die sich ergeben, wenn wir einfach zwei Elektronen, die sich 
beide in demselben Kernfeld bewegen, zu einem Gesamtsystem zu
sammenfassen, ohne daB vorlaufig auch eine energetische Wechsel
wirkung zwischen ihnen bestehen solI. Das ist ja praktisch auch ein 
vernunftiges Verfahren zur Berechnung der Energiestufen des He-Atoms; 
wir werden die COULOMBsche Wechselwirkung der beiden Elektronen 
untereinander dann hernach durch eine Storungsrechnung zu erfassen 
suchen. Wir wollen vorlaufig den Spin der beiden Elektronen ganz 
unberucksichtigt lassen. 

Ganz nach dem Vorbild von Kapitel 3, § 3, 4 uberlegen wir folgender
maBen. Ein einzelnes Elektron habe im Felde des He-Kerns die Eigen
fllnktionen, If" (t) mit zugehorigen Energiewerten W n . Wenn nun das 
aus beiden Elektronen ohne Wechselwirkung zusammengesetzte System 
nichtenlariel ware, so hatten wir seine Eigenfunktionen als Produkte 
zu bilden : rp" (rI) rpm (t2) ware die Eigenfunktion zum Energiewert W" + W"'. 
Aber tatsachlich ist ja, wenn n +m ist, Jf" + lV '" ein zwei/acher Energie
wert, Zll welchem auBer rpn(rI)rp",(t2) auch die Eigenfunktion (jI",(r1)(jI"(t2) 
gehort. (\Vir wollen annehmen, daB auf3er der durch die Gleichheit der 
beiden Elektronen notwendig gemachten Entartung keine sonstige Ent
artung besteht --- also z. B. keine Richtungsentartung. Eine solche 
ware augenblicklich uninteressant, und sei durch ein richtungsquantelndes 
auBeres Feld beseitigt.) 

Wir konnen in der uns bekannten Weise diese zwei Eigenfunktionen 
linear superponieren, und besonders wichtig sind uns die beiden folgenden 
Superpositionen: 

I 
rp" m (tI' r2) = i; I (jI" (II) (jim (I2) + (jim (tI)(jI" (I2) I ; 

1J!" m (II' I2) = -;}-.; I (jI" (II) (jim (I2) -(jim (tl) (jI" (I2) J . 

Sie haben offensichtlich die Eigenschaften 

If,. m (II' I2) = rp" m (I2, II), 1 
1J!"",(II,·r2)=-1J!"m(r2.' tl); f 

(2) 

also (jI" m (II' I2) ist eine symmetrische Funktion der Argumente rl , t2, 
und 1J!" '" (tl , t 2) konnen wir als "antisymmetrische" Funktion von t1, tl 
bezeichnen. Die Eigenfunktionen der ein/achen Zustande mit n = m 
sind offen bar ebenfalls symmetrisch: 

(jIn n (II' I2) = (jI,. (II) (jI" (I2) = (jIn n (I2' II)' (4) 

Wir wissen ja (vgl. Kapitel3, § 5, I), daB wir bei der Untersuchung 
der Storungen an einem entarteten System aus der Mannigfaltigkeit der 
zu einem mehrfacnen Eigenwert gehorigen ungestorten Eigenfunktionen 
diejenigen aussuchen miissen, die der fraglichen Storung angepaf3t sind. 
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1m jetzigen FaIle zeigt sich nun: Fur die Berucksichtigung der Wechsel
wirkung der Elektronen sind gerade (2) die angepapten Eigenfunktionen; 
und zwar ist diese Feststellung ganz unabhangig von der speziellen 
(COULoMBschen) Gestalt der Wechselwirkung - es kommt allein darauf 
an, daB die Wechselwirkung symmetrisch von den beiden Elektronen 
abhangt. 

Wird durch diese Wechselwirkung die Entartung au/gehoben, so 
behalten die neuen, gest6rten Eigenfunktionen die Symmetrie- bzw. 
Antisymmetrieeigenschaft (3). 

Wir behaupten nun: 1st cp (t1 , t 2) irgendeine der symmetrischen 
und "P (tl' t 2) irgendeine der antisymmetrischen Eigenfunktionen, so ist 
jede Obergangswahrscheinlichkeit zwischen den beiden zugehOrigen Zu
standen. gleich Null. Es kann also durch Emission und Absorption 
von Licht (einerlei, ob Dipol- oder Quadrupol- usw. -Strahlung) niemals 
ein Obergang zwischen diesen beiden Zustanden stattfinden. ja, auch 
ein BeschieBen des He-Atoms etwa mit Protonen oder IX-Teilchen kann 
niemals einen solchen Obergang zuwege bringen: sehen wir zunachst 
ab von der M6glichkeit, gerade Elektronen-StOBe gegen das He-Atom 
anzuwenden, so konnen wir sagen, daB ein He-Atom in einem Zustand 
mit symmetrischer Eigenfunktion cp (t1 t 2) und ein anderes He-Atom in 
einem Zustand mit antisymmetrischer Eigenfunktion "P(t1, t 2) zwei ganz 
verschiedene Gebilde sind, die sich niemals ineinander umwandeln lassen. 

Zum Beweise dieser umfassenden Behauptung genugt eine einfache 
Bemerkung: ] ede der fraglichen Obergangswahrscheinlichkeiten ist dar
zustellen durch das Absolutquadrat eines zu' dem fraglichen Zustands
paar gehorenden M atrixelementes, dessen Verschwinden wir zeigen wollen: 

jjcp*(t1 , t2)F(ffi1, $1; ffi2, $2)"P(t1, t2)dI1dt2=o. (5) 

Dabei ist .J1'(tl'~; t 2, *'2) eine der in beiden Elektronen symmetrischen 
Matrixfunktionen (1). und F (ffil' $1; ffi2, $2) der entsprechende Operator1. 
Dieser Operator laBt bei Anwendung auf "P (tl' t2) eine wiederum anti
symmetrische Funktion w (II' t2) = F . "P (tl' I2) entstehen, so daB dann 
auch der Integrand von (5) antisymmetrisch ist: das Integral (5) muB 
also in der Tat verschwinden. 

Die Behauptung, zu der wir hier gelangen, entspricht dur,ehaus der 
Erfahrung: Es gibt ja tatsachlich zwei verschiedene Arten He-Atome, 
namlich Parhelium und Orthohelium, und eine Umwandlung des einen 
Heliums in das andere findet nur unter besonderen VerhaItnissen mi~ 
merklicher Wahrscheinlichkeit statt. Es liegt namlich so: Infolge der 
schwachen, in unseren bisherigen Oberlegungen ganz vernachlassigten 
Spinwirkungen gibt es tatsachlich doch von einem Par-He-Zustand zu 

1 Also Vektor ffil = (Xl' YI, Zl); Operator Xl ist Multiplikation mit Xl; 
h a 

Vektor I.l3l = (PI", PlY, P u ); Operator PIt< = --. ~ . Mit der drl ist natiir-

lich dXl dYl dZI gemeint. 
2:11 ~ [lXl 
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Ortho-He-Zustanden von Null verschiedene Dbergangswahrscheinlich
keiten, die aber sehr klein sind. Mit merklicher Wahrscheinlichkeit 
kann man dagegen aus Par-He durch ElektronenstofJe Ortho-He erzeugen-. 
Fur die Wirkung der ElektronenstoBe ist es naturlich wesentlich, daB 
es sich hier urn ein stoBendes Teilchen handelt, welches seIber von den 
beiden Elektronen im He-Atom nicht individuell unterscheidbar ist: 
man kann bei einer Anregung des He-Atoms durch ElektronenstoB 
niemals in sinnvoller Weise unterscheiden, ob das wieder fortfliegende 
Elektron mit dem ursprunglichen StoBelektron oder mit einem der 
ursprunglich zum Atom gehOrenden Elektronen identisch ist. Darin 
liegt es begrundet, daB die Dbergangswahrscheinlichkeiten beiElektronen
stoB nicht durch Matrixelemente . (5) bestimmt werden,' und nicht· gleich 
Null sind. Fur ProtonenstoBe oder StoBe von ct-Teilchen dagegen gibt 
es hier keine solche Komplikation; sievermogen daher auch keine Um
wandlung von Par-He in Ortho-He zu erzielen.· (Abgesehen wieder 
von ganz schwachen Effekten des Elektronenspins). 

Fur unser eingangs formuliertes Matrizenproblem bedeutet die Fest
stellung (5) offenbar den Beweis der schon oben ausgesprochenen Be
hauptung, daB das Problem z'U'ei verschiedene irreduzible Losringen besitzt: 
die von uns hier festgestellten beiden nichtkombinierenden Termsysteme 
Par-He und Orlho-He sind die zwei verschiedenen Losungen des Problems. 

Die beim He-Atom von uns gefundenen Verhaltnisse finden sich 
in ahnlicherWeise wieder beim H 2-Molekiil. Auch hier gi1:>t es zwei 
Elektronen, so daB sich im wesentlichen ganz dieselben Effekte wie beim 
He-Atom einstellen mussen. AuBerdem aber haben wir auch (sofern 
beide H-Kerne dieselbe Masse haben, insbesondere wenn sie beide Protorien 
sind) zwei individuell unterscheidbare Kerne, wodurch eine abermalige 
Zerlegung in nichtkombinierende Termsysteme zustande kommt :ins~ 
gesamt haben wir also beim H2-Molekiil vier nichtkombinierende Term
systeme. Da die geringen auf Spinwirkungen beruhenden Dbergangs
wahrscheinlichkeiten zwischen den hinsichtlich der Kerneigenfunktionen 
symmetrischen oder antisymmetrischen Zustauden noch viel kleinersind, 
als zwischen den durch die Symmetrie und Antisymmetrie der Elektronen
eigenfunktionen getreimten Termsystemen, so ergibt sich die Moglich
keit, die zwei verschiedenen Arten Wasserstoff, die entweder symmetrische 
(Para~Wasserstoff) oder antisymmetrische (Ortho-Wasserstoff) Kern
eigenfunktionen haben, grob makroskopisch als verschiedene Modifi
kationen voneiriander zu trennen. 

DaB ubrigens das Auftreten der nichtkombinierenden Termsysfeme 
auch korrespondenzmaBig seinen guten Sinn hat, erkennt man am 
anschaulichsten aus folgendem vereinfachten Beispiel (Rotator). Zwei 
ununterscheidbar gleiche Massenpunkte mogen sich in einer festvor
gegebenen Kreisbahn' bewegen derart, daB sie sich stets diametral 
gegenuber liegEm. (Sie seienetwa durch einen Faden aneinander ge
bunden). Wenn wir die Nichtunterscheidbarkeit der beiden Massenpunkte 
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zunachst nicht beachten, kommen wir zu einer Quantelung derart, 
daB der Gesamtdrehimpuls P'I' des Systems nach der Regel 

2" 

I =fPdq =/ Prpdcp = 2nprp = mh; m = 0, 1,2, ... 
o 

ein ganzzahliges Vielfaches von h/2 n sein muB, eine Anderung Lt p", 
von Prp also eben falls ein ganzzahliges Vielfaches von h/2 n zu sein hat: 

P =m~' Ltp =n...!'-. rp 2~' rp 2 n 

Dabei haben wir den Umstand benutzt, daB nach einer Drehung 
des Systems urn den Winkel 2 n der ursprungliche Zustand wieder
hergeste.llt und somit eine Bewegungsperiode abgeschlossen ist. Beachten 
wir aber jetzt die Ununterscheidbarkeit der beiden Teilchen, so mussen 
wir schon nach einer Drehung urn n den ursprunglichen Zustand aI's 
ununterscheidbar wiederhergestellt anerkennen: also ist jetzt zu fordern, 
daB Anderungen von Prp sogar ganzzahlige Vielfache von h/n sein mussen: 

Ltprp=n :; n=I, 2, .... 

Sonach kommen wir zu dem Ergebnis, daB die Terme mit geradzahliger 
Rotationsquantenzahl m = 2 n Prplh und die Terme mit ungeradzahligem Om 
je fUr sich ein abgeschlossenes Termsystem bilden: die Ununterscheid
barkeit der beiden Teilchert laBt das bei unterscheidbaren Teilchen 
bestehende Termsystem in zwei nichtkombinierende Termsysteme zertallen. 

Beim H 2-Molekiil (oder sonst einem zweiatomigen Molekiil mit zwei 
nicht unterscheidbaren Kernen) liegen die Verhaltnisse wegen der drei
dimensionalen Rotationsbewegung zwar etwas anders, als in dem eben 
besprochenen ebenen Beispiel. Doch ergibt jedenfalls die genauere 
quantenmechanische Analyse, daB die Terme mit geradzahligen Wert en 
der Quantenzahl der MolekuItotation zum Parawasserstoff, diejenigen mit 
ungeradzahliger Rotationsquantenzahl zum Orthowasserstoff gehoren. 

Wieder zuruckkehrend zum He-Atom wollen wir nicht versaumen, 
uns die physikalische Bedeutung der Eigenfunktionen cp (tl' t 2) oder 
'P (tl' t 2) in bezug auf die Statistik der Ortsmessungen sorgfaltig klar zu 
machen. Selbstverstandlich durfen wir nicht sagen, cp (tl' t 2) gebe die 
Wahrscheinlichkeit dafUr, daB wir "das erste" Elektron am Orte tl und 
das "zweite" am Orte t2 finden - eine solche Aussage wurde nur bei 
zwei unterscheidbaren Teilchen moglich sein. Wir mussen vielmehr 
sagen: Wenn zunachst das He-Atom sich in einem Zustand definierter 
Energie befindet, und wenn cp (tl' t 2) bzw. 'P (tl' t 2) die zu dem fraglichen 
Energiewert gehorige normierte Eigenfunktion ist, so gibt uns 

!cp(t1 , t 2)i2dt1dt2 bzw. \'P(t1 , t 2}[2dt1dt2 (6) 
die Wahrscheinlichkeit dafUr an, daB bei einer Ortsmessung der beiden 
Elektronen eines von ihnen (aber es ist sinnlos, zu fragen, welches) in dem 
bei tl gelegenen Volumelement dt1 = dX1 dYl dZl und das andere in dem 
bei t2 gelegenen Volumelement d t2 = dX2 dY2 dZ2 gefunden wird. N atiirlich 
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ist es fUr die Moglichkeit dieser Interpretation von entscheidender Be
deutung, daB die Absolutwerte der Eigenfunktionen immer (auch bei 
den antisymmetrischen 1p) in den Argumenten t 1, t2 symmetrisch sind: 

\1P(t1, t 2)!2= \1P(t2, t 1)[2, l (7) 
11p(t1, t 2)\2= [1p(t2' t 1)\2. r 

Wir haben nun weiterhin zu priifen, welche Rolle der Spin der beiden 
Elektronen des He-Atoms hinsichtlich der jetzigen Oberlegungen spielt. 
Die entscheidende empirische Tatsache ist dabei die, daB beim Par-He 
- dessen Spektrum 'ein Singulett-Spektrum ist - die Spinmomente der 
beiden Elektronen stets antiparallel stehen (sich zu Null kompensieren); 
daB hingegen in allen Ortho-He-Zustanden die Spinmomente parallel 
stehen - wodurch das Ortho-He-Spektrum ein Triplett-Spektrum wird. 

Wir schreiben, wie in Kapite13, § 5, 3 erlautert wurde, die Eigen
funktionen des einzelnen Elektrons als Funktionen des Ortes t und der 
(nur der Werte + I und -I fahigen) Spinkoordinate s. Dementsprechend 
haben WiT fUr das Zweielektronenproblem mit Eigenfunktionen 

IP (t1' S1; t 2, S2) = IP (t2' S2; t1, S1) I 
oder 

1p(t1' S1; t 2, S2) =-1p(t2, S2; t:1, S1) 

(8) 

zu rechnen: Alles, was wir oben in allgemeiner Weise iiberlegt haben 
betreffs des Nichtkombinierens des symmetrischen und des antisym
metrischen Termsystems, gilt ohne weiteres auch fUr diese jetzt be
trachteten Eigenfunktionen (8). Fiir den Zusammenhang mit den obigen 
Oberlegungen interessiert "ijns nun diejenige Approximation, bei welcher 
von den energetischen Wechselwirkungen der Spinmomente der Elektronen 
ganz abgesehen wird - unter welcher Voraussetzung nach dem Obigen 
eine Umwandlung von Par-He in Ortho-He nur mit Zuhilfenahme eines 
dritten Elektrons erreichbar ist. Diese Approximation erlaubt es in der 
Tat, die GesetzmaBigkeiten des He-Spektrums weitgehend zu verstehen; 
nur gewisse Abweichungen der Ortho-He-Tripletts von der normalen 
Gestalt der Tripletts anderer Atome bediirfen zu ihrer Erklarung einer 
Mitberiicksichtigung der mit den Spinmomenten zusammenhangen 
schwachen Energieanteile. 

Eine einfache Betrachtung - wir kommen auf die Begriindung 
zuriick - laBt nun folgendes erkennen: Die in der N atur vorkommenden 
H e-Atome haben samtlich antisymmetrische Eigenlunktionen 1p (t1' S1; t 2, S2)' 

Denn die bei Nichtberiicksichtigung des Spins in den Ortem t1' t2 

symmetrischen E' f k' b b' M' b h 'd S' antisymmetrischen 1gen un tlOnen erge en el It etrac tung es pms 

d f ·· antiparallele S . .. . h k E' gera e ur parallele pmmomente eme ant~symmetnsc e exa te Igen-

funktion 1p (t1' S1; t 2, S2)' Dagegen wiirden die insgesamt symmetrischen 
Eigenfunktionen lP(t1 , S1; t2 , S2) zu den Energiewerten des Par-He 
Triplett-Terme und zu den Energiewerten des Ortho-He Singulett-Terme 
ergeben: Das ware mathematisch moglich, in vollem Einklang mit allen 
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bisherigen Formulierungen unserer quantenmechanischen Theorie; aber 
es kommt in der Natur nicht vor. 

Wir stehen hier vor einer neuen Tatsache, die nicht aus den im bis
herigen entwickelten quantenmechanischen Prinzipien tolgt, sondem eine 
besondere, erganzende Hervorhebung verlangt: Wir werden bald sehen, 
wie die Feststellung, daB beim Zweielektronenproblem nur das Term
system mit den a:ntisymmetrischen Eigenfunktionen 1p und nieht das 
mit den cp physikalisch realisiert ist, auf mehr als zwei Elektronen zu 
verallgemeinem ist. Natiirlich kann auch erst die Betrachtung des 
Drei-Elektronenproblems die theoretische Begriindung darnr liefem, daB 
(nieht nur dur~h - Lichtprozesse oder ProtonenstoBe, sondem auch) 
durch ElektronenstoB keine Umwandlung aus Zustanden 1p in Zustande cp 
geschehen kann. 

Bevor diese GesetzmaBigkeiten des He-Spektrums durch HEISENBERG 
aufgeklart wurden, glaubte man aus dem Unterschied der einander 
entsprechenden Terme beimPar-He einerseits und beim Ortho-He 
andererseits eine sehr erbebliche Wechselwirkungsenergie der Spinmomente 
zu erkennen: Zwei derartige einander entsprechende Zustande (also mit 
gleichen Hauptquantenzahlen und gleichen azimutalen Quantenzahlen) 
unterscheiden sich ja - so argumentierte man - nur dadurch, daB die 
Spinmomente entweder parallel oder antiparallel stehen; also ergibt die 
Spinrichtung einen erheblichen Energieanteil. Statt dessen sehen wir 
nun, daB die Energiedifferenz der einander entsprechenden Par- und 
Orthoheliumterme.primar gar nichts mit den Spinmomenten zu tun -hat: 
diese Energi~differenz ist ja (bis auf Korrektionen von der GroBenordnung 
der Ortho-He-Triplettaufspaltung) zu berechnen ohne jede Beriicksich
tigung der Spinmomente, allein aus den COULoMB-Kraften. Es ist ein 
charakteristisch quantenmechanischer, nieht durch klassische Analogien 
verstandlich zu macheilder Effekt, daB die bei Fortfall der Elektronen
wechselwirkung zweitachen Zustande durch die COULoMBsche Wechsel
wirkung der Elektronen in der besprochenen Weise autgespaUen werden; 
entscheidend ist darnr natiirlich die Moglichkeit, gemaB (2) die beiden 
Eigenfunktionen cp .. ( ft) cpm (f2) und CPm ( ft) cp .. (r2) linear zu superponieren; dit 
in der Moglichkeit derartiger Superpositionen zum Ausdruck kommendE 
Kohiirenz oder Interterenztahigkeit verschiedener Zustande hatten wir jc 
schon in Kapitel I, § 4, 2 als die Wurzel klassisch vollig unvorstellbarel 
Quanteneffekte erkannt. 

Erst nachtraglich stellt sieh ein Zusammenhang der Energiedifferenzer 
entsprechender Par-He- und Ortho-He-Terme mit den Spinrichtunger 
her dadurch, daB die Natur von den beiden durch die nichtkombinierender 
Termsysteme tp(rt, St; r2, S2) und cp(rt, St; r2, S2) gebotenen Moglich· 
keiten nur die eine benutzt und die approximativen Eigenfunktioner 
1p(rl' r2) nur bei parallelen Spinmomenten, die cp(rl' r2) dagegen nur be 
antiparallelen vorkommen laBt: so ergibt sich eine scheinbare Wechsel· 
wirkung der Spinmomente. 
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2. Das Mehrkorperproblem. Das im Zweikorperproblem mit unter
scheid:l>aren Teilchen bemerkte Auftreten zweier nichtkombinierender 
Termsysteme, oder - anders ausgedruckt - zweier verschiedener 
irreduzibler Losungen dieses quantenmechanischen Problems, findet sich 
in gesteigertem AusmaB wieder, wenn noch mehr ais zwei ununterscheid
bare Teilchen vorhanden sind. So gibt es bei dnii Teilchen drei, bei 
vier Teilchen junj, bei sechs Teilchen elj verschiedene mathematisch 
mogliche Problemlosungen. 

Uns haben hier aber nur zwei dieser Losungen zu beschaftigen, fur 
welche wir zunachst wieder die bei Nichtvorhandensein einer Wechsel
wirkungsenergie geltenden Eigenfunktionen hinschreiben. Es seie'n 
tp,,(t, s) die Eigenfunktionen des Einkorperproblems, diesmal glekh mit 
Beriicksichtigung des Spins. Anschaulich konnen wir uns etwa denken, 
daB wir es mit einem Uran-Atom zu tun haben: Die IP,,(t, s) sind also 
die Eigenfunktionen fur ein hochionisiertes Uranion, bei welchem nur 
ein einziges Elektron im Felde des Kerns vorhanden ist. Was wir dann 
hinschreiben wollen, sind die Eigenfunktionen fur ein Uran-Atom oder 
Uran-Ion mit irgendeiner Anzahl N von Elektronen, unter Vernach
lassigung der Wechselwirkungsenergien dieser Elektronen. Aber wir 
wollen unsere Betrachtung durchaus nicht beschranken auf Elektronen: 
es konnte ebensogut ein System von N cx.-Teilchen betrachtet werden, 
oder von N Eisenatomkernen; naturlich ist dann die Spinkoordinate s 
so zu verstehen, wie es den gerade betrachteten Teilchen entspricht; 
also s ist I, 2, 3, ... verschiedener Werte fahig, wenn das Spinmoment 

I . hI. 3 . 
g elC 0'"2' I, "2' ... 1st. 

Wir vereinfachen uns die Schreibweise, indem wit fur t, s zusammen
fassend kurz C schreiben; die Eigenfunktionen des Einkorperproblems 
heiBen dann tp .. (C). 

Die uns interessierenden Eigenfunktionen des N-Korperproblems 
ohne Wechselwirkung sehen nun so aus: Entweder haben wir die folgende 
Determinante zu bilden 

tp", (Cl)'tp", (C2)· •• IP .. , (CN) 

tp ... (C1) tp". (Cl) • .. IP ... (CN) 
(9) 

tp".v(C1) tp" .... (C2)· •• IPlI.v(CN) 
oder aber wir haben statt dieser Determinante sozusagen ihr symmetrisches 
Gegenstuck zu bilden: Wir denken uns die N! Summanden dieser 
Determinante (9) vollstandig hingeschrieben, . und andern die FOrniel 
dann derart ab, daB wir die Minuszeichen, die vor der Halfte dieser 
Summanden stehen, durch Pluszeichen ersetzen. FormelmaBig konnen 
wir das Resultat dann so hinschreiben: 

tp",,, ...... .v(C1 , C2 , ••• , CN) = ... ..!' IP"" (Cl)1P1Xa (C.) ••• tp/X.V(CN); (IO) 
",=P( .. ) . 
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dabei soil summiert werden uber aIle jene N! Indexkombinationen 
lXI' IX2' ... , IXN, welche Permutationen der Indizes n1 , n2 , •.• , nN sind. 

Offen bar kommen wir fUr das Zweikorperproblem N = 2 wieder auf 
die fruher betrachteten Eigenfunktionen zuruck. Allgemein haben die 
Eigenfunktionen (9) und (ro) folgende Eigenschaften: Wenn wir von 
den Argumenten C1 , C2 , ••. , CN zwei miteinander vertauschen, dann geht 
1p in -'IjJ uber, wahrend cp ungeandert bleibt. Zum Beispiel wird 

If!(C2 ,C1 ,Ca, •.• ,Cs}= If! (C1 , C2 , C3 , ••• ,CN),} (II) 
1p(C2 , C1 , Ca, ... ,C.v}=-1p(C1 ,C2 ,Ca, •.. ,eN}; 

und ebenso fUr jede andere Vertauschung eines Paares der C1 , C2 , ••• , CN. 
Wird jetzt die Wechselwirkung der N Teilchen mitberucksichtigt, 

so treten naturlich wieder abgeanderte Eigenfunktionen an die Stelle 
der einfachen Ausdrucke (9) bzw. (ro); aber auch bei Berucksichtigung 
der Wechselwirkung bleiben die Symmetrieeigensehafien (II) ungeiindert 
in Kraft. Wir nennen wieder die 1p die antisymmetrisehen ~nd die If! die 
symmetrisehen Eigenfunktionen. 

Wie schon gesagt, gibt es neben diesen zwei erlauterten Losungen 
des Mehrkorperproblems fur aIle Faile auBer N = 2 noch weitere mathe
matisch mogliche Losungen. A ber die N atur maeht davon keinen Gebrauch; 
wir brauchen uns damit nicht zu beschaftigen. Wenn wir jedoch zwischen 
den beiden Losungen 1p und If! entscheiden wollen, so mussen wir zunachst 
sagen, welehe Art ununterscheidbarer Teilchen uns jetzt beschaftigt. 

Wenn es Elektronen sind, dann ist festzusteilen, daB die symmetrisehen 
Eigenfunktionen If! nicht in Frage kommen (ebensowenig wie die weiteren, 
hier nicht naher betrachteten mathematisch moglichen Problemlosungen). 
Fur Elektronen sind immer nur die antisymmetrischen Eigenfunktionen 1p 

anzuwenden. Diese fundamentale Erkenntnis wird als das PAuLIsche 
Prinzip bezeichnet. 

Wenn es sich dagegen urn IX-Teilchen handelt, dann kommt gerade 
umgekehrt nur die Losung mit den symmetrischen Eigenfunktionen If! 
in Betracht. Das weiB man empirisch aus zwei Effekten: erstens aus dem 
Spektrum des Heliummolektils He2; und ferner aus Abweichungen von 
der RUTHERFoRDschen Streuformel, die dahn eintreten, wenn wir die 
Streuung von IX-Teilchen an He-Kernen untersuchen - die Nichtunter
scheidbarkeit von stoBenden und streuenden Teilchen laBt hier Effekte 
auftreten, deren Untersuchung zu entscheiden erlaubt, ob bei den 
IX-Teilchen die symmetrischen oder die antisymmetrischen Eigenfunk
tionen vorliegen. 

Analog lassen das H2-Molektil und die thermodynamischen Eig-en
schaften von Para- und Ortho-Wasserstoff sowie die Streuung von 
Protonen in Wasserstoffgas erkennen, daB die Protonen wiederum 
antisymmetrische Eigenfunktionen besitzen. 

Weshalb die Elektron~n und Protonen gerade antisymmetrische und 
nicht symmetrische Eigenfunktionen haben, das ist eine Frage, die wir 
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hier ganz unbeantwortet lassen mussen; von unserem jetzigen Standpunkt 
aus ist es unmoglich, eine tiefere Begrundung dafur anzugeben. Wir 
konnen hier nur· als empirische GesetzmiifJigkeit feststellen, daB Teilchen 
mit einem halbzahligen Drehmoment st~ts antisymmetrische, solche mit 
ganzzahligem Drehmoment hingegen symmetrische Eigenfunktionen haben. 
Es ist ein schones :Ergebnis der spater zu besprechenden tiefergehenden 
Untersuchungen, daB sie uns diesen empirischen Sachverhalt als theo
retisch notwendig erkennen und verstehen lassen. 

Fur zusammengesetzte Teilchen allerdings konnen wir schon jetzt 
vorhersehen, was sich ergeben muB, sofern wir betreffs ihrer Bausteine 
Bescheid wissen. Wir formulieren sofort die allgemeine Regel, deren 
Beweis sich aus (II) auf den ersten Blick ergibt: Zusammengesetzte 

Teilchen, in denen eine gerad~ Anzahl solcher Teilchen steckt, die selber ungera e 
antisymmetrische Eigenfunktionen haben (und auBerdem noch eine be
liebige Anzahl von Bausteinen mit symmetrischen Eigen£unktionen), 

symmetrische. . 
besitzen antisymmetrische E~genfunkt~onen. 

1m Einklang hiermit und mit obiger empirischer Regel ergibt sich 
ja auch das Drehmoment zusammengesetzter Teilchen ganzzahlig oder 
halbzahlig je nachdem, ob eine gerade oder ungerade Zahl von Bau
steinen mit halbzahligem Drehmoment vorhanden ist. 

Wir wollen hervorheben, daB die Eigenfunktionen (9) oder (10) 
zwar durch N verschiedene Indizes nI> n2, .. ,nN numeriert sind, daB 
aber offenbar zwei Eigenfunktionen zu demselben Zustand gehiiren, wenn 
die Indizessysteme in beiden Fallen nur durch eine Permutation von
einander verschieden sind (d. h. also: beim 3-Korperproblem z. B. 
stellen die Indizes 138 denselben Zustand dar, wie 183 oder 381). Denn 
die durch solche permutierten Indiz~s bezeichneten zwei Eigenfunk
tionen sind niemals linear unabhiingig. - sie stimmen entweder genau 
uberein, oder unterscheiden sich urn einen Faktor -I. 

Bei den antisymmetrischen Eigenfunktionen ergibt sich der charakte
ristische Umstand, daB niemals zwei Indizes einandergleich sein konnen. 
Denn fur zwei gleiche Indizes wiirden wir ja in der Determinante (9) 
zwei ubereinstimmende Zeilen bekommen, was bekanntlich die Deter
minante verschwinden laBt. Wir konnen also die Tatsache, daB die 
Elektronen antisymmetrische Eigenfunktionen haben, auch in der Form 
des beriihmten PAuLIschen A"quivalenzverbotes aussprechen: 

Es kommt niche vor, dafJ zwei E1ektronen voUstiindig ubereinstimmende 
Quantenzah1en haben. 

Hieraus ergeben sich die Perioden1iingen 2 n2 = 2; 8; 18; 32 im 
periodischen System der E1e";"ente, bzw. die ihnen zugrunde liegende 
und fUr die Rontgenspektren maBgebende Schalenstruktur der A tome. 
In einem kugelsymmetrischen Kraftfeld (Richtungsentartung!) hat ein 
durch die Quantenzahlen n, 1, i gekennzeichneter Zustahd eines einzelnen 
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ElektronsdieVielfachheit 2j+I; wegen 1=0, I, .. ,n-Iundj=I±~ 
bekommen wir also folgendes Schema der E1ektronenscha1en und ihrer 
maxima1en Besetzungszah1en: 

Rontgenterm K Lll L21 LIB Mll M21 MIS Mas Msa I Nll ·· . 

n 1 2 2 2 3 3 3 3 3 4 ... 
1 0 0 I I 0 I I 2 2 0 ... 
j l/S 1/2 l/Z 3/z l/a l/z 8/a 3/a ils l/z ... 
max. Besetzung 2 2 2 4 

I 
2 2 4 4 6 

I 
2 ... 

2 n 2 2 8 18 32 

Dbrigens laBt diese jetzige Fassung des PAuLI-Prinzips auch sofort 
erkennen, daB tatsachli~h beim He die in den Ortskoordinaten symmetri
schen Eigenfunktionen (zu denen auch diejenigen mit gleichen Werten 
n, 1, j fUr beide Elektronen gehOren) antiparalle1e Spinmomente haben 
mussen. -

Betrachten wir zwei verschiederie Atome A und B, deren wechsel
seitiger Abstand gro/J ist gegenuber den beiden Atomdurchmessern. 
Wenn A in seiner Elektronenhillie ZA Elektronen besitzt, wahrend ZB 
die Elektronenzahl in B ist, dann haben wir streng genommen fUr das 
aus A und B zusammen genommen bestehende Gesamtsystem anti
symmetrische Eigenfunktionen im 3 (Z A + Z B)-dimensionalen Raume an
zusetzen, und es erhebt sich die Frage, wie wir aus dieser Anwendung 
der antisymmetrischen Eigenfunktionen auf das Gesamtsystem zu .einer 
Rechtfertigung unserer Dberzeugung kommen, daB wir im Grenzfall 
ganz groBen Abstands zwischen A und B statt dessen die antisymme
trische Eigenfunktionauf jedes einzelne der Atome A, B fUr sich allein 
anwenden durfen. Eine nahere Betrachtung, auf die hier nicht aus
fUhrlicher eingegangen sei, ergibt in der Tat die positive Beantwortung 
dieser Frage. Damit aber haben wir offenbar auch klargestellt, weshalb 
die exakten, den Spin mitenthaltenden Eigenfunktionen des He-Atoms 
auch durch einen ElektronenstoB nicht ihre Antisymmetrie verlieren 
konnen. 

Wahrend aber im Falle zweier weit getrennter, keine merkliche Wechsel
wirkung besitzender Atome A und B die Eigenfunktionen rpAB des 
Gesamtsystems im Sinne der Regel von Kapite13, § 5, 3 die Produkte q;A rpB 
je zweier Eigenfunktionen von A bzw. B allein sind, ergeben sich kom
pliziertere Verhaltnisse, wenn die beiden Atome einander bis auf Abstande 
yon· der GroBenordnung der Atomdurchmesser nahe kommen. pie 
Unmoglichkeit, in diesem Falle die "zu A gehOrigen" Elektronen klar 
zu unterscheiden von den "zu B gehorigen", auBert sich in "A ustausch
elfekten" von ahnlicher Art, wie die oben besprochene scheinbare Wechsel
wirkung der Spinmomente der beiden Elektronen im He-Atom. 
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In riesigem MaBstab zeigt sich eine Parallelstellung von Spinmomenten 
durch Austauschkrdfte beim Ferromagnetismus. Die von EWING her
riihrende Bemerkung, daB die atomaren Magnete schon infolge ihrer 
magnetischen Wechselwirkung eine Tendenz zu paralleler Ausrichtung 
haben, konnte keine befriedigende Darstellung des ferromagnetischen 
Verhaltens geben, weil diese Wechselwirkung viel zu schwach ist, urn 
die Parallelstellung der atomaren Einzelrnagnete gegen die ungeordnete 
Temperaturbewegung aufrecht zu erhalten. Deshalb fuhrte WEISS die 
Hypothese ein, daB hier eine neue, unbekannte Kraft wirksam sei, welche 
zur Parallelstellung' der Magnete fuhre - auf diese Weise konnte rein 
formal nach den Regefu der statistischen Mechanik die Temperatur
abhangigkeit des Magnetismus berechnet und in zutreffender Weise 
dargestellt werden. Aber erst jetzt verstehen wir das Zustandekommen 
dieser von WEISS hypothetisch eingefuhrten Kraft: es ist dieselbe schein
bare Wechselwirkung der Spinmomente, welche auch in der Multiplett
struktur zutage tritt; und damit gewinnen wir. die Unterlagen einer 
theoretischen Ermittlung der Substanzen, welche Ferromagnetismus 
zeigen, und einer diesbezuglichen quantitativen Ausrechnung. Leider 
hangen allerdings die quantitativen Verhaltnisse sehr erheblich von den 
Feinheiten der Atomwechselwirkungen im Kristalle ab, und fur das 
technisch so wichtige Problem der Auffindung von Legierungen mit 
bestirnmten erwunschten magnetischen Eigenschaften wird die Theorie 
erst nach Durchfiihrung sehr miihsamer Spezialuntersuchungen Beitrage 
leisten k6nnen. Grundsatzlich wichtig ist, daB die durch Austausch
krafte bedingte Parallelstellung der Spinmagnete nicht von der Richtung 
relativ zu den Kristallachsen abhangig ist; solange sonstige st6rende 
Wirkungen unberiicksichtigt bleiben, ergibt sich also durch ein auBeres 
Magnetfeld stets eine Sdttigungsmagnetisieruftg parallel diesem Magnet
feld. Koerzitivkraft und Hyst~rese ergeben sich erst aus den schwacheren 
magnetischen Wechselwirkungen der a:tomaren Magnete: Diese sind relativ 
zu den Kristallachsen richtungsabhangig, insbesondere also bei kubischem 
Kristallbau abhangig von den von Ort zu Ort wechselnden Verzerrungs
richtungen; das scheinbar homogene Stuck Eisen zerfallt in viele kleine 
Teilgebiete, von denen jedes einzelne bis zur Sattigung magnetisiert ist, 
aber mit einer durch die inneren Spannungen des Stoffes bedingten 
Richtung. Diese recht komplizierten Verhaltnisse sind einer weitgehenden 
theoretischen Erfassung zuganglich, wobei aber naturlich weitere spezifisch 
quantentheoretische Gesichtspunkte nicht mehr in Betracht kommen. 

Wahrend der Ferromagnetismus so zustande kommt, daB gerade der 
energetisch tiefste Zustand derjenige mit parallel gestellten Spinmagneten 
ist, gibt. es naturlich umgekehrt auch solche Falle, wo antiparallele 
Spinmomente die kleinere Energie ergeben. Hierauf beruhen zum wesent
lichen T eile die homoopolaren chemischen Valenzen. 

Der von den Chemikem aus ihren Erfahrung~n heraus entwickelte 
Valenzbegritt ist ganz offensichtlich nicht auf Grund klassisch-physikalischer 

Jordan, Quantentheorie. 13 
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Vorstellungen zu verstehen. Die charakteristische, durch die den 
Atomen zugeschriebenen Wertigkeiten und durch die Valenzstriehe aus
gedriickte A bsiittigung der Valenzen Hi.Bt in der chemischen Bindung das 
Walt en von Kraften erkennen, die nicht nur vollkommen verschieden 
etwa von COULoMBscher oder ahnlicher Wechselwirkung sind, sondem 
auch ganz grundsatzlich einer sinngemaBen Deutung durch klassische 
Vorstellungsbilder widerstreben. 

Dabei ist allerdings klar, daB sich verschiedenartige Effekte hinter 
den chemischen Valenzkraften verbergen. So sind insbesondere die 
heteropolaren Bindungen von den sonstigen abzutrennen; in ihnen kommt 
das Wesen. der chemischen Valenz weniger charakteristisch zum Aus
druck. So beruht die Einwertigkeit der Alkaliatome im Grunde nur auf 
der lockeren Bindung des auBersten Elektrons, und die Einwertigkeit 
der Halogenatome gegeniiber den Alkalien beruht auf ihrer Elektronen
aflinitiit (Fahigkeit, in der nur ein "Loch" enthaltenden auBersten 
Elektronenschale noch ein iiberzlihliges Elektron zu binden). In einer 
wasserigen Losung von NaCl haben wir dementsprechend Ionen Na+ 
und Cl-, und auBerdem einen gewissen Anteil von Molekiilen NaCl, die 
sozusagen lediglich eine Aneinanderlagerung zweier sich elektromagne
tisch anziehender Ionen darstellen: Hier ist es klassiseh verstandlich, 
daB fiir diese neutralen Ionenpaare keine erhebliche Tendenz zu weiteren 
Anlagerungen besteht. Treten aber doch soIche weiteren Anlagerungen 
ein, d. h. bildet sich ein Keirn eines NaCI-Kristalls, so hOrt auch die 
paarweise Zuordnung von Na- und Cl-Ionen auf: In der bekannten 
NaCI-Gitterstruktur ist jedes Na+ symmetrisch umgeben von seehs 
Ionel'l Cl-, und umgekehrt. Wenn wir also einmal die niedrige Ioni-. 
sierungsspannung des N a und die Elektronenaffinitat des Cl als gegebene 
Tatsachen annehmen, so ist alles w~itere rein klassiseh zu verstehen: Wir 
miissen es dabei aber auch als in Wirklichkeit nicht berechtigt ansehen, 
die Verbindung NaCl mit einem Valenzstrieh Na-Cl zu schreiben, denn 
mit den typischen Valenzstrichen insbesondere der organischen Chemie 
hat dieser hier geschriebene Valenzstrich sehr wenig zu tun. 

Scheiden wir die Gesamtheit der ausgesprochenermaBen heteropolaren 
Bindungen aus, so bleibt noch irnmer ein Bild groBter Mannigfaltigkeit 
zuriick: Neben ausgedehnten Gebieten, in denen die primitiven Wertig
keits- und Valenzstrichregeln sich restlos bewahren, gibt es eine Fiille 
von Fallen, die allerlei Ausnahmen bilden, und die den Chemikem 
AnlaB zu mancherlei empirisch gewonnenen Verallgemeinerungen oder 
Erweiterungen der Valenzvorstellung gegeben haben. Jedenfalls miissen 
wir also auch bei den "richtigen", den homoopolaren Valenzbindungen 
die Valenzstrichregeln der Chemiker als einen idealen Grenz/all ansehen, 
der oft nur in recht grober Annliherung verwirklicht ist. Nach der 
Quantentheorie beruht diese "ideale" homoopolare Valenz a~f dem 
Vorhandensein zweier Bindungselektronen mit antiparallel gestellten 
Spinmomenten. 
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Es ist ein bedeutungsvoller Erfolg der Quantentheorie, daB sie fur 
diesen idealen Grenzfall in umfassender Weise die aus der chemischen 
Erfahrung abstrahierten GesetzmaBigkeiten liefertl, und auBerdem ganz 
allgemein die UnterIagen einer theoretischen Ermittlung der vor
kommenden Abweichungen yom idealen Verhalten gibt. Grundsiitz1ich 
- die praktische Durchfuhrung aller hierher gehOrigen zahllosen Einzel
rechnungen wird immer nur bruchstuckweise moglich sein - ist damit 
die Chemie der Quantentheorie der Atome eingeordnet. 

Eine ausfuhrlichere Betrachtung der quantentheoretischen Deutung 
der chemischen Valenzen mussen wir uns freilich in diesem Buche ver
sagen - eine Besprechung einiger typischer Beispiele wurde, wenn sie 
merklich mehr als die gemachten Andeutungen bieten sollte, einen 
breiteren Raum erfordern, und eine genauere Erorterung der allgemeinen 
Gesetzmii/3igkeiten erfordert abstrakte mathematische Hilfsmittel, auf 
deren ErIauterunghier verzichtet werden muB. Heben wir nur dies 
hervor, daB die Quantentheorie der chemischen Bindung auf mathe
matische Probleme fiihrt, die zu besonders merkwurdigell: und beziehungs
reichen - und ZlJ.m Teil sehr modernen - Kapih!ln der Mathematik 
gehoren. Die Gruppentheorie, und insbesondere ihr modernster Zweig, 
die Darstellungstheorie der Gruppen, bietet im Zusammenhange mit der 
Invariantentheorie die tiefdringenden Hilfsmittel zur gedanklichen Er
fassung der quantenphysikalischen Gesetze der chemischen Valenz; sie 
bietet ebenso ubrigens fur viele feinere Fragen der Atomtheorie oder der 
Molekiilspektren, oder z. B. der Metalltheorie die adaquaten Hilfsmittel 
dar. Die aus diesen Zusammenhangen sich ergebenden Probleme ·und 
GesetzmaBigkeiten sind seit ihrer ErschlieBung (WrGNER, v. NEUMANN, 
HErTLER-LoNDON, WEYL u. a.) Gegenstand vieler Untersuchungen 
geworden; sie bilden eines der schOnsten und reichhaltigsten Kapitel 
der heutigen Quantentheorie. 

3. Ideate Gase. Unsere Ergebnisse betreffs des Mehrkorperproblems 
mit nicht unterscheidbaren Teilchen gebenVeranlassung zu einer Revision 
der klassischen Theorie des idea1en Gases. 

Wir betrachten ein wiirfelformiges GefaB yom Volum V = 13 mit 
ideal reflektierenden Wanden. Ein darin sich frei bewegender einzelner 
Massenpunkt hat dann (vgl. Kapitel 2, § I) zu den Kanten parallele 
Impulskomponenten mit den Betragen 

I I nlh I I nzh VX=2l' V:V=2l' (12) 

1 Dabei werden die Valenzstrichregeln theoretisch hergeleitet aus ge
wissen mathematischen Gesetzen betreffs der sog. biniiren Invarianten, 
und merkwiirdigerweise ist auf eine formale Analogi~ zwischen den binaren 
Invaria..nten und den chemischen Valenzbeziehungeri schon vor langer Zeit 
hingewiesen worden, als man noch. vollig aul3erstande war, sich bei dieser 
Analogie irgend etwas physikalisch Deutbares zu denk.en. 
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was die Energiewerte' 

W"'''s",=Wn=CV.u2C2 + 4~: (n~+n~+ni) (13) 

ergibt, wenn.u die Ruhrmisse ist. Besitzt der Massenpunkt einen Dreh
impuls i, so hat jeder der durch die drei Quantenzahlen n = (nt, n2, na) 
bezeichneten Translationsquantenzustande das statistische Gewicht 
g=2i+I. 

Die klassiscke ideale Gastheorie bekommen wir nun, wenn. wir uns 
die verschiedenen Gaspartikel als individuell unterscheidbar vorstellen, 
d. h. wenn wir annehmen, bei Vorhandensein von N Teilchen seien 
die verschiedenen Zustande des Gesamtsystems zu bezeichnen durch 
Angabe von N Zahltripeln n, deren jedes sich auf ein ganz bestimm
tes der Gasteilchen bezieht. Denken wir zum Vergleich an die Eigen
schwingungsoszillatoren eines (groBen) Kristallgitters: diese sind in der 
Tat alle einzeln unterscheidbar, und die Anwendung der statistischen 
Obedegungen griindet sich darauf, daB es zu jedem dieser Oszillatoren 
eine groBe Menge ibm frlst gleicher gibt. Wiirden auch die Partikeln 
eines Gases nur last gleichartig, aber doch noch individuell unterscheidbar 
sein, so ware es berechtigt, auf sie - wie es die klassische Gastheorie 
tut - diekanonische Verteilungsformel anzuwenden; also zu behaupten, 
daB zum lmpulsgebiet d!,z d!,,, d!,. bei thermodynamisch stationarer 
Verteilung eine mit 

CVpICI+pl p' 

e--~ . d!'zd!,,,d!,. bzw.e- 2m/OT d!'zd!'"d!,. (14) 

proportionale Teilchenzahl gehOr~ (vgl. dazu Kapitel 2, § 2, 7). 
Aber dieses MAxwELLsche Verteilungsgesetz (14) verliert seine Gilltig

keit, wenn wir jetzt unsere Ergebnisse betreffs nichtunterscheidbarer 
Teilchen beachten. Wir wollen die verschiedenen Zustande eines einzelnen, 
im Kasten allein vorhandenen Teilchens jetzt kurz mit n bezeichnen; 
in n soli also das Zahlentripel n zusammengefaBt sein mit der die g ver
schiedenen Impulsstellungen unterscheidenden Quantenzahl. Bei Vor
handensein von N. gleichartigen Teilchen ohne Wechselwirkung ist dann 
j eder einlacke Zustand dieses Gesamtsystems zu charakterisieren dur<;h 
die Angabe, 

wieviele Teilcken sick in iedem der einzelnen Zu.stiinden belinden. 

Denn wir sahen ja im vorigen Abschnitt, daB fUr die einfachen Zu
stande im N-K6rperproblem die zugehOrigen Eigenfunktionen so zu 
numerieren sind, daB zwar N Indizes n angegeben werden, deren Reihen
folge aber ganz.beliebig ist. 

Ein Untersckied der beiden Moglickkeiten: symmetriscke oder anti
symmetriscke Eigenfunktionen, kommtzustande in der Form, daB die 
Anzahl N" von Teilchen, im Zustand.n im ersteren Falle alle Werte 
0, I, 2, 3, •.. annehmen kann, im letzteren Falle dagegen nur 0 und I. 
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Betrachten wir zunachst den ersteren Fall, so konnen wir sagen: 
wir haben hier ganz dieselbe Zustandsmannigfaltigkeit, wie bei einem 
System von harmonischen Oszillatoren: jedem Zustand n entspricht ein har
monischer Oszillator, dessen Energiestufen urn je W n auseinander liegen. 
Entsprechend haben wir rur den letzteren Fall ein System von quanten
mechanischen Gebilden - nennen wir sie kurz Quasi-Oszillatoren -, 
deren jedes nur in zwei Zustanden, mjt den Energien 0 und W n auf
treten kann. Wir konnen also unsere Entropieformel (43), Kapitel2, § 2,7 
anwenden, wenn wir uns nur klarmachen, daB die damals mit N,. be
zeichneten Zahlen etwas anderes, als die ietzigen N,. sind; wir wollen 
rur die damaligen N,. jetzt die Bezeichnung N~ gebrauchen. 

In (43), Kapitel2, § 2 ist eine Menge von N' fast gleichartigen Gebilden 
vorausgesetzt; dementsprechend betrachten wir jetzt diejenigen N' 
Oszillatoren bzw. Quasioszillatoren, rur welche die zugeordneten Energie
werte W n in ein enges Intervall W, W + LI W fallen. Von diesen haben 
dann N~ eine "Quantenzahl" (Anzahl der vorhandenen Teilchen mit der 
fraglichen Energie W n) gleich r, und der zum Intervall W, W +LI W 
gehOrige Entropieanteil wird gleich 

LlS=-kN'~~~log~~ =-kN'~n~logn;, (IS) 
, , 

worin also n; =N;/N' geschrieben ist. Der zugehOrige Energieanteil ist 
LlE=N'W.Ir·n;; (16) , 

und die Anzahl der auf W, W +LI W entfallenden Teilchen ist 
LlN=N'.I r·n;. (17) , 

Indem wir diese drei Ausdrficke fiber die ganze Energieskala inte
grieren, bekommen wir rur einen Zustand, der durch Angabe der 
n; = n; (W) als Funktionen von W beschrieben ist, die Gesamtentropie 
S, die Gesamtenergie E und die Gesamtteilchenzahl N. Wir haben dann 
denjenigen Zustand aufzusuchen, der den gro/3ten bei vorgegebenen Werten 
E und N moglichen Entropiewert besitzt. 

Dadurch, daB die GroBe N jetzt fest vorgegeben ist, kommt als 
Ergebnis nicht einfach die kanonische Verteilung rur ein Oszillatoren
bzw. Quasioszillatorensystem heraus, sondem eine etwas abweichende 
Verteilung. Es wird namlich1 bei der absoluten Temperatur T: 

n~(W)=F·e-' [a (T)+ :wT l; I 
1= F·.I e -, la (T) + TTl. (18) 

1 Denn S~ max. unterdendreiNebenbedingungenE =const; N =const; 
E n~ = 1 fordert: . 

b(S-{JE-kaN +A.rn~) =0, 

oder k In n~ + {J. W r + ka . r + C = o. 
Wie in der FuBnote S. 66 sieht man, daB {J = T-l ist. 
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Die zweite Zeile legt den Faktor F=F(T; W) fest; die Temperatur
funktion a(T) ist so zu bestimrnen, daB durch (18) die vorgegebene 
Gesamtteilchenzahl N zustande kommt - ein expliziter Ausdruck fUr 
a (T) HiBt sich im allgemeinEm nicht ermitteln. 

Die mitaere Quantenzahl pro Oszillator bzw. Quasioszillator, definiert 
durch 

n.= ,Ir·n;(W); , 
ergibt sich nach (18) gleich 

bzw. 

I 
n.= --~rs'--.-

II(T)+kT 
e -I 

I 
np= ------.-rs-.-

II(T)+kT 
e +1 

w 
'II=T' 

( BOSE") . " , 

("FERMI") . 

(19) 

(20) 

Hier bezieht sich die obere Formel auf Teilchen mit symmetrischen 
Eigenfunktionen, oder, wie man auch sagt, mit BOSE-Statistik; die 
untere gilt fUr. den Fall antisymmetrischer Eigehfunktionen, oder die 
sog. FERMI-Statistik. 

Wenn wir verzichten auf die feste Vorgabe von N, also Prozesse zulassen, 
durch welche die Teilchenzahl N unbeschrankt verandert werden kann, 
so ergibt sich statt (18) die gewohnliche kanonische Verteilungsformel, 
angewandt auf das System unserer Oszillatoren oder Quasioszillatoren: 

rW 

n;(W) =F· e - kT, 
rW 

I=F',Ie-kTi 
r 

an Stelle von (20) bekommen wir dann 
I 

n.= ----;:-rs.::---:--
ekT -I 

I 
n·=----;--rs.--

ekT +1 

fUr BOSE-Statistik, 

fUr FERMI-Statistik. 

(21) 

(22) 

Die obere, fur alle Teilchen mit BOSE-Statistik geltende Formel fiihrt 
uns wieder auf die frUhere Formel fur die mittlere Energie eines Oszillators 
der Frequenz v zuruck. [V gl. Kapitel 2, § 2, 2) die dortige F ormel (3) 
entspricht ubrigens der jetzigen Formel (21), abgesehen von der Bezeich
nungsweise. Die gleichzeitig eintretende Analogie zur PLANcKschenFormel 
(10), § I, I, Kapitel I ist nicht uberraschend, da wir damals ebenso 
wie jetzt ein System harmonischer Oszillatoren betrachteten - es handelte 
sich damals urn die elektromagnetischen Eigenschwingungen eines Hohl
raums. Wir merken uns aber bei dieser Gelegenheit die bedeutungsvolle 
Tatsache, daB auch die Lichtquanten hinsichtlich ihres statistischen 
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Verhaltens nichts Neues zeigen gegenuber den materiellen Teilchen -
sie verhalten sich genau so, wie diejenigen materiell~n Teilchen, welche 
symmetrische Eigenfunktionen haben, gehOren also, kurz gesagt, zu den 
Teilchen mit BOsE-Statistik. 

Fur den besonderen Fall n. -< I, welcher bei den Lichtquanten aus 
dem PLANcKschen Gesetz das WIENsche hervorgehen laBt, bekommen 
wir aus (20) fur beide Statistiken die vereinfachte Formel 

;.. ,,(T)-..!!. 
np=e loT; 

das bedeutet aber offenbar: fur diesen "WIENschen" Grenzfall ergibt 
sich asyrnptotisch die klassische ideale Gastheorie. Wir bekommen aber 
auch fur diesen Grenzfall noch eine wichtige neue Aussage; namlich eine 
absolute Festlegung der Entropiekonstanten: Fur den einfachsten Fall 
- einatomiges Gas - ergibt sich genau der empirisch gesicherte Wert 
der chemischen Konstanten (vgl. Kapitel I, § 4,5), wenn wir folgendes 
uberlegen. 

Wir haben es jetzt mi.t nichtrelativistischer Mechanik zu tun, und 
wollen in der Energie W den Ruhanteil p,c2 streichen; statt (13) wird 
also einfacher 

ha ha 
W n = 8/Lla n2 =; 8/Lls (n~+n~+n~). (24) 

Folglich gibt es1 im Energieintervall W, W +LI W (asyrnptotisch) 
4:71; --

N'=gV·z(W) LlW=gV·Vp, V2p,W·L1W (25) 

einfache Zustande eines Einzelatoms unseres Gases. Also wird die 
Gesamtteilchenzahl N nach (23) gleich 

CD J :71; _"(T)_2!. 
N=gV· .1ha ,uV2p,W.e . IoT·dW, 

o 
und das ermoglicht die explizite Berechnung von a(T), in der aus der 
klassischen Gastheorie bekannten Weise. Es wird 2 offenbar 

V (2/L:7I; k T)'/. 
=g' hI 

Nun wird die Gesamtentropie nach (43), Kapitel 2, § 2,7 gleich 
co 

5 =-kgV f z(W)' ~ n; log n;·dW, 
o , 

1 Vgl. die ahnliche Abzahlung Kapitel I, § 1,2. 

CD CD 

I Es ist J vy e - Y dy = V;; ferner iibrigens J R e - Y dy = ! yn. 
o 0 
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und fiir n. < I ist (in beiden Statistiken) 
.I n; log n; = n: log n: + n: log n: = (I-n.) log (I - n.) + n.log n.= 
r 

=- n. + n.log n.; 
also 

CD 

2'/"","/I:n; f - W [ W] S=kN+kgV· h8 . YW·e-II(Tl-kT". a(T)+ kT dW 
o 

2'1, p.'I, :n; - II (Tl ,[ Vn 3-] = kN + kgV·-h8- e (kT) I, a (T)·-2- +4"Vn 

= kN + kg V. (2:n;~: T)'I, ·e-II(Tl [a(T) + ;]; 
nach (26) also endlich 

S ' k N [log { c: . (2", :n;h! T)'} + ~], (27) 

womit die empirische Formel (22), Kapitel I, § 3, 5 ihre theoretische 
Begriindung erhalten hat. 

Fiir einen vollstandigeren Beweis, daB man den so bestiffimten 
Absolutwert der Entropie tatsachlich in der den Thermodynamikem 
gewohnten Weise fiir die Berechnung von chemischen Gleichgewichten 
(oder Dissoziations- und Ionisierungs-Gleichgewichten) verwenden darf, 
ware eigentlich et.:e genauere Untersuchung der thermodynamisch 
normalen Verteilung in einem Gemisch verschiedener Gase, deren Teil
chenzahlen sich durch die betrachteten chemischen Umwandlungen 
andem konnen, notig. Wir begniigen uns mit der Bemerkung, daB alle 
diesbeziiglichen Fragen sich von den jetzt gewonnenen Einsichten aus 
in einfachster und klarster Weise erledigen1 . Folgendes allgemeine Resul
tat ergibt sich. Es seien in einem Gemisch N(/) Teilchen der I-ten 
Teilchenart vorhanden; die moglichen Umwandlungsprozesse mogen 
solche Xnderungen der N(/) erlauben, bei welchen m lineare Bedingungen 

.x C; N(I) = Ci = const; i = I: 2, ... , m 
/ 

gewahrt bleiben - wahrend sonst den Xnderungen der N(l) keine Be
schrankung auferlegt ist. (Dies ist offenbar der allgemeinste iiberhaupt 
denkbare Fall). Dann gilt 

<,> 1 
n. = ~ i.'" 

.. lIjC/.+ liT 
j 

e ± 1 

~28) 

wobei das Vorzeichen ± I davon abhangt, ob fiir die I-te Teilchenart 
FERMI-Statistik oder BosE-Statistik gilt. - Offenbar sind (20) und (22) 
Spezialfalle von (28). 

Ganz kurz sei jedoch noch eingegangen auf den Zusammenhang 
der Gleichgewichtsformeln (20) mit den Wahrscheinlichkeitsgesetzen der 

1 Vgl. die ausfiihrliche Untersuchung in P. JORDAN: Statistische Mecha
nik auf quantentheoretischer GrundIage. Braunschweig 1933. 
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Elementarprozesse (Zusammenst6Be, Leuchtprozesse, chemische Umwand
lungen usw.) im Gase. Betrachten wir den einfachsten Fall, namlich den 
elastischen ZusammenstofJ zweier Tei1chen in einem Gase, das nur eine 
Teilchenart enthalt. Es seien Vi> V 2 die durch h dividierten Energien der 
beiden Teilchen vor dem StoB, und v~, v~ entsprechend nach dem StoB. 
Fur diesen ProzeB setzen wir dann eine Haufigkeit an, die 

bei klassischer Statistik proportional mit n., n •• , 1 
bei BOSE-Statistik proportional mit n., n., (I + n.;) (I + n.;) , (29) 
bei FERMI-Statistik proportional mit n., n., (I-n.;) (I-n.:) 

ist. Fur den inversen ProzeB haben wir also eine Haufigkeit proportional 
mit: 

klassisch: n.; n.;, 1 
BOSE-Statistik: n.; n •• (I + n.) (I + n •• ) , 
FERMI-Statistik: n.; n.~ (I-n.) (I-n.,); 

(29') 

und die Forderung, daB im thermischen Gleichgewicht unter der Voraus
setzung 

stets 

n,,; n",~ = n"1 n"z J 

bzw. n.; n.; (I + n.) (I + n.,) = n., n •• (I + n.;) (I + n.;), (31) 
bzw. n.; n.;(I-n.) (I-n.,) =n.,n •• (I-n.;) (I-n.,) 

sem soll, ergibt die Verteilungsformel von 

-a(T)-~ 
MAXWELL: n. = e k T , 

BOSE: 

FERMI: 

1 n. = -----,,,-
a(T)+~ 

e kT_l 

1 

n.= ". 
a(T)+TT 

e + I 
Die in Kapitel 2, § 3, 3 studierten Wahrscheinlichkeitsgesetze von 

Prozessen, an denen sich beliebig viele Lichtquanten beteiligen, lassen 
ohne weiteres erkennen, wie dieser Ansatz (29) zu verallgemeinern ist 
auf beliebig komplizierte Prozesse, bei denen beliebige Anzahlen von 
Teilchen - teils BOSEscher, und teils FERMIscher - verschwinden oder 
neu gebildet werden 1. 

Beim absoluten Nuttpunkt der Temperatur wird in einem FERMIschen 
Gase diejenige Verteilung eintreten, we1che die kleinste bei der vor
gegebenen Teilchenzahl N m6gliche Energie besitzt: Offenbar mussen 

1 V gl. die ausfiihrliche Darstellung in dem in der FuBnote S. 200 ge
nann ten Buche. 



202 Mehrk6rpertheorie und Elementarteilchen. 

dann bis zu einem gewissen Energiewert EO hinauf alle Zustande einfach 
besetzt, und oberhalb von Eo alle Zustande leer sein: 

_ {t fUr h1l< Eo, 
n. - 0 fUr h1l> Eo' 

Die Grenzenergie Eo hangt natiirlich von der Teilchendichte e = N/V 
ab: nach (25) muB 

- -f 2'1, p,'I, n j -
e=g z(W)dW=g h3 VWdW 

o • 0 
2'I,p,'I, n 'I 

=g' 3h3" 'Eo' 
sem. 

Die mittlere kinetische Energie pro Teilchen wird entsprechend gleich 

" e= gV. 2'I'p,'I,n .j,IW.W.dW 
N h3 V 

o 
g 2'1. p,'I, n 'I 3 

= e' 5 h3 • Eo ' = S Eo I 

so daB wir eine raumliche Dichte der kinetischen Energie von der GroBe 
- 3 2'1, p,'I, n 'I 

'fJ = e E = S e Eo = g . 5 h3 EO' 
bekommen. Zwischen kinetischer Energiedichte 'fJ und Teilchendichte e 
besteht also nach (34) der Zusammenhang 

3 h2 3'1, 'I C 'I ( 6) 
'fJ= SeEo= 5/i.' 2'I'g'l,n':,'e '= 'e '. 3 

Man kann ihn fibrigens bis auf die Zahlfaktoren aus Dimensions
grunden erschlieBen: aus h, fl, e ist nur in der Form e'l'h2/fl eine Energie
dichte zu bilden. 

Wenn die Teilchen unseres Gases auBer ihrer kinetischen Energie 
auch eine ortsabhangige potentielle Energie u = u( t) besitzen, so wird 
bei T = 0 die raumliche Teilchendichte ebenfalls eine Funktion des 
Ortes sein. " Doch bleibt an jedem Ort die Beziehung (36) erhalten, sofem 
u(t) noch praktisch konstant bleibt fiber Entfemungen von der GroBen
ordnung der zu Eo gehorigen Wellenlange; und zwar bestimmt sich e 
offenbar derart, daB die Gesamtenergie 

E = j j j{ue + C e'I'}dx dy dz (37) 

den kleinsten bei der vorgegebene~ Teilchenzahl 

N = j j j e dx dy dz 
moglichen Wert annimmt. Das ergibt mit einer Konstanten A: 

d~lue+Ce'I'+Ael =u+A+ ; Ce'I·=o; 

und wenn Wlr u + A = uo setzen, so ergibt sich der Zusammenhang 

_ u -!!:... 3'1, 'I. 
o - P, 2'1, (I, n'l, e , (39) 
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oder auch 
_ 2'1. g:/l' pi/ • • (_ )'1. (40) (l - 3hs Uo . 

Allerdings ist, wie schon erwahnt, der Ausdrock (36) fur die kinetische 
Energie nur solange ausreichend, als u nicht allzu stark mit dem Orte 
variiert. Andemfalls, also bei sem groBem Betrage des grad u, kommt 
zu 1J noch ein Zusatzglied 1J' hinzu. Dieser Zusatz kann in erster Naherong 
nur von grad ~, nicht etwa auch von zweiten Ableitungen von (l, abhangen, 
und muB offenbar proportional mit (grad e)2 sein. Aus Dimensions
griinden muB dann 1J' bis auf einen Zahlfaktorgleich hi (grad (l)8/J.'e sein; 
und die genauere Rechnung liefert (nach v. WEIZSACKER): 

, hi (grad (I). 
1J = 32 nIp. . (I (41) 

§ 2. Relativistische Wellengleichungen. 
I. Die MAXwELLschen Gleichungen. Mit den Ergebnissen des vorigen 

Paragraphen ist die Quantenmechanik im engeren S~ne zu einem 
gewissen AbschluB gekommen: Wir iibersehen jetzt die durch das Auf
treten individuell ununterscheidbarer Teilchen bedingten besonderen 
Verhaltnisse; und wir beherrschen jetzt die Dynamik der Elektronen
hiillen der Atome und Molekiile mit alleiniger Ausnahme gewisser feiner 
Storeffekte . - die erst. bei den Rontgenspektren eine merklichere Be
deutung gewinnen (SOMMERFELDsche Feinstrokturformel). Aber nur die 
Tatsache, daB die Elektronen der Elektronenhiillen sich hinreichend 
langsam bewegen - mit einer Geschwindigkeit, die klein gegen die 
Lichtgeschwindigkeit ist - ermaglicht uns diese fast voUstandige theo
retische Erfassung; sobald, wie in den.inneren, fur die Rontgenspektren 
maBgebenden Schalen schwerer Atome~ wegen groBerer Elektronen
geschwindigkeiten die relativistischen Abanderongen der klassischen 
Mechanik merkbar werden, lassen die bisherigen Methoden uns im Stich. 

Bekanntlich sind die durch die Re1ativitatstheorie geforderten 
Abanderongen der klassischen Punktmechanik sehr einfacher und iiber
sichtlicher Art, sofem ein Hereinspie1en von Quanteneffekten auBer 
Betracht bleibt, und umgekehrt haben wir die quantentheoretischen 
Abanderongen der klassischen Kinematik und Mechanik in ganz klarer 
und exakter Weise fassen konnen fur den Grenzfall kleiner Geschwindig
keiten. Jetzt aber kommen wir zu Problemen, in denen Relativitats
und Quantenelfekte zugleich zu berucksichtigen sind, und das fiihrt uns in 
Schwierigkeiten einer· ganz anderen GroBenordnung. 

Wir kennen aber zum Gluck recht gut die GesetzmaBigkeiten einer 
Teilchenart, bei welcher eine Approximation im nichtrelatiVistischen 
Sinne gar nicht moglich ist: der Lichtquanten namlich, betreffs deren wir 
nicht zweifeln konnen, daB die relativistisch invarianten MAxWELLSchen 
Gleichungen uns auch quantentheoretisch richtige Aussagen liefem, 
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deren physikalische Deutung und Verwendung allerdings eine von den 
klassischen Vorstellungen sehr verschiedene ist. 

Wir betrachten hier nur die MAXWELLschen Gleichungen im Vakuum; 
also 

I . 
rbt~+ c{}=o; 

div {}=o; 

I . I rot {}-y-~=o; 

dlV ~=o. 
(1) 

Die relativistische Invarianz dieser Gleichungen ist dadurch gesichert, 
'daB es moglich ist, sie in einer dem relativistischen TensorkalkiU ent
sprechenden Form hinzuschreiben. Wir fassen niimlich die sechs Feld
stiirkenkomponenten ~, {} zu einem "Sechservektor" Fkl=-F/ll 
zusammen nach folgendem Schema: 

( 
0 FlI F 1a F") ( 0 ~. -~, -i~') 

F21 0 F la F I , -~. 0 ~ .. -i(f" , 

F31 Fal 0 Fa, = ~,,-~ .. . . ; ~ =V I. (2) o -~(f. 

Fu Fu F ta o i (f .. i (f" i(f. 0 

Dann konnen wir die MAXWELLschen Gleichungen (1) so ausdrfickep.: , . 
.2 of;k =0' 

OXk ' 
oFik + OFkl + oFz; _ 0 
OXI oXi OXk - • (3) 

k=1 

Hier ist ffir x, y, z, ict die Bezeichnung Xl' X2, X8, X, gebraucht. 
Bekanntlich garantieren die beiden linken Gleichungen (I) die M6g

lichkeit, ein elektrisches Potential V und ein magnetisches Vektor
potential ~ zu konstr,uieren, aus denen sich die Feldstiirken durch Dif
ferentiation ableiten lassen: 

{}=r.ot ~; 
I • 

~=-gradV--~. c 
Mit der jetzigen, relativistisch symmetrischen Bezeichnungsweise 

driickt sich das so aus: Die zweite Gleichung (3) garantiert die Moglich
keit, die Feldstiirken Fkl aus einem "Viererpotential" 

((/)1' (/)2' (/)3' (/),) = (~ .. , ~", ~., iV) (5) 
herzuleiten: 

(6) 

Die Feldstarken Fkl andern sich nicht, wenn das Viererpotential um 
einen vierdimensionalen Gradienten abgeandert wird: Wenn wir (/)k ersetzen 
durch 

(/)~ = (/)k + ;~ , 
so ergeben sich nach (6) unveriinderte F kl. 

Diese Tatsache - wir nennen sie die Eichinvarianz der MAXwELLSchen 
Gleichungen - notigt uns, die Potentiale als GroBen anzusehen, die 



Relativistische Wellengleichungen. 205 

seIber Mine unmittelbare physikalische Bedeutung haben ein be
stimmter Zustand des elektromagnetischen Feldes ist durch Angabe der 
Feldstiirken eindeutig bestimmt (denn bei der Wechselwirkung des 
Feldes mit Materie kommt es nur auf die Feldstarken an), und dabei 
bleiben die Potentiale gemaB (7) noch in gewissem Umfang willkiirlich. 

Durch (6) wird die zweite Gleichung (3) stets erfiillt; es bleibt dann 
also nur die erste Gleichung (3), welche fur die Potentiale folgendes 
bedeutet: 

4 4 

"" 02 iJ> 1 0 "" 0 iJ> k 
~ 0:n2 - OXl ~ OXk =0. (8) 
k=l k=l 

Man kann aus den F eldstarken die folgenden 
(Skalare) bilden: 

zwei I nvari(l,nten 

(9) 
Viel wichtiger aber ist uns der Energietensor T k 1 = T lk : 

4 4 

4:rtTk1 = 2 FkjFjl + ~(}kI2 Fr" (ro) 
. 4 . 
1=1 ~'=1 

der also insbesondere die Konwonenten 

SIn ((;1;2 + ~2) = Tu = Energiedichte, I 
4en [(;I;,~] =i C (T14' T 24 , T 34) = Energiestrom (POYNTINGScher Vektor) 

(ro') 

besitzt. 
Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun prufen, in welchem 

Umfang es berechtigt ist, die MAXWELLschen Gleichungen - als Wellen
gleichung des Lichtquants - in Parallele zu stellen zur SCHRODINGERSchen 
Wellengleichung eines M assenpunktes, in der F onn 

h2 h oIP 
Sn2p. ,111'+ 2ni at = o. (II) 

Wir haben uns in unseren fruheren Aufstellungen gerade von der 
Analogie beider Probleme leiten lassen; jetzt haben wir auch auf die sehr 
wesentlichen Verschiedenheiten Gewicht zu legen. Vorweg heben wir 
hervor, daB wir fUr das MAXWELLsche Feld reelle Wellenamplituden 
(;1;, ~ gebrauchen, dagegen die SCHRODINGERSche Wellenamplitude 11' 
komplex anzusetzen haben. Darin liegt ein Unterschied beider Falle, 
welcher nicht durch formale Tricks (etwa Einfiihrung von (;I;+i~ oder 
andererseits Zerlegung von 11' in Real- und Imaginarteil) beseitigt werden 
kann, weil ihm ein ganz verschiedenes Verhalten von (;1;, ~ einerseits und 
11' andererseits in bezug auf die soeben beruhrte Eichinvarianz zugrunde 
liegt. Wir kommen darauf spater zuruck. 

Die engste Analogie zeigen beide Probleme hinsichtlich der Ver
knupfung der Wellenamplituden (;1;, ~ bzw. 11' mit den Impulsen: Wollen 
wir an einem Lichtstrahl oder aber an einem DE BROGLIE-Strahl eine 
Impulsmessung machen, so haben wir eine spektrale Zerlegung (also 
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mathematisch ausgedruckt: eine FOURIER-Analyse) der Welle ~, .p bzw. 
1p auszufuhren; die Intensitatsverteilung im Spektrum ergibt dann 
- nach Umrechnung der WeiIenlangen A in Impulse 1~I=hfA - die 
erfragte Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die verschiedenen Impuls
werte. Auch uber die Richtungen der Impulse in einem dreidimensionalen 
Wellenfeld bekommen wir fur beide Probleme in ubereinstimmender 
Weise Auskunft, indem wir das Wellenfeld als Superposition ebener 
fortschreitender Wellen auffassen. 

Aber wahrend wir beim 1p-Feld eine Ortswahrscheinlichkeitsdichte 
11p12 haben, gibt es etwas Analoges beim Lichtfeld nicht: Wir haben hier 
nur die Energiedichte (.p2+ .p2)f87& (oder auch z. B. eine der Komponenten 
des POYNTINGSchen Vektors) als WahrscheinlichkeitsmaB zur Verfiigung; 
undnur in dem speziellen" (allerdings in den meisten Beugungsexperi
menten vorliegenden) Falle monochromatischer Strahlung konnen wir die 
wellentheoretisch berechnete Energiedichte an einem bestimmten Ort 
unmittelbar als Wahrscheinlichkeit fur das Vorhandensein des be
trachteten Lichtquants an diesem Orte deuten. Von diesem Spezialfall 
abgesehen ermoglicht uns das MAXWELLsche Feld nicht die Bestimmung 
einer zu 11p 12 analogen Ortswahrscheinlichkeit des Lichtquants, und Wir 
mussen geradezu sagen: Es wiirde schlechterdings falsch sein, wenn wir 
behaupten wollten, das MAXWELLsche Wellenfeldsei dem "Ein-Licht
quantproblem" in derselben Weise zugeordnet, wie das SCHRODINGERSche 
Wellenfeld 1p=1p(x, y, z, t) dem Einkorperproblem zugeordnet ist. 

Die Irrigkeit einer solchen - in der Literat:ur oft ausgesprochenen -
Behauptung zeigt sich auch darin, daB es keineswegs moglich ist, von 
den MAXWELLschen Gleichungen im dreidimensionalen Raum, als der 
angeblichen Formulierung der Wellenmechanik eines einzelnen Licht
quants, zu einer entsprechenden Verallgemeinerung im sechs-, neun-, ... 
-dimensionalen . Raume aufzusteigen, welche dem Zwei-Lichtquanten
problem, dem Drei-Lichtquantenproblem usw. zuzuordnen ware. Dieser 
wenig beachtete Punkt laBt besonders' deutlich die fundamentale Ver
schiedenheit der beic\en Probleme erkennen. 

In welcher Weise wir das MAXWELLsche Feld einwandfrei zu inter
pretieren haben, derart, daB sowohl die Analogie als auch der Unterschied 
gegenuber dem SCHRODINGERSchen Felde zu seinem Rechte kommt, 
das ist zum groBen Teil schon geklart durch die Feststellungen von 
Kapitel I, § 2, 3, die wir jetzt nur auf die nichtmonochromatiscben Fall 
erweitem mussen. 

Wir denken uns einmal einen Lichtstrahl und ai:J.dererseits einen 
DE BROGLIE-Strahl die Apparatur eines Beugungsexperimentes durch
laufend, und dann auf einem Auffangschirm die sich ergebende Intensitats
verteilung gemessen. Ausdriicklich solI es sich beim Lichtstrahl nicht 
urn einen monochromatischen Lichtstrahl handeln; aber auch nicht urn 
eine bloBe inkoharente Addition verschiedener monochromatischer 
Lichter .. Wir wollen und konnen femer annehmen, daB die Emission 
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der ftaglichen Strahlungsquelle nach Ablauf einer gewissen Zeit voriiber 
ist; was wir wellentheoretisch ausrechnen wollen, sind die insgesamt in 
der Summation uber die ganze Dauer des Experimentes sich ergeben
den Intensitaten auf dem Auffangschirm. 

In diesen Voraussetzungen steckt keineswegs die Annahme, daB wir 
es in unserem Experiment nur mit einem einzigen Teilchen zu tun 
haben - tatsachlich wiirde diese Annahme, soweit es sich urn den Licht
strahl handelt, unhaltbar sein, sobald wir uns nicht auf den mono
chromatischen Fall beschranken. Statt dessen setzen wir voraus, daB 
keinerlei Wecnselwirkungen zwischen den Teilchen stattfinden (so daB, 
wenn es sich etwa urn elektrisch geladene Teilchen handelt, die Strahlungs
dichte hinreichend klein sein muB). AriBerdem verzichten wir hier ganzlich 
auf die Behandlung irgendwelcher Fragen betreffs der Intensitats
§chwankungen der Strahlung. 

Nun zeigt sich folgender fundamentaler Unterschied: Bei der tp

Strahlung konnen wir aus tp den statistischen Erwartungswert fur die auf 
einem gewissen Stuck des Auffangsschirmes aufgefallene Teilchenzahl 
errechnen. Fur die Q:, ~-Strahlung hingegen bekommen wir aus (Q:2+~2)/8:n 
den statistischen Erwartungswert fUr die auf einem Stuck des Schirmes 
aufgefallene Energie1 ; und daraus konnen wir bei nichtmonochromatischer 
Strahlung keineswegs einen Erwartungswert fUr die Zahl aufgefallener 
Lichtquanten entnehmen. Man kann naturlich auch mancherlei andere 
Erwartungswerte berechnen; jedenfalls aber ist beim Licht unter den 
gemachten Voraussetzungen ein Erwartungswert der Lichtquanfenzahl 
nicht zu bekommen, und das bedeutet, daB in Experimenten dieser Art 
eine definierte Festlegung der Lichtquantenzahl uberhaupt nicht eintritt, 
sondem vielmehr' solche GroBen beobachtet werden, welche im Sinne 
der allgemeinen Theorie von Kapitel 3, § 5 mit der Lichtquantenzahl 
niche vertauschbar sind. Foiglich ist es auch nicht moglich, die MAXWELL
schen Gleichungen als Wellengleichung fur das Ein-Lichtquantproblem 
.(also ein Problem mit definierter Lichtquantenzahl) anzusehen. 

2. Die WellengleiChung des a-Teilchens. Eine relativistisch invariante 
Verallgemeinerung der SCHRODINGER-Gleichung durchzufuhren, ist fur 
Teilchen ohne Spin sehr leicht. Da zwischen Energie E und Impuls @ die 
Beziehung 

(I2) 

besteht, wenn ft die Ruhmasse der fraglichen Teilchen ist, so muB gemaB 
den DE BROGLIESchen Zuordnungsbeziehungen zwischen Frequenz v 
und WeUenlange A die Relation 

1 Man beachte iibrigens, daB auch beziiglich der Ortkogonalitiit der Eigen
funktionen (Eigenschwingungen eines elektrom~gnetischen Hohlraums!) 
die Energiedichte (@;I + i;)1)/8:n eine analoge Rolle spielt, wie 1'1'11 bei den 
SCHRODINGER-Wellen. 
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bestehen; und eine Superposition von ebenen fortschreitenden Wellen, 
deren jede einzelne (13) entspricht, ist allgemein zu kennzeichnen durch 
die relativistisch invariante Wellengleichung 

( 02 ) 4 ~2 ",I c2 

,1- c2 0t2 "P- hi "P=o. (14) 

Dies haben wir noch zu verallgemeinem fur den Fall des Vorhanden
seins auBerer elektrischer und magnetischer Felder, gemaB (2), (5), (6) 
gekennzeichnet durch ein Viererpotential rpk; und ein Blick auf die 
nichtrelativistische SCHRODINGER-Gleichung (II) laBt erkennen, daB die 
gesuchte Verallgemeinerung nur so lauten kann: 

4 

2"' c: i O~k - : rpk r "P + #2 e2 "P = o. 
k=l 

Dabei bedeutet e ietzt die Ladung der fraglichen Teilchen; also, 
wenn wir z. B. an at-Teilchen denken, die zweifaehe Elektronenladung. 
Die Wellenfunktion "P ist als eine relativistische Invariante (Skalar) 
anzusehen. 

Infolgedessen konnen wir aber n~eht mehr I "P 12 als raumliche Wahr
scheinlichkeitsdichte interpretieren. Relativistisch· mussen wir namlich, 
sofem es uberhaupt moglich ist, einen statistischen Erwartungswert der 
raumlichen Teilchendichte zu definieren, hierfur einen solchen Ausdruck 
bekommen, welcher sich relativistisch wie die vierte Komponente eines 
V ierervektors transformiert - also ebenso wie die elektrische Ladungs
diehte, welche zusammen mit dem elektrischen Strom einen Vierervektor 
bildet, den sog. Viererstrom. Nun ist leicht zu sehen, daB im jetzigen 
Faile die vier GroBen 

sk=ie("P* Otp -?!f~"P) +4ne2rpk111*"P 
OXk OXk hc T 

(16) 

als Erwartungswerte der Komponenten des V iererstroms zu deuten sind; 
man bestatigt leicht, daB als Folgerung der Wellengleichung (IS) diE 
folgende, das Gesetz der Erhaltung der Elektrizitiit ausdriickende Be· 
ziehung gilP: 

4 

2"' ::: =0. 
k=l 

Danach interpretieren wir die relativistische Wellengleichung aus· 
fuhrlich folgendermaBen. Es seien genau dieselben Voraussetzunger 

1 Wir haben die Ausdriicke Sk fiir k = I, 2, 3 zu identifizieren mit dey 
Erwartungswerten der Stromdichte i; und s,lic gibt die statistische Ladungs 
dichte (!; die Gleichung (17) lautet dann also in gewohnlicher, nichtrelativi 
stischer Bezeichnungsweise: 

O(! +d .. 7ft 'IV' = o. 
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erfiillt, wie sie oben fUr die Lichtwelle und fUr die Welle langsamer 
Massenpunkte form1J.liert wurden. Dann konnen wir aus 

s, = !..... (tp* tiJ - tiJ* tp) + 4h
n e2 cPk tp* tp (IS) 

c c 
den Erwartungswert fUr die auf ein SHick des Auffangsschirmes auf
treffende elektrische Ladung entnehmen. 

Es wurde aber unrichtig sein, wenn wir - darauf vertrauend, daB 
unsere Teilchen alle dieselbe Ladung e besitzen - annehrnen wollten, 
daB durch die aufgefallene Ladungsrnenge ohne weiteres auch die Zahl 
der aufgefallenen Teilchen gegeben, undo sonach der Ausdruck (IS) nach 
Division mit e einfach als statistische Teilchendichte analog zurn nicht
relativistischen Itp 12 zu deuten sei. Erinnern wir uns an die AusfUhrungen 
von Kapite13, § 5, 2. Dort wurde gezeigt, daB wir, wenn V irgendein Stuck 
des dreidirnensionalen Raumes ist, eine Matrix konstruieren konnen, 
welche die Anzahl der in V enthaltenen Teilchen darstellt, und welche 
dementsprechend nur die zwei Eigenwerte 0 und I besitzt; der Er
wartungswert dieser Matrix ist dann gleich dem Integral unserer statisti
schen Teilchendichte uber das Gebiet V, wornit sich unsere Deutung 
als in sich konsequent und geschlossen erweist. Aber wenn wir jetzt 
fUr die relativistische Theorie die (durch e i dividierte) GroBe (IS) als 
statistische Teilchendichte interpretieren, dann zeigt sich, daB es nicht 
moglich ist, im Einklang darnit eine Matrix "Anzahl der Teilchen in 
V" zu konstruieren; wir verwickeln uns hier in Widerspruche. 

Wir rnussen uns also entschlieBen, hier ahnliche Verhaltnisse an
zuerkennen, wie wir sie bei den Lichtquanten gefunden haben: Auch hier 
gibt es keinen' Ausdruck fur die statistische Teilchendichte, und wir 
rnussen die Felativistisch invariante Wellengleichung (IS) als Beschreibung 
eines Problems mit undefinierter Teilchenzahl betrachten - also bestimrnt 
nicht als Beschreibung des EinkOrperproblems. 

Wieso aber, ohne daB sich ein Widerspruch ergibt, bei definierter 
Ladungsmenge die Teilchenzahl trotzdem undefiniert sein kann, das 
wird uns verstandlich- aus sehr modernen Erkenntnissen: Es handelt 
sich darum, daB die Forderung der relativistischen Invarianz nicht 
durchzufUhren ist ohne die Mitberucksichtigung von Prozessen der 
Entstehung und Vernichtung von Teilchen, oder genauer: von Teilchen
paaren mit entgegengesetzt gleicher Ladung. 

Bevor wir die Wellengleichung (IS) verlassen, sei die Eichinvarianz 
noch betrachtet. Wenn wir gemaB (7) das Viererpotential cPk durch 
ein urn einen Gradienten abgeandertes Viererpotential cP~ ersetzen, so 
andert sich auch die Wellenfunktion tp. Aber ihre Anderung geschieht 
derart, daB z. B. die Komponenten des Viererstroms Sk unverandert 
bleiben; denn das abgeanderte tp' ist gegeben durch 

cP~=cPk+ ;~, I 
h''I' (19) 

tp'=tpe h • 

Jordan. Quantentheorie. 



210 Mehrkorpertbeorie und Elementarteilchen. 

Wir nennen GroBen. die bei dieser Abanderung (19) ungeandert 
bleiben. kurz "eichinvariant"; eichinvariant sind also z. B. die Feld
starken Fkl oder der Viererstrom Sk; und ganz allgemein kommen iiber
haupt nur eichinvariante GroBen fiir eine unmittelbaie physikalische 
Deutung (als meBbare GroBen oder als Wahrscheinlichkeiten) in Betracht. 

3. Die relativistische Wellengleichung des Elektrons. Nach der Be
sprechung der spinfreien Teilchen wenden wir uns der Frage zu. wie 
die den Spin mitberiicksichtigende Wellengleichung Kapitel 3. § 5.3 
des Elektrons relativistisch invariant zu machen sei. Nach den Ergeb
nissen des vorigenAbschnitts ist eine ganz bestimmteAntwort-naheliegend. 
Wir schreiben namlich fiir einezweikomponentige Wellenfunktion 

Ii; C:i a~k - %4Jk r + ,u2C2 + :: (0\) ± i~) i\1JI=0; (20) 

dabei sollen i= (a". ay• a.) wieder die drei PAuLIschen Matrizen sein, 
und wir schreiben o\)±i~. urn auszudriicken. daB es zwei verschiedene, 
gleichberechtigte Moglichkeiten gibt: Wir konnen sowohl 0\) + i~, als 
auch o\)-i~ einsetzen. Diese Gleichung (20) ist tatsachlich relativistisck 
invariant. Diese naheliegende Gleichung (20) tritt jedoch an Eindrucks
kraft zuriick gegeniiber einer andersartigen. mit (20) aquivalenten 
Wellengleichung. deren Auffindung durch DIRAC zu den glanzendsten 
Entdeckungen dcr Quantentheorie gehOrt. 

Wir nehmen vier Matrizen a l • a2 • as. a, mit folgender Eigenschaft: 

ak al + altlk = 2t5~11 (21) 

(also a~=I und akal=-a1ak fiir l=l=k). Solche Matrizen sind etwa: 

·,~n 
0 1 

;} ~~ ( ~ 0 0 

~} 0 0 0 1 

0 0 1 0 

-I 0 0 0 (22) 

~~(: 
0 0 

~} '.~ ( : 0 

~} 0 -i 0 0 

0 -z 0 0 

-z 0 0 0 -i 0 

es handelt sich also urn hermitische Matrizen mit vier Zeilen und Spalten. 
Dann schreiben wir die Wellengleichung nach DIRAC in folgender Form: 

Ii; akC:i a!k -~ 4Jk)+i,uC\1JI=0. (23) 

Dabei hat die Wellenfunktion 1JI vier Komponenten 1JIl. 1JIz. 1JIa. 1JI,. und 
die Schreibweise in (23) ist so gemeint. daB wir beispielsweise unter 
a l 1Jl gemaB (22) die vier GroBen 1JIa. -1JI,. 1JIl' -1JI2 verstehen. 

Die Gleichung (23) ist tatsachlich relativistisch invariant. Aber die 
vier GroBen 1JIl. 1JIz. 1JIa. 1JI, andem sich bei LORENTz-Transformationen 
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in einer Weise, die nicht in das gewohnliche Schema der Tensorrechnung 
hineinpaBt: die Quantentheorie hat hier der Relativitatstheorie etwas 
unerwartetes Neues hinzugefUgt, indem sie auf die Moglichkeit einer 
grundsatzlichen Erweiterung der relativistischen Tensorrechnung hin
gewiesen hat. Man pflegt diese GroBen "'PI' "'P2' "'P3' "'P4 einen Spinor zu 
nennen: fUr den nichtrelativistischen Spezialfall hatten wir diese Be
zeichnung schon fruher erwahnt. 

Fur den kraftefreien Fall (/Jk = 0 bekommen wir aus (24) wieder die 
alte Gleichung (14). Denn dann ist 

!2:i ± ak 8~k + i ,ucl"'P=o, 
k=l 

also auch 

!~ ~ ak-:--i,ucl·!~ ~ ak-:-+ i IIcl"'P=o, 2nz ~ uXk 2nz ~ uXk r 
, = 1 k=l 

oder ausgerechnet 

( 82 ) 4 n 2 /1- 2 c2 
.1- c28t2 "'P -·~h2-"'P=0. 

Fur (/Jk =l= 0 ergibt sich analog, daB "'P folgender Gleichung genugt: 

!.t. C:i 8~k - ~ (/Jk r +,u2 c2 + 4::Ck~ ak aIFkll"'P= o. (24) 

Nach (22) wird das Produkt 

(25) 

und da nach (21) alle ak (lz mit a vertauschbar sind, so zerfallt (24) in 
zwei Systeme von je zwei Gleichungen fUr "'PI,"'P2 allein und "'PS,"'P4 allein 
- man erkennt leicht, daB dies in der Tat die Gleichungen (20) sind. 

Es ist also von der DIRACSchen Wellengleichung (23) festzustellen, 
daB sie fUr den Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten des Elektrons in 
ri<?htiger Weise die nichtrelativistische SCHRODINGER-Gleichung und die 
DARWIN-PAuLIsche Theorie des Spinelektrons ergibt, und sie verall
gemeinert diese Theorie zu einer relativistisch invarianten Theorie. Schon 
dies muB starkes Vertrauen zur DIRAcschen Gleichung (23) erwecken. 
Weiterhin ergeben sich aber gerade fUr grope Elektronengeschwindig
keiten aus der DIRAcschen Gleichung zwei Folgerungen, welche empirisch 
ausgezeichnet stimmen: Einerseits bekommt man fUr die COMPToNschen 
Streuintensitaten bei sehr groBen Frequenzen die die Forn;tel (20), 
Kapitel I, § 2, 4 verallgemeinemde Formel von KLEIN-NISHINA, die 
den empirischen Befunden gut entspricht: 
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I (8) - IoN ~ . 1 + cos2 0 . t (8) 
-2r2p.2 c 4 {I+IX(I-cos0W ' 

(I -cos 0)2 ( 6) t (8) = 1 + a.2 (I + cos2 0) (I + IX (I _ cos 0)) ; 2 

hv 
a. = p. C2 ' 

Andererseits bekommt man fur die Terme der RontgenspektTen die 
beruhmte SOMMERFELDsche F einstTuktuTtoTmel, die schon lange vor der 
QuantenmeGhanik mit den damaligen korrespondenzmaBigen Methoden 
von SOMMERFELD hergeleitet wurde, und die LANDE in verallgeme~nerter 
Form auch auf die Absolutwerte der optischen Multiplettaufspaltungen 
anwenden konnte. 

Die relativistisch exakten Energiewerte eines an einen (unendlich 
schweren) COULoMB-Kern der Ladung Z ~ gebundenen Elektrons sind: 

W n j = V . 1X2 Z2 - fl c2; 
1+ 2 

( n - j - ~ + -V (j + ~ )2
_ 1X2 Z2) 

(27) 

dabei ist a. [naturlich nicht zu verwechseln mit dem a. in (26)!] die 
fundamentale SOMMERFELDsche F einstTuktuTko,!,stante 

2 ne2 1 
a. = he; -;: = 136,8 ± 0,2, (27') 

eine dimensionslose Zahl, deren so stark von 1 veischiedener numerischer 
Wert uns ein noch v6llig ungelostes Ratsel aufgibt. 

Die von SOMMERFELD gegebene Formel (27) ist nach GORDON eine 
notwendige Folgerung der DlRAcschen Gleichung (23). Sie findet in 
den Rontgenspektren eine umfassende empirische Bestatigung. Es ver
dient besondere Hervorhebung, daB die usprungliche SOMMERFELDsche 
Herleitung dieser Formel- dem damaligen Kenntnisstand entsprethend 
- ganz ohne Bezugnahme auf das Spinmoment des Elektrons ausgefuhrt 
wurde, unter alleiniger Berucksichtigung der Telativistischen Formel fur 
die kinetische Energie eines schnellen Elektrons. Man sieht daraus, 
daB die klassische Veranschaulichung des Spins ("rotierendes Elektron") 
nicht zu ernst genommen werden darf; es handelt sich im Grunde urn 
einen quantenphysikalischen Relativitiitsettekt. 

Wir betrachten noch einige allgemeine Folgerungen von (23). Wenn 
q;1' q;2' Q;3' Q;4 und 11'1' 11'2' lpa, 11', irgend zwei Spinoren sind, so gebrauchen 
wir die Abkurzung: 

(Q;, 11') =Q;i1p1 +Q;;1p2+Q;:lpa+Q;:1p,· 
Aus einem Spinor 11' kann man dann bilden: 

Zwei 1nvaTianten (Skalare): 
11 = (a,lp,lp); 12=(a,1p,alp); 

zwei V ieTeTvektoTen: 
sk=eci(a,lp, aklp); 

(28) 

(29) 
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einen S echservektor : 
ftkl = -ftlk = (a4"P, Ok 01"P); k=+=l. 

Uns soIl hier nur der Vierervektor Sk beschaftigen, dessen Deutung 
als V iererstrom 

naheliegt: Wir haben ihn aus diesem Grunde gleich mit einem Faktor e 
versehen hingeschrieben. Es wird namlich auf Grund der DIRAC
Gleichung (23): 

I OSk 0 
e· OXk = OXk (a4"P, akV') 

woraus folgt: 

= (04 :::' ak1jJ) + (a,,1jJ, Ok ·::k) 

= - ( 04 Ok -::k ' "P) + ( 0,,1jJ, Ok ::k) 

= - (0" ilk {::k - 2 ~ i : (/)k}, 1jJ) . 

+ (0" "1', elk {::k - 2 ~ i : ~k})' 

4 

~OSk 
~ OXk =0, 
k=1 

entsprechend der friiheren Gleichung (r7), die wir als Erhaltungssatz 
der Elektrizitat zu verstehen ha:tten. Die in (31) ausgesprochene Deutung 
von Sk als Viererstrom findet weiterhin eine Stiitze darin, daB dieses 
in (29) definierte Sk tatsachlich von dem friiheren durch (r6) definierten 
nur wenig verschieden ist, urn eine Differenz; die in 'anschaulich deut
barer Weise mit dem Spinmoment zusammenhangt (GORDON). 

Zum Energiesatz 1st folg~ndes zu sagen. Wir definieren 
. h 0 ) T~I= (a,,1jJ, --. -,,- al'''P ; 

2:1t ~ uXk 

dann beweist man, analog zur soeben ausgefiihrten Rechnung: 

" , 
~Oo~~l =0. 
1=1 

Man kann danach 

als den Energietensor bezeichnen, analog dem MAxwELLschen Energie
tensor (ro). 

Da in der soeben erlauterten Theorie nach '(28), (3r) der statistische 
Erwartungswert e der Ladungsdichte gleich 

e=e(1jJ,"P) =e//"P112+ 1'1'212+ 1'1'312+ 1"P,,/2} (36) 
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wird, so scheinen die oben so ausfUhrlich besprochenen Komplikationen 
hier nicht zu bestehen: man wird eie unmittelbar als Ortswahrscheinlich
keit des Elektrons ansehen. Aber der Theorie erwachsen ganz neue, 
andersartige Schwierigkeiten aus dem Auftreten negativer Energiewerte 
in der zu (23) fUr den Fall zeitlich konstanter fPk gehOrenden Eigen
wertgleichung 

{4l C! i grad - : Ill) - a,,u c + e V} !p = W !P; I 
_ .,,; WI (37) 

11 = i (a, aI' a, a2. a4 aa); 'IfJ = !P e " 
Auf die Besprechung dieser Verhaltnisse kommen wir zuruck; augen

blicklich sei nur hervorgehoben, daB ihre Beriicksichtigung auf ahnliche 
Komplikationen (notwendige Mitbetrachtung von Prozessen der Paar
erzeugung) fiihrt, wie wir sie schon bei der Wellengleichung des ot-Teilchens 
vorfanden. 

AbschlieBend stellen wir nach den Ergebnissen dieses Paragraphen 
fest: In der Relativitatstheorie gibt es kein quantenmechanisches Ein
kOrperproblem, bei materiellen Teilchen ebensowenig, wie bei Lichtquanten. 
Es gibt keinen. den relativistischen Invarianzforderungen genugenden Aus:
druck fur eine statistische raumliche Teilchendichte. Die relativistische 
I nvarianz fordert in allen Fallen Prozesse der Vernichtung und E ntstehung 
der betrachteten T eilchen. 

Damit zwingt uns der Versuch, unsere quantenmechanischen Gesetze 
dem Relativitatsprinzip anzupassen, zur Aufrollung von Problemen, 
die viel umfassender, viel schwieriger und viel tiefer als die bislang 
behandelten sind - die sich aber sowieso unausweichlich darbieten, 
sobald wir iiber die Quantenmechanik hinaus zu einer Quantenelektro
dynamik fortzuschreiten suchen. 

§ 3. Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes. 
I. Einfiihrung. Wir wollen nun ein Problem sehr grundsatzlichen 

Charakters in Angriff nehmen: Das Verhaltnis der MAxWELLSchen F eld
starken ~,~ (im Vakuum) zu den EINSTEINschen Lichtquanten hv muB 
endlich vollstandig geklart werden. Wir haben uns im vorigen Para
graphen davon iiberzeugen k6nnen, daB fUr ein weites Gebiet der 
wichtigsten und bekanntesten optischen Experimente die MAXWELL
schen Gleichungen tatsachlich - sofem wir nur ihre Interpretation 
durch Einfiihrung statistischer Begriffe anpassen an die Lichtquanten
vorstellung - eine auch jetzt noch als exakt anzuerkennende Be
schreibung geben. Aber wir sind uns auch klar -daruber, daB die so 
gewonnene Theorie eben doch von begrenzter Bedeutung ist, und daB 
eine vollstandige Theorie des elektromagnetischen FeJdes eine .viel tiefer 
gehende und viel innigere Verkniipfung und Verschmelzung zwischen 
Feldbegriff und Lichtquantenbegriff herstellen muB. Wir sahen ja im 
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vorigen Paragraphen, daB dasjenige, was uns durch diese unmittelbare 
statistische Ausdeutung der ~fAXWELLschen Gleichungen gegeben wird, 
gewissermaBen nicht mehr wert ist, als eine Theorie des Einlichtquant
Problems. Zwar muBten wir feststellen, daB die fragliche Theorie tat
sachlich nicht dem Einlichtquantproblem entspricht, aber doch steht 
sie offenbar der jetzt zu suchenden vollstandigen Lichttheorie sozusagen 
als ein ebenso kleines Teilstuck gegenuber, wie die (nichtrelativistische) 
Theorie des Einelektronproblems der vollen Theorie des Mehrelektronen
problems gegenubersteht - ja, wir werden diese Feststellung noch zu 
verscharfen haben. Die Tatsache, daB es zwischen Lichtquanten keine 
merklichen Wechselwirkungen gibt, also kein Analog<;>n etwa fur die 
COULoMBsche AbstoBung zwischen den Elektronen, bedingt zwar, daB 
die im vorigen Paragraphen formulierte Lichttheorie praktisch doch sehr 
viel wert ist - wahrend andererseits unser Verstandnis der Elektronen
dynamik ein sehr eng begrenztes ware, wenn wir nur das Einelektron
problem verstanden, hatten. Aber andererseits sind uns gerade bei den 
Lichtquanten solche Prozesse wichtig, deren Analogon bei den Elektronen 
noch mehr, als die uns aus § I dieses Kapitels bekannte Mehrelektronen
theorie erfordert: Prozesse der Erzeugung und Vernichtung von Licht
quanten sind zu untersuchen; so daB also das Schwergewicht hier bei 
Prozessen liegt, die bei den Elektronen, solange wir uns auf die nicht 
relativistische Approximation beschranken, uberhaupt nicht vorkommen. 
Aber bei den Lichtquanten gibt es, keine nichtrelativistische Appro
ximation. 

Fur den Leser, der dem Gedankengange dieses Buches gefolgt ist, 
wird es schwer verstandlich sein, daB uber den Weg, der zur Bewaltigung 
des jetzt vor uns liegenden Problemes eingeschlagen werden muB, noch 
nach der Aufstellung der Quantenmechanik fast zwei Jahre lang Zweifel 
bestehen konnten - also eine sehr lange Zeit angesichts des damaligen 
sturmischen Entwicklungstempos. Wir haben von Beginn des Buches 
an, uns uber den historischen Entwicklungsgang hinwegsetzend, die 
engen Zusammenhange und Wechselbeziehungen zwischen der Licht
quantentheorie und den aus dem BOHRschen Korrespondenzprinzip ent
wickelten Gedankengangen hervorgehoben; und da wir schon in Kapitel I 
den Sinn des PLANcKschen Gesetzes so aufgefaBt haben, daB die einzelnen 
Eigenschwingungen dieselben Quanteneffekte zeigen, wie andere har
monische Oszillatoren auch, so ist uns - nach aHem, was ~r inzwischen 
sonst noch zur Klarung dieser Probleme zusammengetragen haben -
der weitere Weg eindeutig vorgezeichnet: 

Wir werden aut die Eigenschwingungen des elektromagnetischen Hohl
raums die exakte, matrizentheoretische Quantentheorie des harmonischen 
Oszillators anzuwenden haben. 

Aber als dieser Gedanke yom Verfasser gefaBt wurde, war der bisherige 
Inhalt dieses Buches noch zum groBen Teile unbekannt: Die yom BOHR
schen Korrespondenzprinzip geleitete Quantentlleorie der Atome war 
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soeben bis zur Aufstellung der Quantenmechanik vorgedrungen (HEISEN
BERG, BORN, DIRAC, JORDAN). Aber die ganze bis dahin fiihrende 
Entwicklung hatte sich in weiter Distanz von der radikalen Licht
quantenhypothese, und kaum beeinfluBt von ihr, vollzogen: Die SCHRO
DlNGERSche Wellenmechanik existierte ·noch nicht, die DE BROGLIESchen 
Wellen wurden erst eben den Physikern bekannt und entbehrten noch 
der experimentellen Bestatigung.. Mit einem Wort: Die machtigen 
Impulse, welche die quantentheoretische Gedankenentwicklung seitens 
der Lichtquantentheorie erhalten hat, waren noch kaum zur Auswirkung 
gekommen, als gezeigt werden konnte, daB auf Grund des eben formu
lierten Gedankens die Matrizenmechanik die grundsatzliche Losung des 
groBen Problems einer exakten Quantentheorie des Lichtfeldes zu geben 
vermag (1925). 

Aber dieser Gedanke, der uns jetzt fast selbstverstandlich erscheinen 
muB, wurde damals als so kuhn empfunden, daB er zunachst fast all
seitiger Ablehnung begegnete. Erst 1927 hat er sich nach den DIRAC
schen Untersuchungen zur Strahlungstheorie allgemein durchgesetzt. 

2. Eindimensionales Koritinuum. Wir wollen das Problem des 
elektromagnetischen Feldes zunachst vereinfachen, indem wir statt des 
dreidimensiona1en Raumes einen einllimensiona1en zugrunde legen; auch 
wollen wir statt der MAXWELLschen Gleichungen die einfachste ahnliche 
Gleichung, also die eindimensionale WeUeng1eichunf! 

a2u a2u 
(1) 

betrachten. Nehmen wir noch an, daB an den Enden des Intervalles 
0$ x $1 stets u = 0 ist, so haben wir es, anschaulich gesprochen, mit 
einer eingespannten e1astischen Saite der Lange 1 zu tun; wobei die Energie 
durch 

gegeben ist. Mit 

I 2f . kn d qk=T U· sm-I-x- x, 
o 

1 • 
Pk= -;zqk 

gewinnen wir dann kanonische Koordinaten qk und Impulse Pk der ver
schiedenen Eigenschwingungen (k = 1, 2, 3, ... ). Die Energie namlich 
wird gleich 
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und (r) wird aquivalent mit den zu (4) gehorigen kanonischen Bewegungs
gleichungen fUr die Pk, qk' Dies ist die klassische Theorie der schwingenden 
Saite, die wir nun in die Quantenmechanik ubersetzen sollen. 

Dazu werden die Gleichungen (3), (4) beibehalten, jedoch jetzt fur 
Matrizen Pk> qk, und es werden die charakteristischen Gesetze der 
Quantenmechanik auf die Pk, fJ k angewandt. Es wird also 

h 
[Pk, fJlJ = --. !5kl I, 2nz (5) 
[Pk,PlJ = [fJk> fJlJ =0; 

und weiterhin 

u (x) = ~ fJ k' sin !!.t x, 
k 

I 2/ . kn d fJk= T U· sm-Z-x' x, 
(6) 

o 

U (01 = U (l) = 0 ; 

1 

H = ~ / {u2 + ( ~~ ) 2} dx 
o 

Die Energie H muJ3 Diagonalmatrix sein; und die zeitliehe Ab
lei tung iF irgendeiner Funktion F der Pk, fJk ist gegeben durch 

h • 
-. F= [H, .Fl. (8) 
2 nz 

Danach bleibt auch die Wellengleichung (r) ungeandert bestehen, 
und zwar als eine Folge der Ansatze (5) bis (8). (Man beachte, daJ3 x 
nach wie vor eine gewohnliche Zahl bleibt): 

82u .. ( ) 
8x2 = u. 9 

Es bedarf keiner besonderen Erlauterung mehr, daJ3 wir diese hier 
fUr den eindimensionalen Fall erlauterte Theorie sofort auf einen drei
dimensionalen Hohlraum mit der Wellengleichung 

Llu= ii (ro) 

ubertragen konnen. Auch konnen wir fUr die elektromagnetischen Hohl
raumeigenschwingungen (etwa in einem Kasten mit spiegelnden Wanden) 
- also auf die MAxwELLschen Gleichungen statt auf (ro) Bezug nehmend
dieselbe Oberlegung durchfUhren. 

DaB man mit diesen Formulierungen wirklich eine in einschneidender 
Weise von der klassischen Wellentheorie verschiedenen Theorie der 
Strahlungsvorgange besitzt, zeigt sich, wenn man sie anwendet auf 
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eine zuerst von EINSTEIN untersuchte Frage. Denken wir uns em kleines 
Teilstiick Vo in einem Hohlraum vom Volum V abgegrenzt (Vo<V), 
und nennen wir Eo die in Vo enthaltene Energie des Frequenzintervalls 
'1', '1'+.£:'1'1'; und femer sei LJEo=Eo-Eo, wo Eo der Zeitmittelwert von Eo 
ist. Man kann nach der Wellentheorie das mittlere Schwankungsquadrat 
(LJEo)2 berechnen, und man bekommt, wenn man die klassische Kinematik 
des Wellenvorgangs zugrunde legt 

(II) 

Anschaulich sind diese Schwankungen so zu verstehen: Die einzelnen 
Wellen im engen Frequenzbereich LJ'JI ergeben bei ihrer Oberlagerung 
langsame Schwebungen; im Tempo dieser Schwebungen atmet das Teil
volum Vo langsam Energie ein und aus. 

Unsere durch die Einfiihrung der neuen quantentheoretischen Kine
matik abgeanderte Wellentheorie fiihrt aber statt ,zu (II) zu einem anderen 
Ergebnis: 

(12) 

DaB in Wirklichkeit nur die quantenmechanische Formel (12) mid 
nicht die klassische (II) physikalisch richtig sein, kann, ist schon lange 
vor der Quantenmechanik von EINSTEIN (1909) festgestellt worden; 
aus thermodynamisch-statistischen Grunden ist namlich nur (12) und 
nicht (II) vertraglich mit dem PLANcKschen Gesetz. 

Das PLANcKsche Gesetz ist ja eine notwendige Folgerung unserer 
soeben skizzierten Theorie, weil es aus der von der Quantenmechanik 
gelieferten diskreten Quantelung der Energiewerte eines harmonischen 
Oszillators zwangslaufig folgt - wahrend die klassische, dem Grenz
fall h -+ 0 entsprechende Theorie ebenso notwendig zum RAYLEIGH
]EANsschen Strahlungsgesetze fUhrt. Die GesetzmaBigkeiten der In
tensitatsschwankungen der Strahlung stehen aber mit den thermo
dynamischen Strahlungsgesetzen in engem Zusammenhang; derart, 
daB (II) nur mit dem RAYLEIGH-]EANsschen, und (12) nur mit dem 
PLANcKschen Gesetz in Einklang ist. 

Man kann deshalb sagen, daB eine in. sich widerspruchslreie und 
abgeschlossene Strahlungstheorie, wenn sie das PLANcKsche Gesetz liefert, 
unbedingt auch (12) ergeben muB - ohne daB man das erst nachzurechnen 
braucht. Aber die M6glichkeit, (12) ohne Zuhilfenahme thermodynarnisch
statistischer Erwagungen unmittelbar aus der im erlauterte~ Sinne 
quantenmechanisch modilizierten Wellentheorie des Lichtes zu gewinnen, 
gibt uns doch jedenfalls einen eindrucksvollen Beweis fUr die erreichte 
Vertiefung unserer Erkenntnis. Denn solange wir zwar die Energie
stufen beirn harmonischen Oszillator kannten (Kapitel2, § 2,2), aber 
noch nicht die matrizentheoretische Kinematik von Kapitel3 und den 
Gedanken ihrer Anwendung auf das Wellenfeld besaBen, konnten wir 



Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes. 219 

~war das PLANCKsche Gesetz begriinden, und somit (12) als thermo
dynamisch notwendig erkennen; aber das Zustandekommen dieser 
Schwankungen durch die Interlerenz der Wellen blieb unserer Untef
suchung vollig verschlossen: Wir hatten danials eben nur ein Teilstuck 
der vollstandigen Theorie in Handen. 

Die weUentheoretische Ausrechnung von (II) und (12) wird im 
nachsten Abschnitt vorgefiihrt. Augenblicklich moge nur folgende Be
merkung uns (12) als quantenmechanische Verallgemeinerung der 
klassischen Formel (II) verstandlich machen. Es ist 

- 8nn"s 
Eo=Vo·-ca--·n .. ·Li'JI, 

und wir bekommen (12) dann in der Form 

--- 8nvl LlvV 
(LiEo)l= --~·(h 'JI)I·n,,(n.j-I); 

in der klassischen Formel (II) dagegen steht n= statt n,,(n.+ I). Also 
unterscheidet sich (12) von (II) in derselben Weise, wie sich viele auf 
den harmonischen Oszillator bezugliche quantentheoretische Formeln 
von den entsprechenden klassischen unterscheiden, niimlich durch ein 
Auftreten von n (n + I) statt ejnes klassischen nl. 

Wir wollen die grundsatzliche Bedeutung unserer Resultate betrachten. 
Die vorgetragene Theorie ist eine korrespondenzmaBige 'Obersetzung 
oder quantenmechanische Anal6gisierung der Wellentheorie des Lichtes. 
Nirgends ist der Lichtquantenbegriff in der Formulierung dieser Theorie 
gebraucht. Trotzdem kommen als Ergebnis der Theorie gerade die Effekte 
heraus, welche anschaulich durch die Lichtquantenvorstellung zu be
s€hreiben sind. 

Erinnem wir uns, daB gerade die Schwankungserscheinungen im 
Strahlungsfeld die wesentlichste Vera.nlassung zur Einfuhrung der Vor
stellung korpuskularer Lichtquanten geben. Zwar haben wir in Kapitel I 
ein anderes Schwankungsproblem in diesem Sinne betrachtet; aber auch 
aus (12) sind analoge Schlusse zu ziehen.Betrachten wir (12) fur 
den Grenzfall sehr kleiner Strahlungsdichte n.<I, so konnen wir unter 
Vemachlassigung des zweiten Summanden schreiben: 

( LlEo)2 = Eo . (IS) 
nv nv' 

und das zeigt, daB sich die Hohlraumstrahlung in diesem Grenzfall 
bezuglich ihrer Schwankungen ebenso verhaIt, als wenn sie aus Licht
korpuskeln h'JI bestunde. EINSTEIN zog also die Folgerung, daB die 
Wellentheorie notwendig durch die Korpuskularvorstellung ersetzt oder 
wenigstens erganzt werden musse. 

Aber nun hat das Problem durch unsere Feststellungen eine ganz 
andere Wendung genommen. Wir sehen, daB es doch nicht notig ist, 
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die Wdlentheorie der Strahlung zugunsten anderer Modellvorstellungen 
zu verlassen oder einzuschranken; sondern es kommt nur darauf an, 
die Wellentheorie in die Quantenmechanik zu ubertragen. Dann ergeben 
sich die Schwankungseffekte, welche das Vorhandensein korpuskularer 
Lichtquanten im Strahlungsfeld erweisen, von selbst als Folgerungen 
der Wellentheorie. Das beriihmte Problem, wie man Wellen und 
Korpuskeln in der Strahlung einheitlich verstehen konne, dad danach 
als im Prinzip erledigt angesehen werden. 

N atiirlich kann man die S!!.che nun auch wieder anders herum wenden. 
Wir haben inzwischen gesehen, daB man auch von der Korpuskel
vorstellung aus, sofern man sich an die symmetrischen Eigenfunktionen 
halt, zur BOSE-Statistik gelangt; man bekommt dann also bei folge
richtiger quantenmechanischer (wellenmechanischer) Durchfiihrung des 
Korpuskelbildes zwangslaufig auch dieienigen Effekte hemus, welche 
zur Einfiihrung der oanschaulichen Wellenvorstellung drangen: nur die 
,~lassische Korpuskulartheorie liefert das Ergebnis (IS). die quanten
mechanisch geformte Korpuskulartheorie mit .. BosEschen" Korpuskeln 
hingegen liefert (ebenso wie die quantenmechanisch geformte Wellen
theorie) die volle Formel (12), und im Grenzfall also die der klassischen 
Wellentheorie entsprechende' Formel (II). Wir hab'en also gegeniibet 
dem friiheren, das Einkorperproblem betreffenden Aquivalenzbeweis 
von Matrizenmechanik und SCHRODINGERScher Wellenmechanik jetzt 
eine noch wesentlich tiefergehende Aquivalenz von Korpuskulartheorie 
und Wellentheorie erkannt. 

Trotz dieser Aquivalenz ist in gewissem Sinne die hier ausgefiihrte 
Theorie des Strahlungsfeldes als eines gequantelten Wellenfeldes als die 
tiefere Auffassungsweise gegeniiber der korpuskularen anzusehen; nam
lich als die anschaulichere, angemessenere und fruchtbarere im Hinblick 
auf die Probleme der Quantenelektrodynamik. 

3. Ausrechnung des Schwankungsquadrats. Die Formel (II) ist von 
LORENTZ wellentheoretisch errechnet worden; doch wurde die Zuver
lassigkeit seines Resultates bezweifelt und in langwierigen und schwierigen 
Diskussionen von EINSTEIN, V. LAUE und PLANCK erortert, weil LORENTZ 

nicht einen Zeit-Mittelwert, sondern einen Phasen-Mittelwert (.1 EO)2 
berechnet hatte. Erst der Nachweis, daB (.1 EO)2 unmittelbar als exakter 
Zeitmittelwert eindeutig bestimmt werden kann, zeigte endgiiltig, daB 
(II) eine unausweichliche Folgerung der klassischen Wellentheorie ist. 
Die nachfolgende Rechnung laBt sowohl das Zustandekommen der 
quantentheoretischen Formel (12) als auch der klassischen Formel (II) 
erkennen. 

Zur Vermeidung nutzloser Komplikationen betrachten wir statt des 
dreidimensionalen elektromagnetischen Hohlraums wieder die schwingende 
Saite vom vorigen Absatz, und deuten nur die Hauptpunkte der 
Rechnung an. 
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1m lntervall 0 < x < a haben wir die Energie 
a 

Ho= ~ I{li2 + (~:r}(lx, 
° also wegen (6) nach einfacher Ausrechnung: 

mit 

'" 
A Ho = l~ ~ {PiPkKik + : i k ·n2 qjqkKjk} 

i,k =1 
i+ k 

'-k 
sin _J -1- :n a 

Kik= j-k 
-I-:n 

. '+k 
Slt:l-J -1- :n a 

'+k _J __ n 
1 

. j-k . j+k 
, Sln -1- n.a SIn -1- n a 

K jk = . 'k + J
-I- n 
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Man quadriert nun den Ausdruck A H o, geht mit l-->- 00 zu Integralen 
statt Summen tiber, und beachtet die Beziehung 

+y, 

lim~lfsin22vl t(v)dv=nt(o) fUr '111,'112>0. 
1--+ CD V 

So findet man leicht fUr den gesuchten Zeitmittelwert, gegeben durch 
die Diagonalelemente der Matrix (A HO)2: 

'" 
(LIHO)2 = a f dv. {_}(p:)2 + 4l2n4 v4 (q:)2 + 4n2v2 (qypy)2 + 4n2v2( pyq,,)2}; 

° 
man hatdann nur noch, urn das Endresultat zu bekommen, die rechts 
auftretenden Matrix-Diagonalelemente nach unseren Oszillatorformeln 
zu ermitteln. (Zum Beispiel erhalt man schon allein aus der kanonischen 
Vertauschungsregel: qy p~ = - pyq. = I hi/4n.) 

Als Endresultat ergibt sich die der dreidimensionalen Formel (12), 
(14) analoge: ___ - £2 

(AEo)2=hv·Eo+_o . 
2a 

4. Direkte Quantelung des Kontinuums. Will man eine klassische 
Feldtheorie korrespondenzmaBig in quantenmechanische Form tiber
setzen, so ist das auf den elektromagnetischen Hohlraum (und die 
schwingende Saite) angewandte Verfahren der Quantelung der Eigen
schwingungen nur dann anwendbar, wenn es sich urn eine Feldtheorie 
mit lediglich linearen Feldgleichungen handelt. In der vollen Elektro
dynamik (mit Materie)' treten aber nichtlineare Feldgleichungen auf, 
uhd man muB deshalb tiberlegen, wie man die quantenmechanischen 
Vertauschungsregeln ohne Bezugnah,me auf Eigenschwingungen des Feldes 
einfUhren kann. 
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Zu diesem Zwecke denken wir uns das stetige Medium der Feld
theorie approximiert durch ein Diskontinuum, etwa von atomistischer 
Struktur; fiir dieses letztere kennen wir bereits (aus der gew6hnlichen 
Quantenmechanik) den Obergang von der klassischen zur Quanten
theorie. Machen wir dann durch fortgesetzte Verfeinerung des Dis
kontinuums den Grenziibergang zum Kontinuum, so bekommen Wir 
fUr dieses die gewiinschte Quantentheorie. 

AusgefUhrt am Beispiel un serer schwingenden Saite, bei der wir 
jetzt noch l = I wahlen wollen, wiirde das etwa folgendes bedeuten: 
Wir ersetzen die Saite durch eine elastische Punktreihe von n Massen-

punkten, deren jeder die Masse m = ~ besitzt (da wir die Gesamtmasse 

der Saite mit Formel (2) gleich I gesetzt hatten). 
1st u; die Elongation des ~-ten Punktes, undp; = mit; der zugehOrige 

Impuls, so haben wir die Vertauschungsregeln 
h 

[Pe, u'1l = 21£ i . (Je'1 I, [PE,P'1l = ['liE, u'1l = 0 (16) 

zu fordern. Wir gebrauchen die Bezeichnungen x = i.-, x' =!l. Urn nun n n 
den Grenziibergang n -+ (Xl zum Kontinuum ausfUhren zu k6nnen, 
summieren wir [PE, u'1J iiber aIle diejenigen Punkte~, deren zugeh6riges x 
in einem bestimmten Intervalle L1 ~ der Saite liegt; es ergibt sich 

~ -[Ue,U'1] = ~ I, wenn x In x, ""I { "L1 } 
xinLix n 21£Z 0, wenn x' nicht in L1x. 

In der Grenze n -+ (Xl ergibt aber die linke Seite der Gleichung das 
Integral jeU(x), u(x')Jdx iiber das IntervallL1x, und die Aussage (17) 
kann fUr diesen Grenzfall mit Hilfe der DIRAcschen (J-Symbolik durch 

[u(x), u (x')] = ~ (J(x-x') I (18) 
21£Z 

ausgedriickt werden. Ferner ergibt sich ebenso: 
[u(x), it (x')] = eu(x), u(x')] =0. (19) 

Wir behaupten nun: Die Forderungen (18), (19) sind gleichwertig 
den friiheren Forderungen (5). Man berechnet z. B. aus (18) nach (6) 
den Klammerausdruck 

[Pk> ql] = 2 [I u (x) sin k nx 'dx , I u (x') sin l nx' ·dx' ] 

1 

=2 ~ I' JSin knx sinlnx.dx (20) 
21£Z 

o 
h = --. (Jkl I 

21£ Z 

in Obereinstimmung mit (5). Aber die Formulierung (18), (19). ist 
auch dann anwendbar, wenn dasFeldkontinuum nichtlinearen Gleichungen 
unterworfen ist. 
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Dies Schema kann nun auf beliebige, aus einem Variationsprinzip 
ableitbare, klassische Feldgleichungen ausgedehnt werden. Sei etwa 

L (q,~;-, ... ) 
die LAGRANGE-Funktion,aus der gemaB 

(21) 

(d~ das vierdimensionale Raumzeitdifferential) die Feldgleichungen 
erhalten werden. Dann spalten wir die vierdimensionale Integration 
in eine raumliche und eine zeitliche: 

jLd~= j dt-j dV'L=j dt·[; (22) 

und das Variationsproblem 
(21') 

ist formal ganz analog den in der Punktmechanik auftretenden Variations
problemen; es ist nur die LAGRANGE-Funktion L eine Funktion von 
unendlich vielen unabhangigen Koordinaten q(r), die sich durch konti
nuierliche Indizes r voneinander unterscheiden, wahrend man in der 
Punktmechanik sonst diskrete Indizes k an Koordinaten qk gewohnt ist. 

Daraufhin ist es moglich, in ganz allgemeiner Weise eine beliebige 
klassische Feldtheorie in die Quantenmechanik zu ubersetzen, und 
diese Dbertragung ist durchaus eindeutig bestimmt, bis auf den Umstand, 
daB man in der Energiefunktion die Reihenfolge nichtvertauschbarer 
Faktoren naturlich nicht aus der klassischen Theorie entnehmen kann, 
genau wie in der gewohnlichen Punktmechanik. 

5. Lichtprozesse. In mehreren wichtigen Untersuchungen hat DIRAC 
die Darstellung des Stra.hlungsfeldes durch gequantelte Wellen zur 
naheren Untersuchung der Wechselwirkung von Strahlung und Atomen 
benutzt. Das Verfahren lauft so: 

Wir haben ein Gesamtsystem, das aus zwei Teilen besteht, narnlich 
dem Atom einerseits und dem Strahlungshohlraum andererseits. Da die 
Strahlung nur eine schwache Storung der Elektronenbewegung im Atom 
bewirkt, und da andererseits auch der Strahlungshohlraum, den wir uns 
als sehr groft vorstellen, durch das eine Atom nur schwach beeinfluBt 
werden kann, so haben wir ein typisches Storungsproblem vor uns:. Das 
"ungestorte" System besteht aus dem von der Strahlung unbeeinfluBten 
Atom und dem yom Atom unbeeinfluBten Strahlungsfeld, und die 
Wechselwirkung von Atom und Strahlungsfeld ist dann als eine kleine 
Storung zu berechnen. 

Die Energiefunktion unseres Systems hat folgendes Aussehen: 

R=HA+~Nr·h'Vr-'ti. (23) 
r 

Hier bedeutet HA die Energiefunktiondes isolierten Atoms. Der Index r 
dient zur Numerierung der Eigenschwingungen des elektromagnetischen 
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Feldesund h"T' (Nr+~ I) ist die Energiematrix fur den der r.:ten Eigen

schwingung entsprechenden harmonischen Oszillator; also die Matrix 
NT hat die Eigenwerte 0, I, 2, ... Der zweite Summand in (23) stellt 
also die Gesamtenergie des Strahlungshohlraums (ohne Nullpunkts
energie) dar. 

Das Glied -!lHi bedeutet die Wechselwirkungsenergie: Unter , ist 
das elektrische Dipolmoment des Atoms zu verstehen 1 und ~ bedeutet 
die elektrische Feldstiirke: Analog zur Formel (6) k6nnen wir natiirlith 
im dreidimensionalen Hohlraum die Feldstarken 

~= ~(x, y, z); 
linear ausdrucken durch die den einzelnen Eigenschwingungen zu
geordneten Amplitudenmatrizen p" qT' In (23) ist ~ dann natiirlich 
am Orte X= xo, Y= Yo, z=zo des (unendlich schwer gedachten) Atoms 
zu nehmen. 

Damit ist das Problem formuliert; DIRAC untersuchte nun eingehend 
den Energieaustausch zwischen Atom und Strahlungsfeld - er entspricht 
in der Tat dem anschaulichen Bilde der Absorption und Emission von 
Lichtquanten h v. Aber offenbar ist die soeben skizzierte DIRAcsche. 
Formulierungsweise des Problems und seine (hier nicht naher zu be
sprechende) rechnerische Methodik wichtiger als die erhaltenen Resultate 
als so1che. Denn naturlich k6nnen die Resultate nur das bestatigen, 
was wir schon fruher korrespondenzmaBig erschlossen hatten: Es ergeben 
sich einerseits (bezuglich des Strahlungsfeldes) die uns bebmnten Wahr
scheinlichkeitsgesetze der Lichtprozesse, und andererseits (bezuglich des 
Atoms) die Formeln, we1che die Wahrscheinlichkeiten fUr Emission, 
Absorption oder fUr RAMAN-Streuung durch die Dbergangsamplituden 
des Atoms (Matrixelemente von ') ausdrucken. 

Aber grundsatzlich ist es ein bedeutender Fortschritt, daB wir die 
fruheren, korrespondenzmaBig begrundeten oder erratenen Bruchstucke 
einer Lichttheorie nunmehr aus dem Zusammenhange einer geschlossenen 
Theorie deduktiveindeutig ableiten k6nnen. Dieser Fortschritt erweist 
sich als fruchtbar, wenn wir jetzt mit der DIRAcschen Methodik die 
feineren Fragen der naturlichen Linienbreite untersuchen (LANDAU, 
WIGNER-WEISSKOPF). Wir gewinnen dann nicht nur die in Kapitel2, 
§ 6, 3 besprochenen GesetzmaBigkeiten (die wiederum auch aus elemen
taren Korrespondenzbetrachtungen zu erhalten waren); sondern wir 
konnen auch beispielsweise folgende Frage (J. FRANCK) beantworten, 
deten L6sung nun wirklich nicht mehr Ohl'':! die jetzige, vollstandige 
Theorie zu bekommen ist. 

Es mogen Atome, die im Grundzustand sind, mit Elektronen be
schossen werden, deren Energie praktisch unendlich scharf definiert ist, 

1 Wir verzichten hier ·also ·auf eine Mitberiicksichtigung der Quadrupol
strahlung; doch wiirde deren Mitberiicksichtigung keinerlei Schwierigkeit 
machen. 
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============================================= 
und gerade hinreicht, urn die Atome in die erste (nicht gerade metastabile) 
Anregungsstufe zu heben: die Elektronenenergie sei etwa genau gleich 
hvo, wo Vo der Linienmitte der "natiirlichen" Emission dieser ersten 
Anregungsstufe eritspricht. Die Spektrallinie, die wir jetzt in diesem 
Elektronenstol3versuch erhalten, zeigt selbstverstandlich nicht die "natiir
liche" Intensitatsverteilung von (29) § 6, 3, Kapitel 2; denn es konnen in 
ihr nur Frequenzen.v ~ Vo vorkommen. Die sich ergebende Intensitats
verteilung ist aber eindeutig zu berechnen (HEITLER). 

Aber den positiven Ergebnissen dieser Theorie stehen auch eigen
tiimliche Schwierigkeiten gegeniiber. Schon bei der eindimensionalen 
Saite ergibt sich nach (7) eine unendlich grope Nullpunktsenergie als 
Summe der Nullpunktsenergien der unendlich vielen Eigenschwingungs
oszillatoren. 1m dreidimensionalen Hohlraum ergibt sich natiirlich das
selbe Problem; die aus der MAXWELLschen Energiedichte zu errechnende 
Hohlraumenergie enthalteine unendlich grol3e Nullpunktsenergie: 

-~in f (i2+ i)2) dV = "2 (~+ ~ I)' hVr 
v r 

= "2 N,· h.l'r+ : "2 'lIr' I. 

(25) 

r r 

Man kann sie zwar beseitigen durch eine gewisse Umformung, aber 
das Verfahren ist wenig befriedigend. Man fiihrt einen komplexen 
(nichthermitischen) Vektor iJ ein, dur~h 

(26) 

und ersetzt (i2 +i)2 durch 4 iJ iJt ; dann bekommt man tatsachlich eine 
von dem Nullpunktsanteil freigemachte Gesamtenergie: 

/n f iJ iJt dV = ~ N,·hvr • (27) 
v r 

Trotz des merkwiirdigen Operators V L1 (dessen Quadrat (V L1 )2 also 
gleich dem LAPLAcEschen Operator L1 = o2jox2 + 62joy2 + o2j6z2 ist) 
scheint die Zerlegung (26) eine tiefe physikalische Bedeutung zu haben. 
Aber 4 iJiJt an Stelle von (i2 +i)2 hat den schwerwiegenden Mangel, eine 
makroskopische Abanderung der MAXWELLschen Energielokalisation zu 
geben.· 

Zudem aber ist das Auftreten der Nullpunktsenergie - wegen ,ihrer 
Konstanz ist sie iibrigens recht harmlos, indem sie sich in allen physi
kalisch priifbaren Endresultaten wieder heraushebt - nur ein einzelnes 
Beispiel fUr eine in der ganzen Quantenelektrodynamik auf Schritt 
und Tritt hervortretende Schwierigkeit. Die oben erHtuterten DIRAC
schen Untersuchungen lieferten bereits weitere Beispiele fUr das die 
Widerspruchsfreiheit der Theorie zerstorende Auftreten von divergenten 
Summen, die sich an mancherlei Punkten der Rechnung einstellen. 

Jordan, Quantentheorie. IS 
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DaB es trotzdem moglich ist, diese Theorie fUr konkrete Anwendungen 
zu gebrauchen, beruht darauf, daB haufig die auftretenden Unendlich
keiten die Form von unendlichen Konstanten haben, die dann, ahnlich 
der Nullpunktsenergie. mehr oder weniger, willkiirlich abgestoBen werden: 
eine von diesen Schwierigkeiten grundsatzlich freie Methode ist noch 
nicht bekannt, und es ist also in gewissem Sinne der alte Zustand wieder
gekehrt, daB unsere Theorie in sich nicht vollstandig und widerspruchs
frei ist, und uns doch nur ein ungetiihres Bild des wirklichen Verhaltens 
gibt, so daB in jedem kClllkreten Einzelproblem noch ein besonderes 
Erraten der wirklich zutreffenden GesetzmaBigkeit aus der durch unsere 
Theorie errechneten geleistet werden muB. In diesem Sinne ahnelt die 
jetzige Quantenelektrodynamik der alteren, auf klassische Rechnungen 
und ihre korrespondenzmaBige Umdeutung gestiitzten Atomtheorie. 

§ 4. Mehrkorperproblem und Wellenquantelung. 

I. Die Methode von FERMI und THOMAS. In diesem Paragraphen 
kehren wir noch einmal zum nichtrelativistischen Mehrkorperproblem 
zuruck. Zwar haben wir in § I eine exakte mathematische Method~ 
kennen gelemt, die alle diesbeziiglichen Fragen eindeutig zu beantworten 
erlaubt; aber dennoch sind diesem Problem noch ganz neue Seiten 
abzugewinnen, die wir jetzt betrachten wollen, bevor wir unser ver
suchtes Vordringen in die relativistische Quantenmechanik wieder auf
nehmen. 

Unter den mannigfaltigen Approximationsmethoden, die zur Inan
griffnahme quantenmechanischer Probleme erdacht worden sind, ist 
eine von FERMI und THOMAS ausgebildete Methode grundsatzlich be
merkenswert. Wenn wir ein Atom von sehr hoher Kernladungszahl Z 
betrachten, so werden wir berechtigt sein, seine Elektronenhiille als ein 
Eiektronengas von der absoluten Temperatur T r= 0 aufzufassen. N atiirlich 
gehen in soleh einer summarischen Betrachtungsweise viele feinere Ziige 
des Problems verloren; aber es hat sich gezeigt, daB es doch gut moglich 
ist, diese Auffassung sogar bis zu recht kleinen Werten Z herunter durch
zufUhren, und auf diese Weise eine Reihe von solehen Eigenschaften der 
Atome befriedigend wiederzugeben, welehe monoton von der Kem
ladungszahl abhangen, ohne die Periodizitaten des Schalenabschlusses 
erkennen zu lassen. 

Es sei also e die Teilchendichte unseres Elektronengases; nach (40) 
§ I, 3ist dann der Wert von e an irgendeinem Orte ausdriickbar durch 
die potentielle Energie Uo = -ev, welehe die Elektronen (mit Ladung -e) 
an jenem Orte besitzen: 

'/ 2'/, :n p'/, e'l, '/ ) 
e=constv'= 3 h3 ·v'; (1 

wir haben hier fUr das statistische Gewicht g den Wert 2 eingesetzt. 
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Nun ist v bis auf eine additive Konstante das elektrosta';sche Potential. 
Folglich gilt die POISSONsche Gleichung 

.1v=4 nee, 
oder, wegen der Kugelsymmetrie des Problems: 

d2v 2 dv '/ 
dr2 + r' dr = 4 nee = const v ". 

Die beiden Integrationskonstanten dieser Differentialgleichung ftir 
v = v (1') ergeben sich aus 

limrv=Ze 
,=0 

(bei l' = 0 sitzt der Kern mit der Ladung Z e) und 

N=!edr=Z 
(insgesamt sind Z Elektronen vorhanden). 

(5) 

Die durch (3), (4), (5) gestellte Aufgabe erfordert fiir beliebige Z die 
Untersuchung von nur eine1' Differentialgleichung; denn man kann Z 
durch eine einfache Transformation beseitigen. 

Man setze 

mit 

r 
~=-, 

f.l 

3'/' h2 

fl = 2"/' n'l, f.l e2 Zl/, ' 

dann gehen (3), (4), (5) tiber in 

v 
()) =-

Y 

lim~w==I, 

ex> f w'l. ~2d~= I. 

o 

(6) 

(8) 

Daraus folgt offenbar ein Ahnlichkeiisgesetz del' Elektronenhiillen von 
Atomen mit verschiedenen Kernladungszahlen Z: Die (geeignet definierten) 
Atomvolumina sind proportional mit Z-l. 

Zur Integration von (8) ftihrt man statt w besser X=~w ein; dann 
geht (8) tiber in 

d2x x'i. 
d~2-= ~; X(O)=I; X(co)=o. (9) 

Dies Problem (9) ist von FERMI durch numerische Integration gel6st 
worden; doch gehen wir auf die daraus gezogenen mannigfachen 
Folgerungen nicht naher ein. 

Man kann iibrigens diese Uberlegungen nattirlich noch verfeinern 
durch Mitberticksichtigung einiger hier auBer Acht gelassener Effekte: 
der Energieanteil r/ [vgl. (41), § I] kame hier in Betracht, ferner der 
(ebenfalls fUr die Verhaltnisse an der Oberflache wesentliche) Austausch
anteil der COULOMB-Energie (JENSEN), und der fUr die innersten Elek
tronen des Atoms merkbar werdende Relativitatsettekt. 

Ferner ist die hier benutzte FERMI-THOMAssche Methode sehr viel
seitiger weiterer Anwendungen fahig: Auch die Elektronenwolken in 
Molekiilen und Kristallgittern bieten Anwendungsm6glichkeiten, und die 
Struktur der Kerne ebenfalls. 
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2. Die "zweite Quantelung". Wir muBten es fruher als eine wesent
liche Einschrankung der Anschaulichkeit der SCHRODINGERSchen Wellen 
und Eigenfunktionen empfinden, daB sie nur fUr den Fall des Einkorper
problems sich als Wellen im dreidimensionalen Raume darstellen: das 
Mehrkorperproblem hingegen erfordert ja die Konstruktion SCHRODINGER
scher Eigenfunktionen in abstrakten Raumen von hoherer Dimensions
zahl, worn it die Anschaulichkeit der SCHRODINGER-Wellen verloren geht. 
Der Versuch, sie ahnlich wie etwa die elektromagnetischen Wellen auf
zufassen, muB zurucktreten gegenuber der Einsicht, daB es sich vielmehr 
urn eine abstrakte mathematische Hilfskonstruktion zur Bestimmung 
der quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten handelt. 

Aber gibt es nicht vielleicht doch noch eine ganz andere Methode, 
das Einkorperproblem zum Mehrkorperpoblem zu erweitern - eine 
Methode, welche festhiilt am anschaulichen dreidimensionalen Raum, und 
wekhe auch das Mehrkorperproblem mit dreidimensionalen Wellenvor
gangen in Verbindung bringt? 

Diese Frage hat nicht nur grundsatzliche Bedeutung, sie ist auch 
fUr den praktisch rechnenden Atomtheoretiker von Wichtigkeit. Wir 
haben im vorigen Abschnitt die Fruchtbarkeit der THOMAS-FERMIschen 
Methode hervorgehoben, fUr welche es charakteristisch ist, daB sie tat
sachlich nur im dreidimensionalen Raume operiert, ohne Bezugnahme auf 
die hoherdimensionalen abstrakten Raume. Aber die Methode gibt nur 
eine rohe Approximation, und es erhebt sich die Frage, ob man nicht die 
THOMAS-FERMI-Methode als approximative Vereinfachung einer exakten, 
aber ebenfalls im anschaulichen dreidimensionalen Raum operierenden 
Methode ansehen kann. 

1m Hinblick auf die Ergebnisse un serer Quantelung derelektromagne
tischen Wellen ergibt sich nun ein ganz bestimmter Weg zur Erreichung 
dieses Zieles. Wir wollen, urn nicht alle Schwierigkeiten zugleich uber
winden zu mussen, ein solches Mehrkorperproblem mit aquivalenten Teil
chen betrachten, bei welchem a) die BOsE-Statistik gilt; b) keine Wechsel
wirkungsenergie zwischen den Teilchen besteht. Der Gedanke ist nun 
der, daB wir die der nichtrelativistischen zeitabhiingigen SCHRODINGER
Gleichung geniigende Wellenfunktion 'IjJ='IjJ(r, t) als Matrix auttassen, 
analog wie wir in der Strahlungstheorie des § 3 fUr die Feldstarken 
Q:(r, t), .\j(r, t) Matrizen einfuhrten. 

Wir turmen also gewissermaBen zwei verschiedene Quantelungen 
ubereinander: Beim Einkorperproblem fUhrten wir die Quantelung durch 
in Gestalt einer Ersetzung der klassischen HAMILTON-JACOBIschen 
Gleichung durch die SCHRODINGERSche Gleichung. Urn aber yom Ein
korperproblem zum Mehrkorperproblem zu kommen, fassen wir jetzt 
die SCHRODINGERSche Gleichung ihrerseits als eine "klassische" Gleichung 
auf, aus der wir erst durch eine quantentheoretische, korrespondenz
maBige Dbersetzung (EinfUhrung von Matrizen) die endgiiltige Theorie 
gewinnen. 
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Dem entspricht die Bezeichnung "zweite Qf1,antelu,ng" (oder auch 
H yperquantelung, Supraquantelung) fUr unsere Methode. 

Von Korpuskeln ist also hier zup.achst gar keine Rede, sondern 
nur von gequantelten (SCHRODINGER-) Wellen: Die Korpuskeln sollen sich 
vielmehr als Folgerung aus der Wellenquantelung ergeben, wie wir es 
bei den Lichtquanten kennengelernt haben. Die abstrakten mehr
dimensionalen Raume der gewohnlichen Wellenmechanik vermeiden wir 
auf diesem Wege ganzlich und gewinnen durch die Festhaltung des 
dreidimensionalen Raumes wesentlich an AnschaulicMeit. DafUr fUhren 
wir andererseits ein fUr klassische Denkweise unanschauliches Element 
eben dadurch ein, daB wir 1p als Matrix behandeln. 

Die Moglichkeit einer derartigen Behandlung des Mehrkorperproblems 
wurde sogleich nach den in § 3,1-3 besprochenen Ergebnissen und dem 
Erscheinen der ersten SCHRODlNGERSchen Arbeiten vermutet; doch 
lenkte die dann erfolgte Entdeckung derMethode der symmetrischen 
und antisymmetrischen Eigenfunktionen(HEISENBERG, DIRAC) die Ent
wicklung zunachst in eine andere Richtung. Wir haben diese Methode 
in § 1 besprochen und uns von ihrer auBer Zweifel stehenden Richtig
keit uberzeugt. Danach konnen wir sagen: Die zweite Quantelung muB, 
wenn der ihr zugrunde liegertde Gedanke richtig ist, zu Ergebnissen 
fUhren, die trotz der so verschiedenen beiderseitigen Ausgangspunkte 
mathematisch iiquivalent mit denen der mehrdimensionalen Eigenfunk
tionsmethode sind. Diese A"quivalenz besteht tatsiiehlieh; sie wurde fUr 
das hier zunachst betrachtete Problem (BosE-Statistik, keine Wechsel
wirkungsenergie) von DIRAC klargestellt. 

Die fur das EinkOrperproblem geltende SCHRODlNGERSche Gleichung 
_h2 h 
8:n;2p, Ll1p+U(r)·1p+ 2:n;i 1p=0 (10) 

habe [fur ein bestimmtes U (t)] die Losung 

-~W"t 
1p(r, t)=.Icp .. (t)e"e" ; (II) .. 

d. h. die cp,,(t) sind die Eigenfunktionen fur die zu (10) gehOrende Eigen
wertgleichung 

-h2 
-8 2 Ll cp + U (t) . cp = W ·91; :n; p, (12) 

wir setzen die 91" (t). als normiert voraus. Die e" konnen dann offenbar 
beliebig sein; doch erfordert eine N ormierung 

daB 
f!lP(t, t)!2dt=I, 

ist. 
Die den Dbergang zum Mehrkorperproblem bedeutende Quantelung 

volliliehen wir so, daB wir die 

(15) 
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durch Matrizen b.. ersetzen, welche folgenden Vertauschungsregeln 
gehorchen: 

b:b ... - b ... b! = -15 ..... 1; } 
b .. b",-b ... b .. = o. 

(I6) 

Es wird also 
tfJ{r) = ~b .. 9' .. {r); .. 

und 
_h2 'h a1/1 ' 
-8 I LltfJ + U{r). tf' + -. -at = o. (IS) n p. 2 n~ 

Man erkennt leicht [aus der Orthogonalitat und Vollstandigkeit der 
9' .. (r)] , daB (I6) infolge (I7) gleichbedeutend mit 

ll,t{r)ll'{~')-tf'{r,)."t{r) =-15 (r-r') I,} 
l~ (r) tf' (r') -11' (r') If' (r) = 0 (I9) 

ist; 15 (r-r') bedeutet wieder die DIRAcsche I5-Funktion. 
Die Bedeutung dieser Festsetzungen ist offenbar die, daB wir die 

Eigenschwingungen unseresWellenfeldes als gequantelte harmonische 
Oszillatoren betr~chten - wie es ja dem Wesen der BosE-Statistik ent
spricht. Genauer ergibt sich nun folgende Korrespondenz zwischen der 
"klassischen" Theorie mit ungequantelter SCHRODINGER-Welle 1p und 
der gequantelten Theorie mit tf,. Es ist.: 

I c .. 11 = Wahrscheinlichkeit, daB das durch 1p beschriebene Teilchen 
im n-ten Zustand anzutreffen ist (bei Energiemessung). 

N .. = b!b" = Anzahl der Teilchen im n-ten Zustand. Die Eigen
werle von N .. sind 0, I, 2, 3, ... 

11p{r)11I = Ortswahrscheinlichk~itsdichte des Teilchens am Orte r. 
N (r) = t/>t (r) tf' (r) = Oitsdichte der Teilchen am Orte r; die' Matrix 

Ny =jN(r) dr 
y. 

worin iiber ein beliebiges Volumstiick V integriert ist, bedeutet also 
die Anzahl der Teilchen in V, und hat die Eigenwerte 0, I, 2, 3, ... 

jl1p{r, t)lldr=~lc .. llI= I = Wahrscheinlichkeit, dasTeilchen irgendwo .. 
(an irgendeinem Ort, bzw., in irgendeinem Quantenzustand) anzutreffen. 

jtfJt{r) If'{r)dr=~btb= N = Gesamtzahl der vorhandenen Teilchen • .. 
j1p*H1p·dr=~lc .. paw .. = Erwartungswert der Energie. (Mit H ist .. 

der Operator -hi 
H = 8 nl p. LI + U (r) ... 

gemeint.) 
j."tH"'·dr=~N .. W .. = Gesamtenergie . .. 
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Diese tabellarische Zusammenstellung wird 4em Leser das Wesen der 
Sache hoffentlich besser verdeutlichen, als eine langatmige Erlauterung; 
doch ist es notig, das Schema etwas nachdenklich zu betrachten. 

Angenehmerweise bekommen Wir in unserer Energieformel keine 
Nullpunktsenergie - was offenbar damit zusammenhangt, daB unsere 
Wellengleichung (10) bzw. (18) im Gegensatz zu den MAXWELLschen 
Gleichungen eine. komplexe Gleichung ist. 

Die aus den Vertauschungsregeln (16) oder (19) folgende Ganzzahligkeit 
der Eigenwerte von N" und N v bedeutet offenbar, daB unsere Theorie 
tatsachlich zum Auftreten von unteilbaren Korpuskeln fiihrt, die in V 
jeweils nur in ganzzahliger Menge vorhanden sein konnen. Betonen wir 
aber; daB N v (US Matrix keineswegs immer eincn definierten Wert haben 
muB: das ist die grundsiitzliche Einschriinkung, welche die Quantentheorie 
zum Korpuskularbegrilf macht. Wenn wir N v messen, dann ergibt sich 
in der Tat immer ein ganzzahliger Wert. Aber wenn eine mit Ny nicht 
vertauschbare andere GroBe gemessen wird, dann kann das Heraustreten 
von Korpuskeln iiberhaupt unterbleiben. Es liegt z. B. die Frage nahe, 
ob man das Wellenfeld tp etwa ebenso unmittelbar ausmessen kann, wie 
ein elektromagnetisches Feld Ci, ~ mit Probeladungen und Probespulen 
auszumessen ist. Die Antwort (PEIERLS) ist die, daB das jedenfalls nur 
unter Anwendung solcher MeBinstrumente moglich ware, deren Ein
wirkung auf das tp-Feld zu Anderungen der Gesamtzahl N vorhandener 
Teilchen fiihrt. Dieses If' namlich ist mit N nicht vertauschbar, so daB 
die tp-Messung .N undefiniert werden HU3.t. 

Insofem gibt also die hier besprochene Theorie mehr, als die mehr
dimensionale Koordinatenraummethode mit symmetrischen Eigen
funktionen: Wir werden hier auch auf Prozesse der Vemichtung und 
Erzeugung von Teilchen gefiihrt; die Gesamtzahl vorhandener Teilchen 
ist nicht eine vorgegebene Zahln (wie beim "n-Korperproblem"), sondem 
sie ist. als Variable angesetzt, die beliebige Ei.genwerte 0, I, 2, 3, ... 
annehmen, und unter Umstanden 'auch undefinierl werden kann. 

Von dieser Erweiterung abgesehen ergibt die .zweite Quantelung 
jedoch mathematisch aquivalente Resultate mit der Methode der symme
trischen Eigenfunktionen im mehrdimensionalen Koordinatenraum; so 
daB man z. B. das mittlere Schwankungsquadrat (LlNy )2 der Teilchen
zahl in V nach beiden Methoden mit gleichem Ergebnis berechnen kann. 

3. Zweite Quantelung und PAuLI-Verbot. Wie aber, wenn es sich 
jetzt urn Teilchen handelt, die dem PAuLI-Verbot unterworfen sind? 
Die Verallgemeinerung des Einkorperproblems zum N-Korperproble~, 
auszufiihren im Sinne der zweiten Quantelung, ist jetzt ein schwierigeres 
und tiefergehendes Problem, als im BOSE-Fall. Aber es gestattet doch 
eine ganz klare Losung (JORDAN-WIGNER). Wir erIautem sie hier in 
ihrer fertigen Form. 
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Wieder schreiben wir l/', analog (17), in der Fonn 

tI, (t) = I a" qJ" (t) ; .. (20) 

aber die a" haben andere nichtkommutatiye Multiplikationseigenschaften, 
als die b,,; und ,zwar handelt es sich urn Multiplikationsgesetze einer 
merkwurdigen Art, die bislang noch nicht vorgekommen waren. rWahrend 
die Vertauschungsregeln der b" ja nur den uns seit Anfang der Matrizen~ 
11lechanik bekannten kanonischen Vertauschungsregeln entsprechen.) 

Wir mussen fordern: 

a!am+a'ma~=bn",I, l 
a .. a ... +a".a,,=o; r 

oder, was damit gleichwertig ist: 
ti,t (t) l/' (t') + 'tI, (t') l/'t (t) = b (t - t') I, l 

", (t) ,', (t') + tI, (t') tI, (t) = o. r 

(21) 

(22) 

Von den im BosE-Fall geitenden Relationen (16), (19) unterscheid~n 
sich (20), (21) offenbar nur urn Vorzeichen; dieser Vorzeichenunterschied 
bedingt tiefgreifende Uhterschiede, jedoch unter Erhaltung einer engen 
Verwandtschaft beider FaIle. 

Wieder ~rgibt die W~Ilenquantelung die Existenz von Korpuskeln, 
und obendrein noch das PAuLI-Verbot, auf folgendem Wege. 

Fur N" = a! a, .. ist aus (21) zu erkennen: 
lV~ = ]1'" ; (23) 

und das bedeutet offenbar, daB ~-" nul' die zwei Eigenwerte 0 und I hat: 
die Ganzzahligkeit dieser Eigenwerte bedeutet Existenz von Korpuskeln, 
und das Nichtvorhandensein von Eigenwerten > I bedeutet Giiltigkeit 
des 'pAULI-Verbots. 

i"m ubrigen gilt alles, was wir fUr den BosE-Fall ausgefuhrt haben, 
auch fUr die jetzige Formulierung des FERMI-Falles. 

Natiirlich mull man noch heweisen, daB Matrizen an ~er in (21) 
geforderten Art auch wirk'lich konstruierbar sind, und darin liegt eine 
Schwierigkeit, weil man das System der Matrizen a" offenbar nicht 
etwa bekommen kann als direktes Produkt ("V erschmelzung") der
jenigen Matrizen, welche je einem einzelnen Quasioszillator entsprechen. 
(Die b" dagegen sind offen bar durch Verschmelzung der den einzelnen 
hannonischen Oszillatorenzugehorigen b-Matrizen zu bekommen.) Trotz
dem gelingt die Konstruktion der an uberraschend einfachl. 

1 Namlich so: Zunachst betrachte die folgenden Matrizen zweiten Grades: 

~ = (~ ~), d t = (~ ~) ; 
d t d = I - d dt ; I - 2 dt d = (I 0) . 

o -I 
Durch Verschmelzung (direktes Produkt) bekommen wir dann ein System 
von Matrizen el" mit den Eigenschaften 

d~ d" + d .. d~ = I; [d".d,,,] = [dn.d~j = ofurm +n. 
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1m BOSE-Fall ist es, wie wir tiberlegten, im Prinzip denkbar, das 
tf"-Feld ahnlich wie ein ~,~-Feld auszumessen; wir konnen etwa die 
hermitische GroBe tfJ (t) + tf,- (t) fur alle r zugleich gem essen denken. 
Wesentlich 'ist daflir nattirlich, daB stets 

rtf' (r) T tf;t (r) , tf' (r') + tf,t (t')J = 0 

ist, und das wird ja gerade anders im jetzt betrachteten FERMI-Fall: 
Jetzt ist If'(r) + If,t(r) bei r+r' nicht vertauschbar mit tf,(r') +tf,t(r'J, 
und folglich ist eine Ausmessung des tf,-Feldes im FERMI-Fall prinzipieil 
unmoglich. Wir sehen also, daB eine asymptotische Anwendbarkeit der 
klassischen Wellentheorienur bei einem solchen Strahlungsfeld besteht, 
d'essen Korpuskeln Bosesch und nicht Fermisch sind. 

Wir haben schon in Kapitel I, § 1,3 unter den dortigen Formulierungen 
A und C hervorgehoben, daB die klassische Wellentheorie auf das Licht 
in zweierlei Weise anwendbar ist. Namlich A: Wir konnen die /ntensitiits
mittelwerte im Interferenzfeld nach der klassischen WeUentheorie exakt 
berechnen; der Absolutwert der Gesamtintensitat ist dabei belanglos. 
Und C: Wir konnen ftir den Grenz/all hoher Strahlungsdichte auch aIle 
Intensitatsschwankungen nach der klassischen Wellentheorie berechnen. 
Diese Feststellung C ist logisch vollig unabhiingig von A, und jetzt 
konnen wir allgemein aussprechen: Sie trillt nur fur BOSEsche Strahlung 
ZH, fur FERMIsche dagegen nicht - wahrend A ftir BosEsche und FERMIsche 
Strahlung zutrifft. 

Beispielsweise ergibt sich (A N V)2, wenn die Wande von V nur flir 
Strahlung des Frequenzbereichs v, v +A v durchlassig sind, iin BosEschen 
Fall ganz allgemein proportional mit n.(1 + n.), aber illi .FERMischen 
Fall eben so allgemein proportional mit n.(I-1I.). 

Wir k6nnen die Verhaltnisse etwa in folgendem Schema darstellen: 

BOSE: 

FERMI: 

n.<: I 

Korpuskeln mit 
Wahrscheinlichkeitswelle 

1+ n.> I 

klassische Wellentheorie 

1- n.< I 

(klassisch unvorstellbar) 

Hier ist festgestellt, daB flir n. -<: I in beiden Fallen jene einfache 
Theorie gilt, die so aussieht: Ein wellentheoretisch berechnetes Inter
ferenzfeld ergibt die relativen Wahrscheinlichkeiten ftir die verschiedenen 

Nun sei 1',. = 1-2 d~ d", und die durch die Numerierung n = I, 2, 3, ... 
der verschiedenen Quasiozillatoren festgelegte (an sich w.illktirliche) Reihen-
jolge benutzen wir, urn k = n _ ; 

an = dn ·[[Vk 
k = I 

zu definieren: die gew.unschten an sind damit erzielt. Obrigens ist diese 
mathematische Konstruktion (in anderem Zusammenhange) schon von dem 
Mathematiker CLIFFORD angegeben worden. 



234 Mehrk6rpertheorie undl Elementarteilchen. 

Moglichkeiten der korpuskularen Einzelprozesse. Die dabei angewandte 
Berechnungsweise der statistischen Intensitatsmittelwerte gilt unab:.. 
hiingig von der Voraussetzung n.< I; aber nur fiir n.< I kann man 
anschlieBend daran alle Schwankungseflekte aus der radikalen klassischen 
K orpuskularvorstellung errechnen. 

Fiir den BOSE-Fall tritt bei n.> I (oder auch 1+ n.> I) die voll
stiindige klassische Wellentheorie asymptotisch in Kraft. Aber fiir den 
FERMI-Fall verlaufen die Schwankungen bei I-n.<I in einer durch 
keine klassische Theorie darstellbaren Weise. 

Endlich sei noch die enge Beziehung der Multiplikationsregeln fiir 
die am bzw. b", zu den Haufigkeiten der quantenphysikilischen Ele
mentarprozesse hervorgehoben. DaB im 

BosE-Fall b",b~ = I + b~b", = I + X"" 

FERMI-Fall a",a~ = I-a~a". = I-X". 

wird, ist die Wurzel fiir die in (29), (29'), §.I,3 einander gegeniiber
gestellten ProzeBwahrscheinlichkeiten, in denen 1+ n. beim BOSE-Fall 
und I-n. beim FERMI-Fall auftritt. Ebenso aber natiirlich auch fiir. 
den Faktor I±n. im Schwankungsquadrat (LlNv )2. 

4. Wechselwirkung uild Se1bstenergie. Das Bisherige (Abschnitt 2 

und 3) bezog sich auf den einfachsten Fall insofem, als von einer Wechsel
wirkungsenergie der Teilchen unseres N-Korperproblems ganz abgesehen 
wurde. Aber auch beliebige Wechselwirkungen konnen im Rahmen der Me
thode der zweiten Quantelung exakt behandelt werden (JORDAN-KLEIN). 
Unter Verzicht auf aIle Beweise wollen wir hier nur die Ergebnisse der 
diesbeziiglichen Ermittelungen kurz besprechen; diese Ergebnisse sind 
von sehr anschaulichem Charakter. Der Bequemlichkeit ,.halber legen 
wir BosEsche Teilchen zugrunde; aber nach der Methode des vorigen 
Abschnitts konnen aIle folgenden Bemerkungen auf den FERMI-Fall 
iibertragen werden. 

Es werde der konkrete Fall einer COULoMBschen Wechselwirkung 
betrachtet. Klassisch ergibt eine raumlich mit der Dichte e =e(t) ver
teilte Ladung eine COULoMBsche Wechselwirkungsenergie 

H w = .!.. 11 e (t) e (t') dr dr'. (24) 
2 It-t'l 

In Korrespondenz hierzu konnte man zunachst vermuten, daB die 
Matrix der Wechselwirkungsenergie gleich 

Hw = :211 .LVI~t~~,~t') drdr' I 
(25) 

= ~ 11 1fJt (t) 1fJ (t) 1fJt (t') 1fJ (t') dt dr' 
2 It-t'l 

sein miiBte, wenn e die Ladung jedes Teilchens ist. Aber in Wirklichkeit 
ist die richtige (also mit der Methode der symmetrischen Eigenfunktionen 
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im mehrdimensionalen Koordinatenraum ubereinstimmende) Matrix die 
folgende: 

H - ~ 11 1/Jt (r) 1/Jt (t') 1P (t') 1/J (r) d d' w - 2 I r _ r' I r r. (26) 

Der Unterschied von (25) und (26) hat einen sehr bedeutungsvollen 
Sinn. Subtrahieren wir den Ausdruck (26) von (25), so ergibt sich etwas 
SinguHires: Wahrend (26) eine endliche Energie darstellt, enthalt (25) 
auBerdem einen unendlichen Anteil. Urn dessen Bedeutung zu erkennen, 
ersetzen wir fUr einen Augenblick r/lr-r'l durch eine bei r=r' noch 
endlich bleibende Funktion G (r, r'). Dann lautet die fragliche Differenz, 
ausgerechnet mit Beachtung von (r9): 

Lf = :2 1 J drdr'· G(r, r'){ll,t(r) <5 (r-r') tf,(r')) I 
(27) 

= :21 dr·G(r,r)·N(r). 

Das ist aber folgendermaBen zu verstehen. Wenn wir klassisch nicht 
mit einer stetig verteilten raumlichen Ladungsdichte e (r) rechnen, 
sondem mit einzelnen Punktladungen e, dann miissen wir schreiben 

Hw=~~' I 
2 ~ Irk-til' 

k,l 

(28) 

wobei der Strich am Summenzeichen bedeutet, daB in der Doppelsumme 
alle Glieder mit 1 = k auszulassen sind. Die unrichtige Formel (25) wiirde 
einer Summation mit EinschlufJ der (unendlichen) Summanden l=k 
entsprechen; (26) entspricht dagegen (28) und die Differenz (27) ent
spricht gerade den richtigerweise in (28) auszulassenden Summanden. 

Es ist sehr bemerkenswert, daB diese in der klassischen Formel (28) 
so unelegant erscheinende Auslassung durch die Methode der zweiten 
Quantelung in (26) so iiberzeugend elegant auszudriicken ist - tInter 
wesentlicher Benutzung der hier sehr merkwiirdig wirkenden ni(,ht
kommutativen Multiplikation der quantenmechanischen Gr6Ben. Dies 
erweckt Hoffnungen in bezug auf das beriihmte und beriichtigte Problem 
der Struktur des Elektrons: allerdings sind diese Hoffnungen zur Zeit 
noch unerfiillt. Wir kommen darauf zuriick. 

Erwahnen wir jedoch am Ende dieses Paragraphen, daB der mathe
matische Apparat der hier nur in ihren Ergebnissen erlauterten Methode 
der zweiten Quantelung spaterhin Gegenstand weiterer Untersuchungen 
und Vervollkommnungen gewesen ist (insbesondere durch FocK). Dabei 
ist auch geklart worden, in welcher Weise aus der exakten Methode der 
zweiten Quantelung eine gewisse sehr wichtige approximative Methode, 
die HARTREEsche Methode, herzuleiten ist, die bei weiterer approximativer 
Vereinfachung in die THOMAS-FERMIsche Methode iibergeht. 

In mancherlei Hinsicht scheint eine zwischen der Methode der zweiten 
Quantelung und der Koordinatenraummethode vermittelnde Methode 
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niitzlich zu sein, die daran besteht, daB statt der bn bzw. an nur di~ 
bilinearen Ausdriicke 

Bnm = b~b", bzw. Anm = a!am (29) 
benutzt werden. Diese sind alle mit 

N=.INn 
n 

vertauschbar, und kannen deshalb auch vom Standpunkte der Koordi
natenraummethode einfach definiert werden. 

§ S. Quantenelektrodynamik. 
I. Relativistische Quantelung. Die Notwendigkeit, die Formulierung 

der quantenmechanischen Vertauschungsregeln fUr das Feld~ontinuum 
in Einklang zu bringen mit dem Prinzip der (speziellen) relativistischen 
Invarianz oder der vierdimensionalen Symmetrie der Raumzeitmannig
faltigkeit, hat lange Zeit ein Hemmnis des weiteren Fortschreitens ge
bildet. Die ersten Ergebnisse, die in dieser Frage erzielt wurden (JORDAN
PAULI), magen erHi.utert werden am Beispiel der linearen Differential
gleichung 

I o~u 
Du=Llu- C2 fjj2 =0 

mit der zugehOrigen Energiedichte 

(r) 

H = ~ {(gradU)2+ :~ (a;:)l (2) 

Eine Maglichkeit, die Quantelung der Eigenschwingungen dieser Diffe
rentialgleichung relativistisch invariant zu vollziehen, ergibt sich folgender
maBen. Wir setzen als Lasung an: 

u = f f f at cos 2 n if r - c k. t) df", dfy df. 

+ f f J tit sin 2 n ~ r ~ c k t) df", dfy df •• 1 
Hier werden gleichmaBig x, y, z und t als gewahnliche Zahlen aufgefaBt; 
ebenso sind die von -00 bis + 00 variierenden Komponenten I"" lv, f. 
des Vektors I mit dem Absolutbetrag k=1 II gewahnliche Zahlen. eMit t 
bezeichnen wir wieder den Ortsvektor x, y, z.) Nichtkommutative GraBen 
(M atrizen) sind dagegen die Koeffizienten at, {If; zwischen diesen 
nehmen wir die Vertauschungsregeln 

[atl al'] = [{lr, {lr-] = 0 I I 
[afl Pd = ~£5 (I-'f') I 

2 nz 
an. Offensichtlich sind diese Festsetzungen invariant gegen vier
dimensionale Drehungen (LORENTz-Transformationen) der x, y, z; t, 
bei denen der "Weltnullpunkt" x = y = z = t = 0 festgehalten wird. Man 
sieht aber leicht, daB :;;ie iiberdies auch gegeniiber Verschiebungen dieses 
Weltnullpunkts invariant sind. Also haben wir fUr diesen Fall wirklich 
eine invariante Formulierung erreicht. 
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Man kann auch (4) wieder durch eine nicht mehr explizit von den 
Eigenschwingungen abhangende Formulierung ersetzen. Schreiben wir 
kurz P fUr den vierdimensionalen Weltpunkt x, y, z; t, so errechnen 
wir aus (3), (4): 

[U(P) , u(P')] =- s:~ i L1 (P-P') I, (5) 

wobei L1 (P-P') definiert ist durch 

(6) 

unter {} wieder die DIRAcsche singulare {}-Funktion verstanden. 
Die relativistischen Symmetrieforderungen sind durch diese Be

ziehungen in einfachster und schonster Weise erfUllt, und naturlich 
kann man statt der Gleichung (1) auch verwickeltere Gleichungen nach 
dieser Methode behandeln. Insbesondere kann man die Quantelung der 
MAXwELLschen Gleichungen des Vakuumfeldes in dieser Weise als tat
sachlich relativistisch invariant erweisen (JORDAN-PAULI); man bekommt 
fur die Feldstarken Fhl vierdimensionale Vertauschungsregeln der Gestalt 

[Fhl (P), F;m (P')] = I 
_ -hCl({} ~ {} ._O_2 __ {}lo_O_2 __ {} ~)L1 (P_P,). 
- Sn2 i ImOXkOXj+ kloXIOXm '0XkOXm kmOXIOXj , 

und eine eingehende Diskussion der physikalischen Bedeutung der so 
formulierten relativistisch invarianten Vakuum-Quantep.elektrodynamik 
erweist diese Formulierung als tatsachiich genau dem physikalischen 
Problem angemessen (BOHR-RoSENFELD). 

Aber die Anwendbarkeit dieser Methode ist doch eng begrenzt. 
Obwohl in dieser Gleichung (5) keine explizite Bezugnahme auf die 
Eigenschwingungen der Wellengleichung 0 U = 0 mehr vorkommt, so 
kann (5) doch noch nicht bei beliebig allgemeirien, insbesondere auch 
nichtlinearen Feldgleichungen angewandt werden. Die Moglichkeit, eine 
solche "vierdimensionale Vertauschungsregel" zu formulieren, in welcher 
die Multiplikationsbeziehungen zwischen zwei Werten u(P), u(P') an 
zwei beliebigen Weltpunkten P, P' festgelegt werden, ist namlich wesent
lich begriindet in dem Umstand, daB wir die Gleichung 0 U = 0 explizit 
integrieren konnen. Der Zusammenhang von (5') mit der speziellen 
Ge!?talt der Feldgleichung 0 U = 0 erhellt daraus, daB L1 (P) gemaB (6) 
eine (singulare) Losung gerade dieser Feldgleichung ist: 

DL1(P}=o. (7) 

Ware das nicht der Fall, so wiirde (5) in der Tat mit der Feldgleichung 
in Widerspruch stehen. Aus (5) folgt ja 

[DU(P),u(P')]=- ShC2I. DL1(P-P') , (8) n t 

und da die linke Seite mit 0 U = 0 verschwindet, muB auch die rechte 
notwendig Null sein. 
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1m Gegensatz zu den z. B. in (22), § 4,3 formulierten "dreidimen
sionalen" Vertauschungsregeln, deren Gestalt ganz unabhangig von aen 
Differentialgleichungen (Feldgleichungen) war, hangen also die vier
dimensionalen Vertauschungsgesetze durchaus von der Form dieser 
Feldgleichungen ab, und ihre explizite Aufstellung muB unmoglich 
werden, sobald (wie bei nichtlinearen Feldgleichungen der Fall) diese 
Differentialgleichungen nicht mehr explizit integrierbar sind. 

Eine Untersuchung von HEISENBERG und PAULI hat nun die Einsicht 
gebracht, daB man mit den dreidimensionalen Vertauschungsregeln 
wirklich auskommen, also ihre relativistische Invarianz trotz scheinbar 
volliger raumzeitlicher Unsymmetrie behaupten und beweisen kann. 

Bleiben wir zunachst bei unserem bisherigen Beispiel (I), (2), so 
erhalten wir a1s dreidimensionale Vertauschungsregeln nach der Methode 
von § 3, 4: 

[U(t, t), 'U (t/, t)] = ['Ii, (t; t), it (t/, t)] =0; I 
[it (t, t), u(t/, t)] = ~ !5(t-t') I. 

2n~ 

(9) 

Es zeigt sich nun: Diese Forderungen (q) in Verbindung mit (I) sir.td 
aquivalent mit (5) und (I). Man sieht namlich leicht, daB (9) eine Folge 
von (5), (6) istl. 

DaB sich aber umgekehrt die vierdimensionalen Vertauschungsregeln 
als Folgerungen der dreidimensionalen ergeben, wird dadurch verstandlich, 
daB man aus den Werten U (t) und 'Ii (t) Zll einer festen Zeit t = 0 an 
allen Orten t jeden Wert U (P) auf Grund der Feldgleichung 0 U = 0 

eindeutig (als lineare Funktion) errechnen kann (HUYGENS·KIRCHHOFF
sches PrinziPJ); die Vertauschungseigenschaften beliebiger u(P), u(P'), 
die zu zwei beliebigen Zeiten t, t' gehOren, sind also bereits eindeutig 
festgelegt, sobald man die fur u(t), it (t) zu einer Zeit t=o fest
gelegt hat. 

Man muB also die Vertauschungsregeln(9) auch unabhangig von der 
vierdimensionalen Formulierungsweise (5) als relativistisch invariant 
erweisen konnen - da sie ja tatsachlich invariant sind, obwohl sie 
zunachst gar nicht danach aussehen, infolge der ganz ungleichartigen 
Behandlung von Zeit und Raumkoordinaten in (9). HEISENBERG und 
PAULI haben einen solchen unmittelbaren Invarianzbeweis tatsachlich 
erbringen konnen, und zwar nicht nur fur den speziellen Fall der 
Gleichung (I), sondem ganz allgemein fUr beliebige Feldgleichungen 
(die eine zugehOrige HAMILToNsche Energiefunktion besitzen). Danach 
konnen wir uns nun allgemein der auch bei nichtlinearen Feldgleichungen 
anwendbaren dreidimensionalen Vertauschungsregeln bedienen, ohne 
betreffs der relativistischen Invadanz Sorge zu haben. 

. I OLI (P) I 
1 Denn es 1St - ~t - = - 4 n d (t). 

C (J t = 0 
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2. Ansatz zur vollen Quantenelektrodynamik. Wir lernten die 
relativistisch invarianten Wellengleichungen des cx-Teilchens und des 
Elektrons kennen in der Form 

bzw. 

It. ak C:i O:k - ~ (/)k) + i ftel tp= 0; 

und wir wissen, daB die zugehi:irigen Erwartungswerte von 
Ladungsdiehte gegeben sind durch 

( Olp Olp.) 4 n e2 
Sk = ie tp* OXk - OXk tp + --ic- (/)k tp* tp 

bzw. 

(IO) 

(II) 

Strom und 

(IZ) 

Es liegt nun nahe, zu versuchen, ob man nicht diese Gleichungen 
unmittelbar verkniipfen kann mit den MAXWELLschen Gleichungen; wir 
hatten ja schon in der FERMI-THoMAs-Methode die Erzeugung elektrischer 
FeldsUirke durch die mit I tp 12 ' proportionale Ladungsdichte in der 
Elektronenhiille des Atoms mit der POISsoNschen Gleiehung 

L1 v = 471: e e (14) 
ausgedriickt. Allgemein lehrt ja die MAXWELLsche Theorie, daB (im 
Vakuum) die felderzeugende Wirkung von Strom und Ladung durch 

• rc: 4ni 1 oCE 
dlV ~ = 471: e; rot SJ = -c- + e 8t' 

rc: lim 
~ = - grad V - - -' C; = ro.t ~, c ot' ~e' 

oder in relativistischer Schreibweise 

F _ OC/Jl _ _ OC/Jk 
kl- OXk OXl (16) 

auszudriicken ist. Nun also liegt es nahe, (IO) bzw. (II) zu ergt'inzen 
durch (16), wobei Sk den Ausdruck (12) bzw. (13) bedeuten soll: Dies 
wiirde in schi:inster Weise zum Ausdruck bringen, daB die Dynamik 
der geladenen Teilchen im Sinne der Wellenmechanik bestimmt wird 
durch das auf sie wirkende elektromagnetische Feld, und daB umgekehrt 
das Feld erzeugt wird von den geladenen, bewegten Teilchen. 

Aber natiirlich ware es ein vollkommenes MiBverstandnis, wenn wir 
nun versuchen wollten, dieses Gleichungssystem beispielsweise auf das 
Wasserstottatom anzuwenden und das Vorhandensein einer COULOMB
schen AbstoBung innerhalb der SCHRODlNGERSchen Ladungswolke zu 
behaupten. Das gibt es selbstverstandlich nicht; sonst wiirde die ganze 
Theorie des H-Atoms iiber den Haufen geworfen. Aber wir kommen 
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sofort auf den richtigen Weg, wenn wir uns klar machen, daB die auf der 
Kombination von(ro) bzw. (II) mit (16) beruhende Theorie ihrerBe
deutung nach gar nichts anderes ist, als eine relativistische Verall
gemeinerung der THOMAS-FERMI-Methode; daB sie also genau so wie diese 
nur approximative Bedeutung haben kann, und zwat' fiir den Fall, daB 
sehr viele geladene Teilchen vorhanden sind, derart, daB man von der 
Existenz diskreter geladener Einzelteilchen ganz absehen und die vor~ 
handenen Ladungen kontinuierlich verschmieren ka,n'n. 

Urn von dieser approximativen Theorie zu einer exakten aufzusteigen, 
werden wir also denselben Weg gehen miissen, der uns auch in § 4 von 
der THOMAS-FERMI-Methode zu einer exakten Methode fiihrte: Wir 
betrachten die hier vorliegende Kontinuumstheorie '-,- in der es keine 
Atomistik der Ladung gibt - als eine "klassische" Theorie, und unter
werfen sie der Quantelung. Das heiBtalso, wir setzen ietzt Matrizen fur 
die Feldstlirken ~, .S) und fur die SCHRODINGERSche bzw. DIRAcsche 
Amplitude tp. 

Damit treten wir in die volle Quantenelektrodynamik ein. Wir haben 
uns in den vorangegangenen Teilen dieses Kapitels in jeder Hinsicht 
ausgeriistet fiir die Durchfiihrung des Programms, das wir soeben in, 
wenigen Worten formuliert, haben, . und es ist nun kaum noch etwas 
hinzuzufiigen zur weiteren ErHiuterung. Erwahnt sei nur noch" daB 
die Eichinvarianz der Durchfiihrung der skizzierten Theorie zunachst 
einige Schwierigkeiten bereitet, die sich aber iiberwinden lassen. 

Natiirlich ist die so sich ergebende Theorie ein etwas komplizierter 
und zunachst unhandlicher Apparat, und 'eine Reihe von Untersuchungen 
verschiedener Verfasser haben zunachst nichts anderes erstrebt, als eine 
genauere Durchdringung mit dem Ziel, die Handhabung der neuen 
Methode zu erleichtern. So war es z. B. ein gar nicht triviales Problem, 
das COULoMBsche Gesetz als (in nichtrelativistischer Approximation 
geltende) Folgerung der so formulierten Quantenelektrodynamik zu 
erweisen. DIRAC hat den Weg zu diesem Nachweis gefunden, durch 
Dberlegungen, die zunachst darauf abgestellt waren, eine ganz anders
artige Formulierung der Quantenelektrodynamik aufzubauen. Doch 
haben sich seine Formulierungen dann als aquivalent mit derhier 
skizzierten Theorie erwiesen. 

Die spannendste Frage beim Ausbau der vollen Quantenelektro
dynamik war die, ob es gelingen wiirde, eine unendlich grope Selbst
energie des Elektrons zu vermeiden, die sichdaraus ergibt, daB (~2 + .S)2)J8n 
bei Integration iiber die Umgebung einer punktfarmigen Ladung unendlich 
wird. Fiir die nichtrelativistische Theorie hatten wir ja durch eine ge
schickte Ausnutzung der nichtkommutativen Multiplikation die uns uner
wiinschte "Wechselwirkungsenergie der einzelnen Ladungmit sich selbst" 
aus dem Energieausdruck beseitigen k6nnen (§ 4; 4). Enttausthender
weise aber hat sich gezeigt (HEISENBERG-PAULI), daB in der relativistischen 
Theorie eine derartige Beseitigung der unendlichen Selbstenergie nitkt 
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moglich ist: Dies ist ein schwerer Mangel der Theorie, und er verhindert 
ihre Durchfiihrung gerade in bezug auf soIche Probleme (sehr stark 
beschleunigte Elektronenbewegungen), auf deren Inangriffnahme wir 
eigentlich ausgingen. Es wird hernach davon zu sprechen sein, daB BORN 
einen sehr beachtenswerten Ausweg aus dieser Schwierigkeit angegeben 
hat (§ 6). Augenblicklich aber sei' erganzend hervorgehoben, daB noch 
weitere Unendlichkeitsschwierigkeiten in dieser Theorie vorhanden sind 
und uns sozusagen geradezu auf Schritt und Tritt t>egegnen. Es ist also 
auch jetzt- das zu wiederholen, was wir am Ende von § 3 ausgesprochen 
hatten: Die heutige Quantenelektrodynamik ist - im Gegensatz zur 
(nichtrelatixistischen) Quantenmechanik - nicht eine in sich geschlossene, 
widerspruchsfreie und systematische Theorie, sondern nur ein Bruchstiick 
einer noch unbekannten kunftigen Theorie. Sie kann als ein Ansatz 
zu einer Verschiirjung von Korrespondenzbetrachtungen bezeichnet werden: 
vielerlei konkrete.Einzelprobleme konnen mit der Methodik der Quanten
elektrodynamik in klarer, einwandfreier Weise behandelt werden, aber 
fur die Anwendung der Quantenelektrodynamik ist, genau wie bei den 
alteren Korrespondenzuberlegungen, ein physikalischer Instinkt not
wendig, der zu beurteilen vermag, wie weit die - tatsachlich begrenzte -
Zuverlassigkeit dieser vorlaufigen Methodik reicht. 

Dieser Charakter der Quantenelektrodynamik als einer Verscharfung 
des Korrespondenzprinzips kommt sehr deutlich zur Geltung in folgenden 
HEISENBERGSchen Dberlegungen: Man kann die Herleitung der Vbergangs
wahrscheinlichkeiten aus den SCHRODINGERSchen Eigenfunktionen - die 
wir fruher (Kapite13, § 3, 2) nur durch den Nachweis begrundet hatten, 
daB die fraglichen Integrale tatsachlich mit den Matrixelementen uber
einstimmen - sehr anschaulich aus den wellenmechanischen Vorstellungen 
unmittelbar gewinnen. So war schon von SCHRODINGER die Dispersions
theorie so ausgefiihrt worden, daB die durch die SCHRODINGERSche Wellen
<J.mplitude gegebene statistische Ortswahrscheinlichkeit des Elektrons als 
eine kontinuierliche "Ladungswolke" aufgefaBt und ihr Verhalten unter 
Einwirkung einer .auBeren Lichtwelle studiert wurde. Jedoch muB man 
sich dabei hiiten vor einer zu "klassischen" Auffassung; eine statistische, 
korrespondenzmaBige Umdeutung der Rechenresultate ist notwendig 
(0. KLEIN). Diese Umdeutung vollzieht sich nun von selbst (HEISENBERG), 
wenn man den Formalismus der zweiten Quantelung anwendet, der es 
erlaubt, aus 'lfJeine wirkliche (nicht nur statistische) Ladungsdichte zu 
bilden, allerdingsals eine Matrix. Eine Reihe von quantenelektro
dynamischen GesetzmaBigkeiten konnen auf diese Weise in besonders 
enger Analogie zur klassischen Theorie abgeleitet werden. 

Vom gleichen Charakter wie diese Dberlegungen sind auch einige 
hauptsachlich von MeLLER und BREIT entwickelte Formulierungen, 
weIche die ersten Schritte zu einer Erfassung des Problems der retardierten 
Wechselwirkungen von Elektronen darstellen. "Retardierung" heiBt 
bekanntermaBen die Tatsache, daB die von einem Elektron zum anderen 

Jordan, Quantentheorie. 16 



Mehrkorpertheorie und Elementarteilchen. 

hiniiberspielenden Wirkungen eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit 
besitzen. Deren Beriicksichtigung in quantentheoretischer Form stellt uns 
aber vor Probleme, die schon auf den ersten Blick als recht tiefliegend 
zu erkennen sind. Denn zwischen zwei weit entfemten Elektronen - sie 
mogen etwa zwei verschiedenen H-Atomen angehoren - geschieht ja 
die elektromagnetische Wechselwirkungin Gestalt 'einer w~chselseitigen 
Zustrahlung von Lichtquanten. Diesen Grenzfail einerseits und den 
Grenzfail der statischen COULoMB-Wirkung andererseits muB man also 
in einheitlichen quantenelektrodynamischen Gesetzen iiberbriicken konnen, 
urn eine Theorie der retardierten Wechselwirkungen ausfiihren zu konnen. 
Trotz der hervorgehobenen grundsatzlichen Mangel, die in der jetzigen 
Quantenelektrodynamik noch bestehen, ist wenigstens eine erste Appro
ximation zu einer sinngemaBen Behandlung der Retardierung moglich 
gewesen. 

3. Paarerzeugung. Ein kraftefrei bewegtes Elektron hat eine Energie, 
die stets ~ !-,c2 ist (!-' die Ruhmasse). Aber die DIRAcsche relativistische 
Weilengleichung des Elektrons ergibt fiir den kraftefreien Fall auBer 
Energieeigenwerten ~ !-,c2 auch noch negative Energiewerte < -,I:C2• 

Solche, beliebig weit nach - ro heruntergehende negative Energie
werte liefert die DIRAcsche Gleichung nicht nur im kraftefreien FaIle, 
sondem stets. Wenden wir die DIRAcsche Gleichung auf das Elektron 
im H-Atom an, so bekommen wir: 1. Die die ganze Energieskala ~ !-,ca 
erfiillenden Eigenwerte, welche den H yperbelbahnen' des Elektrons 'korre
spondieren; 2. 'die dicht unterhalb !-,c2 liegenden diskreten Eigenwerte 
(relativistisch korrigierte BALMER-Terme), den EUipsenbahnen des Elek
trons korrespondierend; 3. negative Eigenwerte, narnlich aile Werte ,;£-!-,c2• 

Die letzteren zerstoren natiirlich die Anwendbarkeit der Theorie in 
dem zunachst gemeinten Sinne. Wollten wir daran festhalten, das 
H-Atom-Problem als Einelektronproblem aufzufassen, so wiirden Wir aus 
der DIRAcschen Gleichung das Resultat erhalten, das das Elektron, 
wenn es sich in irgendeinem Zustand mit positiver Energie befindet, 
schon nach ungeheurer kleiner Verweilzeit in einen der Zustande negativer 
Energie iibergehen und dann unter fortgesetzter Ausstrahlung zu immer 
tieferen negativen Energiewerten unbegrenzt fortschreiten miiBte. 

Dies hat eine Zeitlang eine groBe Verlegenheit der Theorie gebildet, 
bis DIRAC auf einen wunderbaren Ausweg kam. Die zur DIRAcschen 
Gleichunggehorige Eigenwertgleichung bleibt ungeandert, wenn man 
1. das V orzeichen der Elektronenladung andert; 2. das Vorzeichen der 
Energiewerte umkehrt. Es stimmen also in jedem Faile die negativen 
Energiewerte dem Betrage nach iiberein mit den Energiewerten, die ein 
positiv geladenes Elektron haben miiBte. Daraufhin hat DIRAC nun 
folgenden Gedanken ausgesprochen: Der ladungsfreie Zustand ohne 
irgendwelche vorhandene Elektronen soil im theoretischen Bilde so 
dargestellt werden, daB zwar aile Zustande mit positiven Energiewerten 
unbesetzt sind, aber jeder Zustand mit negativem Energiewert besetzt ist. 
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Ein vorhandenes Elektron ist dann im theoretischen Bilde so dar
zustellen, daB aUe Zustande negativer Energie und ein Zustand positiver 
Energie besetzt sind. Sofem dieser letztere Zustand nicht der Grund
zustand ist, kann das Elektron unter Strahlungsemission in einen tieferen 
Zustand positiver Energie iibergehen. Aber ein Herunterfallen im 
Zustande negativer Energie ist nach dem PAULI-Verbot ausgeschlossen. 

Aber unter Absorption hochfrequentiger Strahlung kann ein Eiektron 
aus einem der besetzten Zustande negativer Energie hinaufgehoben 
werden in einen Zustand positiver Energie; dazu ist offenbar eine Energie 

E=E(+)+EH (17) 

notig, wo EH die positive Energie des hernach besetzten Zustands ist, 
wahrend E(+) der Betrag der negativen Energie des vorher besetzt ge
wesenen und nun unbesetzten Zustands ist. 

Dies ist ein ProzeB der Paarerzeugung: Wir brauchen dazu eine 
Energiezufuhr, die gleich der Summe der (positiven) Energien eines 
negativen Elektrons und eines positiven Elektrons ist, und es entsteht 
als Resultat tatsachlich 1. ein negatives Elektron, im theoretischen Bilde 
dargestellt durch das neu besetzte positive Energieniveau, und 2. ein 
positives Elektron, im theoretischen Bilde dargestellt durch das nunmehr 
unbesetzte negative Energieniveau. 

In dieses "Loch" kann ein vorhandenes Elektron positiver Energie 
wieder hineinfallen; da~ bedeutet dann physikalisch die Zerstrahlung 
zweier sich neutralisierender Elektronen entgegengesetzten Vorzeichens. 

Als DIRAC diesen Gedankengang entwickelte, war das Positron noch 
unentdeckt; DIRAC wollte deshalb die "Locher" mit den Protonen 
identifizieren, und es erschien als ein schwerwiegender Mangel dieser 
Theorie, daB sie von der "Asymmetrie der Elektrizitiitsarten" (ungleiche 
Masse von Elektron und Proton) keine Rechenschaft zu geben vermochte. 
Spater hat dann die Entdeckung des Positrons die DIRAcsche Idee noch 
entschiedener bestatigt, als DIRAC seIber angenommen hatte: Tatsachlich 
gibt es positive Elektronen, und empirisch zeigen sie - abgesehen von 
ihrer Seltenheit - keinerlei asymmetrische 'Verschiedenheit gegeniiber 
den "gewohnlichen" negativeI1 Elektronen. Die systematische Durch
fuhrung dei DIRAcschen Lochertheorie, wie sie von DIRAC, HEISENBERG 
und anderen Verfassem gegeben worden ist, nimmt danach eine voll
kommene Symmetrie der positiven und negativen Elektrizitaten an, 
und faBt es als sozusagen nur "geographische" Tatsache auf, daB in 
unserer Gegend des Weltraums die positiven Protonen und die negativen 
Elektronen im Uberschu{.J sind. Positive und negative Teilchen derselben 
Art konnen fur langere Dauer nicht nebeneinander existieren; dieWahr
scheinlichkeit der Neutralisierung ist zu groB. Es bliebe also auBer der 
"bei uns" verwirklichten Moglichkeit nur noch die umgekehrte., ein 
DberschuB von negativen Protonen und positiven Elektronen; und man 
hat bereits die M6glichkeit diskutiert, ob dieser Fall in manchen der 

16* 
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fern en Spiralnebel vorliegen konnte. Aus dem SPektrum eines Sternes 
kann man natu-lich nicht entscheiden, welcher der beiden moglichen 
FaIle vorliegt;· nur Untersuchungen an der Hohenstrahlung konnten 
Anhaltspunkte aeben. wiees diesbezuglich mit verschiedenen Spiral
nebeln steht. 

Die Durchfiihrung der Lochertheorie - bei der wir uns offenbar 
ganz im Rahmen der Quantenelektrodynamik bewegen - hat fUr eine 
Anzahl wichtiger Falle FonneIn ergeben, die sich experimentell aus
gezeichnet bewahrt haben. (Obwohl die grundsatzlichen Schwierigkeiten 
der Quantenelektrodynamik sich hier wieder erheblich bemerkbar 
roachen.) Ais einziges Beispiel verschiedener FonneIn erwahnen wir 
folgende: Der Wirkungsquerschnitt Q eines (unendlich schweren) Cou
LOMBschen Kernes eZ in bezug auf den ProzeB der Paarerzeugung 
(Elektron + Positron) durch ein in das Kernfeld fliegendes Lichtquant 
hv ist (nach BETHE-HEITLER): 

= e2 Z2 • (~)2 . (28 In 2 h v _ 218) . 
Q h c Ii c2 9 P c2 27 (I8) 

Endlich sei noch eine allgemeinere Bemerkung angefugt. Wenn wi~ 
statt der DlRAcschen Wellengleithung die relativistisch invariante 
Wellengleichung spinfreier Teilchen untersuchen [also die Gleichung (10)], 
so ergibt die Quantelung von." auch fur diesen Fall Prozesse der 
Paarerzeugung und Paarvernichtung. Diese sind also keineswegs an das 
Vorhandensein eines Spinmoments geknupft. Charakteristischerweise 
bekommen wir aber fur den Fall spinfreier Teilchen eine Theorie der 
Paarerzeugung ganz ohm Zuhilfenahme der DIRAcschen Locheridee; denn 
die Schwierigkeit mit den negativen Energien tritt hier gar nicht auf 
(PAULI-WEISSKOPF). 

Dies steht in einer sehr bemerkenswerten Beziehung zur Frage der 
theoretischen Begrundbarkeit der in § I, 2 erwahnten Regel uber den 
Zusammenhang von Spinmoment und Statistik. Die eine Halfte dieser 
Regel wird namlich daraus verstandlich, daB eine relativistisch invariante 
Wellenquantelung bei Teilchen mit ganzzahligem Spin nur mit dem Er
gebnis einer BOSE-Statistik moglich ist. Fur diese Teilchen ist also die 
DIRACSche Locheridee wegen Fehlens des PAuLI-Verbots nicht anwendbar, 
aber es besteht auch kein Bedurfnis dafUr, da sich bei der DurchfUhrung 
der Quantelung keine negativen Energien ergeben. Dagegen treten bei 
Teilchen mit halbzahligem Spin stets die negativen Energien auf, und 
folglich kann hier nur eine zum PAuLI-Verbot fUhrende Quantelung 
gebraucht werden. 

§ 6. Kernstruktur und Elementarteilchen. 
I. Der Aufbau der Atomkeme. Eine Theorie der Kerne ist erst 

durch die Entdeckung des Neutrons (CHADWICK) moglich geworden. Das 
Neutron ist ein Teilchen, dessen Masse nahezu gleich der des Protons ist, 
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das keine Ladung, wohl aber in halbzahliges Spinmoment (und ein 
gewisses zugeh6riges magnetisches Moment) besitzt; entsprechend dieser 
letzteren Eigenschaft gehorcht es der FERMI-Statistik. 

Vor der Entdeckung des Neutrons stellte man sich naturgemaB die 
Kerne als aus Protonen und Elektronen zusammengesetzt vor. Das fUhrte 
einerseits zu Folgerungen, die sich empirisch als falsch erwiesen: Da 
die Protonen erfahrungsgemaB (nach Ausweis des H 2-Spektrums) dem 
PAULI-Verbot gehorchen und halbzahligen Spin besitzen, so miiBte es 
nach dieser Vorstellung von der Geradzahligkeit oder Ungeradzahlig
keit der Kernladung abhangen, ob ein Kern ganzzahligen Spin besitzt 
und der BOSE-Statistik folgt, oder halbzahligen Spin und FERMI-Statistik 
zeigt. Andererseits aber wurde durch diese Vorstellung der Kern
aufbau vollstandig der Zustandigkeit der bislang verfiigbaren quanten
mechanischen Methoden entzogen: Da die Bindungsenergien der Kerne 
(Massendefekte), dividiert durch die Atomgewichte, grN3er als die Ruh
energie flc 2 eines Elektrons sind, so miiBten fUr die Elektronen im Kern
inneren die relativistischen Gesetze in extremster Form in Kraft treten; 
und die Untersuchung ihrer Wechselwirkungen untereinander und mit 
den Proton en ware ein quantenelektrodynamisches Problem, dessen 
Inangriffnahme beiin heutigen Stande unserer Methoden hoffnungslos 
ware. 

Dies Bild andert sich nun mit einem Schlage, wenn wir mit HEISEN
BERG die neue Vorstellung annehmen, daB Protonen und Neutronen die 
Bausteine der Kerne sind. Denn da die durch die Atomgewichte divi
dierten Massendefekte in allen Fallen klein sind gegeniiber der Masse 
eines Protons oder Neutrons, so erkennen wir jetzt den Kern als ein 
Gebilde, fUr welches die gew6hnliche, nichtrelativistische Quantenmechanik 
anwendbar ist. Dabei ergibt sich betreffs Spin und Statistik der Kerne 
folgendes einfache Bild 1 : 

Atomgewicht 

geradzahlig 

ungeradzahlig 

Spin 

ganzzahlig 

halbzahlig 

Statistik 

BOSE 

FERMI 

Das entspricht in der Tat der Erfahrung (soweit bis heute eine empi
rische Entscheidung m6glich gewesen ist), wahrend es eine Anzahl von 
Fallen gibt, bei denen man zu empirisch falschen Ergebnissen kame, 
wenn man gemaB deF alten Vorstellung nicht das Atomgewicht, sondern 
die Kernladungszahl als maBgebend ansehen wiirde. 

Die Problemlage ist aber eine wesentlich andere, als bei der Unter
suchung der Elektronenhiillen der Atome. Denn fUr die Elektronen 

1 Auch die gelegentlich vorgeschlagene Inbetrachtziehung von negativen 
Protonen als zusatzlichen Bausteinen schwerer Kerne wiirde daran nichts 
andern. 
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war der Hauptanteil der Wechselwirkungsenergie - als COULOMBsche 
Energie - von vornherein bekannt; nur die Gesetze der Quantenmechanik 
waren noch unbekannt, als man die Erforschung dieses Problems begann. 
Jetzt liegt es gerade umgekehrt: die anzuwendenden quantenmechani
schen Gesetze kennen wir, aber es fehlt uns eine Kenntnis der in Betracht 
kommenden Wechselwirkungsenergien - es ist die erste, dringlichste 
Aufgabe der theoretischen Analyse, aus den empirischen Daten hieriiber 
Aufschliisse zu gewinnen. 

In erster Approximation zeigen nun die Keme eine sehr einfache 
GesetzmaBigkeit: Sie sind samtlich "Tropfchen" einer annahemd gleich
artigen "Kemfliissigkeit" von stets derselben Dichte und mit· stets der
selben Bindungsenergie pro Teilchen. Das erstere zeigt sich so, daB die 
Kernvolumina proportional den Atomgewichten sind. Das letztere ergibt 
sich offenbar aus der Tatsache, daB aIle Atomgewichte auBer dem des 
Wasserstoffes angenahert ganzzahlig sind; dariiber hinaus zeigen aber 
sogar noch die kleinen Abweichungen von der Ganzzahligke,it in erster 
Annaherung ein lineares Anwachsen der Gesamtbindungsenergie mit der 
Teilchenzahl (Atomgewicht). 

Man konnte versucht sein, dies in enger Anlehnung an klassische 
Vorstellungen so aufzufassen, daB die Kembausteine eine Kraft auf
einander ausiiben, die in groBerer Entfemung anziehend, von einer ge
wissen Minimalentfernung ro an hingegen abstoBend wirkt, und zwar so, 
daB sich schon bei geringer Unterschreitung des Abstandes ro sehr grope 
AbstoBung ergibt. Anschaulich ausgedriickt hatten wir also undurch
dringliche Kugeln mit wechselseitiger Anziehung .. Aber dies primitive 
Bild entspricht bestimmt nicht den wirklichen Verhaltnissen. Vielmehr 
haben wir uns nach HEISENBERG und MA]ORANA die Sache folgender
maBen vorzustellen. 

Die Protonen unter sich iiben eine COuLOMBsche AbstoBung auf
einander aus - es besteht keine Veranlassung, anzunehmen, daB bei 
den hier in Frage kommenden wechse1seitigen Abstanden der Teilchen 
bereits mit einem Ungiiltigwerden des COULoMBschen Gesetzes zu 
rechnen sei - wenn aueh selbstverstandlieh daneben eine schwaehere 
Weehselwirkung der Spinmomente der Protonen vorhanden sein muB, 
die aber vernaehlassigbar sein wird. Eine klassisehe Absehatzung des 
Protonenradius liefert namlieh (aus spater noeh zu bespreehenden 
Grunden) die GroBenordnung 10-16 em, und da die Abstande naehst
benaehbarter Teilehen im Kern von der GroBenordnung 10-IS em sind, 
so sieht jedenfalls betref£s der Protonen (betreffs der Neutronen wissen 
wir noch zu wenig) die Saehe so aus, dqB keineswegs ein Zusammen
pressen der Teilehen bis auf Minimalabstande der GroBenordnung des 
Teilehenradius stattfindet; sondern nur ein Bruehteil ~10-9 des Kern
volums wird dureh die Volumina der Protonen ausgefiillt. 

Die anziehende, den .Kern zusammenhaltende Kraft - welche natiir
lieh die COULoMBsche Wirkung bei weitem iibertreffen muB - ist dagegen 
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anzusetzen als eine Wechselwirkung zwischen je einem Proton und einem 
Neutron, und zwar ist diese Wechselwirkung als eine reine Austausch
kraft anzunehmen. Wie das gemeint ist, sei formelmaBig erlautert am 
Zweikorperproblem, gebildet durch ein Proton und ein Neutron (also dem 
Kern des schweren Wasserstoffs ~H entsprechend). Fur di~s Problem 
bekommen wir SCHRODINGERSche Eigenfunktionen, welche von den 
Ortern tp, tN und den Spinkoordinaten Sp, SN von Proton und Neutron 
abhangen: 

(1) 

und wir haben dann die Energie H dieses Systems aufzuschreiben als 
einen Operator, der auf Funktionen (1) wirkt. Diese Operator wahlen 
wir nach MAIORANA so: 

Ii ~ 8;: rgr;~p)2 + (gr;~N)2} + I (r)· T p N; (2) 

dabei sollen /.tp, /.tN die M assen von Proton und Neutron sein, und gradp , 

gradN beziehen sich auf tp bzw. tN' Mit r ist naturlich der wechselseitige 
Abstand r = I t p - tN I gemeint. Der Operator T p Naber ist dadurch 
definiert, daB seine Anwendung auf eine Funktion (1) eine Vertauschung 
der Ortskoordinaten von Proton und Neutron bewirkt: 

T PN q; (tp, Sp; tN, SN) = q; (tN, Sp; tp, SN)' (3) 

(Es ist wesentlich, daB dabei die Spinkoordinaten Sp, SN nicht mit ver
tauscht werden.) 

Bezuglich I (r) ist dann noch zu sagen, daB es fUr r> 10-13 cm stark 
verschwinden muB; etwa in der Form 

I (r) = ae- ",,' . (4) 

Den Neutronen unter sick eine· merkliche Wechselwirkung zuzu
schreiben, liegt nach MAIORANA keine Veranlassung vor. Vielmekr sind 
die erlauterten A nnahmen gerade ausreichend zum grundsatzlichen Ver
standnis der "Tropfchen"-Natur der Kerne. 

Auch wird dadurch, daB die Wechselwirkung je eines Proton-Neutron
paares fur die Kembildung verantwortlich ist (wobei es, ahnlich wie bei 
den Austauschkraften in der Chemie, eine gewisse "Absattigung,r gibt) 
unmittelbar verstandlich, daB bei den leickteren Kernen die haufigsten 
und offenbar energetisch stabilsten Isotope zumeist eine gleich grope 
Anzahl von Protonen und Neutronen enthalten, so daB das Atomgewicht 
Adoppelt so groB wie die Kernladungszahl Z ist. Beim Fortschreiten zu 
mittleren und hoheren Kernladungszahlen ist dagegen bekanntlich ein 
dauerndes Anwachsen des Quotienten A/Z (bis etwa 2,7) zu beobachten; 
und das verstehen wir jetzt als Wirkung der COULOMBscken Abstopung der 
Protonen: Die in einem Kern der Ladungszahl Z durch diese AbstoBung 
bewirkte Verminder.mg der Bindungsenergie ist (nach den elementaren 
Formeln fur die Elektrostatik einer homogen geladenen Vollkugel) 
proportional Z2fR, wenn R der Radius des Kernes ist; u1l:d, wegen der 
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Proportionalitat von R3 mit A, also angenahert auch mit Z, wird diese 
die Kernbindung auflockernde COULoMBsche Energie proportional mit 
Z'I •. Ihr Anwachsen mit Z bedingt, daB bei hOheren Atomgewiehten A 

die Kerne mit einer Protonenzahl, die kleiner als ~ A ist, energetiseh 

bevorzugt sind. 
Fur die quantitative Verwertung der besproehenen Gedanken bietet 

sieh - jedenfalls fUr die schweren Kerne - die Methode von FERMI
THOMAS als naturgemaBes Hilfsmittel' dar. Sie erlaubt in der Tat, wenn 
die kinetische En~rgie nach (36), § I angesetzt wird, den Nachweis, daB 
die obigEm Annahmen betreffs der Bindungskrafte imKern dazu fUhren, 
daB aIle Kerne (abgesehen von der schwaehen Wirkung der· COULOMB
Krafte) dieselbe Dichte besitzen, die jeweils innerhalb des ganzen Kernes 
konstant ist. Doch ist es nieht iiberflussig, die Verhaltnisse an der Ober
flache des Kernes genauer zu betraehten: ein unstetiger Sprung der 
Teilchendichte an dieser Oberflache, wie er sich in· den soeben aus
gesproehenen Ergebnissen zeigt, wiirde ja naeh (41), § 1,3 eine unendlich 
groBe zusatzIiche kinetisehe Energie der Teilchen ergeben. In Wirklich
keit also muB die Teilchendiehte in der Oberflaehenschieht eines Kernes 
stetig yom Maximalwert auf Null herunter sinken; fUr die sehweren Kerne 
virird man immerhin diese Oberflachensehicht als sehr dunn annehmen 
duden, so daB fUr den Hauptanteil des Kernvolumens die konstante 
Teilchendichte bestehen bleibt. Fur leichte Kerne hingegen wird etwa 
eine GAusssehe Verteilung der wahren Diehteverteilungnaher kommen. 
In jedem Falle aber liefert die Kernoberflaehe naeh (41), § I, 3 einen keines
wegs vernachlassigbaren positiven Zusatz zur kinetischen Energie, also 
eine Verminderung der Gesamtbiridungsenergie, welche ansehaulich' als 
eine Oberillichenspannung des Kernes bezeichnet werden kann (v. WEIZ
SACKER). Die Gesamtenergieeines schweren Kernes ist dann die Summe 
von drei Bestandteilen: Die mit dem Kernvolumen (Atomgewicht) 
proportionale MAJoRANAsche Bindungsenergie wird ihrem Betrage nach 
verkleinert durch die mit Z'/· proportionale COULoMB-Energie und durch 
die Oberflachenspannung1• 

Aus derartigen quantitatiV'en Untersuchungen ist ermittelt worden, 
welche Werte a und oc in (4) angenommen werd~n mussen, damit die 
empirischen Massendefekte fUr alle Kerne theoretisch gedeutet werden 
konnen; doch sind die sich ergebenden Werte a und oc nicht in befrie
digender Obereinstimmung mit denjenigen Werten, die sich nach ge
naueren Rechenmethoden aus den empirischen Massendefekten· der 
leichtesten Kerne ergeben haben - aus nicht ganz ersichtlichem Grunde 
ist die FERMI-THOMAssche Methode hier doeh nicht genau genug. Die 
besten Werte scheinen zu sein a= I701'c2; OC-'/'= 1,3'10-13 em (,t die 
Masse des Elektrons); aber leider stimmen sie wiederum nicht zusammen 

1 Au13erdem ergibt iibrigens noch der Austauschanteil de" COULOMB

Ene"gie eine Verg"ojJerung der Bindungsenergie, und zwar ~ Z. 
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mit den EJ;gebnissen betreffs der Streuung von Neutronenstrahlung an 
Protonen - die Lage ist also noch nicht wirklich gekHi.rt. Naturlich 
wird man auch nicht hoffen konnen, allein aus den Massendefekten der 
Kerne die GesetzmaBigkeiten der Bindungskrafte vollstandig zu er
mitteln - auch die in den Elektronenhullen der Atome herrschenden 
Gesetze wtirden nicht leicht zu erkennen sein, wenn uns an empirischen 
Daten nichts weiter zur VerfUgung stande, als die Gesamtbindungs
energien in den Grundzustanden samtlicher Atome (relativ zum voll
standig ionisierten Kern). Aber wir wissen ja uber die Kerne heute auch 
schon sonst vielerlei, was sich auf Spinmomente, auf Anregungseffekte 
usw. bezieht, und es liegen auch schon vielerlei Versuche vor, zu aus
fuhrlicheren diesbezuglichen theoretischen Vorstellungert zu gelangen. 
Allerdings besteht fUr alle Spekulationen etwa im Sinne eines "Schalen
baus" der Kerne die erheblich.e Schwierigkeit, daB nach HEISENBERG 
nur etwa fUr Z ~20 das anschauliche Modell des Aufbaus der Kerne 
aus Protonen und Neutronen ausreichend zu sein scheint, wahrend bei 
groBeren Atomgewichten Verhaltnisse soleher Artvorliegen, daB die 
Eigenfunktionen eines Kerns Superpositionen sind einerseits aus solehen 
Eigenfunktionen, die anschaulich einem Kernaufbau aus Protonen und 
Neutronen entsprechen, und andererseits aus solehen Eigenfunktionen, 
die dem anschaulichen Fall des Vorhandenseins in sich geschlossener 
rx.-Teilchen im Kern entsprechen. Der wirkliche aus diesen beiden an
schaulich faBbaren Fallen linear superponierte Zlistand entiieht sich also 
in dieser Hinsicht einer einfachen modellmaBigen Veranschaulichung, 
welehe zu Verfeinerungen in der Berechnung der Bindungsenergien 
fUhren konnte. 

Zum Gluck steht aber die Frage der Wechselwirkung Proton-Neutron 
in engster Beziehung zu einem anderen Problem, von dessen Unter
suchung aus wir also einen neuen Zugang zu diesem Wechselwirkungs
problem gewinnen. 

2. Die {l-Strahlung. 1m Gegensatz zur rx.-Strahlung, bei welcher 
primar die ausgeschleuderten Teilchen stets diskret festgelegte Energien 
besitzen, zeigt die p-Strahlung bei allen radioaktiven Atomen ein kon
tinuierliches Spektrum - wohlgemerkt auch dann, wenn alle sekundaren 
Effekte ausgeschaltet werden, und nur die primare Strahlung, wie sie 
den Kern verlaBt, betrachtet wird. Dabei gibt es bei jedem p-Strahler 
eine bestimm te M aximalenergie E max fUr das ausgeschleuderte p-Teilehen ; 
insgesamt aber kommen in der Strahlung einer groBen Menge derartiger 
Atome alle moglichen Energiewerte von flc2 (ruhendes Elektron!) an 
bis zu Emax vor, in einer Intensitatsverteilung, die fUr verschiedene 
p-Strahler verschieden, aber qualitativ a,hnlich ist. MiBt man kalori
metrisch die durch die p-Strahlung insgesamt freigegebene kinetische 
Energie, so bekommt man (wenn man noch die Ruhenergien der Elektronen 
hinzuaddiert) genau denselben Wert, der sich auch durch Integration 
uber das kontinuierliche p-Spektrum ergibt. 
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Es ist unmoglich, diese VerhaItnisse so zu deuten, daB man den 
einzelnen p-strahlenden Atomkernen entweder vor oder nach dem ProzeB 
verschiedene Energieinhalte zuschreibt. Sondern man muB, sofern man 
nicht eine Au/lerkraltsetzung des Energiesatzes annehmen will, die von 
PAULI gezogene Folgerung anerkennen, daB zugleich mit der Emission 
des {J-Elektrons der Kern noch ein anderes Teilchen emittiert, und daB 
diese Strahlung sich durch ein ungeheures Durchdringungsvermogen der 
kalorimetrischen Feststellung (oder einer sonstigen unmittelbaren Be
obachtung) entzieht. Diese den Energiesatz aufrecht erhaltende Auf
fassung findet eine starke Sttitze in folgender Tatsache. Bekanntlich 
gibt es in den radioaktiven Zerfallsreihen einige Stellen, wo ein Kern X 
sowohl zur p-Emission als auch zur ex-Emission befahigt ist, so daB aus 
ihm ein gewisser Kern X', oder auch statt dessen ein anderer Kern X" 
hervorgehen kann, nach folgendem Schema: 

>:X~ 
X' X" 

Der durch p-Emission entstandene Kern X' geht seinerseits durch 
ex-Strahlung in einen Kern Y tiber, und der durch ex-Emission ent· 
standene Kern X" verwandelt sich durch p-Emission ebenlalls in einen 
Kern derselben Art Y. Wenn dann ftir X durch E;"ax die Grenze des 
kontinierlichen P-Spektrums und durch E~ die Energie der ex-Strahlung 
bezeichnet wird, wahrend das p-Spektrum von X" die Grenze E::"'x , 

und die ex-Strahlung von X' die Energie E~ besitzt, d~mn besteht er· 
fahrungsgemaB die Bilanz 

E:..ax+E~=E; +E;ax, (5) 
die offenbar ganz entschieden fUr die PAuLIsche Auffassung spricht. 

Obrigens bestehen Griinde, anzunehmen, daB die Ruhmasse der 
"Neutrinos" - so pflegt man die Teilchen dieser durchdringenden 
Strahlung heute zu benennen - gleich Null ist; daIiach ware also Emax 
unmittelbar gleich der gesamten Energieabgabe eines jeden Kernes der 
betreffenden Art beim p-ProzeB. 

Unbedingt notwendig ist die Annahme eines zugleich mit dem p
Elektron ausgeschleuderten weiteren Teilchens im Hinblick auf Spin 
und Statistik von Proton und Neutron. Da Proton, Neutron und Elektron 
samtlich halbzahligen Spin besitzen und der FERMI-Statistik gehorchen, 
so kann die Umwandlung eines Neutrons in ein Proton - eine sol<;he muB 
ja nach der HEISENBERGschen Grundvorstellung vom Kernaufbau bei 
einer p-Emission vor sich gehen - nicht unter Aussendung eines Elek. 
trons allein geschehen: das wiirde unseren Regeln fUr Spin und Statistik 
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zusammengesetzter Teilchen widersprechen. Die Sache kommt in 
Ordnung, wenn wir dem Neutrino halbzahligen Spin und FERMI-Statistik 
zuschreiben. Hierin also unterscheidet sich das Neutrino vom Lichtquant, 
wahrend es ihm durch seine verschwindende Ruhmasse und Ladung ahn
lich ist. Von einem Elektron andererseits unterscheidet sich das Neutrino 
nur durch das Fehlen von Ladung und Ruhmasse: Man darf danach 
uberzeugt sein, daB die Wellengleichung des Neutrino einfach aus der 
DIRAcschen Wellengleichung zu erhalten ist, indem man Ladung und 
Ruhmasse gleich Null setzt. 

Wir wollen betonen, daB bei dieser Dberlegung keineswegs not
wendigerWeise das Neutron als "zusammengesetzt" aus den drei 
Bestandteilen Proton, Elektron, Neutrino vorgestellt werden muB: es 
geniigt, zu wissen, daB es sich im fJ-ProzeB in diese drei Teilchen au/lost, 
urn Statistik und Halb- oder Ganzzahligkeit des Spinmoments fUr eine 
dieser vier Teilchenarten aus der Kenntnis der drei anderen zu ermitteln. 
In der Tat ware es unangemessen, das Neutron als "zusammengesetzt" 
oder "aufgebaut" aus Proton, Elektron und Neutron anzusehen; denn 
wir kennen experiment ell auch den ProzeB der Umwandlung eines Protons 
in ein Neutron unter Emission eines Positrons und eines Neutrinos (kunst
liche Radioaktivitat), so daB man statt dessen ebensogut das Proton 
als aus Neutron, Positron und Neutrino "zusammengesetzt" bezeichnen 
k6nnte. Die angemessene Auffassungsweise wird also die sein, daB wir 
Elektron und Neutrino (bzw. Positron und Neutrino) als erst beim Um
wandlungsproze/3 Neutron-Proton (bzw. Proton-Neutron) erzeugt an
sehen - ebenso, wie wir ein von einem Atom emittiertes Lichtquant ills 
erst im Emissionsakt erzeugt ansehen. 

Damit bietet sich folgende Auffassungsweise als naturgemaBe Unter
lage einer quantitativen Theorie der fJ-Strahlung dar. Kerne gleichen 
Atomgewichtes A, aber verschi~dener Ladung Z betrachten wir jetzt 
als verschiedene Quantenzustdnde eines und desselben (durch die Anzahl 
A seiner Bestandteile charakterisierten) Gebildes. Dieses Gebilde kann 
also einerseits Lichtquanten emittieren (y-Strahlung); es kann anderer
seits auch fJ-Strahlung emittieren, die wir ganz analog zur y-Strahlung 
auffassen - naturlich unter Beachtung des Unterschiedes, daB es sich 
hierbei stets urn Emission von zweiTeilchen zugleich handelt, und daB 
die" Quantenzahl" Z bei einer solchen Emission oder einer umgekehrten 
Absorption der "Auswahlregel" Z _Z ± I unterworfen ist, die wir hier 
durchaus in Parallele stellen durfen zu den Auswahlregeln in den 
optischen Spektren. 

Bei der Untersuchung der y-Strahlung haben wir ein System zu 
betrachten, welches besteht aus dem Kern einerseits und dem elektro
magnetischen Strahlungs/elde andererseits. Die Energie dieses Gesamt
systems ist also von der Form 

H = H Kern + HLichtfeld + Wechselwirkungsenergie; (6) 



252 Mehrkorpertheorie und Elementartei1chen. 

und die Wechselwirkungsenergie hat gemaB (23). § 3. 5 die Gestalt 

Hw = - 4Ji. (7) 
wo 4J das elektrische Dipolmoment des y-Strahlers und i die als Matrix 
aufgefaBte elektrische Feldstarke ist: Die Tatsache. daB i hier linear 
eingeht. hat zur Folge. daB in erster Annaherung die Wechselwirkungs
prozesse von Kern und Strahlungsfeld derartige sind. daB immer je ein 
Lichtquant erzeugt oder absorbiert wird. 

Fiir die Untersuchung der ,8-Strahlung haben wir dementsprechend 
ein System zu betrachten. welches aus I. dem Kern. 2. dem Neutrino
strahlungsfeld. 3. dem Elektronenstrahlungsfeld besteht: Unsere in den 
beiden vorangegangenen Paragraphen ausgefiihrten Oberlegungen. welche 
darauf abzielten. das Mehrkorperproblem mit aquivalenten Teilchen 
- und zwar FERMIschen - vermittelst der Methode der zweiten Quantelung 
in moglichst enge A nalogie zum Lichtproblem zu bringen - diese Ober
legungen erweisen sich jetzt erneut als fruchtbar. indem sie uns die 
Moglichkeit geben. den anschaulichen Gedanken der Analogie von y
Strahlung und ,8-Shahlung folgerichtig durchzufUhren. Wir werden also 
fUr das Elektronenwellenfeld eine Feldamplitude tr' und fiir das Neutrino
wellenfeld eine Feldamplitude q; einfUhren. wobei in der friiher erlauterten 
Weise die nichtkommutativen Multiplikationsgesetze dieser Amplituden 
der Tatsache entsprechen. daB beide Teilchenarten dem PAuLlschen 
Aquivalenzverbot unterworfen sind. Die Wechselwirkungsenergie zwischen 
den drei Stiicken unseres Gesamtsystems wird dann. urn der Tatsache 
der Emission von Elektron und Neutrino zugleich zu entsprechen. eine 
in tf' und q; bilineare Form haben miissen. Schreiben wir. urn dies anzu
deuten. kurz 

H = H Kern + HNeutrino + Wechselwirkungsenergie } 
Hw = g {Q tf.' q; + Qt tf,t q;t I, (8) 

wo dann Q eine auf den Kern allein beziigliche Matrix ist [analog dem 
4J in (7)]. Mit gist ein konstanter Zahlfaktor bezeichnet. Natiirlich 
ist der Ausdruck (8) so noch nicht fertig. sondern gibt nur eine ungefahre 
Andeutung. wie die Sache aussehen muB: Wir haben noch gar nicht dar
auf Riicksicht genommen. daB die Wellenfunktionen fiir Elektron und 
Neutrino je vier Komponenten haben. deren Spinor-Transformations
eigenschaften natiirlich beriicksichtigt werden miissen; und wir miiBten 
wahrscheinlich nicht nur diese Amplituden seIber. sondern auch ihre 
Ableitungen mitnehmen. urn den exakten Ausdruck der Wechselwirkungs
energie zu bestimmen. FERMI. dem man die hier.in den Grundgedanken 
erlauterte Theorie der ,8-Strahlung verdankt. hat einen ganz bestimmten 
Ansatz fUr die exakte Gestalt der Wechselwirkungsenergie (8) gemacht 
und die Folgerungen quantitativ durchgerechnet. Aber wir gehen darauf 
nicht naher ein. weil sich bereits gezeigt hat. daB der FERMIsche Ansatz 
erweiterungsbediirftig ist; es liegen schon diesbeziigliche Versuche vor, 
aber noch kein abschlieBendes Resultat. 
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Die Matrix Q muB naturlich zum Ausdruck bringen, daB bei dieser 
Emission, wie schon gesagt, die Kemladung notwendigerweise urn I 

zunimmt. Man kann dabei die Sache vereinfachen derart, daB man 
nicht den ganzen Kern, sondern nur das eine, von der ,8-Umwandlung 
betroffene "schwere Teilchen" betrachtet, welches sich dabei im Kraft
felde des Kernrestes befindet. Dieses "schwere Teilchen" ist ein Gebilde, 
das unter gegebenen auBeren Bedingungen nur zweier verschiedener 
Quantenzustande fahig ist, wie das polarisierte Lichtquant oder das 
ruhende Ag-Atom im STERN-GERLAcH-Experiment. Definieren wir die 
GroBe e derart, daB e = + list, wenn das "schwere Teilchen" ein Neutron 
ist, und e = - I, wenn es ein Proton ist, so bekommen wir fUr Q die 
Matrix 

(9) 

als Ausdruck der erlauterten "Auswahlregel" Z -+ Z ± 1. 

Anschaulicher wird dies ubrigens, wenn wir jetzt auch fUr Neutronen 
und Protonen im Sinne der zweiten Quantelung Wellen/elder einfuhren; 
unser Prozefs, bei welchem ein Neutron verschwindet und je ein Proton, 
Elektron, Neutrino erzeugt wird, ist dann entsprechend den Bemerkungen 
von § 4, 3 bedingt durch eine Matrix 

tf'Elektron tf'Neutrino ' (IO) 

und das ist in . anderer Ausdrucksweise mit (8). (9) gleichbedeutend. 
Die FERMIschen Rechnungen fUhren nun zu folgendem Ergebnis. 

Die Gesamtubergangswahrscheinlichkeit fUr einen p-ProzeB enthalt einen 
Faktor, der durch die spezielle Kernstruktur bestimmt ist. Aber die 
I ntensitatsverteilung im kontinuierlichen p-Spektrum ergibt sich als eine 
von allen Einzelheiten der Kernstruktur unabhangige Funktion der 
Kernlac;ung Z und der Grenzenergie Emax. Dies allgemeine.Ergebnis wird 
naturlich auch von den noch notigen Abanderungen des FERMIschen 
Wechselwirkungsansatzes nicht beruhrt werden; es zeigt uns, daB die 
Ausmessung der kontinuierlichen p-Spektren uns sehr genaue Informa
tionen uber das Wechselwirkungsgesetz vermitteln wird. DaB die spezielle 
von FERMI aus seinem Ansatz fur Hw errechnete Intensitatsverteilung 
der Erfahrung nicht genau genug entspricht, scheint bereits sicher. 

t 

FERMI hat ferner gefunden, daB dann, wenn die Ruhmasse des Neu-
trino gleich Null vorausgesetzt wird, die die Spektralintensitat dar
stellende Kurve I = I (E) . bei E = Emax nicht nur stetig zu Null herunter 
geht, sondern sogar die Nullachse beruhrt - und das entspricht in der 
Tat der Erfahrung. Dagegen wurde sich theoretisch keine Beruhrung 
ergeben, wenn die Ruhmasse des Neutrinos von Null verschieden ware. 
Es ist wichtig, sich klar zu machen, daB dieses FERMIsche Ergebnis 
sicher nicht durch die noch notwendigen Abanderungen der Theorie 
wieder umgestoBen werden wird, so daB wir also den daraus gezogenen 
SchluB, daB die Ruhmasse des Neutrino gleich Null ist, auf jeden Fall 
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als zuverlassig ansehen durfen. Die Sache hat namlich folgenden an
schaulichen Sinn: Wenn die Ruhmasse des Neutrino ungleich Null ware, 
dann durfte das Elektron im einzelnen Falle einmal die maximale Energie 
Emax restlos fUr sich in Anspruch nehmen; das Neutrino wurde dann die 
Geschwindigkeit Null bekommen. Aber wenn das Neutrino die Ruhmasse 
Null hat, dann wurde bei Emission eines Elektrons mit der ganzen 
Energie Emax nicht mehr ein Neutrino der Geschwindigkeit Null, sondern 
einfach gar nichts ubrig bleiben (womit un sere Regeln uber Spin und 
Statistik doch verletzt waren): deshalb verlangt die Annahme verschwin
dender Ruhmasse unabhangig von jeder speziel1eren Theorie eine Be
ruhrung der Nullachse durch die Intensitatskurve I (E)bei E = Emax. 

Von dieser Untersuchung der p-Strahlung aus tallt nun ein ganz 
neues Licht auf die im vorigen Abschnitte behandelte Frage der Wechsel
wirkung Proton-Neutron. Erinnern wir uns daran, daB das COULoMBsche 
Gesetz fUr die Wechselwirkung elektrischer Ladungen als Folgerung 
abgeleitet werden kann aus dem Ausdruck (7) fUr die Wechselwirkungs
energie zwischen einer Ladung und dem Lichtfeld: diese in (7) angegebene 
Nahewirkung ergibt als Folgeresultat eine durch das elektromagnetische 
Feld vermittelte Wechselwirkung der Ladungen, die bei langsam bewegten 
Ladungen dann eben dem COULoMBschen Gesetz entspricht. Ganz 
entsprechend kommt aber infolge der durch (8), (9), (10) ausgedriickten 
Wechselwirkung von "schwerem Teilchen" und "p-Strahlungsfeld" 
(=. Elektronenstrahlungsfeld plus N eutrinostrahlungsfeld) eine durch das 
"p-Strahlungsfeld'; vermittelte Wechselwirkung zwischen ie zwei "schweren 
Teilchen" zustande (TAMM, IWANENKo); und zwar ergibt sich gerade 
eine "Austauschwechselwirkung" zwischen Proton und Neutron in der 
im voranstehenden Abschnitt besprochenen Form: eine wunderbare 
Bestatigung der dort erreichten Resultate von ganz anderer Seite her. 
Freilich aber steht es noch nicht sehr befriedigend mit den quantitativen 
Verhaltnissen: die spezielle FERMIsche p-Strahltheorie liefert viel zu 
kleine Bindungskrafte fUr die Kerne, so daB sie auch hier ihre Abande
rungsoedurftigkeit beweist. Wie schon betont, kann der FERMIsche 
Ansatz sehr wohl noch in mannigfacher Weise umgestaltet werden, ohne 
den - sicherlich zLltreffenden - Grundgedanken der FERMIschen 
Theorie zu beeintrachtigen; aber es ist augenblicklich noch keine sichere 
Entscheidung zwischen den dafUr vorliegenden M6glichkeiten zu treffen. 

Ganz kurz sei endlich erwahnt, daB auch die Frage des magnetischen 
Moments des Protons in diesem Zusammenhang durchsichtiger wird. 
Wenn man naheliegencj.erweise vermutet, daB die Wellengleichung des 
Protons sich von der des Elektrons nur hinsichtlich der Ruhmasse unter
scheidet, dann bekommt man fUr das Proton ein magnetisches Spin
moment, das gleich einem "Kernmagneton" 

h e 
4'l; Me (II) 

ist (M die Masse des Protons). Aber experimentell ist das sicher falsch; 
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STERN und ~RISCH fanden ungefahr 2,5 Kernmagnetonen. Dies findet 
nun eine Aufklarung dadurch, daB die Wechselwirkung des "schwen;n 
Teilchens" mit dem p-Strahlungsfeld ein zusiitzliches magnetisches Moment 
fUr das froton ergibt (WICK). 

Dbrigens scheint auch das Neutron ein von Null verschiedenes 
magnetisches Moment zu besitzen, wonach man die Existenz noch einer 
anderen Art von Neutronen mit entgegcngesetzt gleichem Verhaltnis des 
mechanischen und magnetischen Spinmoments theoretisch erwarten muB. 

3. Die Struktur des Elektrons. Nach dem Scheitern der Hoffnung, 
die in der nichtrelativistischen Theorie mogliche Beseitigung der unend
lichen Selbstenergie des Elektrons (auf Grund der nichtkommutativen 
Multiplikation) in die relativistische Theorie fibertragen zu .konnen, 
mfissen wir nach anderen Auswegen suchen. Dazu erinnern wir uns 
zunachst an das, was die klassische Theorie zum Problem der Struktur 
des Elektrons zu sagen hatte. 

Die MAXWELLsche Theorie, welche den Ausgangspunkt aller Versuche 
bilden muB, die physikalische Natur des Elektrons aufzuklaren, hat im 
Zusammenhang mit dem von ihr durchgeffihrten Prinzip der Nahe
wirkung auch eine Lokalisierung der Energie eingeffihrt; wahrend die 
elementare, auf das COULoMBsche Fernwirkungsgesetz gegriindete Elek
trostatik die Energie eines Systems elektrischer Ladungen als eine 
gewisse mathematische Funktion der wechselseitigen Lage dieser Ladungen 
definiert, laBt uns die MAXWELLsche Theorie die Energie viel anschau
Hcher verstehen, als eine Art Substanz, die in bestimmter Weise fiber den 
Raum verbreitet ist. 1m Vakuum gibt es an einem Orte, wo eine elektri
sche Feldstarke Ii und eine magnetische Feldstarke ~ besteht, gemaB 
(10'), § 2, I eine riiumliche Energiedichte 

(12) 

Schon diese GesetzmaBigkeit genfigt, urn etwas Wesentliches fiber das 
Elektron auszusagen. Wir denken uns das Elektron ganz primitiv als 
eine kleine, kugelsymmetrische Ladungsanhaufung, die in eine Kugel 
yom Radius ro eingeschlossen werden kann; auBerhalb dieser Kugel 
solI praktisch Vakuum bestehen, in welchem die MAXWELLschen 
Gleichungen gelten; innerhalb der Kug~l dagegen besteht ein Zustand, 
betreffs dessen wir zunachst noch keinerlei einschrankende Voraus
setzungen machen wollen - nur ist es jedenfalls ein yom MAXWELL
schen Vakuumfeld wesentlich abweichender Zustand, der sich nach auBen 
hin als Quelle elektrischer Kraftlinien kundgibt. Die Energie dieses 
Gebildes besteht dann (gemaB dem Prinzip der Nahewirkung) aus zwei 
Summanden: der im Innern der Kugel vorhandenen Energie, fiber die 
wir zunachst nichts aussagen konnen, und der im AuBenraum der Kugel 
vorhandenen Energie, die sich nach der MAXWELLschen Theorie be
rechnen laBt; nach dem Gesetz (12) ergibt sich daffir e2Juo, wenn e 
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die Ladung des Elektrons ist. Man kann nun schon aus der MAXWELL
schen Theorie erkennen, daB dieser Energieanteil auch einen bestimmten 
Anteil der Masse des Elektrons bedingt. Volle Klarheit hat daruber 
jedoch erst die Relativitatstheorie geschaffen, die uns bekanntermaBen 
lehrt, daB zwischen der Gesamtenergie E des Gebildes (einschliefJlich der im 
Innem der Kugel befindlichen Energie) und der Masse fl des Elektrons 
die Beziehung 

besteht. 
Machen wir die Annahme, daB die Energie im Innem der Kugel 

entweder von kleinerer oder hOchstens von gleicher GrofJenordnung sei, 
wie die MAXWELLsche Energie auBerhalb, so konnen wir demnach die 
GrofJenordnung" des "Elektronenradius" berechnen: 

e2 -13 
rO~'p.c2 ~10 cm. (14) 

Nach einer Bemerkung von BORN wird man auf diesen Elektronen
radius auch dann gefuhrt, wenn man aus (17), § I, 4, Kapitel I den 
Wirkungsquerschnitt eines Elektrons in bezug auf die Streuung lang
welliger Lichtquanten entnimmt. 

Wir stehen nun vor der Frage: Welche physikalischen Gesetze gelten 
in der Innenzone des Elektrons, innerhalb des Radius ro? DaB dort nicht 
die gewohnlichen bekannten Gesetze der MAXWELLschen Theorie gelten 
konnen, ist klar. Denn die fiihren ja fur ruhende elektrische Ladungen 
zur COULoMBschen AbstoBung, wurden uns also erwarten lassen, daB 
die Ladung eines Elektrons, statt zusammenzuhalten, sich vollkommen 
zerstreuen sollte. Welche Krafte halten diesen zur Explosion des Elek
trons drangenden CouLoMB-Kraften das Gleichgewicht? Oder, zu
treffender ausgedruckt, welche offenbar in Gebieten sehr groBer Feld
starken eintretende Modifikation der MAXWELLschen elektromagnetischen 
Feldgesetze bestimmt die inneren Strukturverhaltnisse des Elektrons? 
Die letzteJ;:e Fragestellung ist zutreffender, weil die erst ere Frage eigent
lich nur unter einer bestimmten Voraussetzung zu stellen ist: namlich 
unter der Voraussetzung, daB wir uns die Ladung e des Elektrons raumlich 
kontinuierlich ausgebreitet und durch entsprechende Krafte stabil 
zusammengehalten denken. Aber statt dessen ist auch die Moglichkeit 
ins Auge zu fassen, daB die Ladung punktformig in einer "Singularitat 
des Feldes" konzentriert ist. Auch in diesem Falle bleibt die zweite 
Frage berechtigt, weil wir auch in diesem Falle daran festhalten mussen, 
daB die gewohnlichen MAXWELLschen Gleichungen im Abstand von 
groBenordnungsweise 10-13 cm VOl'1 Mittelpunkt des Elektrons ihre 
Gultigkeit verlieren. Denn wollten wir die Vorstellung des Elektrons 
als punktformiger Singularitat so durchfiihren, daB wir uberall auBerhalb 
des singularen Punktes die MAXWELLschen Gleichungen als giiltig an
nahmen, so wurde das ja bedeuten, daB wir den oben definierten Elek
tronenradius gleich Null setzten, und folglich ergiibe sich eine unendlich 
grofJe Masse des Elektrons. 
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Wichtige Erkenntnisse zu diesem Problem sind 1912/13 von MIE 
erreicht worden, der systematisch die Moglichkeiten einer Verallge
meinerung der MAxWELLschen Feldgleichungen untersucht hat. Die 
diesbezuglichen. Moglichkeiten sind namlich, wie MIE zeigte, keineswegs 
ganz unubersehbar marinigfaltig. Denn es muB ja zweierlei gewahrt 
bleiben bei einer brauchbaren Verailgemeinerung der MAXWELLschen 
Theorie: Erstens das Relativitatsprinzip und zweitens der Energiesatz. 
Diese beiden ganz ailgemeinen Forderungen engen aber bereits die Ver
ailgerneinerungsmoglichkeiten sehr erheblich em, in einer von MIE mathe
matisch genau charakterisierten ·Weisel . MIE hat dann versucht, inner
halb qes Rahmens dieser Moglichkeiten zu einer Theorie des Elektrons 
zu gelangen, die folgendes leisten soUte: Erstens eine Begriindung dafiir, 
daB aile Elektronen die gleiche Ladung e besitzen, daB also nur mit 
einem ganz bestimmten Wert der Gesamtladung ein stabil zusammen
haltendes Elektron bestehen kann. Zweitens eine Begriindung dafur, daB 
alle Elektronen dieselbe, und zwar endliche Masse besitzen. 

Was den ersten Punkt betrifft, so woUte es MIE nicht gelingen, eine 
Erklarung dafiir zu.finden, daB aile Elektronen dieselbe Ladung haben. 
Zwar war es moglich, die Existenz zusammenhaltender, nicht explo
dierender Ladungsmassen begreiflich zu machen durch geeignete Ver
allgemeinerungen der MAXWELLschen Gleichungen; aber auf keine Weise 
ergab sich, daB in jeder solcher Anhaufung immer dieselbe Gesamtladung 
(gleich einer Elektronenladung) vorhanden sein musse. 

Fur diese Frage hat nun aber die Quantentheorie inzwischen einen 
entscheidenden Fortschritt gebracht. Diese Tatsache, daB die elek
trischen Ladungen immer nur in Gestalt einer ganzen Anzahl von Elek
tronen auftreten, daB also jede physikalisch vorkommende elektrische 
Ladung ein ganzzahljges Vielfaches einer endlichen Elementarladung 
ist, diese Tatsache haben wir ja jetzt - im Sinne der Methode der zweiten 
Quantelung .,- als A u$ll~f3 der Quantenge~etze verstanden. Es braucht 
nun also nicht mehr bedauert zu werden, daB auf dem von MIE be
schrittenen Wege eine ErkHirung fur die gleiche Ladung ailer Elektronen 
nioht zu erreichen war. 

Was aber in der Richtung der MIEschen Untersuchungen noch immer 
gesuchtwerden muBte, das ist eine solche Verailgemeinerung der MAX
WELLschen Feldgleichungen, die' fur ein Elektron von vorgegebener 
Ladung zu einer endlichen Energie (bzw. Masse) fuhrt, und zwar unter 
Vermeidung gewisser Schwierigkeiten, welche in der MIEschen Theorie 
bestanden insofem, als dort nicht nur die elektromagnetischen Feld
starken, sondem auch die Absolutwerte der Potentiale eine physikalische 
Bedeutung haben soilten, was si<:herlich nicht der Wirklichkeit entspricht. 

Fur dieses Problem hat nun BORN eine sehr beachtemwerte Losung 
versucht, durch die Aufsteilung einer sehr einfachen nichtlinearen 

1 Vgl. die Darstellung der wesentlichen Ergebnisse MIEs im PAuLischen 
Relativitatsbericht (Mathematische Enzyklopadie). 

Jordan, Quantentheorie. 17 
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Verallgemeinerung der linearen MAXWELLSChen Vakuum-Feldgleichungen. 
Das Aussehen der BORNschen Vakuum-Feldgleichungen kann so be
schrieben werden: es sind fonnal die. gewohnlichen MAXWELLschen 
Gleichungen in einem ladungsfreien Dielektrikum; also: 

I • 
div .tl=o; ~=,u.tl; I rot ~=--~; c 

I • 
div i)=o; i) =e~. rot .tl = -i). c ' 

(IS) 

Dabei sind aber e und,u (dieses,u hat natiirlich niches mit der Elek:" 
tronenmasse ,u zu tun!) Funktionen der Feldstarken: 

(16) 

Die bier auftretende Konstante a hat die Dimension einer reziproken 
Feldstarke; sie hangt in noch zu besprechender Weise zusammen mit 
der Ladung und dem "Radius" des Elektrons. Wie man sieht, sind die 
BORNschen Gleichungen in der Tat nichtlineal'. Fiir "kleine" Feldstarken 
gehen aus den BORNschen Gleichungen die MAXWELLschen Gleichungen 
(des Vakuums) als Approximation heryor, indem dann e =,u = I wird. 
Erst bei groBen Feldstarken macht sich die Abweichung vom MAx
WELLschen Verhalten bemerkbar, und zwar sind nur im Innern der 
Elektronen Feldstarken anzutreffen, die bierfiir groB genug sind. 

Ein Elektron kann im Rahmen dieser BORNschen Theorie offenbar 
nur in Gestalt .einer singularen, punktformig konzentrierten Ladung e 
existieren (wegen div i) = 0); das entspricht aber einerseits gerade dem, 
was man fUr die Quantenelektrodynamik braucht, und andererseits 
venneidet BORN gerade bierdurch die oben erwahnte Schwierigkeit der 
MIEschen Theorie. 1m Gegensatz zu den linearen MAxWELLSchen 
Gleichungen bedingen die nichtlinearen BORNschen . Gleichungen eine 
endliche Energie des punktf6rmigen Elektrons. 

Die BORNschen GleichungElD (IS), (16) vereinfachen sich im elektl'o
statischen Falle offenbar zu 

rot ~=o; div i)=o; 

Die einer Ladung e entsprechend.e zentralsymmetrische Losung sieht 
also so aus, daB die Radialkomponenten i), und ~, von i) und ~ gegeben 
sind durch 

~ e 
i), = p-a.~ =-;a; 

und das zugehOrige elektl'ostatische Potential wird 

'" 
t/J(I') = :0/ VI ~ x' ; 

, 
r. 

r~ a=--. e 

(IS) 

(19) 
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In einem gegeniiber ro groBen Abstand r erhalten wir daraus approxi
mativ das COULoMBsche Potential: 

(20) 

in kleineren Abstanden vom Mittelpunkt dagegen verhalt sich das 
BORNsche Potential wesentlich anders als das COULOMBsche. Vor allem 
hat es im Mittelpunkt r =0 einen endlichen Wert: 

e 
<P(o) =1,854'-, (21) 

"0 
Die Gesamtenergie des so beschriebenen Elektron<s ist von BORN 

und INFELD bestimmt worden. [Natiirlich tritt in der BORNschen Theorie 
auch fiir den MAXWELLschen Ausdruck (12) der Energiedichte ein etwas 
anderer Ausdruck ein.] Das Ergebnis lautet: 

f '2 e2 

E=f-l C2 =3 e<P(0)=1,236 · Yo' (22) 

Aus (19) und (22) ist der Zusammenhang der Konstanten a mit e 
und r 0 ersichtlich, sowie die Beziehung von e und r 0 zur Masse f-l; natiirlich 
muB diese letztere Beziehung im Einklang sein mit der groBenordnungs
maBigen Beziehung (14); aber an Stelle nur groBenordnungsmaBiger 
Schatzungen haben wir jetzt exakte GesetzmaBigkeiten. 

Diese BORNsche Theorie erhalt nun eine sehr interessante Beleuchtung 
seitens der DIRAC-HEISENBERGSchen Lochertheorie. 1m Zusammenhang 
mit den Prozessen der Elektronen-Paarerzeugung ergeben sichnamlich 
schwache Abweichungen von dem den MAXWELLschen Gleichungen ent
sprechenden Verhalten auch bei solchen Lichtquanten, deren Energie noch 
unterhalb der Elektronenruhenergie f-lc 2 liegt. Die Linearitiit der MAX
WELLschen· Gleichungen ergibt, daB zwischen verschiedenen Licht
quantenkeinerlei Wechselwirkung besteht (Superposition der Wellen). 
N ach der Lochertheorie aber kommen zwischen zwei Lichtquanten hvv 
hV2 auch im Falle hvv hV2 <f-lC2 Zusammensto(Je vor - also eine Streuung 
von Licht an Licht; und man kann diese Wechselwirkung der Licht
quanten hvv hV2 formal beschreiben durch eine nichtlineare Verallge
meinerung der MAXWELLschen Feldgleichungen. Und zwar ist die sich 
ergebende Korrektur der MAXWELLschen Gleichungen (nach EULER und 
KOKKEL) in erster Anniiherung sehr ahnlich der von BORN eingefiihrten 
Abanderung. 

Zwar ergeben sich in hoherer Naherung Abweichungen, und auch die 
grundsatzliche Auffassung ist in beiden Theorien verschieden, da nach 
der Lochertheorie die Abanderung der MAXwELLSchen Gleichungen 
nicht als primares Naturgesetz anzusehen ist, sondern vielmehr als 
sekundares Folgeergebnis anderer Zusammenhange. Ais positive Er
kenntnls diirfen wir aber verzeichnen, daB die Lochertheorie in diesem 
Sinne zwangslaufig nichtlineare Korrektionen der MAXWELLschen 
Gleichungen ergibt, und zwar von solcher Gro(Jenordnung, wie sie nach 
BORN fiir das Strukturproblem des Elektrons notig sind. -

17* 
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In allen diesen Erwagungen haben wir soeben die Anwendung der 
im nichtrelativistischen Fall bewahrten Methode zur Beseitigung der 
unendlichen Selbstenergie (nichtkommutativeMultiplikation) ganz zurUck
treten lassen gegeniiber der klassischen Idee einer·endlichen Ausdehnung 
des Elektrons. DaB aber auch die jetzt zUrUckgestellte Methode ihren 
tiefen Sinn haben muB, das scheintunzweifelhaft im Hinblick auf ein 
analoges anderes, noch ungelostes Problem, bei welchem die Idee eines 
endlichen Radius bestimmt ni({ht anwendbar ist: Fiir ein Liehtquant 
im Gravitations/eld ergibt sich aus der jetzigen Quantenelektrodynamik 
ebenfalls eine unendliche Selbstenergie (ROSENFELD). 

4. Die BOHRsche Kerntheorie. Die experimentellen Ergebnisse be
treffs der Kernreaktionen, die bei BeschieBung von Kernen mit Neutronen 
eintreten, ermoglichen nach BOHR neue wesentliche Einblicke in die 
innere Dynamik der Kerne. 

1m Gegensatz zu einem Proton braucht ein Neutron keine Cou
LOMBsche AbstoBung zu iiberwinden, urn an einen Kern heran zu kommen; 
dies ist der Grund dafiir, daB die BeschieBung der Kerne mit Neutronen 
reichhaltigere und aufschluBreichere Ergebnisse geliefert hat, als die mit 
Protonen. Eine Ablenkung eines Neutrons durch einen Kern tritt ·nur 
dann ein, wenn es sich dem Kern bis auf Abstande der Kerndimension 
10-13 cm genahert hat; und die Erfahrung zeigt, daB mit einer gegeniiber 
der Haufigkeit der Ablenkungen keineswegs merklich geringeren Haufig
keit solche Prozesse eintreten, bei welchen eine Ein/angung des Neutrons 
und anschlieBend die Emission eines Protons oder eines oc-Teilchens 
oder auch nur eines y-Quants erfolgt. (Fiir sehr langsame Neutronen, 
deren DE BROGLIESche Wellenlange gro/1 gegeniiber Kerndimensionen ist, 
wird der absorbierende Querschnitt mancher Atomkerne sogar noch ganz 
wesentlich gr6Ber.) Auch Prozesse, die scheinbar in einer bloBen Ab
lenkung des Neutrons bestehen, shid· zum Teil in Wirklichkeit diesen 
komplizierteren Kernprozessen an die Seite zu stellen, da genauere 
Untersuchungen ergeben, daB das gestreute Neutron einen Teil seiner 
Energie im streuenden Kern zUrUckgelassen hat. In allen diesen Fallen 
aber besteht nach BOHR eine Lage derart, daB die Ein/angung einerseits 
und der Emissionsproze/1 andererseits als zwei deutlich voneinander 
getrennte Elementarprozesse aufzufassen sind. Man kann geradezu sagen, 
daB das Neutron, sofern es den Kern iiberhaupt trittt, fast immer darin 
steeken bleibt; erst nach Ablauf einer gewissen Zeit erleidet der auf diese 
Weise zunachst gebildete instabile Kern irgendeinen ZerfallsprozeB. 

Die Merkwiirdigkeit dieser Tatsachen wird besonders deutlich, wenn 
wir den StoB eines Elektrons gegen ein Ion damit vergleichen. Das 
Analogon zu dem festgestellten Steckenbleiben des Neutrons im Kern 
wiirdehier eine Einfangung des Elektrons durch das Ion sein, und zwar 
eine Einfangung, die also nieht (wie beim Wiedervereinigungsleuchten) 
mit einer sofortigen Abgabe eines Lichtquants hv verkniipft ware. Ein 
solcher ProzeB kommt aber iiberhaupt nicht vor. Man erkennt seine 
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Unm6glichkeit ganz einfach daraus, daB fiir die Energie des Gebildes, 
welches bei Anlagerung des Elektrons entstehen wiirde, nur gewisse 
dis\uete Werte in Frage kommen; und es ist unendlich lIDwahrscheinlich, 
daB das Elektron vor dem StoB gerade einen genau passenden Betrag 
von kinetischer Energie besitzt. (Genauer: Die Wahrscheinlichkeit dafiir 
wiirde der naturliclien Linienbreite proportional sein - also vernach
lassigbar, soweit diese als vernachlassigbar anzusehen ist.) Ganz ebenso 
ist zu begriinden, daB chemische Reaktionen der Form A + B -+ A B 
niemals als Ergebnis von "Zweierst6Ben" eintreten, also derart, daB je 
ein Atom A und B beirri ZusammenstoB aneinander haften bleiben und 
somit ein Molekiil A B bilden. Vielmehr geschehen derartige Reaktionen 
immer nur entweder an Gelaf3wanden; auf denen sich die Atome A, B 
treffen, oder durch Dreierstof3e, also derart, daB die beiden Atome A, B 
gleichzeitig miteinander und mit einem dritten zusammenstoBen, so daB 
dies dritte, welches nach dem Elementarakt Wieder fortfliegt, fiir 
Bilanzierung von Energie und Impuls sorgen kann. 

Diese Unm6glichkeit einer unmittelbaren Anlagerung zweier ato
marer StoBpartner ist aber auch ohne Heranziehung spezifisch quanten
theoretischer Erwagungen klassisch-korrespondenzrriaBig zu v.erstehen. 
Das Endresultat soIl ,ja in einer mehrlach periodischen BeWegung der 
StoBpartner bzw. ihrer Bestandteile bestehen; lind eine solche mehrfach 
periodische Bewegung ist und bleibt lur alle Zeiten eine mehrfach perio
dische Bewegung; sie kann nicht, wenn Wir sie zeitlich nach vorwarts 
oder riickwarts verfolgen~ irgendwann in eine aperiodische Bewegung 
iibergehen. Der innere Zusammenhang dieser soeben angestellten Er
wagung mit der obigen ergibt sich daraus, daB eben die diskrete Quante
lung der Atome und Molekiile in deren korrespondenzmaBiger Analogie 
zu mehrfach periodischen klassischen Bewegungen begrUndet ist. 

Den Typus der inneren Bewegungen im Kern haben wir uns also 
nicht in korrespondenzmaBiger Analogie zu mehrfach periodischen 
klassischen Modellen vorzustellen. Man Wiid aber trotzdem auch fiir 
diesen Bewegungstyp ein klassisches Analogon angeben k6nnen, und im 
Hinblick auf die im "TroPlchenmodell" des Kerns ausgedriickten Ver
haItnisse kann man als ein klassisches Modell, das zur Veranschaulichung 
dieser Bewegungsform geeignet ist,etwa eine mit Billardkugeln gelullte 
Schale anfiihren. Der Boden der Schale (die etwa kreisf6rmig sei) sei 
eben; nur ein verhaItnismaBig schmaler Randstreifen (er entspricht der 
von v. WEIZSACKER untersuchten Oberflachenschicht des Kernes) ist 
nach auBen ansteigend gew6lbt; und am 6beren Rande der Schale 
schlleBt sich eine aliseitig unendlich ausgedehnte Ebene ali - es handelt 
sich also, anschauHch gesprochen, urn eine in einem kreisf6rmigen 
Ausschnitt einer groBen Tischplatte eingesenkte Schale. Jede der 
Kugeln besitzt also (sofern sie sich nicht gerade in der schmalen 
Randzone befindet) dieselbe potentielle Energie. Da zWischen d€m 
dicht gedrangten Kugeln bei ihrer Bewegung immerfort Zusammenst6Be 
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stattfinden, wird auch der Mittelwert der kinetischen Energie flir jede 
Kugel derselbe sein. 

1st die insgesamt vorhandene kinetische Energie gering, so bekommen 
wir eine ergodische Bewegung. Wir haben uns fmher klar gemacht (KapiteI2, 
§ 4, I), daB auch diese ergodische, also nicht mehrfach periodische Bewegung 
im quantentheoretischen Fall durchaus eine diskrete Quantelung ergeben 
wird. Dem entspricht die Tatsache, daB bei den Kernen diskrete An
regungsniveaus zu finden sind, die das jeweilige Termschema fur diey-Emis~ 
sionen bilden, und naturgemaB auch zu den diskreten Energiewerten der 
(X-Emissionen in entsprechenden Beziehungen stehen. Dabei handelt es 
sich, wie zu erwarten, urn Anregungsenergien (gegeniiber dem Grund
zustand des betreffenden Kernes), die unterhalb derjenigen Energie 
liegen, welche.als Bindungsenergie pro Kernbaustein (Proton oder Neutron) 
zu ermitteln ist. Diese Bindungsenergie pro Kernbaustein ist namlich 
von der GroBenordnung 107 Volt; und die fraglichen Anregungsniveaus 
liegen in der GroBenordnung von etwa 106 Volt. 

In unserem klassischen Vergleichsbild wiirde offen bar die Tiefe des 
Schalenbodens unter der Tischplatte, ausgedriickt im EnergiemaB, den 
107 Volt entsprechen: wenn die insgesamt vorhandene kinetische Energie 
des Kugelhaufens kleiner als diese potentielle Energiedifferenz isf, so 
kann niemals eine der Kugeln die Schale verlassen; die Bedingungen einer 
ergodischen Bewegung sind infolgedessen erfiillt. Jedoch muB auch bei 
diesen unterhalb 107 Volt liegenden Anregungsenergien schon ein erheb
licher Unterschied gegeniiber den Anregungsstufen eines Atoms zutage 
treten. Die Verteilung der verschiedenen Elektronen in der Elektronen
hiille eines Atoms auf die "Elektronenschalen" mit sehr verschiedenen 
Bindungsfestigkeiten bedingt ja, daB mit geringen oder mittleren An
regungsenergien nur die lockersten Elektronen angeregt werden konnen, 
wodurch die Anzahl der diskreten Anregungsstufen unterhalb einer 
gewissen Energiehohe eng begrenzt wird. Aber beim Kern mit seiner 
groBen Zahl gleichberechtigter, gleich fest gebundener Teilchen wird 
schon bei Anregungsenergien von etwa 5· 106 bis 107 Volt eine sehr 
dichte Anhaufung diskreter Energiestufen stattfinden; bei noch groBeren 
Energien muB diese Haufung immer dichter werden. 

AuBerdem aber tritt bei Energien oberhalb 107 Volt die Moglichkeit 
ein, daB im Verlaufe der unregelmaBigen Schwankungen in der Verteilung 
der vorhandenen Anregungsenergie iiber die verschi edenen Kernbau
steine ein einzelner nahe der Kernoberflache befindlicher Kernbaustein 
hinreichend Energie bekonupt, urn aus dem Kernverband hinauszufliegen, 
so daB wir eine Emission eines Protons 000 Neutrons (bzw. auch eines 
(X-Teilchens) erhalten. Dem entspricht als Umkehrung der Vorgang einer 
Einfangung eines Teilchens: Eine in unsere Schale hineingestoBene Kugel 
wird ihre kinetische Energie sehr schnell durch vielfache S toBe zwischen 
den Kugeln verteilen, und als Ergebnis wird ein vorlaufiges Steckenbleiben 
der hinzugekommenen Kugel eintreten, wahrend die zugefiihrte Energie 
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auf die Gesamtheit der Kugeln gleichmaBig verteilt wird. Es tritt ge
wissermaBen, wie in einem Sandsack, in den eine Gewehrkugel einge
schossen worden ist, eine "Erwiirmung" des Kernes ein. Erst spater wird 
dann infolge der besprochenen Schwankungen in der Verteilung der 
Energie uber die Kernbestandteile wiederum eine Emission eines Kern
bausteines eintreten, sofern nicht .etwa die Energie statt dessen durch 
eine y-Emission verausgabt wird. Was die Energiestufen oberhalb der 
GroBenordnung 107 Volt anbelangt, so mussen natiirlich die soeben nach 
klassischer Analogie erlauterten Effekte sich in Verbreiterungen der 
Energiestufen zeigen, welche den bei der Priidissoziation vorliegenden 
Verbreiterungen der Energiestufen von Molekiilen analog sind, und welche 
etwa in der Hohe von 1,5' 107 Volt uber dem Grundzustand bereits zu 
einem kontinuierlichen ZusammenflieBen der Stufen fiihren durften. -

Auch ganz abgesehen von der gegenwartigen Aktualitat aller die 
Kernphysik betreffenden Fragen, welche uns jede diesbezugliche neue 
Einsicht hochwillkommen macht, scheinen mir diese hier skizzierten 
BOHRschen Vberlegungen zu densch6nsten und wunderbarsten Kapiteln 
der Quantentheorie zu geh6ren. Vorgange von v61Iig anderer Art, als 
die sich in und an den Elektronenhullen der Atome abspielenden, er
lauben trotz der ihnen offensichtlich anhaftenden Kompliziertheit ein 
weitgehendes anschauliches Verstiindnis ihrer Hauptzuge auf Grund der 
im Korrespondenzprinzip ausgedruckten Verwandtschaft der klassischen 
und der Quantentheorie. 

5. Die Neutrinotheorie des Lichtes. Wir haben gesehen, daB zu
sammengesetzte Teilchen die FERMI- oder die BOSE-Statistik befolgen, 
je nachdem, ob sie eine ungerade oder eine gerade Anzahl so1cher Bau
steine enthalten l we1che ihrerseits dem PAuLI-Verbot unterliegen. Es 
ist also insbesondere festzustelIen, daB man Tei1chen, we1che der BOSE
Statistik genugen, aufbauen kann unter alleiniger Benutzung von Teilchen 
mit halbzahligem Spin' (also mit FERMI-Statistik); daB dagegen umgekehrt 
niemals Teilchen, die dem PAuLI-Verbot gehorchen, zusammengesetzt 
werden konnen unter ausschlieBlicher Benutzung von "BosEschen" 
Bausteinen. 

Diese Erwagung laBt uns erkennen, daB die Teilchen mit halbzahligem 
Spin und FERMI-Statistik gegenuber denen mit ganzzahligem Spin und 
BOSE-Statistik gewissermaBen einen primiiren Charakter besitzen; man 
kommt auf den Gedanken, daB die letzten, einfachsten Elementar
teilchen vielleicht durchweg dem PAuLI-Verbot gehorchen - da jeden
falls das Umgekehrte, Giiltigkeit der BosE-Statistik fiir alle primaren 
Elementartei1chen, bestimmt nicht moglich ist. Wenn dieser Gedanke 
richtig ist, dann muBten also diejenigen Elementarteilchen, die tatsachlich' 
der BosE-Statistik folgen, in Wirklicl1keit nicht primare, sondern zu
sammengesetzte Teilchen sein: Das Lichtquant und auch das w-avitations
quant waren dann als sekundare, zusammengesetzte Teilchen anzusehen. 
Dieser Gedanke hat den Verfasser seit etwa I927 beschaftigt; und seine 
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Dringlichkeit hat sich wohl zweifellos erMht durch die neuere Entwick
lung, die uns mit dem Positron bekannt machte - und dadurch Proton 
und Elektron als zwei ganz verschiedene Teilchenarten erwies - und 
uns in Gestalt des Neutrons und des Neutrino zwei weitere Arten von 
Elementarteilchen erkennen lieB. Dieser schon ansehnlichen Zahl ver
schiedener Elementa.rteilchen mochte man ungern noch Lichtquant und 
Gravitationsquant als selbstandige Gebilde zur Seite stellen - unsere 
Zuversicht, daB die elementaren Naturgesetze einfach sind, kame dabei 
zu kurz. 

Kurz nach der Entdeckung des Neutrinos (oder sagen. wir lieber: 
kurz, nachdem die PAuLIsche Neutrinohypothese allgemeinere Aner
kennung gefunden hatte) trug De BROGLIE folgenden Gedanken vor: 
Man konnte vielleicht das Lichtquant hv mit seinem Impuls hv/c als 
aus zwei Neutrinos gleicher Energie 1/2 hv zusammengesetzt ansehen, deren 
Energien sich zu hv addieren, und deren Impulse hV/2C sich zu Av/c 
addicren. Ich bin iiberzeugt, daB dieser Gedanke falsch ist; aber zwei 
darin enthaltene Bemerkungen scheinen mir wertvoll. Erstens die 
Bemerkung, daB man am ehesten die Neutrinos als die Primargebilde der 
Lichttheorie ansehen sollte, wenn man am primaren Charakter. der 
Lichtquanten zweifelt. Zweitens die Bemerkung, daB man auf eine 
die Neutrinos zusammenhaltende Bindungsenergie voIlig verzichten kann, 
da oei parallel fliegenden Neutrinos die I mpulssumme wie beim ein
zelnen Neutrino (und wie beim Lichtquant) proportional der Energie
summe ist. 

Diese Bemerkung ist verwertet worden in der yom Verfasser 1934 
begriindeten N eutrinotheorie des Lichees, von der ich hoffe, daB ihre 
griindliche Durchdenkung unsere Einsicht in das Wesen des Lichtes 
vertiefen wird - einerlei, ob sichdiese Theorie dabei ohne weiteres 
schon in ihrer jetzigen Form bewahren wird, oder ob noch wesentliche 
Abanderungen sich als notig erweisen werden. Trotz ihres etwas speku
lativen Charakters seien die Grundgedanken dieser Theorie bier kurz 
erlautert, in der Form, die sich durch weitere Untersuchungen (KRONIG, 
JORDAN) ergeben hat. 

Z~nachst sei folgendes iiberlegt. Ein Hohlraum sei mit Wanden 
versehen, die fiir Neutrinostrahlung undurchlassig sind; wir fragen dann 
nach dem thermodynamisch stationaren Zustand der. Neutrinostrahlung 
im Hohlraum. Sofort ist klar, daB auth fiir diesen Fall das STEFAN
BOLTZMANNsche Gesetz gilt, also die Gesamtenergiedichte v proportional 
der vierten Potenz der absoluten Temperatur sein muB; denn es gilt 
ja wie beim lichterfiillten Hohlraum die Beziehung p = v/3 (aus der 
das P-Gesetz folgt) , weil wie bei den Lichtquanten fiir jedes einzelne 
Teilchen der· Impulsbetrag gleich der durch c dividierten Energie ist. 
Wir werden aber sehen, daB die Konstante des STEFAN-BoLTZMANNschen 
Gesetzes beim Neutrinohohlraum einen anderen, und zwar gro/3eren Wert 
hat, als beim Lichthohlraum. 
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Die Formel (16), § I, 2, Kapitel I, welche angibt, wie viele Eigen
schwingungen des elektromagnetischen Hohlraums es in jedem Frequenz
intervaIl gibt, ist auch auf den Neutrinohohlraum anzuwenden, jedoch 
unter Hinzufiigung eines Faktors 2: denn es gibt fiir jedes der in § I, 2, 

Kapitel I betrachteten Zahlentripel nl , n2, n3 vier Neutrinoeigenfunk
tiollen des Hohlraums (gegeniiber nur zwei elektromagnetischen). An 
Stelle des PLANCKSchen Gesetzes (10), § I, 2, Kapitel I bekommen wir 
also ffir die schwarze Neutrinostrahlung eine Formel, in dererstens noch 
ein Faktor 2 auf tritt, und dann natiirlich im Nenner eine + I statt der 
-I, entsprechend der FERMI-Statistik der Neutrinos [vgl. dazu (22), 
§ I, 3 dieses Kapitels]: 

I 

lIv 
kT 

e + I 
Wenn man dies iiber aIle Frequenzen integriert, bekommt man folgendes 
Ergebnis, neben dem wir dasanaloge fUr das Licht [vgl. (7'), § I, 2, 

Kapitel I] wiederholen: 
14 n!> k' 8 n!> k' v - -.--. T" u - _.-_. T' (24) - 15 ca h8 , - 15 ca h8 • 

Die Auffassung, die wir uns nun bilden wollen, ist folgende. Wir 
fassen aIle Lichtwirkungen als scheinbare oder sekundare auf, denen in 
Wirklichkeit Neutrinos zugrunde liegen. Unser schwarzer Neutrino
hohlraum soll ganz dieselben elektromagnetischen Wirkungen ausuben, wie 
ein schwarzer Lichthohlraum derselben Temperatur: Ein Bruchteil '/7 
seines gesamten Energieinhaltes tritt also als Lichtenergie in Funktion, 
wahrend der restliche Bruchteil 3/7 elektromagnetisch unwirksam bleibt. 
Ein gewohnlicher Hohlraum, dessen Wande fur Licht undurchlassig, 
aber ffir die von einem ,8-Strahler ausgesandten Neutrinos durchlassig 
sind, haIt eben nur den elektromagnetisch wirksamen Bruchteil '/7 
schwarzer Neutrinostrahlung zuruck, kann dagegen den elektromagnetisch 
unwirksamen Bruchteil 3/7 nicht festhalten. Wir werden den Beweis 
erbringen miissen, daB diese zunachst so merkwiirdig scheinende Teilung 
der N eutrinofeldenergie in einen elektromagnetisch wirksamen und einen 
elektromagnetisch unwirksamen Anteil wirklich in einwandfreier Weise 
durchfiihrbar - d. h. also als mathematische Konsequeitz eines be
stimmten quantenmechanischen Modells des Strahlungsfeldes begriind;.. 
"bar - ist. 

Die - in der Tat mogliche - mathematische Durchfiihrung der 
Neutrinotheorie des Lichtes ergab ferner, daB man zwei Arten von Neu
trinos unterscheiden muB, deren VerhaItnis zueinander dem zwischen 
Positron und Elektron entspricht. Vom Standpunkte der DIRAcschen 
Wellengleichung, die wir, wie schon hervorgehoben, mit gleich Null 
gesetzter Ruhmasse und Ladung auch auf das Neutrino anwenden wollen, 
ist es ja von vornherein klar, daB es analog wie bei den Elektronen auch 
beim Neutrino den Unterschied positiver und negativer Energiestufen 
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geben muB, wobei fUr letztere die DlRAcsche'L6cheridee anzuwenden 
ist. So hatte denn auch DE BROGLIE seine Idee, daB das Lichtquant 
hv aus zwei Neutrinos 1/2, hv bestehe, mit der weiteren Bemerkung ver
sehen, daB es sich dabei wahrscheinlich urn ein Paar von Neutrino und 
"Antineutrino" (Neutrinoloch) handele. Der im folgenden zu be
sprechende Formalismus der Neutrinotheorie des Lichtes hat aber 
gezeigt, dafJ auch ganz unabhiingig von der DIRAc-Gleichung eine Unter
scheidung "positiver" und "n~gativer" Neutrinos notwendig ist. Das scheint 
mir eine bemerkenswerte Bestatigung fUr die innere Natiirlichkeit und 
Angemessenheit dieser Theorie zu sein. Dabei liegt es so, daB bei allen 
optischen Elementarakten die Di//erenz der Anzahlen positiver und nega
tiver Neutrinos ungeanilert bleibt. Erlauben wir uns, den in einem Neu
trinostrahlungsfelde vorhandenen VberschufJ der Anzahl positiver Neu
trinos iiber die die der negativen kurz als "N eutrinoladung" zu be
zeichnen - der sich aufdrangenden Analogie zur elektrischen Laduilg 
entsprechend -, so verlaufen also aIle optischen (elektromagnetischen) 
.Prozesse ohne Anderung der gesamten Neutrinoladung. Anders wird 
das natiirlich, wenn wir auch p-Strahler mitberiicksichtigen, deren Atome 
ja in jedem p-Elementarakt gerade ein Neutrino neu erzeugen. Hierbei 
wird aber gleichzeitig je ein Neutron in ein Proton umgewandelt (oder 
umgekehrt, namlich wenn es sich urn Emission eines Positrons handelt); 
und die Vermutung liegt nahe, daB auch den Neutronen eine (positive 
oder negative) Neutrinoladung zuzuschreiben ist - und daB danach 
dann das Prinzip der Erhaltung der Neutrinoladung vielleicht ebenso 
universelle Giiltigkeit beanspruchen kann, wie das Prinzip der Erhaltung 
der Elektrizitat 1. Aber das ist zunachst reine Spekulation; und wir 
wollen uns yom Neutron wieder zuriick zum Neutrino wenden. 

1st in einem Neutrinohohlraum eine von Null verschiedene Neutrino
ladung vorhanden, so kann natiirlich nicht die der Formel (23) ent
sprechende "absolut schwarze" Neutrinostrahlung zustande kommen. 
Sondern die optischen Elementarprozesse der im Hohlraum vorhandenen 
Atome oder Elektronen konnen dies Neutrinofeld lediglich in ein "relativ 
schwarzes" verwandeln, das dann thermodynamisch stationar bleibt, 
solange der vorgegebene Wert der gesamten Neutrinoladung aufrecht 
erhalten bleibt. Nach (28), § I, 3 haben wir dann fiir die Strahlungs
dichten a~+) und d.-) positiver und negativer Neutrinos: 

a(+) _ 811: h v3 • 1 a(-) _ 811: h,,,a (25) v - c3 a+:: v - c3 -a+:: 
e +1 e +1 

woraus nur im FaIle verschwindender Neutrinoladung mit a (T) = 0 

wieder die Formel (23) fiir a.=a~+)+a~-) folgt. Auch dieses "relali'/} 
schwarze" N eutrino/eld solt ganz dieselben elektromagnetischen W irkungen 
ausiiben, wie ein schwarzes Licht/eld derselben- Temperatur T. 

1 Ubrigens besteht zwischen Neutron und Neutrino offenbar ein ahnliches 
Verhaltnis, wie zwischen Prbton und Elektron. 
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Urn zu sehen, wie das moglich ist, miissen wir uns jetzt ein genaueres 
Bild machen von den optischen Elementarprozessen im Neutrinostrah
lungsfeld. Was bedeutet in Wirklichkeit ein ProzeB, der von der bis
herigen Lichttheorie als Absorption eines Lichtquants hv aufgefaBt wird? 
Die DE BROGLIESche Annahme, daB dieser ProzeB mit der Absorption 
zweier Neutrinos hV/2 gleichzusetzen sei, ersetzen wir durch folgende 
Vorstellung. Der ProzeB kann bedeuten: 

I. Entweder Absorption eines positiven und eines negativen Neutrino, 
die beide parallel fliegen, und deren Energien die fragliche Summe ergeben, 
also gleich IXhv und (I-IX)hv mit beliebigem IX ino<IX<I sind. 

2. Oder aber einen "RAMAN-Effekt" der Neutrinos, bei welchem ein 
Neutrino, dessen Energie (I+IX)hv grofJer als hv ist (dabei IX>O beliebig), 
verschwindet, wahrend ein neues mit der urn hv kleineren Energie IXhv 
erzeugt wird. Dies letztere fliegt dabei in derselben Richtung, wie 
das verschwundene. Beide Neutrinos sind positiv, oder beide sind 
negativ. 

Die exakte Parallelitlit der zusammenwirkenden. Lichtquanten haben 
wir notig, urn fiir die Energie hv auch die richtige Impulsiibertragung 
hv/c auf das absorbierende Atom zu bekommen. DaB wir die unter 2. 

genannten "RAMAN-Prozesse" durchaus nicht entbehren konnen, ist 
kennzeichnend fiir den Radikalismus unserer Abwendung von der 'Licht
quantentheorie: nicht einmal als ein zusammengesetztes Gebilde (wie 
bei DE BROGLIE) wird hier das Lichtquant hv anerkannt; sondem nur 
noch die durch Einfiihrung des Lichtquants beschriebenen Vbertragungen 
von Energie und Impuls auf die absorbierenden, emittierenden, streuenden 
Atome und Elektronen werden als tatsachlich anerkannt, aber in ver
anderter Weise gedeutet. 

Es ergibt sich nun die Frage, ob und wie wir diese Annahmen derart 
prazisieren konnen, daB in der gewiinschten Weise die Haufigkeiten der 
verschiedenen ·moglichen Energieimpuls-Obertragungen auf Atome seitens 
unseres relativ schwarzen Neutrinofeldes dieselben werden, wie sie sich 
nach der bisherigen Theorie im schwarzen Lichtfelde ergeben. Wir 
untersuchen dleSe Frage zunachst fUr das vereinfachte Modell eines 
eindimensionalen (und sehr groBen) Strahlungshohlraums. Am besten 
rechnen wir nicht mit den Strahlungsdichten, sondem mit den mittleren 
Besetzungszahlen ffir den Neutrino- bzw. Lichtquantenzustand. Nennen 
wir diese n., m~+), m~-), so gilt also fiir das "relativ schwarze" Neutrino
feld: 

m{+l - ___ Ay -_. m(-) ___ "_. 

• - Ay + I ' ~ -" + A ' 

fiir das schwarze Lichtfeld: 

" n,=--. 1-" 
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Die Haufigkeit der gleichzeitigen Absorption eines positiven Neutrino 
a.h" und eines negativen (I-oc)h" ist nach den frtiher entwickelten 
Formeln [vgl. die a:naloge Formel (29), § I, 3] proportional mit 

m~~) m~-=!",.; (28) 
und die Haufigkeit eines Prozesses, bei welchem ein positives Neutrino 
(I + oc) hv absorbiert und ein ebenfalls positives och" ernittiert wird, ist 
proportional 

m(+) [I-m(+)]. 
"+1%'" IX" 

(29) 

Die Haufi~keiten der inversen Prozesse sind dagegen 

[I-m~~)]. [I-m~-=!",.]; 

[I-m(+) ]·m(+l. (31) v+ct" I%V 

Die summierte Haufigkeit ftir alle Prozesse, die der Absorption eines 
Lichtquants hv entsprechen, muB dann proportional mit n. sein; und die 
summierte Haufigkeit aller dazu inversen Prozesse muB die mit 1 + n. 
proportionale Haufigkeit der Emission eines hv ergeben. Dies erwagend, 
gelangt man leicht zu dem SchluB, daB die "scheinbare Lichtstrahlung" , 
welche aus d~n Neutrinos resultiert, gegeben sein muB durch 

1 CD 

n. = I m~~) m~-=!",. doc + I {m~~",. [I -m~~)] +m~+!",. [I -m~-;)]}doc. (32 ) 

Jetzt ist zu priifen, ob wirklich, wenn die Neutrinostrahlung gemaB (26) 
relativ schwarz ist, die nach (32) erzeugte scheinbare Lichtstrahlung 
wunschgemaB schwarz ausfallt: tatsachlich tut sie das. Urn es einzusehen, 
muB man nur beweisen, daB folgende eigenttimliche mathematische 
Identit1i.t gilt: 

+co f Ay"'+l y 
{I + Ay"'+l) {I + Ay"') doc = I-y ftir y < I. (33) 

-CD 

Werden namlich in (32) die Ausdriicke (26) eingesetzt, so geht (32), wie 
leicht zu sehen, in die FOrIll (33) tiber. 

Zum richtigen Verstandnis muB noch betont werden, daB die Formel 
(32) sich auf die Strahlungsdichte n. linear polarisierten Lichtes bezieht; 
sie ist also auf die beiden linear polarisierten Komponenten beliebigen 
Lichtes im eindimensionalen Hohlraum einzeln anzuwenden. Dieselbe 
Bemerkung gilt auch ftir das folgende. 

Eine weitere Folgerung von (32) ist diese: Wir bilden durch Integra
tion tiber hv ·(m~+)+m~-») und tiber hv·n. die Gesamtenergie E der 
Neutrinostrahlung und die schein bare Gesamtenergie W des Lichtes. Wenn 
dann B die gesamte Neutrinoladung ist (integriere tiber m~+)-m~-)!), 
so gilt die Beziehung 

he. B2 
E-W= 2L ' 

wenn L die Lange unseres eindimensionalen Hohlraums ist. 
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Dies zeigt, daB die scheinbare Lichtenergie W - wie wir auch ver
niinftigerweise fordem miissen - nie groBer als E sein kann. 1m Falle 
B = 0 wird W = E; wir haben ein "reines Lichtfeld", dessen gesamte 
Energie elektromagnetisch wirksam ist. Es gibt aber auch den entgegen
gesetzten Grenzfall BS=2LE/hc, also W=o; er bedeutet ein "reines 
Neutrinofeld", welches elektromagnetisch voUig unwirksam ist. Man erh1ilt 
ein solches reines Neutrinofeld, wenn man ein relativ schwarzes Neutrino
feld mit von Null verschiedener Neutrinoladung abkuhlt bis zum absoluten 
Nullpunkt T=o: Es wird dann, wenn etwa B > 0 ist, m~-)=o, und 
m~+)=I fiir 'P<'Po und =0 fiir 'P> 'Po; der Wert 'Po ist mit B propor
tional [vgl. die analogen "Obedegungen zu (33), § I, 3]. Man beachte 
aber, daB alle diese Bemerkungen sich immer noch auf den eindimensio
nalen Hohlraum (mit linear polarisiertem Licht) beziehen; auf den drei
dimensionalen Fall kommen wir erst hemach. 

Jetzt aber miissen wir uns, noch beim eindimensionalen Fall bleibend, 
klar machen, daB mit der Aufstellung der Fonnel (32) fiir den Zusammen
hang von Neutrinostrahlung und Licht unsere Aufgabe erst zum Tell 
gelost ist. Was wir zu suchen haben, ist dies: Das Neutrinofeld wird 
qmintenmechanisch durch gewisse M atrizen y" zu beschreibensein, die 
den uns bekannten Multiplikationsgesetzen fUr ein Welienfeld mit 
PAuLI-Verbot gehorchen: 

Y:Yot+Yoty~=6(X-A)I, 11 
(35) 

y"y1,.+YotY,,=o. 

Hier solien die (im Grenzfali L = 00 kontinuierlichen) Indizes x, A
von - 00 bis + 00 laufen; m~ +) ist der Erwarlungswert der Matrix 
y!y. un~ m~-) ist der Erwartungswert der Matrix y_. y!... •. 

Das Lichtfeld aber ist zu beschreiben durch Matrizen b" mit 

[b!, bot] _ --:6 (X-A) I, } (36) 
[b", bot] - 0, 

und n, ist der ErWartungswert von b! b.. Diese b" miissen nun irgendwie 
als Funktionen der Y1,. konstruiert werden, in solcher Weise, daB (36) eine 
Folge von (35) wird. Wie das zu geschehen hat, laBt sich aus (32) leicht 
erraten: 

+00 

b. = ;;! Y: y,+11. da.. 
- 00 

Tatsachlich wird damit das Ziel erreicht: die so konstruierten b. haben 
die gewiinschten Eigenschaften. 

Diese Fonnel (37), die das eigentliche Fundament der Neutrino
theorie des Lichtes blldet, ergibt jetzt fiir die Matrizen E, W, B den 
Zusammenhang: 
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ferner ergibt sie (32) als Folgerung, aber mit einer nicht unwesentlichen 
Einschrankung bzw. Verallgemeinerung: Die Besetzungszahlen der Licht
quantenzustlinde sind - als Matrizen - nicht vertauschbar mit denen de" 
Neutrinozustlinde. Die Formel (32) druckt die Erwartungswerte der Licht
Strahlungsdichten durch die als Diagonalmatrizen vorausgesetzten Neu
trinostrahlungsdichten aus; aber gerade in wichtigen Fallen (z. B. mono
chromatisches Licht) sind die Besetzungszahlen der Neutrinozustande 
keine Diagonalmatrizen. 

Fur die Theorie des dreidimensionalen Hohlraums ist es wichtig, daB 
die oben skizzierte Theorie des eindimensionalen Falles sich ohne 
Schwierigkeit derart erweitern laBt, daB die Lange L des Hohlraums als 
endlich, und demgemaB die in (35) gebrauchten Indizes " diskret an
genommen werden, entsprechend den diskreten Eigenlrequenzen eines 
endlichen Intervalles. 1m dreidimensionalen Falle werden ja die Eigen
frequenzen (bei wurfelformigem Hohlraum mit Randbedingung der 
Periodizitlit, also lortlaulenden Wellen als Eigenschwingungen) durch 
Tripel ganzer Zahlen nl> n2, na bezeichnet; Parallelitlit zweier Wellen 
n~, n~, n~ und n;', n~', n~' besteht dann und nur dann, wenn es zwei 
ganze Zahlen m', mil gibt derart, daB 

(n;, n~, n;) = (m' n~, m' n~, m' n~); 
(n;', n~', n~') = (m" n~, m" n~, m" n~). 

Sind also n~, n~, n~, drei ganze Zahlen ohne gemeinsamen T ciler (in 
einer ganz ungewohnten Weise spiel en hier zahlentheoretische Begriffe 
herein), so sind die samtlichen Eigenschwingungen mn~, mn~, mn~ zu 
einem "eindimensionalen Hohlraum" zusammenzufassen, auf den wir 
die oben skizzierte Theorie (in ihrer einem endlichen L entsprechenden 
Form) anzuwenden haben. 

Ein reines Neutrinoleld, elcktromagnetisch unwirksam, bekommen 
wir dann, wenn in jeder einzelnen Serie mn~, mng, mn~ ein reines Neu
trinofeld besteht; also z. B. dann, wenn es nur positive Neutrinos gibt, 
und diese samtlich auf Eigenschwingungen n~, n~, ng (ohne gemeinsamen 
Teiler) entfallen. Dies sante, wenn unsere Vorstellungen zutreffend sind, 
bei der von einem p-radioaktiven Praparat ausgehenden· Neutrino
strahlung der Fall sein. 

Ein reines Lichtleld dagegen erfordert, dall in jeder einzelnen Serie 
mn~, mn~, mn~ (m = 0, I, 2, ... ) ein reines Lichtfeld besteht, also die 
zugehOrige Neutrinoladung B gleich Null ist. Beim schwarzen Neutrino
lelde dagegcn ist zwar innerhalb jedes engen Strahlungskegels insgesamt 
die Neutrinoladung gleich Null; aber trotzdem bestehen fur die einzelnen 
Serien mn~, mn~, mn~ Werte E, die statistisch urn Null herum schwanken, 
also den Mittelwert Null, aber einen von Null verschiedenen Quadratmittel
wert haben. 

Die hier skizzierte Theorie scheint mir fUr die quantenmechanische 
Begriffsbildung recht lehrreich· zu sein auf Grund der eigentumlichen 
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Verbindung, welche sich hier ergibt zwischen den ganz anschaulichen 
Vorstellungen, von denen wir ausgegangen sind, und den der klassischen 
Veranschaulichung grundsatzlich entzogenen Effekten, welche sich aus 
der (hier nur oberflachlich beriihrten) Nichtvertauschbarkeit der Be
setzungszahlen fiir Neutrinos und Lichtquanten ergeben. Eine ganz 
andere Frage aber ist es, ob diese Spekulation a).lch physikaliseh zu
treflend sein wird. Natiirlich 'konnte man auch an andere Mogliehkeiten 
denken: etwa so, daB nicht Neutrinos, sondern Elektronen die Primar
teilchen des Lichtes waren; wahrend dann die Neutrinos statt dessen 
vielleicht die Pr;.marteilchen der Gravitationsstrahlung waren. Nur das 
Experiment kann entseheiden, wie hier die Dinge wirklieh liegen, und 
wir werden'sehr zufrieden sein, wenn die vorgetragene Theorie wenigstens 
A lIregun,gen fUr die experimentelle Arbeit geben wird. Inzwisehen diirfte 
die weitcre theoretische Durchdenkung dieser Neutrinotheorie des Lichtes 
nieht vergeblieh sein. Denn sie besehreibt jedenfalls die einfachste Mog
liehkeit, das Licht als Sekundarergebnis tiefer liegender Elementar
prozesse zu verstehen; und iede kiinftige Theorie des Lichtes diirfte 
deshalb von diesem ersten Versuch irgendwie zu lernen haben, aueh dann, 
wenn wesentliehe Anderungen der erlauterten Auffassungen sieh noeh 
als notwendig erweisen soIlten. 

Fiinftes Kapitel. 

Atome und Organismen. 

§ 1. Die positivistische Methode. 
I. Physikalische und erkenntnistheoretische Forschung. Die Auf

fassungen, zu den'en uns die Betraehtung der experimentellen Tatsaehen 
der 'Quantenphysik gefUhrt hat, sind in jedem Punkte unausweichliehe 
F olgerungen aus dem empiriseh Gegebenen. Das Gesamtbild, das wir 
erreicht haben, beMtzt tI'otz der offen bleibenden und weiterer Forsehungs
arbeit iiberlassenen Probleme der Quantenelektrodynamik einen hohen 
Grad innerer Geschlossenheit; halten wir uns innerhalb der Grenzen der 
nichtrelalivistischen Theyrie, so bewegen wir uns in einem widerspruchsfrei 
abgeschlossenen Gedankengebaude, in welchem keinerlei grundsatzliehes 
Problem unge16st geblieben ist, und in dessen Rahmen jede mogliche 
Frage als ein klar definiertes mathematisehes Problem crscheint, dessen 
Losung hOchstens durch mathematisch-rechnerische Komplikationen 
erschwert werden kann. 

Aber die Begriffsbildungen und Vorstellungsweisen, zu denen wir 
gelangt sind, und welche durch ihre erschOpfende, widerspruchsfreie 
mathematische Formulierung ihre logische Legitimierung erhalten, stehen 
in krassem Gegensatz zu den Vorstellungsformen der alteren Physik 
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(einschlie/3lich Relativitatstheorie). Dieser Umstand macht eine griind
liche philosophisch-erkenntnistheoretische Besinnung notig. Historisch 
ist es so gewesen, daB nur eine bestimmte erkenntnistheoretische Ein
stellung es moglich gemacht hat, die Probleme richtig zu sehen, und das 
forschende Nachdenken - und das experimentelle Suchen - auf die
jenigen Punkte zu richten, deren Untersuchung sich dann tatsachlich 
als fruchtbar erwiesen hat. Erst die Ergebnisse dieser jahrzehntelangen 
Bemiihungen ermoglichen es uns heute, ein Bild der empirischen Tat
sachen zusammenzustellen, aus welchem eine unvoreingenommene, von 
der Enge klassischer Denkgewohnheiten Abstand nehmende Betrachtung 
fast unmittelbar die Grundziige unseres heutigen theoretischen Vor
stellungsbildes ablesen laBt. 

Die historisch wichtig gewesene erkenntnistheoretische Besinnung 
muB aber auch weiterhin als notwendiger Bestandteil eines eindringlichen 
Verstehens der Quantenphysik angesehen werden. Gerade dem Programm 
dieses Buches, zu einem anschaulichen Erfassen der quantentheoretischen 
Vorstellungswelt hinzuleiten, wiirde es widersprechen, wenn wir uns 
begnugen wollten mit der Feststellung, daB die mathematisch wider
spruchsfreie Formulierung des Komplementaritatsgedankens durch die 
statistische Transformationstheorie (Kapitel3, § 5) diesen Gedanken als 
logisch einwandfrei erweist. Vielmehr werden wir uns auch unabhangig 
vom mathematischen Formalismus iiberzeugen wollen von der gedank
lichen Geschlossenheit der Theorie, und nach einer greifbareren Erlaute
rung dieser Verhaltnisse streben, bevor wir uns endgiiltig beruhigen und 
abfinden konnen mit der geschehenen radikalen Abkehr von der friiheren 
Auffassungsweise der physikalischen Gesetzlichkeit. 

Eine griindliche Dberwindung klassischer Vorurteile ist notig fUr ein 
von irrigen Gedanken ungestortes Erfassen der neuen Vorstellungen; 
deshalb muB uns' eine eingehende methodisch-erkenntnistheoretische 
Analyse zum BewuBtsein bringen, in wie entscheidender Weise das 
klassische Vorstellungsbild abhangt von stillschweigend gemachten V oraus
setzungen, die wir auf Grund ihrer scheinbaren "Selbstverstandlichkeit" 
als solche gar nicht zu empfinden pflegen. 

Eine deutliche Vorstellung von der neuen, durch den Komplemen
taritatsbegriff gekennzeichneten Denkweise der Quantenphysik zu ge
winnen, wird aber nicht nur fUr die Physiker selbst niitzlich und not
wendig sein. Die Biologie benutzt die Physik (im weiteren Sinne, unter 
EinschluB der Chemie) als Hilfswissenschaft; es ist also unausweichlich, 
daB grundsatzliche Neuerkenntnisse der Physik auch auf ihre Bedeutung 
fUr die Biologie gepriift werden. Tatsachlich bestehen, wie mir scheint, 
starke Griinde fur die Dberzeugung, daB fiir das tiefere Eindringen in 
die Lebenserscheinungen die klassische, makroskopische Physik nicht 
ausreicht, daB vielmehr die Atomphysik hier wesentlich mit in Betracht 
kommt. Aber auch abgesehen von einer solchen unmittelbaren An
wendung der Atom- und Quantenphysik auf feinste physiologische 
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Prozesse diirfte die atomphysikalische Komplementaritlitstheotie fUr die 
Biologie bemerkenswert und lehrreich sein: namlich als ein Beispiel 
neuer naturwissenschaftlicher Denkformen. 

2. Problem und Scheinproblem. Die "positivistische" Methode 1 der 
Erkenntnistheorie unterscheidet sich von andersartigen erkenntnis
theoretischen Auffassungen durch die Entschiedenheit, mit welcher sie 
eine Fiille von Problemen - deren Erorterung eine Haupttatigkeit der 
!,Schulphilosophie" bildet (urn diesen von PH. FRANK gepragten gliick
lichen Ausdruck zu gebrauchen) - fUr Scheinprobleme erklart. DaB die 
Erorterung dieser Probleme durch die Schulphilosophie niemals zu festen, 
allgemein angenommenen Ergebnissen gefUhrt hat, sondern nur zu immer 
neuen, sich wechselseitig bekampfenden Meinungen der philosophischen 
"Schulen", das ist nach positivistischer Auffassung eben daraus zu ver
stehen, daB diese Probleme keine Probleme sind, und keine Losung 
zulassen. Man kann - in etwas zugespitzter Weise - dies als die eigent
liche Entdeckung des Positivismus bezeichnen: daB etwas, was sich in 
grammatikalisch einwandfreier Form als eine Frage formulieren laBt, 
deswegen noch lange kein wirkliches, sinnvolles Problem zu sein braucht. 
Die Existenz der schulphilosophie beweist, daB diese Entdeckung nicht 
trivial ist. 

Ais Scheinproblem werden wir im wissenschaftlichen System ein 
Problem bezeichnen miissen, welches aus dem Wesen der wissenschaft
lichen Untersuchungsmethode hera14s (nicht nur auf Grund ei~es der
zeitigen Ungeniigens unsereS Wissens und Konnens) wissenschaftlicher 
Untersuchung unzuglinglich ist. 

Eine bestimrilte Quelle fiir die Entstehung von Scheinproblemen 
wird besonders deutlich angezeigt durch jene Anekdote von einem Horer 
einer popularen astronomischen Vorlesung, welcher fragt: "Ver~eihung, 
ich habe sonst alles verstandes, aber wie hat man berechnet, daB der 
Stern "Sirius" heiBt?" Das BewuBtsein der Freiheit in der Wahl der 
wissenschaftlichen Bezeichnungen konkreter Gegenstande. und in den 
Definitionen wissenschaftlicher Begriffe ist historisch durchaus nicht alt. 
Was zunachst die Bezeichnungen betrifft, so sei daran erinnert, daB nach 
den Vorstellungen primitiver VOlker die Kenntnis des Namens eines 
Damons dem Menschen magische Gewalt iiber ihn verleiht. Hier wird 
es also durchaus als ein Problem aufgefaBt, den "richtigen" Namen in 
Erfahrung zu bringen. Andererseits haben noch die Scholastiker sehr 
ernsthaft das Problem erortert, wieviel Weizenkorner notig seien, urn 
einen "Haufen" zu bilden, da ja offenbar 2-3 Korner noch keinen 
Haufen bilden, zehntausend aber gewiB. 

Es besteht keine Uneinigkeit dariiber, daB von unserem heutigen 
Standpunkt aus sowohl die Bestimmung des richtigen Namens eines 

1 Zur Abgrenzung der Bezeichnung "Positivismus" in der hier gebrauch
ten Terminoiogie vgl. das in den Vorbemerkungen zu diesem Buche Gesagte. 

Jordan, Quantentheorie. 18 
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Sternes als auch die der Mindcstzahl von Kornern in einem Raufen 
trivialerweise . nieht Probleme, sondern Scheinprobleme sind. Es zeigt 
sich aber schon an diesen Beispielen, daB die Fragestellung, welche wir 
durch ihie Kennzeichnung als "Scheinprobleme" aus dem wissenschaft
lichen System auszuschalten haben, dem vorwissenschaltlichen Denken 
angehoren; es sei die These ausgesprochen, daB die radikale Durchfiihrung 
der positivistischen Betrachtungsweise, wie wir sie hier verstehen, gar 
nichts anderes bedeutet, als die radikale Anwendung des exakten wissen
schaftlichen Denkens unter Eliminierung storender Reste vOrwfssenschaft
licher Auffassungsweise. 

Die reine Mathematik bietet ebenf?Jls betrachtenswerte Beispiele von 
Scheinproblemen. Der Lernen~. der zum erstenmal von der "imagi
naren" GroBe i = V -- I nort, fiihlt sich dabei von einem gewissen 
Schauer des Geheimnisvollen angeriihrt; in LEIBNIZENs Kennzeichnung 
der imaginaren GraBen als "amphibienahnlicher Wesen zwischen dem 
Seienden und Nichtseienden" kommt diese Empfindung deutlich zum 
Ausdruck. Aber alle durch diesen Eindruck des Geheimnisvollen ver
anlaBten Fragen nach dem "Wesen" der Zahl V-='1 verschwinden vor der 
Anfklarung, daB die komplexen Zahlen a + i b nichts anderes als Paare 
(a. b) yon gewohnlichen reellen Zahlen sind, und daB eine als "Multi
plikation" bezeichnete Verkniipfung dieser Zahlenpaare durch (a, b) . (a', b') = 
(/la' - bb', ab' + ba') definiert wird. .Ahnlich geheimnisvollen Ein
druck macht dem Schiiler die Aussage, daB 2 Parallelen "sich im Unend
lichfernen schneiden", und es entstehen daraus scheinbar unlosbare 
Zweifelsfragen, Die das Geheimnis beseitigende niichterne Auf
klarung ist die, daB die Aussage, "sie schneiden sich im Unendlichfernen", 
lediglich ein verabredeter, terminologisch zweckmaBigerer Ersatz ist fUr 
die Aussage: "sie schneiden sich nicht" 

Wohl das groBartigste Beispiel eines ganzen, riesigen Komplexes 
von Scheinproblemen bilden die "unendlich kleinen GrofJen" dx der 
J nfinitesimalrechnung, die im Laufe der geschichtlichen Entwicklung 
von LEIBNITZ und NEWTON bis WEIERSTRASS eine Fiille von Schein
problemen hervorgerufen und lange im Ansehen sehr geheimnisvoller 
Dinge gestanden haben. Die .:vornehmlich durch WEIERSTRASS und 
DEDEKIND erreichte abschlieBende Klarung (eine der scharfsinnigsten 
und pHilosophischsten Leistungen abendlandischer Mathematik) verlief 
wiederum in der auch an den beiden anderen Beispielen erkennbaren 
Richtung: der Differentialquotient dxjdy wird lediglich so geschrieben, 
als wenn er ein Quotient zweier GroBen dx und dy ware (eine Schreib
weise, die z. B. in Riicksicht auf die Relation 

dx dy dx 
dy'Tz=(iz 

zweckmafJig ist), Tatsachlich haben aber dx, dy je fiir sich a1lein uber
haupt keine Bedeutung. 
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Diese aufklarende Beseitigung von Scheinproblemen bedingt psyeho
logisch eine gewisse Enttiittschung. Es ist enttauschend, zu erfahren, daB 
man sich ganz unberechtigterweise etwas Geheimnisvo11es vorgeste11t 
hat unter den sieh "im Unendliehfernen sehneidenden" Para11elen, unter 
der "imaginaren" Zahl i = V I oder unter der "unendlich klein en 
GroBe" dx. Es ist deshalb eine psyehologis~h verstandliehe Reaktion, 
wenn man die erhaltene Aufklarung zunaehst nieht annehmen moehte, 
sondern sie fiir unbefriedigend halt. Aber der Verzicht, der darin liegt, 
daB man' sieh diese "entgotternde" Funktion des wissenschaftliehen 
Denkens gefa11en laBt, ist eben unvermeidlich, wenn man als Gewinn 
jene krista11ene Klarheit erreiehen will, die das Ergebnis einer \'011-
kommenen wissensehaftlichen Problemlosung ist. 

Der EntsehluB, die MAxwELLsehe Theorie (innerhalb ihres Gi.iltig
keitsgebietes) als endgiiltig befriedigend anzusehen und nicht mehr naeh 
einem meehanisehen Athermode11 zu suehen, dureh das man die :\IAx
wELLsehen Gleiehungen "erklaren" konnte, stieB deshalb auf so st~rke 
psyehologische Widerstande, weil er in so auffa11iger Weise die Notwendig
keit zum BewuBtsein braehte, auf jeden Versuch eines "Verstehens" oder 
"Erklarens" der elementaren physikalisehen Naturgesetze zu verziehten. 
Obwohl schon KIRCHHOFF die aufsehenerregende Festste11ung gemacht 
hatte, daB auch die M echanik seiber niehts anderes erstreben und erreiehen 
konne, als eine Beschreibung der mechanischen Naturvorgange, so hielt 
man doch bis zur endgiiltigen Durchsetzung der MAXWELLschen Theorie 
an der unklaren Meinung fest, daB die Zuriickfiihrung der elektro
dynamischen Gesetze auf ein mechanisches Athermode11 in einer iiber 
bloBe Beschreibung hinausgehenden Weise ein Eindringen in den wirk
lichen "Wesenskern" der elektrodynamischen Erscheinungen und einen 
grundsatzlichen Gewinn fiir ihre Verstehbarkeitbedeute. 

In der Quantentheorie haben wir die zielsichere Beiseitesc~iebung 
unzahliger Seheinprobleme vor a11em BOHR zu verdanken. Es ist wohl 
anfangs das Gefiihl vieler Physiker gewesen, daB das BOHRsche Kor
respondenzprinzip trotz seiner Fruchtbarkeit nur als ein "phanomeno
logisches", heuristisches Prinzip zu betrachten sei, das einen iiufJerlichen 
Zusammenhang der Dinge herstellte, und daraufhin einzelne Tatsachen 
voraussehen oder vermuten lieB, ohne auch die wirkliehen \Vurzeln und 
inneren Zusammenhange dieser Tatsachen zu erfassen. Obwohl die 
eirizelnen Emissionen der Atome in unstetigen .. Quantenspriingen" 
erfolgen, so konnen trotztiem die statistischen Mittelwerte der Strah
lungsintensitaten tInter Verwertung klassischer Begriffsbildungen - wie 
der kontinuierlichen Kugelwe11enstrahlung - vorausgesehen werden. 
Es war danach ein naheliegender Gedanke, zu fragen, wie das zustallde 
kommt, welcher merkwiirdige und geheimnisvo11e Mechanismus zu diesen 
eigentiimlichen Ergebnissen fiihrt. Aber das war eine unfruchtbare, 
eine s1·nnlose Frageste11ung. BOHR hat nicht nur das im Korre
spondenzprinzip ausgesprochene Verhaltnis der quantentheoretischen und 

IS* 
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klassischen Gesetze au/gedeckt, sondern er ist auch mit ganzem Nachdruck 
dafiir eingetreten, dies Verhaltnis nicht als etwas der Erklatung Be
diirftiges, sondern als etwas ursprunglich Gegebenes aufzufassen. Diese 
Auffassung beseitigte den ganzen Wust jener uniibersehbar zahlIosen 
Scheinprobleme, we1che sich aus jedem Versuch ergeben muBten, in 
detaillierteren Vorstellungen vom "Verlauf" oder "Mechanismus': der 
Quantenspriinge eine "Erklarung" der korrespondenzmaBig festge
stellten Gesetze zu finden; sie wies eindeutig den Weg, der dann von 
einer wachsenden Zahl von Quantentheoretikern erfolgreich beschritten 
wurde: Man suchte nicht nach Erklarungen, Ableitungen und Begriin
dungen der Korrespondenzgesetze aus andersartigen Prinzipien, sondern 
man bemiihte sich lediglich, die zunachst noch unprazisen, qualitativen 
Aussagen des Korrespondenzprinzips zu allmahlich immer bestimmteren, 
genaueren Aussagen zu verdichten und zu verscharfen, bis das Endziel 
einer exakten "Quantenmechanik" erreicht wurde. 

3. Sinnvolle und sinnlose Urteile. Das Bestreben, logische Unklar
heiten und Widerspruche aus dem Begriffssystem der physikalischen 
Naturbeschreibung auszuschalten, ist ganz analog dem Bestreben der 
Beseitigung von Unklarheiten und scheinbaren Widerspriichen aus dem 
System der mathematischen Begriffsbildungen, und die anzuwendenden 
methodischen Gesichtspunkte sind in beiden Fallen im Kern die gleichen. 
Der gewaltige Schritt, den HILBERT durch seine Untersuchungen zur 
axiomatischen Grundlegung der Mathematik getan hat, fiihrt die. Linie 
fort, die in den oben angedeuteten Beispielen mathematischer Begriffs
klarung hervortrat. Heben wir insbesondere jctzt hervor, daB die Rei
nigung der Mathematik von hoffnungslosen Widerspriichen eine erheb
liche, einschneidende Ausscheidung von Begril/en und von Aussagen 
erfordert, die der naiven Betrachtung zunachst als durchaus naturlich 
erscheinen. Wer den Begriff der CANToRschen transfiniten Ordinalzahl 
verstanden hat, wird von der naheliegenden Begriffsbildung der "Menge 
aller Ordinalzahlen" sich erst nachtriiglick zuriickschrecken lassen, bei 
Wahrnehmung der sich sofort einstellenden Widerspriiche; zuniichst 
scheint dieser Begriff von unausweichlicher Natiirlichkeit. Ein analoges 
A usscheiden unzuliissiger Begril/sbildungen und diesbeziiglicher Aussagen 
ist die eigentliche Aufgabe der erkenntnistheoretischen Analyse in der 
N a turwissenschaft. 

Der Einteilung der grammatikalisch moglichen Fragestellungen in 
sinn volle Probleme und Scheinprobleme entspricht eine Einteilung der 
moglichen Aussagen in sinnvolle und sinnlose Aussagen. Nur sinnvolle 
Aussagen sind richtig oder /alsch; umgekehrt ist eine Aussage nur dann 
sinnvoll, wenn sie entweder richtig oder aber falsch ist, und wenn es als 
ein (nicht notwendigerweise sofort, aber jedenfalls grundsatzlich) Uisbares 
Problem anzusehen ist, diese Alternative zu entscheiden. 

Sinnvoll sind so1che Aussagen .. die sich unmittelbar auf unsere Sinnes
erlebnisse beziehen, wobei natiirlich die Aussagen nicht nur die positive 
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Feststellung eines vorliegenden Sinneserlebnisses enthalten, sondern 
ebensogut beispielsweise eine Erwa!tung beziiglich kiinftiger Sinnes
erlebnisse ausdriicken konnen. Es ist die grundlegende These des 
Positivismus, daB mit diesen Aussagen iiberhaupt die unmittelbar sinn
vollen Aussagen erschopft sind: Jede sonstige Aussage kann nur dadurch 
sinnvoll sein, daB sie auf Grund von Definitionen und terminologischen 
Festsetzungen mit derartigen, unmittelbare Sinneserlebnisse betreffenden 
Aussagen aquivalent ist. Die wissenschaftlichen Begriffsbildungen und 
Theorien stellen also nicht etwa einen iiber die sinnliche Erfahrung 
hinausgehenden ErkenntnisvorstoB auf das "Wesen" der Naturerschei
nungen dar, sondern lediglich eine zur Registrierung und Ordnung 
unserer sinnlichen Erfahrungen niitzliche, von uns hinzugedachte Hilts
konstruktion, analog etwa den geographischen Langen- und Breitengraden. 
Blaues Licht ist nicht "in W irklichkeit eine Wellenbewegung", sondern 
wir denken uns zu der sinnlichen Empfindung "blau" die Wellenvor
stellung hinzu, urn uns klar zu werden iiber die mannigfaltigen sinnlichen 
Erlebnisse, we1che wir zu erwarten haben, wenn wir dieses Licht auf 
gewisse physikalische Apparate einwirken lassen - Erlebnisse, we1che 
wir an Hand dieser Hilfsvorstellung in' allen ihren unendlich mannig
faltigen moglichen Variationenaufs Genaueste vorhersehen konnen. 

Die Tatsache, daB die wissenschaftlichen Aussagen sich fast durch
weg nicht unmittelbar auf sinnliche Erlebnisse beziehen, bietet also 
durchaus keine Schwierigkeit fiir die positivistische Auffassung dar: 
Der Sinn dieser Aussagen liegt darin, daB sie in ganz bestimmter Weise 
mittelbar Aussagen iiber sinnliche Erlebnisse machen. Es ist auch nicht 
unnatiirlich, daB gerade durch solche mittelbare Aussagen, oder genauer: 
durch ein sehr verwickelt aufgebautes System· ineinandergeschachtelter 
mittelbarer Aussagen die beste und einfachste, obwohl sehr indirekte 
Obersicht iiber die Gesamtheit der zu beschreibenden Erlebnisse und ihrer 
Wechselbeziehungen zu gewinnen ist. Denn ganz analog liegen die Ver
haltnisse auch in der reinen Mathematik. Man konnte den Satz von der 
Transzendenz der Zahl :n:, oder die RIEMANNsche Vermutung iiber die 
Zetafunktion, auch als Lehrsatze aus der Arithmetik der ganzen rationalen 
Zahlen formulieren, da jeder in diesen Satzen vorkommende Begriff, 
insbesondere der Begriff der irrationalen Zahlen, von den ganzen Zahlen 
aus konstruiert und definiert werden kann. Praktisch ist es aber nur 
durch die Zwischenschaltung dieser Begriffe moglich, die fraglichen Satze 
in eine fUr Menschen iibersehbare und faBbare Kiirze zu bringen. 

Entsprechend arbeitet die Physik dauernd mit Aussagen, die sich 
nicht unmittelbar auf sinnliche Erlebnisse beziehen, die aber ihre Be
deutung daraus empfangen, daB sie indirekt eine Fiille von Aussagen 
iiber sinnliche Erlebnisse in sich zusammenfassen. Natiirlich ist in 
diesem vielverzweigten Aufbau von Definitionen und terminologischen 
Verabredungen eine einzelne der "symbolischen Aussagen", wie wir sie 
kurz nennen wollen, keineswegs bestimmten einzelnen, unmittelbar 
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sinnvollen Aussagen aquivalent; aber das Gesamtsystem der symbolischen 
Aussagen ist einer groBen Menge von "frrimliren Aussagen" aquivalent, 
und sein Sinn und Inhalt erschOpft sich mit dieser Aquivalenz. 

Diese ganze Auffassungsweise steht wiederum in engster Analogie 
zur HILBERTschen Auffassung der Grundlegung der Mathematik, und 
man konnte dasjenige, was wir hier mit dem Worte "Positivismus" 
bezeichnen, geradezu also eine auf den Gesamtbereich der naturwissen
schaftlichen Forschung bezogene Erweiterung dessen charakterisieren, 
was HILBERT seinen "finiten Standpunkt" nennt. HILBERT namlich sieht 
nur ein ganz enges Feld mathematischer Aussagen als unmittelbar sinnvoUe 
Aussagen an; es sind Aussagen betreffs der "Spielregeln" in einem 
System von (endlich vielen!) mathematisch-Iogischen Zeichen. DaB in 
diesem Sinne die konkreten, aus den mathematisch-Iogischen Zeichen 
gebildeten Zusammensetzungen als der einzige Gegenstand primlirer 
Aussagen gelten, entspricht unserer Klarstellung, daB nur die konkreten 
SinneserIebnisse Gegenstand primlirer Aussagen sind. 

Ais ein wunderbares Beispiel der Analyse eines physikalischen Be
griffes durch ,seine Zuruckfiihrung auf unmittelbare sinnliche ErIebnisse 
wird stets die EINSTEINsche Analyse des Gleichzeitigkeitsbegriffes 
anerkannt werden: Die Behauptung der Gleichzeitigkeit zweier rliumlich 
weit voneinander entfernter Ereignisse ist nicht unmittelbar sinnvoll als 
Beschreibung eines sinnlichen ErIebnisses, sondern kann nur als syni
bolische Aussage Sinn besitzen; die Reduktion auf sinnliche ErIe bnisse 
fiihrt zur Relativierung der Gleichzeitigkeit. 

Eine soIehe Analyse kann grundsatzlich an jedem Begriff und jeder 
Aussage vorgenQrnmen werden, ohne daB eine bestimmte Grenze angebbar 
ware in Gestalt von "endgiiltig primaren" Aussagen. Ich werde die 
Aussage: "Dort steht ein Stuh!' , in praktisch vorkommenden Fallen 
als unmitte1bar sinnvoll ansehen. Theoretisch aber kann ich dies~ Aus
sage noch analysieren, indem ich die verschiedenen Sinnesempfindungen, 
die mir der Stuhl verursacht, genauer beschreibe; und ferner die Be
schreibung der verschiedensten sinnlichen ErIebnisse hinzufiige, die ich 
zu erwarten habe, wenn ich bestimmte Unternehmungen ausfiihre, wie 
Beruhren des Stuhles, Beklopfen usw. - auch diese Erwartungen sind 
von mir zusammenfassend mit ausgedruckt in der Feststellung: "Dort 
steht ein Stuhl." 

Dieser Punkt ist zu betonen, da hier sowohl MiBverstandnisse als 
auch Ablehnungen der positivistischen Auffassungsweise eingesetzt 
haben, deren Zustandekommen erIeichtert wurde durch die nicht ganz 
treffende Darstellung, weIehe E. MACH von dieser Sachlage gegeben hat. 
Unsere sinnlichen ErIebnisse bilden keineswegs ein Mosaikbild von 
einzelnen, keiner weiteren Analyse mehr fahigen Empfindungselementen, 
sondern wir erIeben die Dinge und Erscheinungen unserer Umwelt a1s 
"Ganzh~iten", die erst durch eine nachtragliche Analyse in "einfache" 
Bestandteile zerIegt werden, wobei es keinerIei Grenze der Analyse gibt. 
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Wir konnen also nicht ein "System" positivistischer Begriffsbildungen 
aufzubauen versuchen, indem wir bestimmte, einfachste Empfindungs
elemente oder Erlebniselemente als Grundlage wahlen. Sondern das 
wissenschaftliche Denken setzt die. Ganzheit der vorwissenschaftlichen 
Erfahrungen untl Begriffsbildungen voraus, und erganzt, verscharft und 
korrigiert das vorwissenschaftliche Weltbild, indem es gleichzeitig. einer
seits zu neuen, komplexen Begriffsbildungen vorwartsschreitet, anderer
seits riickwartsschreitend die grundlegenden Begriffe immer eingehender 
analysiert. Die nahere Betrachtung dieser Zusammenhange fiihrt auf 
die bedeutungsvolle Frage nach der Abhangigkeit oder Unabhangigkeit 
des wissenschaftlichen Weltbildes yom vorwissenschaftlichen: Bekannt
lich ist in neuerer Zeit von einigen Verfassern eine weitgehende derartige 
Abhangigkeit behauptet worden l • 

Endlich sei hervorgehoben, daB betreffs der Sinnerteilung an sym
bolische Aussagen durch ZuriickfUhrung auf mogliche sinnliche Erlebnisse 
auch gelegentlich erhebliche Extrapola.tionen vertretbar sein werden, in 
deren Abgrenzung sich der gesunde wissenschaftliche Instinkt bewahren 
muB. So wird es niemand fUr grundslitzlich sinnlos erklaren, hypo
thetische Aussagen etwa betreffs der Ruckseite des Montles zu machen. 
Es ist ja die Moglichkeit nicht von der Hand zu weisen, daB uns eines 
Tages wirklich ein Raumschiff die Riickseite des Mondes zuganglich 
macht. Dagegen wird der positivistische Skeptiker vielleicht Hemmungen 
empfinden, einem Fixstern des Andromedanebels denselben Realitats
grad zuzuschreiben, wie unserer eigenen Sonne. 

§ 2. Kausalitat, Statistik und Finalitat. 
I. Kausalitat. Indem wir die unmittelbaren Sinneswahrnehmungen 

und Beobachtungen zum einzigen Gegenstand primar sinnvoller Urteile 
erklaren, sind aIle Versuche, ein iiber ein Beschreiben der beobachteten 
Tatsachen hinausgehendes "Verstehen" der Naturerscheinungen zu 
erreichen, den auf Scheinprobleme gerichteten Bestrebungen eingeordnet 
worden. Wie KIRCHHOFF die Mechanik als die Beschreibung von Be
wegungsvorgangen definierte, so haben wir ganz allgemein die Aufgabe 
aller Naturwissenschaft in der Feststellung, Ordnung und Beschreibung 
von Beobachtungstatsachen zu sehen. Freilich kann diese Beschreibung 
nur dann das MiBverhaltnis zwischen der begrenzten Aufnahmefahigkeit 
des menschlichen Gehirns und der ungeheuren FiiIle beobachteter Tat
sachen verringern, wenn ausgiebigst und planmaBig Gebrauch gemacht 
wird yom Prinzip der symbolischen Beschreibung, welches in seiner 
folgerichtigen Durchfiihrung zum Aufbau des wissenschaftlichen physi
kalischen Begriffssystems fiihrt. Wir unterstreichen aber noch einmal, 

1 V gl. E. SCHRODINGER: 1st die Naturwissenschaft milieubedingt ? 
(Leipzig 1932); die darin erorterte Auffassung nahert sich der bekannten 
These O. SPENGLERS. 
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daB die so konstruierte "physikalische Welt" niehts andcres bedeutet, 
als ein Gedankensystem, das uns die "Obersicht iiber die Fiille der be
obachteten Tatsachen erleichtern und damit auch die nach Analogie
griinden verfahrende Voraussage neuer beobachtbarer Tatsachen fordern 
solI. Darin ist enthalten, daB die Grundsatze, nach denen wir bei der 
Entwicklung unseres theoretischen Gedankensystems verfahren, keine 
andere sein konnen als diese: Moglichste E in/achheit des Gedanken-' 
bildes, moglichst enger und unmittelbarer Anschluf3 an die zu beschrei
benden Tatsachen, moglichst vollstiindige Erfassung der Beobachtungs
ergebnisse, und moglichste mnemotechnische Einpriigsamkeit der ent
wickelten Begriffsbildungen. 

Aber trotz KIRCHHOFF 'und trotz MAXWELL leben gewisse mit 
historisch alten Scheinproblemen verkniipfte unklare und liquidierungs
reife Vorstellungen ein zahes Leben fort. Meinungen in der Richtung, 
daB die Aufgabe der Naturforschung darin bestehe, ein "hinter" der 
"Oberflache" der sichtbaren Erscheinungen liegendes wahres "Wesen" 
der Natur zu erkennen - daB also die Registrierung der beobachtbaren 
Tatsachen eigentlich nur eine Vorstu/e des wirklichen Erkenntnisvorgangs 
sei - soIehe Meinungen verdunkeln bis auf den heutigen Tag zentrale 
naturwissenschaftli~he Probleme, wie insbesondere das Kausalitiits
problem. Obwohl nach KIRCH:HOFF und MAXwELLscher Theorie keine 
Lebensmoglichk.eit mehr besteht fUr den Aberglauben, daB die Zuriick
fiihrung der Naturerscheinungen auf die Mechanik der Xtheratome ein 
iiber eine Tatsachenbeschreibung hinausgehendes "Verstehen" bedeute, 
so lebt doch die alte Denkweise, weIehe in der Kausalitat letzten Endes 
eine verstehbare "Notwendigkeit" zu erk~nnen hoffte, in anderen Formen 
fort. Innerhalb der Physik namlich in Gestalt der Neigung, jedenfaHs 
eine liickenlose Giiltigkeit der klassisch-makroskopischen, Kausalitat als 
etwas unabhangig von der Erfahrung Gesiehertes anzusehen. In der 
Biologie andererseits als eine Neigung, jede Abweichung yom gewohnten 
Schema der Kausalitatsvorstellung, vor aHem im Sinne teleologischer, 
finalistischer Betrachtungsweisen, als wissenschaftlich unbrauchbar ab
zuweisen. Eine nahere Betrachtung dieser Verhaltnisse wird also zugleich 
der Verdeutlichung un serer methodisch-erkenntnistheoretischen Auf
fassungsweise und der Klarung der uns angehenden physikalischen und 
biologischen Probleme dienen. 

Man verdankt bekanntlich H UME eine Erklarung des Begriffs der 
"Ursache", die etwa folgendermaBen lautet: Wenn auf einen Vorgang A 
stets und unvermeidlicherweise ein Vorgang B folgt, und B nur nach 
vorangegangenem A auftritt (wahrend jedoch A ohne Vorhergang von 
B auftreten kann), so ist A als "Ursache" von B (und B als "Wirkung" 
von A) zu bezeichnen. Primitives Beispiel: Der Blitz ist die Ursache 
des Donners. 

Diese Erklarung ist auf sehr vielseitigen und entschiedenen Wider
spruch gestoBen. Denn sie ist ja nichts anderes, als ein Verzicht auf ein 
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"Verstehen" des Ursachwirkungszusammenhangs: .Philosophien, welche 
behaupten, daB sie die Naturgesetze "erklliren" k6nnten (was unter 
anderem ja auch der atomistische Materialismus behauptete), wollten 
im Begriff der Ursachlichkeit unbedingt etwas von "Zwang", von "Not
wendigkeit" in einer logisch verstehbaren oder irgendwie unmittelbar 
einlenchtenden Form sehen. Aber es war gerade das die groBe Leistung 
HUMF': erkannt zu haben, daB die ganze Begriffsmystik, wekhe man 
urn den Begriff der Ursachlichkeit gesammelt hatte, beseitigt werden 
mu13te, urn diesen Begriff zu einem Begriff der exakten Wissenschaft 
zu machen. Die Aufeinanderfolge von Ursache und Wirkung in den 
Naturvorgangen steht nicht in Parallele zur logischen Aufeinanderfolge 
von Voraussetzung und Folgerung. Sie kann nur empirisch /estgestellt 
werden; und sie lDietet, sobald die Feststellung einmal geschehen ist 
(und sofern diese nicht etwa iiberholt oder eingeschrankt wird) dem 
Denken keinerlei Problem des "Verstehens" mehr dar. Das logische 
Denken kann sich hernach nur noch damit beschaftigen, das festgestellte 
Ursachverhaltnis von A und B zu vergleichen mit anderen Ursachver
haltn[ssen (anderer Vorgange A', B ' ), und die Feststellungen mehrerer 
aufgefundener Crsachbeziehungen einer umfassenderen Gesamtaussage. 
logisch zu subsumieren. An einem Begriff von entscheidender \Vichtig
keit hat HUME damit die Zuriick/iihrulIg auf Beobachtbares voIlzogen, 
die wir als die eigentliche Aufgabe der erkenntnistheoretischen Analyse 
anzusehen haben. 

Die Frage nach der Kausalitat oder dem Determinismus in der 
physikalischen Welt wird im AnschluB an HUME klar formulierbar. 
Wir denken uns ein abgeschlossenes physikalisches System in einem 
abgegrenzten Raumteil. Wir sagen, daB aIle Vorgange in ihm "kausal" 
verlaufen, wenn behauptet werden kann: Durch den beobachtbaren 
Zustand des Systems zu einer Zeit t ist der beobachtbare Zustand zu 
einer spateren Zeit t' eindeutig bestimmt. 

Es ist dabei natiirlich noch n6tig zu definieren, was ein "abgeschlos
senes System" sei; eine Aufgabe, die, wenn man zeitlose Fernwirkungen 
als m6glich ansieht, nur eine etwas komplizierte L6sung (unter Benutzung 
von allerlei mathematischen Grenziibergangen und Konvergenzvoraus
setzungen) hat. Sehen wir von diesem Punkte, auf den wir noch zuriick
kommen, zunachst ab, so ist jedenfalls klar, daB die Beha~ptung, in der 
Physik bestehe Kausalitat, nach der gegebenen Formulierung entweder 
richtig oder falsch ist; und daB diese Frage zur empirischen Entscheidung 
steht. Obwohl die KANTsche Erklarung, daB Kausalitat notwendige 
V oraussetzung fUr die M oglichkeit der physikalischen W issenschaft sei, 
eine sehr scharfsinnige und wichtige Bemerkung enthalt (auf die wir 
iibrigens noch zuriickkommen werden), so ist es doch eine v611ig un
gerechtfertigte Dbertreibung, aus der Existenz einer wissenschaftlichen 
Physik auf das Vorhandensein exakter, deterministischer Kausalitat zu 
schlieBen. ·lm Gegenteil ist die Existenz von Physikern, welche aus 
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ihren Forschungsergebnissen ein indetenninistisches Verhalten physi
kalischer Systeme erscblossen haben, eine empirische Tatsache. 

Die obenerwahnte Komplikation in der Fonnulierung des Kausalitats
prinzips durch Benutzung abgescblossener Systeme ist uberflussig 
geworden durch die Relativitatstheorie, welche nicht nur ausschlieBliche 
Nahewirkungsgesetze, sondern auch eine endliche Grenze c der Aus
breitungsgeschwindigkeiten aller physikalischen Wirkungen fordert. Man 
kann danach die Behauptung des Detenninismus so fonnulieren, daB 
der beobachtbare Zustand· in einem Raumzeitpunkt t', t' eindeutig 
bestimmt ist durch die beobachtbaren Zustande in allen Raumzeitpunkten 
t, t, welche zu einer bestimmten friiheren Zeit t und einer Entfernung 
It-t'l von t' gehOren, die kleiner als c(t'-t) ist. (Weltgeometrisch 
ausgedriickt: die im Innern der Schnittkugel des von t', t' aus riick
warts gezogenen Lichtkegels mit dem fragliclien Raume t = const liegen.) 

Aber die Quantentheorie behauptet, daB diese - in der makro
skopischen Physik wirklich vorhandene - eindeutige Detenninierung des 
physikalischen Geschehens in der Quantenphysik nicht mehr besteht, 
und daB statt dessen im atomaren Geschehen nur statistische Gesetze 
gelten. In der makroskopischen Welt ist durch das Wiirfelspiel das 
einfachste und anschaulichste Beispiel einer statistischen GesetzmaBig
keit gegeben: Wahrend nach dem Schiitteln des Wiirfelbechers das 
Ergebnis eines bestimmten Einzelwurfes nicht vorauszusehen ist, kann 
man fur eine lange Serie von Wiirfen mit einer mit wachsender Lange 
der Serie schnell zunehmenden Sicherheit eipe Fiille von Voraussagen 
statistischer Art machen 1. Aber unser physikalisches Wissen laBt uns 
keinen Augenblick bezweifeln, daB die Unmoglichkeit, das Ergebnis 
eines einzelnen Wurfes vorauszusagen, keine unbedingte ist, und daB 
grundsatzlich, bei ganz genauer messender Beobachtung der Schiittel
bewegung und Ausschuttbewegung des Bechers (sowie der anfanglichen 
Lage der Wurfel im Becher) durch eine - freilich ungeheuer komplizierte 
und umfangreiche - exakte mathematische Rechnung das notwendige 
Resultat dieses Einzelfalles theoretisch errechnet werden konnte. 

Die Quantenmechanik behauptet nun, daB in der Atomphysik der 
merkwiirdige Fall eintritt, daB ein Ersatz eindeutiger kausaler Deter
minierung durch lediglich statistische GesetzmaBigkeiten nicht - wie 
beim Wiirfelspiel - durch Unvollstandigkeit des menscblichen Wissens 
bedingt ist. Vielmehr handelt es sich hier darum, daB der Ausfall ge
wisser Entscheidungen in der N atur selbst nicht vorausbestimmt ist: 
auch ein Geist, der - wie der "LAPLAcEsche Geist" - alles das tatsachlich 

1 POPPER hat in einem lesenswerten Buche (Logik der Forschung. Wien 
1935) unter Berufung auf MISES die Beha,!ptung ausgesprochen, daB es 
logisch nicht moglich sei, aus einer deterministischen Theorie Wahrschein
lichkeitsgesetze als Folgerung abzuleiten. Ich halte diese Ansicht fUr positiv 
falsch, nachdem in letzter Zeit die Mathematiker eine ziemlich befriedigende 
Losung des mathematischen Ergodenproblems erreicht haben. 
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wiiBte, was heute oder in beliebiger Zukunft Menschen wenigstens 
prinzipiell, theoretisch, wissen konnten (ein Geist also, der auch jede 
noch so komplizlerte mathematische Rechnung im Nu ausfiihren konnte), 
auch ein solcher Geist konnte nicht aus anderweitigen schon vorher zu 
gewinnenden Beobachtungstatsachen erreclmen, wie die fragliche Ent
scheidung ausfallen wird. 

Wir haben die allgemeine, umfassendste Formulierung der quanten
mechanischen Gesetze in Gestalt der statistischen Transformations
theorie kennengelernt. Die Tatsache, daB in dieser nur Wahrscheinlich
keitsaussagen gemacht werden, schlieBt zunachst noch nicht die Mog
lichkeit aus, daB vielleicht eine Vervollstandigung dieser Theorie moglich 
ware, derart, daB die vollstandige Theorie dann doch wieder deter
ministisch ware. Dies ist aber mathematisch unm6glich: durch eine 
genauere Analyse hat J. v. NEUMANN gezeigt, daB die heutige Theorie 
eine solche Vervollstandigung nicht gestattet. Sie miiBte also tatsachlich 
partiell unrichtig sein, wenn sie in derartigem Sinne unvollstandig ware 1. 

Aber wir wollen uns jetzt nicht auf unsere allgemeine Theorie stiitzen, 
sondern lieber ein paar ganz konkrete FaIle betrachten. Wir denken 
uns folgende physikalische Versuchsanordnung (deren Durchfiihrung, 
wenn nicht in genau dieser, so doch ahnlicher Form durchaus im Bereiche 
des praktischen Konnens der heutigen Atomphysiker liegt): Ein einzelnes 
Radiumatom ist isoliert worden;; es wird nun abgewartet, wann dies 
Atom radioaktiv zerfiillt. Unser tatsachliches heutiges Wissen ermoglicht 
keine theoretische Voraussage, ob dies Atom schon in der nachsten 
Minute, oder erst nach Jahrmillionen zerfallen wird. Wir konnen nur 
eine Wahrscheinlichkeitsaussage machen: Wenn das Atom zu einer Zeit t 
noch nicht zerfallen ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB es dann inner
halb der nachsten Sekunde zerfallen wird, gleich einer Zahl A., die von t 
v611ig unabhiingig ist. Anders ausgedriickt: ein zur Zeit t existierendes 
Radiumatom hat eine von seiner Vorgeschichte unabhangige Wahr
scheinlichkeit, in der nachsten Sekunde zu zerfallen. Diese GesetzmaBig
keit wirkt sich nicht nur darin aus, daB in einem groBen Haufen von 
Radiumatomen(etwa einem Milligramm) die Anzahl N noch nicht 
zerfallener Atome mit der Zeit exponentiell abnimmt: 

N=Noe- At ; (1) 

sondern es gibt noch eine Fiille anderer nachprufbarer Aussagen (hin
sichtlich der unregelmaBigen, zufalligen Schwankungen in der Strahlung 
eines Radiumpraparates), die ebenfalls als mathematische Konsequenz 
aus dem obigen statistischen Elementargesetz folgen. Ihre ausnahmslose 
empirische Bestatigung erhebt dies statistische °Elementargesetz zum 
Range eines der bestgepriiften und bestbestatigten physikalischen Natur
gesetze; zudem steht dies Gesetz an Klarheit und Einfachheit gewiB 
nicht zuriick etwa hinter dem NEWToNschen Gravitationsgesetz oder 

1 Die gegen NEUMANN_ Beweis erhobenen Einwande sind unzutreffend. 
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sonst einem der beriihmten Gesetze der klassisch-makroskopischen 
Physik. 

Wir befinden uns gegeniiber diesem Radiumatom also in einer ganz 
anderen Lage, als etwa gegeniiber den Planetenbewegungen, deren 
Studium ja in entscheidender Weise die Begriffe und Denkweisen der 
klassisch-makroskopischen Physik geformt hat. Unsere Kenntnis des 
NEWTONschen Gravitationsgesetzes erlaubt uns, aIle kiinftigen Kon
stellationen und Bewegungen der Planet en eindeutig vorauszuberechnen, 
sobald nur einmal fUr einen einzigen Zeitpunkt die Orter und Geschwin
digkeiten der Planeten empirisch festgestellt sind. Aber auf keine \Neise, 
durch keine am Radiumatom durchfUhrbare Beobachtung, sind wir 
imstande, eine Vorausbestimmung zu gewinnen fUr den Zeitpunkt des 
kiinftigen Zerfalls dieses Atoms. Es scheinen aber zunachst noch zwei 
Auffassungen moglich: Es konnte - analog wie beim Wiirfelspiel - die 
statistische Gesetzlichkeit des Radiumzerfalls AusfluB und mathe
matische Folge einer streng kausalen Gesetzlichkeit sein; so daB in der 
Zukunjt die Physiker durch neue Wissenserweiterung doch noch dahin 
kommen konnten, daB sie .es einem Radiumatom irgendwie "anzusehen" 
vermogen, wann, es zerfallen wird. Zweite Moglichkeit: Es konnte statt 
dessen das fragliche statistische Gesetz ein primares Naturgesetz sein, 
das nicht eine Folge ihm zugnmde liegender kausaler Gesetze ist. DaB 
dem so sein muB, wird, wie schon oben ausgesprochen, von der Quanten
mechanik behauptet. 

Man versteht die Begrundung dieser Behauptung am besten an Hand 
eines etwas anderen Beispiels. Wir betrachten 'einen durch ein NICOL
sches Prisma gegangenen, also linear polarisierten Lichtstrahl. Wird 
diesem ein zweites NICOLsches Prisma in. den Weg gestellt, dessen 
Polarisationsebene irgendeinen beliebigen Winkel - nennen wir ihn rp -
mit derjenigen des ersten einschlieBt, so wird ein Bruchteil der Intensitat 
durch das zweite Prisma hindurchgehen, mit einer urn den Winkel rp 
gedrehten Polarisationsebene; der Bruchteil 12=1-11 wird dagegen 
reflektiert, und seine Polarisationsebene steht senkrecht auf derjenigen 
der anderen Zerlegungskomponente: 

11=cos2rp; 12=sin2rp. (2) 

Betrachten wir nun aber ein einzelnes Lichtquant aus dem fraglichen 
Strahl, so ist zu sagen: Fiir dieses Lichtquant gibt es zwei verschiedene 
M oglichkeiten; es kann hindurchgehen, und es kann reflektiert werden -
in beiden Fallen nimmt es dann die entsprechende neue Polarisationsebene 
an. Ob es das eine oder das andere tun wird, konnen wir nicht voraus
bestimmen. Wir kennen nur das statistische Gesetz: Die Wahrschein
lichkeit des Hindurchgehens ist cos2 rp; die Wahrscheinlichkeit nes 
Reflektiertwerdens ist sin2 rp. 

Wenn man an diesem Beispiel der Hypothese durchfUhren wollte, 
daB der statistischen Gesetzlichkeit eine ka\lsaldeterministische zugrunde 
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liege, so miiBte man sagen: Das einzelne Lichtquant besitzt eine gewisse 
verborgene Eigenschaft - die unserer heutigen Einsicht verborgen ist, 
die aber in Zukunft noch der direkten Untersuchung zugailglich gemacht 
werden wird - von der es abhangt, ob am zweiten NrcoLschen Prisma 
die Entscheidung im einen oder im anderen Sinne ausfallen wird. Nun 
ist aber zu bedenken, daB ja fiir das zweite Prisma unendlich viele ver
schiedene Einstellungsmoglichkeiten (gekennzeichnet durch den Winkel cp) 
bestehen, zu denen jedesmal andere Werte der Wahrscheinlichkeiten 
gehoren: wir miiBten also dem Lichtquant, urn die Hypothese einer 
Vorausbestimmtheit aller derartigen Entscheidungen durchzufiihren, 
unendlich viele verborgene Eigenschaften zuschreiben. Die Siche wird 
noch toller, wenn man an die Moglichkeit denkt, das Lichtquant der 
Reihe nach eine ganze Anzahl von N rcoLschen Prismen passieren zu 
lassen, woLei in jeder einzelnen Passage die Wahrscheinlichkeiten fiir 
Durchgang oder Reflexion abhangen davon, wie am vorangehenden 
Prisma die Entscheidung ausgefallen ist. Das nahere Durchdenken 
dieser Situation fiihrt zu dem merkwiirdigen, aber ganz eindeutigen 
Ergebnis: Es ist mathematisch unmoglich, die Hypothese einer zugrunde 
liegenden kausalen Gesetzlichkeit zu vereinbaren mit unserem tatsach
lichen, gesicherten Wissen betreffs der hier vorliegenden statistischen 
GesetzmaBigkeiten. 

Nach diesem anschaulichen Beispiel wird man verstehen, daB 
J. v. NEUMANN, wie oben erwahnt, ganz allein und umfassend den 
mathematischen Satz beweisen konnte: Es ist unmoglich, die statistischen 
GesetzmiifJigkeiten der Quantentheorie (statistische Transformationstheorie) 
auf ein kausal funktionierendes Modell zuruckzu/uhren. 

Bei den statistischen Gesetzen des Wiirfelspiels liegt es ja so, daB sie 
in ganz klarer Weise mathematische Folgeergebnisse von exakt kausalen 
Gesetzen sind: mit Hilfe der mathematischen Beweismethoden der 
klassischen "statistischen Mechanik" kann man diese Wiirfelstatistik 
herleiten aus den kausalen mechanischen Gesetzen, denen die einzelnen 
Wiirfelbewegungen unterliegen. Und wenn die empirische Forschung 
irgendwo statistische Gesetze ermittelt, die zu demselben mathematischen 
Typus von Wahrscheinlichkeitsgesetzen gehOren, wie die Wiirfel
statistik, dann wird schwerlich jemand daran zweifeln, daB der soeben 
empirisch ermittelten Gesetzlichkeit eine in der Zukunft noch zu er
mittelnde kausale Gesetzlichkeit zugrunde liegt. Aber die Atomphysik 
hat uns mit' einem ganz anderen mathematischen Typus statistischer 
GesetzmaBigkeiten bekanntgemacht; fiir diese ist die Zuriickfiihrung auf 
kausale Gesetze ausgeschlossen. 

Zum SchluB dieser Betrachtung sei hervorgehoben, daB ein inniger 
Zusammenhang besteht zwischen der Notwendigkeit, statistische Begriffe 
inder Atomphysik einzufiihren, und der Tatsache der quantenphysi
kalischen Unstetigkeiten. Unstetigkeiten, die das alte "natura non facit 
SaltftS" widerlegen, konnen als das elementarste Charakteristikum der 
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Quantenphysik im Gegensatz zur klassischen Makrophysik betrachtet 
werden; historisch sind sie ja dasjenige Phanomen gewesen, mit dessen 
Entdeckung PLANCK 1899/1900 die Quantenforschung eroffnete. Auch 
die Grundtatsache des atomistischen Aufbaus der Materie kann ja (im 
Sinne d.er "zweiteIi Quantelung", Kapitel 4, § 4) als spezieller AusfluB 
dieser allgemeineren Unstetigkeitsgesetze der Quantenphysik betrachtet 
werden. 

Fiir den linear polarisierten Lichtstrahl der klassischen Wellenoptik 
gibt es unendlich' viele Abstufungen seines Reagierens dem Nicol 
gegeniiber: je nach dem Winkel zwischen der Polarisationsebene des 
urspriinglichen Lichtstrahls und der des Nichols kann das Intensitats
verhaItnis zwischen durchgelassenen und reflektiertem Strahl jeden 
Zahlwert von Null bis unendlich annehmen. Aber fiir das Lichtquant 
der heutigen Physik gibt es nur zwei ganz verschiedene Reaktions
weisen und keinerlei Zwischenstulen: Durchgang oder Reflexion. Da 
wir aber den Nicol, auch werin wir nur ein einzelnes Lichtquant mit 
ibm reagieren lassen, immer noch stetig urn die Strahlrichtung drehen 
konnen, so muB es auch im Verhaiten der reagierenden Lichtquanten 
etwas geben, was stetiger Anderung fahig ist, obwohl es fiir jedes Licpt
quant nur eine unstetige Entscheidung "entweder - oder" gibt: Es 
sind die Wahrscheinlichkeiten cost cp und sin! cp, die sich mit dem Winkel 
stetig andem, und somit fiir einen aus vielen Lichtquanten bestehenden: 
Strahl das klassische, stetig von cp abhangende Intensitatsverhaltnis 
zustande kommen lassen. Wenn wir femer z. B. ein im Grundzustand 
befindliches Atom einer stetig variablen Strahlungsintensitat aussetzen, 
so kann das Atom immer nur entweder ein Lichtquant absorbieren oder 
.aber nicht absorbieren. Fiir diese unstetigeEntscheidung gibt es eine 
JDit der Lichtintensitat stetig variierende Wahrscheinlichkeit. Nur in 
dieser Form, also in der Form statistischer Gesetze, sind stetig variable 
"Ursachen" vereinbar mit unstetig sich auBemden Wirkungen: die 
statistische Akausalitat ist eine notwendige und unmittelbare Konse
quenz der quantenphysikalischen Unstetigkeiten. 

2. Finalitit. Wir betonten die doppelte Notwendigkeit, in unserer 
Theorienbildung einen moglichst engen Anschlup an die zu beschreibenden 
Tatsachen zu wahren, und femer der Beschreibung und den beschrei
benden Begriffen eine fiir die Anschauung und das Gedachtnis einprdg
same Form zu geben. Diese Notwendigkeiten miissen bei folgerichtiger 
Durchfiihrung unserer erkenntnistheoretischen Methode als die ent
scheidenden vorangestellt werden, wenn wir jetzt dem Verhaltnis von 
Kausalitat und Finalitdt in der Biologie einige kurze Bemerkungen 
widmen. Der heftige Streit, der sich seit Jahrzehnten urn die teleo
logischen, vitalistischen und sonstigen ahnlichen Begriffsbildungen der 
Biologie entwickelt hat, ist von unserer radikalen erkenntnistheoretischen 
Einstellung aus zum groBen Teile als ein Streit urn Scheinprobleme 
zu betrachten; in besonders hohem MaBe muB aber die doktrindre 
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mechanistische Auffassung des Lebensproblems als im Widerspruch mit 
der positivistischen Erkenntnistheorie, und als unvereinbar mit den 
Ergebnissen der modemen Physik bezeichnet werden. 

Ein Versuch, die Probleme ausdrucklich vom Standpunkt MAcHscher 
Lehren aus zu beurteilen, ist'von H. WINTERSTEIN untemommen worden 
in seiner Schrift "Kausalitat und Vitalismus vom Standpunkte der 
Denkokonomie"l; das in diesem Titel ausgesprochene Programm hat 
aberin der DurchfUhrung - trotz mancher treffender Bemerkungen -
schlieBlich doch nur neue Rechtfertigungen der traditionellen mecha
nistischen Gedankengange ergeben, ohne daB der Verfasser zu einer wirk
lich unbefangenen Betrachtung der Problemlage gelangt ist. 

Wer irgendeinen biologischen Tatsachenkomplex seinem Gedachtnis 
einpragen will, der wird immer die auffallige ZweckmiifJigkeit der orga
nischen Strukturen und Prozesse als mnemotechnisch wesentlichen Gesichts
punkt bewerten. Ein Marsbewohner, der nie einen lebenden Menschen 
gesehen hat, konnte vielleicht die Formen eines ihm gezeigten mensch
lichen Skeletts seinem Gedachtnis einpragen, ohne sich eine Vorste1.lung 
von Aufgabe und Zweckbestimmung des Skeletts im lebenden Korper 
zu bilden. Aber ein normaler Mensch lemt die Anatomie niemals so, 
wie man etwa zufallige geographische Formen oder auch die Anordnung 
der hellsten Fixsteme auswendig lemt. Sondem man pragt sich anato
mische Tatsachen dem Gedachtnis stets in solcher Weise ein, daB man 
sich klarmacht, wie jede Einzelheit sozusagen die Losung eines mathe
matischen Variationsproblems enthalt: namlich in optimaler Weise einer 
bestimmten A ufgabe im Ganzen der Lebensprozesse angemessen ist. 
Obwohl wir weit davon entfemt sind, dieser Regel der optirilalen An
passung eine mathematische exakte Formulierung zu geben (es gibt 
aber FaIle, wie die Spongiosa, in welchen bereits eine Annaherung an 
m:athematisch faBbare Verhaltnisse vorliegt), so bewahrt sich diese Regel 
doch in so groBer Vollstandigkeit, daB Ausnahmen, wie .etwa die Becken
knochen der Wale, einen sehr auffiilligen Charakter besitzen. 

Dies alles ist ganz trivial; aber es kommt vor, daB man bestimmte 
Tatsachen gerade deshalb nicht in ihrer vollen Bedeutung sieht, weil sie 
so bekannt und gelaufig sind, daB man kein Bedurfnis empfindet, sie 
ausdrucklich hervorzuheben. Fur unsere methodisch-erkenntnistheo
retische Einstellung ist es aber eine Tatsache von groBtem Gewicht, 
daB - grob gesprochen - niemand die Formen eines Knochengerustes 
auswendig lemt, ohne seinem Gedachtnis zu Hilfe zu kommen durch 
die BewuBtmachung, daB die Gelenke zum Bewegen da sind. DaB fUr 
jede gedachtnismaBig einpragsame Beschreibung organischer Struk· 
turen und Prozesse eine Herausarbeitung der unverkennbaren Zweck
bestimmungen unentbehrlich ist, das bedeutet, dafJ die finale Betrachtungs
weise ein unentbehrliches Element biologischer Begriffsbildung ist. Die 

1 2. Auf!. Berlin 1928. 
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traditionellen Einwande, daB eine finale Betrachtung "keinen Erkliirungs
wert besitze" , miissen von unserem Standpunkt. aus zuriickgewiesen 
werden, weil es fiir uns uberhaupt keine Betrachtung mit "E rkliirungs
wert" gibt. Worauf es ankommt, das ist ausschlieBlich die Eignung der 
angewandten Begriffe zu einer iibersichtlichen und einpragsamen Be
schreibung der Beobachtungsresultate. 

Es ergibt sich also die Au/gabe, den uns zunachst nur in unklarer, 
unfertiger Gestalt faBbaren Begriff der organischen Zweckmii/3igkeit fort
schreitend weiter zll entwickeln zu einem priizisierten Begriffe oder Be
griffssystem, in einer Weise, die den fortschreitend genauer analysierten 
biologischen Tatsachen angemessen ist. Diese notwendige Entwick
lung ist durch die ihr entgegenstehenden Vorurteile sehr gehemmt und 
verzagert worden; daB trotzdem bereits beachtliche Fortschritte erzielt 
sind, erkennt man riickschauend sehr eindrucksvoll an folgenden Be
merkungen F. A. LANGEs 1: "Es ist nun aber gar nicht mehr zu be
zweifeln, daB die Natur in einer Weise fortschreitet, we1che mit mensch
licher ZweckmaBigkeit keine Ahnlichkeit hat .... Wenn ein Mensch, 
urn einen Hasen zu schieBen, Millionen Gewehrlaufe ... nach allen 
beliebigen Richtungen abfeuert; wenn er, urn in ein verschlossenes 
Zimmer zu kommen, sich zehntausend beliebige Schliissel kauft und aile 
versucht ... , so wiirde wohl niemand dergleichen zweckmaBig nennen, 
und viel weniger wiirde man irgendeine hahere Weisheit ... hinter diesem 
Verfahren vermuten." 

Diese Kritik trifft eine Form der finalen Betrachtungswei~e, we1che 
in der Tat abgelehnt werden muB, we1che aber auch von niemand heute 
vertreten wird. Es handelt sich urn jene "Fiirsorge-Teleologie", we1che 
die N atur als Ganzes nach einem weisen Plane eingerichtet glaubt. Die 
notwendige Ablehnung dieses Gedankens folgt allerdings unserer Dber
zeugung nach nicht etwa daraus, daB die Naturwissenschaft verpflichtet 
ware, popular-theologischen Lehren unbedingt zu widersprechen; sondern 
daraus, daB unser heutiges Wissen keine Erfahrungstatsachen kennt, 
fiir deren Beschreibung dieser Gesichtspunkt eine wirksame .Hilfe bOte. 
Beispielsweise wird durch die Annahme einer Vorausberiicksichtigung 
menschlicher Bediirfnisse bei der Entstehung der Steinkohle in keiner 
Weise die Dbersicht iiber die Verteilung der Lagerstatten erleichtert. 
oder die Auffindung noch unentdeckter Kohlenlager gefardert. 

Aber wir sind heute langst daran gewahnt, daB der Begriff der Zweck
maBigkeit nicht auf die N atur als Ganzes, sondern auf die individuellen 
Organismen und ihre generative Folgekette anzuwenden ist. In der Prazi
sierung dieser Anwendung sind wichtige Fortschritte gemacht. Erinnert 
sei an: 1. die Untersuchung iiber Regulationen, we1che verdeutlicht haben, 
daB die Finalitat der Organismen in geWissem Umfang als eine besonders 
hochgradige Stabilitiit gekennzeichnet werden kann; 2. die viel zu wenig 

1 LANGE, F. A.: Geschichte des Materialismus, Bd. 2. 



Kausalitat, Statistik und Finalitat. 

gewiirdigten Betrachtungen A. PAUL Ys 1 iiber den Begriff des organischen 
Mittels; 3. die Erorterungen des "ganzheitlichen" Charakters der Orga
nismen ("organismische Auffassung"; v. BERTALANFFY) in seinem Zu
sammenhang mit dem Finalitatsproblem, 4. die SEMON-BLEULERsche 
Theorie der Mneme 2 und 5. die eben falls auf eine Anwendung einer 
primitivierten Psychologie hinauslaufenden weiteren Untersuchungen 
A. PAULYs. Auch diese letzteren mochte ich zu den mindestens in 
heuristischem Sinne beachtenswerten Gedankengangen rechnen, obwohl 
ich PAUL Ys "Begriff des Mittels" fUr ungleich bedeutungsvoller halte. 

Die grundsatzliche Frage nach der methodischen Erlaubtheit oder 
Nichterlaubtheit einer Anwendung vereinfachter psychologischer Ana
logien auf die organischen GesetzmaBigkeiten kann von unserem positi
vistischen Standpunkt aus nur in klar bejahendem Sinne beantwortet 
werden. Die psychologischen Begriffe von Bediirfnis und zweckmaBiger 
Bediirfnisbefriedigung geben uns ein allgemeines Reaktionsschema, das 
zwar erheblich yager und unbestimmter als etwa das Reaktionsschema 
mechanischer Modelle ist, das aber doch.zu recht prazisen Anwendungen 
geeignet ist. Wenn die Analyse der Ertahrungstatsachen zeigt, daB dieses 
primitivierte psycholorische Reaktionsschema fUr die zusammenfassende 
Beschreibung bequem und somit niitzlich ist, so. sind diesbeziigliche 
Bedenken unbegriindet. "Anthropomorphismus" ist eiri Begriff, fiirden 
eine sinnvolle Interpretation zu geben auf dem Bodel1 positivistischer 
Erkenntnistheorie unmoglich sein diirfte. 

Fiir die logische Klarung der methodischen Prinzipien finaler Be
trachtungen ist wichtig, sich klar zu machen, daB die Frage der Richtig
keit oder Unrichtigkeit des Selektionsprinzips durchaus zu trennen ist 
von allen im Obigen beriihrten Fragen. Die Notwendigkeit, den tat
siichlich in unserer Auffa:5sung biologischer Phanomene dauernd benutzten 
Begriff der ZweckmaBigkeit einem griindlichen gedanklichen Klarungs
prozeB zu unterziehen, und die uns empirisch in erdriickender Fiille 
entgegentretenden Beispiele organischer ZweckmaBigkeit eindringlich zu 
analysieren, sowie die Resultate umfassender diesbeziiglicher Vergleiche 
in Form organischer Naturgesetze auszudriicken - diese Notwendigkeit 
besteht unabhiingig davon, ob fUr das historische Zustandekommen der 
Organismenwelt die Selektion der maBgebende Faktor war oder nieht. 
Es tallt ja keinem Selektionisten ein, die vergleichende Anatomie fUr 
iiberfliissig zu halten, weil nur durch Selektion das Zustandekommen 
der Arten zu "erklaren" sei; es ist aber durchaus nicht weniger verfehlt, 
es unter Hinweis auf das Selektionsprinzip fUr iiberfliissig zu erklaren, 
eine umfassende vergleichende Analyse der beobachteten organischen 
ZweckmaBigkeiten durchzufiihren. Wir konnen die so formulierte For
derung offenbar· auch als das Programm einer phiinomenologischen 

1 PAULY, A.: Darwinismus und Lamarckismus. Munchen 1905. 
2 Vgl. die glanzende Darstellung von E. BLEULER: Naturwiss.21, 100 

(1933)· 
Jordan, Quantentheorie. 19 
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Teleologie charakterisieren: die Frage nach dem Zustandekommen der 
ZweckmaBigkeiten kann dabei ebenso zuriickgestellt werden, wie man 
in der phiinomenologischen Thermodynamik die Moglichkeit einer Zuriick
fiihrung der behandelten GesetzmaBigkeiten auf die Atomstatistik 
unberiicksichtigt laBt. 

Auch die Gesichtspunkte, welche uns zum "Verstehen" einer Maschine 
leiten, sind lehrreich fiir die Betrachtung organischer Verhaltnisse. 
Kein Maschinenbauer pragt seinem Gedachtnis die Konstruktion einer 
:Maschine ein, ohne sich die ZweckmaBigkeit dieser Konstruktion in bezug 
auf die gestellte Aufgabe eingehend klar zu machen. Sein "Verstehen" 
einer Maschine bedeutet also keineswegs nur ein auf die physikalischen 
Gesetze gegriindetes Sichklarmachen der kausalen Funktionsfolge, sondem 
ebensosehr ein ausfiihrliches Erkennen der Tatsache, daB jede Einzelheit 
der Maschine nach bestimmten Zwecksetzungen durchkonstruiert ist. 
Bei dieser Betrachtungsweise stehen die kausale und die finale Analyse 
der Konstruktion und Funktionsweise der Maschine 'in einer keinerlei 
logische Unklarheit enthaltenden Weise nebeneinander; es diirfte zu den 
charakteristischen Unterschieden zwischen Maschine und Organismus 
gehoren, daB beim Letzteren eine solche Trennung kausaler und finaler 
Betrachtungsweise nicht mehr moglich ist . .. 

Zu betonen ist aber, daB die Maschine, wenn wir sie als Naturprodukt 
auffassen wollen, trotz ihrer Unbelebtheit keineswegs zu den Objekten 
der anorganischen Naturwissenschaft gehort; insofem namlich, als wir 
die Maschine niemals als anorganisches Naturerzeugnis antreffen, sondem 
nur als Sekundarerzeugnis lebender \Vesen. 

Die endgiiltige methodische Legitimierung einer naturgesetzlichen 
Formulierung ist auf Grund der hier vertretenen erkenntnistheoretischen 
Einstellung zu sehen in der Moglichkeit, ihr einen mathematisch priizi
sierten A usdruck zu verleihen. So wurde nach dem Scheitem der mecha
nischen Xthermodelle und der in ihnen zum Ausdruck kommenden 
methodischen Tendenz durch die geschlossene mathematische Formulierung 
der FARADAy-MAXWELLschen Idee der endgiiltige, abschlie{3ende Charakter 
dieser neuen Auffassungsweise dargetan. Entsprechendes bedeutet fiir 
den Komplementaritiitsgedanken seine umfassende und abschlieBende 
mathematische Prazisierung in der statistischen Transformationstheorie. 
Obwohl eine iiber gewisse, recht periphere Sonderfalle hinausgehende 
mathematische Erfassung organischer Naturgesetze wahrscheinlich noch 
in weiter Feme liegt, so wird es doch fiir die Prazisierung und Fortent
wicklung der Gedanken niitzlich sein, sich klar zu machen, von welche1 
ungefiihren Gestalt mathematische Formulierungen sein miiBten, welche 
eine quantitative Fassung der erorterten phanomenologischen Teleologie 
ermoglichen konnten. Dazu scheint mir folgendes zu sagen: 

1. Die Zweckmii{3igkeit der organischen Strukturen und Reaktionen 
diirfte mathematisch in der Form von Variationsproblemen zum Ausdruck 
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kommen1, also in Gestalt von Aussagen, welche feststellen, daB gewisse 
GroBen ihren kleinsten (oder groBten) mit gewissen vorgegebenen Be
dingungen vereinbarten Wert annehmen - durch welche Minimal
bedingung die mathematischen Funktionen, welche die Strukturen oder 
Reaktionsverlaufe definieren, festgelegt werden. 

2. Die durch den Begriff der .. Ganzheit" hervorgehobene Unteilbarkeit 
der individuellen Organismen diirfte mathematisch darin ihren Ausdruck 
finden, daB die biologischen Naturgesetze nicht Diflerentialgleichungen, 
sondern Integralgleichungen sind. Denn diese Unteilbarkeit deutet 
darauf hin, daB im lebenden Organismus das physikalische N akewirkungs
prinzip (welches der anschauliche Ausdruck fiir die Tatsache ist, daB 
die physikalischen Gesetze partielle Differentialgleichungen sind) teil
weise auBer Anwendbarkeit gesetzt wird. Zwar kann man amputierte 
Korperteile durch kiinstlicheNahrungszufuhr usw. lange am Leben 
erhalten ;aber es diirfte doch eine ungerechtfertigte Obertreibung sein, 
danach verallgemeinernd zu schlieBen, daB alle Wechselwirkungen z. B. 
zwischen. rechter und linker Korperhiilfte eines Tieres im Sinne des Nahe
wirkungsprinzips durch die differentiellen Vorgange in der gedachten 
Grenzebene zwischen den Korperhiilften vermittelt· seien. Jedenfalls 
fehlen uns zu derartig kiihnen Verallgemeinerungen alle empirischen 
Unterlagen; eine skeptische Beurteilung des Nahewirkungsprinzips ist 
also geboten. Eine phanomenologische Beschreibung der organischen 
Ganzheit im Sinne von Integralgesetzen wird naturgemaB erleichtert 
durch den Umstand, daB die Unteilbarkeit der Individuen keine grund
satzliche ist, sondern in verschiedenen quantitativen Abstufungen vor
liegt, derart, daB man von einer Intensitiit der .. Individuation" sprechen 
konnte. 

3. Es scheint sehr beachtenswert, daB diese uns durch die biologische 
Erfahrung aufgenotigten Vorstellungen in mathematischer Beziehung eine 
sehr natiirliche und naheliegende Verallgemeinerung der uns bekannten 
physikalischen Naturgesetze darstellen. Die physikalischen Gesetze 
namlich haben ebenfalls stets den Charakter von Variationsprinzipien. 
und ihr differentielIe! Charakter ergibt sich erst sekundiir in ziemlich 
zufiilliger Weise. Die Sache sieht so aus, daB ein Integral 

1111 Ldx dy dz dt (3) 
extremal gemacht werden solI; und das Variationsprinzip 

() 1111 L dx dy, dz dt = 0 (4) 
ergibt die zugehOrigen LAGRANGEscken Differentialgleickungen. Es 
geniigen aber primitive Erweiterungen dieses Schemas, etwa in der Form 

() {III lL dx dy dz dt +8· fJ 111M dx dy dz dt]2} = 0, (5) 
-----'-

1 Dagegen wohl bestimmt nicht in der interessanten, von COSSMANN als 
Verallgemeinerung kausaler Beziehungen ins Auge gefaBten Form, nach 
welcher eine organische Reaktion als simultane Funktion /rUherer und spaterer 
Ereignisse darzustellen ware. 

19* 
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urn statt der Differentialgleichungen I ntegrodilferentialgleichungen aus 
dem Variationsprinzip zu erhalten. 

4. Die unter 2. angestellten Erwagungen sprechen fur Integralgesetze 
im raumlichen Sinne; denken wir aber an die Gedachtniserscheinungen 
(und etwa die ihnen in der Mneme-Theorie zugeschriebene umfassende 
Bedeutung), so kommen wir dazu, auch im zeitlichen Sinne Integralgesetze 
anzunehmen. Man kann die anorganischen physikalischen Effekte, die 
sich in Materialien mit elastischer Nachwirkung ergeben, phanomeno
logisch so beschreiben, daB die Reaktion des Materials nicht von seinem 
augenblicklichen Zustand allein, sondem von seiner ganzen Vorgeschichte 
abhangt. Der Rahmen der gewohnten klassischen Kausalitatsvor
stellung muB hier also durchaus verlassen werden - man kann die 
phanomenologische Behandelbarkeit des Problems nur durch diesen 
Verzicht auf die Anwendung der klassischen Kausalitatsvorstellung 
erkaufen, da man andemfalls zu einem Eingehen auf die Mikrovorgange 
genotigt ware. Es ist aber schon oft hervorgehoben worden, daB die 
biologischen Gedachtniseffekte mit den .soeben gestreiften anorganischen 
Effekten Ahnlichkeiten besitzen. Auch die physikalisch-technische Be
zeichnung "Ermudungserscheinungen" deutet auf weitere hierher .ge
hOrige Parallelen hin. 

S· Eine dem Schema (3), (4) entsprechende Formulierungsweise 
physikalischer Gesetze kann auch bei Miteinbeziehung thermodynamischer 
Gleichgewichtszustande aufrechterhalten werden. Irreversible Prozesse 
dagegen sind nicht durch das Erfiilltsein von Extremalbedingungen, 
sondem durch das Fortschreitenin Richtung auf einen extremalen Zu
stand allgemein charakterisiert. Auch hier drangt sich der Verdacht 
tiefliegender Beziehungen zu den organischen GesetzmaBigkeiten auf; 
teilweise aber gerade in der Form, daB die strukturerzeugende Tendenz 
organischer Aufbauprozesse in einem Gegensatzverhiiltnis zu der struktur
verwischenden, Ungeordnetheit erzeugenden Tendenz thermodynamischer 
irreversibler Prozesse zu stehen scheint. Die Untersuchung der organi
schen Gesetzlichkeiten in ihrem Verhaltnis zum Entropiebegrilf durfte 
eine sehr wichtige Aufgabe sein. 

Sinn und Absicht dieser hier gemachten Bemerkungen werden hoffent
lich nicht miBverstanden werden. Sie sollten zu niehts anderem dienen, 
als zu einer methodischen Klarung der Begrilfe. Was ich erreichen wollte 
und erreicht zu haben hoffe, ist die Klarstellung: Trotz des heute noch 
recht unbestimmten Charakters der Begriffe "Zweckmapigkeit", "Ganz
heit", "Individuum" mussen die bekannten Meinungen, daB jede Be
nutzung solcher Begriffe eine Einfuhrung von "M ystik" oder "M eta
physik" bedeute, als vollkommen abwegig und irrefuhrend erachtet 
werden. Diese M einungen haben aus der Erorterung der biologischen 
Zentralprobleme endgultig zu verschwinden. 

3. Kausalitat und Statistik.Hn Organischen. Naehdem wir im Voran
stehenden die Anwendung der ailgemeinen Grundsatze positivistischer 



Kausalitat, Statistik und Finalitat. 293 

Erkenntnistheorie auf das Finalitatsproblem besprochen haben, wollen 
wir jetzt von einer anderen Seite her das Problem der biologischen 
Kausalitat betrachten. Wir nehmen Bezug auf die Rolle der Physik 
(einschlieBlich Chemie) als Hilfswissenschaft der Biologie, und fragen, ob 
die biologische- Verwertung physikalischer Begriffe wesentlich beeinflul3t 
wird durch v-nsere atom- und quantenphysikalischen Neuerkenntnisse 
betreffs kausaler und statistischer Naturgesetzlichkeit. 

Vorweg wird eine kurze Klarstellung von Nutzen sein. Die Be
hauptung oder Verneinung einer grundsatzlichen Zuriickfiihrbarkeit der 
biologischen Phanomene auf physikalische Gesetzmal3igkeiten mul3, in 
dieser Allgemeinheit ausgesprochen, als durchaus sinnlos bezeichnet 
werden. Eine sinnvolle Frage ist jedoch diese: Wird es moglich sein, 
die biologischen Gesetzmal3igkeiten restIos zuruckzufiihren auf die heute 
bekannten physikalischen Gesetze? Zur Erlauterung: die chemischen 
Gesetze sind nach heutiger Db.erzeugung restIos zuruckfiihrbar auf die 
heutige Physik \ Quantenmechanik)·. Aber wedet die chemischen noch die 
elektrodynamischen Gesetze sind zuruckfiihrbar auf die vor der Quanten
mechanik bzw. vor FARADAy-MAXWELL bekannt gewesenen physikali
schen Gesetze. 

Betreffs des Verhaltnisses der Biologie. zur Physik glaube ich in 
Dbereinstimmung mit N. BOHR: Die Zuruckfiihrbarkeit der biologischen 
Gesetze auf die "klassische" (vorquantenmechanische) Physik ist eine 
relativ eng begrenzte, trotz der bewunderungswurdigen Ergebnisse, welche 
die Physiologen in dieser Richtung erzielen konnten. Dagegen durfte 
die heutige Atom- und Quantenphysik schon eine wesentlich tiefergehende 
Erfassung der biologischen Phanomene ermoglichen; hierauf werden wir 
jetzt einzugehen haben. Eine restlose Zuruckfiihrung der biologischen 
Gesetze auf die heutige Physik durfte aber vermutlich ebenfalls nicht 
moglich sein. 

Es ist nur eine Frage der Terminologie, ob man eine kiinftige, uber 
die durch die Quantenmechanik erschlossenen Moglichkeiten noch hinaus
gehende Erfassung der biologischen Gesetzlichkeiten als ein neues Kapitel 
der Physik, oder als eine neben die Physik zu stellende Disziplin be
zeichnen wird; ebenso wie es heute nur eine terminologische Frage ist, 
ob man die Chemie als Untergebiet der Physik oder als Nachbarwissen
schaft der Physik bezeichnet. 

Wenn wir uns nunmehr der Erwagung der biologischen Folgerungen 
der neuen Quantenphysik zuwenden, so wird eine technische Bemerkung 
notwendig, die vielleicht schon zu Beginn des vorigen Abschnitts hatte 
gemacht werden sollen. Der Verfasser ist Physiker; er fiihlt'sich auf 
heimischem Boden bei der Erlauterung physikalischer Erkenntnisse; 
und er ist sich gewil3, dal3 die eingetretenen revolutionaren Umge
staltungen der physikalischen Vorstellungswelt auch seitens der biologi
schen Wissenschaften kunftig eingehend berucksichtigt werden mussen. 
Hinsichtlich der nachfolgenden Versuche gewisser Konkretisierungen 
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dieser "Oberzeugung fiihlt sich der Verfasser jedoch genotigt, aus
driicklich diejenige Nachsicht der Biologen zu erbitten, auf welche die 
Bemerkungen und Fragestellungen eines Nichtfachmannes unvermeid
licherweise angewiesen sind. 

In unserer Erorterung dieser Probleme beschriinken wir uns streng 
auf solche Punkte, hinsichtlich welcher unvermeidliche oder doch min
destens sehr wahrscheinliche Folgerungen aus den neuen physikalischen 
Erkenntnissen anzumelden sind. Keineswegs wollen wir den kiihnen 
Versuch wagen, ein neues Gesamtbild'vom Wesen der Lebenserscheinungen 
zu zeichnen. Nicht die Darlegung einerneuen, alle biologischen Erschei
nungen umfassenden Theorie des Lebens wird hier versucht, sondern 
lediglich die Kliirung der physikalischen Unterlagen, mit denen jede 
kiinftige Theorie der Lebenserscheinungen zu rechnen haben wird. 
Fiir die Physiologie, die ja dauernd mit physikalisch-chemischen Me
thoden, Begriffen und GesetzmiiBigkeit,en arbeitet, ist es einlach unum
ganglich, daB fundamentale Neuerkenntnisse der Physik daraufhin 
gepriift werden, welche Veriinderungen sie fUr die physikalischen Voraus
setzungen der Physiologie mit sich bringen. Und zwar ist hinsichtlich 
der neuen Quantenphysik die Sachlage im Prinzip ganz klar. 

Die Quantenphysik lehrt uns, daB die klassischen Begriffsbildungen 
und Vorstellungsweisen der Physik - welche auch die bisherigen physi
kalischen Voraussetzungen der Biologie gebildet haben - nur im Bereich 
der makroskopisthen Gebilde zutreffend sind; daB dagegen vollig andere 
Begriffsbildungen und Gesetzlichkeiten in Betracht kommen in der 
mikrophysikalischen, atomaren Welt. Ob die neuen Erkenntnisse fUr 
die Biologie Bedeutung haben oder nicht, das wird also davon abhiingen, 
ob die Organismen "makrophysikalische" oder "mikrophysikalische" 
Systeme sind; und natiirlich reicht die prirriitive Tatsache, daB etwa ein 
Siiugetier ein aus sehr vielen Atomen bestehendes, sogar mit freiem 
Auge sichtbares Gebilde ist, noch keineswegs dazu aus, es als "makro
skopisch" im Sinne des Atomphysikers ansprechen zu konnen. 

DaB fUr makroskopische physikalische Gebilde die exakten Kausal
gesetze der klassischen Physik gelten, obwohl fUr jedes einzelne der 
Atome, aus denen sie zusammengesetzt sind, nur Wahrscheinlichkeits
gesetze seines Verhaltens bestehen, das beruht ja darauf, daB ein makro
skopisches physikalisches Gebilde von jeder in ihm vorhandenen Atom
art zahllose gleiche und gleichen Bedingungen ausgesetzte Exemplare 
enthiilt - so daB im Gesamteffekt aus den statistischen Einzelreaktionen 
der Einzelatome ein genau bestimmtes Gesamtresultat zustande kommt. 
1m Organismus aber zeigen alle Teile des Systems wunderbar feine und 
hochst verwickelte Strukturen: Den schon mit freiem Auge sichtbaren 
Strukturen liegen die viel komplizierteren zugrunde, die uns das Mikro
skop enthiillt; und diese Strukturen setzen si:ch fort bis unterhalb der 
Grenzen mikroskopischer Sichtbarkeit, sicherlich zum Teil bis in kolloidale 
und molekulare Dimensionen herunter. 
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Dies muB schon sehr stark den Verdacht erwecken. daB es keineswegs 
berechtigt ist, die Lebensvorgange als Anwendungsgebiet der makro
skopischen Physik - also in der Hauptsache der phanomenologischen 
Thermodynamik - anzusehen. Natiirlich steht die vielfaltige Anwend
barkeit makrophysikalischer GesetzmaBigkeiten in den Organismen 
auBer Frage; aber es besteht Veranlassung, zu glauben, daB gerade die 
eigentlich zentralen Lebensvorgange nickt mehr ins Gebiet der Makro
physik fallen. 

Eine Fiille von Erfahrungen lehrt uns, daB zwischen den verschiedenen 
Strukturteilen oder Prozessen im Organismus eine Rangordnung besteht 
in solcher Weise, daB die in makroskopischen Korpergebieten ablaufen
den, mit erheblichen Energieumsetzungen verbundenen makroskopischen 
Prozesse gesteuert werden durch wesentlich leinere Reaktionen. In aus
gepragtester Form zeigen die hOheren Tiere mit hochentwickeltem Gehirn 
und Nervensystem dieses Verhaltnis, doch sind auch mancherlei andere 
Beispiele bereits gut bekannt. So sei daran erinnert, daB in der embryo
nalen Entwicklung eine die Prozesse leitende Wirkung ausgeht von den 
eng umgrenzten Zonen der "Organisatoren". Zweifellos erst zum kleinsten 
Teil erforscht und bekannt ist ferner die beherrschende Rolle der mannig
faltigsten chemischen Katalysatoren im Organismus, durch deren dosierte 
Produktion ptit sehr geringen Substanz- und Energiemengen grob
makroskopische Effekte ausgelost und gesteuert werden konnen. Bei 
den Einzellern sind wir gewohnt, den relativ kleinen Substanzmengen im 
Zell-Kern eine die Lebensvorgange weitgehend steuernde Wirkung zu
zuschreiben. U nd wohl in eindrucksvollster Weise sehen wir endlich bei 
der Entwicklung makroskopischer Organismen aus den winzigen Keim
zellen, und in den dabei auftretenden Vererbungserscheinungen, das 
Wirken desselben organischen Prinzips, das auch die anderen Beispiele 
erkennen lieBen. Wir diirfen zusammenfassend sagen, daB die orga
nischen Strukturen in hohem MaBe nach der Art der von den Physikern 

. gebrauchten Verstiirkerrohren angelegt sind: mannigfaltige Einrichtungen 
ermoglichen im Organismus die Verstiirkung geringfiigigster Energie
umsetzungen zu wesentlich groberen, makroskopischen Effekten. Die 
gelegentlich gebrauchte Bezeichnung "V erstiirkertheorie der Organismen" 
flir die Dberzeugung, daB derartige Verstarkungen zu den charakteristi
schen Eigentiimlichkeiten des Organischen gehOren, sei hier wiederholt, 
nachdem sie Anklang zu finden scheint. Das die gemeinten Verhhltnisse 
eben falls sehr anschaulich bezeichnende Wort "Steuerung" ist (mit der 
hier gemeinten Bedeutung) dem Sprachgebrauch der Verstarkertechnik 
entnommen. 

Man wird im Sinne dieser Vorstellung die "ientralen" Lebensvor
gange gerade in den steuernden Reaktionen zu sehen haben; und die 
Verstarkertheorie der Organismen in ihrer radikalsten Form behauptet, 
dafJ die "letzten Endes" steuernden Reaktionen durchweg von atomarer 
Feinheit sind. Von der Richtigkeit oder Unrichtigkeit dieser These hangt 
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es offenbar ab, ob die Organismen mikrophysikalische oder makrophysi
kalische Systeme sind. 

Eine sorgfaltige Kritik dieser These hat E. BUNNING l durchgefUhrt. 
Er kommt zu einem ablehnenden Ergebnis, z. B. auf Grund der Feststel;. 
lung, daB immerhin etwa IO' Molekiile des Wuchsstoffes Auxin pro Zelle 
notig sind, urn eine erkennbare Wirkung zu erzeugen. Diese Dar
legungen schein~n mir jedoch weniger einen Einwand gegen un sere These 
zu liefem, als vielmehr die Feststellung zu ergeben, daB die Physiologie 
noch nichtbis zu Feinreaktionen der hier gemeinten Art vorgedrungen ist. 
Also mogen die Tatsachen, in denen ich empirische Stiitzen der formu
lierten These zu erkennen· glaube, kurz angedeutet werden.' 

Die Tatsache, daB die wichtigsten organischen Substanzen (EiweiB) 
hochkomplizierte Molekiileund kolloidalen Charakter besitzen, bestarkt 
die Vermutung, daB gerade in den steuernden Korperbezirken die im 
Mikroskop erkeQnbaren Strukturen sich in weiteren, feineren Strukturen 
fortsetzen, ohne daB durchgangig eine die molekularen Dimensionen 
groBenordnungsmaBig iibertreffende Minimaldimension der organischen 
Strukturen vorhanden sein diirfte. BUNNING hat zwar auch gegen diese 
(von BAVINK unabhangig vorgetragene) Erwagung beachtenswerte Ein
wande erhoben, doch scheinen mir die angefiihrten Tatsachen noch 
nicht ausreichend zur definitiven Entscheidung einer so wichtigen Frage. 

Die zur Zeit klarsten Verhaltnisse betreffs uD;seres Problems liegen bei 
den Lichtwahmehmungen des' Auges vor, und empirisch scheint sicher
gestellt, daB schwachste Lichtwahmehmungen schon. durch ein paar 
Lichtquanten erzeugt werden konnen. Die hohe grundf.atzliche Bedeutung 
dieses Tatbestandes fUr die Frage der Beziehungen zwischen Biologie 
und Quantenthebrie ist von BOHR hervorgehoben worden. Weniger 
beweisend, aber immerhin bemerkenswert ist die Moglichkeit, Bakterien 
durch je ein einzelnes schnelles Elektron zu "erschieBen". 

DaB das Auftreten von Unstetigk'eiten als fundamentales Charakte
ristikum der Quantenphysik gewertet werden kann, wurde bereits her
vorgehoben. In der anotganischen Welt bieten uns unstetige, ganzzahlige 
Relationen - wie die stochiometrischen Gesetze, und wie in der Kristallo
graphie das Gesetz der rationalen I ndizes - dip. ersten makroskopisch 
greifbaren Anhaltspunkte fiir die atomistische Struktur der Materie; 
also, wie wir auch sagen konnen, fur die Existenz der Quantenerschei
nungen. (Die Moglichkeit, di~ Tatsache der atomistischen Struktur der 
Materie als speziellen AusfluB der Quantengesetze aufzufassen, wurde 
ja durch die Methode der "zweiten Quantelung" prazisiert, vgl. Kapite14). 

Ein Element der flnstetigkeit kennen wir aber auch in der Biologie 
seit der Entdeckung der MENDELschen Vererbungsregeln; wir wissen auf 
Grund der heutigen Vererbungswissenschaft, daB die konstituierenden 
Eigenschaften eines Tieres oder einer Pflanze nicht innerhalb einer Art 

1 BUNNING, E.: Erkenntnis S' 337 (1935). 
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von Individuum zu Individuum stetig variabel sind .. Vielmehr setzt sich 
der Genotypus eines Individuums mosaikartig zusammen aus Einzel
eigenschaften. die nur diskreter. unstetiger Abstufungen ohne stetige 
Zwischenstufen fahig sind 1 ; im Phanotypus wird diese Mosaikstruktur 
allerdings einigermal3en verwischt durch die stetig abstufbaren Umwelt
einfliisse. welche mitbestimmend dafiir sind, wie die vorhandenen Erb
anlagen phanotypisch zum Ausdruck kommen. Diese Entdeckung darf 
durchaus als eine Parallele zur Atomistik der physikalischen Welt be
zeichnet werden; es ist eine wahre Atomistik der Erbanlagen, die sich 
durch die Arbeit der Vererbungsforscher vor uns enthiillt hat. In wunder
barer Analogie zum Auftreten derselben Atome in verschiedenen Mole
kiilen sehen wir ja sogar teilweise dieselben Erbfaktoren (etwa Bliiten
oder Fellfarbungen bestimmend) bei verschiedenen biologischen Arten in 
Wirksamkeit. Sicherlich handelt es sich iibrigens nicht nur einerseits 
urn eine Parallele, sondern andererseits auch direkt urn eine biologische 
Folge und Auswirkung der physikalischen Atomistik: Das Nichtvor
handensein stetiger Obergange in der unstetigen Abstufung der Erb
anlagen diirfte zweifellos bedeuten, dal3 die einfachen, nicht mehr 
zerlegbaren Gene einzelne (wenn auch sehr grol3e) MolekUle darstellen. 
W ir sehen deshalb in de)' Vererbungslehre die Uberzeugendste und breiteste 
empirische Unterlage der These, dafJ die Organismen nicht makrophysi
kalische, sondern mikrophysikalische Systeme sind. 

Die Unstetigkeiten der Erbanlagen bedingen (ganz analog den 
atomistisch-qmintenhaften Unstetigkeiten in der Physik) die Notwendig
keit, statistische Begriffe einzufiihren. Schon die. MENDELschen Ver
erbungsgesetze selbst sind ja statistische Gesetze. Doch handelt es 
sich hier nicht urn eine .. primare Statistik f '. sondern urn die einfache 
statistische Geset?:mal3igkeit, die sich aus den im Einzelfall sehr kom
plizierten Suchbewegungen des Schwarmes der mit verschiedenen Erb
anlagen ausgestatteten Spermatozoen als Folge ergibt - ebenso, wie 
das einfache statistische Gesetz des Wiirfelspiels das Folgeresultat der 
sehr komplizierten Schiittelbewegung ist. 

Eine primare Statistik diirfte jedoch vorliegen bei den Zustands
anderungen der Gene selbst, also bei den Mutationen. Die in neuerer Zeit 
vielfach untersuchte M6glichkeit, Mutationen durch(kurzwellige) Strah
lungen hervorzurufen, ergibt offenbar eine ganz analoge Situation, wie 
wir sie auch bei der Lichtabsorption durch Atome vor uns haben. Unter 
hinreichend vielen Atomen wird stets eine mit der einwirkenden Licht
intensitat proportionale Anzahl ein Lichtquant absorbieren; die ent
sprechende Proportionalitat findet sich natiirlich auch bei der Muta
tionserzeugung. Eine .. makroskopische", d. h. nur di~ statistischen M ittel
werte berUcksichtigende Betrachtung wird also von einer eindeutigen 

1 Von der Frage der vererbbaren Eigenschaften. deren Trager auBerhalb 
der Chromosomen im Plasma der Keimzellen ihren Sitz haben sollen, sehen 
wir hier abo 
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kausalen Verknupfung zwischen Strahlung und Absorption bzw. Strahlung 
und Mutation sprechen konnen. Sobald wir aber ein einzelnes Atom 
oder eine einzeln~ Keimze11e betrachten, wird uns der rein statistische 
Charakter dieses Proportionalitatsgesetzes bewuBt: fur den Einzelfall 
gibt es keine eindeutige Determinierung mehr, sondern lediglich eine 
mit der Intensitiit der Einwirkung proportionale Wahrscheinlichkeit des 
positiven Reagierens. 

Es liegt aber im Begriff der Wahrscheinlichkejt, daB auch soIehe 
Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeit ganz ungeheuer klein ist, doch 
schlieBlich einmal eintreten mussen. (Konkretes Beispiel: mit berechen
barer, von Null verschiedener Wahrscheinlichkeit kann und muB einmal 
eine gewisse abnorm starke Intensitatsschwankung in der Strahlung 
eines Radiumpraparates eintreten.) Es steht also nicht im Gegensatz 
zur eben gemachten Erlauterung der statistischen Auffassung der Muta
tionen, sondem es ist gerade eine notwendige Folge davon, daB man bei 
einer konkreten Mutation, die sich als historisches Ereignis einmal voll
zogen hat, neben der Suche nach Ursachen, die zu jener Zeit eine Zunahme 
der Wahrscheinlichkeit fUr diese Mutation bewirkt haben konnten, 
auch die andere M6glichkeit ins Auge zu fassen hat, daB bier vielleieht 
ein an sich sehr unwahrschein1iches Ereignis tatsachlich einmal ein
getreten ist. Der experimentelle Vererbungsforscher, der sich mit der 
kiinstlichen Erzeugung von Mutationen· befaBt, wird sich urn soIehe 
Moglichkeiten nicht zu kummern brauchen. Wohl aber scheint es mir, 
daB bislang kein Gesichtspunkt gegeben ist, der uns der Notwendigkeit 
uberheben konnte, zu erwagen, ob diese zweite Moglichkeit nieht viel
leic~t ffir die Problematik der Entwicklung des organischen Lebens 
wahrend der geologischen Epochen einerecht bedeutende Rolle spielen 
konnte. Auch auf die viel erorterte Frage der Urz~ugung wlire diese 
Erwagung vielleicht anzuwenden. 

Wir wollen aber die Frage der extrem unwahrscheinlichen Ereignisse 
ffir jetztauf sich beruhen lassen und uns wieder den statistisch "nor
malen", nichtextrem unwahrscheinlichen F1illen zuwenden. Aus den 
obigendiesbezuglichen Erlauterungenergibt sieh, daB in der bisherigen 
Beurteilung eines beriihmten biologischen Problems der Tatsache der 
unstetigen Variabilitiit der Erbanlagen noch niehtin vollig folgerichtiger 
und gebiihrender Weise Rechnung getragen zu sein scheint. Wir meinen 
das Problem der VereriJung erworhener Eigenscha/ten: Der Physiker, der 
seit der PLANCKSChen Entdeckung so intensiv genotigt worden ist, alle 
sieh aus dem Auftreten unstetiger "QuantenspriingeU im Naturgeschehen 
ergebenden methodologischen Fragen griindlich zu durchdenken, kann 
die bisherige, fast· allgemein ffir abschlieBend gehaltene Widerlegung 
der Moglichkeit einer Vererbung erworbener Eigenschaften nicht fiir 
iiberzeugend halten. Denn es ist in den bisherigen Diskussionen zumeist 
vp.rsaumt worden, diese Frage ineine Form zu bringen, die der Unstetig
keit der Erbanlagen Rechnung tragt. Die einzige, mit unserem 
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vererbungswissenschaftlichen Erkenn tnisstand _ verein bare Form ulierung 
der Hypothese der Vererbung erworbener Eigenschaften ist offenbar 
diese: Trittim Phiinotypus einesOrganismus (wiihrend dessen individuellen 
Lebens) als A npassungserscheinung eine Abweichung vom durchschnitt
lichen Typus ein. ~o entsteht in den Keimzellen dieses Individuums eine 
Wahrscheinlichkeit fur eine Mutation. die den Genotypus der Nachkommen 
in einer der anfiinglichen phiinotypiscne-n Abweichung iihnlichen Weise 
veriindert. Man beachte. daB die anfangliche phanotypische Anpassung 
hinsichtlich der Starke ihrer Ausbildung stetiger Abstufung fahig ist. 
Foiglich kann sie nur eine (gleichfalls stetig variable) Wahrscheinlichkeit 
fiir eine unstetige Anderung des 'Genotypus bewirken. 

Ich mochte bekennen. daB ich die Hypothese in dieser Formulierung 
(die ja so naheliegend ist. daB sie wohl auch von anderer Seite schon 
vorgetragen sein· diirfte) fiir nicht nur noch nicht empirisch widerlegt. 
sondem sogar fiir sehr wahrscheinlich halte. DaB ihre positiveexperi
mentelle Bestatigung sehr schwer zu erreichen ist.das ist genau das, was 
man vemiinftigerwcise erwarten muB. Innerhalb einer einzigen Generation 
konnen nur sehr schwache Vererbungswirkungen der Anpassungserschei
nung zustande kommen. Ohne unsere modeme Kenntnis der unstetigen 
Variabilitat der Erbanlagen konnte man also vermuten. daB der Nach
kommenschaft eine ganz schwache und geringfugige Modifikation vererbt 
wiirde. Da aber in Wahrheit aus Dnstetigkeitsgriinden eine Veranderung 
des Genotypus nicht beliebig .. klein" ausfallen kann. vielmehr nur die 
zwei Moglichkeiten entweder keiner oder einer schon erheblichen Abande
rung bestehen. so muB sich die Schwachheit des Effektes in der Form 
zeigen, daB eben die Wahrscheinlichkeit einer so1chen Mutation sehr klein 
ist; ein positiver Ausfall des Experimentes mufJ statistisch sehr selten sein. 
Dnter diesem Gesichtspunkt betrachtet. scheinen mir die bisherigen 
Experimente nicht endgiiltig gegen die Hypothese zu entscheiden1. 

Nachdem wir aus den zusammengestellten Tatsachen die "Oberzeugung 
gewonnen haben. daB die Organismen mikrophysikalische Systeme und 
ihre letzthin steuernden Reaktionen atomare Prozesse seien. gewinnen 
gewisse beriihmte. ins philosophische Gebiet hiniibergreifende Fragen 
der Biologieein vollig verandertes Aussehen. 

Das grundsatzliche Glaubensbekenntnis einer bestimmten Epoche 
der Biologie hat durch DU BOIS-REYMOND eine glanzende. an Klarheit 
und SchOnheit nicht zu iiberbietende Formulierungerhalten. N ath 
DU BOIS-REYMONDScher Vorstellung konnte der .. LAPLAcEsche Geist" 
- der in seiner rein quantitativen. nicht qualitativen "Oberlegenheit gegen
iiber dem menschlichen Naturforscher alles bereits weiB. was mensch
Hche Forscher jetnals in Zukunft wissen werden oderwissen konnten -

1 Die heutige al~gemeine Ablehntmg diesel" Hypothese stiitzt sich 
iibrigens wahl zum graBen Tei! auf die anscheinend recht verbreitete. aber 
durchaus irrige Meinung. daB diese Hypothese mit der Tatsache der Un
stetigkeit der Erbanlagen von vornherein logisch unvereinbar seL 
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die zu erwartenden Reaktionen eines Menschen oder Tieres auf be
stimmte auBere Einflusse ex.akt und eindeutig vorausberechnen. Das Ver
halten des Organismus unter gegebenen auBeren Bedingungen soUte 
also in grundsatzlich gleicher Weise wie die Planetenmechanik eindeutig 
determiniert sein. Erkennen wir jetzt die makroskopischen Reaktionen 
eines Organismus als gesteuert durch atomare Prozesse, die ihrerseits nur 
statistischen Gesetzen unterworfen sind, so mussen wir die DU Bms
REYMONDSche Vorstellung als schlechthin unzutreffend erachten; es ist 
dann auch das Gesamtverhalten des Organismus lediglich in statistischem 
Sinne festgelegt, derart, daB nur etwa in einer Herde vieler gleichartiger 
Organismen, die gleichartigen Bedingungen ausgesetzt sind, ein deter
miniertes mittleres Verhalten zustande kommt. (Es sei vorweg bemerkt, 
daB wir spater sogar auch eine solche nur statistische Determinierung 
noch mit einschrankenden Fragezeichen versehen werden.) 

Diese Feststellungen lassen das Problem der Willensfreiheit in einem 
neuen Lichte erscheinen - ein Problem, urn welches so viele Erorte
rungen gefUhrt worder sind, und welches eigentlich nicht ein einzelnes 
Problem, sondern einen ganzen Komplex ineinander ·verwobener Probleme 
darstellt. Eine Fulle verschiedener hierher gehoriger Fragestellungen ist 
aufgestellt und diskutiert worden; zu allseitig anerkannten Antworten 
ist man allerdings nicht gelangt. Wenn wir von unseren neuen Erkennt
nissen aus dieses Probl~m wieder aufnehmen, so ist keineswegs zu ver
langen, daB die von uns behandelte Fragestellung nun genau uberein
stin!mt mit einer schon seit langem formulierten Frage. Selbstverstand
lich ist es so, daB der groBte Teil der unter diesem Schlagwort disku
tierten Fragestellungen von einer vertieften Erkenntnis aus nicht so 
oder so zu beantworten, sondern vielmehr als unsachgemii/3e, sinnlose 
Fragestellung zu erkennen und abzulehnen sein wird; es ist ja eine all
gemeine Erscheinung, daB in schwierigen Problemkomplexen nicht etwa 
die sinngemaBen Fragestellungen schon lange fertig formuliert sind, 
bevor die Antworten gefunden werden; sondern die sachgemaBe Frag~
stellung und deren Beantwortung stehen in engstem zeitlichen und 
logischem Zusammenhang. 

Fur die naturwissenschaftliche Betrachtung der Probleme durfte der 
eigentliche Knotenpunkt darin liegen, daB der Begriff der Willensfreiheit 
- der naturlich noch ebensosehr wie die teleologischen Begriffe der 
Biologie einer positiven fortschreitenden Klarung bedarf - die Ver
knupfung herstellt zwischen Cler aus atomphysikalischen Erkenntnissen 
erschlossenen akausalen U ndetm-miniertheit der steuernden Reaktionen 
einerseits und der Finalitiit dieser Reaktionen andererseits. Denn fUr 
eine unvoreingenommene Betrachtung wird schwerlich ein AnlaB be
stehen, der Vermutung einer engen psychophysischen Parallelitiit aus
zuweichen, welche· insbesondere vermuten laBt, daB eine· Parallelitat 
besteht zwischen dem subjektiven Gefuhl deJ: Willensfreiheit und der tat
sachlichen qhantenphysikalischen Akausalitiit der entsprechenden physio-
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logischen Prozesse. Wir spuren' aber in unserer inneren Erfahrung den 
Vorgang der freien Willensentscheidung als ein Mittel, unter verschie
denen moglichen Reaktionsweisen die zweckmiif3igste auszuwiihlen. Man 
muB sich daran gewohnen, solche primitive, aber grundlegende Tat
sacben der Empirie fur bedeutungsvoller zu halten, als die Vorurteile, 
die sich aus veralteten Doktrinen ergeben; und wir mochten uns nicht 
scheuen auszusprechen, daB wir in dieser allgemeinen psychologischen 
Erfahrung eine ausreichende Unterlage erblicken fur die Dberzeugung, 
daB die quantenphysikalische Akausalitat Raum schal/t fUr die Ent
faltung der finalen Reaktionen. 

baB keinerlei Veranlassung besteht, in der Verfolgung solcher Ge
dankengange - die wir als Resultat einer unvoreingenommenen Tat
sachenbetrachtung unter Anwendung der erkenntnistheoretischen Grund
siitze des Positivismus ansehen - etwas irgendwie Mystisches oder Meta
physisches zu sehen, mag endlich unterstrichen werden durch folgende Be
merkung. Wir haben integrale Gesetze (im Unterschied von den differen
tiellen Nahewirkungsgesetzen) als die vermutliche mathematische Formu
lierungsweise der organismischen Ganzheits-Vorstellung erkannt. Eine 
Verknupfung dieser Einsicht mit der .weiteren Feststellung, daB die 
Organismen als mikrophysikalische, quantenphysikalische Systeme zu 
betrachten seien, deutet sich darin an, daB auch die Quantenphysik in 
gewissem Umfang einen Verzicht auf die Nahewirkungsidee -vollzieht 
und Integralformulierungen anwendet. So unterliegen z. B. in der 
SCHRODINGERSchen Theorie des Wasserstoffatoms zwar die Eigen
funktionen einer Dil/erentialgleichung (SCHRODINGER-Gleichung), aber 
die mit der Erfahrung zu vergleichenden GroBen haben vorwiegend die 
Gestalt von I ntegralen: man denke an die als M atrixelemente zu be
rechnenden Ubergangswahrscheinlichkeiten. Der bemerkenswerte "Ganz
heits"-Charakter dieser Formulierungen ist von SCHRODINGER schon 
vor geraumer Zeit betont worden. 

Die oben gestreifte Frage nacho der Zuruckluhrbarkeit der biologischen 
GesetzmaBigkeiten auf physikalische kann ubrigens auch noch in 
folgender Weise sinnvoll prazisiert werden. Wird eine vollstandige 
Erfassung der biologischen Phanomene moglich sein an Hand derjenigen 
GesetzmaBigkeiten, welche wir in der anorganischen Natur studieren 
kOnnen? Die sehr weitreichende Kenntnis, die wir seit der Quanten
mechanik von den anorganischen Naturgesetzen besitzen, macht die so 
formulierte Frage zwar nahezu gleichbedeutend mit der Frage der 
Zuruckfuhrbarkeit der Biologie auf die Quantenmechanik. Aber es 
durfte nutzlich sein, auszusprechen, daB wir in den organischen Phano
menen unserer Dberzeugung nach nicht lediglich einen sehr komplizierten 
Anwendungsfall anorganischer GesetzmaBigkeiten vor uns haben; daB 
vielmehr die angemessenere Auffassung die sein durfte, daB die an
organischen Phanomene und GesetzmaBigkeiten ein vereinlachter Grenz
tall der organischen sind, gekennzeichnet durch ein Minimum von 
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integraler Ganzheitsbildung, welches die Akausalitat der atomaren Reak
tionen zu der durch die statistischen Gesetze der Quantenmechanik 
beschriebenen Zusammenhanglosigkeit degcnerieren laBt; durch sta
tistische Mittelbildung kommt dann als Gesamtresultat vieler atomarer 
Einzelprozesse der kausale Ablauf makrophysikalischer Vorgange zu
stande. Wir mikhten also in den biologischen Gesetzen, die uns auch 
von der Seite der psychologischen Erfahrung aus zuganglich sind, gegen
tiber den anorganischen das Umfassendere und Allgemeinere sehen. 

BOHR hat die vermutlichen Grenzen der Anwendbarkeit unserer 
quantenphysikalischen Kenntnisse auf die Organismen in folgenden 
Sat zen bezeichnet: "Dennoch dtirfte auch die Quantenmechanik noch 
nicht gentigend von der unseren Anschaungsformen angepaBten Be
schreibungswelse der klassischen Physik entfernt sein, urn die charakte
ristischen GesetzmaBigkeiten des Lebens bewaltigen zu konnen." -
"Kurz konnte man vielleicht sagen, daB die Quantenmechanik das 
statistische Verhalten einer gegebenen Anzahl von Atomen unter wohl
definierten auBeren Bedingungen betrifft, wahrend wir den Zustand eines 
lebendigen Wesens nicht im atomaren MaBstabe definieren konnen." 

§ 3. Der Aufbau der realen Welt. 
I. Komplementaritat und Beobachtung. Die gewohnliche Auf

fassungsweise der physikalischen Erkenntnis ist gelegentlich durch 
PLAC-;CK 1 in eindrucksvoller \Veise formuliert worden; es mag erlaubt 
sein, diese Formulierung hier ungektirzt wiederzugeben: 

"Der Positivismus, konsequent durcbgefiihrt, leugnet den Begriff 
und die Notwendigkeit einer objektiven, d. h. von der Individualitat 
des Forschers unabhangigen Physik. Er ist gezwungen, das zu tun, weil 
er grundsatzlich keine andere Wirklichkeit anerkennt, als die Erlebnisse 
der einzelnen Physiker. Ich brauche nicht zu sagen, daB mit dieser 
Feststellung die Frage, ob der Positivismus zum Aufbau der physikali
schen Wissenschaft gentigt, unzweideutig beantwortet ist; denn eine 
Wissenschaft, die si~h seIber das Pradikat der Objektivitat prinzipiell 
aberkennt, spricht damit ihr eigenes Urteil. Die Grundlage, die der 
Positivismus der Physik gibt, ist zwar fest fundiert, aber sie ist zu schmal, 
sie muB durch einen Zusatz erweitert werden, dessen Bedeutung darin 
besteht, daB die Wissenschaft nach Moglichkeit befreit wird von den 
Zufalligkeiten, die durch die Bezugnahme auf einzelne menschliche 
Individuen in sie hineingebracht werden. Und das geschieht dUrch einen 
prinzipiellen, nicht durch die formale Logik, sondern durch die gesunde 
Vernunft gebotenen Schritt ins Metaphysische, namlich durch die Hypo
these, daft unsere Erlebnisse nicht seIber die physikalische Welt ausmachen, 
daft sie vielmehr uns nur Kunde geben von einer anderen Welt, die hinter 

1 PLANCK, M.: Positivismus und reale AuBenwelt. Leipzig 1931. 
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ihnen steht und die unabhangig von uns ist, mit anderen Worten, dafJ eine 
reale A ufJen'7.£'elt existiert." 

Es schein. kaum n6tig, dieser gUinzenden Darlegung noch etwas 
hinzuzufiigen: sie bringt in klassischer Kiirze das zum Ausdruck, was 
ganz allgemein von den Physik ern bis auf unsere Tage hin (trotz MAcHs 
warnender Kritik) als diskussionslos feststehend angesehen wurde -
namlich, da13 die reale AufJenwelt etwas von unseren unmittelbaren 
Erlebnissen durchaus Verschiedenes sei, beispielsweise in dem Sinn, daB 
Farben und Tone nicht zu realen Au13enwelt geh6ren, indem es in der 
realen physikalischen Welt nur die entsprechenden elektromagnetischen 
Wellen oder Luftschwingungen gibt. Bei dieser Auffassung wird es als 
eigentliches Ziel der physikalischen Forschung angesehen, den "bunten 
Schleier" der Erlebniswelt zu durchstofJen und dahinter die verhiillte reale 
Welt der objektiven Wahrheit aufzusuchen. 

Die positivistische Erkenntnistheorie fiihrt zu einer wesentlich anderen 
Beurteilung der Lage; doch ist ihre diesbeziigliche Stellungnahme haufig 
mi13verstanden worden. Ein sehr verbreitetes MiBverstandnis ist, daB 
nach positivistischer Betrachtungsweise die Existenz einer "realen A ufJen
welt" zu verneinen sei. Die Negierung einer sinnlosen Aussage ergibt aber 
wieder eine sinnlose Aussage; die Behauptung der Nichtexistenz einer 
"realen AuBenwelt" ist also nicht sinnvoller als die Behauptung ihrer 
Existenz. Das eine wie das andere ist "weder richtig noch lalsch, sondern 
sinnlos, sofern es nicht - als symbolische Aussage - durchErlaute
rungen und Definitionen einen verabredungsgemafJ hineingelegten Sinn 
erhalt. Man kann also nicht sagen: nach positivistischer Auffassung 
(wie sie hier gemeint ist) ist die ganze Welt nur mein Vorstellungsinhalt, 
welchem keine objektive Realitat entspricht. Sondern nach positi
vistischer Auffassung ist zu sagen: es ist kein Experiment vorstellbar, 
durch welches man Aussagen solcher Art beweisen oder widerlegen 
k6nnte; solche Aussagen sind also als sinnlos auszuschliefJen aus dem 
wissenschaftlichen System. 

Vor dieser einfachen Erkenntnis sind selbst die W ortfiihrer des 
Positivismus vielfach zuriickgeschreckt. PETZOLDT z. B. formuliert den 
sinnlosen Satz: "So gewifJ wir der Welt Existenz unabhiingig von uns 
und von jedem BewufJtsein zuschreiben miissen, so wenig darf die Frage 
nach den Qualitaten dieser unabhangigen Welt gestellt werden." Und 
als bezeichnend fiir die landlaufige Vorstellung yom Positivismus kann 
der in einer Polemik gegen den Positivismus formulierte, angeblich die 
konsequente positivistische Auffassung aussprechende, weder richtige 
noch falsche, sondern sinn lose Satz angesehen werden, "da13 bei jedem 
Augenschlie13en ... die Welt in das Nichts versinkt und beim Offnen 
der Augen wieder aus dem Nichts entsteht". Tatsachlich aber ist bei 
folgerichtig-radikaler Durchfiihrung der positivistischen Betrachtungs~ 

weise nach dem AugenschlieBen als unmittelbar sinnvolle, nichtsym
bolische und auf die Gegenwart beziigliche Aussage lediglich die zu 
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machen, daB man nichts mehr sieht: das ist jetzt die erschOPlende Be
schreibung des optisch-sinnlichen Erlebens. Lasse ich jedoch auch 
symbolische Aussagen zu, so kann ichdie gleichfalls primar sinnvolle, 
aber auf die Zukunlt beziigliche Aussage. daB ich beim Augenoffnen die 
Welt wiederzusehen bestimmt erwarte, ,in die Form einer formal auf die 
Gegenwart bezogenen symbolischen Aussage set zen : "Die Welt existiert 
wahrend des AugenschlieBens weiter." 

Halten wir also daran fest, daB alle Aussagen iiber die "reale AuBen
welt" nur dann und nur insolern einen Sinn haben, als es moglich ist, 
sie als symbolische Aussagen in bezug auf Erlebbares zu interpretieren. 
Nach diesem Grundsatz miissen alle Aussagen gepriift werden, die iiber 
die "reale AuBenwelt'" gemacht werden: sie werden sich dann entweder 
als sinnlos erweisen, oder sie werden, indem ihnen eine klare Interpretation 
gegeben wird, einen positiven, deutlich erklarbaren Sinn gewinnen. 

Betrachten wir also in dieser Weise die These, "daf3 eine reale Auf3en
welt existiert". Wiirden wir diese These so stehen lassen, wie sie in der 
obigen, von einem andersartigen Standpunkt ausgefiihrten Darlegung 
PLANCKs hingestellt wurde, so konnten wir sie weder fiir falsch noch fUr 
richtig erklaren, da sie in dieser Form mit Begriffen operiert, fUr welche 
wir eine sinnvolle Definition nicht zu geben vermogen. Aber wir wiirden 
dem von PLANCK erlauterten Gedankengang tatsachlich nicht gerecht 
werden, wenn wir uns mit einer solchen Stelbmgnahme begniigen wollten. 
Unsere Aufgabe ist vielmehr, aus der mit metaphysischen Begriffen 
arbeitenden Formulierung den positiven Kern herauszuschalen und den 
eigentlichen Inhalt des in einer (fiir unsere Auffassung) unzuliissigen 
Form Gesagten durch die Methode unserer erkenntnistheoretischen 
Besinnung zu deutlicherem Ausdruck zu bringen. In der Tat steckt nun 
in der von PLANCK vorgefUhrten These eine Behauptung, welche auch von 
unserem Standpunkt aus durchaus "sachhaltig" ist. Namlich folgende 
Behauptung: Die durch die physikalische Forschung konstruierte "physi
kalische Realitiit" ist eindeutig bestimmt (oder genauer: konvergiert in 
ihrer fortschreitenden Entwicklung gegen ein eindeutig bestimmtes 
Endresultat) . 

Diese Formulierung hat vor dem Verfasser bereits CAR NAP gegeben. 
Sie laBt besonders deutlich erkennen, daB die Tendenz unserer erkenntnis
theoretischen Methode eine aulbauende und positiv kliirende ist: die wirk
lichen Probleme, die in der Idee der "realen AuBenwelt" stecken, sollen 
nicht etwa beiseite geschoben oder in ihrer Bedeutung verkannt und 
verkleinert werden. Sondem im Gegenteil ermoglicht es unsere erkennt
nistheoretische Besinnung, den Problemen eine klare Form und einen 
der weiteren wissenschaftlichen Untersuchung faBbaren, deutlichen 
Inhalt zu geben. Unabhiingig davon, ob wir mit dem Begriff der "realen 
AuBenwelt" noch ungeklarte metaphysische Nebengedanken verbinden, 
oder uns zu der hier vertretenen Auffassung entschlieBen (und vielleicht 
das neutralere Wort "physikalische Realitat" zur Bezeichnung des 
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Gemeinten vorziehen), in beiden Fallen ist der entscheidende Punkt die 
Frage nach der eindeutigen Konstruierbarkeit dieser "physikalischen 
Realitat" aus den Ergebnissen unserer physikalischen Experimente. 

Aber die altere Auffassung, wie sie in PLANCKs glanzender Formu
lierung zum Ausdruck kommt, ist geneigt, diese eindeutige Konstruier
barkeit als etwas ganz Unproblematisches, S,elbstverstan<niches, a priori 
Gesichertes anzusehen; unsere Besinming, die zu einer Umwandlung der 
Idee der "realen AuBenwelt" in eine sinnvolle, d. h. richtige oder falsche 
Behauptung fiihrte; bringt uns nachdriicklich zum BewuBtsein, daB die 
Richtigkeit dieser Behauptung nicht als selbstverstandlich vorausgese.tzt, 
sondem vielmehr bewiesen werden mu{3. Ob und in weIchem MaBe die 
eindeutige Konstruierbarkeit einer re"alen' AuBenwelt besteht, das ist 
eine Frage, die aus der experimentellen Forschung heraus (undaus der 
kritischen Priifung der methodischen Grundsatze dieser experimentellen 
Forschung) zu entscheiden ist. 

Fiir das so formulierte "Realitatsproblem" gibt die klassisch-makro
skopische Physik innerhalb ihres Giiltigkeitsbereichs eine entschieden 
positive Antwort. Diese Antwort ist so entschieden positiv, daB es danach 
yom klassischen Standpunkt aus geradezu als eine iiberfliissige Spitz
findigkeit erscheinep. muB, das Realitatsproblem iiberhaupt als Problem 
hinzusteIlen: unsere diesbeziigliche erkenntnistheoretische Besinnung 
konnte von der klassischen Physik aus als nutzlose Gedankenspielerei 
betrachtet werden. Fiir die Dberzeugung von der Notwendigkeit unserer 
positivistischen Betrachtungsweise ist es deshalb eine Stiitze von ent
scheidendem Wert, daB die Quantenphysik durch die Aufdeckung der 
Komplementaritat die klassische Beantwortung des Realitatsproblems 
als nur im M akrophysikalischen zutreffend erweist. 

Wenn wir unsere Beobachtungsergebnisse betreffs der Bewegung eines 
Planeten beschreiben, so geben wir dieser Beschreibung zusammen
fassend eine solche Gestalt, daB wir dem Planeten eine obiektive Bahn 
zuschreiben. Wir machen uns in dieser Darstellung unserer Beobach
tungsresultate vo1lig frei von einer Bezugnahme auf die einzelnen kon
kreten Beobachtungsakte, bei welchen zu bestimmter Zeit durch ein Fem
rohr von bestimmter Richtung der Planet gesehen oder photographiert 
wurde. Denn wir haben die wohlbegriindete Dberzeugung, daB fiir 
unseren beabsichtigten Zweck - die V orhersage der Resultate kiinftiger 
Beobachtungen - eine Kenntnis der einzelnen friiheren Beobachtungs
akte gar nicht niitig ist: Wenn wir die objektive Beschreibung der Planeten
bahn gewonnen haben (also die Konstruktion einer mathematischen 
Kurve, die der Planet mit bestimmter zeitabhangiger Geschwindigkeit 
durchlauft), dann diirfen wir vergessen, durch welche konkreten Be
obachtungsakte wir die Kenntriis dieser objektiven Bahn gewonnen 
haben; aIle zu machenden Vorhersagen leiten wir namlich ausschlie{3Hch 
aus diesem obiektiven V organgsbilde ab, ohne sptl.ter noch .einmal an die 
friiheren Beobachtungsakte als solche zuriickzudenken. 

Jordan, Quantentheorie. 20 
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Entsprechendes gilt von allen Gegenstanden der makrophysikalischen 
Untersuchung. So pflegen wir elektrische Beobachtungen darzustellen 
in einem objektiven Vorgangsbild, welches die Feldstarken <f, .p als 
Funktionen des Ortes und der Zeit angibt. Auch hier ist die Vorstellung 
berechtigt, daB der objektive Zustand oder Vorgang als solcher unab
hangig von den Beobachtungsakten da ist; die vorgenommenen Beobach
tungsakte dienen nur dazu, uns die sowieso vorhandenen objektiven 
Tatsachen bekannt zu machen, eine Abhangigkeit dieser objektiven 
Tatsachen von den Beobachtungsprozessen dagegen: besteht ausdriick
lich nicht, und die Vorhersage kiinftiger Beobachtungen stiitzt sich aus
schlieBlich auf das objektive Vorgangsbild, ohne daB es dabei noch 
notig ware, zu wissen, durch welche konkreten Beobachtungsakte unsere 
Kenntnis des objektiven Vorgangs erreicht wurde. (Nur wenn wir etwa 
die Zuverlassigkeit dieser Beobachtungen bezweifeln, werden wir sie 
nachpriifen miissen.) Diese Moglichkeit, uns die physikalischen Vorgange 
in objektiven Vorgangsbildern vorzustellen, derart, daB eine vollkommene 
Trennung erreicht wird zwischen den unmittelbar erlebten Beobachtungs
akten einerseits und den als unabhangig von den Beobachtungsakten 
existierend gedachten objektiven Vorgangen - diese Moglichkeit be
deutet offenbar die entschiedenste Bejahung der These, dafJ eine obiektive 
Welt eindeutig konstruierbar sei. 

Unentbehrliche Unterlage fiir diese "Obiektivierbarkeit" der Physi
kalischen Vorgange ist die klassische Kausalitat: diese Feststellung ist 
als der berechtigte, bleibende Kern der KANTschen Behauptung einer 
apriorischen Notwendigkeit des Kausalitatsprinzips anzusehen (nach 
HEISENBERG). Nur kausal determinierte Beobachtungsinstrumente er
lauben uns einen .eindeutigen RiickschluB yom Beobachtungsergebnis auf 
den beobachteten objektiven Vorgang; konnen wir uns auf eine derartige 
Zuverlassigkeit der Messungsinstrumente nicht verlassen, so wird eine 
Trennung von Beobachtungsergebnis und objektivem Tatbestand 
unmoglich. 

Weitere unentbehrliche Voraussetzung fiir klassisch-physikalische 
Konstruktion der objektiven Wirklichkeit ist aber die Stetigkeit aller 
physikalischen Ablaufe. Denn nur dieses - in det ganzen klassischen 
Physik als erfiillt angenommene - Prinzip der Stetigkeit macht eine 
Idealisierung erlaubt, ohne deren grundsatzliche Anwendbarkeit wiederum 
das ganze Gebaude unmoglich ware. Jede physikalische Messung erreicht 
nur eine endliche, Genauigkeit .. und nur das Stetigkeitsprinzip ermoglicht 
es, auch aus ungenauen M essungen noch Schlusse zu ziehen - freilich 
nur ungenaue Schliisse; aber ohne ·das Stetigkeitsprinzip konnten wir 
aus ungenauen Messungen uberhaupt nichts erschlieBen. Gestiitzt auf 
das Stetigkeitsprinzip jedoch diirfen wir die nur endliche Genauigkeit 
·aller Messungen als etwas ansehen, was nur praktisch und nicht grund
satzlich bedeutsam ist: fUr grundsatzliche Erwagungen stellen wiruns 
idealisierend vor, daB absolut exakte Messungen moglich waren. 
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Die Bedeutung dieses Punktes tritt noch deutlicher hervor, wenn wir 
uns. klar machen, daB jeder Beobachtungs- und MessungsprozeB eine 
physikalische Wechselwirkung zwischen M ef3instrument und Beobachtungs
gegenstand erfordert. Ein Thermometer, eine elektrische Probeladung 
oder MeBspule, oder etwa ein die RadioweIlen "beobachtender" Radio
apparat bieten handgreifliche Beispiele fiir die ganz allgemeine Tatsache 
dar, daB in jedem Messungsakt zugleich mit der Beeinflussung des MeB
instrumentes durch das Beobachtete auch eine riickwirkende Beeinflus
sung des Beobachteten durch das MeBinstrument erfolgt. Diese "Ruck
koppelung" des MeBinstrumentes mit dem Beobachtungsobjekt lieferl 
eine Grenze der MeBgenauigkeit; die idealisierende Vorstellung, daB es 
absolut exakte Messungen gabe, verlangt also insbesondere die Annahme 
einer verschwinden<;l klein en Riickkoppelung bei diesen Messungen. Urn 
aber die Riickkoppelung unbegrenzt verkleinern zu konnen, muB man 
eine unbegrenzte Verfeinerung der M ef3instrumente durchfiihren konnen: 
In bedeutungsvollster Weise zeigt sich hier das Stetigkeitsprinzip als 
Unterlage der in der klassischen Physik vollziehbaren eindeutigen Kon
struktion von obiektiven V orgiingen, als deren Gesamtheit sich die "reale 
A uf3enwelt" ergibt. 

Dertn wenn die Quantenphysik nunmehr elementare physikalische 
Unstetigkeiten als ein Grundelement aller in ihren feineren Einzelheiten 
verfolgten Geschehnisse erweist - die gesamte Atomistik der Materie 
und des Lichtes ist ja nur ein spezieller Al,lsfluB dieser Unstetigkeiten in 
den Quantenerscheinungen -, so wird hierdurch und durch die damit 
unvermeidbar werden de Lockerung der klassischen Kausalitat zu nur 
statistischer Gesetzlichkeit auch die klassische Obiektivierbarkeit der physi
kalischen Vorgiinge aufgehoben. 

In der makroskopischen Physik kann m~m durch Wahl hinreichend 
feiner Instrumente die Riickwirkung auf das Objekt· beliebig schwach 
machen und somit aus den BeobachtungsresuItaten eliminieren (was sich 
in der Praxis oft auch durch eine rechnerische Korrektur der durch Riick
koppelung schwach gefalschten ResuItate bewerkstelligen laBt). 1st 
aber das untersuchte Objekt seIber von atomarer Feinheit, so entfaIIt 
die Moglichkeit, noch /einere MeBinstrumente als das Objekt selbst zu 
wahlen; wir miissen ja nach dem oben Gesagten sogar eine makroskopische 
Grobheit der Instrumente beibehaIten, urn ihr exakt kausales Funktio
nieren sicher zu stellen. Es ergibt sich unausweichlich, daB jede messende 
Beopachtung mit einem nicht zu vernachlassigenden Eingri// in das 
Objekt naturgesetzlich verbunden ist. 

Wir haben in Kapite12, § 6 an einfachen Beispielen und spater in Ka
pitel3 in allgemeiner Form dargelegt (statistische Transformationstheorie), 
was mit: dem Worte "Komplementaritiit" gemeint sein solI. Die Quanten
physik hat uns zu der wunderbaren Eiilsicht gefiihrt, daB· der Fort/all 
der klassischen Obfektivierbarkeit keineswegs ein Hindernis bildet fiir die 
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F ormulierung physikalischer N aturgesetze in klarster und prazisester, 
also mathematischer Form. Die unvermeidbare Riickkoppelung, die bei 
jedem mikrophysikalischen Messungsakt eine eingreifende Beeinflussung 
des Objekts bedingt, fiihrt keineswegs dazu, daB exakte, klare Messungen 
iiberhaupt unmoglich werden. Sondem wir konnen jede der verschiedenen 
(je durch einen hermitischen Operator dargestellten) meBbaren GroBen 
an einem atomaren Objekt zum Gegenstande einer Messung machen, 
die wir (wiederum idealisierend) als ganz exakt denken diirfen. Der 
durch die Riickkoppelung bedingte storende Eingritt wird dabei auf die 
komplementiire GroBe verlegt, die damit der gleichzeitigen Beobachtung 
prinzipiell entzogen wird. Wirkonnen aber in dieser Situation auch den 
sozusagen positiven Teil des Beobachtungsaktes nicht mehr, wie im 
klassischen Fall, als bloBes Zurkenntnisnehmen eines sowieso vorhandenen 
Tatbestandes ansehen. Wenn wir den Ort eines Elektrons gemessen haben, 
so ist der zugehorige I mpuls vollig undefiniert geworden; eine nunmehr 
erfolgende Impulsmessung kann nicht mehr in sinnvoller Weise aufgefaBt 
werden also bloBe Feststellung eines bereits vorhandenen objektiven 
Tatbestandes; sondem erst der neue Beobacbtungsakt schattt eine 
Definiertheit des Impulses. Ebenso .bedeutet die Ortsmessung am 
Elektron die Ausiibung eines Zwanges, einen (irgendeinen!) definierten 
Ort anzunehmen - die Vorstellung, daB schon vor diesem Experiment 
der Ortsmessung ein definierter Ort vorhanden gewesen und lediglich fiir 
uns unbekannt gewesen sei, kann nicht durchgefiihrt werden. Besonders an
schaulich liegen die Verhaltnisse wiederum beim polarisierten Lichtquant 
(vgl. Kapitel 2, § 6, I): Es ist nicht moglich, der GroBe (y), die unseren 
friiheren Verabredungen gemaB die Eigenwerte + 1 und -I hat (ent
sprechend Reflexion oder Durchgang durch den "Nicol x, y"), schon 
vor dem Experiment der Anwendung des Nicols einen stets definierten, 
wenn auch noch unbekannten objektiven Wert zuzuschreiben. Erst im 
Beobachtungsakt selber nimmt die gemessene Grope einen definierten Wert 
an. Die fUr dIe klassische Vorstellungsweise charakteristische Trennung 
von. Beobachtungsakt und objektivem Tatbestand wird undurchfUhrbar; 
und das Denken in objektivierten Vorgangsbildem verliert seine Giiltig
keit: Die Gesetze der Quantenmechanik stellen eine direkte Verbindung 
her zwischen den Resultaten aufeinanderfolgender Beobachtungsakte, 
ohne daB ein objektives Vorgangsbild dazwischen geschaltet wird. Die 
Unmoglichkeit einer solchen Zwischenschaltung - bei einem Elektron 
gibt es keine "objektive Bahn", wie beim Planeten - gibt den Aussagen 
der Quantenmechanik einen _ eigentiimlich zerfetzten Charakter: Die 
Beobachtungsakte geben uns hier ottensichtz.ich nicht mehr "Kunde von 
einer anderen Welt, die hinter ihnen steht, und die unabhangig von uns 
ist": "Wahrend also die klassische Physik ein objektives Geschehen in 
Raum und Zeit zum Gegenstand hat, fUr dessen Existenz seine Be
obachtung vollig irrelevant war, behandelt die Quantentheorie Vorgange, 
die sozusagen nur in den Momenten der Beobachtung als raumzeitliche 
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Phanomene alifleuchten, und tiber die in der Zwischenzeit anschauliche 
physikalische Aussagen sinnlos sind"l. 

Die Unmoglichkeit, die Resultate der einzelnen Beobachtungsakte 
einem zusammenhiingenden objektiven Vorgangsbild einzuordnen, bedingt, 
daJ3 die Verkntipfung der Beobachtungsresultate nur einestatistische sein 
kann: erst durch Zusammenfassung zahlreicher wiederholter gleichartiger 
Serien von Beobachtungsakten bekommen wir ein Material, in welchem 
es RegelmaJ3igkeiten und gesetzliche ZusamIp.enhange gibt. 

Man kann, wenn man will, diese aus den Paradoxien der Quanten
physik erwachsene Situation als ein Scheitern der Hoffnungen betrachten, 
welche die vor uns gewesenen Generationen physikalischer Forscher 
gehegt haben; man kann den von uns durchgefUhrten Verzicht auf die 
klassische Realitatsvorstellung eben als einen Verzicht bewerten. Aber 
jedenfalls muJ3 demgegentiber auch die positive Seite unserer neuen 
Erkenntnisse gewtirdigt werden: Die Quantenphysik hat eine neue Jjorm 
des naturwissenschaftlichen Denkens geschatfen. 

Der radikalen Absage an die Realitatsvorstellung der bisherigen 
Naturwissenschaft steht eine neuartige Form naturwissenschaftlichen 
Vorstellens und Denkens gegentiber, die an Klarheit und mathematischer 
Prazision der alten gleichrangig ist, und die dort, wo wir in der feinsten, 
auJ3ersten Zerfaserung der physikalischen Erscheinungen denfesten Halt 
der klassischen Realitat verlieren, unsere Forschung nicht etwa endigen, 
sondern in neueroffnete Raume der Erkenntnis eintreten laJ3t. -

Urn MiJ3verstandnissen entgegenzutreten, sei noch bemerkt, daJ3 die 
von uns studierte quantenphysikalische Abhangigkeit der beobachteten 
Tatsachen von den Beobachtungsprozessen nicht das geringste zu tun 
hat mit der bekannten philosophischen Erwagung, daJ3 ohne'beobachtende 
Subjekte auch eine objektive Realitat nicht denkbar sei. Denn diese 
Erwagung solI ja fUr die Makrophysik ebenso gelten wie fUr die Mikro
physik; die uns hier beschaftigende Abhangigkeit ist aber etwas, was 
die Mikrophysik unterscheidet von der Makrophysik. 

2. Das Beobachtungsproblem in der lebenden Substanz. Die neuen 
Erkenntnisse, die wir betreffs des mikrophysikalischen Beobachtungs
problems gewonnen haben, lassen uns auch in der Biologie altbekannte 
Tatsachen unter veranderten Gesichtswinkeln sehen. Vor allem hat 
BOHR einen fundamentalen Gedanken ausgesprochen, der eine Tatsache, 
die uns vollkommen vertraut ist, die man aber bislang niemals fUr eine 
theoretisch und prinzipiell bedeutsame Tatsache zu halten eine Veran
lassung gefunden hatte, in einem ganz neuen Licht erblicken laJ3t. Namlich 
die einfache Tatsache, daJ3 jedem Versuch, die inneren Zustande eines 
Lebewesens genauer zu untersuchen, sehr enge Grenzen gezogen sind, 

1 HEISENBERG: Atomtheorie und Naturerkenntnis. Mitt. Univ.-Bundes 
Gottingen 16, 1 (1934). 
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wenn man eine Totung (oder mindestens Schadigung) des Lebewesens 
vermeiden will. BOHR vermutet auch hier ein naturgesetzliches Komple
mentaritiitsverhiiltnis, welches ein wesentliches Charakteristikum des 
Lebendigen sein diirfte: N ur die Leiche eines Organismus bietet sich 
beliebiger Untersuchung dar; das Leben selbst verhiillt sich der zu 
eindringlichen Beobachtung, und es erlischt, wenn es zu radikal ans 
Licht gezogen wird. Wir haben ja gelernt, den Vorgang der Beobachtung 
bei mikrophysikalischen Objekten nicht mehr, wie in der Makrophysik, 
als einen im wesentlichen nur im erkennenden Subjekt verlaufenden, das 
Obiekt gar nicht beriihrenden Vorgang anzusehen; wir wissen, daB der 
ProzeB der Beobach'tung einen Eingritt in das Obfekt selbst bedeutet, 
der, in zu brutaler Weise durchgefiihrt, ein lebendes Objekt schwer 
angreifen muB. 

Gegen diesen BOHRschen Gedanken ist von BLEULER1 eingewandt 
worden, daB mit der Zeit noch die Erfindung immer besserer Beobach
tungsinstrumente fiir die inneren Zustande des lebenden Organismus 
zu erwarten sei: "Schon jetzt kann man am lebenden Menschen die 
Herztatigkeit elektrisch kontrollieren oder in der Hirnrinde elektrische 
Funktionen nachweisen, die je nach ihrer Art verschieden lokalisiert sind, 
oder fiir einzelne Krankheiten, ja fiir Anstrengung der Aufmerksamkeit 
charakteristische Formen annehmen (BERGER, KORNMULLER)." 

MEYERHOF2 hat noch radikaler ausgesprochen, daB mit dieser Vor
stellung "die Methoden gerade der produktivsten physiologischen 
Forschung verkannt werden"; denn die Physiologie sucht "gerade das
jenige zu ermoglichen, was nach Annahme der Physiker undurchfiihrbar 
sein solI: den LebensprozeB gleichzeitig unverandert zu erhalten und 
zu untersuchen". 

Ich glaube aber, daB diese beiden hochverdienten Forscher, fiir deren 
Anschauungen betreffs der biologischen Grundprobleme ich im iibrigen 
die entschiedensten Sympathien hege, die von BOHR und mir vertretene 
These zu radikal aufgefaBt haben. Erstlich solI in keiner Weise verkannt 
werden, daB die Physiologie bislang tatsachlich ihre Aufgabe in der von 
MEYERHOF ausgedriickten Weise aufgefaBt hat, und da{l diese Aufgabe
stellung berechtigt und notwendig ist: Unbedingt muB die Beobachtung 
von unbeeinflu{lten Lebensvorgangen soweit durchgefiihrt werden, wie 
irgend moglich ist; und wesentliche Fortschritte werden in dieser Richtung 
noch zu erreichen sein. Zweifellos werden die Beobachtungsinstrumente 
fiir die organischen Ablaufe in der Zukunft noch viel feiner und erfolg
reicher gestaltet werden als heute. Es iragt sich j.edoch, ob diese Ver
feinerung und Vervollstandigung der Beobachtungen im Prinzip (in 
beliebig ferner Zukunft) beliebig weit getrieben werden kann, oder ob 
es auf Grund der Naturgesetze hierfiir bestimmte Grenzen gibt, denen 

1 BLEULER, E.: Vjschr. naturfoTsch. Ges. Ziirich 78; 152 (1933)· 
2 MEYERHOF, 0.: Abh. d. Friesschen Schule 6, 1 (1933)· 
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man sich immer besser annahern wird, die man aber niemals uber
schreiten kann. Von der heutigen biologischen Erfahrung allein aus
gehend, ware man schwerlich dazu gekommen, das ietztere fUr zutreffend 
zu halt en (oder uberhaupt diese Alternative in Erwagung zu ziehen). 
N achdem wir aber in der Physik - also in einer \Vissenschaft, die dank 
der verhaltnismaBigen Einfachheit der von ihr betrachteten Gegenstande 
zur vollkommensten, mathematisehen Priizision ihrer Ergebnisse gelangen 
konnte ~ gelernt haben, daB es in der Natur derartige Grenzen der 
Beobachtungsmoglichkeiten gibt, werden wir doch nicht umhin konnen, 
jedenfalls die Frage der Beobachtungsmoglichkeiten innerhalb der leben
den Substanz sehr viel vorsichtiger zu beuFteilen und ernstlicher zu 
prufen, als wir sonst geneigt gewesen waren. 

Es kann ubrigens auch bei einer naheren Prufung der heutigen und 
der verniinftigerweise zu erwartenden kunftigen Beobachtungsmethoden 
fUr die inneren Zustande eines Organismus keineswegs eine Ablehnung 
dieses BOHRschen Gedankens begrundet werden. Was die von BLEULER 
herangezogenen elektrischen Methoden betrifft, so liegt auf der Hand, 
daB es sich hier doch urn wesentlich "makroskopische" Effekte handelt, 
und daB - wie groB auch die kunftigen Erfolge dieser hOchst wichtigen 
und wunderbaren Untersuchungen sein mogen - es niemals moglich 
sein wird, derartige Methoden bis zur Erforschung des inneren Zustandes 
der einzelnen Hirnrindenzellen zu verfeinern. ,"'enn man, ohne den 
lebendigen Organismus zu zersehneiden, die Untersuchung seines inneren 
Zustandes bis zu hOchstmoglicher Vollkommenheit treiben will, so 
wird die Durehleuehtung immer ein unentbehrliches Hilfsmittet bleiben. 
Ware die erorterte BOHRsche These falsch, so soUte es also im Prinzip 
(d. h. ohne Verletzung von physikalischen und biologischen Natur
gesetzen, wenn auch vielleicht unter Voraussetzung einer die normale 
menschliche billionenfach ubertreffenden Intelligenz und technischen 
Geschicklichkeit) moglich sein, ohne Schadigung des Lebewesens die 
Untersuchung so weit zu treiben, daB bis zur messenden Beobachtungen 
der einzelnen Atome vorgedrungen und die durch die atomphysikalisehe 
Komplementaritat gesetzten Grenzen der Beobachtung erreicht wurden. 
Stellt man sich dies naher vor (denkt man insbesondere an die COMPTOX
schen RuckstOBe hv Ie, die sich bei solcher Durchstrahlung ergeben 
muBten), so wird man sich schwerlich der 'Obetzeugungskraft der BOHR
schen Vermutung entziehen konnen, daB diese Untersuchung das frag
liche Lebewesen in eine Leiche verwandeln wird; daB also eine biologisehe 
Komplementaritiit der Untersuchung des Lebewesens noeh viel engere 
Grenzen zieht, als bereits durch die Tatsache gesetzt sind, daB der 
Organismus sich aus Atomen zusammensetzt, und daB fUr jedes dieser 
Atome. die Gesetze der Quantenphysik gelten. 

Wo und wie diese Grenzen im einzelnen liegen, das kann natur
lich nur durch eingehende kunftige Forschungen ermitteIt werden -
wie denn uberhaupt die Erforschung dieser von BOHR konzipierten 
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biologischen Komplementaritat geradezu das Thema bilden durfte fur 
eine groBe und fruchtbare Epoche biologisch-physiologischer For
schung. Insbesondere kann heute wohl noch nicht entschieden wer
den, ob die bekannten, bei der zu medizinischen Zwecken durch
gefiihrten Durchleuchtung eintretenden Schadigungen bereits einen 
Hinweis auf die biologischen Beobachtungsgrenzen bilden, oder ob 
es sich hier nur urn sekundare, nicht prinzipielle Effekte handelt, deren 
weitgehender Reduktion kein naturgesetzliches Hindernis grundsatzlich 
entgegensteht. 

Es ist von philosophischer Seite oft versucht worden, das subjektive 
Ge/uhl der "Willens/reiheit" als nicht im Widerspruch mit der deter
ministischen Hypothese stehend nachzuweisen. Diese Betrachtungen 
sind mit der physikalischen Widerlegung der deterministischen Hypo
these gegenstandslos geworden; und man wird, wie von BOHR angedeutet 
wurde, im Gegenteil jetzt einen engen Parallelismus in der einerseits 
physiologischen und andererseits psychischen Beschreibung der Reak
tionen eines organischen Wesens vermuten durfen. Dies moge an dem 
Gedankenexperiment der moglichst vollstandigen "Beobachtung" des 
Zustandes eines Menschen erlautert werden, welches wir uns der An
schaulichkeit halber Langsam und Schritt fur Schritt ausgefuhrt denken 
wollen: Physiologisch bedingen die mit der Beobachtung verbundenen 
Eingril/e eine fortschreitende Abt6tung des Menschen, mit dem Endeffekt, 
daB tatsachlich eine moglichst vollkommene Beschreibung des Zustands 
zu einer Zeit t erreicht wird, und daB kausal deterministische Weiter
entwicklung dieses Zustands ("Verwesung") fur spatere Zeiten t' er
zwungen wird. Dabei geht die "Unterdruckung der Akausalitat" genau 
parallelel mit dem ProzeB der Abtotung. Beschreiben wir aber denselben 
Vorgang von t"er'psychischen Seite aus, so wird die schadigende Wirkung 
der physiologischen Eingriffe sich bemerkbar machen in Empfindungen, 
welche - ahnlich wie etwa diejenigen eines Fieberzustandes - das 
subjektive Ge/iihl der W illens/reiheit llihmend beein/lussen; und es scheint 
berechtigt, zu vermuten, daB sich dabei im einzelnen ein sehr voll
standiger Parallelismus bewahren wird zwischen dem physiologischen 
ProzeB der "Unterdruckung der Akausalitat" (durch "Beobachtung") 
und diesem psychischen ProzeB des Hinschwindens und schlieBlichen 
Erloschens der Willensempfindung. 

Diese Erwagungen erhalten eine Stutze durch eine genauere Be
trachtung des Problems der Willensfreihei~ von der Seite der psycho
logischen Erfahrung aus. Eine verbreitete und gelaufige Auffassung 
des Willensproblems argumentiert etwa folgendermaBen: Ein Mensch 
von bestimmtem Charakter wird hinsichtlich seiner Willensentscheidungen 
durch Motive zwangslaufig gelenkt; bei gegebenem. Charakter ~uB eine 
gegebene Situation mit Notwendigkeit· ganz bestimmte Willen sent
schlusse bedingen. Wir mussen uns bei der kritischen Prufung dieser 
Auffassung wieder an den obersten Grundsatz positivistischer Erkenntnis-
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theorie erinnem: Es ist sinnlos, die Existenz von etwas zu behaupten, 
was nicht irgendwie nachweisbar ist. Es ist unmoglich, zu erklaren, daB 
eine Determinienmg der menschlichen Handlungen durch Charakter 
und Motive besteht, wenn es nicht wenigstens ohne Widerspruch gegen 
die N aturgesetze denkbar ist, daB auf Grund genauer Beobachtung der 
vorhandenen Charaktereigenschaften und Willensmotive vorausgesagt 
werde, welche Handlungen in einem konkreten FaIle zu erwarten sind; 
und zwar eindeutig und exakt vorausgesagt, nicht nur qualitativ und 
wahrscheinlichkeitsmaBig, wie es der "Menschenkenner" tatsachlich 
kann. 

Die neuere Psychologie bietet aber tatsachlich Veranlassung, eine 
solche Vorherbestimmung als durch die Gesetze der Psychologie selbst 
verhindert anzusehen. Wir denken hier an die Grunderfahrungen der 
Psychologie der unbewufJten Prozesse: ohne uns in die vielen noch um
strittenen Fragen insbesondere der Psychoanalyse einzulassen, diirfen 
wir doch folgendes als gesicherte Tatsachen ansehen. Eine Voraus
bestimmung der menschlichen Willensentscheidungen kann im aIlge
meinen nicht gelingen ohne Kenntnis der Zustande im UnbewufJten der 
betreffenden Person. Eine psychologische Untersuchung und .Beobach
tung der Zustande des UnbewuBten ("BewufJtmachung") bedeutet aber 
einen Eingri/l sehr einschneidender Art, die Zustande des UnbewuBten 
werden dabei erheblich abgeiindert: hierauf beruht ja die psychoana
lytische Thera>pie, welche pathogene Komplexe eben durch BewufJt
machung zerstort. Wir haben hier also wieder eine ahnliche Situation, 
wie in der Quantenphysik: Es ist nicht moglich, die Beobachtungen, 
welche nach deterministischer Auffassung notig waren, urn die Unter
lagen der Voraussage zu liefem, tatsachlich durchzufiihren, ohne daB 
dabei eine die ganze Vorausbestimmung iiber den Haufen werfende 
Veranderung der beobachteten Zustande eintritt. 

3. Zwischenstufentheorie. Auch unabhangig von den durch die 
Psychologie des UnbewuBten erschlossenen tieferen psychologischen 
Vorgangen laden bekannte Tatsachen der psychologischen Alltags
erfahrung zu einem Vergleich psychologischer und quantenphysikalischer 
GesetzmaBigkeiten ein. Jedermann bekannt ist der primitive Umstand, 
daB die psychologische Selbstbeobachtung hinsichtlich ihrer Moglichkeiten 
und Leistungen begrenzt wird durch den Effekt, daB die diesbeziigliche 
Einstellung der beobachtenden Aufmerksamkeit seIber eine Modifi
kation des psychischen Gesamtzustandes bedeutet, und im allgemeinen 
Modifikationen auch speziell an den gerade zu beobachtenden Ablaufen 
hervorruft. Ein instruktives Beispiel dafiir bildet der ProzeB des Ein
schlafens, bei welchem ja die psychologische Selbstbeobachtung leicht 
soweit getrieben werden kann, daB die "hypnagogische" erste Oberleitung 
zum Traume noch einigermaBen beobacht~t werden kann. 1m weiteren 
Verlauf stellt sich jedoch ein unaufhebbares Verhaltnis komplementarer 
AusschlieBung heraus zwischen dem endgiiltigen Eintreten des Schlafes 
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und der Fortdauer bewuBter, beobachtender Denktatigkeit. Als ein 
anderes treffendes Beispiel ist hervorgehoben, daB Gemutsbewegungen 
(etwa Zorn) durch eine analysierende Selbstbeobachtung bis zur Zersta
rung beeinfluBt werden l . Diese Effekte sind offen bar wiederum ganz analog 
dem mikrophysikalischen Effekt der Beeinflussung eines beobachteten 
Objektes durch den BeobachtungsprozeB; und die Art und Weise, in 
welcher die Quantenmechanik es verstanden hat, unter voller Wiir
digung dieses Effektes doch zu ganz klaren Begriffsbildungen und 
Vorstellungen zu gelangen, diirfte auch fUr die kiinftige Entwicklung 
der Psychologie, ebenso wie der Biologie, lehrreiche Anregungen bieten. 
Von klassisch-physikalischen Denkgewohnheiten aus miiOten wir ja einen 
solchen Effekt als ein Hindernis der Forschung betrachten, welches, 
soweit es nicht irgendwie umgangen werden kann, exakte und willkiirfreie 
Resultate iiberhaupt nicht zustande kommen laBt; und auch in den 
au13erphysikalischen Wissenschaften sind bislang wohl analoge Vor
kommnisse - entsprechend der klassischen Vorstellung vom Ver
haltnis Objekt- Subjekt - nur als zu eliminierende oder zu um
gehende unerwiinschte Starungen aufgefaBt worden. Fiir die Quanten
mechanik bedeutet jedoch dieser Effekt nicht eine "Starung", welche 
die Anwendbarkeit praziser, exakter Begriffe begrenzt, und deren Aus
schaltung deshalb zu erstreben ist; vielmehr ist dieser Effekt gerade 
ein H auptbestandteil der durch die Theorie zu beschreibenden und in 
exakte Gesetze zu fassenden Naturvorgange. 

Die hier hervortretende Analogie des quantenphysikalischen Be
obachtungsproblems zum Beobachtungsproblem in der "inneren Er
fahrung" verdient ernste Aufmerksamkeit. Die in der klassischen Physik 
entwickelte Moglichkeit, von einer objektiven Realitat zu sprechen, 
deren Existenz von den konkreten. Beo15achtungsakten unabhangig ist, 
kann auch charakterisiert werden als Maglichkeit einer vollkommenen, 
klaren Trennung von Objekt und Subjekt im BeobachtungsprozeB. Dagegen 
besteht bei der psychologischen Selbstbeobachtung eine schwankende, 
unklare Abgrenzung zwischen Objekt und Subjekt: Gerade die Tatsache, 
daB der Beobachtungsproze13 seIber das Beobachtete sich andern la13t, 
verhindert hier die klare Trennung zwischen den zum Objekt der Be
obachtung gemachten Vorgangen einerseits und der Beobachtungs
tatigkeit des iibrigbleibenden "Subjektes" andererseits. 

Man war deshalb friiher geneigt, die psychologische Selbstbeobachtung 
aus dem Kreise wissenschaftlich verwertbarer Beobachtungen iiberhaupt 

1 lJbrigens sind von WEININGER ("Geschlecht und Charakter") gewisse 
ganz bekannte, jedoch selten beachtete Empfindungen beschrieben ("Heni
den"), fUr welche es charakteristisch ist, da/3 sie verschwinden, sobald ihnen 
intensivere Aufmerksamkeit zugelenkt wird. Es ist mir nicht bekannt, 
ob die sehr bemerkenswerten Betrachtungen WEININGERs zu diesem Gegen
stand seitens der Fachpsychologie Beachtung gefunden haben. 
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auszuschlieBen1 ; aber die Quantenphysik laBt uns jeden Versuch zur 
Rettung der klassischen Objekt-Subjekt-Vorstellung als unmoglich 
erkennen. Wir miissen auch in der iiberkommenen Auffassung des 
VerhaItnisses Objekt-Subjekt eineBegriffsbildung sehen, welche einem 
bestimmten Stande der wissenschaftlichen Erfahrung entspricht, und welche 
abzuandern und zu vertiefen ist, wennwesentlich neue experimentelle 
Erfahrungen es verlangen. Tatsachlich ist jetzt die in der klassischen 
Physik durchgefiihrte klare Trennung von Objekt und Subjekt als nur 
approximativ durchfuhrbar erkannt: Verfolgen wir die physikalischen 
Prozesse bis in ihre atomaren Feinheiten, so verschwimmen auch hier 
die Grenzen von Obiekt und Subiekt im Beobachtungsprozep. 

Damit erfahrtunsere Feststellung, daB zwischen der positivistischen 
Methode und den Ergebnissen der Quantenphysik ein VerhaItnis wechsel
seitiger Betatigung besteht, eine abermalige Vertiefuqg. Nach der 
aIteren V,)rstellung gab die objektive reale AuBenweIt den festen, 
Rahmen ab fUr alle naturwissenschaftliche Beschreibung; indem lebende 
Organismen als Teilstiicke tiieser objektiven Realitat aufgefaBt wurden, 
wurde deren Physiologie, einschlieBlich Gehirn- und Sinnesphysiologie, 
und iIn AnschluB daran ihre Psychologie, ein Unterkapitel der voll
standigen Beschreibung der physikalischen WeIt. Ohne die Fruchtbarkeit 
einer solchen Betrachtungsweise zu unterschatzen, wird man im Zu
sammenhange der positivistischen Methode eine andersartige Einordnung 
als tiefer fiihrend betrachten. Werden namlich nur die unmittelbaren 
Erlebnistatsachen als der eigentliche Gegenstand der wissenschaftlichen 
Untersuchung anerkannt, so erweist sich die - im weitesten Umfang 
aufgefaBte - Psychologie als die umfassendste Wissenschaft, und die 
Physik als ein schmaler Ausschnitt davon: insofern namlich, als die 
Psychologie die Gesamtheit unserer Erlebnisse - einschlieBlich der des 
Traumes, der Halluzinationen, Wahnvorstellungen usw. und einschlieB
lich aller Gefiihlserlebnisse - ~um Gegenstande hat, die PhYl'ik aber sich 
auf die genauere Betrachtung eines Teiles unserer Erlebnisse beschrankt, 
wie sie uns begegnen im wacben, niichternen Zustand und unter Aus
schaltung z. B. erotiscber oder kiinstlerischer Erlebnisse. 

Diese Einordnung unserer physikalischen Beobachtungserlebnisse in 
das Gesamtbild unserer Erlebnisse iiberhaupt gewinnt sehr an Natiirlich
keit durch den Umstand, daB die in der klassisch-makroskopischen 
Physik mogliche saubere Herauspraparierung eines yom Subjekt klar 
unterschiedenenObiektes in der Mikrophy-sik undurchfUhrbar Wird: Die 
Unterscheidung solcher Beobachtungen, welche sich auf die "reale AuBen
weIt" beziehen, und solcher, welche (1I-ls psychologische Selbstbeobach
tung) die "Innenwelt" des Subjekts zum Gegenstande nehmen, wird 
damit ihrer grundsiitzlichen Unuberbruckbarkeit entkleidet. Damit wird 

1 "Schon AUGUSTE COMTE hat die introspektive Methode aus dem Be
reich der Wissenschaften verwiesen" (PH. FRANK). 
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aber die Unterscheidung von "AuBenwelt" und "Innenwelt" zu einem 
sehr ernsten Problem. 

M. PLA:\"CK hat in seiner schon erwahntcn eindringlichen kritischen 
(und ablehnenrlen) Erorterung der positivistischen Auffassung darauf 
hingewiesen, da~ das Problem der Sinnestiiuschungen das eigentlich Ent
scheidende fUr die DurchfUhrung der positivistischen Auffassungsweise ist. 
Nach der gewohnlichen Auffassung, die in diesem Punkte zunachst den 
Vorzug groBer Einfachheit und Klarheit zu haben scheint, ist der Unter
schied von Sinneswahrnehmung und Sinnestiiuschung dadurch gegeben, 
daB der ersteren ein objektives, metaphysisches Korrelat entspricht, der 
letzteren dagegen nicht. 

Wir miissen jedoch einwenden, daB die logischen Beziehungen um
gekehrt liegen. 1m tatsachlichen praktischen und wissenschaftlichen 
Leben ziehen wir die Kriterien der Unterscheidung von wahren und 
irrigen Feststellungen nicht aus der Vergleichung mit einer hypotheti
schen metaphysischen Realitat, sondern umgekehrt setzen wir nach 
vollzogener Unterscheidung aus den fUr wahr anerkannten Feststellungen 
das Gesamtbild zusat;Ilmen, das wir dann die "objektive" oder "reale" 
Welt nennen. 

Die Aufgabe der erkenntnistheoretisch~n Besinnung kann hier keine 
and~re sein, als die Klarung, Kritik und Bewertung derjenigen von meta
physischen Hypothesen unabhangigen Kriterien der Unterscheidung von 
Wahrnehmungen und Sinnestauschungen, welche wir tatsiichlich im 
taglichen Leben und in der wissensch;lftlichen Arbeit anzuwenden 
pflegen. Es ist also eine - der tatsachlichen Obung entsprechende -
nur auf sinn volle , nichtmetaphysische Begriffe sich stiitzende Definition 
zu geben, die es uns ermoglicht, gewisse Erlebnisse als "Sinneswahr
nehmungen" von anderen, als "Sinnestauschungen" bezeichneten, zu 
unterscheiden: Erst durch eine solche, nur auf sinn volle Aussagen 
gestiitzte Definition gewinnt der Begriff einer "objektiven" oder "realen" 
Welt einen angebbaren Sinn. 

Versucht man, sich Rechenschaft zu geben von den Kriterien, die 
wir tatsachlich anzuwenden pflegen, urn zu beurteilen, ob ein bestimmtes 
physikalisches Erlebnis also eine Feststellung oder als ein Irrtum zu 
bewerten sei, so wird man nicht umhin konnen, die soziologische Funktion 
der Wissenschaft eingehend zu betrachten. DaB die physikalischen 
Erlebnisse des Physikers BLO:\"DLOT, des Entdeckers der angeblichen 
N-Strahlen - obwohl sie ein in sich sehr geschlossenes, widerspruchs
freies System bildeten -, von der physikalischen Wissenschaft keines
weges als gleichwertig mit den Erlebnissen des Physikers HEINRICH 
HERTZ betrachtet werden, das ist gar nicht anders zu rechtfertigen, als 
dadurch, daB es auBer diesen zwei Physik ern noch viele Physiker gab 
und gibt (z. B. WOOD i), und daB diese zahlreichen anderen Physiker 
Erlebnisse hatten und haben, welche mit denen von HERTZ in Einklang 
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und gesetzmaBigem Zusammenhang stehen (derart, daB man fUr be
stimmte Apparaturen die Erlebnisse jedes heute mit ihnen experi
mentierenden Physikers auf Grund der HERTzschen Erlebnisse weit
gehend voraussagen kann). Fur die Erlebnisse von BLONDLOT ist 
Analoges nicht der Fall. Aber auch dieser Tatbestand ware an sich 
noch nicht ausreichend, da man ja nie geglaubt hat, auf dem Wege der 
Abstimmungen und Mehrheitsbeschlusse fiber physikalische Wahrheiten 
entscheiden zu konnen; es kommt aber hinzu, daB die Erlebnisse der 
fur HERTZ und gegen BLONDLOT stimmendEfn Physiker ihrerseits in 
unlosbarer Beziehung zum System der Technik stehen und daher das 
Schwergewicht eines nicht fortzudenkenden Bestandteils unseres ge
sam ten kulturellen Daseins gewinnen. Dies sind die tatsiichlichen Grund
lagen unserer wertenden Unterscheidung zutreffender und unzutreffender 
physikalischer Beobachtungen; und der Erkenntnistheoretiker muB seine 
Aufgabe dar-in sehen, diese tatsachlich benutzten Kriterien in ihrem 
hochst verwickelten Aufbau kritisch zu durchleuchten und auf ihre 
Zuverlassigkeit und Eindeutigkeit zu prufen. Keinesfalls kann es Aufgabe 
des Erkenntnistheoretikers sein, diese naturlichen Kriterien zu ersetzen 
durch andere, die sich auf hypothetisch-metaphysische, von unserem 
Standpunkt aus sinnlose Begriffe und Annahmen grunden. Freilich 
laBt die ausfUhrliche Analyse der Vorgange, durch welche sich im tat
sachlichen Verlauf eine einheitliche Meinung der Physiker betreffs einer 
anfangs strittigen Frage zu bilden pflegt, in erheblichem MaBe das 
Mitspielen und die Unentbehrlichkeit von auBerphysikalischen "all
gemein menschlichen"Momenten erkennen, etwa in der Notwendigkeit 
einer charakterlichen Beurteilung konkreter Forscherpersonlichkeiten 
zwecks Beurteilung der Zuverlassigkeit ihrer Resultate. Dies, zusammen
genommen mit der hervorgehobenen Notwendigkeit, Stutzen und Be
statigungen der angenommenen Vorstellungen aus dem Gesamtzusammen
hange des kulturellen Lebens zu entnehmen, scheint eine Bestatigung 
zu bilden fUr die schon oben gestreifte These von der inneren Abhiingigkeit 
des wissenschaftlichen Weltbildes vom vorwissenschaftlichen, und vom 
Gesamtkulturzustand. 

Wir haben oben der These von der Existenz einer "realen Welt" 
einen pdsitiven Sinn erteilen konnen, indem wir sie interpretierten als 
Behauptung der eindeutigen Bestimmtheit des aus unseren physikalischen 
Beobachtungen" aufgebauten Gedankensystems. Wir konnen jetzt diese 
Interpretation genauer prazisieren: Je nach dem Grade der Zuverlassig
keit, mit welcher die verfugbaren Kriterien eine eindeutige Entscheidung 
daruber erlauben, welche sinnlichen Erlebnisse als Wahrnehmungen 
anzuerkennen und welche statt dessen fur Sinnestiiuschungen zu erklaren 
sind, werden wir berechtigt sein, die eindeutige Konstruierbarkeit des 
Begriffes der realen Welt zu behaupten. Die soeben besprochenen Zweifel 
hinsichtlich der Eindeutigkeit der tatsachlichen Kriterien lassen jedoch 
vermuten, daB diese Behauptung durchaus nicht mit derjenigen Sicherheit 
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aufrecht zu erhalten ist, welche von den Anhangern der metaphysischen 
Hypothesenbildung als selbstverstandlich angenommen wird. 

Wenn wir, dem Obigen entsprechend, den Unterschied von "sub
jektiver" Innenwelt und "objektiver" A ufJenwelt dadurch definieren, 
daB die erstere nur eine "private", die letztere dagegen eine "soziale" 
Bedeutung hat, so legt das den Verdacht nahe, daB es sich hier nicht urn 
einen absoluten Unterschied handelt, sondem, daB beides nur gradweise 
verschieden ist. Wir rechnen die Sonne zur objektiven "AuBenwelt", 
weil sie von iedem (nicht blinden) Menschen gesehen werden kann. 
Dagegen wird eine von Herm A. halluzinierte Sonne eben deshalb als 
zu A's "Innenwelt" gehorig angesehen,. weil ihr Vorhandensein von sonst 
niem~nd bestatigt wird. 

Man setze jedoch den Fall, daB eine "Massenhalluzination" eintritt, 
bei der ein gewisses Ereignis von einer groBen Schar von Menschen in 
gleicher Weise halluzinatorisch erlebt wird. Man wird einen solchen 
Fall schwerlich fUr auBer aller Moglichkeit liegend ansehen diirfen; im 
Kreise einer religiosen Sekte etwa konnten sogar nicht ungiinstige 
psychologische Bedingungen seines Eintretens gegeben sein. Man ware 
in einem solchen Falle in grundsatzlicher Verlegenheit, absolut zuver
lassige Kriterien der Entscheidung tiber Realitat oder Nichtrealitat des er
Ie bten Ereignisses zu finden; die verschiedenen unmittelbar naheliegenden, 
praktisr;h fast immer ausreichenden Kriterien konnten unter bestimmten 
Bedingungen samtlich unzureichend werden. Es diirfte deshalb sinn
gemaB sein, einen solchen Fall als eine Zwischenstufe zwischen individueller 
Innenwelt und objektiver AuBenwelt zu betrachten. Die Vermutung, 
daB solche Zwischenstufen existieren, wollen wir kurz als "Zwischenstufen
theorie" bezeichnen. 

Ein direkter empirischer Hinweis auf eine Dberbriickung des Ab
standes von Innen- und AuBenwelt kann vielleicht gesehenwerden in den 
Erscheinungen der sog. Telepathie oder Gedankentibertragung. Die - den 
elementarsten .Grundsatzen empirisch-wissenschaftlicher Naturforschung 
widersprechende - N eigung, diese oft behaupteten Phanomene fUr a priori 
unmoglich zu erklaren, hat ihrer unbefangenen Untersuchung bis heute 
sehr im Wege gestanden; jedoch scheint die partielle Realitat dieser 
Effekte zur Zeit auch von manchen niichtemen Beurteilem angenommen 
zu werden, insbesondere nachdem neueste Untersuchungen 1 mit den 
methodischen Hilfsmitteln modemer Laboratoriumspsychologie die Re
sultate friiherer Untersuchungen..2 durchaus bestatigt haben. 

1 BE:-iDER, H.: Z. Psycho!. 135, 20 (1935). - RHINE, J. B.: Extr,a-Sensory 
Perception. Boston 1934. 

2 Vgl. insbesondere V. \VASIELEWSKI: Telepathie und Hellsehen, 3. Aufl. 
Halle 1922. - TISCHNER, R.: .Uber Telepathie und Hellsehen. Miinchen
\Yiesbaden 1921 und die zusammenfassenden Darstellungen von BAERWALDT: 
Okkultismus, Spiritismus. Leipzig-Berlin 1920. - TrscHNER, R.: Einfiihrung 
in den Okkultismus und Spiritismus. Miinchen-Wiesbaden 1921. - DRIESCH. 
H.: Parapsychologie. Miinchen 1932. 
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Es scheint mir, daB die oben angedeutete, als "Zwischenstufen
theorie" gekennzeichnete Auffassungsweise geeignet ist, ein weitgehendes 
Verstandnis wesentlicher Ziige der fraglichen Erscheinungen zu erreichen; 
doch wiirde ein naheres Eingehen auf diese Verhaltnisse den Rahmen 
dieses Buches iiberschreiten. Ein kurzer Hinweis hierauf schien jedoch 
an dieser Stelle erlaubt und angemessen, well es aufschluBreich in bezug 
auf Bedeutung und Tragweite der entwickelten Gedankengange ist, daB 
ihre aufklarende, Ordnung schaffende Kraft bis in Gebiete reicht, die 
so vollkommen auBerhalb der Anwendbarkeit der gesamten bisherigen 
Naturbeschreibung liegen, daB sogar die unvoreingenommene Beob
achtung und Tatsachenfeststellung in diesen Erscheinungsgebieten weit
hin gelahmt worden ist durch die Unmoglichkeit, diese Erfahrungs
tatsachen dem sonstigen System unserer wissenschaftlichen Welt
beschreibung anzugliedem. 
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