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Vorwort.

Der Begriff ,,Maschinenelemente‘* fiir solche Konstruktionsteile, die in gleicher oder &hn-
licher Form bei einer Reihe von Maschinen vorkommen, hat sich mit der Entwicklung des Ma-
schinenbaues stark erweitert. Prof. C. von Bach schrieb schon vor vielen Jahren in den Vor-
worten seines klassischen Buches {iber Maschinenelemente, dafl ,,es dem einzelnen einfach un-
moglich sei, sich auf allen in Betracht kommenden Gebieten vollstindig auf dem Laufenden
zu halten. Dennoch bilden die Maschinenelemente eine wichtige Grundlage fiir das Studium
des Maschinen- und Elektroingenieurs, und alle technischen Hochschulen verlangen mit Recht
grindliche Kenntnisse auf diesem Gebiet. Es ist klar, daB aus dem weiten Gebiet in den
Vorlesungen nur jeweils das grundsitzlich wichtigste vorgetragen werden kann. Der Ent-
scheid, was als das wichtigste zu betrachten ist, ist nicht immer leicht zu treffen, und sicher
mull manches aus Zeitmangel weggelassen werden, was mit Recht zu den wichtigen Elementen
zu rechnen ist. Bei der raschen Entwicklung des Maschinenbaues und infolge der zunehmenden
Spezialisierung werden die technischen Hochschulen in Zukunft den Unterricht in mancher
Beziehung anders gestalten und namentlich den Elementen mehr Aufmerksamkeit schenken
miissen.

Beim Studium der Maschinenelemente entsteht zuerst die Frage nach einem guten Lehr-
buch. Leider ist das hervorragende Werk von Professor C. von Bach, aus dem viele Genera-
tionen von Ingenieuren ihre Kenntnisse erworben haben, in mancher Beziehung veraltet. Nur
nach langem Zoégern habe ich dem wiederholt gedulerten Wunsch meiner Horer entsprochen,
meine Vorlesungen zu verdffentlichen, in der Meinung, dafl auch an anderen technischen Hoch-
schulen Interesse fiir ein kurzgefalltes und zeitgemiBes Lehrbuch iiber Maschinenelemente
vorhanden ist. Bei der Ausarbeitung des vorliegenden Buches bin ich an keiner Stelle wesent-
lich iiber den in den Vorlesungen behandelten Stoff hinausgegangen. Nur die Reihenfolge des
Stoffes entspricht nicht immer der Reihenfolge der Vorlesungen, da dabei Riicksicht auf die
Vorkenntnisse in Mathematik, Mechanik und Physik sowie auf die Ubungen genommen
werden muf.

Um die Herausgabe nach Moglichkeit zu beschleunigen, erscheint die erste Auflage in
5 Einzelheften:

1. Festigkeitslehre.

2. Allgemeine Gesichtspunkte und Verbindungen.

3. Wellen und Lager.

4. Riemen- und Rédertrieb.

5. Elemente der Kolbenmaschinen, Rohrleitungen, Wirtschaftlichkeit.

Seitdem die Industrie eigene mustergiiltige Laboratorien eingerichtet hat und groBe
Summen fiir Untersuchungen ausgibt, haben die technischen Hochschulen (die meist iiber be-
scheidene Mittel und Einrichtungen verfiigen) als Forschungsinstitute an Bedeutung verloren.
Die wesentlichen Fortschritte des Maschinenbaues in den letzten Jahrzehnten (Fliissigkeits-
reibung bei Gleitlagern, Zahnriader fiir sehr hohe Leistungen usw.) sind ohne Mitwirkung der
Hochschulen erzielt worden. Dennoch bestehen fiir die weitere Entwicklung in dieser Richtung
ernste Bedenken. Industrie und Hochschule haben ein gleich groBes Interesse an einem engeren
Zusammenarbeiten: die Industrien wiirden namhafte Betrage fiir Versuche ersparen und die
Wissenschaft rascher allgemein giiltige und einwandfreiere Resultate erhalten. Die Entwicklung
der Dampfturbine ist ein leuchtendes Beispiel dafiir, was auch auf anderen Gebieten durch die
Zusammenarbeit von Technik und Wissenschaft erreicht werden kann.

Meinen Assistenten danke ich fiir ihre Mitarbeit bei der Herstellung der Abbildungen; be-
sonders noch Herrn Dipl.-Ing. H. Bantli fiir das Lesen der Korrekturen.

Um den Preis des Buches moglichst niedrig zu halten, wurde der Satzspiegel stark aus-
geniitzt und aullerdem ein Teil der Abbildungen aus vorhandenen Biichern entnommen.

Ziirich, Ende November 1928. ten Bosch.
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I. Festigkeitslehre und zulissige
Spannungen.

Einleitung.

Aufgabe des Maschinenbauers ist es, die Bestandteile irgendeiner Maschine moglichst voll-
kommen dem Gebrauchszweck anzupassen und solche Formen zu wihlen, die einfach in der
Herstellung sind und sich billig auf Werkzeugmaschinen bearbeiten lassen.

Die Formen des gleichen Maschinenteiles wechseln also je nach dem Gebrauchszweck und
nach den vorhandenen Bearbeitungsmdoglichkeiten. Eine Maschine, die in Bergwerken oder
Steinbriichen durch ungelernte Arbeiter bedient werden soll, ist unter anderen Gesichtspunkten
zu entwerfen, als wenn sie in geschlossenen, staubfreien Raumen, bei sorgfaltigster Wartung
durch angelerntes Personal bedient wird. Ein ortsfester Benzinmotor gibt auf Radern gesetzt
noch lange keine brauchbare Lokomobile und ist erst recht als Automobilmotor ungeeignet,
auch wenn die Motorstirke gleich bleibt. Eine Exportmaschine wird manchmal in Einzel-
teilen anders durchkonstruiert werden miissen, um die Transport- und Reparaturmdoglichkeit
in abgelegenen Gegenden zu beriicksichtigen. Der Konstrukteur muBl andere Formen wihlen,
wenn die Maschine in groBen Serien auf Spezialmaschinen hergestellt werden kann, als wenn
es sich um eine Einzelausfiihrung handelt.

Beim Unterricht in Maschinenelementen kann es sich naturgemifl nur darum handeln,
die allgemeinen Gesichtspunkte bei der Berechnung und beim Entwurf zu behandeln. Die
endgiiltige Formgebung ist nur von Fall zu Fall und in Anlehnung an die Erfahrung mdoglich.
Darum ist der Maschinenbau eine Erfahrungswissenschaft. Es ist noch nicht sehr lange
her, dal der Nachdruck dabei auf Erfahrung lag und die Wissenschaft eine ganz
bescheidene Rolle spielte. Doch auch der begabteste Mensch vermochte nur wenig auszu-
richten, wenn er nicht auf dem Erfahrungsschatz anderer, und namentlich dem von vergan-
genen Geschlechtern ererbten, aufbauen konnte. Diese in vielen Jahrhunderten gesammelten
Erfahrungen sind in den theoretischen Wissenschaften (Physik, Mechanik, Technologie)
zweckmiBig geordnet, und bilden das eigentliche Fundament des Maschinenbaues.

Die technischen Probleme, auch bei den Elementen, sind nun meist sehr verwickelter Art.
Um die Erscheinungen erkldren zu kénnen, ist man gezwungen, vereinfachende Annahmen
zu machen, um Gleichungen zu erhalten, die mathematisch zu losen sind. So sind auch die
Formeln der Festigkeitslehre unter solchen vereinfachenden Voraussetzungen abgeleitet worden.
In vielen Fillen sind diese theoretischen Voraussetzungen auch durchaus zuldssig; in anderen
haben die Faktoren, welche die Theorie vernachlissigt und oft bewufBit vernachldssigen muf,
einen so bedeutenden EinfluB}, dal das Resultat praktisch vollkommen unbrauchbar wird.
Die theoretischen Gesetze sind also nur beschrankt giiltig, und iiber die Zuldssigkeit der
gemachten Voraussetzungen entscheidet nur die Erfahrung. Das mul}, bei aller Wert-
schitzung der Theorie, immer vor Augen gehalten werden. Darum liegen die Theorien des
Maschinenbaues auch niemals so fest, wie z. B. der Mathematik, die immer unveriandert bleiben,
sondern sie 4ndern sich fortwidhrend mit der Vertiefung der Erkenntnis des tatsichlichen Ver-
haltens.

Die schnelle Entwicklung der Technik, die Fiille und Schwierigkeit der neuen Probleme,
die der Ingenieur zu losen hat, bedingen eine eingehende Beschéftigung mit den theoretischen
Grundlagen. Namentlich die Gesetze der Festigkeitslehre muBl der Ingenieur vollstindig be-
herrschen, um die Berechnung der Spannungen und der Forménderungen rasch und sach-
gemilB durchzufiihren. Dabei ist immer zu bedenken, dafl die Berechnung nicht das Endziel,
sondern nur ein unbedingt notwendiges Hilfsmittel fiir die Formgebung der Maschinenteile ist.

ten Bosch. Maschinenelemente. 1. 1



Zug- und Druckbeanspruchung.

o

A. Zug- und Druckbeanspruchung.

1. Der Zugversuch. Der gerade, stabformige Korper, den wir uns als Kreiszylinder vorstellen
wollen (Abb. 1), besitze die Linge ! und den Durchmesser d, so daB8 der Querschnitt f= —Zdz ist.

Der Stab werde von zwei ziehenden Kriiften P ergriffen, deren Richtung mit der Stabachse
zusammenfillt. Die Krifte seien nicht groB genug, um den Stab zu zerreiBen, so daB sie sich
— nach der vollendeten Deformation — das Gleichgewicht halten.

Voraussetzung fiir alle Festigkeitsrechnungen ist also, daB Gleich-
gewicht vorhanden ist. Das ist immer der Fall, wenn der Kérper in Ruhe
oder in gleichférmiger Bewegung ist. Bei einem beliebig bewegten Korper —
z. B. beim An- und Auslauf von Maschinen -— kann durch das Anbringen
der d’Alembertschen Massenkrifte das statische Gleichgewicht hergestellt
werden.

Bei der Deformation entstehen nun zwischen den Molekiilen des Korpers
innere Krifte, die man als Flichenkrafte auffallt. Die Kraft pro Flachen-
einheit wird ,,Spannung® genannt. Im allgemeinen &ndert sich der Span-
nungszustand (GréBe und Richtung) innerhalb des Kérpers von Punkt zu
Abb.1. Der Zugversueh Punkt. Um die Spannungen zu berechnen, macht man folgende, ganz all-

LT A %(‘alr(rileti]ne Uberlegung, die die Grundlage der ganzen Festigkeitslehre
ildet:

Schneiden wir ein beliebig abgegrenztes Stiick heraus, dann ist auch dieses Teilstiick im
Gleichgewicht, wobei nur zu beachten ist, daB die an den Trennflichen wirkenden Spannungen
fiir das Stiick (und natiirlich auch fiir den Rest) dulere Krifte sind.

Legen wir nun einen Schnitt senkrecht zur Stabachse, so sagt die Gleichgewichtsbedingung
aus, daB die Summe der Spannungen an der Schnittfliche entgegengesetzt gleich der
auBeren Kraft ist, d.h.:

SO siGre

> Spannungen=— P (1)

Flache

Dabei weill man aber noch nicht, wie die einzelnen Spannungen iiber den Querschnitt verteilt
sind. Jede Spannungsverteilung, die der Gleichung (1) geniigt, ist moglich. Um die Span-
nungsverteilung zu berechnen, macht man folgende Annahmen: '

1. Vom Stabmaterial wird vorausgesetzt, daBl es homogen und isotrop ist, d. h. daB es
das Stabvolumen stetig erfiillt und in allen Punkten und in allen Richtungen gleiches Ver-
halten zeigt.

Nach dieser Voraussetzung diirfen keine Unstetigkeiten, Locher, Einkerbungen oder
plétzliche Querschnittsinderungen vorkommen. Aber die Einschrinkung der Stetigkeit hat
noch viel tiefergehende Bedeutung. Es wiirde viel zu weit fithren, hier niher auf den
Aufbau und die Struktur der Materie einzugehen; diese Untersuchungen gehéren in die
Physik, in die Technologie und besonders in die Metallographie. Namentlich diese letztere
Wissenschaft, die noch verbiltnismiaBig jung ist, gibt interessanten AufschluB} dariiber und
zeigt deutlich, daB wir es keinesfalls mit ganz homogenen, aus einzelnen Molekiilen auf-
gebauten Korpern zu tun haben, sondern dafl die Metalle in festem Zustand, dhnlich wie die
Gesteine, ein Haufwerk von kristallinen Molekulargruppen sind, die durch die Behandlung eine
Umwandlung erfahren kénnen (Ferrit, Perlit, Zementit, Martensit). Alle Kristalle sind aber
anisotrop, und auch die Bedingung der Homogenitéit ist praktisch nicht erfillt. Wenn die Ma-
terialien auch nicht ganz isotrop sind, so sind sie doch quasi-isotrop, denn die einzelnen
Kristallindividuen treten nicht besonders hervor, weil sie im Verhdltnis zum Stabquerschnitt
meist sehr klein sind. Um aber manche Brucherscheinung erkliren zu kénnen, mufl der In-
genieur sich dennoch mit diesen Fragen befassen. So sind z. B. die Materialeigenschaften von
Blech parallel und senkrecht zur Walzrichtung verschieden, auch haben diinne guBeiserne
Querschnitte andere Eigenschaften als dicke usw. In der technischen Festigkeitslehre miissen
wir uns aber dennoch mit dem Begriff des homogenen und isotropen Korpers abfinden, denn
es wird wohl kaum je eine andere, ebenso einfache Grundlage gefunden werden, die dem tat-
sdchlichen Verhalten der Baustoffe besser entspricht.

2. Von den Kriften P wird angenommen, daB8 sie gleichmaBig iiber die Endquerschnitte

verteilt sind.



Der Zugversuch. 3

In Wirklichkeit werden die Krifte an einem Auge oder an einem Kopf angreifen, so daB
auch diese Voraussetzung nicht erfiillt ist, und scheinbar auch nicht leicht zu erfiillen ist. Das
Prinzip von de Saint Venant, eine sehr allgemein gehaltene Behauptung, ein ,,Axiom‘
der Festigkeitslehre, sagt nun folgendes aus:

,,Wirkt an einem ausgedehnten Kérper, innerhalb eines eng begrenzten Bezirks, eine duflere
Kraft, die den Gleichgewichtsbedingungen geniigt, so werden dadurch nur in der unmittel-
baren Néhe des Bezirks selbst Spannungen und Dehnungen hervorgerufen.‘

Der EinfluB der Kriifte P auf irgendeinen Punkt des Stabquerschnittes ist demnach ver-
schwindend klein, wenn dieser geniigend weit vom Angriffspunkt der Krifte entfernt ist; dort
kann dann eine gleichmaBige Spannungsverteilung angenommen werden. Um diese Voraus-
setzung der Theorie bei den praktischen Festigkeitsversuchen méglichst genau zu erfiillen,
erhalten die Probestibe die in Abb. 2a dargestellte Form.
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Abb. 2a bis c. Probestab und Forminderungen (nach Wawrziniok, Materialpriiffungswesen, 2. Aufl.).

Die Spannungen senkrecht zur Schnittfliche nennt man ,,Normalspannungen®; sie werden
allgemein mit dem Buchstaben o bezeichnet.

P
7 (2)
Die Annahme der gleichméfligen Spannungsverteilung setzt aber stillschweigend voraus, da
3. die einzelnen Fasern, aus denen der Stab zusammengesetzt gedacht sein kann, sich
gegenseitig nicht beeinflussen.
Wiirden sie sich wohl beeinflussen, so miiiten die &uleren Fasern, die zum Teil frei liegen,
sich anders verhalten als die innen liegenden. (Vgl. S. 11, EinfluB der Querschnittsform.)
Unter dem EinfluB der Kréfte P erfihrt der Stab eine Verlingerung A7. Die auf die Léingen-

g =

A . .
einheit bezogene Lingenénderung s = —Tl wird mit Dehnung bezeichnet; dabei wird also still-

schweigend vorausgesetzt, dall die Dehnung an allen Stellen der Linge gleich groB ist.

Zwischen Spannung und Dehnung, die beide durch die Krifte P verursacht werden, muf}
also ein Zusammenhang vorhanden sein.

4. Das Hookesche Gesetz sagt nun aus, daBl die Spannungen den Dehnungen pro-
portional sind:

c=c¢k. (3)
In dieser Gleichung ist £ der Proportionalititsfaktor, also eine das Material kennzeichnende

Erfahrungszahl, Elastizitdtsmodul genanntl. Da gz%l— eine dimensionslose Grofle ist,

hat E die gleiche Dimension wie ¢ [kg/cm?].

1 . .
1 Prof. v. Bach hat F =% die Dehnungszahl, als Proportionalititsfaktor vorgeschlagen. In der
Praxis hat sich dieser Faktor aber nicht eingebiirgert.
1%



4 Zug- und Druckbeanspruchung.

Aus der Kombination von (2) und (3) folgt:

Al P
o=cB="TH="

oder

Pl

Das Hookesche Gesetz, richtiger vielleicht die Annahme des englischen Physikers Hooke
(1678), wurde bis vor etwa 40 Jahren als ein allgemein giiltiges Naturgesetz angesehen. Prof.
von Bach (Stuttgart) hat zuerst nachgewiesen, dal} diese Annahme nur fiir wenige Baustoffe
und innerhalb enger Grenzen giiltig ist. Um den wirklichen Zusammenhang zwischen Span-
nungen und Dehnungen zu erforschen, hat man seither ausgedehnte Versuche in den Material-
priifanstalten angestellt, deren Resultate, neben der Theorie, die wichtigsten Grundlagen des
Maschinenbaues bilden.

Wird ein FluBleisenstab in einer Materialpriifmaschine eingespannt, die die Linie der Langen-
anderungen selbsttétig aufzeichnet, so erhalten wir etwa nebenstehendes Bild (Abb. 3). Das gleiche

¢ Bild erhalten wir, wenn an Stelle der Kréifte die Spannungen
G /ﬁ o= 5 , und an Stelle der Langendnderungen die Dehnungen
Gz Z Al

o 12 e="7" aufgetragen werden.

€ Wie ersichtlich nehmen die Dehnungen anfinglich gerad-

linig mit den Spannungen zu, bis zum Punkte ¢, (Pro-

5 ¢ portionalitdtsgrenze). Dann biegt die Linie etwas ab,

9|55 “ & bis zum Punkte F, wo der Charakter der Linie sich mehr

Abb. 3. Spannungs-Dehnungslinie oder weniger rasch éndert, indem die Dehnungen sehr rasch

‘ inkel). -
(pach Winkel zunehmen, ohne Zunahme (oft sogar bei Abnahme) der Be-

lastung: der Stab streckt sich. Die Spannungen, bei der diese bedeutende Verlingerung
eintritt, nennt man Streck. oder FlieBgrenze o, oder auch Plastizitdtsgrenze. Wird
die Belastung weiter fortgesetzt, so findet schlieBlich ein Zerreillen des Stabes statt; die
maximale Spannung, bei B, wird Bruchfestigkeit K, genannt.

Aus der Abbildung folgt also, dall die auf Grund der Hookeschen An-

nahme ausgefiithrten Festigkeitsberechnungen niemals bis zur Bruchfestig-
keit angewandt werden diirfen, und daB

g
m? Kurie der Zugspannungen 6P ebensowenig aus Bruchversuchenirgend-
L welche Schliisse iiber die Zuldssigkeit
. el der Hookeschen Annahme gezogen wer-
i - Kurve der Zugspannungen =P/ den diirfen.
2
® 000 / i Die Beobachtung (Abb. 2c¢) lehrt weiter, daB3
S ~ der Stab nicht nur eine Langenidnderung, sondern
3 . . g . g
2 oo zugleich eine Querkontraktion, d.i. eine
S B Zusammenziehung senkrecht zur Lingsdehnung,
oo erfahrt. Streng genommen miillte also in die
. P .
Gleichung ¢ = ¢ fir f der tatséchlich vor-
0 5 7 = 2 25 % handene Querschnitt eingesetzt werden, doch ist

Dehnung in % es im Maschinenbau gebrduchlich, die Span-

Abb. 4. SP"‘?;‘;‘c‘ﬁ‘%23‘:?)“%,?@?;:&%&“Chen Stahl nung auf den urspriinglichen Querschnitt zu
beziehen. Handelt es sich aber um die techno-

logische Untersuchung der Materialeigenschaften, so ist die Querschnittsinderung unbedingt
zu beriicksichtigen (Abb. 4). Unmittelbare Messungen der Querkontraktion sind schwieriger
durchzufiihren. Nach allem, was dariiber bekannt wurde, scheinen bei jenen Stoffen, die dem
Hookeschen Gesetze folgen, auch die Querkontraktlonen mit den Spannungen in der Langs-

richtung proportional zu sein. Das Verhéltnis f— =—m wird die Poissonsche Zahl ge-

N 4d . L
nannt, worin die Querdehnung &= -7~ die auf den urspriinglichen Durchmesser bezogene

Durchmesserdnderung ist. Poisson hat auf Grund einer Hypothese, die den Spannungszustand
aus den Molekularkréaften herzuleiten suchte, m zu 4 berechnet. Fiir Schmiedeeisen und Stahl ist



Der Zugversuch. )

m zu %O bis 3,5 gemessen worden. Nach R. Plank! nimmt m mit der Temperatur des Eisens

langsam ab, und ndhert sich gegen die Schmelztemperatur dem unteren Grenzwert 2, der fir
Fliissigkeiten gilt.

Setzt man den Wert von ¢ = Z, in die Gleichung fiir m ein, so wird
1l o
N (9)

Die Bruchdehnung =100’ (in Abb. 3 mit e, bezeichnet) gilt als Mal fir die

Zahigkeit des Materials, und ist nur dann von der Stablinge unabhingig, wenn sich die
Dehnungen gleichmiBig tiber die Stablinge verteilen. Wie die Beobachtung zeigt (Abb.2 b, ¢),
trifft dies im groBen ganzen bis zur Streckgrenze, ja fast bis zur Bruchgrenze zu; kurz vorher
kommt aber eine starke 6rtliche Einschniirung des Stabes, die mit einer verhdltnismaBig grofen
Dehnung an dieser Stelle verbunden ist. Die Bruchdehnung setzt sich also aus der Dehnung
des ganzen Stabes und aus der Dehnung an der Einschniirung zusammen, und ist demnach
von der urspriinglichen Lange nicht unabhingig. Um allgemein giiltige Vergleichswerte zun
erhalten, ist es notwendig, sog. Normalstébe fiir die Zugversuche zu nehmen. In der Schweiz,
in Deutschland und Osterreich werden dafiir Rundstibe mit einer Lénge | = 10 d verwendet, in
Frankreich | = 7,235 d, in Amerika [= 5d. In neuerer Zeit hat man auch in Deutschland
beschlossen, kiirzere Probestidbe zu wihlen, da fiir viele Zwecke [ = 10d zu teuer (hoch-
wertige Stéhle) oder unmdglich ist (Unfille). Dasselbe Material wiirde also, in verschiedenen
Lindern untersucht, verschiedene Bruchdehnungen ergeben. Darum gehdért zu dem
Wert 6 immer die Angabe der Linge. (Umrechnung von [ =10d auf I =5d in den
Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, H. 215, Dr. Rudeloff, d,,; = 1,25 d,,.)

Nicht alle Baustoffe zeigen ein #hnliches Verhalten zwischen
Spannungen und Dehnungen wie FluBeisen. Man unterscheidet
aber zwei Gruppen von Materialien: Zéhe, die sich ahnlich wie
Flufieisen, und spréde, die sich etwa wie GuBeisen verhalten
(Abb. 5). Diese haben keine so ausgesprochene Streckgrenze und
auch viel kleinere Dehnungen bis zum Bruch. Zwischen den beiden
extremen Fillen konnen natiirlich alle méglichen Zwischenwerte
vorkommen. ’ 405%

Die Streckgrenze ist aber ein praktisch sehr wichtiger Begriff, Abb. 5. Spannungs-Dehnungslinie
denn es ist ja klar, daB die Materialien in Maschinen jedenfalls " ®jrosntachBach- Baymann,
nicht bis zur Streckgrenze beansprucht werden diirfen, da sonst
groBe bleibende Forménderungen auftreten. Es ist daher in der Praxis iiblich, allgemein von
einer Streckgrenze zu sprechen, die dadurch festgelegt ist, dafl die Dehnung einen bestimmten
Betrag erreicht. Das Mall dieser Dehnung ist dann willkiirlich, und so nimmt z. B. Krupp
eine Dehnung von 0,3% (g, = 0,003) an der Streckgrenze an.

Fast alle gegossenen Materialien sind spréde; sie konnen aber durch eine weitere Bearbei-
tung (Walzen, Schmieden, Gliithen) zéher und fester gemacht werden. Dadurch entsteht der
Unterschied in den Festigkeitseigenschaften von Stangenmessing und Messinggu3, von Alu-
miniumgufl und Blech usw.

Namentlich die Festigkeitseigenschaften von Stahl lassen sich durch thermische Behand-
lung (Ausglithen, Hérten, Anlassen, Abschrecken) in weiten Grenzen beeinflussen. Abb. 6
zeigt als Beispiel, welchen Einflufl nur die Variation der Anlafitemperatur fiir eine bestimmte
Stahlsorte hat. :

Eine sehr ausfiihrliche Zusammenstellung von Festigkeitseigenschaften ist in dem Buche
von C. Bach und R. Baumann: , Festigkeitseigenschaften und Gefiigebilder der Konstruk-
tionsmaterialie’‘? enthalten.

Fir Gulleisen gilt das Hookesche Gesetz nicht, da keine Proportionalititsgrenze
vorhanden ist. Das darf nie vergessen werden, wenn Festigkeitsrechnungen an gufleisernen
Korpern durchgefithrt werden. Die Poissonsche Zahl ist auch nicht konstant und erheblich
grofer als fiir FluBleisen; m = 5 bis 9.

Es ist daher begreiflich, daB man versucht hat, das Hookesche Gesetz durch eine andere
Beziehung zwischen Spannung und Dehnung zu ersetzen und eine Beziehung zu finden, die
bis zur Bruchgrenze giiltig bleibt. Aus diesem Wunsche ist das Potenzgesetz entstanden:

7826

1 Plank, R.: Z. V.d.I. 1911, S.1479. 2 2. Aufl. Berlin: Julius Springer 1921.
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o" = ¢E, das fiir verschiedene Materialien, namentlich sprode, gute Ubereinstimmung mit
den Versuchsresultaten zeigt. Nun hat aber eine solche Beziehung nur dann praktischen Wert,
wenn die Werte £ und = fiir ein und dasselbe Material auch wirklich unverénderliche Stoff-
werte sind. Wie genaue Untersuchungen zeigen, ist das jedoch nicht der Fall, so daB die Praxis,
wenigstens im Maschinenbau, kein Interesse hat, dieses verwickeltere Gesetz als Grundlage
fir die Rechnungen zu wéhlen.
Man kann aber immer, mit mehr oder weniger Genauigkeit, Teilstrecken einer Kurve
durch eine Gerade ersetzen und so den Elastizitdtsmodul innerhalb bestimmter Span-
nungsgrenzen festlegen. Dann ist
Brinel E aber eine verdnderliche Grofle,

w0 vom Spannungszustand abhingig:
1 z. B. fir Gufleisen: E = 750000 bis

6 \é’ﬁ/ne//ﬁaﬁfe 1000000 kg/cm?.

/ry/mmz N Die Elastizitatstheorie setzt still-
200 500 AN schweigend auch vollkommen ela-
790 [ stische Forminderungen voraus,
Z% TS~ IN\\Uestighert & d. h. der Stab soll nach d_(.ar Ent-
60 40 S laftung wieder seine urspriingliche
750 N\ ‘\‘\ % ¥%  Linge annehmen. Belasten wir
740 Streckgrenzess N A mhg/em’ einen FluBeisenstab und einen GuB-
730 AN \\.\ — 52 eisenstab so, daB die Belastung
720 300 N ‘\_:x, -~ % stufenweise gesteigert, vor jeder
%Z P D N :Z Steigerung aber wieder entlastet
P Kontraktion V;/ AN \\\ % Wle, 80 _erd man flnd'en, daB3
o 20 / S 3 be.l FluBleisen bis zu einer "be-
0 N2 stimmten Belastung, Elastizitats-
& /./ N 2 grenze, von vollkommener Ela-
50 # = =" 12 stizitdt gesprochen werden kann,
w 700 A 2 gz‘&ﬁ/agff’e”‘/ =76 wahrend GulBeisen (Abb. 5) auch
30 : /-/ — 72 fiir kleine Belastungen nicht voll-
20 ; = " g & g kommen elastisch ist. Man kann
70 T “ nun wieder einen, zuichst be-

300 350 40 450 500 550 600 650 00C liebigen, Punkt annehmen, wo die
AnlaBtemperatur bleibenden Forménderungen so klein

Abb. 6. Materialeigenschaften von Mangan-Silizium-Stahl. smd, dafl Sl‘e als Praktlsc}l ZulaSSI-g
(0,6 C; 1,18 Mn; 1,24 Si) gehartet bei 820°C, und in 01 bei verschiedenen anzusehen sind. Die Spannung, die

Temperaturen angelassen. zu dieser Dehnung gehort, wird

dann auch als FElastizitdtsgrenze

bezeichnet. Wie aus dieser Definition hervorgeht, ist die Elastizitdtsgrenze dann nicht nur

durch die Natur der Materialien bestimmt, sondern durch die Empfindlichkeit der MeS-

instrumente oder durch die eigentlich beliebige Annahme einer kleinen zulissigen bleibenden

Forménderung. Nach Festsetzung des Internationalen Materialpriifkongresses (Briissel 1906)

darf die bleibende Forméinderung an der Elastizitdtsgrenze 0,001% betragen. Dieser Wert

ist aber fiir die Praxis viel zu klein gewdhlt, und Krupp bezeichnet als Elastizitdtsgrenze die-

jenige Spannung, bei der die bleibende Dehnung 0,03 % erreicht, also zehnmal kleiner ist als die
ghnlich definierte Streckgrenze.

Nach der gegebenen Definition hat jedes Material seine Elastizititsgrenze, wihrend z. B.
GuBeisen keine Proportionalitdtsgrenze hat. Wenn man (wie es oft geschieht) von der Elasti-
zitdts- oder Proportionalitidtsgrenze spricht, so ist das in dieser allgemeinen Form jedenfalls
nicht richtig; nur fiir Stahl fallen beide Grenzwerte nahezu zusammen.

Die Oberfliche des Probestabes bekommt, sobald beim Festigkeitsversuch die Streck-
grenze iiberschritten wird, ein anderes Aussehen. War die Oberfliche blank poliert, so wird
sie nach dem Uberschrelten der Elastizitdtsgrenze matt, wie wenn sie von einem feinen Hauch
bedeckt wire. Im weiteren Verlauf des Versuches wird die Oberfliche allméhlich gréber, und
aus den Unebenheiten entwickelt sich ein Liniennetz, etwa unter 45° zur Stabachse geneigt,
die sog. FlieBfiguren (Abb.7). Man kann diese Erscheinung durch folgende Uberlegung
erkldren:

Legen wir einen zweiten Schnitt (Abb. 8), der einen Winkel ¢ mit dem Normalschnitt
bildet, dann sind die Spannungen auch iiber diese Schnittfliche gleichmiBig verteilt. Wir
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zerlegen diese Spannungen in zwei Komponenten, normal zur Schnittfliche und in der Fliche
liegend. Letztere Spannungen werden Schubspannungen genannt und mit dem Buchstaben
7 bezeichnet.

Bei den Normalspannungen unterscheidet man Zug und Druck, wéhrend bei der Schub-
spannung das Vorzeichen keine Rolle spielt. Da der abgetrennte Korperteil sich im Gleich-
gewicht befindet, folgt aus dem Kraftedreieck:

opdf 1
cosq):ézs(];- od] oder o,=0cos?¢ (6)
. Tgdf . o .
und Sm(pﬁadfcomp oder 7,=0sin @ cosp= 9 sin2¢. (7)

Die Schubspannung wird ein Maximum fir sin2¢ =1,
d. h. fir ¢ = 459,
g

Tmax = g - (8)
Die Schubspannung wird am groB8ten fiir einen
Schnitt, der mit der Stabachse einen Winkel von
45° einschlieBt, das ist in der Richtung der FlieBlinien.

Aus dem Zugversuch haben wir gesehen, da8 die Span-

P . . .
nung o= ; eine bestimmte Grenze ¢,, ¢, oder K, nicht

iiberschreiten darf, wenn eine
bleibende Formanderung oder

der Bruch vermieden werden Gy L s

N 7 &4
soll. Daraus konnte man all- - Tg ¢
gemein folgern, daf die groBte ph 4
Normalspannung dafiir maB- f Gar
gebend sei; das ist auch die Hl Mlllu 602
dlteste Bruchhypothese C'7=J%D Yoosy

(maximale  Spannungs-
theorie). Aus dem wich-
tigen Ergebnis aber, dal die  apb.s. Spannungen in einem schiefen
grofite Schubspannung unter Schnigs.

dem Winkel von 45° auftritt,

in Ubereinstimmung mit den FlieBfiguren, hat Coulomb schon vor 150 Jahren die Auf-.
fassung abgeleitet, dall es bei allen Stoffen, die #hnliche FlieBfiguren zeigen, nicht die groBte
Normalspannung ist, die selbst unmittelbar eine Beschidigung oder den Bruch ‘herbeifiihrt,
sondern die nur halb so groBle Schubspannung (maximale Schubspannungshypothese).
Fir den einfachen Zugversuch, d.i. fiir den einachsigen Spannungszustand, sind beide
Hypothesen gleichwertig.

Abb. 7. Flieffiguren (nach Winkel).

Zahlentafel 1. Physikalische Zahlenwerte der gebrauchlichen Maschinenbaustoffe.
A. ¥ir gegossene Maschinenteile.

o Druck- Elastizi- Spez.
Gomicht | modul | tostighors | estis- | Bruch- SO et | Arbeits
, B K keit | dehnung oy grenze | vermogen
/ ; K d ¢ o, -A v
kg/dm?® t/cm? kg/mm® | kg/mm? 0% kg/mm?® kg/mm? kgm/cm?®
GuBeisen. :
%1;?;131;2?1%@ : }7,26+7,30 700:1000 | 12735 | 80 | 05207 28 om0
TemperguBl . . . 7,75
Stahlgul . . . . 7,8 2050 38-=-60 208 >21 | o, =20 7
Messinggull . 8.5 800 15 13 gq= 6,5
Rotgufl . . . . . 9 0,23
Maschinenbronze } 7.8-8,2 900 1620 206
Phosphorbronze . 3545 3010
Aluminiumgu . .| 2,83 675 2010 2--5
10 9% Alum.-Bronze 7.7 1120 60 0,5
Elektron . . . . 1.8 480 1215 27 24 69 3-+-5

Zahlentafel 1 enthélt die physikalischen Zahlenwerte der gebriuchlichen Materialien, und
zwar bei Zimmertemperatur. In zahlreichen Maschinen und Apparaten werden die Werk-
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Fortsetzung der Zahlentafel 1.
B. Fiir geschmiedete Maschinenteile.

a) Stahl. y=17,85kg/dm?® E = 2100000-2200000 at.
Kohlenstoff- | 5 5 | . 1 4
Bezeichnung gehalt 2 5 O | O Verwendung Bemerkungen
C% kg/mm?* % kg/msz kg/mm? kgm/cm®
St. 34 012 | 34-42 | 30 12 ‘ Nieteisen gut feuerschweiBbar,
: : _ einsetzbar
[ S P .
St. 37 3745 | 25 | 20 16 ' 6+8 |Formeisen Jiibliche 8.-M.- Gite
1820 Baublech I i schwei3t nicht im-
i - mergutu.zuverlissig

St. 38 0,06--0,13 38 45 | 25 16 Schraubeneisen |

St. 42. 0,25 4250 ‘ 24 Formeisen Schwer feuer-
vergiitet . 4055 | 18 (Sondergiite) - schweillbar

| 18--20 Baublech IT

St. 44 \ 4452 | 24 20 Kupplungsteile

| i zu Kisenbahn-
} ! fahrzeugen

St. 50 0,35 5060 | 23 25--30 fir Einsatzhartung

vergiitet | 55-5-65 22 fiir hoch- bestimmt
- ‘ —| beanspruchte

St. 60 0,45 - 6070 19 30=-35 Teile _hartbar
vergiitet | 65-75 = 18 ‘

St. 70 0,60 ; 7075 15 . 35 fiir natur- hoch hartbar; Bear-
vergiitet | 75--90 14 harte Teile : beitung Feuer
Federstahl ‘ 100170 76 40— 70 Feder
Ni-Stahl ‘ ‘ fir Briicken

2--3,6% Ni 1 56--67 | 20 38 | 30
25+-45% Ni 60 | 25 30 | 25
Cr-Ni-Stahl 6080 \18 5050 70

b) Nichteisen-Metalle, gewalzt.
Bezeichnung v B K, d5 % Os Oe 4 Verwendung
kg/dm? t/cm? kg/mm? kg/mm* kgm/mm?* | kg/cm?

Kupfer . . . . ... 8,9 1150 | 2530 3050 58 | 3 | L1 [Blech u. Stangen
Messing: 1 Stangen,Drihte, Bleche
Ms 58. Hartmessing ! 8,5 800 | bis 70 bis 2 6 Schraubenmessing
Ms 60. Miinzmetall fir Rohre
Ms 63. Druckmessing 30 35 fiir Ziehzwecke
Ms 72. Schaufelmessing | 8,6 2550 3510 ‘ Turblnenschaufeln
Walzbronze, gegliht .| 8,73 40 50

halbhart . . . . . . 50 15 | R

hart. . . . ... . 60 0 | Stangen, Drihte,

federhart. . . . . . 80 5 eche

doppelfederhart. . . 90 2
Oerlikoner-Bronze i

(Stahlbronze). . . . } I

(iiberschmiedet). . . 1200 4456 1525 i 1830
Aluminium. . . . . . 2,75 | 670 K,=15 5 | 13 |4,8=3

y | K a =30 } Blech
1 =25 | ; 1 Draht
Duralumin . . . . . . 750 | 33 45 | 10--20 16--38 |
Avionalz . . . . .. 146280 | 1,520 3060 |
Elektron. . . . . . . 1,8 ‘ 26:-38 | 215 1534 620 | Flugzeugban.
’ | | f Leichtmaschinenbau.

1 Die Zahl gibt den Cu-Gehalt an.

2 Von der Aluminium Industrie A. G. Neuhausen.



Wiederholte Belastung. 9

stoffe ganz andern Temperaturen ausgesetzt: Briicken, Eisenbahnschienen, Kiltemaschinen
bis —30°C, Gasverflissigungsanlagen bis — 200° C und tiefer, in Dampfiiberhitzer kommen
Temperaturen bis + 400°C vor, bei Automobilmotoren befinden sich die Ventilteller oft in
rotglithendem Zustand. Der Konstrukteur muB deshalb auch das Verhalten der Materialien
bei anderen Temperaturen kennen. Abb. 9 zeigt, wie FluBeisen sich bei verschiedenen Tem-
peraturen verhdlt. Ausfiihrlichere Angaben sind in dem obenerwahnten Buch von Bach und
Baumann zu finden.

Durch den Versuch kann also festgestellt werden, bei welcher Spannung K, ein Stab aus
irgendeinem Material zerbricht.

Friither war es nun iiblich, einen * .
gewissen Bruchteil davon als zu- 7002
lassiganzusehen;fir Eisenz.B. 1/, \» . \‘\\ 7 5
. Bruchfestigkeit * . — A
. ) L S b - 808
Das Verhéiltnis Zilassige Spannung § V77 S em—— \ P S §
wurde ,,Sicherheitskoeffizient* S ‘\(/’ { E
genannt, und man konstruierte E‘”m N /’ \ / 50§
dann mit einer finffachen Sicher- § o 7 X N
heit. Heute ist man von dieser § 247 = o 7 T = 19D
Schitzung  abgekommen, und % TN v N o= E
zwar namentlich deshalb, weil sich . R w2 S E— pp— S 208
herausgestellt hat, daB man den T - e f
. - P
Bruch schon durch viel kleinere O 0 05 7 P =5 w0’

Belastungen herbeifithren kann, e Teprpprtorer 0

wenn man diese Gfters anbringt Abb.9. Festigkeitseigenschaiten von weichem Stahl in Abhingigkeit von der
und wieder entfernt. Maschinen- Temperatur. ¢ ot ng; ¥ o Juerkontraktion

teile sind fast immer in dieser

Weise beansprucht; ruhende Belastung kommt nur als Belastung durch das Eigengewicht vor.
In Getreidespeichern und bei Dampfkesseln unter Druck sind die Belastungen nahezu ruhend.
Dadurch hat die Bruchfestigkeit, als jene Be-

lastung, die bei einmaliger Autbringung den Bruch ED* ke L’:ﬂ]

herbeifiihrt (und damit auch der Bruchversuch)

an Bedeutung verloren. Es wire, namentlich fiir ED7 - % -1 H

den Anfénger, auch nicht recht begreiflich, warum
man sich darauf beschranken sollte, nur den fiinf- EthW . ’{:‘H:}
ten Teil der Tragfahigkeit des Eisens auszuniitzen. i

2. Wiederholte Belastung. Interessant ist fol- DD~ [3E /’:IE]
gender Versuch von O. Lasche (AEG), Abb. 10 1
und 11. Bei der erstmaligen Belastung eines nor- E T ﬁ’/:_EB
malen Probestabes entstand an der Stelle x die
ortliche Einschniirung. Der Versuch wurde nun [[]{/\/; — <H]
abgebrochen und der Stab iiber seine volle Mef-

lange auf den an der Einschniirstelle entstan-

. | S RRRTE T M
denen Durchmesser abgedreht und wiederum be- L <Jﬂ
: . nfes : - Abb. 10. Das Wandern der Einschniirstelle
la‘Stet bis er sich von neuem kr‘]‘ftlg einschniirte. (nach Lasche-Kieser, Konstruktion u. Material).
Diese Priifung wurde fiinfmal wiederholt und zeigte

durch das Wandern der Stelle der Elnschnurung iiber die ganze Stablinge, dafl das Mate-
rial durch das Recken nicht zerstért, sondern im Gegenteil fester wurde. Abb. 11 zeigt in

dem obersten Linienzug kot Wesches Moteriol
) L ’ ~

da_sAnstmgendquesﬁg 8000 —— // —~
keit des Materials; die P — X o\ e
mittlere Linie gibt die — o ——d
Spannung, auf den ur- “/Y[—
spriingliehen Quer- 2000 > — Frobestob -Querschnitt 1 cm — — F—— ==
schnitt bezogen. ol . . A . : :

. R 0 75 20 25 30 35 40 %

Die Tatsache, daB = g

Debnung ber 70-lfocker Messlinge

das Material durch Be- Abb. 11. ZerreiBfestigkeit eines Probestabes ,,B¢‘, der nach mehrfach erfolgter
anspruehung , oberhalb Einschniirung jeweils wieder nachgedreht wurde (nach Lasche-Kieser).

der Streckgrenze fester,
aber auch sproder wird, ist altbekannt; bei der Kaltbearbeitung (Drahtziehen) macht man
wiederholt davon Gebrauch.
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Versuche iiber den EinfluB von oft wiederholten Belastungen sind zuerst von Wohler
(1866), spiter von Bauschinger und von vielen anderen angestellt worden. Wéhler unter-
suchte drei Belastungsarten:

ko em” 1. ruhende Belastung,

000 ——————— 2. Belastung von O bis P (schwellende Belastung),

7000 |———— 3. Belastung von — P bis 4 P (wechselnde Belastung)

6000 7 und fand, da die Bruchbelastungen hierfiir sich ungefdhr verhalten
wie 3:2:1. Bach hat dieses Resultat seinen Rechnungstabellen zu-

S000 r/ grunde gelegt, welche alle technischen Hilfsbiicher iibernommen haben.

4000 Die Versuche von Bauschinger zeigten, dafl der Unterschied zwi-

schen der zweiten und dritten Belastungsart nicht so grof ist, und daB
das Verhaltnis eher 3:1,7:1,6 ist. Die Bruchfestigkeit fiir Belastungs-

P Stoh! fall 3 stimmt ungefihr mit der Lage der Elastizitdtsgrenze iiberein.
Darum ist die Elastizitéitsgrenze fiir die Sicherheit der Konstruktionen

ol 1 weit wichtiger als die Bruchfestigkeit. Aus der friither gegebenen Defi-
4 <0 nition der Elastizitiatsgrenze folgt, dafl diese viel schwerer zu bestimmen

(oo, Lngversuch . und auch nicht so eindeutig ist wie die Bruchfestigkeit, so daB -zuver-

lassige Zahlenwerte dafiir nur wenig zu finden sind.
Neuere Versuche iiber wiederholte Beanspruchung sind seither in aufBlerordentlich groBer
Anzahl durchgefiihrt worden, ohne daBl man heute zu einem abgeschlossenen Resultat ge-

/rg/cm“I Q@ 7}

x O

3000

2000 } } t % 2000
| i |
1000 L
‘ 0 JjOO0 (astwechse! /) Mir |
0 1 x 6000 - | - . |

% 7 2 3 4 5 6 7 & 9 70
Abb. 13. Dauerproben bis ca. 10 Millionen Lastwechsel (nach Lasche-Kieser).

kommen ist!. Abb. 12 zeigt die Spannungsdehnungslinie einer Stahlsorte fiir den einfachen
Zugversuch, Abb. 13 den Verlauf der Bruchspannungen bei wiederholter Belastung, in Ab-

kgfem?
4000

|

3000
\

2000 \ L

7000
J000 Lastwechsel/Min.

| L[] ]

a 70 20 30 40 50 60 70 80 90 100 710 720 130 MO f50 760 7170 780 190 200
Millronen -Lastwechse! ——>
Abb. 14. Dauerproben bis ca. 300 Millionen Lastwechsel.

héingigkeit von der Anzahl Lastwechsel, bis 10 Millionen Wechsel. Wird der Versuch noch weiter
fortgesetzt (bis 300 Millionen Wechsel), Abb. 14, so wird die Spannung, bei der der Stab endlich
zerbricht, noch etwas kleiner, so da die Frage auftritt, ob iiberhaupt eine Spannung existiert,
die das Material dauernd aushilt. Infolge der unvermeidlichen Streuung der Versuchs-
ergebnisse ist es schwer zu bestimmen, ob die Kurve wirklich asymptotisch verlduft. Wenn

1 Moore, H. F. und J. B. Kommers: The Fatigue of Metals. Mc Graw-Hill Book Co. 1927. — Mai-
lander, R.: Ermiidungserscheinungen. Werkstoffausschul des Vereins deutscher Eisenhiittenleute. H. 38,
1924. Mit ausfiihrlichen Literaturangaben.
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aber das Diagramm im logarithmischen MaBstab aufgetragen wird (Abb. 15), erkennt man
viel leichter, daB tatséichlich eine untere Grenze vorhanden ist, die Arbeitsfestigkeit.

Eine Turbinenwelle, die 3000 Umdrehungen pro Minute macht, erfahrt 180000 Belastungs-
wechsel in der Stunde oder rund 540 Millionen pro Jahr. Die Drehzahl von 3000/min wird heute
in manchen Fillen schon iiberschritten (n = 6000 -~ 12000/min), so dafl der Maschinenbau tat-
sichlich ein praktisches Interesse daran hat, Versuche mit sehr groBer Belastungswechselzahl
durchzufiihren.

Nicht alle Metalle zeigen einen so einfachen Verlauf der Kurve, wie z. B. Abb. 16 fiir
Duralumin zeigt, wo scheinbar gar keine Grenze fiir die Arbeitsfestigkeit vorliegt. Es ist
deshalb durchaus nicht ausgeschlossen, daBl auch die Arbeitsfestigkeit von Stahl, bei noch
hoherer Belastungswechselzahl, einen noch kleineren Wert annimmt.

Wenn die Belastung zwischen einer «.
oberen Beanspruchung ¢, und einer unte- ig
ren ¢, (unter Beriicksichtigung des Vor- XS n = Lastwechselanzah

. > leg 5000 -

zeichens) wechselt, so entspricht aullerdem N
_ _ . log 4000 N
jedem Verhiltnis 6—“ eine bestimmte Ar- jog3000 N
bfaitsfe'stigkeit. Die wichtigsten Belastungs- log 2000
falle sind folgende:

1. Z“ = —1, d. h. ¢, und g, sind gleich 2

0 2 3 4 5 & 7 70

groB3 aber entgegengesetzt gerichtet. Die 0w Wt oW wt w W wwt o w

. . log (1) =———> .
Arbeitsfestigkeit wird dann Schwingungs-
festigkeit ,,8 genannt.

Gy

Abb. 15, Dauerversuche im logarithmischen Mafistab aufgetragen.

2. "* =0, d. h. die Belastung wechselt zwischen ¢, oder g, und Null, dann wird die Grenze

Ursprungsfestigkeit ,,U” genannt.
3. Z“ =1 entspricht dem Grenzfall einer ruhenden Belastung; die ihr entsprechende

Tragfeostigkeit , T ist kleiner als die Bruchfestigkeit K, beim Zugversuch. (Vgl. S.19
Einfluf} der Zeit.)

Fiir den Konstrukteur wire es wichtig, den Verlauf der Arbeitsfestigkeit in Abhéngigkeit
von Z—" fiir die gebriuchlichsten Werkstoffe zu kennen (Abb. 17). Eine Vorbedingung fiir die

L_ el
25 N s0 — =87
\ 7 Fmo=0Cs
\/iaaqqe//;q“mﬂlumﬂd NE [ > > g -
I
SZ” 1 §4‘0  A— j?/ N mTTTT
N AN L > -
| | X o~
NN N 3 ‘ N P
87 ! NE4 --
1) — 3 , =%
§7a \ ‘ D, 1
X S ! ,j\?\” e S m—
3 B R e sittensroffstan
Qs | N - M
T ] 0 - R
] Versuctie vorr J /1. Smitty
N . , L]
0t  wF  w¢  w”  wé w? -30 -95 0 g5 +0
Azal dbr Belastungswesiise! z Ou g
Abh. 16. Dauerbiegeversuche mit Duraluminium Abb. 17. Dauerversuche mit wechselndem Verhiltnis g *
o

(nach Bericht des Werkstoffausschusses des VDE).

praktische Losung dieser wichtigen Frage ist aber eine weitgehende Normalisierung der Kon-
struktionsmaterialien.

3. EinfluBl der Querschnittsform. Die Theorie sagt nichts iiber die Form des Querschnittes
D
aus. Die Gleichung o :If gilt fiir alle Querschnittsformen, wenn nur keine Unstetigkeiten

vorkommen, die Kraft in der Stabachse wirkt und das Material homogen ist.
Versuche mit reinem Aluminiumblech (hart) von 2 und 5 mm Dicke ergaben z.B. fol-
gende Werte:
0 = 2mm, K, = 16,5 kg/mm?, 0=2,5%, g,=15,9 kg/mm?

5 13,8 3,5 13,4
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Der Unterschied 1aBt sich durch die Anderung der Festigkeitseigenschaften der &#uBeren
Schichten beim Kaltwalzen, also durch Inhomogenitéit erkliren.

P. Oberhofer und W. Poensgen! haben guBeiserne Probestibe von verschiedenem
Durchmesser untersucht, wobei dullerste Sorgfalt darauf verwendet wurde, dafl die Zusammen-
setzung des Eisens in allen Fillen die gleiche war. Das Resultat ist in Abb. 18 dargestellt und
zeigt eine sehr starke Abnahme der Zugfestigkeit mit dem Stabdurchmesser. Auch diese Er-
scheinung 148t sich durch die Inhomogenitit des Stabmaterials erkliren. Die eingeschlos-
senen Graphitplidttchen machen sich bei den kleinen Querschnitten nédmlich sehr stark merkbar.

Versuche von v. Bach (Abb. 19) zeigten, daB} selbst beim

h . . . . h Z”‘qﬁs”:?/fe/}‘e,,
omogenen FluBeisen die Festigkeitseigenschaften (Streck- 13550 ,
grenze, Bruchfestigkeit) von | 488
7% i 1335 ky/qem

J—F—=1 der Querschnittsform ab-
~ hingen. Die oberen Streck-
grenzen fiir Rundeisen und
| T-Eisen weichen um

|

i

]

|

72 2333 — 1919 |
/ ugtestigkeit g X100 =20%

|

I

H

]

N

1919
7 voneinander ab. Diese Ab-
/ weichungen lassen sich da-
%0 / durch erkliren, daB die
Theorie gleiche Dehnungen
und Spannungen in allen
s Punkten des Stabquer-

5 S;Z 5 ¢/.,j5m ” 20 % 90 gchnittes voraussetzt. An () I

. P .
Abb. 18. EinfluB der Querschnittsform.  der Gleichung ¢ = - &ndert Abb.19. Einflug der Querschnittsform.
GuBeisen. f Schmiedeeisen (nach Bach-Baumann).

sich nichts, wenn P von

einem Stab von 10 cm? oder von 1000 Stiben & 1 mm? getragen wird, da f in beiden
Fillen gleich 10 cm? ist. In Wirklichkeit ist dennoch ein Unterschied vorhanden, denn die
1000 Stdbe von je 1 mm? konnen sich unabhingig voneinander zusammenziehen; sie werden,
wenn sie sich vorher gerade beriihrten, die Beriihrung infolge der Querkontraktion aufgeben.
Die einzelnen Fasern des Stabes von 10 cm? besitzen diese Unabhéngigkeit nicht, d. h. sie
wirken senkrecht zur Stabachse aufeinander ein. Diese Einwirkung ist verschieden, je nach
der Form des Querschnittes, und zwar um so kréftiger, je kleiner der Umfang im Vergleich
zur Querschnittsfliche ist, z. B. beim Kreis intensiver als beim T -Profil. Der Spannungs-
zustand ist also, genau gesehen, nicht mehr einachsig, sondern riumlich.

4. Der ebene Spannungszustand. Wie folgende Druckversuche zeigen (Abb. 20a und b),
kann beim zweiachsigen Spannungszustand nicht die grofite Normalspannung ausschlag-
gebend sein fiir die Bruchgefahr. Druck kann, solange keine Knickgefahr vorhanden ist, als

| eine Umkehrung des Zugversuches betrachtet werden. Die Druck-

2%,
2335 sperre

i spannungen werden negativ, ¢ = ——f— und auch die Dehnungen
- -
i sind entgegengesetzt gerichtet. Die Spannungsdehnungslinie wird
ZK\'{(\/@’/ also einfach ins negative Gebiet verlingert; man spricht von der
& Quetschgrenze an Stelle der Flieigrenze. Beim Druckversuch a
Abb. 208 Abb. 20b wird die Bleiplatte bei einer Spannung von — 125 at herausge-

(nach Bach-Baumann).

quetscht, wihrend bei der Anordnung b bedeutend héhere Span-
nungen vorkommen kénnen, ohne dafl ein Bruch eintreten muB.

Darum stellte schon um die Mitte des vorigen Jahrhunderts de Saint Venant die neue
Hypothese auf, dafl die gr6B8te Dehnung als Bruchursache gilt (Dehnungshypothese).
Durch Grashof hat diese Hypothese, als Grundlage der Festigkeitsrechnungen im Maschinen-
bau, eine weite Verbreitung gefunden. Fiir die einachsige Zugbeanspruchung sind Dehnungs-
und Hauptspannungshypothese identisch, da die Spannungen mit den Dehnungen proportional
sind, fiir den ebenen und rédumlichen Spannungszustand aber nicht.

Es ist nun leicht, die Dehnung bei der zweiachsigen Beanspruchung zu berechnen. Wir
gehen dabei von einer Erfahrungstatsache aus, die als Superpositionsgesetz bezeichnet wird :

»Erfahrt ein Korper unter dem Einflusse irgendeiner Belastung eine
elastische Formdnderung und verursacht eine zweite Belastung, die von der

1 Stahleisen 1922, S. 1190.
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ersten vollig verschieden sein kann, ebenfalls nur elastische Forménderungen,
so lehrt die Erfahrung, dall beim Zusammenwirken beider Belastungen sich
die Formidnderungen ungestort iiberlagern.”

Von diesem Gesetz, das nur innerhalb der Proportionalititsgrenze gilt und so lange, als voll-
kommen elastische Formanderungen auftreten, wird in der praktischen Festigkeitslehre aus-
gedehnter Gebrauch gemacht.

Betrachten wir nun ein Flichenelement, auf das die Spannungen ¢, und ¢, wirken, und
bezeichnen wir mit ¢, die Dehnung in der X-Richtung, mit ¢, die Dehnung in der Y-Richtung,
so setzt sich die Gesamtdehnung unter der Einwirkung der beiden Spannungen zusammen aus:

in der X-Richtung von o,: e B =0,
. | o,
Querkontraktion von o,: o, Bl ==— W; +
. 1
- K =0c,— 0o,.
Eal r om0V
1 (9) Abb. 21. Der ebene
. . . $ sz d.
Ebenso in der Y-Richtung: e, =0,— N pannungszustan

Beim Druckversuch b in Abb. 20 haben wir den gleichen Fall, nur da8 die Spannungen
und Dehnungen entgegengesetzt gerichtet sind. Die Gesamtdehnung wird also kleiner als
im Fall a und dadurch die Bruchfestigkeit erhoht. Durch den innigeren Zusammenhang der
einzelnen Fasern beim Rundeisen gegeniiber dem T -Eisen (o, wird gréBer) 148t sich auch die
hoéhere Bruchfestigkeit erkliren.

Wenn die Dehnung ¢ nun als Mal fir die Beanspruchung des Materials gilt, so ist das
Rechnen mit dieser GréBle doch unbequem. Darum vergleicht man den Spannungszustand,
dessen Zuldssigkeit untersucht werden soll, mit der einachsigen Zug- oder Druckbelastung,
deren Dehnung gleich der gesamten Dehnung des untersuchten ist. Man rechnet dann nicht

mit der Dehnung selbst, sondern mit dem Wert swE::am—Z"; =0req, der als reduzierte

Spannung bezeichnet wird.

Legen wir nun unter dem Winkel ¢ mit der X-Achse einen beliebigen schiefen Schnitt,
so kann die unbekannte Spannung darin wieder in die normale und die tangentiale Kompo-
nente (¢ und 7’) zerlegt werden. Wenn die Hypotenusenfliche mit df bezeichnet wird, so
ist die senkrechte Kathetenflache df-sing und die horizontale df-cosg.
Mit diesen Flachen sind die Spannungen zu multiplizieren, um die
Krifte zu erhalten.

6.

In der X-Achse wirkt also: ; und in der Y-Achse: z

o,dfsing, \ o, dfcos @,

7' cos pdf, 1 ' singdf.

o'sinpdf, ‘ o' cospdf.

. . 3 . . . . 6y Ccosyp

Da das ausgeschnittene Dreieck im Gleichgewicht ist, mu8 die Summe G
der Krifte in beiden Richtungen gleich Null werden: z

O SIL@—T COS ¢ —0 sIn = 0 ’ Abb. 22. Spannungen in einem

G, Cos @ 41’ sin (P—O'/ cos @ = 0, schiefen Schnitt (nach Winkel).

d. h. wir erhalten zwei Gleichungen mit den Unbekannten ¢’ und 7/, woraus:

r Gy + o, Oy — Uv 2
o= ", ——F5—cos2¢p, 1
(10)
’ Gy — Oy .
T= ", 'sin2g. I
Die Schubspannung wird am groBten fir sin 2 ¢ = 1, also = 450
Tmax = i’l; % (11)

Die {iibersichtlichste Darstellung dieses Spannungszustandes rithrt von Culmann her?
(Prof. a. d. Eidg. Techn. Hochschule Ziirich). Man trage auf einer Abszissenachse vom Ur-

1 In der Literatur wird diese Darstellung meist als Mohrscher Spannungskreis bezeichnet. Prof.C. Cul-
mann (Eidg. Techn. Hochschule in Ziirich) hat sie aber schon friither (1875) verwendet.
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sprung O aus die beiden Spannungeno, = 04 undo, = O B ab (Abb. 23), und zwar unter Beriick-
sichtigung der Vorzeichen, d.h. wenn beide Spannungen gleiche Vorzeichen haben, in gleicher,
sonst in entgegengesetzter Richtung. Schlagt man iiber 4 B als Durchmesser einen Kreis und zieht
vom Mittelpunkt M die Linie M C, die den Winkel 2 ¢ mit der Abszissenachse einschlieft, so geben
die Koordinaten von C, die Spannungen ¢’ und v’. Der Beweis liegt in der Figur selbst; der

Mittelpunkt M hat die Abszisse” J;"f und der Radius

ist gleich e ;}73/ . Um die Spannung in einem zu ¢ senk-

rechten Schnitt zu finden, mull der Winkel 2 (¢ + 90)
aufgetragen werden, und wir erhalten den Punkt ¢’
durch Verlingerung von MC.

Aus der Abbildung folgt daher, daB die
Schubspannungen in zwei zueinander senk-
rechten Schnitten gleich grofl und entgegen-
gesetzt gerichtet sind; die Schubspannungen

Abb. 23. Spannungskreis. treten also paarweise auf. (Satz der Gleichheit
der zugeordneten Schubspannungen.)

In den beiden Schnitten 04 und OB, die auch senkrecht zueinander stehen, sind die
Schubspannungen gleich Null; sie werden Hauptschnitte genannt und die Spannungen
Hauptspannungen (spdter immer mit oy, g, und o; bezeichnet). Wenn die Spannungen
o', ' und 7’ in zwei zueinander senkrechten Schnitten bekannt sind, so braucht man zur Auf-
zeichnung des Spannungskreises nur iiber die Linie C'C” als Durchmesser einen Kreis zu schlagen.
Damit sind dann auch die Hauptschnitte und Hauptspannungen festgelegt.

Da OM:“_‘%‘L und MC:VT’L}_("’TQ";Y,
wird
A L A/
’ i 1 " 7/”' ) 17 77* r (12)
o, =2 ;G —5 V4v'24- (0" —0' )2 =0,. ]

Die maximale Dehnung, resp. die reduzierte Spannung &, & zaw—;: = 0reqa Wird dann all-

gemein:
m—1 .,  ,,m+]l 3
Ored = g, (6" +0")+ o 1‘/4‘5 24 (0" —0')? (13)
und
e =0y __ 1
Tmax="" 57 =5 4T+ (0" — o). (14)

Ist eine der Normalspannungen gleich Null, dann ist
Tmax = *;* 1/0'2 ~+ 4:? . (14a)

Aus dem Satze der Gleichheit der zugeordneten Schubspannungen 148t sich
ein weiterer, ganz allgemeiner Satz iiber die Schubspannungen ableiten. Betrach-
ten wir an einem beliebig begrenzten Querschnitt eine am Rande liegende Fliche df
(Abb.24). Nehmen wir an, dal die Schubspannung dort beliebig gerichtet sei, so 148t
sie sich immer in zwei Richtungen zerlegen, von denen die eine in die Richtung
der UmriBlinie fillt, 7, und die andere senkrecht dazu steht,z,. Jeder dieser beiden
Komponenten 148t sich eine gleich groBe zugeordnete Schubspannung gegen-
iiberstellen. An einem unendlich kleinen Parallelopiped, von dem df eine Seiten-

Abb, 24, 1ldche bildet, wiirde jedoch die der Komponente 7, zugeordnete Schubspannung

an einer zur freien Staboberfliche gehérigen Seitenfliche angreifen. Da aber
dort nichts mehr angrenzt, was eine Kraft iibertragen konnte, muf v, zu Null werden, um
das Gleichgewicht gegen Drehen herbeizufithren. Daraus folgt also allgemein:

Am Querschnittsumfang sind die Schubspannungen tangential gerichtet.
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5. Bruchhypothese von Mohr. Die Hypothese, da die maximale Dehnung als MaB fiir die
Bruchgefahr anzusehen ist, wird in allen Hand- und Lehrbiichern iiber Maschinenbau als
Grundlage der Festigkeitsrechnungen verwendet. Und doch hat es sich schon vor 25 Jahren
gezeigt, daB diese Hypothese mit verschiedenen Beobachtungen keineswegs iibereinstimmt,
Es seien hier nur zwei solche Fille erwihnt:

1. Fall. Reine Schubbeanspruchung, d. h. die Normalspannungen ¢’ und ¢”’ werden
zuNull. Dann folgt aus der Gleichung (12), daf ¢, = + 7 und ¢, = —7. Dieser Spannungs-
zustand wird also durch einen Kreis dargestellt mit dem
Mittelpunkt in 0. Nun soll t’ so gewéhlt werden, daB
die Anstrengung des Materials gerade an der zuldssigen
Grenze liegt. Wird die maximale Dehnung als Bruch-
gefahr betrachtet, so gibt Glei-

chung (13) fiir diesen Fall: x
, m-1 R
e |
red m : py
d m 1
er Tgil = — 5 O R
0 2ul = oy Ozul /)- N
. 10
» und mit m = 35 Tzul = 0,77 ozu1,
Abb. 25. Reine Schubbeanspruchung . . . Abb. 26.
(nach Winkel), withrend die Versuche = 0,5 bis 0,57 ymschiingungsfestigkeit.

ergeben haben.

2. Fall. Umschlingungsfestigkeit. Dieser Fall liegt vor, wenn ein Wiirfel auf vier
Seiten gedriickt wird, wihrend zwei Seiten unbelastet bleiben. Wenn die groBte Dehnung
als Bruchursache anzusehen wire, miiite die Umschlingungsfestigkeit groBer ausfallen, als
die einfache Druckfestigkeit, weil beim Umschlingungsversuch kleinere Verkiirzungen auf-
treten.

1

Umschlingung: ¢, E =0,— O

Druckversuch: ¢, F=0,, also Ee¢,<Eey.

Nach den zahlreichen Versuchen von A. Féppl (Miinchen) ist die Umschlingungsfestigkeit
aber ebenso groB wie die Druckfestigkeit.

Diese Widerspriiche werden durch die Hypothese von Mohr vermieden, und man darf
heute wohl sagen, daB fiir die technisch wichtigsten Materialien diese Hypothese den Ver-
suchsergebnissen besser entspricht als die vorher erwihnten, so daB diese zur allgemeinen
Verwendung kommen mus.

Im allgemeinen wird der Spannungszustand dreiachsig (rdumlich) sein mit den Haupt-
spannungen ¢y, 6, und ¢;. Wenn nun algebraisch (also unter Beriicksichtigung der Vorzeichen)
61 > 03 > 0y ist, so sagt die Hypothese von Mohr zunéchst, dal es auf die mittlere Haupt-
spannung ¢, liberhaupt nicht ankommt, d. h. die Bruchgefahr liegt in jener Hauptebene, die
durch die algebraisch kleinste und groBte Hauptspannung gelegt ist. Das ist eine Annahme,
die sich theoretisch nicht beweisen 148t, doch recht plausibel ist. Sie 148t sich nur dadurch
priifen, daB man die SchluBfolgerungen daraus mit den Beobachtungstatsachen vergleicht.
Solche Versuche sind gemacht worden von Guest!, v. Kdrman2, Dr. R. Boéker3, welche
alle zugunsten der Mohrschen Hypothese ausfielen. Neuere Versuche von Lode? sowie von
M. Ro$ und A. Eichinger5 zeigten je nach dem Spannungszustand einen EinfluB der
mittleren Hauptspannung bis zu 12%. G '

Diese Annahme erklirt auch die Ubereinstimmung der
Umschlingungsfestigkeit mit der Druckfestigkeit:

Druckbeanspruchung: o¢,=—p, 0,=0, 0;=0, \

Unmnschlingung: oy=—p, o,=—p, 0c;=0.
Die mittlere Hauptspannung o, spielt eben keine Rolle.

Die erste Annahme von Mohr gestattet also, dafl wir
uns bei den weiteren Betrachtungen auf den ebenen Span-
nungszustand beschrinken. Die Mohrsche Hypothese ist G g
nun sehr allgemein und vorsichtig abgefaBt. Man denke  APb- 27-hf;§;‘}fé‘s“er‘;%r?ﬁggf Bruch-
sich die Kreise aller Spannungszustinde, die an der Elasti-

+G

a

1 Phil. Mag. 1900, Juliheft. 2 Mitt. Forsch.-Arb. H. 118. 3 Mitt. Forsch.-Arb. H. 175,76.
4 Mitt. Forsch.-Arb. H. 303. 5 Kidg. Mat.-Priifanstalt Ziirich 1926.
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zitéts- (oder Bruch-)Grenze liegen, in dem gleichen g-, 7-Koordinatensystem aufgetragen.
Dann 148t sich eine Grenzkurve G ziehen, die alle diese Kreise einhiillt. Wollen wir die
Bruchgefahr vermeiden, so miissen wir eben innerhalb dieser Grenzkurve bleiben. Uber
die genaue Gestalt der Grenzkurve sagt die Mohrsche Hypothese nichts aus, und es wird
als Aufgabe der experimentellen Forschung betrachtet, diese niher zu bestimmen, wobei die
Kurve fiir verschiedene Materialien auch verschieden ausfallen kann, und zwar nicht nur in
den absoluten Werten, sondern auch dem Charakter nach.

Diese allgemeine Fassung seiner Hypothese hat den Vorteil, daf sie sich den jeweiligen
Versuchsergebnissen gut anpassen kann. Aber solange die Gestalt der Grenzkurve nicht
bekannt ist, kann der Ingenieur wenig damit anfangen, und das ist wohl der Hauptgrund,
warum die Hypothese in Ingenieurkreisen so lange keine weitere Verbreitung gefunden hat.

Fiir jene Spannungszustinde, die zwischen der einfachen Zug- und Druckbeanspruchung
liegen, und mit denen man bei den praktischen Anwendungen gewdhnlich zu tun hat, kann
die Grenzkurve aber anndhernd durch eine gerade Linie ersetzt werden, die die beiden Kreise
beriihrt. Wird in der Abb. 28 noch der Spannungskreis fiir reine Schubbeanspruchung ein-
getragen (Mittelpunkt in O), der die Grenzlinie ¢ beriihrt, so folgt auf Grund einfacher plani-
metrischer Sétze fiir die zuldssige Schubspannung:

0,04
A Tzul = o, 40,
Dieser Fall liegt z. B. bei GuBleisen vor, welches Material gegeniiber Druck bedeutend wider-
standsfahiger ist als gegeniiber Zug.

(15)

Fiir zéhe Materialien (Stahl), die gleich groBe Zug-
und Druckspannungen ertragen, liegen die Verhiltnisse
noch einfacher (Abb.29).
Die Grenzlinie liegt nun

/ \ parallel zur g-Achse, und
o .

:, g 0 tG . Ty = 5 Was auch mit
K&Z / den Versuchen besser

ibereinstimmt.  Aber

. auch fiir alle Spannungs-

Abb. 28. Grenzkurve fiir GuBeisen. Abb. 29. Grenzkurve fiir Stahl. zustdnde, die dazwi-

schen liegen, kann man

nun die einfache Bedingung fiir die Bruchgefahr aufstellen, dal} die gr68te Schubspan-

nung eine fest bestimmte Grenze nicht tiberschreiten darf. Um die Bruchgefahr zu beurteilen,
brauchen wir deshalb nur die gréBte Schubspannung zu berechnen, und dann sollte

Tmax < Tzul

sein, wobei ausdriicklich zu bemerken ist, daB diese Bedingung nur fiir zihe Materialien
gilt. Da allgemein 7y = (—TL; %
ist, kommt es auf das gleiche hinaus, wenn man sagt, dal die Differenz der beiden Haupt-
spannungen eine bestimmte Grenze nicht iiberschreiten darf. In dieser Form, als ,,Maximum
Stress-Difference Theory ist diese Hypothese in der englischen Literatur verbreitet,
oder auch als ,,Guest law‘, nach dem Amerikaner Guest, der um 1900 eine Reihe von
Versuchen mit Metallen durchfiihrte, die diese Annahme bestdtigten.

Die oben erwihnten neueren Versuche von Lode sowie von Ro$ und Eichinger haben
nun gezeigt, dal die Grenzkurve nicht gerade, sondern schwach gewélbt ist. Wenn wir also
mit der maximalen Schubspannung als Bruchursache rechnen, so machen wir einen Fehler,
der aber auf der sicheren Seite liegt.

Ein Vergleich der Schubspannungshypothese fiir zihe Stoffe mit der weit verbreiteten

3

C’ .

(11) gleich der halben Differenz der beiden Hauptspannungen

Dehnungshypothese folgt sofort aus den Gleichungen (13) und (14). Setzt man m = 130 und
¢ =0, so wird:

Orea=0,350 40,65 Y02 +472 und Tpax= é Vo +42= —; o*.

Mit -- =0,1 0,3 0,5
c

o*
wird 2 =1,01 | 1,07 | 1,12 |

T i
|
\
Ored |
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Bei gleichzeitigem Auftreten von Schub- und Normalspannungen unterschéatzt die Deh-
nungshypothese die Bruchgefahr, und zwar um so mehr, je mehr die Schubspannung
iiberwiegt. (Vgl. auch S.65.) Bei dem scharfen Konkurrenzkampf, der dazu zwingt, mog-
lichst an Material und Léhnen zu sparen, mufl der verantwortungsbewulite Ingenieur die Frage
der Bruchgefahr klar iibersehen, um auch bei hohen Beanspruchungen volle Sicherheit
der Konstruktion gewihrleisten zu koénnen.

6. Formiinderungsarbeit. Beim Zug- oder Druckversuch wird von den &uBeren Kriften,
die die Forminderung hervorrufen, eine gewisse Arbeit, die Forménderungsarbeit 4 geleistet.
Wird die Kraft P allmihlich von O bis P gesteigert, so ist

P
A=[P-ay.
0

Um dieses Integral zu berechnen, mufl der Zusammenhang zwischen P und Al bekannt sein,
der durch die Spannungsdehnungslinie, Abb.3, gegeben ist. Der Flicheninhalt zwischen
Dehnungslinie und Abszissenachse ist dann die auf die Volumeneinheit bezogene (spezifische)
Forminderungsarbeit, die auch als Mal} firr die Zahigkeit des Materials gilt.
Innerhalb des Hookeschen Gesetzes ist
A=l oder P=FE
s0 dafl
FE FE 4@ PAl
a="p =" =0 (16)
Diese Gleichung hétte auch sofort aus der Abbildung abgeleitet werden konnen, als Inhalt
des Dreieckes.

Da Al=cl= %—-l und das Stabvolumen V = f-I ist, wird

FE 0" o? P2
= 2 — - _
A= g7 gl FZ2E EV_ZFEZ’ (16a)
d.h. Innerhalb des Hookeschen Gesetzes ist die Deformationsarbeit dem Vo-
lumen und dem Quadrate der Spannung proportional.
Beim zweiachsigen Spannungszustand setzt sich die Forménderungsarbeit aus den Einzel-
arbeiten von ¢, und ¢, zusammen:

G, )
1 1 ¥ <
A= 2—ow'dy-s-ddw+2—Uyd9cs-,~1dy, SRR N
|
wenn die Dicke des Elementes mit s bezeichnet wird. Nun ist nach Gl. (9) 6, i, i Gy
Ad 1d 1 T
1da 1 A Ady 1/ o, <~_¢x._|z;<_
d":‘t ~—-8x——E’<O'x m) llnd dy —lty—‘—E <‘O‘y m>’ ‘Ad-t
) __sdzdy [ s 2 1
so dal} 4= "yp (Ua, +oy— axay> e,
92 “dV Abb. 30.
— <002c + O.;ZI . Umay ) 2 Iz (17) Der ebene Spannungszustand.

Wenn nur Schubspannungen auftreten, dann erfahren die Kanten keine Léngendnderungen,
sondern die Winkel dndern sich (Abb.30a). Wird die kleine Anderung des urspriinglich rechten
Winkels mit y bezeichnet, dann ist — wenn das Hookesche Gesetz gilt — die
Formianderung mit der Spannung proportional, also —_—

T=yG. (18)

G, der Schubmodul, ist eine neue Konstante des Materials.

===7
N

Die Forminderungsarbeit fiir die Volumeneinheit ist - 1:-;/, da die Span-

nungen allmihlich von Null an wachsen. GApb. 805,
eine Schub-
1 T2 beanspruchung.
A= 3TV =54 (19)
Die Formanderungsarbeit kann auch direkt aus der allgemeinen Arbeitsgleichung (17) abgeleitet
werden. Denn fiir die reine Schubbeanspruchung (vgl. 8. 15) ist ¢, =7 und ¢, = —7, so daB
2 9 ,,\ m + 1
Ao=55| (24 + mE T

ten Bosch, Maschinenelemente. 1. 2
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Durch Gleichsetzen beider Werte fiir die Forminderungsarbeit folgt als Beziehung zwischen
den drei Elastizitdtskonstanten:
m <

Mit m — 139 wird @ = 0,385 L.

7. Neuere Bruchhypothesen. Die Hypothese von Mohr hat den Nachteil, dal sie nicht
aus allgemeinen physikalischen Gesichtspunkten abgeleitet ist, sondern nur auf Grund experi-
menteller Ergebnisse; sie ist also kein Naturgesetz. Eine andere, viel allgemeinere Hypo-
these! sagt folgendes aus: ,,Da unmittelbar vor dem Uberschreiten der Elastizititsgrenze ein
labiles Gleichgewicht herrscht, so muf} hier das allgemeine mechanische Kriterium gelten,
daB die potentielle Energie (Deformationsarbeit) ein Maximum sein mul}.*

Fiir den raumlichen Spannungszustand ist die spezifische Forménderungsarbeit:

1
szfz" (018, + 0,85+ 0485).

Ersetzt man hierin die Dehnungen durch die Spannungen, mit Hilfe der Gleichungen-

Bey=o,— 2%
B _93+£1
&y =0y m

(e
Ees=o, m

so erhilt man:

1 2 °
szzE{aﬁ—{—og—Fo%»— ” (alaz—}—0203+0'301)}.

Dieser Wert diirfte nach der obigen Labilitdtsbedingung einen Grenzwert nicht iiberschreiten.
In dieser Form hat die Gleichung noch keine Anwendung gefunden. Berechnet man nun die
Arbeit, die zur Verdnderung des Rauminhaltes verbraucht wird, ndmlich:

o1t 0y 05 et ey ey
3 2 ?

1—2

und setzt die Werte von ¢, &, und ¢; ein, so wird diese Arbeit gleich ﬁ (0, + 05+ 04)2.

Zieht man diese von der Deformationsarbeit 4 ab, so wird

, 1
Ay="0" {0t + 03+ 03— (0,0, + 0,05+ 0, 0,)}

A =" (0, — 00+ (03— 0+ (0, — 0,)7). (21)

In der Form, daBl der Klammerausdruck einen bestimmten Grenzwert nicht iiberschreiten
darf, ist die Hypothese zuerst von M. T. Huber? vorgeschlagen worden; spiter und unab-
hingig davon durch Hencky?® und R. von Mises. Sie steht mit den neueren Versuchen in
besserer Ubereinstimmung als die Schubspannungshypothese, woraus folgt, daB die Arbeit
zur Anderung des Rauminhaltes kein EinfluB auf die Anstrengung des Materials hat.
Tatséchlich @ndert sich bei der plastischen Forméanderung der Rauminhalt praktisch
nicht. M. Ro$ und A. Eichinger? folgern aus dieser Tatsache, daB die bleibenden
Fcrménderungen durch Verschiebungen in Gleitebenen erfolgen miissen, die mit den Ebenen

! Griffith: Phil. Trans. Royal Soc. 1920. 2 Lemberg 1904. 3 Z. ang. Math. Mech. 1924, S.323.

4 Ro$, M. und A. Eichinger: Versuche zur Klirung der Bruchgefahr. Mitt. der Mat. Priifanstalt
Ziirich. Sept 1926.

* Das Volumen dz-dy-dz wird nach der Deformation dx(1-4-&) dy(l+e) dz(l-+e)

=dx-dy-dz(l+ & + & + &), und die mittlere Spannung ist b i S +632 +% .
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der groBten und der kleinsten Schubspannung identisch sind. Diese zwei Verschiebungen
bilden eine einzige resultierende Verschiebung, die als MaBl der Beanspruchung anzusehen ist.
Die Berechnung dieser resultierenden Verschiebung fiihrt zu der nédmlichen Bedingung (21)
fiir die Bruchgefahr.

Fiir den einachsigen Zugversuch ist ¢; == 0, 6, = ¢; = 0, und

_om+1 2

Ay = 3mBE°
Fiir die reine Schubbeanspruchung (vgl. S.15) ist 6; = +7, 0, = —7 und
m “+1 2
Ar= mi T

Wenn in diesen beiden Féllen bis zur zuléssigen Grenze gegangen wird, mufl

m-~-1 m--1
R e
3o k2l mE 2
sein oder
. O'zul 22
Tzul = I3 = 0,577 0y . (22)

Diesen Wert hat Lode bei seinen frither erwédhnten Versuchen gefunden.

8. EintluB der Zeit. StoBweise Belastung. Jeder Korper, der durch Krifte beansprucht
wird, erleidet eine Forméinderung, zu deren Ausbildung eine gewisse Zeit erforderlich ist. Bis
jetzt war vorausgesetzt, dall} die Belastung , allmahhch , d. h. so langsam gesteigert werde,
dall zu jeder Zeit Gleichgewicht zwischen Kraft und Formanderung vorhanden ist. Eine
solche Forminderung kann als statische bezeichnet werden. Wird nun dem Korper
zur Forménderung nicht geniigend Zeit gelassen, so miissen sich dhnliche Erscheinungen be-
merkbar machen, wie beim Hindern der Querkontraktion (. 13), d. h. es wird eine Erhchung
der Bruchfestigkeit eintreten.

FluBleisen: Dauer des Versuches 2,5 min K, = 3925 at.
. . . 75 . 3700 .,
Kupfer: . . - 2 . 1480 .,
- " lang 820 ,,

Man schreibt deshalb bei der Materialpriifung, um brauchbare Vergleichswerte zu erhalten,
z. B. bei Leder und Textilfasern, eine bestimmte Streckgeschwindigkeit vor. Bei hoheren
Betriebstemperaturen hat diese Frage auch fiir Eisen praktische Bedeutung. Die Beobach-
tung hat schon wiederholt gezeigt, dafl das Eisen unter dauernd wirkender Belastung bei
ziemlich kleinen Spannungen anfingt zu ,kriechen. Die Kriechgrenze ist aus dem ein-
fachen Zugversuch bei dieser Temperatur nicht mit Sicherheit zu bestimmen. Jedenfalls er-
halten wir bei rascher Belastung eine andere Spannungsdehnungslinie als beim gewdhnlichen
Zugversuch. Diese Frage ist namentlich wichtig bei stolweiser Belastung, die dadurch gekenn-
zeichnet ist, dall dem Maschinenteil plotzlich eine bestimmte Energiemenge zugefithrt wird, die
sich in Forménderungsarbeit umsetzt. Das Integral Pd (A1) ist dann iber die dynamische
Spannungsdehnungslinie zu integrieren. Hieriiber liegen nur wenige Versuche vor von Dr.-
Ing. R. Plank!. Auch hier zeigt es sich, dal bei einer dauernden Wiederholung der StéBe
eine viel kleinere Stofienergie den Stab zum Bruch bringen kann. Soll die StoBenergie dauernd
ertragen werden, dann darf der Wert, den die Forménderungsarbeit an der Elastizitatsgrenze
hat, nicht tberschritten werden.

Aber auch wenn der Stab ohne Stol3, plétzlich der Einwirkung der ganzen Kraft P aus-
gesetzt wird, treten groflere Spannungen auf. Nennen wir die maximale Verlingerung in
diesem Fall A1;, dann ist die Arbeit der Kraft P gleich PxAl;. Zundchst sieht man leicht
ein, daBB A1, > Al fir die allmihlich gestcigerte Kraft P sein muf}, denn wenn die elastische
Forminderung A1 erreicht ist, hat P die Arbeit P-A[ geleistet, die nach den fritheren Unter-
suchungen doppelt so grof} ist wic die bei dieser Forménderung aufgespeicherte potentielle
Energie. Die andere Hilfte muB sich daher in kinetische Energie der Massen umgesetzt haben,
wodurch Schwingungen um die Gleichgewichtslage entstehen, die erfahrungsgemifl rasch

1 Dynamische Zugbeanspruchung. Z.V.d.I. 1912, S.17.
9%
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ausklingen. Wie gro8 miillte eine allmédhlich aufgebrachte Last P’ sein, um die gleiche Ver-
langerung Al; hervorzubringen? Das folgt aus dem Vergleich der Arbeiten:
Al
.
Beim plétzlichen Aufbringen der Last wird der Stab doppelt so stark be-
ansprucht, als wenn er dieselbe Last im Gleichgewichtszustande tragt.

Da die Forminderungsarbeit dem Quadrat der Spannung proportional ist, wird sie bei
plétzlicher Belastung viermal grofier als bei statischer Belastung.

9. EinfluB der Unstetigkeit. Kerbwirkung. Die Theorie setzt ein stetiges Stabvolumen
voraus; folgende ZerreiBlversuche von FluBleisenstaben zeigen den EinfluB einer Unstetigkeit
(Abb. 31/32). Die Bruchfestigkeit wird also durch die Eindrehung erhsht, und die Erhéhung

P'Si=pP1l; oder P =2P.

iy |
[ .
f : —} | k, l ‘ k.
—_— N cm | at em “ at
P
-, A 5 | 6220 5 6200
Abb. 31 (nach Wawrziniok). 9 I 6840 2 6510
1 8840 1 7160
f - 0.5 | 9320 0,5 7890
— ¥_.? ——— - [ 0,2 8680
L7~ Ecken abgerundet Ecken scharf
Abb. 31 Abb. 32

Abb. 32 (nach Wawrziniok).

ist um so grofler, je kiirzer die Eindrehung ist. Diese zunichst iiberraschende Tatsache 1aft
sich ebenfalls durch die Beeinflussung der einzelnen Fasern erkliren. Fiir alle Querschnitte

. , P .
mit d = 3 cm ist ¢ = 7}1, und fiir alle Querschnitte mit d’ = 2cm, ¢’ = P An der Uber-

137 92

4 4
gangsstelle sollte also ein plétzlicher Spannungswechsel eintreten, was natiirlich praktisch
unméglich ist, und deshalb entsteht eine starke gegenseitige Einwirkung an der Stelle der Un-

stetigkeit (vgl. S.13).
Aus diesen Versuchen kénnte man schliefen, dafl die Eindrehung gar nicht geféahrlich wire.
Solche Bruchversuche haben aber fiir den Maschinenbau wenig Wert, da sie nichts tiber die
4000 | hgfpem wirklich guftretenden Spanpungen sagen.

o088y o Praktisch besonders wichtig sind die
’ Unstetigkeiten beim gelochten Stab. Die
ziemlich verwickelte theoretische Unter-
2000 |- suchung?! 146t an den Kanten das Dreifache
Flessgrenze der mittleren Spannung o, erwarten, die wir
200/7'[,‘@7” Q2% erhalten, wenn die Spannung als gleichméBig
2000 iiber den durchlochten Querschnitt verteilt
\ angenommen wird. Der Ingenieur greift in
solchen Fillen am liebsten zum Versuch.
o | Ing. Preuf3? hat durch FeinmeBinstrumente
520 50 L die Dehnungen gemessen®, und auf Grund
des Hookeschen Gesetzes die Spannungen dar-
a L0 aus berechnet. Die Versuche (Abb. 33) zeigen
i 7~ tatsiichlich eine wesentliche Erhohung der
% —~ Spannungen am Lochrande und eine Ver-
L 120 75— minderung gegeniiber ¢,, an der Aulenkante
Abb. 33. Abb. 34, des Flacheisens. Die Hochstspannung (omax)
Urtliangcﬁpi%pg:gﬁfyﬁlﬁlggcﬁngi lg;l:!t;égi)gkeiten wird durch die GréBe des Lochdurchmessers
’ ' ’ nur unwesentlich beeinfluBt, und ist 2,1- bis
2,7mal groBer als die mittlere Spannung. Diese Spannungsverteilung bleibt nur so lange bestehen,
als keine bleibende Forménderungen auftreten, also bis zum Uberschreiten der Elastizitéits-
grenze. Bei weiterer Belastung wird — bei einem zdhen Material — sich die Spannungsvertei-

7000

1 Foppl: Technische Mechanik Bd. 5, S. 352.
2 Z: V. d. I 1912, S.1780 oder Mitt. Forsch.-Arb. H. 126.
7 f‘}f}m genaues Feinmefigerat fiir Dehnungsmessungen ist der Tensometer von Dr.A.Huggenberger,
urich.
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lung allméhlich ausgleichen; bei sproden Stoffen dagegen wird der Stab sofort an der héchst
belasteten Stelle einreiflen. Bei wechselnd beanspruchten Stdben bedeutet die Lochung also
eine sehr gefahrliche Schwéchung, denn da eine dauernde Belastung oberhalb der Elastizitats-
grenze zum Bruch fithren muf}, darf dieser Wert am Lochrande nicht iiberschritten werden.
Diese Uberlegungen gelten allgemein fiir jede Unstetigkeit! (Kerbe), (Abb.34), und daraus folgt
als SchluBfolgerung fiir den Konstrukteur: Jede Unstetigkeit nach Méglichkeit ver-
meiden, da dort bedeutende értliche Spannungserhhungen auftreten. Diese Forde-
rung ist fiir sprode Stoffe dringender als fiir zihe. Die Spannungserhohung ist um so grofBer,
je schifer die Kerbe ist.

Auch das Arbeitsvermdégen des Stabes wird durch die Kerbung bedeutend geschwiicht,
wie folgendes Zahlenbeispiel zeigt: Nehmen wir zwei Stdbe a und b, Abb. 35, 11

die beide in dem gefdhrlichsten Querschnitt bis zur zulidssigen Grenze oy 1_9;@“&
beansprucht sind. Fiir den vollen Stab @ ist: ) ] ;
2 2 ik 009
=T 10250 % T % 4 it

A, =7 10250 4 7 = - 575 -5000. l $ ‘

Fiir den eingekerbten b: T

4 — T qge.qg (0840 T oo 50, % 7 l ]

Ay= 7 10048 I L g T au0100 5 T !

A, 4, 1:0,420. e

L . . . Abb. 35.
Die eingekerbte Form ist also bei stoBweiser Belastung bedeutend mehr ge- °

fahrdet; so beansprucht sind z. B. die Ventilspindeln der Motoren, Abb. 36. Die Ausfithrung
nach Abb. 37 gibt in dieser Hinsicht eine
bessere Losgung.
10. Kraft und Querschnittsform stetig
veriinderlich. Eine mit der Entfernung
vom Drehpunkt stetig verénderliche
Kraft ist die Fliehkraft. Dieser Fall

} Abb. 36 (nach Gii_ldneg, Abb. 37. Ventilspindel Abb. 38. Rotierender Stab
Verbrennungskraftmaschinen, 5.Aufl.). (nach Giildner). (nach Tolle, Kraftmaschinen).

ist praktisch wichtig fiir die Berechnung der Arme von Schwungradern. Wenn der Querschnitt
unverdndert angenommen wird, so wirkt (Abb. 38) auf einen beliebigen Schnitt im Abstand »
vom dulleren Ende des Armes, die Fliehkraft

x

t o I N e
., m\\1+l 2)(0 g &r—%l 2>w.
Die grofite Spannung kommt natiirlich an dem innersten Querschnitt vor, fir x = I
_ "":yl,"/, Iy o,
o= ;= Kr—k 2)0) . (23)

1 PreuBl: Z. V.d. 1. 1913, S. 664 oder Mitt. Forsch.-Arb. H. 134.
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Die Verlingerung A dx der Strecke dz folgt aus:
%:5:%} zu dez%ffdx

und die totale Verlingerung
l !

—| % gy LV =z —yerlir 1
/_ll—f—E-dx———E ; f(r—}—l 2>xdx—~ o (24-—?;). (24)
0 0

Nimmt der -Armquerschnitt nach aufien hin ab, wie es meist der Fall ist, so wird die Rechnung
bedeutend umstédndlicher. Am besten wird die Aufgabe dann graphisch geldst?.

11. Die Hiirte. Man nennt denjenigen von zwei Kérpern den hérteren, der dem Eindringen
eines dritten Koérpers den grofleren Widerstand entgegensetzt. Wichtig ist dabei, daf nur
bleibende Forméinderungen beobachtet werden, also die Elastizitétsgrenze iiberschritten wird,
so daB die Elastizitéts-
theorie zur genaueren
Beschreibung dieses Be-
griffes nicht ausreicht.

Die &lteste Unter-
scheidung der Hirte er-
folgte nach dem Ritz-
verfahren ineiner Harte-
skala. Dieses Verfahren
ist aber sehr ungenau,
denn wenn die Hirte-
unterschiede nicht grof§
sind, kann man mit
einem scharf zugespitz-
ten Korper selbst einen
etwas hirteren Stoff
ritzen. Um zu einem
genaueren Hirtemall zu
gelangen, muf} eine Ver-
J einbarung iber die geo-
metrische Gestalt der
Korper getroffen wer-
den.

Der schwedische In-
.| genieur Brinell, der
kg die Hartepriifung in der

’ Praxis eingefiithrt hat,
driickt eine Stahlkugel
von 1cm Durchmesser
auf die Metallplatte, deren Hérte man untersuchen will. Als Hirtezahl gilt die auf 1 mm?2
der Eindruckfliche kommende Last.

In Abb. 39 sind die Hértezahlen der gebrauchlichsten Metalle eingetragen. Die Hirte ist
namentlich zur Beurteilung der Abnutzung wichtig. Wenn zwei Teile ohne ausreichende
Schmierung aufeinander gleiten, so ist eine Abnutzung unvermeidlich?. Der Konstrukteur
verlegt diese dann auf einen moglichst einfachen Teil aus weicherem Metall, der leicht ersetzt
werden kann (z. B. Lagerbiichsen).

12. Zuliissige Spannungen. Um die Frage der Zulissigkeit einer Spannung von Fall zu Fall
richtig beurteilen zu koénnen, miissen eine Reihe von Gesichtspunkten beachtet werden.

a) Forménderung. In vielen Fillen ist nicht die Spannung selbst, sondern die damit ver-
bundene Forménderung fir die Brauchbarkeit des Maschinenteiles ausschlaggebend. Es ist
ja selbstverstindlich, daf keine bleibenden Forménderungen auftreten diirfen. Aber eine Kolben-
stange z. B., die sich zu stark elastisch dehnt, kann den Zylinder zerstéren. Die Genauigkeit und
damit die Brauchbarkeit einer Werkzeugmaschine hingt davon ab, daB die wichtigsten Stellen
eigentlich gar keine Forménderung erleiden.
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Abb. 39. Hirtezahlen (nach Wawrziniok).

-1 Tolle: Regelung der Kraftmaschinen, 3. Aufl.,, 8.303. Berlin: Julius Springer 1921.
2 Vgl. in Heft III Abschnitt Reibung.
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b) Bruchhypothese. Wenn die Gefahr eines Bruches bei der Festlegung der Spannung
beurteilt werden muB, so darf der Ingenieur sich durch die Tatsache nicht abschrecken lassen,
daf3 noch keine allgemein giiltige Bruchhypothese bekannt ist. Die Bruchhypothese von Mohr,
nach der die mittlere Hauptspannung keine Rolle spielt, erklirt alle Brucherscheinungen mit
geniigender Sicherheit; alle Abweichungen davon liegen auf der sicheren Seite, so daB3 die Bruch-
gefahr dann etwas iiberschitzt wird.

Nach dieser Hypothese gilt folgendes:

1. Fiir alle Materialien, die gleiche Zug- und Druckfestigkeit haben, darf die maximale Schub-
spannung eine bestimmte feststehende Grenze nicht {iberschreiten.

2. Wenn Zug- und Druckfestigkeit stark verschieden sind, so ist der Grenzwert der maximalen
Schubspannung vom Spannungszustand abhingig und durch Aufzeichnen des Spannungs-
kreises zu bestimmen.

3. Die Hohe der zuldssigen Schubspannung ist in beiden Fillen auBerdem noch von den
Belastungsgrenzen (Seite 11) und von der Wiederholung der Belastung abhiingig. Die Zahlen-
werte sind aber leider noch nicht fiir alle Baustoffe und Belastungsfille geniigend bekannt.

Diese Begrenzung der maximalen Schubspannung ist aber noch nicht ausreichend, denn
nicht die berechnete, sondern die tatsichlich auftretende max. Schubspannung be-
stimmt die Bruchgefahr. Der Unterschied zwischen beiden ist wieder von verschiedenen Faktoren
abhéngig, nimlich:

¢) Die 4uBeren Krafte miissen bei der Berechnung immer fiir die allerungiinstigsten
Verhidltnisse angenommen werden, die iiberhaupt beim Gebrauch der Maschine auftreten
kénnen,

Bei Maschinenteilen, die hauptsichlich durch Fliehkrifte beansprucht werden, sollte nicht
die normale Betriebsdrehzahl, sondern die héchstauftretende in Rechnung gesetzt werden.
Diese hingt von der Genauigkeit und Zuverlissigkeit der Regulierung ab, und ist von Fall zu
Fall, fiir grole und kleine Anlagen, in moderner oder dlterer Ausfithrung, sehr verschieden.
Im allgemeinen wird ein Zuschlag von 10% auf die normale Drehzahl ausreichen, wodurch
Kriafte und Spannungen rund 20% groBer ausfallen.

Bei Maschinen, die wiederholt abgestellt werden — und dazu gehoren fast alle —, sollten
nicht die Krifte im Beharrungszustand, sondern die wihrend der Beschleunigung oder Ver-
zogerung auftretenden eingesetzt werden. Diese Bedingung mufl um so eher erfiillt werden, je
groBer die Massen sind, und je rascher die In- oder Aulerbetriebsetzung erfolgt (L.okomotiven,
Automobile, Walzwerkmaschinen).

Besonders schwierig ist die richtige Beurteilung der Kréfte bei stoweiser Beanspruchung,
wie sie z. B. bei allen Schienenfahrzeugen auftritt. Allgemein kommt es bei StéBen ganz auf
den zeitlichen Verlauf des Stofidruckes an. Man unterscheidet harte und weiche StéBe, je nach-
dem der Stof kiirzere oder lingere Zeit dauert; jeder Stol dauert aber eine, wenn auch im all-
gemeinen sehr kurze, so doch meBbare Zeit.

Je sicherer man ist, dafl die bei der Berechnung angenommenen Krifte mit den tatsichlich
auftretenden Hochstwerten {ibereinstimmen, um so eher darf — unter sonst gleichen Verhilt-
nissen — die theoretische Spannungsgrenze gewihlt werden. Daraus folgt als Konstruktions-
regel: Die Formgebung aller Maschinenteile mufl so gewdhlt werden, daB iiber
die auftretenden Krifte vollstindig Klarheit herrscht.

d) Folgen des Bruches. Je schwerwiegender die Folgen eines Bruches sind, um so vor-
sichtiger mull der Ingenieur bei der Festlegung der zuldssigen Grenze sein. Er soll sich seiner
schweren Verantwortung bewuf3t sein, namentlich wenn Menschenleben dabei gefihrdet werden.
In vereinzelten Fillen (Dampfkesselbau) wird Material und zuldssige Spannung behérdlich
vorgeschrieben. Das ist fiir den Konstrukteur bequem, hemmt aber meist den Fortschritt.

Wenn bei einer Antriebsmaschine eine Stérung entsteht, steht der ganze Betrieb still, wodurch
in ganz kurzer Zeit weit groflerer Schaden verursacht wird, als eine etwas kréaftigere Konstruktion
der Maschine gekostet hétte. In solchen Féllen setzt man mit Recht die Betriebsicherheit in
allererste Linie. Man kann allerdings die Betriebstérungen durch Bereithaltung von Ersatz-
teilen verkleinern. Wie weit man hierin in einzelnen Branchen des Maschinenbaues geht, zeigt
typisch die Automobilindustrie: in jeder kleinen Ortschaft sind Ersatzteile fiir Autos zu haben.
Je grofer die Kosten fiir die sichere Konstruktion sind, um so vorsichtiger mufl die zuldssige
Grenze gewahlt werden. Der Ingenieur sollte so konstruieren, daB groBe Sicherheit mit moglichst
geringen Kosten erreicht wird. Diese Fragen, die eng mit der Lebensdauer von Maschinen
verkniipft sind, werden spiter bei der Behandlung der Wirtschaftlichkeit ausfiihrlicher
besprochen.
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e) Vom Material wird vorausgesetzt, daBl es homogen und stetig ist, und bei der Verarbei-
tung auch homogen und stetig bleibt. Kleine Materialfehler (Zufilligkeiten), die manchmal
unvermeidlich sind, kénnen zu unerwarteten Briichen filhren, wenn sie an hochbeanspruchten
Stellen auftreten. Zu solch kleinen Fehlern sind auch die Oberflichenverletzungen des Materials
bei der Bearbeitung zu rechnen (Abb. 40/41). Auf die Gefahr gréBerer Unstetigkeiten ist an
verschiedenen Stellen hingewiesen.

f) Anfangsspannungen. Die Theorie setzt voraus, daB der Kérper urspriinglich span-
nungsfrei ist. Durch die Behandlung des Materials (Harten) oder durch die Formgebung (GieBen)
konnen aber bedeutende Anfangsspannungen auftreten, deren GréBe nicht leicht zu bestimmen

Abb. 40. Lunkerstellen in einer Stahlwelle (nach Lasche Kieser).

ist. Namentlich das GieBen von Stahl in Formen (StahlguB) ist wegen des hohen Schwind-
mafles mit bedeutenden Schwierigkeiten verbunden. Das

LangenschwindmaB fiir GuBeisen ist 0,7 %, fiir Stahl 2%,
FlachenschwindmaB ,, » » 0,49%, . ., 4%,
Volumenschwindmaf} ., ' » 0,343%, ,, s 8%.

Die beiden letzten Zahlen erkliren, wie leicht Lunker (Hohlriume) entstehen, wenn das
fliissige Material beim Abkiihlen nicht nach-
flieBen kann, und Spannungen auftreten beim un-
gleichméBigen Erstarren. Der Konstrukteur muBl
natiirlich solche Formen wihlen, bei denen die
Gefahr der Eigenspannungen so klein wie mog-
lich wird. Die dafiir maBgebenden Gesichts-
punkte der Héirte- und GieBereitechnik (keine
schroffen Uberginge im Querschnitt, keine Rip-
pen, das Material muf} im ,,verlorenen Kopf* am
langsten fliissig bleiben und leicht nachflieBen
konnen) kénnen hier nicht niaher erértert werden.

g) Ortliche Ausdehnung der gréBten

Spannung. Wenn, wie beim Zugversuch, die

groBte Spannung iiber den ganzen Querschnitt

auftritt, so mufl mit dem plétzlichen Bruch

iiber die ganze Fliche gerechnet werden. Wenn

dagegen die gefihrlichste Spannung nur an

einzelnen Stellen des Querschnittes vorhanden

ist (Biegung), so wird beim Uberschreiten der

Abb. 41. A“&‘;gﬁ“ﬁg‘;":’ﬂg_iﬁfgéieers)‘fhmie‘iefehlefﬁ zuldssigen Grenze das Material dort nachgeben.

Die benachbarten Fasern werden dadurch

mehr zum Tragen herangezogen, wobei das Material an der gedehnten (kaltgereckten) Stelle

fester geworden ist. Solche Fille kommen wiederholt bei Maschinenteilen vor, z. B. bei Unstetig-

keiten. Eine unmittelbare Bruchgefahr liegt aber nicht vor, und zwar um so weniger, je ziher

das Material, je enger die Stelle der gréBten Beanspruchung begrenzt ist, und je weniger oft
der Spannungszustand wechselt.

Es wird demnach wohl niemals méglich sein, allgemein giiltige Zahlenwerte fiir die zuliissigen

Spannungen anzugeben, sondern der Ingenieur mufl von Fall zu Fall, nach den obenstehenden
Gesichtspunkten, eine Wahl treffen.
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Um dem Anfianger die Wahl zu erleichtern, kann man etwa folgende Grenzwerte festlegen,
die geniigend Sicherheit gegen Bruch gewihren, und die man nicht ohne besondere Begriindung
iiberschreiten sollte:

1. Fiir ruhende und nicht zu oft wechselnde Belastung:
Zuldssige Spannung = Elastizitétsgrenze.

2. Fiir sehr oft wechselnde Belastungen:
Zuldssige Spannung = halber Elastizitdtsgrenze,

wobei angenommen ist, daBl die Arbeitsfestigkeit und die Elastizititsgrenze nahe zusammen
liegen. Fiir die gebriduchlichsten Materialien sind die Elastizitdtsgrenzen in Zahlentafel 1
(Seite 7/8) eingetragen.

B. Biegung.
I. Biegung gerader Stiibe.

1. Biegungsgleichung und Gleichung der elastischen Linie. Ein prismatischer Korper ist
auf Biegung beansprucht, wenn die duleren Krifte senkrecht zur Stabachse wirken. Der
Stab sei einseitig eingespannt und simtliche Kréifte wirken in einer Ebene, die durch die Stab-
achse geht. Vom Material wird wieder vorausgesetzt, dafl es homogen und isotrop ist und das
Stabvolumen stetig erfiillt, und daf die Fasern sich gegenseitig nicht beeinflussen. Der Stab
deformiert sich dann so, dafl die oberen Fasern gedehnt (Spannungen positiv) und die unteren
gedriickt werden (Spannungen negativ). Es mul} also irgendwo eine Stelle vorhanden sein,
wo die Spannungen gleich Null werden, d. i. die neutrale Faserschicht. Die gebogene Stab-
achse wird elastische Linie genannt.

Wir schneiden den gebogenen Stab nun in zwei Teile durch einen ebenen Schnitt, senk-
recht zur Stabachse. Wenn der Stab vor dem Zerschneiden im Gleichgewicht war, so ist er nach
dem Zerschneiden wieder im Gleichgewicht, sofern die inneren Spannungen als #uBere Krifte
angebracht werden. Wenden wir die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen darauf an, so muf3:
1. Summe der Krifte — 0, und 2. Summe der Momente =  sein.

Die duBleren Krifte kénnen wir, nach der Lehre der Statik, immer zusammenfassen in eine
Resultierende ¢, die in der Trennungsfliche liegt, und in ein Moment M; @ wird die Quer-
kraft, Scherkraft oder Schubkraft genannt; M ist das Biegungsmoment.

Die Schubkraft ist also gleich der Resultierenden simtlicher Krifte auf einer Seite des
Schnittes, und das Biegungsmoment = Summe der Momente simtlicher Krifte, ebenfalls auf
einer Seite des Schnittes. Bei diesen Definitionen liegt der Nachdruck auf dem Wort ,,sémtliche®,
wobei zu den #ufleren Kriften immer auch die Reaktionen zu rechnen sind. Es ist natiirlich
gleichgiiltig, auf welcher Seite die Summe genommen wird, da der Stab sich im Gleichgewicht
befindet.

Bei der zweiten Gleichgewichtsbedingung geniigt es nicht, daB das statische Moment des
aus den Spannungen gebildeten Kriftepaares der GroBe nach gleich dem Biegungsmomente M
sei, sondern beide Kriftepaare miissen auch in derselben Ebene liegen, welche Ebene — nach
der Voraussetzung — durch die Stabachse geht. Wenn der Querschnitt des Stabes symmetrisch
in bezug auf die Kraftebene ist, so ist diese Bedingung immer erfiillt. Die weiteren Betrachtungen
beschrénken sich also darauf, daB dic Krifte in einer Symmetrieebene wirken.

Zwischen Biegungsmoment M und Querkraft ¢ besteht eine einfache Beziehung: Legen
wir ndmlich einen unendlich benachbarten Schnitt, so mufl ¢ um den kleinen Betrag d = parallel
zu sich verschoben werden. Dabei tritt ein Kriiftepaar  d x auf, das die Anderung des Momentes

darstellt, also d M =Q dx, oder

aM
Q= d

Die niichste Vereinfachung, die wir machen, ist, dal die Schubkraft ¢ vernachlissigt wird,
d. h., wir vernachléssigen die in der Trennungsebene liegenden Komponenten der Spannungen,
die Schubspannungen. Dadurch sind alle Spannungen parallel, ndmlich senkrecht zur Schnitt-
ebene gerichtet, und die Gleichgewichtsbedingungen vereinfachen sich zu:

M. fodf=0 wd 2. [ondf=M,
F F

(25)

2z

wenn mit ¢ die Spannung im Flichenelement df in der Entfernung 5 von der Stabachse bezeichnet
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wird. Um diese Gleichungen zu integrieren, sollte die Spannungsverteilung iiber die Querschnitts-
flache bekannt sein.

Die Beobachtung lehrt nun, dal fir kleine Biegungen der urspriinglich ebene Quer-
schnitt nach der Deformation eben geblieben ist, d. h. die Dehnungen sind proportional mit
den Entfernungen von der neutralen Faserschicht.

Setzen wir weiter die Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes voraus, und da Z fiir den ganzen
Querschnitt, d. h. sowohl fiir die Druck- als die Zugseite den gleichen Wert hat, dann folgt
daraus, daBl auch die Spannungen der Entfernung von der neutralen Faserschicht proportio-

nal sind, also 0 =omax fel, worin e die grofte Entfernung von der neutralen Faserschicht und

Omax die darin auftretende Spannung ist.

Diese letzte Voraussetzung schlieBt GuBeisen aus den Festigkeitsrechnungen aus, und wenn
Versuche zeigen, daf fiir kleine Biegungen die Querschnitte auch hier eben bleiben, dann folgt
daraus, daB fir GuBeisen der Spannungsverlauf nicht geradlinig sein kann.

Fithrt man die Beziehung o‘-:crmaxg in die Gleichgewichtsbedingungen ein, so wird:

1. famaxgdfzwjndf=o, oder [7df=0,

e
d. i. die Schwerpunktsbedingung, und die neutrale Faserschicht fallt demnach mit der Schwer-
punktsachse zusammen.
Omax
2. i‘,,fnz.df =M.

f n2df=J wird das Tragheitsmoment [cm?] des Querschnittes in bezug auf die Achse 0O,
und J/e=W das Wider- |

w standsmoment [cm3] ge-
nannt. Die Gleichung:

.__‘:Y%RE# O'max = %]n"e = ZI?,: (26) “0
le |

¢
2
9

.
INS
.

nennt man die Biegungs-

gleichung.
Abb. 42. Um die Forménderung Abb. 43a.

zu bestimmen, betrachten ‘

wir ein Kérperelement von der Breite 0O, =ds. Die Dehnung der &uBersten =~

Faserschicht ist: ol

Adds 0,0y edp e el -

8:7{;:001:6&(]}:@ oder stEZ?. { ;d{/

Den Wert von o aus der Biegungsgleichung eingesetzt, wird \ /

dy 273/,
JE (1 + <2[x"> ] .
JE _ /4 Abb. 43b

= M= + 77372]/7 (nach Wawrziniok).
dx
Fiir kleine Durchbiegungen ist:
1 a2y M
e~ Taw=sE (27

d.i. die Gleichung der elastischen Linie.

Diese Differentialgleichung ist nur dann leicht analytisch zu integrieren, wenn J/M eine
einfache Funktion von z ist. In anderen Fillen fiihrt die graphische Methode vonMohr
rasch zum Ziel. Mohr vergleicht die Gleichung der elastischen Linie mit der Gleichung der
Kettenlinie. Die Kettenlinie ist die Gleichgewichtslage eines vollkommen biegsamen Seiles,
welches in zwei Punkten befestigt und nach einem bestimmten Gesetze belastet ist.

p = Ordinate der Belastungskurve,

H = Horizontalzug der Kettenlinie.

Schneiden wir das Seil an irgend einer Stelle 4, und an der tiefsten Stelle durch, und bringen
dort die Spannungen an, so ist das geschnittene Seil wieder im Gleichgewicht. Daraus folgt
(Abb. 44), daBl 4,
H=8cosa und [pdx=_Ssina

0
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oder Ssing  [pdex dy .
Scosa o TBET g, B (28)
Durch nochmalige Differentiation wird:
@y _p
i 2

d. i. die Gleichung der Kettenlinie, die in bekannter Weise aus dem Krifte- und Seil-
polygon konstruiert werden kann. Diese Gleichung wird identisch mit der Gleichung der elasti-
schen Linie, wenn p=M und H=JFE ist. Satz von
Mohr: Man kann die elastische Linie eines auf
Biegung beanspruchten Korpers als eine Ket-
tenlinie betrachten, deren Belastungsflache
mit der Momentenfldche iibereinstimmt und
deren Poldistanz = J-F ist. Vi
Ist nun J verdnderlich, so miilte man bei der Kon- LN S
struktion der Kettenlinie jedesmal die Poldistanz éndern.
Das ist nicht praktisch, und darum formen wir die [4
Gleichung etwas um: Abb. 44.
Jy
&y M MJ, HMJZ 30
det  J,E J,JoE~ JE ° (30)

S

§sinec Y

o
Scos e Ay

Belasti

Die Gleichungen werden nun wieder identisch, wenn p = M - '—]{3, d. h. wenn die Momente im
Verhiltnis Jy/J, verzerrt aufgezeichnet werden (verzerrte
Momentenfliche).
Aus der Gleichgewichtsbedingung der Kettenlinie (28) folgt t _
JEtgo=A4,. (31) Ly 2

7 7

wenn A, die Auflagerreaktion eines mit der Momentenfliche .
belasteten Tragers 4, B; ist. Abb. 45.

Die Theorie setzt voraus, dal die Krifte in einer Symmetrieebene wirken. Wie wichtig diese

Voraussetzung fiir die Brauchbarkeit der Biegungsgleichung ist, zeigt folgender Versuch von
Prof. v.Bach: Ein NP 30 wird durch in der

Schwerpunktsebene wirkende Krifte so be- P J,P
ansprucht, daB das Biegungsmoment fiir den [~ [7 4 7P, D |
mittleren Teil CD des Trigers konstant Dazm ! a

= P-a=145000 kg-cm ist. Fiir diesen Teil s

sind dann die Schubkrifte gleich Null. Mit
W =J/e=7975/15=0532 cm3 wire eine gleich-
miBige Spannung von H-273 kg/em? zu er-
warten, wihrend die aus den gemessenen
Dehnungen berechneten Spannungen
in Punkt 1: 6= —>518 at;
2: 0= 1104 at;
3: 0= -}-456 at;
4: 0=—16 at

betrugen, so daB sogar dort Zugspannungen auftraten, wo wir nach der Theorie grole Druckspan-
nungen vermuteten. Fiir unsymmetrische Belastungen versagt also die Theorie vollsténdig,
weil die Querschnitte nicht eben bleiben kénnen. Der Konstrukteur wird deshalb un-
symmetrische Belastungen vermeiden, namentlich bei sproden Kérpern (Gufleisen).
Der Lagerbiigel Abb. 47 rechts ist demnach unzweckmiBig konstruiert, wihrend die linke Quer-
schnittsform fiir Biegung giinstiger ist. Fiir Torsion sind beide Formen ungiinstig (vgl. S. 50).

Fir GuBeisen gilt die Biegungsgleichung (26) nicht, da das Hookesche Ge-
setz nicht giiltig ist. Die Beobachtung lehrt aber, daB8 bei kleinen Forménderungen die ur-
spriinglich ebenen Querschnitte auch bei GuBeisen eben bleiben, d. h. die Dehnungen wachsen

-518at

Abb. 46, Biegungsspannungen im C Eisen.

* Beide Differentialgleichungen gelten unter der gleichen Annahme, daB die Durchbiegungen nicht zu
groB sind.
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proportional mit der Entfernung von der Nullachse. Da die Spannungen mit den Dehnungen
nicht proportional sind, erhalten wir einen gekriimmten Spannungsverlauf. Die Nullachse geht
auch nicht mehr durch den Schwerpunkt, da fa df=0
nicht mehr in die Schwerpunktsbedingung fn df=0
iibergeht. Die neutrale Achse wird im allgemeinen nach
der Druckseite verschoben, und weil die Spannungen
weniger rasch zunehmen als die Dehnungen, erhalt der
Spannungsverlauf die in Abb. 48 eingetragene Form.
Die Spannungen in der Nahe der Schwerpunkts-

) -
— @) — il
L RS

R L L

Abb. 47. Lagerbiigel. Abb. 48. Biegungsspannungen in einem
guBeisernen Stab (nach Bach-Baumann).

achse tragen nun um so mehr zur Ubertragung des Biegemomentes bei, je mehr Material dort
ist, z. B. fiir den Kreisquerschnitt mehr als fiir T.

Wenn wir nun die Spannungen nach der allgemeinen Biegungsgleichung (26) rechnen (Linie
ZO0D), so folgt aus der Figur, daB die maximale Zugspannung gréfler berechnet wird als die
tatsichlich auftretende Spannung ist. Das ist eine &duBlerst wichtige Schlufifolgerung, denn da
die groBite Zugspannung die Tragfihigkeit des Balkens einschrinkt, so folgt daraus, daB die
iibliche (hier falsche) Biegungsgleichung die Tragfahigkeit unterschétzt. Darin liegt eine
Sicherheit, von der man gerne Gebrauch macht und die bei der Wahl der zulédssigen Biegungs-
spannung wieder etwas ausgeglichen werden kann. Die Unterschétzung ist um so groBer, je
mehr Material in der Néhe der Schwerpunktsachse liegt.

2. Triigheits- und Widerstandsmomente.

{ a) Rechteck.
: 4
. h
| dF dy 2
e J=[42df, worin df=bdy ist,
x| _jr - ? ‘
nlo) 7 :
! Y 1
; l_, :bfymy:b;”?;l: 15 bS. (32)
- b— _h ok
x 2 2
Abb. 49 (nach Winkel). _J_1
W=" =g bl (33)
2

b) Kreis.

szyzdf, worin df =2rcos pdy ist.

z Mit y=rsing und dy=rcospde wird df=2r2cos2q@dep.

T x
2

szr%inztp-2r20082¢d¢’:74f431n2¢005297d¢
T 0

Abb. 50 (nach Winkel). 2

T £ B
2

2

L (P . r4 r 1 .

= 5 | sin 2q)d(2¢):zf(1—cos4<p)d(2<p):4<2<p—2sm2<p>
0 0 0
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J:—'Z74:64 d. (34)
. 7
W= =0 da01d. (35)
2
Fur den Kreisring:
 m DY gs
W= ;2 . A202sd, (36)

worin s die Wandstarke und d,, der mittlere Durchmesser ist.

c) Beliebige Querschnitte. (Verfahren von Mohr.) Zerlegt man den Querschnitt
in Streifen von sehr geringer Breite, parallel zur Bezugsachse X, so ist das Triigheitsmoment
J=[ypaf=2y A1
In den Schwerpunkten der Streifen I bis 13 (Abb. 51) lassen wir Krifte angreifen; ziehen
parallel zur X-Achse den Kriftezug und zeichnen mit der beliebigen Poldistanz H das
zugehorige Seileck. Wir 72 3 4 5 6 7 8 9 10 17 7213
finden die Lage der Schwer- '
achse, indem wir die duller-
sten Seilstrahlen 7 und 13
zum Schnitt bringen (n).
Aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke OF,* (im Kraft-
eck)und1,1’, 2’ (im Seileck)

ergibt sich:

F:H=12":y,.
Der Flacheninhalt des ge-
strichelten Dreiecks 1'2'Iist

1 ’ ’
f1:2"1 2y

und

Fl'l/%:(Fl'yl) 2
=H-12-y=2H-f

Abb. 51. Bestimmung des Trigheitsmomentes nach dem Verfahren von Mohr
usw., (nach Winkel).

also J,=2H - Summe sdmtlicher Dreiecke, die von den Seilstrahlen und der X-Achse gebildet

werden: I, —2H-].
Das auf die Schwerachse bezogene Trigheitsmoment wird
Jo=J,—F-a?.

Mit dem Kriftezug F; bis F;3=F erhéalt man aus den dhnlichen Dreiecken OF (im Krafteck)
und 7, 1', 13’ (im Seileck):

F-H=113:a, oder F-a>=H -h-a=2H-f,
wenn mit f der Inhalt des Dreiecks 1’ 13" n bezeichnet wird. Damit wird:
Js=2H(f—]).
worin f—f' gleich dem Inhalt der von den Seilstrahlen I bis 13 begrenzten Fliche ist.
War der LéngenmaBstab 1mm=p cm wund der Flichenmalstab fiir den Kraftezug
1 mm = g cm?, so wird
J=2H(f—{) p?qcm®.
Es ist zweckmiBig, die Poldistanz H = F/2 zu machen; dann ist
Ji=F({—f).

* In Abb. 51 sind, der Deutlichkeit halber, die als Krafte aufgefaBten Fléicheninhalte F;, F, ... Fy,
mit 1, 2 ... 13 bezeichnet.
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d) Genietete Triager. Manchmal ist die Aufgabe so gestellt, daB zu einem gegebenen
Widerstandsmoment W cm3 ein passender Querschnitt zu finden ist. Wenn dieser aus vielen
Einzelteilen zusammengesetzt, ist, wie es beim genieteten Triiger immer der Fall ist, so ist nur
nach langem Probieren eine geeignete Form zu finden. ZweckmiBiger ist folgender Weg. Der
Blechtriger besteht im allgemeinen aus zwei Flachen F, die in einer gréfieren Entfernung von
der neutralen Achse liegen und durch ein diinnes Stehblech miteinander verbunden sind. Das
Trigheitsmoment setzt sich dann aus zwei Teilen zusammen:

Gurthlect I J=2J,+J steg s
Gurtwinkel— | worin J;=J;+ Fe?, wenn e die Entfernung des Schwerpunktes der Fliche
e Y von der Biegungsachse und J, das Trigheitsmoment der Fliache F in bezug

N
< ;
Stohblech- | auf ibre eigene Schwerachse, ist. Nun ist J; klein im Verhéltnis zu F-e2.
Um eine einfache und iibersichtliche Rechnung zu erhalten, vernach-

—0’[4—0 lassigen wir zunéchst sowohl Jgiee als J,, und nehmen dafiir e= ;L , also
] etwas zu grof3.
A T Damit wird:
h\2  Fh?
, \/TSLF\/ T2k (5) ="}
N/ und W=l =Fh. (37)
Abb. 52, 3

2
Wir kénnen nun F oder % beliebig wéihlen, wodurch die Aufgabe sehr vereinfacht ist, um so
mehr als 7 meist schon durch die zuldssige Durchbiegung eingeschrankt ist. Nach Annahme
der Abmessungen mul} natiirlich eine genauere Kontrollrechnung folgen.

3. Verschiedene Belastangsfille.
Zahlentafel 2.

My P
Freitrager mit
Einzellast ( M=P.xz; Q=P
Nt —
A-P o Mupax=P- 1L
[y ; i £ N
1 Querkriifte P 7_2]: S* T o R
T~ ‘( 111
-1 f= Py
T y T3JE
Biegungsmomente AL HI
z<d
} \M M =konst.; Q=0
Freitrager mit % \ M1l
Einzelmomenten tgo = T
l
2 Querkrifte f M2
=0 2JE
Momentenfliche T l o =konst.: Elastische Linie
x M l’y x ” = Kreis

Anm. zu Zahlentafel 2: Abb. unter Pos. 1 nach Winkel.
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Fortsetzung der Zahlentafel 2.

Freitrager mit gleich-
mibig verteilter
Belastung Y- pa? Q—pu
=" Q=
l2
Querkrifte
_pP
r=grm
j="r s
Momentenfliche 8JE
P
Zwei Stittzen ' :é—zl ZZ‘ ! P
Einzellast in der Mitte | M= =, giiltigvonz =0Dbis
P
Q=
Querkrifte Pl
X max — 4
tgo= —Plz
Momentenfliache ) 16JE
PP
=478
£ 7]
Zwei Stiitzen ‘ :&,‘ x i
Einzellast beliebig 77
o e r—1
3 /JTe 4 B8 A-p% p_p®
a il m ! I
7\
A L u A T . ab
- Querkrifte H i N’Eq = I ! Muax=A4a=P I
o | )
1
— Z
:ex ! il NB.: Das max. Moment kommt
| Y 1
al | | ' IZ’ immer im Querschnitt der
Momentenfliche T ] WH A Kraft vor.
ab Mz
Pf— ol
“““““ m

Anm.: Abb. unter Pos. 3 bis 5 nach Winkel.
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Fortsetzung der Zahlentafel 2.

Zwei Stiitzen
Einzellast iiber-
héngend

Querkrifte

Momentenfliche

<z~

|
‘ 1
A <<———~—7,——e51 I(z—>1
|
|

2! ‘T_l

|
1
| P
|
|

sl

AR |
7 |
|

M
o o2
Zwei Stiitzen 7 B A— _B— M
Einzelmoment A 4 l
Querkraft , TTTTTITITT tg oy = — M1
=M/l t 3JE
g ETITaNN|
Momentenflach I tg oty = — M
om achne T N 2 6JE
/j
Zwei Stiitzen e 1 .
GleichmaBige Be- =z Ppl Q=A—pax =% —pa
lnstung M o
e m _ pat_p Pz
Al X Vi 8 a M=A4dz—"—— =52 —
) | 7 F 2 2 2
Querkrifte l | (Parabel)
| L _plk
ﬂ-é’ﬂm | Mo fix 2= ) =g
u P 3
‘\%\L 85 Y _ pl "
‘U\H Yr= 54 JE
8 L L
A f *T I=384sm
3 3
NB.: 1. Parabelkonstruktion
2 2 2L rein  mechanisch,
Momentenfliche 8 nach der Punkt-
7 7 oder Tangenten-
™ l methode.
—L . 2. Wenn die Gesamt-
¢ 778|123 c’ last in der Mitte
konzentriert wird,
Punkt- Tangenfen- . bilden die Tan-
Meth. Meth. Pa— genten in den End-
. punkten der Parabel
' die Momentenfliche.

N}

Anm.: Obere Abb. unter Pos. 8 nach Winkel.
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Fortsetzung der Zahlentafel 2.

33

Zwei Stiitzen

2
Dreiecklast A= 3 P, B= 3 p
__gyPer__ 1 @
(Parabel mit Scheitel in @)
!
Querkrifte Q=0 fir z, = 3 }/3
x? x
M,:Bx—P—lZ -
Momentenflidche 1 5
x
= 3217 %)
M pax (flirx =2,)=0,129 P,
9 also unwesentlich hoher als
wenn P gleichmaBig verteilt
wire.
A 4 2 |4
Zusammengesetate T AT
Belastungen 4 ! L, 1 3
durch Superposition i : LA
[
¢ T | [ P
! R
|
Querkrifte * | ] l ].mmf""r f *'
i
10 Aj Hﬂ } i - ;Mﬂ' bn
i | |
| J— Xy | | : _L ‘L
JE L I R
B ;i i ‘T
: i
.. AL EL N
Momentenfliache | " i v
T ! ' | i max
A | i
| |
L ALY
P In der Stellung z ist
Rollende Einzellast [<—X—> Q.= B= PL_lj
4* l > p R
lg . c i Mm:szp(l lx)i
11 | Max. Momentenfliche ’T | t T . . .
pL! M Parabel mit Maximum fiir
4 : T 1
-f ********** , C l =0
l -
'(__.___ =
2 M max — P ! -
4
Anm. zu Zahlentafel 2: Abb. der Pos. 9 und 10 nach Winkel.
3

ten Bosch, Maschinenelemente. 1.
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Fortsetzung der Zahlentafel 2.

Rollendes Lastenpaar
durch
Superposition
12
P; und P, zu einer Re-
sultierenden L vereinigen,
oder die in der Entfernung
direkt: P, .
2e= 7, @ von P, angreift.
A =§(Z~ 2e—2x)=0@Q,
Querkrifte
M,=A4Ax= —lz;—(l—2e—x)x
Parabel vonder Lingel—2e
L
¥ le— Mmaxzifl(l*?‘e)z
i } ; “ } I Querkraftverlauf  gerad-
ol ' l linig:
< y 2e
Momentenfliche (|\l l ile fir @ =0 @o=L— 1L 1
~N |
AT Q=0 fiilr x =1—2e¢
SR |
i
|
g

Anm. zu Zahlentafel 2: Obere Abb. der Pos. 12 nach Winkel.

4. Forminderungsarbeit. Da die Schubkraft @ zunichst vernachlissigt ist, treten bei Biegung
nur Normalspannungen auf. Um die Formanderungsarbeit fiir Biegung zu berechnen, schneiden
wir ein unendlich kleines Volumenelement aus dem Balken heraus, fiir das die Spannungen als
konstant angesehen werden diirfen. Fiir dieses Volumenelement df-d« ist die Forménderungs-

2
S=dV .

arbeit nach Gleichung (16a) =,°E
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. M . M2
Mit o="1 wird d%lzmn?dxdf.
Uber die Querschnittsfliche integriert, wobei M und J als unverinderlich vor das Integral-
zeichen genommen werden diirfen, ergibt sich:

M2 M2
F
und
l
Mz '
0

Fiir eine gegebene Belastung ist M als Funktion von x bekannt (vgl. Zusammenstellung
S. 30/34), so daBl das Integral dann berechnet werden kann. Fiir den einseitig eingespannten
Triger ist z. B. M= P-x, so dal

l
P2 P2
[— . 2 —_ 3
4 2JEf“ do= gl
0

Hieraus 148t sich sofort die groBte Durchdiegung berechnen. Da die Arbeit der Kraft P gleich
; Pf ist, mufl
Pl

1 P
Pf= I=375

2
_ 73
s Prf=g, gt oder

sein.

5. EinfluB der Schubkraft ). Um die Bedeutung der Vernachlissigung der Schubkraft be-
urteilen zu kénnen, sollen nun die dadurch entstehenden Schubspannungen und Forminderungen
berechnet werden. Die Gleichgewichtsbedingung in vertikaler Richtung liefert uns die eine
Gleichung:

Q=Jr.df,

worin noch unbekannt ist, wie sich die Schubspannungen iiber die Querschnittsfliche verteilen.,
Um das zu bestimmen, geht man von der allgemein giiltigen Beziehung aus, daB die Schub-
spannungen in zwei zueinander senkrechten Schnitten gleich groB sind (S. 14). Legen wir
an einer beliebigen Stelle in der Entfernung z von der neutralen Faserschicht einen Schnitt
(Abb. 53), so sind die dort auftretenden horizontalen Schubspannungen gleich den an dieser
Stelle auftretenden Schubspan-
nungen in dem Querschnitt.
Von diesen horizontalen Schub-
spannungen wird nun angenom-
men, dall sie gleichmifig iiber
die Breite verteilt sind; das ist
eine plausible Annahme, deren
strenge Richtigkeit aber nicht
bewiesen ist.

Damit ist aber nur die verti-
kale Komponente der in dem
Querschnitt wirkenden Schub-
spannung bestimmt. Am Um-
fange sind die ,SChubSPa’nnunge,n Abb. 53a und 53b. Schubspannungen im gebogenen Stabe.
immer tangential gerichtet; sie .
schneiden die Symmetrieachse im Punkte C. Ein beliebiger Punkt B der Faserschicht 4 4
erfahrt eine Schubspannung, die ebenfalls nach dem Punkt C' der Z-Achse gerichtet ist. Diese
Annahme ist zwar nicht sicher begriindet, aber sie ist die einfachste, die man machen kann.
Die groBte Schubspannung tritt dann am Umfang auf und ist:

G'df

T,

T (39)

"= cos @

Wenn an den Schnittflichen die Spannungen angebracht werden, muB der abgeschnittene

Teil I im Gleichgewicht sein. An der Stirnfliche x greifen die Normalspannungen o an, deren
3*
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n=e
Summe =fadf ist. In der um dz entfernten Stirnfliche wirken die Normalspannungen,
n=2z
n=e
deren Summe =f0"df ist, und in der horizontalen Grenzfliche die Schubspannungen t, mit
n=z
der Summe 7,d z -y, wenn y die Stabbreite in der Entfernung z ist. Die Gleichgewichtsbedingung

in horizontaler Richtung liefert die Gleichung:

n=e n=e
T,dxy= fa df—[odf.
7]—2
Da diese Krifte nicht den gleichen Angriffspunkt haben, wird der Koérper noch auf Biegung
beansprucht.
Da die Normalspannungen proportional mit der Entfernung von der neutralen Faserschicht

zunehmen, wird:

, n=e n=e

Tzdwy—“ma‘fndf s [ df.
)=z

n=e
f ndf=28, ist das statische Moment des abgeschnittenen Teiles in bezug auf die Schwer-

=2z
punktsachse des Querschnittes. Da wir einen prismatischen Ko6rper vorausgesetzt haben, ist

8§, fiir den ganzen Triger konstant.

8.,
yrde = % (0rnax — Omax) -
Da nach der Biegungsgleichung Gmax=%l]{e und 0, = A—I+—~~e ist, wird
vdey="2. 00 am—m) =" am
und mit Q:%ﬁ»
‘x _ Sz Q
KA (40)

Fiir z=c¢ ist §,=0, d.h. in den &dubersten Fasern ist v=0.
Fiir z=0 wird S, am groBten, d. h. die Schubspannung wird in der neutralen Faserschicht

am groBten.
a) Fiir den rechteckigen Querschnltt ist (Abb. 54): :-llébhi‘.

— 3
, E Sz:fzdf=bjzdz: ;(T—ﬂ)
z 2

Abb. 54 (nach Winkel).- [ -

Das ist die Gleichung einer Parabel, deren Scheitel auf der neutralen Achse des Querschnittes
liegt

3 @
CRYE (41)

Tmax =

b) Fiir den Kreisquerschnitt (Abb, 55) ist:

r
J=Z rt und Sz=f2 yzdz.

Mit y=rcosp, z=rsing und dz=rcospdp.
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2

wird : S, =2 r3fcos2 psinpdyp= ;g, r3cos® @
t
Q§ 73 cos® p 4 Q
und damit T, =— R =g costg . (42)
Sreosg-o 7
49 H
; . T, s 2

Nach Gl. (39) ist: T:w: 37,2008 ¢ dz}

‘0 (43)
so daf3 Tmax = g 'f .

c¢) Fir einen T-Querschnitt (Abb. 56). Man kann die Quer-
schnittsfliche als die Differenz zweier Rechtecke bk und b, /, auf-
fassen. Wenn auch infolge der plotzlichen Anderung der Breite die Voraussetzungen der Theorie

nicht genau erfiillt sind, erhdlt man als angeniherten Wert der Schubspannung in einem
Schnitt durch den Flansch:

Abb. 55 (nach Winkel).

. Q 1 /h2 _p(—b-—)q
T*——J'§<X—22> 1 — \
Fiir einen Schnitt durch den Steg ist:
_Q L (B b (B b s n, (=TS
= Tiail e =2 s~ (4 )3 . A=
Die beiden Gleichungen von 7 werden durch Parabeln dargestellt, von If/z J
welcher die letztere sehr flach ist, da das konstante Glied iiberwiegt, v | -

Aus der Abbildung ist zu entnehmen, daB die Schubspannung ;56 senubspannungen
in einem T-Querschnitt fast gleichmafBig iber die Steg- im T.-Tréger.
hohe verteilt ist.

Bei Beriicksichtigung der Schubkraft @ treten in einem gebogenen Stab sowohl Normal-
spannungen, nach Gleichung (26), als auch Schubspannungen, nach Gleichung (40), auf. Da
wir die maximale Schubspannung als mafBgebend fiir die Bruchgefahr ansehen, muB fiir
jeden Punkt des Querschnittes (nach Gl. (14a))

Tmax == 9 l" gy + 47:]

bestimmt und untersucht werden, ob nirgends } ¢} + 47, > 0,y wird. Namentlich bei T-Triger
kann das beim Ubergang vom Flansch zum Steg leicht vorkommen.

Da in der neutralen Faserschicht die Biegungsspannung zu Null wird, kénnte man glauben,
dort ohne Schaden Material auf eine gewisse Strecke herausnehmen zu diirfen. Das Anbringen
von Schlitzen oder Lochern verhindert dort aber die stetige Ubertragung der Schubspannungen,

5 v - S

]
e e 00

Abb. 57 (nach Bach-Baumann).

die in der neutralen Achse gerade am grofiten sind. Man kann sich von der GroBe der Schwichung
durch folgende Uberlegung ein Bild machen: Wiire die Trennung in der neutralen Achse auf die
ganze Stablinge durchgefiihrt, so kénnte jede Stabhilfte fiir sich frei durchbiegen. Dabei
andert sich aber das Widerstandsmoment des Trigers wesentlich. Bei den von C. Pfleiderer!
untersuchten gufleisernen Triagern, Abb. 57, war J =1100 cm¢ und W = 184cm3. Fiir die durch
den Schlitz getrennten zwei Querschnittshalften: W,=2-16=32 cm3. Die groBte Biegungs-
spannung miiflite also auf das Fiinffache steigen; C. Pfleiderer hat bei seinen Versuchen auch
Spannungserhéhungen von dieser Gréfenordnung gefunden.

1 Mitt. Forsch.-Arb. H. 97.
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Die Schubspannungen haben auch zur Folge, da8 die elastische Linie sich etwas andert.
Zwei benachbarte Schnitte erfahren eine Senkung dl, wodurch @ eine Arbeit % Qd{ geleistet

hat, die gleich der Deformationsarbeit durch die Schubspannungen sein mull

72 72 1 .
fﬁdvzfﬁdfdx=§wg,

C:é(f%i‘fﬁdf, (44)

Fiir einen rechteckigen Querschnitt ist
_ 6@k, -
T——g};s<*4* Z) und df—bdz

36692 A2\
Jear= s Z_z2> d2= 5 4p-

,f”‘
Fiir den Belastungsfall 1 (Seite 30) z. B. ist @ unabhingig von x gleich P, so daB:
!
1(6P 6P
Czﬁf'éb‘hd‘”:w’h-_a' (45)
0
. . . . .. . PP 4P3
Die Durchbiegung f, aus der Gleichung der elastischen Linie bestimmt, war f= STE bR’
so daB die totale Durchbiegung mit G=0,385E
Pl (4P
f=srg | +3 1) (46)
Fir l=>5h machen wir durch die Vernachlissigung der Scherkraft einen Fehler von 3,1% .
Fiir I =h dagegen betriigt der Fehler fast 80% . Bei der genauen Bestimmung der Forménderung
von Zapfen muBl die Schubkraft jedenfalls beriicksichtigt werden.

6. Triger mit veriinderlichem Quersehnitt. Da bei einem prismatischen Triger meist nur
in einem Querschnitt die grofite Biegungsspannung auftritt, und in diesem Querschnitt
nur in den &ullersten Fasern, so wird das Material bei Biegungsbeanspruchung schlecht
ausgeniitzt. Man kann ohne gréBere Bruchgefahr die anderen Querschnitte schwiicher wihlen.
Die beste Materialausniitzung erhilt man, wenn in allen Querschnitten die maximalen Biegungs-
spannungen gleich grol werden. (Ko6rper gleicher Biegungsfestigkeit.)

Fiir Belastungsfall 1, Seite 30 ist zum Beispiel:

M, Pe,
M,= Pz und amale]—ewztief-x; (47)
. Pe, . . . . .
soll oyax konstant sein, so muB Je x konstant werden. Diese eine Gleichung mit den beiden

3

Unbekannten J, und e, reicht zur eindeutigen Bestimmung des Kérpers nicht aus. Wir kénnen
irgendeine weitere beliebige Bedingung iiber den Querschnitt

B A :
3 7 3 annehmen, z. B. Rechteck mit unverinderlicher Hohe 5.
NI T Dann ist
< 1 3 6Px
J = B by R, und bR konstant,
P 2 h?

oder b muBl mit x proportional sein (Abb. 58).

Da die Spannungen in den einzelnen Querschnitten groBer
o 58 Kisrper gleicher Biogungsfestigkeit W.erden als fiir den prismatischen Triger, sind die Durch-
S T nach Winkel), K biegungen natiirlich auch gréfer. Kérper gleicher Biege-

festigkeit diirfen nur dann gewidhlt werden, wenn
die Durchbiegung grol werden darf.

Mit der Bedingung oy, = TFole= konstant, wird die Forménderungsarbeit fiir Koérper

gleicher Biegefestigkeit:
M3 Omax [
A:fﬁmE dx = 22,X ’gidx (4.8)
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Allgemein kann man J=1i-f-e? setzen, worin ¢ ein von der Querschnittsform abhéngiger
Zahlenfaktor ist, z. B.

1 \2 1
Rechteck: J = 2 bh3=1- bh-<%) ,  woraus (= .
Kreis: J = gi' dt=1- Z 2. <%>2, woraus (= i
Damit wird
a;lnax . Uﬁ1ax N O'gmax :
A=5y ifede= JpifdV=13% iV, (49)

d. h. die Forméanderungsarbeit eines Korpers gleicher Biegefestigkeit von be-
stimmter Querschnittsform ist unabhédngig von der Art der Unterstiitzung
und der Belastung.

Die Bedingung, daf} alle Querschnitte gleich grole Biegespannungen erfahren, ist praktisch
nie genau zu erfiillen, da in den Momentennullpunkten die Spannung immer gleich Null wird.

Fiir Triager mit beliebig verinderlichen Querschnitten lassen sich die Spannungen in jedem
Querschnitt aus der Momentenfliche leicht berechnen. In Abb. 59 sind fiir ein bewegliches
Lastenpaar die groBten Beanspruchungen, die in jedem Querschnitt auftreten kénnen, aus der
maximalen Momentenfliche bestimmt. Der Triager besteht aus einem 10 mm dicken Stehblech
von verdnderlicher Hohe, mit zwei Gurtwinkeln /70 X 70 X 7 und einem Gurtblech 190 X 8.

Zahlentafel 3.

Querschnitt 1o oy VI ‘ VII
'{‘régerhéheﬁ LN hem ) 1715 } 115+ 115 108 B 91 1 65*7‘ 65
Triagheitsmoment . . . . . . . . em? 295000 252470 | 166070 | 73770
Widerstandsmoment . . . . . . . em| 5140 4750 3650 e
2 |Max. Biegemoment . . . . . . . tom| 5L0 | 500 | 466 450 365 | 192 0
" | Max. Biogespannung . . . . . . Cogat| 992 997 | 907 950 000 | 845 0
2 | Max. Querkraft . . . . . . . .. ke | 6000 "'7507‘7 8850 9500 10900 | 13000 ‘ 14500
Stegfliche . . . . . . . . . . .. em? | 1134 1134 1134 1064 894 | 634 634
Schubspannung . . . . . . . . . rat| 53 64 | 782 | 890 | 1120 | 205 229
Max. Schubspannung . . . . . Tmavat | 500 500 | 460 | 483 534 | 470 | 229
Jold 11 l 1 L8 4 | 4
2 | Biegomoment . . . . . ... .. m| sl s a0 w63 123 0
£ |Verzerrtes Moment . . . . . . . tm | 51,1 \ 50,8 40,0 46,6 49,1 w 0
“ |Inhalt der Belastungsfliche . . . tm*| 509 | 681 | 756 | 838 | 37,05

Aus der Zusammenstellung folgt, daB die groBte Beanspruchung (tmax) im Schnitt V' 8%
groBer ist als in der Mitte. Das kann durch eine kleine Anderung der Verjingung vermieden
werden.

In Abb. 59b ist die elastische Linie nach dem Verfahren von Mohr konstruiert worden.
Die wirkliche GroBe der Durchbiegung erhdlt man durch folgende Uberlegung: Wenn als
Poldistanz H = J,E genommen wird, so erhilt man die elastische Linie in natiirlicher Gréfe.
Nimmt man einen Bruchteil davon, z. B. Y, so erscheinen die Durchbiegungen in 50facher
VergroBerung. Ist der LingenmafBstab 1:50, d.h. sind alle Langen auf !/;, der wirklichen
GroBe gezeichnet, so findet man den Biegungspfeil im MaBstab 50/50=1:1.

Aus der Abbildung folgt fmax=—20,8 mm. Bei 15 m Stiitzweite wire das z. B. fiir einen
Krantriger zuviel. Wenn f/I-— 0,001 zugelassen wird, miissen alle Trigheitsmomente im Ver-
hiltnis 20,8/15 vergroBert werden. Da das Trigheitsmoment J~F-i? kann das durch eine

. . 20,8 .
VergroBerung der Hohen im Verhéltnis V”ig erreicht werden.

In #hnlicher Weise lassen sich auch die Spannungen bei plotzlichen Querschnitts-
inderungen, wie sie bei abgesetzten Wellen vorkommen, ermitteln. Dabei ist aber stets
zu bedenken, daB an scharfen Ubergangsstellen immer groBe zusitzliche Spannungen auftreten.
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Abb. 59a.

GroBte Beanspruchungen in einem Krantriger.
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Abb. 59b. Konstruktion der Durchbiegung eines Vollwandtrigers.

7. Krifte beliebig zur Stabachse gerichtet. Wenn die duBeren Krifte, die wieder in einer
Symmetrieebene wirken, nicht mehr senkrecht zur Stabachse gerichtet sind, wie bei der Ab-
leitung der Biegungsgleichung vorausgesetzt war, so konnen diese auf einer Seite eines beliebigen
Schnittes doch immer durch eine durch den Schwerpunkt des Schnittes gehende Resultierende R
und durch ein Kraftepaar mit dem Moment M ersetzt werden (Abb. 60). Die Kraft B kann
weiter in zwei Komponenten zerlegt werden, wovon die in der Schnittebene wirkende
Querkraft  zunichst wieder vernachlissigt wird. Die senkrecht zur Schnittebene wirkende
Kraft P beansprucht den Stab gleichmiBig auf Zug oder Druck. Durch die Uberlagerung
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(Superposition) von Zug und Biegung erhilt man die totale Spannung:

P M
OH=F Lt ;N (50)
Die neutrale Achse geht dann nicht mehr durch den Schwerpunkt, da fiir
P .
’ \\M n=20 (0',7)":0:7 +0 ist.
—s P Die Forminderungsarbeit findet man ebenfalls durch Super-
osition:
£ ] P l !
P2 M2
Abb. 60. Krifte beliebig zur 4 :f2FE da +féﬁ dx. (51)
Stabachse gerichtet. B 5

8. StoBweise Belastung. Kerbzihigkeit. Es ist eine bekannte Erscheinung, daf manche
Materialien gegen statische Beanspruchung sehr widerstandsfihig sind, wihrend sie durch ge-
ringfiigige StoBe zerstort werden (Hartpech). So lassen sich unverletzte Eisenbahnschienen bei
einem Biegeversuch fast so weit zusammenbiegen, da} die beiden Schenkel aufeinander zu liegen
kommen; beim StoBbiegeversuch bricht die Schiene dagegen ohne grolle Forménderung.

Wenn auch eigentliche Schlagarbeit nur bei wenigen Maschinen vorkommt (Schmiede-
hammer, Schwungrad- und Exzenterpressen), und man allgemein die StoBwirkung nach Mog-
lichkeit zu vermeiden oder zu mildern versucht, so treten doch bei allen Fahrzeugen (Lokomotiven,
Automobile) Erschiitterungen auf, und bei schnellaufenden Maschinen rasch wechselnde Be-
lastungen, die es sehr erwiinscht erscheinen lassen, durch Versuche diejenigen Materialeigenschaf-
ten kennenzulernen, die dafiir maBgebend sind. Man sollte also die Spannungs-Dehnungslinie
fiir rasch ansteigende Belastungen kennen. '

In den Materialpriifanstalten hat dafiir die sog. Kerbschlagprobe eine weite Verbreitung
gefunden. Durch einen Pendelhammer wird die Schlagarbeit 4 genau gemessen. Das Probe-
stiick, Abb. 61, erhilt eine Einkerbung, und wird durch einen einzigen Schlag gebrochen.
Wenn mit b die Breite, mit % die Héhe dés Querschnittes an der Kerbstelle bezeichnet wird,

s0 nennt man Z = bﬁh die Kerbzahigkeit [kgm/ecm?] des Materials. Die Schlagarbeit wird

also gleichméfig iiber den Bruchquerschnitt verteilt gedacht, eine Annahme, die jedenfalls

nicht zutrifft, und die sich wohl nur deshalb eingebiirgert hat, weil die Spannungen beim Kerb-
schlagversuch so verwickelter Natur

sind, daBl eine genauere Verfolgung und

# Verwertung der Schlagarbeit nicht leicht
moglich ist.
' 760 : mhkg/qem

i
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|
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Abb. 61. Probestab fiir Kerbschlagproben (nach Wawrziniok). Abb. 62. Kerbzihigkeit von FluBeisen bei verschiedenen
Temperaturen (nach Bach-Baumann).

Gegen die Durchfithrung der Kerbschlagversuche in der beschricbenen Form ist in erster
Linie einzuwenden, daB die Zerstorung eines Maschinenteiles durch einen einzigen Schlag prak-
tisch kaum vorkommt, und daB ebensowenig wie die Bruchfestigkeit auch die so gefundene
Kerbzéhigkeit fiir den Konstrukteur maBgebend sein kann. Aber auch abgesehen davon, ist
die Kerbzihigkeit in auBergewéhnlich hohem MaBe von der Form der Kerbe und des Stabes
abhingig. Wenn sich z. B. der Lochdurchmesser im Probestab (Abb. 61) dndert von 1,3 auf 2, 3,
4 mm, so dndert sich die Kerbzéhigkeit von 0,83 auf 2,7, 4,64, 5,94 kgm/cm?2. Man muB natiir-
lich eine strenge Normalisierung der Probestibe durchfithren, um fiir verschiedene Materialien
brauchbare Vergleichswerte zu erhalten. DaB der gewohnliche Zugversuch dazu nicht ausreicht,
zeigt Abb. 62, worin die Kerbzihigkeit von FluBeisen bei verschiedenen Temperaturen ein-
getragen ist. Auffallend ist die starke Abnahme zwischen 420 und — 209 C, die nach dem
Zugversuch (vgl. Abb. 63) nicht zu erwarten war. Darum hat der Kerbschlagversuch fiir die
Materialuntersuchung sicher seine Berechtigung.
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Professor Fillinger (Wien) hat durch Versuche nachgewiesenl, daB die Kerbzihigkeit

nach der Gleichung ) 2
1 ]
Z= 2 —sy+20 G2 [T & |
b-h ! |
R ST
in weiten Grenzen unabhingig von der || 3 1 )
Stabform wird. Hierin sind é, die Schlag- }L /4R N\ J ) 3 .
festigkeit [kg/em?] und 2w, die Spalt- Lk —f tﬁr ] N &
festigkeit [kg/em] zwei neue Material- Abb. 63. Abb. 64. Kerbzihigkeit nach

Prof. Fillinger.

konstanten (Abb. 63).
Fiir sehr sprodes Material ist 0 =0 und Z=2w. Fir sehr zdhes Material ist 2w =0

und Z=dy.

II. Biegung stark gekriimmter Tréger.

1. Berechnung der Spannung. Die duBleren Krafte, die in der Symmetrieebene wirken, sonst
aber beliebig zur gekriimmten Stabachse gerichtet sind, lassen sich — auf einer Seite eines
beliebigen Schnittes — durch ein Kraftepaar mit dem Momente M, und
eine Normalkraft P im Schwerpunkte des Querschnittes angreifend, er-
setzen, wenn die Querkraft () wieder vernachlissigt wird (vgl. Abb. 60).
Daraus folgt dann, dafl die neutrale Faserschicht nicht mit der Schwer-
punktsachse zusammenfallt.

Die Normalkraft P ist positiv, wenn Zug, negativ, wenn Druckbean-
spruchung auftritt. Das Biegungsmoment M ist positiv, wenn es die Kriim-
mung vermehrt, negativ, wenn es die Kriimmung vermindert. Der Ab-
stand 7 von der Faserschicht bis zur Schwerpunktsachse ist positiv auf der 4d
konvexen Seite der Stabachse, negativ auf der konkaven Seite. ;

Weiter setzen wir wieder voraus, dafl die urspriinglich ebenen Quer- »
schnitte nach der Forménderung eben geblieben sind. Die Zuldssigkeit dieser g5 | &
Hypothese hat E. Preufl durch Messung der Dehnungen? nachgewiesen?.

Betrachten wir ein Balkenelement, begrenzt durch zwei Querschnitte
in der Entfernung ds=rd¢, in der Stabachse gemessen, dann dndert sich
die Linge ds bei der Forménderung um den Betrag Ads, so dafl} die

Ad . . . .
Dehnung g, =" ® und die Spannung in der Stabachse o,= ¢,k ist. Eine

ds
Faserschicht in der Entfernung # von der Schwerpunktsachse hat die ur-
spriingliche Lénge ds'=(r+n)dgp=rdg+ndp=ds+nde und éndert sich 0
bei der Deformation um den Betrag Ads’. Da wir voraussetzen, daB die _  abb. 6.
Querschnitte eben bleiben, folgt aus der Abb. 66 ;:;xg,ﬁiggngg?a&f
Ads'=Ads+nddg.
Ads  nAde n Ade
47 , I Pl e SC I e
Damit wird die Dehnung: &= 1 d:s _Adsynddg _ ds | rdy 7 v dy
ds ds +nde nde i
147 144
rde r

! Schweiz. Bauzg. 1923, 24. Nov. und 1. Dez., S. 275,285.

2 Z.V.d. 1 1911, S, 2173 oder Mitt. Forsch.-Arb. H. 126.

3 Nur A. Foppl nimmt in seinen Lehrbiichern (Technische Mechanik Bd.3 und A. und O. Foppl,
Grundziige der Festigkeitslehre. Teubner 1923) den Standpunkt ein, daBl die Folgerungen dieser Hypothese
mit der Erfahrung in Widerspruch stehen. Dieses ist um so mehr befremdend, als A. F6ppl doch zugibt,
daf die Spannungsberechnung nach dieser Hypothese als ziemlich genau zutreffend anzusehen ist. Er stiitzt
sich dabei auf eine Versuchsreihe mit Haken im Miinchner Festigkeitslaboratorium (Mitteilungen 1915,
H.33. Verlag Th. Ackermann). Da man bei der groBen Verbreitung dieser ausgezeichneten Lehrbiicher
doch im Zweifel sein konnte, ob die Voraussetzung praktisch zulissig sei, sollen die Versuche kurz be-
sprochen werden.

Die Haken wurden aus FluBeisen mit folgenden Festigkeitseigenschaften hergestellt:

Bruchfestigkeit Kz = 3650 at,
Streckgrenze = 2250
Proportionalitdtsgrenze = 1820 at,
Elastizitatsmodul = 2180000 at,
Bruchdehnung =31,4%.

Als wichtigstes Ergebnis der Dauerversuche ist die Tatsache zu betrachten, daB der Haken eine Last
von 1800 kg beliebig oft (weit mehr als 30 Millionen mal) aufnehmen kann, ohne zerstort zu werden. Nach
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und die Spannung nach dem Hookeschen Gesetz:

nAdde n, ndde 7
Gt do ot &, T do b0y n (Adde
o=FE- e = F ZE{SO‘*—;;T? (T_‘ 0> .
147 147 9

Die Spannung ist bestimmt, sobald die Werte ¢, und 7(;—(’) bekannt sind. Um diese zu bestimmen,

stellen wir die Gleichgewichtsbedingungen auf:

1. zadfzpzﬂj{soJr I (%_eo)}d/,

— M= o (Ade
2. Eandf—M—Ef{son—kr_'_n(d(p so)}df.
Bei der Integration iiber die Querschnittsfliche sind ¢, und % konstant. Nun ist:
Jegdf=¢eoF
—r—-n— = — A
j s 4 =—AF,

worin A ein noch unbekannter Zahlenfaktor ist.

Jeondf=¢eyfndf=0 (Schwerpunktsbedingung)

Sl ap=f (M Y ap=[nap—r [ af= A1,

Setzen wir diese Werte der Integrale ein, so wird:

Damit wird die Spannung:

A4d
1. P=E{80F—<d—(l;p—eo>F-}.}
— Addg
2. M»-EFM(W——%).
Wir haben nun zwei Gleichungen mit den Unbekannten &, und %(B, woraus:
1 M\ P,
a=g5 (P+7) = rp )
ddep 1 M M Adg M
dg “7(P+T+ﬁ> und == 0= g
by M, M n Py M
C=FtE Tt Fa v T F TFrirvn (54)

Fiir die Schwerpunktsachse ist #=0, und damit:

P
0’0:70.

der Theorie tritt dabei eine groBte Zugspannung von rund 4000 at auf. Da erfahrungsgemaB eine dauernde
Belastung oberhalb der Elastizititsgrenze zum Bruch fiilhren muB, folgt aus der Theorie, daB der Haken

|

héchstens  1800/4000 X 1800 ~ 800 kg dauernd aushalten kénnte. Da er aber
dauernd 1800 kg aushilt, scheint die Theorie vollstindig unbrauchbar.
| Elast. Die Unzuldssigkeit dieser SchluBfogerung liegt darin, daB, wenn eine Span-
Grenze nung von 4000 at berechnet wird, diese weit auBerhalb dem Geltungsbereich des
Hookeschen Gesetzes, also auch auBerhalb der Theorie liegt. Nach Uberschreiten
Neutrafe der Elastizititsgrenze in der #uflersten Faserschicht fangen die benachbarten
Schicht  Fasern an, mehr zu tragen: die Spannungsverteilung wird flacher (Abb. 65). Die
Bruchversuche mit einem solchen zihen Material kénnen also niemals die Un-
brauchbarkeit der Theorie beweisen. Ganz andere Resultate hitte Foppl er-

halten, wenn der Haken z.B. aus glashartem Stahl hergestellt gewesen wire.

Abb. 65. Aus den Versuchen folgte weiter, ganz in Ubereinstimmung mit der Theorie,

daB bei einer Belastung von 800 kg die erste bleibende Formanderung eintrat.

Nach dem heutigen Stande der Wissenschaft wire es unverantwortlich, wenn man stark gekriimmte
Kérper, namentlich aus sprodem Material (GuBeisen), nach der Formel fiir gerade Stédbe berechnen wiirde.
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Um die Spannung zu berechnen, sollte der Faktor A= ———;, J‘ rﬁ 77d { bekannt sein, der

fir einfache Querschnittsformen durch Rechnung zu bestimmen ist:

a) Rechteck. F=bh; df=0bdy

. +e . 1+e/ . ///

I e L e LY W
—e —e J 5
| “"re | ‘Te Ky
‘?7‘+;Lxln(r+n)3

____l_}_;éln_:_'l_z Abb. 67
| l l | ‘

Fir ¢ = 0,1 0,2 i 0,3 ‘ 0.4 f 05 | 06 ] 0,7 0,8 0,9 { 0,95

0,0986 | 0,1552 | 0,2390 | 0,3733 | 0,6358 | 0,92819

Fiir zusammengesetzte Querschnitte folgt sofort aus der Eigenschaft des bestimmten Integrals:

2 =0,003354 | 0,01366 | 0,0317 | 0,0591

AF=Mfi iyt Asfy+ - - T
z. B.
+ Hb
ZF———blh1+rb11n Wr—bzh +7b1n,»i: T % 7
wobei die Grenzen genau zu beachten sind. :J 11 ¥
Fiir andere Querschnittsformen wird die Integration durch Reihenent-
wicklung durchgefiihrt: ) 2 Iz,
r 1 7
= 14 \ —=1— ,+ : + -
r+n 1 + < T —>1 4,
Abb. 68
welche Reihe fiir <7 immer konvergiert.
Nun war: j -H]df AFr
oder auch: fn?- P df =AFr*=17 (55)
7 1 1 1
so daB:  Z—[4 <1__+,,, --->df=J—~—rfn3df+;2fn4df~;§fn5df

Die Rechnung vereinfacht sich, wenn die Biegungsachse auch eine Symmetrieachse ist. Dann
liefern zwei Flidchenelemente df, die auf verschiedener Seite der Biegungsachse, in der Ent-
fernung #, liegen, Beitrage -#?df und — 72 df, die sich gegenseitig aufheben. Fiir zur Schwer-
punktsachse symmetrischer Querschnitte wird also:

1 1
Z:J+r72fn4df—l—r4fnedf+
Fiir Rechtecke ist:
h

jn4df:b£n4dn:§b\nsngbhszlbhgiﬁziJ(hy,
2
Frai=3a(3).
und AZJ{ +3<£>2+"3-<£\4+...1_

-
7OOOO+ {=1.006J

1

/
Fir r=5h oder =1, wird Z= J{1+0006+
und fir r=2h oder =1, wird Z= J{l—l—dx16+ e --}=1,04J.
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Fiir Kreisquerschnitt mit dem Durchmesser d:

2= {1+ (7] + 55 () + oo () +- -

Fir = =01 | 02 03 | o4 0,5 0,6 l 0,7 08 | 09 | 09
r

7 — 0,0025126| 0,010205 | 0,0236 | 0,0436 | 0,0718 | 01111 | 0,1668 | 0,2500 | 0,3929 | 0,5241

Fiir beliebig begrenzte Querschnitte, die aber immer symmetrisch zur Kraftebene sein miissen,

konnen A und Z graphisch bestimmt werden.
Methode von M. Tolle. Da 7 zu beiden Seiten der Schwerachse verschiedene Vorzeichen

hat, 146t sich das Integral:

+ e. 23

e
n _ _ | ndf ndf o
E?df—-—lF—J —Of =F,—F,=F
e

r+7 r-+n

in zwei Einzelflichen F; und F, zerlegen. Die Begrenzungslinien dieser Flichen findet man
folgendermaBen: Ziehe den Strahl 04 (Abb. 70) und durch den Schwerpunkt S eine Parallele
N dazu, die auf der Horizontalen durch 4 den
% Punkt B abschneidet.

> Da die Fliche F’ als Differenz zweier

// Flachen erscheint, mufl die Konstruktion sorg-

S faltig durchgefiihrt werd d in ei
! g durchgefiihrt werden, und in einem
L_J m 4 groflen MafBstabe.

dnt-- %
717 / ﬁ,’fl/ Andere Methode: Man kann aus dem
/ gegebenen Querschnitt eine Fliache ableiten,

A
///‘ deren Trégheitsmoment, bezogen auf die

Schwerpunktsachse, =2 ist.

z=[ L opdf, worin df=bdn,

7

br
2 g0 — ! 2 —
:J‘r n?/dn—fb Prdy=.J.

Wir konstruieren nun & =b—— (Abb. 71).
r-+n

Das Tragheitsmoment kann nach der auf
-0 Seite 29 angegebenen Methode graphisch be-

Abb. 70. Konstruktion der Abb. 71. Zur Konstruktion i
Hilfsfliche # (nach Winkel). der Groe Z. stimmt werden. . B
Die Spannungsgleichung (54) kann durch

Einfithrung von Z auch so geschricben werden:

P, M 7
o="04" . 1.
Pz K (56)
r
Da Z und J in vielen Fillen nur wenig voneinander abweichen, wird
Lo M
o~y Ty (57)

g
14 ,
Diese Vereinfachung, die die Berechnung von Z oder 4 umgeht, ist in sehr vielen Fallen zuldssig

(z. B. fiir die Schwungradberechnung). Die weitere Vereinfachung mit r= co fiihrt zu der
Gleichung fiir gerade Stébe:

o=p T

und verursacht unzuldssig grofle Fehler.

2. Forminderungsarbeit. Wir schneiden ein unendlich kleines Volumenelement df-ds’ her-
aus, fiir welches die Normalspannung ¢ aus der Gleichung (54) bekannt ist. Fiir dieses Element
ist die Formé#nderungsarbeit:

o2 o2 ,
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Da ds' = ":rtﬁ ds ist, wird

Q=3[ I Mgy,

Den Wert von ¢ eingesetzt wird

. Py, M rq \2r+17

dd=gof(p+y, 0 )l
0 A PO'M M’"ﬂw}{' +1
UFﬂL""' RS A
_ds[PO M2rp 92 oPo M }
*mwzf it T [ a2y fadi
ds (P} M

:Z'EI[F(;'F Tz ]
oder

P e 3

**ffzﬂd”fzﬁd& (58)

3. Formiinderung. Die Léange der Stabachse fiir ein unendlich schmales Kérperelement ist
nach der Deformation =ds- Ads.

Wenn mit ¢ den Kriimmungsradius nach der Forménderung bezeichnet wird, dann ist die
Linge der Stabachse auch gleich o (d¢ 4+ Adg), so daB

ds+ lds=o(dep+ Ade)

oder
dds Jd(p L
L+ = L, =1+ e
und
o 1dd¢ 1d¢ .
A ;,ﬁ-__‘
0 1+ & 1-+¢
Wenn hierin die Werte von g, und L[pr(p aus den Gleichungen (53) eingesetzt werden,
wird :
1 1 M
o =y (FE+Py)" (59)
In vielen Fillen kann P, gegeniiber F'E vernachlissigt werden, so dafl
1
R IR (60)

Diese Gleichung, die ausagt, dafl die Stabachse sich um den gleichen Betrag mehr kriimmt,
als ein urspriinglich gerader Stab, 1iBt sich leicht im Gedéchtnis einprigen. Diese Beziehung
reicht aber nicht aus, um die deformierte Stabachse geniigend genau aufzuzeichnen.

Um die Verschiebung irgendeines Punktes €' der Stabachse mit den Koordinaten z, und y,
zu bestimmen, berechnen wir die Verschiebungen von €' durch die Formanderung irgendeines
Stabelementes ds, und summieren (integrieren) diese Formdnderungen iiber die ganze Stab-
lange. Das Stabelement ds erfihrt unter der Wirkung der auBeren Krafte zwei Forméanderungen:
erstens eine Verdrehung um den Winkel Ad ¢,
und zweitens eine Verlingerung um den Betrag
Ads=gyds.

a) Die Drehung von ds um den Winkel Ad ¢
hat zur Folge, dall der Punkt ' auf den Kreis-
bogen CC;= PCAdg nach (' riickt. Dadurch
andert sich die Abszisse des Punktes ¢/ um

x
—PCAdesinCDA=—(y—y,) ldyp
und die Ordinate um:
— PC Ad @ cos CDA4A=— (xc —x) “Id Q. Abb. 72. Forméanderung des gekriimmten Stabes (nach Winkel).

b) Durch die Verlingerung von ds um ¢, ds bewegt sich der Punkt €' um g, d's in der Richtung
vonds, d. h. in der Richtung der Tangente. Dadurch erfihrt die Abszisse von C eine Zunahme um:

godssin @ = gy dx
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und die Ordinate eine solche im Betrage von:
gydscosp=c¢,dy.

Die Anderungen der Koordinaten x, und ¢, , verursacht durch die Forménderung des Elementes d s
allein, sind dann:

ddz)=y,ddp—ydde+ ¢ dzx,
ddy)=—z,ddp+axddp+e,dy.

Die gesamten Anderungen:
e

Te Ye
‘Ad Ad
Ax,= ch E(ptp_ do —fy F(i?d(p —{—fswlx )
0 0 0 (61)

Te Te Ye

Ad Ad '
4 yc:_xch;d(p—'_fleip(pd(p_‘_J gdy,
0 0

0

worin &, und _Aad_qy aus den Gleichungen (53) bekannt sind. Durch streckenweise oder auch durch

graphische Integration lassen sich die Verschiebungen bestimmen. In den meisten Fallen diirfen
die dritten Glieder dieser Gleichungen vernachlissigt werden.

C. Verdrehung (Torsion).

Wenn die duBeren Krifte, die auf einen geraden stabférmigen Kérper wirken, ein Krifte-
paar mit dem Momente M, bilden, dessen Ebene senkrecht zur Stabachse geht, so wird der
Korper auf Verdrehung beansprucht. Es treten
dann nur Schubspannungen auf.

1. Kreisformige Querschnitte. Ist der Quer-
schnitt ein Kreis, so ist zu erwarten, dafB alle
Punkte, die vorher in einer Querschnittsebene
lagen, nach der Form#nderung auch noch in
einer zur Stabachse senkrechten Ebene liegen.
Der Symmetrie wegen konnte der Kreisquer-
schnitt kaum nach irgendeiner Richtung eine

ADb. 75 (nach Winkel) besondere Abweichung zeigen. Prof. von Bach
P ' ' hat durch Versuche die Richtigkeit dieser An-
nahme bestitigt (Abb.
73bis74). Er fand auch,
daB je zwei in gleichen
Abstéinden aufeinan-
derfolgende Quer-
schnitte sich immer
gleich viel gegeneinan-
der verdrehten. Wenn
dg die Verdrehung fiir
eine Linge d « ist, soist
de
F 9 (62)
der verhaltnism#Bige Verdrehungswinkel, d.i. der Verdrehungs-
winkel pro Léngeneinheit. Schneiden wir ein Stabelement von
der Lénge dx heraus (Abb. 75) und wihlen im Innern eine Faser
DE in der Entfernung ¢ vom Mittelpunkt, dann ist die Verschie-
bung FD=pdg. Aber FD ist auch gleich « dx, so daB durch
Gleichsetzen beider Werte

Abb. 74 (nach Winkel

Abb. 75. do
Abb. 73 bis 75. w=Qo = 0. (63)

Verdrehung eines runden Stabes.

Da, nach dem Hookeschen Gesetze, die Spannungen mit den Verschiebungen proportional
Slnd., 1st T:GMZGQﬁ, (64)
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worin G der Schubmodul ist. Die Schubspannung 7 steht senkrecht zum Radius, weil die
clastische Verschiebung in diesem Sinne erfolgt, und ist proportional mit p:

4
T= Tmax " -

Nach der Gleichgewichtsbedingung mufl die Summe der Momente der Spannungen gleich
und entgegengesetzt dem Drehmomente sein

M,— [zdf-o, worin df=2modo ist.

Tmax

Also: M;=27—""0°d0=Tmax" 2
0
Wenn der Durchmesser d =2r eingesetzt wird, ist

14 1
M= 16 P Tmax~ 5 a? Tmax - (65)
Der Verdrehungswinkel wird
__Tmax 10 M,
b= ~ @@ (66)
Fiir eine Hohlwelle mit den Radien »; und r, wird
Ta
Tmax 27 Tmax 7o —1F  w(di—d}
Md—,?n'ﬂ:—fgi‘dgz T T 6, e
7
_ w (d; +dj) (d, +d,) (d, — d))
T 16 d, —Tmax
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