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VORWORT ZUR DRITTEN AUFLAGE.

Die hier gebotene Darstellung der Hauptsitze der Differential-
und Integralrechnung war urspriinglich fiir die Studierenden an
der hiesigen technischen Hochschule bestimmt. Sie sollte den-
gelben eine Erleichterung in der Auffassung der Vorlesung iiber
Differential- und Integralrechnung bieten, sowie zu Wiederholungen
des wichtigsten Vorlesungsinhalts dienen.

Aus dem Absatze, welchen die beiden ersten Auflagen ge-
funden haben, darf ich indessen den Schlul ziehen, daB das Buch
auch auBerhalb der hiesigen Hochschule eine ausgedehntere Be-
nutzung gefunden hat. Deshalb habe ich bei der vorliegenden
dritten Auflage eine vollstindige Umarbeitung vorgenommen, da-
mit die Besonderheiten der hiesigen Unterrichtsanordnung nicht
mehr allzu stark hervortreten.

Urspriinglich war das Buch in drei Heften erschienen, welche
sich an den hierselbst bestehenden dreisemestrigen Vorlesungs-
zyklus anschlossen,. Da aber sachliche Griinde nicht fiir die Bei-
behaltung dieser Dreiteilung sprachen, so habe ich sie nunmehr
aufgegeben und lege die Neuauflage des Buches in einem einzigen
Bande vor. Bei der Darstellung selbst habe ich, abgesehen von
gahlreichen kleineren Abinderungen und Besserungen, eine Reihe
von tiefer greifenden Umstellungen und Ergéinzungen vorgenommen,
wobei natiirlich auch die in den letzten Jahren gesammelten Unter-
richtserfahrungen mitgewirkt haben. Speziell erwiihne ich, daB
ich, einer Anregung mehrerer technischer und mathematischer
Kollegen folgend, eine Besprechung der Definition und der Grund-
eigenschaften der hyperbolischen Funktionen aufgenommen habe



VI Vorwort zur dritten Auflage.

Was die eingehaltene Strenge der Darstellung angeht, so habe
ich keinen Anlaf gefunden, den Standpunkt, welchen die erste
Auflage in dieser Hinsicht einnahm, zu verlassen. Herr F. Klein
hat gelegentlich ?) ausgefiihrt, daB ,namentlich in solchen Vor-
lesungen, deren Zuhdrer von vornherein darauf angewiesen sind,
sehr wesentlich mit der Anschauung zu arbeiten, also in Vor-
lesungen fiir Naturforscher und Ingenieure, der Ausgangspunkt
notwendig von der Anschauung genommen werden sollte, und daB
die Mathematik durch einseitige Uberspannung der logischen Form
in jenen Kreisen viel von der allgemeinen Geltung verloren hat,
welche ihr naturgemi zukommt“ Ich zweifle nicht, dal alle
diejenigen, welche den Betrieb und die Anforderungen des Unter-
richts an einer technischen Hochschule kennen gelernt haben,
diesen Sitzen ohne weiteres zustimmen werden. Allerdings gibt
es immer noch Kritiker, welche jene wohlerwogenen didaktischen
Riicksichten nicht gelten lassen wollen und selbst von mathe-
matischen Lehrbiichern, welche fiir technische Hochschulen be-
stimmt sind, eine strenge ,Arithmetisierung® ihrer Gegenstinde
verlangen. Solche Kritiker werden unzweifelhaft von ihren An-
schauungen zuriickkommen, sobald sie ein wenig tiefer in die
Bedeutung der Mathematik an einer technischen Hochschule ein-
dringen.

Natiirlich soll nach wie vor die vornehmlichste Bestimmung
dieses Buches die sein, als Leitfaden neben den Vorlesungen iiber
Differential- und Integralrechnung zu dienen; einen Ersatz dieser
Vorlesungen vermag dasselbe nicht zu bieten. Zur Darstellung
gelangt hier gewissermafilen nur das Geriist jener Vorlesungen.
Alle niheren Darlegungen und zumal fast alle Ausfiihrungen an
Beispielen bleiben den Vorlesungen selber vorbehalten. Diese
Beispiele und anschaulichen Ausfiihrungen wird man einmal der
Geometrie der Kurven und Flichen entnehmen, andererseits aber
auch aus den Gebieten der Technik und der Naturwissenschaften
oder aus den Erfahrungen des téglichen Lebens schipfen. Vor
kurzem habe ich ausfithrlich auseinandergesetzt, wie ich mir
die zweckmiBigste Ausgestaltung des mathematischen Hochschul-

1) In dem Vortrage ,Uber Arithmetisieruny der Mathematik®, verffent-
licht in den Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen, Geschiftliche Mitteilungen, 1895, Heft 2.



Vorwors zur vierten Auflage. VII

unterrichts denke. Es geschah dies bei Gelegenheit eines Vor-
trages!), welcher der Einfilhrung der von Herrn F. Siichting
und mir veranstalteten deutschen Ausgabe von John Perrys
»Calculus for engineers“?) diente. Der vorliegende Leitfaden
charakterisiert mein. a. a. O. entwickeltes Programm nach der rein
mathematischen Seite, Derselbe enthalt, wie ich durch person-
liche Besprechung mit meinen technischen Kollegen festgestellt
habe, diejenigen Grundlagen der Differential- und Integral-
rechnung, welche fiir das weitere Studium der technischen Wissen-
schaften notwendig und ausreichend sind.

Yy ,Uber den mathematischen Hochschulunterricht®, verdffentlicht im
5. Heft des diesjahrigen Jahresberichts der Deutschen Mathematiker- Ver-
einigung, Mai 1902.

%) nHohere Analysis fir Ingenieure“, Leipzig 1902, bei B, G. Teubner.

Braunschweig, im August 1902.

Robert Fricke.

VORWORT ZUR SECHSTEN AUFLAGE.

Uber Zweck wund FEigenart meines Vorlesungsleitfadens
nHauptsitze der Differential- und Integralrechnung“ habe ich
mich in dem vorstehend wieder abgedruckten Vorworte zur dritten
Auflage naher ausgesprochen. Die beidem folgenden Auflagen,
sowie auch die vorliegende sechste Auflage unterscheiden sich von
der dritten und untereinander stets nur durch eine Anzahl unter-
geordneter Besserungen und Ergéinzungen, die einer besonderen
Begriindung nicht bediirfen.

Bad Harzburg, im April 1917.

Robert Fricke.
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Einleitung.

1. Ver#inderliche und unveréinderliche Gréfen.

Erklirung: Eine Grobe, welche im Laufe der Zeit verschiedene
Werte annimmt, heilt eine verdinderliche oder variabele Grobe oder:
auch kurz eine , Verdnderliche® oder , Variabele®; man beseichnet solche
Variabele in der Regel durch die leteten Buchstaben des Alphabets, wie
Yoo X, Yoy & ... Eine Grobe, welche im Laufe der Zeit ihren
Zahlwert beibehdlt, heilit eine unverdnderliche oder konstante Grobe oder
kure eine ,Konstante“; sur Bezeichnung von Konstanten benutet man
vornehmlich die Anfangsbuchstaben “des Alphabets a, b..., A, B...
o fB...

Zur geometrischen Deutung konstanter oder variabeler Grofen
dient eine Gerade, deren Punkte, wie Fig. 1 andeutet, als Bilder der

ganzen und gebrochenen Zah- Fig. 1.
len gelten. Wahlt man die o R
Strecke von 0 bis 1 als Lingen- -3 0 _% 1 2

einheit, so bekommt z. B. die

Zahl 8/, ihren Bildpunkt rechts vom ,Nullpunkte® und zwar in der

Entfernung /7 von letaterem; die negative Zahl — 8/, wird ihren Bild-

punkt links vom Nullpunkte und zwar in der Entfernung 8/, von diesem

finden usw. Die fragliche Gerade wird weiterhin , Zahlenlinie* genannt.
Eine Variabele « heilt ,unbeschrinkt verdnderlich, falls sie jeden

moglichen Wert annehmen kann, faljs also ibr Bildpunkt auf der Zahlen-

linie an jede Stelle gelangen

kann., Wird dagegen die Va-

riabele # niemals kleiner als T ,",

eine Zahl @ und niemals gréfer

als eine Zahl b, die >> a ist, so bringt man dies zum Ausdruck durch

die Formel:
S

und bezeichnet die in Fig. 2 eingegrenzte Strecke der Zahlenlinie von
a bis b als das ,Intervall® der Variabelen z.
Frioke, Leitfaden. 1

Fig. 2.
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2. Begriff der Funktionen und geometrische Deutung
derselben.

Erklarung: Sind ewei Verinderliche x und y derart aneinander
gebunden, dalf sum einzelnen Werte x immer ein Wert>y oder eine An-
zahl von Werten y nach einem bestimmten Gesetee sugehirt, so heilt y
eine ,Funktion® von x. Man kann das swischen x und y bestehende Ver-
haltnis so ansehen, daB man x als die ,unabhingige* Variabele auffalt,
die Funktion y aber als die von x ,abhingige®.

Der Begrift der Funktion ist der wichtigste Grundbegriff, mit dem
wir zu arbeiten haben; und auf die Funktionen beziehen sich die Be-
griffe und Operationen der Differential- und Integralrechnung.

~ Die fiir Berechnungen geeignetste Art der Angabe einer Funktion
ist diejenige vermdge einer Gleichung, wie z. B.:
y=2x 4+ 7 oder y = ax? + bx + o

Will man unentschieden lassen, welche besondere Funktion y von
z ist, so bedient man sich der symbolischen Schreibweise y =— f(x) und
spricht kurz von einer ,Funktion f(z)“. Kommen in einer Betrachtung
mehrere Funktionen nebeneinander vor, so unterscheidet man sie durch
Gebrauch verschiedener Symbole, wie: f(z), g(2), F (z), ¢ () usw.

Die unabhingige Variabele # bezeichnet man auch als , Argument“
.der Funktion.

Ist eine Gleichung, durch welche man eine Funktion gibt, noch
nicht nach y aufgeldst, so spricht man von einer unentwickelten oder
impliziten Angabe der Funktion und nennt in abgekiirzter Sprechweise
fiir diesen Fall wohl auch die Funktion selbst eine wunentwickelie oder
implizite. Als Beispiel diene die durch die Gleichung:

Y2 —x— 6y + 11 =20
gegebene Funktion y von z. Die gleiche Funktion ist als explieite oder
entwickelte Funktion gegeben durch die Gleichung:

Fig. 3. y =38+ Yz — 2.

y-; Achse Als symbolische Schreibweisen un-
o entwickelter Funktionen dienen Glei-
chungen der Gestalt f(z, y) = O,

F(z,y) = O usw.
Um eine geomelrische Versinn-
= Achse LiChung der Funklionen zu gewinnen,
kann man ein rechtwinkliges Koor-
dinatensystem in der Ebene benutzen,
wie es in der analytischen Geometrie
gebriuchlich ist. Der einzelne Punkt der Ebene bekommt eine Abseisse 2
und eine Ordinate y (vgl. Fig. 8), die wir auch zusammenfassend die
Koordinaten », y des Punktes nennen. Alle Punkte, deren Koordina-

M




Funktionen und deren geometrische Deutung. 3

ten z, 4 eine Gleichung y == f () oder F'(z, ¥) — 0 beiriedigen, bilden
eine in der Ebene gelegene Kurve, wie in der analytischen Geometrie
gezeigt wird.

Lehrsatz: Deutet man x und y als rechtwinklige Koordinaten in
einer Ebene, so stelll die Gleichung y = f (%) oder F(x, y) = 0 eine
in dieser Ebene gelegene Kurve dar; diese Kurve
benutet man als geometrisches Bild der durch
y = f(x) oder F(z,y) = 0 gegebenen Funktion.

So ist z. B. in Fig.4 die Kurve gezeichnet,
welche das geometrische Bild der Funktion
y = 22 — 4 ist. Fiir zwei Punkte dieser Kurve
sind in der Figur die Werte der Koordinaten in
Klammern hinzugesetat.

Umgekehrt kann man durch irgend eine in
der x,y-Ebene geceichnete Kurve immer auch
eine Funktion y von x definieren.

Benutzt man fir die Zeichnung der Kurve
sog. Millimeterpapier, welches mit einer Ein-
teilung in Quadratmillimeter versehen ist, so
kann man die zu den einzelnen Werten  gehérenden Funktionswerte y
aus der Zeichnung niherungsweise sehr bequem ablesen.

Fig. 4.

3. Umkehrung oder Inversion der Funktionen.

Sieht man in der Gleichung y = f(x) nicht wie bisher «, sondern
y als die unabhingige Verinderliche an, so wird # eine Funktion von
y sein. Um diese Funktion entwickelt darzustellen, haben wir die Glei-
chung y = f(2) nach z aufzulésen, was = ¢ (y) geben mag. In
dieser letzteren Gleichung wollen wir jetzt noch, damit fortan wieder x
als Benennung der unabhingigen Variabelen diene, einen Austausch der
Bezeichnungen beider Variabelen vornehmen.

Man wird so sur Funktion y = ¢ (z) gefiihrt, welche die zu f(z)
oumgekehrte® oder ,inverse® Funktion heilt. Der ProzeB .des Uber-
ganges von [ (x) eu @ (x) heibt ,Umkehrung® oder ,Inversion der
Funktion f(x).

Das Verhiltnis von 7 (%) zur inversen Funktion ¢ (z) ist offenbar
ein gegenseitiges, d. h. zu @ () ist wiederum f(z) invers.

Zueinander invers sind z. B. die Funktionen f(x) — 2" und

n P
o @)= 1/; oder f(x) = 22 — 1 und @ () = Yz + 1 usw.

Die zu y — f(x) gehérende Kurve liefert dadurch die Werte der
Funktion £ = @ (y), dal man fir gegebene Ordinaten y die Werte =
der zugehorigen Abszissen an der Kurve abmilt. Der nachherige Aus-

1*
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tausch der Bezeichnungen beider Verinderlichen und damit der Uber-
gang zur Gleichung y = @ (x) ergibt folgende Vorschrift:
Um aus der Kurve einer Funktion f(x) das geometrische Bild der
inversen Funktion @ (x) 2u gewinnen, hat man jene Kurve um die Hal-
Fig. 5. bierungslinie des von der positiven x-Achse
und der positiven y-Achse gebildeten Win-
kels umzuklappen.

Fir die in Fig. 4 dargestellte Kurve
der Funktion (#2 — 4) ist diese Umklap-
pung in Fig. 5 ausgefithrt; die neue Kurve,

~welche somit der Funktion Yz -+ 4 zu-
gehort, ist stirker ausgezogen. Man sieht,
dal bei der letzteren Kurve zu jeder
Abszisse ¥ > — 4 zwei einander genau
entgegengesetzte Ordinaten y gehéren.
Letzteres entspricht dem Umstande, daf
wir die Quadratwurzel V& 4 4 sowohl mit
dem positiven wie negativen Zeichen versehen diirfen. Die hierin liegende

Zweideutigkeit kommt in der Formel y — £ Yz + 4 direkt zum
Ausdruck.

4. Die rationalen und die irrationalen Funktionen.

1. Die einfachste Funktion, welche man bilden kann, ist die
Potenz y = ™ mit ganzem positiven Exponenten n.
Man betrachte weiter die Funktion:

y:ax5+bx7—-cx—|—d.
Dieselbe ist aus  und den Konstanten a, b, ¢, d durch die Opera-
tionen der Addition, Subtraktion und Multiplikation zu berechnen.

Erkliarung: Eine Funktion y, welche aus & und gegebenen Kon-
stanten durch die Operationen der Addition, Subtraktion wund Multi-
plikation berechenbar ist, heilit eine ,ganse rationale Funktion“ oder
kurz eine nganece Funktion“.

Die grofte als Exponent von z auftretende ganze Zahl heilit der
»Grad® der ganzen Funktion. Ist der Grad gleich 1, so spricht man
auch von einer ,linearen® ganzen Funktion.

Eine ganze rationale Funktion wird ,geordnet“, indem man die
Glieder mit gleichen Potenzen von  zusammenfallt und sodann alle
Glieder etwa nach ansteigenden Potenzen von # anordnet.

Lehrsatz: FEine ganze rationale Funktion n'" Grades von x hat
die geordnete Gestalt:

1) y=ap + @, & + ay2® + -+ + aya",

WO Ag, Gy, - . ., Gy konstante Koeffizienten sind,
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II. Man betrachte ferner die Funktion:
1 — 1
1 z

aa:—b+ w-l-c.

Dieselbe ist aus # und den Konstanten @, b, ¢ zu berechnen durch
die Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Divigion,
welche man unter der Benennung der ,rationalen Operationen“ zu-
sammenfalt.

y:

Erklarung: FEine Funktion, welche aus x und gegebenen Kon-
stanten durch rationale Operationen berechenbar ist, heilt eine ,rationale
Funktion“.

Die Gattung der rationalen Funktionen umfaft diejenige der ganzen
rationalen Funktionen als Spezialfall.

Die soeben als Beispiel angegebene rationale Funktion kann man
auch so schreiben:

. 1 z—1 a4+ cx+ (x—1)(ax — D)

y_am—b+w2+cx_ (@ax — b) (x% + cx) !

d.h. sie kann als Quotient zweier ganzen Funktionen dargestellt werden.
Allgemein gilt der

Lehrsatz: Eine rationale Funktion von x hat die geordnete Gestalt:
) gt ax 4 agx? + -0 4 ana
¥y = by + by + by 4+ oor F bua™
wo die a und b konstante Koefficienten sind.

Die groBere unter den beiden ganzen Zahlen m und % oder, falls
beide gleich sind, eine von ihnen liefert den ,, Grad“ der rationalen Funk-
tion. Ist der Grad gleich 1, so spricht man auch von einer ,linearen®
Funktion. . .,

"IIL Die einfachste ,irrationale Funktion® von x ist y = g = Yz,
unter n eine ganze positive Zahl verstanden.

Ein komplizierteres Beispiel einer irrationalen Funktion von z ist
die n'® Wurzel aus einer beliebigen rationalen Funktion von 2. All-
gemein gilt folgende

Erklirung: Man spricht von einer ,irrationalen Funktion® von =,
wenn zur Berechnung des Wertes der Funktion aus x und gegebenen
Konstanten neben rationalen Rechnungsarten mnoch eine oder mehrere
Wurzelziehungen auszuiiben sind.

Beispiele irrationaler Funktionen sind:

3 n
y = Vaz + 0, y:‘/l———'—_—l—;,yz\/Ax?—i—QBx—l—C,-“
1~ Va



6 Einleitung.

6. Bindeutigkeit und Mehrdeutigkeit der Funktionen.

Erklarung: Eine Funktion y = f(x) heillt fir einen speziellen
Wert des Argumentes ,n-deulig®, wenn die durch den Ausdruck von f(x)
gegebene Vorschrift zur Berechnung von y fiir jenen Wert des Argumentes
x im ganegen n VerScliedene Werte y als zugehorig liefert.

So ist z. B. die Funktion y = V2 — 1 fiir alle #, die > 1 sind,
zweideutig, da man das Vorzeichen des Zahlwertes der Quadratwurzel
sowohl positiv als negativ nehmen kann. Fiir £ = 1 ist die Funktion

Y& — 1 eindeutig, fir £ <1 mul} diese Funktion als ,nulldeutig“ be-
zeichnet werden, weil die durch f(z) gegebene Rechenvorschrift hier
auf keinen (reellen) Wert y fithrt?).,

Ist y = f(x) fiir einen besonderen Wert z n-deutig, so liefert die
zu f(x) gehorende Kurve fiir die Abszisse x im ganzen n Ordinaten y.

Lehrsatz: Die rationalen Iunktionen sind fur alle Werte des
Argumentes x eindeutig, Die irrationalen Funktionen liefern Beispiele
mehrdeutiger Funktionen.

6. Exponentialfunktion und Logarithmus.

I. Jst die Konstante ¢ > 0, so hat a® fiir jeden Wert z einen
bestimmten positiven Wert.

Erklirung und Lehrsatz: Die Funktion y = o heilt ,Expo-
nentialfunktion” mit der Basis a, fir welche a>> 0 gelte. Die Exponential-
Fig. 6. funktion ist fur jeden Wert x ein-
2 deuttg und hat bestindig positiven
LG8 Zahlwert.
Als Beispiel diene a — 2, wo
die Exponentialfunktion den in Fig. 6
angegebenen Verlauf zeigt. An eini-
gen Punkten der Kurve sind die zu-
gehorigen Werte der Koordinaten in
Klammern beigefiigt.

_,/.(—(D : II. Erklarung: Die sur Ex-

ponentialfunktion mverse Funktion
ist y = “logx und heillt ,Logarith-
mus® mit der Basis a.

Die aus Fig. 6 nach der Regel von S, 4 hergestellte Logarithmus-
kurve fir die Basis 2 ist in Fig. 7 stirker ausgezogen.

Lehrsatz: Die Funktion y — ®logz ist fir alle positiven x ein-
deutig, fir alle negativen x nulldeutig.

') Imaginire und komplexe Werte der Variabelen und Funktionen werden
erst unten (im Anhange) zugelassen und niher untersucht.
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Dies tritt in Fig. 7 direkt hervor: Die Logarithmuskurve ver-
lauft durchaus rechts von der y-Achse und liefert hierselbst fir jedes
z ein und nur ein y.

Es gilt: Fig. 7.
(1)  dogl = 0;

sowie, falls ¢ > 1 zu-
trifft:

@ {alogo R
“tog (+ 2) = + .

Ist @ > 1, so hat
die Funktion %logx fir / G-1)
0 <z <1 negative
Werte, fir £ > 1 da- ‘
gegen positive.

7. Gradmal und Bogenmall der Winkel.

Statt des in der Elementarmathematik gebrduchlichen GradmaBes
der Winkel benutzt man in der hoheren Mathematik gewdhnlich das
sogenannte ,Bogenmal* derselben.

Erklarung: Ein Winkel wird gemessen durch die Linge desjenigen
Kreisbogens vom Radius 1, 2u welchem der Winkel als Zentriwinkel gehort.
"Hat ein Winkel von « Grad in Bogenmaf die GriBe s (vgl. Fig. 8),

so gilt die Gleichung: Fig. 8.
oL
(l) « e s s S§S= mo

Hieraus ergibt sich folgende Tabelle:

« “ 1° 90° | 180° | 270° I 360°
o b4 3w
— | = - |2
180 2 2 m

Neben der Kreisperipherie legen wir jetzt auch noch die ,Zahlen-
linie“ (siehe S. 1) zur Deutung der hier als unbeschrinkt geltenden
Variabelen s vor. Man denke sich zu diesem Zwecke die Kreisperipherie
von s = O beginnend sowohl nach der positiven als der negativen Seite
der Zahlenlinie unendlich oft abgewickelt.

Lehrsatz: Bei der leteteren Auffassung gewinnt ein und derselbe
Winkel unendlich viele MabBzahlen s, welche alle aus einer unter ihnen
durch Zufiigen von beliebigen ganzzahligen Vielfachen der Zahl 27 entstehen.
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So bekommt z. B. ein rechter Winkel die MaBzahlen:
ﬂ/2’ ﬂ/2i2”, n/gj:47z..o

8. Die trigonometrischen Funktionen.

Erklarung: Als Argument der trigonometrischen Funktionen sin,
cos, tg, ctg soll wicht das GradmaB, sondern das Bogenmal s des Winkels
angeschen werden. Der Gleichmabigheit wegen schreiben wir wieder x stait s

Fig. 9,

AN

Sinuskurve

Cosinuskurve

xm=-%

Tangenskurve Cotangenskurve
fir das Argument der einzelnen trigonomeirischen Funktion und legen

gur Deutung der Werte s =— x sogleich die Zahlenlinie (z-Achse) ru-

grunde.
Den vier trigonometrischen Funktionen:

y=sinx, y=cosx, y=1tgw, y = clgx
entsprechen alsdann ebensoviele ,frigonometrische Kurven“, deren Ver-
lauf durch die vier in Fig. 9 zusammengestellten Zeichnungen ver-
anschaulicht wird.
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Die Funktion {g2 wird bei £ = */, unendlich und zwar wird sie
gleich + o oder gleich — w0, je nachdem man von links oder von rechts
an den Punkt £ ="/, der Zahlenlinie herangeht. Gelten diese Funktions-
werte + o und — als nicht verschieden, so besteht der

Lehrsatz: Die trigonometrischen Funktionen sind fir jeden Wert
des Argumentes x eindeutig.

Die einzelne der in Fig.9 angedeuteten Kurven liefert entsprechend
fiir jeden Wert  einen und nur einen Funktionswert .

Zwei Werte 2, welche um ein Multiplum von 27 verschieden sind,
liefern denselben Winkel und also gleiche Werte der Funktionen.

Lehrsatz: Die trigonometrischen Funktionen heilen periodische
Funktionen, weil sie ihren Wert nicht dndern, falls man das Argument x
wm 2 7 vermehrt oder vermindert.

Die Funktionen tgx und ctgx bleiben auch bereits bei Vermehrung
oder Verminderung des Argumentes z um 7 unverdndert, wdhrend die
Funktionen sinx und cosx hierbei das Zeichen wechseln :

@ .. sin(x+ )= — sinz, cos (x t ) = — cosa,
@ .. tg@t+n)=tgs, ctg (x + 7) = ctga.

Man benennt dieserhalb 2 7 als die ,Periode von sinz und cos 2,
% als diejenige von fg# und cty .

9. Die zyklometrischen Funktionen.

Erklarung: Die eu den vier {rigonometrischen Funktionen sin,
cos, tg, ctg inversen Funktionen heiben die ,zyklometrischen* Funktionen
und werden durch:

arcsinxz, arccosxz, arclgz, arccigx
bezeichnet.
Es ist also z. B. die Gleichung:
. ....... . Y = arcsinzx
gleichbedeutend mit & = siny, so dal in der Gleichung (1) der Wert y
die MaBzahl eines Bogens bezeichnet, dessen Sinus den Wert z hat.

Die ,eyklometrischen Kurven“ entspringen nach der Regel von
S.4 aus den Kurven der trigonometrischen Funktionen. Den Verlauf
der Kurven der Funktionen arcsinz und arccosz zeigt Fig. 10 (a.f.8.).
Die arctg-Kurve ist in Fig. 11 (a. f. 8.) angedeutet. Aus der Gestalt
der Kurven entspringt folgender

Lehrsatz: Die Funktionen arcsinz und arccosz sind" fir die
Werte von  im Intervall von — 1 bis + 1 unendlich vieldeutig, auber-
halb dieses Intervalles aber wberall nulldeutig. Die Funktionen arctgx
und arcctg x sind fir jeden Wert von x unendlich vieldeutig.

Unter den unendlich vielen Werten, welche die Funktion arcsinz
fir ein dem Intervall —1 <X # <X + 1 angehorendes z besitzt, wird
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als , Hauptwert* derjenige Wert y angesehen, welcher dem Intervall
— 7/, <y < + 7/y angehort. Aus dem Hauptwerte y berechnen
sich alle iibrigen Werte dieser Funktion in den Gestalten:

y + 2kw und —y 4+ 2Kk 4 )=,
wo beide Male k& alle positiven und negativen ganzen Zahlen durch-
laufen soll.

Fig. 10.

L/

y=arc sin ¥ y=arc cosx

Der ,Hauptwert“ y der Funktion arctgz soll gleichfalls dem Inter-
valle — 7/, < y < 7/, angehoren; alle iibrigen Werte dieser Funktion
berechnen sich dann beim einzelnen x aus dem zugehdrigen Hauptwerte y
in der Gestalt (y + % ), wo & in demselben Sinne wie eben gebraucht ist.

Es gelten die Formeln:
arccosx = "/, — arcsinz,
. .
arcctgx = "/y — arcig .

@ -

Die Funktionen arccosz und arcctgx sind entbehrlich, da sie
nach den Gleichungen (2) stets leicht durch arcsinx bzw. arcigx aus-
gedriickt werden kénnen.

10. Benennungen der Funktionen.

Die vorstehend besprochenen Funktionen sind siémtlich bereits in
der Elementarmathematik bekannt und heilen dieserhalb ,elementare
Funktionen*.
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Erklarung: Die in Nr. 4 besprochenen rationalen und irrationalen
Funktionen nennt man eusammenfassend yelementare algebraische Funk-
tionen®; die Exponentialfunktionen, die Logarithmen, die trigonometrischen
und ‘die eyklometrischen Funktionen heillen jelementare iramseendente
Funktionen®.

11. Zusammengesetzte Funktionen.,

Erklarung: Setet man als Argument in die Funktion f nicht z,
sondern die Funktion @ (x) von z ein, so wird f[@ (x)] selbst wieder
eine Funktion von z, die wir abgekiirzt F (x) nennen wollen:

Wi . y=F@="rl9w]
und als eine aus den Funkiionen f und @ ,eusammengesetete® Funktion
von x bezeichnen.

Ein Beispiel einer solchen zusammengesetzten Funktion ist:

y = log (sinx).
Man kann auch weitergehen und [ (z)] als Argument in éine
dritte Funktion einsetzen usw. Hierzu ist ein Beispiel:
y = 9 0log (sin:c).

12. Der Begriff der Grenze.

Erklirung: Will man bei einer (positiven oder negativen) Zuhl a
vom Voreeichen absehen, so sagt man, die Zahl a solle ,absolut genommen®
werden; der hierbei sich ergebende ,absolute Betrag“ der Zahl a wird
durch |a| bezeichnet.

Bildet man die Zahlenreihe:

1) . .. . a4 =203, ag = 0,33, a3 = 0,333, usw,,

so kann man ein a, mit so grofem Index n angeben, dal sowohl a,
wie alle folgenden Zahlen ay 4 1, a9, ... von dem Werte 1/3 so wenig,
als man will, verschieden sind. Dieserhalb heilt 1/; die ,Grenge“ der
Zahlenreihe (1).

Dasselbe Sachverhiltnis kann man auch so aussprechen: Wahlt
man eine ,beliebig kleine* Zahl 0, die jedoch > O sein soll, so lafit
sich eine zu diesem 0 gehérende ,endliche“ ganze Zahl n angeben, so
daB fiir alle Indizes m = n die Ungleichung | /3 — aw| << 0 gilt,

Erklirung: Es sei irgend eine unendliche Zahlenreihe:

(@) . . ..o e Gy By Qg Gy e

vorgelegt, und es existiere eine endliche Zahl g von folgender Art: Nach
Auswahl ciner ,beliebig® kleinen Zahl O, die jedoch > 0 ist, soll es stets
einen zu diesem O gehirenden ,endlichen* Index n geben, so dal fiir
jeden Index m == n der absolute Betrag |g — anm| < 0 ist. Die Zahl g
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heibt alsdann die ,Grenze® oder der ,Limes® der Zahlenreihe (2) und
wird durch:

B v i e e e e g =lim a,

n=—auw
bezeichnet.

Zusatz: Ist die Zahlenreihe (2) so beschaffen, daB nach Auswahl
eines ,belicbig* grolien, jedoch ,endlichen® Betrages e stels ein zu-
gehoriger endlicher Index m angegeben werden kann, so dal fir alle
Indizes m = n die Ungleichung a., > @ gilt, so sagt man, die Zahlen-
reihe (2) habe die Grenze o und benutst die Beseichnung:

@ . ... .. e . . limea, = o,

n—wo
Nicht jede Zahlenreihe hat eine Grenze. So hat z B. die Zahlen-
reihe 1, Yy, 3, /4, 5, Y, 7, /g 9, ... weder eine endliche Grenze g,
noch die Grenze .
Folgende Uberlegung dient zur Einiibung des Grenzbegriffes und
zur Vorbereitung spiterer Entwickelungen: Vermige einer fest ge-
wiblten Zahl ¢ > 1 bilde man die Reihe:

GB) . ... a=q =g a=2¢,...
Offenbar ist stets a@n << @n4+1. Entweder existiert eine endliche
Zah]l g = lim. a, oder es ist lim. @, =— .

n=wx n=owo
Gesetzt, der erste Fall treffe zu, so ist fiir jedes endliche I not-
wendig a; < ¢ Nun kann man wegen g > 1 eine Zahl 0 so
wihlen, dafl

0<6<g<l—-q1—> und also ¢ (g — 0) > g

zutrifft. Dann 146t sich ein endlicher Index m angeben, so daB
g — am < 0 oder also @y > g — 0 ist. Durch Multiplikation mit
der positiven Zahl g folgt:
Qam = ant1>q (g —0) >y,

so dal @, 1, der Annahme entgegen bereits g fibertrifft.

Der angenommene Fall einer endlichen Grenze lim. a, ist demnach
unhaltbar, vielmehr gilt:

lim. ap = lim. ¢ = o,

n=—ow n=— w

1
Ist 0 <<r <1, sowt—;—_—q>1,undman hat:

" = —, sowie lim. r* = lim. 1 —_: 0.
n=ow n=ow q"
Lehrsatz: Ist ¢ > 1, so ist lim. q" = 0., Ist 0 <r < 1,
so ist lim. r* = 0, n=®

n=w
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18. Stetigkeit einer Variabelen und stetige Anniherung
an eine Grenze.

Erklarung: Fihrt der Bildpunkt einer Verdnderlichen x auf der
Zahlenlinie irgend welche Bewegungen im gewshnlichen Sinne des Wortes
aus, so bezeichnet man die hierdurth gegebenen Verdinderungen der
Variabelen x als ,stetige® und nennt x eine ,stetige Variabele“.

Wiichst eine stetige Variabele um einen endlichen Betrag oder
nimmt sie um einen solchen ab, so wird sie alle zwischen dem Anfangs-
und Endwerte liegenden Zahlwerte in der natiirlichen Folge durchlaufen.

Die in Nr. 12 betrachtete Anniherung der Zahlen der Reihe gy,
@y, dg, ... an eine Grenze g heiBt ,unstetig“, weil hier sprungweise von
der einzelnen Zahl a zur folgenden iibergegangen wird.

Dem gegeniiber gilt folgende

Erklirung: Man spricht von einer ,stetigen® Anndherung der
Variabelen z an eine endliche Grenze g, falls x solche ,stetige® Verinde-
rungen erfihrt, daB nadh Auswahl einer belicbig Kleinen Grole O, die
jedoch >> 0 sein soll, im Laufe der Verdinderung des x die Ungleichung
lg —x | << O giiltig wird und weiterhin giiltig bleibt.

Eine stetige Verinderliche # kann zufolge der gegebenen FEr-
klirung der Stetigkeit den Wert o nicht ahnehmen. Indessen kann
man mit z solche stetige Verinderungen vornehmen, daf nach Auswahl
einer beliebig grofen, aber endlichen Zahl @ im Laufe der Werinderung
des x die Ungleichung # > w giiltig wird und weiterhin giiltig bleibt.
Man spricht dann von einer stetigen Anndherung des x an die Grenze®.

In diesem Falle wird sich der reziproke Wert 1/, stetig der
Grenze 0 annihern.

14. Einfiihrung der Zahl e.

Sind a und b irgend zwei den Bedingungen:
@a . .... ... ..a>0>0
gentgende Zahlen, und ist 7 eine positive ganze Zahl, so gilt:
+1 __ pn+1
’L"_T_l’b-_ — a4 ar—1b 4 @ =2 4 e 0 (0 1) an
Hieraus folgt:
artl — prt1<(a — b) (0 4 1) a®,
sowie weiter durch Transposition:
@ ..... aa—(@a—0b @+ 1)L
Der Bedingung (1) geniigen die Zahlen:

1 1
e=1+_ b=1+_—7
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Fiir diese liefert Gleichung (2):

@ ... (1 + %)‘”<<1 + 1%)"”.

Desgleichen geniigen der Bedimgung (1) die Zahlen:

1
a=]+?—m, b= 1.

Fiir diese ergibt die Gleichung (2):

“4 .. (1 + 2—1;; ”-—;—<1 und also <1 + >2"

n
Setzt man nunmebr @, = (1 + %—) , so.folgt aus (3), dal in der

Reihe der positiven Zahlen a; = 2, ay, a; . .. jede Zahl grofer als
die voraufgehende ist. Die Ungleichurg (4) zeigt weiter, dal keine
Zahl a, den Betrag 4 erreicht oder iiberschreitet.

Wir schlieBen auf die Existenz einer Grenze g =— lim. a,, welche

n=—aowo
zwischen 2 und 4 gelegen ist. Diese Grenze trigt die besondere Be-
zeichnung e.

Lehrsatz: Unter der Zahl e versteht man die Grenze der Zahlen-

n
reihe ay, ag ds, ..., bei welcher a, den Zahlwert <1 + ;IL-) bedeutet :

1 n
() e = lim. (1 + ——> .
n
Die Zahl e ist irrational und angenihert gegeben durch:
® . .. ... e— 2,7182818 ...
Ist x eine stetige Variabele, die >>1.ist, so sei n die grofSte ganze

Zahl, welche nicht gri:i]}er als  ist. Aus n <z <n3 1 folgt:

e >1+nJr1

(#2204 2504

Setzt man nun r'— % =6, n + 1 — 2 =7, so gilt 0 < <1,
0<{t<1; und man hat:
nt+l—z
=)

(1 + —)”H_ 1+ )
1 (3 1\* 1 (i)
@ [(1 + ;)] z(l + ;;>>[<1 T 1> 1
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Nihert sich jetzt & der Grenze  an, so gilt dasselbe von der
ganzen Zahl #; und man erhélt demnach:
T

n

In (7) haben somit die rechte und die linke Seite iibereinstimmend
die Grenze ¢; der in der Mitte der Ungleichung (7) stehende Ausdruck
hat also gleichfalls e zur Grenze.

Lehrsatz: Auch wenn x als ,stetige” Variabele sich der Grenge o
ndhert, gilt die Gleichung:

4 1\*

® ........ .hm.\l—l—;)——e.

rT=w

=0,

lim. s =0, lim.
n

15. Stetigkeit und Unstetigkeiten der Funktionen.

Evklarung: Eine Funktion y = f(x) heilt ,stetig®, wenn bei
stetiger” Verdnderung des Argumentes & auch die Funktion y stetig
variabel ist.

Ist die Funktion y = f(z) in einem Intervall a <z <) iiberall
stetig, so verlduft die Kurve dieser Funktion daselbst zusammenhdingend.

Die elementaren Funktionen kénnen nur fiir vereinzelte Werte z
aufhéren, stetig zu sein. Tritt fiir y = f(x) etwa bei 2 = a eine
Unterbrechung der Stetigkeit ein, so sagt man, die Funktion f(x) sei
bei £ = a yynstetig*. Der Punkt # = g der Zahlenlinie heilt eine
» Unstetighkeitsstelle® oder ein ,, Unstetigkeitspunkt“ der Funktion,

Man unterscheidet swei Arten von Unstetigkeiten:

I Da eine Variabele y, so lange sie stetig ist, notwendig endlich
bleibt, so wird eine Funktion y = f () fiir alle diejenigen Werte von «
unstetig werden, fiir welche sie unendlich wird. So wird z. B. die

fir £ =— a unstetig und zwar in der Weise
£

Funktion y = z ! p

daB sich y als ,stetige“ Variabele der Grenze oo annéhert, falls z sich
stetig der Grenze a nihert. Fig. 12.

Eine Unstetigkeit dieser Art bezeichnet man
als eine , Unstetigkeit durch Unendlichwerden®.
Es wird im vorliegenden Falle der reziproke

1
Wert —?} , welcher fiir £ — a verschwindet, an

dieser Stelle eine stefige Funktion von # bleiben. /] |

L Erleidet eine Funktion y = f (z), falls 7 x=3
das Argument z als stetige Variabele den Wert @
passiert, eine plotzliche Wertinderung um einen von 0 verschiedenen
Betrag, so sagt man, die Funktion f(x) werde bei x = a ,sprunmg-
weise: unstelig“.

In Fig. 12 ist ein Beispiel fiir diese Art der Unstetigkeit graphisch
dargestellt.
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16. Werte der Funktionen fiir z — .

Bei manchen Funktionen kann man sagen, daf sie fir # = |
(bzw. £ = — o) einen bestimmten Wert besitzen. Dies ist der Fall,
wenn bei Vollziehung des Grenzitberganges zu # = + ® (bzw. — @)
oder, wie wir kurz sagen wollen, fir lim. £ = + o (bzw. = — ®)
die Funktion y sich einer bestimmten endlichen Grenze oder der Grenze
+ © oder — o anndhert.

So wird die Funktion y = 2% fiir = -+ o selber 4 o, fir
z = — o aber gleich 0 (vgl. Fig. 6, S.6).

Demgegeniiber nihert sich die einzelne trigonometrische Funktion
fiir £ = 1 o keiner festen Grenze an, hat demnach weder fiir z = + ®
noch fiir ¥ = — o einen bestimmten Wert,



Erster Abschnitt.
Grundlagen der Differentialrechnung.

Erstes Kapitel

Erklirung und Berechnung des Differentialquotienten einer
Funktion £ (x).

1. Der Differenzenquotient einer Funktion f(x).

Es sei y = f(x) eine ,elementare* Funktion von z, die als ein-
deutig und stetig vorausgesetzt wird. Es seien ferner x und #, irgend
zwei endliche und voneinander verschiedene Argumente, denen die
Werte y = £ () und y; = f(x,) der Funktion zugehoren.

Wir fithren alsdann die Differenzen ein:

@ ...... oy —x=Jdz, Yy —y=24J4dy
und kniipfen an dieselben folgende

Erklarung: Der Quotient der Differensen Ay und 4z
@) dy _m—y__ 1@ —f@__ @+ d7) — (@)

- pe—
dzx 2, — 2z Z — A

heibt Differenzenquotient der Fumktion f(x) fir das Argumentenpaar
x, 2, oder Turz ,Differenszenquotient von f (2)“.

Fig. 13.
P
< r
P 4y \}A S “ %

—
4x P -

P

i 5 B !

\
/ P

Zur geometrischen Deutung des Differenzenquotienten markiere
man auf der zur vorgelegten Funktion gehérenden Kurve die Punkte P
Fricke, Leitfaden. 2
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und P, der Koordinaten z, y und x;, y; und versehe die Sekante PP,
mit einem ,nicht nach unten®?) gerichteten Pfeile.

Lehrsatz: Der Differenzenquotient ist gleich tg B, wenn f der
Winkel zwischen der Pfeilrichtung der Sekante PPy und der posiliven
Richtung der x-Achse ist.

Fig. 13 erliutert dies in einigen Fillen; im ersten und dritten
Falle ist #; > und also J2>0, im zweiten ist 2, <« und also
Az <0.

2. Die abgeleitete Funktion f’ (x) von f (x).

Wihrend # zunichst festbleiben soll, mdge sich z, als stetige
Variabele der Grenze x annéhern.

Die Sekante P P, nihert sich hierbei stetig der im Punkte P an
die Kurve zu ziehenden Tangente als ,Grenzlage“ an. Der Differenzen-
quotient ndhert sich somit als stelige Verdnderliche dem Werte tg o an,
wo o der Winkel ezwischen der nicht mach unten gerichteten Kurven-
tangente itm Punkte P und der positiven Richtuny der x-Achse ist
(vgl. Fig. 14).

Fig. 14,

/ \

Gestatten wir jetzt der bisher fest gedachten Grofe z irgend
welche Verinderungen zu erfahren, so wird sich dementsprechend der
gewonnene Grenzwert tgo des Differenzenquotienten &ndern und also
eine Funktjon von x darstellen.

Erklarung: Man bezeichnet den soeben hergestellten Grenzwert
des Differenzenquotienten als Funktion von x durch f'(x) und benennt
die letztere als ,abgeleitete Funktion oder kurz als , Ableitung* von f(x):

tim, 29 — gigy, (@) = 1@ _ f' @)
dx=04% o=z ¥ — X
Lehrsatz: Ihrer geometrischen Bedeutung und ihrem Zahlenwerte

}) Diese Ausdrucksweise bezieht sich auf die Zeichnung an der Wand-
tafel, wo die ,negative“ y-Achse nach unten gerichtet ist.
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wo o der Winkel zwischen der ,nicht nach unten gerichteten® Tangente
der Kurve von f(x) in dem zum fraglichen % gehérenden Punkte P und
der positiven Richtung der x-Achse ist.

3. Die Differentiale und der Differentialquotient.

Bei dem in Nr. 2 vollzogenen Grenziibergange lassen wir die ver-
dnderliche Differenz 4z als stetige Grolle der Grenze 0 sich nihern,
ohne dall 4z mit 0 identisch wird. Es soll somit Jz okne Ende klein
oder, wie man sagt, ,unendlich klein* werden..

Erklarung: Um die so gedachte Differens von x kurz bezeichnen
zu konnen, schreibt man sie dx und nennt sie ein ,Differential®.

Die verbreitete Ausdrucksweise: ,dz sei unendlichklein, an Stelle
von: ,dx werde unendlich klein“, entstammt der zwar nicht genauen,
aber praktisch brauchbaren Vorstellung, daf man sich dasDifferential dz
als ,konstante“ und ,auBerordentlich kleine Zahl“ denkt.

An dx, das ,Differential der unabhingigen Variabelen oder des
Argumentes der Funktion y = f(x)“, reihen wir jetzt folgende

Erklarung: Das Produkt f'(x)-dx der abgeleiteten Funktion f' (x)
und des Differentials d x der unabhingigen Variabelen bezeichnen wir als
das ,Differential dy = d f (x) der Funktion y = f(x)“:

B .......dy=df®=F(x)dz
Dasselbe wird zugleich mit d x unendlich klein.

Lehrsatz: Der Quotient der beiden Differentiale dy = df (x) der
Funktion und dx des Argumentes, den wir kurz den Differentialgiotienten
der Funktion y = f (x) nennen, ist gleich der Ableitung ' (x) und also
gleich der Grenze des Differenzenquotienten:

dy _ df (@) , Ay
2) ooo0 .. 7 = = = (1M, —--
@ dv = dw 1 @=}m G
dy dz . . . .
Das Produkt T3 dy wird hiernach bei dem vorgeschriebenen

ﬁbergange den Grenzwert 1 bekommen. Da wir nun bei diesem Grenz-
iibergange 4 x = d & setzen wollten, so folgt:
A
lim. ﬁ = 1.

Lehrsatz: Fiir unendlich klein werdenden Zuwachs 4z — dx
des Argumentes x wird der Zuwachs 4y der Funktion y == f (x) schliei-
lich gleich dem Differential dy = ' (x) dx derselben.

Die Ableitung f’ (x) und damit das Differential df(x) = ' (x)dx
von f(x) berechnen (die ,Differentiation* von f (x) ausfilhren) heile
fortan kurz: ,f (%) in bezug auf x oder nach x differenzieren®.

9%
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4. Unstetigkeiten der abgeleiteten Funktion.

Aus der geometrischen Bedeutung des Differentialquotienten ergibt
sich folgender

Lehrsatz: Die abgeleitete Funktion f'(x) wird fir x = a un-
stetig durch Unendlichwerden, falls die Kurve y = f(x) im Punkte der

Fig. 15. Koordinaten = = a, y = f (a)
eine eur y-Achse parallele Tangenie
besitet.

Die Ableitung f'(x) wird bei
2 = a sprungweise unstetig, falls die

2 = ou y = f (x) gehirende Kurve im
/r/ Punkte x = a, y = f(a) eine Ein-
knickung erfahrt (vgl. Fig. 15).

5. Differentiation einer Summe und eines Produktes mit
einem konstanten Faktor.
Ist f(x) = @ (x) + ¥ (x), so folgt:
. f(x) — f(x) — 9 @) — ¢ (2) + Y (x) — "l’(x).

T — @ z — z —

1 -

Fir lim. z; = =z ergibt sich:
df(z) _do@) , dv (@)
' I ' . .
Lehrsatz: Eine Summe von zwei Funktionen wird differengiert,
indem man jedes Glied differenziert und die Summe der so entspringenden
Ableitungen bildet.
Dié Regel gilt unverindert auch fiir Summen von mehr als zwei
Funktionen.
Ist f(x) = a - @ (z), so ist:
o [@D=l@_, se) =9

wl'—"x wl_

und also /' (z) = a- ¢ (z).

Lehrsatz: Die Ableitung eines Produkies a- ¢ (x) aus einer Kon-
stanten a und einer Funktion @ (x) ist a- @' (z). Der konstante Faktor a
darf vor das Differentialzeichen gesetzt werden :

“) ‘W: ad—Zl)éi) oder dla- ¢ (#)] = a-d g (2).

6. Differentiation der Potenz und der ganzen rationalen
Funktion,

Ist y = f(#) = 2™ mit ganzem positiven n, so ist:

—_ 1 —_— pn—1 n—2 N—3 12 n—1
y TVt e gt e o
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und also folgt:

. XN — g
lim. ( A = pa"t,

n=z\% — &
Diese Gloichung bleibt auch fiir # = 0 giiltig.
Lehrsatz: Die Ableitung der Potenz y — x" mit ganzem, nichi-
negativen Exponenten n ist na"=1:
dy d(z")
(1) . . iz = ~‘§-x——
Vermége Nr. 5 folgt hieraus der

Lehrsatz: Die Ableitung der ganeen rationalen Funkiion n'e
Grades:

@ . ..9=Ff@)=0a + az+ qz* +-- + a2

ist gegeben durch:

t_i'_y -.=f"(at) =a; + 2a,2 4+ 3a;22 } - na, 2L
Spez1e11 fiir n = 1 und » = 0 gilt der

Lehrsatz: Die Ableitung einer linearen gamzen Funktion ist kon-
stant, die Ableitung einer Konstanten ist gleich Null.

= na"1 oder d(xz") = narlda.

7. Differentiation des Logarithmus. Der natiirliche
Logarithmus.

Fir die S. 6 eingefithrte Funktion y = ¢logx gilt:
Ay alog (z + 4 z) — %logx 1, x -+ Az
= Zo g\—%—)

dz A4 x
a 4y _ . )
Setzt man demnach abkiirzend —- = v, so gilt:

A:v

2=t (4]

Man wihle 4z positiv und beachte, daB nach 8.7 fir das
Argument des Logarithmus die Ungleichung >0 gelten muB. Fir
lim. 4z = 0 hat man somit lim.v = - o, und also liefert die letzte
Gleichung zufolge (8) S 15:

a
a .. %oz 1 4, [hm (1 + —> ] = .aoge,
dx V=00
Man setze den rechts auftretenden Faktor “Ioge — b; dann ist:
2 ... . a"=¢ undalso b-lga = loge = 1.

Erklarung: Der Logarithmus einer positiven Zahl ¢ zur Basis e
heibt der ynatirliche® Logarithmus von ¢ und wird kurz durch Inc
(4bkiirzung von ,Logarithmus naturalis“) bezeichnet.
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Aus (1) und (2) folgt der
Lehrsatz: Die Differentiation des Logarithmus ist geleistet durch:
dlogr 1 dx

3 ... P 2 ina oder d®%ogx = Tina

Speziell folgt fir den natirlichen Logarithmus von x:
dinz 1 dx

4) ) oder dinx = e

Die Einfachheit dieser Formel rechtfertigt die Benennung ,natiir-
licher“ Logarithmus.

Die Beziehung der Logarithmen von der Basis a zu den natiir-
lichen Logarithmen wird durch folgende Uberlegung aufgeklirt. Setzt
man:

y = %log x, g = Incz,
so ist # = a¥ und also:

1
—_ YY) — . a —_— —_—. .
g =1I(a) =y -lna, onx_(lna) ngx

Erklarung: Den reziproken Wert des natiirlichen Logarithinus
von a nennt man den ,Modul des Logarithmensystems der Basis a* und
bezeichnet ihn durch M, -

1

(5)Ma=m

Lehrsatz: Der Logarithmus irgend einer positiven Zahl im Loga-
rithmensystem der Ba-is a entsteht aus dem natiirlichen Logarithmus
derselben Zahl durch Multiplikation mit dem Modul M,:

®) . . ce . w8logy = M, -1ln .
Fir die Briggschen Logarithmen gilt:
7 - . . . ... . M,=0,43429448...

8. Differentiation der Exponentialfunktion.
Setzt man y statt x in (38), Nr. 7, so folgt:
ylna-dology — dy.
Schreibt man hier “logy — x und also y = a?, so ist:
d(@®) = «*-lna-daz.

Lehrsatz: Die Differentiation der Exponentialfunktion y — a®
ist geleistet durch :

d x
(1) %2 =a"lna oder d(a*) = a*lna-da.
Spezicll fiir die Funktion y = e* folyt:
@) U _ o oder d(er) = e an.

dx
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Erklirung und Lehrsatz: Die ecum natirlichen Logarithmus
inverse Funktion y = ¢ nennen wir die ynatirliche* Exponentialfunkiion.
Die Ableitung der Funktion e* ist mit e* selbst gleich.

9. Differentiation der trigonometrischen Funktionen
sinz und cos z.

Vorbemerkung: In Fig. 16 sei CD = s ein zwischen 0 und /g
gelegener Kreisbogen vom Radius 1, so daf die Gleichungen gelten:

AB = coss, BD = sins, CE = tgs.

Die Inhalte des Dreiecks AB.D, des Kreisausschnittes ACD und
des Dreiecks ACUE liefern die Ungleichungen:

Sin s cos s < s<1gs,
oder da sin s> 0 ist:

Fig. 18,
D E

sin S cos S A BO

Wird s unendlich klein, so néhern sich die beiden duBeren Seiten
dieser fortlaufenden Ungleichung iibereinstimmend der -Grenze 1 an:

sins

Lehrsatz: Der Quotient —— mndhert sich fir unendlich Fleines s
der Grenge 1:
sing
@ ...... —)=1
s_.O
Zur Differentiation von y = sin kniipfe man an:
sinay — sing = 2 cos + sin :5152—17,

woraus sich, falls man z, = x 4~ 4 & setzt, ergibt:,

4y sm< )
@)« -+« T = cos (z 4 ) (A z)
Setzt man hier 42 = 25, so ist fiir lim. Jx = O
lim. (x+s) = x, lim. <s:-LS = 1;

8=0 8=0

aus (2) folgt also fiir Z—‘g der Wert cos .

Fir die Differentiation von y = cosz griinde man auf:

. r . T —a
COS T, — COSX = — 2sm:~c-1—2_——-sm-1 9

eine entsprechende Rechnung.
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Lehrsatz: Die Ableitungen bew. die Differentiale der trigonometri-
schen Funktionen sinx und cosz sind:

dsinz ,

3) - - - - ' = cos 2, dsine = cosx dx,
dcosx , .

4) - - - - 1L = T sing, dcosx — —sinz dz.

10. Differentiation der zyklometrischen Funktionen
arcsinz und arc cos x.

Schreibt man in (3) Nr. 9 y statt 2 und versteht .unter y einen
innerhalb der Grenzen — —<y$ 3 gelegenen Wert, so ist cosz =0,

und man hat: .
dsiny = cosy-dy = Vl-—sin’gpdy
mit positiv zu nehmender Wurzel.

Setzt man nun simy = x und also y — arcsinz, so ist
— 1241, und y bedeutet den Hauptwert der zyklometrischen
Funktion arcsinz (vgl. S. 10); wir erhalten fiir denselben:

de —= + V1 —x2-darcsinz.

Der Hauptwert von arccosz sei durch (2), S.10, gegeben, unter

arcsinz den Hauptwert letzterer Funktion verstanden; dann berechnet

sich die Ableitung von arccosz aus' der von arcsinx einfach vermége
der Regeln in Nr. 5 und 6, S. 20 u. f.

Lehrsatz: Die Ableitungen bew. die Differentiale der zyklometri-
schen Funktionen arcsinz und arc cosx sind, wenn die Hauptwerte dieser
Funktionen gemeint sind:

darcsinx 1 az
1 Y = — darcsing = 4 ———
M dx * V1 — 22 T 1 — 22
d
@) arccosx 1 _ darceoss — — dx .
dx ‘/1 R Vl —

11. Differentiation des Produktes und des Quotienten zweier
Funktionen.

I. Ist y = f(2) = @ () ¥ (z), handelt es sich also um Differen-
tiation des Produktes zweier Funktionen, so kniipfe man an:

f@)—f@ =9@E)¥@)—e@E)¥ @)+ o@) ¥ (@) — 9 @) ¥ @),

ZIZ o (@y)- w(xl) w(x)+¢() qv(wz P ()
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Fiir lim. 2, = = ergibt sich hieraus:

@ .- {d[qo(z)xw(x)] ()dtb(x)_'_w()dq?(x)

= @)% (2) + ¢ (2)- ¢ (2)-
Fir das Differential des Produktes ¢ - folgt aus (1):
@ ...... LAYy =9@-dY+y-do,

wo die Argumente # der Kiirze halber ausgelassen sind.

Lehrsatz: Das Prodult sweier Funktionen wird differenziert,
indem man jede Funktion mit der Ableitung der anderen multipliziert
und beide Produkte addiert. (w)

II. Zur Berechnung der Ableitung von y = f(x) = diffe-

. . ¥ ()
renziere man @.(z) = 9P (x)- £ (z), was nach (1) liefert:

9'(2) = ¥ (@) (@) + /@) ¥' @)

Hieraus ergibt sich:

d[m] ,

® @) — WOl_9@—r@ve_t0ee—9@ve),
dz ¥ (z) (¥ @)P

Fir das Differential des Quotienten folgt (wieder bei Auslassung

der Argumente):

@ V-dop—g@-dy
4 ....... _— T e—————————
@ (3) v

Lehrsatz: Der Quotient zweier Funktionen wird differenziert,
indem man das Produkt des Nenners und der Ableitung des Zdihlers um
das Produkt des Zihlers und der Ableitung des Nenners vermindert und
die Differenz durch das Quadrat des Nenners dividiert.

12. Differentiation der rationalen Funktionen, speziell
der Funktion z—".

Der letzte Lehrsatz und die Regel der Differentiation einer ganzen
rationalen Funktion (21) leisten die Differentiation der gebrochenen
rationalen Funktionen [siehe Formel (2), S. 5].

Speziell fiir die Funktion:

y:_-x—":_—_

xn
mit ganzer positiver Zahl # hat man ¢ = 1, ¢' = 0, ¥ = 2",
¥ = nz"! in (3), Nr. 11, einzutragen und findet:

dy  —mna™?

d—‘i - z2n

Lehrsatz: Bedeutet m eine ganze positive oder negative Zahl oder
Null, so gilt stets:
d (x™)

1) « « ¢« ¢« =t = m—1 my — m—1 3
1) e ma™ Y, d@Em™) = ma"dr

= —pg— "L
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13. Differentiation der trigonometrischen Funktionen
tgx und ctg .

Datgr = ST nd clgr = ?gis—x ist, so leistet Formel (3), S. 25,
cos & sin®

im Verein mit (3) und (4), S. 24, die Differentiation von fgz und ctg .
Fiir f(x) = tgz trage man in (3), S. 25, ein:

@ (#) = sinz, @'(x) = cosw, V(&) = cosz, Y'(x) = —sinz.
Er ergibt sich:
by cosiz-sin®x 1 )
@)=y = oy — L T 0’

Indem man entsprechend firr cfgx verfihrt, ergibt sich der

Lehrsatz: Die Ableitungen und Differentiale der trigonomelrischen
Funktionen tgx und ctgx sind:

dtgz 1 ) __ dz
1) iz stz LT W Az = ay

delgn 1 . __ 4=
@ dz  sin?xm (A +eg?a), detgo = sin?z

14. Differentiation der zyklometrischen Funktionen
arctgx und arcctg .

Schreibt man in (1), Nr. 13, y statt z, so folgt:
digy = (14 tg*y)dy.
Setzt man nun fgy — x und also y — argigz, so folgh:
de = (1 4 z2)-darctgx.

Zur Erledigung von arc ctg « benutze man entsprechend Formel (2),
Nr.13, oder auch Gleichung (2), S.10.

Lehrsatz: Die abgeleiteten Funktionen und Differentiale der zyklo-
metrischen Funktionen arctgx und arcctgx sind:

darctgx 1 dz
a . - - iz it darclgr — T
darcctgx 1 dr
2) . T e j [ J—— .
2 i 1Tz darcctgx iT =

15. Differentiation zusammengesetzter Funktionen.

Ist y = F (z) = f[@ (#)] eine aus f und ¢ zusammengesetzte
Funktion (vgl. 8.11), so fiihre man zur Differentiation von F(z) die
» Hilfsvariabele* 2 — @ (x) ein und setze also:

y=1 &= 0¢(@).
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Vermége (1), S.19, folgt hieraus:
dy = f'(¢)de, dz = ¢'(z)d .
Hier ist d# das zu dz gehorende Differential von £, und dy gehdrt
zu d # und dadurch mittelbar zu dz.
Durch Elimination von d ¢ folgt:
@ ....0 0. dy =1 (&) 9' (®)dz,
sowie hieraus weiter:

ORI %‘:f’(z)-tp'(w)=f'[‘;0(x)]’9”(x)°

Lehrsatz: Ist y = f[@ (2)] eine zusammengesetete Funkiion, so
fuhre man gur Differentiation derselben die Hilfsvariabele 2 = @ (x)
ein, differenziere y — f(2) nach & und multipliziere das Ergebnis mit
der Ableitung von 2 = @ (z) nach z.

Zusatz: Ist @ (x) selber cine cusammengesetzte Funktion, so hat
man zur Berechnung des leteten Faktors @' (x) in (2) die gleiche Regel
ein zweites Mal, sowie notigenfalls noch ofter anzuwenden.

Ist z. B. y = sin(ax), so setze man ax = z; nach (2) ist:

1 "
Z—‘Z:c z-(t(i—“zi)zacos(ax).
Fir y = In sinx setze man # — sinz und hat:
dy dlneg de 1 dsinz __ cosy oz
dw dz dz 2z dz  sinz "

q
16. Differentiation der Funktion y zv.

q__
In y = VP sei g eine positive ganze Zahl und p eine positive
oder negative ganze Zahl oder 0.
Da y? und 2P gleich sind, so sind auch die nach 2 genommenen
Ableitungen dieser beiden Funktionen gleich:

d
qu—l.d—:‘; — px?’“’_

Hieraus folgt weiter:

dy _p o _p
dz g y17 g
Lehrsatz: Ist m irgend ein positiver oder megativer rationaler
Bruch, die simtlichen ganzen Zahlen eingeschlossen, so gilt:
d (z™)
dz
Die Regeln in Nr. 15 und 16 leisten die Differentiation der irra-
tionalen Funktionen.

= ma™ ! oder d(2™) = mamldz.
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17. Erklirung und Differentiation der hyperbolischen
Funktionen.

Erklirung: Die hyperbolischen Funktionen Sinz, Cofz, Tgz,
Gtgx (,Sinus hyperbolicus* oder ,hyperbolischer Sinus“ usw.) kann man
mittels der Exponentialfunktion e* durch folgende Gleichungen erkliren:

~ €% — e % e+ %

Ginx = — @ofx = —2——,

@ - e — e % e+ e*
iyt - —_— _ ———

Tgx oy Ctgx pr—

Diese Funktionen entsprechen in ihren Eigenschaften den trigono-
metrischen Funktionen sinz, cosz, tgx, ctgx, woriiber unten nahere
Erlduterungen folgen. Auch die Benennung ,hyperbolisch® findet dort
ihre Erklarung.

Fig. 17. Fig. 18.
1
0 1
0 1
y==08ojx
Fig. 20.
y==6inx e
Fig. 19. 1
1 0
0 ) U — .
-1
-1
y=%gx y=GCtgx

Aus den Formeln (1) ergibt sich leicht der

Lehrsatz: Zwischen den hyperbolischen Funktionen bestehen die
Relationen:
1 v
2) . . . Goftz — Ginte = 1, Tgz = _ Ging

Gtgz  Gofz
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An den Kurven der Funktionen &inx und of z (Fig. 17 und 18)
mache man sich die aus (1) entspringenden Gleichungen:
&in 0 =0, Cof 0 =1, €in (—z) = — Ginz, Cof (—z) = + Cojz,
lim. @ng = 4 ©, lim Cojz = +
=+ © r=+4+®
deutlich. Entsprechend kommen an den Kurven von ¥gx und Gtg »
(Fig. 19 und 20) die Regeln zum Ausdruck:

Tg0=0,Ctg 0 =»,FTg(—x) =— g, Ctg(—2) = — Cigx
lim. Tgz = 1, lim. Gtgz = 1.
T=+ ® T=+

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen sind fiur alle Werte
von x eindeutige Funktionen.

Die Differentiation der hyperbolischen Funktionen kann auf Grund
der Formeln (1) nach Nrn. 5 und 8 ff. leicht geleistet werden:

Lehrsatz: Die Differentiationsregeln der hyperbolischen Funktionen:
dGinz d Cofx

5 e = Gof 2, i Sin x,
a¥gr 1 aGtgz 1
de — Gof2a’ dz ~—  Ginz

entsprechen denen der trigonometrischen Funktionen (vgl. Nrn. 9 und 13).

18. Die logarithmische Differentiation.

Erklarung: Bei manchen Funktionen y — f(x) ist es gur Be-
rechnung der Ableitung zweckmillig, sundichst von f(x) den natiirlichen
Logarithmus Inf(z) #u bilden und diesen nach x zu differenzieren.
Man nennt diese Operation die ,logarithmische Differentiation® von f(x).

Hierzu zwei Beispiele:

L Es sei die Funktion y = f(#) = [ (2)]¥©® zu differenzieren?).
Zu diesem Zwecke differenziere man:

ny = nf@) = ¥ (@)-lno )
auf Grund der Regeln (1), Nr. 11 und (2), Nr. 15. Es folgt:

1 dy @' (x)
Tz = V@ gy T Y@ e,
- =y v 284 vamse),

1) Um die Bildung dieser Funktion zu verstehen, schreibe man:
Y = elny == e¥(2)-ryp(a),
Bei der Bildung von y als Funktion von # kommen also neben ¢ (x) und v (x)

noch der natiirliche Logarithmus, eine Multiplikation und die Exponential-
funktion zur Geltung.
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II. Es sei f(x) als Produkt von % Funktionen gegeben:
f@ = 9@ 93@) - @u(@)
Zur Berechnung von f’(z) differenziere man:

Inf() = 2 In @, (z)

Auf Grund von Nr.15 folgt: B
e _<e® <o @
O e = 2w (VT2 nm O

Lehrsatz: Ein Produkt von n Funktionen wird differenziert, indem
man die Ableitung jeder Funktion mit den ubrigen (n — 1) Funktionen
multipliziert und die n Produkte addiert.

Zweites Kapitel.

Die Ableitungen und Differentiale hoherer Ordnung einer
Funktion f (x).

1. Die Ableitungen hdherer Ordnung einer Funktion f(z).

Die Ableitung f'(z) von f(z), welche wieder eine Funktion von x
ist, soll jetzt aufs neue differenziert werden. Man schreibt:

d f (x) d_._f_, (x) " d f i (x) U
o o =@ g =@, ="@), ...,
n—1)
Tl =rme

Erklarung: Die in (1) ausgeiibten n Differentiationen fiihren
von f(x) zur Funktion ™ (x). Letetere heillt die abgeleitete Funktion
oder die Ableitung ,der n'*® Ordnung® von f(z); man sagt auch kure,
™ (x) sei ,die n'¢ Ableitung* von f(x).

Ableitung schlechthin ist somit dasselbe wie ,erste Ableitung¥®.

Beispiel I. Ist f(#) = 2™ mit positivem ganzen , so ist:

f'(@) = na—3, (@) = n(n—1)z"=3 ...,

(2) fOD@)=nmn—1) - 2.2, fP@E)=nm—1)..- 2.1,

[0 (2) = 0, ...

Betreffs der ganzen rationalen Funktionen findet man mit Hilfe
der Regeln von S.20 und 21 den
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Lehrsatz: Die n'¢ Ableitung einer ganzen rationalen Funktion
nt*n Grades ist konstant, alle hoheren Ableitungen verschwinden.

Beispiel II. Fiir f(z) = €** hat man:
B) @ =kés [ (x) = ke, ..., fW (@) = k7, ...

2. Die n’* Ableitung eines Produktes zweier Funktionen.

Ist f(#) = @(z)-¢¥(x), so findet man durch wiederholte An-
wendung der Formel (1), S. 25:

f =o0v 4+ ¢y,
/=9 +29'W + "y,
f’ll j— (pwlll + q‘plwl + 3(pll wl + ‘P”’ d).

wo der Kiirze halber die Argumente z ausgelassen sind.

Hier ist die Summe der Ordnungen der Ableitungen in jedem
rechts stehenden Gliede gleich der Ordnung der links stehenden Ab-
leitung. Die rechter Hand auftretenden Koeffizienten sind durchweg
ganze positive Zahlen; Anfangs- und Endglied haben insbesondere den
Koeifizienten 1.

Diese Angaben bleiben auch bei den weiter folgenden Ableitungen
9, f®, ... giltig. Fir f® haben wir somit den Ansatz zu machen:

f<n) =g ¢(n) + (7;) ® —w(n—l) + ‘I‘ < )qg(k) w(n—k) +
+ 9% .

Hierin ist (Z) eine symbolische Schreibweise fiir diejenige ganze

1)

Zshl, welche angibt, wie oft das Glied @® p®—* mit 1 <k<n im
entwickelten Ausdrucke von f®,auftritt.

Zur Bestimmung dieser Anzahl (:

P (2) = 2% Y () = a"F f(x) = an
Dann gilt zufolge (2), Nr. 1:
P = 0, Yr—L = 0 ... 1P("_7‘+1) =0,
PO—0 = (n—k)(n—k—1) ... 2.1,
P =0, @—D =0, ..., p&=D = 0,
oW =k (k—1) .- 2.1

und f® = n (n—1)..-2-1. Aus (1) ergibt sich somit:

> setze man im speziellen:

1.2:3...pn = (7) 1-2:3-:k1-2-3.(n—1).
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Lehrsatz: Die n'e Ableitung des Produkies sweier Funktionen
f(x) = @ (x)- Y (x) stellt sich in den Ableitungen der beiden Faktoren

durch tie Formel (1) dar, wobei die Anzahl <Z) durch:

7\ _nm—=1)---(n—k4 1)
@ o <k>— 1.2k

gegeben dist.  Die hiermit gewonnene Vorschrift zur Berechnung wvon
@ (x) heibit ,die Leibnizsche Regel®.

3. Beweis des binomischen Lehrsatzes.
Man setze in die Formel (1), Nr. 2, folgende spezielle Funktionen ein:
9@ =% $@) =% [(@) = @tDe
Fiir diese Funktionen folgt aus (3), S.31:
‘P(k) — bk,ebx, .w(n-k) — an—k_eaac’ f(n} — (a _|_ b)n,e(a+b)x.
Nach Eintragung in (1), Nr. 2, und Forthebung von f(z) folgt:

1) (@+b)" =ar+ <’11> ar=1b 4 .- + (Z) ar—kpE 4. o
Erkldarung: Diese Formel bringt den ,binomischen Lehrsatz® zum

Ausdruck. Die in (2), Nr. 2, dargestellte Zahl (:) heibt demgemdils

yder k¢ Binomialkoeffizient der m*" Potenz“.

Durch direkte Rechnung zeigt man:

. n n _(n+1 n\ n
@ .- <k) + <’C—1> - ( k )’ (k) - (n—— k)’
Formeln, die auch noch fir ¥ =— 0 und k¥ — » gelten, wenn man, der

Gleichung (1) entsprechend, ( :;) = (:) = 1 setzt.

4. Die Differenzenquotienten héherer Ordnung von f (z).

Erklarung: Sieht man den Differenzenquotienten von y = f(%):

dy _df@ _ f@+d2)—f(z)
Adx~ dxz ~ Az

bei konstantem A4 x als Funktion von x-an und bildet von dieser Funktion
aufs neue den Differensenquotienten fiur die gleiche Anderung 4 x von ,
so erhdilt man den Differencenquotienten 2" Ordnung, oder kurz den
2ten Differenzenquotienten von f(x). Entsprechend gelangt man zum
gten, gten . allgemein gum n'e* Differenzenquotienten.
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Fir den zweiten Differenzenquotienten berechnet man:

1 [flet2do —tetdn (e L)
Az Az Az
_fet2dn—2f@+ dx) + (@)
- Ax? !
wobei abkiirzend Jz? fir ()2 geschrieben ist.
Allgemein gilt der

)

Lehrsatz: Der Ausdruck des nt* Differenzenquotienten von

f(x) ist:

@ _Alx?{f(w-l-n»dx)— (?)f(wﬂn—l].dw)
+ (g)f(w+[n—2].4x) _——— (= 1)"f(x)},

unter Az" die n*® Potenz von 4z verstanden.

Dies wird durch den Schluff der ,vollstindigen Induktion“ be-
wiesen. Man nehme an, der Satz sei richtig bis zu irgend einer Ordnung,
die wir mit % bezeichnen. Alsdann zeigt die Berechnung des (n 4 1)t®
Differenzenquotienten aus dem nte® aguf Grund der ersten Regel (2) Nr. 3,
daB der Satz auch noch fiir die Ordnung (n 4 1) gilt. Da er nun fiir
n = 2 in (1) bewiesen ist, so gilt er allgemein.

Der Zahler des Ausdrucks (2), d. i. das in der groBen Klammer
stehende Aggregat, heillt Differens ner Ordnung oder n* Differenz von
¥ = f(¢) und wird durch 4%y oder 4" f(z) bezeichnet.

Lehrsatz: Der ntt Differenzenquotient einer Funktion y = f (x)
stellt sich als Quotient der ni® Differeng der Funktion und der n'e"
Potene der Differenz dx des Argumentes dar.

6. Die Grenzwerte der Differenzenquotienten.
Es gilt der

Lehrsatz: Der Grenswert des Differenzenquotienten n'ér Ordnung
fir lim, Az = 0 ist gleich der Ableitung n'e* Ordnung f™ (2):
. Ay
L — f(n
ay . . . ... . Al:rrzz.o T ™ (z).

Diese Behauptung kann man -mittels eines Satzes beweisen, dessen
Richtigkeit aus dem in Abschn. II, Kap. 8, Nr. 5 (S. 59) darzutuenden
Mittelwertsatze unmittelbar folgt:

Ist die Funktion ¥'(z) samt ihrer Ableitung F'(z) im Intervall
von z bis (z + A x) eindeutig und stetig, so gilt die Gleichung:

— AF
@ F(”'""’;; F@) _ jf) =F'(g+ 9 -d2), 0< o<1,

Fricke, Leitfaden. 3
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wo & eine dem Intervall 0 < & <C 1 angehdrende Zahl ist, deren Wert
durch die Funktion F, das Argument # und die Differenz 4 « bedingt ist.

Wir nehmen an,. dal die zu betrachtenden Funktionen den ge-
nannten Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit geniigen.

Da wir bei der folgenden Rechnung mehrere echte Briiche & ge-
brauchen miissen, 8o sollen dieselben durch Indizes voneinander unter-
schieden werden.

Man verstehe nun unter F'(z) die Funktion:

@ ... . P =LETID 1)

betrachtet in Abhingigkeit von & bei feststehendem 4. Alsdann gilt:

! y —
Fo=LEtdD—re)

und man erhilt aus Formel (2):
21@) _f@+d Aot d2) — ' @4 -d3)
dzr Az

Die rechte Seite gestalte man wieder verméoge (2) um, indem man
in die Gleichung (2) F (%) = f' (x -+ ¥ - 47) eintrigt. Es folgt:

@ "_}x(.ji) = '@t O AoV d2) = ' (o + 28, A2),

wobei & + 9 — 28, gesetzt ist. .
Fiir lim. 4z = 0 folgt aus (4) die Formel (1) fir n — 2.
Bildet man Formel (4) fir F(z) anstatt f(x) und setzt demnéehst:
fir F (x) den Ausdruck (3), so folgt in entsprechender Uberlegung:
43f (x)
Tdzs

und damit der Beweis von (1) fiir » =— 3 usw.

="+ 39, 42)

6. Die Differentiale und Differentialquotienten hoherer
Ordnung.

In Nr. 3 des voraufgehenden Kapitels bezeichneten wir eine ver-
anderliche unendlich klein werdende Differenz der Variabelen # durch dx
und nannten sie ein ,Differential“. Im Anschluf an die a. a. O. (S.19)
geschehenen Entwickelungen und den Lehrsatz tiber den Grenzwert des
Differenzenquotienten #** Ordnung geben wir folgendo

Erklarung: Als ,Differential n'" Ordnung® oder Ture n'e
Differential® d*y = d" f (x) der Funktion y = f (x) bezeichnen wir das
Produld f®™ (z)- da" der n'e Ableitung f™ (x) und der nter DPotene da"
vom Differential dx des Argumentes :

M .. .... dy=df@a)=f™@)- da"



Differentialquotienten hdherer Ordnung. 35

Daraufhin gilt alsdann der

Lehrsatz: Der Quotient des Differentials d*y = d* f (x) und der
nien Potenz da* von dxz, den wir ,Differentialguotient n'*r Ordnung*
oder kurz ,n'e* Differentialquotienten* der Funktion y = f(x) nennen,
ist gleich der wmte" Ableitung f™ (x) und damit gleich dem Grenswerte
des n'*® Differenzenquotienten:

ary __a*f (x) d”

« e e — () = .
ar Y. dz® . . .
Das Produkt —= T ary wird hiernach bei dem vorgeschriebenen

Ubergange den Grenzwert 1 bekommen. Da wir nun bei diesem

Grenziibergange 4 x = dz setzen wollten, so folgt:

adry

ay
Lehrsatz: Fir unendlich klein werdenden Zuwachs A4x = dx

des Argumentes x wird die n'® Differene A"y der Funktion y = f ()

schlieBlich gleich dem n'e® Differential d*y = d* f (x) der Funktion.

lim. =1,

7. Die unendlich kleinen Gréfen héherer Qrdnung.
Es sei ¢ eine ,unendlich kleime Grofie“, d. h. eine Gréfe, welche

gich als stetige Variabele der Null nihert, ohne mit Null identisch zu
werden.

Erklarung: Hingt eine sweite Grole & derart von & ab, dall Eg-,; fiir

lim. e =0 sich einer endlichen und von Null verschiedenen Grenge anndihert,
s0 sagt man, { werde im Vergleich eu & umendlich Klein von der n'
Ordnung, oder man spricht auch, so oft es keine Zweideutigkeit hervor-
ruft, schlechthin von einer ,unendlich kleinen Grole der n** Ordnung“.

Da f( (z) fiir gewohnlich nur fiir vereinzelte Werte von z gleich
0 oder o wird, so folgt aus Formel (2), Nr. 6, der

Lehrsatz: Das n' Differential dny = d*f(x) einer Funktion
y = [ (x) ist im allgemeinen unendlich Klein von der n'*r Ordnumg, so-
fern dx unendlich klein von der ersten Ordnung ist.

8. Vergleich unendlich kleiner Gréfen verschiedener
Ordnungen.

Es sei § unendlich klein von der n%*® und 1 unendlich klein von
der m**® Ordnung, und es sei m» > n und also l=m — n > 0.

Dann gilt:,
lim. ( ) = lim. <— & s‘) = 0.
a=0 §=0 g

3%
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Hilt man daran fest, daf & §, % unendlich klein werdende GréBen
sein sollen, so kann- man in der Schreibweise der Formeln das Zeichen

n §+m

3 = 0, =—— =1 oder, was

§
E+n =1~
Dies Ergebnis driickt man aus durch den
Lehrsatz: Eine unendlich kleine Grolfe hoherer Ordnung ist im

Vergleich zu einer solchen miederer Ordnung selber verschwindend oder
unendlich klein und kann neben jener vernachlissigt werden.

lim. auslassen; alsdann ergibt sich:

dasselbe besagen soll:

Eine zwar ungenaue, aber niitzliche Veranschaulichung dieser Ver-
hiltnisse gewinnt man dadurch, daB man die unendlich kleine GréGe
& durch eine konstante und sehr kleine Zahl ersetzt:

L Ist e = , 80 ist &2 als tausendster Teil von & im Ver-

1
1000
gleich zu & sehr klein,

II.  Teilt man den Wirfel von der Kubikeinheit, wie Fig. 21 an-
deutet, durch dquidistante Horizontalebénen in n Scheiben der Hohen

Fig. 21. TFig. 22. Yig. 28.

— &

&= %, so wird der Kubikinhalt der einzelnen Scheibe gleich & und

ist somit bel sehr groBem 7 selber sehr klein.

Teilt man die einzelne Scheibe, wie Fig. 22 zeigt, durch n dqui-
distante Vertikalebenen in # Prismen, so ist der Kubikinhalt des ein-
zelnen Prismas gleich &2 und offenbar im Vergleich zum Volumen der
Scheibe selber sehr klein.

Teilt man endlich dasPrisma in n kongruente Wiirfel (vgl. Fig. 23),
so wird der Kubikinhalt eines einzelnen Wiirfels &3 wiederum gegen-
iber dem des Prismas sehr klein.

Eine Versinnlichung der unendlich kleinen GréBen noch héherer
Ordnung wiirde man gewinnen, wenn man den Wiirfel des Inhaltes &
erneut dem am urspriinglich vorgelegten Wiirfel vollzogenen Teilungs-
prozel unterwerfen wiirde,



Zweiter Abschnitt.

Anwendungen der Differentialrechnung.

Erstes Kapitel

Bestimmung der Maxima und Minima einer Funktion f(x).

1. Satz iiber das Vorzeichen der Ableitung /' ().

Unter y = f(x) verstehen wir, wie bisher, irgend eine ,elemen-
tare* Funktion. Dieselbe sei fiir die weiterhin in Betracht kommenden
Werte ihres Argumentes durchweg stetig.

Erklirung: Die Funktion y = f(x) heibt mit x ,gleichindrig*
oder ,ungleichindrig®, je nachdem sie mit stetig wachsendem z gleich-
falls wichst oder abnimmt.

So ist z. B. die Funktion y — 22 — 2 fiir alle positiven Werte
des Argumentes # mit diesem gleichindrig, fiir alle negativen Werte
von # dagegen mit & ungleichindrig. Die Funktion sinz ist zwischen
& = — 7%/, und ¥ = + 7/, mit 2 gleichéndrig, im Intervall von %/,
bis 87/, mit & ungleichdndrig usw.

Lehrsatz: Eine Funktion f(x) ist fir alle dicjenigen Werte ihres
Argumentes & mit letaterem gleichandrig (ungleichdndrig), fir welche die
Ableitung ' (x) positive (negative) Zahlenwerte hat.

Der Beweis entspringt aus der geometrischen Bedeutung des
Differentialquotienten (vgl. Fig.14, S.18). Der daselbst mit o bezeich-
nete ‘Winkel, welcher tgo = f’(z) liefert, ist spitz oder stumpf, je
nachdem an der betrachteten Stelle die Funktion f (%) mit # gleichindrig
ist oder nicht,

2. Die Maxima und Minima einer Funktion f(x).

Erklarung: Hort f(x), wenn z als stetig wachsende Grobe den
Wert « = a durchlduft, auf, mit x gleichindrig zu sein, um demniichst
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mit x ungleichindrig eu werden, so wird f(x) fir x — a 2u einem
»Mazimum®. Hort f (x), wenn x als stetig wachsende Grofe den Wert
x = a durchliuft, auf, mit x ungleichdndrig zu sein, um demndchst mit
% gleichindrig zu werden, so wird f(x) fir =a zu einem , Minimum*,

Fig. 24 erlautert den Fall des Maximums bei z = a.

Fig. 24. Zufolge der Erklirung werden hier die
Werte der Funktion nur fiir solche Argu-
mente % miteinander verglichen, weélche in
der nichsten Nachbarschaft oder, wie man
sagt, in der ,Umgebung“ von & — a liegen.
Es darf somit in Fig. 24 sehr wohl f(b)
grofer als der Maximalwert f(a) sein.

Lehrsatz: Eine Funktion f(x) wird stets und nur dann fir
z = a zu einem Maximum (Minimum), falls ihre Ableitung f' (z) in
dem Augenblicke, dall x als stetig wachsende Grofe den Wert a durch-
lauft, von positiven gu megativen (negativen zu positiven) Zahlenwerten
iibergeht.

Der Beweis ergibt sich sofort aus Nr. 1. )
Der Vorzeichenwechsel der Zahlenwerte von f'(z) kann auf drei
Arten vor sich gehen:

I Ist die Ableitung ' (x) in der Umgebung von x = a stetig, so
kann dieselbe nur vermdge des ,Durchganges durch 0“ bei # =— a von

Fic. 25. positiven su mnegativen Werten oder um-~
C gekehrt gelangen.
=19 In diesem Falle hat die zu y — f(x)
; gehorende Kurve im Punkte der Koordi-
/\ naten £ = @, y = f(a) eine parallel zur

x - Achse verlaufende Tangente.
Als Beispiel diene die Funktion:

f@) = Y328 — ya2 — 20 + g
deren Ableitung:
foy=—z—2=(@+1) (z—2)
fir alle endlichen Werte 2z stetig ist.
Hier geht f'(x) von positiven zu nega-
tiven Werten iber, falls # als wachsende GroBe den Wert — 1 durch-
lauft; andererseits geht f’(x) stetig von negativen zu positiven
Werten, wenn # wachsend die Stelle # — 2 durchlauft. Somit ist
f(—1) = #/3 ein Maximum und f(2) = — 1%/, ein Minimum; der in
Fig. 25 gezeichnete Verlauf der Kurve der vorliegenden Funktion bringt
dies zur Anschauung.

/

-9

1L Zweitens kann f'(x) bei x = a vermdge des ,Durchganges
durch ®“ von positiven zu negativen Werten oder umgekehrt gelangen.
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Ein Beispiel liefert die Funktion:

@) =5—3Y@—2p,

6

deren Ableitung:

fl@=— —
(x —2)3

bei £ =2 durch © von positiven zu negativen
Werten iibergeht. Es ist somit f(2) = & ein Maxzi-
mum der Funktion, wie Fig. 26 bestiitigt, —
Durchlauft man’ die Stelle # = a in der Rich-
tung wachsender #, so geht der S.18 mit & bezeich-
nete Winkel stetig wachsend durch %/, hindurch,
wobei dann fgo = f’ (%) vermdge des Durchgangs
durch o von positiven zu negativen Werten oder um-
gekehrt gelangt. Die Kurve besitzt im Punkte 2 = a, y = f(a) einen
sogenannten , Rilckkehrpunkt* (cf. Abs¢hn. 1V, Kap. 3, Nr. 2).

1IL. Endlich kann ' (z) bei 2=a Fig. 27.
2Sprungweise unstetig* sein und hierbei
von positiven zu negativen Werten oder
umgekehrt gelangen,

Fig. 27 veranschaulicht ein hier- —-
her gehorendes Beispiel.

X=3

8. Gebrauch hoherer Ableitungen zur Bestimmung der Maxima
und Minima von f(x).

Fs gelte jetat die spezielle Annahme, dab £(2), f'(z), ..., ™ (%)
in der Umgebung von z = a stetig und (was nicht immer besonders
gesagt wird) eindeutig seien; n bedeutet irgend eine positive ganze Zahl.

Soll f(x) fir # = a zu einem Maximum (Minimum) werden, so
mub £ (a)=.0 sein (Nr. 2, FallI), und /' (z) muB in der Umgebung von
2= a mit z ungleichindrig (gleichindrig) sein. Diese zwei Bedingungen
sind umgekehrt auch hinreichend fiir ein Maximum (Minimum) /().

Die zweite Forderung ist nach Nr. 1 erfiillt, wenn f” (z) in der
Umgebung von z = a negativ (positiv) ist. ~Weil man, dal fir
@ = a selbst f"(a) << O (bzw. > 0) zutrifft, so kann wegen der
Stetigkeit von f”(x) in der nichsten Nachbarschaft von z = a die
Funktion /() weder = 0 noch > 0 (bzw. < 0) sein. Man kann
also im Falle /"' (a) <C 0 (bzw. >> 0) die fragliche Umgebung so klein
wihlen, daB in jhr durchweg /" () << 0 (bzw. > 0) gilt.

Diese Uberlegung liefert den

Lehrsatz: Sind f(z), f' (=), " (») in der Umgebung von £ = a
sfetz'g und verschwindet ' (x) fir &= a, wikrend " (a) << 0 (bew.>>0)
ist, so wird f(x) fur x = a 2u einem Mazimum (Minimum,).
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Weitere Untersuchung erfordert der Fall, daf auch f'(a) = 0

ist. Es sei sogleich:

1) f’ (@) =0, f" (a) =0, .., f(”_l) (@ =0 f(n)(a) 2 0,

d. h. alle Ableitungen bis zur a'*® exklusive sollen fiur 2 — a ver-
schwinden.

Ist z. B. f® (a) << 0, so ergibt sich aus dem letzten ILehrsatze,
daB f"—%(a) = 0 ein Maximum von f(*—2(z) ist, und dal somit
f—2) (z) in der Umgebung von £ = a, von dieser Stelle selbst ab-
gesehen, negativ ist.

Dies zeigt mach Nr. 1, daB f®—3%(z) in der ganzen Umgebung
von # = @ mit & ungleichindrig ist und also [wegen " —3 (a) = 0]
von positiven zu negativen Werten geht, wenn # wachsend den Wert a
‘durchléuft. Hieraus folgt wieder, daB f®»—%(g) = 0 ein Maximum
von f—4(z) ist.

Durch Fortsetzung dieser Schlubweise und Ausdehnung auf den
Fall f® (a) > 0 ergibt sich der

Lehrsatz: Es seien f(x), f' (), ..., f™ () in der Umgebung von

x = a stetig, und es mogen die (n — 1) ersten Ableitungen f' (x), ...

f®=Y () fir x=a verschwinden, wikrend f™ (@) = 0 sei. Man hat

zu unterscheiden, ob n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Ini ersteren

Falle ist f(a) ein Mazimum (Minimum) von f(z), wenn ™ (a) < 0 (> 0)

Fig. 28. gilt. Ist aber n ungerade, so ist f(a) weder ein
Mazximum noch ein Minimum von f(x).

Die Tangente der Kurve y = f(x) im Punkte
z=a, y=f(a) ist wegen f'(a) = O parallel
zur x-Achse. Ist » ungerade, so bleibt die Funk-
tion f(x), nachdem « den Wert @ durchlaufen hat,
/ mit z gleichindrig (ungleichindrig), wie sie es

vorher war. Die Kurve y = f(z) hat bei # = aq,
y = f(a), wie Fig. 28 andeutet, einen sogenannten , Wendepunkt“ mit
einer zur - Achse parallelen ,Wendetangente“ (s. Nr. 6 des folg. Kap.).

Zweites Kapitel.

Betrachtung des Verlaufes ebener Kurven.

1. Tangenten und Normalen einer ebenen Kurve.

In der Ebene sei eine Kurve gegeben, deren Gleichung in recht-
winkeligen Koordinaten z, y die Gestalt y — f(x) habe. Die Kurve
werde kurz K genannt; f(x) sei eine elementare eindeutige oder mehr-
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deutige Funktion. ~Wir formulieren zunéichst folgende schon oben

(S. 18) als bekannt vorausgesetzte
Erklirung: Sind P und P, zwet

Punlte der Kurve K, so bezeichnet man P

die Grenzlage, welcher die durch P

und P, hindurchlaufende Gerade zu--

Fig. 29.

strebt, wenn P, dem Pumkte P auf K « o=a+0r
ohne Ende oder unendlich nahe kommt, \

als ,Tangente“ der Kurve K im

DPunkte P.

Die Tangente gibt die Richtung der Kurve im Punkte P an.

Erklérung: Fine im Punkte P die Tangente und also die Kurve
senkrecht schneidende Gerade heilit , Normale® von K im Punkte P.

Um die Gleichungen fiir Tangente und Normale sufzustellen, seien
&, n die Koordinaten der Punkte auf einer dieser Geraden, wihrend
z und y = f(z) die Koordinaten des Punktes P'von K sind.

Als ,Richtungskoeffizienten® tge: und tgo’ der Gleichungen von
Tangente und Normale hat man (cf. Fig. 29):

dy ' 1 —1
tgoo = —= = f'(x), tgo/ =1 900) — — — — ——— .

Lehrsatz: Die Gleichung der Tangente der Kurve K im Punkie

P der Koo¥dinaten x, y = f(x) ist:

dy .
W n—y=5L¢—2) oder y—y=r@¢E—2
Die Gleichung der Normalen von K im Punkte P ist:
d
@ E—D+32m—y =0 oder E—2)+f @ (1—y) = 0.

2. Tangenten, Normalen, Subtangenten und Subnormalen
der Kurve K.

Erklarung: Die auf der Tangente und Normale durch den Be-
rishrungspunkt und die x-Achse eingegrensten Strecken heillen , Tangente
und Normale im engeren Sinne* und werden durch T und N bezeichnet.

Hat es keine Zweideutighkeit zur Folge, Fig. 30.
so nennt man T wund N auch wohl
schlechthin , Tangente* und ,Normale“. T

Die Projektionen der Strecken T N
und N auf die z-Achse heilien ,Sub- 50 =
tangente® und ,Subnormale* und wer- < /

den durch St und Sn bezeichnet. ,

Fig. 30 bringt diese Verhiltnisse in dem Falle zur Darstellung,
daB fir den Berithrungspunkt die Ordinate y positiv und f(z) mit z
gleichindrig ist.
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Durch Diskussion der in Fig. 30 auftretenden Dreiecke folgt der
Lehrsatz: Fir die sum einzelnen Punkte unserer Kurve gehoren-
den Strecken St, Sn, T und N gelten die Gleichungen:

— g% _ Y — Y
1 . . .St_ydy—f,(x), Sn=y s =y @),

(@) =) (),

N=y}1+(F) =y T+ TGP

Diese Gleichungen bleiben auch bei anderer Gestalt und Lage
der Kurve K bestehen; nur mul man vorkommendenfalls die rechten
Seiten der Gleichungen im Zeichen wechseln, damit fur 7', N, St, Sn
positive Zahlenwerte entspringen.

(2). .

8. Bogendifferential der Kurve K.

Die Bogenlinge der durch y — f(x) gegebenen Kurve K, von
einem beliebig gewihlten Anfangspunkte auf K bis zum Punkte P von
der Abszisgse x gemessen, werde durch s bezeichnet. Die MafBzahlen s
sollen auf K von jenem Anfangspunkte aus nach der einen Seite positiv,
nach der anderen negativ gerechnet werden.

Die Bogenlinge s der Kurve erscheint hierbei als Funktion von z.
Wir nennen dieselbe s =— ¢ (#) und wollen die Aufgabe lésen, den
ds _ dg(z)
de ~ d=

Erklarung: Das im Zihler dieses Quotienten stehende unendlich
kleine Stiickchen ds der Kurve K heilit Bogenelement oder Bogendiffe-
rential.

Differentialquotienten dieser Funktion zu berechnen.

. ds . .
Zur Betechnung von —— markiere man auf K zundchst einen

dz
zweiten Punkt P, der Abszisse x + A4z, zu welcher die Bogenlinge
Fig. 31. s; = s + A4 's gehore; dann ist 45 der
dem Zuwachs A entsprechende Zuwachs
P—  Jons.
¥ |4y In Fig. 31 ist auch noch die P und
7= P, verbindende Sehne PP, der Kurve
gezogen. Kommt P, dem Punkte P ohne
Ende nahe, so gilt:

/ Ads

1) .. .lm <:> =1

O 228 )
was nahe liegt und fiir die bei uns in Betracht kommenden Kurven
streng bewiesen werden kann.

P,
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‘Wir haben nun:
ds . ds . (ds fPI)

= lim. — = lim. | =—

dz Az ?p, 4z
und also infolge von (1):

£ = o (T5) = TS

Az

= lim. ‘ﬁ-i- ) V1 + (52

Dieses Ergebnis kleiden wir in folgenden

Lehrsatz: Das Bogendifferential ds von K ist gegeben durch:

@ .....ds=dz 1-|-<Z—z>n= Vda2 + dy?

oder, mit Hilfe der Kurvengleichung y = f (x) ausgedriickt:
() S ds = de Y1+ f ()2

Diese (leichungen setzen iibrigens voraus, dal s = g(x) mit
gleichéindrig ist. Anderenfalls hat man die Quadratwurzeln mit nega-
tiven Vorzeichen zu versehen.

Mit Hilfe des Bogendifferentials schreiben sich die Gleichungen (2)
Nr. 2 fir T und N:

4) . .00 T=y'— N=y —

4. Beispiele zur Berechnung der Tangenten, Normalen usw.
1. Die in Fig. 32 dargestellte Parabel hat die Gleichung:

A . ... .y2=2pz oder y==1V2pux
Der in der Figur gewihlte Punkt P Fig. 92,

hat positives y, so dall man findet: P
dy Ver _ 2 _p
Q) ==f(r)= E - N
) dz f 2 v:c V2 pzr Y N

Aus (1), Nr. 2, folgt also for St und Sn:

9 »
3) Si=>==22 Sn=—=y.-==np
3 p Yoy = e
Lehrsatz: Bei der Parabel ist die Subtangente des einzelnen
Punltes P gleich der doppelten Abszisse von P (s. Fig. 32), die Sub-
normale aber ist konstant gleich p.
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II. Erklarung: Ldlt man einen Kreis auf einer Geraden rollen,
so beschreibt ein eindelner Punkt des Kreises eine sogenannte ,Zykloide“.

Der Kreis habe den Radius a; die Gerade, auf welcher der Kreis
rollt, werde die x-Achse; der Beriihrungspunkt der x- Achse und des
Fig. 33. "Kreigses in der Anfangslage des letz-
teren sei der Nullpunkt 0. Indem
der Kreis etwa nach rechts rollt, be-
schreibt der anfingliche Beriihrungs-
punkt die in Fig. 33 angedeutete
—_— Zykloide.
A E Bei der in Fig. 33 festgehalte-
nen Lage des rollenden Kreises hat
der die Zykloide beschreibende Punkt
[ B die Stelle A4 erreicht. Der Kreis bat
bis dahin um geinen Mittelpunkt eine
Drehung erfahren, die durch den Winkel .X A CB =1, den soge-
nannten ,, Wilsungswinkel, gemessen werden kann.
Fir die Koordinaten OD = #, AD =y des Punktes A der
Zykloide liefert die Diskussion der Fig.33:

4 ..... zt=ua(l—sint), y= a(l—cost).

Durch Elimination von ¢ findet man als Gleichung zwischen z
und y:

) . ... x:—V2ay—y2+a-ar0cos<a;y>-

Lehrsatz: In (5) ist die Gleichung der Zykloide gewonnen.
Meistens ist es indessen einfacher, die Zykloide durch das Gleichungen-
paar (4) darzustellen, wobei die Koordinaten =, y des einzelnen
Zykloidenpunktes als Funktionen der unabhingigen Variabelen t er-
scheinen.

Aus (4) ergibt sich leicht:

dz dy ., dy t\ ds 1
6) — = —c0st), ==~ — — = — —_— .
(6) T a (1 — cost), T asmt,dw ctg<2 ' T ' (t)
sin | —
2
Die Formeln in Nr. 2 liefern:
™ . ... N = 2asin (%), Sn = asint.

Zufolge der letzten Formel ist die Subnormale in Fig. 33 durch
die Strecke D B gegeben.

Lehrsatz: Bei der Zykloide liuft die Normale des einzelnen
Punktes A durch den Berihrungspunkt B des zugehorigen Kreises mit
der x-Achse (s. Fig. 33) hindurch.
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5. Konkavitit und Konvexitit der Kurven.

Man ziehe im Punkte P der Kurve K die Tangente und nehme
an, daf} letztere nicht parallel zur y-Achse liutt.

Erklirung: Liegt die Kurve K in der nichsten Umgebung von P
unterhalb ) der Tangente, so heilit die Kurve bei P ,nach unten konkav®
(rach oben konvex); liegt indes K in der nichsten Umgebung von P ober-
halb der Tangente, so heillt die Kurve bei P ,nach unten konvex® (nach
oben konkav).

In Fig. 14, S. 18, welche zur Erliuterung der geometrischen Be-
deutung von 7’ (z) diente, liegt in der Umgebung des Punktes P beide
Male Konkavitit nach unten vor. In diesem Falle ist, wie ‘man sich an
der genannten Figur veranschauliche, Fig. 34.

' (x) = tg @ mit = ungleichindrig und
also f"(x) negativ (s. den Lehrsatz
S. 87). Allgemein gilt der b

Lehrsatz: Ist die Kurve K in der a
Umgebung des Punktes P nach unten
konkav (konvex), so hat die zweite Ab-
leitung " () daselbst negative (positive)
Zallenwerte und wmgekehrt.

Fir die in Fig. 34 dargestellte Ellipse ist:

x2 yﬁ b —
(1) « « ¢ o« (724_5_2:1, y=+—‘;]/a2——x2.
Das obere Zeichen gilt, wenn der Punkt P oberhalb der z-Achse
liegt. Fiir diesen Fall ist:

dy _ bz a2y ab

) o o _—,—,—ee——e, S —
( ) dzx aVa2 — x2 dw2 (‘/a2 — xﬂ)s

_ Die Ellipse ist in der Umgebung von P nach unten konkav, was
in Ubereinstimmung mit dem negativen Zeichen des Zahlenwertes von
ay . . .
—- b .
i P ist

In die vorstehende Betrachtung ist der Fall, daf die Tangente in

P mit der y-Achse parallel ist, nicht einbegriffen. Fiir diesen Fall

sehe man z als Funktion von y an und diskutiere zur Bestimmung
2
der konkaven Seite der Kurve das Vorzeichen von Z—£~

y2
6. Wende- oder Inflexionspunkte einer Kurve.

Man nehme zunichst wieder an, dal die Tangente von K im
Punkte P nicht zur y-Achse parallel sei.

') Vgl. die FuBnote S.18.
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Erklarung: Ist die Kurve K auf der einen Seite des Punkies P

nach unten konkav und auf der anderen Seite nach unien konvexr, so
Fig. 35. heit der Punkt P ein Wende-- oder In-

flexionspunkt der Kurve und die Tangente
der Kurve in P heillt Wende- oder In-
flexionstangente.

Dieses Vorkommnis ist in Fig. 35
erliutert.

Aus Nr. 5 folgt der

Lehrsatz: Die Kurve K hat an der
Stelle © = a, y = f(a) stets und nur
dann einen Wendepunkt, wenn die zweite Ableitung f" (x), falls x den
Wert a durchlduft, von positiven eu negativen Zahlenwerten dbergeht
oder umgekehrt.

Betreffs des Zeichenwechsels von f”(z) hat man, wie S.38 bei
f’ (z), die drei Moglichkeiten, daB f (x) an der Stelle £ = a durch den
Wert 0 oder durch den Wert oo hindurchliuft, oder endlich sprung-
weise unstetig wird, Der erste Fall ist der wichtigste; ihm gilt der

Lehrsatz: Ist ' (x) in der Umgebung von z = a stetig, so gilt
fiwr die Abseisse a eines Wendepunktes der Kurve stets f" (a) = 0.

Fir y = sinx ist f" () = — sinz; simtliche Schnittpunkte der
x-Achse und der Sinuslinie sind Wendepunkte der letzteren (vgl. Fig. 9,
S. 8).

Einen etwaigen Wendepunkt mit einer zur ' y-Achse parallelen
Tangente macht man der Rechnung in der Weise zuginglich, daf man
d2z

z als Funktion von y ansieht und die Werte von iy auf Vorzeichen-

wechsel untersucht.

7. Die Kriimmungskreise einer Kurve.

Man lege durch die drei Punkte P, P,, Py der Kurve K einen Kreis.
Riickt P, dem Punkte P unendlich nahe, so werden die Kurve K und
der Kreis im Punkte P gemeinsame Tangente gewinnen und also ein-
ander berithren. Rickt @iberdies auch noch P, dem Punkte P unendlich
nahe, 8o geht der Kreis hierbei in eine Grenzlage iiber, in welcher man
ihm als ,Krimmungskreis® der Kurve K im Punkie P begeichnet.

Lehrsatz: Der Krimmungskreis der Kurve K im Punkte P hat
mit der Kurve bei P drei unmittelbar aufeinander folgende Punkie oder,
wie man sagt, drei ykonsekutive“ Punkte gemein.

Erklirung: Der Mittelpunkt des Krimmungskreises heilt Kriim-
mungszentrum oder Krimmungsmittelpunkt, der Radius desselben Kriim-
mungsradius der Kurve K an der Stelle P.

Unter allen die Kurve K im Punkte P beriihrenden Kreisen
schmiegt sich der Krimmunggkreis der Kurve am engsten an; er ist
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dieserhalb geeignet, ein ,MaB fiir die Kriimmung® der Kurve K bei P
abzugeben.

Die Kriimmung des Kreises ist lings der ganzen Peripherie die-
selbe, und sie ist iibrigens um so geringer, je grofer der Radius ist.
Als , Kriimmungsmal* des Kreises benutzt man demnach den rezi-
proken Wert des Radius.

Lehrsatz: Das Krimmungsmall der Kurve K an der Stelle P ist
durch den reziproken Wert des Krimmungsradius gegeben.

Das Kriimmungszentrum liegt auf der Fig. 86.
zu P gehorenden Normalen der Kurve K. P P
In Fig. 36 gilt die Annahme, daf von $

den drei zunichst getrennt liegenden Punk-

ten P, P, P, die beiden ersten bereits zu-

sammenfallen. Man findet dann den Mittel- M

punkt M des Kreises durch P, P;, P, ver- l

mittelst der in der Figur ausgefithrten Kon-

struktion, bei welcher M Q das Mittellot der Strecke PP, ist. Riickt
jetzt auch P, dem Punkte P ohne Ende nahe, so wird QM zu einer
mit PM ,konsekutiven® Normale.

Lehrsatz: Das Krimmungseentrum ist die Grenslage des Schnitt-
punkies der zu P gehirenden Normalen der Kurve mit einer zweiten
Normalen, deren Fulpunkt dem Punkte P ohne Ende nahe kommt.

8. Berechnung des Kriimmungszentrums und
Kriimmungsradius.

Der letate Lehrsatz liefert ein Mittel zur Berechnung der Koordi-
naten des Kriimmungszentrums.

Sind z, y die Koordinaten des Punktes P, ferner z -+ Az, y + dy
diejenigen eine# nahe bei P gelegenen Punktes P’ von K und endlich £, 9
diejenigen des Schnittpunktes der zu P und P’ gehdrenden Normalen
der Kurve, so gilt nach (2), S.41:

E—a)+1 @ m—y) =0,
(E—2—d2)+ @+ d2) (7 —y—dy) = 0.
Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten folgt:

1—(11—-y)-f (x+ixi—f’(x)+f’(w+4x)-§%=o.

Fir lim. 42 = 0 ergibt die Fortsetzung der Rechnung den

Lehrsatz: Die Koordinaten £, n des sum Punkte P gehorenden
Krammungseentrums, sowie der Krimmumgsradius @ stellen sich ver-
mdge der Koordinaten x, y von P und der Kurvengleichung y = f (%),
wie folgt, dar:
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_ ., @+tif@er _ 1+ @P
(1) . . g—a; f"(x) ) n—"y'l_ f”(x) !

sojeo

T £ 0 ol VA C2) )
@ ... .. Q0= ":——f—,,—('a——'

Gleichung (2) folgt aus (1), insofern @ gleich der Entfernung des
Punktes (£, ) vom Punkte (x, y) ist. Das Vorzeichen in (2) rechts
ist so zu wihlen, daB @ positiven Wert bekommt.

Ist P ein Wendepunkt, in dem /' (z) = 0 ist, s0 wird ¢ = oo,
Hier artet der Kriimmungskreis in die zugehorige Wendetangente aus,
welche somit drei konsekutive Punkte mit der Kurve K gemein hat.

Setzt man im Falle der Ellipse in (1) und (2) die in (2), S. 45,
gegebenen Werte von f’ (x), /" () ein, so ergibt die Rechnung:

3
€213 €3 y3 (a*y? + btz2)®
B - P E=Tm M= TR0 0T g

unter €2 — a2 — b? das Quadrat der Exzentrizitit verstanden.
Fir die Zykloide liefern die dritte und erste Formel (6), S.44:

t
) P -_dctg(§> fl_t___ 1
R P I TR P
4 q sint <§)

Die Entwickelung der Formeln (1) und (2) ergibt hier:

(6) E=at+sint), 1= —a(l—cost), 0"—‘4“31"’(%)'

Durch Vergleich mit der ersten Formel (7), S.44, entspringt der

Lehrsatz: Fir den einzelnen Punkt der Zykloide ist der Kriim-
mungsradius @ doppelt so grolf als die Normale N.

In Fig. 33, 8. 44, ist somit der zum Punkte A gehérende Kriim-
mungshalbmesser die iiber B um sich selbst verlingerte Strecke A B.

8. Die Evoluten und Evolventen.

Erklarung: Der geometrische Ort aller su ciner Kurve K ge-
horenden Krimmungsmittelpunkte stellt eine neue Kurve dar, welche man
als , Krimmungsmittelpunktskurve“ oder ,FEvolute* der gegebenen Kurve
K bezeichnet.

. In Fig. 37 sind fiir einige, einander nahe gelegene Punkte P, P,
Py, ... von K die Normalen errichtet und je zwei aufeinander folgende
unter ihnen in @, @), @, ... zum Durchschnitt gebracht. Diese Punkt-
reihe zeigt uns ungefdhr den Verlauf der Evolute an.
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Speziell veranschaulicht Fig. 37 folgenden

Lehrsatz: Die Normale von K im Punkie P ist Tangente der
Evolute in dem P entsprechenden Punkie Q.

Zum genauen Beweise dieses Lehrsatzes haben wir die Formeln (1),
Nr. 8, heranzuzieben, in denen die Koordinaten &, 7 von @ als
Funktionen der Koordinate # des Punktes P dar-
gestellt sind.

Aus diesen Formeln ergibt sich:

Fig. 37.

dg_ ’.3flfllz__flll__f12/m
(1) (E - —f fllg ’
vt ‘Zﬂ . S8 —fr—

d z - fllg
wo der Kiirze halber die Argumente z bei £/, /", "
fortgelassen sind.
Aus (1) folgt weiter'
b _ _ 4 dg _ 1
dx =@ dx it~ "
Braucht man nun den Winkel & im Sinne von
Fig. 14, S. 18, und nennt den entsprechenden Winkel bei der Evolute o/,
so folgt aus (2):
- an 1 1
H Uepo=—t =— L wmdabow=0tZ,
3 at 7@ tg“und also o/ :l:
womit der aufgestellte Lehrsatz bewiesen ist.
Des weiteren veranschauliche man sich an Fig. 37 den
Lehrsatz: Das Bogendifferential d6 der Evolute ist, absolut ge-
nommen, gleich dem entsprechenden (d. i. zu demselben dx gehdrenden)
Differential do des Krimmungsradius.

Aus (1) ergibt sich némlich:

(4 G+ ()= 70 (L=

und zu dem gleichen Ausdrucke gelangt man von (2), S. 48, aus fir

2
(g) 50 daB in der Tat do = + d g gil,

@)

Denkt man die Tangente QP der Evolute als gespannten Faden,
so zeigt der letzte Lehrsatz, da bei Auf- oder Abwickelung des Fadens
auf der Evolute der Endpunkt P des Fadens die urspriingliche Kurve
K beschreibt.

Erklirung: Die Kurve, welche durch irgend einen Punkt eines
lings einer gegebenen Kurve aufgewickellen und gespannten Fadens bei
weiterer Auf- oder Abwickelung beschricben wird, heillt eine Fwolvente
der gegebenen Kurve.

Fricke, Leitfaden, 4
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Da hierbei die Auswahl des beschreibenden Punktes auf dem Faden
willkiirlich ist, so hat jede Kurve unendlich viele Evolventen.

Lehrsatz: Das Verhdlinis ewischen der wrsprimglichen Kurve K
und ihrer Evolute kann man hiernach auch so aussprechen, dafi K eine
unter den Evolventen jener Ewolute ist.

10. Gleichung der Evolute und Beispiele,

Durch die Gleichungen:

1477

(])...E:zx———f,,— und 1]=f-|——f,,———

sind die Koordinaten £, % des einzelnen Punktes der Evolute in z dar-
gestellt. Die Elimination von z liéfert eine Gleichung F (&, ) — 0
zwischen § und 7, welche somit die Gleichung: der Evolute von K ist.
Sind £ und 7 in z und y ausgedriickt, sc mull man zur Elimination
von # und y noch die zwischen & und y bestehende Gleichung der ur-
spriinglichen Kurve K heranziehen.
So gelten z. B. im Falle der Ellipse die Gleichungen (3), S. 48. Be-
Fig. 38. rechnet man aus ihnen 2 und ¥ und
trigt die berechneten Werte in die
Gleichung:
a | 9
atE=!

der Ellipse ein, so ergibt sich:

2 2 4
@. . @) +0n'=¢
als Gleichung der Evolute der Ellipse.

Die Gestalt dieser Evolute sieht
man in Fig. 38. Die Scheitelpunkte der
Ellipse sind Punkte grofter bzw. kleinster Krimmung; dem entspricht
es, dal die ihnen zugehérigen Punkte der Evolute Riickkebrpurkte
oder Spitzen (cf. Abschn. IV, Kap. 8, Nr. 2) sind.

Die Evolute der Zykloide ist in Fig. 39 dargestellt; es gilt der
Satz, daB die Evolute der Zykloide selbst wieder eine mit der urspriing-
lichen kongruenie Zykloide ist.

Fihrt man némlich das in Fig. 39 angedeutete Koordinatensystem
X, Y vermige:

X=¢4am, Y=1n+2a

ein und setzt T — ¢+ =, so nehmen die Gleichungen (5), -S. 48, der
Evolute der Zykloide die Gestalt an:

X=a(T—sinT), Y=a(@ —cosT).
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Hierdurch ist in der Tat eine mit der urspriinglichen kongruente
Zykldide dargestellt [vgl. (4), S. 44].

Wickelt man in Fig. 39 den Faden @ P" = 4 a nach links auf
der Evolute auf, so beschreibt der Endpunkt des Fadens nach Nr.9 die
urspriingliche Zykloide. Hieraus folgert man den

Fig. 39.
Y-Achse y-Achse
Pm

P’ \

x-Achse

Q" X-Achse
Lehrsatz: Die Bogenlinge eines eingelnen (2wischen swei auf-

einander folgenden Spitzen gelegenen) Zweiges der Zykloide ist achtmal
so groB, wie der Radius a des die Zykloide erzeugenden Kreises.

11. Gebrauch der Polarkoordinaten.

In Fig. 40 sei O der ,Pol“ und OA die ,Achse® eines Polar-
koordinatensystems. Die Polarkoordinaten #, & eines Punktes P sind
dann der ,Radius vector* r = OP und die Fig. 40,
nAmplitude & = X AOP.

Es sei eine beliebige Kurve K vorgelegt,
deren Gleichung die Gestalt » = f(¥) habe.

Auf K sind zwei Punkte P und P; der
Koordinaten r, # und r + dr, & + A9 fixiert
(s. Fig. 40) Man mache 0Q = 0P, so daB
man hat: /

PQ = 2rsin (%12) P,Q=AJr,

a - - .. .
a9
X 0PQ= X 0QP =§-—~é‘—.
Die Erklirung der Winkel & § und 7 entnehme man aus Fig. 40;
es gilt:
w A9 x4
9 —_— —_— —_— —— ——T],
(-4) e s e e & = 2 + 2 ’ g 2 + 2 n
Durch Betrachtung des Dreieckes PQP; ergibt sich vermége (1)
und (2):
4%
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PP = Ar? + 4r2sin? <£§) 4+ 4r drsin? (42-&>, ,

@ - - s (n 4&) — cos (4_19 dr
. 2 2 /) pp,
Die Division der ersten Gleichung durch &2 liefert:
— sinda ) sindﬁ *
PPN\? _ /dAr\t | [T 2 2
@ (F3)=(F5) +7{ = |+rar YL
2 2

Wird jetzt 4O unendlich klein, so schreiben wir d & statt 4 &
und gewinnen aus der Sehne PP, nach 8. 42 das zu d 9 gehorende
Bogendifferential ds. Aus (4) folgt:

2 2
(®) « - gg) =(di§>-{—r2 oder ds? = dr24 r2d 92

Mit Benutzung dieses Resultates folgt aus der zweiten Gleichung (3):

ar 1 ds\2 rad\2
-_— 2 — J— -_— _) — prmenead .
(6) cos = as cos?q 1 <dr> 1 ( dr )

Lehrsatz: In Polarkoordinaten dricken sich das Bogendifferential
und die Funktion tg des Winkels § ewischen Radius vector und Tan-
gente der Kurve K im Punkte P, wic folgt,” aus:

M ... ds=FVir+rdd, 5=

rdd
ar

Bei der Bestimmung des Vorzeichens der rechten Seite der letzten
Formel war mafigeblich, daff 5 spitz oder stumpf ist, je nachdem 7 mit

Fig. 41, ¥ gleichéindrig bzw. ungleichindrig ist.

R
12. Erklirung von Polartangente,

Polarnormale usw.
In Fig. 41 ist auf dem Radius vector
OP des Kurvenpunktes P in O die Gerade
@R senkrecht errichtet; und es sind die Tan-
0 gente und die Normale der Kurve K im
Punkte P bis zu ihren Schnittpunkten ¢ und

Q R wit jener Senkrechten gezogen.

Erklarung: Die Strecken PQ und PR heiben die zum Punkte P
der Kurve gehdrende ,Polartangente“ T wnd ,Polarnormale* N; ent-
sprechend heiben die Strecken 0Q und OR s Polarsubtangente® St und
»Polarsubnormale* Sn.
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Durch Betrachtung der Dreiecke in Fig. 41 folgt der
Lehrsatz: Fir die Polartangente T usw. gelten die Formeln:

r— 93 _ds Fig.42.
1 dr’ ad’ LI
e T T
dr ' a9’

Besonders geeignet sind die Polar-
koordinaten zur Untersuchung der Spi-
ralen.

Ein Beispiel liefere die durch:

@ .....r=e

gegebene logarithmische Spirale, deren
Vérlauf Fig. 42 andeutet. Die logarith-
mische Spirale hat sowohl nach auBen wie auch in der Richtung auf den
Pol O unendlich viele Windungen.

Aus (2) ergibt sich fiir die fragliche Spirale:

2 ——
- tgn:(—ll-, Tzrﬂj—i,'lv:r‘/l-l—a%
3) .

St=-’;, Sn=ar
a

~ Lehrsatz: Fiir alle Punkte der logarithmischen Spirale hat der
Winkel m den gleichen Wert; die Langen T und ebenso N, St und Sn
sind fir die verschiedenen Punkte der logarithmischen Spirale mit r
proportional.

Drittes Kapitel
Theorie der unendlichen Reihen.

1. Begriffe der Konvergenz und Divergenz einer Reihe.

Es seien u,, %;, %g, ... positive oder negative Zahlen in unend-
licher Anzahl.

Erklirung: Die aus den ,Gliedern® wy, uy, ug, ... aufgebaute
unendliche Reihe:

(1) ...... . .uo+u1+u2+u3_|.....

heilit  konvergent®, wenn die Summe S, der n ersten Glieder:

(2) Yot e v e e e Sn=u0+u1+...+u”_l
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fir n =1, 2, 3, ... eine Zahlenrejhe S;, Sy, Ss, . .. liefert, die fir
lim. n = o einer jeindeutig bestimmien und endlichen Grenze S zu-
strebt; ist dies nicht der Fall, so heillt die Reihe ,divergent“. Im ersten
Falle heilit S der ,Summenwert oder kurz der , Wert der Reihe (1).
Eine konvergente Reihe liegt z. B. in der geometrischen Reihe:

3 . Lo+ ghg ot

vor. Man hat hier namlich:
Ho)
1 1\2 1 n—1 2 1\n—1
s=tt3+(g)++(G) =—1 =)
1=3

und also ist S = lim. S, — 2 (vgl. den Lehrsatz S. 12, unten).

n=wo
Demgegeniiber hat man das Beispiel einer divergenten Reihe in:
1 1 1 1 1
@ ..... 1+_§+-3—+Z+§+'€+'"

Setzt man némlich » = 2™, so kann man unter zweckmiBiger Zu-
sammenfassung der Glieder die Summe S, in folgende Gestalt setzen:

T P e

1 1 1
+ <2m—1+ 1Tt Tt ’27>
Hier ist in der einzelnen unter den m Klammern das letzte Glied

stets das kleinste. Da in der k'™ Klammer aber 2¥—1 Glieder stehen,
so ist der Zahlenwert der einzelnen Klammer >> 1/,. Es folgt:

m
Sn > 1 + o ?
go daB fiir lim. n — o keine endliche Grenze S eintritt.
Divergent ist auch die Reihe:
(B) v v v ie e T—1 1 —14+1—14.y

denn obschon hier die Zahlen S, mit wachsendem # nicht iiber alle
Grenzen wachsen, so nihern sie sich doch keiner bestimmien Grenze,
sind vielmehr abwechselnd gleich 0 und gleich 1.

2. Lehrsiitze iiber konvergente Reihen.
Lehrsatz I: Fir eine konvergente Reshe gilt lim. u,— 0, d. h.
. n=—w
die Glieder der Reihe nihern sich einegeln gemommen mit wachsendem
Index n der Grenze O,
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Denn es ist S, .1 — S = un; und da sich fir lim. n = o links
Minuend und Subtrahend der gleichen Grenze S anndhern, so ist
lim. u, = 0.

Die Reibe (4) in Nr. 1 zeigt, daf die Bedingung lim. u, = 0 zur
Konvergenz nicht ausreicht. n=w

Lehrsatz II: Eine konvergente (divergente) Reihe bleibt konvergent
(divergent), falls man derselben neue Glieder in ,endlicher“ Anzahl zu-
figt oder derselben eine jendliche* Anzahl ihrer Glieder nimmi.

Lehrsatz III: Fiir eine Reihe mit ausschlieBlich positiven Gliedern
Uy ist entweder lim. S, = o, oder die Reihe ist konvergent.

n=ow

Da nimlich S,4+; > S, ist, so werden die S, mit wachsendem
Index 7 entweder unendlich groB, oder es gibt eine bestimmte endliche
Grenze S, der die S, ohne Ende nahe kommen, ohne sie zu iiber-
schreiten. —

Streicht man aus einer unendlichen Reihe irgend welche Glieder
fort, so heilit -die zuriickbleibende Reihe ein , Bestandteil“ der gegebenen
Reihe. Wir nehmen an, dal der Bestandteil wieder eine wunendliche
Reihe darstelle.

Lehrsatz IV: Jeder Bestandteil einer konvergenten Reihe mit aus-
schlieBlich positiven Gliedern liefert wieder eine konvergente Reihe.

Ist némlich S der Wert der gegebenen Reihe und S, die Summe
der n ersten Glieder des Bestandteiles, so gilt S <C S. Der Bestandteil
liefert also nach Lehrsatz III eine konvergente Reihe.

Lehrsatz V: Eine Reihe uy + uy + %y + -+ ist jedenfalls dann
konvergent, wenn die zugehdrige Reihe der absoluten Betrdge (cf. S. 11):

@ ... o ol 1w+ |ug |+ g |+ -
konvergent ist.

Nach Lehrsatz II ist diese Behauptung offenbar richtig, wenn in
der gegebenen Reihe entweder nur endlich viele negative Glieder oder
nur endlich vielé positive vorkommen.

Treffen diese Fille nicht zu, so streiche man in (1) alle die Glieder,
welche negativen Gliedern u, entsprechen, und mége so:

2) . e e e e o+ v, +vy -

als Besta.ndtell von (1) gewinnen. Durch Strewhung aller Glieder in (1),
denen positive Glieder u, der urspriinglichen Reihe zugehéren, folge:

() J wo + wy + wy Fee
als Bestandtell der Reihe (1).

Schreibt man S, = v+ o + -+ o—1 und Sy, =wo + w, + .
+ w,—1, 8o gibt es wegen der Konvergenz der Reihe (1) nach Lehr-
satz 1V zwei bestimmte endliche Grenzen:

4 ...... 8 =1ulm8§, 8" = lim. S

l=w m=ow
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Sind nun unter den % ersten Gliedern der urspriinglichen Reihe !
positive und m == n — I negative, so ist:
G) .« utu -t upy =8 = S— S

Damit ergibt sich vermdge (4) in der Tat eine bestimmte endliche

Grenze:
®) . .. S=1lm S, =1lm. S;—lim. Sy = S8'— 8",

n=o l=w m=w
denn zufolge der Annahme sollten mit lim. n — ® auch ! und m iiber
alle Grenzen wachsen.

8. Konvergenzkriterium fiir Reihen aus positiven Gliedern.

Lehrsatz: Eine Reithe uy + uy 4 ug + -+, deren Glieder simi-
lich >> 0 sind, ist konvergent, wenn von einem bestimmien endlichen Index
m an fir alle k = m die Bedingung besteht :

%
(M) + o o o v e e ZHl— oy <1
U
Es sollen also die fraglichen Quotienten aufeinander folgender
Glieder nicht nur <C 1 sein, sondern es soll sich ein echter Bruch r
angeben lassen, unterhalb dessen sie alle bleiben.
Zum Beweise des Lehrsatzes entnehmen wir aus (1):
Um +1 = 7 Umy
Unts = Tlmgr = 72ty
Um + X é T Um 4+ k—1 é ce g 7% Uy
Fiir n = m 4 k ergibt sich hieraus:
1— 7k

S = Sm+um Qtr4ridadri-) = Sm"‘”m“l_r ’
u
Sn < S - 72

Da hiernach lim. S, fir » — o nicht unendlich wird, so kon-
vergiert die gegebene Reihe nach Nr. 2, Lehrsatz IIL

Lehrsatz: Die fragliche Reihe uy + u, + g + - - - ist demgegenitber
sicher divergent, falls von einem bestimmien endlichen Index m an fir
alle k = m die Bedingung giltig ist:

Ur +1
2) ¢ o e i e e e e e e —T2 >,
( ) uk = 1

In diesem Falle ist nimlich bereits die zur Konvergenz notwendige
Bedingung lim. 4, = 0 nicht erfiillt.

n=—oaw

Reihen, bei denen lim. —*> — 1 ist, konnen auf ihre Konvergenz

n=—awo un

oder Divergenz auf Grund der bisherigen Sitze noch nicht unter-
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sucht werden. Hierher gehirt z. B. die Reihe (4), S. 54, bei welcher
man hat:

1

1 —

y —_ 1 v — 1 un+1_n+1= +n
n+1 n_+'2a n n+1’ U —n+2 1+—2_;
n

50 daf der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder fiir lim.n —=
in der Tat die Grenze 1 hat.

Von der Aufstelling genauerer Konvergenzkriterien sehen wir
hier ab.

4. Begriff der Potenzreihen.

Erklirung: Ist u, == a,a" unier a, einen konstanten Koeffi-
zienten und unter x eine Variabele verstanden, so ergibt sich:

(1) e e o o o . e ao+a1x+agx2+a3x3+"‘
als Gestalt der unendlichen Reihe. Eine solche Reihe bezeichnet man als
eine , Potenereihe®.

Nach Lehrsatz V, S. 55, ist die Reihe (1) konvergent, falls die zu-
gehorige Reihe der absoluten Betrige:

@2 ..... e o al Flagx| 4| agz?] -
konvergiert.

Man nehme erstlich an, es gibe eine grofite positive und endliche
Zahl z = g, fiir welche |a, |- g" bei dem Grenziibergang lim.n = ®©
nicht unendlich wird. Dann kann man eine bestimmte endliche Zahl %
angeben, so daf die Ungleichung:

t) I ' M LR
fir alle n gilt.

Nun wihle man z so0, daB |z| << g und also 'gil =r <1 ist.

Schreibt man alsdann die Reihe (2) in der Gestalt:
@ ... et lalger+aglgtrt 4oy

g0 folgt fiir die Summe S, der ersten n Glieder dieser Reihe aus (3):

Sh < h+hrd+hr2d oL hrn—1 lir’

wie groB such n gewdhlt wird. Nach Lehrsatz III, S. 55, ist also die
Reihe konvergent.
Andererseits ist fir |2| > g die Reihe (1) divergent, da zufolge

der Annahme jetzt @, 2" fiir lim. n == o nicht mehr endlich bleibt und
also die notwendige Konvergenzbedingung lim. u, = 0 nicht erfillt ist.

n—o

Lehrsatz: Ist z in dem Intervall — g << z << -+ g enthalien,
so konvergiert die Reihe (1); auberhalb desselben ist sie divergent. Jenes
Intervall heilit dieserhald das Konvergenzintervall der Poteneredhe (1).
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Zusatz: Libt sich fir ,jedes® positive endliche g eine gleichfalls
endliche Zahl b finden, so daB die Ungleichung (3) fir alle Indiges n
besteht, so ist die Reihe im Intervall —ow < x < + o, d. <. fir jeden
endlichen Wert von x konvergent; sie heilit in diesem Falle eine ,un-
begrenzt* konvergente Reihe.

Ob die Potenzreihe auf einer der ,Konvergenzgrengen x == g oder
2 = — g noch konvergent ist, muf in jedem Falle durch eine besondere
Untersuchung entschieden werden.

Vermoge weiterer (hier nicht auszufithrender) Betrachtungen ge-
winnt man den

Lehrsatz: FEine Potenzreihe stellt in ihrem Konvergenzintervall
eine ystetige” Funktion von z vor; und sie bleibt auch noch bis ¢ — g
(oder ¢ = — g) pinklusive“ stetig, falls fair x = g (bew. 2 = —g)
wberhaupt noch Konvergens staftfindet.

Es besteht auch folgender wichtige

Lehrsatz: Differenziert man die Reihe (1) gliedweise, so enisteht
die Reihe:

B) « .o at+2a,25+3a322+ 4a,28+ -

Diese Reihe besitet dasselbe Konvergenzintervall, wie die Reihe (1).
Liefert die Reihe (1) in diesem Intervall die Funktion f(z), so ergibt die
Reihe (5) eben dort die Ableitung f' (z) von f(x).

6. Mittelwertsatz.

Die Funktionen ¢ () und % (z), sowie ihre Ableitungen ¢’ (z) und
9’ (z) seien im Intervall ¢ << # <X b eindeutig und stetig; ¢’ (2) sei
fir a < # < b, d. h. im ,Inneren®*des Intervalls iiberall von O ver-
schieden. |

Entweder gilt im Inneren des Intervalles tiberall 9’ (z) > 0, und
dann ist 9 (z) daselbst mit x stets gleichindrig; oder man hat 9’ (z) <<O0,
und dann ist die Funktion 9 () im fraglichen Intervall mit  iiberall
ungleichéndrig.

Jedenfalls ist 9 (b) nicht gleich % (a). Setzt man also:-

¢ (®)—9(a)
1) ¢ - o . . P . A o \.L R s
W PO—v@
so ist C eine endliche Konstante.

Die Funktion:

@ ....F@)=9@@—9@—C[HYE—19@)]
und ihre Ableitung F'(z) sind fir a << # < b eindeutig und stetig.
Aus (2) und (1) folgt aber:
F(a) =0, F (@) = 0.
Nimmt F'(z) im Intervall auch von O verschiedene Werte an, so
gibt es mindestens eine Stelle ¢ im Inneren des Intervalls, wo F'(z)
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einen groften oder einen kleinsten Wert gewinnt. Hier verschwindet
nach 8. 38, Satz I, F' (z):
@ ...F@@=¢@—C¢¥@E=0 a<c<]bh
Ist aber F(x) im Intervall iiberall 0, so gilt (3) fiir eine beliebig
gewihlte Stelle im Inneren.des Intervalls.
Da 9’ (¢) = 0 ist, so folgt aus (3):
9 _
v~ °
Durch Gleichsetzung dieses Ausdruckes von € mit dem in (1)
entspringt der sogenannte

Mittelwertsatz: Sind die Funktionen @ (z) und ¥ (x) samt ihren
ersten Ableitungen @' (x) und ¥’ (x) im Intervall a < x < b eindeutig
und stetig, und ist Y' () im ,Inneren” dieses Intervalls nirgends gleich 0,
so gibt es mindestens einen Wert ¢ im ,Inneren® des Imtervalls, fir
welchen die Gleichung:

(4) « « v v 00 e

zutrifft.

Da die linke Seite der Gleichung (4) beim Austaysch von @ und b
ihren Wert nicht éndert, so gilt der aufgestellte Satz im Falle a > b
fiir das Intervall b << # < @ in iibrigens unverinderter Form.

Die Funktion:

9O —9@ _ ¢'©
YO —v@ Y ()

w (x) = M — (b —_— x)m,
in welcher m eine ganze Zahl > 0 ist, und fiir welche:
YO)—v@=0—a" ¥ (@ =mnd—am!?
gilt, geniigt den Bedingungen des Mittelwerisatzes.
Den Wert ¢ schreiben wir in der Gestalt:

c=a+4+9(b—a) 0<<& <L
Wir haben dann fir ¢’ (c) den Ausdruck:

,‘pl (0) —m (1 — ,3~)m—-1 (b —_— a)"‘—l,
Die Gleichung (4) liefert daraufhin den

Lehrsatz: Ist @ (x) samt der Ableitung @' (x) im Intervall
a < x < b eindeutig und stetig, und bedeutet m irgend cine ganze Zahl
> 0, so gibt es mindestens eine Zahl & im Intervall 0 << ¥ << 1, fir
welche die Gleichung besteht:
———),,,—_i 9'la-+ o (0—a)

G .. eO)—9@= 7
Man hat hier natiirlich & auch als von m abhingig anzusehen,

d.'h. eine andere Auswahl von m liefert im allgemeinen auch einen
anderen Wert & 1),

) Pirm =1, a = @, b = x4 4 ergibt sich die oben, 8. 33, unter
(2) Nr.5 henutzte Glelchung
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8. Der Taylorsche Lehrsatz fiir ganze rationale Funktionen.

Gegeben sei die ganze Funktion %" Grades:
W . ... .f@=a+az+az?+-+ a.z"

Man schreibe  + % an Stelle von z: -

f@+h) =a+a@+h+a@+h)+ +a @+
und l6se die Klammern rechter Hand nach dem binomischen Lehrsatze
(vgl. S.32). Man ordne sodann die rechte Seite nach Potenzen von 5,
wobei der Koeffizient der einzelnen Potenz von & eine Funktion von'z
werden wird:
(2 feE+h) =g @+g@ h+g@ 2+ -+ gu(@)- "

Zur niheren Untersuchung dieser Funktionen g (x) sehe man vor-

iibergehend # als konstant und h als variabel an und differenziere die
Gleichung (2) wiederholt nach h:

'@+ 1) =g,@)+ 20, @)h+ 395 @2+

+ 1 gn () B,

@) - - f"@+h)=21g,(2)+38-2g5 @)1+ -+
+nn—1)g, (@) A" 2

Trigt man in (3) speziell & = 0 ein, so folgt:
fl(x):gl(m)) fl,(x):2’192(x)r°"'
sowie allgemein fiir eine beliebige ganze Zahl & des Intervalls 1 <% << n:
@ e fO@=FE—1) -2-1g@).

Erklarung: Das Produkt 1-2-3«--k der ganzen positiven Zahlen
von 1 bis k bezeichnet man mit k! und liest dies Zeichen k-Fakultat“.
Gleichung (4) liefert daraufhin fir k¥ —= 1, 2, ..., n:

0@ = 1 @)

fir ¥ = 0 liefert (2) direkt g, (x) = f (x).

Durch Eintragung der fiir die Funktionen g gewonnenen Ausdriicke
in (2) folgt der

Taylorsche Lehrsatz fiir ganze rationale Funktionen: Jst
f(®) eine ganze rationale Funktion n'** Grades, so gilt bei Vermehrung
des Argumentes x wm die Zahl h die Gleichung:

®  1@+H =@+ Of+ @+ O

Dieser Satz ist der Umkehrung fihig:

Lehrsatz: Gilt fiir die Funktion f(x) bei Vermehrung von x um
einen pbeliebigen“ Belrag die Qleichung (5), so ist f(x) eine ganze
rationale Funktion, deren Grad < n ist.
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Setzt man némlich in (5) # = O und schreibt hernach z statt 7,
so folgt:

@) = (O +7 O 24O+ + 202

7. Der Taylorsche Lehrsatz fiir beliebige Funktionen.

Es sei jetzt f(z) irgend eine unserer elementaren Funktionen, die
in einem zu betrachtenden Intervalle, von z bis 2, == = + &, die
Grenzen eingeschlossen, samt ihren ersten # Ableitungen f” (z), /" (#)y ..+,
™ (x) eindeutig und stetig ist.

Man setze im Anschluf an (5), S. 60:

7n-1
(1) Rum= @+ 1) — @) —"@) 17— 1"@) gy =+ —1 ") o

Um die Bedeutung von R, kennen zu lernen, falls f(x) nicht eine
ganze Funktion eines Grades <X » ist, tragen wir fiir & seinen Wert
h =, — x ein und fassen R, bei festgchaltenem Werte von x, als
Funktion von x auf:

Ro=9 @) =/@)—/@—f @2~

@=L ey (_.___.__xl ),._1.
1@ Bgr ™ — =100 Sy
Da @ () und ¢'(z) im Intervall von z bis z, emdeutlg und stetig
sind, so finden wir aus dem Mittelwertsatze (5), S. 59, wenn wir
a =z, b = x, setzen:

z
9 (@) — @) = wjﬁig—)m——lq’ (24 9 (@ —a)).
Aus Gleichung (2) folgt ¢ (z;) = 0; demnach gilt weiter:
Dy ==
3 .. .90k = _m o (x+ﬁ (@ —2)).

Hier ist m als ganze Zahl > 0 willkiirlich wihlbar; & bedeufet
eine von m, x, x; abhdngige und selbstverstindlich durch die vorliegende
Funktion f(x) bedingte Zahl des Intervalls 0 << & < 1.

Die in (3) rechts auftretende Ableitung ¢’ berechnet man aus (2)
und findet, daf sich bei der Differentiation der rechten Seite von (2)
alle Glieder bis auf eines fortheben:

' —_— e f(n (xl __x)n—l'
9 (2) = f“(x)——————(n_l),

Setzen wir hier statt des Argumentes z den im Inneren des Inter-

valls von & bis », gelegenen Wert z 4 & (x; — ) ein, so folgt:

9 (249 @ —2)

= —f™ /x + 9 (2, — a;)) (& — x)'(;;l_(i)'!_' g1 .
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Die Gleichung (3) rechnet sich darauf um in:

e

Nach der so durchgefithrten Bestimmung von R, =— ¢ (z) seotze
man wieder h fir #; — . Aus (1) entspringt dann der

Taylorsche Lehrsatz: Ist f(x) mit den n ersten Ablsitungen
f'@),..., f®() im Intervall von x bis (x-+h), die Grenzen ein-
geschlossen, eindeutig und stetig, so gilt die Gleichung:

PPN ) N o
fe+n=r@+r (x)—,+f @5+

(J‘) e« o o
(n—1)
+ 100 () ( 1), + Ru.
Fiir das sogenannte ,Restglied“ R, gili die Darstellung:
hn (1 —_— ,3-)1; —m
— fm) PRI S A— 1
®B) « .Ba=f"(x+9h) =D 0<<9 <1

wo m als ganze Zahl > 0 willkiirlich wihlbar ist und S cine von
m, n, x, h und der Funktion [ abhingige, allgemein nicht niher bestimm-
bare Zahl des Intervalls 0 < & < 1 ist.

Besonders wichtig. sind die fiir m = » und fiir m = 1 eintreten-

den Gestalten des Restgliedes R,. Die zugehérigen Werte & mégen &,
und &, lauten:

O . . R,,:f‘”)(x-{—ﬁlh)’;—';, 0< 8 <1,

B (1 — Fy)n—1
(m—1)

Die erste Gestalt von R, wird nach Lagrange, die zweite nach
Cauchy benannt.

Die Gestalt (I) liefert im-Falle einer ganzen rationalen Funktion f(z)
die Gleichung (5), S. 60, da die n'* Ableitung einer solchen Funktion /()
konstant ist und also f® (x 4 &, h) mit ™ (z) gleich ist.

I . . Ri=f"™@x4+ 9,5 0<< & <L

8. Der Mac Laurinsche Lehrsatz.

Man trage in (4), Nr. 7, £ = 0 eig und setze hernach fiir h
wieder . Der hierbei eintretende Spezialfall des Taylorschen Lehr-
satzes heilt der

Mac Laurinsche Lehrsatz: Ist die Funktion f(x) mit den n
ersten Ableitungen f'(x), " (x), ..., f™ (x) im Intervall von O bis z, die
Grenzen eingeschlossen, eindeutig und stetig, so gilt:
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[ro=ro+rof+roft-

®
] + 100 s 4 R

Fir das ,Restglied® R, merken wir insbesondere die beiden aus (I)
und (11), Nr.7, entspringenden Gestalten an:

M .. Re= @0, <<y,

n ___,ﬁ ne—1
an .. R, =f‘"’(32’)£”%7_’1%_' 0< 9 <L

9. Die Reihen von Taylor und Mac Laurin.

Die Funktion f(x) sei mit ihren simtlichen Ableitungen im Inter-
vall von z bis (z -+ &) eindeutig und stetig. Im Anscblul an (4),
Nr.7, bilde man die unendliche Reihe:

M) . @I DL @+ @

welche man als die ,Taylorsche Reihe“ der Funktion f(z) bezeichnet.

Es soll’ untersucht werden, ob diese Reihe konvergiert, und ob im
Falle der Konvergenz der Summenwert derselben f(x -+ h) ist.

Zu diesem Zwecke bilde man nach der Erklirung S. 53 (unten)
die Summe S, der n ersten Glieder von (1) und hat zu fordern, daf
die Werte S, fir lém. » = o der endlichen und eindeutig bestimmten
Grenze S == f(x + h) zustreben.

Aus (4), Nr. 7, ergibt sich aber S — S, = R,. Die gestellte Frage

ist also stets und nur dann zu bejahen, wenn lim. R, = O zutrifft.
n=—=xo

Lehrsatz: Ist die Funktion f(x) mit ihren similichen Ableitungen
im Intervall von = bis (x + h), die Grenzen eingeschlossen, eindeutig
und stetig, und erfillt das in Nr. 7 dargestellte Restglied R, fir die
vorliegenden Werte z und h die Bedingung lim. R, = 0, so ist die auf
der rechten Seite von: n=o

! | h " n? " h8
@ e+ =(@+ @5+ @5+ M"@g5+

stehende Taylorsche Reihe konvergent und hat den links stehenden
Summenwert f(x + h).
Der Spezialfall Nr. 8 liefert den besonderen

Lehrsatz: Ist die Funktion f(x) mit ihren sdmtlichen Ableitungen
im Intervall von O bis z, die Grenzen eingeschlossen, eindeutig und stetig
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und erfullt das in Nr.8 dargestellte Restglied R, fiir den vorliegenden
Wert « die Bedingung lim. R, = 0, so ist die rechter Hand in:

, z oy 22 oy 2
@ . - f@D=1O+F O+ OG5+ MO+

stehende ,Mac Laurinsche Reihe* Fkonvergent. und hat f (x) zum
Summenwerte.

In (3) ist der allgemeine Ansatz der Potenzreihenentwickelung
der Funktionen gewonnen (vgl. Nr. 4, S. 57).

Benutzt man die Summe S, der » ersten Glieder der Reihe (3) als
» Niherungswert“ fir f(x), so ist der absolute Betrag | f(z) — Sx| der
Differenz zwischen dem genauen Werte f(x) und dem Niherungswerte
S, nicht groBer als der grofte absolute Betrag, den der in (I) bzw. (1),
Nr. 8, rechts stehende Ausdruck annimmt, wenn & das ganze Intervall
von O bis 1 durchlauft. Das Restglied R, gestattet uns hiernach die
Angabe einer Fehlergrenze, falls wir S, als Naherungswert der Funk-
tion f(x) benutzen wollen.

10. Reihenentwickelung der Exponentialfunktion.

Ist f(x) die natiirliche Exponentialfunktion €7, so ist auch ™ () = ¢>.
Diese Exponentialfunktion ist mit ihren sémtlichen Ableitungen fir alle
endlichen Werte z eindeutig und stetig.

Die Konvergenzbedingung lim. R, = 0 werde fiir einen beliebigen,

n=—aw
aber fest gewihlten positiven oder negativen Wert x untersucht. Man
setze zu diesem Zwecke n — I+ m, indem man unter ! eine feste,
der Bedingung ! >> |#| geniigende ganze Zahl versteht, wihrend fir
die ganze Zahl m die Vorschrift lim. m — o gelte.
Die Gestalt I, S. 63, des Restgliedes liefert:
edz . gl+m (ea')x ,xl> z z z

T+ m)! TR S R S B QU
]

Bei dem rechts in Klammern stehenden Faktor ist % nach Aus-

(1) R.

wahl von « und 1 fest bestimmt und endlich; ferner gilt ¢¥* < 1 oder

< €% je nachdem z <X O oder # > 0 ist. Die Faktoren li 1

.. sind sémtlich absolut < 1 und nihern sich mehr und mehr

_z
142"
der Grenze 0. Also ist lim. R, — O.

n— o

Formel (3), Nr. 9, liefert somit den

Lehrsatz: Die natirliche Exponentialfunktion e* 1Bt sich in die
fir alle endlichen Werte von x konvergente Potenzreihe entwickeln :

z z2? 3 x4
2) ... = — 4 —
@ ¢ l+1_}‘1-2_}_1-2-3_1—1-2-3-4—‘_
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Fir £ = 1 entspringt als unendliche Reihe fir die Zahl e:

1,1 1 1
=ttt tes tresat

Da a® = e=' ¢ ist, so folgt aus (2) als Potenzreihe fiir a®:

+(w-13n!a)3 PPN

(3)

Y

z-lma  (z-lma)?

4 ... =1+ 1 + o1

11. Reihenentwickelungen der Funktionen sinz und cosz.

Die Funktionen sinz und cosz sind mit ihren sémtlichen Ab-
leitungen fiir alle endlichen Werte  eindeutig und stetig.
Fir das Restglied schreiben wir genau nach der in Nr. 10 be-
folgten Uberlegung:
(a2 £ e s
" i >z+1’z+2 T+ m

Da |f®™ (#x)| < 1 ist, so ergibt sich lim. R, = 0, wie in Nr.10.
l‘:w

Aus (3), S. 64, entspringt somit der
Lehrsatz: Die Funktionen sinx und cosz lassen sich in die fir
alle endlichen Werte x konvergenten Potenereihen entwickeln:

. z3- b 27 x?
aQ ... .. sma;_a:——-l—a—

cee

3! [T
¢ %2 xt 28 28
@ .. esr=1—t p— g

12. Reihenentwickelungen der Funktionen &inz und Eofz.

Aus Nr. 10 ergibt sich:

x x? x8 b
T — ] — — —_—
¢ 1+1-2 1-2-3+1-2'-3-4

als die fir alle endlichen Werte # konvergente Reihendarstellung der
Funktion e=%.
Gehen wir auf die in den beiden ersten Gleichungen (1), S. 28,

gegabene Erklirung der Funktionen &inz und ofz zuriick, so ergibt
sich der

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen Sinx und Cofx lassen
sich in die fir alle endlichen” Werte x konvergenten Potenzreihen ent-
wickeln :

. 8 5 T x9
a . ... .@tnx=x+%+%+%+-9—!+...

x?2  xt x® a8

Frioko, Leitfaden. 5
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Die Analogie dieser Entwickelungen zu denen von sinz und cosz
ist unmittelbar ersichtlich.

13. Reihenentwickelung der Funktion In (1 1+ z).

Die Funktion f(x) = In (1 4 ) ist nach S. 6 fiir alle endlichen,
der Ungleichung # >> — 1 geniigenden Werte des Argumentes z ein-
deutig und stetig. Dasselbe gilt von den Ableitungen:

e L @)= —, ) =
(1) xr) — l—l-w’ — (1 +x)2’ (1+x)3) coe
— 1)!
o @) = (—1pr B2

‘Wihlt man demnach ein endliches z >> — 1, so ist f(z) im Inter-
vall von O bis # mit allen Ableitungen eindeutig und stetig.

Fir das Restglied R, findet man nach S. 63 im vorliegenden Falle
der Funktion In (1 4 z):

_(_1)n—1< 2 n
a ...... R, = p 1.+8la;>’
_(—rF A\~ z
M. ..... R 1+~?2w> T
Ist 0 <<a <1, s0ist auch 0 << o << 14 &z, sowie
0<1+& <1;

also folgt aus (I) offenbar hm R, = 0.

Ist —1 << 2 <TO0, so 1st0<—x<1 und 2 < —2% Es
gilt demnach auch:
0 —2(—9) << —z—=2Y
0< —2+90 <—a(l+ 9,2,

—z+ Dz
0<T¥s, < 7<"
Jetzt ergibt sich sonach lim. R, = 0 aus Formel (II),
n=—aow

Lehrsatz: Die Funktion In (14 x) 6Bt sick in dem Intervall
—1<z<<+11in die kom;ergente DPotenzreihe entwickeln :

z?
@ . .... ln(l—l—w)-—-———-l——-——-l—
DaB die Reiho (2) fiir |#| > 1 nicht konvergent ist, folgt aus der
fiir diese Reihe geltenden Gleichung:
Un +1 — . n .
o ° n41
Dieser Quotient nahert sich namlich fiir lim. % = o der Grenze — # und
ist somit fiir jedes spezielle # mit || > 1 von einem bestimmten »
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an absolut >> 1; die notwendige Konvergenzbedingung lim. u, =
ist demnach nicht erfillt.- n=o

Zusatz: Fir die Konvergenzgrense x — — 1 ist’ die Reihe (2)
divergent (vgl. 8. 54); fir © = -+ 1 ist sie konvergent und liefert:

1,1 1
B - 2= b — e

Diese Konvergenz ergibt sich aus den beiden Schreibarten:

(=D G-D+E-D+ -

N

der Reihe (3). Die erste zeigt nimlich, daB die Reihe entweder kon-
vergent ist, oder daB ¥m. S, = o ist (Lehrsatz III, S. 55); die zweite

n=—o0
zeigt, daB fir n >> 1 die Summe S, < 1 bleibt.
14. Formeln zur Berechnung der Logarithmen.

Ist x > — 1, so gilt:
x 2
n(l+2) = T3 4o (— 13
(="t ( z )"
+ n 14 U2
Man setze z = —l:\l?, unter N eine ganze Zahl >> 0 verstanden.
Es ergibt sich:

n—1

n—1

[tnvs 1) = 11;N+1iv-—§%_2+...

(_ ]_)n—% (_ l)n—-l 1 n
+(n—1)N”—1+ n <N+a>'

Vermdge dieser Formel kann man nach und nach die natirlichen
Logarithmen der gangen positiven Zahlen berechnen, indem man von
In 1 = 0 ausgeht.

LiBt man in (1) das letzte Glied rechts fort, so ist der gewonuene
»Naherungswert“ von In (V-4 1) zu klein oder zu gro8, je nachdem n
ungerade oder gerade ist; der gemachte Fehler ist absolut kleiner als
der reziproke Wert von n-N™

Eine andere Formel, welche demselben Zwecke wie (1) dient, er-
wihnen wir nur beildufig und ohne Berechnung des Restgliedes:

Liegt & zwischen — 1 und + 1, so gilt dasselbe von — z, und
also ist:

M

r 22 x8
l'n(l——w)=—-f—§—§'-—z’—'"‘

H*
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Durch Subtraktion dieser Formel von (2), S. 66 folgt:
1+ r  x3 X a7
P— 2 pain —_— —_— —_ cee le
@ .o = G5+ )

X

Setzt man hier z — , 80 ergibt sich:

1
2N+ 1

I(N+1)= lnN+2(2N1+1 +3(2l\:+ 1)3+ )

Betreffs des Uberganges von den natiirlichen Logarithmen zu den
Logarithmen eines anderen Systems sehe man 8. 22 den Lehrsatz am
Schlusse von Nr. 7.

15. Die Binomialreihe.

Man setze f(2) = (1 3} Z)™, wo m einen positiven oder negativen
rationalen Bruch m == #/,, die ganzen Zablen (fiir ¢ = 1) eingeschlossen,
bedeutet:

. P q
@....f@=>0+2)"=~0+20?=7V(1+2)

Es soll 2 > —1 und also 1 4+ 2z > 0 sejn; die ¢*® Wurzel soll
alsdann so ausgezogen werden, dal f(z) reell und positiv wird. Die
derart fiir # > — 1 definierte Funktion ist mit ihren sdmtlichen
Ableitungen:

@). . .M@) =m@m—1)...(m —n 4 1) (1 4 a)yn—"

fir alle endlichen z >> — 1 eindeutig und stetig.
Fir diese Funktion folgt aus (2):

mm—1) (m—2) .- (n—n+1) ’m)
1-2:3 ..+ n "(n !

1
@ )=
wo rechts die in (2), S. 32 (oben), zur Bezeichnung des n'® Binomial-

koeffizienten der mi'" Potenz eingefithrte Abkiirzung (ﬁ) fur

m(m—1) <« (m—n-+1)
1:2 ... 9

auch im Falle einer gebrochenen Zahl m gebraucht ist.
Fir das in Nr. 8, S. 63, allgemein dargestellte Restglied finden
wir bel der in Rede stehenden Funktion:

o ....R = (m) (1 + 8, zym—ngn,

n

@ Be=a () A B e (1 — gy
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Diesen Gleichungen geben wir die Gestalten:

™ ... R,,_—_[”%”.("‘—z"l)x,“(m—r:f 1)x]<1 +lalw>"_m

R, = [(’M—— 1e)x.(m—2)m“ (m—n+ l)x]

(=) . . . ! 2 n—1
cmz(l 4 Syx)m—1. (_Lﬁ)n—l.
? d+
Fir 0 < # < 1 benutze man (I?). Hier ist 1 + &, 2 > 1, und
also ist der letzte Faktor in (I2) rechts fiir » > m kleiner als 1. In

der groSen Klammer von (I*) treten mit wachsenden #» mebr und

mehr Faktoren hinzu, die sich fiir lim. n — o« der Grenze —z
nahern; welche absolut < 1 ist. Dieserbalb ergibt sich lim. R, = 0
fir 0 <<z <1 aus (I#). n=e

Fir 0 << — 2 << 1 folgt — ¥,z << ¥, und — &, << 2. Man

hat somit auch:
01—8,<<1+ B2,
1—1a,
CSTFRL S

go daB der letzte Faktor in (II*) rechts kleiner als 1 ist. Fiir den
Betrag von mz (1 + 932)" ! kann man bei gegebenen x und m den
verschiedenen méglichen Werten &, entsprechend leicht eine endliche
obere Grenze angeben. Endlich strebt das Produkt in der grofen
Klammer fiir lim. n== o der Grenze 0 zu, was man wie in der soeben
an (I*) angeschlossenen Diskussion einsieht. Auch fir 0 <<—a <1
gilt somit lim. R, = O.

n=—w
Lehrsatz: Ist m ein positiver oder negativer rationaler Bruch (die
ganzen Zahlen eingeschlossen) und liegt z im Intervall — 1 < x <+ 1,
so gestattet die oben erklirte Funktion (1 4 z)™ die konvergente Ent-
wickelung :

@. .. (Q+am= 1+<’f)w+(’g>xa+<fg>;a+...;

diese Reihe wird die ., Binomialreihe® genannt.

Ist m eine positive ganze Zahl, so bricht die Reihe (4) beim Gliede
mit 2™ ab, und es erscheint in (4) der binomische Lehrsate wieder.
(vgl. S. 32).

Ist m eine negative ganze Zahl oder ein eigentlicher Bruch, so
divergiert die Reihe (4) fir || > 1. Man schlieft dies aus:

7.2::%1’_1 = |o|>1

mittels der schon in Nr.13, S. 66 (unten), ausgefiihrten Uberlegung

= lim.
k=ow

xr
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186, Methode der unbestimmten Koeffizienten.

Die Funktion f(x) moge im Intervall —g <z < 4 g in die
daselbst konvergente Potenzreihe:

M. . ... f(:c)=ao‘+a1x+a,xﬁ+a3x3+---

entwickelbar sein.
Nach dem letzten Lehrsatze in Nr. 4, S. 58, hat man alsdann:

f’(x) = a; + 2a,0+ 3agax? 4+ 4a,x8 4 .-,
(2) f"(w) =2-1-a,+3-2a;2+4-3a,22+ -,

ooooooooooo

wobei die hier rechts auftretenden Reihen sémtlich wieder das Kon-
vergenzintervall — g <l & < 4 g besitzen.
Nimmt man in diesen Gleichungen z =— 0, so folgt:

Lehrsatz: Die Reihe (1) ist die Mac Laurinsche Reihe der
Funktion f(x), so dal auber dieser Reihe keine andere Potenzreihe der
Gestalt (1) fir f(x) existiert.

Ist die Berechnung der ay, @, ay, ... auf Grund der Regel (3)
schwierig, so ist gelegentlich folgende Operationsweise erfolgreich:
Man setet die Potenzreihe von f(x) mit ,unbestimmien Koeffizienten®,
d. 1. in der Form (1), an und sucht die Koeffizienten a,, ay, @, ...
daraus eu bestimmen, dall der Ausdruck auf der rechten Seite von (1)
die Eigenschaften der Fumktion f(x) besitzen mulb.

Zur Erliuterung dieser ,Methode der unbestimmten Koeffizienten®
dieno erstlich die Funktion f(z) = arctgz, wobei der ,Hauptwert®
dieser Funktion gemeint ist.

Aus letzterer Festsetzung folgt ay =— 0; denn der Hauptwert
arctg (0) ist = 0 (vgl. S. 10).

Weiter benutze man [’ (#) = (1 + 2?)~? und ziehe aus Nr. 15:

@. .1 e =Q+2y'=1—2>4+ 2t —a8 4+ 2% —-..

als eine im Intervall — 1 < # < 4+ 1 konvergente Entwickelung.
Der Vergleich von (4) mit der ersten Gleichung (2) liefert:
a1=l, 2a2=0, 3“3:——"‘1, 4a4=0, 5a5~_'——1...

Lehrsatz: Der Hauptwert der Funkiion arcigz gestattet dic im
Intervall — 1 < x < 4 1 konvergente Reihenentwickelung:
28 23 x7 29

B). ... arctgx::x—g-l-—g—-?-}g_...
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Auch an der Konvergenzgrenze x — 1 bleibt die Konvergenz

bestehen 1); und da der Hauptwert arctg 1l =— 7/, ist, so ergibt sich:
n

1 1 1 1 1
ki U U T

Diese Reihe trigt den Namen der ,Leibnizschen Reihe“.
Fir den Hauptwert f(z) = arc sina: ist gleichfalls ay, = 0.

Andererseits bat man f'(z) = (1—:»2) , 80 daB man aus Nr. 15:

1 3 5
© . M@ =14 5a b st b 2T
als eine im Intervall — 1 < z < + 1 konvergente Entwickelung
entnimmt,
Der Vergleich von (6) mit der ersten Gleichung (2) liefert die
Werte von a;, a3 ... und damit den

Lehrsatz: Der Hauptweﬂ der Funktion arcsinz gestattet die im
Intervall — 1 << 2 < 1 konvergente Reihenentwickelung :
1 3 x 1 3 5 &
.. —pt . D B AP
) arcsing = x-|—2 3+ ~ 2°2'% 7+
Fir ¢ = 1/, ergibt sich hxeraus:

b4 1 1 1 1 3 1 1 35 1
sty smTeerste e e Tt

17. Unbedingt und bedingt konvergente Reihen.

Die folgende Entwickelung wird hier nur beiliufig gegeben und
kommt weiterhin nicht zur Verwendung; sie bezieht sich auf Reihen,
welche sowohl positive als auch negative Glieder in unendlicher Anzahl
aufweisen.

Erkléarung: Eine konvergente Reihe uy -+ u, + uy + - -+ der eben
genannten Art heilit stets und nur dann ,absolut konvergent“, wenn die
gugehorige Reihe der absoluten Betrdge:

L T Y I s DA S K 7Y I e
konvergent ist.

Absolut konvergent ist die Reihe 1 —1/, + 1/, — 1/; +- 1/, o —
Die konvergente Reihe 1—1/y3 41/ — 1/, 4 /5 — ... ist hingegen
nicht absolut konvergent (s. S. 54).

Geht die Reihe uy -+ u; + g3 + -++ durch eine beliebige ,Neu-
anordnung® der Glieder in wy + u; + up + .-+ iiber, so wird jedes
Glied %; der ersten Reihe sich als ein Glied w; der .zweiten auffinden
lagsen und umgekehrt.

!) Siehe-die an (3), 8. 67 angeschlossene Betrachtung.
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Lehrsatz: Eine absolut konvergente Reihe des Summenwertes S
behdlt auch nach einer belicbigen Neuamordnung der Glieder denselben
Summenwert S; sie wird deshalb als eine ,unbedingt konvergente“ Reihe
bezeichnet.

Zum. Beweise streiche man aus (1) alle die Glieder, welche nega-
tiven Gliedern u, der vorgelegten Reihe %, + %, + --- entsprechen,
und moge 80 ¥y + v -+ vy 4 -+ als Bestandteil von (1) erhalten.
Durch Streichung aller den positiven Gliedern u, zugehorigen Glieder
in (1) folge wy 4+ w; + w, 4 --- als Bestandteil von (1).

Unter den # ersten Gliedern wy, t;, ..., %n_; seien I’ positive und
m negative enthalten. Setzt man alsdann:

Si=vt+v+-to_y Sa=w+w+ -+ wn_y
lim. Sy = 8, tim. 8y = 8",
l=w m=cw
so sind die S’, S” endliche und eindeutig bestimmte Zahlen (vgl. Lehr-
satz IV, 8. 55), und es gelten die Gleichungen:
@ oo S=8—8, S=8-78"
Da man mit lim. » = . auch lim. | = o und lim. = o hat,

so kann man nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl 0 > 0 den
Index » so groB wihlen, daB die Ungleichungen gelten:
B ....0<8—=8<9 08" —8, <o

Fiir die Neuanordnung -y + %; - 42 + --- definieren wir ent-
sprechende Reihen-vg + v, + v2 + ++» und wy 4+ w; + w) + .-+ und
benutzen fiir die Summen von Anfangsgliedern das Zeichen & an Stelle
von S. Kommen somit unter den %' ersten Gliedern der umgeordneten
Reihe 7 positive und m' negative vor, so ist 2, = X — ..

Nun withle man n’' so gro8, daf alle Glieder von S, sich auch in
Z, finden. Dann ist auch Zy = S/ und Xy = S,: und da iberdies
2 < 8, Z << 8" gilt (vgl. den Beweis zum Lehrsatz III, S. 55),
so folgt vermége (3):

@ ....0<8=2<0 0<8"—2, <.

Durch Subtraktion folgt weiter:

— 0 (8 =8 —(Zh—Z3) < 9,
—0 < S — Zn’ < 6’
so daf lim. X, — S ist, wie bewiesen werden sollte:

Lehrsatz: Eine konvergente, jedoch micht absolut konvergente
Reihe Lilit sich in eine solche Neuanordnung bringen, -dab der Summen-
wert eine beliebig gewdhite positive oder negative Zahl S ist; eine solche
Reihe heibt dieserhalb ,bedingt konvergent®.

In diesem Falle sind die beiden wie oben zu erklirenden Reihen
% + v 4 - und w, + w; 4 ... divergent; denn wiren sie beide
konvergent, so wire auch die Reihe (1) konvergent; wire aber eine
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von ibnen konvergent, die andere divergent, so kénnte S, = S/ — S,
fiir lim. n =— o nicht endlich sein.

Es sei nun etwa die willkiirlich gewahlte Zahl S > 0. Man
summiere dann erstlich so viele Glieder der divergenten Reihe

2)0 +Q)l+--', daB:
v+ o+ ety > 8

ist, wihrend die um v, verminderte linke Seite dieser Ungleichung
noch nicht > S ist. Demniichst reihe man die ersten negativen. Glieder
— Wy, — Wy, ... an und bestimme den Index m,; so, daB:

v0+vl +"'+vﬂ1-w0_wl'—;“—w7"1 < S
ist, wilhrend das von seinem letzten Gliede — 1wy, befreite links stehende
Aggregat noch nicht < S ist.
Jotzt folgt die Anreibung von o, 41, ¥n 49 ... VUn, und zwar

so, daf:
B) e vyt vy —wy — e — Wi+ Vnpr e F Ong

aber noch nicht die um ihr letztes Glied v,, verminderte Summe (5),
den Betrag S iibertrifft. FEin solcher endlicher Index n, lift sich auf-
finden, da die Reihe vy 4~ v, -+ -+ auch nach Fortnahme der (n, + 1)
ersten, Glieder divergent bleibt (Lehrsatz II,-S. 55). '

In derselben Weise fahre man fort und wird so nach und nach
alle Glieder der urspriinglich vorgelegten Reihe unterbringen.

Bei diesem Prozesse ist die Differenz zwischen S und einer gerade
hergestellten endlichen Summe absolut nie grofer als der Betrag des

letzten Gliedes jener Summe. Da aber wegen der Konvergenz der Reihe
o + u, + -+ nach Lehrsatz I, S.54, die Gleichung lim. |u,| =0 gxlt

so haben die fraglichen Summen bei unbegrenat wa::hsender Glieder-
zabl in der Tat die Zahl S als Grenzwert.

Viertes Kapitel

Bestimmung der unter den Gestalten 3, 2, ... sich dar-
bietenden Funktionswerte.

1. Die unbestimmte Gestalt 3

P (x)
¥ (@)
und werden fiir den endlichen Wert @ = a Zdhler und Nenner zu
gleicher Zeit gleich 0, @ (a) = 0, ¥ (a) = 0, so bietet sich f(a) in der
Gestalt § dar, mit welcher man zuniichst keinen bestimmten Sinn oder
Zahlenwert verkniipfen kann.

Ist eine elementare Funktion in der Gestalt f(x) = gegeben,
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Um gleichwohl von einem Funktionswerte f(«) sprechen zu kénnen,
gibt man folgende

Erkliarung: Als ,wahren Wert“ f(a) der Funktion f(x) fir
x = a bezeichnet man den Grenzwert:

I . . ... fla) = Lim. f(z) = lim. %)’

sofern ein solcher Grenzwert uberhaupt existiert.

Sind @ (z) und ¥ (z) in der ,Umgebung“ von & = @ stetig, und-
gilt dasselbe von ¢'(x) und 9'(z), so dient der Mittelwertsatz (4),
S.59, zur Bestimmung von f(a).

Um diesen Satz anwenden zu konnen, wihle man die Stelle 2 in
der Umgebung von a so aus, dab ¢’ im ,Inneren* des Intervalls von
a bis x nicht verschwindet). Da @ (a) = 0 und ¥ (a) = 0 gilt, so0
folgt aus (4), S. 59, falls man die Intervallgrenze b durch das eben
gedachte x ersetzt:

9@ __ 9'(x) —
@) - - - - Y® T @) 2z, =a+ % @—a)

Fir lim. # = a wird auch lim. 2; = a; und also folgt der

Lehrsatz: Ndhern sich die Funktionen @ (x) und ¥ (z) fir
lim. x = a zugleich der Grenze 0, so gilt die Gleichung:

(P @)\ __ @' (2)
(3) ....... ii;ﬂ/‘; m (1/)’ (w)>

Sollten auch @'(z) und. ¥'(x) fir x = a zugleich verschwinden,
so haben wir die bisher iber ¢'(z) und ¥'(z) gemachten Voraus-
setzungen auf @' (z) und ¥" (z) auszudehnen. Durch die erneute An-
wendung der Regel (3) werden wir alsdann:

P (%) 9’ (w)>
I = lim.
® 2w T 2\
finden und nétigenfalls die gleiche SchluBweise noch &fter wieder-
holen.

Lehrsatz. Werden Zihler und Nenner, @ (z) und - (z), von
f(x) samt ihren (n— 1) ersten Ableitungen sugleich zu 0, falls 2 = a
wird, wilrend @™ (a) und P™ (a) wenigstens nicht beide gleich 0 sind,
so gilt die Gleichung:

B) . ... (@) = lim.

a=a

(93_@) ® (@
V(@) v (@)

') Dies hat, falls nicht ¥/ in der Umgebung von a konstant gleich 0
ist, bei den im Texte giiltigen Voraussetzungen keine Schwierigkeit.
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Beispiele sind:

zim. (””’”) = lim. (ﬁf) =1,
=0 z z=0 1

(T i
lim. ( - ) = lim. -—i—— = 2,
z=0 \ SNZ z=0 cosx

deren erstes die Formel (1), S. 23, bestitigt.

2. Die unbestimmte Gestalt 2

Erklérung: Hat die Funktion f(x) dieselbe Gestalt wie in
Nr. 1, und werden Zihler und Nenner von f(z) fir x = a beide un-
endlich groB, @ (a) = ©, ¥(a) = ®, so versteht man unter dem
awahren Werte“ f(a) der Funktion f(z) fir das Argument x = a die
Grenze lim. f (), sofern eine solche existiert:
r=a

1w = im0 = i (55)

Das Unendlichwerden der Funktionen ¢ (x) und ¢ (#) fir x = a
soll dabei ein solches sein, daB die Funktionen :

1 1
1) . « ¢« ¢« o . r) =— ——, V(@) =
1) P () @ (=) @
sich stetig der Grenze 0 anniihern, falls sich z stetig dem Werte a
nihert.
Die in (1) eingefithrten Funktionen liefern :

TY@ T @

Da die letzte Form der Funktion f(#) fiir £ = a die unbestimmte
Gestalt g annimmt, so kommen wir auf den in Nr. 1 behandelten Fall
zuriick,. Man findet:

(¥ (@) ¥1 () (99 (®)\2 Y (w)>

li = lim. (2 = 1 lim. (2,

zl_}'z’éa P1 (x) :c"=na @1 () a:ifla Y () :Za @' (x)

. ) . 1P Y (@),
3. .... Um =[1. ]-l.
Ist h’m. f(x) von O verschieden und endlich, so folgt aus (3):
z , z
© - e = tin (520 = om (35
Ist lim. f (a:) = 0, so darf man Formel (4) auf die Funktion:
Y@+ 9@ _ 1@
Y (2) ¥ (2)

@B .. ig@=1+f@=
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anwenden und findet auf diese Weise:

) . . . 1 linf @) = lim. ﬁé; 14 lim. —i%
so dafl die Formel (4) beftehen bleibt.

Auch fir lim. f(x) = o ist Formel (4) richtig, wie man durch
x=a
Vermittelung der Funktion h(x) = 1:f (&), fiir welche Formel (4) be-
wiesen ist, zeigt.
Auf dieselbe Art, wie in Nr. 1, ergibt sich nunmehr der

Lehrsatz: Werden Zihler und Nenmer, @ (z) und ¥ (x), von
f(x) samt ihren (n— 1) ersten Ableitungen zugleich unendlich groB,
falls x = a wird, wihrend @™ (a) und Y™ (a) wenigsiens nicht beide w
sind, so gilt die Gleichung :

— g (2@ _ 7@
@ TO=0 W) T W

3. Beriicksichtigung des Wertes £ — .
Tritt an Stelle des endlichen Wertes £ — a der Wert £ — o, und
9 (2)

erscheint f(z) = v @ fiir diesen Wert unter einer der unbestimmten

Gestalten § oder &, so zeigt sich, dal fiir die Bestimmung des wahren

Wertes lim. f(x) die in Nr. 1 bzw. 2 gewonnenen Regeln erhalten bleiben.
2=+
Setzt man niémlich y = &~!, so wird fir lim.z = + ® die
Variabele y als positive GroBe gegen die Grenze 0 abnehmen.

Man schreibe demnach:

W .90 =0(3) =m0 v@=v(;)=00

und untersuche ¢, (y) : ¥, (y) fur lim. y = 0.
Die bisherige Entwickelung ergibt daraufhin fiir lim. f (x):

a:._.+oo

2...zm<ﬁ9§ tim, (WY — 3 ( @>

@) TV ) S\

wie man durch Division der ersten der beiden Gleichungen:
PLy) = —x29' (), ¥i@y) = —2Y (@

durch die zweite zeigt.
Der letzte in (2) gegebene Ausdruck fir lim. f(x) liefert den

1=+ ©
Lehrsatz: Nimmt f(x) fir x = -+ o die unbestimmte Gestalt 3
oder 2 an, so bleiben fir die Bestimmung des ,wahren Wertes*
f(+ ©) = lim. f(z) die in Nr. 1 und 2 fir endliches a gewonnenen
z=+®

Regeln erhalten.
Diesen Satz wird man auf den Fall lim.2— — o sofort iibertragen
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4. Die unbestimmten Gestalten 0-o, o — ®, 0° o 1%+

Erkléirung: Nimmt die Funktion f(x) fir x = a eine der fol-
genden fimf unbestimmien Gestaltern 0., ©— o, 0% ©° 1° an, S0
erklirt man als ,wahren Wert“ f(a) der Funktion f(x) fir x = a stets

wieder den Grenzwert hm [ (%), sofern ein solcher existiert.
=a

Die Berechnung . dleses wahren Wertes f(a) der Funktion gelingt
in allen finf Fallen durch Zuriickfithrung auf eine der in Nr. 1 und 2
behandelten Gestalten.

I Ist f(z) = @ (2) - ¥ (x), und wird der erste Faktor fir x — a
gleich 0, der zweite gleich «, so setze man entweder:

1 1
1. . ... ( = — d L) — ——————
@ - YO =5 o PO 5
Hieraus entspringt fiir f(z) entweder die Gestalt:
P (@) Y@ .
2) ... ... z) = —= od z
@ f@) =5 ol @)=
Fir x = a tritt dann entsprechend entweder § oder 3 ein.

IL Ist f(z) = @ () — ¥ (z), und werden Mmuend und Sub-
trahend fiir £ = a gleichzeitig unendlich, so benutze man die in (1)
erklirten Funktionen' @, (z), ¥, (*) und schreibe daraufhin:

1 1 —_ 11’1(‘”)—";"1(5”).
@ @ @, (z) ¥, (2)
In dieser Form erscheint f(2) fiir # = a in der Gestalt 2
III. Nimmt die Funktion f(z) = [ (%)@ fiir £ = « eine der
Gestalten 0% 9 1% an, so setze man:
(“) .. mo@=09,@), Inf@)="F@, fl@=e.
Die so definierte Funktion:

B) .. .. F)=1Inf@&) = ¢ @) ¢, ()

erscheint in allen drei Fillen fir £ = a in der Gestalt 0, so dal.
man F (a) und daraufhin f(a) = ¢¥® nach der in I angegebenen
Regel finden kann,

@G . ... fl@=

1
Beispiel. Die Funktion f(z) == (1 4+ #)* nimmt fir x = 0 die
Gestalt 1 an. Hier ist:

(6) . . lim. F(x) = lim. <EZ‘__(};M> = lim. (1 -:—gp) =1,

z=0 a=0 =0

und also ergibt sich f(0) = €@ = ¢! = ¢ in Ubereinstimmung
mit (8), S. 15.
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b. Gebrauch der Potenzreihen. Unendlichwerden von
e und In .
In einigen Fillen macht man mit Vorteil von Pofenszreihen Ge-

brauch, um den wahren Wert einer Funktion an einer solchen Stelle
zu bestimmen, wo sie eine der besprochenen unbestimmten Gestalten

annimmt.
Es soll dies an der Aufgabe erliutert werden, den wahren Wert

der Funktion f(x) = :;—n mit ganzzahligem n = 1 fir + = + o, wo

die Gestalt 2 vorliegt, zu bestimmen.
Nach (2), S. 64 gilt fiir jedes endliche von O verschiedene .
P —n+1 . —n+

wﬂ

(1) « o 8
T [1+n+1+(n+1)(”+2)+...];

denn die a. a. O. aufgestellte Potenzreihe fiir die natiirliche Exponential-
funktion konvergiert fiir jeden endlichen Wert .

Da liir # > 0 in (1) rechts sowohl vor als in der Klammer lauter
positive Glieder stehen, so gilt fiir solche x:

a1+

n+1)

und also findet man:

@) e e e .erf;<;x—”>=oo

als den gesuchten wahren Wert der vorgelegten Funktion bei x = +- .

n+1
Da man lim. ( )— oo hat, so wird x" fir x = o um o
T=—m
stirker unendlich, je groBer der positive Exponent n ist.
Da aber die Gleichung (2) fir jedes positive ganzzahlige n gilt, so

entspringt der

Lehrsatz: Das Unendlichwerden der Exponentialfunktion e fiir
x= - w dst stirker als dasjenige irgend einer Potenz x™ mit endlichem
positiven ganzzahligen Exponenten n. —

Man kann diesen Lehrsatz auch in eine die Funktion Inz betreffende
Gestalt umkleiden. Zu diesem Zwecke rechnen wir die Gleichung (2)

in folgende Form um:
lim. <:c> =20
=0
e”
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und setzen alsdann ¢® = x;, und also # = Ilna,; es folgt bei Fort-
lassung des Index 1:

69 J .um.<-’1'li’>=o.
x==w® x-”—

1
Offenbar wird gﬁ fiir lim. @ = © wum so schwdicher unendlich, je
grofer n gewihlt wird. Gleichwohl besteht der

Lehrsatz: Das Unendlichwerden des Logarithmus In x fir
1

x = © ist schwicher als dasjenige der Polens z*, wie groB man auch
die positive gange Zahl n wdhlen mag.

Setzt man x = % in (3) ein, so wird:
1
1
lfliv =—un"-lnz,
"
und es wird sich #; als positive Gréfe dem Werte 0 nihern, falls
lim.x — -+ © sein soll. Lassen wir den Index 1 wieder fort, so folgt:

1
4. . ..... lm x"-lnx>=0
) z=0
1
als wahrer Wert der Funktion #* -Inx fir =0, wo die unbestimmte
Gestalt 0. vorliegt.
1

Fir ein ohne Ende abnehmendes # wird z" wm so schwdcher oder
langsamer unendlich klein, je gréler die positive ganze Zahl n ist.

Gleichung ' (4) liefert fiir das Verhalten von Inz bei unendlich
klein werdendem # folgenden

Lehrsatz: Das Unendlichwerden von Inx fir « == 0 ist so schwach,

1

dal das Produkt von Inx und der Poteng z™, wie groBl auch die positive
ganee Zahl n gewdhlt sein mag, fir lim. x = 0 die Grenee O hat.




Dritter Abschnitt.

Grundlagen und Anwendungen der
Integralrechnung.

Erstes Kapitel

Begriffe des unbestimmten und des bestimmten Infegrals
nebst geometrischen Anwendungen.,

1. Begriff des unbestimmten Integrals.

Erklirung: Die Fundamentalaufgabe der Integralrechnung lautet:
Gegeben ist die Funktion @ (x); man soll eine solche Funktion f(x)
finden, deren Ableitung f' (x) mit @ (x) identisch ist.

Die Auflésung dieser Aufgabe stellt die zur Differentiation von £ (x)
inverse Operation dar.

Von der gesuchten Funktion f(zx) ist unmittelbar das zu dz
gehorende Differential df(x) = @ (x)-dx gegeben. Man kleidet dem-
nach die genannte Fundamentalaufgabe auch in die

Erklarung: Aus dem in der Gestalt @ (x)dx gegebenen Diffe-
rential d f(z) soll die Funktion f(x) selbst hergestellt werden. Diesen
Ubergang bezeichnet man als ,Integration des Differentials df(x)
= @ (z)dx, und das Ergebnis dieser Operation, d. i. f (x), heibt ,Inte-
gral® des Differentials df(x) = @ (x)dx oder kure ,Integral wvon
@ (x)dx“.

Um durch eine Formel auszudriicken, daB die Integration von
@ (x) dx aut f(x) fibrt, schreibt man:

»

D f(2) =J ¢ (z)dz.

Erklarung: Man hat hiernach das Zeichen j als ,Integral

von® eu lesen; und die Formel (1) bringt nichts anderes eum Aus-
druck, als dalf das Differential df(x) = @ (z)dz oder dic Ableitung

f'(x) = @ (z) sei.
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Weiter unten wird gezeigt, dall es fiir jedes mit einer elementaren
Funktion @ (x) gebildete Differential ¢ (x) dx ein Integral f(x) gibt.

Sollte neben f(x) auch noch g(r) ein Integral von @ (x)dz sein,
8o haben f(x) und g (x) gleiche Ableitungen; und also ist fiir die Funk-
tion F(x) = g (x) — f(«) die Ableitung F’ (x) bestindig gleich 0.

Die Funktion F'(x) hat somit fir alle  den gleichen Wert, sie ist
eine Konstante C (man wende z B. den Mittelwertsatz (5), S. 59, auf
F(x) an). Es muf sich also g(x) in der Gestalt f(x) + C darstellen
lassen.

Nun hat andererseits die Funktion [f () + C] bei willkiirlich ge-
wihltem C dieselbe Ableitung wie f(x); also folgt der

Lehrsatz: Das Integral eines gegebenen Differentials @ (x)d x ist
nur bis auf eine willkirlich wihlbare additive Konstante C . eindeutig
bestimmt, d.h. mit f(x) ist stets auch [f(x) + C] Integral von @ (x)d .

C heilt die ,Integrationskonstante®; bleibt der Wert von C un-
bestimmt, so spricht man von einem ,unbestimmien Integrale“.

2. Unmittelbare Integration einiger Differentiale.

Soll ein gegebenes Differential @ (x) dz integriert werden, so ist
man zunichst darauf angewiesen, in den Formeln der Differential-
rechnung nach einer Funktion f(x) zu suchen, deren abgeleitete
Funktion 7’ (z) = @ (x) ist.

Indem man die einfachsten von S. 21ff. her bekannten Differen-
tialformeln:

if@ = ¢@dz in f(x)=jq>(x)dx,

d. h. in die entsprechenden Integralformeln umschreibt, ergibt sich
folgendes erste Formelsystem:

zm+1
= ¢ < — 1

1) ." mdx m1 (falls m < —1 gilt),

, .
2 ‘—Z—Q = In z, 3) edy = €7,
4) coszdx = sinz, (5) smrdr = — CoS %,

WL { d=z
(6) | stz = tg z, ) | stz = —dga,

" d=z . [ dx
(8) ] m = arcsinz, (9) J i_-l-_av? = arctgx.

Der Kiirze halber sind hier iiberall die Integrationskonstanten C

ausgelassen.

Fricke, Leitfaden. 6
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8. Integration einer Summe und eines Produktes mit einem
konstanten Faktor.

Aus den beiden Formeln:
N . ...df@=Ff(dz und dg) =g @ dz
ergibt sich mittels des ersten Lehrsatzes in Nr. 35, S.20:

@ ... Aff @ +9 @] = [F@) + ¢ @]da.

Setzt man nun f' (z) = @ (2), ¢' (&) = ¥ (=), so folgt aus (1):
® 0= [p@an 9@ = [se1s
und die zu (2) gehorende Integralformel:

@ . ... j [p @) + ¥ @)]dz = @) + 9()

liefert vermoge der Gleichungen (3):
O .ot velie=[s@ist [v0)an

Lehrsatz: FEine Summe oder Differenz wird. integriert, indem
man jedes Glied integriert und die entspringenden Integrale addiert bzw.
subtrahiert.

Ist /' (x) = @ (x), so folgt aus Formel (4), S.20:

G .. ... dlaf@)] =oaf (x)dz = ag (z)dm

Die zugehérige Integralformel:

() Jacp(x)dz:.-a-f(x)

liefert, da wegen f’(2) = ¢ (z) umgekehrt:
f@=[p@as

gilt, das Resultat:

m. ... . .Iatp(x)dx.:ajcp(x)da:.

Lehrsatz: Fin konstanter Faktor des zu inlegrierenden Diffe-
rentials darf vor das Integralzeichen gesetet werden.
Beispiele zu Nr. 2 und Nr. 3 sind:

2 3
[+ et mm ot amis = otasta Tt a g oo

xﬂ+1
-+ au mr
J<2x3—‘77; e Vl—x)dw = C+1/,x4—141/;+3arcsma:
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4. Integration durch Substitution einer neuen Variabelen.

Erklarung: In vielen Fdllen gelingt die Integration von @ (x)dx
durch Einfihrung einer neuen Variabelen g vermdge der Gleichungen:

@ ...... z=1v (), dz=19'(s)de.
Man findet:
@ ... [p@as =jqaw<z>1s¢'(z>dz=jcb(z>dz.

Kann man das letete Integral als Funktion F (2) angeben, so liefert die
Wiedereinfithrung von x das gesuchte Integral:

@ . ... j¢(x)dx=_]¢(z)dz=F(z):f(x).

Man spricht in diesem Falle von einer Integration durch , Substitu-
tion einer neuen Variabelen®.

Fithrt man z B. in Jsin (@ +bz)dz die Variabele £ vermége:

atbr=2z bdz=dz
ein, so ergibt sich:

(4) jsin(a—i—bx)d:c = %js{inz dz = — c_og_{:__ ——‘ﬁ(—a—bw—)-

Bei den folgenden Beispielen ist immer die zur Berechnung des
_Integrals geeignete Substitution in Klammern angegeben:

® [Fa=me+a [z +a = ),
©) ‘.cos(5+7w)da:=1/7sin(5—|-7:c), 6 +72 = £,
@ :e"”dw =2 o ko = £,

®) :‘% = %arc lg (%) [z = ac),

) : aj_”_ — = aresin (%) [z = az),
(10) : ‘% — 1, In (a> + 29), (o + 2t = 4},
(11) .tgxdx = — In cosa, [cosz = &),

(12) :TZ = In tg(%), [tg (%) = z]-

6*
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Beim Beweise der letzten Formel benutze man die Gleichung:

ax as a(3) _aw(3 )

) ) =D )

6. Methode der partiellen Integration.
Aus Formel (2), 8. 25, ergibt sich:
@ ... do@r@ =9@1@ds+ ¢ @y@ds
d
® .. 9010 =[p0) L2z + (2D @an
Schreibt man in (2):

dfziz) = P (x) und also % () ::sz(x)dx,

so folgt:

® (@01 =90 [ve —j[""’@j ¥ ()da|da.
Erklérung: Die in dieser Formel enthaltene Regel zur Berech-

nung von Jw (®) ¥ (x) Az heilbt Methode der partiellen Integration®.

Beispiele, bei denen die Integration eines gegebenen Differentials
mittels dieser Methode gelingt, sind:

L meds, @ = nz, ¥@)=1,
i 1
mzde = lnxJ.dx-—j[;J.dx]dx,
(4) nrxder =z Inx—.x.
1L zsinzdz, @)=z V@) = sinx,
v
xsinwdx:xjsinxdw—j[[sinxdx]dx.
(5) (xsinzdx:——xcosx-{—sinx.
111 Jarctgxdx, 9 (@) = arctga, ¥(x) =1,
1
tgrdr = — —_—
Jaro gxdx arctngdw j'[l—l—x?jdx]dw
(6) Jarctgxdx = zarctgxr — 1/, In (1 + 22).
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6. Begriff des bestimmten Integrals.

Es sel ¥y — @ (2) eine elementare Funktion, welche in dem Inter-
vall a <<z <<b (unter a und b endliche Werte verstanden) eindeutig
und stetig ist.

Der Einfachheit halber sei zuniéchst angenommen, daf ¢ (z) im
ganzen Intervall positiv und mit = gleich#ndrig ist.

Das iiber dem Intervall gelegene Stiick Fig. 43,
der Kurve y = @ (z), sowie die zu = a
und ¢ = b gehorenden Ordinaten -der-
selben sind in Fig. 43 durch starkes Aus-
ziehen hervorgehoben. Durch die Kurve,
die genannten beiden Ordinaten und die
2-Achsge wird ein Flichenstiick eingegrenzt,
dessen Inhalt J wir bestimmen wollen.

Zur angeniherten Berechnung von J
teilen wir die zwischen a und b gelegene
Strecke der z-Achse in n Teile, die zwar nicht notwendig, aber zweck-
mibig einander gleich gewihlt werden. Der einzelne Teil habe die
Linge A4z, so dal man b—a = n-4d & hat. .

Indem wir auch noch in den (n — 1) Teilpunkten die Ordinaten
pat+dz), a4 24da),.., 9[a+ (n—1) Jx] der Kurve errichten,
zerfillt die fragliche Fliche in n Streifen.

Vom einzelnen dieser n Streifen wolle man nunmehr das in der
Fig. 43 schraffierte Rechteck abschneiden, indem man durch den End-
punkt der linken Ordinate eine Parallele zur z-Achse zieht.

Der Gesamtinhalt J,, der n Rechtecke ist:

) Jh=9@dz+9@a+da)dz+ -+ pla+ @—1) 2] I
Je grofer man die Anzahl n wahlt, um so mehr wird sich der

eben berechnete Summenwert J, dem zu berechnenden Flicheninhalte
J annihern. In der Tat gilt die Gleichung:

@lim{p@dz+pa+dn) Az + pla+ (n—1)da] dz} =J.

Zum Beweise vergroBere man den einzelnen der n Streifen (wie
Fig. 43 andeutet) dadurch zu einem Rechtecke, daB man durch den
Endpunkt der rechten Ordinate eine Parallele zur a-Achse zieht. -Der
Gesamtinhalt Jy, der so entspringenden n Rechtecke ist:

@ h=9@+dn)dot+o@t2da)da+ -+ oO)da
Aus Fig. 43, sowie aus (1) und (3) folgt aber:
@ ... W<y Ih—h=[pb)—p@)]da

also ist lim. Jy =.lim. J,, = J, da lim. & = 0 ist.

n=—awo n=—awo

A LMY
7%\

DI

2
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Die Formel (2) gilt auch dann noch, wenn @ (z) im betrachteten
Intervall nicht oder nicht stets mit # gleichindrig ist, sowie wenn @ (x)
Fig. 44. nicht oder nicht immer positiv ist.
Es ist nur noétig zu verabreden,
daB, falls die Kurve ganz oder teil-
weise unterhalb der 2-Achse verliuft,
die Inhalte der hierselbst zwischen
der Kurve und z-Achse gelegenen
Flichenstiicke negativ in Rechnung
gestellt werden. So ist J im Falle der Fig. 44 die Summe der Inhalte
der Stiicke I und III, vermindert um den Inhalt des Flichenstiickes II.
Fir lim. n = < wichst die Gliederanzahl der in (1) definierten
Summe ins Unendliche, und jedes einzelne Glied wird zu einem Diffe-
rential @ (x)-dx. Vollziehen wir den fraglichen Grenziibergang,
lim.n = o, an der in (1) rechts stehenden Summe, so bedienen wir
uns des abkiirzenden Symbols:

tim. {o (a)dx+q>(a—I—Jac)bdar;-}—n-—}—t;o[a—l—(n\—l)dav]dx}
® ~ focas

a

so daB hier das Zeichen j. in einer zuniichst neuen Bedeutung, ndmlich

als Summenzeichen, verwendet wird.

Lehrsatz: Die Summe (1), deren Glieder fiir unendlich wachsende
Gliederangahl n zu Differentialen werden, nihert sich fur lim. n =
b

der durch das Symbol j @ () d x bezeichneten Grenze, welche den end-

a
b

lichen und bestimmtien Wert J hat. Der Ausdruck J @ (x)dz wird als

a
pbestimmtes . Integral® von ¢ (x) oder von @ (x)dx benannt; a und b
sind die ,untere* und ,obere Grenge* des Integrals, das Intervall der
Zaklenlinie von a bis b heibt das ,Integrationsintervall® des in Rede
stehenden bestimmien Iniegrals.

Es ist notig, daf man sich die Entstehung des bestimmten Inte-
grals auch ohne die durch Fig.43 eingeleitete geometrische Deutung
klar macht: Man hat das Intervall der unabhdngigen Variabelen x von
a bis b in unendlich Ileinern Schritten dx surickeulegen wund fiir den
einzelnen solchen von der Stelle x aus vollzogenen Schritt das Differential
@ (x)dx eu berechnen; die Summe aller dieser Differentiale @ (x)dx ist

b

das bestimmie Integral j @ (z)duz.

a
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7. Zusammenhang zwischen den bestimmten und den
unbestimmten Integralen.

Die obere Grenze b des Integrals sei verdnderlich und werde des-
halb durch z statt durch b bezeichnet. Doch soll zunichst z = a
bleiben, und die Funktion ¢ soll im Intervall von a bis # eindeutig
und stetig sein.

Der Integralwert J wird alsdann selbst eine eindeutige und stetige
Funktion F'(z) der oberen Grenze & sein:

x

@O o e j o @)dx = F(x).
@
Man bilde nun den Zuwachs 4 F (x) = F(z - 4/ x) — F («) dieser

Funktion, welcher dem Zuwachs 4/ & des Argumentes entspricht,
A F (z) ist als Inhalt des in Fig.45

‘ X Fig. 45.
stark’ umrandeten Bereiches, wie die Figur
zeigt, inhaltsgleich mit einem Rechteck P
der Grundlinie 4« und der. punktiert an- / ,;
gedeuteten Hohe. ' #(x) P e+ an)
Letztere ist die Ordinate @ (z 4 O - A )
fir ein gewisses, dem Intervalle von z l s

bis (# + 4 x) angehérendes Argument
(x+ O -dz), wo also 0 T 1 ist:
[F(x+ dz) — F@) = @@+ O - dx) Az,
@ ... {F@+dz) — F@)
l dz
Fir lim. 4z = 0 folgt F' (x) = @ (x); es ist somit die in (1)
erklirte Funktion F (z) ein Integral des Differentials @ (x) d & im Sinne
von S.807).

=g+ F-dx).

Denkt man nun vorab das unbestimmte Integral_J p(x)dz = f(x)

nach S.81 ff. berechnet, so folgt (vgl. den SchluB von Nr. 1, $.81):
3) .. F@) =7+ C oder J¢(w)dx = f(x)+ C.

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C lassen wir x bis a
abnehmen, so dall der Wert des bestimmten Integrals zu 0 wird:

0= /f(@+C oder C=—7f(u).

') Hieraus entspringt zugleich der in Nr.1, 8.81, noch unbewiesen ge-
bliebene Satz, daf es zu jedem Differential ¢ (x) d = ein Integral gibt.
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Durch Eintragung dieses Wertes von C in (3) und Wiedereinfihrung
der Bezeichnung b an Stelle von z fiir die obere Grenze folgt:
b

(4) v« o v v o o jq)(x)dm:f(b)—-/’(a).

a

Lehrsatz: Um das in (4) links stehende bestimmie Integral zu
berechnen, integriere man zundichst unbestimmt j g@)ds = f(x); der

Wert des bestimmten Integrals ist dann gleich der Differenz f(b) — f(a)
der Werte von f(z) fir die Integralgrenzen.

Besonders einfach gestaltet sich der Beweis der Regel (4) auf
Grund der am Schlusse von Nr. 6 entwickelten abstrakteren Auffassung
des bestimmten Integrals: Durchmilit man das Intervall von a bis b in
unendlich kleinen Schritten dx und addiert eum Anfangswerte f(aP der
Funktion f (x) den jedem Schritte dx entsprechenden Zuwachs d f(x)
= @ (x)d=, so gelangt man schlieblich zum Endwerte:

b

@)+ j 9 @) dz = F(O).

a
Ubrigens haben wir noch zu bemerken, dal die obere Grenze b

. . . . b— .
auch Kleiner als die uniere a sein darf. Dann ist 42 — _;;_a negativ;

man wird die Betrachtungen der Nrn. 6 und 7 sehr leicht auf diesen
Fall ibertragen und insbesondere die Allgemeingiiltigkeit der Regel (4),
Nr. 7, erkennen.

8. Integration bis £ — o oder bis zu einer Unstetigkeits-
stelle von ¢ (x).

Ist @ () fur alle endlichen Werte # = a eindeutig und stetig, so
lasse man die obere Integralgrenze sich als stetige Variabele x dem
Grenzwerte o anndhern (cf. S.13).

Erkliarung: Ergibt sich bei diesem Grenzibergange ein bestimmter

Grenzwert:
x

m.... Um J‘ @ (@) dz = lim. [f(@@) — f(@)],
zg=+4 Y o=+

so definieren wir den so gewonnenen Grenswert als den Wert des Integrals
+ ®
jgo(x) dxz mit der oberen Grenze + .

Entsprechende Festsetzungen finden statt, wenn die untere Integral-
grenze gleich 4+ o wird, sowie wenn eine der Grenzen gleich — o wird.
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Auf den Fall, daf ¢ (z) fir eine der Grenzen, etwa b, unendlich
wird, bezieht sich folgende

Erklirung: Wird @ (z) fir £ = b unstetig durch Unendlich-
werden, so soll:

b z
@ ....... Itp(x)dz:li;rtjq)(x)dx

sein, falls bei dem angedeuteten Grengilbergange ein bestimmier Grens-
wert des Integralwertes eintritt.

9. Lehrsiitze liber bestimmte Integrale.

Lehrsatz: Aus dem Begriffe des bestimmien Integrals oder aus
Formel (4), S. 88 ergeben sich die in folgenden Formeln enthalienen
Regeln :

a b

@ . ... p@)dr=—|op@)da,
Jreore=—]

@ ..... e e jtp(x)dx-:o,

¢

@ . ... jq)(x)dm:fq)(x)dx-l—fq)(x)dw,

a b

welche man leicht in Worte Kleidet.

Es seien die Funktionen ¢ (z) und % (z) im Intervall <2< b
eindeutig und stetig; ¢ () habe in diesem Intervall nicht iiberall den-
gelben Wert, und 9 (x) sei daselbst nirgends negativ und nicht stets
Null. Der groBSte Wert von ¢ (x) im Intervall sei M, der kleinste m.

Dann gilt, d# als positiv vorausgesetzt:

mPp@)de < e@)Y@de < MY @) da
fir das ganze Intervall. Durch Integration folgt:

b b b
m[w(z)dzgjw(z)w(x)dxgﬂjzp(x)da:.
Setzt man somit zur Abkiirzung:
b
[y@v@as
(4) LA a—'——b—"‘——‘—=Q, so ist mgQéM

jtb(x)da:

a
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Da nun die Funktion @ (z) fiir eine bestimmte Stelle des Inter-
valls =— M und an -einer gewissen anderen Stelle — m wird, so wird
sie, da sie sich stetig #ndert, zwischen jenen beiden Stellen und also in
dem durch @ und b eingegrenzten Intervall mindestens einmal, etwa bei
% = ¢, den zwischen M und m gelegenen Wert ¢ annehmen.

Schreibt man demnach @ = @ (¢) in die Gleichung (4) ein, so folgt:

b b
3) . .. Jcp(w)zl:(x)dx:qy(c)th(z)dx, ac<h

Auf Grund von (1) zeigt man ferner, dafl die obige Voraussetzung
a < b fir das Ergebnis (5) unwesentlich ist und nachtriglich fort-
gelassen werden kann.

Da endlich die Gleichung (5) auch fiir die Funktion — 9 (z) gilt,
wenn sie fir -+ 1 (x) richtig ist, und da diese Gleichung selbst dann
noch besteht, wenn 9 () im ganzen Intervall verschwindet, so hat man
wegen der Vorzeichen der Werte 9 () nur zu fordern, daf ¥ (z) im
Intervalle entweder nirgends < O oder mirgends => 0 sein soll.

Formel (5) liefert den

Mittelwertsatz: Sind die Funkiionen @ (z) und ¥ (x) im Inter-
valle von & = a bis x = b eindeutig und stetig, und ist ¥ (x) daselbst
entwederr nirgends < 0 oder nirgends > 0, so gibt es in jenem Intervalle
mindestens einen Wert x = c¢, fir welchen die Gleichung (5) gilt,

Ist 1 (x) bestindig = 1, so folgt:

b

% .. ..... \l¢e@ds=9) b—a)

3

Das in Fig. 43, S.85, umgrenzte Flichenstiick tiber dem Intervall
von @ bis b als Grundlinie ist somit gleich einem Rechtecke derselben
Grundlinie und der Hoéhe @ (c). Dieserhalb heilt ¢ (c) der mittlere
Wert oder Mittelwert von ¢ (x) im fraglichen Intervall.

Ist das ‘unbestimmte Integral J‘ @ @)dx = f(x), so ergibt sich

aus (6):
fO)—f@=0—a) -1 ()

in Ubereinstimmung mit dem Mittelwertsatze (5) S. 59,

- 10. Quadratur ebener Kurven.
Aus den Betrachtungen von S.85 ff, entspringt folgender

Lehrsatz: Ist eine ebene Kurve K gegeben, welche fir jede dem
Intervall a < x b angehorende Abszisse x eine und nur eine Ordinate
y = @ (x) aufweist, so ist der Inhalt J der wvon der Kurve, der
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Abszissenachse und den gu x = a und. x = b gehirenden Ordinaten
eingeschlossenen Gesamifliche:
b

@ ... ... J=jq)(x)dx=f(b)——.f(a).

u

Die MafBzahlen von Flachenteilen unterhalb der x-Achse kommen
hierbei negativ in Rechnung (vgl. Fig. 44, 8.86).

Die in (1) geleistete Inhaltsbestimmung heilt ,Quadratur der
Kurve K“.

Beispiel. Wir betrachten die Quadratur einer auf ihre Asymptoten
als Achsen bezogenen gleichseitigen Hyperbel (vgl. Fig. 46), bei welcher
der Abstand des Scheitelpunktes A vom Fig. 46.
Mittelpunkte O der Kurve = 1 ist. \

Die Gleichung der Kurve, von
welcher in Fig.46 nur der eine Zweig
gezeichnet ist, hat die Gestalt xy =1/,
Dies heifit, dal das aus der Abszisse,

der Ordinate und dem Radius vector '7// o 4
des einzelnen Punktes P der Kurve A 2 P
. . _ 7 e
ﬁ:}):l(ll/eteh :t)rexeck den konstanten In %///////////%

¢ : B

@ ..AO0AB=A0PC=1,
— N .
Da die Abszisse O B des Scheitelpunktes A gleich ﬁ ist, so ist

der Inhalt des in Fig. 46 schraffierten Stiickes:

o¢ Wd 1
— —, |25 = [1 00— In -—].
J—Jydx ’/gJ'x /3| In VE

1 1

V2 V2

Man kann dieser Gleichung auch die Form geben:

B) . v e e .. 27=1m(0C-Y2)

11. Deutung der hyperbolischen und der trigonometrischen
Funktionen.

Bezieht man die eben betrachtete gleichseitige Hyperbel auf ihre
Hauptachsen, als Koordinatenachsen, so wird die Gleichung derselben
22 —y? = 1. In Fig.47 ist nur der eine (auf der Seite der positiven
2-Achse gelegene) Zweig der Hyperbel gezeichnet; man kann diese
Lage der Kurve aus Fig.46 durch Umklappung der letzteren um die
in Fig. 46 punktiert angedeutete Achse herstellen.
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Der in Fig. 47 schraffierte Sektor werde als der zum ,Kurven-
punlte P gehorende Hyperbelsektor® bezeichnet. Die Mafzahl S der
Sektorfliche soll positiv oder negativ ge-
rechnet werden, je nachdem die Ordinate y
von P positiv oder negafiv ist.

Ist y >0, wie in Fig. 47, so gilt
S = J, wo J der in (3), S. 91, bestimmte
Flacheninhalt ist. Legt man ndmlich zum
Sektor OA P das Dreieck OCP und
schneidet dafiir das mit letzterem inhalts-
gleiche Dreieck O A B ab, so restiert das
Flachenstiick A BC P des Inhaltes J.

Um 8 in den Koordinaten von P
auszudriicken, lese man aus Fig. 47 die
Gleichungen :

CE=EP =D,
ab. Es gilt somit weiter:
0D = CD = Y,(0D+ CD)=1,(0Q@+PQ = Yz + ),
x -|: Y
Ve

Nach (3), S.91, wird somit die MaBzahl S fir y > 0 durch
2 8 = 1In (z + y) gegeben sein.

Diese Gleichung gilt aber auch fiir y < 0; denn, da 2 — y?
=@+y) (@—y=1ist, so gilt m(zx — y) = — n(z + y)
== — 28, und also gewinnt der zu dem Punkte (z, y) symmetrisch
gelegene Punkt (z, — y) als Mafzahl des zugehérigen Sektors, wie es
sein soll, — S.

Lehrsatz: Fir die MaBzakl S des zum Punkte P gehiorenden
Hyperbelsektors gilt die Gleichung:

a . . C e 28 =1In(z4+y).

Die Matfzahl S beschreibt stetig alle Werte von — © bis 4+ ©, falls der
Punkt P den in Fig. 47 gezeichneten Hyperbelzweig in der Richtung
wachsender Werle y vollstindig durchliuft.

Dieser Lehrsatz erlaubt uns, die S.28 eingefithrten ,hyperbolischen
Funktionen“ Sin, Gof mit einer geometrischen Deutung zu versehen,
welche der Deutung der trigonometrischen Funktionen sin, cos am
Kreise des Radius 1 genau entspricht.

Aus £+ 28 = In (z + y) folgt namlich umgekehrt:

z 4 y= e z—y =25
25 | ¢—28 25 — g—28

g=—  y=—

2

= PgQ

=

berechnet.

woraus sich 0 C =
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Letztere Gleichungen kénnen wir aber unter Gebrauch der S.28
erkliirten Bezeichnungen der hyperbolischen Funktionen so schreiben:

@ ..... .z = Gof (28), y = Gin (28).

Lehrsatz: Die Koordinaten %, y der Punkie P des in Fig. 47
gezeichneten Zweiges der gleichseitigen Hyperbel z2 — y2 = 1 sind, in
threr Abhdngigkeit vom doppelten - Sektor Fig. 48.

28 aufgefabt, die hyperbolischen Funk-
tionen Qof (28) und Sin (28).

Der Name , hyperbolische Funktionen®
findet hierdurch seine Rechtfertigung. P

Die beschriebenen Verhéltnisse sind
denen der trigonometrischen Funktionen
genau analog. In Fig. 48 ist der ,zum
Punkte P gehérende Sektor S* des Kreises
der Gleichung x? + y? — 1 schraffiert.
Ist der entsprechende Bogen A P gleich s,
50 hat man s = 2 8.

Fiir die Koordinaten #, y des Punktes P hat man somit:

@3 ...... z = cos (28), y = sin (2 8),
was den Gleichungen (2) genau entspricht.

12. Rektifikation ebener Kurven.

Fir die Kurve K sollen im Intervall a <X # < b die zu Anfang
von Nr. 10 gemachten Voraussetzungen gelten. Die Gleichung der
Kurve sei y = ¢ ().

Es wurde bereits oben (S.42) die von einem bestimmten Punkte
der Kurve K an gemessene Bogenlinge s von K als Funktion der
Abszisse & betrachtet. Zur Berechnung von s verfahren wir jetzt so:

Das die Punkte (z, y) und (z + d#, y + dy) verbindende Bogen-
differential ist nach S.43:

a . ... ds=V1 + <le_g)2,dx= 1+ [¢ (@) da.

Man denke nun den iiber dem Intervall a < # < b gelegenen
Kurvenbogen in unendlich viele Differentiale dieser Art zerlegt, wie
sie etwa den unendlich vielen Parallelstreifen in Nr. 6, S. 85, entsprechen.
Die Summe aller dieser Differentiale liefert die iiber dem fraglichen
Intervalle gelegene Bogenlinge der Kurve.

Lehrsatz: Die Linge s der Kurve K zwischen den Punkten der
Koordinaten a, ¢ (a) und b, @ (b) ist gegeben durch das bestimmie
Integral:
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@) ﬁ/w (3o dx—f 17 (¢ @l de.

Die Berechnung der Bogenlidnge heit , Rektifikation der Kurve K“.

Im Falle der Zykloide (vgl. S. 44) benutzt man an Stelle von z
zweckmiig den Wilzungswinkel ¢ als unabhiingige Variabele und
schreibt dementsprechend an' Stelle von (1):

_ dz\? dy\?
3B ... ds = (dt>+ R

Um die Bogenlinge s eines einzelnen Zweiges der Zykloide zu
gewinnen, hat man ¢ von 0 bis 2w wachsen zu lassen. Man findet:

b2 27
I dx\? | /dy\? ., _—
s_Jl/<(-1—t- +<&l_t> dt-aV2jV1—costdt,
0 0

wie man mit Hilfe der Formeln von S. 44 feststellt.

Ersetzt man Y1 — cos¢ durch Vgsin <—;—), so folgt weiter:

2n

(4 s= 2ajsin (—;—) dt = 4a(— cosm -4 cos 0) = 8,
0
womit ein bereits S.51 gewonnenes Resultat bestitigt ist.

13. Gebrauch der Polarkoordinaten.

Eine Kurve K sei durch ibre Gleichung in Polarkcordinaten r, &
gegeben (vgl. S.51), und es werde ein solches Stiick der Kurve be-
trachtet, welches zu jedem dem Intervall & << & <8 angehérenden &

Fig. 49, einen und nur einen Radius vector r = ¢ (%)
liefert.

Um den Flicheninhalt des Sektors zu
bestimmen, der von den beiden zu ¥ — «
und & — f gehérenden Radien vectoren und
dem zwischenliegenden Kurvenbogen ein-
gegrenzt wird, denken wir wieder das Inter-
vall von & = & bis & = 8 in unendlich
kleinen Schritten zuriickgelegt.

Dem einzelnen d@ entspricht (vgl
Fig. 49) ein unendlich schmaler Sektor, der

durch die Radien vectoren OP = r, 0 P, = r -+ dr und das Bogen-
element P/R = d s begrenzt ist.

Ersetzen wir diesen Sektor durch den Kreissektor des Radius r
und des Zentriwinkels d &, so ist der Inhalt des Sektors 1/,r2d 9.
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Vermége einer Betrachtung, die an derjenigen von 8. 85 u.f. ihr genaues
Vorbild hat, ergibt sich der

Lehrsatz: Der Inhalt J derjenigen Fliche, welche durch die zu
¥ = o und & = B gehdrenden Radien vectoren und das. dazwischen
liegende Stiick der Kurve begrenat wird, ist gegeben durch:

8 o
a..... J= 1/2j rag =1, J [p (B)]2d 9.

Fir das zu d© gehdrende Bogenelement d s gilt (vgl. S.52):

——— dr\?
— Vr2d o2 2 — 2 =—\.
ds_—Vr dd2+dr _Vr +<d8> ad,
Es folgt der weitere

Lehrsatz: Die Linge des Kurvenstickes zwischen den 2u & = o
und & = B gehdrenden Punkien von K ist:

@ .. s= f]/ +(55) a0 = fV[qo @ + 9 Drds.

«

14. Kubatur der Rotationskorper.

Es sei y = ¢ (2) eine Funktion, die im Intervall a <z b ein-
deutig, stetig und positiv ist.

Man denke das iiber dem Intervall gelegene Stiick der Kurve von
@ (x) gezeichnet und erzeuge durch Rotation desselben um die z-Achse
einen Rotationskérper, den man sich
durch zwei in s = a und 2 = b
zur 2-Achse senkrecht gelegte Ebenen
begrenzt denke.

Zwei in den Punkten z und
(x + dx) zur - Achse senkrecht
errichtete Ebenen schneiden aus
dem Rotationskérper eine unendlich
schmale Scheibe aus (vgl. Fig. 50).

“Wir fassen diese Scheibe nihe-
rungsweise als geraden Kreiszylinder der Héhe dxz und des Radius
¥y = @ (). Das Volumen dieser zylindrischen Scheibe ist wy2dx
=79 @)da.

Es entspringt nunmehr durch Wiederholung der S.85 u. f. ent-
wickelten Uberlegung der

'
i
'
[l
’
i
i
1
1]
[}
]
H
I
=

X

Lehrsatz: Der Rauminhalt oder das Volumen V des in genannier
Art eingegreneten Rotationskorpers ist durch das Integral gegeben:
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b

@a...... V=7rjy2dx=nj'[q>(m)]2dx.

a

Die vermége (1) zu vollziehende Bestimmung des Kubikinhaltes
V bezeichnet man als ,Kubatur des Rotationskorpers®.

Beispiel. Zur Volumberechnung eines geraden Kreiskegels von der
Hohe & und dem Radius r der Grundfliche hat man zu setzen:

Formel (1) liefert alsdann fiir das Volumen:

h ) ot
@ .. V= nS(%) 2rdx = n%fﬁdw = 1/, wr2h.
[ 0

15. Komplanation der Rotationsoberflichen.

Die in Nr.14 aus dem Rotationskorper ausgeschnittene unendlich
schmale Scheibe ist nach auflen durch einen auf der Rotationsoberfliche
gelegenen Giirtel begrenzt, welcher als Mantel eines abgestumpften
Kegels angesehen werden kann.

Die Radien der Grundflichen dieses Kegels sind y und y, =y + d y,
die einzelne Mantellinie hat die Lange ds; der Flicheninhalt des
Mantels ist @ (y + y,)d s

Wie in den bisher behandelten Fillen gewinnen wir den

Lehrsatz: Die durch Rotation des in Nr. 14 besprochenen Kurven-
stiickes y = @ (x) entstehende Oberfliche hat den Flicheninhalt:
b b
ds —
®  S=z2x|y—dz=27|9@|1+[¢@Pdx
a a
Die Berechnung des Inhaltes S heilt , Komplanation der Rotations-
oberfliche®.
Beispiel. Zur Komplanation der Halbkugel setze man:

—— ds r
= Vr2—za2, — = =
y V ! dw ‘r2_.x2

ya=0, b=r

und findet vermége des Ansatzes (1):

r

@ ....... S=2ﬂrjdx=2zr2.
0
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16. Angeniherte Berechnung bestimmter Integrale.
b

Hat man ein Integralj.qi(x)d # zu berechnen, so wird man zu-

@
niichst versuchen, das unbestimmte Integral jtp(x)da: auszurechnen,

um alsdann die Regel (4), S.88, anzuwenden.

Gelingt dies nicht, so kann man aus den vorstehenden geometri-
schen Betrachtungen wenigstens einen angeniherten Wert des vor-
gelegten Integrals berechnen. Wir benutzen zu diesem Zwecke die
Quadratur der ebenen Kurven, an welche wir auch urspringlich (S. 85)
den Begriff des bestimmten Integrals angekniipft hatten.

Die erste der drei folgenden Niherungsregeln griindet sich auf
eine direkte Wiederholung der Uberlegung von S.85 u.f.

b
L Man teile, wie in Fig. 43, S. 85, das den Wertjgo(x) dz

a
reprasentierende Flichenstiick durch Parallele zur y-Achse in n-Streifen
—a

”n
Dabei mogen die zu 2 — a, a-+ %, a+2h,..., b gehdrenden
Ordinaten sich zu:

O p=9@n=96@+h, p=9@+2h),..,50 =90
berechnen.

Ersetzt man den Inhalt des einzelnen Streifens durch denjenigen
des in Fig. 43, S.85, schraffierten Rechtecks, so erhilt man als ersie
Naherungsformel fir den gesuchten Integralwert:

b

@ ... J“P(”)da’=h(.’/o+!/1‘|‘!/a+“°+3/n—l)-

a

der gleichen Breite I =

II. Eine in- der Regel bessere Anndherung 'an den wahren
Integralwert gewinnt man, falls man den einzelnen Streifen durch das
Trapee ersetzt, das die beteiligten Ordinaten yx und yi 41 zu Gegen-
seiten hat. '

Dieser. Annahme entspringt die sweite Neherungsformel:

b

@ - - [e@do=n0ho+nt ottt haw
a
III. Eine dritte Niherungsformel ergibt sich aus einer eigentiim-

lichen Verwendung der Parabel.
Fricke, Leitfaden. 7
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Durch die oberen Endpunkte dreier aufeinander folgender Ordi-
naten ¥k, z. B. ¥,, ¥, Y5, laft sich nur eine Parabel mit éiner zur
y-Achse parallelen Achse legen. Eine solche Parabel hat ndmlich die
Gleichung ¥y = pa? 4 g+ r; wenn wir also die zu y; gehérende
Abszisse kurz x; nennen, so miissen die drei Gleichungen bestehen:

P+ a% + 1 = ¥,
(4) ....... Pw12+qx1+r=?/l,
DT+ q%y + 1 = 1,
aus welchen sich die drei Koeffizienten p, ¢, r eindeutig bestimmen.

Fiir gewéhnlich wird nun der zwischen den Endpunkten der
Ordinaten 7,, y, verlaufende Bogen dieser Parabel sich daselbst der
Kurve y = ¢ (x) enger anschliefen als die unter II. benutzten geraden
Verbindungslinien der Endpunkte von yy, #;, ¥s.

Ersetzt man demnach bei der oberen Begrenzung der beiden ersten
Streifen die Kurve ¥ = ¢ (z) durch die fragliche Parabel, so wird der
Inhalt dieser Streifen gegeben sein ‘durch:

EN ag

[vas =[@s+ a5+
Lo Zo
= Ysp (@} —2)) + Y2 ¢ (@5 — 23) 4 r (v, — 20),
= Y (@ — o) [2p (@] + 2, 20 F 2]) + 8 ¢ (@5 + o) + 67
Hier kann man o3 — 2y — 2% und den in der zweiten Klammer
stehenden Ausdruck auf Grund von (4) gleich (¥, + 4y, + ¥,) setzen,
so daB sich der Inhalt der beiden ersten Streifen angenihert in der
Gestalt 1/3h (yo + 49, + y,) darstellt.
Zur Verwertung dieses Ansatzes mul n gerade gewihlt werden,
# == 2m, und man hat die 2m Streifen zu Paaren zusammenzufassen.
Man gewinnt so als dritte Niherungsformel:
b

jqo(w)dx = Yo bl o+ Yam) + 2 o+ 9 4o+ Gemes)

@

(5)
+4+ 9+ em—1]

Die hiermit gegebene Vorschrift zur angeniherten Berechnung des
bestimmten Integrals heilt die ,Simpsonsche Regel“.
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Zweites Kapitel
Weiterfilhrung der Theorie der unbestimmten Integrale.

1. Hilfss#itze liber algebraische Gleichungen.

Es sei eine ganze rationale Funktion eines Grades n = 1 ge-

goben:

(l) f(»f”)=ao“"”'axﬁ‘"_l+azx”—2+“'+an—1x.+an-
Der Koeffizient a, des héchsten Gliedes soll nicht verschwinden.
Setzt ‘man f(x) =— 0, so gewinnt man eine ,algebraische Glei-
chung n'** Grades“. Aus der Theorie dieser Gleichungen benutzen
wir den

Fundamentalsatz der Algebra: Die Gleichung f(x) = 0,
d. 1. ausfithrlich:
@ ....q9gat+a2 -+ a124+a, =0
besitet stets mindestens eine , Lisung“ oder , Wurzel* & = a, fir welche
f (x) = 0 ist.

Damit dieser Satz allgemein richtig ist, mul man fir die Wurzeln
der Gleichungen auch ,komplexe Zahlen“ zulassen. Dieselben stellen
sich in der ,imagindren Einheit* i+ = Y — 1 so dar:

@ ...... a=d +a"-i=a +a"-V—1,
wo &' und a" reelle Zahlen, wie wir sie bisher allein betrachteten, sind.

Wie spiter gezeigt wird, bleiben fiir die komplexen Zahlen alle
auf die reellen Zahlen bezogenen Rechnungsregeln der elementaren
Algebra erhalten. Vorab verwerten wir insbesondere den

Lehrsatz: Eine Gleichung, in welcher irgend welche komplexe
Zahlen durch rationale Rechnungen (Addition, Subiraktion, Multiplika-
tion, Division) verbunden erscheinen, bleibt richiig, falls man alle ¢n thr
aufiretenden komplexen Zahlen o' + ia” zugleich durch ihre ,komju-
gierten® Zahlen o' — ia" ersetzt.

Aus dem Fundamentalsatz folgert man leicht, daf die Gleichung (2)
nicht nur eine, sondern immer n Wurzeln hat.

Bei Division der Funktion f(z) durch (z—a) mége namlich die
Funktion (n— 1)¥® Grades f; (z) als Quotient und die von z unab-
hiingige Zabl r als Rest eintreten; dann gestattet f (&) die nachfolgende
Darstellung:

f@=@—a)/1(x)+r

Setzt man 2z =— a, so folgt 0 = 7, und also ist:

@ . ... ... @) = @E—ah@.



100 101, 2. Weiterfithrung der Integralrechnung.

Ist n > 1, so wende man die eben fir f(x) durchgefithrte Be-
trachtung, welche zur Gleichung (4) fiihrte, auf f; (z) an1). Man findet
fi (&) = (—1b)f3(x), wo b eine reelle oder komplexe Zahl und f; (z)
eine Funktion (n ~— 2)¥*® Grades ist.

Die Wiederholung der gleichen Uberlegung fir f; (x) usw. liefert den

Lehrsatz: Die ganze Funktion f(x) vom n'* Grade 1dbt sich in
das Produkt von n ,Linearfaktoren® gerlegen:

@ .. rf@=6kE—a@E@—0b @—0c - (@—m);
hier sind a, b, ¢, ..., m die n , Wurzeln* dew Gleichung f (x) = O.

Die bei der Abtrennung des letzten Linearfaktors (z — m) als
restierender Faktor auftretende Funktion f,(x) ist vom nullten Grade,
d. i. konstant; und zwar ergibt sich als Wert dieser Konstanten a,.

Sind die Wurzeln a, b, ..., m teilweise (oder simtlich) einander
gleich, so seien a, b, ..., | die verschiedenen unter ihnen; und es trete
(x — a) in (5) im ganzen o-mal, (z — ) aber (-mal usw. auf.

Lehrsatz: Unter Bericksichtigung des Fulles ,mehrfacher®
Wurzeln schreibt man die Linearfakiorenzerlegung:
® ... f@=a@E—a*@@—0bF @—c)...xz—1054,
wobei o +B + 94+ A =n ist

Fassen wir a, (@ —b)¥:.. (x —1)* als Funktion (n — a)**® Grades
f, () zusammen, so ist f; (@) =0, und es gilt f(x) = (x — a)* f; (2).
Durch Differentiation dieser Gleichung nach x folgt:

f'@=(@E—a*" [af( @)+ @—a) { @)
wo die in der groBen Klammer stehende ganze Funktion (n — w)ten
Grades fiir + =— a nicht verschwindet.

Die gewonnene Gleichung liefert den spiter zu verwendenden

Lehrsatz: Eine o-fache Wurzel der Gleichung f(x) == 0 ist noch
eine (ot — 1)-fache Wurgel der dwrch Differentiation von f(x) entstehen-
den Gleichung (n— 1) Grades f'(x) = 0.

Ist @ = a’ 4 ia" eine komplexe Wurzel (a” = 0), so gilt:

g (@ +iad VY 4a @ +ia" )14 da,—y (@ + ta") + an = 0.

Da die ay, @y, ... @y reell sind, so ergibt der S.99 ausgesprochene
Lehrsatz als gleichfalls richtig:

a (ar__ ia”)" + a, (a’——ia")"" + oo + Gp—1 (al_ ia") + Gy = 0’
s0-daB mit (a’' +4ia") immer auch die konjugiert komplexe Zahl
(@ —id") der Gleichung genigt,

1) Jedoch muB man hierbei noch den Umstand benutzen, da8 der Fun-
damentalsatz- auch bei komplexen Koeffizienten a,, a,, ..., a, der Gleichung
gilt. Ist namlich die erste Losung @ komplex, so gilt dasselbe von den
Koeffizienten der bei der Division von f(z) dwrch (x — a) entspringenden
Funktion 7, (x).
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Nebmen wir @' — i a” als sweite Wurzel b, so folgt:
[@) = (z—a) &—0b)-f,(2) = [(z—a)* + a"]- £, (7).
Da sich hiernach 7, («) als Quotient bei der Division von f(z)
durch die reelle Funktion (z — a')? 4 a”? zweiten Grades erweist, so

hat fy (z) wieder reells Kostfigienten. Man folgert durch Fortsetzung
der Uberlegung den

Lehrsata: Ist die komplexé Zahl (a' + §a") eine o-facke Wureel
der Gleichung (2) mit reellen Koelfieienten, so ist auch (a' — ia") eine
o-fache Wurzel dersedlben. Die beiden sugehbrigen Faktoren tn (6)
lussen sich ¢n die o'* Potens:

@ . [@—d)? + a"3)e

der Funktion zweiten Grades (x — a')? + a”'® mit reellen Koeffieienten
eusammengichen.

2. Partialbruchserlegung der rationalen Funktionen.

Eine rationale Funktion R () 148t sich nach S. 5 als Quotient
g(z): f(£) zweler ganzen Funktionen ¢ (x) und f (r) darstellen.

lst der Grad n des Nenners f(z) nicht groBer als der Grad n’
des Zahlers g (), so dividiere mag mit /() in g(x), bis der Grad des
Restes <7 ist. Es entspringt: als Quotjent eine ganze Funktion G (z)
des Grades (n' — n) und als Rest eine gange Funktion h (z), deren
Grad < n ist:

P ... ... .. R(x) = G (=) + hi@)
| o)

Um die rechts im zweften Gliede stehende rationale Funktion
weiter zu entwickeln, zerlegen wir f(z) in seine Linearfaktoren; dies
fabre auf die Parstellung (6), S.100. Fassen wir hierbei, wie oben,
ao (@ —0b)?... (x —1) als Funktion (n — e&x)® Grades f, (x) zusammen,
so gilt f(x) = (z— a)*f, (¢), und man hat £, (a) =0.

. Nun besteht, was auch 4, fir einen konstanten Wert haben mag,
die identische Gleichung:

@ h(z) h(z) 4 + I(z) — A, f1(z)
@ @E—a i@ @—a* ' @—a)fi(@’
wobei die im Zahler des lotzten Gliedes stehende ganze Funktion
h(z) — A4, f,(x) einen Grad < n hat.
Verstehen wir jetzt unter A, den endlichen Wert % (a):f; (a), so
hat die Gleichung h(x) — 4, f;(z) = 0 die Wurzel a und also die
ganze Funktion ) (z) — 4, f,(z) den Linearfaktor z — a:

L(x)— A (@) = (x—a)- I ().

Der Grad der ibrig bleibenden ganzen Funktion %, (z) ist kleiner
als (n —1).
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Formel (2) liefert sonach fiir A; — h(a):f; (¢) das Resultat:
3) k(=) — h (z) — 4, + I ()
f@ @—a*filz) @—a)* @E—a)'hE)

wobei der Grad von k, () den von (2 — a)*—1!f, (x) nicht erreicht.

Hiermit ist eine ,Rekursionsformel“ gewonnen, durch welche wir
den gegebenen Quotienten in die Summe eines ,Partialbruches* mit
konstantem Partialziihler 4; und eines mit dem gegebenen analog ge-
bauten Quotienten zerlegen konnen, wobei im' restierenden Quotienten
der Linearfaktor (x — a) nur noch im Grade (ot — 1) auftritt.

Die wiederholte Anwendung der Formel (3) liefert den

Lehrsatz: Die rationale Funktion R (z) 1abt sich mit Hilfe ge-
wisser n Konstanten Ay, ..., L; in der Gestalt darstellen:

A

RE= 60+ f‘a).,+(x_ IR
B, Bs

0 +(x—b)ﬁ+(x DR
_|_ e s e 6 e + e e e e e o

L L L;
te—wte=yp=ttiy

)

In Formel (4) ist die ,Partiulbrucheerlegung® der rationalen
Funktion R (x) geleistet.

8. Beriicksichtigung komplexer Wurzeln von f(z) = 0.

Die Partialbruchzerlegung (4) gilt zwar auch dann, wenn unter
den Wurzeln a, b, ..., I von f(2) — O komplexe vorkommen. Will
man jedoch in diesem Falle komplexe Partialbriiche vermeiden, so ver-
fihrt man wie folgt:

Ist a =d' 4 ia", b = a'—ia"” ein a-fach auftretendes kom-
plexes Wurzelpaar, so setze man f(z) = [(x — a')? + a"2]* - f; (2).
Die ganze Funktion f; () ist vom (n — 2oc)“"l Grade, hat reelle Koefﬁ-
zienten und verschwindet weder fitr £ =— a4’ + ia” noch z = a' —ia".

Dieserhalb ist & (o' + ia”) : f; (@' + ¢ @") eine endliche komplexe
Zahl M 4-iN. Da auch die Koeffizienten von & (z) reell sind, so ergibt
sich die zweite der beiden folgenden Gleichungen (1) aus der ersten:

h@+ia") . h@—ia”)
R I ACE T
Um nun die Partialbruchzerlegung von h(%): (%) mit Umgehung
komplexer Zahlen anzubahnen, setzen wir an Stelle von (2), S. 101, die
Gleichung:
) h() 4,2+ B, + h(z) — (Axﬁf’ + B fi(®) .
@~ [e—dR+d P [G—d) 8] ()
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Damit sich im zweiten Quotienten rechter Hand der Faktor
[(x — a")2 + &"2] forthebt, haben wir zu fordern, daf die Gleichung
R (z) — (4, -+ B,) f, (@) = 0 die ‘beiden Wurzeln o'+ ia" habe. Dies
liefert die beiden Gleichungen:

h(a'+ia")
fid+ia")

Man findet hieraus fir A, und B, die endlichen reellen Werte:

N a
(3).....‘41:;‘7, -B]=M—(;7N‘

=M+ iN=A4,(d 1+ id") + B,

Setzt man nun k (z) — (4,2 + B)) f, () = [(x — a')? 4 a"?]- b, (),
50 ist Ji, () eine ausschlieflich reelle Koeffizienten aufweisende ganze
Funktion, deren Grad < (n— 2) ist.

Aus (2) geht die der Gleichung (3), S. 102, entsprechende Re-
kursionsformel:

@ - - h(z) _  Az+ B, n Iy ()
@ [E—ay+d " [@—d)+dTTf()
hervor. Die wiederholte Anwendung derselben liefert den
Lehrsatz: Will man bei der Partialbruchzerlegung einer rationalen
Funktion den Gebrauch komplexer Zahlen vermeiden, so hat man dem

einzelnen o-fach aufirelenden Paare komplexer Wurzeln (¢’ +ia"') die
o Partialbriche entsprechen zu lassen:

Al z+ Bl . AQ x + Ba .
. =y T G—dyt ot
® - Aoz 4+ Ba

Tie—ay+a1

4. Partialbruchzerlegung bei lauter einfachen Wurzeln von

fl@) =0,
Hat f(¥) = 0 keine mehrfachen Wurzéln, so gilt der Ansatz:
o) _ 4
@ ... f (@) :c-—a+ —m

An Stelle der in Nr. 2 entwickelten Regel zur Bestimmung der
nPartialedhler® A, B, ..., M kann man auch so verfahren:
Man multipliziere Gleichung (1) mit f (@):

@ ... .h(:b):A.xf(x) 4B f(x) et f(x)

—a —m.
und setze £ = a ein. ‘Da f(a) = 0 1st, so erscheint das erste Glied
rechts fiir # = a unter der Gestalt g— Eine S.74 auifgestellte Regel
ergibi:
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@ ... .h(a)::A-lim.(%):A-f’(a).

T=a
Durch entsprechende Bestimmung der Partialzéhler B, ..., M er-
gibt sich der
Lehrsatz: Hat die Gleichung f(x) = 0 nur einfache Wurzeln,
so gilt die Partialbruchzerlegung:
h(2) I (a) h.(b) h (m)
4 e LY ———————
@ o T r@e—a TOe—b " T Fme—m
Sind @ und b wieder konjugiert komplex a'+¢a’, so ergibt sich
aus (3) leicht, daB die Partialzihler A, B gleichfalls konjugiert kom-
plex sind. “Die beiden zugehérigen Partialbriiche lassen sich dann in
einen reellen Ausdruck zweiten Grades:
.A.'+'EA” 7:J4II Al x_a/) _anA”
®) e =g E—d) —a
z—a — —a' +ia" —d)+a
zusammenfassen, was mit (5), S. 103, #ibereinstimmt,
Aus (4) entspringt die ,Lagrangesche Interpolationsformel“:

_ f @) L f@
o k(x) =h(a)- @ @— + h®)- ') (@—10) T
e T (m): f(=)

f'(m) (@ —m)’

welche gestattet, eine den Grad » nicht erreichende rationale ganze
Funktion k(%) anzugeben, die fiir n speziell gewihlte Argumente
a, b, ..., m vorgeschriebene Werte & (a), ki (b), ..., h (m) hat.

WeiB man von einer sonst nicht niher bekannten Funktion nur
erst, daB sie fiir die nArgumente & by .., m die Werte % (a), & (D), .,.,
k (m) besitzt, so liefert (6) eine angendherte Darstellung dieser Funktion
durch eine rationale ganze Funktion mdglichst niedrigen Grades. Die
ewischen den Argumenten a@, b, ¢, ... eintretenden Funktionswerte
kénnen wir alsdann durch die korrespondierenden Werte der ganzen
Funktion % (2) angeniihert darstellen. Diesem Umstande entspricht die
Benepnung ,Interpolationsformel“.

6. Integration rationaler Differentiale.

Erklarung: Ist R(x) eine belicbige rationale Funktion von x, so
nennt man B (x)dz ein ,rationales Differential®.

Um R(x)dx zu integrieren, tragen wir fiir B (x) die Zerlegung
in eine ganze Funktion G (x) und eine Summe von Partialbriichen
ein, wobei wir so verfahren wollen, da komplexe Ausdriicke vermieden
werden,

Da die Integration von G (z) dx oben (S.82) bereits geleistet ist,
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so reduziert sich die Aufgabe der Berechnung von ‘[R(x) dz auf die

Auswertung von Integralen der folgenden vier Gestalten:

dzx dzx Az+ B
== IW‘“"
IV. j A+ B

@~y + a7 *
wobei o eine ganze Zahl > 1 ist und die Koeffizienten durchgehends
endliche reelle Werte haben.
Fir die beiden ersten Integrale finden wir sofort:

o ..... j ﬁca=ln(x——a),

x

dz 1
a . .... J'-(_x———T)“:—'(“"l)(x—'a)a—l.

Zur Berechnung des dritten Integrals setze man z —a' = a” 2.
In der neuen Variabelen z schreibt sich das Integral so:
A(2edz , Ad +B( de
—Jl+z2+ a’ jl )
Man findet hierfiir:

—A n 1+ 22+

Das dritte Glied ist als Integratiomskonstante hinzugesetzt, um
den Ausdruck des fraglichen Integrals in z:

I(Tﬂi—lf— do = Al —dy+a"]

—_— a')’ + a3

' —
+ =4 ———arcty ( a4 >
einfacher zu gestalten.

Boim Integral IV filhre man die eben ‘schon benutzte Variabele
£ ein und findet ein Integral der Gestalt:

JQﬁiP_d,:CJ' £ds +DJ. as

da +Barctg:+A n a”,

(1)

T+ & AFee ™ )T+
Fiir das erste der beiden rechts stehenden Integrale folgt sofort:
Q ede 1 1 .
e A+  20—2 1+ )

Fir das zweite Integral koénnen wir eine Rekursionsformel zur
Erniedrigung des Exponenten o aufstellen. Es gilt nimlich:

g2dz

ds
(2) PRI j(1+52 =1 (1 +zg)a-1+(2“ 2)](1 +g‘2)m
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wie man z. B. mittels der partiellen Integration (vgl. S.84) zeigen kann.
Fiir das in (2) rechts bleibende Integral schreibe man:

J‘ 2de j‘ dz _ J‘ dz
A+ Ja+ 2t Ja+a3)e
und findet nach einer einfachen Zwischenrechnung:

1 2 o—3 dz

dz
@) ja T Za—2 (s +2a—2j(1 Tt
Die wiedexholte Anwendung dieser Rekursionsformel fithrt schlief-
lich aut 2%
ich auf | 7 T
Somit wird sich das Integral IV, abgesehen von einem Aggregat

= arclg 2.

dar-

rationaler Funktionen von 2, durch die Funktion arctg <x —7,

stellen lassen.

Lehrsatz: Das Integral jedes rationalen Differentials berechnet
sich als ein Aggregat von elementaren Funktionen, und zwar kommen
hierbei neben rationalen Funktionen von x nur noch transzendente Funk-
tionen der folgenden drei Gestalten zur Benuteung:

e lens don (55,

8. Integration von Differentialen mit der nt®® Wurzel aus
einer linearen Funktion.

Es seien a, b, ¢, d Konstante, fiir welche nicht gerade ad = be¢
ist, und es sei n eine positive ganze Zahl

Erklirung: Unter R (x, Vax +

welche durch Awusibung irgend welcher ,rationalen“ Rechnungen auf

> verstehe man eine Funktion,

. , . az+Dd
x und die n'e Wurzel aus der linearen Funktion . + 2u ge-

z+d
winnen ist1),
Die Integration des zugehérigen Differentials R-d x gelingt durch
Einfihrung - einer neuen Variabelen y, welche mit x verkniipft ist
durch:

a ...

__nax+b £ — dy"—?b
Y ezt d’ T —cyta

1) Wire a.d = b ¢, so hiitte man:
az+b _a(@x+4b) __a(@azx4d)_ a
cx+d~ acxd+ad” clax+0D) ¢’

und also wiirde die lineare Funktion konstant gleich % sein.  Dieserhalb

wurde oben a d =0 ¢ gefordert.
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Es ergibt sich hierbei:
R( Vaw—l—b ( dy*—b )
(2) Ve . $+d —cy +a
__n(@d—boy" !

(a—cym?
so daB sich R-d in y als rationales Differential darstellt.

Lehrsatz: Das Integral eines Differentials, welches rational in
ung der n'» Wurzel einer linecaren Funktion von & aufbaut, ist:

G v jR(x‘/aw_tsd

transformiert sich vermige der Substitution (1) auf das Integral eines
in y rationalen Differentials. Letezteres Integral ist nach den in Nr. 5,
S. 104 ff., gegebenen Regeln weiter zu behandeln.

7. Integration von Differentialen mit der Quadratwurzel aus
einer ganzen Funktion 2'® Grades.

Erklarung: Unter R(z,Va+2bz + ca?) wird eine Funktion

von % verstanden, welche durch Ausibung irgend welcher ,rationalen“

Rechnungen auf » und Ya 4+ 20z 4 cx? gewonnen werden kann.

Es sei ¢ =0, weil sonst der Fall der Nr.6 vorliegt.
Die unter dem Wurzelzeichen stehende ganze Kunktion zweiten
Grades werde abgekiirzt durch:

D ...00..9@®0=a+2bz+ca?

bezeichnet. Wir nehmen an, daB die beiden Wurzeln der Gleichung
g (%) = O verschieden voneinander sind; anderenfalls ist ndmlich g (x)

das Quadrat einer linearen Funktion und also Vg (%) rational.

Es sind mehrere Fille zu unterscheiden.

Sind die Wurzeln der Gleichung g(x) =— O komplex, was fir
b2 —ac< O eintritt, so ist die Funktion g(x) fir alle endlichen
(reellen) Werte £ entweder nur positiv oder nur negativ; denn g () ist
stetig und kann fiir keinen (reellen) Wert von & durch 0 bhindurch-
gehen. Aus b?<Cac folgt, dal a =0 gilt, und dall @ im Vorzeichen
mit der gleichfalls von 0 verschiedenen Zahl ¢ iibereinstimmt., Da
g(0) = a ist, so wird das Vorzeichen der Zahl @ und also auch das-
jenige von ¢ zugleich das Vorzeichen aller Werte g (x) sein.

Ist nun im fraglichen Falle auch noch ¢<CO0, so ist Vg (x) fiir
keinen endlichen Wert # reell; dieser Fall sei ausgeschlossen.

Falls b2 — ac < 0 gilt, ist ¢ > O anzunehmen, wobei Y g (z) fir
alle Werte x reell ist,
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Ist zweitens V2 — a ¢>> 0, so sind die Wurzeln von g (z) = O reell.
Sie mogen o und B heilen, und es sei B> Die Linearfaktoren-
zerlegung von g (z) ist:

@ ... g@ = c(z—a)(x—p).

Aus (2) ergibt sich: Ist b2 —ac > 0; so ist Y g (x) im Intervall
< 1 < P redl, falls ¢ << 0 ist; gilt aber ¢ > 0, so ist Y g (%) fiir
z =< o, sowie fir x = f reelly

Sollen nur solche Werte z zugelassen werden, fiir welche V:q(_z)_
reell ist, so gilt infolge der vorstehenden Uberlegung der Satz: Ist
erstens ¢ > 0, so sind fir b2 — ac < 0 alle Werte z wund. fir
b2 — ac > 0 diejenigen aulerhalb des endlichen Intervalls o<z < f
zuldssig; ist ¢ < 0, so hat man b2 — ac > 0 zu fordern und z auf
das Intervall o < « << B 2u beschrinken.

Die Integration von R (a:, Vg (a:)) -da leistet man durch Substitu-
tion einer neuen Variabelen y, fir deren Erklirung wir die beiden
Falle ¢ > 0 und ¢ < 0 trennen:

I Fir ¢ > 0 setze man:
—_— 2_.a
3) ....9=aVet+ Vo), 20=-YL"2%.
) y V9 @), iToTe

Man berechnet hieraus:

— i p—a
@....V9@=y 0t aye
2da:__y Vc+2by—|—aVcd

¢ . ... G iafe) ’.

Es werden somit # und V g (z) in y rationale Funktionen, und dz
wird ein in y rationales Differential. Die weitere Entwickelung ge-
schieht nach den Regeln von Nr.5, S. 104 fi.

II. Fir ¢ <O (und b2 —ac>0) setze man:

® .. y= g =2 a= ﬁlt“yfa,

wobei, wie schon bemerkt, x# auf das Intervall o < z << B ein-
geschriinkt bleibt. Man findet hier:

Vo =@B—w)—c—L

1 + T+
yay
=2
G =20=Pa e
50 dal man in y wieder zu einem rationalen Differential gelangt.

Lehrsatz: Fin aus x und der Quadratwursel aus einer ganzen
rationalen Funktion 2" Grades aufgebautes Iniegral:
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® ..... .“‘Ii(x, Va+2bw+ca;’) dz

1abt sich in den beiden far uns in Betracht kommenden Fillen durch
die Substitutionen (3) bew. (6) auf das Inlegral eines in y rationalen
Differentials redugieren und ist demnach durch elementare Funktionen
darstellbar.

Beispiel. Das Integral:

dz
J.Va+2ba;+x2

gehdrt zum Falle L Die Substitution (3) liefert:

Jﬁ-}—Obx-l—x’—J?/'l'b n @+ )

Es ergibt sich somit:

' az 3
©)) jm_ m@b+z+Yat2bz+a2).

8. Normalformen fiir die Integrale mit Ya 4+ 20z 4 ca®

Um die beiden Fille ¢> 0 und ¢<C0 zusammenfassend behandeln
zu kénnen, schreiben wir:

J R(a:, Va+2bz + cw’) dz

und verstehen unter ¢ eine positive Zahl.

Statt bei der Berechnung des Integrals unmittelbar nach Nr. 7
zu verfahren, ist es vielfach zweckmiBig, das Integral zuvor auf gewisse
Normalformen zu reduzieren. Dieses Verfahren setzt sich aus folgenden
Schritten zusammen:

I Man fithre eine neue Variabele # durch die folgende Substitu-
tion ein:
a . . ...
wodurch sich ergibt: _
VeVat2bz+ cat = Yac Fo2 Y1+ 2, dw:-——-——'ac:-b’dz.
Man findet .somit:

2) J.R-(:v, Ya+2bz + ca?) dz =,[R’ (e, V1.4 z’) de,

.wobei rechier Hand R, eine aus ¢ und Y1 1 £3.vermdge rationaler Rech-
nungen gu gewinnende Funklion ist.

II. Stellt R, eine Summe mehrerer Glieder dar, so integriere man
jedes Glied einzeln.

__cxt+bd
.Vac + b2’
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Jedenfalls 1a8t sich das einzelne Glied in die Gestalts

G+ G YL £+ 22

Gs () + G (V1 + 22

setzen, wobel G, (2), .., G,(2) ganze rationale Funktionen von ¢ sind;

denn jede Potenz von |1 + %2 mit geradem Exponenten ist eine
yrationale* Funktion von 2, und jede Potenz von V1 1 £2 mit un-
geradem Exponenten ist das Produkt von Y1 +,22 und einer ,rationalen*
Funktion von z.

Durch Erweiterung des Ausdrucks (3) mit (G3— G, Y1 + #2)
geht derselbe iiber in die Gestalt:

G+ G 1 E 2 Ry (2)
(4) R < G7(Z) —RQ()"'Vﬁ_—zg

wo R, (¢) und Rg (¢) wieder rationale Funktionen von # sind.

Das Integral j Rz, Ya+2be + ca?) do labt sich somit, ab-

gesehen von Integralen rationaler Differentiale, reduzieren auf eine Summe
von Integralen der Gestalt:

(B + + v e e e Eat

III. Jetzt trage man fir R;(¢) die Entwickelung in eine ganze
Funktion, vermehrt um eine Summe von Partialbriichen, ein und in-
tegriere die entspringenden Glieder einzeln.

Das Integral (5) 1ibt sich auf diese Weise reducieren auf ein
Aggregat von Integralen der vier folgenden Normalgestalten:

2"dz dz
JVI + 22’ (¢e—a)y Y1 + 22’
gde
.L@—aﬁ+wwvl+z=L@—wy+wﬂwhid
wobei n stels eine positive ganze Zahl (im ersten Falle uner EinschluB
von 0) bedeutet.

Beispiel. Um das Integral:

dz
Va+ 2bz—ca?

zu berechnen, wendet man die Substitution (1) mit den unteren Zeichen
an; es findet sich:

dz 1
— -——arcsm 2
J'Va+2bw—cx2 V;JV — 22

®) -
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Bei Umrechnung auf z ergibt sich:

dz cx—b
}/a-|-2b:t;—-ca:2 V +ac

9. Partielle Integration bei Differentialen mit }1 + f2

Auf das erste der Integrale (6), S. 110, wende man noch die
Methode der particllen Integration an.
Man schreibe zunichst gemi der Formel (3), S.84:

endz Tt eds "__2 + ede
e irat® "J” Jliza)d”'

n P ——
_Zde +eo Y1+ 2 F(n—1) |2 Y1+ 2de
Y1+ e
Erweitert man unter dem letzten Integral mit }/1 4 22, so folgt:

ende — r—idg

V1+e

2"dg
-(n_—l)JAvl-%- ¥

Setzt man das letzte Glied nach links hinither, so ergibt sich eine
Rekursionsformel, welche gestattet, das vorgelegte Integral auf ein eben
solches mit einem um swei Einheiten erniedrigten Exponenten n 2u re-
duzieren:

6]

Mde _iz”—lvli—zz n—1 (2 2ds
1+ 2 n = V14 22

Durch wiederholte Anwendung dieser Formel wird man schlieBlich
auf eines der folgenden Integrale gefiihrt:

. ( 2dz
D I — 1 2
@ | Vl+z2 +Y1Es
) N — ]/
@ aVl-I-zz e+ V147
“) « e "Vldz = arcsin 2.
J — 23

10. Fundamentalsatz {iber die Integrale. algebraischer
Differentiale.

Die rationalen und die irrationalen Funktionen bezeichneten wir
8.11 zusammenfassend als elementare algebraische Funktionen. Ist
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@ (z) eine Funktion dieser Art, so nennen wir @ (¥)dz ein ,elementares
algebraisches Differential®.

In den vorangehenden Nummern ist die Integration von ¢ (z)dz
fir folgende drei Fille durchgefiibrt:

L 9@ = E@),
1. @) = R(w, ‘/Z:_‘-I:g

. ¢ (@) = .R(x, Va + 20z 4 cx?),
und damit sind mittelbar auch alle diejenigen Fille behandelt, bei
denen @ (%) additiv aus mehreren solchen Funktionen aufgebaut ist.
Es gilt aber folgender fundamentale

Lehrsatz: Die drei genannten Typen elementarer algebraischer
Differentiale sind die einzigen, bei denen f(x) = jq) (x)dx wieder eine

selementare® algebraische oder transzendente Funktion ist. Kommt in

@ (x) entweder die Quadratwurzel aus einer den zweiten Grad diber-
stezgenden ganzen Funktion oder aber dic hohere Wurzel aus einer nichi-
linearen Funktion vor, so ist f(x) im ullgemeinen eine der Elementar-
mathematik nicht bekannte ,hohere“ tramszendente Funktion,

Die den Integralen der Gestalt:
JR (a:, Va +bz4ca? dw*’)dw

zugehdrigen sogenannten ,elliptischen® Funktionen bilden die niederste
Klasse dieser hoheren transzendenten Funktionen.,

11, Partielle Integration bei transzendenten Differentialen.

-Erklarung: Ist @ (z) eine transeendente Funktion, so werden wir
@ (x)dx als ein ytranseendentes Differential® bezeichnen.

Es gibt einige Typen transzendenter Differentiale, bei denen man
mit Vorteil von der Methode der ,particllen Integrdtion“ Gebrauch
machen kann.

L. Die Differentiale sin™ zcos* z d z.

Formel (3), S.84, liefert, wenn man cosz dz = d sin « setat:

J‘sin"' & cos"xdx = cos"—1g J sin™ x d sinx
+m—1) j (cos® 22 sinx J’ sin™ x d sin x) d z,

cosh—1 g sinmtlyg
m -+ 1

.[cos"—2 rsinmt2pda,

sinmzcostxdi —

+

n__

m 41
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Setzt man im letzten Integral sin™z (1 — cos?x) fir sin™¥2g,
go folgt:

. cos™— 1z sin™ t1g
sin"x cos"xdr — ———————

m-1
—1 —1 ,
+ ;%l_—]— Jcos""”x sinmz do— ;: 1 Jcos"x sin™x d2.

Bringt man hier das letzte Glied rechter Hand nach links, so ergibt
sich die erste der beiden folgenden Rekursionsformeln:
»
sin™x cos"x dx

- - - ’
sinmtig cos" 1z n—1( ,
= + sinmx cost—2x dx,
m-+n m -+ n

r

sin™x costx dx
@ - - - J

sinm=1g cos®tlx m—1[ . )
= — + sin™—2z cos"x dz;
| m-4n m-n

die zweite Formel beweist man analog.

Lehrsatz: Das Integral des Differentials sin™zx cos®x dz, in
welchem m und n irgend welche nicht-negative ganee Zahlen sind, 1ibt
sich vermdge der Rekursionsformeln (1) und (2) auf eines der vier
Integrale:

jdx =z, jcosxd:c = sinz, Jse’nxdw = — C0S &,
J.sin:c cosx dx = 1/,sin2%

reduzieren; das fragliche Integral ist demnach durch ,elementare® trans-
zendente Funktionen darstellbar.

II. Die Differentiale 2" ¢* dx und % dz.

Die Regel der partiellen Integration ergibt:
Jx”e”dz = x”".e’”dw——n J(x”-ljexdx) dr,
@G ... jx”e’dx = x"e”—njx”*’e”dx.
Ist » von 1 verschieden, so gilt weiter:
(o= e -2

[ ev 1 e
O Jﬁdx = —(71-—1)x”—1+n—ljx”“1dx'

Fricke, Leitfaden. 8
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Lehrsatz: Bedeutet n eine nichi-negative ganze Zahl, so it sich
Jx” e dx durch die Rekursionsformel (3) scllieBlich auf j edr = ¢

reduzieren; beim Integral j? dx mit positiver ganzer Zahl n gelangt
man vermige (4) schliellich zum Integral J’ ‘%— d x, welches eine ,hohere®

transzendente Funktion darstellt.

III. Die Differentiale xin sinzdx und xi” cosxdx.
Hier liefert die partielle Integration die Rekursionsformeln:

[
®) - + |xrsinedr = — z"cosx + n | x"~1cosxdx,
'

6) - - x"cosxdx=x”sinx—-njx""sinxdx,

{sinx sinzx 1 cos &
ol = —
(7) J o z (n __l)xn—l +n_1'[xn—ldx’
[ cos cos 1 sinx
o 20y = — —
(8) ) ™ z (n——l).’b”"] n—ljx"-ldx’

wobei in den letzten beiden Formeln n > 1 gilt.

Lehrsatz: Die Integrale ( shsinzdx und | ancosxdx lassen

sich, falls n eine nichi~negative ganze Zakl ist, durch elementare {ran-
szendente Funktionen darstellen. Die Integrale J SZ# dx und j c%s”:_v dzx
mit einer ganzen Zahl m >> 0 fihren dagegen (abgesehen von elemen-

taren transeendenten Gliedern) auf die phoheren® transzendenten Funk-

. sinx cos x
tionen J-z—dx und j — dzx.

12. Entwickelung der Zahl z in ein unendliches Produkt.

Formel (2), S.113, gestattet eine bemerkenswerte Anwendung auf
die Entwickelung der Zahl 7 = 3,14159 ... in ein unendliches Produkt.
Nimmt man in jener Formel die gunze Zahl m > 1 und n = 0,
und integriert man zwischen den Grenzen 0 und %/, so folgt:
b

2
jsin’”—% dur.

0

—1
"

. m
sinmxdxr =

S ly

Bei wiederholter Anwendung dieser Rekursionsformel kommt man,
je nachdem m ungerade oder gerade ist, schlieSlich auf das erste oder
zweite der folgenden Integrale:
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i
2

kg

)

Jsinxdx = 1. dez 1;-.
v v

Es ergibt sich auf diese Weise:

b3
N
2 4 6 2n
1) . ... simrtlpgde — = .. —... ="
@ ji a 3 57 2n+1°
v
F(3
]
x 1 3 5 2n—1
2n —_— —t—— e —— e —— o -
(2)....‘[3211 zdzx 5516 o
v

Da nun im Inneren des ganzen Integrationsintervalls sinz einen
positiven echten Bruch darstellt, so gilt fiir jedes ganzzahlige m > 0:

It
°

2
sinmx > sin™*t1z und also "'sm"‘x dx > jsm’"*‘%v dz,
0

0

wie aus der Bedeutung des bestimmten Integrals.(vgl. S.85 ff.) her-
vorgeht.

Setzt man in der letzten Ungleichung erst m =— 2# — 1 und
sodann m = 2, so ergeben sich aus (1) und (2) die Ungleichungen :

2 4 6 2n—2 ® 1 385 2n—1
357 en—1-— 2246 2n !
nx 1 3 5 2n—1 2 4 © 2n

32T T en 35T 2n+1

—_— ettt e 64§ e &

2 3 7
@ - - - .
ln 2 2 4 6 2n 2n

213355 7 Tin—1 om 1’
Die beiden hier rechts auftretenden Produkte nenne man P, und
Q.. Dann gilt erstlich:

@ ... 2>5P,>P>DP >
da aus der Bauart von P,:
P __ 16 Po_y  4n?—dn1
2T g P, T 4n2—4n
folgt; andererseits hat man:
G o v I <R <
da offenbar: 4 Quo1  4nmr—1
Q=73 Qn ~  4n?

[n 2 2 4 4 6 6 2n—2 _2n

8%
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gilt. Uberdies folgt aus den Ungleichungen (3) selber:
Pﬂ > Qﬂ'

‘Des niaheren hat man:

2n 1
ﬂ_%—EO“ﬂ?O"”ﬂT?
woraus man mit Riicksicht auf:

2> P> ¢G>1
die Folgerung zieht:

2
0 Pi—@Qn <§—n_—|-_1

Demnach wird fiir unendlich wachsendes n:
lim. (Py — @Qn) = O

n=ox

gelten. Mit Riicksicht auf die Ungleichungen (4) und (5) folgt hieraus,
dall die Zahlen P, fir lim.n — o derselben zwischen 1 und 2 ge-
legenen Grenze zustreben, wie die Zahlen @,. Als diese Grenze geben
die Ungleichungen (3) den Betrag 7/,:

T X 2 2 4 4 6 2n
(6) « e e s .E.__nhgz;(T.-g._g_.g._g...ﬂ__:l)’

was man auch ausdriickt durch den
Lehrsatz: Die Zahl %[5 146t sich in das als ,konvergent* zu be-
zeichnende) unendliche Produkt entwickeln !

® 2 2 4 4 6 6 8
(7)......_2_=__ ...............

13. Integration durch unendliche Reihen.

Wenn es nicht gelingt, das Integral eines vorgelegten Differentials
@ (x) dr durch eine der bisher entwickelten Methoden zu berechnen
8o kann man versuchen, dieses Ziel vermittelst einer Reihendarstellung
des Integrales zu erreichen.

Die Funktion ¢ (%) sei in die Potenzreihe:
@ .....0@=a+ar+as2t+aeas4-.-
entwickelbar, von welcher angenommen werden soll, dafl sie im Inter-
vall — g < 2 <+ g konvergent sei.

Indem wir die Gleichung (1) mit d« multiplizieren und gliedweise
integrieren, ergibt sich:

@ [owds = 0tmat Bt liw g Lt

wo C die Integrationskonstante ist.

') Vgl die Entwickelungen von 8. 54 ff. iiber Konvergenz -unendlicher
Reihen.
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In der Tat kann man zeigen (was jedoch hier nicht ausgeftihrt
wird), dall die in (2) rechis stehende Reihe in demselben Intervall
— g << & <+ g konvergiert wie (1), und dall sie in diesem Intervall

die Funktion jc;o(ac) dx darstellt (vgl. den letzten Lehrsatz in Nr. 4,

8. 58).

Als Beispiel gelte:

sinx x8 x8 x?

@ ITM =Cte—srmtmm gt
eine Reihe, die fiir alle endlichen z konvergent ist.

In dieser Reihe besitzen wir nunmehr ein Mittel, die in (3) links
stehende ,hohere transzendente Funktion“ (vgl. den Lehrsatz am Ende
von Nr. 11, S. 114) angenahert zu berechnen.




Vierter Abschnitt.

Funktionen mehrerer unabhingiger
Variabelen.

Erstes Kapitel

Differentiation und Integration der Funktionen mehrerer
unabhéngiger Variabelen.

1. Die Funktionen zweier unabhéingiger Variabelen.

Es seien x und y zwei voneinander unabhingige Verénderliche.

Erklarung: Ist die Variabele 2z derart an die beidén ,unab-
hiingigen* Variabelen x und y gebunden, dal zu dem einzelnen Werte-
paar z, y stets ein Wert oder eine Anzahl von Werten der ,abhingigen®
Variabelen z mach einem Dbestimmien Gesetze zugehort, so heibt z eine
o Funktion® der beiden unabhingigen Variabelen x und y.

Auf die Funktionen zweier Veridnderlichen iibertrigt man alle
Begriffsbestimmungen, Bezeiohnungsweisen und Einteilungsprinzipien,
welche S. 2 ff. fiir die Funktionen einer Variabelen ausgebildet wurden.

So braucht man z =— f(x,y) oder # — g (x, y¥) usw. als sym-
bolische Bezeichnungen fiir Funktionen; man bezeichnet beispielsweise
2 =— ax8+bxy—-cy’ als eine ,rationale ganze“, 2 = sin (5x — 7y)
als eine ,transzendente Funktion“ der Variabelen # und y; man sagt,
durch 222 — 32zsiny + 2 = 0 sei z als ,unentwickelte“ oder ,implizite“
Funktion von z und y erklirt usw. Die folgenden Untersuchungen
werden sich wieder auf ,elementare“ Funktionen beschrinken.

Zur geometrischen Deutung der Wertepaare der Variabelen z, y
dienen die Punkte einer Ebene (,Zahlencbene“), in welcher ein recht-
winkliges Koordinatensystem zugrunde gelegt sei; der Punkt der Ko-
ordinaten x, y oder, wie wir kurz sagen, der Punkt (z, y) ist das Sinn-
bild des Wertepaares x, y.

Um darauthin eine geometrische Versinnlichung der einzelnen Funk-
tion z = f(x, y) zu gewinnen, trage man 2z als dritte Koordinate im
Punkte (¢, y) anf der Zahlenebene senkrecht auf, verstehe also unter
x, 9, # rechtwinklige Koordinaten im Raume.
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Wie in der analytischen Geometrie des Raumes gezeigt wird, stellt
dann die Gleichung z = f (x, y) eine Fliche dar.

Lehrsatz: Die bei rechiwinkligen - Koordinaten z, y, z durch
z = f(x,y) dargestellte Fliche benutzt man als geometrisches Bild der
Funktion f(x,y); die in den einzelnen Punkten (x,y) der xy-Ebene
senkrecht errichieten Koordinaten z der Flichenpunkte liefern direki die
Funltionswerte f (x, y).

2. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit der Funktionen f (r, y).

Um den Charakter der Funktionen f(z,y) in bezug auf Eindeutig-
keit und Mehrdeutigkeit zu kennzeichnen, betrachten wir einige spezielle
rationale Funktionen als Deispiele. Wir setzen erstlich:

. _ 2zy

(1) « « 0. Z = m .

Diese Funktion ist fiir alle endlichen Wertsysteme #, y eindeutig, ab-
gesehen vom Wertsysteme & = 0, ¥y = 0, wo die rechte Seite von (1)

unter der unbestimmten Gestalt § erscheint.
Gleichwoll erhallen wir einen bestimmten Grenzwert fir die Funk-

tion (1), wenn wir einen geeigneten Weg vorschreiben, auf welchem der
Punkt (z,y) in der xy-Ebene den Nullpunkt erreichen soll.

Fibhren wir namlich in der xy-Ebene Polarkoordinaten r, ¥ ein,
indem wir £ = rcos @, y = rsin ¥ setzen, so liefert (1):
@ ... ... 2=3sn20

Wenn man also, wie in Fig. 51, in der zy-Ebene einen Weg be-
-schreibt, der unter dem Winkel & gegen die positive 2-Achse im Null-
punkte einmiindet, so erhdlt man als Fig. 51.
Grenzwert der Funktion den eindeutig y-Achse
bestimmten Wert sin 2 9.

Die in (1) erklirte, im allgemeinen
eindeutige Funktion =z ist fir z = 0,
y = 0 unendlich vieldeulig. Die Funk-
tionswerte & fiir dieses Argumentenpaar
vartieren zwischen — 1 und -+ 1, wund
man kann den Weg des Punktes (x, y)
nach der Stelle (0,0) so einrichien, dal
als Funktionswert ein belicbiger Wert des
Intervalls — 1 < 2 < + 1 erreicht wird. Man sagt, die Funktion
(1) werde fiir x — 0, y = 0 ,stetig-vieldeutig*.

Diese Eigentiimlichkeit der Funktion (1) kommt an der.zugehorigen
Fliche (Zylindroid) direkt zur Anschauung. Die Gestalt dieser Fliche,
welche aus lauter horizontalen (d.i. mit der zy-Ebene parallelen) Geraden
aufgebaut erscheint, macht man sich auf Grund der Gleichung (2) am
leichtesten deutlich.

x-Achse
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Von der folgenden Funktion:
. r—2y
(3)......,..,5__.1;2__250_!_?/2

stelle man fest, daf sie sowohl fir £ — 0, y = 0, als fiir z = 8/,
y = %/q stetig-vieldeutig wird. Es handelt sich hierbei um die beiden
Schnittpunkte der durch £ — 2y — 0 dargestellten Geraden mit dem
Kreise 22 — 22 + y2 — 0 des Radius 1 um den Punkt (1,0).

In allen anderen Punkten der Peripherie dieses Kreises hat man
2 = w: Die Funktion (3) zeigt somit ., Unsteligkeit durch Unendlich-
werden” lings der ganzen Peripherie dieses Kreises, abgesehen von den
beiden Schwittpunkten des letzteren mit der Geraden x — 2y — 0, wo
die Funktion ,stetig-vieldeutig® wird.

Die Funktionen f(z,y) konnen auch isoliert liegende Unstetigkeits-
punkte aufweisen. Dies findet z. B. bei der Funktion:

52—y
@4 ...... . z—(w—l)2+3(y-—2)2
im Punkte # = 1, y = 2 statt.

Um nun den folgenden Betrachtungen eine mdglichst einfache
Grundlage zu sichern, betrachten wir die Funktionen in der Regel nur
fir solche Wertsysteme (x,y) der Argumente, fiir welche sie ,eindeutig“
bestimmte, ,endliche* Werte haben, die man in ,stetigem* Ubergange
erreicht, von welcher Richtung man sich auch der Stelle (z, ) in der
xy-Ebene stetig anndhern mag.

Dies setzt iibrigens voraus, dal wir im Falle einer irrationalen
Funktion bei den etwa auszuziehenden Quadratwurzeln iiber die Vor-
zeichen feste Bestimmungen treffen, und daf wir, sofern zyklometrische
Funktionen auftreten, uns etwa der Hauptwerte dieser Funktionen
bedienen.

8. Differentiation der Funktionen z = f (z, y).

Erklirung: Falls man 2 = f (%, y) bei konstant gedachtem y
als Funktion von x allein differensiert, so spricht man von einer ,par-
tiellen® Differentiation von f(z,y) nach xz und nennt das Ergebnis ,par-
tielle* Ableitung oder ,partiellen Differentialquotienten in bezug auf x
oder kurz nach z.

Die partielle Ableitung von # = f(z, ) in bezug auf £ wird durch:

0z _of@y) _ .
(A) « ¢ o oo e = s = fz(2, 9)
bezeichnet. Aus dieser Ableitung wird das ,partielle Differential® der
Funktion ¢ nach x (siehe S.19) durch Multiplikation mit d & gewonnen:

@) ... axz=8zf(x,y)=f;(x’y)dw=(afa(a;»y)>dx‘
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Ganz entsprechende Festselzungen und Bezeichnungen gelten fir die
Differentiation von f(z,y) in bezug auf y.
So hat man z. B. fiir die Funktion 2 — a3 4 bry — cy®:
04 0z
— e 2 — o — b eyt
5z 3ax?+ by, 3y bz cy
Erklarung: Die Summe der beiden partiellen Differentiale:

: of (@ - vy
frapas=TED s fagay=LE0a,

nennt man ,totales oder vollstindiges Differential® der Funktion & ={f(x,y)
und bezeichnet dasselbe durch dz = d f(»,¥y):
0fy) 0f@y)
3) ... .de=d = ——= dy.
3) z f(zy) or 02T, ¥
Entspricht den zuniichst endlich gewahlten Anderungen A« und
Ay die Anderung 4z der Funktion 2 = f(z, y), so gilt:
de=f@+da, y+ dy) — =)
Diese Gleichung wandele man unter Benutzung der Abkiirzung
Y, =y + 4y in folgende um:
dz=f@+dzy)—f(@y) + 1@y + 9 — (@)

wofiir man auch schreiben kann:

AZ — f(x+dx’yl).—f(xiy1)'dx
Az

fay+dy) —1 @)
-+ v -dy.

L&Bt man hier 4z und 4y gleichzeitig, aber unabhingig vonein-
ander unendlich klein werden, so werden die beiden rechts stehenden
Quotienten gleich £y (z, ;) und fy (@, ¥), und fir 4z und 4y haben
wir die Differentiale do und dy zu schreiben?). Da ibrigens fiir
lim. 4y = 0 offenbar lim.y, = y wird, so nimmt f; (2, y,) den Grenz-
wert fy(x,y) an. DemgemiB geht die rechte Seite der Gleichung (4) in
das durch Formel (3) dargestellte totale Differential von 2 =={(, y) uiber.

Lehrsatz: Werden die gleicheeitigen Abinderungen der Argu-
mente von z = f(x,y) unendlich klein, so wird dabei die Abidnderung
der Funktion schlieBlich gleich dem totalen Differentiale d& == af(z,y).

Beispielsweise gilt fiir die Funktion #=a 2% +bxy — cy® hiernach
als die den dz und dy entsprechende unendlich kleine Abéinderung:

de = (Baz?+ by)da+ (bax—5cyt)dy.

4) -

1) Die SchluBweise des Textes ist insofern nicht genau, als beim Grenz-
iibergange lim. 4 x = 0 im ersten Quotienten auf der rechten Seite von (4)
das zweite Argument 7, gleichzeitig geéindert werden sollte, also die am
Eingang von Nr. 3 gegebene Erklirung des partiellen Differentialquotienten
nicht streng inne gehalten ist. Gleichwohl treffen die Angaben des Textes
jedenfalls bei den fiir uns allein in Betracht kommenden elementaren Funk-
tionen zu.
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4. Differentiation unentwickelter Funktionen einer Variabelen.

Ist y durch die Gleichung'f (%, y) = 0 unentwickelt als Funktion von
dy
dx
f(®,y) = O nach y erforderlich. Letatere Operation lift sich in fol-
gender Art vermeiden.

Man setze zuniichst 2 = f(z,y) und sehe  und y als unabhingige
Variabele an; dann gilt fiir die den Differentialen d«, d y entsprechende
Abgnderung d# von 2:

__0f(x9) of(z,9)
dz = Py dz + 2y dy.

Sollen fortan wieder nur solche Wertsysteme x, y vorkommen, fiir
welche z =— [ (z, y) = 0 gilt, so hingen # und y vermdge dieser
Gleichung vonpeinander ab, und es sind nur noch solche gleichzeitige
Abénderungen dz und dy von z und y zulissig, fir welche # konstant
gleich O bleibt und also d¢ verschwindet. Man findet somit:

« gegeben, so war zur Berechnung von bisher die Auflgsung von

of (= 9)

0f (@) of@y) 4, o W_ _ 0% |
Wy Ty TS LT ey
oy

Lehrsatz: Ist y als ,uncntwickelte® Funkiion von x durch die
Gleichung f(x, y) = 0 gegeben, so berechnet man den Differential-

d . L .
quotienten d—‘z vermdge partieller Differentiationen auf Grund der zweiten

Gleichung (1).
So findet man z. B. bei
z2  y? _ dy bz
prianty 1 =20 sofort iz — _uﬁy

in Ubereinstimmung mit (2), S. 45.

6. Verallgemeinerung auf Funktionen beliebig vieler
Variabelen.

Ist die Anzahl n der vorliegenden unabhingigen Variabelen >> 2,
80 bezeichnet man letztere zweckmiBig durch z,, x,, ..., Zn.

Begriff und Einteilung der Funktionen f (2, %, ..., &,) dieser
n Variabelen wird man von den oben behandelten Fillen # — 1 und
n = 2 aus leicht fiir beliebiges » verallgemeinern.

Differenziert m:a die Funklion y = f(z,, 2, ..., &) bei konstant
gedachten (n— 1) Variabelen @y, ..., Zx—1, Tk +1, -+, & als Funktion
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von z; allein, so gewinnt man die ,partielle Ableitung® bzw. das ,par-
tielle Diﬂ‘erential“ nach z:
I’/ a/(xls'“)xn)_ ’
(1) axk awk - fzk (xlv Loy o oey x,.),
af(wll eesy x")dxk.
0 X

Andert man gleichzeitig die # Argumente um die # voneinander
unabhiingig zu denkenden Differentiale dxy, dz,, ..., d&y, so heilt die
entsprechende Anderung dy — df (2y, ..., @,) der Funktion das zu
axy, ..., dz, gehorende ,vollstindige* oder ,totale Differential®.

Fiir dieses totale Differential gilt der

(2) aiky = axkf(xlv cey xn) = f;k (G ) day =

Lehrsatz: Das zu dz,,..., d2, gehorende totale Differential dy
ist gleich der Summe aller n partiellen Differentiale von y={f(%y, ..., Zn),
welche zu dx,, ..., dx,, einzeln genommen, gehoren:

or ’d2+ + 2

3) dy:d/(ac,,...,av,,)—a da +
Der Beweis ergibt sich durch Verallgememerung der bein — 2
in Nr. 3, S. 121, befolgten Uberlegung.

dz,.

6. Differentiation zusammengesetzter Funktionen.

Setzt man in der betrachteten Funktion y = f(z;, Zg, . -+, %n)
die Argumente mit Funktionen einer einzigen Variabelen z:

A) . .= (@), Ty =@(), ..., T = Pu(®
gleich, so wird dadurch offenbar auch y eine Funktion von z allein.
Wir sprechen hier, wie in dem S.11 betrachteten Falle n = 1, von
einer ,eusammengesetzten Funktion®.

Da die Gleichung (8), Nr. 5, fiir beliebige d z,, ..., d z, gilt, 8o ist
sie auch fiir diejenigen Differentiale richtig, welche man auf Grund der
Gleichungen (1) bei einem Zuwachs von 2 um dz berechnet:

@) de, = (%)dw:q)i ®dz, ..., dz, = %—-)dw-q),,(x)da:

Tragen wir diese Ausdriicke der dx,, ..., dx, in (3), Nr. 5, ein
und teilen durch dz, so ergibt sich der

Lehrsatz: Ist y = f (% ..., Zn), und sind 2z, = @, (©), ...,
Ly = @n (%) Funktionen der einen unabhdingigen Variabelen z, so ist
auch y eine Funktion von x allein. In diesem Falle berechnet man die
Ableitung von y nach x auf Grund der Formel:
dy oy de oy E
@ T Oz, dz ' 0, clx+ +bx,. dx
Fuar » = 1 ergibt sich die Regel (2), S. 27, wieder.
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Ist z. B. y = 2@, so ergibt sich:

% =gz x’fl-lfl'z + 2% In x,- il
dy
2 =[28 50 + 5@ 9,0)]

in Ubereinstimmung mit Formel (1), S. 29.

7. Die partiellen Ableitungen héherer Ordnung.

Erklarung: Wenn man die nach x; genommene partielle Ab-
leitung fz; der Funktion f (21, %y, ..., ®n) partiell nach zy differenziert,
so entspringt die durch:

0 <__8f
axi aZf ”
@ . -« - e dmam fz; oy, (T3 Ty «ovy @)

zu bezeichnende ,partielle Ableitung sweiter Ordnung® (partielle zweite
Ableitung) von f (1, ..., @) nach x; und . Entsprechend definiert man
die partielle Ableitung f;;.: o, 21 dritter Ordnung usw.

Bei einer Funktion ¢ = f(z, y) zweier Variabelen hat man dem-
nach zunichst die vier partiellen Ableitungen zweiter Ordnung:
o of O o Of_

@) ot 2 240y fow oyox = fym 0yr Ty

Betreffs der hoheren Ableitungen von f(z,y) gilt folgender

Lehrsatz: Das Ergebnis mehrerer mnacheinander ausgeiibter
Differentiationen nach verschiedenen Argumenten ist von der Reihenfolge
dieser Differentiationen unabhdngig.

Um z B. die Identitat der beiden Funktionen f;, und £, zu
beweisen, wenden wir auf die gleich niher zu erklirende Funktion F (z)
den Mittelwertsatz (vgl. S. 59) an:

@ ..Fe+h)—F@=F(@+oh-n 0oL
Unter F (x) soll aber die Funktion:
Fa)=7rf@y+k—Ffy
verstanden werden, in welcher somit y und % vorerst als konstant
gelten. Man findet:

fE+hyt+B—Ff@t+hy)—f@y+k+f(y)
=[fa@+9h y+ k) —fel@+ T y)]-h
Der rechts mit 7 multiplizierte Ausdruck kann als Funktion von
¥ wieder nach dem Mittelwertsatze umgestaltet werden; so ergibt sich:
fethy+b)—f@+nhy)—Ff@y+8+ 1y
= fay@+ Oh y 4 O'Kk) - RE.
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Nun kann man aber die vorstehende Rechnung auch in der Art
ausfithren, dal man erst y und dann z als variabel ansieht; es findet
sich so auf ganz analogem Wege fiir die linke Seite der letzten
Gleichung der Wert:

yu@+ 9"k, y + 8"E)LE.
Dieserhalb muf die Gleichung bestehen:
2y @+ O hy Y+ OK) = £l @+ 970,y + 8B
LiaBt man hier 7 und % gleichzeitig bis 0 abnehmen, so folgt, der
Behauptung entsprechend, 73y = £,

So findet man z. B. fir 2 — 5:&?:?/3 — 37tV tatsichlich:

o _ 9

0x0oy oycw

= 30zy2— 3=ty

8. Die totalen Differentiale héherer Ordnung.

Erkldirung: Sicht man das zu dx und dy gehorige totale Diffe-
rential de einer Funktion ¢ — f(x, y) als Funktion von x und y allein
an und berechnet von dieser Funktion dz das totale Differential fir die-
selben Differentiale dx und dy der Argumente, so entspringt das zu dx
und dy gehdrende ntotale Differential zweiter Ordnung® d(dz) = d2z.
Entsprechend definiert man die totalen Differentiale der 3'%, 4'°® usw.
Ordnung d8z, dtz, ...

Nach den Entwickelungen von Nr. 3, S, 121, bat man:

dzz::d(dz)_a(dz) +8( z)d
Andererseits ist:
0 f of
dz = 5a dz + 39 dy,

und da dz bei fest bleibenden dx, dy als Funktion von # und y auf-
gefalt werden sollte, so folgt:

0(de) of 02f 0(da) 32f
oz axﬁd +6y8w ' 0y _axay +8y2

Unter Benutzung des Lehrsatzes in Nr. 7 ergibt sich somit:
... dsz—afd w2l f s dy+wdy2

Allgemein gilt der

Lehrsatz: Das eu dz und dy gehorende totale Differential
nter Ordnung der Funktion z = f(x,y) stellt sich mit Hilfe der S. 32
erklirten Binomialkoeffizienten der n'e® Potenz in der Gestalt dar:
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wo L O"f (n o f -
® dz_é——dx—}- >B—x"‘laydx” dy

‘I‘( >axn—2a sda"—2dy? + - +8y ayn.

Der Beweis wird durch den Schluf der ,vollstindigen Induktion“
(vgl. 8. 33) gefiihrt.
Ist die Formel (2) fir n richtig, so berechne man:

a(d z)d +8(d 2 iy

wobei man fiir d”¢ die rechte Seite der Gleichung (2) eintrage. Indem
man den entspringenden Ausdruck auf Grund der Regel:

(Z)_'_(Lﬁl) - <‘n_7'c-1>

zusammenzieht, gewinnt man die fiir (i -} 1) statt n gebildete Formel (2),
so daB sie auch noch fir (n 4-1) gilt. Da Formel (2) aber in (1) fir
n = 2 wirklich bewiesen ist, so gilt sie hiernach allgemein.

Die Definition der totalen Differentiale hoherer Ordnung einer
Funktion y = f(,, 3, ..., #.) von n unabhéngigen Variabelen z,, ..., z,
wird man nach Analogie des Falles # = 2 sofort vollziehen.

Als Beispiel merken wir das totale Differential 2t* Ordnung an:

2
Be = [ (@, .0y T) = %’:,dxf 4. g——]:d 2
1 n

a1 = d(dns) =

®3)

_of azf.
+ a a dxldxz-l— +2den_xdx,,

9. Integration zweigliedriger totaler Differentialausdriicke.

Mit Hilfe zweier Funktionen ¢ (z, y) und ¥ (x, y) der voneinander
unabhiingigen Variabelen # und y bilde man den zweigliedrigen Diffe-
rentialausdruck:

P @y)de+ v (ny)dy.

Erklirung: Im Anschlul an Nr.3 soll dieser Ausdrucl stets und
nur dann als ein ytotales (vollstindiges) Differential® oder ein ,totaler
(vollstindiger) Differentialausdruck* bezeichnet werden, falls eine Funktion
& = f(x,y) existiert, fiir welche:

D) .. vde=dfl@y) =@y det+ ¥y dy
zulrifft.  Diese Fynktion f(x, y) heibt alsdann ,Integral® des voll-
stindigen Differentials (p dz + ¢ dy).

Aus (1) ergibt sich auf Grund von (3), S. 121:

_or = of,
ven =g, ven=gl
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Durch erneute Differentiation findet man:

09 &%,y) _ 0*f(xy) oY@y (@),

oy dxoy ' ¢z ~ 9ylz '’

und da die beiden hier rechts stehenden Funktionen einander gleich
sind (vgl. S. 124), so folgt:

(@)« « v e e 09y _ 0¥ @y),

Y
Lehrsatz: Die Bedingung (2) ist nun nicht nur notwendig, sondern
auch inreichend dafir, dab (pdx 4 ¥ dy) ein wvollstindiges Diffe-
rential ist. )
In der Tat gelingt unter ‘der Bedingung (2) die Angabe eines
Integrals f(z,y) auf folgendem Wege:

Da g—f gleich @ (z,y) sein soll, so folgt, wenn man @ bei konstant

gedachtem y nach & integriert:
@) v ity = jfpdw-!-x(y)-

An Stelle der ,Integrationskonstanten® ist hier die von y allein
abhingige Funktion % (y) zu setzen, da von derselben nur Unab-
héngigkeit von der ,Integrationsvariabelen“ x, aber nicht von y zu
fordern ist.

Es {ragt sich nun, ob man %(y) so bestimmen kann, dal die
durch (38) gegebene Funktion f(x,y) das gewiinschte Integral des vor-
gelegten totalen Differentials ist. Hierzu ist hinreichend und notwendig,

daB der aus (3) zu berechnende Differentialgquotient 3—3’; mit der ge-

gebenen Funktion ¢ (z,y) identisch ist.

of _ dry) dx@ _, 0
©) ay—-¢ ayjqﬂ &+ == iy ° dy =9 ay'{q’d%
Damit die letzte Gleichung méglich ist, muB auf ihrer rechten
Seite eine Funktion von y allein stehen, d.h. bei Ausfithrung der rechts
vorgeschriebenen Differenz mufl sich das erste Argument x gerade fort-
heben. Dies trifft in der Tat zu; denn die Ableitung nach z des auf
der rechten Seite der letzten Gleichung stehenden Ausdrucks ver-
schwindet zufolge der als giiltig angenommenen Bedingung (2):

oy 0 ew 0 /0 [ ey o9

ov_ Y Npay=2_2(° =Y_22 _,,

ox 81/890"’90 y oy by(@xjwdw> cx Oy !
die rechte Seite der letzten Gleichung (4) erweist sich somit als von &
unabhingig.
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Der an j(y) gestellten Bedingung geniigt hiernach die Funktion:
® ... 10 =[[v—5 ] pas]as +c.

wo C eine von z und y unabhingige Grofe ist.
Durch Einsetzung dieses Ausdrucks von % (y) in Formel (3) ge-
winnt man als ,Integral des totalen Differentials (¢ dz 4 ¢ dy)“

® .. f(x,y>=jq>dx+j[w——jq>dw]dy+o

10. Differentiation und Integration eines bestimmten Integrals
nach einem Parameter.

In der Absicht, hier eine nur mehr beiliufige Entwickelung iiber
bestimmte Integrale mit Parametern einzuschieben, verstehen wir unter
%, y. # rechtwinkligé Raumkoordinaten und zeichnen in der zy-Ebene das
in Fig. 52 scharf umrandete Rechteck, dessen Seiten durch die vier
Gleichungen # = @, £ = b, y = ¢ und y = d dargestellt sind.

Eine vorgelegte Funktion
@ (z,y) sel fir alle vom In-
y=(d neren und vom Rande des
fraglichen Rechtecks geliefer-
ten Wertsysteme z, y eindeutig
und stetig.

Lings der vier Seiten des
Rechtecks denke man Ebenen
senkrecht zur zy-Ebene er-
richtet, welche bis an die durch
£ = @ (»,y) dargestellte Fliche heranreichen. Durch letztere Fliche,
jene vier Ebenen und die zy-Ebene wird ein Volumen eingegrenzt,
dessen Inhalt ¥ bestimmt werden soll. Die MaBzahl V soll dabei genau
wie bei der Quadratur der Kurven (vgl. S.91) positiv oder negativ ge-
rechnet werden, je nachdem das betreffende Raumstiick oberhalb oder
unterhalb der zy-Ebene liegt.

Zur Bestimmung von V zerlege man das Rechteck durch zwei
Systeme von Geraden, die zur z-Achse bzw. y-Achse parallel laufen, in
unendlich kleine Rechtecke. Ein einzelnes dieser Rechtecke habe die
Seiten dx und dy. Der Inhalt dieses Rechtecks ist dz-dy; auf dem-
selben steht als zugehoriger Bestandteil des Volumens V ein vierseitiges
Prisma vom Rauminhalt 2-dz-dy.

Man lege nun zuniichst bei konstantem x und dz alle unendlich
kleinen Prismen aneinander, die iiber dem in Fig. 52 schraffierten
Streifen stehen. So gewinnen wir vom Volumen ¥ eine Scheibe des
Inhaltes:

Fig. 52,

y=¢
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(Jd,e dy)dz—_— [fw(x,y)dy]dx'

c <
wobel fiir konstantes z in bezug auf y zu integrieren ist.
Indem wir den auszumessenden Raum aus unendlich vielen Scheiben
dieser Art aufbauen, ergibt sich:
b d

@ ....... V=J[jgo(m.y) dy]dx.

a ¢
Man kann jedoch auch so verfahren, daf man den in Fig. 52
nicht schraffierten, zur 2-Achse parallel laufenden Streifen zunéchst aus
unendlich kleinen Rechtecken aufbaut usw. Fiir ¥ ergibt sich dann:
a v

@ o V—_-quv(m) dw] dy,

¢ a
wobei fiir die innere Integration y als konstant gilt.
Durch Gleichsetzung der beiden fiir ¥ erhaltenen Werte folgt:
b

@ ... f[j:qa(x,y)dx]dy =j[f(p(x,y)dy] dz.

c a a c

Unter Aufgabe der bisherigen geometrischen Deutung von z und-y
indern wir die Bezeichnung, indem wir p statt y schreiben, und
nennen alsdann p einen in der Funktion @ enthaltenen sogenannten
Lunbestimmiten oder variabelen Parameter®.

An Stelle der unteren Integralgrenze ¢ schreiben wir p, als kon-
stanten Wert des Parameters, wihrend die obere Grenze d == p als
unbestimm?t oder variabel gelte.

Die Formel (3) lautet nun:

p b A > »p
@ ... .j[j¢(x,p) dedp:J[jq;(x,p)dp] dz

und liefert den

Lehrsatz: Ist @ eine Funktion von & mit dem Paramelter p, so
ist das zwischen den konstanten Grenzen a und b genommene Integral
des Differentials @ dx eine Funktion von p allein. Um leletere nach p
zwischen den Grenzen p, und p zu integrieren, ist es erlaubt, die Inte-
gration nach p unter dem auf x bezogenen Integralzeichen an @ (%, p)d.h.
also vor der in beeug auf x auszufihrenden Integration, eu vollzichen.

x

Aus (8), S. 87, folgt, dal die Ableitung des Integrals Jw(x) dz
a
mit variabeler Grenze x nach diesem z gleich ¢ () ist.
Fricke, Leitfaden. 9
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Durch Differentiation nach p folgt somit aus (4):

b p b
a.
B). ... %I[Iw(x,p) dp] dx =j @ (z,p)daz.
« Py a
Nun schreibe man wegen der variabelen oberen Grenze p:
p

Jw(x,p)dp = v (z, p)

o
und findet durch Differentiation nach p hieraus:

N __ 0¥ (@p)
Fithrt man in (5) die Funktion 1 ein, so folgt:
b b
0 0¥ (x,p)
6) « .+ . .. .2 do = | L2508 40
(6) apjzp(x,p) © j 31 dr

a a

Lehrsatz. Um ein bestimmies Integral mach einem unter dem
Integraleeichen vorkommenden Parameter p eu differenzieren, ist es er-
laubt, die Differentiation unter dem Integralseichen, d. h. zuerst (vor der
Integration) auszufithren.

Beispiel. Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich:
_ psinz - cos%

1+p?

Ist p > 0, so ist es nach S.88 erlaubt, die Integration von 2=0
bis £ = o auszudehnen, da die rechte Seite fiir lim. £ = o wegen
des Exponéntialfaktors der Grenze 0 zustrebt:

e~ P*,

J‘ e Prsinypdr =

®

, 1
Je‘“smw dx = i——_-l-_—p—2°
0

Durch Integration nach p folgt fiir py > 0 und p > 0:

@ 14 p d
—pa . _ P
j(je 4 dp) sznxdw—jl——+p2,

0 Po Do

7 e—Po% — g—px
'[—-———-osmx dx = arctgp — arcly p,,

(]
wo rechts der ,Hauptwert* der Funktion arctg gemeint ist.
Man kann zeigen, dal diese Gleichung richtig bleibt, wenn man
Py bis 0 abnehmen und p bis © wachsen laft; dabei ergibt sich:
@

sing .4
7) o v v v v v e e =_ —o
™ | =2as =3

0
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Zweites Kapitel

Der Taylorsche Lehrsatz und die Theorie der Maxima
und Minima.

1. Der Taylorsche Lehrsatz fiir Funktionen mehrerer
Variabelen.

Die Funktion f(u,?) der beiden Variabelen u, v sei fir alle weiter-
hin zur Benutzung kommenden Wertsysteme der Argumente %, v ein-
deutig und stetig. Dasselbe gelte von den Ableitungen dieser Funk-
tion, soweit dieselben hier gebraucht werden.

Das totale Differential nter Ordnung von f(%,v) hat nach Formel (2)
S. 126 die Gestalt:

g O g or n— f "

Die willkiirlich wahlbaren du, dv sollen jetzt die zu dt gehérenden
Differentiale der Funktionen v — z + ht, v = y 4 ki sein, welché
letztere man bei konstanten z, y, h, k in Abhéngigkeit von ¢ betrachte.

Da sich hier du — hdt, dv = k dt berechnet, so gilt:

d”f_a”f orf L f
O il P +< T Y TR S P

wobei links f als Funktion von ¢ allein gilt, wihrend bei der Berech-
nung des rechts stehenden Ausdrucks f als Funktion von % und v
partiell zu differenzieren ist.

Um die rechte Seite von (1) weiter umzugestalten, betrachte man
jetzt allein # als variabel und differenziere f partiell in bezug auf x
nach der Regel fiir die zusammengesetzten Funktionen; es folgt:

of _of ou__0f . ou
2z ouox ou weil oz =1
ist und v von « unabhingig ist.

Durch wiederholte Differentiation nach z und entsprechend nach y
folgt allgemein:

fwme) __ 0"f(wv)
Oar—koyt  Qur—k0ok

Die Gleichung (1) nimmt daraufhin folgende Gestalt an:

arfuw) 0" f(u0) . o fwv) .., o f(u,v)
i~ ozt h+< 8x”—‘6yh ket =g

9*




132 1V, 2. Taylors Lehrsatz und Theorie der Maxima und Minima.

Nach Berechnung dieser Gleichung bei variabelem ¢ trage man
in dieselbe jetzt { = 0 ein. Dementsprechend ist ¥ = » und v = y zu
setzen, und man findet:

anf\_ 0" f(@y) n\ " F@y) ., a”f(w,y)
) (dt”, o 0" W +< >8x”—18Jh bt =5,
wobei durch die Schreibweise der linken Seite angedeutet sein sol.l, daB
erst nach Ausfilhrung der n-maligen Differentiation von f(u,v) in bezug
auf ¢ fir { der Wert O einzutragen ist.

Nun gilt andererseits fir f(u,v) als Funktion von ¢ nach dem
Mac Laurinschen Lehrsatze (vgl. S.62):

) — af o) Bfawe) o
f(u,v)—f<x,y)+( Voo + (B L P

=1 (u, v) fn—1
a1 >(_o(n— n +

Fir das Restglied R, findet man nach der Formel I, S.63:
arf

i >u=z+h3t’
v=y+kIt

wo ¥ eine dem Intervall 0 < & < 1 angehérende Zahl ist.

Jetzt ersetze man die einzelnen Klammerausdriicke rechter Hand
in der letzten Gleichung fiir f(%,v) durch ihre in (2) berechneten Ent-
wickelungen und trage hierauf fiir { den Wert 1 ein.

Es entspringt so der

n
R, = —
n

Taylorsche Lehrsatz: Erfillt die Funktion f(x, y) samt thren
sur Benuloung kommenden Ableitungen die anfangs genannten Be-
dingungen, so gestattet der Funktionswert f(x + h, y 4+ k) folgende
Entwickelung :

| rethyEn = e + (L4 2E0

1 " @Y,y (= 1\ (@y),,
@) +(n—1)![ 21 " +< ] )W’ -

8"'17"(% D

Dabei gekt R, aus der rechten Seite der Formel (2) hervor, falls
man in den fertig berechneten partiellen n'e" Ableitungen die Argumente
z, y durch x + O h, y + Ok ersetzt.

Die Ubertragung der vorstehenden Entwickelung auf den Fall
einer Funktion von mehr als zwei Variabelen vollzieht sich ohne
Schwierigkeit. Als Beispiel merken wir-an:
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f (@ + by, x2+h29~--1xn+hﬂ)=f(x])' o n)
of of 1 o f 2
) +(6x1hl+m+5—;,.h”)+ 8x2 o e h

o f af
+2 om: mm+m+2%:55m4m)+&

Hier gelten iiberall da, wo die Funktion f ohne Argumente ge-
schrieben ist, ,, ..., #, als solche.

2. Untersuchung einer Funktion f(z, y) in der Umgebung
einer Stelle (z, ).

Es sei ein besonderes Wertepaar z, y zweier unabhéingiger Varia-
belen vorgelegt. Irgend ein Wertepaar aus der ,Umgebung“ jenes
Paares z, y kann man durch z -+ h, y + % bezeichnen, indem man
dabei fiir b und k die Ungleichungen:

W+ o v e =< FS, — O <h <40
vorschreibt, unter 0 eine ausreichend kleine, aber von 0 verschiedene
positive Zahl verstanden.

In der Zahlenebene entsprechen diesen Wertepaaren z + h, y + %
die Punkte eines kleinen Quadrates mit dem Mittelpunkte (z, y) und
mit Seiten, die zu den Koordinatenachsen parallel sind und die Linge
20 haben.

Die Zahl 0 wird man je nach dem beabsichtigten Zwecke kleiner
oder groBer, aber (wie schon bemerkt) stete > 0 wihlen.

Wird weiterhin ausgesagt, da8 ,in der Umgebung“ des Werte-
paares Z, y irgend etwas zutreffe, so ist damit gemeint, es lasse sich
eine Umgebung derart fizieren, daB in ihr die fragliche Aussage gilt.

Nun sei f(#, y) eine Funktion, welche samt ihren weiterhin zur
Verwendung kommenden Ableitungen fiir. die im folgenden gebrauchten
Wertepaare der Argumente z, y als eindeutig und stetig vorausgesetzt
wird.

Der Funktionswert f(x +h, y+ k) fir ein der Umgebung der
Stelle (x, y) angehorendes Wertepaar « + h, ¥y + & kann alsdann auf
Grund des Taylorschen Lehrsatzes entwickelt werden. Insbesondere
finden wir, indem wir die Formel (3), S. 132, fiir # = 2 bilden, fir die
durch 4 zu bezeichnende Differenz:

(2) """" 4=f(-’t+h,?/+k)‘—f(z,?/)
der Funktionswerte f(z + A, y + k) und £ (z, y):
(6 4 = fzh+fyk+ Ry,

wo die Argumente von f; und f, die der betrachteten Stelle zugehdrigen
« und y sind.

Irgend ein von 2, y verschiedenes Wertepaar der Argumente
konnen wir durch « + 4, y + v bezeichnen, wo % und v swei endliche,
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nicht zugleich verschwindende Zahlen sind. In der Zahlenebene wolle
man jetzt vom Punkte (x4 u, y + v) nach dem Punkte (z, y) eine
Gerade ziehen; die Koordinaten der Punkte dieser Geraden kann man
durch # 4 wt, y + v¢ darstellen, wobei man die Variabele ¢ von 1 bis 0
abnehmen lassen muB. Fir ausreichend kleine Werte t gewinnt man
dabei in:

“.....2+0h=2zx+ut y+k=y+ vt
Punkte in der Umgebung der Stelle (x, y).

Man trage nun die in (4) gegebenen Koordinaten der Punkte
dieser Geraden in die obige Differenz 4 ein und untersuche die Vor-
zeichen der hierbei eintretenden Werte 4.

Die Gleichung (3) kann man so schreiben:

®By....... d =t(fiu+fyv+ 1yt Py,

wo P, abkiirzend gesetzt ist fiir:

®) {P2 = foa@ + Out,y + Fot)u2 + 2, (x + Fut, y + Fvi)uv
F 1y @+ But, g+ Hot)on.
Fir lim. ¢ = 0 niihert sich P, stetig der bestimmten endlichen
Grenze:

lim. Py = foo (@ y) w? + 21y (@ ) v + £y (@, y) o
Somit wird lim. (f P;) = O sein. Hat demnach f; u - f, v einen
von O verschiedenen Wert, so wird, wenn man ¢ ausreichend klein
withlt, die Ungleichung:
[tPy| < 2|fiu+fyol
gelten und fiir die noch kleineren ¢ erfiillt bleiben.
Dann aber liefert die Gleichung (5) den

Lehrsatz: Ist fir das Zahlenpaar u, v die Summe faut fyv
von 0 verschieden, so hat die Differenz A lings der Geraden von (z -+ u,
Y +v) nach (x, y) in der Umgebung des Endpunktes (z, y) dasselbe
Vorseichen, wie der Wert fzu + fv.

Sollte fz% + fyv = O sein, so benutze man Formel (3), S.132,
fiir # = 3. An Stelle von (5) tritt dann:

(D) o oo d =1y (a2 fhyuv + fy 0+ Yyt By,
wo x, y als Argumente von f;s, fzy, fyy zu denken sind und fir P
eine der Formel (6) entsprechende Darstellung in den partiellen Ab-
leitungen dritter Ordnuag von £ gilt.

Genau wie vorhin gewinnt man nunmehr den

Lehrsatz: Ist fu + fyv=20, wihrend fy.u? -+ 2fiy uv + fyyv?
einen von O wverschiedenen Wert hat, so hat die Differenz A lings der
Geraden vom Punkte (w -+ u, y -+ v) nach (z, y) in der Umgebung des
Endpunktes (x, y) dasselbe Vorzeichen wie der Ausdruck:

fazu® + 2fdyuv + fiyvh
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Der Weiterfithrung dieser Betrachtung tiir den Fall, daB nicht nur
fzt + fyv = 0, sondern auch noch fiyu? -+ 2fsyuv 4+ fyyo? =0
zutreffen sollte, wiirde keine Schwierigkeit im Wege stehen.

8. Die Maxima und Minima einer Funktion f(z, y).

Erklirung: Man sagt, die Funktion f (x,y) werde fir das spezielle
Wertsystem x, y 2u einem Maximum (Minimum), falls der zugehorige
Funktionswert f(z, y) griber (kKleiner) als ,alle® iibrigen in der Um-
gebung der Stelle (z, y) eintretenden Funktionswerte ist.

Es wird demnach ein Maximum (Minimum) von f(z, y) an der

Stelle (x, y) stets und nur dann eintreten, wenn die Differenz:
d=[@+hy+k—/i@y

fiir ausreichend kleine &, k, natiirlich von A = 0, k¥ = 0 abgesehen,

stets <T 0 (bzw. stets > 0) ist.

Dieser Forderung kann mnicht geniigt werden, wenn sich ein
Zahlenpaar u, v finden laBt, fir welches fzu - fyv von O verschieden
ist. Ist némlich etwa fyu 4 fyv > 0, so liefert das neue Paar
W = —u, v = —w sofort fru' + fyv' <<O.

Nach dem ersten Lehrsatze in Nr. 2 weist demnach 4 in jeder
Umgebung von (x, y) sowohl positive als negative Zahlenwerte auf.

Im Falle eines Maximums oder Minimums bei (%, y) mul demnach
fzu -+ fyv fir jedes Zahlenpaar u, v verschwinden, was als notwendige
Bedingungen ergibt:

a...... fz (@, y) = 0, fy@, y) = 0.

Nun wird nach dem zweiten Lehrsatz in Nr.2 der Ausdruck:
@) ... ... foxu? +2f;'yu'v+ fyuv%

sofern er nicht verschwindet, das Vorzeichen von 4 liefern. Indem
wir die Annahme machen, dafl fiz, fay, fvy nicht zugleich verschwinden,
fassen wir den Ausdruck (2) bei festgehaltener Stelle (z, y) als Funk-
tion von # und » und schreiben:

B) . . v .. fleut2fluv + £y = F(u, o).

Es ist zu untersuchen, unter welcher Bedingung die Funktion
F(u, v) fir alle Paare endlicher und nicht zugleich verschwindender
Zahlen u, v entweder nur <C 0 oder nur > 0 ist.

~Der Fall, dall F («,v) zwar niemals >> 0 (niemals <T 0) wird, aber
tir gewisse Paare u, v verschwindet, erfordert ebenso, wie der schon
ausgeschlossene Fall, dal die 1%, fzy, fyy zugleich verschwinden, nach
den Entwickelungen von Nr.2 das Eingehen auf die hgheren Ableitungen

von f(x, y). Wir schliefen diese Fille weiterhin aus.
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Man setze nun zur genauen Untersuchung des Vorzeichens von
F(u, v) den Quotienten von #% und v gleich X und trage ¥ = Xv in
(8) ein:

F= (fza X3+ 2y X + fyy) o>

Hat erstlich die in X quadratische Gleichung:
@...... fea X2+ 2f0, X+ fyy =

komplexe Liosungen, so kann F' fir v 2 0 nicht verschwinden. Da
aber in diesem Falle:

faa fyy > (fa)? = 0
zutrifft, so gilt jetzt fz'x < 0, so daB auch fiir v = 0
() I F = fiz-u?

wegen % < 0 nicht verschwinden kann. Nimmt man hinzu, dab
F (u, v) eine stetige Funktion von % und v ist, so folgt gegenwiirtig, daB
F (u, v) entweder nur <C O oder nur > 0 ist. Uber diese Alternative
entscheidet zufolge (5) das Vorzeichen von fi5.

Sind zweitens die beiden Lésungen von (4) reell und verschieden,
g0 folgert man [z. B. aus der Linearfaktorenzerlegung der linken Seite
der quadratischen Gleichung (4)] leicht, dafl F teils positive, teils
negative Werte hat. Demnach liegt jetzt weder Maximum noch Mini-
mum bei f(z, y) vor.

Der dritte Fall, da8 n&mlich die beiden Wurzeln der Gleichung (4)
zwar reell, aber einander gleich sind, wurde bereits vorhin (S. 135,
unten) ausgeschlossen.

Lehrsatz: Soll f(x, y) fir das Wertepaar z, y ou cinem Maxi-
mum oder Mintmum werden, so miissen die Gleichungen:

of @ ,
O _f%y_z:o, a_f%_y_):

gelten, deren Auflosung nach z, y alle moglicherweise in Betracht Tom-
menden Wertepaare x, y liefert.
Gilt fir das eineelne solche Wertepaar z, y:

0

. (oLy- Lo

M dz0y) " st g O

so tritt ein Mazimum oder Minimum der Funktion f (z, y) ein, je nach-
02f

dem e < 0 oder > 0 ist. Gilt dagegen far das fragliche Paar x, y:

0
92f \3 03 f o3f
®....... 370y —839.6y3>0’
so liegt bei diesem Wertepaare x, y weder ein Maximum noch Minimum
der Funktion f(x, y) vor.
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4. Geometrische Deutung der Maxima und Minima einer
Funktion f(z, ).

Im niichsten Kapitel (S. 145) wird gezeigt, daB die ,Tangential-
ebene“ der durch z = f(z, y) dargestellten Fliche fir den Berithrungs-
punkt von den Koordinaten z, y, 2 dargestellt ist durch:

. .... t—r=G—a) 2Lt~ >a’;

unter £, 7, { variabele Koordinaten fiir die Punkte dieser Ebene verstanden.
Denkt man die #-Achse des Koordinatensystems vertikal gerichtet,
so liefern die Formeln (6), S.136, den

Lehrsatz: Wird die Funktion 2 = f(z, y) fur das Wertepaar
x, y 2u einem Maximum oder Minimum, so hat die durch & = f (%, ¥)
dargestellte Fliche im fraglichen Punkte , y, 2 eine ,horizontale Tan-
gentialebene § = .

Man verstehe nunmehr unter X, Y, Z die Koordinaten derjenigen
Punkte der Fliche, welche in nichster Nahe des in Rede stehenden
Berithrungspunktes z, y, # liegen. Dann kann man setzen:

@ .. .X=z+dx Y=y-+dy, Z=z+4dz
und es sind hierbei, da neben 2z = £ (z, y) auch noch die weitere Gleichung
z+de = f(x + dz, y -+ dy) gelten sollte, die dz, dy, d# aneinander
gebunden durch:

de==f@+dz,y+dy) —f( y)

Da fi =0, fy = 0 gilt, so. muf man zur Berechnung dieses
totalen Differentials dz fir f(x + dx, y + dy) die Taylorsche Ent-
wickelung eintragen. Die niedersten, nicht ausfallenden Glieder sind
diejenigen der zweiten Ordnung, und man findet:

@) . .. .2:ds = frzda2+ 2fSydxdy + 1y, dy>

Schneidet man jetzt die Flache mit einer zur Tangentialebene
parallelen und ihr unendlich nahe gelegenen Ebene, so entspringt dabei
eine Schnittkurve, die man als die ,Indikatriz® des Berithrungspunktes
Z, Y, # bezeichnet.

Die Gestalt der Indikatrix in néchster Nithe des Berithrungspunktes
bestimmt man aus (8), indem man daselbst 2-d2= ¢ konstant denkt
und tir dz, dy nach (2) die Differenzen (X — ), (¥ — y) eintragt.
X und Y sind dabei die variabelen Koordinaten. Es ergibt sich:

@) fiar X =22+ 20 (X—2) Y=y + fry- Y—y)? =5

eine Gleichung, die eine Ellipse ), Hyperbel oder Parabel darstellt, je
nachdem :

B) « oo . far—faxlyy <O, > 0 oder = O ist.

1) Bofern man das Vorzeichen von dz — & richtig wiahlt.
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In vollig analoger Weise kann man iibrigens auf der Fliche
2 = f(z, y) auch fiir andere Punkte eine Indikatrix erkliren ). Hieran
schliefit sich die

Erklarung: Der einzelne Punkt der Fliche wird als ein ,ellip-
tischer“, ,hyperbolischer® oder ,parabolischer® (Punkt elliptischer usw.
Kriimmung) bezeichnet, je nachdem seine Indikatriz dicht am Berdhrungs-
punkte die Gestalt einer Ellipse bzw. Hyperbel oder Parabel hat.

Alle Punkte eines Ellipsoids sind elliptische Punkte, und alle
Punkte eines einschaligen Hyperboloids sind Punkte hyperbolischer
(oder sattelférmiger) Krimmung.

Die geometrische Deutung der Entwickelung in Nr.3 liuft nun
einfach hinaus auf folgenden

Lehrsatz: Im Falle eines Maximums oder Minimums, d. h. wenn
(7), 8.136, gilt, liegt ein ,elliptischer® Punkt der Fldche vor; gilt indes
die Ungleichung (8), welche weder Maximum noch Minimum zur Folge
hat, so handelt es sich um einen Punkt ,hyperbolischer® Krimmung.

Auch die direkte Anschauung lehrt, daB zwar ein elliptischer,
aber kein hyperbolischer Punkt mit horizontaler Tangentialebene den
Charakter eines ,hochsten® oder ,tiefsten“ Punktes der Fliche hat.

5. Die Maxima und Minima einer Funktion von mehr als
zwei Variabelen.

Es seien x;, &, ..., » voneinander unabhingige Verinderliche.

Erklarung: Unter der ,Umgebung“ des speziellen Wertsystems
Xy, Ly 0.y Xn versteht man alle durch 2, + hyy Zo + hoy « ooy Ty 4 by ge-
lieferten Wertsysteme, bei denen die sdmtlichen Betrige hy der Ungleichung:

() « o oo =< <<+ 0

geniigen; Rierbei ist 0 in demselben Sinne wie in Nr. 2, S. 133, gebraucht.

Es sei f(x;, #g -+ %n) eine Funktion der »n Variabelen, welche
fir alle in Betracht kommenden Wertsysteme der Argumente samt
ihren hoheren Ableitungen, soweit diese gebraucht werden, eindeutig
und stetig ist.

Erklarung: Man sagt, die Funktion f(x,, @, ..., &) werde fiir
das spezielle Wertsystem x,, 23, ..., Tn der Argumente eu einem Maxi-
mum (Minimum), falls der Wert der Funktion fir das System x,, gy ..., Zn
groBer (Kleiner) als fir ,alle* dbrigen Wertsysteme in der Umgebung
VON Iy, Lgy «+ v Ln U8t

') Um von vorstehenden Rechnungen direkt Gebrauch machen zu
konnen, hat man im einzelnen Falle ein neues Koordinatensystem einzufiihren,
dessen zy-Ebene der Tangentialebene des zu betrachtenden Punktes der
Fliche parallel lauft.
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Im Falle eines Maximums (Minimums) wird somit die Differenz:

(2) o . A=f(wl+h11 .’t2+h2,..., xn'l_hn)""f(wh Lay v o xn)

fir alle in Ubereinstimmung mit (1) gewihlten Wertsysteme ky, ..., ha
auler hy =— hy = +++ = h,, = 0 kleiner (grofer) als 0 sein miissen.

Die rechte Seite der Gleichung (2) entwickele man nun auf Grund
des Taylorschen Lehrsatzes. Die Untersuchungen von Nr. 2 iiber
die Vorzeichen der Werte von' A gelten, wie man sich leicht iiber-
zeugt, ohne weiteres auch fiir Funktionen f(z;, ..., Zn) beliebig vieler
Variabelen.

Die Wiederholung der Uberlegungen von Nr. 3, 8.135 u. £, liefert
nunmehr (unter AusschluB von Ausnahmefillen, welche ein Eingehen
auf hohere Ableitungen nétig machen) den

Lehrsatz: Soll die Funktion f (2, ..., Zp) [l &1y <o &y 24 einem

Mazimum oder Minimum werden, so milssen die n Gleichungen gelten:
of of

3) ¢ + o 44— = —_—
( ) axl axg

deren Auflosung nach z,, ..., x, somit die hier mdglicherweise in Be-

tracht kommenden Wertsysteme x,, ..., £, kennen lehrt. Es wird dann
ein Maximum (Minimum) vorliegen, wenn der Ausdruck:

(4) F(ul, u2, er ey 'u'n) = lizlul‘z"*‘""“’f;;znuﬁ + 2 1:;22“1 u? +”‘
‘l"fa’:;,__la:"“n—l Un

0, ... _B_f =0,

0 0%,

fur alle Systeme endlicher, mwicht gugleich verschwindender, uy, ..., U,
bestindig < 0 (> 0). ist. Dagegen hat man weder ein Maximum
noch ein Mindmum, wenn der Ausdruck (4) sowohl >> 0 als < 0
werden kann.

Wir wihlen als Beispiel den Fall » = 3, wo wir fir die Quo-
tienten der w,, u,, u; folgende Bezeichnungen brauchen:

Lox “=v

Ug Ug

Aus (4) folgt alsdann fir n = 3:

®) {F(“u Ug %) = (foyoy X2+ 20 2, XY + fah 0, Y2+ 21y 2, X
T 2 figay X+ fay2;) 3.

Denken wir jetzt X, Y als rechtwinkelige Koordinaten in einer
Ebene, so entspringt durch Nullsetzen des in (5) rechts in der Klammer
stehenden Ausdrucks eine Kurve zweiten Grades.

Hat letatere keinen reellen Punkt in der X Y - Ebene, so liegt ein
Maximum oder Minimuwm wvor; hat man aber hier mit einer reellen
Kurve zweiten Grades zu tun, so tritt weder Maximum noch Minimum ein.

Die analytische Geometrie liefert die Mittel, den Ausdruck (3) in
dieser Hinsicht néher zu untersuchen,
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8. Maxima und Minima bei Angabe von Nebenbedingungen.

Es sei eine Funktion f(z, y, #, ¥) der vier Variabelen z, y, 2, ¢
gegeben.  Letztere sollen nicht unabhingig voneinander sein; viel-
mehr mégen die beiden Relationen bestehen:

@M .... 9@y zst=0 Y@y 21 =0.

Die Aufgabe, die Maxima und Minima der Funktion f unter diesen
Bedingungen zu bestimmen, erledigen wir nur beildufig und zwar inso-
weit, daf wir die nun an Stelle von (3), 8. 139, tretenden Gleichungen
ansetzen.

Man kann s und ¢ aus (1) als Funktionen von # und y berechnen
und in f(x,y, £,t) eingetragen denken. Letztere Funktion wird alsdann
eine solche der beiden unabhingigen Variabelen # und y; und also
haben wir das Verschwinden der beiden Ableitungen dieser Funktion
nach 2 und y zu fordern.

Bei Berechnung der Ableitung nach # hat man zu beachten, daf
« zuniéchst als erstes Argument in f(z, ¥, 2, t), dann aber auch noch
als Argument in # und ¢ enthalten ist, da wir ¢ und ¢ aus (1) als
Funktionen von # und y berechnet dachten.

Die Berechnung der beiden gleich 0 zu setzenden Ableitungen ist
somit nach dem Lehrsatze in Nr. 6, S.123, zu leisten:

ofoz Ofdt___
o +bzax Gtoz =
Y e oros, orot _

+ 0z0y ' otoy
Da die in (1) links stehenden Funktionen @, 9 fiir alle Veréinde-

rungen der unabhiingigen Variabelen # und y konstant gleich 0 sind,
so folgt z. B. fiir partielle Abénderung von x:

+aq> 0oz 090t
0c0x V0t o

oY 0z oY ot
6x+636:c+6t cx

Diese Gleichungen multipliziere man mit zwei sogleich niher zu
bestimmenden Faktoren A und u und addiere sie darauf zur ersten
Gleichung (2). Indem man fir die zweite unabhiéngige Variabele y
analog verfihrt, ergeben sich die beiden Gleichungen:

= 0.

+l + 6x> ( + aw g:

at
+(57 + 8# 89:—0’
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of , ,09 oy 0z
5oy —) (
7y + 3y +u + +2 a P tu 7y

b 11’
+ ( ay =o.

An zweiter und dritter Stelle stehen in diesen beiden Gleichungen
dieselben Klammerausdriicke. Fordern wir, daf diese beiden Ausdriicke
verschwinden, so sind aus dieser Forderung die beiden linear auf-
tretenden GroSen A und p eindeutig bestimmt. Die beiden letzten
Gleichungen reduzieren sich aber je auf ihre ersten Klammern.

So entspringt als besonderer Ausdruck fir die Bedingungs-

gleichungen (3) S. 139 im vorliegenden Falle das symmetrisch gebaute
Gleichungssystem:

U222, .20,
s+ a‘p @=o,

(B) « o« v v v e
+ 8 + =0’
af B
TGty =0

Zu diesem Gleichungssystem kann man aber auch so gelangen:
Man stelle aus (x, ¥, #, t) und den in (1) links stehenden Funk-
tionen die neue Funktion :

@ . . Foyot)=[fxyastd)tipay st +tuvEy sl
her und sehe in ihr ®, y, 2, t als unabhdngige Variabele, 4 und g aber
als Konstante an.

Die Gleichungen (3) schreiben sich dann so:

oF oF oF oF
(5)" ~8—x—0, '5'?7-—0, -a—.z‘—()’ —é_t'

Dieselben stimmen formal wieder vollstindig mit den Bedingungen (3),
S. 139, fir die Maxima und Minima der eben hergestellten Funktion F
tiberein.

Durch Auflésung der Glelchungen (5) erhalt man allerdings die
gewiinschten Wertsysteme z, y, 2, t noch nicht endgiiltig; vielmehr
ergeben sich fiir die z, y, 2, ¢ erst Ausdriicke in A und g. Indem man
aber diese Ausdriicke in (1) eintrigt, entstehen zwei Gleichungen zur
Berechnung der richtigen Wertsysteme 4, u.

Die vorstehende Betrachtung iibertrigt man leicht auf den Fall
einer Funktion f(%;, ..., Zm+nx) von (m - n) Variabelen 2, ..., &m +n
zwischen denen m Relationen:

®) . v @y ees, Tmgn) =0, ety P (@yy o0y Tmgn) =0
vorgeschrieben sind.

= 0.
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Lehrsatz: Sollen die Maxima und Minima einer Funktion
f(@1 «ooy Tmyn) bei Angabe der m Nebenbedingungen (6) gefunden
werden, so sehe man einstweilen von diesen Relationen ab und bilde den
Ansate zur Bestimmung der Maxima und Minima der Funltion:

(M) o« F@y ooy Tnan) =+ 4010+ 2 9+ 4 A P
unter Annahme ykonstanter Multiplikatoren* L und ,unabhingiger®
Ty ooy Tmpn Der gewiinschte Ansatz ist nach (3), S.139:
oF oF oF

8 -« « o s =0, oz, =0, .., ST

Die Auflosung dieser Gleichungen liefert die gesuchien Systeme
Xyy v eor Bmtm dargestellt in den Groben Ay, ..., Aw. Durch Eintragung
der betreffenden Ausdriicke der xy, ..., Zm+n 0 die Relationen (6) ent-
springen m Gleichungen fir Ay, ..., Aw, durch deren Auflosung man die
richtigen Wertsysteme der A, ..., An gewinnt.

= 0.

Drittes Kapitel.

Geometrische Anwendungen der Funktionen mehrerer
Yariabelen.

1. Die Tangenten und Normalen einer ebenen Kurve.

Der Taylorsche Lebrsatz (S. 132) liefert ein neues Mittel zur
Aufstellung der Gleichungen der Tangente und Normale einer ebenen
Kurve K in einem ihrer Punkte P (vgl. S8.411).

Die Kurve K sei gegeben durch f(z, y) — 0, und es handle sich
um Darstellung der Tangente und Normale im Punkte P der Koor-
dinaten 2, y auf K.

Ein npahe bei (z, y) gelegener Punkt habe die Koordinaten

=2+ h, =y 4+ k Nach dem Taylorschen Lehrsatze (3),
8.132, fiir n = 2 gebildet, findet man, da f(x, y) verschwindet:

& m =L 54 00 ¢,

‘Man nehme an, daf} dze bezden rechts stehenden Ableitungen erster
Ordnung von f(x, y) fir die Stelle (x, y) nicht zugleich verschwinden.

Soll unter dieser Voraussetzung der Punkt (&, %) an (2, y) unend-
lich nahe herankommen, so werden wir % und % als unendlich klein
von 1%*r Ordnung ansehen und haben R, als unendlich klein von
2t%r Ordnung neben den beiden ersten Gliédern zu vernachlassigen:

1. . G n)_af(x, N, _1_0/(:;, 9,
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Fiithren wir jetzt im speziellen (£, 1) auf der Tangente und also auf
der Kurve unendlich nahe an den Punkt P heran, so ist auch
7(& m) = 0, d. h. man hat:

of (=, y) ,H_af(w, Ni—o
oz oy
oder, falls man # =— £ — 2z und k¥ = 1 — y einsetat:
@ - - - - of (@ y) (¢ —a) 259 af(x’ -q/) —y) = 0.

Lehrsatz: Durch Gleichung (.2) ist in variabelen Koordinaten
& n die Tangente der Kurve K im Punkte (x, y) dargestellt; fir die su-
gehorige Normale ergibt sich daraufhin leicht die Gleichung:

B) - -« a_f_é%?(g_ ) — W(wvy)( =

Auf Grund der S.122 fir die Differentiation einer unentwickelten
Funktion y von & aufgestellten Regel leitet man aus den Gleichungen (2)
und (3) sofort die S.41 unter (1) und (2) angegebenen Gleichungen ab.

2. Die Doppelpunkte ebener Kurven,

Unter Festhaltung an den Bezeichnungen von Nr. 1 nehme man
jetzt den soeben ausgeschlossenen Fall an, dal ndmlich fir den Punkt
(%, y) von K die Ableitungen f, und fy zugleich verschwinden. Dagegen
mogen fzzy fays fyy fiir die Stelle (m, y) nicht auch noch alle zugleich.
verschwinden.

Fir einen unendlich nahe bei (2, ¥) gelégenen Punkt der Koor-
dinaten & = & 4+ h, = y -+ k liefert der Taylorsche Lehrsatz an
Stelle von (1), Nr. 1, durch Wiederholung der soeben durchgefiihrten
Uberlegung nunmehr:

f& n) = faah®+ 2fyhk + 1y ?
oder, wenn wir h = £ —z, k = 5 —y setzen:
1) fEn = fae-E—a+2f3 E—2) 1 —y) + fyy-(n — 92
Soll demnach der Punkt (£, %) auch auf der Kurve K liegen,
so giit:
@ . . farrE—2)+2f E—2) —9) + 1y 1—y)? =0,
eine Gleichung, deren linke Seite sich in das Produkt zweier in §, %

linearen Faktoren zerlegen 1ift, und die dementsprechend, in £, % als
variabele Koordinaten gedeutet, die beiden durch:

o - - {(n—y)fé’y"}‘(g—x)( +Vf'r2 ) = o,
15+ € (i~ V= FE) =

dargestellten geraden Linien liefert.
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Da somit der Verlauf der Kurve in n#chster Nahe von P durch
zwei Geraden angegeben ist, so lduft die Kurve eweimal durch den
Punkt (z,y) hindurch; letzterer heilt dieserhalb ein ,eweifacher Punkt*
oder ein ,Doppelpunkt“ der Kurve, und durch die Gleichungen (3) sind
die beiden zugehorigen Tangenten der Kurve dargestellt,

Fig. 53. Fir den geometrischen Charakter des
Doppelpunktes hat man zu unterscheiden,
ob die in (3) auftretende Quadratwurzel

reell und von O verschieden oder gleich 0
\ oder endlich imaginér ist.
Erklarung: Je nachdem die erste,

zweite oder dritte Bedingung :
) o o B —fa=fyy >0, =0, <0

gutrifft, beceichnet man den fraglichen
Punkt als einen yeigentlichen Doppelpunkt*
(Knotenpunkt), einen ,Riickkehrpunkt*
(Spitee) oder einen isolierten Punkt* (Ein-
siedler) der Kurve K,

Im letzteren Falle stellen die Gleichungen (3) wegen der kom-
plexen Koeffizienten keine ,reellen® Geraden dar; hier liegen in der
Niihe des singuliren Punktes keine ,reellen“ Punkte der Kurve.

Fig. 54. Den Charakter des eigentlichen Doppel-
2,1) punkies versinnlicht die in Fig. 53 an-

(2,
l A gedeutete Kurve, welche durch die Glei-
chung:
~ g
23+ y3—3zy—=20

dargestellt wird; der fragliche Punkt liegt bei £ =0, y = 0, und
das Paar der Tangenten in diesem Punkte wird durch die Achsen
des Koordinatensystems geliefert.
Fig. 55. Einen bei # =— 2, y = 1  gelegenen
Rickkehrpunkt besitzt die durch:

=22+ (—1P =0

dargestellte Kurve fiinften Grades, deren
Verlauf in Fig. 54 naher angegeben ist; fiir

< die Koordinaten des Riickkehrpunktes gilt

fiz =1, foy = fyy = 0.
Das Beispiel eines dsolierten Punktes
liefert die durch:

28— 22— y? =0

dargestellte Kurve dritter Ordnung. Man hat hier y = +- 2 Yz —1
und erkennt im Nullpunkte einen isolierten Punkt. Die Gestalt der
Kurve ist in Fig. 55 angegeben.
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8. Die Tangentialebenen und Normalen einer Fliche,

Im Raume seien rechtwinkelige Koordinaten z, y, ¢ zugrunde
gelegt, und es werde eine vorgelegte Fliche F durch die Gleichung
f(z, y, ) = O dargestellt.

Ein einzelner Punkt P auf F habe die Koordinaten z, g, 2, so daf8
fir letztere f(z, y, 2) = 0 gilt.

Sind die Koordinaten eines unendlich nahe bei (z, y, ¢) gelegenen
Punktes:

f=z+h n=y+k {=¢+]

80 liefert der Taylorsche Lehrsatz analog wie in Nr. 1:

f(&mé)— (E—wH— (17——.1/)+ (é—z).

falls wir die Voraussetzung machen, dal die pamellen ersten Ab-
leitungen von f an der Stelle (z, y, #) jedenfalls nicht alle drei gugleich
verschwinden 1),

Soll somit der Punkt (§, 1, §) in ndchster Nihe des Punktes P
auf der Fliche F' gelegen sein, so muf er die Gleichung £ (& 1,§) = 0,
d. i ausfuhrhch

.- - (§—x)+ (17 3/)+ (5——5)—0

befriedigen und also auf der durch dlese Glewhung (1) in variabelen
Koordinaten £, 7, § dargestellten Ebene liegen.

Erklirung: Die durch (1) in & n, § dargestellte Ebene, welche
hiernach den Verlauf der Fliche F in ndchster Ndhe ton P angibt,
heilt die ,Tangentialebene® von F mit dem Berithrungspunkte P der
Koordinaten x, y, &

Eine in der Tangentialebene gelegene und durch den Beriihrungs-
punkt P laufende Gerade wird als eine ,Tangente* der Fliche F im
Punkte P bezeichnet.

Weiter gilt folgende

Erklarung: Die im Punkie P auf der Tangentialebene und also
auf der Fliche F senkrecht stehende Gerade heilt ,Normale* der Fléche
im Punkte P.

Auf Grund der Gleichung (1) findet man vermoge bekannter Sitze
der analytischen Geometrie des Raumes den

Lehrsatz: Die Normale der durch f (%, y, ) = 0 dargestellien
Fliche im Punkte F der Koordinaten x, y, £ hat die Gleichungen:

!) Das gleichzeitige Verschwinden wiirde eine solche besondere Stelle
der Fliche F anzeigen, wie sie einem Doppelpunkte einer ebenen Kurve
(vgl. Nr.2) entspricht.

Fricke, Leitfaden. 10
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E—x=ﬂ—y=§a—z.
& G &

4. Die Tangenten und Normalebenen einer Raumkurve.

@)« « ¢ e

Es mogen jetzt zwei Flichen durch ihre Gleichungen:

M. .....fxype=0 g, 9y, 2 =0
gegeben sein.

Falls beide Flichen nicht giénzlich getrennt voneinander verlaufen,
8o schneiden sie sich in einer sogenannten ,Raumkurve“ K, welche man
als durch das Gleichungenpaar (1) dargestellt ansehen kann.

Man kann die Raumkurve K auch in der Weise darstellen, daf
man die Koordinaten z, y, £ fir die einzelnen Punkte der Kurve als
Funktionen :

@.....2z=09F, y=v¢0¢ =710
einer vierten, als unabhdngig anzusehenden Variabelen t ansetzt.

LiaBt man ¢ von — oo bis 4 o laufen, so wird der aus (2) zu
berechnende Punkt (z, y, #) die Kurve K beschreiben. Diese letatere
Art der Darstellung einer Kurve wurde bereits oben bei der Zykloide
benutzt (vgl. [4,] S.44).

Nunmehr seien P und P; zwei einander unendlich nahe gelegene
Punkte auf K; P habe die Koordinaten z, y, 2 und P; entsprechend
x4+ dw, y+ dy, 2 4 de.

Das zwischen P und P, gelegene Stéck der Kurve heiie ,Bogen-
differential® oder ,Bogenelement® der Raumkurve und werde durch ds
bezeichnet.

Die Richtungsunterschiede des von P nach P, gerichteten Ele-
mentes ds gegen die positiven Richtungen der Koordinatenachsen sollen
die , Richtungswinkel® von ds heilen und mégen durch e, 8, ¢ bezeichnet
werden.

Die Projektionen von ds auf die Achsen sind dz, dy, dz:

(3. . de =ds-coset, dy = ds-cosf, dz = ds-cosy.

Unter Benutzung bekannter Formeln der analytischen Geometrie
des Raumes folgt der

Lehrsatz: Fir das Bogendifferential ds einer Raumkurve und
fiir die zugehorigen ,Richtungskosinus® gelten die Ansditze:

@ ... ... ..ds=Vdzs2+dy*+ de?
_da ey ds
®B) - - - coso = -, cosﬁ-—ds, cosy = ==

Zur weiteren Ausrechnung dieser Formeln beachte man, daB die
Punkte P und P, auf jeder der beiden durch die Gleichungen (1) dar-
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gestellten Flichen liegen. Demnach werden z. B. fiir die erste Fliche
gleichzeitig die beiden Gleichungen gelten:

f@+tde, y+dy, e+de) =0, f(x,y,2) =0

Man folgert hieraus, dall die zu den vorliegenden z, y, ¢ und dz,
dy, dz gehorenden totalen Differentiale df und dg der auf den linken
Seiten der Gleichungen (1) stehenden Funktionen f (x, y, £) und g (%, y, 2)
verschwinden (vgl. 8.121):

o { fedz 4+ fydy +fide =0,
ghdx + gydy + gzde = 0.

Fir die Verhiltnisse der dx, dy, de berechnet man hieraus:
(1) du:dyide = (Fugs — Figh)  (Fige—Fig) : (Frgy— Fyao):

Durch Einsetzung in (4) und (5) lassen sich daraufhin die Rich-
tungskosinus des Elementes ds vermittelst der partiellen Ableitungen
von f und ¢ in den Koordinaten von P darstellen.

Bevorzugt man die Darstellung (2) von K, so mégen zu P und P,
die Weérte ¢ und (¢ + df) der unabhingigen Variabelen gehéren.
Die Gleichungen (2) liefern nun unmittelbar:

fdz = ') dt, dy = ¢’ ()dt, dz = 3 ()dt,
1ds = V'3 + ¥'3 4 3’2 dt, usw.

Erklarung: Die von P aus durch den unendlich nahe gelegenen
Punkt P, der Kurve hindurchzulegende Gerade heilit ,Tangente* der
Raumkurve im Punkte P; die zur Tangente und also zur Kurve tm

Punkte P senkrecht verlaufende Ebene heilbt ,Normalebene“der Kurve K
im Punkte P.

Indem wir uns auf die soeben gemachten Angaben iiber Berech-
nung von ¢0S o, cos 3, cosy berufen, haben wir den

Lehrsatz: Die Tangente der Raumkurve K im Punkte P ist
darstellbar durch:

© - - - §—z n—y {—e

(6) -

®

fude—redy  fige—Fgs [ogy—Fids’
die Normalebene aber durch:
(10) - - {(é —2) (fy9:—1Fi90) + M —9) (Fi95— =92
+E—2 (a9, —fygs) = 0.
Damit diese Gleichungen brauchbar sind, hat man anzunehmen,
dall die drei in (9) als Nenner und in (10) als Faktoren aufiretenden
Ausdriicke nicht sugleich verschwinden.

6. Die Schmiegungsebenen einer Raumkurve.

Erklarung: Durch drei einander unendlich nahe gelegene oder,
wie man sagt, ,konsekutive® Punkte P, P,, P, von K labt sich im all-

10*
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gemeinen nur neine“ Ebene legen, welche man als ,Schmiegungsebene”
der Raumkurve tm Punkte P bezeichnet. Die Sohnittgerade der
Schmiegungsebene und Normalebene heilit die ,Hauptnormale® von K
im Punkte P. Auf dieser Hauptnormalen liegt das su P gehdrende
» Krimmungseentrum® der Rawmkurve, d. i. das Zentrum des durch P,
P,, P, hindurcheulegenden sogenannten ,Kriimmungskreises®.

Es soll hier nur die Gleichung der Schmiegungsebene, und zwar
unter Benutzung der Darstellung (2), S. 146, unserer Raumkurve K
angegeben werden.

Mégen zu P, Py, P, die Werte {, { 4 df, { -+ 2 d{ der unabhéngigen
Variabelen gehoren,

Ds die Schmiegungsebene durch P hindurchliuft, so kénnen wir
ihre Gleichung mit Hilfe variabeler Koordinaten £, 1, § in die Gestalt
setzen:

W. .. alE—@®l+dI—v O+ clf — 2Ol = 0.

Die a, b, ¢ sind so zu bestimmen, da (1) durch die Koordinaten

& n,  sowohl von P; wie P; befriedigt wird:

alp¢+d)—eM+ VW E+a)—v O] +-- =0,
alpt+2d)—oM]+O[YE+2d)—v O] --- = 0.

Indem man einerseits die erste Gleichung durch di teilt, anderer-
geits aber die erste von der zweiten Gleichung abzieht und die Differenz
durch dt teilt, folgt:

@ . . [P OTIVOTer® =0,
ag'(t+dt)+by' (¢ +dt) +cy ¢ +dt) = 0.

Man ziehe jetzt nochmals die erste Gleichung (2) von der zweiten
ab und teile die Differenz durch d?; es folgt:
@evoe..a@"OFVY'OFcr" ) =0,
eine Gleichung, welche im Verein mit der ersten Gleichung (2) die
Verhiltnisse der a, b, ¢ zu berechnen erlaubt.

Lehrsatz: Die Gleichung der Schmiegungsebene der durch:
r=09@ y=v0@) =710
dargestellien Raumkurve in dem zum Werte t gehirenden Punkie P ist
die folgende:
@ - {(& P WL =¥+ =) @'9"—1"9)
+E—n @v' 29"¥) =0
Hier ist bei ¢, @', ... das Argument ¢ allenthalben der Kiirze
halber fortgelassen.
Die Brauchbarkeit der Gleichung (4) setzt voraus, daf die drei in

den Klammern auftretenden Ausdricke ' 1" — 4" ¢/, ... fiwr die betrach-
tete Stelle von K nicht zugleich verschwinden.
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6. Kurvenscharen und deren einhiillende Kurven.

In einer Ebene seien rechtwinkelige Koordinaten #, y zugrunde
gelegt.

Es sei weiter eine Gleichung f (2, ¥, p) = O vorgelegt, welche
neben # und y noch eine dritte variabele GroBe p enthilt. Dem Einzel-
werte p entspricht eine durch f(z, y, p) = O dargestellte Kurve. Lalt
man nach und nach fiir p alle Werte von — o bis 4 ® zu, so ent-
steht eine ,Schar ebener Kurven®. Die GroBe p heilt der , Parameter®
der Schar.

So wird 2z B. durch 224 y?—p? = 0 die Schar der konzen-
trischen Kreise um den Nullpunkt dargestellt. Man gewinnt iibrigens
hier bereits die ganze Schar, falls man p auf Fig. 56,
das Intervall von O bis © beschrinkt.

Als zweites Beispiel diene eine Schar
von Ellipsen, fiir deren einzelne die Summe
der Halbachsen einer gegebenen Konstanten
a gleich ist. Die Gestalt dieser Kurven-
schar wird durch Fig. 56 erliutert. Ihre
Gleichung ist:

1) (a—p)*? 4 p2y2 —p2(a—p)? = 0.

Man hat hierbei p- auf das Intervall
0 < p =< a zu beschrinken; fiir p <0, sowie fiir p > a schliefen sich
nimlich Ellipsen an, bei denen jeweils' die Differenz der Halbachsen
konstant gleich a ist.

Wir betrachten nun bei einer vorgelegten Schar zwei zu unendlich
wenig verschiedenen Werten p und (p +- dp) des Parameters gehorende
Kurven: Fig. 57.

@ - - f(w’yyp) =0, f(a’,.%P + dP) =0, /

die wir kurz ,konsekutive“ Kurven der Schar nennen
wollen.

Bei den konzentrischen Kreisen schneiden sich zwei
konsekative Kurven niemals. Dagegen haben, wie man
sich mittels der Fig. 56 leicht klar macht, im Falle der
Schar (1) je zwei konsekutive Ellipsen vier Schnittpunkte
gemeinsam,

Wir verfolgen nun insbesondere den Fall einer
Schar, bei der konsekutive Kurven jeweils einander
schneiden und denken die Gesamtheit der solcherweise
entspringenden Schnittpunkte markiert. Dieselben bilden,
wie Fig. 57 niher darlegt, eine Kurve, welche die Kurven unserer Schar
rings einhillt, und welche dicserhalb als jeinhilllende Kurve* der Schar
bezeichnet wird.
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Wie Fig. 57 andeutet, werden auf der einzelnen Kurve der Schar
zwel unendlich nahe Punkte durch die nichst voraufgehende und die
niichst folgende Kurve der Schar ausgeschnitten. Verbindet man diese
beiden Punkte geradlinig, so hat man ein Bogenelement fiir die be-
treffende Kurve der Schar, zugleich aber auch fiir die einhiillende Kurve
gewonnen. Daraus folgt der

Lehrsatz: Die Tangente der einhiillenden Kurve in threm ein-
gelnen Punkte ist sugleich Tangente der durch diesen Punkt hindurch-
laufenden Kurve der Schar.

Um die Gleichung F' (=, y) der einhiillenden Kurve herzustellen,
gehen wir auf die Gleichungen (2) zuriick. Wir gewinnen alle Punkte
der einhiillenden Kurve, wenn wir die Gleichungen (2) fiir alle einzelnen
Werte p nach z, y auflésen. Statt der zweiten Gleichung (2) kann
man auch die durch Kombination beider entspringende Gleichung:

f(x’ YD + dp) —f(x’ .%P) —_ 8f(a:, !/,P) =0

dp op
benutzen, so dal das System (2) durch:
0 Y
@ e f@9,p) =0, L(gf—p—) =0

ersetzt erscheint.

Man denke die zweite Gleichung (3) nach p aufgeldst und dadurch
in die Form p = g (,y) gesetzt. Jedes irgend einem einzelnen Werte p
entsprechende Losungssystem x, y befriedigt dann:

@. ... ... flz.y, 9 (@,y)] = 0,
wie auch umgekehrt jedes diese letzte Gleichung befriedigende Wert-
system z, y bei dem zugehdrigen Werte p =— g (x,y) als Losungssystem
von (3) auftritt.

Lehrsatz: Die Gleichung der einhiilllenden Kurve gewinnt man
durch Elimination von p aus den beiden Gleichungen (3) in der Gestalt:

G¢). ... F(x,y) = flz,9,9(xy] = 0.
Die Elimination braucht ibrigens nicht notwendig in der hier

vorgezeichneten Art vollzogen zu werden.
Beispielsweise liefert die zweite Gleichung (3) bei der Schar (1):

©®. ... @—a2+py*+pl@—p)@2p—a)=0.
Hier verfihrt man besser so, da man (1) und (6) nach 22 und y2

2 2
auflést und dann 23, y3 herstellt. Bei der Addition der beiden so zu
erhaltenden Gleichungen fallt p einfach heraus, und man gewinnt als
Gleichung der einhiillenden Kurve:

2 2 2
M. ... ... 23 4 y3 = as.
Die hierdurch dargestellte Kurve, deren Gestalt in Fig. 56, S. 149,
leicht zu erkennen ist, heilt ,Astroide“.
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7. Kubatur der Volumina.

Fine vorgelegte Fliche F moge in rechtwinkeligen Raumkoordinaten
durch die Gleichung # = f(z,y) dargestellt sein. Die zy-Ebene liege
horizontal, der positive Teil der 2-Achse weise nach oben.

In der xzy-Ebene moége durch g(z, y) = O eine geschlossene
Kurve K dargestellt sein; und es gelte die Voraussetzung, dal§ fir alle
Punkte (z,y) des von K umrandeten Stiickes der zy-Ebene die Funktion
£z = f(z, y) eindeutig und stetig sei. Auch gelte zunidchst die An-
nahme, dal daselbst # tiberall positiv sei, d. h. daB die Fliche F ober-
halp der zy-Ebene liege.

Man denke iiber der Kurve K als Grundrif sinen Zylinder mit
zur ¢-Achse parallelen Mantellinien errichtet.

Es sei alsdann durch V' das Volumen desjenigen Raumteiles be-
zeichnet, welcher seitlich durch den Mantel des Zylinders, oberhalb durch
den im Inneren des Zylinders verlaufenden Teil der Fliche F und unter-
halb durch die xy-Ebene eingegrenzt wird.

Sollte der gemachten Annahme entgegen die Fliche F' unterhalb der
zy-Ebene verlaufen, so haben wir genau wie bei der Quadratur ebener
Kurven (S. 91) die MaBzahl fiir das entsprechend einzugrenzende
Volumen negativ zu nehmen.

Das Volumen ¥’ kann in Gestalt eines sogenannten Doppelintegrales
ausgedriickt werden (vgl. S.129).

Der Einfachheit halber nehmen wir an (was nétigenfalls durch
eine Verschiebung der Koordinatenachsen immer erreichbar ist), daf
der Nullpunkt innerhalb des dureh
die Kurve K umschlossenen Flichen- )
stiickes liegt. Letzteres wird dann y=P
durch die Achsen in vier Quadranten Ey=¢(x)]
zerlegt und wir konnen uns auf die
Betrachtung des ersten in Fig. 58
stark umrandeten Quadranten be-
schriinken.

Die Kurve K schneide die posi- . ‘ x x=a
tive z-Achse bei £ =— a und die
positive y-Achse bei y = b. Es

gelte die Annahme, daf das den be-
vorzugten Quadranten begrenzende
Stiick von. K fiir jede Abszisse 2 zwischen 0 und a stets nur eine zu-
gehorige Ordinate y = ¢ () liefere 1).

Wir bezeichnen mit ¥V das Volumen des iitber dem ausgewihlten
Quadranten gelegenen Teiles des oben eingegrenzten Raumstiickes vom
Volumen V'

Fig. 58.

') Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so muf man das von K umrandete
Flichenstiick in mehrere Teile zerlegen und letztere einzeln behandeln.
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Zur Bestimmung von V zerlege man die in der zy-Ebene gelegene
Grundfliche des fraglichen Raumteiles durch Parallele zu den Achsen
in unendlich kleine Rechtecke, wobei der Flicheninhalt eines einzelnen
Rechteckes gleich dx-dy sein wird (vgl. die gleiche Erorterung S.128).

Uber dem einzelnen Rechtecke steht alsdann vom Volumen V ein
vierseitiges Prisma des Inhaltes 2. dx dy = f(,y)dx dy. Sollte F' und
damit dies Prisma unterhalb der zy-Ebene liegen, so wird obiger Be-
stimmung entsprechend #-dz dy negativ ausfallen.

Bei konstanten # und d# bilde man nun durch Integration nach
y zwischen den Grenzen 0 und ¢ (#) den Inhalt derjenigen unendlich
schmalen Scheibe des auszumessenden Raumteiles, welche oberhalb des
in Fig, 58, 8. 151, schraffrerten Streifens liegt.

Integriert man jetzt den erhaltenen Ausdruck

9 @
(jf(w, 9) dy) az;
0
der nur noch von # und dz abhingt, in bezug auf x zwischen den
Grenzen 0 und a, so gewinnt man das Volumen V.

Statt zuerst nach y zu integrieren, kann man auch mit der Inte-
gration nach z bei konstanten % und dy beginnen; hierbei moge
z = 9 (y) die zu y gehorende Abszisse von K sein.

Lehrsatz: Das oben ausfithrlich beschriebene Volumen V Ekann
durch Auswertung jedes der beiden Doppelintegrale:
a 4,0 (=)

oo V= J F@nay) i,
b
0

@

v
@ (jﬂawdxd%
0

bestimmt werden.

Wie schon bemerkt, ist hier jeweils bei Ausfihrung des inneren
Integrals 2 bzw. y als konstant anzusehen,

Die geleistete Berechnung des Volumens V wird als ,Kubaiur®
desselben bezeichnet.

8. Kubatur des Ellipsoids.

Als Beispiel diene die Bestimmung des Volumens eines dreiachsigen
Ellipsoids, das gegeben ist durch:

athts

Gleichung (1), Nr. 7, liefert den Rauminhalt eines Oktanten des
Ellipsoids, wenn wir in jene Gleichung eintragen:
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fley) =+ V'ﬂ( —g)—y’, <p(x)=b|/1—‘:—z-

Man hat somit:

1__

1« . - J’ dwf‘/lﬂ —= —-yﬁdy]

Fir das innere Integral erbilt man nach den S. 109 ff. entwickelten
‘Methoden:

x? x?
b2 2
+2 (1 ——:~2> arc sin y =
b '/1 =
aﬂ

Durch Eintragung der Grenzen fiir ¥ und Integration in bezug
auf z folgt:

@07 =22 J’( )dx v_ra_bc

Das Gesamtvolumen des Ellipsoids ist somit 4/ wabe.

9. Komplanation der krummen Flichen.

Vermoge der Doppelintegrale kann man auch die Bestimmung
des Flicheninhaltes von Teilen der Fliche F, die sogemannte ,Kom-
planation® der Fliche F, durchfiihren.

Es sollen hier alle Voraussetzungen und Bezeichnungen von Nr. 7
beibehalten werden; und es liege die Aufgabe vor, den Inhalt S des-
jenigen Stiickes der Fliche F su bestimmen, welches oberhalb bew. unter-
halb des in Fig. 58, S.151, stark umrandeten Teiles der xy-Ebene liegt.

Letzteres Stick der xy-Ebene wurde vorhin in unendlich kleine
Rechtecke eingeteilt.

Uber bzw. unter einem einzelnen solchen Rechtecke, dessen Inhalt
dz-dy ist, liege das ,Flichenelement® dS von F.

Man darf dies Elethent dS als eben ansehen, und man nenne den
Neigungswinkel des Elementes gegen die xy-Ebene , so daf man die
Gleichung dS-cosy = dx dy gewinnt.

Da p gleich dem Richtungsunterschiede zwischen der auf dS er-
richteten Normale und der 2-Achse ist, so findet man nach Nr. 3, 8. 145,
unter Zugrundelegung der Gleichung 2 — f(#,y) == 0 der krummen
Fliche:
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1

05y = T
Vl s + (0y>

Es ergibt sich hieraus der

Lehrsatz: Das oben niher bezeichnete Stiick der Fliche F hat
den durch die erste oder sweite der nachfolgenden Formeln dargestellien
Flicheninhalt S:

a fP(z)

) - —J J ) +(g; dy]da:,

b '#(y)

@ - .- s—J JV1+ (f>dac]dy.

10. Komplanation der Kugelfliche,

Als Beispiel diene die Komplanation der Kugeloberfliche vom
Radius # um den Nullpunkt. Zur Bestimmung der Oberfliche S des
Kugeloktanten hat man zu setzen:

flay) = Vri—a2—y2, @) = Yr2—a22

Bei Benutzung von (1), Nr.9, gilt also der Ansatz:

r Vre—at

... ... s:rj<jﬁg

Nun ist bei konstantem z nach Formel (9), S. 83:

———d?.— — — arc sin A

Vro—a? —y? Vrt — 22

Durch Eintragung der Grenzen erhilt man aus (1):
r

S = ﬂ;jdx =1, rd

(]

dzx.

11. Gebrauch der Polarkoordinaten.

Will man in der zy-Ebene an Stelle der z, y Polarkoordinaten
r, & gebrauchen, so wihle man den bisherigen Nullpunkt als Pol und
die positive z-Achse als Achse der Polarkoordinaten.

Es sei eine den Pol umlaufende, geschlossene Kurve K durch
r = @ (9) gegeben, wobei @ (¥) eine eindeutige Funktion sei; weiter
moge durch die im Innern von K eindeutige Funktion 2 = f(r, #) eine
krumme Fléche F' gegeben sein.
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Zur Kubatur und Komplanation von F' errichten wir iiber K einen
Zylinder, dessen Mantellinien zur £-Achse parallel sind, und definieren
das Volumen ¥V und die Oberfliche S Fig. 50.
analog wie in Nr.7 und 9.

Das in Fig.59 schraffierte Ele-
ment der 7#-Ebene hat den Flichen-
inhalt r-dr-d®d.

Man beweist daraufhin leicht
folgenden :

Lehrsatz: Das von dem zu K
K gehirenden Zylinder, der rO-
Ebene und der Fliche F eingegrenczie

Volumen V ist:
2z @)

A e o e e V= j(jf(r,a‘})rdr)dﬁ,
0 0

und entsprechend gilt fir die Oberfliche S:
27 (9

@ -« - - s=j<§%>da,

0
wobet y in derselben Bedeutung wie in Nr.9 gebraucht ist.

12. Beispiel einer Kubatur mittels der Polarkoordinaten.

Die in der zz-Ebene durch 7= e~ dargestellte Kurve hat den
in Fig. 60 skizzierten Verlauf; sie nihert sich der z-Achse sowohl nach
rechts wie nach links hin Fig. 60.
asymptotisch. z-Achse

Durch Rotation dieser

Kurve um die #£-Achse ent-
springt eine glockenférmig ge-
staltete Oberfliche F, welche

durch ¢ = ¢—* dargestellt ist,

Der zwischen F' und der
rO-Ebene gelogene Raum hat,
obschon er sich nach allen
Richtungen der 7O -Ebene ins Unendliche zieht, einen endlichen In-
halt V:

x-Achse

V= J Je"’*rdr da.
0

Da niémlich das innere Integral die Variabele & nicht mehr ent-
hilt, so kann man dasselbe vor das auf © bezogene Integral setzen:
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27

V= <jc—" rd r d
0

Jedes dieser beiden Integrale ist leicht zu bestimmen, und man
findet V = =.

Aus diesem Ergebnis konnen wir eine bemerkenswerte Folgerung
ziehen.

Wendet man namlich bei der eben behandelten Aufgabe recht-
winkelige Koordinaten z, ¥ an, so hat man nach der in Nr.7, S. 151 ff,,
befolgten Methode:

+o 4w

V=J( Je‘“"”’dgj)dw.

Lo

Spaltet man ¢~**~¥* in das Produkt von ¢~ und ¢~¥', und setat
man den ersten Faktor, als von y unabhingig, vor das Integral in
bezug auf y, so folgt:

4+ ©

+®
V= J (e“’”’z Je—y” d y) da.

Nun hat das innere Integral einen von z unabhingigen Wert und
kann also vor das auf & bezogene Integral gesetzt werden; es ist somit:

r=(frea)- (froe)= (foeosf

Da wir aber vorhin ¥V — x fanden, so folgt der
Lehrsatz: Das zwischen der. Grenzen — o und + o aus-
gefihrte Integral des Differentials €= dx ist gleich Vat:
+ ®
(1)'0~Ao.-oo Je—zgdx=v;t

-

13. Rektifikation der Raumkurven.

Nach Nr. 4, 8. 146, benutzt man fiir die Darstellung einer Raum-
kurve K entweder zwei Gleichungen der Gestalt:

M. ..... f@y2=0 99,2 =0
oder drei Gleichungen:
2. ... z=09(@), y = 9P @), £ = 1),
wobei im letzten Falle ¢ als unabhiingige Variabele gilt.

Das Bogenelement ds der Raumkurve K ist durch Formel (4),
S. 146, gegeben.

Zur Weiterentwickelung dieser Formel kann mar erstlich y und ¢
als Funktionen von  aus (1) ausrechnen und findet dann:
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()« ¢« -« ds=V1+<%>2+(% ? iz

Bevorzugt man dagegen die Darstellung (2), so gilt:

ORI ds = Vo' (* + ¥/ 0 + 1/ ®dt.
Die , Rektifikation®, d. i. die Berechnung der Bogenlinge der Raum-
kurve K wird nun durch Integration dieses Differentials ds geleistet.

Lehrsatz: Zur Berechnung der Bogenlinge s der Raumkurve K
gwischen den beiden durch « — a und x = b fizierten Stellen dient das

Integral:
b

(5)-—....3: Vl+<%>2+%—22dm.

a

An Stelle desselben tritt das Integrat:
t

h
6. « o v ..s= Vo ®+¢ @O+ )24t
)
falls man sich der Darstellung (2) bedient und die Bogenldnge zwischen
den zu t, und t, gehirigen Stellen ausmessen will.

Als Beispiel diene die ,zylindrische Schraubenlinie“, welche dar-
gestellt wird durch:

@2yt =m y= w~ty<%>
oder (was noch zweckméBiger ist) durch:
x == mcost, y=msint, &= nl
Gleichung (6) liefert:

4
s =I m2 4+ n2dt = Vm9+n2 (t; —to)-
to

Die Linge eines ,Schraubenganges® ist hiernach 3w Ym?2 -+ n2



Fiinfter Abschnitt.

Einfiihrung in die Theorie der Differential-
gleichungen.
Erstes Kapitel
Allgemeine Bemerkungen iiber Differentialgleichungen.

1. Begriff der Differentialgleichungen.

Erklirung: Kommen in einer Gleichung meben verdnderlichen
Grilen auch noch Differentialquotienten derselben vor, so spricht man
von einer ,Differentialgleichung®.

Wir unterscheiden folgende Fille:

1. Es mogen zwei Variabele z, y vorliegen, von denen die erste
als unabhingig gilt, wihrend y als Funktion von » angesehen wird.

Gegeben sei eine Gleichung der Gestalt:

dy d?y .
a . ... .. F (x, Oyt ) = 0.

Erklirung: Wir bezeichnen (1) als eine ,gewdhnliche® Diffe-
rentialgleichung ewischen einer unabhdngigen Variabelen ® und einer
abhdngigen y.

Ein Beispiel sei:

@ .... (3x2-——7y2)g—g—17x+ 122y = 0.

II. Hat man eine unabhingige Variabele # und swei abhingige
Variabele ¥ und 2, so seien der Anzahl der abhiingigen Variabelen ent-
sprechend zwei Gleichungen gegeben:

dy dz d%y
Fl (x’ Y, % %7 %1 Zi_;y "’)

dy dz d?
F2(x1 Y, 2 d_:Za (7;’ E;Z:"')z- 0.

= 0.
3) -
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Erklarung: Man sagt, durch (3) sei ein System ,simultaner®,
sgewdhnlicher® Differentialgleichungen mit einer unabhingigen Varia-
belen x und zwei abhdingigen Variabelen y, £ vorgelegt.

Als Beispiel gelte das System:

dy dz

@ - cE=yts T=y-e

ITI. Sind swei unabhiingige Variabele z, y und eine abhéngige ¢
vorgelegt, so sei eine Gleichung von der Gestalt gegeben:

0z 0z ¢ 0% )__

(5) ottt F(xy.%zr a_x7 %9 6;‘21 my’“. = 0.

Erklarung: Die Gleichung (5) bezeichnet man als eine ,partielle®
Differentialgleichung mit zwei unabhdngigen Variabelen x, y und einer
abhdngigen z.

Ein hierher gehoriges Beispiel ist:

0%z | O%s

(6)---------%—2 57/;—0'

IV. Der allgemeinste Fall, unter den sich die drei bisher ge-
nannten Fille einordnen, ist offenbar der, daB » unabhiingige Variabele
%y, .. &p und m abhéngige ¥, ..., ym durch m Gleichungen verbunden
erscheinen, in denen neben diesen Variabelen noch Ableitungen der y
in bezug auf die z auftreten.

2. Einteilungen der Differentialgleichungen in Ordnungen
und in Grade.

Erklirung: Kommen in einer Differentialgleichung Ableitungen
nter, jedoch wicht solche von hoherer als nter Ordnung vor, so bezeichnen
wir die Differentialgleichung als eine solche von der n'¢" Ordnung.

Die Gleichungen (2) und (4), Nr. 1, sind von der ersten Ordnung,
in (6), Nr. 1, liegt eine partielle Differentialgleichung sweiter Ord-
nung vor.

Die beiden Fille I. und II., Nr. 1, betrifft folgender

Lehrsatz: FEine gewohnlicke Differentialgleichung nerster® Ord-
nung zwischen zwei Variabelen z, y mimmt durch Auflisung nach %

die Normalform an:

ein System simulfaner, gewshnlicher Differentialgleichungen ,erster® Ord-
nung kann entsprechend auf die Normalform gebracht werden:

dz
— = Gy(, y, ).

d
@ F=6@na I

ax
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Erklirung: Hat die linke Seite einer Differentialgleichung in den
»abhingigen Variabelen und den Ableitungen derselben die Gestalt einer
rationalen ganzen Funklion, so bezeichnet man als ,Grad“ des einzelnen
Gliedes die Summe der in diesem Gliede auflretenden Exponenten der
abhiingigen Variabelen und Ableitungen. Hierbei wird die Gleichung
als cine solche vom m'e® Grade bezeichnet, wenn ein Glied mte® Grades,
aber keines von hoherem Grade auftritt.

Ein Bejspiel einer Differentialgleichung dritfen Grades ist:

2
B) « « + - 3xy2+7y(%>sinx—25y+3=0.

Ob die linke Seite der Differentialgleichung in der wunabhdngigen
Variabelen x die Gestalt einer algebraischen oder (wie beim eben an-
gegebenen Beispiel) transzendenten Funktion hat, ist zufolge der eben
gegebenen Erklirung fir die Gradeinteilung gleichgiiltig.

Erklarung: Eine Differentialgleichung, deren Glieder sdmtlich von
gleichem Grade sind, heilit ,homogen®; eine Differentialgleichung ersten
Grades wird auch als ,linear* bezeichnet.

Eine lineare und homogene Differentialgleichung erster Ordnung
vom Typus III, Nr. 1, hat demnach die Gestalt:

4« -+ - Hl(x,y)a +H2(x,y) +H3(w,y)2—0

wo H, (z,9), H,(z,y) und H; (2, y) 1rgend welche Funktionen der un-
abhingigen Variabelen £ und y sind.

Lehrsatz: Einelineare Differentialgleichung n'e" Ordnung swischen
einer unabhingigen Variabelen z und einer abhingigen y kann in die
geordnete Grestalt gebracht werden :

®) - RIS R@ ,._,+

L F, (w) - Y4 Fo)y = Fup: (),

wo Fo (%), ..., Fuy:1 () irgend welche Funktionen von z sind.

8. Begriff der Losungen von Differentialgleichungen.

Es sei zunichst eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einer
unabhiéingigen Variabelen vorgelegt:

d
W FlanY=o.

Erklirung: Die Differentialgleichung (1) auflosen heilt eine
Funktion y = f (x) bestimmen, die der Gleichung (1) in der Weise
geniigt, dal die Gleichung :

(2) « ¢ o e e e F[w,f(x),f’(x)]:O
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fiar ,jeden” Wert von =z richtig ist und also in x eine ,identische®
Gleichung darstellt.

Eine solche Funktion y = f(«) heilt eine ,Ldsung“ oder eine
oIntegralfunktion® oder auch kurz ein ,Integral“ der gegebenen Diffe-
ventialgleichung. Eine solche Integralfunktion y kann auch unent-
wickelt durch eine Gleichung:

@. ... glz9)=0

gegeben sein; letztere heilt alsdann eine ,Infegralgleichung® der vor-
gelegten Differentialgleichung.
Zur Differentialgleichung:

dy
— )Y =
1—=z)-=+y=0

gehort als ein Integral die Funktion:

z—1
z+1'
wie man durch Eintragung dieser Funktion in die Differentialgleichung
leicht zeigt.
Man wird den Begriff einer Losung sofort auf die iibrigen in Nr.1,
S. 158 w f, aufgestellten Differentialgleichungen iibertragen.
Beispielsweise gilt die

y._—_.

Erklarung: Als ein ,Integral® der partiellen Differentialgleichung:
07 0z 0%z
“@...... F(x,y,z, %" 3y’ w,>_ 0

bezeichnet man eine solche Funktion 2 = f (z,y), deren Eintragung in (4)
eine in & und y identisch® bestehende, d. i. fir ,alle* Wertsysteme z,y
richtige Gleichung:

[6) I Fla,y,f @y fo@y) ..] =0
liefert.
Hieran schlieSe sich auch noch die folgende

Erklirung: An ein ,System von Integralgleichungen® fir das
System der Differentialgleichungen :
d dz
@ - P=6en) L=6Eu

bezeichnet man die beiden Gleichungen :

... @y =0 g@ys =0,
wenn die aus (7) zu berechnenden Funktionen y = f; (), ¢ = f, (%),
in (6) substituiert, die in x ],identisclten“ Gleichungen liefern:

fil@) = G{[zfi@, @] f (@)= Glxsfi@)f @]

Fricke, Leitfaden, 11
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4. Geometrische Deutung von Differentialgleichungen.

Die drei ersten in Nr. 1 unterschiedenen Fille wollen wir kurz
durch Angabe der Gleichungen zitieren:

2
Y A C dy...).-_—o,

Y% ag az
dy dz. d?y _
Fl <x7 Y, &, d—x’ E’;}, my"’) — 0,

.- dy dez d?y
F2<x1?/15’ ‘n) iz (1_.'122’.“>=0’

0z 0z 0%z 032
(IH) o o e e F Z, Y, 2 %, %, 76;;—2’ ax_ay’.”>—0'

Erklarung: In diesen drei Fillen kain man eine geomelrische
Deutung der Differentialgleichungen und ihrer Lisungen entwickeln, in-
dem man im Falle (I) z, y als rechtwinkelige Koordinaten in der Ebene,
in den beiden anderen Fillen aber z, y, 2 als ebensolche Koordinaten
im Rawme ansieht.

Fir die Losungen ist diese Deutung handgreiflich: Eine Integral-
gleichung:

von (I) deuten wir in der Ebene als eine , Infegralkurve® der Differen-
tialgleichung (I); ein Ldsungssystem:
(2) '''''' 5 (.'l}, Y z) = Os 9 (2}, Y, Z) =0
von (II) liefert im Raume eine ,Integralkurve* der simultanen Glei-
chungen (II); endlich stellt eine Integralgleichung:
3. ... 9@, 9,2 =0
von (IIT) im Raume eine ,Integralfliche der partiellen Differential-
gleichung (III) dar.

Bei der Deutung der Differentialgleichungen selbst miissen wir uns
auf die nerste* Ordnung beschrdnken.

Im Falle (I) benutzen wir die Normalgleichung:

dy
(IB) ......... o iz = G(w’ :1/)

und nehmen (wie auch analog in den spiteren Fillen) der einfachen
Sprechweise halber G (x, y) als eindeutige Funktion von & und y an!).

) Ist G (x,y) zunichst mehrdeutig, so hat man durch geeignete Zusatz-
bestimmungen G eindeutig zu erkliren.
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An irgend einer Stelle (z, y) einer zugehorigen Integralkurve (1)
ergibt sich nach 8. 18 fiir den Winkel & zWwischen der Tangente jener
Kurve und der z-Achse:

tg o = d—,
wobei rechts y als Funktion von « durch (1) zu erkldren ist.

Nun sollen andererseits zufolge des Begriffs einer Integralgleichung

der vorgelegten Differentialgleichung die aus (1) entspringende Funk-

tion y und ihre eben berechnete Ableitung %%
und also fir jede Stelle (z, y) der Integralkurve die Gleichung (I*) be-
friedigen. Es ergibt sich sonach.fiir alle Stellen dieser Kurve:

“@. ......... g = G (z, y),
und damit folgt der

fir jedes Argument z

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der Differentialgleichung (I2)
ist die, dall sie vermége ihrer in der Normalform (I%) rechis stehenden
Funktion G (x, y) auf Grund von (4) an jeder Stelle (x, y) einer Inte-
gralkurve die Tangentenrichtung oder, wie wir sagen wollen, die ,Fort-
schrittsrichtung® dieser Kurve bestimmt,

Diese Betrachtung ist unmittelbar iibertragbar auf den Fall:
dy de

=) « ... ar Gy (%, 9, 2), iz G (2, 9, #).

Nach (5), S.146 gilt fir die dort mit ¢, 3, 9 bezeichneten Rich-
tungswinkel der Tangente einer Integralkurve (2) an der Stelle (z, ¥, #)

cosoi:cosPBicosy = dz:dy:de.

An Stelle der soeben benutzten Gleichung (4) tritt also jetzt:
(B). . . coso:cosP:cosy = 1:G4 (@, 9, 2): Gy (x, 9, 2),
und wir gewinnen den

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der simultanen Glei-
chungen (11%) ist die, dal sie auf Grund von (5) an jeder Stelle (x,y,2)
einer Integralkurve die ,Fortschrittsrichtung® der letzteren bestimmen.

In dem etwas umstindlicheren dritten Falle, den wir hier nur
beildufig betrachten, beschrinken wir uns auf Gleichungen, die in

0z 02 . .

52 é—y- linear sind:
" 02 0z

(IH o . Hl (zi Y, z) a—x' +H2 (x1 Y, Z) @ - Hs (ﬂ, Y, Z).

Von irgend einer Stelle (z, y, £) einer zugehorigen Integralfliche:

6. ... ... 2= f(zy)

beschreiben wir auf dieser Fliche ein Linienelement ds, dessen Pro-
11*
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jektionen auf die Achsen d#, dy, d 2 seien. Die fiir die Linienelemente
auf der Fliche (6) charaktéristische Beziehung ist!):
0z

0z
(7)....... dZ—-‘a—xdz-!-a—y'dy.

Man wihle nun speziell dasjenige Element d s, fiir welches:
dx:dy = H, (; y, £): Hy (%, 4, 2)
gilt. Dann folgt aus (7):
ds _0s  0: I,
dz = oz ' 0y H,’
wo die Argumente von H; und H, die Koordinaten der ausgewihlten
Stelle sind. Die rechte Seite dieser Gleichung soll aber zufolge (III*)
stets Hy: H,; sein. Also folgt:

®. .. dx:dy:dz = Hy(x,9,2): Hy(z,9.2): Hy (%, 9, 2),

oder wenn man lieber mit den Richtungswinkeln o, f, ¥ des Elementes
d s operiert:

9). . coso:cosPB:cosy = H,(x,9,2): Hy(z,9,2): Hy (¢, 9, 2).

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der partiellen Differential-
gleichung (II1I%) ist die, daki sie auf Grund von (9) an jeder Stelle einer
Integralfliche eine ,Fortschrittsrichtung® bestimmt, welche in der Integral-
fliche liegt.

5. Existenzbeweis von Ldsungen fiir Differentialgleichungen
erster Ordnung.

In Nr.3 wurde nur erst der ,Begriff“ von Losungen der Diffe-
rentialgleichungen aufgestellt, ohne daB dabei die Frage nach der -
»Existeng® solcher Losungen berithrt wurde. Die letzten Betrachtungen
tiber die Differentialgleichungen erster Ordnung gestatten uns, wenigstens
fiir diese Ordnung den Beweis zu fithren, daf die fraglichen Lésungen
auch wirklich existieren.

Man iiberlege zuniichst im Anschluf an die Gleichung (I#), Nr. 4,
daB nicht nur eine vorgelegte Integralkurve an allen Stellen die da-
selbst unter (4) angegebene Gleichung befriedigt, sondern dafl auch
umgekehrt jede Kurve, welche lings ihres ganzen Verlaufs die fragliche
Gleichung (4) erfiillt, eine Integralkurve von (I#) ist.

Hieraus ergibt sich die Moglichkeit, von der Differentialgleichung
(I*) selbst aus durch ,Aneinanderreihung von Kurvenelementen® eine
Intégralkurve herzustellen und so den ,Prozel der Integration“ der
Gleichung zu vollgichen.

!) Biehe die Entwickelungen tiber das totale Differential einer Funktion
z = [(x,y) oben S.121,
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Wir beginnen die Konstruktion etwa an einer beliebig gewdihlien
Stelle der y-Achse, sagen wir bei y =— C, wo C eine willkiirlich fixierte
Konstante ist. Die Richtung des ersten Kurvenelementes ist dann aus
tgos = G (0, C) zu entnehmen, und auch fir Fig. 61.
die Richtungen der weiter sich anreihenden
Elemente ist jedesmal der zugehorige Funk-
tionswert G (z,y) heranzuziehen,

Das Zustandekommen der Integralkurve
sei durch Fig. 61 versinnlicht, in welcher an
Stelle der Bogenelemente endliche Geraden-
stiickchen stehen.

Wechseln wir die Anfangskoordinate C,
80 kommen wir zu einer neuen Integralkurve.
Der willkiirlichen Auswahl von C entsprechend finden wir somit nicht
nur eine, sondern gleich unendlich viele Integralkurven, welche (vgl.
Fig. 62) eine Kurvenschar bilden (siche S. 149).

Die einzelnen Integralkurven miissen wir dabei als durch die
Anfangskoordinaten C mit bedingt ansehen Fig. 62.
und schreiben die Integralgleichung deshalb
ausfithrlich in der Gestalt:

(1) 9@%C) =0 oder y=f(zC),
falls wir nach y auflésen.

Lehrsatz: Insofern in f(x,C) ,eine®
willkiirliche Konstanle C enthalten ist, sagt
man, es gdbe fir eine Differentialgleichung
erster Ordnung ewischen zwel Variabelen , 9
seinfach® unendlich viele Integrale y, denen
eine ,Schar® von Integralkurven entspricht.

Erklarung: Denkt man C in f (x, C) noch unbestimmt, so sprichi
man vom ,allgemeinen* Integrale der Differentialgleichung; jede spezielle
Auswahl von C liefert ein npartikulires Integral.

Die Frage nach der niheren Natur der Funktion f(, C), ins-
besondere ob dieselbe im Einzelfalle eine ,elementare“ Funktion ihrer
beiden Argumente z, C ist oder micht, bleibt hier zunichst noch
unberiihrt.

Die vorstehenden Entwickelungen sind unmittelbar vorbildlich fir
den Fall der Gleichungen (II®), S. 163.

Wir beginnen die Aneinanderreihung von Kurvenelementen, welche
im- Raume der Proportion (5), S.163, entsprechend zu richten sind,
etwa mit dem willkiirlich zu wihlenden Punkte 2 = C,, # = C; der
x 2-Ebene,

Den beiden willkiiclichen GroBen C,, C, entsprechend gewinnen wir
sweifach unendlich viele Infegralkurven, deren Gleichungen wir analog
wie in (1) so schreiben:

M
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@. . It (*9,2,C,,C) =0, g3(2,9,2 0, Cy) =0,
oder nach y und 2 aufgelost:

(3) °°°°° y= fl ((l?, Clv 02)) &= fa (xr Cl’ 02)'

Lehrsatz: Die simultanen Differentialgleichungen (II°), S. 163,
haben zweifach unendlich viele Systeme von Integralen (3). Man spricht
vom yallgemeinen® Integralsystem, falls die C;, Cy unbestimmt bleiben,
wihrend jedes spezielle Wertsystem Cy, Cy ein ,partikuldres® Integral-
system liefert.

Fir die partielle Differentialgleichung (III*), S.163, gilt der Satz,
dal jede Fliche, bei welcher an der einzelnen Stelle das gemiS (9),
S.164, gerichtete Linienelement in der Fliche gelegen ist, eine Inte-
gralfliche ist.

Die zweifach unendlich vielen Integralkurven der simultanen
Differentialgleichungen:

(4) e e e e e i?_/___Hz(%!/,z) _‘%f___Hl (xw?/’z)
de ™ Hy(%,9,2) dx H (%,9%)
liefern uns nun gerade die Linienelemente der Richtungen (9), S.164.

Lehrsatz: Man gewinnt stets eine Integralfliiche der Differential-
gleichung (111%), wenn man aus den sweifach unendlich vielen Integral-
kurven von -(4) eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, welche eine
Fldche bildet, herausgreift.

Dies kann in verschiedenen Weisen durchgefithrt werden. Man
kann z. B. in der zz-Ebene eine willkiirliche Kurve, welche durch
& = y (x) dargestellt sei, vorzeichnen und die von den Punkten dieser
Kurve ausziehenden Integralkurven der Schar (4) zu einer Fliche zu-
sammenfassen.

Lehrsatz: Fiir die partielle Differentialgleichung (II12) existiert
ein Integral g, welches sich fir y = 0 auf die ,willkiirlich wihlbare®
Funktion y (x) von & reduziert. Bleibt letztere Funktion unbestimmt, so
spricht man vom ,allgemeinen® Integral; jeder besonderen Auswahl von
1 (%) entspricht ein npartikuldres® Integral.
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Zweites Kapitel.

Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung mit
zwei Variabelen.

1. Differentialgleichungen ohne y.

Kommen in einer Differentialgleichung erster Ordnung vom Typus],
dy
dz
gleichung (1), S. 159, rechts stehende Funktion G von z allein ab-
hingig.

In diesem Falle konnen wir die Gleichung so schreiben:
Q.. 00000 dy=G@dx

und finden somit das Differential dy der gesuchten Funktion y von z
in  und dg allein dargestellt.

Der Begriff des unbestimmten Integrals (S. 80) liefert hier un-
mittelbar y als Funktion von z in der Gestalt:

@)..... ... .y::jG(x)da:-{— C.

An Stelle von (2) kénnen wir auch ein bestimmtes Integral:

S.162, nur ¢ und -, nicht aber y vor, so ist die in der Normal-

treten lassen; die willkiirliche Konstante erscheint hier durch die will- -
kiirlich wihlbare konstante untere Grenze a ersetzt.

Den Zahlenwert eines solchen Integrals deuteten wir oben (S. 86)
als Flicheninhalt eines daselbst niher bestimmten ebenen Flichenstiickes.
Die Auswertung dieses Inhaltes wurde aber als ,, Quadratur“ bezeichnet.
Im AnschluB hieran bezeichnet man in der Theorie der Differential-
gleichungen allgemein die Ausrechnung eines bestimmten Integrals als
eine ,Quadratur“ und iibertrigt diese Benennung auch auf die Be-
rechnung eines unbestimmten Integrals.

Beim Gebrauch diéser Sprechweise konnen wir sagen, die Diffe-
rentialgleichung (1) sei durch eine ,Quadratur® lisbar.

Es gilt der Satz, dal wviele (aber keineswegs alle) Differential-
gleichungen erster Ordnung entweder unmittelbar oder nach gecigneten
Transformationen durch Quadraturen lésbar sind.

Auf derartige Auflésungen durch Quadraturen beziehen sich die
zunichst zu entwickelnden Regeln.
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2. Losung von Differentialgleichungen durch Trennung
der Variabelen.

Man multipliziere die in unserer Differentialgleichung (I#), S.162,
auftretende Funktion G (2,y) mit einer irgendwie gewahlten Funktion
W (z,y) und bezeichne das negativ genommene Produkt beider Funk-
tionen durch @ (z,y):

— T @9 G @y = D@y

Die Differentialgleichung 1a6t sich daraufhin auch in die Gestalt:
@a...... D(z,y)-dz+ ¥ (2,9)-dy = 0
setzen, welche wir als ,eweite Normalform“ bezeichnen.

Lehrsatz: In der zweiten Normalform (1) sind die Funktionen
@D und ¥ nur erst insoweit bestimmt, dal ihr negaliv genommener
Quotient gleich der gegebenen Funktion G (x,y) ist.

Lehrsatz: Gelingt es, eine gegebene Differentialgleichung in der
Weise in die zweite Normalform zu setzen, dall @ nur von x und zu-
gleich W nur von y abhingt:

@.. 0000 D)dz+ P(y)dy = 0,
so wird das allgemeine Integral durch Quadraturen in der Form:

@...... j(P(a:)da:-l—Ja%l"(y)dy: c

gewonnen, Diese Art der Losung wird als die ,Methode der Trennung
der Variabelen® bezeichnet, insofern im ersten Gliede von (2) nur x und
dz, im sweiten nur y und dy vorkommen.

Um Formel (3) zu beweisen, filhre man eine dritte Variabele &
ein, indem man dz — @ (x)dx setzt. Dann

Fig. 63. .
/ ist dz = — ¥ (y)dy, und man hat somit

nach Nr.1:
g = j(b(z)dx—l— Cy,

—z=Jw<y)dy+ Con

Die Addition dieser Gleichungen liefert
Formel (3), falls man die Summe von C,
und C; durch — C bezeichnet.

/ Beispiel. Es sollen alle ebenen Kurven
; T gefunden werden, fiir welche die Subtangente
jedes Punktes die konstante Linge 1 hat

(vgl. Fig.63).
Nach 8. 42 ist die Subtangente S¢{ im einzelnen Punkte einer

d
Kurve durch y d-—Z dargestellt. Soll demnach S¢ stets = 1 sein, so
gilt die Gleichung:
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dz dy _
yw—_l oder Tz= U
dieselbe stellt die , Differentialgleichung der gesuchten Kurven® dar.
Die Trennung der Variabelen und Lésung wird vollzogen durch:

dx—%:O, z—Iny=ny¢

woraus man y == ¢~ ¢ als allgemeines Integral erhilt.

Schreiben wir hier noch ¢~¢ = (, so nimmt das allgemeine Inte-
gral die Gestalt y — Ce¢” an.

Fir C = 1 gewinnt man die Exponentialkurve, fiir welche ‘die
Eigenschaft konstanter Subtangente der Lénge 1 durch Fig. 63 versinn-
licht werden mag.

8. Loisung der Differentialgleichungen von der Gestalt

9y _ o (Y
iz ¢ (w>
Die Funktion G von # und y mége jetzt insbesondere so gebaut
sein, daB sie als Funktion allein vom Quotienten ;” angesehen werden

kann; wir bedienen uns dieserhalb direkt der Schreibweise G- (f) und

haben es hiernach zu tun mit der Differentialgleichung:

@« 3_3;:_-(;(%)

Lehrsatz: Die Auflosung der Differentialgleichung (1) gelingt
nach Substitution der neuen Variabelen ¢ — % vermdge der Methode der
Trennung der Variabelen und liefert als allgemeine Integralgleichung:

) dz _
@...... lnw—".G—(zm——C:

wobei man nach Berechnung des Integrals linker Hand fiir z wieder %

gesetzt denke.
Durch Differentiation von y = z ¢ folgt némlich:

dy dz

iz %azt?

80 daf sich die Differentialgleichung transformiert in:
dz, _ds
z G)—=

Hier ist die Trennung der Variabelen z und # vollzogen, und die
Integration liefert die Formel (2).

dz
x‘l—;c+z—G(z) oder = 0.
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4. Ldsung der linearen Differentialgleichungen erster
Ordnung.

Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung zwischen einer
unabhéngigen Variabelen £ und einey abhéingigen y hat nach (5), S. 160,
die Gestalt:

Re P2+ EEy =R,

Bringen wir die rechts stehende Funktion Fj () mit auf die linke
Seite und teilen die Gleichung durch ¥, (), so entspringt als , Normal-
form* der linearen Differentialgleichung erster Ordnung:

e Y Pyt =0,

wo P(x) und @ (x) irgend welche Funktionen von z sind.

Um diese Differentialgleichung zu ldsen, verstehen wir unter #
irgend ein partikulires Integral der linearen ,homogenen* Differential-
gleichung:

dz
(2) « « o 0o o0 ﬂ-]-P(x)z:O,
die mit (1) in den beiden ersten Gliedern gleichgebaut ist.

Die Gleichung (2) ist durch Trennung der Variabelen 13sbar und
liefert:

(3) ......... R —

Der Quotient von y und 2z heiBe u; dann ist:

e-jp(x) dz

dy du de
TR PR
go daf die Differentialgleichung (1) die Gestalt annimmt:
du dz
st u(EHP@s)+ e =0

oder mit Riicksicht auf (2):

Y = zZu,

z%l;—l— Q) =0 oder du=——Q7(x)dx.

Da 7 als Funktion von z aus (3) bekannt ist, so folgt durch
Integration der letzten Differentialgleichung:

u=0—j%£)dx,

wo C die Integrationskonstante ist.
Durch Wiedereinfithrung von y und Einsetzung des in (3) berech-
neten Ausdrucks von z ergibt sich der
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Lehrsatz: Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung (1)
ist durch Quadraturen losbar und besitzt als allgemeines Integral:

@...y— e—jp(z)ax '[C—J 0@ - ch(z)dzd x] .

Man beachte hierbei, dal eine andere Auswahl der Integrations-

konstanten bei| P(z) d % allein eine Verinderung der Konstanten C zur

Folge hat.
‘Beispiel. Im Falle der Differentialgleichung:

dy z 1
s ira? Tixa 0
ist die Funktion # gegeben durch:
zdzx
J. T+a? Yo In (1429 -
g=—c¢ =e =11+ 22
Die oben mit % bezeichnete Funktion wird demnach hiers
dx z
= C — ——
“ +.[<1+x2)“'2 i

und man findet als allgemeines Integral:

y=x+CV1+w’.

6. Der integrierende Faktor einer Differentialgleichung
erster Ordnung.

Eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen z und y sei
in der zweiten Normalform gegeben:

M. ......0@xyde+ P y)dy=0.

Wir multiplizieren die linke Seite mit einer Funktion u (z, ) von
2 und y und erbalten so unter Gebrauch der Abkiirzungen:
@2 u@nP@y)=¢@y, u@y @y =¥@y)
als neue Gestalt der Differentialgleichung:
(6) I Q@ y)de+ v, y)dy = 0.

Erkliarung: Die Funktion w (z,y) heilt ein ninfegrierender
Faktor der gegebenen Differentialgleichung (1), falls die linke Seite von

(3) fir ,unabhingig gedachte Variabele z, y* ein totales Differential
darstellt (vgl. S.121 und S. 1.26).

Erster Lehrsatz: Fir jede Differentialgleichung (1) existiert
mindestens ein integrierender Falktor.

Es existiert namlich nach S. 165 fiir (1) eine Integralgleichung
g(z, y, C) = 0, die wir nach C auflésen und in die Gestalt setzen:

4. .. ..k yy=2C oder h(z,y)—C=0.
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Somit wird der aus (4) zu berechnende Differentialquotient:

(2ﬁ>
dy _\o=
dz oh

(55)

fiir alle Wertpaare #, ¥ mit dem aus (1) entspringenden Quotienten

I

——% gleich sein. Die Gleichung:
() on e
_\oz @ od oz __ _0y

oh T " D@y Ty
()

besteht also fiir unabhéingig gedachte Variabele z, y.

Bezeichnen wir die einander gleichen Seiten der letzten Gleichung
mit p (2, y), so ist w in der Tat ein integrierender Faktor; denn
(wDdz + u ¥dy) ist das totale Differential der Funktion k (z, y).

Zweiter Lehrsatz: Mit dem socben aus h(x,y) abgeleiteten
Faltor w(x,y) ist auch:

G)e o oo m@y) =e@y) 1h@Y)

wo g eine ,willkirlich wihlbare Funktion® bedeutet, ein integrierender
Faktor von (1). Es gibt somit fir (1) unendlich viele integrierende
Faktoren.

Man bezeichne nimlich, indem man z und y auch weiterhin als
unabhiingig voneinander ansieht, k(z,y) als Funktion von z und y
abgekiirzt durch 2 = h(z,y).

Dann gilt fiir das totale Differential d # dieser Funktion:

u@dz+p¥dy = dg,
woraus sich durch Multiplikation mit der willkiirlich zu wihlenden
Funktion y (2) ergibt:

By @do+ Wiy = 1 ()de = de(z)dz]°

Das Integral rechter Hand denke man ausgerechnet und darauf
2 = h(x,y) gesetat, was:

j 1) de = Iy (z,9)

liefere. Die letzte Gleichung geht solcherweise diber in:
pr-(@da+ Pdy) = dh(zy),
so daB p g in der Tat ein integrierender Faktor ist.

Dritter Lehrsatz: ,Jeder® integrierende Faktor von (1) ist
durch w und h in der Gestalt (5) darstellbar.

Ist ndmlich M (z, ) irgend ein integrierender Faktor der Diffe-
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rentialgleichung (1), go moge die mit M (z,y) multiplizierte linke Seite
von (1) das totale Differential von Z — H (z, y) sein:
M- (Pdz+ ¥dy) =d7Z = dH (=, y).
Man findet somit:
az dz

8o daB fir je zwei einander entsprechende (d. h. den gleichen z, ¥, dz,
dy zugehérende) totale Differentiale dZ und dz der Funktionen
Z = H(#, y) und ¢ = h (=, y) die Beziehung gilt:

6 dZ=<—1:‘£>dz.

Andert man somit # und y derart, daB ¢ konstant bleibt und also
dz = 0 ist, so ist auch d Z = 0, und also bleibt auch Z konstant.

Man berechne nun y aus 2 = h(,y) in der Gestalt y = % (,2)
und trage diesen Ausdruck fir y in Z ein. Z ist auf diese Weise dar-
stellbar in der Gestalt:

Z = Hx, n(z,2)) = F(z,2)
als Funktion von # und .

Da nun diese Funktion F'(z,#), falls wir nur # #&ndern und ¢
konstant erhalten, unverinderlich ist, so ist sie von 2 unabhiingig und
eine Funktion von £ allein, die wir ¥ (¢) nennen.

Aus Z = F (¢) und (6) folgt aber:

az

’ M !
- =F @) = F'[h (z, 9)];

ersetzen wir hier die Bezeichnung F' durch %, so folgt:

U y) = v@ 9) [k 9
und also ist der aufgestellte Lehrsatz bewiesen.

6. Partielle Differentialgleichung fiir den integrierenden
Faktor.
Nach 8. 127 ist dafiir, da (¢ dz + ¥ dy) ein totales Differential
ist, das Bestehen der folgenden Gleichung charakteristisch:
09@y) _0%@ ),
oy oz

Damit g ein integrierender Faktor der Gleichung (1), S.171 ist,
hat man hiernach als hinreichende und notwendige Bedingung zu fordern:

0P _o@®),
oy ~ o=z
Durch Weiterentwickelung dieser Relation entspringt der
Lehrsatz: Jeder integrierende Faktor u der Differentialgleichung
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(1), 8.171, befriedigt die ,lineare partielle Differentialgleichung erster
Ordnung“:

ou ou oFr oo
... ¥——ob_—~ —— =
O 0z oy + ox ay) “ o
und umgekehrt ist jede diese Gleichung befriedigende Funkiion g (z, y)
ein integrierender Faktor jener Gleichung.

Gleichung (1) ordnet sich der Gleichung (l1Il#), S. 163, unter,
falls man in letzterer # = Inu setzt. Der S. 166 gefiihrte Existenz-
beweis der Losungen dieser Gleichung (III®) liefert uns also einen
neuen Beleg fiir die Existenz von integrierenden Faktoren.

Gibt es einen von y unabhiéngigen Faktor u, so gelten fiir diesen
die Gleichungen:

ou __ du ov _
oz dz und oy ,
so dafl die Gleichung (1) liefert:

2@ _o®
ldu 0y ox
O B A

Da p hier nur von x abhéingt, so mub dasselbe von der linken
und also auch der rechten Seite dieser Gleichung gelten.

Fillt andererseits in dem ausgerechneten Ausdrucke der rechten
Seite von (2) die Variable y heraus, so findet man durch Lésung der
ngewohnlichen“ Differentialgleichung (2) fiir 4 eine Funktion von z
allein, die (1) befriedigt und also einen integrierenden Faktor darstellt.

Lehrsatz: Zeigt sich, dall aus dem Quotienten(%j—%’) P
die Variable y herausfdllt, so gibt es den nur von z abhdngenden inte-
grierenden Faktor:

P ¥
jW‘n
3. ...... u =ce

Entsprechendes gilt fiir den Fall, daB ein nur von y abhéingender
integrierender Faktor existiert.

cdze

1. Loésung der Differentialgleichung vermége eines
integrierenden Faktors.
Lehrsatz: Licfert die linke Seite einer Differentialgleichung (1),
S. 171, nach Zusatz eines integrierenden Faktors w das totale Differential
(pdx 4+ Y dy) der Funktion h(x, y), so ist die allgemeine Integral-
gleichung:
@. .. ... h(z, y) = C.

Da némlich die Gleichungen:
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oh oh
. —_— ,Qp
3z =92y =u-9 5y =@ y) =u

gelten, so befriedigt der aus (1) zu berechnende Differentialquotient

ady .
P zufolge der Gleichung:
(@
dy _ _\oz/ _ 9@y __ 29
do on T Y@y P&y
(6.1/

die vorgelegte Differentialgleichung.
Die Berechnung von % (z, y) aus ¢ und ¢ leistet man nach (6),
S.128, vermoge der Formel:

@..... h(x,y)::j.godx +J[¢—a%j¢dx]dy.

Lehrsatz: Hat die vorgelegte Differentialgleichung (1), S. 171,
nach Zusatz des integrierenden Faktors u die Gestalt:
P@ydet+ (@ y)dy =0
angenommen, so ist das allgemeine Integral angebbar in der Gestalt:

O jq)d:c +Hw—%j¢dx]dy —c
Beispiel. Fiir die Differentialgleichung:
@y+y+1de+@+a)dy =0
ovp oY
W Y — 22
o T 14 a?
so dal hier ein von y unabhingiger integrierender Faktor existiert.
Fiir denselben findet man aus Formel (3), S.174:
1
=T + 22’

so daB die mit g multiplizierte Differentialgleichung:
1
—)d dy =
(y+1_|_z,) z+axzdy =0

ergibt sich:

lautet.
Die Gleichung (3) liefert als allgemeines Integral:

zy tarctgz = C.

8. Von den singuliren Losungen der Differentialgleichungen-
erster Ordnung.
Die durch:

@...... e e gy, O)=0
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dargestellte Schar der Integralkurven einer vorgelegten Differential-
gleichung erster Ordnung moége eine einhiillende Kurve besitzen. Da
letztere nach einem Lehrsatze von 8.150 an ihrer einzelnen Stelle die-
selbe Tangentenrichtung besitzt, wie die durch diese Stelle hindurch-
laufende Kurve der Schar (1), so stellt auch die einhiillende Kurve eine
Integralkurve der Differentialgleichung dar.

Lehrsatz: Besitet die Schar (1) der Integralkurven eine ein-
hilllende Kurve, so liefert letztere ein necues Integral der Differential-
gleichung, welches nicht zu den aus (1) durch besondere Werle C ou ge-
winnenden partikuldren Integralen gehirt, Dieses meue Integral wird
als ein ,singuldres* Integral oder eine ,singuldre* Lisung der Diffe-
aentialgleichung bezeichnet.

Nach 8. 150 gewinnt man die Gleichung der einhiillenden Kurve
durch Elimination von C aus den beiden Gleichungen:

@. ... 9@y 0=0 LELI_,

Diese Elimination wurde daselbst so vollzogen, da wir die zweite

Gleichung (2) nach C auflosten:

@. . ... .. . C=1lw@, v
und diesen Ausdruck von C in die erste Gleichung (2) eintrugen:
@. ... ... gle, v, h(z, y)] = 0.

Man kann auch durch direkte Rechnung zeigen, daf in der durch
diesen Eliminationsprozel zu gewinnenden Gleichung (4) eine Integral-
gleichung vorliegt.

Schreiben wir nédmlich die Gleichung (4) kurz g(z, y, C) = 0,
indem wir unter C die Funktion I (z, y) verstchen, so liefert die durch
(4) gegebene implizite Funktion~y von u nach der Differentiationsregel
fiir zusammengesetzte Funktionen (vgl. 5.122 und 8.123):

09 2900
@.”.“.@=_Qi@ﬂ.
dg 09 , 0900

8y+308y

Nun ist fiir jede Stelle (z, y) der Kurve (4) vermége des zu-
gehorigen Wertes C die Glelchung 5 C = 0 erfillt [vgl. zweite Glei-

chung (2)].
Gleichung (5) reduziert sich somit auf:
og
dy (6w
dz — ~ [og\
(o5
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Dieser Wert ?l% genilgt aber in der Tat der Differentialgleichung;

denn er wird gewonnen, wenn man die in (1) bei konstantem C dar-
gestellte Losung y der Differentialgleichung nach z differenziert.

Beispiel. Die Gleichung:
6 «o.oo...y=zy+V149¢3
in welcher 3’ zur Abkiirzung fiir g—% steht, erweist sich nach Fort-
schaffung der Quadratwurzel als eine Differentialgleichung erster Ord-
nung zweiten Grades.

Man kann bei diesem Beispiele durch einen , Differentiationsprozel
zur Kenntnis der Lésungen gelangen, eine Methode, die jedoch nur in
vereinzelten Fillen zum Ziele fiithrt.

Differenziert man die Gleichung (6) nach z, so folgt, sofern wir
die zweite Ableitung von y nach x abkiirzend mit y” bezeichnen:

!N

!
P o Ly Yy n(x Yy — 0.
Y ¥+azy'+ V————l_‘—l'—!/l—a’ Yy +V——1+y"
Dies Resultat erfordert, daB entweder die erste oder die zweite
der beiden folgenden Gleichungen besteht:

y
) ¢ =0, ) 2= — .
Oy 1 iy
Gilt die erste Gleichung, so folgt, daB g’ einer Konstante C gleich
sein mub; und man gewinnt aus (6), indem man §' = C eintriigt, das
allgemeine Integral:

M e v, y=C0Cz+y14+0Cu
Gilt Gleichung (II), so setze man dep in (II) rechts stehenden
Ausdruck fir z in Gleichung (6) ein und findet:

A
14y'3
Quadriert man diese Gleichung und die Gleichung (II) und addiert
sodann beide, so ergibt sich:

B) v v e ot y2 =1,

womit das singulire Integral gewonnen ist.

Die Gleichung (8) stellt einen Kreis dar, die Gleichung (7) aber
die Schar der Tangenten desselben.

Man wird die Gleichung (8) des singuliren Integrals aus der Glei-
chung (7) sehr leicht durch den oben (im Anschluf an das unter (2)
gegebene Gleichungssystem) allgemein entwickelten Eliminationsprozel
gewinnen.

Fricke, Leitfaden 12
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9. Von den isogonalen Trajektorien einer Kurvenschar.

Erklirung: Eine Kurve, welche die Kurven einer gegebenen Schar
immer unter dem gleichen Winkel & durchschneidet, heilit eine ,gleich-
winklige“ oder yisogonale Trujektorie* dieser Schar. Ist insbesondere &
ein rechter Winkel, so spricht man von -einer - ,orthogonalen Trajektoric®.

Fig. 64. Die gegebene Schar, welche
durch ¢ (z, y, C) = 0 dargestellt
sein mag, besitzt stets eine ganze
Schar isogonaler Trajektorien eines
gegebenen Winkels 9, die wir etwa
durch ¢, (2, y, C) = 0 dargestellt
denken. Offenbar ist das Verhiltnis
beider Scharen ein gegenseitiges.

Als Beispiel benutze man die
™~ Schar aller Geraden durch den Null-

punkt der zy-Ebene. Die konzen-

trischen Kreise um diesen Punkt
liefern dann die Schar der ortho-

gonalen Trajektorien (vgl. Fig. 64).

Ist die Schar g (x, y, C) = 0 gegeben, so kann man die Differential-
gleichung fiir die Schar der Trajektorien des Winkels & in folgender
Art aufstellen:

Ein beliebiger Punkt P habe die Koordinatep #,  Um die durch
ibn hindurchziehende Kurve der gegebenen Schar zu finden, 16se man
g (%, 9y, C) = 0 nach C auf, was C — h (z, y) liefere. Indem man
die Koordinaten von P in (%, y) einsetzt, gewinnt man den zu der
gewiinschten Kurve gehorenden Wert des Parameters C.

Fig. 65. Der Richtungswinkel & (vgl.
Fig. 65) der fraglichen Kurve im
Punkte P ist nach der Differentia-
tionsregel unentwickelter Funktionen
(S.122) aus:

9= (=, 9, C)
@, =%+a’ tgor = — = i
- T : (1) g Iy (xv Y, C)

C= Iy
zu entnehmen,

Die durch P hindurchziehende Trajektorie des Winkels & liefert
nach Fig. 65 folgenden Dilferentialquotienten bzw. folgende Richtung:

dy _ _ tg¥ 4ty
gz W =0+ = e

Setzt man fir fgeo den in (1) berechneten Ausdruck und erinnert
sich, daf in die Ableitungen ¢ und gy nachtriglich C = L (z, y) ein-
zutragen ist, so ergibt sich der
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Lehrsatz: Die Differentialgleichung der zur Schar g (x,y,C) = 0
gehdrenden isogonalen Trajektorien des Winkels & entspringt durch Eli-
mination von C aus g (x, y, C) = 0 und:

@ - - g—iv(g;sinﬂ-l—g;,cosﬁ)-l-(g;,cos&—g;sinm‘})=O.

Speziell fir die orthogonalen Trajektorien lautet die Gleichung (2):
@ Hyg=o Fig. 60

Beispiel. Durch y2 — Cz = 0 ist die
Schar aller Parabeln dargestellt, welche den
Nullpunkt zam Scheitelpunkte und die z-Achse
zur Achse haben.

Die Differentialgleichung der ortho-
gonalen Trajektorien ergibt sich durch Eli-
mination von C aus:

%4—23]:0 und y2—Cax =0

und hat somit .die Gestalt:
2xdz +ydy = 0.
Durch Integration findet man als Gleichung der Schar der Tra-
jektorien:

22 4 y? = (..
Hierdurch ist eine Schar von Ellipsen dargestellt, welche den Null-

punkt zum Mittelpunkte und eine auf der y-Achse gelegene grofle Achse
haben. In Fig. 66 sind diese Verhiltnisse zur Darstellung gebracht.

Drittes Kapitel

Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
mit zwei Variabelen.

1. Ldsung der Differentialgleichungen y™ — @G (z).

Wie oben bezeichnen wir auch weiterhin die Differentialquotienten
von y vielfach kurz durch ¢/, ¥, y®, y®, ...

Eine Differentialgleichung hoherer Ordnung ist im allgemeinen
nicht durch Quadraturen 1ésbar; doch gelingt dies in mehreren speziellen
Fillen.

Ein erstes hierher gehoriges Beispiel liefert die Differentialgleichung
n** Ordnung:

)« v v v e e e ‘M—G(x)
dz" ’
unter G (x) eine Funktion von z allein verstanden.
12*
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Die linke Seite von (1) ist die erste Ableitung von y® =1, g0 dal
man aus (1) folgert:
dy®—0 = G(x)dz.

Durch Integration ergibt sich hieraus:
por —I G@)dz+ C,

wo C; eine erste willkiirlich zu wiihlende Konstante ist. Hier liegt eine
Differentialgleichung (n — 1)** Qrdnung vor, deren rechte Seite wieder
eine Funktion von z allein ist.

Durch wiederholte Anwendung des gleichen Verfahrens gewinnt
man den

y(n—l) —

Lehrsatz: Das ,allgemcine* Integral der Differentialgleichung
(1) ist: -

@ y=[ 6@+ 0 ;s + G o Coss 4 G

wo im ersten Gliede rechter Hand n Male hintereinander integriert ist,
und wo die n Konstanten Ci, ..., Cn willkitrlich wihlbar sind.

2. Lésung der Differentialgleichungen F (v, y'") = 0.

Es sollen zweitens die Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

B .......... F@,y)=0

betrachtet werden, in denen nur die zweite und erste Ableitung der
abhiingigen Variabelen y, aber weder diese selbst noch & auftritt.
Man lose die Gleichung (1) nach y" auf:

' =63)
und substituiere ' = ¢, wodurch man erhslt:

dz dz
dx-—G(ﬁ), dx.—-G—(;j-

Die Integration liefert:
dz
(2)......-..$+01—Im,

eine Gleichung, deren Auflésung nach 2 ergeben mag:
(€ ) N z—-H(wCl).

Setzt man jetzt fir # wwder iz , so folgt:

dy = H(z, C,)dz,
80 daB eine erneute Integration die gesuchte Funktion:
“ ...... . y=jH(z, G)dz+ C,
liefert.
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Lehrsatz: Eine Differentialgleichung sweiter Ordnung, in welcher
x und y selber nicht vorkommen, ist durch swes Quadraturen 1dsbar,
wobei sich-im ,allgemeinen® Integral (4) swei willkirliche Konstanten Cy
und G einfinden.

Beispiel. Um nach der angegebenen Methode die Differential-
gleichung

(m.....ugg—%b+(%yL=o

zu l6sen, setze man % = # und gewinnt:
de dz £dz
— 2 — — —————
iz 2(1-+ 22) oder dz e T iL
woraus durch Integration folgt:
]

= &t Q,

neg— in, Vl-’,-ﬁ’::c-{-c'1 oder

d

1423

Zur Abkiirzung schreibe man weiter:
u=¢e%t%, godal du — udsz
wird, wihrend sich 2 in u wie folgt darstellt:
_ u
£ = m .

Setzt man jetzt fiir £ wieder % ein, so ergibt sich:

udz du

=‘/1_.__72 und also dy=m°‘

Die zweite Integration liefert y + Cy = arcsinwu, ein Ergebnis,
welches durch Wiedereinfilhrung von z und einfache Umgestaltung als
allgemeine Integralgleichung liefert:

@ .......24+C=1Wsin(y+C)

dy

8. Lésung der Differentialgleichungen F (y®—1, y®) = 0.

Die in Nr. 2 behandelte Gleichung kann als Spezialfall der fol-
genden allgemeineren Differentialgleichung aufgefalt werden:

@ .....00.. F(y®—2, y™) = 0,
in welcher auBler der %2 und (n — 1)t Ableitung von y keine weitere
Ableitung und auch z und y selbst nicht vorkommen.

Um das Integral der Gleichung (1) zu gewinnen, lése man dieselbe.
zunéichst nach y™ auf:

d”y . an—1 y
@ = (G
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und fithre g —? als neue Variabele ¢ ein, womit die Gleichung (2) die
Gestalt annimmt:

dz dz
3 -« - 'ﬁ—G(z) oder dx—m-
Die Integration liefert:
dz
(4). e e e e e e e x+01_j(;—(5’

eine Gleichung, die man nach Ausrechnung des rechts stehenden Inte-
grals auf die Form bringen wolle:

() ¢ = H(z, Cy).
Durch Wiedereinfiihrung von y®—?1 statt 2 entspringt:
dan—1
(6) - + + oo %5:3{ = H(z, C),

womit wir auf eine. Differentialgleichung der in Nr.1; 8. 179 u. f., be-
handelten Art gefithrt sind.

Lehrsatz: FEine Differentialgleichung n**" Ordnung, in welcher
eingig y™ und y®—? quftreten, 148t sich durch Ausfihrung einer Qua-
dratur auf eine Differentialgleichung (n — 1)r Ordnung des S. 179 ff.
behandelten Typus eurickfihren. Letetere Differentialgleichung wird
unmittelbar durch (n— 1) weitere Quadraturen gelost. Insgesamt stellen
sich n willkirliche Konstanten ein.

4. Lbsung der Differentialgleichungen F(y, ") = O.

Als weiteres Beispiel einer durch Quadraturen lésbaren Differential-
gleichung betrachten wir:

QD .. 00000 .F(y,y") =0,
wo neben der zweiten Ableitung der abhingigen Variabelen y nur
noch diese selbst auftritt.

Durch Auflésung nach y” setze man Gleichung (1) in die Gestalt:

d2y A
(2) .......... (-l_x_é — G(y),
Durch Multiplikation mit 2dy folgt weiter:
dy d?y .
(3) P dw'w‘d%-—2G‘(y)dy.

Zur Umformung der linken Seite benutze man:
dy'?) = 2y dy’ = 2y'-y" dz,
oder ausfihrlich geschrieben:

ay\*1 _ 4y diy
d[ d:v)] =23 3 1o
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womit sich unsere Differentialgleichung in die neue Gestalt transformiert:
dy\?

4) oo o0 —)|= : .

) a|(3) ] =26 was

Gleichung (4) gestattet unmittelbar die Integration und liefert:
dy\? J‘ dy
=) =2|GWdy+ G, dz=
(& ’ 12/ @@)dy +

Durch Integration der letzten Gleichung gewinnt man die Lésung
der vorgelegten Differentialgleichung.

Lehrsatz: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung (2), in
welcher % und y' wicht vorkommen, 1Bt sich durch zwei Quadraturen
auflosen und liefert als allgemeine Integralgleichung:

5 — ay
G) e x—jV2/G(y)dy+Cl+Ca-

Beispiel. Zur Losung der Differentialgleichung:
ary
d}g - l'l y

multipliziere man, wie oben, mit 2 dy und findet:

4 1Y Gy — [@”J_ 2
2da; P dw-d(dw = u2.2ydy.

Durch Integration folgt:

dy\2
() =wer+ o,
9y
¥+ Cl‘ '
so dafl die zweite Integration auf die Gleichung fihrt:
pe =1 (y+ V92 + C) + G,

Um das allgemeine Integral y explizit zu berechnen, entnehmen
wir aus der letzten Gleichung durch leichte Zwischenrechnung:

Y+ Ve + 6 = =0,
—y+Vy2+ G = Cetot G,

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten folgt:
2y = e G. % — (Cye%. ¢H2,

pdr =

Setzt man hier zur Abkiirzung:
G =24, — G, ¢% = 2B,
so entspringt als einfachste Gestalt des gesuchten Integrals:
y = Ae*® 4 Be 7,
wo A und B willkiirliche Konstante sind
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Auch in den hyperbolischen Funktionen (vgl. S. 28) driickt sich
y einfach aus. Da namlich:
ette = Cofuzr+ Ginuz
ist, so folgt, wenn man 4 + B — a, A — B = b setat:
y = aCof uz + b Sin pa.

5. Lodsung der Differentialgleichungen F(y»—9, y™) — 0,
Die in Nr. 4 entwickelte Methode iibertrigt sich unmittelbar auf
die Differentialgleichungen nt*** Ordnung:
@ ...... o o JF (@Y=, ym) = 0,
in denen neben der n*™ Ableitung der abhingigen Variabelen y nur

noch die (n — 2)* vorkommt.
Eine vorgelegte Gleichung (1) 16se man nach y™ auf:

@ ....... . Y = G y"—2)
und substituiere demnichst fiir y®—2 die nene Variabele 2:
atz

y(”—2) = 2, ‘%ﬁ = G‘(Z).

Die damit erhaltene Differentialgleichung zweiter Ordnung fir z
liefert nach Nr. 4 als allgemeine Integralgleichung:

de
“'JW [G(e)dz + C, + 6

Nach Berechnung des Integrales rechter Hand denke man die
zwischen # und ¢ erhaltene Gleichung nach 2 aufgelsst:

¢ = H (z, C}, Cy)

und fithre hier wieder y ein.

Lehrsatz: Die Differentialgleichung (1), in welcher neben y™
nur y®*—2) quftritt, kann in der begeichneten Weise dwrch Ausfithrung
zweier Quadraturen auf die Differentialgleichung (n — 2)tr Ordnung:

dn—-2
B) « ... d—x”_—i = H(z, C,, Cy)

reduziert werden, welche letztere mach Nr. 1 durch weitere (n — 2)
Quadraturen losbar ist.

6. Auf die erste Ordnung reduszierbare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

Lehrsatz: Eine Differentialgleichung eweiter Ordnung, in welcher
entweder y oder x micht aufiritt, kann auf eine Differentialgleichung
erster Ordnung reduziert werden.
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Im ersteren Falle hat die Differentialgleichung die Gestalt:

o».........F@xy,y)=0

Setzen wir hier ' = ¢, so ist £ in der Tat durch Losung der
Differentialgleichung erster Ordnung:
@.........F@mass)=0
zu gewinnen. Man erhalte 2 = f(z, C,); dann gilt:
@ - - - - d_y = f(x, O), y =If’(x, C))dz 4+ C,.

Beispiel. Es sollen die Kurven gefunden werden, bei denen der
Krimmungsradius @ eine gegebene Funktion G (x) der Abszisse z ist.

Nach (2), S. 48, handelt es sich um die Integralkurven der Diffe-
rentialgleichung:

8
144'9)°
)+ « v e e e .(__'i'."y_)__:g(x).
Y
Diese Gleichung hat die Gestalt der Differentialgleichung (I). Nach
Einfihrung von £ = 3’ nimmt sie die Gestalt an:
ds _ dax
A+ 2% 6@’

woraus man durch Integration gewinnt:

2 dz
gy IG@Y*Q

Zur Abkiirzung schreibe man H(z) fir J- e ) - Dann liefert die

Auflosung der letzten Gleichung nach z:
dy H(z) 4 C
T I—H@+ 0P

Die gesuchten Kurven sind also dargestellt durch

H(z) 4 C
y =j ( )+ 1 z + C’.
VI—[H@) + G]
Der zweite im obigen Lehrsatz gemeinte Fall betrifft die Diffe-
rentialgleichungen der Gestalt:

a . ........ F@, 9,9y =0,

in denen z nicht auftritt.
Man lése dieselbe nach 3" auf:

@ .. ....... Y =G, y)
und entwickele die linke Seite s0:

n_ 94y _dy dy __ , 4y

dz dy dw Y dy

& =
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Gleichung (4) liefert auf diese Weise die Differentialgleichung
erster Ordnung fir ¥ und y":

G) ... . '%—G(y,y)

Haben wir als Losung derselben y' = f(y, C;) gewonnen, so folgt
weiter:

dy

6) « + o - C,.

© o & ot

Beispiel. Es sollen die Kurven gefunden werden, bei denen der
Kriimmungsradius @ eine gegebene Funktion @, (y) der Ordinate y ist.

Jetzt handelt es sich nach (2), S. 48, um die Integralkurven der
Differentialgleichung:

— dz und w=J-

welche die Gestalt (II) besitzt.
Als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y und y' erhilt
man hier:
ydy _ _dy
Q+g)% GG

deren Integration auf:
1

“w+w=J&w
fiihrt.

Liefert die Berechnung des rechts stehenden Integrals die Funk-
tion H (y), so ergibt die Auflosung der letzten Gleichung nach y':

g =% _N—[HY+GP
aw H(y) + G
Die gesuchten Kurven sind also dargestellt durch:

HE) +
8) . .... 3= dy + Cy.
© = [ et o

l,.

7. Lineare homogene Differentialgleichungen n'®" Ordnung.

Eine lineare Differentialgleichung #t* Ordnung zwischen einer
unabhingigen Variabelen # und einer abhéngigen y hat die geordnete
Gestalt (5), 8. 160. Soll die Gleichung iiberdies homogen sein, so mufl
die rechts stehende Funktion F, 4+ (x) konstant gleich O sein. Schreiben
wir wieder y® fiir den Kkt» Differentialquotienten von y nach
50 haben wir es also mit einer Differentialgleichung folgender Gestalt -
zu tun:

(1) Fo@@)-y®+F, @) y* P+ + Foer @) -9 + Fu(2)-y = 0.
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Die Fy (), ..., F,(x) sind irgend welche Funktionen von x; doch
wird vorausgesetzt, daB die erste, F,(x), nicht konstant gleich 0 ist
weil sonst die Ordnung der Differentialgleichung <C n wiire.

Der in (1) links stehende Ausdruck soll zur Abkiirzung weiter
folgender Formeln symbolisch durch D (y) bezeichnet werden:

D) = Fy(@)y™ + F, (@) y" = + - + Fu (2) y.

Erster Hilfssatz: Ist y ein Integral der Differentialgleichung (1),
so geniigt derselben auch die Funktion Cy, unter dem Faktor C eine
beliebige Konstante verstanden.

Da niimlich:

dk(C dk
_;;kl/_) _— c.a_;{ oder (Cy)® = C-y®

ist, so folgt bei der Bauart von D (y): "
D(Cy)=C-D(y).
Ist also D(y) = O, d. h. ist y ein Integral von (1), so folgt auch
D(Cy) = 0, so dab Cy in der Tat auch ein Integral ist.

Zweiter Hilfssatz: Sind yy, ¥y, ..., y» Integrale der Differential-
gleichung (1), so ist auch:

@ . .... ce Y =ntntoty
ein solches.
Da niamlich:

Gt gt g)® =yP 4y +oo g
ist, so folgt wieder aus der Bauart von D (y):

D+t +9)=D@)+ D)+ -+ D)

Hier sind aber simtliche Glieder der rechten Seite gleich 0; es ist
also auch D(y) = D(y; + 93+ -+ +#) = 0, d. h. die Funktion (2)
befriedigt unsere Differentialgleichung D (y) = 0.

Durch Zusammenfassung der beiden aufgestellten Sitze ergibt
sich als

Dritter Hilfssatz: Sind yy, v, ..., y» irgend welche v partikuldre
Integrale - der Differentialgleichung (1), so geniigt derselben auch die
Funktion:

@ ..o L y=Cu+0Cyt-+ Gy
wo O, ..., C, irgend v Konstante bedeuten.

Hieran schlieft sich der folgende fiir die Theorie der linearen
homogenen Differentialgleichungen fundamentale

Lehrsatz: Es lassen sich (und eswar auf unendlich viele Weisen)
n partikulire Integrale y,, y,, ..., Yo der Differentialgleichung n'er Ord-
nung (1) auswihlen, so dall nicht nur jede mit irgend welchen n Kon-
stanten C gebildete Funktion :

@ ......9=004+Cy+ -+ Cuyn
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eine Losung von (1) darstellt, sondern dalf umgekehrt ,jedes® Integral y
der Differentialgleichung (1) durch yy, ..., yn in der Gestalt (4) dar-
stellbar ist. Die in (4) dargestellie Funktion heilt demnach bei willkiir-
lich gedachten C das ,allgemeine® Integral der Differentialgleichung
D(y) = 0.

Der Nachweis dieses Satzes, welcher weitgehende funktionen-
theoretische Vorbereitungen erfordern wiirde, soll hier nicht gegeben
werden.

8. Lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten.

Als Beispiel zu den allgemeinen Angaben von Nr.7 betrachten wir
die lineare homogene Differentialgleichung:

Q) o ay®Fa gVt Kan 1y tany =0
mit konstanten Koeffizienten a, @y, ..., #y—1, @n, deren erster nicht
verschwinden soll. Abgekiirzt schreiben wir (1) wieder D (y) = 0.
Differentialgleichungen D (y) = 0 dieser Gestalt kann man durch
elementare Funktionen l6sen.
Zu diesem Zwecke stelle man mit den in (1) auftretenden Koeffi-
zienten ag, a,, ..., a, die algebraische Gleichung n'" Grades:
@ . ... autapTrt e Fan_t+aa =0
mit der Unbekannten u auf und bezeichne die in (2) links stehende
ganze Funktion G (#) von w als die zum Differentialausdruck D(y)‘
nter Ordnung geldrende ganze Funktion n'e® Grades.

Lehrsatz: Ist p eine reelle Wurzel der durch Nullseizen der ganzen
Funktion G (u) entspringenden Gleichung n*** Grades (2), so ist:
() y = e**
ein Integr al der in (1) vorgelegten Differentialgleichung D (y) = 0 wvon
der n*e* Ordnung.

Aus (3) folgt ndmlich:

y® = pk etz
woraus sich ergibt:
D (e"®) = ¢"= G (u).

Ist somit G (u) = 0, so befriedigt y = ¢*# in der Tat die Gleichung (1).

Hat die Gleichung G (#) = 0 % reelle und durchgehends ver-
schiedene Wurzeln gy, i, ..., fn, 80 finden wir n verschiédene Integrale
von (U Y1 = 1%, Yy = €"*%,...., yYu = €',

Es liBt sich zeigen, dal man mittels dieser # partikuliren Integrale
im Sinne des letzten Lehrsatzes von Nr.7 das allgemeine Integral y
von (1) in -der Gestalt aufbauen kann:

@ ..... y = C 647 4 Cyeu® + ..o+ Cpé'n%
wo Cy, Cy, ..., Cy willkiirliche Konstante sind.
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Sind die Lésungen der Gleichung G () =— O zwar alle reell, aber
nicht mehr durchgehends voneinander verschieden, so liefert der eben
entwickelte Ansatz nicht mehr n verschiedene Integrale; dieselben sind
dann nach dem letzten Lehrsatze in Nr.7 auch noch nicht ausreichend
zur Darstellung des allgemeinen Integrals.

Um in diesem Falle weitere Integrale zu finden, verfahren wir so:

Ist u eine mindestens zweifache Wurzel von G (1) = 0, so be-
friedigt (vgl. S. 100) u auch die Gleichung (n — 1)¥* Grades G'(u) =0,
deren linke Seite G’ (¢) durch Differentiation von G (#) nach y entsteht.

Diese Funktion G'(u) gehort der Differentialgleichung (n — 1)t*
Ordnung:

nay* ="+ —1)ay" =Vt ot an_1y =0
zu, deren linke Seite wir durch D’(y) bezeichnen wollen. Die Gleichung
D' (y) = 0 wird also nach dem letzten Lehrsatze im vorliegenden Falle
gleichfalls die Losung:
B) ¢ v v et e e sy =e4®
besitzen.

Ist nun zunichst y eine beliebige Funktion von 2, und setzt man
Y1 = xy, so folgt aus der Leibnizschen Regel (1), S. 31:

yP = zy® 4 ky®—D.
Hieraus ergibt sich fiir den in (1) vorliegenden Ausdruck D (y):

@ ....... D(y,) = 2D(y) + D' (y).
Versteht man jetzt wieder unter y die Funktion e*Z, so gilt D(y) =0
und D'(y) = 0, so daB aus (6) sofort D(y,) = D(zy) = 0 folgt.

Lehrsatz: Ist u eine mindestens zweifache Wurzel der 2u D(y) =0
gehorenden Gleichung G- (u) = 0, so hat die Differentialgleichung die
beiden Ldsungen:

() . . ..o o o e und  zets

Diese Uberlegung ist leicht zu verallgemeinern: Ist g eine min-
destens dreifache Wurzel von G (u) = 0, so haben wir erstlich die
beiden Integrale (7) fir D(y) = 0. Da aber jetzt y eine mindestens
zweifache Wurzel von G’ (u) =— O ist, so hat nach dem eben auf-
gestellten Lehrsatze auch D'(y) = O das Integral ze¢“Z Setzt man
sonach diese Funktion fiir y in (6) ein, so folgt D (z2¢*%) = 0.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens entspringt der

Lehrsatz: Eine a-fache Wurzel p der Gleichung G(y) = 0 liefert
fur die Differentialgleichung D (y) = 0 die « Integrale:

@B . .« . .. et® getT, glet%, ..., 2¢ T 47

Auf Grund dieses Lehrsatzes gewinnen wir, falls die Wurzeln von

G (u) = 0 alle reell sind, stets n verschiedene Integrale der Differential-

gleichung (1), welche, wie hier nicht weiter gezeigt werden soll, zur Dar-
stellung des allgemeinen Integrals in der Gestalt (4), S.187, ausreichen.
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Auf den Fall, dal die Gleichung @ (1) = 0 komplexe Lésungen
hat, kommen wir im Anhange zuriick.

9. Lineare nichthomogene Differentialgleichungen
nter Ordnung.

Es sei jetzt eine lineare nichthomogene Gleichung:

e e Al
=F, +1 (x):
oder abgekiirzt geschrieben:
D) = Foy1(2)

vorgelegt, wobei natiirlich wieder F, (z) als nicht mit O identisch an-
genommen wird.

Zur Erleichterung der folgénden Uberlegung setzen wir n = 4;
doch ist diese Uberlegung auf beliebige Ordnungen n tibertragbar.

Die Gleichung D (y) = O bezeichnen wir als die zur vorgelegten
Gleichung (1) gehirige homogene Differentialgleichung. Wir nehmen
an, daf vier partikulire Integrale dieser homogenen Gleichung in y;,

Yg) Y3, Y, bekannt gegeben seien, aus denen sich das allgemeine Integral
in der Gestalt:

@) ....... Gy + Coya + Coys + Cua

berechnet, Fir die vier Funktionen y,, ¥, ¥s, ¥, gelten hiernach die
Gleichungen:
(3 .. D) =0, D(y) =0, D(ys) =0, D(y,) = 0.

Man setze nun in (2) an Stelle der C vier zunichst noch nicht
niher bestimmte Funktionen ¢, (%), ..., @,(z) ein und versuche mit
dem s0 entspringenden Ausdruck:

@ .. 9=9@50n+9@ 4+ @) ¥+ )%
der Gleichung (1) zu geniigen.

Hierbei bemerke man, da man iiber die drei Funktionen ¢,, ¢4, @3
willkiirlich verfiigen darf, dann aber immer noch ¢, so bestimmen
kann, daB y eine gewiinschte Funktion, hier ein Integral von (1) wird.
Man kann die Sachlage auch dahin aussprechen, daB man fir die vier
Funktionen ¢ von vornherein drei Bedingungen willkiirlich vorschreiben
darf, dann aber immer noch mit dem in (4) angesetzten y der Differential-
gleichung (1) zu geniigen vermag.

Als die drei vorzuschreibenden Bedingungen wihlen wir:

Y1 i+ Y2 92+ ¥s P+ 90 i = 0,
(B« oo Y191+ 92 92+ 95 95+ i 9 = 0,
WPty gt ys 95 +yipe = 0.
Es sind somit fir die Ableitungen @3, ..., @y drei lineare Gleichungen

vorgeschrieben, deren Koeffizienten die als bekannt geltenden y;, ..., ¥,
und deren Ableitungen sind.,
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Um nun die in (4) angesetzte Funktion y in' (1) einzutragen,
berechne man vorab erst moch die Ableitungen g, ..., y® derselben.
Unter Riicksicht auf (b) findet sich:

Yy = @191 + PaYs + Ps¥s + PuYu
Y = @ + 92920 + Pays + Puyi
' = @iyl + @292 + 93y + 9ayl,

¥"'= @191 + P292"+ s y5" + Pu s,
withrend man fiir ¥® den achtgliedrigen Ausdruck gewinnt°

¥ = 9,39 + 9,90 + 9,99 + 9, 9P + gryi’ - + plyd
Multipliziert man diese finf Gleichungen der Reihe nach mit
F,(x), ..., F,(x) und addiert dieselben sodann, so folgt:

D) = ¢ V() + 92 D(¥3) + P D(4s) + 9. D (1)
+ Fo(z) (11" + 2y’ + @i ys" + @iyl).
Infolge von (3) verschwinden hier die vier ersten Glieder rechter
Hand, und es wird demnach y in der Tat eine Losung der Gleichung
D(y) = Fy(x) darstellen, wenn die Gleichung gilt:

WOty gr+ o' e+l g =3 Exg

Diese Gleichung reiben wir als vierte den drei Gleichungen (5) an
und besitzen damit ein System von vier Gleichungen mit den vier linear
vorkommenden Unbekannten @y, 93, @3, @i, wobei die Koeffizienien dieser
Gleichungen bekannte Funktionen yy, ..., yi, Fo(®), Fy(x) von & sind.

Wie eingehendere Untersuchungen zeigen, hat die Auflésung dieses
Gleichungssystems nach @3, ..., @} keine Schwierigkeiten. Man lernt
so die @1, ..., @y dls Funktxonen von. z# kennen:

=@ =) =46, D=4,

Die Integration dieser vier Gleichungen fithrt zur Kenntnis der

1y o+ Py selbst:

1 (@) =jw1<x)dw+ Chovrr 94() =jw4(w)dx+ Co

welche wir jetat endlich in den Ansatz (4) eintragen.

Lehrsatz: Ist das allgemeine Integral (2) der homogenen Gleichung
D(y) = 0 vierter Ordnung bereits bekannt, so kann man das allgemeine
Integral der vorgelegten Differentialgleichung D (y) = F (w) vierter Ord-
nung durch Ausfihrung von vier Quadraturen in der Gestalt berechnen:

®) y=y,jw1<x>dx+--- +y4j¢4<x)dw+clm +oeet G

Die Funktionen vy, ..., ¥, sind aus den y,, ..., Yy, thren Ableitungen
und den Funktionen F,(x), Fy(x) durch Auflisung von vier linearen
Gleichungen -in beseichneter Art zu berechnen.
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Die hier entwickelte Losung der linearen nichthomogenen Diffe-
rentialgleichung (1) wird als die ,, Methode der Variation der Konstanten®
bezeichnet, insofern an Stelle der Konstanten C in (2) variabele GréSen
@ () in (4) treten. Diese Methode ist von Lagrange aufgestellt.

10. Loésung der Differentialgleichungen durch unendliche
Reihen.

Gelingt es uns nicht, eine vorgelegte Differentialgleichung:
P 2

') BT F(x,y,g—“—;, %,.-) =0
durch eine der bisher entwickelten Methoden zu lésen, so ist der Ver-
such angezeigt, eine der Differentialgleichung geniigende Funktion y in
Gestalt einer nach Potenzen von z fortschreitenden unendlichen Reihe
anzugeben oder, wie man sagt, ,die Differentialgleichung vermdoge einer
unendlichen Rethe zu integrieren”.

Man setzt hierbei zunichst die Reihe fiir y mit unbestimmten
Koeffizienten an:

@ .......9=a0t+agz+a22+--.,

. dy d2y
berechnet hieraus iz dm
gebene Differentialgleichung ein.

Die so entspringende Gleichung enthilt nur noch # und muB
identisch gelten, d. h. fiar jeden Wert von z richtig sein.

LaBt sich demnach die linke Seite der fraglichen Gleichung selbst
wieder nach Potenzen von z anordnen, so muB jeder einzelne Koeffi-
zient dieser Reihe, wie man leicht zeigen kann?), verschwinden.

Man gewinnt so unendlich viele Gleichungen zur Bestimmung der
Koeffizienten ay, a;, ag, «.. im Ansatze (2).

Die entspringende Reihe (2) wird innerhalb ihres Konvergenzbezirkes
eine der Differentialgleichung geniigende Funktion darstellen und ebenda
die Funktionswerte niherungsweise zu berechnen gestatten,

.. und trigt diese Ausdriicke in die ge-

11. Die hypergeometrische Reihe,

Der vorstehende Ansatz soll auf die homogene lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung:

M . ee—D T +atHr—n Y fupy =0

angewandt werden, wobei o, 8, ¥ irgend welche reelle Konstante sind,
von denen jedoch die dritte y weder gleich 0 noch gleich einer nega-
tiven ganzen Zahl sein soll.

') Die Reihe ist niamlich (vgl. 8, 70) die MacLaurinsche Entwicke-
lung einer Funktion, welche konstant gleich 0 ist.
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In (1) haben wir einzutragen:

dy

y=Sast L=+ and
k=0 k=0
J §<k+2><k+1> a2 2%

wodurch wir erhalten:

z(x—l)g (k+2) (b +1) arped*+[(1+ 0+ B) 2 —7] ,‘Sjo(k+1)ak+1w’°
+wp é a5 = 0.
k=0

Bei der Anordnung nach ansteigenden Potenzen von 2 setze man:

a2 2 FE+2)E+ 1) appom = Ek'(k’— 1) aw 2

k=0 =2
— 2‘7(;’ (k’— 1) ap o*
=0
und darf demnichst den Index am Summationsbuchstaben %' wieder
unterdriicken.

Indem man wit den iibrigen Gliedern der vorletzten Gleichung
#hnlich verfahrt, laft sich dieselbe in folgende Gestalt iiberfithren:

.g[(k-}_a)(k_i_ﬂ)a"_(k'i*1)(k+?’)ak+1]w"=0.

Hier muB der Koeffizient jeder einzelnen Potenz z* verschwinden,
8o daf wir mit Riicksicht auf die iiber ¥ gemachte Voraussetzung fir
die Berechnung der a; folgende Rekursionsformel gewinnen:

N C e o DN Bkl
@ S (RN

Setzt man noch, was uns frei steht, @, = 1, so sind alle weiteren
& auf Grund von (3) eindeutig bestimmt,

Fir den Quotienten zweier aufeinander folgender Glieder w41
und % unserer Reihe finden wir auf Grund von (3):

142 1+—’£—

— = >
141 147
woraus wir weiter schliefen:

. Uk41
4) .o . lim. 22 —
( ) k=w» U

Fricke, Leitfaden. 18
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Nach den Entwickelungen von S.56 (siche auch S. 66, unten) kon-
vergiert die Reihe also fiir |#|<C1, wihrend sie fir |z |>> 1 divergiert.

Lehrsatz: Die homogene lineare Differentialgleichung (1) labt
sich vermdge der unendlichen Reihe:

wp,  a@+D BB+
=1 —z+ 22
y T v 1-2.y(»+1)
PRICES RN JCESCES Y
1-2:3.y(+1) (»+2)

auflosen, d. h. die durch diese Potenereihe innerhalb ihres Konvergenz-
intervalls — 1 < & < + 1 definierte Funktion stellt ein partikuldres
Integral der Differentialgleichung (1) dar.

Die Reihe (5) nennt man ,kypergeometrische Reihe* und bezeichnet
die durch diese Reihe dargestellte Funktion abgekiirzt durch das Symbol
F(o, B, 7; ).

Durch geeignete spezielle Auswahlen der «, f§, # kann man in
F (o, B, y; «) zahlréiche spezielle Funktionen, insbesondere auch
elementare wiedergewinnen.

So liefert z B. F (1, 1, 2; ) mit dem Faktor z versehen die
Logarithmusreihe (vgl. S.66):

In (14+2)=2-F(@1,1, 2; —2).

Fir o« = —m, f = 9y = 1 gelangen wir nach Zeichenwechsel
von & zur Binomialreihe (vgl. S.69):

(1 +x)m = F(—mv 1, 1 —m)‘

F(Yg Yo 8/y; 4?) ergibt, mit dem Faktor x versehen, die S.71
aufgestellte Reihe der Funktion arcsin z:

() + - -

arcsing = x-F (g, Yy, 8/5; 22).

Betrachten wir etwa endlich noch F <m, 1, 1; T_n) fiir ein unend-

lich wachsendes m. Der Grenziibergang fiithrt zur Exponentialreihe,
die S. 64 aufgestellt wurde:

e"’._hmF m, 1, 1; ——)



Anhang.

Komplexe Zahlen und Funktionen komplexer Variabelen.

1. Einfiihrung der komplexen Zahlen.

Die quadratische Gleichung #? =— — 1 kann weder durch eine
positive, noch durch eine negative Zahl #, noch auch durch z = 0
gelost werden.

Sagt man demnach (unter Beibehaltung des zunichst allein fiir
positive Radikanden erklirten Quadratwurzelzeichens), V:_f sel eine

Losung der Gleichung #? = — 1, so ist in Y—1 eine dem System
der bisher gebrauchten Zahlen nicht angehérige neue Zahl geschaffen.

Diese neue Zahl V——_I, welche ,imagindr® heifit und abgekiirzt
mit ¢ bezeichnet wird, hat zunichst nur die Eigenschaft, mit sich selbst
multiplizierbar zu sein und dabei das Produkt — 1 gu geben.

Um die Zahl 7 ausgedehnter in Benutzung zu nehmen, gibt
man die

Erklarung: Die Zull i soll den bisherigen ganzen und gebrochenen
positiven und negativen Zahlen hinzugesellt werden, und in dem solcher-
gestalt erweiterten Zahlensysteme sollen alle, die vier Grundrechnungen
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division betreffenden
Regeln unverdndert bestehen bleiben.

Bei Ausfilhrung der Operationen der Addition usw. auf die Zahlen
des vorliegenden Systems tritt eine neue Erweiterung dieses Systems
ein: Aus zwei Zahlen @, b der bisherigen Art und der Zahl ¢ erzeugt
man durch Multiplikation und Addition die Zahl (@ + ¢-b) oder kurz
(a 4 ib).

Erklirung: Die so su gewinnenden Zahlen (a -+ ib) heilen ,kom-
plexe Zahlén“. Ist von den Zahlen a, b die letzte, b, allein = 0, so
spricht man von einer ,rein imagindren® Zahl; und man mennt ¢ oder
+ ¢ die ,positive®, — 1-i eder — i die ,negative imagindre Einheit®.
Ist b= 0, liegt also ¢ine Zahl der bisher allein betrachteten Art

13*
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vor, so spricht man wvon einer yreellen Zahl®. Im AnschluB hieran
heilit a der yreelle, ib der ,imaginire Bestandted® der komplexen Zahl
(a + ib).

Erklarung: Die beiden komplexen Zahlen (a 1+ ib) und (a — ib),
welche sich nur im Vorzeichen des imagindren Bestandleils unterscheiden,
heilen ,einander konjugiert komplex* oder kurz ,konjugiert®.

Will man @ und b nicht konstant, sondern variabel denken, so
schreibe man x statt @ und y statt b, wobei dann # und y verénder-
liche GréBen im Sinne von S.1 sind.

Es entspringt der Begriff der ,komplewen variabelen Grobe“ oder
kurz der komplexen Variabelen“ (z + iy).

2. Rechnungsregeln fiir komplexe Zahlen.

Fir die Addition bzw. Subtraktion zweier komplexer Zahlen
(@ 4+ ib) und (¢ 4 id) findet man:
WM....@+)Eect+id)=(@xe)+i@d+a),
und auf dieselbe Weise ergibt sich die Formel:

@ ....(@—i)tC—id=(atec)—i@+d.

Bei der Multiplikation beachte man, daB 2 — —1 ist; es er-
geben sich die Formeln:

@ .... @4b)(c+1id) = (ac—bd)+i(ad + be),
4). ... (a—ib)(c—id) = (ac—bd)—i(ad + be).

Soll (@ + ¢b) durch (c--id) geteilt werden, so darf (¢ + ¢d)
nicht mit der Zahl O identisch sein. Dies vorausgesetzt, findet man:
®) a-+ib__ (@a414b) (c—id) acHbd be—ad

c-l—id_(c-}—id)(c—id) c2 4 d2 T 2t ar
Daneben reiht sich die Formel:
©) a—ib  ac+bd ibc—ad
o c—id  E+a  ota’

Aus diesen Rechnungen ergibt sich der

Lehrsatz: Die Addition, Subtraktion und Multiplikation zweier
komplexer Zahlen, desgl. die Division bei wicht verschwindendem Divisor
ergeben jeweils als Resultat wieder eine komplexe Zahl.

Ersetzt man die beiden gegebenen Zahlen zugleich durch ihre kon-
jugierten, so geht auch die als Resultat entspringende Zahl in ihre kon-
jugierte Zahl diber.

Beide Regeln werden erhalten bleiben, wenn wir Addition, Sub-
traktion usw. wiederholt ausiiben. Als zusammenfassende Benennung
fir die Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Potenzierung

(wiederholte Multiplikation) benutzten wir schon gelegentlich diejenige
der ,rationalen Rechnungsarten* (vgl. S.5).
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Lehrsatz: Wendet man auf gegebene komplexe Zahlen irgend
welche rationale Rechnungen an, so ist das Ergebnis stets wieder eine
komplexe Zahl.

Eine Gleichung, in welcher irgend welche komplexe Zahlen rational
verbunden erscheinen, bleibt richtig, falls man alle vorkommenden Zahlen
gugleich durch ihre konjugierten ersetat.

Als Spezialfall der Formel (3) merke man an:

M ..o (a + ib) (a —ib) = a2} b2

Lehrsatz: Das Produkt sweier konjugierter Zahlen ist reell und
positiv.

8. Geometrische Deutung der komplexen Zahlen.

Zur geometrischen Deutung der komplexen Zahlen bedienen wir

uns desselben Hilfsmittels, das wir oben (S.118) zur Versinnlichung der
Wertepaare zweier unabhéngiger Fig. 67.
Variabelen benutzten. Wir legen
der fraglichen Déutung eine Ebene v|-Achse P
und in ihr ein rechtwinkeliges Ko- r
ordinatensystem zugrunde und geben
folgende

Erklérung: Der Punkt P der
Ebene mit der Abseisse x = a und
der Ordinate y = b soll der Bild-
punkt oder das Bild der komplexen Zahl (a + ib) sein (vgl. Fig. 67).
Die Ebene heile ,Ebene der komplexen Zahlen* oder kure ,Zahlen-
ebene”.

Die x-Achse liefert die Bildpunkte der reellen Zahlen und heift
deshalb die ,reelle Achse“. Die y-Achse besteht (abgesehen vom Null-
punkte) aus den Bildern der rein imaginiren Zahlen und heilt des-
halb auch ,imagindre Achse“.

Benutzen wir statt der rechtwinkeligen Koordinaten Polarkoordi-
naten r, ¥, so gilt, wie Fig. 67 zeigt, @ = rcos ¥, b = rsinJ.

Als ,Polardarstellung® der komplexen Zahl (a 4 ¢b) ergibt sich so:
1) . .« .at+idb=rcos?d+irsin® =r(cos® 4 isin®).

Erklarung: Der Zahlenwert des Radius vector r des Bildpunkies P
von (a +ib) heibt ,absoluter Betrag® der komplewen Zahl (a + ib) und
wird (vgl. S. 11) durch |a + ib| bezeichnet :

@ ....... “la4ib| =r = 4 Va2 02
Der Winkel & sei in Bogenmall gemessen (vgl. S.7) und heilbt , Amplitude®
der komplexen Zahl (a + D).

Eine komplexe Variabele (x 4 iy) heilt ,unbeschrdnkt* oder
wbeschrankt verdnderlich®, je nachdem der Bildpunkt P von (x 4 4y)

x-Achse
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in der Zahlenebene an jede Stelle gelangen kann oder nicht. Im
letzteren Falle bilden die gesamten fiir P zuginglichen Stellen der

Tig. 68. Zahlenebene den ,Bereich* der kom-
y-Achse plexen Variabelen (x + iy).

Die komplexe GroBe heilit
HStetig variabel® oder kurz ,stetig®,

y
% falls ihr Bildpunkt P in der Zahlen-
%

2

ebene Bewegungen ,im gewohn-
7

7 / % lichen Sinne“ ausfithrt. Eine ste-
////////4?//////.// x-Achse tige Variabele z kann demnach nie
‘ unendlich groB werden, und der
Bereich einer stetigen und be-
schriankt verinderlichen GréBe 2 ist stets ein zusammenhingendes Stick
der Zahlenebene.

Die Gestalt solcher Bereiche kann sehr verschiedenartig sein;
man sehe z. B. den ift Fig. 68 durch das schraffierte Stiick der Zahlen-
ebene dargestellten Bereich. ‘

4. Geometrische Deutung der Addition komplexer Zahlen.

Die Formel fiir die Addition zweier komplexer Zahlen:

@ ....@+i)+t+id=(@+o)+ilb+ad
fithrt in der Zahlenebene zu der durch Fig. 69 dargestellten Konstruktion.

Lehrsatz: Der Bildpunkt P" der Summe gweier komplexer Zahlen
wird gewonnen, indem man die Radien vectoren OP und OP' der
‘ Fig. 69. Summanden zieht und dieselben zum
I Parallelogramm ergdnzt; der vierte (O
gegeniiberliegende) Eckpunkt dieses Par-
allelogramms ist P".

Der Grundsatz der Addition, daf
der Summenwert unabhiéngig von der
Rethenfolge der Summanden ist, wird
durch die ausgefiihrte Konstruktion
direkt ersichtlich.

Die absoluten Betrige der Summanden und der Summe werden

in Fig. 69 durch die Léngen der Strecken O P, PP" und O P" gegeben.
Die Figur ergibt den

0

Lehrsatz: Der absolute Belrag der Summe zweier komplexer
Zahlen ist niemals groler als die Summe der absoluten Betrdge der
Summanden :

@ . - @t +iG+D = [atid| +etidl;

das Gleichheitseeichen gilt hier nur dann, wenn die beiden Summanden
gleiche Amplitude haben.
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Dieser Satz ubertrigt sich sofort auf Summen einer beliebigen
endlichen Anzahl von Summanden.

Noch einfacher 148t sich die geometrische Deutung der Addition
fassen, wenn man die einzelne komplexe Zahl in der Zahlenebene durch
eine solche parallel mit sich selbst verschiebbare Strecke versinmlicht,
welche in Richtung und Ldnge mit Fig. 70.
dem von O nach P gerichteten Radius
vector der Zahl iibereinstimmt.

Die Addition wird dann einfach
vollzogen, indem man, vom Nullpunkt
O beginnend, die den Summanden ent-
sprechenden Strecken mach der ,Regel
der Streckenaddition in der Ebene“ A \/
aneinander trdgt, wie dies Fig.70 im
Falle dreier Summanden andeutet.
Der Endpunkt der leteten Strecke ist der Bildpunkt der Summe. Es
gilt wieder der Satz, dall dieser Punkt unabhdngig von der Anordnung
der Summanden ist.

6. Geometrische Deutung der Multiplikation komplexer
Zahlen.

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen (a -+ ¢b) und (¢ 4 ¢d)
lieferte [vgl. Formel (3), S. 196]:
1) ... (@+id)(c+id) = (ac—bd) + i(ad+be).

Man zeigt nun leicht die Richtigkeit der Gleichung:

Vac —bdp + (ad + b0 = Yar + b2 - Ye2 + a2,

welche mit Riicksicht auf (1) ergibt:
@ . ... |@+id)(+id)|=a+ib]-|c+id|

Der absolute Betrag des Produktes sweier komplexer Zahlen ist
hiernach gleich dem Produkte der ‘absoluten Betrdge der beiden Zahlen.

Bildet man demnach unter Heranziehung der Polardarstellung (1).
S.197, den Ansatz:

r(cos & + isin &) -1 (cos ' + isin®') = 1"’ (cos "' + isind"),
so ist erstlich #”/ = #.¢/, und es restiert die Formel:
(cos & + i sin @) - (cos &' 4 isin @) = cos " 4 isin 9",
(cos & cos &' — sin & sin &) + i (sin & cos @' + cos & sin 9 .
= cos 9" 4 isin 9",
B) . . .cos(@+8)+ isin(@ 4 9) = cos " + isin D",
Setzen wir die reellen Bestandteile in (3) links und rechts ein-
ander gleich und ebenso die imaginéren, so folgt:
cos 8" = cos (¥ + &), sin "' = sin (¥ + 9');
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und also ist 9", von einem Multiplum von 27 abgesehen (welches wir
jedoch hier vernachlissigen diirfen), gleich (8 4- ©").

Durch Zusatz weiterer Faktoren entspringt der allgemeine

Lehrsatz: Der absolute Betrag des Produktes einer cndlichen
Anzahl von komplexen Faktoren ist gleich dem ,Produkt* der absoluten
Betrige dieser Faktoren; die Amplitude des Produkies ist gleich der
»Summe® der Amplituden der einzelnen Faktoren.

Einen analogen Satz fiir die Division zweier komplexer Zahlen
wird man leicht aufstellen.

Die Erérterungen der Nr. 3, 4 und 5 verleihen sowohl den kom-
plexen Zahlen selbst, wie den rationalen Rechnungen mit ihnen eine

konkrete Bedeutung.

6. Der Moivresche Lehrsatz.

Es sei n irgend eine ganze positive Zahl.

Nach dem Lehrsatze in Nr. 5 -gewinnen wir fiir die n'¢ Potenz
einer komplexen Zahl:

[r (cos & + ¢ sin 8)]* = r" (cosn & + i sinn &),

Setzt man r = 1, so folgt:
@ ..... (cos ¥ + isin &) = cosn O + isinnd.

Formel (1) gilt auch fir » = 0; denn in diesem Falle haben

beide Seiten in (1) den Wert 1.
Geht man zu den reziproken Werten der linken und rechten Seite

von (1) iiber, so0 ist:

(cos & + i sin &)~ = !

cosn -|-z‘sinna‘}'
Durch Umwandlung der rechten Seite vermége (5), S. 196, folgt:
(cos & + isin &)™ = cosn® — isinn .

Nun ist fiir irgend einen Winkel 5 stets cos (— 1) = cos 4 und

sin (—n) = —sin1. Die letzte Formel liefert also:
(cos & +isin¥)—" = cos(— n) & 4 ¢ sin (— n) 9.

Moivrescher Lehrsatz: Fir jede ganze positive oder negative
Zahl n, sowie fir n = 0 gilt die Gleichung:
@..... (cos O + isin ) = cosn & 4 i sinn .

7. Radizierung komplexer Zahlen. Einheitswurzeln.

Als n*® Wurzel aus der gegebenen komplexen Zahl r (cos & + i sin &)
ist jede komplexe Zahl r'(cos @' + ¢sin©') zu bezeichnen, deren nt®
Potenz gleich'r (cos & 4 i sin ) ist, fiir welche also die Gleichung gilt:

@y . .. .r'nosn® +isinnd) = r(cos® 4 isin )
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n

Es ist somit +' die eindeutig bestimmte reelle positive Zahl Yr,
wahrend fir 8 die Gleichung:

o 2vw
@.....00=94+2vmx, 8':—77-!- p
mit einer beliebig zu wihlenden ganzen Zahl v bestehen mulf,

Zwei solche Winkel 9, die um ein Multiplum von 2 7 voneinander
verschieden sind, liefern ein und dieselbe Zahl -7’ (cos &' <+ sin ).
Man erhdlt also bereits alle nte® Wurzeln aus r (cos & + isin @), falls
man fiir ¥ nur die # Zahlen v = 0, 1, 2, ..., n — 1 einsetzt.

Lehrsatz: Es gibt stels genau n verschiedene n'* Wurseln aus
einer von 0 verschiedenen komplexen Zahl r (cos® - isin 9), ndmlich:

n =

V;_ -cos 1:— + isin%],
]7; ;cos <§- + 27n> + isin (%' + g,':z)]'

@) 17; _cos <% + 4—7:5) + isin (% + %ﬂ’
T7 [ (24 200) | (2 4 20 0],

Speziell fiir r = 1, & = 0 gilt die
Erklarung: Eine komplexe Zahl, deren n® Potens gleich + 1 ist,
heilt eine ynte Wurzel der Einheit® oder eine ,n'® Einheitswursel“.
Lehrsatz: Es gibt genau n verschiedene n'¢ Einheitswurszeln, die
&gy &1, «0 vy En—1 heillen mbgen; zufolge (3) ist &, =1 und allgemein gilt:
2vmw .. 2vmw
‘ -!- 18 T »
2u bilden firv—=—20,1,2,...,n— 1.
Formel (2), S. 200, lehrt, dall die Einheitswurzel &, als v'¢ Potenz
von & dargestellt werden kann; und Fig. 71.
der Lehrsatz S. 200 (oben) zeigt, daf ]
alle ntn Wurzeln (3) aus der Zahl i
r(cos® + isin$)
gewonnen werden, wenn wir die erste
unter ihnen der Reihe nach mit &y, &, ...,

Zf
&p—1 multiplizieren. P
Die Bildpunkte der Zahlen & in —\l\‘
& /

“ ... .. .8=cos

der Zahlenebene liegen simtlich auf
dem Kreise mit dem Radius 1 um den
Nullpunkt, der kurz der ,Einheits- &
kreis“ heifle. Dabei teilen die Bild-
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. - . 2 .
punkte diesen Kreis in n gleiche Bogen. der Grofle —n,f, und zwar liefert

der Schnittpunkt des Einheitskreises mit der positiven reellen Achse
den ersten Teilpunkt.

Lehrsatz: Die n Bildpunkte der nter Einheitswurzeln &, stellen die
Ecken eines dem Einheitskréise eingeschriebenen reguldren n-Ecks dar,
wobei die erste Ecke bei x = 1, y — 0 liegt.

Die beigefiigte Figur 71 (8.201) bezieht sich auf den Fall n = 5.

Fir die niedersten Werte # haben wir explizite:

(n=2) &g =1 & =—1,
—144Y3 _ —1—iy38
2 2 !

(n=3) &g =1 ¢ = y & =

(n=4) =1, & =14 &=——1, &= —ji

=145, a5+ .
__Z_‘L__l_z _.i;i‘l,

(n = 5) & =1, g 7

Aus der Lage des reguléren n-Ecks folgt der
Lehrsatz: Unier den n'e® Einheitswurzeln ist im Falle eines un-

geraden n nur &y — 1 recll, im Falle eines geraden n aber sind die beiden

Wurzeln & = 1 und &, = — 1 reell.
2

8. Unendliche Reihen mit komplexen Gliedern.

Erklirung: Es sei eine unbegrenzte Anzahl komplewer Zahlen

M. ..... a +iby, ag +iby, ag +ib, ..
vorgelegt, und es existiere eine endliche reelle oder komplexe Zahl g von
folgender Art: Nach Auswahl einer ,beliebig* FKleinen reellen Zahl 0,
die jedoch > 0 sein mull, soll es stels einen zw diesem O gehdrenden
endlichen Index n geben, so dal fir alle m = n der absolute Betrag
|9 — @m—ibm| < 0 ist. Kann wirklich eine solche Zakl g angegeben
werden, so heilit diese Zahl die ,Grenze* der Zahlenreihe (1):
@........ g = lim. (an + by).
n=—w

Es sei punmebhr eine unbegrenzte Anzahl komplexer Zahlen
wy - vy, Uy 410y, Uy + vy, ... gegeben, die wir abgekiirzt w,, w,,
Wy, ... DENNEN:

(B) v v Wy ==y +ivy w, == u +ivy, Wy = Uy ivy ..
Erkliarung: Die aus den ,Gliedern® w,y, wy, wy, ... aufgebaute
unendliche Reihe:

(4) ....... W0+wl+w2+w3+...

heilit ,konvergent“, wenn die Summe S, der n ersten Glieder:

(5) e« ¢ e 2 ° & o sn=100+w1+"'+wu—l
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fir n=1,2, ... eine Zahlenreihe S, Sy, ... liefert, die fir lim. n = ®
einer ,bestimmien endlichen* Grenze S zustrebt; ist dies nicht der Fall,
s0 heibt die Reihe ,divergent*. Im ersteren Falle heilt S der ,Summen-
wert* oder kurz der , Wert" der Reihe.

Unter Trennung der reellen und imaginiren Bestandteile in den
einzelnen Gliedern der Reihe setze man:

6) « « Up=tg+u+ -+ tn_y, Va=0 4o+ + -1
Dann ist S, = U, + ¢ V,; und man hat im Falle der Konvergenz

der Reihe (4) bestimmte endliche Grenzwerte lim. U, und lim. Vy, wie
ne= o n=—wo
auch umgekehrt aus der Existenz derartiger Grenzen eine bestimmte

endliche Grenze lim. S, folgt.

n—aow
Lehrsatz: Die Reihe (4) ist stets und nur dann konvergent, wenn
die beiden aus reellen Gliedern bestehenden Reihen (ug 4%, + tg +-+)
und (Vo 4 v, + vg + -+ +) konvergent sind.
Die zur Reihe (4) gehorige ,Reile der absoluten Betrdge® ist:

@ ...... lwo | -+ |y |+ |wg | 4 |ws] 4o+
Es besteht der

Lehrsatz: Die vorgelegte Reihe (4) ist jedenfalls dann Fon-
vergent, wenn die zugehdrige Reihe der absoluten Betrdge (7) konvergiert.

Aus |w | = Vu,’;—l—vﬁ folgt nimlich |u,| < |wals |on] < [wnl;
und also ist:

[wo |+ oeg | 4o A tta—s | = [wo | + [0 | -+ + [wn—1]s

|90l 4120 | 4=+ o1 | < |wo| + 01| 4o+ + | wn—a]

Es wird somit weder |ug| 4 -+ 4 |ta—1| noch |vy| 4 -+« 4 | vn—1]
fiir irgend einen Index # den endlichen Summenwert der Reibe (7)
iibersteigen k¢nnen.

Deshalb sind nach dem Lehrsatz 1II, S. 55, die beiden Reihen
[%y |+ |wu| 4+ und |vy]| + |9, | 4 - - konvergent und folglich nach
dem Lehrsatz V, S. 55, auch die beiden Reihen u, + %; + -+ und
Oy + v, -

Hieraus ergibt sich endlich die Konvergenz von w, -+ w; + +-*
auf Grund des ersten Lehrsatzes in der vorliegenden Nummer.

Eine ,Potenereihe mit komplexen Gliedern® oder kurz eine ,kom-
plexe Potenereihe” schreiben wir in der Gestalt:

@ .. ... Co+cotcya?fczed e

Hier ist zur Abkirzung 2 fir die komplexe Variabele (z + iy)
geschrieben, und auch die Koeffizienten sind im allgemeinen als kom-
plexe Konstante zu denken ¢, = ag 4+ iby, ¢, = a; 4+ 30y, ...

Die Konvergenzregeln der zugehérigen Reihe der absoluten Betrige:

9 . .. el tlel-lel ettt ]l et 4
sind S. 57 entwickelt.
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Falls die Reihe (9) iiberhaupt fir Werte von |2|, die > 0 sind,
konvergiert, so gibt es eine bestimmte reelle positive Zahl g, die auch
gleich o sein kann, der Art, daf fir |2| < g die Reihe (9) konvergiert,
withrend (im Falle eines endlichen g) fiir |2| > g bereits der Wert des
Einzelgliedes | ¢, | - | #|* mit wachsendem 7 iiber alle Grenzen wiichst.

Die Bedingung | 2| <C g kommt, geometrisch gesprochen, darauf
hinaus, daB der ,Punkt® ¢ der Zahlenebene im Inneren des Kreises
vom Radius g um den Nullpunkt gelegen ist.

Lehrsatz: Fir eine komplexe Potenzreihe gibt es einen mit dem
Radius g um den Nullpunkt der Zahlenebene gezogenen sogenannten
o Konvergenzkreis®, der sich auch auf einen Punkt zusammenziehen oder
dber die ganze Zahlenebene spannen kann, ndmlich falls g — 0 bew.
g = o gutrifft. Fir die Werte z im Inneren des Konvergengkreises
ist die Reihe konvergent, aulerhaldb desselben divergiert sie.

Ist g = o0, so heilit die Reihe ,unbegrenst konvergent®.

9. Funktionen einer komplexen Variabelen,

Erklarung: Ist die komplexe Variabele w — u + iv derart an
die ,unabhingige* komplexe Variabele 2z — x + iy gebunden, dall zu
dem eingelnen Werte der ,unabhingigen® Variabelen z stets ein Wert
oder eine Anzahl von Werlen der ,abhingigen® Variabelen w gehort, so
heilit w eine ,Funktion“ der komplexen Variabelen z.

Die Bezeichnungsweise der Funktionen durch Symbole f(2),
F(2) usw., die entwickelte oder unentwickelte Darstellungsweise der
Funktionen, die Begriffe der Umkehrung, der Eindeutigkeit und Mehr-
deutigkeit, der Stetigkeit usw. der Funktionen iibertragen sich von den
bisher allein betrachteten reellen Funktionen leicht auf die Funktionen
einer komplexen Variabelen.

Erklérung: Eine Funktion f(2) der Variabelen 2z, welche aus g
und gegebenen komplexen Konstanten durch rationale Rechnungen be-
rechenbar ist, heilt eine ,rationale* Funktion; kommen neben rationalen
Rechnungen auch Wurzelziehungen bei der Berechnung von f(z) vor, so
nennt man f (&) eine ,irrationale® Funktion von z.

Lehrsatz: Jede rationale Funktion f(2) ist eine ,eindeutige*
Funktion ihres Argumentes; bei der Berechnung einer irrationalen Funk-
tion liefert das Auseichen der n'*® Wureel aus einem bestimmten, nicht
mit Null identischen Ausdruck stets n verschiedene Ausdriicke (vgl. Nr. 7,
S. 201 {f.).

Zur Definition der elementaren transzendenten Funktionen fiir
ein komplexes Argument machen wir einen wichtigen Gebrauch von
den komplexen Potenereihen. Erstlich geben wir die

Erkléarung: Die Exponentialfunkiion ¢!, sowie die trigonometri-
schen Funktionen sinz und cose sollen fir ein beliebiges komnlexes #
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gegeben sein durch die Summenwerte der unbegrenst konvergenten Potene-
reihen:

2, 2 a2
.....e= 1-2 ”
) 4 1+1+1.2+1~2o3+ ’
28 £5
D sne— s —_
2) sing = z 1.2,3+1.2-3-4~5 '

52 zi
21234
Die noch fehlenden trigonometrischen Funktionen, sowie die hyper-

bolischen Funktionen (vgl. S.28) stellen wir nach den bei reellen
Variabelen giiltigen Formeln in den Funktionen sin #, cosz, e dar.

e

@ ....c86=1—

Erklarung: Die trigonometrischen Funktionen tge und ctgz
werden durch:
sin z oS &

4 e e ¢ o o o = g = ——
(4) tg# cosz’ cgs sinz

defindert, die hyperbolischen Funktionen durch:

¢ —e*

e+ e
Die in (1), (2) und (3) erklarten Funktionen sind fiir alle end-

lichen Werte ¢ eindeutig, und sie liefern, falls 2 einen reellen Wert

2z = & annimmt, zufolge S. 64 und 65 die frither allein betrachteten
reellen Funktionen ¢, sinx, cos x wieder.

¢ —e*
2 9

B) Gine=

Cof 2z = %ﬂ, Tge =

Lehrsatz: Die Exponentialfunktion ¢, die trigonometrischen Funk-
tionen sinz, ..., ctg z und die hyperbolischen Funktionen Sin 2, ..., Ctg 2
sind eindeutige Funktionen des komplexen Argumentes z; fir reelles
& = x liefern sie die friiher allein betrachtelen Funktionen ¢, Sin &, ..«
cgz, Ging, ..., Ctgx unmittclbar wieder.

Die Funktionen In z, arcsing, ..., arcclgx gewannen wir oben
(S. 6 ) durch Umkehrung der Funktionen ¢?, sinz, ..., cigx, wihrend
wir die zu den hyperbolischen Funktionen inversen Funktionen friher
nicht besonders betrachteten.

Erklarung: Die Funktion In 2, sowie die zyklometrischen Funk-
tionen arcsinz, ..., arcctgz gewinnen wir bei komplexem Argumente z
durch Umkehrung der Funktionen €, sineg, ..., ctg e.

10, Zusammenhang der Exponentialfunktion mit den
Funktionen sinz und cos z.

Aus der Formel (1), Nr. 9, folgt:
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Da nun 2 = — 1,4 = —4¢, ¢ = 1, .., ist, so kann man die
vorstehende Gleichung auch so schreiben 1):
12 54
e =— .
( 1 1-2-3-4 + )

28 &°
"H( Tz3 195 )
Der Vergleich mit (2) und (3), 8. 205, liefert die erste der Formeln:
(1) . ... =cosz+tising e = cosz—1ising;
die zweite findet man auf analogen? Wege.

Durch Kombination der’ Formeln (1) findet man Ausdriicke fiir
cos z und sin z durch die natiirliche Exponentialfunktion.

Lehrsatz: Zwischen der Exponentialfunkiion und den trigono-
metrischen Funktionen sin und cos besteht der durch die Formeln (1)
und ihre Umkehrungen:

etz - gtz . eir — g—iz
@ .... .cosz=—-+?-—, smz-_—__ﬂ;c:_

dargestellte Zusammenhang.

Speziell sind die Funktionen cosz und sinz mit reellem Argu-
mente durch die Exponentialfunktion €% mit rein imagindrem Argu-
mente darstellbar.

Da zufolge (1) der Ausdruck cos® 4 isin® gleich €% ist, so
kénnen wir die Polardarstellung (1), S.197, einer komplexen Zahl auch
so schreiben:

B) . « v v oo satib=re%

Insbesondere hat man fiir die n'e* Kinheitswurzeln:

27 473 2(n—1)7s
=1 &=—¢", =—¢€¢", ..., E1=—e¢ "

11. Zusammenhang zwischen den trigonometrischen und den
hyperbolischen Funktionen.

Die beiden Formeln (2), Nr.10, zeigen eine analoge Bauart, wie
die beiden ersten Formeln (1), S. 28, vermdge deren wir die beiden
hyperbolischen Funktionen @of # und Sin « in ¢* ausdriickten.

Da die letzteren Gleichungen auch fiir komplexes Argument z
bestehen bleiben sollten, so gewinnen wir den

Lehrsatz: Zwischen den trigonometrischen Funktionen und den
hyperbolischen bestehen die Beziehungen :
(1) cose = @of (i2), sinz = —iGin(iz), tgz =—iTg (12),

1) Fiir die Umordnung der Glieder der fraglichen Reihe sind die 8. 72
fiir reelle Reihen entwickelten Gesichtspunkte maBgeblich. Eine konvergente
Potenzreihe ist ,unbedingt’ konvergent, so daB sie nach einer Neuanordnung
ihrer Glieder den urspriinglichen Summenwert besitzt.
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die man auch auf die Gestalten umrechnen kann:
2) Cof 2z =cos(iz), Ging =-isin(iz), TGz =—itg(iz2).
Insbesondere fiir den Fall einer reellen Variabelen 22—z folgt der

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen &of z, Sinz, Tg z,
Ctg x fiir reelles Argument & sind identisch mit den trigonometrischen
Funktionen cos(ix), — isin(ix), — itg(ix), ictg(ix) des rein ima-
gindiren Argumentes ix; umgekehrt sind dic trigonometrischen Funk-
tionen cosx, sinz, tgx, ctgx von recllem Argumente x identisch mit den
hyperboléschen Funkiionen Coj (ix), —iGin (t2), — i Tg (¢ :c), 1 Ctg (ix)
des rein imagindren Argumentes i .

Die frither wiederholt (8, 29 und 8. 93) hervorgetretenen Ana-
logien im Verhalten der trigonometrischen und hyperbolischen Funk-
tionen sind auf Grund der jetzt erkannten Beziehungen zwischen diesen
Funktionen unmittelbar verstindlich,

12. Additionstheorem der Exponentialfunktion.

Man bilde die Exponentialfunktion fiir die beiden komplexen
Argumente #;; 2,:

o= Sty
e’\z—l+ + + !+"'°

Wie eingehendere Betrachtungen zeigen, darf man diese beiden
Gleichungen nach der Regel multiplizieren, welche fiir endlichgliedrige
Summen gilt. Es entspringt dabei rechts wieder eine konvergente
Reihe, deren Summenwert gleich dem Produkt der linken Seiten
¢4, e ist:

e1een =1+ ﬁ,-l—ﬁ

'1'
n—1 n—k
ot (B B+ By k,+ - )+

Hier sind immer die Glieder glelch hohen Grades in eine Klammer
zusammengefalt.

Die Summe der Glieder eines beliebigen Grades n kdénnen wir
auch so schreiben:

1 3 n\ -
1-;-? I:'e"ll _|_ (1) z’]t—-lzz +... + (k) z;l—kzﬁ ..l_ ..._‘_gg]-
Dieser Summenwert ist aber zufolge des binomischen Lehrsatzes (vgl.

8. 32) gleich 1 (zl + 2,)"  Also folgt:

eh . et — + (2«'1 +zﬁ) + (z], + 52) + (Zl + Zg) +
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Da hier rechts die Exponentialreihe fiir 2 — 2, -+ 2, steht, so
ergibt sich der

Lehrsatz: Die Exponentialfunktion mit dem Argumente (2, + 2,)
ist gleich dem Produlte der Exponentialfunktionen mit den Argumenten
2, und zy:
(1) v v e e e e e catr=—nen

Dieser Satz heit das , Additionstheorem® der Exponentialfunktion ?).

Durch wiederholte Anwendung der Formel (1) finden wir die
etwas allgemeinere Gleichung:

(2) R e e i R )

Nimmt man hier alle Argumente 2z einander gleich, so folgt (unter
Austausch beider Seiten der Gleichung):

B) e v o v e (e = e,

Man spezialisiere diese Gleichung fir # = ¢ und benutze die
Formel (1), S.206. So gewinnt man den Moivreschen Lehrsatz (vgl.
S. 200):

4 ..... (cosO+isind) = cosnd 4 isinnd

als eine einfache Folge des Additionstheorems der Exponentialfunktion.

13. Additionstheoreme der trigonometrischen und der
hyperbolischen Funktionen.

Nach (1), Nr. 12 gilt
ehi(a+2) — ptiz ., ptiz,
Wendet man hier beiderseits die Regel (1), S.206, an, so folgt:
c0s (2, + 2,) T i sin (2, 4 29) = (cos#y = isin 2,) (cos zy 1+ i sin ).
Entwickelt man die rechte Seite einmal fiir die oberen, sodann

fiir die unteren Zeichen, so folgt durch Kombination  der beiden ent-
springenden Formeln der

Lehrsatz: Fir die Funktionen sin z und cos z gelten die , Additions-
theoreme" :

L sin (2, 4 2) == sin gy cos z, + cos 2, sin 2,
c0s (&1 1 29) == €0S 2y c0S 2y — Sin 2, sin z,.

Bei resller Argumenten kommt man auf die bekannten Additions-
theoreme der Trigonometrie zuriick.

') Da far jode reelle positive Basis a die Regel an = en- In a gilt, so
erkennt man aus:
am.gn — em-Ina.en-lna — em+n) Inu — am+n
die aus dem elemenizren Begriffe der Potenz it ganzzahligem Exponenten

entspringende Gruidregel am-an = am+n als einfachsten Spezialfall des
allgemeinen Additionstheorewns (1).
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Der ﬁbe‘rgan_g zu den hyperbolischen Funktionen wird durch die
Formeln von Nr.11 vermittelt.

Lehrsatz: Fiir die hyperbolischen Funktionen Sin und Cof gelten
dic folgenden Additionsformeln :

9 {@in (2, + 2,) = Ging, Cof 23 + Cof 2, Sin 2y,
- Eof (2 + 25) = Cof 2, Cof 2y 4 Sinz, Gin 2.

14. Periodizitit der Funktionen ¢, sing, :+-, Sing, -«

Setzt man in (1), Nr. 13, fir £, den Wert 27 ein und beriick-
sichtigt die Gleichungen cos2m = 1, sin 2 m = 0, so folgt:

(1) {sin (z +2 Jt) = sin 2, Fig. 72.
cos (2 + 2m) = cos 2.

Lehrsatz: Die Funktionen
sin & und cos z haben die , Periode* . .
27, d. h. die Werte der Funktionen 22 % z+2m 24
dndern sich nicht, falls man das
Argument 2 um. 27  vermehrt
oder vermindert.

Wenn man demnach die
Zahlenebene, wie Fig. 72 andeutet,
durch Parallele zur imagindren
Achse in lauter Streifen von der
Breite 2 7 einteilt, so werden die
Funktionen sin# und cos # fiirr' homologe Punkte der Streifen (z. B. die
in der Figur markierten Punkte 2, 2 + 2, ---) immer wieder die-
selben Werte annehmen, wie fiir den ersten

-2n 0 2. 4n

Punkt . Fig. 7.
Ersetzt man in der Formel ¢* —

cos# - ising das Argument 2 durch din

(¢ + 2 m), so folgt, da ¢¥+2i7 gleich < or2in

¢'7 ist. Schreibt man hier i2' = , so folgt:
(@) . ... ErHT = ¢, 2in

Den Ubergang zu den hyperbolischen

.32
Funktionen vermitteln die Darstellungen
derselben in der Exponentialfunktion oder o
auch die Formeln von Nr. 11, 8. 207. «20im

Is findet sich:
) - - {6in (2 4+ 2im) = Ging, -8ix

Cof (z+ 2im) = Gof 2.
Lehrsatz: Die Exponentialfunktion e*, sowie die hyperbolischen

Funktionen Sinz, Cojz haben die Periode 2im, welche rein tmagindr
Fricke, Leitfaden. 14
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ist; d. h. die einzelne jener Funktionen dndert sich niché, falls man das
Argument 2 um 217 vermehrt oder vermindert.

Wenn man demnach die Zahlenebene durch Parallele zur reellen
Achse in lauter Streifen der Breite 27 einteilt (vgl. Fig. 73, S. 209),
so wird die einzelne der genannten Funktionen in homologen Punkten
dieser Streifen stets gleiche Werte annehmen.

16. Die Funktion In ¢ fiir komplexes Argument,

Ist w = w 4 iv und setat man e = 2z = re”, so gilt:

e tiv — gU. gt — g% (cosv - £ sinv) = r(cos & + isin ).

Durch Trennung der reellen und imaginiren Bestandteile folgt
hieraus:

etcosv = rcos?, e*sinv = rsind.
Durch Kombination dieser Gleichungen gewinnt man leicht:
et =r, = Inr v =&+ 2vm,

wo In r der natiirliche Logarithmus der positiven Zahl r ist, welcher
nach 8. 6 fiir jedes positive r einen eindeutig bestimmten Wert hat,
und wo v eine beliebig zu wihlende ganze positive oder negative Zahl

oder 0 bedeutet.
Kehrt man ¢¥ = z in w = I» 2 um, so folgt:

@WD.......he=Ihr+@F2va).

Lehrsatz: Der natirliche Logarithmus In z fiir ein beliebiges
komplexes Argument #z ist in der Art ,unendlich vieldeutig®, dalf der
reelle Bestandteil von In 2 als ln r eindeutig bestimmt ist, wihrend der
Faktor von i im imagindren Bestandieil von In & gleich der Amplitude
& von 2, vermehrt um ein ,beliebiges® Multiplum von 2 m, ist.

Als ,Hoauptwert* der Funktion In 2 bezeichnet man den fiir v=—=0
eintretenden Funktionswert, wobei & als im Intervall 0 <vr<<2om
gelegen gilt.

Soll In 2 reell sein, so mull z reell und positiv sein, und es ist
der Hauptwert zu nebmen. Die Hauptwerte der Logarithmen nega-
tiver reeller Argumente £ sind komplex, némlich gleich (In r 4 mi).

18. Die zyklometrischen Funktionen mit komplexen
Argumenten.

Die in Nr.10 gewonnenen Relationen zwischen der Exponential-
funktion und den trigonometrischen Funktionen lassen sich durch ein-
fache Rechnung umgestalten in Beziehungen zwischen dem Logarithmus
und den zyklometrischen Funktionen.

Aus (1), Nr. 10, folgt, wenn man w statt z schreibt:

wi = In (cosw + i sin w).
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Setzt man somit sinw = 2 und also w — arcsinz, so folgt:

arc sing = -:— n (w + 1/1 _22).

Eine shnliche Formel ergibt sich fir arc cosz.
Fiw arctg # kntipfe man an:

ewi

e — cosw -+ isinw — 14 itgw
i cosw—isinw 1—itgw
und setze hier {gw — 2z und also w = arcig s

Lehrsatz: Die Darstellung der Funktionen arcsinz undarctge
durch den Logarithmus wird geliefert durch:

arcsing = —:— In (iz +VT—3?),

Q) ¢ oo v o

1—iz

1 1412
arctgz_2—izn( )
Die Eigenschaften der zyklometrischen Funktionen mit komplexen
Argumenten kann man somit auf Grund der vorstehenden Relationen
aus den in Nr.15 betrachteten Eigenschaften des Logarithmus ablesen.

17. Ableitungen und unbestimmte Integrale bei komplexen
Funktionen.

Erklarung: Von einer als variabel zu denkenden komplexen
Grole, welche im Sinne der Erklirung am Anfang von Nr. 8, S. 202,
die Null gur Grenze hat, ohne mit Null identisch zu werden, sagt man,
sie werde umendlich Kklein oder (was jedoch micht genaw ist) sie ,sei®
eine unendlich kleine komplexe Grile.

Bei einer unendlich kleinen komplexen Gréfe ist demnach der
ahsolute Betrag unendlich klein, wihrend die Amplitude in keiner
Weise beschriinkt ist.

Benutzen wir die am Schlusse von Nr. 4, S. 199, besprochene
Deutung der komplexen Zahlen durch parallel mit sich verschiebbare
Strecken der Zahlenebene, welche nach Linge und Richiung fixiert
sind, so wiirde die zu einem Differential d# gehorende Strecke eine
verschwindend klein werdende Liinge, aber beliebige Richtung be-
sitzen.

Ist f(¢) irgend eine Funktion der komplexen Variabelen ¢, so
kénnen wir analog wie bei reellen Veranderlichen und Funktionen fiir
irgend einen Anfangswert # und einen zunichst endlichen und im all-
gemeinen komplexen Zuwachs A ¢ den , Differenzenquotienten® s

Q) - - v e df(s) _ fle+42)—((2)

Az Az

14*
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erklidren und den Grenzwert desselben untersuchen, falls 4 ¢ irgendwie
zu einem ,komplexen Differential® de, d. 1. unendlich klein wird,

Hierbei gilt der merkwiirdige

Lehrsatz: Fir alle oben betrachteien Fumktionen f(z) ist der
Grenzwert des Differenzenquotienten eine y,nur von 2“, aber ,nicht von
der Aiplitude® des Differentials d ¢ abhingende Funktion ' (2), welche
wieder als , Ableitung“ oder genauer als ,erste Ableitung® von f(2) be-
zeichnet wird.

Das zu dz gehorige Differential d f(z) der Funktion f (¢) erkliren
wir alsdann durch:

@) = ')z,
so daB die Ableitung f'(2) auch als Differentialquotient:
’ _ df(e)
'@ =—~
dargestellt werden kann.

Der ausgesprochene Lehrsatz soll an folgenden Beispielen erliutert
werden :

Fiir die Funktion f(2) = 2" iibertrigt sich die S. 20 u.f. ausgefiihrte
Rdchnung unmittelbar und liefert f*(¢) = n "' als Ableitung, womit
in diesem Falle der Satz bewiesen ist.

Fir die transzendenten Funktionen koniipfe man an die Potenz-
reihen. Durch eingehendere Betrachtungen lift sich zeigen, daB
man aus:

@ .....f=cataetcs2+cesd+ -

indem man rechter Hand gliedweise differenziert, die Potenzreihen-
entwickelung der Ableitung von f(2) gewinnt:

') =c+2ce+38cse? +4ce5+ .-,

und daf diese Reihe denselben Konvergenzkreis wie die Reihe (2)
besitzt (vgl. S. 58, Schlufisatz von Nr. 4).

Die Anwendung auf die in Nr. 9, S. 205, angegebenen Reihen
lehrt:

ae) dsing dcosz
as O Tde %P Tag

Durch Fortsetzung dieser Betrachtungen findet man, daB iiber-
haupt alle aus dem ersten Abschnitt bekannten Differentialformeln fiir
die komplexen Variabelen erhalten bleiben.

= —sina

Bei der unbestimmten Integration der Differentiale gelangten wir
im dritten Abschnitt zu Gleichungen, welche nichts weiter als formale
Umgestaltungen der Gleichungen der Differentialrechnung waren. Wir
erhalten somit folgenden
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Lehrsatz: Alle im ersten und im dritten Abschnitte bei der
Differentiation und der unbestimmien Integration der Funktionen ge-
wonnenen Formeln bleiben unverindert bestchen, falls an Stelle des
damaligen reellen Argumentes x und Differentials d x komplexe 2 und d &
treten und die Funktionen in der durch Nr. 9, 8. 204 u. f., beeeichneten
Art auf komplewe Funktionen erweitert werden.

18. Bemerkung zur Integration rationaler Differentiale.

Die Integration der rationalen Differentiale wurde oben (vgl
S.104 ff.) unter Vermeidung komplexer GroBen diurchgefiihrt.

Gebrauchen wir komplexe Zahlen, was uns jetzt frei steht, so ge-
stalten sich die genannten Entwickelungen weit einfacher.

Fir eine rationale Funktion R (¢), welche komplexes Argument
hat und natiirlich auch komplexe Koeffizienten aufweisen darf, haben
wir zunichst der Gleichung (4), S. 102, entsprechend die Zerlegung:

y A A A(I

R(z)zG(z)'l"(z__la)a_l_(Z_-az)a—l—l—"'_'_z__a

1 T
L L L

te—ptempm Tty

Hier ist G (#) eine ganze rationale Funktion, die @, b, -+, I sind die
im allgemeinen komplexen Wurzeln der durch Nullsetzen.des Nenners
von R(2) entspringenden Gleichung, wobei die Wurzel a im ganzen
o~fach usw. auftritt, und endlich sind die A4, --+, L; die n konstanten,
hier im allgemeinen komplexen Partialzihler.

Die Integration liefert nun einfach:

jR(z)dz =IG(z)dz

@ @—T1) c—af=1"

- @ s s e e o s e s o o e e e e

‘..+ Ac-ln (g—-a)

—-00+L;_'zn (Z—‘Z)

T A=1) (e—1-1

als eine alle Fille umfassende Formel.

Hat R (¢) durchweg reelle Koeffizienten, so kommen in (2) rechter
Hand etwaige komplexe Glieder immer zu Paaren konjugiert vor. Zwei
solche Glieder lassen sich dann zu einem einzigen Ausdruck mit reellen
Koeffizienten zusammenfassen.

Es hat ein besonderes Interesse, diese Vereinigung wenigstens
an den Paaren konjugierter logarithmischer Glieder durchzufiihren
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Zu diesem Zwecke kniipfen wir an die beiden konjugierten Partial-
briiche:
A i 4" A'—i 4"
g—a —ia" " z—d +id"”

welche bei der Integration ergeben:
4) A +id")YIne—d —ia )+ A —iAd")In(z—a +ia").
Um nun diese beiden Glieder unter Zusammenfassung in einen

Ausdruck mit reellen Koeffizienten umzugestaltén, rechnen wir erstlich
den Ausdruck (4) in folgende Gestalt um:

Aln[(g—a —ia") (¢—a' +ia")]—24" % n
+ i A" I (—1).

Das letzte Glied, welches konstant ist, kann fortbleiben, da es

gich hier um eine ,unbestimmte“ Integration handelt. Fiir das vor-

letzte Glied benutzen wir die aus (1), Nr. 16 (S.211), entspringende
Gleichung :

a"+i(z—ad)

a'—i(z—a)

1 a" +i(z—a') g—a
— I " = =_.
26 A —3 (z—a)’ arely a"
So folgg als Integral des Ausdrucks (3):

A (e —a)2+a"%)—24"arcty %‘1 .

Zu dem gleichen Resultate werden wir gefithrt, wenn wir die
beiden Partialbriiche (3) vor der Integration zu einem reellen Aus-
drucke zweiten Grades zusammenfassen und sodann die Integration
nach der Regel (III), S. 105, durchfihren.

19. Bemerkung iiber lineare homogene Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten.

In der S.188ff. gelieferten Behandlung der in der Uberschrift ge-
nannten Differentialgleichungen haben wir den Fall, daf die daselbst
unter (2) angesetzte algebraische Gleichung nt® Grades komplexe Wur-
zeln aufweist, ausgeschlossen.

Wie wir jetzt wissen, gelten die in den beiden damaligen Lehr-
sitzen ausgesprochenen Ergebnisse ohne weiteres auch im Falle kom-
plexer Losungen w.

Wir halten etwa an der Voraussetzung fest, daf die Koeffizienten
@y, ag, ..., Gy der Differentialgleichung reell sind, nehmen indessen an,
daf die Gleichung:

@®....aqutapttetanptta =0
das Paar der komplexen Wurzeln:

b=ktik gy =x—id
a-fach besitze.
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Dann liefert der letzte Lehrsatz von S.189 die 2« Integrale:

{e(x+il)a:, xe(x-i-il)z’ 2 e(x-l-il):c’ .

e(z—il)x, z e(x——il)z, 22 e(x-—i).)z’

—_ ¢ A
. z% le(x-l-t )w’

@ -

Nun gilt aber nach 8. 206 ff.:
ex*ihz — exx(cos A g + i sin A x).

Man gestalte die Integrale (2) dementsprechend um und beachte,
daB nach den S#tzen von S.187 sowohl die halbe Summe als die durch
2 ¢ geteilte Differenz jo zweier in (2) untereinander stehender.Integrale
wiederum Integrale der vorgelegten Differentialgleichung liefern.

So entspringt der

Lehrsata: Hat die algebraische Gleichung (1) das o-fach auf-
tretende Paar komplexer Losungen (x+iA), so entspricht diesen Losungen
das System der 20 ,reellen“ Integrale:

xa—l e(x—il)z'

ev-y

e*cosiy, zeTcosim, a’e*®coshm, ..., ' e*Tcosly,
ersindx, zefsindy, x?e*sindz, .., x*"le*%sinla.

20. Bestimmte Integrale zwischen komplexen Grenzen.

Es sei @ (¢) eine der bisher betrachteten Funktionen der kom-
plexen Variabelen #, und es mégen 2, und ¢, irgend zwei fest gewihlte
Einzelwerte von ¢ sein.

Um zu erkliren, was wir unter dem bestimmien Integrale:

f" Fl':g.74.
a. ... .j(p(z)dz

]
verstehen wollen, miissen wir auf die
8. 86 entwickelten Vorstellungen zuriick-
gehen.

‘Wir zeichnen in der Zahlenebene vom
Punkte 2, eine beliebige Kurve nach 2z,
und wollen diese als ,Integrationskurve®
benutzen (siehe die in Fig, 74 ausgezogene
Kurve von 2, nach z,).

Nach dem Vorbild der MaGregeln von S. 86 (unten) denken wir
diese Kurve in lauter einzelnen Schritten d¢ zuriickgelegt, bilden fiir
das an der Stelle & gelegene dz das Produkt ¢ (z)dz und erkliren
die Summe aller auf unsere Kurve bezogenen Produkte dieser Art als
bestimmtes Integral (1).

Hierbei tritt die fundamentale Frage auf, in welcher Weise die
Auswahl der Integrationskurve auf den entspringenden Integralwert
einwirkt.
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Teilweise wird diese Frage beantwortet durch den

Lehrsatz: Man kann, okne dalBl der Integralwert ein andercr
wird, Verschicbungen der Integrationskurve, 2. B. von der wrsprimglichen
2u der in Fig. 74 punktierten Gestalt, vornehmen, sofern man nur hierbei
die fragliche Kurve nicht diber gewisse der Funktion @ (2) eigentiimliche
Ausnahmepunkte hinwegschiebt.

Zum Beweise dieses Satzes, sowie zu einer ausfiihrlichen Ent-
wickelung der Theorie der bestimmten Integrale mit komplexen Grenzen
fehlt hier leider der Raum.
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(Die Zahlen bedeuten die Nummern der Seiten.)

Abgeleitete Funktion 18,

Ableitung einer Funktion 18,

Ableitungen hoherer Ordnung 30.

—, partielle 120, 121.

Absoluter Betrag einer komplexen Zahl
197.

— — einer reellen Zahl 11,

Additionstheorem der Exponentialfunk-
tion 208,

— — hyperbolischen Funktionen 209.

— — trigonometrischen Funktionen
209,

Algebraische Funktionen 11.

Allgemeinés Integral einer Differential-
gleichung 165.

Amplitude einer komplexen Zahl 197.

— im Polarkoordinatensystem 51.

Argument einer Funktion 2.

Astroide 150,

Basis ¢ der natiirlichen Logarithmen 13,

Bereich einer komplexen Variabelen 198.

Binomialkoeffizient 32.

Binomialreihe 68.

Binomischer Lehrsatz 32.

Bogendifferentjal oder -element einer
ebenen Kurve 42.

— — einer Raumkurve 146

Bogenmag der Winkel 7.

Differential 19.

— hoherer Ordnung 34.

—, totales oder vollstindiges 121, 125.

Differentialgleichungen, allgemeiner Be-
griff 158.

—, gewohnliche und partielle 159,

—, Systeme von 159.

Differentialquotient 19.

— hoherer Ordnung 35.

Differentiation der Funktionen mehrerer
Variabelen 120, 123.

-— eines Integrals nach einem Para-
meter 130.

Differentiation impliziter Funktionen
122,

— komplexer Funktionen 211.

— zusammengesetzter Funktionen 27,
123.

Differenzenquotient 17.

— hoherer Ordnung 32.

Divergenz einer Reihe 54.

Doppelintegral 129, 152.

Doppelpunkt einer ebenen Kurve 144.

Eindeutigkeit der Funktionen 8.

— — — mehrerer Variabelen 119.

Einheitswurzeln 201,

Einhiillende Kurve 149,

Evolute 48.

Evolvente 49.

Existenzbeweis der Losungen von Diffe-
rentialgleichungen 165,

Explizite Funktion 2.

Exponentialfunktion 8, 22.

Exponentialreihe 64.

Fundamentalsatz der Algebra 99.

— iber Integrale algebraischer Diffe-
rentiale 112.

Funktion 2.

~ einer komplexen Variabelen 204.

— mehrerer Variabelen 118, 122.

Ganze Funktion 4,
Grad einer Differentialgleichung 160.
Grenzbegriff 11.

Hauptnormale einer Raumkurve 148.

Hauptwert der zyklometrischen Funk-
tionen 10.

— des Liogarithmus 210.

Homogene Differentialgleichungen 1860,
186.

Hyperbolische Funktionen 28, 93,

Hypergeometrische Reihe 192,
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Imaginére Einheit 195.

— Zahlen 195,

Implizite Funktion 2.

Indikatrix eines Flichenpunktes 137,
Induktion, vollsténdige 33, 126.
Inflexionspunkt einer ebenen Kurve 46.
Integral, bestimmtes 86.

— einer Differentialgleichung 161.
— — komplexen Funktion 212.

—, unbestimmtes 80.

— zwischen komplexen Grenzen 215.

Integralfliche einer Differentialglei-
chung 162,
Integralgleichung einer Differential-

gleichung 161.
Integralkurven einer Differentialglei-
chung 162.
Integration der totalen Differentiale 126.
— durch Reihen 116, 192.
— nach einem Parameter 129.
Integrationsgrenze 86.
Integrationsintervall 86.
Integrationskonstante 81.
Integrierender Faktor 171.
Interpolationsformel von Lagrange
104.
Intervall einer Variabelen 1.
Inversion der Funktionen 3.
Irrationale Funktion 5.
Isogonale Trajektorien 178.
Isolierter Punkt einer Kurve 144,

Komplanation der Flachen 153.

— der Rotationsflichen 96.

Komplexe Variabele 196.

— Zahlen 195,

Konjugiert komplexe Grofen 196.

Konkavitit der Kurven 45.

Konstante 1.

Konvergenz einer Reihe 54.

— — —, bedingte und unbedingte 71.

Konvergenzintervall 58.

Konvergenzkreis 204.

Konvergenzkriterium 56.

Konvexitit der Kurven 45.

Kriimmung der Flichen 138.

Kriimmungskreis 47, 148.

Kriimmungszentrum einer ebenen Kurve
47,

— einer Raumkurve 148.

Kubatur der Korper 151.

— der Rotationskorper 95.

Leibnizsche Regel 32.

Lineare Differentialgleichungen 170, 187.
Linearfaktoren ganzer Funktionen 100.
Logarithmische Differentiation 29.
Logarithmus 6.

—, der natiirliche 21.
Logarithmusreihe 66.

MacLaurinsche Reihe 63.
Mac Laurinscher Lehrsatz 62,

Register.

| Maxima der Funktionen 38, 135.

— und Minima bei Nebenbedingungen
140.

Mehrdeutigkeit der Funktionen 3.

Mehrfache Punkte ebener Kurven 144.

Methode der unbestimmten Koeffizienten
70.

Minima der Funktionen 38, 135.

Mittelwertsatz 58.

— der bestimmten Integrale 90.

Modul eines Logarithmensystems 22.

Moivrescher Lehrsatz 200.

Natiirliche Logarithmen 21.
Normalebene einer Raumkurve 147.
Normale einer ebenen Kurve 41, 143.
— — Flache 145.

Orthogonale Trajektorien 178.

Parameter einer Kurvenschar 149.

— eines bestimmten Integrals 129.

Partialbruchzerlegung 102.

Partielle Differentiale und Ableitungen
120, 123.

— — hoherer Ordnung 124.

— Integration 84.

Partikulires Integral einer Differential-
gleichung 165.

Periodizitit der Exponentialfunktion
209.

— — hyperbolischen Funktionen 209.

— — trigonometrischen Funktionen 8,
209.

Polarkoordinaten 51, 135,

Polarnormale 52.

Polartangente 52.

Potenzreihen 57.

— mit komplexen Gliedern 203.

Produktdarstellung von 7 116,

Quadratur der Kurven 91.

Rationale Funktion 4.

Reihen, unendliche 54. -

—, — mit komplexen Gliedern 202.
Rektifikation der Kurven 93.
Restglied der Taylorschen Reihe 62.
Riickkehrpunkt einer ebenen Kurve 144.

Schar der Integralkurven 165.

— ebener Kurven 149.

Schmiegungsebene einer Raumkurve

! 148.

Schraubenlinie, zylindrische 157.

Simpsonsche Regel 98.

Singuldre Losung einer Differential-
gleichung 176.

Spiralen 53.

Stetige Vieldeutigkeit einer Funktion
f (=, ) 119.

Stetigkeit einer Funktion 15,




Register.

Stetigkeit einer Variabelen 13,
Streckenaddition in der Ebene 199.
Subnormale 41, 52.
Subtangente 41, 52.
Systeme simultaner
chungen 159.

Differentialglei-

Tangenten der ebenen Kurven 41, 142.
— der Raumkurven 146,
Tangentialebenen der Fldchen 145,
Taylorsche Reihe 63.
Taylorscher Lehrsatz 61.
~— — fiir Funktionen mehrerer Varia-
belen 131.
— — — ganze Funktionen 60,
Totales Differential 121, 125,
Trajektorien einer Kurvenschar 178,
Transzendente Funktionen 11.
Trennung der Variabelen bei Differen-
tialgleichungen 168,
Trigonometrische Funktionen 8, 205,
— Kurven 8.

Umkehrung der Funktionen 3.
Unbestimmte Gestalten d. Funktionen 73.
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Unendlich kleine GrofBe 19.

— — — hoherer Ordnung 35.

Unendlichwerden der Exponentialfunk-
tion 78.

— des Logarithmus 79.

Unstetigwerden der Funktionen 15.

Variabele 1.
Variation der Konstanten bei linearen
Differentialgleichungen 192,

Wendepunkte ebener Kurven 46.

Zahlenebene 118.

Zahlenlinie 1.

Zusammengesetzte Funktionen 11, 123.

Zusammenhang zwischen Exponential-
funktion wund trigonometrischen
Funktionen 2086.

— — trigonometrischen und hyper-
bolischen Funktionen 206.

Zykloide 44.

Zyklometrische Funktionen 9.
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