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VORWORT ZUR DRITTEN AUFLAGE. 

Die hier gebotene Darstellung der Hauptsätze der Differential
und Integralrechnung war ursprünglich für die Studierenden an 
der hiesigen technischen Hochschule bestimmt. Sie sollte den
$elben eine Erleichterung in der Auffassung der Vorlesung über 
Differential- und Integralrechnung bieten, sowie zu Wiederholungen 
des wichtigsten Vorlesungsinhalts dienen. 

Aus dem Absatze, welchen die beiden ersten Auflagen ge
funden haben, darf ich indessen den Schluß ziehen, daß das Buch 
auch 'außerhalb der hiesigen Hochschule eine ausgedehntere Be
nutzung gefunden hat. Deshalb habe ich bei der vorliegenden 
dritten Auflage eine vollständige Umarbeitung vorgenommen, da
mit die Besonderheiten der hiesigen Unterrichtsanordnung nicht 
mehr allzu stark hervortreten. 

Ursprünglich war das Buch in drei Heften erschienen, welche 
sich an den hierselbst bestehenden dreisemestrigen Vorlesungs
zyklus anschlossen. Da aber sachliche Gründe nicht für die Bei
behaltung dieser Dreiteilung sprachen, so habe ich sie nunmehr 
aufgegeben und lege die Neuauflage des Buches in einem einzigen 
Bande vor. Bei der Darstellung selbst habe ich, abgesehen von 
zahlreichen kleineren Abänderungen und Besserungen, eine Reihe 
von tiefer greifenden Umstellungen und Ergänzungen vorgenommen, 
wobei natürlich auch die in den letzten Jahren gesammelten Unter
richt.serfahrungen mitgewirkt haben. Speziell erwähne ich, daß 
ich, einer Anregung mehrerer technischer und mathematischer 
Kollegen folgend, eine Besprechung der Definition und der Grund
eigenschaften der hyperbolischen Funktionen aufgenommen habe 



VI Vorwort zur dl'itten Auflage. 

Was die eingehaltene Strenge der Darstellung angeht, so habe 
ich keinen Anlaß gefunden, den Standpunkt, welchen die erste 
Auflage in dieser Hinsicht einnahm, zu verlassen. Herr F. Klein 
hat gelegentlich 1) ausgeführt, daß "namentlich in solchen Vor
lesungen, deren Zuhörer von vornherein darauf angewiesen sind, 
sehr wesentlich mit der Anschauung zu arbeiten, also in Vor
lesungen für Naturforscher und Ingenieure, der Ausgangspunkt 
notwendig von der Anschauung genommen werden sollte, und daß 
die Mathematik durch einseitige überspannung der logischen F?rm 
in jenen Kreisen viel von der allgemeinen Geltung verloren hat, 
welche ihr naturgemäß zukommt". Ich zweifle nicht, daß alle 
diejenigen, welche den Betrieb und die Anforderungen des U nter
richts an einer technischen Hochschule kennen gelernt haben, 
diesen Sätzen ohne weiteres zustimmen werden. Allerdings gibt 
es immer noch Kritiker, welche jene wohl erwogenen didaktischen 
Rücksichten nicht gelten lassen wollen und selbst von mathe
matischen Lehrbüchern, welche für technische Hochschulen be
stimmt sind, eine strenge "Arithmetisierung" ihrer Gegenstände 
verlangen. Solche Kritiker werden unzweifelhaft von ihren An
schauungen zurückkommen, sobald sie ein wenig tiefer in die 
Bedeutung der Mathematik an einer technischen Hochschule ein
dringen. 

Natürlich soll nach wie vor die vornehmlichste Bestimmung 
dieses Buches die sein, als Leitfaden neben den Vorlesungen über 
Differential- und Integralrechnung zu dienen; einen Ersatz dieser 
Vorlesungen vermag dasselbe nicht zu bieten. Zur Darstellung 
gelangt hier gewissermaßen nur das Gerüst jener Vorlesungen. 
Alle näheren Darlegungen und zumal fast alle Ausführungen an 
Beispielen bleiben den Vorlesungen selber vorbehalten. Diese 
Beispiele und anschaulichen Ausführungen wird man einmal der 
Geometrie der Kurven und Flächen entnehmen, andererseits aber 
auch aus den Gebieten der Technik und der Naturwissenschaften 
oder aus den Erfahrungen des täglichen Lebens schöpfen. Vor 
kurzem habe ich ausführlich auseinandergesetzt, wie ich mir 
die zweckmäßigste Ausgestaltung des mathematischen Hochschul-

') In dem Vortrage "Über .A1'ithmetisierung der Mathematik", veröffent
licht in den Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen, Geschäftliche Mitteilungen, 1895, Heft 2. 



Vorwort zur vierten Auflage. VII 

unterrichts denke. Es geschah dies bei Gelegenheit eines Vor
trages 1), welcher der Einführung der von Herrn F. S ü c h tin g 
und mir veranstalteten deutschen Ausgabe von J 0 h n Per r y s 
"Oalculus tor engineers" 2) diente. Der vorliegende Leitfaden 
charakterisiert mein· a. a. O. entwickeltes Programm nach der rein 
mathematischen Seite.. Derselbe enthält, wie ich durch persön
liche Besprechung mit meinen technischen Kollegen festgestellt 
habe, diejenigen Gruudlagen der Differential. und Integral
rechnung, welche für das weitere Studium der technischen Wissen
schaften notwendig und ausreichend sind. 

I) "Über den mathematischen Hochsckulunterricht", veröffentlicht im 
5. Heft des diesjährigen Jahresberichts der Deutschen Mathematiker· Ver
einigung, Mai 1902. 

2) "Höhere Analysis (ur Ingenieure", Leipzig 1902, bei B. G. Teubner. 

Braunschweig, im August 1902. 

Robert Fricke. 

VORWORT ZUR SECHSTEN AUFLAGE. 

U ber Zweck nnd Eigenart meines Vorlesungsleitfadens 
"Hauptsätze der Differential- und Integralrechnung" habe ich 
mich in dem vorstehend wieder abgedruckten Vorworte zur dritten 
Auflage näher ausgesprochen. Die beiden folgenden Auflagen, 
sowie auch die vorliegende sechste Auflage unterscheiden sich von 
der dritten und untereinander stets nur durch eine Anzahl unter
geordneter Besserungen und Ergänzungen, die einer besonderen 
Begründung nicht bedürfen. 

Bad Harzburg, im April 1917. 

Robert Fricke. 
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Einleitung. 

1. Veränderliohe und unveränderliche Größen. 

Erklärung: Eine Größe, welche im Laufe der Zeit verschiedene 
Werte annimmt, heißt eine veränderliche oder variabele Größe oder, 
auch kurz eine" Veränderliche" oder" Variabele" j man bezeichnet solche 
Variabele in der Regel durch die letzten Buchstaben des Alphabets, wie 
x, y ... , X, y ... , S, 'fJ... Eine Größe, welche im Laufe der Zeit ihren 
Zahlwert beibehält, heißt eine unveränderliche oder konstante Größe oder 
kurz eine "Konstante"; zur Bezeichnung von Konstanten benutzt man 
vornehmlich die Anfangsbuchstaben . des Alphabets a, b ••. , A, B •..• 
a, ß .•. 

Zur geometrischen Deutung konstanter oder variabeler Größen 
dient eine Gerade, deren Punkte, wie Fig. 1 andeutet, als Bilder der 
ganzen und gebrochenen Zah- F' 1 19 •• 
len gelten. Wählt man die 
Strecke von 0 bis 1 als Längen
einheit, so bekommt z. B. die 

o t 2 

Zahl % ihren Bildpunkt rechts vom "Nullpunkte" und zwar in der 
Entfernung '/7 von letzterem; die negative Zahl - 8/~ wird ihren Bild
punkt links vom Nullpunkte und zwar in der Entfernung 8/~ von diesem 
finden usw. Die fragliche Gerade wird weiterhin "Zahlenlinie" genannt. 

Eine Variabele x heißt "unbeschränkt" 1)eränderlich, falls sie jeden 
möglichen Wert annehmen kann, falls also ihr Bildpunkt auf der Zahlen
linie an jede Stelle gelangen 
kann. Wird dagegen die Va
riabele X niemals kleiner als 
eine Zahl a und niemals größer 

Fig.2. 

a 

als eine Zahl b, die> a ist, so bringt man dies zum Ausdruck durch 
die Formel: 

a<x:::;;;b 

und bezeichnet die in Fig. 2 eingegrenzte Strecke der Zahlenlinie von 
abis b als das "Intervall" der Variabelen x. 

Frioke, Leitfad.". 



2 Einleitung. 

2. Begriff der Funktionen und geometrische Deutung 
derselben. 

Erklärung: Sind zwei Veränderliche:c u.nd 11 derart aneinander 
gebunden, daß zum einzelnen Werte x immer ein Wert'g oder eine An
zahl von Werten 11 nach einem bestimmten Gesetze zugehö1·t, so heißt 11 
eine "Funktion" von x. Man kann das zwischen x und 11 bestehende Ver
hältnis so ansehen, daß man x als die "unabhängige'" Variabele auffaßt, 
die I/unktion 11 aber als die von x "abhängige"'. 

Der Begriff der Funktion ist der wichtigste Grundbegriff, mit dem 
wir zu arbeiten haben; und auf die Funktionen beziehen sich die Be
griffe und Operationen der Differential- und Integralrechnung. 

Die für Berechnungen geeignetste Art der Angabe einer F'unktion 
ist diejenige vermöge eine1' Gleichung, wie z. B.: 

y = 2 x + 7 oder 11 = a x2 + b X + c. 
Will man unentschieden lassen, welche besondere Funktion 11 von 

x ist .• so bedient man sich der sllmbolischen Schreibweise 11 = fex) und 
spricht kurz von einer "Funktion f(x)". Kommen in einer Betrachtung 
mehrere Funktionen nebeneinander vor, so unterscheidet man sie durch 
Gebrauch verschiedener Symbole, wie: fex), g(x), F(x), rp(x) usw. 

Die unabhängige Variabele x bezeichnet man auch als "Argument" 
• der Funktion. 

Ist eine Gleichung, durch welche man eine Funktion gibt, noch 
nicht nach 11 aufgelöst., so spricht man von einer unentwickelten oder 
impliziten Angabe der Ft,nktion und nennt in abgekürzter Sprechweise 
für diesen Fall wohl auch die Funktion selbst eine unentwickelte oder 
implizite; Als Beispiel diene die durch die Gleichung: 

'!l-x-6y+ll=0 

gegebene Funktion 11 von x. Die gleiche Funktion ist als explizite oder 
entwickelte Funktion gegeben durch die Gleichung: 

Fig.3. 11 = 3 + V:c 2. 

y- Achse Als symbolische Schreibweisen un
entwickelter Funktionen dienen Glei
chungen der Gestalt f (x, 11) = 0, 
]I' (x, 11) = 0 usw. 

Um eine geometrische Versinn-
y 

---+----;:x,--------x--Achse Ziehung der Funktionen zu gewinnen, 
kann man ein rechtwinkliges Koor
dinatensystem in der Ebene benut:1len, 
wie es in der analytischen Geometrie 

gebräuchlich ist. Der einzelne Punkt der Ebene bekommt eine Abszisse x 
und eine Ordinate 11 (vgl. Fig. 3), die wir auch zusammenfassend die 
Koordinaten x, 11 des Punktes nennen. Alle Punkte, deren Koordina-
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ten x, '!J eine Gleichung y = ({x) oder F(x, y) = 0 b~rriedigen, hilden 
eine in der Ebene gelegene Kurve, wie in der analytischen Geometrie 
gezeigt wird. 

Lehrsatz: Deutet man x und y a7s rechtwinklige Koordinaten in 
einer Ebene, so stellt die Gleichung 'Y = ((x) oder F(x, y) = 0 eine 
in dieser Ebene gelegene Kurve dar; diese Kurve 
benutzt man als geometrisches Bild der durch 
'!J = {(x) oder F (x, y) = 0 gegebenen Funktion. 

So ist z. B. in Fig. 4 die Kurve gezeichnet, 
welche das geometrische Bild der. Funktion 
y = x2 - 4 ist. Für zwei Punkte dieser Kurve 
sind in der Figur die Werte der Koordinaten in 
Klammern hinzugesetzt. 

Umgekehrt kann man durch irgend eine in 
der x, y-Ebene gez~ichnete Kurve immer auch 
eine Funktion y von x definieren. 

Benutzt man für die Zeichnung der Kurve 
sog. Millimeterpapier, welches mit einer Ein
teilung in Quadratmillimeter versehen ist, so 

Fig.4. 

kann man die zu den einzelnen Werten x gehörenden Funktionswerte y 
aus der Zeichnung näherungsweise sehr bequem ablesen. 

3. Umkehrung oder Inversion der Funktionen. 

Sieht man in der Gleichung y = (Cx) nicht wie bisher x, sondern 
y als die unabhängige Veränderliche an, so wird x eine Funktion von 
y sein. U tU diese Funktion entwiokelt darzustellen, haben wir die Glei
chung y == fCx) nach x aufzulösen, wall x = qJ (y) geben mag. In 
dieser letzteren Gleichung wollen wir jetzt noch, damit fortan wieder x 
als Benennung der unabhängigen Variabelen diene, einen Austausch der 
Bezeichnungen beider Variabelen vornehmen. 

Man wird so ßur Funktion y = qJ (x) geführt, welche die ßU fex) 
."umgekehrte" oder ."inverse" Funktion heißt. Der Prozeß . des Uber
ganges von f (x) zu qJ (x) heißt ." Umkehrung" oder ."Inversion" der 
Funktion fex). 

Das Verhältnis von f (x) zur inversen Funktion qJ (x) ist offenbar 
ein gegenseitiges, d. h. zu qJ (x) ist wiederum fex) invers. 

Zueinander invers sind z. B. die Funktionen t (x) = xn und .. 
qJ (x) = Vx oder fCx) = x2 - 1 und qJ (x) = V;- + 1 usw. 

Die zu y = {(x) gehörende Kurve liefert dadurch die Werte der 
Funktion x = qJ (y), daß man für gegebene Ordinaten y die Werte x 
der zugehörigen Abszissen an der Kurve abmißt. Der nachherige Aus-

1* 
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tausch der Bezeichnungen beider Veränderlichen und damit der Über
gang zur Gleichung y = rp (x) ergibt folgende Vorschrift: 

Um aus der Kurve einer Funktion fex) das geometrische Bild der 
inversen Funktion rp (x) zu gewinnen, hat man jene Kurve um die Hal-

Fig.5. bierungslinie des von der positiven x-Achse 
und der posit'iven 'li-Achse gebildeten Win
kels umzuklappen. 

Für die in Fig. 4 dargestellte Kurve 
der Funktion (x2 - 4) ist diese Umklap
pung in Fig. 5 ausgeführt; die neue Kurve, 

welche somit der Funktion Vx + 4 zu
gehört, ist stärker ausgezogen. Man sieht, 
daß bei der letzteren Kurve zu jeder 
Abszisse x > - 4 zwei einander genau 
entgegengesetzte Ordinaten y gehören. 
Letzteres entspricht dem Umstande, daß 

wir die Quadratwurzel "Ix + 4 sowohl mit 
dem positiven wie negativen Zeichen versehen dürfen. Die hierin liegende 

Zweideutigkeit kommt in der Formel y = ± "Ix + 4 direkt zum 
Ausdruck. 

4. Die rationalen und die irrationalen Funktionen. 

1. Die einfachste Funktion, welche man bilden kann, ist die 
Potenz y = xn mit ganzem positiven Exponenten n. 

Man betrachte weiter die Funktion: 

y = a x5 + b x7 - C X + d. 

Dieselbe ist aus x und den Konstanten a, b, c, d durch die Opera
tionen der Addition, Subtraktion und Multiplikation zu berechnen. 

Erklärung: Eine Funktion y, welche aus x und gegebenen Kon
stanten durch die Operationen der Addition, Subtraktion und JYlulti
plikation berechenbar ist, heißt eine »ganze rationale Funktion" oder 
kurz eine »ganze Funktion". 

Die größte als Exponent von x auftretende ganze Zahl heißt der 
"Grad" der ganzen Funktion. Ist der Grad gleich I, so spricht man 
auch von einer »linearen" ganzen Funktion. 

Eine ganze rationale Funktion wird »geordnet", indem man die 
Glieder mit gleichen Potenzen von x zusammenfaßt und sodann alle 
Glieder etwa nach ansteigenden Potenzen von x anordnet. 

Lehrsatz: Eine ganze rationale Funktion nten Grades von x hat 
die geordnete Gestalt: 

(1) 

wo ao, all' •• , an konstante Koeffizienten sind. 
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H. Man betrachte ferner die Funktion: 

1 - ~ 
1 x 

y = ax - b + x + c 

Dieselbe ist aus x und den Konstanten a, b, C zu berechnen durch 
die Operationen der Addition,· Subtraktion, Multiplikation und Di~ision, 
welche man unter der Benennung der "rationalen Operationen" zu
sammenfaßt. 

Erklä.rung: Eine Funktion, welche aus x und gegebenen Kon
stanten durch rationale Operationen berechenbar ist, heißt eine "rationale 
Funktion". 

Die Gattung der rationalen Funktionen umfaßt diejenige der ganzen 
rationalen Funktionen als Spezialfall. 

Die soeben als Beispiel angegebene rationale Funktion kann man 
auch so schreiben: 

1 x - 1 x 2 + CX + (x - 1) (ax - b) 
y= + -

ax - b x 2 + cx (ax - b) (x2 + C x) 

d. h. sie kann als Quotient zweier ganzen Funktionen dargestellt werden. 
Allgemein gilt der 

Lehrsatz: Eine rationale Funktion von x hat die geordnete Gestalt: 

ao + a1 x + a2 x2 + ... + an xn 

(2) y = bo + b] x + b2 x2 + ... + bm x"" 

wo die a und b konstante Koeffizienten sind. 

Die größere unter den beiden ganzen Zahlen mund n oder, falls 
beide gleich sind, eine von ihnen lillfert den" Gmd" der rationale;~ Funk
tion. Ist der Grad gleich 1, so spricht man auch von einer "linearen" 
Funktion. 

1 n_ 

. IH. Die einfachste "irrationale Funktion" von x ist y = xn = yx, 
unter n eine ganze positive Zahl verstanden. 

Ein komplizierteres Beispiel einer irrationalen Funktion von x ist 
die nte Wurzel aus einer beliebigen rationalen Funktion von x. All
gemein gilt folgende 

Erklä.rung: Man spricht von einer "irrationalen Funktion" von x, 
wenn zur Berechnung des Wertes der Funktion aus x und gegebenen 
Konstanten neben rationalen Rechnungsarten noch eine oder mehrere 
Wurzelziehungen auszuüben sind. 

Beispiele irrationaler Funktionen sind: 

'Y = Vax + b, Y = 1
nh + ~, y = YAx 2 + 2Bx + 0" •. V I - x 
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5. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit der Funktionen. 

Erklärung: Eine Funktion y = fex) hei~t für einen speziellen 
Wert des Argumentes "n-deulig", wenn die durch den Ausdruck von fex) 
.qegebene Vorschrift zur Berechnung von y für jenen Wert des Argumentes 
x im ganzen n verschiedene Werte y als zugehörig liefert. 

So ist z. B. die Funktion y = Vx 1 für alle x, die> 1 sind, 
zweideutig, da man das Vorzeichen des Zahl wertes der Quadratwurzel 
sowohl positiv als negativ nehmen kann. Für x = 1 ist die Funktion 

Vx - 1 eindeutig, für x< 1 muß diese Funktion als "nulldeutig" be
zeichnet werden, weil die durch f(x) gegebene RechenvoTschrift hier 
auf keinen (reellen) Wert y führt 1). 

Ist Y = f(x) für einen besonderen Wert x n-deutig, so liefert die 
zu f (x) gehörende Kurve für die Abszisse x im ganzen n Ordinaten y. 

Lehrsatz: Die rationalen Funktionen sind für alle Werte des 
Argumentes x eindeutig. Die irrationalen l!unktionen liefern Beispiele 
mehrdeutiger Funktionen. 

6. Exponentialfunktion und Logarithmus. 

1. let die Konstante a > 0, so hat a'" für jeden We~t x emen 
bestimmten positiven Wert. 

Erklärung und Lehrsatz: Die Fnnktion '!J = a'" heißt "Expo
nentia7funktion" mit der Basis a, für welche a> 0 gelte. Die Exponential-

Fig. 6. funktion ist für jeden Wert x ein
Jdeutig und hat beständig positiven 

(2,4) Zahlwert. ' 

Als Beispiel diene a = 2, wo 
die Exponentialfunktion den in Fig. 6 
angegebenen Verlauf zeigt. An eini
gen Punkten der Kurve sind die zu
gehörigen \Verte der Koordinaten in 
Klammern beigefügt. 

H. Erklärung: Die zur Ex
ponentialfunktion mverse Funktion 
ist '!J = alogx und heißt "Logarith-
mus" mit der Basis a. 

Die aus Fig. 6 nach der Regel von S. 4 hergestellte Logarithmus
kurve für die Basis 2 ist in Fig. 7 stärker ausgezogen. 

Lehrsatz: Die Funktion y = alogx ist für alle positiven x ein
deutig, für alle negativen x nulldeutig. 

1) Imaginäre und komplexe Werte der Varia belen und Funktionen werden 
erst unten (im Anhange) zugelassen und näher untersucht. 
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Dies tritt in Fig. 7 direkt hervor: Die Logarithmuskurve ver
läuft durchaus rechts von der tl-Achse und liefert hierselbst für jedes 
x ein und nur ein 'Y. 
Es gilt: 

(1) aZog 1 = 0,' 

sowie, falls a > 1 zu
trifft: 

(2) {
azogo = -~, 
alog(+ (0)= + 00. __ 

~--------~,-~--~------~ 

Ist a > 1, BO hat 
die Funktion alog x für 
o < x < 1 negative 
Werte, für x > 1 da
gegen positive, 

7. Gradmaß und Bogenmaß der WinkeL 

Statt des in der Elementarmathematik gebräuchlichen Gradmaßes 
der Winkel benutzt man in der höheren Mathematik gewöhnlich das 
sogenannte "Bogenmaß" derselben. 

Erklärung: Ein WinkeZ wird gemessen durch die Länge desjenigen 
Kreisbogens vom Radius 1, gU welchem der Winkel aZs Zentriwinkel gehlJrt • 

. Hat ein Winkel von IX Grad in Bogenmaß die Größe s (vgl. Fig. 8), 
so gilt die Gleichung: F' 19.8. 

nOG 
(1) . . • . s = 180' 

Hieraus ergibt sich folgende Tabelle: 

a l' 90' I 180· I 270· 360· 

1i n 

I I 
Sn 

2n s -- - n 
180 2 2 

Neben der Kreisperipherie legen wir jetzt auch noch die "Zahlen
linie" (siehe S. 1) zur Deutung der hier als unbeschränkt geltenden 
Variabelen s vor. Man denke sich zu diesem Zwecke die Kreisperipherie 
von s = 0 beginnend sowohl nach deI' positiven als der negativen Seite 
der Zahlenlinie unendlich oft abgewickelt. 

Lehrsatz: Bei der letgteren Auffassung gewinnt ein und derselbe 
Winkel unendlich viele Maßzahlen s, welche alle aus einer unter ihnen 
durch Zufügen von beliebigen ganzzahligen Vielfachen der Zahl.2n entstehen. 
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So bekommt z. B. ein rechter Winkel die Maßzahlen: 

11/2, 11/~ ± 2 n, 11/2 ± 4 n ... 

8. Die trigonometrischen Funktionen. 

Er klärung: Als Argument der trigonometrischen Funktionen sin, 
OOS, tg, clg soll nicht das Gradmaß, sondern das Bogenmaß s des Winkels 
angesehen werden. Der Gleichmäßigk.eit wegen schreiben wir wieder x statt s 

Sinuskurve 

7 ""'J/ X=2~ '" 

Cosinuskurve 

Tangensk'llrve Cotangenskurve 

für das Argument der einzelnen trigonometrischen Funktion und legen 
zur Deutung der Werte s = x sogleich die Zahlenlinie (x-Achse) zu
grunde. 

Den vier trigonometrischen Funktionen: 

11 = sinx, y = cosx, y = tgx, 11 = dgx 

entsprechen alsdann ebensoviele "trigonometrische Kurven", deren Ver
lauf durch die vier in Fig. 9 zusammengestellten Zeichnungen ver
anschaulicht wird. 
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Die Funktion tg x wird bei x = n / 2 unendlich und zwar wird sie 
gleich + 00 oder gleicb - 00, je nachdem man von links oder von rechts 
an den Punkt x = n /2 der Zahlenlinie herangeht. Gelten diese Funktions
werte + 00 und - 00 als nicht verschieden, so besteht der 

Lehrsatz: Die trigonometrischen Funktionen sind {ur jeden Wert 
des Argumentes a; eindeutig. 

Die einzelne der in Fig.9 angedeuteten Kurven liefert entsprechend 
für jeden Wert a; einen und nur einen Funktionswert y. 

Zwei Werte x, welche um ein Multiplum von 2 n verschieden sind, 
liefern denselben Winkel und also gleiche Werte der Funktionen. 

L ehr s atz: Die trigonometrischen Funktionen heißen periodische 
Funktionen, weil sie ihren Wert nicht ändern, falls man das Argument x 
um :2 n vermehrt oder vermindert. 

Die Funktionen tg x und etg a; bleiben auch bereits bei Vermehrung 
oder Verminderung des Argumentes x um n unverändert, während die 
Funktionen sin a; und cos a; hierbei das Zeichen wechseln: 

(1) •• sin (x + n) = - sinx, cos (x t n) = - cosx, 
(2) •• tg (x ± n) = tg x, ctg (a; ± n) = ctgx. 

Man benennt dieserhalb 2 n als die "Periode" von sin x und cos x, 
n als diejenige von tg a; und ctg x. 

9. Die zyklometrischen Funktionen. 

Erklärung: Die eu den vier trigonometrischen Funktionen sin, 
cos, tg, ctg inversen Funktionen heißen die neyklometrischen" I/unktionen 
und werden durch: 

arc sin x, arc cos x, arc tg x, are ctg x 
beeeiehnet. 

Es ist also z. B. die Gleichung: 

(1) •......... y = arcsin:x: 

gleichbedeutend mit a; = siny, so daß in der Gleichung (1) der Wert 11 
die Maßzahl eines Bogens bezeichnet, dessen Sinus den Wert a; hat. 

Die neyklometrischen Kurven" entspringen nach der Regel von 
S. 4 aus den Kurven der trigonometrischen Funktionen. Den Verlauf 
der Kurven der Funktionen aresina; und are cos x zeigt Fig. 10 (a. f. S.). 
Die arc tg-Kurve ist in Fig. 11 Ca. f. S.) angedeutet. Aus der Gestalt 
der Kurven entspringt folgender 

Lehrsatz: Die Funktionen arcsina; und areeosx sind' (ur die 
Werte von a; im Intervall von -1 bis + 1 unendlich vieldeutig, außer
halb dieses Intervalles aber überall nulldeutig. Die Funktionen a'lfe tg x 
und arc etg x sind (ür .jeden Wert von a; unendlich vieldeutig. 

Unter den unendlich vielen Werten, welche die Funktion are sin x 
für ein dem Intervall - 1 < x ::;;: + 1 angehörendes a; besitzt, wird 
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als "Hauptwert" derjenige Wert 11 angesehen, welcher dem Intervall 
- "/2 ::;, y :::;; + "/2 angehört. Aus dem Hauptwerte y berechnen 
sich alle übrigen Werte dieser Funktion in den Gestalten: 

11 + 2 kn und - 11 + (2 k + 1) n, 

wo beide Male k alle positiven und negativen ganzen Zahlen durch
laufen solL 

Fig.10. 

v 
Fig.ll. 

y=arc sin X y = are cos X 

Der "Hauptwert" y der Funktion are tg x soll gleichfalls dem Inter
valle - 1't/2 ~ Y ~ 1't/2 angehören; alle übrigen Werte dieser Funktion 
berechnen sich dann beim einzelnen x aus dem zugehörigen Haupt,!erte 11 
in der Gestalt (y + k n), wo k in demselben Sinne wie eben gebraucht ist. 

Es gelten die Formeln: 

(2) •.•...• {areeosx = "/2 - aresinx, 
arectgx = 1't/2 - are tg x. 

Die Funktionen are eos x und are etg x sind entbehrlich, da sie 
nach den Gleichungen (2) stets leicht durch are sin x bzw. are tg x aus
gedrückt werden können. 

10. Benennungen der Funktionen. 

Die vorstehend besprochenen Funktionen sind sämtlich bereits in 
der Elementarmathematik bekannt und heißen dieserhalb "elementare 
Funktionen" . 
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Erklärung: Die in Nr. 4'besprochenen rationalen und irrationalen 
Funktionen nennt man zusammenfassend "elementare algebraische Funk
tionen"; die Exponentialfunktionen, die Logarithmen, die trigonometrischen 
und die zyklometrischen Funktionen heißen "elementare transzendente 
Funktionen" • 

11. Zusammengesetzte Funktionen. 

Erklärung: Setzt man als Argument in die Funktion ( nicht x, 
sondern die Funktion Cf! (x) von x ein, so wird ([Cf! (x)] selbst wieder 
eine .Funktion von x, die wir abgekürzt F(x) nennen wollen: 

(1) • • . • . • • • y = F(x) = f( Cf! (x)] 

und als eine aus den Funktionen t und Cf! "zusammengesetzte" Funktion 
von x bezeichnen. 

Ein Beispiel einer solchen zusammengesetzten Funktion ist: 

y = 1010g (sin x). 

Man kann auch weitergehen und fl Cf! (x)] als Argument in eine 
dritte Funktion einsetzen usw. Hierzu ist ein Beispiel: 

y = 2 IOlog (sin x). 

12. Der Begriff der Grenze. 

Erklärung: Will man bei einer (positiven oder negativen) Zahl a 
vom Vorzeichen absehen, so sagt man, die Zahl a solle "absolut genommen" 
werden; der hierbei sich ergebende "absolute Betrag" der Zahl a wird 
durch i a I bezeichnet. 

Bildet man die Zahlenreihe: 

(1) . . . . Ul = 0,3, a2 = 0,33, as = 0,333, usw., 

80 kann man ein an mit so großem Index n angeben, daß sowohl an 
wie alle folgenden Zahlen an + 11 an + 2, ... von dem Werte 1/8 so wenig, 
als man will, verschieden sind. Dieserhalb heißt 1/3 die "Grenze" der 
Zahlenreihe (1). 

Dasselbe Sachverhältnis kann man auch so aussprechen: Wählt 
man eine "beliebig kleine" Zahl 8, die jedoch> 0 sein soll, so läßt 
sich eine zu diesem 8 gehörende " endliche " ganze Zahl n angeben, so 
daß für alle Indizes m > n die Ungleichung 1 1/s - am I < 0 gilt. 

Erklärung: Es sei irgend eine unendliche Zahlenreihe: 

(2) . . . . . . . . . an a2' aB' a4, .•• 

vorgelegt, und es existiere eine endliche Zahl g von folgender Art: Nach 
Auswahl einer " beliebig " kleinen Zahl 8, die jedoc1t > 0 ist, soll es stets 
einen zu diesem iJ gehörenden "endlichen" Index n geben, so daß für 
jeden Index m > n der- absolute Betrag I g - am I < 0 ist. Die Zahl g 
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heißt alsdann die "Grenze" oder der "Zimes" der Zahlenreihe (2) und 
wird durch: 

(3) • . • • g = limo a" 
n=«> 

bezeichnet. 

Zusatz: Ist die Zahlenreihe (2) so beschaffen, daß nach Auswahl 
eines "beliebig" großen, jedoch "endlichen" Betrages w stets ein zu
gehö1'iger endlicher Index n angegeben werden kann, so daß (ar alle 
Indizes m > n die Ungleichung am > w gilt, so sagt man, die Zahlcl1-
reihe (2) habe die Grenze Cl) und ben'utzt die Bezeichnung: 

(4) ...•••..•• Um. an = 00. 
n=CXI 

Nicht jede Zahlenreihe hat eine Grenze. So hat z. B. die Zahlen
reihe I, 1/2, 3, 1/" 5, 1/6, 7, l/S' 9, ... weder eine endliche Grenze g, 
noch die Grenze Cl). 

Folgende Überlegung dient zur Einübung des Grenzbegriffes und 
zur Vorbereitung späterer Entwickelungen: Vermöge einer fest ge
wählten Zahl q > 1 bilde man die Reihe: 

(5) . • . . . . a1 = q, a2 = q2, as = q3, . , • 

Offenbar ist stets an < a" + l' Entweder exiatiert eine endliche 
Zahl 9 = limo an oder es ist Zim. an = Cl). 

n=CX1 n=oo 

Gesetzt, der erste Fall treffe zu, so ist für jedes endliche 1 not
wendig al < g. Nun kann man wegen q > 1 eine Zahl b so 
wählen, daß 

o < b < g (1 - ~) und also q (g - b) > 9 

zutrifft. Dann läßt sich ein endlicher Index m angeben, so daß 
9 - am < b oder also am > g - 8 ist. Durch Multiplikation mit 
der 'positiven Zahl q folgt: 

q am = am +1 > q (g - b) > g, 

so daß a", + 1 der Annahme entgegen bereits 9 übertrifft. 
Der angenommene Fall einer endlichen Grenze limo a" ist demnach 

unhaltbar, vielmehr gilt: 

limo an = limo q" = Cl). 

n=CXI n=oo 

Ist 0< r < 1, so ist..!.. = q> 1, und man hat: 
r 

1 . Z' l' 1 rn = n' SOWIe ~m. rn = ~m. n = O. 
q n='" n=",q 

Lehrsatz: Ist q> 1, so ist limo q" = Cl)., Ist 0< r < 1, 
so ist Zim. r" = O. 

n=c.c 
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13. Stetigkeit einer Variabe1enund stetige Annäherung 
an eine Grenze. 

13 

Erklärung: Führt der Bildpunkt einer Veränderlichen x auf der 
Zahlenlinie irgend welche Bewegungen im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
aus, so bezeichnet man die hierdurbh gegebenen veränderungen der 
Variabelen x als "stetige" und nennt x eine "stetige Va(iabele". 

Wächst eine stetige Variabele um einen endlichen Betrag oder 
nimmt sie um einen solchen ab, so ~ird sie alle zwischen dem Anfangs
und Endwerte liegenden Zahlwerte in der natürlichen Folge durchlaufen. 

Die in NI'. 12 betrachtete Annäherung der Zahlen der Reihe al , 

a2, as, ... an eine Grenze g heißt "unstetig", weil hier sprungweise von 
der einzelnen Zahl a zur folgenden übergegangen wird. 

Dem gegenüber gilt folgende 

Erklärung: Man spricht von einer "stetigen" Annäherung der 
Variabelen x an eine endliche Grenze g, falls x solche "stetige" Verände
J'ungen erfährt, daß nadh Auswahl einer beliebig kleinen GrOße 0, die 
jedoch> 0 sein soll, im Laufe der Veränderung des x die Ungleichung 
I g - x I< Ö' gültig wird und weiterhin gültig bleibt. 

Eine stetige Verä~derliche x kann zufolge der gegebenen Er
klärung der Stetigkeit den Wert CI) nicht abnehmen. Indessen kann 
man mit x solche stetige Veränderungen vornehmen, ~aß nach Auswahl 
einer beliebig großen, aber endlichen Zahl w im Laufe der Veränderung 
des x die Ungleichung x> w gültig wird und weiterhin gültig bleibt. 
:Man spricht dann von einer stetigen Annäherung des x an die Grenze OCJ. 

In diesem Falle wird sich der reziproke Wert l/z stetig der 
Grenze 0 annähern. 

14. Einführung der Zahl e. 

Sind a und b irgend zwei den Bedingungen: 

(1) .......... a > b > 0 

genugende Zahlen, und ist n eine positive ganze Zahl, so gilt: 

Hieraus folgt: 
an +1 _ bn +1 <Ca - b) (n + 1) an, 

sowie weiter durch Transposition: 

(2) ..... an[a - (a - b) (n + l)]<l>n+l. 

Der Bedingung (1) genügen die Zahlen: 

1 
a = 1 + -, n 

1 
b = 1 + n + l' 
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Für diese liefert Gleichung (2): 

(3) . . • •• (1 + ~r«1 + n ~ 1)"+1. 

Desgleichen genügen der Bedil'lgung (1) die Zahlen: 

1 
a = 1+ -, b = l. . 2n 

Für diese ergibt die Gleichung (2): 

(4) ( l)n 1 (1 )2" ,I + 2 n '"2 < 1 und also 1 + 2 n < 4. 

Setzt man nunmehr an = (1 + * Y', so· folgt aus (3), daß in der 

Reihe der positiven Zahlen a1 = 2, a2, a3 ••• jede Zahl größer als 
die voraufgehende ist. Die Ungleichurig (4) zeigt weiter, daß keine 
Zahl an . den Betrag 4 erreicht oder überschreitet. 

Wir schließen auf die Existenz einer Grenze g = limo a", welche 
n=oo 

zwischen 2 und 4 gelegen ist. Diese Grenze trägt die besonderß Be
zeichnung e. 

Lehrsatz: Unter der Zahl e versteht man die Grenze der Zahlen

reihe U]" a2, aa, ... , bei welcher an den Zahlwert (1 + ~rbedeutet: 
(5) . . • . . . • • e = limo (1 + 2.)". 

n=oo n 

Die Zahl e ist irrational und angenähert gegeben durch: 

(6) . . . . • . . • e = 2,7182818 ... 

Ist x eine stetige Variabele, die> 1 ist, so sei n die größte ganze 
Zahl, welche nicht größer als x ist. Aus n < x < n *' 1 folgt: 

1 1 1 1+->1+->1+--, n- x n+l 

(1 + :Y>(l + ~Y>(l + n ~ lY' 
Setzt man nun x- n = 6, n + 1 - x = 't', so gilt 0 <6< 1, 

O<'t'< 1; und man hat: 

( 1 )n + () ( 1 )X ( l)n + 1 - t 1+- >1+->1+-+ ' n - x n 1 

[( l)nJ(l+~) ( 1)'" [( 1 )"tl](l-n~J 
(7) 1 + - > 1 + - > 1 + --

n - x n+l. 
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Nähert sich jetzt :t der Grenze 00 an, so gilt dasselbe von der 
ganzen Zahl- n; und man erhält demnach: 

Z· 6 Z' 1: 0 1m. - = 0, ~m. -+ =. n n 1 
In (7) haben somit die rechte und die linke Seite übereinstimmend 

die Grenze e; der in der Mitte der Ungleichung (7) stehende Ausdruck 
hat also gleichfalls e zur Grenze. 

Lehrsatz: Auch wenn x als "stetige" Variabele sich der Grenze 00 

nlthert, gilt die Gleichung: 
,I 1)"' (8) ......... ltm. \1 + - = e. 

x=oo x 

15. Stetlgk\lit und Unstetigkeiten der Funktionen. 

Erklärung: Eine-Funktion Y=f(x) heißt 'Ilstetig", ,wenn bei 
stetiger- Veränderung des Argumentes x auch die Funktion y stetig 
'variabel ist. 

1st die Funktion y = ((x) in einem Intervall a < x< b überall 
stetig, so verläuft die Kurve dieser Funktion daselbst zusammenhltngend. 

Die elementaren Funktionen können nur für vereinzelte Werte x 
aufhören, stetig zu sein. Tritt für y = lex) etwa bei X = a eine 
Unterbrechung der Stetigkeit ein, so sagt man, die Funktion f (x) sei 
bei x = a "unstetig". Der Punkt a; = ader Zahlenlinie heißt eine 
'11 Unstetigkeitsstelle" oder ein "Unstetigkeitspunkt" der Funktion. 

Man unterscheidet zwei Arten von U nstetigkeiten: 
I. Da eine Variabele y, so lange sie stetig ist, notwendig endlich 

bleibt, so wird eine Funktion y = fex) für alle diejenigen Werte von x 
unstetig werden, für welche sie unendlich wird. So wird z. B. die 

Funktion y = _'_1_ für x = a unstetig und zwar in der Weise, 
x-a 

daß sich 'Y als "stetige" V ariabele der Grenze (Xl annähert, falls X sich 
stetig der Grenze a nähert. Fig.12. 

Eine Unstetigkeit dieser Art bezeichnet man 
als eine "Unstetigkeit durch Unendlichwerden ". 
Es wird im vorliegenden Falle der reziproke 

1 
Wert -, welcher für :t = a verschwindet, an 

'!! 
diesel' Stelle eine stetige Funktion von X bleiben. 

11. Erleidet eine Funktion 'Y = f (x), falb 
das Argument X als stetige Variabele den Wert a 

x-a 

passiert. eine plötzliche Wertänderung um einen von 0 verschiedenen 
Betrag, 80 sagt man, die Funktion f (x) werde bei X = a "sprung
weise, ullste(ig". 

In Fig. 12 ist ein Beispiel für diese Art der Unstetigkeit graphisch 
dargestellt. 
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16. Werte der Funktionen für x = 0Cl. 

Bei manchen Funktionen kann man sagen, daß sie für x = + 0Cl 

(bzw. x = - 0Cl) einen bestimmten Wert besitzen. Dies ist der Fall, 
wenn bei Vollziehung des Grenzüberganges zu x = + 0Cl (bzw. - 0Cl ) 

oder, wie wir kurz sagen wollen, für limo x = + 00 (bzw. = -:- 0Cl ) 

die Funktion y sich einer bestimmten endlichen Grenze oder der Grenze 
+ 0Cl oder - 0Cl annähert. 

So wird die Funktion 'lI = 2"' für x = + 0Cl selber + 0Cl I für 
x = - 0Cl aber gleich 0 (vgl. Fig. 6, S. 6). 

Demgegenüber nähert sich die einzelne trigonometrische Funktion 
für x = ± oc> keiner festen Grenze an, hat demnach weder für x = + 0Cl 

noch für x = - 0Cl einen bestimmten Wert. 



Erster Abschnitt. 

Grundlagen der Differentialrechnung. 

Erstes Kapitel. 

Erklärung und Berechnung des Differentialquotienten einer 
Funktion {(x). 

1. Der Differenzenquotient einer Funktion fex). 

Es sei y = f (x) eine »elementare" Funktion von x, die als ein
deutig und stetig vorausgesetzt wird. Es seien ferner x und Xl irgend 
zwei endliche und voneinander verschiedene Argumente, denen die 
Werte Y = fex) und Yl = f(xl ) der Funktion zugehören. 

Wir führen alsdann die Differenzen ein: 

(1) •....• xl-x=Lix, '!1l-y=Liy 
und knüpfen an dieselben folgende 

Erklärung: De1' Quotient de1' Diffe1"eneen Lly und Lix: 

(2) LI Y 1ft - Y (Xl) - fex) rcx + LI:1,) - {(x) 
Llx = Xl - X = --x;=.--x = LIx 

heißt Di{fereneenquotient der Funktion fex) fiir das Argumenten paar 
x, Xl odm' kurz "Di{fereneenquotient von f (x)". 

Fig.13. 

p 

Zur geometrischen Deutung des Differenzenquotienten markiere 
man auf der zur vorgelegten Funktion gehörenden Kurve die Punkte P 

Fricko, Leitfaden. 2 
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und P1 der Koordinaten x, y und Xl' Y1 und versehe die Sekante P PI 
mit einem "nicht nach unten" 1) gerichteten Pfeile. 

Lehrsatz: Der Differenzenquotient ist gleichtg ß, wenn ß der 
Winkel zwischen der P(eilrichtung der Sekante P Pi und der positiven 
Richtung der x-Achse ist. 

Fig. 13 erläutert dies in einigen Fällen; im erstpn und dritten 
Falle ist 9:'1 > x und also Ll X > 0, im zweiten ist Xl < x und also 
Llx < O. 

2. Die abgeleitete Funktion [' (X) von I (x). 

Während x zunächst festbleiben soll, möge sich Xl als stetige 
Variabele der Grenze x annähern. 

Die Sekante P P1 nähert sich hierbei stetig der im Punkte P an 
die Kurve zu ziehenden Tangente als "Grenzlage" an. Der Differenzen
quotient nähert sich somit als stetige Veränderliche dem Werte tg fX an, 
wo fX der Winkel zwischen der nicht nach unten gericllteten ]{urven
tangente im Punkte P tmd der positiven Richtung der x-Achse ist 
(vgl. Fig. 14). 

Fig.14. 

Gestatten wir jetzt der bisher fest gedachten Größe x irgend 
welche Veränderungen zu erfahren, so wird sich dementsprechend der 
gewonnene Grenzwert tg fX des Differenzenquotienten ändern und also 
eine Funktjon von x darstellen. 

Erklärung: Man bezeichnet den soeben hergestellten Grenzwert 
des Differenzenquotienten als Funktion von x durch f' (x) und benennt 
die letztere als "abgeleitete" Funktion oder ku,rz als "Ableitung" von f (x): 

Z• Lly _ l' f(x1) - fex) - f' ( ) uno - - 1m. - x . 
,;1"0:=0 L1 X "" =" Xl - x 

Lehrsatz: Ihrer geometrischen Bedeutung und ihrem Zahienwertc 
nach ist die abgeleitete Funktion f' (x) von fex) gegeben durch tg (/., 

') Diese Ausdrucksweise bezieht sich auf die Zeichnung an der Wand
tafel, wo die ,negative" y-Achse nach unten gerichtet ist. 
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wo !)l der Winkel zwischen der "nicht nach unten gerichteten U Tangente 
der Kurve von f(x) in iem zum fraglichen x gehörenden Punkte P und 
der positiven Richtung der x-Achse ist. 

3. Die Differentiale und der Differentialquotient. 

Bei dem in Nr. 2 vollzogenen Grenzübergange lassen wir die ver
änderliche Differenz Li x als stetige Größe der Grenze 0 sich nähern, 
ohne daß LI x mit 0 identisch wird. Es soll somit LI x ohne Ende klein 
oder, wie man sagt, »unendlich klein" werden .. 

Erklärung: Um die so gedachte Differenz von a; kurz bezeichnen 
Zlt können, schreibt man sie da; und nennt sie ein »Differential". 

Die verbreitete Ausdrucksweise: »da; sei unendlich·klein", an Stelle 
von: »d a; werde unendlich klein", entstammt der zwar nicht genauen, 
aber praktisch brauchbaren Vorstellung, daß man sich das 'Differential da; 
als "konstante" und »außerordentlich kleine Zahl" denkt. 

An d x, das »Differential der unabhängigen Variabelen oder des 
Argumentes der Funktion y = l(x)", reihen wir jetzt folgende 

Erklärung: Das Produkt /' (x)· dx der abgeleiteten Funktion /' (x) 
und des Differential.s d x der unabhängigen Variabelen bezeichnen wir als 
das "Differential d y = d f (a;) der Funktion 11 = I (x)" : 

(1) •....•• dy = df(a;) = l'(x)dx. 

Dasselbe wird zugleich mit d x unendlich klein. 

Lehrsa tz: Der Quotient der beiden Differentiale a 11 = d f (x) der 
Funktion und da; des Argumentes, den wir kurz den Differentialquotienten 
der Funktion 11 = f (x) nennen, ist gleich der Ableitung t' (x) und also 
gl eich der () renze des Differenzenquotienten : 

(2) dy = df(x) = ('(x) =lim. ~}! . 
. . . . . dx dx .dx=oAx 

Das Produkt ~ ~ • :: wird hiernach bei dem vorgeschriebenen 

Übergange den Grenzwert i bekommen. Da wir nun bei diesem Grenz
übergange LI x = da; setzen wollten, so folgt: 

1. L1 11 
tm. -a = 1. 

Y 

L ehr s atz : Für unendlich klein werdenden Zuwachs LI a; = d x 
des Argumentes x wird der Zuwachs 411 der Funktion y = ((x) schlielJ
lieh gleich dem Differential d y = f' (x) d x derselben. 

Die Ableitung f' (x) und damit das Differential d (a;)' = (' (a;) d x 
von fex) berechnen (die »Differentiation" von f (x) ausführen) heiße 
fortan kurz: »f (x) in bezug auf x oder nach x differenzieren". 

2* 
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4. Unstetigkeiten der abgeleiteten Funktion. 

Aus der geometrischen Bedeutung des Differentialquotienten ergibt 
sich folgender 

Lehrsatz: Die abgeleitete Fttnktion f' (x) wird für x = a un
stetig durch Unendlichwerden, falls die Kurve y = f (x) im Punkte der 

Fig.15. 

(X. 

Koordinaten x = a, y = f (a) 
eine zur y-Achse parallele Tangente 
besitßt. 

Die Ableitung f' (x) wird bei 
x = a sprungweise unstetig, falls die 
zu y = f (x) gehörende Kurve im 
Punkte x = a, y = f (a) eine Ein
knickung erfährt (vgl. Fig. 15). 

5. Differentiation einer Summe und eines Produktes mit 
einem konstanten Faktor. 

Ist fex) = cp(x) + 1jJ(x), so folgt: 

(1) .. f(xl ) - fex) = cp (Xl) - cp (x) + 1jJ (Xl) - 1jJ (x). 
Xl - X Xl - X Xl - X 

Für lim. Xl = X ergibt sich: 

(2) .. ('(x) = cp'(x) + 1jJ'(x), d~~) = d~~X) + d~~X). 
Lehrsah;: Eine Summe von zwei Funktionen wird differenziert, 

indem man ,jedes Glied differenziert und die Summe der so entspringenden 
Ableitungen bildet. 

Die Regel gilt unverändert auch für Summen von mehr als zwei 
Funktionen. 

Ist ((x) = a· cp (x), so ist: 

(Xl) - (x) cp (Xl) - cp (X) 
(3) = a . und also f' (x) = a· cp' (x). 

Xl - X Xl - X 

Lehrsatz: Die Ableitung eines Produktes a·cp(x) aus einer Kon
stanten a und einer Funktion cp (x) ist a· cp' (x). Der konstante Faktor a 
darf vor das Differentialzeichen gesetzt werden: 

(4) d[a~~(X)J = a d~~X) oder d[a.cp(x)] = a.dcp(x). 

6. Differentiation der Fotenz und der ganzen rationalen 
Funktion. 

Ist y = fex) = xn mit ganzem positiven n, so ist: 

LI!J X" - xtl 

J = X~-l + X~-2 X + X~-3 x2 + ... + xn-t, 
Llx Xl - X 



Differentiation der ganzen Funktionen und des Logarithmus. 21 

und also folgt: 

limo (X] - Xn) =.-::- 1'1 xn- 1• 
"'1=x Xl - X 

Diese Gleichung bleibt auch für n = 0 gültig. 

Lehrsatz: Die Ableitung der Potenz y = xn mit ganzem, nicht
negativen Exponenten n ist nx"-l: 

dy d (xn) 
(1) - = -- = nxn- 1 oder d(xn) = nxn-1dx. 

dx dx 
Vermöge Nr. 5 folgt hieraus der 

Lehrsatz: Die Ableitung der yanzen rationalen Funktion nten 
Grades: 

(2) • . . 11 = f (x) = ao + a1 x + a2 x2 + ... + an x" 
ist gegeben durch: 

dy . 
dx = f' (x) = a1 + 2 a2 X + 3 aB x2 + ... + 1'1 all xn- I• 

Speziell für n = 1 und n = 0 gilt der 

L ehr s atz: Die Ableitung einer linearen ganzen Funktion ist kon
stant, die Ableitung einer Konstanten ist gleich Null. 

7. Differentiation des Logarithmus. Der natürliche 
Logarithmus. 

Für die S. 6 eingeführte Funktion y = a70g x gilt: 

.d y = alog (x + .d x) - Ulogx = _1_ a70g (X + .d~) 

.dx .dx .dx x' 
.dy 1 x ( .dX) 
.d x = x' .d x Ulog 1 + x . 

Setzt man demnaoo abkürzend .: x = v, so gilt: 

~ ~ = ~ . alog [(1 + ~ YJ-
Man wähle .d x positiv und beachte, daß nach S. 7 Tür dllB 

Argument des Logarithmus die Ungleichung x> 0 gelten muß. Für 
limo .d X = 0 hat man somit Zim. v = + (X) , und also liefert die letzte 
Gleichung zufolge (8) S. 15: 

(1) d.alog x = ~ . a70g [lim.(1 + ~)v] = .!.. . a70g e. 
dx X V=oo v x 

Man setze den rechts auftretenden Faktor alog e = b j dann ist: 
(2) . . . . all = e und also b· elog a = elog e = 1. 

Erklärung: Der Logarithmus einer positiven Zahl c zur Basis e 
heißt der "natürliche" Logarithmus von c und wird kurz durch Zn c 
(Abkürzung von "Logarithmus naturaZis") bezeichnet. 
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Aus (1) und (2) folgt der 

Lehrsatz: Die Differentiation des Logarithmus ist geleistet durch: 

dalogx 1 dx --- = --- oder d alog x = ---. 
dx x·lna x·lna 

(3) 

Speziell folgt für den natürlichen Logarithmus von x: 

dlnx 1 dx 
(4) ...... -d- = - oder dlnx =_. 

x x x 

Die Einfachheit dieser Formel rechtfertigt die Benennung "natür
licher" Logarithmus. 

Die Beziehuug der Logarithmen von der Basis a zu den natür
lichen Logarithmen wird durch folgende Überlegung aufgeklärt. Setzt 
man: 

y = alogx, 

so ist x = aY und also: 

~ = ln x, 

~ = ln(a~) = y·lna, alog x = (ll~ a) ·ln x. 

Erklärung: Den re~iproken Wert des natürlichen Logarithmus 
von a nennt man den "Modul des Logarithmensystems der Basis a" und 
bezeichnet ihn durch M a' 

1 
(5) ......... . Ma=lna· 

Lehrsatz: Der Logarithmus irgend einer positiven Zahl im Loga
rithmensystem der Bais a entsteht aus dem natürlichen Logarithmus 
derselben Zahl durch Multiplikation mit dem Modul Ma: 

(6) ......... aZogx = Mu·lnx. 

Für die Bri g gschen Logarithmen gilt: 

(7) . . . . M 10 = 0,43429448 ... 

8. Differentiation der Exponentialfunktion. 

Setzt man y statt x in (3), Nr. 7, so folgt: 

y Zn a . d alog y = d y. 

Schreibt man hier alog y = x und also y = a"', so ist: 

d(a"') = a"'·lna·dx. 

Lehrsatz: Die Differentiation der Exponentialfun7ction y = a"' 
ist geleistet durch: 

(1) . . . 
d (a X ) -- = a"lna oder d(ax ) = aX lna·dx. 

dx 

Speziell fiir die Funktion y = e'" folgt: 
d (ex) 

(2) . . • " ----ax = eX oder d (e") = eX dx. 
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Erklärung und Lehrsatz: Die eum natürlichen Logarithmus 
inverse Funktion y = e'" nennen wir die "natürliche" Exponentialfunktion. 
Die Ableitung der Funktion e'" ist mit ea: selbst gleich. 

9. Differentiation der trigonometrischen Funktionen 
sin x und cos x. 

Vorbemerkung: In Fig. 16 sei CD = s ein1zwischen 0 und iltis 
gelegener Kreisbogen vom Radius I, so daß die Gleichungen gelten: 

AB = coss, BD = sins, CE = tgs. 

Die Inhalte des Dreiecks ABD, des Kreisausschnittes AOD und 
des Dreiecks AOE liefern die Ungleichungen: 

sin s· cos s <s < tg s, 

oder da sin s > 0 ist: 

Fig.16. 

~. 
s 1 

coss<-.-<-· 
sms coss A BO 

Wird s unendlich klein, so nähern sich die beiden äußeren Seiten 
dieser fortlaufenden Ungleichung übereinstimmend der Grenze 1 an: 

L h D Q t 'ent sins h· dl' h kl . ersatz: er uo t - nä ert swh für unen w emes 8 
s 

der Grenze 1: 

(1) limo (s~ns) = 1. 
8=0 8 

Zur Differentiation von y .......:. sinx knüpfe man an: 

. . 2 x1+al . Xl-al 
sznx1 - sm al = cos ---. sm -- -

2 2' 

woraus sich, falls man all = al + LI x setzt, ergibt: . 

. (LI X) 
(2) •••••• ~= = ,,+ + ~") . "(~.)_. 

Setzt m an hier LI al = 2 s, so ist für limo Li X = 0: 

limo (x + s) = x, limo (SinS) = 1; 
8=0 8=0 S 

aus (2) folgt also für :~ der Wert cos al. 

Für die Differentiation von '!J = COSal gründe man auf: 

2 . Xl + al . Xl - X 
COSall - COSal = - Sin - 2-' szn - 2-

eine entsprechende Rechnung. 
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Lehrsatz: Die Ableitungen bzw. die Differentiale der trigonometri
schen F~tn ktionen sin x und eos x sind: 

dsinx ---a:;- = eos x, dsinx = eosx dx, (3) . . . • 

(4) . . • • 
deosx 

dx = - sinx, d eosx = - sinx dx. 

10. Differentiation der zyklometrischen Funktionen 
are sin x und are eos x: 

Schreibt man in (3) Nr. 9 y statt x und versteht. unter y einen 

innerhalb der Grenzen - :rr: < y S :rr:2 gelegenen Wert, 80 ist eos x > 0, 
2- - -

und man hat: 

dsiny = eosy·dy = VI-sin2 y.dy 

mit positiv zu nehmender Wurzel. 
Setzt ma.n nun sin 11 = x und also y = are sin x, so ist 

-1 < x <+ 1, und y bedeutet den Hauptwert der zyklometrischen 
Funktion are ~in x (vgl. S. 10) i wir erhalten für denselben: 

d x = + VI x 2 • d are sin x. 

Der Hauptwert von are eos x sei durch (2), S. 10, gegeben, unter 
are sin x den Hauptwert letzterer Funktion verstanden; dann berechnet 
sich die Ableitung von are eos x aus' der von are sin x einfach vermöge 
der Regeln in NI'. 5 und 6, S. 20 u. f. 

Lehrsatz: Die Ableitungen bzw. die Differentiale der zyklometri
schen Funktionen are sin x und are eos x sind, wenn die Hauptwerle dieser 
Funktionen gemeint sind: 

(1) 
daresinx _ + 1 

dx - V'F1==x=2' 

(2) 
dare eos x 
-----

dx 

d . + dx aresmx = 1/ 
yl - x 2 

dx 
dareeosx = - 1/~· 

yl - x 2 

11. Differentiation des Produktes und des Quotienten zweier 
Funktionen. 

r. Ist y = fex) =rp (x). 1/1 (x), handelt es sich also um Differen
tiation des Produktes zweier Funktionen, so knüpfe man an: 

f(x l ) - f (x) = rp (Xl) 1/1 (Xl) - rp (Xl) 1/1 (x) + rp (Xl) 1/1 (x) - rp (x) 1/1 (x), 

.LI y = rp (Xl). 1/1 (Xl) -1/1 (x) + 1/1 (x) • rp (Xl) - rp (x) • 

.LI x Xl-X Xl-X 
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Für limo Xl = X ergibt sich hieraus: 

{
d [«p(x) 1/1 (x)] = (x)d1/l(x) + tJ; (x) d«P. (:2 

(1) . . • • d x «p d x d x 

1= «p (x). w.' (x) + 1/1 (x) • «p' (x). 
Für das Differential des Produktes «p' '1/1 folgt aus (1): 

(2) ...•..• d(<<p'1/I) = «p·d1/l + 1/I.d«p, 
wo die Argumente x der Kürze halber ausgelassen sind. 
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Lehrsatz: Das Produkt ßweier Funktionen wird differenziert, 
indem man jede Funktion mit der Ableitung der anderen multipliziert 
und beide Produkte addiert. ( ) 

II. Zur Berechnung der Ableitung von y == fex) = : (:) diffe

renziere man «p(x) = 1/1 (x). fex), was nach (1) liefert: 

«p' (x) = 1/1 (x). f' (x) + f (x) .1/1' (x). 
Hieraus ergibt sich: 

d[«P (x)] 
(3) f' (x) = ITx) = «p' (x) - fex) 1/1' (x) = '1/1 (x) «p' (x) -«p Cx) '1/1' (x). 

dx 1/1 (x) [1/1 (x»)2 
Für das Differential des Quotienten folgt (wieder bei Auslassung 

der Argumente): 

( <<P) '1/1. d «p - «p • d '1/1 
(4) • • • . • • • d tj; =. 1/12 • 

Lehrsatz: Der Quotient zweier Funktionen wird differenziert, 
indem man das Produkt des Nenners und der Ableitung des Zählers um 
das Produkt des Zählers und der Ableitung des Nenners vermindert und 
die Differenz durch das Quadrat des Nenners dividiert. 

12. Differentiation der rationalen Funktionen, speziell 
der Funktion x-no 

Der letzte Lehrsatz und die Regel der Differentiation einer ganzen 
rationalen Funktion (21) leisten die Differentiation der gebrochenen 
rationalen Funktionen [siehe Formel (2), S. 5]. 

Speziell für die Funktion: 
1 

Y = x-1' =-
xn 

mit ganzer positiver Zahl n hat man «p = 1, «p' = 0, '1/1 = x", 
ljJ' = nxn- 1 in (3), Nr. 11, einzutragen und findet: 

dy - nxn- 1 -,...,,--- = - n X-><-l 
dx x2n • 

Lehrsatz: Bedeutet m eine ganze positive oder negative Zahl oder 
Null, so gilt stets: 

(1) . . . • d (x:) = m xm-t, d (xm) = m xm- 1 d x. 
dx 
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13. Differentiation der trigonometrischen Funktionen 
tg x und ctg x. 

sinx cosx . . 
Da tgx = -- und ctgx = -.- 1st, so leIstet Formel (3), S.25, 

cos x stnx 
im Verein mit (3) und (4), S. 24, die Differentiation von tg x und ctg x. 

Für fex) = tgx trage man in (3), S.25, ein: 

rp(x) = sinx, rp'(x) = cosx, 1jJ(x) = cosx, 1jJ'(x) = -sinx. 

Er ergibt sich: 
2 + . 2 1 f' (x) = cos X sm x = __ = 1 + t 2X• 

cos2 X cos2 X 9 

Indem man entsprechend für ctg x verfährt, ergibt sich der 

Lehrsatz: Die Ab7eitungen und Differentiale der trigonometrischen 
F~tnktionen tgx und ctgx sind: 

(1) dtgx = _1_ = 1 + t 2X, 
dx cos2x 9 

dx 
digx = --, 

C08 2 X 

(2) 
d ctgx 1 d x 
(i"3; = - sin2 x = - (1 + ctg2 x), d clg x = - sin'--;; • 

14. Differentiation der zyklometrischen Funktionen 
arc tg x und arc ctg x. 

Schreibt man in (1), NI'. 13, Y statt x, so folgt: 

dtgy = (1 + tg2 y)dy. 

Setzt man nun tg y = x und also y = art tg x, so folgt: 

d x = (1 + x2) • d are tg x. 

Zur Erledigung von arc ctg x benutze man entsprechend Formel (2), 
~r. 13, oder auch Gleichung (2), S.10. 

Lehrsatz: Die abgeleiteten Funktionen und Differentiale der zyklo
metrischen Funktionen arc tg x und arc ctg x sind: 

d arctg x 1 dx 
(1) - -- darctgx = ------

d x 1 + x 2' 1 + x 2 

d are ctg x 1 cl x 
(2) . .. dx -1 + x2' darcctgx = -1 + x2· 

15. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. 

Tst II = F (x) = f [rp (x)] eine aus fund rp zusammengesetzte 
Funktion (vgl. S.l1), so führe man zur Differentiation von F(x) die 
"Hilfsvariabele" z = rp (x) ein und setze also: 

Y = f(z), e = rp (x). 
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Vermöge (1), S. 19, folgt hieraus: 

dy = f'(z)dz, dz = q/(x)dx. 

Hier ist dz das zu dx gehörende Differential von z, und dy gehört 
zu d z und dadurch mittelbar zu d x. 

Durch Elimination von d z folgt: 

(1) •......• dy = {'(z) rp' (x) dx, 

sowie hieraus weiter: 

(2) • . • . • : ~ ..:-.- f' (z) . rp' (x) = f' [rp (x)] • rp' (x). 

Lehrsatz: Ist y = IIrp(x)] eine zusammengesetzte Funktion, SQ 

führe man zur Differentiation derselben die Hilfsvariabele z = rp (x) 
ein, differenziere y = fez) nach z und multipliziere das Ergebnis mit 
der Ableitung von z = rp (x) nach x. 

Zusatz: Ist rp (x) selber eine zusammengesetzte Funktion, so hat 
man zur Berechnung des letzten Faktors fP' (x) in (,2) die gleiche Regel 
ein zweites Mal, sowie nötigenfalls noch ölter anzuwenden. 

Ist z. B. y = sin Ca x), so setze man a x = z; nach (2) ist: 

cly d (ax) - = cosz·-- = acos(ax). 
dx dx 

Für y = In sin x setze man z = sin x und hat: 

dy d ln z dz 1 dsinx cosx 
d x = --;r;-' d X = z' --ax- = sin x =- ctg x. 

q-

16. Differentiation der Funktion V xv. 
q-

In y = YxP sei q eine positive ganze Zahl und p eine positive 
oder negative ganze Zahl oder O. 

Da yq und xP gleich sind, so sind auch die nach x genommenen 
Ableitungen dieser beiden Funktionen gleich: 

q lfl-1 • :~ = p xr-l, 

Hieraus folgt weiter: 
p 

dy P xp- 1 P --1 - -·----x q 
dx q yq-l - q • 

Lehrsatz: Ist m irgend ein positiver oder negativer rationaler 
Bruch, die sämtlichen ganzen Zahlen eingeschlossen, so gilt: 

d(xm) -- = mxm- 1 oder d(xm) = mxm- 1 dx. 
dx 

Die Regeln in NI'. 15 und 16 leisten die Differentiation der irra
tionalen Funktionen. 
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17. Erklärung und Differentiation der hyperbolischen 
Funktionen. 

Erklärung: Die hyperbolischen Funktionen 6inx, ([ofx, ~gx, 
([tg x (" Sinus hyperbolicus" oder "hyperbolischer Sinus" usw.) kann man 
mittels der Exponentialfunktion e~ durch folgende Gleichungen erklären: 

1 
~ilt x = ea;, 2 e-x , 

(1) . . • 
e'" - e-X 

~gx = eX + e-x ' 

ea; +- e-a; 
([of x = 2 ' 

Diese Funktionen entsprechen in ihren Eigenschaften den trigono
metrischen Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x, worüber unten nähere 
Erläuterungen folgen. Auch die Benennung "hyperbolisch" findet dort 
ihre Erklärung. 

Fig.17. Fig.18. 

1 

o 
y=G:oj x 

"ig.20~ 

y = l5in x 
Fig.19. 

.-----.. --- i--·------ ... -.--

--------------- i---------------
o 

-1 

________________ -:-L _____________ _ 

y= :tgx y = G:tg x 

Aus den Formeln (1) ergibt sich leicht der 

Lehrsatz: Zwischen den hyperbolischen Funktionen bestehen die 
Relationen: 

(2) ... ([Of2 X - 6in2x = 1, ~gx __ 1 __ 6inx. 
- ([tgx - tEofx 
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An den Kurven der Funktionen <Sin X und ~of x (Fig. 17 und 18) 
mache man sich die aus (1) entspringenden Gleichungen: 

<Sin 0 = 0, ~of 0 = 1, Ein (- x) = - 6in x, ~ol (- x) = + ~of x, 

limo <Sin x = + 00, limo ~o'f x = + 00 
x=+oo x=+oo 

deutlich. Entsprechend kommen an den Kurven von stg X und ~tg x 
(Fig. 19 und 20) die Regeln zum Ausdruck: 

:lg 0 = 0, ~tg 0 = 00, stg (- x) ::::> - :lg X, ~tg (- x) = - ~tgx 
limo :lg X = 1, limo ~tg x = 1. 

x=+oo x=+oo 
Lehrsatz: Die hyperbolischen Ftmktionen sind für alle Werte 

von x eindeutige Funktionen. 

Die Differentiation der hyperbolischen Funktionen kann anf Grund 
der Formeln (1) nach Nrn. 5 und 8 ff. leicht geleistet werden: 

L ehr s atz: Die Differentiationsregeln der hyperbolischen Funktionen: 

(3) . . . { 

d <Sin x _ rr f d ~of x _ """. dX - ~O x, ~ - ~tl1X, 

d :lg X _ 1 d ~tg x_I 
dX - ~Of2X' ~ - - <Silt2.x 

entsp,'echen denen der trigonometrischen Funktionen (vgl. Nrn. 9 und 13). 

18. Die logarithmisohe Differentiation. 

Erklärung: Bei manchen Funktionen y = fex) ist es zur Be
rechnung der Ableitung zweckmäßig, zunächst von fex) den natürlichen 
Logarithmus Zn f (x) z!~ bilden und diesen nach x zu differenzieren. 
Man nennt diese Operation die »logarithmische Differentiation" von fex). 

Hierzu zwei Beispiele: 

1. Es sei die Funktion y = fex) = [cp (x)]1f.'(X) zu differenzieren 1), 
Zu diesem Zwecke differenziere man: 

Iny = lnf(x) = t)J(x)·lncp(x) 

auf Grund der Regeln (1), Nr. 11 und (2), Nr. 15. Es folgt: 

1 dy cp'(x), y' dx = 1/.1 (x), cp (x) + 1/.1 (x) ·ln cp (x), 

(1) .... d~ = Y-[1/.I(X) :'i:;+1/.I'(X)lnip(X»). 
1) Um die Bildung dieser Funktion zu verstehen, schreibe man: 

y = eIn 11 = e1f.'(x)· !ntp(x). 

Bei der Bildung von y als Funktion von x kommen also neben rp (x) und 1/1 (x) 
noch der natürliche Logarithmus, eine Multiplikation und die Exponential· 
funktion zur GE'ltung, 
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11. Es sei fex) als Produkt von n Funktionen gegeben: 

fex) = !PI (X)'!P2 (x) ... !pn (x). 

Zur Berechnung von f' (x) differenziere man: 

" 
Zn f (x) = 2: ln !P' (x) . 

• =1 

Auf Grund von Nr. 15 folgt: 

(0) . • . f' (x) = '±!p~ (x). 
- fex) >=1 !P' (x) 

f' (x) = ± jJx) . q; (x). 
'=1 !p. (x) 

Lehrsatz: Ein Produkt von n Funktionen wird differenziert, indem 
man die Ableitung jeder Funktion mit den übrigen (n - 1) Funktionen 
multipliziert und die n Produkte addiert. 

Zweites Kapitel. 

Die Ableitungen und Differentiale höherer Ordnung einer 
Funktion I (x). 

1. Die Ableitungen höherer Ordnung einer Funktion fex). 

Die Ableitung f' (x) von fex), welche wieder eine Funktion von x 
ist, soll jetzt aufs neue differenziert werden. Man schreibt: 

(1) 1 
d f (x) = ('ex), d f' (x) = (" (x), d fU (x) = fl/' (x), ... , 

da; da; dx 

d f(,,-I) (x) = f(n) (x). 
dx 

Erklärung: Die in (1) ausgeübten n Differentiafionen führen 
von {(x) zur Funktion (ln) (x). Letztere heißt die abgeleitete Funktion 
oder die Ableitung nder nten Ordnung"von f(x); man sagt auch kurz, 
(n) (x) sei "die nte Ableitung" von f(x). 

Ahleitung schlechthin ist somit dasselbe wie "erste Ableitung". 

Beispiel 1. Ist ((x) = xn mit positivem ganzen n, so i~t: 

jl'(X) = nx"-l, ("(x) = n(n-1)xn - 2, ... , 
(2) {(n-I) (x) =n (n - 1) '" 2· x, {(n) (x) = n (n - 1) ... 2· 1, 

f(n+l) (x) = 0, ... 

Betreffs der ganzen rationalen Funktionen findet man mit Hilfe 
der Regeln von S. 20 und 21 den 
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Lehrsatz: Die nte Ableitung einer ganzen rationalen Funktion 
nten Grades ist konstant, alle höheren Ableitungen verschwinden. 

Beispiel H. Für fex) = ,j<'" hat man: 

(3) f'(x) = k,j<t», f"'(x) = k2 ,j<x, ••• , f(n) (x) = Tc",j<"', ••• 

2. Die nie Ableitung eines Produktes zweier Funktionen. 

Ist fex) = rp (x) .1/1 (x), so findet man durch wiederholte An-
wendung der Formel (1), S. 25: 

t' = rp 1/1' + rp' 1/1, 
f" = rp 1/1" + 2 rp' 1/1' + rp" 1/1, 
('" = !p 1/1'" + B rp' tV' + 3 rp" 1/1' + !p'" 1/1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ., 

wo der Kürze halber die Argumente x ausgelassen sind. 
Hier ist die Summe der Ordnungen der Ableitungen in jedem 

rechts stehenden Gliede gleich der Ordnun~ der links stehenden Ab
leitung. Die rechter Hand auftretenden Koeffizienten sind durchweg 
ganze positive Zahlen; Anfaugs- und Endglied haben insbesondere den 
Koeffizienten 1. 

Diese Angaben bleiben auch bei den weiter folgenden Ableitungen 
(4), «5), ..• gültig. Für f(") haben wir somit den Ansatz zu machen: 

(1) J «li) = rp1/l(n) + (7) rp'1/l(n-l) + ... + (~)rp(k)1/I(n-k) + ... 
l + epen) 1/1. 

Hierin- ist (~) eine symllolische Schreibweise für diejenige ganze 

Zahl, welche angibt, wie oft das Glied ep(k)1/I(n-k) mit I<Tc<n 1m 
entwickelten Ausdrucke von {(n) , auftritt. 

Zur Bestimmung dieser Anzahl (~) setze man im speziellen: 

ep (x) = x1<, 1/1 (x) = xH - ", f (x) = x", 

Dann gilt zu folge (2), Nr. 1: 

1/I(n) = 0, 1/I(n-1) = 0, ... , ""(11-1<+1) = 0, 
",,(n-1<) = (n - k) (n -Tc -1) ···2 ·1, 

epen) = 0, ep(n-1) = 0, ..• , ep(k-l) = 0, 
rp(k) = Tc (Tc - 1) ... 2 . 1 

und f(n) = n (n - 1) ···2·1. Aus (1) ergibt sich somit: 

1 . 2 . 3 ... n = (~)- 1 . 2 . 3 ... Tc· 1 . 2 . 3 . (n - 7.'). 
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L ehr s atz: Die nie AQleitung des Produktes zweier Fur"ktionen 
f(x) = rp (x)·1/J (x) stellt sich in den Ableitungen der beiden Faktoren 

clttrch die Formel (1) dar, wobei die Anzahl (~) durch: 

( n) = n (n!- 1) ••. (n - k + 1) 
(2) .• . k 1.2 ... k 

gegeben ist. Die hiermit gewonnene Vorschrift zur Berechnttng 'Von 
pu) (x) heißt "die Leibnizsche Regel". 

3. Beweis des binomischen Lehrsatzes. 

Man setze in die Formel (1), Nr. 2, folgende spezielle Funktionen ein: 

rp (x) = eh, 1/J (x) = ea "" fex) = e(a + b) "'. 

Für diese Funktionen folgt aus (3), S. 31: 

rp(k) = bk. eb "', 1/J(n - k) = an - k. ea"" f(n) = (a + b)n. e(a + b) "'. 

Nach Eintragung in (1), Nr.2, und Forthebung von fex) folgt: 

(1) (a + b)n = an + (~) an-tb + ... + (~) an-kbk + ... + bn. 

Erklärung: Diese Formel bringt den "binomischen Lehrsatz" zum 

Ausdruck. Die in (2), Nr.2, dargestellte Zahl (~) heißt demgemäß 

"der kte Binomialkoeffizient der nten Potenz". 

Durch direkte Rechnung zeigt man: 

Formeln, die auch noch für k = 0 und k = n gelten, wenn man, der 

Gleichung (1) entsprechend, (~) = (:) = 1 setzt. 

4. Die Di:fferenzenquotienten höherer Ordnung von f (x). 

Erklärung: Sieht man den Differenzenquotienten von Y = f(x): 

LI y LI fex) fex + LI x) - fex) 
LI; = Llx- = Llx 

bei konstantem LI x als Funktion von x an und bildet von dieser Funktion 
aufs neue den Differenzenquotienten für die gleiche Änderung LI x von x, 
so erhält man den Differenzenquotienten ,2ter Ordnung, oder kurz den 
2 fen Differenzenquotienten 'Von ((x). Entsprechend gelangt man zum 
3tell , 41ell, ... , allgemein zum nten Differenzenquotienten. 
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Für den zweiten Differenzenquotienten berechnet man: 

{ 
~_ [f{z + 2 LI z) - f (z + LI x) _ f (z + LI z) - (x)] 
Llz Lla: Llz 

fex + 2L1x)- 2t(x + Llx) + fex) 
= LlZ 2 ' 

(1) 

wobei abkürzend Llx2 für (LI X)2 geschrieben ist. 
Allgemein gilt der 

L ehr s atz: Der Ausdruck des nten Differenzenq'Uotienten von 
((z) ist: 

{ 
)xn {f(X + n·Llx) - G)r(z+[n-l].Llz) 

(2) 

+ G) f(z + [n - 2]· LI x) - .. , + (- l)nf(x)}, 

unter Llxn die nte Potenz von LI x verstanden. 
Dies wird durch den Schluß der "vollständigen Induktion" be

wiesen. Man nehme an, der Satz sei richtig bis zu irgend einer Ordnung, 
die wir mit n bezeichnen. Alsdann zeigt die Berechnung des (n + l)teu 

Differenzenquotienten aus dem nten auf Grund der ersten Regel (2) Nr. 3. 
daß der Satz auch noch für die Ordnung (n + 1) gilt. Da er nun für 
n = 2 in (1) bewiesen ist, so gilt er allgemein. 

Der Zähler des Ausdrucks (2), d. i. das in der großen Klammer 
stehende Aggregat, heißt Differenz nter Ordnung oder nte Differenz von 
Y = f (x) und wird durch Ll" y oder Lln (x) bezeichnet. 

Lehrsatz: Der nte Differenzenquotient einer Htnktion y = tex) 
stellt sich als Quotient der nten Differenz der Funktion und der nie» 
Potenz der Differenz LI x des Argumentes dar. 

5. Die Grenzwerte der Differenzenquotienten. 

Es gilt der 

L ehr s atz: Der Grenzwert des Differenzenquotienten nter Ordnw,ng 
für limo Ll x = 0 ist g7eich der Ableitung nler Ordnung fM (r): 

Z· LI»y - ((n) ( ) (1) • • . . • • . • 1m. A 11 - X • 
';x=o aX 

Diese Behauptung kann man -mittels eines Satzes beweisen, dessen 
Richtigkeit aus dem in Abschn. II, Kap. 3, Kr. 5 (S. 59) darzutuenden 
Mittelwertsatze unmittelbar folgt: 

Ist die Funktion F (x) samt ihrer Ableitung F' (x) ,im Intervall 
von x bis (x + LI x) eindeutig und stetig, so gilt die Gleichung: 

(2) F(z + L1;~ - F(x) = Ll ~'~X) = F' (x + {)O. LI x), 0< {)o < 1, 

Fricke, Leitfadeu. 3 
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wo .a- eine dem Intervall 0 < ~ < 1 angehörende Zahl ist, deren Wert 
durch die Funktion F, das Argument a; und die Differenz LI a; bedingt ist. 

Wir nehmen an,- daß die zu betrachtenden Funktionen den ge
nannten Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit genügen. 

Da wir bei der folgenden Rechnung mehrere echte Brüche ~ ge
brauchen müssen, so sollen dieselben durch Indizes voneinander unter
schieden werden. 

Man verstehe nun unter F (x) die Funktion: 

(3) .•••••• F(x) = r(x + .LI;~ - rex), 

betrachtet in Abhängigkeit von a; bei feststehendem LI x. Alsdann gilt: 

F' (x) = f' (x + dx) - f' (x), 
.LIa; 

und man erhält aus Formel (2): 

L12 fex) f' (x + .ß' • .LI x + LI x) - f' (x + .a- . .LI x) 
.LI Xi = .LI x • 

Die rechte Seite gestalte man wieder vermöge (2) um, indem man 
in die Gleichung (2) F(x) = f' (x + ~ . .LI x) einträgt. Es folgt: 

(4) Ll2 f(x). = f" (x + ~ . .LIa:: +~' .Lla:) = f" (x + 2~1·.LIX), 
Llx2 

wobei ~ + ~' = 2.&1 gesetzt ist. 
Für limo LI x = 0 folgt aus (4) die Formel (I) für n = 2. 
Bildet man Formel (4) für F(x) anstatt fCx) und setzt demnäehst 

für F(x) den Ausdruck (3), 80 folgt in entsprechender Überlegung: 

.LIS fex) = f'" (x + 3 ~ . LI x) 
LI x3 2 

und damit der Beweis von (1) für n = 3 usw. 

6. Die Differentiale und Differentialquotienten höherer 
Ordnung. 

In Nr. 3 des voraufgehenden Kapitels bezeichneten wir eine ver
änderliche unendlich klein werdende Differenz der Variabelen x durch d x 
und nannten sie ein "Differential". Im Anschluß an die a. a. O. (S. 19) 
geschehenen Entwickelungen und den Lehrsatz über den Grenzwert des 
Differenzenquotienten nter Ordnung geben wir folgendo 

Er kl ärung: Als "Differentiq,l nter Ordnung" oder 7;uri "nt •• 
DifferentiaZ" dny = dn fex) der Funktion y = fex) bezeichnen wir das 
Produkt f(n}(x).dx" cier 1~t.,. Ableitung f{n)(x) und der nten Potenz dxn 
vom Differential d x des Argumentes: 

(1) •.••.. any=dnl(ai) = f(n) (x).dxn• 
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Daraufhin gilt alsdann der 

Lehrsatz: Der Quotient des Differentials d"y = dn fex) und der 
n'en Potenz d x" von d x, den wir "Differentialquotient nter Ordnung" 
oder kurz "nte" Differentialquotienten" der Funktion y = fCx) nennen, 
ist gleich der ntell Ableitung f(n) (x) und damit gleich dem Grenzwerte 
des nten Differenzenquotienten: 

d"y d" f (x) Lln 11 
(2) • • • • - = - . = f(n) (x) = limo -. 

dx" dx" .4",=0 Llx" 

Das Produkt ~"y . dd x" wird hiernach bei dem vorgeschriebenen 
aX" "y 

Übergange den Grenzwert 1 bekommen. Da wir nun bei diese.m 
Grenzübergange LI x = dx setzen wollten, so folgt: 

. LI"y 
ltm. d"y = 1. 

L ehr s atz: Für unendlich klein werdenden Zuwachs LI x = d x 
des Argumentes x wird die nte Differenz LI" y der Funktion y = fex) 
schließlich gleich dem n 'etl Differential d"y = dn f (x) der Funktion. 

7. Die unendlich kleinen Größen höherer Qrdnung. 

Es Mei E eine "unendlich kleiu Größe", d. h. eine Größe, welche 
sich als stetige Variabele der Null nähert, ohne mit Null identisch zu 
werden. 

Erklärung: Hangt eine zweite Größe ~ derart von E ab, daß ~" für 
E 

lim. E = 0 sü,h einer endlichen und von Null verschiedenen Grenze annähert, 
SQ sagt man, ~ werde im Vergleich zu E unendlich klein von der nten 
Ordnung, oder man spricht auch I so oft es keine Zweideutigkeit hervor
ruft, schlechthin von einer "unendlich kleinen Größe der nie" Ordnung". 

Da f(n) (x) für gewöhnlich nur für vereinzelte Werte von x gleich 
o oder 00 wird, so folgt aUB Formel (2), Nr. 6, der 

Lehraatz: Das nie Differential d"y = d"f(x) einer Funktion 
11 = fex) ist im allgemeinen unendlich klein von der nte" Ordnung, so
fern dx unendlich klein von der ersten Ordnung ist. 

8. Vergleich unendlich kleiner Größen verschiedener 
Ordnungen. 

Es sei ~ unendlich klein von der nten, und 1J unendlich klein von 
der mten Ordnung, und es sei m > n und also 1 = m - n > O. 
Dann gilt:. 

(11) (11 Eil ) limo - = limo -;n'-'E! = O. 
0=0 ~ 0=0 Ii ~ 

3* 
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Hält man daran fest, daß E, b, '1/ unendlich klein werdende Größen 
sein sollen, so kann- man in der Schreibweise der Formeln das Zeichen 

1 1 d 'bt . h '17 0 ~ + 1/ 1 d limo aus assen; a sann ergl SIC: I = I -b- = 0 cr, was 

dasselbe besagen soll: 
{; +'1 = b. 

Dies Ergebnis drückt man aus durch den 

L ehr s atz: Eine unendlich kleine GrOße höherer Ordnung ist im 
Vergleich_ zu einer solchen niederer Ordnung selber verschwindend oder 
unendlich klein und kann neben jener vernachlässigt werden. 

Eine zwar ungenaue, aber nützliche Veranschaulichung dieser Ver
hältnisse gewinnt man dadurch, daß man die unendlich kleine Größe 
E durch eine konstante und sehr kleine Zahl ersetzt: 

1 
I. Ist E = 1000' so ist E2 als tau"sendster Teil von E im Ver-

gleich zu E sehr klein. 

H. Teilt man den Würfel von der Kubikeinheit, wie Fig. 21 an
deutet, durch äquidistante Horizontalebllnen in n f?cheiben der Höhen 

Fig. 21. Fig.22. l!'ig. 23. 

((((((0 

1 
E = -, so wird der Kubikinhalt der einzelnen Scheibe gleich E und 

n 
ist somit bei sehr großem n selber sehr klein. 

Teilt man die einzelne Scheibe, wie ll'ig. 22 zeigt, durch n äqui
distante Vertikalebenen in n Prismen, so ist der Kubikinhalt des ein
zelnen Prismas gleich E2 und offenbar im Vergleich zum Volumen der 
Scheibe selber sehr klein. 

Teilt man endlich das Prisma in n kongruente Würfel (vgl. Fig. 23), 
so wird der Kubikinhalt eines einzelnen Würfels E8 wiederum gegen
über dem des Prismas sehr klein. 

Eine Versinnlichung der unendlich kleinen Größen noch höherer 
Ordnung würde man gewinnen, wenn man den Würfel des Inhaltes E:l 

erneut dem am ursprünglich vorgelegten Würfel vollzogenen Teilungs
prozeß unterwerfen würde. 



Zweiter Abschnitt. 

Anwendungen der Differentialreohnung. 

Erstes Kapitel. 

Bestimmung der Maxima und Minima einer Funktion fex). 

1. Satz über das Vorzeiohen der Ableitung (' (x). 

Unter Y = fex) verstehen wir, wie bisher, irgend eine "elemen
tare" Funktion. Dieselbe sei für die weiterhin in Betracht kommenden 
Werte ihres Argumentes durchweg stetig. 

Erklärung: Die Funktion '!I = ((x) heißt mit x "gleichändrig" 
oder "tlngleichändrig", je nachdem sie mit stetig wachsendem x gleich
falls wächst oder abnimmt. 

So ist z. B. die Funktion y = x2 - 2 für alle positiven Werte 
des Argumentes x mit diesem gleichändrig, für alle negativen Werte 
von x dagegen mit x ungleichändrig. Die Funktion sin x ist zwischen 
x = --. "/2 und x = + "/2 mit x gleichändrig, im Intervall von "/2 
bis 3"/2 mit x ungleichändrig usw. 

Lehrsatz: Eine Funktion fex) ist für alle diejenigen Wlif"te ihres 
Argumentes x mit letzterem gleichändrig (ungleichändrig), für welche die 
Ableitung f' (x) positive (negative) Zahlenwerte hat. 

Der Beweis entspringt aus der geometrischen Bedeutung des 
Differentialquotienten (vgl. Fig.14, S.18). Der daselbst mit ~ bezeich
nete Winkel, welcher tg ~ = f' (x) liefert, ist spitz oder stumpf, je 
nachdem an der betrachteten Stelle die Funktion f (x) mit x gleichändrig 
ist oder nicht. 

2. Die Maxima und Minima einer Funktion (ex). 

Er k I ä run g: Hört f (x), wenn x als stetig wachsende Größe den 
Wer t x = a durchläuft, auf, mit x gleichändrig zu sein, um demnäcJ'-bt 
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mit x ungleichändrig zu werden, so wird f (x) für x = a zu einem 
" Maximum". Blirt fex), wenn x als stetig wachsende Grliße den Wert 
x = a durchläuft, auf, mit x ungleichändrig zu sein, um demnächst mit 
x gleiclländrig zu werden, so wird f (x) für x = a zu einem "Minimum". 

Fig. 24 erläutert den Fall des Maximums bei x = a. 
Fig. 24. Zufolge der Erklärung werden hier die 

Werte der Funktion nur für solche Argu
mente x miteinander verglichen, welche in 
der nächsten Nachbarschaft oder, wie man 

~-I---:=-'"":;; ___ =-,=,.-- sagt, in der" Umgebung" von x = a liegen. 
Es darf somit in Fig. 24 sehr wohl l (b) 
größer als der Maximalwert f (a) sein. 

L ehr s atz: Eine Funktion l (x) wird stets und nur dann für 
x = a zu einem Maximum (Minimum), falls ihre Ableitung f' (x) in 
dem Augenblicke, daß x als stetig wachsende Grliße den Wert a durch
läuft, von positiven zu negativen (negativen zu positiven) Zahlenwerten 
übergeht. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus Nr. 1. 
Der Vorzeichen wechsel der Zahlenwerte von f' Cx) kann auf drei 

Arten vor sich gehen: 

1. Ist die Ableitung f' (x) inder Umgebung von x = a stetig, so 
kann dieselbe nur vermlige des "Durchganges durch 0" bei x = a von 

Fig. 25. positiven zu negativen Werten oder um
gekehrt gelangen. 

(-l,D In diesem Falle hat die zu Y = fex) 
gehörende Kurve im Punkte der Koordi
naten x = a, '!I = {Ca) eine parallel zur 

-I----'---'-P.---,.----i'-- x - Achse verlaufende Tangente. 

(2,-';) 

Als Beispiel diene die Funktion: 

fex) = 1/3 X 8 - 1/2 X 2 - 2x + 1/6, 
deren A bleitullg: 

l' Cx) = x 2 - X - 2 = (x + 1) (x - 2) 

für alle endlichen Werte x stetig ist. 
Hier geht l' (x) von positiven zu nega

tiven Werten über, falls x als wachsende Größe den Wert -1 durch
läuft; andererseits geht f' (x) stetig von negativen zu positiven 
Werten, wenn x wachsend die Stelle x = 2 durchläuft. Somit ist 
f(-I) = 4/8 ein Maximum und f(2) - _19/6 ein Minimum; der in 
Fig. 25 gezeichnete Verlauf der Kurve der vorliegenden Funktion bringt 
dies zur Anschauung. 

II. Zweitens kann f' (x) bei x = a vermlige des "Durchganges 
durch IJ.)" von positiven zu negativen Werten ode;' umgekehrt gelangen. 
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Ein Beispiel liefert die Funktion: 
6,~ __ _ 

{(x} = 5 - 3 Y(x- 2)2. 
deren Ableitung: 

t' (x) = - 6 

5 VCx- 2)8 

bei x =2 duroh ~ von positiven zu negativen 
Werten übergeht. Es ist somit {(2) = 5 ein Maxi
mum der Funktion, wie Fig. 26 bestätigt. -

Durohläuft ~an' die Stelle x = a in der Rioh
tung waohsender x, so geht der S.18 mit", bezeioh
nete Winkel stetig waohsend duroh "/2 hinduroh, 
wobei dann tg'" = f' (x) vElrmöge des Durohgangs 
duroh CD von positiven zu negativen Werten oder um

39 

gekehrt gelangt. Die Kurve besitzt im Punkte x = a, '!J = (a) einen 
sogenannten "Rückkehrpunkt" (cf. Abschn. IV, Kap. 3, NI'. 2). 

lII. Endlich kann f' (x) bei x = a Fig.27. 

"sprungweise unstetig" sein und hierbei 
von positiven zu negativen Werten oder 
umgekehrt gelangen. 

Fig. 27 veransohaulioht ein hier
her gehörendes Beispiel. 

8. Gebrauoh höherer Ableitungen zur Bestimmung der Maxima 
und Minima von fex). 

Es gelte jetzt die spezielle Annahme, daß fex), ('(X), ... , (tl) (x) 
in der Umgebung von x = a stetig und (was nicht immer besonders 
gesagt wird) eindeutig seien; n bedeutet irgend eine positive ganze Zahl 

Soll (x) für a; = a zu einem Maximum (Minimum) werden, 80 

muß (' (a) -,0 sein (NI'. 2. Fall I), und f' (x) muß in der Umgebung von 
x = a mit x ungleichändrig (gIeit:lhändrig) sein. Diese zwei Bedingungen 
sind umgekehrt auch hinreiohend für ein Maximum (Minimum) (a). 

Die zweite Forderung ist naoh NI'. 1 erfüllt, wenn f" (x) in der 
Umgebung von x = a negativ (positiv) ist. Weiß man, daß für 
x = a selbst f" (d) < 0 (bzw. > 0) zutrifft, so kann wegen der 
Stetigkeit von (" (x) in der nächsten Nachbarschaft von x. = a die 
Funktion f" (x) weder = 0 noch> 0 (bzw. < 0) sein. Man kann 
also im Falle f" (a) < 0 (bzw. > 0) die fragliche Umgebung so klein 
wählen, daß in ihr durchweg f" (x) < 0 (bzw. > 0) gilt. 

Diese Überlegung liefert den 

Lehrsatz: Sind ((x), f' (x), (" (x) in der Umgebung VOll x = a 
stetig und verschwindet f' (x) fü.r x= a, während f" (a) < 0 (bzw.> 0) 
ist, so wird ((x) für x = a zu einem Maximum (Minimum). 



40 Il, 1. Theorie der Maxima und Minima von ((re). 

Weitere Untersuchung erfordert der Fall, daß auch f"(a) = 0 
ist. Es sei sogleich: 

(1) f' (a) = 0, f" (a) = 0, ... , ((tl-I) (a) = 0, ren) (a) ~ 0, 

d. h. alle Ableitungen bis zur n ten exklusive sollen für X = a ver
schwinden. 

Ist z. B. {{n} (a) < 0, so ergibt sich aus dem letzten Lehrsatze, 
daß {(tI-2) (a) = 0 ein Maximum von {(n-2) (x) ist, und daß somit 
{(n -2) (x) in der Umgebung von x = a, von dieser Stelle selbst ab
gesehen, negativ ist. 

Dies zeigt nach Nr. 1, daß {(tI-S) (x) in der ganzen Umgebung 
von x = a mit g; ungleichändrig ist und also [wegen {(n - 3) (a) = 0] 
von positiven zu negativen Werten geht, wenn x wachsend den Wert a 
durchläuft. Hieraus folgt wieder, daß {(n-4) (a) = 0 ein Maximum 
von ((n-4) (x) ist. 

Durch Fortsetzung dieser Schlußweise und Ausdehnung aUf den 
Fall f n) (a) > 0 ergibt sich der 

Lehrsatz: Es seien ((x), f'(x), ... , {(n) (x) in der Umgebung von 
x = a stetig, und es mögen die (n - 1) ersten Ableitungen {' (x), ... , 
{(n-Il(x) für x=a verschwinden, während ((n)(a) ~ 0 sei. Man hat 
EU unterscheiden, ob n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Ini ersteren 
Falle ist fra) ein Maximum (Minimum) von {(x), wenn (ln) (a) < 0 (> 0) 

Fig. 28. gilt. Ist aber nungerade, so ist f' (a) weder ein 
Maximum noch ein Minimum von {(x). 

Die Tangente der Kurve y= {(x) im Punkte 
x = a, y = (Ca) ist wegen f' (a) = 0 parallel 
zur x-Achse. Ist nungerade, so bleibt die Funk
tion {(x), nachdem x den Wert a durchlaufen hat, 
mit x gleichändrig (ungleichändrig), wie sie es 
vorher war. Die Kurve y = {(x) hat bei x = a, 

y = (Ca), wie Fig.28 andeutet, einen sogenannten" Wendepunkt" mit 
einer zur x-Achse parallelen" Wendetangente" (s.Nr. 6 des folg. Kap.). 

Zweites Kapitel. 

Betrachtung des Verlaufes ebener Kurven. 

1. Tangenten und Normalen einer ebenen Kurve. 

In der Ebene Bei eine Kurve gegeben, deren Gleichung in recht
winkeligen Koordinaten x, y die Gestalt y = {(x) habe. Die Kurve 
werde kurz K genannt; {(x) sei eine elementare eindeutige oder mehr-
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deutige Funktion. Wir formulieren zunächst folgende scbon oben 
(S. 18) als bekannt vorausgesetzte 

Erklärung: Sind P und PI zwei 
Punkte der Kurve K, so bezeichnet man 
die Grenzlage , welcher die durch P 
und P1 hindurchlau{ende Gerade zu
strebt, wenn P1 dem Punkte P auf K 
ohne Ende oder unendlich nahe kommt, 
als "Tangente" der Kurve K im 
Punkte P. 

Fig.29. 

ct 

Die Tangente gibt die Richtung der Kurve im Punkte Pan. 

Erklärung: Eine im Punkte P die Tangente und also die Kurve 
senkrecht schneidende Gerade heißt "Normale" von K im Punkte P. 

Um die Gleichungen für Tangente und Normale aufzustellen, seien 
g, 1J die Koordinaten der Punkte auf einer dieser' Geraden, während 
x und Y = fex) die Koordinaten des Punktes p'von K sind. 

Als "Richtungskoeffizienten " tg ry, und tg ry,' der Gleichungen von 
Tangente und Normale hat man (cf. Fig.29): 

dy 1 -1 
tgry, = -d = ('(x), tgry,' = tg(ry, + 90°) = - - = -(' ). 

X 0ry, ~ 

L ehr s atz: ])ie Gleichung der Tangente der Kurve K im Punkte 
P der Kootdinaten x, y = {(x) ist: 

dY't , t (1) 11 - y = d x (6 - x) oder 1J - Y = { (x) (6 - x). 

])ie Gleichung der Normalen von K im Punkte P ist: 

(2) (; - x) + :~ (1J - Y) = 0 oder (; - x) + f' (x) (1'} - y) = o. 

2. Tangenten. Normalen, SUbtangenten und Subnormalen 
der Kurve K. 

Erklärung: Die auf der Tangente und Normale durch den Be
rührungspunkt und die x-Achse eingegrenz~en Strecken heißen "Tangente 
und Normale im engeren Sinne" und werden durch T und N bezeichnet. 
Hat es keine Zweideutigkeit zur Folge, Fig. 30. 
so nennt man T und N auch wohl 
schI echthin "Tangente" und "Normale". 

Die Projektionen der Strecken l' 
und N auf die x-Achse heißen "Sub
tangente" und "Subnormale" und wer
den durch St und Sn bezeichnet. 

I~ 
Fig. 30 bringt diese Verhältnisse in dem Falle zur Darstellung, 

daß für den Berührungspunkt die Ordinate y positiv und fex) mit x 
gleichändrig ist. 
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den 

(1) 

11, 2. Verlauf der ebenen Kurven. 

Durch Diskussion der in Fig. 30 auftretenden Dreiecke folgt der 

Lehrsatz: Für die zum einzelnen Punkte unserer Kurve gehören
Strecken St, Sn, T und N gelten die Gleichungen: 

, dx y dy,' 
• St = y d y = f'(Xj' Sn = y dX = y { (x), 

(2) • • • {
T= y 1 + (:;y = y YI + ({I~X)Y, 
N=y 

Diese Gleichungen bleiben auch bei anderer Gestalt und Lage 
der Kurve K bestehen; nur muß man vorkommendenfalls die rechten 
Seiten der Gleichungen im ZeichEln wechseln, damit für T, N, St, Sn 
positive Zahlenwerte entspringen. 

3. Bogendifferential der Kurve K. 

Die Bogenlänge der durch y = ((x) gegebenen Kurve K, von 
einem beliebig gewählten Anfangspunkte auf K bis zum Punkte P von 
der Abszisse x gemessen, werde durch s bezeichnet. Die Maßzahlen s 
sollen auf K von jenem Anfangspunkte aus nach der einen Seite positiv, 
nach der anderen negativ gerechnet werden. 

Die Bogenlänge s der Kurve erscheint hierbei als Funktion von x. 
Wir nennen dieselbe s = g (x) und wollen die Aufgabe lösen, den 

Differentialquotienten ddS = dgd(x) dieser Funktion zu berechnen. 
x x 

Er k I ä run g: Das im Zähler dieses Quotienten stehende unendlich 
kleine Stückchen d s der Kurve K heißt Bogenelement oder Bogendiffe
rential. 

Zur Berechnung von :; markiere man auf K zunächst einen 

zweiten Punkt PI der Abszisse x + LI x, zu welcher die Bogenlänge 
Fig.31. SI = S +.LI s gehöre; dann ist LI s der 

dem Zuwachs LI x entsprechende Zuwachs 
von s. 

In Fig. 31 ist auch noch die P und 
PI verbindende Sehne P PI der Kurve 
gezogen. Kommt Pl dem Punkte P ohne 
Ende nahe, so gilt: 

(1) olim. ( LI s ) = 1, 
PPl . 

was nahe liegt und für die bei uns in Betracht kommenden Kurven 
streng bewiesen werden kann. 
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Wir haben nun: 

d s _ l' LI s _ 7' (LI s P PI ) 
dx - lm. Llx -tm. PP1 ' Ax ; 

und also infolge von (1): 

ds Z. (PPI ) Z' YAx2 + Ay2 
dx = tm. Llx = tm. Llg; 

Dieses Ergebnis kleiden wir in folgenden 

Lehrsatz: Das Bogendifferential ds von K ist gegeben durch: 

(2) ••••• dB = dx VI + (:~y = Ydg;2 + dyS 

oder, mit Hilfe der KurvengZeichung y = f (x) ausgedrückt: 

(3) • . • . . . . . ds = dx Yl + f' (X)2. 
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Diese Gleichungen setzen übrigens roraus, daß s = g (x) mit x 
gleichändrig ist. Anderenfalls hat man die Quadratwurzeln mit nega
tiven Vorzeichen zu versehen. 

Mit Hilfe des Bogendifferentials schreiben sich die Gleichungen (2) 
Nr. 2 für T und N: 

4) • • • • • • • 
'ds 

T = y dy' 
ds 

N=y-· dx 

4. Beispiele zur Bereohnung der Tangenten, Normalen usw. 

I. Die in Fig. 32 dargestellte ParabeZ hat die Gl~ichung: 

(1) ..•••• y2 = 2px oder y = ± Y2px. 

Der in der Figur gewählte Punkt P 
hat positives y, so daß man findet: 

dy , Y2p P P 
(2) d- = f (x) = --;:::;r = 1-r== = - . 

x 2yx y2px Y 

Aus (1), Nr. 2, folgt also für St und Sn: 

(3) 
y2 

St=-=2x, 
p 

p 
Sn = y.- = p. 

y 

Fig.82. 

L ehr s 0. t z: Bei der Parabel ist die Subtangente des einzelnen 
PunktesP gleicl, der doppelten Abszisse von P (s. Fig. 32), die Sub
normale aber ist konstant gleich p. 
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H. Erklärung: Läßt man einen Kreis auf einer Geraden rollen, 
so beschreibt ein einlelner Punkt des Kreises eine sogenannte ",Zykloide". 

Der Kreis habe den Radius a; die Gerade, auf welcher der Kreis 
rollt, werde die x-Achse; der Berührungspunkt der x-Achse und des 

Fig. 33. . Kreises in der Anfangslage des letz-
teren sei der Nullpunkt O. Indem 
der Kreis etwa nach rechts rollt, be
schreibt der anfängliche Berührungs
punkt die in Fig. 33 angedeutete 
Zykloide. 

Bei der in Fig. 33 festgehalte
nen Lage des rollenden Kreises hat 
der die Zykloide beschreibende Punkt 

o D B die Stelle A erreicht. Der Kreis hat 
bis dahin um seinen Mittelpunkt eine 

Drehung erfahren, die durch den Winkel 4. A OB = t, den soge
nannten" Wälzungswinkel", gemessen werden kann. 

Für die Koordinaten 0 D = x, A D = y des Punktes Ader 
Zykloide liefert die Diskussion der Fig. 33: 

(4) . . . . . x = a (t - sin t), y = a (1 - cos t). 

Durch Elimination von t findet man als Gleichung zwischen x 
und y: 

(5) . x= -V2ay-y2+a.arccos(a a Y} 

Lehrsatz: In (5) ist die Gleichung der Zykloide gewonnen. 
Meistens ist es indessen einfacher, die Zykloide durch das Gleichungen
paar (4) darzustellen, wobei die Koordinaten x, y des einzelnen 
Zykloidenpunktes als Funktionen der unabhängigen Variabelen t er
scheinen. 

Aus (4) ergibt sich leicht: 

d x d y . cl Y ( t) d s 
(6) 7ft = a(l - cast), 7ii = asmt, dx = ctg 2" ' dx 

1 

Die Formeln in NI'. 2 liefern: 

(7) . . • • . N = 2 a sin G), Sn = asin t. 

Zufolge der letzten Formel ist die Subnormale in Fig. 33 durch 

die Strecke D B gegeben. 

L eh l' s atz: Bei der Zykloide läuft die Normale des einzelnen 
Punktes A durch den Berührungspunkt B des zugehörigen Kreises mit 
der x-Achse (s. Fig. 33) hindurch. 



Zykloide. Konkavität und Konvexität. 45 

5. Konkavität und Konvexität der Kurven. 

Man ziehe im Punkte P der Kurve K die Tangente und nehme 
an, daß letztere nicht parallel zur y-Achse läuft. 

Erklärung: Liegt die Kurve K in der nächsten Umgebung von P 
untm'halb 1) der Tangente, so heißt die Kurve bei P "nach unten konkav" 
(nach obe~ konvex); liegt indes K in der nächsten Umgebung von P ober
halb der Tangente, so heißt die Kurve bei P "nach unten konvex" (nach 
oben konkav). 

In Fig. 14, S. 18, welche zur Erläuterung der geometrischen Be
deutung von f' (x) diente, liegt in der Umgebung des Punktes P beide 
Male Konkavität nach unten vor. In diesem Falle ist, wie 'man sich an 
der genannten Figur veranschauliche, Fig. 34. 

{' (x) = tg IX mit x ungleichändrig und 
also f" (x) negativ (s. den Lehrsatz 
S. 37). Allgemein gilt der b 

Lehrsatz: Ist die Kurve K in der 
Umgebung des Punktes P nach unten 
konkav (konvex), so hat die zweite Ab-
leitung f" (x) daselbst negative (positive) 
Za7l7enwerte und umgekehrt. 

Für die in Fig. 34 dargestellte Ellipse ist: 

a 

(1) 
x2 y2 -+--1 a2 b2 - , 

b /-
y = + -1 a2 - x2• a 

Das obere Zeichen gilt, wenn der Punkt P oberhalb der x-Achse 
liegt. Für diesen Fall ist: 

dy bx d2 y ab 
(2) •• dx = - aya2-x2' dx2 = - (ya2_xz)8' 

Die Ellipse ist in der Umgebung von P nach unten konkav, 
in Übereinstimmung mit dem negativen Zeichen des Zahlenwertes 

d2 y b . p' 
d xi eIlst. 

was 
von 

In die vorstehende Betrachtung ist der Fall, daß die Tangente in 
P mit der y-Achse parallel ist, nicht einbegriffen. Fiir diesen Fall 
sehe man x als Funktion von y an und diskutiere zur Bestimmung 

der konk.a ven Seite der Kurve das Vorzeichen von d2 x • 
dy2 

6. Wende- oder In:fl.exionspunkte einer Kurve. 

Man nehme zunächst wieder an, daß die Tangente von K im 
Punkte P nicht zur y-Achse parallel sei. 

I) Vgl. die Fußnote S.18. 
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Er k 1 ä run g: Ist die Kurve K auf der einen Seite des Punktes P 
nach unten konkav und auf der anderen Seite nach unten konvex, so 

Fig.35. 

x=& 

heißt der Punlet Pein Wende- oder In-
flexions punkt der Kurve und die Tangente 
der Kurve in P heifJt Wende- oder In
flexionstangente. 

Dieses Vorkommnis ist in Fig. 35 
erläutert. 

Aus Nr. 5 folgt der 

Lehrsatz: Die Kurve K hat an der 
Stelle x = a, 11 = f (a) stets und nur 

dann einen Wendepunkt, wenn' die zweite Ableitung f" (x), falls' x den 
Wert a durchläuft, von positiven zu negativen Zahlenwerten übergeht 
oder umgekehrt. 

Betreffs des Zeichenwechsels von f" (x) hat man, wie S.38 bei 
f' (x), die drei Möglichkeiten, daß f" (x) an der Stelle x = a durch den 
Wert 0 oder durch den Wert CTJ hindurchläuft , oder endlich sprung
weise unstetig wird. Der erste Fall ist der wichtigste j ihm gilt der 

Lehrsatz: Ist f" (x) in der Umgebung von x = a stetig, so gut 
für die "{bszisse a eines Wendepunktes der Kurve stets f" (a) = O. 

Für 11 = sin x ist f" (x) = - sin Xj sämtliche Schnittpunkte der 
x-Achse und der Sinuslinie lünd Wendepunkte der letzteren (Tgl. Fig. 9, 
S. 8). 

Einen etwaigen Wendepunkt mit einer zur' '!J - Achse parallelen 
Tangente macht man der Rechnung in der Weise zugänglich, daß man 

x als Funktion von 11 ansieht und die Werte von :~ auf V orzeichen

wechsel untersucht. 

7. Die Krümmungskreise einer Kurve. 

Man lege durch die drei Punkte P, Pl , Pt der Kurve K einen Kreis. 
Rückt PI dem Punkte P unendlich nahe, so werden die Kurve Kund 
der Kreis im Punkte P gemeinsame Tangente gewinnen und also ein
ander berühren. Rückt überdies auch noch P2 dem Punkte P unendlich 
nahe, so geht der Kreis hierbei in eine Grenzlage über, in welcher man 
ihR als "Krümmungskreis" der Kurve K im Punkte P bezeichnet. 

L ehr s atz: Der Krümmungskreis der Kurve K im Punkte P hat 
mit der Kurve bei P drei unmittelbar aufeinander folgende Funkte oder, 
wie man sagt, drei "konsekutive" Punkte gemein. 

Erklärung: Der Mittelpunkt des Krümmff-ngskreises heißt Krüm
mungszentrum oder Krütnmungsmittelpunkt, der Radius desselben Krüm
mungsradius der Kurve K an der Stelle P. 

Unter allen die KUrTe K im Punkte P berührenden Kreisen 
schmiegt sich der Krilmmungllkreis der Kurve am engsten an i er ist 
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dieserhalb geeignet, ein "Maß für die Krümmung" der Kurve K bei P 
abzugeben. 

Die Krümmung des Kreises ist längs der ganzen Peripherie die
selbe, und sie ist übrigens um so geringer, je größer der Radius ist. 
Als " Krümmungsmaß " des Kreises benutzt man demnach den rezi
proken Wert des Radius. 

Lehrsatz: Das Krümmungsmaß der Kurve K an der Stelle P ist 
durch den reziproken Wert des Krümmungsradius gegeben. 

Das Krümmungszentrum liegt auf der 
zu P gehörenden Normalen der Kurve K. 

In Fig. 36 gilt die Annahme, daß von 
den drei zunächst getrennt liegenden Punk
ten P, Pi' PfA die beiden ersten bereits zu
sammenfallen. Man findet dann den Mittel
punkt M des Kreises durch P, Pli PI ver- --+-------
mitte1st der in der Figur ausgeführten Kon-
struktion, bei welcher M Q das Mittellot der Strecke P P2 ist. Rückt 
jetzt auch P2 dem Punkte P ohne Ende nahe, so wird Q M zu einer 
mit PM "konsekutiven" Normale. 

Lehrsa:tz: Das Krümmungszentrum ist die Gre1tzlage des Schnitt
punktes der zu P gehörenden Normalen der Kurve mit einer zweiten 
Normalen, deren Fußpunkt dem Punkte P ohne Ende nahe kommt. 

8. Bereohnung des KrümmungllzentruDl8 und 
I{rümmungsradius. 

Der letzte Lehrsatz liefert ein Mittel zur Berechnung der Koordi
naten des Krümmungszentrums. 

Sind x, y die Koordinaten des Punktes P, ferner x + LI x, y + LI y 
diejenigen einet nahe bei P gelegenen PunkteIl P' von K und endlich S, .'1/ 
diejenigen des Schnittpunktes der zu P und P' gehörenden Normalen 
der Kurve, so gilt nach (2), S. 41: 

(~-x) + f' (x) (1] - y) = 0, 
(~-x-Llx)+f'(a:+Llx) ('1/-y-Lly) = o. 

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten folgt: 

1- (1]-y) J' (a: + Llx).....,. f' (a;) + f' (x + LI x) . Lly = O. 
Llx Llx 

Für limo LI x = 0 ergibt die Fortsetzung der Rechnung den 

L ehr Ba t z: Die Koordinaten E, 1] des zum Punkte P gehlJrenden 
]fr4l.mmungszentrums, sowie der Krümmungsradius (! stellen sich ver
mlJge der Koordinattn X, y von P und der Kurvengleichung y = fex), 
wie folgt, dar: 
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(1) 
l' (x) + [f' (X)]S + 1 + [f' (X)J2 

; = x- {"(x) ,1] = Y ("(X)' 
3 

(I + [f' (X)]2\2 
()_~ J. 

••••••• 'C - T f" (x) (2) 

Gleichung (2) folgt aus (1), insofern Q gleich der Entfernung des 
Punktes (;, 1]) vom Punkte (x, y) ist. Das Vorzeichen in (2) rechts 
ist BO zu wählen, daß (J positiven Wert bekommt. 

Ist Pein Wendepunkt , in dem f" (x) = 0 ist, 80 wird Q = 00. 

Hier. artet der Krümmungskreis in die zugehörige Wendetangente aus, 
welche somit drei konsekutive Punkte mit der Kurve K gemein hat. 

Setzt man im Falle der Ellipse in (1) und (2) die in (2), S. 45, 
gegebenen Werte von f' (x), f" (x) ein, so ergibt die Rechnung: 

a 
2" 

e2x3 e~y3 (a4y2 + b4x 2) 

(3) •• ';=7,1]=-""""/)4' Q= a'b' ' 

unter e2 = a2 - b2 das Quadrat der Exzentrizität verstanden. 

Für die Zykloide liefern die dritte und erste Formel (6), S. 44: 

d2y d ctg G) dt 1 

(4) . • • . dx2 dt' -dx = - ---(-:-t)-
4asin4 "2 

Die Entwickelung der Formeln (1) und (2) ergibt hier: 

(5) ; = a(t+sint), 1] = -a(l-cost), Q = 4asinG} 

Durch Vergleich mit der ersten Formel (7), S. 44, entspringt der 

L ehr s atz: Für den einzelnen Punkt der Zykloide ist der Krüm
mungsradius Q doppelt so groß als die Normale N. 

In Fig. 33, S. 44, ist somit der zum Punkte A gehörende Krüm

mungshalbmesser die über B um sich selbst verlängerte Strecke AB. 

9. Die Evoluten und Evolventen. 

Erklärung: Der geometrische Ort aller zu einer Kurve K ge
hörenden Krümmungsmittelpunkte stellt eine neue Kurve dar, welche man 
als "Krümmungsmitte7punktskurve" oder »Evolute" der gegebenen 'Kurve 
K bezeichnet. 

, In Fig. 37 sind .für einige, einander nahe gelegene Punkte P, P Il 

P2 , ••• von K die Normalen errichtet und je zwei aufeinander folgende 
unter ihnen in Q, Qu Q2' ••• zum Durchschnitt gebracht. Diese Punkt
reihe zeigt uns ungefähr den Verlauf der Evolute an. 



Evoluten und Evolventen. 49 

Speziell veranschaulicht Fig. 37 folgenden 

Lehrsatz: Die Normale von K im Punkte P ist Tangente der 
Evo7ute in dem P entsprechenden Punkte Q. 

Zum genauen Beweise dieses Lehrsatzes haben wir die Formeln (1), 
Nr. 8, heranzuziehen, in denen die Koordinaten 6, 1J von Q als 
Funktionen der Koordinate x des Punktes P dar
gestellt sind. 

Aus diesen Formeln ergibt sich: I d g I 3 f' f" 2 - f'" - f ' 2 f''' 
da;=-f' f"2 ' 

(1) • • • dn _ 3f'f"l-f"'-f'2f'" 

dx - f"~ , 
wo der Kürze halber die A.rgumente x bei f', f", f'" 
fortgelassen sind. 

Aus (1) folgt weiter: 

(2) d6 =_f'(X).d1J d1J 1 
dx dx' d g = - f' (x)' 

Braucht man nnn den Winkel (I, im Sinne von 

l<'ig.37. 

Fig. 14, S. 18, und nennt den entsprechenden Winkel bei der Evolute (XI, 

so folgt aUB (2): 

() dl) , lId 1 I ± n; 
3 d ~ = tgrx. = - f' (a;) = - tg(l, un aBO (I, = IX 2' 

womit der aufgestellte Lehrsatz bewiesen ist. 
Des weiteren veranschauliche man sich an Fig. 37 den 

Lehr satz: Das Bogendifferential d 6 der Evolute ist, absolut ge
nommen, gleich dem entsprechenden (d. i. zu demselben da; gehörenden) 
Differential dQ des Krümmungsradius. 

Aus (1) ergibt sich nämlich: 

( d 6)2 _ (d ~)2 (d YJ\ 2 _ '2 (3 f' f" 2 - f'" - f '2 (''')2 
dx - dx +. da;) - (1 + f ) f"~ , 

und zu dem gleichen Ausdrucke gelangt man von (2), S.48, aus für 

(::y, so daß in der Tat d 6 = ± d Q gilt. 

Denkt man die Tangente QP der Evolute als gespannten Faden, 
so zeigt der letzte Lehrsatz, daß bei Auf- oder Abwickelung des Fadens 
auf der Evolute der Endpunkt P des Fadens die w'sprüngliche Kurve 
K beschreibt. 

Erklärung: Die Kurve, welche iiurch irgend einen Punkt eines 
längs einer gegebenen Kurve aufgewickelten und gespannten Fadens bei 
weiterer .Auf- oder .Abwickelung beschrieben wird, heißt eine Evolv~nte 
der gegebenen Kurve. 

Fricke, Leitfaden. 4 
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Da hierbei die Auswahl des beschreibenden Punktes auf dem Faden 
willkürlich ist, BO hat jede Kurve unendlich viele Evolventen. 

Lehrsatz: Das Verhältnis ewischen der ursprünglichen Kurve K 
ttnd ihrer Evolute kann man hiernach auch so aussprechen, daß Keine 
unter den Evolventen jener Evolute ist. 

(1 ) 

10. Gleichung der Evolute und Beispiele. 

Durch die Gleichungen: 

f' + f'8 
;=x- f" und 

1 + f'2 
'1 = f+ -f-"-

sind die Koordinaten ;, 1} des einzelnen Punktes der Evolute in x dar
gestellt. Die Elimination von x liefert eine Gleichung F (g, 1)) = 0 
zwischen g und 1}, welche somit die Gleichung' der Evolute von K ist. 

Sind g und 1] in x und y ausgedrückt, so muß man zur Elimination 
von X und 'Y noch die zwischen x und 11 bestehende Gleichung der ur
sprünglichen Kurve K heranziehen. 

So gelten z. n. im Falle der Ellipse die Gleichungen (3), S- 48. Be

Fig.38. rechnet man aus ihnen x und 11 und 
trägt die berechneten Werte in die 
Gleichung: 

x 2 1P 
a2 + b2 = 1 

der Ellipse ein, so ergibt sich: 
2 2 4 
"3 "3"3 

(2). • (a~) + (b r;) = e 

als Gleichung der Evolute der Ellipse. 
Die Gestalt dieser Evolute sieht 

man in Fig. 38. Die Scheitelpunkte der 
Ellipse sind Punkte größter bzw. kleinster Krümmung; dem entspricht 
es, daß die ihnen zugehörigen Punkte der Evolute Rückkehrpunkte 
oder Spitzen (cf. Abschn. IV, Kap. 3, Nr.2) sind. 

Die Evolute der Zykloide ist in Fig. 39 dargestellt; es gilt der 
Satz, daß die Evolute der Zykloide selbst wieder eine mit der ursprüng
lichen kongruente Zykloide ist. 

Führt man nämlich das in Fig. 39 angedeutete Koordinatensystem 
X, Y vermöge: 

x = g + a 71:, Y = 1} + 2 a 

ein und setzt T = t + 71:, so nehmen die Gleichungen (5), S. 48, der 
Evolute der Zykloide die Gestalt an: 

X = a (T - sin T), Y = a (1 - cos T). 
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Hierdurch ist in der Tat eine mit der ursprünglichen kongruente 
ZyklOide dargestellt [vgl. (4), S. 44]. 

Wickelt man in Fig. 39 den Faden Q'" pl/l = 4 a nach links auf 
der Evolute auf, so beschreibt der Endpunkt des Fadens nach NI'. 9 die 
ursprüngliche Zykloide. Hieraus folgert man den 

Fig.39. 
Y-A.chse y-Achse 

P'" 

X-Achse 

Lehrsatz: Die BogenWnge eines einzelnen (zwischen zwei aUT~ 

einander rolgenden Spitzen gelegenen) Zweiges der Zykloide ist achtmal 
so groß, wie der Radius a des die Zykloide erzeugenden Kreises. 

11. Gebrauch der Polarkoordinaten. 

In Fig.40 Bei 0 der "Pol" und OA die "Achse" eines Polar
koordinatensystems. Die Polarkoordinaten r, .& eines Punktes P sind 
dann der "Radius vector" r = OP und die Fig.40. 

" Amplitude " .& = 4AOP. 
EB Bei eine beliebige Kurve K vorgelegt, 

deren Gleichung die Gestalt r = rW) habe. 
Auf K sind zwei Punkte P und PI der 

Koordinaten r, ~ und r + LI r, .& + LI.& fixiert 
(s. Fig. 40) Man mache 0 Q = 0 P, BO daß 
man hat: 0 

(1) • • • {
PQ = 2rsin (~.&). P1Q = Llr, 

ft LI.& 
.4 OPQ =.4 OQP = 2"--2· 

A 

Die Erklärung der Winkel E, ~ und 'YJ entnehme man aus Fig.40; 
es gilt: 

n Llb' n LI.& 
(2) • . •• E = "2 + 2' ~ = "2 + "2 - 11· 

Durch Betrachtung des Dreieckes PQP] ergibt sich vermöge (1) 
und (2): 

4* 
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(3) , , 1 
P p 12 = Lir 2 + 4r2 sin2 (~fr) + 4 r Lir sin 2 (~ {)-) •• 

ros (q - ~ {)-) = cos ( ~ {)-). :;1' 
Die Division der ersten Gleichung durch Li {)- 2 liefert: 

(4) ( Li)2 (Bin ~ .ß')2 (Sin ~ {)-Y 
.d; + ".d

2
" + r . .d, . ~ " r 

Wird jetzt Li {)- unendlich klein, so schreiben wir d {)- statt Li ()
und gewinnen aus der Sehne P P1 nach S. 42 das zu d {)- gehörende 
Bogendifferential d s. Aus (4) folgt: 

(d S)2 (d r)2 
(5) .• dfr = dfr + r2 oder d S2 = d r2 + r2 d {)-2. 

Mit Benutzung dieses Resultates folgt aus der zweiten Gleichung (3): 

(6) dr 1 (dS)2 (rd{)-)2 cos 1j = -, tg2 'Yj = -- - 1 = - - 1 = -- . d S cos2 'Yj dr dr 

Lehrsatz: In Polarkoordinaten drücken sich das Bogendif{erential 
und die Funktion tg des Winkels 'Yj zwischen Radius vector und Tan
gente der Kurve K im Punkte P, wie (olgt,-aus: 

(7) 
rd{)

tg'Yj =-. 
dr 

Bei der Bestimmung des Vorzeichens der rechten Seite der letzten 
Formel war maßgeblich, daß 'Yj spitz oder stumpf ist, je nachdem r mit 

Fig.41, it gleichändrig bzw. ungleichändrig ist. 

12. Erklärung von Polartangente, 
Polarnormale usw. 

In Fig. 4] ist auf dem Radius v-ectOl' 
OP des Kurvenpunktes P in 0 die Gerade 
Q R senkrecht Ilnichtet; und es sind die Tan
gente und die Normale der Kurve K im 
Punkte P bis zu ihren Schnittpunkten Q und 
R mit jener Senkrechten gezogen. 

Erklärung: Die Strecken PQ und PR heißen die zum Pun7de P 
der Kurve gehlJrende nPolartangente" T 'Und nPolarnormale" N; ent
sprechend heißen die Strecken 0 Q und 0 R nPolarsubtangente" St und 
"Polarsubnormale" Sn. 
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Durch Betrachtung der Dreiecke in Fig.41 folgt der 

Lehrsatz: Für die Polartangente T usw. gelten die Formeln: 

(1) I ds ds Fi~4L 
T=r dr , N=d&' i'l 

r 2d{} dr ./ 
St=- Sn = dQ.' dr 'v ; 

Besonders geeignet sind die Polar
koordinaten zur Untersuchung der Spi
ralen. 

Ein Beispiel liefere die durch: 

(2) • • . • . r = ea if 

gegebene logarithmische Spirale, deren 
Verlauf Fig. 42 andeutet. Die logarith

I 
I 

I 

6B 

mische Spirale hat sowohl nach außen WIe auch in der Richtung auf den 
PolO unendlich viele Windungen. 

Aus (2) ergibt sich für die fragliche Spirale: 

{ 1 VI +a~ ,/--

1
1 tg 1] = -, T = r , . N = r y 1 + a2, 

(3). . . a a 
r 

St = -, Sn = a r. 
a 

. L ehr s atz: Für alle Punkte der logarithmischen Spira7e hat der 
Winkel 1] den gleichen Wert; die Längen T und ebenso N, St und Sn 
sind für die verschiedenen Punkte der logarithmischen Spirale mit r 
proportional. 

Drittes Kapitel 

Theorie der unendlichen Reihen. 

1. Begriffe der Konvergenz und Divergenz einer Reihe. 

Es seien UO, u1 , U 2 , ••• positive oder negative Zahlen in unend
licher Anzahl. 

Erklärung: Die aus den "Gliedern" uo, Ul' U2' ••• aufgebaute 
unendliche Reihe: 

(1) • • • • • . • . Uo + Ul + U 2 + Ua + ... 
heißt "konvergent", wenn die Summe Sn der n ersten Glieder: 

(2) • • • • • . • Sn = Uo + U1 + ... + Un-l 
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für n = 1, ,2, 3, . .. eine Zahlenreihe 81, 82, 8s, •.• liefert, die für 
limo n = 00 einer "eindeutig bestimmten und endlichen"" Grenze.8 zu
strebt; ist dies nicht der Fall, so heißt die Reihe "divergent". Im ersten 
Falle heißt S der "Summenwert" oder kurz der " Wert" der Reihe (1). 

Eine konvergente Reihe liegt z. B. in der geometrischen Reihe: 

1 1 1 1 
(3) • . . . . • • 1 + '2 + '4 + '8 + t 6 + ... 
vor. Man hat hier nämlich: 

1 (1)2 (1)"-1. 1-(~r (1)"-1 
Sn = 1 + 2' + 2' + ... + 2' = = 2 - -2 ' 

1-~ 
2 

und also ist S = limo Sn = 2 (vgl. den Lehrsatz S. 12, unten). 

(4) 

n=oo 

Demgegenüber hat man das Beispiel einer divergenten Reihe in: 

1+~+~+~+~+~+ ... 
2 3 456 

Setzt man nämlich n = 2m, so kann man unter zweckmäßiger Zu
sammenfassung der Glieder die Summe Sn in folgende Gestalt setzen: 

Sn = 1 + (~) + (~ + !) + (~ + ~ + ~ + ~) + ... 
( 1 1 1) + 2m- 1 +1 + 21»-1 + 2 + ... + 2'" . 

Hier ist in der einzelnen unter den m Klammern das letzte Glied 
stets das kleinste. Da in der kten Klammer aber 2k - 1 Glieder stehen, 
so ist der Zahlenwert der einzelnen Klammer> 1/2, Es folgt: 

m 
Sn> 1 +2"' 

so daß für limo n = 00 keine endliche Grenze Seintritt. 
Divergent ist auch die Reihe: 

(5) . • • • • • 1 - 1 + 1 - 1 + 1 --.: 1 + .. 'j 
denn obschon hier die Zahlen Sn mit wachsendem n nicht über alle 
Grenzen wachsen, so nähern sie sich doch keiner bestimmten Grenze, 
sind vielmehr abwechselnd gleich 0 und gleich 1. 

2. Lehrsätze über konvergente Reihen. 

Lehrsatz I: Für eine konvergente Reihe gilt limo u" = 0, d. h. 
tt.= 00 

die Glieder der Reihe nähern sich einzeln genommen mit wachsendem 
Index n der Grenze O. 
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Denn es ist Sn + 1 - Sn = u,,; und da sich für limo n = 00 links 
Minuend und Subtrahend der gleichen Grenze Sannähern, so ist 
limo U n = O. 

Die Reihe (4) in Nr. 1 zeigt" daß die Bedingung limo Un = 0 zur 
Konvergenz nicht ausreicht, n:= 00 

Lehrsatz TI: Eine konvergente (divergente) Reihe bleibt'konvergent 
(divergent), falls man derselben neue Glieder in "endlicher" Anzahl zu
fügt oder derselben eine "endliche" Anzahl ihrer Glieder nimmt. 

L ehr s atz BI: Filr eine Reihe mit ausschließlich positiven Gliedern 
U n ist entweder limo Sn = 00, oder die Reihe ist konvergent. 

n=oo 

Da nämlich Sn + I > Sn ist, so werden die Sn mit wachsendem 
Index n entweder unendlich groß, oder es gibt eine bestimmte endliche 
Grenze S, der die Sn ohne Ende nahe kommen, ohne sie zu über
schreiten. -

Streicht man aus einer unendlichen Reihe irgend welche Glieder 
fort, BO heißt -die zurückbleibende Reihe ein "Bestandteil" der gegebenen 
Reihe. Wir nehmen an, daß der Bestandteil wieder eine unendliche 
Reihe darstelle. 

Lehrsatz IV: Jeder Bestandteil einer konvergenten Reihe mit aus
schließlich positiven Gliedern liefert wieder eine konvergente Reihe. 

Ist nämlich S der Wert der gegebenen Reihe und S~ die Summe 
der n ersten Glieder des Bestandteiles, BO gilt S~ < S. Der Bestandteil 
liefert also nach Lehrsatz UI eine konvergente Reihe. 

Lehrsatz V: Eine Reihe Uo + ~ + u~ + ... , ist jedenfalls dann 
konvergent, wenn die zugehlJrige Reihe der absoluten Beträge (cf. S.11): 

(1) • . • • • • I Uo I + I ud + I u~ I + I ual + ... 
konvergent ist. 

Nach Lehrsatz TI ist diese Behauptung offen bar richtig, Wenn in 
der gegebenen Reihe entweder nur endlich viele negative Glieder oder 
nur endlich viele po!litive vorkommen. 

Treffen diese Fälle nicht zu, so streiche man in (1) alle die Glieder, 
welche negativen Gliedern Un entsprechen, und möge so: 

(2) • . • • • . • . • Vo + VI + V2 + ... 
als Bestandteil von (1) gewinnen. Durch Streichung aller Glieder in (I), 
denen positive Glieder Un der ursprünglichen Reihe zugehören, folge: 

(3) . • • • • . . • • Wo + WI + W2 + ... 
als Bestandteil der Reihe (1). 

Schreibt man Si = Vo + VI + ... + VI -1 und S;;' = Wo + tol + ... 
+ Wm-I> so gibt es wegen der Konvergenz der Reihe (1) nach Lehr
satz IV zwei bestimmte endliche Grenzen: 

(4) • • • • • • S' = limo Si, S" = limo S;~. 
1=00 m=rI.I 
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Sind nun unter den n ersten Gliedern der ursprünglichen Reihe l 
positive und m = n - l negative, so ist: 

(5) • • . . Uo + U 1 + ... + Un-l = Sn = S; - S;:'. 
Damit ergibt sich vermöge (4) in der Tat eine bestimmte endliche 

Grenze: 
(6) ••• S = limo Sn = limo Si -limo S::. = s' - S"; 

n=c:o Z=co m=oo 

denn zufolge der Annahme sollten mit Zim. n = 00 auch l und m über 
alle Grenzen wachsen. 

3. Konvergenzkriterium für Reihen aus positiven Gliedern. 

Lehrsatz: Eine Reihe Uo + ~ + Ui + ... , deren Glieder sämt
lich > 0 sind, ist konvergent, wenn von einem bestimmten endlichen Index 
m an für alle k > m die Bedingung besteht: 

(1) ttk +1 ::;;: r < 1. 
Uk -

Es sollen also die fraglichen Quotienten aufeinander folgender 
Glieder nicht nur < 1 sein, sondern es soll sich ein echter Bruch r 
angeben lassen, unterhalb dessen sie alle bleiben. 

Zum Beweise des Lehrsatzes entuehmen wir aus (1): 

Um+l ~ rUm. 
Um+2 < rUm+l < rium, 

Für n = m + k ergibt sich hieraus: 

Sn ::;;: Sm + Um (1 + r + r 2 + ... + rk - 1) 

S Um 
Sn< m+-1 -' 

-r 

l-rk 

- S'" + Um' -1--' -r 

Da hiernach Zirn. Sn für n = 00 nicht unendlich wird. so kon
vergiert die gegebene Reihe nach Nr. 2, Lehrsatz III. 

Lehrsatz: Die fragliche Reihe Uo + u1 + Ui + ... ist demgegenüber 
sicher divergent, falls von einem bestimmten endlichen Index m an für 
alle k > m die Bedingung gültig ist: 

(2) • • • . • • • • • • Uk+l > 1 
Uk =' 

In diesem Falle ist nämlich bereits die zur Konvergenz notwendige 
Bedingung limo un = 0 nicht edüllt. 

"=(0 
Reihen. bei denen limo U n + 1 = 1 ist, können auf ihre Konvergenz 

n= 00 U n 

oder Divergenz auf Grund der bisherigen Sätze noch nicht unter-
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sucht werden. Hierher gehört z. B. die Reihe (4), S. 54, bei welcher 
man hat: 

1 1 
U" + 1 = '11 + 2' Un = '11 + l' 

1 
1+ -

U"+1 n + 1 n 
U;;-=n+2= 1+ 2' 

n 

so daß der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder für limo '11 = 00 

in der Tat die Grenze 1 hat. 
Vo~ der Aufstellung genauerer Konvergenzkriterien sehen wir 

hier ab. 

4. Begriff der Potenzreihen. 

Erklärung: Ist u" = a"x", unter a" einen konstanten Koeffi
zienten und unter x eine Variabele verstanden, so ergibt sich: 

(1) •••••.• aO+alx+a2x2+asxS+ .•• 

als Gestalt der unendlichen Reihe. Eine solche Reihe btJzeichnet man als 
eine "Potenzreihe" • 

Nach Lehrsatz V, S. 55, ist die Reihe (1) konvergent, falls die zu
gehörige Reihe der absoluten Beträge: 

(2) : . . . • • • 1 ao I + 1 a1 x 1 + 1 a2 x2 1 + ... 
konvergiert. 

Man nehme erstlich an, es gäbe eine größte positive und endliche 
Zahl x = g, für welche 1 an I· g" bei dem Grenzübergang limo '11 = 00 

nicht unendlich wird. Dann kann man eine bestimmte endliche Zahl h 
angeben, so daß die Ungleichung: 

(3) . . • . • • • • • • I an I gn < h 

für alle n gilt. 

Nun wähle man X 80, daß 1 xl< g und also ~ = r < 1 ist. 
g 

Schreibt man alsdann die Reihe (2) in der Gestalt: 

(4)·····laol+lallg·r+la2Ig2.r2+ ... , 
BO folgt für die Sll:lIlme S" der ersten n Glieder dieser Reihe aus (3): 

h 
Sn < h + h r + hr2 + ... + hrn -1 < 1 _ r' 

wie groß auch '11 gewählt wird. Nach Lehrsatz ur, S. 55, ist also die 
Reihe konvergent. 

Andererseits ist für I x I > g die Reihe (1) divergent, da zufolge 
der Annahme jetzt a" X" für limo n = 00 nicht mehr endlich bleibt und 
also die notwendige Konvergenzbedingung limo Un = 0 nicht erfüllt ist. 

n=oo 

Lehrsatz: Ist x in dem Intervall - g < x < + genthalten, 
so konvergiert die Reihe (1); außerhalb desselben ist sie divergent. Jenes 
Intervall heißt dieserhalb das Kunvergenzintervall der Potenzrefhe (1). 
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Zusatz: Läßt sich für "jedes" positive endliche g eine gleichfalls 
endliche Zahl h finden, so daß die Ungleichung (3) für alle Indizes n 
besteht, so ist die Reihe im Intervall - 00 < x < + 00, d. i. für jeden 
endlichen Wert von x konvergent; sie heißt in diesem Falle eine "un-
begrenzt" konvergente Reihe. . 

Ob die Potenz~eihe auf einer der nKonvergenzgrenzen" x = g oder 
x = - g noch konvergent ist, muß in jedem Falle durch eine besondere 
Untersuchung entschieden werden. 

Vermöge weiterer (hier nicht auszuführender) Betrachtungen ge
winnt man den 

Lehrsatz: Eine Potenzreihe stellt in ihrem Konvergenzintervall 
eine "stetige" Funktion von x vor; und sie bleibt auch noch bis x = 9 
(oder x = - g) "inklusive" stetig, falls für x = g (bzw. x = - g) 
überhaupt noch Konvergenz stattfindet. 

Es besteht auch folgender wichtige 

Lehrsatz: Differenziert man die Reihe (1) gliedweise, so entsteht 
die Reihe: 
( 5 ) _ _ • . • a1 + 2 a2 x + 3 as x2 + 4 a, XS + ... 

Diese Reihe besitzt dasselbe Konvergenzintervall, wie die Reihe (1). 
Liefert die Reihe (1) in diesem Intervall die Funktion f(x), so ergibt die 
Reihe (5) eben dort die Ableitung f' (x) von f(x). 

5. Mittelwertsatz. 

Die Funktionen rp (x) und"" (x), so:wie ihre Ableitungen rp' (x) und 
1/J' (x) seien im Intervall a < x :::;;; b eindeutig und stetig; 1/J' (x) sei 
für a < x < b, d. h. im "Inneren" ~des Intervalls überall von 0 ~er
schieden .. 

Entweder gilt im Inneren des Intervalles überall ",,' (x) > 0, und 
dann ist 1/J (x) daselbst mit x stets gleichändrig; oder man hat 1/J' (x) < 0, 
und dann ist die Funktion 1/J (x) im fraglichen Intervall mit x überall 
ungleichändrig. 

Jedenfalls ist 1/J (b) nicht gleich 1/J (a). Setzt man also: 

rp (b) - rp (a) 
(1) . . • . • • • • • 'I)J (b) -1/J Ca) = C, 

so ist C eine endliche Konstante. 
Die Funktion: 

(2) .••. F(x) = rp (x) - rp Ca) - C["" (x) -1/J (a)] 
und ihre Ableitung F ' (x) sind für a < x < b eindeutig und stetig. 
Aus (2) und (1) folgt aber: 

F(a) = 0, F(b) = O. 

Nimmt F(x) im Intervall auch von 0 verschiedene Werte an, so 
gibt es mindestens eine Stelle c im Inneren des Intervalls, wo F(x) 
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einen größten oder einen kleinsten Wert gewinnt. Hier versch.windet 
nach S. 38, Satz I, F' (x): 

(3) • • . F' (e) = p' (e) - C 1jJ' (e) = 0, a < c < b. 

Ist aber F (x) im Intervall überall 0, so gilt (3) für eine beliebig 
gewählte Stelle im Inneren. des Intervalls. 

Da 1jJ' (e) ~ 0 ist, so folgt aus (3): 
p' (c) . 
1jJ' (c) = C. 

Durch Gleichsetzung dieses Ausdruckes von C mit dem in (1) 
entspringt der sogenannte 

Mittelwertsatz: Sind die Funktionen p(x) und 1jJ(x) samt ihren 
ersten Ableitungen p' (x) und 1jJ' (x) im Intervall a ;;;;; x ::;;; b eindeutig 
und stetig, und ist 1jJ' (x) im "Inneren" dieses Intervalls nirgends gleich 0, 
so gfbt es mindestens einen Wert c im nInneren" des Intervalls, für 
welchen die Gleichung: 

p (b) - P (a) q;' (e) 
(4) •••••••• 1jJ(b)-~(a) = 1jJ'(c) 

zutrifft. 
Da die linke Seite der Gleichung (4) beim Austa1\Bch von a und b 

ihren Wert nicht ändert, so gilt der aufgestellte Satz im Falle a > b 
für das Intervall b ~ x < a in übrigens unveränderter Form. 

Die Funktion: 
1jJ (x) = bin - (b-x)'n, 

in welcher m eine ganze Zahl> ° ist, und für welche: 
1jJ (b) -1jJ (a) = (b - a)ln, 1jJ' (x) = m (b - X)",-l 

gilt, genügt den Bedingungen des Mittelwertsatzes. 
Den Wert e schreiben wir in der Gestalt: 

e = a + .& (b - a), ° < .& < 1. 
Wir haben dann für 1jJ' (c) den Ausdruck: 

1jJ' (c) = m (1 - 06yn-l (b - a)"'-l. 

Die Gleichung (4) liefert d'araufhin den 

L ehr s atz: Ist p (x) samt der Ableitung p' (x) im Intervall 
a :S x :S b eindeutig und stetig, und bedeutet m irgend eine ganze Zahl 
> 0, so gibt es mindestens eine Zahl -8' im IntC'rvall 0 < .& < 1, für 
welche die Gleichung besteht: 

b-a 
(5) . • P (b) - P (a) = m (1 _ .&)"'-1 p' [a + .& (b - a)). 

Man hat hier natürlich .& auch als von 1'11 abhängig anzusehen, 
d. -h. eine andere Auswahl von m liefert im allgemeinen auch einen 
anderen Wert -Ir 1). 
----_._--

') Für m = 1, a = 11:, b = x+dx ergibt sich die oben, S. 33, unter 
(2) Nr.5 benutzte Gleichung. 
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6. Der Taylorsche Lehrsatz für ganze rationale Funktionen. 

Gegeben sei die ganze Funktion nten Grades: 

(1) •.••• fex) = aO+a1x+a2x2+ ••• +anxn: 

Man schreibe x + h an Stelle von x: 

fex + h) = ao + ~ (x + h) + a2 (x + 11)2 + ... + an (x + h)n 

und löse die Klammern rechter Hand nach dem binomischen Lehrsatze 
(vgl. S. 32). Man ordne sodann die rechte Seite nach Potenzen von h, 
wobei der Koeffizient der einzelnen Potenz von h eine Funktion von' x 
werden wird: 

(2) fex + h) = go (x) + g1 (x) . h + g2 (x). 112 + ... + gn (X)· h". 

Zur näheren Untersuchung dieser Funktionen 9 (x) sehe man vor
übergehend x als konstant und h als variabel an und differenziere die 
Gleichung (2) wiederholt nach h: I f' (x + h) = g1 (x) + 2 g2 (x) h + 3 g8 (x) h2 + ... 

+ ngn (x)hn-I, 

(3) .. f" (x + h) = 2· 1 g2 (x) + 3·2 g3 (x) h + ... 
+ n (n - 1) gn (x) hn- 2• 

.. . . . . . . . . . . . .. . . . . 
Trägt man in (3) speziell h = 0 ein, 80 folgt: 

f' (x) = g1 (x), f" (x) = 2·1 g2 (x), •..• 

sowie allgemein für eine beliebige ganze Zahl k des Intervalls 1 < k < n: 

(4) • • • • •• f(k) (x) = k (k - 1) .. 2·1 gk (x). 

Er k 1 ä r u'n g: Das Produkt 1 .,2 . 3 ••. k der ganzen positiven Zahlen 
von 1 bis k bezeichnet man mit k! und liest dies Zeichen Hk-Fakultät". 

Gleichung (4) liefert daraufhin für k = 1, 2 •... , n: 
1 

gk(X) = kl!(k) (x); 

für k = 0 liefert (2) direkt go (x) = t (x). 
Durch Eintragung der für die Funktionen 9 gewonnenen Ausdrücke 

in (2) folgt der 

Taylorsche Lehrsatz für ganze rationale Funktionen: Ist 
fex) eine ganze rationale Funktion nten Grades, so gilt bei Vermehrung 
des Argumentes x um die Zahl h die Gleichung: 

h h2 hn 
(5) fex + h) = fex) + f' (x) 11 + f"(x) 21 + ... + f(n) (x) nl' 

Dieser Satz ist der Umkehrung fähig: 

Lehrsatz: Gilt für die Funktion fex) bei Vermehrung von x um 
einen "beliebigen" Betrag die Gleichung (5), so ist fex) eine ganze 
mtionale Funktion, deren Grad < n ist. 
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Setzt man nämlich in (5) x = 0 und schreibt hernach x statt 11, 
BO folgt: 

fex) = (CO) + f' (0) ~ + f"(O):: + ... + {(n) (0) X". 
l! 2! n! 

7. Der Tay10rsche Lehrsatz für beliebige Funktionen. 

Es sei jetzt {(x) irgend eine unserer elementaren Funktionen, die 
in einem zu betrachtenden Intervalle, von x bis Xl = X + h, die 
Grenzen eingeschlossen, samt ihren ersten n Ableitungen {' (x), {" (x), .•• , 
[<n) (x) eindeutig und stetig ist. 

Man setze im Anschluß an (5), S. 60: 
h h9 hn - l 

(1) RII ={(x+h)~{(x)-f'(x)- -{"(x)--", _[("-I)(X) __ ' 
11 2! (n-1)! 

Um die Bedeutung von Rn kennen zu lernen, falls [(x) nicht eine 
ganze Funktion eines Grades < n ist, tragen wir für h seinen Wert 
h = Xl - X ein und fassen R" bei {estgehaltenem Werte von Xl als 
Funktion von X auf: I R" = cp (x) = [(Xl) - {(X) - {' (x) XIII X 

(2) . • ()2 (),,-1 
_ ("(x) Xl - X _ ... _ [<n- 1l(X) Xl - X • 

2! (n-1)! 

Da cp (x) und cp' (x) im Intervall von X bis Xl eindeutig und stetig 
sind, so finden wir aus dem Mittelwertsatze (5), S. 59, wenn wir 
a = x, b = Xl setzen: 

Xl-X ( ») cP (Xl) - cP (X) = m (1 _ {})m 1 cp' X + {} (Xl - X • 

Aus Gleichung (2) folgt cp (Xl) = 0; demnach gilt weiter: 

XI-X'( ) (.3) . . • cp (x) = - m (1 _ {~")m 1 cp X + {} (Xl -- x) • 

Hier ist m als ganze Zahl> 0 willkürlich wählbar; {} bedeutet 
eine von m, X, Xt abhängige und selbstverständlich durch die vorliegende 
Funlction ((x) bedingte Zahl des Intervalls 0 < {} < 1-

Die in (3) rechts auftretende Ableitung cp' berechnet man aus (2) 
und findet, daß sich bei der Differentiation der rechten Seite von (2) 
alle Glieder bis auf eines fortheben : 

cp'(x) = _{(n)(x)(xl-x)n-l. 
(n-1)! 

Setzen wir hier statt des Argumentes X den im Inneren des Inter
valls von X bis Xl gelegenen Wert x + {} (Xl - X) ein, so folgt: 

cp' (x + {} (Xt - x») 
_ ren) ( + Q. ( ») (Xl - x)n-l (1 - {})n-l 
- - \.x v Xl-X • 

(n -I)! 
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Die Gleichung (3) rechnet sich darauf um in: 

rp (x) = f(n) (x + -Ir (Xl _ x») (Xl - x)n (1 - -Ir)n-",. 
(n-l)!m 

Nach der so durchgeführten Bestimmung von Rn = rp Cx) Retze 
man wieder h für Xl - X. Aus (1) entspringt dann der 

Taylorsche Lehrsatz: Ist f(x) mit den n ersten Ableitungen 
{/ (x), ... , {(tl) (x) im Intervall von x bis (x + h), die Grenzen ein
geschlossen, eindeutig und stetig, so gilt die Gleichung: 

( -t) • • • 1 
tCx + h) = (x) + f' (x) ~~! + t'/(x) ~: + ... 

hn - I 

(5 ) 

+ f (n -I) (X) + R 
(n-1)! n' 

Hlr das sogenannte nRestglied" Rn gilt die Darstellung: 

. Rn = [<tI) (x + -Ir h) hn (1 - -Ir)" -m, ° < {T < 1, 
(n-1)!m 

wo m als ganze Zahl> 0 willkürlich wählbar ist und -Ir eine von 
m, n, x, h und der Funktion { abhängige, allgemein nicht näher bestimm
bare Zahl des Intervalls 0 < -Ir < 1 ist. 

Besonders wichtig. sind die für m = n· und für m = 1 eintreten
den Gestalten des Restgliedes Rn. Die zugehörigen Werte -Ir mögen -Ir 1 

und -Ir2 lauten: 

(I) 

(Il) 

hn 
Rn = (n) (X + -Ir1 h) I' n. 

R = (n) (X + -Ir h) 7tn (1 - -Ir2),,-1 q. < 
n 2 (n-l)!' O<v~ 1. 

Die erste Gestalt von Rn wird nach Lagrange, die zweite nach 
Cauchy benannt. 

Die Gestalt (I) liefert illl' Falle einer ganzen ratiollalen Funktion ((x) 
die Gleichung (5), S. 60, da die nte Ableitung einer solchen Funktion fex) 
konstant ist und also (TI) (x + -Ir1 h) mit ((tl) (x) gleich ist. 

8. Der Mac Laurinsche Lehrsatz. 

Man trage in (4), Nr. 7, X = ° eil]; und setze hernach für h 
wieder x. Der hierbei eintretende Spezialfall des Taylorschen Lehr
satzes heißt der 

Mac La'urinsche Lehrsatz: Ist die Funktion t(x) mit den n 
ersten Ableitungen {' (x), f" (x), ... , {(n) (x) im Intervall von 0 bis X, die 
Grenzen eingeschlossen, eindeutig und stetig, so gilt: 
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(1) . . . • 
r fCx) = 1(0) + f' (0) ~!"+ f" (0) ~: + ... 

1 + f(II-I) (0) xn
-

I + Rn. 
(n-I)! 

E'ür das "Restglied" Rn merken wir insbesondere die beiden aus (I) 
und (11), Nr.7, entspringenden Gestalten an: 

(I) o < .{Tl < I, 

(1I) 

9. Die Reihen von Taylor und Mac Laurin. 

Die Funktion fex) sei mit ihren sämtlichen Ableitungen im Inter
vall von x bis (x + h) eindeutig und stetig. Im Anschluß an (4), 
Nr.7, bilde man die unendliche Reihe: 

(1) • • • fex) + f' (i:) ~ + f" (x) ~~ + f'" (x) ~ + "', 
welche man als die "Taylorsche Reihe" der Funktion fCx) bezeichnet. 

E! soll' untersucht werden, ob diese Reihe konvergiert, und ob im 
Falle der Konvergenz der Summenwert derselben rcx + h) ist. 

Zu diesem Zwecke bilde man nach der Erklärung S. 53 (unten) 
die Summe Sn der n ersten Glieder von Cl) u~d hat zu fordern, daß 
die Werte SII für limo n = 00 der endliohen und eindeutig bestimmten 
Grenze S = rcx + h) zustreben. 

Aus (4), Nr.7, ergibt sich aber S - Sn = Rn. Die gestellte Frage 
ist also stets und nur dann zu bejahen, wenn limo Rn = 0 zutrifft. 

n=CJ:l 

Lehrsatz: Ist die Funktion I(x) mit ihren sämtlicIJen Ableitungen 
im Intervall von x bis (x + h), die G-tenzen eingeschlossen, eindeutig 
und stetig, und erfüllt das in Nr. 7 dargestellte Restglied RII für die 
vorliegenden Werte x und h die Bedingung limo RII = 0, so ist die auf 
der rechten Seite von: ,,= 00 

(2) fCx + h) = I Cx) + f' (x) ~ + (" Cx) ~; + f'" (x) ~~ + ... 
stehende Taulorsche Reihe konvergent und hat den links steltenden 
Summenwert {(x + M. 

Der Spezialfall Nr. 8 liefert den besonderen 

Lehrsatz: Ist die Funktion {(x) mit ihren slJ,mtlichen Ableitungen 
im Intervall von 0 bis x, die Grenzen eingeschlossen, eindeutig und stetig 
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und erfüllt das in Nr. 8 dargestellte Restglied Rn für den vorliegenden 
Wert x die Bedingung limo Rn = 0, so ist die rechter Hand in: 

,. = co 

(3) . • fex) = f(O) + f' (0) ft + f" (0) ~ + f'll (0) ~ + ..• 

stehende "Mac Laurinsche Reihe" konvergent. und hat f (x) zum 
Summenwerte. 

In (3) ist der allgemeine Ansatz der Potenzreihenentwickelung 
der Funktionen gewonnen (vgl. Nr.4, S. 57). 

Benutzt man die Summe Sn der n ersten Glieder der Reihe (3) als 
"Näherungswert" für fex), so ist der absolute Betrag I fex) - Sn I der 
Differenz zwischen dem genauen Werte fex) und dem Näherungswerte 
Sn nicht größer als der größte absolute Betrag, den der in (I) bzw. (Il), 
Nr. 8, rechts stehende Ausdruck annimmt, wenn ./t das ganze Intervall 
von 0 bis 1 durchläuft. Das Restglied Rn gestattet uns hiernach die 
Angabe einer Fehlergrenze, falls wir Sn als Näherungswert der Funk
tion fex) benutzen wollen. 

10. Reihenentwickelung der Exponentialfunktion. 

Ist fex) die natürliche Exponentialfunktion e"', so ist auch f(n) (x) = e~. 

Diese Exponentialfunktion ist mit ihren sämtlichen Ableitungen für alle 
endlichen Werte x eindeutig und stetig. 

Die Konvergenzbedingung limo RIl = 0 werde für einen beliebigen, 
n=oo 

aber fest gewählten positiven oder negativen Wert x untersucht. :Man 
setze zu diesem Zwecke n = 1 + m, indem man unter 1 eine feste, 
der Bedingung 1 > I x I genügende ganze Zahl versteht, während für 
die ganze Zahl m die Vorschrift limo 111 = Cf.) gelte. 

Die Gestalt I, S. 63, des Restgliedes liefert: 

(1) 
e!Ja;·x'+m (eßa;.xZ) x x x 

R n = (l+m)! = -/-1- ·,+1 '1+2 "'l+//l' 
I 

Bei dem rechts in Klammern stehenden Faktor ist ~ nach Aus-

wahl von x und 1 fest bestimmt und endlich; ferner gilt e:J x S 1 oder 

< e"', je nachdem x < 0 oder x> 0 ist. Die Faktoren 1 ~ 1 ' 

x 
1 + 2' ... sind sämtlich abs0lut < 1 und nähern sich mehr und mehr 

der Grenze o. Also ist limo Rn = O. 
n::::: 00 

Formel (3), Nr. 9, liefert somit den 

L ehr s atz: Die natürliche Exponentialfunktion eX läßt sich in die 
für alle endlichen Werte von x konvergente Potenzreihe entwickeln: 

x x2 X S x' 
(2) ... e"'=1+T+w+1.2.3+1.2.3.4+ .•• 



(3) 

(4) 

Potenzreihen für t"', sin x, C08 x, lSin x. ij;oi x. 

Für x = 1 entspringt als unendliche Reihe für die Zahl e: 

111 1 
..• e=1+T+N+~+1.2.3.4+··· 

Da a'" = e"'.lna ist, so folgt aus (2) als Potenzreihe für a"': 

aX = 1+x.lna+(x.lna)2 +(x.lna)3 + ... 
1! 2! 3! 

11. Reihenentwickelungen der Funktionen sin x und cos x. 
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Die Funktionen sin I» und cos I» sind mit ihren sämtlichen Ab
leitungen für alle endlichen Werte x eindeutig und stetig. 

Für das Restglied schreiben wir genau nach der in Nr. 10 be
folgten Überlegung:. 

_ (f<n) (6'x)xl ) _I»_._X_ ... _X_. 

Rn - 11 1 + 1 1 + 2 1 + In 

Da I (n) (.ft x) I :::; 1 ist, BO ergibt sich limo Rn = 0, wie in Nr.10. 

Aus (3), S. 64, entspringt somit der 
~=<lO 

L ehr s atz:. Die l'unktionen sin I» und cos x lassen sich in die für 
aUe endlichen lferte x kom'ergenten Potenzreihen entwickeln: 

(1) 
. x3 x6 x7 x9 

smx = X-Bi + Öl-7! + 9!-"· 

(2) . • • • . 
.x2 x' x6 x8 

cos X = 1 - - +- - - + - - ... 
~! 4! 6! 81 

12. Reihenentwickelungen der Funktionen ~in x und ~of x. 

Aus Nr. 10 ergibt sich: 

x x2 x3 x. 
e-X = 1--+-----+-___ -

1 1·2 1·2·3 1·2'·3·4 

als die für alle endlichen Werte x konvergente Reihendarstellung der 
Funktion e-"'. 

Gehen wir auf die in den beiden ersten Gleichungen (1), S. 28, 
gegilbene Erklärung der Funktionen @iinx und ~of x zurück, so ergibt 
sich der 

Lehrsatz: Die ·hyperbolischen Funktionell ~in x und ~of x lassen 
sich in die für alle endlichen" Werte x konvetgenten Potenzreihen ent· 
wickeln: 

(1) 
• XS x5 x7 x 9 

@im x = x + Bi + 5! + 7! + 9! + ... 
(2) 

x 2 x' x 6 x8 

. . . . . ~of x 1 + 2! + 4:! + 6! + 8! + ... 
Frioko. Leitfaden. 5 
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Die Analogie dieser Entwickelungen zu denen von sin X und cos X 

ist unmittelbar ersichtlich. 

13. Reihenentwickelung der Funktion Zn (1 + x). 

Die Funktion fex) = Zn (1 + x) ist nach S. 6 für alle endlichen, 
der Ungleichung X > - 1 genügenden Werte des Argumentes x ein
deutig und stetig. Dasselbe gilt von den Ableitungen: 

lr'() 1 f"() 1 flll() 2! 
x = 1 + x' X = (1 + X)2' x = (1 + X)3' ... 

(1) (n-l)! 
••• , f(") (x) = (_I)n-1. (1- x)"' ••• 

Wählt man demnach ein endliches x > - 1, so ist fex) im Inter
vall von 0 bis x mit allen Ableitungen eindeutig und stetig. 

Für das Restglied Rn findet man nach S. 63 im vorliegenden Falle 
der Funktion Zn (1 + x): 

(I) Rn = (-1)"-1.( X )" 
. . . . . . n 1+.ß"lX' 

(Il). . • • • . R" = (-X + .ß"2 X)"-I, X • 
. 1 + .ß"2X 1 + .ß"2iV 

Ist 0 < X < 1, so ist auch 0 < x < 1 + {)olX, sowie 
X 

O<I+.ß"lx<l; 

also folgt aus (1) offenbar limo Rn = O. 
n=oo 

Ist - 1 < X < 0, so ist 0 < - X < 1 und X < - x2• Es 
gilt demnach auch: 

o < - x (1 - .ß"2) < - x -.ß"2 x2, 

0< -X+.ß"2X <-x(1 +.ß"2X), 

-X+.ß"2 X 
o <. 1 + .ß" 2 X < - x < 1. 

Jetzt ergibt sich Bonach limo Rn = 0 aus Formel (U), 
n=co 

L ehr s atz: Die Funktion Zn (1 + x) läßt sich in dem Intervall 
- 1 < x < + 1 in die konvergente Potenzreihe entwickeln: 

i x 2 X'l x 4 

(2) . • . , . Zn (1 + x)= 1- 2" +3 - "4 + .. , 
Daß die Reihe (2) für I x I > 1 nicht konvergent ist, folgt aus der 

für diese Reihe geltenden Gleichung: 

Un +1 = _ X. _1_~_, 
U n n+ 1 

Dieser Quotient nähert sich nämlich für limo n = OCJ der Grenze - x und 
ist somit für jedes spezielle x mit I x I > 1 von einem bestimmten n 



Potenzreihe für ln (1 + x). 67 

an absolut > 1; die notwendige Konvergenzbedingung limo U n = 0 
ist demnach nicht erfüllt.' n = co 

Zueatz: Eur die Konvergenzgrenze x = -1 ist die Reihe (2) 
.divergent (vgl. S. 54); für x = + 1 ist sie konvergent und liefert: 

1 1 1 
(3) ....•. In2 = 1-"2+3-"4+'" 

Diese Konvergenz ergibt sich aus den beiden Schreibarten : 

(1-~)+(~-~)+(~-~)+ ... , 
1- (~-~)-(~-})- ... 

der Reihe (3). Die erste zeigt nämlich, daß die Reihe entweder kon
vergent ist, oder daß Um. Sn = OC) ist (Lehrsatz III, S. 55); die zweite 

t& =00 

zeigt, daß für n > 1 die Summe Sn < 1 bleibt. 

14. Formeln zur Berechnung der Logarithmen. 

Ist x > - 1, so gilt: 
x x 2 xn - 1 

In(l+x)-:-T-"2+ .. ·+(-l)"-S n-l 

(-~(_x_)n. + n 1+4fx 

Man setze X = ~, unter N eine ganze Zahl > 0 verstanden. 

Es ergibt sich: 

f 1 1 

\ 

ln(N+1) = lnN+ N-2N2+'" 

(1) • • • (_I)n-2 (_1)"-1 (_l_)n. 
+ (n -1) Nn-1 + n N + 4f 

Vermöge dieser Formel kann man nach und nach die natürlichen 
Logarithmen der ganzen positiven Zahlen berechnen, indem man von 
In 1 = 0 ausgeht. 

Läßt man in (1) das letzte Glied rechts fort, so ist der gewonnene 
"Näherungswert" von Zn (N + 1) zu klein oder zu groß, je nachdem n 
ungerade oder gerade ist; der gemachte Fehler ist absolut kleiner als 
der reziproke Wert von n· N". 

Eine andere Formel, wekhe demselben Zwecke wie (1) dient, er
wähnen wir nur beiläufig und ohne Berechnung des Restgliedes : 

Liegt' x zwischen - 1 und + 1, so gilt dasselbe von - x, und 
also ist: 

X x 2 XS x' 
Zn(1-x) = -------- - ... 

1 234 
5* 
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(2) 
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Durch Subtraktion dieser Formel von (2), S. 66 folgt: 

Zn -- = 2 -+-+-+-- + .... ( 1 + X) (X x3 x5 x7 ) 
I-x 1 3 5 7 

Setzt mau hier x = 2 J:V 1+ l' so ergibt sich: 

In(J:V+I) = lnN+2(2N1+1 +3(2;+1)3+ .. } 

Betreffs des Überganges von den natürlichen Logarithmen zu den" 
Logarithmen eines anderen Systems sehe man S. 22 den Lehrsatz am 
Schlusse von Nr. 7. 

15. Die Binomialreihe. 

Man setze fex) = (1 -+ x)m, wo m einen positiven oder negativen 
rationalen Bruch 111 = P!q, die ganzen Zahlen (für q = 1) eingeschlossen, 
bedeutet: 

P q,--__ _ 

(1) . • • • fex) -d (1 + x)m = (1 + x)q = V(1 + x)P. 

Es soll X > - 1 und also 1 + x > 0 sein; die qle W nrzel soll 
alsdann so ausgezogen werden, daß fex) reell und positiv wird. Die 
derart für x > - 1 definierte Funktion ist mit ihren sämtlichen 
A blei tungeu : 

(2) . . . (n) (x) = In (m - 1) .•. (m - 11 + 1) () + x)m-n 

für alle endlichen x > - 1 eindeutig und stetig. 
Für diese Funktion folgt aUB (2): 

(3) 
1 m(m-l) (m-2) ... (III-n"+ 1) ("m) 
-~~= = , nIl· 2· 3 ... 11 n 

wo rechts die in (2), S. 32 (oben), zur Bezeichnung des ntell Binomial

koeffizienten der mten Potenz eingeführte Abkürzung C:) für 

m(m-l) ... (m-n + 1) 
1·2 ... n 

auch im Falle einer gebrochenen Zahl m gebraucht ist. 
Für das in Nr. 8, S. 63, allgemein dargestellte Restglied finden 

wir bei der in Rede stehenden Funktion: 
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Diesen Gleichungen geben wir die Gestalten: 

Rn = [I!!! . (m- i)x ... (m-n + l)X]. ( __ l_)"-m 
1 2 n 1 + {}l X 

{

RII = [<m-l)x.<m-2)x •... (m-n+ I)X] 
1 2 n-l 

• mx (1 + {}2 x)m-I • ( 1 - {}2 )"-1. 
'I + {}2X 

Für 0 < x < 1 benutze man (la). Hier ist 1 + {}I X> 1, und 
also ist der letzte Faktor in (la) rechts für n > m kleiner als 1. In 
der großen Klammer von (la) treten mit wachsenden n mehr und 
mehr Faktoren hinzu, die sich für limo n = 00 der Grenze - x 
nähern, welche absolut< 1 ist. Dieserhalb ergibt sich limo R II = 0 
für 0 < x < 1 aus (la). n=oo 

Für 0 < -x < 1 folgt -{}zx < {}2 und -.{}2 < .{}2X. Man 
ha~ somit auch: 

o < 1 - {}2 < 1 + {}2X, 

1 - .{}2 
o < 1 + {}2 X < 1, 

so daß der letzte Faktor in (11") rechte kleiner als 1 ist. Für den 
Betrag von mx (1 + .{}2X)m-l lotnn man bei ~egebenen x und m den 
verschiedenen möglichen Werten .{}2 entsprechend leicht eine endliche' 
obere Grenze angeben. Endlich strebt das Produkt in der großen 
Klammer für limo n = 00 der Grenze 0 zu, was man wie in der soeben 
an (I") angeschlossenen Diskussion einsieht: Auch für 0 < - x < 1 
gilt somit limo Rn = O. 

n=oo 

Lehrsatz: Ist m ein positiver oder negati,ver rationaler Bruch (die 
ganzen Zahlen eingeschlossen) und liegt x im Intervall - 1 < x < + 1, 
so gestattet die oben erklärte Funktion (1 + x)m die konvergente Ent
wickelung: 

(4) ... (1 + x)m = 1 + (7) x + (~) x2 + C;) X S + ... ; 
diese Reihe wird die "Binomialreihe" genannt. 

Ist m eine positive ganze Zahl, so brichi die Reihe (4) beim Gliede 
mit x'" ab, und es erscheint in (4) der binomische Lehrsatz wieder 
(vgl. S. 32). 

Ist m eine negative ganze Zahl oder ein eigentlicher Bruch, so 
divergiert die Reihe (4) für j x I > 1. Man schließt dies aus: 

limo 11 ~ I = limo I m -: + 1 x I = I x I > 1 
k=oo , Uk-l k=oo 

mittels der schon in Nr.13, S. 66 (unten), ausgeführten Überlegung 
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16. Methode der unbestimmten Koeffizienten. 

Die Funktion fex) möge im Intervall - 9 < x < + 9 in die 
daselbst konvergente Potenz reihe : 

(1) ..... f(x) = aO+a1x+a~x2+asxS+ ... 

entwickelbar sein. 
Nach dem letzten Lehrsatze in Nr. 4, S. 58, hat man alsdann: 

1
1' (x) = a1 + 2 a2 x + 3 as x2 + 4 a4 X s + .. " 
f." (x) = 2· 1 . a2 + 3 . 2 as x + 4 . 3 at x2 + ... , 

(2) • . • 
tl/I (x) = 3· 2 . 1 a3 + 4 . 3 ·2 a4 x + ... , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . ., 

wobei die hier rechts auftretenden Reihen sämtlich wieder das Kon
vergenzintervall - 9 < x < + 9 besitzen. 

Nimmt man in diesen Gleichungen x = 0, so folgt: 

f' (0) f" (0) fl/I (0) 
(3) ao = (0), a1 = -I!-' a2 = 2!' a3 = 3"!"' ... 

Lehrsatz: Die Reihe (1) ist die Mac Laurinsche Reihe der 
Funktion fex), so daß außer dieser Reihe keine andere Potenzreihe der 
Gestalt (1) für fex) existiert. 

Ist die Berechnung der ao, ~, a2' ... auf Grund der Regel (3) 
schwierig, so ist gelegentlich folgende Operationsweise erfolgreich: 
Man setzt die Potenz/'eihe von fex) mit "unbestimmten Koeffizienten", 
d. i. in der Form (1), an und sucht die Koeffizienten ao, all a2, ••• 

daraus zu bestimmen, daß der Ausdruck auf der rechten Seite von (1) 
die Eigenschaften der Funktion fex) besitzen muß. 

Zur Erläuterung dieser "Methode der unbestimmten Koeffizienten" 
diene erstlich die Funktion {(x) = are tg x, wobei der "Hauptwert" 
dieser Funktion gemeint ist. 

Aus letzterer Festsetzung folgt ao= 0; deim der Hauptwert 
arc tg (0) ist = 0 (vgl. S. 10). 

Weiter benutze man f' (x) = (1 + X2)-1 und ziehe aus Nr. 15: 

(4) .. f' (x) = (1 + X 2)-1 = 1 - x2 + x4 - x6 + XS - ... 

als eine im Intervall - 1 <::: x < + 1 konvergente Entwickelung. 
Der Vergleich von (4) mit der ersten Gleichung (2) liefert: 

a\ = 1, 2a2 = 0, 3a3 = - I, 4a4 = 0, 5a" = 1 ... 

L ehr s atz: Der Hauptwert der Funktion arc Ig x gestattet die im 
Intervall - 1 < x < + 1 konvergente Reihenentwickelung : 

X S x 5 x7 x9 
(5) . • • . arc tg x = x - 3' + 5' - 7' + 9 - ... 
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Auch an der Konvergenzgrenze x = 1 bleibt die Konvergenz 
bestehen 1); und da der Hauptwert aretg 1 = lt/, ist, so ergibt sich: 

nIl 1 1 1 
4=1-a +r;-"1+""ij-il+ ... 

Diese Reihe trägt den Na.men der "·Leibnizsehen Reihe". 
Für den Hauptwert fex) = are sin x ist gleichfalls ao = O. 

1 

Andererseits hat man f' (x) = (1 - ( 2)-'2, so daß man a.us Nr. 115: 

(6) ('(x) = 1 + 2. x2 + +'~X4 + 2.'~'~X6 + ... 
2· 2 4 2 4 6 

als eine im Intervall - 1 < x < + 1 konvergente Entwickelung 
entnimmt. 

Der Vergleich von (6) mit der ersten Gleichung (2) liefert die 
Werte von al, ai ••. und damit den 

L ehr s atz: Der Hauptwert der Funktion are sin x gestattet dIe im 
Intervall - 1 < x < 1 konvergente Reihenentwiekelun.lJ: 

. 1 x 3 1 3. x' 1 3 5 x7 

(7). • are sm x = x + "2 . 3" + "2 . "4 '"5 + 2 . "4 . (f' 1" + ... 
Für x = 1/2 ergibt sich hieraus: 

n1 111311351 
"6 ="2 + "2' 3.23 + -2'"4' 5·2' + "2' 4"' 6' 7.27 + 

17. Unbedingt und bedingt konvergente Reihen. 

Die folgende Entwickelung wird hier nur beiläufig gegeben und 
kommt weiterhin nicht zur Verwendung; sie bezieht sich auf Reihen, 
welche sowohl positive als auch negative Glieder in unendlicher Anzahl 
aufweisen. 

Erklärung: Eine konvergente Reihe uo+ Ul + U2 + ... der eben 
genannten Art heißt stets und nur dann "absolut konvergent". wenn die 
zugehörige Reihe der absoluten Beträge: 

(1) • • • • . • • I Uo I + I ~ I + I u2 1 + ... 
konvergent ist. 

Absolut konvergent ist die Reihe 1- '/2 + ,/, - 1/8 + 1/16 - •••• 

Die konvergente Reihe 1- 1/'J. + 1/8 - 1" + 1/6 - ... ist hingegen 
nicht absolut konvergent (s. S. 54). 

Geht die Reihe Uo + U1 +u2 + ... durch eine beliebige "Neu
anordnung" der Glieder in u~ + u; + U2 + ... über, so wird jedes 
Glied Ui der ersten Reihe sich als ein Glied ui, der ,zweiten auffinden 
lassen und' umgekehrt. 

') Siehe die an (3), S.67 angeschlossene Betrachtung. 



72 II, 3. Theorie der unendlichen Reihen. 

L ehr s I1t z: Eine absolut konvergente Reihe des Summenwllrtes S 
behält auch nach ciner beliebigen Neuanordnung der Glieder denselben 
Summenwert S; sie wird deshalb als· cine "unbedingt konvergente" Reihe 
bezeichnet. 

Zum. Beweise streiche man aus (1) alle die Glieder, welche nega
tiven Gliedern U n der vorgelegten Reihe Uo + u 1 + ... entsprechen, 
und möge so t'o + VI + V2 + ... als Bestandteil von (1) erhalten. 
Durch Streichung aller den positiven Glied,ern U n zllgehörigen Giieder 
in (1) folge Wo + Wl + W, + ... als Bestandteil von (1). 

Unter den n ersten Gliedern uo, Ut, .•. , U"-I seien 1 positive und 
m negative enthalten. Setzt man alsdann: 

SI = Vo + VI + ... + Vz-l! S;;' = Wo + Wl + .. , + W"'_I, 

limo S; = S', limo S:;' = S", 
l=co m=co 

so sind die S', S" endliche und eindeutig bestimmte Zahlen (vgl. Lehr
satz'IV, S. 55), und es gelten die Gleichungen: 

(2) . • • . . • Sn = Si - S;;., S = S' - S". 

Da man mit limo n = 00. auch limo 1 ~ 00 und limo = 00 hat, 
so kann man nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl iJ > 0 den 
Index n so groß wählen, daß die Ungleichungen gelten: 

(3) .... 0< S'-Si < iJ, 0< S";-S;'; < 8. 
Für die Neuanordnungu~ + u~ + U2 + ... definieren wir ent

sprechende Reihen ·v~ + v~ + V2 + '" und w~ + w~ . + w~ + ... und 
benutzen für die Summen von Anfangsgliedern das Zeichen ]J an Stelle 
von S. Kom.men somit unter den n' ersten Gliedern der umgeordneten 
Reihe l' positive und m' negative vor, so ist In' = Ei, -E:~ .. 

Nun wähle man n' so groß, daß alle Glieder von S" sich auch in 
E". finden. Dann ist auch E[, > Si und E:;', > S;;'; und da überdies 
Ei, < S', I:;,;. < S" gilt (vgl:den'Beweis zu;- Lehrsatz IlI, S. 55), 
so folgt vermöge (3): 

(4) . , , . 0 < S' - Ei. < 8, 0 < s" - E::'. < 8, 
Durch Subtraktion folgt weiter: 

- () < (S' - S") - (Eil - I:;..j < 8, 
- 8 < S - I", < 8, 

so daß limo E n• = S ist, wie bewiesen werden sollte. 
n'=cx> 

L ehr s atz: Eine konvergente, jedoch nicht absolut konvergenfe 
Rcihe läßt sich in cine solche Neuanordnung bringen, ·daß der Summen
wert cine beZiebig gewählte positive oder negative Zahl S ist; eine solche 
Reihe heißt dieserhalb "bedingt konvergent". 

In diesem Falle sind die beiden wie oben zu erklärenden Reihen 
'110 + VI + .. , und Wo + WI + ... divergent; denn wären sie beide 
konvergent, so wäre auch die Reihe (1) konvergent; wäre aber eine 
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von ihnen konvergent, die andere divergent, so könnte Sn = SI - S::. 
für limo n = 00 nicht endlich sein. 

Es sei nun etwa die willkürlich gewählte Zahl S > O. Man 
summiere dann erstlich so viele Glieder der divergenten Reihe 
Vo + VI + ... , daß: 

Vo + Vl + ... + v'" > S 
ist, während die um v'" verminderte linke Seite dieser Ungleichung 
noch nicht> S ist. Demnächst reihe man die ersten negativen Glieder 
- Wo, - U\, •.. an und bestimme den Index ml so, daß: 

Vo + VI + ... + vn, - Wo - W1 - ••• - wm, < S 

ist, während das von seinem letzten Gliede - wmt befreite links stehende 
Aggregat noch nicht < S ist. 

Je.tzt folgt die Anreihung von V"t+ 1, Vnt +2, ... , v"', und zwar 

so, daß: 

(5) . • vi> + ... + VII, - Wo - ••• - wm, + v'" +1 + '" + v".' 
aber noch nicht die um ihr letztes Glied vn• verminderte Summe (5), 
den Betrag S übertrifft. Ein solcher endlicher Index ng läßt sich auf
finden, da die Reihe Vo + vl + ... auch nach Fortnahme der (nl + 1) 
ersten Glieder divergent bleibt (Lehrsatz H,·~. 55). . 

In derselben Weise fahre man fort und wird so naoh und nach 
alle Glieder der ursprünglich vorgelegten Reihe unterbringen. 

Bei diesem Prozesse ist die Differenz zwischen S und einer gerade 
hergestellten endlichen Summe absolut nie größer als der Betrag des 
letzten Gliedes jener Summe. Da aber wegen der Konvergenz der Reihe 
~o + U1 + ... nach Lehrsatz I, S. 54, die Gleichung Zirn. I U n I = o gilt, 

n=-n 

so haben die fraglichen Summen bei unbegrenzt wachsender Glieder-
zahl in der Tat die Zahl S als Grenzwert. 

V i e rt e s Kap i t. e I. 

Bestimmung der unter den Gestalten ~, ~, • .. sieh dar
bietenden Funktionswerte. 

1. Die unbestimmte Gestalt ~. 

Ist eine elementare Funktion in der Gestalt f(x) = ~ ~;~ gegeben, 

und werden für den endlichen Wert·x = a Zähler und Nenner zu 
gleicher Zeit gleich 0, rp (a) = 0, t/J (a) = 0, 80 bietet sich f(a) in der 
Gestalt % dar, mit welcher man zunächst keinen bestimmten Sinn oder 
Zahlenwert verknüpfen kann. 
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Um gleichwohl von einem Funktionswerte f(a) sprechen zu können, 
gibt man folgende 

Erklärung: Als "wahren Wert" f(a) der Funktion fex) für 
x = a bezeichnet man den Grenzwert: 

(1) •..••• (a) = ;~d fex) = ~i:::~ (: ~:D, 
sofern ein solcher Grenzwert überhaupt existiert. 

Si'nd cp (x) und 1/1 (x) in der "Umgebung" von x = a stetig, und
gilt dasselbe von cp' (x) und 1/1' (x), so dient der Mittelwertsatz (4), 
S.59, zur Bestimmung von f(a). 

Um diesen Satz anwenden zu können, wähle man die Stelle x in 
der Umgebung von a so aus ,daß '11/ im "Inneren" des Intervalls von 
a bis x nicht verschwindet I). Da cp (a) = 0 und 1/1 (a) = 0 gilt, so 
folgt aus (4), S. 59, falls man die Intervallgrenze b durch das eben 
gedachte x ersetzt: 

cp (x) cp' (Xl) 
(2) . . • . . 1/1 (x) = 1/1' (XI)' Xl = a + {)- (x - a). 

Für limo 9; = a wird auch limo Xl = a; und also folgt der 

Lehrsatz: Nähern sich die Funktionen cp(x) und 1/1(x) für 
limo x = a zugleich der Grenze 0, so gilt die Gleichung: 

. (cp (X») . (CP' (X») 
(3) • . . • . • . !~~ 1/1 (x) = !z,:z~ 1/1' (x) • 

Sollten auch cp' (x) und. 1/1' (x) für x = a zugleich verschwinden, 
so haben wir die bisher über cp' (x) und 1/1' (x) gemachten Voraus
setzungen auf cp" (x) und 1/1" (x) auszudehnen. Durch die erneute An
wendung der Regel (3) werden wir alsdann: 

. (CP (X») . (cpll (X») 
(4) . . . . . . . ~t:::: 1/1 (x) = !t:~ 1/1" (x) 

finden und nötigenfalls die gleiche Schlußweise noch öfter wieder
holen. 

Lehrsatz. Werden Zähler und Nenner, cp(x) und 1/1(x) , von 
fex) samt ihren (n-1) ersten Ableitungen zugleich zu 0, falls x = a 
wird, während cp(n) (a) und 1/1(n) (a) wenigstens nicht beide gleich ° sind, 
so gilt die Gleichung: 

. (CP (X») cp(n) (a) 
(5) . . . • • . (a) = ~::~ 1/1 (x) = 1/1(") (a) • 

1) Dies hat, falls nicht ",' in der Umgebung von a konstant gleich 0 
ist, bei den im Texte gültigen Voraussetzungen keine Schwierigkeit. 
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Beispiele sind: 

l ' (Bin::) l' (COSX) tm. -- = Im. -- = 1, 
«=0 x "'=0 1 

11m, , = Ztm. = 2, ,(e"'-e-"') '(e'" + e-/t) 
",=0 stn x ",=0. COS x 

deren erstes die Formel (1), S. 23, bestätigt. 

2. Die unbestimmte Gestalt ~. 

Erklil.rung: Hat die Funktion fex) dieseZbe Gestalt wie. in 
Nr. 1, und werden Zähler und Nenner von fex) für x = a heide un
endlich grolJ, fP (a) = CX), 1/1' (a) = CX), so versteht man unter dem 
"wahren Werte" f(a) der Funktion fex) für das Argument x = a die 
Grenze Zim. f(x), sofern eine solche 6!1;istiert: 

f(a) = !~~ fex) = !~; (: ~=D . 
Das Unendlichwerden der Funktionen fP (x) und 1/1 (x) für x = a 

soll dabei ein solches sein, daß die Funktionen: 

-(1) • • • • • • fPl (x) = fP ~x)' t,(ItCx) = 1P (x) 
sich stetig der Grenze 0 annähern, falls sich x stetig dem Werte a 
nähert. 

Die in (1) eingeführten Funktionen liefern: 

(2) . • • , f("') = fP (x) = 1/11 (x) • 
• • •• oN 1/1 (x) fPl (x) 

Da die letzte Form der Funktion f(lIJ) für x = a die unbestimmte 
Gestalt ~ annimmt, so kommen wir auf den in Nr. 1 behandelten Fall 
zurück. Man findet: 

1'. (t/Jl (X») _ Z' (1/1;' (x») _ Z' (fP (X»)2, Z' (1/1' (X») Im, - ·tm., - 1m, 1m", 
:c=a fPl (x) o;=a fPl (x) ",=a 1/1 (x) :c=a fP (x) 

(3) . • • • • limo f(f») = [limo f(x}]2. Zim. (1/1', «x»). 
/t=a· :c=a .. =a fP x 

Ist limo fex) von 0 verschieden und endlich, so folgt alls (3): 
:z:=a 

(4) •••• Zim,f(x) = limo (~«X») = limo (~:«x»). 
",=a .,=a 'I' X .,=a 'I' X 

Ist limo fex) = 0, so darf man Formel (4) auf die Funktion: 

(5) •••• g(x) = 1 +f(x) = 1/1(X~~xr(X) = !~) 
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anwenden und findet auf diese Weise: 

(6) 1 + Z• f() Z' X' (x) 1 + Z· fP'(X) . • •. tm. x = tm. --;--( ) = im • • ,.' I )' 
:r=a. :r= 1/1 x :r=a 'I' ,x 

so daß die Formel (4) be&tehen bleibt. 
Auch für Zim.f(x) = 00 ist Formel (4) richtig, wie man durch 

Vermittelung der Funktion h (x) = 1: I (x), für welche Formel (4) be
wiesen ist, zeigt. 

Auf dieselbe Art, wie in Nr. 1, ergibt sich nunmehr der 

Lehrsatz: Werden Zähler und Nenner, fP (x) und 1/1 (x), von 
f (~ samt ihren (n - 1) ersten Ableitungen zugleich unendlich groß, 
faZls x = a wird, während fP(H) (a) und 1/I(n) (a) wenigstens nicht beide 00 

sind, so gilt die Gleichung: 
. (fP (X») fP(n) (a) 

(7) • . • • • • f(a) = lim.;;;-( = (n)( " 
z=a 'I' x) • ~ 

3. Berücksichtigung des Wertes X = 00. 

Tritt an Stelle des endlichen Wertel5 x = a der Wert x = 00, lind 

erscheint fex) = : ~:~ für diesen Wert unter einer der unbestimmten 

Gestalten! oder ~, so zeigt sich, daß für die Bestimmung des wahren 
Wertes limo f(x) die in l\r.l bzw.2 gewonnenen Regeln erhalten bleiben. 

z;=+"" 
Setzt man nämlich y = r 1 , 80 wird für limo x = + 00 die 

Variabele y als positive Größe gegen die Grenze 0 abnehmen. 
Man schreibe demnach: 

(1) •• fP (x) = fP (~) = fP1 (y), 1/1 (x) = 1/1 (~) = 1/1~ (y) 
und untersuche fP1 (Y) : 1/11 (y) für limo y = O. 

Die bisherige Entwickelung ergibt daraufhin für limo f (x): 
x=+'" 

( ) Z· (fP1 (Y») . (fP~ (y») '(11;' (X») 2 • • • im. -;;;:-r:-) = Zfm. .,.' () = limo .,.' () , 
1/=0 '1'1"'1/ 1/=0 '1'1 Y z=+oo 'I' X 

wie man durch Division der ersten der beiden Gleichungen: 

fP'l (y) = ...,... x 2 rp' (x), ,p~ (y) = - X 2 ,p' (x) 

durch die zweite zeig.t. 
Der letzte in (2) gegebene Ausdruck für limo fex) liefert den 

>=+00 
Lehrsatz: Nimmt fex) far x = + 00 die unbestimmte Gestalt % 

oder ~ an, so bleiben für die Bestimmung des "wahren Wertes" 
f(+ (0) = Zim. f(x) die in Nr.1 und /2 für endliches a gewonnenen 

z=+oo 
Regeln erhalten. 

Diesen Satz wird man auf den Fall limo X = - 00 sofort übertragen 
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4. Die unbestimmten Gestalten O· OCJ. OCJ - Cl) , 00, 00 0, 1 CX) ,-

Erklä.rung: Nimmt die Funktion f(x) für x = a eine der fol
genden fünf u,nbestimmten Gestalten o· CI) , 00 - 00, 00, 00 0, 1'" an, so 
erklärt man als "wahren Wert" f(a) der Funktion {(x) (ür x = a stets 
wieder den Grenzwert limo ((x), sofern ein solcher existiert. 

Die Berechnung ,dieses wahren Wertes (Ca) der Funktion gelingt 
in allen fünf Fällen durch Zurückführung auf eine der inNr. 1 und 2 
behandelten Gestalten. 

I. Ist ((x) = ffJ (x) . 'I/J (x), und wird der erste Faktor für x = a 
gleich 0, der zweite gleich 00, so setze man entweder: 

1 
(1) • • • • • W (x) = Wl (x) oder 

1 
ffJ(x) = --. 

ffJl (x) 

Hieraus entspringt für (x) entweder die Gestalt: 

ffJ (x) 
(2) • • • • • • (x) = -( ) W! X 

oder 
'I/J (x) 

(x) = --. 
ffJ! (x) 

Für x = a tritt dann entsprechend entweder % oder ~ ein. 

n. Ist (x) = ffJ (x) - 'I/J (x), und werden Minuend und Sub
trahend für x = a gleichzeitig unendlich, so benutze man die in (1) 
erklärten Funktionen ffJl (x), 'l/J1 (x) und schreibe daraufhin: 

(3) ...• (x) = _1 ___ 1_ = 'l/J1 (x) - ffJl (x). 
ffJ1 (x) 'l/Jl (x) ffJ1 (x) 'l/J1 (x) 

In dieser Form erscheint I (x) für x = a in der Gestalt ~. 

IH. Nimmt die Funktion (x) = [ffJ (x)]1/I(x) für x = u eine der 
Gestalten 00, OCJ 0, 100 an, BO setze man: 

(4) • • 1n ffJ (x) = ffJI (x), Zn (x) = F (x), (x) = eF(x). 

Die so definierte Funktion: 

(5) ....•• F(x) =' 1n (x) = 'I/J (x). ffJl (x) 

erscheint in allen drei Fällen für x = a in der Gestalt O· OCJ, BO daß 
man F (a) und daraufhin (a) = eF(a) nach der in I angegebenen 
Regel finden kann. 

1 

Beispiel. Die Funktion (x) = (1 + x);; nimmtfÜl' x = 0 die 
Gestalt 1'" an. Hier ist: 

(6). . limo Fex) = lim. (ln (1 + X)) = limo (_1_) = 1, 
x=o ~·=O x x=o 1 + x 

und also ergibt sich (0) = e1'(0) =e1 = e in Übereinstimmung 
mit (8), S. 15. 
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5. Gebrauch der Potenzreihen. Unendlichwerden von 
ffI' und In x. 

In einigen Fällen macht man mit Vorteil von Potensreihen Ge· 
brauch, um den wahren Wert einer Funktion an einer solchen Stelle 
zu bestimmen, wo sie eine der besprochenen unbestimmten Gestalten 
annimmt. 

Es' Boll dies an der Aufgabe erläutert werden, den wahren Wert 
ffI' 

der Funktion f (x) = --= mit ganzzahligem n > 1 für x = + 00, wo 
X" -

die Gestalt ~ vorliegt, zu bestimmen. 
Nach (2), S. 64 gilt für jedes endliche von 0 verschiedene x-. 

{

ffI' a;-n+l a;-n+2 a;-l 
;.ö = x-+l! + -2-1- + ... + (n-l)! 

(1) • • • 1 [(I) Xi ] 

+ nIl + n + 1 + (n + 1) (n + 2) + ... j 

denn die a. a. O. aufgestellte Potenzreihe für die natürliche Exponential
funktion konvergiert für jeden endlichen Wert (1). 

Da für x> 0 in (1) rechts sowohl vor als in der Klammer lauter 
positive Glieder stehen, so gilt für solche x: 

~ > ~ (1 + n ~ I)' 
und also findet man: 

(2) • • • • • . • • • • limo (e:) = 00 
.,=+'" X 

als den gesuchten wahren Wert der vorgelegten Funktion bei X = + 00. 

Da man limo (Xn
:
1) = 00 hat, so wird xn für x = 00 um so 

.,='" x 
stärker unendlich, Je größer der positive Exponent n ist. 

Da aber die Gleichung (2) für jedes positive ganzzahlige n gilt, so 
entspringt der 

Lehr Bat z: Das Unendlichwerden der Exponentialfunktion ffI' {üt 
x = + (f.) ist stät'ker als dasjenige irgend einer Potens (1)" mit endlichem 
positiven ganszahligen Exponenten n. -

Man kann diesen Lehrsatz auch in eine die Funktion lnx betreffende 
Gestalt umkleiden, Zu diesem Zwecke rechnen wir die Gleichung (2) 
in folgende Form um: 
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und setzen alsdann ff' = Xl und also X = Zn Xl j es folgt bei Fort
lassung des Index 1: 

(1). . .. . . . . !~~ (Z;) = o. 
1 

Offenbar wird Xn fÜr limo X = c:o um so schwächer unendlich, je 
größer n gewählt wird. Gleichwohl besteht der 

L ehr s atz: Das Unendlich werden des Logarithmus Zn X für 
I 

x = c:o ist schwächer als dasjenige der Potene- x", wie groß man auch 
die positive ganee Zahl n tvählen mag. 

1 
Setzt man x = - in (3) ein, so wird: 

XI 

Zn x .!. 
-1- = - XI" ·lnxt , 

x" 
und es wird sich XI als positive Gr(jße dem Werte 0 nähern, falls 
limo x = + c:o sein soll. Lassen wir den Index 1 wieder fort, so folgt: 

(4) ..•.•.• limo Ca;";. 7na) = 0 
. %=0 

1 

als wahrer Wert der Funktion x" ·ln x für x = 0, wo die unbestimmte 
Gestalt O· 00 vorliegt. 

I 

Für ein ohne Ende abnehmendes x wird x" um so schwächer oder 
langsamer unendlich klein, je größer die positive ganze Zahl n ist. 

Gleichung (4) liefert für das Verhalten von In x bei unendlich 
klein werdendem x folgenden 

Lehrsatz: Das Unendlichwerden von ln X für x = 0 ist so schwach, 
I 

daß das Produkt von ln X und der Potenz x .. , wie groß auch die posttive 
ganze Zahl n gewählt sein mag, für limo x = 0 die Grenze 0 hat. 



Dritter Abschnitt. 

Grundlagen und Anwendungen der 
Integralrechnung. 

Erstes Kapitel. 

Begriffe des unbestimmten und des bestimmten Integrals 
nebst geometrischen Anwendungen. 

1. Begriff des unbestimmten Integrals. 

Erklärung: Die Fundamentalaufgabe der Integralrechnung 7autet: 
Gegeben ist die Funktion cp (x); man soll eine solche Funktion fex) 
finden, deren Ab7eitung f' (x) mit cp (x) identisch ist. 

Die Auflösung dieser Aufgabe stellt die zur Differentiation von f (x) 
inverse Operation dar. 

Von der gesuchten Funktion {(x) ist unmittelbar das zu d x 
gehörende Differential d ((x) = rp (x)· d x gegeben. Man kleidet dem
nach die genannte Fundamentalaufgabe auch in die 

Erklärung: Aus dem i'fl' der Gestalt rp(x)dx gegebenen Diffe
rential d fex) soll die Funktion fex) selbst hergestellt werden. Diesen 
Übergang bezeichnet man als "Integration" des Differentials d fex) 
= cp (x)dx, und das Ergebnis dieser Opemiion, d. i. fex), heißt "Inte
gral" des Differentials d fex) = cp (x) d x oder kurz "Integral von 
cp(x)dx". 

Um durch eine Formel auszudrücken, daß die Integration von 
cp (x) d x auf f (x) führt, schreibt man: 

(1) ...•..••• fex) = j cp (x) dx. 

Erklärun g: Man hat hiernach das Zeichen f als "Integral 

von" EU lesen; und die Formel (1) bringt nichts anderes zum Aus
druck, als daß das Differential df(x) = cp (x) dx oder die Ableitung 
f' (x) = cp (x) sei. 
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Weiter unten wird gezeigt, daß es für jedes mit einer elementaren 
Funktion cp (x) gebildete Differential cp (x) d x ein Integral fex) gtöt. 

Sollte neben (x) auch noch g (x) ein Integral von cp (x) dx sein. 
so haben fex) und g (x) gleiche Ableitungen; und also ist für die Funk
tion F (x) = g (x) - fCx) die Ableitung ]T' (x) beständig gleich O. 

Die Funktion F (x) hat somit für alle x den gleichen Wert, sie ist 
eine Konstante G (man wende z. B. den J\Iittelwertsatz (5), S. 59, auf 
F(x) an). Es muß sich also g(x) in der Gestalt fex) + G darstellen 
lassen. 

Nun hat andererseits die Funktion [f (x) + G] bei willkürlich ge
wähltem G dieselbe Ableitung wie f(x); also folgt der 

Lehrsatz: Das Integral eines gegebenen Differentials cp (x) d x ist 
nur bis auf eine willkürlich wählbare additive Konstante G. eindeutiq 
bestimmt, d. h. mit t (x) ist stets auch (fex) + Gl Integral von cp (x) d x. 

G heißt die "Integrationskonstante" ; bleibt der Wert von G un
bestimmt, so spricht man von einem "unbestimmten Integrale". 

2. Unmittelbare Integration einiger Differentiale. 

Soll ein gegel>enes Differential cp (x) dx integriert werden, so ist 
man zu,nächst darauf angewiesen, in den Formeln der Differential
rechnung nach einer Funktion ((x) zu suchen, deren abgeleitete 
Funktion f' (x) = cp (x) ist. 

Indem man die einfachsten von S. 21 ff. her bekannten Differen
tialformeln : 

d fex) = fJJ (x) dl1l in {(x) = f cp (111) d 111, 

d. h. in die entsprechenden Integralformeln umschreibt, ergibt sich 
folgendes erste Formelsystem: 

J xm+l 
(1) 111m d X = -- (falls m 5 - 1 gilt) 

m+1 ' 

(2) f dx x = Zn 111, (3) f e"dx = e"', 

(4) f cosl1ldl1l = sinl1l, (5) J sinl1ldl1l = -cos,;, 

(6) f dx (7) f dl1l ---t 111 -'-2- = - dg 111, cos2x - g , stn x 

(8) J dl1l . V = arCSlnl1l, 
1- x2 

~9) J dx i + x2 = arctgx. 

Der Kürze halber sind hier überall die Integrationskonstanten G 
ausgelassen. 

Fr icke, Leitfaden. 6 
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3. Integration einer Summe und eines Produktes mit einem 
konstanten Faktor. 

Aus den beiden Formeln: 

(1) .... df(x) = f'(x)dx und dg(x) ='= g'(x)dx 

ergiht sich mittels des ersten Lehrsatzes in Nr.5, S.20: 

(2) . . . . • d [( (x) + 9 (x)] = [('(x) ± g' (x)] d x. 

Setzt man nun f' (x) = qJ (x), g' (x) = t/J (x), so folgt aus (1): 

(3) .... fex) = J qJ(x)dx, g(x) = J 1jJ(x)dx, 

und die zu (2) gehörende Integralformel: 

(4) •.•.• J[qJ(X)+t/J(X)]dX=f(X)±9(x) 

liefert vermöge der Gleichungen (3): 

(I) ..• J [qJ (x) + 1jJ(x)] dx = f qJ (x) dx ± J 1jJ(x)dx. 

L ehr s atz: Eine Summe oder Differenz wird. integriert, indem 
man jedes Glied integriert und die entspringenden Integrale addiert bzw. 
subtrahiert. 

Ist f' (x) = qJ (x), so folgt aus Formel (4), S. 20: 

(5) ..•.. d[af(x)] = af'(x)dx =ap(x)dx. 

Die zugehörige Integralformel: 

(6) ••..••.• fa qJ (x)dx = a·f(x) 

liefert, da wegen f' (x) = qJ (x) umgekehrt: 

fex) = J qJ (x) d x 

gilt, das Resultat: 

(II) ....••• f aqJ(x)dx.= a J qJ(x)dx. 

Lehrsatz: Ein konstanter Faktor des zu integrierenden Diffe
rentials darf vor das Integralzeichen gesetzt werden. 

Beispiele zu Nr. 2 und Nr. 3 sind: 

f X2 x3 
(aO+alx+a2x2+· .. +a"x")dx= G+aox+al 2"+a2 3 + ... 

X"+ 1 

+ alt n + l' 

J(2XS - 7_+_ 3 )dX= G+l!2 Xf - 14 Y;+3arcsinx. 
Vx Yl- x2 
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4. Integration duroh Substitution einer neuen Variabe1en. 

Erklärung: In vielen Fallen gelingt die Integration von rp (x)dx 
durch Einführung einer neuen Variabelen e vermtJge der Gleichungen: 

(1) •••..• x=t/J(z), dx=t/J'(e)de. 

Man findet: 

(2) ..• frp(X)dx=frp[t/J(e)j~t/J'(e)de= JW(e)dZ. 

Kann man das letzte IntegraZ als Funktion F(e) angeben, so liefert die 
Wiedereinführung von x das gesuchte Integral: 

(3) . . . . f rp (x) d x = J w (e) d e = F (e) = f (x). 

Man spricht in diesem Falle von einer Integration durch "Substitu
tion einer neuen Variabelen". 

Führt man z. B. in J sin (a + b x) d x die Variabele e vermöge: 

a + bx = e, b dx = dz 
ein, so ergibt sich: 

f 
. 1J . COS6 cos(a+bx) 

(4) sm(a+bx)dx=1) smzdz=--b=- b . 

Bei den folgenden Beispielen ist immer die zur Berechnung des 
Integrals geeignete Substitution in Klammern angegeben: 

(5) f ax x + a = In (x + a), [x + a = e], 

(6) J cos (5 + 7 x) dx = 1/7 sin (5 + 7 x), [5 + 7x = e], 

(7) f f1<o; dx - .!.. eh 
- k ' [h = e]. 

(8) f dx 1 (X) 2T'2 = -arc(g - , a x a (l 
[x = ae], 

(9) f dx (X) V = arcsin - • a2 -x2 a 
[x=ae], 

(10) f xdx -- = 1/ In (a 2 + x2) a2 + x 2 2 , [a 2 + x2 = e1 

(11) f tgxdx = - In cosx, [cosx = e], 

(12) -.- = ln t -f dx (X) 
SfnX g 2 • [tg (;) = e} 

6* 
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Beim Beweise der letzten Formel benutze man die Gleichung: 

1 d(~) dtg (i) 
tg ( i) . eos 2 ( ;) - tg (:) 

5. Methode der partiellen Integration. 

Aus Formel (2), S. 25, ergibt sich: 

(1) . d [p (x) X (x)] = p (x) X' (x) d x + rp' (x)x (x) d x, 

(2) <p(x)x(x) = f p(x) d~;X) dx + fd:;X) X (x)dx. 

Schreibt man in (2): 

cl X (x) = 1/1 (x) und also X Cx) = f 1/1 (x) d x, 
dx J 

so folgt: 

(3) f rp(x)1/I(x)dx = p(x) f 1/1 (x) dx - f[d~~X) f 1/1 (x) dX] dx. 

Er k 1 ä run g: Die in dieser Formel enthaltene Regel zur Bereclt

nung von f p (x) 1/J (x) d x heißt JJ:Iethode der "partiellen Integration". 

Beispiele, bei denen die Integration eines gegebenen Differentials 
mittels dieser Methode gelingt, sind: 

1. J Zn xdx, p(x) = Zn x, 1/1 (x) = 1, 

J Zn x d x = Zn' x f d x - f [;- f d x] d x, 

(4) J Zn xdx = x lnx-.x. 

II. j'xsinXdX, rp(x) = x, 1/1 (x) = sinx, 

f x sin x d x = x f sin x d x - f [ f sin x d x] d x. 

(5) J xsinxdx = -xeosx + sinx. 

III. Jaretgxdx, p(x)=imtgx, lj.:(x) = 1, 

J are tg x d X = are tg x f d x - f L ~ x2 J d x] cl X 

(6) Jaretgxdx = xaretgx- 1/ 2 ln (1 +x2). 
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6. Begriff des bestimmten Integrals. 

Es sei '!J = g; (x) eine elementare Funktion, welohe in dem Inter
vall a < x <b (unter a und b endliche Werte verstanden) eindeutig 
und stetig ist. 

Der Einfachheit halber sei zunächst angenommen, daß g; (x) im 
ganzen Intervall positiv und mit x gleicbändrig ist. 

Fig.43. Das über dem Intervall gelegene Stück 
der Kurve '!J = g; (x), sowie d.ie zu x = a 
und x = b gehörenden Ordinaten der
selben sind in Fig.43 durch starkes Aus
ziehen hervorgehoben. Durch die Kurve, 
die genannten bei den Ordinaten und die 
x-Ach~e wird ein Flächenstück eingegrenzt, 
dessen Inhalt J wir bestimmen wollen. -I---x=a 

Zur angenäherten Berechnung von J 
teilen wir die Z"Wischen a und b gelegene 

x=b 

Strecke der x-Achse in n Teile, die zwar nicht notwendig, aber zweck
mäßig einander gleich gewählt werden. Der einzelne Teil habe die 
Länge L1 x, so daß man b - a = n· L1 x hat. 

Indem wir auch noch in den (n - 1) Teilpunkten die.Ordinaten 
rp (a + L1 x), rp (a + 2 d x), ••. , g; [a + (n -1) L1 x] der Kurve errichten, 
zerfällt die fragliche Fläche in n Streifen. 

Vom einzelne~ dieser n Streifen wolle man nunmehr das in der 
Fig.43 schraffierte Rechteck abschneiden, indem man durch den End
punkt der linken Ordinate eine Parallele zur x-Achse zieht. 

Der Gesamtinhalt Jn der n Rechtecke ist: 

(1) Jn = g; (a)L1 x + g;(a + L1x)L1x + ... + g;[a + (n -1)L1x]L1x. 

Je größer man die Anzahl n wählt, um so mehr wird sich der 
eben berechnete Summenwert Jn dem zu berechnenden Flächeninhalte 
J annähern. In der Tat gilt die Gleichung: 

(2) limo {g; (a)L1x + g; (a +L1x)L1 x + ... + g;[a + (n-l)L1 x] L1 x} = J. 

Zum Beweise vergrößere man den einzelnen der n Streifen (wie 
Fig.43 andeutet) dadurch zu einem Rechtecke, daß man durch den 
Endpunkt der rechten Ordinate eine Parallele zur x-Achse zieht. Der 
Gesamtirihalt J~ der so entspringenden n Rechtecke ist: 

(3) J~ = g; (a + L1 x) L1 x + g; (a + 2 Li x) L1 x + ... + g; (b) L1 x. 

Aus Fig.43, sowie aus (1) und (3) folgt aber: 

(4) .•• Jn<J<J~, J~-Jn = [g;(b)-g;(a)]L1xj 

also ist limo J~ = .lim. Jn = J, da limo Li x = 0 ist. 
n=oo n=CXi 
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Die Formel (2) gilt auch dann noch, wenn rp (x) im betrachteten 
Intervall nicht oder nicht stets mit x gleichändrig ist, sowie wenn rp (x) 

Fig. 44-. nicht oder nicht immer positiv ist. 
Es ist nur nötig zu verabreden, 
daß, falls die Kurve ganz oder teil
weise unterhalb der x-Achse verläuft, 
die Inhalte der hierselbst zwischen 
der Kurve und x-Achse gelegenen 
Flächenstücke negativ in Rechnung 

gestellt werden. So ist J im Falle der Fig.44 die Summe der Inhalte 
der Stücke I und IlI, vermindert um den Inhalt des Flächenstückes II. 

Für limo n =00 wächst die Gliederanzahl der in (1) definierten 
Summe ins Unendliche, und jedes einzelne Glied wird zu einem Diffe
rentiiü rp (x) • d X. Vollziehen wir den fraglichen Grenzübergang, 
limo n = 00, an der in (1) rechts stehenden Summe, so bedienen wir 
uns des abkürzenden Symbols: 

I
~i:::~ {rp (a).d x + rp (a + Li xl Li x + ... + rp [a + (n,-I).d x] Li xl 

(5) = J rp(x) cl x, 

a 

so daß hier das Zeichen J in einer zunächst neuen Bedeutung, nämlich 

als Summenzeichen, verwendet wird. 

Lehrsatz: Die Summe(l), deren Glieder für unendlich wachsende 
Gliederanzahl n zu Differentialen werden, nähert sich für lim. n = 00 

b 

der durch das Symbol J rp (x) d x bezeichneten Grenze, welche den end-

<l 
b 

lichen und bestimmten Wert J hat. Der Ausdruck J rp (x) dx wird als 

a 

"bestimmtes.lrdegral" von rp (x) oder von rp (x) d x benannt; a und b 
sind die "untere" ttnd "obere Grenze" des Integrals, das Intervall der 
Zahlen linie von abis b heißt das "Integrationsintervall" des in Rede 
stehenden bestimmten Integrals. 

Es ist nötig, daß man sich die Entstehung des bestimmten Inte
grals auch ohne die durch Fig. 43 eingeleitete geometrische Deutung 
klar macht: Man hat das Intervall der unabhängigen Variabelen x von 
abis b in unendlich kleinen Schritten d x zurückzulegen und für den 
einzelnen solchen von der Stelle x aus vollzogenen Schritt das Differential 
rp (x) d x zu berechnen; die Summe aller dieser Differentiale rp (x) cl x ist 

b 

das bestimmte Integral J rp (x) d X. 

a 



Erklärung und Berechnung der bestimmten Integrale. 87 

7. Zusammenhang zwischen den bestimmten und den 

unbestimmten Integralen. 

Die obere Grenze b des Integrals sei veränderlich und werde des
halb durch x statt durch b bezeichnet. Doch soll zunächst x > a 
bleiben, und die Funktion cp soll im Intervall von a bis X eindeutig 
und stetig sein. 

Der Integralwert J wird alsdann selbst eine eindeutige und stetige 
Funktion F(x) der oberen Grenze x sein: 

'" 
(1) •••••••• f cp(x)dx = F(x). 

" 
Man bilde nun den Zuwachs LI F(x) = F(x + Llx) - F(x) dieser 

Funktion, welcher dem Zuwachs LI x des Argumentes entspricht. 
LI F(x) ist als Inhalt des in Fig.45 

stark' umrandeten Bereiches, wie die Figur 
zeigt, inhaltsgleich mit einem Rechteck 
der Grundlinie LI x und der punktiert an
gedeuteten Höhe. 

Letztere ist die Ordinate cp (x + it. LI x) 
für ein gewisses, dem Intervalle von x 
bis (x + LI x) angehörendes Argument 
(x + it·Llx), wo also O<it<1 ist: 

Fig, 45. 

9' (x) 

f F(x + LI x) - F(x) = cp(x+it·Llx)Llx, 

(2) . . • ~ F (x + LI x) - F (x) _ (+ {t LI ) l dx - cP x • x. 

Für limo LI x = 0 folgt F' (x) = cp (x); es ist somit die in (1) 
erklärte Funktion F (x) ein Integral des Differentials cp (x) d x im Sinne 
von S. 80 1). 

Denkt man nun vorab das unbestimmte IntegralJ cp (x)dx = fex) 

nach S. 81 ff. berechnet, so folgt (vgl. den Schluß von NI'. I, S.81): 
a: 

(3) .. F(x) = fex) + C oder f cp (x) d x = fex) + C. 
a 

Zur Bestimmung der Integrationskonstnnten C lassen wir x bis a 
abnehmen, so daß der Wert des bestimmten Integrals zu 0 wird: 

0= (a) + C oder C = -(Ca). 

1) Hieraus entspringt zugleich der in NI'. 1, S.81, noch unbewiesen ge
bliebene tlatz, daß es zu jedem Differential rp (x) d x ein Integral gibt. 
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Durch Eintragung dieses Wertes von C in (3) und Wiedereinführung 
der Bezeichnung b an Stelle von a; für die obere Grenze folgt: 

b 

(4) • • • • • • f<p Cx) da: = (b) - (a). 

a 

L ehr s atz: Um das in (4) links stehende bestimmte Integral zu 

berechnen, integriere man zunächst unbestimmt f Cf (x) d x = ((x); der 

Wert des bestimmten integrals ist dann gleich der Differenz {(b) - ((a) 
der Werte von {(x) für die Integralgrenzen. 

Besonders einfach gestaltet sich der Beweis der Regel (4) auf 
Grund der am Schlusse von Nr. 6 entwickelten abstrakteren Auffassung 
des bestimmten Integrals: Durchmißt man das Intervall von abis b in 
unendlich kleinen Schritten d x und addiert zum An{angswerte f (aj der 
Funktion {(x) den jedem Schritte da; entsprechenden Zuwachs d ((x) 
= <P (x) d x, so gelangt man schließlich zum Endwerte : 

b 

(Ca) + f <P (x) dx = (b). 
a 

Übrigens haben wir noch zu bemerken, daß die obere Grenze b 

auch kleiner als die untere a sein darf. Dann ist LI x = b - a negativ; 
n 

man wird die Betrachtungen der Nrn. 6 und 7 sehr leicht auf diesen 
Fall übertragen und insbesondere die Allgemeingültigkeit der Regel (4), 
Nr.7, erkennen. 

8. Integration bis x = 00 oder bis zu einer Unstetigkeits

stelle von <P (x). 

Ist <p (x) für alle endlichen Werte x ~ a eindeutig und stetig, so 
l&sse man die obere Integralgrenze sich als stetige Variabele x dem 
Grenzwerte 00 annähern (cf. S.13). 

Erklärung: Ergibt sieh bei diesem G-nenzübergange ein bestimmter 
Grenzwert: 

:x: 
(1) . • • .}!:'.;. '" J <p (x) d x :x:~~:., [(x) - (a)], 

a 

so definieren wir den so gewonnenen Grenzwert als den Wert des Integrals 
+'" f <p (x) dx mit der oberen Grenze + 00. 

a 

Entsprechende Festsetzungen finden statt, wenn die untere Integral
grenze gleich + 00 wird, sowie wenn eine der Grenzen gleich - 00 wird. 



Sätze über bestimmte Integrale. 89 

Auf den Fall, daß q> (x) für eine der Grenzen, etwa b, unendlich 
wird, bezieht sich folgende 

Erklä.rung: Wird q>(x) (ur x=b unstetig durch Unendlich
werden, so soll: 

b z 

(2) . • . • . . f q> (x) d x = !~; J q> (x) d x 
a a 

sein, falls bei dem angedeuteten Greneubergange ein bestimmter Grenz
wert des Integralwertes eintritt. 

9. Lehrsätze über bestimmte Integrale. 

Lehrsatz: Aus dem Begriffe des bestimmten Integrals oder aus 
Formel (4), S. 88 ergeben sich die in folgenden Formeln enthaltenen 
Regeln: 

a b 

(1) . • . f q> (x) d x = - f q> (x) d x, 
b a 

a 

(2) . • • . j q> (x) d x = 0, 
a 

eh. 

(3) . • . • J q> (x) d x = f q> (x) d x + J q> (x) d x, 
a a b 

welche man leicht in Worte kleidet. 

Es seien die Funktionen q> (x) und 1jJ (x) im Intervall a < x < b 
eindeutig und stetig; q> (x) habe in diesem Intervall nicht überall den
selben Wert, . und 1jJ (x) sei daselbst nirgends negativ und nicht stets 
Null. Der größte Wert von !J! (x) im Intervall Bei M, der kleinste m. 

Dann gilt, da: als positiv vorausgesetzt: 

m1jJ(a:)dx < q>(x)1jJ(x)dx < M1jJ (x) dx 

für das ganze Intervall. Durch Integration folgt: 
b b b 

m j 1jJ (x) d x < f !J! (a:) 1jJ (a:) da: ::;, M f t/J (a:) d x. 

a a a 

Setzt man somit zur Abkürzung: 
b 

J q> (x) t/J (a:) d ic 

(4) • • • a'-----~I,---- _ Q. so ist 

f 1jJ (a:) dx 
a 
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Da nun die Funktion q> (x) für eine bestimmte Stelle des Inter
valls = M und an 'einer gewissen anderen Stelle = m wird, so wird 
sie, da sie sich stetig ändert, zwischen jenen beiden Stellen und also in 
dem durch a und b eingegrenzten Intervall mindestens einmal, etwa bei 
X = c, den zwischen Mund m gelegenen W ~rt Q annehmen. 

Schreibt man demnach Q = q> (c) in die Gleichung (4) ein, so folgt: 
b b 

(5) , .• J q>(x)tjJ(x)da: = q>(c) f tjJ (x) dx, a < c < b. 

a 

Auf Grund von (1) zeigt man ferner, daß die obige Voraussetzung 
a < b für das Ergebnis (5) unwesentlich ist und nachträglich fort
gelassen werden kann. 

Da endlich die Gleichung (5) auch für die Funktion - tjJ (x) gilt, 
wenn sie für + tjJ (x) richtig ist, und da diese Gleichung selbst dann 
noch besteht, wenn tjJ (a:) im ganzen Intervall verschwindet, so hat man 
wegen der Vorzeichen der Werte tjJ (x) nur zu fordern, daß tjJ (x) 1m 
Intervalle entweder nirgends < 0 oder 'nirgends> 0 sein soll. 

Formel (5) liefert den 

Mittelwertsatz: Sind die Funktionen q> (x) und tjJ(x) im Inter
valle von x = a bis x = b eindeutig und stetig, und ist tjJ (x) daselbst 
entweder nirgends< 0 oder nirgends> 0, so gibt es in jenem Intervalle 
mindestens einen Wert x = c, für welchen die Gleichung (5) gilt. 

Ist tjJ (x) beständig = 1, so folgt: 
/, 

(6) . . . . . . • J q> (x) d x = q> (c) . (b - a). 

" 
Das in Fig.43, S. 85, umgrenzte Flächenstück über 8em Intervall 

von abis b als Grundlinie ist somit gleich einem Rechtecke derselben 
Grundlinie und, der Höhe q> (c). Dieserhalb heißt q> (c) der mittlere 
Wert oder Mittelwert von q> (x) im fraglichen Intervall. 

Ist das 'unbestimmte Integral f q>(x)dx = fex), so ergibt sich 

aus (6): 
t(b)-t(a) = (b-a).{'(c) 

III Übereinstimmung mit dem Mittelwertsatze (5) S.59. 

10. Quadratur ebener Kurven. 

Aus den Betrachtungen von S.85 ff. entspringt folgender 

Lehrsatz: 1st eine ebene Kurve K gegeben, welche tür jede dem 
Intervall a < x <b angehörende Abszisse x eine und nur eine Ordinate 
y = q> (a:) aufweist, so ist der Inhalt J der von der Kurve, der 
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Abszissenachse und den zu x = a und x = b gehörenden Ordinaten 
eingeschlossenen Gesamtfläche : 

h 

(1) • • • • . • .1 = J Cf! (x) d x = f(b) -f (a). 

u 

Die Maßzahlen von Flächenteilen unterhalb der x -Achse kommen 
hierbei negativ in Rechnung (vgl. Fig.44, S.86). 

Die in (1) geleistete Iithaltsbestimmung heißt "Quadratur der 
Kurve K". 

Beispiel. Wir betrachten die Quadratur einer auf ihre Asymptoten 
als Achsen bezogenen gleichseitigen Hyperbel (vgl. Fig. (6), bei welcher 
der Abstand des Scheitelpunktes A. vom 
Mittelpunkte 0 der Kurve = 1 ist. 

Die Gleichung der Kurve, von 
welcher in Fig.46 nur der eine Zweig 
gezeichnet ist, hat die Gestalt x y = % 
Dies heißt, daß das aus der Abszisse, 
der Ordinate und dem Radius vector 
des einzelnen Punktes P der Kurve 
gebildete Dreieck den konstanten In
halt 1/, hat: 

(2) •• 6 OAB = 6 OPO = 1/4, 

Fig.46. 

Da die Abszisse 0 B des Scheitelpunktes A gleich v\ ist, so ist 

der Inhalt des in Fig.46 schraffierten Stückes: 

"U() lfö 

J = f y dx = 1/2 f d: = % [ln 00- Zn ~]-
1 1 

Man kann dieser Gleichung auch die Form geben: 

(3) . . • • • • • • . 2 J = ln (00. i2). 

11. Deutung der hyperbolischen und der trigonometrischen 
Funktionen. 

Bezieht man die eben betrachtete gleichseitige Hyperbel auf ihre 
Hauptachsen. als Koordinatenachsen, so wird die Gleichung derselben 
x2 - y2 = 1. In Fig.47 ist nur der eine (auf der Seite der positiven 
x-Achse gelegene) Zweig der Hyperbel gezeichnet; man kann diese 
Lage der Kurve aus Fig.46 durch U mklappung der letzteren um die 
in Fig. 46 punktiert angedeutete Achse herstellen. 
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Der in Fig.47 schraffierte Sektor werde als der zum »Kurven
pun7de P gehörende Hyperbelsektor" bezeichnet. Die Maßzahl S der 

Fig.47. 
Sektorfläche soll positiv oder negativ ge
rechnet werden, je nachdem die Ordinate y 
von P positiv oder negativ ist. 

Ist '!J > 0, wie in Fig.47, so gilt 
S = J, wo J der in (3), S.91, bestimmte 
Flächeninhalt ist. Legt man nämlich zum 
Sektor 0 A P das Dreieck 0 C P und 
schneidet dafür das mit letzterem inhalts
gleiche Dreieck 0 A B ab, so restiert das 
Flächenstück ABC P des Inhaltes J. 

Um S in den Koordinaten von P 
auszudrücken, lese man aus FJg. 47 die 
Gleichungen: 

CE=EP=DQ, DE=PQ 

ab. Es gilt somit weiter: 

OD = ClJ = 1/2 (OD + OD) = 1/2 (OQ + PQ) = 1/, (x + '11), 

- x+y 
woraus sich 00.= V2 berechnet. 

Nach (3), S. 91, wird somit die Maßzahl S für '11 > 0 durch 
2 S = In (x + 1/) gegeben sein. 

Diese Gleichung gilt aber auch für '11 < 0; denn, da x2 - '112 

= (x + '11) (x - '11) = 1 ist, so gilt ln (x - '11) = - Zn (x + '11) 
= - 2 S, und also gewinnt der zu dem Punkte (x, 11) symmetrisch 
gelegene Punkt (x, - '11) als Maßzahl des zugehörigen Sektors, wie es 
sein soll, - S. 

L ehr s atz: Für die Maßzahl S des zum Punkte P gehörenden 
HyperbeZsektors gilt die Gleichung: 

(1) . . . . . . . . . 2 S = ln (x + y). 

Die Maßzahl S beschreibt stetig alle Werte von - 00 bis + 00, falls der 
Punkt P den in Fig.47 gezeichneten Hyperbelzweig in der Richtung 
wacltsender Werte '11 vollständig durchläuft. 

Dieser Lehrsatz erlaubt UDS, die S.28 eingeführten »hyperbolischen 
Funktionen" ®in, ([of mit einer geometrischen Deutung zu versehen, 
welche der Deutung der trigonometrischen Funktionen sin, cos am 
Kreise des Radius 1 genau entspricht . 

.Aus ± 2 S = Zn (x + y) folgt nämlich umgekehrt: 

x + '11 = e2S, 

e2S + e-2S 

X= 2 ' 

x - '11 = e- 2S, 
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Letztere Gleichungen können wir aber unter Gebrauch der S. 28 
erklärten Bezeichnungen der hyperbolischen Funktionen so schreiben: 

(2) . • • . . . x = ([01 (2 S), y = 6in (2 S). 

Lehrsatz: Die Koordinaten x, y der Punkte P des in Fig. 47 
gezeichneten Zweiges der gleichseitigen Hyperbel x 2 - y2 = 1 sind, in 
ihret' Abhängigkeit vom doppelten Sektor Fig.48. 
2 S au{'ge{'aßt, die hYPtl'bolischen l!unk
lionen ([of: (2 S) und 6in (2 S). 

Der Name" hyperbolische Funktionen" 
findet hierdurch seine Rechtfertigung. 

Die beschriebenen Verhältnisse sind 
denen der trigonometrischen Funktionen 
genau analog. In Fig. 48 ist der "zum 
Punkte P gehörende Sektor S" des Kreises 
der Gleichungx2 + y2 = 1 schraffiert. 
J st der entsprechende Bogen A P gleich s, 
so hat man s = 2 S. 

Für die Koordinaten x, y des Punktes P hat man somit: 

(3) . . • . • . x = cos (2 8), y = sin (2 S), 

was den Gleichungen (2) genau entspricht. 

12. Rektifikation ebener Kurven. 

Für die Kurve K sollen im Intervall a < x <b die zu Anfang 
von NI'. 10 gemachten Voraussetzungen gelten. Die Gleichung der 
Kurve sei y = rp (x). 

Es wurde bereits oben (S. 42) die von einem bestimmten Punkte 
der Kurve K an gemessene Bogenlänge s von K als Funktion der 
Abszisse x betrachtet. Zur Berechnung von s verfahren wir jetzt 80: 

Das die Punkte (x. y) und (x + dx, y + dy) verbindende Bogen
differential i8t nach S. 43: 

(1) .... ds = VI + (::Y·dX = VI + [rp'(X)]2 dx. 

Man denke nun den über dem Intervall a < x < b gelegenen 
Kurvenbogen in unendlich viele Differentiale dieser Art zerlegt, wie 
sie etwa den unendlich vielen Parallelstreifen in NI'. 6, S. 85, entsprechen. 
Die Summe aller dieser Differentiale liefert die über dem fraglichen 
Intervalle gelegene Bogenlänge der Kurve. 

Lehrsatz: Die Länge s der Kurve K zwis~hen den Punkten der 
Koordinaten a, rp (a) und b, rp (b) ist gegeben durch das bestimmte 
Integral: 
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b b 

(2) s = fYI + (:;Y dx = f VI + [q/(x)]2dx. 
a a 

Die Berechnung der Bogenlänge heißt "Rektifikation der Kurve K". 
Im Falle der Zykloide (vgI. S. 44) benutzt man an Stelle von x 

zweckmäßig den Wälzungswinkel t als unabhängige Variabele und 
schreibt dementsprechend an' Stelle von (1): 

(3) 

Um die Bogenlänge s eines einzelnen Zweiges der Zykloide zu 
gewinnen, hat man t von 0 bis 2 n wachsen zu lassen. Man findet: 

2n 2n 

S = J V(::Y+ (::Y dt = a (2 J V1- cost dt, 
o 0 

wie man mit Hilfe der Formeln von S. 44 feststellt. 

Ersetzt man P- cos t durch y'2 sin (~). so folgt weiter: 

2n 

(4) s = 2 a f sin (!) dt = 4 a (- cosn + cos 0) = 8 a, 
o 

womit ein bereits S. 51 gewonnenes Resultat bestätigt ist. 

13. Gebrauch der Polarkoordinaten. 

Eine Kurve K sei durch ihre Gleichung in Polarkoordinaten r, .ß
gegeben (vgI. S.51), und es werde ein solches Stück der Kurve be
trachtet, welches zu jedem dem Intervall CI.:?.ft':=;:;:, ß angehörenden .ft' 

Fig.49. einen und nur einen Radius vector r = rp (.ß-) 
liefert. 

Um den Flächeninhalt des Sektors zu 
bestimmen, der von den beiden zu .ß- = CI. 
und .ß- = ß gehörenden Radien vectoren und 
dem zwischenliegenden Kurvenbogen ein
gegrenzt wird, denken wir wieder das Inter
vall von .ft' = CI. bis .ft' = ß in unendlich 
kleinen Schritten zurückgelegt. 

Dem einzelnen d.ft' entspricht (vgI. 
Fig.49) ein unendlich schmaler Sektor, der 

durch die Radien vectoren 0 P = r, 0 PI = r + d r und das Bogen-
......... 

element P PI = d s begrenzt ist. 
Ersetzen wir diesen Sektor durch den Kreissektor des Radius r 

und des Zentriwinkels d.ft'. so ist der Inhalt des Sektors 11 ~ r 2 d .ft'. 
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Vermöge einer Betrachtung, die an derjenigen von S. 85 u. f. ihr genaues 
V orbild hat, ergibt sich der 

Lehrsatz: Der Inhalt J derjenigen Fläche, welche durch die zu 
.{} = CG und .{} = ß gehörenden Radien vectoren und ~as dazwischen 
liegende Stück der Kurve begrend wird, ist gegeben durch: 

(I fl 

(1) ..... J = 1/2 J r 2 /W =1/2 J [fP (.{}»)2d'{). 
a 

Für das zu d'{) gehörende Bogenelement d s gilt (vgl. S. 52): 

ds = Vr2d .{}2 + dr2 = Vr2 + (:;td'{). 

Es folgt der weitere 

L ehr s atz: Die Länge des Kurvenstückes zwischen den zu .{} = CG 

und .{} = ß gehtJrenden Punkten von K ist: 

fl fl 

(2) • . s = f r2 + (:; Y d {} = J yr-"[ fP-(-.{) )-] 2-+-----[ rp~1 (~.{}-:-:-)]2 d .{}. 

" 

14. Kubatur der RotationBkörper. 

Es sei y = cp (x) eine Funktion, die im Intervall a < x ~ b ein
deutig, stetig und positiv ist. 

Man denke das über dem Intervall gelegene Stück der Kurve von 
cp (x) gezeichnet und erzeuge durch Rotation desselben um die x-Achse 
einen Rotationskörper, deu mau sich Fig.50. 
durch zwei in x = a und x = b 
zur x-Achse senkrecht gelegte Ebenen 
begrenzt denke. 

Zwei in den Punkten x un.d 
(x + d x) zur x - Achse senkrecht 
errichtete Ebenen schneiden aus 
dem Rotationskörper eine unendlich 
schmale Scheibe aus (vgl. Fig. 50). 

Wir fassen diese Scheibe nähe-

, , 
, 
: 
: 
i 

······x·,::·1i 

rungsweise als geraden Kreiszylinder der Höhe d x und des Radius 
y = cp (x). Das Volumen dieser zylindrischen Scheibe ist 1ty2 dx 
= 1t [cp (x)]2dx. 

Es entspringt nunmehr durch Wiederholung der S.85 u. f. ent
wickelten Überlegung der 

Lehrsatz: Der Rauminhalt oder das Volumen V des in genannter 
Art eingegrenzten Rotationskörpers ist durch das Integral gegeben: 



96 III, 1. Unbestimmte und bestimmte Integra.le. 

b I, 

(1) •.•.•. V = n: J y2dx = n: J [IP (x)]2dx. 
a a 

Die vermöge (I) zu vollziehende Bestimmung des Kubikinhaltes 
V bezeich'net man als "Kubatur des Rotationskörpers". 

Beispiel. Zur Volumberechnung eines geraden Kreiskegels von der 
Höhe h und dem Radius r der Grundfläche hat man zu setzen: 

r 
y = - x, a = 0, b = h. 

h 

Formel (1) liefert alsdann für das Volumen: 

h h 

(2) •• V = n: f(~YX2dX = n: ::f x2dx = 1!sn:r2 h. 
o 0 

15. Komplanation der Rotationsoberflächen. 

Die in Nr. 14 aus dem Rotationskörper ausgeschnittene unendlich 
schmale Scheibe ist nach außen durch einen auf der Rotationsoberfläche 
gelegenen Gürtel begrenzt, welcher als Mantel eines abgestumpften 
Kegels angesehen werden kann. 

Die Radien der Grundflächen dieses Kegels sind y und 111 = Y + d y, 
die einzelne Mantellinie hat die Länge d s; der Flächeninhalt des 
Mantels ist n: (y + Yl) d s. 

Wie in den bisher behandelten Fällen gewinnen wir den 

L ehr s atz: Die durch Rotation des in Nr. 14 besprochenen Kurven-
stückes Y , IP (x) entstehende Oberfläche hat den Flächeninhalt: 

b b 

(1) S = 2n: fy :; dx = 2n: f IP(x) VI + [IP'(x)]2dx. 
a a 

Die Berechnung des Inhaltes S heißt "Komplanation der Rotations
oberfläche" • 

Beispiel. Zur Komplanation der Halbkugel setze man: 

y = Vr 2 -x2, 
ds r 
- - 1~' a = 0, b = r dx yr2 _ x2 

und findet vermöge des Ansatzes (1): 

r 

(2) .•.•.•. S = 2n:r f dx = 2n:r2• 

u 
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1.6. Angenäherte Bereohnung bestimmter Integra.le. 
h 

Hat man ein Integral J q> (x) dx zu berechnen, so wird man zu-

a 

nächst versuchen, das unbestimmte Integral J q> (x) d x auszurechnen, 

um alsdann die Regel (4), S.88, anzuwenden. 
Gelingt dies nicht, so kann man aus den vorstehenden geometri

schen Betrachtungen wenigstens einen angenäherten Wert des vor
gelegten Integrals berechnen. Wir benutzen zu diesem Zwecke die 
Quadratur der ebenen Kurven, an :welche wir auch ursprünglich (S.86) 
den Begriff des bestimmten Integrals angeknüpft hatten. 

Die erste der drei folgenden Näherungsregeln gründet sich auf 
eine direkte Wiederholung der Überlegung von S, 85 u. f. 

b 

L .Man teile, wie in Fig. 43, S. 85, das den Wert f rp (x) dx 

a 
repräsentierende Flächenstück durch Parallele zur y-Achse in n·,Streifen 

der gleichen Breite h = b - a • 
11 

Dabei mögen die zu x = a, a + 71, a + 2 h, ... , b gehörenden 
Ordinaten sich zu: 

(1) Yo = q> (a), Y1 = q> (a + 11), Yt -= rp (a + 2 h), •... , y .. = q> (b) 
berechnen. 

Ersetzt man den Inhalt des einzelnen Streifens durch denjenigen 
des in Fig.43, S.85, schraffierten Rechtecks, so erhält man als erste 
Naherungsformel (1),1' den gesuchten Integralwert : 

b 

(2) • f q>(x)dx = hWO+Yl+YS+"'+Yn-l)' 
a 

II. Eine in· der Regel bessere Annäherul)gan den wahren 
fntegrlLlwert gewinnt man, falls man den einzelnen Streifen durch das 
Trapee ersetzt, das die beteiligten Ordinaten Yk und !/k + 1 zu Gegen-
seiten hat. . 

Dieser Annahme entspringt die eweite Nllherungsformel: 
b 

(3) .• f!p (x)dx = h(1/2 '/10 + 'Ih + '112 + .. , + '/In-1 + 1/2 '/In). 
a 

IU. Eine dritte Näherungsformel ergibt sich aus einer eigentüm
lichen Verwendung der Parabel. 

Frloke, Leitfaden. 7 
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Durch die oberen Endpunkte dreier aufeinander folgender Ordi
naten Yk, z. B. Yo, YI, Y2' läßt sich nur eine Parabel mit einer zur 
y-Achse parallelen Achse legen. Eine solche Parabel hat nämlich die 
Gleichnng Y = P x2 + q X + rj wenn wir a180 die zu Yk gehörende 
Abszisse kurz Xk nennen, so müssen die drei Gleichungen bestehen: 

jPXI; +'qxo + r = Yo, 
(4) ......• px?+qxI+r=Yl, 

p xl + q X2 + r = 112. 
ans welchen sich die drei Koeffizienten p. q, r eindeutig best.immen. 

Für gewöhnlich wird nun der zwischen den Endpunkten der 
Ordinaten Yo, '!h verlaufende Bogen dieser Parabel sich daselbat der 
Kurve Y = cp (x) enger anschließen als die unter II. benutzten geraden 
Verbindungslinien der Endpunkte von Yo, YI' Y2' 

Ersetzt man demnach bei der oberen Begrenzung der bei den ersten 
Streifen die Kurve Y = cp (x) durch die fragliche Parabel, so wird der 
Inhalt dieser Streifen gegeben sein 'durch: 

.x:" a'2 

J ydx = J(Px2+ Qx+r)dX 

= 1/3 P (x}- x;) + 1/2 q (xi - xi) + r (x~ - xo). 
= 1/6 (X2 - xo) [2 p (x} + x~ Xo + xJ) + 3 q (X2 + xo) + 61'1. 

Hier kann man Xi - Xo = 2 h und den in der zweiten Klammer 
stehenden Ausdruck auf Grund von (4) gleich (Yo + 4 Yl + Y2) setzen, 
so daß sich der Inhalt der beiden ersten Streifen angenähert in der 
Gestalt 1/3 h (Yo + 4 Yl + Y2) darstellt. 

Zur Verwertung dieses Ansatzes muß n gerade gewählt werden, 
n = 2 m, und man hat die 2 m Streifen zu Paaren zusammenzufassen. 

Man gewinnt so als dritte Näherungsformel : 

(5) {l ~ (x)dx ~ '/,"[(P. + g,.) + 2(p, + g, + ... + g,.-v 

+ 4 (YI + Ya + ... + Y2m-I)]' 
Die hiermit gegebene Vorschrift zur angenäherten Berechnung des 

bestimmten Integrals heißt ,die nSimpsonsche Regel". 
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Zweites Kapitel. 

Wetterführung der Theorie der unbestimmten Integrale. 

1. Hilfssätze über algebraisohe Gleiohungen. 

EI Bei eine ganze rationale Funktion eines Grades n > 1 ge
geben: 

(1) f(x) = ao x" + ~ :rn-I + a2 xn- 2 + ... + an-I x+ an. 

Der Koeffizient ao des höchsten Gliedes soll nicht verschwinden. 
Setzt "man f(x) = 0, so gewinnt man eine .,algebraische Glei

chung nte" G1"ad6S". AU8 der Theorie dieser Gleichungen benutzen 
wir den 

Fundamentalsatz der Algebra: Die Gleichung tex) = 0, 
d. i. ausführlich: 

(2) •... ao x" + alx"-I + ... + all-l x + an = 0 

besitet stets mindestens ejne .,Lüsung" oder ., Wurzel" x = a, für welche 
f (x) = 0 ist. 

Damit dieser Satz allgemein richtig ist, muß man für die Wurzeln 
der Gleichungen auch "komplexe Zahlen" zulassen. Dieselben stellen 

sich in der "imaginitren Einheit" i == V 1 so dar: 

(3) I + ". I + ." 1/-1 ..... . a=u a '~=a a 'y- , 

wo a' unda" reelle Zahlen, wie wir sie bisher allein betrachteten, sind. 
Wie später geZeigt wird, bleiben für die komplexen Zahlen alle 

auf die reellen Zahlen bezogenen Rechnungsregeln der elementaren 
Algebra erhalten. Vorab verwerten wir insbesondere den 

Lehrsatz: Eine Gleichung, in welcher irgend welche komple:ce 
Zahlen durch rationale Rechnungen (Addition, Subtraktion, Multiplika
tion, Division) verbunden erscheinen, bleibt richtig, falls man allein ihr 
auftretenden komple:cen Zahlen 'a' + i a'l zugleich durch ihre "konju
gierten" Zahlen a' - i a" ersetzt. 

Aus dem Fundamentalsatz folgert man leicht, daß die Gleichung (2) 
nicht nur eine, sondern immer n Wurzeln hat. 

Bei Division der Funktion f(x) durch (x-a) möge nämlich die 
Funktion (n - 1 )ten Grades fI (x) als Quotient und die von x unab
hängige Zahl r als Rest eintreten; dann gestattet f(x) die nachfolgende 
Darstellung: 

f(x) = (x-a)·h(x)+r. 

Setzt man x = a, so folgt 0 = r, und also ist: 

(4) ..•....• 1 (X) = (x-a)'fdx). 



100 III, 2. Weiterfiihrung der Integralrechnung. 

1st n > 1, so wende man die eben filr f (x) durohgeführte Be
trachtung, welche zur Gleichung (4) führte, auf fl (x) an 1). Man findet 
fl (a;) = (x - b) f'J (x), wo b eine reelle oder komplexe Zahl und f'J (x) 
eine Funktion (n ~ 2)ten Grades ist. 

Die Wiederholung der gleichen Überlegung für f2 (x) UIW. liefert den 

Lehrsatz: Die ganze FunJction fex) vom nte .. Grade liiIJt sich in 
das Produkt von n ."Linearfaktoren/J. zerlegen: 
(5) •• fex) = ao(x-a) (x-b) (x-c) .•• (x-m); 

hier sind a, b, c, . ", m die n ." Wurzeln" det'. Gleichung t (x) = O. 

Die bei der Abtrennung des letzten Linearfaktors (x - m) als 
l'estierender Faktor auftretende Funktion f" (x) ist vom nullten Grade, 
d. i. konstant; und zwar ergibt sich als Wert dieser Konstu.nten ao. 

Sind die Wurzeln a, b, ••• , m teilweise (oder sämtlich) einander 
gleich, so seien a, b, .•. , l die verschiedenen unter ihnen; und es trete 
(x - a) in (5) im ganzen a-mal, (x - b) aber ß-mal usw. auf. 

L ehr s atz: Unter BerücksicMigung des Falles '11 mehrfacher" 
Wurzeln schreibt man die Linearfaktorenzerlegung: 
(6) ••. fex) = ao (x- a)1I (x - b)P (x - c)Y ••• (x _l)l, 

wobei IX + ß + r + ... + ). = n ist. 
Fassen wir 00 (x - b)ll; .. (x _1)l als Funktion (n - lX)ten Grades 

fl (x) zusammen, so ist fl (a) ~ 0, und es gilt fex) = (x - a)CI fl (x). 
Durch Differentiation dieser Gleichung nach x folgt: 

f' (x) = (x - a),,-l [IX t; Cx) + (x - a) ft' (x)], 

wo die in der großen Klammer stehende ganze Funktion (n - IX)ten 

Grades für x = a nicht verschwindet. 
Die gewonnene Gleichung liefert den später zu verwendenden 

Lehrsatz: Eine IX-fache Wurzel der Gleichung fex) ::;= 0 ist McTt 
eine (IX - l)·faoM Wurzel der durch Differentiation v(Jn fex) entstehen
den Gleichung (n-1Y'" Grades fex) = o. 

Ist a = a' + i a" eine komplexe Wurzel (a" ~ 0), so gilt: 

ao (a' + ia"}" + Ut (a' + i a")n-l + .. , + an'-l (a' + ia") + a" = O. 

Da die ao, Ut, •.• , an reell sind, so ergibt der S. 99 ausgesprochene 
Lehrsatz als gleichfalls richtig: 

ao (a' - i a")n + al (a' - i a")n-l + ... + all -1 (a' - i a") + a .. = 0, 

80· daß mit (a' + i a")immer auch die konju,qiert komplexe Zahl 
(a' - i a") der Gleichung genügt. 

I) Jedoch muß man hierbei noch den Umstand benutzen, daß der Fun
damentalsatz- auch bei komplexen Koeffizienten a., a ll •• " an der Gleiehung 
gilt. Ist nämlich die erste Lösung.a komplex, 80 gilt dasselbe von den 
Koeffizienten der bei der Division von fex) dUl'eh (x - a) entspringenden 
Funktion I 1 (x). 
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Nehmen wir a' - i aN, all zweite Wurzel b, 10 folgt: 

f(~) = (z - a) (x - b). f.(x) = [(x - a'p + a"2J. f2 (r). 

Da sioh hiernach fl (lI:) als Quotient bei der Division von fex) 
duroh die reelle Fun~oD (x - d)' + a"~ zweiten Grades erweist, 80 
hat f. (a:) wieder reel18 Koeffi~enten. Man folgert duroh Fortsetzung 
der Überlegung den 

Lehrsatz: Ist die k(lmp'latZahl (a' + ia") eine (X-~cle Wurzel 
der Gleichung (2) mit reellen KoeT'fizienlen, so ist auch (a' - i a") eine 
ff:-fac1ae Wureel derselben. Die bBiden zu[!Chörigen Faktoren in (6) 
lassen sich in die a." Potenz: 

(7) . '.' • . . • . • [(x - ,l)2 + a"2]," 

der Funktioneweften Gradas (x - a')2 + a"» mit reellen Koeffizienten 
zusammenziehen. 

2. Partia1bruobzerlegung der rationalen Funktionen. 

Eine rationale Funktioo R (x) läßt sich nach S. 5 als Quotient 
9 (x): fex) zweier ganzen Fun\[tiQnen 9 (x) und f (x) darstellen. 

Ist der Grad n des Nenllers f (x) nicht größer als der Grad »' 
dei Zählers g(x), so dividiere ma~n:Ut fex) in g(x). bis der Grad des 
Restes< n ist. Es entspriugt; «usQuötient ejne ganze Funktion G (x) 
des Grades (n' - n) und &.I, Rest eine ganze Funktion Ja (x), deren 
Grad< n ist: 

(1) 
h (x) 

.R(x) = G(x) + f~X)' 
Um die recht. im zwehen Gliede stehende rationale Funktion 

weiter zu entwickeln', zerlegen wir fex) in lJeine Linearfaktoren ; dies 
fllbre auf die Darstellung (~), 8.100. Fassen wj,r hierbei, wie oben, 
ao (x - b).~ ... {x - 1)1 als Funktion (n - ~)IeD. Grade8 fl (x) zusammen, 
so gilt fex) = (x- a)" 11 (x), und ma~ hat fl (a);;e: O. 

Nun besteht, was auch Al für einen kon5tanten Wert haben mag, 
die identische Gleichung: 

(2) h (x) 11 (x) Al 11 (x) - Al fl (x) 
fex) = (x-a)" fl(l;) = (x-a)'" + (x-o)" fl(x) , 

wobei die im Zähler des letzteu Gliedes atehende ganze Funktion 
h (x) - Al I1 (x)eioen Grad < n ht. 

Verstehen wu' jetzt ulltel' A) den endlichen Wert 11(0):(1(0), so 
hat die Gleichung h (x) - .Al li (x) = 0 die Wurzel a und a180 die 
ganze Funktion' h (x) - AI heX) den Linearfaktor x - a: 

h (x) - AI (I (x) = (x - a)· lt1 (x). 

Der Grad der übrig bleibenden ganzen Funktion h1 (x) ist kleiner 
als (n - 1). 
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Formel (2) liefert Bonach für Al = h (a): (1 (a) das Resultat: 

(3) 
h (x) h (x) Alhl (x) 
fex) = (x-a)a (1 (x) = (x-a)a+ (x-a),,-lfl(X)' 

wobei der Grad von hl (x) den von (3!- a)a-I (1 (x) nicht erreicht. 
Hiermit ist eine "Rekursionsformel" gewonnen, durch welche wir 

den gegebenen Quotienten in die Summe eines "Partialbruches" mit 
konstantem Partialzähler Al und eines mit dem gegebenen analog ge
bauten Quotienten zerlegen können, wobei im' restierenden Quotienten 
der Linearfaktor (x - a) nur no~h im Grade (u - 1) auftritt. 

Die wiederholte Anwendung der Formel (3) liefert den 

Lehrsatz: Die rationale Funktion !lex) läßt sich mit Hilfe ge
wisser n ,Konstanten Al> ... , Ll in der Gestalt darstellen: 

R(x)- G(x)+ Al + A 2 + ... +~ 
- (x - a)a (x - a),,-l x- (J, 

BI Ba B(1 
(4) + (x -'b'I + (x - b)fl- I + ... + x - b 

+. . . . . . . . . . . . . . 
LI L~ Ll + (x 1Y + (x - 1)1-1 + ... + x -l' 

In Formel (4) ist die flPartialbruchzerlegung" der rationalen 
Funktion R (x) geleistet. 

8. Berücksichtigung komplexer Wurzeln von fex) = O. 

Die Partialbruchzerlegung (4) gilt z}Var auch dann, wenn unter 
den Wurzeln a, b, ... , 1 von f (x) = 0 komplexe vorkommen. Will 
man jedoch in diesem Falle komplexe Partialbrüche vermeiden, so ver
fährt man wie folgt: 

Ist a = a' + i a", b = a' - i a" ein u - fach auftretendes kom
plexes Wurzelpaar, so setze man (x) = [(x - a')2 + a"2]a • (1 (x). 
Die ganze Funktion fl (x) ist vom (n - 2 a)ten Grade, hat reelle Koeffi
zienten und verschwindet weder für X = a' + i a" noch x = a' -ia". 

Dieserhalb ist h (a' + ia") : fi (a' + i a") eine endliche komplexe 
Zahl M + iN. Da auch die Koeffizienten von h (X) reell sind, so ergibt 
sich die zweite der beiden folgenden Gleichungen (1) auS der ersten: 

h (a' + i a") . h (a' - i a") . . 
(1) • • f, ( , +. ") = M + ~ N, +' (' ''') = M - • N. . I a ,a 11 a -~a 

Um nun die Partialbruchzerlegung von h (x): fex) ·mit Umgehung 
komplexer Zahlen anzuba.hnen, setzen wir a.n Stelle von (2), S. 101, die 
Gleichung: 

hex) Al x + BI hex) - (Al X + BI)fl (x) 
(2) I (x) = [(x - a')2 + a"lIJa + [(x - a')lI + b"lI}" 11 (x) • 
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Damit sich im zweiten Quotienten rechter Hand der Faktor 
[(x - a/)2 + d/2J forthebt, haben wir zu fordern, daß die Gleichung 
h (x) - (Al X + BI) fl (x) = 0 die 'beiden Wurzeln a' ± i a" habe. Dies 
liefert die heiden Gleichungen: 

h (a' ± i a") M + . ( I ± ." B 
ti(a'+ia") = tN= Al a ~a) + l' 

Man findet hieraus für Al und Bldie endlichen reellen Werte: 

N a' 
(3) . . . . . Al =", B l = M - " N. a a 

Setzt man nun h (x) - (Al X + BI) (1 (x) = [(x - a/)2 + a"S]. h1 (x), 
so ist h1 (x) eine ausschließlich reelle Koeffizienten aufweisende ganze 
Funktion, deren Grad < (n - 2) ist. 

Aus (2) geht die der Gleichung (3), S. 102, entsprechende Re
kursionsformel : 

(4 • • h (~ _. Al X + B l + h1 (x) 
) {(x) - [(x - a')2 + a"2]a [(x - al)2 + a"2]a 1 fl (x) 

hervor. Die wiederholte Anwendung derselben liefert den 

Lehrsatz: Will man bei der Partialbnwhzerlegung eil/er rationalen 
Etlnktion den Gebrauch komplexer Zahlen vermeiden, so hat man dem 
einzelnen a-{ach auftretenden Paare komplexer Wurzeln (a' + i a") die 
a Partialbrüche entsprechen zu lassen: I Alx + BI . A2 X + Bi 

[(x - a'p + a"2]a + [(x - a'p + a"2]a-l + ... 
(5) • , 

Aax+Ba 

+ [(x - a'p + a"S]' 

4. Partialbruohzerlegung bei lauter einfaohen Wurzeln von 
fex) = O. 

Hat ((x) = 0 keine mehrfachen Wurzeln, so gilt der Ansatz: 

hex) A B M 
(1), •• , f(x)=x--a+x-b+'''+x-m' 

An Stelle der in Nr. 2 entwickelten Regel zur Bestimmung der 
"Partialzältler" A, B, ... , M kann man allch BO verfahren: 

Man multipliziere Gleichung (1) mit f (x): 

(2) • • • . h (i) = A. fex) + B. fex) + ... + M. t (x) 
x-a x-b x-m 

und setze X = a ein. ·Da (Ca) = 0 ist, so erscheint das erste Glied 

rechts für X = a unter der G estalt ~. Eine S. 74 aufgestellte Regel 

ergibt: 
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(3) h (a) = A ·lim. ( fex) ) = A· f' (a). 
Q:=a x-a 

Durch entsprechende Bestimmung der Partialzähler B, •.. , M er
gibt sich der 

Lehrsatz: Hat die Gleichung fex) = 0 nur einfache Wurzeln, 
so gilt die Partialbrucnzerlegung: 

h (x) h (a) h(b) h (m) 
(4) fex) = f' (a) (x - a) + f' (h) (x - b) + ... + I' (m)(x - m)· 

Sind a und b wieder konjugiert komplex a' + i a", so ergibt sicb 
aus (3) leicht, daß die Partialzähler A, B gleichfalls konjugiert kom
plex sind. Die beiden zugehörigen Partialbrüche lassen sich dann In 

einen reellen Ausdruck zweiten Grades: 

A'+iA" A'-iA" A'(x-a')-a"A" 
(5) z-a' -ia" + z -a' + ia" = 2 (x-a')2+ a"2 

zusammenfassen, was mit (5). S. 103. übereinstimmt. 
Aus (4) entspringt die "Lagrangesche Interpolationsformel": 

{ 

fez) fex) 
h (x) = h (a). {' (a) (z _ a) + 11 (b). f' (b) (z _ b) + ... 

. fex) ... + 11 (m). ('(m)(z-m)' 

(6) 

welche geB~attet, eine den Grad n nicht erreichende rationale ganze 
Funktion 11 (x) anzugeben, die für n spezi~ll gewählte .Argumente 
a, b, .... m vorgeschriebene Werte h(a), heb), ... , h(rn) hat. 

Weiß man von einer sonst nicht näher bekannten Funktion nur 
erst, daß sie für die n Argumente a, b, •• ., m die Werte h (a), h (b), "', 
h (m) besitzt, so liefert (6) eine angenäherte Darstellung dieser Funktion 
durch eine rationale ganze Funktion möglichst niedrigen Grades. Die 
zwischen den .Argumenten a, b, c, ... eintretenden Funktionswerte 
können wir alsdann durch die korrespondierenden Werte der ganzen 
Funktion h (x) angenähert darstellen. Diesem Umstande entspricht die 
Bene}lnung " Interpola.tionsformel ". 

5. Integration rationaler Differentiale. 

Erklä.rung: Ist R (z) eine beliebige rationale Funktion von x, so 
nennt man R (z) dx ein ~rationales Differential". 

Um R(x)dx zu integrieren, tragen wir für R(x) die'Zerlegung 
in eine ga.nze Funktion G (x) und eine Summe von Partil,lbrüohen 
ein, wobei wir so verfahren wollen, daß komplexe Ausdrücke vermied.en 
werden. 

Da die Integration von G (x) dx oben (S.82) bereits geleistet ist, 
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so reduziert sich die Aufgabe der Berechnung von j R (x) dx 

Auswertung von Integralen der folgenden vier Gestalten: 

j dx j dx J Ax + B, 
I., --, H. (. )' m. ( 1\2 + i'lI a;-a ,x-a a a;-aJ a 

j Aa; + B 
IV. rex _ a'p + a"2]" d x, 

auf die 

cl a;, 

wobei IX eine ganze Zahl > 1 ist und die Koeffizienten durchgehends 
endliche reelle Werte haben. 

Für die beiden ersten Integrale finden wir, sofort: 

(I) ....•. j ~ = Zn (x-a), 
x-a 

j da; 1 
(Il) . • • •• (x _ a)" = - (a - l)(x _ a)"-l· 

Zur Berechnung des dritten Integrals setze man a; - a' = a" e. 
In der neuen Variabelen e schreibt sich das Integral so: 

Aj2ede Aa'+BJ de 
"2 1 + e2 + a" 1 + zs' 

Man findet hierfür: 

1 Aa~ + B '2 A· Zn (1 + Z2) + a" are tg. + A lft a". 

Das dritte Glied ist als Integrationskonstante hinzugesetzt, um 
den Ausdruck des fraglichen Integrals in x: 

{ j 
Ax.+B :J 1 A t( ')2+ "li] 

(x _ a')2 + a"lI tta; = 2" A 7n'I: X - a a 
(III) 

Aa'+B (a;-a') + . a" are tg ----;J' 

einfacher zu gestalten. 
Beim Integral IV führe man die eben schon benutzte Variabele 

e ein und findet ein Integral der Gestalt: 

j g 1J++,~a cl·. = C j (1 ~;2)" + D j (1 ~ :2)" . 
Für das erste der heiden rechts stehenden Integrale folgt sofort: 

j IJdz 1 1 
(1) • • •• (1 + Z2)" = - 2 a - 2' (1 + Z2)"-1 • 

Für das zweite Integral können wir eine Rekursionaformel zur 
Erl1iedrigung des Exponenten Oll aufstellen. Es gilt nämlich: 

j cl. e J .sd. 
(2) • .• (1 + Z2)a 1 =(1 + Z2)" 1 + (2 0Il- 2) (1 + Z'Y" 
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wie man z. B. mittels der partiellen Integration (vgl. S. 84) zeigen kann. 
Für das in (2) rechts bleibende Integral schreibe man: 

J (/:d;)a = J (1 +d;)a_1 - f (1 ~:2)a 
und findet nach einer einfachen Zwischenrechnung: 

J dz 1 z !.la-3I dz 
(3) (1 + z2)a = 2 oe - 2 (1 + z2)a-1 + 2 oe - 2 (1 + Z2)a 1 

Die wieder,hoIte Anwendung dieser Rekursionsformel führt schließ-

lich auf J 1 ~Z2 = arcigz. 

Somit wird sich das Integral IV, abgesehen von einem Aggregat 

rationaler Funktionen von x, durch die Funktion arc tg (X a" a) dar

stellen lassen. 

L eh r satz: Das Integral jedes rationalen Differentials berechnet 
sich als ein Aggregat von elementaren Funktionen, und zwar kommen 
hierbei neben rationalen Funktionen von x nur noch transzendente Funk
tionen der folgenden drei Gestalten zur Benutzung: 

ln (x - a), Zn [(x - a')2 + a" 2J, arc tg e all~)' 
6. Integration von Differentialen mit der nten Wurzel aUB 

einer linearen Funktion. 

Es seien a, b, c, cl Konstante, für welche nicht gerade a d = b c 
ist, und es sei n eine positive ganze Zahl. 

Erklärung: Unter R (x, y::: :) verstehe man eine Funktion, 

welche durch Ausübung irgend welcher nrationalen" Rechnungen auf 

d d · t ur. 1 d Z' F kt· ax + b x un te n e rrurze aus er mearen un wn c x + d zu ge-

winnen ist 1). 
Die Integration des zugehörigen Differentials R· cl x gelingt durch 

Einführung einer neuen Variabelen y, welche mit x verknüpft ist 
durch: 

tn/ax + b 
(1) ••• V =v cx+d' 

dt/Ii-v 
X = ---"---c--

-cy" + a 

1) Wäre aAl = b c, so hätte man: 

ax+b a(ax+b) a(ax+b) a 
cX+d=acx+-ad=c(ax+b) =c' 

und also würde die lineare Funktion konstant gleich ~ sein. Dieserhalb 
c 

wurde oben a d ~ be gefordert. 
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Es ergibt sich hierbei: 

••• {R(X'V::t:)=R(~~I~::-;a'Y)' 
n(ad-bc)yn-l 

d x = ( ")2· d 'Y, a-cy 

(2) 

BO daß sich R· d x in 'Y als rationales Differential darstellt. 

L ehr s I' t z: Das Integral eines Differentials, welches rational in x 
unll der nlen Wurzel einer linearen Funktion von x aufbaut, ist: 

(3) • • • • • • • • f R ( x, V :: t :) d x, 

transformiert sich vermöge der Substitution (1) auf das Integral eines 
in 'Y rationalen Different1als. Letzteres Integral ist nach den in lYr. 5, 
S. 104 ff., gegebenen Regeln weiter zu behandeln. 

7. Integration von Differentialen mit der Quadratwurzel aus 
einer ganzen Funktion 2ten Grades. 

Erklärung: UnterR(x,Va+2bx+cx2) wird eine Funktion 
von x verstanden, welche durch Ausübung irgend welcher "rationalen" 

Rechnungen auf x und Va + 2 ba; + c a;2 gewonnen werden kann. 

Es sei c ~ 0, weil so~st der Fall der Nr.6 vorliegt. 
Jjie unter dem Wurzelzeichen stehende ganze Funktion zweiten 

Grades werde abgekürzt durch: 

(1) •.•••••• g(x) = a +2ba;+ cx2 

bezeichnet. Wir nehmen an, daß die beiden Wurzeln der Gleichung 
g (a;) = 0 verschieden voneinander sind; anderenfalls ist nämlich g (x) 
das Quadrat einer linearen Funktion und also Y 9 (x) rational 

Es sind mehrere Fälle zu unterscheiden. 
Sind die Wurzeln der Gleichung 9 (a;) = 0 komplex, was für 

b2 - ac < 0 eintritt, so ist die Funktion 9 (a;) für alle endlichen 
(reellen) Werte a; entweder nur positiv oder nur negativ; denn 9 (a;) ist 
stetig und kann für keinen (reellen) Wert von X durch 0 hindurch
gehen. Aus b2 <ac folgt, daß a~O gilt, und daß a im Vorzeichen 
mit der gleichfalls von 0 verschiedenen Zahl c übereinstimmt. Da 
g (0) = a ist, so wird das Vorzeichen der Zahl a und also auch das
jenige von c zugleich das Vorzeichen aller Werte 9 (x) sein. 

Ist nun im fraglichen Falle auch noch c< 0, so ist yg(a;) für 
keinen endlichen Wert a; reell; dieser Fall sei ausgeschlossen. 

Falls b2 - a c· < 0 gilt, ist c > 0 anzunehmen, wobei Y g (x) tür 
alle Werte a; reell ist. 
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Ist zweitens b2 - ac > 0, so sind die Wurzeln von 9 (x) = ° reell. 
Sie mögen (I, und ß heißen, und es sei {J > (1,. Die Lineadaktoren
zerlegung von g (x) ist: 

(2) .•...•. g(x) = c(x-(I,)(x-{J). 

Aus (2) ergibt sich: 1st b2 - ac > 0; so ist V 9 (x) im Intervall 

(I, < x ::s;; ß reell, falls c < 0 ist; gilt aber c > 0, so ist V 9 (x) für 
a; ~ (x, sowie für x > ß reem 

Sollen nur solche Werte X zugelassen werden, für welche V g (x) 
reell ist, so gilt infolge der vorstehenden Überlegung <ler Satz: Ist 
erstens c > 0, so sind für b2 - ac < 0 alle Werte x und. für 
b2 - ac > 0 diejenigen außerhalb des endlichen Intervalls (I, < x < ß 
zulltssig; ist c < 0, so hat man b2 - ac > 0 zu fordern und x auf 
das Intervall (I, < x ::s;; ß zu beschränken. 

Die Integration von R (x, V 9 (x». dx leistet man dl1tch Substitu
tion einer neuen Variabelen '11, für deren Erklärung wir die beiden 
Fälle c > 0 und c < 0 trennen: 

I. Für c > 0 setze man: 

.r 1/- y2-a 
(3) .•.. y=xyc+ yg(x), 2X=b+UVc' 

Man berechnet hieraus: 

1/- Vc y2_ a 
(4) .... yg(X)=y- 2 b+t!VC' 

(5) 2 d - 1/2 v~ + 2 b y + a V;- a 
• . .• x - (b + y rc)2 y. 

Es werden somit x und V 9 (a;) in y rationale Funktionen, und d x 
wird ein in y rationales Differential. Die weitere Entwickelung ge
schieht nach den Regeln von Nr.5, S. 104 ff. 

H. Für c<O (une} b2 -ac>0) setze man: 

l/ß-x {J + (l,y2 
(6) . . . . . . y = r x _ (1,' X = 1 + gl ' 

wobei, wie schon bemerkt, x auf das Intervall (I, < x~ {J ein
geschränkt bleibt. Man lIndet hier: 

(7) . . . . . . { 

j- - 1/ 
l 9 (a;) = (ß - (1,) y - c 1 + g2' 

ydy 
dx = 2 (oc- (J) (1 + '112)2' 

so daß man- in y wieder zu einem rationalen Differential gelangt. 

Lehrsatz: Ein aus x und der Quadratwurzel aus einer ganeen 
rationalen Funktion .2t ... Grades aufgebautes Integral: 
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(8) •••••• J 1l (x, ya + 2bz + C:z;I) dz 

laßt siek in den beitlen f1lr uns in Betracht kommenden Fällen durch 
die Substitutionen (3) bzfe. (6) auf das Integral eines in y rationalen 
Differentials redueieren und ist demnach durch elementare Funktionen 
darstellbar. 

Beispiel. Das Integral: 

J ya + 2dbZ
Z + Z2 

gehört zum Falle L Die Substitution (3) liefert: 

J Va + 2d;Z + Zli = J /; b = Zn (b + y). 

Es ergibt sich somit: 

(9) J V d:» = Zn (b + Z + ya + 2 b:z; + x2). 
a + 2 b:x +:»2 

8. Normalformen für die Integra.le mit Va + 2bx + cxl • 

Um diebeiden Fälle c> 0 und c < 0 zusammenfassend behandeln 
zu können, ichreiben wir: 

J R(x, Va-/- 2bz + cx2) d:» 

und verstehen unter c eine positive Zahl. 
Statt bei der Berechnung des Integl'als unmittelbar nach Nr. 7. 

zu verfahren, ist es vielfach zW'eokmäßig, das Integral zuvor auf gewisse 
Norma.lformen zu reduzieren. Dieses Verfahren settt sich aus folgenden 
Schritten zusammen: 

L Man fi\hre eine neue Variabele z durch die folgende Snbstitu-
tion ein: 

(1) • • 
cx + b .18= -, 

-Vac += b2 

wodurch sich lIrgibt: 

Va Va + 2 ba: ± cx' = Vac 1= b2 Yl+ Z2. da: = Vac + bl de. 
c 

Man findet .somit : 

(2) J R (z, Va + 2 b:z; ± cx2) da: = J RI (e, Vl. + Zl) de, 

wobei rechter Hand BI eine aus 18 und VI ±el.vermiJge rationaler Rech
nwagen l8U gewinnende Funktion ist. 

H. Stellt R1 eine Summe mehrerer Glieder dar, so integriere man 
jedes Glied eillzeln. 
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Jedenfalls läßt sich das einzelne Glied in die Gestalt: 

(3) . . . • • • . • GI (z) + Gi (z) V~ 
G3 (z) + G, (z) VI + Z2 

setzen, wobei G1 (z), .•• , G, (z) ganze rationale Funktionen von ft sind; 

denn jede Potenz von Y 1 . ± Z2 mit geradem Exponenten ist eine 

"rationale" Funktion von z, und jede Potenz von YI ± Z2 mit un

geradem Exponenten ist das Produkt von VI t,z2 und einer "rationalen" 
Funktion von z. 

Durch Erweiterung des .Ausdrucks (3) mit (G3 - G, VI ± e2) 

geht derselbe über in die Gestalt: 

(4) • •• G5 (z) + G6 (z~ V~ _ R ( ) + Rs (z) 
G7 (z) - 2 z VI +- Z2' 

wo R2 (z) und Rs (z) wieder rationale Funktionen von z sind. 

Das Integral J R(x, Va + 2 bx + cx2) dx läßt sich somit, ab· 

gesehen von Integralen rationaler Differentiale, reduzieren auf eine Summe 
von Integralen der G estult: 

(5) •..•..•... f~~-~-~· 
IU. Jetzt hage man für R3 (z) die Entwickelung in eine ganze 

Funktion, vermehrt um eine Summe von. Partialbrüchen, ein und in
tegriere die entspringenden Glieder einzeln. 

Das Integral (5) läßt sich auf diese Weise reduzieren auf ein 
.Aggregat von Integralen der vier folgenden Normalgestalten : 

1 
f V:n~ZZ2' f (z- a)~Vl ± Zi' 

(6) •• f d z f z d e 
r(z - a')2 + a/'2J" VI + e2' [(z - a')2 + a" 2]n VI ±Z2' 

wobei n stets eine positive ganze Zahl (im ersten Falle uner Einschluß 
von 0) bedeutet. 

Deispiel. Um das Integral: 

f Ya + 2~:-CXi 
zu berechnen, wendet man die Substitution (1) mit den unteren Zeichen 
an; es findet sich: 

f da: 1 f dz 1 . 
Va+2bx-cx2 =rc VI Z2 = y~arcsmft. 
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Dei Umrechnung auf x ergibt sich: 

(7) J dx 1 ,(CX-b) 
• Va+2bx_cX2=VCarcsm Vb 2 +ac • 

9. Partielle Integration bei Differentia1en mit VI + e2• 

Auf das erste der Integrale (6), S, 110, wende man noch die 
Methode der partiellen Integration an. 

Man schreibe zunächst gemäß der Formel (3), S. 84: 

J e"de = ± en-lj ± ede + (n-l) J(en-2J_± ede)de, 
V 1 ± eil V 1 ± e2 V 1 ± e2 

J V:n~e2 = + zn-l Vl ± Z2 =F (n -1) Jz n-2 VI + z 2de. 
Erweitert man unter dem letzten Integral mit VI ± Z2, so folgt: 

f ende = ±Z"-l VI ±z2+(n-l)J zn-2de 
VI + Z2 VI + e2 

f z"dz 
-(n-l) , • 

VI + e2 ' 

Setzt man das letzte Glied nach links hinüber, so ergibt sich eine 
Rekurs'ionsformel, welche gestattet, das t'orgelegte Integral auf ein eben 
solches mit einem um zwei Einheiten erniedrigten Exponenten n eu re
duzieren: 

(1) f z"de - ± Z"-lV~ n-_l J zn-2 de. 
. VI + e2 - n =F n VI + Zil 

Durch wiederholte Anwendung dieser Formel wird man schließlich 
auf eines der folgenden Integrale geführt: 

(2) • • • • • • . J z d e = + VI + Z2 Vl + Z2 - -, 

(3) .•...•. J I dz. = Zn (z + VI + Z2) 
11 + Z2 

(4) . • . . • • .• J dz . 
1/ = arc sm e. 
y l-z2 

10. Fundamentalsatz über di~ Integrale· algebraischer 
Differentiale. 

Die rationalen und die irrationalen Funktionen bezeichneten wir 
S. 11 zusammenfassend als elementare a1gebraische Funktionen. Ist 
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qJ (x) eine Funktion dieser Art, so nennen wir qJ (x) d x ein "elementares 
algebraisches Differential". 

In den vorangehenden Nummern ist die Integration von cp (x) dx 
für folgende drei Fälle durchgeführt: 

I. cp (x) = R (x), 

1I. cp (x) = R (x, V~). 
IH. cp (x) = R (XI Va + 2 bx + cx2), 

und damit sind mittelbar auch alle diejenigen Fälle behandelt, bei 
denen fP (x) additiv aus mehreren solchen Funktionen aufgebaut ist. 

Es gilt aber folgender fundamentale 

Lehrsatz: Die drei genannten Typen elementarer algebraischer 

Differentiale sind die einzigen, bei denen fex) = jCP(X)dX wieder eine 

"elementare" algebraische oder transzendente Funktion ist. Kommt in 
cP (x) entweder die Quadratwurzel aus einer den zweiten Grad über
steigenden ganzen Funktion oder aber die hiJhere Wurzel aus einer nicht
linearen Funktion vor, so ist fex)' im tülgemeinen eine der Elementar: 
mathematik nicht bekannte "höhere" transzendente Funktion. 

Die den Integralen der Gestalt: 

fR (x, Va+bx+cx2 +dxs)dx 

zugehörigen sogenannten " elliptischen " Funktionen bilden die niederste 
Klasse dieser höheren transzendenten Funktionen. 

11. Partielle Integration bei transzendenten Differentialen. 

-Erklärung: Ist cP (x) eine transzendente Funktion, so werden wir 
cP (x) d x als ein "transzendentes Differential" bezeichnen. 

Es gibt einige Typen transzendenter ,Differentiale , bei denen man 
mit Vorteil von der Methode der "partiellen Integration" Gebrauch 
machen känn. . 

I. Die Differentiale sinm x cos" x d x. 
Formel (3), 8.84, liefert, wenn maxi cosx dx = dsinx setzt: 

f sinmft cos"xdx = cosn- 1 x f sin"'xdsinx 

+ (n - 1) f (cosn- 2 x sin x f sinm x <1-8il1 x) cl x, 

f . . cosn- 1 X sinm+1 x smmxcosnxdx = . 
m+l 

+ n-l fcosn-2 x'sinm +2xdx. 
111 + 1 . 
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Setzt man im letzten Integral sinma; (1 - cos2 x) für sinm+2 x, 
so folgt: 

f 
cosn-lxsinm+lx 

sinmx cos"xdx = ----:--:---m+l 
+ 11 + 1 f cosn- 2 x sinmx dx- n + 1 f cos" x sinmx dx. 

m 1 'In 1 

Bringt man hier das letzte Glied rechter Hand nach links, so ergibt 
sich die erste der bei den folgenden Rekursionsformeln : 

(1) • . . I f sinmx cosnx dx 

sinm+1xcos"-1x n-lf 
= + + -+ sinmx COS"-2 X dx, m n m n 

(2) • • • I f sinmx cos"x dx 

sinm - 1 x cosn+ 1x m -1 f = - + -- sinm - 2x cos"x dx; 
'In +n m+n 

die zweite Formel beweist man analog. 

Lehrsatz: Das integral des Differentials sinmx cos"x dx, in 
welchem mund n irgend welche nicht-negative ganze Zahlen sind, läßt 
sich vermöge der Rekursionsformeln (1) und (2) auf eines der vier 
Integrale: 

f dx = x, f cosxdx = sinx, f sinxda; = - cosx, 

f sinx cosx d x = 1/2 sin2 x 

reduzieren; das fragliche Integral ist demnach durch "elementare" trans
zendente Funktionen darstellbar. 

(3) 

II. Die Differentiale xn erz dx und erz dx. 
xn 

Die Regel der partiellen Integration ergibt: 

f xn e'" d x = x" f erz d x - 11 f (xn - 1 f erz d x) d:c, 

f xn eX iJ x = x" erz - n f xn - 1 eX d x. 

Ist n von 1 verschieden, so gilt weiter: 

(4) ... f erz dx 
x" 

__ ;----=-e:-·~ --::--:- + _1_ f _e - d x 
(n - 1) Xn 1 n - 1 X H -1 • 

.F r i c k e, Leitfaden. 8 
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Lehrsatz: Bedeutet n eine nicht-negative ganze Zah7, so läßt sich 

J xn e d x durch die Rekursionsformel (3) schließlich auf J ~ d x = ~ 
reduziel'en; beim Integral J ~ d x mit positiver ganzer Zahl n gelangt 

xn 

man vermöge (4) schließlich zum Integral f ~ d x, welches eine "höhereu 

transzendente Funktion darstellt. 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

In. Die Differentiale x±n sinx dx und x±" cos xdx. 

Hier liefert die' partielle Integration die Rekursionsformel~: 

f xn sin x d x = - x n cos X + n f X" -1 cos x d x, 

J xncosxdx = xnsinx-n f x"-l sinxdx, 

f sinx dx _ _ sinx + -1-f cosx d x J x" -(n-l)xn- 1 n-l X,,-l ' 

i cos X d x = _ cos x __ 1_ f sin x d x 
J xn (n-l)xn- 1 n-l x n - 1 ' 

wobei in den letzten beiden Formeln n > 1 gilt. 

Lehrsatz: Die Integrale J xnsinxdx und J x"cosxdx lassen 

sich, falls n eine nicht~negative ganze Zahl ist, dttrc.h elementare ira/l-

szcndente Funktzonen darstellen. Die Integrale -- d x und -- d x , . f sinx f cosx 
xn xn 

mit einer ganzen Zahl n > 0 führen dagegen (abgesehen von elemen
taren transzendenten Gliedern) auf die ."höheren" transzendenten Fun7c-

f sinxd d f cosx d tionen -- x un -- x. 
x x 

12. Entwickelung der Zahl 7t in ein unendliches Produkt. 

Formel (2), S.1l3, gestattet eine bemerkenswerte Anwendung auf 
die Entwickelung der Zahl 7t = 3,14159 ... in ein unendliches Produkt. 

~immt man in jener Formel die gltnze Zahl m > 1 und n = 0, 
und integriert man zwischen den Grenzen 0 und '"/2' so folgt: 

.!!. '" 2 2 

J. 1 111-1 f' 2 d slnm xc x = -' - slnm - x x. 
m 

o u 

Bei wiederholter Anwendung dieser Rekursiollsformel kommt man, 
je nachdem m ungerade oder gerade ist, schließlich auf das erste oder 
zweite der folgenden Integrale: 
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n 
2 

J sinxdx = l. 
u 

Es ergibt sich auf diese Weise: 

~ 

1f 

2" 

J clx= i· 
u 

(1) , , , . f '2n+1 d 2 4 6 2n 
Jsm x x=g'Ö'7"'2n+l' 

(2) 

1< 

2 

Stn 2"x dx = -,-,-.-", ---, f ' 1t 1 3 5 2n-l 
!:l 2 4 Ö 2n 

Da nun im Inneren des ganzen Integrationsintervalls sin x einen 
positiven echten Bruch darstellt, so gilt für jedes gallzzahlige m > 0: 

1f .!!. 
2 2 

sin'" x > sinm +1 x und also J sinmxdx > J sinm +1 xdx, 

u 0 

wie aus der Bedeutung des bestimmten Integrals, (vgl, S, 85 ff,) her
vorgeht. 

Setzt man in der letzten Ungleichung erst m = 2 n - 1 und 
sodann m = 2 n, BO ergeben sich aus (1) und (2) die Ungleichungen: 

2 4 6 2n-2 1t 1 3 5 2n-l 
3' [) '7"'2n-l > 2'2'4'6"'2n' 
n 1 3 5 2n-l 2 4 6 2n 
2'2'4'6"'~ > 3'5'7"'211+ 1 

oder nach leichter Umrechnung: 

f 1t < ~,~,.!,.!,!,!",2n-2.~ 
12 1 3 11 5 () 7 2n-12n-1' 

t-=:. >~. 2 . .!,.±..~,!".~ ,~. 
:.l 1 11 3 [) [) 7 2n-l 2n + 1 

(3) 

Die beiden hier rechts auftretenden Produkte nenne man Pli und 
Q". Dann gilt erstlieh : 

(4) . • , . • , • 2 > P2 > Ps > P4 > .. " 
da aus der Bauart von Pn: 

16 
P2 =g, 

folgt; andererseits hat man: 

Pn - 1 4n2 -4n+l 
P;: = 4n2 -4n 

(5) • , " . 1 < Ql < Q2 < Qs < ''', 
da offenbar: 

Q"-l _ 4n2-1 
Q .. - 4n2 
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gilt, Überdies folgt a.us den Ungleichungen (3) selber: 

p .. > Q ... 

Des näheren hat man: 

P .. -Qn=P" 1---- =p .. ,~, ( 2n) 1 
2n+I 2n+I 

woraus man mit Rücksicht auf: 

2> P" > Qn> 1 
die Folgerung zieht: 

2 
o < Pn - Qn < 211 + 1 • 

Demnach wird für unendlich wachsendes n: 

limo (P .. - Qn) = 0 
n=oo 

gelten. Mit Rücksicht auf die Ungleichungen (4) und (5) folgt hieraus, 
daß die Zahlen p .. für lim, n = 00 derselben zwischen 1 und 2 ge
legenen Grenze zustreben, wie die Zahlen Qn' Als diese Grenze geben 
die Ungleichungen (3) den Betrag "/2: 

(6) ••••• :11: = limo (~.~,i,i . ..?..,,~), 
2 "=00 1 3 3 I) I) 2n-l 

was man auch ausdrückt durch den 

Lehrsatz: Die Zahl "111 ltißt sich in das a7s "konvergent" zu be
zeichnende 1) unendliche Produkt entwickeln: 

:11: 2 244 6 6 8 
(7) •••••• 2' = 1'3'3'5'5'7'7'" 

13. Integration durch unendliche Reihen. 

Wenn es nicht gelingt, das Integral eines vorgelegten Differentials 
qJ (x) dx durch eine der bisher entwickelten Methoden zu berechnen 
80 ka.nn man versuchen, dieses Ziel vermittelst einer Reihendarstellung 
des Integrales zu erreichen. 

Die Funktion qJ (x) sei in die. Potenzreihe : 

(1) • . • . • qJ (x) = ao + ~ x + a2 x 2 + as XS + ." 
entwickelbar, von welcher angenommen werden soll, daß sie im Inter
vall - g < x < + 9 konvergent sei, 

Indem wir die Gleichung (1) mit dx multiplizieren und gliedweise 
integrieren, ergibt sich: 

(2) f qJ(x)dx = O+aox+~x2+~2x3+tX4+ ... , 
wo 0 die IntegrationskoDstante ist. 

1) Vgl. die Entwickelungen von 8, 54 ff, über Konvergenz .unendlicher 
Reihen, 
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In der Tat kann man zeigen (was jedoch hier nicht ausgeführt 
wird), daß die in (2) rechts stehende Reihe in demselben Intervall 
- g < x < + g konvergiert wie (1), und daß sie in diesem Intervall 

die Funktion f IJ! (x) dx darstellt (vgl. den letzten Lehrsatz in NI'. 4, 

S. 58). 
Als Beispiel gelte: 

J ~x ~ ~ ~ 
(3) -X dx = C+x-2!.32+4!.5a-61.7~+·'" 
eine Reihe, die für alle endlichen x konvergent ist. 

In dieser Reihe besitzen wir nunmehr ein Mittel, die in (3) links 
stehende "höhere transzendente Funktion" (vgl. den Lehrsatz am Ende 
von NI'. 11, S. 114) angenähert zu berechnen. 



Vierter Abschnitt. 

Funktionen mehrerer unabhängiger 
Variabelen. 

Erstes KapiteL 

Differentiation und Integration der Funktionen mehrerer 
unabhängiger Variabelen. 

1. Die Funktionen zweier unabhängiger Variabelen. 

Es seien x und y zwei voneinander unabhängige Veränderliche. 

Erklärung: 1st die Variabele z derart an die beiden "unab
hängigen" Variabelen x und y gebunden, daß zu dem einzelnen Werte
paar x, y stets ein Wert oder eine Anzahl von Werten der "abhängigen" 
Variabelen z nach einem bestimmten Gesetze zugehört, so heißt zeine 
"Funktion" der beiden unabhängigen Variabelen x und y. 

Auf die Funktionen zwei~r Veränderlichen überträgt man alle 
Begriffsbestimmungen, Bezeiohnungsweisen und Einteilungsprinzipien, 
welche S. 2 ff. für die lt'unktionen einer Variabelen ausgebildet wurden. 

So braucht man z = ((x, y) oder z = g (x, y) usw. als sym
bolische Bezeichnungen für Funktionen; man bezeichnet, beispielsweise 
z = a x8 + bxy- cy5 als eille "rationale ganze", z = sin (5 x - 7 y) 
als eine "transzendente Funktion" der Variabelen x und y; man sagt, 
durch x Z2 - 3 z sin y + 2 = 0 sei z als" unentwickelte" oder "implizite" 
Funktion von x und y erklärt usw. Die folgenden Untersuchungen 
werden sich wieder auf "elementare" Funktionen beschränken. 

Zur geometrischen Deutung der Werte paare der Variabelen x, y 
dienen die Punkte einer Ebene ("Zahlenebene") , in welcher ein recht
winkliges Koordinatensystem zugrunde gelegt sei; der Punkt der Ko
ordinaten x, y oder, wie wir kurz sagen, der Punkt (x, y) ist das Sinn
bild des Wertepaares x, y. 

Um daraufhin eine geometrische Versinnlichung der einzelnen Funk
tion z = ((x, y) zu gewinnen, trage man z als dritte Koordinate im 
Punkte (x, y) auf der Zahlenebene s'enkrecht auf, verstehe also unter 
x, y, z rechtwinklige Koordinaten im Raume. 
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Wie in der analytischen Geometrie des Raumes gezeigt wird, stellt 
dann die Gleichung z = t (x, y) eine Fläche dar. 

Lehrsatz: Die bei rechtwinkligen· Koordinaten X, y, z durch 
z = f(x,y) dargestellte Fläche benutzt man als geometrisches Bild der 
Funktion fex, y); die inden einzelnen Punkten (x, y) der xy-Ebene 
senkrecht errichteten Koordinaten z der Jilächenpunkte liefern direkt die 
.Funktionswerte {(x, y). 

2. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit der Funktionen {(x, y). 

Um den Charakter der Funktionen f (x, y) in bezug auf Eindeutig
keit und Mehrdeutigkeit zu kennzeichnen, betrachten wir einige spezielle 
rationale Funktionen als 13eispiele. Wir setzen ersUich: 

2xy 
(1) • • • . • z = -+ 2' x 2 y 

Diese Funktion ist für alle endlichen Wertsysteme X, y eindeutig, ab
gesehen vom Wert systeme x = 0, y = 0, wo die rechte Seite von (1) 
unter der unbestimmten Gestalt gerscheint. 

Gleichwohl erhalten wir einen bestimmten Grenzwert tür die E'unk
tion (1), wenn wir einen geeigneten Weg vorschreiben, auf welchem der 
Punkt (x, y) in der xy-Ebene den Nullpunkt erreichen sol/. 

Führen wir nämlich in der x y- Ebene Polarkoordinaten r, .&- ein, 
indem wir x = r cos.&-, y = r sin.&- setzen, so liefert (1): 

(2) • • • • • • • • • • z = sin 2.&-. 

"Venn man also, wie in Fig. 51, in der xy-Ebene einen Weg be
. schreibt, der unter dem Winkel -3' gegen die positive x-Achse im Null-
punkte einmündet, so erhält man als Fig.51. 
Grenz wert der Funktion den eindeutig y-Achse 
bestimmten Wert sin 2-3'. 

Die in (1) erklärte, im allgemeinen 
eindeutige Funktion z ist fiir x = 0, 
11 = ° unendlich vie1.deutig. Die Funk
tionswerte z für (lieses Argumentenpaar 
variieren zwischen - 1 und + 1, und 
man kann den Weg des Punktes (x, y) 
nach der Stelle (0,0) so einrichten, daß 
als E!mktionswert ein beliebiger Wert des 

x-Achse 

intervalls - 1 < z < + 1 erreicht wird. Man sagt, die Funktion 
(1) werde {ur x = 0, y = ° "stetig-vieldeutig". 

Diese Eigentümlichkeit der Funktion (1) kommt an der.zugehOrigen 
Fläche (Zylindroid) direkt zur Anschauung. Die Gestalt dieser Fläche, 
welche aus lauter horizontalen (d. i. mit der xy-Ebene parallelen) Geraden 
aufgebaut erscheint, macht lllan sich auf Grund der Gleichung t2) am 
leichtesten deutlich. 
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Von der folgenden Funktion: 

(3) 
x-2y 

. . . . . . . . . ~ = x 2 - 2 X + y2 

stelle man fest, daß sie sowohl für X = 0, y = 0, als für X = 8/5, 
Y = 4/5 stetig-vieldeutig wird. Es handelt sich hierbei um die beiden 
Schnittpunkte der durch X - 2 Y = 0 dargestellten Geraden mit dem 
Kreise x 2 - 2x + y2 = ° des ltadius 1 um den Punkt (1,0). 

In allen anderen Punkten der Peripherie dieses Kreises hat man 
z = ro: Die Funktion (3) zeigt somit "Unstetigkeit durch Unendlich
werden" längs der ganzen Peripherie dieses Kreises, abgesehen von den 
beiden Schnittpunkten des letzteren mit der Geraden x -.2 Y = 0, wo 
die :Funktion "stetig-vieldeutig" wird. 

Die Funktionen (x, y) können auch isoliert liegende Unstetigkeits
punkte aufweisen. Dies findet z. B. bei der Funktion: 

5x2 -y 
(4) •.••..• ~=(x-1)2+3(y-2)2 

im Punkte x = 1, Y = 2 statt. 
Um nun den folgenden Betrachtungen eine möglichst einfache 

Grundlage zu sichern, betrachten wir die Funktionen in der Regel nur 
für solche Wert systeme (x, y) der Argumente, für welche sie "eindeutig" 
beetimmte, "endliche" Werte haben, die man in "stetigem" Übergange 
erreicht, von welcher Richtung man sich auch der Stelle (x, y) in der 
xy-Ebene stetig annähern mag. 

Dies setzt übrigens voraus, daß wir im Falle einer irrationalen 
Funktion bei den etwa auszuziehenden Quadratwurzeln über die Vor
zeichen feste Bestimmungen treffen, und daß wir, sofern zyklometrische 
Funktionen auftreten, uns etwa der Hauptwerte dieser Funktionen 
bedienen. 

8. Differentiation der Funktionen z = (x, y). 

Erklärung: Falls man z = I (x, y) bei konstant gedachtem y 
als Funktion von x allein differenziert, so spricht man von einer "par
tiellen" Differentiation von (x, y) nach x und nennt das Ergebnis "par
tielle" Ableitung oder "partiellen" Differentialquotienten in bezug auf x 
oder kurz nach x. 

Die partielle Ableitung von z = (x, y) in bezug auf x wird durch: 

(1) 0 z _ 0 (x, y) - f' ( .) 
...• cx - ox - x x, y 

bezeichnet. Aus dieser Ableitung wird das "partielle Differential" der 
Funktion z nach x (siehe S. 19) durch Multiplikation mit d x gewonnen: 

(2) •.• ox~ = ox!(x,y) = f~(x,y) dx = (Ofi~Y»)dX. 
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Ganz entsprechende Festsetzungen und Bezeichnungen gelten für die 
Differentiation von fex, y) in bezug auf V. 

So hat man z. B. für die Funktion z = ax3 + bxy - cy5: 
OZ OZ 
ox = 3ax2 + by, oy = ba; - 5 cy'. 

Erklärung: Die Sttmme der beiden partiellen Differentiale: 

f~ (x,V)dx = Of~~Y) dx, f~(x,y)dy = Of~~Y) dy 

nennt man "tofales oder vollständiges Differential" der Funktion z = fex, y) 
und bezeichnet dasselbe durch d z = d f (x, y): 

(3) •••• dZ=df(X,y)=Of~~Y)dX+Of~~Y)dY. 
Entspricht den zunächst endlich gewählten Änderungen Ll X und 

Ll y die Änderung Ll z der Funktion z = fex, v), so gilt: 

Llz = fCx + Llx, y + Lly) - f(x,y). 
Diese Gleichung wandele man unter Benutzung der Abkürzung 

VI = Y + Ll y in folgende um: 

Llz = rcx + LlX'Yl)-f(x'Yl) + r(x,y + Lly) - {(x,y), 
wofür man auch schreiben kann: 

(4) . • . . • 1 
Llz = f(x + LlX'Yl)-f(x'Yl).Llx 

Llx 

+ fex, Y + ~Y; - t (x,y) .Lly. 

Läßt man hier Ll x und Ll y gleichzeitig, aber unabhängig vonein
ander unendlich klein werden, so werden die beiden rechts stehenden 
Quotienten gleich f~ (x, Yl) und f~ (x, Y), und für Ll x und Ll Y haben 
wir die Differentiale d x und d Y zu schreiben 1). Da übrigens für 
limo Ll Y = 0 offenbar limo Yl = V wird, so nimmt t ~ (x, Yl) den Grenz
)Vert f~ (x, y) an. Demgemäß geht die rechte Seite der Gleichung (4) in 
das durch Formel (3) dargestellte totale Differential von z = f (x, y) über. 

Lehrsa tz: Werden die gleichzeitigen Abänderungen der Argu
mente von z = f (x, y) unendlich klein, so wird dabei die Abänderung 
der Funktion schließlich gleich dem totalen Differentiale d s = d t (x, y). 

Beispielsweise gilt für die Funktion s = a:,r;8 + 'b x y - c1l5 hiernach 
als die den d X und d y entsprechende unendlich kleine Abänderung: 

d s = (3 a x 2 + b y) d.t + (b x - 5 cy4) d y. 

1) Die Schlußweise des Textes ist insofern nicht genau, als beim Grenz
übergange Zim. J x = 0 im ersten Quotienten auf der rechten Seite von (4) 
das zweite Argument Y1 gleichzeitig geändert werden sollte, also die am 
Eingang von NI'. 3 gegebene Erklärung des partiellen Differentialquotienten 
nicht streng inne gehalten ist. Gleichwohl treffen die Angaben des Textes 
jedenfalls bei den für uns allein in Betracht kommenden elementaren Funk
tionen zu. 



122 IV, 1. Different. und Integrat. der Funktionen mehrerer Variabelen. 

4. Differentiation unentwickelter Funktionen einer Variabelen. 

Ist y durch die Gleichung'( (x, y) = 0 unentwickelt als Funktion von 

x gegeben, so war zur Berechnung von ~{ bisher die Auflösung von 

f (x, y) = 0 nach y erforderlich. Letztere Operation läßt sich in fol
gender Art vermeiden. 

Man setze zunächst z = {(x, y) und sehe x und Y als unabhängige 
Variabele an; dann gilt für die den Differentialen dx, dy entsprechenue 
Abänderung dz von z: 

d '0 f (x, y) d + '0 f (x, y) 1 
z = 'Ox x 'Oy ~ y. 

Sollen fortan wieder nur solche Wert systeme x, y vorkommen, für 
welche z = {(x, y) = 0 gilt, so hängen x und y vermöge dieser 
Gleichung voneinander ab, und es sind nur noch solche gleichzeitige 
Abänderungen d x und d y von x und y zulässig, für welche z konstant 
gleich 0 bleibt und also d ~ verschwindet. Man findet somit: 

(1) •• 'O{(x'Y)d +'Of(x'Y)d = 0 dy 
Ö X x '0 Y Y 'dx 

'0 {(x, y) 

'Ox 
of(x,y) 

'OY 

Lehrsatz: 1st y als "unentwickelte" Funktion von x dnrch die 
Gleichung {(x, y) = 0 gegeben, so berechnet man den Differential-

quotienten d y vermöge partieller Differentiationen auf Grund der zweiten 
clx 

Gleichung (1). 

So findet man z. B. bei 

x2 y2 
a2 + b2 - 1 = 0 

in Übereinstimmung mit (2), S. 45. 

sofort 
cly 
dx 

5. Verallgemeinl'lrung auf Funktionen beliebig vieler 
Variabelen. 

Ist die Anzahl n der vorliegenden unabhängigen Variabelen > 2, 
so bezeichnet man letztere zweckmäßig durch Xl> x2, ••• , Xn• 

Begriff und Einteilung der Funktionen {(Xl' x2 , ••• , xn) dieser 
n Variabelen wird man von den oben behandelten Fällen n = 1 und 
n = 2 aus leicht für beliebiges n verallgemeinern. 

Differenziert m:·j} die Funktion y = {(XI! X2, ••• , xn) bei konstant 
gedachten (n-1) Variabelen Xlf ... , Xk-l, Xkth .", X n als Funktion 
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von Xk allein, so gewinnt man die "partielle Ableitung" bzw. das »par
tielle Differential" nach Xk: 

(1) 

(2) 

Ändert man gleichzeitig die n Argumente um die n voneinander 
unabhängig zu denkenden Differentiale dXl, dx2 • ... , dxn, so heißt die 
entsprechende Änderung d y = d t (Xl' ••• , xtI ) der Funktion das zu 
dxl , .•• , dXn gehörende "vollständige" oder »totale Differential". 

Für dieses totale Differential gilt der 

Lehrsatz: Das zu dxlI ••• , dx" gehörende totale Differential dy 
ist gleich der Summe aller n partie71en Differentiale von y = / (XI' ••• , xn), 

welche zu dxu ... , dxn, einzeln genommen, gehören: 

of. 0/ of 
(3) d y = d / (XI' ••• , xn) = ;;;- d XI + ,-, - d x2 +- .•. + ;;;- d X". 

u Xl 0 X2 uX" 

Der Beweis ergibt sich durch Verallgemeinerung der bei n = 2 
in NI'. 3, S. 121, befolgten Überlegung. 

6. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. 

Setzt man in der betrachteten Funktion y = f (Xl' X2 , ••• , XII) 

die Argumente mit Funktionen einer einzigen Variabelen x: 

(1) . • • Xl = CPI (x), X2 = CP2 (X), ••• , x" = cpn (X) 

gleich, so wird dadurch offenbar auch y eine Fnnktion von X allein, 
Wir sprechen hier, wie in dem S.l1 betrachteten Falle n = 1, VOll 

einer »zusammengesetzten Funktion". 
Da die Gleichung (3), NI'. 5, für beliebige d x" ... , d x" gilt, so ist 

sie auch für diejenigen Differentiale richtig, welche man auf Grund der 
Gleichungen (1) bei einem Zuwachs von X um dx berechnet: 

(2) drei = (~;) dx = cP~ Cx) dx, .", dXn = (~:n) dx = cp;,(x) dx. 

Tragen wir diese Ausdrücke der dxl , ••• , dXn in (3), Nr.5,ein 
und teilen durch d X, so ergibt sich der 

Lehrsatz: I;;t Y = f (x" ... , x,,), und sind XI = CPI (x), "'1 

X" = CPn (x) Funktionen der einen unabhängigen Variabelen x, so ist 
auch y eine Funktion von x allein. In diesem Falle berechnet man die 
Ableitung vony nach X auf Grund der Formel: 

(3) • . . . d!f = ~. cl Xl + ~ . d X2 + ... + .0 y . d x". 
da; aXI dx oX2 d X öx" dx 

FÜI' n = 1 ergibt sich die Regel (2), S. 27, wieder. 
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Ist z. B. y = x~\ so ergibt sich: 

dy d~ d~ - = Xl • X~l-l - + ~l Zn X2'-
dx dx ~ dx 

d Y [fPl (X) ') , ( ) 1 ( )] dx = Y fP2 (X) • fP2 (X + fPl X • n fP2 X 

in Übereinstimmung mit Formel (1), S. 29. 

7. Die partiellen Ableitungen höherer Ordnung. 

Erklärung: Wenn man die nach Xi genommene partielle Ab
leitung f~. der Funktion f(xl> x2, ••• , xn) partiell nach Xk differenziert, 
so entspringt die durch: 

o(~) 
(1) • .• 00 Xi = -;, 02[ = f;'. "'k(X j , X2, ••. , Xn) 

Xk {lXi uX" " 

zu bezeichnende "partielle Ableitung zweiter Ordnung" (partielle zweite 
Ableitung) von f(x l , ••• , xn) nach :Pi und Xk. Entsprechend definiert man 
die partielle Ableitung f~~' "'k "'I dritter Ordnung usw. 

Bei einer Funktion' z ' fex, y) zweier Variabelen hat man dem
nach zunächst die vier partiellen Ableitungen zweiter Ordnung: 

(2) '0 2 f f" 02f f" (j2f 1''' 02 f 1''' 
'Ox2 = ",x, 'Ox'Oy = xy, Gy ox = IYx, 'Oy2 = IYY· 

Betreffs der höheren Ableitungen von fex, y) gilt folgender 

L ehr s atz: Das Ergebnis mehrerer nacheinander ausgeübter 
Differentiationen nach verschiedenen Argumenten ist von der Reihenfolge 
dieser Differentiationen unabhängig. 

Um z. B. die Identititt der beiden Funktionen f;'y und f~'x zu 
beweisen, wenden wir auf die gleich näher zu erklärende Funktion F(x) 
den Mittelwertsatz (vgl. S. 59) an: 

(3) .• F(x+h)-F(x) = F'(x+.f1h)·h, O<.f1 < 1. 

Unter F(x) soll aber die Funktion: 

F(x) = fex, y + k) - fex, y) 

verstanden werden, in welcher somit y und k vorerst als konstant 
gelten. Man findet: 

fex + h, y + k)- fex + h, y) - fex, y + k) + fex, y) 
= [f;(x + .f1h, y + k) - f~ (x + .f1h, y)] ·h. 

Der rechts mit h multiplizierte Ausdruck kann als Funktion von 
y wieder nach dem Mittelwertsatze umgestaltet werden; so ergibt sich: 

fCx + h, y + k)- fex + h, y) - fex, y + k) + f(x,y) 
= f::y (x + .f1 h, Y + .f}' k)· hk. 
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Nun kann man aber die vorstehende Rechnung auch in der Art 
ausführen, daß man erst y und dann a; als variabel ansieht; es findet 
sich so auf ganz analogem Wege für die linke Seite der letzten 
Gleichung der Wert: 

t~'x (x + {)o" h, Y + {)O", k) • hk. 

Dieserhalb muß die Gleichung bestehen: 

f~'y (x + {)o h, y + {)o' k) = f;'x (x + {t" TI, y + {t'" k). 

Läßt man hier hund k gleichzeitig bis 0 abnehmen, so folgt, der 
Behauptung entsprechend, f~'v = t~'x' 

So findet man z. B. für z = 5 x2 y3 - ~ x + y tatsächlich: 

(;:2 Z 02Z -- = -- = 30 xy2_3e3 x +v• 
oa;oy Öl/CX 

8. Die totalen Differentiale höherer Ordnung. 

Erklärung: Sieht man das zu dx und dy gehtirige totale Diffe
rential dz einer Funktion z = fex, y) als Funktion von x und y allein 
an und berechnet von dieser Funktion dz das totale Differential für die
selben Differentiale d x und d y der Argumente, so entspringt das zu d x 
und dy gehörende "totale Differential zweiter Ordnung" d (d z) = d2z. 
Entsprechend definiert man die totalen Differentiale der 3len, 41en usw. 
Ordnung dB z, d' z, '" 

Nach den Entwickelungen von Nr. 3, S. 121, hat man: 

d2. = d (d ) = (] (d z) d + 0 (d z) d 
z Z GX x oy y. 

Andererseits ist: 
of of 

dz = ox dx + oy dy, 

und da dz bei fest bleibenden dx, dy als Funktion von a; und y auf
gefaßt werden solite, so folgt: 

o (dz) _ o2f dx + o2f d 
ox - ox2 oyox y, 

o (dz) = ~dx+ 02f d . 
o y ox oy oy2 Y 

Unter Benutzung des Lehrsatzes in Nr.7 ergibt sich somit: 

02f 02 f (;2f 
(1) .... d2z=~ö 2dx2+2~dxdY+::>2dy2. 

X uxuy uy 

Allgemein gilt der 

Lehrsatz: Das zu da; und dy gehörende totale Differential 
ntor Ordnung der Funktion z = f (x, y) stellt sich mit Hilfe der S.32 
erklärten Binomialkoeffizienten der n ten Potenz in der Gestalt dar: 
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1 
dnz=onfdxn+(n) onf dxn- Id 1l 

oxn 1 ° Xn -1 0 Y 
(2) . • . 

+ (n) '0" f dxn - 2 dy2 + ... + 'On t dy". 
2 oxn - 2 0y2 oyn 

Der Beweis wird durch den Schluß der "vollständigen IQduktion" 
(vgl. S. 33) geführt. 

Ist die Formel (2) für n richtig, so berechne man: 

dn+lz = d(d"z) = o(d"z)dx + o (dnz) dy, . ox oy 
wobei man für dn z die rechte Seite der Gleichung (2) eintrage. Indem 
man den entspringenden Ausdruck auf Grund der Regel: 

zusammenzieht, gewinnt man die für (n + 1) statt n gebildete Formel (2). 
so daß sie auch noch für (n + 1) gilt. Da Formel (2) aber in (1) fiir 
n = 2 wirklich bewiesen ist, so gilt sie hiernach allgemein. 

Die Definition der totalen Differentiale höherer Ordnung einer 
Funktion II = f(xl! x2, •••• x,,) von n unabhängigen Variabelen XH ••• , x" 
wird man nach Analogie des Falles n = 2 sofort vollziehen. 

Als Beispiel merken wir das totale Differential 2ter Ordnung an: 

{ 

.12 .12f( ) '02f d 2 + + '02f d 2 
'" Z = '" Xl' ••• ' Xli = ~ Xl ••• ;;;--2 Xn 

vXl {,Xn 

(3) 02f d2f 
+2-;;;;--;;:-dxl dx2 + .. ·+2 0 a dX,,_tdx ... 

vX1 vX2 X"-l x,. 

9. Integration zweigliedriger totaler Differentialausdrücke. 

Mit Hilfe zweier Funktionen q; (x, '11) und "" (x, '11) der voneinander 
unabhängigen V ariabelen x und II bilde man den zweigliedrigen Diffe
rentialausdruck : 

q; (x, y)dx + "" (x,y)dy. 

Erklärung: Im Anschluß an Nr.3 soll dieser Ausdruck stets und 
nur dann als ein "totales (vollständiges). Differential" oder ein "totaler 
(vollständiger) Differentialausdruck" bezeichnet werden, falls eine Funktion 
z = t (x,y) existiert, tür welche: 

(1) •••• dz = df(x,y) = q; (x, 1/) dx + "" (x, '11) dy 

zutrifff. Diese Plfnktion f (x, y) heißt alsdann " Integral " des 1:ol1-
ständigen Differentials (q; dx + "" a,y). 

Aus (1) ergibt sich auf Grund von (3), S. 121: 

of of 
q; (x,y) = 03;' "" (x, '11).= 01/' 
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Durch erneute Differentiation findet man: 

'0 cp (x, y) ~ '02l(x, y) 
oy - oxoy , 

'0 I/J (x, y) _ '0 2 f (x, y). 
cx - GYcx ' 

und da die beiden hier rechts stehenden Funktionen einander gleich 
sind (vgl. S. 124), so folgt: 

'Ocp(x,y) oI/J(x,y) 
(2) . . . . • • .• 'Oy = OX • 

J,eh rsatz: Die Bedingung (2) ist nun nicht nur notwendig, sondern 
auch hinreichend da{ür, daß (cp d x + I/J d y) ein vollständiges Diffe
rential ist. 

In der Tat gelingt unter der Bedingung (2) die Angabe eines 
Integrals f(x,y) auf folgendem Wege: 

Da ~; gleich cp (x, y) sein soll, so folgt, wenn man cp bei konstant 

gedachtem y nach x integriert: 

(3) •••.••• f(x,y) = J cp dx+ X (y). 

An Stelle der »Integrationskonstanten" ist hier die von y nllein 
abhängige Funktion X (y) zu setzen, da von derselben nur Unab
hängigkeit von der "lntegrationsvariabelen" x, aber nicht von y zu 
fordern ist. 

Es fragt sich nun, ob man X (y) BO bestimmen kann, daß die 
durch (3) gegebene Funktion {(x, y) das gewünschte Integral des vor
gelegten totalen Differentials ist. Hierzu ist hinreichend und notwendig, 

daß der aus (3) zu berechnende Differentialquotient 0 { mit der ge-
oy 

gehenen Funktion 'l/J (x, y) identisch ist. 

( ') '0 { = ./. = 0 r dx + cl X (y) cl X (y) - ./. _!.. J d 
.., GY 'i" OyJcp dy t dy -'i" GY cp x. 

Damit die letzte Gleichung möglich ist, muß auf ihrer rechten 
Seite eine Funktion von y allein stehen, d. h. bei Ausführung der rechts 
vorgeschriebenen Differenz muß sich das erste Argument x gerade fort
heben. Dies trifft in der Tat zu; denn die Ableitung nuch x des auf 
der rechten Seite der letzten Gleichung stehenden Ausdrucks ver
schwindet zufolge der °als gültig angenommenen Bedingung (2): 

c1/J _~ f d = '01/J -~(~J dX) = 'OI/J _ 'oCP = O· 
CX GYcx cp Y GY oy CX cp öx 'Oy , 

die rechte Seite der letzten Gleichung (4) erweist sich somit als von :r. 
unabhängig. 
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Der an XVI) gestellten Bedingung genügt hiernach die Funktion: 

(5) . • . • • X (y) = J [1/J - :y J <p dxJ dy + 0, 

wo 0 eine von x und y unabhängige Größe ist. 
Durch Einsetzung dieses Ausdrucks von X (y) in Formel (3) ge

winnt man als "Integral des totalen Differentials (<p dx + 1/J dy)" 

(6) •• {(x,y) = f <pdx+ J[1/J-:y J <PdX]dY+O. 

10. Differentiation und Integration eines bestimmten Integrals 
nach einem Parameter. 

In der Absicht, hier eine nur mehr beiläufige Entwickelung über 
bestimmte Integrale mit Parametern einzuschieben, verstehen wir unter 
x, y z rechtwinklige Raumkoordinaten und zeichnen in der xy-Ebene das 
in Fig. 52 scharf umrandete Rechteck, dessen Seiten durch die vier 
Gleichungen x = a, X = b, Y = c und y = d dargestellt sind. 

x-a 

Eine vorgelegte Funktion 
<p (x, y) sei für alle vom In
neren und vom Rande des 
fraglichen Rechtecks geliefer
ten Wertsysteme x, y eindeutig 
und stetig. 

Längs der vier Seiten des 
Rechtecks denke man Ebenen 

y=c senkrecht zur xy-Ebene er-
richtet, welche bis an die durch 

Z = <p (x, y) dargestellte Fläche heranreichen. Durch letztere Fläche, 
jene vier Ebenen und die x y-Ebene wird ein Volumen eingegrenzt, 
dessen Inhalt V bestimmt werden soll. Die Maßzahl V soll dabei genau 
wie bei der Quadratur der Kurven (vgl. S. 91) positiv oder negativ ge
rechnet werden, je nachdem das betreffende Raumstück oberhalb oder 
unterhalb der xy-Ebene liegt. 

Zur Bestimmung von V zerlege man das Rechteck durch zwei 
Systeme von Geraden, die zur x-Achse bzw. y-Achse parallel laufen, in 
unendlich kleine Rechtecke. Ein einzelnes dieser Rechtecke habe die 
Seiten d x und d y. Der Inhalt dieses Rechtecks ist d {!J' d Yj auf dem
selben steht als zugehöriger Bestandteil des Volumens V ein vierseitiges 
Prisma vom Rauminhalt z· dx· dy. 

Man lege nun zunächst bei konstantem x und dx alle unendlic~ 
kleinen Prismen aneinander, die über dem in Fig. 52 schraffierten 
Streifen stehen. So gewinnen wir vom Volumen V eine Scheibe des 
Inhaltes: 
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d d (J ;: dy) dx = [J rp (x, y) dY] dx, 

c c 

wobei für konstantes x in bezug auf y zu integrieren ist. 
Indem wir den auszumessenden Raum aus unendlich vielen Scheiben 

dieser Art aufbauen, ergibt sich: 
b d 

(1) • • V = J [J rp (x, y) dyJ dx. 
a 

Man kann jedoch auch 80 verfahren, daß man den in Fig. 52 
nicht schraffierten, zw' x-Achse parallel laufenden Streifen zunächst aus 
unendlich kleinen Rechtecken aufbautusw. Für Vergibt sich dann: 

d b 

(2) . • • • . . • V = J [J rp (x, Y) dX] dy, 

" 
wobei für die innere Integration y als konstant gilt. 

Durch Gleichsetzung der beiden für Verhaltenen Werte folgt: 
d b b d 

(3) J [J rp (x, y) dX] dy = J [J rp (x, y) dyJ dx. 
a a 

Unter Aufgabe der bisherigen geometrischen Deutung von x und·y 
ändern wir die Bezeichnung I indem wir p statt y schreiben I und 
nennen alsdann P einen in der Funktion rp enthaltenen sogenannten 
"unbestimmten oder variabelen Parameter". 

An Stelle der unteren Integralgrenze c schreiben wir Po als kon
stanten Wert des Parameters, während die obere Grenze d = p als 
unbestimmt oder variabel gelte. 

Die Formel (3) lautet nun: 
p b 

(4) •.•• f[f rp(x,p) dX]dP -
Po a 

und liefert den 

b p 

f[ J rp (x,p) dPJ dx 
a Po 

Lehrsatz: Ist rp eine Funktion fon x mit dem Parameter p, so 
ist das ;:wischen den konstanten Gren;:en a und b genommene Integral 
des Differentials rp dx eine Funktion von p allein. Um Zet;:tere nach p 
zwischen den Grenzen Po und p zu integrieren, ist es erlaubt, die Inte
gration nach p unter dem aufx bezogenen Integralzeichen an rp(x,p), d.h. 
also vor der in bezug auf x auszuführenden Integration, zu vollziehen. 

a; 

Aus (a), S. 87, folgt, daß die Ableitung des Integrals J rp (x) d x 
a 

mit variabel er Grenze x nach diesem x gleich rp (x) ist. 
Fricke, LeitfadeD. 9 
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Durch Differentiation nach p folgt somit aus (4): 
b p b 

(5) . • • • • GOp f [J cp (x,p) dPJ dx = J cp (x, p) dx. 

« Po a 

Nun schreibe man wegen der variabelen oberen Grenze p: 
P 

J cp (x, p) d p = 1jJ (x, p) 

Po 
und findet durch Differentiation nach p hieraus: 

( ) o1jJ(x,p) 
cp x,p = op • 

Führt man in (5) die Funktion 1jJ ein, so folgt: 
b b ° J J01jJ(X,P) (6) ..•••• op 1jJ(x,p)dx = OP dx. 

a a 

L ehr s atz. Um ein bestimmtes Integral nach einem unter dem 
Integralzeichen vorkommenden Parameter p zu differenzieren, ist es er
laubt, die Differentiation unter dem Integralzeichen, d. h. zuerst (vor der 
Integration) auszuführen. 

Beispiel. Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich: 

e-pxsmxdx = - ·e-px• f . P sin x + cos x 
1 +p2 

Ist P > 0, so ist es nach S.88 erlaubt, die Integration von x = 0 
bis x - OCJ auszudehnen, da die rechte Seite für limo x = OCJ wegen 
des Exponimtialfaktors der Grenze 0 zustrebt: 

J'" e-PX sinx dx = __ 1_. 
1 + p 2 

o 

Durch Integration nach p folgt für Po > 0 und p > 0: 
00 P P 

J (J e-pxdP) sinx dx = J 1 ~p2' 
o ~ ~ 

IX) 

J e-Pox - e-P:X) 
x . sin X dx = are tg p - are tg Po. 

o 
wo rechts der "Hauptwert" der Funktion aretg gemeint ist. 

Man kann zeigen, daß diese Gleichung richtig bleibt, wenn man 
Po bis 0 abnehmen und p bis OCJ wachsen läßt; dabei ergibt sich: 

J'" sinx d _ '1t 
(7) • • . • • • • .• - x --. 

x 2 
o 
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Zweites Kapitel. 

Der Taylorsehe Lehrsatz und die Theorie der Maxima 
und Minima. 

1. Der Tay10rsche Lehrsatz für Funktionen mehrerer 
Varia belen. 

Die Funktion {(u,v) der beiden Variabelen u, v sei für alle weiter
hin zur Benutzung kommenden Wertsysteme der Argumente u, v ein
deutig und stetig. Dasselbe gelte von den Ableitungen dieser Funk
tion, soweit dieselben hier gebraucht werden. 

Das totale Differential nter Ord:Q.ung von leu, v) hat nach Formel (2) 
S. 126 die Gestalt: 

dn{= 'On { dun+(n) 'On { dun-ldv+ ... + dnf dvn• 
GUn 1 'Oun-ldv '0 v" 

Die willkürlich wählbaren du, d v sollen jetzt die zu d t gehörenden 
Differentiale der Funktionen u = [I) + ht, v = '11 + kt sein, welche 
letztere man bei konstanten [1), '11, h, k in Abhängigkeit von t betrachte. 

Da sich hier du = h dt, d 1) = k dt berechnet, so gilt: 

(1) •• dn{ = 'On { hn + (n) 'On { hn-lk + ... + 'On { kn 
d tn '0 un 1 '0 U,,-l 0 V 0 vn ' 

wobei links { als Funktion von t allein gilt, während bei der Berech
nung des rechts stehenden Ausdrucks ( als Funktion von u und v 
partiell zu differenzieren ist. 

Um die rechte Seite von (1) weiter umzugestalten, betrachte man 
jetzt allein [I) als variabel und differenziere ( partiell in bezug auf [I) 
nach der Regel für die zusammengesetzten Funktionen j es folgt: 

'O{ 'O{ 'Ou 'O{ 
O[l)=ou''O[I)='Ou' 

ist und V von [I) unabhängig ist. 

weil 'OU -1 
'0[1)-

Durch wiederholte Differentiation nach [I) und entsprechend nach '11 
folgt allgemein: 

'On f (u, v) '0" (u, v) 
'O[I)"-koyk = ou"-kovi" 

Die Gleichung (1) nimmt daraufhin folgende Gestalt an: 

dn (U, v) = on {(U, v) hn + (n) 0" (u,v) hn-lk + ... + on {(u, v) kn• 
df!l 'O[I)n 10x"- 1 0y GY" 

9* 
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Nach Berechnung dieser Gleichung bei variabelem t trage man 
in dieselbe jetzt t = 0 ein. Dementsprechend ist u = x und v = y zu 
setzen, und man findet: 

(2)(d" f) = on f(x,y) hn + (n) 0" f(.x, y) hn - 1 k + ... + 0" f(x'Y)kn 
dtn . t=o o x" 1 oxn - 1 0y oyn , 

wobei durch die Schreibweise der linken Seite angedeutet sein soll, daß 
erst nach Ausführung der n-maligen Differentiation von f(u, v) in bezug 
a.uf t für t der Wert 0 einzutragen ist. 

Nun gilt andererseits für (u, v) als Funktion von t nach dem 
Mac Laurinschen Lehrsatze (vgl. S.62): 

(u, v) = fex, y) + (df(U, V») . ~ + (d2 (U,V») . ~ + ... 
dt t=ol dt 2 t=01·2 

( dn - 1 (Cu, V») t"-l + dtn-1 • ( I)' + Rn. 1=0 n- . 

Für das Restglied Rn findet man nach der Formel I, S. 63: 

tn (dn f) 
Rn = n! dt" u=x+hlJt' 

v=y+kß-t 

wo {t eine dem Intervall 0 < {t < 1 angehörende Zahl ist. 
Jetzt ersetze man die einzelnen Klammerausdrücke rechter Hand 

in der letzten Gleichung.für f(u,v) durch ihre in (2) berechneten Ent
wickelungen und trage hierauf für t den Wert 1 em. 

Es entspringt 80 der 

Taylorsche Lehrsatz: Erfüllt die Funktion fex, y) samt ihren 
zur Benutzung kommenden Ableitungen die anfangs genannten Be
dingungen, so gestattet der Funktionswert fex + h, y + k) folgende 
Entwickelung: 

(3) 

(x + h,y + k) = f(x,y) + (Of(X,y) h + ° f(x,y) k) + ... 
ox oy 

+ 1 [On-l fex, y) hn- 1 + (n - 1) On-l fex, y) hn-l k + '" 
(n - I)! oxn - 1 1 () xn - 2 ° y 

+ on-l f(x,y) kR-I] + R . ° yn-l n 

Dabei geht Rn aus der rechten Seite der Formel (2) hervor, falls 
man in den fertig berechneten partiellen nten Ableitungen die Argumente 
x, y durch x + {t h, y + {t k ersetzt. 

Die Übertragung der vorstehenden Entwickelung auf den Fall 
einer Funktion von mehr als zwei VariabeJen vollzieht sich ohne 
Schwierigkeit. Als Beispiel merken wir- an: 
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(Xl + hl , X2 + h2, ••• , Xn + h .. ) = f (Xl' ••• , Xn) 

+ ('ti hl + ... + ~ hn ) + _1_ (0 2 ~ h{ + ... + O~ ~ h~ 
(4) (lXI OXn 1·2 (lxI ox" 

~f ~f) + 2 (l () hl h2 + ... + 2 (l 0 hn - l hn + Ra· 
Xl X2 Xn _l X n 

Hier gelten überall da, wo die Funktion f ohne Argumente ge
schrieben ist, Xl> ••• , x" als solche. 

2. Untersuchung einer Funktion (x, y) in der Umgebung 
einer Stelle (x, y). 

Es sei ein besonderes Wertepaar x, y zweier unabhängiger Varia
belen vorgelegt. Irgend ein Wertepaar aus der "Umgebung" jenes 
Paares X, y kann man durch x + h, Y + k bezeichnen, indem man 
dabei für hund k die Ungleichungen: 

(1) ••• " • - c) < h < + c), - iJ < k < + <l 
vorschreibt, unter iJ eine ausreichend kleine, aber von 0 verschiedene 
positive Zahl verstanden. 

In der Zahlen ebene entsprechen diesen Werte paaren x + h, y + k 
die Punkte eines .kleinen Quadrates mit dem Mittelpunkte (x, y) und 
mit Seifen, die zu den Koordinatenachsen parallel sind und die Länge 
2 iJ haben. 

Die Zahl iJ wird man je nach dem beabsichtigten Zwecke kleiner 
oder größer, aber (wie schon bemerkt) stets> 0 wählen. 

Wird weiterhin ausgesagt, daß "in der Umgebung" des Werte
paares x, y irgend etwas zutreffe, so ist damit gemeint, es lasse sich 
eine Umgebung der.art fixieren, daß in ihr die fragliche Aussage gilt. 

Nun sei· fex, y) eine Funktion, welche samt ihren weiterhin zur 
Verwendung kommenden Ableitungen für. die im folgenden gebrauchten 
Wertepaare der Argumente x, y aJ.s eindeutig und stetig vorausgesetzt 
wird. 

Der Funktionswert fex + 71, Y + k) für ein der Umgebung der 
Stelle (x, y) angehörendes Wertepaar x + h, y + k kann alsdann auf 
Grund des Taylorschen Lehrsatzes entwickelt werden. Insbesond~re 

finden wir, indem wir die Formel (3), S. 132, für n = 2 bilden, für die 
durch LI zu bezeichnende Differenz: 

(2) . • . . . . .LI = fex + h, 'Y + k) - fex, y) 
der Funktionswerte (x + h, y + k) und f (x, y): 

(3) . . . . . . . . LI = f~ h + f~ k + R 2, 

wo die Argumente von f~ und f; die der betrachteten Stelle zugehörigen 
x und y sind. 

Irgend ein von IX, Y verschiedenes Wertepaar der Argumente 
können wir durch IX + u, y + 11 bezeichnen, wo u und v .ewei endliche, 
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nicht zugleich verschwindende Zahlen Bind. In der Zahlenehene wolle 
man jetzt vom Punkte (x + u, y + 'V) nach dem Punkte (x, y) eine 
Gerade ziehen; die Koordinaten der Punkte dieBeI' Geraden kann man 
durch x + ut, Y + vt darstellen, wobei man die Variabele t von 1 biB 0 
abnehmen laBBen muß. Für ausreichend kleine Werte t gewinnt man 
dabei in: 

(4) ••.•• x + h = x + ut, y+ k = y + vt 

Punkte in der Umgebung der Stelle (x, y). 
Man trage nun die in (4) gegebenen Koordinaten der Punkte 

dieser Geraden in die obige Differenz Ll ein und unterBuche die Vor
zeichen der hierbei eintretenden Werte Ll. 

Die Gleichung (3) kann man BO schreiben: 

(5) .....•• Ll = t(r; u + r;v + 1/2 t P2)' 

wo P2 abkürzend geBetzt ist für: 

(6) {P2 = r~'", (x + ,f} ut, Y 7- ,f}vt) 112 + 2 r;'y (x + ,f}llt, Y + ,f} vt) uv 
+ r~ y (x + ,f} 11 t, Y + ,f} v t) v2• 

Für limo t = 0 nähert sich P2 Btetig der beBtimmten endlichen 
Grenze: 

limo Pz = r~~ (x, y) u 2 + 2 r;'y (x, y) u V + r~~y (x, y) v2• 

Somit wird limo (t P2 ) = 0 sein. Hat demnach r; u + r; v einen 
von 0 verBchiedenen Wert, BO wird, wenn man tauBreichend klein 
wählt, die Ungleichung: 

I t P2 1 < 21 r; u + r~ v 1 
gelten und für die noch kleineren t erfüllt bleiben. 

Dann aber liefert die Gleichung (5) den 

L ehr Bat z : Ist rür das Zahlenpaar u, v die Summe r; u + r~ v 
von 0 verschieden, so hat die Differenz Lllängs der Geraden von (x + u, 
11 + v) nach (x, y) in der Urngeburw des Endpunktes (x, y) dasselbe 
Vor.eeichen, wie der Wert r; u + r~ V. 

Sollte r;u + r;v = 0 Bein, BO benutze man Formel (3), S.132, 
für n = 3. An Stelle von (5) tritt dann: 

(7) • . • Ll = 1/2 t2 (r;'",u2 + 2 r;'y u v + r;'y v2 + 1/8 t Ps), 

wo x, y alB Argumente von r;'", , r::y, r;'y zu denken sind und für Ps 
eine der Formel (6) entsprechende Darstellung in den partiellen Ab
leitungen dritter Ordnuüg von r gilt. 

Genau wie vorhin gewinnt man nunmehr den 

Lehrsatz: Ist t~ u + r~ v = 0, während r;'x u 2 + 2 r;'y 11 v + r~~ v2 

einen von 0 verschiedenen Wert hat, so hat die Differenz Ll längs der 
Geraden vom Punkie (x + u, y + v) nach (x, y) in der Umgebung des 
Endpunktes (x, y) dasselbe Vorzeichen wie der Allsdruck: 

r;'", u 2 + 2 r~'y u v + f~''y v2• 
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Der Weiterführung dieser Betrachtung für den Fall, daß nicht nur 
(~u + (~v = 0, sondern auch noch f~'", u 2 + 2 f~'y u v + f~'y v2 = 0 
zutreffen sollte, würde keine Schwierigkeit im Wege stehen. 

3. Die Maxima und Minima einer Funktion (x, y). 

Er klärung; Man sagt, die Funktion f (x, y) werde tür das spezielle 
Wertsystem x, y zu einem Maximum (Minimum), falls der zugehörige 
Funktionswert f (x, y) größer (kleiner) als "alle" -übrigen in der Um
gebung der Stelle (x, y) eintretenden Funktionswerte ist. 

Es wird demnach ein Maximum (Minimum) von fex, y) an der 
Stelle (x, y) stets und nur dann eintreten, wenn die Differenz: 

LI = I (x + h, y- + k) - t (x, y) 

für ausreichend kleine h, k, natürlioh von h = 0, k = 0 abgesehen, 
stets< 0 (bzw. stets> 0) ist. 

Dieser Forderung kann nicht genügt werden, wenn sich ein 
Zahlenpaar u, v finden läßt,. für welches f~ u + f~ v :von 0 verschieden 
ist. Ist nämlich etwa t~ u + t ~ v > 0, so liefert das neue Paar 
u' = - u, Vi = - v sofort f~-u' + t~v' < O. 

Nach dem ersten Lehrsatze in Nr. 2 weist demnach LI in jeder 
Umgebung von (x, y) sowohl positive als negative Zahlenwerte auf. 

Im Falle eines Maximums oder Minimums bei (x, y) muß demnach 
f~ u + 1;; v für jedes Zahlenpaar u, v verschwinden, was als notwendige 
Bedingungen ergibt: 

(1) . • . • . . t~ (x, y) = 0, 

Nun wird nach dem zweiten Lehrsatz in Nr.2 der Ausdruck: 

(2) ........ t~'xu2 + 2f~'yuV + f;'y·v 2, 

sofern er nicht verschwindet, das Vorzeichen von LI liefern. Indem 
wir die Annahme machen, daß f~'x, f~'y, f~'y nicht zugleich verschwinden, 
fassen wir den Ausdruck (2) bei festgehaltener Stelle (x, y) als Funk
tion von u und v und schreiben: 

(3) . • 

Es ist zu untersuchen, unter welcher Bedingung die Funktion 
F (u, v) für alle Paare endlicher und nicht zugleich verschwindender 
Zahlen u,· v entweder nur < 0 oder nur > 0 ist. 

Der Fall, daß F (u, v) zwar niemals> 0 (niemals< 0) wird, aber 
für gewisse Paare u, v verschwindet, erfordert ebe1180, wie der schon 
ausgeschlossene Fall, daß die f~'x, f~'y, f~'y zugleich verschwinden, nach 
den Entwickelungen von Nr.2 das Eingehen auf die höheren Ableilungen 
von fex, y). Wir schließen diese Fälle weiterhin aus. 
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Man setze nun zur genauen Untersuchung des Vorzeichens von 
F(", v) den Quotienten von u und v gleich X und trage u = X v in 
(3) ein: 

Hat erstlich die in X quadratische Gleichung: 

(4) •••.•• f~',.X2 + 2f~'IIX + f~~ = 0 

komplexe Lösungen, so kann F für v ~ 0 nicht verschwinden. Da. 
aber in diesem Fa.lle: 

f~'", . 1;'" > (f;,,)2 > 0 

zutrifft, so gilt jetzt f~';J; ~ 0, so daß auch für v = 0 

(5) •••• " ..•.• F = f~';x:'u~ 

wegen u <: 0 nicht verschwinden kann. Nimmt man hinzu, daß 
F (u, v) eine stetige Funktion von u und V ist, so folgt gegenwärtig, daß 
F(u, v) entweder nur< 0 oder nur> 0 ist. Über diese Alternative 
entscheidet zufolge (5) das 'Vorzeichen von f~'1JIo 

Sind zweitens die beiden Lösuugen von (4) reell und verschieden, 
10 folgert man[z. B. aus der Linearfaktorenzerlegung der linken Seite 
der quadratischen Gleichung (4)] leicht, daß F teils positive, teils 
negative Warte hat. Demnach liegt jetzt weder Maximum noch Mini
mum bei f(:c, '/I) vor. 

Der dritte Fall, daß nämlich die heiden Wurzeln der Gleichung (4) 
zwar reell, aber einander gleich sind, wurde bereits vorhin (S. 135, 
unten) ausgeschlossen. 

Lehrsatz: Soll {(:c, '/I) für da. Werlepaar:c, '/I zu einem Ma:ei
mum oaer Minimum weraen, so müssen die Gleichungen: 

o f(:c, ~2 - 0 
(6) . . . • •. o:c -, o f(:c, '/I) - 0 

0'/1 -

gelten, deren Auflösung nach :c, y alle miJglicherweise in Betracht lwm
menden Werte paare :c, '/I Ziefert. 

Gilt für das einzelne solche Wertepaar :c, y: 

( 02 f )2 02 f 02 f 
(7) . . • • . •. 0 :c 0'/1 - 0 :c2 • 0 '/12 < 0, 

so tritt ein Ma:timum oder Minimum der Funktion f (:c, y) ein, je nach

dem ~2:i < 0 oder > 0 ist. Gilt dagegen für das fragliche Paar :e, '/I: 

( 02 f )2 02 f 02 f 
(8) . . . • • .. 0 :c 0 y - 0 :c2 . 0 y2 > 0, 

so liegt bei diesem Wertepaare x, '/I weder ein Ma:timum noch Minimum 
der Funktion f(x, '/I) vor. 
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4. Geometrische Deutung der Maxima und Minima einer 
Funktion fex, y). 

Im nächsten Kapitel (S. 145) wird gezeigt, daß die "Tangential
ebene" der durch z = fex, y) dargestellten Fläche für den Berührungs
punkt von den Koordinaten x, y, z dargestellt ist durch: 

(1) ..... ~-z = (;-x) ~f + (1)-Y)' ~f, 
vx uy 

unter;, fJ, ~ variabele Koordinaten für die Punkte dieser ,Ebene verstanden. 
Denkt man die z-Achse des Koordinatensystems vertikal gerichtet, 

so liefern die Formeln (6), S. 136, den 

Lehrsatz: Wird die Funktion z = fex, y) für das Wertepaar 
x, y zu einem Maximum oder Minimum, so hat die durch z = f (x, y) 
dargestellte Fläche im fraglichen Punkte x, y, z eine "horizontale" Tan
gentialebene ~ = z. 

Man verstehe nunmehr unter X, Y, Z die Koordinaten derjenigen 
Punkte der Fläche, welche in nächster Nähe des in Rede stehenden 
Berührungspunktes x, y, z liegen. Dann kann man setzen: 

(2) . . . X = x + dx, Y = y + dy, Z = z + dz, 

und es sind hierbei, da neben z = fex, y) auch noch die weitere Gleichung 
z + dz = fCx + dx, y + dy) gelten Bollte, die dx, dy, dN aneinander 
gebunden durch: 

dz I f(x+dx,y+dy)-f(x,y). 

Da t~ = 0, r; = 0 gilt, so muß man zur Berechnung dieses 
totalen Differentials dz für fex + dx, y + dy) die Taylorsche Ent
wickelung eintragen. Die niedersten, nicht ausfallenden Glieder Bind 
diejenigen der zweiten Ordnung, und man findet: 

(3) .... :2 ·dz = f~'", dx2 + 2f:1I dx dy + f~'y d y 2. 

Schneidet man jetzt die Fläche mit einer zur Tangentialebene 
parallelen und ihr unendlich nahe gelegenen Ebene, BO entspringt dabei 
eine Schnittkurve, die man als die "Indikatrix" des Berührungspunktes 
x, y, 6 bezeichnet: 

Die Gestalt der Indikatrix in nächster Nähe des Berührungspunktes 
bestimmt man aus (3), indem man daselbat 2· d z = E konstant denkt 
und für dx, dy nach (2) die Differenzen (X-x), (Y-y) einträgt. 
X und Y sind dabei die variabelen Koordinaten. Es ergibt sieh: 

(4) f~'3·(X-x)2+2r~'y·(X-x) (Y-Y)+f~'II·(Y-y)2 = E, 

eine Gleichung, die eine Ellipse 1), HJlPerbel oder Parabel darstellt, je 
nachdem: 

(5) > 0 oder = 0 ist. 

1) Sofern man das Vorzeichen von a z = 6 richtig wählt. 
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In völlig analoger Weise kann man übrigens auf der Fläche 
s = fex, y) auch für andere Punkte eine Indikatrix erklären 1). Hieran 
schließt sich die 

Er k I ä run g: Der einzelne Punkt der Fläche wird als ein "ellip
tischer", "hyperbolischer" oder "parabolischer" (Punkt elliptischer usw. 
Krümmung) beseichnet, je nachdem seine Indikatrix dicht am Berührungs
punkte die Gestalt einer Ellipse bzw. Hyperbel oder Parabel hat. 

Alle Punkte eines Ellipsoids sind elliptische Punkte, und alle 
Punkte eines einschaligen Hyperboloids sind Punkte hyperbolischer 
(oder sattelförmiger) Krümmung. 

Die geometrische Deutung der Entwickelung in Nr. 3 läuft nun 
einfach hinaus auf folgenden 

Lehrsatz: 1m Falle eines Maximums oder Minimums, d. h. wenn 
(7), S. 136, gilt, liegt ein "elliptischer" Punkt der Fläche vor; gilt indes 
die Ungleicltttng (8), welche weder Maximum noch Minimum zur Folge 
hat, so handelt es sich um einen Punkt "hyperbolischer" Krümmung. 

Auch die direkte Anschauung lehrt, daß zwar ein elliptischer, 
aber kein hyperbolischer Punkt mit 'horizontaler Tangentialebene den 
Charakter eines "höchsten" oder" tiefste.n" Punktes der Fläche hat. 

5. Die Maxima und Minima. einer Funktion von mehr als 
zwei Variabelen. 

Es seien Xl' X2' ••• , x" voneinander unabhängige Veränderliche. 

Er k I ä run g: Unter der "Umgebung" des speziellen Wertsystems 
Xl' Xi, ••• , X" versteht man alle durch Xl + hl , X2 + h2 • ••• , XI> + hn ge
lieferten Wertsysteme, bei denen die sämtlichen Beträge hk der Ungleichung: 

(1) • . • . . . . . . - (5 < hk < + 0 

genügen; hierbei ist (5 in demselben Sinne wie in Nr. 2, S. 133, gebraucht. 
Es sei f(xl , X2' ... , xn) eine Funktion der n Variabelen, welche 

für alle in Betracht kommenden Wertsysteme der Argumente samt 
ihren höheren Ableitungen. soweit diese gebraucht werden, eindeutig 
und stetig ist. 

Er k I ä run g: Man sagt, die Funktion f (Xl' Xt, ... , XII) werde für 
das spezielle Wertsystem Xl' X2' "', X n der Argumente zu einem Maxi
mum (Minimum), falls der Wert der Funktion für das System Xl> X 2, ... , X n 

größer (kleiner) a7s für "alle" übrigen Wertsysteme in der Umgebung 
l'on Xli x2, ••• , Xn ist. 

1) Um von vorstehenden Rechnungen direkt Gebrauch machen zu 
können, hat man im einzelnen Falle ein neues Koordinatensystem einzuführen, 
dessen ::ny-Ebene der Tangentialebene des zu betrachtenden Punktes der 
Fläche parallel läuft. 
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Im Falle eines Maximums (Minimums) wird somit die Differenz: 

(2) • • L1 = f(XI + ~, x2 + h2, ••• , Xn + h,,) - f(xl> X2' ••• , Xn) 

für alle in Übereinstimmung mit (1) gewählten Wert systeme hH ••• , hn 

außer h, = h~ = ... = hn = 0 kleiner (größer) als 0 sein müssen. 
Die rechte Seite der Gleichung (2) entwickele man nun auf Grund 

des Taylorschen Lehrsatzes. Die Untersuchungen von Nr. 2 über 
die Vorzeichen der "Werte von L1 gelten, wie man sich leicht über
zeugt, ohne weiteres auch für Funktionen f(x" ... , Xn) beliebig vieler 
Variabelen. 

Die Wiederholung der Überlegungen von Nr. 3, S. 135 u. f., liefert 
nunmehr (unter Ausschluß von Ausnahmefällen, welche ein Eingehen 
auf höhere Ableitungen nötig machen) den 

L ehr s atz: Soll die Funktion f (Xl' ... , xn) für Xl' ... , Xn zU einem 
Maximum oder Minimum werden, so müssen die n Gleichungen gelten: 

öf öf cf 
(3) • . • • • :;;-- = 0, ;;-- = 0, ... , ;;,-- = 0, 

U XI U Xi u Xn 

deren Auflösung nach X" ••• , x" somit die hier möglicherweise in Be
tracht kommenden Wertsysteme x" ... , X n kennen lehrt. Es wird dann 
ein Maximum (Minimum) vorliegen, wenn der Ausdruck: 

(4) {F(U" u2, •• ., un) = f~; x, u~, + ... + f;~ X n u~ + 2f~: "'. u, u2 + ... 
+ !a;n_1Xn Un_l U n 

für alle Systeme endlicher, 
beständig < 0 (> 0). ist. 
noch ein Minimum, wenn 
werden kann. 

nicht zugleich verschwindender, ut, .:., Un 

Dagegen hat man weder ein Maximum 
der Ausdruck (4) sowohl > 0 als < 0 

Wir wählen als Beispiel den Fall n = 3, wo wir für die Quo
tienten der Ul' U2' ua folgende Bezeichnungen brauchen: 

u1 - X - , 
Ua 

Aus (4) folgt alsdann für n = 3: 

{
F(Ul! U2' U3) = (f~;xlX2 + 2r:;",.XY + r:; "'2 Y2 + 2f~;x"X 

(5) + 2 f~; "'a Y + f:" X3) uf· 
Denken wir jetzt X, Y als rechtwinkelige Koordinaten in' einer 

Ebene, so entspringt durch Nullsetzen des in (5) rechts in der Klammer 
stehenden Ausdrucks eine Kurve zweiten Grades. 

Hat letztere keinen reellen Punkt in der X Y -Ebene, so liegt ein 
Maximum oder Minimum vor; hat man aber hier mit einer reellen 
Kurve zweiten Grades zu tun, so tritt weder Maximum noch Minimum ein. 

Die analytische Geometrie liefert die Mittel, den Ausdruck (5) in 
dieser Hinsicht näher zu untersuchen. 
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6. Maxima. und Minima bei Angabe von Nebenbedingungen. 

Es sei eine Funktion (x, y, 6, t) der vier Variabelen x, y, $, t 
gegeben. Letztere sollen nicht unabhängig voneinander sein; viel-
mehr mögen die heiden Relationen bestehen: 

(1) . . • . cp (x, y, $, t) = 0, 1/1 (x, y, $, t) = o. 
Die Aufgabe, die Maxima und Minima der Funktion (unter .diesen 

Bedingungen zu bestimmen, erledigen wir nur beiläufig und zwar inso
weit, daß wir die nun an Stelle von (3), S. 139, tretenden Gleichungen 
ansetzen. 

Man kann sund taus (1) als Funktionen von x und y berechnen 
und in (x, y, $, t) eingetragen denken. Letztere Funktion wird alsdann 
eine solche der beiden unabhängigen Variabelen x und y; und also 
haben wir das Verschwinden der heiden Ableitungen dieser Funktion 
nach x und y zu fordern. 

Bei Berechnung der Ableitung nach x hat man zu beachten, daß 
X zunächst als erstes Argument in (x, y, $, t), dann aber auch noch 
als Argument in $ und t enthalten ist, da wir $ und taus (1) als 
Funktionen von x und y berechnet dachten. 

Die Berechnung der beiden gleich 0 zu setzenden Ableitungen ist 
somit nach dem Lehrsatze in Nr. 6, S.123, zu leisten: 

(2) . . . . . . 1
0( +O(O$+O(~=O 
OX O$OX otox ' 

° ( + ° ( ° S + ° ( ~ = O. 
oy ozoy Otoy 

Da die in (1) links stehenden Funktionen cp, 1/1 für alle Verände
rungen der unabhängigen Variabelen x und y konstant gleich 0 sind, 
so folgt z. B. für partielle Abänderung von x: 

ocp ocp oz ocp ot 
a; + a:; 0 X + "Ft ~ = 0, 

'01/1 +01/1 ~+O1/l~_O 
ox oz OX ot OX - • 

Diese Gleichungen multipliziere man mit zwei sogleich näher zu 
bestimmenden Faktoren ). und ~ und addiere sie darauf zur ersten 
Gleichung (2). Indem man für die zweite unabhängige Variabele y 
analog verfährt, ergeben sich die beiden Gleichungen: 
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( 'Of+Ä'OCP+ 'OtP)+('Of+,l'OCP+ 'OtP)~ 
'Oy oy Il- 'O!! 'Oz ,OZ P. 'OZ O'j 

+ ('0 f + Ä 0 cP 0 l/J) ~ _ o tot + p. 0 t O!! - 0. 

An zweiter und dritter Stelle stehen in diesen beiden Gleichungen 
dieselben Klammerausdrücke. Fordern wir, daß diese beiden Ausdrücke 
verschwinden I so sind aus dieser Forderung die beiden linear -auf
tretenden Größen Ä und p. eindeutig bestimmt. Die beiden letzten 
Gleichungen reduzieren sich aber je auf ihre ersten Klammern. 

So entspringt als besonderer Ausdruck für die Bedingungs
gleichungen (3) S. 139 im vorliegenden Falle das symmetrisch gebaute 
Gleichungssystem : 

(3) • • • • . • • 

'O{ 'Ocp ot/J 
() x + Ä]X +.u () x = 0, 

'Of+Ä'OP+ otP=O 
'Oy 'O!! p. O!! ' 

o{ +,l'OCP+u'01I:=0 
oz ce . OZ ' 

~ + ). '0 P + 0 l/J = o. 
'Ot ot p.'Ot 

Zu diesem Gleichungssystem kann man aber auch so gelangen: 
Man stelle aus f (x, y, z, t) und den in (1) links stehenden Funk

tionen die neue -Funktion: 

(4) .. F(x, y, z, t) = fex, y, z, t) + Ä P (x, y, z, t) + I-' tP (x, y, $, t) 
her und sehe in ihr x, y, z, t als unabhängige Variabele, l und p. aber 
als Konstante an. 

Die Gleichungen (3) schreiben sich dann so: 

'OF oF 'OE' 
'-=0, -=0, -=0, 

ox 'Oy 'Oz 
(5) 'OF -0 

ot - . 

Dieselben stimmen formal wieder vollständig mit den Bedingungen (3), 
S. 139, für die Maxima und Minima der eben hergestellten Funktion F 
tiberein. 

Durch Auflösung der Gleichungen ~5) erhält man allerdings die 
gewünschten Wertsysteme x, !!, z, t noch nicht endgültig j vielmehr 
ergeben sich fÜr die x, y, z, t erst Ausdrücke in Ä und p.. Indem man 
aber diese Ausdrüqke in (1) einträgt, entstehen zwei Gleichungllll zur 
Berechnung der richtigen Wertsysteme Ä, p.. 

Die vorstehende Betrachtung überträgt man leicht auf den Fall 
einer Funktion (Xl! ... , Xm + n ) von '(m + n) Variabelen Xl' ... , xm +.., 
zwischen denen m Relationen: 

(6) •• PI (XI' ... , xm +n) = 0, ... , pm (Xl' ••• , Xm +n) = ° 
vorgeschrieben sind. 
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L ehr s atz: Sollen die Maxima und Minima einer Funktion 
f (Xl' ... , xm + n) .bei Angabe der m Nebenbedingungen (6) gefunden 
werden, so sehe man einstweilen von diesen Relationen ab und bilde den 
Ansatz zur Bestimmung der Maxima und Minima der Funktion: 

(7) • • F(xl , ••• , xm +n) = f + Al rpl + A2 rp2 + ... + Am rpm 
unter Annahme "konstanter Multiplikatoren U Jl und "unabhängiger" 
Xli'''' xm +n• Der gewünschte Ansatz ist nach (3), S.139: 

( •• •• 'OF_ O 'OF_ O ~-O 
8) '0 Xl - , '0.1'2 - , ••• , '0 x'" + n - • 

Die Auflösung dieser Gleichungen liefert die gesuchten Systeme 
Xl' ... , xm+n' dargestellt in den Größen Al' ... , Am. Durch Eintragung 
der betreffenden Ausdrücke der Xl' ••• , xm+n in die Relationen (6) ent-
springen m Gleichungen für· Al' ... , Am, durch deren Auflö8ung man die 
richtigen Wertsysteme der Al' ... , Am gewinnt. 

Drittes Kapitel. 

Geometrische Anwendungen der Funktionen mehrerer 
Variabelen. 

1. Die Tangenten und Normalen einer ebenen Kurve. 

Der Taylorsche Lehrsatz (S. 132) liefert ein neues Mittel zur 
Aufstellung der Gleichungen der Tangente und Normale einer ebenen 
Kurve K in einem ihrer Punkte P (vgl. S. 41 ff.). 

Die Kurve K sei gegeben durch fex, y) = 0, und es handle sich 
um Darstellung der Tangente und Normale im Punkte P der Koor
dinaten X, y auf K. 

Ein nahe bei (x, y) gelegener Punkt habe die Koordinaten 
g = X + h, 'I'J = y + k. Nach dem Taylorschen Lehrsatze (3), 
S.132, für n = 2 gebildet, findet man, da {(x, y) verschwindet: 

f(~, 1/) = (3 f(~]l h + ~~'JI1 k + R 2• 
0.1' oy 

·Man nehme an, daß die beiden rechts stehenden Ableitungen erster 
Ordnung von fex, y) für die Stelle (x, y) nicht zugleich verschwinden. 

Soll unter dieser Voraussetzung der Punkt (~, 'I'J) an (x, y) unend
lich nahe herankommen, 80 werden wir hund k als unendlich klein 
von 1 ter Ordnung ansehen und haben R2 als unendlich klein von 
2ter Ordnung neben den beiden ersten Gliedern zu vernachlässigen: 

(1) •••••• f(~, 'I'J) = Of~x; Y) h + ot~~ Y) k. 
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Führen wir jetzt im speziellen (~, 1) auf der Tangente und also auf 
der Kurve unendlich nahe an den Punkt P heran,. so ist auch 
f(~, 1) = 0, d. h. man hat: 

ö(x, y) h + Clf(x, y) lc = ° 
ox oy 

oder, falls man h = ~ - x und k = 1) - y einsetzt: 

(2) •..•• Of(X'Y)(~_x)+of(x,y)(YJ_Y)=O. 
OX oy 

L ehr s atz: Durch Gleichung (2) ist in variabelen Koordinaten 
~, 1) die Tangente der Kurve J( im Punkte (x, y) dargestellt; für die zu
gehörige Normale ergibt sich daraufhin leicht die Gleichung: 

(3) . • • . • ö fex, y) (g _ x) _ 0 fex, y) (YJ _ y) = 0. 
oy ox 

Auf Grund der S. 122 für die Differentiation einer unentwickelten 
Funktion y von X aufgestellten Regel leitet man aus den Gleichungen (2) 
und (3) sofort die S.41 unter (1) und (2) angegebenen Gleichungen ab. 

2. Die Doppelpunkte ebener Kurven. 

Unter Festhaltung an den Bezeichnungen von Nr. 1 nehme man 
jetzt den soeben ausgeschlossenen Fall an, daß nämlic}~ fwo den Punkt 
(x, y) von K die Ableitungen f~ und r; zugleich verschwinden. Dagegen 
mögen f~~, f~'v' f~~ für die Stelle (x, y) nicht auch noch alle zugleich. 
verschwinden. 

Für einen unendlich nahe bei (x, y) gelegenen Punkt der Koor
dinaten ~ = x + h, 1) = y + k liefert der Taylorsche Lehrsatz an 
Stelle von (1), Nr. 1, durch Wiederholung der soeben durchgeführten 
Überlegung nunmehr: 

f(~, f/) = f;~ h2 + 2 f;'y hk + f~'yk2 
oder, wenn wir h = ~ - x, k = 1) - y setzen: 

(1) f(~,?) = f;'",· (~-X)2+ 2 f~'y' (g - x) (?) - y) + f:~' (1) - y)2. 

Soll demnach der Punkt a, 1) auch auf der Kurve K liegen, 
so giit: 

(2) .• f~'''''(~-X)2+2f~'y'(~-x) (1)-Y)+f~'Y'(1)-y)2 = 0, 

eine Gleichung, deren linke Seite sich in das Produkt zweier in ~, 'T/ 
linearen Faktoren zerlegen läßt, und die dementsprechend, in ~, 'T/ als 
variabele Koordinaten gedeutet, die beiden durch: 

(3) •• {(?)-Y)f~,y+(g-X) (f~'y+Vf~'y2_f~'.,f~'y) = 0, 

(1) - y) f~'y + (g - x) (r;'y ~ Vf~': - f~'x f~'y) = ° 
dargestellten geraden Linien liefert. 
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Da somit der Verlauf der Kurve in nächster Nähe von P durch 
zwei Geraden angegeben ist, so läuft die Kurve ~weimal durch den 
Punkt (x, y) hindurch; letzterer heißt dieserhalb ein "zweifacher Punkt" 
oder ein "Doppelpunkt" der Kurve, und durch die Gleichungen (3) sind 
die beiden zugehörigen Tangenten der Kurve dargestellt. 

Fig.53. Für den geometrischen Charakter des 
Doppelpunktes hat man zu unterscheiden, 
ob die in (3) auftretende Quadratwurzel 
reell und von 0 verschieden oder gleich 0 
oder endlich imaginär ist. 

Erklärung: Je nachdem die erste, 
zweite oder dritte Bedingung: 

(4) •• f;'u2 - f;'xf~'y > 0, = 0, < ° 
~ 

zutrifft, bezeichnet man den fraglichen 
Punkt als einen "eigentlichen Doppelpunkt" 
(Knotenpunkt), einen "Rückkehrpunkt" 
(Spitze) oder einen "isolierten Punkt" (Ein-
siedler) der Kurve K. 

Im letzteren Falle stellen die Gleichungen (3) wegen der kom
plexen Koeffizienten keine "reellen" Geraden dar; hier liegen in der 
Nähe des singulären Punktes keine "reellen" Punkte der Kurve. 

Fig. 54. Den Charakter des eigentlichen Doppel-
(2,1) punktes versinnlicht die in Fig. 53 an

gedeutete Kurve, welche durch die Glei
chung: 

XS + y3 - 3xy = ° 
dargestellt wird; der fragliche Punkt liegt bei x = 0, !I = 0, und 
das Paar der Tangenten in diesem Punkte wird durch die Achsen 
des K.oordinatensystems geliefert. 

Fig. 55. Einen bei x = 2, Y = 1 gelegenen 
Rückkehrpunkt besitzt die durch: 

(X-2)2 + (y-1P = ° 
dargestellte Kurve fünften Grades, deren 
Verlauf in Fig.54 näher angegeben ist; für 
die Koordinaten des Rückkehrpunktes gilt 
f;'x = 1, f;~ = f~'y = 0. 

Das Beispiel eines isolierten Punktes 
liefert die durch: 

x3 - x2 _ y2 = ° 
dargestellte Kurve dritter Ordnung. Man hat hier y = + x V x-I 
und erkennt im Nullpunkte einen isolierten Punkt. Die Gestalt der 
Kurve ist in Fig.55 angegeben. 
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8; Die Tangentialebenen und Normalen einer Fläche. 

Im Raume seien rechtwinkelige Koordinaten a;, 1/, s zugrunde 
gelegt, und es werde ein~ vorgelegte Fläche F durch die Gleichung 
f(a;, y, #) = 0 dargestellt. 

Ein einzelner Punkt P auf F habe die Koordinaten a;, 1/, s, BO daß 
für letztere f (a;, 1/, #) = 0 gilt. 

Sind die Koordinaten eines unendlich nahe bei (x, y, s) gelegenen 
Punktes: 

g=a;+h, 

80 liefert der Ta y I 0 r sche Lehrsatz analog wie in N r. 1: 

of 'Ot o{ 
fa" f}, b) = ox (, - a;) + 'Oy (f} - y) + 'Os (b - #), 

falls wir die Voraussetzung machen, daß die partiellen ersten Ab
leitungen t'on f an der Stelle (a;, y, s) jedenfalls nicht alle drei zugleich 
verschwinden 1). 

Soll somit der Punkt (g, f}, b) in nächster Nähe des Punktes P 
auf der Flache F gelegen sein, so muß er die Gleichung f(g, f},~) = 0, 
d. i. ausführlich: 

(1) ... ~~.(g-a;)+ ~~'(f}-Y)+~:'(b-S) = 0 

befriedigen und also auf der durch diese Gleichung (1) in variabelen 
Koordinaten g, f}, b dargestellten Ebene liegen. 

Erklärung: Die durch"(l} in g, f}, b dargestellte Ebene, welche 
hiernach den Verlauf der Fläche F in nachster Nähe t'on Pangibt, 
heißt die "Tangentialebene" von F mit dem Berührungspunkte P der 
Koordinaten a;, y, s. 

Eine in der Tangentialebene gelegene und durch den Berührungs
punkt P laufende Gerade wird als eine "Tangente" der Fläche F im 
Punkte P bezeichnet. 

Weiter gilt folgende 

Er k 1 ä run g: Die im Punkte P auf der 1angentialebene und also 
auf der Flache F senkrecht stehende Gerade heißt "Normale" der Flache 
im Punkte P. 

Auf Grund der Gleichung (1) findet man vermöge bekannter Sätze 
der analytischen Geometrie des Raumes den 

Lehrsatz: Die Normale der durch f(a;, y, s) = 0 dargestellten 
Fläche im Punkte F der Koordinaten x, y, s hat die Gleichungen: 

I) Das gleichzeitige Verschwinden würde eine solche besondere Stelle 
der Fläche Fanzeigen, wie sie einem Doppelpunkte einer ebenen Kurve 
(vgl. Nr.2) entspricht. 

Flioke, Leitfaden. 10 
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(2) . • . . . . g-x=t}-y=~-z 

• (Of) (Of) (Of) • 
ox oy OZ 

4. Die Tangenten und Normalebenen einer Raumkurve. 

Es mögen jetzt zwei Flächen durch ihre Gleichungen: 

(1) ...... fex, y, z) = 0, g(x, y, z) = ° 
gegeben sein. 

Falls beide Flächen nicht gänzlich getrennt voneinander verlaufen, 
80 schneiden sie sich in einer sogenannten nRaumkurve" K, welche man 
als durch das Gleiehungenpaar (1) dargestellt ansehen kann. 

Man kann die Raumkurve K auch in der Weise darstellen, daß 
man die Koordinaten x, y, s für die einzelnen Punkte der Kurve als 
Hmktionen : 

(2), . . . . x = cp (t), y = 1jJ (t), s = X (t) 

einer vierten, als unabhängig anzusehenden Variabelen t ansetzt. 
Läßt man t von - 00 bis + 00 laufen, so wird der aus (2) zu 

berechnende Punkt (x, y, z) die Kurve K beschreiben. Diese letztere 
Art der Darstellung einer Kurve wurde bereits oben bei der Zykloide 
benutzt (vgl. [4,] S.44). 

Nunmehr seien P und PI zwei einander unendlich nahe gelegene 
Punkte auf K; P habe die Koordinaten x, y, z und PI entsprechend 
x + dx, Y + dy, z + dz. 

Das zwischen P und PI ~elegene Stück der Kurve heiße nBogen
differential" oder nBogenelement" der Raumkurve und werde durch as 
bezeichnet. 

Die Richtungsunterschiede des von P nach PI gerichteten Ele
mentes ds gegen die positiven Richtungen der Koordinatenachsen sollen 
die nRiehtungswinkel" von ds heißen und mögen durch Oll, ß, ')I bezeichnet 
werden. 

Die Projektionen von ds auf die Achsen sind dx, dy, dz: 

(3). . dx = ds· eos Oll, dy = ds· cos ß, dz = ds· cos ')I. 

Unter Benutzung bekannter Formeln der analytischen Geometrie 
des Raumes folgt der 

L ehr s atz; Für das Bogenditterential ds einer Raumkurve und 
fiir die zugehörigen nRiehtungskosinus" gelten die Ansätze: 

(4) . . .• ds = Vdx2 + dy2 + dz2 

dx dy dz 
(5) COSIX = -, cosß = -, eosy = -. 

ds ds ds 

Zur weiteren Ausrechnung dieser Formeln beachte man, daß die 
Punkte P und PI auf jeder der beiden durch die Gleichungen (1) dar-
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gestellten Flächen liegen. Demnach werden z. B. für die erste Fläche 
gleichzeitig die heiden Gleichungen gelten: 

f(x + dx, Y + dy, e + de) = 0, fex, y, e) = 0. 

Man folgert hieraus, daß die zu den vorliegenden x, y, e und dx, 
dy, dz gehörenden totalen Differentiale df und dg der auf den linken 
Seiten der Gleichungen (1) stehenden Funktionen f (x, y. e) und 9 (x, 11, e) 
verschwinden (vgl. S.121): 

(6) . • • • . • {f~da; + f~dy + f~de = ,0, 
g~dx + g~dy + g~de = o. 

Für die Verhältnisse der dx, dy, de berechnet man hieraus: 

(7) da;: dy: dz = (f~g~ - f~g~) : (f;g~ - f~g~) : (f~g~ - f~g~)· 
Durch Einsetzung in (4) und (5) lassen sich daraufhin die Rich

tungskosinus des Elementes ds vermittelst der partiellen Ableitungen 
von fund g in den Koordinaten von P darstellen. 

Bevorzugt man die Darstellung (2) von K, so mögen zu P und PI 
die W Ihle t und (t + dt) der unabhängigen Variabelen gehören. 

(8) 

Die Gleichungen (2) liefern nun unmittelbar: 

f dx = q/ (t) dt, dy = 1/J' (t) dt, dz = X' (t) dt, 

l ds = Vq>'2 + 1/J'2 + X'2 dt, UBW. 

Erklärung: Die von P aus durch den unendlich nahe gelegenen 
Punkt P1 der Kurve hindurchzulegende Gerade heißt "Tangente" der 
Raumkurve im Punkte P; die zur Tangente und also zur Kurve im 
Punkte P senkrecht verlaufende Ebene heißt "Normalebene"der Kurve K 
im Punkte P. 

Indem wir uns a.uf die soeben gemachten Angaben üher Berech
nung von cos IX, cos (3, cos r berufen, haben wir den 

Lehrsatz: Die Tangente der Raumkurve K im Pt,nkte P ist 
darstellbar durch: 

~-x 'Yj-y b-S 
(9) . • • J'" f" = f' " f' , = f" f" I II/g,- ,gI/ .g,,- "g. "gy- ygx 
die Normalebene aber durch: 

(10) { (~-a;) (f~g;-r.g~)+('Yj-Y) (f;g~-f~g~) + ({; - z) (f~g~ - f~g~) = 0. 

Damit diese Gleichungen hra;uchhar sind, hat man anzunehmen, 
daß die drei in (9) als Nenner und in (10) als Faktoren auftretenden 
Ausdrücke nicht zugleich verschwinden. 

5. Die Schmieg'ungsebenen einer Raumkurve. 

Er k I ä run g: Durch drei einander unendlich nahe gelegene oder, 
wie man sagt, "konsekutive" Punkte P, PI. P2 von K läßt sich im all-

10* 
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gemeinen nur "eine" Ebene legen, welche man als "Schmiegungsebene" 
dttr Raumk1trve im Punkte P bezeichnet. Die Schnittgerade der 
Schmiegungsebene und Normalebene heißt die 1JHauptnormale" von K 
im Punkte P. Auf dieser Hauptnormalen liegt das zu' P gehörende 
"Krummungszemrum" der Raumkurve, d. i. das Zentrum des durch P, 
Pl , P2 hindurchzulegenden sogenannten "Krummungskreises". 

Es soll hier nur die Gleichung der Schmiegungsebene, und zwar 
unter Benutzung der Darstellung (2), S. 146, unserer Raumkurve K 
angegeben werden. 

Mögen zu P, PIJ Pi die Werte t, t + dt, t + 2 dt der unabhängigen 
Variabelen gehören. 

Da die Schmiegungsebene durch P hindurchläuft , so können wir 
ihre Gleichung mit Hilfe variabeler Koordinaten g, 1}, b in die Gestalt 
setzen: 

(1). • • a [; -!p (t)] + b [1/ -1/' (t)] + c lb - X (f)] = O. 

Die a, b, c sind so zu bestimmen, daß (1) durch die Koordinaten 
~, 1}. b sowohl von P l wie Ps befriedigt wird: 

a [!p Ct + dt) -!p (t)] + b [1/1 (t + dt) -1/1 (t)] + ... = 0, 
a [!p (t + 2 dt)-!p (t)] + b[1/I (t + 2 dt)-1/I (t)] + ... = O. 

Indem man einerseits die erste Gleichung durch dt teilt, anderer
seits aber die erste von der zweiten Gleichung abzieht und die Differenz 
durch dt teilt, folgt: 

{ a !p' (t) + b 1/1' (t) + e X' (t) = 0, 
(2) .• a!p' (t + dt) + b 1/1' (t + dt) + c X' (t + dt)= 0. 

Man ziehe jetzt nochmals die erste Gleichung (2) von der zweiten 
ab und teile die Differenz durch dt; es folgt: 

(3). • • . . . a !pli (t) + b 1/1" (t) + exil (t) = 0, 

eine Gleichung, welche im Verein mit der ersten Gleichung (2) die 
Verhältnisse der a, b, c zu berechnen erlaubt. 

L ehr s atz: Die Gleichung der Schmiegungsebene der durch: 

Ir = !p (t), '/I = 1/1 (t), e = X (t) 

dargestellten Raumkurve in dem zum Werle t gehörenden Punkte P ist 
die folgende: 

{ (~ - !p) (1/1' X" -1/1" X') + (1/ -1/1) (X' !p"- X" !p') 
(4) • . + (b - X) (!p' 1/1" ~ !p'11/I') = O. 

Hier ist bei !p, !p', •.• das Argument t allenthalben der Kürze 
halber fortgelassen. 

Die Brauchbarkeit der Gleichung (4) setzt voraus, daß die drei in 
den Klammern auftretenden AusdrüCke 1/1' X" _1/1" X', ... für die betrach
tete Stelle von K" nicht zugleich verschwinden. 
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6. Kurvenscharen und deren einhüllende Kurven. 

In einer Ebene seien rechtwinkelige Koordinaten (C, y zugrunde 
gelegt. 

Es sei weiter eine Gleichung f (x, y, p) = 0 vorgelegt, welche 
neben (C und y noch eine dritte variabele Größe p enthält. Dem Einzel
werte p entspricht eine durch f (x, y, p) = 0 dargestellte Kurve. Läßt 
man nach und nach für p alle Werte von - 00 bis + 00' zu, so ent
steht eine ." Schar ebener Kurven". Die Größe p heißt der ."Parameter" 
der Schar. 

So wird z. B. durch x2 + y2 - p2 = 0 die Schar der konzen
trischen Kreise um den Nullpunkt dargestellt. 
hier bereits die ganze Schar, -falls man p auf 
das Intervall von 0 bis 00 beschränkt. 

Als zweites Beispiel diene eine Schar 
von Ellipsen, für deren einzelne die Summe 
der Halbachsen einer gegebenen Konstanten 
a gleich ist. Die Gestalt dieser Kurven
schar wird durch Fig. 56 erläutert. Ihre 
Gleichung ist: 

(1) (a - p)2x2 + p2y.2 - p2 (a - p)2 = O. 

Man hat hierbei p auf das Intervall 

Man gewinnt übrigens 

Fig.56. 

o <p < a zu beschränken; für p < 0, sowie für p> a schließen sich 
nämlich Ellipsen an, bei denen jeweils die Differenz der Halbachsen 
konstant gleich a ist. 

Wir betrachten nun bei einer vorgelegten Schar zwei zu unendlich 
wenig verschiedenen Werten p und (p + dp) des Parameters gehörende 
Kurven: Fig.57. 

(2) •• (x,y,p) = 0, (x, y,p + dp) = 0, 

die wir kurz ."konsekutive" Kurven der Schar nennen 
wollen. 

Bei den konzentrischen Kreisen schneiden sich zwei 
konsekutive Kurven niemals. Dagegen haben, wie man 
sich mittels der Fig. 56 leicht klar macht, im Falle der 
Schar (1) je zwei konsekutive Ellipsen vier Schnittpunkte 
gemeinsam. 

Wir verfolgen nun insbesondere den Fall einer 
Schar, bei der konsekutive Kurven jeweils einander 
schneiden und denken die Gesamtheit der solcherweis6 
entspringenden Schnittpunkte markiert. Dieselben bilden, 
wie Fi,q. 57 näher darlegt, eine Kurve, welche die Kurven unserer Schar 
rings einhüllt, und welche dieserhalb als ."einhüllende Kurve" der Schar 
bezeichnet wird. 
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Wie Fig.57 andeutet, werden auf der einzelnen Kurve der Schar 
zwei unendlich nahe Punkte durch die nächst voraufgehende und die 
nächst folgende Kurve der Schar ausgeschnitten. Verbindet Inan diese 
beiden Punkte geradlinig, so hat Inan ein Bogenelement für die be
treffende Kurve der Schar, zugleich aber auch für die einhüllende Kurve 
gewonnen. Daraus folgt der 

L ehr s atz: Die Tangente der einhüllenden Kurve in ihrem ein
zelnen Punkte ist zugleich Tangente der durch diesen Punkt hindurch
laufenden Kurve der Schar. 

Um die Gleichung F (:t, '11) der einhüllenden Kurve herzustellen, 
gehen wir auf die Gleichungen (2) zurück. Wir gewinnen alle Punkte 
der einhüllenden Kurve, wenn wir die Gleichungen (2) für alle einzelnen 
Werte p nach :t, '11 auflösen. Statt der zweiten Gleichung (2) kann 
man auch die durch Kombination beider entspringende Gleichung: 

f(:t, y,p + dp) - (x,y,p) _ o(x, y,p) = 0 
dp op 

benutzen, so daß das System (2) durch: 

( ) 0 (:t, YiP) 
(3) . . . • • . (x,y,p = 0, op = 0 

ersetzt erscheint. 
Man denke die zweite Gleichung (3) nach p aufgelöst und dadurch 

in die Form p = g (x, '11) gesetzt. Jedes irgend einem einzelnen Werte p 
entsprechende Lösungssystem x, y befriedigt dann: 

(4) ...•..•.. ([x,y,g (x, '11)] = 0, 

wie auch umgekehrt jedes diese letzte Gleichung befriedigende Wert
system x, '11 bei dem zugehörigen Werte p = g (x, '11) als Lösungssystem 
von (3) auftritt. 

Lehrsatz: Die Gleichung der einhüllenden Kurve gewinnt man 
durch Elimination von p aus den beiden Gleichungen (3) in der Gestalt: 

(5) .••.• , F(x,y) = ([x,y,g(x,y)] = O. 
Die Elimination braucht übrigens nicht notwendig in der hier 

vorgezeichneten Art vollzogen zu werden. 
Beispielsweise liefert die zweite Gleichung (3) bei der Schar (1): 

(6) .••. (p - a)x2 + py2 + P (a - p)(2 P - a) = O. 

Hier verfährt man besser so, daß man (1) und (6) nach x2 und '11 2 

2 2 
auflöst und dann x3, ya herstellt. Bei der Addition der beiden so zu 
erhaltenden Gleichungen fällt p einfach heraus, und man gewinnt als 
Gleichung der einhüllenden Kurve: 

2 2 2 
(7). . . . . . . . . xa + ya = a3• 

Die hierdurch dargestellte Kurve, deren Gestalt in Fig. 56, S. 149, 
leicht zu erkennen ist, heißt "Astroide". 
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'7. Kubatur der Volumina. 

Eine vorgelegte Fläche F möge in rechtwinkeligen Raumkoordinaten 
durch die Gleichung e = f(x,y) dargestellt sein. Die xy-Ebene liege 
horizontal, der positive Teil der z-Acnse weise nach oben. 

In der xy-Ebene möge durch g(x, y) = 0 eine geschlossene 
Kurve K dargestellt sein; und es gelte die Voraussetzung, dalS für alle 
Punkte (x,y) des von K umrandeten Stückes der xy-Ebene die Funktion 
z = fex, y) eindeutig und stetig sei. Auch gelte zunächst die An
nahme, daß daselbst z überall positiv sei, d. h. daß die 'Fläche F ober~ 
haI» der xy-Ebene liege. 

Man denke über der Kurve KaIs Grundriß einen Zylinder mit 
zur z-Achse parallelen Mantellinien errichtet. 

Es sei alsdann durch V' das Volumen desjenigen Raumteiles be
zeichnet, welcher seitlich durch den Mantel des Zylinders, oberhalb durch 
den im Inneren des Zylinders verlaufenden Teil der Fläche F und unter
halb durch die x y-Ebene eingegrenzt wird. 

Sollte der gemachten Annahme entgegen die Fläche F unterhalb der 
xy-Ebene verlaufen, so haben wir genau wie bei der Quadratur ebener 
Kurven (8. 91) die Maßzahl für das entsprechend einzugrenzende 
Volumen negativ zu nehmen. 

Das Volumen V' kann in Gestalt eines sogenannten Doppelintegrales 
ausgedrückt werden (vgl. S.129). 

Der Einfachheit halber nehmen wir an (was nötigenfalls durch 
eine Verschiebung der Koordinatenachsen immer erreichbar ist), daß 
der Nullpunkt innerhalb des durch 
die Kurve K umschlossenen Flächen
stückes liegt. Letzteres wird dann 
durch die Achsen in vier Quadranten 
zerlegt und wir können uns auf die 
Betrachtung des ersten in Fig. 58 
stark umrandeten Quadranten be
schränken. 

Fig, 58. 

Die Kurve K schneide die posi
tive x-Achse bei x = a und die 
positive y-Achse bei y = b. Es 
gelte die Annahme, daß das den be
vorzugten Quadranten begrenzende 
Stück von'K für jede Abszisse x zwischen 0 und a stets nur eine zu
gehörige Ordinate y = qJ (x) liefere 1). 

\Vir bezeichnen mit V das Volumen des über dem ausgewählten 
Quadranten gelegenen Teiles des oben eingegrenzten Raumstückes vom 
Volumen V'. 

') Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so muß ma.n das von K umra.ndete 
Flächenstück in mehrere Teile zerlegen und letztere einzeln behandeln. 
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Zur Bestimmung von V zerlege man die in der xy-Ebene gelegene 
Grundfläche des fraglichen R<:.umteiles durch Parallele zu den Achsen 
in unendlich kleine Rechtecke, wobei der Flächeninhalt eines einzelnen 
Rechteckes gleich dx -dU sein wird (vgl. die gleiche Erörterung S.128). 

Über dem einzelnen Rechtecke steht alsdann vom Volumen V ein 
vierseitiges Prisma des Inhaltes s· dx dU = fex, u) dx dU- Sollte Fund 
damit dies Prisma unterhalb der xy-Ebene liegen, so wird obiger Be
stimmung entsprechend s· dx dU negativ ausfallen. 

Bei konstanten X und dx bilde man nun durch Integration nach 
11 zwischen den Grenzen 0 und g; (x) den Inhalt derjenigen unendlich 
schmalen Scheibe des auszumessenden RaumteiIes, welche 01erho.lb des 
in Fig. 58, S. 151, Bchraf&erten Streifens liegt. 

Integriert man jetzt den erhaltenen Ausdruck 
'I' "') 

(j fex, y) d Y) da:; 
o 

der nur noch von x und dx abhängt, in bezug auf x zwischen den 
Grenzen 0 und a, so gewinnt man das Volumen V. 

Statt zuerst nach U zu integrieren, kann man auch mit der Inte
gration nach x bei konstanten iJ und dy beginnen; hierbei möge 
x = 'IjJ (y) die zu 11 gehörende Abszisse von K sein. 

L ehr s atz: Das oben ausführlich beschriebene Volumen V kann 
durch Auswertung jedes der beiden Doppelintegmle: 

a 'P (",j 

(1) ••.••••. V= J(Jf(X,U)dY)dX, 
o 0 

b '" 0/)" 

(2) • • • • • • V = f (f f(IX,Y)dx)ay, 
o 0 

bestimmt werden. 
Wie schon bemerkt, ist hier jeweils bei Ausführung des inneren 

Integrals IX bzw. 11 als konstant anzusehen. 
Die geleistete Berechnung des Volumens V wird als "I(ubatur" 

desselben bezeichnet. 

8. Kubatur des Ellipsoids. 

Als Beispiel diene die Bestimmung des Volumens eines drei achsigen 
Ellipsoids, das gegeben ist durch: 

x2 y2 K2 

a2 + b2 + c2 = 1. 

Gleichung (1), Nr. 7, lielert den Rauminhalt eines Oktanten des 
Ellipsoids, wenn wir in jene Gleichung eintragen: 
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(x, y) = i V b2 ( 1 - :0 - y', 

Man hat somit: 

M 2 
Cf! (x) = b 1 - - • 

a2 
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Für das innere Integral erhält man nach den S. 109 Ir. entwickelten 
Methoden: 

Durch Eintra.gung der Grenzen für y und Integration in bezug 
auf z folgt: 

a 

(2) ••••• V = nbcf(l _Z2)dZ = nabc. 
4 aS ~ 

o 

Das Gesamtvolumen deI Ellipsoids ist somit 4/8 n abc. 

9. Komplanation der krummen Flächen. 

Vermöge der Doppelintegrale kann man auch die Bestimmung 
des Flächeninhaltes von Teilen der Fläche F, die sogenannte "Kom
p7anation" der Fläche F, durchführen. 

Es sollen hier alle Voraussetzungen und Bezeichnungen von Nr. 7 
beibehalten werden; und es liege die Aufgabe vor, den Inhalt S des
jenigen Stückes der Fläche Fsu bestimmen, welches oberhalb bsw. unter
halb des in Fig. 58, 8.151, stark umrandeten Tet'les der zy-Ebene liegt. 

Letzteres Stück der z y. Ebene wurde vorhin in unendlich kleine 
Rechtecke eingeteilt. 

Über bzw. unter einem einzelnen solchen Rechtecke, dessen Inhalt 
dx· dy ist, liege das "Flächenelement" d 8 von F. 

Man darf dies Elelhent d 8 als eben ansehen, und man nenne den 
Neigungswinkel des Elementes gegen die zu-Ebene r, so daß man die 
Gleichung d8,cosr = dxdy gewinnt. 

Da r gleich dem Richtungsunterschiede zwischen der auf d 8 er
richteten Normale und der s-Achse ist, so findet man nach Nr. 3, S.145, 
unter Zugrundelegung der Gleichung s - f(z, y) = 0 der krummen 
Fläche: 
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Es ergibt sich hieraus der 

L ehr s atz: Das oben näher bezeichnete StücTc der Fläche F hat 
den durch die erste oder zweite der nachfolgenden Formeln dargestellten 
Flächeninhalt s: 

/I 'P (.,) 

(1) • • • • S = f[f 1 + (~~y + (~~y dY]d~. 
o 0 

b 1/1(1/) 

(2) •••• S= f[fvl+(~Di+G~Yd~]dY. 
o 0 

10. Komplanation der Kugelfläche. 

Als Beispiel diene die Komplanation der Kugeloberfläche vom 
Radius r um den Nullpunkt. Zur Bestimmung der Oberfläche S des 
Kugeloktanten hat man zu setzen: 

f(~, y) = Vr2 - ~2 - y2, tp (x) = yr2 - x2• 

Bei Benutzung von (1), Nr.9, gilt also der Ansatz: 
r l'r!-'" 

(1) ••.••. S = r f (f dy ) d~. yr2-x2 -7l 
o 0 

Nun ist bei konstantem ~ nach Formel (9), S. 83: 

f d y = arc sin y • yr2 X 2 _ y2 ~2 x2 

Durch Eintragung der Grenzen erhält man aus (1): 

11. Gebrauch der Polarkoordinaten. 

Will man in der xy-Ebene an Stelle der x, y Polarkoordinaten 
r, -6' gebrauchen, so wähle man den bisherigen Nullpunkt als Pol und 
die positive x-Achse als Achse der Polarkoordinaten. 

Es sei eine den Pol umlaufende, geschlossene Kurve K durch 
r = tp (-6') gegeben I wobei tp (-6') eine eindeutige Funktion Bei j weiter 
möge durch die im Innern von K eindeutige Funktion z = f(r,.{}-) eine 
krumme Fläche F gegeben sein. 
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Zur Kubatur und Komplanation von F errichten wir über Keinen 
Zylinder, dessen Mantellinien zur z-Achse parallel sind, und definieren 
das Volumen V und die Oberfläche S Fig. 59. 
analog wie in Nr.7 und 9. 

Das in Fig.59 schraffierte Ele
ment der r-B'-Ebene hat den Flächen
inhalt r· dr . d-B'. 

Man beweist daraufhin leicht 
folgenden 

Lehrsatz: Das von dem zu 
K gehörenden Zylinder, der r-B'
Ebene und der Fläche F eingegrenzte 
Volumen V ist: 

2'" q>(It) 

(1) . . . . . V = J (J f(r, -B') rdr) d-B', 
o 0 

und entsprechend gilt für die Oberfläche S: 
2", ",un 

(2) ....... s = r(r~)d-B' J Jcosr ' 
o 0 

wobei r in derselben Bedeutung wie in Nr. 9 gebraucht ist. 

12. Beispiel einer Kubatur mittels der Polarkoordinaten. 

Die in der xz-Ebene durch z = e-x• dargestellte Kurve hat den 
in Fig. 60 skizzierten Verlauf j sie' nähert sich der x-Achse sowohl nach 
rechts wie nach links hin 
asym ptotisch. 

Durch Rotation dieser 
Kurve um die z-Achse ent
springt eine glockenförmig ge
staltete Oberfläche F, welche 
durch z = e-r' dargestellt ist. 

Der zwischen F und der 
r-B'-Ebene gelegene Raum hat, 
obschon er sich nach allen 
Richtungen der r -B' - Ebene ins Unendliche 
halt V: 

21f 00 

Fig.60. 

z-Achse 

x-Achse 

zieht, elllen endlichen In-

V= J (J e-r2 rdr)d-B'. 
o 0 

Da nämlich das innere Integral die Variabele fr nicht mehr ent
hält, so kann man dasselbe vor das auf -B' bezogene Integra.l setzen: 
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v = (Je~2rdr) . (}:&)-
o 0 

Jedes dieser beiden Integrale ist leicht zu bestimmen, und man 
findet V = n. 

Aus diesem Ergebnis können wir eine bemerkenswerte Folgerung 
ziehen. 

Wendet man nämlich bei der eben behandelten Aufgabe recht
winkelige Koordinaten x, 11 an, so hat man nach der in NI'. 7, S. 151 fl'., 
befolgten Methode: 

-OO-CF'I 

Spaltet man e xL-y2 in das Produkt von e-x• und e-Y', und setzt 
man· den ersten Faktor, als von 11 unabhängig·, vor das Integral in 
bezug auf 11. so folgt: 

-co -00 

Nun hat das innere Integral einen von X unabhängigen 'Vert und 
kann also vor das auf X bezogene Integral gesetzt werden; es ist somit: 

Da wir aber vorhin V = n fanden, so folgt der 

L ehr s atz: Das zwischen den Grenzen - 00 und + 00 aus
geführte Integral des Differentials e-x' dx ist gleich yn: 

+'" 
(1). • • • • • • • • f e-:x;2 dx = V;. 

-'" 

13. Rektifikation der Raumkurven. 

Nach Nr. 4, S. 146, benutzt man für die Darstellung einer Raum
kurve K entweder zwei Gleichungen der Gestalt: 

(1) •••••• ((x,1I,z) = 0; g(x,y,z) = 0 
oder drei Gleichungen: 

(2). • • . :c = ffJ (t), '!I = 1/1 (t), • = X (t), 
wobei im letzten Falle t als unabhängige Variabele gilt. 

Das Bogenelement ds der Raumkurve K ist durch Fonnel (4), 
S. 146, gegeben. 

Zur Weiterentwickelung dieser Formel kann marl erstlieh 11 und z 
als Funktionen von X aus (1) ausrechnen und findet dann: 
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(3) ••••• ds = Vi + (:~Y+ (:: 2. dx• 

Bevorzugt man dagegen di.e Darstellung (2), so gilt: 

(4) ..... ds = Vrp'(t)2 + 1jJ'(t)2 + x' (t)2dt. 
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Die »Rektifikation", d. i. die Berechnung der Bogenlänge der Raum
kurve K wird nun durch Integration dieses Differentials ds geleistet. 

L ehr s atz: Zur Berechnung der Bogenlänge s der Raumkurve K 
"wischen den beiden durch IV = a und IV = b fiIVierten Stellen dient das 
Integral: 

b 

(5) • • • • • • s = f Vi + (:~y + (~=YdX. 
« 

An Stelle desselben tritt das Integrat: 
11 

(6). • . • • • s = I V rp' (t)2 + 1)J' (t)2 + x' (1)2 dl, 

falls man sich der Darstellung (.2) bedient und die Bogenlänge ewischen 
den eu to und t1 gehiJrigen Stellen ausmessen will. 

Als .Beispiel diene die "zylindrische Schraubenlinie". welche dar
gestellt wird durch: 

IV2 + y2 = m2, y = IV' tg ( :) 

oder (was noch zweckmäßiger ist) durch: 

x = m cos t, '!I = m sin t, e = n t. 
Gleichung (6) liefert: 

11 

S = f "1m2 + n2 dt = Ym 2 + n2 (~-to). 
10 

Die Länge eines "Schraubenganges" ist hiernach 2n ym2 + n2• 



Fünfter Abschnitt. 

Einführung in die Theorie der Differential
gleichungen, 

Erstes KapiteL 

Allgemeine Bemerkungen über Differentialgleichungen. 

1. Begriff der Differentialgleiohungen. 

Er klärung: Kommen in einer Gleichung neben verltnderlichen 
Größen auch noch Differentialquotienten derselben vor, so spricht man 
von einer »Differentialgleichung". 

Wir unterscheiden folgende Fälle: 

1. Es mägen zwei Variabele x, '!I vorliegen, von denen die erste 
als unabhängig gilt, während '!I als Funktion von x angesehen wird. 

Gegeben sei eine Gleichung der Gestalt: 

( dy d2y ) 
(1) •••••• F x, y, dx' dX2 '''' = O. 

Erklärung: Wir bezeichnen (1) als eine »gewöhnliche" Diffe
rentialgleichung zwischen einer unabhängigen Variabelen aJ und einer 
abhängigen y. 

Ein Beispiel Bei: 

(2) •. (3 x2 - 7 y2) :; - 17 X + 12 xy = O. 

H. Hat man eine unabhängige Variabele x und zwei abhängige 
Variabele y und $, so seien der Anzahl der abhängigen Variabelen ent
sprechend zwei Gleichungen gegeben: 

(3) . . . . . {
Fl (x, y, z, :~, :;, :~, .. -) = O. 

F2 (X, y, $, ~~, :;, :~, •. -) = o. 
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Erklärung: Man sagt, durch (3) sei ein System "simultaner", 
"gewlJhnlicher" Differentialgleichungen mit einer unabhängigen Varia
belen x una zwei abhängigen Variabelen y, 18 vorgelegt. 

Als Beispiel gelte das System: 

dy 
• • . • dx = Y + z, (4) 

dz 
dx = y-z. 

IU. Sind zwei unabhängige Variabele x, y und eine abhängige z 
vorgelegt, so sei eine Gleichung von der Gestalt gegeben: 

( oz OZ 0218 0218 ) 
(5) •.•• F x, y, z, ox' oy' ox2' oxoy"" = O. 

Erklärung: Die Gleichung (5) bezeichnet man als eine "partielle" 
Differentialgleichung mit zwei unabhängigen Variabelen x, y una einer 
abhängigen z. 

Ein hierher gehöriges Beispiel ist: 

02 18 02 18 
(6) ....... ox2 + oy2 = o. 

IV. Der allgemeinste Fall, unter den sich die drei bisher ge
nannten Fälle einordnen, ist offenbar der, daß nunabhängige Variabele 
Xl' ••• , X" und 111 abhängige '!h, ... , Ym durch m Gleichungen verbunden 
erscheinen, in denen neben diesen Variabelen noch Ableitungen der y 
in bezug auf die X auftreten. 

2. Einteilungen der Differentialgleichungen in Ordnungen 
und in Grade. 

Erklärung: Kommen in einer Differentialgleichung Ableitungen 
nter , jedoch nicht solche von ltlJherer als nter Ordnung vor, so bezeichnen 
wir die Differentialgleichung als eine solche von der nlen Ordnung. 

Die Gleichungen (2) und (4), Nr. 1, sind von der ersten Ordnung, 
in (6), Nr. 1, liegt eine partielle Differentialgleichung zweiter Ord
nung vor. 

Die bei den Fälle 1. und 1I., Nr. 1, betrifft folgender 
L ehr s atz: Eine gewlJhnliche Differentialgleichung "erster" Ord-

nung zwischen zwei Variabelen x, y nimmt durch Au(llJsung nach :~ 
die Normalform an: 

(1) . . . . . . . dy 
dx - G (x, y); 

ein System simultaner, gewlJhnlicher Differentialgleichungen "erster" Ord
llung kann entsprechend auf die Normalform gebracht werden: 

dy dz 
(2) . . . • dx = GI (x, y, z), dx - G2 (x, y, z). 
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Erklärung: Hat die linke Seite einer Differentialgleichung in den 
"abhängigen" Variabelen und den 4bleitungen derselben die Gestalt einer 
rationalen ganzen Funktion, so bezeichnet man als "Grad" des einzelnen 
Gliedes die Summe der in diesem Gli~de auftretenden Exponenten der 
abhängigen Variabelen und Ableitungen. Hierbei wird die Gleichung 
als eine solche vom mten Grade bezeichnet, wenn ein Glied mten Grades, 
aber keines von höherem Grade auftritt. 

Ein Be~spiel einer Differentialgleichung dritten Grades ist: 

(3) • • • • 3 xy2 + 7 Y (:~Ysin x - 2521 + 3 = O. 

Ob die linke Seite der Differentialgleichung in der unabhängigen 
Yariabelen x die Gestalt einer algebraischen oder (wie beim eben an
gegebenen Beispiel) transzendenten Funktion hat, ist zufolge der eben 
gegebenen Erklärung für die Gradeinteilung gleichgültig. 

Erklärung: Eine Differentialgleichung, deren Glieder sämtlich von 
gleichem Grade sind, heißt "homogen"; eine Differentialgleichung ersten 
(jrades wird auch als "linear" bezeiclmet. 

Eine lineare und homogene Differentialgleichung erster Ordnung 
vom Typus IlI, Nr. 1, hat demnach die Gestalt: 

CZ OZ 
(4) ••• HI(x,Y)OX+H2(x,Y)Öy+Hs(x,y)z=0, 

wo HI (x, 21), H 2 (x, 21) und Hs (x, 21) irgend welche Funktionen der un
abhängigen Yariabelen x und 21 sind. 

Lehr B a tz: Eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung zwischen 
einer unabhängigen Variabelen x und einer abhängigen U kann in die 
geordnete Gestalt gebracht werden: 

dny dn-Ly 
(5) ..•. F o (x) dx" + F1 (x) dx"-i- + ... 

dy ... + Fn-! (x) dx + F" (x) 21 = F H + ! (x), 

wo Fo (x), ... , Fn +! (a;) irgend welche Funktionen von x sind. 

3. Begriff der Lösungen von Differentialgleichungen. 

Es sei zunächst eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einer 
unabhängigen Yariabelen vorgelegt: 

(1) . • • • • • . • F (x, 21, ~~) = O. 

Erklärung: Die Differentialgleichung (1) auflösen heißt eine 
Funktion 21 = f (x) bestimmen, die der Gleichung (1) in der Weise 
genügt, daß die Gleichung: 
(2) . • • • • • • • F[x, f (x), f' (x)] = 0 
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für ."jeden" Wert von llJ richtig ist und also in a; eine ."identische" 
Gleichung darstellt. 

Eine solche Funktion y = f (a;) heißt eine ."Lösung" oder eine 
."Integralfunktion" oder auch kurz ein "Integral" der gegebenen Diffe
rentialgleichung. Eine solche Integralfunktion y kann auch unent
wickelt durch eine Gleichung: 

(3). . . . . . . . . . g(a;, y) = 0 

gegeben sein j letztere heißt alsdann eine ."Integralgleichung" der vor
gelegten Differentialgleichung. 

Zur Differentialgleichung: 

(1 - a;2) d Y + 'Y = 0 
da; 

gehört als ein Integral die Funktion: 

y = V: +~, 
wie man durch Eintragung dieser Funktion in die Differentialgleichung 
leicht zeigt. 

Man wird den Begriff einer Lösung sofort auf die übrigen in Nr. 1, 
S. 158 u. f., aufgestellten Differentialgleichungen übertragen. 

Beispielsweise gilt die 

Er kl ä run g: Als ein "Integral" der partiellen Differentialgleichung: 

( oe oe o2e ) 
(4). • • • • • F x, y, e, oa;' o'!!' oa;2"" = 0 

beeeichnet man eine solche Funktion z = f (a;, y), der~n Eintragung in (4) 
eine in a; tmd y "identisch" bestehende, d. i. für "alle" Wertsysteme a;,y 
richtige Gleichung: 

(5). . . . . . F [a;, y, f (x, y), fIX (a;, y), ... ] = 0 

liefert. 
Hieran schließe sich auch noch die folgende 

Erklärung: An ein ."System von Integralgleichungen" für das 
System der Differentialgleichungen: 

(6). . . . . dy 
da; = GI (x, y, e), 

bezeichnet man die beiden Gleichungen: 

(7). . . . .. gl (x, y, z) = 0, g1 (1lJ, '!J, z) = 0, 

wenn die aus (7) zu berechnenden Funktionen y = fl (a;), e = (2 (a;), 
in (6) substituiert, die in a; ."identischen" Gleichungen liefern: 

ti (a;) = GI' [a;, fl (a;), f!J, (x)], f2 (a;) = G!J, [1lJ, fl (a;), f2 (a;)]. 
Frioke. Leitfaden. 11 
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4. Geometrische Deutung von Differentialgleichungen. 

Die drei ersten in Nr. 1 unterschiedenen Fälle wollen wir kurz 
durch Angabe der Gleichungen zitieren: 

(I) . • • • 

(Il) . • . • 

d2Y , ••. ) = 0, 
dx2 

d2 y ... ) _ 0 
dx2' -. 

(III) ( 
(7 oe o.e' 02.e' 

•.•• F x,y,.e'. ox' GY' ox2' 

Erklärung: In diesen drei Fällen kahn man eine geometrische 
Deutung der Differentialgleichungen und ihrer Lösungen entwickeln, in
dem man im Falle (1) x, y als rechtwinkelige Koordinaten in der Ebene, 
in den beiden anderen Fällen aber x, y, .e' als ebensolche Koordinaten 
im Raume ansieht. 

Für die Lösungen ist diese Deutung handgreiflich: Eine Integral
gleichung: 

(1) .•••••••••• g(x,y)=O 

von (I) deuten wir in der Ebene als eine "Integralkurve" der Differen
tialgleichung (I); ein Lösungssystem : 

(2). . . • . . gl (x, y, oe) = 0, g2 (x, y, z) = 0 

von (II) liefert im Raume eine "Integralkurve" .der simultanen Glei
chungen (Il); endlich stellt eine Integralgleichung: 

(3). . . . . . . • . . g (x, y, oe) = 0 

von (III) im Raume eine "Integralfläehe" der partiellen Differential
gleichung (III) dar. 

Bei der Deutung der Differentialgleichungen selbst müssen wir uns 
auf die "erste" Ordnung beschränken. 

(la) 

Im Falle (I) benutzen wir die Normalgleichung: 

dy 
• • . • . • • • • • d x = G (x, V) 

und nehmen (wie auch analog in den späteren Fällen) der einfachen 
Sprechweise halber G (x, y) als eindeutige Funktion von x und y an 1). 

1) Ist G (x, y) zunä.chst mehrdeutig, so hlft man durch geeignete Zusatz
bestimmungen G eindeutig zu erklären. 
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An irgend einer Stelle (x, y) einer zugehörigen Integralkurve (1) 
ergibt sich nach S. 18 für den Winkel u zwischen der Tangente jener 
Kurve und der x-Achse: 

tgu = :~, 
wobei rechts y als Funktion von x durch (1) zu erklären ist. 

Nun sollen andererseits zufolge des Begriffs einer Integralgleichung 
der vorgelegten Differentialgleichung die aus (1) entspringende Funk-

tion '1/ und ihre eben berechnete Ableitung : ~ für jedes Argument x 

und also für jede Stelle (x, y) der Integralkurve die Gleichung (I") be
friedigen. Es ergibt sich sonach. für alle Stellen dieser Kurve: 

(4) .••••...•. tgu=G(x,y), 

und damit folgt der 

Lehrs atz: Die geometrische Bedeutung der Differentialgleichung (I") 
ist die, daß sie vermöge ihrer in der Normal/arm (la) rechts stehenden 
Funktion G (x, y) auf Grund von (4) an jeder Stelle (x, y) einer Inte
gralkurve die Twigentenrichtung oder, wie wir sagen wollen, die flFort
schrittsrichtung" dieser Kurve bestimmt. 

Diese Betrachtung ist unmittelbar übertragbar auf den Fall: 

dy dz 
(U") • • • • • d x =. GI (x, '1/, z), d x = G2 (x, '1/, z). 

Nach (5), 8.146 gilt für die dort mit u, ß, r bezeichneten Rich
tungswinkel der Tangente einer Integralkurve (2) an der Stelle (x, '1/. z) 

cos u : cos ß : cos r = d x: d y : d z. 

An Stelle der soeben benutzten Gleichung (4) tritt also jetzt: 

(5) ..• cosu:cos ß: easy = 1: GI (x, y, z): G2 (x, y, z), 

und wir gewinnen den 

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der simultanen Glei
chungen (11a) ist die, daß sie auf Grund flan (5) an jeder Stelle (x, y,z) 
einer Integralkurve die .,Fortschrittsrichtung" der letzteren bestimmen. 

In dem etwas umständlicheren dritten Falle, den wir hier nur 
beiläufig betrachten, beschränken wir uns auf Gleichungen, die in 
OZ OZ li . d 
03;':ay near sm : 

oz os 
(illa).. HI (x, y, z) 03; + R 2 (x, y, z) oy = Rs (x, y, z). 

Von irgend einer Stelle (x, y, z) einer zugehörigen Integralfläche: 

(6). • . . . . . . .. z = fex, y) 

beschreiben wir auf dieser Fläche ein Linienelement d s, dessen Pro-
11* 
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jektionen auf die Achsen d x, d y, d e seien. Die für die Linienelemente 
auf der Fläche (6) cliarakMristische Beziehung istt): 

oe oe 
(7). • . • • •• d z = ~ d x + :;;- d y. 

uX tlY 

Man wähle nun speziell dasjenige Element d s, für welches: 

cl x : d y = BI (Xj y, z): H 2 (x, y, z) 
gilt. Dann folgt aus (7): 

de_oz+oz H~ 
d x - (3 x 0 Y • H1 t 

wo die Argumente von H I und H 2 die Koordinaten der ausgewählten 
Stelle sind. Die rechte Seite dieser Gleichung soll aber zufolge (lIla) 
stets Hs : HI sein. Also folgt: 

(8). . . d x: d y: d e = H1 (x, 'Jf' z): H i (x, y, z): Hs (x, y, z), 

oder wenn man lieber mit den Richtungswinkeln u, ß, 'Y des Elementes 
d s operiert: 

(9).. cos u: cos ß: cos 'Y = BI (x, y, z) : H2 (x, y, z): H3 (x, y, z). 

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der partiellen Differential
gleichung (lIla) ist die, daß sie auf Grund von (9) an jeder Stelle einer 
Integralfläche eine "Fortschrittsrichtung" bestimmt, welche in der Integral
fläche liegt. 

5. Existenzbeweis von Lösungen für Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 

In Nr.3 wurde nur erst der "Begriff" von Lösungen der Diffe
rentialgleichungen aufgestellt, ohne daß dabei die Frage nach der· 
"Existenz" solcher Lösungen berührt wurde. Die letzten Betrachtungen 
über die Differentialgleichungen erster Ordnung gestatten uns, wenigstens 
für diese Ordnung den Beweis zu führen, daß die fraglichen Lösungen 
auch wirklich existieren. 

Man überlege zunächst im Anschluß an die Gleichung <la), Nr. 4, 
daß nicht nur eine vorgelegte Integralkurve an allen Stellen die da
selbst unter (4) angegebene Gleichung befriedigt, sondern daß auch 
umgekehrt jede Kurve, welche längs ihres ganzen Verlaufs die fragliche 
Gleichung (4) erfüllt, eine Integralkurve von (la) ist. 

Hieraus ergibt sich die Möglichkeit, von der Differentialgleichung 
(la) selbst aus durch "Aneinanderreihung von Kurven elementen " eine 
Integralkurve hereustellen und so den "Prozeß der Integration" der 
Gleichung eu volleiehen. 

1) Siehe die Entwickelungen übel' das totale Differential einer Funktion 
z = lex, y) oben S.121. 
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Wir beginnen die Konstruktion etwa an einer beliebig gewählten 
Stelle der y-Achse, sagen wir bei y = 0, wo 0 eine willkürlich fixierte 
Konstante ist. Die Richtung des ersten Kurvenelementes ist dann aus 
tg ~ = G (0, 0) zu entnehmen, und auch für Fig. 61. 
die Richtungen der weiter sich anreihenden 
Elemente ist jedesmal der zugehörige Funk
tionswert G (:21, y) heranzuziehen. 

Das Zustandekommen der Integralkurve 
sei durch Fig.61 versinnlicht, in welcher an 
St.elle der Bogenelemente endliche Geraden
stückehell stehen. 

Wechseln wir die Anfangskoordinate 0, 
BO kommen wir zu einer neuen Integralkurve. 
Der willkürlichen Auswahl von 0 entsprechend finden wir somit nicht 
nur eine, sondern gl.eich unendlich viele Integralkurven, .welche (vgl. 
Fig.62) eine Kurvenschar bilden (siehe S. 149). 

Die einzelnen Integralkurven müssen wir dabei als durch die 
Anfangskoordinaten 0 mit bedingt ansehen 
und schreiben die Integralgleichung deshalb 
ausführlich in der Gestalt: 

(1) g(:21,y,O) = 0 oder y = (:21,0), 

falls wir nach y auflösen. 

Lehrsatz: Insofern in fex, C) "eine" 
willkürliche Konstante 0 enthalten ist, sagt 
man, es gäbe tür eine Differentialgleichung 

Fig.62. 

erster Ordnung zwischen zwei Variabelen :21,11 --+-------
"einfach" unendlich viele Integrale y, denen 
eine "Schar" von Integralkurven entspricht. 

Erklärung: Denkt man 0 in t (x, C) noch unbestimmt, so spricht 
man vom "allgemeinen" Integrale der Differentialgleichung; jede spezielle 
Auswahl von 0 liefert ein "partikuläres" Integral. 

Die Frage nach der näheren Natur der Funktion f(x,O), ins
besondere ob dieselbe im Einzelfalle eine "elementare" ~'unktion ihrer 
beiden Argumente :21, 0 ist oder nicht, bleibt hier zunächst noch 
unberührt. 

Die vorstehenden Entwickelungen sind unmittelbar vorbildlich für 
den Fall der Gleichungen (Ha), S. 163. 

Wir beginnen die Aneinanderreihung von Kurvenelementen, welche 
im· Raume der Proportion (5), S. 1.63, entsprechend zu richten sind, 
etwa mit dem willkürlich zu wählenden Punkte :21 = 0 1, Z = 0i der 
xz-Ebene. 

Den beiden willkürlichen Größen 0 1, C2 entsprechend gewinnen wir 
zweifach unendlich viele lnfegralkurven, deren Gleichungen wir analog 
wie in (1) BO schreiben: 
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(2) • • gl (x, y, Z, Cl' C2) = 0, g2 (x, y, Z, CI' C2) = 0, 
oder nach y und z aufgelöst: 

(3) ...••• y = fl (x, CI' C2 ), z = f2 (x, Cl' C2). 

Lehrsatz: Die simultanen Differentialgleichungen (IIa), S. 163, 
haben zweifach unendlich viele Systeme von Integralen (3). Man spricht 
vom "allgemeinen" Integralsystem, falls die CI' C2 unbestimmt bleiben, 
während jedes spezielle Wertsystem CI' C2 ein "partikuläres" Integral
system liefert. 

Für die partielle Differentialgleichung (illa), S.163, gilt der Satz, 
daß jede Fläche, bei welcher an der einzelnen Stelle das gemäß (9), 
S. 164, gerichtete Linienelement in der Fläche gelegen ist, eine Inte
gralfläche ist. 

Die zweifach unendlich vielen Integralkurven der simultanen 
Differentialgleichungen: 

(4) •••.• dy = H 2 (x,y,z), 
dx BI (x,y,z) 

dz 
dx 

B:\ (x,y,z) 
BI (x, y,z) 

liefern uns nun gerade die Linienelemente der Richtungen (9), S.164. 

Lehrsatz: Man gewinnt stets eine Integralfläche der Differential
gleichung (IlIa), wenn man aus den zweifach unendlich vielen Integral
kurven von·( 4) eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, welche eine 
Fläche bildet, herausgreift. 

Dies kann in verschiedenen Weisen durchgeführt werden. Man 
kann z. B. in der xz-Ebene eine willkürliche Kurve, welche durch 
z = X (x) dargestellt sei, vorzeichnen und die von den Punkten dieser 
Kurve ausziehenden Integra,lkurven der Schar (4) zu einer Fläche zu
sammenfassen. 

Lehrsatz: Für die partielle ;Differentialgleichung (lIla) existiert 
ein Integral z, welches sich für y = 0 auf die "willkürlich wählbare" 
Funktion X (x) von x reduziert. Bleibt letztere Funktion unbestimmt, so 
spricht man vom "allgemeinen" Integral; jeder besonderen Auswahl von 
X (x) entspricht ein "partikuläres" lntegral. 



Differentialgleichungen ohne y. 167 

Zweites Kapitel. 

Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
zwei Variabelen. 

1. Differentialgleichungen ohne y. 

Kommen in einer Differentialgleichung erster Ordnung vom Typus T, 

8.162, nur a; und d y , nicht aber y vor, so ist die in der Normal
da; 

gleichung (1), S. 159, rechts stehende Funktion G von X allein ab
hängig. 

In diesem Falle können wir die Gleichung so schreiben: 

(1) ••.....•. dy = G (a;) da; 

und finden somit das Differential d y der gesuchten Funktion y von x 
in x und da; allein dargestellt. 

Der Begriff des unbestimmten Integrals (8. 80) liefert hier un
mittelbar y als Funktion von a; in der Gestalt: 

(2). . . • . . . . . y = f G (x) dx + O. 

An Stelle von (2) können wir auch ein bestimmtes Integral: 

'" 
(3). • • • • • • . . . y = J G (x) da; 

a 

treten lassen; die willkürliche Konstante erscbeint bier durch die will- . 
kürlich wählbare konstante untere Grenze a ersetzt. 

Den Zahlenwert eines solchen Integrals deuteten wir oben (8.86) 
als Flächeninhalt eines daselhst näher bestimmten ebenen Flächenstückes. 
Die Auswertung dieses Inhaltes wurde aber als" Quadratur" bezeichnet. 
Im Anschluß hieran bezeichnet man in der Theorie der Differential
gleichungen allgemein die Ausrechnung eines bestimmten Integrals als 
eine "Quadratur" und überträgt diese Benennung auch auf die Be
rechnung eines unbestimmten Integrals. 

Beim Gebrauch dieser Sprechweise können wir sagen, die Diffe
rentialgleichung (1) sei durch eine "Quadratur" lösbar. 

Es gilt der Satz, daß viele (aber keineswegs alle) Differential
gleichungen erster Ordnung entweder unmittelbar oder nach geeigneten 
Transformationen durch Quadraturen lösbar sind. 

Auf derartige Auflösungen durch Quadraturen beziehen sich die 
zunächst zu entwickelnden Regeln. 



168 V, 2. Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Variabelen. 

2. Lösung von Differentialgleichungen durch Trennung 
der Variabelen. 

Man multipliziere die in unserer Differentialgleichung (la), S.162, 
auftretende Funktion G (x, y) mit einer irgendwie gewählten Funktion 
lJf (x, y) und bezeichne das negativ genommene Produkt beider Funk
tionen durch ä> (x, y): 

- lJf(x,y)· G(x,y) = ä> (x, y). 

Die Differentialgleichung läßt sich daraufhin auch in die Gestalt: 

(1). . . . . . «P (x, y) . d x + lJf (x, y) . d Y = 0 

setzen, welche wir als "zweite Normalform" bezeichnen. 

Lehrsatz: In der zweiten Normal/orm (1) sind die Funktionen 
q> und -qr nur erst insoweit bestimmt, daß ihr negativ genommener 
Quotient gleich der gegebenen Funlction G (x, y) ist. 

Lehrsatz: Gelingt es, eine gegebene Differentialgleichung in der 
Weise in die zweite Normalform zu setzen, daß ä> nur von x und zu
gleich ip" nur von y abhängt: 

(2). • . . . . . . q> (x) d x + -qr (y) d Y = 0, 

so wird das allgemeine Integral durch Quadraturen in der Form: 

(3). • • f q> (x) d x + f lJf (y) d y = 0 

gewonnen. Diese Art der LOsung wird als die "Methode der Trennung 
der Variabelen" bezeichnet, insofern im ersten Gliede von (2) nur x und 
d x, im ZUleiten nur y und d y vorkommen. 

Um Formel (3) zu beweisen, führe man eine dritte Variabele z 

Fig.63. ein, indem man dz = ä> (x)dx setzt. Dann 
ist d z = - 1Jf (y) d y, und man hat somit 
nach Nr.I: 

z = f «P (x) dx + 0ll 

- z = J qr (y) d Y + O2, 

Die Addition dieser Gleichungen liefert 
Formel (3), falls man die Summe von 01 

und O2 durch - C bezeichnet. 

Beispiel. Es sollen alle ebenen Kurven 
=--"--c-+-~-:-~-- gefunden werden, für welche die Subtangente 

jedes Punktes die konstante Länge 1 hat 
(vgl. Fig. 63). 

Nach S. 42 ist die Subtangente St im einzelnen Punkte einer 
dx 

Kurve durch y d Y dargeiteIlt. Soll demnach S t stets = 1 sein, so 

gilt die Gleichung: 
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dx -1 
Y dy-

dy 
oder - = Y' 

d x ' 

dieselbe stellt die "Differentialgleichung der gesuchten Kurven" dar. 
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Die Trennung der Variabelen und Lösung wird vollzogen durch: 

d x - d y = 0, x-ln 11 = c, 
Y 

woraus man y = ex- C als allgemeines Integral erhält. 
Schreiben wir hier noch e- C = 0, so nimmt das allgemeine Inte

gral die 'Gestalt y = C ex an. 
Für 0= 1 gewinnt man die Exponentialkurve, für welche die 

Eigenschaft konstanter Subtangente der Länge 1 durch Fig. 63 versinn
licht werden mag. 

3. Lösung der Differentialgleichungen von der Gestalt 

d y = G (1L). 
dx x 

Die Funktion G von x und y möge jetzt insbesondere so gebaut 

sein, daß sie als Funktion allein vom Quotienten * angesehen werden 

kann; wir bedienen uns dieserhalb direkt der Schreibweise G (~) und 

haben es hiernach zu tun mit der Differentialgleichung: 

(1) . . • • • . . • • ~ ~ = G (~) • 

Lehrsatz: Die Auflösung der Differentialgleichung (1) gelingt 
nach Substitution der neuen Variabelen e = ; vermöge der Methode der 
Trennung der Variabelen und liefert als allgemeine Integralgleichung: 

(2). • • • •. ln x-J G (~fJ _ Z = 0, 

wobei man nach Berechnung des Integrals linker Hand für z wieder ~ 
gesetet denke. 

Durch Differentiation von y = X z folgt nämlich: 

dy dz 
dx = x dx +e, 

so daß sich die IJifferentialgleichung transformiert in: 

d z d x • de = O. 
x da; + e = G (z) oder x G (e) _ z 

Hier ist die Trennung der Variabelen x und e vollzogen, und die 
Integration liefert die Formel (2). 
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4. Lösung der linea.ren Differentialgleichungen erster 
Ordnung. 

Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung zwischen einer 
unabhängigen Variabelen x und einer abhängigen y hat nach (5), S. 160, 
die Gestalt: 

dy 
Fo(x) d x + F1 (x) Y = F 2 (x). 

Bringen wir die rechts stehende Funktion F2 (x) mit auf die linke 
Seite und teilen die Gleichung durch F o (x), so entspringt als "Normal
form" der linearen Differentialgleichung erster Ordnung: 

(1) ••••••• :~+P(x)y+ Q(x) = 0, 

wo P (x) und Q (x) irgend welche Funktionen von x sind. 
Um dieile Differentialgleichung zu lösen, verstehen wir unter z 

irgend ein partikuläres Integral der linearen "homogenen" Differential
gleichung: 

(2) • • . • • . • . dz 
d x + p (x) z = 0, 

die mit (1) in den bei den ersten Gliedern gleichgebaut ist. 
Die Gleichung (2) ist durch Trennung der Variabelen lösbar und 

liefert: 

(3) 
-s P(z) dx 

• Z = e 

Der Quotient von y und z heiße u; dann ist: 

dy du dz 
Y = zu, d x = z d x + u d x' 

so daß die Differentialgleichung (1) die Gestalt annimmt: 

z~: + u(:; +P(X)z)+ Q(x) = 0 

oder mit Rücksicht auf (2): 

du 
z dx + Q(x) = 0 oder du = - Q (x) d:r:. 

z 
Da z als Funktion von x aus (3) bekannt ist, so folgt durch 

Integration der letzten Differentialgleichung: 

u = C - f Q ;X) dx, 

wo 0 die Integrationskonstante ist. 
Durch Wiedereinführung von y und Einsetzung des in (3) berech

neten Ausdrucks von z ergibt sich der 
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Lehrsatz: Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung (1) 
ist durch Quadraturen lösbar und besitzt als allgemeines Integral: 

(4). • • Y = e • 0 - Q (x) • e d x • - S P(x)a", [f S P(x)dx ] 

Man beachte hierbei, daß eine andere Auswahl der Integrations

konstanten bei f P (x) d x allein eine Veränderung der Konstanten C zur 

Folge hat. 

"Beispiel. Im Falle der Differentialgleichung: 

dy x 1 
d X - 1 + x2 Y - 1 + x2 = 0 

ist die Funktion. z gegeben durch: 

j 1 "'+d:: 'I. In (1 + xl!) ./ __ _ 

z = e = e = y 1 + x2• 

Die oben mit u bezeichnete Funktion wird demnach hier: 

u=o+j' dx =0+ x 
(1 + X 2)"'. VI + x2' 

und man findet al! allgemeines Integral: 

y = x + C VI + x 2• 

6. Der integrierende Faktor einer Differentialgleichung 
erster Ordnung. 

Eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y sel 
in der zweiten Normalform gegeben: 

(1) •••.••. cl> (x, y) dx + "I]J"(x, y) dy = O. 

Wir multiplizieren die linke Seite mit einer Funktion 11 (x, y) von 
x und y und erhalten so unter Gebrauch der Abkürzungen: 

(2) 11 (x, y). cl> (x, y) = rp (x, y), 11 (x, y). "I]J" (x, y) = 1/1 (x, y) 

als neue Gestalt der Differentialgleichung: 

(3). . . • • • . rp (x, y) dx + 1/1 (x, y) dy = O. 

Erklärung: Die Funktion 11 (x ,y) heißt ein 11 integrierender 
Faktor" der gegebenen Differentialgleichung (1), falls die linke Seite von 
(3) für "unabhängig gedachte Variabele x, y~ ein totales Differential 
darstellt (vgl. 8.121 und 8.126). 

Er s t e r L ehr s atz: Für jede Differentialgleichung (1) existiert 
mindestens ein integrierender ~Faktor. 

Es existiert nä.mlich nach S. 165 für (1) eine Integralgleichung 
9 (x, y, C) = 0, die wir nach C auflösen ulld in die Gestalt setzen: 

(4). " • . • 11 (x, y) = 0 oder 11 (x, y) - 0 = O. 
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Somit wird der aus (4) zu berechnende Differentialquotient: 

(0 h) 
dy GX 

dx = - (~;) 

für alle Wertpaare x, y mit dem aus (1) entspringenden Quotienten 
fP 

- fP gleich sein. Die Gleichung: 

G h G h 

oder 
GX _ äY 

fP (x, y) - 1Jf (x, y) 

besteht also für unabhängig gedachte Variahele x, y. 
Bezeichnen wir die einander gleichen Seiten der letzten Gleichung 

mit I" (x. y), so ist I" in der Tat ein integrierender Faktor; denn 
(I" fP dx + I" 1Jf dy) ist das totale Differential der Funktion h (x, y). 

Zweiter Lehrsatz: Mi~ dem soeben aus hex, y) abgeleiteten 
Faktor I" (x, y) ist auch: 

(5). . . . . . !'dx, y) = ~ (x, y). X [h (x, y)], 

wo X eine "willkürlich wählbare Funktion" bedeutet, ein integrierender 
Faktor von (1). Es gibt somit für (1) unendlich viele integrierende 
Faktoren. 

Man bezeichne nämlich, indem man x und y auch weiterhin als 
unabhängig voneinander ansieht, h (x, y) als Funktion von X und y 
abgekürzt durch z = h (x, y). 

Dann gilt für das totale Differential d x dieser Funktion: 

I" fP dx +1" 1Jf dy = d z, 
woraus sich durch Multiplikation mit der willkürlich zu wählenden 
Funktion X (z) ergibt: 

!'X·(fPdx+ '/f1"dy) = X(z)dz = d[J X (Z)dZ} 

Das Integral rechter Hand denke man ausgerechnet und darauf 
e = h (x, y) gesetzt, was: 

J X (z) dz ~ 711 (x, y) 

liefere. Die letzte Gleichung geht solcherweise über in: 

I" X· (fP dx + ?]1"dy) = dh1 (x,y), 
so daß I" X in der Tat ein integrierender Faktor ist. 

Ur i t t e r L ehr satz: "Jeder" integrierende Faktor von (1) ist 
durch I" und h in der Gestalt (5) darstellbar. 

Ist nämlich M (x, y) irgend ein integrierender Faktor der Diffe-
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rentialgleichung (1), so möge die mit M (x, y) multiplizierte linke Seite 
von (1) das totale Differential von Z = H (x, y) sein: 

M.(lPdx + ~p dy) = dZ = dH(x, y). 

Man findet somit: 
dZ dz 

<Pdx+ lJfdy = M = /L' 
so daß für je zw~ einander entsprechende (d. h. den gleichen x, y, dx, 
d y zugehörende) totale Differentiale d Z und d z der Funktionen 
Z = H (x, y) und z = h (x, y) die Beziehung gilt: 

(6) ..••.•.•. dZ = (~)dZ. 
lndert man somit x und y derart, daß z konstant bleibt und also 

d z = 0 ist, so ist auch d Z = 0, und also bleibt auch Z konstant. 
Man berechne nun y aus z = h (x, y) in der Gestalt y = rJ (x, z) 

und trage diesen Ausdruck für y in Zein. Z ist auf diese Weise dar
stellbar in der Gestalt: 

Z = H[x, rJ (x, z)] = F (x, z) 
als Funktion von x und z. 

Da nun diese Funktion F(x,z), falls wir nur x ändern und e 
konstant erhalten, unveränderlioh ist, so is~ sie vdn x unabhängig und 
eine Funktion von z allein, die wir 1/ (z) nennen. 

Aus Z = 1/ (z) und (6) folgt aber: 

dd Z = F' (e), .11l = F' [lt (x, y)]; 
z ft 

ersetzen wir hier die Bezeichnung F' durch -x, so folgt: 

M (x y) = ft (x, y). X [hex, y)], 
und also ist der aufgestellte Lehrsatz bewiesen. 

6. Partielle Differentialgleichung für den integrierenden 
Faktor. 

Naoh 8. 127 ist dafür, daß (IP dx + t)J dy) ein totales Differential 
ist, das Bestehen der folgenden Gleichung charakteristisch: 

o IP (x, y) '0 'IjJ (x, y) 
~ -= 'Ox • 

Damit ft ein integrierender Faktor der Gleiohung (1), 8.171 ist, 
hat man hiernach als hinreichende und notwendige Bedingung zu fordern: 

'0 (IL IP) '0 (p. ~P) 
~=~. 

Durch Weiterentwiokelung dieser Relation entspringt der 

Lehrsatz: Jeder integrierende Faktor p. der Differentialgleichung 
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(1), S.171, befriedigt die .,lineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung": 

(1). . • 1p' 0 II _ ([> 0 II + (0 W _ 0 ([» II = 0 
o x 0 y ox oy , 

und umgekehrt ist jede diese Glcichung befriedigende Funktion !I (x, y) 
ein integrierender Faktor jener Gleichung. 

Gleichung (1) ordnet sich der Gleichung (lIla), S. 163, unter, 
falls man in letzterer z = Zn II setzt. Der S. 166 geführte Existenz
beweis der Lösungen dieser Gleichung (lIla) liefert uns also einen 
neuen Beleg für die Existenz von integrierenden Faktoren. 

Gibt es einen von y unabhängigen Faktor ll, 80 gelten für diesen 
die Gleichungen: 

'Oll_dll 
OX - dx 

und Oll 
GY = 0, 

so daß die Gleichung (1) liefert: 

(2) 
1 d Il 
P. d x 

Da II hier nur von x abhängt, so muß dasselbe von der linken 
und also auch der rechten Seite dieser Gleichung gelten. 

Fällt andererseits in dem ausgerechneten Ausdrucke der rechten 
Seite von (2) die Variable y heraus, so findet man durch Lösung der 
.,gewöhnlichen" Differentialgleichung (2) für !L eine Funktion von x 
allein, die (1) befriedigt und also einen integrierenden Faktor darstellt. 

L ehr s atz: Zeigt sich, daß aus dCIII Quotienten (~~ - 00 ~ : 1p' 

die Variable y herausfällt, so gibt es den nur von x abhängenden inte
grierenden Faktor: 

f
~<I> il'l' 

~-~ d --",-' .,. 
(3). . . . . . . !L = e 

Entsprechendes gilt für den Fall, daß ein nur von y abhängender 
integrierender Faktor existiert. 

7. Lösung der Differentialgleiohung vermöge eines 
integrierenden Faktors. 

Lehrsatz: Liefert die linke Seite einer Differentialgleichung (1), 
S. 171, nach Zusatz eines integrierenden Faktors !L das totale Differential 
(q; dx + 'IjJ dy) der Funktion h (x, y), so ist die allgemeine Integral
gleichung: 

(1). . . . . . . • • . h (x, y) = C. 
Da nämlich die Gleichungen: 
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oh ° x = cp (x, '/I) = p.. fP, 
oh 
0'/1 = t/J(x, '/I) = p.,1p' 

gelten, 80 befriedigt der aus (1) zu berechnende Differentialquotient 

: ~ zufolge der Gleichung: 

d '/I (~ :) cp (x, y) 4'J (x, y) 
dx = - G;) = - t/J (x, y) = - y. (x, 1/) 

die vorgelegte Differentialgleichung. 
Die Berechnung von h (x, '/I) aus cp und t/J leistet man nach (6), 

8.128, vermöge der Formel: 

(2). • . . . h (x, y) = J cp dx + J [t/J - Ooy f cP dX] dy. 

Lehrsatz: Hat die vorgelegte Differentialgleichung (1), S.171, 
nach Zusatz des integrierenden Faktors p. die Gestalt: 

cp (x, y) dx + t/J (x, y) dy = 0 
angenommen, so ist da:; allgemeine lntegral angebbar in der Gestalt: 

(3). . • . . . J cP dx + J [ tjI - Ooy f cP dX] d y = G. 

Beispiel. Für die Differentialgleichung: 

(x2 y + y + 1) d x + (x + x 3) d Y = 0 
ergibt sich: 

oIP oi.P 
~-~ 2x 

'IJf - - 1 + x~' 
so daß hier ein von y unabhängiger integrierender Faktor existiert. 

Für denselben findet man aus Formel (3), S. 174: 

1 
f/, = 1 + x2' 

so daß die mit p. multiplizierte Differentialgleichung: 

(Y + 1 ~ x2) dx + x dy = 0 

lautet. 
Die Gleichung (3) liefert als allgemeines Integral: 

x y + arc tg x = G. 

8. Von den singulären Lösungen der Differentialgleichungen
erster Ordnung. 

Die durch: . 

(1). . . . . . • g (x, y, G) = 0 



176 V, 2. Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Variabelen. 

dargestellte Schar der Integralkurven einer vorgelegten Differential
gleichung erster Ordnung möge eine einhüllende Kurve besitzen. Da 
letztere nach einem Lehrsatze von S. 150 an ihrer einzelnen Stelle die
selbe Tangentenrichtung besitzt, wie die durch diese Stelle hindurch
laufende Kurve der Schar (1), so stellt auch die einhüllende Kurve eine 
Integralkurve der Differentialgleichung dar. 

L ehr s atz: Besitzt die Schar (1) der Integralkurven eine ein
hüllende Kurve, so liefert letztere ein neues Integral der Differential
gleichung, welches nicht zu den aus (1) durch besondere Werfe 0 zu ge
winnenden partikulären Integralen gehört. Dieses neue Integral wird 
als ein "singuläres" Integral oder eine "singuläre" Lösung der Diffe
'f'entialgleichung bezeichnet. 

Nach S. 150 gewinnt man die Gleichung der einhüllenden Kurve 
durch Elimination von 0 aus den heiden Gleichungen: 

og(x,y,O) _ 0 
(2). • • • • 9 (x, y, C) = 0, 0 0 -. 

Diese Elimination wurde daselhat so vollzogen, daß wir die zweite 
Gleichung (2) nach 0 auflösten: 

(3). . . . . . . . . . 0 = h (x, y) 

und diesen Ausdruck von 0 in die erste Gleichung (2) eintrugen: 

(4). • . . . • • • • g [x, y, h (x, y)J = O. 

Man kann auch durch direkte Rechnung zeigen, daß in der durch 
diesen Eliminationsprozeß zu gewinnenden Gleichung (4) eine Integral
gleichung vorliegt. 

Schreiben wir nämlich die Gleichung (4) kurz 9 (x, y, 0) = 0, 
indem wir unter 0 die Funktion h (x, y) verstehen, HO liefert die durch 
(4) gegebene implizite Funktion -y von x: nach der Differentiationaregel 
für zusammengesetzte Funktionen (vgl. 1:5.122 und S.123): 

o g + 0 9 00 
dy 0 x oOoa; 

(5) • • • . • • • d X = - 0 9 + () 9 00 

oy oOoy 
Nun ist für jede Stelle (x, y) der Kurve (4) vermöge des zu

gehörigen Wedes 0 die Gleichung ~ ~ = 0 erfüllt [vgl. zweite Glei

chung (2)]. 
Gleichung (0) reduziert sich somit auf: 
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Dieser Wert d Y genügt aber in der Tat der Differentialgleichung; . da; 

denn er wird gewoimen, wenn man die in (1) bei konstantem 0 dar
gestellte Lösung y der Differentialgleichung nach a; differenziert. 

Beispiel. Die Gleichung: 

(6) ••••.•..• Y = zy' + VI +y'S, 

in welcher y' zur Abkürzung für : ~ steht, erweißt sich nach Fort

schaffung der Quadratwurzel als eine Differentialgleichung erster Ord
nung zweiten Grades. 

Man kann bei diesem Beispiele durch einon nDifferentiationsprozeß" 
zur Kenntnis der Lösungen gelangen, eine Methode, die jedoch nur in 
vereinzelten Fällen zum Ziele führt. 

Differenziert man die Gleichung (6) nach a;, so folgt, sofern wir 
die zweite Ableitung von y nach x abkürzend mit y" bezeichnen: 

.ly" 
y' = y' + a; y" +" , VI + y'2 

Dies Resultat erfordert, daß entweder die erste oder die zweite 
der beiden folgenden Gleichungen besteht: 

(I) y" = 0, (ll) x = - y' • 1'1+ y'2 

Gilt die erste Gleichung, so folgt, daß y' einer Konstante 0 gleich 
sein muß; und man gewinnt aus (6), indem man y' = 0 einträgt, das 
allgemeine Integral: 

(7) ••••••.. y = O~ + 1'1+ 02• 

Gilt Gleichung (II), so setze man de~ in (TI) rechts stehenden 
Ausdruck für z in Gleichung (6) ein und findet: 

1 y- . - VI + y'2 

Quadriert man diese Gleichung und die Gleichung (II) und addiert 
sodann beide, so ergibt sich: 

(8) . • • • • • . . . . . Z2 + y2 = 'I, 

womit das singuläre Integral gewonnen ist. 
Die Gleichung (8) stellt einen Kreis dar, die Gleichung (7) aber 

die Schar der Tangenten desselben. 
Man wird die Gleichung (8) des singulären Integrals aus der Glei

ohung (7) sehr leicht durch den oben (im Anschluß an das unter (2) 
gegebene Gleichungssystem) allgemein entwickelten Eliminationsprozeß 
gewinnen. 

F rio k e, Leitfaden 12 
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9. Von den isogonalen Trajektorien einer Kurvenschar. 

Erklärung: Eine Kurve, welche die J(urven einer gegebenen Schar 
immer unter dem gleichen WinkeZ -6' durchschneidet, heißt eine "gleich
wink7ige" oder ."isogonale Trtljektorie" dieser Schar. Ist insbesondere -6' 
ein rechter WinkeZ, so spricht man von einer "."orthogonalen TmJekforie". 

Fig.64. Die gegebene Schar, welche 
durch 9 (x, y, C) = 0 dargestellt 
sein mag, besitzt stets eine ganze 
Schar isogonaler Trajektorien eines 
gegebenen Winkels -6', die wir etwa 
durch g1 (x .. y, C) = 0 dargestellt 
denken. Offenbar ist das Verhältnis 
beider Scharen ein gegenseitiges. 

Als Beispiel benutze man die 
Schar aller Geraden durch den N ull
punkt der xy-Ebene. Die konzen
trischen Kreise um diesen Punkt 
liefern dann die Schar der ortho
gonalen Trajektorien (vgl. Fig. 64). 

Ist aie Schar 9 (x, y, C) = 0 gegeben, so kann man die Differential
gleichung für die Schar der Trajektorien des Winkels {t in folgender 
Art aufstellen: 

Ein beliebiger Punkt P habe die KoordinateJl x, y. Um die dUl'ch 
ihn hindurchziehende Kurve der gegebenen Schar zu finden, löse man 
9 (x; y, C) = 0 nach C auf, was C = h (x, y) liefere. lndem man 
die Koordinaten von P in "h (x, y) einsetzt, gewinnt man den zu der 
gewünschten Kurve gehörenden Wert des Parameters C. 

a 

Fig.65. Der Richtungswinkel 01 (vgl. 
Fig. 65) der fraglichen Kurve im 
Punkte P ist nach der Differentia
tionsregel unentwickelter Funktionen 
(S. 122) aus: 

{ 
t N __ g~ (x, y, C) 
gw --, , 

(1) gy (x, y, C) 

C = hex, y) 

zu entnehmen. 
Die durch P hindurchziehende Trajektorie des Winkels -6' liefert 

nach Fig. 65 folgenden Differentialquotienten bzw. folgende Richtung: 

dy _ t 01 - t (-6'+01) _ tg-6'+tgOl . 
d X - 9 1 - 9 - 1 - tg -6' tg 01 

Setzt man für tg 01 den in (1) berechneten Ausdruck und erinnert 
sich," daß in die Ableitungen g~ und g~ nachträglich C = h (x, y) ein
zutragen ist, so ergibt sich der 
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Lehrsatz: Die Differentialgleichung der zur Schar g(aJ,y, 0) = 0 
gehlJrendert isogonalen Trajektorien des Winkels -D' entspringt durch Eli
mination von 0 aus .q (x, '11, 0) = 0 und: 

(2) • • ~ (g~ sin -D' + g~ cos -D') + (g~ cos -D' - g~ sin -D') = O. 

Speziell fur die orthogonalen Trajektorien lautet die Gleichung (2): 

(3) . . • • dd Y g~ __ g~ = o. Fig.66. 
x ' 

Beispiel. Durch y2 - Cx = 0 ist die 
Schar aller Parabeln dargestellt, welche den 
Nullpunkt zum Scheitelpunkte und die x-Achse 
zur Achse haben. 

Die Differentialgleichung der ortho
gonalen Trajektorien ergibt sich durch Eli
mination von C aus: 

dy 
o dx + 2 Y = 0 und y2 - Ox = 0 

und hat somit ,die Gestalt: 

2 x dx + y dy = O. 
Durch Integration findet man als Gleichung der Schar der Tr.a-

jektorien: 

Hierdurch ist eine Schar von Ellipsen dargestellt, welche den Null
punkt zum Mittelpunkte und eine auf der y-Achse gelegene große Achse 
haben. In Fig. (j6 sind diese Verhältnisse zur Darstellung gebracht. 

Drittes Kapitel. 

Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung 
mit zwei Variabelen. 

1. Lösung der Differentialgleichungen 'II(n) = G (x). 

Wie oben bezeichnen wir auch weiterhin die Differentialquotienten 
von '11 vielfach kurz durch y', y", y(S) , y(4) , ... 

Eine Differentialgleichung höherer Ordnung ist im allgemeinen 
nicht durch Quadraturen lösbar; doch gelingt dies in mehreren speziellen 
Fällen. 

Ein erstes hierher gehöriges Beispiel liefert die Differentialgleichung 
nte• Ordnung: 

(1) . • • . • • • • . • 
alty 
dxn = G(x), 

unter G (x) eine Funktion von x allein verstanden. 

12* 
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Die linke Seite von (1) ist die erste Ableitung von y(n-l), so daß 
man aus (1) folgert: 

dy(n-l) = G(x) dx. 

Durch Integration ergibt sich hieraus: 

dn-ly f y( .. -l) = -- = G(x)dx+ C 
dxn - l 1> 

wo Cl eine erste willkürlich zu wählende Konstante ist. Hier liegt eine 
Differentialgleichung (n - l)ter Ordnung vor, deren rechte Seite wieder 
eine Funktion von X allein ist. 

Durch wiederholte Anwendung des gleichen VerfahrenS" gewinnt 
man den 

L ehr 8 atz: Das "allgemeine" Integral der Differentialgleichu?lg 
(1) ist: 

f(n) xn-l x .. - 2 

(2) y = G(x) dx" + 01 (n -1)1 + O2 (n-2)! + ... + On-IX + On, 

WO im ersten Gliede rechter Band n Male hintereinander integriert ist, 
2tnd wo die n Konstanten 01' ... , On willkürlich wählbar sind. 

2. Lösung der Differentialgleichungen F (y', y") = O. 

Es sollen zweitens die Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 

(1) • . . . . . . . . . F (y', y") = 0 

betrachtet werden, in denen nur die zweite und erste Ableitung der 
abhängigen Variabelen y, aber weder diese selbst noch X auftritt. 

Man löse die Gleichung (1) nach '11" auf: 

'11" = 11 ('11') 

und substituiere y' = e, wodurch man erhält: 

de de 
dx = G(e), dx = G(e)' 

Die Integration liefert: 

(2) . . • • . . . • . X + 01 = f:~), 
eine Gleichung, deren Auflösung nach e ergeben mag: 

(3) . . . • • . . • . e = H(x, 01)' 

Setzt man jetzt für e wieder ~:' 110 folgt: 

dy = H(x, 01) dx, 
80 daß eine erneute Integration die gesuchte Funktion: 

(4) • • • • • •• y = f H(x, 0l)dx+ Cl! 

liefert. 
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Lehrsatz: Eine Differentialgleichung eweiter Ordnung, in welcher 
lt und '11 selber nicht vorkommen, ist durch ewet QuadraturenliJsbar, 
wobei sich·im "allgemeinen" Integral (4) ewei willkürliche Konstanten Cl 
und C. einfinden. 

Beispiel. Um nach der angegebenen Methode die Differential
gleichung 

(5) ••••••• :~- ~:ll + (:!YJ = 0 

zu lösen, setze man :~ -r e und gewinnt: 

de - = e(l +- Z2) oder 
dx 

woraU8 durch Integration folgt: 

Zn e - ln. V 1 +- Z2 = X + Cl oder 

Zur Abkürzung schreibe man weiter: 

u = e'" + 0" so daß du = u dx 

wird, während 8ich z in u wie folgt darstellt: 

u e- . - Yl-u2 

Setzt man jetzt für e wieder :~ ein, so ergibt sich: 

u dlt du 
dy = 1~ und also dy = 1~' 

yl-u2 yl-u2 

Die zweite Integration liefert y + Oi = are sin u, ein Ergebnis, 
welches durch Wiedereinführung von lt und einfache Umgestaltung als 
allgemeine Integralgleichung liefert: 

(6) • • • • • . . lt + Cl = ln sin Cy + C2) • 

. 3. Lösung der Differentialgleichungen lJ'(yCn-l), yCn» = O. 

Die in Nr. 2 behandelte Gleichung kann als Spezialfall der fol
genden allgemeineren Differentialgleichung aufgefaßt werden: 

(1) ••.•••••. F(y(n-ll, y(n» = 0, 

in welcher außer der nten und (n _l)ten Ableitung von y keine weitere 
Ableitung und auch lt und y selbst nicht vorkommen. 

Um das Integral der GleichUIig (1) zu gewinnen, löse inan dieselbe· 
zunächst nach y(n) auf: 

dny 
(2) •.•.••... dxn - G (dn - 1y) 

dxn - 1 
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und führe y(n -1) als neue Variabele z ein, womit die Gleichung (2) die 
Gestalt annimmt: 

dz 
(3) . . . • • • dx = G (z) oder 

dz 
dx = --. 

G(z) 
Die Integration liefert: 

(4) ......... x+C1 = f:~), 
eine Gleichung, die man nach Ausrechnung des rechts stehenden Inte
grals auf die Form bringen wolle: 

(5) . . . . . . . . . . z = H(x, Cl)' 

(6) 

Durch Wiedereinführung von y(tI-l) statt zentspringt: 
dn-ly 

......... -- = Hfx Cl) 
dxn - l ~" 

womit wir auf eine Differentialgleichung der in Nr. 1; S. 179 u. f., be
handelten Art geführt sind. 

Lehrsatz: Eine Differentialgleichung ntor Ordnung, in welcher 
einzig y(n) und y(tI-1) auftreten, läßt sich durch Ausfiihrung einer Qua
dratur auf eine Differentialgleichung (n - 1yer Ordnung des S. 179 ff. 
behandelten Typus zurückführen. Letztere Differentialgleichung wird 
unmittelbar durch (n -1) weitere Quadraturen gelöst. Insgesamt stellen 
sich n willkürliche Konstanten ein. 

4. Lösung der Differentialgleichungen F (y, y") = O. 

Als weiteres Beispiel einer durch Quadraturen lösbaren Differential
gleichung betrachten wir: 

(1) . • • . . • . . . . F(y, y") = 0, 

wo neben der zweiten Ableitung der abhängigen Variabelen y nur 
noch diese selbst auftritt. 

Durch Auflösung nach y" setze man Gleichung (1) in die Gestalt: 

d2 y 
(2) . • • . . • . . . . dx2 = G (y). 

(3) 

Durch Multiplikation mit 'Z d Y folgt weiter: 

dy d~y 
...... . 2dx·dx2·dx=2G(y)dy. 

Zur Umformung der linken Seite benutze man: 

d (y'2) = 2 y' dy' = 2 y'. y" dx, 

oder ausführlich geschrieben: 

dy d2 y = 2-·-·dx 
dx dx2 ' 
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womit sich unsere Differentialgleichung in die neue Gestalt transformiert: 

(4) d[(~;YJ = 2 G(y)dy. 

Gleichung (4) gestattet unmittelbar die Integration und liefert: 

(:~y = 2 J G (y) dy + ClI dx = V2/ G (;)YdY + Cl 

Durch Integration der letzten Gleichung gewinnt man die Lösung 
der vorgelegten Differentialgleichung. 

Lehrsatz: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung (2), in 
welcher x und y' nicht vorkommen, läßt sich durch zwei Quadraturen 
auflösen und liefert als allgemeine Integralgleichung: 

(5) x - r dy + C . . . . .. - J Y2 f G (y) dy + Cl 2' 

Beispiel. Zur Lösung der Differentialgleichung: 

d2 y 
i"X2 = p2 y 

multipliziere man, wie oben, mit 2 dy und findet: 

2 d y . d2 Y . d x = d [(d Y)2J = /12. 2 Y d!J. 
dx dx2 dx r 

Durch Integration folgt: 

(~~r = f'~ (!JI + Cl)' 

dy 
p dx = Y , 

y2 + Cl 
so daß die zweite Integration auf die Gleichung führt: 

f' x = Zn (y + Y y2 + Cl) + C2. 
Um das allgemeine Integral y explizit zu berechnen, entnehmen 

wir aus der letzten Gleichung durch leichte Zwischenrechnung: 

y + Vy2 + Cl = (')ux-o., 

-y + Vy2 + 01 = Cl e-IlX+ 00. 

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten folgt: 
2 y = e-o •. cu'" - Cl eo. . e-Ilx• 

Setzt man hier zur Abkürzung: 

e-c, = 2 A, - Cl eq• = 2 B, 

so entspringt als einfachste Gestalt des gesuchten Integrals: 

Y = A(')ux + B e-i'x, 

wo A und B willkürliche Konstante sind 
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Auch in den hyperbolischen Funktwnen (vgl. S. 28) drückt sich 
!I einfach aus. Da nämlich: 

ei.ure = ~{lf fL X ± 6in fL X 

ist, 80 folgt, wenn man A + B = a, A - B = b setzt: 

y = a ~{lf fLx + b 6in fLX. 

5. Lösung der Differentialgleichungen F(y(n-2), yen») = O. 

Die in Nr. 4 entwickelte Methode überträgt sich unmittelbar auf 
die Differentialgleichungen nter Ordnung: 

(1) • • • . • . • • .F(y(n-2), y(n» = 0, 

in denen neben der nten Ableitung der abhängigen Variabelen y nur 
noch die (n - 2)te vorkommt. 

Eine vorgelegte Gleichung (1) IÖRe man nach y(tI) auf: 

(2) • • . . • . . • • y(n) = G (y(n - 2» 

und substituiere demnächst für y(n - 2) die neue Variabele z: 

d2 z 
y(n-2) = C, dx2 = G (z). 

Die damit erhaltene Differentialgleichung zweiter Ordnung für z 
liefert nach Nr. 4 als allgemeine Integralgleichung: 

x=f d-z + C2• 
V2 fG(z)dz + Cl 

Nach Berechnung des Integrales rechter Hand denke man die 
zwischen X und z erhaltene Gleichung nach z aufgelöst: 

z = H (x, Cl! C~) 
und führe hier wieder y ein. 

Lehrsatz: Die Differentialgleichung (1),. in welcher neben yen) 
nur y(n-2) auftritt, kann in der b~zeichneten Weise durch Ausführung 
zweier Quadraturen auf die Differentialgleichung (n - :2yer Ordnung: 

(3) . 

reduziert werden, welche letztere nach Nr. 1 durch weitere (n - :2) 
Quadraturen lösbar ist. 

6. Auf die erste Ordnung reduzierbare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Lehrsatz: Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in welcher 
entweder y oder X nicht auftritt, kann auf eine Differentialgleichung 
erster Ordnung reduziert werden. 
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Im ersteren Falle hat die Differentialgleichung die Gestalt: 

(I) • • • . • • • • . F (x, y', y") = O. 

Setzen wir hier y' = 1$, so ist 1$ in der Tat durch Lösung der 
Differentialgleichung erst.er Ordnung: 

(1) ... . . . . . . • F (x, 1$, 1$') = 0 

zu gewinnen. Man erhalte 1$ = f (x, Ci); dann gilt: 

(2) ..•• :! = fex, C), y = f fex, Cl)dx + C2• 

Beispiel Es sollen die Kurven gefunden werden, bei denen der 
Kriimmungsradius fJ eine gegebene Funktion. G (x) der Abszisse X ist. 

Nach (2), S. 48, handelt es sich um die Integralkurven der Diffe
rentialgleichung: 

(3) . . . • . . 

8 

(1 + y'2? = G (x). 
y" 

Diese Gleichung hat die Gestalt der Differentialgleichung (I). Nach 
Einführung von 1$ = y' nimmt sie die Gestalt an: 

ds dx 
(1 + 1$2)31• = G (x)' 

woraus man durch Integration gewinnt: 

1$ _ J dx + C VI +1$2 - G(x) l' 

Zur Abkürzung schreibe man H (x) für f :(:); Dann liefert die 

Auflösung der letzten Gleichung nacp. 1$: 

dy H(x) + Cl 
1$ = dx = )171=""[ H~(x~)=+~C=I==]2 

Die gesuchten Kurven sind also dargestellt durch~ 

-J H(x) + 01 d +0 
y - Vl-[H(x) + C1]2 x i' 

Der zweite im obigen Lehrsatz gemeinte Fall betrifft die Diffe
rentialgleichungen der Gestalt: 

(I1) • • • • • . • • • F (g, y', y") = 0, 

in denen x nicht auftritt. 
Man löse dieselbe nach y" auf: 

(4) . . . . . . . • . • y" = G (y, y') 

und entwickele die linke Seite so: 

" dg' d y' dy , dy' 
Y = dx = dy • dx = Y . dy • 
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Gleichung (4) liefert auf diese Weise die Differentialgleichung 
erster Ordnung für y und y': 

(5) , dy' G ( ') . . . . . . .. y. d- = Y, Y . 
Y 

Haben wir als Lösung derselben '11' = (y, 01) gewonnen, so folgt 
weiter: 

dy f dy 
(6) • • • • (y, 01) = dx und x = ny, 01) + 02' 

Beispiel. Es sollen die Kurven gefunden werden, bei denen der 
Krümmungsradius €! eine gegebene Funktion GI (y) der Ordinate y ist. 

Jetzt handelt es sich nach (2), S. 48, um die Integralkurven der 
Differentialgleichung: 

(7) . . • . • . • • 

welche die Gesta.lt (U) besitzt. 
Als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y und y' erhält 

man hier: 
'11' du' dy 

(1 + '11'2)"11 = G1 ('11)' 

deren Integration auf: 

- 1 -f..!:.JL- ° VI + '11'2 - GI ('11) l- 1 

führt. 
Liefert die Berechnung des rechts stehenden Integrals die Funk

tion H ('11), so ergibt die Auflösung der letzten Gleichung nach y': 

, dy Vl- [B(y) + 01]2 
'11 = dx =. H(y) + 01 .• 

Die gesuchten Kurven sind also dargestellt durch: 

(8) f H(y)+Ol 
• • • • • X = 1/ d Y + 02' 

f 1- [H(y) + 01]2 

'1. Lineare homogene Differentialgleichungen nter Ordnung. 

Eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung zwischen einer 
unabhängigen Variabelen X und einer abhängigen y hat die geordnete 
Gestalt (5), S. 160. Soll die Gleichung überdies homogen sein, so muß 
die rechts stehende Funktion Fn + 1 (a;) konstant gleich 0 sein. Schreiben 
wir wieder y(k) für den kten Differentialquotienten von '11 nach x, 
so haben wir es also mit einer Ditlerentialgleichung folgender Gestalt 
zu tun: 

(1) F o (x).y<n) + F 1 (x). y(n-l) + ... + F n - 1 (x)· '11' + F" (x). '11 = O. 
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Die Fo(x), •..• F,,(x) sind irgend welche Funktionen von Xi doch 
wird vorausgesetzt, daß die erste, Fo (x), nicht konstant gleich 0 ist 
weil Bonst die Ordnung der Differentialgleichung< n wäre. 

Der in (1) links stehende Ausdruck soll zur Abkürzung weiter 
folgender Formeln symbolisch durch D (y) bezeichnet werden: 

D (y) = Fo (x) y(n) + F 1 (x) y(n-l) + .. , + Fn (x) y. 

Erster Hilfssatz: Ist y ein Integral der Diffet'entialgleichung (1), 
so genügt derselben auch die Funktion 0 Y, unter dem :l!'aktor 0 eine 
beliebige Konstante verstanden. 

Da nämlich: 

dk(Oy) dky 
dT = O· dxk oder (Oy)O<) O. y(k) 

ist, so folgt bei der Bauart von D (y): . 

D(Oy) = O·D(g). 
Ist also D (y) = 0, d. h. ist Y ein Integr~l von (1), so folgt auch 

D (C y) = 0, so daß C Y in der Tat auch ein Integral ist. 

Zweiter Hilfssatz: Sind Yl' Y2, ..• , y. Integrale der Differential
gleichung (1), so ist auch: 

(2) . . . . . . . . Y = Yl + Y2 + ... + y. 
ein solches. 

Da nämlich: 

01 + Y2 + ... + y.)<k) = yCj') + y~) + ... + y?) 
ist, so folgt wieder aus der Bauart von D (y): 

D (Yl + Y2 + ... + y.) = D (Y1) + D (2) + ... + D (g,). 
Hier sind aber sämtliche Glieder der rechten Seite gleich 0; es ist 

also auch D(y) = D(Yl + Y2 + ... + Y.) = 0, d. h. die Funktion (2) 
befriedigt unsere Differentialgleichung D (y) = O. 

Durch Zusammenfassung der beiden aufgestellten Sätze ergibt 
sich als 

Dritter Hilfssatz: Sind Yl, Y2"'" Y. irgend welche v partikuläre 
Integrale· der Differentialgleichung (1), so genügt derselben auch die 
Funktion: 

(3) . • • • . • y = 01 Y1 + O2 Y2 + ... + C.y., 
wo Vh .. " O. irgend v Konstante bedeuten. 

Hieran schließt sich der folgende für die Theorie der linearen 
homogenen Differentialgleichungen fundamentale 

Lehrsatz: Es lassen sich (und zwar auf unendlich viele Weisen) 
n parti10uläre Integrale Yh Y2' ••• , Yn der Differentialgleichung ntsr Ord
nung (1) auswählen, so daß nicht nur jede mit irgend welchen n Kon
stanten 0 gebildete ]'unktion: 

(4) ...••. y=01'Yl+ 02Y2+··.+ 0nYn 
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eine LOsung von (1) darstellt, sondern daß umgekehrt "jedes" Integral Y 
der Differentialgleichung (1) durch Yl' ... , 'Yn in der Gestalt (4) dar
stellbar ist. Die in (4) dargestellte Funktion heißt demnach bei willkür
lich gedachten ° das "allgemeine" Integral der Differentialgleichung 
D(y) = O. 

Der Nachweis dieses Satzes, welcher weitgehende funktionen
theoretische Vorbereitungen erfordern würde, Boll hier nicht gegeben 
werden. 

8. Lineare homogene Differentialgleiohungen mit konstanten 
Koefiizien ten. 

Als Beispiel zu den allgemeinen Angaben von Nr .. 7 betrachten wir 
die lineare homogene Differentialgleichung: 

(1) .•• aot/")+al y("-I)+ ... +.a"_ly'+a"y = 0 

mit konstanten Koeffizienten ao, ax, ... , a,,-l. an. deren erster nicht 
verschwinden soll. Abgekürzt schreiben wir (1) wieder D (11) = O. 

Differentialgleichungen D (y) = 0 dieser Gestalt kann man durch 
elementare Funktionen lösen. 

Zu diesem Zwecke stelle man mit den in (1) auftretenden Koeffi
zienten ao, all"" a" die algebraische Gleichung nte" Grades: 
(2) ..•• aol-'''+a1 I-'n-l+'''+ an _ 1 1-'+a" = 0 
mit der Unbekannten I-' auf und bezeichne die in (2) links stehende 
ganze Funktion G (Il,) von I-' als die zum Differentialausdruck D (y) . 
nter Ordnung gehörende ganze Funktion nte" Grades. 

Lehrsatz: Ist I-' eine reelle WurzeZ der durch Nullsetzen der ganzen 
Funktion G (1-') entspringenden Gleichungnte" Grades (2), so ist: 
(3) •..•....••• y = fiJ.a; 

ein Integral der in (1) vorgelegten Differentialgleichung D (u) = 0 VOll 

der nte" Ordnung. 
Aus (3) folgt nämlich: 

'!lek) = I-'k e>'J.:lJ , 

woraus sich ergibt: 

Ist somit G (I-') = 0, so befriedigt y = eP'" in der Tat die Gleicbung (1). 
Hat die Gleichung G (I-') = 0 n reelle und durchgehends ver

schiedene Wurzeln 1-'1' 1-'2 •.•• , 1-'", so finden wir n verschiedene Integrale 
von (1): 

., - eu,a; ., - eu,a; ., - -",,'" 
",1 - . , ",2 - , ..... , "''' - c . 

Es läßt sich zeigen, daß man mittels dieser n partikulären Integrale 
im Sinne des letzten Lehrsatzes von Nr. 7 das allgemeine Integral 11 
von (1) inder Gestalt aufbauen kann: 

(4) . . • . . y = 01 ßu,a; + 02eP.a; + ... + C"t!'n"', 
wo Ou 02' ... , 0" willkürliche Konstante sind. 
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Sind die Lösungen der Gleichung G (IL) = 0 zwar alle reell, aber 
nicht mehr durchgehends voneinander verschieden, so liefert der eben 
entwiokelte Ansatz nicht mehr tI verschiedene Integrale; dieselben sind 
dann nach dem letzten Lehrsatze in Nr. 7 auch noch nicht ausreichend 
zur Darstellung des allgemeinen Integrals, 

Um in diesem Falle weitere Integrale zu finden, verfahren wir so: 
Ist IL eine mindestens zweifache Ww'zel von G(IL) = 0, so be

friedigt (vgl. S. 100) IL auch die Gleichung (n _1)len Grad~s G' (11) = 0, 
deren linke Seite G' (IL) dUrch Differentiation von G (IL) nach IL entsteht. 

Diese Funktion G' (11) gehört der Differentialgleichung (n _l)lor 
Ordnung: 

naot/(II-I) + (n -1)aI y(n-2) + ... + an-IY = 0 

zu, deren linke Seite wir durch D' (y) bezeichnen wollen. Die Gleichung 
D' (y) = 0 wird also nach dem letzten Lehrsatze im vorliegenden Falle 
gleichfalls die Lösung: 
(5) . . • • . . • • • • • y = eU/IIJ 

besitzen. 
Ist nun zunächst y eine beliebige Funktion von x, und setzt man 

YI = xy, so folgt aus der Leibnizschen Regel (1), S.31: 

yCf) = fty(k) + ky(k-I). 

Hieraus ergibt sich für den in (1) vorliegenden Ausdruck D(y): 

(6) • • • . . • • D (YI) = ft D (y) + D' (y). 
Versteht man jetzt wieder unter y die Funktion CU 11:, so gilt D(y) = 0 

und D'(y) = 0, so daß aus (6) sofort D(YI) = D(xy) = 0 folgt. 

Lehrsatz: 1st IL eine mindestens zweifache Wurzel der zu D(y) = 0 
gehiJrenden Gleichung G(IL) = 0, 80 hat die Differentialgleichung die 
beiden Lösungen: 
(7) . • . . • • • • • eU/IIJ und fte,U"'. 

Diese Überlegung ist leicht zu verallgemeinern: Ist IL eine min
destens dreüache Wurzel von G (IL) = 0, so haben wir erstlich die 
beiden Integrale (7) für D (y) = O. Da aber jetzt IL' eine mindestens 
zweifache Wurzel von G' (IL) = 0 ist, so hat nach dem eben auf
gestellten Lehrsatze auch D' (y) = 0 das Integral x eU 11:. Setzt man 
sonach diEjse Funktion für y in (6) ein, so folgt D (x 2 eU 11:) = O. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens entspringt der 

Lehrsatz: Eine a-fache Wurzel IL der Gleichung G(IL) = 0 liefert 
für die Differentialgleichung D(y) = 0 die tJI: Integrale: 

(S) •••.•• el'l1:, xe,u", a:;2 eu l1:, .. " X U - 1 eU I1:. 

Auf Grund dies_es Lehrsatzes gewinnen wir, falls die Wurzeln von 
G (IL) = 0 alle reell sind, stets n verschiedene Integrale der Differential
gleichung (1), welche, wie hier nicht weiter gezeigt werden soll, zttr Dar
stellung des allgemeinen Integrals in der Gestalt (4), 8.187, ausreichen. 
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Auf den Fall, daß die Gleichung G (I-') = 0 komplexe Lösungen 
hat, kommen wir im Anhange zurück. 

(1) 

D. Lineare niohthomogene Differentialgleiohungen 
nter Ordnung. 

Es sei jetzt eine lineare nichthomog~me Gleichung: 

{ 
Fo (x) yen) + F1 (x)y(n-1) + ... + Fn - I (x)y' + Fn (x)y 

= Fn +1 (x), 

oder abgekürzt geschrieben: 
D (y) = Pn + 1 (x) 

vorgelegt, wobei natürlich wieder Fo (x) als nicht mit ° identisch an
genommen wird. 

Zur Erleichterung der folgenden Überlegung setzen wir n = 4; 
doch ist diese Überlegung auf beliebige Ordnungen n übertragbar. 

Die Gleichung D (y) = 0 bezeichnen wir als die zur vorgelegten 
Gleichung (1) gehörige homogene Differentialgleichung. Wir nehmen 
an, daß vier partikuläre Integrale dieser homogenen Gleichung in YlI 
Y2' !Ja, y, bekannt gegeben seien, aus denen sich das allgemeine Integral 
in der Gestalt: 

(2) ••...•• 01 YI + 02Y2 + GaYs + O,y, 
berechnet. Für die vier Funktionen YI' Y2' Ys, y, gelten hiernach die 
Gleichungen: 

(3) • . D (Yl) = 0, D (Y2) = 0, D (!Ja) = 0, D (y,) = 0. 
Man setze nun in (2) an Stelle der ° vier zunächst noch nicht 

näher bestimmte Funktionen !PI (x) ... ... , !p, (x) ein und versuche mit 
dem so entspringenden Ausdruck: 

(4) •. Y = !PI (X)'Yl + !P2(X)'Y2 + !Ps (x)'Ys + !P4(X)'Y' 
der Gleichung (1) zu genügen. 

Hierbei bemerke man, daß man über die drei Funktionen !PI, !Ps' !Ps 
willkürlich verfügen darf, dann aber immer noch !p, so bestimmen 
kann, daß Y eine gewünschte Funktion, hier ein Integral von (1) wird. 
Man kann die Sachlage auch dahin aussprechen, daß man für die vier 
Funktionen !P -von vornherein drei Bedingungen willkürlich vorschreiben 
darf, dann aber immer noch mit dem in (4) angesetzten y der Differential
gleichung (1) zu genügen vermag. 

Als die drei vorzuschreibenden Bedingungen wählen wu': 

{ 
YI !P~ + Y2 !P; + Ya !P; + Y, !P~ = 0, 

(5) • • . • . . y~!P~ + Y2 !P2 + Ya !P; + y~ !P4 = 0, 

y~ !p~ + Y2 !P2 + y~ !P; + y~!P~ = 0. 

Es sind somit für die Ableitungen !p~, ... , !P4 drei lineare Gleichungen 
vorgeschrieben, deren Koeffizienten die als bekannt geltenden YI' ... , y, 
und deren Ableitungen sind., 
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Um nun die in (4) angesetzte Funktion '!J in' (1) einzutragen, 
berechne man vorab erst noch die Ableitungen '11', , •• , y(4) derselben. 
Unter Rücksicht auf (5) findet sich; 

'11 = !PI '111 +!P2 '112 + !Ps ys +!p, '11M 
'11' = !Pl y~ + !P2 y; + !ps y~ + !p, y~, 
'11" = !Pl y~ + !P2 '112 + !ps y~ + !P' y~, 
ylll = !PI yt + !p2 y~' + !ps yä' + !p, yt, 

während man für '11(') den achtgliedrigen Ausdruck gewinnt: 

y(4) = !Plyt) + !P2y~'l + !Ps '11 t l + !p, y~'l + !Plyt + ... + !p~y~', 
Multipliziert man diese fünf Gleichungen der Reihe nach mit 

F, (x), , .. , F u (x) und addiert dieselben so dann, so folgt: 

D(y) = !PI]) (Yl) + !P2 D (Y2) + !PsD(ys) + !p,D(y.) 
+ Fo (x) (!pi yt + !P; '112' + !p~ yä' + !P~ y~'). 

Infolge von (3) verschwinden hier die vier ersten Glieder rechter 
Hand, und es wird demnach '11 in der Tat eine Lösung der Gleichung 
D (y) = F6 (x) darstellen, wenn die Gleichung gilt: 

1/' m' + ./" m' + '" m' + '" ro' _ pr, (x) '!Jl '1'1 ,,2 '1'2 Ya '1'S '11' '1'4 - F o (x) • 

Diese Gleichung reihen wir als vierte den drei Gleichungen (5) an 
und besitzen damit ein System von vier Gleichungen mit den vier linear 
vorkommenden Unbekannten !p~, !P;, !Ps, !P~, wobei die Koeffieienten dieser 
Gleichungen bekannte Funktioneli '1111 • ", y~', Fo (x), F 5 (x) von x sind. 

Wie eingehendere Untersuchungen zeigen, hat die Auflösung dieses 
GleichungsBystems nach !pi, .. " !P~ keine S~hwierigkeiten, :Man lernt 
so die !pi. "" !p4, als Funktionen von. x kennen: 

d~ d~ d~ d~ 
dx ='l/Jl(X), dx ='l/J2(X), a;='l/Js(x), dx ='I/J.(x). 

Die Integration dieser vier Gleichungen führt zur Kenntnis der 
!PI, ... , !p, selbst: 

!PI (x) = J 'l/J1 (x) dx + 01, .", !p, (x) = J 'I/J, (x) dx + 0" 

wel-che wir jetzt endlich in den Ansatz (4) eintragen. 

Lehrsatz: Ist das allgemeine Integral (2) der homogenen Gleichung 
D(y) = 0 vierter Ordnung bereits bekannt, so kann man das allgemeine 
Integral der vorgelegten Differentialgleichung D(y) = Fa (x) vierter Ord
nung durch Ausführung von vier Quadraturen in der Gestalt berechnen: 

(6) y = '111 J 'l/Jl(x)dx+ ,., +'11, J 'I/J,(x)dx + 01 '111 + , .. + 0,'11,' 

Die Funktionen 'l/Jl, ... , 'I/J, sind aus den '111' "., '11" ihren Ab7eitungen 
und den Funktionen Fo (x), F 6 (x) durch Auflösung von vier linearen 
Gleichungen· in bezeichneter Art zu berechnen, 
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Die hier entwickelte Lösung der linearen nichthomogenen Diffe
rentialgleichung (1) wird als die "Methode df'/1' Variation der Konstanten" 
bezeichnet, insofern an Stelle der Konstanten 0 in (2) variabele Größen 
cp(x) in (4) treten. Diese Methode ist von Lagrange aufgestellt. 

10. Lösung der Differentialgleichungen durch unendliohe 
Reihen. 

Gelingt es uns nicht, eine vorgelegte Differentialgleichung: 

(1) •.••••• F(X,!/, :~, :~, .. ) = 0 

durch eine der bisher entwickelten Methoden zu lösen, so ist der Ver
such angezeigt, eine der Differentialgleichung genügende Funktion y in 
Gestalt einer nach Potenzen von x fortschreitenden unendlichen Reihe 
anzugeben oder, wie man sagt, "die Difff'/1'entialgleichung vf'/1'möge einer 
unendlichen Reihe zu integrieren". 

Man setzt hierbei zunächst die Reihe für y mit unbestimmten 
Koeffizienten an: 

(2) • . . • . . • y = ao + al X + a2 x2 + .. " 
. dy d2 y 

berechnet hIeraus dx' dxt' ... und trägt diese Ausdrücke 10 die ge-

gebene Differentialgleichung ein. 
Die so entspringende Gleichung enthält nur noch X und muß 

identisch gelten, d. h. für jeden Wert von x richtig sein. 
Läßt sich demnach die linke Seite der fraglichen Gleichung selbst 

wieder nach Potenzen von x anordnen, so muß jeder einzelne Koeffi
zient dieser Reihe, wie man leicht zeigen kann 1), verschwinden. 

Man gewinnt so unendlich viele Gleichungen zur Bestimmung der 
Koeffizienten ao, ~, a2, ••• im Ansatze (2). 

Die entspringende Reihe (2) wird innerhalb ihres Konvergenzbezirkes 
eine der Differentialgleichung genügende Funktion darstellen und ebends. 
die Funktionswerte näherungsweise zu berechnen gestatten. 

11. Die hypergeometrische Reihe. 

Der vorstehende Ansatz soll auf die homogene lineare Differential
gleichung zweiter Ordnung: 

d2 y d 
(1) .. x(x-1) dx2 + [(1 + u + P)x-r] d! + rx.ßy = 0 

angewandt werden, wobei rx., p, r irgend welche reelle Konstante sind, 
von denen jedoch die dritte r ~eder gleich 0 noch gleich einer nega
tiven ganzen Zahl sein soll. 

1) Die Reihe ist nämlich (vgl. 8.70) die MacLaurinsche Entwicke
lung einer Funktion, welche konstant gleich 0 ist. 
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In (1) haben wir einzutragen: 

dy 
da; -

wodurch wir erhalten: 

~(a;-1):2 (k+2)(k+l)ak+2a:"+[(1+CI:+ß)x-y]::8 (k+l) Uk+1 Xll 
k=O k=O 

+ cx.ß ::2 akxk = O. 
k=O 

Bei der Anordnung nach ansteigenden Potenzen von x setze man: 

x 2 ::8 (k + 2) (Tc + 1) a"+2Xk = :g Tc' (Tc' - 1) ak'x'" 
k=O k'= ~ 

= ~'Tcl (11/ - 1) ak' xk' 
k'=O 

und darf demnächst den Index am Summations buchstaben k' wieder 
unterdrücken. 

Indem man mit den übrigen Gliedern der vorletzten Gleichung 
ähnlich verfährt, läßt sich dieselbe in folgende Gestalt überführen: 

(2) . .:2 [(Tc + CI:) (k + ß) ak - (k + 1) (k + y) ak+ 1J a:" = O. 
k=O 

I{ier muß der Koeffizient jeder einzelnen Potenz xk verschwinden, 
BO daß wir mit Rücksicht auf die über y gemachte Voraussetzung für 
die Berechnung der ak folgende Rekursionsformel gewinnen: 

(CI: + k) (ß + k) 
(3) . • . . • • • ak+l = ak' (1 + k) (I' + Tc) • 

Setzt man noch, was uns frei steht, ao = 1, so sind alle weiteren 
(Jk auf Grund von (3) eindeutig bestimmt. 

Für den Quotienten zweier aufeinander folgender Glieder Uk + 1 

und Uk unserer Reihe finden wir auf Grund von (3): 

woraus wir weiter schließen: 

(4) . . . . . . 

Fricke, Leitfaden. 

limo Uk+l _ X. 
k='" Uk 

13 
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Nach den Entwickelungen von S.56 (siehe auch S. 66, unten) kon
vergiert die Reihe also für I x I < 1, während sie für I x I > 1 divergiert. 

L ehr s atz: Die homogene lineare Differentialgleichung (1) läßt 
sich vermöge der unendlichen Reihe: 

{

'11 = 1 + IX, ß x + IX (IX + 1). ß (ß + 1) x 2 

1 . r 1 ·2 . r (r + 1) 

(5) ••• +1X(1X+1)(1X+2)'ß(ß+1)(ß+2)xs+ ... 
1 ·2 ·3 . r (r + 1) (r + 2) 

auflösen, d. h. die durch diese Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenz
intervalls - 1 < x < + 1 definierte Funktion stellt ein partikuläres 
Integral der Differentialgleichung (1) dar. 

Die Reihe (5) nennt man nhypergeometrische Reihe" und bezeichnet 
die durch diese Reihe dargestellte Funktion abgekürzt durch das Symbol 
F(IX, ß, r; x). 

Durch geeignete spezielle Auswahlen der IX, ß, 'Y kann man in 
F (IX, ß, r; x) zahlreiche spezielle Funktionen, insbesondere auch 
elementare wiedergewinnen. 

So liefert z. B. F (1, 1, 2; x) mit dem Faktor x versehen die 
Logarithmusreihe (vgl. S. 66): 

Zn (1 + x) = x·F(I, 1, 2; -x). 

Für IX = - m, ß = r = 1 gelangen wir nach Zeichenwechsel 
von X zur Binomialreihe (vgl. S.69): 

(1 +x)m = F(-m, 1, 1; -x). 

F(1/2' 1/2,8/2; x2) ergibt, mit dem Faktor x versehen, die S.71 
aufgestellte Reihe der Funktion arc sin x: 

arcsinx = X·li'(1/2, 1/2, ~/2; x 2). 

Betra.chten wir etwa endlich noch F (m, 1, 1; ~) für ein unend

lich wachsendes m. Der Grenzübergang führt zur Exponentialreihe, 
die S. 64 aufgestellt wurde: 

e'" ~ limo F (m, 1, 1;_ ~). 
m='" m 
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Komplexe Zahlen und Funktionen komplexer Variabelen. 

L Einführung der komplexen Zahlen. 

Die quadratische Gleichung x 2 = - I kann weder durch eine 
positive. noch durch eine negative Zahl x, noch auch durch X = 0 
gelöst werden. 

Sagt man demnach (unter Beibehaltung des zunächst allein für 

positive Radikanden erklärten Quadratwurzelzeichens), V-I sei eine 

Lösung der Gleichung x2 = - I, so ist in V I eine dem System 
der bisher gebrauchten Zahlen nicht angehörige neue Zahl geschaffen. 

Diese neue Zahl V 1. welche .,imaginär" heißt und abgekürzt 
mit i bezeichnet wird. hat zunächst nur die Eigenschaft, mit sich selbst 
multiplizierbar zu sein und dabei das Produkt - 1 zu geben. 

Um die Zahl i ausgedehnter in Benutzung zu nehmen, gibt 
man die 

Erklärung: Die Zahl i soll den bisherigen ganzen und gebrochenen 
positiven und negativen Zahlen hinzugesellt werden, und in dem solcher
gestalt erweiterten Zahlensysteme sollen alle, die vier Grundrechnungen 
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division betreffenden 
Regeln unverändert bestehen bleiben. 

Bei Ausführung der Operationen der Addition usw. auf die Zahlen 
des vorliegenden Systems tritt eine neue Erweiterung dieses Systems 
ein: Aus zwei Zahlen a, b der bisherigen Art und der Zahl i erzeugt 
man durch Multiplikation und Addition die Zahl (a + i· b) oder kurz 
(a + ib). 

Er kläru ng: Die so zu gewinnenden Zahlen (a + ib) heißen .,kom
plexe Zahlen". Ist 1I0n den Zahlen a, b die letzte, b, allein ~ 0, so 
spricht man von einer .,rein imaginären" Zahl; und man nennt i oder 
+ i die .,positive", - 1· i eder - i die .,negative imaginltre Einheit". 
Ist b = 0, liegt also eifle Zahl der bisher allein betrachteten Art 

13* 
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vor, so spricht man von einer "reellen Zahl". Im Anschluß hieran 
heißt ader "reelle", i b der "imaginäre Bestandtet7" der komplexen Zahl 
(a + ib). 

Erklärung: Die beiden komplexen Zahlen (a + ib) und (a - ib), 
welche sich nur im Vorzeichen des imaginären Bestandteils unterscheiden, 
heißen "einander konjugiert komplex" oder kurs "konjugiert". 

Will man a und b nicht konstant, sondern variabel denken, so 
schreibe man x statt a und y statt b, wobei dann x und y veränder
liche Größen im Sinne von S. 1 sind. 

Es entspringt der Begriff der "komplexen variabelen Größe" oder 
kurs der "komplexen Variabelen" (x + iy). 

2. Rechnungsregeln für komplexe Zahlen. 

Für die Addition bzw. Subtraktion zweier komplexer Zahlen 
(a + ib) und (c + id) findet man: 

(1) •.•• (a+ib)±(c+id)=(a±c)+i(b±d), 

und auf dieselbe Weise ergibt sich die Formel: 

(2) •... (a-ib)±(c,-id) = (a±c)-i(b±d). 

Bei der Multiplikation beachte man, daß i 2 = - 1 ist; es er
geben sich die Formeln: 

(3) ...• (a+ib) (c+id)=(ac-bd)+i(ad+bc), 
(4) .•.. (a-ib) (c-id) = (ac-bd)-i(ad+bc). 

Soll (a + ib) durch (c + id) geteilt werden, so darf (c + id) 
nicht mit der Zahl 0 identisch sein. Dies vorausgesetzt, findet man: 

a+ib = (a+ib) (c-id) = ac+bd + ibc-ad. 
(5). c+id (c+id) (c-id) c2 +d2 c2+d2 

Da.neben reiht sich die Formel: 

(6) 
a-ib ac+bd .bc-ad ...... ---= -'t • 
C - i d c2 + d2 c2 + d2 

Aus diesen Rechnungen ergibt sich der 

Lehrsatz: Die Addition, Subtraktion und Multiplikation zweier 
komplexer Zahlen, desgl. die Division bei nicht verschwindendem Divisor 
ergeben je-weils als Resultat wieder eine komplexe Zahl. 

Ersetzt man die beiden gegebenen Zahlen zugleich durch ihre kon
jugierten, so geht auch die als Resultat entspringende Zahl in ihre kon
jugierte Zahl über. 

Beide Regeln werden erhalten bleiben, wenn wir Addition, Sub.:. 
traktion usw. wiederholt ausüben. Als zusammenfassende Benennung 
für die Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Potenzierung 
(wiederholte Multiplikation) benutzten wir schon gelegentlich diejenige 
der "rationalen Rechnungsarten" (vgl. S.5). 
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L ehr s atz: Wendet man auf gegebene komplexe Zahlen irgend 
welche rationale Rechnungen an, so ist das Ergebnis stets wieder eine 
komplexe Zahl. 

Eine Gleichung, in welcher irgend welche komplexe Zahlen rational 
verbunden erscheinen, bleibt richtig, falls man alle vorkommenden Zahlen 
zugleich durch ihre konjugierten ersetzt. 

Als Spezialfall der Formel (3) merke man an: 

(7) .•••.•• (a+ib) (a-ib) = a2 +b2• 

L ehr s atz: Das Produkt zweier konjugierter Zahlen ist reen und 
positiv. 

3. Geometrische Deutung der komplexen Zahlen. 

Zur geometrischen Deutung der komplexen Zahlen bedienen wir 
uus desselben Hilfsmittels, das wir oben (S. 118) zur Versinnlichung der 
Wertepaare zweier unabhängiger 
Variabelen benutzten. Wir legen 
der fraglichen Deutung eine Ebene 
und in ihr ein rechtwinkeliges Ko
ordinatensystem zugrunde und geben 
folgende 

Erklärung: Der Punkt P der 
Ebene mit der Abszisse x = a und 
der Ordinate '!I = b soll der Bild-

Fig.67. 

y .Achse 

01 .. 

p 

b 

x-Achse 

punkt oder das Bild der komplexen Zahl (a + ib) sein (vgl. Fig. 67). 
Die Ebene heiße "Ebene der komplexen Zahlen" oder kure "Zahlen
ebene". 

Die x - Achse liefert die Bildpunkte der reellen Zahlen und heiß.t 
deshalb die "reelle Achse". Die '!I-Achse besteht (abgesehen vom Null
punkte) aus den Bildern der rein imaginären Zahlen und heißt des
halb auch "imaginäre Achse". 

Benutzen wir statt der rechtwinkeligen Koordinaten Polarkoordi
naten r, .&, so gilt, wie Fig.67 zeigt, a = rcos.&, b = rsin.&. 

Als "Polardarstellung" der komplexen Zahl (a + ib) ergibt sich so: 

(1) ••• a+ib = rcosfr+irsin'& = r(cos.&+isin.&). 

Erklärung: Der Zahlenwert des Radius vector r des Bildpunktes P 
von (a +ib) heißt "absoluter Betrag" der komplexen Zahl (a + ib) und 
wird (vgl. S.ll) durch la + ib I bezeichnet: 

(2) • . . . . . .. , a + ib I = r = + Va 2 + b2•· 

Der Winkel .& sei in Bogenmaß gemessen (vgl. S. 7) und heißt "Amplitude" 
der komplexen Zahl (a + ib). 

Eine komplexe Variabele (x + iy) heißt "unbeschränkt" oder 
"beschränkt veränderlich", je nachdem der Bildpunkt P von (x + iy) 
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in der Zahlen ebene an jede Stelle gelangen kann oder nicht. Im 
letzteren Falle bilden die gesamten für P zugänglichen Stellen der 

l'ig.68. Zahlenebene den "Bereich" der kom-
y-Achse plea;en Variabelen (a; + i y). 

Die komplexe Größe heißt 
"stetig variabel" oder kurz "stetig", 
falls ihr Bildpunkt P in der Zahlen
ebene Bewegungen "im gewöhn
lichen Sinne" ausführt. Eine ste
tige Variabele z kann demnach nie 
unendlich groß werden, und der 
Bereich einer stetigen und be

schränkt veränderlichen Größe z ist sfets ein zusammenhängendes Stück 
der Zahlenebene. 

Die Gestalt solcher Bereiche kann sehr verschiedenartig sein; 
man sehe z. B. den ifl Fig. 68 durch das schraffierte Stück der Zahlen'· 
ebene dargestellten Bereich. 

4. Geometrische Deutung der Addition komplexer Zahlen. 

Die Formel für die A.ddition zweier komplexer Zahlen: 

(1) .•.• (a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d) 

führt in der Zahlenebene zu der durch Fig. 69 dargestellten Konstruktiun. 

Lehrsatz: Der Bildpunkt P," der Summe zweier komplexer Zahlen 

wird gewonnen, indem man die Radien vectoren 0 P und 0 P' der 
Fig. 69. Summanden zieht und dieselben zum 

p' Parallelogramm ergänzt; der vierte (0 
gegenüberliegende) Eckpunkt dieses Par
allelogramms ist P". 

Der Grundsatz der Addition, daß 
der Summenwert unabhängig von der 
Heihenfolge der Summanden ist, wird 
durch die ausgeführte Konstruktion 
direkt ersichtlich. 

Die absoluten Beträge der Summanden und der Summe werden 

in Fig.69 durch die Längen der Strecken 0 P, PP" und 0 p'I gegeben. 
Die Figur ergibt den 

L ehr s atz: Der absolute Betrag der Summe zweier komplexer 
Zahlen ist niemals größer als die Summe der absoluten Beträge der 
Summanden: 

(2) . • • 'I (a + c) + i (b + d) 1 < la + ib 1 + I c +- i d I; 
das Gleichheitszeichen gilt hier nur dann; wenn die beiden Summanden 
gleiche Amplitude haben. 
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Dieser Satz überträgt sich sofort auf Summen einer beliebigen 
endlichen Anzahl von Summanden. 

Noch einfacher läßt sich die geometrische Deutung der Addition 
fassen, wenn man die einzelne komplexe Zahl in der Zahlenebene durch 
eine solche parallel mit sich selbst verschiebbare Strecke versinnlicht, 
welche in Richtung und Länge mit F" 19.70. 
dem von 0 nach P gerichteten Radius 
vector der Zahl übereinstimmt. 

Die Addition wird dann einfach 
vollzogen, indem. man, vom Nullpunkt 
o beginnend, die den Summanden ent
sprechenden Strecken nach der "Regel 
der Streckenaddition in der Ebene" 
aneinander trägt, wie dies Fig. 70 im 
Falle dreier Summanden andeutet. 
Der Endpunkt der letzten Strecke ist der Bildpun7ct der Summe. Es 
gilt wieder der Satz, daß dieser llun7ct unabhängig von der Anordnung 
der Summanden ist. 

6. Geometrische Deutung der Multiplikation komplexer 
Zahlen. 

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen (a + ib) und (c + id) 
lieferte [vgl. Formel (3), S.196]: 

(1) ... (a+ib) (c+id) = (ac-bd) + i(ad+bc). 

Man zeigt nun leicht die Richtigkeit der Gleichung: 

V(ac - bd)2 + (ad + bC)2 = Va2 + b2 • Vc2 + d2, 

welche mit Rücksicht auf (1) ergibt: 

(2) •••. I(a+ib) (c+id)1 = la+ibJ·lc+idl. 
Der absolute Betrag des Produktes zweier komplexer Zahlen ist 

hiernach gleich dem Produkte der absoluten Beträge der beiden Zahlen. 
Bildet man demnach unter Heranziehung der Polardarstellung (1). 

8.197, den Ansatz: 

r (cos.j} + i sin.j})· r' (cos.j}' + i sin .j}') = r" (cos.j}" + i sin .j}"), 

80 ist erstiich r" = r· r', und es restiert die Formel: 

(cos.j} + i sin.j}) . (cos .j}' + i sin .j}') = cos .j}'/ + i sin .j}", 
(cos.j} cos.j}' - sin.j} sin .j}') + i (sin.ft cos.j}' + cos.j} sin .j}') . 

= cos.f1" + i sin .j}", 

(3) • . . cos W + .j}') + i sin (.j} + .j}') = COS.j}" + i sin .j}". 

Setzen wir die reellen Bestandteile in (3) links und rechts ein
ander gleich und ebenso die ima.ginären, so folgt: 

cos .j}" = cos ({1 + fr'), . sin.j}" = sin (.j} + .j}') j 



200 Anhang: Komplexe Zahlen und komplexe Funktionen. 

und also ist -ftl/, von einem Multiplum von 2 n abgesehen (welches wir 
jedoch hier vernachlässigen dürfen), gleich (-ft + -ft'). 

Durch Zusatz weiterer Faktoren entspringt der allgemeine 

L ehr Bat z : Der absolute Betrag des Produktes einer endlichen 
Anzahl von komplexen Faktoren ist gleich dem "Produkt" der ab601uten 
Beträge dieser Faktoren; die Amplitude des Produktes ist gletch der 
"Summe" der Amplituden der einzelnen Faktoren. 

Einen analogen Satz für die Division zweier komplexer Zahlen 
wird man leicht aufstellen. 

Die Erörterungen der Nr. 3, 4 und 5 verleihen sowohl den kom
plexen Zahlen selbst, wie den rationalen Rechnungen mit ihnen eine 
konkrete Bedeutung. 

6. Der Moivresche Lehrsatz. 

Es sei n irgend eine ganze positive Zahl. 
Nach dem Lehrsatze in Nr. 5 "gewinnen wir für die nte Potenz 

einer komplexen Zahl: 

[r (cos.ft' + i sin -ft)]" = rn (cos n.ft' + i sin n .ft'). 

Setzt man r = 1, so folgt: 

(1) •.... (cos-ft + isin.ft')" = cosn-ft + isinn.ft'. 

Formel (1) gilt auch für n = 0; denn in diesem Falle haben 
beide Seiten in (1) den Wert 1. 

Geht man zu den reziproken Werten der linken und rechten Seite 
von (1) über, so ist: 

(cos-B' + isin.ft)-n = 1 
cos n -ft + i sin n -B' 

Durch Umwandlung der rechten Seite vermöge (5), S. 196, folgt: 

(cos.ft' + isin-B')-n = cosn-B' - isinn-B'. 

Nun ist für irgend einen Winkel fJ stets cos (- 1}) = cos 1] und 
sin (-1]) = - sin 1]. Die letzte Formel liefert also: 

(cos-B' + isin.ft')-n = cos(-n).ft' + isin(- n).ft'. 

Moivrescher Lehrsatz: Für jede ganze positive oder negative 
Zahl n, sowie für n = 0 gilt die Gleichun.q: 

(2) ..... (cos-B' + isin-ft)" = cosn{} + i sinn-B'. 

7. Radizierung komplexer Zahlen. Einheitswurzeln. 

Als nte Wurzel aus der gegebenen komplexen Zahl r (cos -B" + i sin-B') 
ist jede komplexe Zahl r' (cos -B" + i sin -B") zu bezeichnen, deren nie 
Potenz gleich' r (cos -B' + i sin -B') ist, für welche also die Gleichung gilt: 

(1) .••• r'" (cos n-B" + isinn-B") = r(cos-B' + isin-B'). 
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" 
Es ist somit '1" die eindeutig bestimmte reelle positive Zahl V;, 

während für .ft' die Gleichung: 

( ') <>.1 _ Cl. ') <>.1 _ .ft + 2 v:1l: 
w ••••• nv -v+.V:7r, v--

n n 
mit einer beliebig zu wählenden ganzen Zahl v bestehen muß. 

Zwei solche Winkel .ftl, die um ein Multiplum von 27r voneinander 
verschieden sind, liefern ein und dieselbe Zahl ''I'' (cos.ft' + i sin .ft'). 
Man erhält also bereits alle nten Wurzeln aus r (cos.ft + i sin .ft), falls 
man für v nur die .n Zahlen v = 0, 1, 2, ... , n -1 einsetzt. 

L ehr s atz: Es gibt stets genau n verschiedene nte Wurzeln aus 
einer von 0 verschiedenen komplexen Zahl r (cos.ft + i sin .ft). nämlich: 

(3) 

n_ ['.ft .ft] 
yr cos n + isinn ' 
V;- [cos (! + 2nn) + iSin(! + 2n7r)]. 

(r- [cos (! + 4nn) +isin(! + 4nn)], 

1i;-[cos(! + 2(n-:l)7r)+isin(! +2(n-:l):7r)l 
Speziell für 'I' = 1, .ft = 0 gilt die 

Erklärung: Eine komplexe Zahl, deren n!' Potenz gleich + 1 ist, 
heißt eine "nte Wurzel der Einheitl{. oder eine "nt. Einheitswurzel'" • 

L ehr s atz: Es gibt genau n verschiedene nte Einheitswurzeln, die 
~o, ~1' ... , ~n-l heißen mögen; zufolge (3) ist ~o = 1 und allgemein gilt: 

() 2v7r+ . . 2v7r 
4 ••••••• ~y = cos -- tsm--, 

. n n 
zu bilden für 11 = 0, 1,2, ••. , n -1. 

Formel (2), S. 200, lehrt, daß die Einheitswurzel f. als Vi. Potenz 
von EI dargestellt werden kann; nnd F 
der Lehrsatz S. 200 (oben) zeigt, daß 
alle n!m Wurzeln (3) aus der Zahl 

r (cos.ft + i sin.ft) 
gewonnen werden, wenn wir die erste 
unter ihnen der Reihe nach mit Bo, EI' ••• , 

E"_l multiplizieren. 
Die Bildpunkte der Zahlen B. in 

der Zahlenebene liegen sämtlich auf 
dem Kreise mit dem Radius 1 um den 
Nullpunkt, der kurz der tI Einheits
kreis'" heiße. Dabei teilen die Bild-

ig.71. 

e, 
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punkte diesen Kreis in n gleiche Bögen der Größe 2 1t, und zwar liefert 
n 

der Schnittpunkt des Einheitskreises mit der positiven reellen Achse 
den ersten Teilpunkt. 

Lehrsatz: Die n Bildpunkte der nten Einheit~wurzeln f. stellen die 
Ecken eines dem Einheitskreise eingeschriebenen regulären 1'1 - Ecks dar, 
wobei die erste Ecke bei x = 1, Y = 0 liegt. 

Die beigefügte Figur 71 (S.201) bezieht sich auf den Fall 11 = 5. 
Für die niedersten 'Werte n haben wir explizite: 

(n = 2) Co = 1, EI = - 1, 

-l+ql3 -l-qf3 
(n = 3) Co = 1, Cl = 2 ' c2= 2 ' 

(n ~ 4) Co = 1, Cl = i, c2 = - 1, Ca = - i, 

(n = 5) Co = 1, Cl == - 1 + Y5 + i Y 5 + V5', ... 
4 2 2 

Aus der Lage des regulären n-Ecks folgt der 

Lehrsatz: Unter den nten Einheitswurzeln ist im Falle eines un
geraden n nur Co = 1 reell, im Falle eines geraden n aber sind die beiden 
Wurzeln Co = 1 und C!! = - 1 reell. 

" 
8. Unendliche Reihen mit komplexen Gliedern. 

Erklärung: Es sei eine unbegrenzte .Anzahl komplexer Zah'len 

(1) •••••• ~ + ibl> a2 + ib2, aB + ibs • ••. 
vorgelegt, und es existiere eine endliche reelle oder komplexe Zahl g von 
f07gender Art: Nach Auswahl einer "beliebig" kleinen reellen Zahl ($, 

die jedoch> 0 sein muß, soll es stets einen zu diesem ($ gehörenden 
endlichen Index n geben, i() daß für alle m > n der absolute Betrag 
I g - am - i bm I < (J ist. Kann wirklich ein;-solche Zahl gangegeben 
werden, so heißt diese Zahl die "Grenze" der Zahlenreihe (1): 

(2) • . . • g = limo (an + ib ll). 

n=';/) 

Es sei nunmehr eine unbegrenzte Anzahl komplexer Zahlen 
U o + i VO, 111 + i VI' U2 + iv2 , '" gegeben, die wir abgekürzt wo, w1• 

W 2 • ••• nennen: 

(3) •• Wo = Uo + ivo, W1 = U1 + iVl! 102 = u 2 + iv2 • •• 

Er.klärung: Die aus den "Gliedern" wo, WI' w2 , ••• aufgebaute 
unendliche Reihe: 

(4) . . . • • . • Wo + Wl + W2 + W 3 + ... 
heißt "konvergent", wenn die Summe Sn der n ersten Glieder: 

(5) • • • . • • • Sn = Wo + w1 + ... + Wn-l 
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fiJr n = 1,2, .. , eine Zahlenreihe 81, 82, ••• liefert, die für limo n = IX) 

einer »bestimmten endlichen" Grenze 8 zustrebt; ist dies nicht der Fall, 
so heißt die Reihe "divergent". Im ersteren Falle heißt 8 der "Summen
wert" oder kurz der " Wert" der Reihe. 

Unter Trennung der reellen und imaginären Bestandteile in den 
einzelnen Gliedern der Reihe setze man: 

(6) • • U" = Uo + U1 + ... + U"-l' V" = Vo + VI + ... + V"-l' 

Dann ist Sn =U" + i Vn; und man hat im Falle der Konvergenz 
der Reihe (4) bestimmte endliche Grenzwerte limo Un und limo V ... wie 

~CXl n=co 
auch umgekehrt aus der Existenz derartiger Grenzen eine bestimmte 
endliche Grenze limo 8n folgt. 

n=co 

Lehrsatz: Die Reihe (4) ist stets und nur dann konvergent, wenn 
die beiden aus reellen Gliedern bestehenden Reihen (uo +"1 + U2 + ... ) 
und (vo + VI + V2 + ... ) konvergent sind. 

Die zur Reihe (4) gehörige "Reihe der absoluten Beträge" ist: 

(7) • • • • • • I wo! + I wj / + I w2 I + I w3 1 + ... 
Es besteht der 

L ehr s atz: Die vorgelegte Reihe (4) ist jedenfalls dann kon
vergent, wenn die zugehörige Reihe der absoluten Beträge (7) konvergiert. 

Aus Iw 1 = Vu!+v~ folgt nämlich lun / < Iwnl, /v,,1 < Iw .. l; 
und also ist: 

I Uo 1+ / ull + ... + / u,,-d:::;;: / Wo / + I w11 + ... + 1 w"_ll, 
I Vo I + / Vj 1+ ... + I V"-l I < I Wo I + I W1 1 + ... + 1 wn-11· 
Es wird somit weder I uo 1+ ... + IU"-ll noch Ivo 1 + ... + I v"_11 

für irgend einen Index n den endlichen Summen wert der Reihe (7) 
übersteigen können. 

Deshalb sind nach dem Lehrsatz III, S. 55, die beiden Reihen 
I Uo I + 1 Ul 1 + ... und I Vo I + I Vi 1 + ... konvergent und folglich nach 
dem Lehrsatz V, S. 55, auch die beiden Reihen Uo + u1 + ... und 
Vo + VI + ... 

Hieraus ergibt sich endlich die Konvergenz von Wo + w1 + ... 
auf Grund des ersten Lehrsatzes in der vorliegenden Nummer. 

Eine "Potenzreihe mit komplexen Gliedern" oder kurz eine "kom
plexe Potenzreihe" schreiben wir in der Gestalt: 

(8) • • . • . • • Co + Cl Z + c2 z~ + Cs Z3 + ... 
Hier ist zur Abkürzung z für die komplexe Variabele (x + i y) 

ge8chriaben, und auch die Koeffizienten sind im allgemeinen als kom
plexe Konstante zu denken Co = ao + i bOI Cl = a1 + i bl • • •• 

Die Konvergenzregeln der zugehörigen Reihe der absoluten Beträge: 

(9) • • • • I Co I + I Cl 1·1 z I + 1 c21· Iz 12 + I c31·lz 18 + ... 
sind S.57 entwickelt. 
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Falls die Reihe (9) überhaupt für Werte von I z I, die> 0 sind, 
konvergiert, BO gibt es eine bestimmte reelle positive Zahl g, die auch 
gleich OCJ sein kann, der Art, daß für I z I < 9 die Reihe (9) konvergiert, 
während (im Falle eines endlichen g) für I z I > 9 bereits der Wert des 
Einzelgliedes I Cn I . I z In mit wachsendem n über alle Grenzen wächst. 

Die Bedingung I z I < 9 kommt, geometrisch gesprochen, darauf 
hinaus, daß der "Punkt" z der Zahlenebene im Inneren des Kreises 
Tom Radius 9 um den Nullpunkt gelegen ist. 

L ehr s atz: l!'ür eine komplexe Potenzreihe gibt es einen mit dem 
Radius 9 um den Nullpunkt der Zahlenebene gezogenen sogenannten 
"Konvergenzkreis" , dl31· sich auch auf einen Punkt zusammenziehen oder 
über die ganze Zahlenebene spannen kann, nämlich falls g = 0 bzw. 
9 = OCJ zutrifft. Für die Werte z im Inneren des Konvergenzkreises 
ist die Reihe ~onvergent, außerhalb desselben divergiert sie. 

Ist g = OCJ, so heißt die Reihe "unbegrenzt konvergent". 

9. Funktionen einer komplexen Variabelen. 

Erklärung: Ist die komplexe Variabele w = u + iv derart an 
die "unabhängige" komplexe Variabele z = x + iy gebunden, daß zu 
dem einzelnen Werte der "unabhängigen" Variabelen z stets ein Wert 
oder eine Anzahl von Werten der "abhängigen" Variabelen w gehört, so 
heißt weine "Funktion" der lcQmplexen Variabelen z. 

Die Bezeichnungsweise der Funktionen durch Symbole f(z), 
F (z) usw., die entwickelte oder unentwickelte Darstellungsweise der 
Funktionen, die Begriffe der Umkehrung, der Eindeutigkeit und Mehr
deutigkeit, der Stetigkeit usw. der Funktionen übertragen sich von den 
bisher allein betrachteten reellen Funktionen leicht auf die Funktionen 
einer komplexen Variabelen. 

Erklärung: Eine Funktion fez) der Variabelen z, welche aus z 
und gegebenen komplexen Konstanten durch rationale Rechnungen be
rechenbar ist, heißt eine "rationale" Funktion; kommen neben rationalen 
Rechnungen auch Wurzelziehungen bei der Berechnung von fez) vor, so 
nennt man fez) eine "irrationale" Funktion von z. 

Lehr satz: Jede rationale Funktion f (z) ist eine "eindeutige" 
Funktion ihres Argumentes; bei der Berechnung einer irrationalen Funk
tion liefert das Ausziehen der nten Wur.e'el aus einl31n bestimmten, nicht 
mit Null identischen Ausdruck stets n verschiedene Ausdrücke (vgl. Nr. 7, 
S. 201 ff.). 

Zur Definition der elementaren transzendenten Funktionen für 
ein komplexes Argument machen wir einen wichtigen Gebrauch von 
den komplexen Potenzreihen. Erstlich geben wir die 

Er k 1 ä. run g: Die Exponentialfunktion ez, sowie die trigonom etri
schen Funktionen sin z und cos z sollen für ein beliebiges komplexes z 
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gegeben sein durch die Summenwerte der unbegrenzt konvergenten Potene
reihen: 

(1) 
e Z2 e3 

•• • ez=l+ +-+--+ ... 
1 1·2 1·2·3 • 

(2) 
• Z3 Zä 

. stnz = z ----+ - ... , 
1·2·3 1·2·3·4·5 

(3) 
Z2 Z4 

• cos Z = 1 - 1 . 2 + 1 . 2 . 3. 4 

Die noch fehlenden trigonometrischen Funktionen, sowie die hyper
bolischen Funktionen (vgl. S. 28) stellen wir nach den bei reellen 
Variabelen gültigen Formeln in den Funktionen sin e, cos z, eZ dar. 

Er k I ä run g : Die trigonometrischen Funktionen tg e und ctg e 
werden durch: 

sine 
(4) •••••. tgz = -, 

cosz 
d z = coss 

g sins 

definiert, die hyperbolischen Funktionen durch: 

eZ - e- Z ez + e-," ez - r' 
(5) ein z = 2 ' ([of z = 2·' ~g IS = eZ + e- I ' 

Die in (1), (2) und (3) erklärten Funktionen sind für alle end
lichen Werte z eindeutig, und sie liefern, falls z einen reellen Wert 
z = X annimmt, zufolge S. 64 und 65 die früher allein betrachteten 
reellen Funktionen e"', sin X, cos X wieder. 

L ehr 8 atz: Die Exponentialfunktion ez, die trigonometrischen F unk
tionen sin z, ... , ctg z und die hyperbolischen Funktionen ein s, "', ([tg z 
sind eindeutige Funktionen des komplexen Argumentes z; für reelles 
z = x liefern sie die früher allein betrachteten Funktionen e"', sin x, ... , 
cig x, ein x, •.. , ([tg x unmittelbar wieder. 

Die Funktionen Zn x, are sin x, ... , arc cig x gewannen wir oben 
(S. 6 ff.) durch Umkehrung der Funktionen e"', sin x, ''', dg x, während 
wir die zu den hyperbolischen Funktionen inversen Funktionen früher 
!licht besonders betrachteten. 

Erklärung: Die Funktion Zn z, sowie die zyklometrischen Funk
tionen arc sin z, •.. , are ctg z gewinnen wir bei komplexem Argumente z 
durch Umkehrung der Funktionen ez, sin z, ... , ctg z. 

10. Zusammenhang der Exponentialfunktion mit den 
Funktionen sin z und cos z. 

Aus der Formel (1), Nr. 9, folgt: 

eiz = 1 + iz + (iz)2 + (iz)3 + ... 
1 1·2 1·2·3 
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Da nun i 2 = - 1, i S = - i, i' = 1, ..• ist, so kann man die 
vorstehende Gleichung au~h BO schreiben 1): 

eiz = (1- t2 + 1.2Z
•
4
3.4 + ... ) 

+i(Z-1.~3'3 + ri~'5 _ ... ). 
Der Vergleich mit (2) und (3), S.205, liefert die erste der Formeln: 

(1) .... ciz = cosz + isinz, e-iz = cosz-isinz; 

die zweite findet man auf analogem Wege. 
Durch Kombination der' Formeln (1) findet man Ausdrücke für 

cos z und sin z durch die natürliche Exponentialfunktion. 

L ehr s atz: Zwischen der Exponentialfunktion und den trigono
metrischen Funktionen sin und cos besteht der durch die Formeln (1) 
und ihre Umkehrungen: 

ei • + e- iz 
(2) . . . . . cos z = ---2--

dargestellte Zusammenhang. 
Speziell sind die Funktionen cos x und sin x mit reellem Argu

mente durch die Exponentialfunktion ei ", mit rein imaginärem Argu
mente darstellbar. 

Da zufolge (1) der Ausdruck cos& + isin& gleich ei~ ist, so 
können wir die Polardarstellwng (1), 8.197, einer komplexen Zahl auch 
so schreiben: 

(3) . . • • • • • • • • a + ib = r e~i. 

Insbesondere hat man für die nten Einheitswurzeln: 
2ni 4ni 2(n-1)n( 

Co = 1, Cl = e n, e2 = e " , .•• , Cn-1 = e " 

11. Zusammenhang zwischen den trigonometrischen und den 
hyperbolischen Funktionen. 

Die beiden Formeln (2), Nr.10, zeigen eine analoge Bauart, wie 
die bei den ersten Formeln (1), 8. 28, vermöge deren wir die beiden 
hyperbolischen Funktionen ~of x und ®in x in e'" ausdrückten. 

Da die letzteren Gleichungen auch für komplexes Argument z 
bestehen bleiben sollten, so gewinnen wir den 

L ehr s atz: Zwischen den trigonometrischen Funktionen und den 
hyperbolischen bestehen die Beziehungen: 

(1) cos z = ~of (iz), sin z = - i ®in (iz), tg z = - i '1:g (i z). 

1) Für die Umordnung der Glieder der fraglichen Reihe sind die S. 72 
für reelle Reihen entwickelten Gesichtspunkte maßgeblich. Eine konvergente 
Potenzreihe ist • unbedingt " konvergent, so daß sie nach einer Neuanordnung 
ihrer Glieder den ursprünglichen Summenwert besikt. 
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die man auch auf die Gestalten umrechnen kann: 

(2) ~ofz=cos(iz), 6inz=-r-isin(iz), ~g.z=-itg(iz). 

Insbesondere für den Fall einer reellen Variabelen z = x folgt der 

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen ~oix, 6in.x, ~g x, 
~tg. x für reelles Argument x sind identisch mit den trigonometrischen 
Funktionen cos(ix), - isin(ix), - itg(ix), ictg(illJ) des rein ima
ginären Argumentes i Xj umgekehrt sind die trigonometrischen Funk
tionen cos x, sin x, tg x, ctg IIJ von reellem Argumente x identisch mit den 
hyperbolischen Funktionen~oj (i x), - i 6in (i x), - i ~g (i x), i ~tg (i x) 
des rein imaginären Argumentes i IIJ. 

Die früher wiederholt (S. 29 und S. 93) hervorgetretenen Ana
logien im Verhalten der trigonometrischen und hyperbolischen Funk
tionen sind auf Grund der jetzt erkannten Beziehungen zwischen diesen 
Funktionen unmittelbar verständlich. 

12. Additionstheorem der Exponentialfunktion. 

Man bilde die Exponentialfunktion für die bei den komplexen 
Argumente zl1 Z2: 

ZI Z[ zr zt 
e" = 1 + 11 + 21 + 3! + 4i +"', 

•• 3 4 
Z2 Zi + Z2 + Z2 + eZ

• = 1 + 11 + 21 3! 4! .•.. 

Wie eingehendere Betrachtungen zeigen, darf man diese beiden 
Gleichungen nach der Regel multiplizieren, welche für endlichgliedrige 
Summen gilt. Es entspringt dabei rechts wieder eine konvergente 
Reihe, deren Summenwert gleich dem Produkt der linken Seiten 
e", e'. ist: 

e"· t!. = 1 + - + - + :.l.. + -. - + - + ... (ZI Z2) (Z2 ZI Z2 Zi) 
l! l! 21 1! 1l 2! 

... + -'-+ 1 .~+ ... + 1 • ..!+ ... +~ + ... ( Zn zn-l Z en-I< Zk zn) 
n! (n-1)! 1! (n-k)! k! n! 

Hier sind immer die Glieder gleich hohen Grades in eine Klammer 
zusammengefaßt. 

Die Summe der Glieder eines beliebigen Grades n können wir 
auch so schreiben: 

~ [z~ + (~) Z~-IZ2 + ... + G) z~-I<z~ + ... + e~]. 
Dieser Summenwert ist aber zufolge des binomischen Lehrsatzes (vgl. 

S. 32) gleich ~l (ZI + Z2)n. Also folgt: 

t! • . ez2 = 1 + (ZI + z'J.) + (ZI + &2)2 + ... + (ZI + z'J)n + ... 
1! 2! n!' 



208 Anhang: Komplexe Zahlen und komplexe Funktionen. 

Da hier rechts die Exponentialreihe für E = EI + E2 steht, 80 

ergibt sich der 

Lehrsatz: Die Exponentialfunktion mit dem Argumente (ZI + EJ 
ist gleich dem Produkte der Exponentialfunktionen mit den Argumenten 
ZI und Z2: 

(1) • • • • • • • • • • eZ' +z. = eZ'. eZ •• 

Dieser Satz heißt das "Additionstheorem " der Exponentialfunktion 1). 
Durch wiederholte Anwendung der Formel (1) finden wir die 

etwas allgemeinere Gleichung: 

(2) •••..•. eZ' +z.+ ..• +z" = &1. eZ' •.• eZn. 

Nimmt man hier alle Argumente z einander gleich, so folgt (unter 
Austausch beider Seiten der Gleichung): 

(3) • • • . . . . . . • . (e')n = e"z. 

Man spezialisiere diese Gleichung für z = i {1 und benutze die 
Formel (1), S. 206. So gewinnt man den Moivreschen Lehrsatz (vgl. 
S.200): 

(4) ••••• (cos&+isin&)n = cosn&+isinn& 

als eine einfache Folge des Additionstheorems der Exponentialfunktion. 

13. Additionstheoreme der trigonometrischen und der 
hyperbolischen Funktionen. 

Nach (1), Nr. 12 gilt 
e::l: '(0, + ziJ = e± iz, • e± iz!. 

Wendet man hier beiderseits die Regel (1), S.206, an, so folgt: 

cos (ZI + Z2) + i sin (ZI + Z2) = (cos EI + i sin ZI) (cos Z2 ± i sin E2)' 

Entwickelt man die rechte Seite einmal für die oberen, sodann 
für die unteren Zeichen, so folgt durch Kombination der bei den ent
springenden Formeln der 

L ehr 8 atz: Für die Funktionen sin z und cos z gelten die" Additions
theoreme" : 

{ sin (ZI + Z2) = sin EI cos Z2 + cos.z1 sin Z2' (1) • • . • . . 
COS (SI + $2) = COS ZI cos Z2 - sm ZI sm $2' 

Bei reuUen Argumenten kommt man auf die bekannten Additions
theoreme der Trigonometrie zurück. 

') Da für jOO.e reelle positive Basis a die Regel an = e'" In a gilt, so 
erkennt mau aus: 

am·an = em·!fla·efl·!na = e(m+n) I"" = am+n 

die aus dem el:eru6n~ren Begriffe der Potenz mit ganzzah:1igem Exponenten 
entspringende GTuhdregel am . an = am +" als einfachsten Spezialfall de8 
allgemeinen Additionstheorems (1). 



Additionstheoreme. Pedodizität von e', sin E, •••• 209 

Der Übergang zu den hyperbolischen Funktionen wird durch die 
Formeln von Nr.11 vermittelt. 

Lehrsatz: Für die hyperbolischen Funktionen ®in und ~of gelten 
die folgenden Additionsformeln : 

(2) . . . { 12iin (EI + Z2) = ®in ZI ~of E2 + ~~f ZI !S~n Z2, 

~of (ZI + Z2) = ~of ZI ~of Z, + ®m EI ®m z,. 

14. Periodizität der Funktionen er, sin z, "'1 !Sin z, ..•. 
Setzt man in (1), Nr. 13, für Z2 den Wert 211: ein und berück

sichtigt die Gleichungen cos 2 1t = 1, sin 2 7f = 0, so folgt: 

{ sin (z + 2 n) = sin z, Fig.72. 
(1) cos (z + 211:) = cos z. 

L ehr satz: Die Funktionen 
sinz und cosz haben die "Periode" 
21t, d. h. die Werte der Funktionen 
ändern sich nicht, falls man das 
Argument z um ,2 11: . vermehrt 
oder vermindert. 

Wenn man demnach die 
Zahlenebene, wie Fig. 72 andeutet, 
durch Parallele zur imaginären 
Achse in lauter Streifen von der 
Breite 2 n einteilt, so werden die 

. 
z-2'tr z 

-2n' o 

Funktionen sin z und cos z für' homologe Punkte der Streifen (z. B. die 
in der Figur markierten Punkte s, z + 211:, ••• ) . immer wieder die
selben Werte annehmen, wie für den ersten 
Punkt s. 

Ersetzt man in der Formel eir' = 
cos z' + i sin z' das Argument. z' durch 
(z' + 2 11:), so folgt, daß- ei ., + 2 i 11' gleich 
eiz' ist. Schreibt man hier iz' =.z, ~o folgt: 

(2) •••• eZ+2i 11' = eZ. 

Den Übergang zu den hyperbolischen 
Funktionen vermitteln die Darstellungen 
derselben in der Exponentialfunktion oder 
auch die Formeln von Nr. 11, S. 207. 
Es findet sich: 

(:1) .• {l2iin(Z + 2 i 11:) = 0ins, 
~of (z + 2 i 11:) = ~of s. 

Fig.73. 

4i", 

• z-t-2in 

2i7r 

OJI 

o 

• z-2itt 

Lehrsatz: Die Exponentialfunktion eI, sowie die hyperbolischen 
Funktionen !Sin E, ~of z haben die Periode ,2 i 1t, welche rein imaginär 

Fricke, Leitfaden. 14 
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ist; d. h. die einzelne jener Funktionen ändert sich nicht, falls man aas 
Argument z um 2 i 1,; verme1wt oder vermindert. 

Wenn man demnach die Zahlen ebene durch Parallele zur reellen 
Achse in lauter Streifen der Breite 2 neinteilt (vgl. Fig. 73, S. 209), 
so wird die einzelne der genannten Funktionen in homologen Punkten 
dieser Streifen stets gleiche Werte annehmen. 

15. Die Funktion ln s für komplexes Argument. 

Ist w = u + iv und setzt man eW = E = reYi, so gilt: 

eu +iv = eU·eiv = e"(cosv + isin v) = r(oos-l}- + isinif). 

Durch Trennung der reellen und imaginären Bestandteile folgt 
hieraus: 

eUcosv = rcos-l}-, eUsinv = rsin-l}-. 

Durch Kombination dieser Gleichungen gewinnt man leicht: 

eil = r, u = Zn r, v = -I}- + 2v n, 
wo Zn r der natürliche Logarithmus der positiven Zahl r ist, welcher 
nach S. 6 für jedes positive r einen eindeutig bestimmten Wert hat, 
und wo v eine beliebig zu wählende ganze positive oder negative Zahl 
oder ° bedeutet. 

Kehrt man eW = z in w = Zn E um, so folgt: 

(1) . . . . . . . ln z = Zn r + W + 2 v lC) i. 

Lehrsatz: Der natürliche Logarithmus Zn z fitr ein beliebiges 
komplexes Argument s ist in der Art "unendlich vieldeutig", daß der 
reelle Bestandteil von ln E al-s ln r eindeutig bestimmt ist, während der 
Faktor von i im imaginären Bestandteil von Zn z gleich der Amplitude 
a- von E, vermehrt um ein "beliebiges" Multiplum von 2 n, ist. 

Als "Hauptwert" der Funktion Zn E bezeichnet man den für 11 = ° 
eintrete~den Funktionswert, wobei -I}- als im Intervall 0 < -I}- < 2 JC, 

gelegen gilt. 
Soll ln s reell sein, so muß E reell und positiv sein, und es ist 

der Hauptwert zu nehmen. Die Hauptwerte der Logarithmen nega
tiver reeller Argumente E Bind komplex, nämlich gleich (Zn r + n i). 

16. Die zyklometrischen Funktionen mit komplexen 
Argumenten. 

Die in Nr. 10 gewonnenen Relationen zwischen der Exponential
funktion und den trigonometrischen Funktionen lassen sich durch ein
fache Rechnung umgestalten in Beziehungen zwischen dem Logarithmus 
und den zyklometrischen Funktionen. 

Aus (1), Nr. 10, folgt, wenn man w statt z schreibt: 

wi = In (cosw + isinw). 
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Setzt man somit sin 1.0 = Z und also 1.0 = are sin z. so folgt: 

arcsinz=~ln(iz+V1 Z2). 
z 

Eine ähnliche F'ormel ergibt sich für arc cos z. 
Für arc tg z knüpfe man an: 

ewi . = e2wi = cosw + isinw = 1 + itgw 
e-WJ cosw - isin'W 1- itgw 

und setze hier tg 1.0 = z und also 1.0 = arc tg z. 

211 

L ehr s atz: Die Darstellung der Funktionen arc sin z und are tg IJ 
durch den Logarithmus wird geliefert durch: 

I arc sin IJ = .~ ln (i IJ + Vl- e2 ), 

Cl) • •• • • • 
arc tg z = ~ Zn (1 + ~ z) . 

2z 1-u 

Die Eigenschaften der zyklometrischen Funktionen mit komplexen 
Argumenten kann man somit auf Grund der vorstehenden Relationen 
ans den in Nr. 15 betrachteten Eigenschaften des Logarithmus ablesen. 

17. Ableitungen und unbestimmte Integrale bei komplexen 
Funktionen. 

E r k 1 ä run g : Von einer als variabel zu denkenden komplexen 
GriJße, welche im Sinne der Erklärung am Anfang von Nr. 8, S. 202, 
die Null IJur GrenIJe hat, ohne mit Null identisch zu werden, sagt man, 
sie werde unendlich klein oder (was jedoch nicht genau ist) sie "sei" 
eine unendlich kleine komplexe Größe. 

Bei einer unendlich kleinen komplexen Größe ist demnach der 
absolute Betrag unendlich klein, während die Amplitude in keiner 
Weise beschränkt ist. 

Benutzen wir die am Schlusse von Nr. 4, S. 199, besprochene 
Deutung der komplexen Zahlen durch parallel mit sich verschiebbare 
Strecken der Zahlenebene , welche nach Länge und Richtung fixiert 
sind, so würde die zu einem Differential dz gehörende Strecke eine 
verschwindend klein werdende Länge, aber beliebige Richtung be
sitzen. 

Ist fCz) irgend eine Funktion der komplexen Variabelen z, so 
können wir analog wie bei reellen Veränderlichen und Funktionen für 
irgend einen Anfangswert H und einen ·zunächst endlichen und im all
gemeinen komplexen Zuwachs LI z den 'IIDifferenzenq'uotienten": 

(1) • • • • • • • LI f~z) = rCIJ + LI.~) _- fCz) 
Llz LlIJ 

14* 
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erklären und den Grenzwert desselben untersuchen, falls LI e irgend wie 
zu einem "komplexen Differential" d z, d. i. unendlich klein wird. 

Hierbei gilt der merkwürdige 

L ehr s atz: Für alle oben betrachteten Funktionen f (e) ist der 
GrenzUiert des Differenzenquotienten eine "nur von z", aber "nicht von 
der Amplitude" des Differentials d e abhängende Funktion (' (z), welche 
wieder als ~Ableitung" oder genauer als "erste Ableitung" von ((e) be
zeichnet wird. 

Das zu d z gehörige Differential d (z) der Funktion t (z) erklären 
wir a.lsdann durch: 

df (z) = f' (z) de, 

so daß die Ableitung f' (z) auch als Differentialquotient: 

('(z) = df(1 
dz 

dargestellt werden kann. 
Der ausgesprochene Lehrsatz soll an folgenden Beispielen erläutert 

werden: 
Für die Funktion fez) = zn überträgt sich die S. 20 u. f. ausgeführte 

Rechnung unmittelbar und liefert f' (z) = nzn-l als Ableitung, womit 
in diesem Falle der Satz bewiesen ist. 

Für die transzendenten Funktionen knüpfe man an die Potenz-
reihen. Durch eingehendere Betrachtungen läßt sich zeigen, daß 
man aus: 

indem man rechter Hand gliedweise differenziert, die Potenzreihen
entwickelung der Ableitung von fez) gewinnt: 

f' (z) = c,. + 2 C2 Z + 3 Cs Z2 + 4 c, e 3 + .. " 
und daß diese Reihe denselben Konvergenzkreis wie die Reihe (2) 
besitzt (vgl. S. 58, Schlußsatz von Nr. 4). 

Die Anwendung auf die in Nr. 9, S. 205, angegebenen Reihen 
lehrt: 

d(e') = e', 
dz 

dcosz . ---a:;- = - sm z. 

Durch Fortsetzung dieser Betrachtungen findet man, daß über
haupt alle aUS dem ersten Abschnitt bekannten Differentialformeln für 
die komplexen Variabelen erhalten bleiben. 

Bei der unbestimmten Integration der Differentiale· gelangten wir 
im dritten Abschnitt zu Gleichungen, welche nichts weiter als formale 
Umgestaltungen der Gleichungen der Differentialrechnung waren. Wir 
erhalten somit folgenden 
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Lehrsatz: Alle im ersten und im dritten Abschnitte bei der 
Differentiation und der unbestimmten Integration der Funktionen ge
wonnenen Formeln bleiben unverändert bestehen, falls an Stelle des 
damaligen reellen Argumentes a; und Differentials da; komplexe z und d z 
treten und die Funktionen in der durch Nr. 9, S.204 u. f~, beeeichneten 
Art auf komplexe Funktionen erweitert werden. 

18. Bemerkung zur Integra.tion rationaler Differentiale. 

Die Integration der rationalen Differentiale wurde oben (vgl. 
S. 104 ff.) unter Vermeidung komplexer Größen dUrchgeführt. 

Gebrauchen wir komplexe Zahlen, was uns jetzt frei steht, so ge
stalten sich die genannten Entwickelungen weit einfacher. 

Für eine rationale Funktion R (e), welche komplexes Argument 
hat und natürlich auch komplexe Koeffizienten aufweisen darf, haben 
wir zunächst der Gleichung (4), -S. 102,- entsprechend die Zerlegung: 

I
R (e) - G (z) + Al + A 2 + ... + ~ 

- + ~z:-.a)~ . ~z~.a)~-.l ... . z-:~ 
LI L'J + +...!:L + (z-1)' + (Z-l)l-l ... e-z' 

(1) 

Hier ist G (z) eine ganze rationale Funktion, die a, b, "', 1 sind die 
im allgemeinen komplexen Wurzeln der durch Nullsetzen des Nenners 
von R (e) entspringenden Gleichung, wobei die Wurz!ll a im ganzen 
CIG-fach usw. auftritt, und endlich sind die All "', L~ die n konstanten, 
hier im allgemeinen komplexen Partialzähler. 

(2) 

Die Integration liefert nun einfach: 

J R(e)dz = f G(z)dz 

(CIG - 1) (z - a)a I 
... + Aa • Zn (z - a) 

LI l - .•. + Ll' ln (z - 1) 
(1- 1) (z -l) 1 

als eine arte Fälle umfassende Formel. 

Hat R (z) durchweg reelle Koeffizienten, so kommen in (2) rechter 
Hand etwaige komplexe Glieder immerzu Paaren konjugiert vor. Zwei 
solche Glieder lassen sich dann zu einem einzigen Ausdruck mit reellen 
Koeffizienten zusammenfassen. 

Es hat ein besonderes Interesse t diese Vereinigung wenigstens 
an den Paaren konjugierter logarithmischer Glieder durchzuführen 
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Zu diesem Zwecke knüpfen wir an die bei den konjugierten Partial
brüche: 

A' + i A" A' - i A" 
(3) ••••••. s~a'-ia" + s-a'+ia'" 

welche bei der Integration ergeben: 

(4) (A' + iA") Zn (s - a' - ia") + (A' -i.A") Zn Cz - a' + i a'l). 

Um nun diese beid~n Glieder unter Zusammenfassung in einen 
Ausdruck mit reellen Koeffizienten umzugestalten, rechnen wir erstlich 
den Ausdruck (4) in folgende Gestalt um: 

A' 1 [( _ ' _ . ''') ( _ ' +. ")] _ 2.A" ~ 1 a" + i (s - a') n s a fa z a f a 2 i n a" _ i (s _ a') 

+ i A" ln (- 1). 

Das letzte Glied, welches konstant ist, kann fortbleiben., da es 
sich hier um eine "unbestimmte" Integration handelt. Für das vor
letzte Glied benutzen wir die .aus (1), Nr. 16 (S.211), entspringende 
Gleichung: 

1 a" + i (z - a') s - a' 
- Zn - arctg --. 
2 ia" - i (s - a') ,- a" 

So folgt als Integral des Ausdrucks (3): 
6-a' 

.A' ln [(z - a')2 + aI/li] - 2A"arctg --. 
a" 

Zu dem gleichen Resultate werden wir geführt, wenn wir die 
beiden Partialbrüche (3) vor der Integration zu einem reellen Aus
drucke zweiten Grades zusammenfassen und sodann die Integration 
nach der Regel (III), S. 105, durchführen. 

19. Bemerkung über lineare homogene Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. 

In der S. 188 ff. gelieferten Behandlung der in der Überschrift ge· 
nannten Differentialgleichungen haben wir den Fall, daß die daselbst 
unter (2) angesetzte algebraische Gleichung nten Grades komplexe Wur
zeln aufweist, ausgeschlossen. 

Wie wir jetzt wissen, gelten die in den beiden damaligen Lehr
sätzen a~sgesprochenen Ergebnisse ohne weiteres auch im Falle kom
plexer Lösungen ft. 

Wir halten etwa an der Voraussetzung fest, daß die Koeffizienten 
~, all , •• " a" der Differentialgleichung reell sind, nehmen indessen an, 
daß die Gleichung: 

(1) • • . . ao 1-''' + ~ p,"-1 + ... + a .. -l P, + an = 0 

das Paar der komplexen Wurzeln: 

P,l=~+H, 
IX-fach besitze. 
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Dann liefert der letzte Lehrsatz von S. 189 die 2 u Integrale: 

xe("+iA)",, x2 e(x+il)"', .•. , xa - 1 e(,,+iA),", 

X e(,,-il),", x2 e<,,-il.):r;, ••. , X,,-l e("-O),". 

Nun gilt aber nach S. 206 ff.: 

e<x:!il):r; = e""" (cos Ä X ± i sin Ä x). 

Man gestalte die Integrale (2) dementsprechend um und beachte, 
daß nach den Sätzen von S. 187 sowohl die halbe Summe als die durch 
2 i geteilte Differenz je zweier in (2) untereinander stehender. Integrale 
wiederum Integrale der vorgelegten Differentialgleichung liefern. 

So entspringt der 

L ehr s atz: Hat die algebraische Gleichung (1) das u. -{ach. auf
tretende Paar komplexer Lösungen (" ± i .Ä), so entspricht diesen Lösungen 
das System der .2 u. "reellen" Integrale: 

e,,:r; cos Ä X, x e,,:r; cos Ä X, x2 e"'" cos A. x, ... , xa - 1 eXZ (',os Ä xI 

eU sin ).. x, x exz sin ).. x. x2 oX'" sin ).. x, .. , X,,-l oX'" sin ).. x. 

20. Bestimmte Integrale zwischen komplexen Grenzen. 

Es sei cp (s) eine der bisher betrachteten Funktionen der kom
plexen V ariabelen s, und es mögen SI und Ss irgend zwei fest gewählte 
Einzelwerte von s sein. 

Um zu erklären, was wir unter dem bestimmten Integrale: 
'., Fig.74. 

(1). . . . • J cp (z) d S 

" 
verstehen wollen, müssen wir auf die 
S. 86 entwickelten Vorstellungen zurück
gehen. 

Wir zeichnen in aer Zahlenebene vom 
Punkte Sl eine beliebige Kurve nach S2 

und wollen diese als "lntegrationskurve" 
benutzen (siehe die in Fig. 74 ausgezogene 
Kurve von SI nach Z2)' 

Nach dem Vorbild der Maßregeln von S. 86 (unten) denken wir 
diese Kurve in lauter einzelnen Schritten d S zurückgelegt, bilden für 
das an der Stelle s gelegene cl s das Produkt cp (z) dz und erklären 
die Summe aller auf unsere Kurve bezogenen Produkte dieser Art als 
bestimmtes Integral (1). 

Hierbei tritt die fundamentale Frage auf, in welcher Weise die 
Auswahl der Integrationskurve auf den entspringenden Integral wert 
einwirkt. 
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Teilweise wird diese Frage beantwortet durch den 

L ehr s atz: 1l'Ian kann, ohne daß der Integralwert ein anderer 
wird, Verschiebungen der Integrationskurve, z. B. von der ursprünglichen 
zu der in Fig. 74 punktierten Gestalt, vornehmen, sofern man nur hierbei 
die fragliche Kurve nicht über gewisse der Funktion fJ! (z) eigentümliche 
Ausnahmepunkte hinwegschiebt. 

Zum Beweise dieses Satzes, sowie zu einer ausführlichen Ent
wickelung der Theorie der bestimmten Integrale mit komplexen Grenzen 
fehlt hier leider der Raum. 
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Astroide 150. 

Basis e der natürlichen Logarithmen 13. 
Bereich einer komplexen Variabelen 198. 
Binomialkoeffizient 32. 
Binomialreihe 68. 
Binomischer Lehrsatz 32. 
Bogendifferent,fal oder element einer 

ebenen Kurve 42. 
- - einer Raumkurve 146 
Bogenmaß der Winkel 7. 

Differential 19. 
- höherer Ordnung 34. 
-, totale!! oder vollständiges 121, 125. 
Differentialgleichungen, allgemeinel' Be-

griff 158. 
-, gew.öhnliche und partielle 159. 
-, t)ysteme von 159. 
Differentialquotient 19. 
- höherer Ordnung 35. 
Differentiation der Funktionen mehrerer 

Variabelen 120, 123. 
- eines Integrals nach einem Para

meter 130. 

Differentiation impliziter Funktionen 
122. 

- komplexer Funktionen 211. 
- zusammengesetzter Funktionen 27, 

123. 
Differenzenquotient 17. 
- höherer Ordnung 32. 
Di vergenz einer Reihe 54. 
Doppelintegral 129, 152. 
Doppelpunkt einer ebenen Kurve 144. 

Eindeutigkeit der Funktionen 6. 
- - - mehrerer Variabelen 119. 
Einheitswurzeln201. 
Einhüllende Kurve 149. 
Evolute 48. 
Evolvente 49. 
Existenzbeweis der Lösungen von Diffe-

rentialgleichungen 165. 
Explizite Funktion 2. 
Exponentialfunktion 6, 22. 
Exponentialreihe 64. 

Fundamentalsatz der A.lgebra 99. 
- über Integrale algebraischer Diffe-

rentiale 112. 
Funktion 2. 
- einer komplexen Variabelen 204. 
- mehrerer Variabelen 1.18, 122. 

Ganze Funktion 4. 
Grad einer Differentialgleichung 160. 
Grenzbegriff 11. 

Hauptnormale einer Raumkurve 148. 
Hauptwert der zyklometrischen Funk

tionen 10. 
- des Logarithmus 210. 
Homogene Differentialgleichnngen 160, 

186. 
Hyperb9lische Funktionen 28, 93. 
Hypergeometrische Reihe 192. 
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Imaginäre Einheit 195. 
- Zahlen 195. 
Implizite Funktion 2. 
Indikatrix eines Fliichenpunktes 137. 
Induktion, vollständige 33, 126. 
Inflexionspunkt einer ebenen Kurve 46. 
Integral, bestimmtes 86. 
- einer Differentialgleichung 161. 
- - komplexen Funktion 212. 
-, unbestimmtes 80. 
- zwischen komplexen Grenzen 215. 
Integralfläche einer Differentialglei

chung 162. 
Integralgleichung einer Differential

gleichung 161. 
Integralkurven einer Differentialglei-

chung 162. 
Integration der totalen Differentiale 126. 
- durch Reihen 116, 192. 
- nach einem Parameter 129. 
Integrationsgrenze 86. 
Integrationsintervall 86. 
Integrationskonstante 81. 
Integrierender Faktor 171. 
Interpolationsformel von Lagrange 

104. 
Intervall einer Variabelen 1. 
Inversion der Funktionen 3. 
Irrationale Funktion 5. 
Isogonale Trajektorien 178. 
Isolierter Punkt einer Kurve 144. 

Komplanation der Flächen 153. 
- der Rotationsflächen 96. 
Komplexe Variabele 196. 
- Zahlen 195. 
Konjugiert komplexe Größen 196. 
Konkavität der KUl'ven 45. 
Konstante 1. 
Konvergenz einer Reihe 54. 
- - -, bedingte und unbedingte 71. 
Konvergenzintervall 58. 
Konvergenzkreis 204. 
Konvergenzkriterium 5·6. 
Konvexität der Kurven 45. 
Krümmung der Flächen 138. 
Krlimmungskreis 47, 148. 
Krümmungszentrum einer ebenen Kurve 

47. 
- einer Raumkurve 148. 
Kubatur der Körper 151. 
- der Rotationskörper 95. 

Lei bnizsche Regel 32. 
LineareDifferentialgleichungen 170, 187. 
Linearfaktoren ganzer Funktionen 100. 
Logarithmische Differentiation 29. 
Logarithmus 6. 
-, der natürliche 21. 
Logarithmusreihe 66. 

Mac Laurinsche Reihe 63. 
Mac Lauriuscher Lehrsatz 62. 

Maxima der Funktionen 38, 135. 
- und Minima bei Nebenbedingungen 

140. 
Mehrdeutigkeit der Funktionen 5. 
Mehrfache Punkte ebener Kurven 144. 
Methode der unbestimmten Koeffizienten 

70. 
Minima der Funktionen 38, 135. 
Mittelwertsatz 58. 
- der bestimmten Integrale 90. 
Modul eines Logarithmensystems 22. 
Moivrescher Lehrsatz 200. 

Natürliche Logarithmen 21. 
Normalebene einer Raumkurve 147. 
Normale einer ebenen Kurve 41, 143. 
- - Fläche 145. 

Orthogonale Traj ektorien 178. 

Parameter einer Kurvenschar 149. 
- eines bestimmten Integrals 129. 
Partialbruchzerlegung 102. 
Partielle Differentiale und Ableitungen 

120, 123. 
- - höherer Ordnung 124. 
- Integration 84. 
Partikuläres Integral einer Differential· 

gleichung 165. 
Periodizität der Exponentialfunktion 

209. 
- - hyperbolischen Funktionen 209. 
- - trigonometrischen Funktionen 8, 

209. 
Polarkoordinaten 51, 155. 
Polarnormale 52. 
Polartangente 52. 
Potenzreihen 57. 
- mit komplexen Gliedern 203. 
Produktdarstellung von n 116. 

Quadratur der Kurven 91. 

Rationale Funktion 4. 
Reihen, unendliche 54 .. 
-, - mit komplexen Gliedern 202. 
Rektifikation der Kurven 93. 
Restglied der Taylorschen Reihe 62. 
Rückkehrpunkt einer ebenen Kurve 144. 

Schar der Integralkurven 165. 
- ebener Kurven 149. 
Schmiegungsebene einer Raumkurve 

148. 
Schraubenlinie, zylindrische 157. 
Simpsonsche Regel 98. 
Singuläre Lösung einet Differential

gleichung 176. 
Spiralen 53. 
Stetige Vieldeutigkeit einer Funktion 

t (x, y) 119. 
Stetigkeit einer Funktion 15. 
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Stetigkeit einer Variabelen 13. 
Strecken addition in der Ebene 199. 
Subnormale 41, 52. 
Subtangente 41, 52. 
Systeme simultaner Differentialglei-

chungen 159. 

Tangenten der ebenen Kurven 41, 142. 
- der Raumkurven 146. 
Tangentialebenen der Flächen 145. 
Taylorsche Reihe 63_ 
Taylorscher Lehrsatz 61. 
- - für Funktionen mehrerer Varia-

belen 131. 
- - - ganze Funktionen 60. 
Totales Differential 121, 125. 
'l'rajektorien einer Kurvenschar 178. 
Transzendente Fllnktionen 11. 
Trennung der Variabelen bei Differen-

tialgleichungen 168. 
Trigonometrische Funktionen 8, 205. 
- Kurven 8. 

Umkehrung der Funktionen 3. 
Unbestimmte Gestalten d. Funktionen 73. 

Unendlich kleine Größe 19. 
- - - höherer Ordnung 35. 
Unendlichwerden der Exponentialfunk-

tion 78. 
- des Logarithmus 79. 
Unstetigwerden der l!'unktionen 15. 

Varia bele 1. 
Variation der Konstanten bei linearen 

Differentialgleichungen 192. 

Wendepunkte ebener Kurven 46. 

Zahlenebene 118. 
Zahlenlinie 1. 
Zusammengesetzte Funktionen 11, 123. 
Zusammenhang zwischen Exponential-

funktion und trigonometrischen 
Funktionen 206. 

- - trigonometrischen und hyper
bolischen Funktionen 206. 

Zykloide 44_ 
Zyklometrische Funktionen 9. 
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