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Vorwort.

Neben den physikalischen Gesetzen der Forméanderungen enthilt
jede Theorie statisch unbestimmter Systeme nur geometrische oder
statische Aussagen. Sie dienen dazu, die Gleichungen zu formulieren,
deren Losung zur Kenntnis der Krifte und Forménderungen fiihrt.

Isoliert man aus dem ganzen Komplex von Aussagen ein Gleichungs-
system der statisch unbestimmten Krifte, so bringt man damit ledig-
lich geometrische Beziehungen zum Ausdruck; umgekehrt besitzen
Gleichungen fiir eine bestimmte Zahl von VerschiebungsgréBen rein
statischen Inhalt. Allgemein ist auch ein gemischtes System von Glei-
chungen denkbar, in welches sowohl Krafte als auch Verschiebungen
als Unbekannte eingehen.

Hierdurch ist eine Dreiteilung der Theorie gegeben. Die an erster
Stelle genannten geometrischen Gleichungen sind die bekannten Elasti-
zitidtsgleichungen. Sie haben bisher der Statik der Baukonstruktionen
fast ausschlieflich zur Grundlage gedient. Hat man mit ihrer Hilfe
die statisch unbestimmten Kréfte berechnet, so folgen die iibrigen
Krafte aus rein statischen Betrachtungen am statisch bestimmten
Hauptsystem. Diese Theorie wird hier als bekannt vorausgesetzt.

Unsere Betrachtungen wenden sich iiberwiegend, vom Abschnitt IV
ab, den Gleichungen statischen Inhalts zu, die wir zum Unterschied die
.- Elastizitatsgleichungen zweiter Art“ nennen. Die mit ihrer Hilfe zu
bestimmenden Verschiebungen stellen ein System von Gréfen dar,
aus welchen die iibrigen Forménderungen auf rein geometrischem Wege
folgen. Ihre Auswahl geschieht nach der Methode der ,,Grundkoordi-
naten‘‘. Diese sind durch die Eigenschaft bestimmt, den Verschiebungs-
zustand gewisser kinematischer Gebilde G, G,, G, festzulegen, zugleich
gewinnt man aus der Betrachtung dieser Gebilde die geometrischen Be-
ziehungen fiir die Ermittlung der iibrigen Forménderungen. Das kine-
matische Gebilde stellt hier ein dem statisch bestimmten Hauptsystem
analoges Hilfsmittel dar.

Untersteht im allgemeinen das Fachwerk der Doméne der ersten
Theorie, so bietet die zweite Theorie in der Regel bei Rahmenwerken
erhebliche Vorteile. Meistens ist die Zahl der einzufiihrenden Grund-
koordinaten bedeutend kleiner als der Grad der statischen Unbestimmt-
heit. Nach ihrer Ermittlung mit Hilfe der Elastizitdtsgleichungen
zweiter Art findet man die Krifte in irgendeinem Stab, ganz unab-



IV Vorwort.

hingig von denen eines anderen, nach einem einfachen und einheit-
lichen Verfahren. Dabei stehen fortwiihrend bei der Zahlenrechnung
eine groBe Anzahl einfacher und scharfer Proben zur Verfiigung.

Nach unserer Ansicht wird man im Besitz dieser theoretischen
Grundlagen bei der iiberwiegenden Mehrzahl von Rahmenwerken nicht
mehr auf Gleichungen fiir statisch unbestimmte Krifte zuriickgreifen.

Uber die dritte Theorie konnen wir uns kiirzer fassen; sie ist zwar,
wie im Abschnitt III dargelegt wird, in gewisser Beziehung den beiden
ersten ilibergeordnet, da sich diese aus ihr gewinnen lassen. Im Ab-
schnitt IV haben wir dies fiir die Elastizititsgleichungen zweiter Art
durchgefiihrt. Praktisch diirften aber die Ansitze der dritten Theorie
nicht an die Tragweite der beiden anderen heranreichen. Im V. Ab-
schnitt haben wir daher die zweite Theorie unabhingig aus allgemeinen
Prinzipien entwickelt.

Soviel iiber den systematischen Aufbau. Was die praktische Durch-
fiilhrung anbelangt, so sei bemerkt, daB die Ermittlung der Form-
dnderungen der Einzelstébe einen in sich abgeschlossenen Teil der Be-
rechnung bildet, der als vorerledigt betrachtet werden darf.

Fiir Stiabe mit veréinderlichem Querschnitt haben wir jedoch die
ndtigen Entwicklungen durchgefithrt und fiir die Endmomente beider-
seits eingespannter Stibe Formeln zur numerischen Berechnung auf-
gestellt. Ebenso hatim Abschnitt VII der beiderseits eingespannte Bogen
eine eingehende Behandlung gefunden. Eine gréBere Zahl durchgefiihr-
ter Beispiele verfolgt nicht nur den Zweck, einer miBverstindlichen
Auffassung der Grundlagen vorzubeugen, vielmehr halten wir die durch
Kenntnis richtiger Resultate geiibte Anschauung fiir eines der wich-
tigsten Hilfsmittel, sich vor groben Zahlenfehlern zu schiitzen. Dem
praktischen Rechner dienen ferner numerisch durchgefiihrte Muster-
beispiele als Anhalt fiir die anzuwendende Stellenzahl. Namentlich bei
den empfindlichen Bogenstiben wurde die Fehlerfortpflanzung einer
eingehenden Betrachtung unterzogen, um den Zeitaufwand fiir diese
notwendigen Uberlegungen abzukiirzen. Die Zuverlissigkeit numeri-
scher Integrationsmethoden wurde durch Vergleich mit mathematisch
streng durchgefiihrten Rechnungen gepriift, wobei z. B. das vielfach
benutzte Simpsonsche Verfahren nicht immer zufriedenstellt.

Breslau, im Februar 1927.

L. Mann.
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I. Einfithrung.
1. Aligemeine Erklirung der Rahmenwerke. Die Stabkette G.

In der Baustatik versteht man unter einem Rahmenwerk ein Bau-
werk, das aus einer geometrisch unbeweglichen, aber sonst beliebigen
Kombination miteinander verbundener, im allgemeinen biegungsfester
Stabe besteht. Die Verbindungsstellen werden als Knotenpunkte be-
zeichnet, die ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in den Enden der
Stiabe angenommen werden diirfen, weil nach Bedarf jeder Teilpunkt
eines Stabes als Knotenpunkt und seine Teile selbst als Stéibe aufgefaBt
werden diirfen. Wir setzen dabei voraus, dafl jeder Stab an beiden
Endpunkten an Knoten angeschlossen ist, nur einseitig angeschlossene
Stabe betrachten wir als nicht zum System gehorig, sie werden nur als
Mittel zur Ubertragung von Lasten aufgefaBt.

Punkte, in denen Stébe des Systems an ein starres Widerlager an-
schlieBen, werden als feste Knoten, die iibrigen Punkte, in denen Stibe
zusammenstoBen, als freie Knoten bezeichnet. Zur deutlichen Vor-
stellung wollen wir uns stets einen Knoten korperlich, bei ebenen
Stabsystemen etwa als einen zylindrischen Bolzen vorstellen, an welchen
die Stébe als gelenkig oder steif angeschlossen gelten, je nachdem bei
einer Form#énderung die Stabenden nur die Verschiebungen des Knotens
oder auch dessen Drehung mitzumachen gezwungen sind. Bei den
freien Knoten ist stets mindestens ein Stab steif mit dem Bolzen ver-
bunden; bei festen Knoten ist der Bolzen steif mit dem Widerlager ver-
bunden, er bildet daher einen Teil des letzteren.

Denken wir uns simtliche steifen Anschliisse, bis auf je einen an den
freien Knoten, aufgehoben und durch gelenkige ersetzt, so kann das
hierdurch entstehende Stabgebilde @ entweder immer noch geometrisch
unbeweglich sein und stellt dann ein statisch bestimmtes oder un-
bestimmtes Fachwerk dar oder wir erhalten eine kinematische Kette
von im allgemeinen mehrfacher Bewegungsfreiheit. Im ersten Fall
wird das Rahmenwerk auch als Fachwerk (mit steifen Knoten) be-
zeichnet.

Obwohl die Theorie auf gemeinsamen Prinzipien beruht, ist diese
Unterscheidung praktisch von wesentlicher Bedeutung; wiahrend nam-
lich allgemein bei der Berechnung von Rahmenwerken die geringe
GroBenordnung der durch axiale Stabkrifte hervorgerufenen Form-

Mann, Rahmenwerke, 1



2 Einfiihrung,

anderungen gewisse Vereinfachungen zuldBt, ist im Gegensatz dazu bei
Fachwerken — bei ausschlieflicher Belastung der Knoten — das gleiche
durch die geringe GroBenordnung der Biegungsmomente bedingt.

Rahmenwerke mit einem hohen Grad statischer Unbestimmtheit
gehoren der jiingsten Epoche der Baukunst an und werden vorzugs-
weise durch die Praxis des Eisenbetonbaues eingefiihrt. So klar die
allgemeine Theorie statisch unbestimmter Systeme durch Betrachtung
der Forménderungen an statisch bestimmten Hauptsystemen zur Auf-
stellung von Elastizititsgleichungen gelangt, bei vielstdbigen Rahmen-
werken begegnet die Durchfithrung infolge der umfangreichen Zahlen-
rechnungen erheblichen Schwierigkeiten. Auch die Methode, durch pas-
send gewihlte, statisch unbestimmte Hauptsysteme oder durch lineare
Transformation der an einem beliebig gewéhlten Hauptsystem auf-
tretenden statisch unbestimmten GréBen die Gliedzahl der Elastizitéits-
gleichungen zu verringern, ist im allgemeinen, wenn nicht die Form
und Symmetrie des Bauwerks wesentliche Vereinfachungen zur Folge
haben, von keinem durchschlagenden Erfolg. Was bei der Lésung der
vereinfachten Gleichungen gewonnen wird, mufl teuer genug erkauft
werden, durch den erhéhten Aufwand bei Bestimmung der Transforma-
tion, bei Berechnung der Koeffizienten der Gleichungen und nicht zu-
letzt derjenigen Gréflen, die das Ziel der Berechnung sind, der Momente
und Normalkréfte, die oft in keinem fiir die Zahlenrechnung einfachen
Zusammenhang mit den durch die Transformation eingefiihrten Un-
bekannten stehen.

Wie lebhaft diese Schwierigkeiten empfunden werden, beweist die
groBe Zahl von Verdffentlichungen, die unter Beschriankung auf be-
sondere Kategorien von Rahmenwerken auf die Entwicklung speziali-
sierter Verfahren hinzielen, Auch fehlt es nicht an Versuchen, fiir all-
gemein gestaltete Rahmenwerke neue Methoden zu entwickeln.

In der Tat sind neben der Methode der Elastizitdtsgleichungen
andere umfassende Methoden méglich, und indem wir die Aufgabe ver-
folgen, diese auf systematischem Wege zu ergriinden, werden wir gleich-
zeitig zu Rechnungsverfahren gefiihrt, die unter Umstédnden gerade da
einfach werden, wo jene zu verwickelten Zahlenrechnungen fiihrt.

2. Bezeichnungen.

Wir bezeichnen in folgendem mit s die Zahl der Stébe, der Index r
kennzeichne eine GroBe, die einem bestimmten Stab zugeordnet erscheint,
z. B. sei I, seine Linge in spannungslosem Zustand, = sei die Zahl der
Knoten; bestimmte Knoten, die durch einen Stab verbunden sind,
fithren die Kennziffern ¢ und %, der Index 7 oder k kennzeichne eine
dem Knoten ¢ oder k zugeordnete GroBe, g sei die Zahl der vorkommen-
den Gelenkanschliisse, p sei schlieBlich die Zahl der Bewegungsfreiheiten
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der nach Aufhebung der Knotensteifigkeiten erzeugten Stabkette G
und der Index m kennzeichne einen bestimmten Bewegungszustand
der Kette, wenn p — 1 Freiheiten aufgehoben werden.

II. Abzihlungskriterien und statische Gleichungen.

8. Das kinematische Gebilde G,. Knotengleichungen.

Wir definieren das kinematische Gebilde G,, das aus G entsteht,
wenn man an dem Knoten den letzten steifen Stabanschluf aufhebt,
Dabei treten noch n Bewegungsfreiheiten infolge der freien Drehbar-
keit der Bolzen hinzu. Die Gesamtzahl der Bewegungsfreiheiten von Gy
betrigt daher » + p. Wir betrachten zuerst ein Rahmenwerk mit
nur steifen Stabanschliissen. Es treten dann 2s Endmomente auf,
zwischen diesen und den #ufleren Kriften bestehen gemiaf der Zahl
der Bewegungsfreiheiten n -+ p statische Gleichungen. = Gleichungen
driicken die Bedingung aus, da8 bei Gleichgewicht keiner der Knoten
eine Drehung ausfiihrt, sie besitzen die Form:

Y’i=2M+M:‘O=O (1)

und werden Knotengleichungen genannt.

Hierbei ist die Summe iiber siimtliche auf einen Knoten ¢ iibertrage-
nen Stabmomente zu erstrecken. M, bedeutet das durch einen etwa
vorhandenen einseitig anegschlossenen Stab iibertragene Moment,
z. B. im Falle der Abb. 1 den Betrag P-c.

p Gleichungen driicken ferner den &,
Gleichgewichtszustand der Stabkette aus.
Wir bezeichnen sie mit

D,=0, m=1,2...p

und werden sie weiter unten entwickeln. Abb. 1.

Vorher moge noch ein Abzidhlungs-
kriterium fiir den Grad der statischen Unbestimmtheit aufgestellt
werden.

Wiirden der aus s Stiben bestehenden Kette G in passender Weise
p Stibe hinzugefiigt, so entstinde ein statisch bestimmtes Fachwerk,
fir welches die bekannte Beziehung gilt

2n =8+ p.

Hieraus entnimmt man fiir die Zahl der Kettengleichungen den
Wert p =27 — s und als Gesamtzahl fiir die statischen Gleichungen
3n —s. Zieht man diese Zahl von der Zahl der unbekannten End-
momente 28 ab, so erhilt man als Grad der statischen Unbestimmtheit

1%



4 Abzahlungskriterien und statische Gleichungen.

eines Rahmenwerks mit steifen Knoten:
3 (s —mn).

Sind bei einem Rahmenwerk g gelenkige Stabanschliisse vorhanden,
so ist die Zahl der statischen Gleichungen unverédndert. Die Zahl der
Unbekannten verringert sich um g, der Grad der statischen Unbestimmt-
heit betrigt daber allgemein:

3(8—mn)—yg.

Um den Grad der inneren statischen Unbestimmtheit bei geschlos-
senen Rahmenwerken mit s Stdben, » Knoten und g Gelenkanschliissen
zu bestimmen, denken wir eine Abstiitzung durch 3 in Knoten an-
geschlossene Gelenkstibe herbeigefithrt, dabei bleibt die Zahl der
unbekannten Momente ungeindert, » stellt jetzt die Zahl der freien
Knoten dar, die Zahl der Stibe ist um 3 und die Zahl der Gelenke um
6 vermehrt. Der Grad der inneren statischen Unbestimmtheit ist
daher:

3(8+3—n)—g—6=3(s+1—n)—g.

Die abgeleiteten Kriterien bleiben auch noch bestehen, wenn das
System G geometrisch (statisch) bestimmt oder infolge der Stabanord-
nung geometrisch iiberbestimmt ist, oder teilweise iiberbestimmt ist,
wobei es noch beweglich sein kann.

4. Gleichgewichtsbedingungen an der Kette G,. Bestimmungen
der Stabdrehwinkel mit Hilfe von Verschiebungsplinen.

An der Stabkette G, sind die gegebenen Lasten mit den Endmomen-
ten der Stabe im Gleichgewicht. Dabei ist daran zu erinnern, da die
an einem Kragarm nach Abb.1 angreifende Last parallel verschoben
im Knoten wirkend zu denken ist. An Stabe I, greifen die beiden Mo-
mente M; und M, an, deren Summe wir gleich M, setzen, sowie die

duferen Lasten.
%C A) Alle Endmomente und Dreh-
'#y; winkel ziihlen wir bei den Stében
stets positiv entgegen dem Dreh-
sinn des Uhrzeigers (Abb. 2).
Wird dem Stab eine Drehung ¢, erteilt, so ist dabei der Betrag fiir
die virtuelle Arbeit der Endmomente gleich M, -¢,.

Der pfachen Bewegungsfreiheit entsprechend, lassen sich der
Kette p voneinander unabhingige Verschiebungszustiinde erteilen, bei
welchen der Stab die Drehungen ¢,,, (m =1, 2.. p) ausfithren mége.
Durch Anwendung des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten er-

Abb. 2.
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hilt man daher:
8
@m=AV41Mr"prm+Avm=0- 2
r=

A,,, bedeutet dabei die virtuelle Arbeit der gegebenen Krifte.

Zur Bestimmung der Verschiebungsgrofen benutzen wir Geschwindig-
keitspline fiir die um 90° — entgegen
dem Drehsinn des Uhrzeigers —
gedrehten Geschwindigkeiten. Sind z z
in Abb.3 ¢ und k%' die gedrehten
Geschwindigkeiten des Stabes /,, so

liegen die Punkte ¢' und &’ bekannt- y'4 2

lich auf einer Parallele zu [,, bezeich- | [~ 7777

net man ferner mit ¢, und ¢, die |« ck#" d, -G >
Projektionen von i¢" und k%' auf Abb. 8.

die Stabachse, so betrigt die Dreh-

geschwindigkeit des Stabes w, = c.—ll—c,, . Da diese GroBien proportional

den Drehwinkeln zu setzen sind, diirfen wir ohne weiteres letztere an
Stelle der ersteren nehmen. Wir setzen daher mit ¢;+ ¢, =1,—d,
Wir wihlen nun p Stiibe der Kette aus, deren Drehungen unabhiingig
voneinander erfolgen, und erhalten p voneinander unabhéngige Ge-
schwindigkeitspléne, indem wir der Reihe nach einem der Stidbe einen
willkiirlichen Drehwinkel zuschrei-
ben, wiahrend die Drehwinkel der
iibrigen p — 1 Stidbe gleich Null
angenommen werden.

Abb. 4b.

Die den einzelnen Plinen entnommenen Langen ¢* — %' — in dem
MaBstab der Stablingen gemessen — bezeichnen wir mit d,,, und er-
halten hiermit:

Prm="7""" (3)



6 Die Kettengleichungen.

In Abb.4a haben wir ein Rahmenwerk dargestellt, dessen Kette
zweifache Bewegungsfreiheit besitzt. Als Grundstibe, d.h. solche,
deren Bewegung voneinander unabhingig ist, wihlen wir I, und [,.
In Abb. 4a und 4b sind die beiden Verschiebungspline dargestellt.

In Abb. 4a wurde nach Annahme von 11’ 55 gleich und parallel 11’
gemacht, wodurch dem Stab I, der Drehwinkel o zugeordnet ist. Der
Verschiebungsplan ist hiermit zwangsldufig bestimmt. In Abb. 4b bleibt
Punkt 1 und hiermit das ganze untere GeschoB in Ruhe. Nach Wahl
von 55’ ist der Bewegungszustand des Obergeschosses bestimmt. Wir
entnehmen z. B. den beiden Plinen die Strecken d3, und d;, und erhalten
mit Hilfe der Formel (3) die Winkel g, ; und ¢;, 5.

~ IIL Die Kettengleichungen.
5. Herleitung der Kettengleichungen.

Die Forménderungsarbeit des Rahmenwerks:

M2ds N2ds

~J2EJ +f 2EF
1aB¢ sich mit Hilfe der vorangegangen Betrachtungen als eine Funktion
der 28 (bzw. 28 —g) Knotenmomente darstellen, zwischen welchen
n + pstatische Gleichungen bestehen. Der Satz von der kleinsten Form-
énderungsarbeit fithrt daher zu der Bestimmung eines relativen Kleinst-
wertes. Man darf bei Ableitung der Minimumsbedingungen die Mo-
mente als unabhiingige GréBen betrachten, wenn man die Ausdriicke ¥;
und @,, mit noch zu bestimmenden Faktoren »; und u,, multipliziert
und zu 4 hinzuzéhlt. Hieraus folgen 2s Gleichungen von der Form:

n P
5, A+ S22 Vit S Ba] =0. @

Indem wir die Ableitungen nach den Momenten M, und M,, welche
nach Abb.2 am Stabe I, angreifen, durchfiihren, erhalten wir mit
Benutzung der beiden Gl. (1) und (2) zunéchst:

04 ?
m"’ V; "tnélllum"prm':o,

A ?
m‘*" vk'l';né’lﬂm'¢rm—’0-

Zur weiteren Umformung setzen wir:
oM ds ON ds
] M,—fMaﬂ EJ+fNaM EF’
Wie leicht ersichtlich, erstreckt sich das erste Integral nur iiber den
Stab I, und stellt nach bekannten Sitzen den Winkel dar, den die Tan-
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gente an die Biegungslinie im Punkte ¢ mit der Sehne bildet (Abb. 5):

oM ds u
J M 5= w0+ & @ M= M), (5)
a;, o Stellt den Beitrag der am Stab selbst angreifenden Lasten dar
und wird unter Annashme von Gelenken in den Punkten ¢ und % be-
stimmt. I, ist die iibliche Abkiir-

zung fiir EZ,TJ . % A ;

Das zweite Integral soll weiter @Vj
unten besprochen werden, einst- ,
weilen setzen wir zur Abkirzung [T lp———————>
die Summe: Abb. 5.

ON ds L4
J‘N WEE_F-*',,,Z:’:”M"PM:&"

Da aber offenbar ¢, = 9;, bezeichnen wir beide GroBen mit 4, und
haben schlieBlich:

@M — M) 47+ B+ 200 =0 .
ll
‘6"(2Mk—Mi)+‘Vk+19,~+ock,o=0.

Solcher Gleichungen gibt es im ganzen 28 bzw. 2s —g, denn ist
z. B. in % ein GelenkanschluB8 vorhanden, so fillt die zweite Gleichung
weg.

Aus einem weiterhin noch ersichtlichen Grunde bezeichnen wir
diese Gleichungen als Kettengleichungen und wollen sie jetzt noch
auf einem zweiten Wege herleiten, der zugleich die geometrische Be-
deutung der einzelnen Summanden erkennen lagt.

6. Geometrische Deutung der Multiplikatoren.

Frither wurden bei Bestimmung der Verschiebungspline p aus-
gewihlten Grundstiben virtuelle Drehwinkel zugeschrieben, woraus
entsprechende Drehwinkel fiir siamtliche Stibe zwangldufig bestimmt
waren. Die wahren Drehwinkel der Grundstébe infolge irgendeiner
Belastung des Rahmenwerks kénnen wir uns durch Multiplikation der
virtuellen mit noch zu bestimmenden Zahlen y, p, . . .u, erhalten den-
ken. Die Bezeichnungen pu,, filhren wir dabei, ebenso wie nachfolgend
y, und 9, ohne Bezugnahme auf die ihnen friiher beigelegte Bedeutung
ein. Die wahren Drehwinkel aller iibrigen Stibe (Stabsehnen) diirfen
wir aus zwei Summanden ¢, und ¢, bestehend betrachten, deren erster
eine kinematische Folge der Drehwinkel der Grundstibe ist und wegen
der linearen Zusammensetzung der einzelnen Verschiebungszustdnde
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den Wert besitzt:
?
Pr=2lm Prm+ (7)
m=1

Der zweite Summand ist durch die Stabdehnungen bedingt und

darf unter Festhaltung der urspriinglichen Richtung der Grundstébe

ermittelt werden. Am einfachsten geschieht dies

P durch die Einfilhrung von p zweckentsprechenden

Stitzungen (Abb.6). Dadurch entsteht aus der

Stabkette ein statisch bestimmtes Fachwerk, fiir

welches eine Reihe von einfachen Methoden zur
Bestimmung der Drehwinkel bekannt sind.

| D ] Zuniachst wenden wir das Prinzip der virtu-

ellen Verriickungen auf dieses Fachwerk an, in-

dem wir als Formidnderung die wirklichen Stab-

e e 4, dehnungen und als Last zwei in den Endpunkten ¢

Abb. 6. und % des Stabes I, angreifende Krifte einfiihren,

die ein Paar vom Moment 1 bilden. Die durch

dieses Kriftepaar bewirkten Stabkrifte seien mit N’ bezeichnet. Da-

durch erhalten wir:
, NNd
1.g =[5 ®)

Betrachten wir hierin N als Funktion der duBBeren Krafte und Knoten-

momente, so gilt auch N' = a{—ﬁ{ und weiter
0N ds ’
|¥ 5 zp =
Die Summe ¢, + ¢, ist der wahre Drehwinkel einer Stabsehne
und werde mit #, bezeichnet. SchlieBlich bezeichnen wir noch den wah-
ren Knotendrehwinkel im Sinne des Uhrzeigers, d. }1 den Winkel,
um welchen sich der Bolzen dreht, mit .
Jetzt koénnen wir die Bedingung ausdriicken,
dafl die Drehung der Endtangente eines am
) Knoten steif angeschlossenen Stabes mit
“A%a) der Drehung des Knotens iibereinstimmen
muBl (Abb. 7). Der Drehwinkel der Tan-
gente ist gleich dem Betrag des Sehnendreh-
winkels ¢,, vermehrt um den Betrag des Win-
kels «;, den die Tangente nach der Forménderung mit der Sehne bildet.
Mit Benutzung von (5) lautet daher die geforderte Bedingung:

0r+°‘i,o+%-(2-M£—‘Mk)=‘—V{-

Dies ist aber die friiher aufgestellte Kettengleichung und die Zeichen
v, u, ¥, @ stellen daher in beiden Entwicklungen dieselben GroBen dar.

!
3
r
!
!
|
!
1
e

i
Abb. 7.
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Es bedeuten:

#, die wahren Stabsehnendrehungen,

¢, die Stabsehnendrehungen bei Vernachlissigungen des Einflusses
der Stabdehnungen,

M, Faktoren, mit deren Hilfe die GréBen ¢, aus den ¢, ,, der Ver-
schiebungspldne durch lineare Zusammensetzung erhalten werden,

v; die Knotendrehwinkel, im Sinne des Uhrzeigers gezihlt.

7. Darstellung der Drehwinkel ¢; infolge der Lingeninderung
der Stibe.

Zur vollstindigen Entwicklung der Kettengleichungen haben wir
noch die Winkel ¢, zu bestimmen, die durch die Substitution 9, = ¢, + ¢,
eingefiihrt wurden und den Einfluf der Stabdehnungen darstellen.
IThre methodische Darstellung als Funktionen der Momente, z. B. mit
Hilfe der Gl. (8) bietet zwar keine Schwierigkeit, wiirde aber bei unregel-
méfig gestalteten und vielstibigen Rahmenwerken fiir die weitere
Rechnung eine gewaltige Komplikation bedeuten. Soweit jedoch die
Stabdehnungen eine Folge der durch &uBere Lasten veranlaBten Normal-
krafte sind, diirfen sie bis auf wenige bekannte Ausnahmefille voll-
stindig vernachlissigt werden. Man hat dann einfach mit A7, =0
4, = @, zu setzen.

Eine extreme Ausnahme bildet der Fall der Nebenspannungen eines
Fachwerks mit steifen Knoten. Hier ist ¢, =0 und somit ¢, = ¢,
zu setzen. Dabei tritt aber eine grole Vereinfachung dadurch ein, daf
in erster Anniherung die Stabkraft und damit ¢, als unabhingig von
den Knotenmomenten angesehen werden darf, wodurch &, als be-
kannte GroBe eingefithrt wird.

Auch bei allgemeinen Rahmenwerken wird man bei den nicht ver-
nachlassigharen Temperaturdehnungen mit Unterdriickung des Ein-
flusses der durch Temperatur erzeugten Normalkrifte die Anderung
der Stablinge

A4l = ¢tl,
setzen.

Dal die Stabkriimmung infolge ungleichmaBiger Temperatur-
dnderung eines Stabes auf ¢, keinen EinfluB hat und vielmehr durch
entsprechende Zusatzglieder zu den oben eingefithrten Winkeln «;, ,
beriicksichtigt wird, bedarf keiner weiteren Erliuterung.

Bei verhiltnisma8ig langen und schlanken Stében kénnen zuweilen
die Normalkrifte einen erheblichen EinfluB besitzen. Dann wird bei
umfangreichen Rahmenwerken der Weg der schrittweisen Anniherung
am schnellsten zum Ziel fiihren, indem man die auf Grund der Annahme
Al =0 oder eines geschitzten Wertes bzw. Al = ¢tl ermittelten
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Normalkrifte benutzt, um in eine wiederholte Rechnung verbesserte
Werte fiir die Lingenéinderungen einzusetzen.

Indem wir so die Lingendnderungen als gegeben ansehen, ist eine
schnelle Bestimmung der @] moglich. Sie bedeuten, wie frither dar-
gelegt wurde, die Drehwinkel in dem durch Fithrung der p-Grundstibe
parallel zu ihren anfénglichen Richtungen aus der Stabkette erzeugten
Fachwerk und werden am einfachsten und genau genug mit Hilfe eines
Williotschen Verschiebungsplanes erhalten. Auch wird es besonders
bei Rahmenwerken mit nur lotrechten und wagrechten Staben mog-
lich sein, in einfachster Weise an Hand einer fliichtigen Skizze die Dreh-
winkel zahlenmifig zum Ausdruck zu bringen.

Will man auch bei komplizierten Rahmenwerken die Winkel ¢’
durch Rechnung bestimmen, so
¥ fuhrt auf einfachem Wege die Lo-
# sung folgender Sonderaufgabe zum
5 Ziel: Von einem geschlossenen Viel-
eck seien die Léngenénderungen der
5 B Seiten und die Winkeldnderungen
J bis auf 3 gegeben, die letzten 3 Win-
Sz kelénderungen zu bestimmen.
7 2 Losung: Wir bezeichnen nach
57 ’z;\ Abb. 8 die Ecken in der Folge des
L2 positiven Umfahrungssinnes mit den
Abb. 8. Ziffern 1 bis » und die Seiten-
lingen bei Ecke 1 beginnend mit s,
bis s,. In einem beliebigen Rechtssystem, d. h., dessen z-Richtung
durch positive Drehung um 90° die y-Richtung erlangt, gilt:

2scosa =0

woraus folgt:
SAscosa— 3¢ -sina-da=0. 9)

Wir bezeichnen jetzt den Winkel, um den sich die Seite s; gegen die
vorhergehende s;_, in positivem Sinne dreht, mit y, und benutzen fol-
gende Beziehungen bzw. Definitionen:

pi=do,—Ao;y; yr=Aa;—Ada,;
8;CO80; == Tyy — Ty;
8;8in 0, = Y1y — Y5
_ds As _4_3_1____@3
s b=

Die zuletzt aufgestellte Gleichung nimmt dadurch die Form an:

n n
2 Yi Vs +‘Z-”5¢ﬁt=0- (9a)
i=1 i=1



Anwendung der Kettengleichungen. 11

Die Beziehung gilt fiir jedes Rechtssystem. Sind nun an irgend
3 Ecken die Winkelénderungen gesucht, so legen wir der Reihe nach die
z-Achse durch je 2 dieser Ecken, dann liefert die jeweilige Anwendung
von (9a) die Winkeldnderung an der dritten Ecke. Diese schone Losung
findet sich bei Mohr!) und diirfte an Einfachheit nicht iibertroffen
werden. Es ist jetzt leicht zu ersehen, wie man z. B. bei dem in Abb. 4a
dargestellten Rahmenwerk erst im unteren Stockwerk und dann im
oberen jedesmal von links nach rechts fortschreitend durch wiederholte
Anwendung von (9a) auf die aneinander gereihten Vielecke séimtliche
Drehwinkel bestimmen kann.

8. Anwendung der Kettengleichungen.
Wir konnen jetzt der ersten der Gl. (6) die Form geben:

148 ’
@’(2Mi—Mk)+”i+ Pr="—050 P>

wobei auf der rechten Seite bekannte GréBen stehen, und wollen sie
die dem Knoten ¢ zugeordnete Kettengleichung des Stabes I, nennen.
Diese Gleichungen bilden zusammen mit den statischen Gleichungen
¥; =0 und @,, =0 ein System von 28 — g + n + p-Gleichungen fiir
ebensoviel Unbekannte M, »; und y,,, wenn wir ¢, nach (7) eingesetzt
denken.

Zunichst liegt der Gedanke nahe, die Knotenwinkel »; zu entfernen,
indem man in den einzelnen den Knoten ¢ zugeordneten Gruppen eine
Gleichung von den iibrigen abzieht.

Dadurch entstehen jene Gleichungen, die von Bleich ,,Viermomen-
tengleichungen‘‘ genannt werden?). Sie enthalten formal nur 4 Momente,
durch die Gréfen ¢, und zufolge der Gleichungen &,, =0 sind sie
jedoch mit den iibrigen Momenten verkniipft. Im Sinne der bekannten
rekursiven Gleichungen bei kontinuierlichen Tréigern oder verwandten
Systemen, die man allgemein als Drei- oder Fiinfmomentengleichungen
zu bezeichnen pflegt, konnen Elastizitdtsgleichungen mit gerader Glied-
zahl nicht existieren, weil diese im Widerspruch mit dem Maxwellschen
Satz stehen wiirden. Man kann sich leicht iiberlegen, daf aus den
Kettengleichungen durch gleichzeitige Elimination der Gréen »; und
@, lberhaupt kein brauchbares, d.h. 28 —n — p voneinander un-
abhéngige Gleichungen enthaltendes System erhalten wird, weil zwischen
den GroBen ¢, n — p geometrische Beziehungen bestehen, die aus (7)
nach Elimination der GréBen u,, hervorgehen, die aber iiberfliissig

1) Abhandlungen, unter VIII. 1914.
%) Bleich: Die Berechnung stat. unbest. Tragwerke nach der Methode des
Viermomentensatzes. Berlin: Julius Springer 1925.
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erschienen, wenn jene Gleichungen voneinander unabhéngig wiren.
Bei Bleich fehlen die kinematischen Beziehungen (7), sowie der Ansatz
der statischen Gleichungen an der Stabkette:

®,, = 0.

An Stelle der ersteren werden die als ,,Winkelgleichungen‘‘ bezeich-
neten Beziehungen (9) benutzt, die letzteren werden dadurch umgangen,
daf die nach Benutzung der Gleichungen ¥; =0 in die Rechnung
eingefiihrten 28 — n Momente nachtriglich wieder an einem Haupt-
system durch 3 (s — ») statisch unbestimmte GroBen ausgedriickt
werden.

Dies diirfte aber in der Regel einen Umweg bedeuten. Dadurch ist
wohl auch die von anderer Seite als charakteristisch angesehene Bemer-
kung veranlaBt, daB aus den- Bleichschen Ansitzen durch passende
Elimination die gewohnlichen Elastizitdtsgleichungen erhalten wer-
denl).

Allerdings ist es selbstverstdndlich, dal sich aus allgemeinen um-
fassenden Ansitzen spezielle Formen herleiten lassen. Sucht man viel-
mehr den Sinn solcher neuerdings in Mode gekommener Gleichungen
mit einer vermehrten Zahl von heterogenen Unbekannten in dem ein-
fachen Bau der Koeffizienten, der eine schnelle und tibersichtliche Auf-
stellung des ganzen Gleichungssystems ermoglicht, so gibt doch obige
Bemerkung zu der Erwigung Anla8, daB die bei der Auflosung durch-
gefiihrten Eliminationen zahlreicher auftreten, den Vorteil der Symmetrie
entbehren, oder bei besonderer Umsicht gerade iiber den Weg von
Elastizititsgleichungen fiihren. Je grofler die Zahl der Gleichungen ist,
um so schwieriger ist im allgemeinen die Fortpflanzung von Fehler-
groBen zu beurteilen und, was damit im Zusammenhang steht, ein
Aufschlufl iiber die anzuwendende Stellenzahl zu erlangen.

Ein zweiter Weg, die Kettengleichungen zu benutzen, ist folgender:
Driickt man die GroBien ¢, durch p von ihnen aus, was allgemein durch
Benutzung von GL (7) geschieht, hiufig genug aber sofort mit Hilfe
der Anschauung bewirkt werden kann, entfernt weiter aus den Ketten-
gleichungen die v;, so kann man jetzt durch Hinzuziehen der GL ¥; = 0
simtliche Momente durch die p Winkel ausdriicken. Zum Schlufl
liefern die Gl. @,, = 0 diese p GroBen.

Auf diesem Wege wird man bei manchen Aufgaben schnell zum Ziel
kommen. Auch diirfen drittens gleichzeitig mit den »; die p Winkel-
grofBen eliminiert werden. Zusammen mit ¥; = 0 und @,, = 0 besitzt
man dann ein System voneinander unabhingiger Gleichungen fiir die
Grofen M.

1) Ratzersdorfer: Zeitschr f. angew. Math. u. Mechanik.
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Nach diesem Schema berechnet z. B. Mohr den Pfostentriger?).
Ein dem Hochbau entnommenes Beispiel eines Rahmenwerks mit lot-
rechten und wagrechten Stében findet man im ,,Bauingenieur durch-
gefithrt 2).

IV. Die Elastizititsgleichungen zweiter Art. Methode
der Grundkoordinaten.

9. Erklirung der Grundkoordinaten. Endmomente an den
Stiben als Funktionen der Grundkoordinaten. Entwicklung
der Elastizititsgleichungen zweiter Art.

Bekanntlich laufen die beiden Methoden der allgemeinen Elastizitéits-
theorie darauf hinaus, die notwendigen Bestimmungsgleichungen ent-
weder fiir die Verzerrungskomponenten oder fiir die Spannungskompo-
nenten aufzustellen. Die Baustatik hat die Theorie der Stabsysteme
fast nur nach der zweiten Methode ausgebildet, wenn auch #ltere An-
sitze bei Clebsch die erste Methode zur Grundlage habens3).

Zur Erlduterung diene folgendes. Zwei nach GIl. (5) am Stabe I,
gesetzte Gleichungen liefern:

LM, =4 (o, —aty,0) + 2 (0t — og,0) }
Iy My = 4 (0 — oz,0) + 2 (0t;—ty,0) -

Durch die Angabe der beiden Winkel «; und o, ist daher der Biegungs-

zustand und durch die weitere Angabe von 4!, der ganze Verzerrungs-

zustand des Stabes als gegeben an-
zusehen (Abb.9). Fiir das Rahmen- A
werk folgen hiermit 3 s Bestimmungst Ak

stiicke, die jedoch geometrisch nicht
unabhéngigvoneinandersind. Nimm¢t

man zundichst nur steife An-

schliisse an, so gilt an jedem Stab. F<———==—-—-
ende eine geometrische Beziehung Abb. 9.
von der Form:

(10)

o; = —v; — &, baw. o = —v, —9,.

Da weiter ¢, von den GréBen u,, und @, von den GroBen A1, ab-
hingt, so sind wegen &, = ¢, + ¢, die Winkel «; und somit auch die
3 s Bestimmungsstiicke der Stdbe des Rahmenwerks im ganzen ab-
héngig von den n GroBen »;, von den p GroBen u,, und den s GroBen
4l,, zasammen von p + n + 8 GréBen oder wegen p =27 — s von

1) Mohr: Abhandlungen. 1917.

S ?) Steuding: Zur Praxis der Statik im FEisenbetonbau, Bauing. Jg. 26,
. 105.

%) Clebsch: Theorie der Elastizitit fester Kérper. 62, § 90 und 91.
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3n GroBen. Durch 37» Bestimmungsstiicke sind daher auch die iibrigen
3s — 3n géometrisch mit bestimmt.

Das Rahmenwerk bezeichnen wir aus diesem AnlaB als 3 (s — n)-
fach geometrisch iiberbestimmt. Bekanntlich stimmen die Grade der
geometrischen Uberstimmtheit und der statischen Unbestimmtheit
iberein.

Die 3n den Forminderungszustand eines Systems bestimmenden
GroBen mogen die Grundkoordinaten genannt werden. Die Methode
der Verzerrungskomponenten kann dann kurz formuliert werden als
die Aufgabe, die Grundkoordinaten zu bestimmen. Essei weiter bemerkt,
daB bei Vorhandensein von Gelenkanschliissen die Zahl der Grund-
koordinaten dieselbe bleibt. Dagegen wird die Anzahl der geometrischen
Beziehungen zwischen den 3 s ,,Stabkoordinaten‘ um je eine fiir jeden
GelenkanschluB vermindert, wofiir ebensoviel Beziehungen hinzutreten,
die man erhilt, wenn in Gl (10) bei einseitigem Gelenkanschlufl
M, = 0 oder bei beiderseitigem Gelenkanschlufl M; und M, gleich Null
gesetzt wird.

Zur Herleitung der Bestimmungsgleichungen fiir die Grundkoordi-
naten sei zundchst bemerkt, daB unter den Voraussetzungen, die den
Entwicklungen des dritten Abschnitts zugrunde liegen, die GroSien
A1, bereits als bekannt anzusehen sind; es handelt sich nur noch um
die Bestimmung der »; und y,,. Hierfiir bieten wieder die Kettengleichun-
gen einen Weg, indem man aus ihnen im Verein mit den # -}- p statischen
Gleichungen die Groflen M eliminiert.

Durch Einfiithren von »; und 9, in die erste der Gl. (10) folgt zu-
néchst:

1.
E'lrMi='—(2’”i+Vk+3ﬁr+2“i.0+“k.0) .

Diese Gleichung gilt nur bei beiderseitigem steifen StabanschluB;
ist dagegen der Stab nur an den Knoten 1 steif, an k dagegen gelenkig
angeschlossen, so folgt aus (10) mit M; =0:

LheM;=3a;—3a,0=—0Bv,+3% +3a,0).

Um nicht fortgesetzt die 4 moglichen Fille je nach Wahl steifer
oder gelenkiger Stabanschliisse gesondert behandeln zu miissen, moge
fiir alle eine gemeinschaftliche Formel aufgestellt werden, Zu diesem
Zweck ordnen wir den durch ¢ und k gekennzeichneten Enden irgend-
eines Stabes die Zahlen ¢ und % zu und setzen fest, daB sowohl ¢ wie &
1 oder O gesetzt werden, je nachdem ein starrer oder beweglicher An-
schluf an dem betreffenden Stabende vorliegt. Wie definieren dann
folgende Zahlen:

2y=1(B+k); zp=2%,=2ik; 2z,=k@+1);
£;i=8i(1+k) (,=38k(1+1).
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Dann gilt allgemein bei beliebigem Anschlu8:

UM =— (2 v+ 20 Ve + 8 Op + 25 %50 + 2 o) 5 (10a)
vertauscht man in dieser Gleichung samtliche Indizes ¢ und %, so er-
hélt man:

b My =— (2 Vi 2s Vi + Co O + 2ok %o + 224 %i0)- (10b)

Fiir die Zahlenrechnungen diene folgende Tabelle:

Zig Zix l 2y x L $x g,

bei steifem AnschluB in ¢ und %2 . 4 2 4 6 6 12
» » » nurin? . . 3 0 0 3 0 3

2 nurin k . . 0 0 3 0 3 3

s Gelenk AnschluB in 7+ und %k 0 0 0 0 0 0

In der letzten Spalte haben wir noch die Werte von {; hinzu-
gefiigt:
LG=Ci+0
Die Werte fiir M, fithren wir in die Knotengleichung ¥; =0 ein
und erhalten dadurch die dem Knoten 7 zugeordnete Gleichung:

2“ & Vet ZC; 13 +Zz“aw 2 O =M,,.

Dabei so]l die Operation X' ohne beigefiigte Summationsbuchstaben
in diesem Abschnitt stets nur eine Summierung iiber die am Knoten ¢
zusammenstoBenden Stabe bedeuten. Ferner ist:

A = 0 ’
falls von ¢ nach k kein Stab fiihrt und

Man bemerkt, dal auch die erste Summe in obiger Gleichung hoch-
stens soviel Glieder besitzt, als Stibe vom Knoten ¢ ausgehen.
Zur weiteren Umformung werde jetzt

0r=%’/‘m¢rm+¢;

eingefiihrt. Dadurch erhélt die dem Knoten ¢ zugeordnete Gleichung:
die endgiiltige Form:

Sount Thnpn=L=30%;  i=12n ()
mit

Prm Zeg Xgo T Zip O
n=2 05" wnd L= M- Mot
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Weitere p Gleichungen folgen durch Einfithren der »; und g, in
die statischen Gleichungen (2). Deren m-te lautete:

8
Téer"prm'{‘Avm'

Dabei ist:
M,- == Mi + Mk.

Die GréBen v liefern den Term:

_2” S th'"‘:_z"bimvi

Der zweite von 19, herriihrende Term kann gleich

}7 f l,r

r=1

gesetzt werden, wobei {, = 12 oder 3 oder 0 zu setzen, je nachdem ein
Stab beiderseits steifen oder einseitig steifen oder beiderseits gelenkigen
Anschlufl besitzt. Setzt man

P
4, = 21."‘9 “@rot @r
o=

ein, so nimmt der zweite Term die Form an:

_—Z/"QZC Pro- Prm ‘P”" ZC ‘prm‘Pr

e=1 r=1 r=1

Als dritten Term findet man schlieBlich den Betrag:

g
—Z‘Prm Ctdto‘lf"'deko .

r=1

Setzt man noch

—cme—Zc <Prg lprm

r=1
80 nimmt die Gleichung die endgiiltige Form an:

szmv + chm o= Lipypm— ZC ‘me 24 (11Db)

t=1

mit

Ciogo+ G o
Ln+m=Avm—_J¢rm#0‘i,‘g£o
r=1 4

Die Gl. (11a) und (11b) sind das gesuchte System fiir die Grund-
koordinaten, Sie besitzen, wie noch erliutert werden soll, einen stati-
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schen Inhalt, den man folgendermaBen aussprechen kann: Die
n + p = 3n — s Grundkoordinaten, durch welche siamtliche Verzer-
rungen geometrisch bestimmt sind (man denke dabei an die Einfithrung
der Al, als bekannte GroBen), besitzen solche Werte, daBl die mit den
Verzerrungen auftretenden elastischen Kréfte den &duBeren Lasten das
Gleichgewicht halten. Wir bezeichnen sie als ,,Elastizitétsgleichungen
2ter Art‘‘, zum Unterschied von den Elastizitatsgleichungen fiir statisch
unbestimmte Krifte, die bekanntlich geometrischen Inhalts sind und aus-
sagen, daBl die den Kriften entsprechenden Forménderungen mitein-
ander vertriglich sind. Fiir die Praxis sind die einfachen Ausdriicke
fiir die symmetrisch auftretenden Koeffizienten zu bemerken, deren
zahlenméfige Angabe bei beliebig gestalteten Rahmenwerken als einzige
Vorbereitung nur die Darstellung héchst einfacher Verschiebungspline
erfordert.

Nach Losung der Gleichungen folgen ¢, nach Gl. (7), weiter ¢, = ¢,
+ ¢, und o; = —v; —¥,, die gesuchten Momente liefert dann Gl. (10).
Diesen einfachen Zusammenhéngen werden auch einfache Zahlenrech-
nungen entsprechen.

10. Beispiel mit statisch bestinmtem G-System.

Als Zahlenbeispiel wiahlen wir das in Abb. 10 dargestellte Rahmen.
werk. Nach Aufhebung der Knotensteifigkeiten entsteht ein statisch
bestimmtes System.
Wir haben daher als l(—- 32 —>le—- 40—l — 40 —>lc—32—
einzige Grundkoor-
dinaten die Knoten-
drehwinkel

vy, v und v;.

Das Trigheitsmo- Abb. 10,
ment des Balkens

werde J, gesetzt, ferner sei fiir die Seitenstibe .if =25 und fir die

Mittelstiele {‘—’ = 4. Dann hat man
hl—-—-27 5=13,5 und b, —-—2,9-4=11,6,
au—ﬁ—4<135+ 15) =223, Gu=.5=05,

_4(40+m+116+2,3)=2’69’ 825 =05.

g3 =a,, = 2,23,
Mann, Rahmenwerke. 2
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Die Gl. (11a) lauten:
2,23y, + 0,5 v, =1L,
0,5 v; +2,69v, +05 v; =1L,,
0,5 vy + 2,23y, = L,.

Die Auflosungen sind:
vy= 0,4688 L, —0,0909 L, 10,0204 L, ,
v, =-—10,0909 L, 40,4056 L, — 0 0909 L, ,
vy= 0,0204 L, —0,0909 L, { 0,4688 L, .

Hinsichtlich der Dimensionen ist folgendes zu bemerken: bei Aus-

rechnung der Koeffizienten der Gl. (11a) haben wir den Faktor fl,]—

unterdriickt, daher stellen die erhaltenen Werte v die EJ, fachen Dreh-
winkel dar. Uberhaupt werde beiZahlenrechnungen folgende Regel beach-

tet: Man ersetze stets £ durch 31—, dadurch erhalten wir in den Resul-
13

taten alle Forménderungen mit dem EJ, fachen Betrage, dagegen alle
Kraftgrofen unverindert. Zur Vermeidung von Vorzeichenfehlern
beachte man ferner, daB mit Ausnahme der Knotendrehwinkel alle
Winkelinderungen entgegen dem Drehsinn des Uhrzeigers positiv zu
zéhlen sind, ebenso alle Momente an den Stabenden. Jede der Glei-
chungen (11a) ist einem freien Knoten zugeordnet und nur Stibe, die
von dem betreffenden Knoten ausgehen, kommen in Betracht. Der
Index ¢ ist bei einem Stab dem am be-
treffenden Knoten befindlichen Ende zu-
geordnet. Bei Ermittlung des zweiten
Termes von L,,, in Gl (11b) ist es
gleichgiiltig, welcher Endpunkt des Stabes
mit ¢ oder k bezeichnet wird.

Es werde nun die zweite und vierte Offnung des Rahmenwerks mit
pp bzw. pkg/m belastet. Fiir einen Stab ab (Abb. 11) gilt allgemein

. 2 ‘pl2 . .
am linken Ende %=—% und am rechten °%=+%'; hiermit
r r

Abb. 11,

erhilt man:

12 P, I2
L=t -arn =57,

7 1
L=—Pru—9 ="
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v, =P208.0,5507 + P22.0,0204,

vy=—25.0,4965 — ”‘—’* 0,0909,

py= “ -0 1113+”‘l‘ 0,4688.

Die Endmomente der Stibe folgen jetzt aus den Gl. (10a) und (10b).
Man findet z. B. am Balken des zweiten Feldes:

Mmoo [rfnnl

und erhélt hiermit :
M, =0,0577 p, 1% 40,0020 p, 1%,
M,=—0,0653 p, 12+ 0,0065 p, 12,

2
fiir die von p, abhingigen Glieder hat man auch Il);; bzw —ZI’;’Z:;’,

woraus der Grad der Einspannung zu ersehen ist.

11. Beispiel mit einer G-Kette von einfacher Bewegungsfreiheit.

Als weiteres Beispiel diene das in Abb. 12 dargestellte Rahmen-
werk. Die beweglichen Lager ersetzen wir durch Auflagerstibe, welche
an den Knoten 0 und 3 starr angeschlossen sind, wihrend wir uns den
Balken in 0 und 3 gelenkig angeschlossen denken. Die zugehérige Stab-
kette besitzt einfache Bewegungsfreiheit, als Grundkoordinaten werden
zunichst die Knotendrehwinkel , bis »; und der Drehwinkel x des linken
Auflagerstabes gewéhlt. Die Lénge der Auflagerstibe bezeichnen wir
mit /,, und das Triagheitsmoment mit J,,. Der Plan fiir die rechtwinklig
gedrehten Geschwindigkeiten ist in Abb. 13 dargestellt, wir entnehmen
demselben unter gleichzeitiger Benutzung von Formel (3):

Pmm=1, Pam=1, @m=1,
54—1,9 3,6—10,5
P1m=""57 =0,648, Pom = 3’5—=—2,0, P3m=0,648,

Das Trigheitsmoment des Balkens sei J, fiir, die Stabe I, und I; sei
e — 32, somit I =1; = 505:32 = 16,2.

Jetzt bestimmen wir die Koeffizienten der Gl. (11a) und (11b):

3 3
a00=7::s a/01=0; b0m=T;'"
3 4 4 2
an=52 T6—2—+ﬁ=195 an=3,—5=0,57, 022—1,95,
3:0,648  6-1 6.2,0 3
blm“" 54 +162——ﬁ'——27 bzm='—2’7a b3m=T;“»
12. 2,02

(3 0,6482 12.1

. 6
n=220 42 +162)+ A =165,
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Die dem Knoten 0 zugeordnete Gl. (11a) lautet:
3 3
K"’o + Zﬂ= Lo-_—o.

Hieraus folgt das auch sofort durch Anschauung zu gewinnende
Resultat vy = — u.
Den Knoten 1 und 2 sind folgende Gleichungen zugeordnet:

1,959, + 0,57y, — 2,70 u = L,,
0,579, + 1,959, — 2,70 4 = L.
Bei dem Ansatz der Gl (11b) findet man, daBl wegen v, = —pu
das Glied mit », wegfallt, man erhélt:
— 2,7y — 2,7y, 4+ 16,60 u = Ly.
Man hitte also von vornherein die zu 0 und 4 gehorigen Gleichungen
unter gleichzeitiger Nichtbeachtung der Auflagerstibe unterdriicken

e ——— 54 ——
VR

5
&
=
_____ £
N AR T !
_______XZ,,_L,
>
»~
| |
M
My 5 -Lirne 5 +
&
Abb. 12, 13, 15.

koénnen, Diese Regel wird nach spiteren Betrachtungen als selbst-
verstindlich erscheinen.
Die Auflésungen sind:
y, = 0,668L, —0,067L, + 0,1 L,
v, = — 0,057 L, + 0,668 L, + 0,1 L,
p= 01 L, +01 L+ 0,093 Lg.
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Es soll nun der EinfluB einer iiber die linke Seitentffnung wandernden
Last P untersucht werden. Zunichst findet man leicht fiir die End-
winkel am isolierten Stab (Abb. 14):

/D
a Plfx x3 Pl 2 ,
B=%(T—F)="T oo T “”“")1
@y Pl(:c’ x’3)_ Pl , (7]

LT\ T T) T e en ‘L 2,
Wird nur die linke Seitenoffnung ™ ~ 7 ° bpm—-
belastet, so hat man mit z,; = 3 und Abb, 14,

20=0

3 Pl .
Ly=— —;Q-——?lwp und weiter L,=0.

Um allgemein die GréBe A4,,, der Gl. (11b) zu bestimmen, haben
wir den Plan der gedrehten Geschwindigkeiten zu benutzen (Abb. 3).

Nach Zerlegung von P in die Komponenten Pﬁl und P%' hat man:
x @’
Avm =—P (ciT —Cg T) .

Dabei zéhle man c¢; in Richtung ¢ — % und ¢, in Richtung k-4
positiv. In vorliegendem Beispiel ist ¢; = 3,5,¢; = 0 und man hat:

Ly=—Pf 35— 0,648 7.0
Die Auflésungen liefern jetzt:

v=—"80,0733—P%.035,
1
vy =—"2h 0, 0,008 — P 20,35,
1
p=—"00,0,160 — PZ.0,325.
1

Die Stabdrehwinkel erhdlt man aus &, = @, = u*@,p:
O, =pn-0648, Gy=—pu-20, H3=un-0,648,

38, =— w0311 — P -0,632,
1

60, =+ 2w, 1,920+ P 23,900,
. 1

30, =—"wp-0,311—PZ.0,632.
1

1) Tafeln fiir die Zahlen wp und w’ findet man in der Graph. Statik von
Miiller, Breslau II, 2, Anhang.
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Die Gl (10a) und (10b) liefern jetzt:

My =—(3n+30,+50ay), My, =P(— 1445w1,+0,3111—’i),
I, My, =— (49, + 29, + 68, M,, = P(0,7930,—0,514 %) ,
Iy My, =— (49,4 27, + 68,) , My,=P(— 0326w,,—0,514%),
Iy Myy=— (37, + 38,) My, = P(0,167w, 40,311 zi,)
Bei einer Belastung der Mitteloffnung hat man:
L=— (4 + 22— Thiw, —20p),
L, =—£l” (2wp—wy),

L=P-35(%—%) 1+ 2,0 Pl (wp— ).

Hieraus folgt durch Einsetzen in die Auflsungen:

vy=—2 (—0,046 0y — 0,679 ) + P- 035( -9,
. 2
r=—20 (0,679 wp + 0046 w}) + P-035 (£ — %),
2 2
p= Pl-0086 @p—ap)  +P-0325(F %),
3 2

Fiir die Stabdrehwinkel erhilt man:
30,= Pl,-0,167 (wp—wp)+ P-0,632(£ —¥),
2 2

60y = — Pl,-1,032 (wp—a}) — P-3,900 (£ — %),

30,=  PlL-0,167 (0 —wp) + P-0,632 (1 — 7).
!
Hiermit erhilt man die Eckmomente:
LM,,=—@3v,+3%,),

lM12=-—(4v1+2v2+6z92+ P8 (wp—200)),

—P ( 0,2130,—0,5120p—0,311 (’: f.—) )
12_P(0,257w,,+0427w,,+0 514 (7 — f—’))
P( —0,4270,—0,25Twp 0,514 (- — 1) )
=P (0,512 wp 40,213 ) —0,311 (% %) )
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Bei der Bezeichnung der Eckmomente bezieht sich der erste Index
auf den Knoten und der zweite auf den Stab. Die beiden letzten Werte
haben wir mit Hilfe der Uberlegung angeschrieben, daB M,, aus — M,,
und M,; aus — M, durch Vertauschung von « mit 2" hervorgehen muf}.
Wir sind jetzt in der Lage, fiir jedes Eckmoment die EinfluBlinien dar-
zustellen; z. B. sind bei der M,,-Linie die 3 Zweige fiir die Offnungen
von links nach rechts:

x
7=0,193wp— 0,514 7.,

, z x
7=0,257 wp + 0,427 )y + 0,514 <T; - ‘z;) ,

n="03260)+ 0,514 %
3

Die in Abb. 15 dargestellte My,-Linie 148t den starken EinfluB der
Koordinate p erkennen.

12. Darstellung von EinfluBlinien.

Ein unmittelbarer Weg zur Darstellung von Einflufllinien ergibt
sich durch folgende Betrachtung. Belastet man den Knoten ¢ eines
Rahmenwerks durch ein Moment 1 im Sinne des Uhrzeigers, so stellt
nach dem Maxwellschen Satz die Projektion der bewirkten Verschie-
bung irgendeines einem Stabe angehérigen Punktes die Grofle des
Knotenwinkels »; infolge einer am Stabe in Richtung der Projektion
angreifenden Kraft 1 dar oder kurz: die angegebene Belastung erzeugt
die EinfluBlinie fﬁr v;. Ebenso erzeugen zwei an den Knoten ¢ und &

wirkende Lasten , die ein Kriftepaar vom Moment 1 bilden, die Ein-

fluBlinie fiir den Stabdrehwmkel #,. Die EinfluBllinie fiir den in der
Formel (10a) vorkommenden Ausdruck y =z, v, 42, v;, + {; &, wird da-
her durch eine Belastung erzeugt, die aus dem Moment z;; am Knoten %,

dem Moment z;, am Knoten ¥ und zwei Kriiften von der Grofle %‘— an

den Knoten ¢ und 4 besteht. Fiigt man dem z
einen zum Stab I, gehorigen Zweig dery-Linie |
noch den Betrag fiir das Glied 2, ; o, + 2,3, %
hinzu, welcher sich einfach in der Form
1 l' Abb, 16.

* (253 wp — 2, wp) darstellen 148t, wenn

z vom Punkt k¥ und 2’ vom Punkt ¢ aus gemessen wird (Abb. 16),

8o erhilt man nach Multiplikation mit — l’ , die Einflullinie fir M,,.

Fiir die weitere Durchfilhrung dieses Gedankenganges beachte man,
daB die erzeugenden Lastgruppen nur an den Knoten angreifen. Wendet

£ }
x | -z
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man darauf die Gleichungen (11a) und (11b) an, so beschrinken sich die
Werte von L; und L, ,, lediglich auf die entsprechenden Betrige M,
und 4,,,. Zunichst sei vorausgesetzt, dal die Léngeninderungen von
Stiben vernachldssigbar sind. Wir erhalten hierdurch Werte »; und g,

—_ 4
und im AnschluB daran fiir die einzelnen Stibe ¢, =@, =u_@, nm
m=1

nach GI. (7), sowie die Endwinkel an den steif angeschlossenen Stab-
enden @ = — 7, — 8, bzaw.ay = —»; —9,. Durch diese GroBen ist
die EinfluBlinie fiir M;,, oder sind allgemein die Einfluzahlen bestimmt.
An den Knotenpunkten finden wir die EinﬂuBzahlen als die durch die

GroBen p,, bedingten und noch mit — l’ multiplizierten Knotenver-

schiebungen der Stabkette. In Abb. 17 haben wir die Komponenten

Lz z der EinfluBzahlen in den Knoten 3

f ; und % lotrecht zur Achse des Stabes,
% der von ¢ nach k fiihrt, mit #, und
71 bezeichnet. Den hierdurch be-
stimmten Teilbetrigen zu den Ein-
fluBzahlen der einzelnen Punkte
eines Stabes ist noch die den End-
winkeln «; und « entsprechende,

Tk

Abb, 17.

von der Stabsehne aus gemessene und noch mit — l' multiplizierte
Biegungsordinate hinzuzufiigen (Abb.17). Fir dlesen Betrag liefert
eine einfache Rechnung folgende Werte bei beiderseits steifem An-
schluB:

1za — I _ —
A (x;x “kx)=__l7(aiw— o, ), (12)
wobei
z2z rax'? ,
w=~lr=wp-—wR, (D ——~l7—-—wD-—wR.

Bei steifem Anschluf8 nur in ¢ oder in k erhédlt man die Betriige:

— 5T @op baw. %), (13)
Die GroBen I, Zc: und o_;; beziehen sich auf den Stab, fiir welchen der
Zweig der EinfluBllinie ermittelt wird und /, auf den Stab, dessen Moment
M, berechnet werden soll. Mit dem Index i bezeichne man bei Anwen-
dung der Formeln jedesmal den Endpunkt, an welchem ein positiver
Winkel «, im Sinne des positiven 7 ausschlagt.
Am Stabe I, ist noch das Glied hinzuzufiigen:

lf 4
—‘g'(ziiwD—'zika)' (14)
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Uber die Dimensionen ist bei Zahlenrechnungen folgendes zu be-
merken. Nach der friiher getroffenen Festsetzung soll stets an Stelle

von E der Betrag Ji gesetzt werden. Dadurch erhilt J, die Dimension

einer Linge. Die erzeugende Lastgruppe besteht aus Momenten, die
gleich Zahlen gesetzt sind, an Stelle von Kriften treten daher GroSen

mit der Dlmenslon kg 7 Daraus folgt aber fiir die Grofen u die Dimen-

gion EJ,- kg L L’ d. h. einer Linge, die an der Stabkette ermittelten

Verschlebungen besitzen daher die Dimension L2 und gehen durch
Division mit [, in die EinfluBzahlen mit der Dimension einer Linge
iiber, wie es bei Momentenlinien zutreffend ist.

13. Beispiel.

Als Beispiel diene das in Abb. 18 dargestellte Rahmenwerk, an welchem
die EinfluBlinien fiir das Balkenmoment M4, und fiir das FuBmoment

—¢ 4 2 2 4 y L5 5
% %
v ek, )Ly Ay A\ L.y Rlg
" 50 17 s Y. v 50
—@u ” - » »*
Abb. 18.

am Stiele A, ermittelt werden sollen. Das Trigheitsmoment der Balken
und der beiden &uBeren Stiele sei gleich J, gesetzt, fiir die drei mittleren

Stiele sei Je =4,

J
Wir haben hy, = hy = h, = 16 und erhalten:
1 1 2
ay =4 (g +5)=18, a1y =5 =04,

1,1, 1 2
a22=4<3+1—6+~8-)=1,55, Ay g ’-—0—0,25,

1 1 1
tss=4 (5 +35+3)=125.

Die Stabkette besitzt einfache Bewegungsfreiheit (p =1), bei
allen Stielen wird ¢,, = 1 und bei allen Balken wird ¢,; = 0. Hierdurch
erhalten wir

1
4,0

1 1
by =6-45=15, b21=6'ﬁ=0,375, b31=6‘ﬁ=0:375’

by =0375, by, =15,
12 12
11=12(2- 5+ 3+ 15) =8.25.
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Die Gleichungen fiir die Grundkoordinaten lauten:

187,404 1, +1,5 wu =L,
0,47, 41,55 »,40,25 7, +0,375 u, =L, ,
0,25 »,+125 »;+0,25 », 40,375 4, =L,

0,25 v3-+1,556 »,-4-0,4v;+40375u, =1L,,
04 v,4+18»+15 u, =1L,
1,59, -+ 0,375 v, 4 0,375 340,375 v, + 1,6 v; 1+ 8,26 u, = L,.
Die Form dieser Gleichungen ist typisch, deshalb moge ihre Losung
eingehender erldutert werden. Wir bringen in den ersten 5 Gleichungen
die Glieder mit y, auf die rechte Seite und setzen L; — b,y-u, = L;.
Infolge der Symmetrie des Rahmenwerks weisen die Koeffizienten der
Grofle v doppelte Symmetrie auf. Wir addieren und subtrahieren daher
die erste und fiinfte sowie die zweite und vierte Gleichung:
1’8 (’Vl + "’5) + 0’4 (’1’2 + ’V4) = L;. + L; )
0,4 (v, + ;) + 1,55 (v, +7v)+0,5 »;=L;+ L;,
0,25 (v, +v,) +1,26v,= L3,
1,8(v;— ;) +0,4 (vy—wy) =L — L,
0,4 (v; — ;) + 1,55 (v, —v,) =L,—L;.
Die Auflosung beider Gleichungssysteme ergibt:
v, +vs= 0,55556 (L; + Lg)—0,13468 (L; + L;) + 0,05387 L,
¥y + v, =—0,13468 (L; + L;) + 0,60606 (L; + L;) — 0,24242 L; ,
Vg = 0,02694 (L] + L;) —0,12121 (Ly + L;) -+ 0,70842 L3,
vy—v;= 0,58936 (L; — L;) —0,15209 (Ly— L3),
vy — v, =—0,15209 (L; — Lg) + 0,68441 (L; — Ly) .

Durch Additionen und Subtraktionen erhilt man:
5
vi=SuL,, t=1,2...5,
e=1

wobei die Koeffizienten u;, in nachfolgendem Schema zusammen-
gestellt sind.

L L L L Ly
21 0,5725 —0,1434 0,0269 0,0087 —0,0169
vy —0,1434 0,6452 —0,1212 —0,0392 0,0087
vy 0,0269 —0,1212 0,7084 —0,1212 0,0269
A 0,0087 —0,0392 —0,1212 0,6452 —0,1434
V5 —0,0169 0,0087 0,0269 —0,1434 0,6726
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Setzen wir jetzt die Werte fiir L, ein, so folgt:
5 5
v,.=21u.-eLe+v,~1/41, wobei v,-1=—-271¢,-e bo1 .- (15)
e= e=

Die sechste, bisher unbenutzte Gleichung lautet in allgemeinen
Zeichen:

5
Z{' by ¥t Cr = Lg.
1=
Setzen wir hierin den Wert von »; ein, so folgt:
2 Lo - X upibyy + g X 0101+ =L
e v v

Setzt man noch gema der Definition 3u,;b;; = — v, und wechselt
i=1
bei dem ersten Glied den Summationsbuchstaben, so folgt zur Bestim-

mung von y, die Gleichung:
5 5
Hy(Cy1 +,271”i1 b;1) =.217"'i1 L;+ L. (16)
1= =

Man erhélt:
v, =05, =—0,7930, vy, =1v,,=0,0202, vz, =—0,255¢4,

5
310,y b,y =—2-1,5-0,7930 -+ 0,375 (2-0,0202 — 0,2554) = — 2,4596 ,
t=1

Gt S0y by =825 —2,4596 =57904. |97 Aaw
: ~z 44
M3
0

EinfluBlinie fiir Mg;: die erzeugende Be-
lastung besteht aus den Momenten an den
Knoten 3 und 2 vom Betrag 4 bzw. 2 und den

Kriften —g— =0,75 in den Knoten 3 und 2 == wix
(Abb. 19). Hierbei hat man ADD-19.
Li=L,=L;=0, L,=2, L,=4, Ly=0,

ferner
‘ 2_7”:'1 L,+ L;=0,0202-2—0,2554-4 =—0,9812,
k)

_ 0,9812

Gl. (15) liefert jetzt:
v, =—0,1434-2 40,0269 -4 4- 0,7930-0,1695 = — 0,0448 ,
v, = 0,6452-2—0,1212-4 —0,0202.0,1695=  0,8022,
v,=—0,1212.24-0,7084 -4 4 0,2554-0,1695 =  2,6345,
v, =—0,0392-2—0,1212-4 —0,0202-0,1695 = — 0,5666 ,
vs=0,0087-2+0,0269-440,7930-0,1695=  0.2594.
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Da die Stabdrehwinkel der Balken verschwinden, stellen die Werte
» bereits die negativen Betrige der Tangentenwinkel dar. GemiB den

N A u

Abb. 20.

Formeln (12) und (14) schreiben wir daher fiir die vier Zweige der M g,-
Linie folgende Gleichungen an:

n= o (0,80220+0,0448 '),
n=(2,6345w — 0,8022 w') — %’ (4wp—2wp),
7= (—0,56660—2,6345 ') ,
7= 2 (0,2594 -+ 0,5666 ).

Der Verlauf der Mg;-Linie ist in Abb. 20 dargestellt.
EinfluBlinie fiir das Kopfmoment am Stiel &, (Abb. 21):

= N\

V4 7

Abb. 21.

Die erzeugende Belastung besteht hier aus dem Moment vom Be-
trag 4 und der Einzellast 7%, beide am Knoten 2 angreifend (Abb. 22).
Dabei ist L, =4, Ly =6 :

%,’ v; L; 4 Lg=0,0202- 4 4- 6 = 6,0808,

— _6,0808
1= 57904

=1,0502.
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=—0,1434-4—0,7930-1,0502 = — 1,4064 ,
= 0,6452-4 4 0,0202-1,0502 = 2,6020,
=—0,1212-4 —0,2554-1,0502 = —0,7530 ,
—=—0,0392 -4+ 0,0202-1,0502 =—0,1356 ,
Ji= 0,0087-4—0,7930-1,0502 = —0,7980 .

"
7y
s
2

Diese GroBen stellen an den Balken wieder die negativen Tangenten-
winkel dar. Die 4 Zweige der EinfluBlinie sind:

1= 15 (0,26020 0+ 140640, - ~*
A
2

" 1% (—0,7530 0—2,6020 ') ,

Abb. 22.

Die Neigung der Tangente an die Einflufilinie im Knoten 4 im nega-
tiven Sinn erklért sich aus der Neigung der Stiele nach rechts.

Die bisher behandelten Beispiele mogen zunichst geniigen, um die
auBerordentliche Fruchtbarkeit der Methode der Grundkoordinaten
darzutun. Im néchsten Abschnitt werden wir uns der allgemeinen
Theorie der zu ihrer Bestimmung dienenden Elastizitétsgleichungen
zweiter Art zuwenden.

Vorher mégen einige neuere Abhandlungen erwéhnt werden, die
in gleicher Weise auf die primdre Bestimmung der Forménderung
hinzielen.

Engesserl) bringt fiir einen mehrfachen Stockwerkrahmen mit
lotrechten Pfosten und wagrechten Balken die Knotengleichungen (1)
durch Einfithrung der Knoten- und Stabdrehwinkel auf die entsprechend
spezialisierte Form der GI. (11a). An Stelle der Gl. (2) wird in An-
passung an den Sonderfall ein dquivalentes System statischer Glei-
chungen so gewahlt, da bei Einfithrung der Winkelgré8en jede Gleichung
aufler Knotenwinkeln nur je einen Stabdrehwinkel enthilt. Sie dienen
zur Eliminierung der Stabdrehwinkel aus dem ersten Gleichungssystem.
In der ausgesprochenen Absicht einer Losung durch stufenweise An-
niherung werden fiir die Drehung der einem Knoten benachbarten
Knoten auf anschaulichem Wege Niherungswerte eingefiihrt und mit
deren Hilfe aus der dem betrachteten Knoten zugeordneten Gleichung
die erste Anniherung fiir dessen Drehwinkel gewonnen. Mit Benutzung
dieser fiir die einzelnen Knotenwinkel gewonnenen Werte an Stelle der

1) Engesser: Die Berechnung der Stockwerkrahmen. Eisenbau 1920.
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ersten Niherungsannahme werden durch abermalige Benutzung der
Knotengleichungen die zweiten Anndherungen gefunden usw.

Besondere Beachtung verdienen die Arbeiten Ostenfelds, die auf
eine systematische Bestimmung der Forménderungen hinzielen!). Die
Ostenfeldsche Methode stiitzt sich auf folgenden Gedankengang:

Jeder Knoten eines elastischen Rahmenwerks fiihrt eine dreifache
Bewegung aus, zwei Verschiebungen und eine Drehung. Durch An-
schluB der Knoten an feste Lager mit Hilfe von Zusatzgliedern, je
zweier starrer Gelenkstébe und eines Armes, der keine Drehung zuli3t,
werden die Bewegungen der Knoten aufgehoben. Die einzelnen Rahmen-
stibe erscheinen dadurch in den Enden an starre Widerlager ange-
schlossen und ihre Belastung erzeugt.in den Zusatzgliedern Reaktions-
krifte, die bei einem durch a gekennzeichneten Stab oder Arm mit
Z,, bezeichnet werden ; erteilt man weiter dem Zusatzglied @ die Léngen-
gnderung oder die Winkeldrehung von der GréBe — 1, so werden infolge
der dadurch erzwungenen Verzerrung des Rahmenwerks in ihm, sowie
in irgendeinem anderen mit b bezeichneten Zusatzglied die Krifte oder
Momente Z,, und Z,, erzeugt. Wird nun das Rahmenwerk belastet
und werden zugleich beliebige Knotenverschiebungen und Drehungen
erzwungen, so bildet Ostenfeld Krifte und Momente in den Zusatz-
gliedern durch lineare Zusammensetzung:

Zu=Za0_ZaaCa—Zabcb_ te

Die wabren Knotenpunktsverschiebungen und Drehungen erfiillen
die Bedingungen Z, = 0.

Wird die Lingeninderung der Rahmenstibe vernachlissigt, so
erscheint dadurch die oben erliuterte Bewegungsmoglichkeit der Knoten
eingeschriankt, und es bedarf daher zu ihrer Festlegung einer geringeren
Zahl von Zusatzgliedern.

Bei Benutzung von Grundkoordinaten zur Darstellung der Ver-
schiebungen ¢, , £, . . . fithrt der Ostenfeldsche Ansatz zu den GI. (11a)
und (11b).

Zur Kiritik sei folgendes gesagt: Die Zusatzglieder miissen als Fik-
tionen aufgefaBt werden, denen ein bestimmtes physikalisches Ver-
halten nicht zugeschrieben werden kann, sie iiben je nach Bedarf als
starr zu denkende Korper Reaktionen aus, bald entsprechen ihren
Kriften willkiirlich vorgeschriebene Forménderungen; bei Form-
inderungen, welche den wahren Knotenverschiebungen entsprechen,
sind ‘sie spannungslos. Die lineare Superposition ist bei diesem Ver-
halten nicht zu begriinden. Man erkennt aber, daBl die Einfiilhrung
solcher Zusatzglieder vermieden werden kann. Folgender Kern lifit
sich herausheben: Belastet man das gegebene Rahmenwerk mit dufleren

1) Ostenfeld: Die Deformationsmethode. Berlin: Julius Springer 1926.
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Kriften und Momenten — wir bezeichnen sie mit Z — in Richtung der
Verschiebungen oder Drehungen {, so moégen diese Lasten zusammen
mit der gegebenen Belastung die Verschiebungen (Drehungen) ¢,, ;...
erzeugen. Zwischen den Z und { bestehen lineare Beziehungen, denen
man die Form des Ostenfeldschen Ansatzes geben kann. Bei der
wirklichen Belastung und somit Forménderung sind die Lasten Z = 0.

Wohl durch die Einfiihrung der Zusatzglieder veranla8t, nennt
Ostenfeld die Verschiebungskomponenten { iiberzéhlige GroSen,
bemerkt aber selbst, daf die Bezeichnung nicht besonders passend er-
scheint. Will man in der Tat bei den geometrischen GréBen dem Be-
griff ,iiberziahlig** einen Sinn geben, so kann man damit nur zum Aus-
druck bringen, dafl diese GroSlen aus einer gewissen Zahl von Bestim-
mungsstiicken (Koordinaten) geometrisch folgen, und daher neben
letzteren bei der Definition einer geometrischen Figur iiberzdhlig sind.
Die GroBen ¢ entsprechen aber gerade unsern Grundkoordinaten, sind
also zur Beschreibung der deformierten Figur des Rahmenwerks not-
wendig und unterliegen als geometrisch nicht bestimmbar den durch
die Elastizititsgleichungen zweiter Art zum Ausdruck gebrachten
statischen Gesetzen. Nach ihrer Ermittlung werden die ,,iiberzéhligen‘
Forménderungen auf geometrischem Wege gefunden.

Bei dem kontinuierlichen Balken auf steif mit ibm verbundenen
Pfosten fithrt W. Gehlerl) die Knotendrehwinkel und den Drehwinkel
des Pfostens als Unbekannte ein. Die Gleichgewichtsbedingung 2 148t
sich dabei durch die Gleichung der horizontalen Krifte ersetzen.

V. Herleitung der Elastizitiitsgleichungen zweiter Art
aus dem Energieprinzip.

14. Die statischen Beziehungen fiir die Grundkoordinaten.

Die Sonderstellung, die in der vorigen Entwicklung den Léngen-
dnderungen Al als Grundkoordinaten zukam, beruht auf der prak-
tischen Tatsache, daB diese GroBen entweder Null gesetzt werden
durften oder als bekannt anzusehen waren. Damit war der groBe Vor-
teil verbunden, daB s Elastizitdtsgleichungen zweiter Art iiberfliissig
wurden und nur noch 3% — 8 aufzustellen waren. Bei den Elastizitéts-
gleichungen erster Art ziecht bekanntlich das Verhalten der Lingen-
#nderungen keine Verminderung der Anzahl der Gleichungen nach sich.
Um jedoch die nachfolgenden Entwicklungen allgemein zu halten,
wollen wir vorerst von dieser bei den Rahmenwerken eintretenden
Reduktion keinen Gebrauch machen. Wir nehmen an, es seien im
ganzen ¢ Grundkoordinaten vorhanden und bezeichnen sie einheitlich

1) Gehler, W.: Der Rahmen. Ernst u. Sohn 1919.
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mit wy, w, . .. w,. Zu ihrer Bestimmung fiihrt das allgemeine Energie-
prinzip der Statik, wonach einer Gleichgewichtslage -ein extremer Wert
der Kriftefunktion des Systems: A— 3K y entspricht. Hierin bedeutet
A das elastische Potential, d. h. die Forménderungsarbeit, die in Ver-
zerrungskomponenten ausgedriickt zu denken ist, ferner ist y die in
Richtung einer duBeren Kraft K gemessene Verschiebungskomponente
des Angriffspunktes. Die Grofen y sind als lineare Funktionen der
Grundkoordinaten anzunehmen und koénnen in der Form geschrieben

werden:

y=y(0)+y<1)w1+y(2)wz+ oo y(é?).we. (17)

Die GroBe y™ (m =1, 2...p) ist als diejenige Verschiebungs-

komponente bestimmt, welche bei einem Verzerrungszustand des
Systems auftritt, der durch w,, = 1 charakterisiert wird, wihrend die
iibrigen w und die duBeren Krifte K verschwinden; 3@ entsteht durch
die duBeren Krifte bei der gleichzeitigen Bedingung, daB alle w ver-
schwinden. Obiges Prinzip liefert hiermit ¢ Gleichungen:

o4

0 Wy
aus welchen das System der Gleichungen fiir die Grundkoordinaten
hervorgeht.

— Y Kym=0, m=12...0, (18)

15. Erlduterung am Fachwerk.

Zur Erlduterung der Gl. (18) diene zuerst ein moglichst durch-
sichtiges Beispiel. Ein Raumfachwerk mit iiberzéhligen Stiben besitze
n freie Knoten, dann ist der. Verzerrungszustand durch die ¢ =3 n
Verschiebungskomponenten der freien Knoten nach den Richtungen
der Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems bestimmt und
wir kénnen sie zu Grundkoordinaten wéihlen. Bezeichnen wir noch die
Komponenten der Knotenlasten nach Richtung der w,, mit P,,, so
wird :

e
2K-y= %;Pm W
und Gl (18) geht iiber in
04

- —Pn=0. (18a)

Fiir die Zunahme der Stablingen besteht die geometrische Be-
ziehung:

e
4 lr=2a1m'wm: (19)
m=1

wobei «,,, Null zu setzen ist, wenn m nicht ein den Enden von /, zu-
geordneter Index ist, sonst aber den auf die Richtung von w,, bezogenen
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Richtungskosinus des nach dem Knoten mit der Verschiebung w,,
hinfiihrenden Stabes bedeutet. Fiir die Forménderungsarbeit ist zu
setzen:

8
A=18,-41,= %A,
r=1

wobei

Gl (18a) liefert jetzt:
8

e, A4l -otpg— P, =0. (20)
r=1

Fiihrt man A7, ein und setzt zur Abkiirzung:

8
“mk=év.r;cr°‘rm°°‘rk s
r=

.80 hat man das Resultat:
44
Zamk'wk—"Pm:O, m=1,2...g. (21)
k=1

Dies sind fiir das Fachwerk die Elastizititsgleichungen zweiter Art
und man sieht leicht, daB sie die ¢ = 3n Gleichgewichtsbedingungen an
den freien Knoten ausdriicken. Die Methode kann bei hochgradig
statisch unbestimmten Fachwerken mit 8 = 6% von Vorteil sein,

zumal sich die Ermittlung der Stabkrifte aus den Grundkoordinaten
einfach gestaltet,

16. Deutung als Gleichung der virtuellen Arbeit. Umformung.
Fiir die weitere Verwendung wollen wir zunéchst der Gl (18) eine
anschauliche Form geben.
In dem Ausdruck fiir die Forménderungsarbeit:

A= M2dx N2dzx

T J2EJ 2EF
setzen wir
M=EJ-k und N=EF-¢, (22)
wobei k=z~z die Kriimmung und & = d;‘—: die Dehnung bedeute,

hierdurch erhalten wir in Verzerrungskomponenten:
EJ k? EFe¢

k und & kénnen nach dem Vorbild der GL (17) als lineare Funktionen
der Grundkoordinaten gedacht werden, wodurch wir mit Benutzung
von (22) der Gl. (18) die Form geben:

I MEmdz+ [Nemde= T K-ym™. 23)
Mann, Rahmenwerke. 3
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Sie stellt eine Arbeitsgleichung dar, in welcher die GroBen g™, k™
und &™ dem Verzerrungszustand w,, = 1 entsprechen, wihrend K, M
und NV dem wirklichen Kriftezustand angehoren.

Wir haben somit den Satz:

Die Elastizitdtsgleichungen fiir die Grundkoordinaten w,, werden
durch Anwendung der Arbeitsgleichung auf den wirklichen Lastzustand
und die Verzerrungszustinde w,, = 1 erhalten.

Dem Verzerrungszustand w,, = 1 mogen nun an einem Stabe die
Momente M{™, M{™ und die Normalkraft N entsprechen, dann haben
wir:

m x T
k(m) —= ( M( ). M(m) = ) ,
sowie
1
glm) —= P N(m),
Der Stab liefert daher zu der linken Seite der Gl. (23) den Beitrag:

(m) _agom (M2 ()J’Nd"
M .rEJz dx — My fEJl,dx+Nm EF’

wofiir wir auch setzen diirfen:
M™ .o, 4+ M™- o, + N™-A1,.
Gl. (23) geht dann iiber in:
;’(Mﬁm’-ai-{-M{," oy 4 N™.Al)= Y K y™ . (24)

Hiermit ist die linke Seite explizit durch jene drei Gréflen dar-
gestellt, die wir im Abschnitt 4 als Stabkoordinaten bezeichnet haben
und die sich in einfacher Weise durch Grundkoordinaten ausdriicken
lassen.

Bevor wir jedoch die Elastizitétsgleichungen herleiten, wollen wir
auf die allgemeinere Bedeutung der GI. (23) hinweisen. Als Arbeits-
gleichung gilt sie fiir beliebige Krifte M, N und K, die nur die Bedin-
gung der statischen Vereinbarkeit zu erfiillen haben. Wir kénnen z. B.
M und N deuten als Krifte, die durch Temperatur entstehen, wobei
die #uBeren Krifte K gleich Null sind. Sind jetzt a,, ;, o, und A1, ,
die GroBen, welche bei dem frei isolierten Stabe durch die Einwirkung
der Temperatur entstehen wiirden, so ist bei dem Ubergang von Gl. (23)
zu (24) zu setzen:

M =z . M
EJl AT =o;— 04} —J‘__E'j’zrdxzak—az.t
und
Ndzx
Tr =4k—Ab,
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Hierdurch erhiélt man die zur Temperaturberechnung der Rahmen-
werke dienende Gleichung:

Z(Mﬁm)“i'l‘Ml(cm“k'i‘N(m)A l)= Z(M'(im)ai, t+M;cM) &g, ¢+ N™A L,s)- (25)

17. Erliuterung am Fachwerk mit gegliederten Stiben.

Zur Erlauterung diene wieder das vorher behandelte Fachwerk,
bei welchem wir aber jetzt fachwerkartig gegliederte Stibe annehmen
wollen (Abb. 23). Zur Herstellung der kinematischen Bestimmtheit
ist ein solcher Stab noch
durch einen die Achse /r/ 4
nicht schneidenden Stab \

mit einem dritten Punkt -

des Systems verbunden 5 <— | =

zu denken, doch werde ll 7 | =
|

der Einfachheit wegen - i
angenommen, daB die Abb. 23.

an einem gegliederten

Stab angreifende Lastgruppe kein Drehmoment um dessen Achse
besitze. Wir kénnten nun entsprechend der vermehrten Knoten-
zahl die Zahl der Grundkoordinaten erhéhen, oder wir behalten die
bisherigen Grundkoordinaten und denken die Knotenverschiebungen
des gegliederten Stabes durch dieselben ausgedriickt. Dies entspricht
durchaus dem Vorgehen bei Aufstellung der Elastizitatsgleichungen
erster Art an einem statisch unbestimmten Hauptsystem, in der Absicht,
die Zahl der Unbekannten zu vermindern. Wie man dort das statisch
unbestimmte Hauptsystem als geloste Aufgabe ansieht, so betrachtet
man hierfiir den Teil des Systems, an welchem man die Verzerrungs-
koordinaten unterdriickt, Forménderung und innere Kréfte infolge
irgendwelcher Ursachen als bereits angebbar.

Bei dem Verzerrungszustand w,, =1 moge der gegliederte Stab
die Kraft S(™ iibertragen und seine Einzelstibe die Krifte St = §’- 8™
aufnehmen. 8§’ bedeutet dabei die Stabkraft infolge zweier an den
Endknoten in Richtung der Achse auf Zug wirkenden Kréfte von der
GroBe 1. Bedeutet S dann noch die wirkliche Stabkraft in einem Einzel-
stab, so ist der Beitrag des gegliederten Stabes zur virtuellen Arbeit:

Sm . 3188’ E’LI-«’ oder, weil die Summe die wirkliche Verlangerung der

Stabachse darstellt, gleich S™- Al,, dies entspricht vollstindig dem
dritten Term der Gl (24). Zu 8™ selbst gelangt man durch die Be-
merkung, da8 nach Gl (18) aus w, =1 A =a,, folgt, woraus
man schlieBt:

1o L
8P D82 pm =
3*
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Bestimmen wir noch, daBl wie frilher bei einem gewéhnlichen
Stab

EF
Cp = "l—"
und bei einem gegliederten Stab
1
¢, = 1
25"gF

gesetzt werde, so erhalten wir formale Ubereinstimmung mit den
Gl (20) und (21), in welchen an Stelle von P, der allgemeinere Wert
S Ky zu setzen ist. Diesen findet man am schnellsten mit Hilfe des
von Betti aufgestellten Reziprozititssatzes. Man denke sich die
Lasten K an einem gegliederten Stab auf
irgendeine mogliche Art statisch auf die
Endknoten verteilt.

Sind P’ und P’ diese Knotenlasten, so
werden also die umgekehrten Krifte P’ und
P’’ (Abb. 24) den Kriften K am isoliert ge-
dachten Stabe das Gleichgewicht halten und
mit diesen zugleich in den Einzelstiben
Krifte S, erzeugen, woraus weiter die
Lingenénderung A1, , der Stabachse folge. Nach dem erwihnten Satz
gilt dann:

Abb. 24.

SK™—P'1-cosy=8™A41,,,

weil zugleich den Kriften K P’ und P” die Verschiebung A4l,, und
den Kriften 8™ die Verschiebungen w,, =1 und %™ entsprechen.
Ein gegliederter Stab liefert daher zur Gesamtsumme XKy™ den
Beitrag:

P cosy+8™. Al o=Pcosy+c, Al o %pp.

Hieraus 1i8t sich folgende Regel herleiten: Man verteile die mittel-
baren Lasten statisch auf die Knoten und fiige in den Endknoten zwei
entgegengesetzte in Richtung der Stabachse wirkende Kriifte vom
Betrag c, 41,  hinzu und behandle hierauf das Fachwerk wie ein solches
mit gewohnlichen Stiben, Die hiermit bestimmten Knotenlasten lassen
gich auch leicht als diejenigen Krifte deuten, welche der gegliederte
Stab bei im Raum festgehaltenen Endknoten auf diese iibertragen wiirde.
Wird ferner ein Stab um ¢° gleichméBig erwéirmt und bedeutet ¢ den
Ausdehnungskoeffizienten, so zeigt Gl. (25), daB man einfach 417, o zu
ersetzen hat durch

Al,_t=}/‘t‘l,-.
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18. Definitive Form der Arbeitsgleichung. Herleitung der
Elastizititsgleichungen zweiter Art durch Einfihrung der
Grundkoordinaten.

Das allgemeine Lastglied der Gl. (23) oder (24) gestattet noch eine
Umformung. Die Verschiebung y eines Lastangriffspunktes liBt sich
als Summe zweier Teile auffassen, die den Verschiebungen der Stibe
als starre Elemente, und
zweitens deren Forménde-
rung entsprechen. Dieser
zweite Bestandteil moge mity
bezeichnet werden. Insbeson-
dere sind durch w,, =1 die
Grofen y'™, gewisse Stab-
verschiebungen, sowie 7™
bedingt. Ferner entstehen
bei diesem Verzerrungszu-
stand in den Stéaben die End-
momente M{™, M{™ und die
Normalkraft ¥™ Zum An-
satz einer Arbeitsgleichung
werde weiter dem Rahmenwerk ein gewisser Lastzustand zugeordnet.
Wir denken uns namlich zu den #uBeren Lasten K an den End-
knoten jedes Stabes solche Krifte P; , und P, , hinzugefiigt, welche
den Kriften am isolierten Stabe das Gleichgewicht halten wiirden
(Abb. 25). Dann gilt zunichst:

> K yf™ 4 Arbeit aller (P;, ,, Py, ,) =3 K7™,

weil derjenige Teil von X K y™), welcher von der Bewegung des Stabes
als starres Glied herriibrt, zusammen mit der Arbeit der Krifte P;, , und
P, . aus statischen Griinden Null
ergibt. X Kn'™ diirfen wir aber an
dem isolierten, statisch bestimmt
gestiitzten Stab ermitteln (vgl.
Abb. 26). Die Krifte K, P, , und /4
P, , mbgen an ihm die Drehwinkel
a; o und a; o sowie die Verlingerung Abb. 26,

A1, o bewirken, sowie das Moment

M, und die Normalkraft N,. Dieser Kraftezustand kombiniert mit den
am Stabe durch M{™, M{™ und N erzeugten Forminderungen
liefert die Arbeitsgleichung:

L’I

'\ d d
ZKﬂ(m)=J‘M0(M§M)%”Mim)%)ﬁ+fN0;N(M)E%
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oder nach einfacher Umformung:
SKn™=MMa, o+ Mm™ 0o+ N™AL,.

Indem wir noch den negativen Betrag der Arbeit der vorhin ein-
gefithrten Krifte P; , und P, , aus einem sofort zu besprechenden
Grunde gleich A{™ setzen, geht Gl. (24) iiber in:

(MM o, + MW o+ N™ . AL,)
=AM+ 3 (M™a; 0+ M™ oy,04+ N™ Al,,). (26)
T

Kehren wir den Richtungssinn der Krifte P;, , und P, , um, 80 be-
deutet dies eine statische Verteilung der gegebenen Krifte K auf die
Knoten, und die mit 4{™ bezeichnete Arbeit entspricht diesen Knoten-
lasten bei Verschiebungen, die im Verein mit den frither eingefiihrten
Drehwinkeln ¢, auftreten. Bei dem Verzerrungszustand w,, = 1 be-
zeichnen wir diese Drehwinkel mit #(™. Aligemein war

V=0, +@.

Je nachdem wir nun als Grundkoordinaten eine der Gré8en » und
u oder ein Al, wihlen, wird bei dem entsprechenden Verzerrungs-
zustand w = 1 @, oder ¢, gleich Null. Diese Winkel gelangten bereits
friiher im Abschnitt 3 zur Darstellung. Bedeutet w einen Knoten-
drehwinkel »,, so wird fiir w = 1 auch ¢, = 0. In diesem Fall besteht
der ganze Bewegungszustand der kinematischen Kette @; in einer un-
behinderten Drehung des als Knoten gedachten Bolzens um den Winkel
von der GroBe 1 im Sinne des Uhrzeigers. Dabei ist einfach
AM™=M ,=P-c (Abb. 1). Diese GroBe trat bereits in GL (1) auf.
Wihlen wir w,, =g, so wird A™=4,,,, d.h. gleich der GroBe, die
schon in Gl (2) auftrat. Verzerrungszustinde Al, = 1 brauchen wir
hier nicht zu betrachten, da wir nach den Ausfiihrungen des dritten
Abschnittes zur Bestimmung der AI, keine Elastizitétsgleichungen
benétigen.

Bei Herleitung der Gl. (11a) und (11b) aus Gl. (26) haben wir
immer Nm = 0. Die Koeffizienten M{™ und M{™ finden wir mit
Hilfe der GI. (10a) und (10b), die nach Unterdriickung der Last-

P
glieder a, o und ay,o und zugleich wegen @, = 0 sowie @, = 3 fiy @
m=1

iibergehen in:

P
Lo M, =—(2;; v+ 2 v+ &, Zlﬂm Prm) >
m=

»
lr,'Mk=—(zikvi+zkkvk+clzn§.um Pem) s
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fiir den Verzerrungszustand »; = 1 gilt hiernach:

N 2, N 2
M?)=_f’ M}(:)=___l:k
und fiir den Verzerrungszustand p,, = 1 hat man:
¢ ¢
Mg’n):__l;i'wrm’ Ml(cm"—“_l_z'(Prm-

Zum SchluB driicken wir noch «; und «; durch die Grundkoordina-
ten aus:

D
— 3 ’
ai—“_vi—zlium(Prm—'Pr,
m=

V4

o(k=_""k_'21aum(prm—(p;--

m=1
Hiermit geht das Gleichungssystem (26) unmittelbar in die Elastizi-
titsgleichungen (11a) und (11b) iber.

19. Stibe mit verinderlichem Querschnitt.

Besitzt ein Rahmenwerk Stibe mit verinderlichem Querschnitt,
80 bleibt die Form der Gl. (11a) und (11b) vollstindig erhalten, ledig-
lich die Werte I, und die Zahlen z und ¢ sind bei solchen Stiben zu
modifizieren.

Wir bezeichnen die Entfernung eines Stabelementes von den End-
punkten ¢ und k mit 2’ und x (Abb. 16), weiter verstehen wir unter

J, ein beliebiges, dem Stab zugeordnetes Tragheitsmoment und

setzen I, = ITZ}— Weiter werde = = &-1, und o’ = &'-1, gesetzt. Der
r

Schwerpunkt der mit der verdinderlichen ,,Masse* pro Léngeneinheit:

'% belegten Stabachse befinde sich bei z, = &I, bzw. 2y = &;-1,.

SchlieSlich werde noch %fg = dw gesetzt.

Fiir die Sehnentangentenwinkel in ¢ und & gelten die Ausdriicke:
;=ML Edw—M, L[ & dw+ o,
ay=—M, L[ EE dw+ ML [ &2 dw+ay,.

Setzen wir:

27

rg—z=a —zo=u"=§""1,,
8o erhilt man damit:
szdw = &2 fdw—i—ff"zdw,
Jerdw=¢2 [dw+[&2dw,
Je&aw=§& [dw—[&"2dw.
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Fiihrt man diese Werte in die Gl. (27) ein, addiert die mit & multi-
plizierte erste zu der mit &, multiplizierten zweiten Gleichung und
subtrahiert man weiter die zweite von der ersten, so folgt:

Eoos + oo = (M, + M) I, [ €72 dw+ & o0+ Eo o »
ay— oy =M, 1y b [ dw — M1 & dw+ a0 —ao.
Lost man nach M; und M, auf, so erhélt man mit Benutzung der
Abkiirzungen:

= f{”dw_%fdw
b f&nzdw_*—fdw ) (28)
p fofi 1

[&%dw [dw

Ml =a(e;— o;0) + ¢ (o — otyo) } (29)
My li=c (ot;— ot;0) + b (et — o)
Diese Gleichungen entsprechen den Gl. (10); setzen wir weiter:
o, = —v; —&, und o = —v, —7,,
8o findet man die den Gl. (10a) und (10b) entsprechenden Ausdriicke:
M l=— (2 v+ 27+ 80 + MLy, (30a)
Ml =— (239 + 2 i+ 5 Or) + MR, (30b)

Hierbei bedeuten, sofern steife Knotenanschliisse vorliegen, die Aus-
driicke:

1 1
Ml?:"—l;‘(zﬁ“io'}‘zik“ko) und M0=—‘f(zik°‘io+zkk“ko) (31)

die Momente bei starrer Einspannung an unbeweglich gedachten
Lagern.
Die Zahlen z und ¢ sind in folgender Tabelle zusammengestellt:

24 Zix Zrx s [ C;
1 a c b a+c b+c a+b+42¢
gl a=% | o 0 a—2 | 0 a—2 (32
b_ﬁ C’ 3
4 0 0 0 0 0 0

Die Zeilen 1 bis 4 dieser Tabelle gelten je nachdem steife Knoten-
anschliisse in 7 und in &, nur in ¢, nur in % oder iiberhaupt nicht vor-
handen sind.
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Bei Benutzung dieser Zahlen bestehen die Gl. (11a) und (11b)
in unverénderter Form.

Als Beispiel diene ein Stab mit rechteckigem Querschnitt von kon-
stanter Breite und parabolisch von der

Mitte nach den Enden anwachsender z

Hoéhe (Abb. 27). J, sei das Trigheits- 2 7y Z

moment in der Mitte. 7 ! \
Infolge y =d + 4 (d, —d) &2 Abb. 27.

wird

3 4
J‘dw=2j‘%j__d§,,=3_g:(l+£ ) arcth 1
0

° e

3 , V——
0 4 d -

Fiir nahe an 1 liegende Werte von % empfiehlt sich die Reihen-

entwicklung:

Jerranmyli= G -1)+ (5

3 (n+1)(n+2) (% )n ]

_....(_l)n 2 2n—|—3

Fiir d, = 2d findet man

om0 s
[&72aw= gy g + 35 (F— ) =135 =0.0245¢.

An diesen Werten moge eine Anniherung durch die Simpsonsche
Regel gepriift werden. Dabei benutzen wir fiir eine Stabhilfte nur
3 Zwischenwerte:

3 '3
2] @ [ex
0 1 1 0
H 1% 0,8337 0,013027
i b1 0,512 0,032
3 i 0,2621 0,036858
H % 0,125 0,03125



42 Herleitung der Elastizititsgleichungen zweiter Art aus dem Energieprinzip.

Hiermit erhilt man die Naherungswerte:

fdw =2.5 ——(1+4 0,8337 420,512 4 4-0,2621 4- 0,125) =0,5445,

J‘E"zd —2— -—(4 0,013027 4 2 - 0,032 4 4 - 0,036858 -+ 0,03125)

= 0,02456 .

Die zufriedenstellende Ubereinstimmung spricht fiir die Benutzung
der Simpsonschen Regel bei beliebigem Verlauf des Trigheits-
momentes!).

Fiir das gewihlte Verhdltnis d, = 2d erhalten wir weiter nach
Gl. (28):

0,25
0,02454 + 6,545 0, 5445
0,25 1
= 000454 0,545~ %01
Zuweilen ist die Verkiirzung der frei biegsamen Liinge eines Stabes
T gegeniiber seiner Systemléinge infolge
N -L%[l der Profilstirken von merklichem Ein-
J-= fluB. In Abb. 28 sei z. B. die System-
linge des Stieles % und A, die frei
2 biegsame Lénge. Zur Beriicksichtigung
J-; dieses Umstandes pflegt man fiir das
J Stiick A — &, J = oo zu setzen.

a=b=__2%_ =12,024,

y % Man hat dann:
Abb, 28, §6=1_%%, §0=%%,
fd“’:%’ ffuzd 12h3'
Nach Gl. (28) erhilt man mit diesen Werten:
b4 l
a=-%h+3%(%—ﬂ} : (33)
c=2%<3%—2) l

20. Beispiel einer StraBenbriicke.

Das in Abb. 29 dargestellte Rahmenwerk fiir eine StraBenbriicke
ist an den beiden Balkenenden horizontal beweglich gelagert. Die beiden
Mittelpfosten sind mit den Balken in steifen Knoten verbunden und am

1) Uber weitere gesetzmaBige Annahmen vergleiche man A.Strassner:
Neuere Meth. zur Statik usw. Berlin: Ernst u. Sohn 1916.
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FuB eingespannt. Der Querschnitt des Plattenbalkens ist in Abb. 30
dargestellt und besitze verinderliche Hohe. Sein Tragheitsmoment

y {

1% 23
£

* -

720 S 72,0

il i

werde unter Beriicksichtigung des vollen Querschnitts ohne Einlagen
nach folgender Formel berechnet:

¥

Abb. 29.

03y 14.0,22  0,3y-14.0,2 (y —0,2)
J= 12 + 12 + 0,3y+1,4.-0,2 4 '

74 - Jf a3 7 Jr
¢ y I T 0 5
0 0,9 0,03600 1 1 0
3 0,93 0,03966 0,9076 0,9063 0,01418
1 1,025 0,05279 0,6819 0,6769 0,04262
3 1,18 0,07955 0,4525 0,4437 0,06363
3 1,4 0,13001 0,2769 0,2628 0,03461

Obige Tabelle gilt fiir die Mitteloffnung (Abb. 31). Zum Vergleich
3

wurden neben den Werten fiir L die entsprechenden Werte fiir @

J ¥
140 100
< £”
IR - )
——
Y
e A v e A
93
£tl £/1 '\
Abb. 30. Abb. 31 und 32.

angegeben, die man als gute Anniherung an jene betrachten kann.
Man bestimmt jetzt nach der Simpsonschen Regel:

jdw = 2-% . % (1+ 4-0,9076 -+ 2-0,6819 + 4-0,4525 -+ 0,2769)
= 0,6734,

[erraw= 255 (4-0,01418 4 2-0,04262 + 4-0,06363 +0,03461)
= 0,03502.
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Nach (28) erhilt man weiter:

0,25 1
b=a=103508 T 0,671 = 84>
o= 225 ! 548,

T 0,03592 0,673¢

Seitenoffnung (Abb. 32). Rechts von der Mitte werden die gleichen
Querschnitte gewihlt wie bei der Mitteloffnung, links von der Mitte
wird die Gurtung parallel gefithrt und der Scheitelquerschnitt bei-
behalten. Hiermit hat man:

fdw = %-0,6734 + 5 =0,8367.

Die Lage des Schwerpunktes ergibt sich mit Hilfe des statischen
Momentes, bezogen auf die Mitte:

-y | 7 €= & gt
0 1 0 0,069 0,00476
1 0,9076 0,11345 0,194 0,03416
i 0,6819 0,17050 0,319 0,06939
3 0,4525 0,16970 0,444 0,08920
1 0,2769 0,13845 0,569 0,08965
1 11 11
[(5—¢)dw=3-1—5-5 (4-0,11345+2.0,17050+4-0,16970 +0,13845)
—0,05783,
1 005783 .
fo=g— e =0431, &=0,569,

ferraw= 3 (0,4313+0,0699)

+ % . % (0,00476 4 40,3416 + 2-0,06939 + 4-0,08920

-4 0,08965) = 0,05707 .

Nach (28) erhilt man:
0 5692 1

@=5,05707  0,8367 — 087>
0,4312 1
b= 1508707 T o,8387 = 440>
0,431.0,569 1
= 3,10.

=70,06707  0,8367

Stiel. Es sei b, = 5,0, b = 5,94 m.
Die Gl. (33) liefern:

a="1794 b=475 ¢ =3,72.
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Mit Hilfe der Tabelle (32) findet man jetzt fiir den Balken [, iiber
der linken Seitensffnung:

3,100
24 =6’87—‘I,—4_5— -—-4,71 s

fiir den Balken I, iiber der Mitteloffnung:
2;0 =2 = 8,44 z;;, = 548,
fir den Stiel:
2, ="794 2., =475 2, =372, {;=11,66 {, =847 (' =20,13.
Als Grundkoordinaten werden die beiden Knotendrehwinkel », und
v, sowie der Sehnendrehwinkel y des linken Stieles eingefiihrt. Als

J, filhren wir das Triagheitsmoment J, in der Mitte der Balkendffnung
ein, dann hat man:

’ ’ J,
l1=l, l2=l2, h’=h7‘3‘,
ferner
7,94 5,48
a’11=a22= l + % + lz ’ A= A

und indem wir der Unbekannten u die Ziffer 3 zuordnen:

11,66

=% 55 =2-20,13

byg= by = h’ .

Die Elastizitiatsgleichungen haben die Form:
@y vy +Ga¥a +bgu =1L
Qg1 V1 + Qa9 Vg 4 byt = Ly
by3 ¥y + by3 ¥y + C33 u = Ls.

Die Verschiebungen der Balkenstibe als Bestandteile der Kette G;
infolge u = 1 erfolgen nur in horizontalem Sinn, daher ist bei lotrechter
Belastung stets Ly = 0.

Addiert und subtrahiert man die beiden ersten Gleichungen, so er-
hilt man nach Multiplikation mit h':

(1,04 + 411 ¥ + 13,02 )(v1+vg)+23,32,u=(L1—l-L2) 1%

(100 + 41 % -+ 2,08 )(v1 v) =(L,— Ly ¥,
11,66 (v, +7,) + 40,26 4 =0.

Um verschiedene Querschnittsverhiltnisse vergleichen zu koénnen,

’

moge die allgemeine Bezeichnung A’ noch beibehalten und 1;—= €
3
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gesetzt werden. Setzt man u aus der 3. Gleichung in die erste ein,

so folgt:
vy + v, =Dy (&) (Ly+ Ly) I,
vy — vy, =D, (€) (L, — L) I, (34)
u= —10,290 (v, 4 »,)

wobei
D, (¢) = ¢ s Dale)= : AR
1L,19+¢ (13,92 +4,71 —li) 7,94+ ¢ (2,96 + 4,71 7’-)
1 1

Fir den Grenzfall
Mo, Ma, oy Moy & = oo stellen die beiden
‘) . ( ) . ( ersten Gleichungen die
P I P oy | 2 Losung fiir den kontinu-
Z Y Z Z ierlichen Balken auf frei
J_ l drehbaren Stiitzen dar.
Abb. 33. L, und L, bestehen

nach Gl. (11a) aus 3 Ter-
men, deren erster und dritter verschwinden, die einzelnen Summanden
des zweiten sind als Endmomente starr eingespannter Stibe zu deuten;
vergleiche die im Anschlu an GI. (23a) gemachte Bemerkung. Be-
zeichnen wir diese nach Abb. 33 mit M, und M, so wird
Li=M,,—M,,,
L2 = M a3 .M be -
Die allgemeine Bedeutung dieser Uberlegung wird unter Nr. 23
weiter besprochen.

21. Einspannmomente bei Stiben mit veriinderlichem
Querschnitt. Niherungsformeln zur Bestimmung von
Biegungslinien.

Bei konstantem Querschnitt hat man die bekannten Formeln:

P!
Mb =7(0D

bei einseitiger Einspannung und
M,=Plo', M,=Plo
bei beiderseitiger Einspannung, wobei
w=§8 o =§&

oder
o' +ow=wg, o—o=wp—owp,
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bei gleichférmiger totaler Belastung wird im ersten Fall:

lz
M=%,
im zweiten Fall:
pl?
Ma=Mb —1—2 .

Bei veranderlichem Querschnitt empfiehlt sich, neben den bekannten
graphischen Verfahren die Durchfithrung einer numerischen Integration,
die von der Darstellung der EinfluBlinien fiir die Sehnentangentenwinkel

eines beiderseits frei drehbar ge- z
| )

lagerten Stabes ausgeht.
Bezeichnet man mit # die Ordi- _7___’/%

nate der durch M; =1 erzeugten

Biegungslinie, so ist der Wert von o, Z s

infolge einer Last P =1 an der

Stelle x gleich dem von 7 (Abb. 34).
Diese Biegungslinie findet man als

s, i

Abb. 34.

Momentenlinie zu der durch die Ordinate z = x# dargestellten

Belastung.

Nahert man eine Belastungslinie dadurch an, daB man durch die
aufeinander folgenden Punkte 01 2, 23 4 usw. Parabeln legt und
verteilt man durch Kréftezerlegung die Lasten auf die Punkte O, 1,

J—
7 Z 3
m
1z, g lzz 2% I 2z
|

| 7 | Al A
t |
Calafa Palt 1 |
> S [/ 7 -
Abb. 35.

2, 8..., so findet man zur Ermittlung der Ordinaten der Momenten-
linie in diesen Punkten folgende Gewichte, vgl. die Abb. 35, in Punkt 1:
2 A— f%}' ,

in Punkt 2:
A A
(2, + 42+ 23) 5 + (h+1) iz
in Punkt 3:
234 L usw.

6
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Legt man dagegen durch die Punkte 1 2 3, 3 4 5... Parabeln, so
erhiilt man Gewichte folgender Art: in Punkt 2:

fad

ZBA—,

in Punkt 3:
(ot 45 t2) g + (bt 1) 35

Bildet man das arithmetische Mittel beider Annéherungen, so erhilt
man folgende Formel fiir das Gewicht:

A A
Em—1+102n+2m41) G+ (Fn—1—2fn+ fms1) 5, m=12....
Dabei ist
e T . _743,_ e abei is 1
I fm=zm_°2_(zm—'1+zm+1)-
Im \l/ Um den EinfluB des zweiten Bestand-
£ A teiles zu erkennen, haben wir in Abb. 36
™ 2  die von f, herriihrenden Gewichte aus-
gesondert, sie erzeugen nur im Punkt m
das Moment: —f, ;'—Z Hiernach bilden wir folgende Regel:

Sind von einer Belastungslinie in gleichen Absténden die Ordinaten

Zo 23 23 ... bekannt, so ermittle man die Momentenlinie mit Hilfe der
Gewichte:

|
!

m’

R

Abb. 36.

A
W= (2m—14102n+2m+1) 33 m=1,2... (35)

und ziehe von den gefundenen Ordinaten die Betréige fmg ab. Der

Vollstéindigkeit wegen sei bemerkt, da8 die Herleitung des Gewichtes w,
sowie w,, nach obiger Entwicklung zwar eine Fortsetzung der an-
genommenen Belastungslinie iiber das Intervall 0 —» hinaus verlangt,
indem vor z, und hinter z, noch eine Ordinate gebraucht wird, daB
aber der Einflul dieser Ordinaten in der angegebenen Regel ganz ver-
schwindet. Dies héingt mit folgendem Umstand zusammen: man kann
immer die Momentenlinie zu einer gegebenen Belastung auch durch
Betrachtung einer beiderseits verlingerten Stabachse bestimmen, wobei
die Belastung beiderseits beliebig ergéinzt werden darf; die durch die
Lote im Teilpunkt 0 und 7 begrenzte SchluBlinie grenzt die richtige
Momentenfléiche ab.

Die numerische Methode werde zunichst auf das Beispiel unter

Nr. 20 angewandt. Fiir die Seitenéffnung ergibt sich nachfolgende
Zusammenstellung:
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J 120 12 12 12 1

8¢ 7' z=§-{,—’ - =@ = () % ST 71—'Mu
0 1 0 13,965
1 1 0,125 1,5 12,465 | 13,965 0 13,965 | 0,0856
2 1 0,250 3,0 9,465 | 26,430 0 26,430 | 0,1621
3 1 0,375 4.5 4,965 | 35,895 0 35,895 | 0,2201
4 1 0,500 5,942 — 0,977 | 40,860 | 0,014 | 40,846 | 0,2505
5 | 0,9076 | 0,56725| 6,684 | — 7,661 | 39,883 {0,031 | 39,852 | 0,2444
6 | 0,6819 | 0,5114 6,077 | — 13,738 | 32,222 | 0,015 32,207 | 0,1975
7 10,4525 | 0,3959 4,747 | — 18,485 | 18,484 | 0,001 | 18,483 | 0,1134
8 | 0,2769 | 0,2769

Die vierte Spalte enthélt die fiir die Punkte 1 bis 7 mit Unter-
driickung des Faktors 11—2 bestimmten Gewichte, zu welchen der linke

Auflagerdruck gleich 13,965 ermittelt wurde. Ausgehend von diesem
Wert, wurden die Querkrifte und aus diesen die Momente mit Unter-

driickung des Faktors % berechnet. Die siebente Spalte enthilt die
Grt’)Bené, d. h. die Werte, die nach Absonderung des Faktorsi;'; noch
abzuziehen sind. In der achten Spalte erhalten wir dann die Einfluf3-
zahlen fiir den Sehnentangentenwinkel, die gem&8 (31) nach Multipli-
kation mit

B on_ 471

12 I, 6412
die M ,-Linie liefern.

Bei totaler Belastung finden wir:
M, =0,1614 pl}.

Dies bedeutet eine Erhohung des Einspannmomentes bei konstantem
Triagheitsmoment um 29,12%.

Fiir den Balken iiber der Mitteloffnung gilt folgende Zusammen-
stellung:

1,=0,006133-1,

J, J ® 1 1

8¢ T |z=¢F| 123 124 | 2| 3t | B %-M,
0]o2769 | o 12,340

1 | 0,4525 | 0,0566 | 0,736 11,604 | 12,340 | —0,014 | 12,354 | 0,0003
2 10,6819 | 0,1705 | 2,102 9,502 | 23,944 | —0,014 | 23,958 | 0,0406
3 | 0,9076 | 0,34035| 4,074 5,428 | 33,446 | 0,003 | 33,443 | 0,0938
4] 1 |os 5908 | — 0,480 | 38,874 | 0,023 | 38,851 | 0,1497
5 | 0,9076 | 0,56725| 6,684 | — 7,164 | 38,394 | 0,031 | 38,363 | 0,1830
6 | 0,6819 | 0,5114 | 6,077 | —13,241 | 31,230 | 0,015 | 31,215 | 0,1721
7 10,4525 | 0,3959 | 4,747 | —17,988 | 17,989 | 0,001 | 17,988 | 0,1095
8 | 0,2769 | 0,2769

Die in der achten Spalte angegebenen Werte fiir den rechten Sehnen-
tangentenwinkel gelten in umgekehrter Folge fiir den nach unten
positiv gezahlten linken Sehnentangentenwinkel.

Mann, Rahmenwerke. 4
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Multipliziert man daher die Zahlen der achten Spalte mit
1 Z“ 8,44

127, 61z
und die umgekehrte Folge mit

Az, 548 A

127, 6412

so erhilt man durch Subtraktion die EinfluBzahlen fiir M,. Die
Zahlen fir 2 ® sind in Spalte 9 angegeben. Bei gleichmaBiger totaler
Belastung folgt daraus:
M, =0,0946 plZ.
Dies bedeutet eine VergréBerung des Einspannmomentes bei kon-
stantem Trigheitsmoment um 13,6%.

22. Niherungsformeln zur Bestimmung von Momenten bei
starrer Einspannung.

Zur Herleitung geschlossener Formeln fiir die Einspannmomente
ohne Bindung an eine bestimmte geometrische Form moge die Kurve

der '175 durch drei ausgewéhlte Werte angenéhert werden. Dabei werde

allgemein ein Balken zugrunde gelegt,
T T JI dessen Trigheitsmoment in einem be-
ill { stimmten Intervall konstant gleich J,
° | Jp 7 sei; an einem oder an beiden Enden
| sei eine Verstarkung vorhanden. Die
Liange der Voute betrage a-l. Die

IN.
Y fc—
|

2

Werte fiir 1 — §' seien am Auflager ¢

und in der Mitte der Voute, d. h. bei

|

a-l & = -;— gleich ¢,. Bei & =« nimmt
! Abb. 37, —7¢ den Wert 0 an (vgl. Abb. 37).
Mahn iiberzeugt sich leicht, daB der Ausdruck
J, . .
(1= 0) =i ( —a) (26 —o) —dip £ (E—c) (36)
diesen Bedingungen geniigt.

Bei dem einseitig eingespannten Balken mit einseitiger Voute ist
das Einspannmoment:

jMoe'de
fe'ws g
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. lz ,
wobei Mo_%ff
Fithrt man die Rechnung durch, indem man im Bereich der Voute
den durch Gl. (36) bestimmten Wert von i.IIL benutzt, so erhélt man:

2
o 1729 [21:,,.—% (l2i,,.——io)+;(—)(8£,,.—3io)]

8

(37

1—1{41' Fig—dnint L2 i)]
P) " YU — %%l 10 Tm— Y

Bei dem Beispiel unter Nr. 21 war:

a= -;— s tp=1—02769=0,7231, +¢,=1—0,6819=0,3181.

Hiermit liefert die Formel (37):

-1 [0,6362—'—1—»3,0941—i-0,3755]
ot 173 10 o .
M“="‘8—’ 1 1 =0,1641pl.
-3 [1,9955—0,6362+16~3,0941]

Dieser Wert unterscheidet sich von dem friiher ermittelten von

0,1614 pl2? nur um 1,67%.
Fiir den beiderseits eingespannten Triger mit symmetrisch angeord-
neten Vouten haben wir:

Juat

“jug

Die analog durchgefiihrte Rechnung fiihrt zu der Formel:

M,

1—a? [4i,.——"‘— (125,,.-;'.,)]
pl? 5
M,=2. —— . (38)
l—‘—g‘ (4Im+ 1‘0)

Mit den oben angegebenen Zahlenwerten liefert die Formel (38):
M, = 0,0948 pi?
in fast genauer Ubereinstimmung mit dem friiher ermittelten Wert von
0,0946 pi2.

Um die Zuverlassigkeit der Formeln (37) und (38) noch an einem.
zweiten Beispiel zu erproben, das einer strengen Rechnung leicht zu-
ginglich ist, werde ein Balken mit geradlinig begrenzter Endverstir-

kung gowahlt, dabei seio =3 Die Stirken in der Mitte und Auflager

verhalten sich wie 2: 3.
4#
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Bei diesem Beispiel ist:
iy =1——o=0,7037,
Ipp=1— 2—53 =0,4899 .
Die Formel (37) liefert:

2 1——2— (0 9798-——115 5,1751—{—%-1,8081)
M=t . =0,1630 pl2.
1- 3 (2,6633——3~-0,4899+%-5,1751)
Zur Priifung durch eine strenge Rechnung setzen wir:
d= do._._do_ZE .§
und hiermit
AL S
J = \4, FAWRE
-(-3)<]
mit
1 d 2
o= ? und Fo == ?
hat man
J._ 8 3
F=g7:(1—§)

Fiihrt man, ausgehend von dem allgemeinen Ausdruck fiir das
Moment bei einseitiger Einspannung:

lzfe(l—az Fak
f(l ep-Jrag’

die Rechnung durch, indem man im Intervall 0 < § < o fiir % die

oben ermittelte Funktion und im Intervall « < & < 1 den Wert 1 setzt,
80 erhilt man leicht:

g1
M,= ?21—2—-—3_0 1616 piz.

1

g3 t+3

Fiir den beiderseits eingespannten Balken mit symmetrisch an-
geordneten Vouten liefert bei gleichen Abmessungen wie vorher die
Formel (38):

1
o2l g (1 9596—
12

i 5 1751)

1
1— e 2,6633

M,= =0,0971 pi2.
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Die strenge Rechnung ergibt durch Einfiihrung des zugrunde ge-
legten Gesetzes fiir Jj' in:

_pjEu-o e

2 j'd$

M,=
den Wert

9 =pl?.0,0973.

In beiden Fillen ist somit der Fehler der Anniherung durch (37)
bzw. (38) auBerordentlich gering.

23. Beispiel.

Weiterfilhrung des Beispiels in Nr.20. Es soll bei totaler Be-
lastung der Mitteléffnung oder einer Seitendéffnung das Verhalten bei
drei verschiedenen Stielquerschnitten
verglichen werden. Die mit 1 bis 3 04 @5 %@#
bezeichneten  Querschnitte sind in % r T
Abb. 38 dargestelit. Die zugehorigen ’ ’
Tréagheitsmomente sind:

04-1,28 0,6-0,85 0,4-0,6° .
5 =00576, —5—=00256, o =0,0072m,

sie verhalten sich rund wie 8:3,56: 1.
Die fiir die Ermittlung der Knotendrehwinkel bendtigten GroBen
stellen wir fiir die drei Anordnungen zusammen:

Abb. 38.

Jr % ¢ D, (¢) D, (¢)
7
1. 0,625 3,71 0,275 0,0425 0,0269
2. 0,406 8,35 0,619 0,04730 0,04743
3. 5,0 29.7 2,2 0,0506 0,0843
4. 00 0,0520 0,1211

Zum weiteren Vergleich soll auch noch die Berechnung fiir den
kontinuierlichen Balken auf frei drehbaren Stiitzen durchgefiihrt
werden. Hierfiir hat man unter 4:

1

D, (0) = ——F  —0,0520,
13,92 +4,71. —1—;5~2—5
2 ,96 -+ 4,71

12
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a) Belastung der Mittel6ffnung.
Nach den Ermittelungen unter Nr. 21 hat man:

Ly, =0,0046 pi3; L, — — 0,046 pi2.
Hiermit Wil‘d 71—*—1}2:0 /l=0

vy —vy =2v, =D, (e) (Ly — Ly) I,
oder

=D, (e)-L,.
Mit Hilfe der Gl. (30a) findet man weiter am Mittelbalken:
M, ,=M;=— (2;,— zk) +M?,

— (8,44-5,48) * +0,0946 plf.
Am Balken iiber der linken Offnung hat man mit z;; = 4,71:
My, =—M;=z; ?
1
Fiir das Moment am FuB des linken Stabes ermitteln wir nach (30b):

ARLA M,=—372-
o—0 [ 0 by
Bei dem kontinuierlichen Tréiger hat
man die Probe M, = M, ;. Die Zahlen-
M, rechnung ergibt fiir diesen:
Abb. 89.

=0,1211-0,0946 pi% = 0,01 146 pIZ,
M, ,=(—2,96- 001146+00946)pz2 0,0607 pi2,

M, =4,71-0,01146 - 22 - pif=0,0607 pI.

Die je nach Wahl der einzelnen Stiitzenquerschnitte ermittelten
Zahlenfaktoren von plj sind nachfolgend zusammengestellt, wobei der
Drehsinn der Momente aus Abb. 39 zu entnehmen ist:

M, M, M,
1. 0,0135 0,0871 0,0092
2. 0,0237 0,0813 0,0072
3. 0,0422 0,0710 0,0036
4. 0,0607 0,0607 -

b) Belastung der linken Seitentffnung:
Hierbei gilt L, = — 0,1614 pl L, =0,
vy + vy = Dy (¢) Lyly,
vy — vy = Dy (¢) L1y,
u = —0,290 (v; +7,).



Beispiel. 55
In der Seitensffnung erhilt man dann mit Hilfe von (30a):
My =—M, =471 — M,

=0,1614 (1—4—7—1(D1+D2) )

desgleichen fiir Mittel6ffnung:

8,44 5
M,,= M,=01614(*2 (D, + D) + 32 (0,—D,)) p2,

My, =— M =—01614 (332 (D, — D) + 22 (D, + D)) pi2,

fiir die rechte Seitendffnung:

471
5 (

My =—4T1 3 D,—D,)- 0,1614pz§-§—:

SchlieBlich noch fiir den linken Stiel unten:

My=— (3729, +847 )

135( D,+D,

3,72

—8,47-0,200 D, )-0,1614 p}
und fiir das untere Moment am rechten Stiel:

My=—; (3,729, + 8,47 )

= (312 2D g47.0,200 D,) -0,1614 i3
Die aus diesen Ansiitzen bei Be- ,
lastung der linken Seitendffnung folgen- M’\V.(Mz 2) (M’ﬂ
den Momente sind in nachfolgender
Tabelle zusammengestellt, wobei die Zahlen
noch mit p#? zu multiplizieren sind. Der NCL /‘{,
Drehsinn der Momente geht dann aus Abb, 4
Abb. 40 hervor.
M, | M, ; R M
1. 0,1317 0,0542 0,0413 —0,0067 | 0,0145 0,0443
2. 0,1209 0,0645 0,0418 0,000056 0,0156 0,0304
3. 0,1037 0,0770 0,0367 0,0144 0,0093 0,0137
4, 0,0873 0,0873 0,0295 0,0295

¢) Bei dem unter 3. zugrunde gelegten Stielquerschnitt sollen noch
die EinfluBlinien ermittelt werden. Je nachdem eine Einzellast im
linken oder im Mittelfeld angenommen wird, haben wir in den Glei-
chungen (34):
Ly = — M}y, L, =0
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oder
Ly = M3, L, = —Mgz
zu setzen.

Diese einer einseitigen oder beiderseitigen starren Einspannung ent-
sprechenden Momente wurden bereits in den beiden Tabellen unter
Nr. 21 zusammengestellt. Die Ordinaten der Momentenlinien werden
nunmehr mit Hilfe der Gl. 30a) oder (30b) gefunden. Z. B. gilt fiir den
linken Zweig der M, ,-Linie:

My, =—M,=4]T1 ;—ll-rmg1 ,

61 =_DI~;D2M21'l2 >

somit

4,71 1
My, = M3, (1 — 3 T:(D1+Dz)) .

Wir finden daher die Ordinaten dieses Zweiges durch Multiplikation
der in Spalte 9 der ersten Tabelle unter Nr. 21 angegebenen Zahlen mit

L— 4715 (D, + D) l,=T,711.
Fir den Mittelzweig der M ,,-Linie hat man z. B. gema8 Gl. (34):
v=|M2,(D,+ D) — M3, (D,—Dy)] 2,
vy= M2, (D,—D,) — M3, (D, +D,)| 2,

ferner hat man nach Gl (30a):

o

Ma2=Mi=—l_,,(zii”1+zik”2)+M22’

wobei

ZH=8,44, zik=5,48;
man erhilt damit:
M, M,

0
79%-6,2767 + ~22.2,7200.
2 2

Ma2 =

Fiir 71— M), sind die Zahlen aus Spalte 9 der zweiten Tabelle und
2

fir ll M), dieselben in umgekehrter Folge einzusetzen.

In Abb. 41 sind die EinfluBlinien fiir M ,, und fir M,, sowie das
untere Einspannmoment M, des linken Stieles dargestellt. Durch
Vergleich mit den unter a) und b) angegebenen Momenten bei totaler
Feldbelastung erkennt man, wie die Flachen sich bei Benutzung der
anderen Stielquerschnitte &ndern. Insbesondere sieht man, daB bei
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Verwendung des starren Stieles 1 die Ordinaten der M ,,-Linie im dritten
Feld sogar das entgegengesetzte Vorzeichen annehmen wie bei frei dreh-
barer Lagerung. Dies findet dadurch seine Erklirung, da8 die Form

Maz

PN

e

Mb,

- Abb. 41.

der Biegungslinie infolge M, = ~—1 bei dem weniger biegsamen Stiel
wesentlich durch dessen nach rechts erfolgende Sehnenneigung mit
bedingt ist.

V1. Verallgemeinerung der Stabform. Allgemeine
Grundkoordinaten. Lehrsiitze.

24. Ausdehnung auf beliebige Stabform, insbesondere auf

gekriimmte Stibe. Beriicksichtigung der Stablingeniinderungen.

Allgemeine Grundkoordinaten. Das Gebilde G2. Neue Herleitung
der Arbeitsgleichung. Satz @nm=@mn.

Weitere Verallgemeinerung der Stabform. Die Giiltigkeit der Glei-
chungen (24) und (26) sowie (25a) laBt sich auch leicht fiir den Fall
beliebig geformter, z. B. gekriimmter Stédbe oder ganz allgemein fiir den
Fall nachweisen, daB irgendwie gegliederte steife Gebilde an Stelle

Abb. 42 bis 44.

eines geraden Stabes an die Knoten ¢ und k steif oder gelenkig an-
geschlossen werden ; Beispiele zeigen Abb. 42—44. Der Beweis ergibt sich
von selbst bei einer geniigend allgemeinen Deutung dieser Gleichungen.
Es mogen jetzt die Léngenzunahme der Sehne ik sowie die Drehwinkel
der angeschlossenen Endquerschnitte des Gebildes relativ zur Sehne



58 Verallgemeinerung der Stabform. Allgemeine Grundkoordinaten. Lehrsitze.

mit Al,, o; und «; bezeichnet und dessen Eigenkoordinaten genannt
werden. Wir vergegenwirtigen uns noch einmal kurz die Methode der
Grundkoordinaten. Die Gesamtheit der Eigen- bzw. Stabkoordinaten
bildet ein System voneinander geometrisch abhéingiger GréB8en, weil die
ihnen gemif verzerrten Einzelglieder die Vertréglichkeitsbedingungen
erfiillen miissen, d: h. beim Zusammenschluf8 die AnschluBbedingungen
an den Knoten erfiillen miissen. Die geometrischen Bedingungen kom-
men dadurch zum Ausdruck, daB sich entsprechend dem Grad der
geometrischen Uberbestimmtheit (statischen Unbestimmtheit) die Eigen-
koordinaten durch eine geringere Zahl von Grundkoordinaten aus-
driicken lassen.

Bezeichnen wir sie mit w,, (m =1, 2... g), wobei es noch dahin-
gestellt sei, welche GréBen als geeignet zur Verwendung gelangen, dann
gelten also geometrische Beziehungen:

o =V w1+°t§2) wy+ e Ot,(")-wg
o = ol w, + o2 wy + + -+ oD, . (39)
Al=Al‘1’w1+Al‘2’w2—!- e Al(e).we

Die Aufstellung dieser Gleichungen gelingt in einfacher Weise durch
die Betrachtung der moglichen Verschiebungszustéinde eines kinema-
tischen Gebildes @,, das aus dem Rahmenwerk hervorgeht, wenn simt-
liche Knotensteifigkeiten aufgehoben werden und wenn ferner jeder
Stab oder das an seine Stelle gesetzte Glied allgemeinerer Form in einem
seiner Endpunkte in Richtung der Sehne beweglich am Knoten gefiihrt
wird. Ein bestimmter Verschiebungszustand von G, ist gegeben:

1. Durch die Angabe der Knotendrehwinkel », ; 2. durch die Koordi-
naten u,, der Stabkette G; 3. durch Zunahme A1, der Knotenabsténde.
Dabei gelangen wir zu einer wichtigen Bemerkung, die bisher nicht
zur Geltung kam. Im Fall einer geometrisch iiberbestimmten Stab-
anordnung sind die GréB8en A1, nicht unabhéngig voneinander. Die den
iiberziahligen Stiben entsprechenden A! sind durch die iibrigen mit-
bestimmt. Will man daher die 4!, als Grundkoordinaten einfiihren,
so scheiden die der iiberzéhligen Stabe aus. Der Rest werde anstatt
Al, mit A, bezeichnet, er bildet zusammen mit den »; und y,, ein un-
abhingiges System von Grundkoordinaten, welche den Verschiebungs-
zustand von G, und hiermit auch die Sehnendrehwinkel ¢, bestimmen.
Die Sehnentangentenwinkel der Stibe sind durch dieses spezielle System
in folgender Weise bestimmt:

o =—v,—9 ,
" 0= 0mlmt S Pn - (40)

oy = —Vp— ?9,. m n
Irgendein anderes System von Grundkoordinaten wird immer in
linearer Abhéngigkeit von dem obigen stehen. Die besondere Eignung
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der GréBen v;, u,, und A, als Grundkoordinaten leuchtet ohne weiteres
ein. Dem Zustand v;,=1 entspricht als einzige Verschiebung in G,
nur die Drehung des Knotens ¢+ um den Winkel 1, die dem Zustand
Mm =1 zugeordneten GroBen ¢,, konnen wegen der gleichzeitigen
Bedingung A, = 0 an der Stabkette G ermittelt werden. Die GréSen g,
infolge A, = 1 konnen schlieBlich wegen u,, = 0 an einem statisch be-
stimmten Fachwerk gefunden werden.

Bei beliebiger Wahl von Grundkoordinaten seien nun infolge w,, =1
a™ o™ und AI™ ein System von Eigenkoordinaten eines Stabes,
dem im entsprechend verzerrten Rahmenwerk bestimmte Momente
M™ M™ und an den Endpunkten ¢ und % in Richtung der Sehne
angreifende Zugkriifte N™ entsprechen; als innere Krifte im Rahmen-
v&ierkh be%gfen sie pfm)
gleiche afte in (m) z
umgekehrter Rich- ~/,v/€ — H{"’J
tung auf die Kno- -
ten,g und zur Her- 'Vf(m/ Mi{"g/”{-”l
stellung des Gleich-
gewichtes bedarf es

duferer Momente e / \

und Krifte am Kno- A’
ten. Sofern man -M M-
diese  Knotenbe- #» a8 AN U
lastungen als Ur- =

sache auffaBt, er- f Mo, j

zeugensie daher den
Verzerrungszustand Abb. 45 und 46.
w,, =1. In Abb. 45
haben wir die aus der Betrachtung eines Gliedes (gekriimmten Stabes)
herrithrenden Beitrige zu dieser d&uBeren Knotenbelastung angegeben.
Weiter betrachten wir den wirklichen Lastzustand; ein Glied, z. B.
ein gekriimmter Stab, werde durch Schnitte isoliert und die an ihm
wirkenden #duBeren Krifte K mogen durch zwei in den Endpunkten
wirkende Krifte K’ und K’ ins Gleichgewicht gebracht werden. Dieser
Belastung mogen gleichzeitig die Forménderungen o;q, otxe und Al
entsprechen. Der wirkliche Zustand, bei dem die wahren Forménderun-
gen «; o; und Al entstehen, wird erhalten, indem man noch Momente

M, M, und Krifte N, zusammen mit den Reaktionskriften (M, + M) %—

hinzufiigt (Abb. 46). Diese hinzugefiigten Krifte erzeugen also die
Betrige a; —a;q, 0 —xzo und Al — 41l,,. Wie vorher schlieen wir

daraus, daB die Krifte M,, (M; + M,) ll und N,, als duBere Knoten-
belastung des Rahmenwerks gedacht, diese drei Forménderungen ver-
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ursachen wiirden. Zweitens werde beachtet, daB die umgekehrten
Krifte K’ und K’ zusammen mit den etwa noch an den Knoten un-
mittelbar gegebenen Kriften eine statische Verteilung aller Lasten
auf die Knoten ergeben. Aus Gleichgewichtsgriinden am isolierten
Knoten miissen aber die so erhaltenen Knotenlasten mit den vorher
aus der Betrachtung der inneren Krifte gewonnenen Knotenlasten
dquivalent sein.

Zusammenfassend sprechen wir den Satz aus: Die bei der statischen
Verteilung der gegebenen Lasten auf die Knoten sich ergebende Be-
lastung des Rahmenwerks erzeugt die relativen Drehungen der Knoten
gegen die Sehnen und die Anderung der Sehnenlinge:

oy — gy O —Ogg, Al — Al

Wenden wir auf diesen Last- und Forminderungszustand und den
Last- und Forménderungszustand w,, = 1 den Reziprozititssatz an, so
folgt unm ittelbar:

M (o — og0) + MY (o — o) + Ny (A1, — Al ) =A™ . (41)

Dabei bedeutet A™ die virtuelle Arbeit der duBeren Krifte, bezogen
auf die dem Zustande w,, = 1 zugeordneten Wege des (aus starren
Gliedern aufgebauten) kinematischen Gebildes @,.

Hiermit haben wir die Gl (26) in allgemeinerer Bedeutung wieder-
gewonnen,

Es ist auch gestattet, bei gleichzeitiger Nullsetzung von 4™ an
Stelle von o;4 oo und A1,y die Temperaturglieder o;; oy, und Al,, zu
setzen, wodurch GI. (19a) erhalten wird.

Fiihrt man die geometrischen GIl. (39) in GI. (41) ein, so erhilt
man die Elastizitdtsgleichungen zur Bestimmung der Gréfen w,,.
Dabei wird der Koeffizient von w,, in der m-ten Gleichung:

o= S aff + M o) + N A1), (42)
r

wodurch die Gleichungen (41) in die Form iibergehen:
D w, =AM+ I M™ ot;0+ M™ o0+ N™Alo; m=1,2...0. (43)
n

Die rechte Seite von Gl. (42) bedeutet die virtuelle Arbeit duBerer
Knotenlasten M{™ M{™ und N/™ an den durch die Lasten M M
und N®™ verursachten Wegen. Der auf beide Zustinde angewandte
Reziprozititssatz besagt, daB die rechte Seite bei Vertauschung der
Indizes (m) und (n) ihren Wert behilt, daraus folgt:

Anm = Qpp-
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25. Deutung der rechten Seiten L,.. Satz von der
Lastverteilung auf die Knoten.

Die rechte Seite der Gl. (43), die mit L, bezeichnet werde, 1a3t sich
anschaulich deuten. Stellen wir uns vor, daB bei einem Rahmenwerk
simtliche Grundkoordinaten zwangsweise auf Null gehalten werden, so
verschwinden auch alle GréBen », 4 und 4. Alle Knoten liegen daher
unverschiebbar und undrehbar fest; d.h. jeder Stab ist beiderseits
an starre Lager angeschlossen zu denken und {ibertrigt dementsprechend
die auf ihn wirkenden Lasten unabhingig von den iibrigen Stiben auf
die Knoten. Die dabei in den Endquerschnitten auftretenden Krafte
lassen sich mit Hilfe der frither in Abb. 46 angegebenen Krifte K’
und K’ bei statisch bestimmter Stiitzung des isolierten Stabes dar-
stellen, zu welchen jetzt Momente M M und Krifte N mit den
dadurch bedingten Auflagerkriften hinzutreten, die z. B. so gro8 sind,
daB sie gerade die Sehnentangentenwinkel o, ®;, und die Sehnen-
streckung A1, riickgingig machen. Wir schlieBen daraus, daB die
Krifte MY M und N?, als duBere Knotenlasten auf das sonst un-
belastete Rahmenwerk aufgebracht, die Knoten relativ zur Sehne
um die Winkel —a;, und — o, drehen und den Abstand der Knoten
um — Al,, éndern. Auf diesen Zustand und den Zustand w,, =1 an-
.gewandt, zeigt der Reziprozititssatz, daB M{™ «;q + M oo + N Alyy
gleich der Arbeit derjenigen Krifte M MY und N ist, welche vom
Stab auf die Knoten iibertragen werden, geleistet an den Verschiebungen
der Kette G, infolge w,, = 1. FaBt man diese Betrige mit A™ zur
Summe L,, zusammen, so stellt diese die Arbeit aller von den Stédben
auf die Knoten iibertragenen Krifte dar.

Zusammenfassend sprechen wir den Satz aus: Die Grundkoordinaten
diirfen unter Zugrundelegen einer. ausschlieflichen Knotenbelastung
des Rahmenwerks ermittelt werden, die aus den Kriften besteht, welche
von den Stiben auf die starr im Raum fixierten Knoten iibertragen
wiirden.

Ist v, eine Grundkoordinate, so wird offenbar der Beitrag eines Stabes
zu L; gleich M’ und wenn Al, eine Grundkoordinate ist ebenso gleich
— N© = H?, wobei M und H® Einspannmoment und Horizontal-
schub des starr eingespannten Bogenstabes bedeuten.

Weil bei den unbelasteten Stiaben zugleich der richtige Forménde-
rungszustand erhalten wird, gilt weiter der Satz:

Infolge der Knotenbelastung erhilt man fiir die unbelasteten Stébe
die wirklichen Spannungszustinde. Ein einfaches Beispiel soll zur Er-
lauterung dienen.

Der einhiiftige, aus zwei Stiben bestehende Rahmen nach Abb. 47
sei fest eingespannt, der wagrechte Stab erhalte eine gleichmiBig ver-
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teilte Belastung. Auf den starr gedachten Knoten wird das Moment %2—

iibertragen. Denken wir nur dieses Moment am Knoten wirkend, so
gilt fir die beiden Endmomente in den

Y/ - .
A, .22 Staben:
¥ 72 M.+ M _ph
— 1T 5=

a 7
A
% My M=y,
. b Hieraus folgt:
Abb. 47. M, =Pa_his

2= 12 L, J, + 4,

und dieses ist bereits das wirkliche Eckmoment. Gl. (10a) auf Stab 2
angewandt liefert

‘P =—.£2lz
Weiter ergibt Gl. (10b) angewandt auf Stab 2 und Stab 1
M,

M=

und
2w _pl 3LJ, +24J,
M,=—= + =% U,J, FLd;

26. Einfache und mehrfache symmetrische Stockwerkrahmen,
Beispiele.

Der einfache symmetrische Stockwerkrahmen. Das Verfahren moge an

dem in Abb. 48 dargestellten Beispiel mit 3 Geschossen entwickelt werden.,

Die Ubertragung auf den Rahmen

2%

%1 7 mit » Geschossen ist dabei ohne wei-
= _{‘ [ teres ersichtlich. Als Grundkoordi-
= S 3 4

A
g L 4
Y4 a‘ 2. s
L, L L
7 6.

.S
L0 L L
N
Abb, 48, Abb. 49.

naten werden 6 Knotendrehwinkel und 3 GroBen 4 eingefiihrt. Die
Verschiebungszustinde der Kette G, sind in Abb. 49 dargestellt, sie
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liefern Pu=9a =1, Pu=@p=1 @u=0u=1,

alle iibrigen @, ,, sind Null. Zur Abkiirzung werde fiir einen Stiel ETJ =0

und fiir einen Balken %—I = ¢ gesetzt. Dann hat man

a4y, =4(0,+ 0.+ 0y) =0, @12 =20; =y, a4 6=20y,
Ay, =4(0y 1+ 05+ 0;) = a5, Q3 =203=0y5, Ay5=20,,
a33=4(g; + 03) =44, ay4 =203,

b1 =6¢, ¢y, =12(0, -+ 06) = 240, ,
byy=b,, =6p,, €35 = 12(0y + 05) = 240, ,
bg3=by3 =0y, C33==12(05+ 04) = 24¢5.
Die Gleichungen (11a) und (11b) lassen sich in folgendem Schema
anordnen:

Y1 Y2 | Y3 | Y ‘ Vs Yo | M1 ' By | M3
a5 | G2 a6 | 60, 6 0, L,
dn Gz | Qg Ggs 60, | 605 | Ly
agy | Qg | agy 603 | Ly
ay3 | ass | @32 60| Ly
@59 Qgg | Qgg | Any 60, | 603 | Ls
Qg1 ayy | ay |60 | 6g, L,
60, 6¢, 1240, L,
60a | 60, 60a| 6. 24 04 Ly
603 | 603|060 | 60g ‘ 24 05| Ly

Fiir die weitere Umformung sei:

Ty =%+ v, Ty =V, +v;, Ty ="Vg1 ¥y,
und
Y1 =V1— Y, Yo=Va— 7, Ys=V3—
gesetzt.
Durch Addition der 1. und 6, 2. und 5., 3. und 4. Gl. hat man:
(@116 2+ @yp Ty +120, 1+ 120, 2, =L+ L,
Gy B1F (Bt @a5) T A3 T3 +120, py+12 gg b= Lo+ Ly,
a3y Tyt (@33-+a34) %3 +12 05 t5=Ls+ Ly,
60, +240, =L,,
60, z,+ 60, z, +24¢,10, =Lsg,

60; z,+ 695 x5 +24 o pus=L,.
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Entfernt man mit Hilfe der drei letzten Gleichungen u; u, us aus
den drei ersten Gleichungen, so erhéilt man fiir die Groen x, z, x5 ein
System dreigliedriger Gleichungen, das in der fiir » Geschosse verall-
gemeinerten Form lautet:

(e1+ 02+ 60) 2, — 02 2 =Li+Lyy  —3Laniat Lynso) |
—Q? Tyt (0t 031+ 60,) 3 — 0325 =Lyt+Lyp—y —3%(Lyniot Lants)

. 44
- Q}'xi—l—*- (0 041+ 60,) ;=041 %41 = Lyt Ly ey 1~ 3 (LynsitLonsirr) (44)

—0p Zp— + (0n + 60,) 2, =L,+Lyy; —3Lgy,.

Subtrahiert man die Gl. (1) und (6), (2) und (5), (3) und (4), so er-
hilt man ein zweites System dreigliedriger Gleichungen fiir die Be-
stimmung der GréBen y von der Form:

(201 +20+0) Y+ 09 =3 (L —L,,)

6:72 Yo +(20:+205+0,) Y3+ 03Ys =3} (Ly— Lypyq)

; (45)
0: Yies + (20, + 20441 1+ 0) Yt Qi1 Yira =3 (Li — Lynysy)
OnYn—1t (2 On +05) Yn =3 (Ln - Ln+1) o)

Fiir die Koordinaten 4 hat man zuletzt:
=4 (§5r—a)
L2 ”+2 —
=35y 6.0, 1 xﬁ) (46)

:‘:‘n =1 (éLae'; —ZTp1— xn) .

Als Zahlenbeispiel mogen drei gleich hohe Geschosse von je 5 m bei
einer Breite ! = 4,0 m angenommen werden. Die Trégheitsmomente
der Stiele von unten nach oben geziihlt seien proportional den Zahlen 8,
6, 5 und die der Unterziige proportional 6, 6, 5. Setzen wir noch J, = 5,
dann hat man:

a=gpo=032, 0=5g=038, e+ +60,=236,
6 6

02=5.5,0=0’24’ 0'2=5_4,0=0’3, 92+93+602=2,24,
5 5

0s=550=02, %B=5g5=0%, 03+ 60, =1,7.
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Bei einer gleichmiBig verteilten horizontalen Belastung der linken
Wand ist die bei Festlegung der Knoten ermittelte Knotenbelastung
in Abb. 48 dargestellt. An den Knoten 1 und 2 werden je 2 sich auf-
hebende Momente erhalten. Zum Ansatz kommen daher nur die Auf-

lagerdriicke von der Grife pl, am Knoten 3 ist die Kraft I_;f und das

3
Moment %— in Rechnung zu stellen. Daher ist:

Ly=L,=0, Ly=—2

E, L4=L5=L6=0-

Da ferner dem Drehwinkel 1 eines Stieles eine Parallelverschiebung
der iiber demselben liegenden Geschosse der Kette G;, um den Betrag I
nach links entspricht, wird weiter:

5pl 3 pl?
Ly=—=F1, Ly=—ypl, L=—%.

Fiir die GroBen « und y lauten hiermit die Gleichungssysteme:

2,36 2, — 0,24 x, =2pl?,
—0,242,+2,242,—0,2 z,=pl?,

3
—02 z,+1,7 x3=”l

F’
1,42y, 4024y, =0,
0,24y, +1,189,+0,2 y,=0,

12
02 9+ 065y, =—"20.

Die Auflosungen sind:

2, = 0,9042 pl2 y, = —0,0013 pl*

z, = 0,5579 pl? ys = 0,0077 pl2

2, = 0,1637 pl2 y; = — 0,0665 ple.
Hieraus folgen die Werte fiir die Knotendrehwinkel :

v, = 0,4515 pl? ve = 0,4527 pl?

v, = 0,2828 pl2 vy = 0,2751 pl?

vy = 0,0486 pl2 v, = 0,1151 pl3,

weiter erbilt man die Stabdrehwinkel:
2
=1 (— 2P 09042 pl2) = —0,5516 p1B,

3plt
pa=1t (— g gg— 14621 plt) = —0,6260 P,

( Pl ) )
sy =1 (— o —0,7216 pl2) =— 0,2846 pl2

Mann, Rahmenwerke. 5
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Mit Hilfe der Formeln (10a) und (10b) ist man jetzt in der Lage,
jedes beliebige Eckmoment sofort anzugeben. Man findet am linken
Stiel von unten nach oben gezihlt:

12
M=—pg, (27,4 6p) +25 =0,8534 p2
2 flll‘ Stab 1 N
M =— g (49, +6p,) — B =0,3979 pi2
12
M =—g, (47, + 27, + 61,) +I;—2 =0,4154 pl?
pl2 fiir Stab 2,
=—0, (27 + 47, + 6 4) — 75 =0,3298 pi?
12
M =— g5 (47, + 275+ 6415) + 5 = 0,1791 pi2
fir Stab 3.

2
M=— 04 (27, + 475+ 6 1y) ——% =0,1062 pI2

2
Am rechten Stiel fillt das Glied + % weg und an Stelle von v, v, v,

treten v4 v; v, Von unten nach oben aufgezihlt hat man die Momente:
0,7693 0,4796 0,3347 0,4199 0,0754 0,1394 pl2.

Zur Probe sollen die Endmomente am Unterzug iiber dem dritten
GeschoB} ermittelt werden:
links: — oy (473 + 29,) =—0,25(0,1944 + 0,2302) = —0,1062 pi2,
rechts: — o3 (275 + 4v,) = — 0,25 (0,0972 4 0,4604) = — 0,1394 pl2.

Diese Werte stehen in Einklang mit den am Stiel gefundenen Werten.
Am Unterzug iiber dem ersten GeschoB findet man:

links: —a, (47, + 275 =— 0,3 (1,8060 -+ 0,9054) = — 0,8134 pi2,
rechts: — oy (29, -+ 49,) = — 0,3 (0,9030 + 1,8108) = — 0,8141 pl2.

Bildet man mit Benutzung von 3 Dezimalen die Knotengleichungen
an den Punkten 1 und 6, so erhilt man als Proben:

links: 0,398 4 0,415 — 0,813 =0,
rechts: 0,4796 4+ 0,3347 — 0,814 = 0.

Weiterhin mége der EinfluBl einer Einzellast auf die Endmomente
des Unterzuges iitber dem ersten GeschoB ermittelt werden, wobei
wir den Unterzug nach links durch ein auskragendes Stiick verlingert
denken (Abb. 50).

Zwecks Ermittlung der Knotendrehwinkel fithren wir als Belastung
die Momente des starr eingespannten Stabes infolge einer Einzellast
ein:

MO = Plo' und —M® = Plo,
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@ und o’ sind die in Nr. 12 erwihnten Zahlen, fiir dieselben gelten die
Beziehungen w + o' =wp und w — @’ =wp —o).
Die Lastglieder werden jetzt:

L, =Plow’ — P,z und Ly = — Plo.

Alle iibrigen Lastglieder sind Null. Die Auflésungen der Gleichungen
(44) und (45) liefern:
z; = 0,4284 (L, + Lg); y, = 0,3654 (L, — Ly).
Fiir die Endmomente am Unterzug hat man:
M, =—0, (49,4 27) =—0,3 (32, +1,),
My=—0,(2v,+4v) =—0,3 (32, —y,).

Zu diesen Werten hat man nach Gl. (10a) bzw. (10b) noch die Werte
MQ = Plo’ und MY = — Plo hinzuzufiigen.

Dadurch findet man:
M, =[0,1144 (0} — wp) + 0,3904 wz] Pl 40,4952 Pz,
— M, =[0,1144 (0, — wp) + 0,3904 wz] P1 —0,2760 P, « .

Die zugehorigen EinfluBllinien sind in 2 p
Abb. 50 dargestellt. (A
z 17 x z”

Bei mehrfachen Stockwerkrahmen (Ab- v i
bild. 51a—b) bezeichnen wir die Knotendreh- { 7-} < 6
winkel des m-Balkens mit: | Pz| Pl PLw
Ym1 Yma Vms Vma---
Die Stabdrehwinkel der beiden anliegen- | ke b
den Geschosse seien: 7 &
Um und g . M, -Lire
{
Diesen Groflen entsprechen bei dem I ~_7 '5
zweifachen Stockwerkrahmen Elastizitits- _/

A ..
gleichungen von folgender Form: Abb.s0. /7 -Linie

@11 Vm1t Byp Vg FBVm-1.1F 7 Vmsr 1+ bfimt Climyy =Ly,
U1 Vm1t Bog Vgt Gyy Vg + 0¥y, 0t €Viyy, 0+ it ey = L,
@21 Vmat @11 Vst BVm1,3F ¥ Vi1, st Ot Cllmyy = Lims,

bV 1+ 8 Vgt 0V + 0y + AV, 0 F bV s+ € iy =Ly,

CVin1t €Vmat Vst CVmpy, 1t €Vmir, 0t CVmir st Co2lbmin = Limys -
5*
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Fiir Stiele des m-ten Geschosses und die Felder des m-ten Balkens
seien die GroBen ? wie in der Abb. 51a angegeben, mit g, 0, und
8, bezeichnet. Dann hat man in obigen Gleichungen:

011 =40m+ Omi1+8m), G12=25p,
U3 =4(Op+ Opi1+28y),
B=20m, 7=20mn4u1> 0=20,, £=20pmy,
b=6¢,, d=6o,, 61 =12 (20n+0m),
C=860my, =60, C3p=12(20pn4+0n).
Zwecks Auflosung der Gleichungen setzen wir:
T = V1T Vms > Em=2Vp,.

Durch Addition der ersten und dritten Gleichung, sowie durch Ent-
fernung von y,, und u,,.; mit Hilfe der beiden letzten Gleichungen,
erhilt man fiir die Bestimmung der Gro8en z,, und £,, das System:

% Ty + B Emea & B T+ b Em + Xy Tinry + Buney Emis = B,
B Tmy + PmEmy + b Tm+ O bt Brnis Convs + Vi1 Emsr =P

e _ Hierbei ist:
me7
62 602
A, . =g, — Om — Om+1
mel am 11 29m+6m 29m+1 + Ot ’
m Im
¥m, ¥ngy Yny b =g, — 30mTm _ 30mi10mi1
- b
P m Am m 12 20n+0m  20mi1+ Omyy
m-7 o — Gy 3 o 3 Oni1
_»._.___Eb_lar———-J— m 2 220m+0m 220my + Omirs
603 —_ 3en%m_ —g, 3 Om
U =20m g9y Lo PnTTEo.ton TmTOmTRSg e
_ _ om _ @m+1 L
Rm_Lm1+Lm3 2Qm+am m 29M+l+am+l ml o
— Om —_— 6‘m+l ‘L
Pm—Lm2 2@m+amLm 2Qm+1+am+l L

Will man Querschnittsinderungen im einzelnen Balkenfeld beriick-
sichtigen, so hat man nur in a,, @,, und a,, die Koeffizienten 4 und 2 der
GroBen s,, nach den Angaben in Nr. 19 abzuéindern. Zur Aufstellung
der SchluBgleichungen hat man bei » Geschossen iiberall die mit dem
Index n + 1 behafteten Glieder wegzulassen. Setzt man weiter:

Ym =Vm1 —Vms»
8o erhilt man fiir die Ermittlung dieser GrofSen durch Subtraktion der
3 von der 1 Gleichung das System dreigliedriger Gleichungen:

20mYm—1+ 011 Ym+20mi1 Ymi1 =Lm1— Lms.
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Bei dreifachen Stockwerkrahmen besitzen die Elastizititsgleichungen

folgende Form:

Vmi | Ym2 | Vm3 | Yma | Mm |[MBm+1
Q1 | G b ¢ |+Bvm-1.1+YVm+1.1 =Ly
Gy | @y | Gy a e |+0vm—1,2+Vm+1,2 =Lp,
Qg | Gy | Gy d e |+0vp-13+evmt1,3 =L
@p | ay | b ¢ |+B8m-1.4FVYVm+1.0 =Lpyg
a d b | en +b0vm-1,1+2Vm-1,2+8Vn-1,3+bVn-1,4=Ln
e e ¢ Ca | Fovmir1+evmt1,2+€Vmt1,3+ CVm+1,4=Lm+1

Die GroBen EJ

;- seien fiir die Stédbe des Geschosses mit g, 0y 8m

und #,, (Abb. 51b) bezeichnet, dann gilt:

11 =4(0m+ Cms1t 8m) > @3 =28p,

Oy =4 (0p+ Opiy +8m+1tn), ay3=2¢,,
B=20m, Y=2Cms1>» =20, e=20p,,
b=6g,, d=6o,,, c1=24(0m+0,),
c=00m1, €=604, C3=24(0mi1+O0m)-

Zwecks Auflosung der Gleichungen setzen wir:

T ="Vm1+ Vma>

§m=vm2+vm8

und erhalten wie bei den zweifachen Stockwerkrahmen Gleichungen

von der Form

Oy Top—y + ﬂm Em-l + A Ton + bm Em -+ Em+1 Tmt1 + ﬂm+1 §m+1 = Rm ’
ﬂm Tyt Vm §m—1 + o Tt Cmémt ﬁm+1 Zmirt Vm1 mnn= Pm .

Hierbei hat man: o7 —
o 2
m= a11—2m3'5’;m e..igfém, Pemer
bn = am-—::’ ’T‘o‘;mm 93::1‘2::1 " Yimy - Vg = ™y g
cm=a22+'llzs_‘gmi—‘_;i; . P, I 7em
30511
Omi1t+ Omer ’ Abb. 51b.
B =Lus+ Lins = g tm) I 5wy £ o et
Pm = Lnat L= 2 (@:'?'“m) Ly— 2 (em::'t;;l”mu) Lyt -
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Uber die Beriicksichtigung der Querschnittsinderungen innerhalb
eines Balkenfeldes, sowie iiber die Schlulgleichungen gilt das bei den
zweifachen Rahmen Gesagte.

Setzt man weiter:

Ym =Vm1 —Vmas Nm =Vme2 —Vms>

8o erhilt man fiir die Berechnung dieser Grofen folgendes System:

2 mem—l +a’11ym+a12 nm +2 Qm+l ym-l-l =Lm1_Lm4’
20, N1 013 Yt (@22—53) )y, 420,41 Mmi1=Lina— Lyps.

Dieses System besitzt dieselbe Form, wie das fiir die Ermittlung der
GroBen z und & aufgestellte.

Die allgemeine Losung solcher Gleichungen laBt sich auf folgende
Weise bewirken. Mit Hilfe des ersten Gleichungspaares driicken wir
z; und &, durch z, und £, aus und setzen diese Werte in das zweite
Gleichungspaar ein. Mit Hilfe dieser umgeformten Gleichungen lassen
sich z, und &, durch x; und &; ausdriicken und in das folgende Glei-
chungspaar einfithren. Durch Fortsetzung dieses Prozesses erhalte man
an m-ter Stelle:

a;xm‘{'?’;fm‘i' am+1xm+1+,8m+15m-§-1=R;n,
bm T+ Cm Em+ ﬂm+1 xm+1+ 7m+1§m+1=P;n .

Um die gesetzmiBige Bildung der vorkommenden Groflen zu er-
kennen, setzen wir die zur Auflésung dienenden Koeffizienten gleich:

ap by Cnm.

Es sei also:
, 1 — 1 — ’ 1 — — 72
a,,,=zcm, bm=—'z‘bm, Cm=2‘am; A=amcm—b§\'

Weiter werde gesetzt:
Tom = am Rip+ bm P ,
Som="bn Bn+ P
SchlieBlich definieren wir noch folgende Gréfen:
Dy (m) = a5 ot + 255 tn B+ €5 B
7; (m) = a; o P+ b; (e Y + ) + € Brn ¥m »
g; (m) =a; Bm~+ 26; B ym + ¢ Ym -
Hiermit liefert das Gleichungspaar an (m — 1)-ter Stelle:
o1 = X0 1 — -1 (% Ty + B &) — Oint (B T+ Vi E) »
1= Eopp-1— bin-1 (% T+ B £,) — i1 (B T+ Vo &) -
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Setzt man diese Werte in das nichste Gleichungspaar ein, so findet
man:

U =0y~ Py (M)
by =byy = Ty (m),
Cn == Cpy —ppy (M),
Rn=R,,— (%, Ty + B b0 1) »
P =P, — (B Tom—1 1 7m Eon—a) -
Die auszufiihrenden Operationen lassen sich leicht an folgendem
Schema iiberblicken:
a, b, a; by | R, Top
21 cq | Py &0y
ay—p, (2) by— 1, (2) @y by | Ry— (% %oy + Ba€o1) | %os
ca— ¢, (2) ¢z | Pa—(Ba®oyt+72801) | bo2
ay—y(3) by— 1, (3) | a3 by | By— (¢35 + P3os) | %os
c3— 45 (3) ¢z | Ps—(Bswost 7302) | bos

Die erste Spalte enthilt die Werte a,, b, und ¢,,, die zweite Spalte
die zugehorigen Auflosungskoeffizienten, die dritte Spalte die Werte R;,
und P,,. Mit Hilfe der zweiten und dritten Spalte werden die Werte z,,,
und &,,, bestimmt.

Bei n Geschossen liefert die Schlufioperation:

Tp = Zoyp En = 501»'

Alle anderen Werte lassen sich jetzt mit Hilfe der oben aufgestellten
Rekursionsformeln fiir x,_; und &,, ; finden.

Als Beispiel diene der dreifache Stockwerkrahmen eines Hoch-
hauses mit 9 Geschossen bei horizontaler Windbelastung. Fiir die Stiele
eines Geschosses sind die Trigheitsmomente gleich groB gewéhlt. Die
Werte fiir 9,, = 0,,, 8, und ¢, sind in Abb. 51c angegeben. Bei den
Balken sei infolge von Endverstérkungen:

2, =2 = 6,6 2z, =4,0.
Man hat zunéchst fiir m = 1:
a,, = 4 (1,359 + 0,874) 4 6,5-0,154 = 9,933,
as = 4 (1,359 + 0,874) + 6,5 (0,154 + 0,182) = 11,116,
a;, = 4-0,154 = 0,616 ayy = 4-0,182 = 0,728,
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in gleicher Weise findet man fiir m =2, 3...

m an Qag O13 I ) [ 211 ' Agg 13 Qa3
2. | 7877 | 9,060 | 0,616 | 0,728 | 6. | 4,053 | 5,236 | 0,616 | 0,728
3. |]7,085 | 8268 | 0,616 | 0,728 | 7. 4,148 | 6,462 | 1,184 | 1,424
4. 5,869 | 7,052 | 0,616 | 0,728 8. 3,376 | 5,690 | 1,184 | 1,424
5. | 4,881 | 6,064 | 0,616 | 0,728 | 9. 4,730 | 9,658 | 2,564 | 3,032
%P
- 0758 068 g
& N
b S
_F_> e 8
0356 G296
N
£ 7
\ 0356 0296
N8
S
P \ ¢
/ Gz q75%
= 3
P 5

G782 275%

37
954

P

N NAENE
e DTS
>

a7
676

q75%

78
g Q15¢
>
N
P

37
9845

* Q
R )
27%. 5% 7
8 8
292, 2457, ;ﬁ
le 65 e 55 . s \!
Abb. ble.
Jetzt bestimmt man weiter:
a,= 9,933 — (1359 +0,814)= 6584,
b= 0,616 — 3 (1,350 4 0,874) = —2,733,

¢, =11,116 + 0,728 — o (1,350 +0,874)= 8,494,

0 =7-1359=0680; f,=—o.1350=—2038; 5 =0,680;
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ebenso:

m O bum Cm Cm = Vm Bm

2. 5,299 — 1,962 7,210 0,437 — 1,311
3. 4,804 — 1,665 6,715 0,422 — 1,267
4. 4,044 —1,209 5,955 0,338 —1,014
5. 3,426 —0,839 5,337 0,270 —0,812
6. 2,909 — 0,528 4,820 0,215 — 0,644
7. 3,314 + 0,350 7,052 0,167 — 0,501
8. 2,832 0,640 6,570 0,111 —0,333
9. 4,519 2,353 12,479 0,070 —0,212

Wir gelangen jetzt zur Berechnung der beiden ersten Spalten des
aufgestellten Schemas:

6,584 —2,733 | o, =0,1753 b, =0,0564,

8,494 ¢, =0,1359,
Py (2) =0,1753-0,4372 — 20,0564 -0,437-1,311 4+ 0,1359-1,3112
=0,20273,
g, (2) =0,1753-1,3112— 20,0564 0,437 - 1,311 + 0,1359 - 0,4372
=0,26262

7, (2) = —0,1753-0,437-1,311 + 0,0564 (0,437% -+ 1,3112)
—0,1359-1,311-0,437 = — 0,07058 ,
@y — Py (2)=5,007, by—r,(2)=—1,891 | a;=0,2182, b&,=0,0594,

c,—q; (2)= 6,947 ce =0,1601.
In der gleichen Weise findet man weiter:
m am b Cm m an l b, Co
2 0,2182 0,0594 0,1601 6 0,3603 0,0368 | 0,2168
31 02388 0,0585 0,1706 7 0,3092 —0,0172 | 0,1446
41 02735 0,0542 0,1853 8 0,3644 —0,0368 | 0,1568
5 0,31356 0,0472 0,2006 9 0,2463 —0,0467 | 0,0891

Die linksseitige Windlast betrage p ¢/m. Wir haben dabei:
Lm2 = Lms = Lm4 = V.
Ferner wird L,,; = 0 mit Ausnahme von m =1, 2 und 9, man hat:

L,=F@ue—32),

- P 2 2
L21 - E(3:7 —44 ) ’
Ly, =—1-37.

Bei Verteilung der Lasten auf die Knoten hat man weiter:
P,=938 P,=p405 P =p-37
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und findet hiermit
L =—h (P,+P,+65P)=—h, 31,90 p,
Ly=—h,(Py+65P)=—h,-28,10p,
Ly=—h-65P, L;y=—h55P, L,=—h-45P,
Li=—h-35P, L,=—h-25P, Lg=—h-15P,
Ly=—Fr-05P.
Hieraus folgen die Belastungsglieder:

Ry=2 (4,42 —32%) + 1 h,-319p+ ; h,-28,10p=57,190p,
P, = T h-319p+ 4 hy28,10 p=56,430p.

In gleicher Weise erhilt man:
R, =52,684p P, = 53156 p.
Ferner:

m | Ru=Pn | m | Rn =P,

3. 41,07 6. 20,535
4, 34,225 7. 13,69
5. 27,38 8. 6,845
3,7
R9 :—:i% . 3,72+p . "4—‘ . 1,85 =0,570‘p
P, = p-2l.185=1711-p

Jetzt kann die Berechnung der dritten und vierten Spalte des
Schemas erfolgen:
%9y = 0,1753-57,19 + 0,0564-56,43 = 13,208-p ,
£y =0,0564-57,19 + 0,1359-56,43 = 10,894-p,
Ry — (0ty gy + P &o1) = 52,684 — (0,437-13,208 — 1,311-10,894)
=61,194-p,
Py, — (By g1 +y2&01) = 53,156 — (— 1,311-13,208 + 0,437-10,894)
= 65,711-p,
%y = 0,2182-61,194 + 0,0594-65,711 = 17,256-p,
&og = 0,0594-61,194 +- 0,1601:65,711 = 14,155-p.

Ebenso findet man:

m xo m E om m xo m E m

3. 15,683 12,742 7. 4,464 2,241
4. 13,928 10,759 8. 2,288 1,006
5. 11,833 8,706 9. 0,0518 0,1652
6. 9,459 6,566
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Mit Hilfe der Rekursionsformeln erhalten wir jetzt die Resultate:
Ty = Zyg = 0,0518°p,
£y = £yp = 0,1652:p,
oty Zo + Py &y = 0,070-0,0518 — 0,212-0,1652 = — 0,0314,
Bo %y + 7965 =—0,212-0,0518 + 0,070 -0,1652 = + 0,0006 ,
xg = 2,288 4 (0,3644-0,0314 + 0,0368 - 0,0006) = 2,299 - p,
&, =1,006 4 (—0,0368-0,0314 —0,1568 - 0,0006) = 1,005-p.
Ebenso erhilt man:
@, = 4,477 zg= 9,679 zs =12,814 x,=15572-p,
&= 2,334 &= 6,983 &= 9,769 £,=12441.p,
z,=18,116 x, = 20,754 z,=16,742-p,
£,=15,148 &, =17,492 £, =14335-p.
Zum SchluB erhilt man die Stabdrehwinkel:

L,,, 1 Om 1 Om
= 3i(gmtom & emt om Cm T ) — g g o Gt Ena)
fy = — 5450+p s = — 17,233
1y = — 11,613 fy = — 5,069
sy — — 11,133 fg = — 3,192
Hy = — 9,980 Mg = — 1,451

ps = — 8,697

Die Gleichungen fiir ¥ und 7 lassen sich bedeutend schneller erledigen..
L, L,y Ly, sind bei vorliegender Windbelastung gleich Null. L,,,
ist von Null verschieden, wenn die anliegenden Geschosse m — 1 und m
verschiedene Hohe haben, oder verschieden belastet sind, z. B. durch
nach oben zunehmenden Winddruck. SchlieBlich hat man:

k;
Ly=—p 3x=—114lp.

Die drei ersten Gleichungspaare lauten:
9,933y, + 0,6167, + 1,748 y, = 0,760 p
0,616 »; + 10,3887, + 1,748 7, =0
1,748 y; + 7,877y, + 0,616 17, + 1,690 y3 = — 0,472 p
1,748, + 0,616 y, + 8,3327, + 1,69079; =0
1,690 y, + 7,085 y; + 0,6167; + 1,352y, =0
1,690 , + 0,616 y; + 7,540 55 + 1,352 7, = 0.

Die beiden Knotenlasten haben nur geringen EinfluB und pflanzen
sich vor allem nach oben hin nur unmerklich fort. Man wird daher
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Y1 M1 Y2 73 genau genug erhalten unter Annahme y, und 7, seien gleich
Null. Das allgemeine Losungsschema liefert dann:
Ys = Yoz N3 = Nos
und die Zahlenrechnung liefert:
(ys = 0,0204) Yy, = —0,0848 gy, = 0,0918:p
(ns = — 0,0035) ns = 0,0084 7, = — 0,0069-p

In entsprechender Weise macht sich der EinfluB von L,, nur in
den oberen Geschossen bemerkbar. Setzt man fiir die Ermittlung von
Yn NMn Yn-1 Nna an Stelle von y, , und 7, ; Null, so findet man mit
Hilfe des 7. bis 9. Gleichungspaares:

(y, = — 0,0042) ys = 0,0323 Yo = — 0,3081
(n, = 0,0025) ng = — 0,0172 7y = 0,1200.
Die Knotendrehwinkel werden bei Stiitze 1 und 4 durch
1 1
5 (@+y uwd S (z—y)
dargestellt, bei den Stiitzen 2 und 3 gelten die Ausdriicke:
1 1
5 (€+n wd S (E—n.
Man findet z. B. bei Stiitze 1:
v, =8417 v, =10,334 »; =9,068 », =7,786 »;= 6,407
ve = 4,839 v, =2,236 v, =1165 y, = —0,1281
und bei Stiitze 2:
y, =17164 v, =8750 v, ="7572 v,=6220 »; =4,884
vg = 3,491 », =1,179 v, = 0,494 v, = 0,143.

Die Formeln (10a) und 10b) liefern jetzt die einzelnen Eckmomente

an den Staben.
Z. B. hat man im unteren Stockwerk am linken Stiel:

. 3
unten: — (2-8,417—6-5,450)1,359-p+ 20> = 22,415-p,
oben: — (4-8,417—6-5450) - 1,359 —Z 3% — _5169.p.

Am linken Balkenfeld tiber dem ersten Stock hat man:
links: —(6,5-8,41744-7,164)-0,154-p=—12,838p,
rechts: — (6,5-7,164 4 4-8417)-0,154-p=—12,356 p .

Fiir den linken Seiten- und Mittelstiel, sowie das Seiten- und Mittel-
feld der Balken sind die Eckmomente in Abb. 51¢ dargestellt.
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Die nachfolgende Zusammenstellung enthélt ebenfalls die an den
Staben wirkenden Momente, nach Knotenpunkten des Seiten- und
Mittelstieles geordnet. Die Zuverlédssigkeit der Rechnung geht aus dem
Wert fiir die Summe der an einem Knoten erhaltenen Momente hervor,
dessen Abweichung von Null nirgends den Betrag von 5 Einheiten der

zweiten Dezimale erreicht.

Stiel 1 Stiel 1T Balken
-unter | iiber Balken z unter | iiber Seite Mitte z
m m m m
0. 22,41 24,97
1.§{—2,17 | 15,02 j —12,84 0,01 5,50 | 20,56 | —12,36 | —13,67| 0,03
2. 8,44 7,33 } —15,73 ,0,04 |17,79 | 14,07 | —15,12 | —16,72 0,02
3. 7,19 6,57 | —13,74 0,02 116,06 | 11,60 | —13,16 | —14,47 0,03
4, 6,02 5591 —11,62 |—0,01 {1342 | 9,491—11,02| —11,89| 0,0
5. 4,80 461 |— 9,42 |—0,01 10,93 | 7,24}— 8,84 — 9,33 0,0
6. 3,68 3,34 | — 6,99 0,03 8,44 | 4,71 | — 6,47 | — 6,67 0,01
7. 2,80 2,891 — 5,72 |—0,03 6,25 | 2,99 | — 4,91 | — 4,371 —0,04
8. 1,08 1,75 | — 2,83 0 3,29 | 0,91{— 2,33 | — 1,87 0
9.1 —0,170 +0,167 |—0,003] 1,01 — 0,27 | — 0,771—0,03

Fiir den Fall, dafl die einzelnen Geschosse einander gleich gemacht
werden, a3t sich eine sehr kurze Berechnung durchfithren. Diese Be-
trachtung ist insofern von Nutzen, als sich die Ergebnisse auch dann an-
wenden lassen, wenn etwa drei aufeinander folgende Geschosse un-
gefihr in den Querschnitten und Hohen iibereinstimmen. Das mittlere
dieser Geschosse laBt sich dann iiberschliglich unter der Annahme be-
rechnen, dafB seine Querschnitte durchweg vorhanden seien.

Wir fassen die Summe der Lasten iiber dem m-GeschoB zusammen zu:

Qm=Pm+Pm+1+ "'Pn

und erhalten:

Qu=(n—m+2)P.

Dadurch hat man weiter:

)P4,
e_f_o(n—m)Ph,
Q_T_a(n—-m)hP.
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Die allgemeinen Gleichungen lauten:
ATyt Bémy+ AT+ bEn+ a Ty + By, = Q+0Ph(n m),

ﬂxm—1+}’£m—1+ b+ c§m+ﬂxm+1+}’fm+1 Q+0’Ph(n m) .

Sie lassen sich als simultane Differenzengleichungen?) auffassen,
deren partikuldre Losungen durch folgende Ansitze gefunden werden:
Ph Ph
g—f—a §m—-D(n—m)e¢E
Zur Bestimmung der Werte von C und D dienen folgende Glei-

chungen:

z,=C(n—m)——

(@4+20)C+ (b +2p D=0,
b+2B)C+(c+2y)D=
Dabei ist:
1222

= eo =
a+2oc—z,-,-s+l2e+a, b+28=z;,8— oto’

ct+2y =28+ (z;; +z)t + 12g€:o'

Die angegebenen partikuldren Losungen geniigen noch nicht dem
1. und dem nten Gleichungspaar. Um dies zu erreichen, hat man die
Losungen der homogenen Gleichungen, d. h. der gleich Null gesetzten
linken Seiten der Differenzengleichungen hinzuzufiigen. Dieselben ent-
halten vier voneinander unabhéngige Konstanten, zu deren Bestim-
mung die genannten 4 Gleichungen dienen.

Der Ansatz fiir die homogenen Losungen lautet:

Ly =Au™ &, = Bu™,
setzt man diese Werte ein, so folgen als Bedingungsgleichungen:
A(xu? +au +a) + B(fu2+bu +p) =0,
A (Bu? +bu + p) + B(yu? 4 cu +y) =0.
Daraus folgt zunichst fiir  die Bedingung:
(xu? + au + a) (yu? + cu +y) — (fu® 4 bu + B)2 = 0.

Zur Losung dieser reziproken Gleichung setzt man:
1

1) Eine ahnliche Verwendung simult. Differenzgl. findet der Leser in meinem
Beitrage zu der Heinrich Miiller- Breslau gewidmeten Festschrift 1912 iiber den
den Pfostentriager mit ungleichen Gurtungen. Ferner sei auf meine Abhandlung
in der Zeitschrift fiir Bauwesen 1909 hingewiesen, wo unter anderem ein Fall
der Knickung eines Stockwerkrahmens mit Hilfe von Differenzengleichungen
behandelt wird.
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und erhélt die in z quadratische Gleichung:
(ez +a)(yz +¢) —(Bz + b)2 =0.

Der Wert von B ist ferner durch den von 4 mit bestimmt, z. B.

folgt aus der ersten Gleichung:
. oaulteuta
B=—fattutp 4

Da 4 Wurzeln der Gleichung fiir » zur Verfugung stehen, erhalt

man als vollstindige Losung:

Ph
xm=0(n~—m)e+a+ZAsuz",

=D(n— m)—-——I—ZIqA Ul

Dabei ist:
aud + ay, +«
Bui +bu,+B°
Die beiden, einem Wurzelwert von z entsprechenden Zahlen u
haben das Produkt 1. Die Bezeichungen seien so gewahlt, dag

ul'us =1 uz'u4 = 1,

kiz_‘

wobei ferner u; und u, die Werte seien, deren absoluter Betrag gréBer
als 1 ist. Die Werte 4+ 1 oder — 1 sind fiir die Wurzeln u stets aus-
geschlossen. Dabei wire z gleich 0 oder 2. Da aber ac — b2 von Null
verschieden ist, kann z nicht zu Null werden. Setzt man ferner fiir z den
Betrag 2 in die linke Seite der Bestimmungsgleichung fiir z ein, so geht
diese in die Nennerdeterminante der Gleichungen fiir ¢ und D iiber,
daraus folgt, dafl z nicht den Wert 2 haben kann. In praktischen Fillen
sind, die Absolutwerte von u, und u, kriftig von 1 verschieden.

Um diese Bemerkung zu einer vereinfachten Ermittlung der Kon-
stanten 4 zu benutzen, kann man folgende Uberlegung anstellen. Be-
lastet man die Knoten des ober- M MM M
sten Stockwerks durch irgendein Pt ~A X /’7*
Gleichgewichtssystem von Kriiften, J

%

8o erhalten, wie ein Blick auf die
Kette @, zeigt, nur die rechten
Seiten des n-ten Gleichungspaares _E_LZW;*” 2/

von Null verschiedene Werte. Da

z,, und &, oder y,, und 7, ver-

schwinden, je nachdem auf das Rahmenwerk eine symmetrische oder
eine antimetrische Belastung wirkt, wihlen wir letztere gemi3 Abb. 51d.
M7 und M, lassen sich dann so bestimmen, daB die rechten Seiten
vorgeschriebene Werte R, und P, annehmen. Die partikuléren Losungen

Abb. 51d.
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geniigen den letzten Gleichungen nicht, die rechten Seiten mégen
durch sie die Werte R und P annehmen. Setzt man jetzt:

R;':Rn—Rfrf):
o= P, P,

so entspricht diesen Werten eine Belastung des oberen Stockwerks,
die, zu den gegebenen Lasten hinzugefiigt, bewirkt, daB die partikuléiren
Losungen allen Gleichungen bis auf das erste Paar geniigen. Als Gleich-
gewichtssystem dehnt aber diese Zusatzbelastung ihre Einwirkung
nicht betrachtlich aus, bereits im dritten GeschoB8 von oben wird der
EinfluB unmerklich sein, so daB die partikuliren Lésungen ohne Anderung
beibehalten werden koénnen. Die wichtige Modifikation in den unteren
Geschossen rithrt von dem Nichterfiilltsein des ersten Gleichungspaares
her, oder anders ausgedriickt: durch die Wahl der GréBfen 4 ist zu er-
zwingen, dafl x, und &, die Werte Null annehmen. Man kann diese
Forderung wieder so interpretieren, daB durch Hinzufiigen von Kriften
am unteren Geschof3 die richtigen Auflagerkréfte, welche bei Geltung
der partikuliren Loésungen noch nicht vorhanden sind, hergestellt
werden.

Der EinfluBl dieser Krifte kann sich nicht weit nach oben erstrecken
und diese Bemerkung berechtigt zu dem SchluB, dal 4; und A4, sehr
kleine Betriige sein miissen, die wir bei der Bestimmung von 4, und 4,
ganz auller Betracht lassen diirfen. Die Bedingungen xy = 0 und &, =0
lauten hiermit:

Ph
A1+A2'{'O’nm=0,

Ph
kydy+kydy + D 2 =0,

Hiermit gelangt man zu:
Ph Ph
e+o (o +01)L(kz — gy (Ol —D)up + (D —k,O)ufl,
Ph nPh
e+o (eto)k—k

x,, = C (n—m)

&.=D(n—m)

s [y (Cly—D) w4+ &y (D—k, C) ]

27. Formeln fiir Rahmenwerke mit gekriimmten Stiben.
Bogenbriicken mit 2 und 3 Offnungen und eingespannten
Mittelstielen. Unsymmetrische Bégen. Unsymmetrische
Bogenbriicken mit 2 und 8 Offnungen.

Der im allgemeinen dem Zustand w, =1 zugeordneten und in
Nr. 24 aufgestellten Elastizitatsgleichung (41) geben wir mit Benutzung
der unter Nr. 25 erfolgten Reduktion einer beliebigen Belastung auf
reine Knotenbelastung die Form:

SMP o+ M™ oy -+ N™ Al = Ly, . (47)

T
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Bei gekriimmten Stiében empfiehlt es sich, an Stelle der Endmomente
M, und M, sowie der Sehnenkraft N, ein dquivalentes Kriftesystem,
bestehend aus den Kriften X und Y sowie dem Moment Z, nach Abb. 52
einzufithren. Die beiden Kriftesysteme stehen in folgender Beziehung

zueinander: y
! |
M'. = Xe+ YE- —Z 1 /\’ /0 0 B X
l ‘ A
My=—Xet+ YLtz l e 7 | AN\ ¥
N,=—X, l )2 : %
Sind «; und @, Drehwinkel und e i
Abb. 52,

A1, Zunahme der Sehnenlinge im
Sinne von M, M, bzw. N,, so folge durch die Substitutionen (48) die

Gleichung: 4/ o & Mya + N, Al = X0,+ Y6, + Zd,. (49)

Dem Prinzip der virtuellen Verriickungen gemaB bedeuten dabei
die GroBen 4, d, die Verschiebungskomponenten der zugleich mit a; oy
und 41, erfolgenden Verriickungen des Punktepaares 0 im Sinne von
X und Y genommen, sowie 8, die Anderung des Winkels zwischen den
beiden von 0 nach den Auflagern gefiihrten starren Stiben im Sinne
von Z genommen,

Die Substitution (48) liefert:

d=ce (¢;—ay) — 41,
8y = (s + o) (50)

03 =—(o;— o).

In der Gl. (49) diirfen die auftretenden KraftgroBen und Verschie-
bungen véllig unabhiéngig voneinander gedacht werden, die einzelnen
Gruppen miissen lediglich unter sich équivalent bzw. miteinander ver-
triglich sein.

Insbesondere mogen den Werten M{™ M(™ und N™ die GroBen
X ¥ und Z™ zugeordnet sein, dann ersetzen wir das von einem
Bogenstab herrithrende Glied der Gl. (47) durch den Ausdruck:

Xm)§, + Yim) §, 4 Z0m) §, , (47a)

Zur Bestimmung der hier benutzten, dem Verschiebungszustand
w,, =1 entsprechenden Bogenkrifte stellen wir zuniichst die all-
gemein giiltigen Elastizitdtsgleichungen fiir die GréBen X Y und Z
auf. Diese lassen sich bekanntlich durch passende Wahl von e auf die
einfache Form bringen:

61.0+X' 6wm=61
00+ Y-0yy=0, 1 (51)
03,0+ Z-0,, =05.

Mann, Rahmenwerke. 6
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6, 6, und J; bedeuten jetzt tatsichliche Verschiebungen, entspre-
chend den bei gegebener Belastung auftretenden GroBen «; «; und
41,

00 00 und J3, sind dagegen ihre Werte, die bei dem nach Abb. 52
statisch bestimmt gestiitzten Stab bei fehlenden X Y und Z nur in-
folge am Stab wirkender duBlerer Einfliisse auftreten wiirden. Aus den
Gl. (51) folgt nunmehr bei Beriicksichtigung von (50):

X = 5 [e(x,— ) — AL] + XO

1 1
Y= m”f(“i+°‘k) + YO

(52)

1
Z = ——(,:;(oci-——ock) + Z(o,

Die mit dem oberen Index (0) versehenen GroBen sind der Reihe
nach gleich:

_ 010, 82,0 __ 030

[ Oyy’ d,.°
sie bedeuten die Bogenkrifte bei beiderseits starrer Einspannung.

In die Gleichungen (52) lassen sich jetzt durch Verwendung von
(39) oder (40) die Grundkoordinaten einfiihren, wobei gem#f8 den Aus-
fithrungen unter Nr. 24 die GroBen A1, welche etwa vorhandenen iiber-
zihligen Stéiben entsprechen, aus der Zahl der Grundkoordinaten aus-
scheiden. Die Gl. (52) erhalten schlieBlich die Form:

X =— 5 [e(r;— ) + A1)+ XO

Y=gt (it n 20+ YO (53)

Z= %(”i"‘”k) + Z©

Zur Vermeidung von Vorzeichenfehlern sei bemerkt, da8 die Anwen-
dung dieser Formeln auf den einzelnen Bogenstab solche Bezeichnungen
voraussetzt, daB bei einem positiven

0 7, z Umfahren der aus Bogen und Sehne
T PN bestehenden Figur der Bogen in der
re IV 1 Richtung von ¢ nach k¥ durchlaufen
wird. Als Beispiel diene die in

o 1 ¥ Abb. 53 dargestellte Bogenbriicke mit

zwei Offnungen. Simtliche Knoten

seien steif ausgebildet oder starr an-

Abb. 53 und 53a. geschlossen. Das zugehoérige Stab-

system G in Abb. 53a ist statisch

unbestimmt, wir kommen daher mit zwei Grundkoordinaten aus: dem

Knotendrehwinkel y am Kopf der Mittelstiitze und der Sehnenénderung A
des linken Bogens.
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Fiir den rechten Bogen hat man 1, = — A.
Weiter gilt fiir beide Bogen &, =¥, = 0 und fiir die Stiitze:
A
?93 = T .

Zunschst notieren wir die nach Ermittlung von » und 4 zur Be-
stimmung der maBgebenden Bogenkrifte dienenden Formeln:

X1=—%;(ev+l)+X‘1°’ X2=i(ev+l)+X‘2°’

1 1 117

Y1=_m‘§'v + ¥y Y2=—m?'1’+y(20) (54)
fim Ao 4zp =gl tzp
sowie fiir die Stiitze nach Gl. (10a) und (10b):
M,=— (4v—61) My=—1,(2v—62). (55)

Den Zustinden » =1 und A = 1 entsprechen am linken Bogen die
Werte:

& w__ b w1
I=—p5. YW=—g, Z=5
1
X(12)=—6,, Y@=0 Z@=0.
Am rechten Bogen entsprechen die Werte:
(e I @w__ L w__ 1
=5, Yo=—355, Z'="5,
1
X(22)=6,, YP=0 Z@=0.
An der Stiitze hat man:
4 2 6 6
W—_ % M — __ @) — @_9
'Ml - h’ Ms h’ M1 kb Ma hh'*

Bei Benutzung der Umformung (47a) sowie der Gl. (50) und (40)
konnen wir jetzt die Elastizititsgleichungen (47) auf die Form bringen:

apvtapd=1L, } (56)
Uy ¥V + @A=L,
wobei
e? 2 1 4
a11=2(£+m+3:)+7s
e 6
A1 =Qy =26::_ R ?
2 12
=5, W

6*
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Fiir die rechten

L=MQ+HY;

Seiten gilt:

= X (0 (0
Lz_Xl)—‘X2)'

Die Zahlenberechnung fiir dieses Beispiel wird unter Nr. 34 durch-

gefiihrt.

Die Erweiterung auf Systeme mit mehr als zwei Offnungen 1aBt
sich in einfacher Weise durchfiihren. Bei der in Abb. 54 dargestellten

7

2

b3(Az/ |
|

}, ZrlAy/

5 L2
7

JW'J‘

¥ (4

Abb. 54.

dreifachen Bogenbriicke
mit zwei eingespannten
Mittelstielen hat man
4 Grundkoordinaten ein-
zufithren. Wir wihlen
die beiden Knotendreh-

winkel »; und », sowie die beiden Sehnenlingenzunahmen der linken und
rechten Offnungen A, und 4,. Die Lingenzunahme der Mittelsehne be-
trigt — (1, + A;). Die Drehwinkel der beiden Stiele sind

—h e
191 = — 71— und ?92 = —h; o
Nachfolgende Zusammenstellung enthilt die Bogenkrdfte und
Stiitzenmomente:
linker Bogen Mittelbogen rechter Bogen
1 1 1
— 6_,:(”1'*— A+ X — 5o [e(vy—»,)—A,—A, ]+ X —m(—e vyt Ag) + X (O
11! 11 1 1
5,z TYO 5 gt YO —gogy, +YO
1 1 1
A + Z©® 50 (vy—) +ZO | — L + Z(®
linke Stiitze rechte Stiitze
_ 1 A . 1 Ay )
Ml_—ﬁf(‘ivl—ﬁi_;) Mz_——E(4v2+6h2> (58)
=_1 4 =1 L
M,= E(zvl—shfl) | M=—— (29,+6 hz)

Aus den G. (57) und (58) entnehmen wir auch die den Zusténden
w,, = 1 entsprechenden Griéfen und sind dann instande, die Gl (47)
zu bilden. Dabei gilt fiir die Bogenstibe gemaB (50):

§=—ev,—4,

—eWy—n) + A+ Ay | evy—A,
{

— 5 (" +7) —g '

Vo— " —V

(67)
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und fiir die Stiitzen:

A A
oy -_v1+ﬁ’ z=a—/p2._T:_,
2 Ay

“3-—%11‘, ou————-E.

Die Elastizititsgleichungen (47) erscheinen in der Form:
@3 V1+ 8Vt 3h Fa =1,
Ug1 Y1+ Bop Y+ Ay 4+ a4 =L, (59)
@317+ AgaVy+ a3 Ay + a3 =L
Qg1 ¥+ Gy ¥yt ays Ayt agy Ay =1L,

Dabei ist:

4 ,
“11=D1+D2+7,‘i’ a,,=2Ds, a13=d1+d2—m a=d,,

4
azz=D2+D3+—lg’ Ggg =0y, “24=‘(d=+d3_h—£) ’
12
033=A41+A2+}7§—h—;: u34=‘d2’

12
a44=A2+A3+m.

Zur Abkiirzung wurde dabei gesetzt:

A& B 1 ,_ e I 1
D=g.tm, T35, P=—5.T5s, 5
e 1
i=35.. =5

Die den Buchstaben D D’ d und A zugefiigten Indizes deuten an,
auf welchen der von links nach rechts gezéhlten Bogenstibe sich die
betreffende GroBe beziehen soll.

Die rechten Seiten sind wie =T f..
bei dem vorigen Beispiel: 0 X y, ii;‘
\ — -
Ly = M0, + M, - , oK
-
L2=MQ’2+M‘2%, e, V/sr
Ly=X®— X,
L=Xp—XQ, ¢ -
Fiir die Berechnung unsymme- Abb. 55, -

trischer Bogen bedarf es einer ent-

sprechenden Modifikation der Gl. (48), (50), (52) und (53). Um zunéchst
Gleichungen von der Form (51) zu erhalten, beziehen wir nach Abb. 55
den Bogen auf ein schiefwinkliges Achsenkreuz. Die z-Achse werde
durch die lotrecht gemessenen Abstinde e; und e; festgelegt und bilde
mit der Horizontalen den Winkel 7. Uber die Reihenfolge der Knoten-
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bezifferung gelte dieselbe Festsetzung wie bei dem symmetrischen
Bogen. Man hat dann:

M;,= Xe,cost+Yu,—2
M, =—ZXe,cost+ Yu+ 2 (60)
N,=—Xcos (y—7)— Ysiny.
Fiihrt man diese Werte in Gl. (49) ein, so folgt daraus:
0, = (e; o, — e, &) cos T— Al cos (y —7)
Oy = u; 00, + Uy, 0 —Al,siny (61)
03 =— (0t; — o)) .
Weiter liefert Gl. (51):

X= % [(e; ; —ex o) cosT— Al cos (y —7)] + X© |
Y=%[ui ot + uy oy — A1, 5in ] (62)
1
Z=—5’—'—(a,~—-ock). l
Die Verwendung der Gl. (40) fiihrt schlieSlich zu:
X=—i [(e;v;—exs) cosT+(€;—e;) B, cosT+ Al cos(y—7)] + X©

1 .
Y=—m[uivi+ukvk+lﬁ,+Al,smy] + YO (63)
Z= 5 (—). + 20

Zu beachten ist, daB ! die Projektion der Sehne bedeutet, wahrend
unter A1, nach wie vor die Langeninderung der Sehne zu verstehen ist.
Falls schriige Stiele vorliegen, beginnt man an dieser Stelle am besten
mit der Zahlenrechnung. Fiir den meist vorkommenden Fall lotrechter
Stiele lassen sich jedoch die Formeln (63) wesentlich vereinfachen, so
daB die Aufstellung allgemeiner Formeln fiir die Koeffizienten der
Elastizititsgleichungen ohne Komplikation durchfiihrbar ist. Durch

Einfiihrung von A7 = Al folgt zunichst (Abb. 55):
g * = cosy 08
19T=___Al;:exin 7
8y

Weiter entnimmt man der Abb. 55 die Beziehung:
— (e; —e) cos T = 8, 8in (y — 7).
daraus folgt:
(e; — ) B, co8T + Al cos (y —7) = Al -cos 7,
sowie
19, + Al siny =0.
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Die Gl. (63) nehmen jetzt die einfachere Form an:

COoS T

X=_—6_-[eivi——ekvk+Al;]+ X© l

£ (64)
Z = _61— W —7) + zZ©

Wir fassen nunmehr an Stelle von A! die GréBen Al als Grund-
koordinaten auf. Bei einer unsymmetrischen Briicke mit zwei Bogen

(Abb. 56) sei

= A’ gesetzt, dann ist zugleich A3 = —A’. Bei

L

|
I
|

1
cosy,

Abb. 56. Abb. 57,

drei Bogen fithren wir bei dem linken und rechten Bogen ] und 2,

als Unbekannte ein, fiir den Mittelbogen hat man dann cf:le =— (A + 23)

(Abb. 57).
Folgende Bezeichnungen mogen analog dem Vorgang bei symmetri-
schen Bogen eingefiihrt werden:

ef cos?t u3

3 1 e; cos?T
D=5t e @=¢w]

2cos? ud 1 e,cos?t
D=e,cost A 4, — &cos’T
¥=75,. T8, T, v =, (65)
) e;e,008%7 y;ﬁ,_,__l__ __cos’z
L WL i S

Bei zwei Bogen besitzen dann die Gleichungen fiir die beiden Un-
bekannten » und A’ die Koeffizienten:

4 6
a11=Di1+Dk2+7h7: a,=d; + dkz—ﬁn
12 (66)
AT =A1+A2+W-

Bei drei Bogen mit den vier Unbekannten v, vy 4; A; werden die
Koeffizienten:
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4 , 6
“11=Di1+Dkz+W, =Dz, @3=diy+dps—3573:, @y 4= dyq
1 171
4 6
a22=Di2+Dk3+E’ @3 =—d;,, a’24=—<di2+dk8'—'m)

12
“33=A1+Az+ﬂ» “34=A2,

a44=A2+A3+17;%é,
Fiir die rechten Seiten hat man bei zwei Bogen:
L=MQ+ MY,  L—HP—HP
"und bei drei Bogen:
L=MQ+MY, L=MR+MR, L=HP—HP,
L,=H®—HY HO® =X ¢os7,

VIL. Der Bogen mit starren Widerlagern.

28, Formeln fiir den Kreisbogen mit konstantem Querschnitt.

Der Bogen mit starren Widerlagern. Die Entwicklungen unter
Nr. 27 setzen die Lagerkriifte eines Bogenstabes mit starren Wider-
lagern als bekannt voraus. Die Bestimmung dieser Grofen erfordert
einige Aufmerksamkeit, da bekanntlich Bogenform und Querschnitts-
verhiiltnisse von mafBgebendem EinfluB sind. Noch ein weiterer rech.
nerischer Umstand tritt hinzu. Zwischenwerte werden mitunter als
Differenzen zweier Zahlen unter Weghebung einer groBeren Anzahl
von Stellen, oder als Produkte einer groBien mit einer kleinen Zahl ge-
wonnen, so dal die Rechnung die Beriicksichtigung einer entsprechend
groBen Anzahl von Stellen erfordert. Man darf sich daher allein durch
die Erwigung, daB angenommene geometrische Formen und physika-
lisches Verhalten tatsichlich nur ungenau herstellbar sind?!), nicht ver-
leiten lassen, die Zahlen abzurunden, sondern man hat sich, nachdem
einem Entwurf bestimmte Voraussetzungen zugrunde gelegt sind, zu
iiberlegen, wieviel Dezimalen aus mathematischen Griinden noch bei-
zubehalten sind, um ein Resultat mit der gewiinschten Genauigkeit zu
erhalten. Fiir die genauere Durchfithrung der notwendigen Berech-
nungen, besonders bei schiefen Gewdlben, sei auf die Verdffentlichung
von F.Hartmann hingewiesen?). Fiir den symmetrischen Bogen

1) Z. B. Otzen: Der Massivbau. S.299 u. 313, 1926.

Hartmann, F.: Die genauere Berechnung gelenkloser Gewdlbe und der Ein-
fluB des Verlaufes der Achse und der Gewolbestirken. 2. Aufl. Leipzig u. Wien:
Franz Deuticke 1925.

(67)
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sollen in folgendem einige Ausfiihrungen zunichst fiir den Kreisbogen
mit konstantem und verdnderlichem Querschnitt, sodann fiir den Bogen

beliebiger Gestaltung Platz finden. P,
Fiir den in Abb. 52 dargestellten Last- pr o h
fall gilt an beliebiger Stelle: S r
=—X.y+ Y- E—Z. (68) R f X
Ferner erhélt man fiir den Kreisbogen mit 7
Hilfe einer an einem nach Abb. 58 ab- y <
getrennten Stiick auf den Mittelpunkt be- | / —— 7
zogenen Momentengleichung: r’
Nr—M+X-f—Z=0,
e e . M_ .
bei Einfiihrung der Grofle N — = R folgt: L R
92=#t§. (69) Abb. 58.
M2 d.s N2ds
Mit Hilfe der ArbeitsgréBie 4 = f 257 TJomF 7 findet man:
04 __ 04 _ 04
61_3_X’ 62—'57, 63_—6_Z° (70)

Unterwirft man jetzt die bisher noch unbestimmte GroBe f der
Bedingung:

—_ffm’rn’ (71)

8o hiingt jede der drei Verschiebungsgréfen § nur von einer der Kraft-
grofen X, Y oder Z ab und die Gl. (70) liefern:

64”: ""J'y J+]u2 EFr"’

g\ ]
8yy=| & 57 . (72) Y .
Jess [ TS

0pn = EJ+ EFA

}

| N 2 /I . > Py
Bei konstantem Querschnitt AN : //
setzen wir zur Abkiirzung: Nl
&,
=J v
=33 AN | Y.

und fithren weiter den Abstand 2,
des Schwerpunktes der Kreisbogenlinie vom Mittelpunkt ein, hier
fiir gilt (Abb. 59):

H

_Jzds _rl
= Tds T s
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setzt man in (71) y =2z — f', 8o erhidlt man einfach:
r zo
f= 1+a°
Fiir §,, erhalten wir durch Einfithren von 2z und mit Benutzung
der Beziehung zds = r-dz:

_ T &l
6”'—E’J(J‘de l+a>'

Definieren wir weiter die fiir die Zahlenrechnung zweckméiBige
GroBe:

(73)

_Jzdz
B="1n—1, (74)

so erhalten wir hiermit bei Vernachlissigung des sehr kleinen Wertes
o B:
‘]
Sea="Tta+B). (72a)

Zwecks Umformung von d,, setzen wir £2 = 12 — z22:

r2.s r

%y =F7 "EJ

Bezeichnet man den Inhalt des von Bogen und Sehne begrenzten
Segments mit &, so hat man auch:

Syuv=755"F (72b)

zdzx.

SchlieBlich gilt noch:

bee=1g7 (1 +0). (72¢)
29. Ermittlung der Zahlen 3.

Ermittlung der Zahlen 8. In Abb. 59 sei der zum Bogen gehorige
Zentriwinkel gleich 2¢. Der Flicheninhalt zwischen Bogen und wag-
rechtem Durchmesser ist:

fzdx=rz-<p+%lzctg(p.

Setzt man noch z, = EZE in Gl. (74) ein, so entsteht:

ﬁ—l L4 («p —|—cos¢p>——l. (75)

T 2sing \sing

In der Regel wird das Pleilverhiltnis ¢ =-/, d.h. das Verhltnis

von Bogenhohe zur Stiitzweite bekannt sein, daher folgt ¢ aus einer
der Gleichungen:

4t 1—48 9 _

sin<p=—1—m COS¢=—1—1—Zt—l tg?—2t.
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Mit Hilfe von 7stelligen Logarithmen werden hinreichend genaue
Werte von ﬁ fir die Ermittlung von B erhalten. Bei Werten die

etwa unterhalb ¢ = % liegen, wiirde sich der Fehler bei logarith-

mischer Rechnung in der sechsten Dezimale bemerkbar machen. Zu
eine Reihenentwicklung fiihrt folgender Weg:
Mit sina =y gilt die Reihel)-

=y+35 2Pt 3 5y5+
die nach Division mit sina = y ubergeht in:

=1+ y2+ y+

OOS o

o
sin & - cos a

14

Setzt man « = und fir »* = sin2%=?(1 — cos ) die Be-

zeichnung x, so entsteht:
= 22
sm:p 1 + 3 + 3 5 +

Eine noch schneller konvergierende Entwicklung, die auch bei
groBen Pfeilverhiltnissen gut anwendbar ist, folgt aus (76), indem man

=3 (1—cosp).  (76)

an Stelle von ¢ den Wert % einsetzt und dann auf beiden Seiten mit

multipliziert.

cos ?

Man erhilt:

4 1
dng = o (1—{— +3—5z2+ ) 2= (l—cos ) (77)
cos ?
wobei:
® _ 1
[0 8] —2" = V—l—m .

In nachfolgender Tabelle haben wir fiir eine Anzahl von Pfeil-
verhiltnissen die Werte § zusammengestellt.

t B t B
o 0,000381 3 0,004131
0,1 0,000556 0,2 0,008491

i 0,000843 0,25 0,019514

0,125 0,001341 0,3 0,038476

i 0,002265 0,35 0,067771

0,15 0,002741 0.5 0,233701

1) Knopp: Theorie und Anwendung der unendl. Reihen. Nr. 123, S. 264.
Berlin: Julius Springer 1922.
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30. Formeln fir die EinfluBlinien und fiir die Bogenkrifte
bei totaler und halbseitiger gleichmiBiger Belastung. Beispiel.
EinfluBlinien. Aufler den in Abb. 52 und 59 eingefiihrten Bezeich-

nungen fithren wir nach Abb. 60 den Abstand 7 eines Bogenpunktes m
von der Sehne ein. Ferner sei s; oder kurz

]

'Sé L s, solange Verwechslungen mit der ganzen
/%\ Bogenlinge nicht méglich sind, das vom
B N S A Scheitel bis zum Punkt =z nach rechts
§<—>" positiv gezéhlte Bogenstiick. Die Ordinate
Abb. 60. der Biegungslinie werde mit 4% bezeichnet.

Allgemein gilt hierfiir?):

@A M R\ds d (R d
=gy 5w ti—ae Er T - (78)

Fir den Kreisbogen mit konstantem Querschnitt 148t sich mit
Benutzung von dy = — & %—8 einfacher schreiben:

@Ay M ds N d?
i — T EJdE T BFrdd (¢5,). (79)
Diese Gleichung kann zur Bestimmung der Biegungslinien fiir die
Belastungszustinde X = —1 Y = —1 und Z = —1 benutzt wer-

den. Nach den Gl (68) und (69) ergibt sich folgende Zusammen-
stellung:

Zustand M N
X=-1 . y —f;
Y=—1 — & 0
Z=—1 1 -1

Setzt man M =y in (79) ein, so entsteht zundchst durch zwei-
malige Integration des ersten Gliedes:

Syds=[@—f1as=r-s—f s,
Jaefyas=F &2—f (s, —[E-do)= 58 —F (Ea,+ 7).
Gl (79) liefert daher:

, E 2 7]

Benutzt man zur Umformung noch Gl. (73), so entsteht:

An=g [+ (E-F)]+ce+an

1) Miiller-Breslau: Die neueren Methoden. 5.Aufl. S.248. 1924.
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Aus den Grenzbedingungen: 4% =0 fir & = i—g— folgt:
— f B
C=0 und OC,= =EJ 87"

Hiermit erhilt man schlieBlich:
an=g5—7l5—1(E-3D}) (80)

Nach Teilung dieses Wertes durch §,, erhélt man die Ordinate der
EinfluBlinie fiir X:

R L O
Infolge ¥ = — 1 hat man:
@Ay _ £ ds__ rdy

i EJ dE EJ df

Durch zweimalige Integration folgt daraus:

Ag=—g;[n-dé+ce+a,.
0

Da die Linie fiir § =0 und & =—;— Nullpunkte besitzt, hat man:

C;=0und C= E’LJZ -&, wobei & wie frither den Flicheninhalt zwischen

Bogen und Sehne bedeutet. ¢ bedeute ferner das in Abb.60 gekenn-
zeichnete Flichenstiick. Hiermit folgt:

é
An=—7[5:—55]. (82)
Teilt man noch durch d,,, so erhilt man die Ordinate der EinfluB-
linie fiir Y:
An_ (S _ &
o (F—1). (83)

Zur Bestimmung der Biegungslinie fiir Z = — 1 hat man:
_}.d8=8§, f85d5=§85+7‘"17,
An=_"_’7_1:"_°‘.5.8§+05+01_
Die Bedingungen Ay =0 fiir § = &+ —;~ liefern:
1 l
C=0 wd C=35(1+a)7F,
womit:

1 £
An= +°Els(z—-—;§)—ﬁ’:—,-n. (84)
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Nach Teilung durch §,, erhdlt man die Ordinate der EinfluBlinie
fir Z:

Ar]___ 1 &8 f
x—l(z ls) N7 (85)

Bei einer iiber die Stiitzweite gleichmiBig verteilten Last p erhilt
man mit Hilfe von (81) und. (85):

aiﬁ[zil(l—a)—%f] ‘P, (81a)
z=[g—Zra—w]» (853)

Bei Belastung der linken Hélfte durch gleichméaBig verteilte Last
erhilt man ferner aus Gl. (83):

l
Y =[§ 12%«( lz+f2)] (83a)
Als Beispiel diene ein Bogen mit 24,0 m Stiitzweite und 4,0 m

Pfeilhohe. Hierbei ist ¢ =Il_=%' Der Radius ergibt sich aus

X=

Der Querschnitt sei ein Rechteck von 1,0 m Breite und 0,55 m Hohe.
Wir erhalten:

J 1 A2
oL = F_rz = E -ﬁ = 0 000063
Der Tabelle unter Nr. 29 entnehmen wir 8 = 0,004131.

Somit wird:
o + B = 0,004194.

Aus dem Sinus des halben Zentriwinkels sin ¢y = 0,6 findet.man:
po = 0,6435011

und weiter z, — %}- — 18,647987. Die Gl (73) liefert hiermit:
0
§ = 18,646812.

Will man die Beanspruchung auf etwa 1kg/cm? genau angeben,
so geniigt bei den vorliegenden Abmessungen die Ermittlung von X
bis auf Zehnteltonnen. Dieser Forderung entspricht bei normaler Be-
lastung eine Ermittlung der EinfluBordinaten auf etwa 2 Dezimalen.
Zwecks spiterer Vergleiche sollen jedoch 3 Dezimalen bestimmt werden,
d.h. der zuléssige Fehler soll nur - 5-10~4 betragen. Da der Nenner
in GI. (81) den Wert 4,191-1073 besitzt, folgt der zuldssige Fehler der

KlammergroBe aus %19’1 =5+10"% oder £ =2,1-10-¢, d. h. die Klammer-

groBe muB auf 6 Dezimalen genau bestimmt werden, fiir jeden der
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beiden Summanden behalten wir daher 7 Stellen bei. Daraus folgt
die erforderliche Genauigkeit fiir f'; bezeichnen wir den Fehler dieser
GroBe mit ¢, so folgt

_ 5:8-18,6?

=5-1078 oder & 21

el
§7i -10-8=5,8-10"¢,

d. h. f muB mit 5 Dezimalen in die Rechnung eingefiihrt werden. Be-
schrinkt man die Bestimmung der EinfluBzahlen fiir X auf 2 Stellen,
so spart man je eine Dezimale und wir befinden uns dann in Uberein-
stimmung mit der fiir die Genauigkeit von F. Hartmann gestellten
Forderung?!). Nachfolgend findet man die Berechnung fiir fiinf gleiche
Intervalle einer Bogenhilfte zusammengestellt:

. §
[ % [ae] e [E-R[E 7O 20

0 0 0 0
1,545370 | 0,0643904 0,5006547 | 0,3890084 | 0,4| 0,0635776 | 0,000813
0
0

0,6 |0,6435011 0,5
0,48 4

2,659046 {0,1107936 | 0,36 | 0,3682679 | 0,2861440 |0,3| 0,1083168 | 0,002477
0,24 2
0

,0 0

3,415458 1 0,1423108 0,2423659 | 0,1883182 | 0,2| 0,1381508 | 0,004160
3,855478 | 0,1606449 | 0,12 | 0,1202899 | 0,0934652 | 0,1} 0,1552911 | 0,005 354
4 0,1666667| 0 0 0 0 ]0,1608854 | 0,005781

U W N = O

Nach Teilung der letzten Spalte durch ‘
o + B erhilt man die Ordinaten der X-Linie , ; |

(Abb. 61a) :
0 0 3 0,992 l TN
1 0,194 4 1,277 ~__ !
2 0,591 5 1,378

| |
EinfluBlinie fiir Y. Fiir die numerische *
Berechnung nach Gl. (83) setzen wir: \__/
- Abb. 61a bis .
Fe=2 (n+ N+ (8,—8). oo

Der linke Zweig besitzt positive Ordinaten, der rechte verlauft anti-
metrisch (Abb. 61b). Man findet die Ordinaten:

0. 0 3. 0,0794
1. 0,0702 4. 0,0450
2 0,0918 5. 0

EinfluBlinie fiir Z (Abb. 61¢). Die Gl. (85) liefert die Ordinaten:

0. 0 3. 2,442
1. 1,065 4. 2,780
2. 1,874 b. 2,892

1) A a O, 8. 11uf.
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31. Beliebig geformter Bogen mit verinderlichem Querschnitt.
Bogenkrifte und Biegungslinien.

Beliebig geformter Bogen mit verdnderlichem Querschnitt. Der
Abstand der z-Achse von der Sehne werde wie unter Nr. 27 mit e be-
zeichnet. Der Kriimmungsradius im Punkt z, y habe die Linge o

und die Koordinaten des Kriim-

I
'ré_g.a.' ¢ mungsmittelpunktes seien &, im y,,
v M wobei y; nach unten positiv ge-
PRt zdhlt werde (Abb. 62). Ferner sei
ad N P Nr = Yr —e der Abstand von der
e 4 / B 7 ¢ Sehne. Analog den Gl (68) und
AN/ B . = (69) gilt:
/ 73 z
L M=—Xy+Y-6—2,  (86)
—>'€—T<—‘ !
P
Abb. 62. m=?(“ka—Y5k+Z)- (87)

Die maBgebenden Bogengrofen werden:

Je Jo
J.‘n ds T—J‘ﬂkdﬁ‘fe—z

e= [dsﬁ — (88)
Fg?
f gl +_f5,% E‘?gz (89)
6“=.fE +fE’ng [

Zur Bestimmung der Biegungslinien dient die Formel (78), in welche
M und N dem Belastungszustand gemiB nach folgender Zusammen-
stellung einzufiihren sind:

Zustand M ‘ N
‘ Yx

X=-1 Y ‘ o
Y=—1 —¢ &
Z=—1 1 - L
e

Die Biegungsordinaten lassen sich aus zwei Teilen zusammen-
setzen, deren erster A7’ als Moment zu dem Gewicht

:=(57—7rg) 0z
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gefunden wird, der zweite Teil geniigt der Gleichung:

@24y’ d (R dy A
=15 g D) %

woraus folgt: s
|

”

(/4

13
o m_d"]' .
Af' =— [ g Ga-d6+C-E+0,.
0

Die Konstanten C und C, ergeben sich

; e
aus der Bedingung, da8 fiir { = + 5 A4n” &

verschwindet. |
Setzt man = % + & und ferner: it n
b= Yt g ]\K,_%//'\,
1= FFg ®
Ly=— E?,thtp, < g,

1 I
b=grete? \l
wobei diese {-Werte fiir die linke Bogen-
hilfte positiv erhalten werden, ({, unter der '\y\~__/

Voraussetzung, daB positivem & positives &,

entspricht), so folgt weiter: ADD- 633 bls ¢
z
4 ')71'=—J‘C1dx =—&1e
0
L
x 2 23
Ay =[C,dz =22 [t,de =Fou— 25 (90)
0 0
z
4 "7:';,=J.Cadx=%am .
0

In Abb., 63a—c ist der Verlauf der [-Werte und der ihnen ent-
sprechenden A#’’ zur Darstellung gebracht.

Die zur Ermittlung von A%; An; und Ang dienenden Gewichte
sind:

2= (EyJ E%k@)se""’ l

z2=—-< J+EFe)sec¢p (91)

Mann, Rahmenwerke. 7
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32. Fehlerbetrachtungen. Numerische Integration mit Hilfe
der Simpsonschen Regel. Verfahren von GauB.

Fehlerabgrenzungen. Die nachfolgende Betrachtung dient dazu,
einen Anhalt fiir die zu benutzende Stellenzahl zu gewinnen. Dabei

mogen die Abmessungen des Beispiels unter Nr. 30 mit —%— = —‘1;- zugrunde

gelegt werden. Der absolute Fehlerbetrag irgendeiner Grofe a werde
mit & (a) bezeichnet. Z. B. sei der Abrundungsfehler des Gewichtes z
gleich ¢ (z). Der Fehler von Az’ wird, wie aus der Deutung dieser
GroBe als Moment zur Belastung z hervorgeht, héchstens ¢ (2) ;_g . Aus

x =47 +4n

3 folgt dann bei ungiinstigstem Zusammentreffen:

i 4 1 '
e (X)=gg- @)+ G e (Bea) +5-(An").

Soll X auf 2 Stellen ermittelt werden, so ist der Fehler:
& (X)=>5-10-3 zuldssig.

Wir setzen somit fiir jeden der Summanden den Betrag g -10-3. Fiir

die weitere Bestimmung geniigen iiberschliglich ermittelte, abgerundete
Zahlen. Fiir den vorliegenden Zweck entnehmen wir dem Beispiel
unter Nr. 30:

dn

8p0=237,5 S =138
und erhalten als zulissige Fehler:
e() =230 . 3108 =8,7-10-4,
£ (da0) = on0. 2. 10-3=4,5-10-2.

z muB also auf 3 und §,, auf 2 Stellen ermittelt werden. Um der
Forderung fiir d,, zu geniigen, setzen wir mit:

y=n—e &(y) =&y —ele)
und erhalten aus Gl. (89) mit Riicksicht auf die Beziehung:
J J,
fyds 70 —-fykds Foi 0
und bei Vernachléssigung quadratischer Restglieder:
d
e =2y 2(n) 55

Die absoluten Betrige der positiven und negativen Bestandteile
nehmen wir mit hinreichender Genauigkeit gleich gro8 an (Abb. 64).
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Der positive Bestandteil von f yds ist rund -g— -14,46-1,35 = 13. Setzt

man fiir ¢ () gleiche Betrige positiv oder negativ genommen je nach
dem Vorzeichen von g, so erhélt man als ungiinstigste Forderung:

8(6a:m)=4'13'8(77) 135

oder P Tomel ]

&(n)= 4—1§ -102=8,6-10"4. Abb. 64.

Die Forderung fiir ¢ (2) bedingt fiir jeden Summanden der ersten
Gl. (91) den hochst zuldssigen Fehler von 8%7-10"4, aus y =7 —e
folgt dann weiter:

e(n) =27 .10-4=2,2-10~4,
& (e) =2,2.10-4.

Dieser Wert von ¢ (1) ist ungiinstiger als der fiir die Berechnung
von §,, ermittelte, er fordert fiir 4 Stellen.

¢ wird nach Gl. (88) als Bruch ermittelt, dessen Zahler und Nenner
zur Abkiirzung mit @ und b bezeichnet werden mégen.

Man hat dann:

e(@)="24 L ep)=22-10-1.
Mit b = 25,74 und e = 2,65 zerlegen wir weiter in

€(a) =25,74-1,1-10-¢=2,8-10"3,

25,74

e(b) = 2.65 -1,1-1074=1,1-10"3.

Die Nennergrofie erfordert also fiir die Ermittlung von e die Bei-
behaltung von 3 Stellen.

Indem wir weiter fiir jeden der beiden Summanden von a den Fehler
von 1,4-10-3 zulassen, fordern wir

s(n) [ds 5+ =14-10-3
oder
.10-8=54-10-5.

e(n) = 25 74

Zwecks Berechnung von e muB daher ebenfalls 7 mit 4 Stellen ein-
gefiihrt werden.

Die bisherigen Betrachtungen nehmen auf die Fehler bei den in
den Formeln (88) und (89) vorkommenden Integrationen noch keine
Riicksicht. Die mitunter bei passend gewihlter Bogenform und Quer-

T*
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schnittsinderung durchgefiithrte Integration in geschlossener Form er-
moglicht zwar, dhnlich wie bei dem unter Nr. 30 durchgefiihrten Bei-
spiel des Kreisbogens eine beliebige Genauigkeit, doch abgesehen davon,
daB auch hierbei die Zahlenrechnungen sich in der Regel keineswegs
besonders kurz gestalten, wird auch die lediglich im Interesse einer Be-
rechnungsmethode festgelegte Form und Querschnittsinderung als eine
miBliche Beschréinkung empfunden werden, die sich namentlich bei dem
Entwurf sogenanter Stiitzliniengew6lbe und ihrer Verbesserung auf
Grund des mit Hilfe der Elastizititstheorie erkannten Stiitzlinienver-
laufes bemerkbar macht. Man wird es daher vorziehen, sich durch die
Wahl numerischer Integrationsverfahren von der Fertlegung auf
spezielle Klassen von Bogenformen frei zu machen. Bei dem unter
Nr. 33 benutzten Verfahren liBt sich auch bei freier Gestaltung die
Bogenform fiir die numerische Auswertung der Integrale streng definie-
ren, so dal bei geniigend enger Intervallteilung ein beliebiger Genauig-
keitsgrad erzielt werden kann. Um einen Anhalt zu gewinnen, wurde
in folgendem die ihrer einfachen Form wegen beliebte Simpsonsche
Regel bei Teilung einer Bogenhilfte in 10 Teile auf den Kreisbogen an-
gewandt, fiir welchen uns zum Vergleich die strenge Ermittlung nach
Nr. 30 zur Verfiigung steht. Das Ergebnis ist bei dem durchgefiihrten

Beispiel mi % = % zufriedenstellend und ebenso bei flacheren Bogen.

Bei groBeren Pfeilhshen, z. B. —;— = 0,25, 1laBt die Genauigkeit des-

Simpsonschen Verfahrens nach. Da erfahrungsgemif selbst die Hal-
bierung der Intervallbreite bei Anwendung der Simpsonschen Regel
von geringer Wirkung ist, wurde auf letzteres Beispiel noch das Ver-
fahren von GauB!) angewandt. Bei Benutzung von 5 Zwischen-
ordinaten fiir die Bogenhilfte wurde dabei eine ausreichende Genauig-
keit erzielt.

Bei Durchfiithrung der Berechnung fiir den unter Nr. 30 behandel-
ten Bogen mit ] =24m und f=4m erginzen wir zunichst die
Angabe der Ordinaten fiir eine Teilung der Bogenhilfte in 10 Teile,
also fiir eine Intervallbreite von 1,2 m. In Formel (88) ist ferner zu
setzen:

J
=1 pm=0=0000063 n,=16m,

&

dadurch hat man:
e__j'nda—lefda
T [fds(l4+a)

1) Heine: Handbuch der Kugelfunktionen. — Runge-Kdnig: Numerisches
Rechnen. Berlin: Julius Springer 1924.
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n sec @ 7 - 8ec @ y 32 y?sec ¢

0. 0 1,25 0 1| —2,64675 7,00629 | 8,75661
1.] 0,833300 | 1,188122 | 0,990062 | 4 | — 1,81345 3,28860 | 3,90726
2.1 1,545370 | 1,139902 | 1,761570 | 2 | — 1,10138 1,21304 | 1,38275
3.] 2,150482 | 1,101900 | 2,369616 | 4 | — 0,49627 0,24628 | 0,27138
4.] 2,659046 | 1,071866 | 2,850125 | 2 0,01230 0,00015 | 0,00016
5.] 3,078784 | 1,048284 | 3,227440 | 4 0,43203 0,18665 | 0,19566
6.] 3,415458 | 1,030108 | 3,5618291 | 2 0,76871 0,59092 | 0,60871
7.] 3,673332 | 1,016604 | 3,734324 | 4 1,02658 1,05387 | 1,07137
8.] 3,855478 | 1,007278 | 3,883538 | 2 1,20873 1,46103 | 1,47166
9.] 3,963968 | 1,001804 | 3,971119 | 4 1,31722 1,73507 | 1,73820
10.] 4,0 1,0 4,0 1 1,35325 1,83129 | 1,83129

Weiter ist

fds=fsec<p-dx, fnds=fn-sectp-dx.

Diese beiden Integrale finden wir nach der Simpsonschen Regel
durch Summierung der mit den ,,Gewichten® 1, 4, 2, 4. .. multipli-
zierten Zahlen der 2. und 3. Spalte.

Fiir eine Bogenhilfte ergibt sich:

fas= 12 32175164,
nds="-85,197202.
Hiermit bestimmen wir:
__ 85197292 —16-0,000063-32,175164
32,175164 (1 + 0,000063)
Jetzt konnen wir die Werte der letzen 3 Spalten aufstellen und be-

timmen weiter mit Hilfe der 6. Spalte:

[ras=12 4624904,

= 2,64675 .

weiter gilt:
¥y, =e-+ 16 =18,64675.
Die erste der Formeln (89) liefert somit:

8pu=2-122-46,24994 -+ y2-0,000063 2:22.32,175164 = 37,564.

Unter Nr.30 hatten wir e = 2,64681 gefunden, mit dem obiger
Wert bei Abrundung auf 4 Stellen mit gerade noch ausreichender Ge-
nauigkeit iibereinstimmt.

Die genaue Bestimmung von §,,, nach Gl. (72a) wiirde ferner liefern:

0y = 20-18,646812-24-0,004194 = 37,538.

Das oben ermittelte Resultat weicht hiervon um 2,6-10-2 ab. Fir

die Ermittlung der EinfluBzahlen fiir X hatten wir bei 2 Stellen
€(0pq) =4,5-1072

als zuliissig gefunden. Bei Benutzung des obigen mit Hilfe der Simpson-

schen Regel gefundenen Wertes fiir d,, diirfen wir somit eine Genauig-
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keit der EinfluBzahlen auf mindestens 2 Dezimalen erwarten. Die Er-
mittlung der EinfluBlinie fiir X stiitzt sich weiterhin auf die ersten der
Gleichungen (90) und (91). Fiir die (EJfachen) z,-Werte haben wir
in vorliegendem Fall:

2 =(y —ayi)sec @
wobei

oy, = 0,0011747.
Mit Hilfe der unter Nr.21 aufgestellten Formel (35) ersetzen wir
die verteilte z-Last durch Einzelgewichte w, wobei der Abzug fmé'; zu
vernachliissigen ist. Die Ordinaten A7’ werden dann in bekannter

22 Weise als Momente zu den Gewichten w ge-
< funden. Zur Bestimmung von A7’ haben wir:

l
. \ Li=a oy tgp=0c-y, (?—x)-sec @ (Abb. 65).
ol —

z |\ Zur Berechnung der Flicheninhalte geniigt

es, die £, Linie als gebrochene in den einzelnen

Intervallen gerade verlaufende Linie anzu-

nehmen, d. h. §§,, als Summe von Trapezen zu

Abb. 65. bestimmen :

Y—ay; 2 w A9k |+—2 & —An”:A
0]|—2,64792 | —3,30990 12 0,017620
1]|—1,81462 | —2,15599 | — 2,61266 1,7405 | 10,8 | 0,015074 | 0,0163
2 | —1,10255 | — 1,25680 | — 1,52721 6,0936 9,6 | 0,012855| 0,0303
31—0,49744 | —0,54813 | —0,67262 | 11,9740 8,4 { 0,010872 | 0,0422
4 0,01113 0,01193 0,00228 | 18,5270 7,2 | 0,009066 | 0,0521
5 0,43086 0,45166 0,563192 | 25,0777 6,0 | 0,007388 | 0,0604
6 0,76754 0,790 65 0,94006 | 31,0965 4,8 | 0,005809 | 0,0670
7 1,02541 1,04244 1,24314 | 36,1752 3,6 | 0,004299 | 0,0720
8 1,20756 1,21635 1,45244 | 40,0108 2,4 10,002840 | 0,0756
9 1,31605 1,31842 1,57526 | 42,3939 1,2 | 0,001413 | 0,0777

10 1,35208 1,35208 1,61576 | 43,2018 0 0 0,0784
Multipliziert man die Differenzen der 4. und 7. Spalte mit
A 1,2

8. 37,564’
so erhilt man folgende Ordinaten der X-Linie:

1. | 0,065 6. | 0,991 (0,992)
2. | 0,194 (0,194) 7. | 1,153
3. | 0,381 8. | 1,276 (1,277)
4. | 0,590 (0,591) 9. | 1,352
5. | 0,799 10. | 1,378 (1,378)

Die unter Nr.30 nach dem strengen Verfahren ermittelten Werte
sind in Klammern beigefiigt. Von der Wiedergabe der weit weniger
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empfindlichen Berechnungen der GroSen Y und Z wurde abgesehen.
Eine nach gleichen Grundsitzen durchgefiihrte Berechnung fiir den
flacheren Bogen mit I = 24, f = 3,6, % = 0,15 sowie fiir den steileren
Bogen mit I =24, f =6, —{— = 0,25 beschrinken wir auf die Ermittlung
von ¢ und §,, Es ergab sich folgende Zusammenstellung:

L—015 e=238491(238499),
0, » = 30,212 (30,199) ,
f—025 ¢=39240(3,9400),
0y, = 91,403 (91,198) .
Die Fehlerbetrachtung ergibt in dem letzten Fall mit % =0,25:

6(2) =2 5-1073=2,1.10"2
und somit
e(e)=5-10"4

Schitzt man ferner den Wert fiir die EinfluBordinate fiir X in' der

Mitte gleich 1,0, so folgt daraus:
91

£(bae) = g 5+ 1072=0,15.
Die zulissigen Fehler werden sowohl bei e wie bei §,,, iiberschritten.
Nach dem Verfahren von GauB wird der Integrationswert, mit
Hilfe der Summe
Biyy+Ryya+ -+ Boyn

erhalten, wobei die Ordinaten y an bestimmten Stellen des Integrations-
intervalles auszuwihlen sind. Erstreckt sich das Intervall von —1
bis -+ 1, was durch Einfiihren einer passenden Verénderlichen u stets
erreicht werden kann, so hat man:

s
?fydu=2Ry.
-1

Bei Benutzung von 5 Ordinaten sind die entsprechenden Abszissen »
sowie die ,,Gewichte* R aus folgender Zusammenstellung zu entneh-
menl).

u R
1 —0,906179846 0,118463443
2 —0,538469310 0,239314335
3 0 0,284444444
4 + 0,538469310 0,239314335
5 -+ 0,906179846 0,118463443

1) Runge-Koénig: Numerisches Rechnen. (Grundlehren d. mathemat.
Wissenschaften Bd. 11.) Berlin: Julius Springer 1924.
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Unm fiir eine Bogenhilfte die Integralwerte
fds=fsec¢pdx,
fr]ds=fnsecq)dx,
fyzds=fyzsec<pdx
zu bestimmen, setzen wir:
z=g (1+u).

% nimmt dann an den Grenzen die Werte —1 und 4 1 an. Zu
den oben notierten Zwischenwerten von % bestimmen wir dann die
entsprechenden Werte . Die weitere, auf den steileren Bogen mit

—;— = 0,25 angewandte Berechnung geht aus folgender Zusammen-
stellung hervor:

x n sec @ 7 8ec @
1 0,562921 0,705319 1,5455443 1,090102
2 2,769184 2,823368 1,2686740 3,581934
3 6 4,747727 1,0910895 5,180195
4 9,230816 5,742171 1,0174892 5,842597
5 11,437079 5,989434 1,0007049 5,993656

Die mit R multiplizierten Zahlen der 3. und 4. Spalte liefern:
Jds=-% 1150103,
J nds =1 . 4,568060.

Mit 7, = 9 hat man jetzt aus Gl. (88):
__4,568069 — 9-0,000063-1,159103

1,159103 (1 + 0,000063) 3,94022.
y y? y*sec g
1 | —3,23490 10,46458 16,17347
2 | —1,11685 1,24735 1,58248
3 0,80751 0,65207 0,71147
4 1,80195 3,24702 3,30381
5 2,04921 4,19926 4,20223

[rds= 378551 g, =1294022,
8ua=2+ (378551 + g3 - 0,000063 - 1,159103) = 91,146 .

Die Fehler bleiben daher sowohl bei e wie bei §,, unter den als zu-
lassig erachteten Grenzen.



Definition der Bogenlinie bei freier Gestaltung, Beispiel. 105

33. Definition der Bogenlinie bei freier Gestaltung, Beispiel.

Beliebige Bogenform. Von einer Bogenlinie sei die zweite Ab-

leitung bis auf einen Faktor § gleich einer gegebenen Funktion z von z:
d2

9 Tr=—2 (92)

Ferner sei fiir x =0 und « =1 7 = 0. Die Losungen 7 der Gl. (92)

lassen sich bekanntlich als Seillinien zu den als Gewichten gedeuteten

d

z-Werten auffassen. 'y und 9 - TZ'Z' sind gleich dem Moment und der

Querkraft eines Stabes von der Stiitzweite I mit der Belastung z. Ist
fiir ‘den Bogen noch ein dritter Punkt g, etwa a = % 7 = [ bekannt,

go ist § bestimmt durch die Gleichung:
O f=M,. (93)
Die Definition eines Bogens mit Hilfe einer einfach geformten
z-Qewichtslinie erméglicht die leichte Anpassung an eine beliebige
Bogenform und eignet sich besonders bei Benutzung der allgemeinen
Formeln unter Nr. 31 wegen der einfachen Ermittlung von Kriimmungs-
radius, Tangente und Ordinate.
In folgendem Beispiel (Abb. 66) wurden bei einer Stiitzweite von
24 m und einer Pfeilhshe von 4 m fiir 10 in der gleichen Entfernung

% i “mi"m mm R e 270
%

N I
R iy
N \r-L1ne
g/ . J
8
/ z-Linre
Abb. 66.

von A = 1,2 m gelegene Teilpunkte der halben Spannweite in Anleh-
nung an einen Vorentwurf folgende z-Werte gewihlt:
2g=94 2,=176 2,=061 23=50 z,=41 23=34
2=29 2,=28 2=22 2=21 2,=2,1
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Zwischen diesen Teilpunkten wird ein geradliniger Verlauf- der
z-Linie angenommen. Zwecks Ermittlung der Momente ersetzen wir
das verteilte Gewicht durch Einzelgewichte w in den Teilpunkten unter
Benutzung der Formel:

YA
wm=§'(zm—1+4zm+zm+1) .

Die folgende Zusammenstellung enthiilt die w-Gewichte sowie die
in bekannter Weise durch doppelte Summenbildung ermittelten Mo-

2
mente M. Aus M, findet man nach Gl. (93) = 927(;9%. Teilt man
M durch diesen Wert, so hat man 7.
w m n tg @ sec @ ]
0. — 0 0 o5 83:3 | 1,3571329 | 14,48534
1 % - 45,9 % - 223,5 | 0,9846899 » 66,3 | 1,2382547 | 13,60836
2. 4 37,0 ,» 401,1 | 1,7671550 ,» 52,6 | 1,1557062 | 13,78484
3. s 80,2 ,» 541,7 | 2,3866065 ,» 41,6 | 1,0995178 | 14,48191
4. ,s 24,8 . 652,1 | 2,8730036 » 32,4 | 1,0617695 | 15,90362
5. s 20,6 s 737,7 | 3,2501377 » 24,9 | 1,0369273 | 17,86303
6. » 17,5 ,» 802,7 | 3,56365128 » 18,6 | 1,0207698 | 19,97942
7. s 15,1 » 850,2 | 3,7457870 » 13,2 | 1,0105139 | 22,48412
8. . 13,4 ,» 882,6 | 3,8885340 9 8,56 | 1,0043730 | 25,08718
9. . 12,7 » 901,6 | 3,9722436 ’ 4,2 | 1,0010694 | 26,02332
10. » 12,6 » 9079 | 4,0 » 0 1 25,94

9 tg ¢ wird als Flacheninhalt — Summe von Trapezen — der unter
der z-Linie vom Scheitel bis zu der Stelle, wo tg ¢ ermittelt werden
soll, sich erstreckenden Fliche ; (Abb. 66) gefunden, schlieBlich
findet man:

____sectp"_g) _sec ¢®
2z

]
da?

.

(94)

Die von 0,45 m im Scheitel auf 0,65 m im Kémpfer anwachsenden
Querschnittsflichen sind in der nachfolgenden Tabelle angegeben.

Das Trigheitsmoment im Scheitel wird gleich J, gesetzt.

F '%.‘lsecqz '.Ifisecq) n'g—csecq) n“%c—sectp
0| 0,656 0,0158550 0,4503186 0 0
1] 0,625 0,0150448 0,4621761 0,455100 0,448132
2| 0,602 0,0145783 0,4827202 0,853041 1,607456
3] 0,681 0,0143708 0,56108712 1,219249 2,909868
4] 0,661 0,0143722 0,5479983 1,674401 4,523260
51 0,642 0,014 5280 0,5934553 1,928811 6,268901
6] 0,523 0,0148212 0,6502200 2,299511 8,132250
71 0,605 0,0151952 0,7149994 2,678235 10,032098
8] 0,486 0,0156933 0,7973037 3,100343 12,055789
9| 0,468 0,0162433 0,8899471 3,635087 14,042227
10| 0,45 0,016875 1 4 16
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Die 3. und 4. Spalte liefern mit Hilfe der Simpsonschen Regel
fiir eine Bogenhilfte:

fd te=id 2. 19,002599 ,

[ndsZr="2. 58020520

Fiir die weitere Rechnung haben wir zunichst 7, = g cos ¢ —17.

;—‘e,sec(p-w“ @ Cos @ Nk N * Fe,sectp -10% ﬂkF - sec @
0 0,7556 10,673484 10,673484 0,8065 0,008608
1 0,8124 10,989949 10,005259 0,8128 0,008132
2 0,7672 11,927634 10,160479 0,7795 0,007920
3 0,6852 13,171152 10,784546 0,7390 0,007970
4 0,5682 14,978416 12,105412 0,6878 0,008326
b 0,4553 17,226892 13,976754 0,6364 0,008895
6 0,3713 19,572528 | 16,036015 0,5954 0,009548
7 0,3006 22,250197 18,504410 0,5562 0,010292
8 0,2494 24,977943 21,089409 0,5260 0,011093
9 0,2399 25,995513 22,023269 0,5283 0,011635
10 0,2508 25,94 21,94 0,5503 0,012074

Die 1. und 4. Spalte liefern fiir eine Bogenhilfte:

J,, 12
f ds gt =5 - 0,001489,

s F—Q=,=1§g .0,019625 .

Durch Gl. (88) erhalt man jetzt:

__58,920520 — 0,019625
~19,092599 - 0,001489

Die erste der Gl. (89) 148t sich mit Hilfe von y =9 —e y, =7, +e
auch in folgender Weise schreiben:

Seo=[1rds 32+ [rids g —er([ds 3t + [ds %)

Mit Hilfe der in den letzten Spalten angegebenen Werte findet
man:

= 3,084771 .

J ntds Je =22 203 240414,

fnk 81;1

Opa=2" 13#2 (203,524566 — 2 -19,094088) =2 %2 - 21,8288 .

= ? -0,282152,

Zugleich hat man:
8e=2-22.19,0041.
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Zur Berechnung von §,, hat man weiter:

£l00p | -4

—5, sec(p -108 &2 ~—sec¢p -102

Je
—& |—é&. ~f-secp
0] 12 5,403823
1] 10,8 4,991502
21 9,6 4,634114
3| 84 4,291318
4] 7,2 3,945588
51 6,0 3,560731
6] 4,8 3,121056
71 3,6 2,5673998
8| 2.4 1,913529
9] 1,2 1,067937
10 O 0

64,84588 2,207
53,90822 2,775
44,48749 2,690
36,04707 2,379
28,40823 1,855
21,364 39 1,275
14,98107 0,790
9,26639 0,365
4,60247 0,061
1,28152 |—0,002
0 0

Fir eine Bogenhilfte:

J
2 Te __ 27
f§ sy 3
J, 12

0,1668
0,2254
0,2063
0,1630
0,1054
0,0581
0,0293
0,0110
0,0015
6 | — 0,0000
0

737,2548 ,

2 e
[&as =5 0,0063.

Hiermit hat man

6,,,,=2-?-737,261.

Zur Darstellung der EinfluBlinien ermitteln wir weiterhin die Ge-
wichtsordinaten z nach Gl. (91) und aus diesen die w-Gewichte nach
Gl (35). Auf die Wiedergabe von Zwischenrechnungen mége ver-
zichtet werden, nur die Resultate der einzelnen Operationen seien nach-
folgend zusammengestellt.

0,368
0,625
0,656
0,388
0,195
0,074
0,023
0,004
0,001
0,000

2y M,:2

2, M,:2

2, M,:A

£s-108

&

—1,390170
—0,971670| 0,7572
—0,637056 | 2,6887
—0,357622| 5,3903
—0,116911 | 8,5248
0,097361 | 11,8023
0,293022 | 14,9648
0,471977 | 17,7774
0,640240 | 20,0247
0,789202 | 21,5056
0,914601 | 22,0418

COXISTMBWNO~D

[

5,40382
4,99150 | 21,4213
4,63413 | 36,8472
4,29135 | 46,7107
3,94565 | 51,4250
3,66084 | 51,4083
3,12122 | 47,1241
2,57420 | 39,1052
1,91375 | 28,0086
1,06810 | 14,6341
0 0

0,45039
0,46226 | 17,3790
0,48280 | 14,2024
0,51094 | 20,4457
0,564806 | 26,0750
0,69350 | 31,0458
0,65026 | 35,3032
0,71503 | 38,7795
0,79733 | 41,3961
0,88997 | 43,0548
1,00003 | 43,6438

0,7400
0,6520
0,56302
0,4125
0,3037
0,2151
0,1489
0,0972
0,0583
0,0288
0

0,01018
0,00854
0,00702
0,00572
0,00461

0,00367
0,00285
0,00210.
0,00141

0,00072

0

Der Beitrag durch die GroSen A#’’ ist gering, er erscheint bei X
in der 3. und bei z in der 4. Stelle. Bei y erscheint er erst in der 6. Stelle
und wird daher vernachléssigt.

— Ay Any:A
1 0,0094 6 0,0361 1 0,00070 6 | 0,00256
2 0,0171 7 0,0385 2 0,00129 7| 0,00268
3 0,0235 8 0,0403 3 0,00176 8 | 0,00276
4 0,0287 9 0,0414 4 0,00212 9 | 0,00280
5 0,0328 10 0,0417 5 0,00238 | 10 | 0,00282
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Als Schlufiresultat erhilt man folgende EinfluBordinaten:
X Y (links) Z
170051 61026 ] 1 (0,0436] 6 | 0,0059)] 1 | 0,580 | 6 | 2,774
210184 | 711219 2 |0,0750] 7 |0,0796) 2 | 1,116 | 7 | 3,047
310369 8| 137331 30,0050} 80,0570 3 | 1,606 ] 8| 3,252
4 (0684 9| 1475 ] 4 /0,1046] 90,0298} 4 | 2,049} 9 | 3,383
510809 |10 1,512 } 5 |0,1046] 10 5 | 2,439 | 10 | 3,429

Der Verlauf der EinfluBlinien wurde in Abb. 66 dargestellt. Abb. 67
zeigt ferner den Verlauf des linken Auflagerdruckes 4, des linken
Kémpfermomentes M, und des Scheitelmomentes M,.

A=A, + 7,

M,=Xe—Y. !

2

—Z,

M,=Xe+ YL+ —2.

4 M, M, A M,
0 1 0 0 o 0 0
1| 09936 —0,944 —0,027 | 1V | 0,0064 0,102
2 | 09730 —1449 | —o008¢ | 22 | 10,0260 0,351
3 | 09450 —1609 | —ol44 | 3 | 10,0550 0,672
4 | 09446 —1503 | —018 | 4 | 0,0954 1,008
5 | 08546 —1199 | —0179 | 5 | 01454 1,311
6 | 07959 —o0760 | —o112 | 6 | 0,2041 1,542
7| 07206 —0,241 +0038 | 77| 02704 1,668
8 | 08570 + 0,300 0201 | 8 | 10,3430 1,668
9 | 05798 0,810 0668 | o | 04202 1,525
10| 05 1,235 1,188
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VIII. Anwendungen. Allgemeine Verwendung von
Hauptachsen.

34. Beispiel einer kontinuierlichen Bogenbriicke mit zwei
Offnungen.

Kontinuierliche Bogenbriicke mit 2 Offnungen. Die Abmessungen
der beiden Bogen seien die des Beispiels in Nr. 33 (Abb. 66). Dabei war

e =3,08477 §,, = 17,4630 §,, = 589,8088 §,, = 152753.

Ferner besitze der Mittelpfeiler eine Héhe 2 = 6,0 m und eine Breite
von 1,0m. J, war bei dem Bogen bereits gleich dem Trégheitsmoment
im Scheitel gesetzt worden. Dadurch folgt fiir den Pfeiler:

4 —60103 0,54675m .

Zur Aufstellung der EFElastizitéitsgleichung nach Nr.27, Gl (56)
hat man:
4

o (3084772 144 1 ) B
=2 ( 17,4630 1 589,8088 T 15,2753 ) T 054675 — 202500,
8,08477 1
%2=2" 17463 opaers AT010
2 2

%= 174630 T 6. 0,68675 — O 2419

Bei Belastung des linken Bogens sind die rechten Seiten der
GL (56):
L=MP,
L=X®,
wobei die M{?-Linie symmetrisch zu der am Schlu der vorigen Nummer
ermittelten M ,-Linie verliuft; X{® ist gleich der GroSe X in voriger
Nummer. Die Auflésung ergibt:

v =0,16617 M\® + 0,33861 X,
2=0,33861 M + 2,07085 X{* .
Die weitere Berechnung erfolgt nach den Formeln (54) und 48):
X, =~—0,04874 M{” + 0,82160 X{*,
X, =0,04874 M? + 0,17840 X{¥
Y, =-—0,02035-»+ Y{9; Y,=—0,02035-»,
Z,=0,06546-v + Z{9; Z,=—0,06546-v .
Zu den EinfluBzahlen bei Belastung des rechten Bogens fiihrt die

einfache Uberlegung, daB8 z. B. der linke Zweig der X,-Linie symme-
trisch dem rechten Zweig der X,-Linie verliuft. Zum Vergleich mit
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dem beiderseits starr eingespannten Bogen wurden nachfolgend die
Ordinaten der X,-, Y,- und Z,-Linien zusammengestellt. Der Verlauf

— — = ———ry N
— SN // >
0\ SZ A2 A
B 2¢00m 1 2400m '
< §
! S
Bl
N
R i
A -Lime \|
———
\
1 —
N |
R ¥-Linie |
S _ | !
ey i
' |
|
Bl |
g |
N
&1 Z,-Lirne
| 7
|
|
Abb. 68,
|
1 TN
3 |
g |
N | S
1

0630

| N

\Linie V4 ENIRZ ~

My-Linie

\_ 70m

Abb. 69.

ist aus der Abb. 68 ersichtlich. Ferner wurden in Abb. 69 die Kampfer-
momente M, und M, am linken Bogen, sowie das Einspannmoment
am FuBe der Mittelstiitze dargestellt.
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Last am:
linken Bogen rechten Bogen
X, Y, Z, X, Y, Z,
1 0,037 0,0429 0,582 — 0,037 0,0028 0,009
2 0,134 0,0725 1,124 —0,038 0,0036 0,012
4 0,431 0,0972 2,073 0,031 0,0011 0,003
6 0,768 0,0836 2,814 0,146 | —0,0045 | —0,014
8 1,047 0,0419 3,301 0,260 | —0,0106 | —0,034
10 1,182 —0,0146 3,476 0,330 | —0,0146 | —0,047
8’ 1,114 —0,0675 3,286 0,326 | —0,0151 — 0,049
6’ 0,880 —0,1004 2,788 0,258 | —0,0123 | — 0,040
.4 0,553 —0,1035 2,046 0,153 | —0,0074 | —0,024
2/ 0,222 —0,0714 1,104 0,050 | —0,0025 | —0,008
v 0,088 —0,0408 0,571 0,014 | —0,0007 — 0,002

35. Allgemeine Einfiihrung von Hauptachsen. Ausdruck fir
die Forminderungsarbeit. Form der Elastizititsgleichungen.
Bogenstibe mit einseitigem oder beiderseitigem Gelenkanschluf.

Allgemeine Verwendung von Hauptachsen. Der Vorteil der in
Nr. 27 eingefiihrten Hauptachsen liegt in der einfachen Form der
GL (51), nach welcher die an Stelle von M, M, und N, eingefiihrten
BogengréBen X YZ nur von je einer der nach Gl. (50) oder (61) trans-
formierten Eigenkoordinaten &, d, d; abhéingen.

Die Benutzung von Hauptachsen, auch bei geraden Stdben, ge-
stattet eine Aufstellung der Elastizititsgleichungen, die der Einheit-
lichkeit wegen bei Rahmenwerken mit gekriimmten und geraden Stében
den Vorteil groBer Ubersichtlichkeit bietet. Bei einem geraden Stab

setze man als Spezialisie-

¥
M z z ” rung der Gl. (48) oder (60):
(AL X M, = Yu,—7Z

< z /V,. i i
/Vr' uk g ni - 'Mk= Yuk-l-Z (95)

M+, . £ir Mo+ N, =—X
o} ir >y in Man kann diese Trans-
Abb. 70. formation durch Anglie-

derung der starren Stibe o
und ok an den Endquerschnitten anschaulich machen, an welchen
die Krifte X, ¥ und das Moment Z nach Abb. 70 angreifen. An
Stelle von &, d, ; mogen allgemein die Bezeichnungen &, ¥, 2, ein-
gefiihrt werden. Die Gl. (51) lautet hiermit:

Xyt Xbyp=2a
Yo+ Yoy =y (96)
o+ 26, =%
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Fiir die Folge setzen wir bei einem gekriimmten oder geraden Stab:
1 s 1 w1

= — _ e C, = .
“=&.” %7&,0 “7s,

Bei einem geraden Stab hat man mit den Abkiirzungen dw = %
, __ds
! A— o =t 97)

“=faw S BfEdw’ & “fdw

Nach dem in Nr. 25 nachgewiesenen Satz diirfen wir uns fiir die
Ermittlung der Grundkoordinaten auf reine Knotenbelastung beschréin-
ken. Dann hat man:

X =c, Y=cy Z=c)z (98)
und fiir die Forménderungsarbeit an einem Stabe gilt der Ausdruck:

5 (X0 Yy +Z2) = 3 (0,02 + Ly +¢2%).. (99)

An einem allgemeinen durch die Grundkoordinaten w bestimmten
Verschiebungszustand der zum Rahmenwerk gehérigen Kette G,
(vgl. Nr.24), mégen die apf die Knoten iibertragenen Krifte und
Momente, die aus der Betrachtung der starr gelagerten Einzelstibe
folgen, die Arbeit X Pw leisten.

Nach dem in Nr. 15 angefiihrten Variationsprinzip hat man dann
die Elastizititsgleichungen:

%[Zé(cr“’z*“’i?f“-l-ci’z’)—-ZPw]=0 m=12...0. (100)

Zur Einfiihrung der Grundkoordinaten benutzt man die Bezie-
hungen:
X=—c(v,—v,)— 41,
l
=—3 " +r)—1d, (101)
2= v,—,

die bei geraden Stiaben durch folgende zu ersetzen sind:

x=—Al,
= — (u,;v; + u, v, + 19,) (102)
= ’V,-—Vk.

Bei unsymmetrischen Bogenstiben kann man die entsprechenden
Ausdriicke den Gl. (63) und (64) entnehmen, welche dort als die Fak-
Mann, Rahmenwerke. 8
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toren von ¢, ¢, und ¢, auftreten. Man erhilt in jedem Fall Gleichungen
von der Form:

)
x=Jx'my,,
1

Yy =§ey‘""wm (103)

2= f,’z("" Wy
1
Die Gl. (100) nimmt hiermit folgende endgiiltige Form an:

4
Dty =P, m=12...¢, (104)
n=1
wobei

= 2 (€, 2™ 30 (%) ey g(m) | ¢ p(m) Z(m)) (104a)
T

Bei Benutzung der Formeln (101) und (102) ist die Ziffer des links
liegenden Knotens fiir k einzufithren, oder allgemein ist dabei die
Ziffer des Endquerschnittes, auf welchen Z in positivem Sinn wirkt,
an Stelle von k zu setzen (Abb. 52, 55, 70).

Bei Stiben mit ge-
lenkigen Anschliissen er-

//
— - fordern die GI. (101) und
_—TK (102) eine Modifikation.
X ?L A N _ Bei einem Bogenstab
Nr PN mit einseitigem Gelenk-
X, A T anschluB} setzen wir nach
Abb. 71:
= M=Xe—2) o
Abb. 71, N,=—X. (
An beliebiger Stelle gilt
(106)
M Z
N=N— ) ( Xy, + k>
¢ werde 80 bestimmt, da8 die Gleichung
fyx b fyk , ° EFQn =0
erfiillt wird.
Man findet
Je
7 xds —— | made——
¢ = el S (107)

! fx’da—-{-f "de———
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022 yEJ+J.y2E }

(108)
62 z [ +f T E FQJ
Bei einem geraden Stab ist e = 0 zu setzen, ferner
d l d
boe=|5F =77 (109)
Setzt man wie friiher:
M;o; + N, Al, =X-a¢ + Z-2,
8o folgt durch Benutzung der Substitutionen (105):
x=eq;—Al, =—e,+ 9, —A41,
ea (»v:+9,) r (110)
= oy = ‘Vi + ?9' .
Bei geraden Staben fillt das Glied mit e weg. In gleicher Weise
wie (98) gilt mit ¢, =5 ¢ — 5
X=cx Z=c% (111)
und der Beitrag des Stabes zur Forménderungsarbeit wird:
5 (X4 Z-2) =3 (@02 + /2% . (112)
Bei einem beiderseits gelenkig angeschlossenen Bogenstab gilt:
M=—X.y
B x. M (113)
e
Ope=| 7 7 +.I‘77"E’Fg” (114)
bei geraden Stiben ist
ds
6,,_. = E'_F B
Weiter gilt bei beiderseits gelenkig angeschlossenen Stiben:
x=—A41, (115)
und als Beitrag zur Forménderungsarbeit:
1 1
?A-x=—2—c,~:)02. (116)

36. Beispiel einer dreischiffigen Halle mit Mittelbogen.

Beispiel einer dreischiffigen Halle mit Mittelbogen nach Abb. 72.
Die Balken iiber den Seitenschiffen besitzen beiderseits auf 1/, der
Stiitzweite geradlinige Endverstirkungen. Mittel- und Auflagerhohe

8*
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verhalten sich wie 2:3. Der Bogen hat bei 16 m Stiitzweite den Pfeil
von 3,2m, entsprechend ¢ = 0,2 und r = ll%;ﬁ = 11,6 m. Die

mit 1 und 7 bezifferten Seitenstiele haben die Liénge A, = 5,0 m,

die Linge der Mittel-
stiele 3 und 5 betrigt
hy = 6,4 m. Die drei

3

7 .
mnmﬁmmﬁummnn £ oy %—17 oberen Stibe werden
' - o mit 2, 4 und 6 be-
I 2 o0y : J, 5"—-3 ziffert, sie verbinden
! 6 4 die Knoten 1, 2, 3
7 IS ! s ‘y/‘l-z 7| -2 und 4. Stab 2 und 6
oY — | , = haben die Linge
<82 le 500 (<40 | l, =8,12m. Der ge-
| Abb. 72. ] kriimmte Stab 4 be-

steht aus dem mitt-

leren Kreisbogen und den anschlieBenden geradlinigen Stiicken von je
2,5 m Linge. Die Stabsehne 2—3 hat die Léiinge I, = 16 m. Die maB-
gebenden Tragheitsmomente sind in Abb. 72 angegeben.

Fiir Stab 2 berechnen wir nach Nr. 19 und nach Abb. 73:

Jz 77 274 J:
7 ¢ 7
1 0,25 0,0625 1
0,7273 0,3125 0,0710 4
0,6120 0,376 0,0720 2
0,3847 0,4375 0,0736 4
0,2963 0,5 0,0741 1
515 0,8590 =0,0179.
0,25
Fiir das Mittelstiick [ £2-d& =0,0052
0,0231
g25 025 J &'2dw=2-0,0231 = 0,0462
5 15 6,7681 = 0,1410
° | [~
— 0,26
£ , JdE=025
716 0 _0 391
Abb, 78. ’
[dw=0,782

Fiir den Kreisbogen ermittelt man mit Hilfe von:

tgy=2¢=04  ¢=0,761013
s=2r.p=17,6565;  2,= 5% =10,5123,
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fiir o =FJ7; habe man 0,00021, aus Gl. (73) folgt:

, 10,5123

f= 142

Der Abstand des zum Bogen gehérigen Schwerpunktes von dessen
Sehne ist:

=10,5101.

e =10,510 — 8,4 = 2,110 m.

Die Lage des zum Stab 4 gehorigen Schwerpunktes folgt hiermit:

E+25)8(1+ o) +2-2

s+ «) 22,5
Fiir den Abstand der beiden Schwerpunkte hat man:
e+25—e=0,7414m.

Wir bezeichnen jetzt die nach den Gl. (72a—c) ermittelten GrofSen
mit:

e== = 3,8686 .

bes  Ouy  Oua
Nach Entnahme des Wertes § = 0,00849 aus der Tabelle unter
Nr. 29 hat man « + 8 = 0,00870 und findet mit £J = 1:

0en=16971  3,,=408343 6, =17,659.

Mit Hilfe dieser fiir den Kreisbogen geltenden GriBen ergeben sich
die entsprechenden Groflen fiir Stab 4:

8pp =04+ 8(1+ a)-0,7414% + % (3,869% — 1,3693) = 63 578,
8,y =0,,+2:2,5-8,0 =1728,343,
8,y =10,,+225 = 22,659.

Auch die Stabkrifte X©@, Y0  Z® hei beiderseitiger starrer Ein-

spannung lassen sich leicht auf die Krifte X Y Z des Bogens zuriick-
filhren. Zunéchst bemerkt man, daf die lotrechten Biegungsordinaten
des Stabes 4 nur von der Form#énderung des Bogens herrithren. Da die
Kraft X um 0,7414 m tiefer liegt als X, hat man:

An,=An,+0,7414 47, ,

ferner gilt L
Anv=A77v’
Anz=A77z~
Fiir X hat man z. B.:
An, Ay, -67; . A9, 5;;
X0 =P 2. 0,7414 —=-
69:2 6:“» au+ s 6"”’
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oder -
X0 — X . g‘”’ Z
ebenso hat man: ” ca
7.0y
YO=Y. 5: ,
7 . 0
; -- Zo =27 o
( J‘;’ s Fiir eine gleichmiBig iiber die
wr i 7 linke Bogenhalfte verteilte Belastung

| erhilt man X und Z als die Halfte
Abb. 74. der durch die Gl. (81a) und (85a) ge-

kennzeichneten Werte. Gl. (83a) liefert Y. Man findet:

X =488lp Y =0468p Z =10220p
X0 =3 408 p Y©® =0,262p ZO = 7964 p.
Als zugehorige Endmomente hat man (vgl. Abb. 74)
links: (3,408-3,8686 — 0,262-8,0 — 7,964) p = 3,124 p,
rechts: (3,408-3,8686 -+ 0,262-8,0 —7,964) p = 7,316 p .
Als weitere Last werde gleichméBig p, t/m iiber dem linken Seiten-
schiff angenommen.
Die Endmomente des starr eingespannten Trigers finden wir mit
Hilfe der Formel (38). Dabei ist:

a=5  ip=1—0206=004 i,=1—0512=0,488,

MO =0,0957-p,-8,02=6,125 p, .
Die jetzt vollstéindig ermittelten Knotenlasten, welche weiterhin zur
Berechnung der Grundkoordinaten dienen, sind in der Abb. 75 zusammen-

gestellt.
on -6725p, 7}@ 2408p Als Grundkoordinaten

IR '2};;_ — : wihlen wir die 4 Knoten-
&, drehwinkel », bis v, sowie

| die Stabdrehwinkel der
Abb, 75. Stébe 3 und 5, die mit u,
und u, bezeichnet werden.

Hiermit wird Py =9, =0,=0,

h h
191=/"1ﬁ 197=:”2ﬁ-
AulBlerdem hat man
‘ Al =hy (1 — p3),



Beispiel einer dreischiffigen Halle mit Mittelbogen. 119

weiter liefern die Gl. (101) und (102):

Stab: 1 2 3 4
x =e(v,— ;) +hy (s — )
_h 3 _ L _h i _ b
Yy=3"n— i y—“g(’ﬁ‘*‘”z)y‘*?”z—%ﬂl ——5(”2‘*"’3)
2= B=v,— v, 2=, B=vy— v,

Die Elastizititsgleichungen besitzen doppelte Symmetrie und lassen
sich nach folgendem Schema ordnen:

41 Va My Ha V3 Vs
¥y ay a, as 0 0 o L,
Va o, ag ag Oy ag o L,
# as g as y ay o L,
Ha o a7 Gy a3 g s L,
Vs o ag a, ag ay a, Ly
Vg o o 4 ag a, a,y Lg

Zur leichteren Ubersicht werde allgemein der zur m-ten Gleichung
gehorige Koeffizient von w, mit (w,,w,) bezeichnet. Aus der vorher-
gehenden Zusammenstellung von &, ¥/, # lesen wir ohne weiteres folgende
nach Gl. (104a) gebildeten Werte ab:

a,=(vv)= (’i} ¢+ c")l—l— (%’ ¢+ c")z,

@y = (Vy¥y) = (%c’+c")2+ (%c'+c")3—|—<e2‘c+%gc’+c")4,

ay = (giy) = (5.¢'), — ey,

@7 = (Vo ltg) = (¢hge)y

ag = (V,73) = (—ezc + %gc’ —c"\)4 )

ag = () = (hZ "), + (R )5+ (REC)q
@y = (Hythy) =— (RFC), .

Die den Klammern beigefiigten Kennziffern deuten darauf hin, an
welchem Stab die Kammergri8e zu bilden ist.
Bei einem geraden Stab mit unveréinderlichem Querschnitt gilt:

12 " 1
l20’=7i‘ c =T:
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2
daher auch c + Il___i L_cu_____i'.
4 I
Bei Stab 2 hat man:
P L w1
2 =7 002  © 10,782
somit o 9
_li l+ " 636?00 _lg_ cl_cll 4 1?25
4 A 4 A
Bei Stab 4 gilt:
=l o=l =t e—3,8686
C=93518 C =733 ° T 22,669 €=9
3 £
ot B oo =0,367140; —ero+ o —o"=—0,10166.

Die reduzierten Stablingen sind folgende:
fiir Stab 1: I' =5,0 -3 = 15,0,
o 20 I'=28,12-2 =16,24,
w9 32 l'=64 -2=128.

Hiermit erhalten wir folgende Koeffizienten:

4 6,6900
@ =1551 Te0¢ — 06786,
4,1325
171624 0,2545,
64
a5=6 . W—-O 5120
— 569 | 4 1 036740=1,0019,
% = 16,24 12 8 =
6  3,8686-6,4
Qg =12_,8——W,57~8— -—0,0793 .
3,8686.6,4
a7 — —6_3,578_ = 0,3894 N
ag=—0,1917,
= + -5 99817
S—E"‘E,_s 63,578 ° ’
% ="%3518 .

Durch Addition und Subtraktion der 1. und 6., 2. und 5., 3. und 4. Gl.
erhilt man die beiden Systeme:

0,6786 (v, + 7,) + 0,2545 (vy + v5) + 0,5120 (g + o) = Ly + Iy

02545 , 40,9002 , +04687 , =L,+ L,
05120 , 04687 , +179318 ,, =L+ L
0,6786 (v, — ;) + 0,2545 (v, — vg) + 0,5120 (uy — ) = Ly — L4
02545 , 1,283 , —03101 , =L, —L;

0,56120 » —0,3101 »  + 3,0259 » = Lg — L,
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Die Losungen sind:
v, + v, = 1,9600 (L, + Lg) — 0,2948 (L, + L) — 0,4981 (L; 4 L,)

vy + vy = —0,2048 ,, + 1,3367 ’ —0,2737 ’
a1+ pg = —0,4981 —0,2737 » + 0,7961 ’
v, —vg = 193563 (L, — Lg) — 0,4746 (L, — L) — 0,3761 (Ls — L,)
vy — vy = — 0,4746 s + 0,9152 » + 0,1741 ”
Uy — Ug = — 0’3761 ’ + 0)1741 EH + 0’4120 ”

Fiir die Ermittlung der Werte L beachte man, dal bei den Verschie-
bungen »; =1 wg=1 w3=1 »,=1 der in Abb. 75 dargestellten
Kette G5 die Knotenlasten folgende Arbeit leisten:

L, =6,125 p, Ly =—6,125p, —3,124 p
L, =17316p L, =0.
Ferner entspricht der Verschiebung u; = 1 eine VergroBerung und

der Verschiebung u, = 1 eine Verkleinerung des Abstandes der Knoten 2
und 3 um den Betrag hy-1. Daraus folgen die ArbeitsgroBen:

Ly =3408ph, L,= —3408ph,.

Mit Hilfe dieser Werte errechnet man folgende Werte fiir die Grund-
koordinaten :
= 14,286 p, — 6,343 p

vg == — 9,253 p, 41,821 p
vy = — 0,740 p, + 3,781 p
vy = — 0,475 p, + 5,107 p
M= — 2,372 p, + 7,504 p
Py = 0,998 p, — 8,651 p

Setzt man in den Formeln (53):
V=g V=" Al = hy (py— ps)
X0 =3408 p Y0 =0262p Z"="7964p),
g0 erhilt man fiir Stab 4 folgende Krifte:

X =1,663p — 0,179 p,
Y =0,201 p +- 0,110 p,
Z = 8,060 p + 0,376 p, .

Weiterhin sollen fiir die einzelnen Stibe die Momentenflichen in-

folge der ausschlieflichen Belastung der linken Bogenhilfte durch
p =1 t/m dargestellt werden.
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Auf die Endquerschnitte 2 und 3 des Stabes 4 wirken dabei folgende
Momente:
1,663-3,8686 — 0,201-8,0 — 8,050 = — 3,224 t/m
1,663-3,8686 + 0,201-8,0 — 8,050 = — 0,008 ,,
Die resultierenden Endkrifte schneiden die Auflagersenkrechten in
den Entfernungen
3,224
1,663

unterhalb der Knoten 2 und 3.

Die Verbindungslinie dieser Schnittpunkte fassen wir als SchluB-
linie einer zur gegebenen Belastung mit dem Polabstand H = 1,663
konstruierten Seillinie auf, deren Endtangenten sich auf der linken

Viertelsenkrechten in der Entfernung von 8p- % . %ﬁ = 14,432 m

schneiden (Abb. 76). Die Ordinaten zwischen Bogen und Seillinie, im

0,008 _
1,663

=1939m und 0,005 m

/

3996\ [ 400 W3 a0z 7600 NG I 748

Abb. 76,

LingenmaBstab der Figur gemessen, stellen nach Multiplikation mit
1,663 die Momente am Bogen in t/m dar. In gleichem MaB, d.h. mit
Unterdriickung des Faktors 1,663, wurden die iibrigen Momente dar-
gestellt.

Hierzu dienen die Formeln (10a), (10b) oder (30a), (30b).

Man hat z. B. bei Stab 1 oben:

_1 7,504
15 5

(—4-6,33+6- 6,4)=—2,150t/m .



Beispiel einer dreischiffigen Halle mit Mittelbogen.

Zur Probe bei Stab 2 links:

- 16124 (4,1325-1,821 — 6,6900- 6,343) = 2,150 t/m .

Bei Stab 2 findet man rechts:

— 1.92 (6,6000-1,821 — 4,1325.6,343) = 0,864 t/m .

Bei Stab 3 oben:
— 15 (41,821 -+ 6.7,504) = — 4,087 t/m.
Probe: 3,224 4 0,864 = 4,088.
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